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Vorwort

Aus dem Vorwort des slowakischen Originals

Im vorliegenden Buch wird an Hand von geldsten Beispielen und Aufgaben mit
Resultatangabe die Anwendung von Gesetzen und Rechenmethoden aus denjenigen
Bereichen der Physik erldutert, die den wesentlichen Inhalt der Kursvorlesung ,,Ex-
perimentalphysik* an Technischen Hochschulen ausmachen. Obwohl das Buch in
erster Linie als Lehrmittel fiir Studierende technischer Disziplinen gedacht ist, wird es
aber auch den an naturwissenschaftlichen Fakultiten immatrikulierten Horern der
ersten Studienjahre gute Dienste leisten. Es soll zur Verringerung der Schwierigkeiten
beitragen, denen die Studierenden bekanntermaBen bei der Anwendung physikalischer
Gesetze auf konkrete Beispiele begegnen.

Den einzelnen, in sich geschlossenen Teilen vorangestellt, faBten wir jeweils in Form
einer Einleitung die Definitionen der physikalischen GréB8en, Gesetze und Lehrsitze
zusammen, die sich auf den Lehrstoff des zugeordneten Teils beziehen, um dem Leser
bei der Bearbeitung der Beispiele die Moglichkeit zu geben, den Inhalt der erforder-
lichen GroBen und Beziehungen unmittelbar zu rekapitulieren, ohne dabei andere
Biicher konsultieren zu miissen. Dennoch besteht wohl kein Zweifel daran, daB vor
der Lektiire dieses Werkes oder parallel dazu das Studium eines Lehrbuchs der
Physik erfolgen muB.

Vorwort der deutschsprachigen Ausgabe

Die Physik ist eine der wichtigsten Grundwissenschaften fiir die Ausbildung und
Arbeit des Ingenieurs. Als eine fiir die moderne Technik wesensbestimmende Natur-
wissenschaft durchlduft sie — zusammen mit der von ihr erfaBten und durchsetzten
Technik - einen tiefgreifenden und komplizierten Entwicklungsproze8. Der Ingenieur



6 Vorwort

in erster Linie — aber auch der Naturwissenschaftler, der aus der Praxis erwachsende
Probleme mit spezifisch physikalischen Mitteln und Methoden in Angriff nimmt,
benétigt in hohem MaBe die Fahigkeit, aligemeine Erkenntnisse und Prinzipien von
Fall zu Fall auf ganz konkrete Sachverhalte anwenden zu konnen. Erfahrungsgeméf
aber bereitet gerade diese Aufgabe dem Studierenden und nicht minder dem jungen
Absolventen technischer und naturwissenschaftlicher Fakultiten besondere Schwierig-
keiten, wiahrend die allgemeinen Prinzipien an sich, in ihrer naturgesetzlich fixierten
Allgemeingiiltigkeit, durchweg zum liickenlos reproduzierbaren Wissensinhalt ge-
horen.

Die vorliegende Sammlung von Beispielen und Aufgaben erscheint geeignet, wesent-
lich zur Behebung dieser Schwierigkeit, allgemeine Prinzipien konkret anwenden zu
koénnen, beizutragen. Vom Studierenden in Verbindung mit einem Lehrbuch und der
Vorlesung benutzt, sollen die Biicher ,,Physik in Beispielen* Mittler und Wegweiser
zwischen den ,,reinen Héhen* der Theorie und den miihsam, aber unumgéinglich
notwendig zu beherrschenden Ebenen der wissenschaftlichen Praxis sein.

Der deutschsprachigen Ausgabe liegt die 2. Auflage des slowakischen Originals zu-
grunde. Entsprechend den ITUPAP-Regeln wurden gegeniiber dem Original Ande-
rungen der GréBen und Einheiten vorgenommen. Die zu den einzelnen Aufgaben
angegebenen Resultate entsprechen von Fall zu Fall den mit Schul-Logarithmentafeln
oder Rechenstab erzielbaren Genauigkeitsanspriichen. Fiir die neue Ausgabe wurden
alle Rechnungen weitestgehend auf SI-Einheiten umgestellt, deren umfassende An-
wendung sich mehr und mehr durchsetzt. Lediglich in einigen Aufgabenstellungen
und Zwischenergebnissen wurden alte, noch gebrduchliche Einheiten (z. B. kp, atm,
Torr, cal) beibehalten, so daB das fiir die Ubergangszeit notige Umrechnen geiibt
werden kann.

Einem vielfach geduBerten Wunsch entsprechend, wurde die bisherige einbéndige
Ausgabe in zwei selbstindige Teile zerlegt. Der Band ,,Mechanik und Wirmelehre*
enthilt die Abschnitte 1. und 2. der friiheren Fassung. Die restlichen Abschnitte er-
scheinen unter dem Titel ,,Elektrik, Optik, Quantentheorie* unabhéngig von diesem
Buch in einem weiteren Band.

Bearbeiter und Verlag
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1. Mechanik

1.1. Kinematik des Massenpunktes

Der Ortsvektor 7 einés Raumpunktes kann in bezug auf den Anfangspunkt eines
rechtwinkligen Koordinatensystems mittels der rechtwinkligen Koordinaten des oben-
genannten Raumpunktes durch folgende Beziehung ausgedriickt werden:
P=xi+y+ 2k, |r‘|=r=\/x2+y2+z2 9]

(i, j, k Einheitsvektoren in Richtung der zugehérigen Koordinatenachsen).
Die Geschwindigkeit des in Bewegung begriffenen Punktes wird durch die Beziehung
_dr

dtr

>
v

definiert. Unter Bezugnahme auf GI. (1) fiir den Ortsvektor kann man schreiben:

. . R > dx ., dy, dz -
b=vd+vj+vk=—Ii+—j+—k,
de- dt dt
d. h.,
dx dy dz
Uy =——, Uy =—, Uy =——.
dz dt dt

Wenn die Geschwindigkeitskoordinaten v,, v, und v, gegeben sind, 148t sich der ab-
solute Wert fiir die Geschwindigkeit ermitteln aus

v=\/v,2,+vf+vf. (2)

Die Geschwindigkeitsrichtung bestimmen wir mittels der Winkel «, § und ¥, die die
Geschwindigkeitsrichtung mit den Richtungen der einzelnen Koordinatenachsen x, y
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und z bildet. Fiir diese gelten die Beziehungen

v v
COSOC=——-—x——, COS,3='T._L——-:
Vo2 + 02 + 02 NI
3
Uz

Cos y =‘_2-——2—.———.
Vo2 + v+ o?

Die Beschleunigung des sich bewegenden Punktes wird durch die Beziehung

dr  de?
definiert. Weiterhin gilt:

o . , > do,. dv,, dv, »
d=a,i+ aj+ ak= i+ j+ —=k=
dr dr dt
2 2 2
_dx, d Y ; 11_212,
dr? de? dsz -
d. h.,
dv, d3x dv, a2y dv, d?z
a, = = y Gy = —— = , A = — = ——
d:t de? dt de? d: de?

Fiir den Zusammenhang zwischen den Beschleunigungskoordinaten a,, a, und a, und
dem absoluten Wert der Beschleunigung sowie fiir die Winkel, die die Beschleunigungs-
richtung mit den Richtungen der Koordinatenachsen bildet, gelten analoge Bezie-
hungen wie die Gln. (2) u. (3).
Bei einer geradlinigen Bewegung kann fiir den Betrag der Geschwindigkeit und den
der Beschleunigung folgendes geschrieben werden:

_ds _dv _ d3

V= ——y =TT 5
dr dr  dr?
wobei s die Weglidnge der Bewegung ist.
Eine gleichformig geradlinige Bewegung ist durch eine konstante Geschwindigkeit ge-
kennzeichnet. Daher gilt

v = const, =%=0, s=fvdt=vt+s°,
t

wobei s, die Lange des zur Zeit ¢ = 0 bereits durchlaufenen Weges darstellt. Allgemein
wihlen wir den Anfangspunkt fiir die Bahnmessung an der Stelle, an der sich der
Punkt zur Zeit ¢t = 0 befand. Dann gilt s, = 0.
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Eine gleichférmig beschleunigte geradlinige Bewegung ist durch eine konstante Be-

schleunigung gekennzeichnet. Daher ist

a = const, v=fadt=at+vo,

s =fvdt=f(at+ vo) dt :%at2 + Vot + So,

wobei s, die gleiche Bedeutung annimmt wie oben und v, die sogenannte Anfangsge-
schwindigkeit darstellt, d. h. den Geschwindigkeitswert des Punktes zur Zeit ¢ = 0.
Wenn a = const, jedoch a < 0 ist, dann handelt es sich um eine gleichformig ver-

zogerte geradlinige Bewegung.

Spezielle Fille einer gleichformig beschleunigten geradlinigen Bewegung sind der

freie Fall, der senkrechte Wurf nach oben und der senkrechte Wurf nach unten:

Freier Fall
1
a=g, v,=0 v=gt, s=5g12

Senkrechter Wurf nach oben

1 2
a=-g, v *0, v=10v —gt, $ = vol — gt

Senkrechter Wurf nach unten

1 2
a=g, vo*+0, v=10,+ gt, s=vot+—2—gt

Bei einer allgemeinen geradlinigen Bewegung ist die Beschleunigung nicht konstant,

sondern eine Zeitfunktion. Es gilt also

a=a(t), v =fa(t)dt, s =f(fa(t) dr) dr.

Die Bewegung eines Massenpunktes, die wir als schiefen Wurf bezeichnen, ist gleich-

falls durch eine konstante Beschleunigung
a = g gekennzeichnet, jedoch fallen die Be-
schleunigung g und die Anfangsgeschwindigkeit
vo zum Unterschied von einer gleichférmig
beschleunigten geradlinigen Bewegung nicht in
die gleiche Gerade. Wenn der schiefe Wurf
sich in einer x,y-Ebene vollziecht, und zwar
so, daB3 die Anfangsgeschwindigkeit v, mit der
x-Achse den Winkel ¢ bildet (Bild 1), dann

Yoy

Bild 1
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gelten die Beziehungen

Ay = dvx = 0, a, = dvy = —g;
dt dt
dx . y .
Ux='E=UOx=DOCOS(Pa v.v=E'= —gt+1)0y= —gt+vosm<p;
) 1
X = vy COS @, y=v°,sm<p—3gt2.

Bei einer krummlinigen Bewegung ist es iiblich, die Beschleunigung des Punktes in
eine Tangentialkomponente (Berithrungskomponente) und in eine Normalkomponente
(Zentripetalkomponente) zu zerlegen. Dabei gilt

_dv 3 v? 5
dt ro
wobei 7 der Einheitsvektor in Richtung der Tangente ist und ¢ der Einheitsvektor,
der in Richtung der Normalen zur Bewegungsbahn am gegebenen Ort féllt und vom
Kriimmungsmittelpunkt zum gegebenen Ort gerichtet ist; r ist der Kriimmungsradius
der Bahn im gegebenen Punkt. Fiir die einzelnen Beschleunigungskomponenten und
die Gesamtbeschleunigung gilt also
2 —_— 2 4
at.:ﬂ, an=v__, a:\/a12+a:=\/2 +.v__.
dt r dr r2
Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung eines in Bewegung begriffenen
Punktes werden durch folgende Beziehungen definiert:
& = d¢ | _da _ d%
dr ’ dt de?
wobei @ der Vektor ist, dessen Wert durch die Gro8e des vom zugehdrigen Ortsvektor
eines in Bewegung begriffenen Punktes beschriebenen Winkels gegeben ist. Der Vektor
steht senkrecht auf der Winkelebene. Als positiv gilt die Richtung, von der aus die
positive Drehung des Winkels gegen den Uhrzeigersinn gesehen wird. Wenn es sich
um eine krummlinige Bewegung handelt, kann man schreiben

l_i=at+

R

H

~d 2
5=32, ,_do_dY

de > dr der
In einem solchen Beispiel fallen die Vektoren ¢, @, d in eine gleiche Gerade, die
senkrecht auf der Bewegungsebene steht.
Die Winkelgeschwindigkeit hdngt mit der Umfangsgeschwindigkeit eines in Bewegung
begriffenen Punktes gemél folgender Beziehung zusammen:

V=TI
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(r Kriimmungsradius). Aus der angefiihrten Beziehung fiir eine ebene krummlinige
Bewegung folgt weiter:

a, = rx.

Fiir den Wert der Umfangsgeschwindigkeit kann auch bei einer krummlinigen Be-
wegung die Beziehung v = ds/d¢ geschrieben werden, wobei s die Bahnlidnge be-
deutet.

Ein Spezialfall der krummlinigen Bewegung ist die Bewegung auf einer Kreisbahn.
Die gleichférmige, eine Kreisbahn beschreibende Bewegung ist durch konstante
Winkelgeschwindigkeit gekennzeichnet. Fiir sie gilt

"w = const, ’oc=c(11—w‘=0, <p=fwdt=wt‘+tpo,
t

wobei ¢, der Winkel ist, den der Ortsvektor des sich bewegenden Punktes — bezogen
auf den Kreismittelpunkt — zur Zeit ¢ = 0 mit einer bestimmten, als Basis gewéhlten
Richtung des. Ortsvektors bildet. Allgemein wird ¢, = 0 gewahlt.

Als Periodendauer 7 einer gleichférmigen Bewegung auf einer Kreisbahn bezeichnen
wir die Zeitspanne, in der ein Punkt die Kreisbahn einmal durchlauft. Es gilt fiir diese

Die Frequenz f einer Bewegung stellt die Anzahl der Umléufe in der Zeiteinheit dar:
1 )
f=7=%
Die gleichformig beschleunigte Bewegung auf einer Kreisbahn ist durch eine konstante
Winkelbeschleunigung gekennzeichnet. Daher findet man

& = const, w=fzxdt=cxt+wo,

@ fwdt=f(oct+wo)dt=%(xt2+w0t+¢;00,

wobei ¢, eine analoge Bedeutung wie oben annimmt und w, die Winkelgeschwindig-
keit zur Zeit ¢ = 0 darstellt. ‘

Im Falle, dal & = const, jedoch < 0 ist, handelt es sich um eine gleichférmig ver-
zogerte Bewegung, die eine Kreisbahn beschreibt.

Wir setzen die Bewegung eines Punktes in Relation zu zwei Bezugssystemen S und S’,
wobei das System S’ hinsichtlich des Systems S eine fortschreitende Bewegung mit
der Geschwindigkeit 7* und der Beschleunigung d* sowie eine Drehbewegung mit der
Winkelgeschwindigkeit w und der Winkelbeschleunigung « vollfiihrt. Danach ist die



14 1. Mechanik

Beziehung zwischen der Geschwindigkeit § bzw. der Beschleunigung d des Punktes in
bezug auf das System S und der Geschwindigkeit ' bzw. der Beschleunigung a’ des
Punktes hinsichtlich des Systems S’ wie folgt gegeben:

P=0*+wx?#+7,
d=ad*+ o x(x#)+2(wx?)+axi +ad,

wobei 7’ der Ortsvektor des in Bewegung begriffenen Punktes in Hinsicht auf einen
Bezugspunkt des Systems S’ ist. Die Geschwindigkeit ¥ bzw. die Beschleunigung @
bezeichnen wir als absolut, wahrend die Geschwindigkeit ?’ bzw. die Beschleunigung 4,
als relativ bezeichnet werden.
Unter der Flichengeschwindigkeit einer Bewegung verstehen wir den Vektor

p= l Fx?D

2 b

dessen absoluter Betrag zahlenmaBig der Fliche gleichkommt, die vom Ortsvektor 7
eines Punktes in der Zeiteinheit gebildet wird. Wenn # L ¥ und der Anfangspunkt
des Vektors # im Kriimmungsmittelpunkt an einer gegebenen Stelle liegt, dann gilt

2

1P| = ~ro.

B Beispiele?)

1. Eine Strecke AB konstanter Linge wird so bewegt, daB ihre beiden Endpunkte A
bzw. B entlang der y-Achse bzw. x-Achse eines bestimmten rechtwinkligen Koordinaten-
systems gleiten (Bild 2). Es ist festzustellen, welche Bahn bei dieser Bewegung der be-
liebig gewihlte, auf der Strecke 4B liegende Punkt M beschreibt.

|-

Losung J
A

Bei der gemidB Bild 2 vorgesehenen Bezeichnung
kann man schreiben

X =acosp, y=>bsing
oder

x—cos y—-sin
a %% pTsme Bild 2

1) Die numerischen Rechnungen wurden, soweit erforderlich, mittels Logarithmentafel aus-
gefiihrt
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Durch Potenzieren beider Gleichungen und durch Addieren erhalten wir
x2 y
z + e 1.

Der Punkt M bewegt sich ldngs einer Ellipse mit den Halbachsen a und b.

. Die Bewegung eines Punktes sei durch die Gleichungen
x=a(e +e*), y=a( —e")

bestimmt, wobei a und k¥ Konstanten darstellen. Es ist die Gleichung der Bewegungs-
bahn zu ermitteln und der Geschwindigkeits- sowie Beschleunigungswert des Punktes
als Funktion des absoluten Wertes vom Ortsvektor des Punktes auszudriicken.

Lisung
Die Gleichungen, die die Bewegung des Punktes bestimmen, konnen in folgender Form
geschrieben werden:
x = a(e* 4+ e*) = 2q cosh kt,
y = a(e — e™) = 2asinh kt.
Durch Potenzieren beider Gleichungen und durch Subtraktion erhalten wir
x2 — y? = 4a?, )

da cosh? kt — sinh? kt = 1. Aus GL (1) ergibt sich, daB die Bahn des Punktes eine
Hyperbel darstellt. Fiir den Geschwindigkeits- und Beschleunigungswert gilt

dx 2 2
0= (E) + (:_ty_) — Vasz(ekc — e )2 L g2k (M 4 eK)2 =

=kVx? 4+ y* =kr,
N d2x 2 d2 2
2 = / (d_t) + (d—ty) = k.

. Die Bewegung eines Punktes ist in Polarkoordinaten durch die Gleichungen r = Ae** und
@ = kt gegeben, wobei 4 und k Konstanten sind. Es ist die Gleichung der Bewegungs-
bahn zu finden; Geschwindigkeit, Beschleunigung und Kriimmungsradius der Bahn
sind als Funktion der Polarkoordinate r auszudriicken.

Losung

In Polarkoordinaten lautet die Bahngleichung r = Ae?, was die Gleichung der logarith-
mischen Spirale darstellt. Fiir die Geschwindigkeit bzw. die Beschleunigung gilt
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Wenn x = r cos ¢ und y = r sin ¢ ist, wobei r und ¢ gemiB der angegebenen Beziehung
zeitabhingig sind, dann gilt

dr \2? dr\2 . . de\? de\2
2 2 2 2 2 2
(_dt) cos? ¢ + (_dt) sin? ¢ + r2sin?2 ¢ (d_t> + r?2cos? ¢ (_dt) —

drde . drde .
— 2 ——
2r T sin ¢ cos ¢ + 2r FTirT] sinpcosp =

7 e S
_ A/ (%) +r (%?ti) = VAR P = k)2

dzr \2 dr \2 dtp2 ) dlp“' ) dzq,z

(@) + (&) (&) (&) + (@)
5 d?r (dq))z . dr dp d’p

de? \ dr dr dr dr*

v =

=/ A%k*et L 442k%e* | r2k* — 2rdk*et = \/ak*r? = 2k3r.

dep

Der Kriimmungsradius R kann aus der Beziehung v = R ar

sich ergibt

bestimmt werden, so da3

R=kr_k3=rﬁ.

4. Ein Zug fahrt mit einer Geschwindigkeit von 72 km h~!. Durch Einsatz der-Bremsen
kann der Zug innerhalb 2 min zum Halten gebracht werden. Unter der Voraussetzung,
daB die Bewegung des Zuges wihrend der Bremsung gleichférmig verzogert ist, ist die
Entfernung desjenigen Ortes von der angesteuerten Bahnstation zu errechnen, an dem
die Bremsen betitigt werden miissen.

Losung

Fiir Geschwindigkeit und Weg einer gleichférmig beschleunigten Bewegung gelten die
Beziehungen

1
v=uvo + at, s=vot+3at2.

Nach Ablauf der Zeit ¢+ = 2 min soll die Geschwindigkeit v = 0 sein, damit wird
_ Yo _ 72kmh™* 1 ms-2
a= o 2min @ 6 ’

Wihrend des Bremsvorgangs legt der Zug bis zum Halten den Weg zuriick

1 1
s=T72kmh-!+2 min -3 E—ms"-zzmin2=1200m=l,2km.

Demnach miissen die Bremsen bereits in einer Entfernung von 1,2 km vor der Station
in Betrieb gesetzt werden.
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5. Eine StraBenbahn setzt sich mit der Beschleunigung a = 0,3 m s~2 in Bewegung. Welche
Zeit benotigt sie fiir das Passieren des ersten Meters ihrer Bahn? In welcher Zeit durch-
fahrt sie den zehnten Meter, und wie groB ist ihre Fahrgeschwindigkeit am Ende des
zehnten Bahnmeters?

Losung

Fiir die Geschwindigkeit und die Strecke, die von der StraBenbahn durchfahren wird,
gelten die Beziehungen

v=at; 5= —at>.
‘ 2
Fiir die Zeit, welche die Straflenbahn fiir ihren ersten Meter benotigt, gilt

[2s, A/ 2m
t) = [— = [——— =2,58s.
! a 0,3ms~2 508

Die Zeit #*, wihrend der sie den zehnten Meter ihrer Bahn durchfihrt, ermitteln wir
aus den Beziehungen

—_ 2 —_ 2
Sg = ? at9 S10 = '—2— atm

oy }t_A/zsm_A/z_sg_A/ 20m A/ 18m
T e a a N 03ms2 03ms 2

= (8,15 — 7,75)s = 0,45s.
Am Ende des zehnten Meters hat die StraBenbahn die Geschwindigkeit

Vio = alyjo = 0,3 ms-2- 8,15 S = 2,45 ms-!,
/

6. Ein Korper werde vom Erdboden aus mit der Geschwindigkeit vo = 4,9 m s~! senkrecht
aufwirts geworfen. Gleichzeitig beginnt aus der Hohe, die dieser Korper maximal er-
reicht, ein anderer mit der gleichen Anfangsgeschwindigkeit v, senkrecht nach unten
zu fallen. Es ist die Zeit #* zu bestimmen, zu der beide Korper einander begegnen, des-
gleichen die Entfernung % von der Erdoberfliche sowie die Ge-

schwindigkeiten v} und v§ beider Korper im Moment ihres Zu- 2
sammentreffens. Der Luftwiderstand wird vernachléssigt. %
Losung

hmux

Fiir den Korper 1 (Bild 3), der aufwirts geworfen wurde, gelten
die Beziehungen

1 2
Sl=Uot‘—'—2‘gt; V1 = vy — gt.

Seine maximale Hohe erreicht er in der Zeit . Hier ist seine 777777 4
Geschwindigkeit v; = 0, d h., #, = vo/g. Seine Maximalhéhe Bild 3

2 Hajko, Mechanik
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betragt
v 1 1
hmax === 0= - = = — .

e 2827 2%
Fiir den senkrecht abwérts fallenden Korper 2 gelten die Beziehungen

1
h=w+5m%m=%+ﬂ

Fiir den Moment des Zusammentreffens finden wir
1 1 v2
$1 +82 = hmax, d. h., vot* — — gt*2 + pot* + — gt*? = —
2 2 2g
so daB wir fiir die Zeit * bis zum Treffen beider Korper den Wert

erhalten. Fiir die H6he /4 des Zusammentreffens sowie fiir die hier geltenden Geschwin-
digkeiten v und v¥ erhalten wir durch Einsetzen des Wertes von ¢* in die entsprechenden
Beziehungen

h=v_g_-l_gv_g=7_1%=li9__z_n_l_z_s__i_=0’53m,

4g 2 °16g® 32g 32-981ms 2z —

v 3o v Sv
v?=vo—£-=T°=3,67ms‘1; ug=uo+z°;-4—°=6,12ms-1.

. Ein Korper bewegt sich im luftleeren Raum frei fallend aus der Hohe # = 245 m.

Teilen Sie diese Fallstrecke in n = § Teilstrecken, und zwar so, daB3 die Fallzeit des
Korpers fiir jede dieser Teilstrecken gleich groB ist.

Losung

Wir halten folgendes fest: £ = x; + x; + --- + x,. Wenn wir die Fallzeit, die fiir alle
Teilabschnitte gleich groB ist, mit dem Zeichen ¢, angeben, so finden wir

1 1
X1 = -—Z—gtg, X1 + Xy = ?g(Zto)Z, ceey

1
h=x1 + x5 4+ + x, = — g(nty)*.

2

Fiir ¢, gilt dann

2 2h1

0 g n2 H
so daB sich ergibt:

1 h 1 2\2 1)\2 3h
x1=—2-gt(2,=?; x2=7g(2t0)2—x1=h(;) _h(—n—> =;}i;
2n — 1
vl Xp = n h.

n?
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PAd

Fiir 2 = 245 m und n = 5 erhalten wir also

Mmoo _3245m
1T Ty T2 2T Tl

X3 =49,0m; x,=068,6m; xs=88,2m.

. Ein Massenpunkt fiihrt eine geradlinige Bewegung so aus, daB seine Beschleunigung mit

der Zeit gleichformig anwéchst und wihrend der ersten 10 Sekunden der Bewegung vom
Nullwert auf den Wert 5 m s~2 steigt. Wie groB ist die Geschwindigkeit des Massen-
punktes nach Ablauf von 10 s, und welche Strecke legt er in dieser Zeit zurlick, wenn er
sich zur Zeit ¢ = 0 in Ruhe befand?

Losung
Fiir die Abhingigkeit der Beschleunigung von der Zeit kann geschrieben werden:
a=kt, =——=———=0,5ms'3.

Demnach erhalten wir fiir Geschwindigkeit und Weglénge:

v—fa(t)dt—fktdt-—-——z—

Vio = — *0,5ms~3-10%s% = 25ms-!;
s—fvdt—f—kt’dt —kt3
sw—? 0,5ms~3-10%s® = 83,33 m.

. Eine. Granate verlasse das Kanonenrohr mit der Miindungsgeschwindigkeit

vo = 1000 m s~! unter einem AbschuBwinkel von ¢, = 55°. Unter Vernachlissigung
von Luftwiderstand und Erdkriimmungist die theoretische SchuBBweite und die maximale
SchuBBhohe zu bestimmen.

Losung

Fiir die Koordinaten eines bestimmten Punktes der GeschoBbahn gelten wie beim
schiefen Wurf die Beziechungen

. 1
X = v COS Po; ¥ = vt Sin gp — —z—gtz.
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Im Punkt B (Bild 4) ist die y-Komponente der Geschwindigkeit gleich Null, so daB3 ge-
schrieben werden kann

dy
— =vosing, — gt =0.
ar o Po — &
Fiir die Zeit ¢, in der die Granate den Punkt B erreicht, gilt
Vo Sin
t = o Po
g
so daB sich ergibt:
vosing, 1 ov3sin?¢@,  vZsin® @,
Ymax = Vo ——— SIN Qo — — & 2 =
g 2 g 2g

Dieser Wert stellt die von der Granate theoretisch erreichbare MaximalhGhe dar.
ImPunkt C ist y = 0. Diesen Punkt erreicht die Granate nach einer Zeit, fiir welche gilt:
200 sin Po

@
g

Die zweite Wurzel von Gl (1) ¢ = 0 gilt fiir den AbschuBort, an dem ja gleichfalls
y = 0 ist. Fiir die SchuBweite d erhalten wir dann

b4

= 34,1 km.

1
Vot sin po — 7gt2 =0; ¢

20, sin v2sin 2
d = v, —-o—%-COSQJO = %S0 %o = 95,7 km.
g g

Y
<

o/

-
S

| Ymax

A

=Y

¢ x

] x
Bild 4 Bild 5

10. Artilleristen erkennen ein Objekt A in gerader Luftlinienentfernung d = 5000 m unter
einem Horizontwinkel f = 60°. Wie groB muB der AbschuBwinkel @, bei einer
Miindungsgeschwindigkeit v, = 300 m s-* sein, damit das Objekt getroffen wird, wenn
dieses gleichzeitig mit dem AbschuB frei zu fallen beginnt? Der Luftwiderstand werde
vernachlissigt.

Losung

Diese Aufgabe ist leicht zu 16sen, wenn wir daran denken, daB im Moment des Zu-
sammentreffens die Koordinaten von SchuB3 und Objekt zusammenfallen miissen
(Bild 5). Fiir die SchuBBkoordinaten gelten die Beziehungen

) 1
X = vot COS @g, Y = Uptsin gy — Egtz.
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11.

12.

Die Objektkoordinaten wiederum erfiillen die Beziehungen

1
x' =dcosf, ¥ =dsinf — -ngz-

Im Moment des Zusammentreffens muB demnach gelten o ¥ _
A 3
vo? COS ¢o = d cos f;
. 1 . 1,
vot sin o — — gt? =dsin f — — gt2.
2 2
X '
Nach Dividieren der zweiten Gleichung durch die erste er- T

halten wir e
7

tanpo = tan B, also ¢, = f = 60°. Bild 6
Der AbschuBBwinkel muf3 also ebenfalls 60° betragen.
Ein Flugzeug A fliegt in einer H6he £ = 4000 m mit einer Horizontalgeschwindigkeit
v = 500 km h™!. In welcher waagerecht gemessenen Entfernung x, (Bild 6) vom Punkt B

muB ein beliebiger Korper aus dem Flugzeug abgeworfen werden, damit er im freien
Fall in B auftrifft? Der Luftwiderstand wird vernachlissigt.

Losung

Der aus dem Flugzeug abgeworfene frei fallende Korper vollfiithrt, bezogen auf die
Erdoberfliche, eine Bewegung von der Art des horizontalen Wurfes mit einer Anfangs-
geschwindigkeit, die der Flugzeuggeschwindigkeit im Moment des Abwurfs entspricht.
Fiir die Lage des Korpers in jedem beliebigen Moment gilt dann

1 2
X = vt; y=—§-gt .

Die Bedingung dafiir, daB3 der Korper im Punkt B auftrifft, kann durch folgende Glei-
chungen ausgedriickt werden:

1 2
Xo = Vlo; =Egt 1)

fiir die gesuchte GroBe x, erhalten wir daraus

A/5: 5.105m 8000 m
Xo = U

Z ~ 36 10°s N 98Ims? _ 207m

Ein mit der Anfangsgeschwindigkeit v, unter Bild 7
dem AbschuBwinkel ¢ hochgeworfener Massen-
punkt vollfiihrt im luftleeren Raum eine Bewegung
in Form einer Parabel (Bild 7), deren Parameter-
darstellung durch folgende Gleichungen gegeben -
ist: - N

. 1
X = vot COS @; y=votsmqa—-2—gt2. L
g X
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Es sind die GroBen Geschwindigkeit, Tangential- und Normalbeschleunigung zu er-
mitteln, durch welche die Bewegung des Massenpunkts an einem beliebigen Ort seiner
Bahn ausgezeichnet ist.

Losung

Fiir die Darstellung der Koordinaten und der Geschwindigkeit gelten die Beziechungen

dy .
Uy = —— =0 COSQ; Uy = — = Vo Sing — gt;

de de

P . 1 —ee
v= \/vi + 02 = A/u?, —Zg(vot sin ¢ — 7g_ﬁ) = \/vﬁ—Zgy.

Die Geschwindigkeit bildet mit den Koordinatenachsen Winkel, fiir die gilt:

(0, %) = Uy _ vocOsQ

cosv,x-—\/z_2 —\/2_2 :
) 8y Vo gy

v vo Singp — gt

cos (v, y) = 4 — otne &

J2—2gy - 2ey

Fiir die Tangential- und Normalbeschleunigung erhalten wir:

dy
2 _dv £ _ glvosing — gi)
e =- ;
de 03 — 2y v
_ &%(vo sin ¢ — g1)* v\ g°
G=a® —ad=g"— " =22 (1 = J)=5 (0 —1)) =
v v v
& ,  gijcos’p - 8UpCOS @
=Rl Ty =

13. Ein Korper beginnt sich um eine feste Achse mit der konstanten Winkelbeschleunigung

o = 0,04 s7% zu drehen. Nach welcher Zeit, vom Beginn der Drehbewegung an ge-
rechnet, bildet die Gesamtbeschleunigung eines beliebigen Punktes des K6rpers mit der
Tangentialgeschwindigkeit desselben Punktes einen Winkel
von ¢ = 76°?

Losung

Fiir den Winkel, den die Gesamtbeschleunigung cines be-
stimmten Punktes des rotierenden Korpers mit der Ge-
schwindigkeitsrichtung bildet (Bild 8), gilt

a, ro x o« Bild 8
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14.

15.

so daB sich fiir die Zeit #*, in der die angegebene Bedingung erfiillt wird, ergibt:

_/tan¢_A/tan76°_A/ 401
- « N 00452 0,04 s-2

Um den Mantel einer Rolle mit dem Radius r. die sich um eine horizontale Achse
drehen kann, ist ein Seil gelegt, an welchem ein Korper hdngt (Bild 9). Die Bewegung
des Korpers wird durch die Gleichung s = !/, at? definiert. Be-
stimmen Sie die Zeitabhingigkeit der Beschleunigung des
Punktes M, der auf dem Rollenumfang liegt.

Losung

Die Geschwindigkeit des Korpers ist durch die Beziehung

u= ds _ at
=5 =
gegeben. Die Geschwindigkeit v des Punktes M hat ebenfalls
den Wert v = at. Fiir die Tangential- bzw. Normalbeschleuni-
gung des Punktes M gilt somit
_dv 2 a v a?
a'—dt— > TRy
Der Wert der Gesamtbeschleunigung des Punktes M #ndert sich dann mit der Zeit ent-
sprechend der Beziehung

S
a* = /@t + & A/a —I————-——\/r2+a2t‘

Ein Zug bewegt sich gleichférmig verzogert auf einer Bahn der Linge s = 800 m, die
in Form eines Kreises mit dem Radius r = 800 m gekriimmt ist. Es sind zu bestimmen:
der Wert der Gesamtbeschleunigung eines beliebigen Punktes des Zuges am Anfangs-

~und Endpunkt des gekriimmten Streckenabschnitts sowie die Zeit, die der Zug zum

Durchfahren dieser Strecke benotigt. Die Zuggeschwindigkeit am Beginn der Kurven-
strecke sei v = 54 km h~! und am Ende v = 18 km h-1,

Losung
Fiir die Bewegung eines beliebigen Punktes des Zuges gelten die Beziehungen
1 2
v =0y + ait; s=vot+7att .

Wenn wir in diese Gleichungen fiir v, v, und s die in der Aufgabe gegebenen Werte ein-
setzen, kOnnen wir daraus die Zeit #*, in der der Zug den Streckenabschnitt durchfdhrt,
sowie die Tangentialbeschleunigung a, errechnen. Man findet ndmlich

v—1p 10—

—_ . * 4
pe =ay; §= Vot + e

t*z = — (Uo + v) t*
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16.

so daB sich ergibt:

2s 1600 m -
"= % +ov 72-10° =80s; a = . —0,125 ms~2.
36100 ™5

Fiir den Wert der Gesamtbeschleunigung gilt die Gleichung a = \/ a? + a2, wobei man
die Normalbeschleunigung am Anfangs- und Endpunkt der Kurvenstrecke aus den
Beziehungen

v? v?

Quo = — bzw. ay=—

r r
bestimmen kann. Nach Einsetzen der hieraus berechneten Werte in den Ausdruck fiir
die Gesamtbeschleunigung erhalten wir diese am Anfang und am Ende der Kurven-
strecke zu

ao =0,308ms2?; a=0,129ms"2.

Ein Rad dreht sich mit der Tourenzahl # = 1500 U min~1. Durch Einsatz einer Bremse
kann man erreichen, daB seine Drehbewegung in eine gleichformig verzogerte iibergeht
und das Rad nach einer Bremszeit von 7, = 30 s stehenbleibt. Berechnen Sie die
Winkelbeschleunigung « und die Zahl der Umdrehungen, die das Rad vom Beginn des
Bremsvorgangs bis zu seinem Stillstand ausfiihrt.

Losung

Fiir den Momentanwert der Winkelgeschwindigkeit gilt die Beziehung

0 = wy + of,

wobei wy = 2nn = 2n 1500 = 50 = s~1. In der Zeit ¢ = ¢, ist offensichtlich w = 0, so
daB sich ergibt
wo +oat =0

und somit gefunden wird
6=——=— —ns?=—52452,

Der Ortsvektor eines beliebigen Punktes des Rades beschreibt, bezogen auf den Mittel-
punkt, in der Zeit #, den Winkel

' 5
Qo = wolo + % o2 =1500~r — Frr900=7501r.

Fiir die Anzahl der in der Zeit ¢, ausgefiihrten Umdrehungen finden wir
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17. Untersuchen Sie die Bewegung eines Massenpunktes, dessen Ortsvektor entsprechend
der Beziehung # = i4 cos bt + jA sin bt von der Zeit abhingt, wobei 4 = 6 m und

™
=—s1ist.
7S is
Losung
Fiir die Geschwindigkeit gilt die Beziehung
b = = ( isinﬂt+‘cosﬂ:t)ms~1
T g TI% Y ’
womit sich fiir den absoluten Geschwindigkeitsbetrag ergibt
Pl =v= o
T AN

Also ist der Geschwindigkeitsbetrag konstant.
Die Richtung der Geschwindigkeit kann man fiir jeden Moment durch den Einheits-
vektor in Geschwindigkeitsrichtung bestimmen, und zwar

3n
-1 -1
ms!=—ms,
2

k3

= —sin
4

. D
T=—
v

t 4 jcos P
J 4 ¢
Fiir die Beschleunigung erhalten wir analog
Ez’—dﬁ—Snz( i nt ‘sinnt)mS"'
TR cosgrTJsmy '

Der Betrag der Gesamtbeschleunigung ist also

3 2
lal=a=—’8‘—ms-2

ebenfalls konstant. Fiir die Tangential- und Normalbeschleunigung resultiert weiter

a 2w
at=-—v-=0; an=%= az—at2=%ms-z.

de

Der Kriimmungsradius R = v?/a, = 6 m ist also konstant. Da die Komponente des
Ortsvektors zur Z-Achse gleich Null ist, handelt es sich um eine Bewegung in der
X, Y-Ebene mit dem konstanten Kriimmungsradius R = 6 m. Es ist eine Bewegung auf
einer Kreisbahn. Den vom Ortsvektor # und vom Geschwindigkeitsvektor ¥ gebildeten
Winkel kann man aus den folgenden Relationen bestimmen:

) A(icos bt + jsin bt) Ab(—isin bt + jcosbt)

cosP =4 = A 4b

= —cos bt sin bt + cos bt sin bt = 0.
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Es ist also ¢ = 90°, d. h., der Geschwindigkeitsvektor ist stindig senkrecht zum Orts-
vektor gerichtet. Da v = wR ist, erhalten wir fiir die Winkelgeschwindigkeit

?E
Fiir die Umlaufzeit T gilt dann
T= E = i =38s
(] %s‘l

Der Vektor @ der Winkelgeschwindigkeit ist senkrecht zur Kreisebene gerichtet, auf der
die angegebene Bewegung des Massenpunktes erfolgt. Es gilt also fiir die Winkel-
geschwindigkeit o = (x/4)k s-1. Fiir die Geschwindigkeit gilt auch die Beziehung
U =@ X Foder

5—&3><F——nlg><(67005nt+6’sinnt ms!=
= =2 g TSIy =
i j k
_ = mer = (e T o1 % 2 e
0 0 7 ms (j20084t zzsm4tms.
0

6 ﬂt 6 si nt
cos — t; sin — ¢;
4 4

Wir erhalten offenbar den gleichen Ausdruck wie oben.

. Bestimmen Sie die Periodendauer fiir die Bewegung eines Korpers, der in zwei schiefen

Ebenen ab- und aufwirts gleitet, die mit der Horizontalen den Winkel o« bzw. § (Bild 10)
bilden, wenn dieser in der Zeit r = 0 aus der Stellung A freigelassen wird. Reibungs-
verluste sowie Verluste an kinetischer Energie beim Aufprall von einer Ebene auf die
andere bleiben unberiicksichtigt.

Lisung

Wir setzen voraus, daB3 sich der Korper aiq)
anfangs im Punkt A4 in der Hohe 4 {iber b
der horizontalen Ebene befindet. Zum
Punkt B gelangt der Korper mit der Ge-
schwindigkeit

Vo = \/ ﬂ
und bewegt sich lings der Bahn BC mit einer Geschwindigkeit weiter, die sich gemil
folgender Beziehung mit der Zeit verdndert:

Bild 10

v =0, —at = vy, — gtsin f.
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19.

Die maximale Hohe im Punkt C erreicht der Korper zur Zeit ¢,, fiir welche gilt
Vo
h =—-.
' gsinp

Die Zeit, in der der Korper vom Punkt C nach B zuriickkehrt, ist ebenfalls #,, so daf}
sich fiir die Gesamtzeit, in der er sich auf dem Abschnitt BC aufwirts bewegt und wieder
zuriickkehrt, ergibt:

21)0
gsin g’

Tl =2t1 =

Analog gilt fiir die Gesamtzeit der Bewegung des Korpers auf dem Abschnitt B4 und
zuriick
21}0

gsina’

so daB die Periodendauer des Korpers auf den angegebenen schiefen Ebenen wie folgt
ermittelt wird:

200 [ 1 1 20 1 1
T=-T1+T2=‘_(.—+.—)=2 —(—.—-'}—f-—).
g \sinax sinf g \sinax sinp

Eine Kurbel 04 =r .
(Bild 11) dreht sich um "T
die feste Achse O mit 4 ;

konstanter =~ Winkelge-
schwindigkeit . Im

X
Punkt 4 ist die Kurbel
miteiner Pleuelstangeder N Y
Lénge / gelenkig verbun- \‘\-1[-—/’ Bild 11
den, welche den Kreuz-
kopf Bin Bewegung setzt,

der sich zwischen zwei parallel zueinander verlaufenden Ebenen bewegt. Bestimmen Sie
Geschwindigkeit und Beschleunigung des Kreuzkopfes B.

Losung

Fiir die x-Koordinate des Punktes B gilt unter Beriicksichtigung der Bezeichnungen
des Bildes 11

x=0C+ CB=rcos¢ + [cos y.

Durch die Anwendung des Sinussatzes kann der Zusammenhang zwischen den beiden
Winkeln ¢ und o in folgender Form ausgedriickt werden:

sintp=—'1:-singv. a)
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20.

Fiir den Geschwindigkeitsbetrag des Punktes B kann dann geschrieben werden

_dx . de . dy
v= = rsing = lsm«pat—. @

Durch Differentiation von GI. (1) nach der Zeit erhalten wir

dy r dy r cosg
—_= ‘w, dh, —=——o,
SV T T ar " Toosy®
wobei dp/dt = » die Winkelgeschwindigkeit der Kurbel darstellt. Gl. (2) kann dann in
folgender Form geschrieben werden:

cos q)) sin (¢ + v)
= —re) ——

V= —rw (sin(p + siny
cos cos y

Diese Relation ermoglicht, die Geschwindigkeit des Punktes B fiir beliebige Werte des
Winkels ¢ anzugeben. So ergibt sich z. B. fiir ¢ = 0 auch ¥ = 0 und somit auch » = 0.
Bei der Stellung ¢ = 90° ist sin (p + y) = sin (90° + y) = cos v, so daB v = —rw ist.
Fiir die Beschleunigung des Punktes B gilt

do r (COSztp sin%p )]

a= — = —ro’ |cosp — —
dr ‘”[ L

cos3y COS ¥.

wenn wir sin  nach Gl. (1) ausgedriickt haben. Fiir den Fall, daB8 / > r ist, kann ge-
schrieben werden cos ¥ = 1, und fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung erhalten wir
die Beziehungen

v——rw(sin + d si 2)
= @ 2] nzejl,

-
a= —rwz(cos @ — T cos 2<p).

Das Rad eines Eisenbahnwaggons rollt ohne b s Bild 12
Reibung auf einem geraden Gleis, und zwar so, 5
daB die Geschwindigkeit seines Mittelpunktes v, w
ist. Es ist die Geschwindigkeit fiir die Punkte 4 A
und B in dem Moment zu bestimmen, der in

Bild 12 festgehalten wurde. x

Losung

Wir gehen von den Bezichungen aus, die den Zusammenhang zwischen absoluter und
relativer Geschwindigkeit angeben, wenn das absolute Bezugssystem mit dem Gleis fest
verbunden und das relative mit der Radachse verbunden ist. Fiir die zu bestimmende
Absolutgeschwindigkeit der Punkte 4 und B ergibt sich dann

,
Ba = 0% + By = Bo + Dars
=

DB=§*+53=50+53,..
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21.

Da sich das Rad beziiglich des relativen Bezugssystems gleichformig dreht, weist die
Relativgeschwindigkeit jedes beliebigen Punktes am Radumfang den gleichen Wert auf.
Es ist also ¥4, = Up, = V¢,. Fiir den Punkt C ist die Absolutgeschwindigkeit im ge-
gebenen Augenblick gleich Null, d. h.,

Vc =Uo + Uer =0,

woraus deutlich ersichtlich ist, daB D¢, = U4 = Up, = Do ist. Beziiglich der Geschwindig-
keitsrichtung von ¥4, und 75, kann man fiir den Wert der absoluten Geschwindigkeit
der Punkte 4 und B wie folgt schreiben:

vy = /02 +v§=vo\/2 s Up = Vo Vo = 20o.

Die Geschwindigkeitsrichtung von v, ist durch die Beziehung
v
tangp = 2 =1
Vo

gegeben, d. h. ¢ = 45°, wobei ¢ der Winkel ist, den die Geschwindigkeit ¥, mit der
x-Achse bildet. Die Geschwindigkeit Dy verlduft offensichtlich parallel zur x-Achse.

Eine waagerechte, kreisformige Platte dreht sich so um eine senkrechte Mittelpunkts-
achse, daB sie in der Minute 120 Umdrehungen ausfiihrt. Entlang ihrem Radius bewegt
sich mit einer relativ zur Platte gleichférmigen Geschwindigkeit von »” = 5cms~! ein
Punkt. Es sind die Werte fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes beziig-
lich seiner Umgebung zur Zeit ¢t = 20 s zu ermitteln, wobei vorausgesetzt wird, daf} er
sich zur Zeit ¢ = 0 im Mittelpunkt der Platte befand.

Losung

Wir greifen wieder auf die Beziehungen zuriick, die den Zusammenhang zwischen
absoluter und relativer Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung zum Ausdruck bringen.
Fiir die absolute Geschwindigkeit finden wir

D=0*4+o0 X +70.

In unserem Falle ist " = const und 7’ = ¥’¢, wihrend 0* = 0 ist. Es ergibt sich somit
=0 XP+0 =0Xxt+7.

Da die Vektoren w X7’t und ¥’ senkrecht zueinander liegen, gilt

v =102 + 0?%? =0\/1+ 0?** =125Tms?,

. . 120 .
wenn wir o aus der Beziehung w = 2rnn = 2= 505 = 4 s~! ermittelt haben.

Fiir die absolute Beschleunigung kann geschrieben werden
d=ad*+o X(@XF)+2X?)+axXx?+ad.

In unserem Beispiel gilt: @’ = 0, @* = 0 und « = 0, so daB resultiert
d=o X X#)+2(@xD).
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22.

Da die Vektoren o X (w X #) und w X #* senkrecht zueinander gerichtet sind, gilt
a = +/(0?'t)? + do?v’? = wu’\/4 + 0?2 = 158 ms~2,

Zwei Meteoriten M; und M, bewegen sich aut einer gemeinsamen Ellipse, in deren
einem Brennpunkt S sich die Sonne befindet (Bild 13). Dié Entfernung zwischen beiden
Meteoriten ist so gering, daBl der Ellipsenbogen M;M, als Strecke betrachtet werden
kann. Beim Durchgang durch das Perihel P haben beide Meteoriten voneinander den
Abstand d. Wie grof} ist ihr gegenseitiger Abstand beim Durchgang durch das Aphel A4,
wenn bekannt ist, daB3 sich die Meteoriten mit eincr konstanten Fldchengeschwindigkeit
bewegen und wenn wir die Entfernungen SP = r, und S4 = r, kennen?

Losung

Ubereinstimmend mit der Aufgabenstellung gilt fiir
die Fldachengeschwindigkeit

lp’|=%lfxfl=k,

wobei k eine Konstante darstellt. In den Punkten P
bzw. A kann der Wert -der jeweiligen Flichenge-

schwindigkeit wie folgt ausgedriickt werden: Bild 13
1 ,/de 1 de
= — — = k' = e— 2 —_ 1}
Dp > £ (dt)p s Pa 5 r (dt)A k,

woraus resultiert

de de
2 (%) _ 2 (TF
n (dt ),, T2 (dt)A :

Diese Gleichung aber gibt die Bezichung
ri(a)e = rz(a:)A

an, wobei (a;), bzw. (a,)4 die Tangentialbeschleunigungen der Meteoriten im Punkt P
bzw. A darstellen. Da die gegenseitige Entfernung beider Meteoriten sehr gering ist,
kann man dafiir in P bzw. A schreiben

1 1
dp = 5 (@)pdt®; dy= — (@AF,

so daf sich ergibt

ds _ (@)a _ noodn d="ta=tg
dp (a)p r2 r2 r2

da ja dp = d ist. Die Situation ist niamlich so, als ob beide Meteoriten unter gleichen
Bedingungen, lediglich mit einem zeitlichen Abstand 4z, auf die gleiche elliptische Bahn
gebracht worden wiren.
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A

L.

Aufgaben

Die Bewegung eines Punktes ist durch
die Gleichungen x = 4> + B; und
y = A,t?> + B, definiert, wobei 4; =
=02ms2, B; =005m, A4,=
=0,15ms™2 und B, = —0,03m ist.
Ermitteln Sie GroBe und Richtung von
Geschwindigkeit und Beschleunigung
zur Zeit ¢t = 2s.

. Ein Punkt bewegt sich geradlinig, und

zwar so, daB die von ihm durchlaufene
Bahn gemiB der Beziehung x = At + Bt?
zeitabhingig ist. Dabei ist 4 =5ms-1!
und B = 6ms2

Wie grof8} ist die durchschnittliche Ge-
schwindigkeit »* des Punktes in der
Zeit zwischen dem Beginn der zehnten
und dem Ende der zwolften Sekunde,
und welche Momentangeschwindig-
keiten ergeben sich zu den genannten
Zeitpunkten?

. Ein Punkt bewegt sich auf der x-Achse

so, dal die Zeitabhéngigkeit seiner
Bahn durch die Gleichung x = ~12-c- (e* +

+ e~**) gegeben ist, wobei ¥ und o
Konstanten sind. Ermitteln Sie Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung als
Funktionen von x.

. Die Bewegung eines Punktes wird in

Polarkoordinaten durch die Gleichun-
gen r = nt und ¢ = bt dargestellt, wo-
bei n und » Konstanten sind. Formu-
lieren Sie die Gleichung der Bahn-
bewegung, und driicken Sie die Zeit-
abhéngigkeit von Geschwindigkeit und
Beschleunigung aus.

. Wie groB ist die Geschwindigkeit eines

Punktes zur Zeit ¢ = 10s, der eine
gleichformig beschleunigte Bewegung
ausfiihrt, wenn seine Geschwindigkeit
zur Zeit t =0 Null war und wenn
er nach 7; = 25 s einen Weg von 110 m
Lénge durchlaufen hat?

6.

10.

Ein Auto féhrt in einem bestimmten
Punkt seiner Bahn mit der Geschwindig-
keit vo = 60 km h~* und 100 m weiter
mit der Geschwindigkeitv = 40 kmh-1.
Wie groB3 ist die Beschleunigung des
Autos, wenn wir voraussetzen, daf
seine Bewegung gleichfGrmig verzogert
ist?

. Zwei Korper bewegen sich mit den Be-

schleunigungen a; =6ms 2 und
a, = 4ms~2 sowie mit den Anfangs-
geschwindigkeiten vo; = 10 ms~! und
vo2 = 15ms-! aufeinander zu. Die
Anfangsentfernung zwischen beiden be-
trégt / = 750 m. Welche Zeit vergeht,
bis beide Korper aufeinandertreffen?

. Zwei Korper, die anfangs 100 m Ab-

stand haben, bewegen sich geradlinig
aufeinander zu: der erste mit einer kon-
stanten Geschwindigkeit v; = 3ms-!,
der zweite gleichférmig beschleunigt mit
einer Anfangsgeschwindigkeit v, =
=T7ms™! und der Beschleunigung
a = 4ms-2 Bestimmen Sie den Ab-
stand des Treffpunktes vom Ausgangs-
ort des ersten Korpers sowie die Zeit,
nach welcher sie sich. treffen.

. Ein GeschoB verldBt seinen 10 m langen

Lauf mit einer Anfangsgeschwindigkeit
vo = 500 m s~'. Wie groB ist die Be-
schleunigung im Lauf, und in welcher
Zeit durchliuft ihn das GeschoB, wenn
wir voraussetzen, daB die Bewegung
innerhalb des Laufes gleichférmig be-
schleunigt wird?

Ein Beobachter, der im Moment des
Anfahrens eines Zuges an dessen Spitze
stand, bemerkt, daB3 der erste Waggon
in der Zeit ¢; = 4 s unmittelbar an ihm
vorbeifdhrt. Wie lange wird der rn-te
Waggon brauchen, um an ihm vorbei-
zufahren (z. B. n = 7), wenn alle Wag-
gons gleich lang sind? Die Bewegung
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

des Zuges soll als geradlinig gleich-
formig beschleunigt angesehen werden.

Mit welcher Geschwindigkeit bewegte
sich ein Auto bis zu dem Moment, da
der Fahrer zu bremsen begann, wenn es
sich wihrend des Bremsvorgangs bis
zum Halt mit der konstanten Beschleu-

nigung @ = —1,2ms~2? bewegte und
dabei eine Strecke von 135 m zuriick-
legte?

Aus einer Héhe # = 195 m iiber dem
Erdboden bewegt sich ein Koérper im
freien Fall. Im Moment, da dieser Kor-
per zu fallen beginnt, werfen wir vom
Boden aus einen anderen Koérper mit
einer Anfangsgeschwindigkeit v, =
= 65 ms~! senkrecht aufwirts. Wann
und in welcher HOhe begegnen beide
Korper einander?

Von einer bestimmten Hohe aus werfen
wir mit der gleichen Anfangsgeschwin-
digkeit v, gleichzeitig zwei Korper: den
ersten senkrecht aufwirts; den zweiten
senkrecht nach unten. Welche Zeitab-
héngigkeit ergibt sich fiir die gegen-
seitige Entfernung d beider Korper?
Wir lassen eine Bleikugel in einen
Schacht fallen. Thr Aufschlag auf dem
Boden des Schachts ist nach Ablauf von
10 s zu horen. Wie tief ist der Schacht,
wenn wir mit einer Luftschallgeschwin-
digkeit » = 340 m s~! rechnen?
Bestimmen Sie die Anfangsgeschwindig-
keit vy, mit der eine Kugel senkrecht
aufwirts abgefeuert wurde, und die
Hohe A, die sie maximal erreichte, wenn
sie nach insgesamt 20 s wieder auf den
Boden zuriickfillt.

Ein frei fallender Korper hat in einem
bestimmten Punkt A4 seiner Bahn die
Geschwindigkeit v, = 0,5m s~!. Er-
mitteln Sie die Zeit, in welcher der Kor-
per eine Entfernung AB zuriicklegt,
wenn er in B eine Geschwindigkeit
v =2,5ms-! hat. Wie groB ist die
Entfernung AB?

17.

18.

19.

20.

21.

Die Beschleunigung eines Massenpunk-
tes verringert sich bei seiner geradlinigen
Bewegung gleichférmig von einem An-
fangswert ap = 10 ms~2 zur Zeit t = 0
in einem Zeitraum von 20s auf den
Wert Null. Wie groB ist die Geschwin-
digkeit. des Massenpunktes zur Zeit
t = 20 s, und welchen Weg legte er in
dieser Zeit zuriick, wenn er sich bei
to in Ruhe befand?

Eine Elektrolok fihrt aus der Ruhe-
stellung heraus mit einer gleichférmig
wachsenden Beschleunigung an, so daf3
sie zur Zeit 7, = 100s den Wert
a; = 0,5 m s~2 annimmt. Berechnen Sie
die Geschwindigkeit der Lokomotive
zur Zeit ¢, sowie den Weg, den sie dann
vom Start aus zuriickgelegt hat.

Die Beschleunigung eines Massenpunk-
tes, der sich auf einer Geraden bewegt,
ist durch die Beziehung a = k; — k,v
gegeben (v Geschwindigkeit des Mas-
senpunktes, k;, k, Konstanten). Er-
mitteln Sie die Zeitabhingigkeit der
Beschleunigung, der Geschwindigkeit
und der zuriickgelegten Wegstrecke,
wenn sich der Massenpunkt zur Zeit ¢,
in Ruhe befand.

Aus einem Geschiitz der Kiistenartil-
lerie, das in einer Hohe £ = 30 m: iiber
NN aufgestellt ist, wird ein Geschof3
unter dem AbschuBwinkel ¢, = 45°
und der Miindungsgeschwindigkeit
vo = 1000 m s~ abgefeuert. Wie groB
ist der horizontale Abstand des auf dem
Meeresspiegel gelegenen Zielpunktes
von der Kanone? (Der Luftwiderstand
bleibt unberiicksichtigt.)

Wir bemerken ein unbewegtes Objekt in
gerader Luftlinienentfernung d =6000 m
unter dem Winkel ¢ = 30° iiber dem
Horizont. Wie groB mufl die Miin-
dungsgeschwindigkeit eines Geschosses
mindestens sein, um das Objekt noch
erreichen zu kénnen? Wie groB3 muB3 der
entsprechende AbschuBBwinkel ¢, sein?
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22.

23.

24.

Ein Massenpunkt bewegt sich mit einer
gleichformigen Winkelgeschwindigkeit
w = 10s-! auf einem Kreis mit dem
Radius » =2 m. Berechnen Sie Pe-
riodendauer, Frequenz und Zentri-
petalbeschleunigung dieser Bewegung.

Ein Massenpunkt vollfiihrt eine Bewe-
gung auf einem Kreis mit dem Radius
r = 0,2 m und der konstanten Winkel-
beschleunigung « = 2 s~2. Berechnen
Sie den Wert der Tangential-, Normal-
und Gesamtbeschleunigung am Ende
der vierten Sekunde von Beginn der Be-
wegung an gerechnet, wenn sich der
Massenpunkt zur Zeit 7, in Ruhe befand.

Nach dem Verlassen einer Station

" wichst die Geschwindigkeit eines Zuges

25.

26.

27.

gleichformig an. Drei Minuten nach
Abfahrt erreicht sie auf einer als Kreis-
linie gekriimmten Bahn mit dem Radius
r = 800 m den Wertv = 72km h-1. Es
ist der Wert der Tangential-, Normal-
und Gesamtbeschleunigung fiir die Zeit
t = 2 min, vom Zeitpunkt des Anfah-
rens gerechnet, zu bestimmen.

Ein Rad beginnt aus der Ruhestellung
heraus eine Drehbewegung mit der kon-
stanten Winkelbeschleunigungo =2s-2.
Wieviel Umdrehungen macht das Rad
in den ersten 15 Sekunden seiner Be-
wegung?

Ein Rad beginnt aus der Ruhestellung
heraus sich gleichférmig beschleunigt zu
drehen, und zwar so, daBl es wihrend
der ersten fiinf Sekunden 12,5 Umdre-
hungen ausfiihrt. - Wie groB ist seine
Winkelgeschwindigkeit am Ende der
fiinften Sekunde?

Durch einen Treibriemen wird von
einem Rad A4 mit dem Durchmesser
d, =0,5m, welches in der Minute
30 Umdrehungen ausfiihrt, eine Dreh-
bewegung auf das Rad B-mit dem
Durchmesser dy = 0,25 m iibertragen.
Wieviel Umdrehungen je Minute voll-
fithrt das Rad B?

3 Hajko, Mechanik

28.

29.

30.

31.

In einem 300 m breiten FluB3bett flieBt
das Wasser mit einer Geschwindigkeit
von 1,2ms™!. Ein Fihrschiff bewegt
sich relativ zum Wasser mit der Ge-
schwindigkeit 5 m s-1. In welcher Rich-
tung muB sich das Fahrschiff bewegen,
wenn es in kiirzester Zeit das andere
Ufer erreichen soll, und wie lange dauert
die Uberfahrt?

Ein Zug bewegt sich mit einer Ge-
schwindigkeit von 60 km h-!. Regen-
tropfen, die bei Windstille infolge Luft-
reibung mit konstanter Geschwindigkeit
senkrecht herabfallen, hinterlassen auf
den Fensterscheiben des Zuges Spuren,
die um 30° von der Senkrechten ab-
weichen. Mit welcher Geschwindigkeit
fallen die Tropfen?

Ein Punkt M bewegt sich mit der kon-
stanten Geschwindigkeit ¢, von der
Spitze ausgehend, auf der Mantellinie
eines Kegels. Der Kegel selbst rotiert
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit o
um seine Symmetrieachse. Es ist die ab-
solute Beschleunigung des Punktes zur
Zeit t, vom Bewegungsbeginn an ge-
rechnet, zu bestimmen, wenn der
Winkel zwischen Mantellinie und Kegel-
achse mit ¢ angegeben wird.

Ein Rad mit dem Radius r dreht sich
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
um eine senkrecht zur Radebene gerich-
tete und durch seinen Mittelpunkt
gehende Achse so, daB es in der Minute
n; Umdrehungen ausfiihrt. Gleichzeitig
bewegt sich ein Punkt M (Bild 14)
gleichférmig auf dem Radumfang in
entgegengesetzter Richtung, indem er in
der Minute #, Umldufe ldngs des Rad-

Bild 14
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umfanges ausfiihrt. Es ist die absolute
Beschleunigung des Punktes M zu be-
stimmen.

relativer Geschwindigkeit »’ lings der
Stange. Es ist die absolute Beschieuni-
gung des Punktes M zu bestimmen.

32. Eine Stange OA dreht sich um eine
senkrecht zu ihr gerichtete und durch
den Punkt O der Stange verlaufende
Achse mit der konstanten Winkel-
geschwindigkeit . Ein Punkt M
(Bild 15) bewegt sich mit konstanter

J Bild 15

1.2. Dynamik des Massenpunktes

Die Dynamik griindet sich auf die drei NEwTONschen Bewegungsgesetze.

Erstes Bewegungsgesetz (Trigheitssatz)

Ein Massenpunkt befindet sich im Zustand der Ruhe oder vollfiihrt eine gleichférmig
geradlinige Bewegung, solange er nicht durch die Wirkung anderer Korper gezwungen
wird, diesen seinen Bewegungszustand zu dndern.

Da wir die wechselseitige Einwirkung von K6rpern mit dem Begriff Kraft bezeichnen,
kann man das erste Bewegungsgesetz folgendermaBen formulieren:

Ein Massenpunkt befindet sich im Zustand der Ruhe oder vollfiihrt eine gleichformig
geradlinige Bewegung, solange er nicht durch die Wirkung bestimmter Krdifte gezwungen
wird, diesen seinen Bewegungszustand zu dndern.

Zweites Bewegungsgesetz (Kraftgesetz)

Eine Kraft, die auf einen Massenpunkt einwirkt, ist proportional dem Produkt seiner
Masse und der Beschleunigung, die sie ihm verleiht.

Mathematisch kann man das Kraftgesetz (wenn die zugehorige Proportionalitits-
konstante gleich eins gesetzt wird) durch die folgende Formel ausdriicken:

F = ma, (1)
wobei @ die Beschleunigung darstellt, welche die Kraft F dem Massenpunkt mit der
Masse m verleiht. (Fiir zeitlich verdnderliche Masse gilt F = d(mv)/dt.)

Ein Sonderfall der Kraft ist die Gewichtskraft G eines Korpers. Es gilt dafiir die Be-
ziehung G = mg, wobei & die Fallbeschleunigung ist.

Drittes Bewegungsgesetz (Wechselwirkungsgesetz)

Die Kréfte, mit denen zwei Korper aufeinander einwirken, sind gleich grof, jedoch von
umgekehrter Richtung.

Wenn auf einen Massenpunkt mehrere Krifte F,, F,, ..., F, einwirken, dann ist ihr
EinfluB auf den Massenpunkt so groB, als ob auf ihn eine einzige, die resultierende
Kraft F, einwirkte, die durch die Summe der wirkenden Krifte als Vektoren, d. h.
F, = Y'F,, gegeben ist.
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Fiir den Fall, daBB ZF, = 0 ist, sprechen wir davon, daB sich der Massenpunkt im
Gleichgewicht befindet.

Die Giiltigkeit der NEwTONschen Bewegungsgesetze ist an inertiale Bezugssysteme
gebunden. Ein solches ist z. B. das an die Fixsterne angeschlossene Bezugssystem
sowie jedes andere, das in bezug auf das an die Fixsterne gebundene System eine
gleichférmig geradlinige Bewegung ausfiihrt.

Wenn wir die Bewegung eines Massenpunktes auf ein nichtinertiales Bezugssystem
beziehen, dann miissen wir auBer den Kréften, mit denen wir es im Inertialsystem
selbst zu tun haben und durch die wir die gegenseitigen Einfliisse der Korper kenn-
zeichnen, auch die sog. Trigheitskrifte beriicksichtigen, und an Stelle von Gl. (1)
muB dann geschrieben werden:

md = F + F,, @

wobei F die Resultierende der Trigheitskrifte darstellt.

Wenn es sich um ein solches nichtinertiales System handelt, das gegeniiber irgend-
einem anderen inertialen System eine gleichférmig beschleunigte geradlinige Be-
wegung mit der Beschleunigung d@* vollfiihrt, dann gilt F = —mad*.

Wenn wir es mit einem nichtinertialen System zu tun haben, das sich gegeniiber irgend-
einem Inertialsystem mit der konstanten. Winkelgeschwindigkeit @ dreht (als solches
kann man auch ein mit unserer Erde fest verbundenes System ansehen), dann gilt

F=F, + F,
Fo = m(w x #') x @, 3)
Fo = —2m@ x )

(F, Zentrifugalkraft, F. CorioLis-Kraft). Die Bedeutung der Symbole in den Gln. (3)
ist folgende: Der Vektor # ist der Ortsvektor des Massenpunktes # hinsichtlich eines
Bezugspunktes auf der Drehachse, der Vektor 7’ stellt die relative Geschwindigkeit
des Massenpunktes gegeniiber dem angegebenen nichtinertialen System dar.

Der Impuls der Kraft F, die auf einen Massenpunkt wihrend der Zeit ¢ einwirkt, ist
durch den folgenden A}lsdruck gegeben:

t
5=odet.

Fiir die konstante Kraft gilt offensichtlich 7 = Ft.
Die Bewegungsgrofe eines Massenpunktes wird durch die Beziehung j = mb aus-
gedriickt. Zwischen dem Kraftsto und der BewegungsgroBe eines Massenpunktes,
auf den eine Kraft wirkt, besteht der Zusammenhang

Ap = mb — mb,,
3*
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d. h., der Impuls der auf einen freien Massenpunkt wirkenden Kraft entspricht dem
Zuwachs seiner Bewegungsgrofe.

Die Arbeit als die Wirkung einer Kraft langs eines Weges definieren wir in der Me-
chanik durch die Beziehung

()
W= [Fdr

(r)
(7, Ortsvektor des Anfangspunktes, 7, Ortsvektor des Endpunktes der Bahn, auf der
sich der Angriffspunkt der Einzelkraft F bewegt). Im Sonderfall, wenn die Kraft
konstant und die Bahn, auf der sich der Angriffspunkt der Kraft bewegt, gerade ist
und in der Kraftrichtung liegt, kann die Arbeit auf einfache Weise durch das Produkt
aus Kraft und Bahnldnge ausgedriickt werden.
Die kinetische Energie eines in Bewegung begriffenen Massenpunktes ist durch die
Beziehung W = 1/, mv? gegeben. Der Satz von der Kkinetischen Energie besagt
folgendes:
Die Arbeit, die die auf einen Massenpunkt einwirkende Kraft auf einem bestimmten

Wege verrichtet, ist gleich dem Anwachsen der kinetischen Energie des Massenpunktes,
d. h.

W = }—mvz - —l—mvg
2 2

(v Geschwindigkeit des Massenpunktes am Ende des entsprechenden Weges, v, Ge-
schwindigkeit am Anfangspunkt).
Die Leistung P wird durch den Ausdruck definiert

_aw
dr
Fiir den Fall, daB3 die Arbeit mit der Zeit gleichférmig anwichst, kann die Leistung
durch die Beziehung P = W/t ausgedriickt werden, wobei J¥ die in der Zeit ¢ ver-
richtete Arbeit darstellt. '

Nach dem allgemeinen Newtonschen Gravitationsgesetz wirken zwei Massenpunkte
mit den Massen m; und m, mit einer Kraft aufeinander, die den Wert hat

mym,
2

F=y

r

(r gegehseitige Entfernung der Massenpunkte, py sog. allgemeine Gravitations-
konstante).
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Die Kraft, mit der ein Massenpunkt der Masse m; auf einen anderen der Masse m,
wirkt, kann in der Form ausgedriickt werden

) mymsy .
Fi, = —yp 3 12,
r

wobei 7, der Ortsvektor des zweiten Massenpunktes in bezug auf den ersten ist und
den Wert r = |F;,| hat.

Die Feldstirke £ in einem bestimmten Punkt eines Gravitationsfeldes ist derjenige
Anteil der Kraft F, der im gegebenen Punkt des Feldes auf die Masseneinheit wirkt,
d. h.

wobei # den Ortsvektor desjenigen Punktes, in dem die Feldstirke gesucht ist, in
bezug auf den Massenpunkt mit der Masse M darstellt.

In der Umgebung mehrerer Massenpunkte der Massen My, M,, ..., M, berechnen
wir die Gravitationsfeldstirke in einem bestimmten Punkt als die Vektorsumme der
Feldstiirken der einzelnen Massenpunkte, die im gegebenen Punkt zusammenwirken,
d.h.

L4 M M, M,
E=E +E, + +E=—y—11’1—y—r2—---—y S =
r3 r

M, .
= —er—;ri-

Die angegebene Summierung geht in eine Integration iiber, wenn es sich um ein
Gravitationsfeld in der Umgebung eines Korpers handelt, der homogen mit Masse
erfiillt ist.

Die potentielle Energie eines Massenpunktes der Masse m in einem bestimmten Punkt
eines Gravitationsfeldes ist fiir irgendeinen Bezugspunkt durch die Arbeit gegeben,
welche die Feldkrifte verrichten, wenn der Massenpunkt von der Stelle, an der die
potentielle Energie bestimmt werden soll, zum Bezugspunkt bewegt wird. Analog
wird die potentielle Energie eines Massenpunktes definiert, der sich in einem anderen
Kraftfeld befindet. (Ein an einer nicht in der Gleichgewichtslage befindlichen Feder
aufgehingter Massenpunkt unterliegt z. B. der Einwirkung durch die Federkrifte.)
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Im Gravitationsfeld einer Punktmasse M ist die potentielle Energie eines Massen-
punktes der Masse m durch die Gl.

W, = —ymM (i - i) @
rooro
gegeben, wobei r die Entfernung der Stelle, in der wir die potentielle Energie des
Massenpunktes m bestimmen wollen, von der Punktmasse M ist und r, die Entfer-
nung des Bezugspunktes von der Punktmasse M angibt. In den meisten Féllen be-
ziehen wir die potentielle Energie auf einen unendlich weit entfernten Bezugspunkt,
wodurch r, = oo wird und Gl. (4) die Gestalt annimmt

W, = —yli . 4
r

Fiir die potentielle Energie eines auf einer Feder liegenden Massenpunktes findet man
beim Ausschlag x beziiglich der Gleichgewichtslage folgenden Wert:

)
W, = W=f—kxdx=%kx2,
x

wenn wir voraussetzen, daB die Kraft, mit der die Feder auf den Massenpunkt ein-
wirkt, F = —kx ist.

Das Potential in einem bestimmten Punkt eines Gravitationsfeldes entspricht der
Arbeit W, die aufgewendet werden muB, um eine Masse m vom gegebenen Punkt bis
ins Unendliche zu bringen:

X L[ mity,
m m r
-}

Unter Beriicksichtigung von Gl. (5) ist das Gravitationspotential in der Umgebung
einer Punktmasse M, bezogen auf Unendlich, durch die Beziehung gegeben:
M

= —y——.

r

In der Umgebung mehrerer Punktmassen M, M,, ..., M, berechnen wir das Gravi-
tationspotential in einem bestimmten Punkt als die Summe der Potentiale der ein-
zelnen Punktmassen, d. h.

V=V1+V2+...+V"=_7)___»y__... -y

ry 2 n

M, M, Mn=_y21\74_i’
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wobei 7y, 75, ..., r, die Entfernungen der Stelle, fiir die das Potential gesucht wird,
von den Punktmassen M,, M,, ..., M, darstellen. Diese Summierung geht in die
Integration iiber, wenn es sich um ein Gravitationsfeld in der Umgebung eines
Korpers handelt, der homogen mit Masse erfiillt ist.

Zwischen der Stirke E und dem Potential ¥ gilt in jedem beliebigen Punkt des
Gravitationsfeldes folgender Zusammenhang:

E= —grad Vv,
wobei
grad V = _O__Iil + b—VJ + —k bedeutet.
ox oy 0z

Der Satz von der Erhaltung der mechanischen Energie sagt aus, daB bei der mechani-
schen Bewegung eines Massenpunktes die Summe seiner potentiellen und seiner kine-
tischen Energie konstant ist.

Wenn wir es mit der Bewegung eines. Massenpunktes im Gravitationsfeld der Erde
in Ndhe der Erdoberfliche zu tun haben, dann kann das oben formulierte Gesetz
durch die Beziehung ausgedriickt werden

mgh + %mvz = const,

wobei 4 die Hohe des Massenpunktes iiber einer horizontalen Ebene ist, auf die wir
seine potentielle Energie beziehen. Die Giiltigkeit des Gesetzes von der Erhaltung
der mechanischen Energie beschrinkt sich auf alle die Félle, wo es sich um die Um-
wandlung einer Form mechanischer Energie in eine andere handelt (potentielle in
kinetische und umgekehrt), d. h., wobei keine anderen Energieformen auftreten. Im
allgemeinen Fall gilt das Gesetz von der Erhaltung und Umwandlung der Energie
wie folgt:

In einem isolierten System ist die Summe der Energien aller Formen immer konstant.
In einem solchen System laufen die einzelnen Prozesse so ab, daB die Energie der
einen Form immer in dquivalente Energie anderer Formen iibergeht, so daB die Ge-
samtenergie des Systems stets erhalten bleibt.

B Beispiele

23. Stellen Sie fest, in welchem Verhiltnis die Betriige der Krifte F; und F, zueinander
stehen, wenn sie den Winkel ¢ = 135° einschlieBen und wenn der Betrag ihrer Resul-
tierenden gleich dem Betrag der kleineren Kraft F, ist.
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25.

Losung

Unter Beriicksichtigung der Bezeichnungen auf
Bild 16 kann geschrieben werden

180° — & = 45°; 9 '=90°.
Es ist also

F,:F, = sin 90°: sin 45°.
Daraus folgt

Fi =
E_JL

Bild 16

. Die Kraft F ist so in die beiden zueinander senkrechten Komponenten F; und F, zu

zerlegen, daB3 die Proportion F; : F, = m: n gilt. Ermitteln Sie die Betrige der beiden
Komponenten.

Losung
Entsprechend der Aufgabenstellung kann geschrieben werden

F? 4 F} = F2,
. m
Ferner ist F; = o F,, so daB3

nF

\/m—T;; ist.

2
(%+ﬁ@=P,MLa=

Da F, = 2 F;, kann man analog folgendes schreiben:
m

mF
\/m"+n2 )

2

nZ
O4——JF?=F{ d.h F, =
m

Ein Korper vom Gewicht G = 50N bewegt sich mit einer Beschleunigung
a = 12ms~2 senkrecht nach unten. Welche Kraft wirkt auBer seinem Gewicht
noch auf ihn ein?

Losung

Entsprechend dem II. NEwToNschen Bewegungsgesetz kann man fiir die Gesamtkraft,
die auf den Korper wirkt, auch schreiben:

G SON.
F=ma=;a= W12m8'2=61,2N.
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26.

27.

Die Kraft F*, die auf den Korper noch neben dem Gewicht einwirkt, ist dann durch die
folgende Beziehung gegeben:

F*=F—G=612N —-50N =11,2N.

In welcher Zeit durchlduft ein Wagen mit dem Gewicht G, die Strecke s auf einer
schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel &, wenn der Wagen mit einer Last G, (Bild 17)
gekoppelt ist und wenn sich aus dem Zusammenwirken von G1 und G, eine Bewegung
in Richtung der Kraft G, ergibt? Die Trigheitsmomente der Réder bleiben unberiick-
sichtigt.

Losung

Die Bewegung des Wagens auf der schiefen Ebene
wird durch die Kraft G, und durch die in Rich-
tung der schiefen Ebene fallende Gewichtskom-
ponente des Wagens beeinflult, so daB die resul-
tierende Kraft in Richtung der Bewegung den
Wert annimmt

F =G, — G, sina. Bild 17
Fiir die Beschleunigung des Wagens gilt dann

a= F _ Gz—GlsinOC _ (Gz—Glsinzx)g

m G, + G, G, + G,
g

da die resultierende Kraft nicht nur eine Bewegung des Wagens mit der angegebenen
Beschleunigung, sondern auch eine Bewegung der Last G, hervorruft. Fiir den zuriick-
gelegten Weg gilt die Beziechung

1

— at?.
2

S =

Daraus folgt fiir die gesuchte Zeit
t_JZ_J 25(G: +G)
T Na g(G, — G, sin®)

Ein Ko6rper mit dem Gewicht G = 100N bewegt sich unter EinfluB} einer verinderlichen
Kraft F =k (g — t), wobei k = 100N s~! und g = 1s ist. Nach wieviel Sekunden
kommt der Korper zum Stillstand, wenn er zur Zeit ¢ = 0 die Geschwindigkeit
vo = 0,2 ms-! hatte und die Kraft in Richtung der Geschwindigkeit wies? Welchen
Weg legte der Korper bis zu seinem Stillstand zuriick?
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28.

Losung
Die Bewegungsgleichung des Korpers hat die Gestalt

do
ma; =k(g — 1.

Durch Integration erhalten wir

_k t—t2 +
U—-—(q 7) Vo.

m

In dem Moment, da der Korper zum Stillstand kommt, ist die Geschwindigkeit v = 0,
so daB man findet '

Nach Umstellung erhalten wir fiir die gesuchte Zeit die Gleichung

2mv,

2 —2qt — —— =0.
24 k
Mit den fiir die gegebenen GroBen geltenden Werten hat diese Gleichung die Wurzeln
_ { 2,02s
270,028

Da die negative Wurzel keine physikalische Bedeutung hat, gilt als Zeit, nach der der
Korper die Geschwindigkeit Null erreicht hat, ¢t = 2,02 s.

Fiir den vom Korper zuriickgelegten Weg finden wir

ds k(t—tz)-l-v

dt m ¢ 2 o
Nach Integration dieser Gleichung erhalten wir
k ( g 3

s=m q2 ——6')+Uot.

Nach Einsetzen des gefundenen Wertes fiir die Zeit 1 = 2,02 s sowie der iibrigen Gréfen
erhalten wir fiir die Wegstrecke, die der Korper bis zum Stillstand zuriicklegt, den Wert
s = 17,07 m.

Es ist die maximale Geschwindigkeit zu bestimmen, die ein Korper von Kugelform mit
einem Radius r = 8 cm und dem Gewicht G = 100 N im freien Fall erreicht, wenn wir
voraussetzen, daB fiir den Luftwiderstand die Beziehung F = kov? gilt (v Geschwindig-
keit des Korpers, o seine Projektionsfliche auf die senkrecht zur Bewegungsrichtung
orientierte Ebene, k Zahlenfaktor). Letzterer hingt von der Form des Kdrpers ab und
hat fiir die Kugel den Wert &k = 0,24 N s2 m~4.
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29.

30.

Losung

Fiir den Wert der resultierenden Kraft, die wihrend der Fallbewegung auf den Korper
einwirkt, gilt die Beziehung
F=G — Fr =G — kov?.

Der Korper wird zu Beginn eine beschleunigte Bewegung ausfiihren, jedoch nur, solange
er eine verhéltnismiBig geringe Geschwindigkeit aufweist, so daB F > 0 ist. Seine
maximale Geschwindigkeit erreicht er in dem Moment, in dem F = 0 ist. Von da an
bewegt er sich dann mit konstanter Geschwindigkeit geradlinig gleichférmig weiter. Es
ist demnach

G — kov,, = 0.

Daim Sinne der Aufgabenstellung o = wr? angesetzt war, finden wir als Endgeschwindig-

keit _
G A/ 100 N
- /G _ =144mst.
Pmax A/ ko 024 N2 m=*-3,14-0082 m2  —28 -

Im Eisenbahnwagen eines fahrenden Zuges ist auf einer waagerechten Unterlage eine
Kugel der Masse m = 0,02 kg frei beweglich angeordnet. Solange der Zug sich in
gleichférmig geradliniger Bewegung befindet, bleibt die Kugel in bezug auf ihre Unter-
lage in Ruhe. In einem bestimmten Moment beginnt der Zug, mit der konstanten Be-
schleunigung a = —2 m s~2 zu bremsen.

Ermitteln Sie die Kraft, die auf die Kugel wirkt, und untersuchen Sie ihre Bewegung
beziiglich der Unterlage, auf die sie gelegt wurde. Reibungswiderstinde bleiben un-
beriicksichtigt.

Losung

Im Augenblick, da der Zug zu bremsen beginnt, wird er zu einem nichtinertialen
System, in dem auBer dem Gewicht der Kugel G = mg auch die auf die Kugel wirkende
Trégheitskraft F beriicksichtigt werden muf3. Im Falle dieses nichtinertialen Systems ist
F = —ma (m Masse der Kugel, a Verzogerung des Zuges).

Die Trigheitskraft verlduft in waagerechter Richtung und ist der Verzogerung a des
Zuges gerade entgegengesetzt gerichtet. Die resultierende Kraft, die auf die Kugel wirkt,
ist dann F, denn die Wirkung des Gewichts der Kugel wird durch die Gegenwirkung
ihrer Unterlage kompensiert. Es gilt also

= —ma=0,02kg-2ms~2 = 0,04 N.

Demnach setzt sich die Kugel in Fahrtrichtung des Zuges mit einer konstanten Be-
schleunigung von a = 2 m s~2 in Bewegung. Sie fiihrt eine gleichformig beschleunigte
geradlinige Bewegung aus.

An einem Ort von 45° geographischer Breite fillt ein Korper der Masse m = 10 kg
mit der Geschwindigkeit » = 100 m s~! auf die Erdoberfliche.

Welchen Wert haben die Tréigheitskrifte Zentrifugalkraft und CorioLis-Kraft, die beim
Auftreffen auf die Erdoberfliche auf den Korper einwirken?
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31.

Losung

Fiir die Trigheitskrifte Zentrifugalkraft und CorroLis-Kraft gelten die folgenden Be-
ziehungen (Bild 18):

Fy = mrw? = mR cos ¢ * v?;
Fe=2m|® X ¥| = 2mov sin (90° + ¢) = 2mwv sing.

Ferner ist
2n

® = 86400 s

und R = 6370 km;

deshalb k6énnen wir schreiben

B Bild 18
2 4n?
Fo = mRw? cos ¢ = 10kg - 6370 - 10° m —— - oo
=0,238 N;
2w \/E
. 102 ms-t X2 = 0,104 N.
Fc=2-10kg 864005 ms— = >

Wie ersichtlich, ist im vorgegebenen Fall die Zentrifugalkraft etwas groBer als 2°/q0
und die CorrovLis-Kraft ungefihr 1°/4, vom Gewicht des Korpers. Die angegebene Ge-
schwindigkeit wird nach einem freien Fall aus etwa 500 m Hohe erreicht. Aus dem oben
Dargelegten wird ersichtlich, daB die Fehler, die aus der Vernachléssigung von Trig-
heitskriften resultieren, wenn es sich um Bewegungen von Korpern nahe der Erdober-
fliche handelt, nur duBerst geringfiigig sind.

Ein Auto mit einem Gewicht G = 10kN bewegt sich mit einer konstanten Ge-
schwindigkeit v = 36 km h~! auf einer konvex gewdlbten Briicke. In der Briickenmitte
betrigt der Kriimmungsradius » = 50 m. Welche Druckkraft iibt der Wagen im Mo-
ment des Durchfahrens der Briickenmitte auf seine Unterlage aus?

Losung

Bei der Behandlung dieser Aufgabe stellen wir uns auf den Standpunkt des mit dem
Auto fest verbundenen Bezugssystems. Die resultierende Kraft, mit welcher der Wagen
auf die Briicke wirkt, ergibt sich dann als die Differenz zwischen dem Fahrzeuggewicht
und der Zentrifugalkraft als Tragheitskraft gemiB der Beziehung

v? 10 kN 100 m2 s—2

—G—Fo=G—-—mZ =10kN — =
F=G-F=0-m_ 981msZ2  50m

= 7962 N.
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32. Ein Massenpunkt der Masse m = 1 kg ist an einem Faden der Linge / = 0,3 m be-

33.

festigt, dessen anderes Ende gleichfalls befestigt wurde (Bild 19). Der Massenpunkt
bewegt sich so, daB3 er in waagerechter Ebene mit konstanter Geschwindigkeit v einen
Kreis beschreibt, wobei der Faden mit der Senkrech- )
ten den Winkel ¢ = 60° einschlieBt. Ermitteln Sie den
Wert der Geschwindigkeit v, die Periodendauer des
Massenpunktes auf der angegebenen Kreisbahn sowie
die Kraft, die bei dieser Bewegung den Faden spannt.

Losung

Bei der Losung dieser Aufgabe stellen wir uns auf
den Standpunkt eines mit dem Massenpunkt fest ver-
bundenen Bezugssystems. Von diesem Standpunkt
aus betrachtet, befindet sich der Massenpunkt in
Ruhe, und zwar deshalb, weil die Resultierende aus
dem Gewicht des Massenpunktes und der Zentrifugal-
kraft als Tragheitskraft, die auf den Massenpunkt
wirkt, in Richtung des Fadens weist und in ihrer
Wirkung durch die Festigkeit des Fadens kompensiert wird. Nach Bild 19 gilt:

Bild 19

m

>

my?

tamp = —— = —,
? G Glsin ¢

weil » = /' sin ¢ ist. Man findet also

Glsin ¢ ta —_—
v= A/——Tq)H =\/glsin<ptanqu =2,1ms'.

Fiir die Periodendauer des Massenpunktes auf der angegebenen Kreisbahn ergibt sich

Und fiir die Kraft F, durch welche der Faden gespannt wird, finden wir gemiB Bild 19
die Beziehung Fcos ¢ = G, d. h.

Ein Korper der Masse m fiihrt eine gleichformig geradlinige Bewegung mit der Ge-
schwindigkeit v, aus. Durch Bremswirkung soll er auf der Strecke so zum Stillstand ge-
bracht werden. Dabei nimmt die Bremskraft F linear mit der Geschwindigkeit ab, und
zwar so, daB3 am Ende ihres Einflusses, wenn der Korper schon zur Ruhe gekommen ist,
ihre GroBe nur mehr die Hilfte des urspriinglichen Wertes betrégt. Bestimmen Sie die
Bremskraft F, zu Beginn des Bremsvorgangs.
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34.

Losung ,
Zur Bestimmung der Abhéngigkeit F = F(v) miissen wir beriicksichtigen, daB fiir
v = vy die Bremskraft F = F, ist und daB fiir v = 0 die Bremskraft auf den halben ur-
spriinglichen Wert abgenommen hat entsprechend F = F;,/2. Diesen Bedingungen wird,
der Aufgabenstellung entsprechend, folgende Abhédngigkeit gerecht:
Fo v
F=—|(14+—]).
2 ( + vo)

Da nun Geschwindigkeit des Korpers und Bremskraft in die gleiche Gerade fallen, aber
entgegengesetzte Richtungen haben, nimmt die Bewegungsgleichung die folgende Form

an:
do F, v
’”37-‘7(”;;)' ("

Unter Verwendung der Beziehung ds = v d¢, df = ds/v kann GI. (1) in eine andere
Form gebracht werden:

m:’lsd"=—%(1+i), d. h —27'" 0do _ 5.
Vo 01+£
Vo

Durch Integrieren der vorstehenden Gleichung von Beginn des Bremsweges bis zum
Stillstand des Korpers erhalten wir

2my 2mv?
Fo° [0 —v0In @ + 0ot = 0, d.h. Fo"

Mithin ergibt sich fiir den Wert der Bremskraft zu Beginn des Bremsvorgangs

(1 —1In2) = s,.

2 2
Fo = 2 (1 —1n2).
So

Eine konstante Kraft F wirke auf einen Ko6rper mit dem Gewicht G. In welcher Zeit
vergroBert sich hierbei die Geschwindigkeit des Korpers auf den n-fachen Wert der ur-
spriinglichen Geschwindigkeit v,, die der Korper in dem Augenblick innehatte, als die
Kraft auf ihn zu wirken begann?

Losung

Der Satz iiber den wechselseitigen Zusammenhang von Kraftimpuls und Bewegungs-
groBe ermoglicht folgende Schreibweise:

Ft = mnvy — mvy,
woraus fiir die gesuchte Zeit resultiert
_ moo(n — 1)  Guo(n — 1)
F Fg ’
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35.

36.

37.

Welchen Impuls vermittelt eine Wand einer elastischen Kugel der Masse m = 0,2 kg,
wenn diese unter einem Winkel ¢ = 60° gegen die Flichennormale und mit einer Ge-
schwindigkeit v, = 20 ms~! auf die Wand trifft?

Losung

Der Kraftimpuls, mit dem die Wand beim Anprall auf die
Kugel wirkt, ist gleich der Anderung der BewegungsgroBe der
Kugel, d. h.,

B = mb — mo. Bild 20

Wenn wir wie in Bild 20 vollig elastische Reflexion voraussetzen, prallt die Kugel mit
gleicher Geschwindigkeit und unter gleichem Winkel von der Wand zuriick, so dal3 wir
fiir den Wert des Impulses schreiben konnen:

|Pl =2mvcosp =2-0,2kg-20ms~!-cos 60° =4 kgms-!.

Welche Arbeit muB3 beim Zusammendriicken der Feder eines Waggonpuffers um den
Weg xo = 0,05 m verrichtet werden, wenn fiir das Zusammendriicken um den Weg
x; = 0,01 m eine Kraft von 30 kN erforderlich ist, wobei die Kraft proportional zur
Verkiirzung der Feder anwiéchst?

Losung

Da die Kraft und die Bahn ihres Angriffspunktes ein und dieselbe Richtung haben,
kann fiir die Arbeit geschrieben werden:

W= f Fdx.
30 kN
Ferner gilt fiir die Feder F = kx und &k = ﬁ = ooim so daB wir fiir die Arbeit
erhalten: *1 0,01m
r kx21% 1 1 30kN - 0,0025 m?
W= | k = | = —kx*= — d = 375 .
f xdx [ 2 ]o 2 fexo 2 0,01 m 3750 Nm
(1]

Eine Kugel schwimmt in einer Fliissigkeit der Dichte ¢ so, daB sie bis zur Hélfte ein- -
getaucht ist. Welche Arbeit muf3 zum Herausheben der Kugel aus der Fliissigkeit ver-

richtet werden, wenn ihr Radius mit R angesetzt
wird? / :
| &
X

Losung \ y{

Nach Bild 21 kénnen wir unter Beriicksichtigung Z—__——‘E:— ——=
des Archimedischen Prinzips schreiben : o T =

R

R
W= dey = f(G — Veg)dy, (1) }
J ; Bild 21
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38.

39.

wobei V der in die Fliissigkeit eingetauchte Teil des Kugelvolumens ist. Man kann es
aus der Bezichung

R x y3 R l .
V=nfx2dy=nf(R2—y2)dy={-rc(Rz ——3—)] =T:Ry2—?-n:y3
R-y R-y R

berechnen, wenn fiir den Ausdruck x? die Kreisgleichung x* + };2 = R? verwendet
wird. Das gestattet uns dann, Gl. (1) folgendermaBen umzustellen:

R
W——f[G ('ﬂ:R2 -—lns) ]d ——[G (Ry—3 -—17r4) ]R—
— — _ - — (= _ -
Y 3 Yy~ | eg | Ay Yy 3 12 34 ng
o

1 1 1
= — = nR* — — nR* = GR — — mR%g.
GR (3 bid IZTCR )eg G 471: og

2
Da jedoch entsprechend der Aufgabenstellung fiir das Gewicht gilt G = — wR3pg,
konnen wir schlieBlich die gesuchte Arbeit schreiben als 3

— 2 3 1 4 _5 4
W——3—1nggR ZrcRgg—l—anQg.

Die Hubwinde eines Aufzugs, der mit einem Gesamtgewicht von G = 10 kN belastet
ist, wird mit einer konstanten Beschleunigung von a = 2 m s-2 betrieben. Berechnen
Sie die Arbeit, die wihrend der ersten fiinf Sekunden des Hubvorgangs verrichtet wird.

Losung

Die Kraft, welche die notwendige Arbeit verrichtet, iiberwindet das Gewicht des Auf-
zugs und verleiht ihm dariiber hinaus noch eine Beschleunigung a, so daf} sie den fol-
genden Wert annimmt:

2
F=G+ma=G+§a=G(l+§—)=10kN(1+ 2ms )=

9,81 ms~2
= 12,038 kN.

Fiir den Weg, den der Angriffspunkt dieser Kraft wahrend der Zeit ¢+ = 5 s zuriicklegt,
erhalten wir

1 1
s=3at2=72ms'2-2552=25m.

Fiir die gesuchte Arbeit finden wir dann
W = Fs = 12,04 kN - 25 m = 301 kNm.

Welche Zugkraft kann eine Lokomotive mit einer Leistung von P = 2500 PS bei der
Geschwindigkeit v = 60 km h~! theoretisch maximal entwickeln?
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Losung

Entsprechend der Definition fiir die Leistung kénnen wir schreiben:

R TRET,
Da F und ¥ die gleiche Richtung haben, gilt F-5 = Fv, so daB wir fiir die gesuchte
Kraft erhalten:

T % T 60000m
3600 s

40. Wie lang muB ein Weg s sein, damit eine konstante Kraft F, die auf einen Koérper der
Masse m einwirkt, seine Geschwindigkeit auf den n-fachen Wert der Anfangsgeschwindig-
keit vy zu steigern vermag?

Losung

Wir gehen von dem Satz aus, der besagt, daB die Arbeit, welche die auf einen Massen-
punkt wirkende Kraft lings eines bestimmten Weges verrichtet, gleich dem Zuwachs an
kinetischer Energie des Massenpunktes ist. Also finden wir

1 1 1 1 1
Fs = 5 my? — 3 my} = > mn?v} — > mv} = 5 mog(n* — 1).

Fiir den gesuchten Weg erhalten wir damit
_ my(n* —1)
B 2F )

41. An einer Stange der Linge / = 1 m und vernachlidssigbarer Masse ist eine Kugel auf-
gehingt. Welche horizontale Geschwindigkeit muf3 man ihr mindestens verleihen, damit
sie bis in die hochste Stellung ausschldgt? Luftwiderstand wird nicht beriicksichtigt.

Losung

Zur Losung dieser Aufgabe wenden wir das Gesetz von der Erhaltung der mechanischen
Energie an. Die potentielle Energie beziehen wir dabei auf die horizontale Ebene, die
durch die Ruhelage der Kugel definiert ist. In der Ausgangsstellung ist dann die poten-
tielle Energie der Kugel gleich Null, und die Gesamtenergie ist durch die Grofe der
kinetischen Energie gegeben. Wenn die gesuchte Geschwindigkeit v, so groB sein soll,
daB die Kugel gerade noch ihre hochste Stellung erreicht, so hat sie in dieser hGchsten
Stellung die Geschwindigkeit Null, und damit ist ihre Gesamtenergie ausschlieBlich
durch die ihr dann innewohnende potentielle Energie bestimmt. Wir konnen also wie
folgt schreiben:

1
5 mvi = 2mgl,

4 Hajko, Mechanik
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42

und fiir die gesuchte Geschwindigkeit finden wir dann

vo =2+/gl =2+/981ms2- 1 m = 6,26ms,

. Auf einer vollig glatten, unbeweglichen Kugel befindet sich ein Massenpunkt in labiler
Stellung. Wenn wir ihn aus der Gleichgewichtslage auslenken, wird er sich zunédchst auf
der Kugeloberfliche bewegen. In welchem Abstand vom hochsten Punkt der Kugel
verldBt der Massenpunkt ihre Oberfliche, und in welchem Abstand vom senkrechten
Durchmesser der Kugel trifft er auf eine horizontale Unterlage, wenn der Radius der
Kugel mit R = 1,5 m angegeben ist?

Losung

Beim Studium der Bewegung eines Massenpunktes
auf einer Kugeloberfliche erscheint es zweckmaiBig,
sich auf den Standpunkt eines Bezugssystems zu
stellen, das mit dem bewegten Massenpunkt fest
verbunden ist. Der Massenpunkt bleibt bei seiner
Bewegung so lange auf der Kugeloberfliche, wie
seine Gewichtskomponente in Richtung zum Kugel-
zentrum groBer als die Zentrifugalkraft ist. Fiir den
Punkt, in dem der Massenpunkt die Kugelober- Bild 22
fliche verldBt, kann nach Bild 22 geschrieben

werden:

vz
mgecosg =m —.
g 14 R

Unter Beriicksichtigung von cos ¢ =

R—h 02

R R’

In GL (1) haben wir zwei Variable: # und v.

Eine weitere Gleichung fiir die Bestimmung dieser beiden Unbekannten erhalten wir
aus dem Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie. Nach Durchlaufen des
Weges s verringert sich die potentielle Energie um den Wert mgh, und dafiir wichst
seine kinetische Energie auf der gleichen Wegstrecke um !/, mv? an, so daB3 wir finden:

geht die vorstehende Gleichung iiber in

g d.h., g(R—h) =2, ¢))

1
mgh = > mv?, d.h., 2gh = v%. (#3)
Aus den GIn. (1) u. (2) erhalten wir

=0,5m.

g(R — k) =2gh, d.h, h=§

Auf der Kugeloberfliche durchlduft der Massenpunkt den Weg s = Rg. Da cos ¢ =
R—h
"R

2 . . N
=3 @ = 48° und im BogenmaB ¢ = 0,838, konnen wir die Weglinge s
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43.

4*

bestimmen zu

s =Ry =1,5m"0,838 = 1,26 m.

Aus GL. (2) erhalten wir fiir die Geschwindigkeit

v=1/2gh=+/2-981ms2-0,5m = 3,13ms"?,

Die Zeit ¢, nach welcher der Massenpunkt die horizontale Ebene erreicht, auf der die
Kugel liegt, erhalten wir aus der Beziehung )

2R—h=vtsin<p+%gt2.

Diese quadratische Gleichung nach ¢ aufgeldst ergibt

o [0sts
127 1-0,99s

Die negative Wurzel hat offenbar keinen physikalischen Sinn. Fiir den Abstand Kugel-
durchmesser — Auftreffpunkt ergibt sich

2
d=vtcosg +Rsin<p=3,l3ms‘1-0,51s-? +1,5m-0,743 = 2,20 m.

In einer Metallkugel mit dem Radius R wurde ein kugelférmiger Hohlraum mit dem
Radius r = R/2 hergestellt (Bild 23). Es ist zu ermitteln, durch welche Kraft der auf
diese Weise geschaffene Korper auf eine Kugel der Masse m wirkt, die sich in einem
Abstand d vom Mittelpunkt der urspriinglichen Metallkugel befindet, wenn deren
Masse mit M angegeben ist.

a -
Losung ;
Die urspriingliche Metallkugel der Masse M rhm
wiirde auf den Massenpunkt m durch eine hg
Kraft der GréBe
mM .

einwirken. Es 148t sich nimlich nachweisen, daB3 das Gravitationsfeld in der Umgebung
eines homogenen Korpers von Kugelform das gleiche ist wie das eines Massenpunktes
gleicher Masse, der an der Stelle des Kugelmittelpunktes liegt. Die Kraft F, kann als
Summe zweier Krifte aufgefaBt werden: F,, mit der das Gebilde, das wir durch
Herstellen des angegebenen Hohlraums erzielt haben, auf den Massenpunkt m
wirkt, und F;, mit welcher der Metallteil der Masse m’ wirkt, der in der Kugel mit dem
Mittelpunkt S; und dem Radius r = R/2 liegt. Es ist also

Fo = F; + F;.
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Fiir die Kraft F; gilt offensichtlich entsprechend dem Gravitationsgesetz
mm’ mM
F 1=79 R 2 v R\2 )
. (¢-3) oe-3)
weil
= M 4 . R M
" 4mR* 3 8 8
Fiir die gesuchte Kraft resultiert demnach
mM mM 1 1
E=h-h=yam v ="Mz~ 7= |
= 8ld — —
(4~ 3) [4-3)
44. In welchem Punkt auf der direkten Verbindungslinie zwischen Erde und Mond ist die

Stiarke des'gemeinsamen Gravitationsfeldes gleich Null, wenn die Masse des Mondes
1/g1 der Erdmasse betrigt?

Losung
Die Bedingung der Kompensation der beiden Gravitationsfelder wird entsprechend der
Bezeichnung in Bild 24 erfiillt, wenn

E, +E,=0, d.h, |E)|=|E )
Wenn wir den Abstand der beiden Mittelpunkte der HimmelskGrper mit d angeben und
den Abstand des Gravitationsnullpunktes vom Erdmittelpunkt mit der Gré8e x, dann
gilt offenbar ’

M M

2 T d—0 ,

woraus resultiert x = 9(d — x), sodaB x = °/;0 d = 0,9 d gefunden wird.

Der Gravitationsnullpunkt der beiden Felder der Erde und des Mondes liegt auf der
Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte im Abstand x = 0,9 d vom Erdmittelpunkt aus
gemessen.

x P
14
dm

Bild 24 Bild 25

45. Berechnen Sie Potential und Stirke des Gravitationsfeldes eines Stabes der Masse m

und der Lénge / an einem Ort P, der im Abstand @ vom Stabende in der Richtung des
Stabes gelegen ist (Bild 25).
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46.

Losung
Der Anteil des Massenelements dm des Stabes am Gesamtpotential im Punkt P ist

m dx

dv = — —
yx+a ylx—i—a

weil dm = (m/l) dx ist. Durch Integration iiber den ganzen Stab erhalten wir das
Potential

1
m dx m m., l+a
V=—y— | — = —yp -1l = —p—1 .
ylfx+a 7l[n(x+a)]o yyin—
o -
Die Gravitationsfeldstérke ermitteln wir aus der Bezichung E = — grad V. In unserem

Beispiel heiBt das, daB wir schreiben kénnen

E=dV m a a—l—a m

>

W T "It @& T a0 ?

wobei g den Einheitsvektor in der in Bild 25 angegebenen Richtung darstelit.

Errechnen Sie Potential und Stidrke eines Gravita-
tionsfeldes, das von einer Kreisplatte (Masse m,
Radius r) ausgeht, fiir einen Ort P auf der zur Platte
senkrecht stehenden Mittelpunktsachse im Abstand a
von der Platte. Die Dicke der Platte werde vernach-
lassigt.

Losung

Der Anteil eines Massenelements dm der Platte, das Bild 26
als kreisringférmiges Element der Breite dx gewihlt
wurde (Bild 26), an dem gesamten im Punkt P auftretenden Potential ist

ﬁzandx
e,
o yT_—y\/x2+a2

Durch Integration iiber die ganze Platte erhalten wir das wirkende Gesamtpotential zu

r
2m xdx 2m ¢ 5
V=—)’r—2 2+a2=,—77[\/x2+a2]:)=
0

N

= —yzr—n: [\/r2 + a* —a?].
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47.

48

Fiir die Gravitationsfeldstirke im Punkt P kann dann geschrieben werden

N 2 ~
E=-—gradV—£1ng %?—[—:a_——l]g=

2m .

i 1 — a
-—7'72— \/r-—-—2+a2 4

Welche Horizontalgeschwindigkeit v muB man irgendeinem Korper in einer Hohe
h = 500 km iiber der Erdoberfliche vermitteln, damit er als kiinstlicher Erdsatellit auf
einer Kreisbahn die Erde umfliegt? Der Erdradius betrdgt 6370 km (Bild 27).

Losung A
Die Geschwindigkeit v muB der Bedingung geniigen, da die Fliehkraft,
dieauf einer Kreisbahn eines fliegenden Korpers angreift, gleichder inder
vorgegebenen Hohe wirksamen Gravitationskraft ist. Es muB also gelten
v? mM G
m = 1
A o o Bild 27

(y Gravitationskonstante, M Erdmasse).

Zwischen der Gravitationskraft Fy, die auf den gegebenen Korper an der Erdoberfliche
wirken wiirde, und der Gravitationskraft F, die auf den gleichen Korper in der Héhe A
iiber der Erdoberfliche wirkt, besteht die Bezichung

F=F e

denn
. mM Fo — mM
_y(r+h)2, 0_‘7 r2

Da F, = mg ist mit g = 9,81 m s~2, resultiert aus GI. (1)
v? r?

r+h ST

so daB die gesuchte Geschwindigkeit gefunden wird zu

9,81 ms-2
= = — 0-103 A/ —_ -1,
v J - A/ - = 637 m- [ e = 1600ms

. Berechnen Sie die kinetische Energie Wj eines Korpers der Masse m, der sich im freien

Fall aus groBer Hohe H der Erde nidhert, im Moment seines Auftreffens auf die Erd-

, oberfliche. Der Erdradius werde mit r angegeben. Wie groB wire die Energie fiir den

Fall H > r? Der Luftwiderstand bleibt unberiicksichtigt.
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49.

Losung

Wir wenden das Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie an. In der Aus-
gangshohe H iiber der Erdoberfliche, von wo aus sich der Korper der Erde im freien
Fall nidhert, hat er nur potentielle Energie, die durch die Beziehung gegeben ist:
1 M
_ _) __ymM
H+r r r(H+r)

W, = —ymM ( mgr

H
r+ H’
) M
denn es1stg=y—r—2-.
Im Moment des Auftreffens auf die Erdoberfidiche hat der Korper nur kinetische

Energie, fiir die sich aus dem Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie
ergibt:

H
Wy = .
k = mgr r+ H ]
Und fiir den Fall H > r finden wir
Wy = mgr.

Ein Korper werde von der Erdoberfliche aus mit der Geschwindigkeit v, senkrecht auf-
wirts geworfen. Welche Hohe erreicht er, und wie groB miiBte die Anfangsgeschwindig-
keit mindestens sein, damit der Korper nicht auf die Erde zuriickfallt? Der Luftwider-
stand bleibt unberiicksichtigt.

Losung

Wir beziehen uns wiederum auf das Gesetz von der Erhaltung der mechanischen
Energie. Die Gesamtenergie des Korpers ist im Moment seines Starts allein durch den
Wert seiner kinetischen Energie bestimmt, da die potentielle an der Erdoberfliche gleich
Null ist. In der MaximalhGhe H, die der Korper erreicht, ist die Gesamtenergie anderer-
seits ausschlieBlich durch seine potentielle Energie vorhanden. Beziehen wir diese po-
tentielle Energie auf die Erdoberfliche, so konnen wir schreiben:

1, 1 1
= m? = —ymM (——— — —]|.
2mvo ym (r )

Da g = y—-ist, kann die vorhergegangene Gleichung auch in die Form gebracht
r

werden:

Vo 5
) mvo—mgrr+H.

Daraus ergibt sich fiir die gesuchte Maximalh6he H der Wert
2
v
= ___—0 03 r
2gr — vy
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50.

Im Falle, daB3 wir nur ein einziges Gravitationsfeld, nimlich das irdische, vorliegen
haben, lautet die Bedingung dafiir, da der Korper nicht wieder zur Erde zuriickfillt,
daB er also bis in die Hohe H = oo fliegt, wie folgt:

2gr —v: =0,

so daB die Startgeschv?indigkeit mindestens einen Wert von
Vo = ~/2gr = 11200 m s~

haben muB, die sog. 2. kosmische Geschwindigkeit.

Mit welcher Mindestgeschwindigkeit miiite eine Rakete von der Erde aus gestartet
werden, damit sie auf den Mond trifft? Wie groB ist in diesem Fall die Aufschlag-
geschwindigkeit auf der Mondoberfliche? Der Abstand der Mittelpunkte der Erde und
des Mondes betrdgt im Mittel d = 380 000 km, der Erdradius ist rg = 6370 km, der
Mondradius ry; = /4 rg. Die Mondmasse betrigt '/s; der Masse der Erde.

Losung

Zur Losung dieses Problems wenden wir wieder das Gesetz von der Erhaltung der me-
chanischen Energie an, da wir den Luftwiderstand in der Erdatmosphére unberiick-
sichtigt lassen. Da man mit hinreichender Genauigkeit Mond und Erde als Kugel-
korper ansehen kann, sind ihre jeweiligen Gravitationsfelder ebensogroB wie die von
Massenpunkten mit der Erd- bzw. Mondmasse, die im Erd- bzw. Mondmittelpunkt
liegen. Bei der Bewegung der Rakete von der Erde zum Mond wird das Gravitations-
feld der Erde eine Bremswirkung ausiiben, wihrend das Gravitationsfeld des Mondes
im Gegensatz dazu eine beschleunigende Wirkung ausiibt. Nach dem Resultat des Bei-
spiels 44 (Bild 24) wird das Gravitationsfeld der Erde bis zu jenem Punkt hin iiber-
wiegen, der vom Erdmittelpunkt die<Strecke x = °/,o d entfernt liegt, wihrend hinter
diesem Punkt dann das Gravitationsfeld des Mondes iiberwiegt. Es reicht also aus, der
Rakete eine solche Geschwindigkeit zu erteilen, die es ihr erlaubt, bis zu dem Punkt zu
gelangen, der vom Erdmittelpunkt den Abstand x hat. Von da an wird sie dann unter’
dem EinfluB des iiberwiegenden Mond-Gravitationsfeldes mit einer beschleunigten Be-
wegung auf den Mond zu fallen. Es kann daher geschrieben werden:

1 o? — ‘mMsy » mMy _ mMpz -y mMy
2 Y d—r Y094 0.1d°

wobei wir auf der linken Seite der Gleichung die Summe von kinetischer und potentieller
Energie der Rakete an der Erdoberfldiche und auf der rechten Seite die Gesamtenergie
der Rakete im Punkt x = 0,9 d vom Erdmittelpunkt finden. Diese Gesamtenergie be-
steht hier wieder nur aus der potentiellen, da die Geschwindigkeit und damit die kine-
tische Energie an diesem Punkt gleich Null angesetzt werden. Fiir die gesuchte minimale
AbschuBlgeschwindigkeit der Rakete von der Erdoberfliche kann also geschrieben
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werden
1 1 1 1
2 2 L _ -
’ [yME (re 09d " Bld—ry _ 8 -O,Id)]
re re reg
=2 1— B _
&re ( 094 " B =19 81'0,1d)’

so daB gefunden wird
v =+/2gre-0,98 = 11,2km s*- 0,99 = 11,09 km s1.

Fiir die Geschwindigkeit v*, mit der die Rakete auf dem Mond auftrifft, kann analog
geschrieben werden

mME _ mMM — -_1_ mo*? — mMM mMg
094 ' 01d 2 Lo d—rm

-7 ’
da wir auf der linken Seite der Gleichung den Wert der Gesamtenergie der Rakete im
Punkt mit dem Abstand x = 0,9 d vom Erdmittelpunkt und auf der rechten wiederum
die Gesamtenergie der Rakete beim Auftreffen auf die Mondoberfliche dargestellt
haben. Nach einer Umformung folgt zunéichst

81rM v 81rM )]

MM +
094 01d ' d—ry

U*z =2 [7—‘(1 -

'm

und mit den Massen bzw. Radien kénnen wir schreiben

1 ME 81rE re 81}"]3
*2 2 i - —_— =
v [4- 817 7z ( 4094 7014 " 4(d—%rﬁ)]
1 81"5 157 811’13
— g 1 — - ,
7381 g’E[ 4094 4-01d T a@—1rp

so daB3 wir schlieBlich fiir die Auftreffgeschwindigkeit finden

1 — 1
= 2gre-0,91 = 75 " 11,2kms™" - 0,95 = 0,591 kms~*.

A Aufgaben

33. An zwei gleich langen Ketten AC und GroBe T, haben darf und der Abstand
BC (Bild 28), die in den Punkten 4 und AB = 2a gegeben ist?
B befestigt sind, hingt ein Korper K. 34. An drei symmetrisch angeordneten Sei-
Wie groB muBl die Linge / der Ketten len ist ein Korper Kaufgehdngt(Bild 29).
sein, wenn die Kraft, durch die eine Wieviel wiegt er, wenn die Linge eines

Kette gespannt wird, maximal die jeden Seiles / =1m ist, die Befesti-
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gungspunkte ein gleichseitiges A ABC
mit der Seite a = 1 m bilden und wenn
die einzelnen Seile jeweils durch die
Kraft F = 24,55 N gespannt werden?

A 2a B

Bild 29

35. Ein Korper wird durch die Wirkung der

Kraft F = 0,02 N in Bewegung versetzt
und legt widhrend der ersten vier Se-
kunden seiner Bewegung eine Strecke
von 3,2 m Linge zuriick. Wie groB ist
seine Masse, und welche Geschwindig-
keit wird er am Ende der fiinften Se-
kunde seiner Bewegung haben?

36. Eine Granate der Masse m = 5 kg ver-

148t ihren Lauf mit einer Geschwindig-
keit v, = 1200 m s~1. Wie groB war die
im Lauf wirkende Kraft unter der An-
nahme, daB3 die Bewegung der Granate
im Lauf gleichférmig beschleunigt ver-
lief und 0,01 s dauerte? Welche Arbeit
‘wurde dabei von der beschleunigenden
Kraft verrichtet?

37.

38.

39.

40.

41.

42,

Eine Granate der Masse m = 24 kg
verldB3t ihren Lauf mit einer Geschwin-
digkeit vo = 500 ms~!. Der Lauf sei
2m lang. Wie groB ist der Durch-
schnittswert der im Lauf auf die Granate
wirkenden Kraft?

Stellen Sie fest, in welchen Punkten der
Erdoberfliche Zentrifugalkraft und Co-
rioLis-Kraft unter gleichartigen Bedin-
gungen ihren maximalen und minimalen
Wert aufweisen.

Ein Eisenbahnwaggon bewegt sich auf
einer horizontalen geraden Strecke. Er
wird mit einer Kraft gebremst, die genau
ein Zehntel seines Gewichts ist.‘Bestim-
men Sie die Zeit, die vom Beginn der
Bremsung bis zum Stillstand vergeht,
sowie die Strecke, die er dabei zuriick-
legt, wenn der Waggon im Moment des
Bremseinsatzes eine Geschwindigkeit
von 72 km h-?! innehatte.

Wie groB ist das scheinbare Gewicht
einer 75 kg schweren Person in einem
Aufzug, der sich

a) mit einer Verzogerung von 0,2 m s=2
aufwirts und mit einer Beschleunigung
von 0,2 m s~? abwirts bewegt,

b) mit einer Beschleunigung von
0,15 m s~2 aufwirts und mit einer Ver-
zogerung von 0,15 m s-2 abwirts be-
wegt?

Zwei gleich grofie kugelférmige Korper
werden aus verschiedenen Werkstoffen
mit den Dichten g; und g, gefertigt.
Beide Kugeln fallen in Luft. Unter der
Voraussetzung, daB der Luftwiderstand
proportional dem Geschwindigkeits-
quadrat ist, soll ermittelt werden, in wel-
chem Verhiltnis die von beiden Kugeln
erreichten Maximalgeschwindigkeiten
stehen.

Eine Kugel der Masse m dringt mit einer
Anfangsgeschwindigkeit v, in ein hem-
mendes Medium ein, dessen Wider-
stand F proportional zur Geschwindig-
keit eines Massenpunktes wichst, d. h.,
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43.

45.

46.

47.

48.

F = —kv. Welchen Weg legt die Kugel ,

bis zum Stillstand zuriick, wenn auBler
dem Widerstand des hemmenden
Mediums keine andere Kraft auf sie
wirkt?

Ein Stein der Masse m = 3 kg hingt
an einem Faden der Linge / = 1m
und fiihrt in vertikaler Ebene eine Be-
wegung auf einer Kreisbahn aus. Es ist
die kleinste Winkelgeschwindigkeit fiir
den Umlauf des Steins auf der Kreis-
bahn zu finden, bei der der Faden reien
wiirde, wenn dazu eine Kraft von
F = 88,3 N notwendig ist.

. Ein Ball der Masse m = 0,1 kg wurde

durch AnstoB3 so in Bewegung versetzt,
daB seine Geschwindigkeitv = 10 m s-1
betrigt. Welche Kraft wirkte auf ihn,
wenn die Dauer des Kraftstoes 7z =
=.0,01 s betrug?.

Der Motor eines Autos mit der Ge-
samtmasse m = 960kg entwickelt eine
Zugkraft von 1600 N. In welcher Zeit
kann der Wagen eine Geschwindigkeit
von 54 km h-* erreichen?

Ein Waggon mit der Masse m =
= 16000 kg bewegt sich geradlinig mit
einer Anfangsgeschwindigkeit von vy =
= 5ms~t. Wie groB ist der Mittelwert
der auf den Waggon wirkenden Rei-
bungskraft, wenn dieser dadurch inner-
halb einer Minute zum Halten kommt?
Welche Arbeit verrichtet ein Pferd, das
einen Wagen von 1500 kg Masse mit
konstanter Geschwindigkeit 600 m weit
zieht und dabei eine Reibung von 0,8 %
des Wagengewichts iiberwindet?

Eine stdhlerne Spiralfeder der Lénge
lo = 0,8 m wird unter Einwirkung der
Kraft F; = 2kp um die Liange x; =
= 0,05 m gedehnt. Welche Arbeit wird
bei einer Dehnung der Spiralfeder auf
das Zweifache ihrer urspriinglichen
Linge benotigt, wenn die Kraft, die
diese Arbeit verrichtet, proportional der
Ausdehnung der Feder ist?

49.

50.

SL.

52.

53.

54.

55.

56.

Ein holzerner Zylinder ist zu 2/5 seiner
Linge in Wasser untergetaucht. Welche
Arbeit muB3 zum Herausziehen des Zy-
linders aus dem Wasser verrichtet wer-
den, wenn sein Radius » = 0,1 m und
seine Linge 4 = 0,6 m ist?

Ein GeschoB3 der Masse m = 0,02 kg
erreicht mit einer Geschwindigkeit v =
=400ms~! einen Baum. Wie tief
dringt es in ihn ein, wenn der Wider-
stand des Holzes F = 1000 kp betrédgt?

Ein Ko6rper der Masse m = 100 kg be-
wegt sich mit einer Geschwindigkeit
vo = 20 km h-*. Er soll auf einem 20m
langen Weg zum Stillstand gebracht wer-
den. Mit welcher konstanten Kraft muf3
seine Bewegung abgebremst werden?

Ein mit der Geschwindigkeit v; =
= 60 km h-! fahrender Zug kanndurch
Anlegen der Bremsen auf einer Strecke
s; = 400 m zum Halten gebracht wer-
den. Welche Geschwindigkeit diirfte der
Zug haben, wenn er durch gleichméBiges
Bremsen auf einer Strecke s, = 100 m
zum Halten gebracht werden soll?

Ein Korper der Masse m = 0,8 Kg wird
senkrecht nach oben geworfen. In der
Ho6he 2 = 10 m hat er noch eine kine-
tische Energie von W, = 200 Nm. Wel-
che Maximalhohe kann der Korper er-
reichen?

Wie groB3 ist die maximale Leistung
eines Wasserrades, dessen Antrieb
durch Wasser erfolgt, das aus einer
Ho6he /2 = 10m herabfillt, wenn in
einer Sekunde jé\?eils 1501 Wasser zur
Verfiigung stehen?

Berechnen Sie die Leistung des Motors
eines LKW, der. sich mit konstanter
Geschwindigkeit v = 30 km h~! auf
einer StraBe mit 59 Steigung bewegt,
wenn die Gesamtmasse des Fahrzeuges
m = 5000 kg betrdgt. Der Reibungs-
widerstand wird vernachlissigt.

Ein Stein A befindet sich auf dem hoch-
sten Punkt eines halbkugelférmigen,
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57.

58.

1.3.

glatten KoOrpers mit dem Radius r
(Bild 30). Wir verleihen ihm in horizon-
taler Richtung eine Anfangsgeschwin-
digkeit vo. Es ist zu ermitteln, von wel-
chem Punkt aus der Stein die Oberfliche

Bild 30

seiner halbkugeligen Unterlage verldfSt.
Bei welchem Wert der Anfangsgeschwin-
digkeit v, verldBt der Stein seine Un-
terlage bereits im Auflagepunkt?
Der Reibungswiderstand wird vernach-
léssigt.

Wie grof8 ist der Unterschied der Gra-
vitationskraft, mit der die Erde auf
einen Korper wirkt, der einmal in einer
Hohe A = 6400 m iiber NN, ein an-
deres Mal direkt auf NN liegt? Der
Erdradius ist r = 6370 km.

Berechnen Sie Potential und Stérke des
Gravitationsfeldes eines Drahtes der
Masse m, der in die Form eines Krei-
ses mit dem Radius » gebogen wurde,

59.

60.

im Punkt P auf der Kreisachse im
Abstand s von seinem Mittelpunkt
(Bild 31). '

Ermitteln Sie die Beschleunigung, mit
der ein Korper auf die Mondoberfliche
fallen wiirde, wenn wir voraussetzen,

Bild 31

daB auf den Korper nur das Gravita-
tionsfeld des Mondes wirkt, und wenn
bekannt ist, daB fiir Masse und Radius
des Mondes die Werte My, = /3y Mg
und ry = /4 rg gelten (Mg Erdmasse,
rg Erdradius).

Berechnen Sie die notwendige An-
fangsgeschwindigkeit v, , die man einem
Korper vermitteln muBl, der sich senk-
recht aufwirts bis zu einer Hohe vom
Wert des Erdradius (6370 km) iiber die
Erdoberfliche bewegen soll. Der Luft-
widerstand wird vernachlissigt.

Dynamik des Systems von Massenpunkten und des starren Kérpers

Unter dem Schwerpunkt des Systems aus zwei Massenpunkten verstehen wir den-
jenigen Punkt auf ihrer Verbindungslinie, der diese im umgekehrten Verhiltnis der
Massen beider Massenpunkte teilt.
Den gemeinsamen Schwerpunkt dreier Massenpunkte definieren wir als den Punkt
auf der Verbindungslinie des Schwerpunktes der beiden ersten Massenpunkte und
des dritten, der diese Verbindungslinie wieder im umgekehrten Verhéltnis der Massen-
summe der ersten beiden Punkte und des dritten teilt.
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Ahnlich kénnen wir die Definition des Schwerpunktes auf ein System von beliebig
vielen Massenpunkten erweitern.

Der Ortsvektor des Schwerpunktes eines Systems von Massenpunkten 7* beziiglich
eines bestimmten Bezugspunktes ist durch die folgende Beziehung gegeben:

* _ z m;F;
2m
(#; Ortsvektor des i-ten Punktes des Systems beziiglich desselben Bezugspunktes,
m; Masse des i-ten Punktes).
Der Zusammenhang zwischen den Schwerpunktkoordinaten des Systems von Massen-
punkten und den zugehérigen Massenpunktkoordinaten des Systems ist analog durch
die Beziehungen

mex ;o= zmiyi s oz* = Zmizi
Zm Zmi Zmi
gegeben.

Den Ortsvektor bzw. die Schwerpunktkoordinaten eines homogen mit Masse er-
fiillten Korpers bestimmen wir durch Volumenintegration aus

bzw.

fgxdr fgyd'r . _f@zd‘c
e T Jes T Jew

wobei ¢ die Dichte, die an verschiedenen Stellen des Korpers verschieden sein kann,
und dz das Volumenelement ist.

Das Drehmoment 3/ hinsichtlich eines bestimmten Bezugspunktes O definieren wir
durch die Beziehung

- =
M=¢xF

(# Ortsvektor des Angriffspunktes der Kraft bezogen auf den Punkt O).

Analog definieren wir den Drehimpuls T eines Massenpunktes hinsichtlich des Bézugs-
punktes O durch die Beziehung

L=7¢xmp

(7 Ortsvektor des Massenpunktes beziiglich des Punktes O).
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Der Zusammenhang zwischen dem Moment der auf einen Massenpunkt — hinsicht-
lich eines bestimmten Bezugspunktes — wirkenden Kraft und dem Drehimpuls des
Massenpunktes—beziiglich desselben Bezugspunktes —ist durch die Beziehung gegeben:

> dL
dr

Es kann nachgewiesen werden, daB3 die Projektion des Drehmoments beziiglich eines
Punktes auf einer bestimmten Geraden — und in deren Richtung — vom Ort des auf
der Geraden gewihlten Punktes unabhingig ist. Eine solche Projektion des Dreh-
moments in Richtung einer bestimmten Geraden bezeichnen wir als Drehmoment
beziiglich einer Geraden (Achse).

Als ein Kriftepaar bezeichnen wir zwei gleich groBe Krafte entgegengesetzter Rich-
tung, die an zwei verschiedenen Punkten eines Korpers angreifen und deren Ver-
bindungslinie nicht in die Kriftegerade derjenigen Krifte fillt, die das Paar bilden.
Das Moment des Kriftepaares wird durch das Produkt des Wertes der das Paar
bildenden Krifte und dem Abstand der Kréftegeraden gebildet.

Die Bewegung eines Systems von Massenpunkten bzw. eines K6rpers wird durch die
beiden Impulssitze beschrieben.

Der 1. Impulssatz besagt:
Die Summe aller Auflenkrdfte, die auf die einzelnen Punkte eines Systems wirken, .ist
gleich der Ableitung der gesamten Bewegungsgrofe des Systems nach der Zeit.
Mathematisch kann er durch die Gleichung

_ 9

dr

ausgedriickt werden, wobei F = Y F; und p = Y m,D; ist.

Dem ersten Impulssatz gleichbedeutend ist der Satz von der Bewegung des Schwer-
punktes. Er besagt:

Unter der Einwirkung duBlerer Kréfte bewegt sich der Schwerpunkt eines Systems
von Massenpunkten bzw. eines Korpers so, als ob die Gesamtmasse des Systems bzw.
des Korpers im Schwerpunkt konzentriert wiare und alle Kréfte im Schwerpunkt an-
griffen.

Mathematisch kann dieser Satz durch folgende Gleichung ausgedriickt werden:

md* = F
(m Gesamtmasse des Massenpunktsystems bzw. des Korpers, d* Schwerpunkt-
beschleunigung, F = ZF ; Vektorsumme aller auf das Massenpunktsystem bzw. auf
den Korper wirkenden AuBenkrifte). Wenn die Summe der duBleren Krifte gleich
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Null ist oder wenn &uBere Krifte nicht vorhanden sind (isoliertes, abgeschlossenes
System), verdndert sich die Schwerpunktlage nicht. Dieser Sachverhalt findet seinen
Ausdruck im Gesetz von der Erhaltung des Schwerpunktes eines abgeschlossenen
Systems.
Der 2. Impulssatz besagt:
Die Summe der Momente aller dufferen Krdifte, die auf die einzelnen Massenpunkte
eines Systems hinsichtlich eines bestimmten Bezugspunktes wirken, ist gleich der Ab-
leitung des Gesamtdrehimpulses des Systems (hinsichtlich desselben Bezugspunktes) nach
der Zeit.
Mathematisch kann er durch die folgende Gleichung ausgedriickt werden:

—

= dL ,
dt

wobei 3f = Y7 X F, und L= Y'F X mD; ist.

Fiir ein abgeschlossenes System von Massenpunkten, d. h., fiir ein System, auf das
nur innere Krifte wirken (duBere sind nicht vorhanden), ergeben sich aus dem 1. und
2. Impulssatz zwei Erhaltungsgesetze: das Gesetz von der Erhaltung der Bewegungs-
groBe und das Gesetz von der Erhaltung des Drehimpulses.

Das Gesetz von der Erhaltung der BewegungsgrofBie besagt:

Die Gesamtbewegungsgrife eines abgeschlossenen Systems ist konstant, d. h.

B =) mb; = const.

Das Gesetz von der Erhaltung des Drehimpulses besagt:
Der Gesamtdrehimpuls eines abgeschlossenen Systems ist konstant, d. h.

7= Y i x m;; = const.
Im Gleichgewicht befindet sich ein Korper dann, wenn die folgenden Bedingungen er-
fiillt sind:
1. Die Summe aller auf den Korper wirkenden duBleren Krifte ist gleich Null, d. h.,
YFi=0;
2. Die Summe der Momente aller 4uBBeren Krifte hinsichtlich eines beliebigen Punktes
ist gleich Null, d. h., Y7 x F; = 0.
Wenn irgendein Korper sich um eine feste Achse dreht, nimmt seine Bewegungs-
gleichung die Form an:

M=Jx,

wobei « die Winkelbeschleunigung, M die ProjektionsgroBie des Gesamtmoments
der duBeren Krifte in Richtung der Drehachse, d. h. der Betrag des Gesamtmoments
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der auBeren Krafte hinsichtlich der Drehachse, und J das sog. Massentriigheitsmoment
des Korpers beziiglich der Drehachse ist, das durch die Beziehung

J= Zmirf

definiert wird (r; Abstand des Massenpunktes m; von der Drehachse). Bei Korpern,
die homogen mit Masse erfiillt sind, gilt dafiir

J=fr2dm=f9r2d1,

wobei die Integration iiber das gesamte Volumen des betreffenden K6rpers ausgefiihrt
werden muB.

Die Berechnung der Tragheitsmomente von Korpern in bezug auf beliebige Achsen
wird durch einige Lehrsitze erleichtert, insbesondere durch den Satz von Steiner, der
besagt:

Das Massentrigheitsmoment J eines Korpers, bezogen auf eine beliebige Drehachse,
ist gleich seinem Massentrigheitsmoment Js, bezogen auf die parallele Schwerpunkt-
achse, vermehrt um das Produkt aus Masse und dem Quadrat des Abstandes beider
Achsen.

Mathematisch kann man den Satz durch die Beziehung ausdriicken:

J = Js + ma®

(m Gesamtmasse, a ABstand des Schwerpunktes von der Drehachse).
Das Tréigheitsmoment eines Korpers hinsichtlich irgendeiner beliebigen Achse kann
allgemein durch die Gleichung

J=(To) o

ausgedriickt werden, wobei T der Tensor der BewegungsgroBe eines Korpers in
einem bestimmten Punkt einer Geraden und ¢ der Einheitsvektor in Richtung der
Geraden, hinsichtlich der wir das Trigheitsmoment suchen, ist.

Bei spezieller Wahl eines geeigneten Koordinatensystems, wenn die Koordinaten-
achsen in Richtung der Achsen eines Trigheitsellipsoids fallen (Haupttragheits-
achsen), kann der Tensor der BewegungsgroBe eines Korpers, z. B. im Schwerpunkt,
durch folgende einfache Beziehung ausgedriickt werden:

Ts = Js1ii + Jszji + Jsalzic. (1)

(Js1, Jsa, Js3 Triagheitsmomente des Korpers beziiglich seiner Haupttrigheits-
achsen: Haupttrigheitsmomente). Die Haupttragheitsachsen sind dadurch gekenn-
zeichnet, daB fiir eine von ihnen das Tragheitsmoment ein Maximum, fiir eine andere
ein Minimum ist und daB alle drei Achsen aufeinander senkrecht stehen.
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Unter Beriicksichtigung von Gl. (1) kann man das Tragheitsmoment eines Korpers
beziiglich einer durch seinen Schwerpunkt gehenden Achse, die mit den Haupttrig-
heitsachsen die Winkel «, 5, ¢ einschlieBt, durch folgende Beziehung ausdriicken:

J = (i‘s@)é = JSI Cosza =+ Jsz Coszﬁ + Js3 COSZ?.

Die allgemeine Bewegung eines Korpers kann als die Summe der Translations-
bewegung seines Schwerpunktes und der Rotation des Korpers um die durch seinen
Schwerpunkt gehende Achse angesehen werden.

Die kinetische Energie eines Korpers, der eine Drehbewegung mit der Winkelgeschwin-
digkeit w um eine feste Achse ausfiihrt, errechnet man aus

Wk = ‘l'.]wz,
2

wobei J das Trigheitsmoment des Korpers beziiglich der gewahlten Drehachse ist.
Die Arbeit, welche die duBeren Krifte bei der Drehung eines K6rpers um einen be-
stimmten Winkel ¢ verrichten, ist durch die Beziehung

W = My

. gegeben, wenn der Wert des Kriaftemoments M beziiglich der Drehachse konstant ist.
Diese Arbeit ist gleich der Zunahme der kinetischen Energie der Rotation des Ko6rpers
in diesem Drehabschnitt.

Allgemein ist die gesamte kinetische Energie eines Korpers als Summe der kineti-
schen Energie der Translation des Schwerpunktes mit der Gesamtmasse m des
Korpers und seiner kinetischen Energie der Rotation um eine Schwerpunktachse
gegeben. Es ergibt sich so

1 ., 1
Wy = —mvs + — Jsw?.
w=—mvs + —Js

Auch bei dieser allgemeinen Bewegung eines Korpers gilt das Gesetz von der Er-
haltung der mechanischen Energie, solange es tatsdchlich nur zu Umwandlungen der
einen Form mechanischer Energie in eine andere kommt und Umwandlungen in nicht-
mechanische Energieformen (innere, elektrische usw.) ausgeschlossen sind.

Jeder Korper stellt ein physikalisches Pendel dar, wenn er so befestigt ist, daB er sich
unter der Wirkung seines Eigengewichts um eine nichtvertikale Achse drehen kann,
die nicht durch seinen Schwerpunkt verlauft.

Wenn es sich um ausreichend kleine Auslenkungen ¢ aus der Gleichgewichtslage
handelt, kann die Bewegungsgleichung des physikalischen Pendels in der Form ge-

5 Hajko, Mechanik
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schrieben werden

d2 mga .
? - -9

de? J

(m Gesamtmasse des Pendels, a Abstand des Schwerpunkts von der Drehachse,
J Tragheitsmoment des Pendels beziiglich der Drehachse).

Als Losung dieser Differentialgleichung finden wir den Ausdruck, der die Zeitab-
héngigkeit der Auslenkung ¢ angibt, in der Form

@ = @o cos (wt + &)

(w = \/ # Kreisfrequenz, ¢, Amplitude, « Phasenkonstante).

Die Periodendauer eines physikalischen Pendels berechnen wir aus

2n \/ J
= —=2r .
w mga

Fiir die sog. reduzierte Pendellinge eines physikalischen Pendels gilt die Beziehung

J

=

ma

Sie bedeutet den Abstand zweier beziiglich des Pendelschwerpunkts unsymmetrisch
liegender Achsen, um die das physikalische Pendel mit gleicher Periode schwingt.
Wenn sich ein K6rper um eine willkiirlich durch ihn gelegte Achse dreht, dann dndert
sich infolge der wirkenden Zentrifugalkrifte die Trégheit seiner Massenelemente.
Dreht sich ein K6rper mit der Winkelgeschwindigkeit w um eine durch seinen Schwer-
punkt verlaufende Achse, dann hat das Gesamtmoment der Zentrifugalkrifte beziig-
lich aller Punkte auf der Achse, also auch beziiglich des Korperschwerpunkts, den
gleichen Wert, der durch die Beziehung

MSO = szs

gegeben ist, wobei Us der Wert des sog. Auslenkungsmoments des Korpers hinsichtlich
der gegebenen Achse ist. Allgemein wird das Auslenkungsmoment beziiglich der
Achse durch die Beziehung

U=(To x@o
bestimmt (T Tensor der BewegungsgroBe des Korpers im entsprechenden Punkt auf

der Achse, ¢ Einheitsvektor, der in die Richtung der Achse falit).
Infolge dieses Einflusses ist die Wirkung der Zentrifugalkrifte analog zur Wirkung
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des Kriftepaares, das bestrebt ist, die Korperachse aus ihrer momentanen Lage aus-
zulenken. Wenn der rotierende Korper mechanisch auf einer in Lagern fixierten
Achse liegt, entstehen dadurch in den Lagern Driicke, durch die die Lager belastet
werden.

Nur in den Fillen, da eine der Haupttragheitsachsen Rotationsachse ist, befinden sich
die Zentrifugalkréfte im Gleichgewicht miteinander, und daher ist ihr EinfluB auf die
Lage der Achse, gegebenenfalls auf die sie fiihrenden Lager, gleich Null.

B Beispiele

51. Aus einer homogenen kreisformigen Platte mit dem Radius » wird ein Kreis mit dem
halben Radius der kreisformigen Platte ausgeschnitten (Bild 32). Ermitteln Sie die Lage
des Schwerpunkts des auf diese Weise entstandenen Korpers.

Losung

Die Lage des Schwerpunkts des angegebenen Gebildes 148t sich leicht bestimmen, indem
wir das ganze Gebilde in zwei Teile zerlegen, und zwar in den Kreis mit dem Radius r/2
mit dem Zentrum in Sy, wo sich auch der Schwerpunkt dieses Teils befindet, und dem
verbleibenden Teil, der aus Symmetriegriinden seinen Schwerpunkt in S, hat, d. h. im
Zentrum des Ursprungskreises. Fiir die Lage des resultierenden Schwerpunktes S gilt

2 2
(—;—— ):x=<nr2—2n%) :n%,

woraus fiir das gesuchte x resultiert: x = r/6.

_i.l
2
$
S
e

Bild 33

52. Bestimmen Sie die Lage des Schwerpunkts fiir einen homogenen Korper, der die Form
einer Halbkreisplatte mit zu vernachlidssigender Dicke und dem Radius R hat.

5%
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Losung

Bei der Wahl eines geeigneten Koordinatensystems (Bild 33) ist aus Symmetriegriinden
xs = 0. Fir yg gilt

ffrsmtprdrdtp
fydm
/dm ’ m
T
ffr smtpdrdtp— [——] [—cosqz] =ﬁ’
0 37:

wobei, wie aus dem Bxld hervorgeht, fiir die GroBen y und dm geschrieben wurde
y = rsin ¢ und

m
dm = R rdedr.

2
53. Ermitteln Sie den Schwerpunkt eines homogenen Kreiskegels der Hohe 4.
Losung
Wenn wir den Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems in die Kegelspitze

legen und die y-Achse in Richtung der KegelhGhe annehmen (Bild 34), dann wird deut-
lich, daB3 bei Wahrung der Symmetrie Xg = zg = 0 ist, und fiir yg gilt

3mf
ydm

s[5 -5
I = fdm m KB4, 4"
wenn wir festgelegt haben, daB
X
2y 2 L y
dm = nx dy-n:rzh h y2dy
3 h * 4
3m X
= = y*dy; / s
r
dax:y=r:h, fol =—. /
ax:y=r olgt x A y

Der Schwerpunkt des Kegels befindet sich somit, von <——I’
der Spitze aus gemessen, im Abstand 3/, seiner Hohe y

auf der Kegelachse. Bild 34
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54.

55.

Gegeben sei ein System aus drei Massenpunkten: m; = 0,05 kg; m, = 0,010 kg;
ms = 0,015 kg. Zur Zeit ¢ = 0 befinden sie sich in den Stellungen 4, (3; 4; 5), A2 (—2;
4; —6), A3 (0;0; 0) in Ruhe, wobei die Koordinaten MafBzahlen in Zentimetern be-
deuten sollen. Unter der Wirkung duBerer Kréfte, deren Summe durch einen Vektor
F = 0,05 N in Richtung der x-Achse angegeben ist, setzen sich die Massenpunkte in
Bewegung. Ermitteln Sie die Lage des Schwerpunkts des Systems nach Ablauf der Zeit
t=2s.

Losung

Fiir die Lage des Schwerpunkts des Systems zur Zeit ¢ = 0 ergibt sich

mixy + mpyXx; + Msxs 1
Xso = = ——cm=-—0,17cm;
my + m; + ms 6

myys + myy; + msys '
Yso = =2cm;
my + my + ms

myzy + myz; + mszs 35
Zs0 = = — —cm=—1,17cm.
my + my + my 30
Durch Anwenden des Satzes von der Schwerpunktbewegung erhalten wir fiir die Be-
schleunigung des Schwerpunkts

we = F _ 005N
" Ym  003ke

GemilB der gegebenen Aufgabenstellung fillt die Beschleunigung in die Richtung der
x-Achse, so daB fiir die x-Koordinate des Schwerpunkts geschrieben werden kann

= 1,67ms"2.

1 1
Xs = Xso + 5 ast? = —0,17cm + 5 167cms=2-4s? = 3,338 m.

Fiir die Koordinaten yg, zs gilt offenbar: yg = yso; 25 = Zso-

Im einen Ende eines Bootes, das ruhig auf dem Wasser liegt, befindet sich ein Mensch.
Um welche Strecke verdndert das Boot seine Lage, wenn der Mensch an das andere
Ende des Bootes geht? Das Gewicht des Menschen sei G, das des Bootes G, , die Linge
des Bootes sei / = 2a. Der Wasserwiderstand bei der

Bewe des Bootes bleibt unberiicksichtigt. 8 03 . 4
gung g w C ~ ; :} :
1
Losung "if"-
. (2) ]
Das Boot mit dem an Bord befindlichen Menschen 8 %’ 0 A

kann als ein abgeschlossenes System angesehen
werden. Fiir dieses gilt das Gesetz von der Erhaltung Bild 35
der Schwerpunktlage. In Bild 35 ist die Lage des
Bootes fiir die beiden Fille dargestellt: Im Fall (1) befindet sich der Mensch am rechten
Ende des Bootes (Stellung A), im Fall (2) in Stellung B. Im ersten Fall liegt der Schwer-
punkt des Systemsim Abstand xg, von der Bootsmitte O aus gesehen, in Richtungnach A.
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56.

57.

Da die Bootsmitte O zugleich auch der Schwerpunkt des Bootes ist, k6nnen wir in
Ubereinstimmung mit der Schwerpunktdefinition fiir xg schreiben

G
e ag _aG
g e Gre
g 4

Beim Stellungswechsel des Menschen von 4 nach B verschiebt sich das Boot um die
Strecke d so, daB die Lage des neuen Schwerpunkts S” dieselbe ist wie die des urspriing-
lichen Schwerpunkts S. Aus Bild 35 ist zu ersehen, daB gilt

G
d-—2xs—2a-G+—G1.

Bis zu welcher Hohe schligt ein ballistisches Pendel der Masse M = 10 kg aus, wenn
es von einem GeschoB3 der Masse m = 0,1 kg und der Geschwindigkeit v = 200 m s~
getroffen wird?

Losung

Wenn das GeschoB ein ballistisches Pendel trifft, vereinigt es sich mit ihm, und das
Pendel beginnt, sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit v* zu bewegen. Nach dem
Gesetz von der Erhaltung des Impulses fiir das aus Pendel und Gescho8 gebildete ab-
geschlossene System gilt die Gleichung
m=M+m?,

d h,

mv
Mim
Zur Berechnung der erreichten Hohe £ (Bild 36) wenden wir das Gesetz von der Er-
haltung der mechanischen Energie an, das uns die Bezichung erméglicht

’

v =

%W+mw=w+mm

d.h,

v’2 mZUZ

b ——— = L
2  2g(M + m)* N
10-2 kg?-4-10*m*s2
= =0,2m. .

2:9,81ms-2-102kg> —— RN
Welche Treibstoffmenge muB eine einfache Einstufen- \\/\\
rakete aufnehmen, damit sie nach Verbrennen des ge- 7
samten Treibstoffs die erste kosmische Geschwindigkeit - N n
erreicht, wenn die Leermasse der Rakete m, = 100 kg ©— . =
betridgt und die relative Ausstromgeschwindigkeit der W

Verbrennungsgase v, = 3000 m s~* ist? Bild 36
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Losung

Diese Aufgabe werden wir unter Benutzung des Gesetzes von der Erhaltung des Im-
pulses fiir ein abgeschlossenes System 16sen. Die Rakete zusammen mit dem Treibstoff
stellt ein solches abgeschlossenes System dar. Zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, in dem
die Rakete hinsichtlich eines gewidhlten Bezugssystems die Geschwindigkeit v hat, sei
die Masse von Rakete plus gegenwirtigem Treibstoffinhalt durch das Symbol m ge-
gekennzeichnet. Der Impuls der Rakete wird zu diesem Zeitpunkt durch die Be-
zichung

Pe=mb

angegeben. Nehmen wir an, da3 in der Zeit d¢ aus der Rakete Gase mit einer Masse dm’
entweichen, und zwar mit einer Geschwindigkeit i, die hinsichtlich des gleichen Bezugs-
systems gemessen wird, auf das wir die Raketengeschwindigkeit beziehen. Dann erhéht
sich in der Zeit d¢ die Raketengeschwindigkeit vom Wert § auf ¥ 4 dv. Der Impuls des
gesamten Systems wird dann zur Zeit ¢ + df sein '

Prsar = (m — dm’) @ + dD) + dm'il.

Entsprechend dem Gesetz von der Erhaltung des Impulses eines abgeschlossenen
Systems finden wir dann

ﬁt+dt =ﬁr,
d.h,
(m — dm’) B + db) + dm'ii = mi. )

Wenn wir beriicksichtigen, daB dm’ = — dm ist, denn die Masse der entweichenden
Gase bedeutet eine Verringerung des von der Rakete mitgefiihrten Treibstoffvorrats,
dann kénnen wir Gl. (1) in die Form bringen

d
=G _pn=9"s. 1)) ’
m m .

In Gl (2) haben wir das Glied dm dv als kleine GroBe hoherer Ordnung
auBer Betracht gelassen und # — ¥ = ¥, bezeichnet, wobei ¥, die relative
Ausstromgeschwindigkeit der Gase beziiglich der Rakete darstellt. Wenn
wir in Bild 37 den Einheitsvektor in Richtung der Geschwindigkeit ¥ mit
dem Symbol g bezeichnen, dann finden wir

i
-

P P =l g
und wir konnen so GL (2) auf eine skalare Beziechung bringen gemiB Bild 37

w=—", ®)
m
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58.

Durch Integration von Gl. (3) finden wir

v=—uInm+ C.

Den Wert der Integrationskonstante C ermitteln wir aus den Anfangsbedingungen. Zur
Zeit t = 0 war die Geschwindigkeit der Rakete gleich Null, d. h. » = 0, und die
Raketenmasse hatte die GroBBe m = my. Nach Einsetzen dieser Werte in Gl. (3) er-
halten wir '

0= —v.lnmy +C, C=v.Inmg,
so daB wir GI. (3) folgendermaBen schreiben konnen:

mo
v=uovIn—.
m

Fiir den Endwert der Raketengeschwindigkeit v, gilt dann nach Verbrauch des ge-
samten Treibstoffs

ve =0 In @ ’ @

me

wobei m, die Leermasse der Rakete ist. Fiir die gesuchte Masse des insgesamt not-
wendigen Treibstoffs gilt offenbar my, = mo, — m,. Die Startmasse mo kann aus Gl. (4)
ermittelt werden

o [
mo = m; exp |—|,

Ur

so daB gilt

Ve
mo = mg (exp [-v—] — 1) .

Nach Einsetzen der vorgegebenen GroBen finden wir

myg: = 100 kg (exp [7;9} — 1) =

= 100 kg - 12,92 = 1292 kg. a

Eine abgewinkelte Stange mit einem |_-Profil (Bild 38), deren
Schenkel die Liange a = 0,3 m und b = 0,15 m haben und aus
dem gleichen Material bestehen, ist im Endpunkt des einen Schen-
kels so gelagert, daB3 sie sich um eine waagerechte Achse drehen
kann, die senkrecht auf der durch die Schenkel der Stange definier-
ten Ebene steht und durch den Aufhidngepunkt verlduft. Bestim-
men Sie den Winkel, der in der Gleichgewichtsstellung vom
Schenkel a und der Vertikalen eingeschlossen wird. Bild 38
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Losung

Die Gleichgewichtsbedingungen erfordern, daf3

a) die Vektorsumme aller auf den Korper wirkenden Kréfte gleich Null ist und
b) die Vektorsumme der Momente aller Kréfte beziiglich eines beliebigen Punktes gleich
Null ist.
Die Bedingung (a) ist dann erfiillt, wenn das Gewicht der Stange durch ihre Aufhingung
im Punkt O kompensiert ist. Die Bedingung (b) wird dann erfiillt, wenn der Schwer-
punkt, der Angriffspunkt des Korpergewichts, auf einer durch den Aufhidngepunkt
gehenden Vertikalen liegt. Dann ist ndmlich auch die Vektorsumme der Momente aller
Krifte (des Gewichts der Stange und des Widerstands der Befestigung), z. B. bezogen
auf den Aufhidngepunkt O, gleich Null. Wenn wir die Schwerpunktkoordinaten in
einem Koordinatensystem, das aus den Schenkeln der Stange gebildet wird, mit den
Symbolen xs und yg bezeichnen, finden wir

Xs

tan<p=a 7 H
- Js

es gilt aber die Proportion

AS:SB=b:a
und ferner

ASsing: SBsing = b:a
oder auch

Xs: (% —xs) =b:a,
woraus folgt
b2
Xg = ErET
Vollig analog konnen wir schreiben

AScosp:SBcosp =b:a

oder

(% —ys):ys =b:a,
woraus wir finden

a2

Vs = CYCEN ) @+Db .

Es hat sich somit ergeben
b2
2(a + b) b?
tan ¢ = - e = 72 0,125,

2(a + b
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also ist der Winkel
p=7°10".

59. Berechnen Sie das Trégheitsmoment einer homogenen Stange der Lédnge / und der
Masse m beziiglich einer senkrecht zu ihr stehenden Achse, die a) durch den Endpunkt
der Stange und b) durch ihren Mittelpunkt geht.

Losung

a) Fiir das Trigheitsmoment der Stange beziiglich der Achse O (Bild 39) kdnnen wir
schreiben

— [ ='L’f: =§[£]’=L 2
J fxdm loxdx 7131, 3ml,

b) entsprechend dem STEINERschen Satz

1
J=Js+zmlz

(Js Tragheitsmoment der Stange, bezogen auf die Schwerpunktachse) kann Jg durch die
folgende Beziehung ausgedriickt werden:

1 1 1 1
= —_— 2 —_— 2 __ 2 —_ — 2
Js=J 4ml 3ml 4ml 12ml
|0 !0’(
L |
al
=
Bild 39 Bild 40

60. Bestimmen Sie das Trigheitsmoment einer homogenen kreisférmigen Platte der Masse
m = 2 kg und des Radius » = 0,1 m in bezug auf eine senkrecht zur Plattenebene ge~
richtete Mittelpunktsachse.

Losung

Wenn wir als Massenelement dm ein kreisringférmiges Element der Platte mit der
Breite dx wihlen, dann kann wie in Bild 40 fiir das Trigheitsmoment geschrieben
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werden:
r

r
2
J=fx2dm= x2,12rrxdx=—”ifx3dx=
nr? r?
0
2m [x“]' 1 1

— a2 —
—ZZ = mr

pa— . -2 2=' 2
. . 2 2 2kg- 102 m 0,01 kg m?.

61. Bestimmen Sie die Trigheitsmomente eines homogenen Prismas der Masse m in bezug
auf die drei senkrecht auf den Fldchen stehenden Mittelpunktsachsen. Die Kanten-
ldngen seien a, b, c.

Losung

GemiB dem in Bild 41 dargestellten Bezugssysfem und den dort verwendeten Bezeich-
nungen ergibt sich das Trigheitsmoment beziiglich der x-Achse durch die Bezichung

+ c b

N

+

N

~

m
J,=ju2dm=a

—

2 7
0* + ) dydz = 4 ;icff<yz+22)dydz=
o 0

e e
2 2
;b3 2 be  b*] 1
pu— ﬁ —_— —_.z = T— —c -——c = =— 2 2
=% % [24+ 2] 4bc[48 48] e+,
g L

da das Massenelement dm = (m/abc) a dy dz und u? = y? + z2 ist. Es ist offenkundig,
daB wir fiir die Tragheitsmomente des Prismas beziiglich der y- und z-Achsen ganz
analoge Beziehungen erhalten in der Form

1
Jy = 1—12 m@®+c?;, J,= - m(a? + b?).

Bild 41 - Bild 42
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62.

63.

Bestimmen Sie das Triagheitsmoment einer homogenen quadratischen Platte mit der
Masse m = 2 kg und der Seitenlinge a = 0,1 m beziiglich einer Achse O, die unter
einem Winkel ¢ = 45° durch den Plattenmittelpunkt geht, wobei die senkrecht zur Plat-
tenebene gerichtete Achsenprojektion parallel zur Seite des Quadrats verlduft (Bild 42).

Losung

Fiir das gesuchte Trigheitsmoment gilt
J = Js1 cos? o + Jsp cos? B + Js3 cos? y

(s1> Js2, Js3 Haupttragheitsmomente, «, 8, y Winkel, die die€ Achse O mit den Haupt-
tragheitsachsen einschlieBt). In unserem Beispiel sind dies die x-, y- und z-Achse. Aus
Bild 42 und der Aufgabenstellung geht hervor, daB ¢ = 45°, f = 90° und y = 45°
betrdgt. Wir berechnen zunichst die Haupttrigheitsmomente Jg,, Jg,, Jg;. Offenbar
gilt fiir sie

+.g.
2
m m [x*]+5 1
Js,=Jsz=fx2dm=-—2~fx2adx=— - = — ma?.
a a |3 -% 12
-5
Fiir Jg, gilt
r5es 54
4
Js3=f'sz=f f(x2+y2)Z—lz-dxdy=a—'fff(x2+y2)dxdy=
e _a o o
2 2
]
T 3 2 3 3
4m a ay __4m [a’y ay .%__ 1 N
2 (24 2)dy_ 2 [24 +_6—L ="

0

. Fiir das gesamte Triagheitsmoment J erhalten wir dann

1 1 1
— = — ma® = — <10-2 m2 = 2
2 3 ma 3 2kg-102m 0,0025 kg m2.

1 1
J=—ma27+zma2
Ein Schwungrad setzt sich unter der Einwirkung einer Kraft, deren Moment beziiglich
der Drehachse den Wert M = 200 Nm hat, in Bewegung um eine feste Achse. Nach
Ablauf der ersten Minute hat es eine Drehzahl von 120 U min-! erreicht. Wie groB ist
das Trigheitsmoment des Schwungrades?

Losung

Die Bewegungsgleichung eines rotierenden Korpers lautet M = Jo, so daB wir finden

=Y
=
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64.

Da M konstant ist, ergibt sich auch fiir die Winkelbeschleunigung « ein konstanter
Wert, so daB wir schreiben konnen

o=o0ot, dh o= =g£t’-1-

nle

Nach Einsetzen der vorgegebenen Zahlenwerte erhalten wir das Trégheitsmoment des
Schwungrades zu

g=M_ M 20Nm-60s _ oo5p0me,
o 2nn 2 120 _

p 60s
Eine homogene gerade Metallstange der Dichte ¢ = 8 gcm~3 und der Linge / = 0,3 m
dreht sich mit einer Winkelgeschwindigkeit « um eine feste Achse, die durch den Schwer-
punkt geht und senkrecht zur Stange gerichtet ist. Welchen Hochstwert darf die Winkel-
geschwindigkeit dieser Drehung annehmen, wenn die hochstzuldssige Spannung, der
wir die Stange in Lingsrichtung aussetzen kénnen, 600 kp cm~2 betrigt?

Losung

Die Gesamtkraft, die in Langsrichtung der Stange angreift, ist gleich der Summe der
Zentrifugalkréfte, mit denen die entfernteren Gebiete der Stange auf jene wirken, die
sich ndher an der Rotationsachse befinden. Der Anteil der Stangenelemente an der Ge-
samtkraft (Bild 43) betridgt dann

X - d
dF = xw? dm = gAw?x dx,
v
wenn wir den Querschnitt der Stange mit A4 bezeich- o
nen. Die wirkende Gesamtkraft wird dann wie folgt ge- {

funden: Bild 43

2
2 272
F=eAw’fxdx=eAw2 [x_]? _ oAl .
7], g

]

Die hochstzuldssige Spannung betrigt

= 600 kp cm~2,

E A
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65.

und damit ist
eAw??
8 b

woraus fiir die gesuchte Winkelgeschwindigkeit resultiert

A-600kpcm=2 =

~ 809 s-1.

A/8 600 kp cm2 A/ 8- 600 -9,81 - 10* N m~2
w = =
ol? 8-103kgm=3-9-10-2 m?

Wie groB muB die Winkelgeschwindigkeit @ um eine Achse y in einer in Bild 44 auf-
gebauten Anordnung sein, damit der Auslenkungswinkel ¢ der beiden Stangen von
! = 1 m Linge einen Betrag von 45 °C annimmt?

Losung

Bei der Losung dieser Aufgabe stellen wir uns zweck-
méBigerweise auf den Standpunkt des mitrotierenden
Bezugssystems. In diesem Bezugssystem befinden sich
beide Stangen im Gleichgewichtszustand. Dann aber
muB das Gesamtmoment der auf die Stangen wirken-
den Krifte, d. h. des Stangengewichts und der Zentri-
fugalkrifte (z. B. in bezug auf einen Punkt 0), gleich
Null sein. Fiir den Wert des Moments, das vom Ge-
wicht der Stange herriihrt, bezogen auf den Punkt 0, gilt Bild 44

<

I .
M, =mg%s1ntp.

Den Wert des von den Zentrifugalkriften ausgeiibten Moments berechnen wir wie folgt:

lo

M2=fxéo2dmlcosq;=flsintpw2 ;idllcosgv-—-
1)
0

113

m . m . Bl 1 )

= — w? sin ¢ cos tpfl2 dl= —ow?sinpcosp |—| = — mBw?sinpcose.

lo Iy 3o 3
o

Da die Momente der Gewichtskraft und der Zentrifugalkrifte in bezug auf einen Punkt 0
(Bild 44) entgegengesetzt gerichtet sind, ist die Gleichgewichtsbedingung durch die Be-
ziehung gegeben:

I’ 1 5 s
mg751n<p=-§—ml§w sin @ cos @.

Fiir den Wert der bei vorgegebener Auslenkung erforderlichen Winkelgeschwindigkeit
finden wir somit

3g 2
w = A/————-— = ,\/—-—3"‘/2 —4,565°1,
21l cos @ 2o ot
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66.

67.

Radius » = 0,2 m dreht sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
o = 7 s~! um seine Lingsachse. Berechnen Sie den Drehimpuls

des Korpers in bezug auf einen beliebigen Punkt der Drehachse
(Bild 45).

Ein zylindrischer Ko6rper mit der Masse m = 10kg und dem ﬂf‘}
1

Losung

Fiir den Drehimpuls eines Korpers in bezug auf einen Punkt 0 auf ’ Bil é 45
seiner Drehachse kénnen wir schreiben

-
L=f(i’xi)’)dm.

Die beiden symmetrisch angeordneten Massenelemente dm und dm’ tragen zum Ge-
samtdrehimpuls nur durch diejenigen Komponenten ihrer Drehimpulse bei, die in
Richtung der Drehachse zeigen, denn die senkrecht zur Drehachse weisenden Kompo-
nenten ergeben zusammen den Wert Null. Da # senkrecht zu ¥ gerichtet ist (7 L D),
gilt fiir den Drehimpuls, der offensichtlich in die Richtung der Drehachse fillt,

L=frvsintpdm=fxvdm=/.x’"codm=cufx2 dm = Jo,
denn
rsing =x, v=xo.

Da sich das Trigheitsmoment des Zylinders beziiglich seiner Lingsachse zu J =*!/,mr?
ergibt, gilt dann fiir den Drehimpuls

L=Jo= % mrio = %— 10kg - 0,04m2ns-! = 0,628 kg m? s~1,

Eine holzerne Stange der Linge / = 0,4 m und der Masse m = 1 kg kann sich um eine
zur Stange senkrechte Mittelpunktsachse drehen. Das Ende der Stange wird von einem
GeschoB3 der Masse m; = 0,01 kg mit der Geschwindigkeit v; = 200 ms~! getroffen,
das sich senkrecht zur Achse und zur Stange bewegt (Bild 46). Ermitteln Sie die Win-
kelgeschwindigkeit, mit der sich die Stange zu’drehen beginnt, wenn {das GeschoB in
ihr steckenbleibt. _1

Losung ~i

Hierbei wenden wir das Gesetz von der Erhaltung des Drehimpulses fiir ein
abgeschlossenes System an, das in diesem Falle von Stange und GeschoB3
zusammen gebildet wird. Bevor das GeschoB die Stange trifft, ist der Ge- - Jdm
samtdrehimpuls des Systems in bezug auf den Stangenmittelpunkt aus- oY LI
schlieBlich durch den auf ihn bezogenen Drehimpuls des anfliegenden ™

Geschosses gegeben: Bild 46

Ly = myvy —.

2
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68.

Der Drehimpuls der Stange, die sich mit einer Winkelgeschwindigkeit w um ihre Mittel-
punktsachse dreht, hat — bezogen auf diesen Stangenmittelpunkt - eine in die Stangen-
achse fallende Richtung und dabei folgenden Wert:

Lz=fxvdm=fxxwdm=wfx2dm=wJ,

wobei J das Trigheitsmoment der Stange in bezug auf die Drehachse ist. Aus dem
Gesetz von der Erhaltung des Drehimpulses fiir ein abgeschlossenes System ergibt sich
dann fiir unser Beispiel die Gleichung
L J

mlvl? = o +m171),
wobei v die Geschwindigkeit ist, mit der sich das GeschoB3 zusammen mit der Stange
unmittelbar nach dem Steckenbleiben weiterbewegt. Aus v = 1/, lo und J = /;, mi?
ergibt sich

! 1 1
myvy — = l—z'mlzw + Y mlo.

2
Fiir die gesuchte Winkelgeschwindigkeit o erhalten wir schlieBlich
. 2 -1,
_ m;z;ll _ 0,01 kg-200ms~'-0,4m 29,151,

1 2 0,16 m?
2(1—21kg 0,16 m? + 0,01 kg 2 )

Berechnen Sie den Inhalt an kinetischer Energie der Rotation einer Hohlkugel mit
dem AuBendurchmesser d; = 0,2 m, dem Innendurchmesser d; = 0,18 m und der
Masse m = 0,25 kg, die sich mit der Tourenzahl » = 1500 U min-! um ihren Durch-
messer dreht.

Losung

Fiir die kinetische Energie eines Korpers, der sich um eine feste Achse dreht, gilt be-
kanntlich

1
Wy = 7 Jw?,

Das Massentrigheitsmoment einer Vollkugel mit dem Radius r in bezug auf ihren
Durchmesser ist durch die Beziehung

Jy = % m*r?

gegeben, wobei m* die Masse der Vollkugel darstellt. Eine Hohlkugel kann als die
Differenz zweier homogener Vollkugeln mit den Radien r,, 7, und den Massen m; , m,
angesehen werden. Fiir das Massentrigheitsmoment der Hohlkugel finden wir dann

2

2
JH = —5— mlrf - *g- m2r§.
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69.

Es ist offenkundig, daB3 die Masse der Hohlkugel m = m; — m, ist. Die Massen m;
und m, sowie die Radien r; und 7, sind durch folgende Beziehungen miteinander ver-
bunden:

myim, = ri:r3,
oder

my:m =r}:(r} —rd),

myim = r3:(r3 — r).

Mit diesen Beziehungen erhalten wir fiir das Massentragheitsmoment einer Hohlkugel
in bezug auf ihren Durchmesser

7 2 no o \_2 n-n
R S = g e g )
1 2 1 2

Fiir die kinétische Energie der rotierenden Hohlkugel finden wir dann

Wk:_l_mrz—rz 2:47'|:2n2 rz—r§=
5 rn—r 5 ri—r;
1500\2
43,142 ( 60 s) 105 — 95
3 250 g TEE cm? = 18,6 - 107 erg = 18,6 Nm.

Ein Schwungrad, das zusammen mit der Welle, auf der es sitzt, ein Tragheitsmoment
von J = 200 kg m? beziiglich seiner Drehachse hat, rotiert mit einer Drehzahl von
180 U min-!. Unter dem EinfluB der in seinen Lagern wirkenden Reibung kommt es
innerhalb von zwei Minuten nach dem Zeitpunkt, da duBere Krifte zu wirken aufhoren,
zum Stehen. Wie grof3 ist das Moment der Reibungskrifte unter der Voraussetzung, daf3
es konstant ist?

Losung

Bei der Losung dieser Aufgabe gehen wir von dem Lehrsatz aus, der besagt, daB die
Arbeit der duBeren Krifte bei der Drehung eines KOrpers um einen bestimmten Winkel
gleich der Zunahme seines Inhalts an kinetischer Energie ist, d. h.

1 1
= E‘ J w§ —_ ? JCO?.
Da die Reibungskrifte in ihrer Wirkung entgegengesetzt zur Bewegung gerichtet sind,
finden wir

= —Mq)

(M gesuchtes Moment der Reibungskrifte, ¢ Winkel, den der Korper bei seiner Dre-
hung in den angegebenen zwei Minuten beschreibt, ehe er zum Stillstand kommt).

6 Hajko, Mechanik
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70.

Wenn wir weiterhin die GroBe der Winkelgeschwindigkeit in dem Augenblick, da die
duBeren Krifte zu wirken aufhoren, mit w, bezeichnen, ergibt sich

1
—M(P = - ? Jwg,

so daB fiir das gesuchte Moment der Reibungskrifte folgt

1 Jw?
M=_—=—2
2 ¢

Da jedoch w = wo — o, gilt we — o = 0. Es ergibt sich

Wo
= 7
und damit
low 1
@ = Wolo _—-(xto—woto ———0t2=—woto
to 2

Fiir M konnen wir dann mit z, = 2 min weiter schreiben:

180
200kgm?-2-3,14 —
M—-l Jo? _Jwo  J2mne £m 60s
21 Tt 120s N
— Wolo
2
= 31,4 Nm

Eine Stange der Masse m = 2 kg und der Linge / = 1 m ist auf einer horizontalen
Achse gelagert, die durch den Endpunkt der Stange verlduft. Mit welcher Geschwindig-
keit bewegt sich der andere Endpunkt der Stange durch seine tiefste Stellung, wenn wir
die Stange aus der Hochstlage fallen lassen (Bild 47)? Mit welcher
Kraft wird die die Stange tragende Achse im Moment des Durch- .
laufens der tiefsten Stellung beansprucht?

Losung

g |

Y

Wir wenden hierbei das Gesetz von der Erhaltung der mecha-
nischen Energie an. Wenn wir die potentielle Energie der Stange
hinsichtlich einer durch die Drehachse verlaufenden horizontalen
Ebene betrachten, konnen wir fiir die potentielle Energie der =<
Stange in ihrer Hochstlage wie folgt schreiben: Bild 47

L
a
3

{
_ _mg _mg [x¥*] 1
W,= |gxdm = lfxdx—- 7 [ZL— ngl,
1]
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71.

6*

wihrend wir fiir die unterste Lage finden
W, = 1 mgl.
p = 2 gL,

Entsprechend dem Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie muB die Summe
der Gesamtenergie in beiden Extremlagen die gleiche sein, so daB3 wir schreiben kénnen

1 1 1
d. h.
mgl = — Jow?
. v 1 . o
Da weiter o = 7 und J = 3 ml? ist, ergibt sich
1 v?
= — " — 2 —
mgl 73 ml' 7

so dafB schlieBlich gefunden wird
v= \/6_glz 7,7ms" 1,

Die Kraft, mit der die Drehachse beim Durchlaufen der tiefsten Lage belastet wird, ist
durch die Summe von Stangengewicht und Zentrifugalkraft gegeben. Fiir letztere gilt

l

m m 27 1
Fo=fyw2dm=7w2‘[Ydy=7w2[y?]o=-5-mlw2=
0
1 v? 1m
el = — 601 =3
2mll2 216g mg

Damit kann die Gesamtkraft, durch welche die Achse belastet wird, wie folgt beschrieben
werden:

F=mg + Fo = mg + 3mg =
=4mg =4-2kg-9,81ms2=785N.

=) [k -
ol I =

Ein auf einer Welle sitzendes Rad hat, auf seine Dreh-
achse bezogen, ein Trigheitsmoment J. In Bild 48 wurde um
die Welle ein Seil gewunden, an dem ein Korper K hingt.

Der Radius der Welle sei r. Unter dem EinfluB der Erdan- A
ziehung setzt sich der Korper nach unten in Bewegung. Wie iy
grof} ist der Weg, um den der Korper in der Zeit ¢, absinkt? Bild 48
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72.

Losung

Fiir die Losung dieser Aufgabe wenden wir wiederum das Gesetz von der Erhaltung der
mechanischen Energie an, das fiir einen beliebig herausgegriffenen Moment der Be-
wegung des Korpers folgenden Ausdruck hat:

1 1
- 2 2
mgh 2Jw +2mv,

da die Abnahme der potentiellen Energie des Korpers sowohl fiir den Zuwachs an
kinetischer Energie des Korpers (1/, mv?) als auch fiir den Zuwachs an kinetischer
Energie der Rotation (}/, Jo?) zustindig ist.

Da v = rw ist, kann die obige Gleichung in eine neue Form gebracht werden:

-+ )
m,_f,'-—zr2 mj.

Wir leiten diese Gleichung nach der Zeit ab und erhalten
da dv (J
mg s (“17 ( -+ m)
Da die Ableitung der Hohe nach der Zeit dh/dt = v ist, bekommen wir fiir die Be-
schleunigung a = dv/d¢ des Korpers die Beziehung

mg

J
a T
Wie ersichtlich, ist die Beschleunigung konstant, die Bewegung des Korpers wird also

eine geradlinige, gleichférmig beschleunigte sein. Fiir den Weg, um den der Korper
wihrend der Zeit ¢, herabsinkt, wird also gefunden

ho> = —E atf,.

Eine homogene Kugel der Masse m und des Radius # rollt unter dem EinfluB} ihres
Eigengewichts auf einer schiefen Ebene, die mit der horizontalen Ebene den Winkel ¢
einschlieBt. Welche Geschwindigkeit hat der Schwerpunkt der Kugel nach Durchlaufen
der Strecke s, und in welcher Beziehung steht diese Geschwindigkeit zu jener, die der
Schwerpunkt der Kugel im Falle einer reibungslos verlaufenden reinen Rutschbewegung
auf der gleichen schiefen Ebene haben wiirde?

Losung

Entsprechend dem Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie muf} die kineti-
sche Gesamtenergie der Kugel in jedem beliebigen Moment ihrer Bewegung gleich dem
seit Bewegungsbeginn éingetretenen Verlust an potentieller Energie sein (Bild 49). Es
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73.

gilt also
1 -1
mgh = 5 mv? + 3 Jw?,

denn die resultierende Bewegung der Kugel kann als Summe der translativen Bewegung
und der Rotation um die durch den Kugelschwerpunkt gehende Achse angesehen
werden.

Da das Trédgheitsmoment der Kugel in bezug auf ihren 5
Durchmesser mit J = 2/s mr? angegeben wird und da q
o = vfrund h = s sin ¢ ist, kann die obige Gleichung <
auf die Form
1 1 2 v? S.
— 2 “ 27
mh= gt s £ yrs
Bild 49

gebracht werden, woraus sich weiterhin ergibt

7 v? = gssin
1N = '3
10

h.
v = A/10 s sin
= 75’ @.

Bei einer reinen, reibungslosen Rutschbewegung wiirde die Drehung der Kugel weg-
fallen, so daB fiir die Energie gélte

d

1 .
5 mv*? = mgs sin @

und fiir die Geschwindigkeit folgte

v* = /2 gssin .

Der Zusammenhang zwischen den beiden Geschwindigkeiten v und v* ist dann gegeben

durch
/5
v = = v* & 0,84 v*.

Ein homogener Kreiszylinder mit der Masse m und dem
Radius r rollt unter Ausschaltung jeglicher Rutschbewegung
infolge seines Eigengewichts auf einer schiefen Ebene, die
mit der horizontalen Ebene den Winkel ¢ einschlieBt (Bild 50).
Ermitteln Sie die Beschleunigung ag des Zylinderschwer- s fr
punkts und die Geschwindigkeit vg des Schwerpunkts nach
Durchlaufen der Strecke s fiir den Fall, daB der Zylinder sich
zur Zeit ¢t = 0 in Ruhe befand. Bild 50

Sh
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Losung

Auf den Zylinder wirken die folgenden Krifte: das Eigengewicht mg, der Widerstand
der schiefen Ebene Fy, der ebenso groB ist wie die Normalkraft, mit der der Zylinder
auf die schiefe Ebene driickt, und die Reibung Fy auf der Beriihrungslinie von Zylinder
und schiefer Ebene. Die Bewegung des Zylinders kann als Bewegung des Schwerpunkts S
und Rotation um die Symmetrieachse angesehen werden. Dann nimmt die Bewegungs-
gleichung des Zylinders die folgende Form an:

dsz . .
m e = mgsin ¢ — Fy;
d? .
m-Tthif— = mg cos ¢ — Fy;
do
Js E = Fgr,

wenn wir die Schwerpunktskoordinaten der Walze mit xg und yg bezeichnet haben.
Es wird ersichtlich, daB in jedem Augenblick d2ys/d¢?> = 0 gelten muB, so daB wir
finden

mgcosg — Fy=0
oder ]

Fn = mg cos ¢.

Da sich der Zylinder ohne Rutschen bewegt, ergibt sich fiir seine Schwerpunkts-
geschwindigkeit in jedem Moment

S
Vg = — = rw.

det

Fiir die Beschleunigung des Schwerpunkts erhalten wir dann

Beim Einsetzen dieses Ausdrucks in die erste Gleichung fiir die allgemeine Bewegung
des Zylinders erhalten wir

do . F
mr — = mg Sin —_ .
ar g ' R

Wenn wir die Reibung F; mittels der dritten Bewegungsgleichung ausdriicken, finden
wir nach der Umformung

d
(mr® + Js) d—c: = mgr sin ¢.
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74.

Da Js = 1/, mr? ist, ergibt sich weiter

3 , do .
> mr T mgr sin @,
woraus fiir P
do
as =1 E
folgt:
as = % = —gsing.
dt 3

Fiir die gesuchte Geschwindigkeit kénnen wir schreiben vs = ast, und wegen s = 1/, ast?,
alsot = \/ 2s/ag finden wir die Schwerpunktsgeschwindigkeit vs zu

A V— .
Us=as/\/—s_' »\/Zﬂss =A/-§-gssin(p =2/\/gss;n¢.

as

Eine homogene kreisformige Platte mit der Masse m = 2 kg und dem Radius 7 = 0,10m
schwingt als physikalisches Pendel um eine horizontale Achse, die durch den Scheiben-
umfang verlduft. Ermitteln Sie die Periodendauer dieses physikalischen Pendels sowie
seine reduzierte Pendellinge.

Losung
Fiir die Periodendauer eines physikalischen Pendels gilt

T=2nA/—L.
mgr

Nach dem Satz von STEINER ergibt sich das Tragheitsmoment der Platte, bezogen auf die
Drehachse, zu

1 3
=3 mr? + mr? = > mr2,

Fiir die Periodendauer T erhalten wir dann

3

7 ™ /3 3-0,10m
" .
T=2ta —— =2n (2 =2- [ 39 —077s.
T mgr 2”’\! 28 314 2-9,81 ms-2 0.77s

Fiir die reduzierte Pendelléinge dieses physikalischen Pendels finden wir
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75. Gegeben ist eine gerade homogene Stange der Linge / = 1 m. Bestimmen Sie den-

76.

jenigen Abstand vom Stangenmittelpunkt, in dem die Stange aufzuhingen ist, damit sie
als physikalisches Pendel mit minimaler Periode schwingt.

Lisung '
Die Periodendauer des physikalischen Pendels ist *I:j
T =12n J |

mgx . !

Durch Anwenden des Satzes von STEINER kénnen wir das Trégheitsmoment ]
der Stange in bezug auf die Pendelachse (Bild 51) bestimmen zu Bild 51

1
= — ml? 2,
1Zm + mx

Damit nun die Periodendauer des physikalischen Pendels ein Minimum ist, muf3 der
Ausdruck

1 1

]2 2 =12 2
R 12ml + mx ~ 121+x
y_mgx_ mgx o gx

ebenfalls ein Minimum sein. Das ist der Fall bei
1
2 2 2
dy 2gx —g(——lzl +x)

= = =0.
dx g%x?

Diese Bedingung ist erfiillt fiir

2.3 3464

Dieses Resultat entspricht der minimalen Periodendauer. Wir kénnen uns von seiner
Richtigkeit iiberzeugen, indem wir fiir das berechnete y die zweite Ableitung bilden. Das
wird aber auch direkt aus der Formel fiir die Periodendauer des physikalischen Pendels
deutlich, da T — oo fiir den Fall x — 0 gilt.

Ein homogener prismatischer Korper der
Masse m = 10 kg mit den Abmessungen
a=0,2m, b =0,05m, ¢ = 1 mdrehtsichum
eine mechanische Achse (Bild 52), die in Rich-
tung der Korperdiagonale fillt, mit einer
Winkelgeschwindigkeit o = 2n s~!. Die Ro-
tationsachse ist in Lagern gehaltert, die einen
Abstand / = 0,5m haben.

Bestimmen Sie das Trigheitsmoment des
Korpers in bezug auf seine Rotationsachse sowie die Druckkrifte, die als Folge der
Zentrifugalkrifte auf die Lager wirken.

Bild 52 V¥
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Losung

Fiir das Trégheitsmoment gilt
J = Js; cos? & + Js, cos? B + Js3 cos? v

(Js1, Js2, Jss Haupttragheitsmomente).
Die Haupttriagheitsachsen fallen in Richtung der x- bzw. y- bzw. z-Achse. Aus Bild 52
geht hervor, daB fiir die Winkel gilt

a b
COS &6 = ———rrr—— C05ﬂ=—__—_‘—',
\/az—}-bz—l—cz \/a"—l—bz-i—cz
C
N

Aus dem bereits berechneten Beispiel 61 wissen wir, daB fiir die Trigheitsmomente be-
ziiglich der Achsen gilt

cosy =

1 1 1
= 2 2 = 2 2 - 2 2
JIs1 12m(b +c?), Js2 ]2m(a + ¢?), Jss 12m(a + b?).

Unter Einbeziehung dieser Formeln kénnen wir schreiben:
J= 1 m [ a*(b? + ¢?) b%(a® + ¢?) c*(a® + b?» _
T 12 a? + b* + ¢? a? + b% + ¢? a® +b*+c* |
1 a?b? + a?c? + b3c?

1 ~ 0,0167 kg m?.
6" T et T

Die Druckkraft F, die, hervorgerufen durch die Zentrifugalkrifte, auf jedes Lager wirkt,
ist eine Funktion des Moments der Zentrifugalkrifte in bezug auf einen Punkt auf der
Drehachse gemiB

Fl =M.

Das Moment der Zentrifugalkrifte ist durch

-

—
M = Un?

-
gegeben, wobei U das Auslenkungsmoment der Platte in bezug auf die Rotationsachse
ist, fiir das die Beziehung gilt

- - . N
U=(TsXQ)XQ,

in der ¢ der Einheitsvektor in Richtung der Rotationsachse ist.
Da weiter gilt

- -
Ts = Js1 i1 + Jsz jj + Jss kk,
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sowie auch
0 =cosgpi+cosfj+ cos y k,

finden wir

N .
Tsg = Jsicos i + Jszacos Bj + Jsa cosy k.

—
Fiir das Auslenkungsmoment U kann also geschrieben werden

-

> > i J k
U=Ts X0) X 0= |Jsicosp Jsycosf Jszcosy|=
cos @ cos f8 cosy|

= (Js2 cos B cos y — Js3 cos B cos y) — j(Jsy cos ¢ cos y —
— Js3 COS @ coS p) + k(Jsy cos @ cos B — Js, cos ¢ cos f) =
= i(Js2— Js3) cos Bcos y — j(Js1 — Js3) cospcosy + IE(JSl — Jsz)cospcos i =

— m 2 __ p2)j 2 __ a2y 7 2 __ 2\ &
@ T T [be(e b?) i + ac(a c®)j + ab(b a® kl.

Fiir den absoluten Wert des Auslenkungsmoments erhalten wir damit

m
U= 12(a® + b +
10kg

=353 10757 | 107t m* =001 kgm?

02) \/bzcz(cz ___ b2)2 + azcz(az _ 62)2 + azbz(bz _ a2)2 —

\

Der Wert des von den Zentrifugalkriften ausgeiibten Moments ist dann
M = Uo? = 0,011 kgm? - 4n? s~2 = 0,4343 kg m? s~2 = 0,4343 Nm.
Fiir die Druckkraft in den Lagérn erhalten wir

M 04343 kgm?s-2

=TT T osm XN
A Aufgaben

61. Vier Massenpunkte mit den Massen Metern angegeben sind. Berechnen Sie
my; = 0,002 kg, m, = 0,005 kg, m; = die Lage des Schwerpunkts in diesem
=0,010kg, m, =0,007kg sind in Massenpunktsystem.
einem Raum derart angeordnet, daB 62. Ermitteln Sie die Lage des Schwerpunk-
sie die Lagen A4; (0,03; 0,04; 0,05), tes fiir ein Gebilde, das Bild 53 zeigt.
A,(—0,02; —0,03; —0,04), A5 (—0,04; Man kann es sich dadurch entstanden
0,02; 0,07), A4 (0,01; —0,04; —0,06) denken, daB aus einem Rechteck mit

einnehmen, wobei alle Koordinaten in den Seiten a und b an einer der beiden
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Seiten ein Halbkreis mit dem Radius
r = b/2 herausgeschnitten und an die
andere Seite des Rechtecks angefiigt
wurde.

\
\ Oley|
5\ s J
—_ —ot —_

Bild 54

63.

65.

66.

Ermitteln Sie die Lage des Schwer-
punktes fiir ein Gebilde, das entsteht,
wenn wir aus einem Quadrat mit einer
Seitenldnge a ein Dreieck heraus-
schneiden (Bild 54).

. Bestimmen Sie die Schwerpunktslage

eines Drahtes, der in Gestalt eines
Viertelkreises mit dem Radius r =0,1m
gebogen ist.

Ermitteln Sie die Schwerpunktslage
einer homogenen Halbkugel mit dem
Radius r.

Zwei freie Massenpunkte 4 und B mit
den Massen m; und m, fiihren eine
gleichféormige Bewegung aus. Zur Zeit
t = 0 betrdgt der gegenseitige Abstand
beider Punkte AB = d, die Geschwin-
digkeit v, des Punktes B verlduft in
Richtung der Verbindungslinie zwi-
schen 4 und B, die Geschwindigkeit v,

67

68.

69.

des Massenpunktes A ist dagegen senk-
recht zur Verbindungslinie gerichtet
(Bild 55). Bestimmen Sie Bahngleichung
und Geschwindigkeit fiir den Schwer-
punkt des Massenpunktsystems.

d

A
Bild 55

. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit, mit
der sich ein auf vollkommen glatter Eis-
fiiche stehender Schiitze in Bewegung
setzt, nachdem er einen horizontalen
Schul} abgefeuert hat. Die Masse von
Schiitze, Ausriistung und Gewehr zu-
sammen sei m; = 70 kg, die des Ge-
schosses m, = 0,010 kg, die Miindungs-
geschwindigkeit des Geschosses sei
vo = 700 m s~1.

Ein mit Sand beladener Wagen der
Masse m; = 100 kg fiihrt auf horizon-
taler Ebene eine geradlinige Bewegung
mit der konstanten Geschwindigkeit
v; = 1 ms~! aus. Aus entgegengesetz-
ter Richtung kommend, fliegt auf den
Wagen eine Kugel der Masse m, =2kg
mit einer Geschwindigkeit v, =70ms-1!
und bleibt in der Sandladung des Wa-
gens stecken. Beide Geschwindigkeits-
angaben beziehen sich auf die StraBe.
Bestimmen Sie, nach welcher Seite und
mit welcher Geschwindigkeit sich Wa-
gen und Kugel nach dem Einschlag
weiterbewegen.

Mit welcher Kraft wird eine Rakete vor-
wirtsgetrieben, aus der in jeder Sekunde
Gase mit einer Masse von 100 kg bei
einer relativen Ausstromgeschwindig-
keit v, =3000ms~! ausgestoBen werden.
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

Bestimmen Sie das Trigheitsmoment
einer homogenen Kreisscheibe in bezug
auf eine in die Richtung des Durch-
messers fallende Achse.

Bestimmen Sie das Trigheitsmoment
einer homogenen Scheibe von der Form
eines gleichschenkligen Dreiecks mit
den Schenkeln der Linge b und der
Basis 2a in bezug auf eine Achse, die auf
der Basis senkrecht steht und durch den
gegeniiberliegenden Scheitelpunkt geht.
Die Mass@ der dreieckigen Scheibe sei 2.
Bestimmen Sie das Trédgheitsmoment
einer homogenen Vollkugel (Masse m,
Radius r) in bezug auf eine durch den
Kugelmittelpunkt verlaufende Achse.
Bestimmen Sie das Tridgheitsmoment
einer homogenen Scheibe von der Ge-
stalt eines Quadrats mit einer Seiten-
linge a = 0,1 m und der Masse m =
= 2kg in bezug auf eine Achse, die
seine Diagonale ist.

Am Rande einer homogenen Halbkugel
mit dem Gewicht G = 100N, die in
Bild 56 auf einer horizontalen Ebene
liegt, ist ein Korper vom Gewicht
0O = 50 N befestigt. Welcher Auslenk-
winkel ¢ stellt sich im Gleichgewichts-
fall ein?

Bild 56

Auf einer schiefen Ebene, die unter dem
Winkel ¢ = 10° gegen die Horizontale
geneigt ist, steht ein Kreiszylinder mit
einem Radius r = 0,05 m. Wie groB
darf die Hohe des Zylinders maximal
sein, damit er nicht umkippt?

76. An eine Wand ist eine Leiter gelehnt.

Der Reibungskoeffizient der Leiter be-
ziiglich der Wand ist u; = 0,4, der
Reibungskoeffizient der Leiter, bezogen
auf die waagerechte Unterlage x, =0,5.
Wie groB kann der minimale Winkel
sein, den die Leiter mit dem waage-
rechten FuBboden -einschlieBt, damit
diese noch nicht wegrutscht, wenn wir
voraussetzen, daB sich der Schwerpunkt
der Leiter in ihrem Mittelpunkt be-
findet?

77. Eine homogene kreisformige Scheibe

(Radius » = 0,3 m, Masse m = 60 kg)
wird bei ihrer Drehbewegung um eine
zur Scheibenebene senkrecht gerichtete
und durch den Scheibenmittelpunkt
verlaufende Achse der Einwirkung
duBerer Krifte ausgesetzt, deren Mo-
.ment eine konstante Komponente in
Richtung der Drehachse mit einem
Wert M = 0,01 kpm hat. Berechnen Sie
die Winkelbeschleunigung der Dreh-
bewegung der Scheibe sowie die Arbeit,
die die duBeren Krifte wahrend der
ersten drei Minuten der Scheibendrehung
verrichten, wenn die Scheibe in der Zeit
t = 0 in Ruhe war.

78. Berechnen Sie bei einer Vorrichtung

(Bild 57) die Winkelgeschwindigkeit der
Drehbewegung, bei der die Abweichung
der Stange mit einer Lénge /o = 1m

Bild 57

von der senkrechten Richtung ¢ = 30°
betrigt, wenn die Linge a = 1 m ist.
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79.

80.

81.

Berechnen Sie die kinetische Energie
eines  zylindrischen KoOrpers mit
einem Radius * = 0,08 m und einer
Masse m = 1,5kg zur Zeit ¢t =3S5s,
wenn sich dieser KoOrper um seine
Léngsachse mit einer konstanten Win-
kelbeschleunigung o = m/8 s~2 dreht
und wenn sich der Korper in der Zeit
t = 0 in Ruhe befand.

Mit welcher konstanten Winkelge-
schwindigkeit dreht sich eine homogene
Vollkugel (Masse m = 5 kg, Radius
r=0,1m) um ihren Durchmesser,
wenn ihre Bewegungsenergie W, =
= 0,01 kpm betrdgt?

Eine Stange mit einer Lénge / = 1 m ist
so befestigt, daB sie sich um eine durch
den Endpunkt der Stange verlaufende
Achse drehen kann (Bild 58). Welche
Geschwindigkeit miissen wir dem freien

Bild 58

Endpunkt der Stange verleihen, da-
mit er bei seiner Auslenkung von der
Gleichgewichtslage die durch die Dreh-
achse verlaufende waagerechte Ebene
erreicht?

. Ein KOrper mit der Form eines kreis-

formigen Reifens mit einer Masse
m = 10kg, einem AuBendurchmesser
d = 1m und einer vernachlidssigbaren
Dicke rollt ohne Rutschbewegung auf
einer schiefen Ebene, die mit der waage-
rechten Ebene den Winkel ¢ = 30° ein-
schlieBt. Ermitteln Sie, durch welche
Geschwindigkeit der Schwerpunkt des
Reifens nach dem Durchlaufen einer
Bahn s = 5 m gekennzeichnet ist, wenn

83.

84.

8s.

86.

87.

am Anfangspunkt dieser Bahn die Ge-
schwindigkeit des Reifens gleich Null
war.

Ein homogener Korper, der die Form
eines kreisformigen Zylinders hat, dreht
sich um seine Lingsachse. Wie groB ist
der Wert des Moments der dufleren
Krifte beziiglich der Drehachse, wenn
sich der Wert des Drehimpulses des
Korpers beziiglich der Drehachse mit
der Zeit dndert, und zwar so, daB3 er
innerhalb von 5 Sekunden vom Null-
wert auf den Wert L = 0,157 kgm? s~1
anwachst?

Ein Eiskunstldufer dreht sich um seine
senkrechte Achse mit einer konstanten
Frequenz f, = 2 s, wobei sein Trig-
heitsmoment beziiglich der Drehachse
Jo = 2kgm? betrigt. Um welchen
Wert verringert sich die Winkelge-
schwindigkeit der Drehbewegung, wenn
er durch das Ausstrecken der Arme sein
Tragheitsmoment beziiglich der Dreh-
achse auf den Wert J; = 2,1 kg m?
vergroBert?

In welchem Mittelpunktsabstand miis-
sen wir eine homogene kreisformige
Scheibe mit einem Radius » = 0,1 m be-
festigen, damitsieals physikalisches Pen-
del mit einer minimalen Periodendauer
schwingt?

Eine Stange mit einer Linge / = 1 m
schwingt als physikalisches Pendel um
eine waagerechte Achse, die durch den
Endpunkt der Stange verlduft. Ermit-
teln Sie die reduzierte Linge dieses
Pendels.

Eine homogene kreisformige Scheibe
mit einer Masse m = 4 kg, einem Ra-
dius » = 0,1 m und einer vernachlissig-

&2
~7\

o
m
|

——
e

Bild 59
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baren Dicke dreht sich mit der Winkel-
geschwindigkeit w = 2ns™! um eine
Achse, die durch den Mittelpunkt der
Scheibe verlduft und mit der geometri-
schen Achse der Scheibe den Winkel

chanische Achse der Scheibe sei in La-
gern angeordnet, die in einem Abstand
! = 0,5 m voneinander entfernt liegen.
Berechnen Sie die durch die Zentrifugal-
krifte verursachten Druckkrifte, die

¢ = 30° einschlieBt (Bild 59). Die me- auf die Lager wirken.

1.4, Elastizitit und Festigkeit

Unter Spannung o versteht man den Quotienten aus einer Kraft F und der Fliche 4,
auf welche die Kraft wirkt, d. h.

o=—.
A

Die Spannung ¢ kann man zerlegen in eine Normalkomponente, die in einem ge-
gebenen Punkt parallel zur Flichennormalen von 4 verlduft, und in eine Tangential-
komponente, die im gegebenen Punkt in die Tangentialebene zu 4 fillt. Die Normal-
spannung bezeichnen wir als Zug oder Druck, je nachdem, wie die wirkende Normal-
spannung beziiglich der Flache, auf die sie wirkt, orientiert ist.
Im Bereich der sog. vollkommenen Elastizitdt besteht ein Zusammenhang zwischen
den herrschenden Kraften und den durch sie hervorgerufenen Deformationen, der
durch das Hookesche Gesetz beschrieben wird. Es besagt folgendes:
Die Deformation elastischer Korper ist den angreifenden Krdften proportional und
umgekehrt.
Im Falle, daB eine Zugdeformation an einer Stange oder einem Draht der urspriing-
lichen Léange /, vorliegt, kann das HookEsche Gesetz mathematisch durch die Be-
ziehung

o= Ee

ausgedriickt werden (0 Normalspannung, ¢ = 4l/l, sog. relative Dehnung, E sog.
Zugelastizititsmodul, der eine Stoffkonstante ist). Ferner ist A = I — [, die Gesamt-
verlingerung von Stab oder Draht bei der Deformation. Eine Verldngerung des
Stabes wird von einer Verringerung seines Querschnitts begleitet. Fiir die relative
Verkiirzung seiner Querdimension

as —a

n=
ao

(ap GroBe vor, a GroBe nach der Deformation) gilt
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u ist die PoissoNsche Konstante.

Fiir die Druckdeformation eines Stabes gelten analoge Beziehungen. Hierbei treten
aber andere Verformungen auf: Verkiirzung der Lange und VergroBerung der Quer-
schnittsfliche.

Wenn eine Schubbeanspruchung elastischer Korper vorliegt, wenn z. B. ein recht-
winkliges Prisma mit den Kanten a, b und ¢ an seiner Grundfliche mit den Kanten
a und b befestigt ist und wenn an seiner oberen Begrenzungsfliche eine Tangential-
spannung der GroBe v angreift, kann man das HookEesche Gesetz durch die Beziehung

T =Gy
ausdriicken, in der y die relative Verschiebung der oberen Begrenzungsfliche des

‘Prismas hinsichtlich seiner (fixierten) Grundflache und G der sog. Schubmodul ist.
Zwischen den Materialkonstanten E, G und u besteht der Zusammenhang

G=—_HrE
2(p + 1)
Wenn ein Stab der Liange / in horizontaler Stellung einseitig an einer festen Wand
eingespannt ist und an seinem freien Ende mit einer vertikalen Kraft F belastet wird,
gilt fiir die Abweichung # des freien Endes aus seiner urspriinglichen Lage
_ FP
3EI’

wobei I das sog. Fldchentrdgheitsmoment des Stabquerschnitts in bezug auf seine
Biegeachse ist. '

Wenn ein horizontal gelagerter Stab an beiden Enden gestiitzt ist und in der Mitte
zwischen den beiden Unterstiitzungspunkten von einer vertikal gerichteten Kraft F
belastet wird, weicht die Stabmitte aus ihrer urspriinglichen Stellung um den Betrag

FI3
48 EI

h =

ab.
Wenn ein zylindrischer Stab mit der Linge / und dem Radius r an einer seiner
beiden Grundflichen befestigt ist und an seinem freien Ende durch Krifte belastet
wird, deren Moment in bezug auf die geometrische Achse des Stabes den Wert M
annimmt, dann gilt fiir den Drehwinkel ¢, um den sich der Stab verdreht, die Be-
zichung

_2IM

T oxGrt
Da der Schubmodul G auch bei einer Verdrehung wirksam ist, wird er auch als
Torsionsmodul bezeichnet.
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B

71.

Beispiele

Ein Draht der urspriinglichen Linge /, = 10 m ist an einem Ende befestigt und wird an
seinem anderen durch eine Kraft F = 200 N in Lingsrichtung gespannt, wobei er eine
Lingendnderung um den Betrag 4/ = 0,4 cm erfahrt. Ermitteln Sie den urspriinglichen
Durchmesser des Drahtes sowie seine Anderung bei der Streckung, wenn der Elastizitéits-
modul des Drahtes E = 2 - 10° N mm~2 und sein Schubmodul G = 0,75 - 10° N mm~2
betrigt.

Losung

Entsprechend dem HookEeschen Gesetz ist der Zusammenhang zwischen relativer Ver-
lingerung und Spannung durch die Beziechung
F A4l

= dh —=E—
o = Fe, 1 El0

gegeben, so daf3 wir finden

Fl,
AIE *

—_— 2
A =mnr; =

Fiir den gesuchten Durchmesser ergibt sich dann

Fl, A/ 200 N - 1000 cm
=2 =2A/_=2 = 0,178 cm.
d=2ro mAIE 7-0,4cm-2- 105 N mm-2 —_—

Die relative Verringerung des Durchmessers hingt mit der relativen Verldngerung gemif3
der Beziehung
= 4d 1 .
do u

zusammen, wobei # die Poissonsche Konstante ist, die mit £ und G gemil der Be-
ziehung

E
G TN e——
2+ 1
verkniipft ist. Daraus folgt:
__ 26 _ 2-075-10°Nmm=
FmE26 - 2-15H10°Nmm=2
Es ist also
. Ad K
=4 T3
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Damit ergibt sich die Durchmesserverringerung zu

1 1 04
dd = 3 edo = 3 1000

—— 0,178 cm = 2,37 - 10~% cm.
78. Wie groB ist die Verlﬁngeruhg eines Stabes der Linge / und der Querschnittsfliche A
unter dem EinfluB seines Eigengewichts, wenn er an einem Ende befestigt ist und wenn

seine Dichte ¢ und sein Elastizititsmodul E gegeben sind?
7,

Lésung

In Bild 60 wird jedes Stabelement dx durch das Gewicht des unter ihm hidn- | | |3
genden Stabteils gespannt. Fiir die Verlingerung des Stabelements dx gilt =
dann x|

d(n = 1_ "Agx

dx———xdx

Bild 60

Die Gesamtverldngerung ist durch die Summe der Verlangerungen aller einzelnen Stab-
elemente gegeben, so daB wir finden

:%fxdx:e_g.l_z.
E E 2
° S

79. Wie groB ist die Volumenédnderung eines prismatischen Eisenstabes mit den urspriing-
lichen MaBen ao = 1 m, by = ¢o = 0,1 m, wenn der Stab in seiner Lingsrichtung mit
einer Zugspannung ¢ = 100 N mm-~2 belastet wird? Der Elastizititsmodul des Eisens,
aus dem der Stab gefertigt wurde, ist E = 2-10° N mm-2 und sein Schubmodul
G =0,75-10° N mm-2,

Losung

Das urspriingliche Stabvolumen ist
Vo = aoboCo.
Die einzelnen Abmessungen dndern sich durch die Belastung wie folgt:
o G
= 14+ —=; =c=bo (1l ——].
a=a(1+g) b=c (1 - 23
Fiir das Volumen finden wir also nach der Deformation

V= abe = aoboco (1 + ) (1= 2 =vo (1+2) (1 -2 + &
= abe = aobuea (1 + ) (1= 5) = 7o (1+) (1~ 25+ ams) =

—V(l 20'+02 +o’ 2 g2 163)_
— v uE = WPE? E ;Ez u? E? -

v (1+2 -2y, 1+“(1—2
B3]

7 Hajko, Mechanik



98

1. Mechanik

80.

Das ist dann der Fall, nachdem wir diejenigen Ausdriicke vernachléssigt haben, die mit
den kleinen GréB8en hoherer Ordnung o?/E? und o3/E® multipliziert wurden.
Fiir die Volumeninderung ergibt sich damit

Voo 2 c 2
AV =V — Vo_= %(1 b ;) =aob000 E(l - —’;').
Da fiir die Poissonsche Konstante gilt

uE 2G 2-0,75-10° N mm-~2

C=5atn’ M “ T E T e i NmmE >
erhalten wir
102 N mm~2 2 :
AV = ‘102em? —m ——— (1 — Z) = 3
V =100cm - 10* cm 2 10°N — (1 3) 1,667 cm

Ein Metallrohr mit der Linge a, dem Innenradius r;
und dem AuBenradius r, ist in waagerechter Lage an
beiden Enden befestigt und wird in der Mitte durch
einen Korper vom Gewicht Q belastet. Wie groB3
wird die Durchbiegung des Rohres in seiner Mitte, h
wenn der Elastizititsmodul E des Rohrmaterials ge-
geben ist?’

a)

Ldsung
Fiir die Durchbiegung des an beiden Enden einge- 4,
spannten Rohres (Bild 61a) gilt:

_ o
"~ 48EI’

. Bild 61
wobei

1=fz=dA

das Flidchentrigheitsmoment des Rohrquerschnitts in bezug auf die Biegeachse ist. Da
z = rsin ¢ und d4 = r dp dr (Bild 61Db).ist, finden wir

ra 2w 27
r4 LY
I=ffr3sin2¢d¢dr=[—] fsin2q7d<p=
41,
rn o 0o
_h-n et

[1 —lsinzl =
=4 27775, 2



1.4. Elastizitiit und Festigkeit 99

81.

82.

7+,

Fiir die gesuchte Durchbiegung der Rohrmitte ergibt sich also
Qa® Qa®

rd—rf 12Ex (r2 — #f
8 a i a i
48ET

b=

Ein zylindrischer Eisenstab (Ldnge / = 0,5 m, Durchmesser d = 0,005 m) ist an einem
Ende befestigt und am anderen mit einem Rad vom Radius r = 0,2 m versehen (Bild 62).
Welche Tangentialkraft muB am Radumfang angreifen, damit der Durchmesser des
Stabes am Radende gegeniiber dem Festende um den Drehwinkel ¢ = 15° verdreht
wird? Der Torsionsmodul des verwendeten Materials

betrage G = 0,73 - 10° N mm~2.

. L
Losung S R g w1
L 1 |
Der Drehwinkel ¢ hingt mit dem Moment der /3
Krifte, welche die Verdrehung verursachen, gemif Bild 62
der Beziehung
d 4
G (7
M = — —
2 1 7

zusammen. Dabei ist M = Fr, so daB fiir die gesuchte Kraft gefunden wird

nGd*e  3,14-0,73- 105 Nmm-2 - 0,0625 cm* 157
F=—0 = 32-50 - 20 cm? 'W_HJSN'

Eine Kreisplatte der Masse m = 2 kg und mit einem Radius » = 0,1 m schwingt als
Torsionspendel an einem Eisendraht der Linge / = 1 m und mit dem Durchmesser
d = 0,002 m. Bestimmen Sie den Torsionsmodul des Materials, aus dem der Draht be-
steht, nachdem experimentell gefunden wurde, daB die Periodendauer des Torsions-
pendels T = 1,9 s betrigt.

Losung
Fiir die Periodendauer dieses Pendels gilt die Beziehung

.y
._..n;MO

(J Trégheitsmoment der Kreisscheibe in bezug auf die Rotationsachse, M, sog.
Direktionsmoment). M, hingt mit dem Torsionsmodul sowie den Abmessungen des
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83.

Drahtes folgendermafBen zusammen :

d4
nG (?)
Mo=———-

Daraus konnen wir das gesuchte G erhalten

32 IM,

G= nd*

Da das Direktionsmoment M, mit einer Schwingung des Torsionspendels durch die
Beziehung
4n2J

T2

Mo=

ausgedriickt werden ‘kann, finden wir schlieBlich

321 4n? 32 472 1 r? — 64nmlr? _

T md* T2 T md* T2 2 odfrr
64-3,14-2kg - 102 - 102 2 k; -2
% o T _696-10° 2
16-10~*cm* - 1,9%s cm

= 6,96 - 10 N mm-2.

Welche Linge miiBte ein Eisendraht haben, damit er unter der Wirkung seines eigenen
Gewichts zerreiBt, wenn er an einem Ende fest aufgehingt ist? Die Dichte des Eisens
sei o = 7,8 - 10® kg m~3, die Festigkeitsgrenze liege bei 320 N mm~2,

Losung

Auf die verschiedenen iibereinanderliegenden Querschnitte des Drahtes wirken unter-
schiedliche Krifte; auf jeden Querschnitt wirkt das Gewicht des darunterhdngenden
Drahtteils. Die kleinste Kraft wirkt demnach auf den Querschnitt am unteren, die grofite
auf den am oberen, am Aufhidngungsende. Die groBte Spannung, unter welcher der
Draht gerade noch nicht reiBt, erfiillt die Bedingung

o= % = 320 N mm~2,
Es ist aber Q = ogAl, so daB wir finden
) -2
I= 320 N mm — 4,18 km.

7,8-103kgm-3-9,81 ms-2

Der Draht zerreiBt, wenn seine Lénge grofer als 4,102 km ist.
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89.

90.

91.

92.

Aufgaben

Ein Stahldraht von der urspriinglichen
Léange /o = 2 m und mit dem Durch-
messer d = 0,002 m ist an einem Ende
befestigt und wird am anderen Ende
durch eine Kraft F in Langsrichtung be-
lastet. Wie groBB muB} diese Kraft F sein,
damit der Draht eine Verldngerung um
0,003 m erfdhrt, wenn sein Elastizitéts-
modul E = 2,2-10° Nmm-~2 betrigt?
Ein Eisenstab von der urspriinglichen
Linge /o =2m und mit dem Quer-
schnitt 4 = 10-* m? ist an einem Ende
befestigt und wird am anderen Ende
durch die Kraft F = 10kN auf Zug
beansprucht. Welche Linge hat der
Stab nach seiner Streckung, wenn der
Elastizititsmodul des Eisens mit E =
= 2+ 10° N mm-~2 angegeben wird?
Ein zylindrisches Metallrohr von der
urspriinglichen Linge /o = 2m, dem
urspriinglichen AuBlendurchmesser d =
= 0,2 mund einer Wanddicke s =0,02m
wird durch eine Normalkraft F= 30 kN
auf Druck beansprucht. Ermitteln Sie
die Normalspannung, die am Rohr-
querschnitt angreift, sowie den Betrag
der Rohrverkiirzung, wenn der Elasti-
zitdtsmodul des verwendeten Materials
mit E=1,2-10° Nmm-2 angegeben
wird.

Um welchen Betrag wiirde sich ein
Stahlseil der Lénge J, = 9000 m ver-
lingern, wenn es, unter der Wirkung
seines Eigengewichts stehend, frei hin-
gend in Meerwasser hinabgelassen wird?
Die Dichte des Meerwassers sei ¢; =
= 1,03 - 103 kg m~3, die des Seilmate-
rials ¢, = 7,7 - 10° kg m~3, der Elasti-
zitdtsmodul E = 2,16 - 10° N mm-~2.
Ein zylindrischer Stab der urspriing-
lichen Linge /, ist an einem Ende be-
festigt und wird an seinem anderen

"Ende durch eine in Lingsrichtung an-

93.

94,

95.

96.

greifende Kraft F beansprucht. Um
welchen Betrag dndert sich das Stab-
volumen bei der Deformation, wenn der
Elastizitdtsmodul mit der GréBe E an-
gegeben wird?

Ein Eisenstab von der Form eines Qua-
ders mit den urspriinglichen Abmes-
sungen ao = 0,5m, bo = 0,1 m, ¢y =
= 0,05 m wird einem allseitig wirken-
den, gleichférmigen Normaldruck von
der GréBe o = 1 N mm~2 unterworfen.
Um welchen Betrag verringert sich das
Volumen des Quaders nach der Defor-
mation, wenn der Elastizititsmodul
E=2:10°Nmm-2 und der Schub-
modul G = 0,73 - 105 N mm-~2 groB ist?
Ein zylindrischer Eisenstab mit der
Linge / = 1m und dem Radius r =
= 0,02 m ist an seinem Ende so befe-
stigt, daBB er eine waagerechte Stellung
einnimmt. Mit welcher Kraft mu3 man
an seinem anderen Ende senkrecht zur
Stabrichtung einwirken, damit sich
dieses Ende durch Biegung um den Be-
trag # = 0,005 m gegeniiber der ur-
spriinglichen Lage verschiebt? Der
Elastizitdtsmodul des Stabes sei E =
=2-10° N mm-2

Ein Holzstab von rechteckigem Quer-
schnitt mit den Seitenldngen a =0,05m
und b = 0,005 m wird in zwei Punkten
gestiitzt, die / = 1 m auseinander liegen.
Die Seitenldnge «a liegt in der Horizon-
talen. Um welchen Betrag senkt sich die
Stabmitte im Vergleich zur urspriing-
lichen Lage, wenn wir den Stab in seiner
Mitte mit einer Last Q = 10 N be-
anspruchen? Das verwendete Holz
habe einen Elastizitditsmodul von E =
=1,2-10* N mm-~2,

Ein zylindrischer Stahlstab (Linge
! =0,5m, Radius » = 0,01 m) ist an
einem Ende befestigt, am anderen wird
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er durch Krifte verdreht, deren mit der Torsionsmodul des Drahtes hat den
Zylinderachse zusammenfallendes Mo- Wert G = 0,716 - 10° N mm~2,
ment mit M bezeichnet sei. Welchen Be- 98. Welcher Belastung hilt eine Granit-
trag muB3 das Moment M aufweisen, da- platte von der Form eines regelmiBigen
mit die Verdrehung der Zylinderdeck- Sechsecks mit der Kantenlinge a =
fliche gegeniiber der Grundfliche einen =0, m stand, wenn die zulédssige
Drehwinkel ¢ = 1° annimmt? Der Druckbeanspruchung fiir Granit mit
Torsionsmodul des Zylinders habe die 50 kp cm~2 angenommen wird?
GréBe G = 0,75 - 10° N mm~2, 99. Wie groB3 muB der Radius eines Kupfer-
97. Ermitteln Sie die Periodendauer eines drahtes sein, damit er unter Einflu3 der
Torsionspendels, das durch eine Kreis- in seiner Langsrichtung wirkenden Kraft
platte mit der Masse m = 3 kgund dem F = 500N nicht zerreiBt? Die Zer-
Radius r = 0,1 m gebildet wird, welche reiBfestigkeit des Kupfers wird mit
an einem Draht (Ldnge / = 1,2 m, Ra- 200 N mm~2 angenommen.

dius rp = 0,001 m) aufgehingt ist. Der

1.5. Mechanik der Fliissigkeiten und Gase

Eine Fliissigkeit wird dann als ideal bezeichnet, wenn sie inkompressibel ist und wenn
in ihr keine innere Reibung wirkt.
Die Grundgleichung der Hydrostatik wird durch die Beziehung

oU + p = const 1)

fiir eine inkompressible Fliissigkeit angegeben. In dieser Gleichung bedeutet o die
Dichte, U = gh das Potential des Kriftefeldes, in dem sich die Fliissigkeit befindet,
und p den Druck, der in der Fliissigkeit herrscht. Gl. (1) besagt:

In einer im Ruhezustand befindlichen inkompressiblen Fliissigkeit ist die Summe aus
potentieller Energie ihres Volumens und Druck an allen Stellen gleich gro8.

Wenn auf eine Fliissigkeit ein groBerer Druck wirkt und wenn diese Fliissigkeit keinen
allzu grofen Raum einnimmt, kann in Gl (1) das Glied U bei der Druckangabe
vernachldssigt werden. Dadurch vereinfacht sich Gl. (1) auf die Form

p = const,

d.i. das Pascalsche Gesetz iiber die gleichmiBige Verteilung des Drucks in Fliissig-
keiten.

Der Druck in einer Tiefe 4 unter der Oberfliche einer Fliissigkeit der Dichte g,
der vom Eigengewicht der Fliissigkeit verursacht wird, ist durch die Bezichung

p = ohg

gegeben (g Fallbeschleunigung).
Ein Korper, der in ein fliissiges Medium (Fliissigkeit, Gas) eintaucht, unterliegt dem
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Auftrieb, der nach dem Archimedischen Gesetz dem Gewicht derjenigen Fliissigkeits-
"menge gleich ist, die vom eintauchenden Ko6rper verdrangt wird.

Die Ausstromgeschwindigkeit einer Fliissigkeit, die unter der Wirkung ihres Eigen-
gewichts aus der Offnung eines GefiBes ausflieBt, ist durch die Torricellische Ausflug-
formel gegeben zu

U=\/E};’

wobei h den Abstand der Ausstréomoffnung von der Fliissigkeitsoberfliche darstellt.
Beim Ausstromen fiillt die Fliissigkeit nicht den gesamten Offnungsquerschnitt aus.
Der ausstromende Fliissigkeitsstrahl erleidet eine Verengung. Fiir die Fliissigkeits-
menge dV, die in der Zeit d¢ durch den Offnungsquerschnitt 4 austritt, gilt die Be-
ziehung '

dV = pdv de,

wobei u der sog. Verengungskoeffizient des ausstromenden Fliissigkeitsstrahls ist.
Beim stationdren Stromen einer idealen Fliissigkeit durch ein Rohr wird durch jeden
Querschnitt des Rohres in der Zeiteinheit die gleiche Fliissigkeitsmenge transportiert,
so daB sich die Kontinuititsgleichung ergibt

v1d4; = 0,4,

(4, und A, zwei unterschiedliche Querschnittsflichen des Rohres, v, und v, die be-
treffenden Stromungsgeschwindigkeiten).

Bei der stationdren, wirbelfreien Stromung einer idealen Fliissigkeit ist die Summe
aus kinetischer und potentieller Energie einer Volumeneinheit der Fliissigkeit und des
Druckes an allen Stellen gleich, so daB sich die Bernoullische Gleichung ergibt

%gv2 + oV + p = const.

Wenn sich in einer Fliissigkeit mit der inneren Reibung (Viskositit) » ein kugel-
férmiger K6rper vom Radius r bewegt, dann ist die Widerstandskraft Fy, welche die
Fliissigkeit der Korperbewegung entgegensetzt, nach dem Stokesschen Gesetz durch
die Beziehung .

Fy = 6myro

gegeben, in der v die Geschwindigkeit des Korpers gegeniiber der umgebenden Fliis-
sigkeit darstellt. '

Wenn wir in eine Fliissigkeit, die sich in einem weiten GefiBl befindet, ein enges Rohr
‘mit kreisférmigem Querschnitt, eine Kapillare, senkrecht eintauchen, dann nimmt der
Flissigkeitsspiegel in der Kapillare eine andere Hohe als in der umgebenden Fliissig-
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keit an. Die die Wandung der Kapillare benetzende Fliissigkeit (z. B. Wasser in
Glaskapillare) steigt unter der Wirkung einer Oberfliichenspannung in der Kapillare
iiber die Hohe im umgebenden GefiB. Es tritt Kapillaraszension ein. Die Flissigkeits-
oberfliche in der Kapillare ist konkav gekriimmt, es ist ein Fliissigkeitsmeniskus.
Wenn aber eine Fliissigkeit die Wandung der Kapillare nicht benetzt (z. B. Queck-
silber in Glas), dann liegt der Fliissigkeitsspiegel innerhalb der Kapillare unter der-
jenigen in der umgebenden Fliissigkeit, es besteht Kapillardepression, der Meniskus
ist konvex. Fiit die Differenz der Fliissigkeitshohen % innerhalb der Kapillare und der
umgebenden Fliissigkeit gilt bei Kapillaraszension bzw. bei Kapillardepression die
Beziehung ’

(o Dichte der Fliissigkeit, #' Radius des Meniskus, & Oberflédchenspannung der
Fliissigkeit).

B Beispiele

84. Um welchen Winkel weicht der Fliissigkeitsspiegel in einem Tankwagen von der Hori-
zontalen ab, wenn dieser mit einer Verzogerung von a = 5 m s~2 gebremst wird?

Losung

Setzen wir einmal voraus, daB sich der Tankwagen (Bild 63) in Richtung des Pfeils
bewegt. Wenn wir uns auf den Standpunkt eines fest mit dem Wagen verbundenen
Bezugssystems stellen, befinden wir uns in einem nichtinertialen System, und die resul-
tierende Kraft F”, die auf ein beliebiges Fliissigkeits-

teilchen wirkt, setzt sich aus der Gewichtskraft und Y}
der Trigheitskraft zusammen, so daf3 gilt

F'=@+F. AT
12
Beziiglich dieses nichtinertialen Systems ist |F| = ma, N
wobei m die Masse eines beliebigen Fliissigkeitsteil- Sy x ¥ _ X
chens und a 'die Verzégerung des Tankwagens ist. Die L7

Richtung von F ist der Verzdgerung des Wagens ent- Bild 63
gegen gerichtet. Im angefiihrten Bezugssystem befindet

sich die Fliissigkeit in Ruhe, und wir kdnnen gemiB der Grundgleichung der Hydro-
statik wie folgt schreiben:

eU 4 p = const.
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85.

Da an jeder Stelle der Fliissigkeitsoberfliche der Druck p den gleichen Wert hat, kann
man fiir die Fliissigkeitsoberfliche ebenfalls schreiben

U = const,

wobei U das Potential der Krifte darstellt, die auf die Fliissigkeit wirken, d. h. die,
Summe des aus der Gewichtskraft G und der Trégheitskraft F zusammengesetzten

. Potentials. Wenn wir Gewicht und Trégheitskraft auf den Ursprung des gewihlten

Koordinatensystems beziehen, dann ist das Gesamtpotential im Punkt 4 durch die
Beziehung

U =gy — ax = const

gegeben. Fiir x = 0 und y = 0 ist auch const = 0. Wir erhalten also
gy —ax =0, d.h, y=§x. 1)

Der Fliissigkeitsspiegel stabilisiert sich in einer Ebene, deren Schnittlinie mit der senk-
rechten Ebene, die in die Bewegungsrichtung des Wagens féllt, eine Gerade mit der

'GI. (1) darstellt. Ihre Richtung wird durch den Winkel ¢ bestimmt, um den der Fliissig-
. keitsspiegel bei dieser Bremsung von der Horizontalen abweicht:

Sms2

tanyg = — = —m8m ———
= e T 98Ims?

=0,5097, d.h., ¢ =27°

In einem zylindrischen Gef4B mit dem Radius » befindet sich eine Fliissigkeit. Das Gefa
dreht sich um seine Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w (Bild 64). Ermitteln
Sie, in welcher Form sich die. Fliissigkeitsoberfliche im rotierenden GefaB stabilisiert
und um welchen Betrag der Fliissigkeitsspiegel in der
GefidBmitte gegeniiber seiner Ruhelage abgesenkt wird. A
z

NE
Losung

Wenn wir uns auf den Standpunkt eines nichtinertialen
Rezugssystems stellen, das mit dem GefidB3 verbunden ist,
dann befindet sich gegeniiber diesem Bezugssystem auch
wihrend der Drehbewegung die Fliissigkeit in Ruhe. H—{ <
Aus der Grundgleichung der Hydrostatik erfahren wir ol x|

hy

oU + p = const. |

Da an allen Stellen der Fliissigkeitsoberfliche der gleiche, Bild 64,
z. B. der atmosphérische Druck besteht, ergibt sich

p = const, und deshalb muB fiir die Fliissigkeitsoberfliche in jedem Punkt das Gesamt-
potential der auf sie wirkenden Krifte konstant sein gemiB

U=k,

wobei k eine Konstante darstellt.
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Das Gesamtpotential ist in diesem Falle durch die Summe der Potentiale des Gewichts
und der Zentrifugalkraft gegeben. Unter Beibehaltung der Bezeichnungen in Bild 64
kann deshalb geschrieben werden

w3x?

— =k
8z P s

denn das Potential der Zentrifugalkraft, bezogen auf den Ursprung des gewihlten
Koordinatensystems, ist

x

Uo=—fwzxdx= —%—wzxz,
0

woraus wir fiir z erhalten

_ 1 @?x? k

2 g g

Die Fliissigkeitsoberfliche im rotierenden Zylinder wird die Form eines Rotations-
Paraboloids annchmen. Wenn wir den Ursprung des Koordinatensystems in den
Scheitelpunkt des Paraboloids legen, dann ist fiir x = 0 auch z = 0 und damit k = 0,
und die Gleichung der Parabel, die sich als Schnitt einer senkrechten, durch den Ur-
sprung verlaufenden Ebene mit dem Paraboloid ergibt, nimmt die Form

1 2
z=E.w_x2

an. Das MaB, um das der Fliissigkeitsspiegel durch Rotation in der GefiBmitte ab-
sinkt, erhalten wir aus der Bedingung, daB die Fliissigkeitsmenge im senkrecht schraf-
fierten Teilvolumen gleich der im waagerecht schraffierten ist. Fiir das senkrecht schraf-
fierte Teilvolumen gilt

g g
2—h JZ—
h A/ w? wzh

2 2 44
V1=fnx2dz= f nw—xsdx=1:2-[x—] =1r£2hz.
g g 0

g
o

Fiir das waagerecht schraffierte Teilvolumen ergibt sich

r

by
2 2
V. =f(1rr2—7vx2)dz= f(nr’-a—)-x—ww—xz‘) dx =
g
s v

g
g
2
2 .2 2 472
= 'n:rzw—i-—-r:w—x =
g 2 g 4
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1 1 o? g

2
=7n%r4—7n?r“—nr2h+nﬁh2= '
1 2
=—n2—r4—nr2h+ﬂ:%h2-
4 g [

Da die Teilvolumina gleich groB sind, ergibt sich V; = V,, d. h.,

wz
2p = 4
r 4Tr—gr
oder
1 w2
h=——r2
4gr

86. Mit welcher Kraft wirkt der Wasserinhalt auf die rechteckige Seitenwand eines GefiBes
(Breite a = 0,2 m, H6he b = 0,15 m), wenn das GefdB vollstindig mit Wasser gefiillt

ist?

Losung

Auf ein Flidchenelement d4 = a dx in einer Tiefe x unter dem Fliissigkeitsspiegel
(Bild 65) wirkt die Kraft

dF = pdA = ggxadx,

wobei ¢ die Wasserdichte bedeutet. Fiir die Gesamtkraft, die auf die Seitenfliche wirkt,
ergibt sich

- x21? 1
F=egafxdx=ega[—] = — ogab®* =
2o 2
]

! 1gem=3-981 cms=2-20 cm - 225 cm? = 22,1 N.

2 =

dx

Bild 65
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87.

88.

Zwei GefilBe sind miteinander verbunden (Bild 66), beide sind oben offen und mit nicht-
mischbaren Fliissigkeiten der Dichten ¢; = 0,9 - 10°kgm~3 und ¢, = 1 - 103 kg m-3
gefiillt. Wie groB ist der Abstand der beiden Fliissigkeitsspiegel in den einzelnen Schen-
keln von der gemeinsamen Trennungslinie, wenn die SpiegelhGhendifferenz in beiden
kommunizierenden GefdBlen 4k = 0,1 m betrigt?

Losung

Fiir den Gleichgewichtszustand gilt nach der Grundgleichung der Hydrostatik
oU + p = const.

In unserem Fall bedeutet U das Gewichtspotential. Wenn wir es auf die waagerechte
Ebene beziehen, die durch die gemeinsame Trennungslinie der beiden Fliissigkeiten
verlduft, dann gilt fiir jede Fliissigkeit in jedem der beiden Schenkel U = 0, und dem-
nach miissen die Driicke gleich sein. Mit den in Bild 66 gewdhlten Bezeichnungen muf3
demnach gelten

b+ hy08=>b+ hsosg,

worin b den atmosphérischen Druck bedeutet. Aus Bild 66 ist gleichfalls ersichtlich, da
hy = hp + 4h,

so daB sich ergibt
(hs + 4h) 018 = hse:8,

d. h.,
hp(o2 — 1) = 4ho;.
Es ist also
€1 0,9
hg = Ah= ——0,1m=09m; h, = 1,0m.
Q2 — @1 0,1 — E—
In einem gasgefiillten GefiaB (Bild 67) soll der Druck mit einem Quecksilbervakuum-

meter ermittelt werden. Wie groB ist der Gasdruck im Gefid3, wenn die Hohendifferenz
des Quecksilbers in den beiden Rohren des Vakuummeters den Wert 2 = 0,45 m hat
und der atmosphirische Druck » = 1 atm = 1,013 - 10° Pa betréigt?

Losung

Analog zum vorangehenden Beispiel miissen in der waage-
rechten Ebene der Trennlinie von Quecksilber und Luft die
Driicke in beiden Schenkeln des Vakuummeters gleich sein.
Es gilt also

-p -+ ogh=0b, Bild 67
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89.

worin ¢ die Dichte des Quecksilbers bedeutet. Demnach ergibt sich

45
p=>b—ogh=1atm — 7—6atm' = 0,41 atm = 4,16 - 10* Pa.

Bestimmen Sie die Abhéngigkeit des atmosphérischen Drucks als Funktion der Hohe
iiber der Erdoberfliche unter der Voraussetzung konstanter Temperatur, und berechnen
Sie den Druck in einer Hohe 4 = 10000 m iiber NN, wenn der Druck bei NN
b=1atm betrigt und wenn die Luftdichte unter Normaldruck den Wert
2o = 1,29 kg m~2 hat.

Liisung

Wir gehen wieder von der Gleichung
eU + p = const

aus. Wenn wir das Potential auf die Erdoberfliche beziehen, dann ist in einer Hohe z
tiber der Erdoberfliche U = gz, so daB3 wir finden

0gz -+ p = const.
Durch Ableiten nach z erhalten wir

g = az
Bei unterschiedlichen Driicken p und p, und gleicher Temperatur erfiillen die Gas-
dichten ¢ und g, die Bedingung

o

L=£, also e=£go,
Qo Do Do

woraus sich ergibt

p dp
- — Q& = 7>
Do dZ

und nach Trennung der Variablen folgt

—_=— e—ogdz.
p Do I

Durch Integration der Gleichung

P h
d
p Do .

Po
erhalten wir

1n£—=—-@-gh, d. h., p=poexp[—e—°gh].
Do Po Po
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90.

Fiir die in der Aufgabe voi‘gegebenen Zahlenwerte ergibt sich
1,29
0,76-13,6-10%-9,81

p=1latm-exp|— 9,81-10%| = 0,287 atm = 2,91 -10Pa.

Losung

Wenn wir das Archimedische Gesetz anwenden, konnen wir folgende Be-
ziehungen aufschreiben:

h

mg = (Vo + Aho) o8,

[ to ]

mg = (Vo + Ahy) 018,
mg = (Vo + Ah) og Bild 68
(0o Wasserdichte, 4 Rohrquerschnitt des Ardometers, ¥, Volumen des kugelformigen
Teils des Ardometers). Fiir ¥V, ergibt sich aus den angefiihrten Gleichungen
Vo= -2 — dho; Vo= -2 — Ahy; Vo= 12— 4h.
Qo Q1 e
Deshalb gelten auch die Gleichungen
D tho=2—4an, uwnd = —an =" — ap,.
Qo Q1 e Qo
Durch Auflésen beider Gleichungen nach A erhalten wir
Qo €1 Qo 4

Nach Gleichsetzen der rechten Seiten vorstehender Gleichungen bekommen wir

m '(1__1)_ m (1_1)
ho — hy \@o Q1 ho — h \@o e ’

Es ergibt sich also

1 1
o = h = (hy — ) 2 = (hy — ) 2 0]
11 e(er — eo)
Qo Q1
und schlieBlich
e1(e — 0o)

h=ho + (hy — ho) .
e(e1 — o)

Ein Ardometer (Bild 68) taucht in Wasser bis in eine Tiefe 4, und in Fliissigkeit der
Dichte p; bis in eine Tiefe 4, ein. Wie tief taucht es in eine Fliissigkeit der Dichte ¢ ein?
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9L

92.

In einem GefdB (Bild 69) befindet sich Wasser mit einer Hohe 2 = 0,3 m. In welcher
Hohe iiber dem Boden des GefiBes muB man eine Offnung anbringen, damit das aus ihr
ausstromende Wasser moglichst weit entfernt auf die Unterlage auftrifft, auf der das
Gefil} steht?

Losung

Wenn wir die Hohe der AusfluBo6ffnung iiber dem GefdBboden mit y l?ezeichnen, dann
gilt fiir die Ausstromgeschwindigkeit aus der waagerecht angelegten Offnung

v = \/ 2gh — y).
Die Bewegung des ausstromenden Wassers stellt im Prinzip einen horizontalen Wurf
dar, so daBB wir schreiben konnen

_1 t2; x =t

y - 2 g ’ -

und weiter _
_ 2y _

x =2 —y)- i =2\/(h -y
Damit die Wurfweite x einen maximalen Wert annimmt, muf3 der Ausdruck

z=Gh—y)y

ein Maximum sein. Das erhalten wir, wenn

dz h

— =h =2y = .h., = — =0,15m.

& h y =0, d y > 15m

Es ist offenkundig, daB fiir y = h/2 die GroBe x einen Maximalwert annimmt. Minimal-
werte von x ergeben sich fiir y = 0 bzw. y = h, was aus dem Ausdruck fiir x ermittelt
werden kann.

E__—_——___—:L v "
e el i NG x
:_______‘.'i AN y
=T > N
E — —— = h\

= N\

44——] A

Bild 69 Bild 70

Ein halbkugelférmiges GefdB (Bild 70) hat einen Radius » = 0,1 m und ist bis zum Rand
mit Wasser gefiillt. An seinem Boden ist eine Offnung mit der Querschnittsfliche
A = 4-10-°m2. In welcher Zeit nach Freigabe der Offnung sinkt der Fliissigkeits-
spiegel im GefdB3 auf die Hilfte des urspriinglichen Wertes, wenn der Verengungs-
koeffizient des ausstromenden Fliissigkeitsstrahls # = 0,6 betrigt?
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93.

Losung

Die Ausstromgeschwindigkeit der Fliissigkeit durch die Offnung vom Querschnitt A4
hat zum beliebig gewéhlten Zeitpunkt, an dem der Fliissigkeitsspiegel um den Betrag x
abgesunken ist, den Wert

v= \/ 2g(r — x).
Fiir die in diesem Zustand wahrend des Zeitintervalls d¢ austretende Fliissigkeitsmenge
gilt

dV = pAdv dt.

Gleichzeitig ergibt sich aber auch dV = ny? dx und daher
nA \/m dt = my? dx.

Da weiter
2 =r? — x2

ist, erhalten wir nach entsprechender Umstellung-
pA 28 \Jr — x dt == (r* — x?) dx,

woraus wir finden

df = 0 r? x2 q
pA f2e\ \fr — x Jr==x e
Die gesuchte Zeit ¢, wird durch Integration wie folgt berechnet:

r

to = f [r2(r — x)* — x2(r — x) ¥ dx =
uA J 2¢

/4A1:/2—g [—Zrz\/r-—x+2r2\/r—x—?r\/(r—x)3+

+—§—\/(r—x5]7=
o]
_ = 2A/r_54A/132—34_3
uAng[ R ROVE kS A

r2 \/— 28 \/_ = 493,3 s = 8,22 min.

~ 2ud J_

In ein GefdB stromt mit gleichrii'ﬁﬁigem Strahl eine Wassermenge von Q = 150 cm? s—*.
Am Boden des Gef#Bes ist eine Offnung von 4 = 0,5 cm? Querschnittsfliche vorhanden.
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In welcher Hohe stellt sich ein konstanter Wasserstand im Gefi ein, wenn wir die Ver-
engung des ausstromenden Strahls vernachlissigen?

Losung

Der stationire Zustand ist dann erreicht, wenn in der Zeiteinheit durch die Offnung am
Boden des Gefilles die gleiche Menge ausflieBt, die von oben zugefiihrt wird. Fiir die in
der Zeiteinheit aus der Bodenoffnung ausstromende Wassermenge gilt

O* = Av=A.\/2gh

Da die Bedingung Q* = Q vorgegeben ist, ergibt sich fiir die endgiiltige Fliissigkeitsh6he
0? 225-10% cm® s~

h = =
2gA? 2-981cms2-25-102cm*

= 0,458 m.

94. Durch ein horizontal verlegtess Rohr mit ungleichen
Querschnitten stromt Wasser (Bild 71). Es ist zu ermit-
teln, welche Wassermenge Q wihrend einer Sekunde
durch jeden Rohrquerschnitt flieBt, wenn an den Stellenmit  — —
den Querschnitten 4; =1-103m?bzw. 4, =2-103m?2 - — — — —=_ _
die beiden Schenkel eines hier angesetzten Fliissigkeits- — —— - Ay
manometers eine Hohendifferenz der Wasserspiegel von Az
4h = 0,2 m aufweisen. Bild 71

Ah

Losung

Zur Losung dieser Aufgabe wenden wir die BERNouLLische Gleichung an, die wir fiir
das horizontale Rohr in folgender Form schreiben kdnnen:

1, 1,
— oy +p1=—ov; + P2

2 2
oder aber
1
P2 —Pp1 = > Q(Uf — 3.

Jedoch ist auch
P2 — p1 = dhgg,
wobei ¢ die Dichte des Wassers ist. Damit wird
1
Ahog = — ¢(v} — v3). o

8 Hajko, Mechanik
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95.

Fiir die Unbekannten v, , bietet sich in der Kontinuititsgleichung eine weitere Be-
stimmung an:

v14; = v24,,

A;v
VUV = — ;.
A4z

Nach Einsetzen dieses Ausdrucks in Gl. (1) erhalten wir

2
Adhg = 1 v? (1 Al) ,

2 T4
so daB wir schlieBlich finden
h 2:-0,2m-9,81 -2 ,
v = ng- = 2m- 9,81 ms =2,29m's™,
14 1L
A2 4

Die Wassermenge, die wihrend einer Sekunde durch jeden Rohrquerschnitt stromt, hat
somit den Wert

Q=04 =229ms"*-103m? =2,29-103m3s-1 =2,291s"L

In Bild 72 wird ein rechtwinklig gebogenes Rohr in eine stromende Fliissigkeit gelegt.
Wie hoch steigt die Fliissigkeit in diesem gekriimmten Rohr auf, wenn sie in einem an
gleicher Stelle eingetauchten geraden Rohr eine Steigh6he 4, erreicht und wenn die
Strémungsgeschwindigkeit an der gegebenen Stelle gleich v, ist?

Ldsung

GemiB der BerNouLLischen Gleichung kann man im Falle des gekriimmten Rohres

schreiben

1 2
P+ 7901=P

oder

r .,
P"‘P1='2—va

(p1 Druck in der stromenden Flissigkeit, p Druck in glei- p.14 72
cher Tiefe im gekriimmten Rohr). In Bild 72 ist erkennbar,
daB p — p; = (h — hy) og ist. Dann ergibt sich

1
(h—hi) og = — ov}
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96.

8*

und demnach also
2

Ui
h =h + 7
Auf einem Wagen steht ein zylindrisches GefdB, das bis zu einer Héhe 2 = 1 m mit
Wasser gefiillt ist (Bild 73). Im GefiB sind an gegeniiberliegenden Seiten zwei gleiche
Ventile mit Offnungen von je 1 - 10-3 m? Querschnittsfliche angebracht. Ein Ventil be-
findet sich in der Hohe #; = 0,25 m, das andere in der H6he 4, = 0,5 m. In welcher
Gr6Be und Richtung muB eine Kraft F auf den Wagen ausgeiibt werden, damit sich
dieser bei gedffneten Ventilen nicht von der Stelle bewegt?

Losung

Fiir die Losung wenden wir das Gesetz von der Erhaltung des Im-
pulses eines abgeschlossenen Systems an, das aus Wagen, Gefid3
und Wasserfiillung gebildet wird. Nach Offnung der Ventile be-
trigt die zeitliche Anderung des Impulses des Wassers

w -> ->
= —od AvDs,
a7 —eAvivs + edv.0,
denn die Wassermenge, die in der Zeiteinheit durch jede der bei- Bild 73
den Offnungen austritt, ist o4vy bzw. pA4v,. Jedoch ist¥; = v,9,
¥, = —v,0, wobei ¢ der Einheitsvektor in Geschwindigkeitsrichtung v, ist. Dann fin-
den wir
dp
dr
Da v} = 2g(h — h,) und v = 2g(h — h,) ist, erhalten wir fiir die zeitliche Anderung
des Impulses des Wassers

= A(v} — v) 0.

4B N .
d—f — oA 2g(h —hy —h + hy) § = oA 2g(h, — h1) B,
d. h,
dp
i =103kgm=3-103m?-2-:9,81ms=2-0,25m = 49 N.

Da sich vor dem Offnen der beiden Ventile das gesamte System in Ruhe befand, resul-
tiert aus dem Gesetz von der Erhaltung des Impulses, daB die zeitliche Anderung des
Impulses von Wagen und GefiB ebenso groB sein wird wie die zeitliche Anderung des
Impulses des Wassers, jedoch von entgegengesetzter Richtung. Um die Bewegung des
‘Wagens zu verhindern, muf8 man in der Richtung des Einheitsvektors g mit einer Kraft
vom Betrag

F= |:—1§, =0A2g(h, — hy) =49N

wirken.
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97. Eine Kugel aus einem Material der Dichte ¢, hat einen Durchmesser d = 2r. Wir lassen
diese Kugel in einer Flissigkeit mit der Viskositidt # und der Dichte g, frei fallen. Wie
grof} wird die Geschwindigkeit der Kugel nach der Zeit #, vom Beginn der Bewegung an
gemessen, und welchen Weg legt sie in dieser Zeit zuriick?

Losung

Wihrend der Bewegung der Kugel in einer viskosen Fliissigkeit wirken auf sie die Krifte
Eigengewicht, Auftrieb gemdB dem Archimedischen Gesetz sowie Widerstand nach dem
StokEesschen Gesetz. Dementsprechend nimmt die Bewegungsgleichung der Kugel die
Form an

ma = mg — @, Vg — 6mnrv

(V Volumen, v Geschwindigkeit, a Beschleunigung der Kugel) Mit m = Vp, fiir die
Masse der Kugel folgt nach Umformung

02 6mnr
a=g 1‘—'0— —71}.
g1

Wenn wir zur Abkiirzung einfiihren
g(l—e—z) =« und @‘=
€1 m
und
dv
T ar

beriicksichtigen, finden wir

(—1;=oc—ﬁv. )

Diese Differentialgleichung kann durch die Substitution o« — fv = u gelost werden, so
daB —dv = (1/B) du ist. Nach Einsetzen in Gl. (1) erhalten wir

1 du du
- = d.h, ——=8de.
gar_° w =F
Die Integration ergibt
.2 — aft+k. 1
—Inu=pt+ k; - = = gmms
so daB folgt
1
o — pv=

eft+k °
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98.

Fiir die Geschwindigkeit v zur Zeit ¢ erhalten wir
x — e—Bt+0
B

Den Wert der Integrationskonstante k bestimmen wir aus den Anfangsbedingungen.
Zur Zeit t = 0 war auch v = 0, so daB sich ergibt
1 1 —ef
0=a——, dh, e*=0a und v=3‘-(——Ee—).

ek
Nach Einsetzen der entsprechenden GréBen fiir « und g erhalten wir schlieSlich als
Geschwindigkeit

02
mg<1——) 6nnr
v = —Ql(l-exp [-——nt]).
m

6mnr

Fiir die zuriickgelegte Wegstrecke x gilt
dx

ar F
und damit

(1 —ef)

= — — e-Bt = — X oept &
f(l e fy dr t+ﬂ2e 2

Und nach Einsetzen der entsprechenden GréBen fiir « und g erhalten wir fiir die zuriick-

gelegte Wegstrecke

*= 6nnr £+ 36m2n2r?

fog) weld
& & (exp [— n_nrt] — 1).
m

Ermitteln Sie die Endgeschwindigkeit eines fallenden Regentropfens in Luft, wenn der
Tropfen als Kugel mit dem Radius r = 1-10-*m und die Viskositit der Luft mit
7n=18-10"*gcm!s~! angenommen wird.

Ldsung
Die Bewegungsgleichung des Regentropfens hat die Form
.4
ma = — T3 — 02) § — 6mro

(01 Wasserdichte, g, Luftdichte). Wenn der geschwindigkeitsabhidngige Luftwiderstand
einen solchen Wert erreicht hat (6x7rv), daB die rechte Seite der Gleichung gleich Null
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ist, bewegt sich von diesem Moment an der Tropfen gleichférmig geradlinig mit einer
konstanten Geschwindigkeit, die dpr Beziehung

4
3 nr3(ey — @2) g — 6mro =0

geniigt, d. h. mit der Geschwindigkeit

_ 2 —ed) 2%
n 9

= 12,1 ms-.

99. Welche Kapillardepression des in einem Glasrohr vom Radius » = 1-10-3m ent-
haltenen Quecksilbers tritt ein, wenn die Oberflichenspannung des Quecksilbers den
Wert 0 = 433 erg cm~2 (= 0,433 Nm m~2) hat und wenn
der Grenzwinkel ¢ zwischen Quecksilber und Glaswandung
120° ist?

R

Losung

Fiir das Absinken des Quecksilberspiegels um den Betrag 4
in der Kapillare gegeniiber dem Fliissigkeitsspiegel der Um- .
gebung gilt die Beziehung |
2 Bild 74
r'eg
(e Dichte, 0 Oberflichenspannung des Quecksilbers, »* Kriimmungsradius des Queck-
silbermeniskus). Aus Bild 74 folgt fiir » und »’ die Bezichung

7’ cos (180° — @) = r,

so daB wir finden
2¢ cos (180° — ¢) 2-433-0,5
— = ~ 3,2:10"3*m.
h pye 01 13,6981 32107 m
A Aufgaben
100. In einem zylindrischen Gefil vom Ra- gemessen, und in der Entfernung x von
dius r befindet sich eine Fliissigkeit der der Symmetrieachse unter der Voraus-
Dichte g. Das Gefif3 dreht sich um seine setzung, daB auf die Fliissigkeitsober-
Lingsachse mit konstanter Winkel- fliche der barometrische Druck wirkt.
geschwindigkeit . Die Fliissigkeits- 101. In der Seitenwand eines geschlossenen
oberfliche stabilisiert sich demnach in GefdBles 4 (Bild 75), das mit Wasser
Form eines Paraboloids. Ermitteln Sie gefiillt ist, befindet sich ein Steigrohr-
den Fliissigkeitsdruck in einer Tiefe A, anschluB B. Welcher Druck wirkt auf
auf der Symmetrieachse vom Scheitel- die freie Wasseroberfliche im Gefdl3 4,

punkt des Paraboloids aus nach unten wenn durch die Wirkung dieses Drucks
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102.

103.

104.

die Wassersdule in B um 1,5 m tiber der
in A steht und wenn der barometrische
AuBendruck 1 atm betrigt?

In einer bestimmten Hohe /4 iiber der
Erdoberfliche wurde ein Luftdruck der
Stiarke p = 0,5 atm gemessen. Bestim-
men Sie die Hohe A, wenn bei der Mes-
sung folgende Bedingungen galten:
Luftdruck an der Erdoberfliche po, =
= 1 atm, Luftdichte an der Erdober-
fliche go = 1,29 kg m~3, Lufttempera-
tur iiberall gleich.

In einem GefdB steht Wasser bis zur
Hohe 2 =1m. In einer senkrechten
Seitenwand ist eine Offnung vom Ra-
dius r = 0,2 m angebracht, deren Mit-
telpunkt in der H6he #; = 0,5 m iiber
dem Boden des Gefifles liegt. Sie ist mit
einem Deckel verschlossen. Bestimmen
Sie die Gesamtkraft, die auf den Deckel
wirkt.

N

(A

I,

Bild 76

Wie groB muB eine Kraft F sein, die
zum Hochstellen einer Faschine not-

105.

106.

107.

108.

109.

wendig ist, die unter der Einwirkung des
Wassers steht (Bild 76)? Die Masse der
Faschine sei m -= 250 kg, ihre Breite
b = 3 m, die Wassertiefe # = 1,5 m, der
Reibungskoeffizient der Faschine gegen
ihre Lager sei # = 0,3.

Ein Stiickchen Glas hat eine Masse von
m = 0,14 kg. In Wasser getaucht be-
trdgt seine scheinbare Masse nur noch
m’ = 0,084 kg. Wie gro8 ist die Dichte
des Glases?

Welche Kraft muB8 zum Heben eines
unter Wasser liegenden Steines auf-
gewendet werden, dessen Dichte ¢ =
=3-103kgm~3 betridgt und der in
Luft eine Masse von m; = 15 kghat?
Eine Hohlkugel aus Messing mit der
Dichte ¢ = 8,5-10%3 kgm~3, dem Au-
Bendurchmesser d; = 0,1 m und der
Wanddicke s =3-10"3m wird ins
Wasser- gelegt. Ermitteln Sie, ob die
Kugel schwimmt oder ob sie auf den
Boden sinkt.

Eine Messinghohlkugel der Masse
m = 0,3 kg taucht zur Hilfte ihres Vo-
lumens in Wasser ein. Bestimmen Sie
AuBendurchmesser und Wanddicke der
Kugel, wenn die Dichte des Messings
o = 8,4+10% kg m~3 betrigt.

Bild 77

Ein Ariometer (Bild 77) hat die Gestalt
einer Glasrohre, die in ihrem unteren
Ende in eine mit schwerer Substanz ge-
fiillte Kugel iibergeht. Der AuBen-
durchmesser des Rohres betrigt d =
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110.

111.

112.

113.

114.

‘ihre

=2,5-10"2m, der der Kugel d; =
=3-10"2m, die Gesamtmasse des
Ardometers ist m = 50 - 10-3 kg. Wie
groB ist die Dichte der Fliissigkeit, in
die das Geriit bis in die Tiefe # = 0,1 m,
von unten aus gemessen, eindringt?
Ein zylindrisches Gefid3 hat, vom Boden
aus gemessen, in den Hohen 4; und %,
zwei iibereinanderliegende Offnungen.
In welcher Hohe iiber dem GefdBboden
muB ein Fliissigkeitsspiegel liegen, da-
mit die ausstromende Fliissigkeit aus
beiden Offnungen gleich weit auf eine
waagerechte Ebene auftrifft, die mit dem
Boden des Gefilles zusammenfallt?
Mit welcher Geschwindigkeit strémt
Wasser aus der Offnung eines Behilters,
die in einer Hohe 4 = 0,15m iiber
dessen Boden liegt, wenn es in waage-
rechter Entfernung d = 0,2 m auf eine
Ebene trifft, die mit dem Behélterboden
zusammenfallt?

In welcher Zeit flieBt die Hilfte der in
einem zylindrischen GefdB mit dem
Querschnitt 4 enthaltenen Fliissigkeits-
menge durch eine kleine kreisférmige
Offnoung am Boden des GefiBes vom
Querschnitt A4;, wenn der Veren-
gungskoeffizient- des ausstromenden
Fliissigkeitsstrahls den Wert x# und
wenn der anfingliche Fliissigkeitsspiegel
im Gefid3 die Hohe %, hat?

Eine Injektionsspritze hat eine Kolben-
fliche der GréBe A; = 1,2+ 104 m?,
Offnung eine Fliche A, =
=1 -10"% m2. Wie lange flieBt aus der
waagerecht gehaltenen Spritze Wasser
aus, wenn auf den Kolben eine Kraft
F =49N ausgeiibt und der Kolben
dabei um einen Weg /[ =4-:10"2m
verschoben wird? Die innere Reibung
der Fliissigkeit wird vernachlissigt.
Aus einer Offnung mit der Querschnitts-
fliche 4 flieBt ein Wasserstrahl der
Dichte ¢ mit der Geschwindigkeit v in

115.

116.

117.

waagerechter Richtung aus und prallt
auf eine Wand, die sich mit der Ge-
schwindigkeit # < v in ‘gleicher Rich-
tung fortbewegt. Mit welcher Kraft
wirkt das Wasser auf die senkrechte
Wand, wenn wir annehmen, daB der
Wasserstrahl sich nach dem Aufprall
auf die Wand nach allen Seiten gleich-

- méBig verteilt (Bild 78)? Bei welcher Ge-

schwindigkeit « ist die an die Wand
iibertragene Leistung des Wasserstrahls
ein Maximum?

]

/
A ___4///,
——

[;—_—_?Q’ u
=
\\\\
\\
Bild 78

Eine Stahlkugel mit dem Radius » =
=2-103m und der Dichte ¢, =
= 17,7103 kg m~3 fillt frei in Ol der
Dichte ¢ = 0,9 - 103 kgm~3 und der
Viskositit 7 = 22 gcm=!s-!. Bestim-
men Sie die stationidre Endgeschwindig-
keit der fallenden Kugel.

Bestimmen Sie die Oberfidchenspan-
nung einer Fliissigkeit der Dichte ¢ =
= 0,9 - 10® kg m~3, die in einer Kapil-
lare vom Durchmesserd = 1,5 - 10-3m
um den Betragh” = 15 - 10~3 miber die
umgebende Fliissigkeit aufsteigt unter
der Voraussetzung volliger Benetzung.
Zwei Glaskapillaren mit den Radien
r1=1:10>m und r, =1,5-103m
sind in Wasser getaucht. Berechnen Sie
die Oberflichenspannung des Wassers,
wenn die Hohendifferenz der Wasser-
sdulen in beiden Kapillaren 4k =
= 4,9 - 10-3 m betrigt und wenn vollige
Benetzung vorausgesetzt wird.
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1.6. Schwingungen und Wellen. Akustik

Als ungedimpfte harmonische Bewegung wird die Bewegung eines Massenpunktes
bezeichnet, die unter der Wirkung einer Kraft erfolgt, die der Auslenkung des Massen-
punktes aus seiner Gleichgewichtslage proportional und zur Gleichgewichtslage,
dem sog. Mittelpunkt der harmonischen Bewegung, hin gerichtet ist. Im allgemeinen
Fall ist die Bahn der harmonischen Bewegung eines Massenpunktes elliptisch. Im
Sonderfall kann sie eine Kreisbahn oder auch eine Gerade sein. Die Bewegungs-
gleichung eines Massenpunktes der Masse m, der eine einfache harmonische un-
geddmpfte Bewegung auf einer Geraden ausfiihrt, hat die Form
m d*x = —kx,
dr?

wobei x die Auslenkung des Massenpunktes aus der Gleichgewichtslage und k& eine
Konstante darstellt, die jene elastischen Eigenschaften der Vorrichtung charakte-
risiert, durch die der Massenpunkt gezwungen wird, die harmonische Bewegung aus-
zufiihren. Die Zeitfunktion der Auslenkung als Losung der angegebenen Bewegungs-
gleichung hat die Form

x = x, cos (wt + @)

(w = \/ W » Xo Amplitude, ¢ Phasenkonstante, wt + ¢ Schwingungsphase). Fiir die
Periodendauer einer ungeddmpften harmonischen Bewegung gilt die Beziehung

Der Ausdruck v = 1/T wird als Schwingungsfrequenz bezeichnet.
Wenn auBer der Kraft F = —kx auf den Massenpunkt eine zur Geschwindigkeit des
sich bewegenden Korpers proportionale und der Geschwindigkeitsrichtung entgegen-
gesetzt gerichtete Kraft (Widerstand des Mediums) wirkt, dann fiihrt der Massen-
punkt eine gedimpfte harmonische Bewegung aus, und seine Bewegungsgleichung
nimmt die Form an

d2x dx

m = —kx—po—,
dr? ¢ dr

wobei o der Widerstandskoeffizient des betreffenden Mediums ist. Fiir eine periodi-
sche Bewegung lautet die Losung der Bewegungsgleichung (wg > b?)

x = xoe~ cos (wt + ), M
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inderb = g/2mund ® = v 02 — b?mitwe = v/ k/m ist. Wie aus der GI.(1) ersichtlich,
nimmt die Amplitude der Schwingung exponentiell mit der Zeit ab. Der Quotient
zweier aufeinanderfolgender maximaler Ausschldge nach der gleichen Seite wird als
Dédmpfung bezeichnet und ist durch die Beziehung

x(@) Xo€ % cos (wt + ¢) T

B xt+T) x0e *Dcosw( + T) + ¢]

gegeben, wobei T’ =27/w die Periode der gedimpften harmonischen Schwingung dar-
stellt. Der natiirliche Logarithmus der Dampfung ist das sog. logarithmische De-
krement 0, das durch die Beziehung gegeben ist

0 =1Ini=>HT.

Wenn auBer den obengenannten Kraften auf den Massenpunkt noch eine periodisch
verinderliche duBlere Kraft der Form F = F, sin w,¢ einwirkt, nimmt die Bewegungs-
gleichung des Massenpunktes die Form an

d?x

dx
m = —kx — p— + Fysin w,t.
dr? ¢ dt ° 2

Als Losung dieser Gleichung erhalten wir fiir den stationdren Zustand
X = X sin (w5t — @),

in der x, und ¢ Konstanten darstellen, die durch die Beziehungen

Fy
N m . tang 2w,b
0 = : =727
\/(cof — 03)? + 4b2w3 o] — w3

bestimmt werden, wobei w; = /k/m und b = o/2m ist.

Wir sprechen davon, daB3 ein Massenpunkt unter der Wirkung einer duleren Kraft
erzwungene Schwingungen ausfiihrt, und zwar mit der Kreisfrequenz dieser dueren
Kraft. Wie ersichtlich, ist-die Amplitude solcher erzwungener Schwingungen von w,
abhangig. Wenn w, so groB ist, daB x, einen maximalen Wert annimmt, dann tritt
Resonanz ein.

Wenn ein Massenpunkt gleichzeitig zwei verschiedene Schwingungsbewegungen aus-
fithren soll, dann ist in jedem Augenblick seiner resultierenden Bewegung die Aus-
lenkung aus seiner Gleichgewichtslage durch die Vektorsumme der Auslenkungen
gegeben, durch die der Massenpunkt im gegebenen Augenblick ausgezeichnet wire,
wenn er nur die eine bzw. die andere Schwingungsbewegung ausfithren wiirde. Wir
sprechen dann von einer Uberlagerung von Schwingungen. Wenn es sich um die Uber-
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lagerung von parallelen Schwingungen handelt, geht die angegebene Vektorsumme
der Auslenkungen in eine algebraische Summe iiber.

Wenn sich eine Schwingungsbewegung von einem Massenelement eines Mediums auf
andere ausbreitet, sprechen wir davon, daB durch das Medium eine Welle 1duft. Das
Medium befindet sich in wellenférmiger Bewegung. Wenn die Auslenkungen der
einzelnen Massenelemente des Mediums bei seiner wellenformigen Bewegung iiberall
und stets parallel zur Fortpflanzungsrichtung der Welle verlaufen, sprechen wir davon,
daB die Welle eine Lingswelle, eine Longitudinalwelle, ist. Wenn im Gegensatz hierzu
die Auslenkungen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle verlaufen, sprechen
wir von einer Querwelle, einer Transversalwelle. Fiir die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der Longitudinalwellen v, bzw. fiir die der Transversalwellen v, in einem be-
stimmten Medium gelten die Beziehungen

vl:\/£ bzw. vz=\/E
e e

[e Dichte des Mediums, E Zugelastizititsmodul, G Schubmodul (Torsionsmodul) des
Mediums].

- Da in fliissigen Medien (Gase und Fliissigkeiten) G = 0 ist, konnen sich in ihnen nur
Longitudinalwellen ausbreiten. Fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Wellen
in einem gasférmigen Medium gilt

v:\/z
4

(p Druck im Gas, g Dichte, » PoissoNsche Konstante, vgl. 2.3.).
Unter Wellenliinge verstehen wir die Strecke, die eine Welle innerhalb eines gegebenen
Mediums wahrend der Periodendauer T zuriicklegt. Hierfiir gilt

A =T,

wobei v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der entsprechenden Welle in dem betref-
fenden Medium ist.

Die Vibration ist ein Sonderfall der wellenférmigen Bewegung. Sie stellt eine stehende
Welle dar. Alle Elemente z. B. eines linearen Massengebildes fiithren bei Vibration
gleichzeitig eine Schwingungsbewegung aus. Die Amplitude der Schwingungen der
einzelnen Elemente ist jedoch nicht gleich, sie ist von der Lage des jeweiligen Elements
abhéngig. Diejenigen Elemente des Gebildes, die bei der Vibration eine Nullamplitude
haben, befinden sich wihrend der Vibration stindig in Ruhe. Man nennt die Punkte,
an denen sie sich befinden, Knoten. Diejenigen Punkte, an denen maximale Ampli-
tuden auftreten, werden dagegen Bduche genannt. Sie liegen immer zwischen zwei



124 1. Mechanik

Knoten. Der Abstand zwischen jeweils zwei benachbarten Knoten entspricht einer
halben Wellenlidnge, so daB3 der Abstand zwischen einem Knoten und dem ihm néchst-
liegenden Bauch A/4 betrigt. Die Punkte, die auf zwei verschiedenen Seiten eines
Knotens gleichauf liegen, haben eine Phasendifferenz vom Betrag . Man sagt, sie
schwingen mit entgegengesetzter Phase.

Auch fiir die Wellenldnge einer stehenden Welle gilt die Beziehung A = o7, in der v
die Geschwindigkeit der fortschreitenden Welle in einem Medium bedeutet, das sich
im Zustand einer stehenden Welle befindet. Fiir eine Saite, deren Léngeneinheit eine
Masse vom Betrag p hat und die durch eine Kraft F gespannt wird, gilt '

\/7
v=_[—.
i

Wenn eine Welle auf die ebene Trennfliche zweier verschiedener Medien auftrifft,
wird die Welle einmal in das urspriingliche Medium hinein reflektiert, zum anderen
aber tritt sie in das angrenzende Medium iiber. Wir sprechen dann von einer Wellen-
brechung. Es éndert sich jedoch fiir den iibertretenden Teil der Welle der Winkel
zwischen Fortpflanzungsrichtung und der auf der Trennfliche stehenden Normalen.
Dabei ist der Reflexionswinkel der Welle ¢, ihrem Einfallswinkel gleich. Einfalls-
winkel ¢, und Brechungswinkel ¢, erfiillen die Bedingung

singp; v,

sing, v, ’
in der v; bzw. v, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle im ersten bzw. zweiten
Medium bedeutet. Im Falle, daB v, > v, ist, wird ¢, > ¢;. In diesem Falle betragt
bei einem bestimmten Winkel ¢; = ¢, und @, = 90°. Wenn ¢, > ¢, ist, dann tritt
die Welle nicht mehr in das andere Medium iiber, und es entsteht Totalreflexion. Der
Winkel ¢o wird Grenzwinkel genannt.
Als Schall bezeichnen wir denjenigen Sonderfall einer Welle, die wir mit dem Gehor
wahrnehmen kénnen. Wenn die Quelle der Schallwellen und der Beobachter, der
diese wahrnimmt, zueinander relativ bewegt sind, dann duflert sich die Schallfrequenz
fiir den Beobachter anders als in dem Fall, da sich beide relativ zueinander in Ruhe
befinden. Wenn sich der Beobachter — bezogen auf das Medium (Luft, von der wir
voraussetzen, daB sie sich in Ruhe befindet) — mit einer Geschwindigkeit v und die
Schallquelle mit einer Geschwindigkeit « in gleicher Richtung bewegen, dann ist nach
dem Dopplerschen Prinzip der Zusammenhang zwischen der Schallfrequenz »’, die der
Beobachter wahrnimmt, und der Frequenz », die er wahrnehmen wiirde, wenn er sich
relativ zur Schallquelle in Ruhe befidnde, durch die Beziehung

c—v
Y =

c—u
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gegeben, in der ¢ die Schallgeschwindigkeit in Luft darstellt. Wenn v < u ist, dann ist
»' > v, Fiir den Fall, wo v und u einander entgegengerichtet sind, ndhern sich Beob-
achter und Schallquelle einander, und es gilt die Beziehung

gty

c—u
Unter dem Lautstiirkepegel eines beliebigen Schalls verstehen wir die durch die Be-
ziehung

J

Ig 7.
definierte GroBe, in der J die physikalische Intensitit des entsprechenden Schalls ist
und J, = 10~1¢ Wem~2 die sog. Schallschwelle, d. h. die physikalische Intensitat des
Normaltons mit einer Frequenz von 1000 Hz, die von einem durchschnittlichen
menschlichen Ohr gerade schon nicht mehr wahrgenommen wird, bedeutet. Unter der
Wellenintensitdt verstehen wir eine GroBe, die zahlenméBig der Energiemenge gleich-
kommt, die in der Zeiteinheit durch eine senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung der
Welle gelegene Flacheneinheit hindurchtritt.

B Beispiele

100. Ermitteln Sie Amplitude und Phasenkonstante der ungedimpften harmonischen Be-
wegung eines Massenpunktes auf einer Geraden, wenn der Massenpunkt zur Zeit ¢t = 0
durch die Auslenkung vom Betrag X, = 5 cm und die Geschwindigkeit v, = 20 cm s~*
ausgezeichnet war und seine Bewegungsfrequenz » = 1 s~! betrug.

Losung

Fiir die Auslenkung aus der Gleichgewichtslage gilt bei einer ungeddmpften harmoni-
schen Bewegung die Beziehung

‘X = X cos (ot + @),

in der die Amplitude x, und die Phasenkonstante ¢ aus den Anfangsbedingungen be-
stimmt werden konnen. Wegen

dx _ Xow sin (wt + ¢)
= ar = [ P
kann man entsprechend der Aufgabenstellung fiir den Zustand zur Zeit ¢ = 0 wie folgt

schreiben:

Xo == Xo COS ¢,
Vo = —Xow Sin @,
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101.

woraus resultiert

—_ 2 l’% '2 v(z’
Xo = X0_|_.CF= Xo+m=5,92cm

und weiterhin

Vo Vo
tangy = — —— =

Xow  Xo2nv —0,63693

oder
@ = —32°30".

Untersuchen Sie die Bewegung einer Kugel, die sich in einem geraden, durch den Erd-
mittelpunkt gehenden Kanal befindet, wenn vorausgesetzt wird, daB die im Erdinnern
auf die Kugel wirkende Kraft gerade proportional zum jeweiligen Abstand Massen-
punkt - Erdmittelpunkt ist. Die Kugel werde mit der Anfangsgeschwindigkeit Null in den
Kanal hinab losgelassen. Es ist die Zeit zu ermitteln, in der die Kugel von der Erdober-
fliche bis zum Erdmittelpunkt gelangt, sowie die Geschwindigkeit, mit der sie ihn pas-
siert. Der Erdradius betrédgt r = 6370 km.

Losung

In Bild 79 gilt fiir die Kraft, die gemdB der Aufgabenstel-
lung auf die Kugel wirkt,

F= —kx,
so daB sich
d2x k .
F = — ’;x Bild 79

ergibt. Auf der Erdoberfliche ist die angegebene Kraft gleich dem Gewicht der Kugel,
so daB man findet
mg

kr =mg, d.h., k = -

Man kann also weiter schreiben

$x __me __ £,

ds? mr r
und somit

d2x )

W T

wenn wir die Bezeichnung g/r = »? einfiihren.
Als Losung dieser Gleichung finden wir den Ausdruck

X = X c0s (wt + @).



1.6. Schwingungen und Wellen. Akustik 127

102.

Zur Zeit t =0ist x =r, d. h., xo = r und ¢ = 0, somit

g
X = Fr COS — L
r

Fiir die Zeit, welche die Kugel fiir den Weg bis zum Erdmittelpunkt benétigt, gilt

™
rcosA/f—t1=0, also A/£11=—,
r r 2

und damit finden wir

= EA/L — 20,8 min.
2N g TS

Fiir die Geschwindigkeit der Kugel gilt

Cdx A/?. /?
V= —=—¢ [—sm  [— L.
dr r r

Den Erdmittelpunkt passiert die Kugel demnach mit der Geschwindigkeit

vl=rJ£sin A/Etl = 7,9kms"1,
r r —_

Eine horizontal angeordnete kreisférmige Platte 4 (Bild 80) == -

rr—b—————d——y

fiihrt in senkrechter Richtung Schwingungen mit der Ampli- “}-———————-—
tude xo = 0,75 m aus. Wie groB darf die Schwingungsfre-

ol

quenz der Platte im Hochstfall sein, damit sich der Korper B, 8 »

der frei auf ihr liegt, nicht von seiner Unterlage ablost? I IQA
Bild 80

Losung

Die in der Aufgabe gestellte Bedingung wird dann erfiillt, wenn im Punkt mit der maxi-
malen Beschleunigung der Platte in abwiértiger Richtung diese maximale Beschleunigung
den Wert der Erdbeschleunigung erreicht. Fiir die Auslenkung der Platte aus ihrer
Gleichgewichtslage gilt

X = X, COS wt,
und fiir die Beschleunigung der Platte erhalten wir

d2x
dr?

= — xow? cos wt = —w?3x.

Die Beschleunigung hat also jeweils maximale Werte in den Punkten maximaler Aus-
lenkung. Die in der Aufgabe gestellte Bedingung wird also bei einem solchen maximalen
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103.

Wert fiir o erfiillt sein, fiir den gilt B
wxo =g, dh, o=2m= [£
Xo

woraus wir finden

1 [g 1 A/ 9,81 ms-2
p— — T — _—_— 0 5 5 _1.
Y 2 N Xxo 2 0,75 m _,__75_ /

Auf eine Waagschale der Masse M, die an einer Schraubenfeder mit dem Elastizitéts-
koeffizienten &k aufgehidngt ist (Bild 81), fillt aus der Hohe % ein K6rper der Masse m
und bleibt nach dem Aufschlag darauf liegen. Die Waagschale beginnt nunmehr, eine
Schwingbewegung auszufiihren. Es ist die Amplitude der Schwingung zu bestimmen.

Losung

Der Korper trifft auf die Waagschale mit einer Geschwindigkeit v, , deren Wert aus der
Beziehung

1 —_—

> mv? = mgh, d.h., v, = \/Zgh

resultiert.

Aus dem Gesetz von der Erhaltung des Impulses in einem abgeschlossenen System er-
halten wir die Beziehung

mvy = (m + M)v, /

in der v die Geschwindigkeit darstellt, mit der sich Waagschale und
Korper zusammen in Bewegung setzen. Fiir die Geschwindigkeit gilt

myv; m —
= 2gh.
m+ M m+M\/g

In der Anfangsstellung ist die Schraubenfeder aus der Gleichgewichts-
lage ausgezogen, in der sie sich im unbelasteten Zustand befinden wiirde. )
Fiir den Betrag der Auslenkung / gilt
M; .

Mg=kl, dh, I= -,f. Bild 81
Aus dem Satz von der Erhaltung der Energie, der besagt, daB die Arbeit, die Krifte
lidngs eines bestimmten Weges an einem Korper verrichten, gleich der Zunahme seiner
kinetischen Energie ist, ergibt sich

W= —kadx+(m+M)g(xo—l)= —%(m+M)vz,
l

2

1 1
5 KOG — ) = 5 (m o+ M) 28k + Gm o+ M) g0 — D,
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wobei x, zur maximalen Auslenkung der unbelasteten Feder aus ihrer urspriinglichen
Gleichgewichtslage gehort. Wenn wir in diese Gleichung / = Mg/k einsetzen, erhalten
wir nach der Umformung

» 2(M +m)g 2m?2gh MM + 2m)

— — 2
o k ° T T mk %2 g =0,

woraus folgt

Xo =

Mtm . A/m{gz+ 2m2gh
k PN T mi

Zusammen mit dem daraufgefallenen Gewicht wird die Waagschale eine Schwingung
um eine Gleichgewichtslage ausfiihren, die von der Gleichgewichtslage der unbelasteten
Schraubenfeder um den Betrag !’ entfernt ist, fiir den gilt

(m+ M)g =kl

Die Amplitude der Schwingung ist dann

, m?g? 2m*gh
A—xo l_'/kz +(M+m)k‘

104. Die Bewegung eines Massenpunktes wird durch die beiden Gleichungen x = a cos?kt
und y = a sin?kt bestimmt, wobei a und k£ Konstanten sind. Es ist die Bewegungsbahn
des Massenpunktes und das dieser Bahn entsprechende Bewegungsgesetz zu ermitteln.

Losung

Um die Bewegungsbahn zu ermitteln, streichen wir in den angefiihrten Gleichungen
die Zeit und erhalten

x+y=a.

Esist dies die Gleichung einer Geraden (Bild 82). Zur Zeit
t =0istxo = aund y, = 0, so daB} sich der Massenpunkt
zu diesem Augenblick im Punkt M, befindet. Zur Zeit
t, = w2k ist x; = 0 und y; = a, so daB sich der Massen-
punkt in M, befindet. Zur Zeit ¢, = 2¢; = =/k erhalten wir ——
x2 = a und y, = 0, so daB sich der Massenpunkt wieder . Bild 82

in M, befindet, von wo aus sich die ganze Bewegung wie-

derholt. Der Massenpunkt vollfithrt also auf der Strecke MM, eine Schwingungs-
bewegung, deren Periodendauer durch

T—TC
Tk

9 Hajko, Mechanik
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gegeben ist. Fiir die Geschwindigkeitskoordinaten des Massenpunktes gilt

vy = g—f = —2ak cos kt sin kt = —ak sin 2kt,
dy . .
o= = 2ak sin kt cos kt = ak sin 2kt.

Fiir den Wert der Geschwindigkeit ergibt sich somit
v = /02 + 02 = /2 ak sin 2kt.

Wenn wir die Entfernung des Massenpunktes vom Punkt M, (wo sich der Massenpunkt
zur Zeit ¢t = 0 befand) mit dem Symbol s bezeichnen, dann gilt offenbar

v= & _ \/EaksinZkt,
dr
so daB wir finden

§= - a;/Z cos 2kt + C.

Der Wert der Konstanten C resultiert aus den Anfangsbedingungen, die besagen, daB
zur Zeit t = 0 auch s = 0 ist.
Es ist

c=2

2
2 ’

und damit nimmt das Bewegungsgesetz die Form an:

s = 0\2/5 (1 — cos 2kt) = a\/fsin2 kt.

105. Wie groB ist die Frequenz der ungedimpften harmonischen Bewegung eines Massen-
punktes der Masse m = 0,002 kg, wenn die Amplitude seiner Schwingung x, = 0,1 m
und seine Gesamtenergie bei dieser Bewegung gleich 1 Joule ist?

Losung

Die Gesamtenergie eines Massenpunktes, der eine ungedimpfte harmonische Schwin-

gung ausfiihrt, ist durch die Summe von kinetischer und potentieller Energie gegeben:
W = Wk + Wp.

Da x = x, cos (wt + @) ist, ergibt sich die Geschwindigkeit zu

v—dx——stin(wt+ ).
_dt— 0 ¢9
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106.

o*

so daB wir finden

1 1
Wy = 5 my? = > mxZo? sin? (ot + ).

Fiir die potentielle Energie eines Massenpunktes, der sich in einem Abstand x von seiner
Gleichgewichtslage befindet, gilt

x
1 1
W, = ka dx = > kx* = > mxiw? cos? (wf + @),
o

da w? = k/m ist. Die Gesamtenergie ist dann
1 2 1 2,2 2 2,2
W=W,,+Wk=—2—mx(2,w=?mx§4ﬂ:v=2nmxov.

Fiir die gesuchte Frequenz erhalten wir somit

W 13
_ - — 50,3551,
Y A/ G — 2-986-2-10°kgl02m? 2> -

Wie groB ist das logarithmische Dekrement bei der harmonischen gedimpften Schwin-
gung eines Massenpunktes, wenn dieser nach 10 s Bewegungsdauer 50 9 seiner mechani-
schen Energie verliert und wenn die Periodendauer der gedimpften Schwingung den
Wert T = 2 s hat?

Losung

Die Gesamtenergie eines Massenpunktes, der eine harmonische Bewegung ausfiihrt, ist.
in einem bestimmten Augenblick ¢ durch die Beziehung

gegeben, in der die GroBe x,, seine momentane Schwingungsamplitude darstellt. Es
gilt also

1
T I42
wo_ T g
wo 1., k2’
° 7kx§ 0
d h,
th_l
Xo 2
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107.

108.

Es ergibt sich weiterhin

t
Xot _ XQC_GT —d-t— _ 1
— = =€ T = ——,
Xo Xo V2
so daB} wir finden
t 1 T 2s
—0 — = — — h, 6=—In2=—nor =0 .
7 5 In2, d.h, > In 571 050,693 ,0693

Bei der Beobachtung einer geddmpften Schwingung wurde festgestellt, daB sich die
Schwingungsamplitude nach zwei aufeinanderfolgenden Auslenkungen auf die gleiche
Seite um 609 verringerte und daf3 die Periodendauer T = 0,5 s betrug.

Ermitteln Sie die Didmpfungskonstante sowie die Frequenz der ungedimpften Schwin-
gung, die unter sonst gleichen Bedingungen vorliegen wiirde.

Losung

Fiir das logarithmische Dekrement der geddimpften Schwingung gilt
5=In2 =pT.
X2

GemilB der Beobachtung finden wir x, =*/10 X1, so daB wir fiir den Didmpfungs-
koeffizienten bekommen

Fiir die Kreisfrequenz der ungeddmpften Schwingung gilt
0 = w? 4 b2

und fiir die Frequenz

b2 1 b? 1 (1,83s°1)2 :
= p2 —_— = — —_— 2 = -2
=t Tt T oy T 4,0848 577
also
vo = 2,025
Die Resonanzamplitude eines Massenpunktes, der eine erzwungene harmonische

Schwingung ausfiihrt, ist zu berechnen, wenn seine Masse m = 0,1 kg, die Kreisfrequenz
seiner Eigenschwingung w, = 20 s~*, der Ddmpfungskoeffizient b =3s-* sowie die an-
greifende Kraft F = 10 N ist.
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109.

Losung

Fiir die Amplitude eines Massenpunktes, der eine erzwungene Schwingung vollfiihrt,
gilt die Beziehung
F

m
N \/(wf, — 0?)? + 4b%w? )

Sie wird fiir einen solchen Wert der Kreisfrequenz wg,, maximal sein, fiir den

Xo

de _

dw
ist, d. h. fiir den der Nenner des oben angegebenen Ausdrucks ein Minimum aufweist.
Dies ist demnach dann der Fall, wenn

—2(0? - w?) 20 + 8520 = 0
ist. Fiir die gesuchte Resonanzkreisfrequenz ergibt sich aus dieser Gleichung

Wpes = /03 — 267 = 19,5457,

und fiir die Resonanzamplitude erhalten wir nach Einsetzen von wg, in den Ausdruck
fiir xo den Wert
F

m

XORes = ———F———
RS b JaR — b

Ermitteln Sie Amplitude und Phasenkonstante einer resultierenden harmonischen
Schwingung, die durch Uberlagerung zweier zueinander parallel verlaufender Schwin-
gungsbewegungen

X1 = Xo1 cos (0t + @1); X2 = Xo2 cOS (wf + @3)

= 84,3 cm = 0,843 m.

entsteht, wenn x; = xo, = 0,05 m, ¢; = 30°, ¢, = 60° betrigt.

Losung

Fiir die resultierende Bewegung wird gelten:
X = X; + X2 = Xo1 €08 (0t + @1) + X0z cos (wt + ;) =
= Xo1(cos wf cos p; — sin wt sin ¢;) 4 x02(cos ot cos g, — sin wt sin g,) =
= COS Wt(Xo1 COS @1 -+ Xo2 COS @2) — sin wi(xoy Sin @1 + Xo2 Sin @2).
Mit den Bezeichnungen
X031 COS @1 + Xo2 COS @2 = Xo COS @;

Xo1 8in @1 + Xo2 Sin @, = X, sin ¢ @
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erhalten wir
X = xo (cos wt cos ¢ — sin ¢ sin ¢) = x, cos (o + @).

Das bedeutet: Die resultierende Bewegung ist ebenfalls eine harmonische mit der
gleichen Frequenz, mit der Amplitude x, und der Phasenkonstanten g, fiir die sich aus
Gl. (1) ergibt

Xo = \/x%1 + X3z + 2X01Xo02 €08 (P2 — 1) = 0,0965 m;

__ Xo1 Singy + Xo2 Sin 2

tan ¢
X01COS @1 + Xo2COS @2

=1, also ¢ =45°

110. Zwei parallele Schwingungsbewegungen von gleicher Amplitude und gleicher Phasen-
konstante mit einer Periodendauer nur geringen Unterschiedes (7; = 3sund 7, = 3,1 s)
tiberlagern sich zu einer resultierenden Bewegung. Ermitteln Sie die Periodendauer der
resultierenden Schwingung und die der Schwebung.

Losung

Fiir die einzelnen Schwingungsbewegungen kann geschrieben werden:
X1 = Xo Sin (w4t _+ @); Xz = Xo sin (wzt. + @).
Fiir die resultierende Schwingung wird dann gelten:

X = X1 + X2 = Xo sin (03¢ + @) + xo sin (wot + @) =

= 2x, COS

W, —wy . (o + 0,
t sin

5 2 t+¢).

Demnach konnen wir fiir die Periodendauer der resultierenden Schwingung schreiben

T— 2 . 4 _ 2 _ 2 _
—w1+w2_w1—|—w2_w1 wz_l 1
2 2r 2n T1 T2
2T, T,
= —— =305s.
I, +T;

Da sich die Amplitude der resultierenden Schwingung mit der Zeit periodisch dndert,
konnen wir fiir die Periodendauer der Amplitudeninderung schreiben
T — 2w _ 4

W; — W @1 — W2

2

Wihrend einer Periode der Amplitudeninderung entstehen zwei Verstirkungen und
zwei Abschwichungen der Amplitude, d. h. zwei Schwebungen, deshalb kénnen wir fiir
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die Periodendauer der Schwebung schreiben:

2w 1 1 T,T, ;
T = = = = = 3 S.
w; — W, w, W, 1 1 T, — Ty —_

2r 2n T T,

111. Ermitteln Sie die Bahn der resultierenden Bewegung, die bei der Uberlagerung zweier
senkrecht zueinander gerichteter harmonischer Schwingungsbewegungen mit gleichen
Amplituden der GroBle 4 = xo = yo = 0,05 m und gleicher Periodendauer, wenn die
Phasendifferenz beider Bewegungen gleich =/2 ist.

Losung

. Fiir die resultierende harmonische Bewegung, die durch Uberlagerung der beiden an-

gegebenen harmonischen Bewegungen auf zwei senkrecht zueinander orientierten
Geraden entsteht, gilt allgemein

7 = d cos wt + b sin ot = (a, cos wt + b, sin wt) i + (a, cos ot + b, sin of) J.
Wenn wir festhalten:

ax = Xosin @y, a, = yosing,,

by = X0C08 x, by, =yocos gy,
dann gilt

Xo =+ Ja2 + b2, yo=++@+ 02

tan ¢, = %, tan p, = Z—z.

Beide vorstehend angefiihrten Wurzeln sind mit positivem Vorzeichen versehen, weil
die GroBen x, bzw. y, die Bedeutung von Amplituden harmonischer Bewegungen
“haben; sie konnen daher nur positiv sein. Danach ergibt sich

ax cos wt + b, sin wt = x, sin (ot + @y),
a, cos t + b, sin wt = y, sin (0t + @;)
und 7 = xo sin (ot + @5) I + yo sin (ot + ,) j.

Die in Richtung der x-Achse stattfindende Bewegung ist gegeniiber der in Richtung der
y-Achse verlaufenden durch ein Vorauseilen der Phase gekennzeichnet: ¢, — ¢,. Durch
geeignete Wahl des Anfangszeitpunkts aber konnen wir erreichen, daB ¢, = 0 ist.
Wenn wir dann schreiben ¢, = ¢ und ¢, = 0, erhalten wir

7 = xo sin (0 + @) I + yosin ot j.
In unserem Fall ist ¢ = =/2 und xo = yo = 4 = 0,05 m. Damit ergibt sich

F=Acoswt i+ Asin wt-j,
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112.

113.

da
Acoswt =x, Asinot =y
und
r* =x*+y?%,
wobei » = 4 = 0,05 m ist. Demnach ist die Bahn der resultierenden harmonischen
Bewegung eine Kreislinie vom Radius » = 0,05 m.

Longitudinalwellen in Stahl sollen sich mit einer Geschwindigkeit »; = 5100 m s~!
ausbreiten. Wie grof3 ist demnach die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Transversal-
wellen, wenn die PoissoN-Zahl ¢ = 3,1 ist?

Losung

Fiir die Fortpflanzung der Longitudinalwellen mit der Geschwindigkeit v, und die der
Transversalwellen mit v, gelten in einem bestimmten Medium die Beziehungen

A/E A/E
Uy = —, U2 = -
e 4

(E Zugelastizititsmodul, G Schubmodul, ¢ Dichte des entsprechenden Stoffes). Aber
es ist auch

G = HE _ _ ad ov?
2u+1)  2u+1 Y
so dal3 wir erhalten
pov? J © -
vy = _— = ———— =5100ms~!-0,61 = 3111 ms-1,
2 A/2(;»+1)e N2 D _, e

In einer KunDTschen ROhre erzeugen wir mittels eines Stahlstabs der Linge / = 1,20 m
eine stehende Welle. Die Rohre ist mit Wasserstoff gefiillt; der Abstand zwischen zwei
benachbarten Knoten der stehenden Welle wurde durch Messung zu 0,288 m bestimmt.
Wie groB ist die Schallgeschwindigkeit im Wasserstoff, wenn diejenige im verwendeten
Stahl mit vs = 5300 m s~ angegeben wurde? '

Losung

Fiir die im Stab entstehende Wellenldnge gilt

lS = UsT
und fiir die Wellenldnge im Wasserstoff entsprechend
A =T.

Durch Dividieren beider Gleichungen ergibt sich

e

<&

b
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114.

so daB wir fiir die gesuchte Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle im Wasserstoff

erhalten
A

UV = — Us.

Dais=2/=240mund 4 = 20,288 m = 0,576 m ist, ergibt sich die-Geschwindig-
keit im Wasserstoff zu
_ 0,576 m
"~ 240m

+5300m s~ = 1272 m s,

Die Schallgeschwindigkeit in Sauerstoff betrigt unter Normalbedingungen 317,2 ms-1,
Wie groB ist das Verhiltnis der spezifischen Wirmekapazitidten (Porssonsche Kon-
stante) » = ¢,/c, fiir den Sauerstoff?

Losung

Als Normalbedingungen bezeichnen wir die, bei denen die Gastemperatur ¢ = 0 °C
und der Gasdruck p = 1 atm betrégt. Fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Schalls
gilt im Gas die Beziehung

(e Gasdichte, p Gasdruck).
Hieraus folgt

_o?

W = —

p

Die Sauerstoffdichte unter Normalbedingungen bestimmen wir unter Zuhilfenahme der
Kenntnis, daB bei diesen ein Grammolekiil Sauerstoff (und dariiber hinaus jedes anderen
Gases iiberhaupt) ein-Volumen von ¥V, = 22,4 1 beansprucht. Es ist also

Iz 32g 32g

= = = = 1.428 - 10-3 -3
= Y= %A1 mA 10vems A8 107 gem™,

wobei m = 32 g die Masse eines Grammolekiils Sauerstoff bedeutet. Fiir den Druck p
kann dann geschrieben werden

p =1atm = 1,01325-10° Nm~2 = 1,01325 - 10° gcm~1s-2.

Wir erhalten schlieBlich

= 1,428 - 103 gcm=3 (3,172)2 - 108 cm? s~2

)
1,01325 - 108 525
cm

=1,42.
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115.

116.

Die Grundfrequenz einer Saite der Linge / = 2 m mit einer Masse je Lingeneinheit von
4 = 1,5 gcm~! habe den Wert » = 2 s~1. Durch welche Kraft wird die Saite gespannt?

Lésung

Fiir die Grundwellenfrequenz einer Saite gilt die Beziehung

v
Y= —,
2]
in der v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Transversalwelle in der Saite bedeutet.
Weiter gilt _ '
F
v= [—,

»

s

wobei F die Kraft darstellt, mit der die Saite gespannt wird. u ist die Masse der Lingen-
einheit. Nach Einsetzen des Wertes fiir v erhalten wir ’

A/F
u
21

Y= —

’

so daB sich ergibt

F=4Pv?y =4+4-10*cm?+4s2-1,5gcm! = 96-10*gcms=2 = 9,6 N.

Bis zu welchem maximalen Einfallswinkel darf eine Schallwelle auf die Trennfliche
zwischen den beiden Medien Luft und Wasser auftreffen, damit sie noch ins Wasser
iibertritt? Die Schallgeschwindigkeit im Wasser sei v, = 1450 m s~!, in Luft bei ge-
gebener Temperatur v; = 340 m s~2,

Losung

Der Schall wird bei allen jenen Einfallswinkeln ins Wasser iibertreten, die kleiner sind
als der Grenzwinkel ¢,, fiir den gilt

singo _ s d b, sin o 340 ms-? _
xS = = as0ms T
Slnf

= 0,23448, also o = 13°33’,

Damit die Schallwelle ins Wasser iibertritt, muB also ihr Einfallswinkel kleiner als der
berechnete Wert von 13° 33’ sein.
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117. Ein Beobachter bewegt sich auf der geraden Verbindungslinie mit einer Geschwindigkeit

118.

v =10ms-! auf eine Schallquelle zu, die sich ihrerseits mit der Geschwindigkeit
u = 5 m s~ in Richtung auf den Beobachter zu bewegt. Beide Geschwindigkeitsangaben
beziehen sich auf das ruhende Medium Luft, in dem sich der Schall ausbreitet. Welche
Schallfrequenz nimmt der Beobachter wahr, wenn die Schallquelle einen Ton von der
Frequenz » = 500 s~ erzeugt und wenn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalls
bei der gegebenen Temperatur ¢ = 340 m s~* betrigt?

Losung

Nach dem DoppLERschen Prinzip gilt fiir die Frequenz, die vom Beobachter wahr-
genommen wird, im vorliegenden Fall

, c¢+v (340 + 10) m s~

- = 50051 = 52251,
V= e Tw’ T TG0 —5Hmst 08 s

Um welchen Betrag steigt der Schallpegel, wenn sich die physikalische Intensitit eines
Schalls auf das 5fache erhoht?

Losung

Fiir den Lautstédrkepegel eines beliebigen Schalls, der in der Einheit Dezibel ausgedriickt
wird, gilt die Beziechung

J
L=101g =
g 7’
in der Jo = 10-1¢ W cm~2 die Intensitit der Schallquelle eines Normaltons von 1000 Hz
darstellt, die gerade schon nicht mehr wahrgenommen werden kann. Wenn die Intensitét

eines beliebigen Schalls zunichst den Wert J; hat und dann auf J, = 5 J, ansteigt, dann
gilt fiir die Lautstirkepegel dieser Schallerscheinungen

J
L1=101gJ—1,
o

Js 57,
L,=101g=2 =101g =%,
2 A &7
Es ergibt sich also
5J J
L, —L; =10 (1g—‘ — 1g—‘> =101g 5 ~ 7dB.
Jo To ==

Der Lautstédrkepegel erhoht sich also annihernd um 7 Dezibel.
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A

118.

119.

120.

121.

122,

123.

Aufgaben

Berechnen Sie die Periodendauer der
harmonischen Bewegung eines Massen-
punktes der Masse m = 0,010 kg, wenn
die Kraft, welche die Schwingung dieses
Massenpunktes verursacht, bei der Aus-
lenkung x = 0,03 m den Wert F =
= 0,05 N aufweist.

Eine horizontale Platte fiihrt in waage-
rechter Richtung eine harmonische Be-
wegung mit der Periodendauer T=35s
aus. Ein Korper, der auf der Platte liegt,
beginnt auf ihr zu gleiten, wenn die
Amplitude der Schwingungen den Wert
Xo = 0,5m erreicht. Wie groB ist der
Reibungskoeffizient zwischen der Platte
und dem auf ihr aufliegenden Korper?
Auf einer Platte liegt ein KGrper mit
der Masse m = 2 kg. Die Platte fiihrt
eine harmonische Bewegung mit der
Periodendauer T = 0,5 s und der Am-
plitude x, = 0,03 m in vertikaler Rich-
tung aus. Definieren Sie die Kraft F,,,
mit welcher der Korper auf die Platte
wirkt, und berechnen Sie die Ampli-
tude dieser Kraft. -

Das logarithmische Dekrement ge-
ddmpfter harmonischer Schwingungen
habe den Wert 6 = 0,02. Berechnen Sie,
um welchen Betrag sich die Schwin-
gungsamplitude nach 100 Schwingungen
des Massenpunktes verringert.

Wie grof3 ist der Dampfungskoeffizient
der gedimpften harmonischen Schwin-
gungen eines Massenpunktes, wenn der
Quotient zweier aufeinanderfolgender
maximaler Auslenkungen des Massen-
punktes zur gleichen Seite hin gleich 2
ist und wenn die Periodendauer der ge-
diampften Schwingung den Wert T =
=0,5shat?Wie gro8 wire die Perioden-
dauer der ungedimpften Schwingung
unter sonst gleichen Bedingungen?

Ein Eisenbahnwaggon hat einschlieSlich
Last eine Masse m = 50000 kg. Es

124.

125.

126.

127.

128.

wurde festgestellt, daB der Waggon,
der vier Federn hat, bei einer Geschwin-
digkeit v = 12 m s~! heftig zu schwan-
ken beginnt, was durch das Uberfahren
der SchienenstoBe verursacht wird. Die
Schienenlidnge betrigt / = 12,8 m. Wie
groB ist der Elastizitidtskoeffizient der
Federn, wenn wir eine Dampfung ver-
nachlidssigen?

Ermitteln Sie die Amplitude der resul-
tierenden harmonischen Bewegung, die
durch Uberlagerung zweier gleich ge-
richteter harmonischer Schwingungen
von gleicher Periodendauer und den
Amplituden 0,03m und 0,05m ent-
steht, deren Phasendifferenz 60° be-
tragt.

Zwei harmonische Schwingungen mit
anndhernd gleichen Frequenzen iiber-
lagern sich zu einer resultierenden
Schwingung, die fiinf Schwebungen in
der Sekunde aufweist. Eine der Fre-
quenzen hat den Wert f; = 40 s~*. Wie
groB ist die andere Frequenz?
Ermitteln Sie die Bahn der resultieren-
den Bewegung, die bei Uberlagerung
zweier senkrecht zueinander gerichteter
harmonischer Schwingungen mit den
Amplituden 0,03 m und 0,05 m gleicher

- Periodendauer und gleicher Phasen ent-

steht.
DieFortpflanzungsgeschwindigkeiteiner
Schallwelle betrdgt unter bestimmten
Bedingungen in Luft v; = 330m s-?
und in Wasser v, = 1450 ms~!. Die
Normalenrichtungder Luftwelleschliet
mit dem Wasserspiegel den Winkel
@ = 80° ein. Welcher Winkel entsteht
beim Eintritt ins Wasser?

Eine stehende Welle entstand durch
Uberlagerung zweier Wellen mit der
Frequenz » = 475s~!. Der Abstand
zweier benachbarter Knoten betrigt
1,5m. Wie groB ist die Ausbreitungs-
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129.

130.

131.

132.

geschwindigkeit der Welle in dem Me-
dium?

Berechnen Sie die Ausbreitungsge-
schwindigkeit von Longitudinal- und
Transversalwellen in Stahl der Dichte
¢e=178-102kgm3, wenn der Zug-
elastizitdtsmodul des betreffenden Stahls
den Wert E = 2 - 105 N mm-~2 und der
Schubmodul den Wert G = 0,8 x
x 105 N - mm~2 hat?

Wie groB ist die Schallgeschwindigkeit
in Luft der Temperatur #; = 10 °C,
wenn sie bei einer Temperatur ¢, =20 °C
den Wert v, = 340 m s~! hat?
Ermitteln Sie das Verhiltnis der spezifi-
schen Wirmekapazitdten (PoissoNsche
Zahl) » = c,/c, fiir Helium, wenn be-
kannt ist, daB die Schallgeschwindigkeit
im Helium bei Normalbedingungen
v = 940 m s~ betrigt.

Mit Hilfe der KunpTschen Réhre soll
die Schallgeschwindigkeit in Holz er-
mittelt werden.- Ein Holzstab, mit dem
in der KunpTschen Réhre eine stehende
Welle erzeugt wird, hat die Linge
! = 1,35 m. Durch Messung wurde der
Abstand benachbarter Knoten der ste-
henden Welle im Rohr zu 0,1 m be-
stimmt. Wie groB ist die Schallgeschwin-
digkeit in Holz, wenn sie bei gleicher
Temperatur in Luft den Wert v, =
= 340 m s~! hat?

133.

134.

135.

136.

Eine Lokomotive nihert sich einem Be-
obachter mit der Geschwindigkeit v =
20 ms~t. Wie hoch ist der Grundton
desPfeifsignals der Lokomotive, den der
in Ruhe befindliche Beobachter wahr-
nimmt, wenn ihn der Lokfiihrer mit
einer Frequenz » = 300s-! hort und
wenn die Schallgeschwindigkeit in Luft
unter den gegebenen Umstinden den
Wert vo = 340 m s~! hat?

Ein Auto nihert sich einem Radfahrer.
Beide bewegen sich relativ zur StrafBe
mit den Geschwindigkeiten u =
72kmh~* bzw. v = 5 m s~! aufeinander
zu. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit
des von der Autohupe ausgehenden
Schalls hat bei gegebener Temperatur
den Wert ¢ = 340 m s~*. Ermitteln Sie,
auf das Wievielfache erhoht der Rad-
fahrer den Ton des Hupsignals wahr-
nimmt.

Wenn wir eine Saite um 10 cm kiirzen,
erhoht sich ihre Grundfrequenz auf das
1,5fache. Berechnen Sie die urspriing-
liche Linge der Saite, wenn in beiden
Fillen ihre Spannung gleich groB ist.
Wie grof ist die physikalische Schall-
intensitdt, wenn der Lautstidrkepegel
des Schalls den Wert L = 50 dB an-
nimmt?



2. Wirmelehre und Molekularphysik

2.1. Thermometrie und Kalorimetrie

Als Wiirme bezeichnen wir das objektive MaB einer Eigenschaft von Korpern, die bei
einer Beriihrung des Korpers in uns Wiarmeempfindungen hervorruft. Es ist dies eine
ZustandsgroBe, und wir messen sie in der Weise, daB3 wir den einzelnen Wirme-
zustdnden der Korper entsprechend einer bestimmten Vorschrift Zahlenwerte zu-
ordnen. Auf diese Weise schaffen wir uns eine Temperaturskale.

In der Praxis messen wir Temperaturen gewohnlich mit Hilfe des Warmeausdehnungs-
vermoOgens von Fliissigkeiten oder der Warmeausdehnung von Gasen.

Wenn das Volumen einer beliebigen Fliissigkeit, das sich unter dem EinfluB von
Wirme vergroBert, bei der Gefriertemperatur des Wassers den Wert V,, bei der
Siedetemperatur des Wassers den Wert Vo und bei der gemessenen Temperatur den
Wert V aufweist, dann wird die Temperatur wie folgt festgelegt:

t=Y=Yo qj0°c, 1)

100 — ]

Wenn wir die Temperatur mit Hilfe von Gasdruckénderungen bei konstantem Volu-
men messen, wird die Temperatur — die sog. Gastemperatur — durch

t=-P =P 100°C )]
Pioo — Do

bestimmt (p, Gasdruck bei der Gefriertemperatur des Wassers, p; oo Gasdruck bei der
Siedetemperatur, p Gasdruck bei der gemessenen Temperatur).

Oft erweist es sich als zweckmiBig, die Temperatur in der sog. absoluten oder
KEeLvIN-Temperaturskale anzugeben. Der Zusammenhang zwischen der in der
CELsius-Skale ausgedriickten Temperatur (¢) und der in der KeLvIN-Skale angegebe-
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nen (7)) wird durch die Beziehung definiert:
T =T, + t,wobei T, = 273,15 K ist.

Temperaturdiﬁ'érenzen AT = At werden in der Einheit Kelvin (K) gemessen.

Mit der Anderung der Temperatur eines Korpers dndern sich auch dessen Abmes-
sungen. Wir wollen hier die Léngen-, Flichen- und Volumenausdehnung der Korper
betrachten.

Bei der Temperatur 0 °C sei die Linge eines festen Stabes gleich /,, dann wird -
nach fliichtiger Betrachtung — bei einer Temperatur 7 seine Linge / durch die Beziechung

I=1(1 + ot)

angegeben (« Koeffizient der thermischen Liingenausdehnung). Er ist durch die Be-
ziehung
d/
*K = — —
I, dt
festgelegt.
Die Abhingigkeit des Volumens fester Korper V' von ihrer jeweiligen Temperatur

wird — ebenfalls anndhernd — durch die Beziehung
V="Vl + pt)

angegeben (V, Korpervolumen bei 0 °C, ¢ in CELsIUs-Skale gemessene Korpertem-
peratur und § Koeffizient der thermischen Volumenausdehnung);

Bei Korpern, die aus isotropen Substanzen bestehen, hiangt f mit dem Koeffizienten
der thermischen Langenausdehnung durch die Beziehung zusammen:

f = 3u.

Bei Fliissigkeiten ist nur die thermische Volumenausdehnung bedeutsam. Wenn ¥,
das Fliissigkeitsvolumen in einem Gefd8 bei der Temperatur ¢, und ¥ das Volumen
bedeutet, das von der Fliissigkeit bei der Temperatur ¢ eingenommen wird, dann gibt
der Ausdruck

nur den Durchschnittswert des scheinbaren Koeffizienten der Volumenénderung an,
denn bei der Temperaturdnderung @ndert sich natiirlich auch das Volumen des Ge-
fiBes. Wenn B den Koeffizienten der Volumenausdehnung des GefiBes bedeutet,
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dann ist der tatsdchliche Wert des durchschnittlichen Koeffizienten der Volumen-
ausdehnung der Fliissigkeit bestimmt durch

B = Bs + Beo-

Bei gegenseitiger Beriihrung zweier oder mehrerer Korper von ungleicher Temperatur
tritt nach einer bestimmten Zeit Temperaturausgleich ein. In genauer Ubereinstim-
mung mit unserer Beobachtung erkldren wir uns diesen Sachverhalt mit der Vor-
stellung, daB Korper mit hoherer Temperatur Warme an solche mit geringerer
Temperatur abgeben, und zwar so lange, bis ihre Temperaturen sich ausgeglichen
haben.

Wenn ein System von Korpern von seiner Umgebung thermisch vollkommen iso-
liert ist und wenn die einzelnen K6rper des Systems Energie untereinander nur durch
Wiérme austauschen kdnnen, dann ist die Summe der jeweils abgegebenen gleich der
Summe der aufgenommenen Wirme (Gesetz von der Erhaltung der Wiirme).

Uber die physikalische Natur der Wirme vgl. 2.3.

Wenn wir unter der Wirmekapazitit eines Stoffes C die zu seiner Erwdrmung um
1 K notwendige Warme und unter der spezifischen Wirmekapazitiit ¢ die Warme-
kapazitat einer Masseeinheit des betreffenden Stoffes verstehen, dann gilt

o

C = —

m

b

und die Warmemenge, die ein Kérper bei Anderung seiner Temperatur von ¢, auf
t, aufnimmt, ist durch die Beziehung

1
0 =tlfmc dr

gegeben, in der m die Masse des Stoffes bedeutet.
Wenn die spezifische Warmekapazitdt konstant ist, so ergibt sich

0 =mc(t, — ty).

Die Wirmemenge, die ein Stoff bei Anderung seiner Temperatur von ¢, auf ¢, ab-
gibt, ist durch die Beziehung

Q' =—-0=mc(t; — 1)

gegeben. Wirmemengen werden in Kalorimetern gemessen. Als den Wasserwert
eines Kalorimeters bezeichnen wir die Warmekapazitit des gesamten inneren Teils
des Kalorimeters, dessen Temperatur sich beim MeBvorgang verdndert. Wenn die
Wassermasse im Kalorimeter mit m, angegeben wird, ihre spezifische Warmekapa-
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zitit ¢, ist und die Massen, die sich bei der Messung erwirmen, m,, m,, ms, ...
sind, deren spezifische Wirmekapazititen jeweils ¢y, c,, cs, ... betragen, dann ist der
Wasserwert des Kalorimeters durch die Beziehung

Cw = moCo + mycy + myc, + ...

gegeben.

B Beispiele

119. Ein bestimmtes Volumen des Gases Wasserstoff ist in einem GefdB8 eingeschlossen,
dessen Eigenvolumen konstant ist. Der Wasserstoff habe in tauendem Eis einen Druck
von po = 1000 Torr. Wenn wir das GefdB3 in ein Warmbad tauchen, so steigt der Druck
des in ihm eingeschlossenen Wasserstoffs um den Betrag 4p = 217 Torr an. Berechnen
Sie die Temperatur des Warmbades.

Losung

Mit Hilfe der beschriebenen Vorrichtung kann man die Temperatur auf Grund der
Druckidnderung des bei konstantem Volumen gehaltenen Wasserstoffs bestimmen.
Wenn der Wasserstoff im Dampf von siedendem Wasser bei einem Druck b, = 760 Torr
den Druck p;oo aufweist, dann wird die Temperatur — angegeben in °C - errechnet aus

f= 2P0 jopec = 2R 10°C P
Dioo — Po Do Pioo — Po
Durch Messen wurde ermittelt, daB der Ausdruck
100 °C - po
Pioo — Po
fiir alle ausreichend verdiinnten Gase den gleichen Wert /y = 273,15 °C ergibt. Daher
findet man ’
4p 1
“

_ 217 Torr - 273,15 °C — 59,3°C.
1000 Torr .

120. Ein in schmelzendes Eis getauchtes Thermometer zeigt eine Temperatur von ¢; =0,3 °C
an, in den Dampf siedenden Wassers gehalten jedoch eine Temperatur von f, =
=101,5 °C. Wenn wir es in den Dampf von siedendem Athylalkohol halten, weist es
eine Temperatur #, = 79,7 °C aus. Berechnen Sie, wie groB die tatsichliche Siedetempe-
ratur des Athylalkohols ist (Angabe in °C), wenn bei jeder Temperaturablesung ein
Druck b, = 760 Torr herrscht.

10 Hajko, Mechanik
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121.

Losung *

Die Differenz t, — t;, die am Thermometer abgelesen wurde, entspricht einer tatsdch-
lichen Temperaturdnderung um 100 K. Wenn das Thermometer in ein Medium von
der Temperatur ¢ gebracht wird, dann dndert sich die Anzeige #; auf dem Thermometer
um den Wert

I, — 1l ‘
100 °C ~

und wir lesen auf ihm eine Temperatur vom Betrag

t, — U

100 °C !

=1+
ab, woraus wir die gesuchte tatsichliche Temperatur des siedenden Athylalkohols wie
folgt bestimmen:

th— 1 79,7 °C — 0,3 °C
=100°C 22— =100°C
t=100C 101,5 °C — 0,3 °C

= 78,5 °C.

Ein Thermometer wurde mit Wasser gefiillt. Ermitteln Sie, fiir welche Temperaturen in
der CeLstus-Skale im Bereich zwischen 0 und 10 °C das Thermometer gleiche Werte an-
zeigen wird. Die Abhingigkeit des Wasservolumens von der Temperatur kann in diesem
Bereich durch die Beziehung

V = Vo + at + bt?) (€))

ausgedriickt werden (a = 6,105 - 10-% K-, b = —7,733 - 10~ K-2, V, Wasser-
volumen bei 0 °C).

Losung

Bei gleichen Wasservolumina wird das Thermometer die gleichen Werte anzeigen. Da
die Abhingigkeit des Volumens von der Temperatur [V(#)] quadratisch ist, existieren
zwei Temperaturwerte ¢; und ¢, , bei denen das Wasser im Temperaturbereich zwischen
0 °C und 10 °C ein gleiches Volumen hat.

Durch Umformen von Gl. (1) erhalten wir die quadratische Gleichung

V

1——

Vo
= 0.
t+ B

a

b

2+
Die Wurzeln #; und ¢, entsprechen der Beziehung

ot = —% —79K.
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122,

10%

Zu jeder Temperatur ?; gibt es im Temperaturbereich zwischen 0 und 7,9 °C einen
Temperaturwert ¢,, der durch die Beziehung ¢, = 7,9 °C — ¢; bestimmt wird. Bei
dieser Temperatur zeigt das Wasserthermometer den gleichen Wert an.

Bei einem Messingpendel betrédgt bei einer Temperatur ¢; = 10 °C die Zeit fiir eine
Schwingung 7; = 1 s. Um welchen Betrag dndert sich diese Zeit, wenn die Temperatur
auf £, = 25 °C ansteigt? Um wieviel wiirde eine Uhr im Laufe eines Tages nachgehen,
die mit einem derartigen Pendel angetrieben wiirde?

Losung

Die Zeit fiir eine Schwingung (eine halbe Periodendauer) eines physikalischen Pendels
ist durch die Beziehung

J
T =T —_—
mga

bestimmt, in der J das Trégheitsmoment des Pendels beziiglich seiner Schwingungsachse,
mg das Gewicht des Pendels und a den Abstand des Schwerpunktes von der Drehachse
darstellt.
Wenn wir voraussetzen, daB in unserem Beispiel das angefiihrte Pendel die. Form eines
homogenen Stabes mit iiberall gleichem Querschnitt hat, daB seine Lénge / betridgt und
daB es um die durch den Endpunkt des Stabes senkrecht zu seiner Linge gerichtete
Achse schwingt, dann betrigt das Tragheitsmoment beziiglich der Drehachse

mlz.a_l
3 > 2

Fiir die Zeit einer Schwingung kann man dann schreiben
2 A/7
T=7 [— —_
3 Ng
Wenn das Pendel bei einer Temperatur #, die Lange /; und bei einer anderen Tempera-
tur ¢, die Lénge /, hat, dann ergibt sich fiir den Quotienten der Schwingungszeiten
u_ |k 6))
T2 I
Fiir nicht allzu hohe Temperaturen gelten weiter die Beziechungen
U =11 + «ty),
L =L + o),

Iz_l-l-ottz
11—1+(Xt1

~ 1 + Oé(tz - tl)-
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123,

Nach Einsetzen in die Gl. (1) erhalten wir als Zeit fiir eine Schwingung

=T+ otz —t;) =1s/T+19-10° K-* 15K = 1,00014s.

Ein Sekundenpendel vollfiihrt bei ¢, = 10 °C wihrend eines Tages n = 86400 Schwin-
gungen, dagegen bei einer Temperatur von ¢, = 25 °C nur

Schwingungen. Demzufolge wird die Uhr tiglich um eine Differenz n — n’ = 12s
zuriickbleiben.

Zwei gleiche Metallbdnder der Dicke d = 0,2 cm sind
miteinander so verschweiBlt, da} sie ein ebenes Plidttchen
bilden, wenn ihre Temperatur gerade #, = 0 °C betrégt.
Wenn wir das aus einem Kupfer- und einem Eisenband
bestehende Plittchen aber erwirmen, so deformiert es
sich zur Gestalt eines Kreisbogens (Bild 83). Berechnen
Sie den Radius seiner Kriimmung, wenn das Plidttchen auf
eine Temperatur von ¢ = 400 °C erhitzt worden ist. Bild 83

Losung

Wenn bei der Temperatur ¢, = 0 °C die Linge der Binder den Wert /, hat, dann wird
das Kupferband nach dem Erhitzen auf die Temperatur ¢ die Linge

I =l(1 + a0
und das Eisenband

b = l(1 + «20)
mit

Iz 1 + 233

L= " = — t

L T+ ot 14 (2 — y)
haben. Wie aus Bild 83 hervorgeht, stellen die Strecken /; und /, Kreisbogen mit den
Radien r — d/2 und r + d/2 dar. Daher messen wir, wenn der Zentriwinkel mit ¢ ange-
geben wird, im Bogenmal3

d d
lz=(r+?>¢,’0, ll——<r—-§-)¢p

L4

,ry 2

l 2

f= < X1+ @@=,
T3

und
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124.

125.

woraus wir nach Umformung fiir den Radius die Beziehung

e d n d
o (2 — y) ¢ 2
erhalten. Nach Einsetzen der Werte ergibt sich
0,2cm 0,2cm
= . d = 1,001 m.
r= 7= i»10°KTa00Kk Tz _20m

Ein Stahlstab mit dem Querschnitt 4 = 2 cm? soll von der Temperatur f, = 0 °C auf
eine Temperatur ¢ = 50 °C erhitzt und danach wieder auf seine urspriingliche Tem-
peratur abgeschreckt werden. Berechnen Sie, mit welcher in Achsrichtung angreifenden
minimalen Kraft man auf den Stab einwirken muB, damit er sich bei der Abkiihlung
nicht verkiirzt (E = 2,1 - 10° N mm~2). Wir setzen der Einfachheit halber voraus, da3
sich der Elastizititsmodul mit verdnderter Temperatur nicht dndert.

Losung

Wenn sich die Temperatur um den Eetrag At dndert, dann erfahrt der Stab eine Lingen-
dnderung der GroBe

Al = lyadt. )

Um den gleichen Betrag wiirde er sich bei der nachfolgenden Abschreckung wieder
zusammenziehen. Um beim Abschrecken diese Verkiirzung zu unterbinden, muBl man
in Richtung seiner Achse mit einer Kraft einwirken, die ihrerseits allein die gleiche
Langenédnderung 4/ hervorrufen wiirde.

Nach dem HookEeschen Gesetz ist

A4l _1-F
I EA’
wobei E der Zugelastizititsmodul des Stabes ist. Daraus finden wir
EA
F==2 4,
lo

und wenn wir fiir 4/ die rechte Seite der Gl. (1) einsetzen, folgt
F=FAAto =2,1-10° Nmm-2-2cm?-50K - 12-10-6 K-1 = 25200 N.

Berechnen Sie, wie groB3 die Dichte des Quecksilbers bei 0 °C und bei 100 °C ist, wenn
es bei 10 °C die Dichte ¢,, = 13,57 g cm~3 hat.

Losung

Das Volumen einer bestimmten Quecksilbermenge der Masse m sei bei 0 °C gleich V,
gesetzt, und bei einer Temperatur ¢ sei es ¥;. Dann konnen wir schreiben

m=Vi0; m=Vpeo.
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126.

Aus dem Vergleich beider Ausdriicke resultiert

0 = — Qo. )
Bei nicht allzu hohen Temperaturen wird die Abhéingigkeit des Volumens von der
Temperatur anndhernd durch die Beziechung

V= Vo(l + ﬂt)

ausgedriickt.
Nach Einsetzen in Gl (1) erhalten wir

Qo
1+8t°

Daraus ermittelt man

g = el + B0,
und es ergibt sich

g0 = 13,57 gcm™3 (1 + 18,2-10-% - 10) = 13,59 gecm™3
und daher

@ =

13,59 gcm™3
14 18,2-10-%-100

= 13,34 gcm™3.

Q100 =

Ein GlasgefiB hat leer die Masse m, = 0,1 kg. Mit Quecksilber gefiillt, hat es bei
einer Temperatur von 0 °C die Masse m; = 1,431 kg. Wenn wir das GefdB auf die
Temperatur ¢ = 40 °C erwirmen, flieBt ein Teil des darin enthaltenen Quecksilbers
aus, so daB das GefidB mit dem darin verbleibenden Quecksilber eine Masse von
m, = 1,423 kg annimmt. Berechnen Sie, wie gro der tatsdchliche Koeffizient der
Volumenausdehnung des Quecksilbers ist, wenn der Lingenausdehnungskoeffizient-des
Glases mit xg angegeben wird.

Losung

Der Zusammenhang zwischen dem tatsdchlichen Wert # und dem scheinbaren Wert fs
des Volumenausdehnungskoeffizienten des Quecksilbers ist durch die Gleichung

I3=ﬁs+ﬂc (1)

gegeben, in der B¢ den Volumenausdehnungskoeffizienten des Glases bedeutet.
Wenn V bzw. ¥V, die Volumina angeben, die das Quecksilber bei den Temperaturen ¢
bzw. 7o annimmt, dann ist die Beziehung

V—", av

Bs = 77 s @

erfiillt. Bei der Temperatur ¢, nimmt das Quecksilber ein Volumen

Vom I M1 7”0 3)
Qo Qo
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ein. Bei einer Temperaturidnderung von ¢, auf ¢ wird die Volumenénderung des Queck-
silbers

4
AV=V—V0=Tm

sein, wobei 4m die aus dem Gefd ausgeflossene Quecksilbermasse bedeutet. Unter
Beriicksichtigung der Temperaturabhingigkeit der Dichte des Quecksilbers (sieche auch
vorhergehendes Beispiel!) finden wir

— Qo
e=1Txp
und
AV = ﬁ‘e_—mz A + po). @
0

Wenn wir die GIn. (3) u. (4) in die GIn. (2) und (1) einsetzen, erhalten wir

M= g4
ﬂ= % ’

mi; — Mo
Qo

woraus nach einer einfachen Umformung fiir den gesuchten Koeffizienten folgende
Beziehung gefunden wird:

my — my + Bst(my — mo)
(mz —mo) t

B =

Wenn wir beriicksichtigen, daB f¢ = 3o, ergibt die Heranziehung der gegebenen Werte

_ 1,431 kg — 1,423 kg + 30-10-°K~* 40K (1,431 kg — 0,1 kg)

A (1,423 kg — 0,1 kg) 40K

g =18,1-10"°K-1.

127. Bei einer Temperatur von #; = 20 °C wird mittels eines Barometers, das eine MeBvor-
richtung aus Messing enthilt, ein Luftdruck von b; = 750 Torr gemessen. Die Mef3-
vorrichtung zeigt bei 0 °C genau an. Berechnen Sie, welchen Luftdruck das benutzte
Instrument bei 0 °C anzeigen wiirde.

Losung

Bei einer Temperaturidnderung dndert sich die Dichte des Quecksilbers und damit auch
die Hohe der Quecksilbersiule, die sich mit dem herrschenden Luftdruck im Gleich-
gewicht befindet. Es dndert sich aber auch die Linge der verwendeten Anzeigeskale.
Deshalb reduzieren wir gewohnlich den am Barometer abgelesenen Wert auf die Bezugs-
temperatur 0 °C.
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128.

Wenn die tatsichliche Hohe der Quecksilbersiule bei der Temperatur ¢ den Wert b%
und bei 0 °C den Wert b, hat, dann ist die Bezichung

booog = b%eg

erfiillt, worin die Bedingung enthalten ist, daB3 die Driicke bei beiden Temperaturen
gleich sein miissen. Die Temperaturabhingigkeit der Quecksilberdichte ist durch die

Formel
Qo

T 1+t
gegeben. Deshalb finden wir

e

Qo
14 gt
Unter Beriicksichtigung des Umstands, daB8 die MeBvorrichtung des Barometers in
ihrer Linge temperaturabhingig ist und nur bei der Temperatur 0 °C genau stimmt,

gehort zum abgelesenen Wert b, bei der Temperatur ¢, der richtige Wert b% entsprechend
der Beziehung

b=!1< = b1 + bloctl.

Nach Einsetzen des gefundenen Wertes anstelle 4% in Gl. (1) erhalten wir fiir den redu-
zierten Druckwert

1 + ot 1
bo = by ——— =~ byl — B ul.
0 11+ﬁtl 11+ (¢ — B) t1]
Damit wir die reduzierte Druckangabe b, erhalten, miissen wir an dem gemessenen
Wert b, eine Korrektur vornehmen, die besagt:

4b = by(x — B) t;.

booog = b% g. )

Diese Korrektur hat in Zahlen ausgedriickt den Wert

4b = 750 Torr (19-10-¢ — 182 -10-5) K-1 20 K = —2,41 Torr,
so daB wir dann weiter finden

bo = by + 4b = 747,6 Torr = 746,6 - 133,3224 Pa = 99466 Pa.
In ein Wasserbad der Masse m = 6,7 g wird ein Thermometer eingetaucht, das nach
einem Temperaturanstieg von 47 = 14,6 K eine endgiiltige Temperatur von ¢; = 32,4°C
anzeigt. Der Wasserwert des Thermometers hat die GroBe Cw = 0,46 cal K™ =

= 1,93 JK~1. Berechnen Sie die Temperatur, die das Wasser vor Beginn der Messung
hatte. '

Losung

Das Thermometer mit dem Wasserwert Cy erwidrmte sich nach dem Eintauchen um die
Temperatur 4¢ und nahm dabei die Warmemenge

Q = Cy4t
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129.

auf. Dabei kiihlte sich das Wasser von der urspriinglichen Temperatur ¢ auf die ge-
messene Temperatur #, ab. #; ist die nach Temperaturausgleich vom Thermometer an-
gezeigte gleiche Temperatur von Wasser und Thermometer. Zur Erwidrmung des
Thermometers gab das Wasser die Warmemenge

Q =mc( —ty)
ab. Unter Voraussetzung einer idealen Wirmeisolation gilt nach dem Gesetz iiber die
Erhaltung der Wiarme
o0=0
oder
mc(t — ty) = C,4t,
woraus wir finden
CwAt + mect,

mc
d. h,

fe 046calK-'-146 K +6,7g-1calg ' K1-324K
o 6,7g-1calg 'K

= 33,4 °C.

Es soll die spezifische Wiarmekapazitit von Silber bestimmt werden. Dazu wird ein
Silberstiick (rm; = 100 g) auf #; = 100 °C erhitzt und in das Wasserbad eines Messing-
kalorimeters gelegt. Zusammen mit dem Mischer hat der Innenteil des Kalorimeters
eine Masse m, = 124 g, die darin enthaltene Wassermenge hat die Masse ms; = 1000 g;
die Anfangstemperatur des Wassers betrage #; = 17 °C. Nach Einbringen des Silbers
stabilisiert sich di¢ Gesamttemperatur auf den Wert ¢, = 17,5 °C. Wie gro8 ist dem-
nach die spezifische Warmekapazitit des Silbers?

Losung

Die Temperatur des Silbers nimmt nach Einbringen ins Kalorimeter vom Wert ¢, auf 7,
ab, wobei das Silber die Warme abgibt

Q' = myci(ty — 1o).

Wir nehmen die spezifische Warmekapazitit des Silbers hierbei als konstant an.
Kalorimeter und Zubehorteile sowie das darin enthaltene Wasser nehmen Wirme auf,
wobei die Temperatur von #; auf ¢, ansteigt. Wenn Cyw der Wasserwert des Kalorimeters
ist, dann mubBte es bei Erwdrmung von #3; auf ¢, die Wirmemenge aufnehmen

Q = Cwlto — t3).

Wenn wir unser System als von der Umwelt thermisch isbliert betrachten, gilt ent-
sprechend dem Gesetz von der Erhaltung der Wiarme

0=0,
was nach Einsetzen der entsprechenden GroBen ergibt
myci(ty — to) = Cwlto — t3).
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130.

Daraus wiederum entnehmen wir
_ Cw(to — t3)
my(ty — to)
Da der Wasserwert des Kalorimeters, der die Wiarmekapazitit von Kalorimeterinnen-
gefaB plus Mischer plus Wasser darstellt, die GroBe Cw = m,c, + mscs hat, wobei ¢,

und c3 die spezifischen Wiarmekapazititen von Messing und Wasser bedeuten, kénnen
wir auch schreiben

(macy + mscs) (to — t3)
C1 =
my(ty — to)
Nach Einsetzen der Werte erhalten wir somit
_ (124-0,093 +1000-1) g cal g lK1(175—-17,0K _
a 100 g (100 — 17,5 K -
= 0,0613 cal g~ K-! = 257J kgt K1,

C1

In einem wirmeisolierten GefdB3 bringen wir Wasserdampf der Masse m; und der
Temperatur ¢; = 100 °C mit Wasser der Masse m, und der Temperatur 7, und mit Eis
der Masse m und der Temperatur 7, = 0°C in unmittelbare Beriihrung. Nach Ablauf
einer bestimmten Zeit gehen alle drei Komponenten in die fliissige Phase iiber. Wie gro
ist die sich einstellende Endtemperatur? Die Verdampfungswirme des Wassers sei mit 7,
die Schmelzwirme des Eises mit g gegeben. Es sei vorausgesetzt, dafl die Warmekapazitit
des GefiBes vernachlissigt werden kann.

Losung

Beim Entstehen einer einzigen Phase, der Fliissigkeitsphase, kommt es im Gefal3 zu
folgenden Umwandlungen:

a) Der Wasserdampf mit der Temperatur ¢, kondensiert zu Wasser gleicher Temperatur,
wobei die Wirme Q;, = myr frei wird. Das so gebildete Wasser der Temperatur ¢,
kiihlt sich auf die Endtemperatur ¢z ab und gibt dabei eine Wirme vom Betrag
Q11 = myc(t; — ) ab.

b) Das. Eis der Temperatur ¢, schmilzt zu Wasser gleicher Temperatur, wozu ein von
auBen zuzufithrender Wiarmebetrag der GroBe Q.o = m.q benétigt wird. Das so ge-
bildete Wasser erwidrmt sich von der Temperatur ¢, auf die Endtemperatur #, wozu
abermals Wirme vom Betrag Q, 1 = m,c(t — t,) bendtigt wird.

¢) Das Wasser der Temperatur ¢, verdndert seine Temperatur auf ¢, wozu eine Wirme-
menge Q3 = moc(t — to) aufgebracht werden muB.

Nach dem Gesetz von der Erhaltung der Warme ist

Q;_o + Q;,1 =050+ 021+ 03
oder
myr + myc(ty — t) = muq + mac(t — ) + moc(t — to).

Daraus erhalten wir nach kurzer Umformung
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‘= mycty + myct, + mocty + myr — mayg

myc + myc + moc

A

137. Ein Quecksilberthermometer ist
einer Millimeterskale versehen.
schmelzendes Eis getaucht, liegt
Meniskus der Quecksilbersdule
einer Hohe von 20 mm. In dem

Aufgaben

mit

In
der
bei
aus

siedendem Wasser bei atmosphédrischem
Normaldruck aufsteigenden Dampf

liegt er bei 60 mm. Wie hoch ist

die

in Grad Celsius ausgedriickte Tem-

peratur, wenn der Meniskus

bei

a) 26 mm, b) 76 mm und c) 0 mm Hoéhe

liegt?
138.

Ein Messing- und ein Aluminiumstab

haben bei der Temperatur von 20 °C die
gleiche Linge von einem Meter. Wie

groB ist ihre Langendifferenz, wenn
beide auf 100 °C erwidrmt haben?
139.

wir

Eine Messingkugel hat bei ¢, = 15 °C

einen Durchmesser d = 4 cm. Berech-
nen Sie den Durchmesser einér Offnung,
durch welche die auf eine Temperatur

= 555 °C erhitzte Kugel gerade noch

passen wiirde.
140.

Die Entfernung zweier Punkte wurde

mittels StahlmeBbands bei ¢, = 30 °C
zu /; = 186 m bestimmt. Wie grof ist ihr
tatsidchlicher Abstand, wenn das Mef3-
band fiir eine Temperatur ¢, = 18 °C

geeicht wurde?
Das Rad einer Lokomotive hat bei
Temperatur 0 °C einen Radius

141.

der
der

GrofBle ro = 1 m. Wie groB ist die- Dif-
ferenz der auf einer Strecke / = 100 km

vollfiihrten Raddrehungen, wenn

die

Strecke einmal im Sommer bei der Tem-

peratur ¢; = 25°C und einmal

im

Winter bei der Temperatur ¢, = —25°C
durchfahren wird? Der Léngenausdeh-

nungskoeffizient
habe die GroBe « = 12-10-6 K-1.

des Radwerkstoffs

142.

143.

144.

145.

146.

Eine homogene Eisenstange der Masse
m = 3 kgist bei 8 °C genau einen Meter
lang. Berechnen Sie, um welchen Betrag
sich das Triagheitsmoment dieser Stange
beziiglich einer senkrecht zur Stange
durch den Endpunkt gehenden Dreh-
achse #dndert, wenn die Stange auf
100 °C erwarmt wird.

Um welchen Betrag miilte der auf
einem Quecksilbervolumen lastende
AuBendruck erhoht werden, damit sich
das Quecksilbervolumen bei einer Er-
warmung von 0 °C auf 10 °C nicht ver-
dandert? Der Kompressibilitdtskoeffi-
zient des Quecksilbers betrigt » =
=39-10"%atm™1.

Eine an beiden Enden befestigte Stahl-
saite vom Durchmesser d = 1 mm iibt
bei einer Temperatur ¢, =28 °C auf ihre
Befestigungen eine Kraft F; =100 N
aus. Berechnen Sie, mit welcher Kraft
sich die Saite spannt, wenn sie bei kon-
stant gehaltener Linge auf eine Tem-
peratur ¢, = —12 °C abgekiihlt wird.
Ein Eisenstab beriihrt mit seinen beiden
Enden feste Winde. Berechnen Sie, um
welchen Betrag sich seine Temperatur
erh6hen muB, damit er auf die Winde
einen Druck der GroBe ¢ = 4,9 N mm~2
ausiibt.

Zwei gleichartige Thermometer sind
bei einer Temperatur von 0 °C mit je-
weils gleichen Quecksilber- und Spiri-
tusmengen gefiillt worden. Bestimmen
Sie den Zusammenhang der beiden
Fliissigkeitssdulen, die jeweils einem
Grad Celsius auf der Quecksilber- und
der Spiritusskale entspréchen, wenn die
zugehorigen Volumenausdehnungskoef-
fizienten des Quecksilbers, des Spiritus



156

2. Wirmelehre und Molekularphysik

147.

148.

149.

150.

151.

152.

sowie der Lingenausdehnungskoeffi-
zient des Glases bekannt sind.

Ein Glaspyknometer mit dem Volumen
Vo = 15 cm? wird bei einer Temperatur
to = 0 °Cmit Quecksilber gefiillt. Wenn
die Temperatur des Systems auf 7, =
=100 °C erhoht wird, flieBt aus dem
Pyknometer Quecksilber vom Volumen
AV = 234 mm?® aus. Berechnen Sie
den Raumausdehnungskoeffizienten des
Quecksilbers.

Ein Eisenquader schwimmt bei 0 °C so
in Quecksilber, daB er zu /g seiner
Hohe eingetaucht ist. Bestimmen Sie,
um welchen Betrag sich die Eintauch-
tiefe verdndert, wenn die Temperatur
auf 100 °C erhoht wird.

Ein Behilter enthilt 35 kg Hirtedl der
Temperatur 30 °C. Es wird ein Stahl-
gegenstand eingetaucht, der vorher auf
eine Temperatur von 800 °C erhitzt
worden war, worauf sich eine End-
temperatur von 58 °C einstellt. Berech-
nen Sie die Masse des zu hértenden
Gegenstandes.

Aus einem Schmelzofen entnehmen wir
eine Platinkugel von 100 g Masse und
legen sie sofort in ein Messingkalori-
meter von 200 g Masse, in dem 1 kg
Wasser mit einer Temperatur von 10 °C
enthalten ist. Bestimmen Sie die Hoch-
ofentemperatur, wenn sich nach Ein-
bringen der Kugel ins Kalorimeter eine
Endtemperatur von 14 °C einstellte.

In ein Messingkalorimeter von 100 g
Masse, das 250 g Wasser mit einer Tem-
peratur von 10 °C enthilt, legen wir
gleichzeitig einen Eisenzylinder von 50 g
Masse und der Temperatur 150 °C,
einen Aluminiumzylinder von 30g
Masse und der Temperatur 90 °C sowie
einen Bleizylinder von 30 g Masse und
der Temperatur 75 °C. Wie hoch wird
die sich einstellende endgiiltige Misch-
temperatur im Kalorimeter sein?
Welche Menge Eis mit einer Tempera-
tur von 0 °C muB3 man mit 6 g Wasser

153.

154.

155.

156.

von 90 °C mischen, damit die resultie-
rende Temperatur in einem Kalori-
meter, dessen Warmekapazitit vernach-
ldssigt wird, genau 5 °C betrigt?

Ein grof3es Thermometer,das auf 100 °C
erhitzt worden ist, wird in eine grof3ere
Menge schmelzenden FEises getaucht.
Wihrend des Wirmeausgleichs auf eine
Temperatur von 0 °C schmilzt eine Eis-
menge der Masse mo, = 125 g. Danach
wird das solcherart abgekiihlte Thermo-
meter in ein wiarmeisoliertes Gefil3 ge-
bracht, in dem sich Quecksilber der
Masse m; = 5kg bei der Temperatur
t; = 15 °C befindet. Welche Tempera-
tur zeigt das Thermometer nach dem im
Quecksilber erfolgenden Wéirmeaus-
gleich an? Die Wéarmekapazitét des Ge-
faBes kann vernachldssigt werden.

In 1 kg Wasser von 35 °C sind 20 kg
Quecksilber der Temperatur 110 °C so-
wie eine unbekannte Menge Eis von
—3 °C gegeben worden. Nach volligem
Schmelzen des Eises stellt sich eine End-
temperatur von 60 °C ein. Die Wirme-
kapazitit des GefdBes sei vernachlés-
sigt. Welche Menge Eis wurde zuge-
fiigt?

Ein Kupferkalorimeter der Masse no
= 120 g enthéilt die Masse m; =200 g
Wasser der. Temperatur ¢; = 18 °C.
Nach Einlassen von Wasserdampf der
Masse m, = 20 g und der Temperatur
t, = 100 °C stellt sich eine Endtempe-
ratur ¢z = 71,6 °C ein. Wie gro8 ist die
Kondensationswirme des Wassers?

In einem Kupferkalorimeter von 200 g
Masse befinden sich bei 0 °C, also glei-
cher Temperatur, 300 g Wasser und
20 g Eis. Berechnen Sie, wieviel Wasser-
dampf von 150 °C man dem Kalori-
meter zufithren muB, damit sich darin
nach griindlichem Mischen eine End-
temperatur von 40 °C einstellt! Die spe-
zifische Wirmekapazitit des Wasser-
dampfes betrigt bei konstantem Druck
¢, =201Tg 1K1
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Der momentane Zustand, in dem sich eine bestimmte Menge eines Gases befindet,
ist durch drei miteinander zusammenhangsnde ZustandsgroBen bestimmt: den Druck
D, das Gasvolumen V und die Temperatur T.

Wenn man voraussetzt, daBl von den genannten drei ZustandsgroBen eine konstant
bleibt, dann hidngen die beiden jeweils anderen gemdB dem BOYLE-MARIOTTEschen
und dem GAy-Lussacschen Gesetz wechselseitig voneinander ab. Das BOYLE-
MaArioTTESche Gesetz besagt:

Bei konstanter Gastemperatur ist das Produkt aus dem Druck p und dem Volumen V
einer bestimmten Gasmenge praktisch konstant, also

pV = poV,y = const.

Dabei ist po der Druck und ¥, das Volumen beispielsweise fiir einen Anfangszustand.
Entsprechend dem Gesetz von GAY-LUSSAC wird die Abhingigkeit des Volumens
einer bestimmten Gasmenge von seiner Temperatur bei konstant gehaltenem Druck
durch die Gleichung

VT
T,

V

und die Abhéngigkeit des Druckes von der Temperatur — diesmal bei konstant ge-
haltenem Volumen — durch die Gleichung

— DoT
T,

ausgedriickt (¥, Volumen, p, Druck, T, Temperatur). Die Temperatur wird in Graden
der KELVIN-Skale angegeben.

Die gegenseitige Abhangigkeit aller drei ZustandsgroBen wird durch die Zustands-
gleichung ausgedriickt. Entsprechend dieser Gleichung gilt:

Das Produkt aus Druck und Volumen, geteilt durch die absolute Temperatur, hat fiir
eine bestimmte Gasmenge einen konstanten Wert, und zwar

ﬂ_PoVo
T T,

= const.

Do, Vound T, sind die Werte fiir Druck, Volumen und absolute Temperatur beispiels-
weise fiir den Anfangszustand.



158 2. Wiirmelehre und Molekularphysik

Die Konstante Mhat — bezogen auf ein Mol') Gas - fiir alle Gase den gleichen
o
Wert, der mit dem Symbol R angegeben und als Gaskonstante bezeichnet wird.

Fiir ein Mol Gas hat die Zustandsgleichung die folgende Form:
pV = RT. '

Fiir n Mole Gas gilt entsprechend
pV = nRT.

Wenn wir beriicksichtigen, daB eine beliebig gewédhlte Gasmenge der Masse m, von
der ein Mol die Masse M hat, die Zahl n = m/M Mole enthélt, kann fiir diese Gasmenge -
die Zustandsgleichung in folgender Form geschrieben werden:

m
V=—RT.
P M

In ihrem Verhalten entsprechen nur die idealen Gase dieser Zustandsgleichung. Da-
gegen erfiillen die realen Gase die angegebene Zustandsgleichung nur annéhernd, und
zwar jeweils um so besser, je kleiner der Druck ist, unter dem sie stehen, und je hoher
die Temperatur ist, die in ihnen herrscht.

In einem Gemisch von solchen Gasen, die chemisch nicht miteinander reagieren, ver-
hilt sich jedes Gas so, als ob ihm allein der gesamte Raum des Gasvolumens zur
Verfiigung stiinde, so daB es auf die Winde einen Druck ausiibt, der vom Vorhanden-
sein der anderen Gaskomponenten nicht beeinflufit wird.

Nach dem Gesetz von DALTON ist der resultierende Druck eines Gemischs von Gasen
gleich der Summe der Partialdriicke aller am Gasgemisch beteiligten Komponenten,

d.h,
p=ps+p+ps+ ...

GemilB den Darstellungen der kinetischen Gastheorie bewegen sich die Gasmolekiile
mit verschiedenen Geschwindigkeiten in alle Richtungen, wobei sich ihre Geschwin-
digkeiten bei ZusammenstoBen mit einem festen Hindernis oder untereinander
plotzlich dndern. »

Der Gasdruck auf die das Gas einschlieBenden GefaBwandungen wird nach den Aus-
sagen der kinetischen Gastheorie durch die elastischen St6Be der Molekiile gegen die
GefiBwandungen hervorgerufen. Aus entsprechenden Berechnungen ergibt sich fiir

1) Das Mol ist die Stoﬂ‘ménge eines Systems, das soviel elementare Teilchen enthilt, wie
Atome in 0,012 kg des Kohlenstoffisotops C 12 enthalten sind.
Seit 1971 ist das Mol eine Grundeinheit im SI
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diesen Druck die Beziechung

1
= — nmv?
P=3

(n Za]gl_der in der Volumeneinheit enthaltenen Gasmolekiile, m Masse eines Mole-

kiils). »? ist als das arithmetische Mittel der Quadrate der Bewegungsgeschwindig-
keiten aller Gasmolekiile definiert:

Z ntviz
i

b

v? =
n
wobei ny, n,, ... die Zahl der mit der jeweiligen Geschwindigkeit v,, v,, ... sich
bewegenden Molekiile darstellen. Aus ausfiihrlicheren Berechnungen findet man fiir
die mittlere Geschwindigkeit der Gasmolekiile
- [3kT

m

(k BoLtzmMANN-Konstante, T absolute Temperatur). Wenn wir ersetzen k& = R/N,,
dann erhalten wir fiir die mittlere Geschwindigkeit.

_ [3rT

M

b

wobei M die Molmasse des Gases bedeutet.
In einer Volumeneinheit des Gases befinden sich bei einem Druck p und einer Tempe-
ratur T

p

n=-—
kT

Gasmolekiile.

Das Maxwellsche Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung der Molekiile besagt:

Von allen in einer Volumeneinheit enthaltenen n Molekiilen bewegen sich dn mit Ge-
schwindigkeiten, die in dem zwischen v und v + dv liegenden Geschwindigkeitsintervall
liegen entsprechend der Beziehung

dn = nf(v) dv —\/3 . 3n02 e_?—”:zfdv
T \ kT '

Neben der mittleren Geschwindigkeit ist es in der Thermodynamik auch noch iiblich,
die wahrscheinlichste sowie die Durchschnittsgeschwindigkeit einzufithren. Die wahr-
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scheinlichste Bewegungsgeschwindigkeit der Gasmolekiile v, ist diejenige, mit der
sich bei gegebener Temperatur eine maximal groBe Zahl von Molekiilen bewegt. Man
kann sie aus der Bezichung

2kT \/
Uy = ~
errechnen.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit der Molekiilbewegung wird durch das arithme-
tische Mittel der Geschwindigkeiten aller Gasmolekiile definiert:

nv (fv) dv

\/ 8T _
Vg =

Der Mittelwert der kinetischen Energie der Molekiile eines Gases, in dem nur Mole-
kiile gleicher Art enthalten sind, wobei jedes einzelne Molekiil jeweils i Freiheitsgrade
hat, kann durch die Beziehung bestimmt werden:

¢ = —kT.

2

Ein einatomiges Molekiil hat drei, ein zweiatomiges fiinf und ein aus drei oder mehr
Atomen bestehendes Molekiil hat sechs Freiheitsgrade der Bewegung.

Die durchschnittliche Zahl der in der Zeiteinheit erfolgenden Zusammenstofie eines
Molekiils mit anderen errechnet man aus

Z= %nnD’vd ,

wobei D den Durchmesser eines Gasmolekiils darstellt.

Die durchschnittliche Wegldnge, die ein Gasmolekiil zwischen jeweils zwei aufein-
anderfolgenden Zusammenst68en zuriicklegen kann, bezeichnen wir als die mittlere
freie Wegléiinge / der Gasmolekiile. Sie wird ermittelt aus

v 3

1= =

Z  4mnD?

Der Koeffizient der inneren Reibung eines Gases # wird aus der Beziehung errechnet
My
4nN,D?

(M Molmasse des Gases, N, AvOoGADROsche Zahl).

1]:
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B Beispiele

131. In einer an einem Ende zugeschmolzenen Glaskapillare von iiberall gleichem Quer-
schnitt 4 ist durch einen Quecksilberfaden der Linge /o = 15 cm ein Luftvolumen ab-
geschlossen. Wenn das abgeschmolzene Ende des vertikal gehaltenen Roéhrchens nach
oben zeigt, hat die eingeschlossene Luftsdule die Lénge /; = 37,5 cm, wenn das ab-
geschmolzene Ende nach unten weist, ist die Luftsdule /, = 25 cm lang. Wie groB ist
der atmosphirische Druck? Wie lang wird die Luftsdule sein, wenn das RShrchen unter
einem Winkel ¢ = 60° gegen die Vertikale geneigt ist?

Losung

P
Wir bezeichnen den atmosphérischen Druck mit ’

b und die zugehorigen Driicke der eingeschlos- -
senen Luftsdule in der ersten bzw. zweiten Stel-

lung mit p; und p, (Bild 84a, b). Dann sind im P (A
Gleichgewichtszustand die Beziehungen

a) b) c)
P11+ loog=0>b Bild 84
P2 =b + loog
erfiillt. Unter der Voraussetzung, daB sich wihrend des Experiments die Temperatur
der Luft nicht verdndert, gilt entsprechend dem Gesetz von BOYLE-MARIOTTE

1V =p.V,
oder
b — loog) Aly = (b + loog) Al

woraus sich ergibt

L+ .
b=
°L— 1
Wenn wir den barometrischen Druck durch die Lénge der Quecksilbersdule ausdriicken,
finden wir
l l
b=l 150 mm S22 PP L 750 Torr = 99991,8 Pa.
L -1 125 mm

Wenn wir die Kapillare um den Winkel ¢ neigen (Bild 84c¢), dann ist der Druck der ein-
geschlossenen Luftsdule p; durch die Differenz des barometrischen und des hydro-
statischen Drucks der Quecksilbersdule /,og cos ¢ gegeben. Nach dem Gesetz von
BoOYLE-MARIOTTE gilt hier

p3Vs=piVy
oder
(b — loog cos @) Als = (b — loog) Al,.

11 Hajko, Mechanik
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Da b = b’gg ist, erhalten wir nach Umformung

13 = lllb;lo =33,3 cm.
b —lpcosp ——

132. Der Zylinder einer Kolbenluftpumpe hat ein Volumen der GroBe V; = 2 dm3, der zu-
gehorige Rezipient ein solches von ¥V, = 3 dm3. Berechnen Sie Luftdruck und Luft-
dichte unter dem Rezipienten nach dem vierten Kolbenhub unter der Voraussetzung,
daB der Pumpvorgang so langsam erfolgt, daB3 die Temperatur als konstant angesehen
werden kann. Wieviel Kolbenhiibe miissen ausgefiihrt werden, damit der Luftdruck im
Rezipienten auf !/, seines urspriinglichen Wertes sinkt? (Bild 85)

Losung

Nach dem ersten Kolbenhub vergroBert sich das Volumen

der Luft von V¥, auf V5 + ¥V3,und ihr Druck sinkt von po o
auf p;. Da der Proze3 bei konstanter Temperatur ablau-

fen soll, gilt nach BOYLE-MARIOTTE

PoVo = p1(Vo + Vy).
Nach dem zweiten Kolbenhub wird gelten
p1Vo = p(Vo + V1) Bild 85
und also nach dem »n-ten
Pn-1Vo = pa(Vo + V1).

Wenn wir diese Gleichungen multiplizieren, dann erhalten wir nach Umformung fiir
den Druck nach Ausfiihrung des n-ten Kolbenhubes

Edvran|
Pn = Do VO + Vl .
Nach dem 4. Kolbenhub finden vs;ir fiir den Druck

3 4
Da = Do (—5-) = 0,13 po.

Wenn die Anfangsdichte der Luft durch die GroBe g, angegeben wurde, dann nimmt die
Luft nach dem 1. Kolbenhub ein groBeres Volumen ein, und ihre Dichte wird sich ver-
mindern. Aus der Massengleichheit vor und nach dem Kolbenhub ergibt sich

eoVo = e1(Vo + V1).
Nach dem 2. Kolbenhub finden wir
e1Vo = e2(Vo + V1)
und nach dem n-ten

en-1Vo = en(Vo + V).
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133.

11*

Nach Umformung finden wir

Vo \?
o=y
Also nimmt die Dichte nach dem 4. Kolbenhub den Wert an
ga = 0,13 go.

Wenn nach einer Anzahl .von k Kolbenhiiben der urspriingliche Druck p, auf ein n-tel
seines urspriinglichen Wertes gefallen ist, finden wir

2 (52 )
T \Vo+v./)

woraus wir nach Umformung erhalten

P 1
1 Vo + Vi
g ——-—Vo

d. h. fiir den vorgegebenen Fall

1

k = _gB ~ 5.
g> =
£3

Die Dichte der Luft hat bei einem Druck p; = 2 atm und einer Temperatur #; = 27 °C
den Wert o, = 2,354 g1-*. Wie groB ist die Luftdichte unter Normalbedingungen
(po = 1 atm, t, = 0 °C)?

Losung

Aus der Zustandsgleichung
m
V= —RT
L Vi

folgt fiir die Dichte
o m Mp
=Yy T Rr"
Fiir die sich unter verschiedenen Bedingungen einstellenden Dichten kann man schreiben

Q=MP0. =M171
°=RT,’ °T RT, -

Durch Dividieren beider Gleichungen und nach Umformung erhalten wir
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d h,
1atm 300 K
= -1 T = -1 .10-3 -3
00 =2,354gl > atm 213K 1,293 g1 1,293 - 10~* gcm™3,

134. Eine Druckflasche enthédlt komprimiertes Gas unter einem Druck p; = 40 atm
und der Temperatur ¢, = 27 °C. Wie verédndert sich der Druck, wenn bei Ablassen der
Halfte des eingeschlossenen Gases die Temperatur um 15 °C abnimmt?

Losung

Zur Berechnung dieser Aufgabe wenden wir die Zustandsgleichung an. Fiir den An-
fangszustand ergibt sich

m
p1V= ]\_IRTI. (1)

Nach Ablassen eines Teils des Gases bleibt in der Flasche eine Gasmenge der Masse
m’ = m/2 bei gleichbleibendem Volumen. Druck und Temperatur des zuriickbleibenden
Gases verandern sich auf die Werte p, bzw. T,, und es ergibt sich jetzt die Zustands-
gleichung

m
DV = ZJ_WRTZ' )

- Durch Dividieren der Gln. (1) u. (2) und Umstellung erhalten wir

T, 285 K '
B 22 > _ 19.atm = 1,92 MPa.
P2 =P1 o =40atm gy = Datm = 1,92 MPa

135, Es ist auszurechnen, in welcher Tiefe unter der Wasseroberfliche eines Sees die Dichte
eines Luftblischens den Wert von einem Prozent der Wasserdichte erreicht. Die Tem-
peratur des Luftbldschens betrage 4 °C, der AuBendruck iiber dem Wasser sei po, die
Luftdichte unter Normalbedingungen ist go = 1,293 - 10-3 gcm™3.

Losung

Wenn der Druck des Luftblidschens in der Tiefe 2 mit dem Wert p angegeben ist, dann
resultiert fiir seine Dichte gemiB der Zustandsgleichung die Beziehung

M

= ®rT

Die Luftdichte ist unter Normalbedingungen g,. Fiir sie gilt

— poM
RT,

Qo
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136.

Nach Dividieren und Umformen der beiden vorstehenden Gleichungen erhalten wir fiir
die Dichte
—o 2T
@ = Qo 7 T .
Im Gleichgewichtszustand ist der Innendruck des Bldschens genausogro3 wie der darauf
einwirkende AuBBendruck, welcher sich als Summe des atmosphérischen Drucks und des
Drucks der iiber dem Blidschen stehenden Wassersaule ergibt. Es gilt also

Po + he1g To
Po T’

wobei o, die Wasserdichte bei der Temperatur 7T darstellt. In Ubereinstimmung mit der
Aufgabenstellung wird sich ergeben

S
¢= 100"

O}

@ = Qo

so daB nach erfolgter Umformung aus Gl. (1) fiir die gesuchte Tiefe die Beziechung

__ 01T — 100007,
1000001870

U
resultiert. Wenn wir die gegebenen Werte einsetzen, erhalten wir

1gem=3-277K — 100 - 1,293 - 10-3gcm~3 273 K «
100-1,293-103gem3 -1 gem™3 981 cms—2 - 273K

% 1,013 - 10°gcms~2 cm~2 = 7070 cm = 70,7 m.

Ein Ballon hat das Volumen ¥ = 3000 m? und fliegt bei einer Temperatur ¢ = 0 °C in
einer Hohe 2 = 6000 m, wo der duBere Luftdruck den Wert p = 0,5 atm hat. Berechnen
Sie, wie groB die resultierende Kraft ist, die auf den Ballon wirkt, wenn er im Fall a) mit
Wasserstoff und im Fall b) mit Helium gefiillt ist. Die Luftdichte betrigt unter Normal-
bedingungen g, = 1,293 g1-1.

Losung

Der Ballon erfihrt in der Luft einen Auftrieb, d. h. eine Kraft, die nach dem Archimedi-
schen Prinzip dem Gewicht der von ihm verdringten Luftmasse G; = Vp,g entspricht,
wobei mit ¢, die Luftdichte bei gegebener Temperatur bezeichnet sei. Wenn diese Kraft
groBer ist als das Eigengewicht des Ballons, dann wird er durch die resultierende Kraft
zum Steigen veranlaft. Die Steigkraft F ist durch die Differenz zwischen Auftrieb Gy
und Eigengewicht G, = Vp,g gegeben, d. h. durch die Kraft

F =Gy — G, = Voirg — Voug, ¢))

wobei g, die Gasdichte darstellt, das ist die Dichte desjenigen Gases, mit dem der Ballon
gefiillt ist.
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137.

Aus der Zustandsgleichung erhalten wir fiir die Gasdichte beim Druck p und der
Temperatur T

_pM
= RT"
Das bedeutet fiir Wasserstoff
_ 0,5 atm - 2 g mol—?!
"~ 70,0821atm K- mol-* 273 K
und fiir Helium
,_05-4gl -1
¢ = 0,082 273

Die Luftdichte betréigt unter Normalbedingungen

=0,0447 g1,

02

= 0,0894 g1-*.

0o = 2M
® " RT,
und beim Druck p und der Temperatur T,
_m
Q1 = RT, .

Durch Dividieren beider Gleichungen erhalten wir fiir die Luftdichte

0,5 atm

01 =00 % =1293 g1 = 06465 g1,

Po

Die gemiB GIl. (1) resultierende Steigkraft hat fiir den Fall
a) der Wasserstoff-Fiillung den Wert

F, = 3000 m? - 9,81 m s~2 (0,6465 kg m~3 — 0,0447 kg m~3) = 17710 N

und im Fall
b) der Heliumfiillung den Wert

F, = 3000 - 9,81 (0,6465 — 0,0894) N = 16400 N.

Ein Gasgemisch setzt sich aus den Gasen Wasserstoff (H,), Methan (CH,) und Kohlen-
monoxid (CO) zusammen. In welchen Mengen sind die einzelnen vorgenannten Kom-
ponenten im Gemisch enthalten, wenn ihre jeweiligen Partialdriicke wie folgt bestimmt
sind:

p1=0,7atm; p,=2atm; p;=13atm?
Losung

Wenn m;, m,, ms die Massen der einzelnen, in einer Masseneinheit des Gemischs ver-
tretenen Komponenten sind und M;, M,, M; ihre Molmassen, dann gilt entsprechend
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der Zustandsgleichung fiir jede Komponente

piV = ”Mi RT, )
1

PV = Z— RT, @
2

psV = ]’(’73 RT, )
3

wobei ¥ das Volumen des vom Gasgemisch eingenommenen Raumes darstellt. Wenn
wir die Gln. (1) u. (2) bzw. (1) u. (3) teilen, dann erhalten wir die Beziechungen

P My
Pz_m2M1’
Py _m M,
Pa_—msMi’

die zusammen mit der Gleichung
my+m+my=1g
die Losung fiir my, m,, ms in der Gestalt liefern
my = 1 : m, =P2Mzm1 .
b2 M, ps M

—— +—=—+1
My p M

(M; =2gmol!, M, = 16 gmol-! und M; = 28 g mol-?).
Nach Einsetzen der Zahlenwerte ergibt sich

m =p3M3m1
piM, ’ : p1M,

my =0,02g; my, =046g; m; =0,52g.

Im Gemisch sind also prozentual enthalten
2% He, 469, CH,4 und 52%; CO.

138. Bei welcher Temperatur ist die mittlere Geschwindigkeit der Molekiile des Kohlen-
dioxids gleich der mittleren Geschwindigkeit, welche die Molekiile des Stickstoffs bei
0 °C aufweisen?

Losung

Die Bedingung, daB3 die mittleren Geschwindigkeiten der Molekiile zweier verschiedener
Gase bei unterschiedlichen Temperaturen gleich sein sollen, driicken wir durch die Be-
ziehung aus: '

3RT, A/3RT2
M, M, ’
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woraus fiir die gesuchte Temperatur des Kohlendioxids resultiert:
M,
T, = —T;.
2 M1 1

Die Molmasse fiir N ist M; =28 gmol~*, die eines Mols CO, ist M, = (12 + 32) gmol-?
= 44 g mol-*. Nach Einsetzen erhalten wir

44 g mol-*
=27 =42
T, 28 g molT 3K =429K,
t, = 156 °C.

139. Berechnen Sie, welche Verdnderung der Mittelwert der kinetischen Energie von Mole-
kiilen des Gases Argon erfihrt, wenn von der Substanz m = 200 g vorliegen und unter
Konstanthaltung des Volumens eine Wirmemenge Q = 840 cal zugefiihrt wird.

Losung

Wenn das Gas sein Volumen nicht verdndert, kann es Energie von au3en nur als Wirme,
nicht als mechanische Arbeit erhalten. Die von auBen zugefiihrte Warme Q vergroBert
die innere Energie des Gases um den Betrag 4U, und es wird die Beziehung

Q=4U @)
erfiillt.
Wenn & der mittlere Wert der kinetischen Energie der Molekiile eines idealen Gases ist,
dann hat die innere Energie eines Mols dieses Gases den Wert U,, = Nae (N, ist die
AvoGADRosche Zahl), und das Gas der Masse m ist durch die innere Energie

U = nNje
charakterisiert, wobei n = m/M die Zahl der darin enthaltenen Gasmolekiile darstellt.

Wenn wir beriicksichtigen, daB Argon ein einatomiges Gas ist, fiir das demnach
¢ = 3/, kT gilt, finden wir seine innere Energie zu

m 3
U= — Ny —kT.
w7k
In Ubereinstimmung mit Gl. (1) kénnen wir also schreiben
3

m
=AU = — N — kdT.
Q M 2k

Wir beriicksichtigen weiter, daB de = 3/, kAT die Anderung der mittleren kinetischen
Energie eines Molekiils bedeutet, und erhalten fiir diesen Wert
MQ 39,9 g mol-* - 840 cal
de = = = 27,8 - 10-23 cal
® = N, _ 200g- 6,03 - 102 mol- : ca
und in Energieeinheiten ausgedriickt (1 cal = 4,187 Joule)

de = 116,4 - 10-23 7,
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140. Ermitteln Sie unter Beriicksichtigung der Aussagen der kinetischen Gastheorie die
spezifische Wirmekapazitit bei konstantem Volumen fiir die Gase a) Argon und
b) Stickstoff. Die Ergebnisse vergleichen Sie mit den in Tabelle 7 angegebenen Werten.

Losung

Wenn wir voraussetzen, dafl das Gas aus Molekiilen gleicher Art besteht und daB jedes
seiner Molekiile i Freiheitsgrade hat, dann ist der Mittelwert der kinetischen Energie
seiner Molekiile durch die Beziehung

i
= — kT
£=2
gegeben, und fiir die gesamte innere Energie eines Mols des betreffenden Gases gilt dann
Un = Np— kT

wobei N, die Zahl der Molekiile in einem Mol (N, = 6,03 - 1023 mol-1) darstelit.
Damit enthélt eine beliebige Gasmenge der Masse m die Zahl n = m/M Mole. Wenn wir
beriicksichtigen, daB die BoLTzMANN-Konstante & = R/Nj, ist, dann gilt fiir die innere
Energie des Gases

R m i
U= N 'T= — — RT.
A2 2 Na M2
Wenn wir das Gas unter Konstanthaltung seines Volumens erwdrmen, dann wird die
gesamte zugefithrte Wiarme Q fiir die Erh6hung der inneren Energie benétigt, und die
Temperatur wichst um den Betrag AT an. Demnach gilt

Q, = AU = %—R(T—FAT)—M—Z—RT—ME-RAT )
GemaéB der Definition der spezifischen Wiirmekapazitéit ist
(Y
Co = ;n—;;—];,
und nach Einsetzen fiir @, erhalten wir aus Gl. (1)
. _ iR
=5

Nach Einsetzen der gegebenen Werte ergibt sich:
a) Argon ist ein einatomiges Gas, fiir das i = 3 gilt, so daBB wir finden

3 R 3-8,31 JK-! mol-!

S — 311 kg K1,
M 220 105 kgmo _ S11TkeTK

Cy =

Wenn wir beriicksichtigen, daB 1 J = 0,239 cal ist, ergibt sich
¢, =0,0743cal g~t K-,
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Die Tabellen geben einen Wert von 0,0762 cal g-* K-! an.
b) Stickstoff ist ein zweiatomiges Gas, fiir das i = 5 ist, so daB3 wir finden

5 R 5-8,31 -1 1 -1
c”_—?———2~28.10‘3Jkg K-!'=742J kgt K-,
d. h,

¢, =0,177cal g~t K-,

was mit dem Wert der Tabelle von 0,177 cal g-! K-1 iibereinstimmt.

141. Berechnen Sie fiir Argongas den Prozentsatz derjenigen Molekiile, die sich bei
to = 120 °C mit Geschwindigkeiten im Intervall zwischen v; = 2000 km h-! und
v, = 2330 km h-! bewegen.

Losung

GeméB dem MaxweLLschen Gesetz gilt fiir die Geschwindigkeitsverteilung der Gas-
molekiile

dn _2—/\/’"32—;'—:;
_;__A/; (ﬁ)ve dv. (¢))

Diese Beziehung konnen wir vereinfachen, indem wir die sog. relative Geschwindigkeit
als den Quotienten der Momentangeschwindigkeit » und der wahrscheinlichsten Ge-
schwindigkeit der Molekiile v, einfiihren:

m

<
]

uz
f d—:— gibt die relative Molekiilzahl an; die relativen Geschwindigkeiten der Molekiile

uy
liegen im Geschwindigkeitsintervall zwischen den Grenzen u; und u,. Der Ausdruck

©
@ =fi e—“2u2 du
n N&
Ua
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142.

wiederum gibt die relative Anzahl derjenigen Molekiile an, deren Relativgeschwindig-
keiten groBer sind als uo. Dieses Integral wurde berechnet, und in Bild 86 kann man die
Werte dieser relativen Molekiilzahlen fiir die verschiedenen Relativgeschwindigkeiten
direkt ablesen. Nach den in der Aufgabe angegebenen Bedingungen finden wir

A/2kT0 _ A/2RT0 _ Jz 83JK*mol"1303K _
mENTm TANTM T 20-103kgmol*

=404ms! =1454kmh-?

10
. ) — "
und die Relativgeschwindigkeiten qa \
uy =2 = 290y g5 )
R VT 7 E %
Loz _ 230 o
2T om 1454 7T % N
o . g
GemaiB Bild 86 finden wir 0
36,7
Pat _030; 22 —o0,18. Bild 86

Es haben also 309, der Molekiile eine gfﬁBere Geschwindigkeit als 2000 km h—! und
18 %, eine groBere als 2330 km h-!. Im vorgegebenen Geschwindigkeitsintervall bewegen
sich 129 aller Molekiile.

Ermitteln Sie unter Hinzuziehung des MAXwWELLschen Gesetzes der Geschwindigkeits-
verteilung die Beziehung fiir die wahrscheinlichste und die Durchschnittsgeschwindig-
keit der Gasmolekiile.

Losung

Nach dem MaAxweLLschen Gesetz gilt fiir die relative Anzahl der Molekiile, deren
absoluter Geschwindigkeitsbetrag im Intervall zwischen v und v + dv liegt, die Be-
zichung

my2

dn _ _ 2 m 3 2 " 2%T
— = flv)dv = A/; <IE‘) vie do. Q)
a) Wie aus der grafischen Darstellung und der Berechnung ersichtlich ist, nimmt die
Funktion f(v) Nullwerte fiir v = 0 und fiir v = 0o an. Irgendwo zwischen diesen beiden
Nullstellen liegt ein Maximum. Die Lage des Maximums entspricht derjenigen Ge-
schwindigkeit, mit der sich bei gegebener Temperatur eine maximale Anzahl von
Molekiilen bewegt, die sog. wahrscheinlichste Geschwindigkeit. Fiir sie gilt

dfv)
dv 0
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Nach Berechnen der ersten Ableitung erhalten wir

my2 my2

2m - -
2 — —— 2kT kT =
v ( 2kT)ve + 2ve 0,
hieraus
- [2kT
V= [—.
m

Da k = R/N, und mN, = M ist, wobei M die Molmasse darstellt, finden wir weiter

2RT
Om = [ ——.

M

b) Unter der durchschnittlichen Geschwindigkeit der Molekiile verstehen wir das arith-
metische Mittel der Geschwindigkeiten aller Gasmolekiile. Wenn sich von der Gesamt-
zahl n'der Molekiile der Bruchteil d» mit Geschwindigkeiten zwischen v und v 4 dv
bewegt, dann ist die Durchschnittsgeschwindigkeit v4 durch die Beziehung

@

fvdn ©
0 dn
Vg = 7 = fv;

gegeben. Dabei bedeutet dr/r die relative Anzahl der Molekiile, deren Geschwindigkeiten
im Intervall v bis v + dv liegen, d. h. f(v) dv. In Hinblick auf Gl. (1) koénnen wir so
schreiben:

. -}

- wA/Z m33—% A/2 m3.3—';Tv:,
vd—fvf(v)dv-—f ?(k_f") ve dv = ?(ﬁ) fve do.
0 0

0o

Das Integral

-]
my2
f v3e” 2T dv
0
16sen wir durch die Substitution
me oy
2kT ’
so daB sich ergibt
m

= 2ydy.
kTvdv y dy
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143.

Nach dieser Substitution geht das Integral iiber in

(-
4k2T?

0

0
Der Ausdruck f y® e dy, der partiell integriert wurde, ergibt den Wert 1/,, und des-
o

halb finden wir

v_)\/z (m)3 4*T* 1 [8kT
¢ N \kT, m> 2  Nam'®

Wenn wir festhalten, daBl £ = R/N, und mN, = M ist, erhalten wir schlieBlich

8RT
M

Vg =

Berechnen Sie, wieviel Prozent der Molekiile eines Gases eine kinetische Energie der
Translation haben, die groBler als das Dreifache des Mittelwertes der kinetischen Trans-
lationsenergie der Molekiile ist.

Losung

Fiir die Geschwindigkeiten der Molekiile, die den Bedingungen der Aufgabe ent-
sprechen, muf} gelten

1 , 1 —
? mv? > 2 '5 .mvz,
woraus wir erhalten
v > \/ 2 9.
Die Anzahl der Molekiile, deren Geschwindigkeiten groBler sind als v, = \/ 2 v, laBtsich

leicht aus dem Resultat der Aufgabe 141 und Bild 86 ermitteln.
Wir finden die relative Geschwindigkeit aus

L _ v, _ [T __ [RT
O—Um, m M s - M
und daher
2.- —_
vy = V20 =3 =1,73.
Um

Entsprechend dem Diagramm ist

To _o11.
n
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Also haben 11 % aller Molekiile eine kinetische Energie der Translation, die groBer ist
als das Dreifache des Mittelwerts.

144. Unter Normalbedingungen (po = 1 atm, #, = 0 °C) hat die freie Weglidnge eines
Wasserstoffmolekiils den Wert l, = 1,28 - 105 cm. Wie groB ist der Durchmesser

eines Wasserstoffmolekiils und wie groB wird seine mittlere freie Weglinge fiir den Fall,
daB die Temperatur o, = 0 °C und der Druck p = 10~ Torr betrigt?

Losung

Wenn wir die Beziehung fiir die mittlere freie Weglidnge

_ 3
" 4nnD?
benutzen, in die wir fiir » (Zahl der Molekiile pro Volumeneinheit)
n= i
kT

einsetzen, so erhalten wir fiir den gesuchten Durchmesser eines Wasserstoffmolekiils
die Beziehung
3kT
= ol
Nach Einsetzen der gegebenen GrofBlen ergib_t sich
3kT, 3-1,38-10-22JK-1273K _

D = s~ E OB I NmZ 138 10 o0 107 MY
so daBl man findet

D=26-10"1"m.

2

Die mittlere freie Weglidnge betrdgt unter Normalbedingungen

_ 3kT,
° 47'FPQD2
und bei einem Druck p und der Temperatur T,
_ 3kT,
"~ 4npD?’
Nach Division beider Gleichungen erhalten wir
)
lo p
und damit
Do 760 Torr
l=0l,—=128-10"M —F—— = .
> , m 10 Torr 0,97 m
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145.

146.

In einem abgeschlossenen Raum von einem Kubikzentimeter Inhalt ist Wasserstoff bei
0 °C und unter einem Druck von 1 atm eingeschlossen. Berechnen Sie die Anzahl der in
einer Sekunde in diesem Gas auftretenden Zusammenst68e der Molekiile miteinander,
wenn der Durchmesser eines Molekiils mit D = 2,38 - 10-8 cm angenommen wird.

Losung

Innerhalb einer Sekunde st68t das einzelne Molekiil durchschnittlich mit Z anderen
zusammen. Wenn v4 die Durchschnittsgeschwindigkeit der Molekiile darstellt, dann ist
4nnD?

3

Bei jedem ZusammenstoB treffen zwei Molekiile aufeinander. Daher ist die Gesamtzahl
der Zusammenst6B8e pro Volumen- und Zeiteinheit durch die Beziehung

Z=

Vq.

6
gegeben, wobei n die Zahl der in der Volumeneinheit enthaltenen Molekiile bedeutet.
Wenn wir beriicksichtigen, daf3
M
und k = R/N, ist, dann ergibt sich
Zo— 4np2D? A/W _ 4p*D? A/m
6k2T? ™M 3k2T? M
Nach Einsetzen der gegebenen GroBen erhalten wir
_ 4-1,0132-10'° N> m~* 2,382 - 10-2° m?
o T 3-1,382-10-%6 J2 K2 2732 K?
Jz ©3,14-831JK-*mol* 213K _
2 - 1073 kg mol-*

=15-10**m3s! =1,5-102°cm3s-1,

Vg =

Wie groB ist die Durchschnittsgeschwindigkeit der Molekiile des Gases Argon, wenn
die mittlere Zeitdauer zwischen jeweils zwei ZusammenstoBen seiner Molekiile
T = 9-10-7 s betrigt und wenn in der Volumeneinheit » = 3,4 - 1012 cm~3 Molekiile
enthalten sind? Unter Normalbedingungen betrigt dic mittlere freie Weglidnge von
Argonmolekiilen /, = 6,66 - 10-% cm.

Losung

In der Zeitspanne 7, die dem zeitlichen Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Zusammenst6Ben entspricht, legt das Molekiil, das sich mit der durchschnittlichen Ge-
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schwindigkeit v4 fortbewegt, eine Strecke der Linge

l = vg7

l
zuriick, woraus folgt vy = —. @

Die mittlere freie Wegldnge des Molekiils erfiillt die Beziechung

3
" 4mnD?

@

Den unbekannten Durchmesser des Molekiils ermitteln wir aus den Normalbedingungen
im Gas. Aus diesen Angaben resultiert

_ 3
o 477-710D2 )
Da ferner
ng = 2o
° " kT,

ist, gilt die Beziehung

. 3T,
4Tflopo :

Durch Einsetzen in Gl. (2) erhalten wir

/= 3 _ lopo
3kTo nkTo '
4rcn
4T510p0

Fiir die durchschnittliche Geschwindigkeit ergibt sich aus Gl. (1)

lopo
nkTot *

l
Vg = — =
T

Nach Einsetzen der gegebenen GroBen erhalten wir schlieBlich
6,66 - 10* m - 1,013 - 105 N m~2
3,4-10"*m-3-1,38-10"23JK-1273 K+ 9-10"7s

= 5,86-10°ms-1t.

Vg =

147. Bestimmen Sie den Zusammenhang der mittleren freien Weglinge von Gasmolekiilen
und des Koeffizienten der inneren Reibung 7. Berechnen Sie die mittlere freie Wegldnge
von Gasmolekiilen des Sauerstoffs unter Normalbedingungen, wenn hierbei der Koeffi-
zient der inneren Reibung des Sauerstoffs den Wert 7o = 19,2 - 10-¢ kg m~! s~! hat.



2.2. Ideale Gase — Kinetische Gastheorie 177

Losung

a) Fiir / und 7 gelten die Beziehungen
3 Muvy
=~ 4mD?’ " T @mN.D?’
und ihr Quotient ist
n _ My
) 3N,

Der Quotient m = M|/N, stellt die Masse eines Molekiils dar, und das Produkt aus
, Molekiilmasse und Zahl der Molekiile je Volumeneinheit ergibt die Gasdichte ¢ = mn.
Dabher ist

Wenn wir die bereits bekannten Bezichungen fiir die durchschnittliche Geschwindigkeit
der Molekiile

__A/SRT
Vg = Y -

und die Zustandsgleichung

m pM
V =-—RT, also o=:—
4 % also ¢ RT
anwenden, dann finden wir fiir / die Beziehung
3
. —
pM [ 8RT
RT M

woraus wir nach einfacher Umformung erhalten

1_377A/RTT:
T 2pN 2M

Nach Einsetzen der gegebenen GroBen erhalten wir schlieBlich

;= 3°192-10°kgmts7 A/3,14 -8,31 JK-1mol-1 273K
~ 2-1,013-10°Nm2 2-32.10°kgmol !

=9,5-10"%m.

12 Hajko, Mechanik
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A

157.

Aufgaben

Ein Manometer zeigt einen Druck von
75 at an. Driicken Sie diesen Druck in
physikalischen Atmosphéren, in Torr,
in Bar und in Pascal aus.

158a) Berechnen Sie, bei welcher Tempera-

tur ein Gas zwei Drittel des Volumens
einnimmt, das es — bei Konstanthaltung
des Druckes - bei der Temperatur 0 °C
einnahm.

158b) Ermitteln Sie, bei welcher Temperatur

159.

160.

161.

162.

‘ein Gas — bei Konstanthaltung des Vo-

lumens - einen #-fachen Druck aufweist
als bei 0 °C.

Ein an einem GefdB mit komprimiertem
Gas sitzendes Manometer zeigt bei der
Temperatur ¢ = 20 °C einen Druck von
60kp cm~2 an. Nach Abkiihlung des
Gases zeigt das Manometer nur noch
45 kp cm~2 an. Berechnen Sie die End-
temperatur des Gases unter der Voraus-
setzung, daB eine etwaige Volumenénde-
rung des GefidlBes vernachlissigt werden
kann.

Im Raum iiber der Quecksilberfiillung
eines Barometers befindet sich eine ge-
ringe Luftmenge, was bewirkt, daB3 das
Barometer einen geringeren Druck an-
zeigt, als tatsdchlich herrscht. Wenn
z. B. der wahre Luftdruck 750 Torr be-
trigt, zeigt das Barometer nur 730 Torr
an. Berechnen Sie, wie groB der wahre
Wert, des Luftdrucks ist, wenn das
Barometer 690 Torr anzeigt. Die Linge
des Barometers betrigt 85cm. Den
Druck messen wir bei gleichbleibender
Temperatur.

Welches Volumen nehmen 4 g Helium
bei einem Druck von 750 Torr und einer
Temperatur von 20 °C ein?

Eine bestimmte Menge Luft nimmt bei
einer Temperatur f, = 8 °C und dem
Druck po = 750 Torr ein Volumen
Vo = 112 cm? ein. Auf welche Tempe-

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

ratur muBl die Luft erwdrmt werden,
damit sie bei einem Druck p; =740 Torr
dasVolumen V; = 136cm3 einnimmt?
In einem Behélter von 401 Fassungs-
vermogen befindet sich Sauerstoff bei
einer Temperatur von 27 °C und unter
einem Druck von 10 kp cm~2. Berech-
nen Sie die Masse dieser Gasmenge.
Berechnen Sie die Dichte von Stickstoff
bei 10 °C und einem Druck von 2 at.
Berechnen Sie das Gewicht der in einem
Raum von 4 m - 5 m - 3 m enthaltenen
Luftmenge bei einer Zimmertemperatur
von 20°C und einem Druck von
760 Torr. Die Luftdichte unter Normal-
bedingungen wird als bekannt voraus-
gesetzt.

Eine Gliihbirne von 150 cm® Volumen
ist mit Argon gefiillt. Wie hoch ist ihre
Temperatur, wenn das Argon bei einem
Druck von 750 Torr ein Gewicht von
1,45 - 10~* kp hat?

Berechnen Sie, welchen Wert das spe-
zifische Volumen des Wasserstoffs an-
nimmt, wenn er bei einer Temperatur
von 20 °C unter einem Druck von
1,25 atm steht.

In einem GefidlB3 von 61 Inhalt befinden
sich 1,4 g Gas bei einer Temperatur von
27 °C und einem Druck von 2,17 at.
Um welches Gas handelt es sich?
Berechnen Sie, welches Volumen drei
Mole Sauerstoff bei einem Druck von
3'atm und einer Temperatur von 100 °C
einnehmen.

In einem Gefil wurde Luft bei kon-
stanter Temperatur bis auf 5 9 ihres ur-
spriinglichen Druckes entspannt. Wel-
che Luftmenge mufite dazu aus dem
GefiaB gepumpt werden?

Ein geeichtes Quecksilberbarometer
zeigt bei 7, = 27 °C einen Druck b =
= 750 Torr an. Die Linge der Baro-
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172.

173.

174.

175.

176.

12%

meterrdhre betrigt [ =90cm, ihr
Querschnitt 4 = 1,5 cm?. Wenn wir in
den Raum iiber dem Quecksilber ein
wenig Sauerstoff leiten, sinkt die Queck-
silbersdule um 50 mm. Berechnen Sie,
welche Menge Sauerstoff wir eingeleitet
haben, wenn vorausgesetzt wird, daB
die Temperatur wihrend des Prozesses
konstant bleibt.

Ein Luftbldschen im Wasser eines Sees
hat in einer Tiefe von 2 = 21 m bei der
Temperatur t;, = 4°CeinenRadiusr; =
= 1cm. Es steigt unter Volumenver-
groferung zur Wasseroberfliche auf.
Wie grof3 wird sein Radius sein, wenn es
die Wasseroberfliche erreicht hat, wo
eine Temperatur von ¢, =27 °C
herrscht? Der atmosphérische Druck b
stelle den Normaldruck dar, die Ober-
flichenspannung bleibe unberiicksich-
tigt.

In einem Zylinder vom Volumen V; =
= 5 m? befindet sich Kohlenmonoxid-
gas unter einem Druck p; = 150 atm,
in einem anderen Zylinder vom Volu-
men V, =8 m? ist Wasserstoff von
gleicher Temperatur, aber unter einem
Druck p, = 220 atm enthalten. Bei der
Vereinigung beider GefiaBinhalte bleibe
die Temperatur konstant. Wie groB ist
der Druck?

In einem Gefil3 von 3 1 Inhalt befinden
sich 10 g Wasserstoff bei einer Tempera-
tur von 20 °C, in einem anderen Gefil3
von 51 Inhalt bei gleicher Temperatur
8 g Stickstoff. Wie groB ist der resultie-
rende Druck, der sich nach Vereinigung
beider GefidBinhalte einstellt?

Die Massenanteile eines Gemischs der
durch Verbrennung entstandenen was-
serfreien Gase sind folgende: 14%; CO,,
4,4% CO, 5,8% 0., 75,8% N,. Wel-
chen Wert nimmt die mittlere Molmasse
des Gemischs an?

Trockene Luft enthilt — wenn wir Edel-
gase auBer Betracht lassen - 23,29
(Massenprozente) Sauerstoff und 76,8 9;

177.

178.

179.

180.

181.

Stickstoff. Wie groB sind die Partial-
driicke der einzelnen Komponenten,
wenn der Gesamtdruck der Luft
750 Torr betrigt? )

Ein Gasgemisch in der Zusammen-
setzung 12 g CO,, 6 g O,, 1 g CO und
86 g N, befindet sich bei ¢; = 127 °Cin
einem Gefil vom Volumen V =31
Wie grof3 ist der Gesamtdruck des Ge-
misches, und welche Werte nehmen die
Partialdriicke der einzelnen Kompo-
nenten an?

Berechnen Sie, wieviel Molekiile
(Atome) a) 11 Wasser unter normalen
Bedingungen, b) ein Eisenwiirfel und
¢) ein Kupferwiirfel mit 1 cm Kanten-
linge enthilt.

Wie groB ist die Masse eines Atoms
(Molekiils) a) bei Eisen, b) bei Kupfer,
c) bei Kochsalz?

Wie groB ist die mittlere quadratische
Geschwindigkeit der Molekiile a) des
Stickstoffs, b) des Heliums bei den
Temperaturen ¢; = 500 °C, ¢, = 0 °C,
t; = —270 °C?

Unter der Annahme, dal die mittlere
Zentraltemperatur der Sonne 2-107 K

- betréigt, soll berechnet werden, wie grof3

182.

183.

184.

185.

die mittlere kinetische Translations-
energie der Atome im Sonneninnern ist.
Bei welcher Temperatur hat die mittlere
quadratische  Geschwindigkeit von
Stickstoffmolekiilen gerade den halben
Wert derjenigen bei Zimmertemperatur
(t1 =20 °C)?

Wieviel Molekiile befinden sich in einem
kugelférmigen Gefd3 von 3 cm Radius,
das mit Sauerstoff von 27 °C unter
einem Druck von 10-4 Torr gefiillt ist?
In einem Gefif3 von 21 Inhalt befinden
sich 3-102° Stickstoffmolekiile, 102°
Kohlenmonoxidmolekiile sowie 2-102°
Wasserstoffmolekiile. Der Druck des
Gemisches betrigt 20 Torr. Wie hoch ist
seine Temperatur?

Eine gewisse Menge Helium wurde von
der Temperatur #; = 20 °C auf die
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186.

187.

188.

189.

2.3.

Temperatur ¢, = —250 °C abgekiihlt.
Wie dnderten sich dabei die mittlere
kinetische Energie und die Durch-
schnittsgeschwindigkeit der Molekiile?
Berechnen Sie, mit welcher durch-
schnittlichen und mit welcher wahr-
scheinlichsten Geschwindigkeit sich die
Molekiile a) des Wasserstoffs, .b) des
Heliums und c) des Sauerstoffs bei einer
Temperatur von 0 °C bewegen. Ver-
gleichen Sie die Resultate mit der mitt-
leren quadratischen Geschwindigkeit.
In einem mit Argon gefiillten Rohr
pflanzt sich der Schall mit einer Ge-
schwindigkeit v, fort. Berechnen Sie,
welchen Wert die mittlere Geschwindig-
keit der Argonmolekiile annimmt und
mit welcher Geschwindigkeit sich die
meisten Molekiile bewegen.

Berechnen Sie unter Hinzuziehung der
Resultate der kinetischen Gastheorie
den Wert der inneren Energie a) eines
einatomigen, b) eines zweiatomigen
Gases, dessen Druck mit p und dessen
Volumen mit V gegeben ist.

Berechnen Sie unter Hinzuziehung der
Aussagen der kinetischen Gastheorie
a) die mittlere freie Weglénge der Mole-
kiile von Stickstoff und Helium, b) die
Zahl der ZusammenstoBe pro- Zeit-
einheit, die ein Molekiil mit den anderen
bei einer Temperatur von 0 °C und

Thermodynamik

190.

191.

192.

einem Druck von b; = 10-3 Torr und
von b, = 760 Torr erfahrt. Als mittlerer
Durchmesser eines Stickstoffmolekiils
wird der Wert D; = 3,16 - 10-1° m, fiir
ein Heliummolekiil wird D, = 2,2 X
x 1071° m angenommen.

Berechnen Sie den Durchmesser eines
Neonmolekiils, von dem bekannt ist,
daB es bei einer Temperatur ¢ = 327 °C
und einem Druck von 1 Torr durch-
schnittlich 2,2 - 10° ZusammenstoB8e in
der Zeiteinheit ausfiihrt.

In einem kugelférmigen GefdB vom
Volumen ¥V = 4,21 ist bei einer Tem-
peratur ¢z = 68 °C Stickstoff enthalten.
Auf welchen Druckwert muf3 das Gas
entspannt werden, damit die mittlere
freie Weglidnge seiner Molekiile den
GefdBabmessungen gleichkommt? Wie-
viel Molekiile werden sich dann noch
im GefdB befinden? Den Durchmesser
eines Stickstoffmolekiils nehmen wir mit
etwa D =2,3-10"1°m an.

Driicken Sie die allgemeine Temperatur-
abhidngigkeit des Koeffizienten der
inneren Reibung eines Gases aus. Be-
rechnen Sie den Koeffizienten der inne-
ren Reibung fiir Luft bei einer Tempera-
tur ¢t = 27 °C, wenn dieser bei der Tem-
peratur 7, =0°C den Wert 7, =
=18-10"° gcm~! s~! annimmt.

Unter der inneren Energie eines Systems von Stoffen (z. B. des in einem GefdB ein-
geschlossenen Gases) verstehen wir diejenige Energie, die wir dem System zufiihren
miissen, damit es aus dem Zustand, den wir als Grundzustand gew#hlt haben, in den
gegebenen Zustand iibergeht. Ein Stoffsystem im Gleichgewichtszustand ist durch
einen genau bestimmten Wert der inneren Energie ausgezeichnet. Vom Standpunkt
der molekular-kinetischen Darstellung aus verstechen wir unter der inneren Energie
eines Systems die Summe aus kinetischer und potentieller Energie der das System
bildenden Molekiile.
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Wir fiihren einem Stoffsystem Energie von auBlen gewOhnlich durch mechanische
Arbeit oder durch Wirme zu; die GroBe der Energiednderung eines Systems kann
man durch die GroBe der Arbeit oder der Warme messen.!) Arbeit und Wirme sind
dquivalente (gleichwertige) Energieformen.”

Im internationalen Einheitensystem gilt die Umrechnungsbeziehung 1 kcal =
= 4186,8 J.

Wenn ein System bei infinitesimaler Anderung seines Zustands Energie von auBen
durch die mechanische Arbeit dW und die Wiarme dQ aufnimmt, so erhoht sich seine
~ innere Energie um den Betrag dU gemiB der Beziehung

dU = dw + dQ. ¢))

Arbeit dW und Wirme dQ werden dabei in gleichen Einheiten ausgedriickt.

Die Gl. (1) stellt eine der mathematischen Formulierungen des I. Hauptsatzes der
Thermodynamik dar. '

Wenn die GroBe dW (oder dQ) negativ ist, so nimmt das System keine Arbeit (oder
Wiérme) von seiner Umgebung auf, sondern gibt sie an diese ab. Wenn wir die Arbeit,
die ein System verrichtet, mit dW’ (die abgegebene Wirme entsprechend mit dQ")
bezeichnen, dann gelten die Beziehungen

dW = —dw’, dg = -dQ'.

In einem System von Stoffen geht ein thermodynamischer ProzeB vor sich, wenn sich
sein Zustand andert. Der thermodynamische ProzeB, der in einem Stoffsystem ablauft,
wird dann als KreisprozeB (zyklischer ProzeBl) bezeichnet, wenn das System nach
Durchlaufen verschiedener Zustandsdnderungen wieder in den Ausgangszustand
zuriickkehrt. )

Die Arbeit, die ein Gas bei einer umkehrbaren infinitesimalen Anderung seines Vo-
lumens um den Betrag dV gegen die duBeren Krifte verrichtet (sog. Volumenarbeit),
ist durch die Bezichung

dWw'=pdV

gegeben, in der p der Gasdruck ist.

Unter der spezifischen Warmekapazitat einer beliebigen Gasmenge verstehen wir die
Wiarmemenge, die zu ihrer Erwdrmung um die Temperaturdifferenz von 1 grd not-
wendig ist. Wir unterscheiden: spezifische Wirmekapazitit bei konstantem Druck und
spezifische Wirmekapazitit bei konstantem Volumen. Bei einem gegebenen Gas ist
erstere stets groBer als letztere. ' .

1) Gewohnlich driickt man sich kurz aus: Einem System wird Wirme (Arbeit) zugefiihrt,
ein System gibt Wirme ab, verrichtet Arbeit
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Die Wérmekapazitit eines Mols eines Gases wird als Molwirme bezeichnet. Sie
héngt mit der spezifischen Warmekapazitit folgendermaBen zusammen:

C, = Mc,, C,= Mc,,

wobei M die Masse eines Grammolekiils (Molmasse) Gas darstellt. Ein Gas wird
dann als ideales Gas bezeichnet, wenn es die Zustandsgleichung

pV = nRT

vollkommen erfiillt und wenn es eine nur von der Temperatur abhéingige innere
Energie hat. Wenn sich bei der infinitesimalen Zustandsinderung eines Mols eines
idealen Gases seine Temperatur um den Betrag dT édndert, dann dndert sich seine
innere Energie um

dvU = C, dT.

Wenn uns eine bestimmte Gasmenge der Masse m vorliegt, dann enthilt diese die
Zahl n = m|M Mole, so daB wir finden

' au = 2. ¢, dT = me, dT.
M

Der Zusammenhang zwischen der Molwérme eines idealen Gases bei konstantem
Druck und der Molwidrme bei konstantem Volumen wird durch die MAYERsche
Gleichung ausgedriickt:

C,— C, =R

Fiir die spezifischen Wirmekapazititen gilt dann

Der I. Hauptsatz der Thermodynamik hat fiir eine beliebige Gasmenge die folgende
Form:
dQ = dU + dW'’' =nC,dT + p dV.

Es seien nunmehr einige einfache Zustandsénderungen eines idealen Gases vorgestellt.

1. Isochore Zustandsdnderung:
Das Volumen des Gases bleibt konstant, es ist dV = 0;

2 2
dw’ = 0; dQ = dU; Q=fdQ=de=U2—U1.
1 1
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Das Gas kann Energie nur durch Wirme aufnehmen oder abfiihren.

2. Isotherme Zustandsanderung:
Die Temperatur des Gases bleibt konstant, es ist d7" = 0;

2 2
dU = nC,dT = 0; dQ = dW’; Q=fdQ=def= w.
1 1

Das Gas erhilt nur auf einem Wege Energie, z. B. durch Wéarme (Arbeit), doch gibt
es gleichzeitig an seine Umgebung die gleiche Menge an Energie auf eine andere
Art ab, durch Arbeit (Warme). Kurzgefat kann man den Sachverhalt ausdriicken:
Die gesamte, dem System von auflen zugefiihrte Wirme (Arbeit) wird in mechanische
Arbeit (Wirme) umgewandelt.

3. Adiabatische Zustandsénderung:
Sie verlduft bei vollstindiger Warmeisolierung des Systems, d. h., es ist dQ = 0;

2 2
aw’ = —du; W’=1de=—1de=U1—U2.

Das Gas erhilt Energie nicht durch Warme, sondern nur durch Arbeit zugefiihrt.
Analog kann das Gas an seine Umgebung Energie nur durch Arbeit (nicht durch
Wirme) abgeben. Die vom Gas verrichtete Arbeit ist gleich der Abnahme seiner
inneren Energie.

Der Zusammenhang zwischen dem Druck und dem Volumen des Gases wird durch
die PoissoNsche Gleichung ausgedriickt:

pV* = poVs = const

(x = C,/C,, po Druck, V, Volumen des Gases im Anfangszustand).

Der CarnNotsche KreisprozeB veérlduft als ein Zyklus von vier aufeinanderfolgenden
umkehrbaren Prozessen, von denen je zwei isotherm (L. und IIL.) sind, die bei den
Temperaturen T; und T, verlaufen, und zwei adiabatisch (II. und IV.). Das Arbeits-
medium wird durch ein Mol oder Kilomol eines idealen Gases dargestellt.

Im Verlauf eines Zyklus entnimmt das Gas einem Wirmespeicher der Temperatur
T, die Warmemenge Q, , fiihrt an einen Wirmespeicher der Temperatur T, die Warme-
menge Q3 ab und verrichtet die Arbeit

W =0, - 05

Der Quotient aus der vom Gase verrichteten Arbeit W’ und der bei einer hoheren
Temperatur T aufgenommenen Wirme Q, stellt den sog. Wirkungsgrad des CARNOT-
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Prozesses dar:

g Q=0 =T
Ql Ql Tl
Wenn der CARNOT-ProzeB entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, nimmt das
Gas bei einer niedrigeren Temperatur 7, von einem Wirmespeicher die Warme Q,
auf, nimmt eine bestimmte Menge mechanischer Warme W aus der Umgebung auf
und gibt an einen Wéarmespeicher der héheren Temperatur T; sowohl die bei T, auf-
genommene Wérme als auch die in Warme umgewandelte, von aullen aufgenommene
mechanische Arbeit ab. Sein Wirkungsgrad betrégt hierbei
W T, -T,
T Wwio, T,

Auf diesem Prinzip basiert die Arbeitsweise einer Kdltemaschine.

Die Entropie stellt eine ZustandsgroBe dar, die folgendermaBen ermittelt wurde:
Wenn bei infinitesimaler Anderung seines Zustands ein Stoffsystem bei der Tempe-
ratur T auf umkehrbarem Wege die Warmemenge dQ aufnimmt, dann dndert sich seine
Entropie um den Wert

as = 92
T
Die Gesamtinderung der Entropie eines Gases bei seiner Uberfiihrung aus einem An-

fangszustand (1) in einen Endzustand (2) ist
2

d
Sz—Sl=f?Q.

1

Durch diese Beziehung kann nur die Anderung der Entropie, nicht aber ihr Wert
bestimmt werden.

Die Anderung der Entropie eines idealen Gases beim Ubergang aus einem Zustand,
in dem es durch die ZustandsgroBen p,, V, und 7T, gekennzeichnet war, in einen
anderen Zustand, in dem diese GroBen die Werte p, ¥ und T annehmen, ist durch die
folgende Beziehung gegeben:

1)

ViRy =/dTQ=ann—K+nC,1n£.

o 0
()

Bei umkehrbaren adiabatischen Prozessen dndert sich die Entropie eines Stoff-
systems nicht, sie bleibt konstant. Bei allen nicht umkehrbaren Prozessen, die in —
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gegeniiber der Umgebung thermisch isolierten — Systemen verlaufen, vergroSert
sich die Entropie.

AuBer den GroBen p, V, T, U und S, die Funktionen des Systemzustands darstellen,
werden in der Thermodynamik noch weitere ZustandsgroBen verwendet, z. B.

1. Enthalpie H,
die durch die folgende Beziehung definiert wird:

H=U+ pV;

2. freie Energie F,
die durch eine weitere Beziehung definiert wird:

F=U-TS.

Aus der Definition dieser GroBe ist ersichtlich, daf3 die von einem Stoffsystem bei
der umkehrbaren isothermen Anderung seines Zustands verrichtete Arbeit gleich dem
Zuwachs seiner freien Energie ist:

—(dF)r = dw".

3. potentielle thermodynémische Energie G,
die folgendermaBen definiert wird:

G=U—-TS+pV=H-TS.

Bei umkehrbaren Zustandsénderungen eines Systems, wenn das System nur Volumen-
arbeit verrichten kann, ist das Differential der potentiellen thermodynamischen Ener-
gie wie folgt bestimmt:

dG = Vdp — SdT.
Die GiBBssche Phasenregel bestimmt die Anzahl der Freiheitsgrade f eines Systems

mittels der Anzahl der Phasen p und der Komponenten k, aus denen sich das System
zusammensetzt, gemiB der Beziehung

f=k+2—p.

Unter der Zahl der Freiheitsgrade verstehen wir die Zahl der ZustandsgroBen (z. B.
Druck, Temperatur usw.), die man zumindest innerhalb eines bestimmten Bereichs
variieren kann, ohne daB sich dadurch die Zahl der Phasen des Systems verdndert.

B Beispiele

148. Eine Stahlkugel fillt mit der Anfangsgeschwindigkeit vo = 4 ms~! aus einer Hohe
h = 20 m herab und wird nach dem Aufprall auf eine elastische Unterlage bis auf die
Hoéhe Ao = 4 m zuriickgeworfen. Um wieviel Grad erhitzt sie sich dabei, wenn wir
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voraussetzen, daB nur 60 9 der Arbeit, die bei der Deformation der Kugel im Moment
ihres Aufpralls verrichtet wird, zur Erh6hung ihrer inneren Energie beitragen sollen?

Losung '

Nach dem Gesetz von der Erhaltung der Energie mul3 die Gesamtenergie, welche die
Kugel zu Beginn ihres Falles aus der Anfangshohe besaB,

1
W = mgh +—§mv§,

erhalten bleiben. Unter Beriicksichtigung des Umstands, daB die Kugel beim Zuriick-
prallen nur bis in eine Hohe o, < & aufsteigt, wird ein Teil der Energie an die Umgebung
abgefiihrt, und somit erhoht sich durch die Deformationsarbeit sowohl die innere
Energie der Kugel als auch die Energie der Umgebung. Fiir die Deformationsarbeit
kann man in Ubereinstimmung mit dem Gesetz von der Erhaltung der Energie wie folgt
schreiben:

1
W = mgh + -2—mv(2, — mgho. €))

Ein Teil dieser Arbeit, und zwar der Betrag W’ = 0,6 W, trigt zur ErhGhung der inneren
Energie der Kugel selbst bei, was sich durch eine Erh6hung ihrer Temperatur duBBert.
Offensichtlich in gleicher Weise wiirde sich die Temperatur erh6hen, wenn die Kugel
von auBen Energie in Form von Wirme zugefiihrt bekime, im Wert

Q =mc 4t,

wobei 4t die Temperaturerh6hung der Kugel bedeutet.
In Hinsicht auf die Gleichwertigkeit der Arbeit W’ und der Wirme Q konnen wir
schreiben

W’ =0,6 W=JQ = Jmcdt.
Unter Beriicksichtigung der GL. (1) gilt dann

1
Jmedt = 0,6 (mgh + 5 v — mgho),

woraus wir nach kurzer Umformung erhalten

B 2g(h — ho) + 2

At = 0,6 s
’ <2Jc

d h,
2-981ms-2-16m + 16 m? s-2

4t = 0,6 =0,23 K.
7 2-4,187J cal-*- 0,1 - 10® cal kg1 K1 08K

149. Mit welcher Geschwindigkeit muB sich eine Bleikugel bewegen, damit sie beim Aufprall
auf eine unelastische Wand schmilzt? Die urspriingliche Temperatur der Kugel betrage
t; = 27 °C, der Schmelzpunkt des Bleis liegt bei 1, = 327 °C. Wir setzen voraus, daf3
die gesamte kinetische Energie der Kugel vollstdndig in ihre innere Energie iibergeht.
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Losung

Beim Aufprall auf die unelastische Wand bleibt die Kugel in ihr hdngen; ihre gesamte
kinetische Energie wird durch die Verformungsarbeit )

W= %mv2 6))

auf die Kugel iibertragen und erhdht ihre innere Energie,

Die von der Kugel aufgenommene Energie soll dazu ausreichen, sie bis zur Schmelz-
temperatur zu erhitzen und vollstdndig zu schmelzen. Dieses Erhitzen und das Schmel-
zen wiirden auch dann eintreten, wenn der Kugel von auBlen die Energie Q in Form von
Wirme zugefiihrt worden wére. Fiir das Erhitzen der Kugel von ¢, auf ¢, und fiir ihr
Schmelzen bei der Temperatur ¢, wiirde folgende Warme benéGtigt:

Q=me(t; — t;) +ml, @)
wobei ¢ die spezifische Wiarmekapazitit und / die Schmelzwiarme des Bleis darstellt.

Unter Beriicksichtigung der Gleichwertigkeit der Warme Q und der Arbeit W kénnen
wir auch schreiben

W =Jo,
und unter Beriicksichtigung der GiIn. (1) u. (2) erhalten wir

1
Jme(t, — t1) + Jml = ?mvz,

‘also
v? = 2Jc(t, — 1) + 271,
d. h,
v = \/2 -4,18Jcal-10,03 - 103calkg~* K-* 300K +2-4,18 Jcal-15-103calkg-! =
=340ms-1.

Eine Arbeitsmaschine rotiert mit der Tourenzahl » = 1200 U min™! und wird stindig
durch eine wassergekiihlte Bremse gestoppt. Das Moment der Reibungskrifte ist
M = 500 kpm = 4,9 kNm. Der Bremsvorrichtung wird stiindlich eine Wassermenge
m = 8-10%kg mit der Temperatur ¢ = 10 °C zugeleitet. Berechnen Sie, welche Tempera-
tur das abflieBende Wasser haben wird, wenn wir voraussetzen, da nur 75 % der Arbeit
der Reibungskrifte zur Erhohung der inneren Energie des Kiihlwassers beitragen.

Losung

Die Reibungskrifte, deren Moment M konstant ist, verrichten bei der Drehung eines
Korpers um den Winkel ¢ die Arbeit
W = Mep. (€))

Durch diese Arbeit erh6ht sich die innere Energie des Wassers und auch die der Um-
gebung. Ein Teil dieser Arbeit vom Betrag W, = 0,75 W erhoht die innere Energie des
Wassers, das der Bremsvorrichtungzugefiihrt wird, was sich in einer Temperaturerh6hung
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um den Betrag 4¢ duBern muB3. Ebenso wiirde sich die Temperatur erhhen, wenn dem
Kiihlwasser von auflen die Energie Q in Form von Wérme zugefiihrt wiirde. Fiir die
Erwidrmung des Wassers der Masse m um die Temperatur 4¢ wird eine Wiarmemenge
vom Betrag

Q = mcdt (03]

benétigt. -
Unter Beriicksichtigung der Gleichwertigkeit von Arbeit W und Wiarme Q kann die
Gleichung

Wo =JQ 3)

erfiillt werden. Durch einen Vergleich der Gln. (1), (2) u. (3) erhalten wir
medt = 0,75 —A-Ji ?. “@

Die Maschine rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w = 2nn, und in der
Zeit t dreht sie sich um den Winkel ¢ = 2nnt. Wenn wir in Gl. (4) ¢ durch den Aus-
druck 2nnt ersetzen, erhalten wir fiir die Erh6hung der Temperatur

At = 2nMnt

0,75.
mc

Nach Einsetzen der Werte erhalten wir

1200
27+ 500 9,81 N
27 R m—es

4,18 Jca1‘1 8- 103 kg .1 103 cal kg_l K-1

s~1-3600s
4t = 0,75

=49,8K.

Da die Anfangstemperatur des Wassers bereits 10 °C betrug, wird die Temperatur des
abflieBenden Kiihlwassers den Wert 59,8 °C aufweisen.

Ein Stoffsystem hat aus seiner Umgebung die Warmemenge Q = 1 kcal aufgenommen
und gleichzeitig eine duBere Arbeit vom Wert W’ = 1680 J verrichtet. Ermitteln Sie,
wie sich bei diesem ProzeB die innere Energie des Stoffsystems verdnderte.

Losung

Gemil dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik wird die einem System von auflen
durch Wirme zugefiihrte Energie einmal zur Anderung der inneren Energie AU des
Systems ben6tigt, zum anderen wird sie an die duBere Umgebung in Form von Arbeit W’
abgefiihrt:

Q=4U+w". (6))

In dieser Gleichung miissen alle GroBen in gleichen Einheiten ausgedriickt werden.
Unter Beriicksichtigung der Aquivalenz von Arbeit und Wirme ist der Warmemenge Q
die Arbeit

W =JQ
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gleichwertig, und wir erhalten nach EinSctzen in Gl. (1) die Beziehung
AU =JQ — W',

d. h,
AU = 4,18 Jcal-1 - 1000 cal — 1680 J = 25007.

Bestimmen Sie die spezifische Warmekapazitit eines Gasgemisches, bestehend aus den
Komponenten m; = 3 g CO, m, = 6,1 g N,, ms = 2,2 g O,, wenn die spezifischen
Warmekapazititen c,; jeder einzelnen Komponente bekannt sind.

Losung

Die zur Erwdarmung des Gasgemischs notwendige Wirme ist gleich der Summe der
zur Erwidrmung jeder einzelnen Komponente erforderlichen Wiarme. Wenn wir dem
Gemisch unter Konstanthaltung des Volumens (bzw. Drucks) Wiarme zufiihren, finden
wir fiir die Bestimmung der spezifischen Warmekapazitit

Lo @)

* mdT TP mdTr’

als auf das ganze Gemisch anwendbar entsprechend

mc, AT = mycyy AT + macyy AT + mac,s AT

und
mc, AT = mycp1 AT + macpr AT + macys AT,
woraus wir folgern
MiCy1 + M2Cy2 + M3Cy3

v = ’

my + my + ms

myCp1 + MaCpz2 + M3Cp3
my + my + ms
Nach Einsetzen der Werte erhalten wir schlieBlich
o = (3-0,178 46,1 . 0,177 +2,2:0,155) gcal g~ K-
’ B+61+22¢g
=0,173calg-* K-!. \

Cp =

Die spezifischen Wirmekapazititen c,, bestimmen wir mit Hilfe der MAyErschen
Gleichung. Wenn C, und C, die Wirmekapazititen eines Grammolekiils Gas dar-
stellen, dann ist nach der MAYERschen Gleichung

C,—C,=R.
Da der Zusammenhang zwischen der spezifischen Wérmekapazitét eines Grammolekiils
und der Masseneinheit durch die Beziehung

C= Mc
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ausgedriickt werden kann, wobei M die Masse eines Grammolekiils ist, wird ersichtlich,
daB
Cp — Cy = ﬁ
ist.
Nach Einsetzen der Werte finden wir

1,98 cal K- mol-*

¢,1 =0,178 calg-1 K- + = 0,249 cal g~ K1,

28 g mol-?
1 1K-! mol-!
eys = 0,177 cal g K-t 4 28K MOl o e cal g1 K1,
28 g mol-?!
1,98 cal K-* mol-1 _
cps = 0,157 cal g1 K1 28 AR MOITE g cat g1 K1,
32 g mol-!

und fiir das Gasgemisch folgt schlieBlich
o = 3:0,249 + 6,1 - 0,248 + 2,2- 0,219
v 34+61+22

calg-* K-! = 0,243 qal g 1K1,

In einem mit beweglichem Kolben verschlossenen Zylinder befindet sich Wasserstoff
der Masse m = 36 g bei einer Temperatur ¢; = 27 °C und unter einem Druck
p1 = 4 atm. Dieser Wasserstoff wird auf ein Drittel seines urspriinglichen Volumens
komprimiert, wozu eine Arbeit W = 1,5 - 105 J aufgewendet werden muB. Gleichzeitig
wurde ihm durch Kiihlung die Wiarmemenge Q = 14,22 - 103 cal entzogen.

Berechnen Sie den Druck und die Temperatur des Wasserstoffs nach erfolgter Kom-
pression.

Losung

Nach dem I. Hauptsatz der Thermodynamik gilt
dU =dg + dw,

wobei
dU = nC,dT = mc, dT.

Fiir die ganze durchlaufene Zustandsdnderung wird

T 2 2
T{mc,,dT 1fdQ +lde,
dh,.
me,(T. —T)) =0 + W,
woraus folgt
o+w

Tz = T1 + .
mc,
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Wenn wir beriicksichtigen, daf3 die vom System aufgenommene Wirme Q negativ ist

und das System nach auBlen die positive Warme Q’ = —Q abgibt, finden wir
W — ’
T, =T, + —Q,
me,
1,5-10%7-0,239 cal J-1 — 14,22 - 103 cal
T, =300K - = 548K,
2 T 3510 kg - 2,42 - 10° cal kg~ * K-*

d. h, ,

t, =275 °C.

Fiir den Druck p, erhalten wir aus der Zustandsgleichung die Beziehung
mR Tz 3mR Tz

=y, T M,
und da fiir ¥, gilt
v, = mR Tl’
) M
finden wir
T,
= 3p, —
D2 D1 7—.1 ’
d h.,
548 grd
p2=3-4atm 300 grd =22 atm = 2,22 MPa.
Ein Gas, das bei einem Druck p, = 760 Torr und der Temperatur 7, = 20 °C ein

Volumen ¥V, = 8301 einnahm, wird komprimiert. Fiir die Kompression wird eine

Arbeit W= 166770 J verrichtet. Berechnen Sie den nach der Kompression vorliegenden

Wert des Volumens, des Drucks und der Temperatur unter der Voraussetzung, daB3 das

Gas bei der Kompression entsprechend dem Gesetz p¥” = const behandelt wird, wobei
= 1,25 ist.

Losung
Das Gas verrichtet bei der Anderung seines Volumens von ¥V, auf V; die Arbeit
Vi
W' = f pdv.
Vo

In unserem Fall wird das Gas komprimiert, die Arbeit 17, die das Gas nach aulBlen ver-
richtet, ist negativ; zur Kompression des Gases muBte also von auBlen die positive
Arbeit W = — W’ zugefiihrt werden. Daher gilt

Vi
W= —fp av. A
Vo
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Das auf der rechten Seite von GI. (1) stehende Integral konnen wir ausrechnen, indem
wir mit der GL p¥V”" = po Vg = const die GroBe p ausdriicken und in Gl. (1) einsetzen.
Somit erhalten wir

Vi
W= "fpo
Yo

woraus wir fiir das Volumen des Gases nach der Zustandsinderung finden

(n—1) W+ poVo
DoV ’

Vi
15 1
Vg dv = —_pngdeV=

Vo

V’l
Tt i - v,

1-n __
Vit =

Nach Einsetzen der Werte ergibt sich

1
—166770J + 1,013 - 10° N'm-2 - 0,83 m?
Vl-1/4 =

1,013 - 105 N m~2 (0,83 m3)3/4 ’
woraus wir entnehmen
Vi = 0,166 m3.
Der sich einstellende Enddruck p; kann aus der Gleichung
P1Vi =poVy

bestimmt werden, indem wir finden

Vo 0,83 m3 \5/4
P1 = Po (-V—1> =1 atm (m) = 7,5 atm = 0,76 MPa.

Fiir die Ermittlung der Endtemperatur wenden wir die Gleichung

PV =pi1V]

, an, in die wir aus der Zustandsgleichung

PoVo _ y 24
To T1 ’
Vo T;
v, = Po¥Vo 13
pr T
einsetzen,

so daB wir aus der Umformung erhalten
P Ty =pi" T4,
woraus resultiert

1=n
T, = (p_o)-”— To.

D1
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13

Mit den gegebenen Werten folgt

~1/s
T, = (—la—tm—) 293K = 4383 K,

7,5 atm
d h,
t; = 165 °C.
Eine bestimmte Menge Helium vergroBert bei konstantem Druck po = 2 atm ihr Vo-

lumen vom Ausgangswert Vo = 31 auf den doppelten Wert. Berechnen Sie die dafiir
notwendige Wirmezufuhr. Die Porssonsche Konstante fiir Helium ist » = 1,67.

Losung '
Entsprechend dem I. Hauptsatz der Thermodynamik gilt

m
=—_C,dT V.
do iYi +pd

Fiir die Zustandsdnderung ist bei konstantem Druck p = po und V; = 2V,, und wir
erhalten nach Integration

m
M

Jedoch gilt gemaB der Zustandsgleichung

0= Cy, (Ty — To) + poVo. @

—ﬂT ——fl——T =P02V0_P0V0=P0V0
Mt M7° R R R’

was nach Einsetzen in GL (1) ergibt

C, C, + R
(0] =TPOV° + poVo = R poVo.

Unter Anwendung der MAyYERschen Gleichung kénnen wir weiterhin schreiben

C, y
0 = —R’-Po Vo.

Da C,/C, = x2und C, — C, = R ist, wird

»®

Cp=7‘Cv= w—1 R,
so daB3 wir ﬁndg:n
0= poVo.
x —1
Mit den in der Aufgabe vorgegebenen Werten folgt
1,67
0= Wz +1,013-10° Nm=2+3-10"3m® = 1515J = 362 cal.

Hajko, Mechanik
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Berechnen Sie, welche Warmemenge bei der Kompression von m = 45 g Kohlendioxid
der Temperatur ?; = —15°C vom Druck p; =23Ncm-2 auf den Druck
p2 = 58 Ncm~2 durch Kiihlung abgefiihrt werden muB, damit die Kompresswn bei
Temperaturkonstanz, also isotherm, ausgefiihrt werden kann.

Losung

Bei einem isothermen ProzeB bleibt die innere Energie eines idealen Gases konstant.
Bei der Verinderung seines Volumens vom Wert V; auf den Wert V, verrichtet das Gas
durch Umwandlung der aufgenommenen Wirme Q die Arbeit

V2
=Q=fpdV.
V1

Dieser Ausdruck kann integriert werden, wenn wir fiir den Druck aus der Zustands-
gleichung den Ausdruck

_ m RT
MV
einsetzen. Dann ergibt sich
Va2
m av m
=Q=—RT ___—RTI——
e M f vV M Vi
Vi

Bei einer isothermen Anderung gilt entsprechend dem BoyLE-MARIOTTEschen Gesetz
die Bezichung

Ya_p
V1 P2 ’
und daher finden wir
w’ ——RTl —_—=
M P2 Q.

Da der Druck p; < p, ist, wird diese Arbeit (ebenfalls natiirlich die aufgenommene
Wirme) negatives Vorzeichen haben. Fiir eine isotherme Kompression ist es notwendig,
von auBlen die positive Arbeit W = — W’ zuzufiihren, die vollkommen in Wirme um-
gewandelt wird. Diese Wiarme muBl dem Gas durch Abkiihlung entzogen werden. Fiir
sie gilt
m D1
'=W=——RTIh—,
Q M D2
also
45-10-3kg 23 Ncm~2

‘= 8,31 JK-! mol-* - 258 K - 23 1g o — o0 _
O = T kemol L > mo 23l e N em=

= 2026 J = 484 cal.
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157. Ein Kompressor saugt in jeder Stunde atmosphérische Luft vom Volumen ¥, = 150 m3

13*

an und komprimiert sie auf einen Druck von p; = 108 N cm~2, Wihrend der Kompres-
sion wird die Luft durch einen Wasserstrom gekiihlt, so daB man die Kompression als
einen isothermen ProzeB betrachten kann. Berechnen Sie den Wasserstrom, der stiind-
lich durch die Kiihlvorrichtung flieBt, wenn das Wasser von ¢, = 10 °C auf ¢; = 18 °C
erwiarmt wird. Der AuBendruck der Luft hat den Wert po = 1 at = 9,8 - 10* Pa.

Losung

Das durch die Kiihlvorrichtung stromende Wasser nimmt in jeder Stunde Wéirme vom
Betrag Q’ auf und erwiarmt sich dadurch um die Temperaturdifferenz 4¢, wobei offenbar
die Beziehung

Q' = mcdt
erfiillt wird, so daB sich ergibt
Q/
=—, 1
" cat o

Die Kompression ist ein isothermer ProzeB, d. h., die innere Energie des Gases bleibt
konstant, und die von auBen zugefiihrte Gesamtarbeit W wandelt sich in die Wiarme Q’
um, die ihrerseits mit dem Kiihlwasser abgefiihrt wird.

Nach dem I. Hauptsatz der Thermodynamik gilt

L€
= —fpdV=Q'.
Vo

Wenn wir fiir den Druck p aus dem BoyLE-MARIOTTESchen Gesetz den Ausdruck

V
p= PoVo Q@

einsetzen, finden wir

Vo
V. V
Q,=fp0VO dV=poVoln’7(:—.
Vi

V.
Da nach GL (2) auch o P ist, gilt weiterhin
Vi Po

P1
Q =poVoln—.
PoVo 70
Nach Einsetzen in Gl. (1) erhalten wir fiir die gesuchte Wassermenge die Beziehung

PoVoln —“I;l
0
m=—————
cat
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158.

d h,

10,9807 10°Nm=2-150m?-2,31g —199:—

m = > 0,239 cal J-! = 1052 kg.

1-10%calkg-* K-1-8K

In einem mit verschiebbarem Kolben verschlossenen Kreiszylinder der Hohe /; = 0,5 m
befindet sich Luft bei einer Temperatur #; = 20 °C und unter einem Druck p; =760 Torr.
Auf welchen Betrag dndern sich Druck und Temperatur der eingeschlossenen Luft,
wenn bei einer adiabatischen Kompression der Kolben um den Betrag /, = 0,2 m ver-
schoben wird? Die Poissonsche Konstante fiir Luft hat den Wert » = 1,4.

Losung

Den nach der adiabatischen Kompression sich einstellenden Luftdruck bestimmen wir
gemif der Porssonschen Gleichung

P V:‘ = P2 Vg H
woraus wir finden

Vi \*
= —] . 1
D2=D1 ( Vz) @
. dz
Vor Beginn der Kompression nahm die Luft ein Volumen der Gré8le V; = = —/; ein,

d2
nach der Kompression verringert sich das. Volumen auf den Wert V, == T(ll —1).

Nach Einsetzen dieser beiden Volumenangaben in Gl.. (1) erhalten wir fiir den Druck
die Beziehung :

_ ( 11 )n
D2 =P1 11 — lz s

d h,

0.5\ 14 .
p2 = 1atm (0—’5) = 2,04 atm = 2,07 - 10° Pa.

Die Abhingigkeit der Temperatur des Gases von seinem Volumen erhalten wir fiir die
adiabatische Zustandsidnderung aus GI. (1), in der wir den Druck p, durch den Ausdruck
_ Dp1Vi &
T, V,
ersetzen. Nach geringfiigiger Umformung erhalten wir
TV = TV5,

D2

woraus wir finden

V1 x-1
T, =T (=
2 1 (Vz) >
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159.

d. h,
5104
T, = 293K (?) = 359,5K

oder
t, = 86,5 °C.

Aus einem Ballon, der Sauerstoff unter einem Druck p, = 1140 Torr enthélt, wird
plotzlich eine bestimmte Gasmenge abgelassen, wobei der Druck des Gases auf den
Wert p, = 760 Torr abfillt. Dieser ProzeB kann als adiabatisch angesehen werden. Nach
dem VerschlieBen des so entlasteten Ballons nimmt das eingeschlossene Restgas von
auBlen Warme auf, und zwar so lange, bis es seine urspriingliche Temperatur wieder an-
genommen hat. Berechnen Sie, wieviel Prozent der urspriinglichen Gasmenge abgelassen
wurde und welcher Gasdruck sich nach Beendigung des Prozesses einstellt.

Losung

Fiir den Ausgangszustand gilt die Zustandsgleichung
m
D1 V1 = M RTl. (1)

) .
Mit dem Ablassen einer Sauerstoffmenge der GroBe 4m dndern sich Druck und Tem-
peratur auf die neuen Werte p, bzw. T,, und der Zusammenhang zwischen den neuen
ZustandsgroBen wird wiederum von der Zustandsgleichung angegeben:

m — Am

pVy= T RT,. (¢)

Wenn wir die Gln. (1) und (2) dividieren, erhalten wir
pp_ m T
P2 m—dm T, ®

Da es sich beim Gasablassen um einen adiabatischen Proze8 handeln soll, kénnen wir
den Zusammenhang zwischen Druck und Temperatur mit Hilfe der PoissoNschen
Gleichung ausdriicken:

pr,{ "——sz’z‘,

in die wir fiir das Volumen V, den aus der Zustandsgleichung ermittelten Wert

VLT
V, = P1Vidz
DT,y
einsetzen. Nach Umformung erhalten wir
T, x—1
n =l ®
2 D2
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Wenn wir diesen Ausdruck in Gl. (3) einsetzen, finden wir

D1 _ m &>x—1

x

D2 m—Adm \p, ’

woraus sich ergibt

m—A4dm (f]z)%
m 1 ?

und fiir die Menge des abgelassenen Gases ergibt sich in Prozenten
Y| 1
100 =2 = 100 [1 - (12),,] )
m D1
Nach Einsetzen der gegebenen Werte folgt

760 \. 1
1140)1'4] =25%.

Y|
100 =2 = 100 [1 ~—<
m
Bei der anschlieBenden Wiedererwdrmung erreicht das Gas wieder seine Ausgangs-
temperatur 7 und den neuen Druck p;. GemiB der Zustandsgleichung gilt
3V _ P2V
T1 Tz ?
woraus wir finden
T,

207
P

p3=p

T;
und nach Einsetzen von Gl. (4) fiir den Ausdruck ?i erhalten wir
2

760 Torr

x—1 1140 Torr\%:4
Ps =Dz Gl) = = 760 Torr (4—"")1.4 — 853,4 Torr = 113770 Pa.
2 . . .

160. Wir vergroBern ein bestimmtes Volumen Stickstoff der Temperatur #, = 27 °C und des
Drucks po = 760 Torr einmal
a) isotherm und
b) adiabatisch
auf den doppelten Wert. Berechnen Sie, auf welchen Betrag sich dabei die mittlere Ge-
schwindigkeit der Molekiile und die Anzahl der in der Volumeneinheit enthaltenen
Molekiile verdndert.

Losung

a) Bei der isothermen Zustandsinderung bleibt die Temperatur konstant, also dndert
sich auch die mittlere Geschwindigkeit der Molekiile nicht:

. /3RT_A/3-8,3JK'1mol“1-300K  Sl64m st
SN M 28-10°kgmol'* == ———
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Die Zahl der in der Volumeneinheit enthaltenen Molekiile dndert sich von no auf n;.
Fiir ihren Quotienten erhalten wir

D1

Nach dem Gesetz von BOYLE-MARIOTTE ist

poVo =piVi und :—: = %,
so daB wir i_indén
ny = _1_ no = _1_ Po_ _ DoNa _ 1 atm - 6,03 - 1023 mol-1
2 2 kT, 2RT, 2:0,0821atm K-! mol-* - 300 K

= 1,225 - 10?21~ = 1,225 - 10*° cm3.

Im Ausgangszustand ist no = 2n; = 2,45+ 101° cm3,

b) Durch die adiabatische Zustandsinderung, d. h. bei Anderung des Volumens von ¥,
auf V,, dndert sich die Temperatur des Gases auf 7. Mit Hilfe der PorssoNschen Glei-
chung (vgl. Aufg. 158!) kann man sie aus folgender Beziehung ermitteln:

TQV:)‘-I = TzV’z‘-l. (1)
Da fiir Stickstoff » = 1,4 ist, konnen wir schreiben
VO x®-1 1 0,4

2

Fiir die mittlere Geschwindigkeit erhalten wir den Wert nach Vollzug der adiabatischen
Zustandsinderung zu

o _ [3RT2 _ A/3-8,3-227;3 1o -1
U_A/ T 2810 M8 =449,5ms!,

Da wir die Zahl der Molekiile je Volumeneinheit nach Vorliegen der adiabatischen
Zustandsidnderung — n, — bestimmen wollen, miissen wir den sich einstellenden End-
druck kennen. Wir ermitteln diesen aus der PoissoNschen Gleichung

DoV =p. V3,
woraus wir finden
ey

P2 = Do 7
und
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161.

Wenn wir hier den Wert fiir T, aus der Gl. (1) einsetzen, erhalten wir nach Umformung

Also wird - nach Durchlaufen der isothermen und der adiabatischen Zustandsidnde-
rung - die auf die Volumeneinheit entfallende Anzahl von Molekiilen gleich sein. Dieser
Umstand wird aus dem Verhalten des Gases deutlich, das in beiden Féllen sein Volumen
verdoppelt. ’

In einem Ballon befindet sich ein Gemisch aus zwei chemisch.nicht aufeinander wirken-
den Gasen. Leiten Sie fiir den Fall einer adiabatischen Zustandsinderung die Abhingig-
keit des Druckes vom Volumen ab.

Losung

GemaiB dem Gesetz von DALTON wird in einem Gemisch von chemisch nicht aufeinander
wirkenden Gasen jedes Gas so behandelt, als ob ihm allein der gesamte verfiigbare
Raum ¥ zustiinde.

Wenn #; und n, die Anzahl der Grammolekiile der einzelnen Komponenten im
Gemisch, C,; und C,, die zugehorigen, auf ein Grammolekiil bezogenen Wirme-
kapazititen und p; und p, die Partialdriicke darstellen, dann &dndert sich die innere
Energie des Gasgemischs bei differentieller Zustandsénderung um

dU = dU1 + dU2 = n,C.,l dT -+ n,_C,,z dT,
und es wird die Arbeit
AW’ = AW, + AW, = p; AV + p, dV
verrichtet.
Gemifl dem I Hauptsatz der Thermodynamik gilt fiir die adiabatische Zustands-
dnderung in diesem Fall (dQ = 0)
n1C,,1 dT + ngc,,z dT + p1 dv + D2 dvV=0.

Wenn wir fiir p; und p, entsprechend der Zustandsgleichung die Ausdriicke

i

_ anT . anT
P11 = 7 P2 = 72
einsetzen, erhalten wir die Beziehung
dv dv
n;C,,l dT + nzcgz dT + anT 7 + anT—I? =0.

Nach einer einfachen Umformung finden wir
dr n nR+nR dV

— 2 =0,
T n1Cu1 + nszz V
und nach erfolgter Integration erhalten wir zunéchst die Abhingigkeit der Temperatur
vom Volumen zu
nyR 4 nR
TV P1Cot +12Co2 — [, ¥)
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162.

Um aber die Abhingigkeit p (V) zu finden, setzen wir fiir 7 den aus der Zustands-
gleichung resultierenden Ausdruck :

pV =nRT
ein, wobei allerdings p = p; + p, und n = ny + n, ist. Wir erhalten damit
niR 4 naR
pV MCui+nCe2 = kpR = const,

woraus wir nach Umformung und unter Anwendung der MAyverschen Gleichung
C, = C, + R die gesuchte Abhéngigkeit finden:
n1Cp1 + 12Cp2
pV n1Cyv1 + nm2Cv2  — const.

In einem mit Luft gefiillten und an beiden Enden verschlossenen Kreiszylinder befindet
sich ein frei beweglicher, reibungsfrei gelagerter Kolben, der das Volumen des Zylinders
in zwei Hilften unterteilt. Der Luftdruck hat auf beiden Seiten des Kolbens die gleiche
GroBe po = 760 Torr. Wenn wir den Kolben geringfiigig aus der Gleichgewichtslage
ablenken und dann loslassen, beginnt er eine Schwingungsbewegung auszufiihren. Be-
rechnen Sie die Periodendauer diéser Schwingungen, wenn wir die Prozesse im Gas dabei
als adiabatisch ansehen. Der Kolben hat die Masse m = 1,5 kg, sein Abstand von der
Wand hat den Wert /, = 0,2 m, die Fliche des Kolbens hat den Betrag 4 = 1 - 102 m?2.

Losung -

Wenn wir den Kolben um eine kleine Strecke x z. B. nach rechts verschieben (Bild 87),
so erhéht sich das Volumen im linken Teil des Zylinders auf den Wert ¥V, = V, + V =
= A(l, + x), und der Druck verringert sich von p, auf p,, wihrend im rechten Teil
des Zylinders das verfiigbare Volumen sich auf den Wert ¥V, = 4 (l, — x) verkleinert,
wobei der Druck von p, auf p, anwichst. Wenn wir die bei geringfiigigen Verschiebungen
des Kolbens eintretenden Verdnderungen als adiabatische Prozesse ansehen, so gilt die
Porssonsche Gleichung

PoVs =piV7, —~—

DoV = p. V3,

und nach Einsetzen fiir ¥; und V, erhalten wir

Dol = p1(lo + x)*, b )
Dpol§ = p2(lo — x)*. Bild 87

In der Grundstellung ist die auf den Kolben wirkende resultierende Kraft gleich Null.
Nach erfolgter Auslenkung aus der Nullage wirkt auf den Kolben eine resultierende
Druckkraft

5 s ]

(o —x¢ (o + 7
o+ x)* — (lo — x)*
(Ig — xz)” * —

F = (p, —p1) A= Apo

= Apol’y
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163.

Bei nur geringfiigiger Auslenkung kann die GroBe x? gegeniiber /7 vernachlissigt
werden, und analog kann in der binomischen Entwicklung (/o + x) jedes Glied ver-
nachldssigt werden, in dem die Auslenkung x in einer hoheren als der ersten Potenz
auftritt. Nach solcherart vorgenommener Vereinfachung wird '

—_—x

lo
Aus diesem Ergebriis folgt, daB die auf den Kolben wirkende Kraft immer proportional
zur momentanen Auslenkung aus der Nullage ist. Die Richtung der angreifenden Kraft

ist parallel zur Richtung der Verschiebung. Daher konnen wir fiir die Kolbenbewegung
folgende Bewegungsgleichung aufschreiben :

F=A(p, —py) =

d2x 2Apyx
= —0?x mit o= "2
dtz ml()

Der Kolben wird offenbar harmonische Schwingungen ausfiihren, deren Periodendauer
sich ergibt zu

m A/ ml,
o — 21; .
w 2p0AM

Nach Einsetzen der Werte finden wir

. 1,5kg-0,2m
T_ZRA/Z-I,OB'105Nm‘2-10‘2m2~1,4 =0,06s.

= const.

Eine bestimmte Menge Luft sei in einem Volumen ¥V, = 101 bei einer Temperatur
to = 0 °C und dem Druck p, = 1 at enthalten. Sie wird zunichst isotherm auf das
Volumen V; =21 komprimiert, um anschlieBend adiabatisch auf das Volumen
V> = 201 expandiert zu werden. Welche Lufttemperatur stellt sich nach Durchlaufen
dieser Zustandsdnderungen ein, und welche Gesamtarbeit mufl dazu aufgebracht werden?
Fiir Luft gilt » = 1,4.

Losung

Nach Durchlaufen der isothermen Zustandsinderung wird die Luft durch die Zustands-
groBen py, V; und T, charakterisiert sein. Fiir sie gilt entsprechend dem Gesetz von
BOYLE-MARIOTTE

poVo =piVi, Ti=T,. Q)

Nach Durchlaufen der adiabatischen Zustandsinderung werden Druck, Volumen und
Temperatur des Gases die Werte p,, V> und T, annehmen. Die sich einstellende Tem-
peratur bestimmen wir aus der fiir die adiabatische Zustandsinderung geltenden Be-
zichung (vgl. Aufg. 158!)

TVt = T,V5 1,
Unter Heranziehung von GI. (1) konnen wir weiterhin schreiben
TVt =T V51,
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woraus wir fiir die gesuchte Temperatur 7T, die Beziehung erhalten

Vi
T, =T,
' °(n)
Nach Einsetzen der Werte ergibt sich dafiir
21 1,4-1
T, =273K (201) =108,6K; t, = —164,4°C.

Die Gesamtarbeit W’, die das Gas verrichtet, wird gleich der Summe der beiden Arbeiten
sein, die bei der isothermen Zustandsinderung (/1) und bei der adiabatischen Zustands-
anderung (Wy)) auftreten. Fiir sie gilt

Vi
dv Vi
’ = — RT, Voln—
de fpdV MRofV PoonVO,
Vo

T2
=de' =f-—dU= —i{mc.,dT=mc.(T1 — T5). )

Unter Anwendung der MAverschen Gleichung stellen wir fest, daB

Yy = e 1. 8 !
c Mo =1 (vgl. Aufg. 1951)
Wir setzen das in Gl. (2) ein und erhalten nach Umformung
mR mR T1 Tz
Wi=—-o (T4 —T) = ———— 1 =2
=36 = B = -n ()
Entsprechend der Zustandsgleichung ist aber
mR T1
= po V.
M DPoVo,

so daB sich ergibt
poVo T,
Wy = 1——).
. n—l( n)
Die vom Gas verrichtete Gesamtarbeit ist

17 T,
W= W,+Wu_poVon—+ p°°< ’)

x — 1 ==

T,

2 1at-101 108,6
—1lat-101-In—= -5
a "t 04 (1 273

Wenn wir beriicksichtigen, daB 11at.= 103 cm? kp cm~2 = 10 kpm = 98,1 J ist, er-
gibt sich
W= —1011J.

) =1,031at.

Dem Gas muB also die Arbeit W’ = 101 J zugefiihrt werden.
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164. Eine bestimmte Gasmenge nimmt bei einem Druck p, = 760 Torr ein Volumen
Vo = 11ein. Das Gas soll nacheinander folgenden Verdnderungen unterzogen werden:
a) isobare Erwdrmung bis zur Volumenverdopplung,
b) weitere isochore Erwdrmung bis zur Druckverdopplung,
c) adiabatische Expansion, bis die Temperatur wieder am Ausgangswert angelangt ist.

Berechnen Sie, welche Gesamtwidrme dem Gas wihrend dieser Prozesse zugefiihit
wurde, welche Arbeit das Gas verrichtete und wie sich dabei seine innere Energie dnderte.
Die Porssonsche Konstante des betrachteten Gases hat den Wert » = 1,4.

Losung

Bei jedem einzelnen ProzeB ermitteln wir die vom Gas verrichtete Arbeit, die Anderung
seiner inneren Energie und die ihm zugefiihrte Warme. Zur Berechnung wenden wir den
1. Hauptsatz der Thermodynamik an, der fiir eine infinitesimale Zustandsénderung die
folgende Form annimmt: - ) '

dQ =dU + dW’, wobei dW’' =pdV.

Fiir ein-ideales Gas gilt

m
dU =—C,dT.
M

Da in unserem vorliegenden Fall die PoissoNsche Konstante des Gases bekannt ist,
bestimmen wir die spezifische Warmekapazitit eines Grammolekiils aus der Beziehung

und dU = — ——dT.
b4

a) Isobare Zustandsdnderung: Nach Durchlaufen dieser Zustandsidnderung hat das Gas
den Druck p; = po, das Volumen V; = 2 V,, und fiir die Temperatur T, finden wir aus
der Zustandsgleichung ' '

DoVo _ Po2Vo

To T, °

Das Gas verrichtet die Arbeit
2V,

W; = fpo dV = poVs.
Vo

T1 = 2To

Seine innere Energie verindert sich um den Betrag

2T,

m R
! fo—ld Ma—T1
To
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Entsprechend der Zustandsgleichung

mRTo
= po V.
M DoVo
gilt
Ve
AU, = PoVo
x — 1

Die dem Gas zugefiihrte Wirme wird

V.
O1 = AUy 4+ Wi = poVo + 50 01 —PoVo

—-
b) Isochore Zustandsdnderung: Nach Durchlaufen dieser Zustandséinderuﬁg hat das

Gas den Druck p, = 2p; = 2p,, das Volumen V, = V; = 2V,, und fiir die Temperatur
erhalten wir aus der Zustandsgleichung den Wert

Tz = 4Tu.
Da hierbei ¥ = const ist, wird die vornm Gas verrichtete Volumenarbeit Wy = 0. Die

innere Energie dndert sich um den Betrag

T, 4T,
2mR To 2po Vo

m R . mR
AUy = | — dT = dT =—"— = )
Un fM *—1 - M(x—l)_’[ M@E—1 x—1
T, 2T, —_—

Im Verlauf der isochoren Zustandsidnderung wird dem Gas die Wirme

2poVo
—1

Qll = WII +AUI],*

Zugefiihrt.

c) Adiabatische Zustandsidnderung: Nach Durchlaufen dieser Zustandsinderung hat
das Gas den Druck p; und das Volumen V3, die Temperatur 75 = T,. Das Volumen V5
bestimmen wir aus der Beziehung

TVt =T,V5 ",

welche die Abhingigkeit von Temperatuf und Volumen bei der adlabatlschen Zustands-
dnderung anglbt (vgl. Aufg. 158!). Aus ihr erhalten wir
1 1

T, \*1 4T<,)m xtl
V= [— LV, = 2V =2%-1 V.
* (Ts) 2 ( T, ° °

GemiB der Porssonschen Gleichung
p3Vi=p:V3
folgt fiir den Druck p;
V x® . 2 V x x+1
p3s =Dz ('72) = 2po (%) =2 %1 p,.
2 21y,
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Beim adiabatischen ProzeB ist die vom Gas verrichtete Arbeit gleich der Abnahme seiner
inneren Energie' daher gilt

Wm=fpdV_—f—CdT_—— _lfd )3To,

4T,
und unter Hinzuziehung der Zustandsgleichung erhalten wir dafiir

3poVo

Win =——r.
L

Bei dieser Zustandsdnderung nimmt das Gas weder Warme auf, noch gibt es welche ab.
Es ist also Oy = 0, und die Anderung der inneren Energie ergibt sich zu

3poVo

x—1"

AUy = — Wiy = —

Insgesamt wird bei den angegebenen Zustandsdnderungen die Arbeit

2
3poVo —poVo *T2 g2

W =w +Wn+Wm—PoVo+ 1 — 862 J

verrichtet und die Wiarme

® 2po V. x4+ 2
Q=Q1+Qll+Qlll=p0V0x_ + Po’0 =poVo ] =862J

1 x—1 ® — —_—

zugefiihrt. Damit ist die Anderung der inneren Energie

0 . V. 2po V. 3po V.
AU = AU, + AUy + AUy = DPoVo PoVo  SPo¥o
. % —1 x—1 x—1

165. Im Volumen V, eines GefiBBes befindet sich bei der Temperatur ¢, eine bestimmte Menge
eines Gases bekannter Molmasse. Berechnen Sie, welche Arbeit fiir das Komprimieren
dieser Gasmenge m auf ein Volumen V; notwendig ist und wie sich bei diesem Proze
seine Temperatur &ndert, wenn bei dieser Zustandséinderung das Gas dem Gesetz
pV™ = const folgt, wobei 1 < n < = ist.

Losung
Das Gas verrichtet die Arbeit
Vi
W= f pdv.
Vo

Wenn wir in dieser Gleichung den Druck p aus der Beziehung
pV" = poV3 = const
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166.

ersetzen, finden wir
L1

DoV
W= V.
f e

Vo
Nach Integration erhalten wir

— y 244

WI
1—n

Vi — V.
Den Druck p, driicken wir unter Heranziechung der Zustandsgleichung aus:
m
PoVo = ﬁ RT,
und erhalten nach Umformung
mRT, Vo \*1
W=——-—|1—(— .
M@ — 1)[ (Vl) ]

Das Gas soll komprimiert werden, also ist es notwendig, von auBlen eine Arbeit
mRT, Vo n-1
W=--W=————-oo-—ou ] —|—
M1 —n) [ ( Vl) ]

zuzufiihren. Die Temperaturabhingigkeit des Gasvolumens erhalten wir aus der Be-
ziechung

pV" =poVs,
worin wir die Werte fiir p und p, aus der Zustandsgleichung einfiigen. Damit erhalten wir
mRT, mRT
e v T
woraus sich ergibt
TV "1 = ToV¢! = const.
Fiir die gesuchte Temperatur 7; finden wir

VO n-1
n=n(z) -

Eine CArRNoOT-Maschine arbeitet mit einem Wirkungsgrad n; = 409%,. Bei Konstant-
haltung der Temperatur ihres unteren Warmespeichers ¢z, = 9 °C soll der Wirkungsgrad
der Maschine auf den Wert 7, = 509, gesteigert werden, indem die Temperatur ihres
oberen Wirmespeichers erh6ht wird. Um wieviel muB sie erh6ht werden?

Losung

Der Wirkungsgrad der CArRNoOT-Maschine ist der Quotient aus der von der Maschine
verrichteten Arbeit W’ und der bei hoherer Temperatur aufgenommenen Wirme Q,
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gemil
W L —T
"o T T
woraus sich ergibt
T,
T, = .
1 1—7
Im ersten Fall ist '
T.
T.l = = >
11—

und im zweiten wird

T,
T, = .
! 1—mn,
Fiir die gesuchte Temperaturinderung konnen wir also schreiben
T2(n2 —n1)
AT =T} - T, =—>22__" |
T A=A —m)
d. h,
282K 0,1
AT = 4 =94 K.

a—-04@1—-0)5)

'

167. Berechnen Sie, welche Arbeit eine nach dem Prinzip der CARNOT-Maschine funktio-
nierende Kiltemaschine verrichtet, wenn in ihrer Umgebung mit der Temperatur
t; = 20 °C eine Wassermenge m = 1 kg von ¢; bis auf die Temperatur ¢, = 0 °C
herunter abgekiihlt und gefroren wird.

Losung

Der Wirkungsgrad der CARNoT-Maschine ist
w’ T, — T

o T, °’

wobei W’ die beim Kreisprozef3 verrichtete Arbeit, Q, die vom Arbeitsstoff aufgenom-
mene Wirme und 7; und 7, die Temperaturen des oberen bzw. unteren Wirmespeichers
darstellen. Wenn die CARNoT-Maschine als Kiltemaschine arbeitet, so nimmt sie vom
unteren Wirmespeicher die Wiarme Q. und von auflen die Arbeit W auf, und an den
oberen Wirmespeicher iibertrigt sie die Warme Q, sowie diejenige Wirme, die aus der
zugefithrten Arbeit resultiert, also insgesamt Q; = Q, + W. Fiir den Wirkungsgrad
konnen wir deshalb die Beziehung schreiben

o, +wW’

n

n
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168.

woraus sich ergibt
T, — To
T,
In unserem Fall nimmt bei der Abkiihlung die Temperatur des Kiihlmittels (Wasser)
der Kiltemaschine stindig ab, wihrend sich die Temperatur der Umgebung (Wirme-

speicher) nicht dndert. Fiir die Entnahme der Warmemenge dQ aus der Kéltemaschine
ist bei der Temperatur T die Arbeit '

T, —T

W=0,—"-=0,
1—9

.

dw, =dQ

notwendig. Durch die Warmeentnahme dQ sinkt die Temperatur des gekiihlten Wassers
von T auf T — dT, wobei das Wasser die Warmemenge dQ = —mc dT freisetzt. Fiir
die Abkiihlung des Wassers von T auf T, ist die Arbeit

To

T, — T T, —T

Wx—f T dQ——f T mc dT
T,
notwendig, d. h.,
T, T,

T; : T; )
W, =/—1mch—fmch= meTy In=>~ — me(Ty — Ty).

T To

To To

Mit den gegebenen Werten ergibt sich

‘ 2

Wy =1kg-1-103calkg-* K-1-293K-2,31g 79:; —
— 1kg- 103 calkg-* K- (293 — 273) K;

W1 = 696 cal.

Beim Ubergang des Wassers vom fliissigen zum festen Aggregatzustand wird - bei kon-
stanter Temperatur von 0 °C — die Wiarme

Q. = ms

frei, wobei s die Schmelzwirme des Eises bedeutet. Fiir die Uberfithrung dieser Wirme
in den oberen Warmebehilter (Warmespeicher) bei konstanter Temperatur 7, ist die
Arbeit

T 1 — To T1 - To . 20 .
W, = = =1lkg- -10%calkg ™! — =5 1
> =0, o ms T g-79,7-103ca g 73 839 ca
erforderlich. Die von der Kéltemaschine verrichtete Gesamtarbeit ist
W=W,+ W, =2737017. -

Eine Warmekraftmaschine, deren Arbeitsmedium ein Mol idealen Gases ist, wird im

Zyklus von drei aufeinanderfolgenden Prozessen betrieben, und zwar: -

1. isobare Erwdrmung vom Ausgangsvolumen V; und der Ausgangstemperatur 7T; auf
die Temperatur 7>;

14 Hajko, Mechanik
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2. adiabatische Expansion so lange, bis die Temperatur auf den Ausgangswert T; ab-
gesunken ist;

3. isotherme Kompression bis auf das Ausgangsvolumen V.

Wie groB ist der Wirkungsgrad einer solchen Maschine?

Losung

Der Wirkungsgrad der Maschine wird aus der Beziehung
W’
(0]

ermittelt, in der W’ die von der Maschine verrichtete Gesamtarbeit und Q die Wirme
darstellt, die von der Maschine aus dem Wirmespeicher entnommen wurde.

1. Bei der isobaren Expansion vergroBert das Gas sein Volumen von Vyauf V, = V1 T,/T;
und verrichtet dabei die Arbeit

V2

W,'=fpdV.

Vi
Aus der Zustandsgleichung erhalten wir
pdV + Vdp = RdAT; B
da bei konstantem Druck dp = 0 ist, wird p dV = R dT. Daher ﬁn&en wir auch

T2
Wi = fRdT: R(T; — Ty).
T,

!

Die innere Energie des Gases dndert sich bei diesem ProzeB um
T,
AU = U, — U, =de=jcvdT= C, (T, — TY).
T,

Die dabei vom Gas aufgenommene Wirme bestimmen wir aus dem I. Hauptsatz der
Thermodynamik:

O = le +AdU=R(T, —Ty) + C(T>. — T1) = Cp(T2 — Ty),

2. Im ProzeB der adiabatischen Expansion vergroBert sich das Volumen des Gases von
V, auf V3, und seine Temperatur sinkt von T, auf 75 = T;. Aus der bekannten Ab-
hingigkeit von Volumen und Temperatur TV*-! = const bestimmen wir das Volumen V5
nach Durchlaufen des Expansionsprozesses: )

-1 x-1 T2 1
T3V;‘ = T2V2 = Tz Vl _— N
.Tl
woraus folgt
Vi =1V, (E_)x_’-‘-i (1)
3 1 T, .
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14*

Die Arbeit, die das Gas bei dieser adiabatischen Expansion verrichtet, ist gleich der Ab-
nahme seiner inneren Energie, also
T3=T;

Wn_fpdV——de——f C,dT = C(Ts — TY).

Wihrend dieses Prozesses hat das Gas Wirme weder aufgenommen noch abgegeben,
so daf3 wir finden

On=0.
3. Im ProzeB der isothermen Kompression erreicht das Gas wieder seinen Ausgangs-
zustand, in dem es durch das Volumen V;, die Temperatur 7; und den Druck
P1 = RT1[V; gekennzeichnet war. Die vom Gas verrichtete Arbeit ist
Vi

dav v
W,;I=fpdV fRT1 _Rnln—Vi
3

Vs Vi
Aus Gl. (1) aber kénnen wir entnehmen, dal3
LEN ’E)ﬁ
At
ist, woraus folgt

Wy = —RT, In (£>‘i—1
m 1 Tl .
Bei diesem ProzeB wird die positive Wirme Qpy = Wy = — Wiy frei:

Vs
Om = RT; In '71’

Bei den angefiihrten Zustandsdnderungen verrichtet das Gas insgesamt die Arbeit
T, \ X
W= WI+ VVn‘i‘ Wm—R(Tz"Tl)‘i‘C(Tz T,) — RT111'1(T) -1
1

und nimmt die Warme \
0=0,=C,(T, —T))
auf, Der Wirkungsgrad der ganzen Maschine ist

(R + C)(Ts — T2) — RT ln(; )‘"-‘1

w’ 1

"o T C,(T, — T)

Wenn wir beriicksichtigen, daf3
* .S

x— 1 R

ist, finden wir schlieBlich den Gesamtwirkungsgrad der Maschine
T T.
'r]=1—-——T2 —1T1 ln?z-'-.
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169. Berechnen Sie die Entropieinderung, die bei der Mischung von m; = 10 g Wasser der
Temperatur ¢, = 100 °C und m, = 20 g Wasser der Temperatur ¢, = 15 °C auftritt.

Losung

Die Temperatur des Gemisches wird ermittelt aus

¢ = JUGh TGl _ g33ec, dh, T=3163K.
my¢y + mzC;
Ein aus zwei Fliissigkeiten bestehendes System hat eine Entropie, die, auf den Grund-
zustand von z. B. 0 °C bezogen, gleich der Summe der Entropien beider Fliissigkeiten
beziiglich eben dieses Grundzustands ist. Vor Beginn des Mischungsvorgangs hatte
das System die Gesamtentropie

T Ty T, T,
do do mycdT mycdT
5 -f?+f—f—f Tt [ -
To To To To
T; T;
= myc ]n?:: + mse lnTz.
Nach vollzogener Mischung wird die Gesamtentropie des Systems durch die Beziehung
T T
s —fdQ—fmCdT‘—mcln T
)T T To
To To

ausgedriickt, in der m = m, + ms, ist. Fiir die Gesamtzunahme der Entropie finden wir
damit

T T; T
45 =S, — S, =mclnTO —mlclnT:—mzcln-T%=

—mclnT+mc1nT
I PR P

Mit den vorgegebenen Werten finden wir schlieSlich

316
45 =10-103kg-1-103calkg 1 K-1-231g -?7—? +
16,3
4+ 20-103kg-1-103calkgt K-1-231g sté =

= 0,23 cal K-! = 0,96 JK~*.

170. Berechnen Sie, wie sich die Entropie von m = 2 g Stickstoff verdndert, der von einer
Ausgangstemperatur £, = 0 °C auf die Temperatur ¢; = 30 °C erwdrmt wird, und zwar
auf zwei verschiedenen Wegen:

a) isochore Erwarmung,
b) isobare Erwdrmung.
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Losung

Fiir die infinitesimale Anderung der Entropie eines idealen Gases gilt

dQ  nC,dT+pdv
W=—Fp="7

Fiir die gesamte Entropieinderung, vom Ausgangszustand, in dem S = S, angesetzt
wird, bis zum neuen Endzustand, erhalten wir

T | 4
S—So=fnC;d +fp‘; ,

wobei n = m/M ist.
Wenn wir eine beliebige Gasmenge m annehmen, dann gilt fiir die beiden vorgege-
benen Erwidrmungsprozesse:

a) Bei der isochoren Zustandsinderung ist d¥ = 0, so daB sich ergibt

T,
m dT m T, T
S — So = ﬁcuf7=—]‘_—lc,,ln—i-=mc,,ln—ﬁ
To
Mit den gegebenen Werten finden wir
S —8So=2-10"3kg-0,177- 103 cal kg-* K-*-2,31g

= 0,0368 cal K- = 0,154 J K.

303
273

b) Bei der isobaren Zustandsdnderung resultiert aus der Zustandsgleichung
m m :
V =—RT: V+ Vdp = — RdT.
)/ i pdV + Vdp 1Y

Da bei der isobaren Zustandsinderung dp = 0 ist, finden wir pdV = % R dT. Fiir die
Anderung der Entropie erhalten wir

T
dr m T

s —So'——Cf M ~ =37 Coln +—Rl n o=

T
=£_Cp1n_

i A = mcpIn —

To’
“also ist
1,98 cal mol-1 K™!

—_ R = . 3 -1 K-t - =
cp=Co+ 37 = 0177 10% cal kg™* K™ + oo =

= 0,249 - 103 cal kg-1 K-1
und

303
S — 8o =2-10"3kg- 0,249 - 10'°‘ca1kg‘1K1 231g —=

273
= 0,0518 cal K-! = 0,217 J K.
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171.

172.

Fiihren Sie den Beweis dafiir, daB die Gesamtanderung der Entropie eines idealen Gases
im CARNOT-ProzeB gleich Null ist.

Losung

Wir setzen voraus, daB das Gas im Anfangszustand durch die Entropie So und nach
Durchlaufen des Zyklus durch die Entropie S ausgezeichnet ist. In jedem Zyklus ist die
Gesamtinderung der Entropie S — S, gleich der Summe der Entropieinderungen wih-
rend der einzelnen Teilprozesse im Zyklus:

S_SO=S1_S0+S2—S1+S3—52+S—S3. (1)
Bei der isothermen Expansion ist

S°f = f =37 Ringr

Bei der adiabatischen Expansion ist

-5 ——f—-O daja dQ—O ist.
Bei der isothermen Kompression ist
m V4 m V3
- S=—RIh—=——RIn—
Sa = Sa=qrRln5- 7 A
V- V.
und da -'—171- = 7? ist, wird
S3 — S =—— Rl —
3 2 1Y V1
Bei der adiabatischen Kompression ist wieder dQ = 0, so daB3 wir ebenfalls finden
S —83=0.
Nach Einsetzen aller gefundenen Werte in Gl (1) erhalten wir schlieBlich
m Vz m V2
- = — Rln —= — — — = 0.
S =S MRnV1 MRln 7 0

Hieraus ergiﬁt sich der geforderte Beweis:
S = So.

In einer Stahlflasche mit dem Volumen V; = 501 ist Gas unter einem Druck
p1 = 45 atm enthalten, in einer anderen mit dem Volumen V, = 301 ist ein anderes
Gas unter einem Druck p, = 85 atm aufbewahrt. Die Temperaturen in beiden Gas-
mengen sind einander gleich, sie betragen # = 20 °C. Berechnen Sie, wie sich die Entro-

. pie des aus beiden Gasmengen bestehenden Systems verindert, wenn die beiden Behilter

miteinander verbunden werden Jedes Gas sei gegenuber dem anderen als chemisch
inaktiv angesehen.
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Losung

Fiir die /'inderung der Entropie eines idealen Gases bestimmter Masse gilt beim Uber-
gang von einem irgendwie vorgegebenen Anfangs- zu einem bestimmten Endzustand
die Beziehung

" do 37 G 4T +pav AT m o fav
Sz—sl=f?= T = mes ?+MRf7=
Ty vy
T.

O}

m V2
—me,in 2+ 2RI 22,
mec, nT1+MRnV1

Vor\ dem Mischungsvorgang ist die Entropie der beiden betrachteten Gase
Sy.= 81+ Ss
wobei S; und S die Entfopien der einzelnen Gase darstellen. Wenn das System nach

dem Mischvorgang durch die Entropie S, gekennzeichnet sein soll, so gilt fiir die Ge-
samtinderung der Entropie !

A4S =8, —S; =S, — 8; — S;.

Alle Entrbpieangaben beziehen wir auf den gleiéhen Grundzustand mit den Gr68en po,
Vo und To.
Unter Hinzuziehung der Gl. (1) konnen wir schreiben

my V1

T m vV T
Sy —Si =me,ln — + L Rln— — In— — 2L Rin 2% —
2 =Sy =meln -+ g Rin g —micoIn 7 — 2= Rin o=

T my V.
—mpeyIn — — 22 RIn 2.
M3Coa nTO 2R n A 2

Bekanntlich ist die spezifische Wiarmekapazitit des Gasgemischs gleich der Summe der
spezifischen Wirmekapazititen seiner Komponenten, also gilt

mc, = M1Cy1 + M2Cy3.

Weiterhin ist die Gesamtzahl der Mole des Gemischs gegeben durch
m_Mm " |
M M, M,

Damit finden wir die Anderung der Entropie durch Umformung der Gl. (2) zu

mlR m,,R
InV, —
M, M,

m‘+fﬁRmV—

1 1 .
Ml Mz n Vz

ASZ—‘S1=(

Entsprechend der Zustandsgleichung muf3 gelten
myR D2V

mR  p,V,
=21 ynd ,
M, 1. " M T T
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173.

so daB wir nach Einsetzen erhalten
1
a8 = Sz - S1 = _f [(p1V1 +p2V2) In V—prl In V1 - szz In Vz].

Nach Umformung dieser Beziehung erhalten wir schlieBlich

piVy D2 Vz vV
45 =85, — S = In — —
2 T + T '
Mit Einsetzen der vorgegebenen Werte finden wir die gesuchte Entropiednderung
45atm- 501 50 + 30 85atm- 301 50 + 30
A = e————— .
o wmr - P  tomr 25

AS =12,11atm K-! = 1225,7 T K- = 293 cal K-1.

Berechnen Sie, wie sich die Entropie eines idealen Gases mit den ZustandsgroBen
to = 20 °C, po = 1 atmund ¥, = 2 1édndert, wenn es — ohne Arbeit gegen einen Kolben
verrichten zu miissen ~ auf das doppelte Volumen ausgedehnt wird.

Losung

Bei Ausdehnung eines idealen Gases gegen ein Vakuum verdndert sich weder seine
innere Energie noch seine Temperatur, wie das auch der bekannte Versuch von GAy-
LussAc beweist.

Wenn das Gas im Ausgangszustand die Entropie S, und im Endzustand die Entropie S
hat, so dndert sich seine Entropie widhrend der Zustandsinderung um den Betrag
48 = § — S,; fiir diese Anderung gilt die Bezichung

do dT cp dV
48 = )
§ f fM T+

Da bei diesem Proze3 die Temperatur konstant bleibt, ist

48 = f”dV

Wir driicken die Grofe p mit Hilfe der Zustandsgleichung aus und erhalten

A S = — R f P o VO _K .
To Vo
Nach Einsetzen der vorgegebenen Werte erhalten wir
latm-21 2V,
a5 =S — = —_— _— = 1
S=85—-5 3K 2,31g 7 0,0047latm K .

Da llatm =101,3J und 1J = 2,39+ 107! cal ist, finden wir
S — So =0477JK~! = 0,114 cal K-1.
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174.

175.

‘Eine Menge idealen Gases vom Volumen ¥V; = 101 und dem Druck p; = 2 atm

lassen wir bei konstanter Temperatur auf ein Volumen V> = 27,18 1 reversibel expan-
dieren. Berechnen Sie, wie sich bei diesem ProzeB die freie Energie des Gases veridndert.

Liisung

Aus seiner Definition ergibt sich fiir einc infinitesimale Anderung der freien Energie
eines Gases
dF =dU — TdS — SdT.

Bei den reversiblen Prozessen ist dS = d—Q

Bei einem isothermen ProzeB ist dU = 0 und dT = 0, sowie dQ = dW’, so daB} wir
nach Einsetzen finden

dF = —dQ = —dW".

Die Gesamtdnderung der freien Energie erhalten wir durch Integrétion

2 2 Va
de—;—de’:——fpdV.
1 1 "1

Es ist also
Vs
F,—FiF=——RT | — =p;Viln—.
2 1 M f v piViln v,
V1
Mit den gegebenen Werten der:Aufgabe finden wir also
10
F, — F, =2atm- 101-2,3lgm = —20latm = —202,7J.

Eine Menge Stickstoffgas der Masse m=2g und der Temperatur #, =27 °C wird bei
konstantem Druck auf ein Volumen komprimiert, das nur 3/, des urspriinglichen Wertes
betrdgt. Berechnen Sie, wie sich bei diesem ProzeB die potentielle thermodynamische
Energie des Gases veridndert.

Losung

Aus der Definition der potentiellen thermodynamischen Energie ergibt sich fiir jhre
infinitesimale Anderung

dG =dU +pdV + Vdp — TdS — SdT.

Bei umkehrbaren Prozessen ist dS = dQ/T. Wenn wir weiter beriicksichtigen, daB ent-
sprechend dem I. Hauptsatz der Thermodynamik dU + p dV = dQ ist, konnen wir
schreiben

dG = Vdp — SdT.
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176.

Da fiir die vorgegebene isobare Zustandsinderung dp = 0 ist, wird
dG = —SdT. (D
Die Entropie des zur Temperatur T gehdrenden Zustands finden wir zu

m
o | 37 CodT+pdv
- T - T )

Fiir die isobare Zustandsinderung ist p dV = (m/M)R dT, und wenn wir noch die
Maversche Beziehung C, = C, + R anwenden, erhalten wir

T
m dT m T T
= — [ — l—-= l—. 2
o fMC“T Y el e, } @
T,

Unter Anwendung der Gl. (2) erhalten wir aus Gl. (1) die gesamte Anderung der poten-
tiellen thermodynamischen Energie im Verlauf der vorgegebenen Zustandsinderung zu

2 T Ty
fdG= —deT=—fmc,,ln1dT.
. To
1 To To

Nach den bekannten Integrationsregeln erhalten wir fiir das Integral
f In x dx = x(Inx — 1) und, bezogen auf unser vorliegendes Beispiel, nach Umformuhg

T
Gg -_ G1 =mcp(T1 - To) 4+ meTl In ‘i'_,g .
1

Die nach Verlauf der isobaren Kompression sich einstellende Gastemperatur ermitteln
wir aus der Zustandsgleichung :

/] ——3 V

o 0

DPoVo 4 _3T° —

T, _———Tl_-’ so daf3 T, = Z =225 K.

Nach Einsetzen der Werte finden wir
G,— G, =2-103kg-0,249-10%calkg ' K1 | — 75K + 225K - 231g %] =
= —5cal = -211J.

Ermitteln Sie mit Hilfe der Phasenregel, durch wieviel voneinander unabhingige Zu-
standsgroBen der Gleichgewichtszustand folgender Systeme bestimmt wird:

a) Wasser mit gesittigtem Dampf, '

b) Kochsalzlésung (H,O + NaCl) mit gesittigtem Dampf, ,
¢) ein System, das sich aus den Stoffen CaCO;, CaO und CO, zusammensetzt, zwischen
denen die Reaktion ’

" CaCO3=CaO + CO,

ablaufen kann.

- (€))]



Losung

Wir wenden die GieBssche Phasenregel an:
f=k+2—p.

a) Das vorgegebene System hat cine Komponente (H,O) und zwei Phasen (Fliissigkeit,
Dampf). Daher ist

f=1+2-2=1

Der - Gleichgewichtszustand wird durch einen Parameter bestimmt, z. B. durch die
Temperatur. ‘

'b) Das System hat zwei Komponenten (H,O, NaCl) und zwei Phasen (LGsung, Dampf),
daher gilt

f=2+2-2=2.

Der Gleichgewichtszustand wird von zwei Parametern bestimmt, und zwar durch
Temperatur und Konzentration. ‘

c) Im System existieren zwei feste Phasen (CaO, CaCOs) und eine Gasphase (COy).
Wenn die das System bildenden Stoffe miteinander keinerlei Reaktionen eingingen,
dann hitte das System drei Komponenten. Da aber die Reaktion (1) stattfinden kann,
verringert sich die Anzahl der voneinander unabhingigen Komponenten um eine, so
daB k = 2 ist. Demnach gilt

f=2+2—3=L

Der Gleichgewichtszustand wird also lediglich durlch einen Parameter bestimmt, z. B.
durch die Temperatur. Dadurch ist z. B. auch der Druck des CO, bestimmt.

A Aufg_gben

193.

194.

Eine Maschine, die eine  Leistung der setzen voraus, daB3 die gesamte, bei der
GroBe P = 368 W aufnimmt, - bohrt Deformation der Kugeln durch den
innerhalb zwei Minuten ‘ein Loch in Aufprall verrichtete Arbeit zur Erho-
einen GuBblock der Masse m = 20 kg. hung der inneren Energie der Kugeln
Um wieviel Grad erwdrmt sich dabei beitragt. Aus diesen. Angaben ist das
der Block, wenn 809 der beim Bohren mechanische Wiarmeédquivalent zu be-
‘verrichteten Arbeit zur Erwdrmung und stimmen. )

damit zur Erhohung der inneren Ener- 195. Aus der bekannten Molmasse eines
gie des Blockes beitragen? Die spezi- Gases und aus dem Verhiltnis der spe-
fische. Wiarmekapazitit des GuBstiickes zifischen Wirmekapazititen » = c¢p/c,
ist c.=:0,13 cal g~t K-1. soll der Wert der spezifischen Wiarme-
In einem Rohr, das wir 40mal um- . kapazititen c, und c, fiir das Gas Stick-
drehen, fallen Bleikugeln aus der Hohe stoff ermittelt werden.

h = 1,2 m herab. Bei dem Experiment 196. Bestimmen Sie die Molmasse der Luft,
stellen wir fest, daB3 die Temperatur der wenn ihre spezifische Warmekapazitit

Kugeln sich um 3,8 K erhoht. Wir ¢, und das Verhiltnis ihrer spezifischen
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197.

198.

-199.

200.

201.

202.

Wirmekapazititen » = c,/c, bekannt
sind.

Es wird eine Mischung zweier Gase her-
gestellt, die aus m; = 2 g Kohlendioxid
und m, = 3 g Stickstoff besteht. Die
spezifischen Wérmekapazititen c,; und
cy2 sind bekannt. Berechnen Sie das
Verhiltnis der spezifischen Wirme-
kapazititen fiir das resultierende Gas-
gemisch.

Ein Gasgemisch besteht aus m; =2g
Sauerstoff und m, = 5 g Stickstoff. Es
soll bei konstantem Volumen von einer
Temperatur ¢; = 20 °C auf ¢, = 40 °C
erwiarmt werden. Berechnen Sie die dazu
notwendige Warmemenge.

Einer bestimmten Menge Argon wird
bei konstantem Volumen und einer Aus-
gangstemperatur von 60 °C eine Wiarme-
menge von 50 cal zugefiihrt, wodurch
sich eine Temperaturerh6hung auf
88 °C einstellt. Um welche Menge
. Argon handelt es sich bei diesem Ver-
such?

Berechnen Sie, auf welchen Betrag sich
die Temperatur einer Menge Kohlen-
dioxid von m = 0,6 kg Masse ver-
ringert, wenn ihr, von einer Ausgangs-
temperatur ¢, = 50 °C  ausgehend,
15,7 kJ an innerer Energie entzogen
werden.

Eine bestimmte Menge idealen Gases
nimmt bei einem Druck p, = 760 Torr
das Volumen ¥V, = 11 ein. Berechnen
Sie, wie sich die innere Energie des
Gases veridndert, wenn es einem Proze3
unterzogen wird, bei:dem der Druck auf
das Vierfache wichst, wihrend das Vo-
lumen auf die Hilfte verringert wird.
Es ist a) ein einatomiges Gas mit x =
-=.5/5 und b) ein zweiatomiges Gas mit
% = 7[s anzunehmen.

In einem GefidBl ist Luft der Masse
m = 6 kg eingeschlossen. Ihr wird eine
Wirmemenge Q = 88 kcal zugefiihrt.
Dabei vergréBert die Luft ihr Volumen
und verrichtet eine Arbeit W’ =

203.

204.

205.

206.

207.

= 182 kJ, wobei ihre Temperatur
von t; =10°C auf #, =52°C an-
steigt. Berechnen Sie auf der Grundlage
dieser Angaben die spezifischen Wirme-
kapazititen ¢, und ¢, fiir Luft. Die
Poissonsche Konstante -hat den Wert
x = 1,4.

In einem Zylinder mit beweglichem
Kolben wird bei konstantem Druck
Po = 1520 Torr eine Luftmenge m =
= 5 g von der Temperatur 7, = 18 °C
auf eine Temperatur ¢; = 200 °C er-
hitzt. Welche Wirmemenge muB3 der
Luft zugefithrt werden, und welche
Arbeit verrichtet sie bei der Expansion?
Berechnen Sie ferner, um welche Strecke
sich der bewegliche Kolben dabei ver-
schiebt, wenn der Durchmesser des
Kreiskolbens 6 cm betrégt.

Eine Luftmenge der Masse m = 0,5 kg
und der Ausgangstemperatur #, =35°C
wurde isobar komprimiert, wobei ihr
eine Wiarmemenge von 23,4 kcal ent-
zogen wurde. Auf welche Temperatur
erhitzte sie sich dabei?

In einem GefdB3 von 60 1 Inhalt ist eine
Luftmenge der Masse m = 0,2 kg unter
einem Druck von 10 at eingeschlossen.
Berechnen Sie, welche Warmemenge ihr
zugefithrt werden muB, damit sich ihr
Volumen bei konstantem Druck auf
den doppelten Wert ausdehnt. Um
welchen Betrag dndert sich dabei ihre
innere Energie, und welche Arbeit ver-
richtet die Luft dabei nach auen?

Fiir die isobare Kompression einer Gas-
menge der Masse m = 100 g ist es not-
wendig, eine Arbeit vom Betrag W =
= 1817,8 J aufzuwenden. Dabei steigt
ihre Temperatur von f#; = 40 °C auf
t, = 110 °C. Berechnen Sie, welche
Wiérme bei diesem ProzeB dem: Gas
noch zugefiihrt werden muB8 und um
welchen Betrag ihre innere Energie an-
wichst. Um welches Gas handelt es
sich hierbei?

In einem senkrecht stehenden, mit be-
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208.

209.

210.

211.

212.

213.

weglichem - Kolben verschlossenen Zy-
linder der Hohe /o, und der Quer-
schnittsfliche 4 befindet sich Gas unter
dem Druck po. Das Gas wird isotherm
komprimiert, wobei der Kolben auf ein
Zehntel seiner urspriinglichen Hohe
herabgedriickt wird. Welche Arbeit muf3
dazu verrichtet werden?

Welche Wirme ist erforderlich, um 21
Wasserstoff unter einem Druck von
0,8 kp cm~2 isotherm auf das Vierfache
seines Volumens zu expandieren? Wel-
chen Wert nimmt der resultierende
Druck an?

Bei der isothermen Kompression von
Vi1 = 4,5 1 Luftund dem urspriinglichen
Druck p; = 740 Torr wird an die Umge-
bung eine Wiarmemenge Q’ = 0,25 kcal
abgefiihrt. Berechnen Sie Druck und
Volumen der Luft nach Ablauf des
Kompressionsvorgangs.

Bei der isothermen Kompression-einer
bestimmten Gasmenge auf ein Volumen

von 41und einen Druckvon 21,6 N cm~2

wird durch Abkiihlung eine Wairme-
menge von 6 cal abgefiihrt. Berechnen
Sie, welchen Wert der Gasdruck zu
Beginn des Prozesses hatte, als die Gas-
temperatur 20 °C betrug.

Ein Kompressor saugt atmosphérische
Luft von 760 Torr Druck und 27 °C an
und komprimiert sie isotherm auf einen
Druck von 26600 Torr. Berechnen Sie,
wieviel Warme stiindlich an das Kiihl-
wasser abgefiihrt werden muB}, wenn je
Stunde 10 kg Luft komprimiert werden.
Es soll Luft von 1 kg Masse und 0 °C
Temperatur von einem Druck von
1kpcm~-2 ausgehend auf den zehn-
fachen Druck komprimiert werden. Be-
rechnen Sie den dafiir erforderlichen
Arbeitsaufwand bei a) isothermer und
b) adiabatischer Kompression.

In einem GefdB von zwei Liter Inhalt
befinden sich bei einer Temperatur von
27 °C 2 Mol Stickstoff.

"Berechnen Sie, welchen Druck der

214.

215.

216.

217.

Stickstoff in verschiedenen Volumina

von 1,51, 41, 51und 6 1 annimmt, wenn
das Gas a) isotherm und b) adiabatisch
verdndert wird.

Stellen Sie die entsprechenden Druck-
dnderungen in einem p,V-Diagramm
dar.

Stickstoff mit einer Masse m = 8 gund
einer Temperatur 7, = 20 °C soll adia-
batisch auf ein Fiinftel seines urspriing-
lichen Volumens komprimiert werden.
Welche Arbeit wird bei diesem Prozef3
dem Gas zugefiihrt, und wie dndert sich
dabei seine innere Energie? Berechnen
Sie auch die Temperatur des Stickstoffs
nach Beendigung des Kompressions-
vorgangs.

Eine bestimmte Menge Luft mit der
Temperatur ¢; = 25 °Cund dem Druck
p1 = 760 Torr wird plotzlich von einem
Volumen ¥V; = 151 auf ein Volumen
V. = 3,41 komprimiert. Welche Werte
nehmen Temperatur .und Druck am
Ende des Kompressionsaktes an, und
wie verdndert sich die innere Energie
der betreffenden Luftmenge, wenn wir
den Kompressionsakt als adiabatischen
ProzeB3 ansehen? Die Poissonsche Kon-
stante fiir Luft ist » = 1,4.

Zwei Grammolekiile Wasserstoff mit
der Temperatur ¢; = 27 °C und dem
Druck p; = 745 Torr werden adiaba-
tisch auf ein Drittel des urspriinglichen
Volumens komprimiert. Danach wird
das Gas isotherm auf sein urspriing-
liches Volumen ausgedehnt. Wie hoch
werden sich Endtemperatur und -druck
einstellen? Welche Arbeit wird hierbei

vom Gas verrichtet?

In einem Ballon befindet sich ein Gas-
gemisch, das durch gleiche Mengen
Helium und Wasserstoff bei einer Tem-
peratur von 0 °C und einem Druck von
760 Torr gebildet wird. Berechnen Sie,
wie sich Druck und Temperatur des an-
gegebenen Gemischs dndern, wenn es
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218.

219.

220.

221.

222.

223.

adiabatisch auf das doppelte Volumen
ausgedehnt wird.

Eine Stickstoffmenge mit der Masse
m = 200 g, der Ausgangstemperatur
t; =27°C und dem Druck p,
= 3040 Torr wird einem thermodyna-
mischen Prozel unterzogen, bei dem
der Druck auf den Wert p, =2280Torr
absinkt. Welche Wiarmemengé wurde
dem Stickstoff zugefiihrt, welche Arbeit
verrichtete dieser dabei, und wie ver-
dnderte sich seine innere-Energie, wenn
der ProzeB a) isochor, b) isotherm und
c) adiabatisch verlief? Stellen Sie diese
Prozesse in p, V-Diagrammen dar. )

Es ist der theoretisch hdchste Wirkungs-
grad einer Dampfmaschine zu bestim-
men, die mit Dampf einer Temperatur
von 190 °C betrieben wird und bei der
das Kondenswasser eine Temperatur
von 40 °C hat.

Berechnen Sie, welche Werte die Tem-
peraturen des oberen und des unteren
Wirmespeichers einer idealen CARNOT-
Maschine haben miissen, zwischen
denen eine Temperaturdifferenz von
40 K besteht. Die Maschine arbeitet
mit einem Wirkungsgrad von 12%;.
Eine CARNoT-Maschine entnimmt bei
jedem Zyklus einem oberen Wirme-
speicher eine Wiarmemenge von 100 cal,
um einem unteren Warmespeicher 80cal
zuzufiihren. Berechnen Sie die Tempe-
ratur des unteren Wéirmespeichers,
wenn die des oberen bei 127 °C gehalten
wird.

Wie gro3 muB3 die Mindestleistung einer
Maschine sein, die einer groBen Wasser-
menge der konstanten Temperatur von
17 °C in jeder Sekunde 10 kcal Wirme
entnimmt, um diese einem HeizkGrper
von 46 °C zuzufiihren? Welche Warme-
menge wird insgesamt an den oberen
Wirmespeicher abgegeben?

Um welchen Betrag dndert sich die
Entropie von 20 g Wasser, wenn wir es
von 10 °C auf 75 °C erhitzen?

224,

225.

226.

227.

228.

229.

230.

231.

Berechnen Sie die Entropie eines
Gramms Wasser bei einer Temperatur
von 100 °C und die eines Gramms ge-
sittigten Wasserdampfes der gleichen
Temperatur, bezogen auf den fliissigen
Aggregatzustand bei 0 °C.

In ein drei Liter fassendes Wasserbad
von 15 °C wird eine Masse von 1kg
Blei gebracht, das vorher auf eine Tem-
peratur von 300 °C erhitzt wurde. Wie
dndert sich die Entropie des Systems
nach Einstellung der Endtemperatur?
Die Warmekapazitéit des GefiaBes sowie
mogliche weitere Wirmeverluste werden
vernachldssigt.

Um welchen Betrag dndert sich die En-
tropie von 20 g Eis, das zuerst bei einer
Temperatur von 0 °C vorlag und dann
bei normalem Atmosphirendruck in
Dampf von 100 °C verwandelt wird?
Berechnen Sie die Entropieéinderung
von 2 g Stickstoff, der bei konstanter
Temperatur, d. h. isotherm, einer Vo-
lumenverringerung von 6 auf 4 1 unter-
worfen wurde. )

Um welchen Betrag &dndert sich die
Entropie von einem Gramm Kohlen-
dioxid, das aus einem Anfangszustand
mit den ZustandsgréBen p; = 4560 Torr
und #; = 20 °C in einen anderen Zu-
stand mit den ZustandsgroBen p, =
= 1520 Torr und 7, = —20 °C iiber-
gefiihrt wurde?

Zwei Mol Gas werden bei einer Tempe-
ratur von 127 °C so komprimiert, daf3
der Gasdruck auf den doppelten Wert
ansteigt. Berechnen Sie, wie sich bei
diesem ProzeB3 die freie Energie und die
potentielle thermodynamische Energie
des Gases verédndern.

Berechnen Sie, durch wieviel vonein-
ander unabhingige ZustandsgroBen ein
chemisch reiner Stoff bei Anderung
seines Aggregatzustands definiert wird.
Beweisen Sie, daB ein System, in dem
drei Phasen derselben Komponente
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nebeneinander bestehen, nur bei ganz werten im Gleichgewicht existieren
bestimmten Druck- und Temperatur- kann. ’
24. Ein- und mehrphasige Systeme

Bei Anderung seines Aggregatzustands nimmt ein Stoff Energie gewohnlich nur in
Form von Wéarme auf (oder gibt sie in dieser Form ab). KurzgefaBt kann man sagen:
Bei der Anderung des Aggregatzustands wird Warme umgesetzt. Als Umwandlungs-
wiirme / bezeichnen wir diejenige Warmemenge, die bei der Anderung des Aggregat-
zustands einer Masseeinheit eines bestimmten Stoffes umgesetzt (d. h. zugefiihrt oder
freigesetzt) wird. GemdB dem I. Hauptsatz der Thermodynamik gilt

Q=1=U,—-U; +p(V, — V).

Ein Teil der zugefiihrten Wirme wird bei der Anderung des Aggregatzustands zur
VergroBerung der inneren Energie U, — U, und ein anderer wird fiir die Arbeit not-
wendig, die bei der Anderung des Volumens von ¥, auf ¥, verrichtet wird, wenn sie
bei konstantem Druck verliuft.

Chemisch reine Stoffe sind bei gegebenem Druck durch eine ganz bestimmte Schmelz-
temperatur und durch eine ganz bestimmte Siedetemperatur ausgezeichnet. Diese
Temperatur ist druckabhingig. Die CLAUSIUS-CLAPEYRONsche Gleichung driickt die
Druckabhingigkeit der Temperatur der Aggregatzustandsinderung von Stoffen
in Form einer Differentialgleichung aus. Sie besagt:

Wenn ein Stoff bei der Temperatur 7 aus einem Aggregatzustand (1) in einen anderen
Aggregatzustand (2) iibergeht und wenn fiir die Aggregatzustandsﬁndefung die
Umwandlungswirme / bendtigt wird, dann verursacht eine infinitesimale Anderung
- des Drucks um dp eine Anderung der Temperatur, bei welcher der Stoff seinen Aggre-
gatzustand wechselt, um den Betrag dT entsprechend der Gleichung

b _ T
dT T(Uz - vl)

(vy bzw. v, spezifisches Volumen des entsprechenden Aggregatzustands des Stoffes).
Bei einem ganz bestimmten Druck und einer ganz bestimmten Temperatur, dem
sog. Tripelpunkt, konnen alle drei Aggregatzustidnde eines Stoffes im Gleichgewicht
nebeneinander bestehen.

Als Sattdampf bezeichnen wir einen Dampf, der sich mit seiner Fliissigkeit im thermo-
dynamischen Gleichgewicht befindet. Seine Spannung ist — solange der Dampf ge-
sittigt bleibt — unabhéngig vom-Volumen, das er einnimmt. Mit wachsender Tem-
peratur steigt die Spannung des gesittigten Dampfes so lange an, bis sie bei einer
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bestimmten, der sog. kritischen Temperatur 7, einen maximalen Wert erreicht. Ober-
halb der kritischen Temperatur kann die fliissige Phase nicht mehr existieren. Den
zur kritischen Temperatur gehorenden Druck des gesittigten Dampfes bezeichnen
wir als kritischen Druck p, und das zugehérige Volumen als kritisches Volumen V.
Die Isotherme eines realen Gases, welche die Abhingigkeit seines Drucks vom Vo-
lummen im Bereich der kritischen Temperatur darstellt, hat im sog. krmschen Punkt
einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente.

Die Eigenschaften und das Verhalten der realen Gase werden relativ gut durch die
VAN-DER-WAALSsche Zustandsgleichung beschrieben. Sie hat fiir ein Mol Gas die

Form
a
p+_Vf, (Vo — b) =

(a und b stoffabhingige Konstanten, ¥, Molvolumen, p Druck und R Gaskonstante).
Das Glied a/V2Z nennt man Innendruck oder Kohisionsdruck des Gases. Mit seiner
Hilfe charakterisieréen wir die wechselseitige Anziehung der Gasmolekiile.
Der Zusammenhang zwischen den VAN-DER-WAALSschen Konstanten @ und b sowie
den Parametern des kritischen Zustands Px» Vi, T wird durch folgende Beziehungen
angegeben:

8a a

Pk =

Vi=13b; Ty= ; = .
27bR 27b*

Ein homogenes Gemisch zweier chemisch reiner Stoffe bezeichnen wir als Losung.
Die Konzentration von Losungen wird gewohnlich durch folgende Definitionen
angegeben:
o) durch die Zahl der Mole des gelosten Stoffes in 11 Losung (sog. Molaritit der
Losung),
B) durch die Zahl der Mole des geldsten Stoffes, die auf 1 kg reinen Losungsmittels
entfallen (sog. Kilogramm-Molaritit oder Molalitiit der Losung),
) mit Hilfe der Massenprozentzahlen (sog. Grammbriiche) und
6) mit Hilfe der Molbriiche gemiB folgender Definition:
Ein Molbruch der Komponente 4 in einer Lésung mit den beldcn Komponenten A
und B wird durch die Be21ehung
Vg = _r.lA—
ny + ng
bestimmt, wobei ny bzw. ng die Zahl der Mole der Komponente 4 bzw. B in der
Loésung darstellt.
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Ein homogenes Gemisch zweier Fliissigkeiten wird dann als ideal bezeichnet, wenn
die Partialdriicke der Komponenten p, bzw. p, im Sattdampf proportional zu ihren
Molbriichen », bzw. », in der Fliissigkeit sind.

Wenn wir die Losung eines nichtfliichtigen Stoffes betrachten, so sehen wir, daB sein
Sattdampf nur aus dem Dampf des Losungsmittels besteht. Wenn #n, die Zahl der
Mole des Losungsmittels, n die Zahl der Mole des gelosten Stoffes, pg die Spannung
der Sattdampfe des reinen Losungsmittels und p die Spannung der Sattddmpfe des
Losungsmittels iiber der Losung darstellt, dann gilt fiir eine relative Erh6hung der
Spannung der Sattddmpfe iiber der idealen Losung eines nichtfliichtigen Stoffes das
RaouLTsche Gesetz

Po—P _ n
Po no +n

Nach vAN'T HoFF stellt der osmotische Druck 7z, durch den verdiinnte, elektrisch
nicht leitfdhige Fliissigkeiten wirken, den in einem solchen Fall auftretenden Druck
so dar, als ob der geloste Stoff das ganze Volumen einnimmt, das von der Lésung aus-
gefiillt wird, und zwar so,-als wenn er im gasformigen Aggregatzustand vorldge.
Demnach ist )

7 =" RT = ¢RT.
MV

(m Masse des gelosten Stoffes, M seine Molmasse, V' Volumen der Losung, T Tempe-
ratur der Losung).

Der Quotient m/MV = n|V = ¢ stellt die Zahl der Mole des gelosten Stoffes je
Volumeneinheit der Losung dar.

Losungen erstarren bei geringerer und sieden bei héherer Temperatur als das reine
Losungsmittel. Die Schmelzpunkterniedrigung bzw. Siedepunkterh6hung von elek-
trisch nicht leitenden Lésungen wird durch die Gleichungen

m

Aty = —Egi; At, = E,
MV

bestimmt (4¢, bzw. 4¢, die Differenz zwischen der Schmelz- bzw. der Siedetemperatur

des reinen Losungsmittels und der Losung, m-Masse des gelosten Stoffes, M Mol-

masse, V Volumen der Losung). Die Konstanten E,, die kryoskopische Konstante,

und E,, die ebullioskopische Konstante (auch molale Gefrierpunkterniedrigung bzw.
molale Siedepunkterh6hung genannt), konnen wir aus den Beziehungen

2 2

E = RT; . E = RT,

Qols Qolv

15 Hajko, Mechanik
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berechnen (R Gaskonstante, T, und 7, Schmelz- bzw. Siedetemperatur des reinen
Losungsmittels, /; und /, Schmelzwdrme bzw. Verdampfungswirme des reinen
Losungsmittels, g, Dichte des reinen Losungsmittels).

B Beispiele

177. Unter dem Druck p; = 760 Torr schmilzt Blei bei der Temperatur #; = 327 °C. Be-
rechnen Sie, wie groB3 die Schmelzwidrme des Bleis bei dieser Temperatur ist, wenn sich
bei einer Erhohung des duBleren Drucks um 4p = 760 Torr die Schmelztemperatur um

\ At = 0,008 K erh6éht und das Blei durch den Schmelzproze sein Volumen um 3,4 %
vergroBert.

Losung

Die Schmelzwérme erhalten wir aus der CLAUSIUS-CLAPEYRONschen Gleichung
dp

daT’

Das spezifische Volumen der festen Phase ist v; = !/p, wobei ¢ die Dichte des Bleis

darstellt. Das spezifische Volumen der fliissigen Phase bestimmen wir aus der Bedingung,
daB ihr Volumen um k 9 groBer ist als das der festen Phase, also

l = T(Uz - 01) (1)

v
Uy =03 +U=U1 +ﬁk.

Der Quotient dp/dT kann durch den Quotienten 4p/4T in Hinblick auf die geringfiigige
Temperaturdnderung AT ersetzt werden.

Nach Einsetzen in Gl. (1) erhalten wir

1 1,013 - 10° Nm~2

I=7, 2 k% _s0k 3.4 —
T '100 C AT 11,3-10°kgm=2 ~° 0,008 K -

=22,86-10%J kg ! =546calgt.

178. Die Druckabhingigkeit der Schmelztemperatur konnen wir beim «-Naphthol durch
die Beziehung

T =a+ bp + cp?

ausdriicken (a = 369 K, b = 32,63 -10-¢ K Torr™!, ¢ = —11,25-10-13 K Torr-2).
Berechnen Sie, wie grol die Schmelzwidrme dieser Substanz bei einem Druck von
100 atm ist, wenn sich das spezifische Volumen der festen Phase beim Schmelzen um
dv = 0,107 cm® g~* vergroBert.
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179.

15*

Losung

Unter dem Druck p = po schmilzt der Stoff bei einer Temperatur Ty, fiir die gilt
To =aq + bpo + cp;‘;.
Durch Ableiten der Temperatur 7(p) nach dem Druck erhalten wir
\ dTr
— =b + 2¢cp,
dp
woraus fiir die Anderung des Drucks der Sattddmpfe mit der Temperatur allgemein
resultiert

dp 1
dT b+ 2¢p
und fiir den Druck p = po

( dp ) _ 1

AT Jpepe b + 2¢po

Die Schmelzwidrme wird sodann aus der CrLAusiUs-CLAPEYRONschen Gleichung er-
rechnet:

dp
I =T, (v, "01)'d—7::-
Mit den Werten
d
To =371,5K; v =uv; —; = 0,107 cm® g-1; ( —”-) — 40,53 atm K-!
- dT /pepo

folgt
1=371,5K-0,107-103m3 kg-* - 40,53 - 1,013 - 10 Nm—2K-! =

=1,63-105 T kgt = 39,0 cal g-%.

Welchen Druck nimmt gesittigter Wasserdampf bei z; = 80 °C an, wenn die Abhingig-
keit der Verdampfungswirme des Wassers von der Temperatur durch die angeniherte
Beziehung
=aq—bT

ausgedriickt wird, wobei a = 764 calg™! und b = 0,6 cal g~* K~* ist? Wenden Sie
bei der Berechnung der Gasphase die Zustandsgleichung an, und vernachlissigen Sie das
spezifische Volumen der Kondensationsphase gegeniiber der Gasphase bei gegebener
Temperatur. '

Losung

Nach der Craustus-CLAPEYRONschen Gleichung gilt

dp l
dT (, — o) T’
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und nach Einfiigen der Bedingung / = a — b¢ und v; < v, finden wir
dp a — bT

A M
Aus der Zustandsgleichung pV = (m/M)RT ergibt sich fiir das spezifische Volumen der
Gasphase die Beziechung
| 4 RT
112 =) = — = — N
m Mp
woraus sich nach Einsetzen in Gl. (1) und einer Umformung ergibt
dp M a - bT

7k 1

Indem wir beide Seiten der vorstehenden Gleichung integrieren, finden wir

M a—bT
f f Lo,

To

= pocx {-—M[a<l—1 + b1 T]
D = Ppo €Xp R T To) HTO}-

Bei einer Temperatur #, = 100 °C betréigt der Druck der gesittigten Wasserdimpfe
Po = 760 Torr, so daB nach Einsetzen der gegebenen Werte geschrieben werden kann

18 g mol-*
1,98 cal K-* mol-?

p=1atmexp{— [764calg"< ! K-t —K 1)+

353 373 -

353
(0] lg-1K-1-231g
+ 0,6calg 373]}

p.= 0,470 atm = 357,2 Torr = 47640 Pa.

Das Resultat kommt dem experimentell ermittelten Wert von 355,1 Torr sehr nahe.

180. Berechnen Sie, welcher Arbeitsaufwand fiir die Umwandlung einer Wassermenge der
Masse m = 1 g notwendig ist, wenn das Wasser bei konstant gehaltener Temperatur
von 100 °C vollstindig in Dampf iibergefiihrt wird. Der Druck betridgt p = 760 Torr.
Um welchen Betrag dndert sich bei diesem ProzeB die innere Energie des Wassers?
Unter den gegebenen Bedingungen ist das spezifische Volumen des Wasserdampfes
v, = 1674 cm? g1, das des Wassers v, = 1,04 cm? g1,
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181.

Losung

Entsprechend dem I. Hauptsatz der Thermodynamik wird die zugefiihrte Umwandlungs-
wirme fiir die Anderung der inneren Energie und fiir die Leistung der mit der Volumen- ‘
dnderung des verdampfenden Wassers einhergehenden Arbeit aufgewendet. Demnach
ist

l = U 2 - U 1 + W’.

Bei der Anderung des Aggregatzustands #dndert sich zwar der Druck nicht, aber das
spezifische Volumen des Wassers wichst von v, auf v,. Fiir die notwendige Volumen-
arbeit bei konstantem Druck erhalten wir

v2

W’=fpdV=p(u2 —v;))=1atm-1673-10"31g ! =

vy
=1,6731atmg ! = 169,6 J g-! = 40,5cal g-1.
Die Anderung der inneren Energie finden wir wie folgt:
U, —U;=1—W-=53calg-! —40,5cal g~! = 498,5calg! = 2084 Jg-*.

Bestimmen Sie die Temperatur und den Druck am Tripelpunkt des Arsens, wenn die
Abhingigkeit der Sattdimpfe von der Temperatur durch folgende .Beziehungen ge-
geben ist:

a) fiir die Fliissigkeitsphase 4
a
pr=ke T, ®
b) fiir die feste Phase
92
p2=k,eT . 2

(a; = —5658 K, a, = —15978 K, ky = 4,89 - 10° Torr, k, = 6,31 - 101° Torr).

Losung

Im Tripelpunkt existieren bei einer ganz bestimmten Temperatur und bei ganz be-
stimmtem Druck drei Aggregatzustinde eines Stoffes im Gleichgewicht nebeneinander.
Die Spannung der Sattdimpfe iiber der fliissigen und iiber der festen Phase muB also
bei der Temperatur des Tripelpunkts gleich sein. .

Die entsprechende Temperatur bestimmen wir durch Gegeniiberstellung und Lsung
der beiden Gln. (1) u. (2)

P1 = D2,
a az
kieT =k,eT,
aj-—-az
23
e T —

Tk
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182.

so daB sich ergibt

a —a /23
=231g—.
T 8%
Wir finden also
_ a; — ax
= T
2,31g—
g %

Mit den gegebenen Werten ergibt sich
_ —5658 K + 15978 K

T = " 631107 = 1091 K = 818°C.
818910
Den zugehérigen Druck bestimmen wir aus Gl. (1) oder (2) zu
5658

P =4,89-105Torr-e 1991 = 2,7 -10* Torr = 36 atm = 3,65 MPa.

Also sind die Koordinaten des Tripelpunkts von Arsen definiert-durch die Zustands-
werte 36 atm und 818 °C.

\

Gesittigter Wasserdampf wird umkehrbar adiabatisch, von der Temperatur #; = 195 °C
ausgehend, expandiert bis auf eine Temperatur ¢, = 120 °C, wobei ein gewisser Anteil
des Wassers kondensiert. Berechnen Sie, welche Zusammensetzung das aus Wasser und
Sattdampf bestehende Gemisch nach Vollzug der Expansion hat. Die zugehorigen Ver-
dampfungswirmen sind /; = 468,1 cal g~! und /, = 525,7 calg-1.

Losung

Bei der umkehrbaren adiabatischen Expansion verdndert sich die Entropie des Systems
nicht. Im Anfangszustand hat gesittigter Wasserdampf der Masse m eine — auf den
Grundzustand von der Temperatur 7, bezogene — Entropie, die wir durch folgende
Beziehung definieren:

2
S; =8; —_. 1
1 1 +m Tl ( )
Nach der adiabatischen Expansion auf die Temperatur T, kondensiert eine gewisse
Menge y, und die Entropie des aus Wasser und Sattdampf bestehenden Gemischs finden
wir als Summe der Entropien beider Komponenten, d. h.,

m— l
y$+m—»%u @
2

S =lS;-I-
m

wobei S; und S; die Entropien der Wassermenge m bei den Temperaturen Ty bzw. T,
darstellen. Aus Gl. (2) finden wir nach vollzogener Umformung

l
&=$+m—win
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183.

Da es sich um eine umkehrbar adiabatische Zustandsinderung handelt, sndert sich
hierbei die Entropie nicht, und aus der Gegeniiberstellung der Gln. (1) und (2) resultiert

L .Y
-E—Sz+(m y)Tz- ©))

m-—y

S;+m

Der Quotient x = bedeutet die relative Menge geséttigten Wasserdampfes nach

_Ablauf der adiabatischen Zustandsinderung. Fiir diese GroBe finden wir aus G1. (3) die

Beziehung

m—y T, [s{—s;+ IIJ
m _12 m T]_ K

Die Entropie S’ von Wasser der Masse m bei der Temperatur 7"kann man - bezogen auf
den Grundzustand bei T, - aus

T
S’ =‘/£Q_=fm6dT= mcln_T-
T
To

@

T To
und '
T T. T;
S — 83 = mclnT: - mclnT:- = mcln?:-
bestimmen. Nach Einsetzen in GL. (4) erhalten wir
T, T: Il
=—|cln—+—1|.
* hP“n+n]
Nach Einsetzen der Werte finden wir dann _
393K 468  468,1 cal gt
=—"""" |(lcalg''K123lg — 4 — > |= .
T S5 calg ! [ cale =18 357 T T4mx 0.88

Das Gemisch, das sich nach der adiabatischen Expansion herausbildet, besteht aus 88 9,
gesittigtem Wasserdampf und 129 Wasser.

Ein CArRNOT-ProzeB verlduft zwischen den Temperaturen T; und T. Als Arbeitsstoff
dient Wasserdampf in einer Masse m = 1 g, der wihrend des gesamten Prozesses ge-
séttigt bleibt. Stellen Sie diesen ProzeB in einem p, V-Diagramm dar, und berechnen Sie
den Wirkungsgrad.

Losung

Aus der Bedingung, daB3 der Wasserdampf wihrend
des gesamten Kreisprozesses geséttigt bleiben soll,
ergibt sich die Forderung, daB die Kennlinie, die
den Zyklus im p, V-Diagramm beschreibt, vollstin- ,
dig innerhalb jenes Bereichs liegen muB, in dem v
Fliissigkeits- und Gasphase nebeneinander bestehen Bild 88
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konnen. Die isotherme Zustandsidnderung vollzieht sich bei konstantem Druck. Daher
sind die Isothermen ‘mit den Isobaren identisch (Bild 88). Im Anfangszustand 4 haben
wir m = 1 g Fliissigkeit bei einer Temperatur Ty und der Entropie Sj.

a) Im Verlauf der isothermen Expansion (TeilprozeB 4B) verdampft das Wasser voll-
stindig zu Sattdampf, wozu von auBBen die Wirmemenge

Q1 =ml, @

zugefiihrt werden muf3. Hierbei stellt /; die Verdampfungswirme bei der Temperatur T,
dar.
b) im Verlauf der adiabatischen Expansion (TeilprozeB BC) fillt die Temperatur des
Dampfes auf T, ein Teil des Dampfes kondensiert, und das entstehende Dampf-Wasser-
Gemisch enthélt eine bestimmte Ménge gesittigten Dampfes, die durch die Bezichung
l 2 m T]_
bestimmt ist (S; Entropie von 1 g Wasser bei der Temperatur T, I, Verdampfungs-
wirme bei der Temperatur 7>).
¢) Im Verlauf der isothermen Kompression (TeilprozeB CD) kondensiert ein weiterer
Teil des Dampfes, der Anteil des Sattdampfes verringert sich auf x5, und die Menge des
kondensierten Dampfes ist

] (vgl. Aufg. 182) ()

Xc — Xp.
Bei diesem ProzeB wird die Warmemenge

Q; = (xc — xp) L 3)
frei.
d) Im Zuge der adiabatischen Kompression (Teilproze DA) wird das Gemisch wieder
in den urspriinglichen Zustand gebracht, wobei es zur vollstindigen Kondensation
kommit. Bei diesem TeilprozeB @ndert sich die Entropie nicht; daher ist die Entropie des
Systems im Zustand (D) S, dieselbe wie im Zustand (4) S;. Nun ist

S5 S7 l .
Sz = (m — Xp) — + xp l-—'z- + —2—] =5
m m T,
woraus sich ergibt
T
xp = (S| — SH==. - @
2
Unter Anwendung der Beziehungen (2) und (4) erhalten wir. .
X X, m L
c D T, T,
Und fiir die freigesetzte Wirmemenge Q; erhalten wir aus GI. (3) den Wert
T.
r 2
=m—1
Q,=m T, 1

Beim CARNOT-Proze wird die Arbeit

. T. T, —T.
W/__.Ql._Q;=mll_mTzll=mIl 1 2

Y 1 1
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184.

gewonnen, der Wirkungsgrad des Prozesses ist also durch

w' T,—T,

[ T,

n =

angegeben.

In einem GefdB vom Volumen ¥V = 2 m3 befinden sich m = 4 kg Sauerstoff bei einer
Temperatur ¢ = 29 °C. Wie groB ist der Druck? Wie verdndert sich der Druck,
wenn wir das Gas bei konstantem Volumen auf dic doppelte Temperatur erwdrmen?
Zur Berechnung soll die vAN-DER-WAALssche Zustandsgleichung angewandt werden.

Losung

Fiir ein Mol realen Gases hat die vAN-DER-WAALssche Zustandsgleichung die Form
a
Va

(V., das von einem Mol eingenommene Volumen). Wenn wir eine beliebige Gasmenge

der Masse m in Betracht ziehen, so hat sie bei gegebener Temperatur und gegebenem
Druck das Volumen

(p+ )(V.,.—b)=RT )

V=nV,

(n die Zahl der enthaltenen Mole).
Wenn wir mit Hilfe dieser Beziehung die GroBe 7, in G1. (1) ersetzen, erhalten wir nach
Umformung

(P +n? %) (V — nb) = nRT.

Daraus erhalten wir

nRT a

— 2

V—nb_n B2

Fiir den Druck des Sauerstoffs vor Beginn der Zustandsidnderung finden wir nach Ein-
setzen der gegebenen Werte:

4kg

32107 kg mol— 0,0821 atm K-* mol-! - 302 K

4kg
32-10-3 kg mol-?
4kg 21,3512 atm mol-2
B ( 32-10-*kgmol-1 ) 22-10° 12

2-10%1 — 0,03 1 mol-!

= 1,55 atm = 157000 Pa.
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185.

Nach Vollzug der Zustandsdnderung dndert sich der Druck um den Betrag.

nR(To + 21) a nR(T, + ©) a
Ap = p’ — _— - Y pr_ - 2_7 =
P=p =P V —nb Nz v "7
Rt
= n——— = 0,15 atm = 15200 Pa.

Ein Mol realen Gases, das nach der VAN-DER-WAALsschen Zustandsgleichung behandelt
wird, soll von einer Temperatur ¢; auf eine hohere Temperatur 7, erwiarmt werden. Sein
Volumen dndert sich dabei von V; auf V,. Berechnen Sie, wie sich bei dieser Zustands-
dnderung die innere Energie des Gases verdndert.

Losung

Das reale Gas verrichtet bei einer Volumenénderung auch gegen die inneren Krifte

Arbeit, die ihren Ursprung in der gegenseitigen Beeinflussung der Molekiile haben. Der
innere Druck p,;, durch den wir diese gegenseitige Einwirkung erfassen, wird durch die
Gro6Be p = a/V? bestimmt. Die Gesamtarbeit, die das Gas gegen den Innendruck ver-
richtet, d. h.,

V2 Va2

a 1 1
w=pav=[Ldav=af-1 1),
f”dV szdV “(V1 Vz)
Vi

Vi

~ wird fiir eine Erh6hung der innercn Energie des Gases benétigt. Um diesen Betrag ist

186.

nach der angegebenen Zustandsinderung die innere Energie des realen Gases groSer,
als es die eines idealen Gases wire.
Wenn wir voraussetzen, daB3 die spezifische Wiarmekapazitit von einem Mol Gas tem-
peraturunabhingig ist, dann finden wir fiir die gesamte Anderung der inneren Energie
die Beziehung

1 1

U, — =C, — T _———.
2 U, Co(T> 1) + a( 7 Vz.)

Berechnen Sie, wie sich die Temperatur eines der VAN-DER-WAALsschen Gleichung ge-
horchenden Gases dndert, wenn es dem Versuch von JOULE-THOMSON unterzogen wird.
Wir setzen dabei voraus, daB die Konstante b in der vAN-DER-WAALsschen Gleichung
vernachléssigt werden kann.

Losung

In der Versuchsanordnung gemif3 JouLE-THOMSON wird das Gas auf nicht umkehrbare
Weise adiabatisch expandiert. Der ProzeB3 verlduft bei konstanter Enthalpie des Gases.
Dabher gilt H; = H, oder

Ui +p1Vy = U; + p. Vs, (0))
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187.

wobei sich die Indizes 1 und 2 auf den Anfangs- bzw. Endzustand des Gases beziehen.
Fiir das Produkt pV finden wir gemiB der vAN-DER-WAALsschen Gleichung fiir 1 Mol

RTV _a
V—b>b 72
und, da b = 0 ist, ergibt sich

pV =

a
=RT ——. 2
PV =RT —— )

Fiir die Berechnung der Anderung der inneren Energie des realen Gases wenden-wir die
Beziehung an, die in Beispiel 185 abgeleitet wurde:

1 1
— U, =C)(T,—T. —.
Us = Uy = (T =T + a5 — - @
Wenn wir die Gln. (2) u. (3) in Gl (1) einsetzen, finden wir
1 1 a a
C,(T, — T1)+a(-7;—72) RT; __IT—RTZ +—I?.
Hieraus erhalten wir nach Umformung

Da Vz > V1 ist, Wird Tz < Tl.
Das Gas kiihlt sich also ab, es handelt sich um den sog. positiven JOULE-THOMSON-
Effekt.

Die Eigenschaffen und das Verhalten einiger realer Gase lassen sich recht gut mit der
Beziehung
(2 + ) 7 =80 =

beschreiben. Berechnen Sie mit Hﬂfe der Konstanten ¢ und b die ZustandsgroBen D,
¥V und T im kritischen Zustand.

Losung

Im kritischen Punkt hat die Isotherme des Gases einen Wendepunkt, und die Tangente
der Isotherme verlduft parallel zur Volumenachse. Daher miissen die folgenden Be-
dingungen erfiillt sein:

dp d?p
=% T @
Aus der angegebenen Zustandsgleichung resultiert
RT a
p= )

V—b TV?
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und
dp  RT " 2a ~ d’» _ 2RT _ 6a
dv (V=502 TV’ 4dv: (VY —b® TV*°

Fiir den kritischen Zustand finden wir unter Anwendung der G1. (1)

RTk 2a 2RTk 6a
2= 3 5 3= 73N (€)
(Vk - b) Tka (Vk - b) Tka
Wenn wir beide Gleichungen dividiéren, erhalten wir nach Umformung
Vk = 3b.

Fiir die GréBen T, und p, finden wir aus den Gln. (2) u. (3) die Bezichungen
2 8 a 5 aR

2

2= 2 . e 42
=27 R T 2160

188. Berechnen Sie, wie sich die Entropie eines Mols Stickstoff verindert, wenn dieser bei
einer Erwidrmung von ¢, = 27 °C auf ¢, = 100 °C sein Volumen von V; = 21 auf
V, = 31 vergroBert. Wir setzen voraus, da3 wir das Gas entsprechend der VAN-DER-
WaaALsschen Zustandsgleichung behandeln kénnen.

Losung

Fiir eine infinitesimale Anderung der Entropie gilt

do dU+ 4w’
—_—— 1
ds - T @

1
Die Anderung der inneren Energie dU ist bei einem realen Gas gegeniiber dem idealen
Gas um diejenige Arbeit vergroBert, die das Gas gegen den Innendruck (vgl. Bei-
spiel 185) verrichtet. Dieser Anteil ist durch die Beziehung
-a

gegeben. Fiir die infinitesimale Anderung der inneren Energie kénnen wir also schreiben

a

dU=C,,dT+-17dV. )]
Die Arbeit, die das Gas gegeniiber dulleren Kriften verrichtet, berechnen wir aus der
Beziehung . '

dw’' =pdVv.

Wenn wir die Angabe fiir den Druck p aus der VAN-DER-WAALSsschen Zustandsgleichung
entnehmen und hier einsetzen, erhalten wir
., RT a
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Wir setzen die gefundenen Gln. (2) u. (3) in GL. (1) ein und erhalten daraus nach Um-
formung

dTr v
ds = C,,T + R—I;——'_b—'

Fiir die Gesamténderung der Entropie finden wir

Ty Va2
dr dv T, V, —
S - S = — R == 01 —_—
2T fC”T+f vy Ol TRy
Ty Vi
Nach Einsetzen der Werte ergibt sich
373K
S, —S; =49 calK-'mol-1-231g———
2 1 ,96 ca mo 3 1g 300K +

(3 — 0,04) I mol-*
(2 — 0,04) Imol-1 *
S, — Sy =19calK-*mol-! = 7,96 T K~ mol-1.

+ 1,98 cal K-! mol-* - 2,3 1g

Eine gewisse Menge wasserfreien Kalziumchlorids (CaCl,) der Masse m; = 53,846 g
wurde bei einer Temperatur ¢ = 18 °C in Wasser der Masse m, = 100 g aufgelost. Die
so geschaffene Losung hat eine Dichte o = 1342 g1-1.

Bestimmen Sie die Konzentration der Losung

a) in Massenprozenten p,

b) in der Molaritit C,

¢) in der Molalitidt C,, und

d) in Molbriichen.

Losung

a) Wenn die Gewichte der einzelnen Komponenten G; und G, und die zugehorigen

Massen der Komponenten 7, und m, sind, dann gilt
\

my
—100% —4
P % my + m
d. h,
53,846
p=100% 208 _ _ 3500,

53,846g + 100 g

b) Die Molaritidt C der Losung ist die Zahl der Mole des gelosten Stoffes in einem Liter
Losungsmittel. Wenn die Losung das Volumen ¥ einnimmt und der gelOste Stoff aus
n; Molen besteht, dann ist die Molaritit durch die folgende Beziehung gegeben:
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190.

Weiterhin konnen wir schreiben:

yomtm, o m
e ’ ! M, )

Die Masse eines Mols geldsten Stoffes (M) 148t sich leicht mit Hilfe der Atommassen
ihrer Komponenten ermitteln. Fiir CaCl, ist M; = 111 g mol-1, so daB sich ergibt
_ me  53846g-1342gl-

Mi("_’l +m;) 111gmol-1-153,846¢g
¢) Die Molalitit C,, der Losung stellt die Anzahl der Mole des gel6sten Stoffes in 1000 g
Losungsmittel dar. Auf m, = 100 g Losungsmittel entfallen

-C

= 4,23 mol 1-1.

ny = my[M,
Mole gelosten Stoffes. Fiir die Molalitédt gilt dann
- 53,846 g
== = 10—- = .
Cn=10n, 11T g mol-? 4,85 mol

d) Der Molbruch der Komponenten 4 in der Losung mit den beiden Komponenten 4
und B wird durch die Beziehung

na
ny -+ ng

V4 =

bestimmt, in der n, und ng die jeweilige Zahl der Mole der beiden Komponenten 4 und B
darstellen. Der Molbruch von CaCl, ist damit durch folgende Beziehung angegeben:

my 53,846 g
M, 111 g mol-? )
- - = 0,08.
ne T m, 53,846 g 100 g =

M, +E’ 111 gmol-! ' 18 gmol-*

Uber einer Losung von 100 kg Masse, bestehend aus Benzol (CsHg) und Toluol
(C¢HsCH3), hat der Gesamtdruck des Sattdampfes bei einer Temperatur von 100 °C
einen Betrag von 942 Torr. Berechnen Sie, welche Mengen Toluol und Benzol die L6-
sung enthilt, wenn die Spannung des Sattdampfes vom Benzol allein bei gegebener
Temperatur die GréBe p} = 1340 Torr und die des Toluols p3 = 560 Torr annimmt.
Die Losung soll als Ideallésung angesehen werden.

Losung

Ein homogenes Gemisch zweier Fliissigkeiten kann dann als ideales Gemisch angesehen
werden, wenn die Partialdriicke der Komponenten (p; bzw. p,) im Sattdampf ihren
Molbriichen (v; bzw. »,) in der Fliissigkeit proportional sind. Wenn die Spannung der
Sattddmpfe der ersten Komponente p und der zweiten Komponente p$ ist, dann ergibt
sich fiir die Partialdriicke aus der Proportion
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p1:pd=v;:1 und p;:pd=w,:1

p1=w»p} und p, =,p3, (1)
wobei
ny 17
= und 7, = . 2
" ny + ny 2 ny + ny ( )

Die GroBen n; und n, stellen die zugehdrigen Molzahlen der einzelnen beteiligten
Komponenten dar.
Da v, + v, = 1 ist, konnen wir unter Anwendung der Gl. (1) wie folgt schreiben:

P1 D2

Der Gesamtdruck des Sattdampfes iiber der Losung ist gleich der Summe der Partial-
driicke aller Komponenten, also

p1 +p2=p.

Diese Beziehung zusammen mit der vorhergehenden bietet die Losung fiir die Driicke p,

und p,: .

D — D P p

%3 P2 =Py a—s. 3)
P — D2 P - Pz

Aus den Gln. (1) u. (2) ergibt sich

p1=p}

v P2 Y ma
Wenn wir beriicksichtigen, daB3 #»; = m;/M,; und n, = m,/M, ist, erhalten wir unter
Verwendung der Gln. (3)

my M1 p— Pz

m Mz Pn P.

Diese Bezichung liefert zusammen mit der Gleichung m = m; + m, die gesuchte
Losung

M(p — Pg)
M(p} — p) + My(p — pY)
und m, = m — my.
Mit den gegebenen Werten finden wir

M, =78 gmol-t; M, = 92 gmol -!;

78 - 10-3 kg mol-* (942 — 560) Torr

my =

100 k;
o= 92-10-3kgmol-* (1340 — 942) Torr + 78 - 10-3 kgmol-* (942—560)Torr 00 ke
my = 449kg; m, = 55,1 kg.
In einem Liter Wasser werden m = 50 g eines nicht dissoziierenden Stoffes bei der

Temperatur ¢ = 95 °C gelGst. Die iiber der Losung befindlichen Sattdimpfe haben eine
Spannung p = 632,8 Torr. Bestimmen Sie die Molmasse des gelGsten Stoffes. Bei der
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gegebenen Temperatur von 95 °C hat der gesittigte Wasserdampf eine Spannung von
634 Torr.

Liisung

Aus dem RaouLtschen Gesetz
Do — P n
Do - no+n
bestimmen wir die Anzahl » der Mole des gelosten Stoffes, und mit Hilfe der Beziechung _

‘n = mf{M die Masse eines Mols:

p=Po—P _ M,
0 M ’
-7 .
no(po —p)
worin no die Anzahl der Mole des Wassers darstellt, d. h.,
my 1000 g /
Ro =

M, 18 gmol-1’

Nach Einsetzen der. Werte finden wir

M= 632,8 Torr 50 g — 475 g mol-*.
8 (634 — 632,8) Torr
18 g mol*

In einem Liter Wasser wird bei einer Temperafur t = 27 °C Natriumchlorid der Masse
m = 2,92 g gelost. Welchen Wert wird der osmotische Druck der Lésung annehmen,
wenn 44 % der Molekiile des NaCl in Ionen dissoziieren?

Losung

Der osmotische Druck von Stoffen, die elektrisch leitende Losungen bilden, ist stets
groBer, als ihn das van’T-Horrsche Gesetz angibt, denn die Molekiile dieser Stoff-
dissoziieren bei der Losung in Tonen, die als selbstdndige Molekiile wirken. Dadurch
erhoht sich die Zahl der Teilchen je Volumeneinheit, und der osmotische Druck der
Losung steigt an.

Wir setzen voraus, daB3 n, die Zahl der Molekiile des gelGsten Stoffes in der Volumen-
einheit darstellt und dafB keinerlei Dissoziation auftritt. Im Falle der Dissoziation aber
sollen von dieser thl i Molekiile derart dissoziieren, daB jedes in zwei Ionen zerfillt.
Dann wird die nach der Dissoziation in der Volumeneinheit enthaltene Zahl der
Teilchen durch die Beziehung .

ng = 2i + (no — i)
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193.

gegeben sein. Da der osmotische Druck der Anzahl der Teilchen je Volumeneinheit
direkt proportional ist, steigt er infolge der Dissoziation im Verhiltnis

s = _"‘,’_ = 2t =D =k+1,
T Ro No
wobei der Quotient der Zahl der dissoziierenden Molekiile zur Gesamtmolekiilzahl r,
mit dem Buchstaben k bezeichnet wird. Dann gilt
n’ =nlk +1).

Und wenn wir das vaN’T-Horrsche Gesetz anwenden, finden wir
m
' = ——RT(k + 1).
=7 k+1)

Die Masse eines Mols NaCl ist 58,5 g mol-, k = 0,44, so daB sich nach Einsetzen der
gegebenen Werte ergibt
_2,92-107 kg - 0,0821atm K~* mol-* - 300 K (0,44 + 1)
. 58,5103 kgmol-1-11

= 1,77 atm.

Ein zylindrisches Rohr, das eine Rohrzuckerlosung (C;,H,,0;,) ent-
hilt, ist an seinem unteren Ende mit einer halbdurchlidssigen Membran
verschlossen. Es wird in ein anderes GefiB eingetaucht, in dem sich rei-
nes Wasser befindet. Nach Herausbildung des Gleichgewichtszustands
befindet sich der Spiegel der L6sung im Rohr um eine Héhe 4 = 10 cm
iiber dem Fliissigkeitsspiegel des umgebenden Wassers. Das zylin- {— —
drische Rohr habe eine Querschnittsfliche 4 = 2 cm?, die Temperatur
der Losung betrage o = 13 °C. Die Membran liege um eine Hohe Bild 89
ho = 3 cm unter dem Wasserspiegel. Berechnen Sie, welche Zucker-

menge in der Losung enthalten ist. Die Dichte der Lsung unterscheidet sich nur ge-
ringfiigig von der des Wassers (Bild 89).

| MLFLNRATLRANLILI |
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Lisung

Die halbdurchlédssige Membran zeichnet sich durch die Eigenschaft aus, daB sie keine
gelosten Stoffe hindurchldBt, daB wohl aber die Molekiile des reinen LOsungsmittels
gut hindurchgehen. Daher wird das Wasser allméhlich in die Zuckerlosung eindringen,
und das Experiment zeigt einen Anstieg des Spiegels der LOosung gegeniiber dem des
Losungsmittels. Nach einer bestimmten Zeit tritt ein Gleichgewichtszustand ein. Er ist
dadurch charakterisiert, daB3 der hydrostatische Druck der Fliissigkeitssidule iiber dem
Spiegel des Losungsmittels dem osmotischen Druck der Losung gleich ist. Dann gilt

7 = hog.

Unter der vereinfachenden Bedingung ¢ ~ g0 ~ 10% kg m~3 und unter Anwendung des
vAN’T-HOFFschen Gesetzes konnen wir fiir den osmotischen Druck schreiben

m .
i RT = hgoo,

16 Hajko, Mechanik
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194.

woraus sich ergibt .
— MVhgo,
~ RT

Die Molmasse des Zuckers ist M = 342 g mol-*, das Volumen, das von der Losung
eingenommen wird, ist

V=AM + ho).
Nach dem Einsetzen finden wir

m— MgAh(h + ho) o
RT ’

I 342-10-3kgmol-*-9,81ms-2-2-10*m2-10-102m (10 + 3)+-10-2m
= 8§3JKTmolL-276 K x

d.h.,

X 1-10%kgm=3

m = 3,67 - 10-¢ kg = 3,67 mg.

Durch Auflésen von m = 30 g eines bestimmten Stoffes in 300 cm® Wasser entsteht

eine Losung, deren Erstarrungstemperatur um 0,6 K niedriger liegt als die des reinen
Wassers. Wie groB ist die Molmasse des geldsten Stoffes? Bei der Losung soll keine
Dissoziation auftreten.

Losung

Die Gefrierpunkterniedrigung in verdiinnten Losungen ist direkt proportional der
Zahl C der Mole des in einem Liter Losungsmittel gelosten Stoffes. Wenn sich in einem
Volumen V die Masse m des gelGsten Stoffes befindet, von dem ein Mol die Masse M
hat, dann gilt

m

C=W.

Die Gefrierpunkterniedrigung wird

m
At = —E; YA
woraus sich ergibt
— _Lm
av’

Nach Einsetzen der Werte erhalten wir

1,86 K 1mol-1 - 30 - 10-3 kg 1
M= — 06K 031 = 0,31 kg mol-1.




2.4. Ein- und mehrphasige Systeme

243

A

232.

233,

234.

235.

236.

16*

Aufgaben

Berechnen Sie, bei welcher Temperatur
Eis unter dem Druck p = 1520 Torr
schmilzt, wenn das spezifische Volumen
des Eises v; = 1,09 - 10-3 m3 kg~1, des
Wassers v; = 1073 m3kg-! und die
Schmelzwiarme des Eises [ = 79,6 kcal
kg~! betrigt.

Berechnen Sie, unter welchem Druck
Wasser bei einer Temperatur von 99 °C
siedet, wenn die Verdampfungswirme
des Wassers bei 100 °C einen Wert von
539 kcal kg~ hat und wenn das spezi-
fische Volumen des Wasserdampfes bei
dieser Temperatur v, = 1675 - 10-3 m3
kg ! und in der kondensierten Phase
v; = 1,04 - 10~3 m3 kg betrigt.
Berechnen Sie das spezifische Volumen
des Wasserdampfes bei einer Tempera-
tur ¢4 = 300 °C, wenn bei dieser Tem-
peratur die Verdampfungswirme den
Wert ! = 335,1 kcal kg~* hat und das
spezifische Volumen in der konden-
sierten Phase v; = 1,4-10-3m3 kg
ist. In der Umgebung der Temperatur #,;
dndert sich bei einer Temperaturinde-
rung um 1 K der Druck der Sattdimpfe
um einen Betrag von 12,5 N cm~2.

Ein Mol Kohlendioxid wird bei 0 °C
isotherm auf den vierten Teil seines
Volumens im Normzustand kompri-
miert. Berechnen Sie, welcher Druck
dazu erforderlich ist, wenn man das Gas
a) als ideales Gas,

b) als reales Gas entsprechend der VAN-
DER-WAALsschen Zustandsgleichung be-
handelt (a = 3,601 - 10° atm cm® mol-2;
b = 42,672 cm® mol-1).

In einem realen Gas, das entsprechend
der VAN-DER-WAALsschen Zustands-
gleichung zu behandeln ist, verlduft ein
ProzeB a) isotherm, b) isochor und
c) isobar.

Stellen Sie den Verlauf dieses Prozesses
in p,V- und p,T-Diagrammen dar.

237.

238.

239.

240.

241.

242.

In einer Stahlflasche mit dem Volumen
Vo = 0,53 m?3 befindet sich unter einem
Druck von po, = 38 - 102 Torr ein Kilo-
mol Kohlendioxid. Welche Temperatur
hat das Gas entsprechend der VAN-DER-
WaaLsschen Gleichung? Die Konstan-
ten sind:

a = 3,65+ 10° J m3 kmol-2; -

b = 0,043 m3 kmol-1.

Vergleichen Sie das erhaltene Ergebnis
mit der Temperatur, die ein ideales Gas
unter diesen Umsténden hétte.

Ein Mol Kohlendioxid vergroBert sein
Volumen vom urspriinglichen Wert
Vo = 11 auf das Doppelte. Berechnen
Sie, welche Arbeit das Gas dabei gegen
die inneren Kréfte verrichten muf3. Wir
setzen voraus, da3 das Gas der vAN-
DER-WAALsschen Zustandsgleichung ge-
horcht.

Ermitteln Sie die Zahlenwerte der beiden
Konstanten a und b in der VAN-DER-
Waavsschen Zustandsgleichung fiir das
Gas Sauerstoff, dessen kritischer Druck
Dx = 50 at und dessen kritische Tem-
peratur #, = —119 °C betrégt.
Berechnen Sie die Werte fiir den kriti-
schen Druck und die kritische Tempe-
ratur des Kohlendioxids unter der Vor-
aussetzung, dafBl die Konstanten g und b
der vAN-DER-WAALSschen Zustands-
gleichung bekannt sind.

Berechnen Sie unter Benutzung der
VAN-DER-WaALsschen  Zustandsglei-
chung die Arbeit, die eine Menge
m = 50 g Stickstoff gegen die duleren
Krifte verrichtet, wenn sich das Gas bei
der Temperatur ¢z = 27 °C von einem
Anfangsvolumen V; = 0,51 isotherm
auf das vierfache Volumen ausdehnt.

Eine zehnprozentige wiBrige Losung
von Methylalkohol (CH;OH) hat bei
der Temperatur ¢ = 20 °C eine Dichte



244 2. Wirmelehre und Molekularphysik

¢ = 0,9815kg1-1, Bestimmen Sie die 246. Berechnen Sie, wie hoch die Temperatur

Konzentration dieser Losung in den einer Losung von 20 g Traubenzucker
Angaben: a) Molbruch; b) Molalitét; (CeH;,06) in 2,21 Wasser sein muB,
.c) Molaritat. . damit ihr osmotischer Druck einen
243. Eine wiBrige Silbernitratlosung enthilt Wert von 912 Torr annimmt.
bei einer Temperatur ¢, = 100 °C und  247. Berechnen Sie, welche Menge Natrium-
einem Druck po = 760 Torr AgNO; chlorid man bei einer Temperatur von
der Masse m; = 110 g und Wasser der 0 °C in Wasser 16sen muf3, damit die so
Masse m, = 100 g. Bestimmen Sie die mit einem Liter Wasser hergestellte Lo-
Konzentration dieser LOsung in den sung einen osmotischen Druck von
Angaben: a) Molalitit; b) Massen- 1748,0 Torr aufweist. Wir setzen dabei
prozente; ¢) Molbriiche. voraus, daB das NaCl in der Losung
244. Bestimmen Sie die Partialdriicke und vollkommen dissoziiert ist.
den Gesamtdruck des Sattdampfes iiber  248. Berechnen Sie die Werte der molalen
einer Benzol-Chlorbenzol-Losung bei Gefrierpunkterniedrigung E, und der
einer Temperatur von 30 °C unter der molalen Siedepunkterhhung E; von
Voraussetzung, daBl diese Losung als Wasser.
ideal angesehen werden kann. Der Mol- 249, Bestimmen Sie, welche Menge an Gly-
bruch des Benzols in der Losung betrigt zerin (C3HgO3) in 100 g Wasser ge-
0,25, die Spannung der Sattddmpfe des gossen werden muB, damit das so ge-
reinen Benzols hat bei der angegebenen bildete Gemisch bei einer Temperatur
Temperatur den Wert 118,2 Torr, die von —2 °C erstarrt.
des Chlorbenzols dagegen 27,1 Torr. 250. In einem Wasserbad 'von einem Liter
245, Berechnen Sie die Spannung der Satt- Inhalt werden 100 Gramm Rohrzucker
diampfe iiber einer 59%igen wiBrigen (C12H,,0;,) gelost. Berechnen Sie, bei
Rohrzuckerlosung (Cy,H2,0;4), wenn welchen Temperaturen unter Normal-
die Temperatur der Losung 100 °C be- bedingungen diese LOsung erstarren
tréigt. und sieden wird.
2.5. Wiirmeleitung

Bei der Wirmeiibertragung auf dem Wege der Warmeleitung in einem Stab, dessen
Temperatur in seiner Lingsausdehnung gleichméBig abnimmt, existiert ein stationé-
rer Zustand. Er ist dadurch gekennzeichnet, daBl die Warmemenge Q, die durch einen
beliebig gelegten Querschnitt in der Zeit v hindurchtritt, direkt proportional der
GroBe der Querschnittsfliche 4, der Zeit 7, dem Temperaturunterschied der beiden
Stabenden ¢, — ¢, und umgekehrt proportional zur Stabldnge / ist. Es gilt

Q=142 - Lo, e

Der Proportionalitatsfaktor A wird Wirmeleitfihigkeit des Stabes genannt. Wenn
wir mit der Dichte des Warmestroms i diejenige Warmemenge bezeichnen, die in
der Zeiteinheit durch eine senkrecht zur Warmeausbreitung gelegte Fldcheneinheit
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stromt, dann ist diese Dichte des Warmestroms geméf3 Gl. (1) in jedem beliebigen
Stabquerschnitt durch die Beziechung

0 =Zt1'-t2

i=_
At )

gegeben.

Wenn wir die Stabachse mit der x-Achse identifizieren und festlegen, daB diese auch
die Richtung der Temperaturabnahme ist, und wenn wir den Temperaturabfall in
jedem infinitesimal kleinen Abschnitt des Stabes mit — d#/dx bezeichnen, dann ist die
Dichte des Wirmestroms in eben jenem Punkt durch folgende Beziehung gegeben:

=2 - %
Az dx
Mit dieser Beziehung wird die Dichte des Warmestroms auch in solchen isotropen
Korpern richtig wiedergegeben, in denen die Temperatur ungleichméBig abnimmt.
Die. Warmemenge, die bei einem stationdren Warmestrom radial durch den Mantel
eines Hohlzylinders mit den Abmessungen Innenradius r; und AuBenradius r, in der
Zeit T hindurchstromt, ist
0= 2nlicii” 2
ml2
ry
wobei / die Lange des Zylinders, ¢, — ¢, die Differenz der Randtemperaturen auf der
Innen- bzw. AuBenfliche des Hohlzylinders ist.
Betrachten wir den Durchtritt der Warme durch eine Trennfliche, die einen festen
Stoff von einer Fliissigkeit oder einem Gas trennt:
Wenn das Gas die Temperatur ¢ und die Oberfliche eines festen Ko6rpers die Tempe-
ratur ¢’ aufweist, dann kann man fiir die Dichte des Wirmestroms, der auf die
Wandung des Festkorpers auftrifft, folgende Beziehung aufstellen:

i=al—1),
worin « den sog. Wirmeiibergangskoeffizienten bedeutet.

Wenn die Wirme durch eine Wand hindurchtritt, die zwei Gase von unterschied-
licher Temperatur voneinander trennt, dann gelten fiir die Dichte des auftretenden
Wairmestroms gleichzeitig die Beziehungen

t— 1t

=0ty —t) =1 = o,y(t; —'15)
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(¢, bzw. t, die Temperaturen der beiden Gase, ¢, bzw. ¢, die Temperaturen an den
Wandoberflichen, d Wanddicke, «; bzw. «, die zugehdrigen Warmeiibergangs-
koeffizienten, A die Wirmeleitfahigkeit der Trennwand).

B Beispiele

195. Wir halten das eine Ende eines Stahistabes der Linge / = 0,2 m und der Querschnitts-
fliche 4 = 3 cm? auf einer konstanten Temperatur #; = 300 °C, wihrend das andere
Ende des Stabes in schmelzendes Eis getaucht wird. Es sei vorausgesetzt, daBl keine
Wairmeverluste an die Umgebung auftreten. Berechnen Sie unter dieser Voraussetzung
die Menge an Eis, die wihrend einer Versuchsdauer von = = 10 min geschmolzen wird.

Losung

Im stationdren Zustand tritt durch einen beliebigen Stabquerschnitt wéhrend der Zeit =
die Wirmemenge

0—iait— "

T.

Da keinerlei Wiarmeverlust an die Umgebung auftreten soll, kann diese gesamte Warme-
menge fiir den SchmelzprozeB des Eises angesetzt werden. Wenn wir die Masse des in
der Zeit = schmelzenden Eises mit der Grofe x und die Schmelzwirme des Eises mit der
Gro6Be s bezeichnen, dann ist die Beziehung

t — 12

24
)

T =X

erfiillt, woraus sich ergibt

th — 12
T

=14
* Is ’

oder mit den gegebenen Werten ausgerechnet
300 K

79,7calg™* - 20 cm

x=0,14calK-*cm-!s'-3cm? -10-60s,

x=4T4g.

196. Ein Messingstab der Linge /; = 15 cm ist mit einem Stahlstab von gleichem Quer-
schnitt und der Linge I, = 8 cm verbunden. Das freie Ende des Messingstabes wird auf
einer konstanten Temperatur ¢; = 150 °C gehalten, das des Stahlstabes auf #, = 20 °C.
Wirmeverluste an die Umgebung sollen nicht eintreten. Berechnen Sie unter dieser
Voraussetzung die Dichte des Wirmestroms im Stab sowie die Temperatur, die an der
Beriihrungsfliche der beiden Metalle herrscht.
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197.

Losung

Die Dichte des Wéarmestroms, die die in der Zeiteinheit durch eine senkrecht zur
Wirmeausbreitungsrichtung gelegte Flicheneinheit hindurchtretende Wiarmemenge
darstellt, ist bei stationdirem Wérmestrom in beiden Stében die gleiche. Es ist also

Q ., t1—1 6 —t
= e— = ﬂ, = j, s

Az ! A 2 la,
wobei 7] die Temperatur an der Beriihrungsfliche der beiden Stibe bedeutet. Daraus
finden wir

i

il il
t1—t{=l—i; t{—t=i. [6))

Durch Addition beider Glejchungen erhalten wir

A l
“‘“‘42*2%

woraus sich ergibt

. h—0
YT L
A
d.h, -
i= _(0-20K = 1,78 calcm=2 571,
15cm ~ 8cm —_—

095l KTom—Ts5 | 01dcalK-—TomTs

Fiir die Temperatur #; an der Beriihrungsfliche der beiden Stibe erhalten wir aus
Gl. (1) nach Einsetzen folgenden Wert: ‘

1
=t —i }‘- =121,9°C.
1

Zwei Metallpldttchen, das eine aus Kupfer mit der Dicke #; = 0,6 cm und das andere
aus Eisen mit der Dicke 4, = 0,4 cm, werden fest aneinandergelegt. Berechnen Sie,
welchen Wert die Wirmeleitfahigkeit einer homogenen Metallplatte der Dicke 2#=1,0 cm
annechmen muB, damit sie die gleiche Wirmemenge fortleitet wie die aus den beiden
obengenannten Pldttchen zusammengesetzte.

Losung

Wenn #; und ¢, die Randtemperaturen der zusammengelegten Kupfer- und Eisen-
pldttchen sind, und wenn 4; und 4, die zugehdrigen spezifischen Wirmeleitfahigkeiten
von Kupfer und Eisen darstellen, dann ist die Dichte des Wirmestroms in jedem be-



248

2. Wirmelehre und Molekularphysik

198.

liebigen Querschnitt wie folgt definiert:

i— hh— 1
T hy hy
PN

Eine homogene Platte, durch welche die beiden Plittchen ersetzt werden sollen, muf3
eine Wiarmeleitfahigkeit haben, die bewirkt, daB3 in jedem beliebigen ihrer Querschnitte
bei gleicher Temperaturdifferenz #; — ¢, der hindurchtretende Wirmestrom die gleiche
Dichte wie im Fall der zusammengesetzten Pldttchen annimmt. Deshalb ist

ty — 1 ty — 1

i= =

B h k)’
i Ay Ay
woraus sich ergibt
A Mk,
hidy + hody’
d h,
A=0285calcmts 1 K-! = 120Wm~! K1,
Eine zylinderférmige Stahlrohrleitung ist mit einer wiarmeisolierenden Asbestverkleidung

von 3 cm ummantelt. Das Rohr hat einen Innendurchmesser d; = 7,0 cm und einen
AuBendurchmesser d, = 7,6 cm. An der Innenwand der Rohrleitung herrscht eine
Temperatur #; = 10 °C, an der AuBenfliche des Asbestmaritels eine vom Betrag
t, = —10 °C. Die Rohrleitung hat eine Linge von einem Meter. Berechnen Sie, welche
Wirmemenge durch die Rohrleitung wihrend einer Zeit v = 24 h an die Umgebung
abgefiihrt wird. Um welchen Betrag wiirde sich unter sonst gleichen Bedingungen der
Wirmeverlust dndern, wenn keine Wéirmeisolation angebracht wire?

Losung

Bei radialem Wirmedurchgang durch eine einfache zylindrische Rohrleitung stromt
wiahrend der Zeit = durch eine zylindrische Fldche die Warmemenge

0=2ni 1”0 )
In ;5
1

(r1 Innenradius, , AuBlenradius der Rohrleitung, / ihre Linge, t; — ¢, Differenz der
Randtemperaturen). : _

Wenn die zylindrische Rohrleitung aus mehreren Schichten besteht, dann tritt im statio-
niren Zustand durch eine beliebig gelegene Zylinderfldche in der gleichen Zeit die gleiche
Wiérmemenge hindurch. Somit finden wir im Fall zweier Schichten:
Sl RPN Sl

12 r3
In = In—
181 123

Q0 = 2nllsT 2
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199.

(¢, und ¢, Randtemperaturen, #; Temperatur an der Beriihrungsfliche, r; duBerer Radius
der zweiten Schicht).
Aus Gl. (2) erhalten wir nach Addition der Temperaturdifferenzen

ra F3

0 In = In —

ra 123

honth—h= oy A R

Nach einer Umstellung erhalten wir fiir die Menge der abstromenden Wirme folgende
Beziehung:
1

Q =2nl(ty — t,) . (€))

I B

11 ri 2-2 ra

Die Auswertung mit den gegebenen GrofBen ergibt
Q=2r-1m-24h x
20K
% 1 76 1 136
cal 231e 70 + cal 23 lg%
- 3600 - 102 0,18 - 103
0,14-3 mhK ’ mhK

= 933,5 kcal = 3900kJ.

Im Falle, daB keinerlei isolierende Rohrummantelung besteht, konnen wir die Menge
der abstromenden Wirme geméfB Gl. (1) bestimmen:

Q1 = 2nhl(ty — t3)
_1_. In 2
A 121

Daraus folgt

Q; = 1,85 10° kcal = 7,75 - 10° kJ
und somit

0:,=0-19-103.

Zwischen zwei konzentrischen Hohlkugeln mit den Radien r; und r, (¥, > r,) befindet
sich ein homogener Stoff mit der Warmeleitfahigkeit A, der sehr gut warmeleitend sein
soll. Bestimmen Sie in dieser Anordnung

a) die Wiarmemenge, die wihrend der Zeitspanne = bei stationdrem Warmestrom durch
eine beliebige, zu den beiden erstgenannten konzentrisch gelegene Kugelfliche hin-
durchtritt,

b) die Temperaturverteilung im Raum zwischen den beiden konzentrischen Kugel-
flichen. '
Im Zustand der stationdren Wirmestromung sind die Temperaturen der inneren und
der duBleren Kugel #; und 7, (¢, > t,;) als konstant anzusehen.
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Losung

a) Bei stationdrem Warmestrom flie3t durch eine Kugelfliche mit dem Radius x wéh-
rend der Zeit v die Wiarmemenge

t
Q= —idz g—x = —Mnx2t g—; ,

die vom Radius der Kugelfliche unabhidngig ist. Nach Umformung erhalten wir eine
Differentialgleichung

o %; = —4rir de. 1)

Nach deren Integration in den Grenzen r; bis r, bzw. von #; bis 7,

ry 2]
Qfd-izt=—4nltfdt
X
rn fn

-erhalten wir fiir die gesuchte Wiarmemenge die folgende Beziehung:

0 = dniv —

¥
2 (t, — t2). ()]
F2 — I

b) Die Wegabhingigkeit der Temperatur im Raum zwischen den beiden Kugelflichen
erhalten wir durch Integration der G1. (1) in den 4Grenzen von r; bis x bzw. von ¢, bis 7,

dh,
Qf‘.‘; = —-41rhfdt,
X
r t

woraus sich ergibt

Q = 4nit e

(t — 0. 3

X —r
Im stationdren Zustand ist die Wirmestromung durch jede Kugelfliche gleich groB,
deshalb erhalten wir durch Vergleich der Gln. (2) u. (3) den Zusammenhang

r
2 _(ty — 1)

t—0=
X —r Fa — F1

Nach geringfiigiger Umformung und Auflésung nach ¢ ergibt sich hieraus
rir2 t — 1> raty — rity

t= +
~¥Fy — ¥y X Fa —Fy

200. Unter einem Dampfkessel befindliche Rauchgase haben eine Temperatur £, = 950 °C,
wihrend das im Kessel befindliche Wasser eine Temperatur ¢ = 180 °C hat. Berechnen
Sie die Warmemenge, die innerhalb einer Stunde durch einen Quadratmeter Kessel-
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fliche dem Kesselwasser zugefiihrt wird, wenn die Kesselwandung d, = 1,8 cm dick ist
und an ihrer Innenseite mit einer Kesselsteinschicht der Dicke ds = 0,5 cm und an
ihrer AuBenseite mit einer RuB- und Ascheschicht der Dicke d; = 0,45 cm bedeckt ist.
Die Kesselwandung selbst besteht aus Stahl. Bestimmen Sie die Temperatur der duBeren
und der inneren Kesselwandung. '

Losung

Die Wirme tritt aus den Gasen mit der Temperatur #, allméhlich durch die RuB- und
Ascheschicht, die eiserne Kesselwandung und den Kesselstein in das Wasser der Tem-
peratur ¢ iiber. Im stationdren Zustand ist die Dichte des Warmestroms fiir jede durch-
flossene Schicht gleich groB. Wenn wir die zugehorigen Temperaturen an den jeweiligen
Beriihrungsflichen durch die Symbole ¢; (Asche — Gase), ¢, (Kesselwandung — RuB),
t3 (Kesselstein — Kesselwandung) und #, (Wasser — Kesselstein) bezeichnen, dann
koénnen wir die Dichte des Wéarmestroms wie folgt ausdriicken:
i = o;(to — t;) = - fiir den Ubertritt der Wirme aus den Gasen in die Ascheschicht,
ty — 12 t — 13 I3 —1a
i=o0,(ts —£) = - fiir den Ubertritt der Wirme aus dem Kesselstein ins Wasser,
wobei 4 die entsprechenden Wiarmeleitfihigkeiten und «; die Warmeiibergangskoef-
fizienten bedeuten.
Wir kénnen mit Hilfe dieser Gleichungen die Temperaturdifferenzen ausdriicken:

= ... fiir die einzelnen festen Schichten,

i=}»1

. i _.dy _.da
1) to—t1~a—1, 2 tz—l'}:, 3) t. 13—1-}.—2',
d .
@ ts—ta=i=; G) te—t=—.
13 (42
Wenn wir die Gln. (1) bis (5) addieren, erhalten wir
(1 d d, ds 1
wor=i( T T )

woraus sich ergibt

i=k@,— 0,
worin die Proportionalitdtskonstante k, der- Wirmeiibergangskoeffizient fiir eine
Wand, aus der Bezichung

1 1 di | do | ds 1

R R S

bestimmt wird. Nach Einsetzen der Werte finden wir somit

1 _( 1 +4,5-10—3 + 18- 10-3 +5-1o-3 + 1
k \15 0,07 50 2 4000)

k =746kcalm=2h-* K1,

1
.kcalm-2h-1K-1~’
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251.

252.

253.

Damit ergibt sich die gesamte Warmemenge, die dem Wasser wihrend der Zeit T durch

die Kesselfliche A zugefiihrt wurde, zu
Q = Avk(to — 1);

Q=1m?-1h-746kcal m~2h-1 K- (950 — 180) K = 5744 kcal.

Die Temperatur der AuBenwandung des Kessels bestimmen wir durch Addition der

GlIn. (1) u. (2), womit wir erhalten
(1 dy
w=n=iog)
Daraus entnehmen wir
1

tz=to—i(—
251 1

—I——%l—) =197,5 °C.

SchlieBlich erhalten wir aus Gl. (3) die Temperatur an der Innenwandung

d. .
t3 = tz - i—hi = 195,4 DC.

2

Aufgaben

Ermitteln Sie, welche Wirmemenge

innerhalb einer Stunde durch einen
Quadratmeter Ziegelmauerfliche der
Dicke d = 0,5 m hindurchstréomt, wenn
die Innentemperatur ¢, = 18 °C und
die AuBentemperatur ¢, = —2 °C be-
tragt. Wiarmeverluste in die Umgebung
sollen nicht auftreten.

Auf einem Kocher wird Wasser in einem

AluminiumgefdB8 erhitzt. Das Wasser-

im Gefif3 siedet bei 100 °C. In jeder
Minute bilden sich m = 200 g Dampf.
Der GefdBBboden hatdieDicke2=0,2 cm
und die Fliche 4 = 200 cm?. Berech-
nen Sie die Temperatur an der unteren
Grenze des Gefif3bodens, wenn voraus-
gesetzt wird, daB sich der gesamte Ge-
fiBboden gleichméiBig erhitzt und daB
Wirmeverluste an den Gefiwdnden
und an die Umgebung vernachlissigt
werden.

Berechnen Sie die Wirmemenge, die
durch Wéarmeleitung stiindlich von einer
Ziegelmauer mit der Dicke d = 0,43 m

254.

255.

und den Seiten 6,5 m - 3,2 m abgefiihrt
wird, die beiderseitig mit einer 1cm
dicken Putzschicht bedeckt ist. An der
AuBlenseite betrdgt die Temperatur
t = —5 °C, an der Innenseite 7, =20 °C.
Um welchen Betrag dndert sich die ab-
flieBende Wirmemenge, wenn die Mauer
an ihrer Innenseite noch mit einer
Heraklitschicht der Dicke d, = Scm
verkleidet wird?

Berechnen Sie, wie groB3 die Tempera-
turdifferenz zwischen Innen- und Auf3en-
fliche eines kupfernen Hohlzylinders
sein muf3, wenn bei stationdrer Wirme-
stromung in jeder Minute durch eine
Fliche von 1500 cm? 200 kcal hindurch-
treten. Die Radien des Hohlzylinders
sind ry =2cm, r, = 5cm.

Eine 12 cm dicke Ziegelmauer ist beider-
seits mit einer 1,5cm dicken Putz-
schicht bedeckt. Die Mauer soll durch
eine zusétzlich anzubringende Heraklit-
platte wirmeisoliert werden, so daB ihr
Wirmeddmmvermogen dem einer 38cm



2.5. Wirmeleitung

253

256.

dicken, beiderseits mit 1,5 cm Putz ver-
sehenen Ziegelmauer entspricht. Wie
dick muB} die zusédtzlich anzubringende
Heraklitschicht sein?

Berechnen Sie die Wirmemenge, die in
einer Stunde durch eine nicht verputzte,
30 cm dicke Ziegelmauer von 16,5 m?
Flédcheninhalt stromt, wenn die Innen-
temperatur #; = 22 °C und die AuBlen-
temperatur ¢, = —12°C ist. Die
Wairmeiibergangskoeffizienten sind :

®; = 7Tkcalm-2h-t K-! an der In-
nenfliche und - mit Beriicksichtigung
des Einflusses der kalten Luftstromung —
a; = 20kcalm—2h-! K-! an der
AuBenfliche der Mauer.

257. Ineinemdickwandigen, abgeschlossenen

Gefil aus Metall befindet sich bei einer
Temperatur ¢; eine Fliissigkeit. Die
Temperatur der das Gefd3 umgebenden
AuBenluft betrigt ¢,. Berechnen Sie die
Temperatur ¢ an der AuBBenwandung
des GefiBes, wenn die Warmeleitfihig-
keit des GefdBmaterials mit 4 und
die Wirmeiibergangszahl fiir die Trenn-
fliche Metall — Luft mit « angegeben
wird. Fiir die innere Trennfliche Fliis-
sigkeit — Metall sei sie als unendlich grof3
angenommen. Die GefidBwandung habe
die Dicke d.



Losungen zu den Aufgaben

1.v=1,0ms"?; 14. h = 3858 m 27. n = 60 min~!
a=0,5ms?; 15. vo = 98,1 ms~1; 28. Die Bewegung des
cos & = ¢os (v, ¥) = h =490,5m Schiffes muB senkrecht
= cos (4, x) = 0,8; 16. t = 0,204 s; zur Strémung des Flus-
o =368 AB — 0.298 m ses gerichtet sein;
2.v=131ms™?!; ’ t=60s
vy =113 ms-': 17. v = 100 ms-1; »
02 = 149 ms! S20 = 1333 m Doo=2msT
3 v—w\/f_—l;' 18. v, = 25 ms™1; 30.a=wcsin<p\/w2t2+4
a— o ’ 51 =833m _ )
a = w’x 3l.a=——r(n; — ny)
. s . 19.a = ke 900
4. Die Bahn ist eine archi- & -
medische Spirale der v = k_l (1 — e—"n‘) : 32. a = w+/r"?w? +4v'2
2 2Toa
FOrmr=-£(P; kl 33. lg__o—
v=n/1+ b3 " ] 34. K= F\/6 =61,24kp=
a=nb./4 + b2 + ekl — k—) = 600,8 N
_ 2 2 _ .
Z. Vo = 3827:;15 1 ) 20. s — 102 km 35. Zn —ZOI,gSS_klg,
.a= — ms” - =
’ 21. vo = 300 1.
7.1=10s ;‘;=360°ms ’ 36.F=6-10°N;
8.¢=5s;der Treffpunkt 22, 7= 0,63 s; W=36-10°J
liegt 15m vom Aus- n=1,59s"1; 37.F=15-10°N
gangsort des ersten a, = 200 ms-2 38.a) An den Polen ist
Korpers entfernt 23. a, = 0,4 ms-2; F, =0 und Fc=max;
9.¢t=0,04s; a, = 12,8 ms-2; b) am Aquator ist
a = 12500 ms~2 a = 12,806 ms-2 F, =max und F; = 0.
10.t=t:(/n—/n=1)=  24.4,=0,111 ms-2; 39.f=204s; s=204m
t(J7 —+/6) ~ 08s an = 0,222 miz; 40. ) F, = 73,5kp=T20N
11. o = 18 ms~? a=0248 ms in beiden Fillen;
12.t=3s; h =150,9m 25.n =358 b) F,=176,1kp=747TN

13. d = 2 vt 26. w = 10w st in beiden Fillen
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41.

42.

43.

41.
48.

49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.

56.

57.
58.

59.

60.
61.

62.

63.

Vimax . §1

UZmax S2
muvg

S—-——-—

=

=443 s’l

. F =100 N
45.
46.

t1 = 9 S
F=1359kp=1332N;
die Kraft wirkt der
Fahrtrichtung ent-
gegen
W = 70,6 kN m.
W=128kpm =
= 125Nm
W =24Nm
s=0,16m
F=17116 N
v, = 30kmh™!
hoax = 35,5m
P = 147kW
P =204%kW

2 0g
cosg = + g’
Vo = rg ’
F, = 0,998 F,

m

V=—» 2+r2’

E =7’ "(:92 + r2)3/? Q
em~02gp =
=0,2-9,81ms2=
= 1,962 ms~2

vo = 7,9 kms-*

xs = —1,54 cm;

ys = —0,62cm;

zs = 0,75.cm

b
Xs —?

a
xs.='9—

64.

65.

66.

67.v

68.v =

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75. h

2
Xs=ys= —nf =6,3cm;
Nullpunkt des Koordi-

. natensystems im Kreis-

mittelpunkt; XKoordi-
natenachsen sind . die

‘Radien, die den Viertel-

kreis begrenzen
3
xs =0;ys = K} r;
Zs = 0
myUy

Vs = Xs +
myv;

m;d
—_—
my + mz

\/ miv} + myv;
my + my

mazVo -
= 0,1 ms™!

my
myv; — maU;

my + m;
= —0,392ms"*; das
Vorzeichen gibt an,dal
der Wagen nach Auf-
treffen der Kugel seine
Bewegungsrichtung
umkehrt

g dm

~ 0,0017 kgm2
80

t ==

an ¢ 3G

@ ~53° 10’

— % 056m
tan o

76.
77.

78. w

79.
80.
81. v,
82.

83.
84.
85,

86.

87.

88.:
89.
90.

91.

92.

93.
94.
95.
96.
97.
98.

99.
100.
101.

1 — papz
tan¢ = —27— =
2

= 0,8; ¢ =38°40’
« = 0,0363572%;

W =588kpm =
= 57,7Nm "~

_ l/ 3gtang _
3a +2{, sing

=2,0651

W, = 0,00924 J

o= 3,13s71

= \/@ =54ms-!

v = 4/gssin ¢ =

=495 ms~!

M = 0,0314 Nm

Aw = 0 6s°t

I = ? ! = 0,666 m

mr?w? sin 2¢ _
8l N

=0,333 N

F=1,036 kN

1 =2,001 m

F =

o =2,45Nmm-2;

Al = —0,044 mm
4l =12,28 m
loF(m — 2)
4V = —E
AV = —9,72 mm?3
F=37TN
h=333cm
M = 41,08 N
T=251s
F=12990kp =
= 127500 N
r = 0,89 mm

- 1
p=>b +79w2x2 + ogh

p = 1145 atm =
=1,16-10° Pa .
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102.
103.

104.

105.
106.
107.

108.

109.
110.
111.

112.

113.
114.

115.
116.
117.
118.
119.
120.
121

h = 5556 m

F = nr’og(h — hy) =
=617N

F=1263kp =

= 12390 N
e=25gcm3
F=10kp =98,1 N
Gewicht der Kugel:
G; = 7,4 N; Auftrieb:
G, = 5,1 N; die Kugel
sinkt zu Boden

2r; = 10,46 cm;
d=0,1cm
0=0,79gcm™3
h= h1 -+ hz
v=1,144ms™!
to = 4 1/
° ,“1‘11 g %
x /2 -1)
t=20,53s
F=o4v(v — u);
u= v
v=27cms?!

0 =49,7-1073Jm2
6 =721-10"3Jm"2
T =0,486s

u = 0,08

Frax =29 N

. Die Amplitude ist um

das 7,4fache verringert

122. b = 1,39s71;
To = 0,497 s
123. k =433 kN m~!
124. xo, = 0,07 m
125. f, = 45s71
126. y = —3—x
127. g, = 40° 14’
128. v = 1425 ms~1!
129. v; = 5065 ms~!;
v, = 3200 ms—!
130. v; = 334 ms-1

131.
132.
133.
134.

135.
136.
137.

138.
139.
140.
141.
142.
143.,

144.
145.
146.
147.
148.

149.
150.
151.
152.
153.
154.
155.

156.
157.

158.

159.
160.

161.
162.
163.
164.

» = 1,56

vy = 4590 ms-1
vo = 319571

Auf den 1,047fachen
Wert erhoht

lb = 0,30 m
J=10"1*Wcm-2
t;y =15 °C;

t, = 140 °C;

t3 = —50 OC

4] = 0,04 cm

d =4,04cm

= 186,024 m

hy — Ry = 9,6

A4J =24 - 10-* kgm?
Ap = 47 atm =

= 4,76 MPa
F=179N

4t =2K

I, =0,141,
p=18,6-10°K-1!
Die Eintauchtiefe ist
dann 0,635 A
m=4,_8kg

t = 1287 °C

tn = 14,93 °C
m=6kg

t=9,9°C
m=709g

I = 536,7kcalkg™! =
= 2250 kJ kg
m=243¢g
p=726atm =

= 55164 Torr =
= 73,5 bar = 7,35 MPa

a)t = —91 °C,
b)t=273(m — 1) °C
t = —53,25°C

p = 705 Torr =

= 93923 Pa
V=2441

t, =63,7°C-
m=0,5kg

0 =234kgm"3

165.
166.
167.
168.
169.
170.

171.
172.
173.
174.

175.
176.

177.

178.

179.

180.

181.
182.
183.
184.
185.

G ="7228kp=710N
t=224°C

v = 9,61 m3kg-!
Stickstoff

V=30,61

Es wurden 95 % der ur-
spriinglichen Menge
abgepumpt
m=2,6mg
r=15cm

p =193 atm =

= 19,6 MPa

p = 15,87 atm =

= 1,6 MPa

M = 29,7 g mol-!

p1 = 157 Torr =

= 20916.Pa;

D2 = 593 Torr =

= 17,9105 Pa

p =3%9atm =

= 3,96 MPa;

p1 = 2,98 atm =

= 0,302 MPa;

P2 = 2,05atm =

= 0,208 MPa;

p3 = 0,39 atm =

= 39600 Pa;

pa = 33,58 atm =

= 3,4 MPa

a) N = 3,35-10%5;

b) N = 8,41 - 10?2,

¢) N = 8,44 - 1032
aym=293-10"23g;
b) m =10,5-10"23 g;
om=297-10"23g
a)830ms~*';493ms™1;
52ms~!;b)2195ms~!;
1304 ms-!; 137 ms~!
Wy ~ 4,14-10716J

t, = —200 °C
n=3,6-10*

t =374 °C

AWy, = —5,6-10-21];
Av = —895 ms-?
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186.

187.

188.

189.

190.
191.

192.

193.
194.

195.

196
197
198
199
17

a) 1845 ms-1;
1504ms-1; 1697 ms~1;
b) 1304 ms~1;

1063 ms=1; 1200ms™1;
¢©)460ms-1;375ms™1;
423 ms!

2,2

6=V %o ;
»

2

Um = Vo ';‘
3

U= —pV,
a) 7P

5

a) Iy, = 6,4-10"2m;
In, = 8,4-108 m;
e =13,1-102m;
e = 17,3108 m;
b) Zy = 7,1-103s71;
Zi =5,4-10°s"1;
Zye = 9,2-103s71;
Zhe = 7,0-10%° s
d=2-10"1"m
p=179-10"%Torr =
= 0,105 Pa;
n=945-10°

_ VT .
N ="No TO ’
7n=2,1-10"*gcm1s"!
4t =3,25K
J = 4,13 Jcal~!

— R —
T OM@E—1)
=0,176calg ' K1 =
=T737Jkg 1K1,

R
H ——

M@ — 1)

=0,2464calg ' K-1=

=1032J kgt K!

. M = 28,45 g mol-?!
.x=1,36

.Q =239cal=100J
.m=2343¢g

Hajko, Mechanik

Co

Cp =

200.t =10 °C 1

201. U2 - U1 = X
x — 1
X (P2V2 — p1V1);
a) AU = 15217;

b) AU = 253,257]
¢,=0,177calg 1K 1=
= 740 T kg™t K1;
Cp=%Cp =

= 0,248 cal gt K1 =
= 1038 J kg ' K™!

Q =222,1cal =
=929,97;

W = 266,77,

4l = 0,466 m

204. ¢t = 227 °C

205.0 = 206 kJ;

AU = 147KkJ;

W =59kJ
Sauerstoff;

AU = 1086 cal =

= 45477,

Q = 650cal =27227

207. W = 2,3 poAlo

202.

203.

206.

| 4
208.0 = In—=
Q = povo In Va

=52cal =2177J;

p=02kpcm2 =

= 1,96 - 10* Pa

lgV,=1gV, —

__2 .
23p.Vy

V., =0,4271;

p2 = 7800 Torr =

= 1,04 MPa

Po = 20,9 N cm~2

Q = 742kcalh! =

= 3100kJ h!

a) W~ 183 kJ;

b) W~ 185kJ

a) p; = 32,8atm =

= 3,32 MPa;

p2 =123 atm =

= 1,25 MPa;

209.

210.
211.

212.

213.

214.

215.

216.

217.

218.

219.
220.

221.
222.

p3 = 9,84atm =
= 0,997 MPa;
Ps = 8,2atm =
= 0,83 MPa

b) p; = 36,8 atm =
= 3,73 MPa;

Py = 9,32atm =
= 0,945 MPa;
p; = 6,82 atm =
= 0,69 MPa;

Pa = 5,28 atm =
= 0,535 MPa

W =156417;

AU = 15647,
=283 °C

p =1798atm =

= 0,81 MPa;

t = 266,6 °C;

AU = 3064 J

t =198 °C;

p = 1169 Torr =

= 156000 Pa;

W =1640J

t = —75,8 °C;

p =0,36atm =

= 36500 Pa

a)Q = —2655cal =

= —11,1kJ;

W =0;

AU = —11098 cal =

= —46,3kJ;

b) W =0 = 51187J;

AU = 0;

c) AU = —35077;

W =3507J;
Q=0;

1 = 32,49

t; = 60 °C;

tz = 20 c’C

t2 = 47 o(:

P =4,18kW,;

Q; = 11kcals™! =
= 46kJIs?
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223.48 = 4,13 calK™! =
=17,3JK!

224, S, — S; =
= 0,31 cal K
=1,29JK;
Ss - S1 =
= 1,76 cal K
=735JK?

225. Sz - S1 =
=94calK! =
=39,3JK!

226. 48 =41 calK™! =
=171JK1

227. 48 =
= —0,0573 calK~! =
=0,24JK*

228. 48 = 0,02cal K™t =
= 0,08 J K*

229. F, — F; = 4,6KkJ;
G, — Gy =4,6kJ

230. f=1

231. f=0; das System ist
invariant; Gleichge-
wicht herrscht nur im
Tripelpunkt

232, to = —0,0075°C

|

[

233.p = 733 Torr =
= 97600 Pa
234. v, =21,1-10"3m3kg~!
235. p, = 4 atm =
= 405300 Pa
Pr = 3,89 atm =
= 394000 Pa
236. Diagramme
237. t; = 100 °C;
t, = 50,1°C
238. W = 182 J mol-1
239. a=1,34512atm mol-2;
5=0,0321 mol-?!
240. px = 72,1 atm =
= 7,3 MPa
t = 29,5 °C
241. W =6042,5]
242, a) v, = 0,059;
vg = 0,941
b) ¢; =3,5 mol kg~1;
Cy = 3,1 mol 1-1
243. a) ¢; = 6,5 mol kg™?;
vy = 0,1046
b)c, = 52,4%;
vg = 0,8954
244. p; = 29,5 Torr =
= 3930 Pa;

pz = 20,3 Torr =
= 2700 Pa;
p = 49,8 Torr =
= 6650 Pa
245. p = 758 Torr =
= 0,101 MPa
246.t =17 °C

247.m =3-10"3kg
248. E, = 1,861 K mol-!;
E, = 0,521 K mol-!

249.m=99¢g
250. to, = —0,54 °C;
t; = 100,15 °C
251. Q0 = 18 kcalh™* =
=75kIh?

252.t; = 103,6 °C
253. Q0 = 525 kcal =

= 2200 kJ;
0, =050
254. A4t = 11K
255.d = 3,6 cm
256. Q = 650,8 kcal =
= 2725kJ
, ltl + Oédtz



Tabellenanhang

Tabelle 1: Wichtige physikalische Konstanten

Mittlere Fallbeschleunigung
Néherungswert

Gravitationskonstante
Allgemeine Gaskonstante

AvoGgaDROsche Konstante
Molvolumen
BoLTzMANN-Konstante
Mechanisches Wéarmeéquivalent
Elektrische Feldkonstante
Magnetische Feldkonstante
FArRADAY-KoOnstante
Vakuumlichtgeschwindigkeit
PrLaNCKsches Wirkungsquantum
STEFAN-BoLTZMANN-KOnstante
Konstante im WIENschen
Verschiebungsgesetz

Elementarladung des Elektrons
Ruhmasse des Elektrons
Ruhmasse des Protons
Ruhmasse des Neutrons
Ruhmasse des a-Teilchens
Ruhmasse des Deuterons
Masse des H-Atoms
Bonrsches Magneton
RYDBERG-Zahl

Atomare Masseneinheit

Energiedquivalent der atomaren
Masseneinheit

&n

R

13
R

1u

= 9,80665 m s~2

= 9,81 ms~2

= 6,67 10~ m3kg-1s-2

= 8,314 T K- 'mol-* =

= 0,082051atm K-'mol~! =
= 1,986 cal K-!mol-?*

= 6,022 - 10?3 mol-!

= 22,4141

= R/N = 1,3806 - 10-23 J K-
= 4,186 J cal-!

= 8,854-10"'12 AsV-1m-!
=1,257-10" Vs A-'m!

= 96 485 As mol-*
=2,99792-10® ms~!

= 6,626 - 10734 Js

=5,67-108Jm2s" 1K™

= 0,00289 m K

= —1,602 - 10-1° As
=9,109 - 10-3! kg = 5,498 - 10~*u
= 1,6726 - 10-27 kg = 1,00758 u
= 1,6749 - 10-27 kg = 1,00895 u
= 6,6428 - 10-27 kg = 4,002763 u

=3,342- 10727 kg = 2,014172u
= 1,6734- 10727 kg = 1,008128 u

=1,165-10"2° Jm A1
= 10973732 m*

'=1,66053 - 10~27 kg

4E;, = 931,8 MeV

17*



260 Tabellenanhang

Tabelle 2: Bezeichnungen und Einheiten der verwendeten physikalischen Grofien

Bezeich- Einheijt im
GroBle nung der  Internat. Kurzzeichen der Einheit

GroBe System
Liange, Wegstrecke Ls Meter m
Masse m Kilogramm kg
Zeit t Sekunde s
Fliche A m?
Volumen | 4 m3
Dichte 0 kgm-3
Spezifisches Volumen v m3 kg1
Geschwindigkeit v, C ms-!
Beschleunigung a,g ms-2
Winkelgeschwindigkeit @ st
Winkelbeschleunigung o s2
Frequenz fiv s71
Periodendauer T s
Kraft, Gewichtskraft F, G Newton N = kgms™2
Druck )/ Nm2
Arbeit, Energie W,E Joule J =kgm?s~2, Nm
Leistung P Watt W =17Js"
Impuls, Bewegungsgrofie 14 Ns
Drehmoment M J, Nm
Massentriagheitsmoment J kgm?
Drehimpuls L kgm?s-!
Zugelastizititsmodul E N m-2
Schubelastizititsmodul G N m-2
Oberflichenspannung G Nm!, Jm2
Viskositét 7 kgm-1s-?t
Molmasse M kg mol-!
Temperatur T, ¢t Kelvin K, °C
Wirmemenge o Joule J, kJ
Spezifische Wiarmekapazitit ¢, Cpy Cy Jkg-1K-?
Molwirme C, G, C, JK-! mol-?
Umwandlungswirme ) J kgt
Innere Energie U J
Enthalpie H J
Entropie S JK-!
Freie Energie F J
Potentielle thermodynamische

Energie G J

Osmotischer Druck 7 Nm-2

A

Wirmeleitfihigkeit

JmtstK-!
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Bezeich- Einheit im
GroBe nung der  Internat. Kurzzeichen der Einheit
Grofle System
Wiérmeiibergangszahl & Jm-2s1K-!
Elektrische Ladung Q,q,¢e Coulomb C = As
Elektrische Feldstiarke ' E Vm-!
Ladungsdichte
der Fliche o Cm™2
des Volumens ) Cm™3
Elektrisches Potential @ Volt V=JA1s?
Elektrischer Kraftfilul v Vm
Dielektrische Verschiebung D Asm2
Elektrische Feldkonstante g AsV-im-?
Dielektrizitatszahl &
Dielektrizititskonstante & = ¢gge AsV-tm-!
Kapazitit C Farad F=AsV-!
Energiedichte im
elektrischen Feld 0r Jm-3
Elektrische Stromstirke 7 Ampere A
Potentialdifferenz U, e v
Stromdichte i A m2
Elektrischer Widerstand R Ohm Q=VA-!
Spezifischer Widerstand I3 Qm
Spezifische Leitfahigkeit % Q-1m-?
Temperaturkoeffizient des _
elektrischen Widerstands o K-t
Elektromotorische Kraft E v
Elektrochemisches Aquivalent A kg A-1s-!
Magnetischer Induktionsflu3 & Weber Wb = Vs
Magnetische Induktion B Tesla T =Vsm2=Wbm2
Magnetische Feldstirke H Am-?
Magnetische Feldkonstante Ho Vs A-1 m-!
Permeabilititszahl Yr
Permeabilitit 0= folty Vs A-tm™?
Magnetischer Widerstand R, A Wb1
Induktivitit L Henry H=VsA-!
Lichtstrom D Lumen Im
Lichtstédrke ) I Candela cd
- Beleuchtungsstirke E Lux Ix
Brennweite f m
Brechkraft D Dioptrie  dpt =m™?!
Brechzahl n
Halbwertzeit Ty, s
Zerfallskonstante A st
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Tabelle 3: Dichte
a) Feste Stoffe in kg m—3
Aluminium 2,7 -103 Blei 11,3103
Natriumchlorid 2,17+ 103 Glas 2,5-103
Eis 0,92-103 Silber 10,5 - 103
Kupfer 8,9 -10° Zink 7,1-103
Messing 8,5 -103 Eisen (Stahl) 7,8 - 103
Nickel 8,8 -103 Wolfram 19,1 - 103
b) Fliissigkeiten in kg m~3
Ather ' 0,714 - 10° Quecksilber 13,6 - 103
Spiritus 0,79 -10°3 Petroleum 0,8-103%
Meereswasser 1,03 -10° Wasser 1,0-103
¢) Gase (im Normalzustand) in kg m-3
Stickstoff 1,251 Sauerstoff 1,428
Helium 0,178 Wasserstoff 0,0899
Kohlendioxid 1,977 Luft 1,293
Tabelle 4:  Oberflichenspannung ¢ in N m™!
Quecksilber 0,49 Terpentin 0,027
Spiritus 0,022 Wasser bei 20 °C 0,07
Tabelle 5: Schallgeschwindigkeit ¢ in m s™*
Sauerstoff 317,2 Wasser 1450
Stahl 5100 Wasserstoff 1272

Luft bei 0 °C 332
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Tabelle 6:

Tabelle 7:

Ausdehnungskoeffizient in K1

a) Langenausdehnung &

Aluminium 24-10-¢ Glas 10-10-¢

Kupfer 17 -10-° Zink 29-10-¢

Messing 19-10-° Eisen (Stahl) 12-10-¢
b) Volumenausdehnung g

Spiritus 110-10-5 Quecksilber 18,2-10-°

Spezifische Wirmekapazitit ¢ in kcal kg=* K1

a) Feste und fliissige Stoffe

Aluminium 0,214

Eis 0,50

GuBeisen 0,13

Spiritus 0,59

Kupfer 0,091

Messing 0,093

Platin 0,032

Ol (Durchschnittswert) 0,4

Blei 0,03

Quecksilber 0,035

Zink 0,092

Eisen (Stahl) 0,11

b) Gase Cy %
Argon 0,0762 1,66
Stickstoff 0,177 1,41
Helium 0,753 1,66
Kohlendioxid 0,156 1,30
Kohlenmonoxid 0,178 1,40
Sauerstoff 0,155 1,40
Wasserstoff 2,42 1,41

Luft 0,174 1,40
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Tabelle 8:

Tabelle 9:

Tabelle 10:

Tabelle 11:

Schmelztemperaturen 7, und Schmelzwirmen / einiger Stoffe bei p = 1 atm =
= 1,01325- 10° Pa

to /
in °C in kcal kg~!
Zinn 231,9 Zinn 140,0
weiller Phosphor 442 weiBer Phosphor 5,4
Aluminium 658,0° Aluminium 94,0
Eis 0,0 Eis 79,7
Blei 327,0 Blei 50
Quecksilber —38,9 Quecksilber 2,8

Die Siedewdrme des Wassers bei einer Temperatur von 100 °C und einem Druck

von 760 Torr betrigt 539 kcal kg-1.

van-der-Waalssche Konstanten a, b

Stoff a in J m3 kmol-2 Stoff b in m3 kmol-?
CO, 3,65 10° CO, 0,043

H,O 5,54 - 10° H,O 0,03

N, 1,32- 105 N, 0,04

0, 1,37 - 10° 0, 0,03

Die kryoskopische Konstante des Wassers ist K = 1,86 grd mol-*.
Die ebullioskopische Konstante des Wassers ist E = 0,52 grd mol-*.

Wiirmeleitfihigkeit A bei 18 °C

Ainkcal K-!m-!s-!

Ainkcal K-*m-t h-?!

Aluminium
Kupfer
Eisen (Stahl)

0,05
0,095
0,014

Asbest
Heraklit
Putz
Kesselstein
RuB

Ziegel

0,18
0,062
0,6
2,0
0,07
0,45

Wirmeiibergangszahlen « in kcal m™2 h™ K™

Rauchgase — Asche
Kesselstein — Wasser

15
4000
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Tabelle 12: Tabelle der chemischen Elemente

(nach ihren chemischen Zeichen alphabetisch geordnet)

chem. Ord- relative chem. Ord- relative
Zei-  Element nungs- Atom- Zei-  Element nungs- Atom-
chen zahl  masse chen zahl  masse
Ac Aktinium 89 227,05 Hf Hafnium 72 178,5
Ag Silber 47 107,87 Hg Quecksilber 80 200,59
Al Aluminium 13 26,98 Ho Holmium 67 164,93
Am Amerizium 95 243 In Indium 49 114,82
Ar Argon 18 39,948 Ir Iridium 77 192,2
As Arsen 33 74,92 J Jod 53 126,904
At Astatin 85 210 K Kalium 19 39,10
Au Gold 79 196,97 Kr Krypton 36 83,80
B Bor 5 10,81 Ku Kurtschatovium 104 264

Ba Barium 56 137,34 La Lanthan 57 138,91
Be Beryllium 4 9,012 Li Lithium 3 6,941
Bi Wismut 83 208,98 Lr Lawrenzium 103 257*
Bk Berkelium 97 245 Lu Lutetium 71 174,97
Br Brom 35 79,904 Md Mendelevium 101 256*

C Kohlenstoff 6 12,011 Mg Magnesium 12 24,305
Ca Kalzium 20 40,08 Mn Mangan 25 54,938
Cd Kadmium 48 112,40 Mo Molybdin 42 95,94
Ce Zer 58 140,12 N Stickstoff 7 14,0067
Cf Kalifornium 98 246 Na Natrium 11 22,9898
Cl Chlor 17 35,453 Nb Niob(ium) 41 92,906
Cm Curium 96 243 Nd Neodym 60 144,24
Co Kobalt 27 58,93 Ne Neon 10 20,179
Cr Chrom 24 51,996 Ni Nickel 28 58,71
Cs Zasium 55 132,91 No Nobelium 102 254*
Cu Kupfer 29 63,546 Np Neptunium 93 237

Dy Dysprosium 66 162,50 (0 Sauerstoff 8 15,9994
Er Erbium 68 167,26 Os Osmium 76 190,2
Es Einsteinium 99 254* P Phosphor 15 30,9738
Eu Europium 63 151,96 Pa Protaktinium 91 231

F Fluor 9 19,00 Pb Blei 82 207,2
Fe Eisen 26 55,85 Pd Palladium 46 106,4
Fm Fermium 100 253* Pm Promethium 61 145

Fr Franzium 87 223 Po Polonium 84 210,0
Ga Gallium 31 69,72 Pr . Praseodym 59 140,908
Gd Gadolinium 64 157,25 Pt Platin 78 195,09
Ge Germanium 32 72,59 Pu Plutonium 94 242

H Wasserstoff 1 1,008 Ra Radium 88 226,05
He Helium 2 4,003 Rb Rubidium 37 85,47
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Tabelle 12: Fortsetzung

chem. Ord- relative chem. Ord- relative
Zei-  Element nungs- Atom- Zei- Element nungs- Atom-
chen zahl  masse chen zahl  masse

Re Rhenium 75 186,2 Tc Technetium 43 98,913
Rh Rhodium 45 102,905 Te Tellur 52 127,60
Rn Radon 86 222 Th Thorium 90 232,038
Ru Ruthenium 44 101,07 Ti Titan 22 47,90
S Schwefel 16 32,06 Tl Thallium 81 204,37

Sb Antimon 51 121,75 Tm Thulium 69 ' 168,934
Sc Skandium 21 44,959 U Uran 92 238,03

Se Selen 34 78,96 v Vanadin 23 50,941
Si Silizium 14 28,086 W Wolfram 74 183,85

Sm Samarium 62 150,4 Xe Xenon 54 131,3

Sn Zinn 50 118,69 Y Yttrium 39 88,905
Sr Strontium 38 87,62 Yb Ytterbium 70 173,04
Ta Tantal 73 180,948 Zn Zink 30 65,37
Tb Terbium 65 158,925 Zr Zirkonium 40 91,22

*) Bei den so bezeichneten Atommassen
handelt es sich jeweils um die Kernmassen-

zahl des stabilsten Isotops
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