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Yorwort

Das Wiederholungsprogramm Gleichungen und Funktionen ist hervorgegangen aus
programmierten Ubungsmaterialien, die an den Sektionen Mathematik der Techni-
schen Hochschule Karl-Marx-Stadt und der Bergakademie Freiberg in Zusammenarbeit
mit dem Forschungszentrum fiir Theorie und Methodologie der Programmierung von
Lehr- und Lernprozessen an der Karl-Marx-Universitit Leipzig entwickelt, erprobt,
mehrfach iiberarbeitet und seit Jahren erfolgreich eingesetzt worden sind.
Es hat sich gezeigt, daB das Wiederholungsprogramm den zukiinftigen Studenten den
Ubergang von der Schule zur Hoch- oder Fachschule wesentlich erleichtert. Das trifft
vor allem auf diejenigen zu, die das Studium erst nach Absolvierung ihres Ehrendien-
stes in der NV A oder nach einer gewissen Zeit des Praxiseinsatzes beginnen. Aber auch
diejenigen, die ihr Studium unmittelbar nach dem Abitur aufnehmen, finden im Wie-
derholungsprogramm die notwendige Grundlage fiir einen erfolgreichen Start ihres
Studiums, ganz gleich, welche der vielen Fachrichtungen sie einschlagen, bei denen
Mathematik als Haupt- oder Nebenfach im Ausbildungsprogramm verankert ist.
Das Wiederholungsprogramm ist den Mathematik-Lehrplidnen der allgemeinbildenden
und der erweiterten Oberschule (Ausgabe 1979) voll angepa8t. Der Lehrinhalt ist nach
fachlichen, pédagogischen und lernpsychologischen Gesichtspunkten in Lehrschritte
aufgeteilt. -
Am Anfang eines jeden Teilabschnitts kann der Lernende anhand einer Vorkontrolle
sein Wissen und Kénnen iiberpriifen und am Ergebnis der Kontrollen beurteilen, ob
der betreffende Abschnitt von ihm durchzuarbeiten ist oder ob er ihn iiberspringen
kann. An ausgewdhlten Stellen findet der Leser Leistungskontrollen mit Selbstbe-
wertung, die ihm helfen, den Stand geiner mathematischen Kenntnisse und Fertig-
keiten einzuschétzen.
Die Verfasser sind davon tiberzeugt, daB der umfassende Einsatz des Wiederholungs-
programms im Rahmen der Studienvorbereitung und wihrend der ersten Studien-
wochen einen Beitrag liefern wird zur weiteren Steigerung der Effektivitidt von Bil-
dung und Erziehung im Hoch- und Fachschulwesen der Deutschen Demokratischen
Republik.
Dem VEB Fachbuchverlag ist herzlich zu danken fiir die stete Unterstiitzung und
helfende Beratung bei der Entstehung des Buches.
Kritische Hinweise zur Auswahl des Stoffes und zur methodischen Gestaltung nehmen
die Autoren gern entgegen.

Heinz Lohse

im Namen der Autoren
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Voraussetzungen fiir die erfolgreiche Abarbeitung des Wieder-
holungsprogramms:

Mathematik-AbschluB Klasse 12; wesentliche Teile konnen bereits mit dem Abschlu3
Klasse 10 bewiltigt werden.

Als Arbeitsmittel sollte eine Zahlentafel zur Verfiigung stehen. Als zusitzliche Litera-
tur konnen die Mathematiklehrbiicher der Klassen 9—12 verwendet werden.

Das Programm richtet sich vorwiegend an:

— Studienbewerber an Hoch- oder Fachschulen (einschlieBlich Ingenieurschulen)

— Studenten aller mathematischen, naturwissenschaftlichen, technischen, 6kono-
mischen, medizinischen, landwirtschaftlichen und pidagogischen Fachrichtungen

— Studenten an Ingenieur- und Fachschulen

— Studierende aus dem Ausland

— Schiiler der 11. und 12. Klassen

— Teilnehmer an Volkshochschullehrgingen zur Vorbereitung auf das Abitur

— Werktiitige, die Qualifizierungslehrginge an Betriebsakademien und éhnlichen Ein-
richtungen besuchen



Hinweise zur Arbeit mit dem Wiederholungsprogramm

Die Arbeit mit dem Wiederholungsprogramm soll es Thnen erméglichen, Thre Kennt-
nisse iiber Gleichungen, Ungleichungen und Funktionen zu festigen und Ihre Féhig-
keiten und Fertigkeiten fiir das L6sen damit verbundener Aufgaben zu vertiefen.

Sie werden diese Aufgaben erfolgreich meistern, wenn Sie ehrlich arbeiten und stets
aktiv mitdenken. Gehen Sie deshalb den fiir Sie durch Thren jeweiligen Kenntnisstand
bestimmten Weg! «

Zur Fithrung durch das Programm werden folgende Symbole verwendet:

—————— 19 A Dbedeutet: Weiterarbeiten auf Seite 19, Abschnitt A.
19 A __l Studieren Sie den Lehrschritt 19 A und kehren Sie dann (unab-
- hingig von der Steuerung in 19 A) zu dem eben bearbeiteten
Lehrschritt zuriick.
19 A—» 22 A Studieren Sie 19 A und gehen Sie dann (unabhingig von der
Steuerung in 19 A) zu 22 A iiber.

Am Anfang eines jeden Abschnitts sind die Ziele formuliert, die Sie mit dem Durch-
arbeiten des betreffenden Programmteils erreichen werden.

Fiihren Sie die Ihnen im Programm erteilten Auftréige gewissenhaft aus! Fehlende Be-
griffe sind zu erginzen; Sie erkennen diese Leerstellen an Liicken der Form ...........
Losen Sie die Ihnen gestellten Aufgaben selbstindig und schauen Sie erst danach zu
den Ergebnissen. Gehen Sie erst dann zum néchsten Lehrschritt iiber, wenn Sie wirk-
lich alles verstanden haben! Sollten Ihnen bei der Arbeit Fehler unterlaufen, dann
karrigieren Sie diese bitte sofort entsprechend der gegebenen Hinweise. Auch dann,
wenn Ihnen das selbstdndige Arbeiten schwerfillt, ist es besser, daran festzuhalten.
Sie sollten also moglichst wenig Hilfen in Anspruch nehmen. Fiir Thre eigenen Notizen
und Rechnungen verwenden Sie bitte ein Arbeitsheft. Wenn Sie dieses sauber und iiber-
sichtlich gestalten, kann es Thnen spiter als Merkheft dienen. Es fordert Ihr bewuBtes
Lernen, wenn Sie Fragen, die Sie sich selbst stellen, und SchluBfolgerungen, die Sie
ziehen, darin festhalten. ’

Beginnen Sie mit dem Durcharbeiten auf Seite 7.

Wir wiinschen Thnen fiir die Arbeit Freude und viel Erfolg!



Vorbereitungen zu Gleichungen und Ungleichungen

Von Ihrer bisherigen Ausbildung miiBiten IThnen bereits folgende Begriffsbildungen
bekannt sein:

1. Terme T, Ts, ... sind Ziffern, Variablen oder sinnvolle Zusammensetzungen aus
ihnen mit Hilfe von Operationszeichen (z. B. ,,+‘‘; ,,-*; . . .) und technischen Zeichen
(z. B. Klammern, Semikolon, Kommata).

2. Gleichungen haben die Form Ty = T,
Ungleichungen die Form Ty << T, Th < T2, T1 > T2 0der T1 = Tb. In diesem Pro-
gramm betrachten wir Gleichungen und Ungleichungen, bei denen wenigstens einer
der Terme mindestens eine Variable enthélt.

3. Fiir jede der in der Gleichung oder Ungleichung enthaltenen Variablen muB fest-
gelegt werden, welcher Zahlenbereich zugrunde liegen soll und welche Zahlen daraus
zugelassen werden kénnen. Die Menge dieser zugelassenen Zahlen nennen wir Grund-
bereich D. Beim Bestimmen des Grundbereichs D legen wir im allgemeinen die Menge
der reellen Zahlen P zugrunde, sofern nichts anderes vereinbart wird.

4. Alle Elemente des Grundbereichs, die die gegebene Gleichung oder Ungleichung beim
Einsetzen zu einer wahren Aussage werden lassen, heilen Losungen dieser Gleichung
bzw. Ungleichung. Die Menge aller Lésungen einer Gleichung bzw. Ungleichung wird
als Losungsmenge L bezeichnet.

Im folgenden sollen nun Lésungsmengen von Gleichungen und Ungleichungen ermit-
telt werden. R

Dabei kgmmt es nicht nur darauf an, Lésungen durch formales Umformen zu ge-
winpen, sondern ganz allgemein auf méglichst geschickte Weise die Losungsmenge zu
ermitteln.

Dazu ein Beispiel:

Die Gleichung 6 + Jz + 6 = 2 mit dem Grundbereich D: —5 < z kann keine Losung
haber, da der auf der linken Seite der Gleichung stehende Term fiir alle x € D Werte
annimmt, die groBer oder gleich 6 sind. Durch formales Umformen kommt man zur
»LOsung* 2 = 4. Die Prabe zeigt, daB dies keine L&sung ist, obwohl kein Rechenfehler
vorliegt.

Zur Ermittlung der Losungen von Gleichungen und Ungleichungen durch formales
Umformen ist Thnen folgendes bekannt:

1. Sind die Lésungsmengen zweier Gleichungen bzw. Ungleichungen (etwa vor und
nach einer Umformung) gleich, so sind diese Gleichungen bzw. Ungleichungen
einander dquivalent.

2. Durch Anwendung der folgenden Umformungsregeln erhilt man eine za einer Glei-
chung bzw. Ungleichung éiquivalente Gleichung bzw. Ungleichung.



Vor der Nach der Umformung
Umformung
Th=T, Ty + Ta=Te 4 Ts
T < T T+ Ts< T+ Ts
T, = Ts Ty-Tsg= Ty -Ts, wenn T30
W< T T, -Ts < Tp-Ts, wenn T3>0
T-Ts > T:-Ts, wenn T3 <0
T1 = Tz T1: Ts = Tz: Ta, wenn Ta =f= 0
T < Ts T: T3 < Te:Ts, wenn Tz >0
T: T3> T2:Ts, wenn Ts <0
T1 = Tz loga T1 = log,. Tz, wenn Tl > 0 und Tz > 0
Th= T, aTh = aTs, wobeia >0;a+1.

Beim Losen von Wurzelgleichungen werden wir auf das Potenzieren nicht verzichten
konnen.

Wird eine Gleichung wenigstens einmal mit einer positiven ganzen Zahl n potenziert,
so daB aus

Ty=Ts folgg TP=T3,

so ist fiir die erhaltenen ,,Losungen‘‘ der Gleichung die Probe in T =: T durchzu-
fithren, um eventuell auftretende Scheinlésungen zu eliminieren.
Unter bestimmten Bedingungen fithrt auch eine solche Umformung einer Gleichung
auf eine zu ihr dquivalente Gleichung, so daB z. B. bei Wurzelgleichungen unter Beach-
tung dieser Bedingungen das Durchfiihren der Probe keine mathematische Notwendig-
keit ist.

» 9 A



1 Quadratische Gleichungen und solche, die sich auf qua-
dratische Gleichungen zuriickfithren lassen

9A

In diesem Programmabschnitt werden Sie befahigt, quadratische Gleichungen, Gleichungen
mit Brichen und Wurzelgleichungen fehlerfrei zu losen. Nach gewissenhaftem Durch-
arbeiten des Abschnitts wird Ihnen

— das Zusammenfassen und Vereinfachen gebrochen-rationaler Terme,

— der Gebrauch der binomischen Formeln,

— die Ausfithrung der Division von Summen ( Partialdivision),

— das Anwenden der Potenz- und Wurzelgesetze

keine Schwierigkeiten bereiten. —» 9B

9B

Der richtige Umgang mit raticnalen Termen ist eine wichtige Vcraussetzung fiir das
Losen von Gleichungen. Uberpriifen Sie deshalb anhand der nachfolgenden Aufgaben,
ob Sie die Bruchrechnung und die Partialdivision beherrschen und die binomischen
Formeln anwenden konnen!

Schauen Sie erst dann zu den Ergebnissen, wenn Sie alle Aufgaben gel6st haben!

Vorkontrolle V1 zu Bruchrechnung

Vereinfachen Sie weitgehend:

1 1
1 x_y+ x+y 9 x__y)2(a2_b22
! '(a+b xz——yz)
r—y z+y
1 1 1
‘'z oz —1 +:§
Fiihren Sie die Partialdivision aus:
4. (ud3 — v3): (u —v) 5 49a2 — 2522 — 9b2 — 30bx
' 5x + Ta + 3b

|

» 11 A

9C

Vereinfachen Sie

a+1 1 Uberlegen Sie an jeder Stelle, welche der in 10 A angegebenen
a—1 Definitionen verwendet werden!

a+1’
iy - - 11B

9



10 A

Folgende Grundlagen miissen Sie beherrschen, wenn Sie mit Briichen rechnen wollen:

Addition und Subtraktion
—gleichnamiger Briiche

1)

- ungleichnamiger Briiche | @ + b ad+be @)

d. h., ungleichnamige Briiche miissen vor Addition bzw. Subtraktion gleichnamig ge-

macht werden.

Unter den gemeinsamen Vielfachen der beiden Nenner ist der Hauptnenner das
kleinste gemeinsame Vielfache. Der Hauptnenner gestattet ein besonders rationelles

Rechnen.

Multiplikation ac_ac @)
bd b

Division %: 2 _ % @)

Sie kdnnen jetzt die erste Aufgabe l6sen

oder sich erst ein vorgerechnetes Beispiel ansehen.

10B

Vereinfachen Sie

Losungsweg:

5 3 — bx

y ¥y _ _ vy

[ 3z — by

x Yy

__ (83— 5x)xy
zy (3—>5y)

_ 3—bx

" 3z — 5y

w
(%]

gemas (2)

Weiteres Kiirzen ist nicht mehr moglich.

10

gemdl (4)  Selbstverstdndlich kiirzt man hier noch.

—9C



1A

Kontrollieren Sie, ob Sie die richtigen Ergebnisse erhalten haben!

x a — b\2 1
by 2 (G5) S P~y
4. u? 4 uv 4+ 2 5. 7a — 3b — 5z

‘Wenn Ihre Ergebnisse mit den hier angegebenen iibereinstimmen, ist es nicht erforder-
lich, daB Sie den folgenden Abschnitt durcharbeiten. Sie kénnen sich deshalb sofort mit
Gleichungen, die sich auf quadratische Gleichungen zuriickfiihren lassen, beschiiftigen.
Arbeiten Sie weiter so gewissenhaft! ———»20A

Sie konnten nur die Aufgaben 4. und 5. nicht iésen. .18 A

‘Wenn Sie auch andere Aufgaben nicht l6sen konnten, dann arbeiten Sie der folgenden
Programmabschnitt durch. Ihre sorgfiltige Arbeit wird sich nicht nur beim Durch-
arbeiten des vorliegenden Programms, sondern auch fiir das zukiinttige Studium positiv

auswirken. —_—> 10 A
1B

Sie erhielten

1, a0 —_—» 12F
a

0 ——s 13 A

ein anderes Ergebnis. Offensichtlich haben Sie sich verrechnet. Sehen Sie sich noch
einmal griindlich an, wie Doppelbriiche umgeformt und vereinfacht werden!

»10B
11C
Da Sie nicht zur Lésung gelangt sind, beachten Sie
u2 —v? = (u + v) (v —v) und 4u 4 2v = 2(2u 4+ v).
Nun kénnen Sie kiirzen. Losen Sie die Aufgabe ncch einmal! —_12G

11D

Sie hatten den Hauptnenner bereits bestirnmt. Ihnen kdnnen nur elementare Rechen-
fehler unterlaufen sein. Kontrollieren Sie Ihre Rechnung, und vergleichen Sie erneut!
» 16 E

11



12 A

Sie haben falsch gekiirzt.
Beachten Sie binorische Formeln!
Losen Sie deshalb die Aufgabe noch einmal! - 12G

12B

Das ist nicht das gesuchte Ergebnis. Sie haben erkannt, daB sich der Nenner (1 — a)
als —1 (@ — 1) = —(a — 1) darstellen 1aBt. Der von Ihnen ermittelte Nenner ist nicht

das kleinste gemeinsame Vielfache und damit nicht der Hauptnenner.
» 15 A

12C

Da Sie nicht zum richtigen Ergebnis gelangt sind, nehmen wir an, da Sie sich nur
verrechnet haben. Kontrollieren Sie noch einmal sorgfiiltig Ihre Rechnung!

» 14 B
12D
Ihr Ergebnis ist richtig. — > 12E
12 E
Fassen Sie zusainmen, und vereinfachen Sie
| | 2

ey Rl g w2 —— 4B
12F
Ihr Ergebnis ist richtig. —_—12G
12 G
Vereinfachen Sie
92 2__ g2

utv w v » 14 A

u—uv 4u+ 20

12 H

Ihr Ergebnis ist falsch. Nach dem Gleichnamigmachen der Briiche ist IThnen ein Vor-
zeichenfehler unterlaufen. GewiB werden Sie IThren Fehler gelbst korrigieren kénnen.
— > 14 B

12



13A

Ihr Ergebnis ist falsch. Ihnen ist ein Vorzeichenfehler pnterlaufen. Beachten Sie:
a_+_1_‘1 _a+1 a—1 _a+1—(a—1)

a—1 Ta—1 a—1 a—1
Losen Sie mit diesem Hinweis die Aufgabe noch einmal! —— - 9C
13B

Sie haben gegen das Distributivgesetz verstoBen. Losen Sie die Aufgabe noch einmal,
und beachten Sie

(a+b)(c+d) =ac+ bc + ad + bd . —»1.2(}

13C

Thr Ergebnis ist richtig. Beachten Sie im folgenden Beispiel zum Bilden des Haupt-
nenners die binomischen Formeln!
Zu vereinfachen ist.

a a 1
T —%ab¥5° @ —8 Tatb"
Losungsweg:

a a 1

T —2ab 16 ar—b

a+b
N a a 1

_(u.—b)z_(a+b)(a—b)+a+b

__a(a + b) —a(a—b) + (a —b)?

= (@a—0) (a + b)

__a?+ ab—a? 4 ab + a® — 2ab - b2

= @—b6)2(a+0)

_ a2 + b2 .
“@—brarh oA

13D
Das ist keine Vereinfachung. Sie haben nicht erkannt, da nach Ausklammern und
Anwenden binomischer Formeln gekiirzt werden kann! —_— 112G
13E
Ihr Ergebnis ist falsch. Beachten Sie, daBl vor dem letzten Bruch ein Minuszeichen
steht! —_— 12E

13



14 A
Sie haben als Ergebnis

f‘_; v » 12 A
2u8 — 3
ata il 13 B
dur — 20 - 13
u -;— v » 12 D
2u3 + u?v — 2uv? — o8

4u? — 2up — 02 - ~13D
Sie sind zu keinem der angegebenen Ergebnisse gekommen. » 11 C
14 B
Sie haben
0 —_—r 12 H

422

p— —_—— 13 C

4
— — » 13 E

42
— > 16 A

LI+a2)(1—2x)(1 + «2?)
keines der angegebenen Ergebnisse —» 12 C
14 C
Sie haben
(a + by? R
Py = 16 E
1 » 16 B

2ab
m—{—l ierie———» 17 B
ein anderes Ergebnis ————» 14D

14D

Thr Ergebnis ist falsch. Wenn Sie den Nenner des ersten Bruches in Faktoren zerlegen

und diesen Bruch kiirzen, wird die Aufgabe sehr einfach.

14

» 16 D



15A

Fassen Sie zusammen, und vereinfachen Sie
2 1 2 1

G—ip T e—1r 1—a a° - ~174
i5B

Thr Ergebnis ist richtig.

Bestimmen Sie nun den Hauptnenner von Briichen, deren einzelne Nenner

(#® + zy), (vy + y?), (zy) lauten! — 170\
15C

GewiB haben Sie das richtige Ergebnis

x2 — 4 — 2 erhalten. — »16G

15D

Ihr Ergebnis ist falsch. Zum Bilden des Hauptnenners miissen Sie den zweiten Bruch
mit (—1) erweitern. Fiihren Sie das aus, und rechnen Sie die Aufgabe zu Ende!

»19B
15E
Sie haben
Ty2 — 722 + 3x + 3y
zy(@ + Y) — b
W*%?ﬁ .80
ein anderes Ergebnis ————» 11D
15F
Losen Sie zur Ubung die folgenden Aufgaben !
Fassen Sie zusammen, und vereinfachen Sie
1 dzy yr—zx
Ty 2y 1Ty — 1
5 1 r41 z—1 4
2. z + 22—z 222+ax  22—1
3 1
T 1 1
x xz—1 x—2 ——  _»16F

15



16 A

Ihr Ergebnis ist zwar richtig, der Nenner liBt sich jedoch noch zusammenfassen.

Fiihren Sie das aus!

» 14 B

16 B

Ihr Ergebnis ist falsch: a2 4+ b2 = (a + b)2.
Korrigieren Sie Thren Fehler!

— s 14C

16 C

Ihr Ergebnis ist richtig. » 16 D
16 D

Vereinfachen Sie

[2ab(a+b)+a2+b2 a? + b2 . 140

a? — b2 a—b a—b

16 E

Thr Ergebnis ist richtig.
Wenn Sie zur Ubung noch einige Aufgaben ldsen wollen,

sonst

— %15 F

—» 18 A

16 F

Sie miissen erhalten haben

4y 1 oz —1) (x—2)
1. y‘T‘l‘, 2. ;, 3.'—m—— >18A
16 G
Losen Sie folgende Aufgaben:
1. (6a® — 3a2b + 4ab — 2b2 + 2a — b): (2a — b)
2. (425 + Tat — 923 — 222 + 23z — 3) : (42 4- Tw — 1)
3. (a4—16): (2 —a) » 18 B

16 H

Das ist nicht das gesuchte Ergebnis. Sie kénnen im Zihler noch (—a) ausklainmern
und den Bruch kiirzen. Schneller wiren Sie zum Ziel gekommen, wenn Sie als Nenner
das kleinste gemeinsame Vielfache der einzelnen Nenner verwendet héitten.

16

» 19 B



17 A

Sie haben
—a® + 3a5—3a4 4+ 3a2—3a + 1

(a—1)% (1 —a)u - 18C
ad 4+ 1 . 5
e 1) ——— V' : }
—at+ad—a+1
(a—1)3 (1 —a)a - 12B
ein anderes Ergebnis —_—— 19A
17 B
Ihr Ergebnis ist richtig. Die Addition der beiden Summanden ergibt
’ )
(a + b)? =
m . _—r 10 F
17C

Der gesuchte Hauptnenner ist, wie Sie sich leicht iiberlegen konnen, zy (z + v).
Fassen Sie nun die folgenden Briiche zusammen:
Ty Tx 3

— = ———— » 15E
Fray wy e @ e

17D
Ihr Ergebnis 1i8t sich noch vereinfachen. Schauen Sie sich dazu den Ziéhler des Bru-
ches genau an! . —— 16 E
17E
3
Sie miissen o+l erhalten haben.
a(a — 1)3

Uberpriifen Sie in der folgenden Aufgabe, ob Sie beim Addieren von ungleichnamigen
Briichen noch Schwierigkeiten haben!

z Lt — . 19B

x2—a?2  a—zx

17F

Fiihren Sie folgende Partialdivision aus!
(13a%x + 323 — az? + 10a8) : (2a + 3z) —_— 19C

2 Berane, Wiederholungsprogramm 17
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Im folgenden werden wir uns mit der Partialdivision beschéftigen. Sehen Sie sich dazu
ein Beispiel an!

(324 — 32 — 54z — 54) : (2x — 2 + 3)

Zunidchst muB in beiden Klammern nach fallenden Potenzen ein und derselben Varia-
blen geordnet- werden.

(824 — 322 — bdx — 54) : (—a2 + 22 + 3)
= (3% + 0 - 23 — 322 — 54z — 54): (—a? +{2x+ 3) == — a2 —6r —- 18
— (324 — 623 — 9x2)
63 + 62 —— 54 — 54
— (628 —- 1222 — 18x)
1822 — 36x — 54
— (1822 —- 362 — 54)

0 —— »17F
18 B
Die L6sungen lauten
1. 3a® + 2b + 1
2. 28 —2x+ 3

3. —(a® + 2a2 + 4a + 8) bzw. in anderer Schreibweise

—a +2) (a2 + 4)
Die dritte Aufgabe kénnen Sie sowohl durch Partialdivision als auch durch Anwendung
einer binomischen Formel 16sen.

Wir hoffen, daB Sie diesen Abschnitt erfolgreich durchgearbeitet haben. Legen Sie eine
kleine Pause ein, und arbeiten Sie danach weiter! — »20A

18 C

Das ist nicht das gesuchte Ergebnis. Sie haben nicht beachtet, daB8 der Hauptnenner
das kleinste gemeinsame Vielfache der Einzelnenner ist. Der Hauptnenner lautet

a(a — 1)3, weil die Nenner (¢ — 1)2 und (1 — a) = —1(a — 1) bereits als Faktoren in
(a — 1)3 enthalten gind.
Losen Sie die Aufgabe noch einmal! —»15A

18
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Da Sie nicht zum richtigen Ergebnis gelangt sind, wollen wir Sie beim L8sen der Auf-
gabe unterstiitzen.

2 1 2 1
Aus et e 1—a 4

2a a(a—1) 2/a(a— 1)2 (a—1)3

folgt e — 13 T a@—1p T aa—1) " a@— 1)’

wobei im dritpen Bruch beachtet wurde, daf3
2 2

1—a= a— 1lBt.
Fassen Sie die vier Briiche zusammen, und vereinfachen Sie! _»17E
19B
Vergleichen Sie:
xz__aaz —— > 16B
Bt . 15D
—_—a’
ar—a —» 16H

19 C

Sie haben das richtige Ergebnis 5a? — az + z2 erhalten ?
Ja _—» 16 G
Nein
Kontrollieren Sie Thre Rechnung!
(10a® + 13a2%x — aa? + 323): (2a + 3x) = ba? — ax + 22

—(10a3 + 15a%x) >
—2a2x — ax? + 323
—(—2a2x — 3ax?)
2ax? + 3a8
—(2ax? + 3ux3)
0

Losen Sie noch folgende Aufgabe zur Ubung!
(x% — 2% — 522 — 422 — 18) : (22 + 3z + 9) — 15C

3 19



20 A

Vorkontrolle V2 zu Quadratische Gleichungen

Uberpri.ifen Sie, ob Sie in der Lage sind, die Losungsniengen folgender
Gleichungen zu bestimmen.

1. 422 — dax = b2 — a?

2 + 1 r—4 Tx a3 — a2 —27x L 27
= 1 = — 3. = x?
2. 2x — 3 1 2¢ 4+ 3 9 —4x2 3 r—1 @+t 4
4. 24— 5224+ 4=0. —» 22A
20B

Ihr Ergebnis ist falsch. Ehe Sie die Losungsformel anwenden, miissen Sie die quadra-
tische Gleichung auf die Normalform bringen! Losen Sie die Aufgabe noch einmal!

» 20C
20C
Losen Sie im Bereich der reellen Zahlen
42 —4x—3=0. — » 22B

20D

Da Sie offensichtlich noch grole Schwierigkeiten beim Lisen von quadratischen Glei-
chungen haben, sehen Sie sich bitte folgendes Beispiel sorgfiltig an!

Zu bestimmen ist die Losungsmenge der Gleichung 6z — 22 —8 = 0.
Lésungsweg: Normalform herstellen: 22 — 6x + 8 = 0.

Lésungsformel anwenden: x1,2 =3 + ]@TS ; ae=3+1.

Damit wird L = {2; 4}.

Bestimmen Sie nun selbstidndig die Losungsmenge der Gleichung

322 — 2z = — 30. _—  » A
20E

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben das Minuszeichen vor —2— nicht beachtet. Beseitigen
ISie diesen Fehler! — 22B

2F

Die richtigen Ergénzungen lauten:

i 1 1 7
—5 / gH12 ) —zt5 [ —43 ¢

20
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Herleitung der Lisungsformel:

Aus der Normalformn der quadtatischen Gleichung
2 + px + g = 0 folgt durch Bilden der quadratischen Erginzung

2
z2 + px + ( ) + q—-—% =0 und daraus sofort

(+5f+e—F 0.

Damit die binomische Formel a2 — b2 = (a + b) (¢ — b) angewendet werden kann,
wird aus den beiden letzten Summanden der Faktor (—1) ausgeklammert.

P\ (P2 \_ . PP .
(a:—}—g) (Z )—0. Fir i g >0 gilt

8=V -0
e+ 5) Ve [+ 51—

Ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist.

2
x+ + ———q—O oder a:+§— %—q=0
Daraus entsteht die bekannte Formel

2 .
21,2 = — g—) + V% —¢g und damit auch

224 pr+qg=(x—z1) (&—x2)

Das Verfahren der quadratischen Erginzung kann selbstversténdlich auch auf jede

spezielle quadratische Gleichung angewendet werden. ————»23B
21B

Ihr Ergebnis ist unvollstéandig!

2 = 4 ergibt zwei Losungen: z; = 2; 22 = — 2.

Das gleiche gilt fiir 2 = 9. Ergiinzen Sie Ihre Losungsmenge! —_—22C
21 C

Das sind die Losungen fiir z = z2. Sie miissen noch die Gleichungen 22 = 4 und 22 = 9
16sen! —_—22C

21
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L6sungen:

1, - 1
1. z1=-2-(a+b), T2 = E(a—b),

also L = {%(a + b); %(a — b)}
2. 21=0, x2=6,
also L={0; 6}
3. 21=—31 (x2=1 gehort nicht zum Grundbereich der gegebenen Gleichung),
alsoist L ={—31}.
4. 71=1, 22=—1, 23=2, a4=—2,
also L={—2; —1;1; 2}

Wenn IThre Ergebnisse mit den hier angegebenen iibereinstimmen, ist es nicht erforder-
lich, daB Sie den folgenden Abschnitt durcharbeiten. Sie konnen”sich deshalb sofort
dem niichsten Test unterziehen. Wir wiinschen Ihnen auch dabei vollen Erfolg.

» 31 A

Sollten Sie beim L&sen von Gleichungen dieser Art Schwierigkeiten haben, dann arbei-
ten Sie den folgenden Programmabschnitt durch! —_— 23_A
22B
Sie erhielten

1 3
L = { —3i3 » 24B

3 1
L={2—y7;2 +Vy7} —————+ 2B
kein oder ein anderes Ergebnis ————— > 24E
2C
Sie erhielten
L ={4; 9} _ 21 C
L ={2; 3} — »2{B
L={—3; —2;2;3} ——» 25A
kein oder ein anderes Ergebnis ——» 24F

13-
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Die Normalform der quddratischen Gleichung 22 4+ pz 4+ ¢ = 0 und deren L&sungen

1,2 = —% + '/ (z_;)z_q miissen Thnen bekannt sein.

Bezeichnet man den Radikanden mit D (Diskriminante), so gilt:

WennD >0, 8o a1,2 reell; zi=xs,
wenn D=0, 80 z12 reell; x = z2,

wenn D <0, 8o 1,2 nicht reell.

Die oben genannte Losungsformel wird mit Hilfe der quadratischen Ergédnzung her-

geleitet. ..

Thnen ist die Herleitung bekannt ? Ja —23B
Nein —F 21 A

23B

Aufgabe: Zu bestimmen ist die Lésungsmenge der quadratischen Gleichung
422 + 42— 48 =0.
Lésungsweg: Die Normalform lautet 22 + x — 12 = 0.

Damit sind p = 1 und ¢ = —12.
Anwendung der Losungsformel:
x1,2 = N also Z1,2 =

und damit L = { » 20 F

23C

Eine weitcre Moglichkeit, bei einfachen quadratischen Gleichungen die Ldsungen zu
finden, bietet der Vietasche Wurzelsatz. Nach diesem gilt: , + 22 = — p, 71 22 = ¢,
wenn die quadratische Gleichung 22 4+ px + ¢ = 0 lautet.

Die Losungen sind also unter den Teilern des Absolutgliedes g zu suchen.

Mit Hilfe des Vietaschen Wurzelsatzes kann die Probe fiir die eben geloste Gleichung
2 +  — 12 = 0 durchgefiihrt werden:

ot are=3+(—4)=—1; 21 -220=3-(—4) = —12. —_20C
23D

Die richtigen Erginzungen, lauten:

22432—4 [ —4 [ 1 —— 24C

23
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Sie haben

L = {2; 5}, dann haben Sie die Aufgabe richtig gelost, —» 24C
ein anderes Ergebnis, dann miissen Sie sich noch einmal griindlich mit dem Beispiel
beschiiftigen und danach die Aufgabe erneut 16sen. — 20D
4B

Ihr Ergebnis ist richtig. — 1 24C

24C

Biquadratische Gleichungen iiberfithrt man durch die Substmutlon z = 22 in quadra-
tische Gleichungen mit der Variablen z.
Wir berechnen fiir den Bereich der reellen Zahlen die Lésungsmenge der Gleichung

x4+ 322—4=0.

Lisungsweg: Die Substituticn = = a2 fiithrt zu mit den Losungen

2 WU HECES —23D
Rucksubstltutlon <:]

x2 = hat keine reellen Losungen,

x? = S>x= . ; X2 =

damit wird L = {__.___ b —> 26F
’

24D

Losen Sie nun im Bereich der reellen Zahlen

x4 — 1322 + 36 =0. —_» 22C

24 E

Um die Normalform zu erhalten, ist die Gleichung durch 4 zu dividieren. Die Lsungs-
formel ergibt

1 —
x1,2 = § :!: '/1 ’
und damit wird

1 3
L=!_§’§}' — .+ 92D

24 F

Sie konnten die Aufgabe nicht l6sen. Wenn Sie analog zu 24 C vorgehen, miiten Sie
zum richtigen Ergebnis gelangen. 24 C 24 D




25A

Ihr Ergebnis ist richtig.
Bestiimen Sie nun die Lésungsnienge der Gleichung

9
(z'-’—~ 71')(;162 + 4)=0. —»27C
25B
. R _fg. 2ab .
Ihr Ergebnis mu8 L= 0; a5 sein.

Es wird Thnen gewif3 nicht schwerfallen, die Liosungsmenge der Gleichung
z -+ 4a2b x—4a%h _  4dabx
2% +x 22—z  4b2—z?

zu ermitteln. 26 A
25C
Ihr Ergebnis ist richtig. —+ 25D
25D
Losen Sie die Gleichung (22 — 10) (22 — 3) = 78. —» 27D
25E

Der Hauptnenuer lautet « (x — 1) (¢ — 2) .
Multiplizieren Sie die Gleichung mit dem Hauptnenner, und geben Sie die Normalform
der quadratischen Gleichung an! ——F 278

25F

Thr Ergebnis ist falsch. Sie haben den Grundbereich D der Gleichung nicht beachtet.
Holen Sie das nach! —»27F

25G

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie miissen zunichst die Klammern auflésen, da auf der rechten
Seite nicht Null steht und der schon einmal verwendete Satz hier nicht anwendbar ist!
Losen Sie die Aufgabe noch einmal! ——» 25D
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Das richtige Ergebnis ist L = {2ab; —4ab} .
Fiir diese Losungsmenge sind einige Einschriankungen erforderlich; namlich

1 1
b=‘,=O,a:f=—1,a=f:—§,a#~~§,a=1=1. —— 28D

26B
9
Sie konnten die Gleichung (:cz —Z) (22 4 4) = 0 nicht '16sen.

Beginnen Sie mit der Aufgabe noch einmal, indem Sie den Satz anwenden:
Ein Produkt ist dann gleich Null, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist.

» 27C
26 C
Die richtigen Erginzungen lauten
0 / a?+4r=32 —  »29A

26 D

Haben Sie als quadratische Gleichung in Normalform 22 — 3z + 2 = 0 erhalten?
Ja.

Losen Sie diese Gleichung gewissenhaft! —»29C
Nein.

Uberlegen Sie sich zuniichst, welches der Hauptnenner der drei Briiche ist, und geben
Sie diesen an! ——25E

26 E
Thr Ergebnis ist richtig.
Bestimmen Sie noch die Losungsmenge der Gleichung

(a—a)2 + (x—b) _ a + b2
(a—x)2—(xr—b)2 az—b2’

az= +b.

a+b
2

wie Sie leicht nachpriifen kénnen, der Nenner auf der linken Seite der Gleichung Null

wird. —FF > 28C

Fiir den Grundbereich D miissen wir als Einschrinkung 2 + treffen, da sonst,

26 F

Ihre Ergénzungen 1niissen lauten:
—4 /1 [ 1 /] —1 | —1;1 24D

26
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Die Aufgabe ist nicht schwer. Da die Rechnung etwas umfangreicher als bei den bis-
herigen Aufgaben ist, vermuten wir, daB Sie sich bei Umformungen verrechnet haben.
Sie miiiten, nachdem Sie die Gleichungen mit dem Hauptnenner multipliziert haben,
auf die quadratische Gleichung 2ab2r — 2a2bx + a2r? — b22?.= 0 stoBen. Diese la8t
gich umformen zu

(a® — b2)z2 + (2ab2 — 2a%b)r =0 .
Beachten Sie, daB Gleichungen der Form Ax2 4+ Bz = 0 immer durch z; = 0 erfiillt

werden.
Bestimmen Sie nun die vollstindige Losungsmenge! —»25B

27 8B

Die Normalform lautet 22 — 32 + 2 =0.
Losen Sie diese Gleichung gewissenhaft! Beachten Sie den Grundbereich D, bevor Sie

die Lésungsmenge angeben! —_—29C
27C
Welches Ergebnis haben Sie?
3 3
L={—‘§,§= — 25C
3 3

L:{—Q.—§,§,2} ) >28A
Sie haben keines der angegebenen Ergebnisse. —» 26 B
27D
Sie haben
L={—3; 16} ——+ 29B
L={—4; 4} — » 29A
L={—y88; —9;9; |88} -+ 925G
kein oder ein anderes Ergebnis —» 28B
27E
Sie miiBten erginzt haben —8 / 4 / {—8; 4} —» 27F
27F
Bestimmen Sie die Lésungsmenge der Gleichung

1 1 1

e I I e

27
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Ihr Ergebnis ist falsch. Beachten Sie, da8 die Gleichung a2 + 4 = 0 im Bereich der

reellen Zahlen nicht lésbar ist!

Korrigieren Sie Thre Rechnung!

»27C

28B

Da Sie schon einige Aufgaben erfolgreich gelost haben, nehmen wir an, da8 Sie sich

nur verrechret haben. Kontrollieren Sie deshalb Ihre Rechnung noch einmal!

»27D
28C
Sie haben als Ergebnis
~ [ 21
L= \ax5J » 30 A
2ab \
L =Jo, 2% »30C
\'’a+b)
keine der angegebenen Mengen - 27 A

28D
Gegeben sind die Gleichungen

162 — 7 14
Lty =2—1
" 13
Z'x—1+x—4~x—2+x-—3

5 3z 2% 4+ 11z — 6
3':c+2+x—3— 2—x—6

Geben Sie zunéchst den (groBtmoglichen) Grundbereich fiir die Lésungs-

mengen an!

Bestimmen Sie nun die Loésungsmengen !

28

—30B—
|

» 30D
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Ihr Ergebnis ist richtig.

Die erste Gleichung mit Briichen, die auf eine quadratische Gleichung fiihrt, losen wir
gemeinsam. Fiillen Sie dazu den Liickentext aus! Zu bestimmen ist die Losungsmenge
der Gleichung

x 8

gti=z

Losungsweg: Beim Bestimmen des Grun(ibereichs D muB beachtet werden, daB die
Nenner der Briiche nicht Null werden diirfen. Sie erkennen sicher, daB fiir den Grund-
bereich gelten muB: !

D; x =

Durch Multiplikation der Gleichung mit dem Hauptnenner erhélt man

Xy = s X2 =

Damnit ist die Lésungsmenge der Ausgangsgleichung

L= 27TE
29B
Das ist nicht die Lésungsmenge der Ausgangsgleichung.
Sie haben nur Zwischenergebnisse erhalten. Rechnen Sie die Aufgabe zu Ende!

» 27D
29C
‘Welches Ergebnis haben Sie ?
L={1;2} - . 2%F
L=290 — » 26 E
Sie konnten zu keinem der angegebenen Ergebnisse kommen. ——» 26D

29
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+bb ein Element der Losungsmenge. Beachten Sie

jedoch, daB Gleichungen der Form 22 + px = 0 immer auch die Lésung z1 = 0 haben.
Kontrollieren Sie anhand Ihrer Rechnung, wo Thnen diese Lésung verlorengegangen
ist! ——»25B

Thr Ergebnis ist falsch. Zwar ist

30B

Die Grundbereiche sind

Dl:x#%,

Dy:xz=3=1 und 2=+=2 und =3 und =z $4;

D3g: 43 und z=+—2. — —» 28D

30C

Thr Ergebnis ist richtig. —» 28D
30D
Die Losungsmengen der Gleichungen sind
1. L=90
{5
2. L= 12 H)
3. 'L = {—3)}

Wir hoffen, daB Sie diesen Abschnitt erfolgreich durchgearbeitet haben. Legen Sie eine
Pause ein, bevor Sie zum niichsten Abschnitt iibergehen! — 31 A

30
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Vorkontrolle V3 zu Potenzen und Wurzeln

Uberpriifen Sie Ihre Kenntnisse beim Umgang mit Potenz- und Wurzelgesetzen !
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke !

162m-2ns. 54(mn)3
375a263 ° 1650a2b-1

. ?'leﬁ i/u%sw—z W
. (}/;)_2 [Va2 + ayar —b2— Vaz —a }/aT——bz]2

Sanbn+ic2n+l 3an-1p3cn+1
: abxn+lyn+2zn+3 : 2xy2-nz3-n

1.

N

w

3
5. 4(2a0)* (a+ 25)1 1
—_ 4
Ya—y26 , Y2aby2
(Bei dieser Aufgabe kommt es darauf an, zusammenzufassen und den Nenner ratio-
nal zu machen.) ——» 33A

31B

Die beiden Gesetze der Division entstehen auf folgende Weise:
1. anr:am =qgn. ai"' . Nach Anwenden von (9) und (5) aus 32 A entsteht an-m.
2. an:b" = an - L ar(b-1)». Nach Anwenden von (6), (7) und (9) aus 32 A ent-

b
a\n
steht (—b—) .

Ergiinzen Sie:

1. Potenzen mit gleicher Rasis werden dividiert, indem

.......................... L et a e e e e e eneeene e eaneeenmneeemneeeemmeeneeeneeeennean
2. Potenzen mit gleichen Exponenten werden dividiert, indem

................................................................................................................. > 33 E
31C
Sie miissen erhalten haben T = azb-=.
Weiter folgt 7T = a%(b1)= gemdl (7)
= (ab-1)= gemiB (6)
= (g)’ gemiiB (9) — +33D

31
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Die Vielzahl der Potenz- und Wurzelgesetze 1d8t sich reduzieren auf die Gesetze

Multiplikation von Potenzen

— mit gleicher Basis ar - am = qnrtm (5)
— mit gleichen Exponenten ar-b» = (a- b)» (6)
Potenzieren von Potenzen (a®)ym = aqn-m %))
TUnter Benutzung der Definitionen a: =1 (a = 0) (8)
1

ani=_2(a+0) (9)

m— n .
Yar:=a™(a = 0) 10)

n positiv ganzzahlig
148t sich zeigen, daB sich die Gesetze der Division und die Wurzelgesetze aus (5) bis (7)
herleiten lassen.
Fiihren Sie das aus fiir 1. ar: am
2. an:bn. . .
Geben Sie an, welche Gesetze Sie dabei der Reihe nach verwendet haben!

31B
32B
Zu vereinfachen ist
1
o VaE @) @)
=
(Va)" @y
Losungswey:
z 1
2 22’ 3 2
T= “_(Zz)_(b)‘ gemiiB (10)
(as) (b2)3
z 2,
a* a® b= .
= T gemaB (7)
a b3z
2 2, -
=a® a® b2a ¢ p-us geméB (9).
Wenden Sie nun das Gesetz (5) an, und fassen Sie zusammen! —_—31C

32
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Die Losungen der Kontrollaufgaben sind

6n

. 5b4ms

12 4— 3,—
2. uvd. Judv® oder wuw3e ]/u3 }/v2

4— 3
oder Ju? ot

3. 2(a—0d)
4 — — —_
4 10( be )n 5 4 }ab(ya + y2b)
© 3 \zy2e? ' a? — 4b2
Wenn Sie alle Aufgaben ricktig gelost haben, kénnen Sie den folgenden Programmni-
abschnitt iiberspringen. —» 40 A
Hatten Sie Fehler in Thren Ergebnissen, dann arbeiten Sie den folgenden Programm-
abschnitt durch, und versuchen Sie, Ihre Liicken zu schlieBen! @——+———» 32 A
33B
Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben nicht in allen Fillen das Gesetz (7) aus 32 A richtig
angewendet. Rechnen Sie die Aufgabe noch einmal! — 33D
33C
y 10
Sie miiten (3) erhalten.

Vereinfachen Sie nun

b-5x2 \4 [atb-3 \-6
() () —

» 34C
33D
‘Vereinfachen Sie
a-4h2\-3  [q-6b-2\2
(x-iy*‘) (x-“y ) - 35D
33E

Sie miiBten sinngeméB ergénzt haben:

die Basis mit der Differenz der Exponenten pobenzlert wird / der Quotient der Basen
mit dem Exponenten potenziert wird.

In den folgenden Beispielen und Aufgaben werden nun die Potenz- und Wurzelgesetze
angewendet. ——»32B

3 Berane, Wiederholungsprogramm 33
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Sie muBten erginzen:

arb® | die Faktoren potenziert werden (sinngemip) /
ar*m | die Basis mit dem Produkt der Exponenten potenziert wird (sinngemaf).
» 36 A

348B

Sie miissen ergiinzt haben
V10852
yym— 2a .
]/4 a?
Damit erhalten wir

SN S — 3 —
J8a Y1088 Vsa Vms b2
s — =\ {/——
]/4 b m 2a 4b

Vereinfachen Sie weiter!

»37E

34 C
\2
Beim richtigen Anwenden aller Potenzgesetze haben Sie gewif3 (%) erhalten.
»35C

Sollten Sie nicht zu diesem Ergebnis gekommen sein, dann kontrollieren Sie Ihre Rech-
nung analog zu dem in 36 A begonnenen Beispiel! Sie rniissen dann zu dem chen ange-
gebenen Ergebnis kommen.

34D

Thr Ergebnis ist falsch. Sie haben die beiden Briiche multipliziert. Losen Sie die Auf-
gabe ncch einmal! » 34 E

34 E

Berechnen Sie

a—
V8 a J4a?
: _— » 37TE

) i J—
J4b }108052

34 F

Thre Ergiinzung mufl a-12 b-4 28 -2 lauten.
Der entstandene gesamte Ausdruck heiit dann

al?h-8x-6y13g-12h~4g6y -2 ,

Fassen Sie nun die Potenzen mit gleicher Basis gemdl (5) aus 32 A zusammen!
»37TF

34



35A

Ihr Frgebnis ist falsch. Sie haben die Koeffizienten nicht mit potenziert und damit
gegen das Gesetz (7) verstoBen.
Rechnen Sie noch einmal! ————»3C

35B

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben das Pluszeichen im letzten Radikanden nicht beach-
tet. Korrigieren Sie Thren Fehler: ——— 1+ 37D

35C

Berechnen Sie

(9zy?)®  (8xty) - .
(122y)3 " (6x5y2)3” 370

35D

Welches Ergebnis haben Sie ?

xé
bytalt — %A
26
aliys — » 33B
10
(Z ) — 3B
Sie haben ein anderes Ergebnis. ————» 36 A
35E
Ihr Ergebnis ist richtig.
Berechnen Sie
6 4 3 —
Jab’ ja%? Ja% Ya?+ b2. ————» 37D

35F

Thr Ergebnis ist falsch. Sie haben gegen as Gesetz (6) verstoflen. Losen Sie die Aufgabe
noch einmal! —»35C

35G

Gewifl haben Sie a - m ergiinzt und weiter sinngemifl formuliert: die Basis mit dem
Produkt der Exponenten potenziert wird.
Rechnen Sie die Aufgabe noch einmal! —» 33D

3*



36 A

Sie konnten die Al:l'fgabe nicht 18sen. Wir werden es gemeinsam tun und nach dem

schon einma) beschrittenen Lésungsweg arbeiten.
Zu vereinfachen war

a-4b2\ -3 (a-6bh-2\2
E=)" (&)
Wenden wir fiir jeden Bruch zuniichst (9) aus 32 A an, so entsteht
(- b2 22 y=4)-3 . (a=8 b~ 23 y-1)2.

Wenden Sie nun folgende Gesetze an:

(6) (a-b)yr = (ein Produkt wird potenziert, indem

(7) (an)m = (eine Potenz wird potenziert, indem

)s

)—34 A
) <:|

» 34 F

36 B
Das richtige Ergebnis ist

1 _;.Z__Vu

2 =1
u? v :i/;z

Haben Sie dieses?
Ja ;
Nein

» 34 E
» 38 A

36 C
Die Ergebnisse sind
1. ‘i/é 2. 1 3. u
: azbx
10a3

4 67'_3 6 — '/7
Cfmnd=m Yn 5. Siber

Wir hoffen, daf8 Sie alle Aufgaben richtig gelost haben. Nach einer Pause gehen Sie

dann tiber zum Abschnitt ,,Wurzelgleichungen*!

36

» 40 A



37A

Thr Ergebnis ist falsch.
Nach (7) in 32 A gilt (a?)m =-

, also: eine Potenz wird potenziert, indem
\

> 35G
378B
Thr Ergebnis ist richtig. »35C
37C
Vergleichen Sie!
{f y —» 35E
16y
e » 35F
Sie haben kein oder ein anderes Ergebnis. _ »39A
37D
Lautet Ihr Ergebnis

3 —
a3 b2 )b ~ 35B
3 -
azb ]/b_}/a2 + 62 ——» 39D
anders als hier angegeben? » 39B
37E
Sie erhielten
A » 34D
6b 2
3,—

6 Jb —  »38B
ein anderes Ergebnis. » 39C

37F

Sie haben gewif3 b-10 410 erhalten.
Beseitigen Sie nun noch den negativen Exponenten, und fassen Sie beide Potenzen

zusammen!

»33C



38 A

Wir rechnen Ihneun eine éhnliche Aufgabe vor.

Zu vereinfachen ist V 2[/ 2}/2_

Lésungsweg: Wir beginnen mit dem Vereinfachen bei der inneren Wurzel und setzen
diesen Weg konsequent fort:

V2 l/;_} = V2 Vg - ]/2_;: _ l/:r

7
—28 = J77.

Losen Sie analog zu diesem Beispiel die vorhin schon einmal begonnene Aufgabe. Zu
vereinfachen war

a ——
u Vu_z ]Z
v v2 u? . . 3B

38 B
Ihr Ergebnis ist richtig. — »38C

38 C

Vereinfachen Sie zur Ubung noch folgende Ausdriicke:

4.25.'/5.2_2
L
2% .22 . 16
(55 (G
s e () el
& s

125a7b1t 175a4b13

* 1382108 9229 Y
38D
Sie muBten ergéinzen
4r —3+2)4x—3 Yoz + 1+ 62+ 1. — > 41A

38



39A

Ihr Ergebnis ist falsch. Sind Sie zu dem Zwischenergebnis

93739, 85:20y5

124,87/4.632159

gekomunen, so rechnen Sie von hier ab erneut! —_— - 37C

Weicht Ihr Zwischenergebnis von dem hier angefiihrten ab, dann kontrollieren Sie, ob
Sie die Potenzgesetze richtig angewendet haben! — »35C

98B

1hr Ergebnis ist falsch. Ein Zwischenergebnis muB heiBen
5 1 1 1 2 1
a® 02 ad BB l/ o + b2

Vereinfachen Sie weiter! —— 37D

39C

Sie sind nicht zum richtigen Ergebnis gekommen.
Die Aufgabe ldBt sich besonders vorteilhaft 16sen, wenn man umformt:
V8a  Yia? V8a

s__ "3______ 3 ___
Vab /10862 y4b

und auBerdem beriicksichtigt
y p— S
J4a® = '/

Vergleichen Sie Ihre Erginzungen! — > 34B

39D

Ihr Ergebnis ist richtig.
Vereinfachen Sie nun

3
w f/u2qy/ 1
Ml = —  »36B

39E
Ihre Ergénzung muB sein 922 + 18x 4 9. — 41 A

39F

4
Die Ergiinzungen sind 3 /| — i1 —» 41 A

39



4 A

In einer Wurzelgleichung kommt an mindestens einer Stelle die Variable iin Radi-
kanden einer Wurzel vor. Wir heschrinken uns im folgenden auf Wurzelgleichungen,
die sich auf Gleichungen von héchstens zweitem Grade zuriickfiihren lassen. Wir hatten
bereits in 9 A darauf hingewiesen, dafl wir beim Lésen von Wurzelgleichungen auch
nichtidquivalente Umformungen (z. B. das Potenzieren) benutzen und deshalb die
Probe durchfiihren miissen.

Trotzdem ist es (zumindest fiir einfache Fille) sinnvoll, den Grundbereich D zu be-
stimmen, da z. B. fiir D = 0 auch L = 0 folgt.

Vorkontrolle V4 zu Wurzelgleichungen

Uberpriifen Sie, ob Sie in der Lage sind, Wurzelgleichungen fehlerfrei zu 1sen!
Bestimmen Sie die Lésungsmengen der folgenden Gleichungen!

1. Vz+a=a+|/;, |a|§1, a0

2. Yz +3—Y3z+1 —fz—1=0

3. JVxz+4+ 1 +]/3ct +4—3=0 (ohne den Grundbereich zu bestimmen)

6
4. Y2r—1 +}/z—1,5=ﬁ

Vergleichen Sie, ob Thre Ergebnisse mit den angegebenen L&sungsmengen iiberein-
stimmen! —» 42 A

4 B

Sie sind nicht zur Lésung gekommen. Setzen Sie sich noch einmal mit den grundsitz-
lichen Losungsgedanken in dem vorgerechneten Beispiel auseinander!
»41 A

4 C

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben beim Quadrieren nicht beachtet, daB die binomischen
Formeln anzuwenden sind. Das bedeutet, hier

(Yo + Vo)2=a+ 2Yab +b.

Lb6sen Sie die Aufgabe noch einmal! ——— »41B

40 D

Sie haben ein falsches Ergebnis, da Sie weder den Grundbereich D beachtet noch die
Probe durchgefiibrt haben. Holen Sie das nach, und korrigieren Sie Thr Ergebnis!

1

»43 B

40



“A

Zu bestimmen ist die L8sungsmenge der Gleichung
Yaz—3 + Y5 + 1 = Y15z + 4.

Lb’aungawég: Beim Bestimmen des Grundbereichs D miissen wir beachten, daB die Ra-
dikanden nicht negativ werden diirfen. Wir haben also die Menge aller reellen Zahlen z
zu bestimmen, fiir die gilt

42—3=0 und 52+1=0 und 152+ 4=0,d.h,

3 4
- > __ -
i und =

15°
Damit ist D: = = - .

4

v
(S

und r = —

— Durch mehrmaliges Potenzieren (unter Beachtung binomischer Formeln) erhalten
wir eine ganzrationale Gleichung. ’

Aus (Ydx — 3 + V5 + 1)2 = (Y15 + 4)2

folgt =15z + 4 —38D
Pl

Nun wird die Gleichung zundéchst so umgeformt, da8 nach nochmaligem Potenzieren
eine ganzrationale Gleichung entsteht:

2y(42 —3) (b + 1) = 6x + 6 und
Y2022 — 11z —3 = 3z + 3 und schlieBlich

2022 — 112z —3 = —39E:
— Diese quadratische Glelichung 1122 — 292 — 12 = 0 hat die Lbsungen

Xy = y X2 = — 39 F j
— Unter Beriicksichtigung von D kann nur z; == 3 Lésung der Wurzelgleichung sein.

Dafiir ist aber _noch (‘!i? Probe durchzufithren: .
linke Seite: J9 + J16 = 3 + 4 = 7, rechte Seite: Y49 = 7.

Damit ist L = {3}, — 41 B
4B
Loeen Sie die Gleichung yz + 5 + 1 == y2r + 3. ———» 43 A
4 C

I'hr Ergebnis ist richtig. Arbeiten Sie weiter so gewissenhaft! Zu bestimmen ist die
Lésungsmenge der Gleichung

Vz+8 —Yz+3 —yz=0. ———  » 43B

41



42 A

Losungsmengen:

((A—a® . |
1.L-——~‘---§-~) mita £+ 0, [algi’
3
2. L = {1}. Das zweite Ergebnis r; = — 3 scheidet aus, da es nicht zum Grund-
bereich D: x = 1 gehoért.
3. L = {4}. Hier fiillt das Ergebnis a0 =: 15 weg, da es die Ausgangsgleichung nicht
erfiillt.
5] S . 19 .
4. L = 'l-2~’. Auch hier zeigt die Probe, daB,das Ergebnis x» = 5 entfallt.

Wenn Sie nach dem Vergleichen der Meinung sind, da8 Sie Aufgaben dieser Art sicher
16sen kénnen, dann brauchen Sie den vorliegenden Abschnitt nicht durchzuarbeiten,

> 49 A
sonst —_— 41 A
42 B
Haben Sie als Ergebnis L = l5; ;} — 4G
Sie haben ein anderes Ergebnis. —— > 47B
42 C
Sie sind gewiB zum richtigen Ergebnis L = {6} gelangt.
Das Ergebnis z: = —28 entfiillt wegen der Voraussetzung x =4 . ——————» 42D
42D

Losen Sie die Gleichung:

l:;;/;—llx—V;= ;V d > 44 A

x4+ V;
42 E
Ihr Ergebnis ist richtig. GewiB werden Sie ebenso erfolgreich die niichste Aufgabe
lésen. — 42 F
42 F

Gesuchv ist die Losungsmenge der Gleichung

3 —
B—1 8 —— :
‘/x_-1 = |8z —11 - > 44B




43 A

Sie haben

L={—1;11} — > 44D
L= {11} ——4C
L =3} - 40C
kein oder ein anderes Ergebnis - » 40B
43B

Sie haben als Ergebnis

L= {1} ——» 4 E
L={~%—5;1} ————— 40D

eine andere Losungsmenge — > 45 A

43 C

Thre Lésungsmenge ist falsch. Da die Null nicht zum Grundbereich gehort, kann sie
erst recht nicht Lisung der Gleichung sein.

. . 25
Die Losungsmenge ist L = [1_6}' » 42 F
43D
. 26
Sie muBiten x; = 1; 2, = -3 erhalten.
Da z = 0 vorausgesetzt werden muBte, ist L = {1} .
Bestimmen Sie nun die Losungsmenge der Gleichung
Ve—5 —Y3zc—19=2)7—=. —————» 45B

3 E

Beginnen Sie mit der Aufgabe noch einmal! Durch Multiplikation mit |/z 4+ Y=~ er-

gibtsicheine wesentliche Vereinfachung, dieschnell zur Losung fithrt.———» 42 D
43 F
Haben Sie das richtige Ergebnis Z = {2\ 42D
n = >
ge =8 \a+3

kein oder ein anderes Ergebnis gefunden, so multiplizieren Sie die Gleichung

Ya—z+ b —=z= Vo=

Wourzel, quadrieren Sie die Gleichung, und versuchen Sie, zur oben angegebenen Losung
zu komumen! —  » 45D

43

zundchst mit Y 5 — . Isolieren Sie die verbleiberde




s A

Sie haben
15
= o: %) s
25
L— {1_6’ e+ 42E
kein oder ein anderes Ergebnis — 43 E

B

‘Wie lautet 1hr Ergebnis?

L={1;3;4} —— e _» 48B
L={3;4) e ——» 48C
Sie haben kein oder ein anderes Ergebnis: — > 47C
W4 C

Die Lo6sungsmengen sind
11\ =

1. L={3;4} 2. L=1+5:;+5, 3. L=1{2} 4. L={—2;1} 5. L = {3}
4’2

Wir hoffen, daB Sie alle Aufgaben gelist haben.

Uberpriifen Sie nach einer Pause, ob Sie das i gesamten Abschnitt vermittelte Wissen
anwenden konnen! ——»*»45E

4D

Thr Ergebnis ist falsch. Sie haben die Probe nicht durchgefiihrt. Holen Sie das nach!

» 43 A
44 E
Ihr Ergebnis ist richtig. — 44 F
44 F
Zu bestimmen ist die Losungsmenge der Gleichung
Y22 — 1+ Yz —4 —Y2x —6 — Yz —1=0. — 42 B
4 G
Ihr Ergebnis ist falsch, da Sie den Grundbereich nicht beachtet haben. Holen Sie das
nach! —— > 47 B

44



45 A

Ihr Ergebnis ist falsch. Da Sie die Aufgabe nicht l6sen konnten, sehen Sie sich den
Losungsweg griindlich an! Gesucht war die Lésungsmenge der Gleichung

Yyr+8—yz+3—yr=0.
Lisungsweg: Yz + 8 — Yo + 3 = Jz; D:x 20
z+8—2Ycr+8yz+3+x+3==<x

2 Y(x + 8) (x + 3) =z 411
4(x + 8) (x + 3) = a2 4 22z + 121
322 + 222 — 25 =0:

Bestimmen Sie die Loésungsmenge dieser Gleichung! Geben Sie unter Beachtung des
Grundbereichs und nach Durchfithrung der Probe die Losungsmenge an!

» 43D
45 8B
Wenn Sie sorgfiltig gearbeitet haben, werden Sie gewil L = {7} erhalten haben. Das
3
zweite Ergebnis x; = % erfiillt die Ausgangsgleichung nicht. ————» 44 F
45 C
Lésen Sie die Gleichung
b
R —_— = = == . —_— &
fa—a+b—a = (@tb+0) 43 F
45D
Losen Sie noch die Gleichung
——— 1 15 -
4 4 —_— —y—————i = >
©+ 34|22 —8 s 42 C
45 E

Leistungskontrolle zu Abschnitt 1:

1. Fiihren Sie die Partialdivision aus:

(a® + 3a2b + ab2 — 2b3): (a + 2b)
2. Bestimmen Sie die Lésungsmengen folgender Gleichungen:
24. 22 —ax +ab—b2=0, a—2b=0

x—1 3r—5 5z +3 —
=4 1w—6t a2z =% 23 Jr—1+ Yam+6=2

2.2.

» 46 A

45



4 A

1. (a® + 3a%b + ab? — 2b3): (@ + 2b) = a2 4 ab — b2 Punkte
— (a8 4 2a%b)
a%b + ab% — 2b3
— (% + 2ab)
— ab® — 23 3
— (— ab®— 2Bd)
0
24. a22—ar 4+ ab—0b2=0
:c12—g_-_{:‘/%—2——ab+b’ t
_a ngmz
2 4
a l/(a——2b)2 N
R - :
=a—>b x2 =b 1
L={a—b ; b} 1
2.2. 81;__14—1321_56+1ng22$=$ D: z€P, z:i:% 1
HN: 8z—4 —4(2z—1)
120 — 6 = 6 (22 — 1)
— (12 — 247) = 12 2z — 1)
HN: 12(2z —1) 1
3z—1)—2Bz—5) — (5w +3) —z 2z — N2 _ o 5

122z — 1)
3¢ —3— 62+ 10 — 50 — 3 — 2422 + 122 = 0
— 22+ 4z +4=0
- 1 1

2 e — = =
x %8 0 1
1 1 1
T2 =3k Vm + %
x = ——-% , (:z:g =% entfillt, da nicht in D enthalten.) 1

» 47 A



T — Punkte

%% + 5 = 25 — 10z + z? 1
22— 122+ 20 =0

@12 = 6 4 )36 — 20

T =2 , T2= 10 1
Proben: linke Seite firaz;: J2 —1 —+ }/Z—;B =2 .
/ o R
linke Seite fiir z2: | 10 — 1 + Y20 + 5 = }/1_4 i
Also wird L = {2} -
- 20
Bewertung: Note 1 fiir 19—20 Punkte
2 15—18
3 11—14
4 7—10
3 0— 6
»49 A

471B

Wenn Sie L = {5} erhalten haben, dann ist Ihr Ergebnis richtig. ————» 45 C
Wenn Sie ein anderes Ergebnis erhalten haben, miissen Sie noch einmal griindlich
nachrechnen! Thnen werden kaum Rechenfehler unterlaufen, wenn Sie Y2z — 6 und
Y= — 1 zur gegebenen Gleichung addieren. — > 44 F

471 C

Sie haben die Aufgabe nicht bewiltigt. Wir nehmen an, daB Sie auf eine Gleichung
3. Grades gestoBen sind, die Sie nicht l6sen konnten. Das konnen Sie vermeiden, wenn
Sie in der Gleichung
3 ——

3 —1 3 - . a3 —1
l/x——i’ = ]/8.1;—— 11 bei w1

unter Beachtung des Grundbereichs z == 1 die Partialdivision ausfiihren. Losen Sie die
Aufgabe noch einmal! » 42 F

47



48 A

Losen Sie zur Ubung noch folgende Gleichungen!

1. iz —124+ 13 -3z =5 2. l/:c+5—;f9§=_—4z+2=2
3. Jr+2+ 4:c+1=--1;q-: 4. :]"/a:3+6:v+20—-x=2
}/a:+2

—» 44C

5. Yz +1+3z—5—)zr—2=13 —

48 B

Ihr Ergebnis ist falsch. Sowohl beim Bestimnmen des Grundbereichs als auch beim
Durchfiihren der Probe hiitten Sie merken miissen, dal x = 1 keine Loésung sein kann,

0
da ,,(—)“ nicht definiert ist. Also ist L = {3; 4}. ———»48A

48 C
Ihr Ergebnis ist richtig. —» 48 A

48 D

GewiB haben Sie als Ergebnis 3 erhalten. Damit ergibt sich
= 3 9
10g28—{—10g5}'120=3+—2—=2—.

Berechnen Sie in entsprechender Weise
s/

logs 81 - logs }/216 . — > B2F
48 E
5 —
]a e3 . .
In ;—op— soll unter Verwendung der Logarithmengesetze umgeformt und ver-
Jc7- Je? einfacht werden. —— 51 A
8 F

Vorkontrolle V5 zu Logarithmen

Uberpriifen Sie, ob Sie die Definition des Logarithmus und die Logarithmengesetze
anwenden konnen!
3a+ b
1. In JELJ—) soll unter Verwendung der Logarithmengesetze umgeformt und
J(a + b)2  vereinfacht werden. ‘

1
2. Fassen Sie 21g(a + b) —Ig(a2 —b2) —4lga + 3 lg ¢ zusammen.
3. Berechnen Sie logz 8 + logzr 3 + logs logs 16 . —»51C

48



2. Logarithmen, logarithmische Gleichungen und
Exponentialgleichungen

4 A

Nach dem Durcharbeiten dieses Programmabschnitts werden Stie, auch wenn Sie nur itber
geringe Vorkenntnisse verfiigen, in der Lage sein, einige einfache (Klassen von) logarith-
mische(n) Qleichungen und Exponentialgleichungen fehlerfrei zu losen. Daneben sollen Sie
Fahigkeiten bei der Anwendung der Definition des Logarithmus und der Potenz- und
Logarithmengesetze erwerben. ' —— 48F

4B

Umkehrungen zum Potenzieren am = b sind
1. das Radizieren 'i/IT =a; b =0; a = 0; n positiv, ganz;
2. das Logarithmieren logad = n; b >0; a > 0; a += 1.

N\
“Fiir Logarithmen zur gleichen Basis folgen dann fiir @ > 0 und b > 0 aus den Potenz-
gesetzen die Logarithmengesetze:

log(ab) =loga -+ log b 11)

log g = loga — logb 12)

loga® =nloga (13)

Formulieren Sie die angegebenen Gesetze in Worten! —561D _——|
<

Daneben sollten Sie sich einprigen:
Fira >0, a =1, > 0 gilt:

lOga 1 =D..0 (14)

logaa =DpDet 1 (15)

alogs z =pet T (1 6)

Sicher ist Ihnen bekannt, daB folgende abkiirzende Schreibweisen gebriuchlich sind:
fiir Basis a = 10 logiox =pet Ig z (dekadischer Logarithmus)

fiir Basis e ~ 2,71828 ... loge  =perInz (natiirlicher Logarithmus)

Sehen Sie sich nun ein Beispiel an! ————»50B

4 Berane, Wiederholungsprogramm 49



50 A

Haben Sie die L8sung % erhalten ?

Ja ——— 50D
Nein

Beachten Sie folgenden Hinweis! Versuchen Sie nach Mbglichkeit, das Argument als

Potenz der Basis des Logarithmensystems darzustellen! Fiir den zweiten Summanden
unserer Aufgabe bedeutet das

2 3 3
logs /125 =logs }/5—3 =logs5? = §log5 5= 3
Berechnen Sie auf dhnliche Weise logs 8 . ——» 48D

50B
s
Formen Sie Ig Vw mit Hilfe der Logarithmengesetze um!
c
Losungsweg:

lg’i /100(324- B _ ) [1oz(¢z2+ b)]%

2
=1 Ig [_{Qﬁl_-l-_b)] nach (13)aus49B
3 c?
= % [lg 102 + Ig(a + b) — g c?] nach (11) und (12)
=%[2lg 10 + lg(a + b) — 21gc] nach (13)
—3(2+ g+ b)—21ge] nach (15)
Beachten Sie, daB sich 1g(a + b) mit Hilfe der Logarithmengesetze nicht weiter verein-
fachen 148t, denn Ig(a + b) =1ga + 1gb. —  » 48E
50C

Sie werden lga3 — 1gb? + Ig Ya erhalten haben.
‘Wenden Sie die Gesetze (11), (12) und (13) aus 49 B an, und fassen Sie zusammen'!
» 52 B

50D

Berechnen Sie den Wert von logs 64 + loga7 9 —logs 8 . ———— — » 63E
50E

Ihr Ergebnis 148t sich unter Benutzung einer binomischen Formel vereinfachen.

» 51 B

50



51 A

Erhielten Sie

1 7 7
E]na-}-glne——zlnc —_—» 52C
i ki 7
Elna—zlnc+§ » 53 A

Falls Sie die Aufgabe nicht 16sen konnten, sehen Sie sich noch einmal das Beispiel an!

» 50 B
51 B
Erhielten Sie
1g [2(a — b)?] —  »52A
1g [2(a® — ?)] ——» 52D
Ig[2(a + b)?] — »53C

2(a? — b2)?

AT 2
Ig (D) » 52 G
keines der angegebenen Ergebnisse —»53G
51C
Die Losungen der Kontrollaufgaben sind

1 Y cla + b) 13
1.3 ~In(@a+ b 2. lgr e+ ?7) 3. —
+zIn(a+b) gliez? 3
Wenn Sie die Aufgaben richtig gelost haben, kénnen Sie sich mit logarithmischen Glei-
chungen beschéftigen. ————»56A
Hatten Sie nur Schwierigkeiten beim Lésen der Aufgabe 3, dann sehen Sie sich dazu
einige Aufgaben an! —— 53D
‘Wenn Sie auch bei anderen Aufgaben Schwierigkeiten hatten, empfehlen wir Thnen,
folgende Programmschritte durchzuarbeiten. —————»49B
51D

Sie miiBten sinngeméafB formuliert hdben:

(11) Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der Summme der Logarithmen der ein-
zelnen Faktoren. ’

(12) Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der Differenz der Logarithmen von
Dividend und Divisor.

(13) Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Produkt aus dem Exponenten und
dem Logarithmus der Basis. ——»49B

4 51



52 A

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie miissen die binomischen Formeln beachten. Losen Sie die

Aufgabe noch einmal! » 53 B
528B

Sie miissen 7 lg —bg oder ein dazu #quivalentes Ergebnis erhalten haben.

Losen Sie analog die schon einmal begonnene Aufgabe! » 53 B
52C

Das ist noch kein Endergebnis!

Beachten Sie, daB Ine = 1 ist! » 51 A
52D

Ihr Ergebnis ist falsch. Beachten Sie, daB

a2 — b2 (a—b)2. » 51 B

52E
Die richtigen Ergebnisse sind

1 1
1. glga+—2—lg(a+b)

2. 44 %[ln(a —b) —In(a + b)]

3. 4+1gec+lg(a+b) —2lga—Igla—1b)

1 7
_ 3 —
4. slga’b 5. 3

Wir hoffen, daB Sie Thre Kenntnisse iiber Logarithmengesetze gefestigt haben und in

der Lage sind, die folgenden Logarithmengleichungen zu l6sen. » 56 A
52F
Das richtige Ergebnis ist
3 11
44 =" » 50D

52



53 A
Ihr Ergebnis ist richtig. — - 53B

53B

Fassen Sie zusammen, und vereinfachen Sie weitgehend
21g(a2 —b%) —lg(a—b)2 +1g2. —  »51B

53C
Ihr Ergebnis ist richtig. —————» 53D

53D

Berechnen Sie
logz 8 + logs Y125 . —— »350A

53E

31
Haben Sie das richtige Ergebnis s erhalten?

Ja ——»53F
Nein

Wir nehmen an, daB Sie Schwierigkeiten beim Umformen des zweiten oder dritten
Summanden hatten. Sehen Sie sich deshalb folgendes Beispiel an! —— > 54 A

53F
Berechnen Sie den Wert fiir
10g4 lOga logz 8.

Sie kommen giinstig zum Ziel, wenn Sie in folgender Weise Klammern setzen:
loga [logs (logz 8)]. —  » 55A

53G

Sie konnten die Aufgabe nicht 18sen. Wir wollen deshalb den L&sungsweg einer ihn-
lichen Aufgabe finden.
Esist 3lga—71lgb + lgfa zusammenzufassen.

Formen Sie 31g a und 7 Ig b nach Gesetz (13) aus 49 B um! — - 50C
53 H
Gewifl haben Sie als Ergebnis 1 erhalten. — 55 B

63



54 A

Es ist logss 125 + logsz 2 zu berechnen.
Es gibt mehrere Moglichkeiten, beide Logarithmen zu berechnen. Sehen wir uns zwei
Losungswege an:

Variante I:  Wir versuchen, wie bei den bisherigen Aufgaben, das Argument als
Potenz der Basis darzustellen.

Es gilt 125 = (J25)® und 2 = }32.
Also wird

— )
logas 125 + logss 2 = loges (J26)® + logs: /32

3 i
= 3 loges 25 + 3 logss 32

3 1 17
2t5= 10

Variante 11: Wir wenden zum Lésen der Aufgabe die Beziehung

logca
logs a = Toge

an. Im allgemeinen wihlt man ¢ = 10 oder ¢ = e, um die Logarithmen
in einer Tabelle aufsuchen und die entstehenden Briiche berechnen zu
konnen. Bei der weiteren Rechnung werden Sie sehen, daB die Fest-

legung ¢ = 10 in unserem Fall nicht erforderlich wiire, da sich die ent-
stehenden Logarithmen kiirzen lassen.

Jogss 126 + logse 2 — 8125 | 182

g25 " ig32
_lk5  lg2
Tigs® " Ig2s
3135+ 1g 2
21g5 ' 5lg2

_3,1_u

=27ET 10"

Sie sehen, daB wir auf beiden Wegen zum gleichen Ergebnis gelangt sind.
Losen Sie die schon einmal begonnene Aufgabe!

60D



55 A
Haben Sie als Ergebnis 0, dann haben Sie die Aufgabe richtig gelost;

656 B
Sind Sie nicht zu diesem Ergebnis gekommen, dann sehen Sie sich den Lésungsweg der
Aufgabe an!

loga [logs(loge 8)] = loga[logs(logz 23)] = log4[logs(3)] = logs[1] = 0.
Bestimmen Sie auf die gleiche Weise

logs logs logs 16 . —»53H

5B
Losen Sie zur Ubung noch folgende Aufgaben!

1. Unter Verwendung der Logarithmengesetze sollen umgeformt werden:
3

0___ 000 a — b2 10 000 ¢(a + b)2
1.1. 1g }/62(,, + b)s 1.2. In (04 T b)2) 1.3.1 T —
2. Fassen Sie weitgehend zusammen!
1,3 -
5lg Yo + 21ga—31g ya
3. Berechnen Sie logiss 5 + logs loge 512 — > 52E

55C
Gegeben sei die logarithmische Gleichung
logioo (20 — 1) + Ig Vz—9 = 1.

1. Zu bestimmen ist der Grundbereich.
2. Die Gleichung ist so umzuformen, daB nur noch dekadische Logarithmen auftreteny

Losungsweg:

1. Beim Bestimmen des Grundbereichs D haben wir die Menge der Zahlen z zu ermite
teln, fiir die gilt:

2c—1>0 und z—9>0
x>% und z>9.

Damit ist D: = > 9.

. 2r —1 2z —1
2. Weil loglm(zgp —_ j) — lg(]g 00 ) = lg( . )
ist, erhélt die Gleichung die Form

%Ig(%—l)+lgy~x_9 =1. ——'T}



56 A

In einer logarithmischen Glei;hung kann die Variable im Argument oder als Basis
logarithmischer Terme auftreten.
Grundsiitzlich miissen Sie folgendes beachten:

1. Beim Bestimmen des Grundbereichs muB beriicksichtigt werden, daB Logarithmen
nur fiir positive Argumente und von 1 verschiedene positive Basen erklirt sind.

2. Wenn die vorkommenden Logarithmen verschiedene Basen besitzen, ist eine Um-
rechnung nach

loga
logy 2 = loga b
vorzunehmen. —»55C
5B

Beim Losen logarithmischer Gleichungen konnen Sie folgendermaBen verfahren:
1. Fira >0,a 1,5 > 0 gilt
loge b = n ist dquivalent b = an.
Diege Aquivalenz 148t sich auf Gleichungen der Form
logs T'(x) = b bzw. log. T1(x) = logs T2(x) anwenden.
Damit gilt:
logs T () = b ist dquivalent T(z) = a® bzw.
logs T1(x) = loga T2(x) ist dquivalent Th(z) = Ta(x) .
2. Tritt die Variable als Basis logarithmischer Terme auf, dann versucht mgn, durch
Anwendung der Logarithmengesetze die gegebene Gleichung auf die Formlogz a = b
zu bringen und mittels der Definition des Logarithmus die Gleichung zu 16sen.

3. Treten Potenzen logarithmischer Terme auf, so ist der logarithmische Term durch
eine algebraische GréBe zu substituieren. Eine Substitution ist auch dann sinnvoll,

wenn Logarithmen als Argumente von Logarithmen auftreten. ——» 57 B
56 C
Bestimmen Sie nun die Losungsmenge der Gleichung
In (22 4+ 4z + 2) — In (z + 12) = 0. — Y »59D



57 A

GewiB haben Sie sich iiberlegt, daB Ig (x + 2) = 3 dquivalent 2 + 2 = 103 ist.
Damit ist das richtige Ergebnis L = {998} .
Lésen Sie nun1g(2z 4+ 1) —lge —3 =0. — »59C

57B

Wir wollen nun die Losungsmenge der in 55 C gegebenen und dort umgeformten Glei-
chung bestimmen. Wir erhielten

%lg(2x—1)+lng—9 =1 mit D: x> 9.

Lisungsweg: Durch Anwenden von Logarithmengesetzen auf die Gleichung erhalten
wir

%lg (22 — 1) +%lg(:¢; —9) =1 nach (13) aus 49 B
und 1g[(2z — 1) (x —9)] = 2 nach (11).

‘Wir erhalten nach 1. aus 56 B

(22 — 1) (x — 9) = 102

und durch elementare Umformungen

222 — 192 — 91 =0.

Losen Sie diese quadratische Gleichung, und geben Sie die Losungsmenge der Ausgangs-
gleichung an'! ———»59B

57C

Sie kommen sicher zum richtigen Ergebnis, wenn Sie beachten:
logs T1i(x) = logs T2(x) ist dquivalent Ti(x) = Te(x).

Losen Sie die Aufgabe erneut! —»56C
57D

Ihr Ergebnis ist richtig. ——»56C
57E

Haben Sie als Ergebnis L = {3} erhalten?

Ja ——» 58E
Nein —————»60B
57F

Die richtige Ergénzung ist 1. —58C

57



58 A

Losen Sie Inx —Inae.= b mit a > 0. Sie kdnnen analog zur eben geldsten Aufgabe
vorgehen. : — 61D

58 B

Bisher traten in den Gleichungen dekadische Logarithmen (Basis 10) und natiirliche
Logarithmen (Basis e) auf. Das muB nicht immer so sein. Das Lésen der Gleichung
logz ¢ = 3 bereitet keine zusitzlichen Schwierigkeiten.

Aus log7 # = 3 folgt nach Hinweis 1. aus 56 B

x = 73 und L = {343} . — - 58C

58 C

Der in 58 B dargelegte Gedanke mu8 beim Losen der Aufgabe logs logs ¢ = 0 zweimal
angewendet werden.

Aus logs logs x = 0 folgt logs x = 3°
bzw. logs 2 = 1 und daraus = 41.

Zum Losen der gestellten Aufgabe kann auch logs z = z substituiert werden. Es ent-
steht

logsz = 0 und daraus z = — b7 F<:|
Nun ist noch die Substitutionsgleichung
logax =2z = zu losen.
Sieerhalten L={ 3 ———— 60 F
58D
GewiB sind Sie zum richtigen Ergebnis

= {27} gekommen. ——— 61 B
Haben Sie ein anderes Ergebnis, dann kann es sich nach unserer Uberzeugung nur um
Rechenfehler handeln. Uberpriifen Sie IThre Rechnung! —— 61 F
58 E

Ihr Ergebnis ist richtig. Sie haben gewissenhaft gearbeitet. Weiter so!

» 62 B



59A

Thr Ergebnis ist richtig.
Arbeiten Sie weiter so gewissenhaft! —————+58B

598B

7
Die Losungsmenge ist L = {13} (———2— ist in D nicht enthalten).
Losen Sie nun die Gleichung

gz + 2) = 3. —  +57A

59C

Ihr Ergebnis lautet

1 —— 57D
L= {o58)
L = {1 — . 60C
anders als hier angegeben —————+»60A

5D
Sie haben als Ergebnis

L={2 . 60E
L={—5;2 E— TWe
Sie sind mit der Aufgabe nicht zurecht gekommen. ———»57C

59E

Ihr Ergebnis ist falsch.
Bestimmen Sie zuniichst die Lésungsmenge der Gleichung

logalogzx =0.
(Erinnern Sie sich an die Darlegungen in 58 C) —_—» 61 A

59F

Ihre Erginzungen miissen (42)2 / {32} lauten.
Es ist nun die Losungsmenge der Gleichung

log: 9 =1 + logz3 zu bestimmen. —— = 57E

59G

Sie haben ein richtiges Zwischenergebnis. Da eb + 1na = ebelne und elne = q ist, ent-
steht daraus unmittelbar 2 = ae® . ———+58B

69



60 A

Ihr Ergebnis ist falsch. Losen Sie die Gleichung lg(2z + 1) —lgz—3 =0
noch einmal! Fassen Sie zunichst die logarithmischen Ausdriicke zusammen, und erin-
nern Sie sich ‘daran, wie Sie die Aufgabe 59 B gelost haben! —  —»59C

V4

60 B

Sie sind nicht zum richtigen Ergebnis gelangt. Offensichtlich haben Sie beim Losen
dieser Aufgabe nicht sorgfiltig genug gearbeitet. Auch hier gilt:

Aus logza =1+ logzb bzw. logza—logzb =1
folgt 1og,,§ =1 und

Diese Hinweise miiiten zum Lésen der Gleichung

log: 9 = 1 + log: 3 geniigen. —  »62C

60 C

Ihr Ergebnis ist falsch. Aus lg(az + b) = c folgt nicht ax 4 b = c. Die gleichen Uber-
legungen waren bereits beim Losen der Aufgabe in §9 B notwendig.
Losen Sie die Gleichung lg(2x + 1) —1gz — 3 = 0 noch einmal!

» 59C
60 D
Das ist erst ein Zwischenergebnis. Sie miissen noch die Substitution riickgingig machen.
Fithren Sie das aus, und vergleichen Sie danach erneut! ——» 62A
60 E

Ihr Ergebnis ist falsch. IThre Uberlegungen beziiglich des Grundbereichs enthalten
einen Fehler. Der Grundbereich D ist

—12<:c<——2-—}/§ oder — 24 ﬁ<x<co.
Damit ist auch —5 Lésung dieser Gleichung. — > 38A

60 F

Sie miissen 1 / 4 ergénzt haben.
Bestimmen Sie nun die Lésungsmenge der Gleichung

logslogz (ar) =1 mit a 0. —> 62 A

60



61 A

GewiB sind Sie iiber logs logz « = 0 zulog? = 1 und damit zux = Tund L =

gekommen.
Bestimmen Sie nun erneut die Lésungsmenge der Gleichung

logslog: (@) =1 mit a 0.

{7}

» 62 A

61B

Zu 16sen ist die Gleichung
1
log,ﬁ + log: 4 =3z
Lisungsweg: Durch Anwendung der Logarithmengesetze folgt

log. (4 ﬁ) =% und log: (4 ﬁ)z =1.

Weil log, b = n dquivalent zu b = an ist,
erhalten Sie fiir die gestellte Aufgabe

=2! und L =

» 59 F

61C
Ihr Ergebnis ist richtig.

» 58 A

61D

Haben Sie als Ergebnis
L = {ab}

L = {ae®}

L = {et+na}

Sie haben ein anderes Ergebnis.

» 62 D
» 59 A

» 59 G
» 63 A

61 E
Ihr Ergebnis ist richtig.

61F

Ermitteln Sie die Lésungsmenge der Gleichung
logs logs logs z = 0

» 58 D

61



62 A

Sie haben

L = {5} —» 60D
L = {32) —  »64B
L = {g} — »61E

a

ein anderes Ergebnis —»H9E
62B

Losen Sie

1 3
g2 =2—3lge.

Hinweis: Wir_erinnern an 56 B (3.). —— > 64 A
62C

Die Losungsmenge ist L = {3} . —» 62B
62D

Ihr Ergebnis ist falsch. Aus logs T'(x) = b folgt nicht T'(x) =t .

Losen Sie die Aufgabe noch einmal! —————»58A
62E

Das ist erst ein Zwischenergebnis. Sie miissen nun noch die Substitution riickgéngig
machen! ——» 64 A
62F

Losen Sie

1. 3yigz—Ilgz =2

2. 1g162% —lg 8z = 21g4a? —Iga® —Ig8
3. 1gQ2x + 3) =lg(x + 1) + 1

4. log., ioga logzz =0

5. logz 8 + logz 2 = 2

Kontrollieren Sie, ob Sie zu den richtiéen Ergebnissen gekommen sind!
» 64D



63 A

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie werden die Aufgabe gewiB 16sen konnen, wenn Sie beachten :
Aus

Inu—Ihnv=w

folgt

u u
In — = wund — = ew,
v v

Losen Sie Inz —Ina = b mit a > 0 erneut! — »61D

63 B

DaB Sie trotz des Hinweises Schwierigkeiten hatten, ist iiberraschend. Dem Hinweis
sollten Sie entnehmen, daB8 bei dieser Aufgabe die Substitution z = lg = sinnvoll ist.
Damit erhalten Sie eine quadratische Gleichung, die Sie ohne Schwierigkeiten losen

kénnen (23 = 1; z2 = — 4). Nun ist nur noch die Substitution riickgéingig zu machen,
indem Sie die gefundenen z-Werte in die Substitutionsgleichung einsetzen und daraus
1 und xz bestimmen. —» 65C

63C

Nach der Substitution lg x = z haben Sie gewiB die quadratische Gleichung

22 — 2z — 2 = 0 mit den Lésungen 2z = — 1 und 22 = 2 erhalten und daraus als
Losungsmenge der Ausgangsgleichung L = {10-13 102} ermittelt.
Konzentrieren Sie sich nun auf die nédchsten Aufgaben! ——»62F

63D

Ihr Ergebnis ist falsch. Logarithmen existieren nur fiir positive reelle Zahlen, schon
deshalb kann Ihre ,Losungsmenge‘‘ nicht richtig sein. Beachten Sie die Definition des
Logarithmus, und korrigieren Sie Ihren Fehler! —_— > 64 A

63 E

Sie haben das richtige Ergebnis. Konzentrieren Sie sich nun auf die néchsten Aufgaben!
» 62 F

63



64 A

Sie haben

L={—4;1) - »62E
L = {—0,6021 ; 0} - .+ 63D
L= {10-4; 10} —  »63E
kein oder ein anderes Ergebnis — > 63B
64B

Sie sind mit Threr Rechnung noch nicht fertig. Sie hatten ax = z substituiert. Das muf
noch riickgingig gemacht werden. —— 62A
64 C

Bestimmen Sie die Lésungsmenge der Gleichung

(lga:)z———%lgx2=2. — »63C
64D

Die Losungsmengen sind
1. L = {10; 10000}

2. L ={—1;1)
N

3. L=\—g

4. L = {8

5. L = {4}

Wir hoffen, daB Sie alle Aufgaben erfolgreich gelést haben. Wenn Sie jedoch mehr als
zwei Aufgaben nicht 16sen konnten, dann ist es ratsam, mit der Arbeit nochmals von
vorn zu beginnen. Sie werden dafiir bedeutend weniger Zeit benotigen.

> 56 A
Bevor Sie sich mit Exponentialgleichungen beschéftigen, raten wir Ihnen, eine Pause
einzulegen.
Dann ——» 65A



65 A

Eine Gleichung heit Exponentialgleichung, wenn die Variable mindestens in einem
Exponenten auftritt. Ein allgemeiner Losungsweg liaBt sich nicht angeben. Versuchen
Sie folgende Losungsschritte:

1. Falls nétig, Zuriickfiilhrung auf die Form a* = b bzw. auf Produkte auf beiden
Seiten der Gleichung (unter Beachtung der Potenzgesetze).

2. Logarithmieren der Gleichung

Einfache Fille lassen sich durch Exponentenvergleich bzw. Substitution losen.

Wenden Sie diese Hinweise beim Losen der folgenden Aufgaben an! Dabei werden
Thnen Ihre Kenntnisse iiber Logarithmen und logarithmische Gleichungen eine wert-
volle Hilfe sein.

Vorkontrolle V6 zu Exponentialgleichungen

3,52 —2,5 5z—3
1. 9 10z —3 _ géz+1

2, amz-» =nr-¢, a>0, b>0, m=0, n==0

3. 72z71 33z-2 — T2z+1 38z+2

(Fiihren Sie die Rechnung mit Hilfe eines geeigneten Hilfsmittels bis zur numeri-
schen Losung aus!)

41637 4 1) —1=1g(3-3"" —5) —1g4 - > 67A

65B

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben beim Losen der quadratischen Gleichung einen Fehler
begangen. AuBlerdem kann 22 = —1 schon deshalb nicht Lésung der Ausgangsgleichung
sein, da es nicht zum Grundbereich gehort.

Korrigieren Sie Ihren Fehler! —— 66 A
65C

Gewi haben Sie als Losungsmenge

L = {104 ; 10} ermittelt. —— > 64C

5 Berane, Wiederholungsprogramm 65



66 A

Sie haben

L={—1;17 —» 656B
L={—-17;1} — » 68C
Sie konnten die Aufgabe nicht losen. —_—» 69 A
66 B

Thr Ergebnis ist zwar als Zwischenergebnis richtig, 1d8t sich aber noch kiirzen. Vorteil-

hafter ist die Rechnung, wenn Sie beachten, da (%)m= (3)_". ist, ——» 70 C

\

66 C

Schauen Sie sich deshalb das folgende Beispiel an!
Es ist die Lésungsmenge der Gleichung

24z +3 = 4 . 37 zu bestimmen.

Losungsweg:

Logarithmieren der Gleichung 242 +3 = 4 . 3= fiihrt auf

1g(242+3) = Ig(4 - 3%) und auf

(4x+ 3)Ilg2=1g4 + zlg3 nach (11)und (13).

Damit ist eine lineare Gleichung entstanden, die durch elementare Umformungen

gelost wird :

drlg2+3lg2=1g4 + zlg3

_lg4—31g2 —lg2 _ —0301
= 1lg? —1g3  4ig2 —1g3 — 40301 — o477~ o4t
L= {— 0,14}

» 67D

66



67 A

Die Losungsmengen sind:
7

1. L= {1 ; Z}

_|plga—qlgh _
2. L= mlga —nlgh’ mlga—nlgb0

3. L = {0,435}

4. L= {1}

Haben Sie alle Aufgaben richtig gelost, dann ist es nicht erforderlich, den vorliegenden
Programmabschnitt durchzuarbeiten. — 75 A
Haben Sie die erste Aufgabe richtig gelost ?

Ja —» 698
Nein ————————»68B

67 B

Thr Ergebnis ist als Zwischenergebnis richtig, entspricht jedoch noch nicht der gefor-
derten numerischen Lésung.
Rechnen Sie die Aufgabe zu Ende! ——» 68 F

67 C

Ihr Ergebnis ist falsch.
Mit der Bemerkung ,,Rechnen Sie vorteilhaft‘ meinten wir die Anwendung von

-

Losen Sie die Aufgabe noch einmal! —68D
67D

Bestimmen Sie die Lésuhgsmenge der Gleichung

mezpre=s —mt-0z =0, m>0, n>0, r=30, g40. ——— » 69C
67 E

Ihr Ergebnis ist falsch. Formen Sie zunéchst 42z +3 nach den Potenzgesetzen um, indem
Sie 4 = 22 beachten, und fassen Sie danach Potenzen mit gleichen Basen zusammen,
klammern Sie dabei giinstig aus!

Welche Gleichung erhalten Sie ? ——»68A

5* 67



68 A

Nach dem Ausklammern miiiten Sie
242+3 (28 — 1) = 321 + 3%) erhalten haben.

Daraus entsteht 242+3 = 4 . 32, ’

Diese Gleichung wurde bereits in 66 C gelost.

Schauen Sie sich das an! —66C—» T0E
68 B

Beschiiftigen Sie sich zunédchst mit Exponentialgleichungen, die sich durch Exponen-
tenvergleich losen lassen!
Losen Sie

2z—1 2z—6

47 —2 =22+ 1, e » 66 A
68 C

Ihr Ergebnis ist richtig. Lésen Sie nun die nichste Aufgabe! —» 68D
68 D
Bestimmen Sie die Lésungsmenge der Gleichung

4\2z—3 5\32+5
6 =@
Rechnen Sie vorteilhaft! — - 70C
68 E

Ihr Ergebnis ist richtig.

Hatten Sie im Eingangstest die zweite Aufgabe richtig geldst ?

Ja —  »67D
Nein — 66 C
68 F

Sie haben
L = {—0,414} —_ »N1B
g4 —1g8

L= {lg16—1g3} — »67B
ein anderes Ergebnis ———— - 67E

68



69 A

Schreiben Sie 4 als 22. Dann haben Sie auf beiden Seiten der Gleichung gleiche Basen

und kénnen Exponentenvergleich durchfiihren, denn

Potenzen sind gleich, wenn ihre Basen und Exponenten iibereinstimmen.

» 66 A

69 B

Wir nehmen an, daB Thnen Exponentialgleichungen, die sich durch Exponentenver-
gleich 16sen lassen, keine Schwierigkeiten bereiten. Sie brauchen sich deshalb mit die-

sem Teil des Programmabschnittes nicht zu beschéftigen.

Hatten Sie auch die zweite Aufgabe richtig geldst ?
Ja
Nein

» 67D
>66q

69 C

Sie haben die Losungsmenge

_fslgn-+tlgm \

Sie konnten die Aufgabe nicht 15sen.

» 70D
» 70 A

69D

Das richtige Ergebnis lautet
- f mlge

T \gec—Iga—mlgdf
bzw.

_J mlge
L= \lgc—lgabmf "’

Sie gelangen dorthin nach elementaren Umformungen:

arthmz — cz—m
az(bm)a: —cz—m

zlgab™ = (x — m)lgc.

Diese Gleichung muB nur noch nach z aufgelést werden.

» 70D

69



70 A

‘Wir wollen Thnen beim L&sen der Aufgabe helfen.
Erginzen Sie die Leerstellen!

Zu 16sen war die Gleichung mezn-rz-¢ —mt-9z = Q.
Lésungsweg:

Um logarithmieren zu kénnen, fassen wir Potenzen mit gleicher Basis zusammen:

(ceeennn Yign = (.....,)Igm. — »T72A
70B
Haben Sie als Losungsmenge L = {16} ?
Ja  —— B ]
Nein™ — - 7T3A
70 C
Sie haben
2
== —_—
L { 5} 68 E
2(lgb —1g 4)
—————————»66B
L=\sg s =1g) g
ein anderes Ergebnis —_——67C
70D

Losen Sie nun 422+3 — 32 — 24z+3 | 32+3
Fiihren Sie die Rechnung mit Hilfe eines geeigneten Rechenhilfsmittels bis zur nume-

rischen Losung aus! —» 68 F
70E

Losen Sie die Gleichung

92z+1 | 4z 92243 | 34z-1 — 0 —  »72E



"nA

Sie haben die Aufgabe bis zu dieser Stelle gelést. Wie in den vorangegangenen Auf-
gaben erwarten wir auch hier eine numerische Lésung. Beachten Sie:
Ig lga = lg(lga). Es ist also zuerst lga zu berechnen und von dem Ergebnis nochmals

der Logarithmus zu bilden. ——»173C
1B

Ihr Ergebnis ist richtig.

Arbeiten Sie weiter so gewissenhaft! ——» 1D
MncC

Die Losungsmenge der Ausgangsgleichung lautet

L= slgn+tigm
rign + 2qlgmf °

Losen Sie noch die Gleichung

azhms — ¢z—m —————» 69D
1D

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

10(4%) = 12069 | ——» 73C
MME

Bestimmen Sie zum AbschluB noch die Lésungsmengen der folgenden Gleichungen!
1l.a"2=2%; a>0, b>0, a:I:%
2. 2(8%) — 3(2%)

3. 327+l __ jz-1 — 32248 _ Hz+l

1.1g@" 1 — g —1 =—lgg+ 1g (2¥22—1 —3) —  » 173D

5!



72A

Die Erginzungen sind:

re—s [ t—2qx [ re—s [ t— 2qx.
Die damit entstehende lineare Gleichung
(rx—s8)lgn = (t —2gx)lgm

miiBten Sie ohne Schwierigkeiten losen konnen.

»71C

2B

GewiB haben Sie als Zwischenergebnis
- lglg12
T lgd—I1gb

und daraus die Lﬁsungsmenge L = {—0,342} erhalten.

Loésen Sie in dhnlicher Weise 3¢42) = 4@32),

72C

Bestimmen Sie noch die Lésungsmenge der Gleichung

@2 1y —1=1g@* 29 —21g2.

» 70B

72D
Zu bestimmen ist die Losungsmenge der Gleichung
1g (2¢-10) + lg8 + 1 =1g (4-37) + 2.

—» 74D

12E

Sie werden nach dem Zusammenfassen auf 4 - 342-1 = 227 oder eine dazu dquivalente

Gleichung gestoB8en sein. Daraus erhélt man die L6sungsmenge

L = {—0,0957} .

» 71D

72F

Da die Aufgabe der vorigen sehr dhnlich war, nehmen wir an, da Sie zum richtigen

Ergebnis L = {1} gekomunen sind.

72

» 1 E



BA

Formen Sie uin:
1 =1g10 und 21g2 =1g4.

Fassen Sie dann zusammen, und vergleichen Sie die Argumente der auf beiden Seiten
der Gleichung entstandenen logarithmischen Funktionen! — > 14E

3B

Die Aufgabe konnen Sie auf zwei Wegen losen:
Entweder

verwenden Sie 1 = 1g10 und 2 = 1g100
und fassen dann nach Logarithmengesetzen zusammen,
oder
Sie zerlegen die Logarithmen der Produkte und vereinfachen auf diese Weise
die Aufgabe.

Wir empfehlen Ihnen, beide Wege zu gehen. —» 72D

73C

Sie haben als Ergebnis

L = {— 0,342} — » 4C
[ 1gig12 )

2= {gitigs) -4

keines der angegebenen Ergebnisse —+14A

73D

Die Lésungsmengen sind
1. L = {1153—_113_2

Iga 4+ 1gbd
2. L = {1,136}
3. L ={—2.138}
4. L=29

Falls Sie L = {4} als L6sungsmenge ermittelt haben, haben Sie offensichtlich richtig
gerechnet. Beim Durchfithren der Probe hitten Sie jedoch merken miissen, dal
dies keine Losung ist.

Auch wenn Ihnen dieser Abschnitt Schwierigkeiten bereitet hat, arbeiten Sie nach
einer kleinen Pause weiter! — > 75 A

73



%A

Sie konnten die Aufgabe nicht bewiltigen. Nach wenigen Umformungen ist die Auf-
gabe den bisher gerechneten sehr dhnlich.

Aus 10(47) = 12(5%) folgt nach Logarithmieren

47lg10 = 5% 1g12 .

Da lg10 = 1, folgt 4= = 57 1g12.
Losen Sie die Aufgabe zu Ende! —» 72B

4B

Als Zwischenergebnis miiten Sie
o — Iglg4—1glg3

Iga—1g3
erhalten haben und daraus die Lésungsmenge
L = {0,809} . — 12D
74 C
Ihr Ergebnis ist richtig. — 72D
4D
Sind Sie zur Lésungsmenge L = {—0,414} gelangt ?
Ja — > 172C
Nein 73 B
74 E
Nach sorgfiiltiger Rechnung werden Sie iiber
2V7 4 oV 2_
410 4
Zu }/:? = 4 und damit zu L = {16} gekommen sein.
Ernmitteln Sie nun auf dhnliche Weise die Losungsmenge der Gleichung
g 4o —1=1g@-2" —4)—1g4.
—_— » 12F

74



3. Goniometrische Gleichungen

BA

Dieser Programmabschnitt soll Sie befdhigen, einige Klassen goniometrischer Gleichungen
fehlerfrei zu losen.

Daneben werden Sie in die Lage versetzt, einige wichtige gontometrische Formeln und
Additionstheoreme richtig und zweckentsprechend anzuwenden. —— > BE

5B

Unter Verwendung von Additionstheoremen und speziellen Funktionswerten héitten
Sie von

1 1.1 1 .
§ﬁ+§ Zcos2a+§ 2 sin 2a

%ﬁ—%ﬁsin2a+ %ﬁcos 2

sin 45° + cos (2a — 45°)
cos8 45° — sin (2« — 45°)

zu

kommen miissen.
Verwenden Sie zur weiteren Vereinfachung

cos2¢ =2cos2a—1 wund 8in2ax =2sin ¢ cos . ——» 77B

75C

Unter Verwendung von Additionstheoremen hétten Sie von
cos (60° 4 &) + 8in(30° + &) zu

cos 60° cos @ — sin 60° gin « 4 sin 30° cos ¢ 4 cos 30° sin &

kommen miissen. Setzen Sie nun noch die Funktionswerte fiir cos60°, 8in60°, cos30°

und sin30° ein, und fassen Sie zusammen. —» 78 B
75D
Sie haben ein Zwischenergebnis erhalten. Ersetzen Sie 1 — sin2« durch cos?e, und ver-
einfachen Sie dann weiter! — - 77B
75E

Vorkontrolle V7
Ubérpriifen Sie, ob Sie in der Lage sind, goniometrische Gleichungen zu lésen!
1. 3sinz =2cos2z; x€EP
2. bain2xtanx —sin2x=0; 0°Z =z < 360°
AP ™
3. cos(:z:+1—2)am( —1—2)—0,183, 0<z<2n — .+ 79A

75



76 A

Aus der allgemeinen Definition der trigonometrischen Funktionen folgt .

am Einheitskreis (r = 1) am recht winkligen Dreieck
- 4’ l ¢
\ |
1% | b a
a
i A = y.]
sine: = MaBzahl der Ordinate sine = %
des Punktes P
b
cosa: = MaBzahl der Abszisse cose = —
des Punktes P
tane: = MaBzahl des Haupttangentenabschnittes tana = %
(Abschnitt auf der vertikalen Tangente)
‘ b
cota: = MaBzahl des Nebentangentenabschnittes cota = 2

(Abschnitt auf der horizontalen Tangente)

Von den Beziehungen, die zwischen den trigonometrischen Funktionen bestehen,
werden die folgenden sehr oft bendtigt:

sing _

= ° .‘ °

tan o cosa’ a==90° + k-180°, kganz 17
cosa

= . . > 1
cot o sna’ == k-180°, k ganz ( Sl
sin2« 4+ cos?a =1 (19)
tan e cot @ =1 (20)
8in 20 =2 8in a cos « (21)

cos 20 = cos? ¢ — sin2 «
=1—2sin2« (22)
= 2 cos?a — 1
Wir empfehlen Thnen, die Bezichungen (19) bis (22) auswendig zu lernen. Weitere Be-

ziehungen (z. B. Additionstheoreme, Quadrantenrelationen) entnehmen Sie Threr For-
melsammlung, die Sie immer griffbereit haben sollten. — = T7A

76



77 A

Esist y = sin 2z cos ¥ vereinfachen
y_(1+cos2a:)(1+cos:r:) zuve ©

und danacil y fiir = 90°; 330°; 480°; —120° zu bestimmen.

Losungsweg.-
_ 8in 2x cos x
y= (1 + cos 2x) (1 + cos x)

_ (2sinzcosz)cosx
~ (1 + cos 2z) (1 + cos )

nach (21)

. 2 sin z cos? x
T TT+ (2cos?’xr — 1)](1 + cosz)

nach (22)

= . 9E
faeaececcecciciccictcanccccnaan. :]
Durch den Ubergang auf den Winkel ; ist eine weitere Vereinfachung méglich.

Aus (21) folgt: sinz = 2 sin gcoa; und

aus (22) folgt: cosx =2 cos? ;—— 1.

- z . x
2 5m§°°°§ sin 5
Damit wird y = p = p
2 __ b
1 4+ 2 cos 3 1 cos2
x
y =tan§ nach (17)

Berechnung der Funktionswerte :
fir z= 90° wird y=tan46®° =

fir  =300° wird y=tan

fir x =480° wird y=tan

fiir z = —120° wird y=tan = —_— » 118G

778
cose + sin«
coso —sing

. (*® . (Tm
2mn(z+z)sm(z—a:). L BiIA
cos 2z

Sie miissen erhalten haben .

Vereinfachen Sie noch

77



78 A

sin. 22(1 — 2 sin?r)

Vereinfachen Sie . . ———» 80A
sin x cos 2z

78 B

Sie haben

cosa -} }/ﬁsina —t» 81 B
cos ————» 80C
ein anderes Ergebnis —» 75C
78 C

Thr Ergebnis ist richtig. — > 80B
78 D

Formen Sie bei der folgenden Aufgabe die linke Seite so um, daB sie mit der rechten
Seite identisch ist.

o (T _1-—sin2¢

tan (4 a)_“1+sin2a' » SOE
78 E

Sie erhielten

cosa + B}H . 80D
cosa— 8Slna

1 —_ » 81C
1 + cos?ax —sin2¢ + 2 sin¢ cos a

{1 —28in @ cos « + cos’e¢ — sin%x > 75D
ein anderes Ergebnis — > 7B

18 F

Sie haben eine der moglichen Vereinfachungen vorgenommen.

Wenn Sie auf die Verwendung der Tangensfunktion verzichten und die

Beziehungen (21) und (22) aus 76 A beachten, 1laB8t sich der Ausdruck wesentlich
vereinfachen. . ——» 18 A

718G
Die richtigen Erginzungen sind
=No 1 o o
1/ 150° —§V§ | 240° | Y3 | (—60°) | —}3.
» 78 A



%A

Die Losungsmengen sind
1. L ={30° 4+ k-360°; 150° + % .360°; k€ G}

2. L={0°; 32,3°; 147,7°; 180° ; 212,3° ; 327,7°}

T m® 7 4
3. L={§‘,3—,§ﬂ,§ﬂ}
Haben Sie alle Lésungsmengen richtig ermittelt ?
Nein ————»719B
Ja

Sie haben erfolgreich gearbeitet. Wir empfehlen Thnen jedoch, noch einige goniome-

trische Gleichungen zu lésen, um Ihre Fertigkeiten weiter zu vervollkommnen.
» 90 E

9B

Unabhingig davon, welche und wieviel Fehler Sie beim Losen der Aufgaben begangen
haben, halten wir es fiir sinnvoll, da Sie den folgenden Programmabschnitt gewissen-
haft durcharbeiten. Wir werden uns zuerst mit goniometrischen Formeln beschiftigen,
da ihre Anwendung eine wesentliche Voraussetzung fiir das Losen goniometrischer
Gleichungen ist. » 76 A

79 C

1hr Ergebnis ist falsch. Beachten Sie

sin2x = 2sinx cosx . » 718 A

79D
Rechnen Sie zur Ubung noch folgende Aufgaben:
1. Weisen Sie nach, daB cota + tane = Sin 2 ist,!

2. Vereinfachen Sie
sine + sin(« + 120°) 4 sin(e¢ + 240°) .

3. Vereinfachen Sie
(;f)s 45° 4 sin(2a + 45°) ) - 81 E
sin 45° — cos(2a + 45°)

E

C ey . sin x
Die richtige Erginzung lautet 1T cosa — - 77A



80 A
Sie haben

sinx —_————— 79C
2coszx ——» 78C

1—2 sin%)
sin &

» 18F

tan 2z (

ein anderes Ergebnis — 81D

Vereinfachen Sie cog(60° + «) -+ 8in(30° + «)
unter Verwendung von Additionstheoremen ! — > 718B

80 C

Ihr Ergebnis ist richtig.

Formen Sie nun den Ausdruck

sin 45° + cos(2e — 46°)

cos 45° — sin(2¢ — 45°)

80 um, daB nur noch « als Argument der Winkelfunktionen auftritt.

» 78 E

80D
Ihr Ergebnis ist richtig. ——» 78D

Ist Thnen die Umformung gelungen ?
Ja —— 179D

Nein
Uberlegen Sie sich, daB

sin(x — y)]2

cos( —y) 18t.

tan?(x — y) = [

Wenden Sie dann Additionstheoreme an, und formen Sie weiter um!
» 78D

80F

Die richtigen Ergidnzungen sind
i 1

zz—gz——§=0 | —0,56698 | cosa=—0,5598 ————» 83A

80



81 A

Unter Benutzung der Additionstheoreme fiir sin(x + y) und
cos2z = cos?z — sinZz erhielten Sie gewiB 1 als Ergebnis. — 718D

81 B

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben bei der Verwendung des Additionstheorems fiir
cos(x + y) einen Vorzeichenfehler begangen. Korrigieren Sie Thren Fehler!

» 78 B
81C
Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben Vorzeichenfehler begangen.
Uberpriifen Sie Ihre Rechnung! — = 18E

KR

81D

Sie sind nicht zur einfachsten Darstellungsform des gegebenen Terms gelangt. Fiithren
Sie die Rechnung noch einmal durch, und beachten Sie dabei die Beziehungen (21)
und (22) aus 76 A. ————»T8A

81E

1. Die Gleichheit konnte folgendermaBen nachgewiesen werden:

cos o , 8in ¢

cotx 4 tana = —
sina COSc

cos2y + sin2e

sin @ cos a
-t __2
% sin 2« sin 2
Die Vereinfachungen ergaben fiir
2. 0
3. cota — 82A

6 Berane, Wiederholungsprogramm 81



82 A

In goniometrischen Gloichungen tritt die Variable in den Argumenten* trigono-
metrischer Funktionen auf.
Unterscheiden Sie folgende Typen goniometrischer Gleichungen:

Typ 1: Es tritt nur eine trigonometrische Funktion mit ein und demselben Argument
auf, z. B. ’ '
tan2 2z 4+ 2tan2x —1 = 0.

Typ 2: Es treten verschiedene trigonometrische Funktionen mit ein und demselben
Argument auf, z. B.
3cosx —4 sinx = 2.

Typ 3: Es treten trigonometrische Funktionen mit verschiedenen Argumenten auf,
z. B.

cos2zx + cosx =0,
sin2x —tanx = 0.

Grundsdtzlicher Lisungsweg:

1. Anwendung goniometrischer Formeln mit dem Ziel, die Gleichung bis zum Typ 1 zu
vereinfachen. >

2. In Gleichungen vom Typ 1 wird, falls das notwendig ist, der trigonometrische Term
durch eine algebraische GrdBe substituiert, die verbleibende algebraische Gleichung
gelost und die Riicksubstitution durchgefiihrt.

3. Die Losungen der verbleibenden goniometrischen Gleichungen der Formn sinz = a,

cosz = a, tahx = a, cotx = a (a € P) konnen sofort mit Hilfe eines geeigneten
Rechenhilfsmittels bestimmt werden. Beachten Sie dabei, da8 zwei Moglichkeiten
bestehen: )
Entweder ist die Losungsmenge leer (z. B. sinz = 2), oder es treten wegen der
Periodizitét der Winkelfunktionen mit einer Losung unendlich viel weitere Losungen
auf. Oft wird durch Angabe des Grundbereichs die Anzahl der Losungen einge-
schrinkt (z. B. 0° < o < 360°).

4. Es kénnen Ergebnisse auftreten, welche die gegebene Gleichung nicht erfiillen. Das
ist der Fall, wenn quadriert werden muB (nichtéquivalente Umformung). In solchen
Fillen ist es notwendig, die Probe durchzufiihren. Wir empfehlen Thnen, die Proben
grundsitzlich durchzufiihren.

Schauen Sie sich nun ein Beispiel an! Sie werden erkennen, daB tatséichlich nur die an-
gegebenen Schritte des grundsitzlichen Lésungsweges beriicksichtigt werden.
» 83 A

82



83 A

Zu bestimmen ist die Losungsmenge der Gleichung

tan2z = 3sinz (Typ 3) .

Lésungsweg:
sin 2z .

1. oos % = 3sinz nach (17)
2ginz cosz = 3sinz cos2x nach (21)
2sinz cosz = 3sinz (2cos?x — 1) nach (22)

.

Umordnen und sinz ausklammern :
sinz (2cosx — 6cos2x + 3) = 0 (Typ 2)
Ein Produkt ist genau dann gleich 0, wenn mindestens ein Faktor glench 0 ist, also

wenn

I. sinz =0 odqr
II. 2cosx — 6cos?x + 3 = O ist.

Die Gleichungen I. und II. sind vom Typ 1.

2. Da Gleichung II quadratisch in cosx, wird zuniichst cosz = z substituiert.
Es entsteht die Normalform ---------.-..
Die Lésungen dieser Gleichung sind zl 0,8932 und 2z = --reeeeenenenee
Durch die Riicksubstitution ergeben sich die Glelchungen cosz = 0, 8932 und

—80F :I
3. Die verbleibenden -
Gleichungen liefern die Losungsmengen
ginz =0 {k-180°; kL€ G}
cosx = 0,8932 {26,7° + k- 360° ; ; LEG}
cosx=__ { ; kEG}

4. Die Probe fiir x = 26,7° + k- 360° ergibt:
linke Seite: tan2 (26,7° 4+ k - 360°) = tan53,4° = 1,347
rechte Seite: 38in(26,7°'+ k- 360°) = 38in26,7° = 1,348.

Fiihren Sie die Proben fiir die anderen Werte selbstéindig durch, und geben Sie die
Loésungsmenge der Ausgangsgleichung an! 85 A

.6 83



84 A
Ihr Ergebnis ist falsch. —» 86 C

8B

Ihr Ergebnis ist falsch. —84C »87B

84 C

Nicht alle Elemente Ihrer ,,Losungsmenge** erfiillen die Ausgangsgleichung. Sie haben,
obwohl beim Lésen nichtdquivalente Umformungen vorgenommen wurden, offen-
sichtlich versdéumt, die Probe durchzufiihren. Holen Sie das nach, und vergleichen Sie
erneut ! —— - 87A

84D

Die Lésungsmenge ist L = {38,7°; 321,3°} .
Ermijtteln Sie noch die Lésungsmenge der Gleichung

Stanx + 1 =4dcotx fir 0° <z <<360°. ———» 86B

84 E

Sie sind nicht zur Losung gelangt. Diese Gleichung, in der verschiedene trigonome-
trische Funktionen mit gleichen Argumenten auftreten, kann unter Verwendung von
sin%?x + cos?r = 1 in eine Gleichung mit nur einer trigonometrischen Funktion mit
gleichem Argument verwandelt werden. Dabei ist es gleichgiiltig, welche der beiden
Funktionen Sie durch die andere ersetzen. — 85 E

84F

Ihr Ergebnis ist nur eine Teilmenge der Losungsmenge. Informieren Sie sich unter 1.
im Programmschritt 83 A, dann werden Sie selbst Ihren Fehler finden!

—83A » 86 H

84 G

Thnen fehlen Losungen. Das konnte daran liegen, daBl Sie durch cosx dividiert haben.
Uberlegen Sie sich die daraus entstehenden Konsequenzen! Vervollstindigen Sie Ihr
Ergebnis, und vergleichen Sie erneut! — - 87C

84



8 A

Sie miissen ergiinzt haben 333,3° 4+ k- 360° /

—0,5598 / 124° -+ k- 360° / 236° + k - 360°.

Die Losungsmenge der Ausgangsgleichung lautet

L = {k-180°; 26,7° + k- 360°; 124° 4 k - 360°; 236° 4 k - 360°;

333,3° + k- 360° L E€G} . —————» 8B
85B

Bestimmen Sie nun selbstindig die Losungsmenge der Gleichung

cotx = 2sinx fir 0° < x < 360°. ——» 87 A
85 C

Ihr Ergebnis ist falsch! —84C » 87 B
85D

Ihr Ergebnis ist richtig! —» 8 E

85E

Zu bestimmen ist die Lésungsmenge der Gleichung
cosx — 2g8inz = 1 fiir 0° < x < 360°. —————»87B

85F

Ihr Ergebnis ist richtig.
Losen Sie nun die nichste Aufgabe!
Zu bestimmen ist die Lésungsmenge der Gleichung

28in2x + Scosx + 4sin2:§= 2. —» 87C
8 G

Ihr Ergebnis ist richtig!

Sie haben gewissenhaft gearbeitet. — 8 H

85 H

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

2sin?z tanz -+ 8in2z + 2cos2x — 2 = 0, und geben Sie die Elemente im Bogenmaf
an! ———» 87D

85



86 A

Die Losungen sind
21 =0,78 und 23 =—1,28.

Die Losungsmenge der Substitutionsgleichung cosx = z ist fiir z: leer, da fiir alle =
gilt: —1 =cosz = 1.

Bestimmen Sie nun die Lésungen der Substitutionsgleichung fiir z;, untersuchen Sie,
ob diese auch die Ausgangsgleichung erfiillen, und geben Sie die L&sungsmenge der
Ausgangsgleichung an! ————» 84D

Sie muBten zunéchst erkennen, da8 verschiedene trigonometrische Funktionen mit
gleichen Argumenten in der Gleichung auftreten (Typ 2). Mit tanzcota = 1 erhalten
Sie eine Gleichung, in der nur eine trigonometrische Funktion mit gleichem Argument
auftritt (Typ 1), ndmlich

5 tan? z + tanxz — 4 =0 oder

4cot?2x—cotx—5=90.

Beide Gleichungen liefern die Losungsmenge

L = {38,7° ; 136° ; 218,7° ; 315°}. —————» 8 E

86 C

Sie sind nicht zur Lasung gelangt. .VVir geben Ihnen Hinweise, wie man diese Gleichung
2sin2xtanz + 8in2z 4+ 2cos2x — 2 =0 vom Typ 3

in eine Gleichung vom Typ 1 iiberfiihren kann.

. sinx . . .
Wenn Sie tanz = o8z’ 8in2x = 2sinx cosx und cos2x = 1 — 2s8in2x benutzen, die

entstehende Gleichung mit cosz multiplizieren und vereinfachen, erhalten Sie

———»89C

86



87 A
Sie haben

L = {38,7° ; 321,3°} ————— 83 D

L = {38,7° ; 141,3° ; 218,7° ; 321,3°} e 84 C

Sie konnten die Aufgabe nicht losen. » 88 B

87B

Sie haben -

L = {0° ; 180° ; 233,1° ; 306,9°} —————» 84 B

L= {0° ; 126,9° ; 233,1°} ——m e ——» 85 C

L = {0° ; 233,1° — » 85 F

keines der angegebenen Ergebnisse » 84 E

87C

Sie haben

L = {228,6° + k-360° ; 311,4° 4+ k£-360° ; kEG} > 84 G
\

L = {90° + k-180° ; 228,6° + k-360° ; 311,4° 4 k-360° ; keG}

—_— » 85 G
ein anderes Ergebnis » 88D
87D
Sie haben

\ 4 S
lim T4 8T . b gans) 88 A
L_lkn ; 4-|—k2 H Lganz’
L:‘E—}—kn s k a,nzl N -8 F
\ gany
T .T \ ———— 84 A
= \4—|—Ic2 H kganzI
ein anderes Ergebnis » 86 C

87



88 A

Das ist nicht die gesuchte Losungsmenge. Der von IThnen eingeschlagene Losungsweg
liefert auch Ergebnisse, die nicht die Ausgangsgleichung erfiillen. Sie vermeiden das,
wenn Sie bei-dquivalenten Umformungen bleiben, wenn Sie also 2sinz cosz durch
sin 2x ersetzen.

Korrigieren Sie Ihr Ergebnis! — 87D

‘Wir wollen Thnen fiir das Lésen der Gleichung
cotz = 2sinx fir 0° < 2 << 360° einige Hilfen geben.
Es gibt mehrere Moglichkeiten, um zu einer Gleichung vom Typ 1 zu kommen. Wir
verwenden dazu die bekannten Beziehungen
cosx

cot x = — und sin2x =1 — cos2z
sin x

und erhalten nach elementaren Umformungen
1
cos? & 4 §cosx— 1 =0.

Durch die Substitution cosz = z erhalten Sie eine quadratische Gleichung. Bestimmen

Sie deren Lésungen! ————»86A
88 C

Thr Ergebnis ist falsch. Sie haben einen Vorzeichenfehler beim Anwenden des Additions-
theorems fiir cos(z + y) gemacht. —»89B

88D

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie miissen diese Gleichung vom Typ 3 konsequent auf den
Typ 1 zuriickfiihren. In der Formelsammlung finden Sie

8in 22 = 2sinz cosx ; sin%’: V%(i — cos ).
Damit kénnen Sie die Gleichung

2 8in2z 4 5 cosx -+ 4 sin2 g = 2 in die Gleichung

vom Typ 2 umformen. —> 990 F

88



89 A

Ihr Ergebnis ist richtig. —— = 89B
8B

Geben Sie die Losungsmenge der Gleichung

2cos (z + 60°) 4 sin(z — 90°) = 1,5 an! —» 91 B
89 C

Sie miissen

2sin3a + 2sinxcos?x —4cosasiniz =0
erhalten haben. Daraus entsteht

2 sin 2 (sin?x 4+ cos?x —2sinxcosz) =0
und damit

sinz =0 oder sin?2z 4 cos2zxz — 2sinzcosx =0.

Die Gleichung sinz = 0 kénnen Sie 16sen.
Die zweite Gleichung 148t sich dquivalent umformen zu

1 —sin2zxz =0.
Auch diese Gleichung 148t sich ohne Schwierigkeiten lésen.

Bestimmen Sie nun noch die Lésungsmenge der Ausgangsgleichung!
» 87D

89 D

Sie sind nicht zur Losung gelangt. Die vorliegende Gleichung ist vom Typ 3. Wenden
Sie Additionstheoreme an, und vergleichen Sie zunichst die entstehende Gleichung!
. »92C

89 E

Sie sind nicht zur Losung gelangt. Das ist verwunderlich, da wir bereits eine éhnliche
Aufgabe gelést haben. .
Sie gelangen zur Losung, wenn Sie Additionstheoreme und die Beziehungen

sin? z 4 cos?x =1
.
sinz cosz = 3sin 2z anwenden.

Losen Sie mit diesem Hinweis die Gleichung
cos(x + 15°) sin(x — 15°) = 0,25 fiir0° < = < 360° nocheinmal! ——  » 93 A

89



9 A
Ihf Ergebnis ist unvollstindig. Beachten Sie, da8 als Grundbereich D 0° < x < 720°

angegeben war, da sin ; eine Periode von 720° hat. 93 B

9B

Sie haben

L= {k~ k ganz} — i > 92 B
= {lcg k ganz} T -9 E

L=k k gza\,nzl ————— 92 E

4 >
ein anderes Ergebnis —» 93 C

9 C

Ihre ,,Lésungsmenge‘ ist unvollstindig. Sie erhielten

sin 2z = 1. Das ist richtig. Da als Grundbereich 0° < z < 360° vorgegeben
wurde,

miissen Sie iiberpriifen, welche Ldsungen von 2z = 90° + k - 360° im vorgegebenen

Grundbereich liegen.
» 93 A

9% D
Thr Ergebnis ist richtig. — 90 E

9 E

Losen Sie noch die folgenden Ubungsaufgaben!

1. 2 cos 22 4+ 7 cosx = O fiir 0° < = < 360°

2. 2 sinx tanx -+ 6 cosx + 9 = O fiir 0° < @& < 360°
3. gin3z = Y5 sin2z fiir 0° < z < 360°

. b 71: b R, :
.sln(m—ﬁ)cos(a—§)—§ fir 052 <2m

» 93 D

'S

9 F

Die Gleichung lautet 4 sinzcosx + 5 cosa + 2 (1 — cosx) = 2.
Diese Gleichung miiBten Sie nun ohne Hilfe lésen kénnen. —F 87 C



M1 A

Da Sie nicht zur Losung gelangt sind, beachten Sie die folgenden Hinweise !
Nach Anwendung des Additionstheorems fiir sin (x 4 y) erhilt man

x . X
ﬁcos§= 14+ sin -

Da die Argumente der beiden trigonometrischen Funktionen iibereinstimmen (Glei-
chung vom Typ 2), ist nach Quadrieren und unter Beachtung von =~ '

- x
sin® 5 + cos? 5= 1
das Uberfiihren in eine quadratische Gleichung vom Typ 1 méglich. Losen Sie nun die

Aufgabe zu Ende! —_— ——»93B
1B

Thr Ergebnis lautet

L = {74,4° 4 k-360° ; 338,7° + k- 360° ; k ganz) > 92 F
L = {240° + k-360° ; 300° -+ k-360° ; k ganz} —— 92 A
L = {60° + k-360° ; 120° - k-360° ; kganz} - ——» 88 C
Sie haben ein anderes Ergebnis erhalten. —» 89D
9M1cC

Thre Lésungsmenge mufl L = {k i’ k ganz} lauten.

Bestimmen Sie nun noch die Losungsmenge der Gleichung

cos (z + 15°) sin (x — 16°) = 0,25 fir 0° < 2<C360°. — > 93 A
91D

Ihr Ergebnis ist richtig. — 91 E
NE

Gesucht ist die Lésungsmenge der Gleichung
» 93 B

. x ° 1_ . fE . o o
sm(§+60)—-§——em2 fir 0° < a2 << 720°.

91



92 A
Ihr Ergebnis ist richtig. Zu bestimmen ist die Losungsmenge der Gleichung

i = LA — > 90B
sm(2x -+ 1)003(2:6—-&) =35

92 B

Sie haben nur eine Teilmenge der Losungsmenge erhalten, da Sie die Periodizitédt von
sin4x aus der Gleichung sin4z = 0 nicht beachtet haben.

Substituieren Sie 4z = z, und korrigieren Sie Ihr Ergebnis!

» 91 C
92C
Sie miissen 2 [cos x cos T—; — sin x sin ;—;] + sinz cos g— cos x sin g = 1,5
und daraus —}/3 sinz = 1,5 erhalten haben.
Bestimmen Sie nun noch die Losungsmenge der Ausgangsgleichung!
»91 B
92D
Leistungskontrolle zu Abschnitt 3:
Uberpriifen Sie Thre Fertigkeiten beim Losen folgender Aufgaben!
1.tanz = 2sinx fir 02 <2m
2. sin(x—1—2r>+ 28in2x =cosx fir 02 <2m
3.8inz + cos2x =0 fir xz€P
Uberzeugen Sie sich, ob Sie die Aufgaben richtig gelost haben! ————— » 94 A
92 E
Ihr Ergebnis ist richtig. Sie haben gewissenhaft gearbeitet. Weiter so!
» 91 E
92 F
Thr Ergebnis ist falsch. Wenden Sie Additionstheoreme an!
Fiir die Aufgabe benétigen Sie:
cos(xz 4 y) = cosx cosy — sinz siny und
sin(x — y) = sinz cosy — siny cosx .
Losen Sie die Gleichung
2cos(x + 60°) + sin(x — 90°) = 1,5 noch einmal! ——— »89B

92



93 A

Sie haben

L = {45° ; 225°} — » 91D
L ={45°} —— 90C
ein anderes Ergebnis —————» 89E
93 B

Sie haben

L = {60°} ——» 90A
L ={60° ; 540°} —» 90D
ein anderes Ergebnis — > 91 A
93C

Sie sind nicht zur Lésung gelangt. Vergleichen Sie deshalb folgende Zwischenergebnisse !

1
Aus sin(2z + E) cos (2:.; —;-‘) = 5 folgt mit Hilfe von Additionstheoremen und unter

Beachtung von
LT b i
Slnz—COS I ——§ﬁ

1 = . 1 = . 1
5 }/2 (sin 2z + cos 2x) 5 }/2 (cos 2z + 8in2x) =

2
und daraus
cos? 2x + 2 cos 2z 8in 2x +- 8in22x = 1 bzw.

28in 2z cos 2x =0.

Sie kommen am schnellsten zur Losungsmenge, wenn Sie (21) 8in2«¢ = 2 sina cos «

anwenden und die entstehende Gleichung 16sen. —_91C
93D
Die Lésungsmengen sind
1. L ={75,5°; 284,5° 2. L ={104,5° ; 255,5°}
3. L={0°; 101°; 180°; 259°}
T 2x 4n b5m
4.L—{§,-§,T,T} » 92D
93 E

Sie haben nur eine Teilmenge der Lésungsmenge erhalten, da Sie die Periodizitit von
sin2z und cos2x nicht beachtet haben. Substituieren Sie sin2z = 2, und korrigieren
Sie Ihr Ergebnis! — 91 C

93



9% A

1. tanz =2sinx 02 <2rm Punkte
o
x:fzf:l:kn,kganz 1
sinz =2 sinz cosx 1

sinz(1 —2cosz) = 0

sinz =0 1 —2cosz=0 1
cosx—i—
—2
1 =0 xg = o 141
3
r2=m :l'.|=g7t 141
ki1 153
L—{O, 5, T é—ﬁ} 1
2. sin( —;—E)+2sin2:p=cosz 0 <2x
. T . T .
sinz cos 5 — cos sin + sinz cosx = cosx 2

—cosz + 4s8inxcosxr = cos =
2sinzcosx — cosx = 0 1

cosz (2sinx —1) =0

cosz=0 2sinz —1 = 111
inz— L
sinz = 3
ud pe ™
3'1—2” s=¢
3 53
T2 =T =™ 141
©t w® b 3
L—{ﬁ H 5., 6—":’ iﬂ} 1
—» 95A

94



95 A
3. sinx + cos2x =0 z€ P

sinz + 1 — 2sin22 = 0.

1 . i
in2 2 — = — =
sin2 x 2smw 3 0

. 1 3
81N 1,2 = I :t I

. i .
smx1=—§ sinz =1
’

T3 eee

| o

ﬂ.
Ty T35 eee r2=g;

L==;+2kn;gn+2kn; %n+2kn;kga‘.nz}

Bewertung: Note 1 fiir 23 bis 24 Punkte

“ 19 bis 22
“ 14 bis 18
“ 9bis 13
“ Obis 8

G W

Punkte
i

1

141

2+ 1

24

» 96 A

95



A Ungleichungen

96 A

Nach Durcharbeiten dieses Programmabschnitts werden Sie in der Lage sein, lineare
Ungleichungen fehlerfrei zu losen.

Insbesondere sollen Sie Sicherheit bei der Darstellung von Intervallen als spezielle Teil-
mengen reeller Zahlen erwerben. —  » 96 F

9% B

Sie miissen nach dem Ausmultiplizieren und Zusammenfassen zu —12 < —1 ge-
kommen sein. Das ist eine Aussage und gilt fir Zahlen, d. h.,
L = — > 99F

9 C

Haben Sie als Losungsmenge L = (2; oo)?
Ja —— 97D
Nein —» 98C

96 D

Thr Ergebnis ist falsch. Das kénnen Sie iiberpriifen, indem Sie eine beliebige reelle Zahl
in die gegebene Ungleichung einsetzen. Rechnen Sie die Aufgabe noch einmal!
» 97 E

96 E

Sie haben die beiden durch und verbundenen Ungleichungen richtig gelést. Der lo-
gischen Operation und entspricht bei Mengen die Durchschnittsbildung:

L= (— oo ;1)N(— 15 ; oo). Fiihren Sie das aus! —  »99B

96 F

Vorkontrolle V8

Uberpriifen Sie Ihre Fertigkeiten beim Losen von Ungleichungen! Es ist die jewei-
lige Lésungsmenge L im Bereich der reellen Zahlen zu bestimmen.
34z 2 + 1 x—5 x4+ T

_— __ — >
1. 5 55 2. 3 <1 z und z+1= 3
(Hier sind alle reellen Zahlen gesucht, die beide Ungleichungen erfiillen!)
3z + 2 » 98 A
1S 2



97 A

Schauen Sie sich zunichst noch einmal die grundsitzlichen Bemerkungen auf S. 7 an,
vor allem jene, die sich mit Umformungen von Ungleichungen beschiftigen!

—S8. 7T ——99A
97 8B
Bestimmen Sie nun die Lésungsmenge der Ungleichung
_23: —E 2r — _1 e » 99 C

2 3

97 C
Sie sind von der logischen Operation und richtig zur Durchschnittsbildung iibergegan-
gen. Fiihren Sie diese Mengenoperation aus! ——»99B
97 D
Ihr Ergebnis ist richtig. — = 97E
97 E
Zu bestimmen ist die Losungsmenge der Ungleichung
(@ —3) (4 —a) — 3z < (x+ 1)2 — 222 — 2(1 —2)- ——  » 9D
97 F
Ihr Ergebnis ist falsch. —»97G

97 G

Sie sind gewill zu

z<<1 und 2> — 156 und damit zu

Li =(—o0 ;1) und Ls=(—15 ; oo) gekommen.

Der logischen Operation und entspricht bei Mengen die Durchschnittsbildung:

L = (— oo 1) N (—16; o) -
Fiihren Sie das aus!

——»99B
97 H
Ihr Ergebnis ist falsch. Ihre Rechnung enthilt ein falsches Relationszeichen. Kon-
trollieren Sie! T ——99C

7 Berane, Wiederholungsprogramm
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98 A

Die Losungsmengen sind
1. L ={z|— oo <z <12} oder kurz L = (— oo; 12)

B \ - 1;_[1. )

2. L z | 3 a:<2j oder kurz 5 2
] 1 \
3.L—‘x| oo Jw <5 oder 4 <z < oo

oder kurz L = (_oo ?%)U(‘i ; oo)

Wir werden in Zukunft die Intervallschreibweise fiir die Angabe der Losungsmengen

verwenden. Sie haben alle Aufgaben richtig gelost. » 100 F
sonst » 97 A
98 B
Sie haben gewifl L,= (—oo ; %) erhalten.
Bestimmen Sie nun die Lésungsmenge der Ungleichung

» 96 C

5(x — 4) > 2 — 6x.

98 C

_Ihr Ergebnis ist falsch. Das ist schon die zweite Aufgabe, die Sie nicht 16sen konnten.
Informieren Sie sich deshalb nochmals, was beim Losen von Ungleichungen zu beach-
ten ist! — 8.7 » 99 A

98 D

Sie haben

L=(—oc0 ; 0)=P » 97 F
L= (—15 ;1) ———— > 103 G
L=(—c ;1) N (=15 ; oo) e 97 C
L=(—oc0 ;1) und (—15 ; co) bzw.

Li=(—oc ;1) und Lz=(—15 ; oo) —_—— > 9% E

ein anderes Ergebnis

98 E

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben die Fallunterscheidung nicht konsequent durch-
gefiihrt. Entsprechend der Aufgabenstellung gilt

504+ 6>0 wund 16 — 2x = 3(52 4+ 6) oder
52+ 6 <0 und 16 — 22 < 3(5z + 6).

Alle diese Bedingungen sind beim Bestimmen der Losungsimenge zu beachten.
» 100 B

98



9 A

Wir rechnen Thnen nun ein Beispiel vor.
Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung

1\¢ 3 3\2 .
(:c—;z-) +Z<(a:+§) 4+ 2 mit ax€P.
. 1 3 9
Losungsweg: wz—x+2+z<x2+3x+z+x
1 1
—Z<x’ d.h.,—z<a,<oo.

Daraus folgt L = (__ ; oo) - »97B

9B

Sie miissen zu L = (—15; 1) gekommen sein. 102 A
Wenn nicht, dann informieren Sie sich in Thren Lehrbiichern oder in ,,Mathematik in
Ubersichten*‘ noch einmal iiber Mengenoperationen ! Korrigieren Sie Ihr Ergebnis!

99 C
Sie haben

2
L=(_oo;7) — 97D

2

ein anderes Ergebnis — 101 B
9D
Welches Ergebnis haben Sie ?
L= (—o0;0)=P —— 101 C
L=29 —» 96D
Sie kommen bei —12 << —1 bzw. 12 > 1 nicht weiter. —_— 101 A
Sie haben kein oder ein anderes Ergebnis. —» 96B
9 E

Sie erhielten nicht die gesuchte Lésungsmenge. Beachten Sie, dal auch das Gleich-
heitszeichen zugelassen ist, und iiberlegen Sie, wie sich das auf die Losungsmenge aus-

wirkt. —F 100 B
99F

Sie miiBten sinngemiil erginzt haben

wahre / alle reellen /| (— oo; ) = P. — 101 D

99



100 A

Thr Ergebnis ist falsch. Um die Aufgabe zu 18sen, sind zuerst die beiden durch und
verbundenen Ungleichungen getrennt zu 16sen. Fiihren Sie das aus!

» 101 D
100 B
‘Welches Ergebnis haben Sie ?
L=(—oo;2%) —— 103 F
P[5 5o ) e
L=<_§;§%) - +99E
L=<_z_;210) — 103D
L_—,(_oo;%))u(%o;oo) — +98E
Sie haben ein anderes, hier nicht angegebenes Ergebnis. —» 103 A
100 C

Ihr Ergebnis ist falsch. Die Fehler sind darauf zuriickzufiihren, da8 Sie von logischen
Operationen nicht zu den richtigen Mengenoperationen iibergegangen sind.

Losen Sie die Aufgabe erneut! — 100D
100 D

Bestimmen Sie die Lésungsmenge der Ungleichung

g::§>_5. — 103 E
100 E

Der Losungsweg dieser Aufgabe unterscheidet sich nicht wesentlich vom vorgerechne-
ten Beispiel. Schauen Sie sich deshalb das Beispiel nochmals an, und rechnen Sie die

Aufgabe erneut! — 102 A - 100 D
100 F

Sie haben den Eingangstest erfolgreich bestanden. Wir empfehlen Ihnen jedoch, zur
Ubung noch einige Ungleichungen zu 15gen. —— 104 F

100



101 A

Sie sind zu einem richtigen Zwischenergebnis gekommen.

— 12 < —1 st eine Aussage und gilt fiir
Zehlen,d.h,L= —  »99F
101 B

Thr Ergebnis ist falsch.
Es war die Losungsmenge der Ungleichung

20 —3 _2x—1 . :
o < ~——= zu bestimmen.
2 3
Vergleichen Sie Thre Rechnung mit dem folgenden
Lésungsweg:
br —9 <4z —2
2x < 17

m<%, d. h., —oo<:c<%-

Geben Sie die Losungsmenge in Intervallschreibweise an! —» 98B

101 C
Ihr Ergebnis ist richtig. ———» 101D

101 D
Es ist die Menge aller reellen Zahlen gesucht, welche die beiden Ungleichungen

2,51 — 4z) > 2,55 — 10 und 5—F>3 — g erfiillen. E—F )

4

101 E

Sie sind zur Losung gelangt.
Legen Sie eine kurze Pause ein, und 16sen Sie danach noch einige Ubungsaufgaben !

» 101 F
101 F
Bestimmen Sie die Losungsmengen fiir
3z + 9 5 4
3.2"% <2 und z—1>%F8
3 5
4. 4+ x) 4z — 5) < (2 + 1) (22 + 6) —— > 103 B

101



102 A

Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung
bx + 6
4r—35

die wir gemeinsam bestimmen wollen.

> 2,

Losungsweg: Es ist zu beachten, daB beim Losen von Ungleichungen Fallunterschei-
dungen notwendig sind, falls mit Termen multipliziert werden mu8, welche die Variable
x enthalten.

Fallunterscheidung: 4z — 5 > 0 oder 4xr —5 < 0.

I. Fall:
4r—5>0 und 5x+4 5> 2(dx—5)

x>g und x <5
e (i) o
II. Fall:
4dr—5 <0 und b65xr+ 5 <8 —10
x<; und z>b

Um die Losungsmenge L zu erhalten, muf8 gemi8 der Fallunterscheidung die Vereini-
gungsmenge von L; und Lg gebildet werden, da der logischen Operation oder die Ver-
einigungsbildung fiir Mengen entspricht.

L=L1UL2=(%;5)U0

L=(%;5).

Sie miiBten nun in der Lage sein, die folgende Aufgabe zu l6sen.——— 102 B

102 B

Bestimmen Sie die Lésungsmenge der Ungleichung

16 — 2z
5+ 6z =3. ————+» 100 B



103 A

Ihr Ergebnis ist falsch! Schauen Sie sich deshalb das Beispiel noch einmal griindlich

an! ——102A

103 B

Die Lésungensmengen sind
3 . 1

1.L—(§,3) 2.L_(0,1—0)

5.1 = [% 10 wpo[ B ) e B
4 3

103 C

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben bei der Fallunterscheidung die Aufgabenstellung
verdndert. Schauen Sie sich deshalb das Beispiel noch einmal an!

» 102 A
103 D
Ihr Ergebnis ist richtig! — » 100D
103 E
Welches Ergebnis haben Sie ?
L= (‘—; 1) - . 100C
2
L—(—oo':i (1; o0) —_— » 104 A
- ’ 7) U ’
L=(—w; Y ya; - 101 E
= — iy U 1; oo) [ —
Sie haben ein anderes Ergebnis erhalten. — > 100E
103 F
Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben keine Fallunterscheidung getroffen. Losen Sie die
Aufgabe noch einmal! ——»102B
103 G
Ihr Ergebnis ist richtig. Sie haben gewissenhaft gearbeitet. ——— » 102 A

103



104 A

Ihr Ergebnis ist falsch.
3z —8
2z —1
3x — 8 < —5(2x — 1), da die Multiplikation einer Ungleichung mit einem negativen

Term nur eine Anderung des Relationszeichens zur Folge hat. Losen Sie die Aufgabe zu
Ende, und vergleichen Sie erneut! — > 103 E

Aus

> —5 folgt fiir 2xz—1 <O

104 B

Sie sind am Ende des Teiles ,,Gleichungen und Ungleichungen* angekommen. Wir
hoffen, daB Sie damit Thre Kenntnisse zu diesem Stoffgebiet auffrischen und Ihre Fer-
tigkeiten vervollkommnen konnten. Sie haben die Moglichkeit, das zu tiberpriifen, in-
dem Sie sich jetzt noch einmal den Eingangstests der Abschnitte unterziehen, die Sie
durcharbeiten muBten.

Diese Eingangstests finden Sie fiir

— Bruchrechnung in9B

— Quadratische Gleichungen in 20 A
— Potenzen und Wurzeln in31 A
— Wourzelgleichungen in40 A
— Logarithmen in48 F
— Exponentialgleichungen in 656 A
— Goniometrische Gleichungen in 75 E
— Ungleichungen in9 F .

Wir wiinschen Thnen dabei und fiir Thre darauffolgende Arbeit viel Erfolg.
- » 105 A

104



5. Funktionsbegriff und Eigenschaften

105 A

In diesem Abschnitt werden Aussagen iiber Funktionen, die in mehyreren Schuljahren be-

handelt wurden, zusammengefaBt. Sie sollen nach dem Durcharbeiten des Programmiteils

wn der Lage sein,

— funktionale Zusammenhdnge in analytischer und grafischer Darstellung zu beschreiben,

— grundlegende Eigenschaften von Funktionen wie Monotonie und Umkehrbarkeit zu
erkennen. ———»105B

105 B

Bevor wir uns mit den Funktionen befassen, wiederholen wir einige Grundbegriffe iiber
Gleichungen. Gleichungen, die eine (oder mehrere) Variablen enthalten, werden erst
dann zu einer wahren oder falschen Aussage, wenn man die Variable (Variablen) durch
Elemente aus einem vorgegebenen Grundbereich ersetzt. Jedes Element aus diesem
Grundbereich, das die Gleichung in eine wahre Aussage iiberfiihrt, heiBt

der Gleichung. Die Gesamtheit dieser einer Gleichung bez. eines vorgege-

benen Grundbereichs bildet deren » 107 A
105 C
J2\ _ 2.
wi=06 bL={ c)L—{3,—1}
Falls Sie Schwierigkeiten bei der Bestimmung der Lésungsmenge hatten, dann
— 8.7 » 107 B
Sonst » 106 A
105 D
A, B, C, E sind Lésungen, D und F nicht.
Falls Ihre Antwort richtig war, dann —  »105E

Falls Thre Antwort falsch war, miissen Sie die Rechnung noch einmal iiberpriifen, denn
da alle Zahlenpaare dem gegebenen Grundbereich angehéren, kann nur ein Rechen-
fehler vorliegen. — 106 A » 105 E

105 E

Fiir die im Lehrschritt 106 A gegebene Gleichung haben Sie bereits einige Losungen

ermittelt.
Wieviel Zahlenpaare enthilt die vollsténdige Losungsmenge? ——» 107C

105



106 A

Besonders wichtig sind Gleichungen, die zwei Variablen z und y enthalten und die in
dem Grundbereich der geordneten Paare reeller Zahlen M = {(z;y) |z € P,y € P}
gegeben sind. Fiir M schreiben wir im folgenden kurz {(x;v)} .

x? 4+ y2 = 25

ist eine solche Gleichung mit zwei Variablen 2 und y. Das geordnete Paar reeller Zahlen
(3;4) ist Losung der Gleichung; denn setzt man fiir die Variable « das 1. Element und
fir die Variable y das 2. Element des Zahlenpaares (3;4) ein, so erkennt man, da8 das
Zahlenpaar aus der Gleichung eine wahre Aussage 32 4+ 42 = 25 macht und auch in
dem Grundbereich der geordneten Paare reeller Zahlen (x;y) enthalten ist.

Priifen Sie, welche der geordneten Paare reeller Zahlen weitere Losungen der angege-
benen Gleichung in M sind:

4 (5;0), B (g ﬁ;g V2_), C(-3;4),D (% ; ;) ,E(-V21;2), F(1; -6).———» 105D

106 B

Antwort:

L umfaBt unendlich viele Losungen.
L umfaBt alle Paare, deren 1. Komponente +3 oder —3 ist, wobei die 2. Komponente
beliebig sein kann.

L ={(—3;y), 3;9) |y € P}.
Hatten Sie die Antworten gefunden ?

Ja ———»106C
Nein. Wiederholen Sie —— 106 A
106 C

Die Menge aller geordneten Paare reeller Zahlen {(x;y)} 1laBt sich auf die Menge aller
Punkte einer Ebene, der (x;y)-Ebene mit kartesischen Koordinaten, abbilden.

Frage 1: Worauf ldBt sich ein geordnetes Paar reeller Zahlen abbilden ?
Frage 2: Worauf lassen sich n verschiedene geordnete Paare reeller Zahlen abbilden ?
» 109 B

106



107 A

Die Liicken in LS 105 B miiBiten Sie erginzt haben durch:
Losung / Liosungen / Losungsmenge L.
Falls eine Gleichung keine Losung hat, heiBt die Losungsmenge leer: L = 0.
» 107 B

107 B

Geben Sie L fiir die Gleichung 322 + £ — 2 = 0 an, wenn

a) x EIN,

b) z Element der positiven rationalen Zahlen,

¢)x€ P. — - 105C

107 C

Die vollstindige Lésungsmenge enthilt unendlich viele Zahlenpaare.

Auch die Gleichung z2 — 9 = 0 liaBt sich als Gleichung mit zwei Variablen in dem
Grundbereich {(x;y)} auffassen. Losungen sind z. B. die Paare (3;0), (3;1), (—3;—2),
(—3;5).

Warum sind diese Paare Lésungen der Gleichung? 109 A
107 D
a b
> .y?
71 71,
a1 ¥ X =3l of7 I3 ?
c y‘ d) yﬁ
7 /——7\
o 1 |g % Nl _'7/2 3
» 107 E

107 E

Die Kurve, die die Lésungsmenge der Gleichung y = 2 in {(z;¥)} beschreibt, ist IThnen
sicherlich bekannt. Geben Sie einige Elemente der Losungsmenge an, und zeichnen Sie
die Kurve (Graph genannt), die L beschreibt. —»109C

107



108 A

Bisher haben wir uns mit Gleichungen von zwei Variablen z,y und deren Léosungs-
mengen beschiftigt. Eine Losungsmenge, die dadurch gekennzeichnet ist, daf jeder
1. Komponente eines geordneten Zahlenpaares durch ein und dieselbe Vorschrift die
2. Komponente des geordneten Zahlenpaares eindeutig zugeordnet wird, nennen wir
Funktion. Genauer:

Definition: Eine auf der Menge A definierte Funktion f mit Werten in der Menge B ist
eine Menge von geordneten Paaren (z;y) mit folgenden Eigenschaften:

{.2€ 4 und y€ B.

2. Wenn die Paare (z1;¥1) und (z1;¥2) zu f gehéren, so ist 41 = y2 (Eindeutigkeit von f).
‘Wir schreiben: f = {(z;y)} .

Die Menge A heiBt Definitionsbereich der Funktion f und wird mit D(f) bezeichnet.
‘Wenn fiir D(f) keine Einschrdnkung erfolgt, ist immer der gréB8tmogliche Definitions-
bereich gemeint. Die Menge der y € B, zu denen es ein x gibt, so da8 (z;y) in f liegt,
heit Wertevorrat von f und wird mit W(f) bezeichnet.

Schreiben Sie mindestens eine andere Definition des Funktionsbegriffs auf!
» 111 C

108 B

Losungen zu V 9

tLa)Df) ={z|—2<z=+2 WH={y|1<y=<+1)
b)D(f)y={zx|—1=sz=+2} WlHi={y| 1 =y=s+4
2.
y = f(x) z = g(y) nicht Graph
einer Funktion

a e %

b X

c X

d X

3. die implizite Form
die explizite Form nach y
die explizite Form nach x

4. geordneter / Definitionsbereich / eindeutig bzw. genau /| Wertevorrat
Wenn Ihre Ergebnisse mit den angegebenen iibereinstimmen, kénnen Sie sofort bei

LS 112 A fortfahren. — 112 A
Hatten Sie irgendwo abweichende Ergebnisse, arbeiten Sie den folgenden Programm-
abschnitt durch. —F > 108 A

108



109 A

Alle angegebenen Paare gehoren dem Grandbereich an und machen aus der Gleichung
2 — 9 = 0 eine wahre Aussage. Da y in der Gleichung nicht vorkommt, kann man y
beliebig wiihlen. Die Entscheidung, ob ein Paar zur Lésungsmenge gehort oder nicht,
héngt in diesem Fall nur von der ersten Komponente des Zahlenpaares ab.

Frage: Wieviel Losungen umfat L, wenn 22 — 9 = 0 in dem Grundbereich {(z;y)}
' definiert ist, und wie kann man L in Worten und Symbolen beschreiben ?
— » 106 B

109 B

Antwort 1: Ein geordnetes Paar reeller Zahlen laBt sich auf einen Punkt der x;y-
Ebene abbilden.

Antwort 2: n geordnete Paare reeller Zahlen lassen sich auf » Punkte der z;y-Ebene
abbilden.

Die Losungsmenge L einer Gleichung mit zwei Variablen z und y in dem Grundbereich
{(x;y)} ist Teilmenge dieses Grundbereiches L & {(z;y)}. Wenn L unendlich viele Ele-
mente dieses Grundbereichs enthilt, 168t sich L beschreiben durch eine Teilmenge der
Menge aller Punkte der Ebene. -

Diese Teilmenge bildet eine Kurve in der (z;y)-Ebene.

Die Kurve wird auch Graph genannt.

Von folgenden Gleichungen in {(z;y)} kennen Sie die Losungsmengen oder einzelne
Elemente davon bereits teilweise aus dem Programm.

a)a?2 4+ y2 =25, b)a?—9=0, ¢c)2x—3 =0,
‘2 yz_
dy+T=1 \

Zeichnen Sie die Kurven, die fiir a, b, ¢, d jeweils die Lésungsmengen beschreiben !
» 107D

109 C

Einige Elemente der Losungsmenge sind z. B. (1;1), (—2;4), (—3;9).
Der durch y = 22 beschriebene Graph ist eine Parabel und
hat die nebenstehende Gestalt: Y1

Awufgabe:

Es wird Thnen nun leichtfallen, zur Gleichung 42 = x in {(z;y)}
Elemente der Losungsmenge aufzuschreiben
und den L entsprechenden Graphen zu zeichnen.

)
T




110 A

Uberpriifen Sie anhand der nachfolgenden Aufgaben, ob Sie den Begriff ,,Funktion**
sicher beherrschen. Schauen Sie erst dann zu den Ergebnissen, wenn Sie alle Aufgaben
gelost haben. Wenn Sie sich jedoch die Erledigung dieser Aufgaben nicht zutrauen,
dann — 108 A

Vorkontrolle V 9

1. Durch a), b) ist jeweils der Graph einer Funktion y = f(z) gegeben.
Geben Sie Definitionsbereich und Wertevorrat dieser Funktion an ! Beachten Sie,
daB — sofern nichts anderes vereinbart wird — immer der gréB8tmogliche Defini-
tionsbereich verlangt wird.

a) b)

!

2:4)

W an NI
/ ! \ * ‘f"f"’V/' Z %

(4-1) ()

J
31
2

2. Gegeben sind vier Skizzen ebener Kurven.

a) b)

y yf
=7 7'7 7 GD 3
0 )

J J
AN / !

\iyz Br wl\’x
Welche davon sind Graphen von Funktionen y = f(x)?
Welche davon sind Graphen von Funktionen z = g(y)?

Welche sind nicht Graph einer Funktion ?
Fertigen Sie eine Tabelle an! — {11 A
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3 5 3 2 3

sind drei dquivalente Funktionsgleichungen, die die gleiche ebene Kurve be-

schreiben. ‘
Sr — 2y + 3= ist die Form der Funktion.
5 3
Yy=5r+ g ist die Form der Funktion nach
2 3
==Y 1o ist die Form der Funktion nach
4. Fiillen Sie die Liicken im Text!
Eine Funktion f ist eine Menge ......... Paare (z;y), bei der jedem Element z
aus einer Menge A4, ......... genannt, durch eine Vorschrift y = f(z) ........ ein
Element y aus einer Menge B, ......... genannt, zugeordnet wird. ‘
» 108 B
111 B
Der durch 32 = z beschriebene i
Graph hat die Gestalt: J
7+
L 1 1 L 1 ] I4=
0N . X
Im folgenden befassen wir uns mit Funktionen. — 110 A

111 C

Thre Antwort miiBte eine der Formen a, b, ¢ sinngeméa8 enthalten:

a) Die Funktion f ist eine Menge geordneter Paare (x;y), bei der jedem Element einer
Menge A (x € A) genau ein Element einer Menge B(y € B) durch eine Vorschrift zu-
geordnet ist. Die Menge A heiBt Definitionsbereich D(f) der Funktion f. Die Menge
derjenigen y, die als 2. Komponenten in den geordneten Paaren der Funktion auf-
treten, heit Wertevorrat W (f) der Funktion f.

b) Wenn jedem Element z einer gegebenen Menge A (x € A)
ein Element y eindeutig durch eine Vorschrift f zugeordnet ist, so heiBt diese Zu-
ordnung eine Funktion. Die Menge 4 ist der Definitionsbereich D(f).

Der Wertevorrat W (f) ist die Menge aller zugeordneten y.

¢) Eine eindeutige Abbildung von der Menge A4 in die Menge B heifit Funktion f mit
dem Definitionsbereich D(f) = 4.

Der Wertevorrat von f ist eine Teilinenge von B.

Frage: Welches wesentliche Merkmal kommt in allen Definitionen der Funktion zum
Ausdruck ? — - 113 A

111
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In den folgenden Aufgaben sind einige Zuordnungen zwischen den Variablen z und y
gegeben. Untersuchen Sie, welche dieser Gleichungen Funktionen y = f(z) sind, und
notieren Sie IThre Antwort.
a)y=|z| fir(—l =z =<1)
b) y = sinx fiir (— oo < < o)
c)yp=x—1 firz=1
d) Gegeben seien die Mengen 4 = {—3; —2; —1;0; 1;2; 3} und
B = {0;1; 2; 3}. Fiir x € 4 und y € B gilt die Zuordnung
z |—3|—2|—1]0 |1 |23
v| 3] 1] ofzfof1]3

e) Gegeben seien die Mengen 4 = {0; 1; 2; 3} und B = {—3; —2; —1;0;1;2; 3} .

—

Fiir x € 4 und y € B gilt die Zuordnung
«| 3/ 1] o/2|0]|1 3
y |—3|—2|—1|o]|1]2]3
f)y =5 fir (— 0o <z < o0)
8) {(z; Vz) | = = 0} — +115A

112 B

In den Lehrschritten 109 C und 111 B traten die Gleichungen
a) y=2z2und b) 2 ==z .

mit dem Grundbereich {(x;y)} auf.

Stellen die Gleichungen Funktionen dar, wobei « ein Element des Definitionsbereiches
D(f) und y ein Element des Wertebereiches W(f) bedeuten soll ?
Begriinden Sie Ihre Antwort unter Verwendung der Graphen aus den Lehrschritten

109 C und 111 B. —» 1156 B
112C
o . . . 1
Gegeben ist die Funktion y = f(z) = Dk +3
a) Geben Sie W(f) an, wenn D(f) = {x | 4 < = < —1} ist.
b) Geben Sie D(f) an, wenn W(f) = {y |2 < y < 5} ist.
Skizze! — 114 A

112
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Das wesentliche Kennzeichen einer Funktion ist die Eindeutigkeit der Abbildung (Zu-
ordnung), d. h., daB jedem x-Wert der Menge A genau ein y-Wert der Menge B zugeordnet
wird (wohl aber kann ein y-Wert zu mehreren, ja sogar zu unendlich vielen z-Werten

gehoren!). — - 112B
113 B
a) b)
J y‘
7 t
—; 0 l47 —7rl 1 1 A 0 1 —;' 1 7’.\ ?
2

» 112C

8 Berane, Wiederholungsprogramm 113



114 A

Vergleichen Sie!
a) W) ={yll =y =25} b) D(f) = {z|—2 = 2 < 4}

T

g 1 X 2 917 4
D(f) — » 114 B

114 B

Lesen Sie aus dem nebenstehenden
Graphen D(f) und W(f) ab!

S e s et e et e e e e

>y

- 117 A
114 C
v
Sr °
4t ] o
3 ° o
2t o
7 o °

T2 3 4 5 6 7 8 9 0 X
Der Graph besteht.lediglich aus diskreten (isolierten) Punkten. Entspricht ihr Graph

der gegebenen Vorlage ? |
Ja — 116 A
Nein ——— 116B

114
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Die richtige Antwort lautet: a, b, d, f, g sind Funktionen.
Hatten Sie alle Funktionen richtig erkannt,

dann — - 112C
Hatten Sie nicht alle Funktionen richtig erkannt, so —— > 115C
115B

a) y = 22 ist eine Funktion, denn
zu jedem reellen z gehort genau ein y.
b) 42 = z ist keine Funktion, denn
zu jedem z > 0 gehdren zwei y-Werte, y1 > O und y» < 0.

‘War Thre Antwort richtig?

Ja — » 112 A
Nein — > 113 A
115C

Studieren Sie die entsprechenden Hinweise aufmerksam, und skizzieren Sie die zuge-
horigen Graphen:

J—xfir 1 <=2 <0
a)y = le:( zfir 021

Fir jeden z-Wert gibit es jeweils einen y-Wert, also liegt eine Funktion vor.
b) y = sinz ist eine Funktion, denn jedem z- Wert wird genau ein y-Wert zugeordnet.

c) y2 = z — 1 ist keine Funktion fiir z = 1, denn
die Gleichung wird beispielsweise fiir = 2 durch zwei y-Werte y3 = 1 und y2 = —1
erfiillt, und damit liegt keine eindeutige Zuordnung vor.

d) In dieser Zuordnung entspricht jedem z-Wert genau ein y-Wert,
folglich wird durch die Zuordnung eine Funktion erklért.

e) Den z-Werten 3; 1 und O entsprechen jeweils zwei y-Werte,
folglich ist die Zuordnung nicht eindeutig, und damit liegt keine Funktion vor.

f) Jedem z-Wert entspricht eindeutig der Wert y = 5,
folglich handelt es sich um eine Funktion.

g) {(z; V; ) | * = 0} ist eine Menge von geordneten Paaren
(vgl. LS 111 C Definition a).

Die 2. Komponente Yz ist fiir jedes x eindeutig bestimmt, folglich ist die betrach-
tete Menge eine Funktion.

» 113 B

Vergleichen Sie Ihre Graphen mit

8* 115



116 A
Betrachten Sie den Graphen in LS 114 B mit
D(f) ={x| —2 < <3} und W(f) ={y| —5 <y =5.
Sie konnen dem Graphen die Paare
(—2; —5), (0; —1), (2; 3), (3; 5) entnehmen.
Frage: Gehoren diese Paare zur Losungsmenge der Gleichung
2z ~y—1=01? —— 119A

116 B N

Wenn Sie die Punkte durch Linien verbunden haben, so ist das falsch. Der Definitions-
bereich besteht aus einer endlichen Menge von Zahlen. Die Wertetabelle sagt iiber die
Zwischenwerte nichts aus. — 116 A

116 C

Die neue Gleichung heiit x = 2y — 1, die neuen Wertepaare
(—5; —2), (—1;0), (3; 2), (5; 3) gehoren zur Lésungsmenge.
Geben Sie fiir die neue Gleichung eine implizite Darstellung und die explizite Darstel-

lung nach y an.
Zeichnen Sie den dazugehérigen Graphen zwischen den.Paaren

(—5; —2) und (5; 3)! ——»119B

116 D

Ja, beide Gleichungen stellen eine Funktion dar, denn aus dem Graphen erkennt man,
daB jedem z-Wert genau ein y-Wert zugeordnet ist.
Hatten Sie Schwierigkeiten bei der Beantwortung der Frage ?

Wenn ja, dann —108A —— > 116 E
Sonst direkt — > 116E
116 E

Gegeben sei y = 20 — 1
mit D(f) ={x|—2 <z <3}und W) ={y| —56 =y <5}.
Vertauschen Sie z und y, und geben Sie fiir die neue nach y aufgeloste Funktion

y = f(x) =;—x+;—, D(f) und W(f) an.

» 118A

116
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Ihr Ergebnis muB3 lauten:

D(f) = x| —2==z =3}, W()={y|—b=ys=5)

Stellen Sie die durch folgende Wertetabelle fiir x € N gegebene Funktion graphisch
dar.

z|1]2]3]4]6]|7]9]10

y|t]a]2|3]|5]|4a]3]|1 — s 114C

117 B

Antwort: Nicht jede Funktion y = f(x) besitzt eine Umkehrfunktion. Vertauscht man
in der Gleichung y = 2?2 die Variablen z und y, so stellt die Gleichung z = 2
keine Funktion dar, denn zu jedem z > 0 gehoren zwei y-Werte
(vgl. LS 111 B).

Damit Sie kiinftig leicht entscheiden kénnen, wann eine Funktion eine Umkehrfunk-
tion besitzt, verwenden wir im folgenden den Begriff der Monotonie.
Frage: Wann heit eine Funktion monoton? - -. < —————.119.C

117 C

Wenn 2 von —5 nach 0 geht, so nehmen die Funktionswerte ab. Wenn 2 von 0 nach
+ 5 geht, so nehmen die Funktionswerte zu. Das ist ein auffilliges Verhalten, das viele
Funktionen in dhnlicher Weise zeigen. Allgemein gilt fiir y = a2:

Im Intervall (— oo <& < 0) ist fiir 21 < 2 stets f(:b'l) > f(xz).

In diesem Fall nennt man die Funktionen

streng monoton abnehmend (oder faliend).

Im Intervall (0 < z < oo) ist fiir 1 < a2 stets f(x1) < f(x2).

In diesem Fall hei3t die Funktion

streng monoton zunehmend (oder steigend).

Was versteht man also unter Monotonie ?

Versuchen Sie dieses Verhalten zu definieren! —»119C

117
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Das Ergebnis ist:
Dify=f{z|—5=x=5), W{H=l—2=y=3
Sie erkennen:

Vertauscht man x und y auch in D(f) und W(f),
so geht W(f) in D(f) und D(f) in W(f) iiber:

W(f) — D(f) und D(f) » W(f).

Merke: Wenn aus einer Ausgangsfunktion durch Vertauschen von x und y eine neue
Funktion entsteht, so nennen wir wegen der Eindeutigkeit beider Funktionen
die Ausgangsfunktion eineindeutig oder umkehrbar eindeutig. Die neue Funk-
tion heift Umkehrfunktion oder inverse Funktion zur Ausgangsfunktion.

Frage: Besitzt jede Funktion y = f(x) eine Umkehrfunktion, d. h., trifft die soeben
angefiihrte Aussage auf jede Funktion zu?

Priifen Sie daraufhin y = 22! — - 117B

118 B

Ein Intervall, in dem eine Funktion entweder nur streng monoton fallend oder nur
streng monoton steigend ist, heiBt Monotonieintervall.

Bestimmen Sie von den folgenden Funktionen die Monotonieintervalle M und das
Monotonieverhalten:

a)y=aua3, b)yy=x c)y=a2—4ax+ 6 —_— 121 A

7

118 C

Stellen Sie fest,
welche der 4 Graphen zu eineindeutigen Funktionen gehéren!

<) b) ¢
Y yT

Cl - 0
 _ »120B

118
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Lautet Ihre Antwort:

Nein. Dann haben Sie Rechenfehler gemacht.

Priifen Sie Ihre Rechnung nach. — 116 A
Ja. Diese Gleichung beschreibt die gegebene Funktion.

Wir nennen sie implizite Form der Funktion.

Lost man die Gleichung nach y bzw. z auf, so nennt man die Forien

y = 2x —1 explizite Form der Gleichung nach y,
x= %y + ;A explizite Form der Gleichung nach x .

Aufgabe: Vertauschen Sie in der Gleichung y = 2x — 1 und in den Paaren (—2; —5),
(0; —1). (2; 3), (35 5) x und y, also (z; y) — (y; x).

ben Sie die neue Gleichung an, und, stellen Sie fest, ob die neuen Wertepaare zur
Losungsmenge der neuen Gleichung gehdren! —_— 116 C

1198B
Ergebnis:
r—2y+1=0 <
ist eine implizite Darstellung,
1 1

Y=g+, ist die explizite Darstellung nach y . i/ 3 T -

Der Graph hat folgende Gestalt:

Entscheiden Sie, ob die beiden Gleichungen eine Funktion darstellen oder nicht!
_ » 116D

119 C

Antwort:

Eine Funktion y = f(x) heiBt in einem Intervall streng monoton genau dann, wenn fiir
alle oy < a2 des Intervalls entweder stets

f(x1) < f(x2) oder stets f(x1) > f(x2) gilt.
Fir f(x1) < f(xz2) heiBt sie streng monoton zunehmend eder steigemd und
fiir f(x1) > f(x2) streng monoton abnehmend oder fallend.

Falls Sie die Antwort nicht geben konnten ! —_— > 120A
Wenn lhre Antwort richtig war ———» 118B

119
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Betrachten Sie noch einmal die Funktion y = z2.

Lassen Sie = beispielsweise von —5 bis 5 wachsen.

Beachten Sie den Verlauf der Funktionswerte.

Was fillt Thnen auf? ——117C

120 B

Eineindeutigkeit liegt bei a) und d) vor.
Hatten Sie auch dieses Ergebnis?

Nein —» 120C
Ja — 123 A
120 C
a) yh
N !
g Jedem z-Wert ist genau ein y-Wert zugeordnet und umgekehrt
._0____1___» (eineindeutige Abbildung).
/\'] X
b) yll
o~—T—T°
iy, i y,=y;  Jedem z-Wert ist genau ein y-Wert zugeordnet, N
..51 I aber zu dem einen y-Wert gehéren unendlich viele x-Werte.

X7 X_’* A.
c)
d

W X3 Xg Jedem z-Wert ist genau ein y-Wert zugeordnet,
,}{;FX,—',\}@ 'x aber es gehoren z. B. zum Wert 1 die z-Werte ; und 2.

O vk

Ny

i
1
| Jedem z-Wert ist genau ein y-Wert zugeordnet und umgekehrt
| ! . (eineindeutige Abbildung). — ~123A
X

9|
X

120
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M ={r|— oo <z < + o) streng monoton steigend

M; = {& | — oo < x < 0} streng monoton fallend

My = {2.|.0. =.¢.< o0} streng monoton steigend

c) J
y—2 = (x—2)2
M; = {x | — oo < z < 2} streng monoton fallend
7 M; = {z | 2 =< x < oo} streng monoton steigend
9] 1 X

War Ihr Ergebnis richtig?

J&‘ X w-}‘SC

Nein ——1190——(_'1!‘8‘0

121



122 A
Jh

f E—

| . . . .
¢ :fm) { rl)=r (%) Es gilt f(x1) = f(x2) auch fiir 1 & a2, d. h., y = f(z) ist nicht
: 1 streng inonoton, also auch nicht umkehrbar.

L ¥

o X1 X ? 1228

122B

Was schlieBen Sie hinsichtlich der Umkehrbarkeit der Funktion y = sinz fiir das Inter-

vall 0 < 2 < m aus der Tatsache, da ’
b 3 2
in” —sintw =12 Gies o
sin - =sin gw 5 gilt » 124 B

122C .

Ergebnis: Das gegebene Intervall 1a8t sich in drei Monotonieintervalle einteilen.
f(x) ist :

auf M, = {:1: [0 < g- streng monoton steigend,

| L}
auf M,;= {xl ; S s 3%:} streng monoton fallend,

auf M;= ::c §2n: <z =< 21':’ streng monoton steigend.

War Ihr Ergebnis richtig ?

Nein —119C—» 125 A
Ja —» 122D
122D

Die Aufstellung der Umkehrfunktion einer gegebenen Funktion y = f(x) mit dem
Definitiongbereich D(f) = {x | a < x < b} erfolgt am besten in 3 Schritten:

1. Zerlegen des Definitionsbereichs D(f)
in Monotonieintervalle.

2. Die Ausgangsfunktion y = f(x), im folgenden mit AF bezeichnet,
fiir jedes Intervall nach z explizit auflésen.
Ergebnis: « = f(y) ‘

3. y und x vertauschen: y = f(x)

Dann ist y = f(x) die Umkehrfunktion fiir das betreffende Monotonieintervall, imn
folgenden mit UF bezeichnet.
Prigen Sie sich die 3 Schritte des Umkehralgorithmus gut ein! —————— 123 B



123 A

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Eineindeutigkeit und der Monotonie ?
(Beachten Sie den Merksatz iin LS 118 A.) — 124 A

123 B

Wir wollen den Umkehralgorithmus an einem Beispiel zeigen.
Beispiel: Gegeben sei y = 22, D(f) = {z| — o0 < 2 < oo}
’ Wi ={y|0=y <o}
Wegen der Definition des Betrages
[—x fiar z <O)
|=| = | = fir 220]
y=a= [z]%

gilt offenbar

Schritt 1:
My = Di(f) = {zI — e <z <0}
Wi(f) = {y | 0 <y < oo} J(z) streng monoton fallend
M: = Ds(f) = {z|0 = < oo}
2()={y]|0 =y < oo} /(:‘n:) streng monoton steigend
Schritt 2:
Aus y = 22 = |z]2 folgt Yy = |2 .

Damit wird fiir

Dy(f): }/37=-—x, also x=——'/y-,

Dx(f): }/; = 1z 8also x= |/37 .
Schritt 3:
UF vony=2? mit Di(f) = {z| —cc <z <0} ist y=—})z mit

’

Di(f) = {£|0 = = oo},
Wi(f) = {y | — oo <y <0} fi(x) streng monoton fallend

UFvony =2 mit Dy(f)={z|0=2 <o} ist y= }/; mit

Dz(f) = {IiOéw <°°’}r
Waf) = {y | 0 <y <oo} fax) streng monoton steigend

Vérgleichen Sie in jedem Monotonieintervall den Definitionsbereich von AF mit dem
Wertevorrat von UF.

Welchen Zusammenhang erkennen Sie ? 125 B

123
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Funktionen, die.auf ¢inem bestimmten Intervall entweder nur streng monoton wach-
send oder nur streng monoton fallend sind, sind auf diesem Intervall eineindeutig
(umkehrbar eindeutig).

Merksatz:

Eine Funktion y = f(z) ist auf einem Intervall genau dann umkehrbar, wenn sie dort
eineindeutig ist, d. h., wenn aus f(z1) = f(z2) stets z; = z2 folgt,

oder eine Funktion ist auf einem Intervall genau dann umkehrbar, wenn sie dort streng
monoton ist.

Priifen Sie mit diesem Satz die Funktion y = ¢ auf Monotonie
und Umkehrbarkeit ! — - 122A

124 B

Da aus sin z; = sin 2 = 1/22_ nicht notwendig folgt, daB z; = x» sein muB

3
(xx = g + xp = Zn-) , ist die Funktion y = sinz auf dem Intervall 0 Sz < =
nicht umkehrbar. —_  » 125 A

124 C

Uber die grundlegenden Eigenschaften der Funktionen stellen wir Ihnen jetzt zusam-
menfassend einige Aufgaben.
1. 22 — 42 = 1, Grundmenge M = {(z;y) |z = 0,z, y € P}
a) Zeichnen Sie die zugehérige Kurve!
b) Welche Funktionen werden durch die Kurve dargestellt ?
¢) Geben Sie D(f) und W(f) an! _
2. a) Geben Sie fiir die Funktion xy = 4 den grotmoglichen D(f) und den zugehorigen
W(f) an!
b) Welche Monotonieeigenschaften hat diese Funktion ?
3. a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion
y=(x+ 3)2fir—6<<xz<0
b) Geben Sie die Monotonieintervalle an!
c) Wie heiBen die Umkehrfunktionen,

ihre Definitionsbereiche und Wertevorrite ? —_— 129 A
124 D
Die Funktion y = (2 4+ 1) mit D(f) = {# | — 00 < 2 < oo}
ist umzukehren und grafisch darzustellen. — 127 A

124



125 A

Wenn man den Definitionsbereich D(f) einer Funktion in Monotonieintervalle einteilen
kann, so kann man fiir jedes Monotonieintervall eine Umkehrfunktion angeben.

Aufgabe: Zerlegen Sie den Definitionsbereich 0 < 2 < 2x fiir die Funktion y = sinz
in Monotonieintervalle! ' 122C

125 B

Infolge der Vertauschung von z und y bei der Anwendung des Umkehralgorithmus
entsteht aus dem Definitionsbereich D(f) oder einem Teil Di(f) davon der Wertevorrat
W(f) bzw. Wi(f) und aus dem Wertevorrat W(f) bzw. W;(f) der Definitionsbereich
D(f) baw. Di(f).

Di(f) = Wi(f)
aber auch Wy(f) — Di(f)

Aufgabe: Stellen Sie zu a) y = 2z und b) y = z die Umkehrfunktion auf, zeichnen Sie

jeweils Ausgangsfunktion und 'Umkehrfunktion in je eine Skizze ein, und stellen Sie

die gegenseitige Lage von AF und UF hinsichtlich der Lage zur Geraden y = z fest!
———— 126 A

125 C

5 4
Aus 5 + 3y —4 = 0 folgt y = ——§x+ §(AF)

Fir D(f) = {x| — o0 <z < oo} mit W(f) = {y | — o0 <y < oo}
ist die Funktion monoton abnehmend.

1. Wir brauchen keine Zerlegung in Monotonieintervalle auszufiihren.

, .5 4 . _ .3 .4
2. Ausy——§x+§ folgt = = FY+T 3
3. zy: UF:y=——g~x+?T mit D(f)={x|—00<x<00}
W(f) = {y]| — oo <y < oo}
Skizze s. LS 126 B — 124D
125D

An weiteren Beispielen sollen Sie die Bestimmung der Umkehrfunktion iiben:

Aufgabe: Zur Funktion 5z 4+ 3y —4 =0

mit D(f) = {x | — oo <'x < oo} ist die Umkehrfunkti®n sowie deren Definitions-
bereich und Wertevorrat anzugeben. Fiir Ausgangsfunktion und Umkehrfunktion sind
die Graphen zu zeichnen. —— 126 B

125



126 A

Ergebnis:
a) y =2z AF byy==z AF
1 T
y=5z UF y==x UF

Folgerung: Ausgangsfunktion und Umkehrfunktion sind Spiegelbilder in bezug auf die
Symmetrieachse y = x.
Unter der Voraussetzung, daB es iiberhaupt eine Umkehrfunktion gibt, gilt allgemein:

Der Graph einer Umkehrfunktion entsteht durch Spiegelung des Graphen der Ausgangs-

funktion an der Geraden y = x. ——» 125D
126 B
Ergebnis:

3 4

y=—5~z+ 5 UF

D(f) = {z|— oo <z < oc}
W(f) ={y|— o0 <y <oc)

Haben Sie die Aufgabe gelost ?
Ja — 124D

Nein. Dann sehen Sie sich den Losungsgang griindlich an —— 125,C

126



127 A

Sicherlich haben Sie bemerkt, daB man den Definitionsbereich zuerst in Monotonie-
intervalle und damit die Ausgangsfunktion in zwei monotone Teilfunktionen zerlegen
muf.

Es ergibt sich dann:

4 —-
UFR:: y1=-——1—]/a: ‘ ,yA /
VAR LI
Di(f) = &|0 =2z < o0} \ /
Wi(f) = {y| — o <y=—1} \ VA
- \\J ,/'/UQ——
UFei o= —1+ o X X
Do(f) = {z|0 <z < oo} /./'7\\
\~‘~
Waf) = {y| — 1 <y < oo} / UF~=—=
Falls Sie die Aufgabe gelést haben — -» 127C
Sonst — »127B
127 B

‘Wir geben fiir é/ = (x + 1) noch einige Ldsungshinweise:

Die Funktion nimimnt monoton ab fir — co < 2z < —1
Die Funktion’ nimmt monoton zu fir — < z < oo

1. Zerlegung von D(f) in

Di(f) = fx| — o0 <z < —1) Wi(f) = |0 S y < oo}
Dy(fy={z| —1 <z < oo} Waof) = {y |0 <y < o}
2. Fiir Dy(f) ist (x + 1)t =y Fiir Do(f) ist (x - 1) =y
4 4,
x+l=—}/y z+1=Y)y
4 4
z=—1—}y z=—1+|y
4 4
3. UF1:y1=——l—"/x UFz:yz:——i—F'/m
Di(f) = {z|0 =z < o} Do(f) = {]0 <=z < oo}
Wilf) ={y|— o <y=—1} Waf) = {y| —1 <y < oo}
» 127C
127 C
Lésen Sie noch eine letzte Aufgabe:
Es ist die Funktion y = |z| auf dem Definitionsbereich
D(f) = {& | — o0 < # < oo} umzukehren. — 128 A

127



128 A
Ergebnis:
UF:y=—x
Dy(f) = {£|0 <z < oo}
Wi(f) = {y| — o<y < 0}
UF::yp2 =2
Dy(f) = {x|0 <a < oo}
Wa(f) = {¥|0 <y < oo}

Falls Sie nicht zu diesem Ergebnis gelangt sind ————» 1288
Sonst - »124C
128 B
Lgsungshinweis:
_ _ J—=, fiir — co < 2 =0, streng monoton abnehmend
y=lol = x, fir 0 < & < oo, streng monoton zunehmend
1. Zerlegung von D(f) in
Dy(f) = {&| — oo < < 0} Wi(f) = {¥|0 <y < oo}
Dy(f) = {210 < x < oo} Wa(f) = {y |0 <y < oo}
2. Fiir Dy(f) ist y = —= Fiir Do(f) ist y =«
r=—y r=1y
3.UF1: y=—2x UFz: y =2
Dy(f) = {z|0 <2 < oo} Dy(f) = {z]|0 <& < oo}
Wi(f)={y| — oo <y <0} Walf)= {y]|0 <y < oo}
» 124C
128 C
Definition: Eine ganze rationale Funktion oder ein Polynom wird durch eine Gleichung
der Form y = ag + a1x + aga® + . .. + a,x", an == 0, beschrieben, wobei n eine natiir-
liche Zahl ist (n = 0, 1, 2,...).
n heiBt Grad der Funktion. Die Koeffizienten a; mit ¢« = 0,1, 2; . . ., nsind reelle Zahlen.
Der Definitionsbereich ist- D(f).s={wx { — 0o < ®-< oo} .
War Ihre Antwort sinngemé8 richtig? Ja, —130C

Nein, dann wiederholen Sie die entsprechenden Kapitel im Oberschullehrbuch Klasse
11.

Danach —» 130C

128



129 A

Ergebnisse: b) y1 = +Va® —1
1. a) Ya = —sz —1

¢) D(fi) ={z|1 = o < oo}
W(h) ={y|0 =y < oo}
Dfs) = {z |1 <z < oo}
W(f) ={y|— o= <y <0}
2.8) D(fy ={z| — o0 <2 <0 und 0 <z < oo}
W) ={y| — oo <y <0 und 0 <y < oo}
b) M1 ={x| — oo < a <0} f(x) streng monoton fallend
M, ={x|0 <z < oo} f(x) streng monoton fallend
3. a) by b) My ={z|—3 <z < o}
f(z) streng monoton steigend
My ={x|— oo <z =< —3}
f(x) streng monoton fallend

-3 01 X

¢) yi=—3+ Yz D(h) ={x'0<x<oo}
Wih) ={y|—3 <y < oo}
y2=—3—Vz D(f2) = {£|0 <z < oo}
W) ={y| —cc<y=—3} —_—  »130A

129 B

Irrtum! Uberzeugen Sie sich davon, indem Sie den Graphen der Funktion y = ae
zeichnen und ihn an der Geraden y = « spiegeln. Es entsteht die Gerade x = ao.

Zu diesem z-Wert gehoren unendlich viele y-Werte,
also liegt keine Funktion vor!

129 C

Ihre Antwort war richtig.

———»130E

» 130 E

9 Berane, Wiederholungsprogramm

129



6. Rationale Funktionen

130 A

Als wichtigste Klasse der elementaren Funktionen werden in diesem Abschnitt die ganzen
rationalen Funktionen behandelt. Ferner werden die gebrochenen rationalen Funktionen
als Quotienten gebildet. Sie sollen in die Lage versetzt werden,

— Nullstellen ganzer rationaler Funktionen zu bestimmen,

— die GQleichung der ganzen rationalen Funktion in Linearfaktoren zu zerlegen,
— Graphen ganzer rationaler Funktionen verschiedener Ordnungen zu zeichnen,
~ einfache Transformationen (Verschiebung, Streckung) auszufiihren

und fur gebrochene rationale Funktionen Nullstellen, Pole und Asymptoten zu berechnen
und mit deren Hilfe den Graphen zu skizzieren. ——» 130 B

130 B

Die ganzen rationalen Funktionen mit reellen Koeffizienten, auch Polynome genannt,

sind der einfachste Typ.
Versuchen Sie, die Definition dieser Funktionen sowie ihren Definitionsbereich D(f)

anzugeben! » 128 C
130 C

Welches ist die einfachste ganze rationale Funktion, und wie heifit sie ?

Geben Sie den Wertevorrat dieser Funktion an! — 133 A
130 D

Wieviel Wertepaare (z;y) aus der Losungsmenge L der linearen Funktion
Y = ao + aix miissen Thnen gegeben sein, damit Sie die Gleichung der Funktion, die

diese Wertepaare enthilt, aufstellen konnen ?

Antwort: A) 1 Wertepaar C) 3 Wertepaare

B) 2 Wertepaare D) eine andere Anzahl
Welche Antwort ist richtig? — 132 A
130 E

Schreiben Sie die allgemeine Gleichung einer ganzen rationalen Funktion 1. Grades

auf. Geben Sie D(f) und W(f) an.
Bestimmen Sie die Umkehrfunktion mit D(f) und W(f). ———— »133B

130



Die Graphen sind Geraden (gerade Linien),
deshalb heiBt die ganze rationale Funktion

1. Grades y = ao + diz auch lineare Funktion.
Aus der Zeichnung werden die in den

LS 133 B bzw. 133 C angegebenen Be-

reiche D(f) und D(f) sowie W(f) und W(f)

sofort offensichtlich. — 130D

131 B

a) Normalform: y = axx + ao
a1 = tan ¢ Anstieg der Geraden, ¢ Richtungswinkel der Geraden gegen die positive
Richtung der z-Achse, ap Abschnitt auf der y-Achse

b) Achsenabschnittsform:g + % =1

a Abschnitt auf der z-Achse, b Abschnitt auf der y-Achse
¢) Zwei-Punkte-Gleichung:
G—y) (@e—x) —(@—21) (y2—y1) =0
Man merkt sie sich leichter in der folgenden Form:
Y—Y% _Y2—n (21; 41) Punkt P; und
rT—x1 X — (22; y2) Punkt P, der Geraden
d) Punkt-Richtungs-Gleichung: y — y1 = a1 (x — 1)
a1 = tan ¢ Anstieg der Geraden,
@ Richtungswinkel der Geraden gegen die positive Richtung der x-Achse, (z1; ¥1)
Punkt P; der Geraden.
Haben Sie alle 4 Formen der Geradengleichung gefunden ?
Ja —_— 131 C
Wenn Sie nicht alle 4 Formen wuBten, dann studieren Sie im Oberschullehrbuch

Klasse 11 die entsprechenden Kapitel und die zugehérige Formelsammlung,
dann gehen Sie weiter — 131 C

131 C

Eine Gerade schneidet die z-Achse im Punkt (—5; 0), die y-Achse im Punkt (0;3).

Schreiben Sie deren Achsenabschnittsgleichung und Normalform auf.
»134B

9* 131



132 A

Antwort: B), 2 Wertepaare sind notwendig.

Haben Sie eine andere Antwort gegeben ?

Nein _ »132B
Ja —_— 132C

132 B

Aus der analytischen Geometrie miiiten IThnen 4 Formen der Geradengleichung be-
kannt sein:
Normalform, Achsenabschnittsgleichung, Zwei-Punkte-Gleichung, Punkt-Richtungs-

Gleichung.
Schreiben Sie die 4 Formen auf, und geben Sie die geometrische Bedeutung der darin
vorkommenden Konstanten an! — 131 B

132C

Die allgemeine Gleichung der linearen Funktion heifit

y=ao+ a1x.

Um die 2 unbekannten Koeffizienten ap und a; zu berechnen, braucht man 2 Werte-
paare (z1;%1) und (22;2).

Man erhilt dann ein Gleichungssystem mit zwei Gleichungen in ao und a;.

Wir stellen IThnen dazu eine Aufgabe:

Berechnen Sie fiir die Wertepaare (2; —3) und (—5;4)

die Koeffizienten ao und a1,

und geben Sie die lineare Funktion an! — > 134 A

132D
Folgende Rechnung liefert das Ergebnis:

Yy = ao + aix (allgemeine lineare Gleichung)

2; —3) —3=a0+ 2m +
(—534) 4 =ap— Sa1 —
—T7="Ta ao=—3—2m
—1=a ap=—3+2
ap=—1

Setzt man die errechneten Koeffizienten in die allgemeine lineare Gleichung ein, so
erhélt man

y=—1—xzoderz+y+1=0 ——»132B

132



133 A

Antwort: y = ao (n = 0). Sie heiflt konstante Funktion.
Ihr Wertevorrat ist W(f) = {y | y = ao} .

Frage: Existiert eine Umkehrfunktion zur konstanten Funktion ?

a) Ja —_— > 129 B
b) Nein — > 129C
133 B

y=ao+ax; ar=£0;
D(f) = {&| — oo <z < o0} W(f) = {y| — oo <y < oo}

Umbkehrfunktion: y = 7:- xr — ;ﬂ ;
1 1

D(fy={z|—cc <z <o} WfH={|— o <y<oc}

Wenn Sie' das gleiche Ergebnis haben, dann gehen Sie weiter. » 133D
Ist Ihre Ausgangsfunktion falsch, dann zuriick » 128 C
Haben Sie die Umkehrfunktion falsch bestimmt, dann » 133 C

133 C
Bestimmung der Umkehrfunktion:

1. Weil der Graph eine gerade Linie ist, ist die Funktion auf dem gesamten Defini-
tionsbereich wegen a; & 0 entweder streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend.

Eine Zerlegung in Monotonieintervalle entfallt damit.

2. aix =y —ao

1 ao
Y T a
v 1
3. vy =~z — 2 Umkehrfunktion
ay ay
D(f) = {&| — 00 <z < oo} WH={y|—coc<y<o} ——» 133D
133D

Zeichnen Sie fiir a1 = 2 und ap = 3 den Graphen der Funktion ¥y = ao + a1z und den
Graphen der Umkehrfunktion.

Uberzeugen Sie sich anhand dieser Graphen, daB die in LS 133 B angegebenen Defini-
tionsbereiche D(f) und D(f)

sowie die Wertevorridte W(f) und W(f) richtig sind. —  » 131 A

133



134 A

ao = —1, ay = —1, die lineare Funktion ist y = —x — 1

oder implizit: x + y + 1 = 0.

Haben Sie das richtige Ergebnis gefunden? Ja ——132B
Nein — » 132D

134 B

Die Achsenabschnittsgleichung heifit _L5 + 13/ = 1.

3
Die Normalform lautet: y = A + 3.

Hatten Sie Schwierigkeiten beim Aufstellen der Gleichungen ?

Nein — »135A
Ja — 134 C
134 C

Aus (—5; 0) ergibt sich @ = —5 und aus (0; 3) b = 3.

y

b
3

Die Auflosung dieser Gleichung nach y liefert: y = = +3

Daraus folgt wegeng + 3> =1 die Achsenabschnittsgleichung ;:v__ + g =1.

(Normalform, Anstieg der Geraden g) . — 135 A

134D

Beachten Sie, daB3 die Nullstelle einer linearen Funktion zugleich den Achsenabschnitt
a der zugehorigen Geraden auf der z-Achse liefert, also a = 0.

Der Schnittpunkt (0; yo) der Geraden mit der y-Achse liefert zugleich den Abschnitt b,
den die Gerade auf der y-Achse abschneidet, yo = b. Folglich hei3t die Achsenabschnitts-
gleichung

i}:+?_l:1 bzw. _:r_+_y_:1 bzw. L—F}L =1 —_— » 134 E
a b X0 Yo do @o
T m

134 E
Gegeben sind: a) 4« —3y + 6 =10 b) y = ;12-1 + 5
Stellen Sie die Achsenabschnittsgleichung auf. —— 137B
134 F
Umformung: y = a3 (a- + ?), Nullstelle: xp = — -Z—c-'

1 1
War Ihr Ergebnis richtig? —————» 138B
War Ihr Ergebnis falsch? — 136 D

134



135 A

Formen Sie die Geradengleichung 52 — 4y — 8 = 0
in die Achsenabschnittsgleichung um.
Lesen Sie daraus die Achsenabschnitte ab, und zeichnen Sie den Graphen!

» 136 A
135B
Die Graphen sind:
a) b)
a2
vA J 7
dps ane
ag2
1t 7
L -
o| 7 X : >
oz [7) 7 X
aiz
y = ao; Geradenschar y = aux Geradenbiischel
parallel zur x-Achse durch (0; 0)
c) d)
qQ,
12
]
a73
; ol
/ / 0' \7 X
Y = ao + a1x Y = do + aux
Schar paralleler Geraden Geradenbiischel durch (0; ao)

mit dem Anstieg a;

Wenn Sie Geradenscharen und -biischel mit den angegebenen Eigenschaften gezeichnet

haben, dann — 1 135C
Andernfalls geben wir Thnen noch einige Beispiele. —_—— 138 A
135 C

Bestimmen Sie die Nullstelle der allgemeinen linearen Funktion y = ao + a1z,
ferner den Schnittpunkt der zugehérigen Geraden mit der y-Achse, und schreiben Sie
mit diesen beiden Werten die Achsenabschnittsgleichung auf. ——» 137 A

135



z, Y _
vA ct-L=1.
di 5
. f 2 g Die Achsenabschnitte sind
0 1/ 2 X 8
- a==-, b=—2,
As 5’
—% Falls Sie das Ergebnis gefunden hatten, dann
» 136 C
Wenn nicht, dann 136 B
136 B

Beachten Sie, da8 auf der rechten Seite der Achsenabschnittsgleichung eine Eins
stehen muB.

Formen Sie die gegebene Gleichung so um, daB zunichst auf der rechten Seite eine
Konstante steht, also 6x — 4y = 8.

Dividieren Sie beide Seiten der Gleichung durch diese Konstante, dann erhalten Sie:

5 1

§Z—§y=1.

Schreiben Sie unter Beachtung der Vorzeichen fiir

ool O

conl Ol =

1 1
und fiir —5= + 3180 erhalten Sie

die gesuchte Achsenabschnittegleichung ¢ + _Z =1. — .+ 136C
5

136 C

a) Gegeben ist y = ao. Zeichnen Sie die Graphen, falls ao verschiedene reelle Werte
annimmt. (Nennen Sie diese ao1, aoz, aos!)

b) Gegeben ist y = aiz. Zeichnen Sie die Graphen, falls a1 verschiedene reelle Werte
annimmt. (Nennen Sie diese a1, aiz, as!)

c) Gegeben ist y = ao + aix. Zeichnen Sie die Graphen, falls a1 = const., a0 dagegen
verschiedene reelle Werte annimmt (ao1, @oz, aos).

d) Gegeben ist y = ao + aix. Zeichnen Sie die Graphen, falls ao = const., a1 dagegen
verschiedene reelle Werte annimmt (a1, ai2, ais). — 136 B

136 D
Der richtige Lésungsweg lautet: y = a1 (a: + z—:);

0=a <a:o + Z—g) , woraus wegen ai == 0
1
2o = — =2 folgt . —F—FF > 138B
ay

136



137 A

Nullstelle: zo = -—-%‘: , Schnittpunkt mit der y-Achse: yo = ao.
Achsenabschnittsgleichung : + Y-
ao ao
T a
War Ihr Ergebnis richtig? Ja » 134 E
Nein » 134D
137 B
x y_ x Yy _
Wenn Ihr Ergebnis richtig ist, gehen Sie weiter » 137D
Haben Sie Fehler gemacht ?
Dann vergleichen Sie Ihren Losungsweg mit » 137C
137 C
a) dx—3y+ 6=0 b)y=%x+5
3

y=20; o= —3 y=0; xzo=—10

z2=0; yo=2 z=0; yo=25

also —+l=1 also: 2 4+ ¥ 4

Yo Yo
z y x y_

_3+§_1 __10_;_5_1 » 137D

T2
137D

Formen Sie die rechte Seite der linearen Gleichung y = aix + ao (a1== 0)

durch Ausklammern von a; in ein Produkt um.
Bestimmen Sie anschlieBend die Nullstelle xo.

———» 134 F

137 E
y=a1(z—zo)=4<x+§)=4x+§

Betrachten Sie noch ein Beispiel:

Gegeben sei y = — 2z + 5. Bestimmen Sie zuerst den Linearfaktor und daraus die

Nullstelle der Funktion.

»138 C

137



138 A

Uberzeugen Sie sich zuniichst, daB die folgenden Gleichungsgruppen (a bis d) genau den

Aufgaben des LS 136 C entsprechen.
Wir geben Thnen fiir ap und a; konkrete Zahlen vor.

a)y=4,y=3, y=—2 (a1 =0)
b)y =2z, y =32, y = —x (a0 = 0)

1 1 1
c)y—§x+1, y=§x+5, :l/=-2'-27—2
dy=3x+2, y=2x+4+ 2, y=—4a + 2.

Zeichnen Sie die Graphen (a bis d) in jeweils ein Koordinatensystem ein.
Sie miiiten die gleichen Graphen wie in LS 135 B erhalten.

— 135 B

»135C

138 B )

Merke: Die Differenz aus der Variablen = und einer Nullstelle xo, also (2 — o), heiBt

Linearfaktor.

Die Multiplikation eines Linearfaktors mit einer Konstanten a, ergibt die rechte Seite

der Gleichung einer expliziten linearen Funktion:

(x — xo) a1 = mxx — a1xo = a1x + ao, wobei ap = —ayxo gesetzt ist.

Die Funktion hat dann‘die Form
Yy = aix + ao.

Losen Sie jetzt die folgende Aufgabe:

2
Wie heiBit die lineare Funktion, deren Nullstelle ¢ = —3
und deren Konstante a; = 4 ist ? » 137 E
138 C
. . 5 . 5
Der Linearfaktor ist (a: — §) ; die Nullstelle xp = 5-
Wenn Ihr Ergebnis nicht richtig ist, dann —» 139 A
‘Wenn Ihr Ergebnis richtig ist » 138D

138 D

a) Wie lautet die allgemeine Gleichung er ganzen rationalen Funktion 2. Grades
(wir sagen dafiir auch ,,quadratische Funktion‘‘ oder, weil ihr Graph eine Parabel

ist, auch kurz ,,Parabel‘‘) ?

b) Wieviel Wertepaare (x;y) miissen gegeben sein, um ihre Koeffizienten zu

bestimmen ?

138

» 140 A



139 A

.
Der Losungsweg lautet: y = —2xr 4+ 6 = — 2<a: ———‘—2’), der Linearfaktor ist

5 6
<x — g), 0=—2 (a:o — -2-), folglich ist o = 3 Nullstelle. —— 138D
139 B

Gegeben sind die Wertepaare (0;3), (2;1), (5;7).
Berechnen Sie die Koeffizienten der Parabel y = ao + aix + aza2.

Wenn Sie zum Losen der Aufgabe eine Hilfe brauchen —_ 139 C
sonst — » 139D
139 C

Durch Einsetzen in y = ao + a1z + aza? erhilt man fiir

0;3): ao =3

(2;1): ao + 2a1 + 4daz =1

(5;7): ao + Say + 26a2 = 7

Die Losung des linearen Gleichungssystems ist:

3 a1 3
ap = ’ I__?y aZ—S’a
11 3

also y=3——5~x—|—gm2 —_—— » 139 E
139D

— .. ‘. 11 3
Die Koeffizientensind:ap =3, a1 = — 5 az = 5

. . 11 3 ,
Die Parabelgleichung lautet: y = 3 — 57 + 5 a? — 139 E

139 E

Wie liegen die Graphen der IFunktion y = asa?® (12 == 1) hinsichtlich des Graphen von
y = a2 (Normalparabel) ?

Unterscheiden Sie die Fille

8.) 1 < az < oo

b)0 <az <1

c) az <0 —— 140 B

139F

Gegeben ist jetzt § = @272

Fiihren Sie folgende Translation aus: ¥ = x 4+ m

¥y=9y+ n.
Ordnen Sie die entstehende Funktionsgleichung nach steigenden Potenzen von a, und
bestimmen Sie die Koeffizienten ao, ai, as. —  » 141 B

139



140 A

a) y = a0 + mx + azx? (n = 2)
b) 3 Wertepaare (z;y) miissen gegeben sein, damit man die 3 Koeffizienten ao, a1, as
bestimmen kann.

‘War Thre Antwort zu a) falsch, dann —128C ——— 138D
War b) falsch, dann wiederholen Sie LS 132 C, danach —  »139B
‘War Thre Antwort richtig, dann —_— 139 E
140 B

a) Fir 1 < az < oo liegen die Graphen innerhalb von y = 2
(Streckung in y-Richtung).
Die Graphen liegen in der oberen Halbebene y = 0.

b) Fiir 0 < az < 1 liegen die Graphen auBerhalb von y = a2
(Stauchung in y-Richtung).
Die Graphen liegen in der oberen Halbebene y = 0.

¢) Fiir ap < 0 liegen die Graphen in der unteren Halbebene y < 0.

Haben Sie die Fragen ebenso beantwortet ————» 140D
‘Wenn das nicht der Fall ist
oder Sie sich nicht sicher fiihlen —_— 140 C

140 C

Zeichnen Sie in einer Figur die Graphen fiir y = @222 mit az = 1, az = 2,
1 1

=I’ Ay = — — —————>142A

az 3

140 D

Bearbeiten Sie der Reihe nach folgende Aufgabenschritte:

a) Zeichnen Sie den Graphen von y = a2 + 2.

b) Legen Sie auf der Parabel (am zweckmiBigsten im 1. Quadranten)
einen Punkt Po(zo;yo) fest.
Fiihren Sie anschlieBend eine Verschiebung des Koordinatensystems so aus, daB
sein Ursprung O mit dem Scheitel der Parabel zusammenfillt.
Nennen Sie den neuen Ursprung O und die neuen Achsen Z und . Wir nennen das
eine Koordinatentransformation, und zwar eine Translation oder Verschiebung.

c) Geben Sie die geltenden Beziehungen zwischen o und Zo bzw. zwischen yo und %o
(Translation) an.

d) Geben Sie die Gleichung der Parabel im neuen System (Z;7) an.
» 142 B

140



14 A

Die Translation lautet yo = %o + ao, Zo = Zo.
Im System (Z;7) ist die Parabelgleichung §j = 2. — 139 F

141 B

Y = ao + mix + ax?,

wobei ap = asm2 —n,

ay = 2a.m,

az = 8z .

Das Ergebnis ist eine allgemeine Funktion 2. Grades in (x;y).
Hatten Sie das Ergebnis erhalten ?

Ja — 143 A
Nein — »141C

141 C

Die Translation lautet: Z =z + m
Yy y+n.
Wir setzen sie in die gegebene Gleichung § = a,%2 ein:
y + n = az(x + m)2 oder
Y = Ba? + 28am x + Gam? —n .
Ordnen wir nach steigenden Potenzen von z, so wird
y = (82m® — n) 4+ 282mx + Goxl.

Schreiben wir jetzt dem2 —n = ao

28om = ay
a2 = az,

80 entSteht y = ap 4+ a1x + a2?, also die allgemeine Gleichung der ganzen rationalen
Funktion 2. Grades im x;y-System. — - 143A
14 D
Ihr Ergebnis ist falsch!
Sie haben vergessen,
die quadratischen Erginzung auf beiden Seiten zu addieren. —» 143 B

14 E

Ihr Ergebnis ist falsch!
Sie haben auf der linken Seite vergessen,
die quadratische Ergidnzung mit 4 zu multiplizieren. ——————» 143D

141



Wenn Ihre Graphen mit den nebenstehenden nicht iiber-
einstimmen, dann iiberpriifen Sie Ihre Rechnung und Ihre
Zeichnungen nochmals, und gehen Sie weiter

» 140D

142 B
Ergebnis:
a) b)
yeyA
';F (50/.}’0)5/:—)/:’0/,}70)
| _
: Vo Vo
e
g 7 : X
oJ[7 k3 ] X
Xo5%

¢) Translation: o = Zo, o = %o + 2
)7+ 2=2%+4 2,also j = 72
Lésen Sie jetzt folgende Aufgabe: Wie lauten die entsprechende Translation fiir

y = a2 + ao und die Gleichung der Parabel im neuen System (Z;¥)?
» 141 A

142 C

Ihr Ergebnis ist falsch!
Sie miissen zundchst den Faktor 4 ausklammern, den Faktor (z2 — 2z)
zu einem vollstdndigen Quadrat erginzen: z2 — 2x + 1 = (x — 1)2.
Damit die Gleichung richtig bleibt, muf8} auf der linken Seite 4 - 1 addiert werden.
» 143D

142 D
Ihr Ergebnis ist falsch! — 143 B

142



143 A

Sie haben sicherlich erkannt: Wendet man auf die Funktion j = @2%2 eine Translation
an, so entsteht daraus (von speziellen Fillen abgesehen)

die allgemeine quadratische Funktion in (z;y).

Folglich muB sich umgekehrt die allgemeine quadratische Funktion

Y = ao+ arx + ax2? in die Funktion § = @72 umwandeln lassen.

Dazu ist das Verfahren der quadratischen Erginzung zu benutzen.

Man addiert auf beiden Seiten der Gleichung eine solche Konstante, daB die rechte Seite
za einem vollstiandigen Quadrat wird.

Fiihren Sie das Verfahren am Beispiel y = 422 — 8x durch. —_— {44 A

143 B

Bevor Sie weiterarbeiten, prigen Sie sich folgende Merkregel ein
(Beispiel: y = 522 — 30x + 2):
1, Konstantes Glied (2) auf beiden Seiten subtrahieren:
Yy —2 = bz — 30z
. Koeffizient von «2? (5) ausklammern: y — 2 = 5(22 — 6x)
. Klammer zum vollstindigen Quadrat ergénzen:
22— 6z + 9 = (x — 3)2
. Welche Konstante wurde im Binom ergénzt? 9
. Welche Konstante ist insgesamt zu ergénzen? 5.9 = 45
. Die erginzte Gleichung heiit: y — 2 + 45 = 5 (x — 3)2
. Zusammenfassung liefert: y + 43 = 5(x — 3)2
. Mit der Translation y + 43 = jundz—3 = T
heiBlt die Gleichung: j = 572
9. Probe: y + 43 = 522 — 30z + 45 bzw. y = 522 — 30x + 2

w N

o 3 D Ul =

1
Fiihren Sie das Verfahren am Beispiel y = x2 + 5% durch. —» 145A
143 C
Ihr Ergebnis ist richtig. —» 145D

143D

Fiihren Sie das Verfahren der quadratischen Ergéanzung nun am Beispiel
y = 32 — 92 aus. — 1458

143



144 A
Welches Ergebnis haben Sie gefunden ?

A) y=4(x—1) —— 141D
B)y+1=4(x—1)2 _ {4 E
C) y+4=4(x—1) —  »143C
D)y + 16 = (2 — 4)2 —  »142¢C
E) eine andere Funktion —  » 142D
144 B

Wir zeigen IThnen das Vorgehen am Beispiel 2 von LS 145 D, die anderen Liésungswege
werden Sie dann selber finden.
i
2.y = 3 2 + 2z + 3 geht durch quadratische Ergédnzung iiber in y — 1 = % (x + 2)2.
Setzt man T =z 4+ 2und j =y — 1,
8o hat man sofort die gesuchte Translation, die Parabelgleichung lautet dann im

1
Z;y-Systemy = 3 z2.

Ihre Scheitelkoordinaten sind im Z;3-Sytem: Zs = 0; ys = 0,
folglich im z;y-System zs = —2; ys = +1. — 144 C

144 C

Zeichnen Sie jetzt die Graphen der 4 Parabeln von LS 145 D, indem Sie die Scheitel-
punkte benutzen, die Sie in LS 145 E gefunden haben.
Die 4 Gleichungen sind:

l.y=22—5bx+ 3 2.y=;—x3+2x+3

3.y=—3—=a:2+3x 4. y =222+ 12z + 16

Berechnen Sie zur Erhéhung der Zeichengenauigkeit noch die Schnittpunkte der Para-
beln mit der y-Achse (in den Ausgangsgleichungen wird z = 0 gesetzt)
und die Nullstellen (y = 0). —147C

144 D

a) Schreiben Sie die Gleichung der quadratischen Funktion unter Beachtung der Be-
dingung a) in LS 146 A auf, und setzen Sie = 0.

b) Schreiben Sie die Gleichung mit a; = 0 auf, subtrahieren Sie auf beiden Seiten ao,
setzen Sie x = 0.

c) Schreiben Sie die Gleichung auf, setzen Sie x = 0. ————» 146 B

144



145 A

Haben Sie als Ergebnis y + 16 (a- + ) erhalten ?

Ja —— » 145D
Nein. Wiederholen Sie die Schritte 1, 3, 4, 6 des LS 143 B. Danach

» 143D
145 B
27 3\2 _
Haben Sie als Ergebnis y + 1= (a: —5) erhalten ? glaéin ’11t5518
145 C
Hinweis: y = 3(x> — 3x)
3\2 _ > 3\2 27 . _E 2 _
y+3(§) = 3 —-3x)+3(§> y+T_3<x 2) 145 D
145 D

Erginzen Sie die 4 folgenden Funktionen so, daB auf der rechten Seite ein vollstéandiges
Quadrat steht:

1. y=2>—bz+3 2.y=%m2+2x+3
3.y=—%x2+3x 4. y =222 4 122 4- 16 — > 147 A
145 E
a) 1 x:x—g 2.Z=2+2 3. TZ=a2—2 4. T=z+4+3

_ 13 = _ .

I=y+4 g=y—1 g=y—3 g=y+2
b) 1.xs=g 2. x5 = —2 3. 25 =2 4. s = —3

—13

Ys = —¢ ys=1 Ys =3 ys = —2
Stimmen Ihre Ergebnisse damit nicht iiberein, —— 144 B
sonst — 144C
145 F
Antworten :

a) Alle Graphen gehen durch den Koordinatenursprung.

b) Alle Graphen gehen durch P(0;aq), der Scheitelpunkt aller Parabeln ist.

c) Alle Graphen gehen durch den Ursprung, er ist zugleich Scheitelpunkt.

Stimmen Thre Antworten mit diesen iiberein ?

Nein ——— 144D

Ja —» 146 C

10 Berane, Wiederholungsprogramm 145



146 A

Die Graphen der Funktion y = ao + a1z + az22 stellen, wenn man jeder der Konstan-
ten @, a1, aa verschiedene Werte erteilt, Parabelscharen dar.

Stellen Sie fiir folgende Fille! .

a)ao=0; a1=+0, az0

b)ai=0; ao=+0, a2 =+0, aoseiein fester Wert!

c)a=0; a;=0, a0

fest, welchen gemeinsamen Punkt jede der Scharen a), b), c) hat.

»145F
146 B
a)y = aiz,+ aza?; z=0—>y=0.
Alle Graphen gehen durch den Koordinatenursprung.
b) y = ao + aza?; y — a0 = am?; xs = 0; ys = ao.
Die Scheitel liegen auf der y-Achse.
c) y = am?; s =0; ys = 0.
Der Koordinatenursprung ist der Scheitel aller Graphen. — »146C
146 C ‘
Geben Sie fiir die 4 Funktionen
1.y=22—bx+4 3, 2.y=%x2+2x+3,
3 .
3.y=—zw2+3:c, 4. y =222+ 12z + 16

den jeweils groBtmoglichen Definitionsbereich D(f) und den entsprechenden Werte-

vorrat W(f) an!
Benutzen Sie dabei die in LS 147 C vorliegenden Graphen. — 149 A

146 D

Folgende Schritte sind nacheinander auszufiihren:

1. Herstellung der Scheitelgleichung durch quadratische Erginzung.
2. Bestimmung der Monotonieintervalle.
3. Berechnung der Umkehrfunktion fiir jedes Monotonieintervall.

1 .
Fiihren Sie fiir die Funktion y = -2-x2 + 2z 4.6
diese Schritte durch, und bestimmen Sie die Umkehrfunktion. Geben Sie jeweils D(f)
und W(f) an. —» 149C

146



147 A
Ergebnis:
13 5\2 1
2 (z—=2 N 2
Lyt (x 2) 2.y—1=5@+2)
3.y—3=—%(a:—2)2 4. y + 2 = 2(x + 3)2
Hatten Sie alle Aufgaben richtig gelost? Ja. —+ 147 B

Nein. Dann iiberpriifen Sie Thre Rechnung nochmals.
Haben Sie den Fehler gefunden ?

Nein —143B 145D
Ja ———+147B
147 B

a) Wie heiien auf Grund der Ergebnisse in LS 147 A die Translationen der 4 Para-
beln, die in LS 1456 D zu bearbeiten waren ? (Beachte LS 142 B)
b) Geben Sie fiir jede Parabel des LS 145 D mit Hilfe der Ergebnisse des LS 147 A die

Koordinaten der Scheitelpunkte der 4 Parabeln an! — 145 E
147 C
1. 5 .
J zs =g ?
13 JA zg = —2
$=—7 - ya=1
y(0) =3 ’ y(0) =3
N. St. keine N. St.
7 z = 4,3 S/ 7'
L [ S B W AN} > — 0 7 ™
0 xr2 » PIN S S 1 PER S T )
\/ X o 1 x
$

3. xs =2 4. . xs = —3
ys =3 by ys = —2
A(0) = 0 ] ¥(0) = 16
NSt.xy =0 . N.St.
T2 = 4 E xr = —2

B X3 = —4
1 7"'
4’ 1. L i L 1 L
* VT
X J
146 A

10° 147



148 A
Vergleichen Sie Ihren Lésungsweg mit dem folgenden.

y=;-a:3+2:c+5 y—5=—;-(:c2+4x)

1
y—3= 3 (x 4+ 2)% Scheitelkoordinaten: zg = —2; ys = 3.

Mit ihrer Hilfe erhilt man die beiden Monotonieintervalle:

Mi=D(h) = {g| —co<zs—2 Me=Difs) = fa| —2 <2< oo}
1 t

fi(x) monoton fallend fa(x) monoton wachsend
(x+ 2)2=2(y —3) (r+ 2)2 = 2(y —3)
+2=—}20y—3) T+ 2=+ J2(y —3)
t 1
z=—2—)2(y —3) z=—2+ 2(y — 3)
y=—2—)2(x— 3) y=—2+ y2(x-——3)

D(fr) ={z |3 Sz < oo} D(f2) = {z |3 <z < oo}
W) ={y| —oo<y=—2} W(f) ={y|—2 <y <eo}

» 149D
148 B

y=2x3—z2—l—;—x, aus =0 folgt y=0.

Wenn Sie eine ganze rationale Funktion n-ten Grades mit allgemeinen Koeffizienten
Qn,y Gp-1, - - ., a1 und ap = 0 aufschreiben und anschlieBend x = 0 setzen,

dann wird in ¥y = apz® + ap-12"-1 + ... + a1z fiir z = 0 auch y = 0.

Folglich gehen die Graphen aller ganzen rationalen Funktionen, deren Absolutglied
gleich Null ist, durch den XKoordinatenursprung. ——FF 150 C

148 C ‘
y=(x+ 2)(x—3)(x —4) = a3 —5ba® —2x 4+ 24
ist eine ganze rationale Funktion 3. Grades.

Die Nullstellen sind ;3 = —2; 22 = 3; 23 = 4.

Bestimmen Sie die Nullstellen von

y = (z—2) (& — ) (z — o).

Berechnen Sie dieses Produkt.

Ordnen Sie die Funktion nach fallenden Potenzen von z, und nennen Sie die Koeffi-
zienten az; a1; ao. —— 160D

148



149 A

Alle Funktionen haben den gleichen Definitionsbereich:
D(f) = {z| — o0 <z <oo}

Die Wertevorriite sind:

LW =y - <y <o) 2. W() =]t Sy <o)

3. W(f) = {y|— o <y <3} 4. W) = {y|—2 =y < oo}

Sollten Thnen Fehler unterlaufen sein, so haben Sie die Werte auf den Graphen nicht
richtig abgelesen.
Uberpriifen Sie Thre Werte nochmals! Danach —  »149B

149 B

1
Gegeben ist die Funktion y = 3 x2 4 2z + 5.

Welche Schritte miissen Sie nacheinander ausfiihren, damit Sie die\ Umkehrfunktion
erhalten ? — » 146D

149 C

Die Umkehrfunktionen sind:

fi@)=yp=—2—}2x—3) Jo(z) =y2 = —2 4 J2(x —3)

D(f)) = {z|3 <z < o0} D(f2) = {x|3 <z <oo}

Wi ={y|—cco<y=—2} W(fe) = {y| —2 <y < oo}

Ist Ihr Ergebnis richtig? Ja —_———  »149D
Nein —  »148A

149 D

Legen Sie eine Pause ein! Gehen Sie dann weiter. — 149 E

149 E

Wir wollen jetzt ganze rationale Funktionen dritten und hoheren Grades betrachten.
Zeichnen Sie den Graphen von y = z3,
geben Sie Definitionsbereich D(f) und Wertevorrat W(f) an, und sagen Sie etwas iiber

die Monotonie der Funktion aus. —— > 150 A
19 F

Welche Eigenschaft haben alle ganzen rationalen Funktionen, deren Absolutglied
(konstantes Glied) ao gleich Null ist ? —»150B

149



150 A
y=42° J’ﬁ
D(f) = {z| — o0 <z < oo} i

W(f) = {y|— oo <y < oo}

Die Funktion ist im gesamten Definitionsbereich D(f) L
monoton wachsend. 7}

150 B

Alle ganzen rationalen Funktionen, deren Absolutglied ao gleich Null ist, haben das
Wertepaar (0;0) gemeinsam.

Folglich geht Thr Graph stets durch den Koordinatenursprung. Wenn Ihre Antwort
richtig war, dann —150C
Wenn nicht, dann machen Sie sich diese Tatsache am folgenden Beispiel klar.
Beispiel: Schreiben Sie eine ganze rationale Funktion auf, deren Koeffizienten as = 2,

az = —1, a1 = §, ap = 0 sind, und setzen Sie anschlieBend z = 0.

Was ergibt sich ? —— 148 B
150 C

Von welchem Grad ist die Funktion y = (x — 3) (z + 2) (x — 4)?

‘Welche Nullstellen hat die Funktion ? —— 148 C
150 D

Die Nullstellen der Funktion sind z;, 2, 3.
y = 28 — (21 + @2 + T3)2? 4+ (v122 + 2173 + T2x3) ¥ — T1w2x3.
Dabei sind die Koeffizienten des Polynoms

az = —— (21 + @2 + @3), a1 = T1@2 + 1% + ToTs, G0 = — TaTaTs.

Wenn Sie dieses Ergebnis erhalten haben, dann — 151 A
Falls Sie Fehler gemacht haben, dann priifen Sie noch einmal nach.

Es konnen nur Rechenfehler sein. Danach — 151 A

150



151 A

Die im LS 150 D gefundenen Beziehungen zwischen Koeffizienten und Nullstellen
heiBen Vietascher Wurzelsatz. (Man bezeichnet die Ldsungen 1, xa, . . ., s einer Glei-
chung vom Grade n = 2 auch als ,,Wurzeln*.)
Fiir eine ganze rationale Funktion n-ten Grades

Y=a"+ ap-12""1 + o + 12+ ao
mit den Nullstellen x;, @2, . . ., 2, lautet er:

an1=— (@ + a2+ ...+ @)
Un-2 = @12 + @13 + - -+ + T1%n + T23 + - - - + ToTn + - -+ Tn1Ta

ap = (—1)mzyxe . . . xn

Merlze: Der Koeffizient ap-1 ist die Summe aller Nullstellen, multipliziert mit dem
Faktor (—1). Der Koeffizient ao ist"das Produkt aller Nullstellen, multipliziert
mit dem Faktor (—1)».

Berechnen Sie nach der Aufgabe in LS 148 C die Koeffizienten fiir eine Funktion vom
Grade n = 2 und n = 4.

(Firn = 3 vgl. LS 150 D)

Berechnen Sie dann die Koeffizienten fiir n = 2 und n = 4 mit dem Vietaschen Wur-
zelsatz! —_—» 152 A

151 B

— @t zta)=—(14+24+3)=—6=az
X2 + 2123 F 23 =2+ 3+ 6=11 =qa
— a3 =—1:2:3=—6 =ap PE—— 0 ¥ o

151 C

Es ist

fo(x) = 22 — bx +.6 = (z — 2) (x — 3)

fas(x) = a3 —6a2 + 11z —6 = (x — 1) (x — 2) (x — 3)

Wenn Ihr Ergebnis falsch war, dann vergleichen Sie Thre Rechnung mit dem ausfiihr-

lichen Lésungsweg — 153 A
Sonst ———»153B
151 D

Welches der drei Angebote ist nach IThrer Meinung sinnvoll ?

A +1+2+3+4+6+9+12+18 + 36 —————»154C
B) +1+2+3+6+9 118 —— 152D
C) +1+2+3+41+£6+6+7£8... —— > 154D

151



152 A
Man erhilt nach beiden Methoden das gleiche Ergebnis:

n=2: a = —(x1 + x2)
ap = I1x2

n=4: ag=—(x1 + x2 + x3 + x4)
az = 2172 + 173 + T1x4 + Toxz + Xoxs + X3xs
az = — (212273 + 12274 + T1X3xs + Xox3ws)

Ao = T1T2XT3X4 —» 152 B

152 B

Gegeben ist y = 28 — 622 4+ 11z — 6.

Die Nullstellen sind z; = 1, 22 = 2, 23 = 3;

wovon Sie sich durch Einsetzen leicht iiberzeugen konnen.

Bestitigen Sie den Vietaschen Wurzelsatz. —— 151 B

152C

Gegeben ist y & fa(x) = 23 — 622 + 11z — 6.

Fiir x; = 1 erhalten Sie das Wertepaar (1;0), also ist z; eine Nullstelle. Wenn Sie jetzt
die rechte Seite der gegebenen Gleichung durch den Linearfaktor (x — 1) = (x — 1)
dividieren (vgl. LS 138 B), so erhalten Sie fo(x) = 22 — 5z + 6. Die Ausgangsfunktion
1Bt sich dann in der Form schreiben:

y = fs(z) = (z —1) (2 — 5z + 6) = (z — 1) fo(=).
f2(z) ist im Grad um eins niedriger als fs(x).

Merke: = ist eine reelle Nullstelle der ganzen rationalen Funktion fa.(z) genau dann,
wenn es eine ganze rationale Funktion fa_1(x) gibt, so daB fir jedes x gilt:

fa(@) = (2 — z1)fna()-

Bestimmen Sie jetzt die beiden reellen Nullstellen von fa(x) = 22 — 5z 4 6, und driik-
ken Sie fz(z) durch das Produkt der Linearfaktoren aus den beiden Nullstellen aus.
Stellen Sie anschlieBend die Ausgangsfunktion fs(x) durch das Produkt aus den 3 Line-
arfaktoren dar. —— 151 C

152D

Ihr Ergebnis ist richtig. Nach Abspalten des Koeffizienten der hochsten Potenz kom-
men nur noch Teiler von 18 in Frage. —— 153D

152



153 A

Gegeben war y = x3 — 622 + 11z — 6 mit 2, = 1.
Es ist (23 — 622 4 11z — 6):(x — 1) = 22 — 5z + 6 = fa(2).
fo(x) = &2 — 5x + 6 = 0 liefert die Nullstellen
x2 = 2 und x3 = 3.
Somit ist fa(x) = 22 — 5z + 6 = (z — 2) (x — 3) und
Y= fa(x) =23 — 622 + 11z —6 = (z — 1) (x — 2) (x — 3).
» 153 B

153 B

Das Verfahren, das Sie eben angewandt haben, heifit ,,Verfahren des Abspaltens von
Linearfaktoren‘‘.

Ist y = 2" 4+ an-12*"1 + - - 4+ a1z + ao eine Funktion n-ten Grades, die genau k
reelle Nullstellen hat, wobei k < n ist, so bleibt nach Abspaltung der k Linearfaktoren
ein Restpolynom fn-i(x) iibrig, das keine reellen Nullstellen mehr enthilt. Es ist dann

y=f(x) =(x—x) (x— x2) ... (X — &) fo-r ().

Der Grad des Restpolynoms f,_x(x) ist stets geradzahlig, was sich zeigen 148t.
Folglich muB ein Polynom 3. Grades stets mindestens eine reelle Nullstelle besitzen.
Wenn es keine weiteren reellen Nullstellen gibt, so ist das Restpolynom vom Grad 2.
Ist k = n, so gibt es n reelle Nullstellen, und das Polynom li8it sich vollsténdig in
Linearfaktoren zerlegen:

y=f(x) =(x— ) (*x — x2) ... (. — x,).

Aufgabe: Gegeben ist y = 23 — 2z + 4.
Wenden Sie das Verfahren des Abspaltens von Linearfaktoren auf diese Funktion an.
» 154 A

153 C

Die Nullstellen sind Teiler des Absolutgliedes. In der Praxis beschrankt man sich beim
Aufsuchen einer Nullstelle durch Probieren auf Teiler ganzzahliger Absolutglieder.
Aufgabe: Welche Zahlen probiert man sinnvollerweise als mogliche Nullstellen des
Polynoms

y = 223 — 822 — 62 + 367 — 151D
153 D

Zerlegen Sie y = 223 — 822 — 6z + 36 in ein Produkt durch Abspalten von Linear-
faktoren. — - 157A

153



154 A

y = 23 — 2z + 4 hat nur eine reelle Nullstelle, und zwar x = —2, das Restpolynom
f2(z) = 22 — 22 + 2 hat keine reellen Nullstellen. Folglich ist

y=23—2 + 4= (z+ 2) (22— 2z + 2).

Wenn Ihr Ergebnis nicht damit iibereinstimmt, obwohl keine Rechenfehler vorliegen,

dann —152C » 1564 B
Sonst 164 B
154 B

Welche praktischen Folgerungen beziiglich der Bestimmung der Nullstellen einer
ganzen rationalen Funktion ziehen Sie aus der Tatsache, daB nach dem Satz von Vieta
(LS 151 A) das Absolutglied ao gleich dem Produkt der Nullstellen, multipliziert mit
(—1)», ist ? ——» 153 C

154 C

Irrtum! Sie kénnen in y = 228 — 822 — 6z + 36 den Koeffizienten der hdchsten
Potenz ausklammern:

Y= 2(::9 — 422 — 3z + 18). Die Nullstellen erhélt man nur aus dem Ausdruck, der in
der Klammer steht, d. h., aus
a3 — 422 — 3x 4 18 mit ap = 18.

Damit ist B) im LS 151 D richtig. ———F 153D
154 D
Ihr Ergebnis ist falsch. 5,7,8, ... sind nicht Teiler des Absolutgliedes.

» 1563 C
154 E
Die Zerlegung ist nicht vollsténdig.
Zerlegen Sie auch noch den zweiten Faktor. — 153D
154 F
Sie haben die Nullstellen nicht alle richtig berechnet. Wiederholen Sie die Nullstellen-
bestimmung. — 153D
154 G
Sie haben zwar die Nullstellen durch Probieren richtig bestimmt, aber die Linearfak-
toren (x — ;) falsch gebildet. ————» 153D

154
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Wenn Sie y=2(z + 2) (x — 3)2 oder y = 2(z + 2) (x —3) (x—3) erhialten haben, so
ist das richtig. ————+1556B
Sollten Sie jedoch eine andere Zeriegung gefunden haben, so miissen Sie nochmals
genau nachrechnen, denn es liegen sicher Rechenfehler vor. 153D

155 B

In der Zerlegung y = 2 (x + 2) (x — 3)2nennt man die Stelle x = 3 doppelte Null-
stelle. Also kdnnen Nullstellen auch mehrfach auftreten. So liegt in y = (x—2)2 (z + 4)®
bei # = 2 eine doppelte und bei z = —4 eine dreifache Nullstelle vor.

» 155 C

155 C

‘Wir beschiftigen uns jetzt mit der gebrochenen rationalen Funktion. Versuchen Sie,
die gebrochene rationale Funktion mit reellen Koeffizienten zu definieren!
» 166 A

155D

Ist der Grad m des Zidhlerpolynoms kleiner als der Grad n des Nennerpolynoms, so
nennen wir die rationale Funktion echt gebrochen (m < n). Ist dagegen der Grad m des
Zahlerpolynoms griBer als der Grad n des Nennerpolynoms oder ihm gleich, so heiBt die
rationale Funktion unecht gebrochen (m = n).

Wéhnn Sie die richtige Antwort gefunden haben, dann 155 E
‘Wenn nicht, dann prégen Sie sich den Sachverhalt ein.
Danach —— > 155 E

\

155 E

Ein unechter Bruch 1d8t sich durch Division in eine Summe aus einer ganzen Zahl und
einem echten Bruch verwandeln. Genauso 1d8t sich eine unecht gebrochene rationale
Funktion durch Polynomdivision in die Summe aus einer ganzen rationalen Funktion
(Gleichung der Asymptote) und einer echt gebrochenen rationalen Funktion ver-
Wandeln.

222 + 4x—1

r—1 :
Danach ——  »156B

Zeigen Sie das am Beispiel r(z) =

155
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Definition: Die gebrochene rationale Funktion ist der Quotient aus 2 Polynomen. Sie
hat die Form

_p@E) _staz+az’t - +anzm
g(x) bo+brix+ bra®+ .. + baan
Die Koeffizienten ai(i = 0,1,2, ..., m) und bi(k = 0,1,2, .. ., n) sind reelle Zahlen,

m und »n natiirliche Zahlen. D(f) und W(f) miissen von Fall zu Fall untersucht werden.
Hatten Sie die Definition sinngeméB richtig angegeben ?

Ja — 157D
Nein, dann lesen Sie die Definition genau durch, und priigen Sie sich diese ein, und
gehen Sie dann weiter —_— » 157D
156 B
Es ergibt sich r(z) = 2z + 6 4 proy Asymptote: y= 2z + 6.
Erhielten Sie dieses Ergebnis ?
Nein —— 156 D
Ja — > 156 C
156 C

_p) .. . .
r(z) = @) sei eine gebrochene rationale Funktion.

Geben Sie die Bedingung an:
a) fiir eine Nullstelle dieser Funktion,

b) fiir einen Pol — 158 A
156 D
Die Polynomdivision lautet:
(222 + 4z —1):(x—1) =22+ 6+ x—éi
- (222 — 2z)
6z — 1
— (6z — 6)
5
y = 2z + 6 ganze rationale Funktion (Asymptote), y = 7 —1 echt gebrochene ratio-
nale Funktion.
. @t + 28— 272 4 392 — 11
Zerlegen Sie r(z) = Py
in eine Summe aus einer ganzen rationalen Funktion und einer echt gebrochenen
rationalen Funktion! — 159D

156
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Sie haben erhalten:

A) y=2(x + 2) (a2 —6x + 9) 154 E
B) y=2@&+ 2)(zx—3)(z + 3) — 154 F
C) y=2%—2)(x+ 3)2 154 G
D) eine andere Zerlegung — 155 A
157 B
Ergebnis:
a) Der Funktionswert r(—3) existiert nicht, da der Nenner Null wird (Pol).
b) 7( _+br+2 (—1) == 2_1 bestimmter Wert

) r(z) = p— r )_ﬁ_é estimmter Wer
Haben Sie Fehler gemacht; dann gehen Sie nach ———» 158B
sonst —_— - 157C
157 C

Wir werden jetzt die Graphen einiger gebrochener rationaler Funktionen betrachten.
Zeichnen Sie die Graphen folgender Funktionen:

1 1 1 1

a)y=-, bly==, gy=_, dy=; — 161 A

157 D

Genau wie bei echten und unechten Briichen unterscheiden wir echt und unecht ge-
brochene rationale Funktionen.
Wodurch unterscheiden sie sich ? — 155D

157 E

Untersuchen Sie, ob folgende Funktionen echt oder unecht gebrochen rational sind,
und wandeln Sie die unecht gebrochenen rationalen Funktionen in eine Summe aus
einer ganzen rationalen und einer echt gebrochenen rationalen Funktion um!

a) (x — 4)3 b) 3 + b2 — 4 — 20 ¢) (22 — 3)2
(= + 5)° (x—2) (z + 2) (= + 5) (x—5) («* + 4)
x+1 x 2x3 + 322 — 192 44
d)'x—l e) P | f) ) » 159 C

1567
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Eine Nullstelle liegt an der Stelle x = o vor, wenn das Zihlerpolynom fiir z = 2o Null
wird und das Nennerpolynom an der Stelle # = zo verschieden von Null ist, also
P(zo) = 0 undg(zo) &+ 0. Ein Pol liegt an der Stelle z = x1 vor, wenn das Nenner-
polynom fiir # = z; Null wird und das Zihlerpolynom fiir z; verschieden von Null ist,
also p(z1) += 0 und g(x1) = 0. Tritt die Nullstelle z; von g(x) k-fach auf, so liegt ein
Pol k-ter Ordnung vor. ——— »158B

158 B

Was ist iiber eine Stelle 2 zu sagen, fiir die sowohl das Zihler- als auch das Nenner-
polynom zu Null wird, also

plx2) = g(x2) = 01 - +160 A

158 C

a) Grad des Zihlers m = 3, Grad des Nenners n = 3, m = n, also unecht gebrochene
rationale Funktion.

(@8 — 1222 + 48z — 64): (23 + 1522 + 76z + 125)
2722+ 27z 4 189
8 + 1622 4 76z + 125

b) Grad des Zihlers m = 3, Grad des Nenners n = 3, m = n, also unecht gebrochene
rationale Funktion.

Da aber das Nennerpolynom
(*—2)(x + 2) (@ + 5) = (22 —4) (& + b) = a3 + 5a? — 4z — 20

gleich dem Zghlerpolynom ist, liegt eine ganze rationale Funktion vor, und zwar die
konstante Funktion y = 1.

c) Grad des Zihlers m = 2, Grad des Nenners n = 3, m < n, also echt gebrochene
rationale Funktion.

d) Grad des Zihlers m = 1, Grad des Nenners n = 1, m = n, also unecht gebrochene
rationale Funktion.

(z+1):(z—1)=1 +

e) Grad des Zahlers m = 1, Grad des Nenners n = 1, m = n, also unecht gebrochene
rationale Funktion.

z: (z+1)=1—

=1

2
rx—1

1

x4+ 1 -

f) Grad des Zidhlers m = 3, Grad des Nenners n = 1, m > n, also unecht gebrochene
rationale Funktion.
Weil (223 + 322 — 192 + 4): (z + 4) = 222 — 5z + 1 ist, liegt eine ganze rationale
Funktion vor. ' —_—» 156 C

168
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@) = @—2) 22 se) =0,

also Nullstelle.

‘Wenn Sie ein'anderes Ergebnis haben, dann suchen Sie Ihren Fehler durch Vergleich.

» 159 B

159 B

Bestimmen Sie die Werte der beiden folgenden Funktionen:
a8 4+ 322 — bxr — 16
x4 + 63 + 1122 4 122 4 18
a8 4 622 4 Tx 4+ 2
822 4 4z — 4

an der Stelle z = — 3

a) r(z) =

b) r(z) = an der Stelle x = — 1

» 157 B

159 C

a) unecht gebrochene rationale Funktion

(xr—4)8 _,  272% + 27z 4 189
(x+6)8 23 — 1522 + 75z + 125

b) In diesem Fall liegt eine ganze rationale Funktion vor, weil
23 + ba? —dor—20 1
(x—2)(z + 2) (x + b)

c) echt gebrochene rationale Funktion

x4+ 1 2
e—1 - 1te—t

. . x. 1
e) unecht gebrochene rationale Funktion Py 1 ~z¥i

d) unecht gebrochene rationale Funktion

f) unecht gebrochene rationale Funktion, sogar eine ganze rationale Funktion, da

243 + 322 — 19z + 4

== 2
z T4 22 — bz + 1
Stimmen Ihre Ergebnisse mit diesen iiberein? Nein » 158 C
Ja » 156 C
159 D
2z —3
— 2 _ e
r(x) = 2 4 bx — 8 + P e |
ganze rationale echt gebrochene rationale
Funktion Funktion
Wenn Sie das gleiche Ergebnis gefunden hatten, dann » 167 E
wenn nicht, so kann nur ein Rechenfehler vorliegen.
» 157 E

Priifen Sie nach, danach

159
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An der Stelle z = x» ist der Funktionswert nicht definiert, da Zdhler- und Nennerpoly-
nom beide gleich Null sind. Die Funktion hat bei £ = x» eine Liicke!

Im folgenden wird gézeigt: Man kann eine solche Liicke beseitigen, indem man die
gegebene Funktion durch eine neue Funktion ersetzt, die keine Liicke mehr hat. Es seix:
eine solche Liicke, und zwar eine k-fache Nullstelle des Zihlerpolynoms und eine j-fache
Nullstelle des Nennerpolynoms. Somit gilt:

P(z) = (& -— z2)* P (2)
g(x) =Yz —x2) 4 ()

@)k B
(& — 22" D) 1ot & 4 2y, so darf man kiirzen, und es entsteht die
(x — x2)7 g()

} P (@2) 0,9 (x2) + 0.

Dann ist r(z) =
neue Funktion

8(z) = (z — @)k P

die keine Liicke mehr enthalt.

g (x)’
Fiir x — 2z muB man 3 Fille unterscheiden:
1. Fiir £ = 7 wird s(zz) =%xz))- ein bestimmter Wert ungleich Null.
p

2. Furk > j wird s(z2) = (x — xz)"‘fq(xz) eine (k —- j) - fache Nullstelle der neuen

q(x2)
Funktion.
3. Firk < j wird a(a) = — _‘xz) - :’g:; ein (j - ) facher Pol
der neuen Funktion. —» 160B
160 B
3 _ B2 —
r(x) = 2 — bat — dw + 12 hat bei z = 2 eine Liicke.

a8 —3x2 x4+ 2
Zerlegen Sie nach LS 160 A p(z) und ¢(x) in Faktoren, kiirzen Sie, und stellen Sie fest,
welchen Wert die neue Funktion s(x) an der Stelle 2 = 2 annimmt.

» 159 A

160 C

—2
Aufgabe: Zeichnen Sie den Graphen von y = d

(z + 1)’

und bestimmen Sie: Nullstellen, Art der Nullstellen, Schnittpunkt mit der y-Achse,
Pole und Ordnung der Pole sowie den groBtmaglichen Definitionsbereich D(f).

» 163 A

160
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a) b)

S
~}
x

~
Lo
~
T

>
-
x
EXY

Betrachten Sie die Graphen, und geben Sie die Ordnung der Pole an.

— 163 B

a)y=£-, Pol 1. Ordnung:
Ein Ast strebt nach — oo, der andere nach + oo,
1
b)y= 3, Pol 2. Ordnung:
Beide Aste streben nach + oo,
1
c)y= o Pol 3. Ordnung:
Ein Ast strebt nach — oo, der andere nach + oo,
1
d)y=z—‘, Pol 4. Ordnung:
Beide Aste streben nach + oo.

Merksatz: Bei einem Pol gerader Ordnung streben die Aste beide nach + oo oder
— oo. Liegt ein Pol ungerader Ordnung vor, so strebt ein Ast nach + oo,
der andere nach — oo. Das gilt allgemein fiir alle gebrochenen rationalen
Funktionen (ohne nidhere Begriindung). 160 C

11 Berane, Wiederholungsprogramm 161
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Zusammenfassend stellen wir Thnen noch einige Aufgaben, deren Ergebnisse Sie selbst
kontrollieren und bewerten sollen.

Leistungskontrolle zu Abschnitt 6:

1. Zerlegen Sie y = x* — 23 — 2522 + 37z 4 60 durch Abspalten von Linearfak-
toren in ein Produkt.
1 1
2. Gegeben sind 2 Punkte P; (5 ;1) und P, (3; ——§)
Stellen Sie die Zwei-Punkte-Gleichung der Geraden durch diese 2 Punkte auf,
und leiten Sie daraus alle anderen Formen der Geradengleichung her.
3. Fiir die Funktion y = 23 + 2z soll die Translation
1 1
T=I—5Y=¥—3 :
durchgefiihrt werden. Welche Funktion im Z;j-System entsteht dabei?
4. Man bestimme den Scheitelpunkt der zu
y = 3a2 — 22 + 5 gehérigen Parabel.
5. Man bestimme die ganze rationale Funktion 2. Grades, die die 3 geordneten

Paare (—1;———%), (2;3), (4;13) enthilt.
r(2—2x)
(x—1)2

sind Nullstellen, Polstellen, die Gleichung der Asymptote anzugeben und eine
Skizze anzufertigen.

6. Fiir die Funktion y =

.

» 164 A

162
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Nullstelle: = 2, einfach )
A Schnittpunkt mit der y-Achse: (0;—2) ’
Pol: z = —1; 2. Ordnung

Df)i{fr| —o<z<{—1U—1<l2
< oo}

Hatten Sie dieses Ergebnis gefunden ?

Ja —— 162 A
Nein, dann — 158 A—» 162 A
163 B

1
a)y =z, &= 0 Pol 1. Ordnung,

1
b)y = zi» &= 0 Pol 2. Ordnung,

1
Qy=_3, =0 Pol 3. Ordnung,

1
d)yy= a0 &= 0 Pol 4. Ordnung.
Wenn Sie die Ordnung nicht richtig angeben konnten,
dann — 158 A » 161 A
Leiten Sie aus Ihrer Antwort einen ‘Merksatz iiber Kurvenverlauf und
Polordnung ab. —» 161 B
163 C
Bewertung der Ergebnisse:
23—25 Punkte: Ihre Leistungen sind sehr gut.

Arbeiten Sie weiter so! —— 165 A
17—22 Punkte: Sie haben den Stoff im wesentlichen verstanden. Wir empfehlen IThnen
jedoch, Ihre Rechnungen stets zu iiberprifen. ——» 165 A

12—16 Punkte: Ihre Leistungen sind mangelhaft. Wiederholen Sie den Stoff, bei dem
Ihnen Fehler unterlaufen sind, noch einmal. Danach
» 165 A
weniger als 12 Punkte: Entweder sind Thre Grundkenntnisse sehr mangelhaft, oder
Thre Arbeitsweise ist oberflichlich. Wir empfehlen Ihnen, das Pro-
gramm von LS 130 B an noch einmal griindlich durchzuarbeiten.
» 130 B

11+

163
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ErgeBnisse
1. Aufgabe

2. Aufgabe

bzw.

3. Aufgabe

4. Aufgabe

6. Aufgabe

6. Aufgabe

164

3 11
§ =78 —oF - —F —
y=33 5% + i i

@® o o
Abszisse des'Scheibelpunktes% ®

Ordinate des Scheitelpunktes 1—34 0)

Umformung @)

= %:32 + 22 —3

® ® ©

Losungsverfahren () J [ Bild
Gleichungssystem (7) | [ y= %%)%L
Nullstellen: 20 = 2, 21 = 0
Pol: zp=1@.0) 1T L B
Asymptote:y = — 1 0 1 = z

Punkte
y=(@+1) —3) +56) (x—4) 4
O] ® ® ®
—3—1 y—1 143 y+s
3 3 3
—=— bzw. — = 2
3 ——1 :v:—1 1—3 rx—3
2 2 2.
(Zwei-Punkte-Gleichung)
8 y—1 8/ 1
—E= 1 & y—i= —rs(“—ﬁ)
z—3
1
y+3
8 3 1 8
TBTz—s > Ytz —gk—3 !
(Punkt-Richtungs-Gleichung)
8 19 .
Y=—1% + 1 Explizite Form 1
8z 4+ 16y —19=0 Implizite Form 1
i‘% + i% =1 Achsenabschhittsgleichung 1
8 15



1. Nichtrationale elementare Funktionen

165 A

Es werden Kenntnisse iber Wurzelfunktionen, Ezponentialfunktionen, Logarithmus-
funktionen und trigonometrische Funktionen wiederholt und vertieft.

Auggehend von den ganzen rationalen Funktionen, wird die Wurzelfunktion als deren
Umkehrfunktion eingefithrt und verallgemeinert.

Bei den Exponential- und Logarithmusfunktionen sollen Sie den Zusammenhang zwischen
Basis (0 < a < 1 bzw. a > 1) und zugehirigem Graphen erkennen.

Mt der Wiederholungdertrigonometrischen Funktionen werden Sie auf deren Anwendung
in Naturwissenschaft und Technik (z. B. Schwingungsprobleme in der Mechanik und
Elektrotechnik) vorbereitet.

Sie sind nach grindlicher Durcharbeitung des Abschnitts in der Lage,

— die Eigenschaften dieser Funktionen zu beschreiben,

— deren Graphen zu skizzieren,

— Verschiebungen und Streckungen durchzufithren,

— den Zusammenhang zwischen Transformationen und den sie beschreibenden Parame-
tern zu erkennen.

Beantworten Sie zunéchst zur Wiederholung einige Fragen!

a) Was ist der Grundbereich einer Gleichung ?

b) Wie wird die Grundmenge M = {(z;y)} mit z,y € P dargestellt ?

c) Wie wird ein Element (z;y) € M dargestellt ?

d) Wie wird die Losungsmenge L einer Gleichung der Form f(x;y) = 0

dargestellt ? —— 166 A
165 B
Thre Antwort ist richtig, denn zu einem z-Wert gehbren 2 y-Werte.
Die Eindeutigkeit ist verletzt. — 166 C
165 C
Irrtum. Es ist keine Funktion, die Eindeutigkeit ist verletzt, denn zu jedem z-Wert
gehéren fiir > 0 zwei y-Werte. — 166 C

1656
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a) Die Variablen einer Gleichung gehéren einer vorgegebenen Menge an (z. B. Menge
der ganzen Zahlen). Diese Menge bezeichnet man als Grundbereich der Gleichung.

b) Der Grundbereich M = {(x;y)} mit z,y € P wird dargestellt durch alle Punkte der
z;y-Ebene.

¢) Ein Element (z;y) € M wird durch einen Punkt der z;y-Ebene dargestellt.

d) Die Lésungsmenge L einer Gleichung der Form f(z;y) = 0 wird durch alle Punkte
einer Kurve in der z;y-Ebene dargestellt.

Konnten Sie alle Fragen richtig beantworten ?

Ja ——» 166 B
Nein, dann wiederholen Sie 105 A, 106 C, 109 B.
Danach — »166B
166 B
Die Losungsmenge der Gleichung x — 32 = 0 yl
wird durch die folgende Kurve i
in der z;y-Ebene dargestellt:
Entscheiden Sie, ob die Gleichung x — 42 = 0 7}

N7 >
A) eine Funktion y = f(x) —  »165C
B) keine Funktion ist. ——» 166 B

166 C._
{(x; }/;)} ist eine Funktion der reellen Veridnderlichen « fiir « = 0.

Schreiben Sie die Funktion in der Form y = f(z):y =
Geben Sie Definitionsbereich D(f) und Wertevorrat W(f) an, und zeichnen Sie den
Graphen der Funktion. — > 168 A

166
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a) Mi(f) = {x| — oo <2 =<0}  f(x) monoton fallend
Mf) ={x |0 < < oo} f(x) monoton steigend

by = filx) = — Yz mit D(fi) ={z|0 <z < oo},
W(f)={y| — o <y=0}

Y2 =fol2) =Yz mit D(fz) = {2z |0 <z < oo},
W(f) ={y|0 <y < oo}

’+/ Beachten Sie:

D)
/ In beiden Funktionen y; und y; ist der
e Radikand nicht negativ, = 0!
7YX Falls Sie Fehler gemacht haben,
dann — 122D » 168 B
— > Sonst — > 167B

167 B

Betrachten Sie jetzt die Funktion y = 3, mit

Dif)y ={x|— o0 <z oo}, W({)={y|— o0 <y oo}

Wie ist ihr Monotonieverhalten ?

Existieren Umkehrfunktionen y = f(x)?

Geben Sie D(f) und W(f) an! ———— 169A

167 C

a (Zu (2;8) von AF gehort (8;2) c)
vonUF, denn :i/‘S_ =2 = f(8)
und zu (—2;—S8) von AF
gehort (—8;—2) von UF,
denn — J—(—8) =—2
= f(—8).

b) Beide Funktionsteile sind
streng monoton zunehmend,
weil fiir z; < a2
stets f(x1) < f(z2) folgt.

» 169 B

167



168 A

y=Vz; ¥
D(f) ={z |0 =z < oo}
W) ={y|0 =y < oo}

Ist Ihr Ergebnis richtig ?

Ja —  +168B O] 1 x
Nein. Dann wiederholen Sie LS1156C, gund LS 111 C-

Danach — ————»168B

168 B

Die Funktion y = «2 ist Thnen als ganze rationale Funktion bereits genau bekannt.
Thr Definitionsbereich ist

D(f) ={z|— o0 <z < oo}

a) Geben Sie die Monotonieintervalle dieser Funktion an.

b) Wie lauten die Umkehrfunktionen ?

Geben Sie D(f) und W(f)an. s
¢) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion, und spiegeln Sie diesen an der Geraden

y=a. —_—  » 167 A
168 C
8y =Yz D(f) = {z]0 <z < oo} & W(f)
W) ={y]0 <y < =} & Df)
by =}z D(f) ={x |0 = = < oo} A W(f)

W) =1{y|0 =y < o} A D(f)

» 168 D

168D

Sie erkennen: Wurzelfunktionen im Sinne der Definition von LS 169 B und Potenz-
funktionen sind Umkehrfunktionen zueinander fiir alle Monotonieintervalle, fiir die der
Funktionswert der Potenzfunktionen nicht negativ ist.

Bilden Sie die Umkehrfunktion fzu der Funktion

y=22+2, D(f)={z|0=2z< o},
und geben Sie deren Definitionsbereich D(f) an! — 170 A

168
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y = 28 ist im gesamten Definitionsbereich monoton steigend. Folglich existiert nur
eine Umkehrfunktion y = f(z) mit D(f) = {x | — oo <2 < oo} und

W(f) ={y|— oo <y < oo} (vgl. LS 124 A).

Wollen wir die Funktion y = f(z) in analytischer Form angeben, so miissen wir die
Variablen vertauschen, d. h., y = 23 geht iiber in # = %3, und diese Gleichung durch
Radizieren nach y aufldsen: y = %.

Da das Radizieren bisher nur fiir z = 0 erkldrt wurde, erhiilt man durch die Umfor-
mung nicht die gesamte analytische Darstellung der Umkehrfunktion, sondern nur den
Teil, der aus der Umkehrung von y = fi(z) = 23 fiir z = 0 entsteht:

y = filx) = 7/:1_: . Die Umkehrung von y = fa(z) = a3 fiir z < 0 ergibt

y = fle) = —j—=-

Folglich lautgt die Umkehrfunktion von y = a3

fur
]/x z=0

a) Welche Punkte der UF gehéren zu den Punkten (2;8) und (—2;—8) der AF?
b) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der beiden Funktionsteile!
¢) Zeichnen Sie die Graphen der AF und UF! — 167C

\

8, —
—V— <_0
y=f(=v)=] :/_x i

169 B

Wir definieren jetzt die Wurzelfunktionen:
1

Definition: Funktionen f = {(:r,a:'_‘)} mitn €N, n>1
anders geschrieben f= {(z;'i/,; )} oder y ='i/:;, heiBen Wurzelfunktionen.

Es sind monoton steigende Funktionen. Die Wertepaare (0;0) und (1;1) sind allen
Wurzelfunktionen gemeinsam.
Beachten Sie: Der Radikand der Wurzelfunktion darf niemals negativ sein !

Gegeben ist y = i/_—_i . Fiir welche Werte von ¢ ist
y = 3]/— t eine Wurzelfunktion ?

Geben Sie von y = i/—_t D(f) und W(f) an! —_— 171 A

169



170 A

Ihr Ergebnis lautet

By=1zr—2 D(f)=f{zr|2=2z< o) ——1724
b)y= Yz + 2 D(f)={z|—2 =2 < oo} - +~172B
y=Jzr—2 D(f)={z|—2=z< — .+ 172C
dy=jJzr —2 D(f)={2]0 =z < o} —_— +172D
e) ein anderes Ergebnis — »172E
170 B

8) D(f) = {z| —4 Sz = +4)
Wi ={yl0=y=+4

b) Es gibt 2 Monotonieintervalle c)
Mi={| 4=z=0}, y‘
f(z) monoton steigend
M= (2|0 <2< +4},
f(z) monoton fallend

v L 4»‘ X
Wenn Sie alles richtig gefunden haben - »170D
Wenn Sie das nicht gefunden haben — 170 C

170 C

a) Da der Radikand nicht negativ sein darf, gilt: 16 — a2 = 0.
Man erhilt {—4 < < +4} als Losungsmenge der Ungleichung. Damit gilt:
Df)y ={z| 4 ==z = +4}.
b) Von x = —4 bis z = 0 nimmt der Radikand zu, und y steigt.
M; ={x|—4 =z =<0}, f(x) monoton steigend.
Von =z > 0 bis x = 44 nimmt der Radikand ab, und y fillt.
M; ={z|0 <z = +4}, f(x) monoton fallend.
¢) Aus y = Y16 — 22 mit y = 0 folgt durch Quadrieren
y2 = 16 — 22 oder 22 + y2 = 16 mit y = 0.
Das ist die Gleichung eines (oberen) Halbkreises. ————» 170D

170 D

Bei der allgemeinen Wurzelfunktion y = 3/7 ist T = 0 ein beliebiger Term. Auf
welche Aussagen im LS 169 B muB dabei verzichtet werdent ———» 173 A

170



171 A

Yy = :i——-t ist fiir ¢ < 0 eine Wurzelfunktion, denn nur dann ist der Radikand nicht
negativ.'

Df) ={t| —=<t=0 W({f)={y|0=y <}
Bilden Sie zu folgenden Funktionen die Umkehr{funktion!

a)y=at D(f)={z|0Sz< oo}, W) ={y|0=<y< oo}
by=25 D(f)={(z|0=2< oo}, W(f)=1{y|0 =y < oo}

Zeichnen Sie die Graphen der Umkehrfunktionen! ———» 168 C

171 B

Sie miiiten zu folgenden Ergebnissen gekommen sein:
2
1. D(f) = {xlx 27}

2.y=ajz +b+ec
3. Fiir d > 0 sind die Funktionen y = d Jz + f monoton steigend.
Fiir d < 0 sind die Funktionen y = d Yz + / monoton fallend.

4. a) Der Graph zeigt gegeniiber y = :i/:; eine Verschieimng

um 4 Einheiten in Richtung 2-Achse, und zwar nach rechts.

b) Der Graph zeigt gegeniiber y = }3/; eine Streckung (Stauchung)
der Ordinaten auf das 1/zfache.

c) Der Graph zeigt gegeniiber y = 7/; eine Streckung der Ordinaten
auf das (—3)-fache oder
eine Streckung der Ordinaten auf das 3fache und eine anschlieBende Spiegelung
an der z-Achse.

d) Der Graph zeigt gegeniibery = Vz eine Verschiebung um Emhelten in Rich-
tung y-Achse, und zwar nach oben.

by=VJox —1—2

Wenn Thnen die Losung der gestellten Aufgaben noch nicht vollsténdig richtig gelungen
ist, dann empfehlen wir Ihnen, den nichsten Programmteil durchzuarbeiten.

» 173 C
Wenn Sie bei allen Aufgaben zu den angegebenen Ergebnissen gekommen sind, dann
kénnen Sie den nichsten Programmteil auslassen.
Arbeiten Sie weiter mit — 178 A

11



172 A
Thr Ergebnis ist richtig. — 172 F

172 B
Thr Ergebnis ist falsch. Die Auflésung nach z ergibt y — 2 = 22, und daz =0,
und z = Vy — 2, und die Umbenennung der Variablen fithrt auf y = }/a: — 2.

Entsprechend éndert sich der Definitionsbereich. — » 168D
172C
D(f) ist falsch. Sie beachten nicht, daB der Radikand nicht negativ sein darf.
» 168 D

172D
Thr Ergebnis ist falsch. Sie beachten nicht, da8 sich bei Bildung der Umkehrfunktion
der Definitionsbereich éndert. — » 168D
172 E
Die Umkehrfunktion lautet y = }/a: — 2.
D(f) = {z|2 £ = < oo}. Uberpriifen Sie Ihre Rechnung!

— 168D » 172 F

\

172 F

Wie y = a2 ist auch y = 22 + 2 eine ganze rationale Funktion. Wir wollen daher auch
die Umkehrfunktion von y = 22 + 2 in einem Monotonieintervall ebenso wie die Um-
kehrfunktion von y = z? eine Wurzelfunktion nennen.

Allgemein: Wir wollen im folgenden alle Funktionen y = VT (T beliebiger reeller
Term, T = 0) als Waurzelfunktionen bezeichnen.

Beispiel: y = f(z) = Y16 — a2

a) Geben Sie D(f) und W(f) an.

b) Machen Sie eine Aussage iiber, das Monotonieverhalten.

c) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion. ——» 170 B

172 G

Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen
3
y=Vz+1; y=yz—2% y=yz+3,

und vergleichen Sie deren Lage mit dem Graphen von y = yz !
——»175A

172



173 A

Die Wurzelfunktionen y = 'i/_T_ sind nicht mehr stindig monoton steigende Funk-
tionen. Die Wertepaare (0;0) und (1;1) gehdren nicht mehr zu allen Wurzelfunktionen

y='i/f‘ » 173 B

173 B

Yorkontrolle V 10 zu Transformation von Wurzelfunktionen
Losen Sie folgende Aufgaben:
1. Geben Sie den Definitionsbereich der Funktion y = Y7z — 2 an!

2. Wie éndert sich die Gleichung der Funktion y = }z, wenn man zur Funktion
eine multiplikative Konstante ¢ und eine additive Konstante ¢ und auBerdem
zum Argument & der Funktion eine additive Konstante b hinzufiigt ? Schreiben
Sie die verdanderte Gleichung auf!

3. Welches Monotonieverhalten zeigt die Funktion

y=dyfz+f fir d>0 wundfir d<<0?

4. Welche Anderungen gegeniiber dem Graphen von y = i/a_: zeigen die Graphen
der folgenden Funktionen ?

 J— 13— 3 — 3 3
a) y = Jz—4 b)y=§}/a: c)y=—3]/:c d)y=}/;+§
3, —
Antworten Sie: Der Graph zeigt gegeniiber y = % eine .......
5. Der abgebildete Graph ist aus Yy
y = Yz entstanden.
Schreiben Sie die zum Graphen
gehorige Funktion auf! 7
] 17 5 0 X
—_— » 1711 B
173 C

Die Funktion y = yz unterscheidet sich von den Funktionen
1
y=3Yz; y=Vs+4; y=3fz; y=)s—2;
y=Vz+6; y=yzr —1

durch auftretende Konstanten.
Teilen Sie die auftretenden Konstanten in zwei Gruppen ein! — 174 A



174 A

3; % sind multiplikative Konstanten.
+4; —2; +5; —1 sind additive Konstanten (—1 = +(—1)).
(Eine andere Gruppierungsméglichkeit wire auch:
1
— 2 und + 5 sind Konstanten unter der Wurzel, 3; 4 4; E; —1 sind Konstanten au-

Berhalb der Wurzel.)
Wir verfolgen die Einteilung in multiplikative und additive Konstanten weiter.
Wie unterscheiden sich die additiven Konstanten bei

y= Yz +4undy =Yz + 5°? —  »176A

174 B

Der Graph von y = }z wird um die Strecke der Linge ¢ ig Richtung der y-Achse ver-
schoben. :

Der Graph von y = Jz wird um ¢ nach oben oder unten verschoben.
(Betrachten Sie beide Formulierungen als richtig.)

Die Gleichung lautet: y = }/; + c.
Kannten Sie diese Beziehung zwischen der additiven Konstanten, die die Funktion
verindert, und dem Graphen ?

.

Wenn ja —— 174 C
‘Wenn nein — 172G
174 C

Wir nennen die auftretende ,,Verschiebung in Richtung y-Achse‘ eine Transformation
des Graphen von y = Jz .

Was fiir eine Transformation des Graphen von y = }z wird durch eine additive Kon-
stante b, die das Argument der Funktion verindert, bewirkt? ———» 176 B

174 D

oriz'".%"""x
Haben Sie diese Graphen erhalten ?
Ja —»175B
Nein —— - 177B

174



Die additive Konstante c, di¢ die Funktion verdndert, bewirkt eine ,,Verschiebung des
Graphen von y = Yz in'Richtung ¢ Achse‘ nach oben, wenn ¢ > 0 ist,

und nach unten, wenn ¢ < O ist.

Die Graphen der Funktionen liegen parallelverschoben zum Graphen von y = }z mit

der Verschiebungsrichtung y-Achse. » 174 C
175 B
Zeichnen Sie die Graphen vony = yz — 1 und y = Jz — 3!
Vergleichen Sie: Lage der erhaltenen Graphen und
Vorzeichen der additiven Konstanten! — - 177TA

175 C

Was fiir eine Transformation des Graphen von y = Jz bewirkt das Auftreten einer
multiplikativen Konstanten a > 0, die die Funktion veréndert ?

» 176 C
175 D
Zeichnen Sie die Graphen von y = 3}z dnd Yy = % Yo
Vergleichen Sie die erhaltenen Graphen mit dem Graphen von y = yz.
Welcher Punkt bleibt bei der Transformation unveréndert ? — - 177C

175 E

Was fiir eine Transformation des Graphen von y = Jz bewirkt das Auftreten einer
multiplikativen Konstanten (—1), die die Funktion veréndert ?
Welche Punkte bleiben bei dieser Transformation unberithrt? ~———» 179 A

175



176 A

Die additive Konstante --4 steht ,,auBerhalb der Wurzel*,

die additive Konstante -6 steht ,,unter der Wurzel*.

Wir préigen uns die Formulierung ein:

+4 ist eine additive Konstante, die die Funktion veridndert, sie verschiebt die Funk-
tion in y-Richtung,

+56 ist eine additive Konstante, die das Argument der Funktion verdndert, sie be-
wirkt eine Verschiebung in z-Richtung.

(Die Vorschrift ,,Radiziere’ wird bei y = Jz auf das Argument ,,z** — bei dieser Vor-
schrift auch Radikand genannt — angewendet.) )

‘Was bewirkt das Auftreten einer additiven Konstanten ¢, die die Funktion veréindert,
beim Graphen der Funktion

y=7Vz?

Wie heiBt die Gleichung der verdnderten Funktion ? — 1714 B

176 B |

Durch eine additive Konstante b, die das Argument der Funktion verdndert,

wird eine ,,Verschiebung in Richtung z-Achse* bewirkt, und zwar nach links, wenn
b > 0, und nach rechts, wenn b < 0 ist.

Kannten Sie diesen Zusammenhang zwischen dieser Transformation und der additiven
Konstanten, die das Argument der Funktion verdndert ?

Wenn ja 176 C
Wenn nein, zeichnen Sie die Graphen von

y=Vz + lundy= Yo + 3! — 174D
176 C

Das Auftreten einer multiplikativen Konstanten a > 0, die die Funktion veréndert,
bewirkt eine ,,Streckung der Ordinaten des Graphen®‘.

Fiir a > 1 vergr88ern sich die Ordinaten der Kurvenpunkte, fiir ¢ < 1 verkleinern sich
die Ordinaten der Kurvenpunkte. (Stauchungen fiir ¢ < 1 sind Teilmenge der
Streckungen.)

War Ihnen der Zusammenhang zwischen der Transformation ,,Streckung in Richtung
y-Achse“ und der multiplikativen Konstanten a, die die Funktion verindert, voll-
stdndig bekannt ?

Wenn ja — 176 E
Wenn nein _— 175D

176



A

Die Abbildung zeigt den Graphen von y = Jz nach rechts verschoben, wenn die addi-
tive Konstante b ein negatives Vorzeichen hat.
(Fird >0gilt z + (—b) =2 —0b) ——— 176 B

177B .

Fiir x = —1 bzw. 2 = —3 ist der Radikand gleich 0 und damit auch der Funktions-
wert y = 0. Die Punkte (—1 ;0) bzw. (—3;0) gehéren zu den Graphen. Die Funktions-
werte konnen bei positivern Radikanden (x > —1 bzw. £ > —3) nur positiv sein. Fiir
x = 0 ergibt sich y = 1 bzw. y = /3. Die Punkte (0;1) bzw. (0; ¥3) gehoren zu den
Graphen. -

Zeichnen Sie nun die Punkte ein, und verbinden Sie diese! _— > 174D

177 C

Die Abbildung zeigt den Graphen von y = Yz gestreckt (Verdreifachung der Ordinaten)
oder gestaucht (Halbierung der Ordinaten). Entscheidend ist die Richtung, in der die
Verinderungen vor sich gehen (Richtung der y-Achse).

Daher unterscheidet man nicht Streckung und Stauchung, sondern bezeichnet die

Stauchung als ,,Streckung auf das —;— fache.

Wichtig i.st da.be‘i, daB der Schnittpunkt mit der z-Achse (Nullstelle) unveriindert
bleibt. Seine Ordinate ist 0. und 0 - @ = 0. Die Ordinate des Schnittpunktes mit der
x-Achse dndert sich nicht, der Schnittpunkt bleibt unverdndert. —— » 175 E

12 Berane, Wiederholungsprogramm 177



178 A

Geben Sie die zu den transformierten Graphen gehérigen Funktionen an!

aj

¢) d) A
Ausgangsfkt. y=vx’ Y | Ausgangsfkt. y=Vx~
1 7
I e SR .——&L__I_I__I__I_I_I__I_I_J_l_>
7 5 X qr7 Y %
z 52y
> 180 A
178 B

Die Funktion heit Potenzfunktion, = heit Basis, » Exponent, y ist die Potenz.
Schreiben Sie jetzt eine Funktion ayf, in der die Variable z nicht als Basis, sondern als
Exponent auftritt! —— 180D

178 C

Sicher sehen Sie jetzt, daB dieser Graph durch Verschiebung nach unten aus y = yz
hervorging. Also gab es zwei Transformationen T und T’}
T Verschiebung y = Jz —y = yz —1 ,
T Spiegelung §j = Yz —1 —» 7§ = (—1)[Jz —1]
y= _Vz +1 H
» 180 B

178



179 A

Das Auftreten einer multiplikativen Konstanten (—1), die die Funktion veriindert,

bewirkt eine ,,Spiegelung des Graphen an der x-Achse*.

Bei der Spiegelung an der a-Achse bleiben die Nullstellen des Graphen unberiihrt.
—  »178A

179 B

An diesen beiden Graphen konnen Sie Eigenschaften
erkennen, die fiir alle Exponentialfunktionen zutreffen.
Beantworten Sie dazu folgende Fragen:

a) Welchen Definitionsbereich D(f) und Wertevorrat W(f) haben alle Exponential-
funktionen ?
b) Welche wesentlichen Eigenschaften aller Exponentialfunktionen entnehmen Sie dem
Wertevorrat ?
¢) Warum schlieBen wir den Fall a = 1 aus (s. LS 180 D) ?
d) Welchen markanten Punkt enthalten die Graphen aller Exponentialfunktionen ?
» 181 A

179 C

Nimmt man an, es gibe 2 verschiedene Werte, x; =+ 3, so dal a?+ = a%* = y, ist,dann
erhilt man

atl = YL,

aZl = yl ’

woraus sich durch Division dieser beiden Gleichungen

a®! Y1

—== y— =1, dh, a*— %=1 =al ergibt.
a 1

Aus g7t ~ 72 = a® folgt aber 2y — 2 = 0, also x1 = x3 iin Widerspruch zur obigen An-
nahme. Also folgt aus z; = a2 stets y1 = a%* = y» = a?. Damit ist die Eineindeutig-
keit der Funktion y = a* bewiesen.
Beantworten Sie folgende Frage:

1
In welcher Beziehung stehen die Graphen der Funktion y = (E)z\und y = 2% zu-
einander?
Entwerfen Sie eine Skizzel —»181C

12¢ 179



180 A
8) y=Jzr1 by =3j=

c)y:ﬁ—2 d)y:(—i)[}/;-—i] oder
Bei 1hnen ist

a) falsch —(174C,.176 B) — 178 A
b) falsch — (1756C, 176 C) — 178 A
c) falsch — (172G, 175 A) — 178 A
d) falsch — »180C

Wenn Sie keine Funktion richtig aufgeschrieben haben, dann sollten Sie den letzten
Programmteil ab LS 173 C noch einmal sorgfiltig durcharbeiten

» 173 C
Wenn Sie alle Funktionen richtig aufgeschrieben haben, dann gehen Sie weiter mit

» 180 B
180 B
Gegeben ist y = an.
Wie heiBt diese Funktion ?
‘Wie werden die GroBien z, n, y bezeichnet? ——— » 178 B

180 C

Sicher sehen Sie am monotonen Fallen der Funktion, daB die Ausgangsfunktiony = }/;
(monoton steigend) u. a. an der z-Achse gespiegelt wurde.
Spiegeln Sie den vorgelegten Graphen an der z-Achse ————»178C

180 D

Diese Funktion lautet y = a=.

(Falls Sie y = n* geschrieben haben, so ist das auch richtig, denn auf die\Wahl des

Buchstabens kommt es nicht an. Wesentlich ist nur, daB die Basis in diesem Falle eine

Konstante ist.)

Die Funktion y = @* mit ¢ > 0, @ 3 1 nennen wir eine Exponentialfunktion, weil

die Variable als Exponent auftritt.

Zeichnen Sie die Graphen von y = 27 und y = 3% in dasselbe Koordinatensystem ein!
» 179 B

180 E

Zeigen Sie, daB in y = a* fiir 21 == @2 auch gilt:

Y1 == y2. (Beweis der Eineindeutigkeit der Funktion!)

Hinweis: Nehmen Sie an, fiir 1 &= x; sei y1 = y2, und beachten Sie die Potenzgesetze,
insbesondere, daB a® = 1 ist! _ 179 C

180



181 A

8) D(f) = {z| — o0 <z < oo}, W(f) = {y|0 < y < oo}

b) Alle Exponentialfunktionen haben nur positive Funktionswerte, ihre Graphen liegen
im 1. und 2. Quadranten, der Wert y = 0 wird nicht angenommen.
Es gibt also keine Nullstellen.

¢) Fiir a = 1 wire y = 1z = 1. Das ist eine konstante Funktion, also keine Exponen-
tialfunktion.

d) Die Graphen aller Exponentialfunktionen enthalten den Punkt (0;1).

Haben Sie alle Fragen sinngemif richtig beantwortet ?

Ja — ——»180E
Nein — » 181 B
181 B '

Die richtigen Antworten zu den Fragen 179 B, a und 179 B, b finden Sie sofort, wenn

Sie die Graphen in LS 179 B aufmerksam betrachten. Es gibt keine Stelle z, an der die

Funktion nicht definiert ist, folglich ist D(f) = {# | — co < @ < oo}. Der Funktions-

wert y wird nirgends Null oder negativ, es werden jedoch alle positiven Werte ange-

nommen, also ist

W() ={y|0 <y < oo}

Antwort zu Frage ¢) wurde bereits in LS 181 A ausfiihrlich gegeben.

Zu d): Setzt man in y = a? (a > 0) die Variable z = 0, so wird y = a® = 1 fiir alle

a > 0. Deshalb enthalten alle Exponentialfunktionen das Wertepaar (0;1).
— »180E

181 C

=X J
y=§—x [y=2%

1
Der Graph von y = (5):c ist das Spiegelbild des

: n - Graphen von y = 27 bez. der y-Achse; denn fiir
a1 X  x — (—=x) geht y = 27 iiber in y = 2-% und
umgekehrt.

'
Sagen Sie etwas iiber die Monotonie der Exponentialfunktion aus!
» 183 A

181



182 A

a) D(fy ={z |0 <z L o}  b) W(f)={y|— oo <y < oo}

c) Es gibt ein markantes Wertepaar (1;0).
Durch den Punkt mit den Koordinaten 2 = 1 und y = 0 gehen alle Graphen der
Funktion y = log,z.

Haben Sie a), b) und ¢) richtig beantwortet ?

Ja —— 182C
Nein ——» 182 B
182 B

Bezeichnet man y = a* = f(z) und y = log.x = f(x),
so gilt fiir f(x) = a®: D(f) = {o| — o <z < oo},
' W) ={y|0 <y < oo}
Nach LS 125 B ist dann nach Vertauschung von z und y:
a) W(f) » D(f) = {# | 0 < < oo} Definitionsbereich von f(x) = log.,
b) D(f) —» W(f )= {y | — oo <y < oo} Wertebereich von f(x) = logsz.
¢) In y = a® bezeichnet das Wertepaar (0;1) den markanten Punkt dieser Funktion.

Da y = logszdurch Vertauschung von z und y hervorgeht, wird der markante Punkt
der Logarithmusfunktion durch das Wertepaar (1;0) bezeichnet.

» 182 C
182 C
Sagen Sie etwas iiber die Monotonie der Logarithmusfunktion aus. Legen Sie dabei die
Monotonie der Originalfunktion zugrunde! (LS 183 A) ——»184B
182 D

a) Stellt man y = a® nach  um, so folgt z = log.y.
Setzt man in der letzten Gleichung wieder y = a?, so entsteht = log,a®.

b) Stellt man y = a® nach & um, so folgt x = logay.
Setzt man diesen Ausdruck fiir  wieder in die erste Gleichung ein, so entsteht
y = a 98w, Ersetzt man hierin y durch z, so wird z = a'108s:,

Welche GesetzmiiBigkeit liegt diesen beiden Ergebnisgleichungen zugrunde ?
—  »187A

182



183 A

y = a®*mit a > 0, a & 1 ist im ganzen Definitionsbereich fiir 0 < a < 1 streng monoton

abnehmend (fallend), .

fiir 1 < a < oo streng monoton zunehmend (steigend).

‘WuBten Sie dast Ja —————183C
Nein — 181 C — 183 B

183 B

Sehen Sie sich die Graphen in LS 181 C an!

Dort gilt fur y = 2=:

Ist @2 > x1, 80 ist f(x2) > f(x1),

denn aus f(z2) = 222 und f(z1) = 2% folgt 272 > 271,

Die Funktion ist im ganzen Definitionsbereich monoton zunehmend. Das gleiche gilt
fiir y = a%, fallsa > 1.

2
Ist x2 > a1, 80 ist f(z2) < f(z1);

denn aus f(z2) = (%)“ = 2_1:; und’ f(x) = 2’1_:1

1\=z .
Fir y = (—) = 2-zgilt:

. . 1 1
folgt wegen 272 > 27! die Ungleichung o< gn
Diese Funktion ist im ganzen Definitionsbereich monoton abnehmend. Das gleiche gilt
fiir y = a2, falls 0 <a <1 ist! . 183 C

183 C

Sie haben sich iiberzeugt, daB y = a* im ganzen Definitionsbereich fiir a > 0, a &+ 1
streng monoton ist. Nach LS 183 A gibt es also zu y = a? stets eine Umkehrfuniktion.
(Fir a = 1 wére das nicht moglich.)

Wie heiit die Gleichung der Umkehrfunktion ? » 184 A

183D

AN
Fertigen Sie unter Verwendung der Graphen von y = 2% und y = (%)z inLS 181 C
Skizzen der Graphen von y = logzx und y = log} z an! —» 185A

183



184 A

Die Umkehrfunktion von y = a#(a > 0; a = 1) ist die Logarithmusfunktion zur Basis a;
sie wird geschrieben: '

v = logax

(gesprochen: y ist der Logarithmus von « zur Basis a).

Da in y = a= fiir die Basis gilt: @ > 0, a + 1, so gilt das ebenfalls fiir die Basis der
Logarithmusfunktion.

Mit der Originalfunktion y = a? ist auch die Umkehrfunktion y = logsx streng mo-
noton.

Geben Sie jetzt fiir y = logsz an:

a) D(f), b) W(f) c) markante Wertepaare,
soweit vorhanden! —_—» 182 A

184 B

Firr 0 < a < 1 sind Logarithmusfunktion und Originalfunktion

streng monoton abnehmend.

Fir a > 1 sind Logarithmusfunktion und Originalfunktion

streng monoton zunehmend. :

War Thre Anwort richtig! Ja —— 183D

Nein, dann wiederholen Sie die Lehrschritte 119 C und 124 A. Danach
— »184C

v

184 C
Aus LS 119 C und 124 A folgt:
a) Fiir streng monoton zunehmende Funktionen gilt stets
y2 > y1, falls 2 > a3 ist.
Nach Vertauschen von z und y folgt fiir die Umkehrfunktion:
Es ist y2 > y1, falls 2 > z; ist.
" b) Fiir streng monoton abnekmende Funktionen gilt
y2 < y1, falls z2 > a2, ist.
Dann erhilt man durch Vertauschen von z und y fiir die Umkehrfunktion:
y2 > 1, falls 2z <y gilt, oder was dasselbe bedeutet, ya < y1, falls 2 > z; gilt.
Das bedeutet: Das Monotonieverhalten von Originalfunktion und Umkehrfunktion
bleibt gleich!

Da y = az fiir 0 < a < 1 streng monoton abnehmend ist, ist die Umkehrfunktion
y = loga« fiir 0 < a < 1 ebenfalls streng monoton abnehmend.

Da y = az fiir a > 1 streng monoton zunehmend ist, ist die Umkehrfunktion
y = logaz fiir @ > 1 ebenfalls streng monoton zunehmend. —— 183D

184
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/:
/ L

=/Og 21_X

y = 2% und y = logz« sind im gesamten Definitionsbereich beide streng monoton zu-

nehmend.

y=(3)undy = log%x sind im gesamten Definitionsbereich beide streng monoton

abnekmend. Die Graphen der Umkehrfunktionen y = logzz und y = logéx entstehen
aus den Originalfunktionen durch ,,Spiegelung an der Geraden y = z*‘.

Aufgabe: Zeigen Sie, dafl die beiden folgenden Beziehungen gelten:
a) logsa® = x b)alossz =

—_—» 182D

185 B
Losung:
y = f(x) Operation f Umkehroperation f z = flf(z)]
y = z — a | Subtraktion von a Addition von a z=(x—a)+ a
bx
y = bz Multiplikation mit 5 Division durch 5 z= 5
g = x Division durch » Multiplikation mit » z = ;r
r 5__
y = a’ Potenzieren mit Radizieren mit T =Yas
Exponent 5 Exponent 5
3 33
y= =z Radizieren mit Potenzieren mit z= (yz)
Exponent 3 Exponent 3
y=Ilgx Logarithmieren Potenzieren zur z = 108z
zur Basis 10 Basis 10
y = 5% Potenzieren zur Logarithmieren x = logs 6%
Basis 5 zur Basis 6
y = 107 Potenzieren zur Logarithmieren zur z = 1g10=
Basis 10 Basis 10
» 186 A

13 Berane, Wiederholungsprogramm
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Wir wollen uns im folgenden mit den trigonometrischen Funktionen beschiiftigen.
Uberpriifen Sie an Hand der folgenden Aufgaben zunéchst Thr Wissen.

Vorkontrolle V 11 zu' Trigonometrische Funktionen
1. Welche neue charakteristische Eigenschaft unterscheidet die trigonometrischen
Funktionen von den behandelten Funktionen ?

2. In der Analysis sind bei einer Funktion y = f(x) sowohl z als auch y reelle Zahlen.
Daher mufl bei trigonometrischen Funktionen das Argument z als reelle Zahl,
also im BogenmaB ausgedriickt werden.

Driicken Sie folgende Winkel im Bogenmaf aus!

360° A ...; 180°A...; 90°A...;
60°A ...; 72°A...; 160°A ...

3. Fiir welche Argumente z (BogenmaB!) haben die trigonometrischen Funktionen
Nullstellen?

y = sinz hat Nullstellen bei . . .. ........
y = cosz hat Nullstellen bei .............
y = tanz hat Nullstellen bei .............
y = cotz hat Nullstellen bei .............

4. Tragen Sie die geltenden Funktionswerte in die freien Felder ein!

z LA R A T L
y\ 0 & 3 D) 3 T i 11 3 TT 1 T 2 T
y=sinx
Yy = cosx
y = tanz X X
Yy =cotx X
Wenn Sie sich zur Behandlung der Aufgaben nicht in der Lage sehen, dann beginnen
Sie mit dem Studium des nichsten Programmteils —  »186B
Andernfalls bearbeiten Sie alle Aufgaben, bevor Sie die Ergebnisse ansehen!
Erst wenn Sie alle Ergebnisse notiert haben, dann — 188 A
186 B
Notieren Sie die Ihnen bekannten trigonometrischen Funktionen.
Danach — > 189 A
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Wendet man auf das Argument = eine Operation und anschliefend die entsprechende
Umbkehroperation an, so erhilt man das Argument explizit.

Unter ,,Operationen‘‘, die man auf das Argument x anwendet, versteht man z. B.
Addition, Multiplikation, Division, Potenzieren, Radizieren, Logarithmieren. Zu jeder
Operation gibt es genau eine ,,Umkehroperation*’. Durch diese Umkehroperation 148t
sich die Operation, die man auf das Argument x angewendet hat, wieder aufheben, so
dafl das Ergebnis « ist;

zB. (+3)—3 =2 oder =z

N , ' 3=z
Addition Division

[ ER— S —
Subtraktion Multiplikation

Uberzeugen Sie sich anhand der folgenden Tabelle von dieser GesetzmiBigkeit, indem
Sie auf die Operation jeweils die Umkehroperation anwenden, so daB das Ergebnis
wieder z ist. Vervollstindigen Sie die Tabelle:

y = f(x) Operation f , Umkehroperation f €= Sl ()]
y==x—a | Subtraktion von a | Addition von a : z=(zx—a)+a
=z
Yy = bx x =
_2 -
y=7 =
y==a ol
3 —

Yy =Yyx \ xr =

y= bz xr =

y = 10z =

» 185 B

187 B
‘Es ist

ginx =0 fiirex=krn

cosz =0 fiira:=12—:+ kr
mit £k=0,41,42,4...

tanx =0 fire = kx

cotx=0 fﬁrz:%—l— kr

War Ihre Antwort richtig?
Ja, dann — »191 B
Nein, dann — 191 A » 189 E

18¢ 187
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Ergebnisse zum Test",, Trigonometrische Funktionen*

1. Die trigonometrischen Funktionen sind periodische Funktionen.
Diese Eigenschaft hatte keine der bisher hehandelten Funktionen.

2.360°A 2r; 180°Aw ; 90°z_x32‘-;
AT, meenaZn gsen T
60°AT; T Apm 15°A .
3. y = sinz hat Nullstellen bei 0; wn; 2rx;3x; ...
oder bei 0 + k= (k ganzzahlig)
.t3 b 7
y = cosz hat Nullstellen bei 25T 5T s -
oder bei 3 + kr (k ganzzahlig)
y = tanz hat Nullstellen bei 0; 7; 2x; 3n; ...
oder bei 0 + kr (k ganzzahlig)
3 b6 7
y = cotz hat Nullstellen bei g 3gmg T T ..
oder bei 5 + km (k ganzzahlig)
Jede der beiden Antwortgruppen zéhlt als richtige Antwort.
slolz [= T2 [2. 1[5, |5, |2, ]2
y ) 6 3 2 |37 |&" |3 r 2
. 1 1 1 1 1 1,
1 1 1 1 1 1 -
y=cosz | 1 | g8 |5 |0 | —5 |—g2l5 | —3?0
1 —
y=tanz | O | 53 | |3 x | —y3] t |—y3| -1 | x
y=cotxr | X }/5 1}/5 0 —13 . —1}/5 —1 0
3 3 3

Nur wenn Sie alle Ergebnisse richtig haben, konnen Sie sofort weiterarbeiten mit

» 190D
Wenn Sie nicht alle Ergebnisse richtig haben, dann empfehlen wir Thnen ein griind-
liches Durcharbeiten des néchsten Programmabschnittes, da die sichere Beherrschung
der trigonometrischen Funktionen eine wichtige Voraussetzung fiir ein erfolgreiches
Studium ist. ' ———» 186 B

188
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Sie miiten 4 Funktionen kennen:

y = sinz, y = cosr, y = tanz, y = cotx.
y = tanz und y = cotz werden mit Hilfe der Funktionen
y = sinz und y = cosz definiert.

Geben Sie diese Definitionen an'! —_—> 190 A
189 B
Die trigonometrischen Funktionen sind periodische Funktionen. Geben Sie fiir die 4
trigonometrischen Funktionen ihre kleinste Periode an! —_———— 190 B
189 C

Fiir y = sinz und y = cosx ist

Dfy={z| —=o<z<w}; WH={y|A=y=1}

Fir y = tanz:

D(f) ={o| —o<z< o5 sHgthn(k=0%+1,%...)}
W(f) = {y| — oo <y < oo}

Fiir y = cotx:

Dif) =f{z| — oo << oo; akkn(k=0+1,+...
W) ={y| — oo <y < oo}

Haben Sie D(f) und W(f) richtig bestimmt ?

Nein, dann zeichnen Sie die Graphen der 4 Funktionen.

Danach —_ 191 A
Ja, dann — » 189D
189 D
Geben Sie die Nullstellen der 4 Funktionen unter Beriicksichtigung ihrer Periodizitét
an! , —» 187 B
189 E

Sehen Sie sich die Graphen der Funktionen in LS 191 A an!
Die Nullstellen fiir ¥ = sinz liegen bei

zx=...—2x, —mx, 0, w, 2%, 37, ... = kn
mit k=0, +1, +2, + ...

Lesen Sie die Nullstellen fiir die 3 restlichen Funktionen selbst ab!
» 190 C

189
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Definitionen der Funktionen y = tanz und y = cotz:

=tang:= sinz
y " cosz’
cos x
Yy =cotz:=— .
sin z
Daher ist
sinx cosz
tan z cot x = =1.

cosx sinx

Welche charakteristische Eigenschaft, die bei den vorher betrachteten Funktions-
typen nicht auftrat, zeichnet diese 4 trigonometrischen Funktionen aus?
» 189 B

190 B

y = sinz und y = cosz haben die Periode 2.
y = tanz und y = cotx haben die Periode =.

Es gilt:

sin(z + 2kr) = sinz

cos(z + 2kn) = cosx firk =0, +1, +2, ...
tan(x 4+ kr) = tanz

cot(x + k=w) = cotx

Geben Sie zu den Funktionen y = sinz, y = cosz,

Yy = tanz, y = cotx jeweils Definitionsbereich und Wertevorrat an!
——»189C

190 C

Die Nullstellen fiir ¥y = cosz sind

= ..—3° .z d 5£,...=12£+k1:=(2lc+1)%

2: T3 g 330 53
y=tanxz ‘wiebei y=sinz, also z=kr

y=-cotz wiebei y=cosz, also a:=12i—|—k1r
mit k=0, +1, +2, +.. ———» 191 B

190 D

Wir wenden uns jetzt wieder den trigonometrischen Funktionen zu. Geben Sie die
Monotonieintervalle der 4 Funktionen an, und zwar fiir

y = sinz im Bereich —n <z <=
y = cosz im Bereich —nrn <z <=

y = tanz im Bereich—g <z <’2E

y = cotz im Bereich 0<lz <= —_— 192 A

190



191 A

1
l
|
|
|
!

tanz ist an den Stellen cotz ist an den Stellen

=g+ kn(k=0,+1, 42 +..) s=kr(k=0, £1, 42, ...

nicht definiert (Pole)! nicht definiert (Pole)! 189 D
98B

Neben den Nullstellen miissen Thnen die Funktionswerte fiir die markanten Abszissens
werte

z=0, F(30°), 7(46°, 3 (609, 7 (90°)

bekannt sein. Vervollstindigen Sie deshalb die Tabelle:

x \
0 Tas0e [Taga° |Zaee |[Za0°
y 3 1 3 2
sin x 0
cosx
tan x Vi —_
3

cot —_

» 193 A

101



192 A
y=sinz: Mi(f) = {;c | —r<e < — ;} monoton abnehmend ,

Ms(f) = {x | —% sz = %} monoton zunehmend ,

Ms(f) = {xl ; <z < 1:} monoton abnehmend ,
y=coszx: Mi(f) = {z | —n <z < 0} monoton zunehmend ,
M(fy ={z]|0 =z < =} monoton abnehmend ,

y = tanz ist im Bereich {— g <z ’21} monoton zunehmend .
Diese Eigenschaft.trifft fiir den gesamten Definitionsbereich, der aus Intervallen der
Liinge = besteht, zu.

y = cotz ist im Bereich {0 < # < n} monoton abnehmend. Diese Eigenschaft trifft
fiir den gesamten Definitionsbereich zu.

Konnten Sie die Monotonieverhiltnisse aller Funktionen richtig angeben ?

Ja —————»193B
Nein —_ > 192B
192 B

Sehen Sie sich die Graphen der 4 Funktionen in LS 191 A an, dann erkennen Sie, da8
die Funktionswerte der Sinusfunktion abwechselnd wachsen und fallen. Das gleiche
gilt fiir die Cosinusfunktion.

Uberzeugen Sie sich, daB die Angaben in bezug auf diese Funktionen im LS 192 A
richtig sind.

‘Wenn Sie den Graphen von y = tanxz betrachten, erkennen Sie, daB die Funktion im
Definitionsbereich stets zunimmt. y = cotz dagegen nimmt im Definitionsbereich

stets ab. ————»193B
192 C
. . 1 N
Aus y = sinz entsteht mit a = §und d=1 7
1 =6y
die neue Funktion y = 3 sinz + 1. _577 Fié X Jsinx
%
! 1
0 T - Y =z sinx
-7
Y
7 7
_07 T - J=zsinx+1

Priigen Sie sich diesen Zusammenhang zwischen Konstanten und Graphen gut ein.
» 195 A

192
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Die vollstindige Tabelle lautet:

z ™ o T o T ° ™ °
N 0 6é:‘lo 4é45 3éﬁo 2QQO
sin 0 1_ _2 _3. 1

2 2 2
cosx 1 B r2 1_ 0
2 2 2
3
tanz 0 re 1 ﬁ —
3
3
cotx — }/I? 1 re 0
3

Priigen Sie sich diese Funktionswerte, die hidufig benutzt werden, gut ein!
» 190D

193 B

Welchen Schlu8 ziehen Sie aus der Kenntnis der Monotonieverhéltnisse der 4 trigono-
metrischen Funktionen in bezug auf die Existenz von Umkehrfunktionen ?
» 194 A

193 C

a ist multiplikative, d additive Konstante der Funktion, b ist multiplikative, ¢ addi-
tive Konstante des Arguments. Wir wollen im folgenden die Verdnderungen einer
Funktion und ihres Arguments untersuchen, wenn man multiplikative und additive
Konstanten hinzufiigt.

Gegeben sei y = f(x). An einer bestimmten Stelle o habe die Funktion den Wert
yo = f(xo). Nun fiigen wir zur Funktion eine multiplikative Konstante a > 1 hinzu,
dann nimmt sie an der Stelle 2o einen neuen Funktionswert an, den wir y§ nennen,
und es ist y; = a - f(x0). Verdndern wir diese Funktion an der Stelle zop durch eine
additive Konstante d > 0, so entsteht y3* = a - f(z0) + d. Verfahren wir nun an
jeder beliebigen Stelle der gegebenen Funktion ebenso, dann geht die Funktion y = f(x)
in die verdnderte, neue Funktion y = af(z) + d iber.

Aufgabe: Geben Sie die Gleichung einer Funktion an, die durch eine multiplikative
Konstante 3 und eine additive Konstante 2 verdndert wird. —— » 194 B

193
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Zu allen 4 trigonometrischen Funktionen existieren in ihren Monotonieintervallen Um-
kehrfunktionen. Sie werden sich spéter mit diesen Umkehrfunktionen, die man zyklo-
metrische oder auch Arcus-Funktionen nennt, beschéftigen.

Betrachten Sie die Funktion y = asin [b(z + ¢)] + d.

Wir unterscheiden multiplikative und additive Konstanten der Funktion und multi-
plikative und additive Konstanten des Arguments.

Bezeichnen Sie danach die 4 Konstanten a, b, ¢, d der oben gegebenen Funktion!

— »193C

194 B

Die veridnderte Gleichung ist y = 3f(z) + 2.

Der Graph der Ausgangsfunktion wird durch diese Konstanten ebenfalls verdndert.
Durch die multiplikative Konstante a wird er in y-Richtung auf das a-fache vergréBert
(VergroBerung aller Ordinaten) und durch die additive Konstante d nach oben (in
positiver y-Richtung) verschoben.

Fir 0 < a <1 werden alle Ordinaten verkleinert, fiir d < 0 wird der Graph nach
unten verschoben.

1
Zeigen Sie diese Veranderungen am Beispiel der Funktion y = sinz fiir a = 3 und
d = 1 analytisch und grafisch. _—192C

194 C

Wenn wir im folgenden von Transformationen (Streckungen, Verschiebungen) spre-
chen, 8o beziehen wir uns immer auf den Graphen der Ausgangsfunktion y = f(x).
Beschreiben Sie die folgenden Transformationen, und zeichnen Sie die Graphen. Gehen
Sie dabei immer von y = sinz bzw..y = cosz aus.

a) y = 28inz, \b) y = cos2z,

c)y= ;—cosz, d) y= sin-; — »196B

194
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Wir bezeichnen im folgenden das ,,VergroBern des Funktionswertes auf das a-fache*
als Streckung der Ordinaten des Graphen. Wir fassen die Stauchungen als Teilmenge der
Streckungen auf.

Ebenso nennen wir eine ,,VergroBerung des Arguments x auf das b-fache* im folgenden
Streckung der Abszissen des Graphen der Funktion.

Die additiven Konstanten bewirken bei y = a f (z) + d eine Verschiebung des Graphen:

d > 0 verschiebt den Graphen in y-Richtung nach oben.
d < 0 verschiebt den Graphen in y-Richtung nach unten.

Um bei dem Beispiel zu bleiben:

Die Ordinaten der Funktion y = sinz werden durch die multiplika.ti\;e Konstante
a= % < 1 auf (\ia,s %fache gestreckt und durch die additive Konstanted =1 > 0 in
y-Richtung um 1 nach oben verschoben. ————»19B

195 B

Es sei y = f(x) wieder eine gege‘)ene Funktion.

Wenn man zum Argument z eine multiplikative Konstante b > 1 hinzufiigt, so ent-
steht die verdnderte Funktion y = f(bx). An der Stelle o habe die gegebene Funktion
den Wert yo, also yo = f(xo). Die Stelle, an der die verdnderte Funktion den gleichen
Funktionswert yo hat, nennen wir z;, dann ist yo = f(bz1).

Folglich gilt:

Yo = f(bx1) = f(x0)

bzy = xo
To
X = -
b

1
Das heiBit, das Argument xo der gegebenen Funktion wird fiird > 1 auf das-l;-fache

i
verkleinert, oder die Abszissen der Ausgangsfunktion werden auf das 5-fa.che gestreckt.

Was wir fiir den Wert yo gesagt haben, gilt fiir jede beliebige Stelle und ihren zugeh6-
rigen Funktionswert y. '
Folglich ist y = f(bx) eine Funktion, die aus y = f(x) durch Streckung der Abszissen

des Graphen auf das -I;-fache'hervorgegan‘gen ist.

Zeigen Sie jetzt die Verdnderung der Funktion y = sinz fiir b = 3 analytisch .und
grafisch. — 196 A

195
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Die Funktion y = sinz geht fiir b = 3 iiber in die Funktion y = sin 3.

R |

J=sinx

9 TI\/ X Die Abszissen des Graphen der Funktion
_7 =

1
y = sinxz werden auf das §fache ge-

‘];‘- . streckt, d. h., die Abszissen werden ge-
y=5in3x drittelt, die Ordinaten bleiben gleich.
0 \/ 7 ' - »197A
-7F
196 B

a) Streckung der Ordinaten der Funktion y = sinz in y-
Richtung auf das 2fache (Verdoppelung der Amplitude)

b) Streckung der Abszigsen der Funktion J
1 y=cos2x
y = cosz auf das §fa.che
. I 7R\ ;e ymcosx
(Stauchung in z-Richtung auf die Hélfte) N A A >
Otv\ ,,’ 2r X
_7 -

¢) Streckung der Ordinaten der Funktion

~COS X

1

y = cosx auf das ;fache
2 4 "§=icosx

L iy,

(Halbierung der Amplitude)

N\, — ’/2_ b d X
J
d) Streckung der Abszissen der Funktion 7 y=sin E7 X
= 8i f das 2fache. i 1 L
Y sinx aut das 2tache ol 7 7‘\7./2W.’"
7 y=sinx
Haben Sie die gleichen Beschreibungen und die gleichen Graphen?
Ja. ' —_—» 198C
Nein, dann orientieren Sie sich in LS 198 B — 198 B » 198 C

196
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y = f(x) sei eine gegebene Funktion. Wir fiigen jetzt zum Argument z dieser Funktion
eine additive Konstante ¢ > 0 hinzu. Esentsteht die veréinderte Funktion y = f (z + ¢).
An der Stelle 2o habe die gegebene Funktion den Wert yo, also yo = f(xo).

Die Stelle, an der die veridnderte Funktion den gleichen Funktionswert yo annimmt,
nennen wir z1, dann ist yo = f (21 + c¢). Folglich gilt:

f (@1 + ¢) = f(o)

x4+ ¢ =xo
T = 20 —cC.

Das heiBt, die Stelle ) der verénderten Funktion geht aus der Stelle xo der gegebenen
Funktion dadurch hervor, da man das Argument der Ausgangsfunktlon um ¢ ver-
mindert.

Zeichnerisch bedeutet das:

Der Graph der gegebenen Funktion (Ausgangsfunktion) wird fiir ¢ > 1 in der z-Rich-
tung um ¢ nach links verschoben.

Veridndern Sie die Funktion y = sinz mit ¢ =
analytisch und grafisch! . 198 A

]

197 B

Diese Veridnderungen oder Transformationen gelten fiir alle Funktionen y = f(x). Wir
brauchen sie vor allem fiir die trigonometrischen Funktionen y = sinz und y = cosz.
Mit diesen beiden Funktionen werden in der Physik und in der Technik Schwingungs-
vorgénge dargestellt. So beschreibt zum Beispiel y = A sinwt den zeitlichen Verlauf
einer sinusférmigen Schwingung. y ist die Elongation (momentaner Ausschlag), ¢ dle
Zeit, beide GroBen sind variabel.

Die Konstanten sind : die Amplitude 4 (gr6B8ter Ausschlag), ® = 2xf die Kreisfrequenz,
f die Frequenz. In y = A4 sin(wt + ¢) ist ¢ die Phasenverschiebung.

U = Ugsinwt + U stellt eine Wechselspannung U dar, die mit einer Gleichspannung
U iiberlagert ist. Fiir jeden Schwingungsvorgang haben die Konstanten 4, o, f, ¢, U
bestimmte Werte. Zur Beschreibung eines technischen Vorgangesinteressieren die analy-
tische Form und die grafische Darstellung. Fiir diese Problematik lassen sich die soeben
behandelten Transformationen vorteilhaft anwenden. — 194 C

197
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Aus y = sinx entsteht mit ¢ = 12: die neue Funktion y = sin (a: + g)

Y=sin x

X Die Funktion y = sinz wird in z-Rich-
T

tung um 5 nach links verschoben, die y-
‘/1\ y-sin (x+F) Werte bleiben unveréndert. .
‘1 ¢ - —————»198B

X

198 B

Wir geben Ihnen eine Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse. Die folgenden Aus-
fiihrungen beziehen sich immer auf den Graphen der gegebenen Funktion (Ausgangs-
funktion) und auf den Graphen der verénderten (neuen) Funktion.

1. a) Eine multiplikative Konstante a > 0, angewendet auf die Funktion y = f(z), be-
wirkt eine Streckung von y = f(z) in y- Richtung auf das a-fache: y = a - f(x).

1. b) Eine additive Konstante d, angewendet auf die Funktion y = f(z), bewirkt eine
Verschiebung von y = f(x) in y-Richtung um d: y = f(x) + d.

2. a) Eine multiplikative Konstante b > 0, angewendet auf das Argument z der Funk-

1
tion y = f(x), bewirkt eine Streckung der Abszissen von y = f(x) auf das E-fache:

y = [(ba).

2. b) Eine additive Konstante c, angewendet auf das Argument x der Funktion y = f(z),
bewirkt eine Verschiebung von y = f(z) in Richtung der x-Achse um c:
y=1f(=+o. —————+197B

198 C

Beschreiben Sie die nachstehenden Transformationen, und zeichnen Sie die Graphen.
Gehen' Sie dabei von y = sinz bzw. y = cosz aus.

a)y=sina:+;— b)Yy =cosz —4

c)y= cos(a: + ;) d) y = sin(zx — =) — > 200 A

198
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|
i =Sinjx-%)+2
) x 3t J %)
b)y=sm(x—4~)+2 e N,
' 1F,0=~ NS
0 Pk\\ I %
y=sinx
J
2
9y =g (¢ +37) L\ fryinn
“ET I\, Tt X

-2F =3 sin(x+ 4 7r)

‘Wenn Sie nicht dle gleichen Funktionen und die gleichen Graphen haben, dann orien-

tieren Sie sich in LS 198 B — 198 B » 199 B
Sonst —_ »199B
199 8B

In folgenden vier Abbildungen ist jeweils der Graph der Ausgangsfunktion gestrichelt,
die verédnderte Funktion ausgezogen gezeichnet.

Beschreiben Sie die Verdnderungen, und geben Sie die analytischen Darstellungen
(Gleichungen) der 4 Funktionen an.

a) b)

b A
7 \ /- Hi
0 7

\7.57127:,\'

C)A d)A

<
<

Ql =N
/

4
N

B
’
/
\
\
N
&
x
S

» 201 A
199
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a) Verschiebung der Funktion y = sinz

1
in y-Richtung um 3 nach oben

b) Verschiebung der Funktion y = cosz
in y-Richtung um 4 nach unten

¢) Verschiebung der Funktion y = cosz

in z-Richtung um"—2t nach links

d) Verschiebung der Funktion y = sinx b - y=sin (x-1)

in z-Richtung um 7 nach rechts 77N\ -

_5’}' AN N7
Jy=sinx

Wenn Sie die gleichen Beschreibungen und die gleichen Graphen haben,
dann —————»200B
Sonst — 198 B » 200 B
200B

Gehen Sie aus von y = sinz, und fiihren Sie die folgenden Transformationen analytisch
und grafisch durch:

a) Die Abszissen der Funktion sollen auf das 3fache gestreckt, die Ordinaten sollen
verdoppelt werden.

b) Die Funktion soll in z-Richtung um E nach rechts und in y-Richtung um 2 nach

oben verschoben werden.
3 . .
c) Die Funktion soll in z-Richtung um 3™ nach links verschoben, die Ordinaten
sollen auf das 1,5fache gestreckt werden: —_— 199 A

200



201 A

a) Streckung der Ordinaten von y = cosx auf das 2fache.
y = 2 cosx

b) Streckung der Ordinaten von y = sinz auf das 2fache, Verschiebung in y-Richtung
nach unten um 1.

y=2sinz —1
1
c) Streckung der Abszissen von y = sin z auf das Zfache, Verschiebung in y-Richtung
um 1 nach oben.
y =sindz + 1
d) Streckung der Ordinaten von y = cosz auf das 2fache, Verschiebung in z-Richtung

nach rechts um 1—2: .

y = 2cos(x ——g)

Wenn Sie Fehler gemacht haben, dann orientieren Sie sich im LS 198 B
- —198B » 201 B
Sonst —» 201 B

201 B

Gegeben sei y = f(z).

Eine Streckung der Ordinaten der Funktion auf das a-fache liefert die transformierte
Funktion y = a - f(z) (@ > 0). )

Welche Punkte bleiben bei einer Streckung der Ordinaten der Funktion y = f(x) un-

veréndert ? —» 203 A
201 C
J
7 —— Die Abszissen der Ausgangsfunktion
~, .
/A . werden auf die Hélfte gestreckt.
7 - : //?th>x Es ergibt sich y = sin2z.
Wz =YX
1
AnschlieBend erfolgt die Verschiebung der gezeichneten Funktion um i ihrer Periode,
das entspricht ;_r .
\yT Uberzeugen Sie sich, daB der Graph durch
. w
/7\ y—sm<2a:+2—)
. T
TN "~ by = oin2(s + ) \
S-sin(2x+E) richtig beschrieben wird. —» 206 A
Z .

14 Berane, Wiederholungsprogramm 201
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a = —1 bewirkt eine Spiegelung der Funktion y = f(x) an der a-Achse. Denn bei einer
Streckung der Ordinaten bleibt # unveridndert, d. h., die Funktion y1 = f(x) geht iiber
in y2 = — f(x). Also ist y2 = —y1.

Zu jedem Punkt P(z;y) der Ausgangsfunktion gibt es einen beziiglich der z-Achse sym-
metrisch gelegenen Punkt P(z;—y) der verdnderten Funktion.

b = —1 bewirkt eine Spiegelung der Funktion y = f(z) an der y-Achse. Denn bei einer
Streckung der Abszissen bleibt y unverdndert. Das heiBt, aus y = f(z1) entsteht die
neue Funktion y = f(—x2), somit ist

fl@1) = f(—=2)
r = —a2
X = —a1.
Zu jedem Punkt P(x;y) der Ausgangsfunktion gibt es einen beziiglich der y-Achse

symmetrisch gelegenen Punkt P(—z;y) der verdnderten Funktion.
202 B

202B

Wir haben bisher je 2 Transformationen (Streckung und Verschiebung) kennengelernt,
wobei wir uns auf je eine Transformation in einer Richtung beschrénkt haben.

Man kann nun auch 2 Transformationen — eine Streckung und eine Verschiebung in der
gleichen Richtung — nacheinander ausfiihren. Die Behandlung dieser Transformatio-
nen geht iiber den Rahmen eines Wiederholungsprogramms hinaus. Da aber solche
Transformationen fiir physikalische Betra.chtungen (Schwingungslehre, Elektrotech-
nik) wichtig sind, soll wenigstens an einem Beispiel das Nacheinanderausfiihren solcher
Transformationen gezeigt werden.

Bei der Ausfiihrung solcher Transformationen ist folgendes zu beachten:

Die Reihenfolge der Transformationen ist nicht gleichgiltig. Im allgemeinen erhélt man,
je nachdem, ob man erst streckt und dann verschiebt oder ob man erst verschiebt und
dann streckt, andere Ergebnisse. Deshalb muB die Reihenfolge festgelegt werden:
Erst strecken, dann verschieben. —_» 203D

202
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Streckung der Ordinaten:

Alle Punkte, deren Abszissen die Gleichung f(z) = O erfiillen, bleiben unveréndert,
also alle Schnittpunkte der Funktion y = f(z) mit der z-Achse.
Haben Sie die gleiche Antwort gefunden ?

Nein, dann —» 203 B
Ja, dann — > 203 C
203 B

Streckung der Ordinaten:
Bei der Streckung der Ordinaten bleiben die Abszissen der Ausgangsfunktion und der
verinderten Funktion die gleichen:
Yo = f(x) > y1 = af(x) (a>0,a=+1)
Soll ein Punkt an der Stelle « unveriandert bleiben, dann miissen auch die zugehorigen
Funktionswerte gleich bleiben:
Yo = y1  oder
{(@) = af(x)
f@)(t —a)=10
Wegen a =+ 1 erhilt man y = f(z) = 0. Das heiBt, alle Punkte P[x;0] bleiben unver-
éndert, das sind alle Schnittpunkte der Funktion y = f(z) mit der z-Achse. Festpunkte

bei der Streckung der Ordinaten der Funktion y = f(z) sind alle Schnittpunkte des
Graphen mit der z-Achse. — - 203C

203 C

Eine Streckung der Abszissen der Funktion auf das b-fache liefert die transformierte

Funktion ¥ = f(bz) (b > 0).

‘Welche Punkte bleiben bei einer Streckung der Funktion y = f(z) unveridndert ?
—_  » 204 A

203D

1
Die Funktion y = sinz soll in der z-Richtung auf das §fache gestreckt und anschlie-
1
Bend um i ihrer Periode nach links verschoben werden. Schwingungstechnisch be-

deutet das eine Frequenzverdopplung und eine Phasenverschiebung.

Die Streckung liefert y = sin2z, die anschlieBende Verschiebung um g liefert
. T . T
y= am(2a: + —2—)_ sm2<x + 4—).

Stellen Sie die Transformation grafisch dar, indem Sie ebenfalls erst strecken.
» 201 C

14 203
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Streckung der Abszissen:

Nur der Schnittpunkt der Funktion y'= f(z) mit der y-Achse bleibt unverindert:
z = 0: y = f(0) oder P[0;£(0)].

(Diesen Punkt nennt man Festpunkt.)

Haben Sie die gleiche Antwort gefunden ?

Nein, dann ————» 204 B
Ja, dann —_——204C
204 B

Streckung in z-Richtung:

Bei der Streckung der Abszissen bleiben die Funktionswerte (y-Werte) der Ausgangs-
funktion und der verdnderten Funktion gleich: y = f(z1) - y = f(bxe). Soll ein Punkt
durch die Transformation nicht geindert werden, sa miissen auch die zu y gehérigen
z-Werte gleich sein: ’

a1 = x2 = z. Dann folgt:

y = f(x) = f(bx) oder

z = bz

z(1 —b) =0,

und wenn b = 1 ist, muBl x = 0 sein.

Der Punkt P[0;£(0)] bleibt in jedem Fall unverindert, das ist aber der Schnittpunks

der Funktion ¥ = f(z) mit der y-Achse. Festpunkt bei der Streckung der Abszisse der
Funktion y = f(z) ist der Schnittpunkt des Graphen mit der y-Achse.

» 204 C

204 C
Was bewirkt eine Streckung der Funktion y = f(z), wenn in y = a f(bx) a = —1 ist,
und was bewirkt sie, wenn b = —1 ist. _  »202A
204 D ~
y = tanx = :::; ; Daher gilt, wenn man z durch (—=) ersetzt, mit den Ergebnissen
der LS 205 A, 207 A:
tan (— ) = sin (—x)  —sinx _ — tanw

cos (— x) 008 ¥
und ,
cot (— z) = c‘os (=) =282 _ __cotx

sin (—x) —sinx

Welche Art der Symmetrie liegt fiir diese Funktionen vor? — 207C

204
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Ausgehend von den Spiegelungen trigonometrischer Funktionen, leiten wir im folgen-
den weitere wichtige Eigenschaften fiir Funktionen y = f(x) her.
Betrachten Sie dazu die folgenden Graphen gespiegelter trigonometrischer Funktionen!

_y,-smx
a) y1 = sinx
Yz = sin (-—:r) ,/
. Y- y S’M
b) y2 = sin(—=x) {\l
ys = — sin(—=) .~ 7 w

N

Ji=sin (-x) _)Q-S/n {-x)

¢) Vergleicht man die Graphen von a) und b) miteinander, so erkennt man sofort:
Y3 = Y1 oder
—sin(—z) = sinz
gin (—z) = —sinx.

Merke: Eine Funktion, die durch 2fache Spiegelung zuerst an der y-Achse, dann an der
z-Achse wieder in sich selbst iibergeht, heiBt zentralsymmetrisch in bezug auf
den Koordinatenursprung, weil die 2fache Spiegelung gleichbedeutend mit
einer Drehung der Ausgangsfunktion um den Koordinatenursprung um 180°
ist. Fiir zentralsymmetrische Funktionen gilt allgemein:

f(—x) = — (=) .
Spiegeln Sie jetzt y1 = cosz an der y-Achse!
Nennen Sie die neue Funktion ys, zeichnen Sie die Graphen beider Funktionen! Was
stellen Sie jetzt fest ? —_— 207 A

205 B

Welche der folgenden Funktionen sind gerade, ungerade oder sind weder gerade noch
ungerade ?
Begriinden Sie Ihre Entscheidung!

8) y = a2 b) y = 3a°

c) y = —tan(—x) d) y = sinz + 2

e) y = xsinx f) y = + sinz

g) y = sin(z + 7) h) y=19—2?

i) y=22 4+ 2z —1 k) y=e% 4 o= —_— 206 A

205



206 A

Die Funktionen a) y = a2, e) y = z sinz, h) y = J9 — 22, k) y = e% + e-%gind gerade,
weil f(—zx) = f(x) ist.

Die Funktionen b) y = §a:3, c)y = —tan(—=), f).y = = + sinzund g) y = sin(z + x)

sind ungerade, weil f(—z) = — f(z) ist.

Die Funktionen d) y = sinz + 2 und i) y = a2 + 2z — 1 sind weder gerade noch
ungerade.

Haben Sie ebenso entschieden ?

Ja —  »206C
Nein, dann ——  »206B

206 B

(Hinweis: Bearbeiten Sie nur die Fille, in denen Sie Fehler gemacht haben!)

a) f(—=x) = (—=)2 = a? = f(x), gerade Funktion,

b) f(—=) = %(—:z:)3 = —%w" = — f(x), ungerade Funktion,
¢) f(—x) = — tanz = tan(—=x) = — f(z), ungerade Funktion,
d) f(—=) = sin(—=) + 2 = —sinx + 2,

weder gerade noch ungerade Funktion,
e) f(—=) = (—=) sin(—=x) = (—=) (—sinz) = zsinz = f(z), gerade Funktion,

f) f(—=x) = —x + sin(—=x) = — xr —sinz = — (x + sinz) = — f(z),
ungerade Funktion, B

g) f(—=) = sin(—=x + =) = sin [—(z —x)] = —sin(z — ®) = —sin(x — © + 2%) =
= —sin(z + ©) = — f(x), ungerade Funktion,

h) f(—ax) = Y9 — (—=)2 = Y9 — 22 = f(«), gerade Funktion,
i) ) =(—2)2+2(—x) —1 =a>—2r—1,
weder gerade noch ungerade Funktion,
k) f(—=) = e=% 4 e~ (-2 = e~% + e% = e% 4+ e~% = f(z), gerade Funktion.
» 206 C

206 C

Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen, und stellen Sie fest, ob die Funk-
tionen gerade oder ungerade sind oder keine dieser Eigenschaften haben.

Begriinden Sie anschlieBend Ihre Uberlegungen durch Anwendung der Merksitze in
LS 205 A und 207 A.

a) y=—=2 b) y=—a?+4
c) y = cosx + 3 d) y = z cosx —_—> 209 A
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Y1 = COBX
yz = cos (—2) N
Y1 =y Jy=0a5X=00S (X )=y,

cos (—x) = cosx
e ——————

Merke: Eine Funktion, die durch einfache Spiegelung an der y-Achse wieder in sich
selbst iibergeht, heiBt symmetrisch beziiglich der y-Achse.
Fiir Funktionen, die zur y-Achse symmetrisch sind, gilt:

f(—x) =f(x) ——— »207B
207 B
In LS 205 A haben Sie festgestellt, daB sin(—x) = — sinz und in 207 A, daB cos(—=)
= cosz ist.

Benutzen Sie jetzt die Definitionen von y = tanz und y = cotx aus 190 A, und stellen

Sie die entsprechenden Gleichungen fiir diese beiden Funktionen auf!
» 204 D

207 C
Beide Funktionen sind zentralsymmetrisch, es gilt f(—=z) = — f(x).

Merke: Wir nennen eine Funktion f(), fir die gilt:

a) f(—x) = f(x), eine gerade Funktion, ihr Graph ist symmetrisch zur y-Achse.
b) f(—x) = —f(x), eine ungerade Funktion, ihr Graph ist zentralsymmetrisch
zum Koordinatenursprung.

Die Begriffe gerade und ungerade Funktion sind nicht auf trigonometrische Funktionen
beschrankt. Wir haben deshalb in den LS 205 A und 207 A die allgemeine Formulierung
aufgeschrieben. ———»205B

207
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Zur Uberpriifung der erworbenen Kenntnisse nun noch eine
Leistungskontrolle zu Abschnitt 7.:

1. Skizzieren Sie den Graphen einer gebrochenen rationalen Funktion, von der
folgendes bekannt ist:
Nullstellen: 3y =1, 22 =5
Pole: z3 = —2 (Pol gerader Ordnung)
Schnittpunkt mit der y-Achse ys = 1
Fiir unbegrenzt wachsendes und fallendes =
nihert sich der Graph der Kurve y = 1.
2. Zeichnen Sie den Graphen der Funktion y = e*-2 + 3, und geben Sie D(f) und
W(f) an.

3. Gegeben y = Igz.
Was bewirken folgende Anderungen beim Graphen, bei D(f) und W(f)?
a) y=3lgx
b) y =1g3z .
) y=lglz—2) —1.

1
4. Gegeben: 3 sin (§ x) + 2.

a) D(f) und W(f) sind anzugeben.

b) Wieviel Teilfunktionen braucht man, um die Umkehrung der Funktion im
Intervall [0; 3] anzugeben ? Geben Sie fiir Ihre Antwort eine Begriindung an!

c) Ist die Funktion gerade oder ungerade oder weder gerade noch ungerade ?

d) Beantworten Sie Frage c) auch fiir

1
Yy = 3si.n§a:.

» 210 A
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a) \y?
o -7
N %
b)
- .
X
c) \}"
,.t‘.%;-_. « s
7-
-t o7 m x
d) /A
N N
N

y=—=a

Zenitralsymmetrisch bez. O, also eine
ungerade Funktion.

Es ist
(=) = — (—=x) =z = —f(x).
y=—a-+4

Symmetrisch zur y-Achse, also eine
gerade Funktion.

Es ist

o) = —(—ap +4=—a? +4 =
= f(@).

y = cosx + 3

Symmetrisch zur y-Achse, also eine
gerade Funktion.

Es ist

f(—=) = cos (—=) + 3 = cosx + 3 =
= f(2).

Y= x COST

Zentralsymmetrisch, also eine ungerade

Funktion. Es ist

f(—=) = (—=) cos (—x) = —=x cosx =

= —f(a).

» 208 A

209



210 A

1 4P
|
|
l
@/ |
!
|
[
|
!
l @]
_______ ._i___.._.] ———— e ——
A 1 I ! 1 I 1 Il ] L 1
2l I~ — i
| 5 @
2 ‘y‘ 5P
A @
e
@ I
T @
o7z . X
D(f)={x]-e<x<=}@D W(f)={y)3<y<=)®
O]
3. a) Streckung in Richtung der y(PAchse auf das Dreifache. 12 P

Keine Anderung von D(f) und W(f).®

i
b) Streckung in Richtung der a:-Ach\se mit dem Faktor 3 ®
Keine Anderung von D(f) und W(f). ®
1

¢) Verschiebung in Richtung der z-Achse um 2 nach rechts und Verschiebung in

®
Richtung der y-Achse um 1 nach unten. ®
D(f)y ={z |2 <z < },® W(f) unverdndert. ®

0]
4.8) D(f) = {z| —oo <z < 0}, W(f)={y|—1<y<5O 9P
b) 2 Teilfunktionen, denn fiir
® M, = {z|0 < z < =} steist f(x) streng monoton ® und fiir
® M ={z |~ < < 3r} fillt f(x) streng monoton. ®
¢) Die Funktion ist weder gerade noch ungerade. ®
d) Die Funktion ist ungerade. ®

_ 211 A
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Bewertung der Kontrolle

28—30 P. Sie beherrschen den Stoff sehr gut. — 211 B

25—27 P. Sie haben sich den Inhalt des Programmteiles gut angeeignet.
» 211 B
18—24 P. Sie haben den im Programm behandelten Stoff verstanden, beherrschen
ihn aber nicht. Wir empfehlen Ihnen, sich die entsprechenden Lehr-
schritte noch einmal anzusehen. Danach —_— 211 B
13—17P. Thre Leistung ist mangelhaft. Wir empfehlen Ihnen, den letzten Teil
des Programms noch einmal durchzuarbeiten. —————»180B
0—12 P. Thre Leistung ist ungeniigend. Arbeiten Sie den Programmteil ,,Funk-
tionen* noch einmal griindlich durch. —_+ »105A

211 B

Sie haben damit das Ende des Programms erreicht. Die Autoren hoffen, da Thnen
durch die Wiederholung der Stoffgebiete ,,Gleichungen und ,,Funktionen‘‘ der Beginn
des Studiums erleichtert wird.
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Einige Hinweise fiir den Lehrenden

Die programmierten Ubungsmaterialien, aus denen dieses Wiederholungsprogramm
,»Gleichungen und Funktionen‘‘ hervorgegangen ist, sind in mehrjihriger Arbeit von
einem Kollektiv erfahrener Lehrer, Methodiker, Assistenten und Dozenten entwickelt
und vielfach erprobt worden. Die Materialien werden seit Jahrenerfolgreich eingesetzt,
allein an der Technischen Hochschule Karl-Marx-Stadt arbeiten damit jéhrlich etwa
700 Studenten, an der Bergakademie Freiberg 600.

Das Wiederholungsprogramm besteht aus sieben Abschnitten, die ersten drei entfallen
auf den Teil ,,Gleichungen®, der vierte widmet sich den ,,Ungleichungen‘’, und in den
letzten drei werden ,,Funktionen‘‘ behandelt.

Diese Einteilung (vgl. auch den bedruckten Vorsatz) und die relative Abgeschlossen-
heit der einzelnen Kapitel ermoglichen es dem Lehrenden, systematisch vorzugehen
und unter Umstéinden nur die Abschnitte auszuwahlen, die er fiir den programmierten
Einsatz (im Rahmen einer didaktischen Gesamtkonzeption) vorgesehen hat. Bei indi-
vidueller Abarbeitung des Programms ist ein planmigiges Vorgehen mit sinnvoller
Zeiteinteilung méglich. Auf die Bearbeitung der Abschnitte 1. und 5. sollte — auch
wenn der Lernende sich in diesen Stoffgebieten sicher fiihlt — nicht verzichtet werden.
Die Vorkontrollen stellen eine groB8e Hilfe dar bei der Entscheidung, ob der betreffende
Abschnitt durchgearbeitet werden sollte oder nicht.

Von der Programmstruktur her sind die Abschnitte 1. bis 4. und 6. als verzweigt anzu-
sehen, die iibrigen sind im wesentlichen linear aufgebaut, obwohl auch hier Verzwei-
gungselemente (da, wo sie sich als notwendig erweisen) nicht fehlen.

Die mittlere Bearbeitungszeit betrigt, falls keine Abschnitte ausgelassen werden, etwa
50 Stunden.

In Abhingigkeit vom eingeschlagenen Weg und von der individuellen Informations-
verarbeitungsgeschwindigkeit kann diese Bearbeitungszeit zwischen 20 und 80 Stunden
differieren. :

Bei geplantem und kontrolliertem Einsatz dieses Wiederholungsprogramms werden
Erfolge bei der Erreichung unserer Bildungs- und Erziehungsziele nicht ausbleiben.
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DDR 780 M

Das Programm richtet sich vorwiegend an:

Studienbewerber an Hoch- oder Fachschulen
(einschlieBlich Ingenieurschulen)

Studenten aller mathematischen, natur-
wissenschaftlichen, technischen,
okonomischen, medizinischen, landwirtschaft-
lichen und padagogischen Fachrichtungen:

Studenten an Ingenieur- und Fachschulen
Studierende aus dem Ausland
Schiiler der 11. und 12. Klassen

Teilnehmer an Volkshochschullehrgdngen
zur Vorbereitung auf das Abitur
Werktiitige, die Qualifizierungslehrgénge
an Betriebsakademien und dhnlichen Ein-
richtungen besuchen.

VEB Fachbuchverlag Leipzig



