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Vorwort

In der Literatur und in den Diskussionen anlidBlich von Tagungen usw.
st68t man in den letzten Jahren haufig auf die Anwendung eines mathe-
matischen Verfahrens — der Matrizenrechnung — auf verschiedenen be-
triebswirtschaftlichen Gebieten. Es handelt sich dabei besonders um die
technische und 6konomische Planung, um die Soll-Ist-Abrechnung, um
die Losung von Optimalproblemen und andere Fragen. Bekannt ist,
daB der VEB Leuna-Werke ,,Walter Ulbricht und andere Betriebe
diese Methode bereits eingefiihrt haben. Die Anwendung der Matrizen-
rechnung in der Betriebswirtschaft geht auf die grundlegenden Arbeiten
eines Mitarbeiters dieses Betriebes, Herrn Dr. Pichler, zuriick, der sich
damit grofe Verdienste erworben hat.

Da die Matrizenrechnung dort, wo man sie bereits anwendet, zweifellos
u. a. die Beweglichkeit und Schnelligkeit der Planung erheblich ver-
groBern konnte und sich somit als Mittel zur Rationalisierung und zur
Verbesserung der Wirtschaftlichkeit bewdhrt hat, ist die Frage von
groBer Bedeutung, ob man sie mit Vorteil auch in anderen Industrie-
zweigen und auf weiteren Arbeitsgebieten anwenden kann. Zur Beurtei-
lung dieser Frage wire es wertvoll, wenn sich ein groBerer Kreis von
Fachleuten des 6konomischen und technischen Sektors mit den Pro-
blemen der betriebswirtschaftlichen Anwendung der Matrizenrechnung
befaBte.

Das Interesse dazu ist sicher vorhanden, aber das Vorhaben scheitert
oft daran, daB man dazu das Rechnen mit Matrizen natiirlich in einem
gewissen Umfange erlernen und beherrschen muB. Erfahrungsgemif
ist es fiir die Nichtmathematiker schwer, sich diese Kenntnisse aus der
vorhandencn Literatur anzueignen, da im allgemeinen zu viel an mathe-
matischem Wissen vorausgesetzt wird. Diese Arbeit soll deshalb ein
Versuch sein, interessierte Kollegen in das Gebiet der Matrizenrechnung
einzufiihren.

Bei der Ausarbeitung wurden zum Teil auch wertvolle Hinweise und
Unterlagen von Kollegen des VEB Leuna-Werke ,,Walter Ulbricht*
verwendet; ihnen, vor allem Herrn Dr. Pichler, gilt mein besonderer

Dank.
Dr. B. Blumenthal



Yorwort zur 2., unveriinderten Auflage

Mit der wachsenden Bedeutung der Anwendung mathematischer Metho-
den zur Loésung okonomischer und technologischer Probleme in allen
Ebenen der Volkswirtschaft ist auch das Interesse an einfithrender Lite-
ratur — insbesondere fiir Nichtmathematiker — stark gewachsen. In
Zusammenarbeit mit der B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig,
bereite ich deshalb eine allgemeinverstindliche Einfiihrung in die wich-
tigsten Methoden und Anwendungsgebiete vor. Bis zur Drucklegung
wird jedoch verstandlicherweise noch einige Zeit vergehen. Wir halten es
deshalb fiir richtig, zur Uberbriickung kurzfristig einen unverinderten
Nachdruck der ,,Einfithrung in die Matrizenrechnung'‘ herauszubringen.
Die erste Auflage ist seit lingerer Zeit vergriffen, und viele Anfragen
weisen auf den Bedarf hin. Wir hoffen, auf diese Weise zuniachst wenig-
stens einen Teil des vorhandenen Informationsbediirfnisses befriedigen
zu kénnen.

Fiir diejenigen Leser, die sich besonders fiir den Einsatz der maschi-
nellen Lochkartentechnik zur Losung von Aufgaben der Matrizenrech-
nung interessieren, gestatte ich mir noch den Hinweis auf meine Arbeit
,»Die Umkehrung und Multiplikation von Matrizen mit Hilfe von Aritma-
Maschinen, erschienen 1962 im Verlag Die Wirtschaft, Berlin.

Dr. B. Blumenthal
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1 Allgemeines

Unter einer Matrix versteht man ein System von rechteckig in m Zeilen
und n Spalten angeordneten GréBen, d.h. von m-n Elementen. Ist
m=n, dann handelt es sich um eine quadratische Matrix von der Ord-
nung m bzw. n. Die Matrix wird iiblicherweise von runden oder auch
eckigen Klammern umschlossen und zusammengefaBt mit groBen
deutschen Buchstaben (Fraktur) bezeichnet, z. B.

11 Qgg----Gn
oq = gy Qgg. ... 09, — (6a)
aml a’mz aﬂm
oder
bi1 big bin
B = bll bss btﬂ — (bik)
bn1 bma-- by

Die Indizes ¢ und k bezeichnen die Zeilen und Spalten und durchlaufen

,2,...,mbzw. 1,2, ..., n
Aus der Literatur ist dariiber hinaus noch folgende Darstellungsweise
(Doppelstrich) bekannt:

€11 C13---Cin
6 — C31 Ca2---Con || _ (ca)
| cm1 Cma---Cmn|

Die von links oben nach rechts unten verlaufenden Diagonale nennt
man Hauptdiagonale, die von links unten nach rechts oben verlaufende
ist die Nebendiagonale.
Zwei Matrizen heiBen gleich, wenn sie in der Zahl der Zeilen und Spalten
und in den entsprechenden Elementen tibereinstimmen.

Beispiel:

Wenn (z“ 713 z“) = (1 0 2) , 80 heiBt das =

1
f.
Z31 T3z Zas 314 %3, =0 e



2 Addition und Subtraktion

Voraussetzung fiir diese Rechenoperationen ist eine gleiche Anzahl von
Zeilen und Spalten in den Matrizen. Die entsprechenden Elemente
werden addiert bzw. subtrahiert.

54 —1 2 4 6

(28)* (75 —6)=(s 2
Die Summanden kénnen vertauscht werden:
A+B=B+A

Beispiel:

AuBerdem gilt
A+ B+C€)=A+B)+€
Beispiel:
%=<1f—:)
2-( )
(% )
2[+5»B=(1; _;) ;éB+(£=(_ _i)

A+ ®+0=(,; )

1
8
w+m+e=("y "o+ (Tg )=



3 Multiplikation
3.1 Moultiplikation einer Matrix mit einer Zahl (Skalar)

Jedes Element wird mit der Zahl multipliziert. Die Vertauschung der
Faktoren ist moglich:

13 13 26
2.(_1 2)=(_1 2).2= (_2 4)
XEs konnen weiter die bekannten Rechenregeln angewandt werden:

kA + kB= k- (A + B)
kY + 1IN = (k+1)-A

3.2 Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Unter Vektoren versteht man Matrizen, die nur aus einer Zeile oder
einer Spalte bestehen. Man bezeichnet sie mit kleinen deutschen Buch-
staben.
Zeilenvektoren kennzeichnet man normalerweise durch einen Strich,
z. B.a’, b.
Zeilenvektor: a’ = (1 4 3)
Spaltenvektor: b = /2
5
8

Vertauscht man Zeilen und Spalten einer Matrix, so erhilt man die
transponierte Matrix.

a’=(143),a= 1)
4
¢

b=/2\, b=(2543)

QO™



Bei der Multiplikation mit esnem Rechtsvektor mufl dieser — hier mit ¢
bezeichnet — so viele Komponenten (Zeiler) haben, wie % Spalten hat.
Die Multiplikation ist nur unter dieser Voraussetzung moglich. Als
Produkt ergibt sich ein Spaltenvektor mit der Zeilenzahl von % :

13—5 2
m.g=<21 o)( 3
05 1/ \—5

= (a,, Oy, Ag):L =20, + 3-a;,— 5-q5

ST
LAEAERY

Zur Verdeutlichung wurden die Spalten von Y als Vektoren betrachtet
und mit a,, ay und ag bezeichnet.

Liegt eine Mulliplikation mit einem Linksvektor ¢’ vor, so muB dieser
so viele Komponenten (Spalten) haben wie 9 Zeilen. Das Produkt stellt.
einen Zeilenvektor mit der Spaltenzahl von U dar. Die Zeilenvektoren
werden in diesem Beispiel mit a;, a, und a; bezeichnet.

13 —5
rA=@23 -5)-(2 1 0

05 1
a;
=(23-—5)-<a:2)=2-a;+3-a;—5-a'3
as
= 2.(13 —5)
+3.21 0
—5.(005 1)
=(26 —10)+ (6 3 0)+ (0 —25 —b5)
= (8 — 16 — 15)

3.3 Multiplikation von Matrizen

Bei der Matrizenmultiplikation sind folgende wichtige Regeln zu be-
achten:

a) Die beiden Faktoren, also Linksmatrix (Multiplikand) und Rechts-
matrix (Multiplikator), miissen verkettbar sein, d.h., die Linksmatrix
muB die gleicha Anzahl von Spalten haben, wie die Rechtsmatrix Zeilen
hat. Die Produktmatrix hat stets so viele Zeilen wie die Linksmatrix
und so viele Spalten wie die Rechtsmatrix.

10



Besspiel:

<a'11 Gy ‘113) b1y bya bys by
@yy Qg3 Gg3/+|Day bgg bag bsy
s1 bsa b33 b3y

2 Zeilen, 3 Spalten 3 Zeilen, 4 Spalten
Verkettung méoglich

Ergebnis 2 Zeilen, 4 Spalten,
d. h. (2,4) — Matrix (m=2, n=4)
b) Die miteinander zu multiplizierenden Matrizen kénnen im allgemeinen
nicht vertauscht werden; das kommutative Gesetz gilt also hier nicht.

x9=(go(a )= 9

13\ /21 111
B 9I_(2 0)’(3 0)"(42)

Hier konnen, wie man sicht, die Produkte UA.-B und B-UA zwar beide
gebildet werden, die Produktmatrizen sind aber voneinander verschie-
den (Rechnungsgang siehe unten).

Unter Hinweis auf den Abschnitt 4.5 soll an dieser Stelle der Vollstandig-
keit halber erwihnt werden, daB im Gegensatz hierzu die Determinanten
beider Produktmatrizen den gleichen Wert haben, nidmlich 18 (Differenz
von Produkt der Hauptdiagonale und Produkt der Nebendiagonale).
c¢) Das sog. assoziative Gesetz gilt jedoch auch bei der Matrizenmulti-
plikation, also

Betspiel:

A-(B-€) = (A-B)-C
Erwihnt sei noch, daB die Multiplikation mit der Einheitsmatrix €
(quadratisch, alle Elemente der Hauptdiagonale gleich 1, alle anderen
Elemente gleich 0) keine Verinderung ergibt. Die Multiplikation mit €
entspricht also derjenigen mit 1 im Bereich der gewdhnlichen Zahlen.
In diesem Fall ist — Verkettbarkeit vorausgesetzt — auch eine Vertau-
schung méglich.

Matrizen lassen sich miteinander multiplizieren, indem der Multipli-
kand nacheinander mit den Spaltenvektoren des Multiplikators, wie im
Abschnitt 3.2 beschrieben, malgenommen wird und die Ergebnisse als
Matrix zusammengefaf3t werden (spaltenweise Berechnung). Man kann
auch umgekehrt verfahren, d. h., man 16st den Multiplikanden in Zeilen-
vektoren auf und multipliziert diese nacheinander mit dem Multipli-
kator (zeilenweise Berechnung):

13) (4 6)

20/ (3 9

21
9B = (3 0).
2% 11



Spaltenweise Berechnung:

(o o{e) = (5)+2+(0) =) + o)

3 duktes

w

(4) 1. Spalte des Pro-

21\ (3 1y (6 0\ _ (6) 2. Spalte des Pro-
o o{o) =26+ o) = o) + o) = (o) ™ bk
Zeilenweise Berechnung:

@y 3)— 2.(13)+ 1.2 0)= (2 6) + (2 0)

= (4 6) 1. Zeile des Produktes
3 0).(; 3)—3 13)4+0-(20)=(39)+ (00)

= (3 9) 2. Zeile des Produktes

Normalerweise geht man diesen ausfiihrlichen Weg nicht, sondern ge-
langt wie folgt zum richtigen Ergebnis:

Jede Zeile des Multiplikanden wird mit jeder Spalte des Multiplikators
multipliziert, die Produkte der entsprechenden Elemente werden addiert.
Aus dem Schnittpunkt der entsprechenden Spalte und Zeile ergibt sich
die Stellung des Ergebnisses als Element in der Produktmatrix.

Normale Berechnung :

21\ /13 46
%%"(3J(2J“«39
Summe der Produkte aus den Elementen der 1.Zeile und 1. Spalte
= Element 1. Zeile, 1. Spalte: (2-1) 4 (1-2) = 4
Summe der Produkte aus den Elementen der 1.Zeile und 2. Spalte
= Element 1. Zeile, 2. Spalte: (2-3) + (1-0) =6
Summe der Produkte aus den Elementen der 2.Zeile und 1. Spalte
= Element 2. Zeile, 1. Spalte: (3-1) 4+ (0-2) =3
Summe der Produkte aus den Elementen der 2.Zeile und 2. Spalte
= Element 2. Zeile, 2. Spalte: (3-3) + (0-0) =9
Fir weniger Geiibte 1dBt sich die Berechnung durch Verwendung der
transponierten Matrix von B, d.h. von %B’, und durch eine andere
Anordnung iibersichtlicher gestalten und erleichtern.

%=Gﬁ
®=(a0) ¥l
® ()

12

30

21 4 6
Q‘(3 o) (39)9"23

12



Es werden wieder die entsprechenden Elemente multipliziert und die
Ergebnisse addiert. Durch die Verwendung der transponierten Matrix B’
werden aber nur noch Zeilen zueinander in Beziehung gesetzt:

Summe der Produkte aus 1.Zeile und 1. Zeile = 1. Zeile, 1. Spalte
Summe der Produkte aus 1.Zeile und 2. Zeile = 2. Zeile, 1. Spalte
Summe der Produkte aus 2.Zeile und 1. Zeile = 1. Zeile, 2. Spalte
Summe der Produkte aus 2.Zeile und 2. Zeile = 2. Zeile, 2. Spalte
Diese Form eignet sich fir den Einsatz von Hilfskréften.

An die Stelle einer unmittelbaren Division von Matrizen, die nicht méglich
ist, tritt die Multiplikation mit der Kehrmatrix, inversen oder rezi-
proken Matrix (Y-1), die in den nichsten Abschnitten behandelt wird.
Die Richtigkeit der Produkte aus der Multiplikation von Matrizen kann
mit Hilfe von Spalten- und Zeilensummen wie folgt kontrolliert werden:

Vom Multiplikanden werden die Spaltensummen und vom Multipli-
kator die Zeilensummen gebildet. Die Summen der Zeilen und Spalten
mit gleichem Index (z.B. 1. Spalte und 1. Zeile) werden multipliziert
und die dabei gewonnenen Produkte addiert. Diese Summe muB gleich
der Summe der Elemente der Produktmatrix sein.

Zwei Zahlenbeispiele sollen das erliutern:

21\ /13 46
AT T
Spaltensummen von A: 2 4 3 = 5 (1. Spalte)

1 + 0 =1 (2. Spalte)

Zeilensummen von B: 1 4+ 3 = 4 (1. Zeile)
2 4+ 0 =2 (2. Zeile)

Multiplikation der zusammengehérenden Summen: 5.4 = 20

1.2= 2
Addition der Produkte: 22
Addition der Elemente

der Produktmatrix: 1. Zeile: 4 + 6 = 10
2.Zeile: 34+ 9 =12

Addition der Summen g
b) 520\ /2 16
411}.13]=112
3156 1 14
12 . 2 =24 16
4 . 3=12 12
6.1= 6 14
42 42

13



Nach dem gleichen Prinzip laBt sich die Kontrolle auch so durchfiihren,
daB eventuelle Fehler bereits abgegrenzt werden. Zu diesem Zweck
erweitert man die beiden Matrizen (Multiplikand und Multiplikator)
um die Spalten- bzw. Zeilensummen und multipliziert erst anschlieBend.
Wenn das Ergebnis fehlerfrei ist, so entspricht das rechte untere Eck-
element der (erweiterten) Produktmatrix jeweils der Summe der Ele-
mente der letzten Zeile und Spalte. Diese Elemente sind auBerdem die
Summe der dariiber- bzw. danebenstehenden. Entsprechen sie micht
dem Ergebnis der zugehérigen Addition, so liegt in der entsprechenden
Zeile bzw. Spalte ein Fehler vor.

Am Beispiel a) soll dies abschliefend dargestellt werden:
21 134 4 6‘ 10
30)-({20]|2) (3 9|12

51 71622

14



4 Umkehrung von Matrizen

4.1 Problemstellung

Die Problematik der Matrizenumkehr wird am besten verstiandlich,
wenn man von einem linearen Gleichungssystem ausgeht, z. B. von

1z, -5z, =y,
— 0,04z, + 1z, =y,

Sind fiir y, und y,; bestimmte Werte gegeben, so lassen sich die Un-
bekannten z, und z, — von, Spezialfillen abgesehen — eindeutig berech-
nen. Man kann aber auch die Frage so stellen, daB man fiir beliebige
y-Werte méglichst schnell die zugehorigen Werte fiir die Unbekannten
z,, 2, usw. finden will, d. h., es wird die ,,allgemeine Losung‘‘ des Gleich-
chungssystems gesucht. Zu diesem Zweck driickt man die Unbekannten
unter Zuhilfenahme der die Relationen festlegenden Koeffizienten durch
die absoluten Glieder y,, ¥, usw. aus. Durch Einsetzen jeweils vorliegen-
der y-Werte kann man dann verhiltnismaBig rasch die entsprechenden
.z-Werte ausrechnen.

4.2 Losung

Die Losung ergibt sich ohne weiteres nach einem der iiblichen Verfahren,
etwa wie folgt:

—_ — Durch Multiplikation mit 5 und an-
2! 52, Y + schlieBender Addition beider Glei-
—004z,+ 2,=19,|-5]|+ chungen kann z, sun&chst eliminiert

werden, z; wird durch y, und y, defi-

08 =z, =Y+ 5y, niert.

_ % + 5y,
0,8

2, = 1,25y, + 625 9,

,—bzy=1y, Wird z, durch den angegebenen Aus-
druckersetst, kann z, ebenfalls durch
1,26y, + 6,26y, — v, = 5 =z, v, und y, definiert werden.

_ 025y, + 6,25 y,

29 5

=005y, + 1,259,

Ein anderer Weg ist der, daB man dieses Gleichungssystem fiir eine der
Anzahl der Gleichungen entsprechende Anzahl von Spezialfillen 16st,

15



bei denen der Reihe nach das absolute Glied y einer Gleichung gleich 1
gesetzt wird und die der ibrigen Gleichungen gleich 0. In obigem
Beispiel hiatte man also nachstehende zwei Gleichungssysteme zu be-
rechnen:

I 2, —b6z3=1 II1. 2 —bzg=0
und
II. — 0,04 2, + 2,=0 IV. —004z, + =z,=1
Das ergibt:

2, =125 1z, =62
und
zg = 0,06 zy = 1,25
Durch Einsetzen der gefundenen GréBen 1iBt sich die Richtigkeit leicht
beweisen.

I (1-1,25) — (5-0,05) = 1
II. (—0,04-1,25) + (1.0,05) = 0
III. (1-6,25) — (5-1,25) = 0

IV. (—0,04.6,25) + (1-1,25) =1
Zu der oben bereits erwihnten allgemeinen Lisung von z, und z; kommt
man durch folgende Rechnung:
Erweiterung der Gleichungen I. und II. durch Multiplikation mit y,
Erweiterung der Gleichungen III. und IV. durch Multiplikation mit y,
und Addition der erweiterten Gleichung I. und III., sowie II. und IV.
I.y,: 125y, —026y, = o, "
III. y,: 6,26 y— 6,26y =10
1,25 y, + 6,25 y,— 0,25 y; — 6,26 y, = v,
umstellen und anders zusammenfassen
=1(1,26y, + 6,25 y,) — 5 (0,08 y; + 1,25 y5) = 9,

z zy
II.y;: —0056y,+005y, =0
IV.y,: —0,25yy + 1,25y, =y,

— 0,05y, —0,25 y5 + 0,05 y; + 1,25 y5 = y,
umstellen und anders zusammenfassen
= —0,04 (1,25 5, + 6,25 y;) + 1 (0,06 y, + 1,25 y;) = ¥,

2! T3
Auch aunf diesem Wege ergibt sich also wieder die allgemeine Losung:
T = lx25 Y1 + 6:25 Ys
Ty = 0105 Y1 + 1v25 Ys

16



4.3 Matrizenschreibweise

Das Ausgangsgleichungssystem 1iBt sich als Matrizengleichung schreiben,
in unserem Beispiel also folgendermafBen:

AN 1 —5)\ (=

¥s) \—0,04 1/ \z,
Multipliziert man die rechts vom Gleichheitszeichen stehenden beiden
Matrizen nach den in Abschnitt 3 behandelten Regeln, so erhilt man

z,—bx,
— 0,042, + =,
und sieht somit die Ubereinstimmung mit dem Ausgangsgleichungs-

system.

In der gleichen Weise li3t sich auch die allgemeine Losung, d. h. also
das allgemeine Gleichungssystem, darstellen:

(:cl 1,25 6,25\ (v, 1,25 y; + 6,25 v,
‘z,) - (0,05 1,25)'(;,,) - <0,05 v, + 1,25 y,>
Die Matrix

1,25 6,26

(0,05 1,25)

deren Spalten aus den speziellen Losungen fiir

% 1) (%) (0)
= und =
<yz) (0 Ys 1y
oder auch nach einem anderen Verfahren ermittelt wurden, liefert also

die Losungen fiir beliebige y, und y,. Sie speichert sozusagen die Lo-
sungen.

4.4 Kehrmatrix (reziproke Matrix, inverse Matrix)

‘Wie bereits im Abschnitt 4.1 erwihnt, kann man in der Regel zu einem
speziellen linearen Gleichungssystem ein umgekehrtes Gleichungssystem
finden. Der Matrix aus den Koeffizienten des Ausgangssystems lifit sich
dann die Matrix des umgekehrten Systems gegeniiberstellen; das ist
die Kehrmatrix. Auf das benutzte Beispiel angewandt, bedeutet das
1,25 6,25 1 —5\? .
<0,05 1,25) = <— 0,04 1) = Kehrmatrix
Durch Multiplikation einer Matrix mit ihrer Kehrmatrix ergibt sich
die Einheitsmatrix €, die bereits im Abschnitt 3.3 erwiahnt wurde, also

in unserem Fall
1 —5)\ (1,25 625 (10
—0,04 1/10,051,25) \01

3 Blumenthal, Matrizenrechnung 17



oder allgemein
AA' =Y A=C
In diesem Fall ist die Vertauschung méglich.

Wichtig ist, daB sich nur quadratische Matrizen umkehren lassen. Sie
miissen auBerdem regulir sein, d. h., ihre Determinante (s. Abschnitt 4.5)
darf nicht O sein. Im letzten Fall nennt man die Matrix singulir. Der-
artige singulire Matrizen ergeben sich aus Gleichungssystemen, die
linear abhingige Zeilen oder Spalten aufweisen.

Die Bildung der erwihnten speziellen Fille fithrt dann ndmlich zu sich
offenbar widersprechenden Relationen, z. B. bei

*=( )

Zu berechnen wire zunichst das Gleichungssystem
z +22z2,=1
2z, +4x2,=0,
das natiirlich unlésbar ist.
Um die Kehrmatrix %~! zu berechnen, muB man also das Gleichungs-

system
Ar=y [Aty=7]

fir folgende Spezialfille auflésen (n = Zahl der Gleichungen = Zahl
der Unbekannten):

=1 $=0 9y =0... Y=
y: =0 Ya=1 Y=0... Y =
Ys = ¥2=0 yp=1... y=0
Yn = Yo = Yn = 0. Ya=1

Die Losungen ergeben die Spalten der Kehrmatnx AL
Praktisch sei dies an folgendem Beispiel dargestellt:

10 31
A= 257
6409

Die zugehorige Matrizengleichung ist

HHIER
3

An die Stelle von
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treten der Reihe nach

1 0 0
0 ’ 1)und |0 ’ d.h. Der zweite Index
0/ \0 ! on s Lenngeichast
\ er gleichzeitig
198 0. (2 o mo\ _ 10OV g,
21 23 3 -
649/ \x5 735 g 001

Es sind die entsprechenden Gleichungssysteme zu 16sen. Das erste von
ihnen lautet demnach wie folgt:

102, + 3234+ z3=1

22,4+ 52,4+ T23=0

6z, +42,+923=0
Die Ergebnisse, die den Spalten der Kehrmatrix entsprechen, sind in
folgender Tabelle festgehalten:

Y 1 0 0
Ys 0 1 0
Ys 0 0 1
z, 0,078 — 0,106 0,073
zq 0,109 0,382 | — 0,309
Z4 — 0,100 — 0,100 0,200

Zur Probe werden Ausgangsmatrix und Kehrmatrix multipliziert:

10 3 1 0,078 — 0,105 0,073 100

( 25 7)( 0,109 0,382 — 0,309 | = (0 1 0) =€
649/ \—0,100 —0,100 0,200 001

Durch diese Probe ist bewiesen, da8 die Umkehrung stimmt. (Da die

Errechnung der Unbekannten nur bis zu drei Dezimalstellen gefiihrt

wurde, ergeben sich in der Matrix € Abweichungen in der dritten Stelle
nach dem Komma, die der Klarheit wegen oben weggelassen wurden.)

4.5 Einiges aus der Determinantenrechnung

Bei der Umkehrung von Matrizen kann man verschiedene Methoden
anwenden. Eine davon bedient sich der Determinantenrechnung. Es
soll deshalb jetzt zunichst eine auszugsweise Einfilhrung in dieses Ver-
fahren gegeben werden, die selbstverstindlich den fiir notwendig ge-
haltenen Umfang nicht iibersteigt.

Wie bei den Matrizen handelt es sich bei den Determinanten um ein
System von Grofen, das jedoch stets quadratisch ist, also eine gleiche
Anzahl von Zeilen und Spalten aufweist. Das System wird durch zwei
senkrechte Striche begrenzt. Im Gegensatz zur Matrix hat die Deter-
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minante als Gesamtheit einen Wert, iiber dessen GriSe im folgenden
einiges gesagt werden soll.

Der Wert einer zweireihigen Determinante, z. B.
356
217

ergibt sich aus der Differenz der Produkte der Hauptdiagonale und der
Nebendiagonale, also

(3-7) — (2-5) = 21 — 10 = 11
Allgemein laBt sich dies folgendermaBen darstellen:

D= !IZ: Z:: = (@11-g3) — (A31°Gy3)

In dhnlicher Weise wird der Wert einer dreireihigen Determinante
nach der Regel von Sarrus ermittelt:

D =

b

\au Q19 O3
D = lay, ayy dyg

|a31 Q39 Q33
Auch hier errechnet man den Wert als Differenz, und zwar als Unter-
schied der Summe der Produkte der von links oben nach rechts unten
verlaufenden Diagonalen und der Summe der Produkte der von links
nach rechts oben laufenden. Klarer wird dies, wenn man die beiden
ersten Spalten nochmals rechts an das Zahlenschema anfiigt:

-y
azya%aza Q21 Qo2

a3y A37a33 03,03,

Es ergibt sich
(@11 @95 a33) + (@2 @p3 a3;) + (@43 Gp; G3,)

— (31 G55 @y3) — (A3 a3 G1y) — (A33 gy Gy4)
Determinanten mit mehr als drei Reiben sind nicht mehr so einfach zu
berechnen, da die Anzahl der Summanden progressiv wichst. Sie richtet
sich nach den Regeln der Kombinatorik und ist n!, wenn n die Anzahl
der Glieder kennzeichnet. Bei einer viergliedrigen Determinante ergeben
sich also 1:2:3-4 = 24 Summanden, bei einer fiinfgliedrigen bereits
120 Summanden usw.
Fiir die Berechnung des Wertes solcher Determinanten wendet man den
Weg der Zerlegung an.

Man geht dabei von einer Spalte aus, z. B. von der ersten. Die aus-
gewihlte Spalte wird gestrichen. Der Reihe nach streicht man dann
jeweils die Zeile des Schnittpunktelements. Die verbleibenden Elemente
bilden die verschiedenen Unterdeterminanten. Diese werden mit den
zugehérigen Schnittpunktelementen multipliziert. Dadurch ergeben sich
die Summanden der nidchsten Rechenstufe. Sie sind positiv, wenn die
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Summe der Zeilen- und Spaltenindizes des im Schnittpunkt liegenden
Elementes gerade ist, sie sind negativ, wenn diese Summe eine ungerade
Zahl ergibt.

Das folgende Beispiel geht der Einfachheit wegen wieder von der be-
reits benutzten dreireihigen Determinante aus:

Q1 3 Oy
D = | ay ag; a43
Q3; G33 Gg3
Ggg Q33 a3 Cp3| Ialz a13|
= _— -|— a
au!a“ ass 7 A3z asal - |age ass|

= [a1; (@32 Q33— G35 A33)] — [@ay (@13 G335 — G35 Gy3)]
+ [@3; (@15 @33 — @p5 a;3)]
= Gyy Ggg 33— O3, G35 Q33— Qg Gy3 Gg3 + O3y G3g O3
+ a3y @13 G33— a3; G55 43
Die Bildung der Unterdeterminanten und der Summanden sei nach-
stehend nochmals schematisch dargestellt:

ergibt 4 a,, Z’" Z”

32 @33

ergibt — a,, ::’ Z‘a"

s O33

ergibt + a,, Z" 2::
22

Da die Reihenfolge nach dem kommutativen Gesetz bei Addition und
Multiplikation von Zahlen beliebig ist, sieht man, daB die sich am Ende
der Rechnung ergebenden sechs Summanden denen gleichen, die nach
der Regel von Sarrus ermittelt wurden. Bei mehrreihigeren Determinanten
verfihrt man in der gleichen Weise, wobeider Umfang der Rechenarbeiten
— wie bereits erwihnt — progressiv anwiichst.

Dieser kurze Auszug aus der Determinantenrechnung reicht fiir die
folgenden Ausfiihrungen. Die zahlreichen Regeln dieses Zweiges der
Mathematik sind der Literatur zu entnehmen.

Interessant ist dabei z. B., daB die Multiplikation von Determinanten
anders vorgecnommen werden kann als die von Matrizen.
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Erwihnt sei bereits hier (siehe auch S.32), daB man sich der Deter-
minantenrechnung bei der Auflosung linearer Gleichungssysteme be-
dienen kann. Ein kurzes Beispiel soll dies zum Schluf} dieses Abschnittes
noch erlidutern. Gegeben sei folgendes Gleichungssystem :
10z + 6y = 40
2z4+ 2y =10
Aus den Koeffizienten der Unbekannten bildet man die Determinante D:

10 5
22

Zur Berechnung der ersten Unbekannten z benétigt man die Deter-
minante D,, die dadurch gewonnen wird, daB man an die Stelle der
ersten Spalte von D die absoluten Glieder des Gleichungssystems
setzt:

D=

D‘_|405'

|10 2
Entsprechend verfihrt man zur Berechnung von y unter Verinderung
der zweiten Spalte von D und erhilt
| 10 40'
| 2 10

Die Unbekannten ergeben sich dann als Quotienten von D, und D
bzw. Dy und D:

D, =

40 5
D, |10 2| 80—50 o
=D =Tio 5 —20—10 —20:10=3
2 2
10 40
D, 210/ 100—80
Y= = [0 5 20—t 0:10=2
2 2

Durch Einsetzen dieser Werte in das Gleichungssystem kann man sich
leicht von der Richtigkeit des Ergebnisses iiberzeugen.

4.6 Umkehrung von Matrizen mit Hilfe von Unterdeterminanten

Im vorigen Abschnitt wurde u.a. auch der Begriff der Unterdetermi-
nante erliutert. Mit ihrer Hilfe kann man die Umkehrung einer Matrix
auf einem anderen Wege als dem bisher gezeigten vornehmen. Dabei
sollen die Unterdeterminanten durch groBe lateinische Buchstaben
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bezeichnet werden, deren Indizes die jeweils gestrichenen Zeilen und
Spalten angeben:

Ay = (1)t
s = Zeile

k = Spalte
Die Ausgangsmatrix sei
011 B3 Oys- - Oy
9 = G31 (33 Gg3- - -Ggy
Qpy1 Apg Gng- - « Qg
Dann ist die Kehrmatrix
Ay Ay Ay . A,
91_1=L' Ayy Ay Asy. . A,
|| T
Ay Agy Agy. ... A4y

Folgendes Zahlenbeispiel soll dies verstindlicher machen :

5 30
A=(—1-—-31
4 02

Der Wert der Determinante | % | von % ist gleich — 12.

Der Wert der Unterdeterminanten 4,; und A,, ergibt sich aus nach-
stehender Rechnung:

—3.1
A11=(—1)1+1" 02}
=41.(—6—0)=—6
—11
== T

=—1.(—2—4)=6

In gleicher Weise sind die Werte der iibrigen Unterdeterminanten zu
ermitteln. Alle so errechneten Werte werden — dem oben dargestellten
Schema entsprechend — in transponierter Form eingesetzt. Danach ist

; [—6—6 3 05 05 —025
Al=—p.| 6 10— 5/ —(—05—-08 042
- 12 12 —12 —1 —1 1
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Die Probe bestitigt die Richtigkeit:

5 30\ /—6—6— 3 ]
—1—31)( 6 10— 5).—
4 02/ \ 12 1212

—12 0 0 ] 100
= 0—12 0).—5=(010=C
0 0—12 1 001

Die allgemeine Formel dazu lautete
AU 1=C

4.7 Umkehrung von Matrizen durch Matrizenaufspaltung

Bei diesem Verfahren spaltet man die umzukehrende Matrix % so in
Untermatrizen, die dann als Elemente betrachtet werden kénnen, auf,
daB das linke obere Eckelement durch eine quadratische Matrix ge-
bildet wird. Uber eine Hilfsmatrix 8 werden die Untermatrizen von -1
errechnet. Am besten wird dies am nachstehenden allgemeinen Fall
verstindlich:

QI _ Dll I glﬂ
- D— _ﬁ—' Der im rechten unteren Feld enthaltene
21 | 22 Ausdruck wurde zur Vereinfachung in den
anderen Feldern mit

B ( £y, '— 0117 Dqa (...)~! dargestellt.
N D!l gll—l } D"—Q" gll-l gll)

1= O 0 0y (- )71 0 Oy — 04, 04 (--2)72
— () Dy Oy ’(Qu—nn 0,7 10,0)7!

0
N =——=
o = (o)
Ein Zahlenbeispiel zeigt die Richtigkeit des Verfahrens. Auf einen
Beweis soll hier verzichtet werden.

¢

5 30
A= —1-—-31
4 02

5 3

Die Umkehrung von £, = (
Methoden und ergibt

1 3) erfolgt nach einer der gezeigten

o .1 02 0,25
17 \—0,083 —0,417)



Es folgen die weiteren Rechenschritte zur Ermittlung von B:

0,26 0,26
-1 __ ] ) —
Par D7 = 6 0) (_0es _ogr) =D

_ —0,25 —0,25)/0\ (—025
— Q“=( 0,083 0,417) (1)=< 0,417)
0
Dy — 80y Oy Dy =(2)—(1 1) (l) =@2)— 1) =)

025 025 |—025
B — [ —0,083 —0,417| 0,417
1 1 1
Die Kehrmatrix 9! wird nun in nachstehenden Teilschritten berechnet:

-1
(Vg3 — Digy Dyt Oyg)7? =[(2)—‘ 11 ((1))]

=[2)—DI*=1)1=()
— 07! Dys (Dg3—0g; Oyy7t Oy,)7F

— 0,25 _ (—025
=( 0,417) @) —( 0,417)
— (D —Dgy Dy Oyg) ! Qg Oy '=(—1) A 1)=(—1-1)
D171+ 0517 Dz (D — gy Dpa™? Oyg)™ Dgy Oyt

=( 0,25 - 0,25 ) +( 0,25 )_(l) a

—0,083 —0,417 — 0,417
([ 025 025 02 025\ ( 05 05
o (- 0,083 — 0,417) + (— 0,417 —0,417> o (— 0,5 — 0,834)
Ordnet man die eben ermittelten Teilergebnisse entsprechend an, so
ergibt sich

05 05 |—025
91— [—05—0834| 0417
—1 —1 | 1

Die Probe bestitigt die Richtigkeit:
5 30 05 05 —0.25 100
—1—-31}(—05—0834 0417)=({010
4 02/ \—1 —1 1 001

Die gleiche Proberechnung wyrde schon auf S. 24 vorgenommen.

Bei einiger Ubung kann man auf den Umweg iiber die Hilfsmatrix B
verzichten.

Bei praktischen Aufgaben versucht man die Untermatrix £,, so za
wiihlen, daB sie eine Dreiecksmatrix darstellt, denn diese spezielle Matrix
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1aBt sich bedeutend leichter umkehren, wie in Abschnitt 4.9 gezeigt
wird.

4.8 Umkehrung von Matrizen durch schrittweise Umformung

Von diesem Verfahren horte der Verfasser erstmalig bei einem Ge-
dankenaustausch mit tschechoslowakischen Kollegen vom Institut fir
Luftfahrtindustrie, Prag. Dr. Popelka verwendet es zur Matrizen-
umkehrung mit Hilfe von Lochkartenmaschinen. Da diese Methode
besonders einfach erscheint, wurde sie noch mit in die vorliegende
Arbeit aufgenommen.

Aus einer Ausgangsmatrix %, wird durch Subtraktion des Produktes
der Summe der Elemente der Hauptdiagonale (Hilfsfaktor) und der
Einheitsmatrix € eine Hilfsmatrix 8, gewonnen. Die Multiplikation
von 9, und B, ergibt die umgeformte Ausgangsmatrix nach dem ersten
Schritt, nimlich U,. Es schlieBt sich die Ermittlung der Hilfsmatrix B,
an. Man geht in der gleichen Weise vor wie oben, wobei die Subtraktion
von ¥, (Minuend) ausgeht. Subtrahend ist jetzt das Produkt der Summe
der Elemente der Hauptdiagonale, geteilt durch 2 (Hilfsfaktor,
2. Schritt!) und der Einheitsmatrix €. Dem Grad der umzukehrenden
Matrix (n) entsprechend, wird in dieser Art weitergerechnet, bis sich B,
ergibt, das stets eine Nullmatrix darstellt.

Die Kehrmatrix %! ermittelt man nunmehr durch eine einfache
Multiplikation. Der Multiplikand wird folgendermaBen errechnet: Die
Summe der Elemente der zuletzt errechneten umgeformten Ausgangs-
matrix (A,) wird durch den Schrittindex (n) geteilt. Von dem er-
mittelten Quotienten wird der reziproke Wert gebildet. Multiplikator
ist de Hilfsmatrix des vorletzten Schrittes (B,_,).

Am besten wird dies auch hier an einem Zahlenbeispiel klar, bei dem
wieder die gleiche Ausgangsmatrix wie bisher verwendet wird. Die vor-
kommenden GroBen bzw. Beziehungen sollen der Ubersichtlichkeit
wegen zunichst in allgemeiner Form zusammengestellt werden.

A, Ausgangsmatrix
(Beginn des ersten Schrittes)
A, ..., A, umgeformte Ausgangsmatrizen
(Beginn des zweiten bis n-ten Schrittes)
By -- s By Hilfsmatrizen
(Ergebnis der Schritte 1 bis n)
[ A Hilfsfaktoren
g, = =1 (8 = Schrittindex =1, ..., n)

B, = A —g,-C
2.B.B, =% —g,-€
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‘)I. = ?Il-%.-l

z. B. QI’=QI1'§BI
B, =0
1
QI“:—.%”_I
gn
Beispiel:
5 30
911= —l "—3 l
4 02
5—3+2

4
B, =% —g,C= (

5 30 1 3 0
QI’ 2[1%1 31 1—7 1 =
4 02 4 0-—2
2418 —4
g’=-——2——-=8 >

26 3 800 —6—6 3
By =, —gygE=| 6 18 —5|—(080)=( 6 10— 5
12 12 —4 008 12 12 —12

5 30\ (—6—6 3 —12 0 0
9[,=911-$B,=(—1 —3 1)( 6 10—5)=( 0—12 0

4 02 12 12 —12 0 0 —12
— 36
=212 :

— 12 0 0 — 12 0 0

8,=9I3—93'G= 0 —12 0)— 0 —12 0}]=0
0 0 —12 0 0 —12

1 1 —6 —6 3 06 05 —0,25

AL =— %,=—12 . 6 10— 5)]={—06 —0,83 0,42

s - 12 12 —12 —1 —1 1

Dieses Verfahren zeichnet sich dadurch aus, daB es auf einfachen Rechen-
operationen aufbaut, die iibersichtlich kombiniert sind. Es diirfte sich
dadurch sowohl fiirr die manuelle Errechnung mit Tischrechenmaschinen
als auch fir Rechenautomaten besonders gut eignen.
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4.9 Umkehrung von Dreiecksmatrizen

Dreiecksmatrizen weisen unterhalb oder oberhalb der Hauptdiagonale
nur Nullen als Elemente auf. Bei der Umkehrung derartiger Matrizen
wendet man Verfahren an, die von der Auflésung der zugehdrigen
linearen Gleichungssysteme ausgehen. Man errechnet also entweder die
»allgemeine Losung* oder die ,,speziellen Gleichungssysteme‘ mit den
Spalten der Einheitsmatrix als absolute Glieder (s. S.15/16). In beiden
Fillen macht man sich den Vorteil zunutze, daB sich aus einer Dreiecks-
matrix ein gestaffeltes Gleichungssystem ergibt, das sich von der letzten
Gleichung her miihelos riickwirts auflésen 1a8t. In der letzten Gleichung
tritt ja nur eine Unbekannte auf, die sich ohne Schwierigkeit berechnen
liBt. Setzt man den gefundenen Wert in die vorletzte Gleichung ein,
so bleibt ebenfalls nur noch eine Unbekannte tibrig usw.

Das nachstehende Beispiel zeigt die Umkehrung durch Ermittlung der
allgemeinen Losung.

\

5361
0245
A=1o0021
0003
Die zugehdrige Matrizengleichung lautet:
5361\ [z v,
0245) [z)| [
0021 [Nz \us
0003/ \z, Ye

Daraus ergibt sich das folgende gestaffelte Gleichungssystem:
5z, + 3z, + 623+ 1z, =y,
2z, + 423+ 5z =y,
2z3+ 1z, =y,
3zy= Y,
Die Werte fiir die Unbekannten z, bis z, lassen sich miihelos errechnen:
z,=1[3 y,
23 =1/2y;—1/6 y,
=12y, —1y;—1/2y,
7, =1/5y,—3/10y, + 13/30 g,
Sie entsprechen den Elementen der Kehrmatrix, wie die folgende
Kontrollrechnung zeigt:

5361\ /1/5—3/10 0 13/30 1000
0245 0 12 —1-12) [0100
o021l o o 12—16) |o0o010
\ooo3 0 0 0 13 0001
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Es folgt nun die Umkehrung der gleichen Dreiecksmatrix durch Auf-
losung der zugehdorigen vier speziellen Gleichungssysteme:

Gleichungssystem
1 II III v
65z, + 3z, 4+ 62, + 12, = 1 0 0 0
2z + 425+ S5z, = 0 1 0 0
223+ 1z, = 0 0 1 0
3z, = 0 0 0 1
z, = 0 0 0 1/3
Zg = 0 12 —1/6
Zy = 0 12 —1 —1/2
= 1/5 —3[10 0 13/30

In der entsprechenden umgekehrten Reihenfolge (z,, z,, ;, x,) ergeben
sich wieder die Spalten der Kehrmatrix, wie sie bereits nach dem anderen
Verfahren (allgemeine Losung) ermittelt wurden.
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5 Matrizenumkehr unter Einsatz von Lochkarten-
technik und Elektronik

$.1 Einfiihrende Bemerkungen

Aus den vorhergehenden Abschnitten geht hervor, da man das Problem
der Matrizenumkehrung vollstindig gelost hat und daB es eine Reihe
von Verfahren dazu gibt, die natiirlich nicht alle dargestellt wurden.
Bei der praktischen Anwendung tritt jedoch — wie mehrfach zu erkennen
war — die Schwierigkeit auf, daB die Rechenarbeiten mit zunehmender
Gr6Be der umzukehrenden Matrizen auBergewohnlich stark zunehmen,
8o daB verhiltnisméaBig schnell Grenzen gesetzt sind. Die Umkehrung
einer Matrix 20. Ordnung dauert z. B. unter Einsatz der iiblichen Biiro-
rechenmaschinen etwa drei Wochen. Es ist zu bedenken, da durch
Einschaltung laufender, geeigneter Kontrollen absolute Fehlerlosigkeit
garantiert werden muB, wenn das Endergebnis stimmen soll. Weiter
ist zu bemerken, da8 man nicht immer Dreiecksmatrizen vorzuliegen
hat oder sie durch Umstellung erreichen kann.

Die Anwendung héherer Formen der Mechanisierung bzw. Automati-
sierung scheint also besonders dazu geeignet zu sein, die Umkehrung
umfangreicher Matrizen in einer vertretbaren Zeit zu erméglichen. Dabei
sind folgende Unterschiede zu bedenken: Bedient man sich Lochkarten-
anlagen, dann muB ein Losungsverfahren benutzt werden, das sich in
einfache Teilschritte zerlegen laBt, die dem Leistungsvermégen dieser
Maschinen entsprechen. Beim Einsatz elektronischer Rechenautomaten,
denen ein ganzes Programm vorgegeben werden kann, lassen sich auch
kompliziertere mathematische Methoden anwenden.

In den nichsten beiden Abschnitten wird einmal die Matrizenumkehrung
mit Aritma-Lochkartenmaschinen in grofien Ziigen dargestellt, zum
anderen wird ein Uberblick iiber die Anwendung des Elektronenrechners
Gamma 3 der franzgsischen Firma Bull auf dieses Problem gegeben.-

5.2 Einsatz von Lochkartenmaschinen

Man wendet die Methode der Liosung der zugehérigen speziellen Glei-
chungssysteme an. Dabei bedient man sich eines sog. Iterationsverfah-
rens, das sich durch einfache, aber hiufig wiederkehrende Operationen
auszeichnet. Es soll zunéchst kurz beschrieben werden:
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‘Umzukehren ist die Matrix

10 2 T
310 3
2 310

Die zugehérigen speziellen Gleichungssysteme lauten:

Gleichungssystem

I II 111
10z, + 2z, + lzz= 1 0 0
3z, + 10z, + 3z3= 0 1 0

2z, + 3z3+ 1023 = 0 0 1

Der Gang der Rechnung soll an Hand des Gleichungssystems I dar-
gestellt werden: Dieses ist s0o umzuformen, da jeweils die Unbekannte
des bisherigen Diagonalgliedes herausgehoben wird:

10z, =1 —2z,— lzg4

10z, =0—3=z, —3z;

1033 = 0—'231—32’
Um spitere Divisionen zu vermeiden und damit die Rechenzeit zu ver-
mindern, bringt man die Gleichungen durch Division mit den Koeffi-
zienten der herausgehobenen Unbekannten auf den Wert je Einheit.
Im obigen vereinfachten Beispiel sind also alle drei Gleichungen durch
10 zu teilen. Es ergibt sich:

Un-  Ausgangs- Faktoren/
bekannte zahl abg. Unbekannte
z, =01 — 0,22, — 0,1z,
T, =0 — 0,32, — 0,324
z; =0 —0,2z, — 0,3z,

(Die Uberschriften beziehen sich bereits auf die lochkartenmaBige Ab-
wicklung.)
Es wird nun unterstellt, daB es sich bei den Ausgangszahlen bereits
um den Wert der Unbekannten handelt. Sie sollen mit z;9, 220 und x5,
bezeichnet werden. Man setzt sie in das Gleichungssystem ein — wo-
bei die Ausgangszahlen selbst unberiicksichtigt bleiben — und erhilt
die Werte fiir ;/;, 22/; und z3);:

zyp=—(02 -0 )—(01.00= O

Zon = — (0,3 - 0,1) — (0,3-0) = — 0,03

z3; = — (0,2—0,1) — (0,3-0) = — 0,02
Mit diesen Werten wird die Rechnung in der gleichen Weise fortgesetzt,
und man bekommt als Ergebnis dieser zweiten Umlage die Werte fiir
Z))2, %22 und zgo. Fihrt man in dieser Art fort und addiert zum SchluBl
die Ausgangszahlen mit den zugehorigen Umlagewerten, so erhilt man
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die Werte der Unbekannten und damit der entsprechenden Spalten
(hier der ersten) der Kehrmatrix, also z. B.

Tyttt s F Ty =2
Die Anzahl der nstigen Umlagen richtet sich nach den Ausgangswerten,
der Relation der Koeffizienten und der gewiinschten Genauigkeit. Nach
neun Umlagen ergeben sich bei der Genauigkeit von vier Dezimalstellen
im obigen Beispiel

z; = 0,1069
, = — 0,0283
z3 = — 0,0130

Die Richtigkeit soll nun unter Anwendung der Determinantenmethode
bewiesen werden:

10 2 1
D=| 310 3|=3851
2 310
1 2 1)
D,;=| 010 3|=91
0 310
10 1 1
Dp=|3 0 3|=—24
2 010
10 2 1
Dyp=] 310 0 =—11
230
z,=D;:D= 91:851 = 0,1069
2y = Dyy: D = — 24:851 = — 0,0282
23 = D 3:D = —11:851 = — 0,0129

Die geringen Abweichungen in der vierten Dezimalstelle sind lediglich
Aufrundungsdifferenzen.

Voraussetzung fiir die Anwendung dieses Verfahrens ist, daB die Koeffi-
zienten der Diagonalglieder der speziellen Gleichungssysteme groSer
sind als die Summe der iibrigen Koeffizienten der gleichen Spalten. (Vor-
zeichen werden nicht beriicksichtigt.) Die Einhaltung dieser Bedingung
1Bt sich, soweit sie nicht von vornherein gegeben ist, oft durch Um-
stellen der Reihenfolge der Gleichungen, durch Multiplizieren einzelner
Gleichungen mit einem bestimmten Faktor usw. herbeifiithren.

Das gezeigte Niaherungsverfahren laBt sich lochkartenmiBig durch-
fithren. Da die in der Praxis umzukehrenden Matrizen im allgemeinen
sowohl positive als auch negative Elemente aufweisen und entsprechende
Multiplikationen néotig sind, eignet sich von den z. Z. in der DDR vor-
handenen Systemen nur das 90spaltige Aritma-Verfahren zum Einsatz
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auf diesem Gebiet. Der Aritma-Rechenlocher kann Multiplikationen mit
unterschiedlichen Vorzeichen durchfithren und bringt das Ergebnis
richtig positiv oder negativ.

Es sind zwei Kartenarten notig : Die Karten A iibernehmen die Ausgangs-
werte bzw. die sich nach den einzelnen Umlagen ergebenden Zwischen-
summen und den Index der zugehorigen Unbekannten. Die Karten B
enthalten die Faktoren, d.h. die Verflechtungen, und die Indizes der
abgebenden bzw. empfangenden Unbekannten sowie die sich ergebenden
Einzelbetrige. Der Ablauf ist folgender:

Ausgangswerte und abgebende Unbekannte werden in die Karten A
gelocht, in die Karten B abgebende und empfangende Unbekannte und
Faktor. Hinter die jeweilige Karte A werden die Karten B mit der
gleichen abgebenden Unbekannten sortiert. Im Rechenlocher werden
die Ausgangswerte der Karten A mit den Faktoren der zugehérigen
B-Karten multipliziert und das Ergebnis in die jeweilige B-Karte ge-
locht. Dann werden die Karten so umsortiert, daB zunichst die B-Karten
mit gleicher empfangender Unbekannten kommen und ihnen immer die
zugehorige A-Karte folgt. Der Rechenlocher addiert die Einzelbetrige
und stanzt das Ergebnis in die jeweilige A-Karte. Mit diesen Summen
beginnt der Ablauf nach entsprechendem Umsortieren von vorn.

Erreichen die Zwischensummen in der festgelegten Dezimalstelle 0, so
werden die nach Unbekannten sortierten A-Karten tabelliert. Die sich
dabei je Unbekannte ergebenden Summen entsprechen dem Wert dieser
Unbekannten und damit dem entsprechenden Element der jeweiligen
Spalte der Kehrmatrix.

Sehr vorteilhaft ist es, daB man die Arbeitsgiinge gleichzeitig fiir alle
zu losenden Gleichungssysteme ablaufen lassen und damit die Maschinen
vorteilhafter ausnutzen und die Zeiten betrichtlich verkiirzen kann.
Dies ergibt sich durch die Einsparung von Einstellzeiten.

Die Kontrollmultiplikation von Ausgangs- und Kehrmatrix 1la8t sich
ebenfalls lochkartenméBig durchfithren.

Dieses Verfahren wurde :m VEB Eisenhiittenkombinat Ost in Eisen-
hittenstadt praktisch erprobt. Das Ergebnis war einwandfrei. Die Ver-
suche erstreckten sich u.a. auf eine 6spaltige Matrix. Die zur Umkehrung
einer 20spaltigen Matrix benétigte Zeit wird auf rd. 1!/, Woche geschitzt.
Mit neueren Maschinentypen, die bereits produziert werden, lassen sich
zweifellos weitere Verkiirzungen erreichen.

Fiir Interessenten des maschinellen Lochkartenverfahrensfolgen nunnoch
die Abbildungen der verwendeten Lochkarten. Zuerst werden die Muster
gezeigt, die in Eisenhiittenstadt benutzt wurden (A und B). Es schlieBen
sich die Muster A’ und B’ an, die bereits auf die neuen Aritma-Maschi-
nen abgestellt sind (Rechenlocher T 520, alphanumerische und elektrisch
gesteuerte Tabelliermaschine). Die in die Karte A und B eingelochten
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Tafel 1 (Lochkarte — Muster A)
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Tafel 2 (Lochkarte — Muster B)
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Tafel 3 (Lochkarte — Muster A’)
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Tafel 4 (Lochkarte — Muster B')

Einzelbetrige aus Zwischenumlagen
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Zahlen entstammen der obengenannten 6spaltigen Matrix, die bei den
Versuchen in Eisenhiittenstadt umgekehrt wurde.

5.3 Einsatz elektronischer Rechengerite

Wie bereits erwihnt, soll als Beispiel die Einsatzméglichkeit des fran-
zosischen Elektronenrechners Gamma 3 (Hersteller: - Compagnie des
Machines Bull, Paris) geschildert werden. Er ist ein mittleres elektro-
nisches Gerit, mit dem sich Matrizen bis zur 26. Ordnung umkehren
lassen; Eingabe und Ausgabe erfolgen iiber einen Kartendoppler mittels
Lochkarten.

Man bedient sich der sogenannten Eliminationsmethode, die an einem
einfachen Beispiel dargestellt werden soll. Gegeben sei die Matrix

360
A=(21 4,
025

Sie wird um den Einheitsvektor, das ist die erste Spalte der Einheits-
matrix, erginzt:

3601

2140

0250

Es folgt die Eliminierung von z,, d. h. die Ersetzung der ersten Spalte
durch den Einheitsvektor und die Umrechnung der iibrigen Elemente.
Diese wird folgendermaBen vorgenommen: Die verbliebenen n-1 Ele-
mente der ersten Zeile werden durch Division mit dem ehemaligen
Eckelement a,, — in unserem Falle 3 — umgewandelt. Die Umrechnung
der Elemente in der 2. bis n-ten Spalte der iibrigen Zeilen erfolgt nach
der Formel
a,'..= a‘-i —m- Gy

Y a1
Dabei geht man zweckmiBig spaltenweise vor. Ist a,; = 0, dann éndert
gich der Wert der Elemente der betreffenden Spalte nicht. Durch diese
Umrechnungen ergibt sich

1 20 1/3
0—34—2/3
0 25 O
Erliuterungen :
a,=6:3=2
, 6 9
022=1—'§° =1—4=—'3
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Man sieht, daB sich auch die Elemente einer Zeile nicht éndern, wenn in
der ersten Spalte eine 0 steht.

Nun wird die erste Spalte gestrichen, die erste Zeile als letzte gesetzt
und als letzte Spalte der Einheitsvektor angefiigt. Danach ergibt sich

—3 423 1
25 0 0
2 0 130

In der gleichen Weise wird nun «, eliminijert:
1 — 43 2/9 —1/3
0 72/3 —4/9 2/3
0 2213 —1/9 2/3

72/3 —4/9 2/3 1
22/3 —1/9 2/3 0
— 43 2/9 —1/3 0
Es schlieBt sich die Elimination von z, an, die zur Kehrmatrix 9!
fahrt :
1 —4/69 2/23  3/23
0 9/207 10/23 —8/23
0 30/207 —5/23  4/23
9/207 10/23 — 8/23
A = ( 30/207 — 5/23 4/23)
— 4/69 2/23  3/23
Die Probemultiplikation bestitigt die Richtigkeit:

360 9/207 10/23 — 8/23 100
214) 30207 —5/23 4/23]=(01 0) =€
025/ \—4/69 223 323 001

Diese Arbeitsginge werden der Maschine als Programm zusammen mit
den Elementen der Ausgangsmatrix und den Indizes ihrer Stellung sowie
dem Einheitsvektor auf Lochkarten eingegeben. Die Geschwindigkeit
der Umkehrung ist bedeutend gréBer als bei dem gezeigten Verfahren
iber iibliche Lochkartenmaschinen. Die Dauer 148t sich unter Beriick-
3

sichtigung des Tempos des Kartendopplers nach der Formel :7) be-
rechnen, wobei n die Ordnung der Matrix ausdriickt. Sie betrigt

bein = 10 8,5 Minuten

bein = 20 1 Stunde 7 Minuten

bei n = 26 2 Stunden 27 Minuten
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Hier zeigt sich deutlich die Rechengeschwindigkeit elektronischer Ge-
rite. Sie ist noch gréBer, als sich in obigen Zahlen ausdriickt, da der
Kartendoppler das unter Beriicksichtigung von Eingabe und Ausgabe
erreichbare Tempo bestimmt.

GroBere elektronische Rechengerite bzw. Anlagen sind noch weitaus
leistungsfihiger und bewiltigen auch die Aufgabe der Umke! von
Matrizen in entsprechend kiirzeren Zeiten.



6 Zusammenfassung und Ausblick auf die An-
wendung im Industriebetrieb

6.1 Zusammenfassung

In den Abschnitten 1 bis 5 wurden zunichst die Rechenoperationem
mit Matrizen — von den einfachsten Formen ausgehend und aufeinander
aufbauend — erldutert. Wegen der praktischen Bedeutung der Kehr-
matrix wurden verschiedene Verfahren zur Umkehrung von Matrizen
besprochen. Wihrend es theoretisch hierbei keine Unklarheiten gibt,
zeigten sich erhebliche Schwierigkeiten bei der praktischen Durch-
fihrung, die sich aus der progressiv steigenden Anzahl der notwendigen
Rechenoperationen ergeben. Dies fithrte zur Darstellung verschiedener
Moglichkeiten, die Lochkartentechnik und Elektronik bieten.

Sinn dieser Arbeit ist vor allem die Vermittlung der nétigen theoretischen
Grundlagen, denn sie bilden das unerlaBliche Riistzeug fiir alle, die sich
mit der praktischen Anwendung beschéftigen wollen. Natiirlich inter-
essiert aber zumindest ein Ausblick auf die Anwendungsmoglichkeiten,
der nunmehr folgen soll. Fir die Anwendung auf Planungsfragen wird
ein vereinfachtes, aber verhiltnismaBig ausfithrliches Beispiel gebracht,
das auch eine gewisse Fertigkeit im praktischen Umgang mit Matrizen
vermitteln soll. Die Anwendung der Matrizenrechnung bei der Soll-Ist-
Abrechnung und bei der Lésung von Optimalproblemen wird anschlie-
Bend kurz gestreift.

6.2 Beispiel fiir die Anwendung der Matrizenrechnung fiir die
Planung

6.21 Aufgabe.
Ein Betrieb stellt die Erzeugnisse A, B und C zum Absatz her. Die
Produktion liuft iiber mehrere Stufen. In einer bestimmten Stufe fillt
ein Produkt Z an, das z. T. ebenfalls abgesetzt wird, zam anderen Teil
jedoch mit dem Halbfabrikat D wieder zum Einsatz kommt, und zwar
im Verhiltnis 1:1.
Es sollen abgesetzt werden:

A 10 ME

B 20ME

C 10ME

Z 10ME

Die Ausgangsrohstoffe bzw. Energien sind a, b, ¢ und d.
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Tafel 5. Fliefbild

a b c d
Ly Betriersabt. <
Y
Betriebsabt.
II
<
Y
Betriebsabt. Betriebsabt.
III Iv
Y
Betriebsabt.
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6.22 Fliefbild (siehe Tafel 5)
6.23 Verbrauchsnormen
Erzeugung ME  Verbrauch ME

1 D = 0,6a
1,256
1 E = 04D
047
0,6 ¢
1 A = 20 E
1 F . 22 E
12 Z - 0,4d
1 B = 08 F
1 C = 12 F

6.24 Aufstellung der Kopplungs- und Aufwandsmatriz

Die in den Abschnitten 6.21 bis 6.23 enthaltenen Angaben werden in
einer Matrix zusammengestellt, wobei man zweckmiBigerweise die
Tabellenform anwendet. Der obere Teil enthilt die Kopplungen, d. h.
die gegenseitigen Verflechtungen der Halb- und Fertigerzeugnisse. Im
unteren Teil ist der Einsatz des von anderen Betrieben bezogenen
Materials usw. enthalten. Der Verbrauch wird stets durch negative, die
Erzeugung durch positive Zahlen gekennzeichnet.

Tafel 6. Kopplungs- und Aufwandsmatriz

Gesamterzeugung
Erzeugnis —» D E F A B C z
ME Absatz bzw. Bezug
Menge ?a)) so.d L8| 98 10 20 | 10 | 4264
+  Spalte 1 2 3 5 7 8 [
D 1 | —o4 ) 0,6 )
E 1 | —22|—2 —3,2 0
F 4 1 —08 [—1.2 —1,0 0
A 1 1,0 10,0
B 1 1,0 20,0
c 1 1,0 10,0
Z —0,4 1 0,6 10,0
s —0,5 —056 | —16,32
b —1,2 —12 | —80,17
° —0,8 —0,6 | —48,06
d | — 0,4 —0,4 | —11,2
"z | 1,2 —1 02 | —9,04




Diese Matrix gestattet es, die fiir den Absatz verbleibenden und die zu
beziehenden Mengen auf einfache Weise zu ermitteln, die sich ergeben,
wenn eine bestimmte Gesamterzeugung vorgegeben wird.

Diese kann im Grenzfall der vollen Kapazitit entsprechen. Bei der
Rechnung wird automatisch der Eigenverbrauch beriicksichtigt.
Rechnerisch handelt es sich um die Multiplikation der Kopplungs- und
Aufwandsmatrix mit dem Mengenvektor. Dieser ist an und fiir sich ein
Spaltenvektor. Er wird hier aus ZweckméBigkeitsgriinden in seiner
transponierten Form verwendet (s. auch S.12).

Im Ergebnisvektor stehen die fiir den Absatz verfiigbaren und die von
anderen Betrieben zu beziehenden Mengen. In die Tabelle wurden zwei
Fille eingearbeitet: Einmal (Zeile a, Spalte 8) wurde je 1 ME als Pro-
duktionsmenge vorgegeben. Es zeigt sich, daB in diesem Fall die Relatio-
nen keinesfalls ausgeglichen sind, denn es miiten von den Erzeugnissen E
und F noch 3,2 bzw. 1 ME von auBlerhalb bezogen werden, um die vor-
gesehenen Mengen A4, B, C (je 1 ME) absetzen zu kénnen.

Der andere Fall (Zeile b, Spalte 9) stellt bereits die Kontrollrechnung
fiir die Losung der in Abschnitt 6.21 gegebenen Aufgabe dar (s. Ab-
schnitt 6.25).

6.25 Aufstellung und Anwendung der Strukturmatriz

Wihrend die Kopplungs- und Aufwandsmatrix leicht errechnen 1iBt,
welche Mengen absetzbar sind bzw. bezogen werden miissen, beant-
wortet die Strukturmatrix die umgekehrte Frage: Welche Mengen der
einzelnen Erzeugnisse miissen insgesamt produziert werden und welche
Mengen an Materialien usw. — evtl. auch an Halbfabrikaten — miissen
von anderen Betrieben bezogen werden, wenn die vorgegebenen Absatz-
mengen zur Verfiigung stehen soHen ?

Die Strukturmatrix, die hier ebenfalls als Tabelle dargestellt wird,
ermittelt man wie folgt:

Der obere Teil (Halb- und Fertigerzeugnisse) entspricht der Kehr-
matrix der Kopplungsmatrix (oberer Teil der Tafel 6).

Der untere Teil ergibt sich aus der Multiplikation der Aufwandsmatrix
(unterer Teil der Tafel 6) mit der genannten Kehrmatrix. In Matrizen-
form sieht die zuletzt genannte Operation folgendermaBen aus:

ZusammengefaBte Darstellung:
Kopplungs- und Aufwandsmatrix  Strukturmatrix

(o012
Dgy - Dﬂ'

—0,5 O 0 000 O

—12 0 0 000 O

D,]‘D:ll= 0 ——0,6 0 000 0
0 0 —04000 O

. 0 0 12000 —1



4 0,88 0,8 0,704 1,056 O
22 2 1,76 264 O
1 0 08 1,2 O
0O 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 O 1 0
0,88 0,8 0,704 1,056 1

—06 —02 —044 —04 —0352 —0,528 0
—12 —0,48 —1,066 —0,96 — 0,845 — 1,267 O

= O —06 —132 —12 —1,066 —1,684 O
0 0 —o04 0 —032 —048 0

0 —04 0,32 —0,8 0,256 0,384 —1

Es folgt die Strukturmatriz in Tabellenform :

Tafel 7. Strukturmatriz

Absatz
D E A B (v} z Gesamt-
Menge| © [} 0 10 20 10 10 | baw. Binssts
Spalte 1 2 4 5 6 7 8
1 D 1 0,4 0,88 0,8 0,704 1,066 | © 82,64
2 E 0 1 2,2 2 1,76 2,64 0 81,68
8 F 0 0 1 0 0,8 1,2 0 28
4 A 0 0 0 1 0 0 0 10
5 B 0 0 0 0 1 0 0 20
[] g 0 0 0 0 0 1 0 10
7 Z 0 0,4 0,88 0,8 0,704 1,056 1 42,64
8 a —056 |—02|—044 | —04 — 0,852 | — 0,628 0 — 16,32
9 b —1,2 | —0,48| — 1,066 | — 0,96 | — 0,846 | — 1,267 0 — 89,17
10 ° 0 |—06]|—1382 [—12 — 1,066 | —1,684-| 0 — 48,96
11 d 0 0 — 0,4 0 —0,82 | —0,48 0 — 11,20
12 Z 0 —0,4 032 [—o0,8 0,266 0,384 |—1 — 9,04

Man sieht, daB der Absatzvektor wieder in transponierter Form in den
Tabellenkopf eingefiigt wurde. Er enthilt fiir die abzusetzenden Erzeug-
nisse die entsprechenden Mengen und im iibrigen Nullen. Durch Multi-
plikation mit der Strukturmatrix selbst ergibt sich in Spalte 8, welche
Mengen an Fertig- bzw. Halberzeugnissen insgesamt produziert werden
miissen und welche bezogenen Materialien usw. einzusetzen sind. Das
Beispiel zeigt, daB der Anfall vom Erzeugnis Z (28:1,2 = 33,6 ME)
— bedingt durch den notwendigen Eigenverbrauch — nicht ausreicht,
80 daB noch 9,04 ME zusitzlich von anderen Betrieben bezogen werden
miissen, da insgesamt 42,64 ME benétigt werden. Setzt man die im
oberen Teil der Spalte 8 gewonnenen Werte in die Kopplungs- und Auf-
wandsmatrix ein, wie dies in der Tafel 6 (Zeile b) bereits geschehen ist,
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so sieht man dort in Spalte 9, daB die Rechnung stimmt, und hat damit
die Kontrolle.

Die Aufgabe kann natiirlich auch so gestellt werden, daB nur die nach
Beriicksichtigung des Eigenverbrauchs verbleibende Menge des Erzeug-
nisses Z abgesetzt wird. Dann entfillt lediglich in Spalte 7 der Struktur-
matrix die Menge 10. Es ergibt sich ein Eigenverbrauch von 32,64 ME
und ein verbleibender Rest von 0,96 ME, also insgesamt wieder die
bereits vorher genannte Bruttoerzeugung von 33,6 ME.

6.26 Weitere Bemerkungen

Die Kehrmatrix und damit auch die Strukturmatrix halten die um-
gekehrten Relationen unter Beriicksichtigung der Verflechtungen fest.
Durch einfache Multiplikation 148t sich dann also jede neue Planvariante
schnell berechnen. Die Strukturmatrix hat Giiltigkeit, solange sich
keine Anderungen in den Verbrauchsnormen usw. ergeben. Dieser Vor-
teil wiegt die Arbeit bei der nitigen Matrizenumkehrung auf. Das Ver-
fahren ist um so vorteilhafter, je groBere Verflechtungen auftreten. In
einfachen Fillen, vor allem, wenn die Verflechtungen nur in einer Rich-
tung verlaufen, liBt sich die Strukturmatrix auch durch stufenweise
Auflésung errechnen.

Erwihnt sei noch, dafl man in den Aufwandteil beider Matrizen auch
andere Faktoren, z. B. Kosten, aufnehmen kann. Besondere Einfliisse,
also etwa zeitbedingte GroBen, Temperatureinwirkungen usw., lassen
sich in sogenannten Parameterspalten beriicksichtigen. Mit diesen
Matrizen kann man Betriebsabteilungen, aber auch ganze Betriebe er-
fassen. Auch fiir die Volkswirtschaftsplanung lassen sie sich verwenden.

6.3 Anwendung in der Soll-Ist-Rechnung

Die entsprechenden Matrizen (Kopplungs- und Aufwandsmatrix,
Strukturmatrix u.a.) werden hier mit dem Istvektor multipliziert, so
daB sich z. B. die Sollmengen oder -werte fiir die Istproduktion ergeben.
Der Ergebnisvektor wird dem Vektor der Istwerte gegeniibergestellt.
Durch Subtraktion ergeben sich die eingetretenen Uberschreitungen
oder Einsparungen.

Stellt man sich z. B. dié in der Zeile b des Kopfes der Kopplungs- und
Aufwandsmatrix (Tafel 6, S. 43) enthaltene Menge als Ist vor, so ergeben
gich in Spalte 9 die entsprechenden Soll-Absatz- und Einsatzmengen,
bei denen die normgeméBen Relationen beriicksichtigt sind. Thnen sind
die Istmengen gegeniiberzustellen.



6.4 Anwendung auf die Losung von Optimalproblemen

Einzelheiten, vor allem im Hinblick auf die Durchfiihrung, konnen in
diesem Rahmen nicht gebracht werden. Es sei aber doch kurz folgendes
Problem erwihnt, das einen Einblick in die Anwendungsmdéglichkeiten
geben kann:

Es ist ein optimales Fertigungsprogramm zu ermitteln. Auf seine Gestal-
tung wirken eine Reihe einschrinkender Faktoren ein. So ist z. B. die
Kapazitit der einzelnen Produktionsstufen begrenzt. Der Bedarf an
bestimmten Rohstoffen kann nur in einem bestimmten Umfang ge-
deckt werden. Bei einzelnen Erzeugnissen treten Absatzschranken
auf, zusitzliche Spezialarbeitskrifte konnen nicht eingesetzt werden usw.

Zu beachten ist weiter, daB die einzelnen Erzeugnisse kosten- und preis-
miBig unterschiedlich liegen. Unter Beriicksichtigung all dieser Bedin-
gungen ist das Fertigungsprogramm festzustellen, bei dem die Ren-
tabilitit ein HochstmaB erreicht. Diese Erlduterungen zeigen wohl
geniigend den Schwierigkeitsgrad derartiger Aufgaben.

Anmerkung :

Die Mathematik 1i8t im allgemeinen auch negative Losungen zu, die
aber z. B. bei der Bestimmung des optimalen Produktionssortiments im
Maschinenbau sinnlos sind. Deshalb muBl auBer den obengenannten
Einschrinkungen auch eine Nebenbedingung vorgesehen sein, die zum
Ausdruck bringt, daB die Ergebnisse nur gréfer oder gleich Null sein
diirfen, aber nicht. kleiner als Null. In solchen Fillen kann man eine
‘Abwandlung der herkémmlichen Matrizenrechnung anwenden, z. B. die
sogeusuue ,,Simplexmethode.

6.5 SchluB

Der Abschnitt 6 sollte gewisse Hinweise und Anregungen zur praktischen
Anwendung der Matrizenrechnung geben. Er ging bewuBt nicht auf
einen bestimmten Industriezweig ein, sondern behandelte die Probleme
allgemein. Das hingt auch damit zusammen, daB von den nicht zur
Chemie gehérenden Industriezweigen bisher kaum Anwendungsbeispiele
bekannt sind. Um so wichtiger ist es gerade deshalb, den Kreis der
Interessenten an der Matrizenrechnung stindig zu vergréBern und ihre
Kenntnisse zu erweitern. Das Ziel muB8 sein, der Matrizenrechnung
iiberall dort Eingang und Anwendung zu verschaffen, wo sie sinnvoll
einzusetzen ist und die Arbeit erleichtern und verbessern kann. Ein
kleiner Beitrag dazu sollte diese Arbeit sein.
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