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VORWORT DES AUTORS

Die nunmehr 4. Auflage ist ein unverdnderter Nachdruck der
3. Auflage dieses Buches, das aus den ersten mathematischen
Lehrheften des wirtschaftswissenschaftlichen Fernstudiums ent-
stand. Gegenliber den ersten beiden Auflagen wurden folgende
Gebiete hinzugenommen: Ganze rationale Funktionen, Ebene
Trigonometrie, Analytische Geometrie und Koordinatentrans-
formationen.

Diese Stoffgebietg werden im allgemeinen in den Oberschulen,
Volkshochschulen und Fachschulen gelehrt. Im Zuge der Weiter-
entwicklung des Hochschulfernstudiums kénnen sie nicht mehr
zum Pensum des Faches Mathematische Grundausbildung ge-
héren. Um den Bewerbern fiir das Hochschulfernstudium die
Aneignung dieser vorausgesetzten Grundkenntnisse zu erleich-
tern, werden sie im ,Mathematischen Vorkurs“ zusammen-
gefalfit.

Durch die stdarkere mathematische Durchdringung von tech-
nischen und 6konomischen Aufgabenstellungen soll der Vorkurs
auch all denen eine Hilfe sein, die sich bestimmte mathematische
Kenntnisse erwerben wollen. Das betrifft vor allem Arbeiter
und Angestellte in Technik, Wirtschaft und Verwaltung, aber
auch Schiiler der cbengenannten Schulen, die manchen Hinweis
zum besseren Verstdndnis des in der Schule behandelten Stoffes
finden werden.

Die Mathematik findet auler in der Naturwissenschaft auch in
der Wirtschaftswissenschaft immer gréBere Anwendung. Bei-
spielsweise fordert W. Nemtschinow, Mitglied der sowjetischen
Akademie der Wissenschaften, ,die moderne mathematische
Methodologie in moglichst groBem Umfange zu entwickeln und
weitgehend sowohl bei der theoretischen Analyse der sozialisti-
schen erweiterten Reproduktion als auch bei der Lésung prak-
tischer Probleme der Volkswirtschaftsplanung anzuwenden*.



Eine der wichtigsten Voraussetzungen dazu ist die Heranbildung
von Kadern.

Auch in unserer Wirtschaft ist eine ganze Reihe von Mit-
arbeitern nicht geniligend ausgebildet, um sich bei der L&sung
6konomischer Aufgaben mathematischer Methoden bedienen zu
kénnen. Heute ist ein Entwicklungsstand erreicht, wo es nicht
mehr ausreicht, die vier Grundrechenarten anzuwenden. Der
Okonom muB, genau wie der Techniker und Ingenieur, alle
Moglichkeiten ausnutzen, die ihm die Mathematik bietet.

Dieses Buch ist auch fiir das Selbststudium bestimmt und dem-
entsprechend aufgebaut. Es werden in jedem Kapitel eine ganze
Reihe Beispiele ausfiihrlich durchgerechnet. Dartiber hinaus sind
am Ende jedes Kapitels zahlreiche Ubungsaufgaben und deren
Losungen (die jeweiligen Abschnitte U und L) zu finden.

Der Verfasser hofft, mit diesem Buch allen Interessierten ein
Mittel in die Hand zu geben, das ihm hilft, sich die fiir Beruf und
Studium notwendigen mathematischen Grundkenntnisse anzu-
eignen.

Siegbert Frohlich



VORWORT DES VERLAGES

Die ersten drei Auflagen des ,Mathematischen Vorkurses*
waren kurz nach ihrem Erscheinen bereits wieder vergriffen.
Darin zeigt sich, daB sich der Gedanke des Autors und des Ver-
lages, den Bewerbern fiir das Fernstudium ein wichtiges Hilfs-
mittel in die Hand zu geben, als richtig erwiesen hat. Seither
haben viele Bewerber fiir das Fernstudium und Direktstudium
und viele Fernstudenten in diesem Buch einen wertvollen Helfer
gefunden. Gerade fiir sie waren die ersten drei Auflagen und
ist auch diese vierte Auflage in erster Linie bestimmt.

Es hat sich gezeigt, da3 aber auch fir die in der Praxis Tatigen
ein groBles Bediirfnis besteht, ihre Kenntnisse auf mathema-
tischem Gebiet zu erweitern. Dieser neue sich stdndig ver-
groBernde Leserkreis wird die dritte bzw. die jetzige viérte Auf-
lage besonders begriifien, denn sie bezieht weitere Gebiete der
Mathematik ein, die fiir die Wirtschaftspraxis von zunehmender
Bedeutung sind.

Wir sind iberzeugt, daB die nunmehr vierte Auflage dieses
Buches immer neue Leser gewinnen wird. Fiir Vorschlige und
kritische Hinweise, die in kiinftigen Auflagen beriicksichtigt
werden kénnen, ist der Verlag dankbar.

Verlag Die Wirtschaft
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1. Der Zahlbegriff

1.1 Die Zahlenbereiche und die Grundrechenarten

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Zahlenbereichen und Grund-
rechenarten beschiftigen. Dabei sei gleich erwihnt, da sich die Aus-
fithrungen zunichst nur auf bestimmiée Zahlen beziehen.

Bestimmte Zahlen sind solche, die durch einen numerischen Wert
angegeben sind.

Wir beginnen damit, den Aufbau der bestimmten Zahlen, die wir im
folgenden kurz als Zahlen bezeichnen wollen, zu erkliren.
Die Grundlage simtlicher Zahlen sind die natiirlichen Zahlen; das sind
die Zahlen der Folge

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, ...

Geometrisch kann man sie sich auf einem sogenannten Zahlenstrahl dar-
gestellt vorstellen:

[ i I

’ + + + $ + + + —+ -
Anfongs- 1 2 3 4 5 6 7 8
punk
Wir wollen nun mit den natiirlichen Zahlen rechnen. Soll man zum Bei-
spiel in der Folge der natiirlichen Zahlen von 2 aus um 6 weiterzidhlen,
80 bedeutet das, daB 6 zu 2 hinzugezahlt werden muB. Dar Vorgang dieses
Weiterzihlens heiBt Addition. Man hilt ihn formelmiBig so fest:

24+6=8.

Geometrisch kann man unser Beispiel am Zahlenstrahl wie folgt ver-
anschaulichen:

Anf&n S- 1
punk

[N
(™

L g §

tn

o

X

Die zu addierenden GroBen nennt man Summanden. Das Ergebnis heift
Summe. In unserem Beispiel sind die natiirlichen Zahlen 2 und 6 die
Summanden, deren Summe die natiirliche Zahl 8 ist.

Das Plus-Zeichen (+), das in der betrachteten Aufgabe 24 6=8 die
beiden Summanden verkniipft, sagt aus, daB die Zahlen 2 und 6 zu
addieren sind. Es gibt also iiber einen Rechenvorgang Auskunft. Man
nennt es deshalb Rechenzeichen. Weitere Rechenzeichen werden wir im
Laufe dieses Abschnitts kennenlernen.
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Bei einer Addition entstehen aus natiirlichen Zahlen als Summanden
immer wieder natiirliche Zahlen. Wir sind nicht gezwungen, irgendwelche
neue Zahlen einzufiihren. Wir bleiben also, wie man sagt, im Bereich
der natiirlichen Zahlen.

Die Umkehrung des Weiterzihlens oder Vorwirtszihlens ist das Riick-
wiirtszihlen. Der Vorgang des Riickwirtszihlens heit Subtraktion. Fir
diesen Vorgang des Riickwirtszihlens hat man auch eine Kurzschreib-
weise eingefiihrt. Soll zum Beispiel von der Zahl 8 um 6 zuriickgezihlt
werden, so schreibt man dafiir

8—6=2.

Das Ergebnis ist die natiirliche Zahl 2. Geometrisch hat dieses Beispiel
am Zahlenstrahl folgendes Aussehen:

- 6

-
1
]
H

2

.

Anfc'm S- 1
punki

— "

i 4 5 6 7

[ SR
1

Wir fiihren einige Bezeichnungen fiir den Vorgang der Subtraktion ein.
Die Zahl, von der subtrahiert wird, nennt man Minuend. Die Zahl, die
subtrahiert wird, heiBt Subtrahend. Das Ergebnis der Subtraktion nennt
man Differenz. Das auftretende Minus-Zeichen (—) bedeutet, daB der
Minuend um den Subtrahenden vermindert werden soll. Es gibt also
ebenso wie das Plus-Zeichen iiber einen Rechenvorgang Auskunft. Das
Minus-Zeichen ist also ein weiteres Rechenzeichen.

Bei unseren bisherigen Betrachtungen haben wir stillschweigend voraus-
gesetzt, daB der Minuend gréBer als der Subtrahend ist. Wir wollen jetzt
den Fall behandeln, daB der Minuend kleiner als der Subtrahend ist. Es
soll die Aufgabe

6—38

gelost werden. Innerhalb der natiirlichen Zahlen ist das nicht aus-
fithrbar. Wollen wir die Aufgabe dennoch 16sen, so miissen wir eine neue
Zahlenart einfiihren. Machen wir uns dies zunichst am Zahlenstrahl klar:

- 8

s " " 3
S T \J v

#1423 4 +5

+
[SX Y. &
1

'
[}

-

S+

Beim Zuriickzihlen um 8 Einheiten iiberschreiten wir den Anfangspunkt
des Zahlenstrahls, der die Null darstellt. Um nun das Zuriickzihlen doch
zahlenmiaBig verfolgen zu kénnen, verlingern wir den Zahlenstrahl nach
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links und tragen entsprechend der rechten Seite des Zahlenstrahls Ein-

heiten auf. Diese Einheiten versehen wir mit dem negativen Zeichen (—).

In unserem Beispiel kommen wir zur Zahl —2. Es ist also
6—8=—2.

Die damit eingefiihrte neue Zahlenart konnte man sinngem#B negative
natiirliche Zahlen nennen. Im allgemeinen bezeichnet man jedoch die
negativen natiirlichen Zahlen als negative ganze Zahlen und die natiir-
lichen Zahlen als positive ganze Zahlen. ZusammengefaBt bilden die
positiven ganzen Zahlen und die negativen ganzen Zahlen einschlieBlich
der Null die Menge der ganzen Zahlen. Die Zeichen 4 und — bezeichnen
in diesem Zusammenhang keinen Vorgang (Addition oder Subtraktion),
sondern einen Tatbestand. Sie geben an, auf welcher Seite vom Null-
punkt aus gesehen der Punkt liegt, durch den die betreffende Zahl auf
der Zahlengeraden dargestellt wird. Man nennt in diesem Fall die
Zeichen + und — Vorzeichen. Es besteht also ein grundsitzlicher Unter-
schied zwischen Rechenzeichen und Vorzeichen, obwohl die gleichen
Schriftzeichen dafiir Verwendung finden.

Die Zahlen, die ein Vorzeichen haben, nennt man auch relative Zahlen.
Zahlen, bei denen vom Vorzeichien abgesehen wird, heiBen absolute Zahlen.
In diesem Abschnitt soll weiterhin zunichst nur mit natiirlichen Zahlen
gearbeitet werden. Auf die relativen Zahlen und besonders auf deren
Rechengesetze werden wir im 2. Kapitel niher eingehen.

Kommen wir nun zur Multiplikation von natiirlichen Zahlen. Unter
einer Multiplikation versteht man eine Addition gleicher Summanden.

Als Beispiel sei angefiihrt:
34+34+343.

Dafiir hat man als abgekiirzte Darstellung folgende Schreibweise ein-
gefiihrt:
3:4=12.

Die Zahl 3 ist also 4mal als Summand zu setzen. Die Zahl 3 bezeichnet
man in diesem Fall als Multiplikand. Die Zahl 4 ist der Multiplikator
und das Ergebnis der Multiplikation 12 das Produkt. Oft nennt man den
Multiplikanden und den Multiplikator gleichberechtigt Faktoren. Die
Begriindung dafiir ist im kommutativen Gesetz der Multiplikation zu
suchen, auf das wir im nichsten Kapitel eingehen werden. Der Punkt (-)
ist das Rechenzeichen fiir die Multiplikation!.

Fiihrt man Multiplikationen nur mit natiirlichen Zahlen aus, so bleibt
man im Bereich der natiirlichen Zahlen. Bei der Ausfithrung einer Multi-
plikation ist man also nicht gezwungen, eine neue Zahlenart einzufiihren.
Auf die Multiplikation relativer Zahlen soll in diesem Kapitel verzichtet
werden.

1 Gelegentlich verwendet man auch ein X als Multiplikationszeichen.

2 Mathematischer Vorkurs 17



Betrachten wir nun die Division von natiirlichen Zahlen. Der Inhalt einer
Divisionsaufgabe besteht darin, zu bestimmen, wie oft eine Zahl in einer
anderen enthalten ist. Es soll zum Beispiel errechnet werden, wie oft die
Zahl 3 in der Zahl 12 enthalten ist. Dafiir hat man folgende Kurz-
schreibweise eingefiihrt:

12:3 =4 oder -1-52—=4.

Die Zahl 12 heiBt Dividend. Die Zahl 3 ist der Divisor und das Ergebnis
der Division 4 ist der Quotient. Der Doppelpunkt bzw. der Bruchstrich
ist fiir die Division das Rechenzeichen.
Wenn, wie man sagt, der Divisor im Dividenden aufgeht, entsteht als
Quotient wieder eine natiirliche Zahl. Anders ist es, wenn die zu divi-
dierenden Zahlen nicht ineinander aufgehen. In diesem Fall ist man ge-
zwungen, wenn man die Division weiterhin erméglichen will, eine neue
Zahlenart einzufiihren. Es sind dies die gebrochenen Zahlen oder Briiche.
Zum Beispiel:

2 7

3 oder 7
Die ganzen Zahlen und die gebrochenen Zahlen faBt man unter dem
Begriff rationale Zahlen zusammen. Es sei noch bemerkt, daf3 es natiir-
lich auch negative Briiche gibt. Diese gehoren auch zur Menge der ratio-
nalen Zahlen. Darauf soll aber im nichsten Kapitel niher eingegangen
werden.
Bei der Anwendung der 4 Grundrechenarten (Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division) auf rationale Zahlen bleibt man stets im
Bereich der rationalen Zahlen. Man braucht also dazu keine weiteren
neuen Zahlenarten einzufiihren. Allgemein lassen sich die rationalen
Zahlen in der Form

p

q

darstellen, wobei p und g ganze Zahlen sind. Allerdings darf ¢ nicht
Null sein (¢ ==0). Auf solche allgemeinen Zahlen werden wir im nichsten
Abschnitt eingehen. Es sei noch bemerkt, da sich natiirlich auch ganze

Zahlen als spezielle rationale Zahlen in der Form —Iq’ darstellen lassen. Als

Beispiele seien genannt: 2 = % oder 5 = —? .

Bei den eigentlichen Briichen unterscheiden wir zwischen echten und
unechten Briichen. Echte Briiche sind solche, deren Nenner groBer ist
als ihr Zahler. Unechte Briiche haben einen Zahler, der gréBer als der
Nenner ist. Unechte Briiche werden oft in gemischte Zahlen verwandelt,
d. h. sie werden dargestellt als ganze Zahl und echter Bruch. Zum Bei-
spiel: ;— = 2-;—- Briiche lassen sich auch in sogenannte Dezimalbriiche
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verwandeln. Dies darf als aus der Grundschule bekannt voraus-
gesetzt werden.

Im folgenden wollen wir kurz die Bruchrechnung wiederholen. Es sollen
einige Beispiele gerechnet werden, bei denen die AusgangsgroBen stets
positive Zahlen (positive ganze Zahlen oder positive Briiche) sind.

1) Addition und Subtraktion

Um Briiche addieren bzw. subtrahieren zu koénnen, ist es meist not-
wendig, sie erst durch geeignetes Erweitern gleichnamig zu machen, d. h.
sie miissen auf den gleichen Nenner gebracht werden. Unter dem Erweitern
eines Bruches versteht man die Multiplikation des Zihlers und des
Nenners mit der gleichen Zahl. Dadurch éndert sich der Wert des
Bruches nicht. Danach werden die gleichnamigen Briiche addiert bzw.
subtrahiert. Zuletzt wird der sich nach der Rechnung ergebende Bruch
noch gekiirzt, d. h. Zihler und Nenner des Bruches werden durch einen
eventuell vorhandenen gemeinsamen Faktor dividiert. Dadurch &ndert
sich der Wert dieses Bruches nicht.

.. 2 3 10 9 19 4
Beispicle: sts=Btn=5=li
3_2_9_8_1
4 3 12 12 12
1_2_3_10_ 17
5 315 15 — 15

2) Multiplikation

Zwei Briiche werden mulfipliziert, indem man die Ziihler und die
Nenner fiir sich multipliziert und das Zahlerprodukt durch das

Nennerprodukt dividiert.
S 2 3 2-3 8 2
Beispiele: T E=3E=15=%
7 2 7 5 7-5 35 11
g lg =g 3=g3 =3 oderlg;
1.2 _12 2 1
4 3743 12 6

3) Division
Zwei Briiche werden dividiert, indem man den Dividenden-Bruch
mit dem Kehrwert des Divisor-Bruches multipliziert.
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Beispiele:

1.2 Der Begriff der allgemeinen Zahlen

Im vorigen Abschnitt war gesagt worden, daB sich rationale Zahlen all-
gemein durch einen Bruch Z- darstellen lassen. Darin waren die GréBen
p und ¢ als allgemeine Zahlen bezeichnet worden.

Unter allgemeinen Zahlen versteht man Symbole, die jede bestimmte
Zahl vertreten konnen.

In der Regel werden allgemeine Zahlen mit kleinen lateinischen Buch-
staben bezeichnet: a, b, ¢, . . ., z, ¥, 2.

Zum Beispiel konnte die allgemeine Zahl a an Stelle der bestimmten
Zahlen 1, 7, — 8, —;— oder auch — % stehen. In der Definition der ratio-

nalen Zahlen sollten die allgemeinen Zahlen p und ¢ ganze Zahlen ver-
treten. Allerdings durfte ¢ nicht Null sein.

Man verwendet allgemeine Zahlen, um Rechengesetze kurz und allgemein
auszusprechen. Weiterhin haben allgemeine Zahlen den Zweck, Rech-
nungen anzudeuten und vor ihrer Ausfithrung eventuell noch zu ver-
einfachen.

Fiir unsere weiteren Betrachtungen ist es zweckmiiBig, ebenso wie bei
bestimmten Zahlen relative allgemeine Zahlen einzufiihren. Die Symbole
dafiir sind zum Beispiel: + @ und — a. Eine Darstellung dieser Groen
am Zahlenstrahl ist ohne weiteres moglich:

+ta

Qe
Q-

+
- 0
Um bei der Ableitung von Rechengesetzen Vorzeichen und Rechen-
zeichen nicht zu verwechseln und ein nnmittelbares Aufeinanderfolgen
derartiger Zeichen zu vermeiden, setzt man relative Zahlen meist in
Klammern:
(4 a) und (— a).
a ist eine absolute Zahl.

-a C
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2. Rechnen mit allgemeinen Zahlen

Nachdem im Abschnitt 1.2 der Begriff der allgemeinen Zahlen erklirt
worden ist, soll in diesem Kapitel mit allgemeinen Zahlen gerechnet
werden.

2.1 Addition und Subtraktion allgemeiner Zahlen
2.11 Addition und Subtraktion eingliedriger Ausdriicke

Wir wenden uns in diesem Abschnitt der Berechnung eingliedriger Aus-
driicke zu und behandeln zunichst die Addition.

Im folgenden wollen wir voraussetzen, da8 a und b positive Gré8en sind.

1. Fall: (+a)+ (+0)

Diesen Fall kénnen wir uns sofort am Zahlenstrahl klarmachen:
(b)) ——=

0 "(+a) (+[a+b])

Allgemein kann der 1. Fall wie folgt dargestellt werden:
(+a) + (+ b) = (+ [a + B)]).

Man kann beispielsweise von der positiven ganzen Zahl (+3) um die
positive ganze Zahl (+ 2) weiterzihlen und kommt dann zur positiven
ganzen Zahl (+ 5):

(+2)+ (+3)=(+1[2+3) =(+5).

2. Fall: (+a)+ (—b)

Wenn wir den Ausdruck (<4 a) 4+ (— b) bestimmen wollen, erhebt sich
eine neue Frage. Was haben wir unter dem Weiterzéhlen um eine
negative GréBe zu verstehen ?

Dies erkliren wir folgendermafen:

Unter dem Weiterzihlen um eine negative Zahl (Addition einer
negativen Zahl) versteht man das Riickwiirtsziihlen am die ent-
sprechende positive GridBe (Subtraktion der entsprechenden posi-
tiven Zahl).
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Dies kann man als Formel so ausdriicken:

(b =—(+b)

Nachdem dies festgestellt worden ist, stellen wir den 2. Fall am Zahlen-
strahl dar:

t—————(tp) ———

0 (+[a-b]) (+a)
Die allgemeine Formel dafiir lautet:
(+a) + (—b) = (+ [a—0]). (@ >d)

Diese Beziehung gilt jedoch nur, wenn a groBer als b ist. Man schreibt
a > b. Wenn a kleiner als b ist, ergibt sich

(+a)+ (—b) = (—[b—a]). (@ <b)
Die entsprechende Darstellung am Zahlenstrahl ist wie folgt:

- (t0)

(-[b-0]) 0 (+a)
Auch der 2. Fall soll an bestimmten Zahlen verdeutlicht werden.
(+6)+(—2)=(+[5—2])=(+3)

(+2)+ (=5 =(—[—2)=(—3).

Man kann die Gesetze der Subtraktion fiir relative Zahlen in gleicher
Weise wie die Gesetze der Addition fiir relative Zahlen finden.

S

Betrachten wir die moglichen Fiille.

3. Fall: (+a)—(+b)

Auch die Losung dieses Falles kann man mit Hilfe des Zahlenstrahls
leicht veranschaulichen:
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Die allgemeine Darstellung lautet in diesem Fall folgendermaBen:
(+a) — (+b) = (+ [a —b]).

Allerdings gilt diese Darstellung nur, wenn a > b ist. Ist @ < b, so
gilt entsprechend wie im 2. Fall:

(+a)—(+b) = (—[b—a]).
(+b)

)

(-[b-0]) 0
Auch hierzu seien Beispiele mit bestimmten Zahlen angegeben:
(+8)—(+3)=(+[6—-3)=(+2)
(+3)—(+8)=(—[6—-3)=(—2).
4. Fall: (+a)—(—b)

Bei der Losung dieser Aufgabe erhebt sich die Frage, was unter dem
Riickwirtszihlen um eine negative Grofe zu verstehen ist.

Unter dem Riickwirtszéhlen um eine negative Zahl (Subtraktion
einer negativen Zahl) versteht man das Weiterzihlen um die ent-
sprechende positive Zahl (Addition der entsprechenden positiven
Zahl).

Diese Festlegung kann als Formel wie folgt ausgedriickt werden:
—(—b)=+(+b)
Der 4. Fall hat am Zahlenstrahl folgendes Aussehen:

L

0
A

e+ 5) =

ey

[
L

0 (t0) )
Oder in Formeldarstellung:
(+a)— (—b)=(+[a+18).
Auch hierzu sei ein Beispiel mit bestimmten Zahlen angegeben:
(+5) —(—=3)=(+[6+3])=(+8).

Unsere bisherige Schreibweise hat den Vorteil, da8 jeder Zahl sofort
anzusehen ist, ob sie positiv oder negativ ist. Die Vorzeichen 4 und —
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wurden deutlich von den Rechenzeichen 4 und — unterschieden. Man
geht aber trotz dieser Vorteile von dieser Schreibweise ab, weil sie einen
groBen Nachteil besitzt. Wir waren nidmlich gezwungen, bei einigen
Rechenregeln zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem, ob das Ergebnis
eine positive oder eine negative Zahl war.

Wir fithren nun fiir unsere bisherigen 4 Fille folgende Schreibweisen ein:

1. (+a)+(+b)=a+d
2. (+a)+ (—b)=a—0d
3. (+a)—(+b)=a—>
4. | (+a)—(—b)=a+b

Diese vereinfachte Schreibweise ist deshalb moglich, weil sowohl die
Addition der positiven Zahl (+4b) als auch die Subtraktion der negativen
Zahl (—b) auf eine Addition von b hinsuslauft. Entsprechend ergibt
eine Addition von (— b) ebenso wie die Subtraktion von (4 b) eine
Subtraktion von b. Bei dieser vereinfachten Schreibweise bedarf es keiner
besonderen Unterscheidung bei den einzelnen Fillen mehr, z. B.oba — b
im Ergebnis eine positive oder eine negative Zahl ist.

Dies wollen wir noch an den in diesem Abschnitt angefiihrten Beispielen
zeigen.

1. Fall: (+3) 4+ (+2) =3 4+ 2 =5 oder (+ 5)
2. Fall: (4 8) + (—2) =5—2 =3 oder (+ 3)
(+2) + (—8)=2—5=—3 oder (— 3)
3. Fall: (+6)—(+83)=5—38 =2 oder (+ 2)
(+3)—(+5)=8—5=—2 oder (—2)
4. Fall: (+5)—(—3) =5+ 3 = 8 oder (+ 8).

An diesen Beispielen wird man die ZweckméBigkeit der neuen Schreib-
weise erkennen.

Es sei noch bemerkt, daB es allgemein iiblich ist, an Stelle von (4 a)
nur @ und an Stelle von (— @) nur — a zu schreiben.

Bei der Addition bzw. Subtraktion relativer Zahlen sind noch 4 weitere
Fille moglich, die wir gleich in der neuen Schreibweise angeben wollen.

(—a)+ (+8)=—a+b
(—a) + (—b)=—a—b
(—a)—(+b)=—a—b
(—a)—(—b)=—a+b

oo
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Auch diese 4 Fille wollen wir an entsprechenden numerischen Beispielen
verdeutlichen:
(—3)+ (+6)=—38+5=20der (+ 2)
(—3) 4+ (—5)=—3—5=—28 oder (—8)
(—3)—(+85)=—3—5=—28 oder (—8)
(—3)—(—58)=—3+5=2o0der (+2).

Die Betrachtung der Addition am Zahlenstrahl fithrt uns zu einer wei-
teren Erkenntnis. Es ist ndmlich fiir das Endergebnis der Rechnung
gleichgiiltig, ob die 1. GroBe zur 2. GréBe oder die 2. Gro8e zur 1. GroBe
addiert wird. Diese Tatsache bezeichnet man als Gesetz von der Ver-
tauschbarkeit der Summanden oder als kommutatives! Gesetz der Addi-
tion. Wir stellen diesen Sachverhalt in Formeln wie folgt dar:

a+b=b+a |,

wobei @ und b beliebige bestimmte Zahlen vertreten kénnen.

Im folgenden wollen wir noch einige Beispiele rechnen.

1) 9a—4b+a=9a+a—4b=10a—4b.

In dieser Aufgabe kann der Ausdruck 10a — 4b nicht weiter verein-

facht werden. Uberlegen Sie sich dies selbst niher! Das Entsprechende
ist auch bei den folgenden Rechnungen zu beachten.

2) x—3y+5r—4y+8y—B8r=24+52x—6x—3y—4y{8y=y
3) 10m+11—52—12—4m—32+1+9x—5m
=10m—4m—5m—5xz—32+9x+11—1241

=m-itx
4 7 3 2 4 3 7 2
4) ?a—?b—l—ﬁ—a—?b—a—?a{-Ta—a ?b gb
28 15 35 21 4 8 25
=§a+§ga—ﬁa—?b Fb—ﬁa—_ﬁ—b

b
Frh—grhei—mri e
6) 5,37t—9,387n—0,9p + 1,687n— 3,89t — 2,4p + 0,72¢
= —0,387n + 1,687n—0,9p— 2,4p + 5,37t — 3,89t + 0,72¢
=—77n—33p+ 2,2t
7) (+2a) + (—3b) =2a—3b
8) (4 2a) + (—7b)— (—3b) — (+ 2a) = 2a—Tb + 3b—2a = —4b

! commutare (lat.) = vertauschen.

5)
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2.12 Addition und Subtraktion mehrgliedriger Ausdriicke

Nachdem im Abschnitt 2.11 die Addition und Subtraktion eingliedriger
Ausdriicke behandelt worden ist, sollen in diesem Abschnitt mehr-
gliedrige Ausdriicke addiert bzw. subtrahiert werden.

Die im Abschnitt 2.11 angegebenen Rechenregeln gelten in analoger
Weise auch fiir mehrgliedrige Ausdriicke:

at+b+c)=a+b+c
a+(b—c)=a+b—c
a—b+c)=a—b—c
a—@b—c)=a—b+c |,

wobei a, b und ¢ beliebige bestimmte Zahlen sein kénnen. Man merke
sich also: Beim Weglassen von Klammern kehrt ein negatives Vorzeichen
die Vorzeichen der GroBen innerhalb der Klammern um; ein vor der
Klammer stehendes positives Vorzeichen hat diese Wirkung nicht.

Auch hierzu seien einige Beispiele gerechnet :

1) 7a+9b+(a+b0)=7a+9b+at+b=T7a+a-+9b+b
=8a-+10b

2) @+b+c)y—(@a—b+c)y=a+b+c—a+t+b—c=2>

3) Bz—5)+Bxz—7—9x—11)=8x—54+3xz—T7—9z411
=8z+4+3z—9x—5—T+411=2zx—1

4 Bm—Tn—5p)+@Bm+4n—2p)— (m+6n-+ 3p)
=3m—Tn—5p+3m+44n—2p—m—6n—3p
=5m—9n—10p. )

In den folgenden Beispielen treten ineinander geschachtelte Klammern
auf. Derartige Aufgaben l6st man, indem man die Klammern von innen
nach auBen auflést. Unter dem Auflésen von Klammern versteht man
das Beseitigen der Klammern. Bei diesen Aufgaben wird der Rechen-
gang im allgemeinen etwas gekiirzt angegeben werden.

) (6a— 3b)—[(3a—c)— (3b—3¢)]
=6a—3b—[3a—c—3b+ 3c]
=6a—3b—[3a—3b+2c]
=6a—3b—3a+3b—2¢
=3a—2¢
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6) T5z—39y—(23z— [—14z— (1Ty—192)] — (22y —272)}
=T752z—39y— {232 — [— 142z — 17y 4 192] — 22y + 27 x}
=752—39y— {23z + 142 + 17Ty—192— 22y + 27z}
=72—39y— 4lx—5y + 4z}
=T752—39y—4lz+5y—4z2=34r—34y—4z2

7) 17r—13s— (118 — [3r— (28 + 57) — 78] — (8r — 43)}
=17Tr—13s— {11s— [3r— 28— 5r— 78] —8r + 43}
=17r—13s— {11s—3r 4+ 28 + 5r + 78— 87 + 438}
=17r—13s— {—6r 4 248} = 17r— 138 4 6r — 24s
= 23r—37s.

Am SchluB dieses Abschnitts sei noch auf eine weitere Erfahrungs-

tatsache hingewiesen.

Hat man zum Beispiel 3 Zahlen zu addieren, so ist es gleichgiiltig, ob

man zur ersten Zahl die Summe der beiden letzten Zahlen hinzufiigt,

oder zuerst die Summe der beiden erstenZahlen bildet und die dritte

Zahl addiert. Man erhilt in beiden Fillen das gleiche Ergebnis. Dieses

Gesetz, das man das assoziativel Gesetz der Addition nennt, lautet all-

gemein:

at+b+ec)=@+d)+c |,

wobei a, b und ¢ beliebige bestimmte Zahlen sein kénnen.
Daher schreibt man in einfacher Form
a+t+b+ec.
Wendet man jetzt noch das kommutative Gesetz der Addition an, dann
folgt aus dem assoziativen Gesetz, daB das kommutative Gesetz der

Addition nicht nur fiir 2, sondern fiir beliebig viele Summanden gilt.
Es gilt zum Beispiel fir 3 Summanden:
a+bt+c=bt+atc=b+c+a
=a+c+b=c+a+bd
=c+b+a.
Von dieser letzten Tatsache haben wir bereits im gesamten Abschnitt 2.1

bei den Aufgaben Gebrauch gemacht. Die Berechtigung dafiir haben
wir uns aber erst jetzt verschafft.

2.2 Multiplikation allgemeiner Zahlen
2.21 Multiplikation eingliedriger Ausdriicke

In diesem Abschnitt wollen wir uns der Multiplikation allgemeiner
Zahlen zuwenden und mit der Multiplikation eingliedriger Ausdriicke
beginnen. Dabei sind 4 Fille zu unterscheiden.

1assoziativ (neulat.) = verbindend.
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1. Fall: (+a)-(+b)

Sind zwei positive Zahlen zu multiplizieren, so ist das Ergebnis nach der
Definition der Multiplikation wieder eine positive Zahl. Darauf waren
wir zum Beispiel schon bei bestimmten Zahlen niher eingegangen.
Fiir allgemeine Zahlen ergibt sich entsprechend

(+a)+ (+ ) = +ab.

(+5)-(+3)=+15=15.
2. Fall: (—a):-(+0)

In diesem Fall ist der Multiplikand eine negative Zahl. Diese Zahl soll
mit (4 b) multipliziert werden, d. h. es soll eine Summe aus b Sum-
manden (— a) gebildet werden. Es ergibt sich daher — ab als Produkt:

(—a)- (+b) =—ab.

Zum Beispiel:

Beisprel:
(—5)(+3)=—15.

3. Fall: (+a)-(—b)

In diesem Fall kommen wir mit der im Abschnitt 1.1 gegebenen Er-
klirung der Multiplikation nicht weiter. Wir kénnen keine Summe aus
(— b) Summanden (+ a) bilden. Wollen wir diese Multiplikation den-
noch ausfiihrbar machen, so miissen wir sagen, was wir unter einer Multi-
plikation eines positiven Multiplikanden mit einem negativen Multi-
plikator verstehen wollen.

Man multipliziert einen positiven Multiplikanden mit einem nega-
tiven Multiplikator, indem man die entsprechenden positiven Zahlen
multipliziert und dem Produkt das negative Vorzeichen gibt.

Es ist also

(+ a) - (—b) =—ab.
Beispiel:

(+5):(—3)=—15.

4. Fall: (—a):(—0b)

Auch in diesem Fall kénnen wir mit der im Abschnitt 1.1 gegebenen Er-
klirung der Multiplikation nicht zum Ziele kommen. Wollen wir aber
auch diese Multiplikation ausfithren, so miissen wir festlegen, was wir
unter einer Multiplikation eines negativen Multiplikanden mit einem
negativen Multiplikator verstehen wollen.

Man multipliziert einen negativen Multiplikanden mit ¢inem nega-
tiven Multiplikator, indem man die entsprechenden positiven Zahlen
multipliziert und dem Produkt das positive Vorzeichen gibt.
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Somit ist also

(—a): (—b) = + ab.
Beispiel:
(—5)- (—3) = +15.

Diese 4 Regeln fassen wir noch einmal zusammen:

(+a):(4+b)=+ad
(—a)- (+b) =—ab
(+) (—b) =—ab
(—a) (—b)=+ad |,

wobei a und b beliebige absolute Zahlen sind.
Auch hierzu einige Beispiele:

1) 2a-5b=10abd

2) bx-18y=90zy

3) 3222 =6xx=0622.

Unter 22 verstehen wir zunichst nur eine abgekiirzte Schreibweise fiir
z + z. Darauf werden wir im 5. Kapitel (Potenzrechnung) eingehen.
1 1 1 1
4) UG W= g UVW
8) (+ 3ab):(—2cd) =—6abcd
6) (—3=2)-(—by)=+16zy=162y
7) baz-(—8ay)=—40aazxy =—40a%zy
8) (—a):(—b)-(—¢) = (+ab) - (—¢) = —abe
9) (—a)-(—b):(—c) (—d)=(+ab): (+cd) = +abcd = abed.

Es sei noch erwihnt, daB wir wie bei der Addition auch bei der Multi-
plikation ein kommutatives Gesetz kennen. Es lautet:

ab=b-a |,

wobei a und b beliebige bestimmte Zahlen sein kénnen. Weiterhin kennen
wir wie bei der Addition auch bei der Multiplikation ein assoziatives
Gesetz. Es lautet:

a-(b-c)y=(a-b)-c|,

wobei a, b und ¢ beliebige bestimmte Zahlen sein kénnen.
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Daher kann man einfach schreiben:
a-b-c.
Daraus 'folgt mit Hilfe des kommutativen Gesetzes wie bei der Addition:
a-b-c=b-a-c=b-c-a
=a-c-b=c-a-b
=c-b-a.
Bei einem Produkt von mehreren Faktoren ist die Reihenfolge der Fak-
toren ohne EinfluB auf das Endergebnis. Von dieser Tatsache haben wir

schon in den Beispielen Gebrauch gemacht. Die Begriindung dafiir ist
aber erst jetzt gegeben worden.

2,22 Multiplikation mehrgliedriger Ausdriicke

Wir wollen zunichst mit der Multiplikation eines zweigliedrigen Aus-
drucks mit einem eingliedrigen Ausdruck beginnen.

Es soll (@ + b) - n berechnet werden. Nach Definition der Multlphkatlon
haben wir unter (@ + b) - » eine Summe von n gleichen Summanden
(¢ + b) zu verstehen, wenn wir zuniichst n > 0 voraussetzen.

@+b)-n=(@+b)+@+b)+...+@+b)

n Summanden (a + b)

Dafiir konnen wir weiter schreiben:
@+b-n=at+a+...+a+b+b+...+b

n Summanden a n Summanden b

=a'n+b-'n.

Es ist also

(a+b)-n=a-n+b-n

Diesen Ausdruck nennt man distributives' Gesetz. Es sei erwihnt, da8 in
diesem Ausdruck a, b und n beliebige bestimmte Zahlen sein kénnen.
Die Formel gilt auch fiir n =< 0.

Entsprechend ergibt sich fir (@ — b) - n:

(@a—b)-n=a-n—b-n

Nachdem die Multiplikation eines zweigliedrigen Ausdrucks mit einem
eingliedrigen betrachtet worden ist, wollen wir jetzt die Multiplikation
von zwei zweigliedrigen Ausdriicken behandeln. Es soll der Ausdruck

1 distribuere (lat.) = verteilen, zuteilen.
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(2 4+ b) (¢ + d) berechnet werden. Hier kommen wir sofort zum Ziele,
wenn wir in der Formel (@ 4 b) - » fiir n = ¢ 4 d setzen. Es ergibt sich:
(@+bd)-n=a-n+b-n
@+b)-(ct+d)=a-(c+d)+b-(c+d)
=(c+d)-at+(c+d)-b
=ac+ad+ bc+ bd.
Es ist also

(@+0b) (c+d)=ac+ad+bc+bd

In gleicher Weise ergibt sich

(@a+4b)-(¢c—d)=ac—ad +bc—bd
(@a—0b)-(c+d)=ac+ ad—bc—bd
(@—0b) - (c—d)=ac—ad—bc + bd

In Worten ausgedriickt lauten diese Formeln:

Zwei zweigliedrige Ausdriicke werden multipliziert, indem man
jedes Glied des einen zweigliedrigen Ausdrucks (Klammerausdrucks)
mit jedem Glied des anderen zweigliedrigen Ausdrucks (Klammer-
ausdrucks) multipliziert.

Dabei sind die gleichen Vorzeichenregeln wie bei der Multiplikation ein-
gliedriger Ausdriicke giiltig.
Obige Regel ist in gleicher Weise fiir die Multiplikation mehrgliedriger
Ausdriicke giiltig. Im folgenden bleibt bei einfachen Multiplikationen
der Malpunkt weg.
Hierzu wollen wir einige Beispiele re¢hnen:
1) 3(a+b)+7(a—0b)=3a+3b+T7a—Tb=10a —4b
2) 3(z—y)—3(x+y)—T(x—y) +8(z+y)
=3r—3y—32z—3y—Tx4+Ty4+8x+8y=2x+9y
3) 5a(3a—2b—2¢)+ 2b(5a —3b + 5¢) + 10c(a —b)
= 15a2 — 10ab — 10ac + 10ab — 6b%2 + 10bc + 10ac — 10b¢
= 15a? — 6b?
4) (5a —T7b—3c¢) (—2abc) = — 10a%bc + 14ab?c + 6abc?
5) (Tx—3)(6x—4)=3522—28x— 15z + 12
=3522— 432+ 12
6) Bx—Ty)(Tx+6y) =562 482y —49xy — 424
=562 — zy— 42y
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N @—zy+ ) (2+y) =2+ 2Py—2y—zy* + 2y  + ¢*
=274
8) (—3a—5b)(Ta—b)=—21a%+ 3ab— 35ab + 5b2
=—21a%2 — 32ab + 5b2
9) (z—1)(z—2)(x—3)= (22— 2x—z2 + 2) (x —3)
=(22—3z+2)(x—3)=2"—32?2—322+ 92+ 22—6
=23 —622+ 11z — 6
10) (2a + 3b—5c¢) (@ — b + ¢) = 2a® — 2ab + 2ac + 3ab — 352
+ 3bc— bac + 5bc— b¢?
=2a?+ ab—3ac—3b2 4 8bc—5c2.
Jetzt wollen wir noch Spezialfille der oben angegebenen Formeln be-
handeln.
Es soll der Ausdruck (a@ + b)? berechnet werden.
(@+b)?=(a+b)(a+Dd)
=a? 4 ab 4+ ab 4 b2
=a? 4 2ab + b2

(@ +b)2=a?+ 2ab 4 b2

Entsprechend kann der Ausdruck (@ — b)2 berechnet werden.
(@—b)* = (a—b) (a—D)
=qa2—ab—ab + b2
=a2—2ab + b?

(e—b)2 =a%*—2ab + b?

Weiterhin berechnen wir (a + b) (@ — b):
(a+b)(@a—b)=a*—ab+ab—>b?

=a2_b2

(@ +b) (@a—b) = a®—b?

Es ist zweckmifig, sich diese 3 Formeln einzuprigen.

Auch hierzu betrachten wir einige Beispiele:
1) (x+3)2=22+6z+4+9

2) (3a+ 2b)%2=9a? -+ 12ab 4 4b?

3) (@—2b)2=a?—4ab + 402

4) (6c—7d)* = 36¢2— 84cd + 49d?
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5) (a + 2b) (@ — 2b) — a® — 4b2
6) (Tx—6y) (Tz + 6y) = 4922 — 3642,

Die eben hergeleiteten Formeln lassen sich gut zu abgekiirzten Be-
rechnungen von Quadratzahlen und speziellen Produkten verwenden.

Dies wollen wir an einigen Beispielen zeigen:

1) 132 = (10 + 3)? =100 + 60 4+ 9 = 169

2) 212=(20+41)2 =400+ 40 + 1 =441

3) 182=(20—2)2=400—80 + 4 = 324

4) 292=(30—1)2=900—60 + 1 = 841

5) 18-22 = (20— 2) (20 4- 2) = 400 — 4 = 396
6) 29-31 =(30—1) (30 +1)=900—1 = 899.

Die beiden Formeln
@+d) n=a-n+b-n

(@+0d)(c+d)=ac+ad+bc+bd
sowie die weiteren Varianten dieser Ausdriicke kénnen auch wegen der
Symmetrie des Gleichheitszeichens seitenvertauscht geschrieben werden:
a'n+b-n=(a+0b)n bzw. n-(a + b)

ac+ad+bc+bd=(a+bd)(c+d).
Liegt eine Aufgabenstellung vor, die die Anwendung dieser umgeformten
Formeln verlangt, so spricht man von der Zerlegung einer Produkt-
summe in Faktoren oder vom Ausklammern eines gemeinsamen Faktors
aus den Gliedern einer Summe oder Differenz.
Dies wollen wir an einigen Beispielen zeigen.
1) 7a +7 =17 (a + d)
2) 4ab—6bc=2b(2a—3c¢)
3) az—bx+cz=z(a—b-+c)
4) 632zy—84y:+98yz=Ty (9x—12y +} 142)
5) a(z—y)—b(z—y)=(a—0b) (z—y)
6) 2z28p—q)—(Bp—q)=(2z—1)Bp—9)
7) az—a—z+1=a-(z—1)—(z—1)=(a—1)(z—1)
8) 2axz—3by—2bx+3ay=(a—>b)-22+4 (a—0b)-3y
= (a—b) 2z + 39)
9) 4022—2p+ 5xz—16pz =5z (8z+1)—2p 8z 1)
= (bz—2p)(B8x+1)
10) 30az—34bzx—15a + 170 =30ax—15a —34bx 4 17b
=15a (22—1)—17b 2x—1) = (15a—17b) 2z —1).

und

bzw.
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2.3 Division allgemeiner Zahlen
2.31 Division eingliedriger Ausdriicke

Analog der Multiplikation eingliedriger Ausdriicke gelten fiir die Division
eingliedriger Ausdriicke folgende Regeln:

(+a9) @
o =t3
(+a) ___ a
[y S R
=9 __a
(+5 b
(—a) a
=T

Ist bei derartigen Divisionen der Dividend ein Vielfaches des Divisors,
so ist der Quotient eine ganze Zahl. Im anderen Falle ergeben sich, wie
bereits bei der Division bestimmter Zahlen erliutert wurde, Briiche. Die
bei der Division allgemeiner Zahlen entstehenden Briiche wollen wir all-
gemeine Briiche nennen. Mit den so entstandenen allgemeinen Briichen
kann man in gleicher Weise rechnen wie mit Briichen, die durch die
Division bestimmter Zahlen entstanden sind. Dies sei erwiahnt, da auf
einen Beweis hierfiir verzichtet werden soll.
Im folgenden werden Aufgaben zur Division eingliedriger Ausdriicke
behandelt. Weiterhin sollen die vier Grundrechenarten mit den dabei
entstehenden allgemeinen Briichen ausgefiihrt werden. Der Rechengang
der Aufgaben wird in einigen Féllen in etwas gekiirzter Form angegeben
werden.
54xy
1) 18z —

2) D22%Y _ 4q

3) (—12):(—3) =

0 (e B Rt
6) =

(— 8bcd?) 2d 2d

N —3p0q = T b~ 5a
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1 1
§ stv=asTas= as
9) _2_2_3_a_16a—15a_i
5z 8x 402 T 40z
1 1 1 c+b+a a+b+c
10) 35 tac 5 = abo abe
32—2 5z—3 _ (32—2)-2—(52—3)-5
5 2 - 10
_6zx—4—25x+ 15 _ —19zx+ 11
- 10 - 10
a—3b , 4a—0 (a——3b) b+ (4a—0) - 3a
12) 6a + 2b 6abd
ab—3b’ + 1242 — 3ab 12a® — 2ah — 352
6ab = 6ab
1 1 _1-(@a—b—1(@+b
a+bd a—b (@ +b) (a—1b)
a—b—a—b>b —2b
= a® — b2 Sar—0b
5 8 _ 5 _ 8
3z—9 5z—15 3(x—3) 5(x—3)
_5'5—-8'3_ 25 — 24 _ 1 oder 1
T 15(x—3) " 15(x—3) 15(zx—3) 15— 45
Sazx 3z _ Sazx-3z _ ax?
6by 5y 6by -5y~ 2byt

11)

13)

14)

15)

4a 3 4a 3b 4a-3b a
16) 35 gb=3" 5 =358 2
17) (ax2+ba:+c)v-L,:axz--::—,+bz--a%+c-$
b c
= z, + + +—5+;
-ab b-ab cab
18) (g_l_,__}__g).a_:ab.ac + c-ac +ca-ac
bl
SR L

z

2 2
19) (——3—)(3z+2y) =3-3z+ 3 2y—3-3r—3-2y

Yy
__ 3z 4y _3z* 4y
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Y O R R C R 3

2m—1) 2(1—m) _2(m—1) @+z

24) @—N)z (@a+1)z @—Nz 2(1—m)
_(m—1)@a+1) (m—1)(a+1) __a+l 1l4a
Te=hH(l=m @—D(—)m—1) —a+1 1—a
8 4, 3
5 5 3 5 3

S T T S A
5 3
a b a® —b?

26 b a  ab _a®—b ab _ a?—b

) 1 1~ a+bdb = ab a+b a+b
a b T ab
_(a+b) (a—0b)
=" @+n P
— — 2 _ 2__p2
27) a—b a*—ab+4 b a—>b a b

a+b’ a*—b ~ a-+b a*—ab+ b2
_(@—b(a+b@a—b  (a—b)?
T (a+b) (a®>—ab+ b)) a®—ab+ b’

2.32 Division mehrgliedriger Ausdriicke

In den letzten Beispielen des vorigen Abschnitts entstanden Quotienten,
deren Zihler und Nenner mehrgliedrige Ausdriicke waren. Solche Quo-
tienten lassen sich oft weiter vereinfachen, und zwar dann, wenn der
Dividend ein Vielfaches des Divisors ist. Diesem Sachverhalt wollen wir
uns jetzt zuwenden.

Wir beginnen zunédchst mit dem einfachen Fall der Division eines mehr-
gliedrigen Ausdrucks durch einen eingliedrigen Ausdruck.

Man dividiert einen mehrgliedrigen Ausdruck durch einen ein-
gliedrigen Ausdruck, indem man jedes Glied des mehrgliedrigen
Ausdrucks durch den eingliedrigen Ausdruck dividiert.

Dies 148t sich aus der Allgemeingiiltigkeit des distributiven Gesetzes
entwickeln. Man kann niamlich die Division eines Dividenden durch einen
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Divisor als eine Multiplikation des Dividenden mit dem Faktor Divisor
1visor
auffassen.
Zum Beispiel:
1 1 1 b
(a+b):c=(a+b)~-c—=a~? +b"c—=%+?o

Ahnlich war bereits die Aufgabe 17 des vorigen Abschnitts.
Dazu rechnen wir einige Beispiele:

8a

1) (8a—6b+10¢):2= 10¢

8a? 4ac 12a

2) (8@2—4ac+12a):4a=n——47+—4—a—=2a—c+3
3 2 7 1
3) (Taxy—-gba:y—{-wcxy):%-zy
3 2 7
7 2%y —5—bzy 1o ¢%¥
= - +5 = 154 —8b 4 14c¢
207Y w°Y Y
24ab 21b% 3b

4) (24ab— 215 —3b): (—38) = 35 — =35 — =5

=—8a—(—Tb)—(—1)=—8a+17b+1
5a 3b 4c 6
5) (m—z—ac+m) " abe
_5a & 3b 6 4c 6
= 3% * abo Zac ' abe T 3ab * abe
5a® b 2c?
=4 to-

Im AnschluB daran soll die Division eines mehrgliedrigen Ausdrucks
durch einen anderen mehrgliedrigen Ausdruck behandelt werden. Dies
erliutern wir an Hand eines Beispiels.
Beispiel : (22—8247): (2—T).
Wir gehen dhnlich wie bei der Division bestimmter Zahlen vor und divi-
dieren zu diesem Zweck das 1. Glied des Dividenden durch das 1. Glied
des Divisors. In unserem Fall ergibt sich 22 : z = z. Dann multiplizieren
wir den Divisor mit dem Quotienten x, schreiben das dabei entstehende
Produkt (z — 7) - = 22 — 7z unter den Dividenden und subtrahieren
es vom Dividenden:

(22 —8x+4T):(z—T)==

— (22 —1T7)
—2z+ 7
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Jetzt wiederholen wir diesen Vorgang. Wir dividieren den Rest — z + 7
durch z — 7, d. h. wir dividieren zunichst das 1. Glied des Ausdrucks
— 2z +4 7 durch das 1. Glied von x — 7. Wir erhalten — 1. Wir multi-
plizieren dann — 1 wieder mit dem Divisor -— 7, schreiben das Er-
gebnis dieser Multiplikation unter den Rest — z 4 7 und subtrahieren:
(22—8z+7):(z—T)=2—1
— (2*—T2)
—z+17
—(—z+7)
0
Es bleibt Null als Rest. Die Division (22 — 82 + 7) : (x — 7) geht so-
mit auf. Thr Ergebnis ist z — 1.
Die Probe zeigt die Richtigkeit der Losung:
(z—1)-(xz—17)
=2—T2x—2z+T=2*—82+417.
Es sollen nun weitere derartige Aufgaben gerechnet werden.

1) (22 + 2—20): (z—4) =2+ 5
— (22 —42)
5xz—20
— (52— 20)
0
2) (@*—25): (@ +5)=a—5
— (a® + 5qa)
—5a—25
— (—5a—25)
0
3) (ac—ad +bc—bd):(c—d)=a+b
— (ac—ad)
bc—bd
— (bc—bd)
0
9 (%az—%bz): (—;Ta-—%b)=2a+3b
—(%a’—ab)
ab— > b
—(ab—5¥)
0
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5) 628+ 22—292 4 21): (22—3) =322+ 652—17

— (62 —92?)
1022 — 29z 4 21
— (1022 —15x)
— 14z + 21
—(— 142+ 21)

0

Solche Divisionsaufgaben kann man manchmal durch geschicktes Zer-
legen des Dividenden in Faktoren und durch anschlieBendes Kiirzen
leicht l6sen. Das zeigen wir an einigen Beispielen.
?—y? _ (z+y (x—y) _
rT—Yy (z—y)

oy _at—bt  (a® + b?) (a® —bY)
2) (a b).(a+b)_a+b_ CE))

= @ENOLRED _ @+ b) (a—b) = a*—a% + abt— 5.

Auch das vorn behandelte 2. Beispiel kann auf diese Weise gerechnet
werden:

@*—25): (a +6) =

1) (#—y?):(z—y)= Tty

a'—25 _ (a+5) (@a—5)
a-+5 (a + 5)

=a—>5.
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U 2 Ubungsaufgaben zu den allgemeinen Zahlen

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)

10)

11)
12)
13)

14)
15)
16)
17)
18)

19)
20)
21)
22)

a+2b—(3c+ ba)

Tm+ 6n— 3p— [3p— (Tm + 5n) — (3p—2n) ]}

(7Ta—2b)— (3a—ec)— (2b—3¢)
2z-0,6y-3

(—2m)« (+ 6n)

(5a—b) (—2a—3b)
(@+2)(@e—1)—(a+1)(a—2)
(6a + 90b)2

(2a —4b)?

e+ o= 3
(x4 y)?

5a + 10ab (Ausklammern)

3axr -+ 5bx—3a—>bb
5a2b?

— 10a%b

a a+bd

= 2z

Tz 8z

Toy T 5y

2ab Scx

Tcd 6by

a b\2

(5 +%)

l4az 2lam

“15p " 10by

(—a2+20xy —622y): (—42)

(x2— 22— 15): (x—5)

(@2 —b2+ 2bc—c?):(a+ b—c)

(Ausklammern)



L2

1)
2)
3)
4)
6)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)

14)
15)
16)
17)
18)
19)

20)

21)
22)

Losungen zu U 2

—4a+42b—3c¢
3n—3p

4a—4b + 4c

3zy

—12mn
—10a2—13ab 4- 352
2a

36a? 4 108ab 4 81b2
4a2—16ab } 1662

490’—%—

2+ 322y +3xy? 4+ o
6a (14 2b)
3a 4 5b) (x—1)

b

a—b
22
37z
30y
Sazx
21dy

at  2a , b?
Ftota
4bzy

9mp

Z _sy+ ooy
z+3
a—b+c
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3. Bestimmungsgieichungen ersten Grades mit einer
Unbekannten

3.1 Der Begrift der Bestimmungsgleichung ersten Grades mit einer
Unbekannten

In diesem Abschnitt wollen wir uns den Bestimmungsgleichungen ersten
Grades mit einer Unbekannten zuwenden und mit einem Beispiel be-
ginnen.

Beispiel: Es soll 5 zu einer Zahl addiert werden, damit sich 12
ergibt.
Wie heiBt die Zahl?

Da wir die Zahl noch nicht kennen, bezeichnen wir sie mit 2. Nach der
Aufgabenstellung haben wir zu dieser Zahl die GréBe 5 zu addieren. Das
Ergebnis soll 12 sein. Diesen Sachverhalt stellen wir in folgender Form

dar: z4+5=12.

Es ist eine Bestimmungsgleichung ersten Grades zur Bestimmung der
Unbekannten z entstanden. In einer Bestimmungsgleichung liegt die
GroBe x bereits fest, sie ist nur noch zahlenmiBig zu errechnen. Auf
Bestimmungsgleichungen zweiten Grades, d. h. solche, in denen die Un-
bekannte in der zweiten Potenz vorkommt, wollen wir im 9. Kapitel
eingehen. Bestimmungsgleichungen ersten Grades mit mehreren Un-
bekannten werden wir im 8. Kapitel behandeln. Die Bestimmungs-
gleichungen ersten Grades, die wir auch lineare Bestimmungsgleichungen
nennen, wollen wir in diesem Abschnitt einfach als Gleichungen be-
zeichnen. Sie enthalten die Unbekannte = hochstens in der 1. Potenz.
Kommen wir nun zu unserer Aufgabe zuriick. Wir wollen aus der Glei-
chung z + 5 = 12 die Unbekannte z errechnen. Zu diesem Zweck
subtrahieren wir auf beiden Seiten der Gleichung die Zahl 5. Dadurch
@ndert sich an der Richtigkeit der Gleichung nichts. Es ergibt sich:

T+5—5=12—5.
Hieraus folgt sofort

z=17.

Damit haben wir die Unbekannte bestimmt.
Man mu8 also zur Zahl 5 die Zahl 7 addieren, um 12 zu erhalten.
Bei derartigen Aufgaben empfiehlt es sich stets, durch eine Probe die
Richtigkeit der Losungen zu kontrollieren. Das geschieht in der Weise,
daB man an Stelle der Unbekannten z den errechneten Wert in die Aus-
gangsgleichung einsetzt und dadurch zeigt, daB diese erfiillt ist.
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In unserem Beispiel setzen wir fiir  den errechneten Wert 7 in die Glei-
chung =z + 5 = 12 ein:
7+5=12,

Die Richtigkeit dieser Gleichung ist unmittelbar zu erkennen.

Erklirung:

Eine Zahl zu einer Gleichung zu addieren bzw. von einer Gleichung
zu subtrahieren bedeutet, diese Zahl aut heiden Seiten der Gleichung
zn addieren bzw. zu subtrahieren.

Bei der Multiplikation bzw. Division einer Gleichung mit einer Zahl

wird diese Multiplikation bzw. Division ebenfalls beiderseitiz aus-

geliihrt.
Behandeln wir ein zweites Beispiel :

3z+4+8=17.
Unmn z allein auf einer Seite zu erhalten, subtrahieren wir von dieser Glei-
chung die Zahl 8:
3z4+8—8=17—8

3z=9.
Weiterhin dividieren wir durch 3:
3z_ 9
33
r=3.

Die Unbekannte hat also den Wert 3.
Die Richtigkeit der Losung zeigt uns die Probe:

3z4+8=17
3-3+8=17
94+8=17.

Es sei an dieser Stelle erwidhnt, dal wir auBer Bestimmungsgleichungen
auch noch Funktionsgleichungen kennen. Die Funktionsgleichungen
stehen in engem Zusammenhang mit den Bestimmungsgleichungen.
Darauf werden wir in einem spéteren Kapitel eingehen.

3.2 Aufgaben

Im folgenden Abschnitt sollen einige Aufgaben zur Vertiefung der Kennt-
nisse und zur Ubung gerechnet werden. In einigen Fillen wird der
Losungsweg in etwas gekiirzter Darstellung angegeben werden.

43



1. Beispiel: Tz—13 =22,
Zunichst addieren wir zu dieser Gleichung die Zahl 13:
72—13+4+13=22+413

Tz=235.
Weiterhin dividieren wir die Gleichung durch 7:
1z _35
T 7
rz=5.
Die Probe zeigt die Richtigkeit der Losung:
Tx—13 =22
7-5—13=22
35—13=22.
2. Beispiel: % z—%=5.
Wir addieren zu dieser Gleichung %:
7 2 2 2
33 t3=%+3
7,17
3T ¥
Dann dividieren wir die Gleichung durch %:
1, 1
3°_3%
T T
3 3
e=1.3
—3 7
.
==
Auch in diesem Fall zeigt uns die Probe die Richtigkeit der Losung:
7 2 5
33T
7 17 2
3 7 3=98
17 2
3T 3
15
3 =5.
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3. Beispiel: 4z410=2.
Wir subtrahieren von dieser Gleichung die Zahl 10:
4z+10—10=2—10

4xr=—8.
Weiterhin dividieren wir die Gleichung durch 4:
4z —8
4T T4
r=—2.
Probe: 4z +4+10=2
4-(—2)+10=2
—84+10=2.
SR 3z +7
4. Bezspzel. m—z.

In diesem Fall ist der erste Schritt zur Losung der Gleichung die Be-
seitigung der Unbekannten x aus dem Nenner. Zu diesem Zweck multi-
plizieren wir die Gleichung mit (22 + 3):
Bz+17 (22+3) _
@z 19 =2(22+3)
oder nach Kiirzen auf der linken Seite und Multiplikation auf der rechten
Seite:

3z +T=4z+6.
Jetzt subtrahieren wir von der letzten Gleichung die Zahl 7:

3z4+7T—7T=4x+6—17
3z =4z—1.

Weiterhin subtrahieren wir 4 von der letzten Gleichung:;
3z—4r=42c—1—4z

—zrx=—1.
Nach Multiplikation mit (— 1) erhalten wir:
z=1,
. 3z 4+ 7
Probe: m—z
3-147_,
2:14+3"
3417
7¥3 =2
10
3 =2
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az+b
az—b
Zunichst multiplizieren wir die Gleichung mit (@ z — b), um z aus dem
Nenner entfernen zu kénnen:

(az +b) (ax—b)

5. Beispiel: —1

(a:c—b) = (_ 1) : (a'x_b)
oder
ar+b=—azx+b.
Daraus folgt:
ar+ax=5b—>
2az=0
0
x=2—a (a='=0)
z=0.
Probe: Z:i:=.—1
a-04+b 1
a-0—b
+b

6. Beispiel:  Von welcher Zahl entsteht das 6fache, wenn man ihr
3faches um 39 vermehrt?

Dies ist eine sogenannte Textgleichung, aus der der Ansatz erst ermittelt
werden muf.

Die Zahl, die gesucht werden soll, bezeichnen wir mit z. Somit ist das
3fache bzw. 6fache 32 bzw. 6. Zum 3fachen soll 39 addiert werden,
damit das 6fache entsteht. Dies 1aBt sich wie folgt darstellen:

32+4+39=6z.
Die weitere Rechnung ergibt:
3z—6zxz=—39
—3z=—39
z=13.
Probe: 3z+39=62
3:13+39=6-13
39+ 39=178.
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U 3 Ubungsaufgaben zu den Bestimmungsgleichungen ersten Grades mit
einer Unbekannten

1) z—9=10
2 z+5=8
3) a—z=0b

4) 112—76=95—27x

5) 6z— (82— 10)=87— (21 4+ 10%)

6) 17T2—19+4232—11z2=192+ 17—14
7 a(2xz—c)—ab=c(2x—a)+ ad

8) (x—5)(z—T)=(x+4) (zx—9)—13

9 a—>=b
z
18
2z2+4 5
11) 3z—5 2
3z+5 2x—3 2z—35
12) —g———% =1+-73
5 6 11
13) z—6 +a:——5=:v—-7
14) Welche Zahl mul man von 3% subtrahieren, um 2—; zu erhalten?
15) Durch welche Zahl muBl man 3% dividieren, um 2—;— zu erhalten?

L 3 Lésungen zu U 3

1) z=19 9) z=—FC
2) z=3 S
3) z=a—b 10) z=3

9 11) z=3
4) 2=+ 12) z=1
5 "’_Zl 13) =572
6) z=11

5 14) z=11
) e=-22 e

a—o 15) z =1+
8) z=12 =3
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4, Zahlenverhiltnisse und Verhiiltnisgleichungen

4.1 Zahlenverhiltnisse

Wir wollen uns nun den Zahlenverhiltnissen zuwenden und mit einer
praktischen Fragestellung beginnen. Soll zum Beispiel bei einem Wett-
bewerb mit Punktwertung von 2 Abteilungen eines Betriebes festgestellt
werden, welche von beiden die bessere Abteilung ist, so stellt man die
erreichten Punkte einander gegeniiber. Hat zum Beispiel die erste Ab-
teilung 36 Punkte und die zweite Abteilung 30 Punkte erhalten, so wiirde
sich folgende Gegeniiberstellung ergeben:

36 zu 30.

Mathematisch stellt man das in der Form
36:30

dar und sagt, das Zahlenverhiltnis betrigt 36 zu 30. Rechnerisch sind
solche Zahlenverhéltnisse wie Briiche zu behandeln. Im Beispiel wiirde
man feststellen, da die erste Abteilung mit der GréBe 1,2 zu bewerten
ist, vorausgesetzt, da man die zweite Abteilung mit der GrofSe 1 be-
wertet.

Zahlenverhiltnisse der eben genannten Art bezeichnet man auch als
Quotientenverhiltnisse oder geometrische Verhiltnisse. Der zahlenmiBige
Wert eines geometrischen Verhdltnisses heilt geometrische Verhiltnis-
zahl. In unserem Fall wire 1,2 die geometrische Verhiltniszahl.

Eine andere Art von Zahlenverhiltnissen sind die Differenzenverhdiltnisse
oder arithmetischen Verhdiltnisse. Um iinobigen Beispiel das arithmetische
Verhiltnis zu erhalten, hat man die Differenz zwischen den Punktzahlen
zu bilden:

36 — 30.

Das Ergebnis ist 6. Dieses Ergebnis bezeichnet man analog der geo-
metrischen Verhiltniszahl als arithmetische Verhiltniszahl. Es sei er-
withnt, daB die geometrische Verhéltniszahl eine reine Zahlengrofe ohne
irgendwelche Benennung ist. Die Benennung li8t sich stets heraus-

kiirzen:
36 Punkte

30 Punkte

Anders liegt der Sachverhalt bei den arithmetischen Verhiltniszahlen.
Bei ihnen hat das Ergebnis die gleiche Benennung wie Minuend und
Subtrahend:

36 Punkte — 30 Punkte = 6 Punkte.
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Wenn man in der Mathematik kurz von Verhéltnissen spricht, so meint
man meist geometrische Verhéltnisse. In den folgenden Betrachtungen
wollen wir das ebenfalls unterstellen.

In der Literatur und besonders in der statistischen Literatur findet man
manchmal keine klare Bezeichnungsweise. Was dort zum Teil unter Ver-
hiltnissen und Verhiltniszahlen verstanden wird, sind im Sinne der
Mathematik keine derartigen GréBen. Es sind irgendwelche anderen
Beziehungen bzw. Beziehungszahlen, auf die wir hier nicht eingehen
wollen.

Kommen wir zu unserem Beispiel zuriick. Man wire in diesem Fall zur
gleichen Verhiltniszahl gekommen, wenn etwa der erste Betrieb 72 Punkte
und der zweite 60 Punkte gehabt hitte:

72 Punkte
60 Punkte

Der Wert eines Verhiiltnisses indert sich nicht, wenn man den Zihler
und den Nenner mit der gleichen Zahl multipliziert oder durch die
gleiche Zahl dividiert.

Diese Tatsache bezeichnet man als die Wertbestindigkeit eines Verhdlt-
nisses. Sie sagt lediglich aus, daB man Briiche beliebig erweitern oder
kiirzen kann, ohne daB sich ihr Wert dabei #ndert.

Es sei noch erwihnt, daB wir Verhiltnisse, deren Nenner Null ist, von
unseren Betrachtungen ausschlieBen wollen.

=12.

4.2 Verhiltnisgleichungen
Im Beispiel des letzten Abschnittes haben wir gesehen, daB die Werte
der beiden Verhiltnisse 36 und % gleich sind. Wir wollen sie auch der

30
#uBeren Form nach als Gleichung schreiben und erhalten
38 _ 712
30 ~ 60

oder in der Doppelpunktform
36:30="72:60.

Eine derartige Gleichung bezeichnet man als Verhdltnisgleichung oder
Proportion. In Worten ausgedriickt lautet diese Proportion: 36 verhilt
sich zu 30 wie 72 zu 60 oder kiirzer: 36 zu 30 wie 72 zu 60.

In der allgemeinen Form hat eine Proportion folgendes Aussehen:

a:b=c:d
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Ihrer Stellung nach sind fiir die einzelnen Glieder einer Verhiltnis-
gleichung folgende Bezeichnungen iiblich:

1. a und ¢ sind die Vorderglieder der Proportion
b und d sind die Hinterglieder der Proportion.

2. a und b sind die ersten Glieder der Proportion
¢ und d sind die letzten Glieder der Proportion.

3. a und d sind die AuBenglieder der Proportion
b und ¢ sind die Innenglieder der Proportion.

Es treten auch Proportionen auf, in denen die beiden Innenglieder gleich
sind. Als Beispiel dafiir sei 36:24 = 24:16 angefiihrt. Allgemein
haben derartige Proportionen folgende Darstellung:

a:b=">b:d.

Man nennt sie auch stetige Verhiltnisgleichungen. Das gemeinsame innere
Glied bezeichnet man als die mittlere Proportionale der beiden anderen
Glieder.

Wir multiplizieren nun die Verhéltnisgleichung
a [
a:b=c:d oder Y = -a-

mit b - d und erhalten

a-d="b-¢c

Den so entstandenen Ausdruck bezeichnen wir als Produktengleichung
der Proportion. Diese Gleichung besagt:

In jeder Proportion ist das Produkt der beiden Innenglieder gleich
dem Produkt der beiden AuBenglieder.

Auch hierzu sei ein Beispiel angefiihrt:
36:30="72:60
36-60=230-72.

Aus der Produktengleichung @ -d = b - ¢ kann man riickldufig wieder
8 Proportionen gewinnen, indem man der Reihe nach durch bd, cd, ab
und ac dividiert und auBerdem noch die Seiten der 4 entstehenden
Gleichungen vertauscht.

Betrachten wir als Beispiel:

3:4=2-6.
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Die einzelnen daraus zu gewinnenden Proportionen haben dann folgendes
Aussehen:

3:2=6:4 6:4=3:2
4:6=2:3 2:3=4:6
3:6=2:4 2:4=3:6
4:2=6:3 6:3=4:2.

Hieraus kann man folgern, daB man eine richtige Proportion erhilt, wenn
man in der gegebenen Proportion

1. die Innenglieder

2. die Aufenglieder

3. die Innenglieder und die Aufenglieder
4. jeweils die beiden Seiten

vertauscht, Die Rechnung kann natiirlich auch mit allgemeinen Zahlen
durchgefiihrt werden. Dies sei dem Leser selbst iiberlassen.

Wenn in einer Proportion 3 Glieder bekannt sind, so kann man das
4. Glied aus ihr errechnen. Man nennt dieses 4. Glied meist die 4. Pro-
portionale, obwohl diese GréBe nicht mit d zusammenfallen muB. Durch
Vertauschen der Glieder in der Proportion kann diese GréBe allerdings
an Stelle des d zu stehen kommen. Allgemein wollen wir jetzt die Pro-
portion @: b = ¢:d nach den vier GréBen @, b, ¢ und d auflésen. Wir

erhalten

be ad ad be
—a—,b=-;—, c=—b—und d=?.

Auch hierzu ein Beispiel:

a =

2:5=2:20.
Die fehlende 4. Proportionale bezeichnet man meist mit z, weil sie zu-
niichst eine unbekannte GroBe ist.

Es ergibt sich
g 220
-5
r=8.
Die Proportion lautet somit
2:5=28:20.
Vergleicht man in der letzten Proportion die sich entsprechenden Glieder
miteinander, also die 8 mit der 2 und die 20 mit der 5, so findet man, daB
man in beiden Fillen die links stehenden Glieder mit 4 multiplizieren
mub, um die rechts stehenden Glieder zu erhalten:
8=4-2und 20=4-5.

Die Zahl 4 bezeichnet man in diesem Falle als Proportionalititsfaktor.
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Allgemein gilt fiir die Proportion a: b = ¢ : d folgende Darstellung mit
Hilfe des Proportionalitdtsfaktors k:

c=k-aund d=k-b

Der Proportionalititsfaktor muB nicht eine ganze Zahl, sondern kann
auch eine beliebige andere Zahl sein.

Zum SchluB noch einige Bemerkungen zum Begriff der fortlaufenden
Proportion. Eine Folge von Proportionen
ab=ca:8bic=F:p,c:d=y:4,...
sei in der Form gegeben, daB die Vorderglieder der folgenden Pro-
portionen immer mit den Hintergliedern der vorhergehenden Propor-
tionen iibereinstimmen. Man kann diese simtlichen Proportionen in eine
einzige zusammenfassen. Diese Proportion hat dann folgende Form:
abic:...=a:f:y:....
Man nennt sie fortlaufende Proportion.
Auch hierzu noch ein Beispiel. Es sei die Folge der Proportionen gegeben:
10:15=230:45, 15:20=45:60, 20:25=60:75, ... .
Hieraus ergibt sich die fortlaufende Proportion
10:15:20:...=30:45:60:... .

4.3 Weitere Aufgaben zu den Zahlenverhiltnissen und Verhiltnis-
gleichungen
Im folgenden Abschnitt sollen einige Aufgaben zur Vertiefung des

Wissens und zur Ubung gerechnet werden. In einigen Fillen werden
wir den Losungsweg in etwas gekiirzter Form angeben.

1. Aufgabe: Es ist die Richtigkeit der Proportion 17:23 = 323:437
zu priifen.

Dazu bilden wir die Produktengleichung 17 - 437 = 23 - 323. Die Pro-

portion ist richtig, da beide Produkte gleich 7429 sind.

2. Aufgabe: Es sind aus der Produktengleichung 4:12=28:6
simtliche moglichen Proportionen zu bilden.

Es ergeben sich die folgenden Proportionen:

4:8=6:12 6:12= 4:8
4:6=8:12 8§:12= 4:6
12:8=6: 4 6: 4=12:8
12:6=8: 4 8: 4=12:6.
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3. Aufgabe: Es ist in der Proportion 20:95 = z:57 die 4. Pro-
portionale zu bestimmen.

20 =z
95~ 57
_20-57
95
z=12.
Die Proportion lautet demnach
20:95=12:57.
4. Aufgabe: Es ist in der Proportion 2: 4—; = 9% : z die 4. Pro-
portionale zu bestimmen.
Es ergibt sich:
1
2 %
r=—
4? z
p 2.9 1
T3 2 2
z=21.

Die 4. Proportionale hat den Wert 21. Damit hat die Proportion die

Form
1 1
2:45 =95:21.
5. Aufgabe: Es ist die mittlere Proportionale zu 4 und 25 zu be-

stimmen.

Die mittlere Proportionale bezeichnen wir mit z. Es ergibt sich der
Ansatz:

4:x2=12:25.
Hieraus folgt weiter:

22 =100.

Es ist also eine Zahl zu suchen, die mit sich selbst multipliziert 100 er-
gibt. Dies ist die Zahl 10. Genauer gesagt sind die Zahlen 4 10 und — 10
als mittlere Proportionale mdoglich, da ja sowohl (4 10) - (4 10) als
auch (— 10) - (— 10) als Produkt + 100 ergibt. Die beiden stetigen
Proportionen lauten also

4:10=10:25
und
4:(—10) = (—10):25.
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6. Aufgabe: Unter zwei Personen sind 248 DM so zu verteilen, daB
sich die Anteile wie 3:5 verhalten.

Beim Ansatz der Proportion zur Losung dieser Aufgabe mufl man be-
achten, daB 248 DM 8 Teile sein sollen. Man kann nun den Betrag z
berechnen, der zu 3 bzw. 5 Anteilen gehért. Wir entscheiden uns fiir
die 3 Anteile. Es ist also

z 3

248~ 8
_248-3
- 8
z=093.

Die auf 3 Anteile entfallende Summe betrigt 93 DM. Somit erhilt die
zweite Person 248 DM — 93 DM = 155 DM.

7. Aufgabe: 3 m Stoff kosten 45,90 DM. Wieviel kosten 5 m?

Auch bei dieser Aufgabe kann man sofort mit dem Ansatz einer Pro-
portion zum Ziel kommen. Es ist der zu 5 m gehdrige Preis « zu ermitteln.
Als Ansatz ergibt sich

z _ 5
4590 3
_ 45905
r=—3
z="76,50.
Der Preis fiir 5 m Stoff betrigt 76,50 DM.
8. Aufgabe: 5 Putzfrauen reinigen ein Haus in 3 Stunden. Wie lange

brauchen 4 Putzfrauen dazu?

Ohne sich den Sachverhalt genauer zu iiberlegen, wiirde man vielleicht
folgenden Weg einschlagen:

] m' ]
I
EIFS

2
2‘5—'

Die 4 Putzfrauen sollten demnach das Haus in 2% Stunden reinigen.

Wie man bei logischer Uberlegung sofort sieht, kann das nicht méglich
sein. Der Ansatz der direkten Proportionalitdt ist in diesem Falle nicht
richtig; man kommt vielmehr mit Hilfe der indirekten Proportionalitit
zum Ziele, da ja bei einer geringeren Anzahl von Putzfrauen die Arbeit
linger dauert. Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, da8 die 4 Putzfrauen
unter den gleichen Arbeitsbedingungen wie die 6 Putzfrauen arbeiten.
Unter einer indirekten Proportionalitit versteht man ein umgekehrtes
oder reziprokes Verhiltnis.
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Wir machen daher den Ansatz:

z 5

3T 4
Daraus folgt

r= 3%-

Die 4 Putzfrauen brauchen zur Reinigung des Hauses 3% Stunden.

Wie dieses Beispiel zeigt, muBl man das Vorliegen einer direkten oder
indirekten Proportionalitit an der Aufgabe selbst erkennen.

9. Aufgabe: Eine Rohrleitung kann durch 30 Arbeiter in 8 Tagen
gelegt werden. In wieviel Tagen konnte das Legen der
Leitung erledigt werden, wenn man damit 45 Arbeiter
beauftragen wiirde? Dabei sind die gleichen Arbeits-
bedingungen vorausgesetzt.

In diesem Falle muB natiirlich auch die indirekte Proportionalitit an-
gewendet werden:

z_2
8 45

1
x=5§‘

In 5~l§ Tagen kénnten die 45 Arbeiter die Rohrleitung legen.

Auf der Grundlage einer Proportion liBt sich auch die Prozentrechnung
aufbauen. Zu diesem Zweck bezeichnen wir den Grundwert oder Aus-
gangswert mit b sowie den Prozentsatz mit p. Dann versteht man unter
dem Prozentwert a (d. h. p Prozent von b) den Wert, der der Verhiltnis-
gleichung

(*) a:b=p:100
oder
e_Dr
b 100
geniigt.

Es sei darauf hingewiesen, daf @ und b im allgemeinen Zahlen gleicher
Benennung sind (z. B. DM, m, m? o. 4.). p hingegen ist in jedem Falle
eine reine, d. h. unbenannte Zahl. Die Schreibweise p 9%, also mit der
Bezeichnung 9%, éndert an dieser Tatsache nichts. Sie soll nur darauf
hinweisen, daB die rechte Seite der Gleichung (*) p: 100 lautet und
nicht etwa p: 1000. Der letzte Fall lige bei der Promillerechnung vor.
Diese hat eine der Gleichung (*) entsprechende Gleichung als Grundlage:

a:b=p:1000
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oder

P_

1000 *

In diesem Fall wiirde man den Promillesatz p mit der Kennzeichnung %/,,
versehen.

Bereits aus der Gleichung (*) erkennt man die drei méglichen Grund-
aufgaben der Prozentrechnung, die den drei moglichen Auflésungen
von (x) nach a, b oder p entsprechen. Sehen wir uns jeweils einen Ver-
treter dieser drei Aufgabentypen als Beispiel an:

10. Aufgabe: Wieviel DM sind 23 9, von 245 DM?
Bei dieser Aufgabe ist die Gleichung (+) nach a aufzuldsen:

8 _
> =

b
a= _ITE .
Nach Einsetzen der gegebenen Werte ergibt sich:
_245-23
— 100
a=56,35.

66,35 DM sind 23 9, von 245,00 DM.

11. Aufgabe: Wieviel Prozent sind 3,45 m von 12,30 m?
In diesem Falle 16sen wir (*) nach p auf:

_a-100

)

Nach Einsetzen ergibt sich:
3,45 - 100
=71230
p=28,05.
3,45 m sind 28,05 %, von 12,30 m.
12. Aufgabe: 279, eines Grundwertes sind 25,46 DM. Wie gro8 ist
dieser Grundwert?

Die Auflésung der Verhiltnisgleichung (x) ist hierbei nach b vorzu-
nehmen:

b= a- 100 .
rE
Wir setzen ein und erhalten:
b= 25,46 - 100
27
b=94,30.

Der Grundwert betrigt 94,30 DM,
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13. Aufgabe: 59, eines Grundwertes sind 38,50 DM. Wieviel DM
sind 17 9 desselben Grundwertes?

Wie man erkennt, entspricht diese Aufgabenstellung einer Verkniipfung
zweier der oben angefiihrten drei Grundtypen der Prozentrechnung. In
diesem Falle muBB vom ersten gegebenen Prozentwert auf den Grund-
wert und von diesem weiter auf den zweiten gesuchten Prozentwert
geschlossen werden. Es ist:

38,50 - 100

b= 3 = 770,00
770,00 - 17
II) a= T = 130,90 .

179, des Grundwertes 770,00 DM sind 130,90 DM.
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U 4 Ubungsaufgaben zu den Zahlenverhiltnissen und Verhiltnis-
gleichungen

1) Es ist aus der Proportion 25:29 = 150: 174 die zugehérige Pro-
duktengleichung zu ermitteln. Weiterhin ist die Richtigkeit der ge-
gebenen Proportion nachzupriifen.

2) Es ist in der Proportion 15: 18 = 36 : z die 4. Proportionale zu be-
stimmen.

3) Es ist die mittlere Proportionale zu 4 und 9 zu bestimmen.

4) Unter drei Personen sind 219 DM so zu verteilen, da sich die An-
teile wie 1:2:3 verhalten.

5) 7m Stoff kosten 99,40 DM. Wieviel kosten 2,6 m?

6) Wieviel Stoff von 1,20 m Breite braucht man zu einem Kleid, wenn
man bei 80 cm Breite 5 m Linge braucht?

7) Wieviel m sind 76 9%, von 35,08 m?
8) Wieviel Prozent von 456,37 DM sind 38,00 DM?
9) 136 9, eines Grundwertes sind 76 1. Wie groB ist der Grundwert?

10) 439, eines Grundwertes sind 413,25 DM. Wieviel sind 23 9, des.
selben Grundwertes?

L 4 Losungen zu U 4

1) 25-174 = 29 - 150
Die gegebene Proportion ist richtig, da das Produkt auf beiden
Seiten der Produktengleichung den Wert 4350 hat.

2 z=434 -

3) Die mittlere Proportionale hat den Wert 4 6 bzw. — 6.

4) Die erste Person bekommt 36,50 DM, die zweite Person 73,00 DM
und die dritte Person 109,50 DM.

6) 2,6 m Stoff kosten 35,60 DM.
6) Der Stoff muB eine Linge von 3% m haben.
7) 26,66 m sind 76 %, von 35,08 m.
8) 38,00 DM sind 8,33 %, von 456,37 DM.
9) Der Grundwert betrigt 55,88 1.
10) 221,04 DM.
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5. Potenzrechnung

5.1 Die Potenz

5.11 Der Potenzbegrift

Im Abschnitt 2 lernten Sie den Begriff ,,Zehnerpotenz‘‘ und die wich-
tigen Multiplikationsformeln (@ +b)?, (a—b)? und (a + b) - (a—b) kennen.
In diesen Fillen sollten Sie aber in der Potenzschreibweise nicht mehr
sehen als nur eine Schreibweise, die in Kurzform mathematische Rechen-
anweisung gibt. So handelte es sich beim Ausdruck 10° um die Ausrech-
nung von 10-10-10=1000. Wir hatten also nur fiir 1000 kurz 103 ge-
schrieben. Im folgenden Kapitel soll nun allgemein der Potenzbegrift
behandelt werden.

Aus der Potenzschreibweise 10® fiir 10-10-10 oder a8 fiir a-a-a-a-a-a
ist leicht der Begriff der Potenz herzuleiten.

Erklirung:  Fiir das Produkt mehrerer gleicher Faktoren schreibt man
zur Abkiirzung eine Potenz.

a-a-a...(n-mal)=a"

Den Faktor a nennt man Grundzahl oder Basis!, die Anzahl n der Fak-
toren Hochzahl oder Exponent?, a® bezeichnet man als die n-te Potenz3
von a.

Oft setzt man an Stelle von a¢® den Buchstaben b,

a®* =b

Das Ergebnis b des Potenzierens wird manchmal ebenfalls Potenz, zur
besseren Unterscheidung aber oft auch Potenzwert genannt.

Die Zahl » muB der Definition nach zunichst stets eine positive ganze
Zahl sein.

Zum besseren Verstindnis wollen wir obigen Sachverhalt noch an einigen
Beispielen klarmachen.

Betspiel: 4-4-4=43=064

In diesem Fall bezeichnet man die 3 gleichen Faktoren 4 als Basis. Sie
sind also den Faktoren @ in der allgemeinenFormel gleichzusetzen. Die

1 Basls (gr.) = Grundlage, Grundzahl.
t exponere (lat.) = heraussetzen; Exponent Ist die herausgesetzte Zahl.
3 potentia (lat.) = Macht, Fahigkeit.
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Zahl 3 ist der Exponent, wofiir in der allgemeinen Formel n gesetzt wor-
den ist. Den Ausdruck 43 nennt man die 3. Potenz von 4. In der all-
gemeinen Formel wurde dafiir a® geschrieben. Rechnen wir diesen Wert
aus, so erhalten wir 64. Dies ist der Wert der Potenz oder Potenzwert,
der in der allgemeinen Formel die Bezeichnung b hat.

Allgemeine Formel Zahlenbeispiel
a-a-a..(n-mal) 4-4-4
an 43
b 64.
Weitere Zahlenbeispiele:
52=5-5-5=125 260=2.2-2-2=16
=77 = 49 3¥=3-3-3 =27.

Die Multiplikation hatten wir als eine fortgesetzte Addition erkannt, denn
das Multiplikationszeichen ersetzt das Aufschreiben einer Reihe gleicher
Summanden, die addiert werden sollen. Die Potenzierung ist als eine
fortgesetzte Multiplikation aufzufassen, denn der Exponent ersetzt das
Aufschreiben einer Reihe gleicher Faktoren, die miteinander multipliziert
werden sollen. Die Multiplikation steht eine Stufe iiber der Addition;
entsprechend steht auch die Potenzierung eine Stufe iiber der Multi-
plikation. So kénnen wir das Potenzieren als eine Rechenart dritter Stufe
bezeichnen. In der Reihe der Grundrechenarten Addieren, Subtrahieren,
Multiplizieren, Dividieren folgt es an fiinfter Stelle.

Bei der Addition und Multiplikation kann man die Summanden bzw.
Faktoren beliebig vertauschen, ohne da8 sich das Endergebnis dandert
(Kommutatives Gesetz der Addition bzw. Multiplikation).

Beispiele:
3+5=8 3-56=15
6+3=8 6:3=15.

Bei der Potenzierung sind Basis und Exponent im allgemeinen nicht
vertauschbar. Eine Vertauschung dieser beiden Werte fithrt zu zwei
verschiedenen Ergebnissen. Dies soll an einigen Beispielen gezeigt werden:
35=3-3-3-3-3=243 28=2-2-2=8
53=5-5-5 =125 32=3-3 =9.
Abgesehen von der Trivalitit, da Basis und Exponent gleich sind,
bildet der Fall
20=2-2-2-2=16
42=4-4 =16
eine Ausnahme.
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5.12 Potenzen relativer Zahlen

Im vorhergehenden Abschnitt war die Basis stets als positiv angenommen
worden. Jetzt wollen wir dazu iibergehen, auch negative Zahlen als
Basen zu betrachten.

Zuniichst einige Beispiele:

(—2)t = (—2)+(—2) (—2)-(—2) =+ 16

(—4)8 = (—4) - (—4) - (—4) —— 64
(—5)P2=(—5)(—5)(—9) =—125
(—6)2=(—6):(—6) =+36.

Beachten Sie, daB bei diesen Aufgaben die Basis in Klammern ein-
zuschlieBen ist.

Wie Sie sehen, sind die Ergebnisse teils positiv, teils negativ. Woran
liegt das? Wenn der Exponent eine gerade Zahl ist, wird bei negativer
Basis der Potenzwert positiv, denn es tritt eine gerade Anzahl negativer
Faktoren zusammen. Wenn aber der Exponent eine ungerade Zahl ist,
wird bei negativer Basis der Potenzwert negativ, denn es tritt eine un-
gerade Anzahl negativer Faktoren zusammen.

Wir kénnen also zusammenfassen:
I) Eine Potenz mit positiver Basis ist immer positiv [35 = 243 ; 72 =49].
II) Eine Potenz mit negativer Basis ist pOSlth, wenn ihr Exponent eine
gerade Zahl ist [(—b)*=+ 625] eine Potenz mit negativer Basis
ist negativ, wenn ihr Exponent eine ungerade Zahl ist
[(—6) =—216].
Wir wollen nun noch einige Beispiele ausrechnen:
1) 724+28=7-74+2-2-2=49 4+ 8=157
2) 68— 52= 216 — 25 =191
3) (—2PB+3¥=(—2)(—2):'(—2)+3:3-3=—8+27=19
4) (—22—52=(—2)(—2) —5-5=+4—25=—21
5) — 3R +422=—9+4=—275
6) (—3)P;+(—7)2=—274+49= 22

23 5
o (3= 43
9) (—0,2)2=(—02)(—02) =+ 0,04

10) — 0,22 =— 0,04
11) (— 0,6)% = (— 0,6) - (— 0,6) - (— 0,6) = — 0,216

m (8- (5)- () -3
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5.2 Die Potenzgesetze

6.21 Addition und Subtraktion von Potenzen
Fiir die Addition und Subtraktion von Potenzen gilt der folgende Satz:

Potenzen lassen sich nur dann addieren bzw. subtrahieren, wenn sie
gleiche Basen und gleiche Exponenten haben.

Dieses Gesetz wollen wir an einigen Beispielen verdeutlichen:

1) 3a% 4+ 7a® = 10a?

2) 20¢® —17¢3 = 3¢?

3) 7224+ 15y5 +65y% —42246y5—8y5+ 33?2
=322+ 3y2+ 11y 4 745,

Sie werden erkannt haben, daB Potenzen, die nur gleiche Exponenten

oder nur gleiche Basen haben, nicht addiert bzw. subtrahiert werden
konnen.

5.22 Multiplikation von Potenzen mit glcicher Basis

Im Abschnitt 5.1 haben wir ausfiihrlich die bei der Potenzrechnung auf-
tretenden Begriffe behandelt. Nunmehr wollen wir die Beziehungen der
Potenzen untereinander kennenlernen und in Rechenregeln diejenigen
Gesetze niederlegen, die man zur Berechnung von Potenzaufgaben
braucht.

Behandeln wir die Multiplikation von Potenzen mit gleicher Basis zuerst
an einem Beispiel.

Es soll 23 - 2¢ ausgerechnet werden. Auf Grund der Definition der Potenz
kann fiir 22 auch 2 - 2 - 2 und fiir 2* auch 2 - 2 - 2 - 2 geschrieben werden.

Fiir 23 - 24 ergibt sich dann
28.20=2-2-2
—=92.2.9.9.
=27,

2
.9.
Man kann auch dafir

23.924 = 23+4 = 27
schreiben. Es ergibt sich also ein Produkt von (3 + 4 =) 7 Faktoren der
GroBe 2.

Allgemein gilt:

Man multipliziert Potenzen mit gleicher Basis, indem man die Basis
mit der Summe der Exponenten potenziert.

(I) am-qt = gmtn

62



Beweis: a"—=a-a-...*a
m Faktoren a
a*"=a-a-*...*a

n Faktoren a

an-ag*=a-a*...'a * a*ad*...*°a

m Faktorena n Faktorena
=a-a:...*a
——— t—
(m + n) Faktoren a
am-qh = am+n,

Fir ein Produkt mit beliebig vielen Faktoren gilt entsprechend:
am-gh-af-al:,, . =antrtr+et -

Zur Vertiefung sollen nun noch einige Beispiele gerechnet werden:

1) yn-y? = yt+?

2) qm—n . qn — qm—n+ n qm

3) b7 . p20—2 — 7+ 20—z — p27—2

4) ghegn—1. 2920 — gn+n—1+9—2n _ o8

5) a"bm - a% = anrt3pm+1 (Beachten Sie, daB man nach der Definition
b = b setzt. Der Exponent 1 kann wegbleiben.)

6) 3a%-2b%-5a2=3-2-5at+2h® = 30a8)3

3 3. 4 4.9 2.0 3. 4.5 nir1e2plemusta
7) Ta"bx gab"'a: g =5 g d bl+mgi+dtp
=%an+8bm+1xp+1
8) (—ap-(—aft=(—aptt=(—a) =—a’
9) (—a)* - (—a)®=(—a)?*t3=—qa2"+3(2n 4 3 ist stets eine un-

gerade Zahl. Setzen Sie fur
n verschiedene ganze Zahlen
ein.)

10) (2a 4 3b% 4 4¢3) - a?b?c? = 2a%b2c? + 3a?bic? 4 4a?b2cP
11) (a® + a?) - (a®—a) = a8 —a® 4 a®—a?
12) (224 a)? = 2* + 2a 2% 4 a®.
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5.23 Division von Potenzen mit gleicher Basis

Kommen wir nun zur Division von Potenzen mit gleicher Basis. Hier
sind zunichst drei Fille zu unterscheiden. Wir wollen diese drei Moglich-
keiten erst an Hand von Beispielen behandeln. Danach wollen wir zu
allgemeinen Formulierungen iibergehen.

[]
1. Beispiel: ab:ad = % .
Auf Grund der Definition der Potenz kénnen wir fiir a® aucha-a-a-a-a-a

bzw. fiir a® auch a - a - a schreiben. Somit ergibt sich
a® a-a-a-a-a-a
a® a-a-a

Kiirzen wir diesen Bruch, so erhalten wir
ab

o7 =gerara=ad.

Sie sehen, daB wir auch sofort zu diesem Resultat gekommen wiiren,
wenn wir unter Beibehaltung der Basis den Exponenten des Nenners vom
Exponenten des Zahlers abgezogen hitten.

al

a=at"t=a,
3
.. a
2. Beispiel: ad:ab=—.
a

Auf Grund der eben angegebenen Definitionen fiir 2 und a® kénnen wir
fiir den Bruch auch

a a-a-a

e* a-a-aaaa

schreiben.

Nach Kiirzen des Bruches ergibt sich
a 1 1
e " aaa @&’
Um sofort zu diesem Resultat zu kommen, miissen wir unter Beibehaltung
der Basis den Zahlerexponenten vom Nennerexponenten abziehen und
den Kehrwert des Ergebnisses nehmen.
aﬂ

3. Beispiel: ad:ab = 2"

Auch hier kénnen wir sofort mit Hilfe obiger Definition fiir a$
_a_‘ _a@-a-a-a-a-a
a®  a-a'a‘a-a-a

schreiben.

Kiirzen wir, so erhalten wir 1.
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Hitten wir hier wieder unter Beibehaltung der Basis den Nenner-
exponenten vom Zahlerexponenten abgezogen, so hitten wir a® erhalten.
Unter a° kénnen wir uns zunichst nichts vorstellen, denn der Exponent
sollte ja stets eine ganze positive Zahl sein, die mindestens 1 ist. Wir
werden hierauf spéter noch ausfiihrlich eingehen.

Die beiden ersten Fille konnen wir in folgendem Lehrsatz zusammen-
fassen:

Man dividiert Potenzen mit gleicher Basis — falls der Zihlerexpo-
nent groBer ist als der Nennerexponent —, indem man die Basis mit
der positiven Differenz der Exponenten potenzicrt. Ist der Nenner-
exponent groBer als der Zihlerexponent, so fiihrt man die gleiche
Rechnung aus, muB aber vom Ergebnis den Kehrwert nehmen.

o™ a™—n wennm grofer alsnist (m > n)

(n Lis ={

wenn m kleiner als n ist (m < n)

a

an—m

Fiir den dritten Fall miissen wir uns zunichst merken, daB das Re-
sultat 1 ist.

am

—, = 1 wenn m gleich n ist (m = n)
a

Die eben dargelegten Zusammenhinge wollen wir noch allgemein be-
weisen.
Beweis: a"=a-a-...-a
m Faktoren a
a*=a-a-...-a
n Faktoren a
m Faktoren a

r———.
a™ a-a-...-a
a"’ _a-a-...~a

. —t——
n Faktoren a .

1. Fall:

Ist m > n, so lassen sich » Faktoren a im Zihler und Nenner kiirzen.
Es bleiben (m — n) Faktoren a im Zahler stehen.

a™ .
— =am— " firm>n.
aﬂ
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2. Fall:
Ist m < n, 8o lassen sich m Faktoren a im Zihler und Nenner kiirzen.
Es bleiben (» — m) Faktoren @ im Nenner stehen.

m

a 1
—=—2fiirm<n.
a® gh—™

3. Fall:

Ist m = n, so lassen sich die m Faktoren a des Zihlers gegen die n Fak-
toren a des Nenners kiirzen. Das Ergebnis ist 1.
aﬂl
oy =1firm=mn.
a

Auch zu diesem Abschnitt wollen wir einige Aufgaben zur Vertiefung
rechnen. Sie sollen gleichzeitig zur Wiederholung des bisher behandelten
Stoffes dienen.

57
1) m=56"4=5"=125

3) B =3 =b1=b
4) -?T‘i.=3:v‘"=3zl=3z
5 (@a—b)p® 1 _ 1
) G—=BF = @—b = a—b)
Lt 1 1 1 1
6) ) =cz—-(z—1)= cz—z+1=2'1-=°é-'

Bei den folgenden Aufgaben wird auf einige Zwischenrechnungen ver-
zichtet.
7 9a®blc  Tpi¢tr* 1 p?
35pig*r® 18aSb3c® ~ 10 alcdr?
8 2a®b7ct  4atb®c® _ Sayz
) 323ys2® " Szyfz* — 6bcat

9) (az” + bx’):z‘=ax’+£;
10) (3a2b® 4 2a3c + 4a3c?): 6a3b3c® = §-al—c, + ﬁ + 32—:,
11) (6a® + 5a%b—13ab®— 12b3) : (3a + 4b) = 2a® —ab— 302,
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5.24 Multiplikation von Potenzen mit gleichen Exponenten

Im folgenden Abschnitt wollen wir Potenzen miteinander multiplizieren,
deren Basen zwar verschieden sind, die aber im Exponenten iiberein-
stimmen. Wir beginnen zweckmigigerweise auch hier wieder mit einem
Zahlenbeispiel.
Wir wollen 22 - 32 ausrechnen.
Auf Grund der Definition der Potenz kann fiir 2* auch 2 - 2 und fiir 3°
auch 3 - 3 geschrieben werden. Fiir 22 - 32 ergibt sich somit
22.32=2-2-3-3.
Wir verindern nun die Reihenfolge der Faktoren und fassen je einen
Faktor 2 mit einem Faktor 3 zusammen
22-32=(2-3)-(2-3).
Wir erhalten 2 Faktoren (2 - 3).
Dafiir konnen wir auch
23.32 = (2. 3)
schreiben.
SchlieBlich kénnen wir noch das in Klammern stehende Produkt aus-

rechnen und erhalten
22.32 =62 =236.

Allgemein gilt fiir die Multiplikation von Potenzen mit gleichen Ex-
ponenten folgende Regel:

Man multipliziert Potenzen mit gleichen Exponenten, indem man
das Produkt der Basen mit dem gemeinsamen Exponenten poten-

ziert.
(III) am™-b™ = (a-b)™
Kommen wir nun zum allgemeinen Beweis.
Beweis: am"=a-a:...a
— —
m Faktoren a
b=b-b-...'b
—— —
m Faktoren b
an-m=qaq-a-...a*b-b-...°b
m Faktoren a m Faktoren b
=(a-b)-(a-b)-... -(a-b)

m Faktoren (a - b)
am-bm = (a-bym.
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Fiir beliebig viele Potenzen mit gleichen Exponenten gilt entsprechend:
am-pm.cm.. =(a-b-c-..)m,

Im folgenden noch einige Aufgaben zur Vertiefung:

1) 25.585 = (2 5)5 = 10° = 100000

2) 23-3%-5% = (2-3:5) = 30% = 27000

3) 2 yr=(z-y"

4) 6 (m+ ) =[6- (m + n)]* = [6m + 6n]?

5) (— 1m - (—5b)m = [(— 1) - (— Bb)I" = [5b]

8) P (p+ 97 =I[p(p+QF = [+ pgl*

N @+dm @@—bm=[@+d):(a—0b)" = [a®—b".

5.26 Division vou Potenzen mit gleichen Exponenten

Die Aufgabe, eine Potenz durch eine andere zu dividieren, wobei der
Exponent bei beiden Potenzen gleich sein soll, lésen wir in #hnlicher
Weise wie die Multiplikation von Potenzen mit gleichen Exponenten.
Beginnen wir wieder mit einem Beispiel.

83:23=g—:

Auf Grund der Definition der Potenz konnen wir fiir 8% auch 8-8:8
und fiir 23 auch 2 - 2 - 2 schreiben.

Wir erhalten dann
8 _8:8-8
227222
Fassen wir je einen Faktor 8 im Zahler mit einem Faktor 2 im Nenner zu

dem Quotienten (E) zusammen, so erhalten wir ein Produkt aus drei

=)0~ (0

SchlieBlich kénnen wir den in Klammern stehenden Quotienten aus-
rechnen und erhalten

Quotienten —% :

88
7= 43 = 64,
Allgemein gilt fiir die Division von Potenzen mit gleichen Exponenten:
Man dividiert Potenzen mit gleichen Exponenten, indem man den
Quotienten der Basen mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert.

) =T
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Auch diese Regel wollen wir allgemein beweisen.

Bewets: a"=a°'a’*...*a
N, —
m Faktoren a

™m=p-b-,..°b
—— —
m Faktoren b

m Faktoren a

——\——
a® a'a‘...°a

™ b-b-... b
mm— ——
m Faktoren b

=) 6) ()
m Faktoren (—Z—)
-y
Zur Vertiefung noch einige Aufgaben:
) =g =v=2

5
2) W = (M) =100 =100
» 5z = (o) =(3) =(3)-(3)-(3) - =
9 (po = (nat) =(s5)

]’= 1r=1.

5) { (z*—4y7)3

5.26 Potenzierung von Potenzen

z—2y)-(z+ 29 _ [(z—2y) (z+ 29)]* __ [(z*—4y?)
- (x*—4y?) T (e*—49?)

Bisher haben wir die Potenzen den Rechnungsarten zweiter Stufe, also
der Multiplikation und der Division, unterworfen. Nun wollen wir auf
die Potenzen eine Rechnungsart dritter Stufe, das Potenzieren anwenden,

d. h. es sollen Potenzen potenziert werden.

Zunichst machen wir uns den Sachverhalt wieder an einem Beispiel klar:
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Die Aufgabe besagt, daB wir die Potenz 3? dreimal mit sich selbst multi-
plizieren sollen.
Wir konnen also schreiben
(3)° = (3 - (39 (3
3t. 32,

= 32.

Nun werden aber, wie wir unter 5.22 feststellten, Potenzen mit gleicher
Basis multipliziert, indem man die Basis mit der Summe der Exponenten
potenziert. Wir wenden diese Regel auf unser Beispiel an und erhalten

(32)8 = 32+2+3
Da es sich um die Summation gleicher Exponenten handelt, kénnen wir
fiir 2 + 2 + 2 auch 2 - 3 schreiben:

(32) = 323 = 38,
38 konnen wir noch ausrechnen und erhalten

(32 =1729.
Behandeln wir noch ein weiteres Beispiel:
(@®*.
In diesem Fall besagt die Aufgabenstellung, daB wir a? viermal mit sich
selbst multiplizieren sollen:
@) = (a?) - (a*) - (a?) - (a?)

—=a?-a®-a®-a?.

Da es sich wiederum um die Multiplikation von Potenzen mit gleicher

Basis handelt, kénnen wir fiir (a?)* weiterhin schreiben:
(a?)} = a?+2+2+3 — 24 — g8

Aus den beiden Beispielen werden Sie erkannt haben, da8 fiir die Poten-
zierung von Potenzen folgende Regel gilt:

Man potenziert eine Potenz, indem man die Basis mit dem Produkt
der Exponenten potenziert.

(V) (am)n =qgqgm'n
Beweis: (@™ = (a™) - (a™) - ... (a™)
n Faktoren (a™)
=am.am..__.am

— —
n Faktoren a™

7 Summanden m
———
= gm+m+...+m

(@) = aqm'n
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Analog gilt fiir beliebig viele Potenzierungen:
[(am)u]p LL.=am 't Pp....
Zur Vertiefung sollen noch einige Beispiele gerechnet werden:
1) (282 =28=64
2) (@) =
3) (amP = aom
4) (Gp—l)s = cp—1) 5 — 5p—b
5) (Fp—1 = B —1 = ¢ —B
6) (— B = (— b9 (%) (—b9) - (— b)) = + b1
7) (ot = (— ) (— o) - (—oh) = — i
8) (— 0M)F = (— o) - (— 0t) - (— o) - (— o%) - (— M) = — 01w
9) (—v)2 = (— o) - (— o) = 4 v1% (Beachten Sie bei den Auf-
gaben 6 bis 9 das Vorzeichen

5.27 Umkehrung der Potenzgesetze

Oft sind bei der Durchfithrung von Rechnungen nicht die Potenzregeln I
bis V von Vorteil, sondern ihre Umkehrungen.

Im folgenden sind die Umkehrungen fiir die fiinf Regeln der Potenz-
rechnung zusammengestellt.

(I) Die Umkehrung zu @™ - a®» = a™+®  (Abschn. 5.22) lautet:
am+n —qgm.qgn

Statt eine Zahl mit einer Summe zu potenzieren, kann man die Zahl mit
jedem Swummanden einzeln potenzieren und muf dann die erhaltenen
Potenzen miteinander multiplizieren.

m
(II) Die Umkehrung zu %ﬂ— =am—"  (Abschn. 5.23) lautet:

m
am—"n — _.a .
aﬂ

Statt eine Zahl mit einer Differenz zu potenzieren, kann man die Zahl mit
dem Minuenden und mit dem Subtrahenden einzeln potenzieren und muf
dann den ersten Potenzwert durch den zweiten dividieren.

III) Die Umkehrung zu a™ - ™ = (a - b)»  (Abschn. 5.24) lautet:
(@-b)™ =a™-b™.
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Statt ein Produkt mit einer Zahl zu potenzieren, kann man die Faktoren
des Produkts einzeln mit der Zahl potenzieren und muf dann die erhal-
tenen Potenzen miteinander multiplizieren.

b

a\™ a™
G-

Statt einen Quotienten mit einer Zahl zu potenzieren, kann man Dividend
und Divisor einzeln mit der Zahl potenzieren und muf dann den ersten
Potenzwert durch den zweiten dividieren.

(IV) Die Umkehrung zu :—: = (g)m (Abschn. 5.25) lautet:

(V) Die Umkehrung zu (a™)* = a™'*  (Abschn. 5.26) lautet:

am:® = (@gm)" = (™)™ .

Statt eine Zahl mit einem Produkt aus zwei Faktoren zu potenzieren, kann
man ste mit dem einen Faktor des Produkts und den erhaltenem Potenz-
wert mit dem anderen Faktor potenzieren.

An den Regeln der Potenzrechnung ist bemerkenswert, dag8

die Multiplikation von Potenzen gleicher Basis eine Addition,
die Division von Potenzen gleicher Basis eine Subtraktion,
die Potenzierung von Potenzen eine Multiplikation

der Exponenten erfordert. In diesen Fillen erniedrigt sich also die mit
den Exponenten durchzufithrende Rechnungsart um eine Stufe.

Rechnen wir noch einige Beispiele mit Hilfe der Umkehrungen der
Potenzgesetze:

1) (2ab)d = 2%-a*- bt = 1644t
3 3 21
2 (7) =7=1a

3 (55 - () = (e = (3= 2

12



5.3 Die Erweiterung des Potenzbegritfes

5.31 Potenzen mit negativen Exponenten

Bisher haben wir nur mit Potenzen gerechnet, deren Exponenten posi-
tive ganze Zahlen waren oder diese Bedeutung hatten, falls allgemeine
Zahlen auftraten.

m
Aus diesem Grunde hatten wir bei der Division aT drei Fille zu unter-
scheiden. a

m
1. Fall a_” = qgm—n (wenn m > n)
a
m 1
2. Fall Z—” = n—m (wenn m < n)
3. Fall g =1 (wenn m = n).
a

Man kann zur Vereinfachung der Divisionsregel die Vereinbarung
treffen, daB man immer den Exponenten des Nenners von dem des
Zihlers abziehen will.

Es soll immer

sein.

Diese Vereinfachung zwingt uns zur Bildung von negativen Exponenten.
Sehen wir uns im Hinblick auf diesen Sachverhalt das im Abschnitt 5.23
behandelte Beispiel an.

Das Beispiel lautete:
ad
5
Wenden wir hierauf die Vereinfachung der Divisionsregel an, so erhalten
wir
a’
S =a—f=a—3.
Rechnet man nach der urspriinglichen Regel, so gilt
a® 1
@t =@
Aus diesem Grunde definiert man:

a—3=

=
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Die Definition der Potenzen mit negativen Exponenten lautet allgemein:

Die Potenz jeder von Null verschiedenen Zahl mit einem negativen
Exponenten soll den reziproken Wert der mit entsprechendem posi-
tiven Exponenten gebildeten Potenz haben.

a— "= — (a==0).

Wir miissen aber an dieser Stelle mit aller Deutlichkeit feststellen, da8
der Ausdruck a—" keine Potenz im eigentlichen Sinne ist. Nach der
urspriinglichen Definition der Potenz mu8 der Exponent eine positive
ganze Zahl sein, denn wir kénnen uns unter einer (—n)mal als Faktor
zu setzenden Zahl nichts vorstellen. Es handelt sich eben nur um eine
Definition, mit deren Hilfe allerdings die Rechengesetze vereinfacht
werden.

Die Einfiihrung von Potenzen mit negativen Exponenten durch die ge-
troffene Definition ist erst dann voll gerechtfertigt, wenn sich diese
Potenzen den Rechengesetzen einordnen, die fiir Potenzen mit positiven
Exponenten gelten. Wir nennen diesen Sachverhalt das ,,Prinzip der
Permanenz der formalen Gesetze‘‘l.

Im folgenden wollen wir nun zeigen, daB tatséchlich fiir Potenzen mit
negativen Exponenten dieselben Gesetze wie fiir Potenzen mit positiven
Exponenten gelten.

Wir beweisen dies durch Zuriickfiihrung der Potenzen mit negativen
Exponenten auf solche mit positiven Exponenten.

1. Potenzgesetz (Multiplikation von Potenzen mit gleicher Basis):

pmgno L. L1 1

—_— _(m+”)= —m—n — q—m+(—n)
a™ a® a™ . g" gmt+n a a a

a—Mm.-gN—=gqg—Mm+t—n)

I1. Potenzgesetz (Division von Potenzen mit gleicher Basis):

1
—m -m n
a — ﬂ = a—- = aﬂ—m = a—m_(_”)
a—" 1 am
a®
—m
G gm——m,
a—"n

1 permanere (lat.) = verblelben, erhalten blelben
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I11. Potenzgesetz ( Multiplikation von Potenzen mit gleichen Exponenten):
1 1 1 1
—m L p—m — . - — " " (a:b)—
a=m b P S by==
a—m.p—m = (a-b)—m .

IV. Potenzgesetz (Division von Potenzen mit gleichen Exponenten):

1
a_"'_a’._b"'_ 1 1 (aym
N N =(5)
o™ ™ b)
a™ [(a\-m
=
V. Potenzgesetz (Potenzierung von Potenzen):
1 1 1 .
(a—-m)—ﬂ= (a—m)n = 1\n = 1 =an'"
(;z'-") a™°n

(a—m)—n =qgm°'n,

Wir haben also gesehen, daB fiir Potenzen mit negativen Exponenten die
gleichen Potenzgesetze giiltig sind wie fiir Potenzen mit positiven Ex-
ponenten. Entsprechend kann man zeigen, daB die Potenzgesetze er-
halten bleiben, wenn teils positive und teils negative Exponenten auf-
treten. Wir empfehlen, dies selbst nachzuweisen.

5.32 Der Exponent Null

Wir dehnen die eben behandelte Verallgemeinerung der Divisionsregel
auf gleiche Exponenten aus.

Gehen wir zuniichst von einem Beispiel aus:

al
; .
Wir erhalten nach unseren Regeln sofort
a®
; f— a3 . a—a p— a3+(—-8) = aa—'a - ao R

3
Kiirzen wir andererseits den Bruch %, so erhalten wir 1:
al
= 1.
Aus diesem Grunde definieren wir

a® =1,
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Allgemein gilt

a"
= =at-a— " = aﬂ+(—ﬂ) —_—aht—n — ao
a
n
a
und —=1.
aﬂ

Aus dieser Darstellung ergibt sich wie oben die Definition

a°=l

Das gilt fiir alle Zahlen a, auler fira = 0.

n
Fiir a = 0 wiire %‘ = —g-, das ist aber zunichst ein unbestimmter Aus-

druck. Darauf soll hier nicht eingegangen werden.

Auch die Definition a® = 1 erweist sich erst als voll gerechtfertigt, wenn
die bisher behandelten Rechengesetze durch sie ihre volle Giiltigkeit
behalten.

Das soll im folgenden untersucht werden.
I. Potenzgesetz:

I1. Potenzgesetz:

m

a
F=a’m—'0=am
m m
a_=a_—a1l
a’ 1

Ist im I. oder II. Potenzgesetz auch der Exponent m =0, so sagen
beide Gesetze nur aus, dafl

1-1=1 bzw +=list.

Gleiche Formen nehmen das ITI. und IV. Potenzgesetz an, wenn der auf-
tretende Exponent m = 0 wird:

I1I1. Potenzgesetz: IV. Potenzgesetz:
a®- b°=1-1 .:_: = %
(a-b)°=1

[}
1-1=1 (%) =

1

=1
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Beim V. Potenzgesetz erhilt man den Wert 1, gleichgiiltig, ob m oder n
oder m und = gleich Null werden.

Es ist
@)r =10 =1
(@ =1
@) =10=1.

Andererseits ergibt sich nach Anwendung des Potenzgesetzes

(aO)n =aq%" " =q% =1

(am)o =g 0 =qg0 = 1

(@®°=a%%=qa’=1.
Wir haben gesehen, daB fiir die Definition a® = 1 die Potenzgesetze ihre
volle Giiltigkeit behalten. Deshalb ist diese Definition zweckmiBig.

Die Erweiterung der Potenzgesetze fiir negative Exponenten und den
Exponenten Null auf Grund der Definitionen

a,—"=—l'—l und a®=1
a

hat zur Folge, daB sich die fiinf Potenzgesetze auf 3 Gesetze reduzieren
lassen:

am . q® = am+n
am.bm= (a.b)m
(am)ﬂ =qm"®

In diesen 3 wichtigen Regeln diirfen die Exponenten m bzw. n alle ganzen
Zahlen und auch Null sein.
Zum Beispiel kann man hiernach die Division von Potenzen auf eine
Multiplikation von Potenzen zuriickfiihren:

a_m= am.q— " = gmt—n = gm—n

a’l
Zur Vertiefung des neuen Stoffes dieses Abschnitts sollen noch einige
Beispiele gerechnet werden:

(Die Resultate sollen nur positive Exponenten haben.)
p
—5.9—3 _ 9—54(—% —9—6—3 _9—8 L _ 1
1) 2 23 =2"5+(3% =2—6—3 =2 = 55 = 355
2) 10¢-10—2 = 104+—2 = 104—2 = 102 = 100

2-° 5.93 —5+3 2 1 1
) = =2"%22=2 =2t=gm =
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B) 2733 3= (237 0 =60 = 5 = 1

6)
7
8)
9)
10)

11)

12)
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2—2.10—% = (2-10)—% = 20—2 = J _ 1

202 400

(@3~ 2=ad 2 —qg—6 — 1

aﬂ
— — o). 1
(@23 = a—2 a=a-—e=aT
a—'-b—'"'_z‘y"
9. y— T gspm

a—b—1lcd  Sysa?

z3y—B8z—2 = o'’

21 x—1yb 23
35z dysz—4

3
=gz—-lyﬁz—8. zﬁy—ﬁz'i

Tl S y—82—328

) c«lw

2143 g5+ (—6) z—3+4

a—izty—* a—2b—%2*
Bo—tz—5 cSys—7
_ataby—s Syt
= Po—iz—8 Gg—ip—t5 3

—ataAy—S.bIch . 5y gV bP g

a—2ad b3 chcS b a3y S ySS 7
— 243 h—345 ch+(—5) gA+(—3) y—8+625+(—)

= albte1at y0z—2

ab2z
cz?



5.4 Weitere Aufgaben zur Potenzrechnung

1) pzz—3y+5 . p85+2y—5 .pz-c-ey — paz—3v+5+az+2y—5+a +6y — pu+5y
2) 23 ya . gn—2 yu—c = p3+n—2 ya+n—-4 = gn+1 yn—l
3) (—af': (—a)f = (—ap+ti=(—a) = —a’
4) (—a)® . (—a)® = (—a)n+3 = — g2n+3
(27 soll eine positive ganze Zahl sein)
5 "—pY) @+ p)=p2—p°+ P —p°
6 @—bp-(d—a)t=(@—02[(—1): (@a—0d))
= (@— b (— 1} (@—b)f = @— b +é (— p
= @—b) (—1p=(@—b)
7) (3a® — 2b%) - (3a® 4 2b%) = 9at — 48
4 12 9 4 —12a%b% + 9a1® (20— 3af)?
8 sn—am tp = atige = g
7 ba? b
9) (az7+bar”)::c“=%+?=az+§
a!b——l a—4b—"
T Tys vy

10) = q3h—4- 27 y—-5 ca—4bh—5. 9 ys

—_ aaa—l b—4 b—5z7z——9y—5y8
—_ as—‘ b—4—5 x—9 y—5+8
= a—l b—' x—’ y—"
1
= ab'zryt
a—4b5c—1  atydzt a—4bbc—2 ath—éct
iy TS At = = Ty—is i
p— —4b56-—’ . xl y2z—3 . a4b—464 . z—'ay—-az—ﬂ
— a—‘a4b5b—ﬂc—'ﬂc‘ zl xr—2 y2 y—az—sz—4
= qg—4+4p6—4 c—z+4 pl—2 y2—3 z—3—4

11)

= af bl c2 rl y—-lz—7

_ be?
T zya2?
233\5 10318
12) (gl—yc) =:1syzo
n. (B3 gohe
13) @0 ’(a_b)‘, r e —ab
1 1

14) (— (J,“")_2 = (-_—Eb)—’ = ab

a—2b® \1 a4 boatyt
15) (a:—‘y—‘) Tz iyt gt
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U 5 Ubungsaufgaben zur Potenzrechnung
1) 2227

2) @40t (a+0d)p

3) (Tc+3d)%= - (7c + 3dy

4) %a’bx . %ab’ Y- %a"b xry
6) (a”"— ad)?

6) (—a)-(+af

7) (@t — a2 bt 4 %) - (a? + b?)

8) (—3)—*

9) —8.ab

10) (— a)—@n+D

12) (9a* — 58a?b? + 49b%): (3a2 — 4ab — Tb?)
2a4b—3 Ba—4bt

3xty—? S5x—8y?

W (=5 G5

z?—y? a—b

13)

15) (a4 b)?- (a® + b%)? - (a — b

16) ( 4a'd” )3

3z3y""1
17) (z’ + z—{,)z
18) (_ a2ﬂ-1)2

o (25
o (L3 (5



L 5 Losungen zu U 5

Es sind nur die Endresultate angegeben.
1) 10
2) (a+ )
3) (Tc 4 3d)2e+v
4) % ant3phd gn+1 ys
5) alt — 2410 | g8
6) al®
7) ab 4 bs

1
8)8—1

1
9):—v—

1
__a2n+1

10)

Sayz
11) 6bcx?

12) 3a% + 4ab—7b?
13) 3 bz
a+ b\

19 (315)
15) (a® — bd)2

64qa'3p3"
19 Sraegpn—s

1

17) 28+ 2 4 =
18) atn—?

bS : ]
19) a};
xlyl
bt °

20)

6 Mathematischer Vorkurs
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6. Wurzelrechnung

6.1 Die Wurzel

6.11 Der Begriff der Wurzel

Sie haben bisher gelernt, daB die Addition als Rechnungsart der ersten
Stufe eine Umkehrung hat. Das ist die Subtraktion. Wenn zum Beispiel
bei einer zweigliedrigen Summe
a+b=c
der Wert der Summe ¢ und ein Summand a bzw. b bekannt sind, kann
man den anderen Summanden b bzw. a durch Subtraktion finden:
a+b=c a und ¢ bekannt b=c—a
at+b=c b und ¢ bekannt a=c—b.

Dabei ist es vollig gleichgiiltig, welcher der beiden Summanden be-
kannt ist, da diese .vertauschbar sind. Weil man zur Berechnung des
zweiten Summanden stets subtrahieren mu8, hat die Addition nur eine
Umkehrung.
Entsprechendes gilt auch von der Rechnungsart der zweiten Stufe, der
Multiplikation. Auch in diesem Falle sind die Faktoren, die das Pro-
dukt bilden, vertauschbar. Wenn zum Beispiel der Wert ¢ und einer
der beiden Faktoren a bzw. b, aus denen das Produkt

a‘b=c
besteht, bekannt sind, findet man den anderen Faktor durch die um-
gekehrte Rechnungsart, durch die Division:

a-b=c a und ¢ bekannt b=% (a@ <=0)
[

a-b=c b und ¢ bekannt a=y b =+=0).

Es ist dabei wieder vollig gleichgiiltig, welcher der beiden Faktoren
unbekannt ist, stets muBl man dividieren. Die Multiplikation hat also
auch nur eine Umkehrung.
Bei der Rechnungsart dritter Stufe, dem Potenzieren, liegt der Fall
etwas anders. Zwar treten in der bekannten Potenzformel

a* =b
wieder 3 GroBen auf (a, b und =). Diese sind aber nicht gleichberechtigt
und diirfen im allgemeinen nicht vertauscht werden. Die Potenzrech-
nung hat aus diesem Grunde 2 Umkehrungen.
Bei der ersten Umkehrung wird die Basis a gesucht, wenn der Potenz-
wert b und der Exponent n bekannt sind. Wir wollen den Sachverhalt
zunéchst an einem Beispiel erkldren.
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Beispiel : a®=8.

Es soll die Basis @ gesucht werden, wenn der Potenzwert 8 und der
Exponent 3 bekannt sind. Mit anderen Worten heit dies, daB eine
Zahl gefunden werden soll, die dreimal mit sich selbst multipliziert
8 ergibt.
Es ist allgemein iiblich, da8 die gesuchte GréBe allein auf einer Seite
steht. Wir miissen in unserem Beispiel den Exponenten 3 ,auf die
andere Seite* bringen. Zu diesem Zweck schreibt man den Ausdruck
a®= 8 um:

a= ;’8 .
Man liest dies: a ist die 3. Wurzel aus 8.

Das Rechenzeichen y~ soll ein lateinisches ,,r* als Abkiirzung fiirr radix
(lat.) = Wurzel sein. Diese Deutung ist allerdings umstritten.

Kehren wir nun zum allgemeinen Fall zuriick.

Bei bekanntem Potenzwert b und bekanntem Exponenten » soll die
Basis a gesucht werden. Wir miissen also den Ausdruck a® = b nach
a auflésen. Wir fithren dafiir analog dem Zahlenbeispiel folgende
Schreibweise ein:

a=Yb

Man liest dies: a ist die n-te Wurzel aus b.
Die Zahl b, die radiziert werden muB, heilt der Radikand; die Zahl n,

mit der radiziert wird, heiBt der Wurzelexponent. Der Ausdruck 'i/-l;
heit die Wurzel und das Ergebnis @ der Wurzelwert.
Im Zahlenbeispiel ist

8 der Radikand,

3 der Wurzelexponent und

% die Wurzel.

Man kann % weiter ausrechnen. Wir haben also eine Zahl zu suchen,
die dreimal mit sich selbst multipliziert 8 ergibt. Dies ist offenbar die
Zahl 2. Die Zahl 2 ist dann der Wurzelwert.

Wir wollen nun noch kurz die eben angefiihrten neuen Bezeichnungen
mit den Bezeichnungen der Potenzrechnung vergleichen:

Bezeichnung Potenzaufgabe Wurzelaufgabe
a Basis Wurzelwert
n Exponent Wurzelexponent
b Potenzwert Radikand
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Wir haben gesehen, da man die Wurzeln nach der Ordnungszahl des
Exponenten benennt, also dritte Wurzel, fiinfte Wurzel, n-te Wurzel
liest. Am hiufigsten treten in der Mathematik und ihren Anwendungs-
gebieten zweite Wurzeln auf. Man spricht wegen ihrer groBen Ver-
breitung auch von Wurzeln -schlechthin und laBt beim Schreiben den

Wourzelexponenten 2 weg, z. B. V49 = 7 statt 2}‘/49 =17, also ,,Wurzel
aus 49 ist 7 statt ,,zweite Wurzel aus 49 ist 7*. Ahnlich wie man in der
Potenzrechnung nur die am meisten benutzten zweiten und dritten
Potenzen einer GroBe mit dem besonderen Namen Quadratzahl und
Kubikzahl bezeichnet, kennt man in der Wurzelrechnung auch fiir die
2. und 3. Wurzeln die besonderen Bezeichnungen Quadratwurzel und
Kubikwurzel. Fiir die Bezeichnung aller héheren Potenzen und Wurzeln
aber werden ausschlieSlich die Ordnungszahlen verwendet.

Setzt man den Ausdruck '}./?= a in den Ausdruck a® = b ein, so er-

hilt man
('i/F)"-: b.
Die n-te Wurzel aus b ist die Zahl, deren n-te Potenz & ergibt.

Hieraus ergibt sich sofort, daB sich Radizieren und Potenzieren mit dem
gleichen Exponenten gegenseitig aufhebt. Radizieren und Potenzieren
sind entgegengesetzte Rechenarten.

Beispiele: (7’2_7)3 =27
(rs)=s
o7~

Aus der Erklirung fiir die Wurzel folgt auch
n,—

yor =b.

o) =y5=s.

Zur Ubung sollen noch einige Beispiele gerechnet werden:

Demnach ist
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Bei der zweiten Umkehrung der Potenzierung wird der Exponent n ge-
sucht, wenn die Basis a und der Potenzwert b bekannt sind. Betrachten
wir auch in diesem Fall wieder ein Beispiel.

2n =8

Wir haben eine Zahl n zu bestimmen, die angibt, wie oft 2 mit sich
selbst zu multiplizieren ist, um die Zahl 8 zu erhalten. Es handelt sich
also um die Bestimmung des Exponenten. Wir wollen aber an dieser
Stelle nicht niher auf diese Dinge eingehen. Sie sollen den Gegenstand
des 7. Kapitels bilden.

6.12 Gerade und ungerade Wurzelexponenten — Doppeldeutigkeit
bei Wurzeln

In diesem Abhschnitt wollen wir unsere Aufmerksamkeit darauf richten,
dafl die Radikanden von Wurzeln sowohl positive als auch negative
Zahlen sein kénnen. Weiterhin ist dabei von Bedeutung, ob es sich um
gerade oder ungerade Wurzelexponenten handelt.

Die vier moglichen Fille wollen wir zunichst an Beispielen erkliren.
1. Beispiel: |4 = (4 2) oder (— 2), denn es ist
(+ 2)2 = + 4 und auch
(—2)P2=+4
2. Beispiel: {8 = 2, denn 2° = 8.
3. Beispiel: | —8=—2, denn (—2)°=—8
4. Beispiel: | —4

Dieser Ausdruck ist nach unseren bisherigen Erfahrungen
sinnlos, denn es war ja sowohl (42)2 = 4 4 als auch
(—2)2 = + 4. Auf diesen Fall werden wir im Ab-
schnitt 9.22 niher eingehen.

Um leichter auf den allgemeinen Fall schlieBen zu kénnen, betrachten
wir noch weitere Beispiele:

1) Y81 = 43, denn (+3¢=81 und
(—3)% = 81

9) Y68 =42 denn (4+2)=64 und
(—2)f =64

3) 5}/5«13.‘ = + 3, denn (+ 3)> = 243. Dagegen ist aber
(—3)5 = — 243 .



—~—~

4) Y—128 = — 2, denn es ist (—2)? = —128. Im Gegensatz dazu

ist aber (4 2)7 = 4 128.

5) i/g:—;—, denn(%)a=%.

Aus diesen Betrachtungen schlieBen wir jetzt auf den allgemeinen Fall:

I. Wurzeln mit geraden Wurzelexponenten und positiven Radi-
kanden sind doppeldeutig, d. h. sie haben stets 2 entgegengesetzt
gleiche Werte. Der dabei auftretende positive Wurzelwert wird
als Hauptwert der Wurzel bezeichnet.

Wenn nichts anderes angegeben wird, beschrinken wir uns bei
Rechnungen immer auf diesen Hauptwert.

II. Wurzeln mit ungeraden Wurzelexponenten sind eindeutig. Ist
der Radikand positiv, so ist auch der Wurzelwert positiv, ist der
Radikand negativ, 8o ist auch der Wurzelwert negativ.

Da uns umfassendere Kenntnisse noch fehlen, miissen wir uns zunichst
mit obigen Formulierungen begniigen. Sie bediirfen noch einer spiteren
Vervollstindigung.

6.13 Rationale und irrationale Zahlen

In den bisher betrachteten Beispielen fiir Wurzeln ergaben sich als deren
Werte stets ganze Zahlen oder Briiche. Das lag daran, da8 als Radikand
einer n-ten Wurzel stets die n-te Potenz einer ganzen Zahl oder eines
Bruches auftrat. Wir erkannten z. B.

V256 =5, weil 25=5%ist
V27T =3, weil 27=3%ist

=3 e (3.
Jetzt wollen wir solche n-te Wurzeln behandeln, deren Radikanden
keine n-ten Potenzen einer ganzen oder gebrochenen Zahl sind, sondern
beliebige ganze Zahlen oder Briiche. Sehen wir uns z. B. den Ausdruck
Y2 an. Da}1=1und {4 =2 ist, muB der Wert J 2 eine Zahl zwi-
schen 1 und 2 sein. Der Wurzelwert von } 2 ist also auf keinen Fall

eine ganze Zahl. Wir wollen zeigen, daB J 2 auch nicht durch einen
Bruch dargestellt werden kann. Das beweisen wir indirekt, d.h. wir
nehmen das Gegenteil unserer Behauptung als richtig an und weisen
dann einen Widerspruch nach, der uns zeigt, dafl das Gegenteil unserer
Behauptung falsch und also unsere Behauptung selbst richtig war.
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Es sei also
T=2
q
ein Bruch, der bereits so weit wie moglich gekiirzt wurde. Die ganzen
Zahlen p und q besitzen also keinen gemeinsamen Teiler mehr.
Wir quadrieren diese Gleichung und erhalten

oder
2¢2 =p?.

Hieraus erkennt man, daB p? eine gerade Zahl sein muB. Daher ist
auch p eine gerade Zahl, denn das Quadrat einer ungeraden Zahl ist
wieder eine ungerade Zahl, wie Sie aus folgendem sehen:

2rn+1)2=4n*4+4n+1=2(2n*+2n)+1.
Also gestattet p eine Darstellung

p=2a.
Daraus folgt
P® = 4a®.
Unsere Gleichung 2¢? = p? geht damit iiber in
2¢% = 4a?,

wenn wir fiir p? den Wert 4a? einsetzen. Dividieren wir unsere letzte
Gleichung durch 2, so ergibt sich

q2 = 2a®.
Daraus folgt, daB ¢2 und also auch ¢ eine gerade Zahl sein miifite. Dies
hatten wir auch schon fiir p gezeigt. Aus diesem Grunde miiten p
und ¢ mindestens den gemeinsamen Teiler 2 besitzen. Dagegen hatten
wir aber vorausgesetzt, da8 p und ¢ keinen gemeinsamen Teiler haben
sollten.
Damit sind wir zu einem Widerspruch gelangt und schlieBen daraus,
daB unsere urspriingliche Annahme, némlich die Darstellung

}/§-= £ ’
q
falsch ist.
Wir haben also bewiesen:

Der Wert von | 2 ist weder eine ganze Zahl noch ein Bruch.
In analoger Weise wie oben liBt sich das z. B. auch fiir /3, {5, VI

und dhnliche Wurzeln zeigen. Um auch solchen Ausdriicken Zahlen zu-
ordnen zu kénnen, miissen wir neben den uns bisher bekannten ganzen
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Zahlen und Briichen neue Zahlen einfiihren. Es sind die sogenannten
Irrationalzahlen. An dieser Stelle wollen wir uns daran erinnern, wie der
urspriinglich gegebene Bereich der natiirlichen Zahlen (1, 2, 3, . . .)
schrittweise erweitert wurde. Addition und Multiplikation natiirlicher
Zahlen ergaben stets wieder natiirliche Zahlen. Dagegen fiihrte die Sub-
traktion natiirlicher Zahlen zur Einfiihrung der Null und der negativen
Zahlen und die Division natiirlicher Zahlen zur Einfiihrung von Briichen.
Die Division durch Null wird dabei ausgeschlossen. Die natiirlichen und
die negativen natiirlichen Zahlen nebst der Null fassen wir unter dem
Namen ganze Zahlen zusammen.

Die Menge der ganzen und gebrochenen positiven und negativen Zahlen
heiBt die Gesamtheit der rationalen Zahlen. In ihr sind die 4 Grund-
rechenarten sowie die 1. Rechenoperation der 3. Stufe, das Potenzieren,
unbeschrinkt ausfithrbar. Das heit, daB die Zahlen, die aus rationalen
Zahlen durch obige 5 Rechenoperationen entstehen, wieder stets rational
sind. Wenden wir aber die 2. Rechenoperation der 3. Stufe, das Radi-
zieren, auf rationale Zahlen an, so entstehen, wie schon gesagt, nur in
den Spezialfillen wieder rationale Zahlen als Wurzelwerte. Im allge-
meinen Falle ergeben sich beim Radizieren rationaler Zahlen Wurzel-
werte, die wir als irrationale Zahlen im Gegensatz zu den rationalen
bezeichnet hatten. Das Radizieren fiihrt also zu einer Erweiterung des
Zahlenbereichs. Die rationalen und die irrationalen Zahlen bilden
zusammen die Menge der reellen Zahlen. In dieser Menge sind die
Rechenoperationen von der 1. bis zur 3. Stufe unbeschrinkt aus-
fithrbar. Ausgenommen ist dabei das Radizieren mit negativen Radi-
kanden und geraden Wurzelexponenten.

Nachdem wir uns diesen Uberblick iiber die Zahlenbereiche, die wir jetzt
kennen, verschafft haben, wollen wir versuchen, das Wesen einer irra-
tionalen Zahl zu erfassen. Dazu betrachten wir wieder unser Beispiel J/2.
Wir hatten schon festgestellt, daB } 2 zwischen 1 und 2 liegen muB.

¥ 2 liegt aber sogar zwischen 1,4 und 1,5, weil 1,42=1,96 und 1,52 =2,25
ist. Probiert man weiter, so findet man, da8

14l <Y2 <142 ist,
da 1,412 = 1,9881 und 1,422 = 2,0164.

Man kann sich so dem Wert von } 2 schrittweise auf beliebig viele
Dezimalstellen nahern, ohne jedoch den wahren Wert von } 2 je zu

erreichen. Denn wire das der Fall, so wiire } 2 als endlicher Dezimal-
bruch darstellbar. Diesen endlichen Dezimalbruch kann man sofort in
einen gemeinen Bruch umschreiben. Es war aber schon gezeigt worden,

daB J 2 kein gewohnlicher Bruch ist. Aus diesem Grunde kann auch
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¥ 2 kein unendlicher periodischer Dezimalbruch sein, da sich auch diese

als gewohnliche Briiche schreiben lassen. Dasselbe wie fiir | 2 gilt auch
fiir alle anderen irrationalen Zahlen.

Wir kénnen also sagen:

Irrationale Zahlen sind unendliche nichtperiodische Dezimalbriiche.
Man kann thren genauen Wert nicht erfassen, jedoch konnen sie mait
beliebiger Genauigkeit zwischen zwei rationale Zahlen eingeschlossen
werden.

6.14 Das Ziehen von Wurzeln

Man wird erwarten, daB in diesem Abschnitt Verfahren zur Berechnung
von Wurzeln angegeben werden, bei denen der Radikand eine bestimmte
Zahl ist. Oft wird ein Verfahren zur Berechnung von Quadratwurzeln
dargestellt. Wir wollen aber hier auf dieses in der Schule gebrachte Ver-
fahren verzichten, da es in der Praxis fast keine Verwendung findet. Wir
begniigen uns zunichst mit Tafeln, in denen die wichtigsten Wurzeln,
niamlich die Quadrat- und Kubikwurzeln, fiir die ganzzahligen Radikan-
den 1 bis 50 angegeben sind. Spiter werden wir Wurzeln mit Hilfe von
Logarithmen berechnen. Darauf soll aber jetzt nicht eingegangen werden.

Tafel 1: Quadratwurzeln Tafel 2: Kubikwurzeln
3,— 3, —
z }/? z }/7 z J= z }/ z
1 1,0000 26 | 5,0990 1 1,0000 26 2,9625
2 1.4142 27 5,1962 2 1,2599 27 | 3,0000
3 1,7321 28 | 5,2915 3 1,4422 28 | 3,0366
4 2,0000 29 | 5,3852 4 1,5874 29 | 3,0723
5 | 2,2361 30 | 5,4772 5 1,7100 30 | 3,1072
6 2,4495 31 5,5678 (] 1,8171 31 3,1414
7 2,6458 32 | 5,8569 7 1,9129 32 3,1748
8| 2,8284 33 | 5,7446 8 | 2,0000 33 3,2075
9 3,0000 34 | 5,8310 9 | 2,0801 34 | 3,2396
10 | 3,1623 35 | 5,9161 10 2,1544 35 3,2711
11 3,3166 36 | 6,0000 11 2,2240 36 3,3019
12 | 3,4641 37 6,0828 12 2,2894 37 3,3322
13 | 3,6056 38 | 6,1644 13 2,3513 38 | 3,3620
14 3,7417 39 86,2450 14 2,4101 39 3,3912
15 3,8730 40 | 6,3246 15 2,4662 40 | 3,4200
16 | 4,0000 41 6,4031 16 | 2,5198 41 3,4482
17 4,1231 42 | 6,4807 17 2,6713 42 | 3,4760
18 | 4,2426 43 | 6,5574 18 | 2,6207 43 3,5034
19 | 4,3589 44 | 6,6332 19 2,6684 44 3,5303
20 | 4,4721 45 86,7082 20 | 2,7144 45 3,5569
21 4,5826 46 | 6,7823 21 2,7589 46 | 3,5830
22 4,6904 47 6,8557 22 | 2,8020 47 3,6088
23 | 4,7958 48 | 6,9282 23 2,8439 48 | 3,6342
24 | 4,8990 49 7,0000 24 2,8845 49 3,6593
235 5,0000 50 | 17,0711 25 2,9240 50 | 3,6840
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6.2 Die Wurzelgesetze

Im Abschnitt 6.14 ist darauf hingewiesen worden, da8 Wurzeln im all-
gemeinen mit Hilfe von Zahlentafeln oder Logarithmen berechnet wer-
den. Hierbei handelt es sich aber stets um Wurzeln aus bestimmten
Zahlen. Beim Ausrechnen von Wurzeln, unter denen auch allgemeine
Zahlen vorkommen, miissen wir andere Losungswege gehen. Haufig
lassen sich die Radikanden umformen, vereinfachen oder auch mit
anderen Gliedern zusammenfassen, so da8 iibersichtlichere Formen ent-
stehen.

In den folgenden Abschnitten soll nun auf die einzelnen Wurzelgesetze
eingegangen werden.
6.21 Addition und Subtraktion von Wurzeln

Fiir die Addition und Subtraktion von Wurzeln gilt der folgende Satz:

‘Wurzeln lassen sich nur dann addieren bzw. subtrahieren, wenn sie
den gleichen Radikanden und den gleichen Wurzelexponenten haben.

Diese Regel wollen wir nun an einigen Beispielen verdeutlichen:
1) 8Y134+5Y13=(8+5)}/13=13/13
2)8Y13—5)13=(8—5)y13=3)13
3) 861 2+5)2=(6+572=1172
83— 83— 3,—
f)aYz+Vz=@+1}z
5)2Ya+s3Vat+afa=2+3+9Va=9ya
6)2Ya+6fatafa—2Va=C+6)Ja+ea—2)Ya
. =sVa+2ye
N Va+2Yb—3Ya+5/b—6)0d
=1—3)Ja+@2+5—6))0
=—2ya+1Yyb
——2ya+VF.
Sie werden an einigen der obigen Beispiele erkannt haben, da8 Wurzeln,
die nur den gleichen Wurzelexponenten oder nur den gleichen Radi-
kanden haben, nicht addiert bzw. subtrahiert werden kénnen.
6.22 Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten

Die Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten wollen
wir an folgendem Beispiel darstellen:

V%15
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Nach unseren bisherigen Kenntnissen wiirden wir durch getrenntes
Wurzelziehen das Produkt zweier irrationaler Wurzelwerte erhalten, weil
die Radikanden 20 und 45 keine Quadratzahlen sind. Um das zu ver-
meiden, beweisen wir zuniichst ein allgemeines Gesetz, das uns die
Rechnung erleichtern wird. Wir wollen ganz allgemein

Ve s
berechnen.
Dazu setzen wir

n
Vo =a
73 =8.
Wir potenzieren beide Gleichungen mit dem Wurzelexponenten =:
af -
n,—\n
(5 =
Im Abschnitt 6.11 wurde bemerkt, daB sich Radizieren und anschlieBen-

des Potenzieren mit dem gleichen Exponenten aufhebt. Fithren wir dies
auf beiden Seiten obiger Gleichungen aus, so erhalten wir:

a=o"

b=p"
bzw.

a®* =a

pr=05b.

Wir multiplizieren nun beide Gleichungen miteinander, d. h. es werden
die rechten bzw. linken Seiten beider Gleichungen miteinander multi-
pliziert. Das ergibt

or-fr=a-b.
Wir wenden das III. Potenzgesetz (Abschnitt 5.24) auf der linken Seite
dieser Gleichung an und erhalten

(¢-p*=a-b.

Danach radizieren wir beide Seiten mit dem Exponenten n:

n n

V(- gr=Ya-b.
Wie Sie wissen, sind Potenzieren und Radizieren mit gleichem Expo-
nenten Rechenoperationen, die einander aufheben. Es ergibt sich also
aus der letzten Gleichung:

a~ﬂ='}7a-b.
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Beachten wir nun, daB

a
und p=1%
war, 8o konnen wir weiterhin schreiben:
@ Va-Vo =Va-b|.

Diese Formel besagt in Worten:

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten werden multipliziert, indem
man das Produkt ihrer Radikanden mit dem gemeinsamen Wurzel-
exponenten radiziert.

Ein Produkt mit beliebig vielen Faktoren, die simtlich Wurzeln mit
gleichen Wurzelexponenten sind, 1iBt sich nach diesem Satz folgender-
maBen darstellen:

Ve Y5 -...Vw=Va b ... w.
Es wird empfohlen, den Beweis hierfiir zur Ubung selbst durchzufiihren.
Kehren wir nun zu unserem Zahlenbeispiel zuriick.

Es lautete
V-5,

Nach unserem abgeleiteten Wurzelgesetz kénnen wir dafiir
V20 Y35 = 2045 = {500
schreiben.
Wie Sie erkennen werden, ist 900 das Quadrat von 30.
Es ergibt sich also
Y20-Y45 =30.
Oft ist aber fiir die Durchfiihrung von Rechnungen nicht das Wurzel-
gesetz in der Form (I), sondern seine Umkehrung
(Ta) Vab=Ya -Vt
von Vorteil.
In Worten heiBt das:

Ein Produkt wird radiziert, indem man jeden Faktor einzeln radiziert
und die erhaltenen Wurzelwerte miteinander multipliziert.

Den Nutzen der Formel (Ia) erkennen Sie am besten an einem Beispiel:
8)——
¥ 216.
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Da wir eine dritte Wurzel zu ziehen haben, versuchen wir die Zahl 216
in ein Produkt von uns bekannten, moglichst kleinen Kubikzahlen zu
zerlegen.

Fiir unser Beispiel finden wir
216 = 8-27.
Es ergibt sich also
V216 —y8-27.
Wir wenden jetzt die Umkehrung des Wurzelgesetzes, (Ia), an:
Vs 2i=y8-y77.
Wir wissen, daB
3
V8 =2
und V27 =3 st
Mit Hilfe dieser Werte ergibt sich fiir unser Beispiel:
V26=y8-J21=2-3.

V216 =6.

Eine weitere wichtige Anwendung der Formel (Ia) wollen wir an fol.
gendem Beispiel erliutern:

y1z.

Wir zerlegen den Radikanden 12 in Faktoren:
VE=V2-2-3=}/22-3.
Nach Anwendung des Gesetzes (Ia) erhalten wir:
JIZ=yT-{3
und weiter yiz2=2-y3.
Damit haben wir aus 12 die Wurzel wenigstens teilweise gezogen und
dadurch ein Produkt bekommen, das aus einem rationalen und einem
irrationalen Faktor besteht. Es ist nimlich nicht in jedem Fall még-

lich, den gegebenen Radikanden so in ein Produkt zu zerlegen, da8 die
Wurzeln aus den einzelnen Faktoren rationale Werte ergeben.

Das Verfahren der Produktzerlegung des Radikanden und des an-
schlieBenden teilweisen Wurzelziehens nennt man partielles Radizierenl.
Die besondere Bedeutung dieses Verfahrens besteht darin, da8 sich un-
iibersichtliche Ausdriicke dadurch wesentlich vereinfachen. Die nu-

! pars (lat.) = Teil
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merische Berechnung von Wurzeln kann so erheblich abgekiirzt werden.
Wir wollen dies an einigen Beispielen zeigen :

Hy2u=y46=y4-J6=2-V6

2 VBl=Y23=VZ-y3=3-3

V5t =5-Vat- V5 -Vo=a-by50

4) Y 28a3b7=)22-7-a%-a 080
=Y2-Y7-Yat-Ya -y VB
=2ab®Y7-Ya-yb
=2ab)y7ab.

Wegen seiner hiufigen Anwendung ist es zweckmiBig, sich das Wurzel-
gesetz (I) gut einzuprigen, obwohl wir spiter dieses und alle folgenden
Wourzelgesetze auf die uns schon bekannten 3 Potenzgesetze zuriick-
fithren werden. Zunéchst wollen wir auch die anderen Wurzelgesetze
unabhiingig von den Potenzgesetzen behandeln. Die Begriindung dafiir
wird sich spéter zeigen.

Zur Vertiefung des in diesem Abschnitt dargelegten Stoffes rechnen wir
noch einige Beispiele:

)Y3-y21=y3-21=/8l=09
2)V2-V3-V6=/2-3-6=y36=6

3) Y 4a2bt- ) 25420 = | 100a% 8% = 10a2)3
49 Yda=y4-Ya=2-Ya
Yo=Y Jz=2-z

6) VTP = |2 V2 VP R =32z,

6.23 Division von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten

Die Division von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten erliutern wir
wieder an einem Zahlenbeispiel :

Yo

Y45
Durch sofortiges Radizieren der Zahlen 20 und 45 wiirden sich irrationale

Zahlen ergeben, mit denen dann die Division durchzufiihren wire. Wir
wollen in diesem Abschnitt den gleichen Weg gehen wie bei der Multi-
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plikation von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten. Es wird also zu-
erst eine allgemeine Formel fiir

”n

Vo

Vo

abgeleitet.

Zu diesem Zweck setzen wir wieder
Vo=«

und
n,—
V5—=5.

Wir potenzieren beide Gleichungen wie im vorigen Abschnitt mit dem
Exponenten n und erhalten

(Vaf = e
(DEYS

Da sich Radizieren und Potenzieren mit dem gleichen Exponenten auf-
hebt, ergibt sich:

a= "
b=pr
bzw.
a® = a
pr=0.

Wir dividieren die erste Gleichung nun durch die zweite und er-
halten

=2.
b

=R

Wir wenden auf der linken Seite der Gleichung das IV. Potenzgesetz
(Abschnitt 5.25) an:

Daraus folgt
[ 1 a
By

95



Erinnern wir uns, daB « = Wnnd B= Vb—war, 80 konnen wir hierfiir
schreiben:

(II) ;V_g = "‘/g

In Worten a8t sich das folgendermaBen formulieren:

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten werden dividiert, indem man
den Quotienten der Radikanden mit dem gemeinsamen Wurzelexpo-
nenten radiziert.

Wir wenden uns wieder unserem urspriinglicher: Zahlenbeispiel zu:
Voo
Va5

Nach dem II. Wurzelgesetz ergibt sich:
Y20 1/20 _1/4 2
ﬁ‘ _] % )9 3

Ebenso wie fiir das I. Wurzelgesetz kénnen wir auch fir das IT. Wurzel-
gesetz die entsprechende Umkehrung finden:

(I1a) V“ .

Vs
In Worten:

Ein Quotient wird radiziert, sindem man Dividend und Divisor einzeln
radiziert und den Wurzelwert des Dividenden durch den Wurzelwert

des Divisors dividiert.
Auch hierzu wollen wir ein Beispiel rechnen:
3 —— 3— —
6 6 6 138
my—==5-35/8

Zur Division von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten betrachten
wir als Ubung noch einige Beispiele:

':/: -3—=V‘1’8=3-ﬁ.

}/693
}l2z V3
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4,— — —
}/ab 4 /ab 4 a
Y ab b

4) "a= /2 =YE=b
V; /5

5) 1/4_Ye_ 2
3 yYs y3

6.24 Rationalmachen des Nenners

Wie Sie beim letzten Beispiel sehen, entsteht im Nenner eine irrationale
Zahl. Diese erschwert die zur Bestimmung des Bruchwertes nétige
Division. Daher ist es zweckmi8ig, den Bruch so zu erweitern, daB sein
Nenner beim Radizieren zu einer rationalen Zahl wird. Man nennt dieses
Verfahren das ,,Rationalmachen des Nenners‘.

Betrachten wir nun das letzte Beispiel des vorigen Abschnitts weiter:

I/i =2
373
Wir erweitern die rechte Seite dieser Gleichung mit }'3 und erhalten
Tt 505 s
V3-Y3 {3
Im AnschluB daran wollen wir die eben dargelegte Methode allgemein
behandeln. Es soll der Bruch

a
n—"
Vo7
wobei b rational sein soll, so verindert werden, daB der Radikand des
Nenners zu einer n-ten Potenz wird. Aus diesem Grunde erweitern wir
den gegebenen Bruch mit 77, wobei ¢ so gewihlt wird, daB p + g =n ist:
n—
a _a- }/b’
— = a— "
TANTATT

Im Nenner wenden wir das I. Wurzelgesetz an:

a _a-for

Voo Vor-w
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Nach dem I. Potenzgesetz liBt sich dafiir auch schreiben:
a _a-JW.
Vo Yo
Wegen unserer Bedingung p + ¢ = n erhalten wir hieraus:
o _a ¥ _a l’_ ~8 v
(AT b
Wir wollen das Rationalmachen des Nenners noch an einigen Beispielen
iben:

10 _10-¥s _10y5 _10,=_,.
) V_F Goys Yo 5o YE

2) }/7a ?rﬁ_a}‘hzz_i/?az.
I J— —_

* Ve Ve im Ve "
Auch wenn der Nenner eines Bruches z. B. aus 2 Gliedern besteht, von
denen eines oder auch beide eine Wurzel sind, rechnet man den Bruch
so um, daB der Nenner rational wird. Wir wollen uns hier aber nur auf

Quadratwurzeln beschrinken, weil diese uns am hiufigsten begegnen.
Betrachten wir gleich den allgemeinen Fall:

Vd+V
In diesem Fall erweitern wir den Bruch mit (f'd —}¢):
(i)
(Va+Ve)({a—Ve)

Sie sehen, daB es sich im Nenner um die Multiplikation zweier Binome
von der Form (a + b) (a2 — b) handelt. Wir haben also zu rechnen:

T+ Vo) (A=) = (T — (fe)t =d—e.

Daher nimmt unser Bruch die Gestalt an:

c(fa—ye) _olfa—ye)_
Ty = —a=sa=¥e).

Falls der gegebene Ausdruck die Form

Va—Ve

— (c beliebig, d und e rational).
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hat, so erweitern wir ihn entsprechend mit (J'd + }¢). Als Ergebnis
erhalten wir in diesem Falle:

T—d+Ve).

Zur Ubung wird die Durchfiihrung des letzten Rechenganges emp-
fohlen. Es sollen nun noch einige Beispiele gerechnet werden:

1) 1 2—V3 _2—V3 _2—V3_2—Y3
2+ V3 (2+}’_5)(2—V?) g —(f3) 43 !
=2—V3
g 3 . _36B+Ve) _3G+Ve) 3(+Vs)
s—1e (B—Ve)3+Ve) 3—(s)) 96
_364V9) 3,y
R 1n(r+3¥3) _u(r4+3y3)
17—3ys  (1—3V3)(1+3V3) m—(3V3)
_u(r+3yY3)_n(@+3yY3) u(r+3y3)
="49—9:3 — 4d0—27 — m
—Lays3y3)
4)ﬁ+ﬁ=(lf§+l’5)ﬂ/?+"3)=(}’_37'+2'}’?-}’?+(V5)'
Vs—y2 (f3—V2) (/s +V2) (V3)—(2)
=3+§_’/_"2+2=5"‘f‘/°=5+2}/§.

6.25 Potenzieren von Wurzeln

In den folgenden Abschnitten wollen wir diejenigen Gesetze der Wurzel-
rechnung untersuchen, die sich ergeben, wenn die Rechenarten der
3. Stufe auf Wurzeln angewendet werden. Wir wenden uns zuerst dem
Potenzieren von Wurzeln zu. Zunichst beginnen wir wieder mit einem
Beispiel.
Beispiel:
(y2)°.

Nach der Definition des Potenzbegriffes bedeutet das:

2 =yz-y2-y2-y2-y2-y2.
Wir multiplizieren diese Wurzelfaktoren nach dem I. Wurzelgesetz und
erhalten:

V2)y=y2-2-2-2-2- 2=y28=28=8,
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Fiir den allgemeinen Fall
(yar
1aBt sich folgende Formel ableiten:
Ja)"=Ya -Va-....-Ya
m Faktoren 'i/&"
=”}/a-a~...~a=7?"
— —

m Faktoren a

() (Ya)" = Yam

Wir sprechen dieses Gesetz in folgendem Satz aus:

Eine Wurzel wird potenziert, indem man thren Radikanden potenziert
und die entstandene Potenz mit dem Wurzelexponenten radiziert.

Dazu noch einige Beispiele:
D7) =VT="2=49
2) (3 =y =81 =27.
Auch fiir das ITI. Wurzelgesetz haben wir eine Umkehrung:

(Ila) Vam = (Y2
Das heiBit in Worten:

Eine Potenz wird radiziert, indem man thre Basis radiziert und die
entstandene Wurzel mit dem Potenzexponenten potenziert.

Einige Beispiele sollen Thnen das néiher erliutern:
NyBE=y3i-yEr=(3=n=9
Ve =YE =Y =(D ==
g) Yo=Y @y=Fa)'=as.

6.26 Radizieren von Wurzeln
Als letztes Wurzelgesetz behandeln wir das Radizieren von Wurzeln.

Es soll n
VZ}/E

berechnet werden.
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Zu diesem Zweck setzen wir

m
]/n_
a=r,

Wir potenzieren die Gleichung mit dem Exponenten m und erhalten

/e -

Da sich Potenzieren und Radizieren mit dem gleichen Exponenten auf-
hebt, ergibt sich:
Ya=m.

Jetzt potenzieren wir diese Gleichung mit dem Exponenten n:

(Va) = gmpn = rm -

oder a=1m"",
Radizieren wir diese Gleichung noch mit dem Exponenten m - n, so
ergibt sich schlieSlich:
e R
Da wir

gesetzt hatten, kénnen wir weiterhin schreiben:

oder auch

(IV) V a="%a

Fassen wir dieses Ergebnis in Worte:
Eine Wurzel wird radiziert, indem man den Radikanden mit dem
Produkt der Wurzelexponenten radiziert.

Fiir mehrfaches Radizieren von Wurzeln gilt eine entsprechende Formel,
die Sie sich selbst ableiten mégen. Sie lautet
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Es seien noch einige Beispiele dazu angefiihrt:

1) , jea=yei=yei=y2 =2
2) “s/ﬁ=l?/;ﬁ=x.

Auch das IV. Wurzelgesetz besitzt eine Umkehrung:

(IVa) =V =)o - ‘/’";/7

Mit Hilfe des IV. Wurzelgesetzes liBt sich eine Formel fiir die Multi-
plikation von Wurzeln mit gleichen Radikanden aufstellen. Es soll be-
rechnet werden:
m— n—
a-Va.

Wie bekannt, kann man eine GréBe mit dem gleichen Exponenten
potenzieren und radizieren, ohne ihren Wert zu éndern. Die Wurzel

"i/; wird mit n und die Wurzel W mit m potenziert und darauf radi-
ziert. .us ergibt sich:

n m
m— N m,—\n n,—\m
Va i =)Va) - V=)
Nach dem III. Wurzelgesetz verindern wir die Radikanden der rechten
Seite obiger Gleichung:

n m
m— n— m— n——
a-fa = a® - }/a"'.

Auf der rechten Seite wenden wir das IV. Wurzelgesetz an und er-

halten:

Vo -Va="Ya "Yaom.
Da es sich rechts um Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten handelt,
formen wir obigen Ausdruck nach dem I. Wurzelgesetz um:

Vo Yo =Yoo

oder
) Vo -Va="Yam+s,

Das bedeutet:
Wurzeln mit gleichen Radikanden werden multipliziert, indem man
den gemeinsamen Radikanden mit der Summe der Wurzelexponenten
potenziert und mit dem Produkt der Wurzelexponenten radiziert.
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Fiir die Division von Wurzeln mit gleichen Radikanden gilt entsprechend

"7=V("V7) _}/a —V_ S

(.
(V1) ,;i =" Far=m
a
In Worten heiBt das:

Man dividiert Wurzeln mit gleichen Radikanden, indem man den
gemeinsamen Radikanden mit der Differenz der Wurzelexponenten
potenziert und mit dem Produkt der Wurzelexponenten radiziert.

Auch zum V. und VI. Wurzelgesetz rechnen wir einige Beispiele:
Vo -Ye="Vem=Yo

—=1‘i/7n-a=3/7.

3) m‘, Ha=Ya.

6.27 Zusammenfassung

In den letzten Abschnitten sind die Wurzelgesetze ausfiihrlich dargestellt
worden. Wir fassen sie nochmals zusammen:

@

-~ |~ 3
15T o]
3

(IT) =2
(1) (yay=ve
) Va="%a

v) Va -Va="Fam+"
(V1) Va L T e 3

~a
Q|
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Wie wir schon sagten, ist es nicht unbedingt notwendig, sich die Wurzel-
gesetze in obiger Form zu merken. Diese Wurzelgesetze kénnen namlich
auf die Potenzgesetze zuriickgefiilhrt werden. Allerdings ist es emp-
fehlenswert, sich das I. Wurzelgesetz genau einzuprigen, da es fiir das
oft notwendige partielle Radizieren gebraucht wird.

6.3 Zuriickfiihrung der Wurzeln auf Potenzen
6.31 Die Definition der Bruchpotenzen

Der Begriff der Potenz war bisher nur fiir positive und negative ganze
Exponenten erklirt. Wir erkliren ihn jetzt auch fir gebrochene Ex-
ponenten.

Wir definieren:
m

n —_
]/ a™ — gt
m
und nennen a® eine Bruchpotenz.
Der Gedanke dieser Schreibweise entsteht dadurch, da3 man einerseits

weiB, daB
Yo =Yam = ({am)"
= a,m
ist, und andererseits nach der Potenzrechnung
n——\n w  P.a
(}/a”’) = (a”) =a"® =a™
gilt, da auch die neu definierten Potenzen mit gebrochenen Exponenten

den 3 Potenzgesetzen gehorchen, was wir jedoch jetzt erst noch zu be-
weisen haben.

Nach unserer Definition kénnen wir also fiir

1) Vo® = a5

2) i/—ﬁ— —at
3) Yo" = at
38— 1
) Vz—y=(z—yp
schreiben.
Umgekehrt kann man selbstverstinalich auch Bruchpotenzen in Wurzeln
umschreiben:
1
)ar=ya 3) zn="Yz
2 S—- -1 1 1
2) cs=YV¢ 4)a v ="7F= "=
at Va
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6.32 Berechnung von Wurzelaufgaben mit Hilfe des I. Potenzgesetzes

Im folgenden Abschnitt wollen wir Wurzelaufgaben mit Hilfe des
I. Potenzgesetzes losen. Wir wissen bereits aus Abschnitt 6.31, daB
wir Wurzeln in Form von Bruchpotenzen schreiben kénnen:
— m
}/a’" =a".
Auf die so entstandenen Bruchpotenzen wenden wir dann das I. Potenz-
gesetz an, da es auch fiir gebrochene Exponenten giiltig ist:
2 r 2T
a?-a’'=a? °

Dies wollen wir im folgenden beweisen.
Wir schreiben die Bruchpotenzen in Wurzeln um und erhalten

R et e
e Y e
i Vi

8¢, —— 89—
= azn . Vaftl

EIL]

a

98—
— 8
=V a"

98—
— 8
=Y,

(P, ¢, r und 8 sind ganzzahlig.)

Schreiben wir die zuletzt erhaltene Wurzel wieder als Bruchpotenz, so
ergibt sich

2 wmtn
a? a’=a ¢
und
p T D, T
= —_— _+_
a?-a* =a® *

Damit ist gezeigt, dafl auch Bruchpotenzen mit gleicher Basis multi-
pliziert werden, indem man ihre gemeinsame Basis mit der Summe der
(diesmal) gebrochenen Exponenten potenziert.

Es sei noch bemerkt, daB wir die Ergebnisse unserer Rechnungen stets
wieder aus der Potenzform in die Wurzelform umschreiben.
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Beispiele:

9) Vb Vb =bF b5 =bi 5 = be =T

z 49—
) p==-—7=27° o=z
yz 13
4 5 3 1 43 40,3
4) Ja® }[E’=a4~ab=a —agntw®
40 3
= q20 - q20
20,—
=a? Jad.

Wir hitten diese Aufgaben auch unter Benutzung der Wurzelgesetze
rechnen koénnen. Da8 die Ergebnisse dieselben sind, wollen wir noch

zeigen.
l)}/a }/az—}/a cat= }/—9—0,
2)}/b°}/_=_}/b3+3=}/b5
3) W—uzm-_-g‘i/?

12, —
z

eI .

o Ve Yar= ]/(‘;/“.ﬁ)“ - V(i/zv)‘

=Y as. Y am =Y

—-ai/a“—ai/a“ a3
_.”iIFJ } a®
=q- Vas

Es sind die Zwischenrechnungen weggelassen worden.

Sie haben gesehen, daBl der Rechenweg durch Anwendung der Bruch.
potenzen in den meisten Fillen vereinfacht und verkiirzt wird. Daher
wird man in Zukunft meist diesen Weg gehen.

6.33 Berechnung von Wurzelaufgaben mit Hilfe des ITL. Potenzgesetzes

Ebenso wie das I. gilt auch das III. Potenzgesetz fiir gebrochene Ex-

ponenten, d. h. es ist:
2 2 ?

a? - b? = (a-b)?.
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Auch dies wollen wir wieder beweisen.
Zunichst schreiben wir die Bruchpotenzen gemifB der Definition als

Wurzeln:
ot 50— Vo Vo

Bei Anwendung des I. Wurzelgesetzes auf der rechten Seite erhalten wir:
2 2
a? -3¢ =Va?-t?.
Wir kénnen auf den Radikanden das III. Potenzgesetz anwenden,
da ja p und q ganze Zahlen sind:
)

ot b=V (a5,

Weiterhin ergibt sich hieraus bei Beachtung der Definition der Bruch-
potenzen:

DL

r 2
q

a?-b% = (a-b)?

Damit haben wir gezeigt, dal man auch Potenzen, die einen gleichen
gebrochenen Exponenten haben, multipliziert, indem man das Produkt
ihrer Basen mit dem gemeinsamen gebrochenen Exponenten potenziert.
Daher konnen wir es ebenfalls zur Berechnung von Wurzelaufgaben
verwenden.

Beispicle: 1) Ya - Jb = v bt = (a - b)
2 2
.

2)}’_2 V=27 y7=(2y)
o
Ve y® i
LR 2
=@y =V r=)(5)

(g1)% - (p—1) = (g2 p— s
10 —

i a2,

=V r

I
P
-
LS}
bl
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Wir erhalten diese Ergebnisse auch unter Anwendung der Wurzelgesetze.
Das wollen wir im folgenden zeigen:

Hya-Ybo=ya-b
9 V2 Vii= V2=V (= 9t

H 5 2 5 % )
3)}/:3 x? (z)

6.34 Berechnung von Wurzelaufgaben mit Hilfe des V. Potenzgesetzes
Auch das V. Potenzgesetz ist fiir gebrochene Exponenten giiltig:
2\r pr
(a’ )' =a?"”’

Um das zu beweisen, wenden wir die Definition der Bruchpotenz zwei-

mal an und erhalten
el =)/

Fiir den Radikanden der s-ten Wurzel kénnen wir nach dem III. Wurzel-

q—
gesetz auch Y a? schreiben. Es gilt also:

LRI A —
(a ¢ )s =|/Va.
Nach dem IV. Wurzelgesetz gilt weiter:

P r
—\— _q_~8—
(a“)' ="V,
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Die rechte Seite dieser Gleichung schreiben wir als Bruchpotenz um

und erhalten:
P\T pr
(aq)‘ =ql"8

Sie sehen also, daB Potenzen mit gebrochenen Exponenten ebenso
potenziert werden wie solche mit ganzzahligen Exponenten, nimlich
durch Potenzierung der Basis mit dem Produkt der Exponenten.
Wir kénnen somit auch das V. Potenzgesetz zur Berechnung von Wurzel-
aufgaben verwenden

Beispiele: 1) ;/ b2 = l/ B = b‘
2) Vﬁ:ﬁ:(:ﬁ%: z—"!i= a:rl‘-

3) T/a'}'rb— =T/a~b% =(a-bi)%
— ) (o)
= (a"b)m = "'—'}'/7'3 .

Die gleichen Ergebnisse erhalten wir natiirlich, wenn nur die Wurzel-
gesetze benutzt werden:

3
) |/ == =s

m}@55=*%ﬁﬁ=?ﬁﬁ=uﬁﬁﬁ
=“Vw.__“y;
y |/ oo =]V 75 = ]fas ="y

6.35 Zusammenfassung

In den vorangegangenen 3 Abschnitten haben wir die 3 uns bekannten
Potenzgesetze weiter verallgemeinert, indem wir ihre Giiltigkeit auch
fiir gebrochene Exponenten feststellten. Wir kénnen daher unsere bis-
herigen Kenntnisse folgendermaBen zusammenfassen:

— b =3
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Die Gesetze am - at = a™+®

a™-b" = (a-b)®

(@m™)® = am™®
gelten fiir positive und negative, ganze und gebrochene, d. h. fiir ra-
tionale Exponenten m und .
An den gerechneten Beispielen war zu erkennen, daB obige Potenz-
gesetze auch zur Behandlung von Wurzelaufgaben ausreichen, so daB
eine Kenntnis der weiter vorn abgeleiteten Wurzelgesetze dazu nicht
unbedingt erforderlich ist. Das bedeutet aber eine Vereinfachung der
Rechentechnik, da Potenz- und Wurzelprobleme mit Hilfe der gleichen
Formeln gelést werden kénnen.

Es sei aber nochmals darauf hingewiesen, daB das I. Wurzelgesetz

in manchen Fillen noch schneller zur Losung einer Aufgabe fiihrt als
die Anwendung von Potenzgesetzen.

6.4 Weitere Aufgaben zur Wurzelrechnung

Bei der Berechnung dieser Aufgaben ist in den meisten Fillen von
der Bruchpotenzschreibweise Gebrauch gemacht worden. Nur in den
Fillen, wo das I. Wurzelgesetz in- der urspriinglichen Form eine Ab-
kiirzung und Vereinfachung der Rechnung bietet, ist von der Bruch-
potenzschreibweise abgewichen worden

1) VW (216u’vz = (63u31)3)8
= 67 4T y¥ —61u1va—6u}/_'

2) }/';M:sz= (p4z—2y)—; = pliz—2y) 'T = p?3—y
3)3Ya+2Yb—4Ya—5)b+2Ya+3)b
=@—4+2fa+@2—5+3) )b

=ya
4)V5-V45=Y5-45=)225=15

a*z -} ata® .a?- g8
B)Va—w }‘ja‘x’ Va z-at- 2 =/i=1
6) ﬁ*ﬁ:aT-a%=alﬁTt'§=aT0=az%+:—o

20 20
=azo-azo=aYa3
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7 Vyei=V s =(a1¥)i = a1

8) 38V3?/?=V33V3-3%= Vam
V3 GOr=}s- 3=} 35"

3 1
V 3 1 _1 2 _1
9)e—m=m—l=m’ m *=m*-m °®
Fm me
3 1 1
= 4 (== - 6,—
=m* ( ‘)=m°=}/m

m L - 1-0—v2) _1—V2
1+4V2 (+7V2)0—7V2) v—(2)

DN Y

T 1—2

——1+/2
12 2=t _ (a—b (Ya —V)
Va+Vo  (a+Vo)Va—V0)

_(a—0b (/a —Vb)
(Va) —(/5)

_a—b W;—ﬁ)___}/—‘;_ﬁ'

a—b
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U 6 Ubungsaufgaben zur Wurzelrechnung

.
1) V—l5%

9) 'Vt

3) (ay?)

4 V2 —dz 14
5)3Yp+5YVqg+6V4g—7/p—3Yq+8Y9p
6) Y3-y12

UNERE]

§Va V@ =

) V@ Ve

10) ;=

i/:
1) YeVzye
12) —8

2+72

1
2V7 +3V%
2—V3

Ve+Vs

13)

14)

L 6 Losungen zu U 6

y—3 9a

2 Vap 10) Zfﬁ

3) a2b 11) y 27

4) z—2 _ 12) 3(2—7Y2)
5) 20 p+14yq 13) 3V5 —2/7
6) 6 -1
7 2Y6 14) 2—3

8) a:}’/;
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7. Logarithmenrechnung

7.1 Der Logarithmus

Im Kapitel iiber Wurzeln war schon gesagt worden, da8 die Potenz-
rechnung eine 2. Umkehrung hat. Kehren wir zunichst zum Ausdruck
a® = b zuriick. Wenn darin a und n bekannte Zahlen sind und b ge-
sucht wird, handelt es sich um die Aufgabe der Potenzrechnung:

b=a".

Sind dagegen b und » bekannt und wird a gesucht, so liegt die Aufgabe
der Wurzelrechnung vor:
n
a=77.

Diese beiden Fille haben wir bereits behandelt.

Kommen wir nun zu dem im Abschnitt 6.11 angedeuteten Fall. Dabei
sollten @ und b bekannt sein und » gesucht werden.

Wir hatten uns das am Beispiel 2" = 8 klargemacht. Die Bestimmung
des Exponenten n und die Behandlung des damit in Verbindung stehen-
den Sachverhalts wird jetzt unsere Aufgabe sein.

Im allgemeinen Fall haben wir jetzt den Ausdruck a® = b nach # auf-
zul6sen. Wir schreiben dafiir:

n = %log b

Man liest dies: n ist der Logarithmus! von b zur Basis a.

Wir haben also unter » eine Zahl zu verstehen, die angibt, wie oft man
a mit sich selbst multiplizieren muBl, um & zu erhalten. b nennt man
Logarithmandus (die zu logarithmierende Zahl) oder Numerus; a ist die
Basis des Logarithmus ». Diese Basis a soll stets eine reelle Zahl sein,
die groBer als Null und nicht gleich 1 ist.

Betrachten wir wieder unser Beispiel 2% = 8.

Dafiir kénnen wir auch schreiben:
n ="%log8.

Man sieht sofort, daB n = 3 sein muB, weil 22 -2 = 8 ist. Zur Ver-
tiefung obigen Sachverhalts rechnen wir noch einige Beispiele:

3" =27 n =3log27 =3
8" = 512 n = 8log 512 = 3
2" = 32 n=2log32=>5.

1 Logarithmus (grlech.) = der Exponent, dle Hochzahl
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Betrachten wir auBerdem einige Spezialfille:

1) %log1 =0, denna®=1.
Der Logarithmus von 1 ist bei jeder Basis gleich 0.

2) Sloga =1, denn a' = a.
Der Logarithmus der Basis ist stets gleich 1.

3) %log0 =1
Dieser Logarithmus ist nicht erkléirt, denn keine Potenz von a liefert
den Wert 0.

Es sei noch festgestellt, daB Logarithmen negativer Zahlen im reellen
Zahlenbereich nicht existieren. Darauf kommen wir aber spiiter zuriick.

7.2 Die Logarithmengesetze

Im folgenden Abschnitt wollen wir die Gesetze ableiten, die wir zur Aus-
fiihrung von logarithmischen Rechnungen brauchen werden. Diese Ge-
setze, denen die Logarithmen gehorchen, verhelfen uns dazu, schneller
und miiheloser zu rechnen, und erméglichen manche Rechnungen iiber-
haupt erst (wie z. B. das Wurzelziehen mit hohem Wurzelexponenten),
die ohne Logarithmen nahezu unlésbar wiren.

7.21 Der Logarithmus eines Produktes

Wir wollen zunichst das Produkt der beiden Zahlen % und v betrachten.
Zu diesem Zweck setzen wir

u=a?
und
v=a?,
wobei a die Basis ist, die wir fiir unsere logarithmischen Rechnungen
verwenden wollen.
Wie Sie schon an obigen Darstellungen fiir 4 und » sehen, fassen wir
jede Zahl als eine gewisse Potenz unserer Basis auf.
Wir schreiben die Ausdriicke 4 = a? und v = a in die logarithmische
Form um:
p = %log u
q=%ogv.
Nun bilden wir das Produkt
u-v=aP-a?,
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Nach dem I. Potenzgesetz kénnen wir hierfiir schreiben!:
u-v=at?,
Auch diese Gleichung wandeln wir in die logarithmische Form um:
“og (u-v)=p+gq.
Setzen wir fiir p und ¢ wieder die Werte

p ="¢logu
und
g = ¢log v

ein, so ergibt sich das I. Logarithmengesetz:

(I) alog (u - v) = %log u + ¢log v

In Worten driicken wir dies folgendermaBen aus:

Der Logarithmus eines Produkts ist gleich der Summe der Log-
arithmen der einzelnen Faktoren.

Fiir das Produkt von mehr als zwei Faktoren gilt analog:
Slog (w-v-... z)=9%ogu+ %logv+4 ...+ %logz.

An diesem Gesetz erkennen Sie bereits die Vorteile, die das Rechnen
mit Logarithmen bietet. Wenn ndmlich 2 Zahlen zu multiplizieren sind,
8o braucht man nicht die Zahlen selbst zu multiplizieren, sondern man
addiert nur ihre Logarithmen. Dadurch vereinfacht sich natiirlich der
Rechengang, weil durch logarithmische Rechnung die Multiplikation
auf eine Addition zuriickgefiihrt wird.

Voraussetzung dafiir ist aber, daB die Logarithmen in Tafeln vorhanden
sind. Hierauf werden wir spiter eingehen.

7.22 Der Logarithmus eines Quotienten

In diesem Abschnitt betrachten wir die Berechnung des Quotienten aus
den Zahlen % und v. Wir setzen wieder
u = a?
und
v=al.
Natiirlich ist dann wieder wie im vorigen Abschnitt
p = %log u

! Es sel schon an dleser Stelle bemerkt, daB dle Logarithmen zum gréGten Tell irrationale
Zahlen sind. Fir irratlonale Zahlen sind dle Potenzgesetze auch giltig. Dies konnen wir aber hier
nicht zeigen, da lhnen dazu die mathematischen Voraussetzungen noch fehlen.
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und

qg=9%ogv.
Wir bilden jetzt den Quotienten % und erhalten:
r_
v
oder
Y=o,
v

Auch diesen Ausdruck logarithmieren wir und erhalten:
alog (%) =p—g.
Wir setzen wieder fiir p und ¢ die Werte

p="2ogu
und
g ="%ogv

ein und erhalten das II. Logarithmengesetz

(I1) log (%) =9logu—¢dlogv | ,

In Worten bedeutet das:

Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der Differenz der Log-

arithmen von Dividend und Divisor.

Das II. Logarithmengesetz vereinfacht Rechnungen dadurch, daB es
eine Divisionsaufgabe auf eine Subtraktionsaufgabe zuriickfithrt. Es
sind also nicht unmittelbar die Zahlen zu dividieren, sondern ihre Log-

arithmen zu subtrahieren.

7.23 Der Logarithmus einer Potenz

In diesem Abschnitt wollen wir ein Gesetz ableiten, das uns gestattet,
Potenzierungen logarithmisch auszufiihren. Es soll die Potenz «™ be-

rechnet werden.
Wir setzen wieder 4 = a” und erhalten:

n p\n

W = ().

Nach dem III. Potenzgesetz ergibt sich dafiir:
uﬂ = ap'ﬂ .
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Logarithmieren wir das, so erhalten wir:
alog (u”) = dlog (a®"").
Nach der Definition des Logarithmus ist

dog (a*") =p-n
und deshalb
elog(u®) =p-n=mn-p.

Fiir p setzen wir wieder ¢log « ein und erhalten das III. Logarithmen-
gesetz:

(III) %log (u") = n - %log u

In Worten:

Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Produkt{ aus dem
Exponenten und dem Logarithmus der Basis.

Auch hier sehen Sie, daB sich das Potenzieren auf die nichstniedrigere
Rechenart, auf das Multiplizieren zuriickfiihren laBt.

7.24 Der Logarithmus einer Wurzel
In diesem Abschnitt soll das Gesetz abgeleitet werden, welches uns ge-

statten wird, Wurzeln logarithmisch zu berechnen. Wir wollen W be-
rechnen. Dazu setzen wir wieder © = a? bzw. p = ¢log u.

Aus 'i/i ergibt sich nach Einsetzen von u = a?:

Vu = Vo

Wir wenden die Potenzschreibweise einer Wurzel an und erhalten

?
W=a".

Wir logarithmieren diese Gleichung:

alog ('i/‘;) = dlog (a, z-) .
Auf Grund der Definition des Logarithmus erhalten wir:
t0g({) = 2= 1-p.

Wir setzen p = %log 4 wieder ein und erhalten das IV. Logarithmen-
gesetz:

(Iv) slog ('}'/7) = % - 9log u

.
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Man spricht das in Worten wie folgt aus:

Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem Quotienten aus dem
Logarithmus des Radikanden und dem Wurzelexponenten.

Sie sehen also, daB sich das Radizieren mit Hilfe der Logarithmen auf
eine Division zuriickfiithren 1a8t.

Allgemein werden Sie erkannt haben, daB man die auszufiihrende
Rechenoperation mit Hilfe der Logarithmen auf die Rechenoperation
der vorhergehenden Stufe zuriickfiihren kann. Durch Logarithmieren
verwandelt sich demnach die Multiplikation in Addition, die Division
in Subtraktion, das Potenzieren in Multiplizieren und das Radizieren
in Dividieren.

Fiir die Addition und Subtraktion ist die logarithmische Rechnung nicht
anwendbar. Das wollen wir kurz zeigen. Wir wollen die Zahlen % und v
addieren. Erinnern wir uns, daB wir » = a? und v = a? gesetzt hatten,
so konnen wir weiter schreiben:

utv=a? +a?.

Wie in den vorigen Abschnitten gehen wir wieder zur logarithmischen
Schreibweise iiber:
alog (» + v) = 9log (a® + a?).

Im allgemeinen 148t sich die rechte Seite dieses Ausdrucks nicht weiter
vereinfachen, da wir im 1. Kapitel festgestellt hatten, daB sich Potenzen
nur dann addieren bzw. subtrahieren lassen, wenn sie gleiche Basen und
gleiche Exponenten haben. Uberlegen Sie sich selbst, was sich in dem
Fall p = q ergibt!

7.3 Die Zehnerlogarithmen

7.31 Logarithmensysteme

Zunichst wollen wir erkliren, was wir unter einem Logarithmensystem
verstehen. Wenn man alle positiven reellen Zahlen als Potenzen ein-
und derselben Basis ausdriickt, so bilden die sich dabei ergebenden
Exponenten ein Logarithmensystem. Wir haben bisher unsere logarith-
mischen Rechnungen auf ein Logarithmensystem mit der Basis a be-
zogen, wobei a eine positive reelle Zahl verschieden von 1 sein muBte.
Je nach der Wahl von a ergeben sich verschiedene Logarithmensysteme.
In der Praxis sind 2 Logarithmensysteme iiblich:
1. Briggssches!, Dekadisches oder Zehnersystem mit der Basis 10;
2. Napiersches? oder natiirliches System mit der Irrationalzahl

e =2,71828182846 .. .3 als Basis.

1 Briggs (1556—1630).
2 Napier (1550—1617).
3 e = 2,71828182846 . . . Eulersche Zahl: Euler (1707—1783).
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Es sei noch bemerkt, daB3 man fiir 1%log « kurz 1g % und fiir ¢log % kurz
In u (Abkiirzung fiir logarithmus naturalis) schreibt.

Fir numerische Rechnungen eignet sich besonders das Zehnersystem
gut. Wir wollen es in diesem Abschnitt ausfiihrlich behandeln.

Das natiirliche System spielt in der h6heren Mathematik und deren An-
wendungsgebieten, in Naturwissenschaft und Wirtschaftswissenschaft,
eine wichtige Rolle. An dieser Stelle kann aber nicht niher auf das
natiirliche System eingegangen werden, da wir dazu umfangreichere
mathematische Kenntnisse brauchen.

7.32 Die Logarithmen der Zahlen 1 bis 10

Wie schon angekiindigt wurde, werden wir uns jetzt der ausfiihrlichen
Betrachtung des Dekadischen Logarithmensystems zuwenden.
Zunichst wollen wir die Zahlen 1 bis 10 als Potenzen der Basis 10 dar-
stellen. Wie wir wissen, ist

100=1
oder in logarithmischer Schreibweise:

Igl=0.
AuBerdem wissen wir, daf

10t =10
oder

lglo=1

ist.

Sie sehen also, da8 1g1 = 0 und 1g 10 = 1 ist. Auch ohne umfangreiche
Beweisfiihrung werden Sie einsehen, daB die Logarithmen der Zahlen
2 bis 9 zwischen den Werten O und 1 liegen, da die Zahlen 2 bis 9
zwischen den Zahlen 1 und 10 liegen. Im folgenden geben wir Ihnen
eine Tabelle der Logarithmen der Zahlen 1 bis 10 auf 4 Dezimalstellen an.
Die Berechnung dieser Logarithmen kénnen wir hier allerdings nicht
durchfithren, da Thnen dazu die nétigen Kenntnisse der hoheren Mathe-
matik noch fehlen.

Ig 1 = 0,0000 lg 6=0,7782
Ig 2 = 0,3010 lg 7= 08451
Ig 3 = 0.4771 lg 8= 10,9031
Ig 4 = 0,6021 lg 9 =0,9542
Ig 5 = 0,6990 1g 10 = 1,0000

Es gibt noch genauere Tabellen der Briggsschen Logarithmen, z. B.
solche, deren Werte bis auf 5 oder auch 7 Dezimalstellen berechnet
sind. Wir wollen uns aber bei unseren Rechnungen mit 4stelligen Tafeln
begniigen. An dieser Stelle sei noch erwahnt, da die Logarithmen der
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meisten Zahlen irrationale Zahlen sind. Das wollen wir fiir Ig 2 als Bei-
spiel zeigen. Der Wert von Ig 2 liegt zwischen den Zahlen 0 und 1, d. h.

0<lg2<l.

Daher kann Ig 2 keine ganze Zahl sein. DaB 1g 2 auch keine rationale
Zahl ist, zeigen wir durch indirekte Beweisfithrung. Wir nehmen zu-
niichst an, daB lg 2 rational sei. Da jede rationale Zahl durch einen ge-
wohnlichen Bruch darstellbar ist, gilt folgende Beziehung:

=P
g2 g’

wobei p und ¢ ganze, zueinander teilerfremde Zahlen sind. Daraus er-
gibt sich weiter

»
10 =2,
oder, mit ¢ potenziert:
107 =27,

Ein Ausdruck dieser Art kann jedoch nicht bestehen, denn 27 (g ist eine
ganze Zahl) ergibt stets Zahlen mit der letzten Ziffer 2, 4, 6 oder 8; da-
gegen ergibt 107 (p ist eine ganze Zahl) stets Zahlen mit der letzten

Ziffer 0. Die Darstellung lg 2 = % ist also unméglich; d.h. 1g 2ist keine

rationale, sondern eine irrationale Zahl. Dies wollten wir zeigen. Wie
Sie wissen, werden bei praktischen Rechnungen Irrationalzahlen durch
rationale Niherungswerte ersetzt. Das machen wir natiirlich auch bei
unseren Logarithmen. Aus diesem Grunde unterscheiden wir auch 4-, 5-
bzw. hoherstellige Logarithmen.

7.33 Die Logarithmen aller Zahlen, die griBer sind als 10

Im folgenden Abschnitt behandeln wir die Logarithmen der Zahlen, die
groBer als 10 sind. Zunéchst betrachten wir die Zahlen, die sich als
Zehnerpotenzen mit positiven ganzen Exponenten darstellen lassen:

100 =10

102 = 100

10® = 1000

10¢ = 10000
105 = 100000
108 = 1000000,
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oder in logarithmischer Schreibweise:
Ig 10
Ig 100
Ig 1000
Ig 10000
1g 100000
1g 1000000 = 6.

Die Logarithmen der zwischen den einzelnen Zehnerpotenzen liegenden
Zahlen konnen wir mit Hilfe des 1. Logarithmengesetzes darstellen. Dies
wollen wir an Beispielen zeigen:

1)1g20 =1g(2-10) =Ig2+1glo0

[ T
U O DD

=0,3010 +1
= 1,3010
Ig 20 = 1,3010
Ig200 =lIg(2-100) =Ig241g100
= 0,3010 + 2
= 2,3010
Ig 200 = 2,3010
1g 2000 = g (2 - 1000) = 1g 2 + 1g 1000
= 0,3010 + 3
= 3,3010
Ig 2000 = 3,3010
2)1g60 =1g(5-10) =1gb5+1g10
= 0,6990 4+ 1
= 1,6990
Ig 50 = 1,6990
Ig500 =Ig(5-100) =Igb + 1g 100
= 0,6990 4 2
= 2,6990
Ig 500 = 2,6990
Ig 5000 = 1g (5 - 1000) = lg 5 +- 1 1000
= 0,6990 + 3
= 3,6990
Ig 5000 = 3,6990 .

Wie Sie an den beiden Beispielgruppen ersehen, unterscheiden sich die
auftretenden Logarithmen nur in der Zahl vor dem Komma, wihrend
die Ziffernfolge nach dem Komma in jeder der beiden Gruppen dieselbe
ist. An den Beispielen sehen Sie, daB fiir Zahlen, die zwischen 10 und
100 liegen, die vor dem Komma stehende Zahl des Logarithmus den
Wert 1, fiir zwischen 100 und 1000 liegende Zahlen den Wert 2, fiir
zwischen 1000 und 10000 liegende Zahlen den Wert 3, . . . hat. Aus der
Tabelle des vorigen Abschnittes erkennen Sie, daB fiir Zahlen, die
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zwischen 1 und 10 liegen, die vor dem Komma stehende Zahl den Wert 0
hat. Wir bezeichnen den vor dem Komma stehenden Teil eines Logarith-
mus als seine Kennziffer, weil sie sich allein aus der GréBenordnung der
Zahl ergibt. Eigentlich diirfte man nicht von einer Kennziffer, sondern
miite von einer Kennzahl sprechen, weil fiir Zahlen, die groBer sind als
10 Milliarden, die Kennziffer mindestens zweistellig ist. Der Teil des
Logarithmus nach dem Komma wird Mantisse! genannt. Sie hingt nur
von der Ziffernfolge einer Zahl ab. Dies schauen wir uns noch an einigen
Beispielen an, wobei wir den 1g 2,017 = 0,3047 zunichst als gegeben
ansehen.

Beispiele: lg 2,017 = 0,3047

lg 20,17 = 1g (2,017 - 10)
=1g 2,017 + 1g 10
= 0,3047 + 1
= 1,3047

Ig 201,7 = 1g (2,017 - 100)
= 1g 2,017 + 13 100
= 0,3047 4 2
= 2,3047

Ig 2017 = 1g-(2,017 - 1000)
= 1g 2,017 4 1g 1000
= 0,3047 + 3
= 3,3047 .

Sie werden auch hier erkannt haben, daB das iiber Kennziffer und
Mantisse Gesagte im vollen Umfang giiltig bleibt. Wenn wir also den
Logarithmus einer Zahl bestimmen wollen, so miissen wir zuerst aus
der GroBenordnung der Zahl die Kennziffer ihres Logarithmus finden.
Und zwar 1aft sich das formal so ausfiihren, daB man die Anzahl der
Stellen vor dem Komma der betrachteten Zahl um 1 vermindert. Die
so erhaltene Zahl ist die Kennziffer. Die Mantissen der jeweiligen Zahlen
kénnen wir nicht durch Uberlegung finden, sondern miissen sie aus einer
Tafel, die als Logarithmentafel bezeichnet wird, entnehmen. Der Aus-
druck Logarithmentafel ist eigentlich nicht zutreffend, da in diesen
Tafeln meist nur die Mantissen, nicht aber die vollstindigen Logarithmen
enthalten sind.

Zur Vertiefung unserer Kenntnisse rechnen wir ein weiteres Beispiel.
Wir bestimmen lg 35,26. Wie aus dem eben Gesagten hervorgeht, legen
wir zuerst die Kennziffer des lg 35,26 fest. Zu diesem Zweck zihlen
wir die Anzahl der Ziffern vor dem Komma und erhalten 2. Zur Be-
stimmung der Kennziffer miissen wir, wie schon dargelegt, diesen Wert
um 1 vermindern. Damit erhalten wir 1 als Kennziffer von lg 35,26.
Die Mantisse der Ziffernfolge entnehmen wir einer Logarithmentafel.
1 Mantisse (lat.) = Zugabe, Anhéngsel
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Wir finden:
5473.
Also lautet der gesuchte Logarithmus insgesamt:

1g 35,26 — 1,6473.

7.34 Die Logarithmen aller Zahlen, die kleiner sind als 1

In diesem Abschnitt betrachten wir die Logarithmen der Zahlen, die
kleiner als 1 sind. Zunichst wollen wir nur die Zahlen behandeln, die
sich als Zehnerpotenzen mit negativen ganzzahligen Exponenten dar-
stellen lassen:

. 1 —_— —_ -1 —_ -
01 = 15 =1=10 01 =101
_ 1 in e 10
00l = 155 =1 =10 001 =10"*
=1 1 _ s — 10-
0,001 = 1556 =105 = 10 0,001 = 10-3
=1 _1 _ 104 — 104
0,0001 = jormn = 15 = 10 0,0001 = 10
oder in logarithmischer Schreibweise:
Igo,1 =—1
1lg001 =—2
1g0,001 =—3
1g 0,0001 = — 4.

Auch in diesem Fall kénnen wir wieder mit Hilfe des I. Logarithmen-
gesetzes die Logarithmen aller Zahlen bestimmen, die kleiner als 1 sind.

Als Beispiele wihlen wir:

1) 1g02 =1g2-01) =1g2+1g01 =0,3010—1
120,02 =1g(2-0,01) =1g2+ 120,01 = 0,3010—2
1g 0,002 = 1g (2 - 0,001) = Ig 2 + 1g 0,001 = 0,3010 — 3

2)1g05 =1g(5-01) =Ig5+1g01 =0,6990—1
120,05 =Ilg(5-0,01) =Ilg5+1g0,01 = 0,6990 — 2
1g 0,005 = Ig (5 - 0,001) = lg 5 + 1g 0,001 = 0,6990 — 3 .

Sie sehen an diesen Beispielen, daB sich die Logarithmen von Zahlen,
die kleiner als 1 sind, auch aus 2 Teilen zusammensetzen, und zwar aus
einer negativen Kennziffer und einem positiven echten Dezimalbruch,
dessen Ziffern nach dem Komma wieder als Mantisse bezeichnet werden.
An den Beispielen sehen Sie weiterhin, daB fiir Zahlen zwischen 0,1
und 1 die Kennziffer — 1, fiir Zahlen zwischen 0,01 und 0,1 die Kenn-
ziffer — 2, fiir Zahlen zwischen 0,001 und 0,01 die Kennziffer — 3, . ..

123



ist. Formal kann man diese Kennziffer so finden, da man die Anzahl
der Nullen hinter dem Komma um 1 vermehrt und diese Anzahl negativ
nimmt. Dabei sind natiirlich nur die Nullen zu beriicksichtigen, die
nacheinander bis zur ersten von O verschiedenen Ziffer folgen. Die
Werte der Logarithmen von Zahlen, die kleiner als 1 sind, kénnte man
auch als negative Zahlen darstellen. Man kénnte zum Beispiel bei Ig 0,2
statt 0,3010 — 1 auch — 0,6990 oder bei lg 0,05 statt 0,6990 — 2 auch
— 1,3010 schreiben. Es ist aber iiblich, bei Logarithmen, deren Numeri
zwischen O und 1 liegen, eine Differenz in Form eines positiven echten
Dezimalbruches und einer negativen ganzen Zahl stehen zu lassen. Sie
werden bald erkennen, daB man mit Werten dieser Form bequem log-
arithmische Rechnungen ausfiihren kann.

7.35 Das Aufschlagen der Logarithmen

Jetzt wollen wir noch einige Beispiele zur Bestimmung von Logarithmen
behandeln.

1) 1Ig471,1 = 2,6731

2) lg 36,50 = 1,5623

3) 1g 0,00172 = 0,2355 — 3

4) 1g 0,02617 = 0,4178 — 2

5) 1g 2034,2 = 3,3084 (Diese Zahl finden wir zunichst nicht in der

4-stelligen Tafel. Daher runden wir ab und
suchen 2034!)

6) 1g 78365 = 4,8041 (aufrunden auf 78370)

7) 1g 0,358627 = 0,5546 — 1 (abrunden auf 0,3586)

8) lg 0,000013499 = 0,1303 — 5 (aufrunden auf 0,0000135).

7.36 Das Aufschlagen der Numeri

In diesem Abschnitt sollen Aufgaben behandelt werden, bei denen wir
zu gegebenen Logarithmen die zugehorigen Numeri zu suchen haben.
Diese Aufgabenstellung sei zundchst an einem Beispiel klargelegt.

lg z = 2,6021

Wir haben den Wert von z zu bestimmen. Der in den Abschnitten 7.31
bis 7.33 gegangene Weg muB jetzt in umgekehrter Reihenfolge be-
schritten werden, da es sich um die umgekehrte Aufgabenstellung wie
dort handelt. Das bedeutet, daB wir zuerst die zur Mantisse 6021 ge-
horige Ziffernfolge aus der Logarithmentafel bestimmen miissen. Wir
finden dafiir

4000 .
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Die gegebene Kennziffer weist darauf hin, daB es sich bei £ um eine
3-stellige Zahl handelt. Daher ist

z = 400,0 .
Wir wollen noch ein 2. Beispiel erldutern:
Ig z = 1,0850 .

Auch hier miissen wir zunéchst die Mantisse 0850 in der Tafel suchen.
Wir finden aber nur die Mantissen 0849 und 0853. Da die Mantisse 0850
niher an 0849 liegt als an 0853, so begniigen wir uns zunichst damit,
die zu 0849 geharige Ziffernfolge zu bestimmen. Wir finden:

1216.
Nach Beriicksichtigung der gegebenen Kennziffer 1 ergibt sich
z=12]16.

Es sei aber ausdriicklich darauf hingewiesen, da das eben angewandte
Verfahren zur Bestimmung von Numeri, deren Mantissen nicht un-
mittelbar in der Tafel enthalten sind, nur ein sehr rohes Néherungs-
verfahren ist. Im nichsten Abschnitt werden wir ein genaueres Verfahren
zur Losung solcher Aufgaben behandeln.

Zunichst noch weitere Beispiele fiir das Aufschlagen der Numeri:

1) lg x = 0,2017 — 3

Wir bestimmen zunéchst wieder die zur Mantisse 2017 gehorige Ziffern-

folge und finden:
1591 .

Die Kennziffer — 3 besagt, dafl z eine Zahl ist, bei der nach dem Komma
noch 2 Nullen folgen. Es ergibt sich also:

z = 0,001591 .
2) Ig z =0,1944 — 2

Wir suchen die Mantisse 1944 in der Tafel und sehen, daB diese nicht
vorhanden ist. Dafiir finden wir aber die Mantissen 1942 und 1945. Da
1944 néher an 1945 liegt als an 1942, so begniigen wir uns mit der zur
Mantisse 1945 gehorigen Ziffernfolge

1565 .
Unter Beachtung der Kennziffer — 2 finden wir

z = 0,01565 .
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7.37 Das Interpolieren

Im folgenden Abschnitt wollen wir uns mit der Interpolation beschif-
tigen. Sie ist bei der gegenwiirtig im Handel befindlichen Logarithmen-
tafel von Schiilke besonders notwendig, obwohl vom Verfahren der Inter-
polation auch bei anderen Tafeln Gebrauch gemacht wird.

Wir verwenden fiir unsere Rechnungen in diesem Abschnitt die Log-
arithmentafel von Schiilke und beginnen sofort mit einem Beispiel.

Beispiel: Wie groB ist Ig 345,67

Von der dreiziffrigen Zahl 345 konnen Sie den Logarithmus leicht auf-
schlagen. Er ist 2,56378. Von der nichsten dreiziffrigen Zahl, nimlich
346, entnehmen Sie den Logarithmus 2,5391 aus der Tafel. 345,6 liegt
zwischen 345 und 346. Es muB also auch der zu 345,6 gehérende Log-
arithmus zwischen 2,5378 und 2,5391 liegen. Das Ausrechnen dieses
Zwischenwertes nennen wir

Py tnterpolieren'. P, und P, in

P der Abbildung sollen Punkte

L] auf der Kurve k sein, die den
wirklichen Werten entspricht.
Diese Kurve wird als die
logarithmische Kurve be-
zeichnet. Die geradlinige Ver-
¥2  bindung P, P,,die Sekante 8,
AR weicht um ein Geringes von
TNO YL RN g k ab. Den Abstand der zu
& ,,3; P, und P, gehorenden Ordi-

. naten teilt man nun in
Interpolation des Wertes lg 345,6 10 gleiche Teile und liest den
zu 345,6 gehorenden Wert

auf der Sekante s statt auf der Kurve & ab. Es soll also nur bis zum
Punkt R gemessen werden. Der Fehler, den man hierbei begeht, ist
sehr klein und kann mit Riicksicht darauf, daB die Logarithmen von
345 und 346 selbst nur Niherungswerte (auf 4 Stellen genau!) sind,
ohne weiteres in Kauf genommen werden. Die Tafeldifferenz der
Logarithmen zu den Zahlen 345 und 346 betrigt 2,5391 — 2,5378.
Das sind 13 Einheiten der 4. Stelle der Mantisse. Fiir 345,6 kommen

1—60 dieser Differenz in Frage, diese machen 7,8, oder abgerundet 8, Ein-

heiten der 4. Mantissenstelle aus. Der lg 345,6 ist also 2,6378 4 0,0008
= 2,5386.

H50

1 interpolare (lat.) = einschieben, einschalten.
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Weitere Beispiele:

1) Schlagen Sie lg 81,38 auf!
lg 81,3 =1,9101; 1g 81,4 =1,9106.
Die Tafeldifferenz zwischen diesen beiden Werten ist 0,0005; 18—0 dieser
Differenz betragen 0,0004, die zum lg 81,3 zu addieren sind. Also
wird g 81,38 = 1,9105.

2) Welchen Wert hat Ig 0,5497?
1g 0,549 = 0,7396 — 1; 1g 0,550 = 0,7404 — 1.

Es sind 'llo der Tafeldifferenz 0,0008 zu berechnen; dies sind 0,00056,
abgerundet 0,0008. Also ist 1g 0,5497 =0,7402 — 1.

Wenn Sie geniigend Beispiele dieser Art gerechnet haben, kénnen Sie
sich die schriftliche Ausrechnung sparen. Die Interpolationsrechnung
wird im Kopf ausgefiihrt und nur noch das SchluBergebnis aufge-
schrieben, z. B. lg 1234 = 3,0913.

Auch das Aufschlagen der Numeri wollen wir mit Hilfé der Interpolation
zeigen.

Bei der Aufgabe 1g 2 = 1,1833 ist die Mantisse 1833 nicht in der Tafel
vorhanden. In diesem Falle miissen \ny die néchstniedrigere in der Tafel
verzeichnete Mantisse aufsuchen. Das ist der Wert 1818, zu dem der
Numerus mit der Ziffernfolge 152 gehort. Die gesuchte Grofle z liegt,
weil die Kennziffer 1 ist, zwischen 15,2 und 15,3. Die vierte Ziffer des
Numerus wird durch Interpolieren festgestellt. Die Tafeldifferenz zu
den Numeri 15,2 und 15,3 betriagt 1847 — 1818 = 29. Auf 1 Einheit

der vierten Stelle des Numerus entfallen also f—g = 2,9 Mantissen-

einheiten der vierten Stelle. Nach einer einfachen Dreisatzrechnung er-
mitteln wir nun diejenige Ziffer an der vierten Stelle des Numerus, die
zur Mantissendifferenz von (1833 — 1818 =) 15 Einheiten gehort;
15:2,9 ~ 5,2 (abgerundeter Wert ist 5). Die vierte Ziffer lautet also 5,
und z hat den Wert 15,25.

Noch ein Beispiel: g x = 0,0500 — 2; wie gro8 ist z?

Die Kennziffer ist — 2; der Numerus hat also die Form 0,0 ..., wenn
jede aufzuschreibende Ziffer durch einen Punkt bezeichnet wird. Die
Mantisse 0500 liegt zwischen den Mantissen 0492 und 0531, deren Dif-
ferenz 39 betrigt und die zu Numeruswerten mit den Ziffernfolgen 112
und 113 gehéren. Die Differenz zwischen 0500 und 0492 ist 8 Einheiten
der vierten Dezimale. Die gesuchte Numerusziffer ergibt sich demnach

aus 3—89 als 2. Die Zahl z lautet 0,01122.
Allen Logarithmentafeln sind sogenannte Proportionaltafeln (partes
proportionales; abgekiirzt P.P.) beigegeben, die entweder auf die ein-
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zelnen Seiten verteilt oder auf einem besonderen Blatte gesammelt ab-
gedruckt sind. In Schiilkes Tafeln finden Sie diese auf dem ausklapp-
baren Blatt an der vorderen Einbandpappe. Die Tafeln dort enthalten
die auf ganze Einer abgerundeten Zehntelteile der Mantissendifferenzen
1,2,...,99.

Diese Werte sollen Thnen das Interpolieren der Mantissen und — auch
umgekehrt — beim Aufsuchen der Numeri die Feststellung der vierten
Ziffer erleichtern.

7.38 Ubungsaufgaben

Bei den folgenden Ubungsaufgaben wird vom Interpolieren Gebrauch
gemacht, soweit es notig ist.

1) 1g 3,7445 = 0,5734

2) lg 590,2 = 2,7710

3) 1g 36378 = 4,5609

4) 1g0,7138 = 0,8536 — 1

5) 1g 0,0000019487 = 0.2897 — 6

6) 1g 136,35 = 2,1347

7) 1g 0,02127 = 0,3278 — 2

8) Ig 99,804 = 1,9995

9) lg 7,1367 = 0,8535
10) 1g 216 = 2,3345
11) Ig 2 = 0,2950 — 1 z = 0,19725
12) lg = = 2,8316 x = 678,6
13) lg z = 1,9780 z = 95,06
14) lIg x = 0,3254 — 7 z = 0,00000021155
15) lg z = 4,8300 z = 67610
16) lg 2 = 3,6021 z = 4000
17) lgz = 0,0478 — 1 z = 0,11163
18) Ig z = 2,3618 z = 230,05
19) Ig z = 0,0602 z = 1,1488
20) lg z = 1,7346 z = 54,28

74 Das Rechnen mit Zehnerlogarithmen

7.41 Berechnung von Produkten

Wir wollen in diesem und den folgenden Abschnitten praktische An-
wendungsméglichkeiten der von uns abgeleiteten 4 Logarithmengesetze

zeigen.
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Zuniichst sollen Produkte logarithmisch berechnet werden. Wir ver-
wenden dazu das I. Logarithmengesetz:

lgu-v)=1gu+I1gv,
bzw. wenn mehr als 2 Faktoren vorhanden sind in der Form:
lgu-v-...2)=1gu+1gv+...+1gz.
1. Beispiel:
Das Produkt 6,729 - 36,75 = z ist zu berechnen.

Wie wir wissen, sind die Logarithmen der beiden Zahlen zu addieren,
um den Logarithmus ihres Produktes zu erhalten.

Das heiBt:
lg z = 1g (6,729 - 36,75) = 1g 6,729 + 1g 36,75,

Wir entwerfen hierfiir ein Rechenschema:

Ig 6,729 0,.... | +
Ig 36,75 '
gz | l

= .....

Hierbei ist zu beachten, daB in das Schema noch vor dem Aufschlagen
der Mantissen die zugehoérigen Kennziffern eingetragen werden. Hinter
dem senkrechten Strich wird vermerkt, welche Rechenoperationen aus-
zufithren sind. Nachdem die Mantissen der Tafel entnommen und in
das Rechenschema eingetragen worden sind, ergibt sich folgendes Bild:

1g 6,729 0,8280 +
1g 36,75 1,5653 +
lgz | 23933 |

z = 247,35 .

Das Produkt der beiden Zahlen 6,729 und 36,75 ist also 247,35.

2. Beispiel:

Jetzt wollen wir ein Produkt von 3 Faktoren ausrechnen, bei dem auch
Logarithmen mit negativen Kennziffern auftreten; nimlich

z = 6,325 - 0,01263 - 66,18.
Wir haben also die Logarithmen dieser 3 Zahlen zu addieren:
lg z = 1g 6,325 + 1g 0,01263 4- 1g 66,18,
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Wir benutzen folgendes Rechenschema:

lg 6,325 0,8011 +
1g 0,01263 01014 —2 | +
Ig 66,18 1,8207 +
gz 2,7232 — 2
gz 0,7232

z = 5287.

Das Produkt der drei Zahlen hat also den Wert 5,287.

Wie Sie an dieser Aufgabe sehen, ist der positive und der negative Teil
der Logarithmen getrennt zu addieren. Dann ziehen wir beide Teile so
zusammen, daB nur noch eine Kennziffer iibrigbleibt, die entweder eine
positive Zahl, eine negative Zahl oder die Null ist. Beachten Sie dabei

das im Abschnitt 7.33 Gesagte!
3. Beispiel:

x = 0,9135-0,0217 - 0,1368

Rechenschema,:
1g 0,9135 0,9607 — 1 +
1g 0,0217 0,3365 — 2 +
1g 0,1368 0,1361 — 1 +
Igz 1,4333 — 4
lgz 0,4333 — 3
z = 0,002712.

7.42 Berechnung von Quotienten

Jetzt wollen wir uns der logarithmischen Berechnung von Quotienten
zuwenden. Wir benutzen das III. Logarithmengesetz:

Ig(%):lgu—lgv.

1. Beispiel:
25

Es ist der Quotient 3T*7_' zu berechnen.

Nach unserem Gesetz ergibt sich:
325

lgz = lg(—) = lg 3256 —1g 17.

17

Wir entwerfen dafiir folgendes Rechenschema:
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lg 17 1,2304 —

Igz | 1,2815 |
z=1912.



Der Wert des Quotienten 31—2751 betriigt somit 19,12,

2. Beispiel:
8471
~ 0,005103
Rechenschema :
1g 6,471 0,8110 +
1g 0,005103 0,7078 — 3 —_
Igz 0,1032 4 3
gz 3,1032
z = 1268,3.

Dabei ist zu beachten, daB sich die Kennziffer beim Subtrahieren in eine
positive Zahl verwandelt. Sie rechnen namlich :
0,8110 — (0,7078 — 3)
= 0,8110 — 0,7078 + 3

= 3,1032
3. Beispiel:
_0,6865
T = 01207
Rechenschema:
1g 0,6865 0,8366 — 1 +
lg 0,1297 0,1129 — 1 —
Ig z | 07237 |
x = 5,293 .
4. Betspiel:
o 336
~ 5817
Rechenschema :
2 —2
g 336 2,56263 +
1g 5817 3,7647 —
gz | 07616 —2 |
z = 0,05776 .

Bei dieser Rechnung miissen wir im Minuenden die Zahl + 2 hinzufiigen
und nachtriglich wieder abziehen, damit dieMantissendifferenz als posi-
tiver Wert entsteht.
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7.43 Berechnung von Potenzen

Auch Potenzen lassen sich mit Hilfe der Logarithmen sehr leicht be-
rechnen. Dazu benutzen wir das III. Logarithmengesetz:

lgut)=n-lgu.
1. Beispiel:
z = 3,7563
Wir wenden unser obiges Gesetz an und erhalten:
Ig z =1g (3,756%) = 3 - 1g 3,756.

Rechenschema:
lg 3,756 | 06747 | -3
gz | L7241 |
z = 52,98 .
Der Potenzwert von 3,7663 betragt 52,98.
2. Beispiel:
z = 0,284
Rechenschema:
1g 0,28 | 04472 —1 | -4
Ig z 1,7888 — 4
lgz 0,7888 — 3
z = 0,006149 .

Bei dieser Aufgabe ist zu beachten, da die Multiplikation der negativen
Kennziffer (—1) mit dem Exponenten 4 nicht vergessen werden darf.
Sie rechnen nidmlich so:

(04472 —1) - 4
=0,4472-4—1-4
=1,7888 — 4

= 0,7888 — 3.

7.44 Berechnung von Wurzeln

In diesem Abschnitt wenden wir uns der logarithmischen Berechnung
von Wurzeln zu. Dabei benutzen wir das IV. Logarithmengesetz:

13(%):%-131&.

1. Beispiel: z =]
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Nach dem IV. Logarithmengesetz erhalten wir:
]gz=lg(2;/§5_) =%-lg65.

Rechenschema:
lg 65 | 1,8129 | :2
gz | 09085 |
z = 8,063.
Der Wurzelwert von %/6~5 betriagt somit 8,063.
2. Beispiel: z = 10,004045
Rechenschema:
1g0,004045 | 0,6069 —3 | :3
gz | 02023 —1 |
z = 0,15933.
3. Beispiel: z = 0,1265

Es muB also der 1g0,1265 = 0,1021 — 1 durch 4 dividiert werden.
Nach unseren bisherigen Erfahrungen wiirde jetzt eine gebrochene
Kennziffer entstehen. Dies widerspricht jedoch unseren Erkldrungen,
wonach eine Kennziffer ihrem Wesen nach nur eine ganze Zahl sein
kann. Wir umgehen diese Schwierigkeit dadurch, daB wir zu der nicht
durch 4 ganzzahlig teilbaren Kennziffer —1 die Zahl —3 hinzufiigen.
Zum Ausgleich dafiir miissen wir aber zu 0,1021 die Zahl +3 hinzufiigen.
Es wird dann —1—3 = —4; die Zahl 4 ist aber durch 4 ganzzahlig
teilbar.

Rechenschema:
1g 0,1265 0,1021 —1
= 3,1021 —4 :4
gz | 07155 —1 |
z = 0,56964.

7.5 Weitere Aufgaben zur Logarithmenrechnung

Im folgenden Abschnitt wollen wir einige schwierigere logarithmische
Aufgaben  vollstindig rechnen und dabei den entsprechenden Losungs-

weg erkldren.
1 __ 19,38 -0,7625 - 101,5
) = 16,38 - 0,007635 - 389,1
Bei dieser Aufgabe fiihrt eine Berechnung der Produkte im Zihler und
Nenner und eine anschlieBende Division dieser Produkte am schnellsten
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zur Losung. Zu diesem Zwecke addieren wir zunichst die Logarithmen
der Zihler- und der Nennerfaktoren fiir sich. Dann subtrahieren wir
den Logarithmus des Nenners von dem des Zihlers. Das ergibt folgendes
Rechenschema:

1g 19,38 1,2874 +
1g 0,7625 0,8822 —1 +
1g 101,56 2,0085 +
Ig Zahler 3,1761
g 16,38 1,2143 +
1g 0,007635 0,8828 —3 +
1g 389,1 2,5901 +
lg Nenner 1,6872
lg Zihler 3,1761 4+
lg Nenner 1,6872 —
Igz 1,4889
z = 30,825 .

Der Wert des Bruches betriigt also 30,825.
7,34 - /43,24
2) T=———g——
9.6 18,2

Wir berechnen zunichst wieder den Zihler und den Nenner fiir sich und
dividieren anschlieBend. Das Logarithmenschema hat dann folgende
Form:

lg 43,34 | 1,6369 12
lg V43,34 0,8185 +

1g 7,34 0,8657 +

lg Zihler 1,6842

1g 18,2 1,2601 13
1g}/18,2 0,4200 +

1g 9,6 0,9823 +

lg Nenner 1,4023

lg Zihler 1,6842 +

lg Nenner 1,4023 —

gz | 02819

z = 1,914.

Das Ergebnis hat also den Wert 1,914.
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3) z = |y54,2 + /16,39

Zunichst berechnen wir die Werte der Wurzeln logarithmisch. Dann
addieren wir diese Wurzelwerte. Es ist dabei zu beachten, daB wir dies
nicht, ebenso wie alle Additionen, logarithmisch ausfiilhren kénnen. Aus
der Summe der Wurzelwerte haben wir dann noch die Wurzel zu ziehen.
Das fithren wir selbstverstindlich wieder mit Hilfe der Logarithmen
durch. Wir benutzen folgendes Rechenschema:

1g 54,2 1,7340 : 2
1g V54,2 0,8670 /54,2 = 7,362
116,39 1,2146 :2

1g /16,39 0,6073 116,39 = 4,049

1g(/54,2 +116,39) | 1,0573

12 Y542+ 116,39 = 11,411

gz 0,5287
z = 3,378.

Als Ergebnis fiir unseren Wurzelausdruck erhalten wir also 3,378,
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U 7 Ubungsaunfgaben zur Logarithmenrechnung

1) 948,8 - 0,04388 ‘] /197 - 0,84
9) 02.8377 8) 873
,8753

3 5, 472% :6119’85 9) 373,84 - 0,09701
4) 576-0,3895 - 37,81 10) %

983 - 0,07749 - 56,75 9807 (0.7873)°
o (3 i)
6) Y0876 12) 3'83?7;’.08100

7)]/2—'?

L 7 Losungen zu U 7

1) 41,64 7) 1,334
2) 2,715 8) 0,66
3) 4,605 9) 23

4) 1,962 10) 3,001
5) 3,514 1) 2,13
6) 0,9568 12) 24,46
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A 7 Anhang: Umrechnung von Logarithmensystemen

Im Anhang wollen wir noch eine Formel ableiten, die es gestattet, die
auf ein bestimmtes System bezogenen Logarithmen umzurechnen in
solche, die auf ein zweites System bezogen sind. Zu diesem Zweck
setzen wir
u = a? in dem 1. System
und
u = b? in dem 2. System.
Andererseits besagen diese beiden Ausdriicke in der logarithmischen
Schreibweise folgendes:
slogu = p
blog u=gq.
Da a®? = u und b* = u ist, ist auch
a? =1,
Den letzten Ausdruck logarithmieren wir nach der Basis a:
alog (a?) = dlog (b9).
Nach Anwendung der Definition des Logarithmus auf die linke Seite
und des III. Logarithmengesetzes auf die rechte Seite obigen Ausdrucks
ergibt sich:

p=gq-9ogd
Setzen wir in diesem Ausdruck wieder

p=9%ogu
bzw.

q= blog u

ein, so ergibt sich weiterhin
%dog u = Ylog u - elog b
oder

2log u = %log b - "log u .

Der Vollstindigkeit halber wollen wir noch eine Formel zur Umrechnung
natiirlicher in Zehnerlogarithmen und umgekehrt angeben.

Zu diesem Zweck setzen wir in unserer allgemeinen Formel
%log u = %log b - b]og u
fiir @ = 10 und fiir b = e. Dann ergibt sich:
10]og u = 1%og e - ¢log u
oder nach unseren Abkiirzungen auch
lgu=Ige-Inu.
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Wir setzen
Ige=M

und nennen M den Modul des Briggsschen Systems, bezogen auf das
natiirliche System. Wie wir durch Aufschlagen in der Logarithmentafel
sofort finden kénnen, hat M den Wert

M = 0,4342945 . . .
und ist eine irrationale Zahl.
Setzen wir fiir 1g e = M ein, so lautet unsere Umrechnungsformel

lgu=M-lnu

bzw.

lnu=%-lgu .

wobei LLI = 2,3025851 . . . zu setzen ist.
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8. Bestimmungsgleichungen ersten Grades mit zwei
und drei Unbekannten

8.1 Der Begriff der Bestimmungsgleichung ersten Grades mit zwei
Unbekannten

Wie bereits im Abschnitt 3.1 erwihnt worden ist, wollen wir uns jetzt mit
Bestimmungsgleichungen ersten Grades mit 2 Unbekannten beschiftigen.
An Stelle von Bestimmungsgleichungen werden wir wieder kurz von
Gleichungen sprechen.

Wir beginnen am besten wieder mit einem Beispiel.

Beispiel: Es sollen zwei Zahlen gesucht werden, deren Summe 100 und
deren Differenz 50 sein soll.

Fiir die eine Zahl, die zu bestimmen ist, setzen wir z. Fiir die andere
Zahl setzen wir y. Aus unserer obigen Fragestellung ergeben sich die
beiden Gleichungen:

z—y= 50
Um bei Bestimmungsgleichungen mit mehreren Unbekannten zu zeigen,
daB die Gleichungen zusammengehdren, stellt man sie zwischen zwei
senkrechte Striche.
Kommen wir nun zur Bestimmung der Unbekannten x und y. Zu diesem
Zweck 16sen wir die beiden Gleichungen nach z auf. Wir erhalten:

z=100—y

z= 604 y.
Wir wenden jetzt den folgenden Satz an: Sind zwei GroBen einer dritten
gleich, so sind sie untereinander gleich. In unserem Falle sind die Groen
100 — y und 50 + y der dritten GroBe x gleich. Folglich gilt nach dem
angefithrten Satz: 50 + y = 100 — y.

Wir haben auf diese Weise eine lineare Bestimmungsgleichung mit einer
Unbekannten erhalten. Diese Art von Gleichungen kénnen wir aber
bereits 16sen. Es ergibt sich:
2y =50
y=25.

Fir die Unbekannte y haben wir also den Wert 25 erhalten. Um den
Wert der anderen Unbekannten = zu berechnen, setzen wir y = 25 in
eine der beiden Ausgangsgleichungen (§) ein:

z+y =100
z + 25 = 100
z="15.

Die beiden gesuchten Zahlen sind also 25 und 75.
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8.2 Losungsmethoden zur Auflosung von zwei Bestimmungs-
gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten

Im vorigen Abschnitt haben wir gezeigt, wie man auf lineare Bestim-
mungsgleichungen mit 2 Unbekannten kommen kann. Auch hatten wir
fiir das Beispiel die Losung angegeben. Im allgemeinen kennt man 3 ein-
fache Losungsmethoden:

1) Gleichsetzungsmethode
2) Einsetzungsmethode
3) Additionsmethode.

Auf diese drei angegebenen Losungsmethoden wollen wir zunéchst niher
eingehen.

Wir wollen ganz allgemein das folgende lineare inhomogene Gleichungs-
system behandeln:

wz+by=q
@z +by=c,

Im Gegensatz dazu wire das Gleichungssystem homogen, wenn ¢, und
¢, Null wiren. Hiervon wollen wir aber absehen.

Es kommt nun bei der Anwendung dieser 3 Methoden sehr darauf an, in
welcher Form das Gleichungssystem und die Zahlenwerte der GrofBen
a,, a,, by, by, ¢, und ¢, gegeben sind. Grundsitzlich sind alle drei Me-
thoden gleichberechtigt und fithren stets zum gleichen Ziel. Allerdings
kann der Zeitaufwand fiir jede Methode verschieden sein. Dies wird sich
noch zeigen.

Wir wollen zuerst die Gleichsetzungsmethode behandeln. Die Gleich-
setzungsmethode war im Prinzip schon bei dem Beispiel des Ab-
schnitts 8.1 gezeigt worden. Sie eignet sich besonders fiir solche Glei-
chungssysteme gut, bei denen die beiden Gleichungen bereits nach einer
Unbekannten aufgeldst sind oder sich nach ihr gut auflosen lassen. Mit
Hilfe der Gleichsetzungsmethode wollen wir noch einige Beispiele rechnen.

z— 2

1. Beispiel: y=2
y=5x—11].

Hieraus ergibt sich sofort:

S5z—11 =22 —2

br—22z=—2+11
3z=9
z=3.
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Nach Einsetzen in die erste Gleichung des Gleichungssystems ergibt sich:

y=2x—2
y=2-3—2
y=6—2
y=4.

Die Richtigkeit der Losungen priift man mit Hilfe der Probe nach. Man
setzt zu diesem Zweck die errechneten Werte fiir die Unbekannten, die
wir beide zusammen als Losung des Gleichungssystems bezeichnen wollen,
in die Ausgangsgleichungen ein und findet deren Richtigkeit.

1. Gleichung: y=2z—2
=2-3—2
4=6—2.

2. Gleichung: y=5z—11
4=5-3—11
4=15—11.

2. Beispiel: y=—z+1
y=—2z—1

Hieraus ergibt sich sofort fiir z:

—2z—1=—2z+1
—2z24+2=1+41
—z=2
r=—2.

y ergibt sich aus der 1. Gleichung wie folgt:

y=—z+1
y=—(—2+1
y=2+1
y=3.

Durch die Probe it sich die Richtigkeit der Losung zeigen.
3. Beispiel: y=—2z—2
1
y = —? x + 1
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Analog dem 1. und 2. Beispiel werden z und y berechnet:

—2x—2=——;‘x+l
—2z+%z=l+2
3
—_32
r=7"73
z=—2
y=—2x—2
y=4—2
y=2

Durch die Probe laB8t sich auch in diesem Fall die Richtigkeit der Losung
zeigen.

'

Kommen wir nun zur Einsetzungsmethode. Bei dieser Methode 16st man
eine Gleichung nach einer Unbekannten auf. Dann setzt man den fiir
die eine Unbekannte erhaltenen Wert in die andere Gleichung ein.
Man bekommt so wieder eine Gleichung mit einer Unbekannten. Diese
Methode wollen wir an einigen Beispielen zeigen.

1. Beispiel: 6z—b6y—9=0
z_ 4
v 3

In diesem Fall ist es zweckmaBig, die 2. Gleichung nach z aufzulésen.
Es ergibt sich
4
r = ? Y.
Jetzt setzen wir in der 1. Gleichung fiir  den Wert -;—' y ein:
6-3y—by—9=0.

Es ergibt sich, wie bereits gesagt, eine Gleichung mit einer Unbekannten.
In unserem Fall ist die Unbekannte y. Diese Gleichung rechnen wir nun
nach y aus:

8y—5y—9=0

3y—9=0
3y=29
y=3.

Den Wert y =3 setzen wir in eine der beiden Ausgangsgleichungen ein.
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In unserem Fall ist es zweckmiiBig, in die 2. Gleichung einzusetzen:

z __ 4
33
4.3
T="3
z=4.
Die Probe zeigt uns die Richtigkeit der Losung.
2. Beispiel: 4z + y=40
z—y= 5

Dieses Beispiel soll nach dem Einsetzungverfahren berechnet werden.
Man kann natiirlich auch nach dem bereits dargelegten Gleichsetzungs-
verfahren arbeiten.

Bei Benutzung der Einsetzungsmethode 16st man zweckméBigerweise die
2. Gleichung nach 2 auf:

z=56+4y.

Diesen Wert 5 + y setzen wir an Stelle von z in die 1. Gleichung ein und
16sen diese nach y auf:

4z 4+ y=40

4-6+ y)+y=40

20+4y +y=40

20+ 5y =40
by=40—20

by=20

y=4%.

Um die zweite Unbekannte zu berechnen, setzen wir y = 4 in eine der
beiden Ausgangsgleichungen ein. In unserem Fall ist offenbar die
2. Gleichung dafiir am giinstigsten:

z—y=2>5

z—4=5
z=5+4
z=9.

Auch in diesem Fall zeigt die Probe die Richtigkeit der Losung.

3. Beispiel: 42—9y +47=0
4x=—3y+ 85

Bei diesem Gleichungssystem ist es giinstig, die 2. Gleichung einfach in
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die 1. Gleichung einzusetzen und nach y auszurechnen:

4r—9y + 47=0
—3y+8—9y+ 47=0

—12y+132=0
—12y=—132
_—132
T =12

y=11.

Die Unbekannte z rechnen wir aus der 2. Ausgangsgleichung aus, indem
wir fiir y den Wert 11 einsetzen:

4z =—3y+ 85
4x=—3-11 + 85
4z =—33+485

Die Probe zeigt wieder die Richtigkeit der Losung.

Als letzte dieser 3 Methoden wollen wir die Additionsmethode behandeln.
Diese Methode basiert darauf, daB man zu der einen Gleichung des
Systems die andere Gleichung oder das Vielfache der anderen Gleichung
des Systems addieren kann, ohne daB dabei die erste Gleichung ihre
Richtigkeit verliert. Dabei kann aber eine der Unbekannten heraus-
fallen. Man hitte damit eine Gleichung mit nur einer Unbekannten ge-
wonnen. Diese Gleichung ist dann mit den bekannten Methoden zu 16sen.
Machen wir uns den Sachverhalt an einem Beispiel klar.

1. Beispiel: 3z+b6y=95
3z—5y =25

Nach den eben gemachten Ausfiihrungen kann man die 1. Gleichung zur
2. Gleichung addieren, d. h. wir addieren die linke Seite der 2. Gleichung
zu der linken Seite der 1. Gleichung und die rechte Seite der 2. Gleichung
zur rechten Seite der 1. Gleichung:

3z +5y+ (B3x—5Hy) =954+ 25
3z +4+6y+3z—5by =120
6z = 120.

Damit ist, wie bereits erwdhnt, eine Gleichung mit einer Unbekannten
entstanden. Diese Gleichung kann sehr einfach gelost werden:

6z =120
120
-8
z=20.

Um die andere Unbekannte zu berechnen, setzen wir den Wert z = 20
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wieder in eine der beiden Ausgangsgleichungen ein und berechnen dar-
aus y:

3z4+5y=95

3:204+5y=95

60 +5y =095
6y =95—60

6y =35

y= T.

Die Richtigkeit der Losung kann wieder durch die Probe nachgewiesen
werden. Wir haben die beiden Werte £ = 20 und y = 7 in die beiden
Ausgangsgleichungen einzusetzen und die Richtigkeit dieser Gleichungen
zu zeigen:

1. Gleichung: 3z+ b6y =95
3:-204+5-7T=95
60 +35 =95
2. Gleichung: 3z—5by =26
3:20—5-7=25
60 — 35 =25,

Betrachten wir weitere Beispielel
2. Beispiel: 5247y =176
S5z—3y= 46

Wiirde man einfach die 2. Gleichung zur 1. Gleichung addieren, so wiirde
man die folgende Gleichung erhalten:

bz+ Ty + (bx—3y) =176 4 46

bz+Ty+52z—3y =176 1+ 46

10z 4+ 4y = 222.

Wie man erkennt, ist eine Gleichung mit zwei Unbekannten entstanden.
Wir wollten aber eine Gleichung mit nur einer Unbekannten haben.
Wir werden zunichst unser Gleichungssystem so verindern, daB durch
Addition eine Gleichung mit nur einer Unbekannten entsteht.
Zu diesem Zweck multiplizieren wir die 1. Gleichung mit 3 und die
2. Gleichung mit 7:

5z—3y= 46 |-7
15z + 21y = 528
357 —2ly = 322
Addieren wir in dem so veridnderten Gleichungssystem die 2, Gleichung
zur 1. Gleichung, so erhalten wir:

15z + 21y + (352 — 21 y) = 528 + 322

15z 4+ 21y + 35z— 21y = 850

50z = 850.

I 524+ T7y=176|-3

So ergibt sich:
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Auch im 2. Beispiel ist nun eine Gleichung mit einer Unbekannten ent-
standen. Die Unbekannte  kann daraus leicht berechnet werden:
502 = 850
x= 17.
Die andere Unbekannte y berechnet man wieder, indem man den Wert 17
fiirr  in eine der beiden Ausgangsgleichungen einsetzt. Wir setzen in die
1. Gleichung ein und erhalten:

br+T7y=176
6-17+ 7y =176
86+ 7y =176
Ty =176 — 85
Ty= 91
y= 13.
Durch die Probe weisen wir wieder die Richtigkeit der Losung nach:
1. Gleichung: S5z+T7y =176
6-174+17-13 =176
84+91 =176
2. Gleichung: bz—3y =46

5:17—3-13 =46
85—39 =46,

Man hiitte zur Losung des 2. Beispiels natiirlich auch eine andere Methode
verwenden konnen. Uberlegen Sie sich diese selbst!

3. Beispiel: 3z + 2y =22
2z + 5y =33
Mit einer sofortigen Addition kommt man in diesem Fall nicht zum Ziel,

Daher multiplizieren wir zundchst die 1. Gleichung mit 5 und die
2. Gleichung mit (—2):

3z +2y=221|-5
2+ 5y =33 | (—2).
Wir erhalten somit das folgende abgeénderte Gleichungssystem:
16z + 10y = 110
—4zx— 10y = —66

Jetzt konnen wir die 2. Gleichung zur 1. Gleichung addieren und er-
halten:

152+ 10y + (— 4z — 10y) = 110 4 (— 66)
15z + 10y —4x— 10y = 110 — 66
11z = 44
r=4.

Die Unbekannte y berechnen wir aus einer der beiden Ausgangs-
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gleichungen. Wir nehmen die 1. Gleichung:

3z + 2y = 22
3-442y=22
12 + 2y =22
y= 5.

Auch hier kann man wieder durch die Probe die Richtigkeit der Losung
nachweisen.

Im folgenden soll gezeigt werden, daBl aus 2 Gleichungen mit 2 Un-
bekannten die Unbekannten nicht immer eindeutig bestimmt werden
konnen.

Wir wollen diesen Sachverhalt an Beispielen schildern.

Es sei das Gleichungssystem

22—y=1
2z —y=—1

gegeben. Aus diesem System lassen sich die beiden Unbekannten z und
y nicht bestimmen, da sich die beiden Gleichungen widersprechen. In
dem einen Fall soll 22 — y = 1 und in dem anderen Fall — 1 sein. Dies
ist nicht moglich.

Kommen wir zu einem zweiten Beispiel:
3z— y= 5
6z—2y=10
Aus diesem Gleichungssystem konnen die beiden Unbekannten « und y
auch nicht berechnet werden. Multipliziert man ndmlich die erste der
beiden Gleichungen mit 2, so erhilt man die zweite Gleichung. Damit
reduziert sich dieses Gleichungssystem auf eine Gleichung. In diesem
Fall sagt man, die Gleichungen sind voneinander abhingig. Die Un-
bekannten konnen daraus nicht eindeutig berechnet werden. Uberlegen
Sie sich den Grund! Die eben angefithrten Betrachtungen sollen zu-
nichst geniigen.

8.3 Bestimmungsgleichungen ersten Grades mit drei Unbekannten
Im folgenden Abschnitt kommen wir zur Auflésung von 3 linearen Be-
stimmungsgleichungen mit 3 Unbekannten. Dabei setzen wir voraus, daBl
Widerspruchslosigkeit und Unabhingigkeit vorhanden ist. Diese Begriffe
sind im vorigen Abschnitt bei 2 Unbekannten bereits erwihnt worden.

Wir verwenden die drei fiir 2 Unbekannte bereits behandelten Methoden
in analoger Weise. Dabei geht man folgenden Weg. Zuerst verdndert man
jeweils 2 Gleichungen der urspriinglichen 3 Gleichungen so, daB jeweils
nur noch eine Gleichung mit 2 Unbekannten iibrigbleibt. Dies machen
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wir zweimal. Damit haben wir dann 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten
erhalten, die wir nach den Methoden des Abschnitts 8.2 auflésen kénnen.
Um dann noch die 3. Unbekannte zu erhalten, setzt man die beiden aus
den 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten erhaltenen Werte in eine der
3 Gleichungen des Ausgangssystems ein. Man erhélt so den Wert fiir die
3. Unbekannte. Manchmal kiirzt sich dieser Weg auch etwas ab.

Den eben geschilderten Losungsweg wollen wir an einigen Zahlbeispielen
zeigen.

1. Beispiel: z+y—z=2
(I) 3z—2y =0
6z—3z =0

Dieses Gleichungssystem ist etwas vereinfacht, da in zwei Gleichungen
nur 2 Unbekannte vorkommen.
In unserem Fall ist es zweckmiBig, die 1. und 2. Gleichung so zu ver-
einfachen, daBl die Unbekannte y herausfillt. Zu diesem Zweck multi-
plizieren wir die 1. Gleichung mit 2. Wir erhalten sie dann in der ver-
dnderten Form:

22 +2y—22=4.

Jetzt addieren wir die 2. Gleichung zur verdnderten 1. Gleichung und
erhalten:
224+ 2y—224 Bz—2y)=4
224+ 2y—22+4+32x—2y =4
52—2z =4.
Es ist eine Gleichung mit 2 Unbekannten entstanden. Nehmen wir dazu
noch die 3. Gleichung des Ausgangssystems (I), so haben wir damit ein
System mit den beiden Unbekannten z und z erhalten:
bz—22=4
(1) 6z—32=0

Dieses System konnen wir nach den bekannten Methoden auflosen. In
diesem Fall diirfte die Additionsmethode am einfachsten zum Ziele
fithren. Wir multiplizieren die 1. Gleichung des Systems (II) mit (—3)
und die 2. Gleichung mit 2:

bx—22=4 | -(—3)

6x—32=0 |-2.

Es ergibt sich
— 152 4 62 =—12
122 — 6z = 0
Jetzt addieren wir die 2. Gleichung zur 1. Gleichung:
— 15z 4 62 + (122 —62) = — 12
— 152+ 6z + 122— 62z =—12
—3z=—12.
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Es ist eine Gleichung mit einer Unbekannten entstanden:
—3z=—12.
Wir 16sen diese nach z auf und erhalten:
— 12

T=—07

—3
z=4.

Den Wert 4 setzen wir fiir z in die eine der beiden Gleichungen des
Systems (II) ein und erhalten daraus z. Wir setzen in die 1. Gleichung
ein:

S52—22=4
5:4—22=4
20-—22:4
—22=4—20
—22=—16
_—16
2=
Zz =

Um nun weiterhin y zu erhalten, setzen wir die Werte £ = 4 und z = 8
in eine der beiden ersten Gleichungen des Systems (I) ein. Wir nehmen
die 1. Gleichung:

z+y—2z=2

4+ y—8=2

y—4=2
y=2+4

y=0.

Um nun noch die Richtigkeit der Losung
z=4, y=6und 2=28
zu zeigen, setzen wir diese Werte in die Gleichungen des urspriinglichen
Systems (I) ein.
1. Gleichung: z+y—z
4+6—8
2. Gleichung: 3z—2y
3-4—2-6
12 —12
3. Gleichung: 6z— 3z
6-4—3-8
24 — 24
2. Beispiel: 6z+4+ 8y— b

@ 9z + 12y + 11
14z —18y + 19

L
©co0o oco0o M

o
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225
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Bei dieser Aufgabe versuchen wir zunichst, ein System von 2 Gleichungen
mit den Unbekannten z und z herzustellen. Zu diesem Zweck multi-
plizieren wir die 1. Gleichung mit 3 und die 2. Gleichung mit (—2). Wir
erhalten:
18z 4+ 24y —15z2= 120
— 182 — 24y — 222z = —120.

Weiterhin addieren wir nun die 2. Gleichung zur 1. Gleichung:

18z + 24y — 152 + (— 182 — 24y — 222) = 120 + (— 120)

18z 4 24y — 16z — 182 — 24 y — 222 = 120 — 120

—372=0.

In unserem Fall ist nicht nur ein Gleichungssystem mit 2 Unbekannten

entstanden, sondern bereits eine Gleichung mit einer Unbekannten.
Aus dieser Gleichung ergibt sich sofort z:

—372=0
__ 0
2=
z2=20.

Um nun die Unbekannten z und y zu erhalten, setzen wir zunichst den
Wert z =0 in die 2. und 3. Gleichung ein:

9z + 12y +11:0 = 60
1l4z— 18y 4+ 19-0 =20
oder
14z — 18y = 20

Wie man erkennt, ist aus der 2. und 3. Gleichung unseres urspriinglichen
Systems ein System von 2 Gleichungen mit den beiden Unbekannten
und y geworden.

Dieses System losen wir wieder nach den bekannten Methoden auf. Die
1. Gleichung des Systems (II) multiplizieren wir mit 3 und die 2. Glei-
chung mit 2:

(IT)

9z 4+ 12y =60 -3
l4z—18y =20 | - 2.
Wir erhalten:
27z + 36y = 180
28z — 36y = 40

Nach Addition der beiden Gleichungen ergibt sich eine Gleichung mit
der Unbekannten 2:

27z + 36y + (28— 36y) = 180 4 40
27z + 36y + 282 — 36y = 220
552 = 220.
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Diese letzte Gleichung lésen wir nach z auf und erhalten:

_ 220
T= 35
rx=4.

Um nun noch den Wert der Unbekannten y zu bekommen, setzen wir
den Wert 4 fiir z in eine der beiden Gleichungen des Systems (II) ein.
Wir setzen in die 1. Gleichung ein:

9z + 12y = 60
12y = 60 — 36

2o 2

12

y= 2.

Die Richtigkeit der Lésung zeigen wir wiederum durch die Probe. Wir
setzen
z=4, y=2und z2=0

in die drei Gleichungen des Systems (I) ein:

1. Gleichung: 6x4+ 8y— b5z2=40
6:4+8:2—5-0=40
24 4 16 — 0 = 40

2. Gleichung: 92+ 12y + 112=60
9-4+4+12-2+4+11-0=60
36+24+4+0=60

3. Gleichung: l4z— 18y + 192=20
14-4—18-2+19-0=20
56— 36 +0=20.

3. Beisptel: 3z +4y—2z2= 1
(I 4r—6y -+ 22=10
6z—2y— 2 =9

Zuniichst stellen wir daraus ein Gleichungssystem her, in welchem nur
noch z und y als Unbekannte enthalten sind. Zu diesem Zweck ad-
dieren wir die 2. Gleichung zur 1. Gleichung:

3z +4y—22+4 4x—6y +22)=7+410
3z +4y—22+ 42—6y+ 2z =17
Tz—2y =17.
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Damit haben wir eine Gleichung mit den beiden Unbekannten z und y
erhalten. Um noch eine 2. Gleichung, die z und y enthilt, herzustellen,
multiplizieren wir die 3. Gleichung mit 2:

12z —4y— 22 = 18.
Diese Gleichung addieren wir zur 2. Gleichung des Systems (I):
42—6y + 22+ (122 —4y—22) =10 + 18
4xz—6y+ 22+ 120—4y—22z =28
16z— 10y = 28.
Damit haben wir das gewiinschte System von 2 Gleichungen mit den
beiden Unbekannten z und y erhalten:

Tz— 2y =11
(II) 162 — 10y = 28

Dieses System 16sen wir zweckmiBig mit der Additionsmethode auf. Zu
diesem Zweck multiplizieren wir die 1. Gleichung des Systems (II) mit
(—5):

— 352+ 10y = — 85.

Zu dieser Gleichung addieren wir die 2. Gleichung des Systems (II):

—352 + 10y + (162 — 10y) = — 85 + 28
—35z + 10y + 16z— 10y = — 57
— 192 = —57.

Daraus ist eine Gleichung mit einer Unbekannten entstanden. Diese
Gleichung l6sen wir nach z auf und erhalten:

Die Unbekannte y berechnen wir aus einer der beiden Gleichungen des
Systems (II). Wir verwenden die 1. Gleichung:

Te—2y=17
7:3—2y=17
21 —2y =17
—2y=17—-21
—2y=—4
—4
y=_—
y=2.

Um die dritte Unbekannte z zu berechnen, setzen wir 2=3 und y=2
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in die 1. Gleichung des Systems (I) ein und erhalten daraus:

3z +4y —22=17
3-3+4-2—22=17

948 —22=17
17—2z2=17
—22=7T—17
—2z2=—10
_—10
t=_
Z =

Durch die Probe kann wieder die Richtigkeit der Lisung nachgewiesen
werden.

Wie man an den Beispielen gesehen haben wird, erfordert die Losung
eines Systems von 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten schon etwas Ubung.
Weiterhin kénnen Schwierigkeiten und umfangreiche Rechnungen auf-
treten, wenn es sich etwa sogar um Gleichungssysteme mit mehr als
3 Unbekannten handelt.

8.4 Weitere Aufgaben zu den Bestimmungsgleichungen ersten
Grades mit zwei und drei Unbhekannten

Im folgenden Abschnitt sollen einige Aufgaben zur Ubung und Ver-
tiefung der Kenntnisse gerechnet werden. Der Losungsweg wird im all-
gemeinen in etwas gekiirzter Darstellung angegeben. Das Ausfiihren der
Probe bleibt dem Leser selbst iiberlassen.

1. Aufgabe: 4z 4+ y=40
z—y= 5
Anwendung der Additionsmethode:

dz+y+(2—y)=40435
4zt y+ 22—y =45

S5r=45
z=09.
Einsetzen des Wertes =29 in die 1. Gleichung:
4z + y=40
y=40—36
y=4.
2. Aufgabe: 4z + 3y = 276
x
v 8
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Anwendung der Einsetzungsmethode:

1
x——s-y
4z 4+ 3y =26
4y +3y=26
7
5y +3y=26
By=126
_26-2
¥=T13
y=4.

Einsetzen des Wertes y = 4 in die 2. Gleichung:

| <

x

48
_1-4
r=-3

1
z—-?-
3. Aufgabe: 4x—"Ty =41
I 52+ 3y =263

Anwendung der Additionsmethode:
4z —Ty=41]-3
S5z+4+3y=63]-17
122 — 21y = 123
35z + 21y = 441

122 — 21y 4 35z + 21y) = 123 4 441

122 —2ly + 352 + 21y = 564
47z = 564

z=12.

Einsetzen des Wertes z = 12 in die 2. Gleichung des urspriinglichen
Systems:

52+ 3y =263

6-124 3y =263

60 + 3y = 63
3y =63 —60

3y= 3

y= l.
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4. Aufgabe: 2z +3y— 52=16
(I) 3z—2y + 42=236
S5x+4+Ty—1llz=44

Zunichst wird die Unbekannte z beseitigt. Dies geschieht, indem die
1. Gleichung mit 4 und die 2. Gleichung mit 6 multipliziert werden.

2z +3y—b6z2=16| -4
3z—2y+42=36 |5

8z 4+ 12y — 20z = 64
152— 10y + 202 =180 |.

Addition der beiden Gleichungen ergibt:
23+ 2y=244.

Weiterhin Multiplikation der 2. Gleichung des Systems I mit 11 und der
3. Gleichung mit 4:

3z—2y+ 42=36]-11
Sz+Ty—1lz=4 |- 4

332 — 22y + 44z = 396
20z + 28y — 442 =176 |.

Addition der beiden letzten Gleichungen ergibt:
63z + 6y = 572.
Es sind also 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten entstanden:

23z + 2y — 244
D) | 53z 4+6y=572 |.

Um nun noch y zu beseitigen, multiplizieren wir die 1. Gleichung des
Systems II (mit (—3):

28z + 2y =244 | - (—3)
53x + 6y = 572

—692—6y =—"732
53z +6y= 572 |.

Addition der beiden Gleichungen ergibt:

— 16z = —160.
Hieraus ergibt sich
— 160
=18
z=10.

Um y zu bekommen, setzen wir in die 1. Gleichung des Systems II fiir
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z den Wert 10 ein:

23z + 2y = 244
23-10 4+ 2y = 244

230 + 2y = 244
2y = 14
y= 1T.

Um zum SchluB noch z zu erhalten, setzen wir =10 und y=7 in eine
der drei Gleichungen des Systems I ein. Wir setzen zum Beispiel in die
2. Gleichung ein:

3z—2y + 42 =36
3:10—2-74 42=36
30— 14 + 4z = 36

4z =36 + 14— 30
42 =20
z= 6.
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U 8 Ubungsaufgaben zu den Bestimmungsgleichungen ersten Grades mit
zwei und drei Unbekannten

1) 3z 4+ Ty =17
172— 6y = b
2) 69x —5ly=0
1152 4+ 34y =17
3) 3z—4y= 10
z—Ty=—S8

4z 4 10y — 92z =43

4) 3z— 9y— z= 5
bx— y—2z=236

L 8 Losungen zu U 8

) z=1, y
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9. Bestimmungsgleichungen zweiten Grades
mit einer Unbekannten

9.1 Der Begriff der Bestimmungsgleichung zweiten Grades mit
einer Unbekannten

Wie bereits im Abschnitt 3.1 erwidhnt worden ist, wollen wir uns in
diesem Kapitel mit den Bestimmungsgleichungen zweiten Grades mit
einer Unbekannten beschiftigen. An Stelle von Bestimmungsgleichungen
zweiten Grades spricht man auch von quadratischen Bestimmungs-
gleichungen oder kurz von quadratischen Gleichungen.
Unter einer quadratischen Gleichung versteht man eine Bestimmungs-
gleichung folgender Form:

az*4+br+c=0 (@ $=0).
Das ist die allgemeine Form der quadratischen Gleichung. Um eine solch
quadratische Gleichung nach der Unbekannten z auflésen zu koénnen,
ist es zunichst erforderlich, sie in die sogenannte Normalform zu iiber-
fithren. Zu diesem Zweck dividieren wir die letzte Gleichung durch a:

x2+§—x+%=0.

Setzen wir noch zur Abkiirzung —2— = pund % = ¢, 80 kénnen wir weiter-
hin schreiben:

22+ pr+qg=0

Dabei sind p und g reelle Zahlen.
Diese Form der quadratischen Gleichung bezeichnet man als die Normal-
form einer quadratischen Gleichung.

Sehen wir uns dazu ein Beispiel an:
Das Doppelte des Quadrats einer Zahl und das Vierfache dieser
Zahl ergeben zusammen 16. Wie heit die Zahl?

Die gesuchte Zahl bezeichnen wir mit . Folglich ist das Quadrat dieser
Zahl 2. Fir unsere Aufgabenstellung ergibt sich dann der folgende

Ansatz: 222 4+ 42 = 16.

Es ist eine quadratische Gleichung mit einer Unbekannten z entstanden.
In unserem Fall haben wir es mit der allgemeinen Form zu tun. Um fir
dieses Beispiel die Normalform zu bekommen, haben wir durch den
Koeffizienten des quadratischen Gliedes, also durch 2 zu dividieren:
22% | 4z _ 16
2T t2 =%
22422 =8

158



oder

In diesem Fall ist:

9.2 Die Auflosung der quadratischen Gleichung mit einer Un-
bekannten

Wir wollen in diesem Abschnitt aus der quadratischen Gleichung

22+ pr+qg=0
den Wert der Unbekannten x bestimmen.
Ehe wir zur Bestimmung der Unbekannten z aus dieser gemischi-
quadratischen GQleichung kommen, wollen wir erst einige Spezialfille be-
handeln. Es sei noch erwihnt, daB der Name ,,Gemischt-quadratische

Gleichung’‘ daher stammt, daB neben dem quadratischen Glied noch ein
Glied auftritt, in dem z linear vorkommt (lineares Glied).

9.21 Spezialfille

Zuerst wollen wir den Fall behandeln, in dem p=0 ist. Es soll also kein
lineares Glied auftreten. In diesem Fall sprechen wir von einer ,,Rein-
quadratischen Gleichung*‘.
Behandeln wir ein Beispiel. Aus der rein-quadratischen Gleichung

22— 25 =0
soll die Unbekannte z berechnet werden. Zu diesem Zweck addieren
wir auf beiden Seiten der Gleichung 25 und erhalten:

22— 25 + 25 =25

a2 = 25.
Jetzt ziehen wir die Wurzel und erhalten
z= 4 5.
Es ergeben sich 2 Losungen, die wir mit x, und z, bezeichnen wollen:
z,=+5
z, = —25.
Durch die Probe erkennen wir sofort die Richtigkeit der beiden Losungen:
1. Losung: 22—25=0
52 — 25 =
25 —25=0
2. Losung: x2—25=0
(—5)2—25 =0
25—25=0
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Es sei an dieser Stelle bemerkt, daB quadratische Gleichungen stets
2 Losungen haben, die allerdings nicht voneinander verschieden zu sein
brauchen. Darauf kommen wir spiter zuriick.
Kommen wir nun zum 2. Spezialfall. In diesem Fall soll das Absolut-
glied ¢ = 0 sein.
Wir behandeln wieder ein Beispiel:

2—8z=0.

Um aus dieser Gleichung z zu berechnen, klammern wir z auf der linken
Seite aus:

z (z— 8) = 0.
Nun besagt ein Lehrsatz, daB ein Produkt nur dann Null ist, wenn ein
Faktor Null ist. In unserem Fall muf} also entweder z oder x — 8 gleich
Null sein:

z=0
oder
z—8=0.
Hieraus erhilt man sofort die 1. Losung 2, :
z,=0
und die 2. Losung z,:
zz —_— 8 = 0
z, = 8.

Die Probe zeigt uns die Richtigkeit beider Lsungen.

9.22 Allgemeiner Fall

Kommen wir nun zur gemischt-quadratischen Gleichung. Wir beginnen
zunichst wieder mit einem Beispiel. Es soll aus der Gleichung
22—8z+15=0
die Unbekannte x berechnet werden. Da wir bereits lineare Bestimmungs-
gleichungen auflésen kénnen, werden wir versuchen, diese quadratische
Gleichung auf lineare Gleichungen zuriickzufiihren.
Zunichst formen wir die Gleichung so um, daB auf der linken Seite nur
Glieder stehen, die z enthalten. Zu diesem Zweck subtrahieren wir auf
beiden Seiten der Gleichung 15 und erhalten:
22— 8z = —15.
Jetzt addieren wir auf beiden Seiten der Gleichung das Quadrat des
halben Koeffizienten des Lineargliedes:

z2—8x+(%)2=—15+(§-)2
22—8x+4 42 =—15416
22 —8z 442 =1,
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Jetzt betrachten wir zuniichst die linke Seite der Gleichung weiter. Wir
konnen fiir sie unter Verwendung der Formel a2 — 2ab + b2 = (a — b)?
auch schreiben:

(:!3 - 4)8 ’
denn rechnen wir dies aus, so erhalten wir gerade

z? — 8z +4 43.
Fiir unsere Gleichung ergibt sich somit

(x—4)32=1.

Wir haben also auf beiden Seiten das Quadrat des halben Koeffizienten
des Lineargliedes hinzufiigen miissen, damit die linke Seite als derartiger
quadratischer Ausdruck geschrieben werden kann. Aus diesem Grunde
bezeichnen wir das zugefiigte Quadrat des halben Koeffizienten des
Lineargliedes als quadratische Erginzung.

Wir ziehen jetzt die Quadratwurzel und erhalten:

z—4=+41.
Dabei miissen wir beachten, daBl auf der rechten Seite als Wurzelwert
sowohl + 1 als auch — 1 maglich ist, da (+1)2=1 und (—1)2=1 ist.
Es sind somit eigentlich zwei lineare Gleichungen mit jeweils einer Un-
bekannten entstanden:
1. Gleichung: z—4=+1
2. Gleichung: r—4=—1.
Aus diesen 2 Gleichungen ergeben sich die beiden Werte der Unbe-
kannten z der urspriinglichen quadratischen Gleichung. Zur besseren

Unterscheidung fiir die Unbekannten wollen wir wieder die Bezeich-
nungen z, und z, einfiihren.

Damit lautet die 1. Gleichung:

z,—4=+41
und die 2. Gleichung:
z,—4d=—1.
Aus diesen Gleichungen ergeben sich z;:
z—4=+1
z,=1+4
z, =3
und z,:
Ty — 4=—1
z, =—1+4
z, = 3.
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Durch die Probe kénnen wir die Richtigkeit der beiden Lésungen nach-
weisen.

1. Losung: 2—8zx+156=0
z2—82, +16=0
52—8:54+16=0

25—40+4+15=0

2. Losung: 22—8x+15=0
2, —8z,+16=0

32—8-34+15=0
9—24 +15=0.
Im folgenden soll nun die allgemeine Lsung der quadratischen Gleichung
angegeben werden. Zu diesem Zweck gehen wir von der Normalform der
quadratischen Gleichung

224+ pz+qg=0 | (pundgqreell)

aus.
Zuniichst subtrahieren wir auf beiden Seiten der Gleichung ¢ und er-
halten:

2?4 pr=—q.
Nun addieren wir wieder auf beiden Seiten der Glelchung das Quadrat
des halben Koeffizienten des Lineargliedes, also (E_)n_ 2 :

4
2+ pa+ (5 =—a+(Ef

Durch diese Umformung 1i8t sich die linke Seite als quadratischer Aus-
druck schreiben. Wir erhalten:

s Pl
Jetzt ziehen wir die Quadratwurzel und erhalten:

x+%=iéyﬁ—w-

Es sind also wieder 2 lineare Bestimmungsgleichungen fiir « entstanden.
Dabei muBl man beachten, daB sowohl

(+ % / p’—4q)z
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als auch

1 2
(‘51/ P’—‘*q)

PP—4q
4

den Wert

ergibt. Beachten wir weiter, daB wir die Unbekannte in der ersten der
beiden Gleichungen mit z, und in der zweiten der beiden Gleichungen
mit z, bezeichnen wollen, so ergibt sich fiir die 1. Gleichung:

1
%+%=+7V¢—M
und fiir die 2. Gleichung:

) -
z2+%=——2—|/ p*—4q.

Aus diesen beiden Gleichungen kann man sofort z, und z, ausrechnen.
Es ergibt sich

und

Die beiden Ergebnisse faBt man meist in einem Ausdruck wie folgt

zusammen:
1
me=—5%+ 3'/ P—4q

In diesem Ausdruck gilt fiir den Index 1 das Pluszeichen vor dem Wurzel-
ausdruck und fiir den Index 2 das Minuszeichen vor dem Wurzelausdruck.
Die auftretende Differenz p% — 4¢q bezeichnet man als Diskriminante®.
Darauf wollen wir im folgenden Abschnitt néher eingehen.

Zunichst seien noch einige Beispiele gerechnet.

1. Beispiel: 22+ 3z—10=0.
Wir addieren zunichst auf beiden Seiten der Gleichung 10:

22 4+3z—10410=10
z2 +, 3z = 10.

1 discriminare (lat.) = entschelden, unterscheld
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Jetzt nehmen wir die quadratische Ergéinzung vor. Wir haben auf beiden

Seiten der Gleichung (%)z= % zu addieren:

22 4+3z + (—3-)2= 10 +% .
Dann ergibt sich
(o i-4
Wir ziehen die Wurzel und erhalten
Tt a= kg

Damit haben wir zwei lineare Gleichungen erhalten. Die Unbekannten
bezeichnen wir wieder mit z; und z,.

1. Gleichung: z + % = ..;_
7 3
a=777
zl = 2
. 3 7
2. Gleichung: L+ y=—y
7 3
=TT
xz =— 5 .
Die Probe zeigt die Richtigkeit der Losungen.
2. Beispiel: 22—6x+9=0

Zur Losung dieser Aufgabe gehen wir zunichst den gleichen Weg wie
beim 1. Beispiel.

Wir subtrahieren auf beiden Seiten der Gleichung 9:

22—6xr4+9—9=—9
22— 6z =—90,

Jetzt nehmen wir wieder die quadratische Erginzung vor und addieren
auf beiden Seiten der Gleichung 32=9:

22—06z4+32=—949.
Weiterhin kénnen wir dafiir schreiben:

(x—32=0
Wir ziehen auf beiden Seiten der Gleichung die Wurzel und erhalten:
z—3=40.
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Es sind also fiir die Losungen 2, und z, formal wieder zwei Gleichungen
entstanden:

1. Gleichung: z—3=+0
z—3=0
z, =3

2. Gleichung: z,—3=—0
2,—3=0
z,=3

Die beiden Lisungen fallen zu einer Doppellésung zusammen und haben
den Wert 3. Die Richtigkeit konnen wir wieder durch die Probe zeigen.

Kommen wir noch einmal zur quadratischen Erginzung dieses Beispiels
zuriick. Man hiitte den Weg iiber die quadratische Erginzung nicht zu
gehen brauchen. Die linke Seite der Ausgangsgleichung 22—6z+ 9=0
1aBt sich bereits sofort in binomischer Form
(z—3)

schreiben. Damit hitten wir sofort

(x—3)2=0
erhalten. In unserem Fall sollte aber die Aufgabe aus methodischen
Griinden in gleicher Weise wie beim 1. Beispiel gelost werden.

3. Beispiel: 22—4zx+5=0

Zunichst subtrahieren wir auf beiden Seiten der Gleichung 5 und er-
halten:
»r—4r=—35.

Jetzt nehmen wir wieder die quadratische Ergéinzung vor und addieren
auf beiden Seiten der Gleichung 22=4:

2?—4z+22=—5+4.
Daraus ergibt sich:
(z—22=—1.
Jetzt ziehen wir auf beiden Seiten der Gleichung die Wurzel und er-

halten:
z2—2=+4})—1.

Unter | — 1 kénnen wir uns zunéchst nichts vorstellen. Aus diesem
Grunde wollen wir uns jetzt niaher mit diesen Dingen beschiftigen.

Im Abschnitt 6.12 wurde gezeigt, da Wurzeln mit ungeradem Wurzel-
exponenten stets eindeutige Werte ergeben, und zwar positive bei posi-
tivem Radikanden und negative bei negativem Radikanden. Fiir gerade
Waurzelexponenten betrachteten wir bis jetzt nur Wurzeln mit positivem
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Radikanden, fiir die sich zeigt, daB sie doppeldeutig sind. Es bleibt jetzt
nur noch der Fall von geraden Wurzelexponenten und negativen Radi-
kanden zu behandeln. Dieser Fall war uns bereits im Abschnitt 6.12 be-
gegnet. Dort wurde er aber nicht gelost.

Was haben wir nun zum Beispiel unter f/ —4 zu verstehen? Der Wurzel-
wert kann weder -+ 2 noch —2 sein, denn es ist

(+2)2 = +4
(—2)2 = +4.

Es zeigt sich, daB der Ausdruck ' —4 im Bereich der uns bis jetzt be-
kannten reellen Zahlen keinen Sinn hat. Um ihm und allen anderen
gleich.;ebauten Ausdriicken von der Form

Y —e¢ (c reell)

einen Sinn zu geben, erweitert man den Zahlenbereich, indem man zu
den reellen die imagindiren Zahlen hinzufiigt. Diese imaginiren Zahlen
gehen alle aus der ,,imaginiren Einheit’ hervor, dhnlich wie die reellen
Zahlen aus der Einheit 1 durch die vier Grundrechenarten und das
Radizieren entstehen.

Die ,,imaginire Einheit* wird mit ¢ bezeichnet und ist definiert als

J—1=:

Mit Hilfe dieser Festsetzung kann man jetzt die obige Aufgabe 16sen.
Zur Berechnung von | —4 geht man folgenden Weg:

—i=y1i =0
—yi-y =1
=42-%.
Es ist also
y—4=+2i.
Weitere Beispiele:

y—25=y25-Y —1=+5i
y—36=y36-yV—1=16i.
Man erkennt hieraus, da man Quadratwurzeln aus negativen Zahlen
zieht, indem man erst den Wert der Wurzel mit dem entsprechenden

positiven Radikanden berechnet, den erhaltenen Wyrzelwert jedoch nicht
in der reellen, sondern in der imaginiren Einheit ¢ zdhlt.
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Kommen wir nun noch zu den komplezen Zahlen.
Eine Zahl von der Gestalt

a+bs |,

wobei a@ und b reelle Zahlen sind, heiit komplexe Zahl.

Man nennt a den Realteil und b den Imaginirteil der komplexen Zahl
a+bi. Diese komplexen Zahlen stellen den Zahlenbereich dar, der aus
dem reellen Zahlenbereich entsteht, wenn man zu ihm die imagindren
Zahlen hinzufiigt. Die reellen Zahlen und die imaginiren Zahlen sind die
zwei Teilmengen des komplexen Zahlenbereichs. Die reellen Zahlen er-
geben sich aus den allgemeineren komplexen Zahlen a + b, wenn b=0
gesetzt wird. Die imaginiren Zahlen hingegen ergeben sich, wenn a =0
gesetzt wird.

Man rechnet mit komplexen Zahlen wie mit allgemeinen Zahlen und
beachtet auBerdem die Gleichung i*= —1, die méglicherweise Verein-
fachungen des Ergebnisses gestattet.

Zum SchluB sei noch ein Spezialfall von komplexen Zahlen, die soge-
nannten konjugiert komplexen Zahlen, erwihnt.

Unter zwei konjugiert komplexen Zahlen verstehen wir die Ausdriicke
folgender Form :

a + bi
und

a—bi.
Zum Beispiel sind 3 +2¢ und 3—2¢ zwei derartige konjugiert komplexe
Zahlen.

Kommen wir nun zu unserer quadratischen Gleichung zuriick. Beachten
wir, daB J — 1 = 1 ist, so ergeben sich als Losungen:

z,—2=+41
:l:l=2+’t
und
Zy,—2=—1
z,=2—1

Wir haben die konjugiert komplexen Zahlen 2 7 und 2—1 als Lsungen
der quadratischen Gleichung 22—4 x+ 5=0 erhalten.

Die Richtigkeit der Losungen zeigen wir durch die Probe:
1. Losung: r2—4z4+5=0

2+4P—42+19)+5

4+4i412—8—4i+5

0
0
4+41—1—8—4i+5=0

o
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2. Lésung: 22—4z+5
2—ip—4@2—i)+5
4—41+12—8441+5=0
4—41—1—8+414+5=0
An diesen drei Beispielen sollten die drei vorhandenen Mdglichkeiten fiir
die Losung einer quadratischen Gleichung gezeigt werden. Im ersten
Beispiel sind die beiden Losungen zwei voneinander verschiedene reelle
Zahlen. Im 2. Beispiel haben sich als Losungen zwei Zahlen ergeben, die
reell und einander gleich sind. Als Losungen des 3. Beispiels haben wir,
wie bereits erwihnt, zwei konjugiert komplexe Zahlen erhalten.
Wir hitten natiirlich die gleichen Losungen erhalten, wenn wir die nu-
merischen Werte fiir die Gré8en p und g in die allgemeine Losungsformel

0
0

I

1
"’1lz=—‘% :|:7|/ PP —4q

eingesetzt hitten. Dies wollen wir fiir die drei Beispiele noch zeigen.
Dabei ist besonders auf die Vorzeichen von p und ¢ zu achten.

1. Beispiel: p=3 g¢g=—10

3 1
Ty =—5 —I/ 2 —4-(—10)

3 1

== ‘2‘31:2]/9*'40

__3,1

=—z*7
3 7

=—3g £

z =2 ,——5
2. Beispiel: p=—86 q=9

3. Beispiel: p = —4 ¢g=2>5
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9.23 Die Diskriminante

Wie im vorigen Abschnitt erwihnt, wollen wir jetzt den Ausdruck
p*—4¢q, der als Diskriminante bezeichnet worden war, in Verbindung mit
den Losungsmoglichkeiten ndher betrachten. Die Diskriminante ge-
stattet uns ndmlich, sofort eine Aussage dariiber zu treffen, welche von
den drei Losungsmoglichkeiten fiir eine quadratische Gleichung zu-
treffend ist.

Hat die Diskriminante p?—4gq einen positiven Wert, so ergeben sich in
den Losungen

®) Zp=—2% i%l/ P—4q

der quadratischen Gleichung 2?-+ pz+q¢=0 reelle Wurzelwerte. Die
Lésungen z;, und z, sind damit zwei voneinander verschiedene reelle
Zahlen.
Hat die Diskriminante p* — 4¢ den Wert Null, so fillt der zweite Teil
des Ausdrucks (§) weg und wir erhalten
z1=—% und :v,=—12’--
In diesem Fall entstehen also als L&sungen zwei reelle Zahlen, die ein-
ander gleich sind.
Hat die Diskriminante p?—4q einen negativen Wert, so wird der zweite
Teil des Ausdrucks (§) imaginir, da die Wurzel aus einer negativen Zahl
eine imagindre Zahl ergibt. Es ergeben sich somit als Losungen zwei
komplexe Zahlen, die zueinander konjugiert sind.

p*—4q >0 Zwei voneinander verschiedene reelle Zahlen als Lo-
sungen

p?—4q9 =0 Zuwei gleiche reelle Zahlen als Losungen

pt—4q <0 Zwei konjugiert komplexe Zahlen als Lésungen

Der eben geschilderte Sachverhalt soll an unseren Beispielen verdeutlicht
werden.
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1. Beispiel 2+ 32z—10=0

p=3 =—10
p?—4qg=3*—4-(—10)
=9+ 40
=49 >0

Die Diskriminante hat einen positiven Wert.
Die Gleichung 22+ 32—10=0 hat deshalb zwei voneinander verschie-
dene reelle Losungen. Dies haben wir bereits durch Ausrechnen gefunden.

2. Beispiel: 22—6zxz+9=0
p=—86 q=9
P—dg=(—62—4:9
= 36 — 36
=0
Die Diskriminante hat den Wert Null. Die Gleichung 22—624+9=0
hat zwei reelle Losungen, die einander gleich sind. Auch dies haben wir
bereits durch Ausrechnen gezeigt.

3. Beispiel: 22—42x4+5=0
p=—4 g=5
P—dg=(—4P—4-5
=16—20
=—4<<0

Die Diskriminante hat einen negativen Wert. Die Losungen der Gleichung
22—4 2+ 5=0 sind somit zwei konjugiert komplexe Zahlen. Auch’dies
haben wir bereits durch Ausrechnen gezeigt.

9.24 Der Vietasche Wurzelsatz

Bisher haben wir aus einer quadratischen Gleichung stets die Lisungen
ausgerechnet. Man kann aber auch umgekehrt die quadratische Gleichung
angeben, wenn ihre Losungen bekannt sind. Dies wollen wir zunichst
allgemein zeigen.

Es muB also im Grunde genommen nur gezeigt werden, daB sich die
Koeffizienten p und ¢ der quadratischen Gleichung 22+ pz+ ¢=0 aus
den Losungen @, und z, berechnen lassen.

Im Abschnitt 9.22 haben wir die allgemeine Losung der Normalform
der quadratischen Gleichung z% + pz 4+ ¢ = 0 angegeben:

1
z, =—% +-2—Vp2—4q
P 1
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Um den Zusammenhang zwischen z;, und =z, einerseits und p und ¢
andererseits zu erkennen, addieren wir zuniichst die beiden Lésungen z,

und z,:
N 4 1 2 p 1 2 e
ntH=—5+tgl/Pr—44+\—F5—35 |/ PP—4
1 1
=—2 43 pr—4—L—5]r—4
=—P__P
- 2 2
oder % + 2, =—p.

Um eine weitere Formel zu entwickeln, multiplizieren wir die beiden
Liosungen z; und z,:

1 1
xl-x==(—%+g P’—‘i‘I)’(—%—? p’—4q~)
p% 1 2
- (4= G)r-u)
2 1
=G —3@—49
2 2
=TT +e
oder T x,=4q.

bezeichnet man als den Vietaschen Wurzelsatz.

Wir wollen dazu einige Beispiele rechnen.

1. Beisprel:

Es seien die Losungen x, =2 und z, =—5 einer quadratischen Gleichung
bekannt. Wie lautet die quadratische Gleichung selbst?

Wir berechnen unter Verwendung des Vietaschen Wurzelsatzes p und g¢:

7+ 2,=—p
p=3
T2y =4q
2-(—5) =g
—10=g¢
qg=—10,.
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Die quadratische Gleichung hat also die Form
22 4+ 32— 10 =0 (Vgl. 1. Beispiel im Abschnitt 9.22).
2. Beisgiel:

Es seien 2, = 3 und z, = 3 gegeben.
Unter Verwendung des Vietaschen Wurzelsatzes ergeben sich p und ¢:

z+2,=—p
3+3=—p
6=—p
=—26
&yt %y=4q
3:3=¢q
9=g¢g
g=29.

Als quadratische Gleichung erhalten wir:
22—6z 4+ 9=0 (Vgl 2. Beispiel im Abschnitt 9.22).

3. Beispiel:
Es seien 2, =2+ ¢ und z,=2—1 gegeben.
Es ergibt sich fiir p und g¢:

L it Ty=—p
C+)+@2—)=—p

4=—0p

p=—4
L 4Ty =q
Z+9)-2—9)=¢
4—it=g
4—(—1)=g¢g
b=¢q
g=>5.

Die quadratische Gleichung hat somit die Form
22 —4z+ 56 =0 (Vgl 3. Beispiel im Abschnitt 9.22),

9.3 Weitere Aufgaben zu den quadratischen Gleichungen mit einer
Unbekannten

Im folgenden Abschnitt sollen einige Aufgaben zur Ubung und Vertiefung
der Kenntnisse gerechnet werden. Der Losungsweg wird im allgemeinen
in etwas gekiirzter Darstellung angegeben, Das Ausfiihren der Proben
bleibt dem Leser selbst iiberlassen.
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22—2z4+5=0

4)

2—22=—258
2—2z2+12=—541

t—1=4)—d=474 (—D=+2)—1

z—1=+42¢

(z—1p=—4

Z,=1—2¢
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5) (z—2)(z—4) + (z—3)(z—1) =11
2—22x—4x+8+22—3z—2+3=11
222 — 102z + 11 =11

222—10xz= 0
2?2—5z= 0
z-(x—86)= 0
z,= b.

6) Das Produkt aus einer Zahl und der um 17 kleineren Zahl betrigt 60.
‘Wie heiBen die beiden Zahlen?

z-(z—17) =60
22— 17z = 60
289

22— 17z + (121)’= 60 +
ey

2 1
17 23
t—g==x7%
_l1_= sy __ B
2 -2 T T T Y
zl=20 :l:,=—3.

Es gibt, wie man sofort sieht, zwei Moglichkeiten:
1. Fall: Die beiden Zahlen sind 20 und 3.
2. Fall: Die beiden Zahlen sind —3 und —20.

7) Es ist die Art der Losung der quadratischen Gleichung
22 — 22 — 3 = 0 zu ermitteln.

PP—4g=(—22—4-(—3
=4 412
=16 >0
Die Gleichung hat also zwei reelle, voneinander verschiedene L3-

sungen.

8) Eine quadratische Gleichung hat die Losungen z; = —3 und z, = 4.
Wie heit die Gleichung?

Z + 2, =—p Ty Ty =4¢g

—3+4 =—p (—3)-4=4q
l=—p —12=g¢q
p=—1 g=—12

22—2—12=0.
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9) Eine quadratische Gleichung hat die Losungen z;=2 und z,=2.
Wie heilBt die Gleichung?

z + zg=—p
2+2=—p
p=—4
Tyt Ty,=¢
2:2=
4=9q
g=4

10) Eine quadratische Gleichung hat die Losungen z, == 3 + 27 und
%, = 3 — 21. Wie heiBt die Gleichung?

z + Tp=—p
34+214+3—2i=—p
p=—8
L Ty =g
3+ 2¢)(3—21)=q
9—4it=gq
9+d=g
g=13

?—6z4+13=0.
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U 9 Ubungsaufgaben zu den quadratischen Gleichungen mit einer Un-
bekannten
1) 224122+427=0
2) 22— 6z+4+ 5=0
3) 23— 22z—15=0
4) 22— 224 2=0
6) 322 —242 +44=0
3 __
6) z:- 1 +zf1 = 5;:—18
7) Es ist die Art der Losung der quadratischen Gleichung
22 4 132 + 22 = 0 zu ermitteln.

8) Eine quadratische Gleichung hat die Losungen 2; = —2 und
z, = —1. Wie lautet die Gleichung?

0) Eine quadratische Gleichung hat die Lésungen z; = — 19 4 3|7
und z,=—19—37.
Wie lautet die Gleichung?

10) Eine quadratische Gleichung hat die Lésungen #, = — 2 + 64 und
Zy = —2—64. Wie Jautet die Gleichung?

L9 Losungen zu U 9

1) 2,=—9 2y =—3
2) = z, =25
3) z=—3 z, =0

4) z, =141 2o =1—¢

5) z1=§<6+ 3) z,=—§~(6——V_3-)

6) x1=4 a:,=—2

7) p*—4q = 81 > 0 Die Gleichung hat zwei reelle, voneinander ver-
schiedene Losungen.

8 2243z2z+2=0
9) 2?4 382z+298=0
10) 224+ 42+4+40=0
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10. Ganze rationale Funktionen mit einer
unabhiingigen Variablen

10.1 Der Funktionshegriff

In der Naturwissenschaft und in der Wirtschaftswissenschaft treten oft
Abhéngigkeitsverhéltnisse auf. Zum Beispiel ist beim Thermometer die
Liénge des Quecksilberfadens von der jeweiligen Temperatur abhéngig.
In der Wirtschaft kann ein Teil der Kosten von der produzierten Menge
einer Ware abhiingig sein.

Wenn wir die produzierte Menge mit x und die Kosten mit y bezeichnen,
so ist y von x abhéngig. Anstelle des Ausdrucks ,,y ist von z abhangig‘
sagt man auch, y ist eine Funktion von 2. In der Symbolik der Mathe-
matik schreibt man fiir die obige Aussage dieser Abhingigkeit

y=f(x)

In Worten:
y ist eine Funktion von x.

Dabei bezeichnet man z als dic unabhéngige Verédnderliche oder Variable
und y als die abhingige Verénderliche oder Variable.

Es sei aber ausdriicklich darauf hingewiesen, daB der Ausdruck
y={f(x) nur besagt, daB y in irgendeiner Weise von z abhdngt. In
welcher Weise dies konkret der Fall ist, wird damit allerdings noch
nicht gesagt.

Im folgenden Abschnitt wollen wir uns einer genaueren Untersuchung
derartiger Abh#ngigkeitsverhiltnisse zuwenden und beginnen mit der
Betrachtung der einfachsten Falle der ganzen rationalen Funktionen.
Es sind dies die linearen und die quadratischen Funktionen.

10.2 Lineare Funktionen

Es tritt oft der Fall auf, daB die Abhéngigkeit zwischen z und y durch
eine genaue mathematische Abhéngigkeitsvorschrift angegeben werden
kann. Diese Vorschrift wird die analytische Darstellung einer Funktion
oder auch Funktionsgleichung genannt.
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Wir wollen nun zwei Beispiele von derartigen mathematischen Abhén-
gigkeitsvorschriften angeben.

1. y=z+2
2. =—2z + 3.

Setzt man in diese Ausdriicke fiir x einen beliebigen Wert ein, so be-
kommt man in Abhéngigkeit davon fiir y den zugehérigen Wert. Zum
Beispiel erhilt man im ersten Fall fiir x = 3 den Wert

y=3+2=35.
Hiétte man z = 5 gesetzt, so hidtte man den Wert
y=5+2=1

bekommen. Man sieht also, daB sich zu jedem Wert von z ein davon
abhéngiger Wert y berechnen 1d8t.

Es tritt jetzt die Frage auf, ob man derartige Funktionen nicht in einem
gewissen Bereich der unabhiingigen Variablen z geometrisch darstellen
kann. Zu diesem Zwecke werden wir eine Wertetafel der Funktion, auch
Funktionstafel genannt, aufstellen. Als Beispiel wollen wir eine Werte-
tafel der Funktion y = z 4+ 2 im ganzzahligen Bereich von z = —3 bis
z = + 3 aufstellen. Das heiBt, wir miissen die Werte —3, —2, —1, 0,
+1, +2 und +3 der Reihe nach fiir x in den Ausdruck y =2z + 2
einsetzen und die entsprechenden y-Werte ausrechnen. Danach werden
diese Wertepaare der Ubersichtlichkeit halber noch in einer Tafel, der
sogenannten Wertetafel, zusammengestellt. Wir setzen also fiir z die
entsprechenden Werte ein und erhalten

r=—3 y=—3+2=-1
= —2 y=—2+4+2= 0
z=-—1 y=—142=+1
z= 0 y= 0+2=+42
z=+1 y=+1+2=+43
z=+2 y=+2+2=+4
z=+3 y=+3+4+2=+5.
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Danach tragen wir diese Werte in die Wertetafel wie folgt ein:

z Y
-3 -1
—2 0
—1| +1

0] +2
+11+3
+21 +4
+3 ]| +5

Um die geometrische Darstellung der Funktion y =z + 2 in dem ge-
nannten Bereich zu erhalten, tragen wir die ausgerechneten Wertepaare
als Punkte in ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein und verbinden
sie so miteinander, dal auch die z;y-Wertepaare, die zu den z-Werten
gehoren, die zwischen den von uns betrachteten (r = —3, —2, —1, 0,
1, 2, 3) liegen (also z. B. x = —0,9), Punkte der entstehenden Kurve
sind. Diese Verbindungskurve aller auf Grund der betrachteten Funk-
tionsgleichung moglichen Wertepaare z;y fiir —3 < 2 < + 3 heif8t die
graphische Darstellung dieser Funktionsgleichung im genannten Bereich.

y
5

3

Bild 2
Wie man sieht, ist das Bild obiger Funktion eine Gerade.
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Als  weiteres Beispiel wollen wir die bereits erwihnte Funktion
y=—2xz+ 3 im Bereich x = —2 bis x = 43 graphisch darstellen.
Zu diesem Zweck stellen wir folgende Wertetafel auf:

z Yy
-2 | +7
—1f+5

0| +3
+1] +1
+2|—1
+3| -3

Danach tragen wir diese Wertepaare wieder in ein Koordinatensystem
ein:
¥

-7

-2

-3

Bild 8

Wie man auch in diesem Fall sieht, ist das geometrische Bild der Funk-
tion y = —22x + 3 eine Gerade.
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Allgemein ergeben sich als graphische Darstellungen von Funktionen
der Form y = a,x + ay Geraden. Funktionen der Form

y=a,T+a,

werden als lineare Funktionen oder Funktionen 1. Grades bezeichnet,
weil die hochste Potenz, in der x in der Funktionsgleichung vorkommt,
die 1. Potenz (x = 2!) ist. @; und a, bedeuten dabei beliebige reelle
(oder auch komplexe), aber konstante Zahlen.

Im folgenden sollen noch einige Funktionen graphisch dargestellt werden :

l.a) y=22+3 2.a) y=—2zx+3
b) y=2x b) y=—2z
c) y=2z-—3 c) y=—2zx—3.
Nach Aufstellung einer Wertetafel oder, wie man sicher schon erkannt
haben wird, nach Festlegung von nur 2 Wertepaaren der Wertetafel
lassen sich diese Funktionen graphisch darstellen. 2 Wertepaare sind

ausreichend, weil eine Gerade bereits durch 2 ihrer Punkte eindeutig
festgelegt ist.

Fiir obige Funktionen erhalten wir folgende Darstellungen :

1a) y/ 1b) (¥
3—
2—
7_
U T T T T T T T T T
-3 7 2 3 X 3 -2 -7 7 2 3 X
_2_ '2"
-3 -3
Bild 4 Bild 5
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1c¢) y 2a) y
2 3
2 21
714 74
T T 1 T T T T T T Al T T
3 -2 -1 1/ 2 3 X -3 -2 -1 7 \2 3 X
-7_ _1_
_Z.. -z_.
/
Bild 6 Bild 7
2b) y 2¢) 4y
3‘ 3..
2- 2
/- 7
1 - T T T T 1 ! 1
3 o2 -1 7 2 3 X -3 -2 1 2 g3 X
-1_
-z._‘
-5
Bild 8 Bild 9

Wie man sieht, haben die einzelnen Geraden in den Koordinatensystemen
eine verschiedene Lage. In den Zeichnungen 4 bis 6 verlaufen die Ge-
raden von links unten nach rechts oben. In den Zeichnungen 7 bis 9
aber gehen die Geraden von links oben nach rechts unten. Betrachtet
man die zugehérige Funktionsgleichung und speziell den Faktor bei z,
so siecht man, daB er in den Fillen 4 bis 6 stets 2, also eine positive Zahl
ist. In den Fillen 7 bis 9 ist er immer —2, also eine negative Zahl. All-
gemein kann man feststellen, daB der Faktor von z (also a, in der
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linearen Funktionsgleichung y = a,z + a,) die Richtung der Geraden
bestimmt. Aus diesem Grunde nennt man a, den Richtungsfaktor. Ist
a, eine positive Zahl (a; > 0), so verlduft die Gerade im Koordinaten-
system von links unten nach rechts oben. Ist a, eine negative Zahl
(a; < 0), so verlduft die Gerade von links oben nach rechts unten.

Jetzt soll noch das Absolutglied a, der linearen Funktion im Zusammen-
hang mit der Lage der zugehorigen Geraden niher betrachtet werden.
In den graphischen Darstellungen 4 und 7 hat das Absolutglied den
Wert + 3. Die Geraden schneiden die y-Achse im Abstand + 3 vom Null-
punkt. In den Fillen 5 und 8 ist das Absolutglied Null. Die Geraden
schneiden die y-Achse im Nullpunkt. In den Fillen 6 und 9 hat a, den
Wert —3. Die Geraden schneiden die y-Achse im Abstand —3 vom Null-
punkt. Allgemein gibt a, an, in welchem Abstand vom Nullpunkt die
Gerade die y-Achse schneidet. Ist a, positiv, so schneidet die Gerade die
y-Achse oberhalb des Koordinatenursprungs; ist a, negativ, so schneidet
die Gerade die y-Achse unterhalb des Koordinatenursprungs. Ist da-
gegen a,=0, so geht die Gerade durch den Koordinatenursprung. Aus
diesem Grunde nennt man a, den Abschnitt auf der y-Achse.

Wir wollen noch die Funktionsgleichungen fiir die Geraden angeben, die
den Koordinatenachsen parallel laufen bzw. die Achsen selbst sind. Wir
werden sie zuniichst ohne nihere Beweisfithrung angeben. Darauf wird
im 12. Kapitel eingegangen werden.

1. Gerade parallel zur z-Achse im 2. Gerade parallel zur z-Achse im

Abstand + ¢ (¢ > 0): Abstand — ¢ (¢ > 0):
y= +c y = —C
y y
+C X
=-C
) 4
Bild 10 Bild 11

183



3. Gerade parallel zur y-Achse im 4. Gerade parallel zur y-Achse im

Abstand + ¢ (¢ > 0): Abstand — ¢ (¢ > 0):
r=+c r=—c
VY \y
+C X -C X
Bild 12 Bild 18

5. Die z-Achse hat die Gleichung y = 0.
6. Die y-Achse hat die Gleichung z = 0.

Zur Vertiefung und zur Ubung sollen nun noch einige Geraden gezeich-
net werden. Zu diesem Zwecke stellen wir uns erst jeweils eine Werte-
tafel auf. Wir brauchen aber nur 2 Punkte zu bestimmen, da eine
Gerade ja durch 2 Punkte bereits eindeutig festgelegt ist.

a) y=2x+1 b) y=—2z—1
z |y 1y
¥
0 |+1 5 0|1
2 |+5 2 |-3
[,_
14
K 2
2 7-
1
/ 2 r\ 7z X
2 -1 1 2 X -1
-1 N
-2_ Vaq
Bild 14 Bild 15
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c)y—l:c y
2 0
2|1
y
24
74
T2 7 1§ =
-1-.
-2-4
Bild 16
e) y=3

Im Falle dieser Funktion brau-
chen wir keine Wertetafel auf-
zustellen, denn die zugehorige
Gerade lauft im Abstand + 3
parallel zur z-Achse.

Bild 18

Bild 17

f) x=—-2
Im Falle dieser Funktion brau-
chen wir auch keine Wertetafel
aufzustellen, denn die zugeho-
rige Gerade verlauft im Ab-
stand —2 parallel zur y-Achse.

VY
34

2

74

.2_1

Bild 19
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Im folgenden wollen wir auf den Zusammenhang zwischen linearen
Funktionsgleichungen und linearen Bestimmungsgleichungen eingehen.
Wir beginnen zundchst mit der Darstellung des Zusammenhangs von
linearen Funktionsgleichungen und linearen Bestimmungsgleichungen
mit einer Unbekannten.

Es sei die Funktion

gegeben.

Bild 20

Unsere Aufgabe soll jetzt darin bestehen, die Abszisse z, eines auf der
Geraden liegenden Punktes P, zu bestimmen, von dem wir aber bereits
wissen, daf seine Ordinate den Wert 3 hat:

n=3

Da der Punkt P; auf der Geraden liegen soll, miissen seine Koordina-
ten r, und y, die Funktionsgleichung der Geraden erfiillen. Es muf}

y=2x,—1
gelten.
Da der Wert y, numerisch gegeben ist, konnen wir ihn einsetzen und
erhalten weiter

3= 2:61— 1.
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Aus dieser Gleichung miissen wir nun x; bestimmen. Da es sich um eine
Gleichung zur Bestimmung der Unbekannten x, handelt, sprechen wir
auch von einer Bestimmungsgleichung. Der Wert x, ist durch die Glei-
chung bereits festgelegt. Wir miissen ihn nur noch ausrechnen. Man kann
ihn also nicht mehr, wie im Falle der Funktionsgleichung das z, frei
wihlen.

Wir sprechen weiterhin von einer Bestimmungsgleichung 1. Grades, weil
die hochste Potenz, in der x, vorkommt, die 1. Potenz (x,= z,?) ist.
Anstelle von Bestimmungsgleichung 1. Grades sagt man auch lineare
Bestimmungsgleichung.

Es sei an dieser Stelle ausdriicklich betont, daB zwischen Funktions-
gleichungen und Bestimmungsgleichungen ein grundsitzlicher Unter-
schied besteht. Funktionsgleichungen haben variable GroBen, Bestim-
mungsgleichungen aber unbekannte GroBen, die durch die Aufgaben-
stellung schon festgelegt sind, jedoch noch ausgerechnet werden miissen.
Allerdings bekommt im Falle der Funktionsgleichung die Variable y den
Charakter einer Unbekannten, wenn z festgelegt worden ist. y mu3 dann
mit Hilfe der Funktionsgleichung ausgerechnet werden.

Nach diesen Betrachtungen wollen wir uns der Bestimmung der Un-
bekannten x,; aus der Gleichung

=22,—1
oder
22, —1=3
zuwenden.

Nach der bekannten Methode?! ergibt sich hieraus
2, =2.
Damit haben wir die Abszisse des Punktes P, festgestellt.

Zusammenfassend kann man sagen, daB aus einer Funktionsgleichung
bei Festlegung einer Variablen (x oder y) eine Bestimmungsgleichung
wird. Die andere Variable nimmt dann den Charakter einer Unbekann-
ten an.

Jetzt wollen wir noch den Zusammenhang zwischen linearen Funktions-
gleichungen und linearen Bestimmungsgleichungen mit zwei Unbekann-
ten betrachten. Es handelt sich, wie wir noch sehen werden, in diesem

' Vgl. 8. Kapitel, Seite 42 ff.
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Falle um die Bestimmung der Koordinaten des Schnittpunktes zweier
Geraden. Es sei dabei vorausgesetzt, daB sie in der gleichen Ebene liegen
und nicht parallel verlaufen.
Wir legen dies wieder an einem Beispiel dar. Es soll der Schnittpunkt
der Geraden

y= z—3
und

y=3z+1

bestimmt werden. Zu diesem Zweck zeichnen wir uns zunichst diese
beiden Geraden in ein Koordinatensystem ein:

Sixs;ys)

Bild 21

Wie man aus der Zeichnung erkennen kann, hat der Schnittpunkt, den
wir mit S bezeichnen wollen, die Koordinaten zg= —2 und y,=—5.
Der Index s an den Koordinaten soll daran erinnern, daB diese GroBen
zum Schnittpunkt gehéren. Die Werte zg und y, sind fiir unsere kom-
menden Betrachtungen feste GréBen, die zu bestimmen sind. Es sind also
zunéchst Unbekannte. Dagegen ist im Falle der Funktion die Grofle
(ohne Index) eine Variable, die man beliebig wihlen kann. Es erhebt
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sich die Frage nach der rechnerischen Bestimmung der Groen zg und y,,
Da der Punkt S (“’s;ys) auf beiden Geraden liegt, miissen natiirlich seine
Koordinaten die Gleichungen der beiden Geraden erfiillen. Es mufl daher
gelten:

Y= Tg—3

yg=3zg+ 1.

Es ist also aus den beiden Funktionsgleichungen mit den Variablen x
und y ein System von 2 Bestimmungsgleichungen mit den Unbekann-
ten 2, und y, entstanden.

Hieraus bestimmen sich leicht die beiden GréBen xg und yg!. Es ergibt
sich zg=—2 und yg=—5.

Die Koordinaten des Schnittpunktes sind somit bestimmt.

10.3 Quadratische Funktionen

Im Abschnitt 10.1 haben wir gesagt, was wir allgemein unter einer
Funktion zu verstehen haben. Speziell sind wir im Abschnitt 10.2 auf
lineare Funktionen néher eingegangen. Wir verstanden darunter eine
Abhiéngigkeitsvorschrift der Gestalt y = a,z + a5, wobei a, der Rich-
tungsfaktor und a, das Absolutglied waren.

In diesem Abschnitt wenden wir uns den quadratischen Funktionen zu.
Unter einer quadratischen Funktion versteht man die Abhéngigkeits-
vorschrift

y=a,22+a,x+a,|.

Quadratisch nennt man diese Abhéngigkeitsvorschrift deshalb, weil die
hochste Potenz, in der die unabhingige Verdnderliche x vorkommt, vom
2. Grade ist. Dabei sind a,, a, und g, beliebige reelle (oder auch kom-
plexe) Konstante mit a,<= 0.

In speziellen Fillen sind die Koeffizienten a,, @, und a, numerisch
bestimmt. Zum Beispiel konnte a,= %, a;= 2 und a;=—1 sein. Die
Funktionsgleichung lautet somit y = 422+ 22 — 1. Diese quadratische
Funktion wollen wir nun graphisch darstellen. Die quadratischen Funk-

1 Vgl. Abschnitt 8.2, 8eite 14011.
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tionen kénnen in analoger Weise wie die linearen Funktionen mit Hilfe
einer Wertetafel gezeichnet werden.

Als Beispiel stellen wir die Wertetafel der quadratischen Funktion
y = 422+ 22z —1 im ganzzahligen Bereich von z = —6 bis x = +2 auf.
Wir miissen die Werte —6, —5, —4, —3, —2, —1, 0, +1 und +2 der
Reihe nach fiir x in den Ausdruck y = 4z2+ 2x —1 cinsetzen und
die entsprechenden y-Werte ausrechnen. Danach stellen wir die ent-
sprechenden Wertepaare zur Wertetafel zusammen:

z | y
—6|+5
—5| +1,5
4]
—3|—25
—2|—3

Eventuell sind weitere Zwischenwerte einzufiihren.

Um die geometrische Darstellung der Funktion y = 322+ 22— 1 zu
erhalten, tragen wir die einzelnen Wertepaare als Punkte in ein recht-
winkliges Koordinatensystem ein und verbinden sie moglichst glatt.

y

-6 -5\-4 -3 2 |7 /1 2l ] x
-1

Bild 22
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Das geometrische Bild einer quadratischen Funktion bezeichnet man als
Parabel 2. Grades oder auch als quadratische Parabel.

Im folgenden wollen wir noch weitere quadratische Funktionen graphisch
darstellen.

1. Beispiel : Darstellung der Funktion y = 22+ 32 — 10
im Bereich von z = —6 bis z = +3
l y l
8
Wertetafel: X P 7

z | y ] /
:2*3 \ 2 /
S A

:g :1(2) -.sj\s + 8 e 7| 7 Zﬂ Jox

“o| i \ o |/
- \ s/
+3 |+ 8 \ -aj

N/
NI

>
Bild 23
y
Wertetafel: s ' 2. Beispiel :
z y ' J L_ Darstellung der Funk-
|~ \ } tion y=22—6z +9
+1] +4 3 im Bereich von z =41
+2] +1 , \ bis z=+5
+3 0
+41+1 1 \ /
+5| +4 .
12 3 4 5 ¢
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3. Beispiel: Darstellung der Funktion y = 22— 4z + 5
im Bereich von z =0 bis z == + 4

Yy
Wertetafel: s ’K 7?
z Y 4

+1] +2 A L
+2|+1 2

+4 | +5 7
1 2 3 4 x
Bild 25
4. Beispiel : Darstellung der Funktion y = z2?
im Bereich von 2 = —3 bis z = + 3

Wertetafel : _J y L

x Yy k :
-3 +9 \
\

—2| 44
o[ o
+1] +1 \ ) [
12| 44

+3] +9 \ ' (

N

Bild 26

Die graphische Darstellung der Funktion y = x2 bezeichnet man meist
als quadratische Einheitsparabel.
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5. Beispiel : Darstellung der Funktion y = — 2
im Bereich von z = —3 bis z = +3

& x

Wertetafel: 3 -2 1%‘\t 2 b
i / , \
i B // . \X
—1| =1

- |
5 BE
Y B L

Bild 27

In ahnlicher Weise, wie wir im Abschnitt 10.2 den Zusammenhang zwi-
schen linearen Funktionen und linearen Bestimmungsgleichungen ge-
zeigt haben, wollen wir jetzt den Zusammenhang zwischen quadratischen
Funktionen und quadratischen Bestimmungsgleichungen darstellen.

Wir fragen zu diesem Zweck nach der Abszisse x, eines Punktes P,, der
auf einer quadratischen Parabel liegt und von dem wir den Wert der
Ordinate y, kennen. Diesen Sachver-

halt machen wir uns an einem Bei- y
spiel klar. Wir wollen den Wert der 4
Abszisse z, des Punktes Py bestim- \ /|
men, der auf der quadratischen \ 7
Parabel 2

y=x2—8z+15 \
liegt und dessen Ordinate y, den Wert ! \ /
Null hat (y, = 0). Dieser Punkt ist ol
der Schnittpunkt der quadratischen ! [z %X" ,%75 d
Parabel mit der z-Achse; er heiBt -7 :
die Nullstelle obiger Parabel. Bild 28
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In der Zeichnung soll der Doppelindex bei Py, und P, darauf hinweisen,
daB es zwei Nullstellen gibt.

Da der Punkt P, auf der quadratischen Parabel liegt, erfiillen seine
Koordinaten die obige Funktionsgleichung. Es muB also die Gleichung

Yo= %o — 825+ 15
gelten. Da wir den Wert y, = 0 numerisch kennen, ergibt sich weiterhin

0=22—8z,+15
oder
z,2—8xy+ 16 =0.

Damit ist aus der quadratischen Funktionsgleichung eine quadratische
Bestimmungsgleichung fiir die Unbekannte z, geworden. Nach bekann-
ten Methoden? ergibt sich

10.4 Ganze rationale Funktionen hoheren Grades

Im folgenden Abschnitt wollen wir uns den ganzen rationalen Funktionen
hoheren Grades zuwenden. Unter einer ganzen rationalen Funktion
n-ten Grades verstehen wir folgende Abhéngigkeitsvorschrift :

y=ga,2"+a, 2" 14+...+a,x+a,

In diesem Ausdruck sind a,,, a, _;, ..., @, und a, konstante Koeffizienten.
Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, daB a, & 0 ist. Dann ist 2* die hochste
wirklich vorhandene Potenz von z in der Funktionsgleichung, weswegen
sie vom n-ten Grade heifit.

Diese Funktion heiBlt deshalb rational, weil sie sich aus ihren Bestand-
teilen, d.h. den Koeffizienten a,, ..., a, und der unabhéngigen Variablen z
allein durch die vier Grundrechenarten herstellen laBt (vgl.: Rationale
Zahlen heiBen die Zahlen, die sich aus der Zahl 1 durch die vier Grund-
rechenarten gewinnen lassen). Unsere obige Funktion heillt weiter ganz
rational, weil zu ihrer Bildung von den vier Grundrechenarten lediglich
die drei ersten gebraucht werden, die Division jedoch nicht.

Wir stellen jetzt zwei ganze rationale Funktionen 3. Grades graphisch
dar.

! Vgl. Abschnitt 9. 22, Seite 160 ff.
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1. Beispiel:

Wertetafel:
z Y
—3 | —48
—2 0
—1]+24

0| +30
+1] +24
+2| +12
+3 0
+4|— 6
+5 0
+6| +24

Darstellung der Funktion y = 23 —6z2— z + 30

im Bereich von £ = —3 bis z = 46
y

0
30
AN /

/| »

é’m oz Pa| X
-3

47-70 1 2 Jy‘)/;s

20

-40

/
/
|

Bild 29

Die graphische Darstellung einer kubischen Funktion bezeichnet man
allgemein als kubische Parabel.

2. Beispiel :
Wertetafel:

*ly
—2| —8
—1| =1
0 0
+1] +1
+2| +8

Darstellung der Funktion y = a3
im Bereich von z = —2 bis x = +2
(vgl. Bild 30)

Die graphische Darstellung der Funktion
y = x® bezeichnet man oft als kubische
Einheitsparabel.

Auch im Falle der graphischen Darstellung von ganzen rationalen Funk-
tionen hoheren Grades kann man nach ihrem Schnittpunkt mit der

2-Achse fragen.

18*
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Es soll z. B. der Schnittpunkt der kubischen Parabel

y=2a%—622— 2z + 30

mit der z-Achse bestimmt werden. Diesen Schnittpunkt bezeichnen wir
wieder mit P,. Seine Koordinaten seien x, und y,. Der Wert y, ist durch
die Aufgabenstellung bekannt; und zwar ist y,=0.
Da der Punkt P, auf der kubischen Parabel liegt, erfiillen seine Ko-

ordinaten die Gleichung der kubischen
Parabel:

Yo = T3 — 62y2— xy+ 30

0= 2> — 62— 25+ 30
oder

2,3 — 632~ x5+ 30 =0.
Es ist eine Bestimmungsgleichung 3. Gra-
des entstanden, aus der die Unbekannte
x, errechnet werden soll. Es ergeben sich
bei einer kubischen Bestimmungsgleichung
stets drei Losungen, von denen allerdings
zwei oder auch alle drei zusammenfallen
konnen. Diese drei Loésungen sind nicht
immer alle reelle Zahlen, dhnlich wie auch
eine quadratische Bestimmungsgleichung
komplexe Zahlen als Losungen haben
kann.!

Fiir unser Beispiel wiirden wir folgende
Losungen erhalten:

Toy=—2  Zog=+3  Zyg=+35
(vgl. Bild 29).
In diesem Falle sind die Losungen der kubi-
schen Bestimmungsgleichung sidmtlich
reelle Zahlen.
Wir wollen aber auf die Darlegung der
Losungsmethoden von Bestimmungsglei-
chungen 3. und héheren Grades verzich-
ten. Es sei an dieser Stelle auf die entspre-
chende Fachliteratur verwiesen.

1Vgl. Abschnitt 9. 22, Seite 165 fl.
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11. Ebene Trigonometrie

Im folgenden Kapitel wollen wir die Grundlagen der ebenen Trigono-
metrie behandeln.

11.1 Die trigonometrischen Funktionen fiir Winkel unter 90°

11.11 Der Begriff der Winkelfunktionen

Zunichst wollen wir uns mit Dreiecksmessungen in der Ebene beschif-
tigen. Ehe wir aber zu den Dreiecksmessungen selbst kommen, wollen
wir einige Bezeichnungen, die als bekannt betrachtet werden, wieder-
holen.

Es sei das Dreieck 4 BC (Bild 31) gegeben.

Die Punkte 4, B und C sind die Ecken des Dreiecks. Die Seiten be-
zeichnet man mit a, b und c. Fiir die Winkel eines Dreiecks hat man die
kleinen griechischen Buchstaben «, g, ¥ eingefiihrt. Gemessen werden
diese Winkel bei unseren weiteren Betrachtungen im GradmaB. Der
rechte Winkel zum Beispiel betragt darin 90° (Bild 32).

~

Bild 32

Bild 33 Bild 34

Der gestreckte Winkel betrdagt 180° (Bild 33), und der Vollwinkel be-
tragt 360° (Bild 34).
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Die kleinere Einheit eines Winkels ist die Minute (1 Grad = 60 Minuten
oder 1°= 60")L.

Es gibt auch noch eine andere Art der Winkelmessung (BogenmaB), auf
die wir allerdings im Rahmen des Vorkurses nicht eingehen wollen.
Dreiecke, die einen rechten Winkel haben, bezeichnet man als recht-
winklige Dreiecke. Zwei rechte Winkel kann ein Dreieck nicht haben,
denn die Winkelsumme betrégt im Dreieck bekanntlich 180°:

a+ B+ y=180°.
Ist zum Beispiel y = 90°, so gilt
a + g + 90°= 180°
at+p = 90°.
Wire zum Beispiel noch g = 90°, so miillte, um die letzte Gleichung zu
erfiillen, der Winkel a« = 0° sein. Dies ist nicht méglich, da es sich ja
um ein Dreieck handeln soll. Die drei Winkel eines Dreiecks sind aber
alle groBer als null Grad.
Im folgenden wollen wir uns zunéchst mit rechtwinkligen Dreiecken
beschéftigen. Zu diesem Zwecke setzen wir y = 90° (Bild 35).

Bild 85 Bild 36

Statt 90° in den Winkel zu schreiben, setzt man auch oft einen Punkt
hinein (Bild 36).

Im rechtwinkligen Dreieck heiit die dem rechten Winkel gegeniiber-
liegende Seite Hypotenuse. Die beiden anderen Seiten heilen Katheten.
Wir zeichnen uns jetzt einige rechtwinklige Dreiecke, die die gleichen
Winkel (« = 30°, g = 60° und y == 90°) haben (Bild 37 bis 39).

Solche Dreiecke, bei denen die entsprechenden Winkel gleich sind, be-
zeichnet man als #hnliche Dreiecke.

Stellen wir in &hnlichen rechtwinkligen Dreiecken gewisse Seitenverhélt-
nisse auf, so werden wir finden, daB sie gleich sind. Wir stellen zum

' Die Winkelminute darf nicht mit der Zeitminute verwechselt werden.
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Bild 37 Bild 38

Cs

‘3
Bild 89

Beispiel in diesen drei Dreiecken das Verhéltnis der zum Winkel « = 30°
gehorigen Gegenkathete zur Hypotenuse auf.

1. Dreieck: b 7],— =05
Gl &

2. Dreieck: 4 _2 0,5
c, 4
. a 4

3. Dreieck: 2 =_=0,5.
' 8

Man sieht also, daBl der Wert des Verhaltnisses von Gegenkathete zur
Hypotenuse fiir den Winkel 30° stets 0,5 ist.

Das Verhéltnis Gegenkathete zu Hypotenuse nennt man allgemein den
Sinus des betreffenden Winkels, in abgekiirzter Form dargestellt :

Gegenkathete

sin o = Hypotenuse
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Im rechtwinkligen Dreieck hat man weitere Seitenverhaltnisse eingefiihrt.
Das Verhiltnis von Ankathete zu Hypotenuse nennt man den Cosinus
des betreffenden Winkels:

Ankathete

co8 I = Hypotenuse

Das Verhiltnis von Gegenkathete zu Ankathete bezeichnet man als den
Tangens des betreffenden Winkels:

_ Gegenkathete
8 I = A1 kathete

Weiterhin nennt man das Verhiltnis von Ankathete zu Gegenkathete
den Cotangens:

Ankathete

gL = Gegenkathete

Es sei an dieser Stelle betont, daB der Sinus eines bestimmten Winkels
stets den gleichen Wert hat, gleichgiiltig, in welchem Dreieck er berechnet
wird. Entsprechendes gilt auch fiir den Cosinus, Tangens und Cotangens.
Als Beispiel wollen wir im rechtwinkligen Dreieck A BC fiir den Winkel«
die oben angefiihrten Verhiltnisse aufstellen (Bild 40):

oo

. a
sma=? CcCoS ax =

oo

tga=%— ctga =
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Fiir den Winkel g wiirde sich aber ergeben:
sing = cosp = %

tgf =

8o oo

11.12 Die Winkelfunktionen im Einheitskreis

Im folgenden wollen wir uns der zahlenmafBigen Festlegung der einzelnen
Seitenverhéltnisse im rechtwinkligen Dreieck, die man auch als Winkel-
funktionen bezeichnet, fiir verschiedene Winkel im Bereich von 0° bis 90°

T~

r=1 8,

30°

A G c ,
Bild 41
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zuwenden. Zunéchst bestimmen wir die Verhaltnisse Sinus und Cosinus.
Dazu verwenden wir den sogenannten Einheitskreis. Dies ist ein Kreis
mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt und dem Radius 1. Als
Radius kann man eine beliebige Strecke (1 cm, 1 dm usw.) verwenden,
die man aber dann weiterhin als MaBeinheit benutzen muf. In unserem
Falle verwenden wir den Radius r = 1dm (Bild 41). BC
In diesem Einheitskreis wird der sin 30° durch das Verhiltnis AlBl
dargestellt : !

o]

.,
B

sin 30° =

hN

-

Da aber AB;=1 ist, ergibt sich fiir sin 30° die Beziehung
sin 30° = B,(,.

Die Strecke B,C; kann man unmittelbar mit dem Lineal messen und
erhélt fiir

sin 30° = 0,50.
Fiir sin 45° ergibt sich
. B,C
o__"avs,
sin45° = T,

Da AB,=1 ist, erhilt man weiter
sin 45° = B,C,.
Nach Messung der Strecke B,C, ergibt sich
sin 45° = 0,71.
Fiir sin 60° ergibt sich in gleicher Weise
sin 60° = 0,87.
Den Wert fiir sin0° kann man durch folgende Uberlegungen leicht finden.
LaBt man den Punkt B, auf dem Umfang des Kreises in Richtung des

Pfeiles wandern, so wird die zugehorige Strecke BC immer kleiner. Hat
der Winkel den Wert 0° erreicht, so hat die Linge der Strecke BC
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(also die zugehorige Gegenkathete) den Wert Null. Der Radius als
Hypotenuse behdlt natiirlich den Wert 1.

Somit ergibt sich fiir

8in0°=—=0

t-nlo

sin0° =0.

Den Wert fiir sin 90° kann man durch entsprechende Uberlegungen
finden. L&Bt man den Punkt By in Richtung des Pfeiles auf dem Umfang
wandern, so wird die Strecke BC groBer. Hat der Winkel den Wert 90°
erreicht, so hat die Strecke BC die Linge 1. Der Radius als Hypotenuse
behilt auch hier wieder den Wert 1.

Somit ergibt sich

sin90°=-—i—=l
§in 90° =1.

An dieser zeichnerischen Darstellung erkennt man, daB fiir Winkel
zwischen 0° und 90° der Sinus zwischen 0 und 1 liegt. Die exakte Be-
stimmung der Sinus der einzelnen Winkel erfolgt im allgemeinen mit
Hilfe von Reihenentwicklungen der hoheren Mathematik, worauf wir
an dieser Stelle nicht nidher eingehen konnen.

Die Ergebnisse seien aber fiir einige Winkel in folgender Tabelle dar-
gestellt :

Grad sin Grad sin
0° 0,0000 50° 0,7660
10° 0,1736 60° 0,8660
20° 0,3420 70° 0,9397
30° 0,5000 80° 0,9848
40° 0,6428 90° 1,0000
45° 0,7071

Derartige Tafeln mit geringeren Abstinden zwischen den einzelnen
Winkeln sind in den meisten Logarithmentafeln zu finden.
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Mit Hilfe der gleichen Zeichnung kann die Bestimmung der cos-Werte

erfolgen.

Fiir cos 30° ergibt sich

Da AB, als Radius gleich 1 ist, ergibt sich weiterhin

Da AC,= 0,87 ist, erhélt man

cos 30° =

cos 30° =

AC,
1

AC,
AB;,

cos 30° = 0,87.

=AC,.

In gleicher Weise wie im Falle der sin-Werte kann man die cos-Werte
fiir die entsprechenden anderen Winkel bestimmen. Man erhilt

cos 0°=1,00
cos 45°= 0,71
cos 60° = 0,50
cos 90° = 0,00.

Zur Darstellung der exakten Werte benétigt man wie im Falle der
sin-Werte im allgemeinen die Reihenentwicklungen der héheren Mathe-
matik, worauf wir an dieser Stelle wieder verzichten miissen. Die
cos-Werte seien aber fiir einige Winkel in folgender Tabelle zusammen-

gestellt :
Grad cos Grad cos

0° 1,0000 50° 0,6428

10° 0,9848 60° 0,5000

20° 0,9397 70° 0,3420

30° 0,8660 80° 0,1736

40° 0,7660 90° 0,0000

45° 0,7071

Zur zeichnerischen Darstellung der Tangens-Werte gehen wir wieder

vom Einheitskreis aus (Bild 42).
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st S

In diesem Einheitskreis 1aBt sich der tg 30° durch das Verhiltnis B,C

darstellen :
B,C

tg30°=AC

Da aber AC als Radius den Wert 1 hat, ergibt sich weiterhin

__B,C

oder
tg 30° = B, C.

AC

Die Strecke B,C kann man mit dem Lineal messen und erhélt 0,58.

Es ist somit

tg 30° = 0,58.

Der tg 45° ergibt sich wie folgt:
B,C

tg45° ==

tga50 = 2:C

tg45° = B, C

tg45° = 1,00.
In analoger Weise erhalten wir fiir

tg 60°=1,73.

Kommen wir nun zur Bestimmung der Werte tg 0° und tg 90°. Den
Wert tg 0° kénnen wir durch folgende Uberlegung finden. LaBt man den
Punkt B, in Richtung des Punktes C' auf dem Tangenstrager wandern,
so verkleinert sich der Winkel. Hat der Punkt B, den Punkt C erreicht,
so ist der zugehorige Winkel 0°. Die Gegenkathete des Winkels 0° hat
dann die Lange Null. Die Ankathete behilt natiirlich die Lange 1. Der
Tangens des Winkels 0° als Verhéltnis von Gegenkathete zu Ankathete

laBt sich dann wie folgt angeben:

tg0°=%=0

tg0° =0.



e B-J

—

Jobpuysuabuoy

Jo°

r=7

Bild 42



Den Wert tg 90° kann man durch analoge Uberlegungen finden. LaBt
man den Punkt B auf dem Tangenstrager in Richtung des Pfeiles wan-
dern, so wird die Gegenkathete immer groSer. Damit vergroBert sich
auch der zugehorige Winkel. Bei dem Winkel 90° ist die Gegenkathete
iiber alle Grenzen gewachsen. Man sagt, daB sie unendlich gro8 gewor-
den ist. Symbolisch stellt man dies durch das folgende Zeichen dar:

Q0.

Die Ankathete behalt natiirlich die Liénge 1.

Somit ergibt sich
tg 90° = oo.

Die weiteren Werte des Tangens fiir verschiedene Winkel stellen wir in
folgender Tabelle dar:

Grad tg Grad tg
0° 0,0000 50° 1,1918
10° 0,1763 60° 1,7321
20° 0,3640 70° 2,7475
30° 0,5774 80° 5,6713
40° 0,8391 90° o
45° 1,0000

Auf eine zeichnerische Bestimmung der ctg-Werte soll verzichtet werden.
In der folgenden Tabelle seien einige ctg-Werte angegeben:

Grad ctg Grad ctg
0° oo 50° 0,8391
10° 5,6713 60° 0,5774
20° 2,74775 70° 0,3640
30° 1,7321 80° 0,1763
40° 1,1918 90° 0,0000
45° 1,0000

Zum SchluB dieses Abschnitts wollen wir noch die sin-, cos-, tg- und
ctg-Werte im Bereich von 0° bis 90° graphisch darstellen. Wir haben
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jeweils die einzelnen Wertepaare obiger Wertetafeln in ein Koordinaten-
system einzutragen und die einzelnen Punkte durch einen Linienzug
moglichst glatt zu verbinden. Die MaBstibe auf den Koordinatenachsen
wollen wir im Rahmen unserer Darstellung beliebig wihlen.

Wir bezeichnen den im GradmaB gemessecnen Winkel mit 2 und die
zugehoérigen Werte der Winkelfunktionen mit y.

Es ergeben sich folgende Funktionsbilder (Bild 43 und 44):

9
0 T
\\ \ ,1/
00 N !
—_— y.m X \\ /‘ y'.f/h X
08 X\ //
N1 A

07 \

/) /V 4 \\
05 /
4 -\
04 / A
N\
> // \\
/ \
02 / ﬂ\

/ : \

0 0° 20° 30°  40° 45° 50°  60° 0° 80°  90°

xY

Bild 43
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¥ \ ! /

| y-fgx
20 \
15

. y
i e N

Y . Y
05 " l
e
A l [ -~
0°  20°  30°  40° 45° 50° 60°  70° 60° 90° x
Bild 44

Die sin-, cos-, tg- und ctg-Werte werden fiir einige Winkel oft in Form
von Wurzelausdriicken angegeben. In der folgenden Tabelle sind diese
Werte ohne Beweisfithrung zusammengestellt.
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30° 45° 60°
sin % % V2 % V3
w | A | e |t
tg 513 1 13
ctg V3 1 % 3

11.13 Zusammenhinge zwischen den Winkelfunktionen

Im folgenden Abschnitt sollen einige Zusammenh#énge zwischen den
einzelnen Winkelfunktionen gezeigt werden. Die Kenntnis dieser Zu-
sammenhénge wird uns dazu verhelfen, spitere trigonometrische Rech-
nungen zu vereinfachen. Diese Beziehungen sind zunéchst nur fiir Winkel
giiltig, die hochstens 90° betragen.

Aus den bisherigen Darlegungen wird man erkannt haben, daB folgende
Bezichungen bestehen:

sin (90° —a) = cosa
€08(90° — a) =sin«
tg (90° — a) =ctga
ctg(90° —a) =tga

Der allgemeine Beweis hierfiir kann von den Lesern selbst leicht als
Ubungsaufgabe ausgefithrt werden.

Diese Beziehungen besagen, dafl die Funktion eines Winkels gleich der
Cofunktion des Komplementwinkels ist. Sinus und Cosinus auf der einen
Seite und Tangens und Cotangens andererseits sind zueinandergehorige
Funktionen und Cofunktionen. Der Cosinus ist die Cofunktion des Sinus
und der Sinus ist die Cofunktion des Cosinus. Entsprechendes gilt fiir
Tangens und Cotangens. Unter dem Komplementwinkel eines Winkels «
versteht man den Winkel g, der ihn zu 90° erginzt; d.h. es ist
a + g =90°.

Obige Beziehungen wollen wir uns an einigen Beispielen klarmachen.
Wir hatten festgestellt, daB sin 30° = 4 ist. Nach unserer Formel miiBite
dann der cos (90° — 30°) = cos 60° auch gleich 4 sein. Dies hatten wir
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tatsidchlich festgestellt. Auch haben wir zum Beispie! gesehen, daB
tg 45°=ctg 45°=1ist. Auch das stimmt mit obigen Formeln iiberein.
Wir wollen jetzt weitere Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen
ableiten. Dazu verwenden wir das rechtwinklige Dreieck ABC':

Bild 46

In diesem Dreieck gilt:

. a b
sine =— und cosa= -

Wir quadrieren diese beiden Ausdriicke und erhalten!:

. a? 9 b?
sinfa=—  und cos?a=—
C c
oder
c2.sin?z2 =a? und c¢2? cos?a = b2.

Im rechtwinkligen Dreieck gilt der Lehrsatz des Pythagoras:
a®+4 b%2=c2

Dieser Satz besagt, daB im rechtwinkligen Dreieck die Summe der beiden
Kathetenquadrate gleich dem Hypotenusenquadrat ist.
Setzen wir in diesen Ausdruck fiir a2 = ¢2- sin?a und fiir 2= c?- cos2a
ein, so ergibt sich

c?. sin%a + ¢2?. cos?a = c2.

Wir dividieren diese Gleichung durch ¢2 und erhalten

sin2« 4 cosa =1

Diese Beziehung bezeichnet man als den Winkelpythagoras.

1 Es Ist allgemein iiblich. fiir sin « - sin « = (sin «)? = sin®a zu schrefben, ebenso bei den (ibrigen
Winkelfunktionen. Damit darf nicht verwechselt werden: sin a? =sin (a)?.
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Kennt man den Sinuswert eines Winkels, so léBt sich mit Hilfe obiger
Beziehung der zugehorige Cosinuswert berechnen. Es ist nicht not-
wendig, den Winkel selbst zu kennen. Dabei ist zunidchst zu beachten,
daB wir unsere Betrachtungen auf Winkel zwischen 0° und 90° be-
schrénkt haben. Die Allgemeingiiltigkeit miiBte noch gezeigt werden.

Beispiele :
1. Es ist der Sinus eines Winkels bekannt. Er ist % .
Der Cosinus ist zu berechnen.
sinx = %
1
in2g — —
sin’a = -
% + cos2a=1
cos?a = %
cosa = —é— V3.

2. Es ist der Cosinus eines Winkels bekannt. Er ist —:1,'—

Der Sinus ist zu berechnen.

cos =1
*=3
cosZa =%
gin%a + 1 =1
9
sin’a=%
sina =—2—}/§
3 .

Weiterhin wollen wir nun die Richtigkeit folgender Formel zeigen:

sina

tge= cosa

Im obigen rechtwinkligen Dreieck gilt, wie wir bereits gesehen haben:

ginag =2 cou-b tga =<
T e e gr=7y

212



Auflerdem gilt:

=2.
=

e|e-|o|n

Setzt man fiir %, % und % entsprechend ihrer Definition sin «, cos «
und tg « ein, so folgt sofort die Richtigkeit unserer Behauptung:

sin a
cos a

=tga.

Zuletzt wollen wir noch zeigen, dafl die Beziehung besteht :

tga-ctga=1

An Hand unseres rechtwinkligen Dreiecks ergibt sich:

a b
tga = und ctga=—_--

Man sieht weiter, daB
a b
2.2
b a

ist. Setzen wir fiir —Z— und % wieder ihre Definitionen tg « und ctg «

ein, so ergibt sich obige Beziehung
tga-ctga=1.

Es gibt noch eine ganze Reihe weiterer Beziehungen zwischen Winkel-
funktionen, auf deren Darstellung wir aber verzichten wollen.

11.2 Berechnungen im rechtwinkligen Dreieck

Im folgenden Abschnitt wollen wir die im vorigen Abschnitt genannten
Grundbegriffe der ebenen Trigonometrie zu Berechnungen im recht-
winkligen Dreieck verwenden. Die Losung derartiger Aufgaben fithren
wir stets in zwei Schritten aus. Im 1. Schritt stellen wir die allgemeinen
Formeln fiir die Losungen auf. Im 2. Schritt setzen wir die gegebenen
bzw. die jeweils schon berechneten Werte in diese allgemeinen Losungs-
formeln ein und finden die numerischen Losungen.
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1. Beispiel: In einem rechtwinkligen Dreieck sind gegeben:

b=0,152m und a = 0,345 m.

Gesucht sind: ¢, « und 8.
Bei der Losung derartiger Aufgaben ist es notwendig, da8 zwei Dreiecks-
stiicke gegeben sind. Ein drittes Stiick ist dadurch festgelegt, daB man
ein rechtwinkliges Dreieck berechnen will. Dieses dritte Stiick ist der
rechte Winkel. Zur Berechnung von Dreiecken braucht man stets drei
Stiicke. Darauf werden wir spiter naher eingehen.

c

¢
Bild 46

Kommen wir nun zur Losung des 1. Beispiels.

Im 1. Schritt legen wir die allgemeine Lsung fest. Zundchst miissen
wir die noch nicht bekannten Winkel « und g bestimmen.

Der Winkel « ist durch folgende Beziehung gegeben:

tga=-:—,

da die Seiten @ und b bekannte GréBen sind. Die Seite ¢ findet man aus

der folgenden Beziehung:
a

sina = ? N
da die Seite ¢ und der nunmehr berechnete Winkel = als gegeben vor-
ausgesetzt werden kénnen. Aus der letzten Formel ergibt sich c als
a
c=———.
sina

Den Winkel g findet man dann aus der Winkelsumme im Dreieck,
wobei y = 90° ist:
a+ p+y =180°
a + B+ 90°= 180°
x+ B 90°
b 90° — «.
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Man wird aus obigen Betrachtungen erkannt haben, daB der 1. Schritt
drei nacheinander auszufiihrende Teilschritte umfaBt:

1) tga:%
a
2) c=siTa
3) B=90°—«.

Im 2. Schritt setzen wir in diese Formeln die numerischen Werte ein
und rechnen aus.
Um « zu bestimmen, haben wir fiir a = 0,345 und fiir b = 0,152 in die

Formel tga = % einzusetzen und daraus tg« bzw. « zu bestimmen.
Diese Rechnungen werden mit Hilfe von Logarithmen ausgefiihrt.

Iga 0,5378 —1| +

1gb 0,1818 —1| —

lgtge | 03560 |
Wir erhalten als Resultat unserer logarithmischen Rechnung
Igtg « = 0,3560.

Hieraus berechnet man jedoch nicht zunéchst tg « und anschlieBend «;
sondern « 148t sich direkt aus lg tg « berechnen. In unseren Logarithmen-
tafeln sind némlich Tafeln vorhanden, die unmittelbar die Logarithmen
der einzelnen Winkelfunktionen enthalten. Diese Tafeln sind meist so
eingerichtet, daB der Winkel von Minute zu Minute fortschreitet. Fiir
unser Beispiel wiirden wir auf diese Weise

i [e] ’
erhalten. «=66°13
Bei der Benutzung dieser Tafeln muB noch auf folgendes hingewiesen
werden. Wollen wir zum Beispiel den Logarithmus von tg23° auf-
schlagen, so finden wir g tg 23° = 9,6279.

Der Logarithmus 9,6279 deutet darauf hin, daB der zugehérige Numerus
eine zehnstellige Zahl sein miiBte.
Weiterhin findet man zum Beispiel fiir

g tg 5° = 8,9420.

In diesem Falle wiirde sich als Numerus eine neunstellige Zahl ergeben.
Andererseits haben wir aber festgestellt, daB der Tangens im Bereich
von 0 bis 45° zwischen 0,0000 und 1,0000 liegt. Die Logarithmen dieser
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Werte sind daher negative Zahlen. In den Tafeln, die die Logarithmen
der trigonometrischen Funktionen enthalten, ist in den angegebenen
Fillen die Zahl 10 abzuziehen. Diese 10 ist aber nicht geschrieben
worden. Der Grund fiir diese Schreibweise ist in der drucktechnischen
Seite der Tafeln zu suchen.

Fiir unsere beiden Beispiele konnen wir somit schreiben:

Ig tg 23° = 9,6279 — 10

=0,6279 — 1
und Igtg 5°=8,9420 — 10
=0,9420 — 2 .

In den Fillen, in denen der Logarithmus der Winkelfunktion bereits
eine positive Zahl ist, ist eine derartige Schreibweise nicht vorhanden.
Kommen wir nun wieder zuriick zu unserem Beispiel.

Wir berechnen jetzt ¢ nach der Formel ¢ = si.: .
1 —1
Iga 0,6378 —1 | +
Igsina 0,9615 —1 —
lge | 05763 —1 | ¢=037Tm.
Der Winkel B ergibt sich sofort wie folgt:
B=90°—¢
p = 90°— 66° 13’
B =23°47".

Selbstverstandlich hiatte man die Seite ¢ nach dem Lehrsatz des Py-
thagoras c¢2= a2+ b2 bestimmen kénnen. Diesen Weg schligt man
meist jedoch nicht eiu, weil die in der Formel auftretende Addition das
Anwenden logarithmischer Rechnungen erschwert.

2. Beispiel: In einem rechtwinkligen Dreieck sind gegeben:
¢="74,25cm und g = 88°14’. Gesucht sind: @, b und «.
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Im 1. Schritt bestimmen wir die allgemeine Losung:

1) cosﬂ=% oder a=c-cosp

2) sinﬂ=% oder b=c-sinp
3) x=90°—8.

Im 2. Schritt setzen wir die numerischen Werte ein. Zuniichst berechnen
wir die Seite ¢ mit Hilfe der Formel a = ¢ - cos f:

Ige 1,8707 +
lgcosp 0,4890 — 2 +
lga 0,3597 o=2,29 cm.
Die Seite b berechnen wir nach der Formel b = ¢ - sin 8:
Ige 1,8707 +
Igsin g 0,9998 — 1 +
Igb 1,8705 b= 74,21 cm.
Der Winkel « ergibt sich sofort:
a=90°—§8
a = 90°— 88° 14’
a= 1°46".

3. Beispiel: Um die Ho6he einer Hauswand zu messen, wird in 18 m
Abstand von der Hauswand der Dachrand anvisiert. Man
findet 39°. Wie hoch ist die Hauswand? (Es ist zu beriick-
sichtigen, daB die Augenhohe bei der Beobachtung 1,50 m
ist [Bild 48].)

Wir bezeichnen den Abstand Beobachter-Hauswand mit d (d = 18 m),

den Erhebungswinkel mit « (« = 39°) und die H6he der Hauswand mit A.

Zunéichst bestimmen wir h* aus den gegebenen Stiicken allgemein:

h*
tga=— oder h*=d-tga.

Im 2. Schritt setzen wir die numerischen Werte ein und fiihren die
Rechnung durch:

Igd 1,2553 +
lgtga 0,9084 —1 +
igh* | 11637 | h* =14,58 m.
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Um die H6éhe der Hauswand k& zu erhalten, miissen wir zu A* noch
1,50 m addieren und erhalten:

h=h*41,50
h =14,58 + 1,50
h =16,08.

Das Haus hat also eine Hohe von 16,08 m.

)
e
v
S
e
e 4
P > h
~
e
—
15
% 7
Bild 48

11.3 Die trigonometrischen Funktionen von Winkeln, die zwischen
90° und 180° liegen

11.31 Die Sinuswerte und Cosinuswerte tiir Winkel zwischen 90° und 180°

Bei Berechnungen kann der Fall auftreten, daB Winkel zwischen 90° und
180° liegen. In diesem Abschnitt soll es nun unsere Aufgabe sein, die
Winkelfunktionen derartiger Winkel zu bestimmen.

Wir wenden uns zunichst den Sinus- und Cosinuswerten zu und ver-
wenden wieder den Einheitskreis. Wir zeichnen diesmal den I. und
II. Quadranten (Bild 49).

Wie wir bereits im Abschnitt 11.1 erklart haben, ist im Einheitskreis
der Sinus eines Winkels durch den senkrechten Abstand zwischen dem
Schnittpunkt des freien Schenkels des betreffenden Winkels mit dem
Umfang und dem Durchmesser gegeben. In unserer Zeichnung wird
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& G A Cs
Bild 49

zum Beispiel der Sinus des Winkels « durch die Lange der Strecke B,C,
dargestellt. Fiir unsere Rechnungen wollen wir annehmen, daB der
Winkel « spitz ist (« < 90°). Dann ist der Winkel (180° — «) ein stumpfer.
Den Sinus dieses Winkels wollen wir jetzt festlegen. Nach der obigen
Erklérung des Sinus entspricht dem sin (180° — «) der senkrechte Ab-

stand B, C,: sin (180°— @) = B,C,.
Da nun B,C,= B,C, ist, ergibt sich weiterhin:
sin (180°— o) = B,C,.
Wie wir bereits wissen, ist im I. Quadranten B,C, =sin «.
Somit ergibt sich:

sin (180° — a) = sin«

Damit haben wir die Sinus von Winkeln, die im II. Quadranten liegen,
auf die Sinus von Winkeln zuriickgefiihrt, die im I. Quadranten liegen.
Diese Sinuswerte und deren Logarithmen sind in Tafeln vorhanden.
Kommen wir nun zur Bestimmung der Cosinuswerte. Wie bekannt, 148t
sich im I. Quadranten der Cosinus des Winkels « durch die Lénge der
Strecke AC; darstellen (cosa = AC)). Er wird also auf dem Durch-
messer des Einheitskreises gemessen.
In analoger Weise bestimmen wir nun cos (180°— «):

cos (180°— a) = AC,.
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Weiterhin hat die Strecke AC, die gleiche GroBe wie die Strecke 4C,.
Wir miissen aber beachten, dal die Strecke AC, der Strecke AC, ent-
gegengesetzt vom Ursprung aus verlduft. Dies driickt die Mathematik
durch das negative Vorzeichen aus. Unter der Beachtung obigen Sach-
verhalts ergibt sich damit fiir die Beziehung zwischen ACq und AC;:

AC,=—AC,
ACy=—AC,.
Setzen wir nun fiir ACy den Wert — AC, in die Beziehung
cos (180°—a) = AC,
cos (180°— a) = — AC,.

Wie wir festgestellt haben, ist AC; = cos a. Daher erhalten wir schlieB-
lich

oder

ein, so erhalten wir

cos (180° —a) = —cos«

Auch im Falle der Cosinusfunktion hat man somit erreicht, daB sich die
Funktionswerte von Winkeln des II. Quadranten durch Funktionswerte
von Winkeln des I. Quadranten darstellen lassen.

Wir wollen jetzt dazu einige Beispiele rechnen.
1) Es ist der Sinus von 120° zu bestimmen. Wir setzen 180° — a =120°.
Daraus erhalten wir fiilr « = 60°. Es ist also
sin 120° = gin 60°
sin 120° = 0,8660.
2) Wie groB ist sin 180°? Wir setzen wieder 180° — « = 180°. Daraus
ergibt sich fiir « = 0°. Somit erhalten wir
sin 180° = sin 0°
sin 180°=0.
3) Esist der Cosinus von 120° zu bestimmen. Wir setzen 180° — a =120°.
Der Winkel « betragt somit 60°. Es gilt dann
cos 120° = —cos 60°
cos 120° = —0,5000.
4) Wie groB ist cos 180°? Fiir « ergibt sich in diesem Fall wieder 0°
(« = 0°). Somit erhalten wir

cos 180° = —cos 0°
cos 180°= —1.
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An diesen Beispielen kann man bereits sehen, daB die Sinuswerte im
Bereich von 90° bis 180° von 1 auf O fallen. Weiterhin sieht man, dafl
die Cosinuswerte im Bereich von 90° bis 180° von 0 auf —1 fallen. Wir
wollen jetzt die Sinusfunktion und die Cosinusfunktion im gesamten
Bereich von 0° bis 180° graphisch darstellen:

vl
+1 N | 1/ \ I ,l
X Ny x
A |1\ N
p 4 N N
0 J0° 45° 60° 20° 135°150°  180° x
NI [
N\, Y = cos x
N
-1
Bild 50

Umgekehrt kann man auch zu jedem Funktionswert den bzw. die zu-
gehorigen Winkel bestimmen. Bei den praktischen Rechnungen sind
meist die Logarithmen der Funktionswerte gegeben. Hierauf gehen wir
bei speziellen Aufgaben ein.

11.32 Die Tangenswerte und Cotangenswerte fiir Winkel zwischen 90°
und 180°

Im folgenden Abschnitt wollen wir uns der Bestimmung der Tangens-
und Cotangenswerte fiir Winkel zwischen 90° und 180° zuwenden. Dazu
verwenden wir wieder den Einheitskreis (sieche Bild 51).

Wir haben im Abschnitt 11.1 gesehen, daB der Tangens eines Winkels
als Liinge einer Strecke auf dem Tangenstriiger dargestellt werden kann.
In unserer Zeichnung wird zum Beispiel der Tangens des Winkels «
durch die Lénge der Strecke B,C dargestellt.

Fir unsere Rechnungen wollen wir wieder annehmen, daB der Winkel «
spitz ist (x <90°). Dann ist der Winkel (180°— «) stumpf. Fiir diesen
Winkel wollen wir den Tangens bestimmen. Der freie Schenkel des
Winkels (180°— a) schneidet jedoch den Tangenstriiger nicht unmittel-
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180°-c¢

Bild 51 Tangensirdger

bar. Dafiir schneidet aber die riickwiirtige Verlingerung des freien Schen-
kels den Tangenstriger in B,  Wir verstehen daher unter tg (180°— a)
die Lénge der Strecke B,C':

tg (180° — a) = B,C.

Da nun aber B,C die gleiche Linge wie B,C hat, konnen wir B,C durch
B,C ersetzen. Dabei miissen wir jedoch beachten, daB B,C die entgegen-
gesetzte Richtung wie B;C hat. Es gilt also:

B,C = —B,C
oder
B,C =—B,C.
Ersetzen wir nun in dem Ausdruck
tg (180°— ) = B,C
die Strecke B,C durch die Strecke — B,C, so ergibt sich
tg (180°— o) = — B,C.
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Da B,C = tg « ist, konnen wir weiterhin schreiben :

tg (180° — o) = —tga

In entsprechender Weise findet man, daB fiir den Cotangens des Winkels
(180° — a) gilt -

ctg(180° —a) = —ctga |.

Wie man sieht, kann man mit Hilfe dieser Formeln die Tangenswerte
und Cotangenswerte fiir Winkel, die zwischen 90° und 180° liegen, durch
die Tangenswerte und Cotangenswerte der Winkel ausdriicken, die im
1. Quadranten, also zwischen 0° und 90° liegen.
Auch hierzu wollen wir einige Beispiele rechnen.

1. Esist der Tangens von 120° zu bestimmen. Wir setzen 180°—a« =120°.
Dann ergibt sich « = 60°. Es ist also
tg 120° = —tg 60°
tg 120°= —1,7321.
2. Es ist der Tangens von 180° zu bestimmen. Wir setzen wieder
180° — a = 180°. Es ergibt sich fiir « = 0°. Somit erhalten wir
tg 180° = —tg 0°
tg 180°=0.

3. Wie groB ist ctg 120°? In diesem Fall ist wieder « = 60°. Es ist

ctg 120° = —ctg 60°
ctg 120°= —0,5774.

4. Weiterhin ist ctg 180° zu ermitteln. Der Winkel « betrigt 0°.
ctg 180° = —ctg 0°
ctg 180°= — 0.

An diesen Beispielen sieht man bereits, daB die Cotangenswerte im
Bereich von 90° bis 180° von 0 auf — oo fallen.

Die Tangenswerte steigen in diesem Bereich von —oo auf 0 an. Wir
hatten aber bereits festgestellt, daB bei 90° der Tangens den Wert co
annimmt. Man sagt, die Tangensfunktion hat bei 90° eine sogenannte
Sprungstelle. Der Funktionswert springt an dieser Stelle von + oo auf
— oo bzw. umgekehrt.
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Wir stellen jetzt die Tangenswerte und die Cotangenswerte im gesamten
Bereich von 0° bis 180° graphisch dar.

¥
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Bild 52

Umgekehrt kann man zu jedem Funktionswert natiirlich den bzw. die
zugehorigen Winkel bestimmen. Darauf werden wir bei praktischen
Anwendungen eingehen.
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11.4 Berechnungen im schietwinkligen Dreieck

Im folgenden Abschnitt wollen wir Berechnungen im schiefwinkligen
Dreieck ausfiihren. Wir wollen uns dabei auf die beiden wichtigsten Sitze,
den Sinussatz und den Cosinussatz, beschrinken.

11.41 Der Sinussatz

Beginnen wir mit der Herleitung des Sinussatzes und verwenden dazu
ein Dreieck, in dem kein Winkel groBer als 90° ist. Es soll sich um ein
sogenanntes spitzwinkliges Dreieck handeln (Bild 53).

In dieses Dreieck zeichnen wir die Hohe k,= CD ein, die auf der Seite
AB = ¢ senkrecht steht (Bild 54).

Bild 63 Bild 654

Die bei D entstehenden Winkel sind rechte Winkel (90°). Somit sind
zwei rechtwinklige Dreiecke ADC und BDC entstanden. Auf diese Drei-
ecke konnen wir simtliche fiir rechtwinklige Dreiecke giiltigen Satze
anwenden.

Im Dreieck ADC gilt zum Beispiel

sina=—}£i oder k ,=b-sina.
Im Dreieck BDC gilt zum Beispiel
sinﬂ=% oder h,=a-sing.

Hieraus ergibt sich
a-sinf=~h,=b-sin«
a-sinf=>b sina
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oder in Form einer Proportion

sina
sin g8

s _
=

Diesen Ausdruck bezeichnet man als einen Teil des Sinussatzes.

Es konnen natiirlich auch Dreiecke auftreten, in denen ein Winkel gréBer
als 90° ist. Derartige Dreiecke bezeichnet man als stumpfwinklige Drei-
ecke. Auch fiir diesen Fall werden wir die Richtigkeit obiger Proportion
zeigen.

Es sei ein Dreieck folgender Gestalt gegeben: ¢

c 8
Bild 56

In unserem Fall ist der Winkel g groBer als 90°. In analoger Weise wie
im Falle des spitzwinkligen Dreiecks zeichnen wir jetzt die Hohe k, ein.
Es ist also die Strecke einzuzeichnen, die auf der dem Punkt C' gegen-
iiberliegenden Seite senkrecht steht und durch C geht. Wir erhalten das
Bild 56.

In unserem TFalle steht also die Ho6he k, auBerhalb des Dreiecks 4 BC
auf der Verlingerung von AB = c¢ senkrecht. Auch in diesem Falle
haben wir zwei rechtwinklige Dreiecke erhalten:

Dreieck ADC und Dreieck BDC.

Auf diese Dreiecke kénnen wir wieder die fiir rechtwinklige Dreiecke
bekannten Sitze anwenden.
Im Dreieck ADC gilt zum Beispiel

sina=% oder h,=b-sinea.
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Im Dreieck BDC gilt zum Beispiel c

sin (1800 — §) = 2.
Da nun
sin (180°— p) = sin B

¢ 8 0
Bild 66

ist, ergibt sich weiterhin
sin g =—’;‘é oder h,=a-sinp.

Aus den beiden Ausdriicken fiir &, ergibt sich weiter

a-sinf=~h,=b-sine«
a-sinf=2>-sna

oder in Form einer Proportion

Der Sinussatz behidlt also fiir das stumpfwinklige Dreieck seine volle
Richtigkeit.

Anstelle von h, hitte man in das Dreieck auch die Hohen 4, oder &,
einzeichnen koénnen (Bild 57):

B8 A
Bild 57
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Wendet man den gleichen Berechnungsweg wie bei k, fiir die Hohen A,
und %, an, so erhélt man im Falle k, die Proportion

b _sing

¢ siny
und im Falle h, die Proportion

a _sina

¢ siny

Selbstversténdlich sind diese Beziehungen auch fiir die entsprechenden
stumpfwinkligen Dreiecke giiltig. Es sei den Lesern empfohlen, die zu-
gehorigen Beweise selbst durchzufiihren.

Wir haben also fiir jedes beliebige Dreieck ABC drei allgemeingiiltige
Beziehungen gefunden:

a _ sina
b sing
b _sinp
¢ siny
a _sina
¢ siny

Diese Ausdriicke werden oft auch in Form einer fortlaufenden Proportion
(vgl. 4. Kapitel) geschrieben:

sina:sinf:siny=a :b:¢

In Worten kann man diesen Sinussatz wie folgt ausdriicken:

Die Sinus der Winkel eines Dreiecks verhalten sich zueinander wie
die gegeniiberliegenden Seiten.

Es sollen nun einige Beipiele mit Hilfe des Sinussatzes gerechnet werden.
1. Beispiel: Es sind folgende Stiicke eines Dreiecks gegeben: a = 20 cm,
a = 30° und g = 70°.
Gesucht sind: b, ¢ und .

Die Losung einer derartigen Aufgabe geht wieder wie beim rechtwink-
ligen Dreieck in zwei Schritten vor sich. Der 1. Schritt fiihrt zur Auf-

228



stellung der allgemeinen Losungsformel. Im 2. Schritt werden dann in
diese allgemeinen Losungsformeln die numerischen Werte eingesetzt und
ausgerechnet.

Diese beiden Schritte wollen wir nun zeigen. Es sei an dieser Stelle gleich
erwiahnt, daB wir unsere Rechnungen so durchfiihren, dal moglichst alle
Rechnungen auf die gegebenen Ausgangswerte zuriickgefithrt werden.
Dadurch soll vermieden werden, daB sich Fehler, die sich am Anfang der
Rechnung eingeschlichen haben konnten, durch siamtliche Rechnungen
hindurchziehen.

1. Schritt :

Aus den drei gegebenen Stiicken kénnen wir mit Hilfe des Sinussatzes
a sina

die GroBe b berechnen. Es ergibt sich

b~ sing

__a-sinf

~ sina
Weiterhin werden nun ¢ und y gesucht. Die Strecke ¢ findet man leicht
nach dem Sinussatz — = 2% .

c siny
__a-siny i
T sina

In diesem Ausdruck fiir ¢ kommt der Winkel ¥ vor. Dieser Winkel ist
uns aber noch nicht bekannt. Er li8t sich leicht berechnen, wenn man
beachtet, dal die Winkelsumme im Dreieck 180° betrigt :

«+ B+ v = 180°.
Hieraus ergibt sich sofort
y=180°—a — B.
Wie man aus den Ausfilhrungen erkannt haben wird, umfaBt der

1. Schritt drei nacheinander auszufithrende Teilschritte, die in all-
gemeiner Darstellung wie folgt auszufithren sind:

_a~sin§
1)b= sina
2) y=180°—a—8
_a~siny.
3 c= sina

2. Schritt:
Im 2. Schritt sind diese Ausdriicke numerisch zu berechnen. Dies ge-
schieht, wo es moglich ist, mit Hilfe der Logarithmenrechnung.
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Zuniichst berechnen wir b —osing.

sina
Iga 1,3010 +
Igsinp 0,9730 —1 +
g (a-sinp) 1,2740 +
Igsina 0,6990 —1 —
Igb 1,5750 b=2317,58 cm.
Der Winkel y = 180°— « — g ergibt sich sofort:
y = 180° — 30° — 70°
» = 80°.
Mit Hilfe dieses Winkels kann ¢ =% berechnet werden:
Iga 1,3010 +
lgsiny 0,9934 —1 +
Ig (a - siny) 1,2944 +
Igsina 0,6990 —1 -
Ige 1,5954 ¢ =239,39 cm.
Die gesuchten Stiicke sind somit :
b=37,58cm
¢=39,39 cm
y = 80°.

2. Beispiel: Es sind folgende Stiicke eines Dreiecks gegeben: a = 7 cm,
b=>5cm und « = 40°.
Gesucht sind: ¢, p und ».

Auch im Falle dieses Beispiels fithren wir die beiden erwéhnten Schritte
nacheinander aus. Im ersten Schritt sind wieder die Losungen allgemein
anzugeben.

Aus den bekannten Stiicken a, b und « konnen wir zunéichst nur g
berechnen. Es ergibt sich mit Hilfe des Sinussatzes

sina _a
sing” b
oder
. b-sina
sinf =
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Danach berechnen wir den Winkel y. Da die Winkelsumme im Dreieck
180° betrégt, ergibt sich fiir »

y =180°— a — B.
Mit Hilfe des Winkels y kann jetzt ¢ berechnet werden. Es gilt:

sina _a
Sy
oder
a-siny
= T sina

Wie man gesehen haben wird, umfaBt der 1. Schritt die drei nacheinander
auszufithrenden Teilschritte :

1) sing = b-sina

2) y=180°—a—p

3 o=y,
sina

Im 2. Schritt sind diese Ausdriicke numerisch zu berechnen. Dies ge-
schieht wieder mit Hilfe der Logarithmen. Zundchst berechnen wir

sin p = b- s:n a.
1gb 0,6990 +
Igsina 0,8081 —1 +
1 -1
1g (b - sin a) 0,5071 +
Iga 0,8451 —
Igsinp 0,6620—1

Hieraus ergibt sich g = 27° 20’. Wir miissen aber hierbei beachten, daBl
ja sin g = sin (180° — p) ist. Folglich ist auch lgsin (180°— p) gleich
0,6620—1. Somit konnte der Winkel auch 152° 40’ sein. Es ergeben sich
also fiir p zwei Moglichkeiten. Die beiden méglichen Winkel wollen wir
mit B, und B, bezeichnen:

fy=27°20" und B,=152°40".

Vom Standpunkt der Rechnung aus wiire der Winkel g, ohne weiteres
mdoglich. Vom Standpunkt der praktischen Durchfithrung allerdings ist
Bg nicht moglich, weil in diesem Falle « + f,>180° wiire. Es wiirde fiir
den dritten Winkel nichts iibrigbleiben, denn die Winkelsumme im Drei-
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eck ist ja nur 180°. Unsere weiteren Rechnungen fithren wir also mit
dem Winkel g = 27° 20" aus, weil nur er in Frage kommt.
Wir berechnen den Winkel y und erhalten

y = 180° — 40° — 27° 20’

y = 112° 40". )
Kommen wir nun zur numerischen Berechnung von ¢ = 2 'sis;r;y :
Iga 0,8451 +
lgsiny 0,9651 —1 +
Ig (a - sin y) 0,8102 +
lgsina 0,8081 —1 —
Ige 1,0021

Somit ergibt sich fiir ¢ = 10,05 cm. Bei der Durchfiihrung dieser Rech-
nung ist zu beachten, dafl lg sin 112° 40" = Ig sin 67° 20 ist.
3. Beispiel: Es sind folgende Stiicke eines Dreiecks gegeben:

a =30cm, ¢ = 50 cm und « = 20°.

Gesucht sind: b, g und ».
Zundchst geben wir wieder die allgemeine Losung dieser Aufgabe an.
Dies geschieht jetzt in verkiirzter Form:

1) si_ny=c-sina‘

2) =180°—a—y
__a-sinf

3) b= sina

Fiihren wir nun die Aufgabe numerisch durch. Zunéchst berechnen wir
nach obiger Formel den Winkel »:

lge 1,6990 +
Igsina 0,5341 —1 | +
1 —1
Ig(c-sine) 1,2331 T4+
lga 1,4771 -
Igsiny 0,7560 —1

Hieraus ergibt sich y =34°46’. Wir miissen aber beachten, dafl
sin y = sin (180°—y) ist. Damit ergibt sich ein zweiter moglicher
Winkel von 145° 14",
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Wir haben also auch wie im Falle des 2. Beispiels zwei Winkel erhalten,
die wir mit ¥, und y, bezeichnen wollen:
y;=34°46" und y,= 145° 14"
In diesem Beispiel sind beide Winkel vom Standpunkt der praktischen
Durchfiithrung méglich, denn es ist sowohl
a + y; = 54° 46" < 180°
als auch
a + v, = 165° 14’ < 180°.
Fiir g erhalten wir dann natiirlich auch zwei mogliche Winkel:
By =180°—a — 1y,
By = 180° — 20° — 34° 46’
By = 125° 14’
und
Bo=180°— a —y,
By = 180°— 20° — 145° 14’
By = 14° 46"
Selbstverstandlich ergeben sich aus dem Vorhandensein von zwei ver-
schiedenen B auch zwei verschiedene b, die wir jetzt durch Einsetzen

der entsprechenden numerischen Werte in den Ausdruck b = %ﬁ
berechnen wollen.

Iga 1,4771 +

lgsin g, 09121 —1 | +

Ig (a - sin g,) 1,3892 +

Igsina 0,5341 —1 —

lgb, 1,8551 b, ="11,63 cm

Iga 1,4771 +

lg sin g, 0,4063 —1 +

Ig (a - sin By) 0,8834 +

lgsin & 0,5341 —1 | —

lgb, 1,3493 b, = 22,35 cm.

Die bekannte Tatsache, daBl der groBeren Seite auch der gréBere Winkel
gegeniiber liegen muB, ist in beiden, Féllen erfiillt.

Wie man am dritten Beispiel erkannt haben wird, braucht die Losung
einer Dreiecksberechnung durchaus nicht eindeutig zu sein, sondern es
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konnen zwei verschiedene Dreiecke existieren, die beide den gestellten
Anforderungen geniigen. Es wiire eigentlich noch zu zeigen, daB hochstens
zwei Dreiecke existieren, die den gestellten Anforderungen geniigen.
Darauf wollen wir verzichten.

Es sei den Lesern empfohlen, sich selbst eine Zeichnung zu diesem Bei-
spiel anzufertigen.

11.42 Der Cosinussatz

Wir beginnen wieder mit der Herleitung des Satzes. Wir verwenden dazu
zunéichst ein Dreieck, in dem kein Winkel gréBer als 90° ist (Bild 58).
Wir zeichnen die Héhe A, ein (Bild 59).

¢
Bild 58 Bild 59

Die Strecke CD bezeichnen wir mit x (CD = z). Die Strecke BD hat
dann die Linge a—z. Im rechtwinkligen Dreieck ADC gilt der Lehrsatz
des Pythagoras:

h24+ 22=102 oder h2=0b2— 22

Entsprechend gilt auch im rechtwinkligen Dreieck ADB der Lehrsatz
des Pythagoras:
h2+ (a—zx)2=c?
oder
h,2 = c?— (a—x)?
h2=c?—a2+ 20z — 22
Unter Verwendung dieser beiden Ausdriicke fiir A2 ergibt sich:
c2—a’+ 2ax —22=Hh2=0b2— x?
c2— a%4 2a2 — 2% = b%— 22
c2=a?+ b2— 2azx.
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Um z aus diesem Ausdruck zu beseitigen, beachten wir, daBl im Drei-
eck ADC folgende Beziehung gilt:

%=cosy oder z=0b-cosy.

Setzen wir im Ausdruck c¢?2= a2+ 42— 2azx fiir x =b-cosy ein, so

ergibt sich
¢ c2=a%+4 b2— 2abcosy.

Es bleibt nun noch zu untersuchen, ob die gleiche Beziehung auch fiir
stumpfwinklige Dreiecke giiltig ist. Dazu verwenden wir ein Dreieck
folgender Gestalt (Bild 60):

4
Bild 60

In diesem Falle ist der Winkel y groBer als 90°.

In analoger Weise wie beim spitzwinkligen Dreieck zeichnen wir die
Hohe kb, ein. Diese steht jetzt auBerhalb des Dreiecks auf der Verlénge-
rung von BC senkrecht (Bild 61):

Bild 61
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Die Strecke CD bezeichnen wir mit z (CD = zx).
Im rechtwinkligen Dreieck ADC gilt wieder der Lehrsatz des Pythagoras:

h2+ x2=>b% oder h2=b%2— x2

Entsprechend gilt im rechtwinkligen Dreieck ADB der Lehrsatz des
Pythagoras:

h2+ (@ + z)2=c?
oder

h2=c¢?— (a + )%
h2=c*—a?—2ax — 2%
Unter Verwendung der beiden Ausdriicke fiir &2 ergibt sich:
c2—a%?—2ax — 22=h2=0b2—2?
c2—a?—2ax — x2="0b%— 22
c2=a2+ b2+ 2ax.

Um aus diesem Ausdruck z zu beseitigen, beachten wir, dal im recht-
winkligen Dreieck ADC gilt :

% = cos (180° — y)
oder

x=>b-cos (180°—y).
Da cos (180° — ) = —cosy ist, gilt weiter:

r=—b.cosy.
Setzen wir diesen Wert in den Ausdruck c2= a2+ b2+ 2a2 ein, so
ergibt sich wieder

c2=a%+ b2 —2abcosy

Man sieht, daBl der Cosinussatz in dieser Form sowohl fiir spitzwinklige
als auch fiir stumpfwinklige Dreiecke giiltig ist.

Hitte man anstelle von k, die Hohe k, bzw. k, eingezeichnet und eine
analoge Rechnung durchgefiihrt, so wire man zu folgenden Formen des
Cosinussatzes gekommen :

b2 =a?+ c?—2accosp

bzw.

a?=">b%+c2—2bccosa

236



Der Cosinussatz laBt sich also durch folgende drei Formeln ausdriicken,
die fiir ein beliebiges Dreieck giiltig sind:

a2 =">0%-} c2—2bccosa
b2=a?+ c2—2accosp
c2=a?+ b2 —2abcosy

In Worten:
Das Quadrat einer Seite ist gleich der Summe der Quadrate der
beiden anderen Seiten vermindert um das doppelte Produkt aus
den heiden anderen Seiten und dem Cosinus des Zwischenwinkels.
Wir wollen einige Beispiele fiir die Anwendung des Cosinussatzes rechnen.
1. Beispiel: Es sind folgende Stiicke eines Dreiecks gegeben: b = 36,6cm,
¢c=24,6cm und « = 58° 20".
Gesucht sind: a, p und y.
Auch bei Aufgaben, bei denen der Cosinussatz zu verwenden ist, geht
man in zwei Schritten vorwirts. Im 1. Schritt wird die allgemeine Losung
aufgestellt. Im 2. Schritt findet dann die numerische Berechnung statt.
1. Schritt:
Aus den drei gegebenen Stiicken konnen wir mit Hilfe des Cosinussatzes
die GroBe a bestimmen:

a%=>b%2+4 ¢2— 2bccos a.
Weiterhin werden die Winkel g und y gesucht. Zunachst berechnen wir

den Winkel y. Dies geschieht mit Hilfe des Sinussatzes % =:li'nn“ :
__¢-sina 4
T e

sin y

Den Winkel g kénnen wir aus der Beziehung iiber die Winkelsumme im
Dreieck finden:
p=180°—a —y.

Man hitte auch zuerst g berechnen kénnen und daraufhin y. Die Wahl
der Reihenfolge ist in diesem Beispiel vollig gleichgiiltig.
Man wird aus vorstehenden Ausfilhrungen erkannt haben, daf der
1. Schritt drei nacheinander auszufithrende Teilschritte umfaBt :
1) a?=0b%+c2—2bccosa
c-sina
a

3) B=180°—a—y.

2) siny =
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2. Schritt:

Im 2. Schritt sind diese Ausdriicke numerisch zu berechnen. Dies ge-
schieht mit Hilfe der Logarithmen. Dabei ist aber zu beachten, daB eine
Addition bzw. Subtraktion nicht mit Hilfe der Logarithmen ausgefiihrt
werden kann. Das ist besonders bei der Addition der einzelnen Sum-
manden des Cosinussatzes wichtig.

Zunichst berechnen wir a2= b2+ ¢2— 2bccos a:

Igb 1,5623 -2

1gb? 3,1246 b =13323

Ige 1,3892 -2

lgc® 2,7784 c?= 6004

1g2 0,3010 +

Igb 1,5623 +

Ige 1,3892 +

Igcosa 0,7201 —1 +

Ig(2bc¢ cosa) 2,9726 2bccosa= 938,9

lga? 2,9973 : 2 a?= 993,8

lga 1,4987 a=31,5cm.
Danach folgt die Berechnung von y nach sin y =-°—'3ai£5 :

Ige 1,3892 +

Igsina 0,9300—1 | +

1 —1

Ig(c-sina) 1,3192 +

Iga 1,4987 -

lgsiny 0,8205 — 1 y =41°25".

Eine zweite Losung von  ist nicht moglich. Fertigen Sie sich dazu eine
Zeichnung an.
Der Winkel g = 180°— a — y ergibt sich sofort :

B = 180°— 58° 20" — 41° 25’

B =80°15".

238



2. Beispiel: Es sind folgende Stiicke eines Dreiecks gegeben:
a=16,4cm, b =13,2cm und ¢ = 14,5 cm.
Gesucht sind: «, g und y.

1. Schritt :

Aus den drei gegebenen Stiicken @, b und ¢ konnen wir mit Hilfe des
Cosinussatzes den Winkel a, f oder y berechnen. Wir wollen zunéchst
den Winkel « bestimmen. Es gilt

a2 =024 c2— 2bccos a

oder
2bc cosa = b2 4 c2 —a?
cosa = b2+ ct—a?
*="2be¢

Weiterhin miissen g und y bestimmt werden. Man kénnte diese Winkel
auch wieder mit Hilfe des Cosinussatzes finden. Fiir Winkel g wire zu
rechnen:

b2 =a% 4 c2—2accosp
oder
at+ -2

cosp = 2ac

Zur Bestimmung des Winkels y hitte man folgende Rechnung durch-
zufiihren :
c2=a2+b%2—2abcosy
oder
cosy =2t
2ab
Diese Ausdriicke eignen sich aber fiir die numerischen Rechnungen nicht
besonders gut, weil sie Additionen und Subtraktionen enthalten, die man
nicht mit Hilfe der Logarithmenrechnung ausfiihren kann. Man geht des-
halb einen anderen Weg, der die Anwendung der Logarithmen bei nume-
rischen Berechnungen besser gestattet.
Wir verwenden zur Berechnung des Winkels g den Sinussatz:

sina _4a

sinf b
oder

sing = b.sina

239



Der Winkel » ergibt sich aus der Beziehung iiber die Winkelsumme im
Dreieck:

y = 180°—a — B.

Man sieht, daB der 1. Schritt die drei nacheinander auszufiihrenden Teil-
schritte umfaft:

1) coSa = M
- 2bc
. b-sina

2) sing =

3) y=180°—a—§.

2. Schritt :
Kommen wir nun zur numerischen Berechnung. Zunéchst ergibt sich
der Winkel « aus der Formel

_bi4cr—ar

CoOS a = _——2bc :
lgb 1,1206 )
Igb? 2,2412 b2 =1743
lge 1,1614 .2
Igc? 2,3228 ¢2=210,3
lga 1,2148 .2
lga® 2,4296 a? = 268,9
lg2 0,3010 + b2+ 2 —a?=115,7
Igb 1,1206 +
Ige 1,1614 +
lg2bc 2,5830

1 —1

1g (b2 + ¢ — a?) 2,0633 +
lg2bc 2,5830 —
lgcosa 0,4803 —1 a="T2°25".
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b-sina

Danach folgt die Berechnung von § nach der Formel sin § =

a
1gb 1,1206 +
Igsin « 0,9792 —1 +
1 -1
1g(b-sina) 1,0998 +
Iga 1,2148 —
lgsing 0,8850 —1 B =50°7".

Der Winkel g ist in diesem Fall eindeutig festgelegt. Der Leser iiberlege
sich den Grund selbst.

Jetzt berechnen wir y =180°— « — §:
y = 180° — 72° 25" — 50° 7’
y = 57°28".

Zum SchluB wollen wir noch eine Ubersicht zur Berechnung des schief-
winkligen Dreiecks mit dem Sinussatz und dem Cosinussatz angeben.
Mit Hilfe des Sinussatzes und des Cosinussatzes lassen sich alle Stiicke
eines Dreiecks berechnen, wenn drei voneinander unabhéngige Stiicke
gegeben sind. Die folgende Ubersicht soll die Verwendung der beiden
Sétze zeigen:

Gegebene Stiicke Losung mit
1) 1 Seite und 2 Winkel Sinussatz
2) 2 Seiten und 1 Winkel
a) eingeschlossener Winkel Cosinussatz und Sinussatz
b) gegeniiberliegender Winkel Sinussatz
3) 3 Seiten Cosinussatz und Sinussatz

Im Falle 2b) muB stets untersucht werden, ob und wieviel Losungen
vorhanden sind (Determination). Die Determination wird erleichtert,
wenn man neben dem Rechengang eine Zeichnung anfertigt.

Im Falle 3) kann es vorkommen, daB keine Losung vorhanden ist. Zum
Beispiel existiert keine Losung, wenn a + b< c ist.
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11.5 Additionstheoreme

Im folgenden Abschnitt sollen einige Formeln hergeleitet werden, die
man allgemein als trigonometrische Additionstheoreme bezeichnet. Die
Beweise werden nur fiir die folgenden gezeichneten speziellen Fille

durchgefiihrt. Die Additionstheoreme selbst sind allgemeingiiltig. Dies
sei ohne Beweis gesagt. Anwendung finden sie im Rahmer. unserer Dar-

stellung im Abschnitt 12.42.

1. Winkelfunktionen von Summen: A

DE = AD -sin a,
CF =CD -cos a,
AE = AD - cos a,
DF =CD - sin o

BEA

A
B8 £
Bild 62
BC BF+CI'1 BF CF DL' CF
sin(ey + o)) = =—J¢  =4¢ t7c ~ac T ac
AD CD . .
sin a ac + cosaz-ZC = Sina,- cosa; + cosa,-Sina,

sin (@, + «;) = sin a,- cos a; + coS &, - Sin a,

_AB _AE_BE_AE BE _AE DF
cos(op+ ) == =" =gr ~4c — AC  A4C

s AD . CD o
= CO az‘A_C_S]naz.?C— =cosa2-cosa1—sma2~smal

co8 (@, + @;) = CoSa,- COSa; —Sinay- Sin «,
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tg (¢g + «;) kann mit Hilfe der beiden obigen Ausdriicke abgeleitet
werden :

. sin(ay + « sin ag - €08 &, + CO8 &y - 8in &.
tg(ag+ o)) = (o + o) _ sinoy 12 ___1/:cosa, coSa,
cos (&, + ;)  COS &y- COS @&y — Sinag - 8in &y

sina,- cosa, = €08 &y-sina;
COS &y COS@;  COS &p* COS &y
COSa,- COS®, Sinag- sina;
COBay- COSa;  COSag: COSay

sin &, +inﬂ

cosa, coBa;  tgag+tgay
- sina, sina; 1 —tga,-tga;
cosa, COS o

tgas + tg oy

tg(a2+ al) = l_tga’.tgal

2. Winkelfunktionen von Differenzen :

BC = AC - sin «,
CF =CD cosa, ¢
AB = AC cosay
DF =D -sin a

@,

Bild 68
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sin (@y — ;) =sin ay- cO8a; — cO8 a, - Sin &,

AE AB+BE AB+DF AB | DF
cos (ay — ;) = = =

AD —  AD —  AD 4D T 4D

A . D . .
= cosazz- E + Slndz'ﬁ = cos.zz- OOS¢1+ 81na2‘ Slnd]

€08 (23— ;) = COS &, COS a; + Sina,- 8in «;

Zur Berechnung von tg (z,— ;) benutzen wir die beiden letzten Formeln:

tg(ag—ay) =
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sin(ag— ;) _ sinay- cosa; — cosay - Sinay
cos(ay — @) COSa&,- COS&; + Sina, - sina;

1 CoS ey COB

sina,- cosa;  COS &+ Sina;
COSag- COSay;  COS &g- COS &,
co8a,- COSa;  Sinay-sina;
COS &y~ COSG, | COS ay- COS &y

sina, sina,

cosay,  coSa; _ tgay,—tgay

_sina, sina; 1 +tga,-tga,
cOSa, COS @y

oy t8a—tga
tg (2 —ay) = 1+tgay tga




11.6 Weitere Aufgaben zur ebenen Trigonometrie

Im folgenden Abschnitt sollen zur Ubung und Vertiefung der Kenntnisse
einige Aufgaben gerechnet werden.

Der Losungsweg wird in etwas gekiirzter Darstellung gegeben.
1) In einem rechtwinkligen Dreieck sind gegeben: a = 64° 18’

und ¢ =20 m.
Gesucht sind: a, b und B.

1. Schritt :
1) a=c-sin a
2) b=c-cosa
3) p=90°—a.
2. Schritt:
Ige 1,3010 +
Igsine 0,9548 — 1 +
Iga 1,2558 a=18,02 m
lge 1,3010 +
lgcosa 0,6371 —1 +
Igb 0,9381 b= 867 m
B = 90°—64° 18’
B = 25°42’".

2) In einem rechtwinkligen Dreieck sind gegeben: a = 20°
und & =5cm.
Gesucht sind: a, b, ¢ und 8.

1. Schritt :
h
b=y
b
Yo=oa
3ya=>b tg«
4)p=90°—a.

Bild 64




2. Schritt : lgh

0,6990 +

Igsina 0,5341 —1 —
Igb 1,1649
Igb 1,1649 +
Igcosa 0,9730—1 —
Igc 1,1919
gb 1,1649 +
Igtga 0,5611 —1 +
Iga 0,7260

B = 90°— 20°

g = 70°.

b=14,62 cm

¢=15,56 cm

a= 5,32 cm

3) In einem gleichschenkligen Dreieck sind gegeben: ¢ = 48,31 m und

y = 168° 24,
Gesucht sind die Lénge der Schenkel s und die GroBe der Basis-
winkel a.
_c_
1. Schritt: 1) s = 2
sin%
2) «a=90° -2
Bild 65 A
2. Schritt :
c |
lg—2— 1,3831
lgsin - 0,9978 — 1
Igs | 1,853
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4) In einem schiefwinkligen Dreieck sind gegeben:
b =1,456 km, « = 74° 17" und y = 20° 12'.
Es ist a, ¢ und g zu bestimmen.

1. Schritt: 1) p=180°—a—yp
b-sina
fa= sin 8
__b.siny
3) o= sin g
2. Schritt: B =180°—"74°17 — 20°12’
B =85°31".
lgb 0,1632 +
Igsina 0,9835 — 1 +
1 —1
Ig(b-sina) 0,1467 +
Igsing 0,9987 — 1 —
Iga 0,1480 a = 1,406 km
Igb 0,1632 +
Igsiny 0,5382 —1 +
1 —1
Ig (b -siny) 0,7014 —1 +
Igsing 0,9987 —1 —
Ige 0,7027 —1 ¢= 0,504 km.

5) Esist ein schiefwinkliges Dreieck aus folgenden Stiicken zu berechnen :
a=151cm, ¢ =13,4cm und a = 58° 24",

Folgende Stiicke sind zu bestimmen: b, g und y.

1. Schritt :

c-sinx

1) siny =

2) B=180°—a—y

a-sinf
sina

3) b=
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2. Schritt : Ige 1,1271 +
Igsina 0,9303 —1 +
1 —1
Ig(c-sina) 1,0574 +
lga 1,1790 —
lgsiny 0,8784 —1

Es ergeben sich somit zwei Winkel y: 49° 6’ und 130° 54’, da sin 49° 6’
= sin 130° 54’ ist. Der Winkel 130° 54’ ist aber nicht brauchbar, da der
groBeren Seite der groBere Winkel gegeniiberliegen muB. Es miiBite also

r<a
c<a

sein, weil
ist.
Diese Beziehung ist aber fiir den Winkel 130° 54’ nicht erfiillt. Es ist

also nur der Winkel
v = 49°6’

fiir weitere Rechnungen zu verwenden.

Es ist B = 180° — 58° 24’ — 49° 6’
g = 72° 30’
lga 1,1790 +
Igsinp 0,9794 —1 +
Ig(a-sinp) 1,1584 P
Igsine 0,9303 — 1 —
Igb 1,2281 b=16,9 cm.

6) In einem schiefwinkligen Dreieck sind folgende Stiicke gegeben:
a=2382m, 6 =13,9m und ¢ = 24,5 m.
Gesucht sind die Winkel «, g und ».

. b+ c2— a?
1. Schritt : 1) cosa = e
2) siny_:c'Slna

3) B=180°—a—y.
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2. Schritt :

Igb 1,1430 -2

Igb? 2,2860 b2= 193,2
Igc 1,3892 -2

Ig c? 2,7784 ¢z = 600,3
Iga 1,5821 -2

lg a? 3,1642 a? =1459,3
1g2 0,3010 + b% + ¢ —a® = —665,8
Igd 1,1430 +

lge 1,3892 +

Ig2bc 2,8332 2bc= 681,1

. . . . 665,8
Fiir cos a ergibt sich somit:  cosa = il

Das negative Vorzeichen zeigt, daB der Winkel « im II. Quadranten

liegt. Um nun diesen Winkel zu bestimmen, berechnen wir zunichst
665,8

den Wert + IR Dies ist der Cosinus des Ergénzungswinkels zu 180°,
den wir mit a bezeichnen wollen. Mit Hilfe dieses Winkels a ergibt sich
dann 2 =180°—32
1 —1
1g 665,8 2,8233 + — 19010
1 681.1 2.8332 — @ = 12°10 )
« =180°— 12°10
Ig cos a 0,9901 —1 a = 167° 50’
Igc 1,3892 +
lgsina 0,3238 — 1 +
1 —1
Ig(c-sina) 0,7130 +
lga 1,5821 —
lgsin » 0,1309 —1 y =1°46
B =180°—167°50" — 7°46’
B =4°24"
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7) In cinem schiefwinkligen Dreieck sind gegeben:

a=263cm, b=82cm und y = 30°.

Gesucht sind: ¢, « und 8.

1. Schritt :

2. Schritt :

250

a?=39,68

b2 =67,24

2abcosy = 89,45

1) c¢*=a?+ b2—2abcosy

9) sing =2 807

3) B=180°—a—y.
Iga 0,7993 -2
lga? 1,5986
Igb 0,9138 -2
lgb? 1,8276
g2 0,3010 +
Iga 0,7993 +
lgb 0,9138 +
lgcosy 0,9375 — 1 +
lg2abcosy 1,9516
lgec? 1,2423 12
lge 0,6212
lga 0,7993 +
lgsiny 0,6990 — 1 +

1 —1

lg(a-siny) | 0,4983 +
lge 0,6212 —
Igsina 0,8771 —1

B = 180° — 48° 54’ — 30°

f=101°6".

cz2=17,47

¢c=4,2cm

a = 48°5¢4



U 11 Ubungsaufgaben zur ebenen Trigonometrie

1) In einem rechtwinkligen Dreieck sind gegeben: a = 12,75 m und
a=57°14".
Gesucht wird c.

2) In einem rechtwinkligen Dreieck sind gegeben: ¢ = 5cm und
a = 40°.
Es sind @ und b zu berechnen.

3) Ein auf waagerechtem Boden stehender Pfahl von 1,80 m Hohe
wirft einen Schatten von 4,50 m Lange. Wie hoch steht die Sonne?

4) In einem schiefwinkligen Dreieck sind gegeben:
¢c=48,53m, « = 53°7 und g = 42°18".
Gesucht werden a, b und .

5) In einem schiefwinkligen Dreieck sind gegeben:
a=1545m, ¢ =18 m und « = 21° 14"
Gesucht werden b, g und ».

6) In einem schiefwinkligen Dreieck sind gegeben:
a =235,0cm, ¢ =229,4cm und B = 26°.
Gesucht werden b, « und y.

L 11 Lésungen zu U 11

1) ¢ =15.16 m,
2) a=32cm, b=38cm.
3) Die Sonne hat eine Héhe von 21° 48’

4)a = 3898m b =32,80m y = 84°35'
5) b, = 30,79 m B, = 133948 5 = 24°58
b= 2,78m Bo= 3°44’  y,=155°2".

6) b =104,6 cm a = 79°357 y = T4°.
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12. Analytische Geometrie der Geraden

12.1 'Strecke und Gerade

Wir betrachten zundchst die geometrischen Grundgebilde Strecke und
Dreieck und berechnen deren Linge bzw. Flicheninhalt.

12.11 Linge einer Strecke
Die Liinge der Strecke P, P, bezeichnen wir mit d:

d = P\P,.
Aus der Zeichnung
¥

P7 (X1 H y,)

d Y1°Y:

Rl Yz)
Xp-Xg

Bild 66 -
x

ergibt sich mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes

d¥= (z,— )%+ (y;— ¥,)®
oder (2, 2) (1— ¥o)

d=Y(z, — 2,)* + (¥ — %,)*

-

da d als Linge einer Strecke stets eine positive reelle Zahl sein mu8.
Hierzu sollen zwei Beispiele gerechnet werden.

1. Beispiel: Es ist die Lénge der Strecke zwischen P, (5;5) und Py (1;2)
zu berechnen.
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Wir setzen in

d =Y(z;— %)+ (y,— ya)?
ein und erhalten

d=Y(6—1)2+ (5—2)2
=Y42+32=y16+9
_—_-}/2_5
d=>5.
Die Lingeneinheit, in der d anzugeben ist, ist diejenige, die dem fiir
P, und P, gewihlten Koordinatensystem zugrunde liegt. Wiren das
beispielsweise 2 cm, so bedeutet das Ergebnis d =5, da8 P, und P,
einen Abstand von 10 cm voneinander haben.

2. Beispiel : Das gleiche ist fiir die Punkte P, (8;8) und P, (—3; —5)

zu machen.

Es ergibt sich d=7(6—(—3))2 + (8 — (—5))?
=792 + 132=81 + 169
=1250

d =1581.

12.12 Halbierung einer Strecke

Die Koordinaten des Halbierungspunktes H (xy; yu) der Strecke PP,
ergeben sich zu

_ I+ T, _YitYs
Ty =—p und y 3 ,
wie aus Py(xy5y,)
Zeichnung 67
zu erkennen ist.
PI(XII'.%)
Yz
Y,
Y, Yy~ &2__2_
Xy
Bild 67
Xy 2L _
X2
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Auch hierzu sei ein Beispiel angegeben.

1) Es soll der Mittelpunkt der Strecke zwischen P, (2;5) und P, (4;3)
angegeben werden.

Nach Einsetzen in die Formel ergibt sich

2+4 5+8
xH=—2—=3 und Yp=—5— =4.

Der Mittelpunkt der angegebenen Strecke P, P, ist also H (3;4).

12.13 Flicheninhalt eines Dreiecks

Zur Berechnung des Flicheninhalts eines Dreiecks benutzen wir das
Bild 68.

1 P (x3:ys)
Py (x34,)
@(‘1;!{1)
L
Y3
Y Yz
[-— XJ"X7 — Xz‘X3 —
01 03 JOZ X
W
X,- X,
Bild 68

Es gilt fiir den Flicheninhalt F des Dreiecks P, P, P;:
Dreieck P, P, P,= Trapez P,Q,Q;P;+ Trapez P3Q;Q, P,
— Trapez P, ()@, P,
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)+ + hs
F___y..2y1(xs_xl)+§’=_§i(x,—-x3)_%Tyl(xg —z,)

= 5 [y + 90) (25— 2) + (3 + ) (5 — 7) — (9 + 91) (23 — 21)]
oder

1
F = 5 (71 (¥ — ¥3) + 23 (ys — ¥1) + Z3(y1 — ¥2)]

Im folgenden rechnen wir einige Beispiele.

1) Es soll der Flacheninhalt des Dreiecks P, P, Py bestimmt werden,
wenn P, (1;2), P, (5;3) und P, (4;7) ist.

Wir setzen ein und erhalten

F=g[1-(3—T)+5 (1—2)+4-(2—3)]

= - (—4) +5-5+4-(—1)

F =8,5.
2) In diesem Falle sei P, (2;1), P, (3;4) und P4 (5;2).
Dafiir findet man F=_—4

bzw. unter Weglassung des Vorzeichens
F=4.

Zu einer negativen Fliche eines Dreiecks sei noch folgende Bemerkung
gemacht.

y} p, y

x
x

Bild 69 Bild 70
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Die Flache eines Dreiecks wird positiv gerechnet, wenn das Dreieck beim
Umlauf von P, iiber P, und Pg nach P, zuriick stets zur Linken der
Umlaufkurve liegt (Umlauf im Gegenuhrzeigersinn). Sie wird negativ
gezihlt, wenn im umgekehrten Sinn (Uhrzeigersinn) umlaufen wird.
Das beriicksichtigt die entwickelte Flichenformel bereits, was wir aller-
dings nicht gezeigt haben.

12.2 Geradengleichungen
12.21 Normalform
Im Abschnitt 10.2 war gesagt worden, daB wir unter der Gleichung

y=a,z+a,

die Funktionsgleichung der sogenannten lincaren Funktion verstehen.
Geometrisch 148t sich diese lineare Funktion, wie wir bereits wissen, als
Gerade darstellen.

Die lineare Funktionsgleichung y = a,2 + g, bezeichnet man als Normal-
form einer Geraden. Darin bedeutet a, den Abschnitt auf der y-Achse,
wie vom 10. Kapitel her bekannt ist. Wenn a, > 0 ist, so schneidet die
Gerade die y-Achse oberhalb des Nullpunktes. Ist ay < 0, so schneidet
die Gerade die y-Achse unterhalb des Nullpunktes. Ist a;= 0, so geht
die Gerade durch den Nullpunkt hindurch. Die GréBe a, war als Rich-
tungsfaktor bezeichnet worden. Ist a; > 0, so verlduft die Gerade im
Koordinatensystem von links unten nach rechts oben. Ist dagegen
a, < 0, so verlduft sie dort von links oben nach rechts unten.

Néhere Angaben iiber a, waren im 10. Kapitel nicht gemacht worden.
Diesen Betrachtungen wollen wir uns jetzt unter Verwendung des Rich-
tungswinkels « der Geraden zuwenden. Unter dem Richtungswinkel einer
Geraden versteht man den Winkel, den die positiv gerichtete x-Achse
mit der positiv gerichteten Geraden bildet; dabei ist dieser Winkel im
mathematisch positiven Drehsinn, d. h. im Gegenuhrzeigersinn zu messen.
Wir unterscheiden grundsitzlich unorientierte und orientierte Geraden,
wobei sich unsere bisherigen Betrachtungen iiber Gerade auf unorien-
tierte Gerade beschrénkten. Eine unorientierte Gerade wird zu einer
orientierten Geraden, indem man eine der beiden zun#chst moglichen
Richtungen willkiirlich auszeichnet und diese ausgezeichnete Richtung
die positive Richtung der orientierten Geraden nennt. Man kennzeichnet
die positive Richtung einer orientierten Geraden durch einen Pfeil. Die
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der ausgezeichneten Richtung entgegengesetzte Richtung bezeichnet man
auch als mnegative Richtung der wie oben orientierten Geraden. Der
Richtungswinkel einer Geraden kann alle Werte im Bereich von 0° bis
360° annehmen. Wir jedoch wollen nur Geraden mit Richtungswinkeln
zwischen 0° und 180° betrachten. Wir sehen uns zunéchst die folgende
Zeichnung an:

yl
Plx;y)
Y-a,
& P)
X
a,
o
7 X
Bild 71

Fiir einen beliebigen Punkt P (x;y) der Geraden gilt (Dreieck PQR):

Hieraus ergibt sich sofort
x-tga=y—a,
y=tga- -z + a,.
Vergleicht man den letzten Ausdruck mit der urspriinglichen Darstel-
lung y = a,x + @, der betrachteten Geraden, so findet man, da8

a,=tga

sein muB. Der Tangens des Richtungswinkels der Geraden ist also
gleich dem Richtungsfaktor @, in der linearen Funktionsgleichung
Yy = a;x + a,, durch die jenc Gerade gegeben ist.
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Sehen wir uns einige Beispiele an, in denen aus gegebenem Richtungs-
winkel einer Geraden deren Normalform aufgestellt werden soll. Die
GroBe a, kann in allen Fillen dabei noch beliebig gewihlt werden.

1) a= 0° a,=tg 0°=0 y=a,

2) «=30° a,=tg 30°= 0,5774 y =057z + a,
3) a=45° a,=tg45°=1 y=2x+4q

4) «=90° a; =tg 90° = co.

Fiir den letzten Fall ist keine Gleichung in der Normalform angebbar.
Darauf war auch schon im 10. Kapitel andeutungsweise hingewiesen
worden. Im Abschnitt 12.34 werden wir darauf niher eingehen.
5) a=120° a,=tg120°=tg (180°— 60°)

= —tg 60°=—1,7321 y=—117321 z + q,
6) «=180° a,=tg180°=0 Yy = a,.

12.22 Allgemeine Form

Oft wird eine Gerade in der allgemeinen Form

Ax+By+C=0

angegeben.

Der Zusammenhang zwischen dieser allgemeinen Form und der Normal-
form 1aBt sich sofort zeigen:

Az +By+C=0

By=—Axz—-C
A Cc
y=—Fr—5- (B=+0)

Den Fall B = 0 schlieBen wir zunichst bei unseren Betrachtungen aus.
Es handelt sich in diesem Fall um Gerade, die parallel zur y-Achse
verlaufen. Diese Geraden lassen sich nicht in der Normalform angeben.
Setzt man nun noch fiir —% =a, und fir —% = a,, so ergibt sich
sofort die gewiinschte Normalform

y=a,x+ a,.
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Einige Beispiele sollen die Umwandlung der allgemeinen Form einer
Geradengleichung in die Normalform verdeutlichen.

1) 122+3y—6=0
3y=—122+6
y=—4zx+2

2) —2z4+y—5=0

y=2z+5

3) Tx—3y+21=0
—3y=—-Tz—21

7
y—-3x+7.

Andererseits kann man natiirlich jede Normalform in eine allgemeine
Form umschreiben.

Zum Beispiel :

4) y=—3z+5
3x+y—5=0
2 )
5) y=-8—a:+—,7
2 3
oder

—142 +2ly —9=0.

12.3 Aufstellung von Geradengleichungen aus gegebenen Stiicken

Im folgenden Abschnitt sollen einige Geradenformen behandelt werden,
die dazu dienen, die eben genannten Geradengleichungen aus gegebenen
Stiicken aufzustellen. Sie beruhen darauf, daB eine Gerade bereits ein-
deutig bestimmt ist entweder durch ihre Richtung und einen ihrer
Punkte oder durch Angabe von zwei auf ihr liegenden Punkten.

12.31 Punktrichtungsform

Die Punktrichtungsform dient dazu, aus einem auf einer Geraden lie-
genden Punkt P, (z,; y,) und deren gegebenem Richtungsfaktor a, die
Gleichung der Geraden aufzustellen.
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Allgemein gilt fiir eine Gerade die Gleichung
@) Yy =a,z + a.
Da der Punkt P, (z,; y,) auf der Geraden liegen soll, erfiillt er deren
Gleichung:
@) Y1= 0,2, + a,.
Nach Subtraktion (1) — (2) ergibt sich
Y= H1=0,2 + ay— (8,7, + ay)
Y= h=aT+a,—a;7,—a,

y— =20y (2 —x)
oder

Y-y

=a
z—z, 1

Diese Form bezeichnet man als Punktrichtungsform fiir die Gerade.
Hierzu einige Beispiele.

1. Beispiel: Es ist die Gleichung der Geraden aufzustellen, die durch
den Punkt P, (3;7) geht und den Richtungsfaktor } hat.

Die gegebenen numerischen Werte haben wir in die Punktrichtungsform

Yy-uy

.-:-'.al
zT-z
einzusetzen:
y-7_1
z—-8 92

Bei derartigen Aufgaben gibt man meist die Normalform der gesuchten
Geraden an:

y—T=5(—3)
1 3
y—T1=gr—3%
1 11
y=g*tg

2. Beispiel: Eine Gerade geht durch den Punkt P, (2;5) und bildet mit
der positiv gerichteten z- Achse einen Winkel von 45°.
Diese Gerade ist durch die Normalform anzugeben.
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a, =tg45°=1

y—56_

z—2_1

y—5=x—2
y=z+3.

12.32 Zweipunktetorm

Anstelle eines Geradenpunktes und des Richtungsfaktors kann man auch
zwei Geradenpunkte zur Aufstellung einer Geradengleichung benutzen.
Dazu betrachten wir folgende Zeichnung:

v Pbaiw)
¥:°Y,
Hlxsy,) o
A\ - J
Xy- X,
o
> 't
Bild 72
Aus ihr lesen wir ab:

Yi— Y,
tga=""1
g« T, - T,

Wegen tg « = a, folgt hieraus

1_yg

a, = .
17z — 1,

In der Punktrichtungsform setzen wir fiir @, den obigen Ausdruck ein
und erhalten die sogenannte Zweipunkteform fiir eine Gerade:

Y—-4% 1~ Y2

T—-T, T,-7,

z, und z, sind dabei die Abszissen der beiden gegebenen Punkie und
y, und y, deren Ordinaten.
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Hierzu einige Beispiele.
1. Beispiel: Es ist die Gleichung der Geraden aufzustellen, die durch die
Punkte P, (5;2) und P, (3; —4) geht.
Die numerischen Werte werden in die Zweipunkteform eingesetzt :
y-2_2-(-4

z-5 5-3
y-2 _
a:—5_3
y—2=3 - (x—5)
y—2=3z—15
y=3x—13.

2. Beispiel . Ein Betrieb hat am Ende des 1. Halbjahres 609% seines
Jahressolls produziert. Er will am Ende des Jahres eine
Produktionshéhe von 110% haben. Es ist die Gleichung
des Produktionsverlaufes des 2. Halbjahres unter Voraus-
setzung einer linearen Entwicklung aufzustellen.

Der Zusammenhang sei zunachst durch folgende Zeichnung dargestellt :
by

710 (6; 110)

100~

801
601=(0; 60)

49

1 1 1 i ] i e
7 2 J 4 5 6§ x
Ende Juni Ende Dezember
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Es ist

;=6 und y,=110
und weiter

2,=0 und y,=60.

Die gegebenen Werte werden in die Zweipunkteform eingesetzt :

y—110 110 - 60
z—6  6-0
y—110 50
z—6 6

y—110=2(z—6)

y—110=2z_50.
Als Gleichung des Produktionsverlaufes ergibt sich also

y=%x+60.

12.33 Achsenabschnittsform

Gelegentlich verwendet man zur Aufstellung einer Geradengleichung
auch die beiden Achsenabschnitte m und =, deren Bedeutung die fol-
gende Zeichnung angibt.

by

N

m
Bild 74

263



Die Gleichungsform, die uns dies gestattet, ist die Achsenabschnitts-
form. Wir kénnen sie aus der Zweipunkteform gewinnen. Mit m und »
sind namlich die beiden Punkte P, und P, gegeben:

P, (O;n) P, (m;0).
P, ist dabei der Schnittpunkt zwischen Gerade und y-Achse und P,
der zwischen Gerade und z-Achse.

Wir setzen die Koordinaten von P, und P, in die Zweipunkteform ein:

y-n _n-0
z—-0 O0-m
y-n __ n

z @ 00m

Hieraus ergibt sich durch leichte Umrechnungen:

(y—n)-m=—nx

my—mn=-—nx

nr +my=mn mn
z y
W""T‘l

Den letzten Ausdruck bezeichnet man als Achsenabschnittsform einer
Geraden.

12.34 Hessesche Normaltorm

Die bisher behandelten Geradenformen auBler der allgemeinen Form
versagen, wenn man die Gerade parallel zur y-Achse verlaufen 14Bt.
AuBlerdem kann man bei allen bisherigen Geradenformen nicht auf die
Orientierung der Geraden schlieBen. Im folgenden soll nun eine Geraden-
form aufgestellt werden, die auch diese Fille beinhaltet. Es ist dies die
nach O. Hesse! benannte Hessesche Normalform.

Zur Festlegung der Geraden dienen dabei das vom Koordinatenursprung
auf die Gerade gefiillte Lot, das die Lénge p haben soll, und der Winkel ¢,
den die positiv gerichtete z-Achse mit dem positiv gerichteten Lot bildet.

! Otto Hesse (1811 — 1874).
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\\ g
¢
nl .
p
? P
m N x
Bild 76

Hierbei ist zu beachten, da p nur dem Betrag nach zu nehmen ist,
da es sich in diesem Fall um eine Linge handelt. Der Winkel ¢ kann
alle Werte von 0° bis 360° annehmen.

Zur Herleitung der Hesseschen Normalform driicken wir die Achsen-
abschnitte m und » durch p und ¢ aus. Es ist

008¢=% oder m=&v
sin¢=% oder n=siﬁ¢~

Diese Werte fiir m und n setzen wir in die Achsenabschnittsform der
Geraden ein und erhalten:

z Yy
w =1
z y
A N - A |
P _P_
cos @ sin ¢
Tz-cosp y-sing
+ =1
p p

r-cosp+ y-sinp=p

z-cosp+y-sing—p=0].
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Den letzten Ausdruck bezeichnet man als Hessesche Normalform einer
Geraden.

Die Anwendung der Hesseschen Normalform soll im folgenden fiir einige
Spezialfille gezeigt werden. Zu diesem Zwecke lassen wir den Winkel ¢
die Werte 0°, 90°, 180° und 270° annehmen.

1) z-co80°+ y-sin0°—p=0.
Wegen sin 0° = 0 und cos 0° =1 gilt weiter:
z—p=0
z=p.

Es handelt sich um eine Parallele zur y-Achse im Abstand p rechts vom
Nullpunkt.

¥
X=p
P
-
Bild 76
2) x-co890°+ y-sin 90°— p = 0.
Wegen cos 90° = 0 und sin 90° =1 gilt weiter:
y—p=0
y=>p.

Es handelt sich um eine Parallele zur z-Achse im Abstand p oberhalb
des Nullpunktes.
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¥
y=p
P
x
Bild 77
3) x - cos 180° + y - sin 180°— p = 0.
Wegen cos 180°= —1 und sin 180° = 0 gilt weiter:
z-(—1)—p=0
—z—p=0
x=—7.
y Es handelt sich um eine Parallele

x==p

zur y-Achse im Abstand p links
vom Nullpunkt.

Bild 78
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4) z-c08270°+ y-8in270°—p=0.
Wegen cos 270° = 0 und sin 270° = —1 gilt weiter:
y-(—=1)—p=0
—y—p=0
y=—>r.
Es handelt sich um eine Parallele zur z-Achse im Abstand p unterhalb
des Nullpunktes.

y

y-p

Bild 79

Diese 4 moglichen Gleichungen fiir achsenparallele Geraden waren ohne
Beweis bereits im 10. Kapitel angegeben worden.
Setzt man im Fall 1) und 4) noch p = 0, so ergibt sich die Gleichung
der y-Achse bzw. z-Achse.

y-Achse: £ =0

z-Achse: y = 0.
Aus Fall 3) und 2) erhilt man durch Nullsetzen von p die Gleichung
der negativ orientierten y-Achse bzw. z-Achse.
Auf die Umwandlung der allgemeinen Form einer Geraden in die
Hessesche Normalform und auf die Berechnung des Abstandes eines
Punktes von einer Geraden mit Hilfe der Hesseschen Normalform soll
in diesem Buch nicht eingegangen werden.
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12.4 Schnittpunkt und Sehnittwinkel zweier Geraden

12.41 Schnittpunkt zweier Geraden

Die Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden war anhand von
Beispielen bereits im 10. Kapitel gezeigt worden. In diesem Abschnitt
wollen wir nun noch die allgemeine Formulierung dieser Aufgabe und
deren Losung bringen. Es soll etwa der Schnittpunkt der beiden Geraden
y=ayx+ay und y=0,,%+ay

bestimmt werden. Der erste Index an den Koeffizienten soll die gleiche
Bedeutung wie bisher haben. Der zweite Index moége andeuten, dafl es
sich um den Richtungsfaktor bzw. das Absolutglied der ersten bzw.
zweiten Geraden handelt.

Den Schnittpunkt bezeichnen wir wie im 10. Kapitel mit S (zs; ys),
Er ist dann vorhanden, wenn die beiden betrachteten Geraden nicht
parallel sind. Um das zu gewiihrleisten, miissen wir voraussetzen, daB}
@y, = a,, ist. Da 8 auf beiden Geraden liegt, miissen seine Koordinaten
beide Geradengleichungen erfullen. Es gilt also:

Yg =011 %gt+ agy

Yg = G12%g + Qgy-
Damit ist ein System von zwei Bestimmungsgleichungen mit den Un-
bekannten zg und y, entstanden. Hieraus ergeben sich zg und y:

a,, — a
zs= aO? aol
11~ G012
a1y F Gy,
__0y,0899 — 0080,
ys"‘

@11 =012
Auch hierzu ein einfaches Beispiel.

Beispiel : Es soll der Schnittpunkt der beiden Geraden y =6z + 5 und

y = —2x — 3 bestimmt werden.
Yg= st +5
Ys =_2Zs_3‘

Hieraus folgt:
zg=—1 und  yg=-—1.

Der Schnittpunkt hat also die Koordinaten zg= —1 und y = —1:
S(—1;-1).
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12.42 Schnittwinkel zwefer Geraden
Im folgenden Abschnitt soll der Schnittwinkel o der beiden Geraden
y=a,r+ay und Yy =a,,+ g,

bestimmt werden.

y

Bild 80

Bei unseren Betrachtungen wollen wir stets erreichen, daBl der Schnitt-
winkel ¢ im Bereich 0° < o < 180° liegt. Dazu miissen wir die beiden
Geraden so mit 1 und 2 bezeichnen, daB fiir ihre Richtungswinkel die
Beziehung «, > «, gilt.
Nach der Zeichnung ist (Winkelsumme im Dreieck)
o + o, + (180° — a,) = 180°
oder o+ ay=a,
g = 12—‘ al.
Wir gehen zum Tangens iiber:
tg o =tg (ap—ay).

Fiir den Tangens einer Winkeldifferenz gilt folgende Formel:

tga, —tga, i

t (e — o) = Ty B
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Die Herleitung dieser Formel findet sich in 11.5. Unter Verwendung der

letzten Formel gilt too_ B9 tEa
Da nun 7T T tge g

tgay=a;; und tga,=a,,

ist, ergibt sich fiir den Tangens des Schnittwinkels o

Qg — Gy

tgo = 1+a,4-0y,

Diese Formel gestattet also, unmittelbar aus den Richtungsfaktoren der
beiden Geraden den Tangens des Schnittwinkels zu bestimmen. Aus
ihm folgt der Schnittwinkel selbst eindeutig auf Grund unserer Fest-
setzung 0° < o < 180°.

Beispiel: Es soll der Schnittwinkel der beiden Geraden y =2z + 1
und y = —3=z 4 7 bestimmt werden.
Aus der Aufgabenstellung kann man unmittelbar entnehmen :
;=2 und a,5=—3.
Verdeutlichen Sie sich dies am Bild 52.
Diese Werte setzen wir in die oben entwickelte Formel fiir tg o ein:

-3-2 _ -6 _,

1+(-8)-2 -6
tgo=1.

Der Schnittwinkel betrigt somit 45°.

Mit Hilfe der Formel fiir tg ¢ kann man noch die Bedingungen fiir
zwei Spezialfalle herleiten.

tgo =

1) Unter welchen Bedingungen ist der Schnittwinkel gleich 0°?
o _%z= %1
tg0° = 1+a,,- 0y,
Da tg 0°= 0 ist, ergibt sich weiter
G1a — O
1+ay,-0y,

=0

Uyp—a;; =0
oder
@11 =082-

271



Der Schnittwinkel 0° bedeutet Parallelsein oder Zusammenfallen der
beiden Geraden. Die Bedingung dafiir ist also

11 =032

2) Welche Bedingungen miissen erfiillt sein, wenn beide Geraden auf-
einander senkrecht stehen sollen (Schnittwinkel 90°)?

t2900 = %12~ %1
g 1+8y,-0y, *

oder
1+a5,-0,,=0

1

Aqo =
12 a;,

Der letzte Ausdruck ist die Bedingung dafiir, daB die beiden Geraden
mit den Richtungsfaktoren a,; und a,, aufeinander senkrecht stehen.
Auch hierzu soll eine abschlieBende Aufgabe gerechnet werden.

Beispiel: Es soll die Gleichung der Geraden aufgestellt werden, die auf
der Geraden y = 0,5z + 5 senkrecht steht und durch den
Punkt P, (2;6) geht.

Zunichst bestimmen wir den Richtungsfaktor der gesuchten Geraden,
den wir mit a,, bezeichnen:

G12= "3

1
2%} ='—-(—)’—5'=—2
0y =—2.

Da nun ein Punkt (P;) und der Richtungsfaktor (a;,) bekannt sind,
konnen wir die Punktrichtungsform zur Aufstellung der Geraden-
gleichung verwenden:

(=]

<

=—2

(3

8

oder
y=—2x+10.

Die Gleichung der gesuchten Geraden ist also y = —2x + 10.
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12.5 Weitere Aufgaben zur analytischen Geometrie der Geraden

Im folgenden Abschnitt sollen einige Aufgaben zur Ubung und Ver-
tiefung der Kenntnisse gerechnet werden. Der Losungsweg wird im all-
gemeinen in etwas gekiirzter Darstellung angegeben werden.

1) Esist die Léange und der Mittelpunkt der Strecke P, P, zu berechnen,
wenn P; (3;4) und P, (5;6) gegeben sind.

Es ist
d=}(z,— 22+ (49— ¥2)*
—YB—87F+ A6
=8
=2)2
und
=228 ya=2%=s

2) Es ist die Flache des Dreiecks P, P, Py zu berechnen, wenn P, (3;6),
P, (6;7) und Py (4;8) sind.

Wir setzen in
F=1[2;(y— y3) + %2 (y3— y1) + %3 (41— ¥5)]
ein und erhalten

F=13}[3(1—8)+6(8—6)+4(6—71)
F=25.

3) Unter welchem Winkel schneidet die Gerade y = 3z + 5 die positiv
gerichtete z-Achse?

tga=al
tga=3
a="T1°34".

4) Unter welchem Winkel schneidet die Gerade y =—2x — 7 die
positiv gerichtete xz-Achse?

tga =a,
tga=—2
a = 116° 34",
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5) Welchen Richtungsfaktor hat die Gerade 3z + 5y — 6 = 0?
3z +5y—6=0

5y=—3x+6
3 6

y=—32zt5¢
3

a1=—-F.

6) Es ist die Gleichung der Geraden aufzustellen, die durch die Punkte
P, (3; —5) und P, (—2; —3) geht.
Y- _
T—z, =,-1,
y—(=6) _—6-(=9)
z-38 3-(-2)

Y1 Y

y+b_ -2
-8 5
2 19
y="% 5

7) Es ist der Schnittwinkel und der Schnittpunkt der beiden Geraden
3z —4y+12=0und 5x— 2y — 17 = 0 zu bestimmen.

A 3
1. Schnittwinkel : y=7x+3
5 17
y=35*"3g
3 6
=7 %257
_ G130y,
tgo 1+ay,.04,
5.3
tgg— 24 _14
ORI R
tg g
o = 31°20
2. Schnitt kt: 3
Schnittpun ys=7""s+3
s, 11

. . . 6 11
Hieraus ergibt sich z,== und Ys .
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8) Es ist die Gleichung der Geraden aufzustellen, die auf der Geraden

Abszisse x; = —1 ist.

y =22z + 1 senkrecht steht und durch deren Punkt P, geht, dessen

wenn P (5;4),

p=2z +1
i =2-(-1) +1
y=—1
Py (—1;-1) @, =2
1
axz——‘,—u G =7
Y=Y __
g—z, 12
y+1 1
z+1 2
1 e
y=—9*%

9) Im Dreieck P, P, P, ist der Schnittpunkt der Hohen zu bestimmen,

P, (—2;1) und
Py (3;—-3)
gegeben sind.

Bild 81
18*

A
Y

A
1\ g
SN AT *
\
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Die Hohen sind die Lote von den Eckpunkten des Dreiecks auf die
gegeniiberliegenden Seiten. Sie schneiden sich alle drei in einem Punkte,
der laut Aufgabenstellung zu bestimmen ist. Es geniigt dazu natiirlich,
zwei Hohen zum Schnitt zu bringen.

Zunidchst bestimmen wir die Gleichung der Hohe durch P,. Mit Hilfe
der Punktrichtungsform ergibt sich

6 b 9
2 =— oder y=7%— 4>
da diese Hohe auf der Geraden senkrecht steht, die durch P, und Pg

geht und deren Richtungsfaktor —-% ist, was mit Hilfe der Zwei-
punkteform folgt.

Entsprechend ergibt sich fiir die Gleichung der Hohe durch Py:

y+8__ 7 1
oy Sl oder y= 3:a:-*-4,

da diese Hohe auf der Geraden senkrecht steht, die durch P, und P,
geht und deren Richtungsfaktor % ist.

Da der Schnittpunkt S (‘”s; ys) auf beiden Hohen liegt, erfiillen seine
Koordinaten beide Hoheungleichungen :

Hieraus ergibt sich

Die Héhen schneiden sich also im Punkte
S (1,74;—0,07).

In dhnlicher Weise findet man den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden
eines Dreiecks. Diese sind die Verbindungslinien der Eckpunkte des
Dreiecks mit den Mittelpunkten der gegeniiberliegenden Seiten. Die drei
Seitenhalbierenden schneiden sich ebenfalls in einem Punkte, dem
Schwerpunkt des Dreiecks.
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U 12 Ubungsaufgaben zur analytischen Geometrie der Geraden

1) Es ist die Linge der Strecke P, (7;6) P, (—3;5) zu bestimmen.

2) Esist die Flache des Dreiecks P, P, Py zu bestimmen, wenn P; (3;4),
P, (8;5) und P, (4;6) sind.

3) Es ist die Gleichung der Geraden aufzustellen, fiir die a,= 0,5 und
a,= 3 gegeben sind.

4) Es ist die Gleichung der Geraden aufzustellen, die durch den Punkt
P, (—6;—6) geht und den Richtungswinkel 60° hat.

5) Es ist die Gleichung der Geraden aufzustellen, die durch die Punkte
P, (3;3) und P, (—3;—3) geht.

6) Wo schneidet die Gerade 17z + 10y — 34 = 0 die Koordinatenachsen?
7) Es ist die Gleichung der Parallelen zur Geraden 2z — 3y — 12 =20
aufzustellen, die durch den Punkt P, (5;3) geht.

8) Es ist der Schnittwinkel der beiden Geraden y = —2x 4 16 und

= _% z + —g— zu bestimmen.

9) Ein Betrieb A hat am Ende des 1. Halbjahres 509, seines Jahressolls
produziert. Ein anderer Betrieb B hat zur gleichen Zeit 609 des
Jahressolls produziert. Der Betrieb A produziert nun im 2. Halbjahr
pro Monat 109, seines Jahressolls und der Betrieb B 89, seines Jah-
ressolls. Wann haben beide Betriebe die gleiche Erfiillung (in %)?
Welche Erfiillung hat jeder Betrieb am Jahresende?

L 12 Losungen zu U 12

1) d =10,05

2) F=2

3) y=052+3

4) y=y3-x+6(3-1)

S5) y=1x

6) T + Y —1. Die Gerade schneidet dic z-Achse im Abstand 2 und

234
die y-Achse im Abstand 3,4 vom Nullpunkt.

2 1
7) y=§x——3-
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8) Der Schnittwinkel betriagt 32° 28’.

9) Betrieb A: y =10z + 50
Betrieb B: y = 8z + 60
z bedeutet die Monatszahl und y die Erfiillung in %.
Beide Betriebe haben Ende November die gleiche Erfiillung (z = 5).

Der Betrieb A hat am Jahresende mit 1109 und der Betrieb B mit
1089, erfiillt.
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13. Koordinatentransformationen

Im folgenden Kapitel wollen wir einige wesentliche Arten von Koordi-
natentransformationen in der Ebene behandeln.

Eine ebene Koordinatentransformation iiberfiihrt die Koordinaten etwa
eines z, y-Systems in die eines anderen, z. B. eines &,9-Systems. Sie 146t
sich ganz allgemein durch zwei eindeutige Funktionen mit zwei unabhén-
gigen Variablen darstellen:

£=f(x’ y) .
n=g(z, y)

Durch spezielle Wahl der Funktionen f und g gelangen wir zu den an-
schlieBend aufgefithrten Haupttypen ebener Koordinatentransformatio-
nen. Die Formeln dafiir gewinnen wir anhand von Zeichnungen fiir
Speziallagen der betrachteten Punkte; fiir alle anderen Fille fiihrt eine
analoge Zeichnung und Rechnung zum gleichen Ergebnis. Das fithren
wir nicht aus.

13.1 Bewegungstransformation

13.11 Translation

Eine Translation liegt dann vor, wenn die Achsen des &,7-Systems aus
den entsprechenden Achsen

des z, y-Systems durch "
Parallelverschiebung
hervorgehen. ]_{

7

|y

4
$
b
Bild 82 a X
X
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Der Ursprung des &,7-Systems habe im z,y-System die Koordina-
ten (a;b). Dann kann man aus der Zeichnung ablesen, daB zwischen den
Koordinaten des ¢,7-Systems und denen des z, y-Systems folgende ein-
fache Beziehungen bestehen:

z=¢+a
=n+b
oder y=n
E=x—a
n=y—b

Das heit, der Punkt P (z;y) hat im &, 7-System die Abszisse z —a
und die Ordinate y — b.
Hierzu seien einige Beispiele gerechnet.

1. Beispiel: Welche Koordinaten hat der Punkt P (5;8) im ¢,5-System,
wenn der Ursprung des ,7-Systems im z,y-System die
Koordinaten (2;3) hat?

Zuniéchst ergeben sich als Translationsformeln fiir obigen Fall

t=x—2
n=y—3. y l P
Setzen wir fiir  und y 5
speziell die Koordinaten 74 4t
des Punktes P ein, so
ergeben sich 61 3
E=5—2=3 s} 21
und
n=8—3=25. Al ,1
Der Punkt hat im &,%- 3] — £
System also die Koor- 72 3
dinaten (3;5). 21
1-.
Bild 83 - -
72 3 4 5 X
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2. Beispiel: Die Gleichung einer Geraden lautet im =z,y-System
y=>5z + 3. Wie lautet die Gleichung dieser Geraden im
&,n-System, wenn @ = 3 und b = 2 betragen?

Die Geradengleichung ist mit

t=2—-3 bzw. z=£§+3

, n=y—2 y=n+2
zu transformieren.

Wir setzen das in y = 52 + 3 ein und erhalten:
y=5z+3

n+2=5(@¢+3)+3
7+2=5¢+15+3

n=>5¢+ 16.
Die Gerade hat also im &,7-System die Normalform
n=2>5¢&+4 16.
y 7
201
MR -
5
b4 . X
$ 10
Bild 84
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Wie man sieht, hat sich ihr Richtungsfaktor durch die Transformation

nicht gedndert. Es ist eine allgemeine Tatsache, daB sich die Richtungs-

faktoren von Geraden bei Translation nicht &ndern, wie sich leicht zeigen

1aBt.

3. Beispiel: Es ist die Lange der Strecke P, P, im z,y-System zu er-
mitteln, wobei P, (5;5) und P, (1;2) ist. Weiterhin ist die
Lénge dieser Strecke im &,7-System mit ¢ =1 und b =2
zu berechnen.

Zunichst gilt fiir das x, y-System nach 12.11
d= V("”l_ Ty)2+ (y1— ¥9)?
d=)(E—-1)2+(56—-2)?
d=5.

Entsprechend findet man die Lénge derselben Strecke im &,7-System
aus

6 =V(51‘— )2+ (m— n9)%

Die Koordinaten ¢ und 7 sind durch die Translation

E=x—1
gegeben. n=y—2
Daraus ergibt sich wegen

T = nh=
z,=1 Yg=2
§=4 m=3

Wir setzen ein und erhalten

s=yd—02+(3—02=)25
6=5

und also

é=d.
Wie man sieht, hat die Strecke P,P, im z,y-System die gleiche Lange
wie im £,7-System. Dies gilt iiberdies fiir alle Strecken, wie man all-
gemein zeigen kann.
Es sei noch bemerkt, daB3 auch ein Dreieck nach einer Translation den
gleichen Flicheninhalt hat wie im urspriinglichen System.
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13.12 Rotation

Eine Rotation bedeutet eine Drehung beider Achsen des z,y-Systems
um einen Winkel ¢ um den Ursprung, deren Ergebnis wir wieder als
&,n-System bezeichnen. Der neue Ursprung stimmt mit dem alten nach
Voraussetzung iiberein.

Betrachten wir zunéchst folgende Zeichnung, in der das &,5-System aus
dem z,y-System durch eine Drehung um den Ursprung und um den
Winkel  im mathematisch positiven Drehsinn hervorgeht :

X
n
P
L
¢
7
§ Y
4
0 X R T X
Bild 85

Die Koordinaten des Punktes P (z;y) gestatten folgende Zerlegung:

x=0R=0T— RT =0T - Q8
y=PR=RQ+ QP=ST+QP.

Da nun oT
(_).gzcos(p 0T=OSCOSQ)
93 —sing @8 = P8sing
%:sinqg ST=OSSin(p
und
ﬂsjzcosq) QP =PScosp
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ist, gilt weiter
=0T —QS =08 cos ¢ — PS sin ¢
y=8T +QP =08 sin ¢ + PS cos ¢.
Wegen
08=¢ und PS=ny
ergibt sich schlieflich
rx=§cosp—neing
y=2¢ sin p + ncos ¢.

Diese Ausdriicke rechnen wir noch nach & und # aus. Zu diesem Zweck
rechnen wir die 2. Gleichung nach » aus:

__y—£&sing

K cos @

und setzen diesen Ausdruck fiir  in die nach £ ausgerechnete 1. Glei-
chung ein:

E— z +nsing
T cosg
z +sin ¢(y~—~ 581111;7)
cos @
f.__—
cos g
! __zcosg+ ysing —£sint e

cos? @

tcos?p +&sin2p=2xcosp+ ysing
& (cos? ¢ -+ sin? ¢) = z cos ¢ + y sin ¢
=2z cos ¢ + ysin ¢.

Entsprechend laBt sich auch 5 berechnen. Danach ergibt sich:

&= =xcosp+ ysing

n=—xsing + ycosg |

Auch hierzu wird ein Beispiel gerechnet :

Es soll die Gleichung der Geraden y = 3z + 6im £, n-System an-
gegeben werden, welches um den Winkel ¢ = 90° gegeniiber dem
z, y-System gedreht ist.
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Fiir eine Drehung um ¢ = 90° im positiven Sinne sind folgende Trans-
formationsgleichungen giiltig:

x = & cos8 90° — 7 sin 90°

y = ¢ sin 90° 4 5 cos 90°

bzw. z=—n
y=¢.

Die Geradengleichung y = 3z + 6 geht daher iiber in
y=3x+6
£=3(—n+86

=—3n+86
3n=—¢+6
n= —%5 +2.

J
I 1 1 | - Bild 86
73 2 x

Ahnlich kann man auch die Invarianz des Flicheninhalts eines Dreiecks
und die Lénge einer Strecke gegeniiber einer Rotation zeigen. Dies sei
dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Beide bisher betrachteten Transformationen, die Translation und die
Rotation, verdndern also die Liénge einer Strecke (und auch allgemein
beliebiger Kurven) und den Flacheninhalt eines Dreiecks (und auch
allgemein beliebiger Fldchen) nicht. Man nennt aus diesem Grunde die
von der Translation und Rotation erzeugte Transformationsgruppe die
Kongruenz- oder Bewegungsgruppe.
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13.2 Ahnlichkeitstransformation

AufBler den Bewegungstransformationen spielt noch die Gruppe der
Ahnlichkeitstransformationen

E=p-x
17=

eine Rolle, wobei ¢ > 0 vorausgesetzt ist.

Bei einer Ahnlichkeitstransformation werden also die Koordinaten des
&, n-Systems gegeniiber denen des =z, y-Systems gestreckt oder ge-
t t, j

staucht, je nachdem o>1 (Streckung)

st ¢ < 1 (Stauchung)

Auch hierzu einige Beispiele.

1. Beispiel: Wie lautet die Gleichung der Geraden y = 3x + 2 nach
einer Ahnlichkeitstransformation mit ¢ = 3?

Zunichst gilt in diesem Fall

1
¢=32 T=g¢
1
n=3y y=7g1
Diese Transformationsgleichungen setzen wir in
y=3x+2
ein und erhalten
1 1
n=3&+86.
3 r1
Bild 87 J &9 ¢
/ 1 2 J x
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Wie wir schon an diesem Beispiel erkennen und leicht veraligemeinern
konnen, bleibt der Richtungsfaktor einer Geraden bei Ahnlichkeits-
transformation derselbe.

2. Beispiel: Wie éndert sich die Lange einer Strecke bei einer Ahnlich-
keitstransformation?

Es gilt im z, y-System

d= V(xl_ )2+ (41— y2)*.
Analog gilt fiir das £, #-System

s=) (61— &2+ (n— 7).

Setzen wir &, = gz, und n,= ¢y, mit ¢ = 1,2 ein, so ergibt sich

8 =} (ex; — 0%y)%+ (01— 0¥y)?
=l/92 (T — 22)% + 0% (41— ¥2)?
=e 'V(xl_ ze)? + (y,— y2‘)2

d=p-d.

Das heifit, die Linge einer Strecke, die im z, y-System d betrigt, ist
im £, n-System das o-fache davon.

3. Beispiel: Wie #ndert sich der Flacheninhalt eines Dreiecks bei einer
Ahnlichkeitstransformation?

Es gilt fir das z, y-System
F = (2, (ys — ¥3) + 7(Y5 — 92) + % (4 — )]
und im £, -System
= ;‘ [61(ny —ng) + & (3 — my) + &3(my —n))]
Wir setzen ¢, = gz, und 5, = ¢y, mit i = 1,2, 3 ein und erhalten:
¢ = %[exl (eyp —eys) +exr(eys — ey1) +ex3(ey1—eyy)]

1
=3 02[xy (Yo — y3) + 22 (y3 — 1) + Z3(y, — ¥2)]

=Q2F
& =2 F.
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Flacheninhalte multipliziereh sich also bei einer Ahnlichkeitstransforma-
tion mit 2.

Es kann auch gezeigt werden, daB bei einer Ahnlichkeitstransformation
Winkel unverandert bleiben.

Der Vollstandigkeit halber und im Hinblick auf die Anwendungen! sei ge-
sagt, daB die Bewegungsgruppe zusammen mit der Gruppe der Ahnlich-
keitstransformationen die sogenannte Hauptgruppe erzeugt, die ihrer-
seits wieder eine Untergruppe der Gruppe der Affinitit

§=ay+a;x+ay
1=by+ bz +by

ist.

Die Gruppe der Affinitdt ist ihrerseits wieder eine Untergruppe der
Gruppe der Projektivitat

G, + 0, T 48,y
T GtazT+ey
_ by +bz+by
T o+ 6T+ 6y

¢

n

! Vgl. zum Bejspiel
Meyer zur Capellen; Leitfaden der Nomographie, Berlin/Gdttingen/Heldelberg 1958, 8eite 79 fI.
oder

Pentkowski; Nomographie, Berlin 1958, Seite 146 f.
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U 13 Ubungsaufgaben zu den Koordinatentranstormationen

1) Welche Koordinaten hat der Punkt P (2; —3) des z, y-Systems im
¢, n-System, wenn der Ursprung des £, n-Systems im =z, y-System
die Koordinaten (6;2) hat?

2) Wie lautet die Gleichung der Geraden y = —3z + 5 im ¢, 5-Sy-
stem, wenn @ = —3 und b = —5 sind?

3) Wie lauten die Koordinaten des Punktes P (5;6) nach einer Rota-
tion des Koordinatensystems um 30° im positiven Sinne?

4) Wie heiBt die Gleichung der Geraden y = —6z + 8 nach einer
Ahnlichkeitstransformation mit ¢ = 0,5?

5) Es ist der Flidcheninhalt des Dreiecks P; P, P; mit P, (3;6), P, (8;2)
und P, (4;10) zu bestimmen, wenn dieses noch einer Ahnlichkeits-
transformation mit ¢ = 2 unterworfen wird.

L 13 Losungen zu U 13

1) 6=—4 n=—5
2) n=—36+19

5
3) e=?;/§+3
n=—-g—+3V§
4) n=—6:+4
5) @ =48,

19 Mathematischer Vorkurs 289



14. Analytische Geometrie der Kurven 2. Ordnung

Im folgenden Kapitel wollen wir uns mit den Kurven 2. Ordnung be-
schéftigen. Wir fithren sie mit Hilfe ihrer geometrischen Ortseigenschaf-
ten ein.

14.1 Der Kreis

Man definiert:

Der Kreis ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einem
Punkt, dem Mittelpunkt, gleichweit entfernt sind.

¥

S—

Bild 88

Diese Entfernung heiBt der Radius r des Kreises. Wihlen wir den
Mittelpunkt als Ursprung eines x, y-Koordinatensystems, so ergibt sich
anhand der Zeichnung folgende Funktionsgleichung fiir den Kreis:

x4y =1r?

die als Mittelpunktsgleichung bezeichnet wird.
Zum Beispicl hat ein Kreis mit dem Koordinatenursprung als Mittel-
punkt und dem Radius r = 5 die Gleichung z2 + y2=25.
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Oft tritt die Frage nach der Gleichung einer Tangente an den Kreis
z2 + y2=r? auf. Unter der Tangente im Punkte P, (z,; y,) an den be-
trachteten Kreis versteht man die Grenzlage der Sekante, die mit dem
Kreis zunichst die beiden Punkte P (x;; y,) und P, (2,; y,) (P, ist ein
beliebiger zweiter Kreispunkt) gemeinsam hat, fiir den Fall, daB P,
nach P, riickt.

Es gilt zunéchst nach 12.32 fiir den Richtungsfaktor der Sekante
$-y

8=y,
_ -y (4 + 9)
(21— 25) (Y1 + 1)

_ y’ -y’ )
(21— 2,) (Y1 + ¥s)
Y
e(xriy-r)
r
/’Z(xz;yz)
x
\ X
Bild 89

Da P; und P, Kreispunkte sind, erfiillen ihre Koordinaten die Kreis

leich :
gleichung y iz

2_ 2 2
Yot =T — Ty~
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Wir setzen diese Werte fiir %,2 und y,2 in die Gleichung fiir tg « ein:

r2-g2-r24+0g,?
(21— @) (Ys + %)
_ 2,2 — 2,2
T (@ = 2) (Y + B)
__ (& + z5) (23— 2,)
(zl ~ T,) (4 + 9)

=0t

T Y1t
Lassen wir nun den Punkt P, in den Punkt P, hineinfallen, so ergibt

sich fiir den Richtungsfaktor der Kreistangente im Punkte P;, den wir
mit tg v bezeichnen wollen:

tga =

/’1&7;5’1)

Bild 90
Da wir jetzt den Richtungsfaktor und einen Punkt, namlich P;(x,;y,),

der Kreistangente in P, kennen, kénnen wir ihre Gleichung nach der
Punktrichtungsform (12.31) aufstellen:
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Hieraus ergibt sich
(Y—v) h=—2(x—=)

Yh— o= —zz+ z®
T2+ Yy =22+ y*
Da P, (z,;y,) auf dem Kreise 22 + y% = r2 liegt, gilt
z?+ y? =12

Somit lautet die Gleichung der Kreistangente im Punkte P, (xz;,):

zz, +yy, =r°

In dem von uns bisher betrachteten Fall fiel der Kreismittelpunkt mit
dem Ursprung des Koordinatensystems zusammen. Wir wollen im
folgenden diese Voraussetzung fallen lassen.

vl 7
S Y ()]
a n
m| £ 3
b
X
Bild 91

Der Kreismittelpunkt habe jetzt die Koordinaten a und b:

M (a;b).
Um den allgemeinen Fall auf den bereits betrachteten speziellen Fall
zuriickfiihren zu koénnen, legen wir durch den Mittelpunkt des Kreises
ein neues Koordinatensystem £, », dessen Achsen zu den entsprechenden
des z, y-Systems parallel sein sollen.
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Im &, n-System hat dann der Kreis die uns schon bekannte Gleichung,
die fiir den Zusammenfall von Mittelpunkt und Koordinatenursprung

ilt
gl £2 + ’72 = 72,
Durch die Translation
E=x—a
n=y—b

geht das £, n-System in das z, y-System iiber (vgl. 13.11). Also hat der
Kreis im allgemeinen Fall die Gleichung

(x—a) + (y—b)r=r?|.

Fiir die Kreistangente gilt dann entsprechend

(z —a)(x, —a)+ (y —b) (y, —b) =2

Rechnet man die eben angegebene Kreisgleichung
(z—a)®+ (y—b)2=r2
22— 2ax + a%+ y2:— 2by + b2=1r2
224 y?— 2ax — 2by + a2+ bZ—12=0
um, so kann sie, wenn noch
D=—-2a
E=-—-2b
F=q%+ b2— 12
gesetzt wird, in die Form

22+ y*+ Dx+Ey+F =0

gebracht werden. Sie wird als allgemeine Form der Kreisgleichung be-
zeichnet.

Wir betrachten einige Aufgaben zur Ubung.

1) Es ist die Gleichung des Kreises mit dem Radius 2 und dem Mittel-
punkt M (1;3) aufzustellen.
Sie heiBit, da r =2, a =1 und b = 3 ist,
(2 —1)2+ (y—3)2=4.
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2) Es ist der Radius und der Mittelpunkt des Kreises anzugeben, der
die folgende allgemeine Gleichung 22+ y%2+ 4z + 6y — 3 = O hat.

Wir konnen die gesuchten GroBen sofort ablesen, wenn wir die Kreis-
gleichung in die Form (z — a)2+ (y — b)2=r? bringen. Dazu formen
wir um: 24 4z + g2+ 6y = 3.

Um die beiden z enthaltenden Glieder in die Gestalt eines quadratischen
Ausdrucks bringen zu konnen, ist die Addition von 4 notwendig und
weiterhin eine Addition von 9, um fiir die beiden y-Glieder dasselbe tun
zu konnen. Natiirlich hat man die Additiorr von 4 + 9 = 13 auf beiden
Seiten der Gleichung auszufithren. Man erhilt also

r?+4r+4+y2+6y+9=3+4+9
(x+2)%+ (y + 3)2=16.

Der Kreis hat also einen Radius von r = 4 und den Mittel-
punkt M (—2;—3).

3) Es soll die Gleichung des Kreises bestimmt werden, der durch die
Punkte P, (7;1), P, (5;5) und P, (—2;4) geht.

Da die angegebenen Punkte auf dem Kreis liegen sollen, erfiillen ihre
Koordinaten die Kreisgleichung, die wir in der allgemeinen Form
ansetzen:

Es ist daher

224+ y2+ Dz + Ey + F =0.

49+ 1+7D+ E+F=0
254+ 25+5D+5E+F=0

44+16—-2D+4E+F=0
oder
7D+ E+ F=-—-50

5D+ 5E+ F=—-50
—2D +4E + F =—-20.

Nach bekannten Methoden! ergibt sich hieraus

D=— 4
E=—2
F = —20.

Vgl. Abschnitt 8.3, 8eite 141 fT.
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Somit hat die Kreisgleichung zuniéchst die allgemeine Form
224+ y2—4x—2y—20=0.
Hieraus lassen sich in analoger Weise wie im 2. Beispiel r und M be-
stimmen. Wegen
z?—4zr+4+y2—2y+1=20+4+1
(z—2)3+ (y—1)2=25
folgt r =5 und M (2;1).

4) Es ist der Schnittpunkt der Geraden y =z —7 mit dem Kreis
2% 4 y% = 25 zu bestimmen.

y

<Y

Bild 92

296



Wir bezeichnen den Schnittpunkt wie tiblich mit S (xs; ys). Da der
Schnittpunkt auf der Geraden und auf dem Kreis liegt, erfiillen seine
Koordinaten die entsprechenden Gleichungen:

Yg=2s—1

Man lost diese beiden Gleichungen fiir die Unbekannten zg und yg
zweckmiBig, indem man Yg aus der ersten in die zweite Gleichung
einsetzt :
zg? - (13— T)2=25
Tli—Tzg=—12.
Daraus folgt :
zg = 4 und zg, = 3.

Es sind zwei Schnittpunkte vorhanden (sieche Bild 92). Die Gerade ist
also in bezug auf den Kreis eine Sekante. Die zugehorigen y-Werte
ergeben sich aus

Ys, = %g,— 7

Ys, = —3
und
Ys, = %g,— 7

Ys,
S, (4;—3) S;{3;—4).

5) Wie lautet die Gleichung der im Punkt P, (4;3) an den Kreis
z% 4 y2 =25 gelegten Tangente?

Die Gleichung dieser spezicllen Kreistangente ergibt sich nach Einsetzen
der Koordinaten von P; und unter Beachtung von r =5 in

2+ yy,=r?
4z + 3y =25
4 25

6) Vom Punkt P, (10;0) aus sind an den Kreis 2%+ y2 =25 die Tan-
genten gezogen. Es sind die Beriithrungspunkte P, (z;; y,) der beiden
Tangenten mit dem Kreis zu bestimmen. Weiterhin sind die Glei-
chungen der Tangenten anzugeben.
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0 x

//"\
N =i

N /
=

Bild 98

Die Tangenten kénnen zunichst fiir unseren Fall durch

2+ yy, =25
angegeben werden. Da der Punkt P, ein Punkt jeder der beiden Tan-
genten ist, erfilllen seine Koordinaten die angegebene Tangenten-
gleichung 10z, + 0y, = 25.

Als Berithrungspunkt zwischen Tangente und Kreis liegt P (z;; y,) auf
dem Kreis. Daher erfiillen seine Koordinaten die Kreisgleichung

Aus diesen beiden Bestimmungsgleichungen
10z,= 25
2+ 9, =25
ergeben sich z, und y, wie folgt:
=B_5
i B TR
z,=2,5

298



und
5 2
(5) +y2=25

5
h=+513=+433.
Es sind also zwei Beriihrungspunkte Py, und P;, vorhanden:
Py, (2,5;4,33) und Py, (2,5;—4,33).

Die Gleichungen der beiden Tangenten findet man jetzt leicht durch
Einsetzen der Koordinaten von P;; und P,, in die Tangentengleichung

2+ Yy, = 25.
Man erhilt s s
se+5V3y=25
y=—0,58x + 5,77
bzw.

5 5
2% —gV3y=25
y =058z —5717.

7) Wie lautet die Gleichung der Tangente an den Kreis z2 + y%= 4,
die zu der Geraden y = 2z + 3 parallel ist?

Die Gleichung der Tangente hat fiir den Kreis z2+ y2=4 die all-

gemeine Darstellung
Tz, + yy, = 4.

Wir miissen zur Aufstellung der Gleichung noch den Beriihrungs-
punkt P, (z;; y,) kennen und verwenden zu dessen Bestimmung die
Tatsache, daB parallele Geraden gleiche Richtungsfaktoren haben (vgl.
12.42). Der Richtungsfaktor der Kreistangente hat den Wert

tgt = — % .
1

Es muB also

2 W

Y
oder
. z, =—2y

sein.
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Da P, (z,; y;) auch auf dem Kreis liegt, erfiillen seine Koordinaten die
Gleichung des Kreises

T+ yt=4.
Aus
zy=—=2y, und =z’ 4+ y%=4
ergibt sich E -
26 2Y56
u="%—‘=0’89 y12=—TV_=‘0’89

Es sind also zwei Beriihrungspunkte vorhanden (siehe Bild 94):
Py, (—1,79;0,89) P, (1,79;—0,89).

/

/ 7
ST INLS
)
/

/

{ x

N /T
/

Bild 94
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Die Gleichungen der beiden zugehérigen Tangenten findet man jetzt

leicht durch Einsetzen der Koordinaten von P, und Py, in

zx,+ vy, =4.
Man erhilt —
y=2x+4,47
bzw. Vg 5
4Y5 2y6
B A
y=2x—4,47.

8) In welchem Punkt und unter welchem Winkel schneiden sich die Kreise

224+ y2— 62— 18y + 80 =0 und 2%+ y2+ 10z — 2y — 144 = 0!

Da der Schnittpunkt S (zg; ys) auf beiden Kreisen liegt, erfiillen seine

Koordinaten die Kreisgleichungen

zg2+ yg2— 6x,— 18y,+ 80=0
z?+ yg2+ 102, — 2y, — 144 =0.

Hieraus folgt durch Subtraktion der 2. Gleichung von der 1. Gleichung

Yg=14 —=z,.

Diese Beziehung setzen wir in die 1. Gleichung ein, die dann nur noch

die Unbekannte zg enthilt
zg+ (14 — :cs)z— 6z, —18 (14 - a:s) +80=0

22— 162, = —24

S

:csz— 8z, = —12.

I .«
hre Losungen lauten 2y = 6 und 7 = 2.

Die Werte yg ergeben sich durch Einsetzen der Werte xg in

u Yyg=14—=z,
Ys, =8 und  yg = 12.

Es sind also zwei Schnittpunkte zwischen den Kreisen vorhanden:

5,(6:8) S, (2;12).
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Wir berechnen nun den Schnittwinkel der beiden Kreise. Man versteht
darunter den Winkel o, den die Tangenten an beide Kreise in deren
Schnittpunkt miteinander bilden. Aus Symmetriegriinden koénnen wir
uns auf einen Schnittwinkel beschréinken (siehe Bild 95), etwa auf den
von den beiden Tangenten in S, gebildeten.

A

)\

\

-5

/
/

Bild 956

Um die Gleichungen der Tangenten aufzustellen, bringen wir die Kreise
aus der allgemeinen Form in die Gestalt

(x —a)2+ (y — b)2=r2.

Fiir die gegebenen Kreise sind das die Gleichungen

(x—3)2+ (y—9)2= 10
(x +5)2+ (y — 1)2=170.
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Daraus folgt die Gleichung der Tangente im Schnittpunkt S; (6;8) an
den ersten Kreis als

(x—3) (25, —3)+ (y— 9) (y5,— 9)=10
y=3x—10

oder

und die der Tangente in S, (6;8) an den zweiten Kreis als

(2 + 5) (g, + 5) + (y — 1) (45, — 1) = 170

oder 1 122

y=—mgrta
Die erste Tangentengleichung hat also den Richtungsfaktor ay; =3
und die zweite a,, = —-1,%.

Den Schnittwinkel o erhdlt man durch Einsetzen von ay; und a@;, in

O3~y
tgo_l"‘au'au
11
go—— T o _16
ga—1+-3l).3_‘3
(=
zu
¢ = 50,9°.

Die Kreise schneiden sich also unter einem Winkel von 50,9°.

14.2 Die Parabel

Man definiert :

Die Parabel ist der geometrische Ort
aller Punkte, die von einem festen
Punkt F, dem Brennpunkt, und einer
festen Geraden L, der Leitlinie, gleichen
Abstand haben.

Es ist also FP,= P,R, fir alle i =1, 2,
Der Punkt P,, fir den FP, und P, R, einc
Gerade bilden, heiBt der Parabelscheitel:

P,=8. Bild 96
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Um die so definierte Kurve — die Parabel — analytisch beschreiben zu
konnen, benutzen wir ein zweckmiBiges Koordinatensystem. z-Achse
sei die Gerade, die durch F und 8 geht. Als y-Achse wihlen wir die
Gerade, die im Scheitel der Parabel auf der z-Achse senkrecht steht.
Der Koordinatenursprung fallt also mit dem Parabelscheitel zusammen.

L y
R Plx;y)
VL
N
F Q
INRE X
Bild 97

Den Abstand R,F bezeichnen wir mit p:
R F =p.

P wird in diesem Zusammenhang Halbparameter! genannt. Dann ist
wegen R,0 =OF

R0 +OF =RF
OF + OF =R,
20F=R,F
— RF
F=—t
OF =P
oF=1L.

1 Gelegentlich wird p auch als Parameter bezeichnet.
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Weiterhin ist nach der Definition der Parabel
RP=TFP.

RP setzt sich, wie man aus der Zeichnung entnehmen kann, aus zwei
Teilbetrigen zusammen :

RP=R0+0Q

RP=0F +0Q

_P=%+a:
Wegen RP = FP gilt auch

F_P.=—g—+z.

Wir wenden im rechtwinkligen Dreieck F@ P den Satz des Pythagorasan:
2 2
43 - (+3)

yz+a:2—p:c+p{=:¢=2-i-pa:+-"‘;‘3

y:=2pzx |

Damit haben wir die Pardbelgleichung fiir das wie oben speziell gewihlte
z, y-Koordinatensystem gefunden. Man nennt sie die Scheitelgleichung
der Parabel.

Im folgenden wollen wir noch die Gleichung der Tangente an die Parabel
y?=2pz im Punkte P, (z,; y,) angeben. Unter der Parabeltangente in
P, verstehen wir analog zum Kreis die Grenzlage einer Sekante, die
mit der Parabel zundchst die beiden Punkte P; (zy; y;) und P, (x,; ¥,)
(P, ist ein beliebiger Parabelpunkt) gemeinsam hat, fiir den Fall, daf}
P, nach P, hin riickt.

Es gilt fiir den Richtungsfaktor tg « der Parabelsekante nach 12.32:

oder

yﬂ
zl=-¢
—

2= 9p
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— da P, (z;; y;) und P, (z,; y,) als Parabelpunkte die Parabelgleichung
erfiillen —

Y1— Y
Y v

2p 2p
2p(Ys — Ya)

[
(-
(Y1 + Y2) (Y1 — ¥2)
o __2r

Y1+ Ys

v tga =

g("ﬂ'%)

>

P lx25Ys)

Bild 98

Lassen wir nun P, mit P, zusammenfallen, so ergibt sich fiir den Rich-
tungsfaktor der Tangente, den wir mit tg  bezeichnen wollen,

tgt=&= P

2y, ?1 ’
Von der Parabeltangente sind nun der Punkt P, (z,; y,) und der Rich-

tungsfaktor -2~ bekannt. Wir konnen daher die Punktrichtungsform

ansetzen: !
Y¥-4% _ p

T-I, Y1
=y =prlz—2)
Y —yP=pzr—pz,.
Setzt man noch y,2= 2pz, ein, so ergibt sich weiter

Yyh—2px,=pr — P74
Yy, =Ppr+ Pz,

yy=p(z+=x)
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als Gleichung der Parabeltangente im Punkte P (z;; y,).

Falls der Parabelscheitel nicht
im Koordinatenursprung liegt, y
sondern die Koordinaten S (a;b) Peyiys)

hat, lautet die Parabelgleichung
pd

(y—bi=2p(x—a)

-

Bild 99

was man #hnlich wie beim Kreis iiber ein &, n-Hilfskoordinatensystem
und anschlieBende Translation findet.

y

kv

Bild 100
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Dazu gehort die Tangentengleichung

(y—b)(y,—b) =p(x+ 2, — 2a)

Formt man die Parabelgleichung
(y—b?=2p(z—a)

y2—2by + b2=2px — 2ap
y2—2px —2by + b2 4 2ap=0
um und setzt

in

D=-2p
E=—-2b
F =b24 2ap,

so folgt die Parabelgleichung in der sogenannten allgemeinen Form

y2*+ Dx+Ey+F=0

Auf eine noch allgemeinere Form einer Parabelgleichung wollen wir im
Rahmen der Aufgaben eingehen.

Wir betrachten einige Aufgaben zur Ubung.

1) Esist der Halbparameter einer Parabel zu bestimmen, deren Scheitel
mit dem Koordinatenursprung zusammenfillt und von der der
Parabelpunkt P, (12;6) bekannt ist.

Da P, auf der Parabel liegt, erfiilllen seine Koordinaten die Parabel-
gleichung

hi=2px,
36=2p-12
8
P=3-

Die Lénge des Halbparameters betrigt % Die Parabel hat somit die
Scheitelgleichung y%= 3.

2) Die gleiche Aufgabe wie unter 1) ist fiir die Parabel zu lésen, auf
der der Punkt P, (—25;10) liegt.
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Es gilt in gleicher Weise

h*:=2pz,
100 =2p . (—25)
=2,

Die Scheitelgleichung hat also die Form
y:=—4z.

Das ist eine nach links offene Parabel, deren Brennpunkt die Koordinaten
hat. F (—1;0)

3) Von einer Parabel, deren Achse! parallel zur z-Achse verléuft, sind
die Punkte P; (1;2), P, (3;4) und Py (9; 6) bekannt. Es ist der Halb-
parameter p und der Scheitel S (a;b) zu bestimmen.

Da P, P, und P, auf der Parabel liegen, erfiillen ihre Koordinaten die
Parabelgleichung, die wir in der Form

Y2+ Dz + Ey+ F=0
ansetzen konnen.

Es gil 4+ Dz, + Byy + F =0
y.*+ Dz, + Ey, + F=0
Y’ + Day+ Eys+ F =0,
4+ D+2E+F=0
16 +3D+4E+F=0
36+9D+6E+F=0
oder

D+2E4+F=— 4
3D+4E+ F=—16

9D+ 6E + F = — 36.
Hieraus ergibt sich

D=-2
E=—4
F=86.

Die Parabelgleichung hat also zuniichst die Gestalt
y:*— 22z —4y +6=0.

1 Achse der Parabel heiBt ihre durch den Scheitel gehende 8ymmetrieachee, die in unserem Fall par-
allel zur x-Achse verlduft.
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Wir wollen sie anschlieBend in die Form

(y—b2=2p(z—a)
bringen.

Es ist zunéchst
y?—4y=2x—6.

Wir ergénzen, um die linke Seite der letzten Gleichung zu einem qua-
dratischen Ausdruck zu machen, auf beiden Seiten 22. Es ist dann

y2—4y+22=22x—6+4
und weiter
(y—2)2=2z2—2
(y—2)2=2(x—1).

Daraus liest man p = 1 und S (1;2) ab.

4) In einem Punkte P, (z,;y,) der Parabel y2=2pz ist auf der zu-
gehorigen Tangente die Normale errichtet. Wie lautet die Gleichung
der Normalen? Welche Lingen haben Subtangente und Subnormale?

Unter der Normalen einer Kurve in einem gewissen Kurvenpunkt ver-
steht man allgemein die Gerade, die in diesem Kurvenpunkt auf der
Tangente des gleichen Kurvenpunktes senkrecht steht.

Da der Richtungsfaktor der Parabeltangente im Punkte P, (z,; y;) als

P bekannt ist, hat der Richtungsfaktor der Normalen im Punkte P,
T

nach 12.42 den Wert —%. Man kennt also den Punkt P, (x;; y,) und

den Richtungsfaktor —% der Normalen.

Die Gleichung der Normalen folgt nun aus der Punktrichtungsform:

Y- _ _ Y%
z—-T P

(y—y)p=—y,(z —x,)
yp—y1p=—y 2+,
-y
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y
’3 (ijy')
”{"Niy/v) -
Tlxy 5 yy) 0 £ a X
Bild 101

Unter der Subtangente in P, versteht man die Projektion des Teil-
stiickes P, T der Tangente auf die z-Achse.
Die Subtangente ist in unserem Falle also die Strecke Q7'. Zur Be-
stimmung der Subtangentenlinge st miissen wir daher erst die
Koordinaten des Punktes T (a:T ; «'/7') ermitteln. Da T auf der z-Achse
liegt, ist y, = 0. Da T auBerdem der Parabeltangente in P, angehort,
gilt weiter

Yyy=p(x + zy)

Yp h1=D (% + %)

Hieraus folgt

r = — 2.

Die Subtangente setzt sich aus zwei Teilstiicken zusammen :

TO+0Q =QT = st
|2y | + |2y | = st
st=2|2].

Die Lange der Subtangente ist also gleich der doppelten Lange der
Abszisse des Beriihrungspunktes P, zwischen Tangente und Parabel.

Unter der Subnormalen in P, versteht man entsprechend die Projektion
des Teilstiickes Py N der Normalen auf die z-Achse. Die Subnormale
ist in unserem Falle die Strecke QN. Fiir unsere Zwecke ist der
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Punkt N (:c N yN) zu bestimmen. Da N auf der z-Achse liegt, gilt y,, =0
und weiter, da N Punkt der Normalen in P, ist

Yy ==y +2 (2 +7)

ZTy=2+ P.

oder

Die Linge sn der Subnormalen betrigt demnach
sn=QN=0N-0Q

=|z |+ ]|p|—]|=]
sn=|p]|.

Die Subnormalenlinge stimmt iiberein mit dem absolut genommenen
Halbparameter. Diese Eigenschaft kann zur Konstruktion der Parabel-
tangente herangezogen werden.

5) Die Parabel y2= z ist in einem Koordinatensystem zu betrachten,
das mit dem vorliegenden z, y-System den Winkel ¢ = —90° bildet.

Das neue ¢, n-System ist aus dem z, y-System durch Drehung um 90°
im Uhrzeigersinn entstanden. Der Zusammenhang zwischen dem z, y-
System und dem £, #-System wird nach 13.12 durch

z=§cosp—7 sing
y=¢&ésing+ncosey
und speziell fiir ¢ = —90° durch

x = ¢ cos (—90°) — n sin (—90°)
= i —_ o —_ o)
gogeben. y =& sin (— 90°) 4+ 5 cos (— 90°)
Es sind also zunichst die Werte sin (—90°) und cos (—90°) zu ermit-
teln. Dazu benutzen wir die trigonometrischen Additionstheoreme, die
fiir alle Winkel giiltig sind, wie wir in 11.5 erwihnt haben. Wir setzen

dazu ag= 0°

= o'
Dann gilt = =90

8in (ay — a;) = sin «y COS #; — COS «, sin a;
sin (0° — 90°) = sin 0° cos 90° — cos 0° sin 90°
sin (—90°) == — sin 90°
sin (—90°) = —1
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und
cos (@y — ;) = CO8 @, COS &, + 6in a, sin «;
cos (0°— 90°) = cos 0° cos 90° + sin 0° gin 90°

cos (—90°) =0.
Daraus folgen die Koordinatenbeziehungen
T=n
y=—¢&.
Setzt man in
t=1zx
ein, so erhidlt man
(—&2=n
£2=19
n = £2

Das heifit, es handelt sich um die quadratische Einheitsparabel (vgl. 10.3)
im &, n-System.

6) Die Parabel y2=2 (x — 1) ist in einem ¢, n-Koordinatensystem zu
betrachten, das mit dem vorliegenden =z, y-System den Winkel
@ = 30° bildet.

Zwischen den beiden Koordinatensystemen besteht analog zur Aufgabe 5)
der Zusammenhang
z = & cos 30°— 7 sin 30°

y = ¢ sin 30° 4+ 5 cos 30°
oder

1 1
T = Y }/:—3-5 -9 n
1 1
y=gt+51%n.
Diesc Beziehungen setzen wir in

y2=2(z—1) =2z —2

ein und erhalten weiter
1 1 7 \2 1 e, 1
(‘554-—2—}/317) =2(-E}3 f—-2—n)—2
TE+ Y3 En— 13 e+ n+2=0.
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Man sieht, daB im allgemeinsten Fall, in dem Parabelachse und &-Achse
nicht mehr parallel sind, die Parabelgleichung im &, 5-System auch
Glieder mit £2 und &7 enthalten kann. Weiter wollen wir hierauf nicht
eingehen.!

14.3 Die Ellipse

Man definiert :

Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte, deren Abstands-
summe von zwei festen Punkten F, und F,, den Brennpunkten,
konstant ist.

P

Bild 102
Wir bezeichnen:
F,P =1
F,P=r,
Es soll also
7, + 75 = const.
sein.

Um eine analytische Beschreibung der Ellipse geben zu kénnen, be-
nutzen wir folgendes rechtwinklige Koordinatensystem: Die z-Achse
ist die Verbindungsgerade der Punkte F; und F,. Im Mittelpunkt M
von F,F, wird auf der z-Achse die Senkrechte als y-Achse errichtet.

! Besonders interessierte Leser seien auf Kommerell, Yorlesungen iiber analytische Geometrie der
Ebene, Leipzig 1953, Seite 244 fI. verwiesen.
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Wir wollen im folgenden

und

setzen.

/
MZK | f-’ MI

¥,
Bild 103

M, M,=2m ist die Lénge der sogenannten groBen Achse M, M, der
Ellipse.
Mit Hilfe von m werden wir zunichst die Konstante r, 4+ r, angeben.
Der Ellipsenpunkt P kann natiirlich mit 3, zusammenfallen.
In diesem Falle ist

n=FM,

ro=F,M, .
FIM=MO0—F,O=m —e
—_— — —_
F,M=MO0+F,0=m+e.

ntra=F M+ F, M,
=m—e+m+e

und
Weiter ist

Damit folgt

rn+rn=2m|.
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Fiir die Ellipse ist also die konstante Summe der Absténde r; und 7,
gleich der Lénge der groBen Achse 2m.

Kommen wir nun zur Aufstellung der Ellipsengleichung.
y

M Plxiy)

#;

Bild 104

Aus der Zeichnung nimmt man
ni=(e— )+ ¢y
n =Y— )%+ y?
r9? = (z + ¢)3 + y?

1y =V(z + €)%+ y2.

Mit Hilfe dieser Ausdriicke fiir r, und T2 kann die Definitionsgleichung
der Ellipse

und

1+ 7,=2m
in

Vie— 22+ g2 +Y(z + )2+ y?=2m
Voo ¥ i=2m —Y(z T 02+ 52

umgeformt werden.
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Durch Quadrieren und Umrechnen geht diese Gleichung in die folgende
itber:

Ve ) = em — G T 5"
(e—2)2+ y2=4m2— 4,m}/(—a:_-r3§_+—yz+ (z +e)2+ y?
4my(z + e)? + yi=4m2+ 4ex
m}f(x_-l-e)-2+—y’= mi+ ex.

Ein zweites Quadrieren fiihrt zu

m? (z + e)? 4+ m? y2 = (m?+ ex)?
(m?— e?) z2 4+ m? y? = m? (m2— e?).

Kiirzt man
ab, so gilt weiter

n2= mz__ ez

n? 2% 4+ m? y? = m? n?.
Division durch m? n? ergibt schlieBlich

z3 y?
T =1

Dies ist die sogenannte Mittelpunktsgleichung der Ellipse. Der Name
Mittelpunktsgleichung bezieht sich auf das speziell gewihlte z, y-Sy-
stem, dessen Ursprung im Ellipsenmittelpunkt liegt.

Nun noch einige Worte zur Rechtfertigung von m2— ¢2= n? Da
F\P+F,P>F\F,
2m > 2e
m>e
ist, kann m?2— ¢? niemals negativ werden und liaBt sich also als Qua-
drat — etwa n3 — ansetzen. Die Bedeutung von » kann man sich wie

folgt erkliren. LaBt man den Punkt P (vgl. Bild 104) mit N, zusammen-
fallen, so gilt im rechtwinkligen Dreieck F;ON, nach dem Satz des

Pyth - - .
yseorss (Flo)z + (ONx)z = (Fle)z
e’+(0_Nl)2= m2
ON,=Ym?—e*=n.
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2n ist also wegen der Symmetrie der Figur (0—-Nl=51_\’—,) gleich N\N,
und wird als kleine Achse der Ellipse bezeichnet.

Wir untersuchen in analoger Weise wie bei Kreis und Parabel die
Ellipsentangente im Punkte P (2,; ;). Wir bilden auch hier wieder
zunéchst den Richtungsfaktor tga der Ellipsensekante unter Zuhilfe-
nahme eines beliebigen zweiten Ellipsenpunktes P, (z3; y,):

Y1 — Ys

T, — T4

— (Y=Y (% + 4s)
(2, — 23) (Y2 + Ya)

— Y-yt
(2, — %2) (Y1 +Ys)

tga =

Da die Punkte P, und P, Punkte der Ellipse sind, erfiillen sie deren
Gleichung:

7,2yl Tt | Yl
—":—2+7L‘;=1 und #+n—’2=1
bzw.
2 " 242 und yl—— 221 n?
hP=— gzt +n? und y?=— sz +al
y
Py(xy3y4)
- a
£ 0 x
Pl 14)

Bild 105
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Verwendet man diese Beziehungen in der Formel fiir den Richtungs-

faktor tg« der Ellipsensekante, so ergibt sich

Yi® = y,t
toaq = - 24 __J2
g (23— 23) (Y1 + Ya)
3 2
~%2~z1’+n2 +%—x,2—n’

(21— 29) (41 + y2)
ne
T At

T (2~ 25) (41+Ys)

n? T2 — 1,2

m? (z, - ) (Y1 + ¥2)

12 (2 + 2,) (2 — T,)

m? (24 — T5) (Y1 + ¥)
n? T+ T,

T omry +y,

Um den Richtungsfaktor tgz der Ellipsentangente zu erhalten, muB

man P, mit P, zusammenfallen lassen. Dann gilt

___mn* 2z, = nlzm,
BT T T iy
~

P(xiy)

Bild 106
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Jetzt folgt die Gleichung der Ellipsentangente leicht nach der Punkt-
richtungsform:

Yy-4 _ "M
I-% m?y,
(y—y)m?yy=—ntz, (z —z)
m?yy,— m? yf = —n? 2z, + n? z;?
*) n 2z + mtyy = n?z,?+ m?yl.
Es war
2
z‘z +sz =

oder

Damit geht (*) iiber in

n?zz + m? yy, = m?n?

oder nach Division durch m2 n?

le_l_ yyl

Dies ist die Gleichung der Tangente an die Elhpse — + y =1im
Punkt P, (z;; y,).

Fallt der Schnittpunkt der grofen und der kleinen Achse, der Ellipsen-
mittelpunkt, nicht mit dem Ursprung des z, y-Koordinatensystems zu-
sammen, sondern hat er im x, y-System die Koordinaten M (a;b), wih-
rend die groBe Ellipsenachse parallel zur z-Achse und die kleine Ellipsen-
achse parallel zur y-Achse verliduft, so lautet die Gleichung der Ellipse

(z-a)} | (y-b* _,

m2 n?

und entsprechend die Gleichung der Ellipsentangente in P (z,; y,)

(z —a)(z, - a)
m?

W=Dy -b_,

n?

+
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Mla;d)

Bild 107 X

Formt man die Ellipsengleichung

z—-a)t —b)
( m’ + (yn’ =l
in
n? (z — a)2+ m? (y — b)3= m? n?
ndz3+ m?y?—2an2z—2bmly + a2nt4 b2m2—m2n2=0

um und setzt

A=nt
B =m?
D= —2an?
E=—2bm?

F =a%n24 b2 m2— m2n?,

so folgt sie in der allgemeinen Form

Az?2+ By*+ Dz +Ey+F=0

Es gibt auch hierzu analog wie bei der Parabel eine noch allgemeinere
Form, auf die wir nicht néher eingehen wollen.
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1) Es ist die Mittelpunktsgleichung der Ellipse zu bestimmen, wenn die
Halbachsen m = 5 und n = 3 gegeben sind.

Durch Einsetzen der Werte in

z3 1]
it =1
ergibt sich sofort
z3 yl -—l
BT

2) Es sind die beiden Halbachsen der Ellipse 22+ 4y2=64 zu be-
stimmen.

Es ist
7+ 4y =64
oder

z2 y! _
st =l
Hieraus erkennt man, daB m = 8 und n = 4 ist.

3) Es sind die beiden Halbachsen und der Mittelpunkt der Ellipse
422+ 25y%2— 402 — 200y + 400 = 0 zu bestimmen.

Zu diesem Zwecke formen wir die Ellipsengleichung wie folgt um:

422 — 402 + 25y% — 200 y = — 400
4(22—10z) + 25(y2 —8y) = —400
4(z8 — 10z + 25) + 25 (y® — 8y + 16) = — 400 + 100 + 400
4(z —5)2 + 25(y — 4)2= 100

458 | Wy—4r_,
100 00

(z -6 (y —4)? _
55— T 7 =1.

Hieraus folgt, daB m = 5, » = 2 und M (5;4) ist.

+

4) Es ist zu zeigen, daBl der Schnittpunkt der Tangente an die Ellipse
] 2
1% + % =1 im Punkte P, (z;; y,) mit der z-Achse und der Schnitt-

punkt der Tangente an den Hauptscheitelkreis im Punkte P* (x;;y.%)
mit der z-Achsc zusamrmenfallen.
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/[«

/

% (xo ;yo)

Bild 108

Den Schnittpunkt der Ellipsentangente mit der z-Achse bezeichnen wir
mit Py (295 yo=0).

Da der Schnittpunkt ein Punkt der Ellipsentangente ist, erfiillen seine
Koordinaten deren Gleichung:

Tz yy

__%4._75_-]
Loy 4, YoYU __
_&?_4-_2?___1

Wegen y,=0 gilt weiter

To Ty __
m:
oder
mi
Ty =—
0= 7,

Unter dem Hauptscheitelkreis der Ellipse versteht man den Kreis mit
dem Radius m um den Ellipsenmittelpunkt. Seine Gleichung heiflt in
unserem Fall

x2 + yz = m?2.

Seine Tangente im Punkte P * (x,; y,*) hat die Gleichung
zx, + yy* = md
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Da der gesuchte Schnittpunkt mit der z-Achse, den wir zunichst mit
Py* (z,*; yo* = 0) bezeichnen wollen, auf der Tangente des Kreises liegt,
erfiillen seine Koordinaten die Tangentengleichung:

* . % 2
o' T+ Yo! Yyt = m

Da yo* =0 ist, hat man

zg* 2, = m?
oder
2
z®=T,
0
£
Wie man sieht, ist
ml
Ty =x* = —

Das heiBlt, die Ellipsen- und die Kreistangente schneiden die z-Achse
im gleichen Punkt. Diese Tatsache kann zur Konstruktion der Ellipsen-
tangente verwendet werden.

5) Es ist zu zeigen, daB der Kreis ein Spezialfall der Ellipse ist.
L&Bt man némlich F, und F, in M zusammenfallen, so folgt

02— m2— n?
0 =m2— n?

m=mn

und weiter unter der speziellen Annahme @ =b =0
2 y’
T =1

zﬂ y!
it =1

zz + y2 —_ m2 .
Setzt man noch m = r, so folgt, daB
224 yl=12

ist. Das ist aber die Gleichung eines Kreises um den Koordinaten-
ursprung. Der Kreis ist tatsachlich ein Spezialfall der Ellipse.
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14.4 Die Hyperbel

Man definiert :

Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte, deren Abstands-
differenz von zwei festen Punkten, den Brennpunkten F, und F,,
konstant ist.

Bild 109

Wir bezeichnen in Analogie zur Ellipse

F,P=r
F,

]

=1'z.

Es soll also
) T, — 75 = const.
sein.

Um auch hier eine analytische Beschreibung des Sachverhalts geben zu
konnen, benutzen wir folgendes Koordinatensystem: z-Achse ist die
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Verbindungsgerade der Punkte F; und F,. Auf F,F, wird im Mittel-
punkt M die y-Achse als Senkrechte errichtet.
y

Plxiy)

x

b |#;

Bild 110

Wir bezeichnen im folgenden
F,0=0F,=¢

und L
MO=0My=m .

Mit Hilfe von m werden wir wieder die Konstante r, — r, bestimmen
Falls ndmlich der Hyperbelpunkt P (z; y) mit M, zusammenfallt, ist

n=FM,
und L
ra=FyM,"
Weiter ist L
FM,=F,0+0M,=e+m
F,0 =e—m

F M ,=F,0 — 0,
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Damit folgt
n—ry=FM,—F,M,

=e+ m— (e — m)

r—Trg=2m|.

Fir die Hyperbel ist also die konstante Differenz der Absténde r, und r,
gleich 2m.

Kommen wir nun zur Aufstellung der Hyperbelgleichung.

\ Plxiy)

y

Bild 111

Aus der Zeichnung entnimmt man
n?=(z+ e+ y?

n —VET I

rf=(z—e)*+ y?
re=Y(z— €)%+ y?

und

327



Mit Hilfe dieser Ausdriicke fiir r, und r, kann die Definitionsgleichung
der Hyperbel

n

rn—ry=2m

Viz+ e+ 2 —Y(z — )+ y* =2m

umgeformt werden.
Diese Gleichung rechnen wir analog zur Herleitung der Ellipsengleichung

weiter um:
Yz + e+ y2=2m +¥(z — )+ y*
my(x—e)+ y*=ex — m?
(e2— m?2) 22— m? y2 = m? (e? — m?).
Kiirzt man nde— e — m?
ab, so folgt

n?z%— m? y?=m2nl

Division durch m2 n2 fiihrt schlieBlich zu

™yt
mT B

Diese Form wird als Mittelpunktsgleichung der Hyperbel bezeichnet.
Eine #hnliche Rechnung 1Bt sich ausfithren, wenn P auf dem anderen
Ast der Hyperbel als dem gezeichneten liegt. Sie fiihrf zum gleichen
Ergebnis.

Wir untersuchen im folgenden die Hyperbeltangente im Punkte P, (z;; y,).
Wir bilden zundchst den Richtungsfaktor tg« der Hyperbelsekante
unter Zuhilfenahme eines zweiten Hyperbelpunktes P, (x,; y,), der auf
dem gleichen Ast der Hyperbel wie P, (x;; y,) liegen soll:

___yl“yi
tga—zl_z’
Yt -y

Da die Punkte P, und P, Punkte der Hyperbel sind, erfiillen sie deren
Gleichung :

x,’_y_,’._l

w1 uwd  Ti—T5=
bzw.
2" 3 2 d 3" 3 2
Y —mzl —n un Yq —;l;z, —nc.
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Setzt man diese Beziehungen in die Formel fiir den Richtungsfaktor tg«
ein, so ergibt sich nach entsprechenden Rechnungen &hnlich wie bei der
Ellipse .

nz + 1,

tga =—;
g miy, + Yy

Um den Richtungsfaktor tg der Hyperbeltangente in P, (z,; y;) zu
erhalten, muB man P, mit P, zusammenfallen lassen. Dann gilt

2
tgf:mz.

Fir die Gleichung der Hyperbeltangente ergibt sich daraus mit Hilfe
der Punktrichtungsform wie bei der Ellipsentangente

Y-t4h_ "
z-z, miy

und weiter

2n_ Y
ma n?

Dies ist die Gleichung der Tangente an die Hyperbel i: —-1; =1im
m n

Punkte P, (z;; y,)-

Fiir eine Hyperbel, die durch eine Translation aus der bisher betrachteten

hervorgeht, gilt analog zur Ellipse die Gleichung

(z—a)’_(y—b)’_l
m? nd

und fiir die zugehorige Tangente in P (z,; ;)

(z—a)(z,—a) (y-— b)(y, - b) =1
m3 nt

Dabei ist der Punkt M (a;b) der Ursprung des neuen Koordinaten-
systems nach Translation, bezogen auf das alte Koordinatensystem.
Formt man die Hyperbelgleichung

(z-a (-1 _,
m2 n?

n2(z —a)?—m? (y — b)2=m2n?
n2z2—m? y?— 2an?z + 2bm?y + a2 02— H2m2—m2n2=0
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um und setzt

A =n?
B =m?

= —2an?
E=2bm?

F =a?n2— b2 me— m2n?,
so folgt sie in der allgemeinen Form

Ax2—By*+ Dx+Ey+F=0

Auch hierzu gibt es eine noch allgemeinere Form, auf die wir allerdings
nicht eingehen wollen.

Im folgenden sollen einige Beispiele behandelt werden.

1) Es sind die Halbachsen und die Koordinaten der Brennpunkte der
2 3
Hyperbel -g—g — ly

1= 1 zu ermitteln.

Aus der Gleichung ;—; —% =1 ergeben sich sofort die beiden Halb-
achsen
m=>5 und n=12.

Fiir ¢ gilt nach e2 = m2+ n?

e2=144 + 25
e2=169
e = +13.

Die Brennpunkte sind somit
F, (13;0) und F,(—13;0).

2) Es sind die Asymptoten der Hyperbel % —-%: =1 zu bestimmen.

Um die vorliegende Aufgabe l6sen zu kénnen, bringen wir zunéchst die
Gerade y = a;z mit der Hyperbel
2
w5~ =]
zum Schnitt. Da der Schnittpunkt S (:cs; ys) auf beiden Kurven liegt,
erfiillen seine Koordinaten die Gleichungen
Yg= 0174

bzw. n?z?2 —m?y? =m2n?
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Hieraus ergibt sich weiter

2,22 _m240.290 3 —_m2nd
n 273 meaq xs men
mn

Ynd —m?a’
Aus dieser Formel erkennt man:
Es liegen zwei reelle Schnittpunkte vor, wenn n2— m2a,2 > 0 ist. Kein
reeller Schnittpunkt liegt vor, wenn n%2— m?q,2< 0 ist. Falls jedoch
n?— m2a,2=0 ist, liegen die Schnittpunkte zwischen Hyperbel und
Gerader im Unenglichen (zg = + ).
Aus n2— m?q,2= 0 folgt der Richtungsfaktor der Geraden durch den

Ursprung fiir diesen Fall als a; = + % . Setzt man a;=4 % in y=a,z
ein, so ist

Tg=+

y=toz

Diese beiden Geraden durch den Koordinatenursprung, die die Hyperbel
im Unendlichen schneiden, nennt man Asymptoten der Hyperbel. Mit
ihrer Hilfe kann n geometrisch interpretiert werden.

AN Yy

Bild 112

331



U 14 Ubungsautgaben zur analytischen Geometrie der Kurven 2. Ord-
nung

1) Essind Mittelpunkt und Radius desKreises 22+ y2—102 —4y+4 =0
zu bestimmen.

2) Vom Punkt P, (7;3) aus sind an den Kreis 2%+ y? = 29 die Tan-
genten zu legen. Wie lauten deren Gleichungen?

3) Der Schnittwinkel der beiden Kreise z2+4 y2= 16 und
22+ y2— 102 + 16 = 0 ist zu bestimmen.

4) Es ist die Gleichung der Parabel aufzustellen, deren Achse parallel
zur z-Achse verlduft und die durch die Punkte P, (—3;1), Py (2;4)
und P, (—6;—2) geht.

5) Es ist die Lage der Parabel y2= 14z zur Geraden z —y + 8 =0
zu untersuchen.

6) Die Gleichung der im Punkte P, (2,5;—5) an die Parabel y2= 10z
gelegten Tangente ist zu bestimmen.

7) Es sind die Léngen der Halbachsen der Ellipse
9x%2+4 25y%4 272 — 50y — 656 = O zu berechnen.

8) Es ist die Gleichung der Hyperbel zu ermitteln, fiir die M (5;4),
m =5 und n» = 8 gegeben sind.

9) Die Asymptotengleichungen zur Hyperbel 3622 — 4y%= 144 sind
aufzustellen. o .

10) Es ist die Lange der Subnormalen der Hyperbel W“% =1 fiir
den Punkt P, (z,; y,) zu bestimmen.

L 14 Losungen zu U 14
1) M(5:2) r=5

b 29 2 29
Dy=g2—3 y=—g=tF
3) ¢ =90°

4) (y+5)2=9(z+17
5) Es ist kein gemeinsamer Punkt verhanden.

b
6 y=—z—3
) m=215 n=-15
2 10
z—5) —4) nt
8) ( o5 —(y64 =1 9) y=+43z 10) sn=;;|a:l|.
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Griechisches Alphabet

Zeichen Name Aussprache
da Alpha a
Bg Beta b
ry Gamma g
494 Delta d
E ¢ Epsilon e (kurz)
zZ¢ Zeta ds (=z)
Hoy Eta e (lang)
09 Theta th
I. Jota i
K x Kappa k
A4 i Lambda
Mu My m
Ny Ny n
¢ Xi ks (= x)
0o Omikron o (kurz)
IIn Pi P
Po Rho r
o Sigma 8
T+ Tau t
Yo Ypsilon i
D @ Phi f (= ph)
X x Chi ch, kh
Yy Psi ps
Qo Omega o (lang)
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