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Werte Nutzer dieses Losungsheftes'

Bei Aufgabensammlungen mit Aufgaben von Gberdurchschnittlichem
Schwierigkeitsgrad ist der Lésungsteil im Umfang oft weit grofer
als der Aufgabenteil, vor allem, wenn die Lisungen fir Lehrer und
Schiiler gleichermaen lesbar sein sollen. Um den Umfang dieses
Heftes ertraglich zu halten, waren Kompromisse notwendig, fir die
ich Sie um Verstandnis bitte. Sie bestehen unter u.a. darin, daB
- z.T. auf SchluBsatze verzichtet wird,

- dort, wo angepaf3te Einheiten verwendet werden, mitunter nur mit
den Zahlenwerten gerechnet wird,

- Iwischentexte so kurz ,wie moglich gehalten sind,

— sehr aufwendige Herleitungen z.T. nur angedeutet werden kinnen.

Eine wichtige Pramisse bei der Formulierung der Aufgaben bestand

darin, mbglichst allen Schilern einen Zugang zur Aufgabe zu

ermdoglichen. Das beabsichtigte hohe Anspruchsniveau wird durch
verschiedenartige Teilaufgaben realisiert. Nun erfordert das
selbstindige Lbisen schwieriger Aufgaben Zeit, vor allem Bedenk-
zeit. Diese ist jedoch individuell verschieden, was man beim

Bearbeiten solcher Aufgaben unbedingt in Rechnung stellen muB.

Natirlich kann man mit einer solchen Aufgabensammlung keine Wun-—

der vollbringen. Wer diese erwartet, wird enttiauscht werden. Aber

sie soll Anregungen geben - fir Lehrer wie fir Schiler. Einige
davon werden unmittelbar durch die Aufgabenstellungen deutlich:

—'die Beschiftigung mit p—adischen Zahlen als eine Grundlage fur
die Informatik,

— die dringend notwendige Auspragung des raumlichen Vorstel-
lungsvermigens,

- eine "lebendige" Arbeit mit dem Funktionsbegriff,

- ®@ine stirkere Einbeziehung der in letzter Zeit "etwas verdriang-
ten”, aber uberaus wichtigen Funktionenklassen, vor allem der
Exponential- und Logarithmusfunktion,

- das Aufgreifen okonomischer Sujets, die griBere Bedeutung ge—
winnen werden.

Andere Bezige werden nicht explizit genannt, verstehen sich

jedoch von selbst. Das betrifft insbesondere die Nutzung der

Rechentechnik. Ein “computerbegeisterter"” Schiler merkt beim

Schreiben eines etwas komplizierteren Programmes recht schnell,

daf vor dem Programmieren das mathematische Modellieren und das

Algorithmieren kommen.

Drucktechnisch bedingt, wurden Bruchstriche beim Schreiben der

Lésungen nur wenig verwendet. Im allgemeinen wurde die Division

durch das Symbol "/" gekennzeichnet. Als Operationszeichen fir

die Multiplikation fungiert das “=“,

Migen Aufgabensammlung und Loésungsheft brauchbare Arbeitsmittel

sein. Fir Hinweise zu Inhalt und Form bin ich stets dankbar.

Dr. Gert Thomas



Empfehl ungen fir den Einsatz der Aufgaben

(Die Numerierung der Stoffgebiete bezieht sich auf den Lehrplan
in der Fassung von 1987, unabhingig davon, ob Stoffgebiete nun-
sehr entsprechend aktueller Empfehlungen zu anderen Zeitpunkten
unterrichtet werden.)
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Es sel ausdricklich darauf hingewiesen, da3 alle Aufgaben
insbesondere zur anspruchsvollen Gestaltung des Stoffgebietes 4
der Klasse 10 geeignet sind, weshalb dieses Stoffgebiet nicht in
die Ubersicht aufgenommen wurde.

Loesungen

1. Zahlenritsel
a) Die kleinste ist O, die zweite ist 10101.

b) ababab = 100000a + 10000b + 1000a + 100b + 10a + b
= (10a + b)#(10000 + 100 + 1)
= 10101#(10a + b) ,
woraus die Teilbarkeit durch 10101 folgt.

c) Die Aufgabe ist gleichwertig mit: Wie viele natirliche Zahlen
mit voneinander verschiedenen Ziffern gibt es von 10 bis 98?2
n =98 -9 -8m=281,



d) Da 777 Zehner vollendet wurden, gab es in der Einerstelle 777
mal die 9. Analog folgt fir die Gesamtzahl n der Ziffern 9
n =777 + 77..+ 7 = 861.

@) (a® - b )1(a+b) ma-b =12 mit a = 3b ==> b=b, a=18.
(b = 3a entféllt.)

£) (nN* +n® +n? +n+1en-1) =n° — 1 = 242 ==> p=3.
@ L = {8ejes} .
h) L = {13;17;24;26|31|39;42]46|55;62;68|71;79;64;86;93|97}

2. Arithmetische Bezieshungen - geometrisch veranschaulicht

a) Es gibt vielfidltige Beweismiglich-—
keiten. Z.B. kann man die Figur L.1. D (o
mit |ABl = a, ICD|l = ¢, |EF| = m,
|EPl = u und |ARI = u verwenden.
Uber den Strahlensatz ergibt sich E F
u = v/2 und somit
m=cCc +u=c+v/2=c+ (a~-c)/2

= (a + Cc)/2. A Q B
- .1.
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c) Da man die Hohe x + y in Abb. L.3. sowohl in A als auch in B
antragen kann, ist |88] : IDC| = x ¢ (x + y) = |[SHI 1 |DC|,
woraus sofort die Behauptung folgt.

d1l) Nach c) ist x 1 ( x + y) = h/2 ¢ c.
Mit D als Ahnlichkeitszentrum ergibt sich y: (x+y) = h/2
Addiert man beide Gleichungen, so erhidlt msan
(x + y) 3 (x + y) = h(l/c + 1/a)/2,
woraus sofort
1/h = (1/c + 1/a)/2 folgt.
d2) Die Beziehung fir g erhilt man aus
a1 g=g1 c,
g = Ya®c' .
d3) Wegen der Fliéchengleichheit der beiden Teiltrapeze mit den
Héhen h, bzw. h, folgt
(a + q)h, = (c + qQ)h, = (a + c)h/2,
woraus sich das Gleichungssystem

.
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2(c + qQ)hy, = (a + c)h (1n
hy + hg=h (I1D)
v ergibt. Auflosen von (1) nach LR
von (1I) nach h, und Einsetzen in (III) liefert

2(a + Q)h, = (a + c)hl ($ 8]

a + c h o+ =2 +€ .hah
2(a + q) 2(c + qQ) y WOraus
(a + c)(a +c + 2q) = 2(c + q)(a + q),
at + c? = 2q1 ’
. a2+ c? s
und somit a 2 folgt.

e) Es gilt h < g < m < q (far a % ).
(Man kann sich eine Vermutung leicht am Beispiel zweier natir-
licher Zahlen, z.B. 2 und 8, erarbeiten.)
Am Beispiel h < g sei die "Beweisstrategie" demonstriert:
Die Behauptung lautet
h = 2ac/(a+c) < Ya#c = g.
Durch Quadrieren und einige Umformungen folgt hieraus (Beweis-—
analyse): O < (a - o) .
Nunmehr wird der Beweis formuliert (Beweissynthese):
0 < (a -0

==> 0 < a%® - 2ac + c?* |+ aac
=) qac < a‘ + 2ac + ¢ |+ ac > O
==) 4a3c? < acta + o)? |: (a+ )" >0

==)> Qazczl(a + 0% ¢ ac.

Da auf beiden Seiten der Ungleichung positive Terme stehen,
kann (wegen der Monotonie der Wurzelfunktion) die Wurzel gezo-—
gen werden, woraus die Behauptung folgt.

Auf die Ubrigen Beweise sei hier verzichtet.

f) m= (x4 + X3 + ... + x2)/n g = !Viq * Xy ® oLl #® X
X Xy * oo+ xg” Lol L 1)
Q'V Q) Fonlg gt s T

3. Zahlsysteme

a)

p=8] 1 2 3 4 S [ 7 10 11 12 13 14 15 16 17 20,
111 2 3 4 S [ 7 10 11 12 11X 14 15 16 17 20
2/ 2 4 6 10 12 14 16 20 22 24 26 30 32 34 36 40
I 3 611 14 17 22 25 30 3II 36 41 44 47 52 S5 &0
4| 4 10 14 20 24 30 34 40 44 50 5S4 60 64 70 74 100
S| 512 17 24 31 36 43 S50 55 62 67 74 101 106 113 120
6! 6 14 22 30 365 44 52 60 66 74 102 110 116 124 132 140
7] 7 16 235 34 A3 52 61 70 77 106 115 124 133 142 151 160
10{10 20 30 40 350 60 70 100 110 120 130 140 150 160 170 200
11|11 22 33 44 S5 66 77 110 121 132 143 154 165 176 207 220

12|12 24 36 SO 62 74 106 120 132 144 156 170 202 214 226 240
13(13 26 41 54 67 106 115 130 143 156 171 204 217 232 245 260
1414 30 44 60 74 110 124 140 154 170 204 220 234 250 264 300
153/13 32 47 64 101 116 133 150 165 202 217 234 251 266 303 320
16|16 34 52 70 106 124 142 160 176 214 232 250 266 304 322 340
17117 36 55 74 113 132 151 170 207 226 245 264 303 322 341 340
20|20 40 60 100 120 140 160 200 220 240 260 300 320 340 3460 400




b#)

p=16| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 10
1 1 2 3 4 353 6 7 8 9 A B C D E F 10
2 2 4 6 8 A C E 10 12 14 16 18 1A IC 1E 20
3 3 6 9 C F 12 15 18 1B 1E 21 24 27 2A 2D 30
4 4 8 C 10 14 18 1C 20 24 28 2C 30 34 38 3C 40
S S A F 14 19 1E 23 28 2D 32 37 3C 41 46 4B 50
6 6 C 12 18 1E 24 2A 30 36 3C 42 48 4E 54 S5A 60
7 7 E 15 1C 23 2A 31 38 3F 46 4D 54 SB 62 69 70
8 8 10 18 20 28 30 38 40 48 50 58 60 68 70 78 80
9 9 12 1B 24 2D 36 3F 48 S1 S5A 63 6C 75 7E 87 90
A A 14 1E 28 32 3C 46 SO SA 64 6E 78 82 8C 96 AO
B B 16 21 2C 37 42 4D 58 63 6E 79 84 8F 9A AS BO
c C 18 24 30 3C 48 54 60 6C 78 84 90 9C A8 B4 CO
D D 1A 27 34 41 4E 5B 68 75 82 8F 9C A9 B6 C3 DO
E E 1C 2A 38 46 54 62 70 7E 8C 9A A8 B6 C4 D2 EO
F F 1E 2D 3C 4B SA 69 78 87 96 AS B4 C3 D2 E1 FO

10 |10 20 30 40 S0 60 70 80 90 A0 BO CO DO EO FO 100

Bemerkung: Als interessante Erweiterung der Aufgabenstellung bie-—
tet sich das Programmieren und Ausdrucken dieser Tabellen an.

c)

cl)

c2)

dekadisches System (1. Aufgabe vgl. Aufgabensammlung)

16 + 5#13 = 16 + 65 = 81
8%6 - 15 = 48 - 15 = 33
39 + 19%#23 = 39 + 437 = 476

LOOOO + LOL#LLOL = LOOOO + LOOOOOL = LOLOOOL
LOOO#LLO — LLLL = LLOOOO - LLLL = LOOOOL
LOOLLL + LOOLL#LOLLL = LOOLLL + LLOLLOLOL = LLLOLLLOO

100 + 11%#31 = 100 + 1001 = 1101
20%#12 - 33 = 300 - 33 = 201
213 + 103#113 = 213 + 12311 = 13130

c3%#) 20 + 5#15 = 20 + 101 = 121

10#6 - 17 = 60 - 17 = 41
47 + 23827 = 47 + 665 = 734

c4%) 10 + S5#D = 10 + 401 = 411

8%6 - F = 30 - F = 21
27 + 13#17 = 27 + 1BS = 1DC

4. Koordinatenmethode

a) y < -2/3 x + 11/3 b) v > -1/2 x - 1 und y < x + 2

c) 1 < x <89S und -1 <y<3

d) x + 2< y< -x+35 Das 1aBt sich in die “schonere® Form
2< x +y <S5 umwandeln. Analog die ndchsten Ergebnisse.

e) 1. PQ ist Diagonale: -1 < 1/2 x + y < 7/2 und -4 <y - x < 2
2. PS5 ist Diagonale: -4 ( y - x < 2 und -10 < Sx + y < 8
3. @S ist Diagonale: -1 < 1/2 x + y < 7/2 und -10 < Sx+y < 8.

2 2 2 2
g) (x — 3) + (y -5 < 9 h) 4 < (x + 1) + (y — 1) <25



5. Berechnungen am Dreieck

a) g, =g,y ! Y ®=x -2
Q92 " g, 3 Yy =-3x - 10
93 = Qgpc ! y = 0,2 x + 2,8

b) Mit M, wird der Mittelpunkt der Strecke AB bezeichnet usw.
==> M,(2;30)) Ma(=33-1)y M3a(133).

c#) Wenn man die Anstiegsdreiecke zweier Geraden g und § betrach-
tet, s0 ergibt sich aus der Ahnlichkeit dieser beiden Dreiecke
fir die Anstiege m und ™ der Geraden: Im|l = 1/imi. Da genau
eine von beiden Geraden monoton fallend ist, gilt schlieBlich:
m = —-1/m. Aus dem Ergebnis von a) folgt somit

m, = -1 ==> y = -x + 2
my; = 1/3 ==)> y = 1/3 x
._3 = -5 == y = -5 x + 8,

wobei die Absolutglieder in den Geradengleichungen durch Ein-
setzen der Mittelpunktskoordinaten aus b) folgten.

d) Die Koordinaten des Umkreismittelpunktes U findet man als
Schnittpunkt zweier Geraden aus c). Es ist U(1,5;0,5).

e#*) Der Radius des Umkreises ergibt sich aus den Koordinatendif-
ferenzen von U zu einem der Eckpunkte. Sie betragen z.B. zu B
Ax = 4,5 und Ay = 3,5.
Hieraus folgt r? = 4.52 + 3,52 = 130/4.
Die gesuchte Bedxngung lautet (x - 1, 2 4 (y - 0O, 5) < 130/4

. 6. Wanderungen

a) Seien vy bzw. vp die Geschwindigkeiten von Ramona bzw. Philipp
und At die Zeitdifferenz, so gilt bei Wanderung
1. in gleicher Richtung
s = voit
8. = vp*(t — At) y wWoraus nacheinander vo#t = vPi(t - at),
Tt = vpat/(veg — vg) = 4 h, s =18 km folgt.
4 Stunden nach Ramonas Start und 18 km vom Start entfernt
treffen beide einander.
2. in entgegengesetzter Richtung
s = vp#t
(30 km — s) = vp#(t - At)

T Einsetzen und Auflisen nach t»
vpt = 30 km — vp#(t — At) ==>t = (30 km + vpat)/(vg + v,)
m=> t = 3,43 h, s = 15,43 km.

3,43 Stunden nach Ramonas Start und nachdem Ramona 15,43 km
zuriickgel egt hat, werden beide einander treffen.

b) Fir die restlichen 12 km werden 2 h benbtigt, falls nunmehr
mit Philipps Geschwindigkeit fortgesetzt wird, mit Ramonas
BGeschwindigkeit 23140 h. (Man beachte, daB fir beide im Text
mittlere Geschwindigkeiten gegeben sind.) Die beiden werden
zwischen 14.00 Uhr und 14.40 Uhr am Ziel eintreffen.

c) Philipp benbtigt 5 h, Ramona 6:40 h. Auf Grund der Zeitdiffe-—
renz beim Start muB Philipp 40 min warten.



d#) s = vp*t D
s = vp#*(t — at) (1I)
30 km - 8 = v *(t - 23t) (II1D) Einsetzen von (I)
T

in (I und (III) liefert
vp*t = vpa(t - At) (I1°)
30 km - vo#*t = vy#(t - 2at) (I11°). Hieraus folgt

vpat 30 km + 2vyat
t=v—=g, T T VR ¥ vm  Gleichsetzen und Umformen.
==> vpatlvg + v ) = (30 km + 2v,at) (vp = vg),
=> [vplvg + vy) — 2vyulvp = vg)]#At = 30 km(vp — vp)
==> 30 km(vp = vp)
ot = T - Zvpve = v .
==> At =0,99h, ¢t =3,64h, = = 16,356 km.

Sie treffen einander um 11.38 Uhr, ihr Startabstand ist 55 min.

e#) 1. Genau zwei in gleicher Richtung: Von den beiden, die in
gleicher Richtung gehen, muB3 der langsamere zuerst starten.
Der Start des dritten ist an keine Bedingung gebunden. Dies
folgt bei genauer Betrachtung der Beziehung (®). Der
Alleinstarter kann somit als 1., 2. oder 3. starten. Folg-

lich gibt es insgesamt 9 Fille. Fir jeden ist nach (#) - bei
entsprechender Belegung der Variablen - eine Zeitdifferenz At
berechenbar.

2. Alle drei in gleicher Richtung: Wie man sich am besten
graphisch verdeutlicht, ist wegen der gleichen Geschwindig-
keitsdifferenz ein Treff nicht miglich. Der analytische WNeg
fuhrt auf einen Widerspruch im Gleichungssystem, ist aber
recht anspruchsvoll.
Bemerkung: Fir Aufgabenteil a) bietet sich die graphische Lésung
an. Bei den anderen Aufgaben sollte man zumindest auch die rech-
nerisch erhaltenen Lisungen graphisch interpretieren.

7. Produktions— und Transportkosten

a) 200 + 1#1,1 < 230 + (85 — 1)#1,1 ) 1l < 56,1

b) 200 + 1%#1,1 < 230 + (85 - 1)#%0,8 ==> . 1 < 51,6

Die Intervallgrenze verschiebt sich um 4,5 km in Richtung A.
c) 200 + 42,5#1,1 = 230 + 42,3k m=) k =~ 0,40.
Hinweis: Die Aufgaben a, b, c lassen sich durch ein einfaches
Nomogramm graphisch lbsen. Schilervortrag?

d#) p + 1%k < p(1 + q/100) + (s — 1)#k
==> 1 < (pq/100 + sk)/2k

e#) p + 1#k < p(1 + q/100) + (8 — 1l)#k* a/100
== 1 < (pq + ska) /7 k(100 + a)

8. Vom Wirfelspiel zur linearen Optimierung

al) Da die Wirfel verschiedenfarbig sind, betrigt die Anzahl
moglicher Kombinationen &6#6 = 36.

a2) Siehe Abb. L.4. a3) Siehe Abb. L.4.

ad4) z = w - s
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gegeniberliegen-

den Ecken des Bereiches. Man erreicht sie durch Verschiebung
der Geraden mit der Gleichung O = w — s

bl) z = w-s - 1 b2) Zpax ™ 4,

mit maximaler Weite.

Zmin = —6.

b3) Die Frage dirfte bejaht werden. Begrindungen sind erst wmit
Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung moéglich.

cl) Siehe Abb. L.S5.
c2) (s3w) € {(3;2),(6;4), e ,(36;24)}

€3) Z pax = 88 fir (13;30),
Z ppin
cS) Lbésungen analog oben!

d) Bedingungen (1) bis (S5) ergeben
den Bereich B (vgl. Abb. L.6.).

dl) O = -2 x + y liefert die Spur I,,
das Maximum der Ziel funktion
folgt aus I mit z = 3.

d2) O = 2 x + 3 y liefert die 8pur
11,, das Maximum der Zielfunktion
folgt aus II mit 2z = 6.

9. Funktionen

= —-69 fir (3631), c4) Nein!

N1
N
0
/

al) u = f(x) = 2 x + 6 mit 3 < x < 8.

a2) Auf die Bilder wird hier verzichtet.

bl) 8 = g(x) = 2 x - 2, A= hix) = x(x — 2)/2.

b2) 2 < x < 8, 2< s < 14,

(3)




b3) P(3 +15 ;4 + 275 ). Hat die lingere Kathete die (irrationale)
Linge 3 +{5 , so stimmen die Zahlenwerte von Kathetensumee
und Fliche uberein.

cM) V= ko) = (x} - ax)/6  mit 0 < V < 80.

Die Schnittstelle liegt bei xg = 3,333.
Bemerkung: Lanst man auch entartete Figuren zu, so missen die
Relationszeichen “<" in den obigen Lésungen durch " 3" ersetzt
werden.

10. Varianten zur Schwimmeraufgabe

a) Sei vg die Geschwindigkeit des Schwimmers im ruhenden Wasser,
vg die Stromungsgeschwindigkeit, b die Breite des Flusses, e
die Abdrift und teg die zur Uberquerung bendtigte Zeit, so gilt
wegen der Unabhidngigkeit der beiden Bewegungen
te = bivg = 150 531

e = ve#teg = I ms #150 s = 430 m.

b) t¢ bleibt gleich. Ist 8 die zurickgelegte Wegkomponente senk-
recht zur Stromung, so folgt wegen der Proportionalitét von vg
und 8 bzw. s und t auch die Proportionalitidt von vg und t.
Somit ist die Bewegqung gleichmidBig beschleunigt. Fir die Be-
schleunigung a gxls -2
a = av/aot =4 ms / 1530 s = 4/150 ms -

Die Abdrxftzb.tragt -2 2
e = 0,5a#t" = 4/300 ms ~#(150 s) = 300 m.

c) Die Bawegung ist gleichmiBig beschleunigt bzw. verzbgert ait
"symmetrischer Charakteristik”. Fir die Beschleunigung folgt
mit den Erkenntnissen von b)2
a=4m 1/ 758 = 4/75 ms”“ und somit
e = 28(a/)#(tg/2% = 300 m.

d#) Zunidchst ist die Funktionsgleichung v = f(t) zu ermitteln.
Da die beiden Nullstellen to: = O s und toz = 150 s
bekannt sind, wihlen wir die Form
v = f(t) = k#t(t - 150 =)
und crmitt.ln aus v(75 s8) = 4 m.
k=4 ms~1/k75 ) (-75 s)] = -4/752 ms
wor aus 2 3
v = f(t) = -4/75° ms” “#t(t - 150 =)
folgt.
Um die Abdrift niherungsweise ermitteln zu kénnen, wird die
zur Uberquerung bendtigte Zeit von 150 s in geeignete Teilin-
tervalle eingeteilt. Fir jedes dieser Intervalle wird eine
Geschwindigkeit ermittelt. Diese uird im Intervall als kon-
stant betrachtet und der zugehirige Weg berechnet. Wihlt man
z.B. Teilintervalle von 5 s Linge und berechnet die Geschwin-
digkeit jeweils fur den Intervallanfang, so erhilt man folgen-
de, hier auszugsweise wiedergegebene Tabelle:

-1 d.g Parameter k zu

t/s o 5 10 15 20 ... 70 75 80 ... 145
v/ms70 0,57 1,00 1,44 1,85 ... 3,98 4 3,98 ... 0,52
s/m o 2,58 4,98 7,2 9,24 ... 19,9 20 19,9 ... 2,38

Addition der Teilstrecken ergibt die Abdrift von etwa 400 m.



Schiler, die sich bereits mit dem Summenzeichen vertraut
gemacht haben, kHnnen den Weg lUber Zerlegungssummen gehen:

2
e = ?:_SOVK At . und wegen At, = const

2

2 -
- Ate {_sa [-4/75% as™d skases (keSs - 150m)]

2

= —5a #(4/75%) ms 3 n2ma? Qotk’-- 30K)
K=

= —4/45 m (29430439/6 — 30#29830/2)
= 400 m.

Den "exakten Wert"” erhilt san aus dem Integral
150s

o= [ [—4/75
o
Er betrigt 400 m.

- 2
2 [ ) 3 (t - 1350 :It)]dt.

11. Parameter in Funktionsgleichungen

a) Wegen £(0) = g(0) = h(0) = ¢ und der Koordinaten des Punktes
A(O31) folgt c = 1. Somit hat Horst recht.

b) Setzt man ¢ = 1 und die Koordinaten der Punkte B und C in die
Funktionsgleichungen ein, so0 erhilt man jeweils ein Glei-

chungssystem:

11.1. 11.2. 11.3.
1 = a+b 1 = a#ln(db + 1) 1 = ansin b
2 = 9a + 3 2 = a#ln(3b + 1) 2 = assin 3b

Hieraus folgt im einzelnen
1. a= -1/4, b = 7/6 ==m) y = §(x) = —-1/6 x2 + 7/6 x + 1

2. 28ln(b + 1) = 1n(3b + 1) ==> (b + D2 = 3b + 1
by = O entfdllt. 1
by =1 ==)>a; = 1/ln2 ==} y = g(x) = -ln—ziln(x + 1) + 1
3. Aus 2+sin b = _sin Sb folgt mit sin 3b = 3esin b — 4ssin’
sin b #(4ssin? b - 1) = O.
Die erste LOsung sin b = 0 entflllt. Mit sin b = 1/4
ist |sin bl = 1/2.
Die “einfachste Lisung” ist b = /6, a= 2 und somit
y = hix) = 2esin(fl/&)x + 1.
Weitere Lésungen folgen aus b = X776 + keTl, Kk € Z.

b

c#) Das Gleichungssystem lautet
1 = a+c
2 = ane® + ¢
3 = anedP 4 [

T .

Aus der ersten Bleichung erhdlt man c = 1 - a. Setzt san dies
in die beiden anderen GBleichungen ein und subtrahiert sie von-



d)

12.

einander, so folgt -3b - Zi-b + 1 = O. Wir substituieren

z = eP ==> 23 - 22 + 1 = 0.

Offensichtlich ist die erste Lsung 2z, = 1. (Ist die Sumee
der Koeffizienten in einem Polynom n—-ten Grades gleich Null,

€80 ist 1 eine Lisung der zugehdérigen Bleichung.) 2

Pol ynomendi vi sion: (z -2z + 1) 1 (z - 1) = z2° + z — 1.
-3 - 2%
22 - 22
-(z2 - z)
-z + 1
-(-z + 1)

Aus der quadratischen Gleichung 22 + 2 -1 =0 folgen

zg = (V5 - 1)/2 und 23 = (-Y8 - 1)/2.

z,4 fihrt auf einen Widerspruch, z3 < 0 entfdllt. Aus z, er—
hélt man durch Ricksubstitution

b=1n (V8 - 1)/2, a=(3-Y5)/2, c = (5+ F)r/2.
Einsetzen der Parameter fihrt auf die Funktionsgleichung.

Man ilberpriuft die Funktionswerte von f, g, h und k an Stellen,
die ungleich O, 1 oder 3 sind (denn das sind die x- Koordina-
ten der vorgegebenen gemeinsamen Punkte).

Wegen §(2) = 8/3, q(2) = 2,585, h(2) = 2,732, k(2) = 2,618
gilt gQ(2) < k(2) < f(2) < h(2).

Wegen f(4) = 3, g(4) = 3,322, h(4) = 2,732, k(4) = 3,236
gilt h(4) < f(4) < k(4) < g(4), womit die Frage beantwortet
ist.

Forstwirtschaftliches

a)

b)

c)

o)

e)

%)

10

Férster: Zylindermodell Vz = 3,2 fm
Horst:s Kegelstumpf Vg = 3,7 ¥m.

Rel ativer Fehler: Q= (3,7 - 3,2):3,7 = 13 %.

Es werden noch Verluste (Rinde, Beschidigungen durch Transport
u.a.) auftreten, so daB es wirtschaftlich richtig ist, den
Ertrag niedriger anzusetzen. (Vgl. auch Teil d.)

Ansatz als Kreiskegel. Fir den Durchmesser d am FuBe des
Stammes erhilt man aus dem Strahlensatz:

ds 7,5¢cm=6,5m1 5,2 m ==)> d = 9,4 cm.

Somit gilt fir den Bestand B innerhalb des Kreises

B = 112‘(ﬂ712)!(0.094n)zl6.5 m = 1,68 fm.

Auf einem Hektar befinden sich demnach By = 30#1,68 fm=~30 fa.
Die Kreisfliche betrigt ca. 314 mz. das 30-fache sind 9420 a“.
Es ist eine Abweichung von 5,8 X vorhanden.

Bezeichnet man mit B den Bestand im Alter von n Jahren und
setzt der Einfachheit halber By, = 1, so ist

A0 40 10
Bagp = 191,13%1,075" 21,045 %%1,033" 41,027 = 26

Als Grundlage kéqnto folgende Wertetabelle dienen:

*) -)
t/a [22 25 30 35 40 40 45 SO0 35 60 460 70 80 90 100
B/f¥m IS0 72 133 191 274 209 260 325 382 449 299 3464 444 SA2 660




Durch #) sind die Zeiten gekennzeichnet, an denen Holzeinschlag
erfolgt. Graphische Darstellung in Abb. L.7.

B/Amj
600t
500t
400t
300t
2001
100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 tia

Abb.L.7.

13. Berechnungen an einer Schraubenfeder

a) Nach Entfernen der Walze bildet die Achse des gewickelten Fe-
derstahldrahtes eine Schraubenlinie. Man stelle sich den
Zylinder vor, auf dem sich diese Schraubenlinie scheinbar be-
findet. Sein Durchmesser ergibt sich aus dem Durchmesser der
Walze, dem Spiel und dem Radius des Drahtes zu
d = (98 + 2#2 + 2%#6) mm = 114 mm.

Wickelt man diesen Zylindermantel

ab und betrachtet eine Wicklung

der Schraubenfeder, so entsteht \
ein rechtwinkliges Dreieck, dessen
eine Kathete u betrigt. Die andere
ergibt sich mit hinreichender Ge- v

nauigkeit aus der lichten Weite Abb. L.8.
zwischen zwei Wicklungen und dem Radius

des Drahtes zu h = (53 + 2#6) mm = 65 mm. (Vgl. Abb. L.8.)

Fir die Linge 1 einer Wicklung folgt

12 = (rd)? 4 h? m=> 1 = 364 mm.

Die Anzahl n der Wicklungen betrigt somit n = 4000 mm / 1=11.

b#) Die Linge L des Rohres betrigt L = (11#65 + Z#&) mm = 727mm.
Um den inneren Rohrdurchmesser di zu ermitteln, betrachten wir
erneut Abb. L.8. Die Kathete h hat nunmehr die Linge 12 mm, so
daB mit 1 = 364 mm folgt u = 364,2 mm. Der zugehbrige
Durchmesser betrigt 115,8 mm. Der gesuchte Durchmesser ist
dif = (2#2 + 2#6 + 115,8) mm = 131,8 mm.

Wir runden auf 132 mm, somit ist dgq = 140 mm.
-=> Y = Mdg? - dj2)sL = 4970 cm
==) m = 38,8 kg.

14. Kbrperberechnung — Rotationskirper

c) Das Trapez ist gleichschenklig. Wegen I|AB|-ICDI = ICD| = a
folgt o ABC = 60° und h = 13'/2 a.

cl) Es entsteht ein Zylinder mit zwei aufgesetzten Kegeln. Der
Radius von Zylinder und Kegel ist h, die Zylinderhthe betriigt
a, die KegelhBhe a/2. Es sei Mz bzw. My die Mantel fliche von
Zylinder bzw. Kegel.

11



c2)

c3#) Wie die Abb. L.9. zeigt, kann der Rota-

ds)

15.

>V, =V, + 28V, =mad, Agq = Mz + 28M = 25 a2,

Es entsteht ein Zylinder mit zwei “eingelassenen” Kegeln,
wobei die Zylinderhdhe nunmehr 2a betriigt.
==> Vy = Vz — 280V = S/4 a3,

Agy = Mz + 28M, = IS a2,
==> V4y1Vyp = 415, ApgqtAg2 = 213.

tionskérper als “Differenzkérper” zweier
einander dhnlicher Doppelkegel mit Mantel-
linien der Lingen 2a bzw a aufgefaBt wer—
den. Der kleine Doppelkegel entsteht durch
Rotation des Dreiecks ECD, sein Radius
betrigt h = 3 /2 a. Die Hihe eines
Teilkegels ist a/2.

==> Viein™ T/4 ad. 3

- Vc.rop- 84V c1gin= 2T a”. Abb. L.9.

==> Vo ¢ = 717/4 a3,

Da man den “nicht benbtigten Mantelteil” des groSen Doppel ke-
gels als Mantel des kleinen Kegels “verwenden" kann, folgt

Ap = 21K a®2a = 4T3 a2,

Den Rotationskirper kann man sich wie folgt vorstellens Durch
Rotation eines Rechtecks der Seitenlingen |ABl und h um AB
entateht ein Zylinder. Ist nun z.B. o< 902, so muB auf einer
Lénge von h#cott der Zylinder zu einem Kegel "abgedreht® wer-—
den. Ist dagegen o > 90°, so muB ein Zylinder mit eingelasse—
nem Kegel der Linge h#cot (90° — d) = —ha#cot o angefigt werden.
Analoges gilt fir 3. Somit folgt
vV = nih%a - 23 h2shacoto — 21/3 h"lhlcot(b

=7ih%[a - 2/3 h(cota + cotP].
Entsprechende Uberlegungen fithren _zu
A, = 2nh[a - h(cota + cotP) + th2(1/sine +1/8in f). 2
Flir das aufgefihrte Trapez ist V = 1636 c.3, Ay, = 831 cm™.

Dachausmi ttelung

a)

12

Durch Einzeichnen der Hhenlinien fir dis Hbhe "2 m iiber Trau-
fe" ergibt sich der in Abb. L.10. dargestellte Grundrifl.

H G
I h’z
K I
r . "
Vi m
O v ' 0
A vi \ E F Abb. L.10.
M Brundrif mit
(M H8henlinien—
c D' polygon



b) Die Dachflichen sind mit I bis VI durchnumeriert. Fir die
Fléchen I und III .rg.gun sich die Lingen der Fallinien zu
f; = fg = 4m / cos40 = 5,222 m. Analog
fyy = f, = 3,264 m.
Fir die zugehbrigen Hbhen folgt
hy =hy =hg = 4m / cot40’ = 3,356 m. Analog
h, =h, =h, = 2,098 m.
Somit sind die Hdhen der Punkte M und K bekannt. Dadurch kdn-—
nen die Liéngen der restlichen Fallinien ermittelt werden.
fg = hg/ 8in60° = 3,875 m. Analog
fy, = 2,423 m.
Um die Lingen der Firstlinien IK bzw. ML zu berechnen, wer-—
den die Lingen von 5’ und fv' bendtigt. Es ist
fp' = hg # cotso® = ?,936 m, analog f,' = 1,211 m.
==)> |IKI= 10,064 m,

MLl = (3,000 + 2,500 — 1,211) m = 2,289 m.

SchlieBlich mussen noch die Lingen der Grat— und Kehllinien
bestimmt werden. Aus f, und [CD|i/2 folgt ICMI, analog IKBI!.
ICM] = 3,481 m, IKEl = 3,569 m.
Die Hohe des "Differenzdreiecks" JBLE ist wegen der gleichen
Neigung der Flidchen III und IV gleich f, . Somit folgt aus fy
und ICD| /2 die Linge der Kehllinie
ILE| = 4,111 m.

Fiur die Flichen ergeben sich folgende Werte (in nz)l
1 11 11X 1v v VI
57,609 15,500 49,743 11,589 5,244 11,589,

Die Anzahl n der Biberschwidnze betrigt

n = 1,05%#(444#130,530 + 48#20,744) = 7076.

Demnach sind 7100 Stick zu kalkulieren.

Die Anzahl bendtigter Gratsteine erfaBt man in der Ubersicht
IK LM CM (#2) KB (#2) gesamt
32 7 11 18 97 .

Somit wird man 100 Stick bestellen. Dariiber hinaus benbtigt

man 10 Kehlenbleche.

Aufgabe 16 siehe nichste Seite!

17. Seeriaubergeschichten

a) Da 1 sm, 1kn und 1h angepaBte
Einheiten sind, rechnen wir mit
Zahlenwerten. Mit den Bezeich-—
nungen nach Abb. L.11. gilt
d2 = a2 - b2 ==> d = =.

Somit bendtigt der Kauffahrer
fir diese Strecke eine Zeit

at = 5/6.

Ist nun t die Zeit, welche Abb. L.11.
Kapitdn Flint zur Verfigung hat,

80 gilt nach dem Satz des Pythagoras, angewendet auf das Drei-
eck AFTI, 2 2

122 + [t - s/6)186]" = (7O

==> 13t2 + 60t - 169 = O

==> t, = 1,973, t, < O entfillt.

Nach etwa 2 h ist der Kauffahrer eingeholt. Er hat dabei eine
Strecke von 11,8 sa zuriickgelegt.

13



b)

c)

d)

e)

16.

tank = b/e = 12/6,8 ==> o 0,5°.

Auf der sudlichen Halbkugel und
slidlich des Wendekreises scheint
die Sonne am Nachmittag aus
nordwestlicher Richtung (Vgl.
Abb. L.12.). Der Schatz mufl des-
halb in siddstlicher Richtung vom
mittleren Baum liegen. Sind A und
B die beiden noch stehenden Béau-—
me, so0 ist durch M,, M,; bzw. M,

je eine mogliche Lage des mitt-—
lere Baumes gekennzeichnet. Dem-
nach wmuBl Jonas drei Trupps bilden. Abb. L. 12.

MaBstibliche Konstruktion aus {AB| = 45 ft, der “sudlichen"
Parallelen zu g,g in der Entfernung 33 ft und den Kreisbbégen
um jeden der "Mittelpunkte” mit dem Radius 70 ft. Der "sidist-
liche Schnittpunkt” ergibt jeweils einen der gesuchten Punkte.

Wahrend der Fahrt hat sich Kapitdn Flints Schiff auf einem
Kreisbogen bewegt, dessen zugehbériger Zentriwinkel nach dem
Zentriwinkel -Peripheriewinkel -Satz 360° - 80° = 280° betrigt.
==> 21r : 360° = 20 : 280° ==> r = 4,09.

Fir die Entfernung e der beiden Inseln folgt

sin40° = e/2r ==> e = 5,26.

Die Entfernung zwischen den beiden Inseln betrdgt demnach
5,26 sm.

Korperberechnung - Kérperdarstellung

a) Vgl. Abb. L.11.

b)

c)

Auf eine ausfihrliche Ldsung wird hier verzichtet. Die Be-
schreibung sollte i.allg. als "Differenzkiérper" vorgenommen
werden. Besonders instruktiv ist die Herstellung von Modellen
mittels Knetmasse o.&.

Die Zahlen der folgenden Tabelle bedeuten Teile von ‘3 bzw.
Viel fache von a“.

v Ay
1 5/6 4,5 + /2

2 2/3 4 + g

3 5/6 5 +

4 2/3 3+ B

5 7/12 4 + V& /4

6 5/6 4,5 + V% /2

7 1/3 1,5 + V&' 72

8 1/3 1,5+ V3 /2 + V2
9.1. 11/12 S + V6 /4

9.2. 3/4 4,5 + Y2 /2 + V6 /4

d#) Auf die Losung dieser Aufgabe wird hier aus Platzgrinden

14

verzichtet.
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18. Strafenbau
a) tand = h/b = 8/100X = 0,08 ==) o= 4,574°.
b) b = (h/8)#100% = 703,0 m, 1 = h/sink = 707,3 m.

cl) Wegen der paarweise aufeinander senkrecht stehenden Schenkel
ist &« = 8. Zeichnet man das Lot von B auf Jam ®in (Vgl. Abb. 4
der Aufgabensammlung) und bezeichnen seine Linge wmit e, so
folgt
@ = Ry#*sinf,
4h = Rg — Rg#cosf3= Ro(1 - cosf).

€2) Weiterhin gelten die Beziehungen AB = R, #7/180°,
|BCl = (h — 23h)/sine., b = 2@ + |BC| #cos«, 1 = 2AB + |3C|.
Fir die vorgegebenen Werte erhidlt man (alle Angaben in m, End-
ergebnisse gerundet).

- ah AB iBCI 1 b
Ras 31,899 1,274 31,933 675,289 739,2 736,9
Ra, 99,68Y 3,981 99,789 &07,399 807,0 804,8

Bemerkung: Noch einfacher ist die Berechnung, wenn man die
Winkelhalbierende des Winkels (3 einzeichnet.

19. Kurbelgetriebe

a) Zunichst fidllt man das Lot von P auf die x — Achse. Sein FuB-
punkt sei P°.
==> x = |P'K| % |OP’|
Dabei gilt das Zeichen “+*, falls F< 900, ansonsten "-". Da
andererseits |OP'| = r# cosY und das Vorzeichen von cos? bei
90° in gleicher Weise wechselt, folgt mit
IP'ki2 = |PKI2 - |PP°|2 = 12 - (resiny)? schlieBlich

x = YIZ = (resing)* + r=cosY.
B) x = [P'KI/2 % (0P| = recosf + 1% - (rasinp)2 /2,

y = (rasin¥)/2.

c#*) Das Getriebe ist nur funktionsfihig, falls
b+c>a+r, r+c<a+b
== a+r -b<c<a+b-r.
Fir die vorgegebenen Werte folgt speziell fiur d) bis h):
2190 mm < c < 4310 mm.

d) Es sind viele Wege midglich, z.B. erhidlt msan durch das Ein-
zeichnen des Lotes von D auf ggc mit dem FuBpunkt D ein
rechtwinkliges Dreieck ADD'C mit den Katheten
|DD’l = a - recos60° = 2775 mm, ID'Cl = b - resiné0® = 1187 ma
==x> c = 3018 mm.

@) |DBl = 2894 mm.
f#) <& ABC wird maximal bzw. minimal fir |AC| = c * r. Nunmehr
folgt mit Hilfe des Kosinussatzes

cosgABC = (a% + b2 - JaC|2)/2ab
==> ¥ ABC,, g™ 95,027, <4 ABC,ni, = 37,78°.

16



g) c2 +r? =a* + b

h#*)

==> ¢ = 3701 mm.

Zur vollstandigen Losung gehort die Fallunterscheidung, daB
gpc auBere oder innere Tangente an die Kreise um A bzw. B ist.
==> c¢?2=a%t- (b *r) ==> c, = 3072 mm (&uBere Tangente)

€y = 1342 mm (innere Tangente).
cy entfallt. (Widerspricht der unter c) ermittelten Bedingung)

i#*#) Die Abb. L.14. zeigt das geo- Ca
metrische Modell der beiden
Totlagen. Es gilt |AC4l = ¢c - r, Cq
IAC,1 = c + r. Im Dreieck BC,Cy b

wird die von B ausgehende Hohe
eingezeichnet. Wendet man nun-—

mehr den Satz des Pythagoras A a B
zweimal an und formt um, so folgt
€2 = a%? - b2+ r2 Abb. L.14.

20. Wassergehalt von Pflanzen

a) Die Masse m der Substanz A hat die Massenanteile m,,des Was—

b)

c)

21.

a)

b#*)

c)

sers und my der Trockensubstanz, so daf my + my = m bzw.
Pu*m + pr#m = 100 m mit
Pw + py = 100 gelten.

t
Nach einem Durchlauf der Trockenkammer ist wm,4= 0,7 my, nach
zweli Durchlaufen my2 = 0,7 m4 = 0,7 m_, usw. Fir die not-
wendige Anzahl n von Durchlaufen folgt

0,065 m > 0,7™%0,923 m == 0,7™ < 0,065/0,923.
Wegen der Monotonie der Funktion f(x) = 1lg x ist
n#lg 0,7 < 1g 0,065 - 1g 0,923 |: 19 0,7 < O
== n > 7,44 == Nmin = 8.
Analog folgt fir die Substanz B n > 8,88 ==> NDppin = 7-
Substanz A: m.g= 0, 7'#0 923 = 0,053 => pr = 94,7 bzw.

Substanz B: m,q= O, 7139*0 855 = 0,043 ==> p. = 95,7.

m=m, + myg + mc = 255 kg
100 my = pr,My + PrgMyg + PycMe ==> my = 240 kg
Pr:100 = mzm ==> p = 93,9.
“Ornamente”

Vgl. Aufgabensammlung

Die Strecke hat die Lange P = 4.

y = g ix) = (x - k#4)2 fur X € [k#4—13kn4+1)
—(x - k#4 - 2% + 2 fir x € |k#4+1;kn4+43)

Hier und im weiteren gilt k € 2.

xZ 2 fir x € [031)
—(x — 2)° + 2 far x € [133)
y = e,(x) = (x - 4)% far x € [3;4)
~(x — 4)? fir x € [4;9)
(x - 6)22— 2 far x € [537)
-(x — 8) far x € | 7;38])



ds)

el)

p= 8 2
(x — k«8) 2 far X € [k#8—-1jka8+1)
y = gaix) = -(x — ka8 - 2)° + 2 far % € |kn8+1j3ke8+3)
(x -~ ko8 - 62 - 2 fir x € |ke8+SjKn8+7)

p >2

az%) p >3 2
y = gj(x) = (x — k#p) 2 fiur x € [k®#pj k#p+1l)
—(x - kap = 20° + 2  fiir x € [(kap+ijkep+3]

%)

22.

mit D =U [kapjkap+3)
x

Das Ergebnis von a) geht (ber in
x2 2 2 fir x € [O3a)
y = @,(x) = —(x -2.)2 + 2a fir x € laj3a)
(x — 4a) fur x € [3aj4a)
Die anderen Ergebnisse analog.
Eina Aufgabe zur Zinsrechnung

a)

b)

c)

23.

Er Gberzieht mit 11000 DM - 2500 DM = 8500 DM. Davon werden
4800 DM mit 8% belegt.
==> Z3p = 4800 DM #0.08#30/360 + 3700 DM #0,12#30/360 = 69 DM.

Er begleicht 4250 DM nach 15 Tagen.
==>7I = 69 DM /2 + 4250 DM #0,08%#15/360 = 48,67 DM.

Er 1d8t die Schulden m Tage bestehen. Es gilt folgende Bilanz:
4800#0,08#m/360 + 3I700%#0,12#m/360 = 2500#0,0125% (360—m) /360
==>m = 13,1

Er hitte bereits nach 13 Tagen alles begleichen miissen.

Eine Aufgabe zur Zinseszinsrechnung

a)

bl)

| 3% 4,5% 5,25%
al) | 6000 DM 9000 DM 10500 DM
a2) | 6878 DM 11059 DM 13362 DM

26272 DM

b2#) 0,095#20000 DM = 1900 DM muB er sich leihen.

Die jéhrlichen Zinsen der Anleihen betragen 1750 DM. Die erste
Rate benutzt er zur teilweisen Tilgung der Schulden. Diese
betragen somit S, = 1,06#1900 DM - 1750 DM = 2464 DM. Ae Ende
des zweiten Jahres zahlt er noch S,; = 1,06#264 DM = 279,84 DM
zurick und ist schuldenfrei. Mit den restlichen 1470,16 DM be-
ginnt er zu sparen. Sein Gewinn am Ende der zehn Jahre betrigt

Kg.a750™ 1470,16 DM #1,03% + 1750 DM #(1,03%-1) /0,03 = 17424DN.

cl#) K,s = 420049 DM c1l) Z = 12601 DM > 10000 DM ==> nie.

€2%) 0 = 420049 DM #1,03" — 20000 DM #(1,03"-1)/0,03 ==> n = 33,6

ds)

33 Jahre werden 20000 DM ausgezahlt, dann noch ein Rest.

s
0= 420049 DM #1,032° - R#(1,032%-1)/0,03 ==> R = 24122,52 DM.
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