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Vorwort

Mit der weiteren Entwicklung unserer soztalistischen Gesellschaft
wachsen die Anforderungen an das Wissen und Kénnen der Werk-
titigen. Der sozialistische 'Kaufmann braucht aufer einem hoheren
gesellschaftswissenschaftlichen, ékonomischen, technischen und techno-
logischen Wissen in zunehmendem Mafle mathematische Kenntnisse.
In unserer Wirtschaftspraxis werden immer hdufiger mathematische
und statistische Methoden sowie moderne Rechenanlagen angewandt,
um die komplizierten konomischen Probleme zu losen und die giinstig-
sten Varianten zu finden. Der sozialistische Kaufmarin hat dabet in
hohem Mafe mitzuwirken. Schon wihrend der Berufsausbildung muf
er Grundkenntnisse iiber mathematische und statistische Methoden und
thre Anwendung erwerben. Spiiter sind diese Kenntnisse zu vertiefen,
um sie mit Nutzen am Arbeitsplatz anwenden zu kinnen.

Das vorliegende Lehrbuch ‘vermittelt den Stoff fiir das Unterrichtsfach
Wirtschaftsmathematik. Die 2., iiberarbeitete Auflage stimmt in der
Systematik mit dem verbindlichen Lehrplan Wirtschaftsmathematik: fiir
den Grundberuf Wirtschaftskaufmann iiberein. Das Kapitel ,,Statisti-
sche Methoden* wurde gegeniiber der 1. Auflage entsprechend dem
staatlichen Lehrplan erginzt.

Bev der Behandlung der Themen wird folgerichtig an die Kenntnisse
angekniipft, die in den Lehrbiichern der allgemeinbildenden poly-
technischen Oberschule vermiitelt werden.

Jedes Kapitel enthiilt viele Deispiele (am Rande der Seite durch ein
Quadrat mit Ziffer gekennzeichnet) sowie mehrere Aufgaben unter-
schicedlichen Schwierigkeitsgrades, die der Ubung und Vertiefung dienen
sollen. Zu den Aufgaben, die mit (L) gekennzeichnet sind, befinden sich
die Losungen am Schluf3 des Buches.

Wir danken allen Wissenschaftlern und Lehrern, die uns s bei der Her-
ausgabe dieses Buches unterstiitzt haben. Besonderer Dank gilt Herrn
Prof. Dr. habil. C. Otto, Berlin, fiir die fachliche Begutachtung und
Frau Dipl.-Ildl. E. Glave, Berlin, fiir die pidagogische Begutachtung.
Zugleich bitten wir alle Benutzer, uns bet der weiteren Vervollkommnung
des Buches zu helfen. Fiir kritische Hinweise, Anregungen und Vor-
schliige sind wir dankbar.

Verfasser und Verlag
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Summen- und Produktzeichen

Der Index

Unter Index verstehen wir in diesem Kapitel ein Zeichen, das
bestimmten Symbolen zur Unterscheidung angefiigt wird, z. B. x,
X935 Pia P27 PB'

Wir betrachten die zehn Zahlen x4, x9, x3, x4, X5, Xg, X7, Xg, Xg; X10+
Wenn wir im weiteren von diesen zehn Zahlen sprechen oder diese
Zahlen schreiben, ist es unvorteilhaft, sie alle einzeln aufzufiihren.
Wir wihlen deshalb eine Kurzschreibweise. Wir benutzen einen
variablen Index, den wir zum Beispiel mit i bezeichnen kénnen (es
ist aber auch mdoglich, einen beliebigen anderen Buchstaben dafiir
zu verwenden). Wir sprechen dann von den Zahlen x;, miissen aber
zum Ausdruck bringen, da es sich um die Zahlen x4, - - -, x40 handelt.
Das geschieht dadurch, dal wir hinzufiigen, daB i die Zahlen von
1 bis 10 durchlduft. Wir schreiben x; (i = 1, 2, - -+, 10) und sprechen:
X;, 1 durchlduft alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 10.

Wenn ein Betrieb zwolf Erzeugnisse herstellt und der Name der
Erzeugnisse nicht interessiert, bezeichnen wir die Erzeugnisse kiirzer
mit Pi! P2, P3, P4, P5, Pg, P7, Pg, Pg, PlO’ P“, Plg. ES ist zweckm:’iﬁig,
dafiir P; (1 =1, 2, +-+, 12) zu schreiben und zu lesen: P;, i durchlduft
alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 12.

Die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, +--, 100 schreiben wir kiirzer
n(n=1,2, -, 100).

Fiir die Quadratzahlen 12, 22, 32, - -+, 200% schreiben wir kiirzer
n?(n=1,2,---,200).
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Haben wir eine Menge von Objekten, zum Beispiel Zahlen oder
Bezeichnungen, so fithren wir fiir die Objekte ein allgemeines Symbol
ein, versehen das Symbol mit einem variablen Index und schreiben
in Klammern, welche Werte der variable Index annehmen soll.

Ein Betrieb beliefert sieben Lager mit einem einheitlichen Erzeugnis.
Die Liefermengen in die einzelnen Lager sind unterschiedlich.

Wir kénnen die Lager mit L; 1 =1, 2, --+, 7)

und die Liefermengen mit y; i =1, 2, -+, 7)

bezeichnen.

Der Doppelindex

Oft ist es vorteilhaft, bei der allgemeinen Darstellung von Objekten
Doppelindizes zu verwenden.

Von drei Betriecben werden an vier Verbraucher unterschiedliche
Mengen eines einheitlichen Erzeugnisses geliefert. Wir bezeichnen
dic Betriebe mit By, By, B3, die Verbraucher mit Vy, Vy, V3, V,, die
gelieferten Mengen mit X1, X42, X13, X14, Xo1, X202, X23, X24, X31, X32, X33,
X34 (zu lesen als x-eins-eins, x-eins-zwei usw.).

Der erste Index in den Liefermengen gibt den Betrieb an, der zweite
Index den Verbraucher.

Tabelle 1.1
Betriebe Verbraucher

Vl v2 VS v‘
B, X1 Xgp X3 X4
B,y Xgy  Xgy  Xg3  Xgg
B; X34 Xz  Xz3 Xy

Dafiir konnen wir kiirzer schreiben:

Betriebe B; i=1,---3)
Verbraucher V; G=1,-4)
Liefermengen x;; i=1-,35=1--,4)

In einem Betrieb werden fiinf Erzeugnisse hergestellt, die auf sechs
Maschinen bearbeitet werden.

Die Maschinen bezeichnen wir mit My, My, Ms;, M;, M;, M;, die
Erzeugnisse mit Py, Py, P3, P;, Ps. Die Bearbeitungszeit je Einheit
des Erzeugnisses auf den verschiedenen Maschinen nennen wir
tyg, 12, t43, tag, tas, * o5 tets te2s 63 tess tese

12



Der erste Index gibt die Maschine an, der zweite Index das Produkt.
Die produzierten Mengen der Erzeugnisse Py, Py, P3, P4, Pj bezeich-
nen wir mit x4, X9, X3, X4, X5.

Tabelle 1.2

Erzeugnis
Maschine Py P, P, P, Py
M, L7V 77 SR 7T S TVR 13
M, tyy  tag  teg by g
M3 T3yt tz ty  tap
4 Ty Y Y3 by Yy
My Ty tsy  tsy by tss
Mg Tt tez  tes  tes  tes
Menge des
Erzeugnisses x4 Xg X3 Xy X3
Erzeugnisse
ARAAR
My
M,
M3
Maschinen
M
b
My
Abb. 1.1
/ V{Y

Dafiir sprechen wir kiirzer von den Maschinen M; i =1, ++-, 6),
von den Erzeugnissen P; (j =1, -+, b),

den Bearbeitungszeiten t;; fiir eine Einheit der Erzeugnisse P;
(j =1, -+, 5) auf den Maschinen M; 1 =1, -++, 6),

ty (i=16j=1,"5)

und den Mengen x; (j =1, ++-, b);

13



1.2.

Definition 1

Das Summenzeichen

Uns ist die Aufgabe gestellt, die Zahlen x; (i = 1, -+, 10) des Beispiels
1 aus 1.1. zu addieren. Wir sollen also diec Summe

Xy + X2 + X3 + X4 + X5 + Xg + X7 + Xg + X9 + Xqo

bilden. Diese Darstellung der Summe wird um so unvorteilhafter,
je mehr Summanden auftreten. In der Mathematik fithren wir fir
die Summe x; + -+ + 4+ x49 das folgende Kurzzeichen ein:

10

Fiir eine Menge von Zahlen x4, x3, **+, x, schreiben wir nach unseren
bisherigen Ausfithrungen x; i =1, -+, n).

Fiir dic Summe x; -+ x5 + *** + x, fithren wir eine Kurzschreibweise
ein,

n
Xt + X2+ xp, = .Zixi-
x; heiBt Summationsvariable, i = 1 und i = n heiflen Summa-
tionsgrenzen, 1 ist die untere und n die obere Summationsgrenze.
Das Symbol 2 ist der groBe griechische Buchstabe Sigma, das S des
griechischen Alphabets.
Unter das Symbol X schreiben wir die untere Summationsgrenze
und iiber das Symbol X die obere Summationsgrenze. Hinter das
Symbol X setzen wir die Summationsvariable.
Die Summationsgrenzen sind ganze Zahlen.

n
Y x; lesen wir als Summe x; fiir i = 1 bis n.
i=1

Wir wollen dic natiirlichen Zahlen 1, 2, -+, 100 summieren, die wir
nach Beispiel 3 aus 1.1. kiirzer n (n =1, ---, 100) schreiben. Die
Summe dieser natiirlichen Zahlen wird durch

100
>n

n=1

dargestellt. n ist die Summationsvariable; 1 und 100 sind die Sum-
mationsgrenzen.

Wir wollen die Quadratzahlen 12, 22, 32, -+, 2002 summieren, die wir
kiirzer mit n2 (n = 1, - -+, 200) bezeichnen. Fiir die Summe schreiben
wir
200

3 n2
=1

n=

14



Hier ist n2 die Summationsvariable, 1 und 200 sind die Summa-
tionsgrenzen.

Wir betrachten die Liefermengen y; (i =1, ---, 7) aus Beispiel 5 des
Abschnittes 1.1., die ein Betrieb an sieben Lager verschickt. Die
Gesamtliefermenge des Betriebes ergibt sich als Summe dieser
Liefermengen y; i=1, ---, 7).

Diese Gesamtliefermenge stellen wir durch
7

Zvi

i=1

dar. y; ist die Summationsvariable, 1 und 7 sind die Summations-
grenzen.

Wir betrachten die Liefermengen x;; i =1, +++, 3; j = 1,--+,4) des
Beispiels 6 aus 1.1.
Die Gesamtlieferung des ersten Betriebes ist

4
X1 + X12 + X13 + X145 = X X430
i=1

Wir miissen bei dieser Summe beachten, da8 nur der zweite Index
variabel ist, wiahrend der erste Index fest bleibt. Die Summations-
variable ist x4j, die Summationsgrenzen sind 1 und 4,
Die Gesamtlieferung des zweiten Betriebes ist
4
Xo1 + Xo2 + X3 + X9 = .lezj;
J=
die Gesamtlieferung des dritten Betriebes
4
X3t + X32 + X33 + X3 = _Eixsji
]=

Diese drei Summen kénnen wir auch kiirzer schreiben. Die Gesamt-
liefermenge des Betriebes B; (i =1, ---, 3) ist ‘

4
Xi1 + Xi2 + Xig + Xig = .leij (=1, 3)
J=
Wir wollen nun darstellen, welche Mengen die einzelnen Verbraucher

erhalten haben.

Die Gesamtmenge fiir den ersten Verbraucher ist
3
X1t + X1 + X3 = 2 Xjq.

In diesem Falle ist der erste Index variabel, der zweite Index bleibt

konstant. Die Summationsvariable ist x;;, die Summationsgrenzen
sind 1 und 3.

15



Die Gesamtmenge fiir den zweiten Verbraucher ist

3
X123 + X2 + X3 = X X3

1=

die Gesamtmenge fiir den dritten Verbraucher

3
x13 + %93 + X33 = X Xi3

1=
und die Gesamtmenge fiir den vierten Verbraucher

3
X145 + X4 + X3 = X Xy

i=

Die Gesamtmengen der vier Verbraucher kénnen wir auch kiirzer
schreiben. Die Gesamtmenge des Verbrauchers V; (j =1, -+, 4) ist

3
xg5 + X9 + x35 = .Eixij G=1,---4).
1=

IE Im Beispiel 7 aus 1.1. werden fiinf Erzeugnisse P; (j = 1, * -, 5) auf
sechs Maschinen M; (i = 1, -+, 6) bearbeitet.
Zur Produktion der Mengen x; (j =1, -+, 5) wird auf der ersten
Maschine folgende Maschinenzeit benétigt:

5
t11Xg + tigX2 4 tigX3 + tysXs 4ty X5 = T by x50
j=1

In diesem Falle ist t4;x; die Summationsvariable.

Auf den anderen Maschinen werden folgende Maschinenzeiten
benétigt:

5
Mg :tayxs + toaxa 4 tagXs + tos X4 + tas X5 = X by X
=t
5
M3tz xs + taaxs + taaxa + tau X4 + tas x5 = T tgix
j=1

5
My tagxg 4 tgoxo 4 ti3x3 + tag x4 + tis X5 = B ty5X;
j=1
5
M :ts1xg 4 ts2 X2 + ts3 X3 4 tsa X4 + tss X5 = X ) X;
=t
5
Mg @ to1 X1 + L2 X2 + te3X3 + tos X4 + tes X5 = 2 tg x;2
j=t

Fiir diese sechs Summen kénnen wir auch schreiben:
Auf der Maschine M; (i =1, ---, 6) wird die Maschinenzeit

5
tieXy + tioXa 4 tigXa + tis X + tisxs = Tty x; (i =1, -+, 6)
i=1

benstigt.

16



Definition 2

Im Beispiel 5 betriigt die Gesamtlieferung
4
des crsten Betriebes ¥ xy; = g1,
j=t

4
des zweiten Betriebes ¥ x; = go
i=1

4
und des dritten Betriebes ¥ x3; = g3.
j=1

Wir schreiben dafiir kiirzer, da3 der Betrieb
A

Bi(i=14, -+, 3) die Gesamtliefcrung gi = T x5 i =1, -+, 3)
titigt. i=t

Bisher haben wir als untere Summationsgrenze immer 1 gewihlt.
Das muB} nicht immer so sein.

n
Xm + Xm+1 + Xm+2+ 00 X = 2 x5

I=m

Definition 3

Bezeichnen wir mit x; (i = 1, ..., n) die Lieferung eines Betriebes im
i-ten Monat eines Jahres, so ergibt sich die Lieferung des zweiten
Halbjahres mit

12
X7+ %3+ x9 + X0+ x4 + X2 = X x5

i=7

In der Mathematik ist es iblich, auch die Summe gleicher Summan-
den

¢+ ¢4 -+ 4+ ¢ = nc (n Summanden)

mit Hilfe des Summenzeichens zu schreiben.

ct+cec+--+c=nc= %c (n Summanden)
i=1
8 2%
26 -8=324=38
i=1 i=1

Wir wollen die Gesamtlieferungen aus Beispiel 7 addieren, um damit
die Lieferungen aller Betriebe an alle Verbraucher zu erfassen.

4 4 4
g1 tgtg= .Elxij + 'Elxzj + .21X33
i= i= i=

17
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3 3 /4 3 4
Dafiir schreiben wir kiirzer £ g; = (Z x.,) =3 X x.
i=1j=1

i=1 i=1\j=1

Im Beispiel 5 erhilt der Verbraucher V

3
die Menge X xjy = my,
i=1

3
der Verbraucher V, die Menge 2 xj2 = my,

i=

der Verbraucher V; die Menge 2 Xj3 = my3
i=1
3

und der Verbraucher V; die Menge ¥ xj; = mj.
i=1

Dafiir sagen wir kiirzer, daB der Verbraucher V; (j =1, ---, 4) die
3

Menge X xj; = m; (j =1, -+, 4) erhalt.
i=1

Diese Mengen wollen wir addieren, um die Gesamtmenge der vier
Verbraucher zu erhalten:
3 3

my + my + my + my ——ZX;1+2X12+2X13+2X“~
i=1
Daliir schreiben wir kiirzer

4 4 3 4 3
'zlmj =X (Z xl]) z 2 xl]
]=

j=1\i=1 j=1 i=t

Haben wir eine Menge von Zuhlen, die durch Doppelindizes gekenn-
zeichnet sind, also x;; i =1, *++, m; j =1, - ) so lassen sich ver-
schiedene Teilsummen bilden. Ist zum Belsplel i konstant, so laBt
sich die Teilsumme

n
2 Xij
j=1

bilden. Weil i die Werte 1, -+, m annehmen kann, gibt es m solcher
Teilsummen

n
V X1j» Z X2j» * "% = Xmj»
]—1 j=1 j=1

allgemein
n
2 xij (l = 1, ey m).
j=1
Ist j konstant, so lift sich die Teilsumme

m
pIRST
i=1

18



bilden. Weil j die Werte 1, - -+, n annehmen kann, gibt es n solcher

‘ecilsummen

m m
= Xit» 2 Xj2, *** X Xins
i=1

i=1
m

allgemein ¥ x;; j =1, *++, n).
i=1

Sollen die m Teilsummen

n n n
Z x1j9'z X2j» '“,‘2 Xmj»

allgemein 2 x (=1, -, m),
j=1

addiert werden, so erhalten wir

Cj=1 i=1j=%

m _m n
EX11+2X2,+“'+2Xm, (27(1;):2 zxij'

Wir sprechen in diesem Falle von einer Doppelsumme.
Entsprechend kénnen wir die n Teilsummen

m
leh ZXIZ’ *y 2 Xins
i= i=1

=1 i=1

m
allgemein ¥ x;; (j =1, *++, n),

i=1

addieren und erhalten

2X11+2X.2+ +zxm'—‘z<zxij) 2 EX.,-

i=1 j=1\i=1 j=1 =1

Wir wollen die im Beispiel 6 insgesamt benétigte Maschinenzeit
auf allen Maschinen als Doppelsumme darstellen. Die Maschinen-
zeiten fiir die sechs Maschinen betragen im einzelnen:

5 5 5 5 5 5

21';1] o 2 l2‘| Xj» p) L3J Xj» = t4) X, 2 t5] Xj» z tﬁj

= i=t i=t

5

]

. allgemein > t’ij Xj (i = 1, Y 6)'
j=1

Die insgesamt bendtigte Maschinenzeit auf allen Maschinen ergibt
sich dann als Summe dieser sechs Summen.

5 5 5 5 5 5
Dby x; + Vg x; + Ttgix; + Tty Xy + Botsix; + Tt x
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i1t

6 /5. 6 5

=2 (.§1tii xj) 2 2 i Xj

i=1 =1 j=1

19



Fiir die Doppelsumme gilt

2 2 Xij = 2 2 Xij -

j=1i=1 i=1j=1

Die Doppelsumme kénnen wir auch folgendermalen schreiben:
j=n

n m

EZX.,-—-Z EX;,—ZXU

j=1i=1 i=1j=1
]—1

Rechenregeln fiir das Summenzeichen

Fiir das Rechnen mit dem Summenzeichen gelten folgende Sitze
(a; und b; sind reelle Zahlen):

21(3i 4+ b;) = Elai + X b;.
im - i=1

Ein Betrieb liefert im ersten Halbjahr an vier Abnehmer die Mengen
X4, X9, X3, X4, allgemein x; (i =1, +--, 4), im zweiten Halbjahr die
Mengen yi1, y2, ¥3, V4, allgemein y; (i =1, ---, 4).

Die Gesamtlieferung im ersten Halbjahr ist

4
x1 + X2 + x3 + x4 = X x4

i=1

die Gesamtlieferung im zweiten Halbjahr

4

Vit yetystysa= _ZIYi-

Die Gesamtlieferung des Jahres ist dann
4 4

x4+ 2y

i=1 i=t

Die Jahreslieferungen an die einzelnen Abnehmer betragen

x4+ yi, Xa + yo X3 +,}’3y X4 + Ya»
allgemein x; +y; i=1,---, 4).

Die Summe dieser Lieferungen ist
4
(x4 +y1) + (%2 + y2) + (%3 + y3) + (x4 + y4) =X (i + v

Damit erhalten wir die Gesamtlieferungen des Jahres auf zweifache
4

4 4
Weise: _Zixi + '21}’i = 'El(xi + yi)-
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Satz 2

Saz 3

n n
Y ca; =c XYa; (cisteine Konstante).
i=t1 im1

Aus den Angaben im Beispiel 7 (Abschnitt 1.1.) kénnen wir die
insgesamt benétigte Maschinenzeit auf allen sechs Maschinen fiir die
Herstellung von x; Einheiten des ersten Erzeugnisses berechnen.
Wir bengtigen fiir die Herstellung von x4 Einheiten auf den einzelnen
Maschinen die Zeiten

t1g Xg, Loy Xq, t31X1, b4 Xq, t50 Xq, Te1 Xy,
allgemein tyx; (i=1, ---, 6).

Die insgesamt benétigte Maschinenzeit fiir x; Einheiten ergibt sich
als Summe der Zeiten

b1 Xy 4 b Xy + b3 Xy + i X + U Xy - terxq = Z tig Xq.

i=1
Fiir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses Py benétigen wir
insgesamt auf allen sechs Maschinen folgende Maschinenzeit:

6
tyy + tog + by Aty At A te = .zitii-
1=

Fiir die Herstellung von x; Einheiten brauchen wir die Maschinen-
zeit:

6
xy Xty
i=1
Fiir die Herstellung von x; Einheiten des ersten Erzeugnisses wird
also auf allen Maschinen folgende Maschinenzeit bendstigt:

6
2 tix1 = %1 X tig.

i=1 i=1

Ein Betrieb produziert in den ersten sechs Monaten die Mengen
X4, X9, X3, X4, X5, Xg. Insgesamt produziert er in diesem Zeitraum

6
X3+ Xg + X3+ x4 + X5 + X6 =.§1Xi-
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In den folgenden sechs Monaten produziert der Betrieb die Mengen
X7, Xg, X9, X10, X114, X9. Insgesamt produziert er im zweiten Halbjahr
12
X7 + Xg + X9 + X190 + Xn1 +X12=‘2 Xi-
12

Die Jahresproduktion ist 2 x; + ¥ x; oder

i=1 i=7

X+ Xp 4 Xe Xy oo +X12=_§1Xi-

i= i=1

2
¥ ajb; = a;by 4 asby

i—1
2 2 )
_zlai '.Elbi = (ag + aj) (by + by) = asby + a;by + asbhy + asb;,.

Beide Summen sind nur dann gleich, wenn ajby + asb; = 0 ist.

1
Stellen Sie die folgenden Summen ausfiihrlich dar!

5 10 10 8 1
a) YXa; b) Tb; ¢) Tnd® d) —

i=t j= n=3 n=t I

6 1 L
e) .Ei(_ e (L)
2

Stellen Sie die folgenden Summen mit Hilfe des Summenzeichens
dar!

a) zgt+zotzzt+z 25 + 2
b) k111 +k212 +k313 + ki lg + ks l5

Cy4 Cg

) p ettt
d) (31 + bi)z (az + b2)2 (33 + b:-1)2 (34 + b4) (L)
3 :J aj

iz

Berechnen Sie

a) fiir a; = 30; 35; 36; 37; 39;
b) fiir a; = 3,0; 3,1; 3,3; 3,4; 3,5; 3,7 (L)
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[

|

4 | X ai’h;

Berechnen Sie '=:
PN
i=1
a) fira; =3;4;5;8;9;10
und h; = 1; 2; 3; 4; 6; §,
b) fir a; =12; 13; 15; 16; 20
und h; = 2; 4; 5; 2; 1! (L)
5 .
Stellen Sie die folgenden Summen ausfithrlich dar!
10 9 5 7
a) 2 Zij b) z zij c) E cij xij d) Cij xij (L)
i=1 j=1 i=t j=1

6
Stellen Sie die folgenden Summen mit Hilfe des Summenzeichens
dar!

a) by 4 by + bys + by + bys

b) ¢z -+ a2 + €33 + e3: + ¢35 + 36
c) dga -+ doy + dgg + dyg -+ dsz + dgg - dyo

d) kyyi +koyoe + kisys + kuyu + kisyss (L)
7
Stellen Sie die folgenden Summen ausfithrlich dar!
4 3 = 3 5
a) ¥ X¥zz b) Txy ¢ T Toeyxy (9]
j=1i=1 i=1 j=1i=1
j=1
8

Stellen Sie die folgenden Summen mit Hilfe des Summenzeichens
dar! (Doppelsumme)
a) Xq1 + Xq2 + X413 + X1 + Xo2 -+ Xo3 + X31 + X33 + X33
+ X410 + Xs2 + X43
b) ci1 Y1 + Cayi2 + €13y13 + €14 Y14 + €y + ey
+ Ca3y23 + Cas Y2 + €31 Y31 + Ca2¥s2 + C33Y33 + Cai Y
+ c41 Y41 + a2 Y42 + €43Y43 + CasYas + C51Y51 + 52y
+ c53y53 + €454 (L)

1

Das Produktzeichen

Uns ist.die Aufgabe gestellt, die Zahlen x; (i = 1, + - -, 10) des Beispiels
1 aus 1.1. miteinander zu multiplizieren. Wir sollen also das Produkt

X Xp X3 X4 X5 Xg ' X7 Xg* X9 Xqg
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bilden. Diese Darstellung des Produkts ist umsténdlich: Sie wird
um so unvorteilhafter, je mehr Faktoren auftreten. In der Mathe-
matik fithren wir fiir das Produkt x;-xp- -+ - x40 das folgende
Kurzzeichen ein:

10

Hxi.

i=1

Definition 1

Fiir das Produkt x4 * x5+ -+* - x, fithren wir eine Kurzschreibweise
ein

Xy X+ oot o Xy = I X5
i=1
n
II x; lesen wir als Produkt x; fiir i = 1 bis n.
i=1
Das Symbol II ist der groBle griechische Buchstabe Pi, das P des
griechischen Alphabets.
x; heiBt Multiplikationsvariable, i heiBt Multiplikationsindex. Der

“kleinste Wert des Multiplikationsindex heiit untere Multiplikations-

grenze, der groBte Wert des Multiplikationsindex obere Multiplika-
tionsgrenze. Wir haben als untere Multiplikationsgrenze 1 und als
obere Multiplikationsgrenze n gewihlt.

Unter das Symbol II schreiben wir die untere Multiplikationsgrenze
und iiber das Symbol I die obere Multiplikationsgrenze. Hinter das
Symbol I setzen wir die Multiplikationsvariable.

Die Multiplikationsgrenzen sind ganze Zahlen.

Wir multiplizieren die natiirlichen Zahlen 1, 2, ---, 100 miteinander,
die wir nach Beispiel 3 aus 2.1. kiirzer n (n = 1, - -+, 100) schreiben.
Das Produkt dieser Zahlen wird durch

100

IIn

n=1
dargestellt. n ist die Multiplikationsvariable und zugleich Multipli-
kationsindex; 1 und 100 sind die Multiplikationsgrenzen.

Wir multiplizieren die natiirlichen Zahlen 1, 2, ---, n miteinander.
Das Produkt schreiben wir

IIi.

i=1

1 ist die Multiplikationsvariable und zugleich Multiplikationsindex;
1 und n sind die Multiplikationsgrenzen.

Fiir dieses Produkt schreiben wir oft

n
IIi=n! (n Fakultit)

i=1
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Fiir das Produkt der Zahlen ay; ay, a3, a; schreiben wir
4

IT a;:

f=1

a; ist die Multiplikationsvariable; i ist der Multiplikationsindex;
i =1 und i = 4 sind die Multiplikationsgrenzen.

............ AT

Bisher haben wir als untere Multiplikationsgrenze immer 1 gewihlt.
Das muB nicht immer so sein.

n
Xm * Xm+1 " Xm+2° """ " X =H Xj
1I=m

Definition 3

L.5.

Sz 1

Fiir das Produkt der Zahlen x5, xg, ..., X290
schreiben wir

20
X5 Xg* ot X909 = II %i-

i=3

Es ist iiblich, auch das Produkt gleicher (oder gleichgroBer) Faktoren
c-c-++c=c? (n Faktoren)

mit Hilfe des Produktzeichens zu schreiben.

crcorre=c*=][Ic (n Faktoren)

Rechenregeln fiir das Produktzeichen

Fiir das Rechnen mit dem Produktzeichen gelten folgende Regeln
(aj und b; sind reelle Zahlen):

In (ai-by) = In aj '.1111171

i=1 i=1

Die Zahlen ¢y = atby = 2+ 10%, ¢y = as by = 4 - 103,
c3=a3-b3=5-107, c/,=a4'b4 =3-108
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sind miteinander zu multiplizieren. Es gilt
4 4 4 4
IMei =TI (ai"bi) =Tl ai- I b;
i=t i=t i=1 =t
=(2-4-5-3)- (10%- 103107 - 10%) = 120 - 10?2

n
II a;
oA =t
Satz 2 n-— ==
i=1 Pi II bi
i=1
[2] Die Zahlen ¢y = ML — >, =24 3 2
YU, T % Ty, 27 BT h, B
_ ay . 3 ) . as _ 1
cé-*g-%*y C; = b, =353
sind miteinander zu multiplizieren. Es gilt
5
]?[C-:Isl._ii_zil;liai: 5.4.2.3.1 :—120
i1 it by ﬁbi 2t .97.95.96.93 9225
i=1
n n
Satz 3 ITca; =c*ITa; (cisteine Konstante)
i=1 i=1
IE' Die Zahlen by =c-a; =103-4, by =c-a; =103:6, by =c- a3
=103-2, b; =c-a; = 10%-5 sind miteinander zu multiplizieren,
Es gilt
4 4 4
Ibi=1Ilca;=c*IIa; = (10%)%(4-6-2-5) =1012- 240
i=1 i=1 i=1
m n m n n
Satz 4 IHaj)-| II aj)=Ia;- II ai=1IIa
i=1 i=m+1 i=1 i=m41 i=1
E (%1 - X3 * X3 * x4) und (%5 * X * X;) sind zu multiplizieren. Es gilt

(x1~x2'X3-X4)'(?(5-x6'X7)=x1-x2-X3°x/,'X5°x6-X7,also




Im allgemeinen gilt

H(a1+b1)=|=l'lax+l'[b

i=1

2 2
L2 +'H1bi = ajay + by by:

Beide Summen sind nur dann gleich, wenn a; by + by a; = 0 ist:

1
Stellen Sie die folgenden Produkte ausfiihrlich dar!
6 ' 10 8
a) ITa b) IIb; ¢) IIn?
i=1 j=4 n=2
7 4 5 6
d II— e) II(—19) ) II(=19 (L)
n=t Il i=1 i=1
2

Stellen Sie die folgenden Produkte mit Hilfe des Produktzeichens dar!
a) zy°Z3°73°% ' Z5° %6

B) (k1) (o 1o) - (koo 1) - (s - L) - (ks - )

R Rl A P

d) (ag 4 by) - (az 4+ by) * (a3 + b3) * (az 4 by)

e) (ar + by)® (L)
3 n

Berechnen Sie 1'1 a;

a) fiir a; = 4; 8; 16; 32; 64
b) fiir a; = 1; 0,5; 0,25; 0,125; 0,0625; 0,031 25; 0015625 (L)

4
Stellen Sie die folgenden Produkte ausfiithrlich dar!
8 6

4
a) IIz; b) II z; ) I (ay; - x3)
i=1 =1 i=1
6 5
d) IL (o xij) e) I (e yii) L)

S

Stellen Sie die folgenden Produkte mit Hilfe des Produktzeichens dar!
a) byg~byg bz by - bys

b) ci3°ca3- a3 cys

c) (kg2 dyo) (koo - day) * (kaa - d32)

d) (k2 y1) - (ka-y2) - (ks " y3) - (ks * ys) (L)
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2.1.

2.1.1.

Statistische Methoden

Die tabellarische und graphische Darstellung

Von der Statistik werden viele Daten erfafit. Die kleinste Einheit
einer statistischen Erfassung heifit Erfassungseinheit. Sie wird oft
kurz als statistische Einheit oder statistisches Element bezeichnet.
Statistische Einheiten sind z. B.

bei der Bevolkerungszidhlung — die einzelne Person,

bei der Wohnungszihlung — die einzelne Wohnung,
bei der Arbeitskréftezdhlung — die einzelne Arbeitskraft,
bei der Betriebszihlung — der einzelne Betrieb.

Die statistischen Einheiten sind Triger statistischer Merkmale.

Ein statistisches Merkmal kennzeichnet eine Eigenschaft der statisti-
schen Einheit. Eine Person hat z. B. die Merkmale Alter, Geschlecht,
Beruf; ein Industriebetrieb die Merkmale Eigentumsform, Zugehérig-
keit zu einem Wirtschaftszweig, Hohe der Jahresproduktion, Hohe
des tédglichen Arbeitskréaftebestandes usw.

Statistische Einheiten werden zu Gesamtheiten zusammengefaBt.
Die statistische Gesamtheit ist eine Zusammenfassung von statistischen
Einheiten, die nach bestimmten Merkmalen gleichartig sind.
Statistische Gesamtheiten sind z. B. die Bevilkerung eines Landes,
die Industriebetriebe, die Handelsbetriebe, die Arbeitskrifte usw.
Die Anzahl der zu einer statistischen Gesamtheit gehdrenden
statistischen Einheiten ist der Umfang der Gesamtheit.

Statistische Gesamtheiten werden durch statistische Kennziffern
verallgemeinernd charakterisiert. Kennziffern spiegeln den Umfang,
die Entwicklung und die Beziehungen statistischer Gesamtheiten
wider.

Die tabellarische Darstellung
Oft sind die Gesamtheiten relativ umfangreich, so daf es zweck-

miBig wird, die statistischen Einheiten vorher festzulegenden Grup-
pen zuzuordnen. Das ist notwendig, wenn die Statistik ihrer Aufgabe,
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die gesellschaftlichen Erscheinungen und Prozesse zahlenmiBig dar-
zustellen, mdaglichst voll gerecht werden soll. So lassen sich die
statistischen Einheiten einer Gesamtheit, z. B. die Arbeitskrifte
eines Betriebes, zwar unter einem Oberbegriff zusammenfassen, diese
Zusammenfassung sagt aber noch nichts iiber typische Teilgesamt-
heiten, im Beispiel iiber das Alter, den Familienstand, die Lohnhéhe
usw. aus. Aus diesem Grunde ist es notwendig, die statistischen Daten
weiter zu untergliedern, zu gruppieren.

Unter statistischer Gruppenbildung verstehen wir die Untergliede-
rung einer statistischen Gesamtheit in typische Teilgesamtheiten,
die die Struktur und die Entwicklung von 6konomischen Prozessen
und Erscheinungen charakterisieren.

Ein Land weist fiir ein Jahr folgende Zahlen iiber seine Beschaftigten
aus:

Wirtschaftsbereich Beschiiftigte in 1 000 Personen
insgesamt ménnlich weiblich

Industrie 4100 3 000 1100
Bau 350 300 50
Produzierendes Handwerk 320 170 150
Land- und Forstwirtschaft 1300 600 700
Verkehr 430 330 100
Post 140 50 90
Handel 800 200 600
Ubrige Bereiche 1600 700 900
Insgesamt 9 040 5350 3 690

Im vorstehenden Beispiel haben wir die statistische Gesamtheit
(Beschiftigte) in typische Teilgesamtheiten (Wirtschaftsbereich und
Geschlecht) unterteilt.

Diese Zahlen lassen die Struktur der Beschiftigten tibersichtlich
erkennen. Man kann leicht feststellen, daf} es sich hier um ein hoch-
industriealisiertes Land handelt, denn fast die Hilfte aller Beschiftig-
ten arbeitet in der Industrie. Weiterhin ist ersichtlich, da der Anteil
der Frauen an der Beschiftigtenanzahl ziemlich hoch ist — er betrigt
iber 409, — und in den einzelnen Wirtschaftsbereichen unterschied-
lich groB ist.

Diese Erkenntnisse wollen wir nun verallgemeinern. Die Gruppierung
von Daten erfolgt in statistischen Tabellen. Statistische Tabellen sind
Zahleniibersichten, die einen schnellen Uberblick iiber das Niveau,
die Struktur, die Entwicklung eines Prozesses gestatten und Zusam-
menhinge zwischen Erscheintingen erkennen lassen.

Unter dem Niveau verstehen wir die GroBe, die Hohe einer Erschei-
nung, z. B. sprechen wir vom Niveau der Produktion und meinen die

30



Produktionshﬁl_le oder vom Niveau der Lohne und meinen die Hohe
der Léhne.

Unter der Struktur verstehen wir den Aufbau einer statistischen
Gesamtheit. Im Beispiel 1 haben wir z. B. die Struktur der Beschaf-
tigten nach Wirtschaftsbereichen und Geschlecht dargestellt.

Von der Entwicklung eines Prozesses sprechen wir, wenn wir den
zeitlichen Ablauf des Prozesses beobachten wollen, z. B. die Ent-
wicklung der Arbeitsproduktivitét in den letzten fiinf Jahren.

Auf die Bestandteile einer Tabelle wollen wir im folgenden kurz ein-
gehen: o

Eine Tabelle besteht aus Uberschrift, Tabellenkopf, Vorspalte und
Zahlenteil.

Die Uberschrift soll moglichst priizise den sachlichen Inhalt der
Tabelle sowie den Zeitraum und den Ort der Erfassung angeben. Der
Tabellenkopf bezeichnet den Inhalt der Spalten. Die Vorspalte nimmt
zweckmiBig das Merkmal auf, das am meisten variiert, weil die
Tabelle in ihrer Lénge besser iiberschaubar ist als in ihrer Breite. Der
Zahlenteil, auch als Zahlenfeld bezeichnet, nimmt die statistischen
Daten auf, die erfa8t worden sind. Wenn wir das Zahlenfeld durch
waagerechte Linien in Zeilen und durch senkrechte Linien in Spalten
unterteilen, so werden dabei Tabellenficher gebildet.

Jedes Tabellenfach sollte ausgefiillt werden, damit Zweifel iiber
fehlende Eintragungen ausgeschlossen sind. Das wird erreicht, wenn
wir freibleibende Tabellenfiicher durch Symbole ausfiillen. So wird
der Strich (—) verwendet, wenn keine Einheiten fiir das jeweilige
Tabellenfach beobachtet wurden. Einen Punkt(.) verwenden wir,
wenn die Angaben unvollstindig oder unbekannt sind, und eine
Null (0) setzen wir ein, wenn fiir das Tabellenfach ein Wert erfal3t
wurde, der kleiner ist als die Hilfte der MaBeinheit, die in der
Tabelle verlangt wird.

Die Betriebe der Bauindusirie der DD R nach Eigentumsformen
der Betriebe und nach Bezirken 19. .

Betriebe
nach Eigentumsformen
Bezirk ior
insgesamt volkseigen . staat- ) .

zentral ortlich liche Be- privat

geleitet geleitet | teiligung
Berlin 100 3 16 65 16
Rostock 60 4 25 20 11
Schwerin 60 2 31 17 10
usw.

Abb. 2.1
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2. ]. 02 o Die graphische Darstellung

Eine weitere Moglichkeit, 6konomische Sachverhalte iibersichtlich.
und leicht verstéindlich zu veranschaulichen, ist die graphische Dar-
stellung. Die in einer Tabelle enthaltenen Angaben werden oft’
anschaulicher, wenn man sie graphisch darstellt. Die grapbische
Darstellung ist ein wichtiges Instrument der Agitation und Pro-
paganda.

Mit der graphischen Darstellung kann man sowohl das Niveau als
auch Strukturen und die Entwicklung sichtbar machen. Das kann
durch S#ulen-, Quadrat-, Kreis- oder Wiirfeldarstellungen, die
jeweils durch verschiedene Schrafluren ergéinzt werden kénnen, sowie
durch Kurvendarstellung erfolgen. Dabei ist zu beachten, daf} die fiir
die graphische Darstellung angewendeten Symbole auch die GroBen-
verhiiltnisse des abzubildenden Prozesses richtig widerspiegeln.

N

Ein volkseigener Betrieb weist fiir seine Arbeiter folgende Lohn-
struktur aus:

Stundenlohn in M Anzahl der Arbeiter
2,10—2,40 50
2,40—2,70 100
2,70—3,00 150
3,00—3,30 250
3,30—3,60 100
3,60—3,90 50
700

Fiir die graphische Darstellung der Lohnstruktur eignen sich folgende
Formen:
a) Hiufighkeitsstrecken

Bei dieser Darstellung ist darauf zu achten, da} die Abstiinde auf der
Abszissenachse von Gruppe zu Gruppe gleich sind, weil die Gruppen

Anzahl der Arbeiter Abb. 2.2
)
250
200
150
100 - ]- -|-
50 1
RPN | I > Stundenlohn in M

2!0 240 270 300330 360 390
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den gleichen Abstand zueinander aufweisen. Die Anzahl der Arbeiter
wird jeweils als sogenannte Hiufigkeitsstrecke in der Mitte jeder
Gruppe aufgetragen.

b) Ilistogramme

Linc andere Moglichkeit, die Lohnstruktur graphisch darzustellen,
ist das Histogramm. Ein Histogramm driickt die GréBenverhiltnisse
durch nebeneinander stehende Saulen aus.

Anzahl der Arbeiter Abb. 2.3
A

250
200
150
700

50
LA r_ —| = Stundenlohn in M

210 240 270 300 330 360 390

Beziiglich der Abstiinde zwischen den Gruppen gilt fiir Histogramme
das gleiche wie fiir Haufigkeitsstrecken. Welcher der beiden graphi-
schen Darstellungsformen der Vorzug zu geben ist, ist schwer zu
sagen. Beide veranschaulichen die Struktur der Lohne gleicher-
maflen gut.

c) Kurven

Ein volkseigener Betrieb weist iiber die Entwicklung seiner Arbeits-
produktivitit in den letzten 5 Jahren folgende Zahlen aus:

Jahr Arbeitsproduktivitit in Prozent

1 105
2 110
3 114
4 118
5 120

Zur graphischen Darstellung dieser Entwicklung eignen sich am
besten Kurven.

Bei der Kurvendarstellung ist darauf zu achten, daB die Abstinde
auf der Abszissenachse genau den Abstinden der Zeitriume ent-
sprechen miissen. In unserem Beispiel ist dies nicht problematisch.
Hatten wir dagegen Zahlen vorzuliegen, die zunichst die Entwick-
lung iiber Zeitriume von jeweils 5 Jahren und daran anschlieBend
tiber die jihrliche Entwicklung angeben, miiBten die ersten Daten
mit dem fiinffachen Abstand im Vergleich zu den Jahresangaben
dargestellt werden.
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2.1.3.

(3]

Prozent Abb. 24
i

120 A
115 1
170 A
105 A

T T T T T — Zel't (thl')
1 2 3 4 5

Aus den Beispielen wird ersichtlich, daf sich die graphische Dar-
stellung’auch als Ergiinzung zur tabellarischen Darstellung eignet.

d) Bildstatistil

Bei der Bildstatistik wird durch die Art der Darstellung bereits eine
Bezichung zum Inhalt hergestellt, indem z. B. stilisierte Menschen-
figuren als Symbol fiir Bevélkerung, Biume fiir Wald, Getreidesihren
fir Getreideproduktion, Eisenbahnwaggons fiir Verkehr, Briketts
fir Braunkohle usw. verwendet werden. Diese figiirlichen Darstel-
lungen sind zwar leicht zu deuten, haben aber den Nachteil, daB
Niveauunterschiede nur schwer feststellbar sind.

Die Bildstatistik wird im allgemeinen fiir die Agitation und fiir Aus-
bildungszwecke eingesetzt.

Die Hiiuﬁgk/eitsverteilung

Wie wir bereits bei der graphischen Darstellung beschrieben haben,
treten die statistischen Einzelwerte im allgemeinen gehéuft auf oder
sie werden in Gruppen zusammengefaf3t.

Dadurch entsteht eine Ubersicht, die man als Hiufigkeitsverteilung
bezeichnet. Die Hiufigkeitsverteilung stellt konzentriert dar, wie
sich die statistischen Einheiten einer Gesamtheit verteilen. Eine
Haufigkeitsverteilung wird besonders deutlich in der graphischen
Darstellung.

Uber die Hohe der Monatsproduktion der Produktionsbetriebe eines
Kreises liegen folgende Zahlen vor:

IHohe der Monatsproduktion

pro Betrieb in 1000 M Anzahl der Betriebe
300— 500 10
500— 800 15
800—1 100 20
1 100—1 400 30
1 400—2 000 5
80

34



Aufgahen
zu 2.1.

Anzahl der Betriebe Abb. 2.5

o 152 ‘|'
57 T T T _ Héhe der
T T T T T T *
300 500 600 1100 1400 2000  Menatsproduktion

Diese Hiéufigkeitsverteilung ist rechtsasymmetrisch, weil der Gipfel-
punkt der Verteilung nach rechts verschoben wird. Bei anderen Ver-
teilungen sprechen wir dementsprechend von linksasymmetrischen
Verteilungen, wenn der Gipfelpunkt nach links verschoben ist, von
symmetrischen Verteilungen, wenn er in der Mitte liegt.

Die Verteilungen spielen in der QOkonomie bei der Planung und Ab-
rechnung eine groBe Rolle. So ist es z. B. wesentlich, zu wissen, wie
sich die Lohne eines Betriebes auf die Lohngruppen oder wie sich die
Arbeitskrifte auf die Altersgruppen verteilen. SchlieBlich kann es fiir
eine Reihe spezieller Untersuchungen wichtig sein, festzustellen,
inwieweit sich eine gegebene Haufigkeitsverteilung einer theoreti-
schen Verteilung anpaBt. Das ist vor allem fiir die Stichproben-
erfassung wesentlich.

1

Entwickeln Sie eine Tabelle, in der die Beschéftigten eines Betriebes
nach dem Alter, dem Familtenstand und dem Geschlecht ausgewiesen
werden! ‘

2

Entwickeln Sie eine Tabelle, in der die Jahresproduktion der Betriebe
eines Wirtschaftszweiges — unterteilt in die Gruppen 1—5, 5—10,
10—20, 20—50 und 50—100 Millionen Mark — und die Kosten in
Millionen Mark nach den Eigentumsformen volkseigen, staatliche
Beteiligung, genossenschaftlich und privat ausgewiesen werden!

3
Ein Kreis der DDR weist folgende Zahlen iiber die Investitions-
titigkeit aus:

Eigentumsform der Betriebe Investitionen in 1 000 M
volkseigen 112 000
staatliche Beteiligung 10 000
genossenschaftlich 8 000
privat 5000

Stellen Sie die Hohe der Investitionen graphisch dar!
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2.2.

4

Uber die Teilnehmer am innerbetrieblichen sozialistischen Wett-
bewerb eines Betriebes liegen u. a. folgende Daten vor:

Teilnehmer am innerbetrieblichen Wettbewerb

. Arbeits d d ter:
Stichtag A:gi:feal:: Pax‘l;)‘iil:\lf:ionsarbeiter
Jahr 1 Jahr 2 Jahr 1 Jahr 2
15. Februar 2745 2 850 2 400 2 450
15. Mai 2 890 2 950 2 500 2 600
15. August 2900 3010 2 600 2 690
15. November 3 000 3100 2 650 2 780

Stellen Sie die Entwicklung der Teilnehmer am Wettbewerb graphisch
dar!

5

Ein Kreis in der DDR weist folgende Zahlen iiber den Bestand an
Traktoren, Lastkraftwagen und Anhingern in der Landwirtschaft
aus:

Bestand
Jahr
Traktoren LKW Anhénger
1 750 93 820
2 890 105 900
3 970 112 1050
4 1030 120 1170
5 1180 132 1320

Stellen Sie die Entwicklung des Bestandes an Traktoren, LKW und
Anhéngern graphisch dar!

Mittelwerte

Von der Statistik werden viele Kennziffern erfaBt und berechnet.
Eine Gruppe dieser Kennziffern sind die Mittelwerte.

Bei der Errechnung des Mittelwertes werden viele statistische Einzel-
daten zu einem Zahlenwert verdichtet. Ein Mittelwert soll das mitt-
lere Niveau einer statistischen Gesamtheit reprisentieren. So soll
z. B. der mittlere Butterverbrauch je Kopf einer Bevilkerungs-
gruppe die mittleren Verbrauchsverhiltnisse bei Butter aller zu
dieser Bevolkerungsgruppe gehérenden Persunen widerspiegeln. Der
Mittelwert soll fiir eine statistische Gesamtheit typisch sein.

Das mittlere Niveau einer Gesamtheit kann je nach der Aufgaben-
stellung oder je nach dem Charakter des gegebenen statistischen
Zahlenmaterials durch verschiedene Mittelwerte ausgedriickt werden,
z. B. durch das arithmetische Mittel, das harmonische Mittel, das
chronologische Mittel und das geometrische Mittel.
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2.2.1.

Definition 1

Das arithmetische Mittel

Das arithmetische Mittel ist der Mittelwert, der in der Praxis am
hiufigsten angewandt wird. Als arithmetisches Mittel berechnen wir
den Durchschnittslohn, den Durchschnittsumsatz, die durchschnitt-
liche Produktion je Tag oder die durchschnittlichen Selbstkosten.
Oft wird das arithmetische Mittel als Durchschnitt bezeichnet, weil
aus mehreren, meist aus vielen statistischen Einzelwerten das durch-
schnittliche Niveau einer statistischen Gesamtheit dergestalt er-
mittelt wird, daBl das Produkt aus Anzahl der Einzelwerte und
Durchschnitt wieder die Summe der Einzelwerte ergibt. Diese Be-
ziehung gilt nur fiir den Durchschnitt. Neben dem Durchschnitt
existieren jedoch fiir bestimmte 6konomische Fragestellungen andere
Mittelwerte.

Das arithmetische Mittel driickt das durchschnittliche Niveau der
statistischen Einheiten einer statistischen Gesamtheit aus. Daher wird
das arithmetische Mittel auch als Durchschnitt bezeichnet.

Wir unterscheiden das einfache und das gewogene arithmetische
Mittel.

Das einfache arithmetische Mittel

Besteht eine statistische Gesamtheit aus n statistischen Einheiten
mit den Werten ay, as, ***, aj, ***, a5, so ist das einfache arith-
metische Mittel my folgendermaBlen zu berechnen:

n
2 aj

ag+ a4+ a4+ an iy
ma= n " n

5 Arbeiter erhalten einen Morllatslohn von 470 M, 490 M, 570 M,
510 M und 630 M. In diesem Falle ist

470 + 490 + 570 + 510 + 630
- 5
Der durchschnittliche Monatslohn eines Arbeiters betriigt 534 M.

= b34

ma

Das gewogene arithmetische Mittel

Vielfach treten die gleichen Einzelwerte mehrmals in einer statisti-
schen Gesamtheit auf. So kénnen mehrere Arbeiter den gleichen
Monatslohn erhalten oder mehrere Verkaufsstellen den gleichen
Monatsumsatz erzielen.
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Natiirlich kénnen wir auch in diesen F|éillen den Durchschnitt
ermitteln, indem wir das einfache arithmetische Mittel berechnen.
Unsere Rechnung wird jedoch einfacher, wenn wir das gewogene
arithmetische Mittel anwenden.

.......................................................................

15 Verkaufsstellen des staatlichen Handels erzielten folgenden
Umsatz (in 1 000 M): 1 Verkaufsstelle 86, 2 Verkaufsstellen je 92,
7 Verkaufsstellen je 102, 4 Verkaufsstellen je 118 und 1 Verkaufs-
stelle 140. Der durchschnittliche Umsatz der 15 Verkaufsstellen
ergibt sich wie folgt:
_86-1+92-24-102-7+ 118-4+4 140-1
- T+2+7+4+1

= 106,4 - 103

Eine Verkaufsstelle erzielte folglich im Durchschnitt einen Umsatz
in Hohe von 106 400 M.

103

ma

Die Anzahl gleichgroBer Einzelwerte heit Hiufigkeitszahl, Gewichis-
zahl oder kurz Hiufigkeit bzw. Gewicht. Der Name des gewogenen
arithmetischen Mittels wird hierdurch verstindlich, da bei ihm die
Einzelwerte mit den entsprechenden Héufigkeitszahlen (Gewichten)
gewogen werden. "

Das gewogene arithmetische Mittel der Einzelwerte as, as, ***, ap,
die mit den Héufigkeiten hy, hy, -, h, auftreten, ist folglich:

n ih'
_ ashy + ashy -+ --- +a,h, ~ Eia b

B+ By -+ by

T h
=1

Das einfache arithmetische Mittel ist ein Spezialfall des gewogenen
arithmetischen Mittels, wenn h; = 1 ist, firi=1, 2, -*-, n.

VerhiltnismiBig oft liegen Daten folgender Art vor:

Umsatz und Arbeitszeit — gefragt ist nach dem durchschnittlichen
Umsatz je Stunde;

Kostensumme und Zahl der Erzeugnisse — gefragt ist nach den
durchschnittlichen Kosten je Erzeugnis.

In diesen Fillen ergibt sich der Durchschnitt als Beziehung zwischen
den beiden Erscheinungen, von denen wir die Zihlererscheinung als
Merkmalserscheinung M; und die Nennererscheinung als Bezugs-
erscheinung Nj bezeichnen.

Als Durchschnitt ergibt sich:

M
i1

mA=:

N;
im1

1=
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2.2.2.

Ein VEB weist iiber Produktion und Arbeitszeit folgendc Zahlen aus:

Abteilung Arbeitszeit in Std. Produktiox} in M
I 1000 55 000
11 3000 25 000
111 1000 30 000
v 2000 45 000
\Y 500 20 000

Die Arbeitsproduktivitiit ist
_ 55000 + 25000 -+ 30000 -+ 45000 + 20000
™A= 1000 + 3000 4 1000 -+ 2000 + 500

Es ist zu erkennen, dafl wir wieder das gewogene arithmetische Mittel
berechnet haben, denn es ist
M; = a;h;, fiiri=1, 2, ..., n, also M; = 55 000 = a;h;

Mz = 25000 = azhz

= 23,33 M/Std.

My — 20 000 —= ashs.

Das harmonische Mittel

Verschiedentlich ist als Mittelwert in der Okonomie giinstig das
harmonische Mittel zu errechnen. Das ist vor allem der Fall, wenn
Verhiltniszahlen gegeben sind und die Haufigkeitszahlen die MaB-
einheit des Zihlers dieser Verhiltniszahlen tragen.

Das einfache harmonische Mittel

Die Arbeiter A und B eines Betriebes stellen gleiche Erzeugnisse her.
Arbeiter A benétigt 2 min/St. und Arbeitér B benétigt 3 min/St.
Jeder Arbeiter ist bei der Herstellung dieser Erzeugnisse insgesamt
60 min beschéftigt.

Fiir die Arbeitsnormung, die Arbeitszeitplanung usw. mufl man die
durchschnittliche Bearbeitungszeit in min/St. fiir beide Arbeiter
zusammen kennen.

" Die durchschnittliche Bearbeitungszeit ergibt sich aus der Beziehung

Gesamtarbeitszeit
mi
Gesamtstiickzahl

6060 60460 120
1 1 ~ B0 "
560 + =60

30+ 20 50 o
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Definition 2

In 60 Minuten stellt Arbeiter A also insgesamt 30 St. und Arbciter B
20 St. her, so daB die durchschnittliche Bearbeitungszeit beider
Arbeiter 2,4 min/St. betriigt.

Diese durchschnittliche Bearbeitungszeit ergibt sich auch unmittel-
bar aus den Angaben im Beispiel, wenn wir den Bruch durch 60
kiirzen. Wir erhalten:

60+60 _ 141 _ 2 12,
1 T .1 1 5 5 7"
280+560 5+35 5
Der Ausdruck 11+11 =24

7T3

wird als einfaches harmonisches Mittel bezeichnet.

Das einfache harmontsche Miitel my etner Gesamthett von n statistischen
Einheiten mit den Werten ay, ag, *++, ap tst

n n
1 1 1 n 1
—— ot~ E—
a1 as a

n i=1ai

myg =

Wir kehren zum Beispiel 4 zuriick: Wire in diesem Beispiel an Stelle
der geleisteten Arbeitszeiten von je 60 Minuten die Zahl der Stiicke
gegeben, die von den Arbeitern hergestellt wurden (fiir Arbeiter A
30 St. und fiir Arbeiter B 20 St.), so kénnte die durchschnittliche
Bearbeitungszeit als gewogenes arithmetisches Mittel wie folgt
berechnet werden:

2-30+4+3-20
30 + 20

Im Beispiel 4 haben die gegebenen Einzelwerte den Charakter von

Verhiltniszahlen (min/St.), aus denen ein Mittelwert zu berechnen

ist. Je nachdem, in welcher Art in einem solchen Falle die Gewichts-

zahlen (H#ufigkeiten) gegeben sind, kann entweder das harmonische
Mittel oder das arithmetische Mittel berechnet werden.

= 24

Regel fiir die Anwendung des harmonischen Mittels:

Ist ein Mittelwert aus Einzelwerten, die Verhiltniszahlen sind, zu
bilden und sind die Gewichtszahlen (Haufigkeiten) in der MaBeinheit
des Zahlers dieser Verhiltniszahlen gegeben, so kann das harmoni-
sche Mittel angewandt werden. ;

Regel fiir die Anwendung des arithmetischen Mittels:

Ist ein Mittelwert aus Einzelwerten, die Verhiltniszahlen sind, zu
bilden und sind die Gewichtszahlen (Hiufigkeiten) in der MaBeinheit
des Nenners dieser Verhiltniszahlen gegeben, so kann das arithme-
tische Mittel angewandt werden.
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Definition 3

2.2.3.

Definition 4

Das gewogene harmonische Mittel

Das gewogene harmonische Mittel der Einzelwerte ay, ag, **, a, mit
den Hiufigkeiten zy, z3, **+, zy tst

n

2z

_ 1
my =

71+ 2o+ 424 = .
1 1 1 N
Tatont a2 —u
a as an aj

i=1

Zwei Arbeiter eines Betriebes stellen die gleichen Erzeugnisse her.
Arbeiter A ben&tigt 1,5 Std./St. und arbeitet insgesamt 12 Stunden;
Arbeiter B benstigt 2 Std./St. und arbeitet 9 Stunden.

Gegeben sind Verhiltniszahlen, hier Std./St. Die Gewichtszahlen
sind in der MafBeinheit des Zihlers dieser Verhiltniszahlen aus-
gedriickt, némlich in Stunden. Zur Ermittlung kann folglich das

harmonische Mittel angewandt werden. Es ist

Beide Arbeiter benstigen durchschnittlich 1,68 Std./St.

Das chronologische Mittel

Statistische Stichtagserfassungen liefern Daten, aus denen im all-
gemeinen mit Hilfe des chronologischen Mittels der Mittelwert er-
rechnet wird. So erhalten wir z. B. bei einer Arbeitskréafteerfassung
Angaben dariiber, wie sich der Arbeitskriaftebestand in dem ersten
Halbjahr veriinderte, indem wir den Arbeitskréftebestand am 1. 1.,
1.2.,1.3.,1.4.,1.5.,1.6. und 1.7. auswerten. Wollen wir den Arbeits-
kriiftebestand fiir das erste Halbjahr insgesamt ermitteln, d. h. die
einzelnen Stichtagsangaben zu einem Mittelwert fiir den ganzen Zeit-
raum verdichten, so wird im allgemeinen das chronologische Mittel
angewandt.

Das chronologische Mittel einer statistischen Gesamtheit von n Einhetten
mit den Werten ay, ay, ..., ag ist:

%—I— az+a3+"-+an-1+a—2" %Jr Zai
mg¢ = =

n—1 n—1
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2.2.4.

Definition 5

Ein VEB weist iiber seinen Arbeitskriiftebestand folgende Zahlen
aus:

Stichtag Anzahl der Stichtag Anzahl der
Arbeitskrifte Arbcitskriifte

1. 1. 112 1. 5. 115

1. 2. 105 1. 6. 110

1. 3. 108 1.7. 120

1. 4.

112

In diesem Falle ist

112 4 12
+O—|— 105 4- 108 + 112 + 115 + 110

mcg= 6 =11
Der durchschnittliche Arbeitskraftebestand im ersten Halbjahr
betrigt 111 Arbeitskrifte.

Das geometrische Mittel

Vielfach ist das mittlere Wachstumstempo okonomischer Erschei-
nungen (Produktion, Umsatz) fiir einen gegebenen Zeitraum zu
berechnen. Dabei ist der mittlere Prozentsatz der Entwicklung einer
wirtschaftlichen Erscheinung fiir einen bestimmten Zeitraum zu
ermitteln. Diese Aufgabe kann nicht mit dem arithmetischen Mittel
gelost werden, weil das arithmetische Mittel von linearen Vorstel-
lungen ausgeht. Zur Losung dieser Aufgabe wenden wir das geo-
metrische Mittel an.

Das einfache geometrische Mittel eciner statistischen Gesamtheit von
n Einheiten mit den Werten ay, ag, **-, a, Ust

n
mg = Yar-az - ag.

Die Berechnung des geometrischen Mittels geschieht vorteilhaft
logarithmisch. Daher wird es mitunter auch als logarithmisches
Mittel bezeichnet. Es gilt dann:

Ig a;
C_lemtlgat o tlga, 5"

In den letzten 5 Jahren stieg die Eigenleistung eines VEB jeweils
gegeniiber dem Vorjahr:

Jahr 1 2 3 4 5
Steigerung auf (%) 103 104 103 107 105
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Das mittlere jihrliche Wachstumstempo der Eigenleistung betragt
in den letzten 5 Jahren

mg = }/103 - 104 - 103 - 107 - 105
_lg 103+ 1g 104 4 15 103 + 1g 107 + 1 105
G —3

Ig E
2,0128 + 2,0170 + 2,0128 + 2,0294 -+ 2,021 2
- 5
= 2,018 65
mg = 104,4

Die Eigenleistung ist in jedem Jahr des Zeitraumes im Mittel auf
104,4 %, oder um 4,49, gegeniiber dem Vorjahr gestiegen.

Entsprechend dem rechnerischen Zustandekommen der jihrlichen
Steigerungszahlen 1Bt sich das mittlere Wachstumstempo auch
vereinfacht darstellen.
Haben den Steigerungszahlen die Werte by, by, -+, b, zugrunde
gelegen, dann gilt

by b, b,

g =-—, A2 = *tty @p = .
bn—-i

by by’

Sétzt man diese Ausdriicke in die Formel mg ein, ergibt sich

_n bl-b2.¢-.| bn
e = 1:’—0 b_i bn—i.

Nach Kiirzung erhalten wir

n by,
mg = E‘.

Demnach ergibt sich das mittlere Wachstumstempo auch, indem man
den Wert des Endzeitraums durch den Wert des Anfangszeitraums
dividiert und daraus die n-te Wurzel zieht.

Die industrielle Bruttoproduktion eines Bezirks in der DDR stieg
in der Zeit von 1960 bis 1970 von 3 500 Mill. M auf 6 000 Mill. M.
Das mittlere Wachstumstempo betriigt

2/6000- 106
= I — o
e V3 =50 108 — L055 oder 105,5%.

Die industrielle Bruttoproduktion ist von 1960 bis 1970 im Mittel
jahrlich auf 105,5%, oder um 5,59, gestiegen.
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Aufgaben
m 2.2,

Arithmetisches Mittel

1
Ein Industriebetrieb erzielte in den Monaten cines Jahres folgende
Produktionswerte (ausgedriickt in 1 000 M):

Januar 1739, April 1825, Juli 1892, Oktober 2 186,
Februar 2018, Mai 1936, August 1827, November 2 237,
Mirz 2164, Juni 2042, September 2360, Dezember 2 513.

Berechnen Sie den durchschnittlichen Produktionswert je Monat!

(L)
2

Der tagliche Arbeitskréftebestand in einem HO-Warenhaus in einer
Woche betrug: Montag 128 Personen, Dienstag 132 Personen,
Mittwoch 130 Personen, Donnerstag 130 Personen, Freitag 133 Per-
sonen, Sonnabend 132 Personen.

Berechnen Sie den durchschnittlichen Arbeitskriftebestand je Tag!
(L)

3

In einem Industriebetrieb leisteten die Produktionsarbeiter in den

einzelnen Lohngruppen folgende Arbeitsstunden:

Lohngruppe 2 3 4 5 6 7

Arbeitsstunden 1978 2564 5730 5628 4153 3012

Berechnen Sie die durchschnittliche Lohngruppe fiir diesen Betrieb!
' (L)
4

In den volkseigenen Giitern der DDR waren in einem Jahr 75000 Ar-
beitskrifte mit einem durchschnittlichen Monatslohn von 575 M
beschaftigt, in den Kreisbetrieben fiir Landtechnik 34000 Arbeits-
krifte mit einem durchschnittlichen Monatslohn von 623 M und in
den staatlichen Forstwirtschaftsbetrieben 42000 Arbeitskrifte mit
einem durchschnittlichen Monatslohn von 572 M (als Arbeitskrifte
sind in diesem Beispiel Vollbeschiftigteneinheiten zu verstehen).

Berechnen Sie den durchschnittlichen Monatslohn einer Arbeitskraft
in diesen volkseigenen Betrieben der Land- und Forstwirtschaft ins-

gesamt! (L)
5
Ein VEB weist folgende Daten aus:
Abteilung Produktion Kosten Arbeitsstunden
in 1000 M in 1000 M
I 4 000 3 000 1000
II 6 000 5 000 2 000
III 2 500 2000 1700
Iv 3000 2 300 2 000
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a) Berechnen Sie den Kostensatz jeder Abteilung!
b) Berechnen Sie den durchschnittlichen Kostensatz des ganzen
Betriebes!
c) Berechnen Sie die Arbeitsproduktivitit jeder Abteilung!
d) Berechnen Sie die Arbeitsproduktivitit des ganzen Betriebes!
(L'b, d)

Harmonisches Muitel

6

Der Elektroenergieverbrauch verschiedener Industriebetriebe be-
triagt:

Industriebereich Elektroenergieverbrauch Elektroenergieverbrauch
je 1000 M Produktion insgesamt
in kWh/1000 M in Md. Wh
Chemische
Industrie 1200 30 000
Metallurgie 90 3000
Leichtindustrie 180 3 200
Berechnen Sie den durchschnittlichen Elektroenergieverbrauch je
1 000 M Produktion! (L)
7

Eine landwirtschaftliche Produktionsgenossenschaft erzielte in den
letzten 5 Jahren folgende Hektar- und Gesamtertrége bei Kartoffeln:

Jahr Hektarertrag Gesamtertrag
in dt in 1000t
1 160 10
2 180 12
3 175 12
4 170 10
5 185 13
Berechnen Sie den’ durchschnittlichen Hektarertrag fiir Kartoffeln,
der in den letzten 5 Jahren erzielt wurde! (L)
8

Drei sozialistische Industriebetriebe stellen’ das gleiche Erzeugnis
her. Die Selbstkosten je Stiick sowie die Gesamtselbstkosten be-
tragen:

Betrieb Selbstkosten je Stiick Gesamtselbstkosten
in M/St. in M

1 3,— 9 000

2 3,80 7 600

3 4,— 4 800

a) Berechnen Sie die durchschnittlichen Selbstkosten je Stiick!
b) Wieviel Stiick stellen die drei Betriebe insgesamt her? (L)
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Chronologisches Mittel

9
Der Warenbestand eines volkseigenen Betriebes betrug:
Stichtag M
1.7. 500 000
1. 8. 460 000
1.9. 430 000
30. 9. 540 000

Berechnen Sie den mittleren Warenbestand des III. Quartals! (L)

10
In einem VEB ergaben sich folgende Arbeitskriiftebestéinde:
Stichtag Anzahl der Stichtag Anzahl der
Arbeitskriifte Arbeitskriifte
1.1 80 1. 7 85
1.2 82 1. 8 35
1.3 85 1. 9 86
1.4 84 1. 10 88
1.5 85 1. 11 86
1.6 87 1. 12 89
31. 12 90

Berechnen Sie den mittleren Arbeitskriftebestand fir das ganze
Jahr! (L)

Geometrisches Mittel

11
Ein VEB weist iiber das von ihm produzierte Nationaleinkommen
folgende Zahlen aus:

Jahr Steigerung gegeniiber Jahr Steigerung gegeniiber
dem Vorjahr auf dem Vorjahr auf

1 105,49, 6 103,89,

2 106,69, 7 101,59,

3 109,5%, 8 103,29,

4 110,09, 9 104,59,

5 105,69, 10 104,69,

a) Berechnen Sie das mittlere jihrliche Wachstumstempo des
Nationaleinkommens fiir den Zeitraum von 10 Jahren!

b) Berechnen Sie das mittlere jihrliche Wachstumstempo des
Nationaleinkommens flir die letzten 5 Jahre! (L)
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12

In cinem volkseigenen Handelsbetrieb wurde in den letzten Jahren '
folgende Entwicklung des durchschnittlichen monatlichen Arbeits-
einkommens festgestellt:

Jahr 0o - 46 17 18 19 20

Monatliches Arbeitseinkommen
je Beschaftigten in M 360 --- 500 515 540 550 570

a) Berechnen Sie das mittlere Wachstumstempo des monatlichen
Arbeitseinkommens der letzten 4 Jahre!

b) Berechnen Sie das mittlere Wachstumstempo des monatlichen
Arbeitseinkommens vom Zeitraum 0 bis zum Zeitraum 20! (L)

13

Das Kreditvolumen eines VEB hat sich von 1960 bis 1970 auf 600 %,
erhoht.

Berechnen Sie das mittlere Wachstumstempo! (L)

14
In einem volkseigenen Betrieb stieg die Arbeitsproduktivitit in den
letzten 8 Jahren auf 140 9%,.

Berechnen Sie fiir diesen Zeitraum das mittlere Wachstumstempo!

(L)

Vermischte Aufgaben
15

Der Warenumsatz (in Mill. Valutamark) eines staatlichen AuBen-
handelsbetriebes entwickelte sich folgendermaBen:

Jahr 0 1 2 3 4 5 6 7

150 173 183 188 199 210 232 243

a) Berechnen Sie fiir jedes Jahr die Entwicklung gegeniiber dem
Vorjahr in Prozent!

b) Berechnen Sie das mittlere jihrliche Wachstumstempo des
Warenumsatzes vom Zeitraum 0 bis zum Zeitraum 7!

¢) Berechnen Sie die durchschnittliche absolute jihrliche Zunahme
des Warenumsatzes fiir den Zeitraum 0 bis 7! (Lb, c)

16
Verwenden Sie die Zahlen aus Aufgcbe 7!

a) Berechnen Sie den durchschnittlichen Gesamtertrag pro Jahr!

b) Berechnen Sie die GriBe der Ernteflichen fiir Kartoffeln in den
cinzelnen Jahren! (L a)
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2.3.

=]

Definition 1

Statistische Streunung

Im allgemeinen geniigen die Mittelwerte nicht, eine statistische
Gesamtheit von Einzelwerten allein zu reprisentieren. Aus dem
Mittelwert ist nicht zu erkennen, ob die Einzelwerte einer statisti-
schen Gesamtheit in der Nihe des Mittelwertes liegen oder ob sie
vom Mittelwert sehr stark nach oben und unten abweichen.

Zwei HO-Verkaufsstellen haben in fiinf aufeinanderfolgenden Tagen
folgende Umsitze erzielt:

Verkaufsstelle A : 10 000, 40 000, 50 000, 60 000, 90 000 M.
Verkaufsstelle B: 42 000, 48 000, 50 000, 52 000, 58 000 M.

Der durchschnittliche Umsatz je Tag (arithmetisches Mittel) betriigt
in beiden Verkaufsstellen 50 000 M. Der Mittelwert ist also in diesem
Falle fiir beide Gesamtheiten gleich gro8, obwohl beide Gesamtheiten
beziiglich der Tagesumsiitze wesentliche Unterschiede aufweisen.
Beide Gesamtheiten unterscheiden sich in ihrem zahlenmiBigen
Aufbau, in ihrer Struktur, was in der Lage der Einzelwerte um den
Mittelwert, in ihrer Streuung, zum Ausdruck kommt.

Die statistische Streuung ist die Lage der Einzelwerte um den Mittelwert.

Sie ergiinzt die Aussage des Mittelwertes; denn je dichter die Einzel-
werte sich um den Mittelwert lagern, desto besser reprasentiert der
Mittelwert eine statistische Gesamtheit. Mit Hilfe der Streuung
kénnen wir die Struktur, den zahlenm#Bigen Aufbau einer statisti-
schen Gesamtheit, beurteilen und damit den Aussagewert des Mittel-
wertes besser einschitzen.

So kann sich bei einem Vergleich herausstellen, dal zwei Brigaden
die gleiche Durchschnittsleistung aufweisen, obwohl die Mitglieder
des einen Kollektivs annihernd gleiche Leistungen aufweisen, wih-
rend die Einzelleistungen im anderen Kollektiv teils erheblich unter,
teils wesentlich iiber dem Durchschnitt liegen. Man bendtigt also
noch Angaben dariiber, wie weit die Besten iiber und die Schlechte-
sten unter dem Mittelwert liegen.

Wenn die Abweichungen bekannt sind, ist es besser méglich, fun-
dierte Entscheidungen zu treffen, wirksame MaBnahmen einzuleiten
und die Reserven auszunutzen. Das gilt gleichfalls fiir die Analyse
der Planerfiillung, des Materialverbrauchs, der Kosten usw.

Zur Ermittlung der statistischen Streuung gibt es verschiedene
Mafle, z. B.

die Variationsbreite oder Spannweite,
das lineare StreuungsmaB,
das quadratische Streuungsma@ (auch Standardabweichung genannt).
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2.3.1.

Definition 2

2.3.2.

Definition 3

Die Variationshreite oder Spannweite

Die Variationsbreite oder Spannweite R einer Gesamtheit von n statisti-
schen Einheiten mit den Werten ay, ag, **, a, ist

R= Amax — Amjn-

Aus Beispiel 1 erhalten wir:

fiir Verkaufsstelle A: R = (90 000 — 10 000) M = 80 000 M,
fiir Verkaufsstelle B: R = (58 000 — 42 000) M = 16 000 M.

Ein Vergleich der Variationsbreite fiir beide Verkaufsstellen zeigt,
daBl die Umsatzwerte der Verkaufsstelle A stidrker variieren, stirker
streuen als die Umsatzwerte in der Verkaufsstelle B. Der Mittelwert
(durchschnittlicher Umsatz) der Verkaufsstelle B stammt folglich aus
einer homogeneren Gesamtheit als der Mittelwert der Verkaufsstelle A.
Die Variationsbreite ist einfach zu berechnen, gibt aber nur ein
grobes Bild der Streuung an, da nur der gréfite und kleinste Einzel-
wert beriicksichtigt werden. Die Grdfle der zwischen diesen beiden
Werten liegenden Einzelwerte bleibt bei der Variationsbreite
unberiicksichtigt.

Ein Vergleich der Variationsbreite mehrerer statistischer Gesamt-
heiten ist auch nur sinnvoll, wenn ihr Mittelwert gleich groB ist. Um
einen genaueren Uberblick zu gewinnen, sind StreuungsmalBe ent-
wickelt worden, die alle Einzelwerte einer statistischen Gesamtheit
einbeziehen.

Das lineare Streuungsmal
Das absolute lineare Streuungsmaf}

Das lineare Streuungsmaf3 d einer statistischen Gesamtheit von n Ein-
heiten mit den Werten ay, ag, **+, a,, st das arithmetische Mittel aus den
absoluten Betrigen der Abweichungen der Einzelwerte vom Mittelwert m.

n
¥ |laj— m]
i=1

d=Iau—--ml-l- lag—m| + - 4 Ian—ml___.=

n n

Je nach Aufgabenstellung kann hierbei m das arithmetische, har-
monische, chronologische oder geometrische Mittel sein.

Die absoluten Betrige sind einzusetzen, weil die Summe der Ab-
stiinde aller Einzelwerte vom Mittelwert Null ergibt und damit keine
Aussage iiber die Streuung zustande kime. Das wird an Hand des
folgenden Beispiels deutlich.

Wir berechnen das lineare StreuungsmaB fiir die Monatsproduktion
eines Betriebes.
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Monat Produktion Abweichungen Absolute Betrige

der Einzelwerte der Abweichungen
vom Durchschnitt
t aj — mp |ai - mA]
1 300 — 225 22,5
2 325 + 2,5 2,5
3 310 — 12,5 12,5
4 330 + 7,5 7,5
5 320 — 25 2,5
6 350 +275 27,5
m, = 3225t 0 75,0
6
= X la;—my
i=1
75,0
=1 125
6

Ein Einzelwert weicht in unserem Beispiel durchschnittlich um 12,5 t
von der durchschnittlichen Monatsproduktion ab. Haben wir Ver-
gleichswerte fiir andere Zeitrdume oder fiir andere Betriebe, so
kénnen wir feststellen, ob sich die Streuung in normalen Grenzen
bewegt. Werden sie iiberschritten, so miissen wir MaBnahmen fest-
legen, die iiberm#Bigen Produktionsschwankungen entgegenwirken.
Hieraus wird ersichtlich, daB das lineare StreuungsmaB Informatio-
nen fiir Leitungsentscheidungen liefert.

Das lineare Streuungsmaf 148t sich im allgemeinen auch dazu ver-
wenden, die Stirke der Schwankung 6konomischer Kennziffern
sichtbar zu machen.

Treten die Einzelwerte a;, as, ***, a, mit den Héaufigkeiten hy,
hg, ---, h, auf, so ergibt sich die gewogene Form des linearen Streu-
ungsmafles wie folgt:

=|ﬂ1—m|h1+|32‘—m|h2+“'+lﬂn"‘m|hn=

d
hy +hy 4 -+ 4+ hy
n
X laj—m|h
P — i=1 -~
= - 3
X b
i=1
@ Die Maschinen einer Abteilung weisen folgendes Alter aus:
Alter Anzahl Abweichungen
der Maschinen der Maschinen vom Durchschnitts-
in Jahren (Haufigkeiten) alter
aj b; aj — my |ai — my | by
2 6 — 18
4 8 — 1 8
5 3 0 0
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Definition 4

Alter Anzahl Abweichungen

der Maschinen der Maschinen vom Durchschnitts-
in Jahren (Haufigkeiten) alter
aj h; . aj — mp |ai —_ mA| h;
7 3 + 2 6
12 1 + 7 7
18 1 + 13 13
my = 5 Jahre 22 52
6 G
=3 b =3 |aj—my |k
i=1 i=1
52
d = = 2,4 Jahre.
22

Im Durchschnitt weicht das Alter der cinzelnen Maschinen um 2,4
Jahre vom Durchschnittsalter von 5 Jahren ab.

Mit diesem linearen Streuungsmaf} kann eingeschitzt werden, ob die
Maschinen einer Abteilung oder eines anderen Betriebes annihernd
das gleiche Alter aufweisen oder ob Maschinen mit stark unterschied-
lichem Alter zu einer Maschinengesamtheit gehoren.

Das relative lineare Streuungsmaf}

Hiaufig muB die lineare Streuung verschiedener Gesamtheiten mit-
einander verglichen werden. Das ist mit dem absoluten linearen
Streuungsmaf oft nicht méglich, weil die statistischen Gesamtheiten
unterschiedliche MaBeinheiten tragen. So ist das absolute lineare
Streuungsmal} fiir die monatliche Produktion von Personenkraft-
wagen (ausgedriickt in Stiick) und das absolute lineare Streuungs-
maf} fiir die monatliche Produktion an’Zucker (ausgedriickt in
Tonnen) nicht vergleichbar.

AuBerdem hiingt die absolute lineare Streuung von der GroBe der
Einzelwerte ab. Sie ist stets auf den Mittelwert bezogen. Will man
wissen, welche von mehreren Gesamtheiten die gréBte Streuung auf-
weist, mufl man die absolute Streuung ins Verhiltnis zum Mittelwert
setzen.

Das relative lineare StreuungsmaB8 wird mitunter auch als Streuungs-
koeffizient bezeichnet.

Das relative lineare Strewungsmafl ist das Verhdlinis des linearen
Streuungsmafles d zum Miltelwert m, also

=2

m

Mitunter wird das relative lineare Streuungsmal als Prozentzahl
angegeben. Dann gilt

&y = % 100.
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2.3.3.

Definition 5

Wir berechnen das relative lineare Streuungsmaf} fiir die A'ngaben
im Beispiel 3.
2,4

2,4
G ro— 27100 = 489/
d 50 0,48 oder do, 50 100 = 489,

Wir wollen feststellen, in welchem volkseigenen Betrieb die Erlose
am meisten um den Durchschnitt schwanken. Zu diesem Zweck
ermitteln wir das relative lineare StreuungsmaB.

Monat VEB A VEB B VEB C

Erlose in Erlése in Lrldse in

1000 M |“i — mAl 1000 M |“i - mA| 1000 M |“i - mA|
Januar 200 — 175 120 — 130 460 — 140
I'ebruar 275 — 100 180 — 70 450 — 150
Miirz 350 — 25 350 + 100 550 — 50
April 450 + 75 240 — 10 750 + 150
Mai 600 + 225 360 + 110 790 + 190
Z Erlose 1875 1250 3 000
T la; — my| 600 420 630
my 375 250 600
d 120 84 136
d 0,32 0,336 0,227

Aus diesem Vergleich erkennen wir, da die monatlichen Erlése im
VEB B am stérksten und im VEB C am geringsten schwanken.

Das quadratische Streuungsmaf oder die Standardabweichung

Das quadratische Streuungsmall (Standardabweichung) verwenden
wir vor allem fiir wissenschaftliche Zwecke und innerhalb anderer
statistischer Methoden, besonders bei Stichprobenverfahren zur
Charakterisierung der statistischen Streuung.

Das quadratische Streuungsmaf3 s einer Gesqmtheit von' n statistischen
Einheiten mit den Werten ay, ay, **+, a, ermittelt man, indem man die Ab-
wetchungen der Einzelwerte vom arithmetischen Mittel dieser Einzelwerte
quadriert und die Produkte summiert. Die Summe dividiert man durch
die Anzahl der Elemente und zieht aus dem Quotienten die Wurzel.

=‘/(31—mA)2 + (ag—map)2 4 +++ + (ap — my)?

n

1(31 —my)?

[N ]

i
S =
n
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Definition 6

Treten die Einzelwerte ay, ay, **+, a, mit den Hiufigkeiten hy, hs, -+,
h, auf, so erhalten wir als gewogene Form des quadratischen Streu-
ungsmaBes folgenden Ausdruck:

s=V(ai—mA)2 hy 4+ (ap—my)? hy + -+ + (an —my)% hy
hy +hy 4 -+ 4+ hy

‘5 (@i —ma)? by

Beim quadratischen Streuungsmafl treten beim Vergleich verschie-
dener Streuungsergebnisse die gleichen Schwierigkeiten auf wie beim
linearen StreuungsmaBl. Erstens trigt das quadratische Streuungs-
mah die gleichen MaBeinheiten wie die Ausgangsdaten (z. B. M, kg,
t, m?2), und zweitens ist es von der GroBe der Einzelwerte abhingig.
Aus diesem Grunde sind die quadratischen StreuungsmaBe im allge-
meinen nicht unmittelbar miteinander vergleichbar. Es ist z. B. das
quadratische Streuungsmaf fiir die Léhne (ausgedriickt in M/Std.)
nicht unmittelbar vergleichbar mit dem quadratischen Streuungsmaf
fiir den Verbrauch von Butter pro Familie (ausgedriickt in kg/Per-
son). Auch beim quadratischen StreuungsmalB kénnen wir zum
Zwecke des Vergleichs ein relatives quadratisches Streuungsmal
berechnen. Es wird meist als Variationskoeffizient V bezeichnet.

Der Variationskoeffizient ist das Verhiltnis des quadratischen Streu-
ungsmafes s zum arithmetischen Mittel mp, also

Wir berechnen das quadratische StreuungsmaB8 fiir die Angaben im
Beispiel 2.

Produktion Abweichungen Quadrate der Abweichungen
t (a; — my) (ay — my)?

300 —225 506,25

325 + 2,5 6,25

310 — 12,5 156,25

330 + 75 56,25

320 — 25 6,25

350 + 27,5 756,25

my = 322,65t 0 1 487,50

6
= izli(ai — my)?
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Aufgaben
zu 2.3,

14875
s=l/ Sg 0=15,74t

15,74

= 3355 = 0049 oder 4,0%

Wir berechnen das quadratische StreuungsmaB fiir dic Angaben im
Beispiel 3.

Alter der Zahl der  Abweichungen Quadrate der
Maschinen Maschinen Abweichungen
a bj aj — my (aj — my)® (a; — mp)*hj
2 6 — 3 9 54
4 8 — 1 1 8
5 3 0 0 0
7 3 + 2 4 12
12 1 + 7 49 49
18 1 + 13 169 169
my = 5 Jahre 22 292
6 6
=3 h = X (a; — my)2h;
i=1 i=1

I /292
s = 5 Jahre = 3,64 Jahre

>

4
v =TF = 0,728 oder 72,8%,.
Die Ergebnisse der Beispiele 6 und 7 lassen erkennen, daf folgende
Beziehung gilt:
s =d.

Diese Bezichung ist allgemeingiiltig. Auf einen Beweis dieser Be-
ziehung wird verzichtet.

1
Die Betriebe einer VVB haben den Produktionsplan wie folgt erfiillt:
Betrieb Planerfillung Betrieb Planerfiillung
% %
1 103,7 6 98,4
2 97,3 7 108,1
3 101,6 8 102,2
4 99,7 9 103,4
5 109,5 10 100,8

Berechnen Sie die Variationsbreite fiir die Planerfiillung der VVB!

(L)
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2

Wir verwenden die Angaben aus Beispiel 1 von Abschnitt 2.2,

a) Berechnen Sie das lineare Streuungsmaf!

b) Berechnen Sie den Streuungskoeffizienten! (L)

3

Wir verwenden die Angaben aus Beispiel 2 von Abschnitt 2.2.

a) Berechnen Sie das lineare Streuungsmaf}!

b) Berechnen Sie den Streuungskoeffizienten! (L)

4

Wir verwenden die Angaben aus Beispiel 7 von Abschnitt 2.2.

a) Bercchnen Sie das lineare Streuungsmalf}!

b) Beurteilen Sie die Aussage des linearen StreuungsmaBes beson-

ders fiir dieses Beispiel! (L)
S
Wir verwenden die Angaben aus Aufgabe 1 von Abschnitt 2.2.
Berechnen Sie das lineare Streuungsmal! (L)
6

Wir verwenden die Angaben aus Aufgabe 3 von Abschnitt 2.2.
a) Berechnen Sie das lineare StreuungsmaB!
b) Berechnen Sie den Streuungskoeffizienten! (L)

7

Wir verwenden die Angaben aus Aufgabe 4 von Abschnitt 2.2.

a) Berechnen Sie das quadratische StreuungsmaB!

b) Berechnen Sie den Variationskoeffizienten! (L)

8 :

Wir verwenden die Angaben aus Aufgabe 7 von Abschnitt 2.2;

a) Berechnen Sie das quadratische Streuungsmaf!

b) Berechnen Sie den Variationskoeffizienten! (L)

9

Wir verwenden die Angaben aus Aufgabe 11 von Abschnitt 2.2.

a) Berechnen Sie das lineare StreuungsmaB!

b) Berechnen Sie den Streuungskoeffizienten! (L)

10

Wir verwenden die Angaben aus Aufgabe 15 von Abschnitt 2.2:

a) Berechnen Sie das lineare StreuungsmaQ fiir die jahrlichen Ent-
wicklungssétze des Warenumsatzes!

b) Berechnen Sie das lineare StreuungsmaQ fiir die absoluten jéhr-
lichen Zunahmen des Warenumsatzes! Beurteilen Sie die Aus-
sage dieses Ergebnisses! (L)
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2.4.

Definition 1

2.4.1.

Definition 2

Statistische Verhiltniszahlen

Die Aussagekraft statistischer Zahlen 148t sich oft wesentlich erhohen,
wenn diese Zahlen zum zahlenméBigen Ausdruck einer anderen
Erscheinung in Beziehung gesetzt werden. Dadurch entstehen Zah-
len, die als statistische Verhiltniszahlen oder statistische Relativ-
zahlen bezeichnet werden.

Eine statistische Verhdltniszahl ist der Quotient zweter statistischer
Zahlen. Diese Zahlen kénnen gleiche oder ungleiche Benennung tragen,
sie miissen aber in einem sinnvollen Zusammenhang stehen.

Bei den statistischen Verhiltniszahlen lassen sich Gliederungszahlen,
Beziehungszahlen und Indexzahlen unterscheiden.
Gliederungszahlen oder Anteilzahlen entstehen, wenn wir dic Arbeits-
kriaftestruktur, die Kostenanteile, die Struktur des Materialver-
brauchs usw. berechnen.

Beziehungszahlen entstehen, wenn wir den Hektarertrag als Quotient
aus Gesamtertrag und Erntefliche bestimmen oder wenn wir die
Arbeitsproduktivitiat als Quotient aus der hergestellten Stiickzahl
und der Gesamtstundenzahl berechnen.

Indexzahlen entstehen, wenn wir die Arbeitskriaftezahl, den Umsatz,
den Gewinn usw. in zeitlicher Entwicklung relativ darstellen, wenn
wir die Planerfiillung prozentual nachweisen, wenn wir die Unter-
schiede in den Léhnen zwischen dem Bezirk A und dem Bezirk B
bzw. zwischen zwei Fachbereichen relativ aufzeigen wollen.

In der Mathematik versteht man unter einem Zahlenverhiltnis den
Quotienten zweier GréBen gleicher Benennung. Das mathematische
Zahlenverhiltnis hat keine Benennung.

Bei statistischen Verhéltniszahlen werden auch Gréfen ungleicher Be-
nennung ins Verhiltnis gesetzt. Die statistische Verhiltniszahl ist nur
dann ein Zahlenverhiltnis im mathematischen Sinne, wenn die Gro-
Ben, aus denen der Quotient gebildet wird, gleiche Benennung tragen.

Gliederungszahlen oder Anteilzahlen

Statistische Gesamtheiten mit einem Umfang von n Einheiten lassen
sich oft in Teilgesamtheiten mit den Umféngen t4, tg, -+, tx unter-
teilen, daher gilt:
k

n= Yt

i=1
Gliederungszahlen sind statistische Verhiltniszahlen, bei denen der
Quotient aus dem Umfang t; einer solchen Tetlgesamtheit zum Umfang n
der Gesamtheit gebildet wird, also

t; .
f=—,firi=1,2 - k
n
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2.4.2.

Definition 3

Gliederungszahlen kénnen auch als Prozentzahlen dargestellt wer-
den. Sie geben den Anteil einer Teilgesamtheit t; an der Gesamtheit n
an und werden deshalb auch als Anteilzahlen oder Quoten bezeichnet.
Gliederungszahlen dienen zur Darstellung der Struktur einer Gesamt-
heit.

Von 1450000 berufstitigen Personen arbeiten in sozialistischen
Betriehen 1 180 000 Personen, in Betrieben mit staatlicher Beteili-
gung 104 000 Personen und in privaten Betrieben 166 000 Personen.
Das ergibt folgende Gliederungszahlen:

Anteil der in sozialisti-

schen Betrieben t) = 4 — _1._1_80_029 = 0,814 oder 81,4%,
beschéftigten Personen: n 1 450 000
Anteil der in Betrichen
mit staatlicher Beteili- ty 104 000
gung beschiftigten L= o 1450000 0,072 oder 7,2%
Personen:
Anteil der in privaten
Betrieben beschiftigten ;= 2 = 00090 _ 0444 oder 11,49
Personen: n 1 450 000

1,00 oder 100,0 %,
Beziehungszahlen

Beziehungszahlen sind statistische Verhiiltnisza{zlen, bei denen der
Quotient aus den Umfingen zweier sinnvoll in "Beziehung stehender
ungleichartiger statistischer Gesamtheiten gebildet wird.

Sind zwei statistische Gesamtheiten mit den Umfingen n4 und nj
gegeben, so gilt:
ny
1,2=—.
n2

Beziehungszahlen haben eine Benennung.

In einem Industriebetrieb stellen 2 000 Arbeiter insgesamt 30 000 t
eines Erzeugnisses her. Aus diesen Zahlen 148t sich die Pro-Kopf-
Leistung als Beziehungszahl folgendermaBen ermitteln:

Die Pro-Kopf-Leistung betrug demnach 15 t/Arbeiter.
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@ Am 31.12.1969 hatte die DDR eine Wohnbevélkerung von 17 074504.
Die Fliche der DDR betrug 108 173 km2.! Demnach ergibt sich die
Bevélkerungsdichte der DDR als folgende Bezichungszahl:

n; 17074504

m = T tog13 198

In der DDR lebten folglich im Jahre 1969 durchschnittlich rund
158 Personen auf 1 km?2.

2 o 4‘ o 3 e Indexzahlen

Definition 4  Indexzahlen sind statistische Verhiltniszahlen, bei denen der Quotient
aus zwet gleichartigen statistischen Zahlen gebildet wird.

1,2 =

Dabei darf, wenn diese beiden Zahlen den Umfang statistischer
Gesamtheiten vertreten, die eine Gesamtheit nicht Teil der anderen
Gesamtheit sein. Indexzahlen dienen demnach dem statistischen
Vergleich. Sie machen in relativer Form entweder Niveauunter-
schiede oder die zeitliche Entwicklung von statistischen Zahlen
sichtbar. Indexzahlen lassen sich auch als Prozentzahlen ausdriicken.
Die Prozentzahlen der Planerfillung sind z. B. ausnahmslos Index-
zahlen. Zur Bildung von Indexzahlen benétigen wir

einen Basiswert ay {auch Basisgrofle oder BezugsgroBe genannt); das
ist der Wert, der im Nenner des zu bildenden Quotienten steht;
einen Berichtswert a; (auch BerichtsgroBe genannt); das ist der Wert,
der im Zihler des zu bildenden Quotienten steht.

Der Basiszeitraum 0 ist der Zeitraum, fiir den die BasisgréBen
(Nenner der Indexzahlen) ermittelt wurden. Der Hinweis 0 kann
auch zur Kennzeichnung von PlangréBen verwendet werden.

Der Berichtszettraum 1 ist der Zeitraum, fiir den die Berichtsgro8en
(Zahler der Indexzahlen) ermittelt wurden. Der Hinweis 1 kann auch
zur Kennzeichnung von Ist-Gréfen verwendet werden.

Eine Indexzahl I ist dann

Iy = —.
0

Die Selbstkosten des Erzeugnisses A sanken von 12 M im Vorjahr
auf 10 M in diesem Jahr. Der Index der Selbstkosten dieses Erzeug-
nisses ergibt sich wie folgt:

'S

Die Selbstkosten des Erzeugnisses A sanken im Vergleich zum Vor-
jahr auf 83,3%, oder um 16,7 %,

1 Statistisches Jahrbuch der DDR 1970, S. 3.
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Definition 5

Definition 6

Bei den Indexzahlen lassen sich einfache Indexzahlenund zusammen-
gesetzte Indexzahlen unterscheiden.

Einfache Indexzahlen

Einfache Indexzahlen — auch individuelle Indexzahlen genannt —
geben den Niveauunterschied oder die zeitliche Verdnderung einer
Einzelerscheinung oder eines Merkmals dieser Erscheinung relativ
an.

So kann z. B. die zeitliche Entwicklung des Preises einer Ware, der
Selbstkosten eines Produkts, des Arbeitskriiftebestandes eines Be-
triecbes usw. mit Hilfe einfacher Indexzahlen sichtbar gemacht
werden.

Der Jahresproduktionsplan eines Betriebes sieht bei Erzeugnis A
eine Menge von 3 000 t vor, tatsichlich wurde eine Produktion von
3210 t erreicht. Die Indexzahl der Produktionsplanerfiillung bei
Erzeugnis A ist dann

Der Produktionsplan wurde demnach bei Erzeugnis A mit 1079,
erfilllt oder mit 79, tbererfillt.

Mit Hilfe von Indexzahlen lassen sich auch Niveauunterschiede oder
die zeitliche Entwicklung ganzer statistischer Reihen ausdriicken.
Eine . statistische Reihe ist eine Aufeinanderfolge statistischer
Zahlen.

Eine statistische Reihe entsteht beispielsweise, wenn wir die Roh-
eisenproduktion eines Landes fiir verschiedene Jahre erfassen, wenn
wir die erzeugte Elektroenergie eines Jahres fiir verschiedene Lander
zusammenstellen usw.

Ermitteln wir fiir derartige statistische Reihen Indexzahlen, so ent-
stehen Indexreihen. Dabei unterscheiden wir Indexreihen mit fester
Basis und Indexreihen mit verinderlicher Basis.

Indexrethe mit fester Basts
Eine Indexrethe mit fester Basis enisieht, wenn alle Werte einer

statistischen Reihe auf ein und denselben Wert (Basiswert) bezogen
werden.
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Ist eine statistische Reihe mit den Werten ag, ay, **+, a, gegeben
und verwenden wir den Wert a, als festen Basiswert, so erhalten
wir folgende Indexreihe mit fester Basis:

ay
I =—
ao
:}]
I0.2 =)
ap
az
10,3 _ >
ag
an
IO.n =
ap

Die Braunkohlenforderung erreichte folgenden Stand (in Mill. t):

Jahr 0 1 2 3 4 5

225 237 247 254 257 251

Fiir dieses Beispiel ist: ag = 225; a; = 237; ag = 247; az= 254;
a; = 257; ag =— 251.

Nehmen wir ag = 225 als Basiswert, so erhalten wir folgende Index-
reihe mit fester Basis:

aq 237

To,1 =—a—0 =505 = 1,053 oder 105,39%,,
Io _:_z = % = 1,098 oder 109,8%,
I3 =:_§ =% = 1,129 oder 112,9%,
To.s =:_Z =_§-§% = 1,142 oder 114,29,
Tos =:_Z = % = 1,116 oder 111,6%.

Diese Indexzahlen zeigen die prozentuale Steigerung der Braun-
kohlenforderung im Vergleich zum Jahre 0. Die Braunkohlenférde-
rung stieg vom Jahr 0 bis zum Jahr 3 auf 112,99, oder um 12,99%,;
vom Jahr 0 bis zum Jahr 5 auf 111,6 % oder um 11,6 %,
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Definition 7
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Zur Bildung von Indexzahlen mit fester Basis kénnen auch andere
Werte als die GroBe ag als Basiswert verwendet werden. Im allgemei-
nen ist es jedoch iiblich, den Anfangswert einer statistischen Reihe,
also den Wert ag, als Basiswert anzusetzen.

Indexreihe mit veriinderlicher Basis

Eine Indexrethe mit veriinderlicher Basis entsteht, wenn die Werte einer
statistischen Rethe jeweils auf den vorangehenden Wert der statistischen
Reihe bezogen werden, wenn sich also bet den zu bildenden Indexzahlen
der Basiswert von Indexzahl zu Indexzahl verdndert.

Ist eine statistische Reihe mit den Werten ag, ay, *++, a, gegeben, so
erhalten wir folgende Indexreihe mit veriinderlicher Basis:

aq
Iog =—,
ag
as
L, =—
ag
ag
12,3 =
az
an
I(n—1) n—
n-1

Wir betrachten wieder die Entwicklung der Braunkohlenférderung
(siehe Beispiel 6). Als Indexreihe mit verinderlicher Basis erhalten wir:

P Z_; = % = 1,053 oder 105,3%,
I, = %j - g_g = 1,042 oder 104,2%,
Ip; = -Z% = g_fé_ — 1,028 oder 102,8%,
Iy, = %:_ _% = 1,012 oder 101,2%,
Is = :_4 = % = 0,977 oder 97,7%.

Die Indexreihe mit verinderlicher Basis zeigt die Entwicklung einer
Erscheinung von Zeitraum zu Zeitraum.

Fiir Beispiel 7 gibt die Indexreihe mit verdnderlicher Basis die Ent-
wicklung der Braunkohlenférderung von Jahr zu Jahr an. Die
Férderung stieg vom Zeitraum 2 zum Zeitraum 3 auf 102,89, oder
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um 2,8%, vom Zeitraum 3 zum Zeitraum 4 auf 101,29, oder um
1,2%. Vom Zeitraum 4 zum Zeitraum 5 ging sie auf 97,79, oder
um 2,39, zuriick.

Verkettung von einfachen Indexzahlen

Zwischen der Indexreihe mit fester Basis und der Indexreihe mit
verinderlicher Basis besteht ein zahlenmiBiger Zusammenhang, der
vor allem dann von Bedeutung ist, wenn die statistischen Ausgangs-
daten einer statistischen Reihe nicht mehr bekannt sind.
Angenommen, die Werte ay, a4, ***, a, liegen nicht vor, sondern nur
die Indexzahlen. In diesem I7alle ist es moglich, aus einer Index-
reihe mit fester Basis die Indexreihe mit veriinderlicher Basis oder
— umgekehrt — aus einer Indexreihe mit veréinderlicher Basis die
Indexreihe mit fester Basis zu berechnen. Dieser Vorgang wird als
Verkettung von Indexzahlen ' oder kurz als Indexverkettung be-
zeichnet.

Wir betrachten zunichst den Fall, dafl die Indexreihe mit verinder-
licher Basis Ig 4, Ij2, ***, In-1),n gegeben ist und die zugehérige
Indexreihe mit fester Basis gesucht wird. !

Die Indexreihe mit fester Basis Io 4, Io 2, ***, Ip,n erhalten wir wie
folgt:

Io,i gegeben;

Lp=Ipy iy =—+—=—,
ap A ap
a ag ag ag
Ips=To1-Lip hy=—"— —=—
ap a as a9
oder
Ay ag ag

TIon=1lo1 - Iga-Ia3° *** *I(nepy,n

ag g ag an an
a o a an-1 ao
oder
an-1 An an
Io =Io _1‘1 -1 = — =,
m = lo,m-n " lo-,n = — =t o =

Wir verwenden die Angaben aus Beispiel 7 und nehmen an, die
Indexzahlen mit fester Basis fiir die Braunkohlenférderung seien
uns noch nicht bekannt. Wir konnen sie folgendermaBen berechnen:
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To,1 = 1,053 oder 105,3 %,
I, o= I 11,2 = 1,053 - 1,042 = 1,097 oder 109,7 %,
Toa=Tos-Tyo- Tog= 1,053 - 1,042 - 1,028 = 1,128
oder
—Tog- Ipg= 1,007 - 1,042 = 1,128,
IS IR VICEN PERN E)Y
= 1,053 - 1,042 - 1,028 - 1,012 = 1,142
oder
= Ig3- I54 = 1,128 - 1,012 = 1,142,
Ios =To1- a2 Ios-I54- 155
= 1,053 - 1,042 - 1,028 - 1,012 - 0,977 = 1,116
oder N
=TIy 145 = 1,142 - 0,977 = 1,116.

Damit haben wir, ohne auf die Ausgangswerte zuriickgreifen zu
miissen, die Indexreihe mit fester Basis erhalten. Die Aussage dieser
Indexzahlen haben wir bereits bei Beispiel 6 beschrieben. Die hier
auftretenden Differenzen sind auf Rundungsungenauigkeiten zuriick-

zufiihren.

Wir betrachten nun den Fall, da die Indexreihe mit fester Basis
To,1, Io,2, -+, Io,n gegeben ist und die Indexreihe mit verénderlicher

Basis Ig 4, 14,2, ***, I(n-1),n gesucht wird.
Dic Indexreihe mit verdnderlicher Basis ergibt sich auf folgende
Weise :
Io,s gegeben,
ag
I0,2 20 az
by = - =— =—
0,1 ap ag
ag
a3
I _ Tos ag a3
2,3 = — = — = 3
10,2 as a
ap
an
1 _ IO n 29 ap
(n-1),n = ] = =
0,(n-1) an-1, An-1
ag
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Definition 8

Wir verwenden die Angaben aus Beispiel 6 und unterstellen, dal die
Indexzahlen mit verinderlicher Basis nicht vorliegen und die Aus-
gangsdaten nicht mehr bekannt sind.

Die Indexreihe mit verinderlicher Basis ergibt sich folgendermaBen:

10,1 = 1,053 oder 105,3%’

Iy —%j —%,g—gg = 1,042 oder 104,29,
Iys =%§ =71%3—§ = 1,028 oder 102,8%,
Iss =% =ﬁ—;“3 = 1,012 oder 101,29%,
Iis =;2—:i =i—j%g— 0,977 oder 97,79%,.

Die Aussage dieser Indexzahlen haben wir bereits bei Beispiel 7
beschrieben.

Zusammengeselzte Indexzahlen

Zusammengesetzte Indexzahlen geben den Niveauunterschied oder die
zeitliche Verinderung einer Menge von Einzelerscheinungen unter Ver-
wendung von Gewichiszahlen in zusammenfassender relativer Form an.

Bei den einfachen Indexzahlen ging es darum, Niveauunterschiede
oder die zeitliche Veréinderung von Einzelerscheinungen in relativer
Form aufzuzeigen, z. B. von einzelnen Preisen, von hergestellten oder
umgesetzten Mengen einzelner Produkte usw.

Die zusammengesetzten Indexzahlen sollen z. B. die Entwicklung
der Einzelhandelspreise aller Erzeugnisse, der Selbstkosten je
Erzeugniseinheit fiir alle Erzeugnisse, der produzierten oder umge-
setzten Mengen aller Erzeugnisse, des Nationaleinkommens aller
Produktionsbetriebe usw. in zusammenfassender Form relativ aus-
driicken. Das geschieht unter Verwendung von Gewichtszahlen.

Wir stellen einige wesentliche Arten der zusammengesetzten Index-
zahlen an Hand von Einzelhandelspreisen und umgesetzten Mengen
dar. Die nachstehenden Indexformeln lassen sich jedoch auch ver-
allgemeinert fiir andere Zwecke verwenden, wie den Nachweis der
Entwicklung der Betricbspreise, der Industrieabgabepreise, der
Selbstkosten je Erzeugniseinheit usw.
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Der Umsatzindex

Es ist
‘po,i der Preis im Zeitraum 0 (Basiszeitraum) fiir eine Ware i,
1i=1,2,---,n;
p1,i der Preis im Zeitraum 1 (Berichtszeitraum) fiir eine Ware i,
i= 1, 25 R 41

Qo,; die Menge einer Ware i im Basiszeitraum,
i=1,2,---,n;

Qi,; die Menge einer Ware i im Berichtszeitraum,
i=1,2, - n.

Der Umsatzindex I hat folgende Form:

n
2 p1,iQu
[—i=t
=
3 po,i Qo
i=1
@ Fiir drei Waren wurden folgende Einzelhandelspreise und umgesetzte
Mengen ermittelt:
Ware Mengen- Basiszeitraum Berichtszeitraum Ein- Ein-
einheit Preis Preis facl.ler facher
M Menge M Menge il:::;: le‘:ien-
Po,i Qo,i P1,i Qq,j
1 Stiick 10 20 5 30 0,50 1,50
2 kg 8 30 6 50 0,75 1,67
3 Stiick 15 50 12 70 0,30 1,40

Als Umsatzindex erhalten wir:
3
3 p1,iQui
[—i=t _
=3 =
3 po,i Qo
i=1

5:304+6-50+12-70 1290
10-20 +8-30 +15-50 ~ 1190

= 1,08 oder 108%,

Der Umsatzindex spiegelt die Entwicklung des Gesamtumsatzes
vom Basis- zum Berichtszeitraum wider, die durch Verinderungen
der Preise und der umgesetzten Mengen entstanden ist. Fiir unser
Beispiel betrigt der Gesamtumsatz im Basiszeitraum 1 190 M und
im Berichtszeitraum 1 290 M, d. h., der Umsatz stieg in diesem Zeit-
abschnitt auf 1089, oder um 8%,.
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Im Umsatzindex werden mithin alle Verinderungen der Preise und
der Mengen sichtbar, die vom Basiszeitraum zum Berichtszeitraum
eingetreten sind. Wollen wir wissen, wie stark der Umsatz durch die
Mengenentwicklung beeinfluft wurde, miissen wir Indexzahlen fiir
die durchschnittliche Preisentwicklung und fiir die durchschnittliche
Mengenentwicklung berechnen.

Die Indexzahl fiir die durchschnittliche Preisentwicklung
( Preisindez)

Der Preisindex soll die durchschnittliche Entwicklung der Preise
unbeeinflut durch Veriinderungen in den Mengen angeben. Um dies
zu erreichen, halten wir die Mengen zeitlich konstant und setzen
diese zeitlich konstanten Mengen im Preisindex an.

Der Preisindex I, hat folgende Form:

pl lQi i

IP—

OIQll

HM'—“ IIM=

Wir verwenden die Angaben aus Beispiel 10. Als Preisindex ergibt sich:

_ 5:3046-50412-70 1290 o
PS030 18 B0 1570 1750 o) oder BT%

d. h., die Preise sind vom Basis- zum Berichtszeitraum unter Beriick-
sichtigung zeitlich konstanter Umsatzmengen des Berichtszeitraums
durchschnittlich um 26,39, auf 73,79, gesunken.

In gleicher Weise kionnen wir auch den Selbstkostenindex, den
Materialpreisindex usw. berechnen.

Die Indexzahl fiir die durchschnittliche Mengenentwicklung
(Mengenindex)

Der Mengenindex soll die durchschnittliche Mengenentwicklung
unbeeinfluBt durch die Veridnderungen in den Preisen angeben. Um
dies zu erreichen, halten wir die Preise zeitlich konstant und setzen
zeitlich konstante Preise im Mengenindex an.

Der Mengenindex I hat folgende Form:
n

2 Po,iQu,i

IQ —_ l:i .

= Po,iQo,i

i=1
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Wir verwenden die Angaben aus Beispiel 10. Als Mengenindex ergibt
sich:

_ 10-30 +8-50 +15-70 1750

@7 10-20+8-30 +15-50 1190

d. h., die durchschnittliche Verinderung der Umsatzmengen vom
Basis- zum Berichtszeitraum zu konstanten Preisen des Basiszeit-
raums betrigt 1479%,. Mit anderen Worten: Der Warenumsatz
erhéhte sich mengenmiBig durchschnittlich um 47 %,.

= 1,47 oder 1479,

Der Zusammenhang zwischen Umsatzindez,
Preisindex und Mengenindex

Bei den zusammengesetzten Indexzahlen bestehen Beziehungen, die
man giinstig fiir die weitere Analyse der Entwicklung 6konomischer
Erscheinungen und fiir Leitungsentscheidungen ausnutzen kann. Mit
Hilfe dieser Analyse, die man auch als Faktorenanalyse bezeichnet,
kénnen wir aufzeigen, wie sich Verinderungen in den Preisen und
Mengen auf die Umsatzentwicklung positiv oder negativ ausgewirkt
haben.

Zwischen dem Umsatzindex, dem Preisindex und dem Mengenindex
besteht folgender Zusammenhang:

I1=1,-Iq

n n n
Elpi,iQJ.i 2 puiQui T poiQui
im i=1 im1

n n : n
2 po,iQo,i 2 poiQui T poiQoi
i=1 i=1 i=1

Der Umsatzindex ist das Produkt aus dem Preisindex und dem
Mengenindex. Damit wird es méglich, den Einflu§ der Preisentwick-
lung und der Mengenentwicklung auf die Umsatzentwicklung auszu-
weisen. Diese Beziehung lift sich auBerdem vorteilhaft ausnutzen,
wenn wir eine dieser Indexzahlen aus den anderen Indexzahlen
berechnen wollen. So ist z. B. der Mengenindex als Quotient aus
Umsatzindex und Preisindex berechenbar.

Wir verwenden die Angaben aus Beispiel 10. Fiir dieses Beispiel gilt:
I =1,-14

1,08 = 0,737 - 1,47 ‘

d. h., die Umsatzentwicklung von 1089, wurde durch eine Preis-
entwicklung von 73,79, (Preissenkung) und durch eine Mengen-

entwicklung von 1479, (mengenmifige Erhohung des Umsatzes)
beeinfluft.
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Angenommen, der Mengenindex wire uns noch nicht bekannt und
wir hitten nur den Umsatzindex und den Preisindex zur Verfiigung,
dann kénnten wir den Mengenindex folgendermafBien ermitteln:

Ahnliche Beziehungen gelten auch fiir die Differenzen zwischen
Zihler und Nenner der Indexzahlen. So gilt z. B. fiir den Umsatz-
index, den Preis- und Mengenindex folgende Gleichung:

_api.iQi,i ”—E Po.iQo.i = (_EPMQM —_§1P0.iQ1,i) +
+ (_apo,iQi,i —Z Po,iQo,i>-

Die Zunahme des Umsatzes kann folglich als Summe der Differenzen
aus der Preisverinderung und der Mengenentwicklung ermittelt
werden.

Wir verwenden die Angaben aus Beispiel 10. Fiir dieses Beispiel gilt:

1290 — 1190 = (1290 — 1 750) + (1 750 — 1 190)
100 =  —460 + 560

d. h., die Umsatzentwicklung U kann errechnet werden

U=1290—1190 oder
U = — 460 4 560.

Im Beispiel wurde eine Umsatzerhéhung von 100 M durch eine
Preissenkung von 460 M und eine Mengenerhshung von 560 M erzielt.

Die Indexzahl fiir die Verinderung von Durchschnitien
(Durchschnittsindex) '

Der Durchschnittsindex soll die Entwicklung von Durchschnitts-
groBen ausdriicken, z. B. die Verdnderung von Durchschnittsléhnen,
von Durchschnittspreisen, von Durchschnittsselbstkosten je Er-
zeugniseinheit, von durchschnittlichen Hektarertrigen, von Durch-
schnittsstundenleistungen usw.
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Der Durchschnittsindex hat folgende Form:

Pi,iQi,i
i=1
n
E Qi,x —
Io —— =t P
D=—5 —=8-
= Ppo,iQo,:
i=1
n
% Qo

Drei Industriebetriebe stellen das gleiche Erzeugnis A zu unter-
schiedlichen Preisen her. Folgende Preise und die produzierten
Mengen fiir Erzeugnis A liegen vor:

Betrieb Betriebspreis in M Produktionsmenge in Stiick

Basisjahr Berichtsjahr Basisjahr Berichtsjahr
i Py, i P1,i Qo, i Q4,i
1 105 100 300 300
2 100 102 500 400
3 110 98 200 800
1000 1500
3 3
=3 Qoi =3 Q.
i=1 i=1

Fiir den Index des Durchschnittspreises erhalten wir:

100 - 300 + 102 - 400 -+ 98 - 800
_— 300 -+ 400 + 800

D™"105 - 300 + 100 - 500 + 110 - 200
300 + 500 + 200

99,47

— o
= 10350 0,961 oder 96,19,

Die Berechnung zeigt, daB der Durchschnittspreis des Erzeugnisses A
nicht mehr 103,50 M, sondern nur noch 99,47 M betrigt. Der Durch-
schnittspreis sank somit auf 96,1%, oder um 3,9%,
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Aufgaben Gliederungszahlen

zu 2.4,
1
Ein volkseigener Betrieb hat folgende Kostenstruktur:
Kostenart Kosten in 1 000 M
Abschreibungen 1000
Materialkosten 13 000
Energiekosten 2 000
Lohnkosten 8 000
Sonstige Kosten 3000
Berechnen Sie die Anteile der einzelnen Kostenarten an den Ge-
samtkosten!
2
Zu einer Handelsorganisation gehiren nachstchende Lebensmittel-
Verkaufsstellen:
Branche Anzahl der Verkaufsstellen
Obst und Gemiise 8
Back- und Konditorwaren 11
Fleisch und Fleischwaren 15
Fisch und Fischwaren 6
Milch und Molkereiprodukte 9
Tabakwaren und Getrinke 10
Nahrungs- und GenuBmittel 51
Berechnen Sie die Anteile der einzelnen Branchen an der Gesamt-
verkaufsstellenzahl!
3

Das Bruttoprodukt teilt sich nach den Eigentumsformen folgender-
mafen auf:

Eigentumsform Bruttoprodukt in Md. M
Sozialistische Betriebe 180
Davon: volkseigene Betriebe 150
genossenschaftliche Betriebe 30
Betriebe mit staatlicher Beteiligung 20
Private Betriebe 15

a) Berechnen Sie die Anteile der Eigentumsformen am Brutto-
produkt!

b) Berechnen Sie die Antcile der volkseigenen und der genossen-
schaftlichen Betriebe am Bruttoprodukt!

c) Berechnen Sie die Anteile der volkseigenen und genossenschaft-
lichen Betriebe am Bruttoprodukt der sozialistischen Betriebe!
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Bezichungszahlen

4

Eine HO-Verkaufsstelle ermittelt fiir 3 Abteilungen folgende Daten:
Abteilupg Umsatz in 1000 M Arbeitsstunden
Meterware 200 3 000

Konfektion 350 3400

Trikotagen 100 2 500

a) Berechnen Sie die Stundenleistung einer Verkaufskraft in jeder
Abteilung!
b) Berechnen Sie die durchschnittliche Stundenleistung einer Ver-

kaufskraft! (L)
5
In einer Maschinenfabrik liegen folgende Angaben vor:
Erzeugnis Produktionsmenge Materialverbrauch

’ St. insgesamt t

Frismaschine 800 368,0
Bohrmaschine 850 688,5
Drehmaschine 600 282,0

Berechnen Sie fiir jedes Erzeugnis den spezifischen Materialver-
brauch in t/St!

6

Fiir die Bereiche der Industrie werden folgende Daten ausgewiesen:

Industriebereich Industriclle Arbeitsstunden je
Bruttoproduktion 1000 M industrieller
in Mill. M Bruttoproduktion

Chemische Industrie 2 500 35

Maschinen- und Fahrzeugbau 3 000 38

Leichtindustrie 1 500 50

Lebensmittelindustrie 1 000 20

Berechnen Sie, wieviel Arbeitsstunden in jedem Industriebereich
geleistet wurden!

Indexzahlen
7
In den Baubetrieben eines Kreises liegen folgende Daten vor:
Jahr Freifallmischer Krane Kipper
st. St. st.
0 80 15 30
1 85 15 32
2 85 17 32
3 89 18 35
4

94 20 40



a) Berechnen Sie, wie sich die Anzahl der Freifallmischer, der Krane
und der Kipper — auf den Zeitraum 0 bezogen — entwickelt hat
(Indexzahl mit fester Basis)!

b) Berechnen Sie, wie sich die Anzahl der Freifallmischer, der Krane
und der Kipper von Jahr zu Jahr entwickelt hat (Indexzahl mit
veridnderlicher Basis)!

3
Ein Warenhaus hatte folgende Arbeitskrifte:
Jahr 0 1 2 3 4 5 6

120 125 145 145 150 160 160

a) Berechnen Sie die relative Verinderung der Arbeitskriftezahl vom
Zeitraum 0 zum Zeitraum 6!

b) Berechnen Sie die relative Verinderung der Arbeitskriiftezahl mit
dem Zeitraum 2 als Basisjahr!

c¢) Berechnen Sie, welche rechnerischen Beziehungen zwischen den

unter a) und b) ermittelten Indexreihen bestehen! (L)
9
Ein Betrieb weist folgende Plan- und Ist-Mengen aus:
Erzeugnis Menge Mengeneinheit

Plan Ist

i 2 500 2 580 St.
2 420 510 t
3 800 760 St.
4 1300 1300 St.

a) Berechnen Sie die Indexzahl der Planerfiillung fiir jedes Erzeug-
nis! .
b) Beurteilen Sie die Aussage der berechneten Indexzahlen!

10
Ein volkseigener Betrieb ermittelte fiir die Arbeitsproduktivitit
seiner Produktionsarbeiter die nachstehenden Indexzahlen:

Jahr 0 1 2 3 4 5

Indexzahl (%) 146 150 160 175 190 205

Bei den Indexzahlen wurde ein Basisjahr zugrunde gelegt, das vor

dem Zeitraum O liegt.

a) Deuten Sie die angegebene Indexreihe!

b) Berechnen Sie, wie sich die Produktivitit vom Zeitraum 0 zum
Zeitraum 5 entwickelt hat (Zeitraum 0 als Basiszeitraum ver-
wenden)!

c) Berechnen Sie die relative Entwicklung der Produktivitit von
Jahr zu Jahr!
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11
Eine HO-Verkaufsstelle weist ihre Umsatzentwicklung in Prozent
aus. Die Zahlen sind jeweils auf das Vorjahr bezogen.

Jahr 1 2 3 4 5

Index des Einzelhandelsumsatzes (9,) 105 99 100 103 104

a) Berechnen Sie, wie sich der Einzelhandelsumsatz vom Zeitraum 0
zum Zeitraum 5 insgesamt entwickelte!

b) Berechnen Sie die Umsatzwerte fiir die Jahre O bis 5, wenn
bekannt ist, daB der Umsatz fiir das Jahr 3 insgesamt 55 Mill. M

betriigt! (L)
12
Ein Industriebetrieb hat folgende Selbstkosten:
Erzeugnis Selbstkosten je Erzeugniseinheit Produzierte Mengen
in M
Basiszeitraum  Berichtszeitraum  Basiszeitraum Berichtszeitraum
i 30 28 3000 3200
2 120 115 300 250
3 220 220 400 460

a) Berechnen Sie die relative Verdnderung der Gesamtselbstkosten
(Umsatzindex)!

b) Berechnen Sie fiir jedes Erzeugnis die Entwicklung der Selbst-
kosten je Erzeugniseinheit! ‘

¢) Berechnen Sie fiir jedes Erzeugnis die Verénderung der produ-
zierten Mengen !

d) Berechnen Sie die durchschnittliche Entwicklung der Selbstkosten

je Erzeugniseinheit fiir alle Erzeugnisse zusammen ! (L)
13
Ein Handelsbetrieb ermittelt folgende Zahlen:
Ware Einzelhandelspreise Umgesetzte Mengen
in M
Jahr 0 Jahr 5 Jahr 0 Jahr 5
i Po,i P1,i Qo,i Q4,i
1 4,50 3,90 800 900
2 15,00 17,50 400 300
3 102,00 95,00 150 170
4 56,30 57,00 210 200

a) Berechnen Sie die Preisentwicklung fiir jede Ware!

b) Berechnen Sie die Entwicklung der umgesetzten Mengen fiir jede
Ware!
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¢) Berechnen Sie die Entwicklung des Gesamtumsatzes!

d) Berechnen Sie die durchschnittliche Preisentwicklung fiir alle
vier Waren zusammen !

e) Berechnen Sie die durchschnittliche Mengenentwicklung fiir alle
vier Waren zusammen!

f) Berechnen Sie, wie sich die Preis- und die Mengenentwicklung auf

die absolute Umsatzentwicklung auswirkte! (L)
14
Fiir einen Industriebetrieb liegen folgende Angaben vor:
Erzeugnis Ist-Selbstkosten Plan-Selbstkosten Geplante Menge
je Erzeugniseinheit je Erzeugniseinheit fiir das Planjahr
in M fiir das Vorjahr in M fiir das Planjahr
1 320 310 400 t
2 180 170 250t
3 240 235 600 t
4 80 78 1200 St.

a) Berechnen Sie den Index der geplanten Selbstkostensenkung!

b) Nach AbschluB8 des Planjahres wurden folgende TIst-Selbstkosten
je Erzeugniseinheit und folgende tatsichlichen Produktions-
mengen erreicht:

Erzeugnis Ist-Selbstkosten Ist-Menge
je Erzeugniseinheit
in M fiir das Planjahr’

1 312 410
2 167 312
3 234 650
4 70 2000

Berechnen Sie die tatsichliche Selbstkostensenkung in Prozent!
c¢) Berechnen Sie die Indexzahl der Selbstkostensenkung! (L)

15

Ein Betrieb weist fiir ein gegebenes Planjahr folgende Zahlen aus:

Erzeugnis Mengeneinheit Produktionsmenge Betriebspreis
geplant erreicht in M

i Qo,i Qq,i Pi

1 t 3 000 3200 120

2 t 700 670 235

3 St. 70 80 720

4 St. 100 98 240

N .

a) Berechnen Sie die Indexzahl der Erfiiilung des Produktionsplans
fiir jedes Erzeugnis!

b) Berechnen Sie die Indexzahl der Produktionsplanerfiillung fiir
alle vier Erzeugnisse insgesamt!
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2.9.

c) Berechnen Sie, um wieviel Mark der Produktionsplan iibererfiillt

wurde! (L)
16
In einem Betrieb wurden folgende Monatslohne gezahlt:
Monatsléhne je Arbeiter Anzahl der Arbeiter
in M
Basiszeitraum Berichtszeitraum Basiszeitraum Berichtszeilraum
300 340 20" 10
340 350 30 40
370 400 110 150
420. 450 230 230
500 500 80 100
700 720 5 5

a) Berechnen Sie die prozentuale Verinderung der Gesamtzahl der
Arbeiter!

b) Berechnen Sie, um wieviel Prozent sich der Durchschnittslohn
eines Arbeiters in diesem Betrieb verinderte! (L)

17
Uber die Dauer der Betriebszugehorigkeit der Produktionsarbeiter
liegen folgende Zahlen vor:

Dauer der Anzahl der Produktionsarbeiter
Betriebszugehorigkeit Basis- Berichts-
in Jahren zeitraum zeitraum
0— 1 80 120
1— 2 120 70
2— 3 150 150
3— 5 610 620
5—10 750 740
10—20 .90 75

a) Berechnen Sie die durchschnittliche Betriebszugehorigkeitsdauer
eines Produktionsarbeiters im Basis- und im Berichtszeitraum!
(Hinweis: Beim Errechnen des Durchschnitts der Betriebs-
zugehorigkeit wird die Gruppenmitte zugrunde gelegt.)

b) Berechnen Sie den Index der durchschnittlichen Betriebs-
zugehorigkeitsdauer eines Produktionsarbeiters! (L a, b)

Der Trend

Im Abschnitt 2.4. haben wir an vielen Stellen statistische Reihen
betrachtet. Im folgenden werden wir uns mit statistischen Zeitreihen
— oder dynamischen Reihen — befassen. Statistische Zeitreihen zei-
gen, wie sich eine Erscheinung im Laufe der Zeit entwickelt.
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Definition 1 Eine statistische Zeitreihe ist eine Aufeinanderfolge statistischer

Zahlen, die an bestimmte aufeinanderfolgende Zeitriume oder Zeit-
punkte gebunden sind.

=

Die folgende Zeitreihe zeigt, wie sich die jiahrliche Transportmenge
(in 1 000 t) in einem volkseigenen Speditionsbetrieb entwickelte:

Jahr 1 2 3 4 5 6 7

501 522 549 580 597 621 625

Die Transportmenge stellen wir graphisch dar. Auf der Abszissen-
achse eines rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystems tragen
wir die Zeit ab, auf der Ordinatenachse die Transportmengen.

¥

A
I 621 625

T

620
500 -
580 -
560 -
5L0 -

520

S0

Selten entwickelt sich eine 6konomische Erscheinung im Laufe der
Zeit ohne Schwankungen. Die Schwankungen in einer Zeitreihe
konnen verschiedene Ursachen haben. So werden z. B. die landwirt-
schaftliche Produktion,die Produktion der Bauindustrie, der Einzel-
handelsumsatz durch die Jahreszeit beeinflufit, d. h., es kénnen
jahreszeitlich bedingte Schwankungen auftreten. Trotz mehr oder
weniger starker Schwankungen ist aber in den Zeitreihen oft eine
Grundtendenz, eine Grundrichtung in der Entwicklung erkennbar.
So sind z. B. in den jéhrlichen Transportmengen gewisse Schwankun-
gen feststellbar. Dennoch lift die Abbildung erkennen, daf sich die
Transportmenge stindig erhtht hat, daB also eine Grundtendenz
des Steigens vorliegt.
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Definition 2

Die in etner statistischen Reihe enthaltene Grundtendenz, Grundrichtung
der Entwicklung, wird als Trend? bezeichnet.

So kann der Trend ermittelt werden fiir das gesellschaftliche Gesamt-
produkt, das Nationaleinkommen, das Investitionsvolumen, die
Arbeitsproduktivitit, den Durchschnittslohn, die Spareinlagen je
Kopf der Bevolkerung, die Selbstkosten, das Umsatzvolumen usw.
Unsere Aufgabe besteht nun darin, den Trend statistisch zu bestim-
men. Hierzu sind mehrere statistische Methoden entwickelt worden,
von denen wir im folgenden nur die Bestimmung von Trendfunktio-
nen beschreiben.

Eine Trendfunktion ist eine Funktion, die den Trend einer statisti-
schen Zeitreihe richtig widerspiegelt. Das wird meist dann erreicht,
wenn sich die Trendfunktion den gegebenen empirischen Daten
mbglichst gut anpaBt. Die Gleichung der Trendfunktion ist der
analytische Ausdruck fiir den Trend.

Festlegung des Typs der Trendfunktion

Soll die Trendfunktion den in einer statistischen Reihe enthaltenen
Trend richtig widerspiegeln, so ist zundchst zu kliren, welcher
Funktionstyp fiir die Trendfunktion zu verwenden ist.

In Abbildung 2.6 liegen die empirischen Werte der Transportmenge
annihernd auf einer Geraden. Daher wihlen wir zur Darstellung des
Trends fiir die Transportmenge eine lineare Funktion.

Lineare Funktionen haben Funktionsgleichungen der Form
y = by byx. In einer Trendfunktion ist die abhéngige Verinderliche
y die jeweilige betrachtete Erscheinung, in unserem Falle die Trans-
portmenge; die unabhiéingige Verinderliche x ist die Zeit. Bei Trend-
funktionen ist folglich y stets eine Funktion der Zeit.

Nicht immer 148t sich der Trend in einer statistischen Zeitreihe durch
eine lineare Funktion ausdriicken. In manchen Fillen muB} auf ganze
rationale Funktionen hoheren Grades, auf gebrochene rationale
Funktionen, auf Exponentialfunktionen und andere Funktionstypen
zuriickgegriffen werden. Man sollte aber bemiiht sein, méglichst
einfache Funktionen zur Trendbestimmung zu verwenden, damit sie
sich leicht bestimmen und handhaben lassen.

Die lineare Trendfunktion

\
Bei der Bestimmung der Trendfunktion geht es darum, deren
Parameter numerisch zu bestimmen. Die lineare Trendfunktion
y = bp + byx hat die Parameter by und by, die so zu bestimmen sind,
daB sich die Trendfunktion méglichst gut den gegebenen empirischen
Daten anpaft.

2 Trend stammt aus dem Englischen und bedeutet Richtung, Verlauf.
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Das wird zum Beispiel durch die Methode der Summenpostulierung
erreicht, die wir hier behandeln.

Gegeben ist eine statistische Zeitreihe mit den Werten sy, sg, ***, sp,
die fiir die Zeitriume oder Zeitpunkte x4, X3, ***, X, ermittelt worden
sind.

Verwenden wir als Trendfunktion die lineare Funktion y=Dby+b;x,
so sind die entsprechenden Werte der Trendfunktion (kurz als Trend-
werte bezeichnet) folgendermaBen darstellbar:

y1 = bo + byxq
y2 = bo + byxs

Yo = bg + byx,

Diese Trendwerte lassen sich den empirisch ermittelten Werten der
Zeitreihe gegeniiberstellen. Wir erhalten folgende Werte:

Empirische Werte Trendwerte

81 y1=bo + byx
Sg ¥2 = bo + byxy
Sn ¥a = bo + bix,

Um eine méglichst gute Anpassung der Trendfunktion an die empiri-
schen Werte zu erreichen, fordern (postulieren) wir, daB die Summe
der empirischen Werte gleich der Summe der Trendwerteist. Da wir
die Gleichheit der Summen fordern, wird diese Methode als Methode
der Summenpostulierung bezeichnet. Es gilt also

n

n
Tsi=3Xy oder
i=1

i=1

n
X si=nby + by ¥ x; ¢y)
i=1 i=1

In Gleichung (I) sind die Parameter by und b; unbekannt. Um die
Parameter by und b; eindeutig bestimmen zu kénnen, benstigen wir
eine zweite Gleichung. Wir erhalten sie, indem wir sémtliche Zeilen
der ersten Gegeniiberstellung mit x; multiplizieren. Dadurch erhalten
wir

sixi yixi

84Xy y1x1 = boxy + byx,?
S9X9 yaXg = boxg + byx,2
SpXp YoXn = box, + byx,?




Auch hierfiir fordern wir wieder die Gleichheit folgender Summen:
n o

Y siXj = E YiXi oder
i=1 i=1

n n n
T six; = by T x; + by T x;2 (I1)
i=1 i=1 i=1

Damit haben wir eine zweite Gleichung erhalten, in der ebenfalls die
Parameter by und b; unbekannt sind.

Mit den beiden Gleichungen (I) und (IT) liegt ein lineares Gleichungs-
system vor, durch das die beiden Parameter by und b; der Trend-
funktion eindeutig bestimmt werden konnen. Die Auflésung des
Gleichungssystems nach by und by ergibt:

Z Z — 2 X X SiXj )
bo="211 *=: =1 (I11)
n 3 xit—(Fx)
n 2 8iXi '2 Xj _2 Si
bi—“ 1=t] 1=1n 1=12 (IV)
nx an—(Z} xl)
i=1 i=1

Vereinfachte Berechnung der linearen Trendfunktion

1. Vereinfachungsmdglichkeit

Zur Berechnung der Trendfunktion und ihrer Parameter verwenden
wir fiir die Zeitwerte x; nicht die Jahreszahlen (allgemein die Zeit-
angaben selbst), sondern fiihren einfache Zahlen ein wie 1, 2, 3, ---.
Sie sind in der graphischen Darstellung bereits mit eingezeichnet.
Diese Zahlen erleichtern die Bestimmung der Parameter by und b,
in den vorstehend entwickelten Formeln (IIT) und (IV).

2. Vereinfachungsmoglichkeit

Die Berechnung der Trendfunktion und ihrer Parameter liBt sich
weiter vereinfachen, wenn wir die Zeitwerte x; so wihlen, daf} die
Summe der Zeitwerte Null crgibt, also



Das wird folgendermaBen erreicht:

a) Die Zeitreihe besteht aus einer ungeraden Zahl von Einzelwerten.
In diesem Falle ist die Zahl der Einzelwerte n eine ungerade Zahl.
Als Zeitwerte x; setzen wir folgende Werte an:

n—1 n—

1
— i =it —

n—1
1, 2’ 3’ 2 2
Das bedeutet: Dem an zentraler Stelle der statistischen Reihe
stehenden Einzelwert ordnen wir als Zeitwert die Zahl Null zu und
schreiten dann nach der einen Seite mit — 1, — 2, — 3, --- und
nach der anderen Seite der Zeitreihe mit 41, 42, 43, - -+ fort.
Die Summe dieser Werte ist Null.

n—

o) 1—l—2,'~-,—3,—2, —1,0,

b) Die Zeitreihe besteht aus einer geraden Zahl von Einzelwerten.
In diesem Falle ist die Zahl der Einzelwerte n eine gerade Zahl.
Als Zeitwert x; setzen wir folgende Werte an:

—mn —1), —(0 —3), — (n—5), ---, —b, — 3, —1, +1, +3,
+++, (n —5), (@ —3), (n —1).

Das bedeutet: Von den beiden an zentraler Stelle der statistischen
Zeitreihe stehenden Einzelwerten, die als Zeitwert x; die Zahlen
—1 und +1 zugeordnet erhalten, zéhlen wir nach der einen Seite
mit —3,—D5, + - - und nach der anderen Seite mit 3, 5, - - - fort. Die
Summe dieser Werte ist ebenfalls — wie beabsichtigt — Null.

Wenn erreicht werden kann, daf} X x= 0 ist, dann lassen
sich die Formeln (IIT) und (IV) wesentlich vereinfachen. Setzen

wir ;} x; = 0 in die Formeln (III) und (IV) ein, so erhalten wir:
i=1

NYE
2

,,..
o
l

)

=]

BYE
T
24

2
RS
I

(VI)

[Q
Ko
N

-
-

Damit sind die Parameter by und by der Trendfunktion und folg-
lich auch die Trendfunktion selbst bestimmt.

Wir berechnen die lineare Trendfunktion fiir die Transportmengen
im Beispiel 1 und wenden zuniichst die erste Vereinfachungsmaoglich-
keit an;
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Jahr Zeitwert Transportmenge
in Miil. t

Xj EH §iXj Xiz
1 1 501 501 1
2 2 522 1 044 4
3 3 549 1 647 9
4 4 530 2 320 16
5 5 597 2 985 25
6 6 621 3726 36
7 7 625 4 375 49
n=7 28 3995 16 598 140
7 7 7 7
= XX =X =Tsix; = XTx;?
i=1 i=1 i=1 i=1

Auf Grund der Formeln (III) bzw. (IV) erhalten wir:

p 3995140 — 28 - 16598 _ 94556
0= 7 - 140 — 282 ~ 7196

= 482,4

7-16598 —28-3995 4326

by = 7- 140 — 282 ~ 196

= 22,1,
Als Trendfunktion erhalten wir folglich: y = 482,4 + 22,1 x:

Mit Hilfe dieser Trendfunktion sind durch Einsetzen der Zeitwerte
die Trendwerte berechenbar. Wir erhalten zum Beispiel:

Trendwert fiir das Jahr 1
yi = 482,54 + 22,1x, = 482,4 4+ 22,1 - 1 = 504,5,
Trendwert fir das Jahr 2
yo = 482,4 - 22,1x9 = 482,4 + 22,1 - 2 = 526,6,
Trendwert fiir das Jahr 7

y7 = 4824 + 22,1x; = 482,4 + 22,1 - 7 = 637,1;

Diese Trendwerte liegen auf einer Geraden, die sich gut den empiri-
schen Angaben iiber die Transportmengen anpalft.

Wir zeigen nun die Berechnung der Trendfunktion fiir die gleichen
Angaben iiber die Transportmengen aus Beispiel 1 mit Hilfe der
zweiten Vereinfachungsméglichkeit.
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Jahr Zeitwert Transportmenge

in Mill. t
xj LS si%j x;®
1 —3 501 ' — 1503 9
2 —2 522 — 1044 4
3 —1 549 — 549 1
4 0 580 0 0
5 + 1 597 + 597 1
6 +2 621 + 1242 4
7 + 3 625 + 1875 9
n=7 0 3995 618 28
7 7 7 7
=2xi =zsi =Zsixi =2Xi2
i=1 i=1 i=1 i=1

Auf Grund der Formeln (V) bzw. (VI) erhalten wir

by = ﬁ = 570,7

618
by = -z = 22,1:

Als Trendfunktion erhalten wir jetzt y = 570,7 4 22,1x.

Mit Hilfe dieser Funktion erhalten wir durch Einsetzen der Zeitwerte
folgende Werte:

Trendwert fiir das Jahr 1

y1 = 570,7 4+ 22,1x; = 570,7 4+ 22,1 - (— 3) = 504,4
Trendwert fiir das Jahr 2

y2 = 570,7 4 22,1xy = 570,7 4- 22,1 - (— 2) = 526,5.
Trendwert fiir das Jahr 7

y7 = 570,1 4 22,1x; = 570,7 4 22,1 - 3 = 637,0.

Es ergeben sich also die gleichen Trendwerte wie bei der ersten Ver-
cinfachungsméglichkeit. Die Diflerenzen sind auf Rundungen zuriick-
zufiihren.

Zur Kontrolle kénnen wir iiberpriifen, ob die anfangs geforderte
Summengleichheit '

Xsi=Xyi
i i
errcicht worden ist:

$5=2399% und Yy;=399,9
i i

Die Differenz zwischen den Summen ist durch Rundungen bedingt.
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Die ermittelte Trendfunktion driickt die Grundrichtung, die Grund-
tendenz in der Entwicklung der Transportmenge ohne jede Schwan-
kung aus. Die Trendfunktionswerte geben demnach jene Entwick-
lung an, die aufgetreten wire, wenn keinerlei Schwankungen vor-
handen gewesen wiren. Daher gestatten die Trendwerte, die theo-
retische Werte sind, auch die Schwankungen und das Ausmal der
Schwankungen in statistischen Zeitreihen zu untersuchen. Fiihren
wir die Zeitreihe iiber den letzten vorhandenen Zeitraum hinaus (in
unserem Beispiel iiber das Jahr 7), so kénnen wir durch Einsetzen -
der diesen Zeitrdumen entsprechenden Zeitwerte in die Trend-
funktion auch Trendwerte fiir die folgenden Zeitriume ermitteln.
Diese Trendwerte der Folgezeitriume lassen sich auch fiir die
Wirtschaftsplanung verwenden.

Die quadratische Trendfunktion

Die graphische Darstellung einer 6konomischen Erscheinung laBt im
allgemeinen erkennen, ob sie sich linear oder nichtlinear entwickelt.
Bei nichtlinearer Entwicklung kann das Wachstum bestimmter 6ko-
nomischer Erscheinungen durch eine quadratische Trendfunktion
zum Ausdruck gebracht werden. So kann z. B. die Entwicklung der
Industrieproduktion der DDR oder der Arbeitsproduktivitit ver-
schiedener Industriebetriebe oder die Entwicklung des Geld- und
Kreditvolumens mit Hilfe einer quadratischen Funktion als Funk-
tion der Zeit nachgebildet werden.

Die quadratische Trendfunktion hat folgendes Aussehen:
Y= ap —l— ax + a2x2 (VII)

Fiir diese Funktion sind nun, analog wie beim linearen Trend, die
unbekannten Parameter ag, a; und as so zu bestimmen, daB sich die
quadratische Funktion méglichst gut den empirischen Daten anpafit.
Das wird wieder mit der Methode der Summenpostulierung erreicht,
indem wir zunichst die empirischen Werte s; den theoretischen
Trendwerten y; gegeniiberstellen und fiir die Summe der empirischen
Werte und der Trendwerte die Gleichheit fordern.

Dadurch erhalten wir das nachstehende Gleichungssystem:

Tsi=nap+ a Tx; + ap B x;? (VIILI)
i=1 i=1 i=1

n n n n

Tsix; = ap L xX; + a3 X x;2+ ag T x;® (IX)
i=t i=t i=1 i=1

n n n n

Tsixi2 = a9 Tx;2 + ay x84 ag T xh (X)
i=1 i=1 i=1 i=1
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Da alle Summen fiiri = 1, 2, ..., n gebildet werden, vernachlissigen
wir aus Vereinfachungsgriinden im folgenden die Angabe der Summa-
tionsgrenzen.

Im Gleichungssystem (VIII bis X) sind nur die Parameter ag, a4
und as unbekannt.

Als Losung erhalten wir fiir ag:

T Bx2 x4+ Wsix; Bxd Tx? + Tx; Wxgd Wsix;?2 —
—_ ZSix{l 2}:12 inz — ESiXi Exi Exi" — 2X13 Exi3 ESi

= X
0 nEx?X¥xt 4+ Tx xR 4 Tx Bxt X xd — (XT)
—Exi22xi22xi2—Exinini"—nxxﬁExﬁ
Fiir ay ergibt sich:
nEsix; Xt + Ve Wx3Tx? + Tx; Weix2 Xx;2 —
A — — Zx;2 Wsix; Bx;2 — Vx; Bs; Bx;4 — n Ws;x;” Bx;0 (XID)
1= n2x2Yxt + Tx TxidP Bxi? + Xx; 2x;2 Bxd —
,—Exigzxﬁxxiz—ExiZXini4—n2x;3in3
Fiir aj ergibt sich:
ani2Esixi2 + Exizsixizxiz + ZXiEXiBZSi —_—
— 2x2Xx2 %5 — Xx; Tx; Bsixi2 — xS XWX o n
ap (XIII)

TR Ext F I Il B I I T —
— X2 Xx2 % — T Tx; 2xif —n Tx3 Xxgd

Beachten wir nun die 2. Vereinfachungsmoglichkeit, nach der wir
die Zeitwerte so transformieren, dal die Summe der Zeitwerte Null
ergibt, also Xx; = Xx;® = 0, dann erhalten wir fiir ag, a; und ap
nach entsprechender Kiirzung folgende Formel:

_ ZSi EXi4 —_ ZSiXiz zxiz

d0= n inl’ —_— Exiz Exiz (XIV)
X six;

a = 2—):‘2' (XV)

x:2 — .2 . )

ay n Xs;X; T x;2 Ts; (XVI)

T onXxt— Tx?Xx;?

Mit ag, a; und ay ist die quadratische Trendfunktion eindeutig be-
stimmt, und wir kénnen diese Funktion nun, #hnlich wie die lineare
Trendfunktion, zur Darstellung des quadratischen Trends, zur
Untersuchung von Schwankungen der Zeitreihe sowie fiir die Wirt-
schaftplanung verwenden.

In einem volkseigenen Industriebetrieb liegen Zahlen iiber die
Warenproduktion der letzten 5 Jahre vor. An Hand dieser Angaben
wollen wir den quadratischen Trend bestimmen, weil sich die
empirischen Werte an eine quadratische Funktion annihern lassen.
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Jahr Zeitwert Produktion in Mill. M

X 5 xi six;® xjt Si%;
1 —2 15 4 [§]0] 16 — 30
2 —1 20 1 20 1 — 20
3 0 21 0 0 0 0
4 1 3 1 30 1 30
5 2 40 4 160 16 80
0 126 10 270 34 60

Fiir die Parameter ag, a; und a, erhalten wir auf Grund der For-
meln (XIV) bis (XVI) folgende Ergebnisse:

126 - 34 — 270 - 10

= = 2
L v A
60
312—1'6—6
5 - 270 — 126 - 10
= e 2
O Ty 1

Damit hat die Trendfunktion folgendes Aussehen:
y = 22,63 4 6x + 1,285x2

Mittels dieser Trendfunktion kénnen wir die Trendwerte bestimmen.
Sie sind (Ergebnis in Mill. M):

yoo=22,63 + 6 (— 2) + 1,285 (— 2)2 = 15,77
y-1=2263 + 6 (— 1) + 1,285 (— 1)? = 17,92

Vo =2263+6-0 +1,285-0 = 2263
yi =2263+4+6-1 +1285-1 =2992
ys =22634+6-2 ++1,285-22 =39,77

Wir tiberpriifen, ob wir die Trendwerte richtig berechnet haben und
ob die anfangs geforderte Summengleichheit erreicht worden ist:

3s; = 126; Zy; = 126,01 (0,01 Rundungsdifferenz)

Diese Werte kénnen zur Untersuchung von Schwankungen in der
Zeitreihe verwendet werden. Wird unterstellt, daB sich die Entwick-
lungsbedingungen der Warenproduktion in den nichsten Jahren
nicht veréindern, so ldBt sich z. B. ein Wert fiir das Jahr 7 wie folgt
berechnen (Ergebnis in Mill. M):

ys= 22,63 4 6-4 + 1,285 - 42 = 67,2,
Dieser Wert kann fiir die Entscheidungsfindung tiber die Entwick-

lung der Warenproduktion mit verwendet werden.

85



Aufgaben
zu 2.5.

1

Das Nationaleinkommen hat sich in den letzten 11 Jahren folgender-
maBen entwickelt (in Md. M):

Jahr Jahr Jahr

1 50,0 5 67,5 9 76,7
2 52,3 6 70,5 10 80,4
3 56,0 7 72,9 11 83,1
4 62,0 8 74,4

a) Stellen Sie die statistische Zeitreihe graphisch dar!

b) Berechnen.Sie die lineare Trendfunktion entsprechend der ersten
Vereinfachungsméglichkeit!

c¢) Berechnen Sie die Trendwerte nach der ersten Vereinfachungs-
méoglichkeit!

d) Berechnen Sie die lineare Trendfunktion und die Trendwerte nach
der zweiten V cremfachungsmoghchkelt'

e) Tragen Sie die Trendwerte in die graphische Darstellunfr ein!

(L'b, c)

2

Das durchschnittliche monatliche Arbeitseinkommen der Arbeiter

und Angestellten betrug (in M):

Jahr 1 2 3 4 5 6 7 8

494 531 555 578 583 593 610 633

a) Stellen Sie die Zeitreihe graphisch dar!

b) Berechnen Sie die lineare Trendfunktion mit Hilfe der zweiten
Vereinfachungsmoglichkeit!

¢) Berechnen Sie die Trendwerte!

d) Stellen Sie die Trendwerte graphisch dar! (Lb,c)

3

Die Spareinlagen je Kopf der Bevélkerung betrugen (in M):

Jahr 1 2 3 4 5 6
992 1151 1226 1342 1563 1776

a) Stellen Sie die Zeitreihe graphisch dar!
b) Berechnen Sie die lineare Trendfunktion!
c¢) Berechnen Sie die Trendwerte, und tragen Sie diese Werte in die

graphische Darstellung der Zeitreihe ein! (Lb,c)
4
Der Bestand an Kiihen (in 1 000 St.) betrug:
Jahr Jahr Jahr
1616,4 6 2 115,0 11 2170,2
1 1806,3 7 2112,8 12 2092,3
2 1993,3 8 2133,7 13 2 102,2
3 2 018,7 9 2 157,5 14 2 132,0
4 2 055,9 10 21751 15 2 168,6
5 2100,1



a) Stellen Sie die Zeitreihe graphisch dar!

b) Berechnen Sie die lineare Trendfunktion!

¢) Berechnen Sie die Trendwerte, und tragen Sie diese Werte in die
graphische Darstellung ein! (L b, c)

5

Fiir die industriclle Bruttoproduktion ergibt sich folgender Produk-
tionsindex:

Jahr 0 1 2 3 4 5

% 100,0 106,5 113,0 117,8 125,7 133,6

a) Stellen Sie die Zeitreihe graphisch dar!

b) Berechnen Sie die lineare Trendfunktion!

c) Berechnen Sie die Trendwerte, und tragen Sie diese Werte in die
graphische Darstellung ein! (Lb, )

6

Ein volkseigener Betricb weist iiber seine Arbeitsproduktivitit
folgende Zahlen aus:

Jahr Arbeitsproduktivitit Jahr Arbeitsproduktivitit
in St./Std. in St./Std.

1 50 5 72

2 52 6 82

3 58 7 95

4 65

a) Stellen Sie die Zeitreihe graphisch dar!

b) Berechnen Sie die quadratische Trendfunktion!

c) Berechnen Sie die Trendwerte, und tragen Sie die Trendwerte in
die graphische Darstellung ein! (Lb,c)

7

Ein Verkehrsbetrieb hat folgende Daten iiber seine Verkehrsleistun-
gen erfafit:

Jahr Verkehrsleistungen Jahr Verkehrsleistungen
in Mill. M in Mill. M

1 10 5 28

2 12 6 38

3 15 7 50

4 20 8 70

a) Stellen Sie die Zeitreihe graphisch dar!-

b) Berechnen Sie den quadratischen Trend!

c) Berechnen Sie die Trendwerte, und tragen Sie die Trendwerte in
die graphische Darstellung ein!

d) Berechnen Sie den Trendwert fiir die Jahre 9 und 10, und schitzen
Sie die Ergebnisse ein! (Lb,c, d)
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3.

Matrizenrechnung

In der Planung treten héufig lineare Bezichungen zwischen abhén-
gigen GroBen auf. Ein gutes Hilfsmittel fiir die Darstellung solcher
Beziehungen ist diec Matrizenrechnung. Sie erlaubt Vereinfachungen
und Schematisierungen im Rechenablauf, so daB fiir dic Berechnung
vorteilhaft Rechenautomaten eingesetzt werden koénnen. Dadurch
kann die Planungsarbeit rationalisiert werden. Auflerdem ermég-
licht dic Matrizenrechnung, komplizierte Zusammenhénge iiber-
sichtlich darzustellen.

Den Vektor fithren wir als eine spezielle Matrix ein, so daB in diesem
Abschnitt die Vektorrechnung als Spezialfall der Matrizenrechnung
behandelt wird.

Im Physikunterricht haben Sie bereits den Vektor als eine gerichtete
GroBe kennengelernt (z. B. Kraft, Geschwindigkeit usw.), die durch
einen Pfeil dargestellt wird. Statt durch einen Pleil kann ein Vektor
aber auch durch eine Menge von Zahlen dargestellt werden. Fiir die
Anwendung der Vektoren in der Okonomie ist die Pfeildarstellung
nicht ausreichend. Deshalb verwenden wir an dieser Stelle nur die
Darstellung durch eine Menge von Zahlen.

Begriff und Definitionen

Fiir die Fertigung von drei Erzeugnissen benétigen wir vier Maschi-
nen. Die Bearbeitungszeiten je Erzeugniscinheit und die Maschinen-
zeitfonds sind der folgenden Tabelle zu entnehmen.

Tabelle 3.1

Maschine Maschinenzeit (in Zeit- Maschinenzcitfonds
einheiten) je Einheit in Zeiteinhciten
des Erzeugnisses
1 2 3

1 2 4 3 500

2 3 6 9 600

3 5 2 4 1000

4 7 1 7 750
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Die Bearbeitungszeiten je Erzeugniseinheit konnen wir im recht-
eckigen Zahlenschema

2 4 3
369
5 2 4
717

erfassen. Ein solches rechteckiges Zahlenschema ncnnen wir eine
Matrix.

Definition 1

aly A in
az ax agn
Am1 Am?2 @mn

als eine Matriz mit m Zeilen und n Spalten oder als eine m - n-Matriz.
Die reellen Zahlen dieses Schemas nennen wir die Elemente der Matrix.

Jedem Element sind zwei Indizes zugeordnet: Der erste Index nennt
die Zeile, der zweite Index die Spalte, in der das Element steht. Das
allgemeine Element a;; steht in der Zeile i und in der Spalte j.

ist eine 4 - 3-Matrix,; denn sie besitzt 4 Zeilen und 3 Spalten.
Das Element as3 ist 9, das Element agy ist 7.

Matrizen werden in der Literatur zum Teil mit groBen Frakturbuch-
staben bezeichnet. In diesem Lehrbuch werden sie durch grofle fette
lateinische Buchstaben dargestellt, zum Beispiel A, B, Wollen wir
zum Ausdruck bringen, daf die Matrix A

m Zeilen und n Spalten besitzt, so schreiben wir

A

(m, n) |
Oft verwenden wir auch die Bezeichnung
[aij].‘

In dieser Bezeichnung kommt zum Ausdruck, da die aj die Ele-
mente der Matrix sind.
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Definition 2

Definition 3

Definition 4

Spezielle Matrizen

Wir lernen jetzt einige spezielle Matrizen kennen.

Eine Matriz, die nur eine Spalte besttzt, d. h. eine m - I-Matriz, be-
zeichnen wir als Spaltenvektor.

by

by
b=|"

b
ist ein Spaltenvektor mit m Komponenten:
Vektoren werden mitunter mit kleinen Frakturbuchstaben bezeich-
net. In diesem Lehrbuch verwenden wir fiir den Spaltenvektor einen
fetten kleinen lateinischen Buchstaben. Oft verwenden wir fiir den
Spaltenvektor auch die Bezeichnung [b;]. In dieser Bezeichnung
kommt zum Ausdruck, da die b; die Komponenten des Vektors sind.

Im Beispiel 1 kénnen wir die Maschinenzeitfonds als Spaltenvektor

500
600
1000
750

darstellen:

Eine Matriz, die nur eine Zeile besitzt, d. h. eine 1 - n-Matriz, bezeichnen
wir als Zeilenvektor.

kT = [ky kg --+ ky] (sprich: k transponiert)

ist ein Zeilenvektor mit n Komponenten.

Als Kurzzeichen fiir einen Zeilenvektor verwenden wir in diesem
Lehrbuch einen fetten kleinen lateinischen Buchstaben mit hochge-
stelltem T. Oft verwenden wir fiir den Zeilenvektor auch die Bezeich-
nung [k;]7. In dieser Bezeichnung kommt zumAusdruck, daB die k;
die Komponenten des Vektors sind:

Das hochgestellte T ist eine Abkiirzung fiir die Matrizenoperation
Transponieren, auf die wir im Abschnitt 3.3. eingehen.

Im Beispiel 4 kénnen wir die auf der Maschine 1 benstigte Maschinen-
zeit je Erzeugniseinheit als Zeilenvektor [2 4 3] darstellen.

Eine 1+ 1-Matriz bezeichnen wir als Skalar.
Der Skalar kann auch als Vektor mit einer Komponente aufgefalt
werden.
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Definition 5

Definition 6

Definition 7

Der Skalar ist eine reelle Zahl, die wir durch einen kleinen griechi-
schen oder lateinischen Buchstaben darstellen.

Eine Nullmatriz hat als Elemente nur Nullen.

Wir bezeichnen die Nullmatrix mit 0.

o 0 --- 0]
0=|20 70
0 0 -0

Eine Matriz, in der die Zeilenzahl mit der Spaltenzahl iibereinstimmdt,
heift quadratische Matriz.

Eine quadratische Matrix kann durch A oder A mit m = n dar-
gestellt werden. (m, m)  (m,n)
Eine quadratische Matrix A heit Matrix n-ter Ordnung;
(n, n)
ajig a2ttt A4y
A _|an axp -+ an

__ani an2 ann_

Die Elemente einer quadratischen Matrix; bei denen jeweils der Zei-
lenindex mit dem Spaltenindex iibereinstimmt, heiBen Diagonal-
elemente der quadratischen Matrix. Das sind die Elemente a;; oder
y5 mit i = j, also ayy, as, ***, apn.

Dic Matrix

3 4—5
3A3= 4—1 1
& 9 5 _9

ist eine quadratische Matrix dritter Ordnung. Ihre Diagonalelemente
sind

ag =3;ap=—1;a33=—2

Eine quadratische Matriz, deren Nicht-Diagonalelemente alle Null
sind, heif3t Diagonalmatriz.

Eine Diagonalmatrix kennzeichnen wir durch einen groBen Buch-
staben mit dem Index d.
Ag4 sagt also aus, daBl die Matrix A eine Diagonalmatrix ist.
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Definition 8

Definition 9

Definition 10

ay 0 - 0
Ay = [0 agg - 0
0 0 - a
Fiir cinc Diagonalmatrix Aq gilt also

ay =0 firizj.

300
Die Matrix Ag=|0 0 0:| ist eine Diagonalmatrix.
0 0 4

Eine quadratische Matriz, deren Diagonalelemente alle 1 sind, wihrend
alle anderen Elemente 0 sind, heif3t Einheitsmatriz.

Wir bezeichnen die Einheitsmatrix mit E.

1 0 --- 0]
=0 10
0 0 --- 1

Eine Einheitsmatrix ist also eine spezielle Diagonalmatrix mit
aiizi (i=’l,...,n).

Die Einheitsmatrix dritter Ordnung hat folgende Gestalt:

1 00
010
0 0 1

E =

Der Nullvektor ist ein Vekior, dessen Komponenten alle Null sind,
Wir schreiben dafiir
ol
0
o=|"1| oderoT=[00---0];

0

Der summierende Vektor ist ein Veltor, dessen Komponenten alle Eins
sind.

Wir schreiben dafiir
1
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Definition 11 Ein Einheitsvektor ist ein Vektor, dessen eine Komponente Eins ist,

wihrend alle anderen Komponenten Null sind.

Ist nur eine Komponente vorhanden, so muB sie Eins sein:
Wir stellen Einheitsvektoren durch ein e mit einem Index i dar, also
e;.-Der Index i gibt an, an welcher Stelle die Eins steht.

So schreiben wir die Einheitsvektoren mit drei Komponenten

1 0 0
alseg =|0|; es=1[1]; e3=10
0 0 1

bzw. e =[100]; ef=[010]; ef =[0041].

Darstellung von Matrizen mit Hilfe von Veltoren

Zum Schlufl wollen wir noch zeigen, wie man Matrizen mit Hilfe von
Vektoren darstellen kann. Dazu betrachten wir die Matrix

agy 342 °°° Apn
A=| 21 axn °°° ay

Ami 8m2 °°° amn |

Jede Zeile dieser Matrix konnen wir als Zeilenvektor schreiben; die
erste Zeile als a;T, die zweite Zeile als apT usw.

31T
a2T
A —
T
Am
mit aiT — [a“ agg ain]; azT — [a21 agy *ee aZn]; XN

a,T = [ami amg " ° " amn]-

Jede Spalte der Matrix A konnen wir als Spaltenvektor schreiben;
die erste Spalte als c,, die zweite Spalte als ¢y usw,

A=1Jcicr ¢,

agy Qg9 Qn |,

a9 a9 a2
mite,=| " |; ea=|" |[;: ep=

Am1 am? Amn
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3.2.
3.2.1.

Definition 1

Die Nullmatrix 148t sich mit Hilfe von Nullvektoren darstellen.

Die Einheitsmatrix 1iBt sich mit Hilfe der Einheitsvektoren dar-
stellen, !

Relationen

Gleichheit von Matrizen

Zwei Matrizen A und B heiflen genau dann gleich, wenn beide Mairizen
die gleiche Zeilen- und Spaltenzahl besitzen und wenn auflerdem simt-
liche einander entsprechenden Elemente gleich sind. (Einander ent-
sprechende Elemente stimmen in thren Zeilenindizes und in thren Spal-
tenindizes iiberein.)

Wir schreiben dann A = B.

A=Bmit A und B ist gleichbedeutend mit

(my ,n,) (g, ny)
a) my =myund n; =ny .
(Wir schreiben my = my = m und n; = ny == n)
und
b) ay =by; ap=>by; -5 ap =by,

ay = byy; agy =Dbg; -+r; ay =Dhy,



allgemein a;; = by; firi=141, -, mundj=1,---, n,
j j

wenn
a1 aq2 an
A —| 32 axn Ag2n
am1 aAm2 Qmn
und
by by by
B—|bu Dbxn 2n
mei bm2 bmn
E‘ Gegeben sind die Matrizen
3 4 —1 2
< 1
X111 X122 X13  Xy4 Lt
X = [Xzi X2  Xo3 le.] und A = 6 1 2 5
X3 X3z X33 X34 i 0 0 3
_3
Aus X = A folgt
= 3; Xpp=4; 3= —1; x4=2
1
Xy = 6; xp=1; X =5 Xg5 =5H
1
Xy =53 x=0; x33=10; X3 = 33

Die angegebene Definition der Gleichheit von Matrizen gilt auch
fiir Vektoren, die ja spezielle Matrizen sind. Zwei Vektoren konnen
nur dann gleich sein, wenn sie beide Zeilen- oder beide Spalten-
vektoren sind.

Ist a = [aj a3+--a,]T und b = [by by - -+ b,]7, so bedeutet a =b, dal
a; = by, ag = by, -, a, = b, ist.

Die Vektoren a;T = [2 — 3 4] und a,T = [—3 2 4] haben die gleichen
Komponenten 2; — 3; 4, aber die entsprechenden Komponenten
sind nicht alle gleich:

[1¢]

2+—3
—3+ 2
b= 4

Also sind die beiden Vektoren nicht gleich;
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m Gegeben sind die Vektoren xT = [x4 x5 X3 X4]

und aT =[2 —1 % 50].

1
Aus xT = aT folgt; daBl x4 =2, xg = —1, x3 = o X = 50 ist:
E Gegeben sind die Vektoren xT = [x; x5 x3] und der Nullvektor o.

xT = o7 ist gleichbedeutend mit x; = 0, x3 =0, x3 =0.
L5—_l , 2xy 4+ 3xp + 4x3
Gegeben sind die Vektoren a = xy — Dxg + 2x3

—3xy + xp— X3

5
und b= [— 17
9

a = b ist gleichbedeutend mit  2x; 4 3xy + 4x3 =
x1 — 5xg + 2x3 = — 17

_— 3}:1 + X9 — X3 9.
2xy + 3xg + 4x3 5
Die Vektorgleichung x4 — bxy + 2x3| = |[— 17"
—3x4 + x9— x3 9

ist eine andere Darstellung des Gleichungssystems mit drei Glei-
chungen und drei Variablen.

Satz 1 Eigenschaften der Matrizengleichheit
Die Matrizengleichheit ist reflexiv, d. h. A = A.
Die Matrizengleichheit ist symmetrisch, d. h., aus A = B folgt B = A.

Die Matrizengleichheit ist transitiv, d. h., aus A = B und B = C folgt
A=C

3 . 2 ° 2 e Ungleichheit von Matrizen

In der Praxis unseres wirtschaftlichen Lebens treten neben Gleich-
heitsbeziehungen sehr hiufig Ungleichheitsbeziehungen zwischen
okonomischen GréBen auf. Deshalb kommt der Lehre von den
Ungleichheitsbeziehungen bei der Anwendung der Mathematik in
der Wirtschaft mindestens ebenso groe Bedeutung zu wie der
Lehre von den Gleichheitsbeziehungen,
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In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns nur mit den Ungleich-
heitsbeziehungen und mit den dafiir verwendeten Symbolen. In
cinem spiter folgenden Abschnitt behandeln wir das Rechnen mit
Ungleichheitsbeziehungen und das Lésen von Ungleichungssyste-
men.

Bevor wir jetzt die Ungleichheit von Matrizen betrachten; werden
wir die Ungleichheit von reellen Zahlen behandeln, um dann die
Ungleichheit von Matrizen auf die Ungleichheit der reellen Zahlen
zuriickfiithren zu konnen.

Ungleichheit von reellen Zahlen

Fiir die Behandlung von Ungleichungen bengtigen wir die folgenden
Beziehungen: ;

a + b bedeutet, dafl a verschieden von b ist;

a<b bedeutet, daB a kleiner ist als b bzw. b gréBer ist als a;

a >b bedeutet, daB a groBer ist als b bzw. b kleiner ist als a;

a <b bedeutet, daB a entweder kleiner ist als b oder gleich b ist:
Wir sagen auch, daBl a hochstens gleich b ist oder dal} a
nicht gréBer als b ist.

a=b bedeutet, dal a entweder grofer ist als b oder gleich b ist:

Wir sagen auch, daf} a mindestens gleich b ist oder dafl a
nicht kleiner als b ist.

Wir betrachten in einem Industriebetrieb die Normerfiilllung zweier
Brigaden. Die Norm sieht je Brigade und Tag die Produktion von
100 Einheiten eines Erzeugnisses vor. Die tatsichlichen Produktions-
stiickzahlen zeigen folgenden Stand:

Tabelle 3.3

Brigade Produktion am

1. Tag 2. Tag

A 100 110
B ' 90 100

Wir bezeichnen die Tagesproduktion der Brigade A mit a, die der
Brigade B mit b und dic laut Norm vorgesehenen Produktions-
stiickzahlen mit n.

Dann gilt am ersten Tag a = n,

am zweiten Tag a = n, genauer a > n.

Wollen wir ein Urteil iiber die téigliche Normerfiillung der Brigade A
fir den gesamten betrachteten Zeitraum abgeben, so konnen wir
feststellen, dafl a = n gilt.
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Definition 2

[~]

Die Brigade B hat am ersten Tag weniger hergestellt, als die Norm
vorsah, es gilt b < n.

Fiir den zweiten Tag gilt b = n:

Das Gesamturteil iiber die tégliche Normerfiillung der Brigade B
lautet b < n.

Ungleichheit von Matrizen

Eine Matriz A heifit genau dann Kleiner als eine Matriz B, wenn beide
Matrizen die gleiche Zeilen- und Spaltenzahl besttzen und wenn die
Elemente von A jeweils kleiner sind als die entsprechenden Elemente
von B. Wir schreiben dann A < B.

A<Bmit A und B ist gleichbedeutend mit
(my, ny) (my, n,)
a) my =myund n; =ny
(Wir schreiben m; = my = m und n; = ny = n) und

b) ay < byj;ap < bp; s am < by
ay < byy;az < by cccjam < by

----------------------

amt < bmi1; am2 < bma2; ***; 8mn < b}

ann g ° Qn ]
A=|3 23 .afn. und
| @m1 8m2 Qmp
byy  Dbp bin
- R
_bmi me bmn

Ist A < B, so sagt man auch, B sei groBer als A und schreibt dafiir
B> A

2 3 —4 1 29 —10
Gegeben sind A = 1| wnd B= _ ERE
10 3 0 2 )

Es gilt nicht A < B; aber B < A oder A > B, denn es ist
1<2; 29<3; —10<—4

. 1 1
0<1; —2<0; T(j-<—2--
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Definition 3

Die angegebene Kleiner-Beziehung von Matrizen gilt auch fiir Vek-
toren.

Ist a =[a;as+-+a,]T und b = [by; by---b,]7T, so ist a < b gleich-
bedeutend mit a; < by, ay < by, -+, a, < b,.

T

Gegeben sind die Vektoren a = [2 —1 3,49]T; b = [3 —%— 3,5]

Esgilt a <b, denn 2 < 3; —1 <—-%; 3,49 < 3,5.

1 T
a=[2—135]T;b= [3 — 3,5]
Es gilt nicht, daB a < b ist, denn es ist zwar 2 < 3; —1 < —é—;
aber es gilt 3,5 = 3,5.

x = x4 X9 X3 x4]7T
X > o bringt zum Ausdruck, daBl x; > 0; x3 > 0; x3> 0; x, > 0,
das heiflt, daB alle Komponenten von x positiv sind.

Eine Matriz A heifit genau dann kleiner oder gleich Matriz B, wenn
beide Matrizen die gleiche Zeilen- und Spaltenzahl besitzen und wenn
die Elemente von A kleiner oder gleich den entsprechenden Elementen
von B sind. Wir schreiben dann A < B.

A =Bmit A und B ist gleichbedeutend mit
(my, my) (M, 0y
a) mp = my und n;y = ny
(Wir schreiben m; = my = m und n; = ny = n)
und
b) a;y =by; app =bp; *rr5a, Sby,

ayy =by; ap =by; +-r;ay, =by,

amg S by ame = bm2; ***; amn = bmns
allgemein
aj; = by firi=4,+--,m;j=1,--, n, wenn

ay agp Ay by by < by,

ay axp °°° a byt boy - by
A= 7272 0 wdB=| TR

Qmi 4m2 °°° Qmn b1 bme - bmn_

Ist A < B, so sagt man auch, B sei grﬁﬂe; oder gleich A und schreibt
dafiir B = A,
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Satz 1

—4 6 —3 6
Es gilt nicht A < B, dennesistzwar 0 < 1; 4 <5;2<4;3 < 7;
— 4 < — 3, aber es ist 6 = 6; folglich gilt A < B.

0 4 15
Gegeben sind A = 2 3| und B= 4 7].

Die angegebene Kleiner-oder-gleich-Beziechung von Matrizen gilt
auch fiir Vektoren.

Ist aT =[ajaz---a,] und bT = [by by--+b,], so ist a = b gleich-
bedeutend mit a; < by; ag < bg; -5 a, < b,

Fiir die Vektoren des Beispiels 9 gilt zwar nicht
a <D, aberes gilt a <b.

xT = [Xi X2 X3 X.I,]
X = o bringt zum Ausdruck; dafl x; =0; x =20; x3=20; x;, =0,
das heiflt, daB alle Komponenten von x nicht negativ sind.

2}{1 + 3X2 — X3 30

a = |4xy— x93+ 5x3|; b= |40
Xy + X9— X3 55

a = b ist gleichbedeutend mit 2x; + 3x9—x3 =30

4X1’— X2 + 5 X3g 40

Xy + x9— x3 = 55.

Gilt fiir beliebige Matrizen A < B, so gilt auch A < B. Wenn A =B
ist, so ist auch A < B.

Mit den aufgefiihrten Ungleichheitsbeziehungen sind noch nicht alle
Moglichkeiten der Ungleichheit von Matrizen erfaBt.

Zwischen zwei reellen Zahlen (Skalaren) a und b gilt entweder a < b
oder a = b oder a > b, das heilt, die reellen Zahlen sind geordnet,
Fiir zwei beliebige Matrizen A und B gilt diese Aussage nicht;

Eigenschaften der Ungleichhettsbeziehungen

Die Kleiner- Beziehung zwischen Matnzen ist nicht symmetrisch, es gilt
weder A < A noch A > A.

Die Kleiner-Beziehung zwischen Matrizen ist nicht reflexiv,
aus A < B folgt nicht B < A.

Die Kleiner-Beziehung zwtschen Matrizen ist transitiv, d. h.;
aus A <Bund B <Cfolgt A <C.
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Satz 2

Aufgaben
zu 3.2,

Die Kleiner-oder-gleich- Beziehung zwischen Matrizen ist reflexiv, d. h.
A=A

Die Kleiner-oder-gleich- Beziehung zwischen Matrizen ist nicht symme-
trisch,
aus A < B folgt nicht B < A.

Die Kleiner-oder-gleich- Beziehung zwischen Matrizen ist transitiv,d. h.;
aus A <Bund B =Cfolgt A =<C.

Es gelten also nicht alle Eigenschaften der Gleichheitsbeziehungen
fiir Ungleichheitsbeziehungen. Das miissen wir spiter bei der Be-
handlung von Ungleichungen und Ungleichungssystemen beriick-
sichtigen.

1

Welche Bezichungen bestehen zwischen a) + 2 und + 4, b) — 2 und
—4, ¢) +3und —4, d) — 3 und + 4? (L)
2

Veranschaulichen Sie diese Beziehungen an der Zahlengeraden!

3

Stellen Sie unter Verwendung der eingefithrten Symbole dar, welche
Beziehungen zwischen den Produktionsstiickzahlen der beiden im
Beispiel 6 erwéihnten Brigaden am ersten und zweiten Tag bestehen!
(L)
4
a) Schreiben Sie die Vektorgleichung a = b mit
— 2X1—5X2 . b= — 14
7 3%y + xz] ’ 13
als lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei
Variablen!

b) Stellen Sie die Variablen dieses Gleichungssystems als Vektor

dar! ©)
5
a) Schreiben Sie das Gleichungssystem
X4 + 3X2—'5X3 = —-;—

2){1 — X3 -l'- 8x3 B 1
bxy + x3— x3= -._3
2.
als Vektorgleichung!
b) Stellen Sie die Variablen dieses Gleichungssystems als Vektor
dar! (L)
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6

Bringen Sie mit Hilfe von Vektoren zum Ausdruck, daB die Zahlen

x4 > b; x5 > 3; x3 > 1 sein sollen! (L)
7
Bringen Sie mit Hilfe von Vektoren zum Ausdruck; daB x; kleiner
als 2, x, kleiner als — 3 und x3 kleiner als 0 sein sollen! (L)
8

Bringen Sic mit Iilfe von Vektoren zum Ausdruck, daB y; nicht
kleiner als 7, y; nicht kleiner als 3 und y3 nicht kleiner als 10 sein
sollen! (L)

9

Bringen Sic mit Hilfe von Vektoren zum Ausdruck, daB x4; x3, x3, %4

a) positive Zahlen,
b) nichtnegative Zahlen,
¢) negative Zahlen,
d) nichtpositive Zahlen sein sollen! (L)

s

10
Bringen Sie mit Hilfe von Vektoren zum Ausdruck, dafl z; gréBer
als — 5 und nicht gréBer als 12, z; groBer als 8 und nicht grofler als

100, z3 groBer als 0 und nicht groffer als 15, z; grofer als ——-% und

nicht gréfer als 2 sein sollen! (L)

11

Bei der Planung der Maschinenbelastung fiir fiinf Maschinen kann
die benétigte Maschinenzeit durch einen Vektor t mit fiinf Kompo-
nenten dargestellt werden, die zur Verfiigung stehende Maschinen-
zeit ebenfalls durch einen Vektor f mit fiinf Komponenten,

Welche Beziehung mufl zwischen t und f bestehen? (L)

12

Bei der Produktionsplanung kann die Produktionshshe durch einen
Vektor x, die Mindestmenge, die zu fertigen ist, durch einen Vektor
m und die Hochstmenge, die abgesetzt werden kann, durch einen
Vektor h dargestellt werden. Bei 150 Erzeugnissen haben alle drei
Vektoren 150 Komponenten.

Welche Beziehungen miissen zwischen den genannten Vektoren
bestehen? (L)

13

Fiir die Fertigung von drei Erzeugnissen bengtigen wir vier Maschi-
nen. Die Bearbeitungszeiten je Erzeugniseinheit und die Maschinen-
zeitfonds sind der folgenden Tabelle zu entnehmen,
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Maschine Maschinenzeit Maschinenzeitfonds

(in Zeiteinheiten) in Zeiteinheiten
je Einheit
des Erzeugnisses
1 2 3
1 2 4 3 500
2 3 6 9 600
3 5 2 4 1000
4 7 1 7 750

Bezeichnen wir die Produktionszahlen fiir die einzelnen Erzeugnisse
mit X4, Xg, X3, X4, so mul ein zuléssiger Produktlonsplan folgende
Bedingungen erfiillen:

2X1 + 4XZ + 3X3 é 500

3X1 —|— 6X2 + 9X3 = 600

bx; + 2x5 4+ 4x3 < 1000

7x) + 1x9 + 7x3 = 750

X1, X3, X3, X4 = 0

Wir fithren die folgenden Vektoren ein:

2xy -+ 4x9 + 3x3 500

t= 3X1 —|— 6X2 —|— 9X3 . f= 600
T | Bxq + 2x9 ++ 4x3 |’ 11000
7X1 + 1}{2 + 7X3 750

_x1
X = |X3
%3

Wie kann man die obigen Bedingungen fiir den Produktionsplan
mit Hilfe der genannten Vektoren darstellen? (L)

14
Bringen Sie mit Hilfe von Matrizen zum Ausdruck, daB die Elemente
der Matrix

agn age a3 ay
A= lay ap a3 A4
azy azz Aazz azy

folgende Bedingungen erfiillen sollen:

a) ap <7; ap < 3; 313<-—2; ayy <0

ay < 6; gy < — 7; agg < 3; gy < 0,5
ay < 2; ap<—10; apx<  1; ay <0
b) ay=—2; ap=6; a3= 3 ; ay= 0
agy = 10 a2 = 3; asg =17 5 Qg = 12
ay = 5; ap =7; ag= 0,7; ag = 1
¢ ay= 4; ap=  6; ag= —b5; ay= —3
321=-—5, ayy = 0, a93=—10; agy = 0
ag; = 15; azp=—15 833 = 25; ag =—11 (L)



3.3.

3.3.1.
1]

15

Bringen Sie mit Hilfe von Matrizen zum Ausdruck, da8 die Elemente
der Matrix A aus Aufgabe 14

a) positive Zahlen,

b) nichtnegative Zahlen,

c) negative Zahlen,

d) nichtpositive Zahlen sein sollen! (L)

Matrizenoperationen

Bisher haben wir den Begriff der Matrix (einschlieBlich Vektor) und
Relationen zwischen Matrizen kennengelernt. Damit sind wir in der
Lage, in vielen Fillen umfangreiche Zahlenmengen geordnet dar-
zustellen und Beziehungen zwischen den so geordneten Zahlen-
mengen kurz zu formulieren. Das ist ein groBer Vorteil der Matrizen.
Hinzu kommt, daB wir mit Hilfe von Matrizen Verkniipfungen dieser
Zahlenmengen ebenfalls iibersichtlich darstellen kénnen. In diesem
Abschnitt werden wir uns mit solchen Verkniipfungen, die wir Ope-
rationen nennen, beschiftigen. Wir werden das Transponieren, die
Addition, Subtraktion und Multiplikation von Matrizen einfiihren.

Transponieren

Im Beispiel 1 des Abschnittes 3.1. konnen wir die Bearbeitungszeiten
je Erzeugniseinheit, die wir bereits in Tabelle 3.1 dargestellt haben,
auch wie in Tabelle 3.2 schreiben.

Tabelle 3.2

Maschine

1 2 3 4
Bearbeitungszeit (in 9 3 5 7
Maschinenzeiteinheiten) 4 6 2 1
je Einheit des Erzeug-
nisses 3 9 4 7

Demnach lassen sich die Bearbeitungszeiten je Erzeugniseinheit
auch in Form der folgenden Matrix darstellen.

2 3 5 7
A= |4 6 2 1
39 47
Vergleichen wir diese Matrix mit der Matrix
[2 4 3
B=|3 6 9],
5 2 4
|7 17



Definition 1

die zur Tabelle 3.1 gehort, so stellen wir fest, da3 beide Matrizen die
gleichen Elemente besitzen, aber in anderer Anordnung. Die Zeilen
(Spalten) der einen Matrix sind die Spalten (Zeilen) der anderen
Matrix. Wir sagen, daB die Matrix A die transponierte Matrix zu B
ist oder umgekehrt.

Unter der transponierten Matriz AT einer gegebenen Maltriz A ver-
stehen wir die Mairiz, die entsteht, wenn wir die Zeilen (Spalten) von
A als Spalten (Zeilen) schreiben. (sprich: A transponiert)

(Das hochgestellte T deutet das Transponieren an.)

gy a2t 4y
IstA:(aij)= ayp ax °°° axp

L I ST Y

Ami aAm2
so ist die transponierte Matrix

ayy axy *°* amy
— — | a a LERI: |
AT = (aji) = 12 422 m2

e o 8 o e s o o s o o

| @n A2n *°° 8mn |
Die transponierte Matrix von AT ist wieder A.
ANHT=A
Ist A eine m - n-Matrix, so ist AT eine n * m-Matrix.

Unter dem Transponieren von Vektoren verstehen wir die Umfor-
mung eines Spaltenvektors in einen Zeilenvektor bzw. die Umfor-
mung eines Zeilenvektors in einen Spaltenvektor.

Der transponierte Vektor zu

a4
as

a=|" ist aT = [a; ag *** ap);

der transponierte Vektor zu aT ist (aT)T = a.

Damit kénnen wir den Spaltenvektor a auch in der Form

a= [ajay - a,]T 'darstellen, denn [a4 as---a,]T ist ja aus dem
Zeilenvektor [aj ag *** a,] durch Transponieren hervorgegangen, ist
also der Spaltenvektor

a
az
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Deﬁniﬁon 2

............... froseeeness

Aufgaben
zu 3.3.1.

Die Darstellung eines Spaltenvektors a = [ay ag *** a,]7T fiigt sich be-
sonders giinstig in unser Schriftbild ein.

Jetzt wird auch verstindlich, warum wir bei der Darstellung des
Zeilenvektors in der Definition 3 des Abschnittes 3.1. ein hoch-
gestelltes T benutzt haben. Es soll damit zum Ausdruck gebracht
werden, da} ein transponierter Spaltenvektor, also ein Zeilenvektor,
vorliegt.

Gilt fiir eine Matriz A, daf3 sie der transponierten Matriz AT gleich ist,
also A = AT, so heifit die Matriz A symmetrisch. '

Wegen A = [ay]; AT = [a;;] muB bei einer symmetrischen Matrix
aj; = aj; gelten.
Nur eine quadratische Matrix kann symmetrisch sein.

3 2 6 4
Die Matrix B=| 2 7 9 —5
6 9 —2 11
4 —5 11 13

ist symmetrisch;

Es gilt

ay =ay=3;ap=ay =2;ag=ay =6;a,=ay =4
ag =ayp ="7;a;3 =agp ="9;ay; =ap=—>5

a3 = ag3 =—2; a3 = az;3 =11

Q44 = Ay = 13.

1

Ein Betrieb stellt aus drei Rohstoffen vier Erzeugnisse her. Der Ver-
brauch an Rohstoff je Erzeugniseinheit ist der folgenden Tabelle zu
entnehmen.

Rohstoff Rohstoffverbrauch (in Mengeneinheitcn)
je Einheit des Erzeugnisses

1 2 3 4
1 6 2 3 7
2 1 15 2 3
3 4 6 9 12

a) Schreiben Sie die Verbrauchsnormen als Matrix A, in der das
Element a;; angibt, wie hoch der Verbrauch vom Rohstoff i fiir
die Produktion einer Einheit des Erzeugnisses j ist!

b) Schreiben Sie die Verbrauchsnormen als Matrix B, in der das
Element b;; angibt, wie hoch der Verbrauch vom Rohstoff j fiir
die Produktion einer Einheit des Erzeugnisses i ist!
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¢) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den beiden Matrizen

aus a) und b)?

2

Transponieren Sie die folgende Matrix!
[0 3 4 72

A — i 5 1(; —1 3
——g 2 — 3 00
3
Wie lautet die transponierte Matrix zur Nullmatrix 0 ?
(m’ n)
4

Wie lautet die transponierte Matrix der Einheitsmatrix?

5

Wie lautet die transponierte Matrix der folgenden Matrix?

—dli 0 b 0

...........

Transponieren Sie die folgende Matrix!

3 2 6 4
2 7 9 —5

B=1l6¢ o —2 1
|4 —5 11 13
7
Transponieren Sie die folgende Matrix!
_l{iT_
kgT
K =
k"
8

‘Transpenieren Sie die folgende Matrix!

S=(5182"'Sn)
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3.3.2.

Definition 3

Matrizenaddition

Drei Betriebe, die ein einheitliches Erzeugnis herstellen, beliefern
vier Abnehmer. Die Lieferungen im ersten Halbjahr sind in Tabelle
3.4 angegeben, die Lieferungen im zweiten Halbjahr in Tabelle 3.5.

Lieferungen im ersten Halbjahr

Tabelle 3.4
Betrineb Abnehmer

1 2 3 4
1 ayy agy a3 ag
2 agy agy ag3 ag;
3 ag agy agg ag,

Lieferungen im zweiten I1albjahr

Tabelle 3.5
Betrich Abnchmer

1 2 3 4
1 byy by b3 byy
2 by by by, by
3 by by by; bag

Die Lieferungen des ersten Halbjahres erlassen wir in der Matrix

a1 a2 a3 Ay

A=lay apn aj3 ay |;

| 23t QA3 a3z a3z |

die Lieferungen des zweiten Halbjahres in der Matrix

[ by biz biz by |

B = | by by by by |

[ by bz bgy ba

Die Gesamtlieferungen im 1.und 2. Halbjahr ergeben die Matrix
[ai +by ap+bi a4+ bz ay + by |

C= |ay+Dby an-+by ap-+by ay-+by

| a3t + b3 ag + by ass + by ay + by

Die Elemente dieser Matrix C ergeben sich durch Addition der ent-

sprechenden Elemente von A und B. Wir sagen, daBl C die Summe
der Matrizen A und B ist.

Sind A und B Mairizen mit der gleichen Zeilen- und Spaltenzahl, so
verstehen wir unler der Summe der beiden Matrizen die Matriz, deren
Elemente sich als Summe der entsprechenden Elemente von A und B
ergeben. Diese Summe bezeichnen wir mit A + B,
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boy +--
Ist A= |7 22 0 | und B=| % 72 .

......................

50 ist

[ ayy 4 by ap+by o+ apm + b
A+B=| % + by am-+by - am + bo

.......................

| @m1 +bmt am2 + bm2 *** amn + bmn
Kiirzer kénnen wir sagen:
Ist A =[a;]und B = [by], so ist

(m, n) (m, n)
A + B = [aij + bl]]'

4 3 —2 6 _[—1 2 131
D A [5 0,7 0|’ B —7 3 1J
2 0 19
A+B [— 2 3,7 1]
. . 2 1 4 _ |4 6
El Die Matrizen A = [3 0 2] und B = [1 3]

lassen sich nicht addieren, weil sie ungleiche Spaltenzahlen haben.

Die angegebene Addition von Matrizen gilt auch fiir Vektoren. Die
Summe zweier Zeilenvektoren (Spaltenvektoren), ist wieder ein Zei-
lenvektor (Spaltenvektor).

Ein Zeilen- und ein Spaltenvektor lassen sich nicht addieren;

ay b1
asz bz
Ista= | undb=|" |;
| ap bn_
+
_l._

so ist

a+b=

| An + bn_
Entsprechend gilt aT 4- bT = [ay + by ag + by +++ a, + by].
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In Aufgabe 13 des Abschnittes 3.2. ergeben sich die ben&tigten
Maschinenzeiten fiir die einzelnen Erzeugnisse folgendermaBen:

Tabelle 3.6

Maschine benétigte Maschinenzeit
(in Zeiteinheiten) fiir die Menge

X, X, Xy

1 2x1 4X2 3X3
2 3x4 6x, 9x3
3 5x4 2xy 4xgy
4 7X1 X9 7X3

Die benétigten Maschinenzeiten fiir die verschiedenen Produkte
lassen sich als Vektoren darstellen:

2X1 42{2 —3X3
. 3X1 . . 6)(2 . _ 9X3
WS 15, |7 BT [ax, [P BT 4x
7X1 X9 7X3_

Die insgesamt bengtigte Maschinenzeit fiir alle Produkte haben wir
bereits in Aufgabe 13 des Abschnittes 3.2. durch folgenden Vektor
dargestellt:

—in —l— 4X2 + 3X3
3X1 + 6X2 + 9X3
5xq + 2x5 + 4x3
[ 7x1 + =2+ 7x5
Der Vektor t geht aus den Vektoren t;; tg; t3 durch Addition hervor.
t=t +ta+t3

cT=[—530—27];dT =[—12 —4 18 3,5]
T +dT =[—17 —1 18 0,3]

Wir schreiben die Matrizen A und B mit Hilfe von Zeilenvektoren

_aiT b, T
a2T b2T .
A= ; B=|"
anT b,,T
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Satz 1

Satz 2

Satz 3

Aufgaben
zu 3.3.2.

Dann ist
T +bT
ag™ + byT
_amT + me_

Schreiben wir die Matrizen A und B mit Hilfe von Spaltenvektoren,
dann gilt mit A = [c; ¢y *+* ¢,] und B = [d; dy + - dy)

A+B=][c;+dy ca+dy - ¢y +dpl

A+B=

Fiir eine beliebige Matriz A und die Nullmatriz gilt immer
A4+ 0=A.

Entsprechend gilt fiir Vektoren
a4+ o=a.

Die Nullmatrix hat also bei der Matrizenaddition die gleiche Be-
deutung wie der Nullvektor in der Vektoraddition und wie die Null
in der Zahlenaddition.

Fiir die Matrizenaddition gelten das Kommultationsgesetz und das
Assoziationsgesetz, das heif3t, es gelten:

A4+B=B+A
A+B)+C=A+ (B +0)

Fiir die Matrizenaddition gelten folgende Monotoniegesetze :
Aus A= B folgt A+ C=B+ (,
aus A <Bfolgt A+ C<B+(,
aus A =B folgt A+ C <B4 C,

das heif3t, die Matrizenrelationen bleiben erhalten, wenn wir auf beiden
Setten der Relationen die gleiche Matrixz addieren.

1

Bilden Sie die Summe a + b!

a) aT=[25—6];bT=[—6 3 15]

b) aT = [072 - 4,7 5,2]; bT = [4’3 - 0’5 4’8]

13 15 6 7 3
T—=|_"_0— . T— | —— () —
c) a [ 0 ], b [ 3022]

3 %5 (L)
2
Warum lassen sich aT = [6 — 0,5] und bT = [4,3 — 2 0,6] nicht
addieren? (L)
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3
Schreiben Sie die Vektorgleichung

by +by +by=d

3X{— X9 ——5X;— ) 26_
mit by = | 2x; |; by = | —xy |; by = 6x3 |; d= |17
_5x1 | 4x, — X3 12

als lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Varia-

blen! (L)

4
Schreiben Sie das folgende Gleichungssystem als Vektorgleichung
mit Hilfe von fiinf Vektoren:

2xy — bxg + 3x3— x4 =70

xg -+ 6xy -+ X3+5X4=90}
—xy + 2%y — 7x3 | 3x4 = 60 (L)
5

Schreiben Sie folgende Vektorungleichung als lineares Ungleichungs-
system:

cy —\-l— c=c

3xq | 7%, 400
miteg = | 2x4 [; e =| 4x2 |3 ¢ = | 500

5xy 2x2_ 600 (L)
6

Schreiben Sie das Ungleichungssystem aus Aufgabe 13 des Ab-
schnittes 3.2. mit Hilfe der Vektoren

2x, 4x, 3x3 500
G o= 3x |, t = 6xy |, te = 9x3 f— 600
1= I Bx {7 27 | 2% |7 7 |4x3|” 7 | 1000
7X1 1Xg 7X3 750

xT =[x x9 x3): (L)

7
Bilden Sie dic Summe A + B!

_[2 4], g_Jo0 3
2) A“‘[i 3]’ B_[4 1]
3 1 —2 0] 6 03 —
b) A=|3 —7 0 10|; B=| 8 4 0 —
16 9 12 15 32 16 8 4
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1 0

o A= [2 =3 ‘1)]; BT=| 6 19

|—4 3 (L)
8
Warum lassen sich folgende Matrizen nicht addieren?

[0 —5 0]

A=[i‘ zg] wdB=|—7 8 2

3 6 4 (L)

9

Ein Betrieb liefert drei verschiedene Erzeugnisse an fiinf Abnehmer.
Die folgenden Tabellen geben die Lieferungen in den Monaten eines
Quartals an:

Lieferungen im ersten Monat

Erzeugnis Abnehmer

1 2 3 4 5
1 300 200 150 0 0
2 270 0 300 50 1000
3 0 300 200 400 10

Lieferungen im zweiten Monat

Erzeugnis Abnehmer

1 2 3 4 5
1 0 200 0 200 200
2 500 300 200 500 100
3 250 250 200 0 300

Lieferungen im dritten Monat

Erzeugnis Abnehmer

- 1 2 3 4 5
1 100 50 200 100 100
2 0 400 200 500 400
3 300 300 350 100 0

Die Lieferungen des ersten Monats werden in einer Matrix A, erfaBt;
die Lieferungen des zweiten Monats in einer Matrix A,, die Lieferun-
gen des dritten Monats in einer Matrix Ag:

a) Wie ergibt sich die Matrix A der Gesamtlieferungen der drei
Monate aus den Matrizen Ay, A; und Ag?

b) Berechnen Sie die Matrix A! (L)
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3 ° 3 ° 3 o Subtraktion von Matrizen

@ Vier Betriebe beliefern drei Abnehmer mit einem einheitlichen Er-
zeugnis. Die Jahreslieferungen sind in der Tabelle 3.7 dargestellt,

Tabelle 3.7 Jahreslieferungen

Betrieb Abnehmer

1 2 3
1 450 230 1050
2 0 300 700
3 750 800 400
4 500 0 600

Die Lieferungen des letzten Quartals dieses Lieferjahres zeigt
Tabelle 3.8.

Tabelle 3.8 Lieferungen im letzten Quartal

Betrieb Abnehmer

1 2 3
1 200 200 100
2 0 100 150
3 300 200 0
4 100 0 200

Die Jahreslieferungen erfassen wir in der Matrix

450 230 1050
0 300 700 |
750 800 400 |’
500 0 600

die Lieferungen des letzten Quartals in der Matrix

200 200 100
0 100 150
300 200 0

100 0 200

und die Lieferungen der ersten drei Quartale in der Matrix

250 30 950 | -
0 200 550
450 600 400
400 0 400

Die Elemente der Matrix A, ergeben sich aus den Matrizen A und Aq
dadurch, daB die Elemente der Matrix Ay von den entsprechenden
Elementen der Matrix A subtrahiert werden. Wir sprechen von der
Subtraktion der Matrix A, von der Matrix A

A=

Ay=

A1=
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Definition 4  Sind A und B Mairizen mit der gleichen Zeilen- und Spaltenzahl, so

=]

verstehen wir unter der Differenz der Matrizen A und B die Matriz,
deren Elemente sich als Differenz der entsprechenden Elemente von A
und B ergeben. Diese Differenz bezeichnen wir mit A — B.

a1p agg *°t agg byy by -+ by,
a gy ot A b. bos «ee b
Ist A= |7 "2 = %0 gynd B=| 4 ™2 mo
Am1 Am2 Amn bmi bmZ bum
so ist
ayg — by apg—Dbp e+ ay — by,
A—B— |8t —bu an—by -+ am —by

Amt — bmi aAm2 — bm'). *** @Qmp bmn_

In Kurzschreibweise konnen wir die Differenz A — B folgender-

" maBlen darstellen:

Ist A = [aij] und B = [bl]], soist A—B = [aij i bij]'

(m, n) (m, n)

3 0
. _[6 —1 0 .
Von den Matrizen A = [3 9 1] und B = . %

kénnen wir keine Differenz berechnen, weil die beiden Matrizen
ungleiche Spaltenzahlen besitzen.

Die angegebene Subtraktion von Matrizen gilt auch fiir Vektoren.
Die Differenz zweier Zeilenvektoren (Spaltenvektoren) ist wieder ein
Zeilenvektor (Spaltenvektor). Zwischen einem Zeilen- und einem Spal-
tenvektor ldBt sich keine Differenz bilden.

—3.1 —bl_ _81 _— bl_
as b2 ag — b2
Mita=| - undb = | - ista—b = .
a.n b.n an _.— bn

aT —bT = [a?—bl a2—gg «+ra,—b,).

Die benétigte Maschinenzeit auf vier Maschinen wird durch den Vektor

450

500
1000 |’

740

t =
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Satz 4

die zur Verfiigung stehende Maschinenzeit durch den Vektor

500
600
1 000
750

darge_;tellt, die verbleibende Maschinenzeit durch den Vektor

50
P = 100
- 0
| 10
Die Komponenten des Vektors r= [50 100 0 10]T ergeben sich
dadurch, da von den Komponenten des Vektors f die entsprechen-
den Komponenten des Vektors t subtrahiert werden,
Esistr =f—t.

f=

Schreiben wir die Matrizen A und B mit Hilfe von Zeilenvektoren,
a7 ] [ hyT
\ayT b,T
A=|" ; B=|" ,

an,T — b |
Stellen wir die Matrizen A und B mit Hilfe von Spaltenvektoren
dar,
A=Jcicr+-¢,]; B=1[d4dy-- d,], soist
A—B=[¢es—dy cg—dy -+ c,—d,].
Fiir die Subtraktion gilt nicht das Kommutationsgesetz, das heifit

A—B +B—A.

Bet der Matrizensubtraktion gilt:

Aus A=Bfolgt A—C=DB—C,
aus A <Bfolgt A—C<B—Q(,
aus A =B folgt A—C <B—(,

d. h., Matrizenrelationen bletben erhalten, wenn wir auf beiden Seiten
der Relationen die gleiche Matrix subtrahieren.
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Aufgaben
zu 3.3.3.

1

Berechnen Sie a—b und b —a!

a) aT=[346]; bT=[823]
17
sy

35 4 5 4
c) a =o; b beliebig
d) a beliebig; b =0 (L)
2

Bilden Sie die Differenzen A — B und B— A!

[ 13 17 —
B A= ]B [913]
— 13 — 14
b) A= 17 6 100 16 6
| 05 75 3,8 — 1,7
64 —15 13 — 1457
B=|—14 3,8 230 14,2
16,6 0 14 —32 |
i 11 —16
6,3 119 — 1.3
c) AT= |z & 7 |; B= 2,3 0
2,6 0,1 14 |\_ a1 5 |
d) A beliebig, B=0
e) A =0; B beliebig
f) A=E;
3, 3)
1 3 27
5 4 3
B 4 1 1
=15 & 3
3 1 1
5 2 3
g) A=0;B=0
h) A=E;B=E
i). A beliebig; B=A (L)
3
Warum lat sich die Differenz A — B nicht berechnen?
r 3 4
—1 0,
=10 w] 85 b
’ | —4 —4,7 (L)
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4

In fiinf Lagern werden vier verschicdene Materialien gelagert. Der
Lagerbestand zu Beginn des Jahres sowic die Abginge und die
Zuginge in den einzelnen Halbjahren sind folgenden Tabellen zu
entnehmen:

Lagerbestand zu Beginn des Jahres

Lager Material

1 2 3 4
1 400 200 300 0
2 600 300 200 100
3 40 1000 40 2 000
4 100 400 200 0
5 300 100 200 500

Zugang im ersten Halbjahr

Lager M/aterial

1 2 3 4
1 300 200 30 600
2 400 500 360 250
3 100 270 400 300
4 300 400 750 600
5 200 100 200 800

Abgang im ersten Halbjahr

Lager Material

1 2 3 4
1 500 300 0 600
2 800 800 260 . 150
3 100 180 0 2 100
4 400 700 300 400
5 200 200 300 1300

Zugang im zweiten Halbjahr

Lager Material

‘1 2 3 4
1 300 550 730 840
2 600 550 270 900
3 300 0 600 300
4 0 400 0 800
5 400 200 300 750
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Abgang im zweilen Halbjahr

Lager Material

1 2 3 4
1 500 450 900 750
2 800 300 230 1 000
3 250 810 950 500
4 0 250 300 950
5 320 150 400 740

Erfassen Sie den Lagerbestand zu Beginn des Jahres in einer Matrix
L, den Zugang im ersten Halbjahr durch eine Matrix Z;, den Abgang
im ersten Halbjahr durch eine Matrix A4, den Zugang im zweiten
Halbjahr durch eine Matrix Z;, den Abgang im zweiten Halbjahr
durch eine Matrix A,!

Den Lagerbestand zum Ende des ersten Halbjahres erfassen wir in
einer Matrix L, den Lagerbestand zum Ende des zweiten Halbjahres
in einer Matrix L.

a) Wie lidBt sich Ly mit Hilfe der gegebenen Matrizen darstellen?
b) Wie 4Bt sich Ly mit Hilfe der gegebenen Matrizen darstellen?
¢) Berechnen Sie L!

d) Berechnen Sie Ly! (L)

5

In finf Lagern werden vier verschiedene Materialien gelagert. Der
Lagerbestand zu Beginn des Jahres ist durch die Matrix

300 400 0 200
600 0 350 50
L,=[200 150 80 0
300 120 1000 600
| 40 300 550 150 |

gegeben. Die Elemente l;; der Matrix L, = [l;;] geben an, wieviel
Einheiten des Materials j im Lageriliegen. Der geplante Lagerbestand
zum Ende des Jahres ist durch die folgende Matrix gegeben:

[ 800 400 300 6007]
1050 0 800 800
Ly =| 300 600 200 0
400 800 1000 750

{1000 750 1100 300 |

Im Laufe des Planjahres sind die Lager auf den geplanten Lager-
bestand zu bringen. Die Lieferungen der verschiedenen Materialien
an die einzelnen Lager sind in der Matrix Z = [z;] erfaBt, wobei z;

angibt, wieviel Einheiten des Materials j ins Lager i zu bringen sind.

a) Welcher Zusammenhang besteht zwischen Ly Ly und Z?
b) Berechnen Sie Z! (L)
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6

Bestimmen Sie den Vektor x, indem Sie auf beiden Seiten der Glei-

chung x — a = o den Vektor a addieren! (L)
7
Bestimmen Sie die Matrix Y, indem Sie auf beiden Sciten der Glei-
chung Y — B = 0 die Matrix B addieren! (L)
8

Lgsen Sie die folgenden Gleichungen nach x auf!

a) x—b=o

b) x—m=n (L)
9

Losen Sie die folgenden Gleichungen nach X auf!

a) X—N=0

b) X—K=M (L)
10

Bestimmen Sie den Vektor x; indem Sie auf beiden Seiten der
Ungleichung x — ¢ < o den Vektor ¢ addieren! (L)
11

Bestimmen Sie die Matrix X, indem Sie auf beiden Seiten der Un-
gleichung X — D =< 0 die Matrix D addieren! (L)
12

Lésen Sic die folgenden Gleichungen nach x auf!

a) x—c=o ¢c) x+b=c¢c

b) x4+c=o0 d) x—b=c (L)
13

Losen Sie die folgenden Gleichungen nach X auf!

a) X—M=0 c) X—A=B

b) X4+N=0 d X+A=B (L)
14

Lésen Sie die folgenden Ungleichungen nach x bzw. X auf!

a) x—b=o e) X—B=0

b) x+c=o ) X+D=0

¢c) x—b<=d g X—B<F

d) x+b=d h)y X+B<=F (L)
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3.3.4.

Definition 5

Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar

Drei Betriebe beliefern vier Abnehmer mit einem einheitlichen
Erzeugnis. Die konstanten Lieferungen je Monat sind in Tabelle 3.9
dargestellt.

Tabelle 3.9
Betrieb Abnehmer

1 2 3 4
1 300 200 0 200
2 100 50 200 300
3 400 100 300 0

Die Liefermengen lassen sich in folgender Matrix darstellen:

300 200 0 200
100 50 200 300
| 400 100 300 0|

Die Gesamtlieferungen des Jahres zeigt die Matrix
[12-300 12-200 12- 0 12-200
12-100 42- 50 12-200 42-300

12-400 12-100 12-300 12- O

A=

B:

3600 2 400 0 24007
= |1200 600 2400 3600 |;
| 4800 1200 3600 0

Die Elemente der Matrix B ergeben sich aus denen der Matrix A
durch Multiplikation mit 12. Wir sagen, daf sich die Matrix B ergibt,
wenn wir die Matrix A mit dem Skalar 12 multiplizieren.

Die Multiplikation ciner Matriz A mit einem Skalar « ergibt eine
Matriz, deren Elemente das a-fache der entsprechenden Elemente von
A sind. Fur die Multiplikation einer Matriz A mit dem Skalar «
schreiben wir aA.

Mit
a1 A n
A=
Ami aAm2 Amn_|
gilt
_oca“ oagy ®Aaqn
oA = Oﬁ«':\21. ®agy 0.agn
| %qm1 *apm2 °°° %2mp
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4

H

Kiirzer konnen wir dafiir auch schreiben, mit A = [a;;]ist xA = [xajy;].
Die angegebene Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar gilt
auch fiir die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar.

aq oay

ag aay
Mita=| °* gilt ca =

ap [££: 0%

Entsprechend ist «aT = [aa; aas - - ®ay)

bzw. aTa = [aj ag -+ ax]

In der Aufgabe 13 des Abschnittes 3.2. konnen wir die Maschinen-
zeiten je Einheit des ersten Erzeugnisses als Vektor

darstellen; die Maschinenzeiten fiir x; Einheiten des ersten Erzeug-
nisses haben wir in folgendem Vektor erfafit:

2X1
3X1
5X1
7X1

Y=

Der Vektor t; geht aus dem Vektor z; dadurch hervor, daf} jede
Komponente des Vektors z; mit dem Skalar x; multipliziert wird,

t = z1xX4

C g
Die Multiplikation des Vektors a = L— 2 J mit dem Skalar « =%
0

ergibt
3
3 —
oa = 1 [—- 2:| = 2
2 0 —1
0
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Satz 5

Satz 6

Fiir die Multiplikation einer Matriz mit einem Skalar gelten das
Kommulationsgesetz

o A=A«

das Assozialionsgeselz

@ B) A=a-(@-A)

und die Distributionsgesetze
o A+B =a-A4+a«-B
(@+B)-A=a-A+B-A

Bet der Multiplikation einer Matriz mit einem Skalar gilt:

Aus A = B folgt « - A = o - B mit beliebigem a;
aus A <Bfolgto- A <a-Bfira>0,
aus A <Bfolgta-A > a-Bfira <0,
aus A =B folgto-A < a-Bfirae>0,
aus A =Bfolgta A Za-B fira <0.

Das bedeutet, daf} die Gleichheit zweier Mairizen erhalten bletbt, wenn
wir beide Matrizen mit einem beliebigen Skalar multiplizieren, daf3 die
Matrizenungleichheiten < und = dann erhalten bleiben, wenn wir
beide Matrizen mit einem posttiven Skalar multiplizieren. Bet Multipli-
kation mit einem negativen Skalar wird das Ungleichheitszeichen
umgekehrt.

Schreiben wir die Matrix A mit Hilfe von Zeilenvektoren;
also

ﬂ1T
azT
A=|"~ 5
anpT
so0 ist
(1311
OtazT
oA = ’
aamT

Schreiben wir die Matrix A mit Hilfe von Spaltenvektoren, also
A =cg ¢+ cp), 50 ist aA = [aeg acy * ** xey].

Durch diese Schreibweise fiihren wir die Multiplikation einer Matrix
mit einem Skalar auf die Multiplikation von Vektoren mit einem
Skalar zuriick,
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Die Multiplikation einer beliebigen Matrix A mit dem Skalar 1 148t

die Matrix unverindert: 1 - A = A

Die Multiplikation einer Matrix

\
ay agp "t A
A— |82 22 "t

...........

Ani @m2 "°° 8mn

mit dem Skalar — 1 ergibt die Matrix

——ayy ——ap T Ay
—ay —ayp '+ —a

— 1A = 21 22 2n ,
——amt —@am2 "~ Amn_|

die wir auch mit — A bezeichnen.

Aufgaben
zu 3.3.4.

Multiplizieren Sie den Vektor a mit dem Skalar a!
a) aT=[3 —110);a=4
1 1
T — | — —— 6] =—
b) aT= [ 20 7 6} =
c) a = o; a beliebig
d) a beliebig; « =0

37 140
4 |und b= | 50
12 24

als Ungleichungssystem mit der Variablen x!

2

Schreiben Sie xa < b mit a =

3

Schreiben Sie x4a; 4 x0a0 = d

= e ]y 0= 3

als lineares Gleichungssystem mit den Variablen x; und x,!
4
Schreiben Sie

7X1—5x2+6X3=20
2X1+ X2—2X3= 7]
3xy + 3x9 + %3 =235
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mit Hilfe der Vektoren

7 [—57] 6 _20_
a; = 2 5 Qg = 1 5 azg=| — 2 5 d == 7
3 3 | 1 35

und der Skalare x;, x;, x5 als Vektorgleichung! (L)
5
Schreiben Sie

3X1—— X2——/1X3+ X4; 6
2X1 —_— 5){2 —l— X3 — X4 = 30
6}{1 + 4X2 — X3 + 10}{/, = 35

mit Hilfe der Vektoren'

1737 —1 I —4 177 6
ay=|2|; aa=|—b5 |; a3= 11; az=|—1{; d=|30
6 | | 4 —1 10 | 35 |

und der Skalare x;, xg, X3, x4 als Vektorungleichung! (L)

6
Schreiben Sie die Bedingungen fiir den Produktionsplan aus Auf-
gabe 13 des Abschnittes 3.2. mit Hilfe der Vektoren

2] 4] [3] [ 500 |
3], Lo 16], 9], ] 60O} |
zZy = 5| zZ) = 913 z3 = 4|7 =11000 |’ X = }52
| 7 1 7 750 X2,
und der Skalare x4, x9, x3! (L)

7
Schreiben Sie die verbleibende Maschinenzeit a aus Aufgabe 13 des
Abschnittes 3.2. mit Hilfe der Vektoren

2 4 3 500 |

3., _16]. . _|9]. ¢—| 600
=50 T 90 BT 40 "7 1000

7_ 1 7 750
und der Skalare x4, x5, x3! (L)

!

]
Multiplizieren Sie die Matrix A mit dem Skalar «!

a) T 3 2 45
A= 1 46 9|; a=3
—3 0 8 1 '

b) " 100 20 30 —10 40
1 400 2 —50 6 0
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¢) 2 3 9
3 5 7
3 17 1
A=\ 7 7 7B} *T7%
1 7 2
3 1t 3
d) A =0; « beliebig
e) A beliebig; « =0
f) A = E ; « beliebig (L)

3, 3)
9

Machen Sie die Elemente der Matrix A ganzzahlig, indem Sie einen
geeigneten Skalar vor die Matrix ziehen!

a) 3 2 1
A=l o,
7 7 °
b) 1 3 5|
3 4 8
3 2
A=|_2 ol
g 0 3
1 1 3
77 3 8
c) 0,3 0,24 13,67
A=|—021 147 041
0 - —001 06 (L)
10

Ein Betrieb besteht aus mehreren Abteilungen. Es werden mehrere
Rohstoffe verarbeitet. Der konstante Verbrauch an Rohstoffen je
Schicht kann der folgenden Tabelle entnommen werden,

Rohstoff  Rohstoffverbrauch je Schicht
(in Mengeneinheiten)
in den Abteilungen

1 2 3 4
1 3 6 8 2
2 5 1 6 9
3 3 4 10 2
4 9 11 20 5
5 0 3 6 2

Der Rohstollverbrauch je Schicht 143t sich durch eine Matrix A dar-
stellen,
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a) Der Rohstollverbrauch je Woche (6 Arbeitstage zu je 3 Schich-
ten) kann durch die Matrix B dargestellt werden. Welche Be-
ziehung besteht zwischen B und A?

b) Berechnen Sie die Matrix B des Rohstoffverbrauchs in den
einzelnen Abteilungen je Woche! (L)

11

In drei Lagern werden vier unterschiedliche Erzeugnisse gelagert:
Der Lagerbestand zu Beginn des Jahres ist durch die Matrix

400 600 700
Lo — 300 200 1000
071400 300 750
600 200 800

gegeben. Die Elemente I;; der Matrix Ly = [I;;] geben an, wieviel
Einheiten des Erzeugnisses i im Lager j liegen.

Es ist geplant, im Laufe des Jahres den Lagern fiinfmal die Mengen
ajj (aj; ist Element der Matrix A = [aj;;]) und dreimal die Mengen b;
(bj; ist Element der Matrix B = [by]) zu entnehmen.

a) Welche Beziechung muf zwischen Ly, A und B bestehen?

b) Uberpriifen Sie, ob diese Bedingung verletzt wird, wenn

40 80 100 | 60 50 60 |

A— 20 24 80 dB = 40 25 200
=160 50 30| "M P T | 30 45 200

_60 40 40 _100 0 150 (L)
12 1
Bestimmen Sie x, indem Sie auf beiden Seiten der Gleichung 7 ‘x=a
mit § multiplizieren (8 =+ 0)! (L)
13
Bestimmen Sie X, indem Sie auf beiden Seiten der Gleichung
«-X=D mitémultiplizicren (o % 0)! (L)
14

Losen Sie die Gleichungen nach x auf!

a) x+2b—3c=o0

b) a—%x—l—b:o (L)
15

Lésen Sie die Ungleichung nach x auf!

x—3b=o (L)
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3.3.9.
]

16

Losen Sie die Ungleichungen nach x auf!

a) 3x+4a=bh

b) —0,25x —1,5a = o (L)
17

Losen Sie die folgenden Matrizengleichungen nach X auf!

a) YX—=L(y+0)

b) yX=0(y *0)

1 3 5

d) 3X—4B =4X —I-%B
e) 05X + 3,7B =4,3A + 45X (L)

18
Bestimmen Sie X, indem Sie auf beiden Seiten der Ungleichung

1
oX = B mit dem Skalar = multiplizieren! (x = 0)

Unterscheiden Sie die beiden IFille, da « positiv oder negativ sein
kann! (L)

19
Lésen Sie die folgenden Matrizenungleichungen nach X auf!
a) yX<L(y=+0)
b) yX=0(y +0)
3. 1 5
ZX—Z A=
c) 7 X 3 A= g B
d) 2X—4B = 4X—%B

e) 03X —21B < 6,4A — 25X (L)

Multiplikation eines Vektors mit einem Vektor (Skalarprodukt)

Ein Betrieb stellt vier Erzeugnisse in der Menge x4; xg; X3, X4 zu den
Einzelpreisen 20; 15; 32; 50 her. —
X1
X2
X3
X4
Preisvektor pT = [20 15 32 50], so 148t sich die Preissumme

20x, + 15x9 + 32x3 + 50x,; mit Hilfe der Komponenten der Vek-
toren pT und x beschreiben.

Den Ausdruck 20x; 4+ 15x9 4+ 32x3 + 50x; bezeichnet man als
Skalarprodukt der beiden Vektoren pT und x,

Benutzen wir den Produktionsvektor x = und den
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Definition 6 Das Skalarprodukt zweier Vektoren mit n Komponenten ist ein Skalar,

der dadurch entsteht, daf3 die entsprechenden Komponenten der beiden
Vektoren miteinander multipliziert und die auf diese Weise gewonnenen
n Produkte addiert werden.

Ist aT == [a; a3 -+ a,] und b = [by by -+ b,]7T, so ist das Skalarpro-
dukt von aT und b

n
asby 4 agby 4 -+ 4 ayb, = ¥ ajb;:

i1
Wir schreiben fiir dieses Skalarprodukt
b,
by

aTh = [a1 ag *°° a,,] : ’

b,
das heiflt, der erste Vektor wird immer als Zeilenvektor, der zweite
Vektor als Spaltenvektor geschrieben.

6
5

1 1 3\ 27

B—142]| 5 |=36+10)5+45+2:|—7])=7
3
__—Z—

Satz 8

Das Skalarprodukt ist kommutativ
a™h = bTa.

Auflerdem gilt das Disirtbutionsgesetz
[aT 4+ bT} ¢ = aTc + bTe.

Aus aT = bT folgt aTe = bTe, (c beliebig)
aus aT < bT folgt aTe < bTe, fiir ¢ > o, aber aTe > bTe fiir ¢ < o
aus aT < bT folgt aTe < bTc fiir ¢ = o, aber aTe = bTe fir ¢ < o.

Mit a = [a; ag -+- a,]T gilt
n
als=a; +ay+ -+ as=ZTa:
i=1

.8 ist der summierende Vektor,
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20]

Aufgaben
zu 3.3.3.

Die Gleichung 2x; + 3x3 + bx3 = 20
1aBt sich mit Hilfe der Vektoren a = [2 3 5]T und x = [x4 x5 x3]7T
wie folgt als Skalarprodukt schreiben:

aTx =20

1
Berechnen Sie das Skalarprodukt aTh!

a) aT=1[2461]; b=[4762

b) aT=[—;——4 3}; b= [5 —2 —%]T

¢) aT=[ayayaza;a5]; b=s
d) aT=[a;az:--a,]; b=o (L)
2

Schreiben Sie aTx =5 mit aT =[5 3 —2]; x = [xy x5 x3]T
als lineare Gleichung mit drei Variablen! (L)

3 .
Schreiben Sie aTx < 100 mit aT =[25 3 4]; x = [xq X3 x3x4]T
als lineare Ungleichung mit vier Variablen! (L)

4

Schreiben Sie
a{rx =10
asz = 20

mit ayT =1[3 —12]; a,T=[—231]; x =[x x2x3]T
als lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und drei Varia-

blen! (L)

5
Schreiben Sie

a™x > 10
aax > 5
a3Tx > 40 ‘
mit ayT =[23 —56]; a,T=1[452 —1]
a3T =[31 —15]; x =[x x3 %3 %4]T
als lineares Ungleichungssystem ! (L)

6

Schreiben Sie

a,Tx | I 4
asz = 50
a3Tx 3

131



mit ayT =[6 — 2 3 4]; a,T = [156 — 1,5 6 10]
a3T = [1 0—2 %}, x = [x1 X3 x3 x47T

als lincares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und vier Varia-

blen! L)
7
Schreiben Sie
[a,Tx | 180 |
asz 240
a;™x | = | 300
| a™x | | 150 |

mit ayT =[3 4 — 2]; a,T =[2 1 4]
a3T=[516];a,T=[3 —11]
x = [x3 x2 x3]7T

als lineares Ungleichungssystem! (L)

8

Fiir die Fertigung von vier Erzeugnissen werden drei verschiedene
Materialien bendtigt. Der Materialverbrauch je Erzeugniseinheit,
die Materialfonds, die Produktionshéhe und die Einzelpreise sind
der folgenden Tabelle zu entnehmen.

Material ~ Anzahl der Materialeinheiten, Materialfonds
die je Erzcugniscinheit in Mengen-
benotigt werden einheiten

Erzeugnis

1 2 3 4
1 2 3 5 0 1 000
2 3 1 3 4 800
3 6 4 1 6 400
Preise
je Einheit
des Erzeugnisses
in Geldeinheiten 10 15 30 40
Produktionshéhe x; Xy X3 x4

Stellen Sie die Bedingungen, denen ein zulissiger Produktionsplan
geniigen muf}, und die erzielte Preissumme s mit Hilfe folgender
Vektoren dar:

4T =[2850]; t,7 =[3134]
1T = [6 4 1 6]; pT = [10 15 30 40]
x = [x; X3 X3 x4]T; £ =[1000 800 400]T (L)
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9

Ein Betrieb kann cin cinheitliches Erzeugnis nach vier verschiedenen
Technologien herstellen. Wir bezeichnen die Mengen, dic nach den
verschiedenen Technologien hergestellt werden, mit xj, X3, X3, X4:
Stellen Sie mit Hilfe eines Skalarprodukts dar, da die hergestellte
Gesamtmenge mindestens 400 betrégt! (L)

Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Multiplikation einer Matriz mit etnem Spaltenvekior

Wir betrachten das Gleichungssystem

2x1 + 3x9 + 4x3 7
X1+ X2+3X3 1 ’ .
4xy 4 b5xy + X3=18

Die Koeffizienten der Variablen x;, x5, x3 erfassen wir in der Matrix
2 3 4
A=1|1 1 3|,
|4 5 1
die Variablen im Vektor

o
X = X9
| X3_|
und die Absolutglieder im Vektor

7
d= 11.
| 18

Die linke Seite der ersten Gleichung ergibt sich, wenn wir den ersten
Zcilenvektor der Matrix A mit dem Vektor x multiplizieren.

X1

[23 4] | x2 | = 2%y + 3%y + 4x3

| X3_]

Die linke Scite der zweiten Gleichung ergibt sich, wenn wir den

zweiten Zeilenvektor der Matrix A mit dem Vektor x multiplizieren.
x, ]

[113] X9 = X1+X2+3X3

X3

SchlieBlich ergibt sich dic linke Seite der dritten Gleichung, wenn
wir den dritten Zeilenvektor von A mit dem Vektor x multipli-
zieren. .

Ml
X9
L X3_|

[451] = 4x; + bxy + x3
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Definition 7

Wir konnen die linke Seite des Gleichungssystems auch als Vektor

2X1 + 3XZ + 4}(3
X1+ x4 3x;
4xg + 5%y + X3

darstellen, wie wir es bereits zeigten:

Dieser Vektor ergibt sich also aus der Matrix A und dem Vektor x
dadurch, daB jeder Zeilenvektor von A mit dem Spaltenvektor x
multipliziert wird. Wir sagen, dafl wir die Matrix A mit dem Spalten-
vektor x multipliziert haben.

Ist A eine Matriz mit m Zeilen und n Spalten, x ein Spaltenvektor mit
n Komponenten, so verstehen wir unter dem Produkt der Matriz A mit
dem Veltor x einen Spaltenvektor, dessen m Komponenten sich dadurch
ergeben, daf3 wir jeden Zeilenvektor der Matriz A mit dem Vektor x
multiplizieren. Fir dieses Produkt einer Matriz mit einem Spalten-
vektor schreiben wir Ax,

Mit
_}111 agg ain_ aT _Xi
A A aopn aT X2
A=\ T ... . =|. | wmdx=
Y __am1 ama amn_ amT_ _xn
ist
Ca™x | [apXy 4 apxs 4ot 4 agx, |
a,Tx anXy -+ agXy + **° + aypX,
Ax=| =l
_ame__ _amlxl + amexg 4+ * 00 + amnxn__
(2 3 — 1] = o
20
A=|4 —2 3 ; x=1| 30
1 1 10 100
|0 —4 5| =
[2-20+ 3 -30 4+ (—1)-100 | 30
Ax — 420 4+ (—2)-30 + 3-100| 320
*=11.204+ 1-304+ 10 -100 | | 1050
| 020 + (—4)-30 + 5 +100 | 380 |
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Schreiben wir die Matrix
ayy a2t Ay

...........

mit Hilfe von Spaltenvektoren; also A = [d; dy -+ d,], so 148t sich
das Produkt Ax auch in der folgenden Form schreiben.

apXy + apxy + 00 4 agX,
anXx a99XxX e a9 X
Ax = dixg 4 doxg + + o+ dpx, = | 20 + agxs + - + anX,

.................

amiX4 + amoxa + 0+ + AmnXq |
Multiplikation eines Zetlenvektors mit einer Matriz

Wir betrachten die Vektoren

¥y' = [y1y2 y3]

cT = [2yy + 3ys + 4ys; y1 -+ y2 + 3ys; 4ys 4 5y2 4 ys] und die
Matrix

2 1 47
B=|3 1 5|

4 3 1

Dic erste Komponente von ¢T ergibt sich dadurch, daB wir den
Zeilenvektor yT mit dem ersten Spaltenvektor der Matrix B multi-
plizieren.

o1
[y1 y2 y3] L3J =y1'2+4+y2:3+ys&=2y + 3ys + 4y;
X .

Die zweite Komponente von c¢Tergibt sich dadurch, daf wir den Zeilen-
vektor yT mit dem zweiten Spaltenvektor der Matrix B multiplizieren,

-
[y1 y2 y3] [; =y 1+y2r14+y3:3=y1+y2+3y;3

SchlieBlich ergibt sich die dritte Komponente von ¢T dadurch; daB
wir den Zeilenvektor yT mit dem dritten Spaltenvektor der Matrix B
multiplizieren.
T4

[yt y2 v fiil =y 4d+y:5+ys-1 =4y +5y:4ys
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Definition 8

Der Zeilenvektor cT ergibt sich also aus dem Zeilenvektor yT und
der Matrix B dadurch, dal der Zeilenvektor yT mit jedem Spalten-
vektor von B multipliziert wird. Wir sagen, dal wir den Zeilenvektor
yT mit der Matrix B multipliziert haben.

Ist yT ein Zeilenvektor mit m Komponenten und B eine Matriz mit m
Zeilen und n Spalten, so verstehen wir unter dem Produlit des Zetlen-
vektors yT mit der Matriz B einen Zeilenvektor, dessen n Komponenten
sich dadurch ergeben, daf3 wir den Zeilenvektor yT mit jedem Spalten-
vektor der Matriz B multiplizieren. Fiir dieses Produkt eines Zeilen-
vektors mit einer Matriz schreiben wir y™B.

Mit yT = [y y2 *** ¥m]
und

by by +c+ by,
B b Ba 7 b= (bbb

_bml bm2 ot bmn_

ist y™B = [yTby yTby +- - yThy]

= [yibyg + yoba + +++ 4 ymbmt yibia 4 yoboy 4 -+

+ ymbma *** yibin + yoboa + ¢+ 4 Ymbmal-

M 4 06 17
yT=[3040 —20]; B=|2 —2 1 1 1
3 1 —30 1]
yB=1[30-6-+40-2  + (—20)-3;
304+ 40 - (—2) + (— 20) - 1;
30-0440-1  + (—20)- (—3);
30:6+40-1 -+ (—20)-0;
30-14+40-1 4 (—20)-1]

= [200 20 100 220 50]

Schreiben wir die Matrix

by byp eer by,

B |bu bm o ba i Mt von Zeilenvektoren, also
_bml bua < bmn_
o

B=|- |,
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Satz 9

Satz 10

so laBt sich das Produkt y™B auch folgendermaBen darstellen:
Y'B = yibyT + yoboT + ++ + ymbm”

Es ist stets zu beachten, daB bei der Berechnung von Ax die Spalten-
zahl von A mit der Komponentenzahl von x und daB bei der Be-
rechnung von y™B die Komponentenzahl von yT mit der Zeilenzahl
von B iibereinstimmen muf. Ist A eine Matrix mit m Zeilen und n
Spalten, so muBl x die Komponentenzahl n haben. Das Ergebnis ist
ein Spaltenvektor mit m Komponenten,

A x= D>
(m,n) (n,1) (m,1)
Ist B eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten, so mufl yT die Kom-
ponentenzahl m haben. Das Ergebnis ist ein Zeilenvektor mit n Kom-
ponenten.

yT B =T
(1, m) (m,n) (1, n)

A x =Db; A x istnicht moglich.
(;6) 6;1) (G;1) (5:6) (551

yI B = ¢T; yT B ist nicht méglich;
(138) B510)  (1;10)  (1;4) (8;10)

Fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor gilt nicht das
Kommutationsgesetz.

Ax =+ xA, aber (Ax)T = xTAT
yTA = AyT, aber (yTA)T = ATy

Fiir die Muliiplikation einer Matrixz mit einem Vektor gelten die
Dustributionsgesetze :

a) (A4+B)x=Ax+Bx; yT'(A+B)=yTA +y™B
b) A(x1+x) =Axs + Axy; (1T +y2") A =y1TA +y,"A

Fiir die Multiplikation einer Matriz mit einem Vektor gilt:

Aus A = B folgt Ac = Be mit beliebigem c,
aus A = B folgt dTA = d™B mut beliebigem d,
aus A < B folgt Ac < Be mit ¢ > o,

aus A < B folgt dTA < d"B mit d > o,

aus A < B folgt Ac > Bemitc < o,

aus A < B folgt dTA > d™B mit d < o,

aus A < B folgt Ac <Bcmitc = o,

aus A < B folgt dTA < d™B mitd = o,

aus A < B folgt Ac =2 Bemitc < o,

aus A < Bfolgt dTA = d"™B mit ¢ < o.
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( In den letzten Beziehungen wird vorausgesetzt, daf3 die Komponenten-
zahl von ¢ mit der Spaltenzahl von A und B iibereinstimmt und daf3 die
Komponentenzahl von dT mit der Zeilenzahl von A und B iiberein-
stimmt.)

Matrizengleichhett bleibt also bei einer Multiplikation mit einem Vektor
erhalten.

Matrizenungleichheit blebt erhalten, wenn wir mit etnem Vektor multi-
plizieren, der nur positive Komponenten besitzt. Bev etner Multipli-
kation mit etnem Vektor, der nur negative Komponenten besitzt, dndert
sich die Richtung des Ungleichheitszeichens.

Aufgaben 1 .
za 3.3.6. Multiplizieren Sie die Matrix A mit dem Spaltenvektor x!
|
_[2 3 —5]. L _
) A—[1 —4 8]’ * ﬂ
2 3
_ 1. __ [ 40
b A=|—1 o x—[_ﬁo]
| 3 =7
_[ 1t 213, _ _ ' T
9 A=| 544 o]’ x = [14 20 25 100]
d) A=E; x =[x x3%5]T

e) A=0; x=/[x5xpx3%4x5]T

3;5)
a1 a2 ay3

ay agpy a

f) A = 21 22 23 i xX=o0
a3y azy agg @3;31)
| 841 842 a43 |
Ay a2 A3 Ay
g = |axy axp ay ay|; x=[1111]T=s
| a3 agy azg ay (L)

2
Schreiben Sie

3 2 47 x4 [7407]
Ax=dmitA= |4 1 1|; x=|x| d=]20
5 7 6] X3 60

als lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Varia-
blen! L)
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3
Schreiben Sie

5 30 - [ 400
. 3 1 4|, |2, __|600
Ax <d mit A= —9 0 3|3 x=|x s d=1| 900
| 4 —1 2] L | 500 |
als lineares Ungleichungssystem mit vier Ungleichungen und drei
Variablen! (L)
4
Schreiben Sie
2X1 - 3){2 + [1X3 - 5X/, =10
3x + x9—3x3+ x4, =15
—2x4— X9+ bx3— x;, =12
mit Hilfe von zwei Spaltenvektoren und einer Matrix! (L)
5
Schreiben Sie
3xy + b4xg— bxz3> 70
4xy — 5%y + x3> 80
10X1 + xg— x3> 100
— X1 — X3 + 15}(3 > 10
mit Hilfe von zwei Spaltenvektoren und einer Matrix! (L)

6

Ein Betrieb stellt drei Erzeugnisse her, die auf vier Maschinen be-
arbeitet werden. Die Maschinenzeit je Erzeugniseinheit, die Maschi-
nenzeitfonds und die Produktionsmenge sind der folgenden Tabelle
zu entnehmen.

Maschine Maschinenzeit (in Zeiteinheiten) Maschinenzeitfonds
je Einheit des Erzeugnisses in Zeiteinheiten
1 2 3

1 3 7 2 1000

2 1 4 3 1200

3 2. 3 5 1500

4 6’ 1 4 1900

Produktions-

menge in

Mengeneinheiten X1 X9 X3

a) Tihren Sie eine Matrix A fiir die bendtigte Maschinenzeit je
Erzeugniseinheit, einen Spaltenvektor f fiir die Maschinenzeit-
fonds und einen Spaltenvektor x fiir die Produktionsmenge ein!
(Das Element aj; der Matrix A = [a;] gibt an, wieviel Maschi-
nenzeit auf der Maschine i benétigt wird, um eine Einheit des
Erzeugnisses j herzustellen.)

b) Welche Bedingungen mull der Vektor x erfiillen? (L)
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7
Multiplizieren Sie den Zeilenvektor yT mit der Matrix B!

1 4 10 13
a) yT=[432]; B=|—2 6 —1 20

] 30 4 10]
2114
2114
By y 333 3] B
1
2 T 1
3 7
S22 2
B — 4 4 i
1)
6 3 —7
1
-7 0 =3
B r 3 —27
¢) y'=1[3040]; BT= 4 6
—1 0]
d) yT=[y1yaysys]; B=E

~
=~
)
=

e) y'=I[yi1y2y3l; B=(:?8
f) yT= o0 ; B beliebig

=

asy @3 byy by |
g) yT =T = [1 1 1]; B = l>b21 l)22
[ ba by |
8
Schreiben Sie y™B =< dT mit yT = [y; ya2 y3);
4 3 —2 471
B=1{3 1 0 —1
10 4 3 2
dT = [400 600 200 500]
als lineares Ungleichungssystem mit drei Variablen und vier Un-
gleichungen! (L)

(L)

9 3 4 57
Schreiben Sie y™B = dT mit yT =[y;yays]; B=|2 1 7

dT = [40 20 60] L4 1 6]

als lincares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Varia-
blen! L)
10

Schreiben Sie
2xy — 3xy + 4x3—bx, =10
3X1 + X2—3X3 + X4 = 15 ‘
—2}(1—- X9 +5X3—- X4 = 12

mit Hilfe von zwei Zeilenvektoren und einer Matrix! (L)
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11
Schreiben Sie

32{1 + 4x9g — bBx3 > 70
4xy —bxy + x3> 80
10x; + x9— x3 > 100
—x1— x4+ 16x3 > 10

mit Hilfe von zwei Zeilenvektoren und einer Matrix! (L)

12

Benutzen Sie die Ausgangsdaten der Aufgabe 6!

a) Fiihren Sie eine Matrix B fiir die benétigte Maschinenzeit je
Erzeugniseinheit, einen Zeilenvektor fT fiir die Maschinenzeit-
fonds und einen Zeilenvektor xT fiir die Produktionsmenge ein!
(Das Element b;; der Matrix B = [by;] gibt an, welche Maschi-
nenzeit fiir die Produktion einer Einheit des Erzeugnisses j auf
der Maschine i benétigt wird.) '

b) Welche Bedingungen muB der Vektor xT erfiillen?

c¢) Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Matrix B und
der Matrix A aus Aufgabe 6?

d) Die je Erzeugniseinheit benétigte Gesamtmaschinenzeit ergibt
sich, wenn man den summierenden Vektor sT = [1 11 1] mit
der Matrix A aus Aufgabe 6 multipliziert.

Berechnen Sie sTA! (L)

3 . 3 070 Multiplikation von Matrizen

|§_|6— Wir betrachten einen Beirieb, der aus Einzelteilen Baugruppen
montiert und aus diesen Baugruppen Enderzeugnisse fertigt (vgl.
Abb. 3.1).
Einzelteile T T2 T3 T
Baugruppen B B2 Bz
Enderzeugnisse Ey E;

Verbraucher
Abb. 3.1
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Der Tabelle 3.10 ist zu entnehmen, wieviel Einzelteile jeweils in eine
Baugruppe eingehen.

Tabelle 3.10
Einzelteile Erforderliche Anzahl von
Einzelteilen je Einheit der
Baugruppen
1 2 3
1 3 2 0
2 1 5 2
3 0 4 1
4 3 2 4

Tabelle 3.11 zeigt, wieviel Baugruppen jewejls in ein Enderzeugnis
eingehen.

Tabelle 3.11

Baugruppen Erforderliche Anzahl von
Baugruppen je Einheit des
Enderzeugnisses

1

»N

1 4
2 3
3 0

B = O

Aus diesen beiden Tabellen kann man errechnen; wieviel Einzelteile
iiber die Baugruppen jeweils in ein Enderzeugnis eingehen; Das
Ergebnis dieser Rechnung zeigt Tabelle 3.12,

Tabelle 3.12

Einzelteile Erforderliche Anzahl von
Einzelteilen je Einheit des
Enderzeugnisses
1 2

1 18 17

2 19 14

3 12 6

4 18 25

Die Daten der Tabelle 3.10 erfassen wir in einer Matrix A, = [a3];
deren Elemente a;; angeben, wieviel Einzelteile der Art i in eine
Einheit der Baugruppe j eingehen,

A=

WO W
DO B O DN
m»wol
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Definition 9

Die Daten der Tabelle 3.11 erfassen wir in einer Matrix B = [bji],
deren Elemente bj, angeben, wicviel Baugruppen der Art j in eine
Einheit des Enderzeugnisses k eingehen.

4 5
B=|3 1
0 2

SchlieBlich erfassen wir die Daten der Tabelle 3.12 in einer Matrix
C = [cik], dergn Elemente c;; angeben, wieviel Einzelteile der Art i
iiber die Baugruppen in das Enderzeugnis k eingehen;

18 17]
19 14
C=112 6
18 25|

Wir wollen nun zeigen, wie man die Matrix C aus den Matrizen A
und B berechnen kann.

Wir erhalten die erste Zeile der Matrix C, indem wir den ersten Zei-
lenvektor der Matrix A mit der Matrix B multiplizieren,

-
320] |3 1| = [1817]
0 2|

Die zweite Zeile der Matrix C erhalten wir durch Multiplikation des
zweiten Zeilenvektors von A mit der Matrix B,

-
M52 |3 1
0 2|

Die dritte Zeile der Matrix C ergibt sich durch Multiplikation des
dritten Zeilenvektors von A mit der Matrix B,

= [19 14]

i
041] |3 1| = [126]

SchlieBlich erhalten wir die vierte Zeile von C, indem wir den vierten
Zeilenvektor von A mit der Matrix B multiplizieren;

i
[324] |3 1| = [1825]
0 2

Wir sagen, daB die Matrix C das Produkt der Matrizen A und B ist.

Ist A eine Matriz mit m Zeilen und n Spalten, B eine Matriz mit n
Zetlen und p Spalten, so verstehen wir unter dem Produkt der beiden
Matrizen A und B eine Matriz, deren m Zeilen sich dadurch ergeben,
daf3 die Zeilenvektoren von A mit der Matriz B multipliziert werden.
Fiir dieses Produkt der beiden Matrizen A und B schreiben wir AB.
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an  ag an ay
ay az agp a,T
MitA=| . 0 |=
am1 am2 Amn_| a,T
[ by by by
by by 2p
und B=| " 000000 | = [byby---by)
_bui bn2 bnp
a1TB—
azTB
ist AB=|
_amTB
R T
A= ; B=|5 9
4 1 6 1 9
_5 2 1_ L
_ 4 5T
[B14)]5 9
4 3] _
[203] 51> g 21 26
L 1) 111 12
AB = % 37| |27 33
416]|5 9 31 35
—4 5
b21]{5 9

Das Produkt AB 148t sich auch folgendermafen darstellen:
AB = [Ab, Ab, ::- Ab,],
das heiBit, die Spalten von AB ergeben sich dadurch; daf wir die

Matrix A mit den Spaltenvektoren von B multiplizieren,
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o |
)

Mit den Matrizen A und B aus Beispiel 27 ergibt sich

31 4|, [3 1 4] o 21 26
AB—||2 0 3|[; 20 3[| o)1 12
41 6] 41 6|5 27 33
5 2 1|L 5 2 1 31 35

Aus den beiden genannten Darstellungen fiir das Matrizenprodukt
AB kénnen wir die folgende Darstellung herleiten:

alTbi 81T1)2 b 31pr
C=AB = azlb1 aZFbZ oo a2lbp

...............

_amel am1b2 t am'lbp__

das heifit, die Elemente von AB ergeben sich dadurch, daB wir die
Zeilenvektoren von A mit den Spaltenvektoren von B multiplizieren.
Das Produkt des i-ten Zeilenvektors von A mit dem k-ten Spalten-
vektor von B ergibt das Element c; der Matrix AB = C = [¢;y].

Mit den Matrizen A und B aus Beispiel 27 ergibt sich

i o
B 1 4|5 31 4]9
4 3] 3 B
20 3|5 20 3|9 21 26
| 1] | 2 | 1 12
AB = i | T |27 33
4 1 6/|5| [4 1 6|9 [ 31 35|
- -
B 2 1|5 B 2 1|9

Aus der Definition des Matrizenprodukts folgt, daB die Produktbil-

dung nur méglich ist, wenn die Matrix A soviel Spalten wie B Zeilen

hat. AB hat dann soviel Zeilen wie A und soviel Spalten wie B. Es gilt
A B =2C.

(m,n) (@p) (m,p)

Fir das Matrizenprodukt gilt nicht das Kommutationsgesetz, das
heift, im allgemeinen ist AB == BA, aber es gilt (AB)T = BTAT,
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Satz 11

Satz 12

Wenn das Produkt AB existiert, muB8 das Produkt BA nicht unbe-
dingt existieren. Mit dem Produkt AB existiert aber auch BA, wenn
A und B quadratisch sind. Aber auch in diesem Falle ist AB im all-
gemeinen von BA verschieden,

Es gilt aber AE = EA = A,
Ist A quadratisch, so ist auch AQ = 0A = 0.

Die Einheitsmatrix hat also in der Matrizenrechnung die gleiche
Bedeutung wie die Eins in der Zahlenrechnung. Die Nullmatrix hat
in der Matrizenrechnung die gleiche Bedeutung wie die Null in der
Zahlenrechnung.

........................................................................................................................................

6 4 7 0
Das Produkt AB existiert, das Produkt BA nicht,.
_[4 1]. _[3 6 \
RN

Es existiert sowohl das Produkt AB als auch das Produkt BA,
aber AB + BA.

_ 13 25]. ga_[24 3
AB_[G 12]’ BA [6 1]

Fiir die Matrizenmultiplikation gelten
das Assoziationsgesetz

(A-B)-C=A-(B-C

und die Distributionsgeselze
AB+C=A-B+A-(
A+BC=A-C+B-C

Fiir die Multiplikation von Matrizen gult:

Aus A = B folgt A - C= B - C mit beliebigem C,
aus A= B folgt D+ A = D - B mit beliebigem D,
aus A < Bfolgt A-C<B-CmitC>0,
aus A< BfolgtD-A<D-BmitD >0,
aus A< Bfolgt A-C>B-Cmit C< 0,
aus A< BfolgtD-A>D-BmitD < 0,
aus A <BfolgtA-C<B-CmitC =0,
aus A=BfolggD-A=<D-BmitD =0,
aus A =BfolgtA-C=B-CnmitC <0,
aus A=BfolggD-A=D-BmitD 0.



Aufgaben
zu 3.3.7.

( In den letzten Bezichungen wird vorausgesetzt, daf3 die Zeilenzahl von
C mit der Spaltenzahl von A und B iibereinstimmt und daf3 die Spalten-
zahl von D mit der Zetlenzahl von A und B iibereinstimmd.)
Matrizengleichheit bleibt also bei etner Multiplikation mit einer Matriz
erhalten.

Matrizenungleichheit bleibt erhalten, wenn wir mit einer Matriz mult:-
plizieren, die nur positive Elemente besitzt. Bei einer Multiplikation
mit einer Matriz, die nur negative Elemente besttzt, wird das Ungleich-
heitszeichen umgekehrt.

1
Bilden Sie das Produkt AB!

10 11 2 1
B| 0 45 6
8 310
3 —1 . _
b) A=|—4 0;B=[f_gg o]
6 —13
2 — 3 —2 4
¢ AT=|6 3|, BT={6 1 1
1 — 0 7 8

i1 0 0 4 1,5
d) A=E=|010|; B=|—2 —23
@;3) 0 0 1 3 —6,7

2 1 3
2) A=[4 5 6]5

.
3
2 1 0
* 1 3 @y [0 1}
5 5
3 —3 |
—2 0
) A=0; B= 1
) @34 1 8,1
05 —92 |

3 —7 36 287
g A=|—11 8 —2 3 |; B=
6 —1,3 0 74 ¢35 (L)

2
Bilden Sie das Produkt ATBT!

_ —1 04 0t
a) AT= [35 2 g]; BTzl: 16 —37 4 J
’ 0 101 —3
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b) A=

N N

|

Sfw | ot ro|

¢) Lassen sich in a) und b) auch AB, BA, BTAT berechnen? (L)

3

Ein Betrieb montiert aus Einzelteilen Baugruppen und fertigt aus

den Baugruppen Enderzeugnisse.

Einzelteile

Baugruppen

Enderzeugnisse

]

By

T2 T3 A Ts
B, B3 By
E E; | &
Verbraucher
Abb. 3.2

Die beiden folgenden Tabellen zeigen; wieviel Einzelteile fiir die
Montage einer Baugruppe bzw. wieviel Baugruppen fiir die Ferti-
gung eines Enderzeugnisses gebraucht werden.

Einzelteile Erforderliche Anzahl von Einzelteilen
je Einheit der Baugruppen

1 2 3 4
1 2 1 3 0
2 4 2 0 3
3 1 0 2 7
4 4 1 3 2
5 0 5 4 1
Bau- Erforderliche Anzahl von Baugruppen
gruppen je Einheit des Enderzeugnisses

1 2 3
1 0 1 4
2 3 2 1
3 4 1 6
4 3 0 2




3.3.9.

f)
8)

h)

)

Schreiben Sie die Matrix A = [ajj], deren Elemente a;; angeben,
wieviel Einzelteile der Art i fiir die Montage der Baugruppe j
benétigt werden! Schreiben Sie die Matrix B = [bjy], deren
Elemente bj, angeben, wieviel Baugruppen der Art j fiir die
Fertigung des Enderzeugnisses k gebraucht werden!

Der Betrieb soll vom ersten Enderzeugnis 300, vom zweiten
Enderzeugnis 400 und vom dritten Enderzeugnis 500 Stiick
liefern. Fassen Sie diese Mengen in einem Vektor z zusammen!

Schreiben Sie fiir den Bedarf an Baugruppen den Vektor
y = [y1 y2 y3 y4)T! Wie la8t sich y aus B und z bestimmen?

Berechnen Sie y!

Schreiben Sie fiir den Bedarf an Einzelteilen den Vektor
X = [x4 X9 X3 X4 X;5]T! Wie ldBt sich x aus A und y berechnen?

Berechnen Sie x!

Durch die Matrix C = [c;x] wird erfaBt; wie die Einzelteile iiber
die Baugruppen in die Enderzeugnisse eingehen. Das Element
cix gibt an, wieviel Einzelteile der Art i in das Enderzeugnis k
eingehen. Wie 1Bt sich C aus A und B bestimmen?

Berechnen Sie C!
Wie laBt sich x aus C und z bestimmen?

Berechnen Sie x mit Hilfe der Beziehung aus i)! (L)

Zusammenfassung der Matrizenoperationen

Matrizenaddition
aj;y a;p °*t A byy by c++ byy
. a a e+ a b b =+ b
MitA=| 72 72 " undB = % B
am1 aAm2 Qmn bmi bm2 bmn

ayy +byy agg + by o ay, 4 byy

st A+ B =22 4+ by axm 4 by -+ ay + bap

.......................

_aml + bmi ame + bm2 *** amp + brnn__

Matrizensubtraktion
an a;p 't Ay byy by +++ by
ay a a by b b
Mit A= |2 72 "0 " und B=| M7
Ami Am2 Qmn bmi by | J.



ayy —by a;pg —bgy o+ Ay — by,
. agy — by ap —b e+ agy, —Db
st A—B = | 2 21 A 22 20 20

e e 6 o o o s e e s & s e e e s s s s e s s o

amt—bmi ama—bmy *** amn—bma

Multiplikation einer Matriz mit einem Skalar
g a2 "t Ay
Mit A — | 321 32 °°° an

e o o s s s o 0 e s o

| @mi @m2 *°° Amn_|

o®ayy *ay9 °*°* Kayp
®azy ®agy °t° KAz,

ist aA =

_ozamj XA,y °°° AaAmpmp

Muliiplikation eines Vektors mit einem Vektor (Skalarprodukt)
b,
b,

.

Mit aT =[a; a3 **+ a,] undb =

|
o .
=

ist aTh = a;by 4 ashby 4+ 4 a,b,

Multiplikation einer Matriz mit einem Vektor

— alT
an 8y cc @ a,T
1 a In 2
. ay ag *°° a .
MitA=|72 72 =
_aml am2 *** @mnp *
an,T
;
X2
und x = | |
Xn
alTx
a;Tx ayy Xq + a3 Xo + *** + agn X,
. . ay X agp X eee - ag, X
itAx=| | | ="M ann ek an
N am1Xy + ameXy + *** -+ ampXy
anTx -
m
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...........

und yT= [y y2 *** ym]
ist yTB= [yTbi y'rbz oo yTbn]

T
yib1g + yobay + --+ + ymbm
yibia + yobas + <+ + Yumbmo

.................

_y1bin + y2b2n + o+ ymbmn

Multiplikation von Matrizen

alT
T
an  age ain ap
Mit A = | 321 a2 m | _
__ami aAm32 Qmn *
amT
by by byp
by b
und B=| 2 % 0 T | = [by b bp)
bni bn2 bnp
_aiTB
azTB
ist A-B=| _ = [Ab; Ab, .-+ Ab]
a,™B
alTbi alsz ay bp !
- aZTl)i aszz ag bp
an™hy a,Thy anTh,

3.4’. Matrizenmodelle (numerische Beispiele)

Wir wollen nun zeigen; wie sich die Matrizenrechnung zur Dar-
stellung verschiedener 6konomischer Erscheinungen und Zusammen-
héinge verwenden liBt., Diese Darstellungen nennen wir Matrizen-
modelle.
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3.4.1.

Einfache Teileverflechtung

Ein Beispiel fiir die Teileverflechtung haben wir in Aufgabe 3 des
Abschnitts 3.3.7. kennengelernt (vgl. Abb. 3.2). Die Elemente der
Matrix

A = [a,,] =

O = DN
Ol O N =
WO W
’»quo

geben an, wieviel Einzelteile der Art i fiir die Montage der Bau-
gruppen j erforderlich sind. Die Elemente der Matrix

0 1 4]
3 21
B=Dbal=14 16
|3 0 2|

geben an, wieviel Baugruppen der Art j fiir die Fertigung des End-
erzeugnisses k erforderlich sind.

Ist die Produktionshéhe der Enderzeugnisse im Vektor
z = [z4 25 23"

erfafft, so 146t sich der Bedarf an Baugruppen durch den Vektor
Yy =[y1y2ysyi"

darstellen, wobei y = Bz gilt.

Der Bedarf an Einzelteilen 1Bt sich im Vektor

x = [xq X2 X3 X4 X;5]T

erfassen, wobei x = Ay gilt.

Aus x = Ay und y = Bz folgt durch Einsetzen

x = A(Bz) = Cz.

Hierbei geben die Elemente ¢ der Matrix C = [c;] an, wieviel
Einzelteile i iber die Bauelemente in das Enderzeugnis k eingehen.

Bisher nahmen wir an, dafl nur Enderzeugnisse ausgeliefert werden
sollen, wic es auch Abb. 3.2 zeigt. Jetzt wollen wir zusitzlich be-
achten, dafl neben den Enderzeugnissen auch Baugruppen und
Einzelteile als Ersatzteile zu liefern sind, wie es Abb. 3.3 zeigt.

Die Lieferung an Enderzeugnissen ist durch den Vektor

20 = [240 2y® 7;O]T
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Einzelteile | Ty 7 15 T3 T T5

Baugruppen By B | B3 By
e~

Enderzeugnisse E; Ey Ey

Abb. 3.3 Verbraucher

gegeben, die Lieferung an Baugruppen als Ersatzteile durch den
Vektor

Yo = [y1® 2 y5@ y, O]T

und die Lieferung an Einzclteilen als Ersatzteile durch den Vektor
X = [X1© x50 x50 x,0 x;O]T,

Die fiir diese Lieferungen notwendige Produktion an Enderzeug-
nissen, Baugruppen und Einzelteilen erfassen wir wie bisher in den

Vektoren z, y und x. Dann gilt z = z), das heiflt, es sind soviel
Enderzeugnisse zu produzieren, wie die Lieferung vorsieht.

Dann ergibt sich die Produktion an Baugruppen aus
y=Bz + yound z =z,
mit y = Bz + yo.

Die Produktionshéhe an Baugruppen ergibt sich aus dem Anteil
fir die Fertigung der Enderzeugnisse Bz, und der Ersatzteilliefe-
rung yo.

Die Produktion an Einzelteilen ist gegeben durch:
x = Ay + %o

Die Produktionshéhe an Einzelteilen ergibt sich aus dem Anteil fiir
die Fertigung aller zu produzierenden Baugruppen Ay und der
Ersatzteillieferung an Einzelteilen x,.

Setzen wir in x = A)'r + xo fiir y = Bzy + yp ein,
so gilt x = A(Bzy + yo) + %o
oder x = (AB)ZO + Ayo + X0.
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3.4.2.

Damit ergibt sich die Produktionshéhe an Einzelteilen aus dem
Anteil fiir die Fertigung der zu liefernden Erzeugnisse (AB)zg, dem
Anteil fiir die Fertigung der zu liefernden Baugruppen Ay, und der
Ersatzteillieferung an Einzelteilen x.

Es soll die Lieferung an Enderzeugnissen wie in Aufgabe 3 aus
Abschnitt 3.3.7. zy = [300 400 500]T betragen, und auBerdem wer-
den die Ersatzteillieferungen an Baugruppen yo = [250 200 900 150]T
und Einzelteilen xo = [1200 1000 1500 1600 1700]T gefordert. Dann
miissen folgende Mengen produziert werden:

Enderzeugnisse z = zy = [300 400 500]T

Baugruppen y = [2650 2400 5500 2050]T

Einzelteile x = [25400 22550 29500 35200 37750]T

Kompliziertere Teileverflechtung

In Abb. 3.3 des Abschnittes 3.4.1. gingen die Einzelteile nicht direkt
in die Enderzeugnisse ein, sondern nur iiber die Baugruppen, wie es
Abb. 3.1 und 3.2 zeigen. Wir wollen jetzt den Fall betrachten, daf}
die Einzelteile auch direkt in die Enderzeugnisse eingehen. Das ist
in Abb. 3.4 dargestellt.

, E; E; &
By B2 53
£ E2
Verbraucher Abb. 3.4

Die Elemente der Matrix A = [a;] =

geben an, wieviel Einzelteile der Art i fir die—Montage der Bau-

gruppe ] erforderlich sind.

4 5
Die Elemente der Matrix B = [bjy] =| 3 1:]
0 2
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3.4.3.

geben an, wieviel Baugruppen der Art j fiir die Fertigung des End-
erzeugnisses k erforderlich sind.

Die Elemente der Matrix D = [d;] =

[T
N

geben an, wieviel Einzelteile der Art i in das Enderzeugnis k direkt
eingehen.

Die Produktionshéhe der Enderzeugnisse erfassen wir im Vektor

z = (21 25",

den Bedarf an Baugruppen im Vektor

Yy =[ly1y2y9]"

und den Bedarf an Einzelteilen im Vektor

x = [xq X2 X3 x4]T.

Der Bedarf an Baugruppen ergibt sich aus

y = Bz,

der Bedarf an Einzelteilen, die direkt in die Enderzeugnisse ein-
gehen, aus

x; = Dz,

der Bedarf an Einzelteilen, die iiber die Baugruppen in die End-
erzeugnisse eingehen, aus

x9 = (AB) z

und der Gesamtbedarf an Einzelteilen aus

x=x; +x =Dz + (AB)z = (D + (AB)) z

Betriebliche Verflechtung

Wir betrachten einen Betrieb, der aus drei Teilbetrieben besteht, die
durch Kooperationsbeziehungen miteinander verbunden sind.

Die Produktionshéhe der einzelnen Teilbetriebe betrdgt x;, x3, x3.
Die Kooperationslieferungen des ersten Teilbetriebes sind x49 und xy3,
die Kooperationslieferungen des zweiten Teilbetriebes x5 und x3,
die Kooperationslieferungen des dritten Teilbetriebes x3; und x3.
Der Teil der Produktion, der fiir den Endverbrauch verbleibt, wird
mit y1, ya, y3 bezeichnet.

Zwischen den genannten GroBen bestehen folgende Beziehungen:

Y1 =% — X12 — X43
Y2 = X3 — Xy — X33
y3 = X3— X34 — X32
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Betrieb
X12 _
% %
X2
X3 X3y 3 e}
X3
Vi 3 Y
Endverbrauch
Abb. 3.5

Wir erfassen die Produktionshshe im Vektor x = [x; x2 x3]T,
den Endverbrauch im Vektor y = [y; ya y3]"
[0 xp2 x43
und die Kooperationslieferungen in der Matrix X =| x4 0 xo3 |.
| X3t x32 0 |

Dann kénnen wir die genannten Bezichungen folgendermaflen aus-
driicken:

y =x—Xs (s ist der summierende Vektor).

Sind die Kooperationslieferungen xj an einen bestimmten Teil-

betrieb j dessen Produktionshéhe x; proportional, so lassen sich

. , Xis .
direkte Verbrauchsnormen a;; = —L verwenden. Die aj; geben an,

welche Menge der Teilbetrieb i demJ Teilbetrieb j liefern muB, damit
der Teilbetrieb j eine Mengeneinheit produzieren kann. Die direkten
Verbrauchsnormen aj;; erfassen wir in einer Matrix der direkten
Verbrauchsnormen

X12  Xq:
-0 M2 M3

X2 X3

X X
A — 21 0 23
X4 X3

X31  X32 0

X1 X2

Mit Hilfe der Matrix A 148t sich die Beziehung
y=x—Xs

auch durch

y=x—Ax
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darstellen. Wegen Ex = x (E ist die Einheitsmatrix)
gilt
y =Ex—Ax

oder

y=(E—A)x

Wir bringen zu unseren bisherigen Darlegungen ein Zahlenbeispiel.
Fiir ein Berichtsjahr ergeben sich folgende Daten:

Tabelle 3.13
Teil- Produktions- Kooperationslieferungen Endverbrauch
betrieb  menge in Mengeneinheiten in Mengen-
in Mengen- an Teilbetrieb einheiten
einheiten
1 2 3
1 10 0 2 4 4
2 20 5 0 10 5
3 40 5 15 0 20

Aus den Daten des Berichtsjahres 14Bt sich die Matrix der direkten
Verbrauchskoeffizienten gewinnen:

2 4 1 1
"ww| |
5 10 1 1
A..—.. —_ —_ = — —
10 0 40 2 0 4
5 15 1 3
o w °] |77 Y]
Dann ist
_ . =
U]
1 1
E—A=|__ —_
2 . 4
1 3
Die Matrix E — A und die Beziehung
y=E—A)x

lassen sich fiir die Planung in einem Planjahr verwenden, wenn die
direkten Verbrauchsnormen iiber einen gewissen Zeitraum konstant
bleiben. Bezeichnen wir die Produktionshohe im Planjahr mit x,
und den Endverbrauch des Planjahres mit Yps so gilt

yp = (E—A)x,.
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3.4.4.

Ist fiir das Planjahr die Produktionshéhe
xp = [20 40 60]T
geplant, so ergibt sich der geplante Endverbrauch aus

20
Yo = (E—A) L-m}
- 60

1 1 1]
1 — 0 T 20 10
1 1
=|—3 1 —7 40 | = | 15 |.
1 3
——7 _—y 1 ] —60_ _20—
Die Kooperationslieferungen im Planjahr zeigt die Matrix
_ . . — _ —
0 0 40 0 60 0 4 6
Xp= 1-20 0 1'60 =110 0 15
P 7 Z .
1 3
_5- - 20 T 40 0 | —10 30 0~

Volkswirtschaftliche Verflechtung

Wir vereinfachen die Beziehungen in der Volkswirtschaft sehr stark,
indem wir annehmen, daB die Volkswirtschaft aus drei Zweigen
besteht. Diese Zweige verbrauchen ihre Produktion zum Teil selbst,
zum Teil liefern sie an die anderen Zweige und stellen einen Teil
ihrer Produktion fiir den Endverbrauch zur Verfiigung.

Xy Volkswirtschaft X2
Q X1 Q
¢l X2
X2
X X3 p% X
13 I xgg %2 23
Q
X3
] Y3 »2
Endverbrauch
Abb. 3.6
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Die Produktionshohe der Zweige ist x4, x9, x3. Der Eigenverbrauch
der Zweige ist x4, X29, X33.

Die Lieferungen des ersten Zweiges an die beiden anderen Zweige
sind xy3, X43, die Lieferungen des zweiten Zweiges Xy, Xo3 und die
Lieferungen des dritten Zweiges X3y, X39. Die fiir den Endverbrauch
verbleibende Produktion ist yy, y2, y3.

Zwischen den genannten GroBen bestehen folgende Beziehungen:

Y1 = X4 — Xgg — X3 — X43
Y2 = Xp— Xg1 — X22 — X3
Y3 = X3 — X34 — X32 — X33
Wir erfassen die Produktionshéhe im Vektor x = [x; x5 x3]T, den
Endverbrauch im Vektor y = [y, y2 y3]T, den Eigenverbrauch der
Zweige und die Lieferungen zwischen den Zweigen in der Matrix

[Xu X1z X3 |
X=1|xy X Xp|.

X31 X32 X33

Die oben erfaBten Beziehungen kénnen wir dann wie im Abschnitt
3.4.3. durch

=x—Xs

darstellen. Genau wie im Abschnitt 3.4.3. kénnen wir unter den dort
genannten Bedingungen eine Matrix der direkten Verbrauchsnormen
einfiihren:

X1 Xq2  Xq3
X4 X2 X3
X X X9

A= 24 22 23
X1 X9 X3

X31 X3z X33

X1 X9 X3

Dann gilt wieder

y=E—A)x |.

Auch die volkswirtschaftliche Verflechtung wollen. wir an einem
Zahlenbeispiel verdeutlichen (Tabelle 3.14).

Tabelle 3.14 Daten fiir das Berichtsjahr

Zweig Produktions- Lieferungen Endverbrauch
menge :(in Mengeneinheiten) in Mengen-
in Mengen- an den Zweig einheiten
einheiten

1 2 3

1 10 1 2 6 1

2 20 3 4 3 10

3 30 4 2 9 15
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Die Matrix der direkten Verbrauchsnormen ist

1 2 6 1 1 1
10 20 30 10 10 5
ac|2 4 3| |3 11
10 20 30 10 5 10
4 2 9 2 1 3
0w ™| |5 W0 W
Dann ist B
9 1 1
0 10 5
10 5 10
2 1 7
5 10 10

Bleiben die dirckten Verbrauchsnormen konstant, so kénnen wir
sie fiir die Planung im Planjahr benutzen. Bezeichnen wir wieder
die Produktion im Planjahr mit x, und den geplanten Endverbrauch
mit yp, so gilt

yp = E—A)x,.

Ist fir das Planjahr die Produktion xp = [10 30 20]T geplant, so ist
der geplante Endverbrauch

aver
yp=(E—A) | 30
9 1 1
EON -
3 4 1
L e - S T
2 1 7
5 T 10| ?
S
yp= |19 |
7

Den Eigenverbrauch der Zweige und die Lieferungen der Zweige
untereinander zeigt die Matrix

1 1 t T N
o 10 0 - 30 §-20 . 1 3 4
3 1 1
X. =2 .10 ~. L. = ;
p=|55710 £:30 520 36 2
2 1 3 '
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Definition 1

[¢]

Linearkombination von Vektoren

Fiir unsere weiteren Darlegungen benétigen wir den Begriff der
Linearkombination, der u. a. bei der Behandlung der Gleichungs-
systeme, Ungleichungssysteme und der linearen Optimierung eine
Rolle spielt. v

o
Wir multiplizieren den Vektor a; =| 3
1
o
mit dem Skalar oy = 2, den Vektor ay = 1| mit
—3
dem Skalar «y = — 1 und addieren die Ergebnisse:

[<2%: V] + Avagy = 2

Co -
3J +(—1) { 1

Den Ausdruck oya; + «ya; nennen wir eine Linearkombination der
Vektoren a; und as.

n

oay + o0+ ajap = X o;a; heifft Linearkombination der Vektoren
i=1

a; (i=1,---,n).

(Die a; (i =1, - -+, n) sind Skalare)
n
Die Linearkombination liefert einen Vektor a = z way Wir sagen

i=1
auch, daB der Vektor a eine Linearkombination der Vektoren
a; 1=1,---,n)ist.

Im Beispiel 1 ergibt die Linearkombination den Vektor

o e
3J + (—1) L 1

a = oqaq —l— Agdg == 2

T4] r 07 4
= |6 +l—1|=|5].
| 2 | 3 5|
|
a= LS ist eine Linearkombination der Vektoren
5
= =0
a;=|3 |und ay = 1].
|1 —3
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Definition 2

Das Gleichungssystem

Ixg +4xg— x3=—14%
X — 3x2 + 5x3 = 19
—2x1 + x5+ 6x3= 15

148t sich mit Hilfe einer Linearkombination darstellen.

3 I 4] —17 —4]
Mita;=| 1|; aa=|—3]|; a3= 51 a=| 19
—2 1 6 15

konnen wir das Gleichungssystem umformen in

a;xy + asxy + asxs = a. Hier sind x4, x5, x3 die Skalare.

Von allen Linearkombinationen sind fiir uns besonders jene inter-
essant, in denen die Skalare keine negativen Zahlen sind, in denen
alsoo; =0 (1=1, -, n) gilt.

n

oag + o Fopa, = X oyag mit o =0(1 =1, -+, n) heifit nicht-
i=1

negative Linearkombination.

Beispiel 1 ist keine nichtnegative Linearkombination, denn

a=—1<0.

3a, -|-732+033 ist eine nichtnegative Linearkombination der

Vektoren ay, ay, a3.

Das Gleichungssystem

2X1 + X2 —l— 3X3 =13
X1 + 2% + x3 =12
3X1 —l— X9 + 2X3 = 15;

in dem die Variablen x;, x3, x3 keine negativen Werte annehmen
sollen, konnen wir mit Hilfe einer nichtnegativen Linearkombination
schreiben.

2 17 3] 137]
Mita;=|1|; aa=|2]|; ag=|1|; a=| 12
3 | 1 2 15

gilt ajx; + asxy + agxz = a mit xy, x5, x3 = 0.
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Definition 3

[7]

Unter allen nichtnegativen Linearkombinationen interessieren uns
besonders jene, in denen die Summe der Skalare eins ist;

n
also ¥ «; = 1.
i=1

n
[« 2T: Y] +"‘ +anan = Z}ociai mit [+ 5 20 (i=1,“‘,l’l)
i=1

n
und oy + +++ + oy = 3 «; = 1 heifft konvexe Linearkombination.
i=1

In den Beispielen 1 und 5 liegen keine konvexen Linearkombina-
tionen vor.

Wir betrachten die konvexe Linearkombination der Vektoren
a; = [11,] und a; = [g] , also ayay + agay = oy [[ﬂ + «y [3]

mit o, 2 = 0 und oy + oy = 1.

Wir ordnen den beiden Vektoren Punkte in einem Koordinaten-
system zu. Dem Vektor a; ordnen wir den Punkt mit den Koordi-
naten (1;4) und dem Vektor a; den Punkt mit den Koordinaten
(55 2) zu.

Jede konvexe Linearkombination der Vektoren a; und ap liefert
einen Punkt auf der Verbindungsstrecke der Punkte (Vektoren)

2.Komponente
g i

422

4 Komponente Abb. 3.7

1

-
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M

1 2 3 .

§a1 + 5 a) = g | = a (siehe Abb. 3.7)
3

Wir betrachten die konvexe Linearkombination der Vektoren

a; = [g] ; ag = [g] ; a3 = [;‘] also ayay + «yay + agag

=y [;] + ay [g] + a3 [é] mit oy, &g, &3 = 0 und oy + oy + a3 = 1.

Wie im Beispiel 9 ordnen wir den Vektoren Punkte im Koordinaten-
system zu.

Jede konvexe Linearkombination der Vektoren aj, aj, a3 liefert einen
Punkt im Dreieck oder auf dem Rande des Dreiecks.

11 1 10 |
5 a + 3 as + g = "3 | = a, liegt innerhalb des Dreiecks.
4 —
1 [ o]
la; 4+ 2a; + (— §—>a3 = | 7 | = a; liegt auBerhalb des Dreiecks.
i—
2. Komponenfe Abb.3.8

°g

1 1.Komponente
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= ag liegt innerhalb des Dreiecks,

1 1
2ay tyga—ga=

| 3 | O

obwohl keine konvexe Linearkombination vorliegt. Das hingt
damit zusammen, dafl sich der Vektor ag auch als konvexe Linear-
kombination der Vektoren ay, aj, a3 darstellen 1aBt;

1 9 7
a6 =1—931 +—§§32+¥33

19
19° 38

(Im Abschnitt 4.4. werden wir zeigen, wie wir diese Skalare —

7
und — auf einfachere Art und Weise finden kénnen.)

38

Ein Betrieb kann zwei Produkte herstellen, die iiber zwei Maschinen
laufen miissen. Die Maschinenzeitnormen und die Maschinenzeit-
fonds sind der Tabelle 3.15 zu entnehmen.

Tabelle 3.15
- Maschine Prociukt Maschinen-
1 9 zeitfonds
1 2 41 200
2 3 1] 240 h

Ein zuldssiger Produktionsplan liegt vor, wenn die Fonds nicht
iiberschritten werden. Die Produktionspline erfassen wir in Vektoren
mit zwei Komponenten, die erste Komponente gibt die Produktions-
hohe fiir das erste Produkt und die zweite Komponente die Pro-
duktionshéhe fiir das zweite Produkt an.

Zulissige Produktionspline sind z. B.:

o[ w8 < =[]

Jede konvexe Linearkombination zuldssiger Produktionspléne ist
wieder ein zulissiger Produktionsplan, z. B.:

[ 40
X1+ x2+ x3+ = | 115 | = xs.
%

1
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Aufgahen
zu 3.5.

1

Bilden Sie Linearkombinationen der Vektoren

0 4 1 2
ag=|2|; aa=|1]|; az=|01|; a;=|2
i1 1 0] 0| 2

mit folgenden Skalaren:

L

Welche der Linearkombinationen in Aufgabe 1 ist

a) eine nichtnegative Linearkombination,
b) eine konvexe Linearkombination? (L)

8
Stellen Sie das Gleichungssystem
X+ X34 X3 0
2x) + x5+ 3x3=—4
X4 2
—xy +4xy + x3=—1
mit Hilfe einer Linearkombination dar! (L)

4

Stellen Sie das Ungleichungssystem

3x1 + X9 + 5X3 = 500

2x1 + 4X2 + 2X3 = 600

mit Hilfe einer Linearkombination dar! (L)

5

Stellen Sie die Vektoren a; = [_ 1] und ag = [ 3] in einem Koor-
dinatensystem dar! 2 —1

Bilden Sie eine konvexe Linearkombination der Vektoren a; und a,,
und stellen Sie die konvexe Linearkombination im gleichen Koordi-

I

natensystem dar! (L)
6 2 5 2
Stellen Sie die Vektoren a; = [: 3] ; ag = [__ 1] und az = [5] in

einem Koordinatensystem dar!

Bilden Sie eine konvexe Linearkombination der Vektoren ay, ay, ag,
und stellen Sie die konvexe Linearkombination im gleichen Koordi-
natensystem dar! (L)
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3.6.

7

Ein Betrieb kann drei Produkte herstellen; die iiber drei Maschinen
laufen miissen. Die Maschinenzeitnormen und die Maschinenzeitfonds
sind der folgenden Tabelle zu entnehmen:

Maschine Produkt Maschinen-
zeit-
1 2 3 fonds
1 1 2 1 100
2 3 4 1 150
3 1 5 2 300

Suchen Sie durch Probieren drei Produktionspline, und erfassen
Sie diese in drei Vektoren!

Bilden Sie vier konvexe Linearkombinationen der drei Vektoren,
und iberpriifen Sie, ob diese konvexen Linearkombinationen zu-
lassige Produktionspline liefern! (L)

v

Lineare Abhiingigkeit und lineare Unabhingigkeit

Im zuriickliegenden Abschnitt haben wir Linearkombinationen der
Vektoren ay, * -+, a, betrachtet,

wag + * o + ayan:

Diese Linearkombinationen liefern wieder einen Vektor a,

«ay + 4+ apa, = a.

Wir sagten auch, daB wir den Vektor a als Linearkombination der
Vektoren ay, - -+, a, dargestellt haben.

Wir fragen zunichst, ob wir den Nullvektor o als Linearkombination
der Vektoren ay, * -, a, darstellen kénnen,

ogay 4 °* + opay = o.

Die Antwort darauf lautet ;,ja*, denn wir kénnen alle o; (1 = 1,- -+, n)
gleich Null setzen und erhalten den Nullvektor,
0-ay++--+0-a,=o0.

Das ist trivial und gilt immer. Wir sagen, wir haben den Nullvektor

auf triviale Weise als Linearkombination der Vektoren ay, :*-, a,
dargestellt (trivial, weil alle ay, *+ -, &, = 0 sind).

Nun taucht die Frage auf, ob wir auch auf nichttriviale Weise den
Nullvektor als Linearkombination der Vektoren ay, - **, a, darstellen
konnen. Diese Frage ist schwieriger zu beantworten: Das hingt nim-
lich von den Vektoren ay; *+*, a, ab. Manchmal 148t sich aus den
Vektoren ay, -+, a, der Nullvektor auf nichttriviale Weise bilden
(nicht alle ay, - +, &, sind null). Wihlen wir andere Vektoren ay, -, ay,
so laBt sich eventuell der Nullvektor nicht auf nichttriviale Weise
(das heiBt nur auf triviale Weise) als Linearkombination der Vek-
toren ay, ***, a, darstellen,
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Definition 1

(<]

Aus den Vektoren e; = (1) und e; = [(1)] 148t sich der Nullvektor

0
0
darstellen, also

o] =2lo] + i

Wir wollen das zeigen und setzen deshalb

nur auf triviale Weise als Linearkombination von e; und e

«1eq -+ ases = o, also

“fo] +2=[i] = o]

Als Gleichungssystem ergibt sich

1.0y +0-05=0
0‘0(1+1‘O(2=0,

d. h., es gibt nur die eine Losung oy =0, a2 =0.

Aus den Vektoren a; = ; und a; = lﬂ liBt sich der Nullvektor

auch auf triviale Weise bilden;

ol = o]+ i}

Wir kénnen den Nullvektor aber aulerdem auf nichttriviale Weise
darstellen,

0] _4 04 o [2

o] = *[a] + =21}

(Im Abschnitt 4.4. werden wir zeigen, wie wir auf einfachere Art und
Weise die Skalare finden kiénnen.)

Die Vektoren ay, « - -, ap heifien linear unabhingig, wenn der Nullvektor o
nur auf triviale Weise als Linearkombination der Vekioren ay, -, a,
dargestellt werden kann, das heif3t, wenn die Gleichung

oay + * + %ya, =0

nur die Lésung oy = +++ = o, = 0 hat.

Andernfalls heifen die Veltoren linear abhéingig.

Die Vektoren des Beispiels 1 sind linear unabhingig, die Vektoren
des Beispiels 2 sind linear abhingig.
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3}

17 07 0
Die Einheitsvektorene; =| 0 [, e =| 1 |und e3 = ‘70 sind eben-
0 0 1
falls linear unabhingig. Auch das wollen wir jetzt zeigen.
oeq + age + dzes =0
schreiben wir als Gleichungssystem:
1] 07 0] 0
| O +toag-|d|Faz-|0]|=]|0
0 Y ! 1 0]
1 oy +0-03+0-035=0
0'0(1+1'0L2+0‘0(.3=0
O'd1+0'd2+1'0(3=0
d. h., es gibt nur die eine Lésung ay =0
g = 0
x3 — 0.
1] 2 1
Die Vektoren by =| 0 [, by =| —1 |, bs =’ 1 | sind linear un-
1 0 —1

abhiéngig, denn aus
asby + by 4 a3by = 0

folgt, daB &y = oy = a3 = 0 ist. Das wollen wir jelzt zeigen.

17] r 2 [ 17 J07
o 0| o] —1 | +as 11=[0
[ 1] 0 —1 1 0]

schreiben wir als Gleichungssystem
1104+ 2 -+ 1ag=20
IIO’O(1+(-—1)0(2+ 1a3=0
IM1-ay4+  Ooay + (— 1)z =0.
Addieren wir die Gleichungen II und III, so erhalten wir
Ia 1’@1 +(—'1)12+013 = 0.
Addieren wir die Gleichungen I und III, so erhalten wir
Ib 2(11 + 212 + 0“3 = 0.
Multiplizieren wir Ia mit 2 und addieren dann zu Ib, so erhalten wir
4(11 =0
oder oy =0.
Setzen wir ay = 0 in Ib ein, so erhalten wir

2a2=0

oder «y =0.
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Setzen wir &y = 0 in III ein; erhalten wir

oder a3 = 0.
oyby 4 by + azh; =0
wird nur erfiillt fiir ¢y = 0, 0y = 0, a3 = 0.

Danach sind die Vektoren by; by, b; linear unabhingig.

Im Abschnitt 3.8. werden wir lernen, wie wir auf einfache Weise
iiberpriifen konnen, ob gegebene Vektoren ay, - - -, a, linear abhéngig
oder linear unabhiingig sind.

Elementare Basistransformation

Zum SchluB des letzten Abschnitts haben wir angekiindigt, daB wir
lernen werden, wie wir die lineare Unabhingigkeit oder lineare Ab-
hingigkeit gegebener Vektoren ay, -+, a, iiberpriifen kénnen.

Diese Uberpriifung ist leicht méglich mit Hilfe der elementaren
Basistransformation, mit der wir uns jetzt beschiftigen. ’

Wenn die folgenden Darlegungen manchmal sehr theoretisch er-
scheinen, so méchten wir darauf aufmerksam machen, dal wir dann
mit ihrer Hilfe praktische Aufgaben l6sen kénnen.

Die elementare Basistransformation ist ein zentraler Begriff, mit dem
wir anschlieBend

— die lineare Abhingigkeit bzw. Unabhingigkeit gegebener Vek-
toren iiberpriifen,

— einen festen Vektor als Linearkombination gegebener Vektoren
darstellen (Aufgabenstellung aus 3.5.),

— die Losbarkeit eines Gleichungssystems iiberpriifen,

— Gleichungssysteme losen,

— Ungleichungssysteme losen,

— lineare Optimierungsaufgaben lgsen:

Bevor wir den Begriff der elementaren Basistransformation kennen-
lernen, wollen wir den Begriff der Basis kliren.

Im Beispiel 1 aus 3.6. haben wir zwei linear unabhéingige Vektoren
0
1]
Im Beispiel 2 aus 3.6. stellten wir zwei linear abhingige Vektoren mit
4

o] e =[]

Die beiden linear unabhingigen Vektoren e; und e; bilden eine
Basis der Vektoren mit zwei Komponenten. a; und a, bilden keine
Basis. '

mit zwet Komponenten kennengelernt, e; = (1) und ‘e; =

zwei Komponenten vor, a; = und a3 =
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Definition 1

Satz 1

Satz 2

n linear unabhingige Vektoren mit n Komponenten heiflen Basis der
Vektoren mit n Komponenten.

Wir nennen die Vektoren einer Basis Basisvektoren.

1 0 0
Die Vektoren e; = liO], ey = [1:{ und e; = IVOJ des Beispiels 4 aus
0 0 1

3.6. bilden eine Basis der Vektoren mit drei Komponenten, denn es
sind dre: linear unabhiingige Vektoren mit drei Komponenten.

Im Beispiel 1 haben wir eine Basis fiir die Vektoren mit zwei Kom-
ponenten kennengelernt, im Beispiel 2 eine Basis fiir die Vektoren
mit drei Komponenten. In beiden Beispielen handelt es sich um die
Einheitsvektoren. Es laBt sich zeigen, dal der folgende Satz gilt:

Die n Einheitsvektoren mit n Komponenten bilden eine Basis fiir die
Vektoren mit n Komponenten.

Nun diirfen wir nicht annehmen, daB nur Einheitsvektoren eine

Basis bilden.

Im Beispiel 5 aus 3.6. haben wir festgestellt, daB die Vektoren

1 2 1
b, = ’1)", b, = |j— J, by = [ 1‘l linear unabhingig sind. Sie
1 0 —1

bilden also eine Basis fiir die Vektoren mit drei Komponenten.

Die Basis spielt eine bedeutende Rolle bei der Darstellung von Vek-
toren. Es gilt:

Jeder Vektor' ¢ mit n Komponenten lift sich eindeutig als Linearkom-
bination einer Basts by, -+, by fiir die Vektoren mit n Komponenten

darstellen.
c=ciby + =+ + cpby

Die Vektoren e; und ey aus Beispiel 1 bilden eine Basis fiir die
Vektoren mit zwei Komponenten.

Der Vektor ¢ = [g] ist eindeutig als Linearkombination der Basis-
vektoren e; und e, darzustellen. Es gilt

c = 4e; + 3ea.
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Die Skalare 4 und 3 ergeben sich aus der Gleichung

¢ = cqeq + coeq

o [ = o]

Daraus erhalten wir das Gleichungssystem

b=1-¢,+0-cy
3=0:ci+1-c

mit der eindeutigen Lésung ¢y = 4; ¢y = 3.

Die Vektoren ey, ey, e; aus Beispiel 2 bilden eine Basis fiir die Vek-
toren mit drei Komponenten.

4T
4
1

Basisvektoren ey, es, e3 darzustellen,

Es gilt ¢ = (— 1)e; 4 4eq + 1es:

Der Vektor ¢ = ist eindeutig als Linearkombination der

Die Skalare —1; 4; 1 ergeben sich aus der Gleichung

0] 0
-I—Cz 1 —I— C3 01.
1 0| |1

Daraus erhalten wir das Gleichungssystem
—1=1:¢,+0-¢c2+0-c3
4:0'01+1'02+0‘C3
=0-¢c+0-ca+1-¢c3

mit der eindeutigen Losung ¢4 = —1; co = 4; cg = 1.

¢ = cje; + czez + cze3
[ -

— 1 T
4 =C1 0
—_— 1 —

0—

bzw.

Die Vektoren by, b, by aus Beispiel 3 bilden eine Basis fiir die Vek-
Y
toren mit drei Komponenten. Der Vektor ¢ = 4 |ist eindeutig
1
als Linearkombination der Basisvektoren by, by, by darstellbar. Es
gilt

5 5 3
=§b1 +(—7)b2 +'2—b3-'

Die Skalare—g—; -——5-; %ergeben sich aus der Gleichung
¢ = ctby + csby -+ c3bs
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Definition 2

4 = C1 0 +02 —1 +03 1].
1 1 0 —1

Daraus erhalten wir das Gleichungssystem
1—1———-1‘01—'— 2'02+ 1’03
11 4=0¢ci+(—1) e+ 1 -c3

11T 1=1'C1+ 0‘(:2+(-—1)‘C3

bzw.

. . . 5 5 3
mit der eindeutigen Lésung ¢y = 5 Cg=——, C3 =—.

2 2
Wir wollen die Berechnung vorfiihren.
Wir subtrahieren die Gleichung III von der Gleichung I und erhalten
Ia —2=2"c¢y + 2¢;3
Wir multiplizieren die Gleichung II mit 2 und addieren diese Glei-
chung zu Ia. Wir erhalten
6= 403

bzw. ¢ = —:

2

o v

. 3. . .
Setzen wir ¢z = 5 in la ein, so erhalten wir ¢c; = —

ro| O

. 3. . .
Setzen wir c3 = —in 1II ein, so erhalten wir ¢; =

2

G

Wie die Skalare mit Hilfe der elementaren Basistransformation
berechnet werden, wird im Abschnitt 4. bei der Losung von Glei-
chungssystemen gezeigt.

Die eindeutig bestimmten Skalare cg; ** +, ¢, aus Saiz 2 heiflen Koordi-
naten des Vektors ¢ beziiglich der Basis by, +-+ ,b,.

Im Beispiel 4 besitzt der Vektor ¢ = [g] beziiglich der Basis ey, ey

die Koordinaten 4; 3. _

—1
Im Beispiel 5 besitzt der Vektor ¢ =|: 4J beziiglich der Basis

[N

ey, ey, eg die Koordinaten — 1; 4; 1.

T
Im Beispiel 6 besitzt der Vektor ¢ = 4J beziiglich der Basis
1
. . 5 5 3
by, by, b3 die Koordmateni s g
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Satz 3

Beispiel 4 und 5 zeigen, daB die Koordinaten des Vektors ¢ beziiglich
einer Basis, die nur aus Einheitsvektoren besteht, mit den Kompo-
nenten des Vektors c iibereinstimmen.

Weiihlen wir die Einheitsvektoren als Basis, so stimmen die Koordinaten
eines Vektors beziiglich dieser Basis mit den Komponenten des Vektors
iiberein.

Fiir unsere weiteren Darlegungen wollen wir die Darstellung eines
Vektors ¢ beziiglich der Basis by, *-+, b,

c=ciby +++* 4 caby

vereinfachen. Dazu benutzen wir zwei Spalten. In die linke Spalte
setzen wir die Basisvektoren, in die rechte Spalte die zugehorigen
Koordinaten.

Tabelle 3.16

Basisvektoren Koordinaten des Vektorsc
by ¢

b, cy

l:.l'l cn

Wir wollen aber immer beachten, daB dieTabelle folgendermaBen zu
lesen ist:

¢ = ciby -+ eby + ++* + coby.

Fiir die Beispiele 4, 5 und 6 ergeben sich folgende Darstellungen:

Tabelle 3.17

Beispiel 4: c
el 4
62 3

Tabelle 3.18

Beispiel 5: c
el —_— 1
82 4
03 1
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Tabelle 3.19

Beispiel 6: e
wo| 3
W | -2
by %

Die Darstellung der Koordinaten gemifl Tabelle 3.16 ist besonders
vorteilhaft; wenn wir beziiglich der gleichen Basis verschiedene
Vektoren darstellen wollen.

Tabelle 3.20

Cq Co C3
b, 3 1 0
b, 2 0 —5
b, —4 —4 —1
b, 5 2 1

Diese Tabelle ist folgendermaBen zu lesen:

ct=3-by+ 2 byt (—4)-b3+5-b
cc=1by+ 0 byt (—4) -b3+2-by
03=0’b1+(—-5)'b2+(—1)'b3 +1'b4.
Wir wollen nun zeigen, wie wir die Koordinaten eines Vektors beziig-

lich einer Basis umrechnen kénnen in die Koordinaten beziiglich
einer anderen Basis.

Wir fiithren an einem Beispiel die Umrechnung der Koordinaten vor.

Der Vektor c hat beziiglich der Basis by, by die Koordinaten 4 und 5,
es gilt also ¢ = 4b; + 5by.
Der Vektor x hat beziiglich der Basis by, b; die Koordinaten 8 und 1,
es gilt also x = 8by 4 1b,.

Tabelle 3.21

x
b, 4
b, 5 1




Wir wihlen jetzt die Vektoren ¢ und b, als Basis und wollen die Ko-
ordinaten von b; und x beziiglich dieser neuen Basis ¢, by bestimmen:

¢ = 4b; +.5by

X = 81)1 + 1b2

Aus ¢ = 4b; + 5b,
5

folgt by = Zc ——-71)2.
A

. 1 . . .
Setzen wir b; = Z° —%bz in x = 8b; + 1bs ein, so erhalten wir

1 5
X = 8(20 ‘—'sz) + 11)2
= 2¢ — 101)2 + 11)2
= 2¢ — 9by
Also erhalten wir beziiglich der neuen Basis ¢, by folgende Darstel-
lungen fiir by und x:

1 5
bl = Ti c — 'Z b2
x = 2¢ — 9bs. L 5
b; hat beziiglich der neuen Basis ¢, by die Koordinaten—[l— und -

x hat beziiglich der neuen Basis ¢, by die Koordinaten 2 und — 9.
Tabelle 3.22

bl X

1

= 2
¢ %

5
b -2 9
2 4

Es taucht nun die Frage auf, ob wir die Koordinaten der Tabelle 3.21
nicht einfacher in die Koordinaten der Tabelle 3.22 umrechnen kén-
nen. Im Beispiel 12 dieses Abschnittes werden wir zeigen, wie wir
diese Umrechnung einfacher vornehmen kénnen. Wir wollen fest-
halten, daB wir aus der alten Basis by, by den Basisvektor by heraus-
genommen haben und dafiir den Vektor ¢ in die Basis hineingenom-
men haben.

Der Ubergang von einer gegebenen Basis zu einer neuen Basis, die sich
von der alten in einem Vektor unterscheidet, heifit elementare Basis-
iransformation.

Im Beispiel 10 haben wir eine elementare Basistransformation durch-
gefiihrt,
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Satz 4

Wir wollen nun zeigen; wie sich bei einer elementaren Basistrans-
formation die Koordinaten veréndern.

Bilden die Vektoren by; - -+, bi_y, by, bi+s; *++, b, eine Basis und gilt
x =xiby + +++ + xi_sbi g + xibi + Xi+sbi+g + -0 + xoba
c=ciby + -++ + ei_thbi_s + eibi + cibita + 4+ cabn

mit c; == 0, so bilden auch die Vektoren

by, -+, bi_1, ¢, bj+4, -+ +, by, eine Basts, und es gilt

C1 . Ci-1

1 Ci
X = (xi - 601) bl + cee —l— (Xi—i’_’ aci—l) bi-—l + 60
+ (Xi+1_ 6Ci+1)b1+i + o + (xn_ acn)bn mit é =ﬁ:

Ci

1
bi_¢ + e

Ci Ci

Dieser Satz gestattet die Umrechnung der Koordinaten bei einer
elementaren Basistransformation.

Tabelle 3.23 Tabelle 3.24
Y
alte Basis c X neue Basis bi x
c
b, 1 x4 b, —1 x; — 8¢y
Ci
Ci—q
bi-4 Ci-1 X1 bi-y —— Xi— 8¢y
1
— 1 X;
<b; | Ci X c —_— d=2
—_ ¢ C;
b b Ci+e 3
i+1 Ci+1 Xi+1 i+ o Xj+1 — OCi+n
' 1
cn
b, ¢ X, b, -2  x;,—3c,
Ci

Durch die Pfeile deuten wir an, daBl Vektor b; aus der Basis entfernt
und ¢ in die Basis hineingenommen wird. Das Element ¢; im Schnitt-
punkt der verlingerten Pfeile heit Hauptelement der Basistrans:
formation, es darf niemals Null sein.

Wir fithren jetzt den Beweis des Satzes.
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Wir lésen ¢ = eqby + « -+ 4 ¢i—4bj—1 4 ¢ib; + ciqbisg + -+ + enby
nach b; auf und erhalten damit die Koordinaten von b; beziiglich der
neuen Basis

Cifq biyg—--- '_c_x.“bn'

1 1

c Cj- 1

bi=——by— - — by e —
Ci Ci Ci

Wir setzen by in x = x4by + -+ + X;-4bi-1 + xib; + xj+4bj4e + -

+ x,b, ein und erhalten damit die Koordinaten von x beziiglich der

neuen Basis.

c Cj —
x =x4by + -0 + Xi4big + Xi<—c—?b1—‘ v — c_ibi—i
1 i n
+—c—H bi+1_"'_"c_bn) + Xinbits + o0 + xuby
Ci Ci Ci

Nach Auflésung der Klammer und Zusammenfassung entsprechen-
der GroBen erhalten wir

Xi i X
x =(X1—ci—(;)b1 + +(Xi-1'—ci-1 %_—)bi-i +-;c

1 1

+(Xi+i—ci+1§)bi+1 + - -i-(xn—cn%)bn.

1 1

Setzen wir ? = 3, so erreichen wir
X = (Xl — 801)1)1 + e + (xi—l _— Sci—i)bi—l + dc
+ (Xi+1 — Sci+1)bi+s 4+ 4 (xn — Scp)by .

Damit liegen die Koordinaten von x beziiglich der neuen Basis in
der Form vor, die wir im Satz genannt haben. Sie erkennen gewisse
RegelmiBigkeiten bei der Umrechnung der Koordinaten bei der
elementaren Basistransformation. Wir wollen diese RegelmiBig-
keiten in vier Umrechnungsregeln formulieren, die uns angeben, wie
wir die Koordinaten der Tabelle 3.24 aus denen der Tabelle 3.23

gewinnen.

1
a) Das Hauptelement ¢; wird durch den Kehrwert — ersetzt.
Ci

1
b) Mit dem Kehrwert - des Hauptelementes multiplizieren wir

1
die iibrigen Elemente der Zeile, in der das Hauptelement steht,

. . 1 .
¢) Mit dem negativen Kehrwert - des Hauptelementes multi-

1
plizieren wir die {ibrigen Elemente der Spalte, in der das Haupt-
element steht,
1 1 1 A
gty Gty — ——  Cigy "ty — — Cp
Ci Cj ) Cj Cj
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d) Alle iibrigen Koordinaten (xy, ***, Xj1, Xj+1, ***, X,) der Tabelle
3.23 rechnen wir auf folgende Weise um:
Vom alten Wert (x4, ***, Xj—1, Xj+1, ***» Xp,) wird das 8-fache des
benachbarten Elementes (cy, ***, €j-1, Ci+1, ***; ¢,) der Spalte c,
d. h. der Spalte mit dem Hauplelement, subtrahiert,
also Xy — 8(31, *ry Xj-g — 801_1, Xij+1 — 3C3+1, % Xp— SCn.

‘L i
c | X
b & s
b, 5 1

Wir wollten den Vektor b, aus der Basis entlernen und dafiir den
Vektor ¢ in die Basis hineinnehmen. Wir versehen die beiden Vekto-
ren mit einem Pfeil. Hauptelement der Basistransformation ist 4
(liegt im Schnittpunkt der verlingerten Pfeile). Wir rahmen das
Hauptelement ein.

Die Tabelle 3.22 mit den neuen Koordinaten hat den gleichen
Aufbau wie Tabelle 3.21, nur die Plitze von by und ¢ sind ver-
tauscht.

bl X
c —1 2

4

5
b. —_— -9
2 A

Wir berechnen -jetzt die neuen Koordinaten nach den vier ange-
gebenen Regeln.

a) An die Stelle der 4 tritt der Kehrwert —[17

1 .
b) Mit - multiplizieren wir die benachbarte 8,
£3

1 8
—4—"8:—4——-2:8.

. 1 s .
c) Mit ——y multiplizieren wir 5, also

1 5
-7 5=— T
d) Als einziges Element haben wir noch die 1 umzurechnen,

1—8-5=1—-2-5=—9.
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_ll_EI Wir kennen die Koordinaten der Vektoren ¢ und x beziiglich der
Basis bb bz, b3, b4,'

¢ = 2by + 3by + 5by + 1b,
x = 10by + Oby + 4bs + 2b,

Tabelle 3.25

alte Basis

<]
t

10

HU‘[W 54
DO W O

Wir wollen die Koordinaten beziiglich der neuen Basis by, ¢, bs,
b; bestimmen. Wir nehmen also by aus der Basis heraus und da-
fir ¢ in die Basis hinein. Hauptelement der Basistransformation

ist 3.

Tabelle 3.26

neue Basis by x
by _% 4
c % 3
by —% — 11
b, _% —1

In der Tabelle 3.26 sind gegeniiber Tabelle 3.25 die Plitze von b,

und ¢ vertauscht.

1
a) Der Kehrwert des Hauptelementes 3 ist .

3
b) Mit %—multiplizieren wir die benachbarte 9,
also%-Q =3=23:

¢) Mit ———% multiplizieren wir 2; 5 und 1,

1 2 1 5 1 1
8150—'-3—‘2=—'§, —3‘5 =—'-§-, —-§'1=—§.
d) Wir haben die 10; 4 und 2 der Spalte x umzurechnen.
10—8-2=10—3-2=4; 4—3:5=—11; 2—3-1=—1.
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Selbstverstindlich kénnen wir mit Hilfe unserer Umrechnungs-
regeln auch die Koordinaten von mehreren Vektoren umrechnen.

by, by, b, by stellen eine Basis dar. Gegeben sind die Koordinaten der
Vektoren c, x4, X3, X3.

c = “)1 + 2b2 + 31)3 + 4b4

Xy = 111)1 + 81)2 -I- 61)3 + 51)4

x93 = 10by + 15by + 9b3 + 7b,
X3 = 201)1 + 131)2 + 3b3 + 121‘)4
Tabelle 3.27
[ X4 X9 X3
b, 1 11 10 20
by 2 8 15 13
«b, 6 9 3
b, A 5 7 12

Wir wollen b; aus der Basis herausnehmen und ¢ hineinbringen.
Die Koordinate 3 des Vektors ¢ wird Hauptelement.

Tabelle 3.28

b; Xy X9 X3
b, —% 9 7 19
b, __:23_ 4 9 1
c % 2 3 1
b —% -3 —5 8

a) Der Kehrwert des Hauptelementes ist %

b) Mit £l multiplizieren wir die iibrigen Elemente in der Zeile des

Hauptelementes,

1 1 1
—3_.6=2=81;—§"9=3=82;§—. =1 =9:

Wir erhalten also fiir jeden der Vektoren x4, x2, x3 ein spezielles 3.
c) Mit —3 multiplizieren wir die iibrigen Elemente in der Spalte

des Hauptelementes,

1 1 1 2
—_ = 2=—3;

3 3 T3

| =
N
I
I
@] e~
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d) Zuerst rechnen wir die Koordinaten des Vektors x; um und
beachten, daB &; = 2 ist; dann rechnen wir die Koordinaten
von Xy unter Beachtung von 83 = 3 um und schlieBen dann die
Koordinatenumrechnung fiir Vektor x3 an, wobei wir 83 =1

beriicksichtigen.
X4 X9 X3
81 =2 32 =3 83 =1

11—2-1= 9 10—3-1= 7 20—1-1=19
8—2-2= 4 15—3-2= 9 13—1-2=11
5—2-4=—3 7—3-4=—5 12—1-4= 8

Bisher haben wir immer einen Vektor aus der Basis herausgenommen
und gegen einen anderen Vektor ausgetauscht. Wir wollen jetzt
mehrere Vektoren aus der Basis herausnehmen und gegen die gleiche
Anzahl anderer Vektoren austauschen. Wir fithren das so durch,
daB wir erst einen Vektor austauschen und die neuen Koordinaten
berechnen; dann fithren wir im zweiten Schritt den Austausch
eines weiteren Vektors durch usw.

by, by, bs, b; stellen eine Basis dar. Gegeben sind die Koordinaten
der Vektoren ¢4, co, €3, X.

C1=1'b1+2’b2+1‘b3—1’b4
Cg=1'b1+1‘b2—|—0'b3+4’b4
C3=1b1+3b2+0b3—|~1b4
x =0-by—4-by+2-by—1-b,

Tabelle 3.29
!
Cy Cy C3 X
«b, [1] 1 1 0
by 2 1 3 —4
by 1 0 0 2
b, —1 4 1 —1

Wir wollen by gegen ¢; und by gegen c; und bs gegen c3 austauschen,
um die neue Basis ¢y, €3, 3, by zu erhalten.

Schritt 1;

Im ersten Schritt tauschen wir by gegen ¢, aus. Die erste Koordinate
des Vektors ¢y, also 1, wird Hauptelement.
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Tabelle 3.30

¢
b‘ Cy C3 X
c 1 1 1 0
b, —2 — 1] 1 —4
bg —1 —1 —1 2
b, 1 5 2 —1

a) Der Kehrwert des Hauptelementes ist 1.

b) Mit 1 multiplizieren wir die iibrigen Elemente der Zeile des
Hauptelementes,

1 1=1=38;11=1=38,;1-0=0=233

c¢) Mit — 1 multiplizieren wir die iibrigen Elemente der Spalte
des Hauptelementes,
—12=—2;—11=—1; —1-(—1) =1

d) Wir berechnen nacheinander die neuen Koordinaten der Vek-
toren ¢y, C3, X.

Cy C3
8 =1 8 =1
1—1- 2 =—1 3—1- 2 = 1
0—1- 1 =—1 0—1- 1 =—1
b4—1-(—1)= b 1—1-(—1)= 2
X
3 =0
—4—0- 2 =—4
2—0- 1= 2

—1—0-(—1)=—1

Schritt 2:

Im zweiten Schritt tauschen wir Vektor by gegen c;, miissen jetzt
aber von Tabelle 3.30 ausgchen, weil ja auch der Vektor ¢ in der
Basis bleiben soll. Die zweite Koordinate des Vektors ¢y (in Tabelle
3.30), also — 1, wird Hauptelement.

a) Der Kehrwert des Hauptelementes ist — 1.

b) Mit — 1 multiplizieren wir die iibrigen Elemente in der Zeile
des Hauptelementes; '
—1(—2)=2=98; —1-1=—1=8; —1-(—4)=4=3;.

¢) Mit dem negativen Kehrwert des Hauptelementes, also mit
— (— 1) = 1, multiplizieren wir die iibrigen Elemente in der
Spalte des Hauptelementes,
1-1=1; 1-(—1)=—1; 1:-5=5
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d) Wir berechnen nacheinander die neuen Koordinaten von by,
C3, X.
bi C3
3 =2 dy=—1
1—2: 1 =—1 1—(+=1: 1= 2
—1—2-(—1)= 1 — =) (—1)=—2
1—2- 5 =—9 2—(—1)- 5= 17
x
=4
0—4- 1 =—4
2—4-(—1) = 6
—1—4- 5 =—21
Tabelle 3.31
!
g | b, by c3 x
¢ —1 1 2 —4
e 2 —1 —1 4
“b, 1 =1 —2 6
b, —9 5 7 —2
Schritt 3:

Im dritten Schritt tauschen wir ¢ gegen by, gehen aber von Tabelle
3.31 aus. Die dritte Komponente des Vektors c3 (in Tabelle 3.31),
also — 2, wird Hauptelement.

a)
b)

. 1
Der Kehrwert des Hauptelementes ist —

1
Mit — - multiplizieren wir die iibrigen Elemente in der Zeile

2
des Hauptelementes,
1 1 1 1 1
—7'1——5—81, —'7’(—1)=E=82, —5'6=—'3=83.

Mit dem negativen Kehrwert des Hauptelementes, also mit

— ——;— = %, multiplizieren wir die iibrigen Elemente in der
Spalte des Hauptelementes,

1 1 11 7

7 2=l g El=—gs g 7=y
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Aufgaben
zu 3.7.

d) Wir berechnen nacheinander die neuen Koordinaten von by,

bz,x
by . by .
81=—-i- 82=§'
1 1
-—1—-(—7). 2= 0 -5 2= 0
1 3 1 1
1 v 11 1 3
—9—(—5)‘ T=—3 S—gr 1= 3
X
8 =—3
—4—(—3) - 2 =2
b—(—3)-(—1) =1
—U—(—3)- 7 =0
Tabelle 3.32
bi bz b3 X
¢ 0 0 1 2
3 1 1 .
2 7 T2 T2
1 1 1
“ 3z 7 3 3
1 3 7
b -z 3z 7 °

Damit haben wir by; by, by aus der Basis entfernt und dafiir ¢y, ¢3, c3
in die Basis gebracht.

1
Es gilt

c = 51)1 —l— 41)2 + 21)3
X = 10})1 + 2b2 +-;—b3

a) Berechnen Sie die Koordinaten von b; und x beziiglich der
Basis ¢, bs, bj!

b) Berechnen Sie die Koordinaten von by und x beziiglich der
Basis bi, c, bg'

¢) Berechnen Sie die Koordinaten von b; und x beziiglich der
Basis by, by, ¢! (L)



3.0.

2
Es gilt

, 1
c =2b + by + 5 bs

x1=4b1+5b2—l-3b3
1

Xg = b1+8b2+zb3

X3=5b1+ bz—— l)3

a) Berechnen Sie die Koordinaten von by, x4, X9, x3 beziiglich der
Basis ¢, by, bs!

b) Berechnen Sie die Koordinaten von by, x4, xg, x3 beziiglich der
Basis by, ¢, bs!

¢) Berechnen Sie die Koordinaten von bs, x4, x9; X3 beziiglich der

Basis by, by, ¢! (L)
3
Es gilt .
¢t = 2bj— Dby+ 3bs
02=““‘b1+ 21)2'—' b3
cg= by + 4by+ 2bs
X = 7b1 + 131)2 + 12b3

Wir bringen nacheinander die Vektoren ¢y, ¢y, c3 in die Basis.

a) Berechnen Sie die Koordinaten von ¢y, ¢y, by, x beziiglich der
Basis c3, by, bs!

b) Gehen Sie von a) aus und berechnen Sie die Koordinaten von
¢4, b3, by, x beziiglich der Basis c3, by, ¢3!

¢) Gehen Sie von b) aus und berechnen Sie die Koordinaten von
by, bs, by, x beziiglich der Basis ¢3, ¢4, ¢3! (L)

Rang einer Matrix

Die Rangbestimmung hat Bedeutung fiir die Uberpriifung der linca-

ren Abhingigkeit bzw. Unabhiingigkeit von Vektoren und fiir die

Uberpriifung der Losbarkeit von Gleichungssystemen.

Jede Matrix A besteht aus n Spaltenvektoren mit m Komponenten.
m,n

Wir k6nnen( je)den dieser Spaltenvektoren als Linearkombination

einer Basis fiir die Vektoren mit m Komponenten darstellen.

Wir bringen dann die einzelnen Spaltenvektoren der Matrix A nach-

einander in die Basis. Die maximale Anzahl von Spaltenvektoren,

die wir auf diese Weise in der Basis unterbringen, nennen wir den

Rang der Matrix A.
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Definition 1

«©€

4-62

Die mazimale Anzahl von Spaltenvekioren der Matriz A, die wir in
(m, n) -
eine Basis fiir Vektoren mit mm Komponenten bringen kinnen, heift

Rang der Matriz A.

Fiir die Rangiiberpriifung ist es giinstig, von einer Basis auszugehen,
die nur aus Einheitsvektoren besteht.

Wir betrachten die Matrix A = [% ﬂ
Die erste Spalte der Matrix A ist der Vektor a; = B] ,
die zweite Spalte der Vektor a; = l; .

Benutzen wir die Einheitsvektoren e; = [(1)] und ey = [2] als Basis,
so erhalten wir

ay = 1e1 + 202
a) = 481 + 162.

Tabelle 3.33
i
ay ag
[1] 4
ey 2 1

Wir bringen a; in die Basis, indem wir gegen e; austauschen.

Tabelle 3.34

)

(] ay

ay 1 4
—2 |—7|

Wir bringen jetzt aj in die Basis, indem wir gegen e; austauschen.

Tabelle 3.35

€4 €9

a 1 4
! 7 7
a 2 1
2 7 7

Da wir zwei Spaltenvektoren der Matrix A in eine Basis fiir Vektoren

. . .. 2.2 .
mit zwei Komponenten bringen konnten, hat die Matrix A den Rang 2.
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Izl Wir betrachten die Matrix A = [4 2

2 1|’
Der erste Spaltenvektor ist a; = [;] , der zweite Spaltenvektor
2l 1 0
Benutzen wir die Einheitsvektoren e; = [0] und e; = [ 1] als Basis,
so erhalten wir
ay = 4e; + 2ey
a; = 261 + 102
Tabelle 3.36
{
ay as
ey m 2
e2 —2— 1
Wir tauschen a; gegen e, aus,
Tabelle 3.37
€4 as
a 1 1
: 7T 7
1
S—— 0
ez D)

Wir kénnen aj nicht gegen e; austauschen, denn null ist als Haupt-
element nicht zugelassen. Wiirden wir a; gegen a; austauschen, dann
hitten wir auch nur einen der Spaltenvektoren von A in der Basis.
Mehr als einen Spaltenvektor der Matrix A bekommen wir nicht in
die Basis. Die Matrix A hat den Rang 1.

B 2 1
@ Wir betrachten die Matrix A=| 0 —1 1
1 0 —
-
Der erste Spaltenvektor ist a; =| 0 J, der zweite Spaltenvektor
1
2 - 1
ap = | — 1 | und der dritte Spaltenvektor az = 1
0 —1

1 0 0
Mit der Basis e; = [0}; ey = [1:‘; e3 = IVO] erhalten wir folgende
0 0 1
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Darstellung:

a; = 1e1 + 0e2 -|— 1e3
a; = 2e; — les + Oey
az = le; + le; — les.

Tabelle 3.38

4
4 a2 a3
e 1 2 1
€9 0 —1
ey | [1] 0o —1

Wir tauschen e; gegen a; aus.

Tabelle 3.39
4
€3 ay ag
«—€ _ 1 E 2
€y 0 —1 1
ay 1 0 —1

Wir tauschen a; gegen e aus.

Tabelle 3.40
{
€3 €4 ag
1 1
_— — 1
3 2 2
1 1
« —_— —_ 2
2 2 7 .
ay 1 0 —1

Wir tauschen schlieBlich e; gegen a3 aus.

Tabelle 3.41
€3 €4 €2
1 1 1
I A )
a 1 1 1
3 A 2
a 3 1 1
! A 2

Da wir alle drei Spaltenvektoren in die Basis gebracht haben, hat
die Matrix A den Rang 3.
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Sie werden bemerkt haben, da wir den Austausch der Vektoren
willkiirlich vorgenommen haben. Bei der Rangbestimmung ist es
ohne Bedeutung, welche Vektoren gegeneinander ausgetauscht wer-
den. Wir miissen aber darauf achten, daBl die Spaltenvektoren von A,
die wir bereits in die Basis gebracht haben, nicht wieder aus der
Basis entfernt werden.

Die Rangbestimmung versetzt uns in die Lage, die lineare Abhingig-
keit oder Unabhingigkeit von Vektoren ay, -, a, zu iiberpriifen.
Dazu fassen wir die Vektoren a;, :--, a, als Spaltenvektoren einer
Matrix A auf und bestimmen den Rang der Matrix A. Ist der Rang
der Matrix gleich der Spaltenzahl von A, so sind die Vektoren ay, - - -,
a, linear unabhiéngig, andernfalls sind sie linear abhéngig.
Weiterhin kénnen Sie feststellen, dal die Koordinaten der Einheits-
vektoren ey, ey usw. fiir die Feststellung des Ranges nicht benstigt
werden. Deshalb kénnen wir bei der Rangbestimmung die Einheits-
vektoren ey, e; usw., die wir aus der Basis entfernt haben, weglassen.

Wir wollen dies an einem Beispiel zeigen.

Wir betrachten die Matrix

I} 2 17]
0 —1 11,
|1 0 —1

die wir bereits im Beispiel 3 untersucht haben.

A=

Tabelle 3.42
ay ﬂz 33

e, 1 2 1
e _0_ —1 1
03 lil 0 — 1
Tabelle 3.43

az a'}
e _?| 2
ez — 1 1
a; 0 —1
Tabelle 3.44

as
82 _1
€9 m
81 —_
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Tabelle 3.45

ay
ag
ay

"Im Beispiel 2 aus 3.6. betrachteten wir die Vektoren a; = [g]

[ﬂ . Erfassen wir diese beiden Vektoren in einer Matrix,

so erhalten wir A = [[2’ ﬂ :

und ag =

Im Beispiel 2 dieses Abschnittes haben wir fiir A den Rang 1 er-
mittelt. Dieser Rang 1 ist kleiner als die Spaltenzahl von A, also

sind die Vektoren a; und a, linear abhéingig.
17 ™ 27 r 17
0,a2: —1,a3= 1.
L1 [0 —1
Erfassen wir diese Vektoren in einer Matrix, so erhalten wir
1 2 17
A=|0 —1 11.
1 0 —1

Wir betrachteten die Vektoren a; =

Im Beispiel 3 dieses Abschnittes haben wir fir A den Rang 3 er-
mittelt. Der Rang 3 stimmt mit der Spaltenzahl iiberein, also sind
die Vektoren ay, ag, ag linear unabhéngig.

1
Bestimmen Sie den Rang der Matrix A!
[ 2 —4 13 2
a) A_[~3 6] b) A_L1 4]
T 1 1] _
9 1 3 1 2 1 —1
c) A= 1 0 0 d A=|1 10 4
1 4 1 130 1]
2 3 —4 57 ~ 2 3 1
1 —1 —1 2 4 6 2
e) A=|3 9 _5 7| 0 A= , 31
1 4 —3 3 —l = —3
g) A=0 L)



2

Uberpriifen Sie, ob die vorliegenden Vektoren linear abhingig oder
unabhingig sind!

a) b1

b) a =

c) ¢

d) 4
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4.

4.1.

Lineare Gleichungssysteme

Mit dem Abschnitt 3. haben wir unter anderem die Voraussetzungen
fiir die Losung von linearen Gleichungssystemen geschaffen. Wir
werden die Losung mit Hilfe der Basistransformation durchfiihren.
Wir benétigen dann nicht die bekannten Lésungsverfahren, wie
Einsetzungs-, Gleichsetzungs- und Additionsverfahren. Auch die
Determinanten brauchen wir nicht als Hilfsmittel fir die Losung
von Gleichungssystemen.

Darstellung linearer Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen
1aBt sich folgendermaBen schreiben:
(1) anxq+apxy+ = + am Xy = by

a2t Xy + a2 Xy -+ + 2 Xp = by

am1Xy + amaXz + *** + AmpXn = by
Mit Hilfe von Vektoren kénnen wir dieses Gleichungssystem wie
folgt darstellen:

(2) a;xy + agXy +*** 4 apx, =b

aiy a2 an by
as aa a2n by

mit a; = 5 ag = ; ; ap = ; b=
| @m1_| aAm?2 Qmn bmn

Mit Hilfe von Matrizen erhalten wir folgende Darstellung:
3) Ax=b

— X4
a2 8y X2
ay a a .
mit A= | 10 T e
Ami1 Am2 *** amn
Xn
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4.2.

Satz 1

Das Gleichungssystem -—2x; + 3x9 =—38
10x; — 10x9 = 30
P —2 3 _[—8
148t sich durch [ 10] x; + [_ 10] Xg == [ 30]
—2 3] [x] _[—8
oder [ 10 — 10} [xJ - [ 30]
darstellen,

Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme kénnen genau eine Losung, unendlich
viele Losungen oder gar keine Losung besitzen. In diesem Abschnitt
wollen wir zeigen, wie wir durch zwei Rangbestimmungen feststellen
konnen, ob unser lineares Gleichungssystem gar keine Losung, genau
eine Losung oder unendlich viele Lésungen besitzt,

Wir betrachten das Gleichungssystem
Ax =D
und untersuchen den Rang der Matrizen A und B = [A b].

(Die Matrix B geht aus der Matrix A dadurch hervor, daB wir die
Matrix A um die Spalte b erweitern.)

Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann losbar (hat also eine oder
unendlich viele Lésungen), wenn der Rang der Matriz A mit dem Rang
der Matriz B =[A b] iibereinstimmdt.

Im Beispiel aus 4.1. haben die Matrizen A = l_ 2 3]

_[—2 3 —8
und B—[ 10 — 10 30 den Rang 2.

Das Gleichungssystem des Beispiels aus 4.1. ist also l6sbar.

Das lineare Gleichungssystem

2X1 + 3){2 + 4}(3 =20
X4 —'5XQ + 2X3 =10
—3x4 + x9— 6x3 =50

ist nicht lésbar, denn die Matrix

2 3 4]
A= 1 —5 2
—3 1 —
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Satz 2

hat den Rang 2, wihrend die Matrix

2 3 4 207
B= 1 —5 2 10

3 1 —6 50|

den Rang 3 hat.

Fir die Rangbestimmung der Matrizen A und [A b] brauchen wir
nicht zwei getrennte Rechnungen durchzufiihren. Wir schreiben die
Matrix A und den Vektor b in eine Rechentabelle, bringen soviel
Spalten von A wie moglich in die Basis und lesen den Rang von A
ab. LaBt sich jetzt zusdtzlich der Vektor b in die Basis bringen, so ist
der Rang der Matrix [A b] um eins gréBer als der Rang der Matrix A.
LaBt sich b nicht zusdtzlich in die Basis bringen, so hat A den gleichen
Rang wie [A b].

Wir benutzen das Beispiel 2.

' | V
ay ag ag b ag ag b ag b

ey 2 3 4 ) 20 e 131 o 0 a3 |0 0
e | [1] —5 2|10 | =5 2 |10 a2 |10
e3 | —3 1 —6 |50 e |—1% 0 |8 <«eg|0

Aus der letzten Tabelle ist ersichtlich, daB die Matrix A den Rang 2
besitzt. Den Vektor b kénnen wir noch zusitzlich in die Basis brin-

gen; also hat die Matrix [A b] den Rang 3.

ag
82 0
ay 2
b 0

Wir wollen jetzt zeigen, wie wir mit Hilfe der Rangbestimmung fest-
stellen, ob ein losbares Gleichungssystem genau eine Losung oder
unendlich viele Losungen besitzt.

Das losbare Gleichungssystem Ax = b hat genau eine Lésung, wenn der
gemeinsame Rang von A und [A b] mit der Anzahl der Variablen
iibereinstimmt. Das Gleichungssystem hat unendlich viele Liésungen,
wenn der gemeinsame Rang von A und [A b] nicht mit der Anzahl der
Variablen iibereinstimmt.

Im Beispiel aus 4.1. ist der gemeinsame Rang von A und' [A b] zwel.
Die Anzahl der Variablen ist ebenfalls zwei. Also hat das Gleichungs-
system genau eine Losung.




[«

Aufgaben
zu 4.2.

4.3.

Im Gleichungssystem

2 1 3 4] [x 13 |

12 14 1| x| |12

31 2 1| |x3| |15

|11 11 | x4 | 8 ¢

haben die Matrizen A und [A b] den Rang drei. Die Anzahl der
Variablen ist vier. Also hat das Gleichungssystem unendlich viele
Lésungen.

.
“Uberpriifen Sie die Losbarkeit der folgenden linearen Gleichungs-
systeme!
a) X1 + 3X3— 2X4 = 5
3x +xp+4x3+ x, = 5
/1X1 —|— X9 + 7){3-— X4y = 10
2%y +x3+ x34+3x, = 0
[ 5
b) N+ [2] x4 [ X3 = 2
3 2 7 7
2

¢ I3 1 57 = [5]
4 2 8| | xp|=|7
HAIEEH

2
Stellen Sie fest, ob die lssbaren Gleichungssysteme in 1. genau eine
Lésung oder unendlich viele Lisungen besitzen! (L)
3

. Stellen Sie fest, ob das folgende Gleichungssystem keine Losung,

genau eine Lésung oder unendlich viele Losungen besitzt!
3 & —17] [x [—4
1 —3 5 Xy | = 19
| —2 1 GJ _xj L 15] (L)

Lineare Gleichungssysteme mit genau einer Losung

Wir wollen jetzt zeigen, wie wir mit Hilfe der elementaren Basis-
transformation die Losung eines Gleichungssystems finden, das
genau eine Losung besitzt.

Betrachten wir das Gleichungssystem in der Form

a;xq + apxy + *++ +apgx, = b,
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so erkennen wir, dafl es bei der Losung des Gleichungssystems nur
darauf ankommt, den Vektor b als Linearkombination der Vektoren
ay, ay, * -+, a, darzustellen.

Die eindeutig bestimmten Skalare xj, xs, ***, X, sind die Lésung
unseres Gleichungssystems.

Diese Uberlegung fiihrt auf folgenden Losungsweg:

Wir stellen die Vektoren ay, ay, -+, a, und b als Linearkombinationen
der Basis ey, ey, ***, e, dar (in diesem Falle sind die Koordinaten
gerade die Komponenten von ay, ay, ***, ap, b) und bringen nachein-
ander die Vektoren aj, as, ***, a, in die Basis. Damit erhalten wir
nach n Basistransformationen den Vektor b als Linearkombination
der Vektoren ay, ay, '+, a, und kénnen somit die gesuchte Losung
ablesen.

Tabelle 4.1  Ausgangstabelle Tabelle 4.2  Endtabelle
a; ag a, | b e; e e e, | b
€ ay X1
€y a, Xg
en al\ Xn

Wir suchen die Losung des Beispiels aus 4.1.
[—-2 3} [xi] _[—8]

10 — 10 [x, 30]°
Im Beispiel 4 aus 4.2. haben wir nachgewiesen, da dieses Glei-
chungssystem genau eine Lésung besitzt.

a; as b e; ag|h e e | Db
1 3 3
e ||—2| 3 —8 ay —5—7 4 x4 a |1 m 1
ey | 10 —10] 30 e, 5 [5]—10 x, |ay |t % —2

Es gilt b = 1a; — 2a,. Also lautet die Lésung
xp=1;x9=—2 0derx=[_;].

2 —1 1 x 7
—1 2 4||x|=|13
3 —1 2| xs 12

Der Rang der Matrix A ist drei, der Rang der Matrix [A b] ebenfalls,
also ist das Gleichungssystem losbar.
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Weil der gemeinsame Rang der Matrizen A und [A b] mit der An-
zahl der Variablen iibereinstimmt, hat das Gleichungssystem genau
eine Losung.

ay ag az|b a;  a el b
e 2 —1 [t]] 7 ag 2 —1 ty 7
e 1 9 Z | 13 ey —9 6 —4|—15
e; 3 —1 2|12 eg |—1 [1] —2|—2

ay e3 (] b ey e3 €y b
ag 1 1 —1| 5 x3 | a3 % —1 % 4
ey —-3| —6 8|—3 Xy a; —% 2 —% 1
112 ——1 1 —2 —~2 XZ az ‘—-—;- 3 —-%——-1

Es gilt b = 1a; — 1a; + 4a3. Also lautet die Lésung

1
xy=1; x0=—1;x3=4 0derx=|7—1}.
4

Sie werden bemerkt haben, dal wir fiir das Ablesen der Losungen
nur die letzte Spalte der letzten Tabelle benstigen. Die Spalten ey,
ey im Beispiel 1 bzw. die Spalten ey, e;, e3 im Beispiel 2 benétigen
wir fiir das Ablesen der Losung nicht.

Bei der Losung des Gleichungssystems ajxy 4 asXg + -+ 4 anx, =b
sparen wir Rechenarbeit ein, wenn wir nur die Spalten a4, as, * -+, a,
und b umrechnen, wahrend wir die Spalten ey, ey, - -, e, weglassen.

rs—l Das Beispiel 1 kénnen wir verkiirzt folgendermaBen losen:
o ay agl b ag b b
e |—— 2 3[—8 a, ——-::— 4 ay 1
e 10 —10| 30 e | [B]|—10 a —2
[4_|— Das Beispiel 2 kénnen wir verkiirzt folgendermaBen losen:
ay as ag b ay ag b
e | 2 —1 1] ] 7 ag 2 1| 7
e |—1 2 4 13 e, [—9 6 |—15
e 3 —1 2 |12 ey |—1 [1]|—2
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ag 1| 5 ay 4
82 -—'3 —_ 3 al 1
a9 — 1] —2 ay —1

Aufgaben
zu 4.3.

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem lésen wollen, so bendtigen wir
den Rang der Matrix A,

den Rang der Matrix {A b],

die Lésung des Gleichungssystems (wenn eine vorhanden ist).

Im Beispiel 3 aus 4.2. haben wir gezeigt, wie wir die Rangbestimmung
fiir die Matrizen A und [A b] in einem Rechengang erledigen kénnen.
Da wir fiir die Losung des Gleichungssystems nur die Koordinaten
des Vektors b beziiglich der Basis ay, - -+, a, bendtigen, die bei der
Rangbestimmung schon anfallen, brauchen wir fiir die Lésung des
Gleichungssystems keine zusétzliche Rechnung.

Der Rang von A, der Rang von [A b] und die Lésung des Gleichungs-
systems lassen sich also in einem Rechengang erledigen. Das wollen
wir an einem Beispiel zeigen.

-1

ay ag b ay b b
ey 2 3 16 e l—-13l‘ —26 X a; | 2
e, |5 [1] |14 ‘a, 5| 14 x, |a, |4

Aus der letzten Tabelle kann abgelesen werden, daB A den Rang 2
und [A b] den Rang 2 haben. AuBerdem ist ablesbar x; = 2; x5 = 4,
die Lésung unseres Gleichungssysterns.

1
Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Gleichungssysteme!
' 10 3 9
Xif R X1 =
S 5] X _[ ] b) . 4] [x2] [20

o [ 9 [E]-[8
RIS G

]
~
—

4]
H:;H 1
It

o[
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2

Addiert man zur Summe zweier Zahlen 23, so erhilt man 78.
Subtrahiert man von der Diflerenz der beiden Zahlen 15, so erhilt
man 6. Wie lauten die beiden Zahlen? (L)

3
a) Addiert man zu einer dreistelligen ganzen Zahl, die in allen
Stellen die gleiche Grundziffer triigt, eine zweistellige ganze

Zahl, deren Einerstelle die gleiche Grundziffer trigt, so erhilt
man 294.

b) Subtrahiert man von einer dreistelligen ganzen Zahl, die in
allen Stellen die gleiche Ziffer trigt wie die Zehnerstelle der
zweistelligen Zahl aus a), eine zweistellige Zahl, die aus der zwei-
stelligen Zahl von a) durch Grundziffernvertauschung hervor-
geht, so erhalt man 750.

Wie lauten die beiden Ziflern, aus denen die unbekannten Zahlen
aufgebaut sind? Wie lauten die unbekannten Zahlen? (L)

4

Ein Rechteck hat einen Umfang von 100 em: Verlidngert man die
eine Seite auf das Doppelte und verkiirzt die andere Seite auf ein
Drittel, so hat das neue Rechteck einen Umfang von 150 cm.

YWie gro sind die Seiten des Ausgangsrechtecks? (L)

5

Fir die Herstellung von zwei Erzeugnissen werden zwei Materialien
bendtigt. Je Einheit des ersten Erzeugnisses brauchen wir 20 Ein-
heiten (E) vom ersten und 55 E vom zweiten Material, je Einheit des
zweiten Erzeugnisses 40 E des ersten und 10 E des zweiten Materials.
Von jedem Material stehen 2 000 E zur Verfiigung. Wieviel Einheiten
sind von jedem Erzeugnis herzustellen, wenn das Material vollstéin-
dig verbraucht werden soll? (L)

6

Zwei Brigaden arbeiten mit verschiedenen Arbeitskriften und Norm-
erfiillungen. Die durchschnittliche Normerfiillung in einer bestimm-
ten Schicht betrigt 969, bzw. 1049, bei voller Besetzung der Bri-
gaden. In dieser Schicht werden von beiden Brigaden zusammen
1 408 Stiick eines bestimmten Erzeugnisses hergestellt.

In einer anderen Schicht fehlen in der ersten Brigade 2 Arbeits-
krifte, in der anderen Brigade 3 Arbeitskrifte. Die durchschnittliche
Normerfiillung sinkt auf 909, bzw. 95%,. In der Schicht werden von
beiden Brigaden zusammen nur 1 114 Stiick produziert. Die Norm
je Arbeitskraft betrdgt 40 Stiick je Schicht.

Wie stark sind die beiden Brigaden besetzt? (L)

7

Fir die Herstellung eines Erzeugnisses nach zwei Technologicn
stehen zwei Materialien zur Verfiigung. Bei der ersten Technologie
werden 40 Einheiten (E) des ersten und 50 E des zweiten Materials
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benétigt, bei der zweiten Technologie 65 E des ersten und 30 E des
zweiten Materials. Der Betrieb hat einen Materialvorrat von 3 600 E
beim ersten und 2 450 E beim zweiten Material. Wieviel Einheiten
sind nach den verschiedenen Technologien herzustellen, wenn das
Material vollstindig verbraucht werden soll? (L)

8

Die Summe aus Selbstkosten und Gewinn betrigt fiir ein bestimmtes
"Erzeugnis 450 M. Durch Senkung der Selbstkosten um 79, kann
der Gewinn um 569, erhoht werden, wenn die Summe aus Selbst-
kosten und Gewinn weiterhin 450 M betrigt.

Wie grof sind Selbstkosten und Gewinn in beiden Fillen? (L)

9

Ein Gas G4 hat einen Schwefelgehalt von 6 gm—3, ein Gas Gy von 2gm—3.
Wieviel Kubikmeter der Gase G und G, mufl man mischen, um 500 m3
mit einem Schwefelgehalt von 3,2 gm~—3 zu erhalten? (L)

10

Ein Erzeugnis P; enthdlt 4 kg Kupfer und 6 kg Aluminium; ein
Erzeugnis Py 3 kg Kupfer und 8 kg Aluminium.

Es stehen 2 150 kg Kupfer und 4 100 kg Aluminium zur Verfiigung.
Wieviel Einheiten muB man von jedem Erzeugnis herstellen, um
den gesamten Materialvorrat zu verbrauchen? (L)

11

Bestimmen Sie die Lésungen der folgenden Gleichungssysteme!

r 2 —5 171 %4 9
o | 176 _q 4{_4
| —3 1 —2||x3| |—8]
—4 1 A [x| [ 75
b) | —1 —1 10| x|=| 225
| 3 3 —5]|| x| |—5
[—2 1 —1[x 11
o 4 —5 4| x|=|—18
& | 3 —10 15| [x;;_ | — 60]
2 —3 4— X1 6
d |6 4 —1 {m =|—8 (L)
t 1 1]|{xs] [—1

12

Die Summe dreier Zahlen betrégt 70. Subtrahiert man von dem
Vierfachen der einen Zahl das Fiinffache der zweiten und die Hilfte
der dritten Zahl, so erhilt man — 57,5. Die Summe der beiden ersten
Zahlen ist gleich der dritten Zahl.

Wie lauten die drei Zahlen? (L)

13
Die Summe der Kantenlingen einesQuaders betréigt 320 cm. Verkiirzt
man eine Kante auf die Hilfte, die zweite auf ein Drittel und ver-
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4.4.

langert die dritte Kante auf das Doppelte, so betrigt die Summe der
Kantenlidngen 380 cm.

Verlingert man die erste Kante auf das Doppelte, verkiirzt die
zweite Kante auf ein Drittel und die dritte Kante auf ein Viertel,
so ist die Summe der Kantenlingen nur noch halb so grof} wie beim
Ausgangsquader.

Wie lang sind die Kanten im Ausgangsquader? (L)

14

Fiir die Herstellung von drei Erzeugnissen werden zwei verschiedene
Materialien bendtigt. Der Materialverbrauch je Erzeugniseinheit,
die zur Verfiigung stehende Materialmenge und die Preise je Erzeug-
niseinheit sind der folgenden Tabelle zu entnehmen.

Material Materialverbrauch je Einheit des  zur Verfiigung stehende
Erzeugnisses Materialmenge
Pl Pﬂ P8

M, 5 3 6 269

M, 7 8 2 336

Preis je

Erzeugnis-

einheit 30 20 45

Wieviel Einheiten sind von jedem Erzeugnis herzustellen, wenn die
zur Verfiigung stehende Materialmenge restlos verbraucht und eine
Preissumme von 1 840 M erreicht werden soll?

15

Ein Gas G4 hat den Heizwert 1 000 kcal m~3 und den Schwefelgehalt
6 gm=—3, ein zweites Gas Gy den Heizwert 2 000 kcal m—3 und den
Schwefelgehalt 2 gm—3 und ein drittes Gas G3 den Heizwert 1 500
keal m~3 und den Schwefelgehalt 3 gm—3.

Wie mufl man die Gase mischen, um ein Gas mit dem Heizwert
1 475 kcal m—3 und dem Schwefelgehalt 3,55 gm~3 zu erhalten? (L)

Lineare Gleichungssysteme mit unendlich vielen Lsungen

Wir zeigen jetzt, wie wir mit Hilfe der elementaren Basistransfor-
mation die Lésungen eines Gleichungssystems finden, das unendlich
viele Losungen besitzt.

Bei einem linearen Gleichungssystem Ax = b mit unendlich vielen
Lésungen ist der gemeinsame Rang von A und [A b] kleiner als die
Anzahl der Variablen. Bezeichnen wir den gemeinsamen Rang mit r,
die Anzahl der Variablen mit n, so gilt also r < n.

Wenn wir jetzt so vorgehen wie bei eincm linearen Gleichungssystem
mit genau einer Losung, so lassen sich von den n Spaltenvektoren
ay, ay, * * , a, der Matrix A nur r Spaltenvektoren in die Basis bringen:
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Wenn wir r Spaltenvektoren der Matrix A in die Basis gebracht
haben, kénnen wir aus der Endtabelle die Lésungen des Gleichungs-
systems ablesen.

LTS

X3

Der Rang von A und [A b]ist r =2, die Anzahl der Variablen ist
n =3

Wir gehen den gleichen Weg wie im Abschnitt 4.3. bei der Lésung
eines Gleichungssystems mit genau einer Losung.

X3
ay ag ajg b ag 33 b ag b
5 5 3
e1E1473, Uoh | X ey |—1—
e2 3 2 7 % 92 —_— 1 — 5 —_— l.l X9 82 5 4
Aus der Endtabelle lesen wir die allgemeine Losung
3 1
[x1] =|" 9 |— [_— ] x3; X3 beliebig ab.
X9 ) 5
4
31
Vom Vektor| = 2 |, der die Koordinaten von b enthilt, subtra-
4
hieren wir den mit dem Skalar x3 multiplizierten Vektor [_ é] , der

die Koordinaten von a3 enthiilt.
Setzen wir in die allgemeine Lésung fiir x; spezielle Werte. ein, so
erhalten wir spezielle Lésungen.

Z.B. x3 = 0; x1=—%; Xy =4
1
x3=1; X == X9 =—1
5
x3 = —1; X =—7; X2 =9 usw

Haben wir das Gleichungssystem Ax = b mit n Variablen und m
Gleichungen und ist der gemeinsame Rang von A und [A b]r <n,
so erhalten wir die Lésung auf folgende Weise:

Wir bringen r Spaltenvektoren von A in die Basis. Dazu beginnen
wir mit der Rechentabelle 4.3.
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Tabelle 4.3

Xy -+ Xp xt+1;-.xn
agescarapyyccrag | b
€
e
N A b
€r+1
em

und erhalten nach r Basistransformationen die Rechentabelle 4.4;

Tabelle 4.4

Xp44°° Xp
apiq*rag b
X4 ay
D d
Xp a,
Cr+q
: 0 o
em

(Durch entsprechende Wahl des Hauptelementes fiir die Basistrans-
formation oder durch Umordnung und entsprechende Numerierung
konnen wir immer diese Form erreichen.)

Aus dieser Tabelle 4.4 lesen wir die allgemeine Losung ab:

Xy Xr+1 Xr+1
=d—D| . mit | . beliebig.
| Xr_| [ Xn _| Xn

Jeder beliebig gewihlte Spaltenvektor

Xr+1

Xn

liefert eine spezielle Lésung.
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Wir lésen jetzt die Aufgabe 1 a) aus 4.2.

1 0 3 —2 X4 5
3 1 4 1 X9 _ 5
41 7 —1||xs| |10
2 11 3 Xy 0

Der gemeinsame Rang von A und [A b] ist r = 2, die Anzahl der
Variablen ist n = 4.

X3 X4
a; ag ag a4l b a; ag  a b ag  a, b
e[ 038 —2[5 a0 3—2 5xlal 3—2{ 5
e |3 1 4 15 e[t —5 7/—10 xylap|—5 7|—10
e |4 1 7 —1|10 e3| 1 —5 7|—10 es] 0 0 0
e, |2 1 1 30 e|1 —5 7/—10 el 0 0 0

Die allgemeine Lisung ist

_xl— — 5 — [ 3 —2 X3f.
| X2 — 10 —5 70 |x4]

X4

[xs] beliebig.

Der gemeinsame Rang von A und [A b] ist r = 2, die Anzahl der
Variablen ist n = 4.

X3 X3
ap a; agayb ay aza;|b a, ag| b
e|[1] —1 —12{1 a|—1 —1 2|1 x|a|—11 3|—7
|2 3 —45/6 e 5 —2 14 esf 0 0| O
e3| 3 2 —5 7|7 e| 5 —2[1||4 =x;|a 5 -2 4
el 1 4 —33/5 e| 5 —2 1|4 e] 0 0] O

Die allgemeine Lésung ist

X — | 7 P bl 11 3 X9|. | X2 e
Lq] [ 4] [ 5 —a |xal |xs beliebig,
die wir leichter ablesen kénnen, wenn wir in der letzten Rechen-

tabelle die Zeilen vertauschen,
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Xy Xg

ag ag b

x| a [ —11 3| —7
x, | ag 5 —2| 4
ey 0 of o

€y ; 0 0 0

Bei der Losung eines linearen Gleichungssystems kommt es nicht
darauf an, welche Vektoren aus der Basis herausgenommen und
welche dafiir hineingenommen werden. Wichtig ist nur, daB r
Spaltenvektoren der Matrix A in die Basis kommen.
Allerdings ist die Form der allgemeinen Losung davon abhingig,
welche Vektoren gegeneinander ausgetauscht werden.

Wir lésen das Beispiel 3 mit verdndertem Vektoraustausch.

ay ag ag a4 b a, ag a, b
e | 1 —1 —1 211 e | —5 2 —1|—4
ey | 2 3 —4 5|6 e | —5b 2 —1|—4
eg| 3 2 —5 7|7 e | —10 [4] —2|—38
e [|1] 4 —3 3|5 ay 4 —3 3 5
Xy Xa
ag a, b
e 0 0 0
€y 0 0 0
5 1
X3 ag —5 —73 —2
7 3
S A R A e

Die allgemeine Losung erhalten wir in der Form

51
["3] = [_ 2]—— 2 2 [xa) [xe] peliebig.
Xy —1 7 3 | Ixa] x4
2 2

Diese Form unterscheidet sich von der Form im Beispiel 3, liefert

aber die gleichen Losungen,

z. B. x =0;
xg=1;

x4 = 03
x4 =1;

X.1="—'1
Xy = 1.

X3 =—-2;
1;

X3 =
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Aufgaben
zu 4.4,

1

Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme!

b)

i)

)

2

R AT S
R [_Hél
_m{

B piIf

2 —5) [x§]=—8 D (=2 5[] =10

2 —1 4] IF;J =20 h) [3 & —5] F;J =100
R X3 ' X3
10 —1 57 x| 33077

—2 3 1 Xy | = 10

[ 2% 3 17J LgJ I; 010J

2 7 —4
—6 —21 12

. Xi— T —17
HalH
|| xs 119 (L)

—14 —49 28

_[—50
150

I___l

Ein Betrieb kann drei Erzeugnisse herstellen. Fiir die Herstellung
einer Einheit des Erzeugnisses Py werden 7 Einheiten eines bestimm-
ten Materials, fiir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses Py
8 Einheiten und fiir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses P;
3 Einheiten des gleichen Materials benétigt. Von dem Material
stehen 1 260 Einheiten zur Verfiigung.

Wieviel Einheiten sind von den einzelnen Erzeugnissen herzustellen,
damit das gesamte Material verbraucht wird?

a)
b)

c)

d)
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Stellen Sie die Gleichung auf!

Bestimmen Sie die allgemeine Losung dieser Gleichung!
Bestimmen Sie fiinf spezielle Losungen, indem Sie fiir die belie-
big wihlbaren Variablen bestimmte Werte einsetzen! (Beachten
Sie dabei, daB es sich um Produktionszahlen handelt, die nicht
negativ sein diirfen! Die Lésungen miissen nicht ganzzahlig sein.)
Welche dieser fiinf Losungen bringt den hichsten Gewinn, wenn
die Gewinne je Einheit fir die verschiedenen Produkte 10, 8 bzw.
7 M betragen? (L)



3

Fiir die Herstellung von drei Erzeugnissen benétigt ein Betrieb zwei
verschiedene Materialarten. Um eine Einheit des ersten Erzeugnisses
herzustellen, braucht man 3 Einheiten des Materials M; und 7 Ein-
heiten des Materials My, um eine Einheit des zweiten Erzeugnisses
herzustellen 6 Einheiten des Materials M; und 5 Einheiten des Ma-
terials My, um eine Einheit des dritten Erzeugnisses herzustellen
8 Einheiten des Materials M; und 4 Einheiten des Materials M.

Material Erzeugnis Materialfonds
1 2 3
1 3 6 8 640
2 7 5 4 490
Preis 25 30 60

Vom Material M; stehen 640 Einheiten und vom Material M, 490
Einheiten zur Verfiigung.

Wieviel Einheiten sind von den einzelnen Erzeugnissen herzustellen,
damit das gesamte Material verbraucht wird?

a) Stellen Sie das Gleichungssystem auf!

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung dieser Gleichung!

c) Bestimmen Sie fiinf spezielle Lésungen, indem Sie fiir die belie-
big wihlbare Variable bestimmte Werte einsetzen! (Beachten
Sie dabei, daBl es sich um Produktionszahlen handelt, die nicht
negativ sein diirfen! Eine Losung soll ganzzahlig sein, die ande-
ren brauchen es nicht zu sein.)

d) Welche dieser fiinf Losungen bringt die héchste Preissumme,
wenn die Preise je Einheit fiir die verschicdenen Erzeugnisse

25, 30 bzw. 60 M betragen? (L)
4

Ein Gas G; hat einen Schwefelgehalt von 6 gm-3, ein Gas Gy von
2 gm~3 und ein Gas Gz von 3 gm~—3,
Wie muBl man die Gase mischen, um ein Gas zu erhalten, das einen
Schwefelgehalt von 4 gm~3 besitzt?

a) Stellen Sie das Gleichungssystem fiir 1 m3 Mischgas auf!

b) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung!

¢) Bestimmen Sie drei spezielle Lésungen, indem Sie fiir die be-
liebig wihlbare Variable bestimmte Werte einsetzen! (Es diirfen
keine negativen Werte auftreten.)

d) Welche dieser drei Lésungen bringt das billigste Mischgas, wenn
die Preise je Kubikmeter fiir die drei Gase 10, 25 bzw. 20 M
betragen? (L)
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2.

2.1.

Definition 1

Satz 1

Matrizeninversion

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Matrizeninversion
oder Matrizenumkehr, das heit mit der Berechnung der inversen
Matrix oder Umkehrmatrix. Die inverse Matrix existiert nur fiir
spezielle Matrizen.

Die Inversion einer Matrix hat praktische Bedeutung fiir die Lésung
bestimmter Gleichungssysteme und bei der Lésung 6konomischer
Probleme. Wir werden als 6konomische Anwendung die Verflech-
tungsbilanz betrachten, die wir'schon in den Abschnitten 3.4.3. und
3.4.4. eingefiihrt haben.

Begriff der inversen Matrix

Wir betrachten nur quadratische Matrizen, das heilt Matrizen, in
denen die Zahl-der Spalten gleich der Zahl der Zeilen ist. AuBlerdem
soll der Rang der von uns betrachteten Matrizen gleich der Zeilen-
bzw. Spaltenzahl sein. Solche Matrizen bezeichnen wir als regulir.

Wir betrachten also eine Matrix A mit dem Rang r = n.
(n, m)

Zur Matrix A suchen wir eine Matrix X mit der Eigenschaft A - X =E.
Diese Matrix X nennen wir die inverse Matrix zu A und bezeichnen
sie mit X = A-1,

Die Matriz A~! mit der Eigenschaft A -A-1 =E ( A hat den Rang
r = n) heif3t inverse Matriz von A. (5, m)

Wihrend bei der Multiplikation zweier Matrizen im allgemeinen die
Reihenfolge der Matrizen nicht vertauscht werden darf,
A-B = B-A, spiclt die Reihenfolge bei der Multiplikation der
Matrix A mit der inversen Matrix A~! keine Rolle. Es gilt:

A-1-A=A A1
Zu jeder reellen Zahl a + 0 existiert eine reziproke (inverse) Zahl

1 .
al=_—,undesgilta-at="
a

209



9.2.

-]

Fiir die Inverse X der regulidren Matrix A gilt A X = E. In Analogie
zu den reellen Zahlen wird die Inverse mit X = A~! bezeichnet.

A-A1=E,

Berechnung der inversen Matrix

Wir berechnen die inverse Matrix mit Hilfe der elementaren Basis-
transformation. Wir suchen die Matrix X mit der Eigenschaft
AX = E. Schreiben wir die Matrizen X und E mit Hilfe von Spalten-
vektoren, also X = [x; -+-x,], E = [e1 - ** e,], so folgt aus
AX=E

Afxg - x,] = [eg**- ey].

Diese letzte Beziehung ist gleichbedeutend mit den n Gleichungs-
systemen

A X, =€

........

Die Lésungen x4, « -+, X, der n Gleichungssysteme liefern die Spalten

der inversen Matrix.

_[1 4
a
Aus AX =E
folgt A [x4 x5] = [e; ey,

also Ax; = e; und Axy = e; mit x; = [x“]; X9 = [x”].
X21

X22
AX1 = e AxZ =€
ay ag € al az €
e, [1] 4 |1 e [1] 4 |0
e, 2 1 10 ey 2 1 1
ap €y as | €
a, 4 1 ay 4
ey — 7| —2 ey —17 I 1
el €9
1 4
X1 ag —_ 7 X492 ag _7_.
2 1
X921 a 7 X952 a9 -
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Da die n Gleichungssysteme die gleiche Matrix A aufweisen, kénnen
wir die Losung der n Gleichungssysteme abkiirzen,

Tabelle 5.1
ag--a, e - e,
€1
A E
€n

Wir beginnen mit der Tabelle 5.1, bringen nacheinander die Spalten-
vektoren ay, - -+, a, der Matrix A in die Basis und erhalten dann die

Tabelle 5.2.

Tabelle 5.2
e - e, e - re,
ay
A-1
an

Im zweiten Teil der Tabelle 5.2 steht dann bereits die inverse

Matrix A-1.,

1 4
A
2 1]
aq ag| €4 €y ag €1 €y €1 €9
e [[1] 4|1 0 4.1 0 a _%%
2 1
e | 2 10 1 e|[=7]|—2 1 ay T -
T, O
T T
A-1 =
2 1 '
7 7



Wir kénnen die Berechnung der inversen Matrix noch mehr ver-
einfachen, wenn wir in Tabelle 5.2 beachten, daB im ersten Teil der
Tabelle 5.2 auch die Koordinaten von ey, * - -, e, stehen, genau wie im
zweiten Teil der Tabelle 5.2.

Wir kénnen deshalb von Anfang an den zweiten Teil der Tabelle 5.1

weglassen.
Tabelle 5.3 Tabelle 5.4
ag---a, e e,
€ ay
A A-1
€, a,

Wir beginnen mit Tabelle 5.3, bringen nacheinander die Spalten-
vektoren ag, -, a, der Matrix A in die Basis und erhalten dann die
Tabelle 5.4. In Tabelle 5.4 steht dann die inverse Matrix A1,

B g

ay ag €y a9 €y €9

e EI 4 a, 1 4 a, —% %
2 1

ey 2 1 ey —2 l — 17 a, 7 —7

SN

Bei unserem bisherigen Vorgehen haben wir die Vektoren es und a4,
ey und ay, * -+, e, und a, gegeneinander ausgetauscht. Dadurch konn-
ten wir in der letzten Tabelle die inverse Matrix direkt ablesen.
Wenn wir den Austausch der Vektoren in anderer Weise durchfiih-
ren, miissen in der letzten Tabelle die Spalten bzw. Zeilen in die
Reihenfolge ey, -+, e, bzw. a;, -+, a, gebracht werden, damit wir
die inverse Matrix A-! einfach ablesen konnen.
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ay ay az €3 as as
e | 1 2 1 e | —1 0 —1
e | 3 2 1 e | —3 —4 [—5
es | [1] 2 2 ay 1 2 2
Cc3 ag €9 c3 € €y
e 2 4 1 a 1 5 1
I A I 3 2 s A S
3 4 1
ag = 5 - a 1t —1 0
a 1 2 2 a 0 1 1
! 5 5 5 ! 22

Nach Umordnung der Zeilen und Spalten erhalten wir

€ €y €3 _ _
1 1 11
a -3 5 0 5 7
5 1 1 A= 5 1 1
as _ —— _—— _ =
4 4 2 4 4 2
ag | —t 0 1 —1 0 1
1
Hat die Matrix A eine inverse Matrix? (Begriindung)
_[2 3 1 _ 2 —4
) A= 1] b) A_[_1 2]
1 2 37
o) A=|3 1 4 d) A=[gg=o
|2 5 2]
_[1t 0] _gp
o A=p g =® ©)
2
Bestimmen Sie die inverse Matrix A—1!
1 2 3 3 & — 17
a) A=|[3 1 4 b) A= 1 —3 5
|2 5 2 ) —2 1 6 |
v 100
) A=|0 —t 1 d A=E=)0 01 0
1 0 —
L 0 00 1 (L)
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2.3.

3

Berechnen Sie die inverse Matrix zu E — A!

~ , =
e T T/
1 1
E—A=|_1 _1
a) 3 1 7
13
9 1 1]
10 10 5
) E—A=|_2 4 _1
0 5 10
2 1 7
B 0 10 (L)

Anwendung der inversen Matrix

Wir zeigen zuerst die Anwendung der Matrizeninversion bei der
Lésung von Gleichungssystemen und gehen dann zur Verflechtungs-
bilanz iiber.

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
Ax =)

und nehmen an; daBl die Matrix A n Zeilen und n Spalten besitzt
und daB der Rang r = n ist.

Dann besitzt die Matrix A eine inverse Matrix A-1;

Multiplizieren wir die Gleichung

Ax=Db

von links mit A-1, so erhalten wir
A-tAx =A-1b

oder Ex =A-1)b

und damit x = A-1h,

Wenn wir also zur Matrix A die inverse Matrix A-! kennen, erhalten
wir die Losung des Gleichungssystems Ax = b, indem wir die in-
verse Matrix A~ mit dem Vektor b multiplizieren,

x = A-1b,
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o 12 1771
[1] 3 2 1 :1—,=
12 2] |x

1 1

3 1 | besitzt die inverse Matrix
1 2 |

. -

1
-3 37 0
A-1 = 5 1 1 |, die wir im Beispiel 4 aus 5.2. berech-
% ~ 4 T~ 7 |net haben;
| — 1 0 1_
1 1
—5 5 0 4 2
Also gilt x = 5 1 1 =
7 7% 7% |°
—1 0 1 | _6__ 2

Die Losung eines linearen Gleichungssystems mit Hilfe der inversen
Matrix bringt erst dann einen Vorteil gegeniiber unserem bisherigen
Vorgehen, wenn mehrere Gleichungssysteme Ax = b mit konstanter
Matrix A und verinderlichem Vektor b zu l6sen sind, also

oder wenn die inverse Matrix A-! bereits bekannt ist:

Es sind die Gleichungssysteme zu losen

Ax;=b; (i=1,---5) mit

= ([

und A = [é 11']

(o]

Die Matrix A besitzt die inverse Matrix A-! =

IS [ N
|

die wir bereits im Beispiel 1 aus 5.2. berechnet haben.
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Betriebliche Verflechtung

Studieren Sie nochmals den Abschnitt 3.4.3., in dem wir in die betrieb-
liche Verflechtung eingefiihrt haben! Wir haben dort die Bezichung
y=(E—A)x

abgeleitet. In dem Vektor x ist die Produktionshéhe der Teilbetriebe
erfaBt, im Vektor y die Produktion, die fiir den Endverbrauch ver-
bleibt, nachdem von der Produktion der Teilbetriebe die Koopera-
tionslieferungen zwischen den Teilbetrieben subtrahiert wurden.
Die Matrix A enthilt die dirckten Verbrauchsnormen.

Mit Hilfe der Beziehung y = (E — A)x konnen wir bei bekannter
Produktionshéhe x sehr einfach die Produktion fiir den Endver-
brauch bestimmen.

Fiir die Praxis ist es aber wichtig, bei bekanntem Endverbrauch y
die Produktion x zu berechnen. Dazu formen wir die Bezichung
y = (E— A)x um, indem wir von links mit der inversen Matrix
(E — A)~! multiplizieren. Wir erhalten
E—A)-ty=E—ATE—-A)x

Daraus folgt

(E—A)-1y=Ex

oder (E—A)ty =x

bzw. x = (E—A)ty
Die Matrix (E — A)~! heifit Matrix der vollen Verbrauchskoeffi-
zienten.
E Wir benutzen das Zahlenbeispiel aus 3.4.3. Dort haben wir
- 1 1] '
S U}
E—A=|_+ 4 _1
2 4
1 3
7 —7 !

bestimmt. Die inverse Matrix zu E — A ist
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6 14 10
53 53 53
E—At=|0 70 20
53 53 53
0 64 76
53 53 53

(Die Berechnun_g erfolgte bereits in Aufgabe 3 a des Abschnittes 5.2.)

Auch die Beziehung

x=E—A)-1y

1aB¢t sich fir die Planung in einem Planjahr verwenden, wenn die
direkten Verbrauchskoeffizienten (d. h. dic Elemente der Matrix A)
iiber einen gewissen Zeitraum konstant bleiben. Bezeichnen wir
wie in 3.4.3. den Endverbrauch im Planjahr mit y, und die Produk-
tionshohe des Planjahres mit x, so gilt

xp=(E—A)"y,

Ist fiir das Planjahr der Endverbrauch

yp=1[8 2 30]T
geplant, so ergibt sich die geplante Produktionshéhe
8T
xp=E—A)| 2
65 14 10 [ ] [,.]
50 76 24
=133 T3 B 2| =124
70 64 76
_ﬁ 3 -573__ _30_ —56_

Volkswirtschaftliche Verflechtung

Studieren Sie nochmals den Abschnitt 3.4.4., in dem wir die volks-
wirtschaftliche Verflechtung eingefiihrt haben! Auch fiir die volks-
wirtschaftliche Verflechtung haben wir die Bezichung
y=E—A)x

hergeleitet.

Wie bei der betrieblichen Verflechtung, kénnen wir daraus die
Beziehung

x=E—A)1y

gewinnen.
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Wir benutzen das Zahlenbeispiel aus 3.4.4. Dort hatten wir

9 11
10 10 5
E—A=—|_23 &4 _1
10 5 10
. 2 1 7
|75 T 10
bestimmt. Die inverse Matrix zu E — A ist
11 9 17 |
8 40 40
E—At=|5> 1 3
8 8
7 13 69
8 40 40

(Die Berechnung erfolgte bereits in Aufgabe 3 b des Abschnittes
5.2.)
Bleiben die direkten Verbrauchskoeffizienten (d. h. die Elemente

" der Matrix A) konstant, so kénnen wir die Bezichung

x=(E—A)ly

fiir die Planung im Planjahr verwenden. Bezeichnen wir wieder die
Produktion im Planjahr mit x,, den Endverbrauch mit yp, so gilt

xp=(E—A)typ

Ist fiir das Planjahr der Endverbrauch
yp=[4 12 16]T

geplant, so ist die geplante Produktion

4
o=y 12|
16 |

1mn 9 17
= = @l 15
|5 11 3 _
v=|lg % g ||2]=]|5/
7 13 69
Rk —16_ _35_



6.

6.1.

Lineare Ungleichungssysteme

Bereits im Abschnitt 3.2.2. haben wir festgestellt, da in der Praxis
unseres wirtschaftlichen Lebens neben Gleichheitsbeziehungen sehr
hiufig Ungleichheitsbeziehungen zwischen okonomischen GréBen
auftreten und daB deshalb der Lehre von den Ungleichungen bei
der Anwendung der Mathematik in der Wirtschaft zumindest eben-
so grofle Bedeutung zukommt wie der Gleichungslehre. Wir werden
uns deshalb in diesem Abschnitt mit linearen Ungleichungssystemen
beschéftigen.

Die Symbole fiir Ungleichheitsbeziehungen haben wir bereits im
Abschnitt 3.2.2. eingefiihrt. Die Eigenschaften der Ungleichheits-
beziehungen und die Gesetze fiir das Rechnen mit Ungleichungen
sind fiir Matrizen in den Abschnitten 3.2.2. und 3.3. behandelt
worden. Da Skalare spezielle Matrizen sind, gelten die Ausfiihrungen
in den Abschnitten 3.2.2. und 3.3. auch fiir Skalare. Trotzdem wollen
wir die Symbole fiir Ungleichheitsbeziehungen, die Eigenschaften
der Ungleichheitsbeziehungen und die Gesetze fiir das Rechnen mit
Ungleichungen nochmals kurz formulieren, bevor wir lineare Un-
gleichungssysteme behandeln,

Symbole fiir Ungleichheitsheziehungen

a # b bedeutet, dal a verschieden von b ist;

a < b bedeutet, dal a kleiner ist als b bzw. b grofer ist als a;

a > b bedeutet, daB a groBer ist als b bzw. b kleiner ist als a;

a = b bedeutet, dafl a entweder kleiner ist als b oder gleich b ist:
Wir sagen auch, da8 a hochstens gleich b ist oder daf a nicht
grofler als b ist.

a = b bedeutet, dal a entweder gréBer ist als b oder gleich b ist:
Wir sagen auch, daB a mindestens gleich b ist oder daf} a
nicht kleiner als b ist. ‘
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6.2.

Satz 1

=]

Satz 2

Eigenschaften der Ungleichheitsbeziehungen

Transivitit

Ausa <bundb < cfolgta <e,
aus a>bundb > c folgt a > c,
aus a =bundb Zcfolgta < ¢,
aus a Zbundb =cfolgta = c.

Die Produktionsergebnisse dreier Brigaden A, B und C an einem
Arbeitstag seien a = 100 Einheiten, b = 120 Einheiten und ¢ = 130
Einheiten.

Esgilt a < bund b < c. Aus der Transitivitit folgt a < ¢, was auch
der direkte Vergleich von a und ¢ zeigt.

Monotontegesetz der Addition

Eine Ungleichung bleibt richiig, wenn man auf beiden Seiten die gleiche
Gréfe addvert, d. h.,

ausa <bfolgta4+c<b+e,
ausa > b folgta+ ¢ >Db+c,
ausa =bfolgta+c=b+e,
ausa = Db folgta +c=b 4 c.

Ein Betrieb stellt Einzelteile her, die sowohl zu Fertigerzeugnisser
komplettiert werden konnen als auch als Ersatzteile unmittelbar
absatzfihig sind. Es besteht die Aufgabe, mindestens 50 000 Einzel-
teile (das heiit 50 000 oder mehr) sofort abzusetzen und 200 000
Einzelteile der Montageabteilung fiir die Herstellung von Fertig-
erzeugnissen zur Verfiigung zu stellen. Die Produktionsplanung muf3
entscheiden, wieviel Einzelteile mindestens zu produzieren sind,
damit sowohl der Bedarf an Ersatzteilen als auch der Bedarf der
Montage an Einzelteilen gedeckt werden kann. Bezeichnen wir die
herzustellende Menge mit x, so kann diese Aufgabe mathematisch
wie folgt formuliert werden:

x — 200 000 = 50 000.
Da sowohl der Teilbedarf der Montage als auch der Ersatzteilbedarf

befriedigt werden muf}, miissen insgesamt mindestens 250 000 Teile
hergestellt werden. Es gilt also auch

x = 250 000.

Wir kénnen die zweite Ungleichung gewinnen, indem wir zu beiden
Seiten der ersten Ungleichung 200 000 addieren.
\
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Satz 3

Satz 4

Nehmen wir an, der Handel benétige ¢ Ersatzteile und die Montage-
abteilung a Einzelteile, so wiirde die allgemeine Form des speziellen
Beispicls lauten:

x—az=c
x—a+ta=c+a
X =c¢ + a.

Eine Ungleichung bleibt richiig, wenn ihre beiden Seiten mit der gleichen
positiven. Grife multipliziert werden, das heif3t,

aus a<<b und ¢>0 folgt ac < bec,
aus a>b und ¢>0 folgt ac> be,
aus a=b und ¢ >0 folgt ac <be,
aus a=b und ¢ >0 folgt ac = be.

Auf einer Maschine stehen 210 Arbeitsstunden zur Verliigung.
Die Zeit fiir die Herstellung einer Einheit eines Erzeugnisses auf
der Maschine betrigt 2 Stunden. Bei der Planung ist zu bestimmen,
wieviel Einhciten des Erzeugnisses hochstens hergestellt werden
diirfen, damit die verfiighare Maschinenzeit nicht iiberschritten wird.
Die Anzahl der herzustellenden Erzeugnisse sei x.

Die mathematische Formulierung dieser Aufgabe lautet:

2x = 210.

Die Anzahl der hiochstens herstellbaren Erzeugnisse ist dann 105,
also x = 105.

Die zweite Ungleichung entsteht aus der ersten, indem man beide

. . 1 R
Seiten der Ungleichung mit 5 multipliziert.

Graphische Deutung des Gesetzes:

Wenn fir belicbige Zahlen a und b gilt: a < b, so liegt der Punkt,
der der Zahl a auf der Zahlengeraden zugeordnet ist, links von dem
Punkt, der der Zahl b zugeordnet ist. Bei Multiplikation mit einer
positiven Zahl ¢ bleibt ac links von be, also gilt

ac < be.

Wird eine Ungleichung mit einem negativen Faktor multipliziert, so
wird das Ungleichheitszeichen umgekehrt, das heifit,

aus a<<b und c¢<0 folgt ac> bc,
aus a>b und ¢<0 folgt ac< be,
aus a=b und c¢<0 folgt ac =bhec,
aus a=b und c¢<0 folgt ac <bec.
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Aufgaben
zu 6.2,

Die beiden Sciten der Ungleichung + 2 < + 5 werden mit —1
multipliziert. .

Dann wird die linke Seite groBer als die rechte, und es gilt
—2>—5.

Ebenso folgt aus der Ungleichung

+8>+4
durch Multiplikation mit ——2— die Ungleichung
—2<—1

Graplﬁsche Deutung des Gesetzes:

Gilt fiir a und b wiederum a < b, liegt a also auf der Zahlengeraden
links von b, so liegt nach der Multiplikation mit einer negativen
Zahl ¢ das Produkt ac rechts von be. Es gilt also: ac > be.

1

Lésen Sie folgende Ungleichungen auf!

a) a+b4ec<d (nach a)

b) a—b<ec4d (nach b)

) —z— =c (nach a; nach b)

d) a+ % <e (nach a; nach ¢; nach d)

e) 7x+3>2x—4 (nach x)

f) x—4=0 (nach x)

g) —x+5=0 (nach x)

h) x4+3=0 (nach x)

) —x—2=0 (nach x)

j) —156x + 7 —b5x < 5x 4 27 (nach x)

k) 5 +3=7 (nach x) (beachten Sie die beiden
X Méglichkeiten x > 0 oder x < 0)

1

) 8 + 20 > 12 (nach x) (siche Bemerkung zu Auf-
x gabe 1 k!) (L)

2

Uberlegen Sie, ob fiir folgende Ungleichung eine Losung existiert!
2x +3>2x + 4

Begriinden Sie die Uberlegung! (L)
3

Welche Werte darf x in der nachstehenden Ungleichung annehmen,
wenn sie erfiillt werden soll?

x+4d<x+47 (L)
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6.3.

Begriff der Erfiilllungsmenge von Ungleichungen

Die Gesamtheit der x-Werte, die eine gegebene Gleichung mit der
Variablen x erfiillen, nennen wir die Erfiilllungsmenge der gegebenen
Gleichung.

Entsprechend nennen wir die Gesamtheit der Wertepaare (x1; Xs),
die ein gegebenes Gleichungssystem mit den Variablen x; und x;
erfiillen, die Erfiillungsmenge des gegebenen Gleichungssystems.

Die Erfiillungsmenge der
Gleichung 2x = 4 besteht aus einem Element, nimlich 2.

Die Gleichung x2 = 9 hat eine Erfiilllungsmenge mit den Elementen
— 3 und 3.

Das Gleichungssystem
2X1 + 5 X9 — 7=0
3X1 —I-' 7,5X2 —10=0
hat eine Erfiilllungsmenge, die leer ist; also kein Element besitzt.

Das Gleichungssystem
—2x;+ 3x34+ 8 =0}
10)(1 —_— 10)(2 —30=0
hat eine Erfiillungsmenge, die ein einziges Element enthilt; ndmlich
das Wertepaar (1; — 2).

Definition 1

Das Gleichungssystem
4)(1 — 6 X9 + 18 =0
-_ 3X1 + 4,5}(2 - 13,5 =0

hat eine Erfiillungsmenge mit unendlich vielen Elementen.

Die Gesamtheit der Werte, die eine gegebene Ungleichung erfiillen, wird
als Erfiillungsmenge der Ungleichung bezeichnet.

Die Erfilllungsmenge der Ungleichung x — 2 > 0 besteht aus allen
Zahlen, die gréBer als 2 sind. Die Erfiillungsmenge der Ungleichung
x — 2 > 0 ist also durch die Ungleichung x > 2 gegeben.

223



[~

Aufgaben
zu 6.3.

6.4.

Die Erfiillungsmenge der Ungleichung 4 4+ x < 7 4 x besteht aus
allen Zahlen; sic hat unendlich viele Elemente.

Die Ungleichung 2x + 3 = 2x + 4 wird fiir keinen Wert von x
erfiillt. Ihre Erfillungsmenge ist leer.

Wendet man die im Abschnitt 6.2. angegebenen Siitze auf eine
Ungleichung an, so erhidlt man Ungleichungen, die die gleiche
Erfilllungsmenge besitzen wie die Ausgangsungleichung.

1
P'riifen Sie nach, ob dic Werte x =%; x =25;x ———1—33 zur Er-
fiullungsmenge der Ungleichung 3x < 9 gehéren! (L)
2
Priifen Sie, ob x = 3; x =;; x = — 2 zur Erfiillungsmenge fol-

1
gender Ungleichungen gehoren!

a) Ix+5+7x<94+7x+5
b) 104+ =6+
X X
&) Ahlhx +1) <4 (Gx +3)
d) gx+2(5+3x)g—-1§+6x+10
) 3x 4+ 7—12x =12 + 7x + 5 — 19x + 2 L)
3

Stellen Sie die Erfiilllungsmengen der Ungleichungen von Aufgabe 2
auf einer Zahlengeraden graphisch dar!

Lineare Ungleichungssysteme mit einer Variablen

Betrachten wir zwei Ungleichungen mit einer Variablen, so hat jede
Ungleichung fiir sich eine bestimmte Erfiillungsmenge. Die Erfiil-
lungsmenge M; enthilt alle Zahlen, die die erste Ungleichung er-
filllen, und die Erfiillungsmenge My alle Zahlen, die die zweite Un-
gleichung erfiillen. Als Losung fiir unser Ungleichungssystem
kommen nur Zahlen in Betracht, die sowohl die erste als auch die
zweite Ungleichung erfiillen. Das sind Zahlen, die sowohl der Er-
filllungsmenge M; als auch der Erfiillungsmenge My angehéren. Wir
bezeichnen die Menge der Elemente, die sowohl der Menge M als auch
der Menge M, angehdoren, als den Durchschnitt der Mengen M; und
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M,. Demnach ist die Erfiillungsmenge unseres Ungleichungssystems
der Durchschnitt der Erfiilllungsmengen jeder Ungleichung fiir sich.

Zur Herstellung eines Erzeugnisses ist die Bearbeitung des Ausgangs-
rohstoffes auf zwei Maschinen erforderlich. Die Bearbeitungszeit
einer Einheit des Erzeugnisses auf der ersten Maschine sei 2 Stunden
und auf der zweiten Maschine 4 Stunden. Die verfiigbare Maschinen-
zeit der ersten Maschine sei 180 Stunden und die der zweiten Maschi-
ne 200 Stunden. Die mogliche Anzahl herstelibarer Erzeugnisse sei x.
Die mathematische Formulierung dieser Aufgabe lautet:

(1) 2x <180

(2) 4x = 200}

Die Erfillungsmenge der Ungleichung (1) enthilt alle x, fir die
x = 90 gilt.

Die Erfiillungsmenge der Ungleichung (2) enthilt alle diejenigen x,
fiir die x = 50 gilt.

Wir erkennen, daB sich die Erfillungsmengen fiir die Ungleichung
(1) und (2) voneinander unterscheiden.

Die Erfiillungsmenge des Ungleichungssystems insgesamt ergibt sich
aus der Menge der Werte fiir x, die sowohl die Ungleichung (1) als
auch die Ungleichung (2) erfiillen, das heiflt sowohl der ersten als
auch der zweiten Erfiillungsmenge angehéren. Auf das erwihnte
Beispiel angewandt, ergibt sich, daB die Erfiillungsmenge dieses
Ungleichungssystems aus allen x besteht, fiir die x < 50 gilt.

Die graphischen Darstellungen dieses Sachverhalts auf der Zahlen-
geraden zeigt Abb. 6.1.

T T -

0 50 0

Erfiillungsmenge (1)

Erflillungsmenge (2)

Ourchschnitt der Erfiillungsmengen - Abb. 6.1

Wir untersuchen die Erfilllungsmenge des folgenden Ungleichungs-
systems:

2x = 4

3x < 12f.

Die untere und obere Beschrinkung der Erfiillungsmenge des Sy-
stems der beiden Ungleichungen ergibt sich, wenn wir die Unglei-
chungen umformen in

x =2 und

x < 4,
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Aufgaben
zu 6.4.

6.5.

Die Erfiillungsmenge dieses Systems umfaBt alle Zahlen; fir die
sowohl x = 2 als auch x < 4 gilt.
Wir schreiben daliir auch 2 < x < 4.

1

Bestimmen Sie die Erfiillungsmengen der folgenden Ungleichungs-
systeme!

a) x=6 b) x+7>0
x =4 —x+3<0

c) 2x 4+ 9>x—2 d) —x+8=4x—17
—2x 4+ 10 =4 4x +7 =30

e) 4 <3x—5 f) x—bH>0
2—5x =2—13 2x+3§0]

—x+3=<0

g) 4x—5 =2x+46 h) 05x +3 =—45bx—7
1 2>3 3 —53x +78>—1,2x + 11,9
X T A= X 3,2x — 5,6 = 1,6x— 0,8
1 1 15
—4—X+3<§-X+E

(L)
2
Ein Erzeugnis ist auf drei Maschinen zu bearbeiten. Die Bearbei-
tungszeit einer Einheit des Erzeugnisses erfordert 4 Stunden auf
der ersten Maschine, 2 Stunden auf der zweiten und 2,5 Stunden
auf der dritten Maschine. Die verfiigbare Maschinenzeit betrigt
380 Stunden auf der ersten Maschine, 210 Stunden auf der zweiten
und 235 Stunden auf der dritten Maschine. Wieviel Einheiten des
Erzeugnisses lassen sich herstellen? (L)

Graphische Lésung
linearer Ungleichungssysteme mit zwei Variablen

a) Wir betrachten zunichst den Spezialfall, daB das System nur
aus einer Gleichung mit zwei Variablen besteht, zum Beispiel

axy +bxy+¢=0, a0, b0

Die graphische Darstellung dieser Gleichung im kartesischen
Koordinatensystem ist eine Gerade, die in Abb. 6.2 dargestellt

ist.

Die Erfiillungsmenge dieses Systems umfafit alle Wertepaare
(%13 X3), die zu den Punkten auf der Geraden x; = — %)q —%
gehoren.
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a C
X=X~ 5 Abb. 6.2

b) Wir betrachten jetzt eine lineare Ungleichung mit zwei Varia-
blen, zum Beispiel

axg +bxg+¢=0; a=+0,b 0.

Zunichst untersuchen wir den Fall b > 0.
Die Erfillungsmenge der Ungleichung

ax; +bxs +¢ =<0, a+=0,b>0,
wird durch alle Punkte dargestellt, die auf der Geraden

a c
Xg—=——X1——

b b
und unterhalb dieser Geraden liegen; denn fiir
axy +bxs+¢ =<0, a+0,b>0,
laBt sich auch

a c

X S ——X1——
b - b

schreiben.

Die Erfiilllungsmenge ist graphisch in Abb. 6.3 veranschaulicht:

N

a [~
%

—%

Als néchstes untersuchen wir den Fall b < 0.
Die Erfiillungsmenge der Ungleichung

axy +bx; +¢ <0, a+0,b<0,

Xy =
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d)

228

wird durch alle Punkte dargestellt, die auf der Geraden
a c
Xg=——X1— 5

b b
und oberhalb dieser Geraden liegen, denn fiir
axy +bxg+¢ =<0, a=+0, b<0,
148t sich auch

a c
X9 g ——in———

b

schreiben. Die Erfiillungsmenge ist graphisch in Abb. 6.4 ver-
anschaulicht.

2

N

ol

.

n]q

Abb. 6.4

Die Erfiillungsmenge der linearen Ungleichung

axqg + bxg+c<0, a=+0,b+0,

wird durch alle Punkte unterhalb der Geraden
a c

X9 =——X)1——

b b

dargestellt, wenn b > 0 ist,

bzw. durch alle Punkte oberhalb der Geraden
a ¢

Xy = ——Xg—,

b b
wenn b < 0 ist.
Nun wollen wir ein lineares Ungleichungssystem mit zwei Un-

gleichungen betrachten, zum Beispiel

arxy + byxy + ¢y <0, (ay & 0; by +0)

agxy + boxy +¢3 =0, (ag + 0; by = 0)f.

Die Erfiillungsmenge des Ungleichungssystems umfaBit alle
Wertepaare (x;; X,), die sowohl in der Erfiillungsmenge derersten



als auch in der Erfiillungsmenge der zweiten Ungleichung ent-
halten sind.

Die Erfiillungsmenge des Ungleichungssystems ist also der
Durchschnitt der Erfiillungsmengen der einzelnen Ungleichun-

gen.

Die Erfiillungsmenge eines Ungleichungssystems mit zwei Un-
gleichungen und zwei Variablen kann unendlich viele Elemente
enthalten, wie es Abb. 6.5 zeigt.

0.0, 0.).0.9.9.%
0.0 0.0.0.9.9

SRRRERKKL ,.

S0%00008:

Abb. 6.5

Die Erfiillungsmengen der einzelnen Ungleichungen sind einfach
schraffiert, wihrend die Erfiillungsmenge des Systems eine doppelte
Schraffur zeigt.

Die Erfiillungsmenge eines Ungleichungssystems mit zwei Unglei-
chungen und zwei Variablen kann aber auch leer sein, wie es Abb. 6.6

zeigt.

X

N\

K %

Abb. 6.6



Berspuele fiir Ungleichungssysieme mit ein, zwei
und mehr Ungleichungen

Die Erfiilllungsmenge der Ungleichung
2X1 + 3X2 g 6
wird durch alle Punkte dargestellt, die auf der Geraden

2
X2=—§X1+2

und oberhalb dieser Geraden liegen, denn fiir
2x4 + 3xq = 6 laBt sich auch

X2 g——%xi —|—2

schreiben. Die graphische Veranschaulichung dieser Erfiilllungsmenge
zeigt Abb. 6.7,

S

" p

2
Xp==3%t2 Abb. 6.7

Die Erfiillungsmenge der Ungleichung
2x; + 3x3 < 6

ist durch alle Wertepaare (x;; x5) bestimmt, die zu den Punkten
unterhalb der Geraden

2
X9 = — § X1 + 2
gehéren (Abb. 6.8);
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(3]

N\

N3 -
” '\ X1
A
// Abb. 6.8
2
(Durch den Abstand der Schraffur von der Geraden x; = —3 X +2
wollen wir andcuten, daB die Punkte der Geraden x; = ——3— xy+2

nicht zur Erfiilllungsmenge gehoren.)

Die Erfiillungsmenge des Ungleichungssystems
X1 2 0
X2 g 0

wird durch alle Punkte dargestellt, die entweder auf dem nicht-
negativen Teil der x;-Achse bzw. der x-Achse oder im ersten Qua-

dranten liegen (Abb. 6.9).

%

i

Die Erfiillungsmenge des Ungleichungssystems

2xy + 3%y = 6}

3X1+ Xz§6 /
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wird durch die Punkte dargestellt, die in Abb. 6.10 im schraffierten
Gebiet liegen.

X
2 1

Xy==3%+6 X=-3 142 Abb. 6.10

Die Erfiillungsmenge des linearen Ungleichungssystems

2x; +x,—3 =0
X3 20
X2 20

wird durch die Punkte des Dreiecks 0AB dargestellt. Dabei ist zu
beachten, daB die Punkte auf den Drecieckseiten mit zur Erfiillungs-
menge gehoren (Abb. 6.11).

X2

B

-

1
1A\ 2] 4 Xp=3=0 X1 Abb. 6.11



Die Erfiillungsmenge des linearen Ungleichungssystems

2xy + x9 > 3
X4 20
ngo

ist in Abb. 6.12 dargestellt. Dabei gehéren die Punkte auf der Gera-
den xy = — 2x; + 3 nicht zur Erfiillungsmenge.

=
.
Nz

1 \xy=-20+3 X Abb. 6.12

Fiir drei Maschinen und zwei Erzeugnisse soll ein Maschinenbela-
stungsplan ausgearbeitet werden. Folgende Angaben liegen vor:

Tabelle 6.1

Maschine Nr. Notwendige Maschinenzeit je Einheit Verfiigbare Maschinen-
des Erzeugnisses zeit
1 2

1 2 4 180

2 3 3 180

3 5 — 200

Anzahl der

hergestellten

Erzeugnisse X4 Xo

T

Die mathematische Formulierung dieser Aufgabe lautet:
2X1 + 4}{2 é 180

3xy + 3x, < 180

5%y = 200.

Da eine negative Anzahl von Erzeugnissen nicht hergestellt werden
kann, gelten zusitzlich die Ungleichungen

x120
ngO.

In Abb. 6.13 stellen wir das Ungleichungssystem graphisch dar.
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D
C
10
B
] ) L 3
(0] 10 4;0 60 0 Xy
5)(1 =200 3xl + 35(2 =180 2X1 +4X2=780
Abb. 6.13

Wir erkennen; daB die Erfilllungsmenge des Ungleichungssystems
alle Wertepaare (x1; x) der Punkte umfaBt, die in dem schraffierten
Fiinfeck AOBCD bzw. auf seinen Begrenzungen liegen.

Aufgaben
zu 6.5.

Die Erfiillungsmengen von Ungleichungssystemen mit drei und mehr
Variablen lassen sich in der beschriebenen Weise nicht graphisch
darstellen. Hier muB man gegebenenfalls rechnerische Verfahren
anwenden.

1

Wie miissen die drei Ungleichungssysteme lauten; deren Erfiillungs-

mengen durch die Punkte innerhalb

a) des II. Quadranten, b) des III. Quadranten; ¢) des IV.
Quadranten dargestellt werden? (L)

2
Stellen Sie im Koordinatensystem die Erfillungsmengen folgender
Ungleichungssysteme dar:

a) x=5;y>4%,
b) 0=x=6; 1=sy=s4&

Beachten Sie, ob die Begrenzung zur Erfiillungsmenge gehort!

3

Welche Erfiillungsmenge hat das Ungleichungssystem
x) =0; x3=0; 2x4 + 3xy =62
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a) Bestimmen Sie die Produktionsstiickzahlen x4, x3, die sich im
Maschinenbelastungsproblem des Beispiels 7 in den Punkten
A, O, B, C, D ergeben!

b) Wihlen Sie unter den Lésungen von a) diejenige aus, die die
groBte Gesamtstiickzahl ergibt!

c¢) Wihlen Sie unter den Lésungen von a) diejenige aus, die den
groBten Gewinn bringt, wenn der konstante Gewinn je Einheit
fiir das erste Produkt 20 M und fiir das zweite Produkt 30 M
betrigt!

d) Alle Punkte mit dem Gewinn z = 800
liegen auf der Geraden 800 = 20x; -+ 30x3:
Tragen Sie diese Gerade in Abb. 6.13 ein, und lesen Sie fiinf
Losungen ab, die den Gewinn z = 800 bringen! (L a,b,¢)

5

Zur Herstellung von zwel unterschiedlichen Erzeugnissen werden
drei verschiedene Materialien benétigt. Der Materialbedarf je Ein-
heit, die Materialfonds und der Gewinn je Einheit sind der Tabelle
6.2 zu entnehmen. Die Materialfonds konnen vollstindig aus-
geschoplt werden, sie miissen es aber nicht.

Tabelle 6.2
Material Material je Einhcit des  Materialfonds
Erzeugnisses
1 2
1 3 6 240
2 6 4 360
3 0 5 150
Gewinn 40 30

a) Stellen Sie das Ungleichungssystem fiir die Produktionshéhe
der beiden Erzeugnisse auf (beriicksichtigen Sie dabei die
Materialfonds)!

b) Stellen Sie das Ungleichungssystem graphisch dar!

¢) Stellen Sie den Gewinn z in Abhiéngigkeit von der Produktions-
héhe der beiden Produkte durch eine Gleichung dar!

d) Setzen Sie fiir z die Werte 400; 800; 1 200 und 2 400 ein, und
stellen Sie die entsprechenden Gleichungen im gleichen Koordi-
natensystem dar, in dem das Ungleichungssystem dargestellt
wurde !

e) Lesen Sie aus der graphischen Darstellung Produktionszahlen
ab, die einen Gewinn von 400; 800; 1 200 und 2 400 bringen!

(L a,c,d)
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6.6.

Rechnerische Lésung linearer Ungleichungssysteme
mit zwei oder mehr Variablen

Bisher haben wir die linearen Ungleichungssysteme mit zwei Varia-
blen nur graphisch geldst. Jetzt wollen wir zeigen, wie wir mit Hilfe
der Basistransformation lineare Ungleichungssysteme mit zwei und
mehr Variablen l6sen kénnen. Dabei betrachten wir nur solche lineare
Ungleichungssysteme, die ein beschrinktes Lésungsgebiet haben.
Lineare Ungleichungssysteme aus der 6konomischen Praxis haben
immer beschrinkte Losungsgebiete.

Lineare Ungleichungssysteme mit beschrinktem Lésungsgebiet
liefern die Beispiele 5 und 7 aus 6.5., wihrend in den Beispielen 3, 4
und 6 aus 6.5. unbeschrinkte Lésungsgebiete auftreten.

Wir betrachten die Aufgabe

2x¢ + 4xy < 180
(1) 3x; + 3x2 =180

Xy, X9 = 0.

Wir formen das Ungleichungssystem in ein Gleichungssystem um,
indem wir in jede Ungleichung eine Variable einfithren, die die
Differenz zwischen der rechten und linken Seite der Ungleichung
erfaBt.
Vg = 180 — (22(1 + 4X2)
Vo = 180 — (3){1 + 3){2).

Damit erhalten wir

2xy + 4x9 + vy = 180
3X1 + 3X2 —I— Vo = 180
X1, X9 = 0.

In dieser Gleichung muB auBerdem v;, vo = 0 gelten, damit jede
Losung des Gleichungssystems zugleich eine Lésung des Unglei-
chungssystems (1) ist. Damit erhalten wir

2)(1 —|— 4}(2 + \Z} = 180
(2) 3x4 4 3xo + v = 180

X1s X3, Vg, V2 = 0.

(2) ist ein lineares Gleichungssystem mit 4 Variablen. Dabei tritt
auBlerdem die Forderung auf, daB keine Variable einen negativen
Wert annehmen darf.
(2) formen wir um in
(3) aix; + axxas +evy feyva=Db

X1, X2, V1, Vo 20
. [2]. =14, _[180
mil a; = [3], ay = [3 ;b [180]'
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Bei der Losung dieser Aufgabe gehen wir dhnlich vor wie bei der
Losung ecines linearen Gleichungssystems mit unendlich vielen
Lésungen. Fiir die Lésung der Aufgabe (3) benutzen wir die Tabelle
6.3.

Tabelle 6.3

X, X

a;  a b
vy e 2 4 180
vy ey [3] 3 180

Aus dieser Tabelle gewinnen wir eine spezielle Losung unserer
Gleichungssysteme (2) und (3), indem wir die Variablen, die in der
linken Randspalte stehen, die Werte annehmen lassen, die in der
rechten Randspalte vermerkt sind, also

vy = 180; vy = 180.
Die Variablen in der Kopfzeile nehmen den Wert null an, also
x1=0; xy=0.

x4 = 0; x9 = 0 ist auch eine Lésung des Ungleichungssystems (1)

(Punkt Py in Abb. 6.14),

N
~Z
&
10
.
h 0 N 2x +ixy = 180
3xl + 3X2 =180
Abb. 6.14

Fihren wir jetzt eine Basistransformation durch, indem wir as
gegen e austauschen, so erhalten wir Tabelle 6.4.
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Tabelle 6.4

Vy Xg

€9 a9 b
vy N — % E[ 60
X, ay % 1 60

Aus der Tabelle 6.4 gewinnen wir eine weitere spezielle Lésung unse-
rer Gleichungssysteme (2) und (3), indem wir wieder die Variablen
in der linken Randspalte die Werte der rechten Randspalte anneh-
men lassen, also

vy = 60; x4 =60,
und die Variablen in der Kopfzeile gleich null setzen; also
ve=0; x3=0.

x4 = 60; x2 = 0 ist auch eine Losung des Ungleichungssystems (1)
(Punkt Py in Abb. 6.14).

Fiihren wir jetzt eine' Basistransformation durch; indem wir ap
gegen e; austauschen, so erhalten wir Tabelle 6.5,

Tabelle 6.5

Va
€
1
—_— — | 30
Xq Qg \ 3 D)
2 1
—| ——=1 30
X1 ay El 5
Aus der Tabelle 6.5 gewinnen wir.eine weitere spezielle Lésung unse-
rer Gleichungssysteme (2) und (3), indem wir wieder die Variablen

der linken Randspalte die Werte in der rechten Randspalte an-
nehmen lassen, also

xy = 30; xy =30,

und die Variablen in der Kopfzeile gleich null setzen, also
vy = 0; Vg = 0.

xy = 30; x3 = 30 ist auch cine Losung des Ungleichungssystems (1)
(Punkt P3 in Abb. 6.14).

Fithren wir jetzt einc Basistransformation durch, indem wir e, gegen
a; austauschen, so erhalten wir Tabelle 6.6.
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Tabelle 6.6

% Vi

aq €y b
X9 ag % % 45
Vo €9 % -_— % 45

Aus der Tabelle 6.6 gewinnen wir eine weitere spezielle Losung unse-
rer Gleichungssysteme (2) und (3), indem wir wieder die Variablen
der linken Randspalte die Werte in der rechten Randspalte an-
nehmen lassen, also

X9 = 45; V) = 45,
und die Variablen der Kopfzeile gleich null setzen, also
xy=0; vy=0.

xq = 0; x9 = 45 ist auch eine Losung des Ungleichungssystems (1)

(Punkt P in Abb. 6.14).

Wir versuchen eine weitere Basistransformation:

Der Austausch von a; gegen e, liefert wieder die Tabelle 6.4, der
Austausch von eq gegen a die Tabelle 6.5.

Der Austausch von a; gegen aj liefert in der rechten Randspalte eine
negative Zahl, was einen negativen Wert fiir v, liefern und damit
keine zuldssige Losung ergeben wiirde. Auch der Austausch von
ey gegen ey wiirde eine unzulissige Losung liefern.

Die vier gefundenen Losungen des Ungleichungssystems (1) nennen
wir Basislosungen unseres Ungleichungssystems. Jede konvexe
Linearkombination dieser vier Basislosungen liefert wieder eine
Losung des Ungleichungssystems (1).

Wir konnen alle Losungen des Ungleichungssystems (1) durch
konvexe Linearkombinationen

=[] = fo] = o]+ ]+

mit oy + o9 + o3 + o =1 und oy, g, a3, a5 =0

darstellen.

Ein lineares Ungleichungssystem mit m Ungleichungen und n
Variablen liBt sich folgendermaBen schreiben:

ayxy +apxy 4004 ap x, S by
(1) agyxqs + agxs + -+ 4 ag, x4 < by

.....................

amiXy + ayeXe + 00 F ampXa = bm
X1, X2, °*°y X =0
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Mit Hilfe von Vektoren erhalten wir folgende Darstellung:
(2) amxq +axa+ -+ ax, =b; x Zo

ag aq2 ain by

ay ag) ag, by
mit a = . y ay = 3 3y ap = H b=

Qn1 am?2 Amn bm

Mit Hilfe von Matrizen erhalten wir folgende Darstellung:
3 Ax=h; x=o

ay g2 "t Ay X1

a an ay X
mit A = 21 22 2n ; x = 2
AQmt am2 °°° Amn Xn

Das lineare Ungleichungssystem formen wir in ein Gleichungssystem
um, indem fiir jede Ungleichung eine Variable eingefiihrt wird, die
den Ausgleich zwischen der rechten und linken Seite der Ungleichung
herbeifiihrt. Diese zusitzliche Variable nennen wir Schlupfvariable.
Die Schlupfvariable darf nicht negativ sein, denn die linke Seite der
Ungleichung darf ja nicht gréfler sein als die rechte Seite.

Mit Hilfe der Schlupfvariablen vy, v, =+, vy erhalten wir aus (1)

(1,) aj X1 +ap X+ 0+ a Xp + vy = by
ag Xq + agy X2 + *** 4 A Xn + vy = by
am1Xg + ameXy + - amaXy + Vi = by,
X1y X9y "% Xps V1, V2, °° % Vi = 0.

Aus (2) wird
(2') arxq + agxg + ++ + apXy +evy +eva+ 0t + emvn =b

X, X9, °* %, Xp3 V4, V2, 7% Vi 2 0.

SchlieBlich wird aus (3)
(3) Ax +Ev=Db; x=0; v=o

Vm

Die Gleichungssysteme (1), (2'), (3') haben gegeniiber unseren bis-
herigen Gleichungssystemen eine Besonderheit: Die Lésungen diirfen
keine negativen Werte enthalten. Trotzdem konnen wir bei der
Lésung dieser Gleichungssysteme dhnlich verfahren wie bei der Lo-
sung unserer bisherigen Gleichungssysteme ohne die Nichtnegativi-
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titsbedingung. Jede Losung unseres Gleichungssystems hat einen
primalen Lésungsteil, den wir im Vektor x erfassen, und einen dualen
Lésungsteil, den wir im Vektor v erlassen.

Der primale Lésungsteil x unseres Gleichungssystems liefert eine
Lésung fiir unser Ungleichungssystem. Deshalb brauchen wir nur
das Gleichungssystem zu lésen und erhalten. mit dem primalen
Lésungsteil x sofort eine Lésung fiir unser Ungleichungssystem.

Bei der Losung des Gleichungssystems mit Nichtnegativitétsbedin-
gung (1'), (2), (3') konnen wir dhnlich vorgehen wie bei der Lésung
unserer bisherigen Gleichungssysteme ohne Nichtnegativitits-
bedingung. Damit aber die Nichtnegativititsbedingung eingehalten
wird, miissen wir bei der Wahl des Hauptelementes fiir die Basis-
transformation zusitzliche Regeln beachten.

AuBerdem interessieren uns nur ganz bestimmte Losungen des
Gleichungssystems.

Wir zeigen zuerst, wie wir die uns interessierenden Losungen des
Gleichungssystems (1), (2'), (3') finden. Danach erldutern wir das Auf-
finden aller Lésungen des Ungleichungssystems (1) bzw. (2) bzw. (3).
Wir betrachten bei unserem weiteren Vorgehen nur lineare Unglei-
chungssysteme

Ax <b, x =o,

in denen der Vektor b keine negativen Komponenten enthalt, also
b = 0. Ein solches Ungleichungssystem nennen wir ein normales
Ungleichungssystem.

Definition 1 Ax =<b, x = o mit b = o heifit normales Ungleichungssystem.

E—I Das Ungleichungssystem 2x; + 4x, < 180
— 3x; + 3xy = 180
X1, X9 = 0

aus Beispiel 1 ist ein normales Ungleichungssystem.

Das Ungleichungssystem 2x; + x2 < —5
X +x= 4
X4y X2 = 0

[

ist kein normales Ungleichungssystem, denn der Vektor b = [— i]

hat eine negative Komponente.

Wir kénnen zwar die erste Ungleichung mit — 1 multiplizieren und
erhalten dann — 2x; — x9 = 5, aber jetzt tritt das Zeichen = auf,
das nach Definition in einem normalen Ungleichungssystem nicht
auftreten darf.



Satz 1

Definition 2

Wir kénnen in einem normalen Ungleichungssystem eine Losung
erhalten, indem wir alle Variablen gleich null setzen. Diese Losung
nennen wir die triviale Lsung.

Das normale Ungleichungssystem hat die triviale Losung x = o.

Die triviale Losung konnen wir der folgenden Rechentabelle 6.7
entnehmen. In der Kopfzeile stehen die primalen Variablen, die wir
im Vektor xT erfassen. In der linken Randspalte stehen die dualen
Variablen, die wir im Vektor v erfassen.

Tabelle 6.7
xT
v A b

Die Variablen in der Kopfzeile werden gleich null gesetzt, also x = o.
Die Variablen der linken Randspalte nehmen die Werte an, die in
der rechten Randspalte vermerkt sind, also v =b.

Die Tabelle 6.7 entspricht der Tabelle 6.3 im Beispiel 1. In unserem
Beispiel 1 haben wir nur spezielle Losungen betrachtet, die wir als
Basislosungen bezeichneten.

Die triviale Losung und jede weitere zulissige Lésung des normalen
Ungleichungssystems, die wir durch Basistransformation aus der
trivialen Lésung gewinnen, bezeichnen wir als Basislisung.

Die Basistransformation haben wir bereits bei der Lésung von linea-
ren Gleichungssystemen benutzt. Wir wollen jetzt zeigen, wie das
Hauptelement der Basistransformation bei der Lésung des linearen
Ungleichungssystems festzulegen ist, damit wir alle Basislésungen
des Ungleichungssystems erhalten und damit in den Lésungen keine
negativen Komponenten auftreten.

Wahl des Hauptelementes bei linearen Ungleichungssystemen:

a) Festlegung der Spalte
Die Spalte ist beliebig zu wihlen, aber die gleiche Spalte darf
bei aufeinanderfolgenden Basistransformationen nicht zweimal
gewihlt werden (weil wir sonst wieder die vorangehende Lésung
erhalten).

b) Festlegung der Zeile
In der ausgewihlten Spalte werden fiir alle positiven Werte die
Quotienten aus den zugehirigen Werten der rechten Randspalte
und den positiven Elementen der ausgewihlten Spalte gebildet.
Der kleinste Quotient legt die Zeile des Hauptelementes fest.

Wir wollen die Wahl des Hauptelementes an der Rechentabelle 6.8
demonstrieren. Die Rechentabelle ist aus der Rechentabelle 6.7

242



durch Basistransformationen hervorgegangen. (-*-, yj ==+, ¥4 *** ¥is

*+*, ¥m sind irgendwelche der Variablen xj, *+*, x,, vy, ***, Vi)
Tabelle 6.8
Yj
Y1 S Ay - b{
5;1 ai'j b:
S'm oee a;nj e b:n

Aus dieser Tabelle lesen wir folgende Lésung ab:
Alle Variablen der Kopfzeile werden null, also
ey =05

Alle Variablen der linken Randspalte nehmen die Werte der rechten
Randspalte an, also

g’l :b,la Tt S’l = bl” “'7ym = blnl-

Wir zeigen jetzt die Wahl des Hauptelementes fiir die nichste Basis-
transformation.

Spaltenwahl:

Wenn in der vorangehenden Basistransformation das Hauptelement
nicht in der Spalte j lag, kénnen wir jetzt das Hauptelement in der
Spalte j wihlen.

Zeilenwahl:
Fir alle positiven al,, cee A, am,, das heifit fiir alle positiven
Werte in der Spalte j» bilden wir dle Quotienten
b, b/ b'
ey ey
31] aj aml

Von diesen Quotienten wird der kleinste gesucht.

’

. .. b . -
Es sei dies —,' , der Quotient, der zur Zeile i gehort.
aij

Das Hauptelement der Basistransformation ist ajj, denn es liegt in
der Spalte j und der Zeile i.

Wir betrachten die Wahl des Hauptelementes im Beispiel 1.
a) In der Tabelle 6.3 wihlen wir die Spalte 1 ( wir kénnten auch die

Spalte 2 withlen). In der Spalte 1 stehen die positiven Werte g.‘
Wir bilden die Quotienten i;) und —129
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Satz 2

Der kleinste Quotient ist -1—29— in der Zeile 2. Deshalb ist das

Hauptelement in der Spalte 1 und der Zeile 2 zu wihlen, es ist
die eingerahmte 3.

b) In der Tabelle 6.4 withlen wir die Spalte 2 (Spalte 1 kann jetzt
nicht genommen werden, weil in der vorangehenden Basis-
transformation das Hauptelement in der Spalte 1 gewiihlt
wurde). In der Spalte 2 stehen die positiven Werte % Wir bil-

60 ’

den die Quotienten @ und —.

2 1
Der kleinste Quotient ist —(-322 in der Zeile 1. Deshalb ist das

Hauptelement in der Spalte 2 und der Zeile 1 zu wiillen, es ist
die eingerahmte 2.

¢) Inder Tabelle 6.5 wihlen wir die Spalte 1 (Spalte 2 kommt nicht

. . . . 2
in Frage). In der Spalte 1 haben wir nur ein positives Element —.

3

. . 2 .
Dieses eingerahmte Element 5 wird Hauptelement.

d) In der Tabelle 6.6 wiihlen wir die Spalte 2. In der Spalte 2 haben
1. .

— .— kéme als Hauptelement in

4 4

Frage, aber die Basistransformation wiirde zur Tabelle 6.3 zu-

rickfithren. Die Rechnung ist beendet.

wir nur ein positives Element

Wir haben jetzt gezeigt, wie das Hauptelement gewihlt werden muB,
damit wir aus der trivialen Lésung weitere Basislésungen gewinnen.
Die Basistransformationen werden so lange fortgesetzt, bis wir mit der
niichsten Basistransformation nur noch eine bereits bekannte Basis-
losung erhalten. Damit haben wir alle Basislésungen unseres nor-
malen Ungleichungssystems bestimmt. Es gibt nur endlich viele
Basislosungen (in unserem Beispiel 1 gibt es 4 Basislosungen).
Neben den Basislésungen gibt es noch unendlich viele Nicht-Basis-
l6sungen, wenn mehr als eine Basisldsung existiert. Alle Losungen
des normalen Ungleichungssystems kénnen wir als konvexe Linear-
kombinationen der Basislosungen darstellen.

Hat das normale Ungleichungssystem mit beschrinktem Lésungsgebiet
die Basislésungen x4, ***, Xy, S0 st

X=0x1X1 + *° Fanx, mit
14 o Ftoan=1 und

061,"',“,120

die allgemeine Losung des normalen Ungleichungssystems.
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In einem normalen Ungleichungssystem mit 2 Variablen, das ein
beschranktes Losungsgebiet besitzt, ist das Losungsgebiet ein kon-
vexes Vieleck.

Die Basislosungen entsprechen den Eckpunkten des Vielecks.

Wir lésen das Ungleichungssystem aus Beispiel 7 des Abschnittes
6.5. rechnerisch.
2xy + 4x, < 180
3xy + 3x9 < 180

5x4 = 200

X, X9 =0
Wir beginnen mit der Tabelle 6.9.
Tabelle 6.9

X1 X9

v 2 4 180
vy 3 3 180
vs | [5] o0 200

Aus ihr lesen wir die triviale Lésung

x1=0; x3=0

vy = 180; vy = 180; v3 =200 ab. Sie entspricht dem Punkt 0

in Abb. 6.13.

Wir wihlen das Hauptelement in der Spalte 1 (Spalte 2 wiire auch
2

mdoglich). Spalte 1 enthilt die positiven Elemente 3. Wir bilden

5

18
die Quotienten 5
180
3
200
5
200
Der kleinste Quotient ist 5 Also wird die elngerahmte 5 Haupt-
element.
Nach der Basistransformation erhalten wir die Tabelle 6.10.

Tabelle 6.10

V3 Xg

vy _% 4 100
vy % [3] 60
Xy % 0 40
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Tabelle 6.10 liefert die Basislésung

xy = 40; X9 = 0

vy = 100; vy =60; v3 =0.

Sie entspricht dem Punkt B in Abb. 6.13.

Wir wihlen das Hauptelement in der Spalte 2 (Spalte 1 kommt

nicht in Frage). Spalte 2 enthilt die positiven Elemente 4 Wir

3
bilden die Quotienten g Der kleinste Quotient ist % Also wird
60
3

die eingerahmte 3 Hauptelement.
Nach der Basistransformation erhalten wir die Tabelle 6.11.

Tabelle 6.11

V3 V2
2] 4
21219
V1 5| 73
T 1
2 Zla
2 5 3
Xy L 0la
5

Tabelle 6.11 liefert die Basislosung
x3 = 40; x5 = 20
\Z1 =20; V2=0; V3=0.

Sie entspricht dem Punkt C in Abb. 6.13.
Wir wihlen das Hauptelement in der Spalte 1. Spalte 1 enthilt die

2
positiven Elemente 5 Wir bilden die Quotienten —

1
5

STSERSEE

20 2
Der kleinste Quotient ist —— 5 Also werden die eingerahmten 5

5

Hauptelement.
Nach der Basistransformation erhalten wir Tabelle 6.12,
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Tabelle 6.12

V1 va
v3 -52’— — % 50
X2 % _ % 30

Tabelle 6.12 liefert die Basislésung
x; = 30; x9 = 30;
vi =0, vg =0; v3 =50.

Sie entspricht dem Punkt D in Abb. 6.13.
Wir wihlen das Hauptelement in der Spalte 2.

. - C 2
Spalte 2 enthidlt nur ein positives Element. Die eingerahmten

3
werden Hauptelement.
Nach der Basistransformation erhalten wir Tabelle 6.13.

Tabelle 6.13

Vi Xq
V3 0 5 200
Xq i 71- 45
41 2
3 3
—_—— = 45
Va )

Tabelle 6.13 liefert die Basislosung

x4 = 0; x9 = 45;
vy = 05 vo = 45; v3 = 200.

Sie entspricht dem Punkt A in Abb. 6.13.
Wiirden wir jetzt das Hauptelement in der Spalte 1 wihlen, so miite

das eingerahmte - Hauptelement werden. Nach der Basistransfor-
+

mation wiirden wir wieder die triviale Lésung erhalten.
Unsere Rechnung hat 5 Basislésungen ergeben

4 4
Xi=[g}; X2=llg; X3 = 53],

- e
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Die allgemeine Losung ist

x = g 0 0] + s [50] + % [30] o5 3]

mit oy + oy + o3 + o5 F o5 =1

und ay, oy, x3, g @z = 0.

Bestimmen Sie fiir die folgenden Ungleichungssysteme die Basis-
lsungen und die allgemeine Lésung!
(Liegen die Ungleichungssysteme nicht in der Form normaler Un-
gleichungssysteme vor, so sind sie erst auf diese Form zu bringen.)

1
2x; +x; <3

X4, X2 = 0 (L)
3

3xy + 6x5 < 240
6X1 + 4}22 é 360

5x, = 150
X1, X3 = 0 (L)
5
Xy — 2X2 = — 8
3X1 + X9 § 9
X4, X3 = 0 (L)
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2%y + 4xy < 180

3x; + 3x; =< 180

5X1 -I— X2 = 200
X, X2 =0

4

x3 +2x =8

3X1+ X2 =9
xlyng_o

6

3X1 + X9 + 5X3 = 500

2x; + 4x9 -+ 2x3 < 600
Xq, X2, X3 2 0

(L)

(L)

(L)



7. Lineare Optimierung

Im 4. bzw. 6. Kapitel finden wir mehrere Beispiele linearer Glei-
chungs- bzw. Ungleichungssysteme, die mehrere Lésungen, zum Teil
beliebig viele Losungen, besitzen. In der sozialistischen Wirtschaft
kommt es darauf an, diejenige Losung zu bestimmen, die unter
gegebenen Umsténden die giinstigste Losung ist. So sind in der Pla-
nung unter vielen méglichen Varianten diejenigen auszuwihlen, die
fiir die Volkswirtschaft den gréBten Nutzen bringen. Ein wichtiges
Hilfsmittel fiir die Bestimmung dieser giinstigen Varianten ist die
lineare Optimierung.

Die lineare Optimierung wurde im Jahre 1939 von dem sowjetischen
Mathematiker L. W. Kantorowitsch begriindet. Eine allgemeine
Lésungsmethode, die Simplexmethode, entwickelte der Amerikaner
G. B. Dantzig im Jahre 1947. Die Simplexmethode werden wir im
Abschnitt 7.3. beschreiben.

oY
=

Begriff der linearen Optimierung

|

Ein Betrieb benétigt fir die Herstellung von zwei verschiedenen
Erzeugnissen drei Materialarten. Die Materialfonds, die erforderliche
Materialmenge je Liingeneinheit (LE) der Erzeugnisse und der
Gewinn je Lingeneinheit sind der Tabelle 7.1 zu entnehmen.

e

|

Tabelle 7.1

Material Bendtigte Materialmenge (E) je LE Materialfonds (E)
Erzeugnis 1 Erzeugnis 2

1 2 4 180

2 3 3 180

3 5 i 200

Gewinn (GE) 10 15

'

Wieviel Lingeneinheiten sind von jedem Erzeugnis herzustellen, um
einen maximalen Gewinn zu erziclen?
Um den giinstigsten Produktionsplan zu finden, stellen wir unsere
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Aufgabe mit mathematischen Mitteln dar. Wir sagen auch, wir bauen
das mathematische Modell auf. '

a) Wollen wir vom ersten Erzeugnis 60 LE und vom zweiten
Erzeugnis 0 LE herstellen, so reicht zwar der Vorrat des ersten
und zweiten Materials, aber vom dritten Material ist zu wenig
vorhanden. Der vorgeschlagene Plan ist unzulissig.

b) Wollen wir vom ersten Erzeugnis 36 LE und vom zweiten Er-
zeugnis 20 LE herstellen, so brauchen wir dafiir
vom ersten Material (2-36 4+ 4-20) E =152E,
vom zweiten Material (3-36 +3-20)E =168 E,
vom dritten Material (5-36 +1-20)E =200E.
Fiir dieses Produktionsprogramm reicht das Material also aus:

Der Gewinn betrigt (10 - 36 + 15 - 20) GE = 660 GE.

¢) Wir nehmen an, daf wir vom ersten Erzeugnis x; LE und vom
zweiten Erzeugnis xy LE herstellen. Dann benétigen wir dafiir

vom ersten Material (2x4 + 4x,) E,
vom zweiten Material (3x1 + 3x9) E,
vom dritten Material (5xy + xp) E.

Diese Materialmengen diirfen unseren Vorrat nicht iberschreiten:
Dabher gilt

(2) 3xq + 3xy < 180

2xy + 4xy < 180]
Bxi + xy = 200)

AuBerdem gilt
X4 2 0
3) 2o

weil wir keine negativen Léngen herstellen kénnen.
Der Gewinn betrigt

(1) z = 10x; 4 156x5:

Demnach lautet unser mathematisches Modell

(1) z = 10x; 4 15x, maximal | Zielfunktion|

(2) 2X1 + 4}(2 = 180
3xy 4 3x, < 180
5% + x9 = 200
(3) X4 g 0
X9 g 0

| Nebcnbedingungenl

In- der Gleichung z = 10x4 + 15x; maximal kommt unsere Ziel-
setzung zum Ausdruck, ndmlich die Erreichung eines maximalen
Gewinns. Deshalb nennen wir z = 10x; + 15x, die Zielfunktion.

Fir x4 und x, diirfen wir aber nicht beliebige Werte einsetzen, son-
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dern miissen zusitzlich gewisse Bedingungen beachten, die in den
folgenden Ungleichungen zum Ausdruck kommen.

2x4 + 4x, < 180
3x; + 3x, < 180 (2)
5X1 + X9 = 200

xig 0
vz e

Diese Ungleichungen werden als Nebenbedingungen bezeichnet:

Durch die Zielfunktion (1) sowie die Nebenbedingungen (2) und (3)
ist unsere Aufgabe festgelegt. Wir nennen die gestellte Aufgabe eine
Optimierungsaufgabe, weil unsere Zielfunktion ein Optimum, im spe-
ziellen Falle ein Maximum, annchmen soll. Da die Zielfunktion und
die Nebenbedingungen linear sind, sprechen wir von einer linearen
Optimierungsaufgabe.

Von allen méglichen Wertepaaren (x;, X9) diirfen wir nur solche aus-
wihlen, die alle Nebenbedingungen erfiillen. Diejenigen Wertepaare
(x4, X2), die alle Nebenbedingungen erfiillen, heilen zulissige Losun-
gen. So ist zum Beispiel (36; 20) zulissig, wie wir unter b) nachge-
wiesen haben. Dagegen ist (60; 0) unzuliissig, wie unter a) nachge-
wiesen wurde. Die verschiedenen zulidssigen Losungen ergeben im
allgemeinen unterschiedliche Werte unserer Zielfunktion. Unsere
Aufgabe besteht darin, unter den zuldssigen Lésungen diejenigen
zu finden, die den optimalen (in unserem Falle maximalen) Wert der
Zielfunktion bringen. Diese Lésungen nennen wir optimale Losungen.

Jede lineare Optimierungsaufgabe 1aBt sich in der folgenden Form
darstellen:
A) (1) z=c¢ x4+ -+ + cpx, maximal

2) ay X¢ + *** + agn Xq = by

...............

aniXy + *** + ampXn = by
(3) X1 T Xn = 0

Mit Hilfe von Vektoren konnen wir diese lineare Optimierungsauf-
gabe wie folgt darstellen:

(1) z=¢"x maximal

B) (2) axy +c +ax, <b
) xZo
mit €T = [cg *++ ¢4)
Xy | [Tag | [ ain [ by
X = 5 A= ’ 5 @p = 5 b=
| Xn_| | @mi_| | @mn_| l:'m_
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7.2.

]

Mit Hilfe von Matrizen erhalten wir folgende Darstellung:
(1) ¢™x maximal

C) (2 Ax=)
3 x=zo

a1y T Ay
mib A =] ¢« « ¢ ¢« « o .
Ami °°° @mp

Im folgenden Abschnitt behandeln wir die graphische Lésung der
linearen Optimierungsaufgabe. '

Graphische Lisung von linearen Optimierungsaufgaben

Die graphische Lésung fiir lineare Optimierungsaufgaben ist an-
wendbar, wenn sich die Aufgabe mit Hilfe von héchstens zwei Varia-
blen formulieren 14Bt. Bei der graphischen Lésung miissen wir zeich-
nerische Ungenauigkeiten in Kauf nehmen. Allerdings kénnen wir bei
Kenntnis des Lésungspunktes die Losung auch rechnerisch ermitteln.
Bei linearen Optimierungsaufgaben liegen die optimalen Lésungen
immer auf dem Rande des Lsungsgebietes (wenn nicht ausnahms-
weise jede zulissige Lésung optimale Losungist). Ist nureine optimale
Losung vorhanden, so liegt sie in einem Eckpunkt des Losungs-
gebietes. Sind mehrere optimale Losungen vorhanden, so liegt min-
destens eine von ihnen in einem Eckpunkt. Haben wir nun durch das
graphische Lésungsverfahren einen Eckpunkt gefunden, zu dem eine
optimale Losung gehért, so kénnen wir die Koordinaten dieses Eck-
punktes leicht als Koordinaten des Schnittpunktes zweier Geraden
mit beliebiger Genauigkeit errechnen. Durch Einsetzen dieser Koor-
dinaten in die Zielfunklion ermitteln wir den Wert der Zielfunktion.
In der Praxis werden zur Formulierung der Probleme meist mehr
als zwei Variable benétigt. Im Abschnitt 7.3. zeigen wir, wie lineare
Optimierungsprobleme mit einer belicbigen Anzahl von Variablen
gelost werden konnen.

Wir bringen die graphische Lésung des Beispiels 1 aus Abschnitt 7.1.
dieses Lehrbuches.

Graphische Darstellung der Nebenbedingungen

Wir benutzen fiir die graphische Darstellung ein rechtwinkliges
Koordinatensystem. Als horizontale Achse nehmen wir die x;-Achse,
als senkrechte Achse die x5-Achse (Abb. 7.1).

Die Erfiillungsmenge der ersten Ncbenbedingung 2x; + 4xy < 180
wird durch alle Punkte dargestellt, die auf oder unterhalb der Ge-

raden 2x; + 4x9 = 180 bzw. x4 = —% x4 + 45 liegen.
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5% + X5 =200 3xq+ 3%, = 180 2xg +4xp =180
Abb. 7.1

Die Erfilllungsmenge der zweiten Nebenbedingung 3x; 4 3x, < 180
ist durch alle Punkte auf oder unterhalb der Geraden 3x; + 3x5 = 180

bzw. x9 = — x4 + 60 dargestellt.
Die Erfilllungsmenge der dritten Nebenbedingung 5x; 4 x5 = 200
wird durch die Punkte auf oder unterhalb der Geraden x5 = — 5x;

—+ 200 erfaBt.

Die ILrfillungsmenge der vierten Nebenbedingung x; =0 wird
durch die Punkte des I. und 1V. Quadranten einschlieBlich der
xo-Achse dargestellt, die Erfilllungsmenge der fiinften Nebenbedin-
gung xg = 0 durch die Punkte des I. und II. Quadranten einschlieB-
lich der x4-Achse.

Die Erfillungsmenge des Systems der Nebenbedingungen von (2)
und (3), die die Menge der zuldssigen Losungen unseres Problems
bildet, ist durch das schraffierte Gebiet einschlieBlich der Begren-
zung dargestellt. Diese Erfiillungsmenge ist durch die Punkte be-
stimmt, die alle Bedingungen gleichzeitig erfiillen. Der Punkt P
(60; 0) liegt nicht im schraffierten Gebiet, liefert also keine zuléssige
Lésung unseres Problems, was wir bereits unter a) im Abschnitt 7.1.
feststellten. Dagegen liegt der Punkt P, (36; 20) im schraffierten
Gebiet, die Koordinaten x; = 36; x5 = 20 bilden eine zuldssige
Lésung unseres Problems. Wir haben diese Lésung bereits in b)
im Abschnitt 7.1. untersucht.

Graphische Darstellung der Gewinnfunktion

Unter den zuléssigen Lésungen wollen wir jetzt die optimalen Lé-
sungen bestimmen. Dazu ist es nétig, daB wir aus der graphischen
Darstellung auch den Gewinn ablesen konnen. Zu diesem Zweck be-
trachten wir Produktionspline (x4, x;), die den gleichen Gewinn

bringen, zum Beispiel 600 GE. Fiir diese Pline gilt 600 = 10x,; + 15x.
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Die graphische Darstellung dieser Gleichung liefert eine Gerade I.
Alle Punkte, die auf dieser Geraden liegen, liefern einen Gewinn von
600 GE. Wir diirfen allerdings nur zuldssige Lésungen betrachten,
das heiBt, dic Punkte der Geraden 600 = 10x; + 15x,, die im
schraffierten Gebiet liegen. Der Punkt P; (30; 20) erfiillt diese Be-
dingung; xq = 30; xy = 20 liefert eine zulissige Loésung mit dem
Gewinn 600 GE.

Setzen wir fiir den Gewinn einen konstanten Wert zj, so ergibt sich

. 2 .
eine Gerade zy = 10x, + 15xy bzw. x; = —3 X —l—% . Diese Ge-
rade schneidet die xy-Achse bei —%— . Lassen wir zy wachsen, so ent-

fernt sich der Schnittpunkt mit der xy-Achse immer mehr vom
Koordinatenanfangspunkt. Unsere Lésungen werden also um so
giinstiger, je weiter der Schnittpunkt der Geraden zy = 10x; + 15x,
mit der x;-Achse vom Koordinatenanfangspunkt entfernt ist. Die

Geraden zy = 10x; + 15x5 bzw. x; = —5 Xy —{—ng— haben fiir alle
zy den gleichen Anstieg ————2— , sie sind also parallel. Sie bilden eine

3

Parallelenschar mit dem Anstieg ——:

3
Um den Gewinn zu maximieren, miissen wir in unserer Parallelen-
schar eine Gerade suchen, deren Schnittpunkt mit der xo-Achse mog-
lichst weit vom Koordinatenanfangspunkt entfernt ist, auf der aber
noch mindestens ein Punkt unseres schraffierten Gebietes liegt. Diese
Gerade verlduft durch den Punkt Py (30; 30), der ein Eckpunkt unse-
res schraffierten Losungsgebietes ist. Die Losung x4 = 30; x5 = 30
ist eine zuldssige Losung, die einen Gewinn von 750 GE bringt. Das
ist der grofite Gewinn, den wir unter den gegebenen Bedingungen
erzielen konnen. x4 = 30; x, = 30 ist also die optimale Lésung unse-
res Problems.
Ist der Punkt Py als Eckpunkt erkannt, so lassen sich die Koordina-
ten von P, leicht berechnen. Sie ergeben sich als Koordinaten des
Schnittpunktes der Geraden 2x; + 4x, = 180 und 3x; + 3x5 = 180.
Setzen wir diese Koordinaten in die Zielfunktion ein, so kénnen wir
auch den erzielten Gewinn berechnen.
Wir miissen also 30 E vom ersten Erzeugnis und 30 E vom zweiten
Erzeugnis herstellen, um einen maximalen Gewinn von 750 GE zu
realisieren.

Gesucht ist die Losung folgender Optimierungsaufgabe, bei der die
Zielfunktion ein Minimum annehmen soll (vgl. Abb. 7.2):

z = bx; 4+ 9x5 minimal

2xq + 3x9 = 90
4xy + 2x9 = 100
xp,x02 0
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4xl +2x5 =100 2x1 +3xp =90
Abb. 7.2

Die Aufgabe 148t sich auch in der Form

—z = — bxy — 9x9 maximal
— 2x; — 3xy = — 90
—_— 4X1"—' 2X2 é —_ 100
X1, X2 = 0

darstellen, die der Aufgabe A) in 7.1. entspricht.

2xy + 3xy = 90 liBt als Erfillungsmenge alle Punkte auf oder iiber
der Geraden 2x; + 3x; = 90 zu. Die Erfiilllungsmenge von 4x; + 2x,
= 100 ist durch die Punkte auf oder iiber der Geraden 4x; -+ 2x,
=100 gegeben. Die Bedingung x4 = 0 wird von allen Punkten des
I. und IV. Quadranten, einschlieBlich der x;-Achse, erfiillt; x; = 0
von allen Punkten des I. und II. Quadranten, die x;-Achse mit ein-
geschlossen.

Die Erfiillungsmenge des Systems von Nebenbedingungen ist wieder
durch die Wertepaare (xj, xg) bestimmt, die alle Bedingungen gleich-
zeitig erfiillen. Diese Wertepaare werden durch Punkte dargestellt,
die im schraffierten Gebiet liegen. Die Begrenzung des schraffierten
Gebietes ist eingeschlossen.

Alle Wertepaare mit dem Zielfunktionswert zy werden durch 'die
Gerade zp = bx; -+ 9x5 dargestellt. Die Gleichung laBt sich in

5 7

X = —9 X1 + 30 umformen. Diese Gerade schneidet die x9-Achse

2o
9
~+ 9x, mit der xy-Achse dem Koordinatenanfangspunkt. Bei unter-
=
- . 5 Zy .
schiedlichen z; ergibt zy = 5x; 4 9xg bzw. xg = —— x4 + 22 cine

9 9

in — . Nimmt z, ab, so néhert sich der Schnittpunkt von zy = 5x,

255



Parallelenschar mit dem Anstieg —% Aus dieser Parallelenschar

wiihlen wir cine Gerade, deren Schnitlpunkt mit der x,-Achse mdg-
lichst dicht am Koordinatenanfangspunkt liegt, auf der aber noch
ein Punkt unseres schraffierten Gcbictes licgt. Das ist die Gerade
durch den Punkt Py (45; 0). Die optimale Lésung x; = 455 x5 =0
ergibt den minimalen Zielfunktionswert z = 225.

Wir betrachten jetzt ein Beispiel, das keine optimale Losung besitzt
(Abb. 7.3):

z = — x4 + 2xo maximal
2.‘{1 + X9 g 80
X1, X = 0
bzw.

z=—xy -+ 2x9 maximal
—2xy— X9 =
Xy, Xg = 0

x21
7Gxk 20

\

2x, +Xy=80 X
Abb. 7.3

Aus Abb. 7.3 ist zu erkennen, daf diese Aufgabe Losungen Besitzt.
Zu jedem noch so groflen z gibt es zuliissige Lésungen, aber es existiert
keine optimale Losung.

Wir betrachten ein Beispiel, das keine Losung besitzt (Abb. 7.4):

z = — 3x; + 3x3 maximal
X1 + 2x5 <60
X2 = 40
X1 = 0

256



Aufgaben
zu 7.2.

x4 // Zp =3y +3%)

X2 =40

1 X+25260 X Abb. 74

Aus Abb. 7.4 ist zu erkénnen, daB die Erfiillungsmenge des Systems
von Nebenbedingungen leer ist. Diese Aufgabe hat keine Lésung, also
gibt es auch keine optimale Lésung.

1
Lésen Sie das folgende Problem!
1) z= Xy + X2 max.
) —x +2x= 5
2){1 + X9 = 12

3) XX = 0 (L)
2 :
Losen Sie das folgende Problem!
(1) z= x4—2x, min.
(2) Xi— X9 = 3

X1 + X9 = 12

2x1 + X9 = 15
@) x;, X2 2 0 (L)
3

Losen Sie die folgenden Probleme!
a) (1) z= x4+ x9 min. b)(1) z= x1+ 2x; max.

) 5xy + 2x5 =10 V(2) 5xq + 2x5 =10

22{1 + 10)(2 = 20 2)(1 + 10){2 = 20

(3) X1, X2 g O (3) X1, X9 g 0
(L) (L)

c) (1) z=3x,+ x9 min. d) (1) z= x; min.

@  Sxit 2240 @ Bx+ 2210

2x1 + 10x0 220 2x1 + 10x, = 20

3) Xy xg 2 0 3) Xy X3 = 0
(L) (L)
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4

Einem Betrieb stehen fiir die ITerstellung von zwei unterschiedlichen
Erzeugnissen drei verschiedene Materialien zur Verfiigung, vom
Material M, 50 E, vom Material My 72 E und vom Material M; 48 E.
Fir die Herstellung einer Lingeneinheit (LE) des Erzeugnisses Py
werden 5 E vom Material My und 3 E vom Material M3 benotigt. Fir
die Herstellung einer Léngeneinheit des Erzeugnisses P, werden vom
Material My 6 E und vom Material M3 3 E gebraucht. Beim Verkauf
ciner Liingeneinheit des Erzeugnisses P; wird ein Gewinn von 40 GE,
beim Verkauf einer Liingeneinheit des Erzeugnisses P; ein Gewinn
von 80 GE erzielt. Wieviel Langeneinheiten mufl man von den ein-
zelnen Erzeugnissen herstellen, um einen maximalen Gewinn zu
erzielen?

Zusammenstellung der Daten in einer Tabelle:

Material Benotigte Materialmengen (E) Materialfonds ¢(E)
je LE des Erzeugnisses
Py P,

M, 5 0 50

M, 0 6 72

M, 3 3 48

Gewinn je Einheit
des Erzeugnisses

in GE 40 80

(L)
S
Zwei Gase sollen so gemischt werden, dafl das Mischgas maoglichst
billig wird, einen Heizwert zwischen 1 600 und 2 200 kcal m—3 und
einen Schwelelgehalt von hichstens 2,8 g m~3 besitzt. Das erste Gas
hat einen Heizwert von 1000 kcal m~3, einen Schwefelgehalt von
6 g m~3 und kostet 10,00 M je m3. Das zweite Gas besitzt einen
Heizwert von 2000 kcal m~3, einen Schwefelgehalt von 2 g m-3
und kostet 25,00 M je m?3.

6

Einem Betrieb stehen fiir die Herstellung eines Erzeugnisses drei
Maschinen zur Verfiigung, die Maschine M; mit 520 Stunden, die
Maschine M; mit 300 Stunden und die Maschine M3 mit 630 Stunden.
Das Erzeugnis kann nach drei Verfahren hergestellt werden.
Verfahren V;: Das Erzeugnis lduft iiber die erste, zweite und dritte
Maschine. Um eine Einheit des Erzeugnisses herzustellen, werden
auf der ersten Maschine 2, auf der zweiten Maschine 4 und auf der
dritten Maschine 5 Stunden benétigt.

Verfahren V,: Das Erzetignis liduft iiber die erste und zweite Maschi-
ne. Fiir die Herstellung einer Einheit werden auf der ersten Maschine
4 und auf der,zweiten Maschine 2 Stunden bendtigt.

Verfahren V3:.Das Erzeugnis liuft iiber die erste und dritte Maschine.
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Fir die Herstellung einer Einheit werden auf der ersten Maschine
1 Stunde und auf der dritten Maschine 3 Stunden benétigt.

Die Selbstkosten je Einheit des Erzeugnisses betragen nach dem
Verfahren V, 20 GE, nach dem Verfahren V5 25 GE und nach dem
Verfahren V3 30 GE.

Insgesamt sind 220 Stiick des Erzeugnisses herzustellen. Wieviel
Stiick sind nach jedem Verfahren herzustellen, wenn die Selbst-
"kosten der Produktion minimal sein sollen? (Die Aufgabe kann mit
zwei Variablen formuliert werden.)

i
Maschine . Benitigte Stunden beim Verfahren Maschinenzeitfonds
in Stunden

vl v2 VS
M, 2 4 1 520
M, 4 2 0 300
M, 5 0 3 630
Selbstkosten
in GE 20 25 30
7

Ein Betrieb stellt zwei Erzeugnisse her, die er entweder auf einer
Maschine M; oder auf einer Maschine M, produzieren kann. Es stehen
auf der Maschine M; 300 Stunden, auf der Maschine My 400 Stunden
zur Verfiigung. Fiir eine Einheit des Erzeugnisses Py benétigt man
2 Stunden auf der Maschine M, oder 3 Stunden auf der Maschine M.
Fiir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses P, werden auf
M, 4 Stunden oder auf M, 5 Stunden gebraucht. Vom Erzeugnis Py
sind 50 und vom Erzeugnis P; 105 Einheiten herzustellen.

Wieviel Einheiten sind-von jedem Erzeugnis auf den einzelnen Ma-
schinen zu produzieren, wenn die beanspruchte Maschinenzeit mini-
mal sein soll? (Die Aufgabe kann mit zwei Variablen formuliert
werden.)

Maschine Bendtigte Zeit (in Stunden) Maschinenzeitfonds
fiir eine Einheit des Erzeugnisses (in Stunden)
Py P,

M, 2 4 300

M, 3 5 400

Herzustellende

Menge (E) 50 105

8

Drei Gase sollen so gemischt werden, dal das Mischgas maéglichst
billig wird, einen Heizwert zwischen 1 700 und 2 200 kcal m—3 und
einen Schwefelgehalt von héchstens 2,8 g m=3 besitzt. Das erste
Gas G4 hat den Heizwert 1 000 kcal m~—3, den Schwefelgehalt 6 g m—3
und kostet 10,00 M je m3. Das Gas G, hat den Heizwert 2000 kcal m-3,



7.3.

(-]

den Schwefelgehalt 2 g m=3 und kostet 25,00 M je m3. Das Gas Gj
ist durch den Heizwert 1500 kcal m~3 und den Schwefelgehalt
3 gm~2 gekennzeichnet und kostet 20,00 M je m3. (Die Aufgabe 1Bt
sich mit zwei Variablen formulieren.) (L)

Rechnerische Lisung von linearen Optimierungsaufgaben

In diesem Abschnitt lernen wir die rechnerische Lésung von linearen
Optimierungsaufgaben mit Hilfe der Simplexmethode kennen.

Die Simplexmethode ist fiir die Losung jedes linearen Optimierungs-
problems mit unendlich vielen Variablen und Nebenbedingungen
geeignet. Liegt eine lineare Optimierungsaufgabe der Form A) aus 7.1.

(1) z=rc¢xy + -+ cux, maximal

2) ayxy + o+ agx, = by
A"

an1Xq + e + AmnXn = bm
®) xi v, Xa 20

vor, bei der die by, - -+, by, nicht negativ sind, so sprechen wir von der
Normalaufgabe der linearen Optimierung.

Mit Hilfe von Vektoren konnen wir die Normalaufgabe der linearen
Optimierung wie folgt darstellen:

(1) z=¢"x maximal

B) (2) ajxg+ -+ ax, =b
3 xZo
mit b = o.

Mit Hilfe von Matrizen erhalten wir folgende Darstellung fiir die
Normalaufgabe der linearen Optimierung:
(1) ¢™ maximal
(2) Ax<b
X =0
mith = o

c)

Beispiel 1 aus 7.2. ist eine Normalaufgabe, wihrend die Beispiele
2, 3 und 4 aus 7.2. keine Normalaufgaben sind.
Im Abschnitt 7.2. sind die Aufgaben 1 und 4 Normalaufgaben.

Wir beschrénken uns in diesem Buch auf die Behandlung von Nor-
malaufgaben. Die Losung jeder linearen Optimierungsaufgabe, die
keine Normalaufgabe ist, 148t sich auf die Losung einer Normalauf-
gabe zuriickfithren.
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Fiir die rechnerische Lésung formen wir die Ungleichungen in den
Nebenbedingungen (2) in Gleichungen um. Dazu fithren wir fiir jede
Ungleichung eine Schlupfvariable v; (i = 1, -+, m) ein, die die Difle-
renz zwischen der rechten und linken Seite der Ungleichung angibt:
vi =b; — (auxq + -+ + ajpx,) (=1, m).

Die Schlupfvariable v; muf} eine nichtnegative Variable sein, weil
b; = ayxy + -+ + ajpxp, (i=1, -+, m) oder

bi —_ (a“xi + s + ainxn) = 0 ist.

Esgiltalso vi=0 (i=1,-+-, m).

Die Schlupfvariablen verindern den Wert unserer Zielfunktion

nicht. Nach Einfithrung der Schlupfvariablen erhalten wir die fol-
gende Form der linearen Optimierungsaufgabe:

M)Yz=cexy 4+ 4+cpxy +0vy+ -+ 0v,, maximal

(2’) apxy + -+ AinXp + v = 1)1
AII) . .
amiXg + *** + 8mnXa 4+ Vm=bn
3" Xy, 'y X >0
vl’ ey Vn’l Z 0
bzw.

(1) z=c™ +o0Tv maximal
B") (2) axg + '+ agX, +evy + - +epyvm=Db
@) x,v=o

Vi
mit v =

Vm

bzw. (1) z =c¢"x + oTv maximal
¢ (2) Ax +Ev=D)b
3) X, V =0
Die Aufgaben A'), B’), C’) sind den Aufgaben A'"), B"'), C"') vollig
gleichwertig.
Haben die Aufgaben A'’), B”), C'") die Lésung t , so ist der pri-

male Teil x dieser Lésung zugleich eine Lésung der Aufgaben A'),
B’), C').

Wir erldutern die Simplexmethode zuerst ohne die Basistransfor-
mation und gehen dann zur Beschreibung der Simplexmethode mit
Hilfe der Basistransformation iiber. Die Simplexmethode mit Hilfe
der Basistransformation ist auch ohne die Ausfiihrungen des Ab-
schnittes ,,Simplexmethode ohne Basistransformation® versténdlich.
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Simplexmethode ohne Basistransformation

Zur Erlduterung der Simplexmethode ohne Basistransformation
benutzen wir die im Abschnitt 7.1. formulierte Aufgabe.
(1) z =10x; + 15x5 maximal
(2) 2xy + 4xy =180

3X1 + 3}(2 é 180

5x1 + x9 <200
3) X1, X3 20
Zuerst formen wir die Ungleichungen, die unter (2) genannt sind, in
Gleichungen um. Dazu addieren wir auf der linken Seite der Un-
gleichung 2x; + 4x, < 180 die Schlupfvariable v;. Sie soll die
Differenz zwischen 180 und 2x; 4 4x, angeben. Dann gilt

2X1 + 4X2 + vy = 180.
Dabei muBl vy eine nichtnegative Zahl sein, weil 180 gréfer oder
gleich 2x; 4 4x, ist. Es gilt also vi = 0. Entsprechend fiihren wir

in die zweite Ungleichung 3x; + 3x2 = 180 eine Schlupfvariable v,
ein und erhalten

3xy + 3x9 + vy = 180; v, = 0.

SchlieBlich formen wir die Ungleichung

5%y + x9 = 200

durch Einfithrung einer Schlupfvariablen v3 in die Gleichung um:
5xy + x9 + v3 =200; v3 = 0.

Diese Schlupfvariablen verindern den Wert unserer Zielfunktion
nicht. Deshalb lautet unsere Aufgabe nach Einfiihrung der Schlupi-
variablen:

(1) z = 10xy + 15x5 + Ovy 4 Ovy + Ovy maximal

(2') 2X1 + 42{2 + \Z| = 180
3X1 + 3X2 —|— Va = 180
5X1 -I— X9 + V3 = 200
(39 Xy

X3
Vi
Va2

VIVIVIVIV
coocoo

<
w

Lésungsschritt 1

Zur Lésung der Aufgabe formen wir (1') und (2') um:
z = 0 + 10){1 + 15}(2

Vy = 180 — 2X1 - 4XZ

Vg = 180 — 3)(1 —_— 3X2

V3 = 200 — 5X1 — X2
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Diese IForm der Bedingungen (1') und (2') bezeichnen wir mit 1.
Aus dieser Darstellung lesen wir eine Lésung ab, indem wir alle
Variablen, die rechts vom Gleichheitszeichen stehen, gleich Null
setzem: x; = 0; xo =0

Dann ergeben sich die iibrigen Variablen mit v; = 180, v, = 180,
vz = 200 und die Zielfunktion mit z = 0.

Diese Losung entspricht den Koordinaten des Punktes P, in Abb. 7.1
auf Seite 253.

Lésungsschrite 11

Die Gleichung z = 0 4 10x; 4+ 15x, ldft erkennen, daBl der Wert
der Zielfunktion verbessert werden kann, wenn x; oder x, einen
groBeren Wert als Null annehmen. Wir wollen in diesem Schritt nur
eine dieser beiden Variablen grofer als Null setzen. Da x; den gré-
Beren Koeffizienten hat, ist zu erwarten, daB wir durch VergrioBe-
rung von X3 den gréBBten Zuwachs in der Zielfunktion erhalten (das
trifft aber nicht immer zu). Wir setzen deshalb weiterhin x4 = 0 und
untersuchen, welchen Wert x5 im Héchstfalle annehmen darf.
Wir diirfen ndmlich x5 nicht beliebig gro8 wihlen, weil in Abhéngig-
keit von dem gewihlten Wert fiir x; die anderen Variahlen eventuell
einen negativen Wert annehmen. Das wiirde der Bedingung (3')
widersprechen.

Wihlen wir zum Beispiel x5 = 10, lassen aber x4 = 0. Durch Ein-
setzen in I erhalten wir:

z = 0410-0415-10 =150
vi=180— 2-0— 4-10 = 140
vo=180— 3:0— 3-10 =150
vg=200— 5:-0— 1-10 =190

Wihlen wir dagegen x; = 0, x5= 50, so erhalten wir:

z = 04+15-50= 750
vi =180 — 4-50 = —20
vo=180— 3-50 = 30
v =200— 1-50 = 150

Jetzt haben wir zwar einen hoheren Wert der Zielfunktion als bei
xy = 10, aber die Losung ist nicht mehr zulissig, weil v, negativ ist.
Das widerspricht der Nebenbedingung v4 = 0 aus (3') und bedeutet,
daf die erste Nebenbedingung in (2)

2){1 + 4X2 < 180

nicht erfiillt ist. Mithin ist x5 zu groB gewihlt. Um den gréBten
Zuwachs der Zielfunktion zu erhalten, der sich durch eine VergroBe-
rung von xs erreichen lat, ohne die Bedingungen unserer Aufgabe
zu verletzen, miissen wir x; geeignet wiihlen. Das geschicht auf
folgende Weise:
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Wir setzen x; = 0. Dann erhalten wir aus 1:

vy = 180—-2'0—4.\{2 = 180—4)(2

vy =180 — 3 - 0 — 3x, = 180 — 3x,
v3=200—5-0— x5 =200— x,

Da die Variablen nicht negativ sein diirfen, folg: :

vy = 180 — 4xy =0
V2=180—-3X2 ;O
V3=200—— X9 20

Das bedeutet
X9 S —

180

IA

X3

[N]

00
1

IIA

X2

180

Von diesen Quotienten wiihlen wir den kleinsten Wert, also x; = e
= 45,

Dann wird

z = 0415:-45 =675

vi=180— 4:45 = 0

vo =180— 3:45 = 45

vy =200 — 1-45 = 155.

Der maximale Wert von x; ist also durch folgende Gleichung be-
stimmt :

vy = 180 — 2x; — 4x,

Wir lésen die Gleichung vy = 180 — 2x4 — 4x; nach x; auf:

1 1
X9 = 45—-§ X1 —Zvi
. 1 r . .. . .
Wir setzen x5 = 45 —5X1—Vviin die Zielfunktionsgleichung

z=0 + 10)(1 —|— 15X2
und in die beiden Gleichungen

Vg = 180 — 3X1 —_ 3X2
V3 = 200 — 5X1 — 1X2

ein. Wir erhalten

z = 04 10x; + 15 (45—%,{1—%“)
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Vo = 180— 3X1—3 (45—%x1—%v1)

V3 = 200—51(1—— 1 (45——%2(1—-—1— Vi).

Durch Vercinfachung bekommen wir

z =675 —l—§x1—T vy
3 3
Vo = 45 7 X1 —l— Z Vi
= 155 ) +
V3 = 5 Xy % Vi
Fassen wir diese Gleichungen mit
1 1
X9 = 45—3 X1——71 2]
zusammen, so erhalten wir an Stelle von I das Gleichungssystem II.
5 15
z =675 +§xl—71 vy
| 1
Xg = 40——2—x1— AL

II 3

3
Vo = 45-—'—§X1+ -Zvi

1
V3—-——155——2—X1+ —[l-v_;

Aus dieser Darstellung lesen wir eine Losung ab, indem’ wir wieder
alle Variablen, die rechts vom Gleichheitszeichen stehen, gleich Null
setzen:

x3 =0, vi=0.

Dann ergeben sich die iibrigen Variablen mit x; = 45, vy = 45,
v3 = 155 und die Zielfunktion mit z = 675.
Diese Losung entspricht den Koordinaten des Punktes Pg in Abb. 7.1.

Lésungsschritt 111

1
Die Gleichung z = 675 + % X4 —T5 v, 148t erkennen, daB es nicht

ginstig ist, fiir v4 einen gréBeren Wert als Null anzusetzen, weil
dadurch unsere Zielfunktion abnimmt. Weiter ist erkennbar, da}
eine Vergroflerung von x; einen Zuwachs in der Zielfunktion bringt.
Es ist vorteilhaft, dieses x4 moglichst gro zu machen, weil damit
auch ein groBer Zuwachs in der Zielfunktion zustande kommt.

Bei der Berechnung von x; miissen wir so vorgehen, dal die anderen
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Variablen nicht negativ werden. Beriicksichtigen wir v; =0, so
ergeben sich aus II fiir die Bestimmung von x; folgende Bedin-
gungen:

1
X9 = 45 ——7 Xy = 0

Vo = 45—%?(1 20

V3=155——%X1 =0

Das bedeutet

45
< - =
X = 1 90
2
45
= — =30
X1 = 3
2
- 155 310
M="9g TT9 ¢
2
4 4
Wir wihlen wieder unter den Quotienten —lii , ——3-5— und —1;& den klein-
2 2 2
sten Wert, also x; =% = 30. Der maximale Wert von x, ist also
2

durch die Gleichung
3 3
V) = 45—§X1 —I-ZV]
. . . . 3 3
bestimmt. Wir 16sen die Gleichung v, = 45 —5 X —I——4— vy nach x;
auf:

- 2 1
X1 =30—§-V2+7V1
. 2 r . .. .. . .
Wir setzen x; = 30 —5 vy + 5 vy in die Zielfunktionsgleichung

z =675 —l—%xi——llTSvl

und in die beiden Gleichungen

1 1
X9 = 45—TX1—ZV1

“a
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V3 = 155*—%X1+%V1

ein und erhalten

J— vy

5 1 15
1 1 1
X9 = 45——7(30 V2+ ) Z

e 1
V3 = 155 (30——-3—V2+7V1)+ZV1.

Durch Vereinfachung bekommen wir

5 5
z = 750——§ Va5 Vi

1 1
X9 = 30 +-§V2——§V1
V3 = 20 + 3V2 - 2V1.

Fassen wir diese Gleichungen mit

2 1
Xy = 30—§v2+—2—v1
zusammen, so erhalten wir an Stelle von 11 das Gleichungssystem 111
- 5 5
z = 750 g Vg Y
1 1
= OV tgv—gm

2 1
Xy = 30—§v2—|—§v1

V3 = 20 + 3V2——' 2V1

Aus dieser Darstellung lesen wir eine Losung ab, indem wir ale
Variablen, die rechts vom Gleichheitszeichen stehen, gleich Null
setzen: vo = 0, v; = 0.

Dann ergeben sich die iibrigen Variablen mit x; = 30, x; = 30,
v = 20 und die Zielfunktion mit z = 750.

Diese Lésung entspricht den Koordinaten des Punktes Pyin Abb. 7.1.
5

Aus der Gleichung z = 750 — vz~-g— vy ist zu ersehen, daB es

3
nicht sinnvoll ist, die Werte von v4 und vy zu erhéhen, weil dadurch
der Wert der Zielfunktion abnimmt. Wir haben somit keine weitere
Moglichkeit, den Wert der Zielfunktion zu erhéhen. Die Losung
xy = 30, x5 = 30, z = 750 ist die optimale Losung unserer Aufgabe,
wie es auch dic graphische Losung in Abschnitt 7.2. ergab.



Verallgemeinerung

Ist eine lincare Optimierungsaufgabe

z=cXy + -+ ¢x5 -+ -+ cyX, maximal
ayXy + ot agx; +cor +apxy =bhy

21Xy +"'+axjxj + c* + ajpxy gbl

amixg + 00+ AmjXj + <+ 4+ ajnnXa

Xgy "t Xy 700 X

b
0

IV IA

gegeben, in der alle by, - -+, by, nicht negativ sind, so bringen wir sie
durch Einfiihrung von Schlupfvariablen auf die folgende Form:

(1) z=exy 4+ 4¢x5 + -+ 4 cyx, maximal

@) ayxy + 0 4 agx; o0 4 apXs + v =by
apxy + 00+ aX; 4t 4 8iaXp +vi =Db;
ami1Xy + - + AmjXj + et + AmnXn + V= bm

(3) X1y " Xpy VI, °°% Vi =0

Losungsschritt 1
Die Gleichungen aus (1) und (2) formen wir um in:

z =0 4 exy 40+ c¢x; 00+ ¢uX, maximal

vi=by —ayxy ——ayx; ——amX,

Vm= by — apmixg — = — AmjXj— ** '~ AmnXn

Setzen wir in diesem Gleichungssystem I alle Variablen, die rechts
vom Gleichheitszeichen stehen, gleich Null, so kénnen wir aus dem
Gleichungssystem I folgende Losung ablesen:
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Vi=b1:"" Vi =bi9”'a Vm=bm
xg =0, %, =0, x, =0

z =0

Diese Losung erfiillt die Bedingungen (2) und (3) unserer Aufgabe,
ist also eine zulissige Losung.

Lésungsschritt 11

Inz=0+4cxg + -+ ¢xj + -+ + enXp

suchen wir die Variable mit dem gréBten positiven Koeffizienten. Es
sei dies die Variable x; mit dem Koeffizienten ¢;. Wir versuchen, die
Variable x; so groBl wie méglich zu machen, withrend wir alle iibrigen
Variablen der Zielfunktion

z=0+cxs + -+ + ¢jxj + *** + caXy;
also xy, * -+, x, (auller x;), gleich Null setzen.

Wenn wir im Gleichungssystem I alle Variablen x, « -+, x, (auBer x;)
gleich Null setzen, sind die Variablen vy, - -+, v;;, durch folgende Glei-
chungen bestimmt:

vy = b1 _ alej
Vi = bi —aijxj

Vin = bm — amjXj.

Weil die Variablen vy, « -+, vy, auch weiterhin gréfer oder gleich Null
bleiben sollen, entsprechend Bedingung (3), folgen aus diesen letzten
Gleichungen fiir vy, *+-, vy, die Bedingungen:

Vi =b-1 —aﬁxj 20
Vi =bi —ainj 20

Vi = bm —amx; =0
Bei der Bestimmung von x; miissen wir drei Fille unterscheiden:
a) a;<0

Wenn wir x; groBler als Null wihlen, so werden die vy, -+, v, grofler
als die entsprechenden by, - + -, by, (die wir nicht negativ vorausgesetzt
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haben), wenn die entsprechenden ay;, *+*, ay; kleiner als Null sind.
1 mj

Bei negativen ayj, - -+, a,n; bleiben die entsprechenden vy, -+, vy, also

positiv, unabhiingig davon, wie groB wir x; wiihlen (x; positiv).

h) ajj > 0

Sind die ayj, - *+, a;n; dagegen positiv, so werden die entsprechenden
Vi, +**, Vi kleiner als die zugehorigen by, « -+, by, wenn wir x; groBer
als Null werden lassen.

c) ajj = 0

Sind die ayj, -+ +, ap; gleich Null, so veréndern sich die entsprechenden
Vi, ** ¢, Vi nicht, gleichgiillig, wie wir x; wihlen. Es gilt also:

Aus x; > 0 folgt

vi > by, wenn a; < 0

vi = b;, wenn a;; =0

vi < b;, wenn a;; > 0.

Bei der VergroBerung von x; miissen wir darauf achten, daB die
Veriinderung der Lésung nicht zu negativen vy, * -+, vy, fiihrt, weil
das der Bedingung (3) widersprechen wiirde. Deshalb miissen wir
bei der Bestimmung von x; unter den Bedingungen

Vi :bj "—'ﬂh'Xj 20

Vm = bm —_ aijj = 0
auf Bedingungen achten, bei denen die ayj, *+-, ay; groBer als Null
sind. Fiir diese Bedingungen mit positiven ayj, « -+, ap,; erhalten wir

aus den letzten Bedingungen fiir vy, +--, v, folgende Begrenzungen
fiir x;: '
it

b
Xj = —1- (ajj > 0)
a1j
b;
. bm
X;j = -a; (amj > 0)

(Diese Umformungen erfolgen nur fiir Bedingungen, bei denen dic
agj, ***, ap; > 0 sind!)
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Unter diesen Quotienten wiihlen wir den kleinsten Quotienten.

1

R . b; .

Es sei dies — . Dann setzen wir x; = — . Diese Festsetzung garan-
ajj ajj

tiert, dal kein vy, .-+, v, negativ wird. (Wihlen wir nicht diesen

kleinsten Quotienten, so wird irgendein vy, *« -, v,, negativ.)

Dann lésen wir die zu diesem kleinsten Quotienten — geharige
ajj
Gleichung aus I

vi = b — ayxy — - —ayx; — - — ajXy
nach x; auf. Wir erhalten
bi ajq 1 Qjn

Xj=———Xy— " — Vi— " — X5 .

i
aijj ajj aijj ajj

(Auf der rechten Seite stehen die Variablen xy, -« +, x, mit den Koef-
. ajq aj - .
fizienten — , +++, —= aufBer xj. An Stelle von x; steht die Variable
au- aij
v; mit dem Koeffizienten — .)
aij
Diesen Ausdruck setzen wir in die librigen Gleichungen von I (auBer
fir v;)
vi =by —apx; — ftrT— Xy ot = 81Xy

Vm = bm—amiXqg — " — apjXj — *** — ampXy
und in die Zielfunktion

z=0+cxg + -+ ¢xj + o0+ epXp

ein.

Damit erhalten wir an Stelle des Gleichungssystems I das Glei-
chungssystem II.

U
2 =2 +cixi o Fevi b+ chxa

— U — ! — ! — .
vy = bj ajxq - ay5v; — ajpXy
I1 .
— W ! —_— et e tee . g!
x; = bj aj1Xy ajjvi ainXp
— b ! e vvo e a! v e !
Vm= bm Am1Xq AmjVi annXn

(Auf der linken Seite stehen die Variablen vy, -«+, v, mit Ausnahn:
von v;. An Stelle von v; steht x;.)
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Setzen wir in diesem Gleichungssystem II alle Variablen, die rechts
vom Gleichheitszeichen stehen, gleich Null, so kénnen wir aus dem
Gleichungssystem II folgende Losung ablesen:

’
vi=Dbj, vy =bL;vi=0
X1=0,”'Xn=0; X]=b:
z =12

Diese neue Lésung erfiillt wieder die’ Bedingungen (2) und (3), ist
also eine zulissige Lésung unserer Aufgabe. Gegeniiber der Losung
aus I haben wir eine VergréBerung von z erreicht.

Liosungsschrite 111

Jetzt suchen wir in der Zielfunktion
z =2y + ¢ixg + -+ ¢jvi + 0o+ F enxy

wieder die Variable mit dem groften positiven Koeffizienten. Diese
Variable wiihlen wir wieder so groB8 wie moglich, wihrend alle iibri-
gen Variablen der Zielfunktion

z=1z+ cixg + - +cjvi + 0 + enxy

weiterhin Null bleiben. Bei der Berechnung der Variablen mit dem
groBten positiven Koeffizienten miissen wir wieder wie vorher darauf
achten, daB die anderen Variablen nicht negativ werden.

Dieses Verfahren wird so lange fortgesetzt, bis kein Koeffizient in
der Zielfunktion mehr positiv ist. Dann ist die optimale Losung
erreicht.

Wir haben bisher bei der rechnerischen Lésung der linearen Optimie-
rungsaufgaben mit Hilfe von Gleichungssystemen nur spezielle Lo-
sungen betrachtet, die Basislosungen. Dies ist méglich, weil unter
den optimalen Lésungen (es gibt oft mehrere) mindestens eine
Basislosung existiert. Wir wollen jetzt zeigen, wie wir lineare
Optimierungsaufgaben mit Hilfe der Basistransformation lésen
konnen.

Simplexmethode mit Hilfe der Basistransformation

Bereits im Abschnitt 6.6. haben wir bei der rechnerischen Lésung
von linearen Ungleichungssystemen kennengelernt, wie wir mit
Hilfe der Basistransformation die Basislosungen eines linearen
Ungleichungssystems finden kénnen. Dabei war es nétig, alle Basis-
l6sungen des betreffenden Ungleichungssystems zu bestimmen. Bei
der linearen Optimierung werden nicht alle Basislésungen benétigt.
Besitzen wir irgendeine Basislésung und kennen wir den zugehérigen
Wert der Zielfunktion, so betrachten wir in der weiteren Rechnung
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nur solche Basislosungen, die einen besseren Zielfunktionswert
bringen. Alle Basislésungen, dic ecinen schlechteren Zielfunktions-
wert bringen als die bereils vorhandenen Basislésungen, werden
,»vergessen‘‘,

Wir zeigen jetzt, wie wir von einer gegebenen Basislosung ausgehend
zu einer weiteren Basislosung gelangen, die einen besseren Ziel-
funktionswert bringt. Entscheidend ist dabei die Wahl des Ilaupt-
elementes der Basistransformation. Alle Regeln iiber die Wahl des
Hauptelementes, die wir fir lineare Ungleichungssysteme herge-
leitet haben, miissen weiterhin beachtet werden. Nach Auswahl der
Spalte liegt also das Hauptelement fest. Deshalb bleibt uns nur noch
die Spaltenwahl. Bei der linearen Optimierung diirfen wir nur be-
stimmte Spalten fiir das I{auptelement wihlen, damit wir im nich-
sten Schritt eine Basislosung mit verbessertem Zielfunktionswert
erhalten.

Fiir die Spaltenwahl und die Berechnung des Zielfunktionswertes
filhren wir in die Rechentabelle, die wir fiir die Losung des linearen
Ungleichungssystems bendtigen, eine zusitzliche Zeile ein. In die
erste Rechentabelle mit der trivialen Lésung x = 0, v = b kommen
in die letzte Zeile die Koeffizienten der Zielfunktion und der negative
Wert der Zielfunktion — z =0 (bei x = o0 ist z = ¢T™x = zTo = 0).
Bei der Umrechnung in die niichste Rechentabelle wird die letzte
Zeile wie jede andere Zeile umgerechnet.

Zu jeder Rechentabelle gehort eine Basislosung. Damit die néchste
Basislésung giinstiger ist, miissen wir das Hauptelement in einer
Spalte wiihlen, die in der letzten Zeile eine positive Zahl auf-
weist. Wir wollen vereinbaren, da wir fir das Hauptelement die
Spalte wiihlen, die in der letzten Zeile die groBte positive Zahl be-
sitzt.

Gibt es in der letzten Zeile keine positive Zahl, so ist die optimale
Losung erreicht.

Wir betrachten die Aufgabe aus Beispiel 2.

z = 10x; + 156x5; maximal
2X1 + lle = 180
3x; + 3xp < 180
5X1 + X9 = 200
X1, X9 = 0

Fiir die Losyng des Ungleichungssystems

2}(1 —|- 4X2 = 180
3X1 + 3){2 = 180
5X1 + X9 = 200

xpx22 0

benétigen wir die Tabelle 7.2.

273



"abelle 7.2

X Xy
u |2 4 180
u |3 3 180
us 5 1 200

Aus Tabelle 7.2 lesen wir folgende Lésung ab: x; =0; x5 =0;
ug = 180; uy = 180; uz = 200. '
Fiir die Losung der linearen Optimierungsaufgabe benéligen wir
eine zusiltzliche Zeile. Wir erhalten dann die Tabelle 7.3.

)

Tabelle 7.3

xl Xz
u 2 |4 180
u, 3 3 180
u; 5 1 200
—z 10 15 0

Aus Tabelle 7.3 lesen wir folgende Losung ab:
x; = 0;xy = 0;u; = 180; uy = 180;u3 = 200; — z = O oderz = 0.

Diese Losung entspricht dem Loésungsschritt I im Beispiel 2. In der
letzten Zeile unsercr Tabelle 7.3 ist die groBte positive Zah!l 15, sie
gehort zur 2. Spalte. Also wird das Hauptelement der Basistransfor-
mation in der 2. Spalte gewihlt. Nach unseren Uberlegungen aus 6.6.
wird die eingerahmte 4 Hauptelement.

Nach der Basistransformation erhalten wir dic Tabelle 7.4.

Tabelle 7.4

*1 "
Xg % % 45
uy % ~% 45
ug —g— ———2—- 155
—z E — 1—5 —075
2 4

Wir fihren nur die Umrechnung der letzten Zeile vor. Nach der
Basistransformation erhalten wir:
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1 15

1 5

0—45-15=—67
Aus Tabelle 7.4 lesen wir folgende Losung ab:

x1 =0; xp = 45; uy =0; ugy = 45; ug = 155; — z = — 675 bzw.
z = 675.

Diese Losung hat also einen héheren Zielfunktionswert als die voran-
gehende Lasung. Sie entspricht dem Lésungsschritt II im Beispiel 2.
In der letzten Zeile unserer Tabelle 7.4 steht nur noch eine positive
Zahl % . -g gehort zur 1. Spalte. Also withlen wir das Hauptelement
in der 1. Spalte. Nach unseren Uberlegungen aus 6.6. wird das

Element % Hauptelement.

Nach der Basistransformation erhalten wir die Tabelle 7.5,

Tabelle 7.5
Uy Uy
1 1
—_— = 30
2 3 72
2 1
——— 30
= 33
U3 — 3 2 20
5 5
— —_—— —— | =750
i 3 32

Wir fithren nur die Umrechnung der letzten Zeile vor. Nach der
Basistransformation erhalten wir:

25 _ 5
32 3
5 [ 1\5_ 5
4 \.2/2 2

—675(—30-—2—:——750

Aus Tabelle 7.5 lesen wir folgende Losung ab:

xy = 30; x9 =30; uy =0; uy =0; ug =20; —z=— 750 bzw.
z. = 750.

Diese Basislésung hat einen hoheren Zielfunktionswert als die voran-

gehende Basislosung. Sie entspricht dem Losungsschritt III im
Beispiel 2.
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In der letzten Zeile der Tabelle 7.5 gibt es keine positive Zahl. Die
Basislosung aus Tabelle 7.5 ist eine optimale Losung.

Verallgemeinerung:
Liegt eine Normalaufgabe der linearen Optimierung in der Form

z=cx;+ "+ ¢x; + -+ cx, maximal
apxy  + o tapX; 4o amXa = by

..........................

...........................

Xqy " Xy * % Xp =0

vor, so lassen sich alle Ausgangsdaten wie in Tabelle 7.6 unter-
bringen.

Tabelle 7.6
b . Xj . Xp
Vi agq cen a1j cee an 1)1
Vi ajy I ajj l ajn b\
Vm Apg .. apjl...  amg b,
¢y . cj ¢y, —z=0

In der linken Randspalte stehen die Schlupfvariablen, in der rechten
Randspalte die Absolutglieder unserer Ungleichungen.

In der obersten Randzeile stehen die Variablen der Zielfunktion und
in der untersten Randzeile die zugehérigen Koeffizienten der Ziel-
funktion.

Im Inneren der Tabelle sind die Koeffizienten der einzelnen Varia-
blen untergebracht.

Aus der Tabelle 148t sich die triviale Losung folgendermaBen ab-
lesen:

Alle Variablen der linken Randspalte nehmen die Werte an, die in
der rechten Randspalte vermerkt sind, also vy =Dby, *++, vi = by, -+,
Vi = bpn.

Alle Variablen der oberen Randzeile sind Null, also

xg=0,,% =0+, x, =0.

Der Wert der Zielfunktion z = 0 kann ganz unten rechts abgelesen
werden, aus rechentechnischen Griinden wird — z notiert.
Wir wollen jetzt zeigen, wie wir bei der linearen Optimierung das
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Hauptelement der Basistransformation wihlen miissen, damit nach
der Basistransformation eine neue Basislésung vorliegt, die einen
héheren z-Wert liefert als die vorangehende Basislésung. Wir de-
monstrieren die Wahl des Hauptelementes an der Rechentabelle 7.7.
Die Rechentabelle 7.7 ist aus der Rechentabelle 7.6 durch Basis-
transformation hervorgegangen. '

(Y ¥js " s Yas Yo °* % ¥i» ** > Y Sind irgendwelche der Variablen
Xy "t Xy " Xy Vi, T Vi, Tt Vm~)

Tabelle 7.7
Y1 M ¥n
¥4 ajt ... alj ain bi
¥i ait B ain | bi
~ 1
Ym ax/nl a|"nj ax’nn l3m
cf ¢ ch —z = —2z

Wahl des Hauptelementes:

a) Spaltenwahl
In der letzten Zeile der Tabelle 7.7 wird der groBte positive
Koeffizient gesucht.
max {cf, *** ¢, *** ¢} =¢j > 0
Ist dies der Koeffizient c} > 0, so wird das Hauptelement in
der Spalte j mit der zugehérigen Variablen y; gesucht,

b) Zeilenwahl (wie bei linearen Ungleichungssystemen)
Fiir alle positiven al;, * -, ajj, ***, ajnj, das heiBt fiir alle positiven
Werte in der Spalte j, bilden wir die Quotienten
bi .. b bm

I I

7 s T 7 » T .
ajj aii Amj

Von diesen Quotienten wird der kleinste bestimmt;

U ! 1 U
by b bn| _ b
min b, e b e, om b O
ayj ajj amj ajj

Ist dies -+ , so wird das Hauptelement in der Zeile i gewiihlt:

ll . . . .
Das Hauptelement ist ajj, denn es liegt in der Spalte j und der
Zeile 1.

Umrechnung der Tabelle 7.7 mit Hilfe der Basistransformation:
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Tabelle 7.8

1 Yi -+ Yn
! ! ! !
~ ' ajl atj ' An g / 1
Y1 | an ——-ajj ot ——= " aln ——-alj by — —~ ajj
afj ajj ajj ajj
| ade 1 afn i
Vi | = e —_
ajj ajj aij ajj
! ! ! !
~ ’ ajt amj Ain b, !
Ym | a1 ——amj--- —— amn — 7 amj bm — 7~ Amj
au au alj a]l
! ! ! !
ajy cj a
a =g gty | My
alJ a,J a.J alj

b)

d)
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In die linke Randspalte und die obere Randzeile der Tabelle 7.8
tragen wir wie vorher die Variablen ein, allerdings vertauschen
wir die Plidtze von §; und y;. Das heift, es werden die Variablen
ausgetauscht, die in der zum Hauptelement a;; gehérenden
Spalte bzw. Zeile stehen.

An die Stelle-des Hauptelementes aj; tritt der Kehrwert —-:
ajj

Alle iibrigen Elemente der Zeile des Hauptelementes werden mit

- multipliziert oder durch ajj dividiert. Das gilt auch fiir das

ij

entsprechende Element der rechten Randspalte; also aus bj
/

wird —,' .
aij
Alle iibrigen Elemente der Spalte des Hauptelementes werden

mit — — multipliziert oder durch — ajj dividiert. Das gilt auch
ajj
fir das entsprechende Element der unteren Randzeile; aus cj
!
. Cj
wird also ——1: -
ajj

Alle iibrigen Elemente der Tabelle 7.7 werden nach dem gleichen
Schema umgerechnet :

An die Stelle von e tritt e — g - f.

Dabei ist e ein beliebiges Element aus Tabelle 7.7, das nicht in
der Zeile bzw. Spalte des Hauptelementes liegt.

f steht in der alten Tabelle 7.7 in der Spalte des Hauptelementes
und in der Zeile des ausgewéhlten Elementes e.



g steht in der neuen Tabelle 7.8 in der Zeile des Hauptelementes
und in der Spalle des ausgewiihlien Elementes e.

(Bei der Umrechnung ist es von Vorteil, wenn wir erst alle
Elemente einer Spalte umrechnen, dann zur nichsten Spalte
iibergehen usw. Der gleiche Rechenvorteil ergibt sich, wenn
wir erst alle Elemente einer Zeile umrechnen. Fiir die Ubersicht
ist es giinstig, in der alten Tabelle 7.7 die Spalte des Haupt-
elementes und in der neuen Tabelle 7.8 die Zeile des Haupt-
clementes einzurahmen.

In der eingerahmten Spalte lesen wir die Elemente f und in der
cingerahmten Zeile die Elemente g ab.)

Ablesen der Losung:
Alle Variablen der linken Randspalte nehmen die entsprechenden
Werte der rechten Randspalte an.

b!
~ r i s
yi =bf —— agj
aij
\ b!
i
Yi =7
aij
. bl
~ ’ Ly
ym=bm ——a, Amj

Alle Variablen der Kopfzeile werden Null.
Yyt :0: ) 5”i =Oy " Yn =0
Die Zielfunktion hat den Wert

bi

Z=Z'+TC;.

ij

Optimalitétskriterium:
Eine optimale Lésung ist erreicht, wenn in der letzten Zeile (Zeile
der Zielfunktionskoeffizienten) keine positive Zahl steht.

4 | z = 50x; + 130x5 + 150x3 maximal

2X1 + 4X2 + 5X3 = 200
X1 + 5X2 —I— 2X3 = 150
20

X9 =

X1, X9, X3 = 0

Tabelle 7.9
xl Xz xa

v 2 4 [5]] | 200 "
vy 1 5 2 150
Vs 0 1 0 20
—z 50 130 150 0
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Spaltenwahl: max {50, 100, 150} = 150. Das Hauptelement ist in
der dritten Spalte zu wiéhlen.
200 150| 200
RN A e
Das Hauptelement ist in der ersten Zeile zu wihlen,
es ist die eingerahmte 5.

40.

Zeilenwahl: min {

5

Tabelle 7.10

xl x2 Vl
——
= — 40
*3 5 | 5 5
1 17 2
, I B 70
v 5 :5 . 5
v3 o i[1]; 0 20
—10 | 10 | —30 |—6000

Die Variablen v und x3 vertauschen ihre Pldtze. Alle iibrigen Varia-
blen behalten ihre alten Plitze.
Umrechnung der Elemente:

1 L1
An die Stelle des Hauptelementes 5 tritt der Kehrwert—5—. Mltg

werden alle iibrigen Elemente der Zeile des Hauptelementes multi-
pliziert.

1 .1 1
=2 g b =200

. 1 .
Mit —5 werden alle iibrigen Elemente.der Spalte des Hauptele-

mentes multipliziert.
1 1 1

—_— 2 — 0, ——-
72— 0, g 150

Fiir die Umrechnung der iibrigen Elemente rahmen wir die Zeile des
Hauptelementes in der neuen Tabelle 7.10 und die Spalte des Haupt-
elementes in der alten Tabelle 7.9 (die Umrahmung ist ausgezogen)

ein. -
1. Spalte 2. Spalte rechte Randspalte
2 1 4 17
—5" 2=€ -5 2=_5— 150 — 40 -2 = 70
0——%- 0=0 1—%- 0=1 20—40-0 = 20
50—%'150=~—10 130——%-150=10 0—40-150 =—6000
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Lésung

x; =0; xo = 0; x3 =140
vy =0; vy =70; vy =20
z = 6 000

Diese Losung ist nicht optimal, denn in der letzten Zeile der Tabelle
7.10 steht noch eine positive Zahl.

Spaltenwahl: max {10} = 40 (es gibt nur eine positive Zahl in der
letzten Zeile). Das Hauptelement 1st in der zweiten
Spalte zu wihlen.

40 70
Zeilenwahl: min{ 4 , 17, 210 ::EQ- = 20.
5 5

Das Hauptelement ist in der dritten Zeile zu wihlen,
es ist die eingerahmte 1.

Tabelle 7.11

x5 Vs V1
xs 2_4 1t 2%
5 5 5
Vo __1_ -—-E __2_ 2
5 5 5 o
xs |1 0 1o 20
—z |[—10 —10 —30 | —6200

Die Variablen v; und x, vertauschen ihre Platze. Alle iibrigen Varia-
blen der Tabelle 7.10 behalten ihre Plitze.

Umrechnung der Elemente:

An die Stelle des Hauptelementes 1 tritt der Kehrwert 1. Mit dem
Kechrwert 1 multiplizieren wir alle iibrigen Elemente der Zeile des
Hauptelementes.

1-0,1-0,1-20

Mit dem negativen Kehrwert — 1 multiplizieren wir alle iibrigen
Elemente der Spalte des Hauptelementes,

4 17
—em, —12L 1

B 1 z 1-10
Fiir die Umrechnung der iibrigen Elemente rahmen v.vir die Zeile
des Hauptelementes in der neuen Tabelle 7-_11 und die Spal}e des
Hauptelementes in der alten Tabelle 7.10 (die Umrahmung ist ge-

strichelt) ein,
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1. Spalte 3. Spalte

2 42 1o 4 _ 1
5 5 5 5 5 5
1171 2 T2
5 5 5 5 5 5

—10—0- 10 =—10 —30—0- 10 =—30

rechte Randspalte

4
40—-—20~g—— 24
17
902 — 2
70 0 B
—6000—20- 10 =—6200
Losung:
x; =0; x9 =20; x3 =24
V;l:O; Vg = 2; V3 = 0
z = 6200

Diese Losung ist optimal, denn in der letzten Zeile der Tabelle 7.11
gibt es keine positive Zahl.

Lésen Sie rechnerisch die folgenden Aufgaben!

1
z = 20x, + 40xy; maximal
4X1 + X9 =36
X1 + 3X2 = 24
3xy + 3x9 =< 36
x,x32 0 (L)

2
z = 2x4 -+ bxy maximal
X1 = 4
X2 =3
X1 —]— 2X2 = 8
X1, X3 =0 @)

3
z = 3%y + 2x9 + 20x3 maximal
2xy + 4x9 + 10x3 < 500
6X1 + 1OX2 + 5X3 <1050
X1, X2, X3 0 (L)

V1
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4
z = 7xy + 2x5 + 20x3 maximal
2xy + 4xo 4+ 10x3 < 500
63(1 + 10X2 + 5X3 = 1 050
Xy, Xg, X3 2 0 (L)

5

Die folgende Aufgabe ist als Maximierungsaufgabe zu formulieren
und dann zu lésen.

z = — 3xy + 4x9— 8x3; minimal
xq + Tx9— 4x3 < 2520
2X1 + X9 + 1OX3 = 6 300
X9 § 30
X4, X2, X3 = 0 (L)

6

Die folgende Aufgabe ist als Normalaufgabe zu formulieren (Maxi-
mierungsaufgabe, Nebenbedingungen nur mit dem Zeichen ,, <
auBer x4, X9, x3 = 0) und dann zu l§sen.

z = — 5%y — 2x9 + 10x3 minimal '
2X4 —_ 5X2 _— X3 = — 700
2)(1 + X9 — 3X3 = 600
—_ X1+2X2+ 3X3 2—150
X1, X9, X3 g 0 (L)

*

Fiir die Fertigung von Tischen und Schrinken werden zwei Holz-
arten gebraucht. Die Herstellung eines Tisches erfordert 0,15 Ein-
heiten (E) der ersten Holzart und 0,20 E der zweiten Holzart. Die
Herstellung eines Schrankes erfordert 0,20 E der ersten Holzart und
0,10 E der zweiten Holzart.

Von der ersten Holzart stehen 60 E und von der zweiten Holzart
stehen 40 E zur Verfiigung.

Der Gewinn je Tisch betriigt 12 Geldeinheiten (GE), der Gewinn je
Schrank 15 GE.

je Tisch je Schrank Holzvorrat in E
Erforderliche Holzart 1 0,15 0,20 60
Holzmenge in E Holzart 2 0,20 0,10 40

Gewinn in GE 12 15

Wieviel Schrinke und Tische sind aus dem gegebenen Material zu
fertigen, damit der Gewinn méglichst hoch wird? (L)
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8
Ein Betrieb produziert drei Erzeugnisse, die in zwei Produktions-
stufen hergestellt werden.

a) Fiir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses P; werden
in der ersten Stufe 2 Zeiteinheiten (ZE) und in der zweiten Stufe
5 ZE benétigt.

Fir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses P, werden
in der ersten Stufe 3 ZE und in der zweiten Stufe 2 ZE be-
notigt.

Fir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses P; werden
in der ersten Stufe 4 ZE und in der zweiten Stufe 1 ZE be-
notigt.

In der ersten Stufe stehen 3 300 ZE und in der zweiten Stufe
6 600 ZE zur Verfiigung.

/

fiir Erzeugnis Fonds
P, P, P, in ZE
Erforderliche  Stufe 1 2 3 4 3 300
Zeitin ZE  gupe9 5 2 1 6 600

Es ist ein Produktionsplan aufzustellen, der die vorhandenen
Fonds maximal auslastet. (L)

b) Der Gewinn je Einheit des Erzeugnisses betréigt beim Erzeugnis
P; 10 Geldeinheiten (GE), beim Erzeugnis Py 20 GE und beim
Erzeugnis P; 15 GE.

Erzeugnis
P, P, Py

Gewinn je
Einheit des Er-
zeugnisses in GE 10 20 15

Es ist ein Produktionsplan zu bestimmen, der dem Betrieb den
héchsten Gewinn bringt. (L)

9
Ein Betrieb produziert drei Erzeugnisse, die in zwei Produktions-
stufen hergestellt werden.

Fiir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses P; werden in der
ersten Stufe 2 Zeiteinheiten (ZE) und in der zweiten Stufe 5 ZE
benétigt. .

Fiir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses P, werden in der
ersten Stufe 3 ZE und in der zweiten Stufe 2 ZE benétigt.

Fiir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses P3 werden in der
ersten Stufe 4 ZE und in der zweiten Stufe 1 ZE benétigt.

In der ersten Stufe stehen 700 ZE und in der zweiten Stufe 1 400 ZE
zur Verfiigung.
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Fiir die Produktion wird ein bestimmtes Material benétigt, fiir eine
Einheit des Erzeugnisses P; 8 Materialeinheiten (ME), fiir eine
Einheit des Erzeugnisses P 10 ME und fiir eine Einheit des Erzeug-
nisses P3 4 ME. Insgesamt stehen 2 100 ME von diesem Material zur
Verfigung. Der Preis je Einheit des Erzeugnisses betrigt beim
Erzeugnis Py 60 GE, beim Erzeugnis P; 120 GE und beim Erzeugnis
P3 90 GE.

Erzeugnis Fonds
P N P in ZE bzw. ME
1 2 2
Erforderliche  Stufe 1 2 3 4 700
Zeitin ZE  gyipe 9 5 2 1 1400
Erforderliches
Material in ME 3 10 4 2 100
Preis in GE 60 120 90
Berechnen Sie einen Plan, der dem Betrieb eine maximale Preis-
summe sichert! (L)
10

Ein Betrieb hat die Moglichkeit, ein Erzeugnis nach drei verschie-
denen Technologien herzustellen. (Nach allen Technologien wird in
der gleichen Zeiteinheit die gleiche Menge des Erzeugnisses her-
gestellt.)

Fiir die Herstellung des Erzeugnisses werden drei Rohstoffe be-
notigt. Nach der ersten Technologie werden fiir die Herstellung einer
Einheit des Erzeugnisses 4 Einheiten (E) des ersten Rohstoffes Ry,
0,5 E des Rohstoffes Ry und 0 E des Rohstoffes Rg benétigt. Nach
der zweiten Technologie werden fiir die Herstellung einer Einheit
des Erzeugnisses 3 E des Rohstoffes Ry, 1 E des Rohstoffes Ry und
0,5 E des Rohstoffes R3 benétigt.

Nach der dritten Technologie werden fiir die Herstellung einer Ein-
heit des Erzeugnisses 1 E des Rohstoffes Ry, 2 E des Rohstoffes R,
und 3 E des Rohstoffes R3 benétigt.

Insgesamt stehen vom Rohstoff Ry 540 E, vom Rohstoff R, 150 E
und vom Rohstoff R 90 E zur Verfiigung.

Technologie Vorhandene
1 2 3 Rohstoffmenge
in E
Erforderliche  Rohstoff 1 4 3 1 540
Rohstoffmenge Rohstoff 2 0,5 1 2 150
in E Rohstoff 3 0 0,5 3 90

Wieviel Einheiten sind nach jeder Technologie zu produzieren, damit
die Gesamtproduktion mdglichst gro wird? (L)
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11

Ein Betricb stellt vier Erzeugnisse her, die in zwei Stufen gefertigt
werden.

Fiir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses Py werden in der
ersten Stufe 5 Zeiteinheiten (ZE) und in der zweiten Stufe 4 ZE
benétigt.

Fiir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses P; werden in der
ersten Stufe 1 ZE und in der zweiten Stufe 3 ZE benétigt.

Fiir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses P3 werden in der
ersten Stufe 2 ZE und in der zweiten Stufe 3 ZE benétigt.

Fiir die Herstellung einer Einheit des Erzeugnisses P; werden in der
ersten Stufe 2 ZE und in der zweiten Stufe 4 ZE benétigt.

In der ersten Stufe stehen 325 ZE und in der zweiten Stufe 520 ZE
zur Verfiigung.

Durch Vertrag ist der Betrieb verpflichtet, vom Erzeugnis Py min-
destens 10 Einheiten (E), vom Erzeugnis P; mindestens 15 E, vom
Erzeugnis P; mindestens 20 E und vom Erzeugnis P, mindestens
50 E zu liefern. Durch Bedarfsforschung ist bekannt, daf} der Betrieb
vom Erzeugnis Py nicht mehr als 20 E, vom Erzeugnis P nicht mehr
als 80 E, vom Erzeugnis P3 nicht mehr als 25 E und vom Erzeugnis
P; nicht mehr als 150 E absetzen kann.

Erzeugnis Fonds in ZE

1 2 3 4
Erforderliche Stufe 1 5 1 2 2 325
Zeit in ZE Stufe 2 4 3 3 4 520
Mindestmengen
in E 10 15 20 50
Héchstmengen
in E 20 80 25 150

a) Es wird ein Produktionsprogramm gefordert, das unter Beach-
tung der aufgefiihrten Bedingungen eine maximale Auslastung
der Fonds garantiert. Stellen Sie das entsprechende mathema-
tische Modell auf! (L)

b) Uberfithren Sie das mathematische Modell aus Aufgabe a)
durch Absetzen der Mindestforderungen und die entsprechende
Korrektur der Fonds in eine Normalaufgabe (in den Neben-
bedingungen tritt nur das Zeichen ,,<‘ auf, auBer bei x4, xa,
x3, X, = 0) fiir die Bestimmung der ,,Restproduktion® (die

iiber den Mindestmengen liegt)! (L)

¢) Lésen Sie diese Normalaufgabe (Bestimmung des Restpro-
gramms)! (L)
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74.

74.1.

d) Bestimmen Sie das Gesamtproduktionsprogramm des Betriches
(Summe aus Mindestmengen und Restprogramm)! )

Lésung von Transportaufgaben

Fiir die Belieferung von drei Baustellen mit Mauersteinen stehen
zwei Ziegelwerke zur Verfiigung. Im Ziegelwerk Z, stehen fiir diese

‘drei Baustellen 200 000, im Ziegelwerk Z, 400 000 Mauersteine

bereit. Die Baustelle By bendstigt 350 000, die Baustelle By 150 000
und die Baustelle B3 100 000 Ziegelsteine. Es ist ein Belieferungsplan
aufzustellen, der die Transportkosten minimiert. Die Transport-
kosten je 1 000 Ziegelsteine betragen fiir den Transport

von der Ziegelei Z; zur Baustelle By 13,00 M,
zur Baustelle B, 17,00 M,

‘ zur Baustelle By 22,00 M,

von der Ziegelei Z; zur Baustelle By 14,00 M,
zur Baustelle By 20,00 M,

zur Baustelle By 15,00 M.

Tabelle 7.12

Kosten fiir den Transport von 1000 Ziegel- Zur Verfﬁgung
steinen von den Ziegeleien zu den Baustellen | stehende
(in M je 1000 Stiick) Menge an
Ziegelsteinen
Baustelle 1 | Baustelle 2 Baustelle 3 (in Stiick)
Ziegelei 1] 13 17] 22| 200 000
2 | 14 20| 15| 400 000
Bedarf an
Ziegelsteinen
(in Stiick) 350 000 150 000 100 000 600 000

Aufstellung des mathematischen Modells

Nehmen wir an, dafl von der
Ziegelei Zy an die Baustelle B; die Menge x4,
an die Baustelle B, die Menge x4,
an die Baustelle B; die Menge x43, und da8l von der
Ziegelei Zy an die Baustelle By die Menge x4,
an die Baustelle By die Menge xa9,
an die Bauslelle B3 die Menge x93 geliefert wird.
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Tabelle 7.13

Zur Verfiigung
Kosten fiie den Transport von 1 000 Ziegel- stchende
steinen und Transportmengen in Stiick Menge an
Zicgelsteinen
Baustelle 1 | Baustelle 2 Baustelle 3 (in Stiick)
Ziegelei 1 13| 17| 22| 200 000
44 X12 X413
2 14| 20 15| 400 000
X1 X22 X23
Bedarf an
Ziegelsteinen
(in Stiick) 350 000 150 000 100 000

Dann sind die Transportkosten durch die folgende Ziclfunktion ge-
geben:

1
Z= W) (13X“ -l— 17){12 —I— 222{13 + 14)(21 + 20X22 + 15X23)

Diese Zielfunktion soll ein Minimum annehmen.

‘Nun diirfen wir die Variablen x4y, xy9, * -, X33 nicht véllig beliebig
wiihlen.

Die Summe der Lieferungen der Ziegelei Z; an die verschiedenen
Baustellen muBl mit der Lieferméglichkeit der Ziegelei Z; iiberein-
stimmen. Es muB also gelten: x4y + x5 + %43 = 200 000.

Die Summe der Lieferungen der Ziegelei Z; an die verschiedenen
Baustellen mufl mit der Liefermoglichkeit der Ziegelei Z; iiberein-
stimmen. Es muf} also gelten: xgy 4 x22 + x93 = 400 000.

Die Summe der Lieferungen aus den Ziegeleien Z; und Z; an die Bau-
stelle By muB den Bedarf der Baustelle By decken. Es muf8 also gelten
X11 + X9 = 350 000

Die Summe der Lieferungen aus den Ziegeleien Z; und Z; an die Bau-

stelle B, muB3 den Bedarf der Baustelle By decken. Es muB also
gelten:

X12 —I— X929 = 150 000.

Die Summe der Lieferungen‘aus den Ziegeleien Z; und Z; an die Bau-
stelle By muBB den Bedarf der Baustelle B3 decken. Es mul} also
gelten:

X143 + X93 = 100 000.

Die Variablen diirfen nicht negativ sein, denn wir kénnen keine
negativen Mengen liefern. Also gilt auerdem: x4y, X149, X13, X21, X22,
X923 ; O
Wir fassen jetzt die Zielfunktion und die Nebenbedingungen zu-
sammen.
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74.2.

(1) Z =W100(13X11+17X12+22X13+14X21+20X22+15X23) minimal
X“+ X12+ X143 = 200 000
X+  Xp+ X3 = 400 000
(2) X111 + X9 = 350 000
N X12 —I- X992 = 150 000
X413 —I— X93 — 100 000
3) X1, X1, X13, X1, Xg9, X233 = 0

Es liegt wieder eine lineare Zielfunktion vor, die ein Optimum (in
unserem Falle ein Minimum) annehmen soll. Die Nebenbedingungen
sind durch lineare Gleichungen gegeben, auBlerdem sollen die Varia-
blen nicht negativ sein.

Es liegt also eine lineare Optimierungsaufgabe vor, allerdings ist
die Aufgabe nicht als Normalaufgabe der linearen Optimierung
formuliert. Eine Aufgabe der vorliegenden Form 148t sich auch mit
Hilfe des in Abschnitt 7.3. beschriebenen Algorithmus 15sen, wenn
einige zusitzliche Uberlegungen beachtet werden. Die vorliegende
Aufgabe hat aber eine solch spezielle Struktur, daB es giinstiger ist,
einen speziellen Losungsalgorithmus anzuwenden. Da die Transport-
aufgaben in der aufgefiihrten Form schr hiufig auftreten und aufer-
dem der spezielle Losungsalgorithmus relativ einfach ist,wollen wir uns
mit der Losung von Transportaufgaben etwas néher beschiftigen.
Bei der Lésung der Normalaufgabe der linearen Optimierung fanden
wir sehr einfach eine Anfangslésung (x4 =0, xg=0,-+,x, =0,
z = 0), die wir dann schrittweise verbesserten, bis wir das Optimum
erreichten. _

Bei der Losung der Transportaufgabe konnen wir &hnlich vorgehen,
d. h. erst eine Anfangslésung suchen und sie dann schrittweise ver-
bessern.

Fir das Finden der Anfangslésung gibt es verschiedene Verfahren.
Ein Verfahren, das im allgemeinen relativ giinstige Anfangslésungen
liefert, ist das Vogelsche Néherungsverfahren. Dieses Verfahren fiihrt
zu Lésungen, die in der Nihe des .Optimums liegen bzw. in vielen
Fallen das Optimum darstellen.

Weil die Anfangslésungen nach diesem Néherungsverfahren bereits
sehr giinstig sind, verzichten wir in diesem Buch auf die gegebenen-
falls notwendige schrittweise Verbesserung bis zum Optimum.

Niherungsverfahren zur Lésung von Transportaufgaben

Wir fiithren das Nidherungsverfahren am Beispiel 1 vor. Dazu stellen
wir zuerst eine Arbeitstabelle auf, die alle wichtigen Angaben aus
Tabelle 7.12 enthilt. Zusitzlich werden eine Zeile und eine Spalte
aufgenommen, in die wir bestimmte HilfsgréBen eintragen.
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Tabelle 7.14

z

. 200 000

-
=
]
lﬁ
=
|5

z, 400 000

350 000 | 150 000 | 1GO 000

a) In der Zeile z; suchen wir die giinstigsten Kosten 13 sowie die

niichstgiinstigsten Kosten 17 und berechnen die Differenz
17 — 13 = 4. Diese Differenz vermerken wir in der rechten Rand-
spalte der Tabelle 7.14.

In der Zeile z suchen wir die giinstigsten Kosten 14 sowie die
néichstgiinstigen Kosten 15 wund berechnen die Differenz
15 — 14 = 1. Diese. Differenz- tragen wir ebenfalls in die rechte
Randspalte der Tabelle 7.14 ein.

Nun suchen wir in der Spalte B, die giinstigsten Kosten 13 sowie
die nichstgiinstigen Kosten 14 und berechnen “die Differenz
14 — 13 = 1 Dlese Differenz tragen wir in die unterste Zeile der
Tabelle 7.14 ein.

Auf die gleiche Weise bestimmen wir fiir die Spalte By die Diffe-
renz 20 — 17 = 3 und tragen sie in die unterste Zeile der Ta-
belle 7.14 ein.

SchlieBlich bestimmen wir auf die gleiche Weise fiir die Spalte B;
die Differenz 22 — 15 = 7 und tragen sie ebenfalls in die unterste
Zeile der Tabelle 7.14 ein..

Nach Eintragen der Differenzen in die Tabelle 7.14 erhalten wir
die Tabelle 7.15.

b) Wir suchen unter allen Differenzen die grofite. Das ist die Diffe-

renz 7 in der Spalte Bj.

Tabelle 7.15

B, B, B,
13 | 2
z, 200 000 | 4
EU T
7, 400000 | 1
350 000 | 150 000 | 100 000
1 3 7
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)

d)

In der Spalte B3 mit der groBten Differenz 7 suchen wir das Feld
mit den giinstigsten Kosten. Das ist das mit den Kosten 15.

Das ausgewihlte Feld mit den Kosten 15 wird jetzt mit der
groftmoglichen Menge belegt. zy konnte 400000 liefern, aber Bj
benétigt nur 100000. Wir kénnen das Feld héchstens mit 100000
belegen. Diese 100000 Einheiten tragen wir in Tabelle 7.15 in das
Feld mit den Kosten 15 ein.

Die Liefermoglichkeiten von zy werden um 100000 reduziert,
betragen also noch 400000 — 100000 = 300000. Die alte Liefer-
moglichkeit 400000 wird durch die neue Liefermoglichkeit 300000
ersetzt.

Der Bedarf von B3 wird ebenfalls um 100000 reduziert, betragt
also noch 100000 — 100000 = 0. Der alte Bedarf 100000 wird

durch den neuen Bedarf 0 ersetzt.

Durch Veréinderung der Tabelle 7.15 nach d) und e) und das Weg-
lassen der Differenzen in Tabelle 7.15 erhalten wir Tabelle 7.16.

Tabelle 7.16

B, B, By

] I A e

200 000 4

TR

100 000 | 300 000 6

350 000 | 150 000 0

1 3

Wir gehen l;ei unserer weiteren Rechnung von Tabelle 7.16 aus,
wobel wir die Spalte Bj streichen, weil der Bedarf fiir B3 voll gedeckt

1st.

Wir fithren wieder die Arbeitsschritte a) bis e) aus.

a)

b)

Fiir Zeile z; berechnen wir aus den giinstigsten und den néchst-
giinstigen Kosten die Differenz 17 — 13 = 4 und tragen sie in
Tabelle 7.16 ein.

Fiir Zeile z; erhalten wir die Differenz 20 — 14 = 6 (beachten Sie,
daB die Spalte B3 mit den Kosten 15 gestrichen ist!).

Fiir die Spalte By ergibt sich die Differenz 14 — 13 = 1 und {ir
die Spalte By 20 — 17 = 3. (Weil die Spalte B; gestrichen ist,
wird fiir sie keine Differenz berechnet.)

Unter allen Differenzen wird die gréBte gesucht. Das ist die Diffe-
renz 6 in der Zeile z,.
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c) In der Zeile zy mit der groBten Differenz suchen wir das Feld mit
den giinstigsten Kosten. Das ist das Feld mit den Kosten 14.

d) Das ausgewihlte Feld mit den Kosten 14 wird mit der grotmog-
lichen Menge belegt. z; konnte 300000 liefern, aber B; benétigt
350000. Wir kénnen das Feld héchstens mit 300000 belegen. Diese

300000 Einheiten tragen wir in Tabelle 7.16 in das Feld mit den
Kosten 14 ein.

€) Die Lieferméglichkeiten von z; werden um 300000 reduziert, be-
tragen also noch 300000 — 300000 == 0. Die alte Liefermoglich-
keit 300000 wird durch die neue Lieferméoglichkeit O ersetzt.
Der Bedarf von B; wird ebenfalls um 300000 reduziert, betrigt
also noch 350000 — 300000 = 50000. Der alte Bedarf 350000
wird durch den neuen Bedarf 50000 ersetzt.

Durch Verinderung der Tabelle 7.16 nach d) und e) und das Weg-
1assen der Differenzen erhalten wir Tabelle 7.17.

Tabelle 7.17

B, B, B,
PERE
z, 200 000
PEETRE
Zy 300 000 100 000 0
50 000 | 150 000 0

Wir gehen bei unserer weiteren Rechnung von Tabelle 7.17 aus,
wobei wir Zeile z; streichen, weil die Lieferméglichkeit von z; er-
schopft ist.

Wollten wir jetzt den Arbeitsschritt a) durchfiihren, so konnten wir
fiir die Spalten By und B; (Bj ist ja bereits gestrichen) keine Kosten-
differenzen berechnen, weil die Zeile z, gestrichen ist. Wir benétigen
diese Differenzen fiir die Auswabl der zu belegenden Felder auch
nicht mehr, weil wir die beiden verbliebenen Felder mit den Kosten 13
und 17 auf jeden Fall voll belegen miissen.

In das Feld mit den Kosten 13 (wir kénnten auch beim Feld mit den
Kosten 17 beginnen) miissen wir 50000 Einheiten legen, damit der
Bedarf von B; voll gedeckt ist. Der neue Bedarf von By ist
50000 — 50000 = 0, die neue Lieferméglichkeit von z; ist
200000 — 50000 = 150000.

Tragen wir die Veréinderungen in Tabelle 7.17 ein, so erhalten wir
Tabelle 7.18.

Wir gehen in der weiteren Rechnung von Tabelle 7.18 aus, wobei wir
die Spalte B, streichen, weil der Bedarf von By voll gedeckt ist.
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Tabelle 7.18

B, B, B,
13| 17| 22|
z, 50000 | o 150 000
EI TR T
z 300 000 100 000 0
0 | 150 000 0

In das verbliebene Feld mit den Kosten 17 miissen wir 150000
legen, damit der Bedarf von Bj voll gedeckt ist. Damit ist auch die
Liefermoglichkeit von z; erschépft.

Der neue Bedarf von B, ist 150000 — 150000 = 0 und die neue
Lieferméglichkeit von z; ebenfalls 150000 — 150000 = 0. Tragen
wir die Verdnderungen in Tabelle 7.18 ein, so erhalten wir Tabelle7.19.

Tabelle 7.19
B, B, B,
EIEE
z, 50 000 | 150 000 0
N e
z, 300 000 100 000 0
0 0 0

(Wir haben fiir die einzelnen Rechenschritte aus methodischen Griin-
den immer neue Rechentabellen aufgestellt, um die Veridnderung der
Ausgangstabelle deutlich sichtbar zu machen. Fiir das praktische
Rechnen geniigt die Rechentabelle 7.14, in die wir alte Verénderun-
gen eintragen konnen, nachdem wir die ungiiltigen Werte gestrichen
haben.)

Aus Tabelle 7.19 lesen wir folgende Losung ab:
x1y = 50000; x5 = 150 000; x43 =0
x9 = 300 000; x5, =0 3 x93 = 100 000

Zu dieser Losung gehoren die Transportkosten

2= 7500 ————(13+ 50 000 + 17 - 150 000 + 22 - 0 +
-+ 14 - 300 000 4 20 - 0 -+ 15 - 100 000)
z = 8900
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7.4.3.

Die Transporte sind nach folgendem Plan durchzufiihren:

von der Ziegelel z; zur Baustelle By 50000 Ziegelsteine,
zur Baustelle By 150000 Ziegelsteine,
von der Ziegelei z, zur Baustelle By 300000 Ziegelsteine,
zur Baustelle B3 100000 Ziegelsteine.

Die Transportkosten betragen 8900 M.

Diese Losung ist bereits optimal, liBt sich also nicht verbessern.

Verallgemeinerung

Wir verwenden folgende Bezeichnungen:

m Anzahl der Lieferanten
n  Anzahl der Verbraucher

b; (i =1, ---, m) Liefermdglichkeit des Lieferanten i

a; (j =1, n) Bedarf des Verbrauchers j

¢y (=1, ,m;j= 1, --+, n) Bewertung fiir den Transport einer
Wareneinheit vom Lieferanten i zum Verbraucher j

xij (i=1,--,m;j=1,-+,n) Liefermenge vom Lieferanten i an

den Verbraucher j.

Tabelle 7.20

Verbraucher
1 b] n Liefermoglichkeit
Lieferant 1 ey | C4 Cin by
X411 X4 Xin
i Cig Cij Cin b
T 1
i1 Xij Xin
~
m Cm1 Cmj Cmn bm
Xmt Xmj Xmn
Bedarf a, 3; ap
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Eine einhcitliche Ware ist von m Licferanten an n Verbraucher zu
liefern. Dabei sind die Lieferméglichkeiten der Lieferanten und der
Bedarf der Verbraucher zu beriicksichtigen. Die Summe der Liefer-
méglichkeiten stimmt mit der Summe der benétigten Mengen iiber-
cin, es gilt also

m n
Thi=3 aj .
i=1 j=1

Der Belieferungsplan soll so aufgestellt werden, dafl der bewertete
Transportplan ein Minimum ergibt.

Aufstellung des mathematischen Modells

Der bewertete Transportplan ist durch folgende Zielfunktion ge-
geben:
m n
z=cyxy + -+ cjXij + F CnnXmn = X T CijXy5e
i=1 j=t
Diese Zielfunktion soll ein Minimum annehmen.

Fiir die Lieferungen des Lieferanten i i =1, :-+, m) muf} gelten
Xig + 0+ x5 + 00+ Xip = T x5 = by
i=1
Fir die Lieferungen an den Verbraucherj (j =1, -+, n) muf} gelten

m
xy 0 X o Xy = T xi = 3y,
i=1

Die Variablen diirfen nicht negativ sein, es gilt also
x3520@1=14,--,m;j=1,---,n)

Wir fassen die Zielfunktion und die Nebenbedingungen zusammen.

m n
z=73 ¥ cjX; minimal
i=1 j=1

Xz Xijj :bi (i=17“'7m)
=t

T oxy=a (=10
i=
x3520(@G=1,--,m;j=1,---,n)
Zur niherungsweisen Losung der Transportaufgabe benutzen wir
cine Arbeitstabelle, die Tabelle 7.21. Sie ist aus der Tabelle 7.20

durch Weglassen aller iiberfliissigen Informationen und durch Hinzu-
fiigen einer Zeile und einer Spalte hervorgegangen.

a) In jeder Zeilei (i = 1, ...,m) werden die giinstigsten Kosten cij’
und die niichstgiinstigen Kosten cjj- gesucht. Daraus bestimmen wir
die Diflerenz d; = cjj» — ¢y
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Tabelle 7.21

» . Zeilen-
1 - N
] n differenzen
€11 Cyj Cin
1 by
3 Cit Cij Cin
i b;
Cmt Cmj Cmn
m |
ag o a; N an
Spalten-
differenzen

In jeder Spalte j (j = 1, ..., n) werden die giinstigsten Kosten c;/;
und die nichstgiinstigen IKosten ¢;-; gesucht. Daraus bestimmen
wir die Differenz dj = ¢j’j — cj»j. Diese Differenzen werden in
Tabelle 7.21 in die Spalte der Zeilendifferenzen bzw. in die Zeile
der Spaltendifferenzen eingetragen.

b) Unter allen Zeilendifferenzen d; (i=1,..., m) und Spalten-

differenzen d; (j = 1, ..., n) suchen wir die groBte Differenz.

Ist die gréBte Differenz eine Zeilendifferenz dj*, so gehen wir
nach ¢,) vor.

Ist die grofte Differenz eine Spaltendifferenz dj, so gehen wir
nach cy) vor.

¢1) In der Zeile i* suchen wir das Feld mit den giinstigsten Kosten.

Es sei dies das Feld i*j*.

cg) In der Spalte j* suchen wir das Feld mit den giinstigsten Kosten.

Es sei dies das Feld i*j*.

d) Das ausgewi#hlte Feld i*j* wird jetzt mit der groftmoglichen

Menge belegt. Kann der Lieferant i* die Menge b;« liefern und hat
der Verbraucher j* den Bedarf aj«, so wird das Feld i*j* mit der
kleineren der beiden Mengen belegt.

Xj¥j* = min {bi*, aj*]

Die Lieferméglichkeit des Lieferanten i* wird um x;«+ reduziert,
betriigt also noch bjx — xjxjs.

Der Bedarf des Verbrauchers j* wird ebenfalls um x;» reduziert,
betrigt also noch aj« — xxjs.

Ist bj» — xjxj+ = 0, so wird die Zeile i* gestrichen. Sonst wird
Spalte j* gestrichen, weil ajx — xj*j» = 0 ist. (Mindestens einer
der beiden Werte ist Null.)
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Die Schritte a) bis e) werden so oft wiederholt, bis nur noch eine
Zeile bzw. Spalte frei ist. Dann werden alle Felder dieser Zeile bzw.
Spalte mit den moglichen Héchstmengen belegt.

Fiir die Versorgung von vier Verbrauchern (V) mit Kartoffeln stchen
drei Lager (L) zur Verfiigung. Die Entfernungen zwischen den Ver-
brauchern und den Lagern betragen:

vom Lager Ly zum Verbraucher V; 25 km,
zum Verbraucher Vo, 15 km,
zum Verbraucher V3 7 km,
zum Verbraucher V;, 6 km,

vom Lager Ly zum Verbraucher V; 22 km,
zum Verbraucher Vo 21 km,
zum Verbraucher V3 35 km,
zum Verbraucher V; 33 km,

vom Lager Ly zum Verbraucher Vi 7 km,
zum Verbraucher Vo 5 km,
zum Verbraucher V3 25 km,
zum Verbraucher V; 16 km.

In den Lagern stehen folgende Mengen zur Verfiigung: Lager L,
500 t, Lager Ly 1 000 t, Lager L3 1 600 t.

Die Verbraucher haben folgenden Bedarf: Verbraucher V; 700 t,
Verbraucher V5 500 t, Verbraucher V31 100 t, Verbraucher V, 800 t.
Es ist ein Belieferungsplan aufzustellen, der die geringste Anzahl
von Tonnenkilometern (tkm) erfordert.

Tabelle 7.22
Entfernungen von den Lagern Zur Verfiigung
zu den Verbrauchern in km s'tehendc Menge
Ver- Ver- Ver- Ver- @
braucher | braucher | braucher | braucher
1 2 3 4
Lager 1 | 25| ‘ 15| _7I _6|
500
vz |2 |m [
1000
s |8 [ |l
1 600
Bedarf 3100
int 700 500 1100 800 3 100
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Aufstellung des mathematischen Modells

Wir nehmen an, daf folgende Mengen gelicfert werden:

vom Lager L; an den Verbraucher V; die Menge x4,
an den Verbraucher V, die Menge x5,
an den Verbraucher V3 die Menge x3,
an den Verbraucher V, die Menge xy;,

vom Lager Ly an den Verbraucher V; die Menge x4,
an den Verbraucher V, die Menge x19,
an den Verbraucher V3 die Menge xo3,
an den Verbraucher V,; die Menge xo;,

vom Lager Lz an den Verbraucher V; die Menge x3,
an den Verbraucher V; die Menge x3»,
an den Verbraucher V3 die Menge x33,
an den Verbraucher V; die Menge x3;.

Wir ergéinzen die Tabelle 7.22 mit diesen Transportmengen und er-
halten die Tabelle 7.23.

Tabelle 7.23

Entfernungen (in km) und Transportmengen Zur Verfiigung
(in t) von den Lagern zu-den Verbrauchern stehende Menge
(in t)
Ver- Ver- Ver- Ver-
braucher | braucher | braucher | braucher
1 2 3 4
Lager 112 7
e 4] s |1 |6l |
X4 X412 X413 X14
2 5 .
X1 X92 X23 X24
[4
3
FENEREET
31 X32 X33 X34
Bedarf . 3100
(in t) 700 500 1100 800 | 3100

Dann sind die Tonnenkilometer durch die folgende Zielfunktion
gegeben:

= 26xyy 4 16x45 + Tx43 4 6xy4

+ 22x91 4 21x95 4 35x33 + 33xy4
4+ Txg 4 bxgy 4 25x33 + 16xy

Diese Zielfunktion soll ein Minimum annehmen.
Nun diirfen wir die Variablen x4, x49, **+, x3; nicht véllig beliebig
wiihlen.
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Es muB gelten:

fiir die Lieferungen des Lagers I,

xyy + xq2 + %13 + x95 = 500,

fir die Lieferungen des Lagers Ly

Xy F Xa3 + Xo3 + x94 = 1000,

fiir die Lieferungen des Lagers Lj

x31 + X32 + X33 + x3, = 1 600.

Ferner muf} gelten:

fiir die Lieferungen an Verbraucher V
x4 + Xa + x3 = 700,

fiir die Lieferungen an Verbraucher V;
X13 + X2 + X = 500,

fir die Lieferungen an Verbraucher V;
x43 + Xo3 + x33 = 1 100,

fiir die Lieferungen an Verbraucher V,
Xy + X3 + %3 = 800.

Die Variablen diirfen nicht negativ sein, weil es sich um Liefermengen
handelt. Es muf also gelten:

X11, X1, "' X4 2 0.

Wir fassen zuniichst die Zielfunktion und die Nebenbedingungen
zusammen (vgl. Seite 300).

Zur Losung der Aufgabe stellen wir eine Arbeitstabelle 7.24 auf, die
alle wichtigen Daten der Tabelle 7.22 enthélt und gegeniiber dieser
Tabelle zusitzlich eine Zeile und eine Spalte fiir die Differenzen
erhilt.

Tabelle 7.24
N A AR I o
] O I I | R L
h 500 n
2] |2 5] | 33
L2 1000 1
| 5| 25 16|
La 1600 2
700 500 | 1100 800
Spalten-
differenzen | 12 10 18 10
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a) Fiir jede Zeile und Spalte werden die giinstigsten und die niichst-
giinstigen Entfernungen gesucht und daraus folgende Differenzen
berechnet:

Li: 7—6= 1 L1y:22—21= 1 L3z 7—5= 2
Vy:22—7=15 V3:15— 5=10 V3:25—7=18

V416 —6 =10

Diese Differenzen tragen wir in die dafiir vorgesehene Zeile bzw.
Spalte der Tabelle 7.24 ein.

b) Die groBte Differenz 18 gehort zur Spalte V.

c) In der Spalte V; betriigt die giinstigste Entfernung 7 km.

d) Fiir das ausgesuchte Feld mit der Entfernung 7 km betrégt die
Liefermoglichkeit 500, der Bedarf 1100. Wir belegen das Feld mit
500 t; X3 = 500.

e) Die neue Lieferméglichkeit von L ist 500 — 500 = 0, der neue
Bedarf von V3 ist 1100 — 500 = 600.

Nach Eintragung von x;3 =500 und der Verénderungen in der
Lieferméglichkeit und im Bedarf erhalten wir Tabelle 7.25 (Zeile L
wird gestrichen, weil die Lieferméglichkeit Null ist).

Tabelle 7.25
A v, Vv, V,
R

L, 500 0
B EEENE

L, 1000 | 1
T R =R

L, 1600 | 2
700 500 600 800
15 T 16 10 17

a) Es ergeben sich folgende Differenzen:
L:22—21= 1 Lg: 7— 5= 2
V22— 7=15 Vy:21— 5=16
V3:35 —256 =10 V,;:33 —16 =17
Diese Differenzen tragen wir in Tabelle 7.25 ein.

b) Die groBte Differenz 17 gehort zur Spalte V.

c) In der Spalte V, betrigt die giinstigste Entfernung 16 km.

d) Fiir das ausgesuchte Feld mit der Entfernung 16 km betriigt die
Lieferméglichkeit 1600, der Bedarf 800. Wir belegen das Feld mit
800 t, x34 = 800.
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e) Die neue Liefermoglichkeit von Lj ist 1600 — 800 = 800, der
neue Bedarf von V; ist 800 — 800 == 0.

Nach Eintragung von x3; = 800 und der Verdinderungen in der
Lieferméglichkeit und im Bedarf erhalten wir Tabelle 7.26 (Spalte V;
wird gestrichen, weil der Bedarf Null betriigt).

Tabelle 7.26
vy Vv, Vy V,
2:1 S O 1 O O

L, 500 0
2|2 (x|

L, 1000 1 '
B S I O I I

Ly : 800 800 2
700 500 600 0
15 16 10

a) Es ergeben sich folgende Differenzen:
Lp:22 —21= 1 Lg: 7—5= 2
Vi:22— 7=15 Vy:21 —5=16 V3:35—25=10
Diese Differenzen tragen wir in Tabelle 7.26 ein.

b) Die groBte Differenz 16 gehort zur Spalte V.

c) In der Spalte Vj betriigt dic giinstigste Entfernung 5 km.

d) Fiir das ausgesuchte Feld mit der Entfernung 5 km betrigt die
Liefermoglichkeit 800, der Bedarf 500. Wir belegen das Feld mit
500 t, x39 = 500.

e) Die neue Lieferméoglichkeit von L ist 800 — 500 = 300, der neue
Bedarf fiir Vj ist 500 — 500 = 0.

Nach Eintragung von x3; = 500 und der Verinderungen in der
Lieferméoglichkeit und im Bedarf erhalten wir Tabelle 7.27 (Spalte V,
wird gestrichen, weil der Bedarf Null betrigt).

a) Es ergeben sich folgende Differenzen:
Lp: 356 —22=13 Lj:26— 7=18
Vi:22 — 7=15 V3:35—25=10
Diese Differenzen tragen wir in Tabelle 7.27 ein.

b) Die groBte Dilferenz 18 gehort zur Zeile L.

¢) In der Zeile L betrigt die giinstigste Entfernung 7 k.

d) Fiir das ‘ausgesuchte Feld mit der Entfernung 7 km betrigt die
Liefermoglichkeit 300, der Bedarf 700. Wir belegen das Feld mit
300, xg = 300.
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Tabelle 7.27

v, vV, Vs v,
BT T T
L, 500 0
2] |u |3 | )
L, 1000 13
I BT T R
L, 500 800 300 18
700 0 600 0
15 10 |

e) Die neue Lieferméglichkeit von L ist 300 — 300 = 0, der neue
Bedarf von V, ist 700 — 300 = 400.

Nach Eintragung von x3 = 300 und der Verdnderungen in der

Liefermoglichkeit und im Bedarf erhalten wir Tabelle 7.28 (Zeile Ly
wird gestrichen, weil die Liefermoglichkeit Null ist).

Tabelle 7.28

v, V, V, Vv,
s s |1 |

L, 500 0
B ENE

L, 1000
DN EE

L, 300 500 800 0

400 0 600 0

Es blcibt nur eine Zeile. Beide Felder der Zeile Ly sind maximal
zu belegen. Das Feld mit der Entfernung 22 km kann maximal
mit 400 belegt werden. Dann reduziert sich der Bedarf von V, auf
400 — 400 = 0, die Liefermoglichkeit von Ly auf 1000 — 400 = 600.

Nach Eintragung von xp = 400 und der Verdnderungen in der

Liefermoglichkeit und im Bedarf erhalten wir Tabelle 7.29 (Spalte V4
wird gestrichen, weil der Bedarf Null ist).
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Tabelle 7.29

v, v, v, v,
ic] I 1 O B ]

L, 500 0
EEENE

L, 400 600
R

L, 300 500 800 0

0 0 600 0

Das verbleibende Feld mit der Entfernung 35 km kann maximal mit
600 belegt werden. Dann reduziert sich der Bedarf von V3 auf
600 — 600 = 0, die Liefermoglichkeit von Ly auf 600 — 600 = 0.
Nach Eintragung von xp3 = 600 und der Verdnderungen in der
Lieferméglichkeit und im Bedarf erhalten wir Tabelle 7.30 (Spalte V;
wird gestrichen, weil der Bedarf Null ist. Zeile Ly wird gestrichen,
weil die Lieferméglichkeit Null ist).

Tabelle 7.30

v, v, V, Vs
TR

L, 50 | 0
P EERERE

L, 400 600 0
A T e N R

L, 300 500 ' 800 0

0 0 0 0

Tabelle 7.30 liefert bereits die optimale Losung.
xu= 0;xp=0; x43=>500; x44 0
X9 = 400, X99 = 0; X93 =— 600, X924 0
X34 = 300, X3y = 500, X33 = 0; X34 =— 800

I

Die zugehérigen Tonnenkilometer sind

z=25-0 4+145-0 + 7-500+ 6-0
+22-400+21-0 +35-600433-0
+ 7-300+ 5-500425-0 -+ 16800 = 50 700
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Aufgaben
zu 7.4.

wenn folgende Mengen geliefert werden:

aus dem Lager Ly an Verbraucher Vy 0t,
an Verbraucher V, 0t,
an Verbraucher V3 500 t,
an Verbraucher V, 0t,
aus dem Lager Ly an Verbraucher V; 400t,
an Verbraucher V, 0t,
an Verbraucher V3 600 t,
an Verbraucher V, 0t,
aus dem Lager L an Verbraucher V; 300t,
an Verbraucher Vo, 500 t,
an Verbraucher V3 0t,
an Verbraucher V, 800 t.

Dieser Belieferungsplan erfordert 50 700 tkm.

Lésen Sie die folgenden Transportaufgaben!

1

z = 2)(“ -l— 3X12 + 7X13 + X9 —I— 5}{22 + 8X23 minimal

X+ X2+ X3 = 600

X1 + Xoo 4+ Xo3 = 500

Xq4 + xo = 200

X12 + x2 = 800

Xq3 + x93 =100

X114, X12, X413, X21, X2, X23 = 0

Benutzen Sie die folgende Rechentabelle!

2l 13l
- 600
4 {5 |8
T 500
200 800 100 1100
1 100
2
zZ = 2X11 —|— 5X12 -) 6X13 + X921 + 8X22 —I— 10X23 minimal
X1+ X2+ X3 = 100
Xor + Xoo 4+ Xg3 = 200
X1 + xn = 50
X192 + x2 = 200
X43 + x93 = 50
>

0

X115 X125 X135 X215 X22, X293
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‘Somit wird die geringste Anzahl von Tonnenkilometern erreicht,
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3
Z = X4 + 4X12 —|- 7X13 + 2X21 + 9X22 —I— 10X23 minimal

Xy + X2+ xg3 = 200
Xy + X2+ x93 =300
Xy + xn = 80
X12 + xa = 220
X13 + X3 =200
X11, X12, X13, X21, X032, X23 = 0 (L)
4
Zz = 3X“ + 2}{12 + 5X21 + 3X22 + 7X31 + 4X32 minimal
X1+ Xpp =100
Xy + X = 500
x31 + x33 = 100
X1 + Xy + xm = 300
X19 4+ x9 + x3 = 400
X114, X12, Xot, X22, X3, X32 = 0 (L)
5

Ein Handelsbetrieb bezieht eine bestimmte Ware von drei Betrieben
und lagert sie in vier Lagern.

Die Liefermdglichkeiten, die Lagerkapazititen und die Transport-
kosten je Einheit der Ware sind in der folgenden Tabelle gegeben. Es
ist ein Belieferungsplan aufzustellen, der die niedrigsten Transport-
kosten erfordert.

Lager Liefer-
1 2 a P mdoglichkeit
Betrieb 2| 3] 9] 28]
1 T 650
N ET T
2 T T 100
TR EREY
3 T T - 1000
Lagerkapazitit | 400 550 500 300 1750

(L)
6

Fir die Belieferung von drei Baustellen mit Kies stehen vier Kies-
gruben zur Verfiigung. Die Kiesgrube K; kann fiir diese drei Bau-
stellen 450 m3 zur Verfiigung stellen, die Kiesgrube K; 200 m3, die
Kiesgrube K3 200 m3 und die Kiesgrube K; 50 m3. Die Baustelle B,
benétigt 500 m3, die Baustelle By 100 m3, die Baustelle B3 300 m3.
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Die Transportkosten je Kubikmeter Kies betragen fiir den Transport

von der Kiesgrube K; zur Baustelle By 6 M,
zur Baustelle B, 11 M,
zur Baustelle B3 10 M,

von der Kiesgrube K,
von der Kiesgrube Kj

von der Kiesgrube K;

langt.
7

zur Baustelle By 7 M,

zur Baustelle B, 3 M,
zur Baustelle B3 4 M,

zur Baustelle By 5 M,

zur Baustelle By 4 M,
zur Baustelle B3 8 M,

zur Baustelle B; 10 M,

zur Baustelle By 5 M,
zur Baustelle B3 12 M.

Es wird ein Belieferungsplan mit minimalen Transportkosten ver-

(L)

Fiir die Zuckerversorgung von vier Groflverbrauchern stehen Vor-
riite in vier Lagern zur Verfiigung, im Lager L; 400 t, im Lager Lqy
800 t, im Lager L; 650 t und im Lager L, 400 t. Der Verbraucher V,
benotigt 450 t, der Verbraucher Vy 800 t, der Verbraucher V3 700 t
und der Verbraucher V; 300 t.
Die Entfernungen betragen

vom Lager L

vom Lager L,

vom Lager L;

vom Lager L,

zum Verbraucher V;
zum Verbraucher Vy
zum Verbraucher Vj
zum Verbraucher V,

zum Verbraucher V;
zum Verbraucher V,
zum Verbraucher Vj
zum Verbraucher V,
zum Verbraucher V;
zum Verbraucher V,
zum Verbraucher V3
zum Verbraucher V,
zum Verbraucher V,
zum Verbraucher V,
zum Verbraucher V3
zum Verbraucher V,

9 km,
25 km,
30 km,

5 km,

8 km,
20 km,
12 km,

6 km,

20 km,
4 km,
6 km,

30 km,
3 km,

10 km,

12 km,

15 km.

Es ist ein Belieferungsplan aufzustellen, der die geringste Zahl von
Tonnenkilometern erfordert,

8

(L)

In vier Standorten A4 bis A; stehen leere gleichartige Waggons, die
in fiinf Einsatzorten B bis B; benétigt werden.
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7.5.
7.5.1.

Im Standort A stehen 7, in den Standorten A, und Aj je 19 und im
Standort A; 14 Waggons zur Verfiigung.

Im Einsatzort B; werden 10 Waggons benétigt, im Einsatzort B,
12 Waggons, im Einsatzort By 8 Waggons, im Einsatzort B;
16 Waggons und im Einsalzort B; 13 Waggons.

Die Entfernungen zwischen den Orten sind Abb. 7.5 zu entnehmen.
Wie sind die Waggons zu den Einsatzorien zu leiten, damit die

Transportstrecke der leeren Waggons minimal ist? (L)
7 15
—
9 9
A ‘ A2
8l 7 5 4 9 e
Bz Bs By
20110 2 g 5 b
Ay A3
8 9
B3
10 17
Abb. 7.5

Verschiedene lineare Optimierungsmodelle
(numerische Beispiele)

Optimierungsmodelle fiir die Preduktionsplanung

a) Ein Betrieb kann fiinf verschiedene Erzeugnisse herstellen, fiir
die er vier bestimmte EinsatzgréBen (das kénnen Maschinen, Arbeits-
kriafte, Material und anderes sein) benétigt. Die Fonds dieser Ein-
satzgrofen sind gegeben. Ferner ist bekannt, wieviel Einheiten dieser
Fonds fiir die Produktion ciner Einheit der verschiedenen Erzeug-
nisse benotigt werden.

Der Betrieb hat bestimmte Mindestmengen der fiinf Erzeugnisse
zu produzieren. Die Produktion ist auBerdem durch die Absatz-
moglichkeit begrenzt. IFiir die Produktion einer Einheit des jeweili-
gen Erzeugnisses ist eine Bewertung (zum DBeispiel Gewinn, Preis,
Arbeitszeitaufwand) gegeben. Es wird ein Produktionsplan ver-
langt, der beziiglich der gewihlten Bewertung ein maximales Ergeb-
nis bringt.

Im Inneren der Tabelle 7.31 stehen diec Einsatznormen, das heifit die
Mengen der verschiedenen Fonds, die fiir die Produktion einer
Erzeugniseinheit benotigt werden (so besagt die 7 im Inneren der
Tabelle, daf} fiir die Herstellung einer Einheit des dritten Produkts
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Tabelle 7.31

Bedarf an den Fonds der Einsatz- Fonds
groBen in Fondseinheiten je Einheit in Fondseinheiten
des Erzeugnisses
1 2 3 4 5
Einsalzgrofe 1 2 3 2 8 2 400
2 3 1 0 1 6 500
3 1 4 3 4 8 800
4 8 5 7 0 10 1000
Mindestmenge
in Mengen-
einheiten 15 20 10 5 10
Héchstmenge
in Mengen-
einheiten 100 50 60 80 150
Bewertung
in Bewertungs-
einheiten 7 4 8 15 20

7 Einheiten vom Fonds der vierten Einsatzgrofe gebraucht werden).
Wir bezeichnen die Produktionshéhe der verschiedenen Erzeugnisse
mit X4, X9, X3, X5, X5. Dann lautet unser mathematisches Modell:
(1) z = 7%y + 4x9 + 8x3 + 15%; + 20x5 maximal
(2) 2X1 + 3X2 + 2X3 + 8}(4 + 2X5 400

3x1 + x93+ 0x3 4+ x4+ 6x5 500

Xy + 4x9 + 3x3 + 4x; + 8xp 800

8xy + bxy + 7x3 + Ox; + 10x5; < 1000
3) X4 15
20
10

X3
X3
X4

(4) Xy
X2
X3
X4

IAIA TIA TA TA IV IV IV IV IV IA A TA TIA
o

X5
In (1) ist unsere Zielsetzung festgelegt, daf} beziiglich der gegebenen
Bewertung ein Maximum erzielt werden soll.
Die Bedingungen (2) sichern, daB die Fonds nicht iiberschritten
werden. Mit den Bedingungen (3) wird festgelegt, daB die Mindest-
mengen fiir die einzelnen Erzeugnisse eingehalten werden, wihrend
durch die Bedingungen (4) gesichert ist, daB die Absatzmoglichkeiten
(Hochstmengen) beriicksichtigt werden.
Im Beispiel 1 des Abschnittes 7.1. haben wir eine Vereinfachung
dieses Modells (ohne Mindest- und Héchstmengen) kennengelernt,
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b) Eine Volkswirtschaft kann ein Erzeugnis nach fiinf verschiedenen
Verfahren herstellen. Bei den einzelnen Verfahren werden bestimmte
Einsatzgrofen (zum Beispiel Material) in verschiedenen Mengen
benotigt. Die EinsatzgréBen stehen in begrenzter Menge zur Ver-
fiigung.

Die Herstellung eciner Erzeugniseinheit nach den verschiedenen
Verfahren wird unterschiedlich bewertct (zum Beispiel Kosten).
Vom Erzeugnis ist eine bestimmte Anzahl von Einheiten herzu-
stellen. Wieviel Einheiten sind nach den einzelnen Verfahren her-
zustellen, wenn wir beziiglich der gegebenen Bewertung (zum Bei-
spiel Kosten) ein Minimum erreichen wollen?

Die Tabelle 7.32 enthilt die Fonds der einzelnen Einsatzgrofien, die
Anzahl der Fondseinheiten, die fiir die Herstellung einer Erzeugnis-
einheit bei den verschiedenen Verfahren benétigt werden, und die
Bewertung fiir die Herstellung einer Erzeugniseinheit nach den ver-
schiedenen Verfahren.

Tabelle 7.32

Bedarf in Fondseinheiten beim Fonds in
Verfahren Fondseinheiten
1 2, 3 4 5
Einsatzgrofie 1 3 8 4 1 4 400
2 7 0 5 8 3 600
3 0 1 2 7 3 500
4 5 3 0 2 5 800
Bewertung in
Bewertungs-
einheiten 30 40 35 50 45

Vom Produkt sind 125 Einheiten herzustellen.
Bezeichnen wir die Mengen, die nach den Verfahren 1 bis 5 her-

gestellt werden, mit x4, -+, x5, so lautet unser mathematisches
Modell:

(1) z = 30x; + 40xy + 35x3 + 50x; + 45%x5  minimal
(2) 3xy + 8xy + 4x3 4+  x; + 4xs; < 400
7X1 —I— 0X2 + 5X3 + 8X4 + 3X5 = 600
0X1 + X9 —I— 2X3 —I— 7X4 —I—- 3X5 = 500
5xy + 3x, + Ox3 4+ 2x; + 5x5 < 800
(3) x4+ x4+ x4+ x4+ x5=125
(4) X4, X9, X3, X4, X5 = 0

In der Zielfunktion (1) wird zum Ausdruck gebracht, daB unsere
Aufteilung auf die verschiedenen Verfahren ein Minimum beziiglich
der gegebenen Bewertung bringen soll.

Die Nebenbedingungen (2) sichern, daB8 die Fonds der Einsatzgréfien
nicht iiberschritten werden. Die Nebenbedingung (3) garantiert, daf3
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7.5.2.

die geforderte Anzahl von Produkteinheiten hergestellt wird. Die
Nichtnegativititsbedingung (4) ist erforderlich, weil die x4, -*-, x5
Mengenangaben sind.

Optimierungsmodell fiir ein Mischungsproblem

Aus vier verschiedenen Erzeugnissen mit unterschiedlichen Eigen-
schaften soll durch Mischung ein Enderzeugnis hergestellt werden,
das bestimmte Eigenschaften aufweist. Es soll so gemischt werden,
dafl das Enderzeugnis moglichst billig wird.

Zum Beispiel enthalten die vier Erzeugnisse drei verschicdene Ein-
satzstoffe in unterschiedlicher Menge. Im Enderzeugnis sollen diese
Einsatzstofle in einer geforderten Menge enthalten sein.

Tabelle 7.33

Anteil der Einsatlzstoffe Ende}zeugnis
je Einheit des Erzeugnisses

Mindestmengen Hochstmengen

in Mengen- in Mengen-
1 2 3 4 einheiten einheiten
Einsatz- 1 0,3 06 04 0,4 0,4 0,5
stoffe 2 04 03 05 02 03 0,4
3 03 01 041 04 02 0,4
Kosten
in Geld-
einheiten 10 15 20 30

Im Inneren der Tabelle 7.33 ist verzeichnet, wie eine Einheit des
jeweiligen Erzeugnisses aus den drei Einsatzstoffen zusammengesetzt
ist. In den beiden letzten Spalten sind die Eigenschaften des End-
erzeugnisses formuliert.
Bezeichnen wir die Mengen der vier Erzeugnisse, die in die Mischung
eingehen, mit x4, X3, X3, X4, so lautet unser mathematisches Modell:
(1) z= 10xy + 15x + 20x3 + 30x; minimal
2) x4+ X+ x4+ x=1
(3) 0,3X1 + 0,6)(2 + 0,4){3 + 0,4X4 = 0;4

0,42{1 + 0,3}(2 + 0,5X3 + 0,2){4 2 0,3

0,3X1 —I— O,1X2 + 0,1}(3 + 0,4)(4 g 0,2
(4) 0,3x4 4- 0,6x5 + 0,4x3 + 0,4x;, < 0,5

0,4x; + 0,3x, + 0,6x3 4+ 0,2x, < 0,4

0,3x4 + 0,4x, + 0,1x3 + 0,4x; < 0,4
®) X4, X3, X3, X4 =0
In (1) ist die Zielsetzung formuliert, dal unser Enderzeugnis még-
lichst billig sein soll.
In (2) kommt zum Ausdruck, daB wir eine Einheit vom Enderzeugnis
betrachten.
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(3) sichert, daB im Enderzeugnis bestimmte Mindestmengen der
Einsatzstoffe enthalten sind, wihrend durch (4) gesichert wird, daB
die Einsatzstoffe bestimmte Hochstmengen nicht iiberschreiten.

Die Nichtnegativititsbedingung (5) miissen wir aufnehmen, weil
X4, X9, X3, X; Mengenangaben sind.

Dieses Modell tritt in der Aufgabe 8 des Abschnittes 7.2. bei der
Gasmischung auf. Es kann aber auch in der Erndhrungswirtschaft
bzw. Futterwirtschaft angewandt werden.

7 . 5 . 3 o Das geschlossene Transportmodell

Von drei Lieferanten ist an drei Verbraucher ein einheitliches Er-
zeugnis zu liefern. Der Bedarf der drei Verbraucher stimmt mit der
Liefermaoglichkeit der drei Lieferanten iiberein. Wie ist zu liefern,
damit die Transportkosten minimal werden?

Die Transportkosten je Erzeugniseinheit, die Lieferméglichkeiten
und der Bedarf sind in der Tabelle 7.34 gegeben.

Tabelle 7.34

Verbraucher Liefermdglichkeiten
1 . 3 in Mengeneinheiten
Lieferant 1 1_0| _Z_I il 60
X14 X12 X13
2 |2 4] 5] 80
X21 X922 X23
3|8 il 8] 100
X321 X32 X33
Bedarf in 240
Mengen-
einheiten 70 110 60 240
Werden die Liefermengen mit x4y, X492, * **, X354 bezeichnet, so lautet

unser mathematisches Modell:

(1) z = 10x44+7x 49+ 3x43+2x91 +X92+-5x93+8x 31 + 7x32+6x33
minimal
60
80
100
70
110
60

0

2 X+ Xap+ X3

X9 X2+ Xo3

I

x31+ Xzt Xa3
3) Xy + Xy + x3
X2 x99 + x32

+ X3 + x93 + X33

(4) X115 X125 X135 X21, X22, X23, X31, X32, X33

I

v
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7.5.4.

In der Zielfunktion (1) wird zum Ausdruck gebracht, daB die Trans-
portkosten minimal sein sollen. Die Nebenbedingungen (2) sichern,
dal die Lieferméglichkeit eingehalten wird, wihrend die Neben-
bedingungen (3) die Bedarfsbefriedigung sichern.

Die Nichtnegativitdtsbedingungen - (4) sind notwendig, weil die
Variablen xyy, x49, -+, X3; Liefermengen sind.

Dieses Modell haben wir im Abschnitt 7.4. ausfithrlich behandelt.

Das offene Transportmodell

Wir sprechen vom offenen Transportmodell, wenn der Bedarf der
Verbraucher und die Lieferméglichkeiten der Lieferanten nicht
iibercinstimmen. Dieser Fall liegt in dem durch Tabelle 7.35 ge-
gebenen Beispicl vor.

Tabelle 7.35

Verbraucher Liefermdoglichkeiten
in Mengeneinheiten
1 2 3
Lieferant 1 o] 7] 3] 80
; X1 X132 X413
2 |2 4] 5] 90
X21 X292 X23
3 |8 7] 6] 100
X31 X32 X33
Bedarf 270
in Mengen-
einheiten 70 110 60 240

Benutzen wir die Bezeichnung aus dem Abschnitt 7.5.3., so lautet
unser mathematisches Modell:

(1) z = 10x,, + 7x;, + 3X;3 + 2Xy + Xgo + 5Xy3 + 8Xgy + 7X3 + 6xy, = minimal
@) X+ X+ Xy 80
90
100
70
110
60

0

"
i

Xyt Xy + Xy
Xz + Xg2 + Xg3
@) X1 + Xy + X5
X12 + Xpp + Xgp
X13 + Xy + Xgg

(4) X110 X120 X130 Xopr Xog» ¥gg0 X315 Xgp0 X3y

(1), (3) und (4) haben die gleiche Bedeutung wie im Abschnitt 7.5.3.
Die Nebenbedingungen (2) sichern, daf die Lieferméglichkeiten
nicht iiberschritten werden. Eine volle Ausnutzung der Lieferméglich-
keiten wird nicht gefordert. Durch Einfithrung eines ,,gedachten‘
Verbrauchers kann das offene Transportmodell auf ein geschlossenes
Transportmodell zuriickgefiihrt werden.

IV oo IATAY
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7 . 5 . 5 o Das Transport-Produktions-Modell

Wir gehen vom Beispiel im Abschnitt 7.5.4. aus. Zusitzlich sind jetzt
die Produktionskosten je Einheit des Produkts fiir die drei Liefe-
ranten gegeben.

Tabelle 7.36

Liefer- Produk-
Verbraucher moglichkeiten | tionskosten
in Mengen- je Mengen-
1 2 3 einheiten cinheit
Licferant 1 10] 7_| il 80 4
Xq1 X12 X13
)
2 |2 4 5 90 3
Xo1 X232 X23
3 8| 7] 6] 100 5
X3t X32 X33
Bedarf 270
in Mengen-
einheiten 70 110 60 240

Es wird eine Belieferung der Verbraucher gefordert, die die Summe
aus Transport- und Produktionskosten minimal gestaltet. Mit der
Bezeichnung aus Abschnitt 7.5.3. lautet unser mathematisches
Modell:

(1) z 10xy, + 7x35 + 3X;3 + 2%y + Xy, + 5Xp3 + 8%y + 7X5p + 6xgg

+ 4 (X + Xgp + Xyy) + 3 (Xgy + Xgp + Xog) + 5 (Xgy + Xgp + Xgg)
= 14x), + 11x), + Txy5 + 5Xyy + 4Xg + 8Xg3 + 13x5 + 12x5, + 11xg, m inimal
2) X) + X+ X = 80
Xpy + Xpp + Xy = 9
Xy + Xy + Xz = 100
(©)] X + X +  Xa = 170
X9 + Xy +  Xgy = 110
X8 +  Xog + Xz = 60
(O] Xy10 Xy20 Xy30 Xg1» Xpoy Xogo Xgp» Xgo) Xg =0

Hier haben die Bedingungen (2), (3), (4) die gleiche Bedeutung wie
in Abschnitt 7.5.4. In der Zielfunktion sind die Transport- und Pro-
duktionskosten erfaBt.

Durch Zusammenfassung der Kosten fiir Produktion und Transport
kann dieses Problem auf das offene Transportmodell zuriickgefiihrt
werden.

314



7.5.6.

Das Optimierungsmodell fiir ein Transportproblem
mit Beschriinkungen

Von drei Lieferanten ist an drei Verbraucher ein einheitliches Er-
zeugnis zu liefern. Der Bedarf stimmt mit der Lieferméglichkeit
iiberein. Fiir die Lieferungen der einzelnen Lieferanten an die ver-
schiedenen Verbraucher sind Hachstgrenzen festgelegt, die nicht
iiberschritten werden diirfen (diese Hochstgrenzen kénnen zum
Beispiel durch die Transportméglichkeiten bestimmt sein). Wie ist
zu liefern, damit die Transportkosten minimal werden?

Die Transportkosten je Erzeugniseinheit, die Lieferméglichkeiten
und der Bedarf sind in der Tabelle 7.37 gegeben.

Tabelle 7.37

Verbraucher Lieferméglichkeiten
in Mengeneinheiten
1 2 3
Lieferant 1 10| 7] 3 60
Xq1 X412 X413
2 |2 A 5 80
Xo1 X922 X23
R I A B N B
X31 X32 X33
Bedarf 240
in Mengeneinheiten 70 110 60 240

Die Héchstgrenzen fiir die einzelnen Lieferungen enthilt Tabelle 7.38.

Tabelle 7.38

Hochstmengen in Mengeneinheiten
fiir die Belieferung der Verbraucher
1 2 3
Lieferant 1 | 50 100 30
2 30 10 40
3 60 50 10

Benutzen wir fiir die Liefermengen die Bezeichnung, dic in Tabelle
7.37 eingetragen ist, so lautet unser mathematisches Modell:
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7.5.9.

(1) z = 10xy; + 7x55 + 3% + 2Xy; + Xy + 5Xp3 + 8%y + TXgy + 6xy, minimal

@) Xn + X+ Xy = 60
80
100

Xy + Xgp + Xpg

[

X+ X+ Xgg

70
110
60

2 + Xy
X2 + g + Xg

[

+ X3

50
100
30
30
10
40
60
50
10

Xg2

iy
IATA A TATATATA TATIA

v

(5) X1 Xy Xpg Xo1) Xogy Xpp0 K1) Xgg, Xgg 0

In der Zielfunktion (1) wird zum Ausdruck gebracht, daf die Trans-
portkosten minimal sein sollen.

Die Nebenbedingungen (2) sichern die Einhaltung der Liefermog-
lichkeiten, und die Nebenbedingungen (3) sichern die Bedarfsbefrie-
digung. Durch die Nebenbedingungen (4) werden die Hochstgrenzen
fiir die einzelnen Liefermengen erfaf3t.

(5) enthilt die Nichtnegativitidtsbedingungen fiir die Liefermengen.
Vergleichen wir dieses Modell mit dem Modell in Abschnitt 7.5.3.,
so stellen wir fest, daB} (1), (2), (3) und (5) vollig mit dem Modell in
Abschnitt 7.5.3. iibereinstimmen. Nur unsere Hochstgrenzen fiir die
Liefermengen, die in (4) erfaB8t sind, erweitern das Modell in Ab-
schnitt 7.5.3. Auch die Modelle in den Abschnitten 7.5.4. und 7.5.5.
lassen sich durch die Aufnahme von IHéchstgrenzen fiir die Liefer-
mengen erweitern.

Um eine Losung des in diesem Abschnitt beschricbenen Modells zu
finden, kénnen wir nicht ohne weiteres das Losungsverfahren an-
wenden, das wir fiir die Losung der Transportaufgabe angegeben
haben. Es ist eine geringfiigige Abéinderung des Losungsverfahrens
notwendig, um damit auch Transportaufgaben mit Beschrinkungen
losen zu konnen.

Optimierungsmeodell fiir das Zuordnungsproblem
als spezielles Transportproblem

Drei Einsatzkollektive befinden sich in unterschiedlichen Standorten.
Die Kollektive sollen in drei Einsatzorten Arbeiten iibernehmen.
(Die einzelnen Kollektive sind geschlossen einzusetzen.) Wie sind die
Kollektive auf die Einsatzorte zu verteilen, damit der Transportweg
von den Standorten zu den Einsatzorten minimal wird? Die Ent-
fernungen sind in der Tabelle 7.39 gegeben.
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Tabelle 7.39

Einsatzort
1 2 3
Standort 1 _3_. _8_‘ _GJ
X1 X12 X143
I T T
X91 X9 X923
3| 5] 3
X31 X329 X33

Bezeichnen wir die Anzahl der Kollektive, die von den einzelnen
Standorten zu den verschiedenen Einsatzorten fahren, mit xyj,

X49, *°*, X33, wie es Tabelle 7.39 zeigt, so lautet unser mathemati-
sches Modell:

(1) 2 = 2xy5 + 8%y + 6x55 + 4%y + 3%y + 10X,3 + Txgy + 5Xgp + 3Xgg minimal

2) X+ X+ Xy
X+ X+ Xy

I
-

X3 t+ Xz + Xy

(©)) Xn T Xy + Xy =1

X1p + X + Xg =1

X3 + Xy + Fgpy =1

(4) Xi1 X190 Xygs Xop» Xogy Xyg Xgy, Xgp Xgg =0
(5) X115 Xps Xpg0 Xo15 Xog Xogr Xgps Xgps Xyg ganzzahlig

In der Zielfunktion (1) kommt zum Ausdruck, dafl der Transportweg
minimal sein soll.

Die Nebenbedingungen (2) sagen aus, dal von den einzelnen Stand-
orten jeweils ein Kollektiv abreist. Die Nebenbedingungen (3)
sichern, daB in jedem Einsatzort genau ein Kollektiv arbeitet.

Die Nichtnegativitdtsbedingungen (4) sind notwendig, weil mit
X11, X12, * **» X33 die Anzahl der zugeordneten Kollektive bezeichnet
wird.

Die Tatsache, daf die Kollektive nicht auseinandergerissen werden
diirfen, kommt in der Nebenbedingung (5) zum Ausdruck.

Die Variablen x4, x49, ***, x33 kénnen nur die Werte 0 oder 1 an-
nehmen. Dieses Modell fiir das Zuordnungsproblem ist ein spezielles
Transportmodell.

Scherzaufgabe

Ein Vater bringt drei verschiedene Spielzeuge fiir seine drei Kinder
nach Hause. Nun stellt sich heraus, daB3 sich die Interessen der
Kinder iiberschneiden, sic méchten zum Teil das gleiche Spielzeug.
Wie soll der Vater die Spielzeuge verteilen? Er stellt eine Interessen-
skala auf, indem er jedem Kind fiir das Spielzeug mit dem gréBten
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Interesse die Nummer 1 gibt, fiir das Spielzeug, das als néchstes inter-
essiert, die Nummer 2 und fiir das verbleibende Spielzeug die Num-
mer 3. Dic Interessenskala ist in der Tabelle 7.40 festgehalten.

Mit Hilfe dieser Interessenskala stellt der Vater ein Optimierungs-
modell fiir das Zuordnungsproblem auf.

Tabelle 7.40

Kind Bewertung fiir
Spielzeug

1 2 3

[CECEN
SNV

2
2
3

N W =

Mit der Zielfunktion
z = 3xq1 + 2x13 + X43 + Xot + 2x99 + 3x93 +x31 + 3x3 + 2x33

min.
will der Vater die Interessen der Kinder soweit wie moglich beriick-
sichtigen. Im Idealfalle wire z = 3; dann wiirde jedes Kind das
beliebteste Spielzeug erhalten. Das ist in unserer Aufgabe nicht
maoglich.
Im Falle z =9 wiren die Interessen der Kinder am schlechtesten
beriicksichtigt (Kind 1 Spielzeug 1, Kind 2 Spielzeug 3, Kind 3
Spielzeug 2). Fir unser Beispiel ist die beste Losung fiir z = 4 ge-
geben, Kind 1 erhilt Spielzeug 3, Kind 2 das Spielzeug 2 und Kind 3
das Spielzeug 1.
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Lésungen
zu 1.3.

Lésungen

(3}

o ot o
- —

=%
~ ~

319

a; +as + az + a5 + a5
b, + bs 4 bg 4 by 4 bg 4 by + byg
23 4 33 4 43 4 53 4+ 63 4 73 4 83 9% + 103

1 1 1 1 1 1 1
Mtttz sty

1 1 1 1 1
—lteaTntaTe e

6 5 T ¢ 4

Xz b) X ki c) X R d) X (ai + by)?
i=1 i=1 i=1 i i=1

177 20 10
5 o D F=73

12‘28 ~ 831 b) l 3001 ¢ 146

zyj + 295 + 235 + 245 + 255 + 265 + 275 + 2g; + 295 + 219
zit + zi2 + zis + 2zis + 2zis + 2zig + 2zi7 + 2is 1+ Zig
C1jX1j + CojXzj + C3jXsj + C4jX4j + C55%s4

CitXj1 -+ CioXiz + CisXis -+ CisXis + CisXis + CigXis + CizXiy

5 6 7 5
by; b) T ey ¢ X dip d) X kyyy
=1 i=1 - j=1

1



a)  zy + Z19 + Zu3 + 24 + 2z + 299 + Zo3 + 2 + 231 + 232
+ z33 + z34
b)  xqy 4 x99 + X435 + x4 + x45 + xo1 + Xon + X053 + x4 + x93
+ x31 + x32 + X33+ X34 + X35 + Xs1 + Xg2 + X3+ X4 + Xy
c)  cuXy + ciaXyg + C13%43 + CarXaq + CagXag + CosXeg + C31Xay
+ c39X39 + €33X33 1+ C41X41 + €42%42 + C43X43 + C54X51 + C52X52

+ ¢53%33
8
3 4 5 4
a) E 2 Xij b) 2 2 cijyij
j=1i=1 i=1j=1
Lésungen
zu 1.5. 1

b) b, - bs be b7 + by - by - byg

c) 32.42.52.62-72. 82
1 1 1 1 1 1

R A
e) (=1 (=1 (=1 -(—1)-(—1
) =0 =) =) )= 1
2

6 4
a) Iz 4 I (i +b)

5 5
b) 'l:IJ (k; ll) e) 1:.[ (81 + bi)
o Mg
3
a) Y20 =2 =16 b) V?ﬂzz—B:%:o,us
4
a)  zqj " Zoj " 73y Zj Z5j * Zgj " Z7j * Z8j
b)  ziy - zip - zi3 - zig - Zi5 26
¢) (ay - xq5) " (agj * xgj) * (agy * x35) * (g * X45)
d)  (aiz - xio) * (ai3 * Xi3) - (aig * Xi0) * (@35 * xi5) * (ai6 * Xig)
e) (1 yo) " (cg * y1) * (caj * ya) * (csj * y3) - (cs5 * ¥4)
5

5 3
a) 'H1 by; c) II1 (kig - dig)

= i=

4 5 4
b) '—1Ci3 d) 1_—]; (kl . yi—i) .1;11 ki+1 Yi



Lésungen
zu 2.2

Lésungen
zu 2.3.

Lésungen
zu 2.4,

1
2062 000 M

2

131 Personen

3
Lohngruppe 4,7

4
584,97 M

5
b) 0,79
d) 43 226 M/Std.

6
475,62 kWh/1 000 M

7
174,4 dt/ha

8
a) 3,35 M/St.
b) 6 200 St.

1
12,29

2
a) 52,80 M
b) 0,098 9 oder 9,899,

3
a) 10,67 - 103 M
b) 0,1 oder 109%,

4
1,28

5
192010 M

6
a) 1,2009
b) 0,255 oder 25,59,

-

b) 73,03 M/Std.

321

9
470 000 M

10
85,6 Arbeitskriifte

11
a) 105,469,
b) 103,519,

12
a) 103,39
b) 102,39

13
119,6%

14
104,39,

15
b) 1,017 13 oder 101,79,
¢) 13,285 Mill. Valutamark

16
a) 11400 t

7
a) 21,00 M
b) 0,035 9 oder 3,69,

8
a) 8,59 dt/ha
b) 0,049 oder 4,99,

9
a) 1,9629,
b) 0,018 6 oder 1,86 %,

10
a) 3,219,
b) 5,2 Mill. Valutamark



11 14
a) 111,359, a) 0,971
b) Jahr 0: 52,910 Mill. M b) 0,938
1: 55,556 Mill. M. c) 0,966
2: 55,000 Mill. M 15
3: 55,000 Mill. M
4: 56,650 Mill. M ;‘))) i’ggg? 0,957; 1,143; 0,98
: 58, ill. ’
5: 58,916 Mill. M &) 23670, M
12
a) 1,026 16
b) 0,933; 0,958; 1,00 a) 1,126 oder 112,69
c) 1,067; 0,833; 1,15 b) 1,057 oder 105,7 %,
d) 0,966
13 17

a) 5,56 Jahre; 5,46 Jahre

i) ’ 0

b) 1,125; 0,75; 1,133; 0,952

¢) 0,989
d) 0,977
e) 1,012
f) — 413 = — 840 + 427
Lésungen
zu 2.5. 1 3
b) y = 47,6 + 3,365x b) y = 1 341,6 + 75,3x
c) y» =540 ¢) 965,11
y2 = 54,3 11157
ys = 57,7 1266,3
yi = 60,1 1 416,9
ys = 64,4 1567,5
ys = 67,8 1718,1
y7 = 71,2 ) 4
ys = 745 b) y = 2059,4 + 11,5x
Yo =779 c) 1886,9
yio = 81,3 1 909,9
yu = 84,6 1932,9
9 1955,9
b) y = 5721 + 8,85x 1978,9
¢) 510,1 2001,9
527,8 20249
545,5 2 047,9
563,2 2070,9
581,0 2093,9
598,7 2116,9
616,4 2139,9
634,1 21629
2185,9
2208,9
2231,9
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Losungen
zu 3.2.

5 7
b) y = 116,1 + 3,3x by =
c) 99,6 ¢) yo = 10,95 Mill. M
106,2 yos= 11,21 Mil. M
112,8 y-3 = 1411 Mill. M
119,4 y-1= 19,656 Mill. M
126,0 yi = 27,83 Mill. M
132,6 y3 = 38,65 Mill. M
p ys = 52,11 Mill. M
= 68,22 Mill. M
C) y-3= 43,77 St./Std. yiu = 108,33 Mill. M
y-2 = 52,78 St./Std. -
y_1 = 57,57 St./Std.
yo = 64,14 St./Std.
y1 = 72,49 St./Std.
ys = 82,64 St./Std.
y3 = 94,53 St./Std.
1
a) +2< + 4oder +4 > +2
b) —2>—4oder—4<—2
¢) +3>—4boder—4< +3
d) —3 < +4oder+4>—3
3
a>b
4
a) 2}(1 - 5X2 =—14 %1
3X1 + X9 = 13 b) = X9
5 — —
1 —
X1 + 3X2 —_ 5}(3 ——'5 X4
a) 2x1— x5 + 8x3 | = 171 b) x=| x
9
5X1 + Xy — X3 | '—-g | X3
6
~x, ] 5
Mit x =| x5 | soll gelten x >| 3
_X3_ _1
7

—Xi—‘ B 2
Mit x =| x5 [ soll gelten x <| —
‘L_Xg_ 0

323
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Lésungen
zu 3.3.1.

B [ 7]
Mit y=| y, | soll gelten y=| 3
_y3_ 10
9
X4 a)x>o
. | xa b)x =o
Mit x = X3 mul} gelten ) x <o
_X/‘ d) x <o
10
e 5T
Zy 8
Mit z =| 23| mul} gelten 0 |l<zx<
1
11
t=f
12
m=x=h
13
t=f
X =0
14
[ 7 3 —2 0 7
a) A<|6 —7 3 05
|2 —10 1 0

—2 6 3 0]
b) A=| 10 3 17 12J

5 o 07 1

4 6 —5 —
¢c) A=|—5 0 —10 0

| 15 —15 25 —11
15
a) A>0 ¢c) A<
by A=0 d A=0
1 ’
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b) 6 1 47
|2 15 6
B=|35 "9 9
|7 3 12

c) A ist die transponierte Matrix von B bzw,
B ist die transponierte Matrix von A.

2 B 17]
3 5 2
AT = 1
4 10 — 5
7 —1 0
| 2 3 0 |
3 4
0T = 0 ET=E
(m, n) (n, m)
5 6
DT=D BT =B
7
KT = [k; ky +++ K]
8 Sq
st—| %
s,;T
Lésungen
zu 3.3.2. 1

a) [a+bT=[—4 8 —4,5]
b) [a+b]T=[45 —52 10]

9 16
T — - =
c¢) [a-+b] [2 0 7 E
2
Ungleiche Anzahl von Komponenten.
3

3X1 + X9 — 5X3 = 20
2xy — x9 + 6x3 =17
5X1 + 4X2—' X3 = 12

4

b1+b2+b3+b4=(l mit

byT = [2X1 X —x]; b,T = [—- 5xy 6x5 2x2]
byT = [3x3 x3 — 7x3]; b7 = [—x; 5x; 3xq]
dT =[70 90 60]
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5

3X1 + 7X2 = 400
2X1 —{-— 4}{2 = 500 ]
5)(1 + 2X2 é 600

6
ty Fto+Htg =f
xT = o7

7

a) A+B=[2"7

5 4

9 1 1 —
b) A+B=|11 —3 0 6
33 25 20 19

[4 0 —4
0 A+B=|; x» 4]
8
Die Matrizen haben ungleiche Zeilenzahlen.
9

a) A=A +A+A;

400 450 350 300 300
b) A=| 770 700 700 1050 1500

550 850 750 500 310 |

Lésungen
zu 3.3.3. 1
a) aT—bT=[—5 2 3]; bT—aT=[5 —2 —3
5 3 3 5 3 3
b) aT—bT=[—§ T3 —1}; bT—aT=[§ —5 —3 1]
¢c) a—b=o0o—b=—b; b—a=b—o=Db
d) a—b=a—o=a; b—a=o0o—a=—a
2
o A=B=|f 5[ B—a=|TY T
— 19,4 15 — 27 64,5"
b) A—B= 31 2,2 —130 2,4
| —161 75 —102 15|
- 194 — 15 27 -—64,5“
B—A=|—-31 —2,2 130 — 24
| 161 —75 102 —15 ]|
[— 4,7 18,67] I 47 — 186
c) A—B= 96 —O0,1|; ‘B—A=L—9,6 O,i:l
2,8 9 | —28 —9 |
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4 3 277
5 4 3
4 3 1
b A=B=—5 7 —3|
3 1 2
5 2 3.
4 3 27
5 4 3
4 3 1
P=A=l 5 7 3
3 1 2
5 2 3
g8 A—B=0; B—A=0
h) A—B=0; B—A=0
i) A—B=0; B—A=0
3
A und B haben ungleiche Zeilenzahlen:
4

a) Li=Li4+7Zi— A

b) Li=Li+Zy—Ay=Lo+Z— A +Z,— A,
200 100 330 0]

200 0 300 200

c) Li=| 40 1090 440 200

0 100 650 200

| 300 0 100 0

~ 0 200 160 90

0 250 340 100

d) Ly=| 90 280 90 0
0 250 350 50
| 380 50 0 10|
5
a) Li+Z=1,

500 0 300 400
450 0 450 750
b) Z=L;—Ly=] 100 450 120 0
100 680 0 150
960 450 550 150

6 7
Xx=a Y=B



a) x= b) x=m+4+n=n+4+m
9
a) X=N b) X=K+M=M+K
10 11
x=c XD
12
a) x=c¢ c) x=c—b
b) x=0—c=—c¢ d) x=c+b=Db+ec
13
a) X=M c) X=B+A=A+B
b) X=0—N=—N d) X=B—A
14
a) x=b e) X=B
b) x=0o—c=—c¢ ) X=0—D=—D
¢) x=d+b=>b+d g X=F+B=B+F
d) x=d—b h) X=F—B
Lésungen
zu 3.3.4. 1
a) «aT=[12 —4 40] c) a0 =o0
2 1
T — | — — =
b) «a [ 3 0 » 2] d) «a=o
2 3
3X §40 2X1+ X2=10
4x <50 — 3x4 + 4x9 = 20
2x =24
4
a;xy + asxy + agxz =d
S
asxy -+ agXy + azx3 + azx; = d
6
z1Xy + Z3%g + zgx3=f
X =20
-7

a = f— x4z) — X929 — X373
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~ 9 6 12 15
a) aA= 3 12 18 27
| —9 0 24 3]
50 10 15 —5 207
b) «A =| 15 — 1 2 4 3
| 700 1 —25 3 0]
1 1 37
9 10 14
1 1 7
c) oA= —5 % 0
17 1
| 18 66 9|
d) aA=a0=0 e) aA=0A=0
1 0 0 a 0 07
f) «aA=a{0 1 0{=|0 « O
]00 1] [0 0 «
9
1713 2 1
0 A=g [13 2 0
1| 8 18 15
b) A= 57| 9 0 16
|—6 8 9
1 [ 30 24 1360
c) =——| —21 1470 10
100 0 —1 60
10
a) B=18A
54 108 144 367
90 18 108 162
b) B=| 54 72 180 36
162 198 360 90
0 54 108 36
11
a) bA+3B=1L, b) Bedingung nicht verletzt
12
x=f"-a
13
X = —1~ -D
o



Lisungen
zu 3.3.5.

14
a) x=—2b+ 3c
b) x= 2a+2b

15
x<3b

16
a) x
b) x =—6a

17

a) X<-i—L fir y>0
b) X=0firy>0
2 5
= — —
c) X_3A—|—6B

13
X<s——B
(.i) - 8

e) X<%B+1TGA

1
a) aTh =74
b) aTh= g
2

5X1 + 3){2——' 2X3 =5
3

2xy -+ 5%y + 3x3 4 4x4 < 100

330

d X=—45B
e) X=—1075A+0925B

Xé-i—B fir « <0
o

X>—1~L fir y<0O
Y
X=0firy<O

¢) ab=a +as+az+a;+a;
d) aTh =0



Lésungen
zu 3.3.6.

4
3}(1——' XZ+ZX3=10
—2X1+3X2+ X3=20

S

2xy + 3x9 — bx3 + 6x; > 10
4X1+5X2+2X3—- X4 > 5
3X1+ X9 — X3+5X4>40

6
6X1—'2 X9 +3X3+ 4){/, = 4
15X1 —_— 1, 5XQ + 61(3 + 1OX4 = 50

Xy —2X3 +—;—X4 = 3

7

3xq + 4xy— 2x3 < 180
2xy + x5 + 4x3 = 240
bxy + x9 + 6x3 = 300
3X1——' X2 + X3 = 150

3

tTx
tx | =<f; x=0; s=pTx
[ ts™x |

9
Mit x =[x x3 x3 x4]T

gilt xTs = 400; (x4 + x2 + x3 + x4 = 400)

1
a) Ax = __12 d) Ax=Ex=x
[— 100 0
b) Ax=| —70 e) Ax=0x=0=|0
540] ) _O:I
. [0
c) Ax= ggg] f) Ax=Ao=o0= 8
“ Lo
[Tay + agp + ag3 + ayg |
g) Ax=As =1;m + ag + ax + ay
ag + ag + asy + ax_|
2 3
3xq + 2x9 + 4x3 = 40 ] 4xy + 3x, < 400
4X1+ XZ+ X3=20 3X1+ X2+4X3—<__=600
5xy + 7x9 4+ 6x3 = 60 — 2x + 3x3 =< 200

4X1 — X ~|'— 2X3 = 500
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2 —3 4 —5 [ 10
Mit A=| 3 1 —3 1]; x=[X2|; d=|15
—2 —1 5 — X3 12
L | x; L
git Ax =d
5
3 4 —57] - T 707
woA=| 4 —5 1 1ol 80
Mit A= 10 1 10’ x—|:X2], d= 100
L—1 —1 15 X3 L 10!
git Ax >d
6
'3 7 2 1 000 T
|14 3| . |120] _
a) A= 2 3 5/ f= 1500 |° x—l:x2J
6 1 4] [_1900_] X3
b) Ax =f '
7
a) y™B=1[4 34 45 132
13 7 37
™ = . =
b) y'B [4 o1
" 3 4 —1
TR — 1 _ _
) yB=y [_2 8 0]—[10 360 — 30]
d) yB=y'E=yT
e) yJB=yT0=[0 0000 00 0
f) yIB=1[0 0 0]
g) ¥Y™B =sTB = [byy + bz + bas; b1z + baz + ba]
8 9
4ys + 3y, < 400 3y1 + 2y2 + 4ys = 40
3y1 + ya + 4ys = 600 by, + ya+ y3=20
— 2y, + 3y; <200 5y1 + 7yz + 6y; = 60
4yy— ya2 + 2y; =< 500
10
2 3 —2
B —3 L —1) . . qT
= 4 —3 5 X' =[xt x2 x5 x4]; dT=[10 15 12]
—5 1 —1]
xTB = dT



Losungen
zu 3.3.7.

11
3 4 10 —
B= 4 —5 1 —14;
—5 1 —1 15

xT™B > dT
12

31 2 6]
a) B=|7 4 3 1§;
|2 3 5 4

xT = [x; X3 x3)
b) xTB < (T
c) B=AT bzw. BT=A
d) sTA=T12 15 14]

£T =

1
44 35 12 8
a) AB=|gs g3 30 34]
- —7 5 16
k) AB=| 8 0 —24
| —25 65 10
C—2 19 50
) AB=|_ 46 —10 13]

d) AB=EB=B
e) AB=AE=A

2
—6,2 69,2
TRT — ’ ’
a) A'B —[ 11 —35
[5 28 57
b) ATBT— 12 12 21
2 1 3
7 49
¢) Zur Aufgabe a)
A B nicht moglich
3,2 3,3
B A maoglich
33 (3.2
BT AT nicht moglich
3,3 (2,3)
3
2130
4 2 0 3
a) A=|1 0 2 7| B=
4 1 3 2
0 5 41

333

xT = [Xi X9 Xg];

dT = [70 80 100 10]

[1000 1200 1500 1900]

— 97
12
—18

f) AB=0B= 0

3, 4) 3,2)
g) AB=A0= 0
(4, 5) (3,5)
— 25,7
4,05

Zur Aufgabe b)

A B nicht méglich
22 3,2
B A
@2 @272
BT AT
2.3 292

mdéglich

nicht méglich

|

W W o
O N
N O >



Lésungen
zu 3.3.

f)

334

7300
z =| 400

| 500

y =Bz

2 4007]
2200

Y =1 4600

L1 900

x = Ay

720 8007
19 700

x =/ 24900

5
4a; + 2a; + laz 4 (— 2)ay =[6:|

| 26
131 —l-' 332 + 483 —I— 53.4 = Lls
1

1

§31 +—2—32_‘2—33”“

29 400
| 31300 |

3 1

1
2

g)

—a4 =

1a; + Oay + Oaz + Oa; = a,

1 2 1 1
e +?32 +g-a3 +—5*34 =




Lésungen
zu 3.7,

B {8 <[22

S

Die konvexe Linearkombination muB8 auf der Verbindungsstrecke
der Vektoren a; und a; liegen.

6

Die konvexe Linearkombination muf} im Dreieck oder auf dem Rand
des Dreiecks liegen, das durch die drei Vektoren aj, a; und aj ge-
bildet wird.

7

Bezeichnen wir die Produktionshohe
fiir Produkt 1 mit x4,

fiir Produkt 2 mit x5,

fiir Produkt 3 mit x3,

so mubB ein zulédssiger Produktionsplan die Bedingung

1 [27] 1] 1007]
3‘, X1 + 4 X9 + 1 X3 = 150
1 | 5 2 300

erfiillen.

Wenn wir die Produktionspline mit

X4, X3, X3 bezeichnen (jeder der Vektoren muB drei Komponenten
besitzen), so miissen Skalare ay, oy, 3 = 0 mit oy + ag + a3 =1
gesucht werden, mit denen die Linearkombinationen

Xl——
uxg + oXy + a3xX3 = X =| X
X3,

gebildet werden. Die Komponenten x;, xg, x3 des Vektors x miissen
ebenfalls die Bedingung

1 2 1 1007]
3—l Xy + l74 X3 + 1 X3 = lrflso
1| |5 2 | 300

erfiillen.
1
1 4 2
a) bl—_h'gc—gb2—€b3

x =2c——6b2——%b3
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b)

b)

336

5 1 1
b2.=—z'b1 +ZC“‘“§’33
1© 1
X =Tb1 +§C"——i-b3
5 1
b3 -2—])1—2])2 +§c
1
x by + by +zc
by x x X3
1 1 5
° 7 %3 3
1 15 3
| —3 3 3 3
1
b2 X4 X2 X3
by —2 —6 —15 3
c 1 5 8 1
b 1 1 153
g T T %772
l)3 X1 X2 X3
by —4 —8 0 9
by —2 —1 % 3
c 2 6 % —2
Cq Cy bj ' X
c3 2 —1 1 7
by —9 6 —4 —15
by —1 1 —2 —2




Losungen
zu 3.8.

Lésungen
zu 4.2.

Lésungen
zu 4.3.

b)

1

(] l)3 l)i X
C3 1 1 —1 5
by —3 —6 8 —3
) —1 1 —2 —2
bz ])3 bi X
1 5
1 8
€4 _‘§‘ 2 -_ *g 1
1
Cy - —3— 3 — ?’ —1
Rang 1 c¢) Rang3 e) Rang?2 g) Rang0
Rang 2 d) Rang3 f) Rangl
linear abhingig c) linear abhingig

linear unabhingig

losbar b)

l6sbar

unendlich viele Lésungen

genau eine Losung

c)
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Il
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| SR

N
I
l—Jm

X =

po| ov po| wo
1

b)

9

linear unabhingig

nicht lésbar

unendlich viele Lésungen




2

38 und 17.

3

Die. Ziffern sind 2 und 7, die unbekannten Zahlen 222, 72, 777, 27.
4

35 cm, 15 cm.

5

P;: 30 Einheiten, P,: 35 Einheiten,

6

15 Arbeitskrifte in der einen Brigade und 20 Arbeitskrifte in der
anderen.

7

Ty: 25 Einheiten, T,: 40 Einheiten.

8

Im ersten Falle 400 M Selbstkosten und 50 M Gewinn,
im zweiten Falle 372 M Selbstkosten und 78 M Gewinn.

9

150 m3 vom Gas G4 und 350 m3 vom Gas Gg.

10

350 Einheiten vom Produkt P; und 250 Einheiten vom Produkt P,.

11

a) xT=[1 —1 2] ¢) xT=[—5 —6 —7]

1 5 1 4 2

T — | —_ — Tl — . — .

b)"—[232] d)"[3 33]

12

Die Zahlen sind 15; 20 und 35.

13

Die Kanten sind 10; 30 und 40 cm lang.

14

P,: 16 Einheiten, P,: 23 Einheiten, Pj3: 20 Einheiten.
15

%m:* des Gases Gy, —;—ma des Gases Gy und ;—(1) m3 des Gases Gj er-

geben 1 m3 des gewiinschten Mischgases.
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Lisungen 1

zu 4.4. Magliche Formen der Losung:
9 3 I
a) x =?—(—5) X9; Xg beliebig
417 1
x| _| 23| 23 . A
b) [X.s] = o5 _ 19 |X3 % beliebig
| 23, 23

e [
[Z] ol 1] —[ 17 |xi; xy belicbig
2
d) xp = 50 — [—2; —T] [:;] [’;;] belicbig
e) x=—4b— (— g—) X3 X3 beliebig
X 2 .
f) xg=2— (_E) X1; Xy beliebig

g) x1=10—[——;- 2 [zﬂ [2] beliebig
h) xp=25— % —%] [i;] [;‘;] beliebig
B L5
2 A
i) [2]: 135 —| 5 |x = beliebig
2 1 L 4
. _ 17 1 7 X4 . Xi] . .
) xa——4——“[—-7 ———4-] [X2]’ [Xz beliebig
2

7}{1 + 8X2 —|— 3X3 = 1260

Die allgemeine Lésung laBt sich zum Beispiel folgendermallen dar-
stellen:

7 8 X4
=0 |2 ][5,

Eine spezielle Losung ergibt sich zum Beispiel mit

xy = 30; x9=00; x3=190.
3

3 6 8| | _[640
75 4 §§“490
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Losungen
zu 5.2.

Die allgemeine Losung la8t sich zum Beispicl folgendermafien dar-
stellen:

85 .1_1

X9 4
= - Xq.

[X3] 65 . 27
4 | 16

Eine spezie.]le ganzzahlige Losung ist zum Beispiel
x3 = 20; x5 =30; x3=050.

4

H IR

Die allgemeine Losung la8t sich zum Beispiel folgendermaBen dar-
stellen:

X2l _|— N 3
X3 - 2 4 X.
Eine spezielle Lésung ergibt sich zum Beispiel mit xqy = —; xp =

5

2
X3 = Nach dieser Lésung sind 3 m? vom Gas Gy, 5 m3 vom Gas

1

5 »

G3 und 3 m3 vom Gas G3 zu mischen.

a) Keine inverse Matrix, denn A ist nicht quadratisch.

b) Keine inverse Matrix, denn der Rang ist r = 1; wiihrend die
Zeilen- bzw. Spaltenzahl 2 ist.

¢) Inverse Matrix existiert, denn der Rang r = 3 stimmt mit der
Zeilen- bzw. Spaltenzahl iiberein.

d) Die Nullmatrix hat keine inverse Matrix, ihr Rang ist r = 0.

e) Die Einheitsmatrix besitzt eine inverse Matrix, ihr Rang ist
gleich der Zeilen- bzw. Spaltenzahl.

2 — —
18 11 1

% 2% 5

2 4 1

a) Al= - —xE g
13 1 1

% "B 5
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Lésungen
zu 6.2.

23 25 17
128 128 128

by At=| 2 1 1
8§ 8 8
5 11 13

d) A-'=E

65 14 10
53 53 B3
50 76 24
53 53 B3
70 64 76
53 53 53

a) (E—A)t=

40 40
b) (E—A)t = 11 3
13 69
%0 40

a) a<—b—c+d
b) b>a—c—d
¢) a=<bclirb>0, a=bcfirb<0
b= firb>0undec>0
oder firb < Ound e < 0

b<2firb<Oundc> 0
C

oder fir b >Ound c < 0
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Lésungen
zu 6.3.

c
d Se——
) axe I

¢ <ed—adfird >0

c=ed—adfird <0
c

d= T fird >0unde—a >0
oder fird <Ounde—a <0
ds———fird>Ounde—a<0
oder fird < Ounde—a >0
e) x> -—--—;—
f) x=4
g) x=5
h) x=—3
i)y x=—2
4
) = -5
5 ..
k) x 2—4— firx > 0
5 .
X éz firx <0
3 .
1) x>—— firx > 0
x < ——34— firx <0
2
Keine Losung.
3
x darf beliebige Werte annehmen.
1
6 . 3 .
x =3 und x = 2,5 gehéren zur Erfiilllungsmenge; x = 5 gehort
nicht zur Erfiillungsmenge.
2
1
a) x = 3 gehort nicht zur Erfiillungsmenge; x = T und x = — 2
gehoren zur Erfiillungsmenge.
b) x=3,x =1 und x = — 2 gehéren zur Erfiillungsmenge.

4
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Lésungen
zu 6.4.

Losungen
zu 6.5.

"
I
»
"
I

und x = — 2 gehéren zur Erfiillungsmenge.

und x = — 2 gehdéren nicht zur Erfiillungsmenge.

]
Il
Al
L]
Il
SN

%
Il
»
"
I

und x = — 2 gehéren nicht zur Erfiillungsmenge.

x=6

x>3

—11<x =3

Die Erfiillungsmenge ist leer.
x=3

x>5

Die Erfiillungsmenge ist leer.
Die Erfiillungsmenge ist leer.

4x < 380; 2x < 210; 2,5x <235
Es lassen sich héchstens 94 Einheiten herstellen.

1
a)

b)
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X < 0
xg > 0 (ohne x4- und x;-Achse)

x; < 0; x3 < 0 (ohne x4- und x;-Achse)
x3 > 0; x5 < 0 (ohne x4- und xy-Achse)

0: xy= 0; %= 0 D: x;=230; x =230
B: xy=40; xg= 0 A: xy= 0; xg=145
C: x4 =40; x=20

0: x4 +x= 0 D: x3 4+ x =060

B: X1+X2=4O A: X1+X2=45

C: x1+x,=060

Die giinstigsten Losungen in bezug auf die Héchststiickzahl
liegen in C und D. Alle Punkte auf CD liefern diese giinstigsten
Stiickzahlen von 60.

Der Gewinn z betrigt z = 20x4 + 30x,.

z (0) = 0 z(D)=1500
z(B)= 800 z(A)=1350
z (C) = 1400

Die giinstigste Losung in bezug auf den Gewinn liegt in D. Der
Gewinn betréigt hier 1 500 M.



Losungen
zu 6.6.

a) 3x; + 6x5 < 240 ¢) z=40x; 4+ 30x,
6x; + 4xy < 360 d) 400 = 40x4 + 30x,
bxy = 150 800 = 40x + 30x,
X1 = 0 1200 = 40)(1 + 30X2
x= 0 2 400 = 40x + 30x,
1

=l <[] -l

X = oyXq + 09Xy + x3x3
o +ay oz =1
xq, %2y &3 = 0

2
_ 0], . _[O]. . _[30]. . _[35]. . _[40
X1_[O], x2—[45 ’ X3—[3-0 y X4 = 2% ’ xa_[ 0]

X = oXq + 09X + 03Xz + Xy + A5X5
® +oap Faz Foy Fag =1

g, 0L, 03, g, Ky = 0

3

,
e o= =[x -2 -

X = oyXg + X2 + A3X3 + X5 + A5X5
o +oap Faz Fop oz =1

o, oy, O3, 0gy &5 = 0

4

m=[of m=[ofs m=[g) = =4
X = oyXy + ooXg -+ agxg + ogx4
ay +a Faz Foap =1
oy, oo, o3, 05 =0

S

10

7
X1=[8}; X2=[g]; X3 = 33 > X4=[2]
7

X = X4 + apXg + agxsz + 05Xy
o +ay Foaz +foap =1

*yy X, 003, 0y = 0
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0
0 0 71407 1000
x =|0|; xg=L150 5 X3 = SOJ; X4 = 9
| 0 01 Lo 700
9
B
X5 = 0 5 X =
100J 0
- 0
X = oyXq + 09Xy + a3x3 + ax; + 5X5 + agXg
o toay +az oy Ffoag +fog =1
4y K2, A3y Ky, Ag, Xg =0
Lésungen
zu 7.2, 1
x 19 22 !
1= =g 2=
2
x1=6, x=3, z=0
3
) 30 _ 40 70
3 M=oz XTo3s 2To3
b) Keine optimale Losung, aber zuldssige Losungen vorhanden,
¢c) x3= 0, x=5, z=5
d) xiglO, X2=0, z=20
4
Vom Erzeugnis P; sind 4 LE und vom Erzeugnis P, 12 LE herzu-
stellen, um den héchstmoglichen Gewinn von 1120 GE zu erzielen,
8
1 Teil vom ersten Gas, 5 Teile vom zweiten und 4 Teile vom dritten
Gas. Minimale Kosten je Kubikmeter: 24,50 M.
Lésungen y
zu 7.3. 1
Xq = 6, x; =6, z =360
2
X; = 2, x9=3, z= 19
3
Xy = 0, x,=0, x3=050, z=1000
4

x1 = 160, x; =0, x3=18, z=1480
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S
x4 =2800, x,=0, x3="70, z=—28960

6
—z=12z= bxy+ 2x,— 10x3 maximal
— 2X1 + 5X2 + X3 = 700
2)[1 —I— X9 — 3X3 = 600
Xy 2X2 - 3X3 = 150
xp,xp,x3=2 0
x1 =270, x9=060, x3=0, z=—1470
7
Modell
z= 12x; + 15x3 maximal
0,15x, + 0,20x; < 60
0,20){1 + 0,10}(2 g 40
X1y X9 = 0
Losung
80 Tische, 240 Schrinke, Gewinn 4 560 GE.
8
a) Modell
z = 7x4 + 5x9 + 5x3 maximal
2x4 + 3x9 + 4x3 < 3 300
51(1 + 2){2 + X3 = 6 600
X4, X2, X3 = 0
Lisung

Es gibt mehrere Losungen, die die vorhandenen Fonds voll aus-
lasten. Ein moglicher optimaler Plan liegt vor, wenn vom ersten
Erzeugnis 1 200 E, vom zweiten Erzeugnis 300 E und vom dritten
Erzeugnis 0 E hergestellt werden. Dann werden die Fonds voll

ausgelastet (z = 9 900).

b) Modell
z = 10xy + 20xy 4 15x3 maximal
2xy + 3x3 4+ 4x3 <3300
5X1 —|— 2X2 + X3 = 6 600
X1, X3, X3 = 0

Lésung
Erzeugnis Py: 0 E; Erzeugnls Py: 1100 E; Erzeugnis P;: 0 E;
Gewinn: 22 000 GE

9
Modell
z = 60x; + 120x; + 90x3 maximal
2X1 + 3X2 + 4)(3 = 700
5xy + 2x9 4+ x3=1400
8x; + 10x; + 4x3 <2100
Xy, X9, X3 = 0
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Liésung
Erzeugnis Py: 0 E, Erzeugnis Py: 200 E, Erzeugnis P3: 25 E,
Preissumme: 26 250 GE.

10
Modell
z= x4+ X3+ X3 maximal
4 X1—|-3 X2+ X3 §540
0,5X1 + X9 —I— 2X3 = 150
0,51{2 + 3X3 = 90
X, X3 x3 =2 0
Es gibt mehrere optimale Losungen, eine davon lautet:
Technologie Ty: 68 E; Technologie Ty: 84 E; Technologie Ts: 16 E;
Gesamtproduktion: 168 E.

11

a) Modell
z = 9xy + 4xy + bx3 + 6x; maximal

bxy + x9 4 2x3 + 2x; < 325

4}(1 + 3X2 + 3X3 + 4X4 = 520

Xy
X2

X3

Xy
X2
X3

¥

IANA A TA IV IV IV IV
o
)

X4

b) Modell der Restprodulktion

z' = Ox,' + 4xy' + bx3' + 6%, maximal
5){1’ + Xz' + 2X3’ -|— 2X/" = 120
4)(1’ + 3X2' + 3X3’ + 4X4’ = 175

x4 < 10
Xg' é 65

X3’ é 5

x;' < 100

X1’7 Xg’, X3’, X4' = 0

¢) Lésung fiir die Restproduktion
Erzeugnis Py: 10 E; Erzeugnis Py: 0 E; Erzeugnis P3: 5 E;
Erzeugnis P;: 30 E.

d) Gesamtproduktion

Erzeugnis Py: 20 E; Erzeugnis Py: 15 E; Erzeugnis P;3: 25 E;
Erzeugnis P;: 80 E.

Die Fonds der ersten und zweiten Stufe sind voll ausgelastet.
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Lésungen
zu 7.4,

Die optimalen Lésungen sind:

1

Xy = 0, x=2600, x;3= 0
X9 = 200, X929 = 200, X3 = 100
z = 3800

2

Xy = 0, xip= 50, x45=250
X9 = 50, X99 = 150, X3 = 0
z =1800

3

Xy = 0, %3 =200, x3= 0
X9 = 80, X99 = 20, X93 = 200
z = 3140

4

xy = 100; xp= 0

X9 = 200; X99 = 300

X34 = 0; X3y = 100

z =2600

S

Lieferungen vom Betrieb By an Lager L; 400 E,

an Lager L, 50 E,
an Lager Ly OL,
an Lager L; 200 E,
vom Betrieb B, an Lager Ly OL,
an Lager L, OE,
an Lager L; OE,
an Lager L, 100 E,
vom Betrieb B an Lager Ly OE,
an Lager Ly 500 E,
an Lager L3 500 E,
an Lager L, OE.

Transportkosten 12 250 GE.

6

Lieferungen

348

der Kiesgrube K; an Baustelle By
an Baustelle B,
an Baustelle B;
der Kiesgrube K, an Baustelle By
an Baustelle By
an Baustelle B;
der Kiesgrube K3 an Baustelle By
an Baustelle B,
an Baustelle Bj



der Kiesgrube K; an Baustelle By
an Baystelle B, 50 m3,

Transportkosten 5 000 M.
7

Lieferungen des Lagers L,

des Lagers Ly

des Lagers Ly

des Lagers Ly

an Baustelle B;

an Verbraucher V;
an Verbraucher V,
an Verbraucher V3
an Verbraucher V,

an Verbraucher V;
an Verbraucher V,
an Verbraucher V;
an Verbraucher V;

an Verbraucher V;
an Verbraucher V,
an Verbraucher V3
an Verbraucher V,

an Verbraucher V;
an Verbraucher V,
an Verbraucher V3
an Verbraucher V;

Die Zahl der Tonnenkilometer betriigt 16 450.

1(;)ptimaler Verteilungsplan der Waggons
By | B | B3 | B, | Bs
Ay 7
Ay 8 5 6
Ag 12 7
Ay 3 1

Transportstrecke z = 453 km
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0 m3,

0 m3,

100 t,
0t,
0t,

300 t,

100 t,
0t,

700 t,
0t,
0t,

650 t,
0t,
0t,

250 t,

150 t,
0t,
Ot.






