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Vorwort

Das Buch ,,Wiarme und Energie‘‘ setzt die Reihe ,,Physik in Beispielen‘‘ mit der
Thermodynamik reversibler und irreversibler Prozesse fort. Neben den theoretischen
Grundlagen (erster und zweiter Hauptsatz; Energie und Enthalpie, Entropie und
Entropieproduktion; Erscheinungsformen realer Gase, Phasengleichgewicht und
‘Phasenumwandlung) werden wichtige physikalische und physikalisch-technische
Prozesse und Modelle beschrieben. Dazu gehéren u. a. die Umwandlung von Wérme
in Arbeit, die Funktion der Warmepumpe, die Wirmeleitung und der Wérmeiiber-
gang, das LoTka-VoLTERRA-Modell, die ZHABOTINSKY-Reaktion und der Briisselator,
die Informationstheorie der Bildung von Bio-Molekiilen.

Die Behandlung des umfangreichen Stoffes erfolgt in einer Dreiteilung:

1. Darstellung der theoretischen Grundlagen eines Komplexes, 2. physikalische und
mathematische Bearbeitung ausgewihlter Probleme von der Aufstellung der Glei-
chungen bis zur numerischen Auswertung der Losung, 3. Aufgaben mit Angabe der
Loésung. Das Schwergewicht liegt auf dem zweiten Punkt. Der Leser soll damit nicht
nur konkrete Vorstellungen ‘iiber die quantitativen GesetzméifBigkeiten gewinnen. Er
soll insbesondere dazu gefiihrt werden, dhnliche Probleme bearbeiten zu kénnen, zu
16sen und die Ergebnisse auszuwerten.

Fiir die vielfaltige Unterstiitzung und eine groBe Anzahl von Hinweisen bin ich
Herrn Prof. Dr. BrrtricH, TH Leuna—Merseburg, zu besonderem Dank verpflichtet.
Herr Dr. Terrow, AW Berlin, stellte mir umfangreiches Material iiber moderne
Methoden der Energienutzung zur Verfiigung. Herr Dr. OrTLIEB, Berlin, und Herr
Dr. STEIGER, AW Berlin, unterstiitzten mich bei der numerischen Rechnung. Einige
Hinweise erhielt ich auch von Herrn Prof. Dr. Linpe, AAdW Berlin, und von seinen
Mitarbeitern. Dem Verlag danke ich fiir den Rat bei der gesamten Gestaltung des

Buches.
Der Verfasser
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l. Hauptsiitze der Energicumwandlung

1.1. Energieumwandlung nach dem ersten Hauptsatz

E Einfiihrung

Erscheinungsformen der Energie

Wichtigste Quellen der menschlichen Energieversorgung sind neben der Sonnenenergie
die Energie aus chemischen Prozessen, insbesondere die Verbrennung, die Wasser-
und die Windenergie, die Kernspaltungs- und die Kernfusionsenergie.

Einheit der Energie'ist das Joule J bzw. die Wattsekunde W s. In den auf ein Kilo-
gramm kg, ein Meter m und eine Sekunde s bezogenen SI-Einheiten ist die Einheit
der Kraft das Newton N. Es gibt die Kraft zur Beschleunigung von einem Kilogramm
Masse um einen Meter in einer Sekunde an:

IN=1kg -1ms2.
Ein Joule ist die gegen die Kraft ein Newton iiber einen Meter zu verrichtende
Arbeit: )
1J=1N-1m=1kgm?s2.
Bei atomaren Prozessen wird auch das Elektronenvolt eV als Energieeinheit ver-
wendet. Es besteht die Umrechnung '
1eV =1,602-10"1°J.

Die Energie aus Kernprozessen, auf die auch die Sonnenenergie zuriickzufiihren ist,
hat ibre Ursache im Massendefekt. Nach der Relativitdtstheorie gilt dafiir die
Gleichung

W = me2, (1)

wobei m die umgewandelte Masse, ¢ die Lichtgeschwindigkeit, W die Energie kenn-
zeichnen. '

Beispiel 1.1.1. Massendefekt
Die Umwandlung von 1 kg Masse liefert
W=1-(3-10%2J =9.10%J = 2,5. 10 kWh.




14 1. Hauptsitze der Energieumwandlung

Die Wasserenergie griindet sich auf die potentielle mechanische Energie
W = mgh (2)

(9 = 9,80665 m s~2 Fallbeschleunigung).
Bei der Windenergie wird die kinetische mechanische Energie

W:%—v2 (3)

ausgenutzt.

Thermodynamische Systeme

Ein System bezeichnet allgemein einen oder mehrere Gegenstidnde, die gegeniiber
ihrer Umwelt festgelegt und beschrieben werden koénnen. Wirme- und Energie-
prozesse lassen sich auf die Dynamik der Elementarteilchen des Systems zuriick-
fithren. Fiir die Darstellung der Warme- und Energieprozesse wird daher der Begriff
des thermodynamischen Systems eingefiihrt.

Abgeschlossene -thermodynamische Systeme stehen mit ihrer Umgebung weder in
Stoff- noch in Energieaustausch (Beispiel: Thermosflasche). Bei geschlossenen
Systemen besteht mit der Umgebung Energieaustausch, aber kein Stoffaustausch
(Beispiel: wasser- und luftdicht verschlossene einfache Flasche). Offene Systeme
tauschen mit ihrer Umgebung sowohl Energie als auch Stoff aus (z. B. flieBendes
Gewisser).

Innere E’nérgie

Der Energieaustausch eines thermodynamischen Systems mit seiner Umgebung geht
durch die Ubertragung von Wirme oder durch die Verrichtung mechanischer Arbeit
vor sich.

Die einem thermodynamischen System zugefithrte Warme wird mit 8¢ bezeichnet.
An der Wirmeiibertragung sind mindestens zwei Systeme beteiligt. Sie erfolgt stets
als Energiestromung, unabhingig davon, ob der Warmeaustausch durch Leitung,
Strahlung oder stoffliche Ubertragung (Konvektion) vor sich geht. Der Energiestrom
wird als Leistung in Watt W oder Kilowatt kW gemessen.

Beispiel 1.1.2. Wiirmeiibertragung

Die Leistung bei der Fernwarmeversorgung eines Wohnkomplexes betrage 100 kW, d. h.,
je Stunde werden 100 kWh, je Sekunde 10° J iibertragen. In der Zeit At = 55 wird dle
thermische Energie 8@ = 5 - 105 J iibertragen.

Die Verrichtung mechanischer Arbeit am thermodynamischen System erfolgt gegen
dessen Druck p. Er wird in Pascal Pa angegeben. Ein Pascal ist ein Newton je
Quadratmeter:

1Pa= 1N m-2.

Bei der Verrichtung von Arbeit verandert sich das Volumen V des thermodynami-
schen Systems. V verringert sich, wenn zur Verrichtung der Arbeit gegen den Druck p
des Systems Energie aufgewandt, d. h. auf das System iibertragen wird. Verdndert
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sich unter dem Druck p das Volumen um d V,so wird auf das System die mechanische
Energie

dW =—pdV (4)
iibertragen

Beispiel 1.1.3. Mechanische ‘Arbeit am thermodynamischen System

Der normale Luftdruck betrigt »p = 101,3 kPa. Wird durch den Luftdruck das Volumen
eines Gases um 10 cm® = 10-° m? verringert, so fibertrigt der Luftdruck auf dieses Gas die
mechanische Energie

dW = —pdV =101,3-10°- 10°J = 1,013 J.

Mechanische Arbeit —p dV und thermische Energie 3¢ sind fir das thermody-
namische System ,,Einkommensenergien‘‘. Erfahrungsgemdf kann mechanische
Energie (z. B. durch Reibung) in Warme und ebenso Wérme (z. B. durch Wérme-
ausdehnung gegen den duBeren Druck) in mechanische Arbeit umgewandelt werden.
Thermische Energie und mechanische Arbeit stellen daher fiir sich allein keine
ZustandsgroBen des thermodynamischen Systems dar, sondern kennzeichnen
flieBende bzw. iibertragene Energien.

Durch die Ubertragung von Wirme und durch die Verrichtung von Arbeit wird -die .
,» Vorratsenergie‘ des thermodynamischen Systems, d. h. seine gespeicherte Energie,
vergrofBert. Zum Unterschied von Wirme und mechanischer Energie a8t sich der
Energievorrat eindeutig fiir das System definieren. Er gibt die Menge der vom
System auf die Umgebung in Form von Wirme oder mechanischer Arbeit iibertrag-
baren Energie an. Diese Gro8e heillt innere Energie U des Systems. Sie stellt eine
ZustandsgréBe des Systems dar.

Erster Hauptsatz

Die Erfahrung, daB sich die Erhshung dU der inneren Energie aus dem Zuflu$ $Q
an thermischer Energie und aus der verrichteten Arbeit —p dV zusammensetzt,
wird im ersten Hauptsatz formuliert:

| aU =50 —pav |. (5)

Die innere Energie U 148t sich als eindeutige Zustandsfunktion der Temperatur 7'
und des Druckes p oder des Volumens V darstellen. Fiir die Anderung der inneren
Energie wird daher das totale Differential dU geschrieben. Dagegen 1a8t sich die
zugefiihrte thermische Energie nicht als eindeutige Zustandsfunktion beschreiben.
Der FluB der thermischen Energie wird daher nicht durch ein totales Differential
dargestellt. o

Der erste Hauptsatz wird auch in der Form

3Q =dU + pdV (5a)

geschrieben. Setzt man voraus, daB das System mit seiner Umgebung im Gleich-
gewicht steht, d. h. der Druck des Systems mit dem duBeren Druck p iibereinstimmt,
so besagt (5a): Die einem System zugefiihrte thermische Energie 3@ wird von diesem
zur Erh6hung seiner inneren Energie um dU und zur Arbeit p dV gegen den duBeren’
Druck verwendet.
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Temperatur und Beschaffenheit eines thermodynamischen Systems

Die Erhshung der inneren Energie ist entweder mit der Erhohung der Temperatur 7'
des thermodynamischen Systems oder mit der Anderung seiner Beschaffenheit
verbunden, z. B. beim Schmelzen oder Erstarren. Die Erhohung der Temperatur
in Abhingigkeit von der zugefiihrten thermischen Energie hangt von der spezifischen
Wirmekapazitit ¢ des Systems ab. Sie gibt die Energie an, die je Kilogramm zur
Erhohung der Temperatur um ein Kelvin erforderlich ist. Einem Kérper der Masse m
mit der spezifischen Warmekapazitit ¢ ist zur Erhéhung der Temperatur um A7
die Energie

AW = mc AT (6)

zuzufiithren. ¢ kann sowohl vom Druck als auch von der Temperatur abhidngen.

Die Energie zum Schmelzen von einem Kilogramm eines Korpers heit spezifische
Schmelzenergie, die entsprechende Energie zum Sieden spezifische Siedeenergie. Die
innere Energie wird im allgemeinen bis auf eine willkiirliche Konstante U, an-
gegeben, die vom Bezugspunkt abhingt.

Beispiel 1.1.4. Innere Energie des Wassers

Die spezifische Warmekapazitat des Wassers betragt ¢ = 4,2 kJ kg—1 K1, die spezifische
Schmelzenergie 332 kJ kg~1. Beim Schmelzen von 1 kg Eis und anschheﬁender Erwirmung
des Wassers auf 50°C erho6ht sich die innere Energie um

AU = (332 +1-4,2.50) kJ = 542 kJ.

Wiahlt man als Bezugspunkt die innere Energie des Wassers von 0°C, so hat 1 kg Eis von
0°C die innere Energie —332 kJ, 1 kg Wasser von 50°C die innere Energie +210 kJ.

Molare Wirmekapazitit und thermodynamische Zustandsfunktionen

Bei Gasen wird die Warmekapazitdt im allgemeinen nicht auf ein Kilogramm,
sondern auf ein Kilomol bezogen und als molare Wirmekapazitit C bezeichnet. Die
molare Wirmekapazitdt bei konstantem Volumen wird mit Cy, bei konstantem
Druck mit C, bezeichnet. C, ist um den bei der Konstanthaltung des Druckes zu
Verrlchtenden Betrag der Volumenarbeit groBer als Cy.

Fiir die Anderung der inneren Energie als Funktion der Temperatur 7' und des
Volumens V folgt

oU oU
d{]:(ﬁ) dV—|—( ) dr. (7

Bei konstantem Volumen ergibt sich nach (6), wenn man die innere Energie auf ein
Kilomol bezieht, )

oU
or=(57), ®

mit
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woraus

T
U=U,+ [ CydT (9)
To

folgt. Darin gibt‘ U, die innere Energie bei der Temperatur 7', an.
Einen &éhnlichen Zusammenhang erhélt man fiir die molare Wérmekapazitit C,,
wenn man die Zustandsfunktion

[ H=U+ pV (10)

einfiihrt. H heit Enthalpie. Die Enthalpie ist ebenso wie die innere Energie eine
Zustandsfunktion, die aus meBbaren Grofen bestimmt werden kann.
Fiir das Differential der Enthalpie ergibt sich

dH =dU + pdV + Vdp.. (11)
Aus dem ersten Hauptsatz () folgt damit

dH = 3Q + V dp. (12)
Bleibt der Druck unveriandert, so erhalt man

aH = (3Q),.- — (13)

Bei einem isobaren ProzeB gibt die Zunahme der Enthalpie die von aufen zugefiihrte
thermische Energie an. Die Enthalpie H charakterisiert daher die bei konstantem
Druck dem System zu entnehmende thermische Energie.

Bei technischen Wirmeprozessen, z.B. im chemischen Reaktor, durchflieBen
Arbeitsstoffe im allgemeinen das thermodynamische System unter gleichbleibendem
Druck. Dabei geben sie ihre thermische Energie ab. Fiir diese Prozesse wird zweck-
méBig die Enthalpie H betrachtet. . _

Bezeichnet (3Q), die notwendige Zufithrung von thermischer Energie, wenn bei
konstantem Druck die Temperatur um d7' erh6ht werden soll, so gilt nach (11)
and (13)

(3Q), = dH = dU + pdV = 0, dT. (14)
Darans folgt
oH\
= (&), 9
bzw.
T
H=H,+ [ C,aT. (16)
To

Fiir das ideale Gas erhilt man aus (7), (14) und auf Grund der Definition (10) der
Enthalpie : '

(Cy — Cy) AT = dH — AU = d(pV) = RdT
bzw.
Op -— OV == R. (17)

9 Schilling, Warme
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Beispiel 1.1.5. Innere Energie des einatomigen idealen Gases

Das ideale Gas aus einatomigen Molekiilen hat die molare Warmekapazitit bei konstantem
Volumen Cp = 1,5R, wobei R = 8,314 kJ kmol-1 K- die allgemeine Gaskonstante be-
zeichnet. Bei Erhohung der Temperatur um 1 K erhéht sich demnach die innere Energie des
idealen einatomigen Gases, bezogen auf ein Kilomol, um

dU =1,5-8,314 kJ = 12,47 kJ.

Beispiel 1.1.6. Enthalpie des einatomigen idealen Gases
Bei 0°C und normalem Luftdruck betrigt das molare Volumen des idealen Gases

22,4 m® kmol-!, der Volumenausdehnungskoeffizient o= % K-1, Das Volumen eines

Kilomols vergroflert sich daher bei Erhhung der Temperatur um 1 K um

224

273

Dabei verrichtet das Gas gegen den duBeren Luftdruck die Arbeit
pdV =101,3-10%-0,082 J = 8,31 kJ.

Seine innere Energie erh6ht sich nach Beispiel 1.1.5 um 12,47 kJ. Insgesamt ist zur
Erhohung der Temperatur um 1 K bei konstantem Druck somit dem System die Energie

(3Q), = (12,47 + 8,31) kJ = 20,78 kJ

dV = m3 = 0,082 m3.

zuzufithren.
Berechnet man diese Gréfe aus der Enthalpie, so folgt, bezogen auf ein Kilomol,
dH = C, dT,
d. h., wegen
5
C,=—R
P 2 \
erhdlt man
dH = -% - 8,314 kJ = 20,78 kJ.
P Probleme
1.1. Brennwert und Heizwert

er Brennwert H eines Stoffes gibt die bei vollstandiger Verbrennung unter normalem Luft
uck frei werdende Energie je Kilogramm an. Er bezieht sich auf 20°C Endtemperatur. Da
>i den chemischen Reaktionen frei werdende Wasser liegt fliissig vor. Dagegen kennzeichne
;r Heizwert H, die frei werdende Energie fiir Wasser im dampfférmigen Zustand.

ie chemische Umwandlung von Kohlenstoff und von Wasserstoff vollzieht sich gema 3

C + 0, - CO, + 406 MJ kmol-1, (1

H, + _;— 0, - H,0 + 241 MJ kmol2, 2
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wobei die angegebenen Enérglen Heizwerte bezeichnen. Die Verdampfungsenergie des Wassers
von 20°C betrigt 2,453 MJ kg, Berechnen Sie die Verbrennungsenergien und die Heizwerte
beider Stoffe.

Losung:

Da Wasser die molare Masse 18 kg kmol~! hat, erhdlt man fiir die Verdampfungsenergie
= 2,453 - 18 MJ kmol—! = 44,15 MJ kmol-!.

Nach (1) geht die Verbrennung von Kohlenstoff ohne Wasserbildung vor sich, wihrend bei der
Verbrennung von Wasserstoff nach (2) je Kilomol Wasserstoff ein Kilomol Wasser entsteht. Die
Verbrennungsenergie des Kohlenstoffs ist daher gleich ihrem Heizwert:

(H)e = (Hy)c- ®3)

Dagegen erhilt man den Brennwert des Wasserstoffs, indem man die Verdampfungsenergie
zum Heizwert addiert:

Mit den vorgegebenen Zahlen folgt
(H)co, = (Hy)co, = 406 MJ kmol-1,
(H)m, = (Hy)m, + @ = 241 MJ kmol-! + 44 MJ kmol-! = 285 MJ kmol-*.

Beriicksichtigt- man die molaren Massen, so erhdlt man fir die Umwandlungsenergien je-
Kilogramm

406

(H)c = (Hy)e = 5 MI kg? = 33,8 MT kg™,
285

H)g, = —— MJ kg! = 141 MJ kg™?,

(H)w, 2,02 g g
241

Hym, = —— MJ kg1 = 119 MJ kg-1.

( u)H, 2,02 g g

H wird auch als oberer, H, als. unterer Heizwert bezeichnet.

1.1.2. Energie der Sonne (Kernfusion)

"Quelle der Sonnenenergie ist die Umwandlung von Wasserstoff in Helium. Dabei laufen die
folgenden Prozesse ab:
1. H4+H-—>{H+ e +v. (1)

Zwei Wasserstoffkerne fusionieren zu einem Deuteriumkern. Zuséatzlich entstehen ein Positron
sowie ein Neutrino, das die Ruhmasse Null hat.

2. H + 1H — iHe + v. (2)

Ein Deuteriumkern und ein Wasserstoffkern fusionieren zu einem 3He-Kern, wobei eine
zusétzliche Strahlung auftritt.

3. 3He 4+ $He — 3He + IH 4 1H. (3)

2%
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Zwei $He-Kerne fusionieren zu einem 4He-Kern (u-Teilchen, m, — 6,64473 - 10-% kg). Zu-
sitzlich entstehen zwei Wasserstoffkerne.
Berechnen Sie aus dem Massendefekt die frei werdende Energie.

Losung:

Im Endeffekt ergibt die Fusion von vier Wasserstoffkernen nach (1) bis (3) einen Heliumkern
und zwei Positronen unter Ausstrahlung von Energie:

41H — iHe + 2,0 + W. (4)

Die Ruhmasse des Wasserstoffkernes ist identisch mit der Ruhmésse des Protons, die des
Heliumkernes identisch mit der des «-Teilchens. Es ergibt sich aus dem Massendefekt

W = (dmp — 2me — my) 2, (5)
mit den vorliegenden Zahlen
| W= (4-1,67265 — 2-0,00091 — 6,64473) - 10727 . (2,998 - 108)2 J
= 3,9590 - 10712 J = 24,71 MeV.

Bei der Efzeugung dieser Energie sind vier Wasserstoffkerne beteiligt. Je Kilogramm Kern--
brennstoff erhilt man somit

0,25 - 6,02 - 1026 . 3,96 - 10-15
1,008

Wig = kJ kg-! = 5,91 - 10 kJ kg1,

1.1.3. Urankernspaltung

Von den Isotopen des Urans zerfillt der Kern 233U bereits beim Beschu8 mit thermischen Ionen.
Als kurzlebiges Zwischenprodukt entsteht 23iU, das in zwei Kerne zerfillt, deren Massen sich
etwa wie 11: 7 verhalten. Auch sie zerfallen weiter. AuBlerdem . entstehen zwei bis drei Neu-
tronen, die zur Kettenreaktion fithren. i

Untersucht werde die Reaktion
28U + in — 23U — 52Kr 4 14¢Ba.

b 1

Infolge der zwischen den Kernbausteinen wirkenden Anziehungs- bzw. Bindungskrifte ist
die Masse eines schweren Kernes geringer als die Summe der Massen seiner einzelnen Bestand-
teile. Fiir die an der Reaktion (1) beteiligten Kerne'sind die Bindungsenergien aus Tabelle 1.1.2
zu entnehmen.

Berechnen Sie die bei der Kernspaltung nach (1) frei werdende Energie und den Massendefekt.

Bestimmen Sie die frei werdende Energie je Kilogramm ?33U.

Losung:

Es bezeichne my die Masse des Kernes, Z seine Ordnungszahl, M seine Massenzahl (Summe der
Protonen und Neutronen). Fiir die Bindungsenergie des Kernes folgt daraus
W = c® Amg = c*[Zmy, + (M — Z) m, — my]. (2)

. Amyg bezeichnet die Massendifferenz bzw. den Massendefekt. Der Zerfall des Kernes K in die
Kerne K, und K, gemi8

YK~ UK, + 7K, 3)
ist mit dem Massendefekt

Am = mg, + mg, — mg (4)
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verkniipft. Beriicksichtigen wir

Z=12,+ 2%, M=DM + M, (5)
so folgt aus (4)

Am = Amg — Amg, — Amy,, (6)

wobei Amyg, und Amy, die Massendifferenzen bei der Bildung der Kerne K, und K, angeben.
Fithrt man die Bindungsenergien ein, so ergibt sich

AW = Amet = Wy — Wy, — Wy, (7)
Mit den Werten nach Tabelle 1.1.2 folgt
AW = (1766 — 1190 — 793) MeV = —217 MeV .

Bei der Spaltung des Uranatoms liegt daher eine stark exotherme Reaktion vor. Fiir den
Massendefekt erhélt man
_217-1,60- 1071

Am = kg = 3,86 - 10~ kg,
" (3- 1097 g 8

im Vergleich zur beteiligten Masse my

Am 3,86 - 10-2

m  235-1,67- 1027 0,0984% -

Das ist fast ein Tausendstel. .
Im Mittel rechnet man mit 200 MeV frei werdender Energie. Danach wird je Kilogramm 532U
bei vollstindiger Spaltung die Energie

_200-1,60-10-1%.6,02 -10%

Wie = 235 J kg™t = 8,20 - 1010 kJ kg~!
= 22,8 - 108 kWh kg?
frei.
1.14. Nutzung der Sonnenenergie

Der Erde werden an diffusem Sonnenlicht wahrend der Sonneneinstrahlung im Mittel

1,37 kW m~—2 zugestrahlt. Infolge der Verluste durch Streuung und Absorption in den Luft-
schichten erreichen davon nur 340 W m—2 die Erdoberfldche, in Berlin 110 W m~2,

Bild 1.1.1. Anlage zur Nutzung der Sonnenenergie. K Kaltwasser,
W Warmwasser, KP Kollektorplatte mit transparenter Beschichtung
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Zur Warmwasserbereitung wird ein Sonnenenergiesammler nach Bild 1.1.1 verwendet. Er
ermoglicht Wassertemperaturen von 60 bis 80°C. Durch transparente Beschichtung der
Fldche, auf die die Strahlung auftrifft, wird die Riickstrahlung vermindert, so dal 609, der
einfallenden Energie aufgenommen werden. Die gewonnene Wirmeenergie kann mittels
eutektischer Salze gespeichert werden. Sie schmelzen bei Wirmezufithrung und behalten den
fliissigen Zustand bei, bis sie ihre Warmeenergie wieder abgegeben haben.

Die Flache der transparenten Beschichtung betrage 4 = 35 m?. Das Wasser werde mit 10°C
in die Anordnung eingelassen und verlasse sie mit 60°C. Verluste durch Ableitung seien zu
vernachlissigen. Berechnen Sie die DurchfluBmenge des Wassers, wenn eine Sonneneinstrah-
lung senkrecht zur Oberfliche mit einer Intensitidt gleich dem Mittelwert fir Berlin ange-
‘nommen wird. '

Losung:

Bezeichnet S die Dichte der senkrecht auftreffenden Strahlung, n den Wirkungsgrad, so
erhilt man fiir die in der Zeiteinheit zur Verfiigung stehende Energie
W =n84. (1)

Das Wasser wird um AT erwirmt. Seine spezifische Wiarmekapazitéit sei ¢, seine Durchlauf-
menge 72. Fiir die von ihm in der Zeiteinheit aufgenommene Wiarme folgt

Q = mc AT. ’ (2)
Beide Grofen miissen gleich sein:
W =q. (3)
Wir setzen (1) und (2) in (3) ein und lésen nach 7 auf. Es ergibt sich
=154 @
c AT

Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir (vgl. Tabelle 1.1.3)
= 0,60 - 0,110 - 3600 - 35
- 4,250

kg ht = 39,6 kg h-?.

Die Anordnung erméglicht, unter den angegebenen Voraussetzungen je Stunde fast 401
Wasser von 10°C auf 60°C zu erwirmen.

1.1.5. Wasserkraft

Das Wasserkraftwerk Hohenwartha hat einen mittleren Wasserdurchlauf V = 135 m3 s1.
Der Hohenunterschied betrigt 2 = 305 m. Fir den mittleren Wirkungsgrad ist = 0,8 zu
setzen. Wie groB ist die mittlere Leistung des Wasserkraftwerkes?

Losung:
Die Leistung errechnet sich aus
P = rhghn, (1)

worin )
m = V@\v (2)

die Masse des je Sekunde durchstrémenden Wassers angibt. gw = 10% kg m=3 bezeichnet die
Dichte des Wassers. Mit den angegebenen Werten erhalten wir

P =135-10%-9,81-305-0,8 W ='323 MW.
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1.1.6. Stromungsenergie der Luft

Der Fligel eines Windrades kann bis zu 389, der kinetischen Energie der auftreffenden
Luftstromung aufnehmen (Leistungsbeiwert der Windkraftanlage ¢y, = 0,38). Fiur den Wir-
kungsgrad bei der Umsetzung dieser Energie in elektrische Energie ist mit # = 0,80 zu rech-

nen. Bestimmen Sie auf Grund dessen die Leistung eines Windrades mit dem Durchmesser
D = 12,5 m bei einer Windgeschwindigkeit w = 10 m s,

Losung:

Je Sekunde trifft auf die Windradfldche 4 die Massenstrémung 77 mit der Geschwindigkeit w.
e ist durch

m:g—;Aw (1)

gegeben. gp = 1,22 kg m—3 bezeichnet die Luftdichte. Die Energiestromung auf die Windrad-
flache ist durch -

. m
W=—u? 2
~w @)
bestimmt. Fiir die Leistung des Windrades folgt daraus
P =ey % Aus. - 3)
Mit den vorgegebenen Zahlen erhalten -wir

P = 0,80 - 0,38 1—52 . % 12,502 108 J 51 = 22,8 kW.

1.1.7. Spezifische Wirmekapazitit des idealen Gases

Fiur das ideale Gas gilt als Beziehung zwischen seinem Druck p, seinem Volumen V und seiner
Temperatur 7'

Darin bedeutet I R = 8,314 kJ kmol-1 K- | die universelle Gaskonstante. » gibt die Stoff-
menge (Anzahl der Kilomol) an:

m

M bedeutet die molare Masse (Masse je Kilomol), m die Masse des Gases. Die molare Warme-
kapazitdt bei konstantem Volumen

oU
ov=(37), ®,

kann aus dem Gleichverteilungssatz der klassischen Physik bestimmt werden. Danach ist die
innere Energie U eines thermodynamischen Systems aus N Teilchen, -die jedes den Freiheits-
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grad f besitzen, durch

NfET

4

U =

4)

bestimmt, wobei

k = 1,380662 - 10 J K- |

die Boltzmann-Konstante angibt (vgl. 1.3.).
Berechnen Sie danach die spezifische Wiarmekapazitat fiir das ein-, zwei- und dreiatomige Gas
bei konstantem Volumen und bei konstantem Druck sowie den adiabatischen Koeffizienten

(6)
Vergleichen Sie das Ergebnis mit Tabelle 1.1.3¢c.

Losung:

Die Teilchen des einatomigen Gases kénnen sich nach allen drei Richtungen des Raumes be-
wegen: Jeder Geschwindigkeitsvektor ist durch drei Komponenten bestimmt. Jedes Teilchen
des einatomigen Gases besitzt daher f = 3 Freiheitsgrade der Translation. Bei den zwei-
atomigen starren Molekiilen, d.h. zweiatomigen Molekiilen mit konstantem Abstand der
Atome, kommen zu den drei Freiheitsgraden der Translation zwei Freiheitsgrade der Rotation
hinzu. Das zweite Atom des Molekiils kann um das erste rotieren und dabei simtliche Punkte
auf einer Kugel, d. h. auf einem zweidimensionalen Gebilde, iiberstreichen. Insgesamt besitzt
das zweiatomige starre Molekiil f = 5 Freiheitsgrade.

Beim starren dreiatomigen Molekiil kann sich das dritte Atom nur noch auf einer Kreisbahn,
einem eindimensionalen Gebilde, bewegen. Das starre dreiatomige Molekiil bes1tzt f=286
Freiheitsgrade, drei der Translation, drei der Rotation.

"Werden zusitzlich Oszillationen ausgefiihrt, so kommen beim zweéiatomigen Molekiil durch die
Schwingung der beiden Teilchen gegeneinander zwei Freiheitsgrade hinzu, und zwar einer
der kinetischen, einer der potentiellen Energie. Es ist daher mit f = 7 zu rechnen.

.Das n-atomige Molekiil wird fiir » = 3 durch 3n Koordinatenangaben beschrieben. Drei
Freiheitsgrade entfallen auf die Translation, drei auf die Rotation, somit 3» — 6 auf die
Oszillation, die nach der klassischen Theorie doppelt zu zdhlen sind. Beim dreiatomigen
oszillierenden Molekiil ist daher f = 8 + 3 4 6 = 12. Nach (3) und (4) erhalt man fiir die
molare Warmekapazitit bei konstantem Volumen

Cy = % Nk (6a)

bzw. in Verbindung mit (4)
(D)kmor = CVT- (6)

In (6a) bezeichnetl N, = 6,022045 - 10% kmol -1 | die Avogadrosche Konstante (Anzahl der

Molekiile je Kilomol). Das Produkt aus der AvocaDproschen Konstanten und der BoLTzamaNx-
Konstanten ergibt die universelle Gaskenstante )

| R — Nk = 8,31441 kJ kmol-? K-1 | ™
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N
Fiur die molare Wiarmekapazitit bei konstantem Volumen erhédlt man somit

Op = % R. (8)

Die molare Wiarmekapazitdt bei konstantem Druck ist durch

0
0 ()
P
bestimmt. Fiir die bei konstantem Volumen oder konstantem Druck zugefithrten thermischen
Energien kann man )

(3Q)y = Cy 4T, (@), = Cp dT (10)
schreiben. Nach dem ersten Hauptsatz ergibt sich

(3Q), = (3Q)y + p AV - (11)
oder

Cpdl =CydT 4 pdV. (12)

Bei konstantem Druck gilt nach der allgemeinen Gasgleichung (1) fiir n = 1
pdV = RdT. (13)
Hieraus folgt durch Einsetzen in (12)

0, =Cyp+ R | (14)

Fir die molaren Warmekapazititen der Gase mit ein-, zwei-, dreiatomigen Molekiilen folgt
somit, wenn die Freiheitsgrade der Oszillation nicht angeregt sind,

CV(lstarr) —_ i R, Cp(lstarr) — _g_ R,
O, (2starr) — _5_ R O (2starr) — _Z_ R (15)
14 s P ) ’
OV(3sta1'1') =: 3R, Op(:istarr) — 4R.
Dagegen erhilt man bei Molekiilen, deren Oszillationen voll wirksam sind,
Oy _3 R, cw_ 5 R,
2 P 2
7 9 (16)
Cy® =— R, c,® = — R,
v 2 » 2
Oy® = 6R, C,® = TR.
Fir die adiabatischen Koeffizienten % = C,/Cy folgt
Z(lstarr) —_ 1,667, %(zstarr) — 1’4’ %(3starr) —_ 1’333;
17)
#) = 1,667, =2 = 1,286, %8 = 1,167.

Der Vergleich mit Tabelle 1.1.3¢ zeigt bei Argon Ubereinstimmung bis auf wenige Promille.
Bei Wasserstoff sind fiir tiefe Temperaturen unter 100 K offensichtlich nur die Translationen
wirksam. Gute Ubereinstimmung mit dem starren Modell zeigt sich erst bei Temperaturen
ab 250 K bis etwa 1000 K. In diesem Bereich sind die Rotationen praktisch voll wirksam,
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die Oszillationen aber noch nicht angeregt. Erst fiir sehr hohe Temperaturen um 2000 K bis
2500 K sind auch die Oszillationen wirksam. Ahnlich liegen die Verhiltnisse beim drei-
dimensionalen Kohlendioxid. Die Beziehung (14) ist allgemein gut erfiillt.

1.1.8. Isotherme und adiabatische Prozesse bei idealen Gasen

Ein Kilomol Sauerstoff befinde sich im Normzustand 7T, = 273,2 K, p, = 101,3 kPa. Es
werde auf p = 10,13 kPa entspannt, und zwar einmal in einem isothermen ProzeB, bei dem
seine Temperatur 7' = T, konstant bleibt, das andere Mal in einem adiabatischen Proze,
bei dem kein Wiarmeaustausch mit der Umgebung zugelassen wird. Bestimmen Sie allgemein
fiir einen isothermen und fiir einen adiabatischen Prozef} die Zustandsfunktion

?=2p(V) @)

und die Verkniipfung mit der Temperatur. Wie verdndern sich die Zustandsgré8en im vor-
liegenden- speziellen Fall? Sauerstoff ist dabei als ideales Gas zu behandeln.

Losung:
1. Isothermer Prozefl

Nach'der allgemeinen Gasgleichung schreiben wir

Po J [} nR1T [}
= = . 2

Die nach'(2) sich ergebenden Kurven im p,V-Diagramm heiBen Isothermen (s. Bild 1.1.2).

g

S - Bild 1.1.2. Isotherme (

~———

) und Adiabate (— — — —)

2. Adiabatischer Proze
Nach dem ersten Hauptsatz besteht fiir adiabatische Prozesse 3Q = 0 die Differentialgleichung

dU + pdV = 0. (3)
Auf Grund des Gleichverteilungssatzes (1.1.7./6) gilt, bezogen auf ein Kilomol,
dU = Cp dT. 4)

Andererseits besteht fiir das ideale Gas nach der allgemeinen Gasgleichung (1.1.7./1) die
Beziehung
’ d(pV) = RAT,

auf Grund derer man

4T — 1% (pdV + V dp) (5)
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setzen kann. Ferner ist nach (1.1.7./14)
Cp, — Cy =R. (6)
Damit folgt aus der Differentialgleichung (3) der Adiabaten

— Y (pav 4 Vap) +pav =0
C, —Cy
bzw.
dp av
P _ 2. 7
- * (M)
Darin bedeutet
[
N 8
*=0, ®
In der Differentia_lgleichuhg (7) sind die Variablen getrennt, und man erhilt als Losung
w2 L m (—V—") bzw. pVx = pyVor.. ©)
Do Vo 14
Da » > 1 ist, verlduft im p,V-Diagramm die Adiabate
p = % (C; Konstante) 9a)

steiler als die Isotherme nach (2) (vgl. Bild 1.1.2). Durch Hinzuziehung der allgemeinen
Gasgleichung ergeben sich zwischen p und 7" bzw. ¥V und 7' die Beziehungen

T’cpl—x — Toxpol—n — 02’ Ty*1 — T'Vox—l — 03 . (10)
(C,, C3 Konstanten).

Im vorliegenden speziellen Fall vergrofert sich durch den isothermen Proze$ nach (2) das
Gasvolumen auf

g poVo _ 1013

- 22,4 m® = 224 m?.
P 10,13

Fir den adiabatischen Prozefl erhilt man nach (9)

1 5 .
y— (2\" p, = (M 7 99,4 m® — 116 wd.
s 10,13

Die Temperaturen errechnen sich nach (10):

1—x 2
T=T, (ﬁ) * —92732.10 7 K = 141,5K.
P
1.1.9. Carnotscher Kreisprozes

Wiérmekraftmaschinen wandeln Wiarme in mechanische Arbeit um. In einem ideallaufenden
Viertaktmotor wird das Arbeitsmedium zunéchst isotherm, danach adiabatisch komprimiert.
Der anschliefende EntspannungsprozeB verlauft ebenfalls zunéchst isotherm, danach adiaba-
tisch. Er fithrt das Arbeitsmedium in den Ausgangszustand I zuriick, so dafl insgesamt ein
KreisprozeB durchlaufen wird (vgl. Bild 1.1.3). Im folgenden wird als Arbeitsmedium ideales
Gas vorausgesetzt.
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Bestimmen Sie allgemein die bei den einzelnen Arbeitstakten umgesetzten Energien. Welche
Leistung und welcher Wirkungsgrad lassen sich maximal erzielen, wenn das Zylindervolumen
Vz = 9000 cm?® betrigt, die Temperatur in der Brennkammer 7', = 1800 K, die Temperatur
des Auspuffgases T, = 650 K? Wie grof ist das Volumen des Verdichterraumes V, zu wihlen,
wenn der Verbrennungshéchstdruck p, = 10 MPa betrigt? Als Arbeitsmedium. werde Luft
mit einem Zusatz gasférmiger Verbrennungsprodukte vorausgesetzt (x = 1 ,40). Die Anzahl der
Umldufe betrage 1500 min—2.

oh
3 .
[ \ L !
|,
1 Bild 1.1.3. Carnotscher Kreisproze3
» im p,V-Diagramm
— 7T P gr

Liisung:

Bei den isothermen Vorgingen blelbt dle innere Energie unverdndert. Nach dem ersten
Hauptsatz gilt daher

(p dV)r = (3Q)7- 1

Die mechanische Energie wird aus der zugefiithrten thermlschen Energie gedeckt. Dagegen sind
die adiabatischen Vorgénge durch 3@ = 0, d. h.

(P dV)se=0 = (—dU)se=o, @)

gekennzeichnet. Bei ihnen ergibt sich die mechanischie Energie aus der umgesetzten inneren
Energie.

Bei der isothermen Komprimierung 7—2 wird dem Gas bei der Temperatur T; mechanische
Arbeit W, von auBen zugefithrt; (p dV), ist negativ. Das Gas gibt an seine Umgebung die
Energie @, als Wirme ab. Fir die umgesetzten Energien erhélt man

Vs

Qo= Wi = fp ar. (3)
Vi

Auf Grund der Gasgleichung pV = nRT kann man

Q= Wiy = n&T, [ & —arr,m 22 )
v v,
Vi

schreiben.

Der anschlieBende adiabatische Komprimierungsproze fithrt dem Gas mechanische Energie
zu (W,3 < 0), ein Wirmeaustausch mit der Umgebung wird jedoch verhlndert so daB nach (2)
die innere Energie ansteigt:

Vs
Wy = /‘PdV:V_(U:z"Uz)="”%R(To—T1)- (5)
Ve
Fiir die isotherme Entspannung ergibt sich analog (4)

Qag = W3y = nRT, In ‘II% s (6)

3
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fiir die adiabatische Entspanung analog (5)

Wy =n ’2— B(Ty — T)) = —Wps. (7
Zwischen den Volumina 148t sich eine einfache Beziehung ableiten. Nach (2) gilt
(T)oms = T s = (477 o ©
T Jse=0 T Jse=0 V Jse=0
woraus ’
v, Vs
ﬂ:nR ﬂ:annﬁ, 9)
T 4 Vs
U, v
U, Vi
dU dv V.
— =aR | — =nRln L 10
T n. v 2R In T (10)
U, Vp

folgt. Andererseits ist
dU=n%RdT, (11)

so daBl man

U, U,

N T
W _ L pnTe W Llrnh (12)
T 2 T, T 2 T,

U, Ue

erhilt. Durch Vergleich mit (9) und (10) ergibt sich

V. V
V_l = V_° (13)
2 -3
Anstelle (6) kann man daher
v,
Q39 = Wso. = nRT,In A (6a)

2

schreiben. Wahrend der isothermen Entspannung wird dem System durch das Antriebsmittel
die thermische Energie

@ =Qs =nRTyIn —I;—z (14)

1

zugefithrt. Die bei der isothermen Komprimierung als Warme frei werdende Energie Q,, geht
fir den Prozef nutzlos an die Umgebung. Das System setzt die Warmeenergie @ in die nutzbare
mechanische Energie

W= Wi+ Wo + Wy + Wo, =nR(Ty —T1) In V_l (15)

2

um. Sie ergibt sich im p,V-Diagramm aus der Fldche gs p dV nach Bild 1.1.3.
Fir den Wirkungsgrad erhilt man i

W T,—T,
p=—="1 16
Q T, (16)
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Im vorliegenden Fall folgt

N = Lofsgoﬁq- = 0,639. (17)

Infolge unvermeidlicher Verluste durch Reibung und durch Ableitung sowie durch Abweichen
von den idealen Verhiltnissen werden praktisch nur Werte um 0,35 erreicht.

Das Volumen V, =V, des Verdichterraumes und der Verbrennungshéchstdruck p, = p;
ergeben sich aus (1.1.8./10) in Verbindung mit (13). Man erhilt

- G - B
V2 y2 Ve Vo T,
Aus der Verkniipfung zwischen dem Volumen und der Temperatur folgt
1
L —2,5
Vo= Vg Lo\ims _ 9000 cm3 1800 =705 cm3.
T, 650
Setzt man p, gleich dem normalen Luftdruck 0,1 MPa, so ergibt sich weiter
3,5
P = 0,1 - 108 LY Pa = 3,53 MPa.
650
Wegen p,V, = p,V, folgt daraus
v, = PoYo _ 353 05 s — 249 ome.
Pe 10

Damit kann auch die Arbeit je Umlauf berechnet werden. Nach (15) ist, wenn man die Gas-
gleichung sowie (13) beriicksichtigt,

V. 14 V
W = nR(Ty — T;) In V—“l’ = ”;—oc (Ty — Ty In 7% (19)
mit den vorgegebenen Werten
. 108 . .10-¢
W= 10 10°- 249 - 10 (1800 — 650) - 2,30 - Ig 705 J=1,65kJ.
1800 249

Je Sekunde erfolgen 25 Unliufe. Die Leistung betragt somit
W =25-1,65 kW = 41,25 kW.

1.1.10. Wirmepumpe

Zur Versorgung eines groflen Komplexes mit thermischer Energie wird eine Warmepumpe mit
der Leistung W = 10 MW projektiert. Es soll die Temperatur 373 K aufrecht erhalten werden.
Die Wirmeenergie ‘wird einem Warmespeicher entnommen, der mit Hilfe der Sonnenenergie

auf 333 K gehalten wird (vgl. 1.1.4.).
Berechnen Sie die hierfiir erforderliche mechanische Leistung. Wie groB ist der Wirkungsgrad

der Warmepumpe?
Losung:

Bei der Wiarmepumpe verlduft der Kreisproze im p,V-Diagramm im mathematischen Dreh-
sinn, d. h. dem des Verbrennungsmotors entgegengerichtet.
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Legt man Bild 1.1.3 zugrunde, so nimmt nach (1.1.9./7) wéhrend des adiabatischen Kompri-
mierungsprozesses I—0 das System mechanische Energie auf, um die sich seine innere Energie
erhoht:

~(Uy = U = W= nL ReT, — 1) <0, )

Wihrend des anschliefenden isothermen Komprimierungsprozesses 0—3 gibt das System fir
die aufgenommene mechanische Energie thermische Energie ab:

: V
Qos = Wos = —nRT, In V_o . (2)
3

Sie wird dem Verbaucher zugefiihrt.
Wihrend der adiabatischen Entspannung 3—2 gibt das System mechanische Energie ab und
verringert dabei seine innere Energie. Nach (1.1.7./5) erhdlt man

f

Wep=—(U,—Uy) =Up — Uy = —n Y R(T, — Ty)- (3)

Der abschlieBende isotherme Entspannungsproze 2—1 fihrt der Umgebung mechanische
Energie zu. Die hierfiir erforderliche thermische Energie wird dem Wirmespeicher entnommen.
Nach (1.1.9./4) folgt ’

Wy =@y = nRT, In L. nRT; In .&, @
Vs Vs

Der Wirmepumpe ist somit mechanische Energie zugefithrt worden:

vV
W= Wy + Wes + Wy + Wy = nR(Ty — To) In V_o . (5)
3
Sie gibt dafiir nutzbare Warme ab:

Q = Qp; = —nRT,In % (6)
3

Als Verhiltnis zwischen der nutzbaren thermischen Energie und der aufgenommenen mecha-
nischen Energie folgt

’7w1>=-|ﬂ=——To .
W T, — 1T,

(7
Diese Gré8e, in der Praxis als Leistungsziffer bezeichnet, gibt das Verhiltnis zwischen der
nutzbaren thermischen Energie und der aufgewandten mechanischen Energie an, hat also
die Bedeutung eines Wirkungsgrades. Im vorliegenden Fall erhidlt man

373
=2=_—0923.
Twe 40

Um bei der Zufﬁhrung von Wirme eine Leistung von 10 MW aufrechtzuerhalten, ist somit nur
eine mechanische Leistung von 1,1 MW aufzubringen. *
Aus dem Vergleich mit (1.1.9./16) folgt

1
mwp =1, d.h. nwp= P
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Al11.

A11.2.

A1.1.3.

Al.14.

A1.15.

A1.1.6.

A1.1.7.

A1.1.8.

A1.1.9.

A 1.1.10.

A t1.1.11.

A1l.1.12.

A1.1.13.

A1.1.14.

Aufgaben

Benzin hat den Brennwert 46,0 MJ kg~!. Bei der Verbrennung entstehen je kg
Benzin 1,1 kg Wasser. Berechnen Sie den Heizwert des Benzins. ]
Methan hat den Brennwert 890 MJ kmol~!. Bei der Verbrennung entstehen je
Kilomol Methan 2 kmol Wasser. Berechnen Sie den Brennwert und den Heizwert
des Methans je Kilogramm (W = 16 kg kmol-).

Ein Wohnraum werde durch 100 m? Flidche abgegrenzt. Der Warmedurchgangs-
koeffizient betrage im Mittel 10 kJ m~2 h—! K-1. Welche Masse ist fiir die Heizung
aufzubringen, wenn eine Temperaturdlfferenz von 20 K zwischen der Raum-
und der AuBlentemperatur besteht und mit einem Heizwert von 32 MJ kg~ ge-
rechnet wird?

Berechnen Sie aus der Massendifferenz zwischen einem «-Teilchen (m, = 6,64473
X 10-%" kg) und seinen Bestandteilen (2 Protonen m, = 1,67265 - 10-27 kg,
2 Neutronen m, = 1,67495 - 10-?" kg) die Bindungsenergie eines -o-Teilchens.
Berechnen Sie aus dem Massendefekt die Bindungsenergie eines Deuterium-
kernes (mgy = 3,34364 - 102" kg) und vergleichen Sie diese mit der des -
Teilchens.

Paarvernichtung. Beim Zusammentreffen eines Protons mit einem Klektron
wird deren Masse vollstindig zerstrahlt und in eine y-Strahlung umgewandelt.
Berechnen Sie die Energie dieser Strahlung sowie die Energie je Kilogramm
Brennstoff. )

Die Kernfusion von Deuterium und Tritium zu Helium vollzieht sich nach der
Reaktion '

!H + %H — jHe + {n.

Berechnen Sie aus dem Massendefekt die frei werdende Energie (mp = 5,008 35
X 10-%7 kg). Wie grof} ist diese je Kilogramm Kernbrennstoff?

Berechnen Sie aus den Bindungsenergien des jHe- und des 3H- Kernes in Ver-
bindung mit der Kernreaktion nach A 1.1.7. dle Bmdungsene;’gle des Tritium-
kernes. .

Zur Jonisation des Wasserstoffatoms ist eine Spannung von 13,6 V erforderlich.
Berechnen Sie die Massendifferenz der .ionisierten Teilchen gegeniiber den
neutralen Atomen. Wie grof ist das Verhéltnis zur Gesamtmasse?

Der tégliche Energiebedarf eines Menschen wird mit 40 kWh angesetzt, von
denen 3 kWh in Form von Nahrung aufgenommen werden. Wie groB ist die
Flache an der Erdoberfliche, auf der die erforderliche Energie eingestrahlt wird,
wenn, iiber 24 Stunden gemittelt, mit der Strahlungsdichte 170 W m~2 gerechnet
wird?

Solarzellen auf Halbleiterbasis ermoglichen eine direkte Umwandlung der
Sonnenenergie in elektrische Energie. Welche Strahlungsfliche ist bei 409,
Strahlungsverlust durch Reflexion und einem Wirkungsgrad 0,14 erforderlich,
wenn die Strahlungsdichte 1,3 kW m~2 betrégt und eine Leistung von 1 mW
erreicht werden soll?

Wie groB ist die Leistung eines Wasserkraftwerkes mit dem Durchlauf V
= 1000 m® 57, in dem das Wasser mit einer Geschwindigkeit von 10 m s~ zu
Tal stromt, wenn der Wirkungsgrad 0,8 betragt?

Im Gezeitenkraftwerk an der Rancemiindung fliet das Wasser aus einem
Becken von 20 km? Fliche wihrend eines Tages zweimal ein und aus, wobei im
Jahresmittel eine Leistung von 90 MW erreicht wird. Welcher mittlere Hohen-
unterschied ergibt sich daraus? Der Wirkungsgrad sei 0,8.

Die Elbe hat ein mittleres Gefille von 20 cm. je Kilometer und einen mittleren
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A1.1.15.

A 1.1.16.
A1.1.17.

A 1.1.18.
A 1.1.19.

A 1.1.20.

At.1.21.

A1.1.22
A1.1.23,

A 1.1.24.

A 1.1.25.

A 1.1.26.

A1.1.27.

A1.1.28.

A 1.1.29.

Durchflufl von 570 m® je Sekunde. Welche elektrische Leistung 1484 sich damit
bei einem Wirkungsgrad 0,8 iiber eine Strecke von 500 km erzielen?

In Mitteleuropa liegt in Bodenndhe eine Windgeschwindigkeit tiber 5 m st
wihrend 1000 bis 5000 h a=* vor. Berechnen Sie unter der Annahme einer
mittleren Windgeschwindigkeit von 8 m s~ den jéhrlichen Energiegewinn einer
Anlage mit 10 m Windraddurchmesser fiir die angegebenen Grenzen.

In groflen Hohen treten konstante Windgeschwindigkeiten von 20 m s~ auf.
Welche Leistung erreicht unter diesen Bedingungen eine Windradanlage mit
30 m Windraddurchmesser?

Ein zehntel Kilomol Argon wird von 2 m® auf 1 m® komprimiert. Die Anfangs-
temperatur betrage 500 K. Berechnen Sie Druck und Temperatur nach Ablauf
a) des isothermen, b) des adiabatischen Prozesses.

Wie veréndert sich die innere Energie a) des Argons, b) des Wasserstoffs zwischen
300 und 350 K, bezogen auf ein Kilomol?

10 g Wasserstoff werden bei konstantem Druck von 350 auf 400 K erwirmt.
Welche Energie ist dafiir erforderlich?

Dulong-Petitsches Gesetz. Berechnen Sie die spezifische Wiarmekapazitit eines
festen Korpers aus einatomigem Material. Welché Werte ergeben sich fiir Eisen
(4, = 55,65), Aluminium (4, = 28,98), Beryllium (4, = 9,01)?

Bei der Ausbreitung von Schallwellen in Gasen gehen die periodischen .Ver-
#nderungen des Druckes so schnell vor sich, daB in erster Néherung kein Energie-
ausgleich stattfindet. Es handelt sich um einen adiabatischen Vorgang. Stellen
Sie auf Grund dessen die Formel zur Bestimmung des adiabatischen Koeffizienten
aus der Schallgeschwindigkeit auf. Dabei sind die Beziehungen

" (¢ Schallgeschwindigkeit, £ Elastizitdtsmodul, ¢ Dichte) zu benutzen.

Berechnen Sie die Schallgeschwindigkeit in Luft bei —50°C und 4-50°C. Fir »
ist der theoretische Wert fiir das starre Molekiil einzusetzen, M, = 29,0.

Auf welchen Druck muB Luft von 1500 kPa adiabatisch entspannt werden, um
eine Abkithlung von 320 auf 160 K zu erreichen?

Berechnen Sie die Leistung eines Motors mit dem Verdichterraum 1500 cm3
und dem Zylindervolumen 249000 cm?, wenn die Entziindungstemperatur 1900 K,
die Temperatur des Auspuffgases 700 K betrigt. Der Verbrennungshochstdruck
betriagt 8,5 MPa, die Umdrehungszahl 1800 min~1. Wie gro8 ist der Wirkungs-
grad? Es sind reversible CARNoTsche Kreisprozesse mit » = 1,4 vorauszusetzen.
Definieren Sie den Wirkungsgrad der Kiltemaschine aus der abgefiihrten
Wiérmeenergie und der aufzuwendenden mechanischen Arbeit. Wie grof ist
diese, wenn bei 50°C Auflentemperatur das Kiihlgut die Temperatur —20°C
haben soll? Welche mechanische Energie ist aufzuwenden, wenn dem Kiihlraum
je Sekunde 70 J entzogen werden?

Berechnen Sie Leistung und Wirkungsgrad fir einen idealen Verbrennungsmotor,
wenn das Volumen des Verdichterraumes 500 cm?, das des Zylinders 8000 cm?
betragt. Die Temperatur in der Brennkammer betrage 1800 K, die der Auspuff-
gase 650 K. Der Verbrennungshochstdruck betrigt 8 MPa, die Drehzahl
1200 min=?, % = 1,4.

Eine Wa,rmepumpe habe die Leistung 1 MW. Es werde die Tempera,tur 100°C
aufrechterhalten. Die AuBentempera,tur sei 0°C. Berechnen Sie den Wirkungs-
grad und die aufzuwendende mechanische Leistung.

Ein polytroper Vorgang verlduft nach dem Gesetz pV" = p,V,". Leiten Sie die
Gesetze iiber die Abhingigkeit von 7' und p ab.

41 Luft von 800 kPa und 350 K werden polytrop auf 200 kPa entspannt. Wle
grof} ist n, wenn nach der Entspannung 250 K gemessen werden?

3 Schilling, Wirme



34 1. Hauptsiitze der Energieumwandlung

A 1.1.30. Zur Spaltung des Kernes ist eine gestreckte, eingeschniirte Kernform erforderlich,
die bei Uran erst durch Aufnahme des thermischen Neutrons erreicht wird.
Kernspaltung kann nur eintreten, wenn die frei werdende Energie W groBer ist als
die Energie zur Uberwindung der Potentialschwelle. Stellen Sie auf Grund dessen
eine Bedingung fiir die Kernspaltung auf und berechnen Sie die Linge r des
Uranatoms unter der Annahme einer Spaltung in !$¢Ba und 32Kr, wenn 217 MeV
frei werdender Energie vorausgesetzt werden. Die Potentialschwelle ergibt sich
aus den elektrischen Anziehungskriften der Zerfallsstiicke.

1.2. Umwandlung von Wirme in Arbeit nach dem zweiten Hauptsatz

E Einfithrung

Die Aussage des ersten Hauptsaizes fiir thermodynamische Prozesse

Der erste Hauptsatz bilanziert die bei einem ProzeB ausgetauschten Energien. Uber
die Zwangslaufigkeit der Richtung und der Art, in der ein ProzeB ablaufen kann,
enthilt der erste Hauptsatz keine Aussage.

Beispiele:

1. Bei mechanischer Arbeit treten stets Reibungsverluste auf, wodurch ein Teil
der mechanischen Energie in Warme umgewandelt, eine Bewegung gebremst wird.
Durch den ersten Hauptsatz wird die aus dem Verlust von mechanischer Energie
gewonnene thermische Energie bestimmt. Dagegen enthilt der erste Hauptsatz keine
Aussage iiber die Zwangslaufigkeit dieses Prozesses. Der umgekehrte Effekt der
Beschleunigung des Bewegungsablaufs durch die unmittelbare Umwandlung von
Wiérme in Arbeit, d. h. durch Abkiihlung, tritt als realer Proze8 nicht auf. Dieser
Effekt wiirde den ersten Hauptsatz nicht verletzen.

2. Zwischen Korpern unterschiedlicher Temperatur findet als realer Prozel Tem-
peraturausgleich statt. Auch bei diesem Effekt ist der gegenseitige ProzeB, der dem
ersten Hauptsatz nicht entgegen steht, nicht zu beobachten. Das gleiche gilt fiir den
Ausgleich unterschiedlicher Konzentrationen in einer Losung.

3. Der Ablauf einer chemischen Reaktion wird durch die Reaktionspartner und die
Reaktionsbedingungen festgelegt. Aus dem ersten Hauptsatz kénnen dafiir nur Aus-
sagen in Verbindung mit dem Energieumsatz abgeleitet werden, nicht aber iiber die
Richtung und die Art der Vorgéinge.

Reversible und irreversible Prozesse

Ein Vorgang, der riickgéngig gemacht werden kann, ohne daB an den beteiligten
Korpern dauerhafte Zustandsinderungen auftreten, heit umkehrbar oder reversibel.
Die Energiebilanz nach Riickkehr in den Ausgangszustand ergibt den Wert Null.
Reversible Prozesse verlaufen gleichberechtigt in der einen oder anderen Richtung
und sind in jedem Zustandspunkt umkehrbar (vgl. Bild 1.2.1).

Mechanische und elektrische Schwingungen ohne Reibungsverluste sind reversibel.
Ebenso stellt die Entspannung oder Komprimierung eines (ases einen reversiblen
ProzeB dar, wenn der duBere Druck mit dem Gasdruck stédndig im Gleichgewicht
steht. Ein beliebig kleiner (differentieller) Unterschied zwischen den wirkenden
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Kriften 148t den Prozef in der einen oder anderen Richtung vor sich gehen, wobei
auch der Ausgangszustand wieder hergestellt werden kann. Der Prozel vollzieht
sich unendlich langsam und durchlduft dabei eine Folge von Gleichgewichts-
zustéinden.

Reale Prozesse sind stets irreversibel (nicht umkehrbar), da sich fiir das betrachtete
System infolge Reibung, Wéirmeableitung und Warmeausgleich Energieverluste
und damit dauerhafte Zustandsénderungen nicht vermeiden lassen. Reversible
Prozesse stellen daher Idealisierungen bzw. Grenzfille dar, bei denen die irreversiblen
Anteile vernachlidssigt werden kénnen. Beispiele fiir reversible Prozesse sind der
Car~orsche Kreisproze8 nach 1.1.9. beim Verbrennungsmotor und nach 1.1.10. bei
der Wirmepumpe. Reale Prozesse verlaufen im Vergleich dazu energetisch un-
giinstiger.

S

Bild 1.2.1. Reversibler Proze3

Entropre

Aussagen iiber die Zwangslaufigkeit thermodynamischer Prozesse erfordern die
Einfithrung einer ZustandsgroBe, aus der ein MaB fiir die Irreversibilitdt von Zu-
. standsidnderungen abgeleitet werden kann. Fiir den Grenzfall reversibler Prozesse
innerhalb des thermodynamischen Systems muB diese ZustandsgréBe konstant sein.
Ein Hinweis zZur Definition einer solchen ZustandsgréBe ist. bereits in der Formu-
lierung des ersten Hauptsatzes nach (1.1./5a) enthalten. Danach gilt fiir reversible
Zustandséinderungen ’

3Qrey = AU + pdV. (1)

Darin gibt 3Q,., die in einem reversiblen Vorgang des betrachteten Systems zu-
gefiihrte thermische Energie an. Im System laufen dabei keine irreversiblen Prozesse
ab. .

Fiir ein Kilomol des idealen Gases folgt.nach (1)

8o — AU + R—VT av. 2)

Wie hieraus zu entnehmen ist, gilt im allgemeinen

FCrev |, FQrev
T ov " over’

d. h., 8@, stellt kein totales Differential dar.
Nach Division durch 7' ergibt sich dagegen fiir das ideale Gas
3Qrey Cydl' RAV

/A L (3a)

1

3%
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Diese Grofle 168t sich im Gegensatz zu 3@;., integrieren:

SQTQV T V
= — —_ b
f T Cyln T + R ln 7 (3b)
Allgemein stellt
s B AU+ pav .

T T

auch bei realen Gasen, Fliissigkeiten und festen Korpern ein totales Differential dar.
Die zugeordnete thermodynamische Funktion

A P
[T e

wird als Entropie bezeichnet.

Die Entropie S ist ebenso wie die innere Energie U und die Enthalpie H eine Zu-
standsgroBe, d. h., sie kann aus meBbaren Werten eindeutig bestimmt werden. Wie
die innere Energie und die Enthalpie ist die Entropie zunéchst bis auf eine additive
Konstante festgelegt. Die Entropie hat die MaBeinheit J K1

Mit Hilfe der Entropie kann man fiir reversible Prozesse den ersten Hauptsatz in
der Form

(4)

| 7d8 =8Quy =dU 4 pdV | ()
schreiben.
Fiir die molaren Wérmekapazitéten erhdlt man
oU a8
Cy = (ﬁ)v =T (ﬁ)y’ (6)
oH oU ov a8
%= r),~ Gz, +» (7, -7 Gr), o

Thermodynamische Potentiale

Der Druck p und das Volumen 7 sind mechanische Gré8en. Mit der Entropie S ist
neben der Temperatur 7' eine zweite thermodynamische Gro8e zur Beschreibung des
thermodynamischen Systems eingefiihrt worden. Wie die Gasgleichung pV = nRT
zeigt, sind die eingefithrten GréBen nicht unabhéngig voneinander.

Nach dem ersten Hauptsatz verdndert sich die innere Energie U gema

dU = T a8 — pav. (8)

Als unabhéngige Variable der inneren Energie treten die Entropie S als thermo-
dynamische und das Volumen V als mechanische GroBe auf:

U= U(Sa V) . (83:)

Die ihnen konjugierten GréBen 7' und p ergeben sich aus den partiellen Ableitungen:

oU ou
(wh =7 Gh- &
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Fiir die Auswahl einer thermodynamischen und einer mechanischen Gréfe unter
zwei Variablenpaaren bestehen vier Moglichkeiten:

S8, V;8p;T,V; T, p.
Nach (1.1./10) und dem ersten Hauptsatz in der Form (8) ist

dH = Td8 + V dp. (9)
Die Enthalpie stellt somit eine thermodynamische Funktion

dar. Die konjugierten Variablen folgen aus den partiellen Ableitungen

oH oH .
(g) 7, (%)S _v. (91)

Als thermodynamische Funktion der Variablen 7' und V ist die freie Energie

| F=F(T,V)=U— T8 | (10a)
definiert. Nach dem ersten Hauptsatz folgt
dF =dU — TdS — 8dT = —8dT — pdV. (10)
Fiir die partiellen Ableitungen ergibt sich \
oF oF /
— = — —_— = —P. 10
(8T)V 5 (aV)T P (10%)
Die freie Enthalpie G als Funktion der unabhéngigen Variablen 7' und p ist gemaB
|6=G(T,p)=H—TS=F+pV | (11a)
definiert. Fiir das Differential erhélt man mittels (9)
d@=TdS+Vdp —TdS — 8SdT = —8d7T + V dp, (11)
woraus
oaq oq
L
folgt.

Wegen ihrer Eigenschaft, daB aus ihnen durch partielle Ableitung die konjugierten
Variablen folgen, heiflen die Funktionen U(S, V), H(S, p), F(T, V), G(T, p) thermo-
dynamische Potentiale. In der Literatur wird diese Bezeichnung vielfach nur fiir die
freie Energie F und die freie Enthalpie G' verwendet:

Zweiter Hauptsatz

Zwischen zwei Korpern unterschiedlicher Temperatur flie8t thermische Energie vom
warmeren Korper mit der Temperatur 7'y zum kélteren Kérper mit der Temperatur T'y.
Ist das System aus den beiden Korpern gegen seine Umgebung isoliert, so ist die
vom wirmeren Korper abgegebene thermische Energie —8¢); dem Betrag nach gleich
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ér vom kélteren Korper aufgenommenen Energie 8@, :

3Q, + 3@, = 0. (12a
dagegen gilt fiir die Entropien wegen T; >-T,

@—l—%—zg >0, d.h dS;+dS, >0. (12b’

T T,

Jiese Beziehung hat allgemeine Giiltigkeit und kennzeichnet den zweiten Hauptsatz
ir wird als physikalisches Axiom formuliert: Bei realen Prozessen nimmt die Entropie
ines abgeschlossenen Systems stets zu. Sie kann bei abgeschlossenen Systemer
diemals abnehmen :

BEED] =

Vur als idealer Grenzfall eines reversiblen Prozesses kann in einem abgeschlossener
iystem ) dS = 0 angenommen werden. Bei allen realen Prozessen, bei dener
Yeibung, Vermischung, Wirmeaustausch oder chemische Reaktionen auftreten
immt die Entropie des abgeschlossenen Systems zu.

Beispiel 1.2.1. Entropie bei Wirmeausgleich

11 Wasser von 15°C und 21 Wasser von 45°C werden gemischt. Fiir die Ausgleichstem-
peratur 7' errechnet man nach dem ersten Hauptsatz

2me(45°C — T) = me(T — 15°C), d.h. 7T = 35°C.
Das Wasser von 15°C erhoht beim Erwédrmen seine Entropie um
) 2734-35
A8, = f& = me [ d_Tﬂ: = mc[ln 71335 .
T 273+15
Dagegen verringert das Wasser von 45°C seine Entropie:

A8, — —2meln 228
308

Setzt man m = 1 kg, ¢ = 4,2 kJ kg1 K-1 ein, so folgt
AS = A8, + A8, =2,30-4,2 - (Ig 308 _ 2 1g 318 kJ K1 = 0,0136 kJ K1,
288 308

Der Zustand nach dem Wirmeausgleich ist durch eine vergroBerte Entropie gekenn-
zeichnet. Der ProzeB ist irreversibel.

Beispiel 1.2.2. Carnotscher Kreisproze

Beim Car~Norschen Kreisproze nach 1.1.9. liefern nur die isothermen Vorgénge Beitrige
zur Entropieinderung. Bezeichnet man die wihrend des isothermen Vorganges bei der
oberen Temperatur 7'y dem Arbeitsmedium zuflieBende Wéarmeenergie mit @y, die wéhrend
des isothermen Vorganges bei der unteren Temperatur 7'; entzogene Wirmeenergie mit
@, < 0, so folgt nach dem zweiten Hauptsatz im Idealfall reversibler Vorgénge

% @

=0. (13
T, T, (13)
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Nach 1.1.9. wird die mechanische Energie W = @, 4 @, genutzt. Fir den Wirkungsgrad
folgt daraus

& T,
. =1+(_ Y (14)
e Qo/ rev T,
Bei irreversiblen Prozessen ist nach dem zweiten Hauptsatz
@ &
— 4+ == > 0. 15
T, + T, (15)
Daraus erhilt man
@ T,
ir=1 =] <1-== : 16
ﬂm‘ + (Qc e 7, Nrev (16)

Tine Maschine, die Energie aus dem Nichts erzeugt, heit Perpetuum mobile erster
\rt. Ihre Existenz wird durch den ersten Hauptsatz ausgeschlossen.

Jer zweite Hauptsatz verhindert die Existenz einer Maschine, die periodisch me-
‘hanische Arbeit allein durch Abkiihlung eines Wiarmereservoirs gewinnt. Sie heift
>erpetuum mobile zweiter Art. An Bedeutung wiirde sie dem Perpetuum mobile
rster Art nicht nachstehen. Ein Perpetuum mobile zweiter Art wiirde Arbeit » dV
wf Kosten der inneren Energie U gewinnen, ohne daf sich am iibrigen Zustand des
Systems etwas dndern wiirde. Auch die Entropie bliebe unverdndert. Das ist fiir
eale Prozesse nach (12) nicht méglich. Auf Grund dessen folgt: Wérme kann nicht
on selbst aus einem niederen zu einem héheren Temperaturniveau iibergehen
klassische Form des zweiten Hauptsatzes nach Clausius). Aquivalent damit ist
las Postulat von Kelvin: Es ist unmdoglich, fortlaufend Arbeit zu erzeugen durch
lofie Abkithlung eines einzelnen Korpers unter die Temperatur des kéiltesten Teiles
einer Umgebung.

Beispiel 1.2.3. Uber-Carnot-Maschine

Der nach (14) errechnete Wirkungsgrad des CARNOT-Prozesses bei reversiblen Vorgidngen
ist der groBtmogliche bei einem Kreisproze8 mit den zugrunde gelegten Temperaturen 7',
und 7. Angenommen, es gibe einen Kreisproze§ mit dem Wirkungsgrad % > ey Mit
dieser Uber-CarnoT-Maschine wiirde einem Wirmereservoir die Wirme @ entzogen und
daraus der Anteil 7@ in mechanische Arbeit umgewandelt. Der Anteil (1 — #) @ lieBe sich
als Wiarme @, einem zweiten Warmereservoir zufithren, dessen Wirme uriter Aufwendung
der mechanischen Energie W mit Hilfe einer reversibel arbeitenden Wirmepumpe bei
der Temperatur 7', wieder dem ersten Reservoir zugefithrt werden kann. Die Leistungs-

ziffer der zwischen den Tempera,_tureﬁ T, und T, arbeitenden Warmepumpe ist , worin

Nrev
Nrev den Wirkungsgrad der zwischen 7'y und 7'; arbeitenden Carwot-Maschine angibt.

Fir die aufzuwendende mechanische Energie W erhilt man daher nach 1.1.9.
W= tg= g e 5. (17)
Nrev 1 — Npey 1 — 7pey

Insgesamt wird somit allein durch Abkiihlung des Warmereservoirs die mechanische
Energie :

[7] _ __Mrev (1— 1_7)] Q = N _— Nrev 0 (18)
1 — %pey 1 — Npey

gewonnen, ohne dafl sonst irgendwelche Veréinderungen vor sich gehen. Damit wire ein

Perpetuum mobile zweiter Art entwickelt, dessen Existenz durch den zweiten Hauptsatz

ausgeschlossen ist.
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Der zweite Hauptsatz fiir geschlossene und offene Systeme *

Die Entropiednderung eines thermodynamischen Systems, das mit seiner Umgebung
Energie oder Stoff austauscht, d.h. eines geschlossenen oder offenen Systems,
ist auf zwei Ursachen zuriickzufiihren: _

Erstens kénnen im System wie bei einem abgeschlossenen System Prozesse ablaufen,
z. B. Warme- oder Konzentrationsausgleich. Der hierdurch bedingte Anteil einer
Entropiednderung wird mit d;S bezeichnet. Da sich die im offenen oder geschlossenen
System ablaufenden inneren Prozesse beziiglich ihrer Irreversibilitdt nicht von denen
des;abgeschlo,ssenen Systems unterscheiden, gilt nach dem zweiten Hauptsatz (12)

> diS=0. (19a)
Zweitens kann durch die Wechselwirkung mit der Umgebung Wérme und damit
Entropie zu- oder abflieBen. Dieser Vorgang 148t sich in einen reversiblen und einen
irreversiblen Anteil zerlegen. Irreversible Vorginge treten z.B. auf, wenn das
System ungleichmiBig erwirmt oder abgekiihlt wird. Sie konnen den im System

ablaufenden Vorgéingen zugerechnet werden, fiir die (19a) gilt. Fiir die Entropie-
énderung der reversiblen Vorginge des Wérme- und Entropieaustauschs folgt

8 rev
4,8 = QT (19b).

Man erhélt damit fir die Entropiednderung des offenen oder geschlossenen Systems
dS = d;S + d,8 (20)

mit den Eigenschaften (19a) und (19b) der beiden Summanden. Bezeichnet dS die
Entropieinderung des offenén oder geschlossenen Systems, so gilt danach fiir alle
Prozesse

dS_——i-M (21)

In Verbindung mit dem ersten Hauptsatz folgt damit
TdS —pdV =dU (22a), —8dT — pdV = dF,
TdS 4+ Vdp =dH (22¢), —8dT 4+ Vdp = dG.

22Db)

(
(22d)
In Analogie zu den isobaren und isothermen Prozessen, bei denen der Druck p bzw,
die Temperatur 7' des thermodynamischen Systems konstant bleibt, werden Prozesse,
bei denen sich die Entropie des Systems nicht dndert, als isentrope bzw. isentropische
Prozesse bezeichnet. Bei den in 1.1.8. behandelten adiabatischen Prozessen 8Q = 0
bleibt wegen dS = (dU + p dV)/T = 0 die Entropie konstant. Sie sind isentro-
pisch.

Ebenso heilt ein ProzeB isenthalpisch, wenn die Enthalpie konstant bleibt.

Technische Arbeit

Die Ausdehnungsarbeit

Vs
W= [pdV
Vi
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gibt die mechanische Arbeit eines abgegrenzten Mediums an, wenn dieses sich gegen
den duBeren Druck p ausdehnt. Das Volumen wird dabei von V; auf V, vergroBert.
In der Technik arbeiten Maschinen in periodischer Folge und verrichten dabei
Arbeit mit Hilfe eines stromenden Arbeitsmediums. Hierfiir wird der Begriff der
technischen Arbeit eingefiihrt. Durchstromt ein Medium eine Maschine und ver-
groBert sich dabei sein Volumen von V; auf V,, wihrend sich gleichzeitig seiri Druck
von p, auf p, verdndert, so fiihrt es nach auflen hin die mechanische Energie

4=— fsz(p) dp (23)

21

ab (vgl. 1.2.5.). Diese Grofe heiit technische Arbeit. Ihr Differential d4 ist nach
dem ersten Hauptsatz mit dem der Enthalpie verkniipft:

T dS = dU + d(pV) — V dp,
d.h. ‘
TdS = dH + dA. (24)

Ezxergie

Energiebilanzen beriicksichtigen weder die Stérung des Gleichgewichts mit der
Umgebung noch die unterschiedliche Wertigkeit der verschiedenen Energieformen.
Wiahrend z. B. elektrische Energie vollstdndig in Warme umgewandelt werden kann,
148t sich Warmeenergie mit Hilfe des CaArNoTschen Kreisprozesses nur téilweise in
mechanisehe oder elektrische Energie umsetzen. In Konsequenz des zweiten Haupt-
satzes fithrt man die Exergie ¥ ein. Sie gibt den Teil der gespeicherten Energie an, der
in andere Energieformen iibergefithrt werden kann. Gleichbedeutend damit ist die
Definition der Exergie als technische Arbeitsfahigkeit des Systems, das mit seiner
Umgebung nicht im Gleichgewicht steht. Die Exergie einer GroBe ist also vom
Zustand der Umgebung abhingig. Der nicht umwandlungsfahige Teil der Energie
heiflt Anergie B. Potentielle mechanische Energie kann ebenso wie elektrische durch
reversible Prozesse vollstdndig in andere Energieformen iibergefiithrt werden, z. B.
in thermische Energie. Die Exergie der elektrischen Energie W, ist daher gleich der
elektrischen Energie:

EIV& = WE' (25)
Das gleiche gilt fiir die potentielle mechanische Energie W;:
EWpoz = Wpot.- (26)

Bei der Ubertragung mechanischer Energie iiber die Grenzen eines Systems ist in der
Regel ein Teil der mechanischen Arbeit als Verdringungsarbeit gegen den Umgebungs-
druck py aufzuwenden. Diese Arbeit geht fiir die technische Nutzung verloren und
ist daher der Anergie zuzurechnen. Wird durch ein System, in dem der Druck p
herrscht, durch Ausdehnung von V; auf V, die Arbeit W = p(V, — V,) verrichtet,
so ist die Exergie dieser mechanischen Arbeit (vgl. Bild 1.2.2)

By =W — py(Ve — V). (27)

=
7 b-Vite p,
- Bild 1.2.2. Arbeit gegen den Umgebungsdruck
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Beispiel 1.2.4. Exergie bei mechanischer Arbeit gegen den Luftdruck

Der Luftdruck betrage 100 kPa, der Druck des Arbeitsgases p = 2,0 MPa, die Volumen-
dnderung V, — V; = 1,5 m3. Damit folgt fiir die Arbeit

W.o=p(V,— Vy) =210 Pa - 1,5 m* = 3 MJ,

ﬁ'u" die Exergie dieser Arbeit dagegen nur
By =3MJ — 100 - 103Pa- 1,5 m® = (3,0 — 0,15) MJ = 2,85 MJ.

Jie Exergie einer gespeicherten Warme ¢ wird durch den reversiblen CARNOT-
rozeB bestimmt. Er erglbt nach 1.1.9. als maximalen Wirkungsgrad bei der Um-
randlung thermischer in mechanische Energie

__Tu
e =1— 7" (28)

Jarin bezeichnet T’y die Temperatur der Umgebung, 7' die Temperatur des Gases bei
er isothermen Entspannung. 7. heifit Carwor-Koeffizient. Fiir die Exergie der
Varmeenergie erhilt man daher

Eq = ncQ. _ (29)

" wird durch die technischen Bedingungen des CarNOT-Prozesses bestimmt, kann
Iso als festgelegt angesehen werden. Dagegen schwankt die Umgebungstempera-
ur T'y. Dementsprechend schwankt die Exergie.

Beispiel 1.2.5. Exergie der Wirmeenergie

Durch Verbrennung von Kohle werde ein Gas auf 500 K aufgeheizt. Es enthalte die ther-
mische Energie @ = 100 kJ. Sein Carnotr-Koeffizient bei 300 K Umgebungstemperatur ist
7nc(300K) =1 — 300 _ 0,4,
500
dagegen 0,5 bei 250 K Umgebungstemperatur. Dementsprechend betrigt die Exergie bei
300 K 40 kJ, bei 250 K 50 kJ. Mit abnehmender Temperatur vergrofert sich der Anteil der
in mechanische Energie umwandelbaren thermischen Energie.

P Probleme

2.1, Entropiezanahme bei der Mischung zweier Gase

iin Behélter mit dem Volumen V; = 0,1 m?® enthalte Helium der Temperatur 7; = 300 K
nter dem Druck p, = 1 MPa. In einem zweiten Behilter mit dem Volumen ¥V, = 0,2 m? sei
tickstoff der Temperatur 7', = 400 K unter dem Druck p, = 0,5 MPa enthalten. Beide Gase
erden miteinander vermischt. Ist dieser Vorgang reversibel? Wie verdndert sich die Entropie?
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Losung:

Fir die beiden Gase gelten die Gasgleichungen
».Vy = mRT,, 22Vs = BT, 1)

aus denen sich n; und n, errechnen lassen. Das Gemisch erfiillt nach Ausgleich der Temperaturen
und Driicke die Beziehung

pV = nRT (2)
mit
n =1, + Ny, V=7V,+7V,. (3)

Der Mischvorgang kann in einen Proze8 der isothermen Entspannung und einen anschlieBenden
Prozef des Temperatur- und Druckausgleichs zerlegt werden. Aus dem ersten Hauptsatz folgt

00y (T — Ty) = 1,0y (T, — T), “
woraus man
1,0y, Ty 4 7,0y, T,
n,Cy; + 1,0y,
erhilt. Der Druck p ergibt sich gemif

nRT
= ==, 6
P 7 (6)

T = (5)

Die Entropieénderung folgt auf Grund des zweiten Hauptsatzes in der Form (1.2./4). Ent-
sprechend dem Gleichverteilungssatz nach 1.1.8. kann man

- 2R, 0,,,:%3 @

OVx 9

setzen. Damit erhilt man nach (1.2./4) fiir die Entropiezunahme des Heliums, wenn sich dieses
in einem reversiblen ProzeB erwdrmt und ausdehnt,
T \4
8, = mCy, f & bmr [L (8)
‘ ‘ T, Vi
Wir setzen (7) ein und berechnen die Integrale:
3n,

T 14
AS; = — Rln — Rln —. 9
1 2 nT1+n1 n 9

1
Nach der Gasgleichung besteht die Beziehung
V _In

_—= . (10)
Vs T, p
Mit dieser erhalten wir
AS; = n,R Elni—i—ln&._ (11)
\2 T, P

Fiir die Entropiezunahme des Stickstoffs folgt unter den gleichen Voraussetzungen

5n. T 14
AS, =22 Rin = Rln —, 12
2 3 nT2+n2 nV2 (12)
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bei Beriicksichtigung der Gasgleichung (10)
T

7 P
AS, = n.R [— In — =+ In £2). 13
5 Ny (2 nTzT n-p) (13)

Jedes Gas verhilt sich so, als wiirde es den gesamten Raum allein ausfillen.
Mit den vorgegebenen Werten ergibt sich aus (1)

6 .
nyp= — L0 00401, ny—0,0301.
8,314 - 10% - 300

Fir die Mischtemperatur erhalten wir nach (5) und (7)

10,0401 - 1,5 - 300 + 0,0301 - 2,5 - 400
0,0401 - 1,5 + 0,0301 - 2,5

Damit folgt aus (10) und (12)

T K =363 K.

3 . 363
AS, = 0,0401R-2,30 [— lg — -+ 1g 3) =461 J K1,
1 (2 g 300 + Ig )

AS, =41 J K1,
Insgesamt erhoht sich die Entropie um
AS; + AS, = 502 J K-1.

Der ProzeB ist irreversibel.

1.2.2. Carnotscher Kreisproze8 im 7,S-Diagramm

Stellen Sie den CarNorschen Kreisproze nach 1.1.9. in einem Diagramm dar, das als Abszisse
die Entropie S, als Ordinate die Temperatur enthilt. Berechnen Sie nach den Daten gemif
1.1.9. die Entropiednderung AS = §; — 8, bei der isothermen Entspannung.

. /
Lisung:

Im 7,8-Diagramm stellen isotherme Prozesse Geraden parallel zur Ordinate, adiabatische
Prozesse Geraden parallel zur Abszisse dar. Der CaArNoTsche KreisprozeB wird als Rechteck
(vgl. Bild 1.2.3) abgebildet.

;
3
0
lo 25
AT
B —7
~  Bild1.2.3. 7,8-Diagramm
SZ S{ S

Fiir reversible adiabatische Prozesse gilt nach dem ersten Hauptsatz (vgl. 1.2./5)

AW,aq = (p dV)aq = —dU. (1)

Die innere Energie U hingt nach 1.1.8. bei einem idealen Gas nur von der Temperatur 7' ab,
nicht - jedoch vom Druck p. Die Beitrige der mechanischen Energie bei der adiabatischen
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Komprimierung und bei der adiabatischen Entspannung heben sich gegenseitig auf. Rever-
sible isotherme Prozesse sind nach (1.2./5) durch

bestimmt. Die isotherme Komprimierung 7 —2 bei der tieferen Temperatur 7', ist demzufolge
mit der Entropiednderung ‘

CAS =8, — 8 = 3)
1
verkniipft. Dagegen fithrt die isotherme Entspannung 3—0 zum Entropieanstieg
AS =8, — 8= T . @)
Ty
Fur die nutzbare mechanische Energie wahrend eines Umlaufs folgt daher
AW::gSTdS: Wig + Way = (8, — 8;) (Ty — Ty) = AS AT. (5)

Nach 1.1.9. ist AT = (1800—650) K = 1150 K, AW = 1650 J. Fur die gesuchte Entropie;
anderung folgt daher

AS = AW = MJK“1 =1,43J K1,
AT 1150
1.2.3. Die freie Energie als isotherm-isobare reversible Nutzarbeit

Ein Gas dehnt sich bei der konstanten Temperatur 7' = 400 K gegen den Druck p = 1 MPa aus
und vergréBert dabei sein Volumen um AV = 0,2 m3. Welche Arbeit verrichtet das Gas dabei?
Beschreiben Sie diesen Prozefl durch die freie Energie F' und deuten Sie danach diese Zustands-
funktion. Wie wirkt sich die Unbestimmtheit der Entropie auf das Ergebnis aus?

L§s11ng:
Das Differential der freien Energie

F=U-—T8 (1)
ist nach dem ersten Hauptsatz (vgl. 1.2./10) durch

dF = —8dT —padv 2)
gegeben. Bei konstanter Temperatur erhélt man

(dF)p = —pdV = —aW. (3)

Bei einem reversiblen isothermen Prozef ist die nach auBlen verrichtete Ausdehnungsarbeit
gleich der Abnahme der freien Energie. Die freie Energie gibt somit das gesamte isotherm
verfiigbare Arbeitsvermdgen des Systems an. Im vorgegebenen Fall vermindert sich die freie
Energie und damit die bei 7' = 400 K verfiighare mechanische Arbeit gemif

(AF)p = —p AV = —1.105.0,2F = —200 kJ.

Die Entropie ist bis auf eine additive Konstante S, festgelegt. Nach (1) ist die freie Energie
daher nur bis auf einen der Temperatur T proportionalen Summanden Sy7' bestimmt. Bei
isothermen Prozessen hebt sich diese Unbestimmtheit heraus, d. h., (dF)z ist von S, unabhingig.
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1.24. Technische Arbeit

Bei der technischen Umwandlung von Warme in Arbeit (vgl. Bild 1.2.4) stromt zunichst das
Arbeitsmedium mit dem konstanten Druck p, in einen Zylinder. Darauf wird das ZufluBventil
geschlossen, und der Arbeitsstoff dehnt sich von V; und ¥V, aus. Dabei sinkt der Druck auf p,.
Danach wird das Abflulventil geéffnet und der Arbeitsstoff mit dem Druck pz vollstdndig aus
dem Zylinder wieder herausgedriickt.

[
—Gas p=p P
V= Py
i
1 PP, P2
: v~
Z LV
I
| p=p
g /=0

Bild 1.2.4. Technische Umwandlung von thermischer in mechanische Energie

Beweisen Sie, daf die Arbeit, die der Arbeitsstoff bei diesem ProzeB abgibt, mit der nach
(1.2./23) definierten technischen Arbeit identisch ist. Berechnen Sie diese je Arbeitsgang fiir
den folgenden Fall:

Der Arbeitsstoff ist ein ideales Gas mit dem adiabatischen Koeffizienten % = 1,4. Er dehnt
sich zundchst isotherm von ¥V; = 100 cm® auf V,, = 800 cm® aus, danach adiabatisch auf
1000 cm® = V,. Der AuBlendruck betrigt p, = 1 MPa.

Berechnen Sie die beim Ausstromen aus dem Zylinder vom Kolben an den Arbeitsstoff zuriick-
gegebene Energie.

Losung:

Es wird ein reversibler Prozel vorausgesetzt. Beim Einstromen in den Zylinder verschiebt das
Arbeitsmedium den Kolben mit dem Druck p, und vergréBert dabei sein Volumen im Zylinder
von Null auf V,. Dabei gibt es die Ausdehnungsarbeit

4, =pV; (1\)

an den Kolben ab.
Im zweiten Arbeitsabschnitt veréndern sich Druck und Volumen. Der Arbeltsstoff gibt die

Arbeit

2
A4, = j pdV (2)
Vi
ab. ’
Wihrend des dritten Arbeitstaktes bleibt der Druck » = p, konstant, wihrend das Volumen

von V, auf Null abnimmt. Der Kolben gibt dabei die Arbeit p,V, an den Arbeitsstoff zuriick:
4y = —p, V. e
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Insgesamt wird somit vom Arbeitsstoff an den Kolben die Arbeit

Ve
4 =mpV,+ deV — PV
Vi
abgegeben.
Es besteht die Beziehung
D2V Va P2
[d@V)= [paV + [ Vdp.
iV Vi P1
Andererseits ist .
P2V2
f d(pV) =p. Vs — p1 V5.
»nVi

Durch Gleichsetzen folgt fir die technische Arbeit

Y23
Az—dep.
23

Im vorliegenden Fall gilt fiir den ersten Teil des zweiten Abschnitts

V= Viap1s .
p

Der zweite Teil ist dagegen durch

1
e
p

gekennzeichnet. Damit folgt aus (7)

P12 P2

d d:
4= —Vypse f L _ ViaP1e f =2
P p
P1 P12

bzw. ausgewertet

4 = Plem In & — Vlzp%zlx (p1_2%+1 — Pz—x+1) .

P12 x—1

Fiir die unbekannten GréBen p;, und p, erhilt man aus (8) und (9)

P = 2iVy _ 40s 190 py 195 kPa,

P12 800
Vi 800
= —= = —— 1,25 - 10° Pa = 91,5 kPa.

Ps 7, P12 1000 a a
Damit ergibt sich aus (11)

A =1,25-105-800 - 10~ - 2,30 - Ig 1107(;0 J

1
_ 800 - 10-%. (1,25 - 105)1'4 - [(1,25 - 105)0-4 — (0,915 - 105)0-4] J—
0,4 N

96'J.

4)

(5

(6)

(M

8)

9)

(10)

(11)
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Die beim Ausstréomen zuriickgegebene Energie betriagt
PV, =91-103-1000-10¢J =91 J.

Wihrend des Einstrémens und Ausdehnens wird somit auf den Kolben die Energie 187 J
iibertragen. '

1.2.5. Die freie Enthalpie als isotherm verfiighares technisches Arbeitsvermigen

Beim Durchlaufen eines Reaktors vermindert sich der Druck eines Gases um 0,1 MPa, wihrend
die Temperatur konstant gehalten wird. Welche technische Arbeit iibertrigt das Gas bei diesem
ProzeB? Das Volumen sei V = 1 m?.

Beschreiben Sie den Vorgang durch die freie Enthalpie @ und deuten Sie danach diese Zustands-
funktion.

Losung:
Die freie Enthaléie ist durch

G=H—-TS=U+pV —TS 1)
festgelegt. Fir das Differential erhélt man nach dem ersten Hauptsatz

d@ =dU +pdV 4+ Vdp —TdS8 —8dT = Vdp — §dT. (2)
Bei isothermen Prozessen ergibt sich in Verbindung mit (1.2./22d)

(d@)g = Vdp = —d4, (3)

worin A als technische Arbeit definiert ist. Bei einem reversiblen isothermen ProzeB ist somit
die nach auBen abgegebene technische Arbeit gleich der Abnahme der freien Enthalpie. Die
freie Enthalpie gibt das gesamte isotherm verfiigbare technische Arbeitsvermdégen des Systems
an.

Mit den vorgegebenen Zahlen erhalten wir

(@@ =Vdp=1-(—0,1-108F = —100kJ.

Die freie Enthalpie verringert sich um 100 kJ. Diese Energie wird als technische Arbeit ab-
gegeben.

Bebziiglich der Unbestimmtheit der Entropie ergibt sich das gleiche wie fiir die freie Energie F
nach 1.2.3.

1.2.6. Mollier-Diagramm (H,S-Diagramm)

Diagramme tiiber thermodynamische Zustandsfunktionen, in denen eine Koordinate die
Enthalpie darstellt, heiBen MoLLIER-Diagramme. Bild 1.2.5 zeigt das H,S-Diagramm fir
Luft. Berechnen Sie aus dem Diagramm die technische ‘Arbeit beim adiabatischen Ausstrémen
von Luft aus einem Kessel, wenn folgende Daten bekannt sind: Der Kessel steht unter dem
Druck 4 kPa. Die Temperatur betragt —30°C. Die Luft strémt durch eine Diise in einen Raum
mit 1 kPa Druck. Wie stark kiihlt sich die Luft bei diesem Prozefl ab? Welche Ausstromungs-
geschwindigkeit erreicht sie? :

Losung:

Bei dem adiabatischen Vorgang wird keine Warme mit der Umgebung ausgetauscht. Nach der
aus dem ersten Hauptsatz folgenden Gleichung (1.2./24) gilt daher

(dH)s = —d4 1)
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bzw. fir die technische Arbeit 4 des strémenden Gases
H, — Hy,= 4. (2)

Sie findet sich in der Bewegungsenergie

A="p ®)

p= 2 1 94 Q1 Qo4 Q07 MPa

50 /2 " / 4 kPa
A /
T AL / fse/| /
2w L A ARV A
| ol 7
/
V4

-100
/ / /
-130°C /
» / / O7kPa
-750 VA4 Z Z
15 -1 95 0
Sink KT —m

Bild 1.2.5. H,S-Diagramm der Luft’

wieder, wobei v die Ausstrémungsgeschwindigkeit angibt. Aus dem MoLLIER-Diagramm
entnehmen wir im Rahmen der Ablesegenauigkeit

H, — H, = 70 kJ kg1.

Gleichzeitig sieht man, daBl die Temperatur bei diesem Prozefl auf —100°C absinkt. Fir die
Geschwindigkeit des a*isstromenden Gases ergibt sich damit aus (3)

vz]/%= l/%ms—l=375ms—l.

1.2.7. Exergie der Enthalpie

Sauerstoff von 250°C stromt unter dem Druck 2,0 MPa mit der Geschwindigkeit 25 m s—1
durch einen Reaktor und gibt in einem reversiblen Prozef seine gesamte verfiigbare Energie als
technische Arbeit ab. Berechnen Sie die Enthalpie und die Exergie der Enthalpie je Kilomol
Sauerstoff. Die Temperatur der Umgebung betrage 15°C, der Druck 0,1 MPa.

Losung:

Bei einem reversiblen Vorgang dndert sich die Entropie des gesamten Systems nicht, so daf3

(d’s)System =0 (1)
gilt. Nach dem ersten Hauptsatz in der Form (1.2./22¢) folgt damit
(dH)System + (dA)Systebm =0. (1a)

4 '-‘Schillipg, ‘Wirme
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Im-gleichen Mafle, wie das System technische Arbeit leistet, sinkt seine Enthalpie. Die Exergie
Ey der Enthalpie ist daher unter der Voraussetzung (1) mit dem technischen Arbeitsvermdgen
des Systems identisch, das mit seiner Umgebung nicht im Gleichgewicht steht. Bei strémenden
Gasen und bei Teilchen in einem Potentialfeld sind die kinetische und die potentielle Energie
in die Enthalpie einzubeziehen. Im Erdschwerefeld folgt firr die molare Enthalpie des strémen-
den Stoffes

H=U+pV+l_'2—4v2+Mgh, @)

wobei % die Hohe iiber einem vorgegebenen Niveau, v die Geschwindigkeit bezeichnen. M gibt
die molare Masse an, g die Fallbeschleunigung.

Der Stoffstrom verlasse den Reaktor mit vernachldssigbarer. kinetischer und potentieller
Energie. Sein Druck und seine Temperatur seien auf die Werte py und 7'y der Umgebung
gebracht worden. Die reversibel in Wirme umgesetzte Energie wird bei der Umgebungs-
temperatur 7'y ausgetauscht. Nach dem ersten Hauptsatz schreiben wir fiir das Differential
der technischen Arbeit des stromenden Gases

d4 =7dS8 — dH. (3a)
Durch Integration folgt daraus
4 = Ty8y — 8) — (Hy — H). (3)

Bei Nutzung der gesamten Exergie Ej der Enthalpie als technische Arbeit sind diese beiden
GroBen identisch, wenn der gesamte Energievorrat in einem reversiblen Prozel abgegeben
wird. Fir die Exergie der Enthalpie folgt daher

Ey=H — Hy + Ty(Sy — 8) |- 4)

Hy und Sy sind die Enthalpie und die Entropie des stromenden Gases, wenn dieses auf die
Verhiltnisse in der Umgebung gebracht wird. In der Literatur bezeichnet man hiufig (4) als
Definitionsgleichung der Exergie. B

Bezogen auf die Temperatur der Umgebung, ergibt sich fiir die Enthalpie, wenn man mit einem
idealen Gas rechnet und die Niveauhohe gleich Null annimmt,

H=Ho+%-R(T—TU)+%v2. (5)
Setzt man die vorliegenden Werte ein, so erhilt man
H=H, + % .8,314 - 235 kJ + 16 - 252 kJ — H, + 16,84 MJ.

Die Enthalpie Hy identifizieren wir mit H,,. )
Fir die Entropiedifferenz S — 8, erhédlt man nach (1.2./13) analog (1.2.2./13)

— 8= R[LmL vaio
N SO_R(ZInTU—i—lnp). (6)

_ Mit den vorgegebenen Werten folgt
20 7 ] 250 + 273

Sy — 8 = 8,314 - 2,30 (lg =

g kJ K1 = 7,54 kJ K-
0,1 2 15 4 273

und damit aus (5)

Ey = 16,84 MJ -+ 288 - 7,54 kJ = 19,01 MJ.
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1.2.8. Exergieverlust bei einem irreversiblen Prozef}

Bei einem ProzeB geht die Abweichung des energetischen Ausbeutefaktors vom Wert eins in
vielen Fillen auf die in der zugefihrten Energie enthaltene Anergie zuriick, ergibt sich also
zwangsldufig auf Grund des zweiten Hauptsatzes. Dagegen kennzeichnet das Abweichen des
exergetischen Ausbeutefaktors vom energetischen haufig reduzierbare Verluste, z. B. Reibungs-
effekte, Warmeleitung und -strahlung.

Bei endothermen chemischen Reaktionen erfordert der einleitende ProzeB zur Herstellung
reaktionsfihiger Produkte mehr Energie, als der nachfolgende synthetische Prozel liefert. Eine
endotherme chemische Reaktion sei nach zwei Verfahren moglich. Das erste gehe bei 7' = 1500 K
vor sich. Die Analyse der Verluste durch irreversible Effekte ergebe einen Anteil von 189,.
Das zweite Verfahren erfordere eine Temperatur von 7' = 2400 K bei 259, Verlusten. Der
Energieaufwand sei in beiden Fillen der gleiche. Welches Verfahren ist exergetisch giinstiger?
Fir die Umgebungstemperatur ist 7' = 290 K einzusetzen.

Losung:

Nach (1.2.7./4) ergibt sich fiir die Exergiednderung bei einem Strémungsprozel unter kon-
stantem Druck :
dE = dH — Ty dS. (1)

Die Entropieénderung setzt sich bei einem irreversiblen Proze8 aus dem reversiblen Anteil und
dem Anteil durch nichtumkehrbare Vorgénge zusammen:

— stev ! sQirr .

ds =+ @)
Wir setzen (2) in (1) ein und erhalten
| a8 = af — 20 (3Quus + 30u)- 3)
Fir den Exergieverlust infolge irreversibler Effekte erhdlt man damit
@i = L 501 @

Irreversible Effekte wirken sich somit auf die Exergiebilanz um so ungiinstiger aus, je niher die
Reaktionstemperatur bei der Umgebungstemperatur liegt. Hierauf griindet sich die Zweck-
méfigkeit hoher Temperaturen bei endothermen Prozessen. Im vorliegenden Fall liefert das
erste Verfahren

290
dEL. | = —— 0.1 — ,
|dEirr 1500 0,183Q = 0,0348 3Q

das zweite

290
dB%,| = —— 0,255Q = 0,0302 5Q.
|4B5e] = 5755 Q 02 3Q

Das zweite Verfahren ist trotz der relativ hoheren Verluste exergetisch giinstiger.

1.2.9. Exergieverlust durch Warmetausch

Das System A werde bei einem chemischen Prozel auf der Temperatur 7'y = 1500 K, das
System B auf der Temperatur 7'y = 1200 K gehalten. Die Temperatur der Umgebung werde
mit Ty = 300 K angesetzt. Zwischen den beiden Systemen flieBe der Warmestrom W = AQ
= 200 kJ h-1. Welcher Exergieverlust ist damit verkniipft?

4%
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Losung:

Beim Wirmetausch zwischen zwei Systemen A und B flieBt Warmeenergie 8@ von A mit der
hoheren Temperatur 7'y nach B mit der niedrigeren Temperatur 7'gz. Bezeichnet 7'y die
Umgebungstemperatur, so geht nach (1.2./27) und (1.2./28) vom System A die Exergie
T
3By = (1 — )8 1

A ( TA) Q (1)
aus. Durch den Warmeausgleich wird Exergie in Anergie verwandelt. In B kommt daher nur
die Exergie

(1 Tu
SEp = (1 TB) 5Q @)

an. Der Warmetausch ist daher mit dem Exergieverlust

. TU TU TA' — TB
8E =8B, — 38k = |— — =) 0Q = Ty —=—= 3Q 3
A B (TB TA) Q VT, Q 3)

verkniipft. Er ist zwar proportional der Temperaturdifferenz zwischen beiden Systemen, jedoch
gleichzeitig dem Produkt beider Temperaturen umgekehrt proportional. Bei hohen Tem-
peraturen ist der Warmetausch daher mit einem relativ geringeren Exergieverlust verbunden
als bei tieferen Temperaturen.
Im vorliegenden Fall erhalten wir fiir den stiindlichen Exergieverlust

AE = 300 1300.= 1200 o0 1 7 het — 10 kJ 1.
1500 - 1200

1.2.10. Exergieverluste bei der Heizung

Nach dem zweiten Hauptsatz ist die Erzeugung eines Wirmestromes @ nur durch eine
mechanische oder elektrische Antriebsleistung P moglich. Bezeichnet E, den mit dem Warme-
strom @ verkniipften Exergiestrom, so definiert

_ I
‘== )

den exergetischen Wirkungsgrad der Heizung.

Berechnen Sie diesen fiir die elektrische Heizung unter giinstigsten Verhaltnissen, wenn 0°C
Umgebungstemperatur angenommen werden und die Heizungstemperatur 100°C betragt.
Wie grof} ist der Anteil der vernichteten Exergie, wenn mit dem Wirkungsgrad # = 0,4 bei der
Umwandlung der gespeicherten Energie des Primarenergietragers in elektrische Energie ge-
rechnet wird? Welcher exergetische Wirkungsgrad ergibt sich bei einer reversibel arbeitenden
Wirmepumpe?

Losung:
Wir rechnen fiir die elektrische Heizung mit

P=gq. (2)
Unter giinstigsten Bedingungen erhilt man damit fiir den Exergiestrom

. v T
Bog=mncQ, nc=1— 7‘1 (3)
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Als exergetischer Wirkungsgfa,d der elektrischen Heizung folgt daraus
¢ =1nc. (4)

Bezieht - man die Exergieverluste bei der Elektrizititserzeugung in die Rechnung ein, so
ergibt sich der exergetische Wirkungsgrad

¢ —ng=n(1-7F). G

Im Vergleich dazu erhilt man fiir die reversibel arbeitende Warmepumpe als Antriebsleistung

A
P=(T—TU)Z§=(T—TU)%

(6)
worin AS den Anstieg der Entropie bei der isothermen Entspannung des Arbeitsmediums, At die
Zeit fiir einen vollstindigen Umlauf angibt. Fiir den Exergiestrom ¥, des Warmestromes erhilt
man nach (1.2./14) )
. . Ty\
Bo=ncQ = (1— —U) Q- (7
T

Der exergetische Wirkungsgrad der reversibel arbeitenden Wiarmepumpe ist somit nach (6)
und (7) gleich

E
o= (), =t ®)
P Jwe
Real werden Werte um 0,5 erreicht.
Im Gegensatz dazu ergibt sich bei der elektrischen Heizung
273

r=1—2_ 0268
373

" =0,4-0,268 = 0,107.

Etwa 909, der Exergie werden bei der elektrischen Heizung vernichtet.

1.2.11. Betriebsbedingungen bei Kreisprozessen

Der isotherm-isobare Kreisprozefl setzt sich aus den folgenden Teilvorgdngen zusammen (x;gl.
Bild 1.2.6) '

1—2 isotherme Kompreséion (Ty = Tin> P1 = Puin)>-
2—3 isobare regenerative Warmezufithrung (p, = pnax),
3—0 isotherme Expansion (Ty = T .x),

0—1 isobare regenerative Warmeabfithrung.

Das Arbeitsmedium steht nur wahrend der isothermen Zustandsinderungen mit den ther.
mischen Energiespeichern in Verbindung. Die zur isobaren Aufheizung erforderliche Energie
wird aus der frei werdenden Energie bei der isobaren Abkiithlung gedeckt (Regeneration),
Berechnen Sie den Wirkungsgrad des Kreisprozesses und stellen Sie die Formel fiir die nutz-
bare mechanische Energie bei einem Umlauf auf. Bestimmen Sie das Verhaltnis & zwischen
dem gréBten und dem kleinsten Wert des Druckes. Wie hingt dieses Verhiltnis vom Ver-
hiltnis 7 zwischen dem groBten und dem kleinsten Wert der Temperatur ab, wenn die nutzbare
mechanische Energie ein Maximum annehmen soll? Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem
CArNoOT-ProzeS.
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Fiithren Sie die Rechnung bei T'; = 300 K, 7'y = 1000 K fiir ein Kilomol Arbeitsmedium durch,
wenn die untere Grenze des Druckes bei 0,1 MPa, die obere bei 10 MPa liegt.

Losung:

Nach Bild 1.2.6b rechnen wir im 7',S-Diagramm gendhert mit parallelen, einander entgegen-
gerichteten Kurven 0—1 und 2—3 bei der isobaren Wirmezufithrung und -abfithrung. Fir
die nutzbare mechanische Arbeit bei einem Umlauf ergibt sich damit

W=Tas = (8 —8) (To— Ty). (1)
P 2 3
7 0 | Turbine
g 7 \Verdichter
T
/ 3 0 3
! ' Wérme-
21 —I7 2 I fauscher
b) S S S o)

Bild 1.2.6. Isotherm-isobarer Kreisprozefl
a) p,V-Diagramm, b) 7T,8-Diagramm, ¢) Schaltschema fiir eine Gasturbine

Wird als Arbeitsmedium ein ideales Gas vorausgesetzt, so ist nach (1.2./3a)

a7

dS=0V7+%dV, @)

woraus fir den Vorgang der isothermen Kompression

Vs Y2
8 —8S,=R g=Rfd—p=Rln7z (3)
4 P
Vi Y2
folgt. Darin gibt
a=2 (4)

D
das Verhiltnis zwischen dem gréBten und dem kleinsten Wert des Druckes wahrend des Kreis-
prozesses an (vgl. Bild 2.1.6a). Bezeichnet

TO
== 5)
T T, (
das Verhéltnis zwischen dem groften und dem kleinsten Wert der Temperatur, so erhdlt man
durch Einsetzen von (3) in (1)

W = RT, Inn(x — 1). (6)
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Der Wirkungsgrad 7 ergibt-sich aus der fiir den reversiblen Prozef} giiltigen Entropiegleichung.
Wir setzen voraus, daB die isobaren Vorginge regenerativ sind und die Entropiebilanz nicht
verandern. Wirmezufithrung von auBen erfolgt nur wihrend der isothermen Expansion bei der
Temperatur 7T',, Wirmeabfithrung nach auflen nur wiahrend der isothermen Kompression bei
der Temperatur 7',. Man erhalt daher fiir einen reversiblen Prozef nach (1.2./13)

G | @rp _
mtr =0 (7

Der Wirkungsgrad 7, das Verhiltnis zwischen genutzter mechanischer Energie W = @3y — Q15|

und zugefithrter Wirmeenergie @,y, wird damit gleich

an — |Q12| =1— _1_. (8)
Qs T

Es stimmt mit dem des CARNOT-Prozesses iiberein.

‘Bei vorgegebener Ausgangstemperatur 7', erhilt man nach (6) das Maximum der nutzbaren

Energie fiir
daw
—] =0. 9
( dr ),, ®)

Tiir den vorliegenden Prozef ist diese Bedingung nicht zu erfiillen. Nach (6) wichst W pro-
portional v — 1, wihrend es sich logarithmisch mit dem Verhéltnis der Druckwerte verindert.
Der maximal zulissige Druck von 10 MPa bestimmt daher die obere Grenze p, des Druckes.
Mit den vorgegebenen Zahlen erhalten wir 7z = 100, T = 3,33 und damit aus (8) = 9,7, aus (6)
fir die nutzbare Energie je Umlauf

W =28314-10°-2,303-2-2,33J = 89,2kJ.
Beim CarNoT-Prozef gilt mit p, = p3, p/py = @, Ty/T; = = nach (1.1.9./18)

n =

ﬁzzﬁ:&&:ﬂ(l)m‘

Vi m PP
Damit folgt aus (1.1.9./15)

T

W = RTy(r — 1) (lnn— "1‘”) (10)
. x —1
und daraus durch Differenzieren fiir das durch (9) bestimmte Maximum
Inzm= (1“ + ’_—1) (11)
x—1 T

Bei vorgegebenen Werten x = 1,4 und 7 = 3,33 erhalten wir
In 7 = 6,659, 7t = 780.

Das optimale Druckverhiltnis liegt also fiir den CArRNOT-Proze8 bei sehr hohen Werten, was
zusitzliche Anforderungen bei der technischen Realisierung mit sich bringt. Sollen niedrige
Druckwerte eingehalten werden, so ist es zweckméfiger, nach dem isotherm-isobaren Kreis-
prozefl zu fahren.

1.2.12. Gasturbine im Joule-Prozef

Als stationdre Warmekraftanlage wird eine Gasturbine betrieben, deren Schaltschema aus
Bild 1.2.7 hervorgeht. Der Kreislauf des Arbeitsmittels erfolge in einem geschlossenen Prozef
(Arbeitsmedium von der Umgebung stofflich getrennt). Im einzelnen laufen die folgenden
Vorgiinge ab:

Das aus dem Kiihler austretende Medium wird im Verdichter ohne Warmeaustausch mit der
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Umgebung komprimiert und anschlieBend isobar erwirmt. Danach tritt es in die Turbine ein,
wo es adiabatisch entspannt wird. AbschlieBend erfolgt isobare Riickkiihlung.

Wie grof} ist bei einem Gasdurchsatz 7 = 10 kg s~ die theoretische Nutzleistung? Gefordert
werde ein Wirkungsgrad tiber 0,4. Die Temperatur, bei der das Arbeitsmittel (Helium) in den
Verdichter eintritt, sei 7' ;, = 300 K. Wie grofl mufl die Temperatur 7', sein, bei der das
Arbeitsmittel in die Turbine eintritt? Welches Verhiltnis hat man zwischen dem héchsten und
dem niedrigsten Druck zu wihlen?

Erhitzer
2 -0
q/\/\ P fx
2 g
p maﬂ ‘\ "
Verdichter \ \\
Turbine \
7
Kihler

a)

Bild 1.2.7. Gasturbinenanlage im JoULE-Prozef3

a) Schaltschema, b) p,V-Diagramm, ¢) 7',8-Diagramm
Losung :
Es wird ein KreisprozeB durchlaufen, der aus den folgenden Stufen besteht:

1—2 isentrope Kompression (7'; = T yin> P1 = Pmin)»

2—0 isobare Warmezufithrung (7). = Thax> P2 = Pmax)s

0—1’ isentrope Expansion,

1’—1 isobare Wirmeabfithrung.

Dieser Proze heit JouLe-ProzeB.

Die Zufithrung und die Abfithrung thermischer Energie wihrend der isobaren Vorginge
erfolgen nicht mehr bei konstanter Temperatur, sondern iiber bestimmte Temperaturbereiche
Ty, — Ty, Ty’ — T,. Um die Entropiegleichung (1.2./13) bzw. (1.2.11./7) trotzdem anwenden
zu kénnen, wird fiir jeden der beiden isobaren Vorginge 2—0 und I’—1 eine mittlere Tem-
peratur errechnet:

Die wihrend eines isobaren Vorgangs ausgetauschte thermische Energie ergibt sich nach dem
ersten Hauptsatz; gemdf (1.1./10) folgt

(SQ)]) = (dH)p (1)

und daraus
(A8), = f (a8), = = (A),. @

worin 7 den Mittelwert der Temperatur angibt.
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Die Anderung der Entropie ist nach (1.2./4) und (1.2./6) durch
dT = RT
a8 =0y — + — dV 3
vty (3)
bestimmt. Damit erhélt man bei isobaren Vorgingen fiir das ideale Gas dV/V = dT/T, d. h.

@), = ¢, L baw. (AS), = C,In Ze. @)
T T,
Darin gibt T, die Anfangs-, T, die Endtemperatur des Vorgangs an. Fir die Enthalpie-
dnderung folgt nach (1.1./13)

(AH)p = Op(Te - Ta)' (5)
Somit ergibt sich als Mittelwert der Temperatur
1_1 — (AH)P — TL‘ — Ta . (6)
(A8), In Te
T,

Fir die Temperaturmittelwerte bei den isobaren Prozessen erhilt man daraus unter Beriick-
sichtigung von T,y = T, Tipin = Ty

Tp— —tmax—Ts 7,  Tv— Tmia (7)
In Lmax In Ty
Tz Tmin

Des weiteren folgt aus S, — 8, = S;» — &, auf Grund der fir die isobaren Prozesse giiltigen
Gleichung (4)

Tmax — Tl' . (8)

T2 Tmin i

Als thermischer Wirkungsgrad des JoULE-Prozesses ergibt sich damit auf Grund der Entropie-
gleichung .
Ty — Twin -1 Train X (9)
Tma,x - Tz Tz

Ty4

=1—

n=1—
20

Der letzten Umformung liegt (8) zugrunde.
Fiir die isentropen Vorginge I—2 und 0—1I1’ besteht die Adiabatengleichung nach (1.1.8./9).

Daraus folgt

#—1
T, _ (pmax)__x—. (10)
Tmin \ Pmin
Setzt man
= Pmax , = T max
Piin Tnin
in (8) ein, so erhilt man
Tmax _ Ty _ = (11)
T, T in x=1
7 %
Fiir den Wirkungsgrad folgt aus (9) und (10)
=1 — —. (12)

x—1 .

T *
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Er héngt bei vorgegebenem Arbeitsmittel allein vom maximalen Druckverhéltnis ab. Anderer-
seits gilt wegen (1) und (5) fur die umgesetzten Energien

Qg = Hy — Hy == Cp(Tmak —T,), Qv = Op(Tl' — Tiin) -
Fiir die nutzbare mechanische Arbeit je Kilomol folgt daher

W = Qs — Q1] = Cp(Tmax 4+ Thin — Ty — Ty). (13)
Wir setzen (8) und (11) in (13) ein und erhalten damit

z—1 1—x
W = CpTnin (t—n * 41— * ) (14)
Die Ableitung dieser GroBe nach dem Druckverhéltnis 7 ergibt
dwy . x—1 ( - i)
(—d;), = CpTmin " —n ¥ 4 ¥ ). (15)

Soll dieser Ausdruck den Wert Null annehmen, so muB3

T
2x—2 (16)

3 £

1=

sein. In Verbindung mit (11) ergibt sich daraus

T, =Ty = VT naxTmin (17)
bzw.
_*
o= 72x—1 (18)

als Bedingung fiir das Auftreten eines Maximums der mechanischen Energie in Abhingigkeit
vom Druckverhéltnis.

Im vorliegenden Fall ist % = 5/3. Aus (12) folgt daher wegen = 0,4

5
= 1)z = 3,58.
0,6

>

Aus (18) ergibt sich.
10\~
n = (—-)4 = 4,50.
3

Fir das Druckverhdltnis = = 4,5, d. h. fir pp;, = 100 kPa, 24, = 450 kPa, nimmt die
mechanische Arbeit ein Maximum an. Auch die Bedingung fiir den Wirkungsgrad wird damit
erfillt: Aus (17) erhélt man )

T,y =T,=71000-300K = 547,7K,

aus (9) damit

n=1— -0 _ 0453.
547,7

Die Nutzleistung wird nach (13) aus

m P—— .
p= —]l_[ Op(Tmax + Thin — 2 VTmamein)A (19)
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berechnet, worin M die molare Masse angibt. Es folgt

p= iOT’Z- . 8,314(1000 + 300 — 2 - 547,7) kW = 10,6 MW.

1.2.13. Zweitakt-Verbrennungsmotor (Otto-Metor)

Beim Zweitakt-Prozel des OrTo-Motors laufen die folgenden Vorgénge ab:

1. Takt (Aufladen des Zylinders mit dem Brenngemisch und Verdichtung des Brenngemisches
oder Ansaugen von Frischluft mit anschlieBender Verdichtung)

1—2 isentrope Kompression (von V; = V., auf Vy = Vi),
2—3 isochore Wiarmezufuhr;

2. Takt (Expansion und Austreibung der Verbrennungsgase oder Einspritzen des Brennstoffes,
Zundung und Verbrennung mit anschlieBendem Auspuffen)

3—0 isentrope Expansion,
0—1 isochore Wirmeabfiithrung.

In den Bildern 1.2.8a und 1.2.8b sind die Vorgénge im p, V- und im 7,8-Diagramm dargestellt.

p[ 3 T \
Pmax 3
S Jmax Tnax
\\ V2=V3 ]
2% ~%x0 1
N\ T 2
N!min |
~ 1
P . \\\ ! M 0
'min Toi 7 - 7
Vmax Vmin 4 S
a) b)

Bild 1.2.8. Zweitakt-Proze3
a) p,V-Diagramm, b) 7',8-Diagramm

Bestimmen Sie den Wirkungsgrad » des Verbrennungsmotors, wenn das Verdichterverhéltnis

Vmax (1)
Vmin

den Wert 6 hat und das Verhiltnis v zwischen der maximalen und der minimalen Temperatur
gleich 5 ist. Wie gro8 ist das Verhiltnis 7z zwischen dem maximalen und dem minimalen Druck?
Bestimmen Sie die nutzbare mechanische Arbeit je Umlauf fiir V3, =200 cm?, py;, = 100kPa
sowie die Leistung bei 30 Umldufen je Sekunde. Berechnen Sie das Mitteldruckverhéltnis s,
das die nutzbare mechanische Energie im Verhéltnis zur Verdrangungsarbeit » min (¥ max — Vmin)
bei minimalem Druck angibt. Als Arbeitsmittel werde ein ideales Gas mit dem adiabatischen
Koeffizienten » = 1,4 vorausgesetzt.

&£ =

Losung:

Die isentropen Prozesse laufen ohne Energieaustausch ab. Bei den isochoren Prozessen bleibt
das Volumen konstant, und nach dem ersten Hauptsatz gilt (3Q)y = dU. Man erhilt daher die
zugefithrte thermische Energie aus der Differenz der inneren Energien:

Qes = Us - U2> (2)



60 1. Hauptsitze der Energieumwandlung

ebenso die abgefithrte Wéirmeenergie

Qun="U, — U;. (3)
Fiir den Wirkungsgrad des Prozesses ergibt sich
n=— = Q23 _ lQO]l =1 — UO _ Ul . (4)
Q23 QZS U3 - UZ
Fiir ein ideales Gas folgt wegen der Proportionalitit von V und 7 nach (1.1.7./4)
— T
=121 5
Ul T —, (3)

Bei den isochoren Prozessen miissen die Entropiedifferenzen. §; — S, und S, — 8, gleich sein.
Auf Grund der Entropiedefinition nach (1.2./3) ergibt sich daraus wegen dV = 0

I, _ T,

= —, 6 ’
T, T, (6)
Hieraus erhdlt man den Wirkungsgrad
T
=1 — = 7
K 7, (7)
Fir den adiabatischen Prozel 7—2 gilt
Ty _ (Fe) _ (Zaun )t ®)
T, \V, Vimax/ g1’
Der Wirkungsgrad ist bei vorgegebenem Umlaufmittel nur vom Verdichterverhiltnis ab-
hangig.
Wegen Vg = V, = Vi, erhidlt man fir das ideale Gas
E=Mf=zl_=.&£§=£_ 9)

Vimin Vs Tspy T
Als Wirkungsgrad ergibt sich aus (8)

_1—(’)” . (10)

7

n= 1 - gx—1
Die Grenze, bis zu der das Verdichterverhiltnis getrieben werden kann, hingt wegen der
moghehen Selbstentziindung vom Brennstoff ab.
. Far das im Motorenbau zu Verglelchszwecken verwendete Mitteldruckverhéltnis 7, folgt

e OOl _ U= |0, =Tyl @

Pmin(Vmax — Vmin) Pi(Vy — Vs)

‘Wir setzen die Abhdngigkeit der inneren Energie von der Temperatur nach dem Gleichver-
teilungssatz ein und beriicksichtigen die Verkniipfung des adiabatischen Koeffizienten % mit
der Anzahl f der Freiheitsgrade eines Molekiils. Damit folgt

Ty — Ty — (Ty — Th)

(e —1)T, (1 — i)
€

Ty =

wofiir man auf Grund von (8) und (9)

— 1 & (8,;1_1)(__1) (12)

x— 1 e—1

erhalt.
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Mit den vorgegebenen Werten folgt aus (9) 7 = 30. Fir den Wirkungsgrad ergibt sich aus (10)
n = 0,512, fiir das Mitteldruckverhéltnis aus (12) ’

1 6 30
Ty = 0—’4"5(60’4— 1) (m — 1) = 4,53.

Ferner ist
Pmin(Vimax — Vmin) = 100 - 103(30 — 1) -200-10* N m = 580 Nm

und daher die nutzbare mechanische Energie bei einem Umlauf
W =4,53-580 Nm = 2,63 103 W s.

Als Leistung folgt
P =2,63-30kW = 78,9 kW.

1.2.14. Viertakt-Verbrennungsmotor (Diesel-Motor)

Der Viertaktmotor realisiert einen Arbeitsgang im Verlau; von zwei Kurbelumdrehungen.
Dabei laufen im wesentlichen die folgenden Prozesse ab:
1. Takt (Ansaugen des Brenngemisches oder der Frischluft)
0’—1 Wechsel des Arbeitsmittels;
2. Takt (Verdichten des Brenngemisches oder der Frischluft)
1—2 isentrope Kompression;l

3. Takt (Ziindung und Verbrennung des Brenngemisches oder Einspritzen des Brennstoffs
und Verbrennung, Expansion der Gase)

2—3 isobare Warmezufithrung,

3—0 isentrope Expansion,

0—1 isochore Warmeabfithrung;
4. Takt (Austreiben der Verbrennungsgase)

1—0" Wechsel des Arbeitsmittels.

Die Bilder 1.2.9a und 1.2.9b zeigen die Vorginge im p,V- und im 7,8-Diagramm.

Prmax —X Tmax - 3

Prin 7

e
/
/
<
3
3
N&
(S

a) Hubraum y b) 5

Bild 1.2.9. Viertakt-Prozef3
a) p,V-Diagramm, b) T,S-Diagramm,
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Ein Dieser-Motor wird mit dem Verdichterverhiltnis ¢ = 18 betrieben. Das Verhiltnis
zwischen der maximalen und der minimalen Temperatur betrigt v = 7, der minimale Druck
P, = 100 kPa, der Hubraum AV = V; — V, = 2400 cm?, die Drehzahl 3000 min—l. Be-
rechnen Sie den Wirkungsgrad und die Leistung des Motors. Als Arbeitsmittel werde ideales
Gas mit » == 1,4 vorausgesetzt.

Losung:

Vorgiinge, bei denen ein Wirmeaustausch stattfindet, sind die isobare Warmezufithrung 23
und die isochore Wiarmeabfithrung 0—1. Fir den Wirkungsgrad erhdlt man daher

pet1—Tu _ g 19l ©

23 Q23

Darin ist fiir den isochoren Prozef 0—1 @y, = U, — U, und damit

7 U, — U,
Typ=—G—73> 2
01 S, — 5, (2)
dagegen fiir den isobaren Proze8 2—3 @,; = H, — H, und damit
' ~  H,—H
Tpg= 2—2. 3
B8 — 8, 3)
Nach Bild 1.2.9b gilt
Sy — 8y = 8y — 8, 4)
Damit folgt
Cy(Ty — T,)
n=1-— ®)
Op(T3 - Tz)
Wir setzen
T = -& N T = z‘-’ . & = & (6)
P T, A
ein und beriicksichtigen p, = p;, V, = V, sowie J
T x—1
2 Po\ "
i . 7
T, (Pl) ™
Damit folgt
1
e=m*. (8)
Definiert man das Einspritzverhiltnis
Vs
=y 9)
so folgt aus (6) und (7)
T
Y= (10)
3 x

und damit nach (5) fiir den Wirkungsgrad

e — 1
=1 -—_-
I iy — 1) (11)
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Fur das Mitteldruckverhiltnis

w

- (12)
Pmin AV

T

worin W = Qp3 — |Qp;| die mechanische Arbeit, AV = V; — V, den Hubraum bezeichnen,
ergibt sich

% — x )
2o = Velgt — 1), 13)
(x —1)(e — 1) :
Mit den vorgegebenen Zahlen erhalten wir aus (8) # = 57,2, aus (10) ¢ =2,2, aus (11)
1,4 _
n= I—L=O,G22,
1,4.18%4.1,2
aus (13)
.181.4. — 1,4
_— 1,4 .18 1,2 — 18(2,2 1) —8.79.

0,417
Ferner erhilt man
Pmin AV = 100-10° .24 .10-* N m = 240 J.
Als nutzbare mechanische Energie bei einem Viertakt folgt
W —879.240J = 2,11 kJ.
Da sich ein Viertakt aus zwei Kurbelumdrehungen zusammensetzt, folgt fiir die Leistung

P = 3000 2,11 kW = 52,7 kW.
2-.60

A Aufgaben

A1l1.21. Ein Liter Argon wird mit einem Liter Sauerstoff gemischt. Die Temperatur
betragt fiir beide Gase 0°C und @ndert sich nicht. Beide Gase stehen unter dem
Druck 100 kPa bei Beginn des Prozesses. Am Ende des Prozesses betrigt der
Druck fiir das Gemisch 100 kPa. Wie dndert sich die Entropie?

A1.22. Wie &ndert sich die Entropie bei einem CarNoTschen KreisprozeB zwischen
300 und 500 K, wenn die Leistung 35 kW, die Anzahl der Umldufe 15 min—?

- betragt?

A1.23. Zur Verflissigung von 1 kg Eis bei 0°C ist die Warmemenge 335 kJ erforderlich.
Berechnen Sie die Entropiezunahme. : )

Al.24. Wie verdndern sich die Entropie und die Enthalpie des Wassers bei der Ver-
dampfung unter Normdruck 101,3 kPa? (Verdampfungswérme 2,26 MJ kg=1)

A1.25. Wasser von 150°C wird unter Sattigungsdruck 477 kPa verdampft. Welche

Energiezufithrung ist je Kilogramm erforderlich, wenn das Medium im Anschlufl
an die Verdampfung Arbeit verrichten soll, wobei sich der Druck um 120 kPa
verringert. Das spezifische Volumen des Dampfes betrigt 0,39 m® kg1, die Ver-
dampfungswéirme 2,11 MJ kg1

A1.2.6. Ein Kilomol eines zweiatomigen Gases wird bei konstantem Volumen von 30°C
auf 40°C erwarmt. Wie verdndert sich die Entropie des idealen Gases, wenn keine
Oszillation vorliegt?
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A1.27.

A1.28.

A1.2.9.

A1.2.10.
‘A1.2.11.

A1.2.12.

A1.2.13.

A1.2.14.

A 1.2.15.

A 1.2.16.

A 1.2.17

‘A 1.2.18.
A 1.2.19.

A 1.2.20.

A1.2.21.

A 1.2.22.

A 1.2.23.

Ein Gas wird in einem isothermen Proze komprimiert. Die Temperatur betrage
400 K, die Volumenabnahme 5 m3, der Druck 200 kPa. Wie verdndert sich die
Entropie des Gases?

Ein' Kilomol eines idealen Gases dehnt sich reversibel auf das doppelte Volumen
aus. Berechnen Sie die mechanische Arbeit, die zugefithrte Wéirmeenergie,
die Entropieinderung, wenn der ProzeB a) isotherm, b) adiabatisch, ¢) bei
konstantem Druck erfolgt.

Welchen Wirkungsgrad hat eine ideale Dampfmaschine, die nach dem CarNoT-
ProzeB zwischen 20°C und 100°C arbeitet?

Durch Kopplung einer Quecksilber- mit einer Wasserdampfturbine 148¢ sich ein
Aggregat herstellen, das zwischen 535°C und 35°C arbeitet. Wie grof ist fir
dieses der ideale Wirkungsgrad?

Bestimmen Sie aus dem MOLLIER-Dla,gra,mm fiur Luft die Werte der Zustands-
funktionen H, 8, U, F, G, bezogen auf ein Kilogramm, fiir 4 MPa Druck und 20°C
Temperatur. Wie groB ist das spezifische Volumen?

Schitzen Sie aus den Werten fiir 20°C und 50°C nach dem MorriEr-Diagramm
fur Luft die molare Warmekapazitét bei 10 MPa Druck ab.

Begriinden Sie in Verbindung mit dem ersten Hauptsatz den Ausdruck ,,Ver-
dampfungsenthalpie* fiir die Verdampfungswirme bei der Erzeugung von
Dampf unter Sattigungsdruck.

Wasser von 200°C hat den Sattlgungsdruck 1560 kPa. Dabei betrigt sein
spezifisches Volumen 1,16 - 10-® m® kg~1, das seines Dampfes 0,127 m® kg~'. Es
wird die Verdampfungsenthalpie 1,94 MJ kg~ gemessen. Bei der Erzeugung des
gesittigten Dampfes mul} sich dieser gegen den duBeren Druck vom Volumen
des Wassers auf das des Dampfes ausdehnen. Berechnen Sie, welchen Anteil diese
Verdringungsarbeit an der Verdampfungswérme ausmacht.

Leiten Sie aus der Forderung, da die gemischten partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung von der Reihenfolge der Differentiation unabhingig sein miissen, die
Beziehungen zwischen den konjugierten Variablen der thermodynamischen
Potentiale ab.

Welche Beziehung ergibt sich zwischen dem linearen Ausdehnungskoeffi-
zienten «, dem linearen Druckkoeffizienten f und der Kompressibilitdt » unter
der Voraussetzung einer allgemeinen Verkniipfung f(p, V,T) = 0? Die drei
GroBen sind durch

1 fov 1 fop . 1 [oV
x = =— ®=———

v (31’) P (3T) |4 (310 )T
definiert.
Wie grof sind «, 8, » fur das ideale Gas bei 0°C und 101,3 kPa (Normzustand)?
Leiten Sie aus den thermodynamischen Potentialen die Beziehung zwischen C),
und Cy sowie zwischen « und g ab.
60 1 Druckluft von 20 MPa und 20°C werden isotherm auf 100 kPa entspannt.
Wie dndern sich die Entropie und das isotherme Arbeitsvermégen? (M = 29)
Ein Dampfspeicher enthdlt Wasser von 250°C und gesittigten Dampf. Bei der
Dampfentnahme sinkt die Temperatur auf 150°C. Berechnen Sie aus der Entro-
piednderung den Anteil des Wassers im Speicher, der als Dampf neu geblldet
wird. (Verdampfungswirme bei 150°C 2,11 MJ kg—1)
Luft von 40°C enthélt Wasserdampf mit dem Partialdruck 7,5 kPa (Sattigungs-
druck). Bei der adiabatischen Abkiihlung auf 10°C sinkt der Sattigungsdruck
auf 1,2 kPa. Welcher Anteil des Wasserdampfes kondensiert dabei als Nebel?
(Qy = 2,48 MJ kg)
Berechnen Sie den Exergieverlust eines Wéarmespeichers von 1 GJ bei 800°C,
wenn sich die Umgebung von —10°C auf +10°C erwérmt.
Wasserdampf von 1,5 MPa dehnt sich periodisch mit der Folgefrequenz 15 min—!
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A 1.2.24.

A 1.2.25.
A 1.2.26.

A1.2.27.

A 1.2.28.

A 1.2.29.

A 1.2.30.

A1.2.31.

A 1.2.32.

A 1.2.33.

A 1.2.34.

A 1.2.35.

A 1.2.37.

aus, wobei das Volumen um 2 m?® anwichst. Berechnen Sie die Leistung und den
Exergieverlust infolge des Luftdrucks.

Berechnen Sie die Exergieverluste fiir 300 K Umgebungstemperatur und 100 kPa
Druck, wenn einmal 5,0 MW von 2400 K auf 1500 K, das andere Mal 2,8 MW
von 1600 K auf 900 K flieBen.

Berechnen Sie die Exergie der inneren Energie U.

Der zweite Hauptsatz besagt, daf die Entropie einem Maximum zustrebt,
wonach keine makroskopischen Verinderungen mehr eintreten. Energetische
und rdumliche Abgeschlossenheit wird durch dU = 0, dV = 0 definiert. Der
Gleichgewichtszustand ist dadurch gekennzeichnet, daB kleine reversible An-
derungen 38 =< 0 bewirken. Leiten Sie daraus eine Aussage iitber Druck und
Temperatur in einem abgeschlossenen System ab, daBl rdumlich und energetisch
abgeschlossen ist. Konnen Druck und Temperatur raumlich veréinderlich sein?
Leiten Sie aus dem zweiten Hauptsatz die Extremaleneigenschaft der inneren
Energie unter den Nebenbedingungen 38 = 0, 8V = 0 ab.

Leiten Sie die Extremaleneigenschaft der freien Energie fiir ein isotherm-isochores
System im Gleichgewicht ab.

Leiten Sie die Extremaleneigenschaft der freien Enthalpie auf Grund des zweiten
Hauptsatzes ab.

Bei exothermen Prozessen kann die Temperaturdifferenz zwischen den Pro-
dukten meist klein gehalten werden, wiahrend endotherme Reaktionen vielfach
hohe Temperaturunterschiede erfordern. Begriinden Sie die ZweckmaiBigkeit
hoher Temperaturen bei endothermen Reaktionen exergetisch. Wie sind dagegen
in der Regel exotherme Prozesse zu fahren?

Leiten Sie aus der Definition der freien Energie und ihrer Eigenschaft als Poten-

tialfunktion eine Beziehung zwischen F und (%) ab. Fihren Sie die gleiche
14

Betrachtung fur @ und (Z—g) durch.
p
Beim Durchgang von Ladungstrigern im elektrischen Feld des galvanischen

Elementes ergibt sich die Arbeit durch die Gleichung W = ¢, wobei q die elektri-
sche Ladung, £ die Spannung des Elementes angeben. Das Kupfer-Eisen-Element
hat bei 0°C die Spannung E = 0,4764 V. Die Anderung der Spannung mit der
Temperatur betrigt 3,85 - 10-¢ V K-1. Beim Durchgang von 1 kmol zweiatomiger
Ladungstriger wird die thermische Energie 69,2 MJ frei. Vergleichen Sie diesen
Wert mit dem Ergebnis der Untersuchung der freien Energie nach A 1.2.31.
Berechnen Siedienutzbare mechanische Leistung einer im isotherm-isobaren Kreis-
prozefl zwischen 300 K und 1500 K mit Helium betriebenen Anlage, wenn das
Druckverhéltnis nicht tiber 30 anwachsen darf und der Gasdurchsatz 50 kg s~ be-
tragt.

Das Druckverhéltnis einer im JouLE-Prozef laufenden Maschine sei auf 150 be-
grenzt. Welche Grenze ergibt sich fir den Wirkungsgrad? (Umlaufsmittel Luft
mit x = 1,4)

Eine Gasturbine lduft im JouLE-Prozel zwischen 300 und 1200 K. Wie grof3
ist der relative Leistungsabfall, wenn die optimalen Bedingungen nicht ein-
gehalten werden und die isentrope Komprimierung fiinfzig Kelvin vor der
optimalen Temperatur beendet wird?

Eine im CarNor-Prozefl arbeitende Kiltemaschine wird zwischen 200 und 300 K
betrieben. Berechnen Sie das Druckverhiltnis sy bei der isothermen Zustands-
anderung, wenn das maximale Druckverhéltnis # = 15 betrigt. Wie groB ist die
Leistungsziffer #? Umlaufmittel sei ein ideales Gas mit » = 1,4.

Wie groB muf} die Leistungsziffer einer Wirmepumpe sein, wenn die zur Bereit-
stellung der Antriebsleistung erforderliche Energie nicht grofier sein soll als
die bei der direkten Beheizung? Der Wirkungsgrad der Carwot-Maschine sei
nc = 0,4, der des Ofens bei direkter Beheizung 7 == 0,85.

5 Schilling, Wirme
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A 1.2.38. Welchen Wirkungsgrad hat ein Orro-Motor mit dem Mitteldruckverhéltnis 8
und dem Verdichterverhiltnis 5,5, wenn als Umlaufmittel ideales Gas mit dem
adiabatischen Koeffizienten 1,4 vorausgesetzt wird? Wie gro8 ist das Druck-
verhéltnis?

A 1.2.39. Wie grof} ist die Leistung eines OrTo-Motors mit dem Mitteldruckverhéltnis 8,
dem Hubraum 1000 cm3, dem minimalen Druck 100 kPa, wenn die Drehzahl
2400 min— betrigt?

A 1.2.40. Vergleichen Sie den Wirkungsgrad eines OrTo-Motors mit dem eines DIESEL-
Motors bei iibereinstimmendem Verdichterverhiltnis.

A 1.2.41. Vergleichen Sie den Wirkungsgrad des OrTo-Motors mit dem des Dieser-Motors
bei ibereinstimmendem maximalem Druck- und maximalem Temperatur-
verhéaltnis.

A1.2.42. Berechnen Sie den Wirkungsgrad und das Mitteldruckverhéltnis eines DIESEL-
Motors fiir das maximale Druckverhiltnis # = 50 und den maximalen Tem-
peraturquotienten t = 6. Der adiabatische Koeffizient sei » = 1,4.

A 1.2.43. Wie grof} sind der Wirkungsgrad und das Mitteldruckverhéltnis fiir einen DIESEL-
Motor mit dem Verdichterverhdltnis ¢ = 64 und dem Einspritzverhiltnis

@ = 1,67
1.3. Statistisches Modell der Energiezustinde
E Einfiihrung
Phasenraum

Das Verhalten der Teilchen eines makroskopischen Systems wird durch die Ko-
ordinaten ¢; der Lage und ¢; der Geschwindigkeit dargestellt. Anstelle der Ge-
schwindigkeitskomponenten werden allgemein Impulskoordinaten p; verwendet.
Ein einzelnes Teilchen wird in seiner Lage durch die Koordinaten x = ¢;, y = ¢,,
z = ¢4 beschrieben. Die Gesamtheit aller seiner Lagekoordinaten umfaf8t den drei-
dimensionalen Lageraum. Der Impuls eines Teilchens ist durch die Koordinaten
mg; == Py, My = Py, mgs = p3 des dreidimensionalen Impulsraumes festgelegt. Die
Gesamtheit aller Lagekoordinaten ¢;, ¢», ¢; und Impulskoordinaten p;, p,, p; eines
Teilchens heifit u-Raum.

Die Anzahl der frei wéhlbaren Koordinaten eines Systems heit Zahl der Freiheits-
grade. Der Bildpunkt eines Teilchens im sechsdimensionalen u-Raum hat sechs
Freiheitsgrade.

Die Zusammenfassung der Lage- und Impulskoordinaten wird als Phasenraum
definiert. Phasenraum des einzelnen Massenpunktes ist der u-Raum.

Bei der Veridnderung der Lage und des Impulses eines Teilchens durchlduft dessen
Bildpunkt im y-Raum eine Kurve

i =¢t), pi=pt) (=123).
Sie heiflt Phasentrajektorie.
Fiir die statistischen Untersuchungen der Thermodynamik erweist es sich als zweck-
miBig, die Gesamtheit aller Lage- und Impulskoordinaten der Teilchen des Systems
915 92> 93 995 -+ +5 P1> P2 P3s Py -+
in einem hochdimensionalen Phasenraum zusammenzufassen. Er heilt I'-Raum.
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Beispiel 1.3.1. I'-Raum

Ein Kilomol eines Gases enthilt {N,} = 6,02 - 1026 Teilchen. Handelt es sich um ein-
atomige Molekiile eines Gases, z. B. um Helium, so umfa3t der I-Raum 6{N,}, das sind
3,6 - 10?7, Dimensionen. Bei mehratomigen Molekiilen kommen Freiheitsgrade der Rotation
und der Oszillation hinzu. Dementsprechend vergréBert sich die Anzahl der Dimensionen.
Das gilt auch fiir den u-Raum des einzelnen Teilchens.

Tnterteilung des Phasenraumes in Mikrozellen

ur Charakterisierung des Zustandes eines Systems wird jede der GroBen g¢;, gs, ...;
15 Pas -.. in Intervalle dg,, dgs, ...; dp,, dps, ... unterteilt. Ein Gesichtspunkt bei
ieser Unterteilung kann z. B. die erforderliche oder mégliche MeBgenauigkeit sein.
fit der Unterteilung der GroBen erfolgt eine Unterteilung des Phasenraumes in
Tikrozellen der GroBe

dl' = dg; dg, ... dp; dp, ... (1)

eder Mikrozelle ist ein Mikrozustand zugeordnet, d. h., jede Mikrozelle charakteri-
iert einen bestimmten Zustand der Teilchen nach Lage und Impuls innerhalb
estimmter, von den Abmessungen der Zelle abhéngiger Toleranzgrenzen.

Beispiel 1.3.2. Mikrozustinde bei unscharfer Abgrenzung

Der Wasserstand eines Sees werde durch die Bewegung zweier Bojen von je einem Kilogramm
Masse beobachtet. Das System besteht ‘somit aus zwei Teilchen, die je einen Freiheitsgrad
der Lage und des Impulses besitzen. ¢; und g, seien die Lagekoordinaten der Bojen, die
den Wasserstand angeben. IThr Steigen und Fallen werde durch die Impulskoordinaten p,
und p, charakterisiert. Es liegt somit ein Phasenraum mit vier Dimensionen vor.
Wasserstand und Tendenz seien durch je finf Eigenschaften charakterisiert: << 1 m sehr
niedrig, 1 m bis 2 m niedrig, 2 m bis 3 m normal, 3 m bis4 m hoch, > 4 m sehr hoch;
> 1,50 kg m h~! stark steigend, 0,50 kg m h=* bis 1,50 kg m h—1 steigend, —0,50 kg m h~! bis
0,50 kg m h—1 gleichbleibend, —1,50 kg m h—1 bis —0,50 kg m h~*fallend, <<—1,50 kg m h—1
stark fallend.

Der Phasenraum umfafit hiernach 5% = 625 Mikrozellen. Jede dieser Zellen hat die Gréfie
(die Randzellen seien entsprechend begrenzt)

dI' = dg; dg,dp;dp;, =1m-1m-1kgmh-1.1kgmh? = 1 m*kg?h-2.

nouvillesches Theorem

das Verhalten eines Systems aus sehr vielen Molekiilen wird mit den Mitteln der
1athematischen Statistik und der Wahrscheinlichkeitsrechnung untersucht. Dazu
it es erforderlich, die Zustdnde gleicher Wahrscheinlichkeit zu definieren.

sei der Unterteilung des dreidimensionalen Raumes kann man davon ausgehen, daf
ellen gleicher GroBe gleichberechtigt sind. Die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes
‘eilchen in einem Element des dreidimensionalen Raumes anzutreffen, ist daher
roportional der Gro8e dieser Zelle. Das bedeutet, da bei hinreichend langdauernder
seobachtung die Aufenthaltsdauer des Teilchens in der Zelle ihrer GrofBe proportio-
al ist.

‘iir die Zellen des hochdimensionalen Phasenraumes aus Lage- und Impulskoordinaten
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wird die Untersuchung iiber die Wahrscheinlichkeit der Belegung gleich grofier
Phasenzellen wie folgt gefiihrt: Im Phasenraum wird eine Mikrozelle 81" abgegrenzt.
Sie muf nicht mit einer der durch Unterteilung des Phasenraumes entstehenden
Zellen dI" identisch sein.

Ein Bildpunkt in der Zelle 31" charakterisiert einen Phasenzustand, benachbarte Bild-
punkte in der Zelle benachbarte Phasenzusténde. FafBt man diese Bildpunkte als
Anfangszustéinde auf, so bewegen sie sich mit der Zeit durch den Phasenraum und
charakterisieren damit Folgen von Zustdnden zu voneinander abweichenden An-
fangsbedingungen. Die Bildpunkte der verschiedenen Zustdnde kénnen somit in eine
Mikrozelle eintreten und sie auf ihrem Weg lings einer Phasentrajektorie wieder
verlassen Das bedeutet, dafl die Bildpunkte als stromender Stoff aufgefallt werden
kénnen. Man kann die Anzahl der Bildpunkte bestimmen, die in eine durch Unter-
teilung des Phasenraumes entstandene Mikrozelle dI” einstromen, und man kann
die wieder herausstromenden Bildpunkte abzdhlen. Ebenso kann man die Ver-
formung einer von einer Menge Bildpunkte gebildeten Mikrozelle 81" bei ihrem Weg
durch den Phasenraum untersuchen. Wenn die Teilchen des thermodynamischen
Systems den Gesetzen der klassischen Physik unterliegen, ergibt sich, daf sich die
Bildpunkte der Phasenzustdnde wie eine inkompressible Fliissigkeit verhalten (vgl.
Problem 3.1.3.). Eine mit Bildpunkten gleichméBig dicht belegte Zelle 81" des Phasen-
raumes verdndert bei ihrer Bewegung durch den Phasenraum zwar ihre Form. Thre
Gro6Be ist jedoch unverdnderlich:

(db‘I ’)
ds Strémung
Mit der Zeit werden alle Mikrozellen dI" des Phasenraumes von der Stromung eines

Elementes 31" von Bildpunkten durchlaufen. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist der
GroBe dI' der Mikrozelle proportional. Das bedeutet:

Ereignissen, die im Phasenraum durch gleich grofe Mikrozellen repréisentiert werden,
kommt die gleiche Wahrscheinlichkeit zu (Theorem von Liouville).

=0. (2)

Makrozustand

Die einzelnen Teilchen eines einheitlichen Gases miissen als voneinander nicht unter-
scheidbar angesehen werden. Ein Mikrozustand mit individueller Festlegung der
Lage und des Impulses fiir jedes Einzelteilchen ist daher nicht meBbar. MeBbar ist
dagegen die Verteilung der Teilchen auf die Elemente des Lage- und des Impuls-
raumes. Eine derartige Verteilung heit Makrozustand.

Ein Makrozustand wird durch eine Vielzahl von Mikrozustdnden realisiert, die sich
nur dadurch voneinander unterscheiden, daB Teilchen gegenseitig vertauscht
werden. Bei gleich groBen Mikrozellen ist nach dem Theorem von LiouviLLE die
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Makrozustandes proportional der Anzahl
der Mikrozellen, die einen Makrozustand repriasentieren. Aus der Anzahl der Mikro-
zustdnde eines Makrozustandes 148t sich deshalb die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten eines Makrozustandes abzéhlen.

Die Anzahl der Mikrozustdnde, durch die ein Makrozustand bzw. eine Verteilung der
Teilchen dargestellt werden kann, wird als statistisches Gewicht W dieser Verteilung
bezeichnet. W ist eine positive ganze Zahl.

Zur Charakterisierung eines Makrozustandes unterteilt man wie in Beispiel 1.3.2 die
betrachtete ZustandsgréfBe in Intervalle und gibt die Belegung jedes Intervalles mit
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Teilchen an. Es sei I die Anzahl der MeBbereiche, N; die Anzahl der Teilchen, die auf
den ersten MeBbereich fallen, N, die Anzahl der Teilchen im zweiten MeBbereich, usw.
Es bedeutet

!
N=XDN; (3)
i=1
die Gesamtzahl der Teilchen.
Die zum gleichen' Makrozustand N,, N,, ..., N; gehtrenden Mikrozustdnde unter-
scheiden sich dadurch, dafB identische Teilchen aus verschiedenen MeBintervallen
untereinander vertauscht werden. Dabei dndern sich die Belegungszahlen nicht.
Anschaulich kann man sich vorstellen, daB8 die N Teilchen nacheinander auf die
einzelnen MefBbereiche verteilt werden. Dabei tritt N;-mal das Ereignis 4, ein, da8
ein Teilchen auf den ersten MeBbereich fallt, N,-mal das Ereignis 4,, daB ein Teilchen
auf den zweiten MeBbereich fillt usw. Die Vertauschung zweier identischer Teilchen
aus verschiedenen MeBbereichen bedeutet, daB zwei verschiedene Ereignisse 4; und
A; in der Folge vertauscht werden. Zu bestimmen ist die Anzahl der Folgen, in
denen N;-mal 4,, Ny-mal 4, usw. eintritt. Nach den Grundregeln der Kombinatorik
bedeutet das, die Anzahl der Permutationen mit Wiederholungen von ! verschiedenen
Elementen mit den Haufigkeiten Ny, Ny, ..., N; zu bestimmen. Hierfiir erhdlt man
das statistische Gewicht
N!

= N, N,'..N,\ @

W(Nl’ N2) -'-le) =R\7(N1’ Nz, '-',Nl)

Beispiel 1.3.3. Statistisches Gewicht einer Lageverteilung

Die beiden Teilchen nach Beispiel 1.3.2 seien voneinander nicht zu unterscheiden. Es seien
nicht fiinf wie in Beispiel 1.3.2, sondern nur drei Lagen

:.=1,2,3, g, =1,2,3 (m @ber dem Grund)

moglich. Impulse seien ohne Interesse.

Der ,,Phasenraum‘* umfafit in diesem Falle nur zwei Dimensionen. Damit ergeben sich die
Makro- und Mikrozusténde nach der Tab. zu 1.3. und Bild 1.3.1. Die drei Makrozustéinde
mit zwei Teilchen in einer Zelle besitzen das statistische Gewicht 1, die drei Makrozustinde
mit Teilchen in verschiedenen Zellen dagegen das statistische Gewicht 2.

Tabelle zu 1.3. Makro- und Mikrozustinde zweier Teilchen

Bezeichnung der Zelle  Belegung mit Teilchen

1 1 1 — — — 2
2 1 — 2 1 — —
3 — 1 — 1 2 —
Bezeichnung des 1,1,0 10,1 0,2,0 0,1,1 0,0,2 2,0,0
Makrozustandes
Realisierung durch 9% % G G Gl Ui
Mikrozustidnde 12 13 2 2 2 3 3 3 1

21 31 3 2
Statistisches Gewicht 2 2 1 2 1 1
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Zelle
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Bild 1.3.1. Charakterisierung der Makrozustinde zweier Teilchen

Stirlingsche Formel

Zur gendherten Berechnung von Ausdriicken der Form N,! fir Werte Ny> 1
logarithmiert man

InNy!=InNy+In(N,—1)+--+In2+1Inl
und deutet die Intervallabstdnde N = 1 als Differentiale dN:

No
lnNolwflnNdN. (5a)
i

Durch Ausfithrung der Integration ergibt sich die Néherungsformel
In Ng! ~ [NIn N — 1)]¥ = Ny(In N, — 1). (5)

Sie ist fiir Untersuchungen mit Werten fiir N, in der GroBSenordnung 10% aus-
reichend. Etwas genauer als (5) ist die Stirlingseche Formel

InN!~ NN — 1) + InJ¥ 4 In}2x |. (6)

Grundlagen der Boltzmann-Statistik

Die Teilchen des Gases seien voneinander unabhéngig. In diesem Falle kénnen die
verschiedenen Zusténde des Systems im u-Raum des einzelnen Teilchens definiert

werden. &, &, ... seien die Energien im u-Raum. Untersucht wird die Belegung
Ny, Ny, ... dieser Zustdnde mit Teilchen. Dabei miissen das Gesetz (3) von der
Erhaltung der Teilchenzahl und der Energiesatz in der Form
!
U = Z N i€ (7)
i=1

erfiilllt sein. Im Gleichgewichtszustand nimmt W(N, N,,...) ein Maximum an.
Anstelle W kann auch In W zu einem Maximum gemacht werden:

N

0. (8)
Aus (8) folgt
SInN! —8InN;! —8InNy! — .. —3InN;! = 0.

Die Naherungsformel (5) fiihrt auf
3NInN — 1) — 3Ny(In N; — 1) — 3Ny(ln Ny — 1) — -+ = 0. (8a)
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Die Variationen 3N bzw. 3N; kénnen als Differentiale behandelt werden. Wegen
3N =8N; + 8N, + ---=0

ergibt sich aus (8a), wenn man (3) beriicksichtigt,

! !
InNY3N;,— XInN;8N; =0
i=1 i=1
und daraus
!N

In — 8N; = 0. 9
i; N ®
Von den 7 GroBen 3N, sind wegen der beiden Nebenbedingungen (3) und (7) nur 7 — 2
frei wahlbar. Um zwei weitere frei wihlbare GréBen zu erhalten, wird (3) mit dem
Parameter «, (9) mit dem Parameter § multipliziert. « und f heilen Lagrangesche
Multiplikatoren. Durch Variation der Besetzungszahlen entsteht aus (3)

x Y 3N; =0, (10)
i=1
aus (7)
!
B2 & dN; =0. (11)
i=1
Addiert man (10) und (11) zu (9), so entsteht
! N
Z(In—'—}—zx+ ﬂsz) SNiZO. (12)
i=1 N

Die Numerierung der Besetzungszahlen IV; kann so festgelegt werden, da§ die infolge
(3) und (9) abhédngig gewordenen Variationen die Indizes 1 und 2 tragen. Die
LacraNcEschen Multiplikatoren o« und § werden so gewéhlt, daB die beiden Glei-
chungen

¥ fatpe=0 (=12 (13a)

gelten. In (12) sind damit nur noch frei wahlbare Variationen enthalten. Sie kénnen
z. B. bis auf 8V; == 0 sémtlich gleich Null gesetzt werden, so daf (13a) auch fiir
¢ = 3 gilt. Dieses Verfahren 148t sich sukzessive fortsetzen. Allgemein folgt damit
(132) fiir7 = 1, 2, 3, ..., I. Hierfiir kann man auch

N'. — N e—(«+B&) (13)

schreiben.
Setzt man (13) in (3) ein, so erhdlt man fiir den Multiplikator «

!
e*Yefui=1 baw. e*= Y e Fu, (14)
i=1

1~

3

Die Grofle

!
Z =Y ebu (15)
i=1
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heifit Zustandssumme. Mit dieser ergibt sich als Verteilungsformel fiir den Gleich-
gewichtszustand

M= N
i=N—. (16)
Nach (4) erhélt man unter Beriicksichtigung der Ndherungsformel (5)
N! !
— —————— T — — 'y . * —
InW =1In NN N(In N — 1) i%‘lN,(ln N; —1) (17)

und daraus wegen der Erhaltung der Teilchenzahl nach (3)
!
InW=NIhN - N, InN;.
i=1

Hierin kann man das Verteilungsgesetz (16) einsetzen, womit

!
InW =3 pNe; + NInZ (18)
i=1
folgt. Fithrt man in (18) die innere Energie
!
i=1

ein, ergibt sich
ImW=pU+NInZ. (20y

Boltzmannsche Gleichung B

Die Borrzmannsche Gleichung verkniipft die Entropie S mit dem statistischen
Gewicht W der Gleichgewichtsverteilung. Entsprechend ihrer Definition nach
(1.2./4) ist die Entropie eine additive GroBe. Die Entropie zweier voneinander unab-
héngiger Systeme ist daher gleich der Summe der Einzelentropien S, und S,:

S=8+8;. (21a)

Andererseits ist das statistische Gewicht W eines aus zwei unabhéngigen Teil-
zusténden mit den Gewichten W; und W, zusammengefaflten Zustandes nach den
Grundgesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleich dem Produkt der statistischen
Gewichte

W = Wl . Wz. (21b)

Eine Funktion zwischen 8 und W, die die nach (21a) und (21b) geforderten Eigen-
schaften hat, ist

[S=knWw | (21)

worin k ein noch zu bestimmender Faktor ist. (21) heit Boltzmannsche Gleichung.
Wird die Borrzmannsche Gleichung (21) in (20) eingesetzt, so erhédlt man

8 = kU + kN In Z. (22)
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Die Entropie ist nach dem ersten Hauptsatz in der Form (1.2./8) eine Funktion der
inneren Energie U und des Volumens V. Nach (1.2./8b) gilt

o8 1
=) ==. 2
(3U)V T (23)
Aus (22) erhdlt man
o8\ _ds(ep) _as_1 2
oUly, dg\oU/), dg (BU)
9 |v
Ferner folgt aus (22)
ds oU kN oZ
_— = -+ == 25
Tttt 7 (25)
Die Zustandssumme kann nach dem LacraNGgEschen Parameter § abgeleitet werden:
oZ : ! zZU
= Cefe — e \
P 3_;1 & © Zi=21 Ne; 7 (26)
Der erste und der dritte Summand in (25) heben sich somit heraus. Es ergibt sich
o8
— | = 2
(53), = (21)
d. h. in Verbindung mit (23)
1
= e— Y
B o (28)
Fiir k erhélt man aus speziellen Betrachtungen (vgl. 1.3.8.)
R 8,314 kJ kmol-1 K1
_ = — . 10-23 -1 |, )
b= F, T 6oz 10w kmorr LS 10RIK (29)

Darin bedeutet R die universelle Gaskonstante, N, die Avaabprosche Konstante,
k heiBt Boltzmann-Konstante, (29) BorrzMmannsche Gleichung.

Gibbssches Energieverteilungsgesetz, Zustandssumme, freie Energie

Setzt man (28) in die Verteilungsformel (16) fiir den Gleichgewichtszustand ein, so
erhdlt man

& _ &

kT kT
° o | baw. | aN = N—ez_ dgdp |. (30)

N,=N

(30) heifit Gibbssches Energieverteilungsgesetz. dI' = dg dp bezeichnet darin eine
Phasenzelle nach (1).
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Aus (20) ergibt sich
S=%+Nklnz. (31)

Vergleicht man diese Beziehung mit der Definition F = U — T'§ der freien Energie,
so folgt

F=—NkThZ |. (32)

Aus der Zustandssumme 148t sich somit die freie Energie bestimmen, woraus nach
den in 1.2. abgeleiteten Formeln simtliche Zustandsfunktionen des thermodyna-
mischen Systems abgeleitet werden kénnen. Erfolgt die Betrachtung im hoch-
dimensionalen I'-Raum, so ist mit nur einem Teilchen zu rechnen und daher in (31)
und (32) N = 1 zu setzen.

| P Probleme

1.3.1. Maxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung

Reiner Sauerstoff habe die Temperatur 400 K. Der Druck betrage 200 kPa. Berechnen Sie die
Anzahl der Molekiile in 1 mm3 mit einer Geschwindigkeit zwischen 300 und 310 m s~

. Losung:

Die Problemstellung entspricht der Aufgabe, fir ein System aus nur einem Teilchen die Wahr-
scheinlichkeit zu bestimmen, dieses im angegebenen Geschwindigkeitsbereich anzutreffen.
Diese Wahrscheinlichkeit ist durch das GiBBssche Energieverteilungsgesetz (1.3./30) gegeben.
Die Teilchen des Gases werden als voneinander unabhingig angesehen, so daf anstelle des
J-Raumes der y-Raum betrachtet werden kann.

Die Energie ¢ eines Teilchens ergibt sich aus

2
e P2 Pt 1y T+ )
2m 2m

wobei m die Molekiilmasse angibt.
Wenn wir die Zustandssumme Z nach (1.3./15) durch das Integral ersetzen, erhalten wir aus
(1.3./30)

_ pzzfpng-'Pzz
N e mkT dp, dp, dp- 2

N o

- M 2
[ f f e T dp, dp, dp,

—00 —o00 —o0

[N

Die Integrationen iiber die Impulskomponenten sind voneinander unabhingig und ergeben den
gleichen Wert. Wir konnen daher

o) 3

0o o [e ]
Pz+py -+ p2° 11&
f f f e T  qp dpydp. =\ J e ™Tap ®3)
—00 —00 —O00

—o0
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schreiben. Transformieren wir

p; = ]/2ka g, 4)
so folgt
oo o
_p
f e 2T dp. = 2mkT f e~§ dé. (5)
—o0 — 00

Das bestimmte Integral in (5) hat den Wert ]/r:. Es ergibt sich

_ Pttt
_‘i_l\z _¢ 2mkT " dp, dp, dp, (6)
N VarmkT® '

Die Impulse, deren Betrige p in einem bestimmten Bereich p, ... p, + dp liegen, sind im
Impulsraum in einer Kugelschale der Dicke dp enthalten. Der innere Radius der Kugel ist p,.
Das Volumen der Kugelschale betrigt

dp, dp, dp, = 4p,® dp.

Ferner ist
P=p2+p2+p2=m¥  dp,dp,dp, = 4m*? do,
M = Nym, R= N,k.

Damit folgt aus (6)

Mv?
4 o2 e_m
V= +/2RT®

M

el
I dv = f(v)do |. (7)

(7) heifit Maxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung.
Im vorliegenden Fall erhalten wir

323002
aN _ 4.300%e 2-8,314-10%-400

N R 103 . 3
V;V2 8,3143310 400

Die Anzahl der Molekiile in 1 mm3 errechnet sich aus

_pV _ 200-10°.10-°
kT 1,38-10-% . 400

10 = 1,39 - 102,

= 3,62 . 106,

Fir die Anzahl der Molekiile im angegebenen Raum mit der vorgegebenen Geschwindigkeit
folgt daher

dN = 3,62 -1016. 1,389 - 10~2 = 5,03 - 1014,
1.3.2. Maximum der Verteilungsdichte, mittlerer Betrag der Gesechwindigkeit,
mittlere Energie

Bestimmen Sie fiir Wasserstoff von 0°C die Geschwindigkeit mit der gréBten Verteilungs-
dichte, den mittleren Betrag der Geschwindigkeit und die mittlere Energie.
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Losung:
Wir legen die MaxweLL-BorrzMaNNsche Geschwindigkeitsverteilung zugrunde. Durch
Differentiation der Verteilung ergibt sich
3 mv?
dfw) _ 2 (m\g ( _m\ “ar
dv V= \2%T 2T (1)

Soll die Verteilungsdichte ein Maximum annehmen, so muf} die erste Ableitung verschwinden.
Das ist nur fir

2kT 2RT
V= VUmux = . = o (2)
der Fall.
Der Mittelwert der Geschwindigkeit folgt gemi
oo
7= f vf(v) dv. (3)
0
Durch Einsetzen der Verteilungsdichte nach (1.3.1./7) ergibt sich
oo
. _mot
b= — e T dy, (4)
V= (M)?
m L
0
Integrale der Form
(e o]
I, = f x¢ eh* dg (5)
0

werden mit Hilfe der Transformation
y = pa? (6)

auf die Gammafunktion

0o
T(e) = [evytdy (7)
0
zuriickgefithrt. Bezeichnet z eine positive ganze Zahl, so bestehen die Funktionalgleichungen
_ 1) (2! _
Tz + 1) = 2!, P(z+—2-)_——z!22z1/?—f. (8)
Im vorliegenden Fall erhalten wir aus (4) mit I'(2) = 1
5= /282 ©)
M
Die mittlere kinetische Energie ergibt sich aus
oo
§= % 7 = % f v?f(v) dv. (10)

0
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Wir setzen die Verteilungsfunktion in (10) ein und erhalten

[o0]

5 _me
1/2 1I:LaT3fv4e 2T . (11)
T
0

Mittels (6) und (8) folgt

™1
I

= 2T (5) . ez 2r . (12)
7 \2 2

Im vorliegenden Fall ist M = 2,016 kg kmol~!, und wir erhalten

ms?!=1501ms1,

3-8,314-10° - 273,2
fmax = ], 2,016

ebenso? = 1694 m s, § = 6,555 - 1021 J. Die Werte von o2 = Ef und 72 weichen voneinander
ab: m

— . . —21
Ve = /22055 10 6 09 102 mst = 1837 m s,
2,016

1.3.3. Barometrische Hohenformel

Untersuchen Sie die Abnahme des Luftdruckes mit zunehmender Héhe infolge des Erdschwere-
feldes. Dabei ist der Normzustand (273,2 K, 101,3 kPa) vorauszusetzen. Der Berechnung ist
folgende Zusammensetzung der Luft zugrunde zu legen:

78,099, N, (M, = 28,01), 20,95%, O, (32,00), 0,939, Ar (39,95), 0,03%, CO, (41,01).
Losung:

Wir betrachten eine Séule aus einem einheitlichen Gas nach Bild 1.3.2. Die Anzahl der Teilchen
in einer Schicht der Dicke dz ergibt sich aus dem GiBBsschen Energieverteilungsgesetz (1.3./30).
Ein Gasteilchen in der Hohe z iiber der Erdoberfliche besitzt die potentielle Energie

e = mgz. 1

az

QD il

z
T Bild 1.3.2. Luftsiule

Es tritt keine Abhingigkeit von den Impulskoordinaten auf. Damit folgt aus (1.3./30)

mgz
o
dN = N — d=. (2)

(o)

mgz
e KT

0
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Das Integral im Nenner hat den Wert kT/mg, so dal wir

o

N _maz
Ay = 229 | Tk g, (3)
kT,

0

erhalten. .
Die Anzahl dNV der Gasteilchen in der betrachteten Schicht ist der Dichte g(z) des Gases pro-
portional. Ferner kénnen wir

m_ Y _ X % (4)

setzen, womit sich aus (3)
— Qog2

e(z) =g e ™ (8)

ergibt. Die Faktoren vor der Exponentialfunktion sind zu einer einheitlichen Konstanten g,
zusammengefalt. Sie hat die Bedeutung der Dichte fiir z = 0, d. h. am Erdboden. g, ergibt
nach den vorgegebenen Daten g, = 1,293 kg m—3, M = 28,97 kg kmol~'. Damit folgt

203 .
0(1000 m) — ox (_ 1,293 - 9,81

1000) = 0,882,
% 101300

d. h., der Luftdruck sinkt um 11,89, auf 89,3 kPa.

1.3.4. Gleichverteilungssatz der klassischen Physik
und Dulong-Petitsches Gesetz

Bestimmen Sie aus dem GiBBsschen Verteilungsgesetz die innere Energie eines festen Korpers.
Berechnen Sie diese fiir 1 kg Eisen bei 300 K. Leiten Sie aus dem Gleichverteilungssatz die
atomare Wirmekapazitit der Metalle ab. Wie grof} ist danach die spezifische Wirmekapazitit
des Eisens (4, = 55,85, MeBwert cpe = 0,452 kJ kg1 K—1)?

Losung:
Die innere Energie U ist durch
U=N:= f edN (1)

gegeben. Fiir die Wahrscheinlichkeit, ein einzelnes Teilchen im Energiezustand e anzutreffen,
folgt

€
dN e *Tdp,dp,dp,dzdy dz

VT @
e "I'dp,;dpydpzdxdydz

Wir setzen dN nach (2) in (1) ein und erhalten fiir den Mittelwert

€
fa e kT dp, dp,dp, dz dydz 3)

f e ¥ dp_dp, dp, de dy dz

£ =
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Die Energie kann in-den kinetischen und den potentiellen Anteil zerlegt werden. Fir die
kinetische Energie erhédlt man

Pzz + Pyz + Pzz , (4)

€kin om

wobei p(p,, py, p,) den Impuls des im Festkérperverband hin- und herschwingenden Teilchens
angibt.
Die potentielle Energie folgt unter der Voraussetzung eines linearen Kraftgesetzes:

z Y z
Epot = -—fF-d'r-—-a (fxdx—i—fydy—f—fzdz).
0 0 0
Durch Auswertung der Integrale folgt
a
fpot = 5 (@ + y* + 2%). (5)

Definieren wir
Ty =X, To=1Y, X3 = 2, Ty = Pg» L5 == Py> Te = Pz>»
so 1aBt sich die Engrgie eines Teilchens mittels
!
e=2X au?®  (f=6) (6)
1=1

darstellen, womit kinetische und potentielle Energie wieder zusammengefat sind. Wir setzen
(6) in (3) ein und erhalten

Das Integral im Nenner 1at sich zerlegen:

o oo oo
LN [N a%s*
e KT dzy J e *T da,...) e FT day.
o0 —o0 —oo

Fiur das obere Integral folgt

(=]
24 ... 2
f a,%,% exp (— G+ 4y ) dz, ... dz;
- .

kT
oo
2 ... n 2
4 e + afxfz exp (— %y A+ + a5y dxl cen d.’lf
: kT
—00
oo 0o
o _ sy a,x’ E‘t_z
=fa1x12e kT dxlfe kT g, ... +f *T dxlfazxz e *T day... -
—0 —o00

Der Zihler 148t sich somit in ein Produkt aus f Faktoren, der Nenner in eine Summe aus f
Summanden mit je f Faktoren aufspalten. Jeder Faktor ist ein Integral. f — 1 Faktoren eines
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Summanden stimmen mit entsprechenden Faktoren iiberein. Sie kénnen herausgekirzt
werden.

Da in jedem Integranden nur gerade Funktionen auftreten, kann die Integration von Null bis
Unendlich erstreckt werden. Die dafiir einzusetzenden Faktoren 2 kiirzen sich im Zahler und
im Nenner gegenseitig heraus. Es ergibt sich somit

oo
Y / a:x:2
, faixi- exp (— ;c’.;' ) dz;
=3 . (7)
- ex _ dz;
P T i
0

Durch die Transformation

a;

Yi =5 % ®)
folgt, wenn man die Eigenschaften der Gammafunktion gemaf (1.3.2./7) und (1.3.2./8) be-
riicksichtigt,

3
-= !
colid) Tt EE
E=3 n = kT —— =§-ﬂcT. 9)

ety T

Damit ist der Gleichverteilungssatz der klassischen Physik

U=Ne= % kT (10)

bewiesen. Bezogen auf ein Kilomol, ergibt sich
1
= — RT. 11
2 an

Daraus erhilt man fiir die spezifische Wiarmekapazitiit, bezogen auf ein Kilomol,
0_ U _1p .
ar 2
Wir setzen f = 6 in (12) ein, womit das Dulong-Petitsche Gesetz der atomaren Wiarmekapazitit

iT:ﬁ (13)

folgt. Bezogen auf 1 kg, ergibt sich (mit M = 4, kg kmol~?)

(14)

Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir
_3-8314
© 55,85
38,314 - 300
55,85

kJ kg1 K-1 = 0,4466 kJ kg1 K1,

Usg = kJ kg1
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1.3.5. Bestimmung der ZustandsgroBen des einatomigen Gases
aus der Zustandssumme

Bestimmen Sie die Zustandssumme Z des einatomigen Gases und berechnen Sie daraus die
freie Energie F' fiir 1 g Helium bei 7' = 400 K, wenn das Volumen V = 51 betrégt.

Losung:
Wir bezeichnen die Lagekoordinaten der N Teilchen mit

L5 Y15 %15 o> TNs YNs> RN >

die Impulskoordinaten

] P> Pyla Pz1s +o s PaN> pyN’ PN
Nach der Heisenbergschen Unschiirfebeziehung gilt fiir die Ungenauigkeit Ag des Ortes und
des Impulses Ap

AgAp = h. (1)
Damit wird die MindestgroBe der Zellen des Phasenraumes bestimmt:

(Az; Apgy) (Ayy A.’pyl) o (Bzy Ap,y) = B3, ¢ (2)

Gehen wir zur Integration iiber, so ist jeder Summand in (1.3./15) mit dem Differential des
Phasenvolumens zu multiplizieren. Um diese Multiplikation wieder aufzuheben, wird durch die
GrofBe der Phasenzelle dividiert:
d'  dz, dpyy ... dzy dp.y
ha_N - ’ 13N Tt

®3)

Die Integration erstreckt sich iiber samtliche verschiedenen Zustdnde des Phasenraumes.
Zustiande, die sich allein durch Vertauschung gleicher Teilchen unterscheiden, sind nur einfach
zu zidhlen. Bei N Teilchen gibt es '

NN

Permutationen. Fiir die Zustandssumme folgt somit nach (1.3./15)

zZ = o _’f_erF
— s | e . (5)

Die frei beweglichen Teilchen enthalten nur kinetische Energie. Im Integranden treten keine
Lagekoordinaten auf. Wir konnen daher

' dz; dy, dz, ... dzy dyy dzy = V¥
in (5) einsetzen und erhalten
2 4 ...1p2
PN o _ pz'l: kT"pzN )

= yFv | © " Apyy .- dpyy- (6)
Jede Integration iiber eine der Impulskoordination kann unabhéngig von den anderen erfolgen.
Fir das Integral in (6) ergibt sich

oo 3N
. '
‘ f e 2T dp | = V2mmkT®N

— 00

6 Schilling, Warme
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(vgl. 1.3.2./5 bis 1.3.2. /9). Es folgt somit fiir die translatonschen Bewegungen der Teilchen
des einatomigen Gases die Zustandssumme

eNpN

Ty — V2rmk TN

Zyy = (7)

Der Rechnung liegt ein Teilchen mit 3V Lage- und 3N Impulskoordinaten zugrun&e. Bei der
Bestimmung der freien Energie F in (1.3./32) ist daher mit NV = 1 zu rechnen, womit sich

®)

3/2
FT" = —kT anTr = —NkT [ln M + l:l

N3

ergibt.

-Die Masse eines Heliumatoms ist M/N,. Fir die Teilchenanzahl N folgt

Nym _ 6,02-10%.10-3
M 4,003

N = = 1,50 - 10%.

Damit erhalten wir

Fp,o = —1,50-10%.1,38 - 102 . 400
5.10°3 3 2-3,14 - 4,003 - 1,38 - 10-2% . 400
X |1 11J

n—-—— 4+ —In
1,5-10% 2 6,02 - 10%6(6,626 - 103¢)2

= —11,51 kJ.

1.3.6. Zustandssumme und ZustandsgroBen des zweiatomigen Gases

Berechnen Sie die Zustandssumme Z und die freie Energie F' des zweiatomigen Gases aus
gleichen Atomen unter Beriicksichtigung der Rotation der Molekiile und der intermolekularen
Oszillation. Wie veréndern sich die Beitrdge der Rotation und der Oszillation bei 1 kmol
Wasserstoff H, bei Erwirmung von 1500 K auf 2000 K? Das Wasserstoffmolekiil hat das
Tragheitsmoment I = 0,47 - 10-47 kg m2. Die Schwingung der beiden Atome gegeneinander
erfolgt mit der Kreisfrequenz w, = 8,28 - 1014 s~* (vgl. Tab. 1.3.1).

Losung:

Die Zustandssumme nach (1.3./15) kann in einen Translations-, einen Rotations- und einen
Oszillationsanteil aufgespaltet werden:

ETr ERot €0sz

Z=e e k¢ T — ZnyZpotZosy (1)

Translationsenergie und -summe ergeben sich fir das zwéiatomige Molekiil nach den gleichen
Formeln wie fiir das einatomige.
Zur Berechnung der Rotationsenergie werden Kugelkoordinaten eingefiithrt. Sie sind mit den
kartesischen Koordinaten gemif

z =rsind cos g, y=rsindsing, 2z = r cos & (2)

verkniipft. Daraus folgt fir die Rotationsenergie eines Teilchens

T (@ g 4 ) = 2 (00 + sin® 99%), 3)
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worin

MMy m
m, = ——2m = — 4
¥ my + my 2 @

die reduzierte Masse der beiden Teilmassen mit m; = m, = m angibt. Das Tragheitsmoment
ist gleich

I=mr="p (5)
2
Damit folgt fiir die Komponenten des Drehimpulses L
Ly=1I¢, L,=Isind¢. (6)

Als Rot%.tibnsenergie der N Teilchen erhalten wir

bno = 5 (Thi + -+ Ly + Ly + +++ + Liw). ™
Gehen wir von der Summierung zur Integration iiber, so ergibt sich aus (1)
. /‘ Lt Lyt Lga e+ Lpw
Zno = g | © EIFT ar ®)
mit
dl'=dLy; ... dLyy sin$y ddy ... sindy ddy dg, ... dgy. (9)

Im Nenner folgt der Faktor #2¥ aus der Festsetzung der GréBe einer Phasenzelle. Die Gleichheit
der Atome bedingt im Nenner den Faktor 2¥. (8) erstreckt sich iiber simtliche Freiheitsgrade
der Rotation. Die Integration iiber die Winkelvariablen liefert

E3 n 2n 27
[sin® a8, ... [sindyddy [do;... [dpy =2...2-2n...2n = (4m)¥. (10)
1] (V] 0 0

Das Integral iiber den Impulsraum liefert

+oo 2N
Lz
( fe 2T dL) = VorIkT Y. (11y

— o0
Somit erhalten wir auf Grund der Rotation in der Zustandssumme den Fa;,ktor
42 TkT \ ¥
Doy — (T) : (12)
Die freie Energie folgt nach (1.3./32):

2
Fros = —kT'In Zgo, — —NkT'In 4"’};’“7’ . (13)

Ein Oszillator, in dem die Teilchen mit der reduzierten Masse m, Schwingungen der Kreis-
frequenz w, ausfiihren, ist durch die Auslenkkoordinate ¢ und die Impulskoordinate p gekenn-
zeichnet. Seine Energie betrigt

PP mdy?
— 14
2m, + 2 (14

€0sz =
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Fir das Zustandsintegral erhidlt man daraus
400 +oo

£€0sz fE— .
Zgl, = f f e *¥T dgdp = ]i V2rm kT 1/2”” — kT < (15)
(3 m, .

—00 —00 ,w02 hwo

Liegen N Molekiile vor, in denen je f Oszillationen mit den Kreisfréquenzen w;, .. . wy angéregt
sind, so erhilt man

kET\IN 1 .
Z = (— _—_— 16
Os7 ( # ) w ¥ .ol (16)

Damit sind simtliche Freiheitsgrade der Oszillation erfaBt. Aus (16) folgt fiir den Beitrag der
Oszillationen zur freien Energie

Fos; = —kT In Zg,, = —NET In [(’“T) 1 ] 17
k) wp...0f

Andert sich die Temperatur von 7', auf T',, so erhiilt man aus (13)

AFgy = —Nk [(T2 — Tyl 4" ”‘ + Ty InT, — T, In Tl}, (18)
aus (17)
BV 1
AF,,, = — Nk [(TZ'— T,) In (—) ——— 4+ T,InT,— T, In Tl]. (19)
k] o ... 0

Mit den vorgegebenen Werten folgt
4r%. 0,47 - 10-47. 1,38 . 102
(6,626 - 10734)2

AFgo, = —8,314 - 103 - 2,302 - (500 Ig

-+ 2000 1g 2000 — 1500 Ig 1500) J=—13,8 MJ,

1,38 - 102
1,05.10734. 8,28 - 1014

AFo, = —8,314 - 108 - 2,302 (500 Ig

+ 2000 Ig 2000 — 1500 Ig 1500) J=1,2MJ.

1.3.7. Fluktuationen

In einem makroskopischen Korper, der sich im Gleichgewicht befindet, fluktuieren die thermo-
dynamischen GroBen um ihre Mittelwerte. Die Fluktuationen kénnen wie die mechanischen
Schwingungen als reversible Vorginge aufgefait werden. Berechnen Sie unter dieser Voraus-
setzung die Fluktuation der ZustandsgréBen. Wie fluktuiert der Druck in 1 pm? Quecksilber-
dampf, wenn der Temperaturmittelwert 2000 K, der Druckmittelwert 1 Pa betragt?

Losung:

Ein abgegrenztes Teilsystem innerhalb des Gesamtsystems befindet sich mit seiner Umgebung
wiahrend der Fluktuation nicht im Gleichgewicht. Infolgedessen ist seme freie Enthalpie G
nicht mehr allein eine Funktion der Temperatur und des Druckes.

Wahrend der Fluktuation dndert sich die Entropie 8, des Gesamtsystems um AS,. Seine
innere Energie und sein Volumen bleiben dagegen unverandert An das Teilsystem wu'd nach
dem ersten Hauptsatz die Arbeit 7' AS, iibertragen, um die sich die freie Enthalpie des Teil-
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systems dndert:
AG =AU —TAS + pAV = —TAS,. (1)

Darin bezeichnen AU, AS, AV die Fluktuationen des Teilsystems, 7' und p die Gleichgewichts-
werte der Temperatur und des Druckes. Fiir das statistische Gewicht der Fluktuationen folgt

AS, _ AU—TAS—pAV
AW =ek =e kT . (2)

Die Schwankung der inneren Energie kann in eine Reihe entwickelt werden:

oU oU 02U
AU = |— puiil 2
v=(58),05+ ()0 (G 747)

(€)

Wegen (1.2./8b) folgt

02 U o*U o*U o*U
AT = — —— AV, —Ap=—--—A8 + — AV. 4
o T agav P =sav 0 T @
Damit ergibt sich aus (3)
AU=TAS—pAV+—;—(ATAS—ApAV). %)
Aus (2) folgt
ApAV—A TAS
AW =e  #T (6)
Die vier SchwankungsgréBen AT, AS, Ap, AV sind nicht unabhingig voneinander:
ov ov oT or
AV =(—] Ap AS, AT =({—) AS . 7
(50)s 2+ (&), ), G
Beriicksichtigt man (1.2./9b) sowie (1.2./7), so folgt aus (6)
1 (oV 1
AW = Ap? — S2|. 8
exp [2IcT ( ) P Skno, ] ®)
Darin gibt » die Stoffmenge des Teilsystems an. Die Dichtefunktion
_=
AW@) =e 2°° (9)

stellt eine GauB-Verteilung mit dem mittleren Schwankungsquadrat

= p (10)

8

dar. Fiir das mittlere Schwankungsquadrat ergibt sich daher auf Grund des zweiten Summanden
in (8)

-— RN

AS?2 = N_\Z Cyp. (11)
Aus der adiabatischen Beziehung

pV* = poVo* (12)
erhidlt man auf Grund des ersten Summanden in (8)

— 2

v WY (13)

v N’

worin N die mittlere Anzahl der Teilchen im betrachteten Teilsystem angibt.
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In gleicher Weise kénnen die Entropieschwankung AS und die Druckschwankung Ap ent-
wickelt werden. Aus § = S(T', V), p = p(T, V) folgt mittels (1.2./10b) und (1.2./6)

Ap AV — AT AVS = 2 AVz—quzATz. (14)
ov)r T
Aus dem Vergleich mit der Dichtefunktion der Gauss-Verteilung ergibt sich
/ 3
V(M) ey - . . (15)
|4 o p2 VN
ov)r

TAT\? "R
VB - 1o

Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir

vV 1-10-8
T kKT 1,38-10-28.2000

als mittlere Anzahl der Teilchen in dem betrachteten Teilsystem. Aus (13) folgt mit » == 1,33

V@ 1 Pa = 0,19 Pa.

1.3.8. Messung der Avogadrosehen Zahl und der Boltzmann-Konstanten
aus den thermodynamischen Fluktuationen eines Drehspiegels

Die Fluktuationsschwingungen eines Drehspiegels mit dem Trigheitsmoment ] = 3,7-10-14kgm?
erfolgen bei 300 K mit der Periode v = 392,7 s. Als mittlere Schwankung des Auslenkwinkels

wird ﬁ_z = 1,20° gemessen. Berechnen Sie daraus die BorrzmManN-Konstante £ und die
Avocaprosche Konstante Nj.
Losung:
Die Schwingungen sind durch die Differentialgleichung

Iy + Do = (1)
bestimmt. Als Lésung erhélt man

g(t) = g etot. )

Die Winkelrichtgré8e D ist nach (1) und (2) mit der Periodendauer 7, der Eigenfrequenz w und
dem Triagheitsmoment J gemal

D
= 1/= 3
verkniipft.

Fiur die potentielle Energie der Schwingungen erhilt man

P
Dg? 22
Wpot=fD¢d¢=_:_n

I¢p2 . 4
2 72 @
0
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Nach dem GiBsschen Energieverteilungsgesetz ergibt sich als statistisches Gewicht einer
Fluktuationsauslenkung '

2
AW =oxp (- 20, )

Durch Vergleich mit der Gaussschen Normalverteilung folgt
' — kT kT

7= 42l = D’ @

Die BortzmanN-Konstante 'k ist hiernach durch Messung der GroBen ¢?, D, T zu bestimmen:
Dg*  4ntlg?

e e @

Setzen wir die gemessenen Grofen ein, so erhalten wir

oo 43147871074 (1,20 3,14
- 392,72 - 300 180

2
) JK1=1,38.10"2J K.

Spiegel Lichtquelle

M"‘M Bild 1.3.3. Nullpunktschwankungen
aL eines Drehspiegels

Zeit

Hieraus folgt die Avocaprosche Konstante

. 108
Ny = B _ 8314 107 kmol-! = 6,02 - 1026 kmol-1.
k 1,38 - 10-23

Bild 1.3.3 zeigt den Versuchsaufbau zur Messung und eine MeBkurve.

1.3.9. Modell des Druckes in einem idealén Gas

Die Molekiile des idealen Gases werden modellm#Big durch ausdehnungslose Massenpunkte
reprisentiert. Zwischen ihnen finden wegen der fehlenden Ausdehnung keine ZusammenstofSe
statt. Auch Wechselwirkungen, anziehende oder abstoBende Krifte, bestehen nicht. Dagegen
erfolgen StoBe gegen die Begrenzungswinde.
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Stellen Sie unter Beriicksichtigung der Borrzmannschen Geschwindigkeitsverteilung eine
Formel fiir den Gasdruck auf. Wieviel StoBe treffen bei einem Druck von 100 kPa und einer
Temperatur von 300 K in Wasserstoff je Quadratzentimeter Fliche und je Sekunde auf die
Begrenzungsfliche? Weisen Sie aus dem statistischen Modell des Gases und dem Gleich-
verteilungssatz die Beziehung (1.3./29) nach.

Losung:

Wir betrachten auf der Trennwand ein Flichenstiick der GréBe d4 und bestimmen die Anzahl
der Teilchen, die wihrend der Zeit dt mit Geschwindigkeiten v ... v + dv unter dem Einfalls-
winkel & ... 9 4 dd auftreffen. Diese sind in einem Zylinder mit dem Volumen

dV = dA v cos ¢ dt (1)
44

v Bild 1.3.4. Zur Ableitung des Druckes nach 1.3.9.

vcos B dt

enthalten (vgl. Bild 1.3.4).
Von den in einem Kubikmeter enthaltenen Teilchen bewegen sich

dN, == Csin ¢ d&, 2y -
unter einem Winkel & ... 9 - d& gegen die Trennebene, mit
n A
[N, = [ sin® d# = 2C = N,. (3)
0 0
Somit folgt
AN, = % sin® d8. : @)

Nach der MaxwEeLL-BorTzMANNschen Geschwindigkeitsverteilung (1.3.1./7) erhdlt man fir die
Anzahl der Teilchen in einem Kubikmeter, die sich mit Geschwindigkeiten v ... v 4 dv be-
wegen, Nof(v) dv. Fur die Anzahl der Teilchen, die im Zeitintervall d¢ mit Geschwindigkeiten
v...v + do unter einem Winkel & ... 9 - dd auf die Flache d4 treffen, ergibt sich daher

dv = dN, dVf(v) dv = A;—” f(w) vsin® cos® dd dvdi d4. (5)

Bei jedem Stol wird der Impuls
I = 2mw cos &

ibertragen. Daraus ergibt sich fiir die von dem betrachteten Anteil der Teilchen ausgeiibte
Kraft je Flacheneinheit

W gy ap =12

d4 dt d4

Die gesamte Kraft folgt durch Integration:

= Nym cos? & sin $v*f(v) dv dd. (6)

oo 7f2

p= f 3—5 dy d¢ = Nym f f cos? & sin & dv¥(v) dv- (6a)
0 0
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Fiir das innere Integral erhilt man —-31—- , fiir das duBlere v% Somit ergibt sich

Nymav?
= ! 7
P 3 (7
Beachtet man Ny, = nN,/V, so folgt N

p = %;m = | (8)

Durch Auflésen nach v ergibt sich

— 3pV _ 3RT

2 =

= . 9
nNym  Nym
Fiir die kinetische Energie der Stoffmenge » (in kmol) des einatomigen Gases erhilt man daraus
Wein = nNy ™3 = 2 wRo. (10)
2 2
Nach dem Gleichverteilungssatz betrdgt die innere Energie

U — "Na g (11)
2

Durch Vergleich folgt

R

k= — 12

7% (12)

Die mittlere Stofzahl ergibt sich aus (5) durch Integrieren:
© 7[2 .
"RT
= — & cos & ddf(v) dv= 13
v f/ sin & cos f(v) dv= oy T (13)

v gibt die Anzahl der StoBe je Sekunde und Quadratmeter an. M, kennzeichnet die relative
Molekiilmasse. Beriicksichtigt man die Gleichung des idealen Gases, so folgt

Na
p = ——4a_ 14) -
rer l/an,kT ()
Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir fiir die StoBfrequenz je Quadratzentimeter
2.10%
v = 100 - 103 6,02 - 10 10-¢ 51 cm2 )
23,142,016 - 1,38 - 10~% . 300

=1,07- 102 s 1cm2,

A Aufgaben

A13.1. Wieviel Dimensionen umfaf3t der Phasenraum von einem Kilomol eines zwei-
atomigen Gases, in dem die Oszillationen voll eingeschwungen sind?
A1.3.2. Ein System aus 6 gleichen Einzelteilchen ist auf 4 Intervalle einer Zustandsgrofe
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A1.3.3.

A134.

A13.5.

A13.6.

A 1.3.7.
A138.

A 1.3.9.

A 1.3.10.

A 1.3.11.

A1.3.12.

A1.3.13.
A1.3.14.

A 1.3.15.

A 1.3.16.

A1.3.17.
A1.3.18.
A 1.3.19.
A 1.3.20.

A1.3.21.

verteilt. Berechnen Sie die statistischen Gewichte der folgenden Zusténde:
2,0,3,1;1,2,1,2;6,0,0,0. . )
Ein System enthilt 10 Einzelteilchen. Der Zustandsbereich ist in 10 Intervalle
unterteilt. Vergleichen Sie das statistische Gewicht der Gleichverteilung mit dem
statistischen Gewicht der Konzentration aller Teilchen in-einer Zelle.
Berechnen Sie die Anzahl der Chlormolekiile mit den Geschwindigkeitskompo-
nenten v, = 200.-205 m s1, v, = 100--110 m 573, v, = 100---105 m s~ bei
500°C und 1 Pa in 1 mm?. (M, = 35,45)

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung dw(e) fir die kinetische Ener-
gie ¢ eines Masseteilchens nach der MAXWELL-BoLTzZMANN-Verteilung. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, ein Molekiil mit einer Energie zwischen 4,00 - 10-21 J
und 4,14 - 10-2! J anzutreffen, wenn die Temperatur 300 K betrigt?

Wie verhalten sich bei gleichen Temperaturen die mittleren und die maximalen
Geschwindigkeiten von Helium (3, = 4,003) und von Wasserstoff (M, = 2,016)?
Wie groB ist die Translationsenergie eines Kilomols Wasserstoff bei 0°C?
Bestimmen Sie das Maximum der Geschwindigkeitsverteilung bei 100°C fir
Wasserstoff, Helium und Stickstoff.

Berechnen Sie die mittleren Geschwindigkeiten fiir Wasserstoff, Neon, Sauerstoff
bei 500°C.

Berechnen Sie fiir H, die Geschwindigkeit mit der grofiten Verteilungsdichte und
die- mittlere Geschwindigkeit. Welchem Geschwindigkeitswert entspricht die
mittlere Energie? (I' = 300°C)

Berechnen Sie den Luftdruck in 1000 m Héhe bei —23,16°C und 26,84°C,
wenn in Meeresh6he ein Druck von 101,3 kPa herrscht.

Zur Messung der Avocaproschen Konstante N, wurde von PERRIN die Verteilung
von Gummiguttkérnern in Wasser untersucht. Die Masse eines Teilchens war
gleich m = 1,25 - 1016 kg, das Volumen 1,03 - 10~2® m3, die Temperatur 4°C.
Berechnen Sie aus N, = 6,02 - 10% kmol* die Hohe H, uber die die Konzen-
tration auf die Halfte abfillt. Wie gro8 ist der MeBfehler, wenn die H6henmessung
mit einem Fehler von 0,5 um erfolgt? )

Berechnen Sie, iiber welche Hohe der Partialdruck des Stickstoffs und der des
Kohlendioxids auf den halben Wert absinken, wenn die Temperatur 0°C betragt.
Welche Hohen ergeben sich fiir 30°C?

Bei 0°C und 101,3 kPa fillt die Konzentration kugeliger Schwebeteilchen mit
dem Durchmesser 0,02 um iitber 10 m auf die Hilfte ab. Berechnen Sie die
Masse und die Dichte der Schwebeteilchen.

Bei 99 kPa und —20°C fallt die Konzentration von Staubteilchen iiber 3 m auf
die Hilfte ab. Ihr Volumen betrégt 5 - 10-22 m3. Wie gro8 ist ihre Dichte?

Eine zylindrische Zentrifuge rotiert mit der Frequenz f = 1500 s~1. Der Durch-
messer des Zylinders betriagt 2r, = 0,20 m, seine Lange ist / = 0,5 m. Im Zylinder
befindet sich eine Emulsion aus Protein und Wasser mit m = 0,25 kg Protein
(M, = 380). Stellen. Sie eine Formel fiir die Konzentration der Emulsion im
Abstand r von der Achse auf. Welches Verhéltnis ergibt sich zwischen Rand und
Achse? Wie groB ist die Masse der Proteinsubstanz in der Randzone mit der
Breite b = 5mm? Die Temperatur betrage 4°C, die Dichte des Proteins 1,08 gcm=3,
Berechnen Sie die innere Energie von 1g Uran bei 300 K nach dem Gleich-
verteilungssatz und vergleichen Sie diese mit der Ruhenergie E,,.

Berechnen Sie die spezifische Warmekapazitat, bezogen auf 1 kg, fir Aluminium
(4; = 26,98) und Beryllium (9,01). Vergleichen Sie das Ergebnis mit den Mef-
werten ¢y = 0,925 kJ kg-1 K1, cp, = 2,767 kJ kg~ K1,

Berechnen Sie F, S, H fiir 11 Helium bei 1500 K und 10 Pa.

Leiten Sie den Beitrag der Rotation des mehratomigen Molekiils zur Zustands-
summe ab.

Leiten Sie den Beitrag der Rotation zur Zustandssumme fir das zweiatomige
Molekiil mit verschiedenen Atomen ab.
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A 1.3.22.

A1.3.23.
A1.3.24.
A 1.3.25.
A 1.3.26.

A 1.3.27.

A 1.3.28.

A 1.3.29.

A 1.3.32.
A 1.3.33.

A 1.3.34.

1.4.

K

Berechnen Sie die Zunahme von U und von S bei der Erwirmung von 2 kmol
Chlorwasserstoff von 300 K auf 350 K, wenn das Volumen konstant bleibt. Die
Oszillationen sind nicht angeregt. (I = 2,60 - 10-47 kg m?)

Berechnen Sie die Anderung des Rotationsanteiles der freien Energie und der
Entropie fiir 1 kmol Wasserstoff bei Erwarmung von 350 auf 400 K.

Wie grof} sind die mittleren Fluktuationen der Temperatur, des Druckes und der
Entropie in Wasserstoff von 600 K und 1 Pa fiir 1 pm3?

Wie grof ist die mittlere Fluktuation der freien Enthalpie in 1 mm? Helium bei
0,01 Pa und 300 K?

Berechnen Sie die Schwankung der Teilchenzahl in 1 pm3 fir 273 K, 101,3 kPa
fir ein ideales Gas.

Ein Spiegelgalvanometer mit dem Innenwiderstand B = 100 kQ stelle sich in der

Zeit t = 10 s aperiodisch auf seinen Endausschlag ein. Von der dem MeBgerit in

der Einstellzeit zugefithrten elektrischen Energie werden bei der Spulendrehung
p = 209, gegen die riicktreibende Federspannung als potentielle Energie auf-
gewandt. Die zugefithrte elektrische Energie ist durch tUI = {RI? bestimmt.
Es werde vorausgesetzt, daBl der noch meBbare Strom I;, die infolge der
Fluktuationsbewegungen hervorgerufenen Zeigerschwankungen um mindestens
das Funffache tibertreffen soll. Die thermischen Schwankungen erfolgen mit der
mittleren Energie k7/2. Berechnen Sie den nachweisbaren Minimalstrom.
(T = 300 K)

Berechnen Sie die mittlere Teilchenzahl in 1 pm?3 bei 500 K und 100 Pa fiir
ein ideales Gas. Wie groB ist die Schwankung der Teilchenzahl?

0,1 mg eines Wirkstoffes (4, = 600) sind in 1 m® Wasser geldst. Es werden Dosen
von 1 mm? entnommen. Wie grof ist die relative Fluktuation in einer Probe?
Berechnen Sie den Anteil der Proben mit einem Wirkstoffgehalt von mehr als
0,019, der durchschnittlichen Menge.

0,001 mg Quecksilber werden in einen Liter verdampft. Welche mittlere Fluk-
tuation erfihrt der Partialdruck bei 300 K, bezogen auf 1 mm3? Wie grof8 ist die
relative Fluktuation?

Wie gro8 ist die Streuung 1/—_ der Fluktuationsauslenkung eines mathematischen
Pendels im Erdschwerefeld (9 = 9,81 m s2) beil = 2 m Pendellinge, m = 20 mg
Masse, 7' = 300 K?

Wie groB ist bei 500 K die Federkonstante D, wenn die Schwankung z der
Fluktuationsauslenkungen 1 mm betragt?

Ein Ballon von 4 m Durchmesser enthélt 1 kmol Helium von 300 K. Wie haufig
stoBt jedes Molekiil auf die Trennwand?

Wie gro8 ist die Anzahl der StoBe auf die Flicheneinheit fiir ein Kilomol eines
idealen Gases im Normzustand und fiir Einfallswinkel & ... 4 4+ d8?

ZustandsgrofBen bei tiefen Temperaturen

Einfiihrung

Nernst-Plancksches Theorem

In der klassischen Physik bleibt die absolute GréBe der Entropie S unbestimmt. Fiir
die wirmetechnischen Rechnungen der klassischeri Thermodynamik ist diese Ein-
schrinkung unwesentlich (vgl. 1.2.3. und 1.2.4.). Man hat lediglich zu beachten, da
ein angenommener Grundwert bzw. ein festgelegter Bezugswert beibehalten wird,
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wenn sich der Zustand des Systems verindert. Untersuchungen iiber das Gleich-
gewicht bei chemischen Reaktionen und in Lésungen erfordern jedoch gerade eine
Aussage iiber den Entropiewert am absoluten Nullpunkt.

Die innere Energie

U(T) = [ O(T)aT + U, . (1)
0

eines Korpers ist wegen C' = 0 bei gleichbleibenden duferen Bedingungen (konstanter
Druck oder konstantes Volumen) eine mit wachsender Temperatur niemals ab-
nehmende GroBe. Im Grenzfall 7 = 0 mull daher der Zustand kleinster Energle
U = U, (Grundzustand) angenommen werden. Das statistische Gewicht eines
thermodynamischen Systems am absoluten Nullpunk®t ist gleich eins. Daher folgt
fiir die Entropie

limS=Fkliml W=0 | @)

T—0 T—0

Am absoluten Nullpunkt hat die Entropie eines einheitlichen Kérpers den Wert Null
(Nernst-Plancksches Theorem).

Bei Mischkorpern tritt infolge der Vermischung ein zusétzlicher Entropiesummand
auf. Fir Mischungen gilt das NERNsTsche Theorem nicht. v

Die Entropie kann als Funktion S = 8(7', V) der Temperatur und des Volumens
oder als Funktion 8 = 8(7, p) der Temperatur und des Druckes aufgefaBBtiwerden.
Man hat daher zu prézisieren

lin S(7, V) =0, lim §(7, p) = 0. (3)

T—0 T—0

Verdnderungen des Volumens oder des Druckes beeinflussen die Entropie S eines
einheitlichen Korpers am abscluten Nullpunkt nicht. Das bedeutet

o8 o8
li = 0. 4
(el =0 (- @
Fiir die molaren Warmekapazititen bestehen die Beziehungen
o8 o8 a8 o8 )
Cv —T(a:n) (m)V Cr _T(aT) = (m) 3

Im Falle 7 — 0 gilt In 7' — — oo, dagegen nach (2) § — 0. Damit erhélt man

lim Cy =0, limC,=0 |. (6)

T—0 T—0

Die spezifischen Wirmekapazititen fallen am absoluten Nullpunkt auf Null ab.

Das NErNST-PrAaNCEsche Theorem hat zur Folge, daB der Nullpunkt exakt nicht
erreicht werden kann (vgl. 1.4.2.). Die Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes
stellt jedoch keine dem NERNSTschen Satz dquivalente Formulierung dar. Nur wenn
entsprechend der Erfahrung die Warmekapazitdt mindestens wie 73 gegen Null
abfallt, 148t sich aus der Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes das Ver-
schwinden der Entropie fiir 7' — 0 nachweisen.
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S = 0 bedeutet den héchsten Ordnungsgrad. Uber die Zeitdauer bis zur Einstellung
des Gleichgewichtszustandes wird jedoch durch das NErNsTsche Theorem keine
Aussage gemacht.

Beispiel 1.4.1. Einstellzeiten

Gliser stellen einen Zustand des Nichtgleichgewichtes dar. Der kristalline Zustand besitzt
einen hoheren Ordnungsgrad als der nichtkristalline und daher eine geringere Entropie.
Trotzdem erfolgt in mefbaren Zeiten keine Umwandlung. Das ,,Einfrieren‘* von Freiheits-
graden fir 7' — 0 kann bewirken, dafl bis zur Einstellung des Gleichgewichtes unendlich
grofle Zeiten vergehen.

Im Gegensatz zu den Glasern liegt bei Elektronen kein Einfrieren von Freiheitsgraden vor.
Elektronen stellen sich daher am absoluten Nullpunkt kurzzeitig auf den Gleichgewichts-
zustand ein, was z. B. fir die Magnetisierung von Bedeutung ist.

Temperaturabhdngigkeit der Zustandsgréfen

Die Temperaturabhingigkeit der molaren Warmekapazitdt hat ihre Ursache in den
zwischen den Mikrobausteinen stattfindenden Quantenprozessen Besondere Be-
deutung haben Rotations- und Oszillationsbewegungen. Von geringerem EinfluB sind
Elektroneniibergéinge in hohere Energiezusténde.

Bei der Entstehung eines mehratomigen Molekiils aus einzelnen Mikrobausteinen
wird Energie an die Umgebung abgefuhr’o Das zusammengesetzte Teilchen be-
- findet sich daher in einer Potentialmulde; seine Grundenergie ¢; ist negativ.

In erster Niaherung kénnen die einzelnen Quantenzust:’inde voneinander getrennt
behandelt werden. Die Energie 148t sich als Summe voneinander unabhingiger
GroBen darstellen. Bezeichnet man mit ey, die Energie der Oszillation, eg,, der
Rotation, ¢, der Elektronenanregung, so gilt

& = €0g; + ERot + €A + &G- (7)

Fiir die Oszillationsenergie ¢qs, erhilt man aus der Quantentheorie

€0s7 = hwov‘(’ﬂ + %) (n=012,..) | ®)

wy bezeichnet die Kreisfrequenz der Oszillation, #wy/2 die Nullpunktenergie des
Oszillators. Diese ist in der Grundenergie &; nicht enthalten.

Die Rotationsenergie ep,, des zwela’oomlgen Molekiils betragt nach der Quanten-
theorie des starren Rotators

P 91 W41 (1=0,1,2,..) | 9)

Das Trigheitsmoment der Rotationsbewegungen beider Masseteilchen

o — AT Y
I = mr P (ra + 78) (10)
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1a8% sich auf die Bewegung eines Teilchens mit der durch

11,1 (11)
m  my mp
bestimmten Masse m reduzieren. r = ry + 7 gibt den Abstand der rotierenden
Atome an.
Durch Summierung iiber simtliche Quantenzusténde ergibt sich fiir die aus den
betrachteten Vorgingen gebildete Zustandssumme eines Teilchens

€ £0sz ERot £4 e

e KT — ¢ kT o T o KT g KT (12)

Fir die Oszillationsvorgiinge des zweiatomigen Molekiils folgt nach (8)

n -
o fpr(n-{-?) _%
Z§,=e T __° = (13)
n=0 _ﬂ
1--e T
mit
fung
Ty =—. 13a
0 k ( a)

Bei den Rotationsvorgingen hat man zu beriicksichtigen, daB zu jeder Quantenzahl
figot = | nach der Quantentheorie 2/ + 1 Richtungen des Drehimpulses gegen das
duBere Feld moglich sind. Man erhilt daher als Zustandssumme der Rotation, wenn
man ng,, < n — 1 beachtet [3],

_W+nTs

i = — i ol + 1 T (14)

mit
hz
Tr=g7-

7 hat bei allen Molekiilen mit gleichen Atomen den Wert zwei, bei Molekiilen mit
verschiedenen Atomen den Wert eins.

Zur Berechnung -von Z), fir Temperaturen 7' > T wendet man am zweck-
miBigsten die Euler-MacLaurinsche Summenformel

(14a)

S 3 Lo 1 1
"gof(")fo(x)dx-{——if(O)—lzf( +W0f (0) mf(o)i"'
b
. . (15)
an. Aus (15) ergibt sich die Mulhollandsche Formel
17 1Ty 1 Tg? 4 - Tg3
w o2 IR, - R, * TR,
Zron = 7 7y, (1 5T T T s T ) (16)

Elektroneniiberginge in angeregte Zustdnde liefern in der Zustandssumme nur kleine
Beitrige, da zwischen dem Energieniveau des Grundzustandes und den hoheren
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Anregungsstufen groBe Unterschiede bestehen. Zur Beriicksichtigung angeregter
Elektronenzustinde setzt man das Energieniveau des Grundzustandes gleich Null, so
daB die Anregungsenergie e,; = ¢; (¢ =2, 3,...) das Niveau des angeregten Zu-
standes angibt. Fiir den Faktor Z, in der Zustandssumme eines Teilchens folgt damit

Zw =Y ge T, 17y
i

Die Summierung ist iiber alle Anregungszustinde und iiber den Grundzustand
& = 0 zu erstrecken.

Der Gewichtsfaktor g; beriicksichtigt die Aufspaltung der elektronischen Anregungs-
zustdnde in g; eng benachbarte Linien infolge des Spins und des Bahndrehimpulses.

Beispiel 1.4.2. Aufspaltung der Linien des Sauerstoffatoms

Im allgemeinen ist der Grundterm (élektronische Hauptquantenzahl n, = 1) ein Singulett-
term, so daBl ¢; = 1 gilt. Sauerstoff spaltet jedoch im Grundzustand in ein Triplett eng
benachbarter Linien auf. Es ist daher fiir Sauerstoff im Grundzustand g, = 3 zu setzen. Im
ersten angeregten Zustand spaltet Sauerstoff in ein Dublett auf. Daher gilt hier g, = 2.

Drei- und  mehratomige Molekiile besitzen so grofe Triagheitsmomente, daf die
Rotationsvorgénge bereits wenige Kelvin oberhalb des absoluten Nullpunktes voll
angeregt sind. Man kann daher bei mehratomigen Molekiilen den Rotationsfaktor
der Zustandssumme nach der klassischen Formel berechnen.

Fir den Oszillationsfaktor der Zustandssumme des mehratomigen Molekiils erhdlt
man

ot
3n—6 e—ﬁ'
ng)z*:. — 5 (18)
i=1 | — o ¥T
P Probleme
1.4.1. Zustandsgrofien am absoluten Nullpunkt

Nach der Pranceschen Hypothese iiber das Verhalten am absoluten Nullpunkt bestehen
zwischen der inneren Energie U und der freien Energie F fiir simtliche Werte des Druckes p
und. des Volumens V die Grenzwertbeziehungen

lim F(T) = lim U(T), (1)
T—0 T—0

lim (@) — 1im 3UT) @)
r—0 \0T v T—0 ar

Berechnen Sie daraus fiir den absoluten Nullpunkt 7' = 0 die Entropie, den isobaren Aus-
dehnungskoeffizienten « und den isochoren Druckkoeffizienten g.
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Losung:

Nach (1.2./10a) und (1.2./10b) besteht fiir die freie Energie die Differentialgleichung

] F —
(), - 252
V

Am absoluten Nullpunkt werden hierin sowohl wegen (1) der Zahler als auch der Nenner gleich
Null. Wir differenzieren daher entsprechend der Regel von L’HospITAL Zahler und Nenner, wo-

mit folgt
lim or\  _ 1’ or _ ﬂ . 4)
T—0 \oT|y or or
Nach (2) verschwindet dieser Ausdruck. Es ergibt sich daher wegen (1.2./10b).fir den absoluten
Nullpunkt
8= —(%E) _—o. (5)
6T )

Der isobare Ausdehnungskoeffizient o und der isochore Druckkoeffizient § sind nach (2.1.2./2)
und (2.1.2./1) durch

1 [0V 1 (o )
o= (on ), -=(£ )
v \er /), p \oT/y,
definiert. Die Beziehungen (1.2./11b) kénnen nach p bzw. T' differenziert werden. Dann folgt
o
e 8 ov (8)
oT op /v 8’."
Ebenso ergibt sich aus (1.2./10b)
2 o .
eF _ (o) _ (28) (8b)
ov or oT |y 240
Andererseits folgt aus (5), da diese Beziehung fiir simtliche Werte des Druckes und der Tem-
peratur gilt,
Gl ()i ®
9p JT=0 oV/r=o
und damit
limx=0, 1lmp=0 (10)

T—0 T—0

Isothermer Ausdehnungskoefflment « und isochorer Druckkoeffizient versehwmden am
absoluten Nullpunkt.

1.4.2. Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes —
Abkiihlung durch Entmagnetisieren

Die kurzzeitige Entmagnetisierung bewirkt in einer paramagnetischen Substanz, daf die
Temperatur herabgesetzt wird. Fithrt man im Wechsel nacheinander adiabatische Entmagneti-
sierung und isotherme Magnetisierung durch (vgl. Bild 1.4.1), so lassen sich Temperaturen
erreichen, die nur um tausendstel Kelvin iiber dem absoluten Nullpunkt liegen. Berechnen Sie
die Abkiithlung an Eisenammoniumalaun, wenn die Anfangstemperatur.1 K betrigt. Das
Magnetfeld verdndere sich von 108 A m~! auf Null.
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Untersuchen Sie die Méglichkeit, nach diesem Verfahren den absoluten Nullpunkt zu erreichen.
Die molare Warmekapazitit ist bei konstanter Magnetisierung durch

Oy =Cg= % (8 = 0,12 kJ kmol-! K) (1)

zu nihern. Fiir die auf ein Kilomol bezogene magnetische Polarisation oJ gilt bei tiefen Tem-
peraturen das Curie-Langevinsche Gesetz

= %I mit C = 3,49 - 104 m3 K kmol1. (2)
S
‘?ma_qn

i Bild 1.4.1. Adiabatische Entmagnetisierung und
isotherme Magnetisierung. Im ungeordneten, ent-
magnetisierten Zustand ist die Entropie groBer als

im magnetisierten.

T

Losung:
Zwischen den magnetischen GroBen besteht die Beziehung

B =uH = uH + M, 3)
worin
M = ppeH 4)

die Magnetisierung ‘je Kubikmeter angibt. » bezeichnet die Suszeptibilitit. Als magnetische
Polarisation’definiert man '

J=yH mit | x = e % (5)

(M relative Molekiilmasse, ¢ Massendichte).
Bei Anderung seiner Magnetisierung wird einem Korper je kmol die Energie

AWy =B.dJ = BdJg (6)

zugefiihrt. Die Vektoren B und J werden im folgenden als gleich gerichtet vorausgesetzt.
Wird dem System auBer der magnetischen auch thermische Energie 3¢ zugefithrt, so ergibt
sich fir die Anderung der inneren Energie

dU = + BdJ |. 7)

Aus dem Vergleich mit dem ersten Hauptsatz dU = 3Q — p dV erhalten wir, daB die in 1.2.
und 1.3. entwickelten Formeln auf Magnetisierungseffekte angewandt werden konnen, wenn
gemil

V-J, p-—>—B (8)

77 Schilling, Wérme
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das Volumen durch die magnetische Polarisation, der Druck durch den negativen Wert der
magnetischen FluBdichte ersetzt wird. Nach dem ersten Hauptsatz schreiben wir

1 1 [[oU U
a8 = — dU av)y = = [(=]) ar =) d avy. 9
L@ span=7 [(am),, +(6V)T V4 V] ©)
Daraus ergibt sich nach (8)
as =L [(¢Z ar + U\ a7 — BaJl. (10)
T |\oT)s oJ | p

Nach (1.2./10b) und (1.2./11Db) gilt auf Grund von U = F — T'§ die Beziehung

. 2 (2
U\ _ (2E\ _p(38\ _ _, 4 p(2) _ (T)J
(aV)T - (aV)T ! (3V)T =T (aT‘)V = [W v ()

Mittels (8) folgt daraus

()~ [,

Bei einem adiabatischen ProzeB ist in (10) dS gleich Null. Den ersten Summanden in der
eckigen Klammer (10) konnen wir durch C; d7' ersetzen, wobei C; die Warmekapazitdt bei
konstanter magnetischer Polarisation angibt. Somit erhalten wir aus (10) und (12)

B
[a(T)] oB
_pe | L) — =0,dT + [ —(Z2) 7+ B|aJ. 13
Oydl —1* | —=2h | 4T = BdJ =0 +[ (aT)J + ]d (13)

Das Differential der maghétischen Polarisation schreiben wir

aJ aJ ‘
aJ = (EE)B ar + (ﬁ)r dB. (14)

(14) setzen wir in (13) ein. Das liefert fiir die Temperaturdnderung dT'

e __ (), (58),
ar _ _ \er), \eB); (15)

T () (@)
oT|; \oT /g
Damit erhalten wir aus (1), (2), (3)
_8_31 __0‘1 é_J_ _L Q ___i (16)
or),  C’ oB)r  wT  \eT)s T

Diese Grofien kénnen wir in (15) einsetzen und integrieren:

Ts

0 0
ar _ CH dH _ 1 d(CH?) (17)
f T f _ﬂ_ + CH2 2 f ﬁ + CH?
Mo Mo

T4 H cH?
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In (17) bezeichnet 7', die Temperatur mit Feld, 75 die Temperatur ohne Feld. Ausgewertet
ergibt sich

Ty _7/—E8_ | (18)
Ty~ | B+ uCH?
Mit den vorgegebenen Werten folgt
T108
Tg=1- 0,12 - 10 K =0,46 K.
0,12 - 10% + 1,256 - 1076 - 3,49 . 10~ . 102

Bei der adiabatischen Abkiithlung verbleibt man auf einer Kurve konstanter Entropie. Diese
errechnet sich aus

T
8 = 8(J,T) = 8(7, 0) + f (%) ar (19)
J
0

fir - J = 0. Nach dem NErNsTschen Theorem ist S(J, 0) = 0. Mit zunehmender Temperatur
wichst die Entropie. Es gilt also nach (19) S(0, 7') > 0. Isotherme Magnetisierung verringert
die Entropie. Sie bleibt jedoch gréBer als Null. Adiabatische Entmagnetisierung verringert die
Temperatur, doch bleibt die Entropie konstant. Man kann sich also dem absoluten Nullpunkt
prinzipiell beliebig nidhern, ihn jedoch exakt nicht errechnen. In gleicher Weise verlduft der
Beweis bei Anwendung anderer physikalischer Verfahren. '

1.4.3. Oszillationsanteil der ZustandsgroBen

Die Untersuchung der Bandenspektren des Wasserstoffs ergibt fiir die Oszillation der beiden
Atome eine Grundschwingung der Kreisfrequenz w, = 8,28 - 1014 s~1, Berechnen Sie daraus den
Oszillationsanteil der molaren Warmekapazitdt des Wasserstoffs und leiten Sie die Formeln
fir die Entropie und fiir die innere Energie ab. Wie verhalten sich die abgeleiteten GroBen fir
hohe und fiir tiefe Temperaturen? ‘

Losung:

Nach (1.4./14) ist der Schwingungsanteil der Zustandssumme durch

fiow
1\ haw, - =2
o —(nd— )= o KT
26, = X e )i =—m )
n=0 2
’ 1—¢ KT
gegeben. Daraus folgt fiir den Beitrag der freien Energie, bezogen auf 1 kmol,
T
Fog = —NokT In Z8§), = -N—“;‘& + NukT In (1 —e kT). (@)
Fiir die Entropie ergibt sich
fiwo .
oF -7 Nakw
Sosz = — (=22 =—Rln(1—e "T) — A0 | 3
o = = (5222, - )
T \e*T —1)

fir die innere Energie

hw ho
Ugs, = Naeosn = Fosz + T8osz= Ny (70 =+ #

T — 1

7*
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Aus (4) erhilt man fir den Beitrag zur molaren Warmekapazitit des idealen Gases bei kon-
stantem Volumen

hwn
o ansz _ hwo 2 eﬁ
Cyos, = (W . Bl ) T (5)
) -
Zur Diskussion der abgeleiteten Formeln setzen wir
12
7, = 120 ()

Im vorliegenden Fall ist

1,05 - 10-34.'8,28 . 101
T, = YT K = 6300 K. (62)

Bei tiefen Temperaturen 7' << Ty kann man exp (T,/T)> 1 setzen, womit aus (5) folgt

hwo
iw_) o T,

o7 @)

(Cyoss)r<r, = B (
In Ubereinstimmung mit dem NERNsTschen Satz fillt der Oszillationsanteil der spezifischen
Wirmekapazitit bei Anndherung an den absoluten Nullpunkt auf Null ab. In gleicher Weise
verhilt sich die Entropie nach (3), wiahrend freie Energie und innere Energie sich nach (2) und
(4) der Nullpunktenergie

hawq

Uo=Na -

(®)
nihern.

Im Falle sehr hoher Temperaturen 7' > T, kann die Exponentialfunktion in (5) durch 1 ++ 7'/T
ersetzt werden, womit sich ergibt :

(Crosz) =R (1 — 1 Zi’i + 9)
V0sz)T>T = L7 . =
Fiir die Zustandsgréfen F, U, 8 folgt
Nphow T R
(FOSZ)T>T0 =40 RTIn —, (SOSL)T>T0 = s
2 T, T
1+ 1In—
T,
Nk
(Ussalrsr, = —22=* + RT. (10)

Jedes zweiatomige Molekiil verhélt sich somit bei hohen Temperaturen so, als wenn es zwei
Freiheitsgrade der Oszillation besitzen wiirde, die zur inneren Energie je den Beitrag k7'/2
entsprechend dem Gleichverteilungssatz liefern (vgl. Bild 1.4.2).

1.4.4. Anharmonische Schwingungen

Bei groBen Amplituden wird die Oszillation anharmonisch. Die Energiezustinde kénnen in
diesem Fall naherungsweise durch

& = (n + %) hawg [1 —z (n + —;—)] (n =0,1,2, o) (1)
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beschrieben werden. Berechnen Sie die innere Energie U und die molare Wéirmekapazitdt Cy
bei 1220°C. Der Zusammenhang des Anharmonizititsfaktors x mit der Dissoziationsenergie &,
und der Kreisfrequenz w, ist durch

iy
= 2
“ 8mep @

gegeben. Die Dissoziationsenergie betragt fiir Wasserstoff ep = 4,47 eV, die Kreisfrequenz der
Oszillation w, = 8,32 - 10 s7%

10

28 ]
x
=5 96
S

04

02 Bild 1.4.2. Oszillationsanteil der molaren

0 Wirmekapazitdt (nach [13], S. 151)

02 04 06 08 10 12 14
T/

Losung:

Wir gehen aus von der Zustandssumme

e (G i )

o0 (o] -_—
Z8 = e =3 o k7 : (3)
n=0 n=0

Zur einfacheren Darstellung schreiben wir
_ haoy
kT

und erhalten damit aué (3) durch Umformung

u
—2—a) o
Z8l, —e 2 ‘ S e ™1 + (n + 1) nou + ---]. (4)
=0

n=
Beriicksichtigt man die Beziehung

1

1— e’

=)
Z e~ —
n=0

so kann man fiir (4) auch schreiben

w
) 2 ®
28, — o z [ 1 _[_xu(d d) Ze—nu+...]

i—ev W @) iz
oy
3 kT
oo | e e T L %)

—e 2T kT _hwo\2
)
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Die innere Energie je Kilomol berechnen wir gemif} (1.2./10) und (1.3./32):

oF 91n Z§)
U=F—T = RT? —=0sz,
(aT) oT (©)
Es folgt
_hay
_ xRy d | hwy, e KT
U=N, (1 — z) + 2zRT? d_T ﬁ —————hwo 3 (7)
.

Fiir Wasserstoff gilt nach (1.4.3./6a)

hwo

Tp = 20 — 6300 K.

Wir kénnen daher bei der vorgegebenen Temperatur die Beziehung

_hao
e kT < 1
voraussetzen. Damit erhalten wir aus (7) fir die Korrektur der Energie U
fwo T,
hwy — 7T T, T, -
AU = 2zRT? e ) =2sR=2(—-1+ -2 T.
“ dT(kTe R\t e ®

Die Korrektur der Warmekapazitat wird fir 7' <€ 7', nach (8) gleich

Ty

oU T,\2 (T -

ACy = [Z£) =22R (=2) (2= —1)e T.
v (aT)V * (T) (T ) @

Wir setzen Zahlen ein und erhalten damit fiir die Anharmonizititskonstante z

6,626 - 10-3¢. 8,28 - 104

= = 0,030.
8.3,14.4,47.1,60-1071°

Damit folgt fiir die Energiekorrektur
6300

AU =2-.0,030-8,314 - 103 - ) e 1493 3 _100J.

6300 ( 14 6300
1493 1493

Fir die Korrektur der Warmekapazitdt ergibt sich

6300

1) e—“_"é kJ kmol-1 K1

ACy = 20,030 - 8,314 (6300) (6300

1493 1493
== 427 J kmol~! K-1.

Bezogen auf den MeBwert nach Tabelle 1.1.3¢, C,(1493) ~ Cp(1500) = 2,89R, ist das eine
Abweichung von 1,79.

1.4.5. Rotationsanteil der spezifischen Wirmekapazitit

2

Stellen Sie die Formel fiir den Rotationsanteil der ZustandsgréB8en F und S auf. Wie gro8 ist
der Anteil der Rotation an der spezifischen Wirmekapazitdt fiir HCl der Temperatur —85°C
(Siedepunkt bei Normaldruck)? Das Trigheitsmoment betrigt I = 2,60 - 10~ kg m2.
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Losung:

Nach (1.4./16) lautet die Zustandssumme fiir die Rotationsvorgénge des zweiatomigen Molekiils

{ © _ 4R
ZP—— X @+1e T e
T =0
Im vorliegenden Fall ist 7 = 1. Fir kleine Werte
T T La 2
<Tr=5pm ’ (2)
kdnnen wir uns auf das erste und das zweite Glied der Summe beschrinken und schreiben
Tr
S ‘
z§3t=-1—(1 + 3e T). (3)
T .

Im Falle groBerer Werte T > Ty wenden wir die EULER-MAcLAURINsche Formel (1.4./18) an.
Wir definieren

_W+1)T=
2l+1)e T = 4
und erhalten
1 1 1 1 1
Z{y = — l)dl + — f(0) — — (0 — {(0) — V) £ --- (5
Be= T [ H0@+ 510 = SFO+ 75170 = 50 VO £ - ()
0
Transformiert man im ersten Summanden
20+ 1) Ty
AT R g, 6
v T ¢ (6)
so folgt
(e ] o0
T i
Hhdl = — <Al = —. 7
ff() TRfec - ™
] 0
Weiter ergibt sich
T T T2 T3
0)=1, 0) =2 — =— 70) = —12 — + 12 — 8
10) {0 7o 1O =212 am — o ®)
und damit aus (5)
T 17 1 TR
Zw o — (14 —ZR 4, = ZR ), 9
0. TTR(+3T+15T2+ ®)

Als Rotationsanteil der freien Energie folgt aus (3) und (5), bezogen auf 1 kmol,
Frot = —RT In Z{)
_I=
— RTIn (1 -+ 3e T) + RTInt fir T < Ty.

T 1 TR 1 TR»2, .
—RT[IHE + In(l —I—E—T——I—BF—F '-') —In ‘E]‘ful'T>TR.
- (10)

Hieraus erhédlt man durch Reihenentwicklung

.3 T
6RiR o T (1+_+...)—R1nr (T < Ty),
oo () _]F7
Rot or |y

R (1 + m-L _ LT + ) —Rlnt (T >Tg).
(11)
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und daraus nach (1.3./17)

T 2 ._.gT_R
o (12R—2-e T (T < Ty),
Cyras =T | = T (12)
Tl | gy L 1s T>1T '
( + Tl + ) (T > Tg).

Wie man aus dem oberen Ausdruck (12) entnimmt, strebt der Rotationsanteil der spezifischen
Warmekapazitit gegen Null, wenn sich die Temperatur dem absoluten Nullpunkt ndhert. Das
Gas verhilt sich dann so, als wenn es einatomig wire. Bei ansteigenden Temperaturen wichst
(Cy)Ros auf einen Maximalwert 1,1R an und néhert sich dann asymptotisch R.

Fur HCL ist )

B (1,05 - 10-34)2
2Ik 2-2,60-10-47.1,38 - 10-28

Ty = K=154K.

Am Siedepunkt unter Normaldruck 7' = 188 K erhélt man aus der unteren Formel (12)

1 /154
(Cy)rot = B [1 + = (m

2
)] = 1,00015R.
45

Die Abweichung vom klassischen Wert betrigt also nur noch 0,15%,.

1.4.6. Angeregte Elektronenzustinde

Wasserstoff besitzt nach der Quantentheorie im Grundzustand ne = 1 einen Singuletterm,
somit ist g; = 1. Der erste angeregte Zustand n, = 2 spaltet in die drei Zustdnde

. 1 : . 3 . 1
*Py/s (le =1,j= E)! *Py/s (le =1,j= 3)’ %B1/2 (le =0,j= ?)

auf, d. h., es gilt g, = 3. Die beiden Niveaus 2P,, und 2S,;, fallen bei Abwesenheit duBerer
Felder zusammen, der dritte Phasenzustand P, weicht nur geringfiigig von den anderen
beiden ab. Berechnen Sie auf Grund der Borrschen Theorie fiir die Anregungsenergie

etm ( 1 1 ) 3eim

fe=a—a=—guw (2 1)~ s’

= (1)

worin g, = 8,854 - 10712 A s V-1 m~! die elektrische Feldkonstante, m die Elektronenmasse
bezeichnet, die Korrektur der freien Energie fiir ein Kilomol Wasserstoff. Die Temperatur
betrage T' = 5000 K.

Losung:

Nach (1.4./13), (1.4./14), (1.4./17) sowie (1.4.5./9) ergibt sich die Zustandssumme

Z0) = (Z@ 28 n,=1 + (Z801 280 Z A D) p,—2

_To1) _To(2) ca—ies
2T oT -
_ T e g+ T e goe KT @)
(D) | T T rp@) T L@ :
1—e T 1 —e 2T

Oszillationsfrequenz und Triagheitsmoment sind im angeregten Zustand etwas verschieden von
den Werten des Grundzustandes. In der Zustandssumme wird das durch die Schreibweise 7'y(7)
und T'g(7) (¢ = 1, 2) bzw. wy(?), I(¢) zum Ausdruck gebracht.
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Als Korrektur der freien Energie folgt aus (2)

e
AF = —RT In [1 + (ZrotZossZn)ne=2 ]
(ZROLZOsz)ne=1

_ Ty _ To)
Tg(l)e 27 1 —e 2T 22
_pr 2R kT 3
T . T T © . (3y

7Tr(2)e 2T 1—e 2T

Hieraus lassen sich auch die Formeln zur Korrektur der iibrigen ZustandsgroBen ableiten.
Von mafBgeblicher Bedeutung ist die Anregungsenergie Ac = ¢, — &. Aus (1) erhilt man, wenn
man die numerische Rechnung mit e = 1,60 - 10-1° A s durchfiihrt,

Ae =gy — & = % 13,6 eV = %- 13,6 -1,60-10-1° J = 1,63 - 10-18J

und daraus,
Ae _ 1,63-10-18
¥ 5.10%-1,38.10-%

= 23,6, 7236 —= 0,56 - 10710,

Sofern nicht das Niveau des angeregten Elektronenzustandes nahe dem Grundterm liegt, be-
wirkt der Faktor exp (—Ae¢/kT), daBl der Einflu angeregter Zustinde auf die-thermodyna-
mischen Grofen nur sehr gering ist. Wir schitzen daher fiir Wasserstoff nur die GréBenordnung
der Korrektur ab und vernachlissigen dabei die Anderung der Oszillationsfrequenz und des
Tragheltsmomentes Damit folgt aus (3)

AF~ —8,314-5-10°-3.0,57-10"10kJ = —0,01 J.
o~ O | o |

- OO

‘_> . . ? Bild 1.4.3. Schwingungszustdnde
: des linearen CO,-Molekiils

1.4.7. ZustandsgroBen des linearen Molekiils (CO,)

Kohlendioxid besteht aus linearen Molekiilen (siehe Bild 1.4.3). Das lineare Molekiil aus
n Atomen hat allgemein drei Freiheitsgrade der Translation, zwei der Rotation, 3n — 5 Frei-
heitsgrade der Oszillation. Im vorliegenden Fall ist » = 3. Fiir CO, gelten die folgenden
Daten: M, = 44,01, I =17,11-10"% kg m?, w; = w, = 1,256 - 104571, @z = 2,61 - 1014 571,
wy = 4,59 - 1014 571, Stellen Sie die Formel fiir die innere Energie U auf. Wie grof ist Cy
fur T = 800 K? '

Losung:
Die Zustandssumme ist durch

Z = ZZRotZoss (1)
mit

eV =———3\N
Ty =(ﬁ ]/27rka3) (2)
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nach (1.3.5./7),
_[rz 1T\
O AR R R

nach (1.4./16) und

hawg N
4 [ T
Zos, = [1 E—— (4
=1 _—t
{1 —e *T

analog (1.4./18) gegeben.
Auf Grund der Beziehungen

Fe NIz, U=F—1(%
: » ar),

nach .(1.3./32) und (1.2./10a) sowie (1.2./10b) folgt fiir die Beitrige der einzelnen GroBen zur
inneren Energie

\

Uy = < BT, ®)
: 2
17T
Upaw = B (1= 5 7 =), ®)
_n
4 1 Tie T
Uos, = R£Z=)1 it ——= | ()
o 1—e T
Fiir die spezifische Warmekapazitit ergibt sich daraus
T,
ou 3 sr e T
Cpy=|—) =—R+R+RY =t ———oc—r-. 8
v (M’)V g BT EAEL _Ie ®
\ 1—e T
Nach (1.4.3./6) erhédlt man
how;
T, =—, v 9
== ©)

mit den vorgegebenen Werten
1,05 - 10-3¢ - 1,256 - 101* K
1,38 . 10-%

Ty = —=956K, T,=1990K, 7T,=3940K.

Aus (8) folgt ’
Cy=R (-‘;’— +142-0,89 + 0,61 + 0,25) = 5,14R.

Der genaue MeBwert nach Tabelle 1.1.3 ¢ betragt €}, = 5,186R. Die Abweichung liegt unter 19,.
Sie ist auf die Anharmonizitdt der Schwingung, die Anregung hoherer Energieniveaus und die
Eigenschaften des realen Gases zuriickzufithren.

A Aufgaben

Al4.1. Eisenammoniumalaun wird in zwei Schritten durch adiabatische Entmagneti-
sierung abgekiihlt. Das Magnetfeld sinkt dabei jeweils von 5. 105 A m~! auf
Null. Berechnen Sie die erreichte Temperatur, wenn die Ausgangstemperatur 4 K
betrigt. (0 = 3,49 - 10~¢ m3? K-, = 0,12 kJ kmol* K)
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A14.2.

A1.4.3.

Al44.

A14.5.

A1.46.

A14.7.

A148.

A149.

A 1.4.10.

Al14.11.

A1.4.12.

A 1.4.13.

A1.4.14.

A1.4.15.

A 1.4.16.
A1.4.17.

A1.4.18.

Wie gro8 ist die erforderliche Schrittzahl's, wenn Eisénammoniumalaun von 4 K

auf weniger als 0,05 K abgekiihlt werden soll?

Die Grundschwingung der Stickstoffatome im Molekiil erfolgt mit der Kreis-

frequenz w, = 4,45 - 1014 s~1. Berechnen Sie den Oszillationsanteil der molaren

Wiérmekapazitit fir 7' = 500 K.

Fiur welche Temperatur ist der Oszillationsfreiheitsgrad des Sauerstofi-

molekiils voll eingeschwungen? Die Schwingung erfolgt mit der Kreisfrequenz

Wy = 2,98 - 1014 571,

Bestimmen Sie den Beitrag der Oszillation zur molaren Wirmekapazitdt fiir

Chlor bei 7= 500 K. Die Kreisfrequenz der Oszillation betrigt w, =1,06-104s"2,

Bestimmen Sie den Rotations- und den Oszillationsanteil der molaren Wéarme-

kapazitédt von O, bei 300 K. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem MeBwert nach

Tabelle 1.1.3c. (wy = 2,98 - 1014571, I = 1,91 - 10-1¢ kg m?)

Bestimmen Sie die Korrektur des Oszillationsanteils der molaren Wirme-

kapazitit fir Wasserstoff bei 7' = 3000 K infolge der Anharmonizitét.

(g = 8,28 - 101 571, 22 = 0,027)

Bei welchen Temperaturen geht fiir Stickstoff der Rotationsanteil der Zustands-

grofen in den klassischen Wert iiber? Das Trigheitsmoment hat die GroBe

I =1,38-10% kg m?2.

Berechnen Sie fiir das HCl-Molekiil den Rotationsanteil der inneren Energie in

dritter Naherung bei 20 K, bezogen auf ein Kilomol. (I = 2,60 - 10-%" kg m?)

Bestimmen Sie den Rotationsbeitrag der spezifischen Warmekapazitit fiir

gasformigen Sauerstoff bei 1 K.

Wie grof§ ist fiir Chlorwasserstoff der Rotationsanteil der spezifischen Wérme-

kapazitdt bei 20 K?

Berechnen Sie das Maximum des Rotationsanteils der spezifischen Warme-

kapazitét. Bei welcher Temperatur wird dieses fiir HCl angenommen?

(I = 2,60 - 1047 kg m?)

Wie gro8 ist fiir Sauerstoff der Beitrag des ersten angeregten Elektronenzustandes

zur Wirmekapazitdt bei 3000 K? Der Grundzustand ist dreifach, der erste

angeregte Zustand zweifach entartet. Die Anregungsenergie betrigt 1,0 eV.

Die Anderungen der Oszillationsfrequenz und des Trigheitsmomentes sind zu

vernachlissigen.

Bestimmen Sie die molare Wirmekapazitit des Wasserdampfes bei 100°C. Die

Oszillationsfrequenzen  betragen ; = 3,01 - 10571, w, = 6,78 - 1014571,

w; = 7,03 104 571, Fiir die Rotation kann der klassische Beitrag angenommen

werden.

Stellen Sie die Formel fir die Zustandssumme von CH, be1 Temperaturen
T> Ty auf.

Bestimmen Sie den Symmetriefaktor 7 fiir CH,, CH;D, CH,D,, CHD;, CD,.

Wie aus spektroskopischen Messungen folgt, hat NH; die Trigheitsmomente

I =44-10%kgm? I,=1I;=208-10"""kgm? Die Kreisfrequenzen der

Oszillationen betragen w, = 1,76 - 10 s71, w, = 6,28 - 1014 571, w3 = w,

= 3,08 - 104571, @, = wy = 6,43 - 1014 s~1. Berechnen Sie die molare Wirme-

kapazitit bei 400 K.

Stellen Sie aus der partiellen Ableitung des Druckes nach der Temperatur und

nach dem Volumen eine Formel fiir die Differenz zwischen C), und Oy auf. Leiten

Sie zur Darstellung dieser Grofe in der Umgebung des absoluten Nullpunktes die

Verkniipfung mit der isobaren Ausdehnung und der isothermen Kompressibilitdt

ab.



2 . Phaseniibergiinge zwischen
Gleichgewichtszustinden

2.1. Reale Gase

N
E Einfiihrung

Das van-der-Waalssche Gas

Die Zustandsgleichung des idealen Gases gilt unter der Voraussetzung, daf die
Gastemperatur weit iiber der Kondensations- bzw. Siedetemperatur liegt und daB
der Gasdruck so niedrig ist, daf die von den Molekiilen aufeinander ausgeiibten
Krifte vernachlassigt werden konnen. Das Modell des realen Gases beschreibt das
Verhalten des komprimierten Gases und die Vorgédnge bei der Verfliissigung. Es
beriicksichtigt das Volumen der Molekiile und die zwischen ihnen wirkenden An-
ziehungs- und Abstofungskrifte.

° °
° °
° )
' °
o Bild 2.1.1. Wechselwirkungskrifte im
o ° Innern des Gases und an der Trennwand

Im Innern eines Gases heben sich die von den verschiedenen Richtungen auf ein
Molekiil ausgeubten Krifte gegenseitig auf. An der Trennwand dagegen gehen sie
nur von einer Seite aus (vgl. Bild 2.1.1) und fithrén zu einem meBbaren Effekt.

Der duBere Druck auf die Behédlterwédnde ist der Gasexpansion entgegengerichtet. Diese
wird auch durch die gegenseitige Anziehung der Molekiile gebremst. Die Anziehungs-
kraft zwischen den Molekiilen vergréBert daher die Wirkung des duBeren Druckes p
um einen Summanden py, der als Kohisionsdruck bezeichnet wird.

Der Kohisionsdruck ist proportional der Dichte des Gases und der auf ein Molekiil
am Rande ausgeiibten Kraft. Die Dichte des Gases ist proportional dem Molvolumen
V- Desgleichen ist die auf ein Molekiil ausgeiibte Kraft proportional der Konzen-
tration der Molekiile und damit der Dichte, d.h. ebenfalls proportional 1/V,,.
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Bezeichnen a,, a,, a Konstanten, so gilt also fiir den Koh#sionsdruck

: a;, a, a
=" 2 =_ 1

P Y Vi T2 ™
Die GroBe a stellt in erster Néherung eine temperaturunabhingige MaterialgroBe
dar.
Nach dem vaN-DER-WaaLsschen Modell des realen Gases werden die Molekiile bei
ZusammenstoBen als starre Kugeln behandelt. Die Mittelpunkte zweler Molekiile
konnen sich nur bis auf einen Kugeldurchmesser 2rg ndhern.
Bei gleichen Molekiilen kann man einer der stofenden Kugeln anstelle ihres geo-
metrischen Durchmessers 2rg den wirksamen StoBdurchmesser 4rg zuordnen und
dafiir bei der gestofenen Kugel mit dem Durchmesser Null rechnen (vgl. Bild 2.1.2).

Fiir das wirksame Sto8volumen des ersten Teilchens folgt daraus 2— w(2rg)3, fiir das

des zweiten Null. Im Mittel erhidlt man je Kilomol das StoBvelumen
b= 42\7}\ %‘ TW'Sé, (2)

um das sich das Gasvolumen scheinbar verringert. Das Sto8volumen, das den
Berechnungen iiber die Anzahl der St6Be und damit iiber die Korrektur des Druckes
gegeniiber dem Modell des idealen Gases zugrunde liegt, ist somit gleich dem vier-
fachen Eigenvolumen der Gasteilchen.

Bild 2.1.2. Wirkungsquerschnitt bei gleichen Molekiilen. Gestoflen wird jedes
Molekiil, dessen Mittelpunkt in der Wirkungssphire mit'dem Durchmesser 2rg
liegt.

Setzt man die Korrekturglieder (1) und (2) in die Gleichung des idealen Gases ein, so
erhilt man die van-der-Waalssche Gleichung

(p+ )(V ) = RT. (3)

Fiir das Gas mit der Stoffmenge » besteht zwischen seinem Volumen und dem Mol-
volumen die Beziehung ¥ = nV,,. Damit ergibt sich

(p + n_;;t_) (V — nb) = nRT |. (4)
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Zweiphasengebiet und kritischer Punkt

Lost man die vaAN-DER-WaaLssche Gleichung (3) nach dem Druck auf, so folgt bei
Vernachléssigung der KorrekturgréBen zweiter Ordnung

___RT a 5
p_Vm_b sz. ()
Bei hinreichend groBen Werten der Temperatur und des Molvolumens ¥V, ist in (5)
nur der erste Summand von Bedeutung. Die Isothermen sind fiir groBe Werte der
Temperatur daher wie beim idealen Gas Hyperbeln.

Um die Abweichung des realen Gases nach dem VAN-DER-WaAALsschen Modell vom
idealen Gas zu fixieren, differenziert man (5) nach Vp,:

op —RT 2a
(m)T NCED AR ®
o*p\ _ 2RT 6a -
Vi)e ~ (Ta—0F  Val’ @
Die erste Ableitung (6) verschwindet fiir
RTV,3 = 2a(Vy — D)2, (8)
Py .

Bild 2.1.3. Isothermen des realen Gases. K
kritischer Punkt, F, beginnende Verfliissigung,
- F, vollstindige Verflissigung

v

Aufgelést nach V, ergibt sich bei Vernachldssigung der GréBen zweiter Ordnung fiir
die Wurzeln der Gleichung (8)

a a? 4ab
= — _ 9
Vma = g7 £ VRsz RT )

Aus den Gleichungen (6) bis (9) folgt: Bei groBen Werten Vi, bei denen in (6) der
erste Summand bestimmend ist, steigt der Druck mit abnehmendem Volumen Vp,
bis sich fiir Vi, = Ve ein Maximum mit

op %p )
(an)T (avmz . (10)
ergibt. Mit weiter abnehmendem Volumen miiBte sich p verringern, bisfiir V=V,
das Minimum erreicht wird.
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o

(6 Vm T
da bereits vorher, im Punkte F; nach Bild 2.1.3, die Verfliissigung des Gases einsetzt.
Es sind dann zwei Phasen vorhanden, die fliissige und die gasformige. Im Zwei-
_phasengebiet bleibt der Druck bei konstanter Temperatur und abnehmendem
Volumen bis zur vollstdndigen Verflissigung im Punkte F, konstant. Die Bestim-
mung des Gleichgewichtsdruckes erfolgt in 2.2.1. Nach der vollsténdigen Ver-
flissigung steigt der Druck stark an, wenn das Volumen weiter verringert wird.

Mit wachsenden Werten 7' riicken die beiden Wurzeln (9) zusammen. Sie fallen nach
(8) auf einen Punkt, wenn die erste und die zweite Ableitung des Druckes nach dem
Molvolumen verschwinden, d. h., wenn

op %p
L) = — ) = 11
Gr) =0 (7). = an

erfiillt ist. Dieser Punkt im p, V-Diagramm heiBt kritischer Punkt, die zugeordneten
Werte py, %, Vi kritischer Druck, kritische Temperatur, kritisches Molvolumen.
Nach (6) und (7) sind die kritischen Daten durch

—RT k 2a 2RTk 6a

Tatsdchlich wird dieser Zustand > 0 auf der Isothermen nicht durchlaufen,

kil S Bk K =0 12
(Vi — b)? TyE =" (Ve—b3 V& (12)
festgelegt. Die VAN-DER-WaAALSsche Gleichung (3) besagt
.RTk a

= e—— e ——, 3
P = Vb T2 (3a)
Bei bekannten MefSwerten pji, T, Vi lassen sich diese drei Gleichungen nur erfiillen,
wenn auBer den VAN-DER-WaAALsschen Gréfen ¢ und b auch die Gaskonstante R
als Variable aufgefallt wird. Fiir jedes reale Gas ist daher in der Umgebung des
kritischen Zustandes mit einer individuellen Gaskonstanten R zu rechnen, die von der
universellen Gaskonstanten V,% des idealen Gases abweicht.
Durch Auflésen der Gleichungen (12) und (3a) folgt

Vi 8V

a = 3kak2: b=— R =

3 3T, (13)

Beispiel 2.1.1. Van-der-Waalssche Konstanten
Fiir Wasserstoff lauten die kritischen Daten, bezogén- auf ein Kilomol;
Ty =33,2K, px = 1,29 MPa, Vi = 0,065 m?® kmol-1.
Daraus folgen als vaAN-DER-WaaLssche Konstanten nahe dem kritischen Punkt
a=3-1,29-10¢.(0,065)? Pa m® kmol-2 = 1,63 - 10% Pa m¢ kmol-2,

b= % (‘;65 m3 kmol-! = 0,022 m3 kmol-1,

p— 8:1.29-10°-0,066 5o 11 k-1— 6,73 105 J kmol1 K-1.
3.33,2
Die individuelle Gaskonstante ist kleiner als die universelle N k. Da R proportional der
Anzahl der Teilchen je Kilomol ist, folgt, daB sich in der N#he des kritischen Punktes die
Molekiile’ zu Assoziaten vereinigen. Diese losen sich hinreichend weit vom kritischen
Zustand entfernt auf, so daBl dort mit der universellen -Gaskonstanten zu rechnen ist.
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Beispiel 2.1.2. Van-der-Waalsches und ideales Gas
Fir Wasserstoff bei 300 K und ¥V, =_1 m3, weitab vom kritischen Zustand,; erhidlt man
- (8’3:4_' t)(,)f)z' = - 1’631'2104) Pa — 2,53 MPa.
Das ideale Gas zeigt im Vergleich dazu den Druck
_ 8,314-10%. 300
1

also nur eine geringfiigige Abweichung.

Pa — 2,49 MPa,

Virialform der Zustandsgleichung

Die Ergebnisse der vaN-DER-WaALsschen Gleichung lassen sich mit den MeBwerten
nicht vollsténdig in Einklang bringen. Nach Kammerlingh-Onnes schreibt man daher
die Zustandsgleichung in Form der Potenzreihe

B | nC
pV=nRT(1+%—+nV—2—}—---). (14)

(14) heifit Virialform der Zustandsgleichung, B zweiter, C dritter Virialkoeffizient. In
den meisten Fillen reicht es aus, die Entwicklung bis zum zweiten Virialkoeffizienten
vorzunehmen. Die VAN-DER-WaALssche Gleichung ergibt sich im Spezialfall

a

wenn nur Korrekturen erster Ordnung beriicksichtigt werden. Die Berechnung der
Virialkoeffizienten erfolgt aus der Zustandssumme. Im Gegensatz zum idealen Gas
hingt die Energie ¢ eines Teilchens in der betrachteten Phasenzelle nicht nur von
der Geschwindigkeit, sondern zusétzlich von der Wechselwirkung mit anderen
Teilchen ab. Daher hat man zu schreiben

1
&= -277« (]921 + v "[" p?N) + 8w(x1, ceey ZN). (15)

eyw bezeichnet das Potential der Wechselwirkungskrifte. Es ist eine Funktion der
Lagekoordinaten. Fiir das Phasenintegral erhdlt man nach (1.3./5) bzw. (1.3.5./5)

1 . ,_:_T 1 - p212+ lc:‘m
Z = W (] df" = W eee e m dp.yl cee dZ)ZN

Xf fe T dgy ... day. (16)

Mittels (1.3./6) und (1.3.2./7) ergibt sich

Z Zid .VNf fe kT dxl dZN, (17)
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wobei Z;q das Zustandsintegral (1.3.5./7) kennzeichnet, das die Zustandssumme fiir
die Transversalbewegungen des idealen Gases angibt.
Fiir ein Gas mit schwacher Wechselwirkung kann man

e o] (o]

Vle fe BT gy ooday =1 —6 (18)

setzen. & stellt eine kleine KorrekturgréBe dar, die fiir das ideale Gas den Wert Null

annimmt. .
Nach (8) folgt fiir die freie Energie des realen Gases

F=—kTInZ=Fyqq—kTIn(1l—29), (19)
fiir den Druck

pz—(aF) = pua+ BT 0 (1 0). (20)

v,
Entwickelt man die Zustandsgleichung (14) bis zum zweiten Virialkoeffizienten, so
ergibt sich durch Vergleich

oln(1—4¢) n?B
a7~ yE @b
und wegen In (1 — §) = —d fiir 6| < 1
72N \B '
= . 22
é 7 (22)

Ist die aus der Wechselwirkung resultierende Energie £7'6 klein, so erhdlt man fiir die
Zustandssumme und fiir die freie Energie aus (16) und aus (19)

Z = 1— 22N, | (23a), F= Fo+—5— |- (23)

n%B - n2RBT
14

Fiir den zweiten Virialkoeffizienten folgt aus (22) und (23) ‘

Vé
anzNA nZVN N f f 1—e "T da,, . day. (24)

Potentiale der Wechselwirkung

Das ,,starr-elastische Potential® (vgl. Bild 2.1.4) identifiziert die Molekiile als starre
Kugeln, zwischen denen Anziehungskréfte bestehen. Der Annéherung beider Molekiil-
schwerpunkte auf einen Abstand » < 2rg (2rg wirksamer Molekiildurchmesser) wird
unendlich groBer Widerstand entgegengesetzt (starrer Bereich). Im elastischen
Bereich .» > 2rg wirken Anziehungskréfte, die sich mit wachsenden Werten » ver-
ringern. Das Potential dieser Anziehungskrifte wird durch

&(r) = ——% (r > 2rs) (25)

genihert. Beste Ubereinstimmung ergibt sich im allgemeinen fiir m = 6.

8 Schilling, Warme
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Das Lennard-Jones-Potential (vgl. Bild 2.1.5) setzt sich aus einem anzieheniden und
einem abstoBenden Anteil zusammen:

« B
&(r) = = (26)
Beste Anniherung an die experiment.ellen Werte wird: fiir m =6, n =29, ..., 12
erreicht.
&
2rg
r
0
Bild 2.1.4. Potentialverlauf nach dem
starr-elastischen Modell. Fir » < 2rg
ist ¢ unendlich groB.
&
n=9
0 r
n=i2
Bild 2.1.5. Potentialverlauf nach dem
LENNARD-JONES-Modell

Zweiter Virialkoeffizient und Wechselwirkung

Die Berechnung des zweiten Virialkoeffizienten auf Grund der Gleichung (24) wird in
den folgenden Ausfithrungen nur kurz skizziert: In der Zustandssumme ergeben
sich durch die Wechselwirkung zweier Teilchen 1 und 2 nur fiir den kurzen Zeit-
abschnitt, in dem die beiden Teilchen zusammenstoBen, Beitrage. Besteht das Gas
aus N Teilchen, so kann das wechselwirkende Paar nach N(NV — 1)/2 verschiedenen
Moglichkeiten gebildet werden, und es folgt

/ 513
B = 2VN TN, f / —e IT dxl .dzy dag ... dzy. 27

Darin héngt die Wechselwirkungsenergie ¢;, zwischen dem ersten und dem zweiten
Teilchen nur von den Relativkoordinaten

=2 X, Y =Y — Ya» =2 — 2 (28)
ab. Die Integration iiber dz; ... dzy liefert V¥-2 Fiihrt man die Koordinaten
x+:x1 +-”;2’ y+_?'/1 + Yo z+_21—|—z2 (29)

2 ~T 2 =72
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ein, so ergibt sich aus (27)

— —1) “. 8(%1 e ) 4 L
B = 2Vn21\] f f — e W dx-...dz'. (30)

Fiir die' Funktionaldeterminante erhilt man den Wert

1 0 0—1 0 O
0 1 0 0-—-1 0
owy...zy) 1]0 0 1 0 0—1
—— T — :1. 31
oz-...z%) 211 0 0 1 0 0 (31)
0 1 0 0 1 O
0 0 1 0 0 1

Das Integral iiber dz* dy* dz* hat den Wert V. Ferner kann man N(N — 1) = n2Na?
setzen. Fithrt man Kugelkoordinaten ein, so ist &5 = 6(r), und es folgt

_an
B = 2N, f (1 —e kT) 1 dr. (32)
(1]

Fiir das LENNARD-JONES-Potential ¢(r) nach (26) ergibt sich mit der Gammafunktion
nach (1.3.2./7)

2N, fay\= [ (n—3\ 3 & (m—3\y
== (‘ﬁ‘)’" [F( 3 )“%Elr( n )—, (39)
mit -
=L (*T\T s
yr - W X : . R (34)
P Probleme
2.1.1. Reduzierte Zusténdsgleichung

Sauerstoff und Wasserdampf befinden sich im kritischen Zustand. Berechnen Sie fiir jedes
der beiden Gase die Zunahme des Druckes, wenn die Temperatur bei konstantem Volumen um
10 K erhéht wird. Die kritischen Daten sind Tabelle 2.1.1 zu entnehmen.

Losung:

In der vaN-DER-WaaLsschen Gleichung (2.1./3) ersetzen wir die GréBen a, b, R gemdf ( 2.1./13)
durch die kritischen Daten py, Ty, Vy. Damit folgt

3ok Vi* Vi 8ok Vi
—= )|V - =) =-—"T.
(p T 3 37T, )
Fithren wir als dimensionslose GréBen die reduzierten Zustandsvariablen
P 14 T
==, V,=—, T,= 2
= F= -7 )

8%
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ein, so ergibt (1) die reduzierte Zustandsgleichung

(10r + Vi) (87, — 1) = 8T, 3)

Wir 16sen diese nach p, auf, womit folgt
87, 3
3V,—1 V2

Im kritischen Zustand haben p., T',, V, den Wert 1. Wird die reduzierte Temperatur 7', um 4
erhoht, wihrend das Volumen konstant bleibt, so folgt aus (4) fiir p,

8(1+4) 3

b= 4)

Die weitere numerische Rechnung ergibt fiir Sauerstoff:
T, =1543K, p,=504MPa, 4 =10K/T, = 0,0649,
. pr=1+444 =1,260, p=6,35MPa.
Fir Wasserdampf folgt
T, = 6473 K, px = 22,1 MPa, 4 =10 K/Ty = 0,0154,
pr = 1,062, p = 23,5 MPa.

2.1.2. Ausdehnungskoeffizient «, Druckkoeffizient 3, Kompressibilitit x

Berechnen Sie den isobaren Ausdehnungskoeffizienten «, den isochoren Druckkoeffizienten f

und die isotherme Kompressibilitdt » des Wasserdampfes bei 800 K Temperatur und 1 MPa

Druck. Vergleichen Sie die erhaltenen Werte mit denen des idealen Gases. Dabei ist nach
~ Tabelle 2.1.1 ¢« = 0,554 MPa m® kmol—2, b ="0,031 m? kmol-! zu setzen.

Losung: ,

Die genannten Groflen sind allgemein definiert:

oczllim Vip. T + AT) — V(p, T) =i ov , )
V ar—o AT v \er/, .
f= L fim 20T +AD) — pl, T) =i(@) ’ -
P AT—0. AT p \aT
e Lo VTp AN —V(Tp) _ L (aV) "
vV Ap—0 Ap V ap
Wir stellen die vaN-DER-WaaLssche Gleichung fiir ein Kilomol mittels
a
f=(10-!-%)(V—b)—RT=O 4)

dar und erhalten

o
L1 fev\ 1(aT),,_1
“_7(57),,__76_;‘ 7 @\ 2aV —b)
@), ") -5
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Bei kleinen KorrekturgréBen kann man pV = RT + bp — % schreiben, woraus

v b .
RT 4+ bp — 2 P
14
folgt. Ebenso ergibt sich aus (3) und (4) mittels
(), (). = (5
oVjp\ep)r - \op/r

fur die isotherme Kompressibilitét

x:% V_;" =aV;b~i(1—%+ ‘;2) (6)
a @ : P P
(p+ ) -0 -»
Fir den isochoren Druckkoeffizienten f ergibt sich unter Verwendung der Formeln (1) und (3)
(),
ﬁ_ial __i&’.:_‘f‘_—__ﬁ__mi 3+ 2 (7)
» \oT/y P (ﬂ’) #p p(V—0b T [1%
o/

Da V in (5) bis (7) nur in den Korrekturgliedern auftritt, kann diese Gréfe aus der Gleichung
des idealen Gases berechnet werden:
L1083 -
v — £= 8,314 - 10°% - 800 ms — 6,78 md. /
P 10-9,81 - 10* ’
Wir setzen die vorgegebenen Werte in (5a), (6) und (7) ein. Damit folgt fiir die Koeffizienten
des realen Gases o !

o= (1o 208t + 2-0554) ¢y 0,001274 K1,
800 6,78 ' 16,78
1 5,65 -
=— (1 4 ——2——) K- = 0,001265 K1,
d 800( +-10-6,782)
o -t (1 2B, 5% ) pya 1,018 10 Pat.
108 6,78 ' 16,78

Gegen das ideale Gas weicht & um 2,0%,, 8 um 1,29, » um 1,89, ab.

2.1.3. Virialform der van-der-Waalsschen Gleichung

Stickstoff hat nach Tabelle 2.1.1 die vAN-DER-WaaLsschen Korrekturglieder a = 0,136
MPa m® kmol-2, b = 0,039 m3 kmol . Leiten Sie daraus die Virialkoeffizienten B und C ab.
Berechnen Sie die Boyle-Temperatur 7'g, d. h. die Temperatur, fur die.der zweite Virial-
koeffizient verschwindet:

B(T5) =0 |.

Welche Werte des Virialkoeffizienten B ergeben sich fir T = Tg 4+ 50 K, 4150 K, 4250 K?

§
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Losung:
Nach der vaN-DER-WaaLsschen Zustandsgleichung (2.1./4) gilt
na
p+W (V — nb) = nRT. : 1)

Diese Gleichung schreiben wir

nRT n%¢  nRT nb n2b% na
= = 14+ = vee —
V —nb 14 |4 ( T 14 + T )

=B @)
272 RTV
Aus dem Vergleich der Zustandsgleichung (2) mit der Zustandsgleichung in der Virialform

(2.1./14)
nRT nB = n2C
= — (1 —= 3
P v ( + 7 + 72 + ) 3)
folgt fiir die Virialkoeffizienten B und C
a b2
B=b— — 4), C=—. 5
BT 4) 3 (8)
Schreiben wir die Zustandsgleichung in der Form
pV =n(RT 4+ B'p + C'p® + --+), (6)

so ergibt sich, wenn in den Gliedern hoherer Ordnung p gemi8 (6) eingesetzt wird,

nRT nB’ B2 + C'RT

p=T(1+_V‘—'+’ﬂ2T + )r
woraus durch Vergleich mit (3) folgt )

B=F (7, C = B? + C'RT. (8)
Als BoyLe-Temperatur T'g erhilt man aus (4)

@ .

Tp = o ()

Mit den vorliegenden Werten ergibt sich als BoyLe-Temperatur des Stickstoffs
0,136 - 108

B K = 420 K.

T 0,039-8,314- 10°
Der MeBwert liegt bei 323 K, die Abweichung ist also noch sehr gro8.
Fir den Zahlenwert des zweiten Virialkoeffizienten B bei 470 K erhalten wir aus (4)

. 6
B= (0039 — —%136-10° ) s kmol- — 0,004 m? kmol-1.
8,314 - 105 - 470

Ferner erhélt man die Werte entsprechend der folgenden Aufstellung:
Tabelle zu 2.1.3. B(T) fiir N,

Tin K B in m3 kmol1 B in m? kmol—!

MeBwert berechneter Wert

170 —0,052 —0,057
270 —0,010 —0,022
370 0,006 —0,005
420 0,011 0

470 0,015 0,004
570 0,021 0,010
670 0,024 0,015

Ferner erhilt man nach (5) ¢ = 0,76 - 102 m® kmol—2.
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2.1.4. Zustandsgrofien des van-der-Waalsschen Gases

Ein Gefa mit dem Volumen ¥ = 50 cm? enthélt 1 g Helium von T'; = 400 K. Stellen Sie die
Formeln fiir die freie Energio F, die Entropie S, die innere Energie U auf. Wie verdndert sich
die freie Energie bei Erwiarmung des Gases auf 7, = 500 K, wenn das Volumen konstant
bleibt? Helium ist als vAN-DER-WaaLssches Gas mit den Konstantena = 0,0034 MPa m®kmol-2,
b = 0,024 m?® kmol—! zu behandeln. '

Losung:

Die freie Energie des realen Gases betrigt nach (2.1./23)

*RBT
F=Fg4+2 — )

Bei einem VAN-DER-WaALsschen Gas mit dem zweiten Virialkoeffizienten nach (2.1./14a)
ergibt sich

nz
F=Fq+ 5 BT —a | @)

Als Ent_ropie erhilt man

oF RTo n?Rb
§=—(=) =8q—n—|— BN)| = 8a— . 3
(8T)V T My [aﬂ )],, 4T Ty ®
Die innere Energie wird gleich
n*RT 0B nto
U=F+T8=Uq— —m— == Uy — —. 4
+ id % oT id vV ( )

In (4) kommt zum Ausdruck, da mit der Vergr6Berung des Volumens Arbeit gegen die
Anziehungskraft der Gasteilchen verbunden ist. Die innere Energie des Gases vergrofert sich
dadurch.

Fiir die Anderung der freien Energie bei isochorer Temperaturerhéhung folgt aus (1)

2
AF = AF;q + "TR” AT. (5)

Die Anderung der freien Energie ist also bei einem isochoren Prozef auch vom VAN-DER-
Waavusschen Korrekturglied b abhéngig. Dagegen erhdlt man fiir die Anderung der Entropie
und der inneren-Energie aus (3) und (4)

AS = AS!Q, AU = AUiﬂ‘ (6)

Nach 1.3.5. ist die freie Energie des idealen einatomigen Gases
3
V(2remkT) 2
_(__3)_ . )
Nk
Damit erhilt man in Verbindung mit (1) fiir die Anderung der freien Energie bei Erhohung der
Temperatur und gleichbleibendem Volumen

Fiq= —nBT [1 +1n

2
AF = AF;; + ”7 RH(T, — T)

3 b :
— —nR [TZ — Ty 5 (Ty 0Ty — Ty InTy) ”V (T, — Tl)]. (8)
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Mit den vorgegebenen Werten folgt » = 0,25 - 102 und weiter

AF =-—0,25-10" 8,314 - 10° - [100 + -Z— (500 In 500 — 400 In 400)

.10-3. .
_ 025-107-0,024- 1001 5y _ 539917,
50 - 105 ‘

Die Rechnung fir das ideale Gas ergibt —2,424 kJ, d. h. eine Abweichung von etwas mehr
als 19,.

2.1.5. Spezifische Wirmekapazitit des van-der-Waalsschen Gases

Berechnen Sie die molare Wirmekapazitidt des einatomigen VAN-DER-WaaLsschen Gases bei
konstantem Volumen und bei konstantem Druck. Welche Abweichungen gegeniiber dem
idealen Gas ergeben sich fiir 0, — Cy und fiir x = C,/C0y?

Bestimmen Sie die Werte fir Helium bei 50 K Temperatur und 2 MPa Druck.

(@ = 0,0034 MPa m® kmol-2, b = 0,024 m3 kmol-1)

Losung:

Die molaren Warmekapazitaten sind nach 1.1. durch

a8 a8 oH
Oy=T(=), 0,=T(2) =(=
v ( oT )V 4 (aT),, (aT)p,

mit der fiir das vAN-DER-WaALssche Gas nach (2.1.4./3) gilltigen Formel

n2Rb

§=8a— "

bestimmt. Damit ergibt sich

R
Cy=0pa="f 5 | (1)

Das vaN-DER-WaaLssche Gas verhilt sich beziiglich seiner spezifischen Wéi,rmeka,pazité,t wie
ein ideales Gas. Beim einatomigen Helium ist f = 3. Damit folgt

Cy = -2— R = —2—- - 8,314 kJ kmol—* K-! = 12,47 kJ kmol~* K-1.

Zur Bestimmung der molaren Wirmekapazitidt bei konstantem Druck geht man von der nach
(2.1.4./4) und (2.1./14) sich ergebenden Beziehung

n2RT? 0B nB -
H=U = Ujq — — RT {1 4+ —]) - (2
+ oV id v aT + n ( + V) (2)
aus, die sich bis auf Glieder zweiter Ordnung in der Form
oB
H = H; B—-T— 3
ia + np ( 3T) (3)

darstellen 148t. Damit ergibt sich

— (?Hia 2 (p_p2B
op._(aT)p+paT(B TaT). )
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Beriiéksichtigt man (2.1.3./4), so folgt schlieBlich

2ap
Cp= Cpua+ T |- ()

Hieraus erhdlt man fiir die Differenz

2ap
Op—Cv=R+R—T2 (6)

und fiir den adiabatischen Koeffizienten

)

Cp und » wachsen beim vAN-DER-WaaLsschen Gas geringfiigig an, wenn der Druck p zu-

nimmt. '

Bei 50 K und 2 MPa folgt fiir Helium

2-0,0034 - 108 .2 - 108
8,314 - 103 - 502

5
=2R
Cp=5 B+

v J kmol~! K1 = 21,43 kJ kmol-! K-1.

Aus (6) folgt
Cp—Cp = (8,314 + 0,654) kJ kmol-! K1 = 8,968 kJ kmol~-1 K-1,

aus (7)
O

5
A—'C’—V=’§'—l—

0,654

— = 1,718.
1,5 - 8,314

Der hohe Druck und die niedrige Temperatur bedingen merkliche Abweichungen von den
idealen Werten.

2.1.6. Joule-Thomson-Effekt des van-der-Waalsvschen Gases

Eine Réhre ist durch eine Trennwand mit sehr kleiner Offnung in zwei Kammern unterteilt
(vgl. Bild 2.1.6). Durch gleichmiBige Bewegung der Kolben wird auf der linken Seite der
Druck p,, auf der rechten Seite der Druck pp aufrechterhalten. Der Druck links ist grofer als
der Druck rechts, so daB durch die kleine Offnung eine Strémung von der linken in die rechte
Kammer erfolgt. Das stromende Gas sei Sauerstoff.

gefritetes Glas

Cu

Konstantan

N Bild 2.1.6. JouLe-THOMSON-Effekt.
/ 7h Die Thermoelemente sind gegeneinander
geschaltet, so da3 Th die Differenz
s T, — Tp anzeigt. (Nach [13], Abb. 511.)
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Bei Beginn des Versuches sei das Volumen links gleich ¥, rechts gleich Null. Nach -Abschlus8 .
des Versuches besteht rechts das Volumen Vg > V,; links ist das Volumen Null. Es werde
vorausgesetzt, dal die Anlage wirmeisoliert ist. Berechnen Sie die Temperaturénderung,
wenn die folgenden Daten vorgegeben werden: py, = 25 MPa, pg = 100 kPa, 7T, = 273 K
zu Beginn des Versuches. Fir die vanN-DER-Waarsschen Korrekturglieder hat man nach
Tabelle 2.1.1 zu setzen: @ = 0,137 MPa m® kmol-2, b = 0,032 m3 kmol-L.

Losung:

Wihrend des Stromungsprozesses zwischen den beiden Kammern wird von links dem System
die mechanische Arbeit p, V, zugefiithrt. Nach der rechten Seite wird die Arbeit pgVp tiber-
tragen. Insgesamt wird somit die innere Energie um p, V, — ppVp vergroBert. Bezeichnet Uy
die innere Energie im Anfangs-, Ug im Endzustand, so gilt daher

Up = Uy + paVs — 2875 1. -
Die Enthalpie bleibt wihrend des Vorganges konstant:
Hy = Uy +paVa = Up +psVs = Hp. @)
Fir das totale Differential der Enthalpie folgt daher
dH:(Q-{) dT—|—(aH) dp = C dT-l—(aH) dp = 0. 3)
oT Jp op op

Die molare Enthalpie H des realen Gases ist nach (2.1./12a) und (2.1.4./3) bestimmt durch '

R aB-{-RT(I-}- )_Hid-}—p(B—Tz—ﬁ). @

H=U+pV =Uyq — v T

Der zweite Virialkoeffizient B ist ebenso wie Hyjq = RT (1 + ! ) vom Druck p unabhingig.
‘Wir erhalten daher

(ﬁ):B—T@cﬁ—En (6)
op
Aus dieser Beziehung und aus (3) folgt .

(6)

Nur bei kleinem Druckunterschled Ap und bei kleiner Temperaturinderung AT ist es gestattet,
in (6) die Differentiale dp und d7' durch die Anderungen Ap und AT zu ersetzen. Um die Be-
dingung hierfiir zu bestimmen, formen wir die Gleichungen um. Durch Trennung der Variablen
entsteht aus (6)

. 7
[ :

Dabei werden die Gréfen a, b, R, C, als Konstanten behandelt. Die Integration der linken

Seite ergibt
Tg
_RT4AT dT n __2edT
2a — bRT. b(2a — bRT)

Ta

- —TA—“;iB- + % "— [In (22 —bRT)IZ: . (7a)
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Damit folgt als Losung der Differentialgleichung (6)

P8 —pPs . Ta—Ts 2a . .20 —bRTH
.C -

20— 0%p 8
, b bR 2a — bRT, ®)

Das zweite Glied auf der rechten Seite formen wir um:

n 2a — bRTg 1 — bR(Tg — T,) ) (Sa,.)
2a — bRT, 20 — bRT,
Im Falle
bR [Ty — Tp| <K |2a — bRT,| (9)

konnen wir die fiir |z| < 1 giiltige Naherungsformel In (1 + z) = 2 anwenden und erhalten mit
dp = pp — pa, AT = Tp — T, wieder die Naherungslosung (6). Ist (9) nicht erfillt, so
hat man anstelle von (6) die Gleichung (8) zu verwenden.

Im vorliegenden Fall erhalten wir aus (6)

20,137 . 10¢
8,314 - 10% - 273

24,9 - 108

— K = -759K.
3,5-8,314 - 103

AT = ( — 0,032)
Die gedrosselte Entspannung auf 100 kPa ist mit einer Temperaturabnahme auf —76°C
verbunden.

2.1.7. Krifte zwischen den Molekiilen nach dem starr-elastischen Modell

Nach dem starr-elastischen Modell des realen Gases wird das Potential durch
oo (r<< 2rg)
=1 5 _ (1)
— = (r = 2rg)
,,-m

gendhert, wobei m = 6 gesetzt wird. Wie hidngen die GréBen rg und 8 von den VAN-DER-
Waarsschen KorrekturgréBen ¢ und b ab, wenn man annimmt, da3 die Temperatur so gro8 ist,
daB T > T\ vorausgesetzt werden kann? Welchen Wert haben f und rg fiir Wasserstoff? Nach
Tabelle 2.1.1 ist ¢ = 0,0190 MPa m® kmol~2, b6 = 0,022 m® kmol1.

Berechnen Sie die maximale Kraft zwischen zwei Wasserstoffmolekiilen.

Losung:

Der zweite Virialkoeffizient B wird nach (2.1./32) durch die Krifte zwischen den Molekiilen
auf Grund der Gleichung

_un
B=27rNAf[1—e ”T]rzdr 2)
0

bestimmt. Zwischen dem zweiten Virialkoeffizienten B und den VAN-DER-WaaLsschen Grofien a
und b besteht die Beziehung (2.1./14a). Wir unterteilen die Integrale in den Bereich von Null
bis 27 und in den Bereich von 2rg bis unendlich. Im ersten Bereich ist &(r) unendlich gro8,
so daf folgt ’

2rs 27s

-0 8rg®
[(1——e "T)rzdr=fr2dr=-§s—. . (3)

4
0 0
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Fiir das Wechselwirkungspotential im zweiten Bereich kénnen wir auf Grund der angenomme-
nen Temperaturen

|e(r)] LT (4)
voraussetzen. Damit erhalten wir durch Reihenentwicklung
(=]

Ly
[(1—(& "T) -rzdrzﬁ/ &(r) 72 dr. (5)
2rs

v

2rs 7!
Wir setzen fiir ¢(r) den Ansatz nach (1) ein, womit folgt

1 > __ B - dr —p
pr ) Ordr=—ir f P2 (m— 3) (2rg) kT o

‘ors ors

Werden in (2) die Gleichungen (2.1./14a), (3) und (6) beriicksichtigt, so ergibt sich
s 5 . ,

a
b — — =2znN. - B 7
Rr T A [ 3 (m— 3) @rgm kT] @
Aus (7) erhalten wir durch Koeffizientenvergleich
2
a = __ZM (8)
(m — 3) (2rg)™®
nebst der bereits in (2.1./2) abgeleiteten Beziehung
2
b= ?" Ny(2rg)®. (9)
Durch Auflésen nach den Gréflen 2rg und g folgt aus (8) und (9)
3 j——
2rg = v/2 3;, (10)
TV A
sowie mit m = 6
9ab
po S a
Fir Wasserstoff ergibt sich aus (10)
3
2rs = 3 0,092 m=26-10"m
2.3,14 - 6,02 - 10%
und aus (11)
. . .10¢. o
B — 9.0,194-9,81 - 104 - 0,02! Tmb = 4,4.10-F me,
43,142 - (6,02 - 10%6)3 :
Als Kraft zwischen zwei Molekiilen erhalten wir aus (1)
oL _ g d B (12)
dr dr i+l

Dieser Wert ist am grofiten an der linken Grenze des Giiltigkeitsbereiches fiir die Gleichung (1),
d. h. fiar r = 2r5. Wir erhalten damit als Maximum der anziehenden Kraft
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Wir setzen Zahlen ein, womit folgt

7(2re) = 6-44-107 o . 101t
F@2rs) = T8 101 N = 3,3- 10" N.
2.1.8. Molekulare GrundgroBen nach dem Lennard-Jones-Modell

Optische Messungen am Kristallgitter ergeben fiir den Gleichgewichtsabstand 2rg = rg
zweier Argonatome den Wert

rg = 3,82-107m
Die BovLe-Temperatur des Argons betrigt nach Tabelle 2.1.2 T = 410 K. Berechnen Sie

daraus die Konstanten « und f des LENNARD-JoNEs-Potentials

*_£8 (1)

&(r) = =

=

Fiir m und fir » sind die Werte m = 6, n = 12 zu setzen.
Berechnen Sie B(T') fiir T' = 500 K und fir 77 = 600 K. Welchen Wert hat das Minimum der
potentiellen Energie, und wie. grof} ist die Anziehungskraft im Gleichgewichtsabstand rg?

¢
Losung:

Im Gleichgewichtsabstand hat die Wechselwirkungsenergie ¢(r) ein Minimum. Es gilt daher

(E) _ o i mp —o. @)

or rg"tt | rgmtl

Fir » — 0 muB} die AbstoBung zwischen den Teilchen grofler sein als die Anziehung. Daraus
folgt allgemein n > m. Wir schreiben daher

f=2 2. -(3)

m 7G’n-—m

Der zweite Virialkoeffizient des LENNARD-JoNES-Modells ist durch (2.1./33) bekannt. Wir
setzen die tabellierten Werte [7] der Gammafunktion in (2.1./33) ein und erhalten fiir m = 6,

n =12 )
= _
B(T) = 2—" Ny ‘/?i / e [1,226 — 0,906 1/9 — 0,153 %

—003781/——000968 — 0,0024" /g ] (4)
mit
2

@—]g (5)

Unter Anwendung des NEwToNschen Naherungsverfahrens ergibt sich aus (4), wenn man B(7'g)
= 0 setzt und fiir die BoyLE-Temperatur den bekannten Wert 7'y = 410 K einsetzt,

0 =479 K.

Damit liegen aus (3) und (5) zwei Gleichungen zur Bestimmung der beiden Unbekannten & und
B vor. Wenn man (3) quadriert, in (5) einsetzt und nach o auflést, erhilt man

o = % krg', (6)
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mit den vorgegebenen Werten

. . —23 . —10)12
oo L9138 104(3,82 10102

mi2 — 1,6. 10-13¢ J mi2,

Fir B ergibt sich damit aus (5)

B = VOka, ™

mit den vorgegebenen Zahlen

B=1479-1,38.10-23. 1,6 - 10-13¢ J m® = 1,0 - 10-77 J mS.

Die errechneten Grofien werden in (4) eingesetzt. Damit erhalten wir

- B(500 K) = 0,007 m® kmol—1, B(600 K) = 0,010 m? kmol~1.

Das Minimum der potentiellen Energie im Gleichgewichtsabstand folgt aus (1), wenn man die
errechneten GroBen einsetzt: ’

10134 —77
&(rg) = 1,6 - 10 — 10 J=—156-10"2J.
(3,82 - 10-10)12 (3,82 . 10-10)8
Die Anziehungs- und AbstoBungskrifte folgen durch Differentiation nach dem Abstand 7:
ol no m,
Fpp=20 - ey ®)
r rG TG

Im Gleichgewichtsabstand r = rg erhalten wir

A

‘A 2.1.1.

A2.1.2.

A213.

A2.1.4.

A 2.1.5.
A2.1.6.

A21.7.

A 2.1.8.

. 10-77

Firg) = =8 8107y _50.10uN.
rg™l (3,82 10-10)7

Aufgaben

Berechnen Sie aus den vAN-DER-WaaLsschen Korrekturgrofen den Durch-
messer 2rg eines Stickstoffmolekiils, wenn das starr-elastische Modell zugrunde
gelegt wird. Die Daten sind Tabelle 2.1.1 zu entnehmen.

Wie groB ist der Kohésionsdruck fiir Stickstoff nach dem starr-elastischen
Modell auf Grund der vAN-DER-WaaLsschen Korrekturglieder bei 400 K- und
200 kPa?

In einem Stahlzylinder mit 20 dm® Fassungsvermégen befinden sich 8 kg CO,
mit der Temperatur 320 K. Wie gro83 ist der Druck? (Daten nach Tabelle 2.1.1)
Eine Stahlflasche von 40 dm?® Fassungsvermdgen enthélt 20 kg CO,. Berechnen
Sie nach der vAN-DER-WAALSschen Gleichung, wie hoch das Gas erwarmt werden
darf, wenn die Sicherheitsgrenze bei 20 MPa liegt. Wie lautet das Ergebnis, wenn
der Rechnung das ideale Gas zugrunde gelegt wird?

Berechnen Sie den Kohiasionsdruck des Kohlendioxids bei 360 K und 20 MPa.
Schétzen Sie den Durchmesser eines CO,-Molekiils aus den vAN-DER-WaALsschen
Korrekturgréen ab.

Berechnen Sie den Ausdehnungskoeffizient «, den Druckkoeffizienten f und die
Kompressibilitdt » fiir Helium bei 300 K und 5 MPa.

Wie lauten die Formeln fiir den Ausdehnungs- und fiir den Druckkoeffizienten,
wenn der Ausdehnungskoeffizient auf das Volumen, der Druckkoeffizient auf
den Druck bei 0°C bezogen werden? Berechnen Sie danach « und f mit den
Daten der Aufgabe A 2.1.7.
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A2.1.9.

A 2.1.10.

A 2.1.11.

A 2.1.12.

A2.1.13.

A2.1.14.

A 2.1.15.

A 2.1.16.

A2.1.17.

A 2.1.18.

A 2.1.19.

A 2.1.20.

A21.21.

A 2.1.22.

A 2.1.23.

A 2.1.24.

A 2.1.25.

A 2.1.26.

A 2.1.27.

A 2.1.28.

Welche Korrekturen ergeben sich fiir das vAN-DER-WaaLssche Gas gegenitber dem
idealen Gas, wenn die Anderung der Entropie und der inneren Energie bei
Erh6hung der Temperatur unter gleichgleibendem Volumen berechnet wird?
Wie groB ist die BoyLE-Temperatur nach der vaN-DER-WaaLsschen Gleichung
fiir Sauerstoff? (Daten nach Tabelle 2.1.1)

Berechnen Sie fiir Sauerstoff bei 300 K und bei 700 K aus den VAN-DER-WAALS-
schen Korrekturgréfen den zweiten Virialkoeffizienten.

Welche Anderungen ergeben sich fiir die freie Energie F, die Entropie § und die
innere Energie U bei Helium der Masse 1 g, wenn das Volumen bei der konstanten
Temperatur 400 K von 5 dm? auf 2 cm® komprimiert wird? Wie grof sind da-
gegen die Anderungen, wenn Helium als ideales Gas behandelt wird? (Daten nach
Tabelle 2.1.1)

Berechnen Sie C), und Oy sowie x = C,/Cy fiir Helium bei 300 K und 10 MPa,,
wenn dieses als VAN-DER ‘WaaLrssches Gas behandelt wird.

Helium wird einem Druck von 4 MPa ausgesetzt. Die Temperatur betragt 0°C.
Wie erhéht sich die molare Warmekapazitit C) gegeniiber Normverhéltnissen?
Ein Zylinder mit dem Volumen 5 dm? enthilt 0,04 kmol Wasserstoff der Tem-
peratur 400 K. Auf welches Volumen ist das Gas adiabatisch zu entspannen,
damit es sich auf 300 K abkihlt? (b = 0,022 m3 kmol-1)

Berechnen Sie fiir das vAN-DER-WaaLssche Gas die relative und die absolute
Abweichung des Molvolumens von dem des idealen Gases. Wie gro8 sind diese
im kritischen Zustand far HCI?

Wieviel Molekiile enthilt 1 mm?3 Sauerstoff bei 10 MPa und 300 K, wenn Sauer-
stoff a) als ideales Gas, b) als VAN-DER-WaALssches Gas (Daten nach Tabelle 2.1.1)
behandelt wird?

Eine Druckkammer von 1 dm?® Fassungsvermogen enthélt Sauerstoff von 300 K,
komprimiert auf 10 MPa. Berechnen Sie die Arbeit bei der isothermen Ent-
spannung auf 100 kPa. Fihren Sie die Rechnung fiir das ideale und fir das
VAN-DER-WaaLssche Gas durch.

Berechnen Sie die Energie, um Sauerstoff von 300 K auf 400 K zu erwéirmen.
Das Volumen von 1dm?® sei konstant. Der Anfangsdruck betrigt 10 MPa.
Vergleichen Sie das ideale und das vaN-DER-WaAALssche Gas.

Welche Energie ist zuzufithren, um Sauerstoff von 300 K auf 400 K zu erwir-
men, wenn ein konstanter Druck von 10 MPa aufrechterhalten wird und das An-
fangsvolumen 1 dm? betrégt? Welche GréBe ergibt sich fiir das ideale Gas?
Bestimmen Sie nach dem starr-elastischen Modell den Maximalwert der An-
ziehungskraft zweier CO,-Molekiile.

Stellen Sie die Formel fiir die freie Enthalpie @ des realen Gases auf.

Berechnen Sie die Anzahl der Argonmolekiile in 1.dm? bei 20 MPa Druck und
500 K Temperatur. Dabei ist das LENNARD-JoNEs-Modell zugrunde zu legen,
Welche Abweichungen ergeben sich gegen das ideale Gas? (B = 0,007 m® kmol-1)
11 Argon wird von 500 K auf 600 K erwédrmt, wobei das Volumen konstant
bleibt. Berechnen Sie die erforderliche Energie, wenn der Anfangsdruck 20 MPa
betragt. Der Rechnung ist das LENNARD-JoNES-Modell mit den Daten nach 2.1.8.
zugrunde zu legen.

Untersuchen Sie, wie sich bei der Erwirmung von ‘1 dm® Argon von 500 K auf
600 K der Druck dndert.

Stellen Sie die Formeln fiir die molaren Wéirmekapazititen des LENNARD-
JonEs-Gases auf. Ist Cp temperaturabhéingig?

Sauerstoff von 250 K wird im JourLe-TroMSON-Versuch um 10 K abgekuhlt'
Berechnen Sie die Druckénderung. €, kann nach dem Gleichverteilungsgesetz
eingesetzt werden. _

Berechnen Sie fiir Wasserstoff, Stickstoff und Sauerstoff die Inversionstem-
peraturen, d. h. die Temperaturen, unter die die Gase abzukiihlen sind, wenn Ent-
spannung im JouLE-THOMSON-Versuch zur Abkiihlung fithren soll.
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A 2.1.29. Berechnen Sie die freie Energie fiir ein Kilomol eines Gases unter Beriicksichti-
gung der Virialkoeffizienten B und C. |

A 2.1.30. Ein Gasgemisch enthilt 2 kmol CO, und 1 kmol O,. Bestimmen Sie den zweiten
Virialkoeffizienten des Gemisches fiir 500 K. Die Virialkoeffizienten fiir CO, und
0, sind durch die vAN-DER-WaALsSschen Korrekturglieder zu néhern. Der Virial-
koeffizient B;, der Wechselwirkung zwischen verschiedenen Teilchen ist gemal

durch die Virialkoeffizienten der beiden Komponenten des Gemisches zu néhern.
Dabei ist zu beriicksichtigen, daBl drei Potentiale der Wechselwirkung auftreten
und der zweite Virialkoeffizient von den Konzentrationen N; und N, der beiden
Teilchenarten abhéngt.

A 2.1.31. Wie lauten die Formeln fir €, und Oy unter Beriicksichtigung der Virial-
koeffizienten hoherer Ordnung?

2.2, Phasengleichgewicht in Systemen mit gleichartigen Masseteilchen —
' Wirmekraft- und Kiltemasehinen

E Einfiihrung ,

Phasengleichgewicht im isotherm-isobaren System

In einem abgeschlossenen System kann ein einheitlicher Stoff in mehreren Phasen
auftreten, z. B. Wasser gleichzeitig im fliissigen und im gasférmigen Zustand vor-
handen sein. Zwischen beiden Phasen bildet sich nach kurzer oder lingerer Zeit ein
(leichgewicht heraus.
Wie bei allen Systemen im Gleichgewicht miissen die Temperaturen beider. Phasen
gleich sein:

7=7T,=T. (1)

Ebenso niufl der Druck in beiden Phasen iibereinstimmen:
P1 =Py = P. (2)

Fiir jedes thermodynamische System, also auch fiir das aus zwei Phasen, gilt. der
zweite Hauptsatz, der in der Form )

5Q — TAS <0 (3)

geschrieben wird (vgl. 1.2./22). Daraus folgt nach dem ersten Hauptsatz fiir einen

ProzeB im isotherm-isobaren System, d. h. fiir | 87 =0, d3p =90 |,

SU +p3V — T8 =3U +pV — TS) =| ¢<0 | (4)

Phasengleichgewicht ist durch Ubereinstimmung der Temperatur und des Druckes
sowie durch ein Minimum der freien Enthalpie G gekennzeichnet. Prozesse im
isotherm-isobaren System laufen nach dem zweiten Hauptsatz unter Abnahme der
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freien Enthalpie ab. Das geht so lange vor sich, bis ein Minimum der freien Enthalpie
und damit der Gleichgewichtszustand erreicht ist. Fiir diesen gilt in (4) das Gleich-
heitszeichen.

Freie Enthalpie und chemisches Potential

Die Zustandsfunktionen U, S, F, H, G eines thermodynamischen Systems im Gleich-
gewicht sind extensive GroBen. Bei einem aus mehreren Phasen bestehenden System
konnen sie durch Summierung iiber die einzelnen Phasen berechnet werden.
Fiir die einzelne Phase (¢) ist jede Zustandsfunktion proportional der Anzahl N; der
Teilchen, die sich in diesem Zustand befinden. Im Verlauf thermodynamischer
Prozesse, z. B. wihrend der Kondensation, kann sich die Anzahl der Teilchen einer
Phase verindern.
Tritt die Anzahl N; der Teilchen als unabhéngige Variable auf, so sind die Differentiale
der Zustandsfunktionen durch Gleichungen zu ergédnzen, die proportional dem
Differential dNV; der Teilchenanzahl sind. Man schreibt daher z. B. fiir die innere
Energie ) '

dUi =TdS, —pdVl —{-—,’.Li dN,;. (5)
Der zunéchst noch unbestimmte Parameter u; wird als chemisches Potential be-

zeichnet. Fiir die Differentiale der iibrigen Zustandsfunktionen folgen aus (5) die
Beziehungen

dF,’ :d(Ut— TSZ)= —Si dT—pdVl -+ Hi dN,;, (6)
dH; = d(U; + pV;) = T'dS; + V;dp + w; dN;, (7)
dGi = d(HZ — TS,) = _‘St ar + Vi dp + Mi dN,‘. (8)

Zur Bestimmung des chemischen Potentials u; erhdlt man aus (5) bis (8) die Glei-
chungen

oU; _(oF,
wi(Si, Vi) = (3—1\7—1.)51% (5a), wi(T, V) = (B_Ni)r,v, (6a)
oH; 0Qq;
wi(S;, p) = (6_1\7,-)3,,,, (7a), wi(T, p) = ('ﬁv—i)m- (8a)

Von den in (8) auftretenden unabhingigen Variablen sind V; und S; ebenso wie V;
additiv im Gegensatz zu p und 7. Schreibt man demzufolge die EnergiegrofBen als
Funktion ihrer natiirlichen Variablen, so ergeben sich Ausdriicke der Form

Si V,, _ . Vi
U; = Ny (TV;’ E)a F; = Nif, (T, E)’
Si
H; = Nfs (F’ ), G; = Nif (T, p).

Nur aus der letzten Gleichung erhdlt man durch Differentiation eine von den
ZustandsgréBen 7' und p abhéingige Funktion

0G;
(ﬁ,—i)m — 1T, p) (9)

9 Schilling, Warme
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und daraus in Verbindung mit (8a)

G (oG,
po=g = (3—M)p,T . (10

Das chemische Potential kennzeichnet somit die freie. Enthalpie eines aus gleich-
artigen Teilchen bestehenden Korpers, bezogen auf ein einzelnes Teilchen. In Ver-
bindung mit (8) folgt daher

8; V;

Die Definition des chemischen Potentials ist in der Literatur nicht einheitlich.
Insbesondere in der physikalischen Chemie wird dieses als molare freie Enthalpie
definiert. Diese GroBe folgt aus (10) durch Multiplikation mit N, bzw. indem N;
durch n; = N;/N, ersetzt wird.
Gleichgewichiszustinde zwischen verschiedenen Phasen
Fiir das System eines Stoffes aus zwei Phasen I und 2 erhilt man im Gleichgewicht
3G = 3G, + 3G, = uy 3N; + py SN, = 0.
Daraus folgt wegen N; + Ny = N bzw. 3N; 4 SN, =0
(1 — po) 8N, =0,

d. h., da 3N, ungleich Null angenommen werden kann,

pa(Ps T) = #2(1’5 T) . (12)

Im Gleichgewicht stimmen die chemischen Potentiale der beiden Phasen iiberein,
Druck und Temperatur sind voneinander abhingig. Das Zweiphasensystem des
einheitlichen Stoffes enthélt nur einen Freiheitsgrad. Gibt man z. B. die Temperatur
vor, so ist auch der Druck festgelegt.
Im p,T-Diagramm (vgl. Bild 2.2.1) wird der Gleichgewichtszustand durch eine
Grenzkurve T = T'(p) charakterisiert. Sie gibt an, fiir welche p,7-Werte zwei
Aggregatzustinde zugleich moglich sind, und grenzt diese voneinander ab.
Zu bemerken ist, dall bei langsamer Anderung der Zustandsgrofe ein Stoff im
Gegensatz zu den Abgrenzungen des p,T-Diagramms seinen Aggregatzustand unter
Umstédnden beibehalten kann, z. B. als unterkiihlter Dampf. Ein derartiger meta-
stabiler Zustand ist jedoch nur unter bestimmten Voraussetzungen realisierbar, z. B.
wenn Kristallisationskeime fehlen.
Soll ein einheitlicher Stoff gleichzeitig in drei Phasen auftreten, so miissen die Be-
dingungen

T, = Ty =T, P1 =D = Ps (12a)

erfiillt sein. Sie lassen sich im p,7-Diagramm nur fiir einen Punkt, den Tripelpunkt,
befriedigen. Das Dreiphasensystem des einheitlichen Stoffes enthélt keinen Freiheits-
grad. Fiir Wasser ist das Gleichgewicht der festen, fliissigen und gasformigen Phase
nur fiir 0,01°C und 0,6 kPa mdglich.
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Mit dem Ubergang in einen anderen Aggregatzustand verindert sich die Entropie des
Stoffes. Bezeichnet @ die aufzuwendende thermische Energie bei der Umwandlung
von einem Aggregatzustand in den anderen, so ergibt die Gleichgewichtsbedingung

My = fhg:

Up—U,+pVyo— Vy)=Hy, — H =T(S;, — 8;) = Q. (13)
p
70
4]
1 flissig kritischer
703 Punkt
2
o 1041 fest
< 101 S
< gasformig
$ 71 (» "
3 ripelpunk
S ]
107 Bild 2.2.1. Phasenzusténde
- des Wassers im p,7T'-Diagramm
w0 mit Tripelpunkt und kriti-
1074 T T ———— - schem Punkt
0 700 200 300 400
lemperatur in °C
Daraus erhilt man fiir die Entropiednderung
H,— H Q
8 — 8 ="="2=X 14
== (14)

Die Ubergangswirme @ ist nach (13) und (14) mit der Enthalpiedifferenz beider
Phasen identisch.

Beispiel 2.2.1. Zustandsgrofien des Wassers und des Eises bei 0°C

Bei Gefrieren des Wassers unter Normverhiltnissen wird die Energie 18 -334 kJ kmol-1
= 6012 kJ kmol-! an die Umgebung abgefiihrt. Die Enthalpie des Eises (Phase 2) von
0°C liegt also um 6012 kJ kmol-! niedriger als die des Wassers (Phase I) von 0°C. Es ist

somit @ = —6012 kJ kmol-1. Fiir die Entropieinderung beim Gefrieren erhélt man
Sy — 8 = _570312 itJ kmol-1 K~1 = —22,0 kJ kmol-1 K-1.

Das bedeutet: Im festen Zustand, nach "der Kristallisation, weisen die Molekiile einen §
hoheren Ordnungsgrad als im fliissigen Zustand auf. Der feste Korper besitzt daher eine
niedrigere Entropie als der fliissige.

Das Zweiphasensystem aus Fliissigkeit und Dampf

Der isobare Verdampfungsvorgang einer Fliissigkeit vollzieht sich in folgenden
Abschnitten (vgl. Bild 2.2.2):

1. Es besteht ein Gleichgewicht zwischen der Fliissigkeit und ihrem gesittigten

o*
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Dampf. Sein Druck ps ist, niedriger als der &uBlere Druck p. Durch Zufiihrung ther-
mischer Energie wird die Fliissigkeit erhitzt. Dabei steigt nicht nur die Temperatur 7'
an, es wird auch der Druck des gesittigten Dampfes erhoht. Wird die Siedetem-
peratur T = T'y(p) erreicht, so ist der Druck pg des geséttigten Dampfes gleich dem
duBeren Druck p.

2. Nach Erreichen der Siedetemperatur bewirkt die weitere Zufithrung thermischer
Energie, daf die Fliissigkeit verdampft. Die Temperatur bleibt wihrend des Ver-
dampfungsvorganges konstant, bis die gesamte Flissigkeit verdampft ist. Das
heterogene Gemisch aus siedender Fliissigkeit und Dampf der gleichén Temperatur
heiBt NaBdampf bzw. gesittigter Dampf, der Zustand Sittigungszustand. -

WZN

a) b) ad) e)

Bild 2.2.2. Gleichgewichtszustinde des Wassers und seines Dampfes

(z Dampfanteil)

a) T <Ts,ps<p,b) T=T5,p=p5,2=0,¢) T =T5,p=1p5, 0< &< 1,
d) T=Ts,p=p5,x=1,¢) T> Ty

Bezeichnet m’ die Masse der siedenden Fliissigkeit, m'’ die des Dampfes, so wird die
GroBe

mll

ity (15)
als Dampfgehalt definiert.
Das Volumen V, des Gemisches setzt sich additiv aus dem Volumen V' der siedenden
Fliissigkeit und dem Volumen ¥V’ des Dampfes zusammen:

Vo=V +V". (16)
Angaben in Tabellen beziehen sich stets auf die spezifischen Volumina
Vs v

’? 1

m+m m m
Fiir diese folgt aus (15) und (16) die Beziehung

Vx VI ) 'Vl’ ~
m—(l ) 17
3.¥Nach AbschluBl des Verdampfungsvorganges ist nur noch Dampf der Tempera-
tur Ts vorhanden (trocken gesittigter Dampf). Mit der weiteren Zufiithrung ther-
mischer Energie wichst die Temperatur des Dampfes. Er wird als iiberhitzter Dampf
bezeichnet und verhilt sich wie ein Gas.

Im p,V-Diagramm wird der Zustand des NaBdampfes vom Zustand der reinen
Fliissigkeit durch eine Grenzkurve p = p(V’) getrennt, die durch x = 0 gekennzeich-
net ist. Vom Zustand des iiberhitzten Dampfes ist der Zustand des NaBdampfes
durch eine Grenzkurve p = p(V"') getrennt, fiir die z = 1 gilt. Die beiden Grenz-
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kurven gehen im kritischen Zustand K differenzierbar und damit auch stetig inein-
ander iiber (vgl. Bild 2.2.3). Oberhalb der kritischen Temperatur 7' tritt nur noch
der gasférmige Zustand auf.

Vi

p(v") Bild 2.2.3. p,V-Diagramm des Zustandes
eines Stoffes

P

P Probleme

2.2.1. Das Phasengleichgewicht nach der van-der-Waalsschen Gleichung

Nach der vAN-DER-WaALsschen Gleichung liegt unterhalb der kritischen Temperatur 7', ein
Bereich, in dem der Druck mit wachsendem Volumen zunimmt (vgl. 2.1.). Dieser Bereich liegt
im Zweiphasengebiet des Gleichgewichtszustandes von Flissigkeit und Dampf.

Es ist nachzuweisen, da8 fiir jede Temperatur 7' < T die Isotherme im Zweiphasenbereich
durch die Gerade des Sattigungsdruckes pg so geschnitten wird, daB im p,V-Diagramm zwei
gleich grofie Flachenstiicke entstehen.

Stellen Sie das Gleichungssystem zur Berechnung des Sittigungsdruckes ps = ps(T) in Ab-
hingigkeit von den vAN-DER-WaaLsschen Konstanten ¢ und b auf.

Losung:
Wir schreiben die vAN-DER-WaaLssche Gleichung in der Form

RT a

p=pV,T) = 57— — ;- 1)
Betrachtet wird der Umwandlungsbereich auf einer Isothermen 7' = T',. Der Zustand I mit
V, = V’ gibt den Punkt an, in dem die Verdampfung einsetzt, die gesamte Substanz also noch
fliissig ist. Im Zustand 2 hat das zunehmende Volumen eine vollstindige Verdampfung be-
wirkt. Es gilt V, = V”.
Zu bestimmen ist der Zusammenhang zwischen dem Sittigungsdruck pg = ps(7') und der
Temperatur T, bei dem ein Gleichgewicht zwischen beiden Phasen besteht. Fiir dieses Gleich-
gewicht ist nach (2.2./12) erforderlich, daB die chemischen Potentiale iibereinstimmen:

u(Ps T) = pao(ps, T @)
Bei einem einheitlichen Stoff gibt u die freie Enthalpie je Molekiil an. Daher folgt nach (2.2./10)
Ul +I’SV1—T‘91= Uz ‘|"PSV2—‘TSz- (3)

Samtliche GréBen konnen auf die Stoffmenge (in Kilomol) oder auf die Masse (in Kilogramm)

bezogen werden.

Als Entropieinderung beim reversiblen Ubergang vom fliissigen in den gasférmigen Zustand

erhalten wir aus (3)
8, — 8, = Uy — Uy +ps(Vo — Vi) .

7 @
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Andererseits kann die Entropieéinderung direkt aus dem ersten Hauptsatz berechnet werden.
Die Entropie ist eine eindeutige Zustandsfunktion und daher vom Integrationsweg unabhingig.
Wir fiihren die Integration lings der Isothermen 7' = T durch und erhalten

U, V.
1 1
Sz—Sl=T—de+Ffp(V,To)dV. ®)
[ )
[Z8% Vi

Der erste Summand ergibt (U, — U,)/T,. Aus dem Vergleich von (4) und (5) ergibt sich

Vs

[ 2V, To) AV = ps(Vy — Vo). (6)
Vi

In Bild 2.1.3 muB daher das Flichenstiick unter der Isothermen 7' = Ty gleich dem Flichen-
inhalt des Rechtecks pg(V, — V;) sein. Das bedeutet, daf der Sittigungsdruck pg durch die
Bedingung festgelegt ist, daB die von der Isothermen 7' = 7, begrenzten Fldchenstiicke
oberhalb und unterhalb der Waagerechten p = pg gleich grofl sein miissen.

Setzen wir in (6) den Druck nach (1) ein, so ergibt sich durch Integration

1

Vv, —b 11
BT, In - ta (-172-— T/,:) =ps(V, — V). ™

Die Wertepaare pg, V; und pg, V, erfiilllen die VAN-DER-WaALssche Gleichung (1). Daraus
erhidlt man durch Gleichsetzen der sich danach fiir pg ergebenden Werte
Vit Vo) (Vi —8) (V, — )

a(
RT, = Vv

(8)

und daraus auf Grund des Vergleichs mit (7)
(Vy; —0b) (V, —b)(V, + Vg)ln Vy,—b ='2V1—b_2V2—b.
V2V 32 V,—b V.2 Va2

9)

Aus (8) und (9) konnen die Grenzvolumina ¥V, = V' und V, = V'’ bestimmt werden, wenn die
Temperatur 7, vorgegeben ist. Mit Hilfe der vAN-DER-WaaLsschen Gleichung (1) kann damit
der zugeordnete Sattigungsdruck ps = pg(T,) bestimmt werden. Umgekehrt kann aus V’(pg, T)
und V”(ps, T) auf die vAN-DER-WaaLsschen GréBen ¢ und b geschlossen werden. Die Aus-
wertung erfolgt numerisch.

2.2.2. Clausius-Clapeyronsche Gleichung

Bei normalem Luftdruck p = 101,325 kPa betrigt die Siedetemperatur des Wassers 100°C.
Zur Erh6hung des Siedepunktes auf 101°Cist ein Druck von 105,001 kPa erforderlich. Das spezi-
fische Volumen steigt bei der Verdampfung unter normalem Luftdruck von 1,04 - 103 m? kg—?
auf 1,673 m3 kg-1. Berechnen Sie aus diesen Angaben die Verdampfungswirme des Wassers bei
normalem Luftdruck (Verdampfungsenthalpie).

Losung:

Wir gehen von der Gleichgewichtsbedingung zwischen den beiden Phasen
w(p, T) = pa(p, T) 1)

aus. Nach (2.2./11) gelten, bezogen auf ein Kilomol, die Formeln

(6_u 8 (w\ _T @
aT), N, \ep)r N, ’
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Um die Abhéngigkeit des Druckes von der Temperatur im Gleichgewicht des Verdampfungs-
prozesses zu bestimmen, differenzieren wir (1) nach 7':

9 ou. [/ 9 17 9
(), (50)e =), + (55), & @
Wir setzen (2) in (3) ein und erhalten
R @
Die Differenz der Entropien kann durch die Verdampfungswirme @ ausgedriickt werden:
Q = T(S, — Sy). (%)

Damit folgt die Clausius-Clapeyronsche Differentialgleichung der Da,mpfdruckkurve

dp Q . (6)

AT~ T(V, — Vy)

Zur Berechnung der Siedewdrme losen wir nach @ auf und setzen die vorliegenden Werte ein.
Es folgt

dp .
=TV, — V) -
@Q (Vs V3

_ 37318 - 1,672 - 3,676
- i

Q kJ kmol—! = 41,3 MJ kmol~! = 2,29 MJ kg!.
Die Abweichung gegeniiber dem genauen Wert von 2,256 MJ kg~! erkldrt sich daraus, daf die

Differentiale durch Differenzen ersetzt wurden.
(6) kann auch zur Berechnung ‘der Abhingigkeit des Schmelzpunktes vom Druck benutzt

werden.

2.2.3. Integration der Clausius-Clapeyronschen Gleichung

Der Sittigungsdruck des Wasserdampfes betréigt bei 100°C 101,3 kPa, die Verdampfungs-
wirme 2,256 MJ kg—. Bestimmen Sie unter Verwendung dieser Daten genihert die Abhingig-
keit der Verdampfungswidrme und des Sattigungsdruckes von der Temperatur. Die spezifische
Wirmekapazitit ist dabei als Konstante zu behandeln. Welche Werte erhédlt man fiir 150°C?

Losung:

Wir bestimmen zunichst die Abhingigkeit der Verdampfungswirme von der Temperatur.
Einmal kann die Fliissigkeit bei der Temperatur 7y und dem Druck p verdampft werden und
anschlieBend eine Erwidrmung bei konstantem Druck p erfolgen. Die hierfiir erforderliche Ver-
dampfungswirme setzen wir nédherungsweise gleich der Verdampfungswirme @, beim Satti-
gungsdruck p, = ps(7,). Das andere Mal kann zunichst eine Erwirmung der Fliissigkeit auf
die Temperatur 7' vorgeniommen und danach die Substanz verdampft werden. Bezeichnet @,
die hierfir erforderliche Verdampfungswérme, ferner C; die spezifische Wirmekapazitit der
Fliissigkeit, so kénnen wir gendhert schreiben

Qo + Cp(T — To) = Co(T — To) + Qr- 1
Wir 16sen (1) nach Qp auf und setzen den erhaltenen Wert in die CrausIus-CLAPEYRONsche
Differentialgleichung ein. Es folgt

dp _ Qo+ (Cp — C) (T — Ty) @
ar (Vo — V)T )
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Das Volumen V, der Flissigkeit ist im allgemeinen gegen das Volumen V, des Dampfes zu
vernachlidssigen. ¥V, konnen wir genéihert durch die Gleichung des idealen Gases ausdriicken:

RT

Ve="=—. ®)
p
Damit ergibt sich aus (2), wenn wir die Variablen trennen und integrieren,
P T
d_}’_ — Ql) + (Op _ 01) (T _ TO) ar. (4)
P RT?
Po To

Nach Auswertung der Integrale folgt, wenn man beide Seiten in die e-Potenz erhebt und nach
dem Sidttigungsdruck p(T') auflost, )

Q=(Cp=C) (T =Ty  Cp—0Cp E], ®)
RT R T,

Fir T = 423 K, Ty = 373 K erhilt man aus (1), wenn man nach Q7 auflsst,

Q50 = [2,256 - 106 - 18 + (3,5 - 8,314 — 4,187 - 18) 108 - 50] J kmol-1
= 38,3 MJ kmol-! = 2,13 MJ kg-1.

Der genaue MeBwert betrigt 2,11 MJ kg1,
Aus (5) ergibt sich fir den Sattigungsdruck bei 150°C

18 - 2,256 - 10¢ — (3,5 - 8,314 — 18 - 4,187) - 103 . 50
8,314 - 10% - 423

35-8314 — 18 4187 @] KPa — 457 kPa.

p = 101,3 exp [

8,314 373

Der genaue MeBwert betrigt 475 kPa. Die Abweichungen sind hauptséichlich auf die Ndherung
durch das ideale Gas zuriickzufiihren.

2.2.4. Verfliissigung nach dem Gegenstromverfahren von Linde

Zur Erzeugung fliissigen Sauerstoffs wird dieser von p, = 25 MPa auf pgp = 100 kPa - ge-
drosselt entspannt und dabei in einem Gegenstromverfahren vorgekiihlt (vgl. Bild 2.2.4).
Berechnen Sie den Anteil des verfliussigten Sauerstoffs, wenn die Ausgangstemperatur
T, = 273 K betrigt. Als Endtemperatur ist die Verflissigungstemperatur 7'y = 90 K ein-
zusetzen. Die Wirmekapazitdt bei konstantem Druck in der Umgebung der Ausgangstem-
peratur betrigt ) = 3,5R, die Verdampfungsenthalpie bei Normaldruck 214 kJ kg1

Liisimg :

Der in Bild 2.2.4 nach rechts einstromende Sauerstoff wird durch das nach oben abstrémende
Gas vorgekiihlt. Dieser Warmetausch vollzieht sich bei konstantem Druck. Daher gilt nach
dem ersten Hauptsatz

(5Q), = (AU + p dV), = (dH — V dp), = dH, = 0. 1)

Die Enthalpie des Systems bleibt unverdndert. Was dem einstrémenden Gas durch die Vor-
kithlung entzogen wird, wird dem abstrémenden Gas vollstindig wieder zugefithrt. Wir
koénnen demzufolge den Anteil des verfliissigten Sauerstoffs auf Grund der Enthalpiebilanz
bestimmen. Dabei haben wir zu beriicksichtigen, daf3 das abstrémende Gas nach seiner Ent-
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spannung auf den Enddruck pg wieder die- Anfangstemperatur 7'y annimmt, wenn der Enthal-
pieunterschied im Gegenstromverfahren vollstindig ausgeniitzt wird.

Schreiben wir H = H(p, T') und bezeichnen den Anteil der gastérmigen Substanz mit z, den
der fliissigen mit 1 — 2, so muB fiir ein Kilomol gelten

Hy(pa, Ta) = (1 — @) Hy(pg, Tg) + xHy(pg, Ts)- @)
Darin bezeichnet der Index 1 die fliissige, der Index 2 die gasférmige Substanz.

von der Druckluftbombe
B e —

tddotolat
0669

000

000

250!
oofn .
Dise =% Bild 2.2.4. Verflissigung nach LinpE. Der nicht

fl[iss@e/ verfliissigte Anteil stréomt zwischen den Rohren
Luft nach oben.

Soll 1 kmol Gas bei dem Druck py, verfliissigt werden, so ist die Verdampfungswirme @(pg, T's)
aufzuwenden. Man kann daher schreiben

Hy(ps, T) = Hy(pz, Ts) — @(pE; Tx)- (3)
Wir setzen (3) in (2) ein und berechnen den Anteil 1 — z der verflissigten Substanz. Es folgt
1 —z = H2(pA7 TA) _ HZ(pE’ TA) . (4)

Hy(pg, Tx) — @Q(px, Ts) — Ho(pp, Ta)

Zur numerischen Auswertung der Gleichung (4) beriicksichtigen wir, daB die Enthalpie

Hy(py, Ty) sich nicht dndert, wenn das Gas gedrosselt entspannt wird. Wir schreiben daher
Hy(pa, Ta) = Hy(pg, Ta + AT), ®)

wobei AT die Temperaturinderung nach dem JouLe-THoMsoN-Effekt angibt (siehe 2.1.6.).
Fiir den Zéhler in (4) folgt damit
Ta4+AT

Hy(pa, Ta) — Hy(pg, Ta) = Ho(pg, Ta + AT) — Hy(pg, Ta) = f 0, drT. (6)
Ta
Im Nenner ergibt sich
Tg
Hy(pg, Tx) — Hy(pg, Ta) = [ Cp dT. W)
Ta

Daraus erhalten wir fiir den Anteil der verfliissigten Substanz

Ta+AT
[ ¢par
Ta

Te
[ ¢, aT — Q(pg, Tx)
Ta

- —ATC) . ®)

(Tg — T4) Op + Q(pE, TE)

1—z=
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Nach der numerischen Rechnung in 2.1.6. ist AT = —75,9 K. Aus (8-) ergibt sich mit den vor-
liegenden Werten '
75,9 -3,5-8,314 - 10®

= = 0,191.
(273 — 90) - 3,5+ 8,314 - 103 + 214 . 32 - 103

— X

199, des einstromenden Sauerstoffs werden im vorliegenden Fall durch das Linpesche Ver-
fahren verfliissigt.

2.2.5. Isochore Zustandsinderung

Ein geschlossener Kessel mit dem Volumen ¥V = 12 m3 enthilt gesdttigten Wasserdampf
unter dem Druck p, = 0,8 MPa mit dem Dampfgehalt z, = 0,75. Welche Energie ist zuzu-
fithren, um gesittigten Wasserdampf mit dem Dampfgehalt 2; = 0,90 zu erhalten? Wie steigt
dabei der Druck? Berechnen Sie die technische Arbeit des Dampfes bei dem Prozefl und deuten
Sie diesen im p,V- und im 7',8-Diagramm.

Losung:

“Wir schreiben das Volumen nach (2.2./17)

, ,” VI 44
V=Vy=m +m")1l—2)— +z—. 1)
m m
Die spezifischen Volumina V’/m’ und V*’/m’’ sind aus Tabelle 2.2.1 zu entnehmen. Der Dampi-
anteil z folgt gemaB (2.2./15):
ml/
= ——— 2
z m/ + m// ( )
Aus (1) und (2) kénnen daher die GréBen m’ und m’ bestimmt werden. Der sich einstellende
Druck folgt ebenfalls aus Tabelle 2.2.1.
Die zuzufithrende Energie ergibt sich aus dem ersten Hauptsatz. Wegen dV = 0 erhalten wir

(3Q)y =dU. ®3)
Da aus Tabelle 2.2.1 die innere Energie nicht entnom;nen werden kann, formen wir um:
(dU)y = dH — V dp. (4)
Hieraus ergibt sich
o1 = Hy — Hy — V(py — Do) (8)
Die Enthalpie setzt sich gem&f
H=H'+H"=(m'+m")[(1—x)f’7'+xH—Z] ®)
m m
zusammen, wobei H’/m’ und H”'|m’” Tabelle 2.2.1 zu entnehmen sind. Aus (5) erhalten wir
Qo= (0 ) [ 22 B2 — (1 =) T8 2 1 — o T
— V(ps — o). ()]

Tiir die technische Arbeit erhilt man nach (1.2.4./7)

P
Ay =—[Vdp=—V(o: — po). (8)
Po
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Im p,V-Diagramm nach Bild 2.2.5a ergibt sich die technische Arbeit proportional einem Recht-
eck mit der einen Seitenlinge V. Die zweite Seitenlinge folgt als Differenz p, — p,, die aus den
Schnittpunkten der beiden Isohygren z =2, und z = z, mit der Isochoren ¥ bestimmt
werden kann.

K
P T
K / \
b \,-=
) x=0 :‘ x=1 x=0 [/ l );7 7
7 } l' \
'Ao \ . \ 0
0
\XI / 001 \\ \
B 1 Xo
o NX, SN X7
a) v b) S

Bild 2.2.5. Isochorer ProzeB
a) p,V-Diagramm, b) 7,8-Diagramm

Im 7,8-Diagramm nach Bild 2.2.5b erhilt man die zuzufiithrende Energie

Sy
Qu=[Tds ©)
So

als Flidchenstiick unterhalb der Kurve, die den Aniangszusfand 0 in den Endzustand I iber-
fahrt.
Mit den Werten nach Tabelle 2.2.1 folgt aus (1)

12
Chom = kg — 66,6 kg.
M = 525 0,00115 -+ 0,75 0,403 "¢ £

Das Volumen des siedenden Wassers betrigt nur 1,5%, des Dampfvolumens. Dieses Verhaltnis
dndert sich auch wihrend des Erwidrmungsprozesses nur wenig. Wir koénnen das spezifische

Volumen nach der Erwarmung daher gleich
V12 sygt — 0,200 m kgt
my”  66,6-0,9 PR

setzen. Aus Tabelle 2.2.1 entnehmen wir fiir diesen Wert p; = 0,97 MPa. Der Druck steigt
somit um 0,17 MPa. ‘
Fiir die zuzufithrende thermische Energie folgt mit den aus Tabelle 2.2.1 interpolierten Werten

@, = 66,6(0,10 - 755 — 0,25 - 721 + 0,90 - 2776 — 0,75 - 2768) kJ
—12.(0,97 — 0,80) - 103 kJ = 19,1 MJ .
Die technische Arbeit des Systems wird nach (8) gleich
Ay = —12. 0,17\- 108 J = —2,04 MJ.

Das negative Vorzeichen kennzeichnet die Aufnahme technischer Arbeit durch das Medium.

2.2.6. Isobare und isotherme Zustandsinderung

Ein Behilter enthilt 50 kg NaSdampf mit 709, Dampfgehalt. Der Druck betrigt 0,6 MPa.
Durch Warmeverlust sinkt der Dampfgehalt auf 409,. Wie verringert sich dabei das Volumen,
wie groB ist der Energieverlust, welche mechanische Arbeit wird auf das Gemisch {ibertragen?
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Losung:

Im Nafdampfgebiet sind die isobare und die isotherme Zustandsinderung identisch; Iso-
thermen und Isobaren fallen zusammen (vgl. Bild 2.2.6). Das Volumen ist gemi8 (2.2./17)
bestimmt. Die spezifischen Volumina V’/m’ und V”’/m’” dndern sich bei isothermen und iso-
baren Prozessen im NafBdampfgebiet nicht. Das gleiche gilt fiir die gesamte Masse m’ + m”.
Fir die Volumenédnderung folgt daher

, . 'V// VI
Vl—Vo=(m+m)<x1—xo)(—;——,)- 0
. . m’ m
P 74 p
A /, \\
AR /o

X,
Q'
S~
&
3
//
x7
<
S
[
<
o
¥
~
&
2
-—
-
PR

a) Y 7 v b) s

4

K \\
\ \,
% / | \/ N
/ \Xo

c) S

Bild 2.2.6. Isobarer Proze8
a) p,V-Diagramm, b) 7',8-Diagramm, ¢) H,S-Diagramm

Die aufzuwendende thermische Energie @, ist nach dem ersten Hauptsatz bei isobaren Pro-
zessen der Enthalpiednderung identisch:

(3Q), = dH, oo = Hy — H,. @)

Die Enthalpien werden gemiB H = H’ + H” in den Anteil der Fliissigkeit und den Anteil
des Dampfes zerlegt. Da sich die spezifischen Enthalpien H’/m’ und H”[m’’ wéihrend des
isobaren Prozesses im NafBdampfgebiet nicht dndern, folgt

’ ’ H/ 4 77 H,/
H, — Hy = (m — my’) — + (m,"" — my”") —;. (3)
m m

Setzt man
m =1 —ga)(m +m"’), m=azm + m") 4
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in (3) ein, so folgt

Qor = Hy — Hy = (x;, — ) (H” — H’). (5)
Hierin gibt
Hll _ HI — (ml + m//) (H—” — i,) (6)
m m

die Verdampfungsenergie an.
Fir die Rauménderungsarbeit erhélt man
Vi
W01=fpdV=.’P(V1—‘Vo)- (7)
Vo

Im p,V-Diagramm nach Bild 2.2.6 ist die Verdringungsarbeit W, ein Rechteck, dessen eine
Seitenldnge durch den Druck p gegeben ist. Die andere Seitenlinge V;, — V, ergibt sich aus den
Schnittpunkten der Isobaren p mit den Isohygren z, und ;.

Im 7,8-Diagramm stellt @y, ein Rechteck dar, dessen eine Seite durch die Temperatur 7' be-
stimmt ist. Die andere Seite ergibt sich aus den Schnittpunkten der beiden Isohygren mit der
Isothermen. Im Moirrierschen H,S-Diagramm kann die thermische Energie @, direkt ab-
gelesen werden. .

Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir nach (2.2./17)

Vo = 50(0,3 - 0,00110 4 0,7 - 0,31556) m® = 11,060 m?,
¥, = 50(0,6 - 0,00110 + 0,4 - 0,31556) m® = 6,344 m3.
Die aufzuwendende thermische Energie ist nach (5) gleich
Qo = (0,4 — 0,7) - 50 - (2756,4 — 670,4) kJ = —31,29 MJ,
d. h., das System gibt 31,29 MJ ab. Die mechanische Arbeit nach (7) ist gleich
Wo = 0,6 - 108 . (6,344 — 11,060) J = —2,83 MJ.
Dem System werden 2,83 MJ an mechanischer Arbeit zugefiihrt.

2.2.7. Isentrope Entspannung

Durch Entspannung von 3,0 auf 0,1 MPa wird trocken gesittigter Wasserdampf in einem
isentropen ProzeB in NaBdampf verwandelt. Berechnen Sie den Dampfanteil nach der Ent-
spannung, die Verdringungsarbeit und die technische Arbeit bei diesem ProzeB je Kilogramm
Dampf. Stellen Sie den Vorgang im H,S-Diagramm dar.

Losung:

Aus dem ersten Hauptsatz

TdS =dU + pdV = dH + d4 1)
folgt wegen dS = 0 fiir die technische Arbeit

Ay = —(H, — Hy). 2)
Wir setzen Hy = Hy’, H; = (1 — ;) H,’ + x,H,” in (2) ein und erhalten

Aoy = Hy" — o Hy — (1 —oy) Hy'. (3)
Fir die Verdringungsarbeit ergibt sich aus (1)

Vi
W01=fpdV=—(U1— Uo). (4)

Vo
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Da man die innere Energie in der Form U = H — pV schreiben kann, folgt aus (4)

Wy = —(Hy — Hy + poVo — p1V4)- (5)
Der Dampfanteil ; folgt aus der Entropiebilanz. Wegen z, = 1 erhalten wir
8y = 8/(1 — 2) + 2,8,” (6)
und daraus
o= SO0 0
V=8

Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir aus Tabelle 2.2.1 nach (7)

_ 6,1832 — 1,3027

= = 0,806.
7,3608 — 1,3027

1

Nach (3) folgt
4y = (2,676 — 0,806+ 2,802 — 0,194 - 0,417) MJ = 337 kJ.

(2.2./17) ergibt ¥, = 1,366 m3. Aus (5) erhilt man
Wy = 337kJ — (3,0 0,066 — 0,1 - 1,366) MJ = 276 kJ.
Bild 2.2.7 zeigt die isentrope Entspannung im H,S-Diagramm.

x=1
H 1 0y
Hp ]
K
A1 Pr
)
& 4
: Bild 2.2.7. H,8-Diagramm
der isotropen Entspannung
§
2.2.8. Isotherme Entspannung des iiberhitzten Dampfes

Trocken gesittigter Dampf unter einem Druck von 1 MPa wird isotherm auf 0,1 MPa ‘ent-
spannt. Bestimmen Sie die aufzuwendende thermische Energie und die technische Arbeit.

Losung:
Die aufzuwendende thermische Energie folgt bei konstanter Temperatur gema
Qo = T'(8; — 8o) (1)

aus dem 7,S-Diagramm (vgl. Bild 2.2.8a). Nach dem ersten Hauptsatz 8Q = dH 4 d4 erhilt
man

Qo = (Hy — Ho) + (41 — 4o)s (2)
woraus sich in Verbindung mit (1)

Agpy =4, — Ay =T(8; — 8,) — (H_l — H,) (3)
ergibt.
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Die thermische Energie @, stellt sich im 7',8-Diagramm nach Bild 2.2.8a als Rechteck
T(S; — S,) dar. S; und §, folgen aus den Schnittpunkten der Kurven p, und p, mit der
Isotherme 7. Im H,S-Diagramm (vgl. Bild 2.2.8b) beriicksichtigen wir

oH
—) =T 4
(), “
H / Po 12
4 /
Ho -
B pa H7 Z Ho Hl
Po 2
ps T(S5S0) |Ao7
~—
1
Gy~
X -
a) So S S b) S Sy S

Bild 2.2.8. Isotherme Entspannung eines iiberhitzten Dampfes
a) T,S8-Diagramm, b) H,S-Diagramm

nach (1.2./9b). Die Steigung der Tangente an die Isobare im H,S-Diagramm gibt somit die
Temperatur an. Hieraus folgt ein Verfahren zur grafischen Bestimmung der thermischen
Energie und der Verdrédngungsarbeit:

Im Schnittpunkt der Isotherme 7' mit der Isobare p, wird an diese die Temperatur 7' nach (4)
angelegt. Ihr Schnittpunkt mit der Geraden S, liefert'einen Enthalpiewert H;. Die technische
Arbeit ergibt sich nach Bild 2.2.8b als Enthalpiedifferenz

Ay = Hy — Hy, ®)
die erforderliche thermische Energie als Enthalpiedifferenz

Qor = T(8; — 8o) = H, — H;. (6)

Aus dem MorLIER-Diagramm fiir Wasser entsprechend Bild2.2.8 b entnimmt man Hy = 2,78 MJ,
S, = 6,58 kJ K-1. Wenn man auf der Isotherme 180°C bis zur Isobare 0,1 MPa fortschreitet,
folgt H, = 2,83 MJ, 8; = 7,75 kJ K-1. Die Tangente an die Isobare 0,1 MPa trifft die Isentrope
7,75 kJ K1 bei H; = 2,34 MJ. Daraus folgt

Agy = (2,78 — 2,34) MJ = 0,44 MJ,

Qo1 = (2,83 — 2,34) MJ = 0,49 MJ.
Fiir die Temperatur 7 ergibt sich aus (6)

2,83 — 2,34

= 103K = 445 K.
7,75 — 6,65

Die so errechnete Temperatur von 172°C weicht um weniger als 59, vom genauen Wert
180°C ab.

2.2.9. Clausius-Rankine-Prozefl

Der Carnor-Proze8 1iBt sich im NaBdampfgebiet technisch nicht anwenden, da sowohl im
Bereich der vollsténdigen Verfliissigung als auch im Bereich der vollstindigen Verdampfung
die isotherme Entspannung praktisch nicht durchfithrbar ist und die isentrope Kompression
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einen zu groBen Verdichterdruck erfordert. Statt dessen wendet man zur Umwandlung thermi-
scher in mechanische Energie den CLAUsIUS-RANKINE-ProzeB an. Dabei wird der folgende
Kreisprozefl durchlaufen (vgl. Bild 2.2.9):

0—1 isentrope Expansion in der Turbine vom trocken gesittigten Zustand in NaBdampf
vorgegebener Temperatur 7'; = T(pnin),

1—2 isobar-isotherme Kondensation im Kondensator bis zur vollstindigen Verflissigung,

2—3 isentrope Kompression der Fliissigkeit in der Speisepumpe bis zum Maximaldruck p .y,

3—0

isobare Erwirmung bis zur Siedetemperatur T's = T's(ppay) und anschlieBend voll-
stdndige Verdampfung. ’

Pl 7 H
3
Frnax > 0 0 0
NEAR N as GANA™S <
A 7 3 7
2 7 2
q) ) Sy $

Bild 2.2.9. CrLAusIUS-RANKINE-Prozell
a) p,V-Diagramm, b) 7T',8-Diagramm, ¢) H,S-Diagramm

Der Crausius-RANKINE-ProzeB werde zwischen dem minimalen Druck pp;, = 5kPa und
dem maximalen Druck p,,, = 10 MPa durchgefiihrt, wobei in der Minute 300 kg Wasser
umlaufen. Bestimmen Sie den Wirkungsgrad des Prozesses, die nutzbare mechanische Leistung,

. die aufzuwendende thermische Leistung und die bei den einzelnen Arbeitsgingen umgesetzte
technische Arbeit.

Losung:

Thermische Energie wird dem System wihrend der isobaren Erwirmung 3—0 zugefiihrt;
wihrend der isobar-isothermen Kondensation 7—2 geht sie an die Umgebung verloren.
Zugefiihrte und abgefiithrte thermische Energie ergeben sich aus den Enthalpiedifferenzen

Qso=Ho“"1:Is> 0, (1)
Q1 = Hy — Hy = T4(S, — 8)) <0, (2)
die dem H,S-Diagramm direkt entnommen werden kénnen (vgl. Bild 2.2.9¢). Aus (1) und (2)
folgt der Wirkungsgrad
Q0 — Q1o =1 Ty(8;, — 8,) —1_ H, — H, .
Q30 H, — H; Hy, — Hj

= 3)

Die umgesetzte mechanische Arbeit ergibt sich aus den thermischen Energien:
W = Qs — Q2 = (Ho — Hy) + (Hy — Hy) = Hy — Hy — Ty(S; — 8,). (4)

Wihrend der isentropen Expansion 0—I1 wird technische Arbeit an die Umgebung abgefiihrt
(Ag; > 0), withrend der isentropen Kompression 2—3 vom System aufgenommen (4,3 < 0).
Hierfiir erhilt man wegen d4 = —dH fir dS =0

Ao1 = _(Hl - Ho)b (5)
Azs = —(Ha - Hz)~ (6)
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.Die einzelnen Beitrige der technischen Arbeit kénnen dem H,S-Diagramm unmittelbar ent-
nommen werden. Fiir die technische Arbeit bei einem Umlauf gilt nach (4), (5), (6)

A=W. n
Im vorliegenden Fall entnehmen wir Tab. 2.2.1

Ty = Ts(Pmax) = Ts(10 MPa) = 584,12 K,

Ty = Ts(pmin) = Ts(5 kPa) = 306,06 K.

Tg liegt zwischen Ty = Ty und Ty = Ty = T pin-
Je Kilogramm Umlaufmittel ergibt sich nach Tabelle 2.2.1

8y = 8, = 8, = 5,6143 kJ K-1, Hy = Hy’ = 2,724 MJ,
8, = 8, = 0,4762 kJ K1, H, = Hy — 137,8kJ.

Die aufzuwendende mechanische Energie bei der isentropen Kompression der Fliissigkeit wird
vernachlissigt und somit

Ay =‘0: H; = H, (8)
gesetzt. H, folgt aus der Beziehung
Hy, — Hy = Ty(8; — 8) (9)

und ergibt sich gleich H; = 1,573 MJ.
Fur den Wirkungsgrad erhdlt man aus (3)
1,573 — 0,138

n=1— 07— =0,445.
2,724 — 0,138

Je Sekunde durchlaufen 5 kg den Kreisproze3. Die erforderliche Heizleistung betragt somit
Py =5-(2,724 — 0,138) MW -= 12,93 MW.

Dafirr wird die mechanische Leistung
Py = 0,445 - 12,93 MW = 5,756 MW

zur Verfﬁguﬁg gestellt. Sie kann auch nach dem MoLLIER-Diagramm errechnet werden.

2.2.10. Kiltemaschine

Ein Kiithlraum werde auf konstanter Temperatur 7', unterhalb der Umgebungstemperatur 7',
gehalten. Dazu sei es erforderlich, in der Zeiteinheit die Wirmeenergie @ abzufithren. Zu diesem
Zweck wird der folgende Kreisprozefl im mathematischen Drehsinn (Linksproze8) durchlaufen
(vgl. T,8-Diagramm, Bild 2.2.10):

1. Das Umlauf- bzw. Arbeitsmittel befindet sich im trocken gesittigten Zustand 0 bei der
Verdichtertemperatur 7'y = 7, und wird isentrop verdichtet. Es geht in den idberhitzten
Gaszustand I iber.

2. Nach Austritt aus dem Verdichter kiihlt sich das Arbeitsmedium bei konstantem Druck
P, = pp ab. Die Temperatur fillt zundchst (Vorkithlung) und bleibt mit Beginn der Ver-
flissigung konstant (Kondensationstemperatur 7' = T',). Der Arbeitstakt wird bis zum
Zustand 2 der vollstandigen Verfliissigung fortgefiihrt. ’

3. Das Arbeitsmittel wird bei konstanter Enthalpie entspannt, so dafl es sich auf die im
Kihlraum aufrechtzuerhaltende Temperatur 7, abkiihlt. Dabei wird es in den Nafdampf-
zustand 3 tiberfithrt.

10 Schilling, Wirme
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4. Aus dem zu kithlenden Raum wird dem Arbeitsmedium thermische Energie zugefiihrt, so da
es bei gleichbleibendem Druck und gleichbleibender Temperatur wieder in den trocken ge-
sittigten Zustand 0 zuriickverwandelt wird.

Der KailteprozeB werde mit Ammoniak betrieben. Die Umgebungstemperatur sei gleich —2°C,
die Temperatur des Kithlraumes —35°C.

Nach dem MorLiER-Diagramm fiir Ammoniak ist der durch —35°C bestimmte Zustand auf der
Grenzkurve x = 1 durch S, = 6,15 kJ K-1, H, = 1720 kJ (bezogen auf 1 kg) gekennzeichnet.
Der Sattigungsdruck betragt dabei p, = 100 kPa. Auf der Grenzkurve z = 0 entspricht der
Temperatur —2°C ein Sattigungsdruck p, = 400 kPa bei H, = 490 kJ. Im Gebiet des iiber-
hitzten Dampfes sind der Isobaren 400 kPa und der Entropie S, =8, = 6,15 kJ K- die
Isothermen 60°C und die Enthalpie H; = 1910 kJ zugeordnet.

T
Vorkdhlung

\ Bild 2.2.10. T',8-Diagramm
des Kiihlprozesses

Berechnen Sie, welche mechanische -Leistung P aufzuwenden ist, wenn eine abzufithrende
Wirmeleistung @ = 2,5 kW gefordert wird. Wie groB ist dabei der Umlaufstrom des Arbeits-
mittels?

Losung:

Der erste Arbeitstakt (isentrope Verdichtung) geht.ohne Warmeaustausch vor sich. Die an die
Umgebung abgegebene mechanische Energie folgt auf Grund des ersten Hauptsatzes:

Vi o
Wo=[pdV =—(U, — Uy). )
Vo
Da U, gréBer als U, ist, ergibt sich fiir Wy, ein negativer Wert, d. h., dem -Umlaufmittel ist
mechanische Energie zuzufithren.
Wihrend des zweiten Arbeitstaktes (isobare Verdichtung) nimmt das Umlaufmittel ebenfalls
mechanische Arbeit auf. Der Vorgang lduft bei konstantem Druck p, = p; ab, so da man

Va
W= [pdV =py(Vs— V) @)
Vi
erhilt. Beim Abkiihlen und Verfliissigen gibt das Umlaufmittel an die Umgebung thermische
Energie ab:

U, PV H,
Qu=[dU+ [d(pV)= [dH = H, — H, < 0. 3)
U, 2:.V1 H,

Der dritte Takt (Entspannung bei konstanter Enthalpie) wird zunéchst als isentroper Vorgang
behandelt. Bei der isentropen Entspannung von V, auf V; gibt das Arbeitsmittel an den.
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Kompressor die mechanische Energie

Vs
Wo = [pdV = —(U, — U,) @
Vn

ab. Die innere Energie verringert sich mit abnehmender Temperatur, so daBl W,; > 0 gilt.
Wihrend des vierten Taktes tibertrigt das Arbeitsmittel an den Kompressor die mechanische
Energie
Vo .
Wo = [pdV = —(Uy — Uy) + Ty(8y — 85) = —(Uy — Us) + Hy — Hy (5)
Vs

und nimmt aus dem Kiihlraum die Warmeenergie
So
Qo =Ty [ A8 = Ty(S8, — ;) = H, — H, (6)
Ss

auf.
Fir die gesamte aufzuwendende mechanische Energie folgt

‘“W=—¢PdV= —(Wor+ Wi+ W23+ Wao)_=H1_Hz+H3_Ho- (7)

Da sich auch die ausgetauschten thermischen Energien @,, und @, als Enthalpiedifferenzen
ausdriicken lassen, erfolgt die Berechnung am einfachsten an Hand des MoLLIER-Diagramms.
Lauft der dritte Arbeitstakt nicht bei konstanter Entropie, sondern bei konstanter Enthalpie
ab, so kann man genihert

H, = H, ®)
setzen. Damit folgt fiir die aufzuwendende mechanische Energie

—W = H, — H,, ®
fir die abgefiihrte Warmeenergie

Qs = Hy — H,. (10)
Im vorliegenden Fall ist bei 1 kg Umlaufmittel

—W = (1910 — 1720) kJ = 190 kJ,

@0 = (1720 — 490) kJ = 1230 kJ.

Das Verhdltnis zwischen der abgefithrten thermischen Energie und der aufzuwendenden
Exergie betrigt

Soll die Kiihlleistung @ = 2,5 kW erbracht werden, so ist dafiir die Antriebsleistung

p_9_28
,4

g

kW = 386 W

(=]
3

aufzuwenden.
Den Umlaufstrom erhilt man gemif

=L kg = 2 3600 kg bt = 7,32 kg h-1.
) 1230

10%*
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2.2.11. Destillationskolonne mit Wiarmepumpe

Zur Abscheidung hochsiedender Beimischungen aus Dichlordifluormethan CCLF, wird dieses
in einer Destillationskolonne iiber den Siedepunkt erwidrmt. Dabei verbleiben die Beimen-
gungen iiberwiegend im Sumpf der Kolonne, wihrend das Hauptprodukt in den Kopf der
Kolonne aufsteigt. Nach Abkithlung wird ein Teil davon zur weiteren Verarbeitung entnommen.
" Der iibrige Teil flieBt zusammen mit dem Rohprodukt wieder der Kolonne zu.

Um die Energie bei der Verdampfung und bei der Kithlung zu koppeln, wird die Destillations-
kolonne als Warmepumpe betrieben. Das in der Kolonne auf 34°C erwirmte Produkt strémt
mit einem Druck von 400 kPa dem Kiihler zu und wird hier verflissigt. Die vom Umlaufmittel
dabei abgegebene thermische Energie kann der Heizung des Sumpfes zugefithrt werden. Nach
der vollstindigen Verflissigung erfolgt durch Entspannung auf 240 kPa bei konstanter
Enthalpie Abkiihlung auf —60°C, wobei das Produkt teilweise wieder verdampft. Bei kon-
stanter Temperatur und konstantem Druck wird die Verdampfung bis auf einen Anteil von 49,
fortgesetzt, der zur weiteren Verarbeitung abgefithrt wird. Der verbleibende Hauptanteil wird
zusammen mit dem zuflieBenden Rohprodukt wieder der Destillierkolonne zugefithrt.
Berechnen Sie die bei der Abkiithlung und Verflissigung je Kilogramm Umlaufmittel ab-
gegebene Wirmeenergie. Wie grofl ist die Antriebsenergie? Welche Leistungsziffer hat die
Wirmepumpe?

Losung:

Der ProzeB ist nicht gésehlossen (vgl. Bild 2.2.11). Wir gehen vom Zustand 0 auf der Grenz-
kurve = 1 aus. Im vorliegenden Fall entspricht das dem auf —60°C abgekiihlten Produkt
bei 24 kPa.

T
7
2
0
3 3 X . . .
Bild 2.2.11. 7,8-Diagramm eines
nichtgeschlossenen Warmepumpen-
prozesses
S5 Sy s

Gegeniiber dem LinksprozeB nach 2.2.10. bleibt die vom Umlaufmittel an die Umgebung
abgegebene Wirmeenergie unveréndert:

- 12=H1_H2- (1)

Dagegen #ndert sich die aufzuwendende mechanische Energie. Wird dem ProzeB des vierten
Taktes 3—0 die Fliissigkeit Am entzogen, so ist das gleichbedeutend mit dem Abbruch des
Prozesses im Punkt X. Wir berechnen die zugeordnete Entropie Sy.

Es bezeichne §,” die Entropie des Punktes, in dem die Isotherme 7'y die Grenzkurve x = 0
schneidet (vgl. Bild 2.2.11). Da sich die Entropie vom Zustand vollstindiger Verflissigung
bei S, bis zum Zustand vollstindiger Verdampfung bei S, proportional dem Dampfanteil
gndert, ergibt sich

Sx =18, — % (8o — 83). (2)
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Hierin kann man

Am
Tl @

einsetzen, worin z den Dampfanteil im Punkt X kennzeichnet. Die mechanische Arbeit dndert
sich auf Grund des Abbrechens des Prozesses im Punkte X um

Vo
W=po [ dV =po(Vo — Vi) = (1 — ) po(Vo — V). )
Vx ]
Wir erhalten daher anstelle (2.2.10./9)
—W=H, — Hy+ (1 — ) po(Vy — V). (5)

Daraus ergibt sich die Leistungsziffer

C=Q12 _ H, — H, _ (6)
w Hy, — Hy+ (1 —2) po(Vo—V3)

-

Im vorliegenden Fall entnehmen wir dem Morrier-Diagramm bei 24 kPa und —60°C auf
der Grenzkurve z = 1: §, = 1,622 kJ K1, H, = 625 kJ; bei 34°C, 8, = §,: p, = 400 kPa,
H, = 675,56 kJ; auf der Grenzkurve z = 0, p, = p,: H, = 507,5 kJ bei 8,5°C. Ferner ent-
nehmen wir fiir 24 kPa: H;’ = 448 kJ. Die spezifischen Volumina der Flissigkeit und des
Dampfes bei —60°C sind durch

K/ = 635 - 10—° m? kg, V—” = 0,65 m® kg!
m m

gegeben. Damit folgt aus (5)
—W = [675,5 — 625 + 0,04 - 22 - (0,65 — 0,0006)] kJ = 51,1 kJ.

Gegeniiber dem geschlossenen Proze8 mit 50,5 kJ je Kilogramm Umlaufmittel erhoht sich im
vorliegenden Fall die aufzuwendende mechanische Energie nur um 0,6 kJ.
Fur die genutzte Warmeenergie erhalten wir aus (1)

—Qy = (675,5 — 507,5) kJ = 168 kJ.
Das ergibt die Leistungsziffer

168
= — =3,3.
¢ 51,1

A Aufgaben

A221, Entwickeln Sie ein Verfahren zur Bestimmung der vAN-DER-WaaLsschen
GréBlen @ und b sowie der individuellen Gaskonstanten B aus den Daten beim
Ubergang vom fliissigen in den gasférmigen Aggregatzustand.

A 222, Wie verdndert sich der Siedepunkt des Chlors bei einer Druckzunahme von
100 kPa auf 110 kPa? Chlor ist als ideales Gas zu behandeln, das Volumen der
Flissigkeit zu vernachlissigen. (@ = 260 kJ kg1, T's = 238,2 K, M, = 70,9)

A2.2.3. Bestimmen Sie den Schmelzpunkt des Eises bei 200 kPa Druck. Fir die Dichte
des Eises ist o = 0,9 g cm~3 zu setzen, fir die Schmelzwirme 335 kJ kg1

A2.24. Bestimmen Sie die Verdampfungswirme des Wassers bei 50°C.’
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A 225,

A2.2.6.

A227.

A22.8.

A229.

A 2.2.10.

A 2.2.11.

A22.12.

A22.13.

A 2.2.14.

A 2.2.15.

A 2.2.16.

A 2.2.17.

A 2.2.18.

Wie grof3 ist der Sattigungsdruck des Wasserdampfes nach der CLAUSsIUS-
CraprEyRONschen Gleichung bei 50°C?

Berechnen Sie die molare Wirmekapazitdt des Wasserdampfes, wenn die Fliissig-
keit mit ihrem gesittigten Dampf im Gleichgewicht ist. Wie gro8 ist die molare
Wiarmekapazitit bei 100°C? Das Volumen der Flissigkeit ist bei der Rechnung
zu vernachlissigen, das Gas als ideal zu behandeln.

Berechnen Sie die Volumeninderung bei der Erwérmung eines Gemisches
aus Wasser und Wasserdampf, das sich stindig im Gleichgewichtszustand be-
findet. Die Temperatur werde von 100°C auf 105°C erhsht. Bei der Rechnung
ist das Volumen der Flissigkeit zu vernachlissigen, das Gas als ideal zu behan-
deln. Die Verdampfungswirme betragt 2,256 MJ kg1,

Berechnen Sie die Siedetemperatur des Wassers bei einem Luftdruck von 100,
101, 102, 103 kPa (bei 101,3 kPa Siedepunkt 100°C).

Stickstoff werde nach dem Gegenstromverfahren verfliissigt. Die Ausgangs-
temperatur betrage —20°C, der Ausgangsdruck 15 MPa. Als Endtemperatur ist
die Verflussigungstemperatur des Stickstoffs —196°C bei Normaldruck (ge-
nihert 100 kPa) zu setzen. (0} = 3,5R, a = 136 kPa m® kmol-%, b = 0,039 m?
X kmol~1, Siedewdrme 199 kJ kg-1.) Wie grof ist der’ Anteil des verfliissigten
Stickstoffs?

Ein Dampfspeicher enthidlt Wasser der Temperatur 250°C und gesattigten
Wasserdampf unter dem Druck 3,98 MPa. Zur Arbeitsverrichtung wird Dampf
entnommen und nach seiner Kondensation wieder in den Speicher zuriickgeleitet.
Im Speicher sinken durch diesen ProzeB die Temperatur auf 150°C, der Druck
auf 476 kPa. Berechnen Sie den Anteil des Wassers im Speicher, der dabei als
Dampf neu gebildet wird. Die Verdampfungswirme bei 150°C betrigt
2,11 MJ kg1

Gesattigter Wasserdampf wird von 200°C auf 150°C abgekiihlt, wobei der
Sattigungsdruck von 1,555 MPa auf 476 kPa fillt. Berechnen Sie, wie gro8 der
Anteil des Wasserdampfes ist, der dabei kondensiert.

Gesittigter Wasserdampf von 3,98 MPa wird in die freie Atmosphire abgelassen.
Berechnen Sie den Kondensationsanteil, wenn die AuBentemperatur 0°C betragt.
Welcher Unterschied ergibt sich, wenn fiir die Berechnung der Entropieinderung
einmal das ideale Gas zugrunde gelegt wird, das andere Mal die Entropiewerte
nach Tabelle 2.2.1 verwendet werden?

Ein Dampfspeicher steht unter dem Druck 8,59 MPa. Nach Dampfentnahme
wird die Temperatur 150°C gemessen. Berechnen Sie den Anteil des neu ge-
bildeten Dampfes.

Luft der Temperatur 40°C enthilt gesittigten Wasserdampf mit dem Partial-
druck 7,37 kPa. Durch eine Aufwirtsstromung dehnt sich die Luft in einem
isentropen Prozef aus und kithlt sich dabei auf 10°C ab. Der Partialdruck des
Wasserdampfes sinkt dabei auf 1,23 kPa. Berechnen Sie den Anteil des Wasser-
dampfes, der als Nebel kondensiert. Far die Verdampfungswirme des Wassers
sind 2,48 MJ kg~! zu setzen. (Cy = 3R)

Geben Sie nach Tabelle 2.2.1 die spezifische Verdampfungsenergie des Wassers bei
2 MPa Druck an. Zerlegen Sie diese in den inneren Anteil (Anderung der inneren
Energie U durch die Anderung des Aggregatzustandes) und den duBeren Anteil
(Verdringungsarbeit durch Anderung des Aggregatzustandes).

Ein Dampfspeicher mit dem Fassungsvermogen 8 m® enthalte gesittigten
Wasserdampf von 3 MPa. Durch Wirmeverlust sinkt der Dampfanteil von
1009, auf 509, . Wie dndert sich dabei der Druck, und wie gro8 ist der Energie-
verlust?

Einem Behilter mit 20 kg siedendem Wasser von 250 °C werden 15 MJ thermische
Energie zugefiithrt. Welcher Anteil des Wassers wandelt sich dabei in Dampf um?
Durch Zufithrung thermischer Energie wird das Volumen von 10 kg NaBdampf
mit einem Dampfgehalt von 209, der unter einem Druck von 1,5 MPa steht, auf
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A 2.2.19.

A 2.2.20.

A 2.2.21.

A 2.2.22.

A 2.2.23.

A 2.2.24,

A 2.2.25.

A 2.2.26.

A 2.2.27.

A 2.2.28.

A 2.2.29.

das Dreifache vergrofert. Wie éndert sich dabei der Dampfgehalt, welche Energie
ist zuzufithren, und welche mechanische Arbeit verrichtet das System?

10 kg Wasserdampf unter einem Druck von 1,5 MPa mit 509, Dampfgehalt
werden isotherm in Trockendampf umgewandelt und auf 0,1 MPa entspannt.
Welche thermische Energie ist dazu aufzuwenden? Wie groB ist die technische
Arbeit?

NaBdampf mit 609, Dampfgehalt wird isentrop von 200 kPa auf 100.kPa ent-
spannt. Wie éndern sich dabei der Dampfgehalt und die Temperatur?
Uberhitzter Wasserdampf von 300°C und 1,0 MPa wird isentrop auf 10 kPa
entspannt. Bestimmen Sie die Zusammensetzung des Dampfes und seine Tem-
peratur.

Im Clausius-Rankine-HeiBdampfprozeB wird iberhitzter Wasserdampf von
3 MPa und 350°C (Zustand 0) isentrop auf 10 kPa entspannt (1) und kondensiert
danach in einem isobar-isothermen Prozefl vollsténdig (2). Die Fliissigkeit wird
anschlieBend isentrop bis zum Maximaldruck 3 MPa komprimiert (3) und danach
isobar erwirmt bis zur vollstindigen Verdampfung und dariiber hinaus, bis der
Ausgangszustand wieder erreicht ist. Berechnen Sie den Wirkungsgrad und die
nutzbare mechanische Energie je Kilogramm.

Vergleichen Sie das Ergebnis der vorangegangenen Aufgabe mit dem Ergebnis,
das man erhilt, wenn anstelle iiberhitzten Wasserdampfes trocken gesattigter
Dampf verwendet wird.

Schétzen Sie die technische Arbeit bei der Komprimierung von 1kg Wasser
von 1 kPa auf 10 MPa ab, wobei vorausgesetzt werden kann, daf das Volumen
konstant bleibt. Vergleichen Sie den errechneten Wert mit der Verdampfungs-
enthalpie.

Bei 13°C Umgebungstemperatur wird ein Kithlraum auf —10°C gehalten. Als
Umlaufmittel werde Methylchlorid CHjCl verwendet. Aus dem MOLLIER-
Diagramm entnimmt man, bezogen auf 1 kg, fiir —10°C auf der Grenzkurve
z=1, § =2,52kJ K1, H =900kJ, auf der Grenzkurve z = 0 fir 13°C
H = 520 kJ bei 400 kPa. Diesem Druck entspricht im Gebiet des iiberhitzten
Dampfes fiir §'= 2,52kJ K1 die Entropie H = 935 kJ. Berechnen Sie die
abgegebene Energie je Kilogramm Umlaufmittel. Welche Energie ist bei diesem
Prozel fir den Antrieb aufzuwenden?

Wie gro8 ist der Leistungsverlust durch Abgabe von Wirme an die Umgebung,
wenn bei 13°C Umgebungstemperatur ein Kithlraum mit Methylchlorid
als Umlaufmittel auf —10°C gehalten wird und dem Kiihlraum in einem
mit der Kiihlung gekoppelten ProzeB eine Leistung von 10 kW entnommen
wird?

Methylchlorid wird isentrop von 130kPa bei —20°C (8 = 2,565 kJ K1,
H = 894,5 kJ) auf 360 kPa komprimiert, wobei die Temperatur auf 50°C steigt
(H = 945 kJ). Bei der isobaren Abkiihlung bis zur Verflissigung sinkt die
Temperatur auf 10°C. Aus dem MoLLIER-Diagramm entnimmt man H = 516 kJ.
Nach der vollstindigen Verflissigung erfolgt isenthalpische Entspannung auf
130 kPa mit anschlieBender isobarer Wéirmezufuhr bis zur vollstindigen
Verdampfung. Berechnen Sie die Antriebsenergie je Kilogramm Umlaufmittel,
die aus dem Kithlraum aufgenommene Warme, die von der Warmepumpe ab-
gegebene Wirme sowie deren Leistungsziffer.

Methylchlorid hat im flissigen Zustand bei —20°C das spezifische Volumen
1,05 dm?® kg1, im Dampfzustand 0,125 m?® kg~1. Berechnen Sie auf Grund dieser
Daten zur vorangegangenen Aufgabe die Antriebsenergie je Kilogramm Umlauf-
mittel, wenn 109, der Substanz verfliissigt bleiben und dem ProzeB entzogen
werden.

Bei 8,5°C und 400 kPa hat flissiges Dichlordifluormethan die spezifische En-
thalpie 507,5 kJ kg-1. Es werde in einem isenthalpischen ProzeB auf 24 kPa
entspannt, wobei die Temperatur auf —60°C fallt. Flissiges Dichlordifluor-
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methan hat fir diese Daten die Enthalpie 448 kJ, gasférmiges 625 kJ. Wie
grof} ist der Dampfanteil des isenthalpisch entspannten Mediums?

A 2.2.30. Berechnen Sie zur vorangegangenen ‘Aufgabe die Kiihlenergie, wenn 809, des
.Gemisches isobar verdampft werden.

2.3. Das Phasengleichgewicht in Systemen aus verschiedenartigen
Mikroteilchen — Massenwirkungsgesetz und chemisches Gleichgewicht

E Eintiihrung

Freie Enthalpie und chemisches Potential fiir ein Gasgemisch

Die Gleichgewichtsbedingung nach (2.2./4) fiir ein isotherm-isobares System

5G =0 fir 5p=0, 3T =0 (1)

gilt auch, wenn sich dieses aus verschiedenartigen Mikroteilchen zusammensetzt.
Seine freie Enthalpie G ergibt sich additiv aus den Beitrigen der einzelnen Kom-
ponenten :

G=3G. (2)

Das gleiche gilt fiir die iibrigen Zustandsfunktionen U, F, H, S. Jede Komponente
ist dabei so zu behandeln, als wiirde sie mit ihrem Partialdruck p; das gesamte
Volumen ¥V des Gemisches allein ausfiillen.

Bezeichnet N; die ‘Anzahl der Mikroteilchen der i-ten Komponente und gibt

N = Z N; (3)
die Gesamtanzahl der Teilchen an, so definiert man
N:
¢; = — (mit c; =1 (4
y (e Ze=1) )

als relative Konzentration der i-ten Komponente. Die relative Konzentration ist mit
dem Partialdruck p; gemaf

Pi = 6P (5)
verkniipft, wobei
P=22Pi (6)

den meBbaren Druck des Gasgemisches kennzeichnet.

Fiir die Untersuchung der Gleichgewichtsbedingung sind die chemischen Potentiale
der einzelnen Komponenten von Interesse.

Nach GiBBs definiert man das chemische Potential einer Komponente (vgl. 2.2./8)

oG
i == . 7
# (aNi)P,T.N: ( )
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j durchlduft darin alle Komponenten aufler der i-ten; es gilt also ¢ 4. Daraus
ergibt sich fiir jede einzelne Komponente

),
#i = \aw, v.s.m,  \oNiJv.ow,  \0Ni/ps.n,
sowie
G;
po=q (8)

Die freie Enthalpie @ = G(p, T, N;) ist eine extensive GroBe, die vom Druck p, der
Temperatur T und der Zusammensetzung des Gemisches abhingt. Werden alle
Stoffe des Gemisches um den gleichen Faktor 4 vergr6Bert, wahrend p und 7' konstant
bleiben, so ergibt sich

2G(p, T, Ni) = G(p, T, AN;). 9
Durch Differentiation nach 1 ergibt sich
. oG  d(AN;)
G(p, T, Nt) - ; 8(ZN,) d), *

An der Stelle 1 = 1 folgt mittels (7)

G(p, T, Ni) = X ;|- (10)

(10) heifit Gibbs-Duhem-Beziehung.

Chemisches Potential in einem Gemisch idealer Gase

Fiir ein Gemisch idealer Gase folgt auf Grund (1.1./5) und (1.1.7./14) bis auf additive
Konstanten, wenn das ¢-te Gas mit n; kmol im Ciemisch vertreten ist,

U; = niCyiT,
’ (11)
S; =ni(CpiIn T — Rlnp;).
Unter Beriicksichtigung von (5) erhdlt man, N; = n;N, beachtet,

Nach (2) folgt daraus in Verbindung mit (4) fiir die freie Enthalpie @ des Gemisches
_ %’ SN (= CulnT + B+ RInNp— R ¥ V).  (13)
i i

Bei der Ableitung hat man zu beachten, daB die partielle Anderung einer der
Variablen N; auch die Gesamtanzahl NV der Teilchen éndert. Es folgt

oG kT G;
Uy = (6_]\71-)%1"1\71 = f (OVi — Om' InT + R + RIn Cip) = E. (14:)
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Beispiel 2.3.1. Chemisches Potential

Bei T' = 300 K, p = 100 kPa erhilt man fir atomaren Wasserstoff in der relativen Kon-
zentration ¢; = 104

ug = 300-1,38-10-23(1,6 — 2,5.5,70 + 1 + 2,30) J = —3,9 - 10-20 J (je Teilchen);
fiir molekularen Wasserstoff in der Konzentration 1 — 10—

p, = 300 - 1,38 - 10-25(2,56 — 3,5 - 5,70 + 1 + 11,50) J = —2,05 - 1020 J (je Teilchen).

Chemisches Gleichgewicht

Eine chemische Reaktion verlduft stets in zwei Richtungen
1Ay 4 o A T A 4 - A (15)

Aus den Stoffen A, ..., A,, werden die Stoffe A/, ..., A, gebildet. Diese reagieren
ebenfalls miteinander, wodurch wieder die Ausgangssubstanzen A, ..., A, erzeugt
werden.

Die Hin- und Riickreaktionen fithren nach gewisser Zeit zur Einstellung eines
dynamischen Gleichgewichtszustandes, bei dem die Menge jedes an der Reaktion
beteiligten Stoffes unverdndert bleibt. Dieser Zustand heiBt chemisches Gleich-
gewicht.

Im folgenden werden chemische Reaktionen zwischen idealen Gasen betrachtet.

Als zweckmaiBig erweist es sich, die chemische Reaktion in der Form

m+k
viA; =0 (16)

=1

darzustellen. Die GroBen »; heilen Stochiometriezahlen bzw. stéchiometrische
Koeffizienten. Sie sind so definiert, da das, was gegeniiber dem Anfangszustand
abnimmt oder verschwindet, negativ, was zunimmt oder neu gebildet wird, positiv ist.

Beispiel 2.3.2. Dissoziation des Wasserstoffs
Die Reaktion

H,=2H
wird in der Form
—1H, +2H =0

geschrieben. Es ist also »; = —1, 9, = 2.

Aus der GiBBs-DunEM-Beziehung (10) erhdlt man fiir den Gleichgewichtszustand
einer chemischen Reaktion

oG oG
aTV—lgN1+a——]\728N2+'-:O bZW. g,utMVl_O (17)

nebst
M =0, dp =0. (17a)
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3N; kennzeichnet die Anderung des Stoffes A; bei der Reaktion (16). Wie aus (17)
hervorgeht, sind die Gré8en 3V; miteinander verkniipft und durch Festlegung bereits
einer der GroBen SNV; simtlich bestimmt. Die Proportionalitidt der Anderung SN; mit
der St6échiometriezahl »; nach (15) bzw. (16) bedingt

3—1\1"-:0onst bzw. %:%:...‘ (18)

g 7 vy

Driickt man sdmtliche 3V; z. B. durch 3V, aus, so ergibt sich aus der GiBBs-DUHEM-
Beziehung (10) als Bedingung des chemischen Gleichgewichts

SNI Z uiv; = 0 bzw. E Vifhi = 0. (19)

i T

Beispiel 2.3.3. Untersuchungen iiber das chemische Gleichgewicht
Im Falle der Reaktion H, == 2H folgt nach den Beispielen 2.3.2 und 2.3.1

S v = —1+(—2,05-10-2) J 4 2(—3,9 - 10-2) J = —5,75- 1020 J == 0.
1

In den vorgegebenen Konzentrationen besteht bei der vorliegenden Temperatur kein
chemisches Gleichgewicht.

Massenwirkungsgesetz fiir ein Gemisch idealer Gase

Fiir chemische Reaktionen zwischen idealen Gasen kann das chemische Potential
nach (8) durch die freie Enthalpie G; und diese durch die freie Energie ausgedriickt
werden. Ferner kann man N; = »;N, beriicksichtigen. Damit folgt

Na Xvipi =2 (Fi + piV) = 0. (20)

Driickt man die freie Energie gemdf (1.3./32) durch die Zustandssumme aus, so
folgt, wenn man p;V = N;kT beachtet, '

D (1 — !91\7?-) =0. (21)
Aus der Zustandssumme wird der translatorische Anteil nach (1.3.5./7) abgespaltet:
Z = Il = W NN Vo T 7. (22)

Durch Einsetzen in (21) ergibt sich, wenn man im Zahler der Zustandssumme mit
N;kT, im Nenner mit p;V multipliziert,

L (n V2rmkT® kT 4 In zi) —0

o T (23)

%
12
bzw.

S In Z.'
Z Inp =3 »; (ln % ]/27rmikT3 + iNZ—z) (24)
? ?

K
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Bezogen auf das Volgmen V = 1 m?3 und auf ein Teilchen, gibt

2rkm T’
O LT (25)
die Zustandssumme fiir die translatorische Bewegung an.
Daraus folgt fiir die translatorischen Bewegungen (vgl. 1.3.5., insbes. 1.3.5./7)
In Zpy = N (ln 1% +1n zgg). (25a)

Fiir die Rotationen und die Oszillationen besteht zwischen den Zustandssummen Z'®)
fir ein Teilchen und Z’ fiir N Teilchen allgemein die Beziehung

ln_Z_ =In Z'0), (26)

Man kann daher anstelle (24)

Il p = [ (RTZ0y = K,(T) (27)

schreiben. (27) heift Massenwirkungsgesetz, K,(7') Gleichgewichtskonstante. Fiihrt
man anstelle des Partialdruckes die relative Konzentration ein, so ergibt sich °

) —Zn
[Ten=K=EKp * | (28)
P Probleme
2.3.1. Chemisches Gleichgewicht der Dissoziation des Wasserstoffs

Berechnen Sie die Massenwirkungskonstante K,(7') der Reaktion
H, = 2H.

Wie groB ist der Partialdruck des atomaren Wasserstoffs bei 7' = 5000 K, wenn der Gesamt-
druck p = 1 MPa betrigt? Die Dissoziationsenergie ist gleich ep = 4,47eV, Ty = 85K,
T, = 6300 K.

Losung:

Nach dem Massenwirkungsgesetz (2.3./27) wird das Gleichgewicht der Reaktion durch die
Beziehung

2 (1)?
PE _ K, (T) = kT Za” (1)

PH, Zﬂ;

bestimmt.
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Aus (1.3./7), (1.4./13), (1.4./14) und (1.4./17) folgt als Zustandssumme eines Wasserstoff-
molekiils

_doy _ eme
ZIcT kT

(1)__ 3 T e e

Zy) = VzanakT R T (2)
1—e T

Das Wasserstoffatom besitzt keine Rotations- und keine Oszillationsfreiheitsgrade. Bindungs-
energien treten nicht auf. Daher ist

ZH(I) = % ]/2'n:mHkT3. (3)

Wir setzen (2) und (3) in (1) ein und beriicksichtigen
my, = 2my = 2 =

A

worin Ay die relative Atommasse des Wasserstoffs angibt. Es folgt

5 3 _.1.‘1. o
2V VAT (7

Ky(T) = 4)
? W YN
Darin kennzeichnet
&p = (em + %) )

die Dissoziationsenergie (vgl. Tabelle 2.3.1).
Logarithmieren ergibt

Ty
2VE Ve o (1o F) 4 3 .
In K,(T) = In 1 Tg\t—e T)4+ =72, 6
n KT = In = VA Ty L —e T b T =30 ()
mit den vorgegebenen Werten
4,47 - 1,60 - 10719
In K, (T)=17,52 4+ 4,11 + 12,78 — ——— = 14,04.
n Ky(T) + + 1,38 -10-32. 5000
Hieraus folgt mit py + py, = 10° Pa
p_H?. — 14,04 Py — 106,10 Pa,.
PH,
Durch Auflésung der sich ergebenden quadratischen Gleichung erhalten wir
py = 0,66 MPa,  pg, = 0,34 MPa.

Das Gas besteht zu fast zwei Dritteln aus atomarem Wasserstoff, d. h., fast die Hilfte der
Molekiile ist zerfallen.

2.3.2. Chemische Konstanten

Nach (2.3./11) kann fiir ein ideales Gas die Entropie in der Form
S8=—Rhnp+C,InT + 8, (1)
dargestellt werden. Die additive Konstante S, bezeichnet darin den temperatur- und druck-

unabhingigen Teil der Entropie. S, ist durch das NERNsST-PLANCEsche Theorem (vgl 1.4.)
eindeutig festgelegt.
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Die GroBe

_SO—Op
==z @)

heiBt chemische Konstante. Ferner definiert man die Konstante
j=1Clge=0,4343C. (3)

Leiten Sie die Bedeutung der chemischen Konstanten fiir das Massenwirkungsgesetz ab und
stellen Sie das Massenwirkungsgesetz mit den chemischen Konstanten der beteiligten Kompo-
nenten auf. Berechnen Sie die chemischen Konstanten des atomaren und des molekularen
Wasserstoffs sowie des Chlorwasserstoffs. Fir die zweiatomigen Molekiile sind die chemischen
Konstanten einmal zu berechnen, wenn die Oszillationen nicht angeregt sind, das andere Mal,
wenn sie voll eingeschwungen sind.

Losung:

Wir setzen voraus, da8 die spezifische Warmekapazitit von der Temperatur unabhéngig ist.
Fiir die innere Energie der i-ten Komponente erhalten wir dann je Kilomol

U= Uy + CpiT. 4)
Das chemische Potential der i-ten Komponente ist gleich
i=£i———Tii—m—V=ﬁ+lenpi—0“TlnT—kT. (5)
Ny Ny Na
Aus der Bedingung (2.3./20) fiir das chemische Gleichgewicht folgt damit

Cpi Us;
T lnp= X (% InT +¢ + RT“) = In K, (T) (6)

bzw., wenn man auf Logarithmen zur Basis 10 umrechnet,
Cpi . Uoy;
S lgpr=3 v (7';- 1§ T + j; — 04343 R_;;) — 1g K,(T). ™
k2 %

Zur Bestimmung der chemischen Konstanten berechnen wir zunéchst die Entropien. Fir den
Anteil der Translation folgt aus (1.3.5./8) nach (1.2./10Db)

355
2nm)? K2T2 | 5
Sy =R[ln%+?:l. ()

Bei der Berechnung des Anteils der Rotation ist zu beriicksichtigen, dal das zweiatomige
Molekiil aus gleichen oder aus verschiedenen Atomen bestehen kann. Zwei gleiche Atome
bewirken in der Zustandssumme (1.3.6./8) im Nenner den Faktor 2%, der bei ungleichen
Atomen entfallt. Dementsprechend erhilt man (vgl. (1.3.6./13) nebst A 1.3.21.)

8n2lkT
1}.
h?t + )

SROt =R (ln (9)

7 ist im Falle gleicher Atome gleich zwei, im Falle ungleicher Atome gleich eins.
Fir Temperaturen, bei denen die Oszillationen voll angeregt sind, ist nach (1.3.6./7) der
Oszillationsbeitrag der Entropie durch

Sos; = R (1 +1In E) (10)

fuwy,
bestimmt.
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Aus (8) ergibt sich fiir den Translationsbeitrag in der Entropiekonstanten

(11)

Wegen C), = % R erhédlt man damit nach (1) und (2) fir die chemische Konstante des
einatomigen Gases

3 5

2 2

tW =

w

S, — C 2r) 3
g = P { + ?mA,, (12)
N2 B2

wobei 4, die relative Atommasse angibt. Werden Zahlen eingesetzt, erhidlt man

W = 5,57 + % In4,. (13)
Daraus ergibt sich weiter

i = 0,4343(() = 2,42 4 — lg A.. (14)
Speziell fiir atomaren Wasserstoff ist

u = 5,58, i = 2,42.
Fiir das zweiatomige Gas folgt

573 7
o (T 1) e -

Der erste Summand enthilt Translationen und Rotationen, der zweite die Oszillation. Aus (15)
ergibt sich

I
C = C(Mr) + ln + COsz (16)
mit
L(M,) = 5,57 + — lnM,, amn
Los = In - (18)
hog

Wir setzen die Zahlen nach Tabelle 1.3.2 ein und erhalten aus (16)

3 25 .12 0,47 - 1047 . 1,38 - 10-2
— 557 + > 1n20 +1 3 : — 1,46,
tu Ty 20+ 2. (6,626 - 10-34)2

jH = 0,63, CHCI = 8,22, jHCl = 3,57,

wenn die Oszillationen nicht elngeschwungen sind.
Bei eingeschwungenen Oszillationen folgt in Verbindung mit (18)

Ch, = —1,27, JH, = —3,16, Cac1 = —0,14, juc = —0,05.
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2.3.3. Van’t-Hoffsche Gleichung

Leiten Sie die Verkniipfung zwischen der Reaktionsenergie und der Gleichgewichtskonstanten
fiir die Reaktion zwischen idealen Gasen ab. Wie gro8 ist danach die aufzuwendende Energie
bei der Reaktion H, — 2H, wenn die Temperatur 7' = 298 K herrscht? Wie veridndert sich
die Reaktionsenergie mit der Temperatur, im vorliegenden Fall bei Erhéhung der Temperatur
auf 800 K? (sp = 4,47 eV, Ty = 6300 K, Iy, = 0,47 - 104" kg m2)

Losung:
Wir gehen von der Reaktionsgleichung

VA + Ay + - =0 (1)

aus. Es werde angenommen, zwischen den Teilchen finden 8N Reaktionen statt. Die hierdurch
bedingte Anderung der freien Enthalpie @ betrigt, wenn man (2.3./7) beriicksichtigt,

aa
3G =73 T 3N; = 3 uiT, pso) ON;. 2
3 i )

Pio bezeichnet den Partialdruck der i-ten Komponente im Anfangszustand.
Infolge der Reaktionen zwischen den Teilchen dndert sich die Konzentration der i-ten Kom-
ponente um -

SNi =7; 8N~ (3)
Hieraus folgt
3G = 3N 3. wipi(T, pio) - (4)
k3

Das chemische Potential kann mittels (2;3./8) und (1.3./32) durch

_&_F,—kp,V _—]CT]IIZ,—*—]),V
h=7, N, N,

T 3

dargestellt werden. Fiir ideale Gase ist p;V = N;k7T'. Auf Grund des Massenwirkungsgesetzes
konnen die Partialdriicke p; durch die Anfangsdriicke p;, ausgedriickt werden. Mittels (2.3./25)
und (2.3./26) folgt damit '

3G = kT 3N ¥ v;(In p;o — In kTZV) = kT 8N 3, v; In p;y — kT N In K (7).
i i

: )
Wir beriicksichtigen die Verkniipfung zwischen S und H nach (1.2./11b) und erhalten

o 5@ 5@ o1n K (T)
—-NMN{——) =-—-T|— 3G = dH, = kT? 8N |——2—) . 6
(3T T)p (3T)p + P : ( oT )p ©

Bei konstantem Druck und konstanter Temperatur ist 8H identisch mit der zugefiihrten
Energie 3Q. Fir SN = N, erhilt man aus (6) die

Q)

vaN’t Horrsche Gleichung AH, = RT? (M)
P

orT

AHZ, gibt die Zunahme des Energievorrates an. Die Reaktionsenergie @, d. h. die an die
Umgebung abgegebene Energie, ist gleich

Qp = —AHp. (8)

Qp ist negativ bei endothermen, positiv bei exothermen Reaktionen.
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Bei einer endothermen Reaktion, die unter Zufithrung von Energie ablauft, gilt

aln Kp(T)

>0 | (7a)
orT ) endotherm

Qp endotherm < 0, (

Die Gleichgewichtskonstante wichst bei endothermen Prozessen mit zunehmender Tem-
peratur. Damit ist im -chemischen Gleichgewicht eine VergroBerung der Reaktionsprodukte
verbunden. In der vorliegenden Dissoziationsreaktion bedeutet eine Temperaturerh6hung die
VergroBerung des Anteils dissoziierter Teilchen.

Fir exotherme Prozesse, bei denen nach auen Wirme abgefithrt wird, gilt

a In Kp(T)

Q exotherm = 0 ( ) .
Pex i ’ or exotherm

<0 |. (7D)

Eine Erh6hung der Temperatur bewirkt bei exothermen Prozessen, daB sich das Gleichgewicht
zu- einer gréfBeren Konzentration der Ausgangsstoffe bei gleichzeitiger Abnahme der Reak-
tionsprodukte verschiebt. !

Setzt man die Gleichgewichtskonstante gem&B (2.3.1./4) ein, so folgt fiir die Enthalpieinderung
bei der Wasserstoffdissoziation, bezogen auf 1 kmol molekularen Wasserstoffs,

L

3. e T
AH, = —Q, = Naep + 5 RT — RTy ———. )

1—e T
Wegen
ep =4,47-.1,60.10719F =17,1-1071°J
> —ZL kT =1,5-1,38-10"2.298J = 6,2-10-2J

ist die aufzuwendende Energie nur geringfiigig von der Temperatur abhingig. Bei 7' = 298 K
erhilt man aus (9)

@p = [—6,02.10%.4,47 - 1,60 - 1071°
—8,314.10%. (1,5 - 298 — 6300 - 10-2:28)] J kmol !
= —434,2 MJ kmol-1.
Fir T = 800 K erhoht sich nach (9) die aufzuwendende Reaktionsenergie um
AQ, = —1,5-8,314 - 10% - 502 J kmol- — 6,3 MJ kmol-1.

Der dritte Summand in (9) kann vernachldssigt werden.

2.3.4. Austauschreaktion zwischen Wasserstoff und Deuterium

In normalem Wasserstoff ist zu 99,9869, das Atom H = }H mit der relativen Atommasse
1,0078, zu 0,0149, das Atom D = D mit der relativen Atommasse 2,0141 enthalten. Be-
rechnen Sie den Anteil an H,-, D,-, HD-Molekiilen im Gleichgewichtszustand. Wie ist das
Verhiltnis bei 20°C? Den Untersuchungen sind die Daten nach der Tabelle zu 2.3.5. zugrunde
zu legen.

11 Schilling, Wirme
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Tabelle zu 2.3.5.

Stoff ' H, D,  HD
Dissoziationsenergie ¢, in eV 44776 4,5557 ' 4,5133
Kernabstand in 101 m . 0,7414 0,7417 0,7413

‘Tragheitsmoment Iy, = 0,47 - 10~%" kg m2,
Kreisfrequenz der Oszillation wy, = 8,32 - 10~ 571,

Ty =%=6300K

Losung:
Nach dem Massenwirkungsgesetz (2.3./27) gilt fiir das Verhéltnis der Partialdriicke
pip Z§p
—HD . _ g () = =22, 1
pum, 0 7, "
Wir fassen Translations- und Rotationsvorginge zusammen. Ferner setzen wir voraus, dafl
die Temperatur so hoch ist, daB Quantenprozesse gegeniiber den Effekten der klassischen

Physik ohne Bedeutung sind. Wenn man die Gleichheit der Atome in den Molekiilen H, und D,,
d. h. © = 74, = 7p, = 2, beachtet, folgt aus (1.3.5./7), (1.4./13) und (1.4./14)

Z0t(HD)? Z{2s(HD)? _ Tr(Hy) Tr(D,) mén
Z1(Hy) Zfans(Hy) Z§24(Dy) Z¥ans(Ds) Tg(HD)? }/mH,mD;

Die charakteristisch Temperatur 7'y der Rotationsvorginge ist gemafl (1.4./14a) umgekehrt
proportional dem Triagheitsmoment I. Fir das Verhdltnis der Trigheitsmomente ergibt sich
bei nahezu gleichen Kernabstidnden

(2)

IIZ-ID _ 4mHmD (3)
Ay Ip,  (myx + mp)?

worin my und mp die Atommassen von Wasserstoff und von Deuterium bezeichnen. Aus (2)

folgt damit

Z§h(HD)? Z’(.l%xzans(HD)o —2 myg + mp -3 ]/2_ (4)
(l)t(Hz Z(Tlx?ans(H (l)t(Dz) ZTrans(D ) I/mHmD

Fir die Oszillationsvorgénge und die Bindungszustidnde folgt aus (1.4./12) und (1.4./13)

T To, TaD 2¢HD

Z8{,(HD)? ZoW(HD)? \1—e T ) 1—e T )e T ¢ KT

Z8%(Hy) Za™M(H,) Z8L(Ds) ZgW(D,) ( —T_mg)z _ Tm+To, emqten,
1—e e

T °T o T

(3)

Die Beitrige aus den Nullpunktschwingungen kénnen nach (1.4./17) mit den Beitrigen aus den
Bindungsenergien zusammengefaft und durch die Dissoziationsenergien ausgedriickt werden.
Damit ergibt sich in (5) der Exponent

ZTHD -_ TH _ TD 2‘9HD —_ SH —_ ED fi
_ 2 2 ___ 2 2 - 2 — —
2T T gpr (20HD — @m = @p.)
_2enp — en, —ép, _ 2en(HD) — ep(Hy) — egp(De)
kT kT ’

(6)
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Mit den vorgegebenen Werten folgt

2ep(HD) — ep(H,) — ep(Dy) _ —0,0077-1,60- 109K 89K o
kT - 1,38 - 1027 o /e

Setzt man auf Grund der nahezu gleichen Kernabstinde gleiche Auslenkungskrifte voraus, so
folgt das Verhidltnis der Oszillationsfrequenzen bzw. als Verhiltnis der charakteristischen
Temperaturen, wenn man mp = 2mpg setzt,

= 3
sz:ng:wHD=TH2:TD2:THD=V2 '1‘[/3 (8)

Aus T'y, und wy, kénnen daher alle iibrigen Grofen bestimmt werden. Wir setzen (4) und (5)
unter Beriicksichtigung von (7) und (8) in (1) ein und erhalten

89K _ 6300K 4450K
Php  _ = 7 \U—e T JUl—e T

PDHPD, P _ 5460K\2
1—e

T

Im Falle sehr hoher Temperaturen 7> 7'y, = 6300 K erhélt man aus (9)

K,(T)=3 V2 ZH;_T'Q =4. (10)
Tip

Der entgegengesetzte Grenzfall niedriger Temperaturen 7'<< T'p, = 4450 K liefert einen
Abfall der Massenwirkungskonstante nach dem Exponentialgesetz

89
K,(293K) =312 e 2. 1)

Wir kénnen die relative Konzentration der Hy-Molekiile ¢}, = 1 setzen. Zur Bestimmung der
relativen Konzentration im Gleichgewichtszustand bei der Temperatur 7' = 293 K folgt damit
aus (11)

P _B8
K, (293 K) = HD =372e 293 —313. (12)

CHD 0 CHD
{1 — ZHD _ ZHD
(1= 552) (o)

Durch Auflésen der quadratischen Gleichung ergibt sich mit ¢}, = 1,4 - 10-4

CH,:CHp:C¢p, = 1:2,8-107%:2,5.1078.

Der weitaus grofite Teil der Deuteriumatome ist an Wasserstoffatome gebunden.

2.3.5. Adsorptionsgleichgewicht bei der chemischen Katalyse'

Ein Katalysator enthilt je Quadratmeter Oberflache 5 - 10'® Adsorptionszentren. Die Grund-
energie des adsorbierten Wasserstoffatoms betrage eg = —1,60.eV. Durch spektroskopische
Untersuchungen wird festgestellt, dal das gebundene Elektron Schwingungen ausfiihrt,
parallel zur Adsorberoberfliche mit der Kreisfrequenz w) = 1,64 - 104 s-1, normal mit der
Kreisfrequenz w, = 9,15 - 1013 571,

Bestimmen Sie das Adsorptionsgleichgewicht in einer zylindrischen Pore mit dem Durchmesser
0,01 mm und der Tiefe 0,4 mm (vgl. Bild 2.3.1). Der Druck betrage p = 101,3 kPa, die Tem-
peratur 75°C.

11%*
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Losung:

In der Pore seien N, Adsorptionszentren vorhanden. Wir nehmen an, daB davon N mit je
einem Teilchen belegt sind, wihrend N, — NV Plitze leer bleiben. Die Verteilung der adsor-
bierten N gleichen Teilchen auf die vorhandenen N, Adsorptionszentren kann nach
Ny!/NYN — N,)! verschiedenen Moglichkeiten erfolgen. Wir schreiben daher fiir die Zu-
standssumme

7 Nt
NN — N)!

gKNZOSZZG‘ (1)

Bild 2.3.1. Adsorption von Gasmole-
kiilen in einer zylindrischen Pore

gk = 2 charakterisiert den Gewichtsfaktor infolge des Kernspins. Die Zustandssumme der
Oszillationsvorgéinge eines Teilchens geht aus (1.4./13) hervor. Entsprechend den zwei Frei-
heitsgraden der parallel zur Adsorberoberfliche stattfindenden Schwingungen haben wir diese
doppelt zu zdhlen. Es gilt daher

_ hoy 2 _th
2kT 2k
ay e i
ZOSZ - _hw" B fwos . (2)
t—e ¥/ 1 ¢ ¥

Der Zustandsfaktor Zg in (1) bezeichnet den Grundzustand des adsorbierten Teilchens am
absoluten Nullpunkt ohne Schwingungsprozesse. Mittels (1.4./12) folgt fiir die Zustandssumme
der adsorbierten Teilchen

a2 Rey e
! 2kT 2kT o *T
7 — N,! 2 e e e N @)
NN — Ny)! _hoy _hoy
1 —e KT 1 —e kT
Als freie Energie der gebundenen Teilchen erhalten wir aus (3)
1
F— —kTln—2ol
NY(Ny — N)!
_ NkT |2 — 21n (2 sinh 22L) _ 1n (2 sinh 2oL ) _ 2], )
25T 2kT kT

Wir wenden auf den ersten Summanden die StrrLINGsche Formel (1.3./6) an. Damit ergibt sich
aus (4) fir das chemische Potential des adsorbierten Wasserstoffs

oF
w(Hyq) = (ﬁ) -
N

. . hoy ., ko, &g
— Wl —2— 4 7 (2In2 + 2 Insinh 22L | o sinh 224 4 FH)
NN ( n2+ 2lnsinh o +lnsinh oy T

®)
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Das chemische Potential des molekularen Wasserstoffgases betrigt nach (2.3./14)

z 3
2,, 2 [L2 2
u(H;) — —kT In 4(2r) *myg IE*T I ZJ& 6)
hopy, Ny

Oszillationen brauchen bei molekularem Wasserstoff fiir 7' = 348 K bis auf die mit der Dis-
soziationsenergie zu erfassende Nullpunktschwingung nicht beriicksichtigt zu werden. Aus der
Gleichgewichtsbedingung

2u(H,q) = p(H,) (7
folgt
5 1 Uon—ZNAEH
2,2 RT
N _ hp©e ®)
No— N - T ko ho
8(2r) % mA T2 (kT)* sinh? —L sinh ——=
2 2kT 2kT

Im vorliegenden Falle haben wir im Exponenten zu setzen

kg
€H, + — — 2¢
Vo, — 2Naex _ 2 7 ep(Hy) + %y )
RT kT kT ’ ,

mit den vorgegebenen Werten
_ (4,47 —2-1,60)-1,60- 1071

= —423.
1,38 - 102 - 348

Fir die Anzahl der Adsorptionszentren in der Pore ergibt sich N, = 6,32 - 10%°, Aus (8) folgt
damit

¥y
6,32 - 101° — N
Daraus erhilt man

N = 0,80 bzw. N = 5,110,
N,

0

= 4,0.

AuBer den bei dem vorhandenen Druck in der Pore anwesenden 6,6 - 101 Wasserstoffmolekiilen
- sind im Gleichgewicht 5,1 - 10 Wasserstoffatome durch Adsorption gebunden. Die Zeit, in der
sich das Gleichgewicht einstellt, bleibt bei den vorliegenden Untersuchungen offen.

2.3.6. Thermische Ionisation von Gasen — Saha-Gleichung

Wenn ein elektrisch geladenes oder ungeladenes Teilchen (z. B. ein Photon, Elektron, Ion oder
Atom) auf ein Gasmolekiil st68t, wird dieses mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit ionisiert.
Andererseits kann sich ein Elektron mit einem Ion vereinigen und zu einem neutralen Molekiil
rekombinieren. Zwischen  Ionisation und Rekombination bildet sich demzufolge ein stati-
stisches Gleichgewicht aus.

In einem zur Werkstoffbearbeitung benutzten Plasmastrahl werde Helium als Arbeitsgas
verwendet. Die Temperatur betrage 7' = 20000 K. Berechnen Sie den Ionisierungsgrad des
Gases und den Anteil der zweifach ionisierten Atome. Die Ionisierungsspannung betragt bei
einfacher JTonisierung Uy = 24,48V, bei zweifacher Ionisierung Uy, = 54,16V (vgl.
Tabelle 2.3.4).
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Losung:

Das Ionisationsgleichgewicht ist ein Spezialfall der Massenwirkung. Wir gehen vom Gleich-

gewicht aus und betrachten die Riickreaktion in den nichtionisierten Zustand, schreiben also
At + e = A, Att e~ = A+ .. (1)

Verwenden wir das Massenwirkungsgesetz in der Form (2.3./28), so erhalten wir daé‘Gleichungs-
system

Co Cy .
= =K,0T)p, -+ =KT)p,... 2
=KD, = KO @

¢y charakterisiert die relative Konzentration der neutralen, ¢; die der s-fach ionisierten Teil-
chen, ¢, die der Elektronen.

Da das Gas als Ganzes neutral ist, gilt ferner

Ce =€y + 2¢5 + 3¢5 + -+ (3)
sowie auf Grund der Definition der relativen Konzentration
Cod ¢+ dee=1. (4)

Die Temperaturen liegen bei Ionisierungsvorgingen im allgemeinen in Bereichen, in denen wir
die Giiltigkeit des Gleichverteilungssatzes fiir simtliche Komponenten einschlieSlich der
Elektronen voraussetzen kénnen. Wir haben daher im Falle einatomiger Gase mit Warme-
kapazititen C;, = 5/2R und nach (2.3.2./12) mit chemischen Konstanten
35
. g(2nm)? k2
{=1In s (5

zu rechnen. Der statistische Gewichtsfaktor hat fiir Elektronen den Wert zwei. Bezeichnet
U1y, die Spannung fir die Tonisierung A™ — A("+D+ 4 e-, so erhélt man nach (2.3./27)

In Ky W(T) = =217+ &y — Ly — & + 222 eI, ©

Fir die Anderung der Enthalpie infolge der Reaktion A("+D+ 4 e~ — A%+ ergibt sich nach
(2.3.3./7)
0 In K,("+1)(T)

AH. () — RT?
P oT

) = — 2 BT — eUppuls. ()
P 2

Mit den chemischen Konstanten nach (5) folgt damit aus (6) und (7) die

guh® exp (%ﬂ)

kT

SanA-Gleichung K,(")(T) = 2 ®)

5
2fn(2me) ® (KT)®

Nach Tabelle 2.3.4 liegen die Ionisierungsspannungen fiir einfache Ionisation wesentlich unter
denen fiir mehrfache Ionisation. Im Falle nicht zu hoher Temperaturen sind daher die Konzen-
trationen der mehrfach ionisierten Atome klein gegen die Konzentration der einfach ionisierten:

> > 65
Man kann daher bis zu einer Temperatur der GréBenordnung 10 K

6 =0Co, Cot+Ctce=1 9)
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voraussetzen. Unter dieser Annahme definiert man als Ionisierungsgrad « das Verhaltnis der,
einfach ionisierten zur Gesamtanzahl der Atome
41 41
o = = . 10
1—¢, 1—0¢ (10)

Aus (9) und (10) folgt

11—« o
Co = , = . 11
0 1+o ¢y 1+« (11)
Damit erhilt man aus der ersten Gleichung des Massenwirkungsgesetzes (2.3./27)
1 — o2 1
. = pK,O(T) bzw. = |/ ——
o PpK,0(T) bzw. « Vl T PK,00) (12)

Werden Zahlen eingesetzt, ergibt sich

. 19
(6,63 - 10-549 oxp ( 1,60 - 1019 . 24,48 )Pa_l

1,38 - 10~ . 2. 10¢

3 3
2(2-3,14-9,1- 10-31)2 (1,38 -10-2 . 2. 10%) 2
=3,9-104Pal,

K,1(20000 K) =

Daraus folgt fiir p = 100 kPa aus (12) « = 0,158, d. h., knapp 169, aller Heliumatome sind
ionisiert. Wie man aus (12) entnimmt, 148t sich der Ionisierungsgrad durch Herabsetzen des
Druckes bei gleichbleibender Temperatur erhohen.

Fiir die Gleichgewichtskonstante der Ionisierung zweiter Ordnung Het == Het+ - e~ folgt

U
E®=KMe . (13)

mit den vorgegebenen Werten
K,®(20000 K) = 3,6 - 10¢ Pa~1 > K,(1(20000 K).

Hieraus erhélt man fiir 62 << 1

) s
B2 oty 1= G, (14)
K,® ¢ o? o?

d. h. mit den vorgegebenen Zahlen

(1) .10
0g— o2 K22 _ g5 20100 o0 f0m0,
K, 3,6 - 104 i
2.3.7. Bildung von Elektronen und Positronen aus y-Quanten

Bei extrem hohen Temperaturen konnen Stofe zwischen Mikroteilchen zur Bildung von
Elektronenpaaren fithren, d. h., aus zwei y-Quanten entstehen ein Elektron e~ und ein Posi-
tron e*. Das Positron ist als Antiteilchen nur fiir kurze Zeit lebensfihig. Es vereinigt sich
wieder mit einem Elektron, wobei die Ruhenergie und die kinetische Energie der beiden
Masseteilchen vollstédndig in zwei Strahlungsquanten umgewandelt werden. Die Frequenz der
erzeugten Strahlung ist durch das Plancksche Quantengesetz

e=hv (1)



168 2. Phaseniiberginge zwischen Gleichgewichtszusténden

und durch die Einsteinsche Aquivalenzgleichung

& = mc? (2)

bestimmt. Das chemische Potential der Strahlungsteilchen ist gleich Null.

Berechnen Sie die Gleichgewichtskonzentration der aus Strahlungsquanten gebildeten Elek-
tronen und Positronen fiir 77 = 108 K, wenn zu Beginn des Strahlungsprozesses ein Elektronen-
gas der Dichte Ny=/V = 10° m~3 vorhanden ist. ’

Losung:
Wir betrachten ein Gas, das aus N Mikroteilchen der Massenzahl eins besteht. Jedes dieser

Teilchen besitze einen Spin mit g Einstellmoglichkeiten. Nach (1.3.5./7) gilt fir die Zustands-
summe dieses Gases

——3\N
Z= (Z;};’ ]/2r:mIcT3) . 3)

Dabei ist vorauszusetzen, dal die Konzentration nicht zu groe Werte annimmt.
Bei der Zerstrahlung eines Elektronenpaares wird auch die Ruhenergie umgewandelt. Wir
erhalten daher aus (3) fiir die freie Energie

3
¥
F = Nmge? — NkT {ln%ﬂ— + 1]. @)
Daraus folgt fiir das chemische Potential
3 2
o e
u=2E2V _  ppig | £VCrmekD)” T ) (5)
N : NA3

In den weiteren Betrachtungen beziehen wir simtliche GroSen auf ¥V = 1 m3. Die Elektronen-
paarbildung und die zu ihr inverse Zerstrahlung kénnen als Gleichgewicht eines statistischen
Gleichgewichtes

e~ 4 et =2y (6)

aufgefallt werden. Das chemische Potential eines Photonengases ergibt sich aus dem PLANCE-
schen Strahlungsgesetz (vgl. A 2.3.22.) gleich Null. Fiir die Summe des chemischen Potentials
der Elektronen und der Positronen folgt daher

e+ po=0. @

Soll der Logarithmus ‘einer GroBe den Wert Null haben, so muB diese GroBe selbst gleich eins
sein. Aus (5) und (7) ergibt sich daher '

2moc?

g%(2rmokT)? o kT
he )
Die GroBe N+ = N- = AN gibt die Anzahl der durch Strahlung gebildeten Elektronen bzw.
Positronen an. Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir
(10° 4+ AN) AN
2-9,1:10-31-9-10%
_ (420911091138 .10 - 10~
o (6,626 - 10-34)6

(Ny~ + N) AN = N+N- = (8)

m—3 =1,05-107 m=3.

Daraus folgt
AN = 1,0 - 10® m=3,
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Die Konzentration der erzeugten Elektronen ist also klein gegen die bereits vorhandenen. Mit
zunehmender Temperatur nimmt die Anzahl der erzeugten Elektronenpaare rasch zu. Bei
Temperaturen 7' in der GroBenordnung myc?/k ist zur Berechnung der Anzahl gebildeter
Elektronenpaare die Quantenstatistik anzuwenden.

A

A 23.1.

A 2.3.2.

A233.

A234.
A 23.5.

A 2.3.6.
A 23.7.
A 2.38.

A 23.9.

A 2.3.10.

A 2.3.11.
A 2.3.12.
A 2.3.13.
A 2.3.14.;
A 2.3.15.

A 2.3.16.
A 2.3.17.

A 2.3.18.

Aufgaben

Bestimmen Sie die Gleichgewichtskonstante der Dissoziation des Stickstoffs bei
3000 K und 2 MPa. Die Dissoziationsenergie ist Tabelle 2.3.1 zu entnehmen.
Atomarer Stickstoff ist vierfach entartet. Ferner ist fiir Stickstoff Ty = 2,9 K,
T, =3390K, 4, = 14,0.

Wie stark mufl die Temperatur bei der Dissoziation des Stickstoffs erhoht
werden, wenn die Anzahl dissoziierter Teilchen gegeniiber der Ausgangstem-
peratur 7' = 3000 K verdoppelt werden soll?

Wie groB ist die Anzahl dissoziierter Stickstoffmolekiile in 1 m? bei 1000 K und
100 kPa? )

Wie gro8 ist die aufzuwendende Energie fiir die Dissoziation eines Mols Sauerstoff
in atomaren Sauerstoff im Normalzustand, wenn die Bindungsenergie 5,1 eV
betragt? '

Wie erhoht sich die Reaktionsenergie bei der Dissoziation des Sauerstoffs, wenn
die. Temperatur bei konstantem Druck von 273 K auf 2500 K steigt?

(wp = 2,98 - 1014 s571)

Bestimmen Sie die chemische Konstante des Chlors fiir Temperaturen, bei denen
die Oszillationen noch nicht angeregt sind. (4, = 35,5, I¢;, = 1,13 - 10~% kg m?)
Welche chemischen Konstanten haben atomares Chlor und atomarer Sauerstoff?
(4, = 35,5 bzw. 16,0)

Bestimmen Sie die Gleichgewichtskonstante fiir die Dissoziation des Wasser-
stoffs bei 25°C. )

Stellen Sie die Formel zur Bestimmung der Gleichgewichtskonstanten aus
Bildungsenthalpie und -entropie auf und berechnen Sie diese fiir die Reaktion
2C0 4+ 0, = 2C0, bei 1500 K. Wie gro8 sind die Partialdriicke des Kohlen-
monoxids und des Sauerstoffs, wenn der Partialdruck des Kohlendioxids 10 MPa
betrdagt? Die erforderlichen Daten sind Tabelle 3.3.3 zu entnehmen.

Wieviel Wasserstoff ist einem Stadtgas mit der Anfangszusammensetzung
75 kPa Wasserstoff, 15 kPa Kohlenmonoxid, 10 kPa Kohlendioxid zuzusetzen,
wenn infolge der Reaktion CO + H,0 = CO, + H, bei 100°C der Anteil des
Kohlenmonoxids auf 1%, reduziert werden soll?

Zwei Kilomol atomaren Wasserstoffs reagieren bei 100 kPa und 25°C zu moleku-
larem Wasserstoff. Berechnen Sie die hierdurch bedingte Anderung der Entropie.
Berechnen Sie die Anderung der Entropie bei der Reaktion 2H, + 0, = 2H,0
fiir 25°C und 100 kPa. Die chemischen Konstanten sind Tabelle 2.3.2 zu ent-
nehmen.

Berechnen Sie den Anteil des dissoziierten Wasserstoffs bei 5000 K und 1 MPa.
Wie verdndert sich der Anteil des dissoziierten Wasserstoffs bei 5000 K, wenn
der Druck von 1 MPa auf 10 MPa erhht wird?

Stellen Sie die Formel fiir den Beitrag der unvollstéindig angeregten Freiheits-
grade der Oszillation zur chemischen Konstanten auf.

Berechnen Sie die chemische Konstante des Wasserstoffs H, fir 7' = 3150 K.
Berechnen Sie die Dissoziationsenergie des molekularen Wasserstoffs aus der
Bildungsenthalpie nach Tabelle 2.3.3.

Bestimmen Sie die Gleichgewichtskonstante der Reaktion HCI 4+ DBr = DCI
+ HBr bei hohen Temperaturen, wenn die Oszillationen vollstindig angeregt
sind. Die Kernabstinde der Molekiile sind als unabhéngig vom Isotop voraus-
zusetzen.
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A 2.3.19. Wie gro8 ist der Ionisationsgrad des Argons bei 14000 K, wenn der Druck 0,5 MPa
betragt? Die Ionisierungsspannung des Argons ist 15,68 V. ’

A 2.3.20. Berechnen Sie den Anteil zweifach ionisierten Argons bei 14000 K und 0,5 MPa.
Die Ionisierungsspannung fiir das zweite Elektron des Argons betragt 27,64 V.

A 2.3.21. Schitzen Sie den Grad der thermischen Ionisation fiir Quecksilber bei 20°C und
1 Pa ab. Die Ionisierungsspannung betriagt 10,4 V.

A 2.3.22. Nach dem Pranckschen Strahlungsgesetz ist der Energieanteil der Photonen im
Frequenzbereich v ...» + dv

4drtgVhv® dv
—w
c3 (e"T — 1)
Berechnen Sie daraus durch Integration die innere Energie des Strahlungsfeldes,
die freie Enthalpie und das chemische Potential.

¢ dN = dN =

2.4. Das Phasengleichgewicht in Systemen aus verschiedenartigen
Mikroteilchen — Prozesse in Lisungen

E Einfiihrung

Gibbssches Phasengesetz

Eine Losung setzt sich aus dem Losungsmittel und den gelésten Komponenten zu-
sammen. Sie stellt ein System dar, das mehrere Stoffe als homogenes Gemisch ent-
hélt. Das Losungsmittel wird im folgenden ebenfalls als Komponente aufgefallt und
die Anzahl der Komponenten mit & bezeichnet. Fiir die ZustandsgréBen der einzelnen
Komponenten einer Losung gelten die in 2.3. abgeleiteten Formeln.

Die Komponenten kénnen in verschiedenen Aggregatzustanden oder allgemeiner in
verschiedenen Phasen auftreten, im festen Aggregatzustand z. B. in verschiedenen
Kristallstrukturen.  sei die Anzahl der Phasen. Jede Phase enthilt in der Regel
samtliche Stoffe. Im Gleichgewichtszustand miissen die Temperatur 7', der Druck p

und die chemischen Potentiale u,* (¢ =1, ...,7; x =0, 1, ..., k — 1) jeder einzelnen
Komponente in simtlichen auftretenden Phasen iibereinstimmen:
w0 = = = p,°,
pat = pet = =t (1)
g = gt = e = e,

Der obere Index charakterisiert den Stoff bzw. die Komponente, der rechte untere
Index die Phase. Jede Zeile in (1) steht fiir 7 — 1 Gleichungen. Insgesamt umfaft (1)
also (» — 1) k Gleichungen.

Das chemische Potential u,” einer Komponente reprasentlert eine Funktion von
k 4+ 1 Variablen: den £ — 1 Verhaltnissen der Teilchenzahlen N,/N,, .., N;_,/N,,
dem Druck p und der Temperatur 7. Man kann also fiir jedes chemische Potential
schreiben

N N,_
M:M(N_N—pT) )
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afit man diese Variablen als Unbekannte auf, so liegen insgesamt r(k — 1) + !
nbekannte vor. Die Anzahl der Freiheitsgrade f ist gleich der Anzahl der Unbe
annten, vermindert um die Anzahl der Bestimmungsgleichungen. Daraus folgt da.
ibbssche Phasengesetz

f=rk—1)+2—(r—1k bzw. | f=k—7r+2|. 3

1 einem System aus k Stoffen, die in r verschiedenen Phasen auftreten, kann ma

=k — r 4 2 ZustandsgréBen (Druck, Temperatur, Verhiltnisse der Teilchen
rhlen) beliebig vorgeben.

Beispiel 2.4.1. Tripelpunkt und Druck des gesittigten Dampfes

Das System aus Eis, Wasserdampf und Wasser enthilt k¥ = 1 Komponenten in r = 3
Phasen. Fiir die Anzahl der Freiheitsgrade erhilt man aus (3)

f=1—3+2=0.

Druck und Temperatur sind durch die Forderung des in drei Phasen auftretenden Stoffes
festgelegt (Tripelpunkt, vgl. Bild 2.2.1).

Beispiel 2.4.2. Zwei Komponenten in drei Phasen

Bei zwei Komponenten, z. B. Kochsalz und Wasser, die in drei Phasen auftreten sollen,
folgt nach der GIBBsschen Phasenregel

f=2—3+2=1.

Von den Variablen Ny;/Nop, Nyrr/Norr, Nyprr/Nopr #s T ist eine frei wihlbar. Nimmt man
also bei der Koexistenz einer fliissigen und zweier anderer Phasen eine bestimmte Konzen-
tration Nyp/Nop der Kochsalzlgsung an, so sind damit die Konzentrationen in den anderen
beiden Phasen, der Druck und die Temperatur festgelegt. Der Tripelpunkt, in dem alle drei
Phasen stabil sind, ist somit von der Konzentration der Kochsalzlésung abhéngig.

Bei nur zwei Phasen, z. B. der fliissigen und der gasférmigen, ergibt sich aus (3) f = 2.
Man kann hiernach bei zwei Komponenten in zwei Phasen die Konzentration der Losung
und die Temperatur vorgeben. Der Siattigungsdruck ist jetzt nicht nur von der Temperatur,
sondern auch von der Lésungskonzentration abhéngig.

Beispiel 2.4.3. Quadrupelpunkt eines Zweikomponentensystems

Bei Zweikomponentensystemen konnen nach dem GieBsschen Phasengesetz maximal
vier Phasen koexistieren. Fiir das System Wasser—Ether gibt es fiir —3,8°C einen Qua-
drupelpunkt, in dem die feste Phase reinen Eises mit der Gasphase und zwei flissigen
Phasen im Gleichgewicht steht. Die beiden flissigen Phasen bestehen aus einer vorwiegend
wisserigen Phase: 87,29, Wasser, 12,89, Ether, und einer etherischen‘ Phase: 99,079,
Ether, 0,939 Wasser. Bei Anderungen von Druck, Temperatur oder einer Lésungs-
konzentration geht das Gleichgewicht aus vier Phasen verloren; eine der Phasen ver-
schwindet.
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Im Gieesschen Phasengesetz sind als Komponenten alle Stoffe zu zahlen, die unah-
hingig von anderen in verschiedenen Phasen existieren kénnen. Die das System
bildenden Atome diirfen dagegen nicht als unabhingige Komponenten behandelt
werden, da sie stets zusammengefat auftreten.

Bei der Dissoziation in Ionen hat man zu beachten, daB das System als Ganzes
elektrisch neutral ist. Im GieBsschen Phasengesetz (3) ergibt sich daher bei auf-
tretenden Ionen eine zusitzliche Bedingungsgleichung. Die Anzahl k auftretender
Komponenten scheint um eins vermindert zu sein. Von m Ionenarten sind nur
m — 1 als unabhingig zu zéhlen.

Beispiel 2.4.4. Elektrolytische Losung

In einer Losung aus Wasser, Kochsalz, Salzsdure werden die Ionen Nat, Cl-, H* gebildet
und koexistieren mit H,0. Die geringe Dissoziation H,0 = H* + OH~ bleibe unberiick- }
sichtigt. Mit der Angabe der Nat- und der H*-Konzentration ist auch die Cl--Konzen-
tration bestimmt. Man kann daher mit H,0, Na*+, H+ als unabhingigen Komponenten
rechnen, d. h., es ist £ = 3. Legt man Druck und Temperatur fest, so ergibt sich als maxi-
male Anzahl der Phasen aus dem GieBsschen Gesetz = 3. Neben einer fliissigen Phase
kénnen daher héchstens noch zwei weitere Phasen auftreten.

Verdiinnte Losungen

Im folgenden werden Losungen vorausgesetzt, bei denen die Anzahl NV, der Molekiile
des Losungsmittels grof gegen die Anzahl gel6ster Teilchen ist. Werden diese An-

zahlen fiir die verschiedenen gel6sten Stoffe mit V; bezeichnet (¢ =1,...,k — 1),
so gilt
k—1
No> Zl N;. (4)
iz
Fiir die nach (2.3./4) definierten Konzentrationen ¢; kann man daher
N H N i
C; = — N = (5)
s Z N; Ny
i=1

schreiben.

Die Zustandsgroflen einer Losung unterscheiden sich qualitativ, je nachdem ob die
auftretenden elektrischen Krifte vernachlissigt werden konnen oder nicht. Im
ersten Fall spricht man von schwaehen, im -zweiten von starken Elektrolyten.
Schwache Elektrolyte, z. B. Essigsdure, bilden nur eine geringe Anzahl Ionen, deren
elektrische Potentiale nicht ins Gewicht fallen. Dagegen zeigen starke Elektrolyte,
z. B. Kochsalz, auch bei starker Konzentration eine fast vollstdndige Dissoziation in
Tonen. Die hierdurch bewirkten Zusatzpotentiale sind in den physikalischen Gréfen
deutlich nachweisbar.

Nach (2.3./12) folgt mit p; = ¢;p nach (2.3./5) fiir die freie Enthalpie der i-ten
Komponente

G’i:%Ni((]w—CP,-lnT+R—|—Rlnp+Rlnci). (6)
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Mittels (2.3./8) erhilt man daraus fiir das chemische Potential der ¢-ten Komponente

M,-:kT(%—%lnTJr1+1np+1nc,-)', (7)

wofiir man auch schreiben kann

wi =kT Inc; + yi(p, T) (8)
mit
wi(p,ﬂ:kT(%?—i—%lnTw+1np). (9)

Fiir das chemische Potential x, des Losungsmittels erhilt man aus (6) wegen
k=1
Gw=1-Xc¢ (10)
i=1

durch Reihenentwicklung von In ¢, wenn man

<l (i=1,..,k—1)

beachtet,
k—1
/l():/'t(o)—kT.;lCi- (11)
Darin bezeichnet
cy GO,
oy = polp, T) = kT };_—flnT+1+lnp (12)

das chemische Potential des reinen Losungsmittels. Oy = Oy, und C), = Cp, geben
die molaren Warmekapazitdten an.

Saure und alkalische Losungen

Wasser besitzt ebenso wie viele andere Losungsmittel eine mefbare Dissoziation.
Sie wird durch die Dissoziationsgleichung beschrieben:

H* + OH- = H,0. (13)

Zwischen den Stoffmengen ny+ und noy- der Ionen besteht nach dem Massen-
wirkungsgesetz die Beziehung

DHTOR _ p(y . (14)
7H,0

Die GroBe ny,0 kann wegen der relativ kleinen Anzahl dissoziierter Molekiile als
konstant angesehen werden. Sie ist gleich

108

T -3 \
NH,0 = 18,08 kmol m~3. (15)
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Mit dem MeBiwert von K (25°C) ergibt sich
NH+NQH- = 1,008 - 107 kmol? m~8. (16)

In reinem, elektrisch neutralem Wasser von 25°C betrigt die Konzentration der
Wasserstoffionen nach (16)

(mg+)o = 1,004 - 107 kmol m~3. (17
Saure Losung bedeutet ein Uberwiegen der H*-Ionen und daher

nge > (Rg+dos (18)
alkalische Losung dagegen ein Uberwiegen der OH~-Ionen und daher wegen (16)

ngs < (nn+)o- (19)

Als pH-WeI:t definiert man

pH = —lg ng+ | (20)

In neutraler Losung ist nach (20) pH = 7, saure Losung bedeutet pH < 7, alkalische
Losung pH > 7.

P Probleme

/

2.4.1. Raoultsche Gesetze der Gefrierpunkterniedrigung

Um die relative Molekiillmasse eines Paraffins mit der Formel C,H,,,,, festzustellen, werden
m,= 17,5 g Paraffin in 1 dm® Benzen gel6st, und es wird bestimmt, welche Gefrierpunkt-
verinderung auftritt. Man erhdlt die Gefrierpunkterniedrigung AT = —0,55 K. Fiir den
Erstarrungspunkt des reinen Losungsmittels CgHg erhdlt man 7'y = 278,68 K, d. h. 5,25°C.
Beim Gefrieren wird die thermische Energie 127,2 kJ kg=! an die Umgebung abgegeben.
Benzen hat die Dichte gy, = 0,879 - 10 kg m~2 und die relative Molekilmasse My, = 78,05.
Wie lautet die Bruttoformel des gelsten Paraffins?

Losung:

Es ist das Gleichgewicht fiir das System aus £ = 2 Komponenten und » = 2 Phasen zu unter-
suchen. Nach dem GiBBsschen Phasengesetz besitzt das System f = k& 4+ 2 — r = 2 Freiheits-
grade. Von den vier variablen GroBen 7', p, ¢, ¢ (¢f; und ¢; bezeichnen die relativen Konzen-
trationen der geldsten Substanz in der flilssigen bzw. festen Phase) sind daher zwei frei wahlbar.
Legt man also aufler p eine der beiden Konzentrationen, z. B. ¢y, fest, so sind damit auch die
Temperatur 7' und die Konzentration der festen Phase bestimmt. Nach (2.2./12) miissen im
Gleichgewicht die chemischen Potentiale der festen und der flissigen Phase sowohl beim
Losungsmittel als auch bei der gelosten Substanz ibereinstimmen. Nach (2.4./11) muf} also
gelten

wn(p, T eq1) = poyn(®s T) — cnkT

= ws(p, T, ¢5) = frope(p> T) — kT (1)
Fir das reine Losungsmittel ist das Phasengleichgewicht durch
won(® T) = goyp(p, T) mit p=p(T), pg=p(Tg) (2)

bestimmt. Zum Erstarrungspunkt 7'y gehort somit der Séttigungsdruck pg.
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Wir entwickeln die chemischen Potentiale in TayLor-Reihen:

d ,T P T
Hoy(p, T) = po)(pe, Te) + ﬂ(o)(é’;} ) Ap + ﬂ(o)(g; E) AT. 3)
Wegen (2) liefert das nach (1)
@ Te) Am + Op0)11(PE, T'w) Ap — eykT
or op 1
_ 9Pz, TE) AT + Ou0)i(PE, T's) Ap — ofkT. @
oT op

Auf Grund des Zusammenhanges @ = N,u zwischen der molaren freie Enthalpie und dem
chemischen Potential gelten die Beziehungen nach (1.2./11):

@ T) _ S @) _ V. \ )
orT NA a_p -NA

Darin bedeutet S die Entropie, ¥V das Volumen je Kilomol fiir das reine Lésungsmittel.
Wir setzen (5) in (4) ein und erhalten

Sh Vi S Vs ;
——= AT + == Ap — cpkT = — AT + — Ap — ckT. 6
A + v, P — Cf) N, + N P — Ct (6)
Nach (2.2./14) gibt
Q = Hy — Hy = T(8y — Sp) (7)

die thermische Energie fiir den Ubergang vom fliissigen in den festen Zustand an. Mit dieser
ebenfalls auf die Stoffmenge bezogenen GréBe folgt

L

T
Wir bestimmen die Anderung des Erstarrungspunktes infolge Losung einer Substanz bei sonst
gleichbleibenden Verhiltnissen, setzen also p = pg, d. h. Ap = 0. Gefriert die geloste Substanz
beim Erstarren aus, ist also diese Substanz in der festen Phase nicht 16sbar, so gilt ¢ = 0. Wir
kénnen daher ¢ = ¢ setzen und erhalten aus (8) fiir die Verschiebung der Erstarrungstem-
peratur

AT + (Vg — Vi) Ap = (¢5y — ¢g) RT'. (8)

_ cRTg?

AT ,
Q

©)

wobei T’y den Erstarrungspunkt des reinen Loésungsmittels bei dem herrschenden Druck p
bezeichnet. .

@ ist nach (7), da im festen Zustand die Entropie grofer als im flussigen Zustand ist, eine
negative Grofe. Daher erhilt man nach (9) fiir AT einen negativen Wert: Der Losungsproze
ist mit einer Gefrierpunkterniedrigung verbunden. Man bezeichnet die Proportionalitit der
Gefrierpunkterniedrigung mit der Konzentration ¢ = ¢4 als erstes, den Zusammenhang mit der
Schmelzenergie als zweites Raoultsches Gesetz.

Wegen

NAQLV=NLML’ NA’mz:NsMs, C =Cf = T
(N1, Ng Anzahl der Molekiile des Losungsmittels bzw. der gelosten Substanz, My, Mg relative
Molekiilmassen) folgt aus (9)
M LmRTE2
MserQV

mTE2

AT = bzw. Mg=R (10)

5 :
ATV
O g
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Werden Zahlen eingesetzt, erhalten wir

M. _8:314-10° 17,5 . 278,68
570,879 - 10° . 127,2 - 102 - 0,55

= 183,7.

C;3H,g hat die relative Molekiilmasse 184. Bei der Substanz handelt es sich um dieses Paraffin.

2.4.2. Dampfdruckerniedrigung

In Tetrachlorkohlenstoff CCl, (M1 = 153,8) mit dem Siedepunkt 76,7°C bei Normdruck
werden mg = 20 g/l Anilin C;H,NH, (Mg = 93,06) gelost.

Berechnen Sie die hierdurch bedingte Verdnderung Ap des Sattigungsdruckes. Welche Siede-
punktverinderung ergibt sich bei konstantem Druck p =101,3kPa? (or, = pcc, = 1,60gem=3.)
Die thermische Energie fir den Siedeprozel betrdgt 192,6 kJ kg1,

Losung:

Wir wenden Gleichung (2.4.1./8) auf den Ubergang zwischen dem fliissigen und dem gas-
formigen Zustand an und erhalten )

Q

T AT + (Vg — Vi) Ap = (cg — cq) BT (1)

Die Temperatur T' setzen wir gleich der Siedetemperatur 7's des reinen Losungsmittels mit
p = p(Ts). Es ist somit in (1) AT = 0 zu setzen, womit aus (1) folgt
(Cg — Cﬂ) RT

Ap = . 2
Ve—Va ( .)

Genidhert kann man nach dem Gesetz fiir das ideale Gas mit
RT
Ve= > >V ®3)

rechnen und auBlerdem ¢; = 0 annehmen. Wenn wir ¢ = ¢ einsetzen, erhalten wir mit den
angegebenen Vereinfachungen aus (2) fiir die Verdnderung des Sattigungsdruckes

RT
Ap = —c¢ 7= —op(Ts) |- (4)
g

Der Sattigungsdruck wird also durch die Lésung herabgesetzt. Wenn der Druck konstant
gehalten wird, also Ap = 0 gilt, so ergibt sich aus (1) mit ¢z = 0, ¢y = ¢ :

AT = — 2 R |. * (5)

-

Da @ = Hy — Hg eine negative GroBe darstellt, ist AT positiv. Die geloste Substanz bewirkt
eine Erh6hung des Siedepunktes. Wir setzen

& = _mSML (6)
Ny MsoLV
in (4) und (5) ein. Das liefert

c =

Mims org) baw. AT = msR

Ap = — . msh
MsVor MsVeorLQ/ My,

T2, (7)
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Mit den vorgegebenen Werten folgt als Anderung des Sittigungsdruckes

. .10-8.
Ap = — 153,8 - 20 - 10-3 . 101,3 KkPa — —2,09 kPa,
93,06 - 10-3 . 1,60 - 103

wahrend sich fir die Siedepunkterh6hung bei konstantem Druck

20 .10-3. 8,314 - 10% - 349,92

AT =
93,06 - 102 - 1,60 - 10% - 192,6 - 103

K =0,71K
ergibt.

2.4.3. Osmotischer Druck und Loslichkeit

Bei Normdruck p = 101,3 kPa ist die Loslichkeit von Wasserstoff in Wasser fiir verschiedene
Werte der Temperatur durch die folgende Tabelle zu 2.4.3. gegeben:

Tabelle zu 2.4.8. Loslichkeit von Wasserstoff in Wasser

Temperatur in °C 0 10 20 30 40 50
ng (kmol H, je m?) in 10-% m~3 9,51 8,61 7,92 7,28 6,83 6,39
Pmax (maximaler Lésungsdruck) 2,11 1,97 1,88 1,79 1,73 1,68
in kPa

Bestimmen Sie aus den gegebenen Daten die Losungsenergie bei 25°C unter einem #uBeren
Druck von 400 kPa.

Losung:

Entsprechend Bild 2.2.2 werden zwei Losungen betrachtet. Sie enthalten das gleiche Losungs-
mittel und die gleiche Substanz, jedoch sind deren relative Konzentrationen ¢; und ¢, ver-
schieden. Eine halbdurchldssige Wand in der Losung sei fir das Losungsmittel durchléssig,
nicht jedoch fiir die Molekiile der zu l6senden Substanz. Infolgedessen sind auch nur die
chemischen Potentiale fiir das Losungsmittel zu beiden Seiten der Trennwand gleich. Da-
gegen verhindert die Trennwand den Ausgleich unterschiedlicher Konzentrationen der gelGsten
Substanz.

Nach (2.4./11) bedeutet die Gleichheit der chemischen Potentiale des Lésungsmittels zu beiden
Seiten der semipermeablen Wand

o) (P15 T) — c,kT = ﬂ(o)(Pza T) — ckT. (1)

Durch Reihenentwicklung ergibt sich in erster Naherung
0,
H(o)(p2’ T) = /4(0)(1’1, T) + (%) (p2 — p1)- (2)
P /T

Wegen

(%) =N, (%) =V (3)

op/r op Jr
nach (1.2./11) folgt, wenn man (2) und (3) in (1) einsetzt,
N T
P — P1=(0s — ¢) ‘}, . (4)-

12 Schilling, Wirme
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Wir nehmen auf der einen Seite der semipermeablen Wand das reine Losungsmittel, auf der
anderen Seite eine Losung mit der relativen Konzentration ¢ an:

N

—e= X, —o. 5
cp=¢ A ¢ (5)

Damit folgt p; = 0, und es ergibt sich aus (4) das van’t-Hoffscine Gesetz des osmotischen
Druckes

NkT _ nRT.
vV v

T =

(6)

Der hiernach errechnete osmotische Druck ist als pp,,y in der Tabelle zu 2.4.3. eingesetzt.
Ein von anderen Substanzen unabhéngiges Gas (¢; = 1), das unter dem duBeren Druck p steht,
hat nach (2.3./14) das chemische Potential

bg = kT Inp + ya(T) (7)

mit ‘
—wr (% _ G

w(;(T)-kT(R RlnT+1). ®)

Driickt das Gas auf eine Flissigkeit, so geht ein Teil der Gasmolekiile in Losung. Fir das
chemische Potential des Losungsmittels erhdlt man nach (2.4./8)

s =yr(p, T) + kT Inc. 9)
Der Gleichgewichtszustand

pL = o (10)

kennzeichnet die Loslichkeit des Gases in der Flissigkeit und damit den maximalen Losungs-
druck’ pp,y nach der Tabelle zu 2.4.3. Der maximale Lésungsdruck pp,, ergibt sich aus (6),
wenn man die Masse des gelosten Gases kennt. Er ist nicht zu verwechseln mit dem duBleren
Druck p des Gases.

Setzt man (7) und (9) in (10) ein, so folgt

kT Inp + w(T) = kT In cax + yi(p, T) (11)
mit
N,
Cmax = 'ﬁ:—x’ (12)

worin Np,, die Anzahl der gelésten Gasmolekiile, N, die im gleichen Volumen enthaltenen
‘Wassermolekiile bezeichnen.
Aus (11) und (12) folgt das Gesetz von Henry

Noax T) — , T
Omax = _% = pexp (@.()—k;’l'(_p_)) . (13)
0

Fiir nicht zu groBe Werte des Druckes p sind die Eigenschaften der Fliissigkeit im allgemeinen
nur wenig vom duBeren Druck p abhéngig, so da man y1(p, 7') ~ yi(T) annehmen kann. Die
Loslichkeit des Gases in der Flissigkeit ist daher in erster Ndherung proportional dem duferen
Druck. )

Fir die Anderung der freien Enthalpie bei der Losung von SN Teilchen ergibt sich im Falle
der ungesittigten Losung )

36 = (i + BT In 3~y — Mo ) o8 (14)
0
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und daraus wegen (11)

3G = kT In —>

3N. (18)

Cmax

Die Enthalpiednderung 8H,, infolge des Losungsprozesses berechnet sich nach (2.3.3./6) zu

o 3@ dlne
8H, = —T? (— —| = kT?8N |—=2&%) | 16
P (5T T)p' ( or )zz (19

Fur die aufzuwendende Energie bei der Losung von N Teilchen bzw. n kmol folgt somit
(Losungswiirme)

Q, = —AH, ——kNT® (%‘) — —nRT? (Q;%‘) . (17)

p 4

Bei 25°C und p = 400 kPa betrigt nach der Tabelle zu 2.4.3. auf Grund des Gesetzes von
HEexrY die maximale relative Konzentration der gelosten Molekiile (Ldslichkeit)
c _ Ny  400-7,60-10-4-18
max TN, 101,3-1000

= 5,40 - 10-5.

Damit erhalten wir

d1n epay 1 depgy 1000 - (7,28 — 7,60) - 104-18 _

ar emux 4T  47,60-10-%.18.1000-5
= —8,42.10-3 K-1.

Damit folgt fir die aufzuwendende Energie bei der Losung von 1 kmol Wasserstoff in Wasser

Qp = 8,314 - 103 - 2982 . 8,42 . 10— J = 6,22 MJ.

2.4.4. Ostwaldsches Verdiinnungsgesetz und wechselseitige Beeinflussung
von Dissoziationsgleichgewichten

Einer Loésung von 0,1 mol/l Essigsiure (Dissoziationskonstante K, = 1,86 - 10-5 kmol m—3)
werden 0,05 mol/l Benzoesdure (K, = 6,5-10~% kmol m—3) zugesetzt. Bestimmen Sie das
Dissoziationsgleichgewicht vor und nach Zusetzen der zweiten Saure.

Losung:
Die Ssuren dissoziieren in der Losung entsprechend der Formel

AB = At 4+ B-. (1)
Es bezeichne a(®) (i = 1, 2) den Dissoziationsgrad der Saure, d. h. die Masse der dissoziierten

Molekiile im Verhéltnis zur Masse der urspriinglich vorhandenen. #(%) gebe die Konzentration
in kmol m—3 bzw. mol I-? an. Nach dem Massenwirkunggesetz gilt

2l .
AE KO (i=1,2). @)
a8
Wegen
ngl = n:(B”_ = x(n(®, nX}a = (1 — &(®) n® (3)

12%



180 2. Phaseniiberginge zwischen Gleichgewichtszustinden

folgt aus (2) das

02 .
1_"‘(_” = K@ |, )

OstwaLDsche Verdiinnungsgesetz c
o

Wie man hieraus erkennt, muB der Dissoziationsgrad «(¥) gegen eins streben, wenn sich (¥ dem
Wert Null ndhert. Fiir hinreichend starke Verdiinnung tritt also vollstiindige Dissoziation ein.
Im vorliegenden Fall ist K() < n() und damit () < 1, weshalb man den Dissoziationsgrad
gendhert durch

o = |/ — (5)

ausdriicken kann. v
Fir die Essigsdurelosung ergibt sich mit den vorliegenden Zahlen

186 105
a = /186107 e j0e,
0.1

fiir die Benzoesdure

105
*® = M = 3,6-10-2.
5.10°2

Sind in der Lésung beide Sauren vorhanden, so éndern sich ihre Dissoziationsgrade. Sie seien
mit B und B®) bezeichnet. Bei der Berechnung des Dissoziationsgleichgewichtes ist die
gesamte Wasserstoffionenkonzentration zu beriicksichtigen, und man erhilt die beiden
Gleichungen

(nOBD | n®FE) WD ey ~ (68)
(1 — p)

(nMBM) + nIBE) e
n®(1 — )

= K@), (6b)

Setzt man ) <L 1, f(* < 1 voraus, so ergibt sich aus (5) und (6)

(nBA)  @RE) B = KN, (MM 4 n(2B@) B@) = K(2) (7
und daraus
(1) 1)
po _ KD ®)
‘3(2) K(®2)

Wir l6sen das Gleichungssystem (7) nach () und f® auf und erhalten

o) KW
B = = , 9)
n@EK®) YnOK® + n@K®
nME) ) .
K®

(10)

B2 = .
Yr@OED + n@E®

Hieraus erkennt man f(¥) < a(®. Durch Zugabe einer weiteren Siure wird also die vorhandene
in ihrem Dissoziationsgrad zuriickgedringt. Werden die vorliegenden Werte eingesetzt, so
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erhilt man
. 10-5
B — 1,86 - 10 =823 102,
Y0,1.1,86 - 105 + 0,05 - 6,5 - 10~
. 105 . . —3
B — 6,5-1075.8,23 - 10 —2.88. 10-2.

1,86 - 105

Die schwiichere Sédure mit dem kleineren Dissoziationsgrad wird stirker zuriickgedriingt als die
stirkere Sdure mit dem gréBeren Dissoziationsgrad. In gleicher Weise verdriangt eine stéarkere
Sdure eine schwichere aus ihrem Salze.

2.4.5. Debye-Radius

Untersuchen Sie die Wirkung eines elektrisch geladenen Teilchens auf seine Umgebung. Wie
klingt das Potential der elektrischen Ladung mit zunehmender Entfernung ab?
-Welches Potential bildet sich fiir eine Kochsalzlésung mit 5 g NaCl je Liter Wasser aus?

Losung:

Die elektrischen Krifte sind bei der Bestimmung der ZustandsgréBen zu beriicksichtigen. Es
liegt ein starker Elektrolyt vor. Wir setzen voraus, dafl die Losung so weit verdiinnt ist, daBl die
NaCl-Molekiile vollstdindig in Nat-Ionen und in Cl--Ionen zerfallen. Zwischen den Ionen be-
stehen elektrische Anziehungs- und AbstoBungskrifte. Gegeniiber der inneren Energie fiir
neutrale Gasmolekiile tritt bei Ionen infolgedessen noch ein elektrischer Anteil hinzu.

Wir betrachten die Umgebung eines positiv geladenen Teilchens und bilden fir jedes Raum-
element das zeitliche Mittel der hierin auftretenden Ionen. Dabei wird man in der Umgebung
der positiven Ladung ein hiufigeres Auftreten negativer Ladung registrieren. Von der zeit-
lichen Mittelwertbildung gehen wir zur riumlichen iber und ersetzen die unstetig verteilten
Elementarladungen durch eine stetige riumliche Ladungsverteilung. Dabei verfahren wir wie
folgt: Das positive Ion erzeugt um sich herum ein elektrisches Feld mit dem Potential .
Ein Teilchen mit der Ladung Ze~ besitzt in diesem Feld die potentielle Energie Zey. Nach
dem GiBmsschen Verteilungsgesetz ergibt sich fiir die Anzahl der Teilchen mit Ladungen Ze~
im Volumen dV

Zey
dN_ = C_ ———)dV (e- = —et = —e). 1
exp ( o ) LV (e e e) 1)
Ebenso erhélt man fiir die Anzahl der Teilchen mit Ladungen Zet
Zety X
dN, =C — dv. 2
+ +€xXp ( T ) (2)

Fiir y — 0 muB sich gleichméBige Verteilung ergeben. Daraus erhédlt man

C_=lm——, OC,=Im 3
oo 4V T s AV ®)

Bei nur einer Sorte positiver und negativer Teilchen kann man demzufolge
C.=C,=N_|V=N,/V=N/V (4)

setzen, wobei N die Anzahl der elektrisch geladenen Teilchen einer Ionenart bezeichnet. Die
Losung als Ganzes ist elektrisch neutral. Als Raumladungsdichte ¢ an einer Stelle mit dem
Potential y ergibt sich .

__dN, —dN. __2NZe . . Zey

= Ze =

av v T ®)
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Zwischen der Ladungsdichte ¢ und dem Potential y besteht die Poissonsche Differentialglei-
chung

Aw=——’ (6)

wobei ¢ die Dielektrizitédtskonstante bezeichnet, die in der Form & = ¢,,¢, geschrieben werden
kann. Fir Vakuum ist ¢ = g, = 8,854 - 10-12 A s/V m. Die relative Dielektrizitit betrigt fiir

verdinnte Losungen e, = 88. A kennzeichnet den LapLace-Operator. Wir setzen (5) in (6)
ein und erhalten

2NZe . . Zey
= h —-. 7
A 7 @
Unter der Voraussetzung
Zey
ket AP | 8
i < ®)
Ze .. e . i1 .
kann man gendhert — = sinh — setzen. Damit ergibt sich im kugelsymmetrischen Fall aus
(6) und (7) kT kT
d r dy 2NZe2%yp P
= —4 L =1 1 9
M T T omer D @
Die GroBe
D— ekTV (10)
Z%22N

hat die Dimension einer Liange. Sie wird als Debye-Hiickel-Radius oder auch kurz als Debye-
Linge bezeichnet. 2N gibt die Gesamtanzahl der vorhandenen Ionen im Volumen ¥ an.
Als allgemeine Losung der Differentialgleichung (9) folgt

5]l )
=4 + B .
r

r
Der Koeffizient B mufl den. Wert Null haben, da sich sonst mit zunehmender Entfernung ein
iiber alle Grenzen wachsendes Potential ergibt. Den Koeffizienten 4 bestimmen wir aus der
Forderung, daf sich fiir kleine Werte r das CouLomBsche Potential ergeben mufl. Das fiithrt auf

) (11)

Ze
= = 12
4me (12)
Wir schreiben daher als Losung der Gleichung (9)
Ze r
= — ——]. 13
Y e P ( D) 13)

Fiir Entfernungen > D klingt das Potential sehr rasch ab. Die um das betrachtete positive
Ion sich ausbildende Wolke negativer Ladungen bewirkt somit fir Entfernungen, die gréBer
als die DEBYE-Lénge sind, eine Abschirmung der positiven Ladung (vgl. Bild 2.4.1).

Im vorliegenden Fall ergibt sich aus der Masse der gelésten Substanz far die Teilchenanzahl
bei vollsténdiger Dissoziation

mNy  5-1073.6,02.10%

N = =
M, 58,5

-1 = 5,15 - 102211,
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Damit erhilt man aus (10) den Wert

.10-12. 88 - .10-23 . .10-3
D=V8,854 10 881,38 - 10 300 - 10 m = 1,11 -10-0m.

(1,60 - 10-19)2. 2. 5,15 - 1022

Setzt man r = D in (8) ein, so folgt mit der Losung (13), wenn man Z = 1 beriicksichtigt,

Zew(D) e*exp (—1) (1,60 - 10-19)2 . 0,368
¥T — 4meDkT 4.3,14.88-8,854-10"12.1,11-10-°-1,38 - 10-23 . 300
—0,21.

Die Bedingung (8) ist also im vorliegenden Fall fiir Felduntersuchungen mit Werten » > D
erfillt.

[ ]
+

+ Bild 2.4.1. Abschirmung
+ einer Ladung

2.4.6. Lisungsdruck eines starken Elektrolyten

Bei der Aufstellung der thermodynamischen Zustandsfunktionen fiir einen starken Elektrolyten
hat man die elektrischen Krifte zwischen den dissoziierten Teilchen zu beriicksichtigen.
Berechnen Sie auf dieser Grundlage den Losungsdruck fiir eine Losung aus 5 g/l NaCl und
10 g/1 Na,S0O,.

Losung:

Zu den fur elektrisch neutrale Teilchen berechneten ZustandsgréBfen tritt bei elektrisch ge-
ladenen Teilchen in Losung ein elektrisches Zusatzglied hinzu. Wir schreiben daher fiir die
freie Energie der Ionen

F = Fiq + Fo. (1)

Fiir F ergibt sich nach (1.2./10) aus F = U — TS und (%) = —§8 die Differentialgleichung
, v

F-7 (%) —v. @)

Sie ist fiir F;4 erfiillt. Daher muB sie auch fiir Fg; gelten. Die homogene Gleichung mit U = 0
hat die Losung

FglzaT.
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Zur Losung der inhomogenen Gleichung variieren wir die Konstante @ = a(7') und erhalten

-T2 da(T) =Ug bzw. a= — Ua dT. 3)
ar T?
Damit folgt fiir den elektrischen Anteil der freien Energie
U
Foy = —TfT—;l ar. (4)

Um den elektrischen Anteil der inneren Energie eines Ionengases zu berechnen, verwenden
wir die Formel (2.4.5./13) fiir das Potential in der Umgebung einer positiven Ladung

Ze r Ze Ze r
= _ = ——) = 1— ——]{. 5
Y=ty 4mer xp ( D) drer  4mer [ P ( D )] ®)
Der erste Summand in (5) stammt von der Ladung Ze des Ions im Mittelpunkt, der zweite

Summand von der um das betrachtete Ion gebildeten Ansammlung negativer Ladungen. An
der Stelle des herausgegriffenen positiven Ions erzeugt die Ionenwolke nach (5) das Potential

»_(0) = lim Ze 1 — exp — ) =- Ze . (6)
r—sq 4mer D 4dneD

Es gibt die aufzuwendende Energie an, um eine Ladung der Stirke eins aus dem Unendlichen"
an die Stelle des positiven Ions zu bringen, wenn dieses dort nicht vorhanden ist. Das positive
Ton der Ladung Zet+ besitzt demzufolge die Energie

Z%?
— . 7

4reD ™

Zety(0) =

Den gleichen Wert erhilt man fir ein herausgegriffenes negatives Ion. Fir die elektrische
Energie samtlicher Ionen im Volumen V ergibt sich

1 e N,Zj
Ua 2 4meD @
Die Summierung ist éber simtliche Ionenarten zu erstrecken. Dabei ist zu beachten, daf
jedes Ion einmal als herausgegriffenes Teilchen, einmal als Bestandteil der Abschirmung
gezdhlt wird. Diese paarweise Wechselwirkung bedingt den Faktor 1/2.
Beziiglich der DEBYE-Lénge hat man davon auszugehen, daB die PoissoNsche Gleichung auf
die Beziehung

1
Ay — v =0 (9)
fithrt, wobei ~
e l/z N.Z2
2

als Debye-Liinge des Systems zu bezeichnen ist. Als elektrischen Anteil der freien Energie
erhélt man somit aus (4)

3 3
e Z.NiZiZ_Z_ 3 ZNiZiz 2 GZZ NiZf
o B ey ez |
8w Ve Vk T 12r Ye3VET 12neD

(11)
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C bezeichnet die Integrationskonstante. Aus (11) lassen sich die elektrischen Zusatzglieder
samtlicher thermodynamischen GréBen der Losung eines Elektrolyten bestimmen. Fir die
Druckkorrektur infolge der elektrischen Wechselwirkung folgt

3
;A3 NiZf)?

— (%) L
Pa = av )y 24=m Ve V3T

Den osmotischen Druck von Y, N; /Teilchen, die elektrisch neutral sind, erhdlt man nach

(12)

?
(2.4.3./6). Damit folgt bei Ionen mit den Konzentrationen N;/V und den Ladungen Z;e, wobei
die Ladungszahlen Z; positiv oder negativ sein kénnen,

3
TN (ezz N,—Zﬁ)z
—_—

p=kT o — —
|4 24w eVET

(13)
Bei vollstdndiger Dissoziation ergeben sich aus 5 g NaCl und 10 g Na,SO, .

13,63 - 10?2 Na-, 5,15™10% Cl-, 4,24 - 10?2 SO,-Tonen.
Beachtet man, da jedes SO,-Ion zwei Elementarladungen trigt, so ergibt sich

S N;Z2 = 3,68 - 10%.
%

Damit erhilt man fiir den Losungsdruck der Ionen

. 1023
p=1,38- 100 . 300 |22 102
10-
. 10-19)2 . . 102 3
1 (1,60 - 1071%)2 . 3,57 - 10 5! Pa = 679kPa.
243,14 [88.8,854 - 10-12. 10-2. 1,38 - 10-%3 - 300

Die Dissoziation bedingt eine Erhéhung des osmotischen Druckes, da gegeniiber neutralen
Teilchen jedes Ion als selbstdndiges Mikroteilchen zu behandeln ist. Gleichzeitig bewirken die
elektrischen Kréfte eine Reduzierung des Druckes. Mit zunehmender Konzentration erhsht
sich die Bedeutung des elektrischen Zusatzgliedes, da dieses proportional (N/V)3/2 wichst,
wihrend sich der osmotische Druck linear mit der Konzentration veréndert.

2.4.9. Osmotischer Druck in der Blutfliissigkeit

Im Inneren roter Blutkérperchen herrscht ein Druck von 800 kPa. Berechnen Sie, welche
Masse Kochsalz einem Liter reinen Wassers zuzusetzen ist, wenn die Loésung in die Adern
eines Patienten gefiillt wird. Die Temperatur betrage 37°C, die relative Molekiilmasse des
Kochsalzes M, = 58,45.

Losung:

Die Kochsalzlosung mufl einen osmotischen Druck besitzen, der zusammen mit dem AuBen-
druck 100 kPa dem Innendruck der Blutkérperchen das Gleichgewicht hilt. Es ist also ein
osmotischer Druck von 700 kPa zu fordern.

Bei einer Kochsalzlosung ist die Rechnung nach der Theorie starker Elektrolyte durchzu-
fithren. Die Rechnung nach dem vaN’t-Horrschen Gesetz fiir neutrale Substanzen ergibt
einen zu groBen Wert der erforderlichen Kochsalzmenge. Entsprechend (2.4.6./13) erhalten
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wir dagegen fiir eine Substanz, die in zwei Arten einwertiger Ionen dissoziiert,

p= Znat 24t 3
4 (eVET) 2

(1)

n’ gibt die Stoffmenge NaCl je Liter an.
Mit den vorgegebenen Werten folgt

700 - 10° = 2n” - 8,314 - 10° - 310 [1 — 0,265 V273 ]

bzw. ausgerechnet und m’ = Mn’ = 58,45 n’ eingefiihrt,

0,126m/(1 — 0,0460 V') = 1. @)

m’ gibt den Zahlenwert der Masse des gelésten Kochsalzes in g/l an.
Gleichung (2) hat die Losung m” = 9,2. Der fiir die medizinische Behandlung verbindliche
Wert betrigt 8,9 g dm=2.

A

A24.1.
A24.2.

A243.

A244.
A24.5.

A2.4.6.
A24.7.
A24.8.

A249.

A 2.4.10.

A 2.4.11.

A24.12.

Aufgaben

Berechnen Sie die Gefrierpunkterniedrigung bei der Losung von 7 = 20 g Anilin
(Mg = 93,06) in 1 dm?® Methanol.

Berechnen Sie die Erniedrigung des Dampfdruckes bei 100°C infolge der Losung
von 100 g Traubenzucker in 1 dm3 Wasser (Mg = 180).

Eine Legierung aus Magnesium und Silber beginnt bei 7' = 905 K unter Aus-
scheidung reinen Magnesiums zu erstarren. Die Schmelzwéirme des reinen Magne-
siums betragt 195 kJ kg='. Der Erstarrungspunkt liegt bei Ty = 922 K. Be-
stimmen Sie den Massenanteil des Silbers in der Legierung. (4yg = 24,32,
Apg = 107,9)

Bei 101,3 kPa und 0°C betrigt die Loslichkeit von Stickstoff in Wasser
28,8 mg dm~3, bei 20°C 16,4 mg dm—3. Berechnen Sie daraus die Losungsenergle
beim Losen von 1 kmol Stickstoff bei 0°C.

Berechnen Sie den osmotischen Druck fiir eine Salzsdurelésung der Konzentration
0,05 kmol m—2 bei 20°C. Wie grof3 ist die Korrektur infolge der elektrischen
Krifte zwischen den Teilchen?

Welche Wassermenge ist erforderlich, um 1 kmol Stickstoff bei 0°C und 10,13kPa
zu losen?

Berechnen Sie den maximalen osmotischen Druck infolge der Lésung von
Stickstoff bei 0°C und 101,3 kPa.

In welcher maximalen Konzentration ist Stickstoff in Wasser bei 0°C und
101,3 kPa 16slich?

Ein Liter Wasser von 100°C enthilt 50 g Zucker (C,,H,,0,,) gelost. Welche
minimale Arbeit ist zu leisten, um die Konzentration der Lésung zu verdoppeln?
(M7 = 342)

Wie groB ist die Anzahl der Wasserstoffionen je Liter Wasser bei 0°C? Far die
Gleichgewichtskonstante ist Ig K(y,0) = —14,94 zu setzen.

Welche Konzentration muBl Ameisensdure (K = 1,8.10-4kmol m—3) haben,
wenn die Konzentration der Wasserstoffionen denselben Wert haben soll wie
eine 0,05molare Benzoesdure (K = 6,5 - 10-5 kmol m=3)?

Berechnen Sie den pH-Wert fiir eine 0,05normale Lésung Natriumacetat. Wie
groB} ist der Hydrolysegrad (Anteil der in die undissoziierte Form iiberfithrten
Teilchen des schwicheren Elektrolyten, d. h. ngg/n)? Die Dissoziationskonstante
der Essigsdure hat den Wert 1,8 - 10-5 kmol m—3, Kg,0 = 10-4¢ kmol m—3.
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A 2.4.13.

A24.14.

A 2.4.15.

A 2.4.16.
A 2.4.17.

A 2.4.18.

A 2.4.19.

A 2.4.20.

A24.21.

A 2.4.22.

In welcher Stirke hat man Kaliumcyanid zu lésen, um eine Rotfirbung von

"Phenolphthalein (pH > 10) zu bewirken? (K = 1,3 - 10~? kmol m—3)

Stellen Sie eine Tabelle auf iiber den Hydrolysegrad fiir die Konzentrationen 1,
0,1, 0,01, 0,001 und die Werte K = 105, 10-%, 107, 108, 10~° kmol m=3.
Berechnen Sie die DEBYE-Lénge fiir ein Plasma mit der Elektronenkonzentration
N|V = 10* m~3 bei 107 K.

Berechnen Sie den Gefrierpunkt von Wasser mit 38 g/l Salzgehalt (M, = 60).
Wie grof ist die DEBYE-Lénge fir eine Losung aus 8 g/l NaCl und 30 g/l CaCl,
bei 20°C?

Wie grof} ist der osmotische Druck in Wasser mit 12 g/l Salzgehalt bei 20°C
(M, = 60)?

Auf welche Ungleichung fiihrt die Forderung, da das elektrische Potential der
Wechselwirkung zwischen den dissoziierten Teilchen klein gegen die thermische
Energie sein soll?

Stellen Sie die Formel fiir die umgesetzte Warmeenergie bei der Losung von
0N Molekiilen eines Stoffes unter konstantem Volumen auf.

Bei physiologischen Untersuchungen wird héufig einer Losung eine kleine, aber
genau festgelegte Konzentration von H- oder OH-Ionen zugesetzt. Hierfir
verwendet man hydrolysierende Salze (starke Siure und schwache Base oder
umgekehrt). Eine derartige Pufferlosung kann in ihrer Konzentration sehr hoch
gewdhlt werden und ist daher gegen duflere Stérungen unempfindlich.
Berechnen Sie die Konzentration der OH-Ionen fiir die Losung von 0,1 mol/l
Kaliumphenolat (K = 1,3 - 10~20 kmol m~3). Wie gro8 ist der pH-Wert?

Einem Liter Wagser werden 15 g Kochsalz zugesetzt (M, = 58,45). Berechnen
Sie fiir diesen starken Elektrolyten die Gefrierpunkterniedrigung und vergleichen
Sie diese mit dem Ergebnis fiir nichtdissoziierende Substanzen.
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3.1. Grundlagen der Thermodynamik irreversibler Prozesse

E Einfiihrung

Mathematische Grundlagen

Im folgenden werden wichtige mathematische Grundlagen zur Darstellung irre-
versibler Prozesse ohne mathematische Ableitung zusammengestellt.

Gradient
In der skalaren Ortsfunktion @ = @(r) charakterisiert

r =18 + ol + %5l (1)
den Ortsvektor. i, 45, i; kennzeichnen drei zueinander senkrecht stehende Einheits-
vektoren.

Die Niveau- bzw. Aquipotentialflichen geben die Gesamtheit der Punkte = an, fiir
die die Gleichung

D(r) = D, ; (2)
erfiillt ist.
Der Gradient einer skalaren Ortsfunktion ist ein Vektor. Er gibt fiir den betrachteten
Raumpunkt die Anderung der skalaren Ortsfunktion in Richtung dr ihres groBten
Wachstums an, steht also auf der Niveaufliche senkrecht (vgl. Bild 3.1.1):

d® = grad @ - dr bzw. formal als Division durch dr| grad @ = g—?
. . . : 3)
geschrieben. In Cartesischen Koordinaten gilt
0 o 9
grad@:(e%—{—%a—%—{—eg%)@. (4)

Fiihrt man den Nabla-Operator

0 0 0
V=813—%+625?2+838—% (5)
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ein, so kann man (4) in der Form

grad ® = V'd (4a)
darstellen.
Der Nabla-Operator kann als Vektor aufgefallt werden.

Bild 3.1.1. Gradient und Aquipotentialfliichen
einer skalaren Ortsfunktion

Divergenz

Der Strom dI durch die differentielle Fliche d4 ist gleich
dI = J-dA. (6)

J kennzeichnet die Stromdichte, d. h. die Stromstédrke (durchgestromte Menge je
Sekunde), bezogen auf die Einheit der Flidche. d4 ist ein Vektor, dessen Betrag gleich
der FlachengroBe ist. Er steht auf der Fliache senkrecht (vgl. Bild 3.1.2).

dI
dA

Bild 3.1.2. Strom dI = J - dA durch ein Flichenelement dA

Fiir den Strom I durch eine das Volumen AV umschlieBende Fliche A4 erhilt man

AT = ¢ J-dA. (7
A4

Orientiert man die Flichenvektoren dA4 derart, daf diese aus dem von AA ein-
geschlossenen Raum AV hinausweisen, so ist AI positiv, wenn aus AV insgesamt
Strom ausflieBt. Das Verhéltnis zwischen dem ausflieBenden Strom A und dem ein-
geschlossenen Volumen AV ist fiir den Grenzfall AV — 0 von der Form des ein-
geschlossenen Volumens unabhéngig.

Als Divergenz der Stromdichte J definiert man den Grenzwert

$T-da

divd = lim —— —=1lim 24 ___ 8
AR AT e T AV ®)
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Die Operation der Divergenz wandelt ein Vektorfeld in eine skalare Ortsfunktion um.
Durch Integration iiber ein endliches Volumen ¥ erhdlt man aus (8) den Gaufschen
Integralsatz

[divddv =¢T-d4 |, 9
A4

Bezeichnen J,, J,, J; die Komponenten der Stromdichte J in Cartesischen Ko-
ordinaten, so folgt

Die Divergenz eines Vektorfeldes ergibt sich formal, indem man den Nabla-Operator
skalar mit dem Feldvektor multipliziert.

Tensoren

Tensoren nullter Ordnung sind Skalare, die durch nur eine GréBe charakterisiert
werden. Dazu gehort z. B. die Temperatur 7. Vektoren sind Tensoren erster Ordnung.
Sie werden durch eine einspaltige Matrix gekennzeichnet. So konnen z.B. die
Geschwindigkeit oder der Gradient der Temperatur in Cartesischen Koordinaten in
der Form

oT

v o
v=\v]|, VI=gradT = gz—;
Vs oT

0%

geschrieben werden.
Der Nabla-Operator wird in Cartesischen Koordinaten je nach Anwendung durch
die einspaltige Matrix

17
oz,

0
oz,

0
oz,
oder die einzeilige Matrix

V:-(a P a) (11b)

o, omy 0w

(11a)

reprisentiert. .
Tensoren zweiter Ordnung werden-im allgemeinen kurz als Tensoren ohne Angabe
der Ordnung bezeichnet und durch Matrizen

Q11 Q12 Q13
A= |ay Gy a (12)

31 Q3p Agg
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charakterisiert. Die GroBen a;, heiBlen Elemente oder Komponenten des Tensors A.
Ebenso wie Vektoren mehr als drei Komponenten enthalten konnen, sind Tensoren
nicht auf dreimal drei Elemente beschrinkt.

Einfachster Tensor ist der Einheitstensor

1 00
1= (0 1 0] bzw. ay =0y, (13)
\0 0 1
worin
ik 0 ?,Z*:k

das KRONECKER -Symbol bedeutet.
Als transponierten Tensor AT des Tensors A definiert man den Tensor, der aus 4
entsteht, wenn man Zeilen und Spalten vertauscht:

11 21 %31
AT = | O1p Gy Gz | bzw. ()i = . (14)
(13 Qo3 (33
Zwei Vektoren b und ¢ bilden das dyadisehe bzw. unbestimmte Produkt
A=boec. (15)
Darin bedeutet A einen Tensor mit den Elementen
ay = bicy. (15a)
Die dyadische Multiplikation ist im allgemeinen nicht umkehrbar:
(@i = ¢ibe =F bicy. . (16)
Tensoren, fiir die
AT = A

gilt, heiBen symmetrisch.
Zwei Tensoren werden nach der Regel iiber die Multiplikation von Matrizen multi-
pliziert. Bezeichnen B und C zwei Tensoren, b, ¢;, ihre Elemente, so gilt

A = BC mit ap = Z bi]-c,-k . (17)
i
Die skalare Multiplikation zweier Vektoren b und ¢ ist gema
[ b,
bT¢ = ¢Th = (b; by by) | o | = (cy €5 ¢3) | bs | = X bic; (18)
i
Cs bs

als Multiplikation von Tensoren erster Ordnung definiert. Die Multiplikation eines
Tensors A mit einem Vektor

by
b == b2
b
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ist ebenso wie die Multiplikation zweier Tensoren zweiter Ordnung nicht kommutativ.
Es gilt
@nby + @by + a15bs
Ab = | @by + by + @g3b; | + bTA
@51b; + @by + @33bs
= (@nd1 + Ga1by + @by G1gby + Gagby + @by Gigby + Aaghe + agshs).
(19)
Die Matrix A kann von links nicht mit der einspaltigen Matrix b nach (17) multipliziert
werden. '

Als doppelte Kontraktion zweier Tensoren B und C mit-den Elementen b;, und c¢;;, ist
die GroBe

B:C = Z kz bikcki (20)

definiert. Die doppelte Kontraktion eines Tensors 4 mit dem Einheitstensor nach (13)
ergibt die Spur:

A:1=723 > ayby =, a;; =sp (4). (21)
- -

i i

Erweiterung der Begriffe Gradient und Divergenz

Mit Hilfe des Nabla-Operators lassen sich die Begriffe grad und div gegeniiber ihrer
Ausgangsdefinition erweitern.
Der Gradient kann auf jede Komponente eines Vektors a@(a,, as, #5) angewandt
werden. Auf Grund der Definition in Cartesischen Koordinaten '
(Va)y = (grad @)y = ?’ (22a)
i
d. h.

oa, Oa, Oag

ox, ox, 0%,
oa, Oay, Oay
— e — . 2

0xy 0xy 0%y (22)
Oa, Oay Oag

6_x3 0x; 0x3

grada = Va =

entsteht aus dem Vektorfeld @ das Tensorfeld VVa; die Ordnung wird erhdht.
Die Divergenz eines Tensors wird durch skalare Multiplikation mit dem Nabla-
Operator definiert:

divA=V-4 | (23)
Sie ergibt einen Vektor:
oa;;
(divA);, =Y —=~ (23a)
T oy
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Durch Anwendung der Operation div erniedrigt sich die Ordnung. Wie durch Aus-
multiplizieren unter Anwendung des Nabla-Operators zu beweisen ist, gelten die
folgenden Gesetze (A, B Tensoren, @, b Vektoren, ¢ Skalar):

diveb =cdivb + b - grad c, (24)

divbA =b - div AT 4 A:gradb, (25)
divaob =a-gradb + b -diva, (26)
dived = cdivA + (grade) - 4, (27)
divdoB=(A4-V)B + BV - A). (28)

Partielle und substantielle Ableitung nach der Zeit

Die partielle Ableitung einer skalaren oder vektoriellen Gr6Be a oder @ nach der
Zeit ¢ kennzeichnet ihre zeitliche Anderung an einem feststehenden Ort. Bei Stro-
mungs- und Ausgleichsprozessen interessiert die zeitliche Anderung fiir einen mit dem
stromenden Medium bewegten Punkt. Sie wird durch die substantielle bzw. totale
Ableitung nach der Zeit ¢ ausgedriickt, die # = r(¢) beriicksichtigt. Fiir einen Vektor @
ist die substantielle Anderung durch den Satz vom totalen Differential gegeben:

oa oa
da = —d —— dz; 2
a=— t+;axi ; (29)
mit ¥, =2, 2, =y, Tz =2.

Der erste Summand gibt die Anderung mit der Zeit fiir den feststehenden Raum-
punkt an. Der zweite Summand kennzeichnet die Anderung innerhalb des Ge-
schwindigkeitsfeldes bei festgehaltener Zeit. Hierfiir kann man schreiben

0

oa oa a
dxla—xl +dx26—x2 +dx359;:; =(dr-V)a. (30a)
Wegen v = dr/d¢ folgt aus (29)
da oa
Tz T@Na (30b)

mit

0 Lo

0%, 3 oxs”
vy, Vg, v3 kennzeichnen die Geschwindigkeitskomponenten der Strémung. Allgemein
ergibt sich als Beziehung zwischen den Differentialoperatoren

dr 0
(E’ V):(v-V):(v-grad):vlgz-l—% (30¢)

d 0

a-a """ (30)

Physikalische Grundlagen
Gegenstand und Methodik der Thermodynamik irreversibler Prozesse

Die Thermodynamik irreversibler Prozesse untersucht Vorgédnge in Systemen, die sich
nicht im thermodynamischen Gleichgewicht befinden. Beispiele fiir irreversible
Prozesse sind der Temperaturausgleich, der Konzentrationsausgleich durch Diffusion,
die innere Reibung, die chemische Stoffumwandlung.

13 Schilling, Warme
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Fiir die Beschreibung irreversibler Prozesse, z. B. fiir den Warmeausgleich zwischen
zwei Punkten unterschiedlicher Temperatur, sind rédumlich und zeitlich variable
Zustandsfunktionen einzufiihren. In der Thermodynamik der Gleichgewichtszustdnde
werden die extensiven Zustandsgr6Ben einem System als Ganzes zugeordnet, nicht
jedoch einzelnen Punkten. Der Ubergang zur Thermodynamik irreversibler Prozesse
erfolgt durch Unterteilung des Systems in Teilsysteme. Ein Teilsystem muB einerseits
so klein sein, daf seine einzelnen Punkte in ihren Eigenschaften und Zustédnden nicht -
merklich voneinander abweichen. Es muB andererseits noch so groB sein, daB
statistische Gesetze gelten, d. h. atomistische Effekte nicht hervortreten.

Entropieproduktion

Die Zustandsgr6Ben der Energie und die Entropie sind in der Regel auf die Masse-
einheit bezogen. Bei irreversiblen Prozessen, bei denen sowohl Stoff- als auch Energie-
austausch stattfinden kann, ist es dagegen zweckméBig, die Entropieinderung auf .
die Volumeneinheit zu beziehen. Gibt S’ die Entropie je Volumeneinheit, d. h. in
J K1 m™3 an, so kennzeichnet

o8’

ot
die Entropiezunahme je Kubikmeter und je Sekunde. Aus der spezifischen Entropie
in J K1 kg1 folgt die auf 1 m® und 1 s bezogene Entropiezunahme gema

(31)

Os =

_ %8

o5 =2 (32)

Darin gibt ¢ die Massedichte an.

Bei jeder Zustandsinderung kann die Entropiednderung dS eines Systems additiv
in einen Anteil d.S zerlegt werden, der sich auf Grund des Stoff- und Energieaus-
tauschs mit der Umgebung ergibt, und in einen Anteil d;S, der auf innere Prozesse,
z. B. auf chemische Reaktionen oder Témperaturausgleich, zuriickzufiihren ist:

as = d.8 + d;8. (33)
Nach dem zweiten Hauptsatz gilt stets
diS=0 (34)

mit dem Gleichheitszeichen fiir Gleichgewichtsprozesse, dem GroBerzeichen fiir alle
realen Prozesse. deS kennzeichnet zu- oder abstrémende Entropie.
Fiir abgeschlossene Systeme gilt d.S = 0 und damit

(dS)abgeschl. = (dis)abgeschl. = 0. (35)
Die Gréfle
aiS' 8@8
o= (7) ~ o (38)

gibt die auf die Volumen- und Zeiteinheit bezogene Entropiezunahme in einem
Gebiet durch innere Prozesse an. Diese GroBe heilt Quelldichte der Entropie bzw.
Entropieproduktion.
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Entropiestromdichte

Um die durch Strémungs- und Austauschprozesse bewirkte Entropiednderung zu
erfassen, wird die Entropiestromdichte J; eingefiihrt. Sie gibt die durch eine Fliche 4
flieBende Entropie, bezogen auf die Zeit- und Flidcheneinheit, an. Kennzeichnet o.s
die Entropiezunahme durch Austauschprozesse, bezogen auf die Volumen- und
Zeiteinheit, so besteht fiir ein Volumen V mit der Oberfliche 4 die Beziehung

gB Js-d4 = —f oes dV. (37)
4 4
Der Vektor d4 weist gus dem Gebiet V heraus, d. h., abflieBende Entropie bewirkt in

V Entropieabnahme oder negativen Entropiezuwachs. Mit Hilfe des Gaussschen
Satzes (9) erhdlt man aus (37)

f diVJS d¥V = —f Oes dv
14 14

und damit aus dem Vergleich der Integranden und auf Grund der Definition (32)

0 0e0S .
— oS = - = = —div Js. 3
( % 0 )Str' % Oes iv Jg (38)

Bilanzgleichung der Entropie
Fir die Entropiezunahme

05 = Oes + Ois (39)
bei irreversiblen Prozessen in einem nichtabgeschlossenen System folgt auf Grund

der Definitionsgleichung (32), der Zerlegung (31) und der Definition der Entropie-
stromdichte oJ ’

0
=]

'S —éz QS = —div JS + ois |{. (40)

Darin gibt o5 die Entropiezunahme je Kubikmeter und je Sekunde an; ¢js kenn-
zeichnet in der gleichen Weise die Entropieproduktion, die allein durch innere
Prozesse erfolgt. S bedeutet die Entropie je Kilogramm, ¢ die Masse je Kubikmeter,
Js die stromende Entropie je Quadratmeter und je Sekunde.

@ibbssche Fundamentalgleichung und Bilanzgleichung der Entropie

In einem homogenen thermodynamischen System aus % verschiedenen Komponenten
besteht nach (2.2./5) fiir die i-te Komponente die Gleichung

T7d8; =dU; 4+ pdV; — u; dN;. (41)
Darin bedeutet V; das beim Druck p eingenommene Volumen der i-ten Komponente,

U; die innere Energie, S; die Entropie, NV; die Anzahl der Teilchen, u; das chemische
Potential. Durch Summierung iiber alle ¥ Komponenten folgt hieraus

- ,
TdS =dU + pdV — 3 u; dN; (42)
i=1

13*
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mit
k k k
Vi = V, 2 U, = U, Si =AS. (423)
=1

i=1 i=1 i
(42) heiBt Gibbssche Fundamentalgleichung.
Bei jedem irreversiblen Prozef ist der Energiesatz erfiillt. Aus diesem kann die
Bilanzgleichung der inneren Energie aufgestellt werden (vgl. 3.1.9.). Fiir jede Kom-
ponente besteht ferner eine Massebilanzgleichung (vgl. 3.1.3.). Setzt man die sich
daraus ergebenden Ausdriicke fiir dU; und dN; (s = 1, ..., k) in die GiBBssche Fun-
damentalgleichung (42) ein, so folgt die Bilanzgleichung der Entropie. Aus dieser
wird die Entropieproduktion geméaf (40) bestimmt.

P Probleme

3.1.1. Bilanzgleichung fiir skalare Grofien

Das Innere einer Kugel mit dem Durchmesser 2R enthalte ein Gemisch aus Wasser und Wasser-
dampf. Die Konzentration des Wasserdampfes nehme zum Zeitpunkt der Beobachtung von
der AuBenfliche nach dem Mittelpunkt hin nach dem Gesetz

0i = @i(r) = Qio + Qi €™
zu. Vom Mittelpunkt aus erfolge eine Stromung kugelférmig nach allen Richtungen mit der
Stromdichte
ot
Iy =d 2.
4
Dabei sei die Beobachtung auf den Raum
T < r<< R

begrenzt. Der je Raum- und Zeiteinheit neu gebildete Wasserdampf sei durch 72;” dargestellt.
Stellen Sie die Bilanzgleichung fiir den ProzeB auf, und zwar nur bezogen auf Wasserdampf
(i-te Komponente). Bestimmen Sie die Anderung der Konzentration fiir einen vorgegebenen
Punkt im Abstand » vom Kugelmittelpunkt.
Wie gro8 ist die Anderung fir

0io = 0,1 kg m=3, o;; = 0,05 kg m=3, & = 0,2 m~L, J;, = 0,003 kg m~2 s,

7o =1m, m’ = 0,001 kgm—3s1,r =2m?

Losung:
Betrachtet wird eine skalare Grofie mit der Raumdichte ¢ = g;, die fiir das gesamte betrachtete
Volumen ¥V den Wert
C=[cav (1)
v
habe. Ihre Anderung erfolgt durch Austausch mit der Umgebung und durch Erzeugung oder

Vernichtung. Bezeichnet J die StromfluBdichte (MaBeinheit C m=2s~1, im vorliegenden Fall
kg m~2 s71), so erhédlt man fiir die Anderung im gesamten Volumen ¥V

%:-[JdA+de. @
4 14

A kennzeichnet die Obertflache.
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Das Oberfiélehenintegral wird nach dem Satz von Gauss umgeformé (vgl. 3.1./9):

SﬂJ-dA:fdideV.
A |4

Setzt man (1) zusammen mit dem Gaussschen Satz in (2) ein, so ergibt sich

f—- v = —fdideV—{—fo‘dV, 3)
14

d. h. eine Gleichung mit Integralen, die alle iiber das Volumen V des Definitionsgebietes zu
erstrecken sind. Da dieses beliebig gewdhlt werden kann, mufl die Gleichung auch fiir die
Integranden richtig sein:

Z—: = —divd + o (4)

(4) heiB3t lokale Bilanzgleichung. Sie gilt fir jeden Punkt des Definitionsgebietes. ¢ wird auch
als Quelldichte bezeichnet. Im vorliegenden Fall erhdlt man in Kugelkoordinaten (vgl. [4]
(1.3./20))
. o et 1 d Jpret 72
leJi = leJiO 7—4 = F E -;T = —-2.],-0 F

Damit folgt aus (4), wenn man ¢ = m;” einsetzt,

%i_ % 2wt _

ot ot 75

mit den vorgegebenen Werten

2 (200031 6001) kg m3 st — 0,0008125 kg m-3 5-1.
Ot Jr=2m 25 )

Die Konzentration erhéht sich.

3.1.2. Kontinuititsgleichung

Beobachtet wird die Stromung eines Gemisches aus Wasser und Wasserdampf, die aus sich
vergréfernden Wirbeln besteht. Es treten die folgenden Geschwindigkeitskomponenten auf
(in Zylinderkoordinaten):

r

Vp = Uny, Uy = Vg~ Uy = V.

To
Die Dichte sei in Abhéingigkeit von der radialen Zylinderkoordinate zum Zeitpunkt der
Beobachtung durch

0 =g e

gegeben, nehme also nach der Zylinderachse hin zu.

Berechnen Sie die partielle und die substantielle zeitliche Anderung fiir r = r,, bezogen auf
ein Kubikmeter. )

Es seien die folgenden Daten vorgegeben:

0 =1000kgm™®, &« =1m, v, =01ms? v=2ms?, v, =10m s,

7o = 2 m.
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Losung:

Wir erfassen die gesamte Masse aus Wasser und Wasserdampf. In der Bilanzgleichung(3.1.1./4)
ist daher

c=g, J = v, c=0

zu setzen. Die Masse wird in ihrer Gesamtheit betrachtet. Da sie weder vernichtet noch erzeugt
wird, ist ¢ = 0 zu setzen. Aus (3.1.1./4) folgt damit die Kontinuititsgleichung

= —divov |. (1)

Siegibt die zeitliche Anderung der Massedichte fiir einen festgehaltenen Raumpunkt an. Nach (1)
kann eine lokale zeitliche Anderung der Massedichte nur auftreten, wenn die Divergenz der
FluBdichte v nicht verschwindet. Die Massedichte dndert sich, wenn die aus einem Raum-
element ausflieBende Masse nicht durch einflieBende Masse kompensiert wird.

Um die substantielle Anderung, die zeitliche Anderung der Massedichte, fiir einen bewegten
Punkt zu berechnen, benutzen wir (3.1./30):

=— 4 v.grado. @

Setzen wir (1) in (2) ein und wenden (3.1./24) an, so vfolgt

— = —pdivo |. (3)

Eine substantielle Anderung der Massedichte kann nur durch eine von Null verschiedene
Divergenz der Konvektionsgeschwindigkeit hervorgerufen werden. Die rdumliche Dichte-
anderung ist nicht maBgeblich.

In Zylinderkoordinaten gilt (vgl. [4] (1.3./19) sowie (1.2./1))

1 0 1 ov o,
dive = — — — 2+ ==, 4
iv " ar(rv’)_l_ ; a¢+az 4)
do 1 oo 0
do=—e ——e —e,. 5
grad @ arr‘*‘raq] q7+azz (5)

Darin bedeuten e,, e, e, aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren in Richtung der
indizierten GréBen. Im vorliegenden Fall erhalten wir

diveo = 1 Vyos grad g = —op r
r r
und damit
1
divov =g divy + v - grad g = gv, (—- —zx).
P
Mit den vorgegebenen Werten folgt
174} 1

(—) = —1000-0,1- (—— — 1)'kg m=3 51 = 50 mg cm=3 571,
ot To=2m 2 .

(@) = —1000-0,5-0,1 kg m=3 g1 = —50 mg cm—3 571,
dt To=2m

Wihrend die Dichte am festgehaltenen Ort zunimmt, verringert sie sich fiir den mit der
Stromung mitbewegten Punkt.
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3.1.3. Divergenz der Bildpunkte des Phasenraumes

Nach den Grundgesetzen der Mechanik befolgen die Molekiile eines Gases die HamirToNschen
Gleichungen

dpi _ _oH  dg; _oH "
dt og; 7 dt  op;
Darin bezeichnet H = H(gy, ¢a5 +- -3 P1s D35 - .) die HamiLToN-Funktion. Setzt man voraus, daf

die auf die Molekiile wirkenden Krifte ein Potential besitzen, d. h., konnen die Krafte aus der
potentiellen Energie des Gases abgeleitet werden, so ist die HamiuroN-Funktion mit der
Gesamtenergie des Gases identisch (vgl..[9]).

Beweisen Sie auf Grund der HaminToNschen Gleichungen, dafl die Divergenz der Geschwindig-
keit fir die Bildpunkte der Phasenzustidnde (vgl. 1.3.) verschwindet. Welche SchluBfolgerungen
sind daraus zu ziehen?

Lﬁsuné H

Die Kontinuitatsgleichung (3.1.2./1) und die Beziehung zwischen der totalen und der sub-
stantiellen zeitlichen Ableitung nach (3.1./30) kénnen allgemein fiir jede beliebige Anzahl von
Dimensionen abgeleitet werden, wenn man die Definition des Nabla-Operators nach (3.1./11)
von drei auf mehr Dimensionen erweitert. '

Fir einen Punkt des Phasenraumes ergeben sich entspr. (3.1./1) der Ortsvektor

T =1(¢1, @ -+ -3 P15 Po> +-+) (2)
und der Geschwindigkeitsvektor
v—o (¥, % dp dpy 3)
de * de ds © de

Die Dichte der Phasenpunkte, d. h. ihre Anzahl in gleich groBen Makrozellen dI" nach (1.3./1),
werde durch die GréBe g bezeichnet. ¢ und © sind durch die Kontinuitétsgleichung (3.1.2./1)
miteinander verkniipft. In einem abgegrenzten Element dI', das eine Menge Bildpunkte
wihrend des Flusses umfaft, ergibt sich fiir die zeitliche Dichtednderung der Belegung nach
(3.1.2./3)

do _ _,dive (4)
di e '

Fir den Phasenraum erhélt man nach (3.1./10) als Divergenz der Geschwindigkeit
divo="V-.v
' o a8 o @ dg, dgy _ dp, dp,
=(a—q—l,-a;,...;a—pl,—ap:,..)-(E,E,...;E,Et—). (5)
Nach Ausmultiplizieren folgt

divv:.ﬁ.gﬂ. b dgy 0, 2 dpy i%-l- (6)
dq, dt dq, dt op, dt op,. dt
Setzt man hierin die HamiLronschen Gleichungen (1) ein, so ergibt sich
divo OO 00H o oH_ o oM _ o
» 0qy Op, 0y Op, opy gy 0py 0,
Daraus folgt nach (4)
d
2 _o. (8)

dt
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Die Dichte der Bildpunkte im mithewegten Raumelement dI” ist konstant. Das bedeutet, die
Bildpunkte verhalten sich in ihrer Gesamtheit wie eine inkompressible Flissigkeit. Auf die
Mikrozellen kann daher das Liouvillesche Theorem angewandt werden.

3.1.4. Massebilanzgleichung

Ein Gemisch aus Wasserdampf und Wasser stréme senkrecht durch eine kreisrunde Offnung.
Die Strémungsgeschwindigkeit verringere sich, von der Offnung in Strémungsrichtung fort-
schreitend, um 109, je Meter. Wahrend der Stromung finde eine Umwandlung von Wasser in
Wasserdampf statt. '
Stellen Sie fiir jede der beiden Komponenten die Massebilanzgleichung auf. Wie éndern sich
die relativen Konzentrationen ¢; der beiden Komponenten substantiell in der Mitte der Offnung,
wenn die folgende Daten vorgegeben sind:

Radius der Offnung 7, = 0,01 m, Anfangsdichte im gesamten Raum ¢ = 250 kg m-3, relative
Konzentrationen im Anfangszustand fiir den gesamten Raum 209, Dampf (¢, = 0,20), 80%,
Wasser (¢, = 0,80), Umwandlung in Wasserdampf je Kubikmeter und je Sekunde 7,” = —1i,’
= 1,25 kg m~2 57!, Anfangsgeschwindigkeiten im Zentrum v,y = 15 m s71, vy == 4 m s~

Losung:

Wir wenden die lokale Bilanzgleichung auf die Massedichte g; der 7-ten Komponente an und
setzen dementsprechend in (3.1.1./4)

c=g;- (1)
Die Stromdichte ist durch
J; = oiv;, 2

die Quelldichte durch
o; = mi' (3)

gegeben, so daf aus (3.1.1./4) die Massebilanzgleichung

D
D

i

= —div g;v; + 7y’ (4)

2|
S

folgt.
In jedem Punkt des Stromungsfeldes kann eine miftlere Geschwindigkeit v gemi8

v

I

=) |»d
«M

oiv; = X &, (5
1

definiert werden. Die Grofle

g =2 (6a)
4
gibt den Masseanteil der i-ten Komponente an.
e=2e (6b)
2

bezeichnet die Massedichte.
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Als konvektiven Anteil der Stromdichte definiert man

JiK = ;¥ {. (7)

Auf die konvektive Stromung iiberlagert sich die diffusive Stromung der einzelnen Kompo-
nenten gegen die Gesamtheit der Tellchen Bezeichnet J;;, die Dichte der diffusiven Stromung
fiir die i-te Komponente, so mufl

gy =dix +Jdip (®)

gelten, woraus fiir die Dichte des Diffusionsstromes

Jip = 0i(v; — v) ©)

folgt.

Mit Hilfe der Stromdichte J;p driicken. wir die substantielle Anderung der Massedichte aus.
Aus (4) folgt mittels der sich aus (3.1./30) ergebenden Beziehung zwischen partleller und
substa,ntleller zeitlicher Anderung

i __ 9o;
%%ﬁ m t | v - grad ; (10)
und nach Anwendung der Produktregel (3.1./24)
%:—wﬁyw@w+wﬁ (11)

Setzt man darin g; = &;0 ein und beriicksichtigt

i dﬁ d a%i Ve d@ 12
o dt + tat’ (
worin
p=L (13)
0

das spezifische Volumen (MaBeinheit m3 kg—!) bezeichnet, so ergibt sich

dé' A d . A 3 2 7

d_y; = —&V d—f — Vdivd;p — ¢;dive 4 Vm;'. (14)
Die Divergenz der mittleren Stromungsgeschwindigkeit kann durch die Kontinuitétsgleichung
nach (3.1.2./3) ausgedriickt werden. Damit erhalten wir die Massebilanzgleichung

d—ct = —Vdivd; + Vi |. (15)

Da nur eine Geschwindigkeitskomponente in Richtung der Achse vorhanden ist, folgt aus
(3.1.2./4)

ovs, —v,) 16)

divdip = div g;(v; — ) =¢; Pw

Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir
v=uv,=D &v;=(02-154+0,8.-6)ms1l=78ms?
i
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und daher wegen der vorgegebenen Geschwindigkeitsabnahme
divdyp = —0,1- (15 —7,8) kgm3s! = —0,72 kg m3 571,
divedyp = —0,1 - (6 — 7,8) kgm3s1 = 0,18 kgm—3s1,

Fiir die substantiellen Anderungen ergibt sich damit nach (15)

4L (072 + 1,95 st — 7,88 10951,
dt 250
L (018 —1,25) 51 = —5,72- 103 51,
dt 250
3.1.5. Quelldichte der Masse bei einer chemischen Reaktion

In einem chemischen Reaktor von 2 m? Volumen wird die Umwandlung
2C0 + 0, — 2C0,
beobachtet. Wahrend einer Zeit von 20 min reagieren 1,12 kg Kohlenmonoxid mit 0,64 kg

Sauerstoff. Driicken Sie die Dichteinderung fiir die einzelnen Komponenten durch die Daten
der chemischen Reaktion aus und bestimmen Sie fiir jede Komponente die Quelldichte.

Losung:

Untersucht werde allgemein die chemische Reaktion

Z viAi = 0. ! (1)
K2

Massen befinden sich nicht in Bewegung, so daf wir
o _ (20 _ do ®
ot Ot | cnem dt

und damit
do; .,
%o,y ®)

setzen kénnen. Die Anderung der Massedichte fiir die i-te Komponente ist proportional der
stéchiometrischen Zahl »; und der relativen Molekiilmasse M;. AuBlerdem ist dg; proportional
der Zeit d¢ und der Reaktionsgeschwindigkeit , die mit J, bezeichnet werde.

Die Reaktionsgeschwindigkeit gibt den Umsatz in Kilomol je Kubikmeter und je Zeiteinheit
an, bezogen auf eine Komponente mit der stéchiometrischen Zahl » = 1. Wir erhalten somit

do; = v; M;J, dt (4)
und daraus
_, 0; ,
m; = ('&) = (6;)chem = ViMiJA . (5)
ot chem

Im vorliegenden Fall reagieren je Kubikmeter und je Stunde 1,68 kg CO mit 0,96 kg O, zu
2,64 kg CO,. Wir erhalten somit

(9co)chem = —1,68 kg m=3 h1,
(060,)chem = —0,96 kg m=2 h-1,
(0co,)chem = 2,64 kg m=3 h—1,
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Die Reaktionsgeschwindigkeit J, kénnen wir aus einer beliebigen Komponente bestimmen.
Es folgt z. B. fir O, mit der stdchiometrischen Zahl y = 1
—0,96

s = g5 kmol m~2 h-t = —0,03 kmol m~¢ h-2.

3.1.6. Tensor der Impulsstromdichte

In einer Flissigkeit herrsche der hydrostatische Druck p = 100 kPa. Ihre Dichte sei
@ = 1000 kg m=3. Sie strome mit den Geschwindigkeitskomponenten v, =3 m s, v, = I ms2
Berechnen Sie den durch die Strémung je Sekunde und je Quadratmeter iibertragenen Impuls
auf eine Fliche A,, deren Normale 7 mit der 2-Achse den Winkel « = 60°, mit der y-Achse den
Winkel g = 30°, mit der z-Achse den Winkel y = 90° einschlieBt (vgl. Bild 3.1.3).

Bild 3.1.3. Impulsstromdichte I durch eine
Fldache 4

Losung: »

Grenzt man in der stromenden Substanz ein Volumen V- ab, so ist die gesamte auf dieses
Volumen wirkende Kraft

Fy=—¢pad, 1)
A

worin A4 die Oberfliche des Volumens V kennzeichnet. Das Oberflichenintegral kann gemif

gSpdA:prdvzfgradpdV @)
4 14 14

in ein rdaumliches Integral umgewandelt werden. Auf das Volumenelement dV wirkt somit die
Kraft —grad p dV, d. h. —grad p gibt die Kraft, bezogen auf die Einheit des Volumens, an.
Nach dem zweiten NEwTONschen Axiom Kraft = Masse mal Beschleunigung folgt

dv
— = —grad p. 3
e grad p 3)
Driickt man die substantielle zeitliche Ableitung gemifB (3.1./30) aus, so folgt aus (3) die
Eulersche Gleichung N

a—v—f-(’v-17)'l7=——1—gr5\.d10 . (4)
ot 0

Sie gilt fiir jede Komponente des Vektors v.
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Befindet sich die Fliissigkeit im Erdschwerefeld, so tritt auler der Kraft —grad p je Volumen-
einheit die Schwerkraft gg hinzu. Anstelle (4) folgt damit fiir Flussigkeiten im Erdschwerefeld

® o w o= —Lgadp+g | (42)
ot 0

Die Kentinuititsgleichung (3.1.2./1) kann in der Form

124} %
X_ v 2% o, 5
ot %: oy 0¥ )
die Eulersche Gleichung (4) in der Form ~
; ov; 1 op .
i Zi P =1,2,3 6
ot Zk: Yk oxy, o ox; @ ) (©)

dargestelit werden. Wir wenden diese Gleichungen auf die Impulsénderungen
% v; do .
— ) = p — s — =1,2, 7
Sle)=e St 3) )

an, indem wir im ersten Summanden die EuLERsche, im zweiten die Kontinuitdtsgleichung
einsetzen. Damit erhalten wir

0 _ ov; op - 0
P (ov;) = —e % Vg o, o0, v %I o, ok
3 3
=—ZL % = (). ®)

8xi k 6:6,,
Die partielle Ableitung des Druckes nach einer Koordinate z; kann in der Form

op 5 2P ¢ ©)

ox; i oxy,
geschrieben werden, worin
1 1=k
S = (10)
0 ik

das Kronecker-Symbol bezeichnet. Setzt man (9) in (8) ein, so kann man die Geschwindigkeits-
dnderung in der Gestalt

) ol
2 (ov) = v ik 11
a @ > o (1)

zum Ausdruck bringen. Darin bedeutet

I = pby + ovivy (12)

das Element in der ¢-ten Zeile, k-ten Spalte eines Tensors I, der als Tensor der Impulsstrom-
dichte bezeichnet wird. Aus (12) entnimmt man, da8 der Tensor der Impulsstromdichte sym-
metrisch ist. .
Die Bedeutung des Tensorelementes I, ergibt sich, wenn man (11) iiber einen beliebigen
Raum V integriert:

2 ov; dV = — [ > Ol dav. (13)

ot J k 3xk

v 14
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Durch Anwendung des Gaussschen Satzes (3.1./9) folgt

0
% QvidV=_¢%Iidek‘ (14)

Die linke Seite kennzeichnet die Anderung der i-ten Komponente des Strémungsimpulses im
gesamten Volumen V. Das Oberflichenintegral auf der rechten Seite stellt die gesamte aus dem
betrachteten Volumen V herausflieBende i-te Impulskomponente dar. I;, d4, gibt die i-te
Komponente des Impulses durch das Flachenelement d4, an.

Die Impulsstromdichte durch eine Fliche A, mit der Flachennormalenn = (cos «, cos f§, cos )
folgt aus dem Impulsstromdichtetensor I durch skalare Multiplikation mit dem Vektor n. Sie
ist von links vorzunehmen. Bei einem symmetrischen Tensor ergeben sich bei der Multi-
plikation nI die gleichen Komponenten wie bei der Multiplikation InT (vgl. A 3.1.5.). Somit
erhalt man

Loz Loy Iy,
Iy Iy, I,) =mI = (cosxcos fcosy) | I, 1, I, (15)
L,1,1I,
Daraus folgt durch Ausmultiplizieren
I, = cosal,, + cos Bl 4 cosyl,,,
I, = cos ol + cos B, + cosy I,
I, = cosal,, + cos Bl,, + cosyl,.. (16)
Im vorliegenden Fall ist p = 100 kPa, und wir erhalten wegen 1 kPa = 10% kg m—1s2
109 3 0
I= 3101 0] kPa
0 0 100

sowie wegen cos & = 0,5, cos f = 0,866, cosy = 0

I, = (54;5 + 2,6) kPa = 57,1 kPa,

I, = (1,5 + 87,5) kPa = 89 kPa,
I, =0.
3.1.7. Bilanzgleichung fiir den Impuls

Stellen Sie allgemein die Bilanzgleichung fiir den Impuls in einem Stromungsfeld auf. Spalten
Sie die Bilanzgleichung in die Komponenten eines Cartesischen Koordinatensystems auf.
Berechnen Sie danach die zeitliche Anderung der Impulsstromdichte fiir eine Fliissigkeit, die
sich zwischen zwei gegeneinander mit der Geschwindigkeit v, bewegten Platten befindet. Dabei
sind die Grundgesetze der Hydrodynamik anzuwenden (vgl. A 3.1.25.).

X
XX XXX
SRRLELEEELS
OBLLLRS
e I

o
Bild 3.1.4. Fliissigkeit zwischen bewegten Platten
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Die Fliissigkeit zwischen den Platten bewegt sich danach mit der Geschwindigkeit

Yo
V= "y,
h?/

wobei h den Plattenabstand, y den Abstand des betrachteten Punktes von der als ruhendes
Bezugssystem gewidhlten Platte angibt (vgl. Bild 3.1.4). Kennzeichnet die z-Achse die Be-
wegungsrichtung der anderen Platte, so tritt, bezogen auf die Fldcheneinheit, die Reibungskraft

dy
=I,, = —7 o

¢ Massedichte) kinematische Viskositit. Fiir Wasser ist 7 = 10-3 kg m~! 5%, y = 10~¢ m? s-1,
Der hydrostatische Druck p ist bei der Bewegung als réumlich und zeitlich konstant zu be-
handeln. ‘

Losung:

Die Bilanzgleichung (3.1.1./4) kann auf jede Komponente eines Vektors b angewandt werden.
Wird die Richtung der vorgegebenen Komponente b; mit n; bezeichnet, so gilt b; =mn; - b.
Bezeichnet oJ; die Stromdichte der Komponente b;, o; die Quelldichte, so gilt nach (3.1.1./4)

ob; .
E" = _d'lVJi + Oj. (1)
Der Vektor J; wird nach (3.1.6./15) gemdB J; = n;J durch den Tensor J der Stromdichte
dargestellt. Man kann daher Gleichung (1) fiir eine beliebige Komponente b; in der allgemei-
neren Form

= —divd + op (2)

schreiben.

Bedeutet b = gv den Impuls, bezogen auf die Einheit des Volumens, so kennzeichnet J die
Impulsstromdichte nach (3.1.6./12). Wir beriicksichtigen in jedem Element J;, der Impuls-
stromdichte jedoch nicht nur, wie in (3.1.6./12), den hydrostatischen Anteil pd;; und den
konvektiven Anteil gv;v;, sondern rechnen auch mit einem Anteil infolge der inneren Reiburng.
Wir setzen also J = I’ mit den Elementen

I = Iy + Iy = poy + ovivy + Iy, |. (3)

pdiy kennzeichnet den statischen, gv;v, den konvektiven, IT;, den Reibungsanteil. Zusammen-
gefalt wird der statische Anteil der Impulsstromdichte durch den Tensor

100
(Tstat =2 |0 1 0} =pl, 4
001

der konvektive Anteil durch das dyadische Produkt

(I')xonvextiv = QU 0 ¥, (5)
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der Reibungsanteil durch den Reibungs- bzw. Viskositdtstensor

(I/)Reibung =T (6)
dargestellt. Wir erhalten damit

I'=p1+4 ovow + II. (3a)

Der Viskosititstensor wird im folgenden mit dem hydrostatischen Tensor zum Drucktensor P
zusammengefaft:

P=pl 1, (7)
so daB wir fiir den Tensor der Impulsstromdichte die Aufspaltung
I'=P 4 gvov l (8)

erhalten. Der Drucktensor kennzeichnet die nicht unmittelbar mit der strémenden Masse
verbundene Impulsiibertragung, wihrend gv ov den konvektiven Anteil der Impulsiiber-
tragung charakterisiert. '

Fiir die Divergenz des konvektiven Anteils ov o = v o gv ergibt sich nach (3.1./23) und
(3.1./26)

divv o g = (v - grad) gv + gv divw. 9)
Aus der Bilanzgleichung nach (2)

%9:-) = —divl + op (10)
folgt damit durch Aufspaltung nach (9)

-:7 ov = —divP — (v grad) gv — v divY + 0. (11)

Der erste Summand kennzeichnet die Anderung der Impulsdichte infolge von Anderungen des
Druckes. Darin kommt auch der Einflul der inneren Reibung zur Wirkung. Im zweiten und
dritten Summanden ist die konvektive Strémung enthalten. Der vierte Summand erfa3t die
Anderung des Impulses durch duBere Krifte als Quellen fiir den Impuls. Nach dem zweiten
NewToNschen Axiom (Kraft gleich Impulsinderung) kann man

o = oF (12)

setzen, worin F die Kraft je Kilogramm bezeichnet.
Lo6st man (11) nach den Komponenten auf, so erhilt man

Sy _ 0Py 0Py 0Py
ot 0z, 0z, 128
_ 00V, dgv; _ Ogvy
o o, o
—on (242 )y op, (13)
ox, Oxy,  Oxg
Ovy 9Py, 9Py 9Py
ot 0z, 0z, 0x3
o ogv, » Ogv,  Ogv,
ta ?a o
051 Lo T3

o, | Ov, | Ovg
— o, | = 2 B
ev (6901 + 0z, . 0z

) + oF,, (14)
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dgvg _ _ 9P;; 3P23__ 0Py
ot 0%, 0x, 0xg
Opvy Oo?, Oovs,
— vy =2y, —
0z, 0z, 0z
(% ov, v
—ovs |2+ 2+ =) + ef. (15)
oxy Ox, Oxg)

Im vorliegenden Fall ist die Massedichte ¢ konstant. Fiir die Geschwindigkeiten erhilt man

Yo
v, = 03() = — X, v, =0, vy = 0.

h
Von den rdumlichen Geschwindigkeitsableitungen ist daher nur oy von Null verschieden.

]
Diese GroBe in (13) wird jedoch mit v, = O multipliziert. Die rdumlichen Ableitungen der
Geschwindigkeitskomponenten liefern daher keinen Beitrag zur Impulsinderung. Da dullere
Krifte als Quellen der Impulsinderung nicht auftreten, ist ferner
F,=F,=F;=0.
Nach (7) gilt

Yo
P '7h
P=9l II = )
1 + —7]'}% » 0
0 0 P

Die Ableitungen aller dieser konstanten Komponenten der Matrix verschwinden. Es tritt
daher keine Anderung der Impulsstromdichte wihrend des betrachteten Strémungsprozesses
auf.

3.1.8. Bilanzgleichung fiir die kinetische Energie

Ein hocherhitztes homogenes Gas strome zwischen zwei parallelen Ebenen, die voneinander
den Abstand % haben. Es werde die Strémungsrichtung als z-Achse, die Richtung senkrecht zu
den Plattenebenen als y-Achse gewdhlt. Der Koordinatenanfangspunkt liege in der Mitte
zwischen den beiden parallelen Ebenen (vgl. Bild 3.1.5). Nach den Grundgesetzen der Hydro-
dynamik ist die Stromungsgeschwindigkeit durch

_ _idp(m
b = 2nAl( "’)

Bild 3.1.5. Stromung zwischen zwei Ebenen
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bestimmt, wobei Ap den Druckabfall iber die Strecke Al, # die dynamische Viskositidt kenn-
zeichnen (vgl. A 3.1.26.). Der Tensor der inneren Reibung ist in Cartesischen Koordinaten

durch
ov; 17z)
I, = —p [ 4 Zk
ik " (6xk + 8.755)

gegeben, im vorliegenden Fall durch

_Ap
0 0
ALY
= —égy 0 0
Al
0 0 o0

Darin ist Ap negativ.
Es seien die folgenden Daten vorgegeben:

Massedichte ¢ = 0,5 kg m~3, Dichte der kinetischen Energie Wy;, = 250 kJ m—3, dynamische
Viskositdt n = 1,5 - 10~% kg m~* 571, Druckabfall iiber die Strecke Al = 1 m: Ap = —10 Pa,
Abstand der Platten = 6 cm, Kraftwirkung infolge elektrischer Ladungen im Gas und eines
von aulen a,ngelegten, in Richtung der Stromung wirkenden Feldes: ¥ = F, = 100 N kg1,
Der Druck sei gleich 100 kPa.

Stellen Sie allgemein die Bilanzgleichung fur die kinetische Energie des Strémungsprozesses
auf und berechnen Sie die Energiestromdichte sowie die Dichte der Quellenergie in der Mitte
und am Rande des Stromungskanales.

Wie lautet die allgemeine Formel fiir ein Gemisch verschiedener Gase, wenn die Kraftwirkung
auf jedes einzelne Gas unterschiedlich ist?

Losung:

Wir wenden die Impulsgleichung in der Form (3.1.7./11) an, in der der Tensor I’ der Impuls-
stromdichte nach (3.1.7./8) in den Drucktensor P und den Tensor gv o v der konvektiven
Stromung zerlegt ist. Mittels (3.1./30) kann die partielle Ableitung der Impulsdlchte ov nach
der Zeit '

ogv dgv
v - grad) v 1

22 =L — (v grad) ®
geschrieben werden. Durch Vergleich mit (3.1.7./11) folgt

g;tg’v— —divP — gv dive 4 oF. (2)
Fiir die substantielle zeitliche Anderung der Impulsdichte erhilt man

dv do
—ov=0—+v—. 3
%% " u ®

Darin kann die substantielle Ableitung der Dichte durch die Kontinuitétsgleichung nach
(3.1.2./3) ausgedriickt werden. Damit erhélt man aus (2) und (3)

d .
QT”: = —div P 4 oF. 4)

Die Dichte der kinetischen Energie, bezogen auf die Volumeneinheit, ist gleich

1
Wiin = 5 )

14 Schilling, Wirme
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Als Anderung der rdumlichen kinetischen Energie fiir einen bewegten Massenpunki ergibt sich

AWl 1, do v
AWiin _ de C 6
® 2x ¥ W ©

Wir multiplizieren (4) auf beiden Seiten mit v, setzen die sich nach (6) ergebende Beziehung in
(4) ein und l6sen nach der zeitlichen Ableitung der Energiedichte auf. Es ergibt sich
dWiin

. 1 do
- —v. F. — 2 =X
p” v-divP + oF -v + 3 v (7)

s’
Driickt man die substantielle zeitliche Ableitung der Energie gem#B (3.1./30) aus, so folgt in
Verbindung mit der Kontinuitdtsgleichung (3.1.2./3)
4 s

6_1%7_;(1,1 = —v - grad Wi, — Wiin dive + oF v — v - div P. (8)
Die ersten beiden Summanden kénnen gemif

div Wiinv = v - grad Wiy, + Wi, divo (9)
zusammengefaBt werden. Um auch fiir die letzten beiden Summanden auf der rechten Seite in
(8) eine physikalische Bedeutung zu finden, wenden wir (3.1./25) an. Danach ist

v.divP =div(v-P) — P:gradv. (10)

Die Bilanzgleichung (8) fir die kinetische Energie kann damit in der Form

Man — v Jygn + vt (11)
mit

Fiin = Whan + v - P J (12)
und

Ogin = P:gradv + v - oF (13)

geschrieben werden.

Der Summand @ - P in der Energiestromdichte nach (12) beriicksichtigt den EinfluB der
Viskositdt und der Druckinderung. Man kann somit nach (12) den Strom der kinetischen
Energie durch eine Flidche in zwei Anteile zerlegen. Der erste gibt die unmittelbar durch die
Fliche transportierte Energie an. Im zweiten ist die an der Oberfliche verrichtete Arbeit
enthalten, wobei auch die Reibung erfaBt wird. In gleicher Weise 1a8t sich das Quellglied (13)
in einen Anteil p1: grad v des Druckes, einen Anteil I7 : grad v der Reibung und einen Anteil
v - oF durch den EinfluBl duBerer Krifte zerlegen.

Im vorliegenden Fall erhalten wir

_Ap
2 + Ap() Y 0
Pepl 4= A
P —K-I; ¥y - ?+ Ap(z) 0 (14)
Y 0 P + Ap(z)
mit
Ap(z) = B2 ¢, (15)
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ferner
1 Ap
n Al Y
do =" . 16
grad v o 0 0 (16)
0 0 0
Damit folgt nach (3.1./20)
1 [Ap\?2
P:gradv = —— (=] 45, 17
=L (2], o
ferner
A
0P = (0,0,0)- P = (07 + Al —o, ¥ 0, 0). (18)

Fiir die Energiestromdichte Jy;, ergibt sich damit nach (12) der Vektor
, Ap '
T = (Wiwos & o2 + bpt@, —v FEw, o). (19)

Die Energiestromkomponente in der Stromungsrichtung wird durch die Massenverschiebung
verursacht. Der quer zur Massenstromung vor sich gehende Energietransport findet seine
Ursache in der inneren Reibung. Sie fithrt zu einem Impulsstrom, der immer mit einem Energie-
transport verkniipft ist.
Fiir die Quelldichte der Energie erhalten wir aus (13) und (17)

1 [Ap\2

o = = () ¥ + e (20)

n \Al

Die Geschwindigkeit in der Mitte ist im vorliegenden Fall

1 (6 - 10-2)2
B . 10 -
Yz = 31,5101

ms?!1=30ms?,

am Rande gleich Null. Fiir die Mitte y = 0 folgt daher aus (20) am Koordinatenanfangspunkt
Jyin = (250 - 10%- 30 - 30105, 0, 0)J m2s1= (10,5, 0, 0) MIm—2gs?!
und wegen y = 0
Okin = 0,6-100-30J m3s1 = 1,5kJ m3s71,
Das duBlere Feld erzeugt zusitzliche Bewegungsenergie.

Fiir den Rand y = _k erhilt man wegen v, = 0
2

Jen = (0, 30-10-3.10-2, 0)Jm-2s= (0, 9, 0)J m2gt.

Die Querstromung der Energie ist im Vergleich zur Léngsstromung nur sehr gering.
Fur die Quelldichte der Energie am Rande folgt aus (20)
1 2

Okin = -—W 102 (3 . 10_2)‘ J m—3 S__l = —600J m3s1l.
Infolge der Reibung tritt eine Abnahme von kinetischer Energie auf. Bewegungsenergie wird
in thermische Energie umgewandelt.
Liegt ein homogenes Gemisch aus verschiedenen Gasen mit den Dichten g, vor, auf das unter-
schiedliche Krifte F; wirken, so ist anstelle (13) zu schreiben

ka=P:grad’U—l—v-§k:gi i (21)

14%
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3.1.9. Bilanzgleichung fiir die potentielle Energie

Nach der Reaktionsgleichung
H—-Ht*4+e bzw. H—Ht—e =0

wird atomarer in ionisierten Wasserstoff umgewandelt. Zwischen den vorhandenen Stoffen
bilde sich ein dynamisches Gleichgewicht aus,-so dafl je Kubikmeter 20 g Wasserstoffionen vor-
handen seien, wihrend je Sekunde 8 g Wasserstoffionen abflieBen und neu gebildet werden.
Die erzeugten Wasserstoffionen verlassen das Beobachtungsgebiet mit der Geschwindigkeit
25 m s~! in Richtung einer durch ein elektrisches Feld erzeugten Kraft der spezifischen Inten-
sitdit 100 N kg~1. Das spezifische Potential der duBeren Kraft im Beobachtungspunkt sei
0,2 kJ kg1

Stellen Sie die Bilanzgleichung der potentiellen Energie auf und berechnen Sie fiir den vor-
- liegenden Fall die Stromdichte und die Quelldichte der potentiellen Energie der Wasserstoff-
ionen. Wie #ndert sich das Geschwindigkeitsfeld im Beobachtungspunkt, wenn nur eine
; Anderung der Geschwindigkeit in Richtung des abstrémenden Stoffes vorliegt, wihrend die
Massedichte konstant bleibt?

Losung:

Wir schreiben die Massebilanz fir die ¢-te Komponente in der Form

90; . .,
b= —div (o) + 7, (1)

worin ;" die je Kubikmeter und je Sekunde neugebildete Masse bezeichnet. Diese Gleichung
-multiplizieren wir mit der auf ein Kilogramm bezogenen potentiellen Energie W;,, der i-ten
Komponente. Setzen wir ein zeitunabhiingiges Kraftfeld voraus, so gilt :

Wi pot div @;0; = div W;p04 005 — 0i0; - grad Wipey. (2)

Darin ist der Gradient der potentiellen Energie mit der auf ein Kilogramm bézogenen Kraft F;
durch

Fi = _grad I/Vi pot (3)
verkniipft. Unter Voraussetzung dieser Beziehung folgt aus (1)

OW { pot0; . .

—La’t)—m‘gl = —div Wipo10i0; — 0i0; - Fi + Wipoyivy’ 4)

Schreibt man (4) in Form der Bilanzgleichung

oW ; .
__;;mgl = —div Jipot + Gipot» (5)
so definiert
[ Jipot = PI/'z'pcut.x?i'vi (6)
die Stromdichte,
Gipot = —@i¥; - Fy + Wipoehty’ (7

die Quelldichte der potentiellen Energie (potentielle Energie je Kubikmeter und je Sekunde).
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Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir fiir die Stromdichte
Jipot = 0,2-10%-20-103.25J m2s7! = 100 J m~2571,

fiir die Quelldichte
Gipot = (—20 - 1025100 + 0,2 - 10°- 8 - 103) Jm3 s~ = —48,4 J m~3 s1.

Soll zwischen den neugebildeten und den abstrémenden Wasserstoffionen Gleichgewicht
bestehen, so mufl .

9g;

=t =90, 8

o (8)
d. h. -

div g;v; = v}’ 9)
sein.

Bleibt die Massedichte in der Stromungsrichtung, d. h. in Richtung der 2-Achse, konstant, so
ist '

div ¢iv; = ¢; o my, (10)
dx
d. h. mit den vorgegebenen Werten
dv; _ 8-107 1 04 s1.
dz 20-10°3
3.1.10. Bilanzgleichung fiir die innere Energie

Untersucht wird die Stromung eines hocherhitzten ionisierten Gases. Es stromt nach Bild 3.1.5
zwischen zwei im Abstand » = 2 em voneinander angeordneten ebenen Platten, wobei die
Geschwindigkeit zum Rande hin parabolisch abfillt. In der Mitte zwischen den Platten betrage
sie 10 m s~1. Sie nehme in Strémungsrichtung je Meter um 19, ab. Der Druck falle in Stré-
mungsrichtung um 1 Pa m~*. Er sei an der Beobachtungsstelle gleich 1 kPa. Durch Strahlung
trete ein WarmefluB mit der Stromdichte J. o = 1,6 kJ m~? auf, die in Stromrichtung je
Meter um 209, abnehme. Ferner sei ein elektrisches Feld der Stidrke 2 kV m~! angelegt, das in
der Mitte der Stromung die Stromdichte 0,12 A m~2 hervorrufe. Das spezifische Volumen des
Gases betrage ¥V = 250 m3 kg—1. }

Stellen Sie die Bilanzgleichung der inneren Energie fiir diesen Prozel auf und berechnen Sie
die substantielle Anderung der spezifischen inneren Energie in der Mitte zwischen den Platten
sowie am Rande der Str6mung.

Losung:
Fir die auf die Masseeinheit bezogene innere Energie U gilt nach (3.1.1./4) die Bilanzgleichung

0 .
Py oU = —divdy + oy, 1)

worin Jy; die Stromdichte, oy; die Quelldichte der inneren Energie kennzeichnen. Die gesamte
Energie je Kubikmeter setzt sich aus der kinetischen Energie W{;n, der potentiellen Energie

W;,yot = QWpof.

und der inneren Energie oU zusammen. Wegen des Erhaltungssatzes der Energie folgt fiir
die Quelldichten

Ow = Okin + Opot + 0y = 0 (2)
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und damit fir die Quelldichte der inneren Energie
Oy = —Opot — Okin- (3)
Setzen wir hierin die Gréfen nach (3.1.8./4) und (3.1.9./7) ein, so erhalten wir

=—P: gl‘a,d’v —v- 2 ol + Z Q0iY; - F Z szotmz . (4)

Es werden Umwandlungen zugrunde gelegt, bei denen die Gesamtmasse der miteinander
reagierenden Stoffe unverdndert bleibt und daher

Zi: ey’ =0 (5)
gilt. Auch die potentielle Energie der miteinander reagierenden Stoffe bleibt dann insgesamt
unverdndert, so daB der letzte Summand in (4) entfillt. Den Drucktensor P zerlegen wir
nach (3.1.7./7) und erhalten damit

P:gradv = pl:gradv + IT: grad v. (6)
Beim Ausmultiplizieren erkennt man sofort

1:gradv = divo. (7)
Die Impulsstromdichte der i-ten Komponente

Jigw = 0i0; 8
kann gemif (3.1.4./8) in den komvektiven Anteil J;x = o;v und den diffusiven Anteil

Jip = 0;(v; — v) zerlegt werden. Unter Beriicksichtigung der Beziehungen (6) und (7) ergibt
sich damit aus (4)

op = —pdivo — I :gradv + ¥ J;p - F;. ®)
~ i

Darin kann die Divergenz der Stromungsgeschwindigkeit mit Hilfe der aus der Kontinuitéts-
gleichung folgenden Beziehung (3.1.2./3) umgeformt werden:

dive = —— 222, . (10)

worin V das spezifische Volumen je Kilogramm gem&f (3.1.3./13) angibt. Damit erhalten wir
aus (9)

p dV
uqz —73 — IT: gradv + ZJzD . (11)

Die Produktion innerer Energie setzt sich aus drei Anteilen zusammen: der Kompressions-
arbeit —p dV, der Dissipation innerer Energie durch Reibung II: grad v (mchtumkehrbare
Umwandlung von Bewegungsenergie) und der Arbeit J;pF; duBerer Krifte.

Aus der Bilanzgleichung (1) folgt damit

%w: —divdy — 7%’-—11 gradv+zJ,D (12)

Darin kann die Stromdichte J;; der inneren Energie in einen konvektiven und einen diffusiven
Anteil zerlegt werden. Der konvektive Anteil ist gleich U und stellt den mit dem Stoffstrom
iibertragenen Anteil dar. Der diffusive Anteil kennzeichnet den FluB8 der thermischen Energie.
Die FluBdichte der thermischen Energie in J m—2.s~! wird im folgenden mit J, bezeichnet. Wir
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erhalten somit

Jy = oUv + Jy |. (18)

Die zeitliche Ableitung der spezifischen inneren Energie oU kann produktweise berechnet und
dabei die Kontinuitdtsgleichung (3.1.2./1) angewandt werden. Nach Zerlegung der Divergenz
von pUw in die Faktoren folgt aus (12)

gg=—v-ggradU—divJQ—H:gradv+ZJiDJ"i. (14)
: (2

Durch Ubergang zur substantiellen zeitlichen Ableitung gemaB (3.1./30) erhilt man als Bilanz-
gleichung der inneren Energie

g){-:—VdivJQ—p%g-—VH:gradv—}—VZJiD~Fi . (15)
i

Es bezeichne e; die elektrische Ladung der i-ten Komponente je Masseeinheit. @ gebe das
elektrische Potential an. Dann ist-die spezifische Kraft ¥; durch die Beziehung

F;= —e;grad @ (16)
gegeben. Die elektrische Stromdichte J folgt gemif
J = 2 e,;J;D. - (168:)
[3

Fiir die Dissipation der elektrischen in thermische Energie ergibt sich damit
(-‘E) = —VJ-grad D. 17)
d¢ /etektrisch

Damit erhilt man aus (11) fiir die Quelldichte der inneren Energie

oy = _rdV — II:gradv — 3 J;p - ¢; grad &, (18)
vV ode i

als Bilanzgleichung der inneren Energie aus (15)

%l;:—VdivJo—p%—VH:gradv—VeiJ,-D-gra.d@ . (19)

Der erste Summand in der Energiebilanzgleichung (19), der die Wiarmestrémung kennzeichnet,
ist fiir die Mitte und den Rand gleich. Er hat den Wert

—V divdy = —250-(—0,20)-1,6 - 105 J kg? 51 = 80 kJ kg1 s1.

Zur Berechnung des Anteils der mechanischen Arbeit an der Anderung der inneren Enefgie
wenden wir die Formel (3.1.3./4) fiir die Divergenz in Zylinderkoordinaten an. Wenn nur eine
Komponente in Strémungsrichtung auftritt, folgt

dive = %-
0z

Am Rande ist iiberall v, = 0 und daher im vorliegenden Fall diveo = 0, so daB der zweite

Summand in (19) fir den Rand keinen Beitrag liefert, da div® mit d;i—‘t, durch (10) verkniipft
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ist. Fir die Mitte der Stromung erhélt man

( pdV) = (—pV div ®)ppe = 10% - 250 - 10 - 10-2 kJ kg1 51
Mitte

dt
= 25 kJ kg1 s7L.
Der Reibungsanteil errechnet sich nach 3.1.7. mittels
2
II: gradv = _i (A—p
n \Al

In der Mitte der Stromung ist somit IT : grad v = 0. Mit der fir die Mitte der Strémung vor-
gegebenen Geschwindigkeit © erhalten wir

n= 812 1; hz—% 1.(2-102)2kgm1s1=5.10%kgm1s1,
D .

Damit folgt fiir den Rand der Strémung

(— VII': grad ¥)rang = %g_—s -1-(1-102)2J kg tst=5kJkglst.
Das elektrische Feld liefert nur fiir die Mitte der Stromung einen Beitrag. Auf Grund der
Vorzeichenfestsetzung fiir die elektrischen Ladungen und Strome ergibt sich

(—VJ grad ) = —250 - (—0,12 -2+ 10°) J kg™ 57 = 60 kJ kg ls 1.

Die Dissipation der elektrlschen Energle erh6ht die innere Energie. Man erhilt hiernach unter-
schiedliche Anderungen fiir die innere Energie, in der Mitte 165 kJ kg~!s~!, am Rande
85 kJ kg~1s71.

3.1.11. Enfropiebilanzgleichung

Leiten Sie aus der GiBBsschen Fundamentalgleichung auf Grund der Bilanzgleichungen fir die
Masse und fiir die innere Energie die Entropiebilanzgleichung ab. Dabei ist ein thermo-
dynamisches System zugrunde zu legen, in dem Warmeausgleich, Diffusion, innere Reibung und
chemische Reaktionen stattfinden.

Bestimmen Sie nach den abgeleiteten Formeln die Entropieproduktion und die Entropie-
fluBdichte fiir den Rand und fiir die Achse eines zylindrischen Rohres, in dem Wasser von
100°C bei 100 kPa duBerem Druck fliet. Die Stromungsgeschwindigkeit ist durch

1
= ==L (g2 _
v, = (1) z (
gegeben (vgl. A 3.1.28.). Darin bedeutet R den Radius des kreisférmigen Zylinders.
Im vorliegenden Fall werde die Strémung durch einen Druckabfall von 100 Pa m~! aufrecht-
erhalten. Der Zylindermantel habe den Innendurchmesser 2R = 4 cm. Fiir die Viskositdt ist

n =10"2kgm1s! zu setzen, fiir das spezifische Volumen V = 0,0010 m3kg-!, fir die
spezifische Entropie gegeniiber Wasser von 0°C § = 1,3 kJ kgt K.

Losung:

Nach der Gibbsschen Fundamentalgleichung (2.2./5) besteht die Beziehung

5= +Lay— L5 paw &)



3.1. Grundlagen der Thermodynamik irreversibler Prozesse 217

Nach (3.1.3./6) folgt

L 0 N; A
=8 =y, =%, 4N, =2 4d¢;, G, ==2yu,. 2
% e ‘N, 7 % YoM, i @)

@; bedeutet die freie Enthalpie je Kilogramm der i-ten Komponente. Da wir Anderungen mit
der Zeit betrachten, fithren wir d¢ in (1) ein, schreiben also

&8 _ 14U , pdV 1 . d

T ratra r2%g

®3)
Die Anderung der relativen Konzentration kann durch die Massebilanzgleichung nach
(3.1.4./15) ausgedriickt werden. Fiir die substantielle Anderung der inneren Energie wird
(3.1.10./19) angewandt. Bezeichnet

-1

= ‘
das spezifische Volumen der gesamten Substanz (MaBeinheit m® kg=') und beriicksichtigt man
(3.1.5./5), so folgt aus (3)

ds .

To rrih —divdy, — I :gradv — 3 J;p - ¢; grad @
[}

+ X Gdivdyp — Ny X pwid 5 (4)
12 7

Nach (3.1./27) bestehen die Beziehungen

div % JiD = % diVJiD + JiD . gra,d %, (5)
div‘%.—_TldivJQ—Tl—2 o-grad 7. (6)
Damit folgt aus (4) ‘
ds J, 1 rad @
e Giv2 —ZQ gyad T — — IT: gradv — & Jipe;
& iv T e gra T grad v %‘, iD€;
G, & N
+ Y div 2 dip — X Jp - grad = — =A J, S u;. (7)
; T iD ; iD 8§ T T A4 ; Mi¥;

Die linke Seite dieser Gleichung kann man wegen der Kontinuitéitsgleichung (3.1.2./3) und auf
Grund der Beziehung (3.1./30) zwischen der substantiellen und der partiellen zeitlichen
Ableitung schreiben ‘

(;—Atg=dde+Sdivv=a—gtﬁ+v-grang+ngivv. (8)

Beriicksichtigt man
div oSv = S divv + v - grad oS 9)
nach (3.1./27), so folgt schlieflich

as 28 | .
0y = % + div oSv. (10)
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Damit erhalten wir aus (7)

Jo— 3 Gdip
208 . QT & T > 1 1 1 )
bt S P S — d—.J,— —1II: d v
py div (QS’D + T + 7 eed oy Jo— 3 gra
G;  grad @ ) Ny
— rad — + 2——¢;| -Jip — — J 4 2, Uiv;- (11)
2..4 (g T + T i iD p U4 ; Hivi
Wir verwenden die Beziehungen @¢; = H; — T'S;, G = H — TS.
Als Dichte Jg, des reduzierten Wiirmestromes definieren wir
Jor=dJy— % Hdip. (12)
i

Der reduzierte Wirmestrom erfaBt nach (12) und (3.1.10./13) den thermischen Strom ohne
Konvektion und ohne diffusive Beitrige der einzelnen Komponenten, d. h., bei der Berechnung
von Jj, wird eine einheitliche Geschwindigkeit der Energiestrémung zugrunde gelegt.

Wir fithren die generalisierten Kriifte (Triebkriifte)

Xo=gra,d§11-=—gr;iT, XR=—%,
(13)

Xi=—(grad%+gn;?(pei), A=—l\;‘: ?v;ﬂi
und dazu die generalisierte Stromdichte

Jg = gradv (14)
ein. Damit folgt auf Grund von (12) aus (11)

% = —divdg + og (15)
mit der Entropiestromdichte

Ts = oS0 + 78 4+ £ Sl (16)
und der Entropiequell- bzw. Entropieproduktionsdichte ~

'ch:Xo-JQ—{—XR:JR—}—iZXi-JiD—i-AJA . (17)

Die Entropiestromdichte setzt sich nach (16) aus dem konvektiven Anteil, dem Anteil der
reduzierten Wirmestromung und dem Anteil der Diffusion zusammen. Zur Entropieproduktion
tragen die Wirmeleitung, die innere Reibung, die Diffusion und die chemischen Reaktionen
bei.

In der Stromdichte Jg tritt der reduzierte Warmestrom, in der Produktionsdichte og der
gesamte Wérmestrom auf. Um J, zu eliminieren, beriicksichtigt man die Beziehung

grad FG = Ti grad @ + G grad % (18)
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und trennt im Gradienten der freien Enthalpie G den temperaturunabhéngigen vom tempera-
turabhéngigen Teil:

grad @ = (grad G)p + g grad T'. (19)

Damit folgt wegen

oG
Z - _g 20
T (20)

nach (1.2./11b) und auf Grund der Verkniipfung (12) zwischen dem chemischen Potential x und
den thermodynamischen Zustandsfunktionen

G; 1 H;
grad Fl =7 (grad G&;)p —7’- grad T'. (21)
Definiert man die thermodynamische bzw. generalisierte Kraft
T e; grad @
Xir = — 7 (grad G)y — ’gT , 22)
so folgt wegen (12)
Xo-Jo+ I X;-Jip =Xq-Jor + 3 Xipdip.- (23)
(2 K2

Damit erhilt man fiir die Dichte der Entropieproduktion aus (17)

O'S=X0'JQI‘+XR:JR.+ZXiT'JiD+AJA . (24)
K3

Im vorliegenden Fall finden keine chemischen Reaktionen statt. Da nur eine Komponente
vorhanden ist, treten auch keine Diffusionen gegeneinander auf. Wirmeiibertragung erfolgt
nur durch Konvektion.
Mit den vorgegebenen Werten erhalten wir fir die Strémungsgeschwindigkeit v,(r) lings der
Achse des Rohres
o — 1
T 4.1078
. Am Rand ist die Stromungsgeschwindigkeit gleich Null.
Die Entropiestromdichte ist gleich der Dichte der konvektiven Entropiestrémung. In der Achse
erhalten wir
Js =08 =1000:1,3-10kJ K1m2s1 =13 MJ K1 m~2s1,

Die Entropieproduktion hat ihre Ursache in der Viskositdt der Stromung. Anstelle (24) erhalten
wir somit

2100 (2-102)2ms!1=10ms™.

og = —%H:gradv. (25)

Da nur eine Komponente v, auftritt, die sich in Richtung der z-Achse nicht &ndert, ergibt sich
nach (3.1./22)

0 0 ov,
ox

gradv = 0 0 o, (26)
oy
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und auf Grund der Definition des Viskositdtstensors in 3.1.7.

ox
m=—fo o 2% @7)
oy
oy 2
dxr oy
Damit folgt
ov, \2 o, \?
II: gradv = — = Z . 28
e == [(Z) +(5)] @

In Kugelkoordinaten 7, ¢, z ist im vorliegenden Fall v eine Funktion der radialen Koordinate r
allein, so daf3 wir

oy _dv o oy dv, O

, = (29)
ox dr ox. oy dr oy

erhalten. Setzen wir
or or
~ = R = =i 30
P cos @ 2% sin @ . (30)

in (29) ein, so ergibt sich

o, \? 1 (dp)\?
II:gradv = —p (%) = —— (=] . 31
& ! ( 37) 4 (dz) Gl
Aus (25) folgt damit fiur die Entropieproduktion
1 (dp\?
= — (=) 2. 32
= T (dz) (32)

Langs der Achse ist danach o5 = 0. Dagegen erhélt man am Rande

o5 = . 1002 (21022 J m3s 1K1 =2,68J m3s1K?1.
4.1073.373

A Aufgaben

A3.1.1. Beweisen Sie, daf jeder Tensor A in einen symmetrischen Tensor A (mit
a;r = ap;) und einen antimetrischen A4, (mit a;, = —a;;) zerlegt werden kann.
Berechnen Sie diese Tensoren mit Hilfe des transponierten Tensors AT.

A3.1.2. Stellen Sie die Cartesischen Komponenten des Wirmestromes nach dem FOURIER-
schen Ansatz Jgy = —A grad T fiir einen anisotropen Festkéorper dar. Die Warme-
leitfshigkeit werde durch einen Tensor dargestellt.

A 3.1.3. Berechnen Sie den Laprrace-Operator A = div grad formal aus den Definitionen

des Gradienten und der Divergenz durch den Nabla-Operator. Welcher Aus-
druck ergibt sich in Cartesischen Koordinaten?
A3.14. Es sei

= o) == )

Berechnen Sie die Matrizenprodukte AB und BA.



3.1. Grundlagen der Thermodynamik irreversibler Prozesse 221

A 3.1.5.

A 3.1.6.

A3.1.7.
A3.1.8.
A 3.1.9.

A 3.1.10.
A3.1.11.

A3.1.12.

A 3.1.13.

A 3.1.14.

A 3.1.15.

A 3.1.16.

A 3.1.17.

A 3.1.18.

Es sei

RSS!

Berechnen Sie die inneren Produkte des Tensors A mit dem Vektor b.

Driicken Sie die GroBe (A - V) - b durch die doppelte Kontraktion des Tensors A
mit dem Tensor b aus.

Beweisen Sie divca = cdiva + a - grad c.

Beweisen Sie dive - B = a - div BT 4 B: grad a.

Beweisen Sie divaob =a - grad b + b diva.

Berechnen Sie'div (ca o b).

Wasserdampf stromt am Beobachtungspunkt mit 12m s in Richtung der
Achse eines zylindrischen Rohres. Die Geschwindigkeit der Stromung verringere
sich in der Fortbewegungsrichtung je Meter um 0,25 m s~1. Wie muf3 die Masse
des Wasserdampfes durch Kondensieren oder Verdampfen geindert werden, wenn
a) fiir den mit der Stromung mitbewegten, b) fiir den festen Beobachtungspunkt -
die Dichte des Wasserdampfes unverdndert bleiben soll? Die Dichte zum Zeit-
punkt der Beobachtung sei 1,5 kg m—3. Sie &ndere sich in Richtung der Stréomung
und nehme dabei je Meter um 109, ab.

Unter welcher Bedingung stimmen die substantielle und die ortsbhezogene
Anderung einer skalaren Grofle iiberein?

Ein Gasgemisch werde gleichmifig nach allen Richtungen in den Raum ab-
gelassen, wobei sich seine Geschwindigkeit je Meter um 19, verringere. An der
Beobachtungsstelle im Abstand 20 m vom Zentrum betrage die Dichte 2 kg m—2.
Berechnen Sie die substantielle Anderung der Dichte. Wie wirken sich riumliche
Dichtednderungen auf die substantielle Dichteanderung aus?

Bei der kugelférmigen Ausdehnung einer Gaswolke werde im Abstand 20 m vom
Zentrum die Dichte 2 kg m~2 und die Geschwindigkeit 8 m s=! gemessen. 25 m
vom Zentrum entfernt betrage die Geschwindigkeit 7,60 m s~1. Die Dichte nehme
proportional 1/r® ab. Berechnen Sie die Dichteinderung mit der Zeit an einem
feststehenden Beoba,chtungspunkt im Abstand 20 m vom Zentrum.

Um einen Heizdraht sei die thermische Energie zylindrisch verteilt. Ihre Dichte
betrage im Abstand 1 m vom Heizdraht 100 kJ m—2 und nehme mit dem Quadrat
der Entfernung ab. Die Energie breite sich mit der Geschwindigkeit 1 cm s in
Form einer Zylinderwelle in den Raum aus. Wie mufl diese Geschwindigkeit
rdumlich verdnderlich sein, damit die ‘Energiedichte, d.h. die Temperatur,
zeitlich konstant ist? \
Ein Gemisch aus Wasserdampf und Wasser strome gleichm#Big nach allen
Richtungen in den Raum. Die Geschwindigkeit des Dampfes betrage 10 m vom
Zentrum entfernt 15 m s=1, die des Wassers 25 cm s~1. Die Dichte des Wasser-
dampfes an dieser Stelle sei 2,0 kg m—3, die der fliissigen Komponente 45,5kgm=3.
Im Abstand 12 m vom Zentrum entfernt werden 12,5 m s~ bzw. 0,30 cm s~ fiir
die Geschwindigkeiten, 1,5 kg m=2 bzw. 44 kg m—2 fur die Dichten gemessen. Je
Sekunde kondensiere ein Anteil von einem Prozent des Wasserdampfes in
Wasser. Berechnen Sie die zeitlicher Anderung in der Zusammensetzung des
Gemisches.

Beweisen Sie, dafl aus der Massebilanzgleichung die Beziehung

iz‘,ci=0

folgt.

Stellen Sie die Glelchung fir die zeitliche Anderung der Dichte in einem isother-
men System an einem festen Ort auf, wenn das System nur aus einer Komponente
besteht. Welche Gleichung ergibt sich daraus fiir die Divergenz der Geschwindig-
keit, wenn das Medium inkompressibel ist?
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A 3.1.19.
A 3.1.20.
A3.1.21.
A 3.1.22.
A 3.1.23.

A 3.1.24.

A 3.1.25.

A 3.1.26.

A 3.1.27.

A 3.1.28.

A 3.1.29.

A 3.1.30.
A 3.1.31.

A 3.1.32.

A 3.1.33.

Stellen Sie durch Summierung iiber simtliche Komponenten die Gleichung fiir
die Stromdichte in einem nach auflen hin elektrisch neutralen System auf.
Stellen Sie aus der Massebilanzgleichung die Bilanzgleichung fiir die elektrische
Ladung in einem Mehrkomponentensystem auf.

Wie lautet die EvLERsche Gleichung fiir eine ruhende Fliissigkeit konstanter
Dichte, a) auf die keine duBeren Krifte wirken, b) im homogenen Schwerefeld?
Geben Sie die Losung dieser Gleichung an und bestimmen Sie danach den Druck
in 100 m Wassertiefe.

Leiten Sie aus dem Differential der freien Enthalpie G eine Formel fiir die freie
Enthalpie in einer ruhenden Fliissigkeit im Erdschwerefeld bei konstanter
Temperatur ab. Berechnen Sie daraus die Enthalpiedifferenz zwischen der
Flussigkeit an der Oberfliche und der Flussigkeit in 100 m Tiefe.

In einem zylindrischen Gefafl rotiert eine inkompressible Fliissigkeit mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit @ um die Achse, die senkrecht zur Erdoberflache
steht. Stellen Sie fiir die Rotation die EuvLERschen Gleichungen auf, geben Sie
deren allgemeine Losung p = p(z, ¥, ¢) an und bestimmen Sie die Fliissigkeits-
oberfliche. Welche Hohendifferenz erreicht die Fliissigkeit in einem Rohr von
10 em Durchmesser bei vier Umdrehungen je Sekunde?

Leiten-Sie aus der Konstanz der Entropie eines Flissigkeitsteilchens bei adiaba-
tischer Stromung die Kontinuitdtsgleichung fiir die Entropie ab.

Leiten Sie aus der Bilanzgleichung des Impulses die Bewegungsgleichung fir

- eine imkompressible zihe Fliissigkeit fiir den Fall ab, daBl keine dulleren Krifte

auftreten (NAVIER-STOKESsche Gleichung).

Welche Aussage enthilt die NaviEr-SToKEssche Gleichung (s. A 3.1.25.) fur
eine Flussigkeit zwischen zwei Platten, von denen eine mit konstanter Ge-
schwindigkeit u parallel zur anderen bewegt wird? Bestimmen Sie die mittlere
Geschwindigkeit der Flussigkeit zwischen den Platten.

Eine Fliissigkeit der Viskositit 7 = 10-3kg m—1s ! stromt zwischen zwei
Platten, die voneinander den Abstand 2 = 1 cm haben. Geben Sie auf Grund der
Navier-StoxEsschen Gleichung die. Geschwindigkeitsverteilung an. Welcher
Druckgradient mufl auftreten, wenn je cm? Stromungsquerschnitt bei einer
Dichte ¢ = 1000 kg m—2 eine AusfluBmenge von 1 kg s erreicht werden soll?
Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir die Stromung durch ein Rohr mit kreis-
formigem Querschnitt auf und integrieren Sie die Gleichung unter der Voraus-
setzung eines gleichméBigen Druckabfalls. Beriicksichtigen Sie dabei, daBl die
Geschwindigkeit der Strémung iiber den gesamten Querschnitt endlich bleiben
muB und am Rande Null ist. Stellen Sie die Formel fiir die Aus- bzw. DurchfluB-
menge @ je Zeiteinheit auf (HAGEN-PoiseEvuILLEsches Gesetz) und berechnen
Sie diese fiir Wasser (7 = 10~ kg m—1 s~1) bei 10 cm Querschnitt und 10 Pa m—1
Druckabfall.

Durch eine schmale rechteckige Rinne aus zwei ebenen Wianden, die voneinander
den Abstand 50 cm haben, flieBt Wasser. Die Breite der Stromung betridgt 20 m,
die mittlere Geschwindigkeit 3 m s~1. Wie groB ist die Entropieproduktion je
Sekunde und je Meter Rinne? (n = 102 kg m~! s, T' = 300 K)

Eine Platte der Linge ¢ = 10 cm und Breite b = 60 cm wird mit der Geschwin-
digkeit 50 cm s~ iiber eine 20 cm hohe Fliissigkeit der dynamischen Viskositédt
7n = 1071 kg m~1 s~1 gezogen. Berechnen Sie die Entropieproduktion. (7' = 300 K) -
Durch ein zylindrisches Rohr von 4 cm Durchmesser stromt Wasser mit einem
Druckabfall- 15 Pa m~!. Berechnen Sie die Entropieproduktion auf der Achse
infolge der Reibung. (n = 102 kg m~1 s, 7' = 300 K)

In den hoheren Schichten der Atmosphire werde fiir den Energiestrom zur
Erde infolge der Strahlung die GréSe 125 W m—2 gemessen. Der Temperatur-
gradient betrage 8,4 K je Kilometer, die Temperatur 1000 K. Wie grof ist die
Entropieproduktion?

Im elektrischen Feld der Stirke 15 kV m=! driften Wasserstoffionen mit der



3.2. Irreversible Prozesse nahe dem thermodynamischen Gleichgewicht 223

Geschwindigkeit 6 m s, Sauerstoffionen mit der Geschwindigkeit 25 cm s~*. Die
beiden Ionenarten seien im Volumenverhiltnis zwei Anteile Wasserstoff zu
drei Anteilen Sauerstoff gemischt: Berechnen Sie die Entropieproduktion infolge
der Diffusion, wenn die Gesamtkonzentration N = 102 m=3, die Temperatur
107 K betragt.

3.2 Irreversible Prozesse nahe dem thermodynamischen Gleichgewicht

E Einfiibrung

Phénomenologische Gleichungen

Die Entropieproduktion eines irreversiblen Prozesses kann auf Grund der GieBsschen
Fundamentalgleichung (3.1./42) bzw. (2.2./5) berechnet werden. Jeder Prozefl setzt
sich aus einzelnen Teilprozessen zusammen (vgl. 3.1.11.). Die Entropieproduktions-
dichte o5 des komplexen Prozesses folgt additiv aus den Produktionsdichten og; der
einzelnen Teilprozesse. Schreibt man nach (3.1.11./17) die Produktionsdichte eines
Teilprozesses als Produkt einer generalisierten thermodynamischen Kraft X; und
einer generalisierten Stromdichte JJ;, so erhélt man fiir die Entropieproduktionsdichte
des komplexen Prozesses

os = 2, 0sj = 2, XpJ; |, 1)
] ]

X; und J; kénnen Skalare, Vektoren oder Tensoren sein. Dementsprechend erfolgt
die Verkniipfung der beiden Gréfien durch die einfache Multiplikation, die skalare
Multiplikation oder durch die doppelte Kontraktion. Das Produkt og; hat in jedem
Falle die MaBeinheit J K~! m~3 s~1. Die MaBeinheit fiir J; ist im allgemeinen die einer
Entropiestromdichte J K~ m~2s71, fiir X; demzufolge m~1. Es werden jedoch auch
davon abweichende Festlegungen eingefiihrt. Das gilt z. B. fiir den thermischen

Strom, bei dem die Dichte des Energiestromes und der Gradient von i konjugierte
GréBen sind. T

Beispiel 3.2.1. Entropieproduktionsdichte
Aus einer Kugel von 1 cm Radius werden je Sekunde 500 kJ Energie abgestrahlt. Die
Temperatur betrage 20000 K, das Temperaturgefille an der Kugeloberfliche sei durch

AT

lgrad T'| = .= 8000 K cm™*

festgelegt. Die Warmestréomung erfolge mit der Stromdichte
Jo = —20kT__ _ 308.105 kS m2.
47(0,01)% m?
Als Entropieproduktionsdichte og erhélt man nach (3.1.10./13) und (3.1.11./17) (T wichst
zum Kugelmittelpunkt hin, grad 7' ist also negativ einzusetzen)
_3,98-105-8-10°

og kJ K1m—23s1=1796kJ K1m3s1,
: (2 -10%)2
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Verwendet man die Dichte des Entropiestromes als generalisierte Stromdichte,

_Jg _ 3,98-10°

J kJ m—2 K1 = 19,9 kJ m~2 K-,
ST T T "
so gehort dazu die thermodynamische Kraft

p— . 3
_ZiAT 810 i 4om
T Ar  2-10%-10-2

als’ konjugierte Grofe. Das Produkt JgX liefert den gleichen Wert wie das Produkt
Jy - grad Ti . Die Festlegung der generalisierten Stréme und der generalisierten Kréfte ist

nicht eindeutig.

Wirmeleitung und Diffusion

Die Warmestromdichte J, ist in erster Ndherung proportional dem Temperatur-
gefille grad 7. Sie hingt auBerdem von der Warmeleitfahigkeit 2 des Stoffes ab, die
in kJ sl m~1 K- gemessen wird:

Jo=—Agrad T |. (2)

Definiert man als generalisierte Stromdichte J; und als generalisierte Kraft X;

1 grad T
Jj:JO’ XizgradT-:—T,

so folgt fiir die Verkniipfung zwischen der generalisierten Stromdichte und der

generalisierten Kraft

Ji = L;X; (3)
mit dem Koeffizienten
- Ly =Tt 4)

Gleichung (2) wird als Fourierscher Ansatz bezeichnet.

Bei der Diffusion besteht zwischen Stromdichte und generalisierter Kraft ein der
Gleichung (2) entsprechender Zusammenhang. Es bezeichne Jy die Stromdichte,
N die Konzentration der Masseteilchen, d. h. ihre Anzahl je m3. Als Beziehung
zwischen der Stromdichte Jy und dem Konzentrationsgefille grad NV gilt in erster
Néherung

Jy=—Dgrad N |. (5)

(5) wird als I. Ficksches Gesetz bezeichnet. D heilt Diffusionskoeffizient (MaB-
einheit m? s71).

Ein Temperaturgradient ruft jedoch nicht nur einen thermischen Strom hervor.
In den Gebieten hoherer Temperatur ist die mittlere Geschwindigkeit der Teilchen
groBer als in den Gebieten niedrigerer Temperatur. Infolgedessen bewegen sich
Teilchen aus Gebieten hoherer Temperatur nach Gebieten niedrigerer Temperatur
im Mittel mit groBerer Geschwindigkeit als in der entgegengesetzten Richtung.
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Daraus resultiert ein Diffusionsstrom aus Gebieten hSherer nach Gebieten niedrigerer
Temperatur, der sich auf den durch Konzentrationsunterschiede ausgelosten Strom
iiberlagert. Der Effekt eines als Folge von Temperaturunterschieden auftretenden
Diffusionsstromes heit Thermodiffusion.

In gleicher Weise fithren Konzentrationsunterschiede zu einem thermischen Strom.
Dieser Effekt heifit Diffusionsthermoeffekt bzw. Dufour-Effekt.

Definition des Zustandes nahe dem thermodynamischen Gleichgewicht

In einem thermodynamischen System wirkt jede generalisierte Kraft auf jeden
generalisierten Strom. Befindet sich das System im Gleichgewicht, so verschwinden
simtliche generalisierten Krafte und Strome. Wird das Gleichgewicht gestort, so
wachsen die Strome zundchst proportional den auslenkenden Kréften. Dieser
Zustand, in dem zwischen den Kriften X, und den Stromdichten J; mit der linearen
Verkniipfung '

J] :kZ:l L]'ka (?. = 1, ey 72) (6)

gerechnet werden kann, wird als Zustand nahe dem Gleichgewicht definiert. Die
Gleichungen (6) heiBen phéinomenologische Gleichungen, die Koeffizienten L
phinomenologische Koeffizienten.

Aus (1) und (6) ergibt sich die Entropieproduktionsdichte

O0g = Zk ijXij. (7)
I

FaBt man simtliche Stromdichten J; und die Krifte X, in den n-dimensionalen
Vektoren

Jl Xl
I X,

die phénomenologischen Koeffizienten L; in dem Tensor

Ly Ly ... Ly,
Lnl an st Lnn

zusammen, so kann man (6) in der Form

J=LX (10)
schreiben. |
Prozesse, deren FluB nur von der in der Entropieproduktion auftretenden konjugier-
ten thermodynamischen Kraft abhéngen, d. h. die durch den phédnomenologischen
Koeffizienten L;; in der Hauptdiagonalen beschrieben werden, heifien direkte oder
einfache irreversible Prozesse. Dazu gehoren die Wirmeleitung nach dem FouRiEg-
schen Ansatz, die Diffusion nach dem I. Frokschen Gesetz, die Elektrizitdtsleitung
nach dem Omrmschen Gesetz.
Erscheinungen, die auf phdnomenologische Koeffizienten L; (j & k) auBerhalb der

15 Schilling, Wirme
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Hauptdiagonalen, d. h. auf nichtkonjugierte Krifte zuriickzufithren sind, heiflen
Kreuzeffekte. Sie sind in ihrem quantitativen Ausmal bedeutend kleiner als die
direkten Effekte. Beispiele fiir Kreuzeffekte sind die Thermodiffusion und der
Durour-Effekt.

Onsager-Casimirsche Reziprozititsbeziehungen

Zwischen den phanomenologischen Koeffizienten bestehen Beziehungen, die zwischen
den Kreuzeffekten zu gegenseitigen Abhéngigkeiten fithren und die Anzahl der zu
bestimmenden Grofen einschrinken. Aus statistischen Untersuchungen, die sich
auf molekulare Modelle stiitzen, folgen die Onsager-Casimirschen Reziprozitits-
beziehungen

ij = ejgkLki (11)

mit

g bzw. & =
{ —1 fir X;(t) = —X(—t) bzw. X, (t) = —X,(—1?).

Fir ¢; = & = 1 ergeben sich die Onsagersechen Reziprozititsbeziehungen

Lik = Lk] . (12)

Die OnsaGERschen Beziehungen miissen z. B. fiir die Bewegung elektrischer Ladun-
gen im Magnetfeld sowie bei CorIoLis-Kréften durch die allgemeineren ONSAGER-
Casivmirschen Beziehungen ersetzt werden.

Beispiel 3.2.2. Onsager-Casimirsche Beziehungen
Im Falle eines Magnetfeldes B gilt
L;y(B) = —L;(—B),

d. h., es ist mit den ONsAGER-CasiMIRschen Beziehungen zu rechnen.

Symmetriebeschrinkungen

Die Moglichkeiten des Auftretens von Kreuzeffekten werden durch Symmetrie-
beschrinkungen reduziert. Fiir isotrope Medien legen die Symmetriebeschrinkungen
fest, daB nur solche Krifte und Fliisse gekoppelt sein kénnen, die dieselbe tensorielle
Ordnung aufweisen. Unterscheiden sich zwei Gro68en tensoriell um den Wert eins,
so sind Kreuzeffekte nicht moglich.

Beispiel 3.2.3. Symmetriebeschrinkung

Zwischen der Reibung (Tensor zweiter Stufe) und der Diffusion (Vektor) ist kein Kreuz-
effekt moglich. Dagegen werden die Warmeleitung und die Diffusion durch Vektoren
dargestellt. Zwischen der Warmeleitung und der Diffusion sind daher Kreuzeffekte méglich.
Die OnsacErschen Beziehungen verkniipfen sie miteinander.
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Unterscheiden sich Fliisse und Strome zweier Effekte tensoriell um den Wert zwei, so
sind Kreuzeffekte moglich, wenn vom Tensor der Ordnung n + 2 ein Anteil der
Ordnung » abgespalten werden kann, was mathematisch moglich ist.

Beispiel 3.2.4. Reibung und chemische Reaktion

Die Reibung wird durch einen Tensor zweiter Stufe dargestellt (vgl. (3.1.7./6) bzw. (3.1.8.)).
Sie kann in die Schub- und die Volumenreibung unterteilt werden (vgl. A 3.2.21.). Die
Volumenreibung 1a8t sich in der Form

II= —yg div v
darstellen. Sie besitzt daher skalaren Charakter. Da chemische Reaktionen durch Skalare

dargestellt werden; ist ein Kreuzeffekt zwischen der Volumenreibung und einer chemischen
Reaktion moglich. Er wurde jedoch noch nicht nachgewiesen.

Eniropieproduktion nahe dem Gleichgewichtszustand

Die Entropie S eines abgeschlossenen Systems nahe dem Gleichgewicht wichst durch
Veranderung der thermodynamischen ZustandsgroBen, bis ein Maximalwert er-
reicht wird. Mit dem Maximum ist der thermodynamische Gleichgewichtszustand
erreicht. Allgemein gilt somit

(d’s)abgeschl. = diS 2 0]. (13)

Das Gleichheitszeichen gilt fiir den Gleichgewichtszustand. Gl. (13) heiBt Evolutions-.
bedingung, die GroBe

s
P== (14)

Entropieproduktion. Nach (13) ist P in der Néhe des Gleichgewichts eine konkave
Funktion nach Bild 3.2.1.

S )

|
|
|
|
| Z
|
. |
$ I
|
|
I
|
1 Bild 3.2.1. Entropie § und Entropieproduktion P
| in der Nihe des thermodynamischen
. Gleichgewichtszustandes
z

15%
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Mit der Entropieproduktionsdichte o5 nach (3.1.10./17) ist P durch die Gleichung
P = [osdV (15)
vV
verbunden.

Die Entropieproduktion P bzw. die Entropieproduktionsdichte os nehmen auBerhalb
des Gleichgewichts positive Werte an und verschwinden im Gleichgewichtszustand :

0; ;8
Oq = — == =0 : 16
ST ot (e5) ( ot )Volumenei_nheit - (16)
bzw.
P=0. (17)

Der Verlauf der Entropieproduktion ist ebenfalls in Bild 3.2.1 dargestellt. Fiir die
generalisierten Strome und Kréfte J; und X; gilt somit nach (1) nahe dem Gleich-
gewicht

> XJ; = 0. (18)
]

P Probleme

3.2.1. Isotherme Diffusion

Stellen Sie die Gleichungen fiir die Entropieproduktion durch Diffusion auf und zerlegen Sie die
generalisierte Kraft in die Anteile a) der Verdnderung des hydrostatischen Druckes, b) der
Konzentrationsinderung, c) des angelegten elektrischen Feldes bzw. der duleren Kraft.
Berechnen Sie die einzelnen Anteile der generalisierten Kraft fiir die Diffusion von Natrium-
ionen in Wasser von 300 K. Thre Konzentration betrage 10~¢ kmol m—2 und nehme je Meter um
fiinf Prozent ab. Der hydrostatische Druck der Flissigkeit verdndere sich um 10 Pa m~1. Die
Fliissigkeit befinde sich in einem elektrischen Feld der Starke 0,1 V m—2,

Losung:

Nach (3.1.11./24) ist die Entropieproduktion je Kubikmeter fiir den isothermen. Diffusions-
prozeB eines Systems aus £ Komponenten durch

osp = X Xir-Jip )
T
gegeben. Darin kennzeichnet

1
Xt = a (grad G;)p — —;7 e; grad @ 2)
die verallgemeinerte thermodynamische Kraft der i-ten Komponente. Die freie Enthalpie G;
und die Ladungsdichte e; sind auf ein Kilogramm Masse bezogen. @ gibt das elektrische
Potential in Volt an. Liegen keine elektrischen Krifte vor, so ist in (2) —e; grad @ durch die
duBere Kraft F; je Kilogramm Masse zu ersetzen.

Auf Grund der Definitionsgleichung

Jip = 0i(v; — V) (3)



3.2. Irreversible Prozesse nahe dem thermodynamischen Gleichgewicht 229

nach (3.1.4./9), worin v die mittlere bzw. Konvektionsgeschwindigkeit, v; die Geschwindigkeit
der ¢-ten Komponente bezeichnen, folgt

k k—1
Z JiD =0 bzw. chD = —Z JiD' (4)
i=1 . i=1

Aus (1) erhalten wir daher

k—1 k—1 k—1
osD =.ElJiD -X; _.ZlJiD ‘X=X Jip - (X; — Xp). (5)
i= i= i=
Driickt man die Dichte des Diffusionsstromes fiir die i-te Komponente nach (3.2./6) durch den
Ansatz
k—1
Jip = .ZlLini (6)
j

aus, so folgt auf Grund der Beziehung (4)

P
Jip =_ZIL¢;'(X7' - Xy) |- (7
i=

(7) gilt fiir die ¥ — 1 Komponenten ¢ = 1, ..., k — 1. J}p ergibt sich nach (4). Das System aus
k Komponenten enthilt somit nur ¥ — 1 unabhingige Konzentrationen, was bei der Bildung
des totalen Differentials zu beachten ist.

Um den EinfluB des Druckabfalles auf die Diffusion zu bestimmen, beriicksichtigen wir
G; = Gy(T, p, &;) und zerlegen

. k—1 .
(grad @)y = Lt gradp +'5 24 grad ¢ (8)
ap j=1 aC]

¢; gibt nach (3.1.4./62) den Masseanteil der i-ten Komponente an. Auf Grund der Beziehungen

(%’-) =7 )
P T
nach 1.2. und
. . v .
8?’, grad é; = 96, grad ¢; = Ny du grad c;, (10)
C; 867 jkfi 667'

mit &; = g;/p, ¢; = N;/N nach (2.4./5), lassen sich die Summanden in (8) umformen.
Bei schwacher Konzentration der Ionen folgt aus (2.4./7)

60, 667 C;
mit ’
0 i+j
ij = . (12)
1 1=7j.

Daraus erhidlt man bei schwacher Konzentration

grad ¢; = grad &;. (13)
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Fir die verallgemeinerte thermodynamische Kraft X;y ergibt sich daraus nach (2)

grad & — e; grad @
Mie, ¢ T

Xir = —% grad p — (14)

Mit den vorgegebenen GroBen erhalten wir fiir das spezifische Volumen der Natriumionen
(M; = 23,0 kg kmol?)

1
Vi= ———— m3kg1=435m3 kg 1.
T 230104 © e
Die spezifische Ladung ist gleich

Ny F 965107
= a2 OO 0 A kgl = 4,20 108 A s kgl
“=u, " u, 230 0% S8

Darin bedeutet F = N e die FARADAY-Konstante, e die elektrische Elementarladung.
Es folgt fiir die einzelnen Summanden der generalisierten Kraft

-I—;% grad p = %(3;—(5; c10ms2K1=14,5ms2K1,

. . 108 .
! g‘;’,‘d'p — 220 310% Ol hhs2K-1 = 1400 m 52 K1,
103
MRA grad &; = %Oi 0,06 ms2K1=18,1 ms 2K,
i% >

Die Bewegung der Ionen wird durch das elektrische Feld bestimmt. Die Diffusion infolge der
Druck- und der XKonzentrationsunterschiede kann dagegen vernachléssigt werden.

3.2.2. Druckdiffusion

Stellen Sie die Gleichungen fiir den Massetransport in einem System aus zwei elektrisch nicht
geladenen Komponenten auf. Bestimmen Sie die Konzentrationskoeffizienten unter der
Voraussetzung mechanischen Gleichgewichts.

Ein kreiszylindrisches Gefdf3 enthalte Uran in der Konzentration 1 kg m—3, das Isotop 23U in
der relativen Konzentration &, = 7 - 103, 238U ¢, = 0,993. Die Temperatur betrage 7' = 3000K.
Bestimmen Sie die relative Konzentration in Abhéngigkeit vom Achsenabstand, wenn der
Kreiszylinder mit der Frequenz f = 500 Hz rotiert.

Losung:

Fiir das System aus zwei Komponenten erhalten wir-nach (3.2.1./7) die Stromdichte
Jip = Ly(Xyr — Xor). (1)
Da keine elektrisch geladenen Teilchen auftreten, haben wir in der Gleichung fiir die thermo-

dynamische Kraft die spezifische Kraft F; anstelle —e; grad @ einzusetzen. Fiir die Differenz
der thermodynamischen Krifte folgt damit :

l/—z-—;—z!gradp—{—R(

X1T — Xy =

gradé, grad 61> + F,—F, ) @)

M,ée, M,é, T
Im Kraftfeld der Zentrifuge ist die spezifische Kraft durch
F,=F,=F = o™ (3)
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gegeben, d. h., die Differenz der spezifischen Krifte verschwindet. Nach der EuLErschen
Gleichung (3.1.6./4a) gilt im Kraftfeld F = F(r) die Gleichung

o 1 :
5§+(U.V)v=—?gradp+F(’r). (4)

Das mechanische Gleichgewicht ist durch das Verschwinden der Stromung, d. h. durch v = 0
gekennzeichnet. Anstelle (4) gilt daher im mechanischen Gleichgewicht

L grad p = F(r). (5)
e

Im vorliegenden Fall folgt
1 grad p = w?r. (6)
4

Fir die Gradienten der relativen Konzentration e.rgibt sich wegen
b4 8y =1 )
die Gleichung

grad &, = —grad ¢,. (8)
Damit erhalten wir aus (2)
Vo— V. 1 1
X7 — Xor = 2—L gw? — Rgrad ¢ —. 9
i 2T T Qw grad ¢y ( g, + Mzég) 9)

Wir setzen (9) in (1) ein und lésen nach grad ¢, auf. Es folgt

grad 61 _ Ve —7, 0w ﬂ{leClczA _ Jip Jl{xMzélézk . (10)
RT M,é, + M,ye, L,R M, + My,
Im Gleichgewicht ist J;p = 0, und wir erhalten
grad 8, = L= oo MnMabiby (11)
RT M,é, + Mye,

Far V, > V, verringert sich ¢, mit zunehmenden Werten 7. Die Komponente mit dem gréferen
spezifischen Volumen wird im Bereich niedrigeren hydrostatischen Druckes, d.h. in der
Umgebung der Achse, angereichert.

Die spezifischen Volumina sind von den relativen Konzentrationen abhingig. Bezeichnet V
das spezifische Volumen des gesamten Stoffes, so ist

V,= , Vy,=

(12)

B

Das Produkt der spezifischen Masse mit dem spezifischen Volumen ist nach Definition dieser
Groflen gleich eins. Rechnen wir gendhert mit M, ~ M, = M und

6Lt~ 1, (13)
o folgt aus (11), wenn man
dé
rad &, = —2 14
g 1 ar (14)
einsetzt,
dé, Mw?

=y (L2 (15)
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Da nur eine Abhingigkeit von den radialen Koordinaten r auftritt, kann # durch r ersetzt
werden. B

Unter der Voraussetzung (13) ergibt sich aus (15) durch Losung der Differentialgleichung fiir die
Abnahme der relativen Konzentration der 225U-Atome mit wachsendem Abstand von der Achse

Mo? ,
— . 16
10 SRT r (16)

A
¢ =2¢

&, kennzeichnet die relative Konzentration in der Achse.

Mit zunehmender Anreicherung von 2%%U kommt der Summand —2¢, in (15) zur Geltung, und
der absolute Betrag des Gradienten verkleinert sich. Im zweiten Summanden in (16) erhalten
wir im vorliegenden Fall

M2 238 - 4% - 5002

— = m—2 = 47 m—2.
2RT 2 -8,314-10%- 3000

Vom Maximalwert &, in der Achse verringert sich hiernach unter den angegebenen Bedin-
gungen im Abstand 1 cm von der Achse die relative Konzentration um 4,7 - 10-3.

3.2.3. Elektronenkonzentration und -beweglichkeit in Metallen

In metallischen Leitern erfolgt die Elektrizitdtsleitung im wesentlichen durch Elektronen. Zu
bestimmen sind die Konzentration und die Driftgeschwindigkeit der freien Elektronen in
Kupfer. Hierzu wird ein Kupferstreifen nach Bild 3.2.2 einem elektrischen Feld in Léngsrich-
tung und einem magnetischen Feld in Querrichtung ausgesetzt. Der Potentialabfall des
elektrischen Feldes sei 0,01 V m~1. Die FluBdichte des magnetischen Feldes betrage 1,1 V s m~2.
Infolge des angelegten Magnetfeldes werden zwischen der rechten und der linken Flidche des
Streifens 3,4 .V gemessen. Die Breite des Streifens betrage 10 cm. Kupfer hat die relative
Atommasse 63,6, die Dichte 8,9. Seine spezifische elektrische Leitfdhigkeit ist y = 0,57
x 108 Q-1 m-1. Welcher Wert ergibt sich fiir die Anzahl der Ladungstriger je Kubikmeter,
wenn reine Elektronenleitung vorausgesetzt wird? Welche Driftgeschwindigkeit haben die
Elektronen im elektrischen Feld 1 V m~1? Welcher Wert ergibt sich daraus fiir den phinomeno-
logischen Koeffizienten L,,?

Un

|
|
RN
D —

li—!

Bild 3.2.2. Messung der HALL-Spannung in einem Elektronenleiter
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Losung:
Das magnetische Feld mit der FluBdichte B wirkt auf die mit der Driftgeschwindigkeit v;
bewegte Elektronenladung e~ = —e mit der Kraft

F, =ev;XB. (1)

Sie fithrt dazu, daB sich die Elektronen, beobachtet in Richtung des elektrischen Stromes I,
auf der linken Seite des Streifens ansammeln. Dadurch wird ein eléktrisches Feld Ey aufgebaut.
Im Gleichgewichtszustand besteht die Beziehung

e~v; X B + C_EH = 0. (2)
Hieraus folgt

EH = —v; X B. (3)
Bezeichnet a die Breite des Streifens, so erhidlt man fiir die der Messung zugéngliche Spannung

Uy = Eza = v;Ba. (4)

Der Effekt der durch das angelegte Magnetfeld erzeugten elektrischen Spannung heift Hall-
Eifekt, Uy Harr-Spannung, Ey Havv-Feldstirke. Bezeichnet e; = —e/m, die elektrische
Ladung je Kilogramm Elektronenmasse (e elektrische Elementarladung, m, Elektronenmasse),
so ergibt sich fur die Stromdichte nach (3.1.10./16a)

J = edip (5)
mit

Iip = 0;(v; — V) (6)
nach (3.1.4./9). o; bedeutet die Massedichte der Elektronen in kg m=3. Die Grofle

oo 3 G (1)
i 0

bezeichnet die mittlere Geschwindigkeit der Teilchen (Elektroneﬁ und Atome) unter dem
EinfluB der duBeren Kraft. Die mittlere Driftgeschwindigkeit der Atome des Gitters kann

gleich Null gesetzt werden. Da die Elektronenmasse klein gegen die Atommasse ist, kann man
mit ¥ = 0 rechnen und demzufolge

Jip = 0i0; (8)
setzen.
Fur die elektrische Stromdichte ergibt sich somit nach (5)

J = €;0,0;. 9)

Die Masse g; der Elektronen je Kubikmeter kann mittels
0; = Niyme (10)

durch die Anzahl der Ladungen je Kubikmeter und die Elektronenmasse ersetzt werden. Nach
dem OmMschen Gesetz ist die elektrische Stromdichte mit dem angelegten elektrischen Feld E
bzw. dem Potential @ durch

J=yE = —ypgrad ® (11)
verkniipft. Damit folgt
Niev; = y grad @. (12)

Nach (12) ist die Driftgeschwindigkeit v; der Ladungstriger dem Potentialabfall proportional.
Als Beweglichkeit b; der Ladungstriger wird ihre Driftgeschwindigkeit im elektrischen Feld
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1V m definiert. Fir den Betrag der Driftgeschwindigkeit gilt somit

v; = b; |grad @Iv . (13)

Positive Ladungstriger, z. B. positive Ionen, bewegen sich in Richtung des angelegten elek-
trischen Feldes, negative Ladungstriger entgegen dem elektrischen Feld. Anstelle (13) kann
man somit '

vy =0, E bzw. v_= —b_E (13a)
schreiben. _ _
Setzt man (13) in (12) ein, so ergibt sich durch Auflésen nach der Konzentration N; der
Ladungstrager

N— 2. (14)
eb;

Aus (4) folgt in Verbindung mit der Definitionsgleichung (17)

Uy

b; = —————. 15
! |grad @| Ba (15)

Mit der Harr-Spannung Uy und der spezifischen elektrischen Leitfahigkeit y liegen somit
zwei meflbare GroBen zur Bestimmung der Konzentration N; der Ladungstriger und ihrer
Beweglichkeit b; vor.

Nach der phinomenologischen Gleichung (3.2./6) besteht im vorliegenden Fall die Gleichung

) Jip = LyjXir (16)
mit

XiT = —'Ti €; grad@ (17)

nach (3.2.1./14). Wir setzen (8) in (16) ein und 16sen nach L;; auf. Unter Beriicksichtigung der
Definitionsgleichung (13) fiir die Beweglichkeit erhalten wir

_ebT_ NmebT

Ly =
e; e

(18)
Das Vorzeichen ist so festgelegt, daB die Bewegung der Ladungstriger bei Elektronenleitung
in Richtung des Potentialabfalls entgegen der Stromrichtung erfolgt.

Mit den vorgegebenen Zahlen erhalten wir aus (15)

. 10-6
b; = &_ m2V-1sl=31mm(s Vm?-1,
10-2-1,1.0,1
aus (14)
0,57 - 108

= 160103, g0 T pIB 10T

Fiir den phdanomenologischen Koeffizenten folgt bei Zimmertemperatur
‘ 7. L15-10%- (9,1 107231 - 10 - 203
e 1,6 - 101
=5,4-10"2¥ kgm-3s K.

kgm=3s K

Vergleicht. man die Anzahl N; freier Elektronen mit der Anzahl n; der Atome je Volumen-
einheit, so ergibt sich, daf im Mittel jedes Atom etwas mehr als ein freies Elektron zur elek-
trischen Leitung beitrégt. Daraus ist zu folgern, dafl nicht nur reine Elektronenleitung vorliegt.
Die vorgenommene Untersuchung ist daher nur in erster Naherung giltig.
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3.24. Diffusionskoeffizient und Brownsche Molekularbewegung

Untersucht wird das Eindiffundieren von Goldatomen aus einer diinnen Folie in einen massiven
Bleikérper. Die Beobachtungen bei 160°C ergeben, dafl in 25 Tagen die Goldatome sich im
Mittel um 4,5 mm fortbewegt haben (vgl. Bild 3.2.3). Berechnen Sie daraus den Diffusions-
koeffizienten D. Untersuchen Sie die Verteilung der Goldatome nach 250 Tagen. Wie #ndert
sich zu dieser Zeit die Teilchenkonzentration im Abstand 2 cm von der Folie? Die Folie habe
die Dicke 1 pm, die Fliche 1 cm2. Gold hat die relative Atommasse 4, = 197,2, die Dichte
19,2 g cm3.

Bild 3.2.3. Eindiffundieren von Goldatomen aus einer
diinnen Folie in einen massiven Bleiblock

Losung:
Nach dem I. Ficrschen Gesetz (3.2./5) besteht zwischen der Stromdichte J, der Teilchen und
dem Konzentrationsgefille grad N die Beziehung

Jy = —Dgrad N. (1)

Darin gibt D den Diffusionskoeffizienten in m? s—* an, wenn J die Anzahl der Teilchen kenn-
zeichnet, die je Sekunde durch 1 m? Flidche treten.
Nach der Kontinuitdtsgleichung (3.1.2./1) besteht die Beziehung

%7 + divdy =0, @)

wenn das betrachtete Volumen keine Quellen enthélt. Damit ergibt sich aus (1)

% = Ddivgrad N bzw. ‘ %\[— = DAN |. (3)

(3) heit II. Ficksches Gesetz.

Zur Ableitung des Diffusionskoeffizienten aus der Ortsverinderung durch die BrowwxNschen
Molekularbewegungen verkniipfen wir die riumliche mit der zeitlichen Mittelwertbildung. Ein
Teilchen erfihrt wihrend des Zeitabschnittes At, die Ortsverdnderung Az,. Uber die Zeit

n
t = At, =nAt, (4)
v=1

beobachtet, ergibt sich der Mittelwert

n
Az = ;lAz,=0. (5)
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Dagegen ist das mittlere Verschiebungsquadrat von Null verschieden:

M=

IZz—,? =n Az2. (6)

°q

22 =
v

Daraus fdlgt, wenn man (6) durch (4) dividiert,

Das mittlere Verschiebungsquadrat Az? ist der Beobachtungszeit ¢ proportional. Wir unter-
suchen die BRowNschen Molekularbewegungen in einem kleinen Gebiet AV um den Punkt mit
der Ortskoordinaten z. Die Teilchendichte sei dort N(z, t). Nach der Zeit At haben simtliche
urspriinglich dort vorhandenen Teilchen dieses Gebiet verlassen und sind durch andere Teilchen
aus der Nachbarschaft ersetzt worden. Es bezeichne wa¢(z, z’) die Wahrscheinlichkeit, daf .
wihrend der Zeit A¢ ein Teilchen aus einem Gebiet bei 2’ in das betrachtete Gebiet bei 2z ein-
wandert. Die Zunahme der Konzentration durch einwandernde Teilchen ist daher gleich

Nz, t + Af) = AN = f wat (2,2') N(2/, 8) d2’. (8)
Als Anderung der Teilchenkonzentration in AV ergibt sich damit
ON(z, t) — lim Nzt + At) — N(z,8) _ lim —N(z,t) n AN ) ©)
ot At—0 At Al—0 At At )

Nach dem TavLorschen Satz kénnen wir schreiben

2) ON(z, 1) + (2’ — 2)? 2N(z,t)

N(z',t) = N(z, ¢ f— 10
@, 8) = N t) + (2 - > o+ (10)
Wir setzen zunichst (8) in (9) ein. Es folgt
W@ g, L [—N(z, t) + f warz, 2') N(Z/, t) dz’]. (11)
ot At—o At

Wird das Integral iiber alle Werte z erstreckt, so lassen sich die einzelnen Summanden auf
Grund der Beziehungen

Juonmdr =1, [@ —2wade =0, [@ —22wnd’ =827  (12)
berechnen. Aus (11) ergibt sich damit

Oy LN -
ot atso At 022 2 °
Nach dem II. Fickschen Gesetz (3) besteht bei Abhéngigkeit von nur einer rdumlichen
Variablen z die Beziehung

eN _ N

a ~Pom (14)

Durch Einsetzen in (13) folgt, wenn wir (6) beriicksichtigen, als Beziehung zwischen dem

Diffusionskoeffizienten D und dem mittleren Verschiebungsquadrat Az%, beobachtet nach der
Zeit t,

S
)
%]

(15)

.

[
54
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Bei dreidimensionaler Abhéngigkeit steht im Nenner der Faktor 6 anstelle 2. Die Streuung

o=157 (16)
der beobachteten Teilchen nimmt hiernach mit der Wurzel der Beobachtungszeit ¢ zu:

oc=o0() = ]/m (17)
Die Konzentration der Teilchen wird durch die Gauss-Verteilung

22

N(z) = No_ e_‘r'2 (18)
o ]/211
geniahert. Dabei gilt
oo
f N(z) dz = N,. 19)
—00

N, bedeutet die Gesamtanzahl der Teilchen. N(z) dz gibt ihre Anzahl im Abschnitt der Breite dz
um die Koordinate z an. Fiir die Anderung der Teilchendichte folgt

z2
oN _ [ @N_ DNy g (z_2 _1).

oN _ p@N_ DN (20)
ot Z o2
Im vorliegenden Fall ergibt sich aus (15)
. 10-3)2
p= &S 10 oy 169. 108 mP bt
22524

Nach 250 Tagen wird gemd8 (17) die Streuung
Oas0 = 05 V10 = V2 - 1,69 - 108 - 250 - 24 m = 1,42 cm

gemessen.
Die Gesamtanzahl der Teilchen ist

—6 . 10~4 . 9 . . 1026
N, YNy 10001074 19.2-6,02-10% _ ooy
4, 197,2

Firr die Anderung der Teilchendichte nach 250 Tagen im Abstand 2 ¢cm von der Folie entfernt
folgt aus (20)

ON  1,69-10-%.586-10% [ 2° 22 i
- = — —1)exp[————=) m1h
at ¥2r (0,0142)% 1,422 2. 1,422

= 5,03 1012 m 1 h-1,

Im Vergleich zur vorhandenen Konzentration im Abstand 2 cm von der Folie nach 250 Tagen
gemifl (18)

. 1015 2
N = 5,86 - 10 ( 2

— exp [———
0,0142 - V2r 2-142
ist das eine Anderung von 0,0082%,.

) m~! = 6,11 - 101 m—1

3.2.5. Elektrolyte

Stellen Sie die Gleichungen iiber den Zusammenhang zwischen der elektrischen Leitung und der
Diffusion in einer Elektrolytlésung auf. Bestimmen Sie aus der Diffusion und aus der elek-
trischen Leitfahigkeit die phdnomenologischen Koeffizienten.
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Eine Loésung enthélt Kochsalz NaCl in der molaren Konzentration 10-3 kmol m—3. Fiir die
spezifische elektrische Leitfahigkeit der Loésung bei 18°C wird y = 1,068 - 102 Q-1 m~! ge-
messen. Zur Messung der Diffusionskoeffizienten und der Beweglichkeit der Ladungstriger
wird ein geringer Bruchteil der Anionen oder der Kationen radioaktiv prépariert und in einen
bestimmten Bereich der im mechanischen Gleichgewicht befindlichen Lésung gebracht. Nach
15 Tagen stellt man auf Grund der Intensitdtsverdnderung bei den priaparierten Natriumionen
eine mittlere Fortbewegung von 5,32 cm fest. Mit praparierten Chlorionen wird fiir die gleiche
Zeit eine mittlere Fortbewegung von 6,67 cm gemessen.

Berechnen Sie aus diesen MeBdaten die Diffusionskoeffizienten und die Beweglichkeiten der
Ladungstriger. Bestimmen Sie die ph#nomenologischen KXoeffizienten (My, = 23,0,
M, = 35,5, Dissoziationsgrad 0,980).

Losung:

Wir kennzeichnen die Kationen durch den Index 1, die Anionen durch den Index 2, die neu-
tralen Wassermolekiile durch den Index 0.

Bei den elektrisch neutralen Teilchen treten weder Druck- noch Konzentrationsunterschiede
auf, und es ist kein elektrisches Feld angelegt. Daher konnen wir

Xor =10 (1)
setzen. Die Stromdichten der elektrisch geladenen Teilchen sind somit nach (3.2.1./7) durch

Jip = Ly X1 + L Xor, (2)

Jop.= Ly Xyt + LopXor (3)

bestimmt. Treten keine Druck- und keine Konzentrationsunterschiede auf, so ist nach (3.2.1./14)

(i=1,2). (4)

e; grad @

Xip = —
iT T

Die Konzentration der Ladungstriger ist so gering, da wir die Stromdichten durch

Jip = 0:; (5)
darstellen kénnen (vgl. 3.2.3./8). Durch Einsetzen von (4) und (5) in (2) und (3) ergibt sich
rad @
0191 = —(Lye; + Lyses) L 7’ (6)
rad @
0202 = —(Lgie; + Lyse,) £ T (7)

Wir fithren die Koeffizienten b; der Beweglichkeit nach (3.2.3./13) ein und beriicksichtigen,
daB die Losung zu jeder Zeit und in jedem ihrer Bereiche elektrisch neutral sein muB. Andern-
falls werden zwischen den entgegengesetzt geladenen Bereichen so starke Krifte ausgelost, dafl
die elektrische Neutralitit erzwungen wird. Im vorliegenden Fall stimmen die Konzentrationen
der entgegengesetzt geladenen einwertigen Ionen uberein: N; = N, = N. Damit folgt

e;0; = +Ne. (8)

Das obere Vorzeichen gilt fiir die positiven, das untere fiir die negativen Ladungstriger.
Aus (6) und (7) erhalten wir
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Auf Grund der ONsaGERschen Reziprozité,tsbeziehungeh (3.2./12) ist

Ly = Ly,. (11)
Aus der Stromdichte

J = e, Jip + edyp = €,0,0; + €30,V (12)

erhalten wird auf Grund des OEMschen Gesetzes

J = —ypgrad @, (13a)
wenn wir die Beweglichkeiten nach (3.2.3./13) einsetzen,
N, + by) e = y. (13)
Mit den phénomenologischen Koeffizienten nach (9) und (10) folgt daraus
Nz(_LL_z_Lg Lﬁ)ﬁ:y . (14)
ot el @) T

Damit liegt eine Gleichung zur Bestimmung der drei phdanomenologischen Koeffizienten vor.
Die beiden anderen ergeben sich aus der Selbstdiffusion.

Der Koeffizient D; der Selbstdiffusion verkniipft die Dichte p,v; des Massestromes mit dem
rdumlichen Gefille der Massedichte

/

0v; = —D; grad ;. (15)

Im vorliegenden Fall gilt g; = ;0. ]
Enthilt eine der Komponenten einen kleinen Anteil kiinstlich radioaktiver Teilchen, so gilt fiir
die Massedichten und fir die relativen Masseanteile

=0 +e* & =26+ ¢, (16)

* kennzeichnet die radioaktive, ¢ die neutrale Komponente.
Die Diffusion der beiden Anteile erfolgt nach den Gesetzen

8%, = —D,; grad &2, ti*v;* = —D; grad &;*, (15a)

d. h. mit @ibereinstimmenden Diffusionskoeffizienten, jedoch unterschiedlichen Geschwindig-
keiten v;° und v;*.
Im mechanischen Gleichgewicht verschwinden die thermodynamischen Krifte und Flisse
aller Komponenten. Auch fir die i-te Komponente, die einen geringen Anteil radioaktiver
Teilchen enthilt, gilt daher

Jp=0, X;7=0. (17)

(2
Fafit man die strahlenden und die nichtstrahlenden Teilchen als voneinander verschieden auf,

_so geben

¥ ke A Kge X 0 70290 — A.009.0
Jip = o;*vi* = oti*vi*, Jip = 0" = ot%v; (18)

die FluBdichten,

R .
= &.* 0= —
Xhr = T grad¢;*, Xir= UL

ivi ivi

grad &;° (19)

die thermodynamischen Krifte an. Wegen (16) besteht die Beziehung

0 B der = S xx (20)
UM — 6% & P T
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Fiir den Diffusionsstrom der strahlenden Teilchen erhalten wir auf Grund der phdnomeno-
logischen Gleichungen (3.2./6)

J = L Xi + L "X (21)

Xjr kann man durch (20) ausdriicken und dje konzentrationsabhingigen Konstanten in
einem phénomenologischen Koeffizienten L;; zusammenfassen, so dafl

T = L3 XY 22)

folgt. Setzt man J% nach (18) und X3, nach (19) in (22) ein, so ergibt sich

- oéFo¥ = —L% grad &;*. (23)

R
Mit*

Aus dem Vergleich mit (15a) folgt damit als Verkniipfung des phinomenologischen Koeffi-
zienten mit der Diffusionskonstanten

- —-Dtﬂ;tg' baw. | Ly= _Dl%',g, (24)
Beriicksichtigt man
N M;
0 = ">
Ny

wobei N, die Avoeaprosche Konstante bedeutet, so folgt anstelle (24)

Lii = 'Di Ni Miz. (25)

NuR

Mit 2 = 1 und 7 = 2 liefert (25) zwei weitere Gleichungen zur Bestimmung der drei phdnomeno-
logischen Koeffizienten. Das algebraische System ist damit vollstdndig.

Ly; und L,, ergeben sich unmittelbar aus den Diffusionskoeffizienten, die nach (3.2.4./15)
bestimmt werden kénnen. Fir L,, erhdlt man aus (14), wenn man (25) einsetzt und Npye = F
beriicksichtigt,

M, M, »T N

Ly =—5— [_F_2 + Y.E (Dy + Dy) |- (26)

Aus (9) und (10) folgt damit fiir die Koeffizienten der Beweglichkeit

F R N,

by = — (D, — —= L), 27

1= BT ( T, N 12) (27)

'bzzi D, — B ﬂl’u . (28)

RT M,M, N ’

Mit den vorgegebenen Werten folgt aus (3.2.4./15)
D, =1,104-10°m? 571, D, =1,716 - 10" m? 571,
Damit erhalten wir aus (25)

1,104 - 10-° - 10-3 . 23,02

Ly, =
u 8,314 - 103

kgsm3K =17,02-10%4kgsm3K,

1,716 - 10-°.10-3. 35,5%

Loy =
22 8,314 - 103

kgsm—2 K = 2,601 - 10~¥ kg s m—2 K.
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Aus(26) ergibt sich, wenn wir die unvollstdndige Dissoziation beriicksichtigen,

L. 23.0-355[ 1,068-102.201 , 0,980 10
12 (9,648 - 107)2 8,314 - 103

2
= —12.-10"% kgsm3 K.
Fiir die Koeffizienten der Beweglichkeit folgt aus (27) und (28)
by =4,40-108m? V151, b, = 6,84 - 108 m? V1571,

2,808 - 10—9] kgsm3 K

Der Kreuzeffekt fillt bei der geringen Konzentration nicht ins Gewicht.

3.2.6. Thermodiffusion

Stellen Sie die phanomenologischen Gleichungen fiir einen Proze des Wirmeaustauschs bei
gleichzeitigem Konzentrationsausgleich durch Diffusion auf. Untersuchen Sie die Kreuzeffekte
bei der isothermen Diffusion und beim Wérmeausgleich in einem Feld konstanter Massedichte.
Die Losung eines Farbstoffs in Wasser werde an den beiden Enden eines Gefalles im Abstand
10 cm auf unterschiedlichen Temperaturen 278 K und 303 K gehalten. Der Temperaturabfall
erfolge linear. Im stationdren Endzustand werde auf Grund der Durchlissigkeit des Lichtes
firr die Farbstoffkonzentration bei 278 K die Dichte 0,186 g1-1, bei 303 K die Dichte 0,174 gl
gemessen. Der Diffusionskoeffizient sei D = 1,65+ 10~° m2 s~!. Bestimmen Sie daraus die
Konstante der beiden Kreuzeffekte.

Losung:

Nach (3.1.11./24) ist die Entropiednderung infolge von Wirmeausgleichs- und Diffusions-
vorgidngen durch die Gleichung
o5 =Xg - Jor+ Xp-dp 1)
1
bestimmt. Darin bedeutet J, die Dichte des thermischen Stromes in W m~2 ohne die Energie-
beitrige der Massestromung (Konvektion) und ohne die diffusiven Enthalpiebeitrige. Jp gibt

die Dichte der Impulsstromung in kg m—2 s~! an. Fir die generalisierten Kréfte erhidlt man
nach (3.1.11./13) :

grad 7'
X, = —£XL (@)
und nach (3.2.1./14), wenn keine Druckunterschiede und keine duBleren Krifte auftreten,
R
Xp = ———gradp. (3)

Me
Da nur eine Massekomponente vorhanden ist, kann man den relativen Masseanteil ¢; = g;/o in
(3.2.1./14) durch die Massedichte g ersetzen.
Die Stromdichten Jg, und J sind nach (3.2./6) durch den linearen Ansatz
dor = LeoXy + LopXr, 4)
Jp = LopXy + LppXy (5)

mit den generalisierten Kréften verkniupft. Wir beriicksichtigen dabei die ONSAGER;che
Relation (3.2./12). Nach (3.2./4) ist Ly durch die spezifische Warmeleitfahigkeit 1 gemas

Log = 4T* (6)

16 Schilling, Wirme
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gegeben. Der phinomenologische Koeffizient L;; kann nach (3.2.5./24) durch die Beziehung
Lpp = —= (7

ausgedriickt werden, worin D den Koeffizienten der Selbstdiffusion, M die Molmasse, R die
allgemeine Gaskonstante bedeuten. Den phinomenologischen Koeffizienten Ly, des Kreuz-
effektes schreibt man im allgemeinen in der Form

D ,
Lop = Log TQ = DT (8)

und bezeichnet D’ als Koeffizienten der Thermodiffusion. D’ hat die MaBeinheit m? s~ K-1.
Im allgemeinen Falle eines Temperatur- und eines Konzentrationsfeldes folgt aus (4) und (5),
wenn man die GroBen nach (2) und (3) sowie (6) und (7) einsetzt,

RD'T?

Jor = —Agrad T — grad o, 9)

Jp= =D'pgrad T — D grad g. (10)
Im Falle X, = 0, d. h. bei kbnstanter Temperatur 7'(r) = T, folgt aus (9) und (10)

RD'T,? )
o)z, = ==~ grade,  (Jp)r, = —D grade. (1)

Die isotherme Diffusion ist hiernach mit einem WarmefluB verbunden (Durour-Effekt).
Bei einem homogenen Konzentrationsfeld ¢ = g, folgt dagegen aus (9) und (10)

(Jgloy = —Agrad T, (Fp)ey = —D’0o grad T'. (12)

Der Wirmestrom bei der konstanten Massedichte ¢ = g, ist mit einem Diffusionsstrom
verkniipft (Thermodiffusion). Die ONsacersche Relation Lyp = Lp, verbindet die Thermo-
diffusion mit dem DurouRr-Effekt.

Der stationdre Zustand eines zeitlich konstanten Temperaturgefilles muB8 durch &duBere
Energiezufithrung aufrechterhalten werden. Dabei flieBt stindig thermische Energie in
Richtung des Temperaturgefilles. Im Gleichgewichtszustand eines unverindert bleibenden
Konzentrationsanstieges tritt keine Massestromung auf. Der stationdre Zustand ist durch
Jp =0,d. h.

grad ¢ = ——% grad T, (13)

gekennzeichnet. Die Diffusion wird durch die Thermodiffusion ausgeglichen.
Sind der Diffusionskoeffizient D und die Dichte o bekannt, so kann daher aus dem auf Grund
des Temperaturgefilles sich einstellenden Konzentrationsanstieg der Koeffizient D’ der Thermo-
diffusion bestimmt werden. Im Fall einer rdumlichen Abhéngigkeit von nur einer Variablen z
folgt aus (13)
%
D oz
=—— . 14
o 5T (14)
oz

’

Im yorliegenden Fall kann wegen des linearen Abfalls der Temperatur fiir ¢ der Mittelwert aus
den MeBdaten an den.beiden Enden eingesetzt werden. Damit folgt

1,65 -10-° 0,012
0,180 27

D= —

m2s1K-1=4,1.1012m2s 1K1,
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3.2.7. Thermoelektrische Effekte in Metallen

In einem Korper, in dem ein Temperaturgefille vorhanden ist, wird als Kreuzeffekt ein elek-
trisches Feld aufgebaut. Die erzeugte elektrische Potentialdifferenz heilt Thermospannung
(Seebeck-Effekt). Umgekehrt verursacht eine elektrische Potentialdifferenz auch bei fehlendem
Temperaturgefille neben der JouLEschen Stromwirme als Kreuzeffekt zwischen thermischen
und elektrischen Erscheinungen einen Warmestrom (Peltier-Effekt).

Das durch den Wirmestrom hervorgerufene thermoelektrische Potential eines Metalls ist
nicht direkt meBbar. Zu seiner quantitativen Bestimmung verwendet man einen Stromkreis
aus zwei verschiedenen Metallen nach Bild 3.2.4. Diese sind galvanisch miteinander verbunden.
Werden die Kontaktstellen 4 und B auf unterschiedliche Temperaturen gebracht, so stellt
man an einer beliebigen Trennstelle I’] eine elektrische Spannung fest. Entsprechend der
GréBe der Thermospannung unter gleichen Bedingungen ordnet man die Metalle in einer
thermoelektrischen Spannungsreihe an. Dem Element Blei wird der Wert Null zugewiesen
(vgl. Tabelle 3.2.5).

777727,
7

A

Bild 3.2.4. Thermoelement

In einem Kupfer-Blei-Thermoelement wird nach Tabelle 3.2.5 die Thermospannung
e =2,8-10¢V K1 erzeugt. Kupfer hat die spezifische elektrische Leitfahigkeit y = 0,57
X 10® Q-1 m-1, die Dichte ¢ = 8,9 - 10® kg m~3, die spezifische Warmeleitfihigkeit A = 370 kJ
X m1s1K-1 (T = 293 K). Bestimmen Sie daraus die phinomenologischen Koeffizienten.
Welche Differenz der Warmestromdichten tritt an der Lotstelle auf, an der der elektrische
Strom vom Kupfer zum Blei iibertritt, wenn die elektrische Stromdichte 1 A mm~2 betragt?

Losung:

Es bezeichne ¢ = 1 das erste, ¢ = 2 das zweite Metall. Die elektrischen Stréme und die ther-
mischen Stréme sind miteinander verkniipft. Betrachtet man die Elektronenstréme J¢ und
die thermischen Strome Jjy? (bezogen auf die Zeit- und die Flicheneinheit), so ergeben sich
nach (3.2./6) unter Beriicksichtigung der ONsaGERschen Beziehung (3.2./12) die phdanomeno-
logischen Gleichungen

Jpt = Ly Xpt + Li X, (1)
Jot = Ly, Xpt + L, Xgt. @)
Far die generalisierten Krifte der thermischen Energie folgt aus (3.1.11./13)

grad T

= ®)

Xot= —

Die spezifische elektrische Ladung ist gleich

e; = —Ne . (4a)
Qi

16*
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Damit erhalten wir unter der Voraussetzung rdumlich konstanter chemischer Potentiale der
Elektronen, d. h. unter der Voraussetzung grad G¢ = 0, nach (3.1.11./22)

_ Niegrad®

o T 4)

Xt

Darin bedeutet N; die Konzentration der freien Ladungstriger, g; die Dichte des Metalls.
¢ kennzeichnet die elektrische Elementarladung.
Auf Grund des OEMscheni Gesetzes

J = —ygrad ® (5)
ist die Stromdichte mit der Dichte des Diffusionsstromes durch die Gleichung
(N)eraar-0 = €i(Jr%)graar—o (6)

verbunden. Daraus ergibt sich unter Beriicksichtigung von (4)

i o:¥viT
Li, = . (7
T N2 .

Die Wirmeleitfahigkeit 4 ist unter der Voraussetzung definiert, daB kein elektrischer Strom
flieBt:
(Jg)agt=0 = —4; grad T'. 8)

Aus der Bedingung J,* = 0 erhilt man nach (1), (3) und (4)
L&vogi‘ grad T

rad @ = ——— 9
g LiNe T ©
Wird (9) in (1) eingesetzt und nach der spezifischen Leitfahigkeit 1; aufgelost, so ergibt sich
; Lifo\ 1
A= (LZ?O — Tip =" (10)

Mit (7) und (10) liegen zwei Gleichungen zur 'Bestimmung der drei phénomenologischen
Koeffizienten eines Metalls vor. Die dritte Gleichung folgt aus einem der beiden Kreuz-
effekte.

Im Falle, dafl keine elektrische Potentialdifferenz vorhanden ist, also grad @ = 0 gilt, folgt
aus (1) und (2)

. ;. grad T
ot = Ly g o (11)
' grad 7T
Jot = —Lj, T (12)
Die Dichte des elektrischen Stromes infolge des Temperaturgradienten ist gleich
iy = — 2L gyt (13)
&
Dieser Strom fithrt nach dem Ohmschen Gesetz zu einem Potentialgefille
. Ji
grad i, = —— — —,(T) grad T (14)
Yi
mit
e Li
am) =22 2 (15)

o; viI*?
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An der Trennstelle I’ ergibt sich die Thermospannung durch Integration tiber den Weg durch
den Stromkreis

I
A@th = f gra:d Dy, - dr. (16)
I
Nach (15) kénnen wir schreiben
I Tr
Ady, = f &(T) grad T - dr = f &(T) dT. (17)
r T/

/ .
Der Integrationsweg verliuft von I’ durch beide Metalle s = 1 und ¢ = 2 nach I. Wir zerlegen
das Integral (17) nach Bild 3.2.4:

T, Ty Ta T,
[e@ar = [ &,dT + [ &, dT + [ & dT. (18)
Ty Ty Ts Ta

Wegen
Tg Tr Tg
[ &dl + [dT = —[ ¢, dT (19)
Ty T4 Ta

folgt, wenn man 7'y = T'p beriicksichtigt, aus (17)

Tp
By = [ (&6 — &) dT. (20)
Tp

Bei nicht zu groBer Temperaturdifferenz T3 — T4 kénnen die Koeffizienten ¢; niherungsweise
durch Konstanten ersetzt werden, die nur materialabhingig sind. Damit erhdlt man

| Doy = (& — &) (Tg — T | (21)

. Bei bekanntem e; liefert (15) neben (10) und (7) die dritte Gleichung zur Bestimmung der
phidnomenologischen Koeffizienten. Durch Auflésen nach diesen ergibt sich

Lypp = ﬁ yeT?,  Lpp = T, Lyo = (A + yeeT) T2, (22)

Q
Nt ¥

Im Metall ¢ tritt infolge des PELTIER-Effektes ein Wirmestrom auf, dessen Dichte der des
auslosenden elektrischen Stromes proportional ist:

(J¢Y)graar-0 = ITi(J)graar=o - (23)
Nach (2), (4) und (22) erhilt man fiir den Koeffizienten IT;
1, = —e. (24

An der Kontaktstelle zweier Metalle ¢ = 1 und ¢ = 2 ergibt sich infolge der auftretenden
Differenz der Wirmestrome eine Wirmestauung. Sie kann zum Nachweis des PELTIER-
Eifektes verwendet werden, da sie eine Lotstelle erwirmt, die andere abkiihlt. Fiir die Differenz
der Warmestromdichten an einer Kontaktstelle folgt

Tl = [Tt — J o lgraar=0 = (II; — II,) Jgraar-0 = (&2 — &) T graar-0- (25)

Wir setzen voraus, daB jedes Atom ein freies Elektron liefert. Damit ergibt sich nach Tabelle

3.2.1 fiir Kupfer N; = 8,4 - 1028, und es folgt

_8,9.10%.0,57-108.2,8 . 106 . 2932
8,4 -10%.1,60- 1071

Lypq kgm1s1K =91kgm?!K,
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(8,9 - 10%)2 . 0,57 - 108 - 293
(8,4 - 10% - 1,60 - 10-19)2

Lgq = [370 4 0,057 - 103(2,8 - 10-6)2. 293] 2932 kg m s3 K = 3,18 - 107 kg m s~3 K.

m3sK=173-103kgm3sK,

LTT =

Da die Festlegung iiber die Thermospannung in Blei willkiirlich ist, kann der Thermostrom
nicht absolut bestimmt werden. An der Lotstelle Kupfer (1) gegen Blei (2) ergibt sich nach (24)

It = HJgradT 0= —&TJgraar—0
= —2,8.10%.293.10 Wm—2 = —8,2.102 W m2.

Ein im Uhrzeigersinn flieBender Strom ruft im vorliegenden Fall an der betrachteten Stelle
einen gegen den Uhrzeigersinn flieBenden thermischen Strom hervor.

A Aufgaben

A 3.2.1. In einer NaCl-Losung stehen im elektrischen Feld der Stirke 10 Vm™! bei
100 Pa m~! Druckabfall in der entgegengesetzten Richtung.die thermodyna-
mischen Krifte der Natriumionen miteinander im Gleichgewicht. Wie gro8 ist
die Konzentration des gelosten Kochsalzes? (M, = 58,5)

A3.2.2. Kohlendioxid tritt in der Atmosphire in der relativen Konzentration 3 . 10—*
auf. Bestimmen Sie den Gradienten der relativen Konzentration am Erdboden
bei 20°C. (M, = 44)

A 3.2.3. Zucker in Wasser hat bei 18°C den Diffusionskoeffizienten D =3,7-10-10 m2 s~1.
Berechnen Sie den phidnomenologischen Koeffizienten, wenn 1 g Zucker in 11

- Wasser gelost ist. (M, = 342,3)

A 3.2.4. Silber hat die Dichte 10,5 g cm—3, die relative Atommasse 107,9. Bestimmen Sie
die Anzahl der Atome je Kubikmeter und vergleichen Sie die GroBe mit der
Konzentration N = 7,4 - 10%® m~2 freier Ladungstrager. Welche SchluB3folgerung
ist daraus zu ziehen?

A 3.2.5. In einem Aluminiumstreifen der Dicke 1 mm wird bei 100 A Stromstérke und
einem Magnetfeld von 1,5 V s m~2 zwischen den beiden Seiten die HALL-Spannung
5,1-10%V gemessen. Berechnen Sie daraus die Konzentration der freien
Ladungstriger. '

A 3.2.6. Welche Driftgeschwindigkeit haben die Elektronen in einem Kupferstab von
1 mm? Querschnitt, durch den ein Strom von 1 A flieBt? (Spezifische elektrische
Leitfdhigkeit 0,57 - 108 Q-1 m™1)

A3.27. Wie weit diffundieren Goldatome im Mittel in Blei im Verlauf von 20 Stunden bei
500 K? (D = 3,6 - 10°m?s7?)
A 3.28. Beobachtet wird die Verfarbung von Kaliumbromid infolge des Eindiffundierens

von Kalium. Die Diffusionskonstante bei 380°C betrigt D = 5 - 10-8 m? s~. Uber
welche Zeit ist die Untersuchung zu erstrecken, wenn ein Eindiffundieren von
10 cm beobachtet werden soll?

A 3.29. Die Beweglichkeit der Wasserstoffionen in Wasser betriagt bei 18°C im Grenzfall
unendlicher Verdiinnung 326 - 10~® m? s~1 V-1, Berechnen Sie daraus den Dif-
fusionskoeffizienten (Kreuzeffekt ist zu vernachlassigen).

A 3.2.10. Die unterschiedlichen Beweglichkeiten der Ladungstriger werden durch ein mit
der Diffusion und der Driftbewegung auftretendes Diffusionspotential @p;¢s aus-
geglichen, so daBl meBbare Abweichungen von der elektrischen Neutralitit in
der Losung nicht auftreten. Das Diffusionspotential kann durch geringfiigige
Ladungsverschiebungen entstanden gedacht werden, die nicht mefbar sind.
Leiten Sie das Diffusionspotential fiir den Grenzfall unendlicher Verdiinnung
(vernachlissighare Kreuzeffekte) bei zwei einwertigen, entgegengesetzten
elektrischen Ladungstrigern ab. Unter welcher Bedingung verschwindet das



3.2. Irreversible Prozesse nahe dem thérmodynamischen Gleichgewicht 247

A 3.2.11.

A 3.2.12.

A 3.2.13.

A 3.2.14.

A 3.2.15.

A 3.2.16.

A 3.2.17.

A 3.2.18.
A 3.2.19.
A 3.2.20.

A 3.2.21.

Diffusionspotential? Welche Beziehung ergibt sich daraus zwischen den Ge-
schwindigkeiten der Ladungstriger bei rdumlich konstanten Konzentrationen
der Ladungstrager? )

Wie grof} ist die Driftgeschwindigkeit der Natrium- und der Chlorionen in einer
Kochsalzlosung zwischen den beiden im Abstand 1 cm befindlichen Elektroden
bei 4,5V Spannung? Dabei ist das Diffusionspotential zu beriicksichtigen.
(b, = 44,1 - 10 m s71/(Vm?), by = 68,7 - 102 m s71/(V m1))

Bestimmen Sie aus den Diffusionskoeffizienten fiir Natrium- und fiir Chlorionen
(1,1-10°m? st bzw. 1,710 . m?s!) auf Grund der Neutralititsbedingung
den Diffusionskoeffizienten fiir den Konzentrationsausgleich einer Kochsalz-
16sung.

Zur Messung der Ubertiihrungszahl b./(b; + b_) wird in einem graduierten Rohr
eine Losung aus Kupferchlorid CuCl, auf eine Lésung aus Eisenchlorid geschichtet,
wobei eine erkennbare Grenzschicht entsteht. Die beiden Losungen sind durch
ihre Farbung deutlich markiert. Bei der Elektrolyse wird ein Strom von 19,56 mA
festgestellt. Das Rohr hat den Querschnitt 4 = 15 mm?. Die Grenzschicht
wandert in der Zeit At = 254,5s iiber die Strecke Al = 8,00 cm nach oben.
In der Flissigkeit von 100 cm?® sind 1,345 g Kupferchlorid gelost. Fiir die Leit-
fahigkeit wird y = 0,1942 Q-1 m~! gemessen. Berechnen Sie die Uberfiihrungs- -
zahl sowie die Beweglichkeiten der Kupfer- und der Chlorionen. Der Disso-
ziationsgrad betrigt o« = 0,87, die relative Molekiilmasse 134,5.

Welche experimentell iiberpriifbare Bedingung folgt bei der Elektrolyse fiir den
Fall zweier einwertiger Ionenarten aus der ONsaGERschen Relation L;, = L,;?
In einem Gasgemisch mit der mittleren Dichte ¢ = 1,3 kg m=3 wird durch

Konvektion das Dichtegefille % = —0,15 kg m™* aufrechterhalten. Welches
2

rdumliche Temperaturfeld wird dadurch stationir erzeugt? (M = 65,5 kg kmol-1,
D =45-10°"m2s 1K1 2 =24.105k]J m1s1 K1 Mittelwert der Tem-
peratur 300 K)

Bestimmen Sie die Spannung in einem Thermoelement aus Kupfer und Nickel,
wenn zwischen den Loétstellen-eine Temperaturdifferenz von 0,1 K besteht.
(Werte nach Tabelle 3.2.5) .
Wie grofl ist die Differenz der Wirmestromdichten in einem Kupfer-Nickel-
Thermoelement bei Zimmertemperatur 20°C, wenn ein elektrischer Strom der
Dichte 1 A mm~2 flieBt? (Werte nach Tabelle 3.2.5)

Untersuchen Sie den gegenseitigen EinfluBl zweier gleichzeitig im Reaktor ab-
laufender Reaktionen auf die Reaktionsgeschwindigkeit.

Untersuchen Sie, ob ein Kreuzeffekt zwischen einer chemischen Reaktion und der
Wirmeleitung méglich ist.

Wie ist das Auftreten von Diffusionsstromen bei chemischen Reaktionen zu
erkldren?

Zerlegen Sie den Reibungstensor IT gemif

- %spzn + I

in zwei Summanden. Der erste Summand setzt sich aus dem Einheitstensor,
g . 1 . .
multipliziert mit dem skalaren Faktor—g- sp IT zusammen, worin sp IT die Summe

der Elemente des Reibungstensors IT in der Hauptdiagonalen bezeichnet. Der

zweite Tensor IT hat die Spur sp o =o.

Zerlegen Sie den Tensor grad v in den symmetrischen und den antimetrischen
Anteil und fithren Sie die entsprechende Zerlegung fiir den symmetrischen
Anteil (grad v)® durch. Berechnen Sie IT: grad v und beweisen Sie, daB aus
dieser doppelten Kontraktion ein Anteil abgespaltet werden kann, der aus der
Multiplikation zweier skalarer Faktoren entsteht.
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3.3. Die Grundlagen der Bildung dissipativer Strukturen

E Einfiihrung

Dissipative Strukturen

‘Gegenstand der physikalischen Untersuchungen zur Strukturbildung sind die Gesetze
iiber die Bildung und die Funktion der hochentwickelten Organismen in der gesamten
Natur. Von besonderer Bedeutung ist die Frage der Entstehung lebensfahiger Zellen
aus der unbelebten Materie, d. h. der Bildung sich selbst reproduzierender, mitein-
ander konkurrierender und sich weiterentwickelnder Organismen.

In den Entwicklungsgesetzen der Physik und der Biologie tritt eine grundlegende
Gegensitzlichkeit auf. Der II. Hauptsatz der Thermodynamik postuliert auf Grund
der Erfahrung die Zunahme der Entropie eines abgeschlossenen Systems bis zu
einem Extremwert. Der Anstieg der Entropie eines Systems bedeutet nach 1.2., daB
sein Ordnungsgrad abnimmt. Nach der Evolutionstheorie von Darwin ist dagegen auf
Grund des Selektionsprinzips, d. h. der Auswahl und Durchsetzung im Konkurrenz-
kampf der Organismen, die Entwicklung biologischer Systeme durch die Zunahme
ihres Ordnungsgrades gekennzeichnet. Mit der Aufklirung dieses Widerspruches hat
sich eine Vielzahl von Arbeiten beschaftigt (s. [29] bis [33]).

Die Bildung von Strukturen hohen Ordnungsgrades erfolgt in offenen Systemen, d. h.
in Systemen, die mit ihrer Umgebung Stoff und Energie austauschen kénnen. Sie
befinden sich bei der Strukturbildung weitab vom thermodynamischen Gleichgewicht
‘mit ihrer Umgebung. Die lineare Verkniipfung zwischen den Triebkridften und den
Strémen nach 3.2. ist im Zustand weitab vom thermodynamischen Gleichgewicht
nicht mehr giiltig. Statt dessen gelten nichtlineare GesetzmaBigkeiten mit den daraus
folgenden qualitativen Verdnderungen gegeniiber den Verhdltnissen nahe dem
Gleichgewicht.

Das offene System veréindert im Verlauf eines Prozesses seine Entropie nach der
unter (3.1.11./15) abgeleiteten Bilanzgleichung

28

TR —divdJs + o5 |- (1)

Darin bedeutet S die Entropie je Masseeinheit, ¢ die Massedichte, Js die Dichte des
Entropiestromes gemiB (3.1.11/16), os die auf Grund des zweiten Hauptsatzes
produzierte Entropie, bezogen auf die Raum- und die Zeiteinheit. In Uberein-
stimmung mit dem II. Hauptsatz kann sich nach (1) die Entropie des offenen
Systems verringern und somit die Bildung von Strukturen héheren Ordnungsgrades
erfolgen.

Der durch einen gleichméBigen Strom von Energie, Stoff und Entropie aufrecht-
erhaltene Zustand eines offenen Systems, das mit seiner Umgebung nicht im Gleich-
gewicht steht, gegeniiber kleinen Stérungen und statistischen Schwankungen jedoch
stabil ist, heiBt FlieBgleichgewicht. Dieser stationdre Gleichgewichtszustand unter-
scheidet sich vom Gleichgewichtszustand der bisher betrachteten thermodynamischen
Systeme, der im folgenden als statischer Gleichgewichtszustand bezeichnet wird.
Wegen der insgesamt erfolgenden Entropiezunahme werden die in einem Flie8-
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gleichgewicht gebildeten Strukturen nach PrIicoGINE als dissipative Strukturen
bezeichnet.

Der ProzeB der Strukturbildung in einem FlieBgleichgewicht kann, da er weitab
vom statischen thermodynamischen Gleichgewicht erfolgt, nicht durch die linearen
Ansitze nach 3.2. beschrieben werden. Die zu verwendenden mathematischen Glei-
chungen sind im allgemeinen nichtlinear. Nichtlineare Gleichungen enthalten in der
Regel mehrere stationire Losungen. MafBgeblich fiir die Herausbildung einer dissi-
pativen Struktur ist ihre Stabilitéit gegeniiber kurzzeitigen, in ihrer Intensitdt
begrenzten Stérungen. Diese unter dem EinfluBl stochastischer Stérungen ablaufen-
den Prozesse treten ohne Riickwirkung auf, d. h., sie sind nur vom gegenwirtigen
Zustand abhéngig. Solche Prozesse heilen Markow-Prozesse. Fiihren sie zu Fluk-
tuationen, die sich mit der Zeit verstidrken, so ist die Struktur instabil. Klingen die
Schwankungen ab, so liegt eine stabile Struktur vor. '

Stabilitdt stationdrer Zustinde

Betrachtet wird ein System physikalischer Gro8en, die durch ein System nicht-
linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

dX

Ei =fi(Xy,...Xy) (GE=1,...0 2)

dargestellt werden. Die Losungen dieses Systems koénnen in dem Vektor
X(f) = Xy(t), +ves Xy(t) 3)

zusammengefaBt werden. Jeder Zeitpunkt ¢ legt einen Punkt im Phasenraum
(Zustandsraum) fest. X(¢) heifit Phasentrajektorie.
Stabile und instabile stationédre Zustéinde sind durch

dX(t
SO0 baw. (XOI=0  G=1,...0) ()
gekennzeichnet. Sie entsprechen in der Theorie der Differentialgleichungen den
singuldren Punkten.

Fiir nichtlineare Funktionen f;(X) existieren in der Regel mehrere Losungsvektoren

X0, x@,

Realisiert werden Zustdnde, die gegeniiber kleinen Schwankungen stabil sind.
Derartigen Schwankungen sind alle physikalischen Grofien infolge stochastischer
Storungen durch innere oder duBere Effekte unterworfen. In einem stabilen System
klingen die infolge der Storungen ausgelésten Fluktuationen ab oder gehen in kleine
periodische Schwankungen iiber. Dagegen vergréBern sich in einem instabilen
System die Schwankungen so lange, bis ein benachbarter stabiler Gleichgewichts-
zustand erreicht ist.

Die um einen stationdren Wert X schwankende Gro8e wird im folgenden durch

X(t) = X + 2() (s=12..)) (5)
dargestellt. Stabilitit liegt stets dann vor, wenn
lz(t)] = |X(t) — X@| -0 fir ¢—> o0 (6)

gilt. (6) kennzeichnet die asymptotische Stabilit:it.
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Stabilitdt kann jedoch auch auftreten, indem sich «(¢) fiir { — co immer mehr einem
endlichen Zyklus néhert. Dieser heilt Grenzzyklus.

Stabilitdt eines Systems mit zwei Freiheitsgraden

Fiir ein System mit zwei Freiheitsgraden lautet (2)

X, ax,
& = H(Xy, Xy), Tl

In der Umgebung einer stationdren Losung X, X,(®) erhdlt man fiir das Schwanken

fa( X1, Xs). (7)

der GroBen X, und X, unter Verwendung der Definitionsgleichung (5)

dzx dz.
Ttl = O11%; + G1a%,, .Et% = A% + Gogly ®)

mit

_ o _ of
al? B (3X1 )Xx(’),Xz(‘) ’ alz - (8X2 X;“’,Xg(’) ?

5 5 9
a. — i a. — i
21 8X1 X,®,Xx,® ’ 2 8X2 X9, X, )
Als allgemeine Losung des Gleichungssystems (8) erhélt man
xy(f) = Ay &4t 4 Ay, e, (10)
zy(t) = Ay €8t 4 Ay €2t
A, und 4, ergeben sich als Losung der charakteristischen Gleichung
a;y — A @
1 12 —o0. (11)
21 g2 — 4
Aus (11) folgt
a a. a (gs)?
Mg = 11"12‘ 22 Va12a21+ ( 11‘2 22) . (11a)

Die Gleichgewichtsuntersuchung liefert folgende Félle (s. Bild 3.3.1):

a) Stabiler Knoten
21 und A, sind reell und negativ. Nach (10) liegen exponentiell abklingende Fluk-
tuationen vor.

b) Stabiler Strudel

2, und A, sind komplex mit negativen Realteilen. Das System fithrt geddmpfte
periodische Schwingungen aus und néhert sich asymptotisch dem Gleichgewichts-
zustand. Die Phasenbahn hat die Form eines einlaufenden Strudels.

¢) Stabiler Wirbel )

Ay und %, sind rein imagindr. Es liegen ungeddmpfte Schwingungen vor, die im
FlieBgleichgewicht durch den stationdren Energiestrom aufrechterhalten werden.
Die Gleichgewichtslage ist stabil, doch liegt keine asymptotische Stabilitdt mit ab-
klingenden Stérungen vor.
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d) Instabiler Knoten

A1 und 2, sind reell und positiv. Das System entfernt sich bei Storungen aperiodisch
aus dem Gleichgewichtszustand.

e) Instabiler Strudel

Ay und 2, sind komplex mit positiven Realteilen. Storungen fiithren zu periodischen
Schwingungen, deren Amplitude zunimmt. Die Phasentrajektorie hat die Form
eines auslaufenden Strudels.

1> 9 @

a) b c)

\ ~ \ 7/

/o\ /e\

d) el f)

X

Bild 3.3.1. Stationire Zustidnde fiir Systeme mit zwei Freiheitsgraden

f) Instabiles System mit einem PaB bzw. Sattelpunkt

2 und 22 sind reell mit verschiedenen Vorzeichen. Bei Stérungen entfernt smh das
System in einer bestimmten Richtung aus dem Gleichgewichtszustand. Spezielle
zusétzliche Bedingungen konnen zu stabilen Lagen fiihren.

Stabilitdtskriterium von Ljapunow

Die Theorie uiber die Stabilitdt der Losungen von Differentialgleichungen wurde von
LiapuNow 1892 begriindet. Das erste Stabilitdtskriterium bezieht sich auf asym-
ptotische Stabilitdt und ist in der Aussage mit (6) identisch. Das zweite bezieht sich
auf Grenzzyklen. Es wird hdufig als das eigentliche Stabilitdtskriterium von
LiapuNow bezeichnet und besagt:

Die stationdre Losung eines Systems von Differentialgleichungen ist im Phasen-
punkt P,, der durch den Zustandsvektor X, charakterisiert wird, stabil, wenn dem
System eine Funktion Vi(X) zugeordnet werden kann, die folgende Eigenschaften
besitzt:

1. Vi(X) und seine ersten partiellen Ableitungen sind in einer endlichen Umgebung G
des Punktes P, kontinuierlich verénderlich.
2. Im Punkte P, gilt

Vi(X,) = 0. (12)
3. In der Umgebung G' des Punktes P, gilt fiir alle Punkte
Vi(X) > 0. (13)
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. Die totale Ableitung der Funktion V1(X) erfiillt im Bereich G die Bedingung

dvy o . . f oV, dX; :
—_— =5 < < . = — <
T Ve=gradx V1, - X <0 bzw. Vy igl A 0
ir das System (2) von Gleichungen erster Ordnung kann man anstelle de:
Ingleichung (14)

(14

, f
=3 S0 (140

i=1

chreiben. V1(X) heifit Ljapunow-Funktion.

Beispiel 3.3.1. Ljapunow-Funktion

Die Bewegung auf einer Ellipse im Phasenraum kann geméf
X, = a cos wt, X, = bsin wi

dargestellt werden.

X,2?

a?[b?

erfilllt die Bedingungen einer Lyapunow-Funktion mit

LA (—X
dt

VL(XI: Xz) = + X22

az/b; a sin wt 4+ X,b cos wt) = —t% b2,

Bleibt die Bewegung auf der Ellipse unverdndert erhalten, so ist (-i—th‘—L gleich Null. Der

Zustand ist stabil, obgleich sich bei der Bewegung auf der elliptischen Bahn der Abstand
vom Koordinatenanfangspunkt periodisch vergréfert und verkleinert. Werden die Halb-
achsen ¢ und b allméhlich kleiner, bleibt ihr Verhéltnis jedoch konstant, so néhert sich der
betrachtete Massenpunkt bei seiner Bewegung mehr und mehr dem Koordinatenanfangs-
punkt (s. Bild 3.3.2). Fur diese Bewegung gilt

ar

< 0.
ds

aj b) c)
Bild 3.3.2. Verhalten der LyapuNow-Funktion V7, .

a) dVy/dt < 0, konvergierende Bewegung (stabile Struktur)
b) dVy/dt = 0, konstante elliptische Bahn (stabile Struktur)
¢) dVi/dt > 0 (Bewegung mit sich vergr6Bernden Achsen)

Auch dabei vergroBert sich zeitweise der Abstand vom Koordinatenanfangspunkt. Fiir die
Bewegung mit groBer werdenden Halbachsen ¢ und b gilt dagegen

avy,
at

d. b., die Stabilitdt ist nicht gewdhrleistet. Sie kann als von der Ellipse abweichender
Grenzzyklus vorliegen. Aussagen dariiber erfordern weitere Untersuchungen.

>0,
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Gleichgewichiszustand abgeschlossener thermodynamischer Systeme

Nach dem zweiten Hauptsatz kann die Entropie eines abgeschlossenen thermo-
dynamischen System nicht abnehmen:
(d8)abgesem. = diS = 0. (15)

Die Zustandsgrofen X; verdndern sich derart, daB die Entropie so lange zunimmt,
bis sie ihr Maximum erreicht hat:

$8(X,, ..., X;) > 0. (16)

Der Gleichgewichtszustand ist dadurch gekennzeichnet, daB bei virtuellen An-
derungen der Zustandsgrofien die Entropie unveréndert bleibt:

oS
38 =0 bzw. Zi‘,rXiSX,-zo. 17
Soll ein Maximum vorliegen, so mufl die Bedingung
828(X;, .y X;) < 0 (18)

erfiillt sein. $28 heiBt Exzefientropie (UberschuBentropie). Sie liefert ein MaB fiir die
Verdnderung des Systems. Bei der Entwicklung des Systems kann (18) durch

d

ersetzt werden. Darin bedeutet ¢ einen beliebigen verénderlichen Parameter, z. B.
die Zeit.

Mit dem Maximalwert der Entropie wird gewihrleistet, daf gegeniiber kleinen
Fluktuationen 3X;, ..., 8X; der ZustandsgréBen X, ..., X; ein stabiler Zustand vor-
liegt. Mit den Gleichungen (16), (17) und (18) erfiillt 88(X}, ..., X;) die Bedingungen
(13), (12) und (14) einer LyapuNow-Funktion.

Gl‘eichgewichtszustand offener thermodynamischer Systeme

Fiir offene Systeme kann die Entropieinderung nach (3.1./33) in zwei Anteile
d8 = d;S + d.S (19)

zerlegt werden. Der Anteil der Entropieinderung durch Austausch mit der Um-
gebung ist nach dem ersten Hauptsatz fiir Systeme, deren Zusammensetzung unver-
gndert bleibt, durch

3 aU dv
bestimmt. Von Interesse sind insbesondere Systeme, deren Temperatur und deren
Druck festgelegt ist. Fiir diese schreibt man anstelle (20)

' 3Q =dG + TdS + §dT — V dp. (21)
Wegen d;S = 0 ergibt sich daraus
TdS =dG +TdS +8dT — Vdp

(20)
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bzw.
d@ < —8 4T + V dp. (22)

Bleiben die Temperatur und der Druck konstant, so erhédlt man

dG¢<0 (T =0, dp=0) | (23)

Die freie Enthalpie des offenen Systems, dessen Temperatur und Druck konstant
sind, veréndert in irreversiblen Prozessen ihre ZustandsgréBen so lange, bis ein
Minimum erreicht ist:

d(X,, ..., Xf) < 0. (24)
Der Gleichgewichtszustand ist durch
oG
SG:.ZEESXiZO (25)

fiir virtuelle Anderungen 8X; gekennzeichnet. Soll ein Minimum vorliegen, so mu8

2G>0 bzw. % 3¢ >0 (26)

erfiillt sein. Als Lyapunow-Funktion erhélt man somit fiir das offene System, dessen
Druck und Temperatur festgelegt sind,

V= —3G. @7

Die Gleichgewichtsbedingung héngt vom festgelegten Zustand des Systems, d. h.
von den Nebenbedingungen, ab. Bei verinderten Nebenbedingungen ergeben sich
andere- thermodynamische. Potentiale, die im Gleichgewicht einen Extremwert
annehmen (vgl. A 3.3.1 bis A 3.3.3).

P Probleme

3.3.1. Nichtlineare Langevin-Gleichung

Der Laser stellt ein thermodynamisches System weitab vom statischen Gleichgewichtszustand
dar. Beim optischen Laser wird das FlieBgleichgewicht durch intensive Einstrahlung kurz-
welligen Lichtes (optisches Pumpen) aufrechterhalten. Bild 3.3.3 zeigt den prinzipiellen Auf-
bau, Bild 3.3.4 das Energieschema des Lasers.

Die Einstrahlung bewirkt, dafl Bausteine des aktiven Mediums aus dem energetischen Grund-
zustand W, in das Pumpniveau W; und von dort nach kurzem Zwischenaufenthalt (100-10-95)
in das metastabile Anregungsniveau W, ubergehen. Bei starker Pumpleistung kommt es
zum gehduften Auftreten des Niveaus W,. Wenn die Konzentration n, der Bausteine im
Zustand W, grofler ist als die Konzentration n, der Bausteine im Grundzustand W, liegt -
Besetzungsinversion vor. Sie ist die Voraussetzung fiir den Laserproze8, den Ubergang in den
Grundzustand unter Aussendung einer intensiven, auf einen engen Frequenzbereich begrenzten,
scharf gebiindelten Strahlung (s. [6], 8.2.).

Beim Betrieb des Lasers laufen gleichzeitig mehrere Vorginge ab. Die das FlieBgleichgewicht



3.3.- Die Grundlagen der Bildung dissipativer Strukturen 255

aufrechterhaltende Energiezufithrung bewirkt, daB die Konzentration n, der Bausteine im
Anregungszustand W, erhoht, die Konzentration n, der Bausteine im Grundzustand ver-
ringert wird. Zur Charakterisierung dieses Effektes wird die Pumprate R eingefiihrt, die die
Erhohung der Konzentration n,, bezogen auf 1 m?® aktives Medium und auf 1 s, angibt:

d d
(ﬁ) - _(ﬁ) — R )
d¢ Pumpen dt Pumpen
Energiequelle
(Pumpe)
\
—_— %}——>
/%g;:f;; i Laserimpuls
e e e —_ T
[ ]
Spiegel Resonator Spiegel
(undurchldssig) (teildurchldssig)

Bild 3.3.3. Prinzipieller Aufbau des Lasers

W3

Wy —

W, Bild 3.3.4. Energieschema des Dreiniveau-Lasers

Durch den LaserprozeB W, — W, werden Photonen emittiert. Dabei ist die Anderung der
Konzentration 7, proportional der Besetzungsdifferenz
Ny = Ny — Ny. 2

Des weiteren ist die Anderung von n, der Konzentration N der Photonen im Resonatorraum
proportional. Infolge der Kopplung des aktiven Mediums mit dem Strahlungsfeld des Resona-

tors gilt
dn, dn,y
Ta) — _(S1) — _Ba,N. 3
( ds )St. ( ds )St. U @

By ist eine vom aktiven Medium abhingige Materialkonstante. Sie heift EInsTrIN-Koeffizient
fur die induzierte Emission.
Die spontane Emission ist der Besetzungsdichte n, proportional:

dn, dn,
=2 = (= = —n,A,,. 4
(dt )sp’ (dt )sp. Ngdlgy (4)

A,, heiBt ErnsteIN-Koeffizient der spontanen Emission.
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Zusammengefaf3t erhdlt man

% — R — BN — nyd,, (5)
% = —R+ BmyN + nydy,. (6)

Es wird vorausgesetzt, daB Ubergiinge in Energieniveaus, die am LaserprozeB nicht beteiligt
sind, so wenig Energie verbrauchen, daf sie vernachlissigt werden kénnen.

Ohne die induzierte Emission wiirde die Konzentration der Photonen mit einer durch die
mittlere Aufenthaltsdauer 7, gekennzeichneten Konstanten abnehmen. Fiir die Anderung der
Photonenkonzentration folgt somit

av N

o = Bl " (7)
Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen der Laseroszillator anschwingt und ein Flie§3-
gleichgewicht entsteht. Bestimmen Sie die Verhéltnisse an der Grenze zwischen stabilem und
instabilem Verhalten. Den Untersuchungen sind ‘die Werte By =3-10"6m3s™!, 4,, =3.10%s7%,
7o = 107 s zugrunde zu legen. Bei fehlenden duBeren Einfliissen sei die Besetzung des unteren
Energieniveaus gleich n;, = 10% m=3, die des. Anregungsniveaus gleich Null.

Losung:

Die durch induzierte Emission erzeugten Photonen miissen zumindest die Verluste decken.
Aus (7) folgt somit

BN = y, (8)
. %o

Hieraus erhdlt man fiir die Besetzungsdifferenz

Ny = . 9)
P BfTO

(9) heilt Anschwingbedingung.
Aus (5) und (6) ergibt sich durch Subtraktion

dny

i 2R — 2Bm N — 2n,4,,. (10)
Der Besetzungsiiberschufl kann in eine Reihe

ny(t 4 At) = my(t) + At dnp® .. (11)

entwickelt werden. Zur Zeit { = 0 sei n, so groB, dal gerade die Anschwingbedingung (9)
erfilllt werde. Fir die Besetzungsdifferenz zur Zeit ¢ = 7, folgt somit

dny

1
np(Ty) = Efr— + 7 (E)t . + .. (12)
0 -

Fir die Anderung der Photonenkonzentration zur Zeit ¢ = 7, erhilt man aus (7)

dN dny
—_ =|—= B N. 13
( d¢ )t:ro ( di )g:o 1% ( )
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Durch Einsetzen von (10) ergibt sich daraus die nichtlineare Gleichung

(%)kh = By, (2R — 2n,4y, — 2—_5%) N. (14)
Die Besetzung n, iibersteigt im allgemeinen #, relativ nur wenig, so dafl
np <L My (15)
vorausgesetzt werden kann. In (14) wird daher anstelle n, gemifl
7
Ny R ?" (16)

eine Konstante eingesetzt.
Die Energiedichte g des elektrischen Feldes E im Resonatorraum ist gleich

ow = Nif = — o B (17

(vgl. [4] (1.4./21), (1.4.5./1)). b bedeutet das PLancksche Wirkungsquantum, f die Frequenz,
&, die elektrische Feldkonstante. Wir setzen (16) und (17) in (14) ein und 16sen nach der zeit-
lichen Ableitung der elektrischen Feldstirke des Resonators auf. Es folgt

; 2
dE _ B g (9p — moay, — 2. (18)
ds 2 Tohf
Beriicksichtigt man MarKOW-Prozesse durch F(¢), so ergibt sich
%— = —aX — bX3 4 F(t) (19)
mit
X =E, a_:—_—égi(ZR—-noAn), b=%". (20)

(19) stellt die Gleichung des geddimpften anharmonischen Oszillators (LANGEVIN-Gleichung)
dar, fiir den Trigheitskréifte gegen Reibungskrifte zu vernachléssigen sind:

d:x dXx

mm <

Darin bedeutet m die Masse, o den Reibungskoeffizienten.

(19) ist fur die nichtlineare Optik ebenso von Bedeutung wie fiir die Festkorperphysik, fiir
Transportprozesse, fiir biologische Systeme und allgemein fiir kooperative Effekte.

Wir untersuchen die Stabilitdt des Zustandes E = 0 bzw. X = 0 nach dem LjaruNow-
Kriterium. Als LyapuNnow-Funktion der konservativen Krifte, d. h. ohne MaARKOW-Prozesse,
kann man das Potential einsetzen:

2 4

Es ist mit seiner ersten Ableitung kontinuierlich verinderlich und erfiillt auch die zweite
LyaruNow-Bedingung (3.3./12). Die dritte Lyapuxow-Bedingung (3.3./13) besagt

VL= (21)

VuX)>0 fir X=0. (22)
Sie wird fiir alle Punkte in einem Bereich @ um den Punkt X = 0 erfillt, wenn
a>0 (23)

17 Schilling, Wirme
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gilt. Im Falle ¢ < 0 wird die Bedingung nicht erfiillt. Fiir a = 0 hingt die Erfillung der
Bedingung (21) von b ab, und es ist damit eine zusétzliche Untersuchung erforderlich.
Um die vierte Lyapunow-Bedingung (3.3./14) zu iiberpriifen, bilden wir die Ableitung nach der
Zeit:

. avy ,

V= X X =(aX 4+ bX3) X = —(aX 4+ bX?)?% < 0. (24)
(3.3./14) ist in jedem Falle erfiillt.
Der Zustand X = 0 ist gegeniiber stochastischen Stérungen F(¢) nur fiir @ > 0 stabil. Bild 3.3.5
zeigt die LyapuNow-Funktion Vy. Das Verhalten beim Ubergang in der Umgebung a = 0 wird
als Symmetriebrechung bezeichnet.

A
a) a>0
: %c) as0
7 Vx
7<0 Bild 3.3.5. LyarpuNow-Funktion Vy,
b a)a>0,b)a<<0,c)a=0

Fir den Laser bedeutet nach (20) die Stabilitﬁtsbedingung (23)
ngdy > 2R. (25)

Solange (25) erfiillt ist, klingt im Resonatorraum des Lasers die induzierte Emission ab. Die
Anordnung wirkt wie eine konventionelle Lichtquelle, in der die spontane Emission bestimmend
ist. Wenn die Pumprate die Verluste durch spontane Uberginge ausgleicht, kann sich eine
stabile Laserschwingung ausbilden, und der Zustand £ = 0 ist nicht mehr stabil.
Mit den vorgegebenen Grofien erhalten wir, dal die Pumprate den Wert
25 .92 . 102
R, = £_23_£_ m-3s1=1,5.10 m3 g1

ibersteigen mufl, wenn die Laserschwingung angeregt werden soll.

3.3.2. Lotka-Volterra-Modell

Das Lorra-VoLTERRA-Modell beschreibt die Populationsdynamik zweier Arten von Organis-
men, die nach dem Réauber-Beute-Prinzip existieren. Im einfachsten Fall steht der Beute
(Organismen X,) ein sich stindig erneuerndes Nahrungsreservoir zur Verfiigung, das rdumlich
und zeitlich konstant ist. Daher vermehren sich die Organismen X, proportional einem Wachs-
tumskoeffizienten %; und der Konzentration ihres Reproduktionsmittels.

Sie sind der Verfolgung durch Organismen X, (Rauber) ausgesetzt. Beim Zusammentreffen
eines Teilchens X, mit einem Teilchen X, wird das Teilchen X, vernichtet, dafiir entsteht
zusitzlich ein Teilchen X,. Der Vermehrungsprozel der Teilchen X, vollzieht sich mit dem
Reaktionskoeffizienten k,. Ohne die Beute X; sterben die Organismen X, proportional dem
Reaktionskoeffizienten k; ab.

Stellen Sie die Differentialgleichungen fiir den LoTkA-VOLTERRA-Prozef auf. Bestimmen Sie die
stationdren Zusténde und untersuchen Sie die Stabilitat.

Beim Laserproze3 besteht in Bereichen, in denen die Pumpleistung gemif

R = Ry, )
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der Besetzungsdifferenz n, proportional ist, zwischen dieser und der Konzentration N der
Photonen im Resonatorraum eine Verkniipfung, die durch das LoTrA-VOLTERRA-Modell be-
schrieben werden kann. Fithren Sie den LaserprozeB unter der Voraussetzung, daB (1) erfiillt
ist, auf das LoTRA-VoLTERRA-Modell zuriick. Bestimmen Sie den stabilen stationidren Zustand
dieses Lasers, wenn folgende Daten vorgegeben sind: 7, = 10=%s, By = 3-10"1® m?s?,
R, = 10® 571, Die Ubergéinge durch spontane Emission und Absorption sind zu vernachlissigen.

Losung:

Die Organismen X, vermehren sich durch Wechselwirkung mit dem Stoff A, die Organismen X,
durch Wechselwirkung mit den Organismen X,;. Das Absterben der Organismen X, erfolgt
ohne Wechselwirkung mit anderen Stoffen. Dabei wird der Stoff B gebildet. Dementsprechend
laufen beim LoTkA-VOLTERRA-Prozel gleichzeitig die folgenden Reaktionen ab:

A+ X, B 02X, @)
X, + X, 25 2X,, 3)
X, %5 B. @)

Als Bruttoreaktion erhilt man
A B. (5)

X, und X, sind Zwischenprodukte, deren Verhiltnis die Bruttoreaktion bestimmt. Bezeichnen
wir die Konzentrationen der beiden Organismen mit C; und C,, die Konzentration der Nah-
rung A mit Oy, so ergeben sich aus (2) bis (4) die Gleichungen

c"1 = £,CsC; — 0405, (6)
G, = £,C,C, — 15C,. (7)
Wir fihren die Variablen
k,C. k,C, k
X, = 271 X, = 272 A== = 8
.41 A ’ Py %,C ’ T As T = kgt (8)
ein und erhalten damit aus (6) und (7)
ax, =AX, — AX,X,, 9)
dr
dX,
d—: =X, X, — X,. (10)

Stationdre Losungen dieses Gleichungssystems sind

Xxm=0, XW=o, (11)

X®=1, X®=1. (12)
Mit dem Storansatz

X)) = Xy + 2y(v),  Xy(v) = Xyt + 2,(7) (13)
folgt fiir ¢ = 1 aus (9) uﬁd (10) bis auf Korrekturglieder zweiter Ordnung

% = Az, (ili: = —,. (14)

17%
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Damit erhilt man nach (3.3./9) bis (3.3./11) die charakteristische Gleichung

A—212 0
=0 (15)
0 —1 —2
mit den Wurzeln
M=A4, Iy=—1. (16)

Da A positiv ist, liegen zwei reelle Losungen mit entgegengesetzten Vorzeichen und daher ein
instabiles System vom Satteltyp vor.
Fir ¢ = 2 folgt in gleicher Weise

—i —A
1 -

=0 (17)

mit den Wurzeln
h=iV4, A= -iV4, (18)
d. h., die Konzentrationen X, und X, oszillieren um einen stabilen Wirbel. Sind die Anfangs-
werte X;(0) = 1 + @39, X,5(0) = 1 + x,, vorgegeben, so ergeben sich nach (14) die Ellipsen
X, =1 + @y cos VA kgt — VA x5 sin V4 kst (19)
Xy =1+ @y cos VA kgt — ~ 2,0 sin VA kgt (20)

V4

Die Maxima der Schwankungskurven sind gegeneinander verschoben. Einem Maximum im
Auftreten der Beute folgt ein Maximum im Auftreten der Rauber (vgl. Bild 3.3.6).

Bild 3.3.6. Schwankungen beim
LoTrA-VOLTERRA-Prozefl

Fiir den LaserprozeB bestehen nach (1), (3.3.1./10) und (3.3.1./9), wenn spontane Uberginge
vernachlissigt werden, die Gleichungen

% = 2Ryn, — 2BmyN, (21)
dN N
— = —— 4 Bm,N. 22
d¢ Ty + Bymy (22)
Wir setzen
Co=gmpy CG=N, kOy=2R, k=28, k= 1
To
und fithren damit (21) und (22) auf (9) und (10) zuriick.
Als stabile Struktur mit einem Wirbel ergibt sich
= ! = & (24)

BfTo ’ - Bf’
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mit den vorgegebenen Werten

1m-3 103 _ _
np=m=3,3-102°m3, N=3.10_Hm3=3,3-1015m3.
3.3.3. Chemischer Oszillator

Bei der ZuABOTINSKY-Reaktion werden 4 mol m—2 Ceriumsulfat, 0,35 mol m—3 Kaliumbromat,
1,2 kmol m~2 Brommalonsdure, 1,5 kmol m—% Schwefelsdure mit einem geringen Zusatz
Ferroin als Indikator in Wasser gel6st. Die Temperatur betriagt 20°C. Zu Beginn des chemischen
Umsetzungsprozesses firbt sich die Losung rot und wechselt danach mit einer Periode von
einigen Minuten zwischen rot und blau. Nach mehreren derartigen Oszillationen bilden sich
in der Flussigkeit stabile rote und blaue Schichten, die bis zu einer Stunde beobachtet werden
konnen (s. Bild 3.3.7).
Ursache der Rotverfirbung ist ein geringer Uberschu8 von Ce®+-Ionen, Ursache der Blauverfir-
bung von Ce#*-Ionen in der Losung. Die deutliche Abhéngigkeit der Eigenschaften eines Systems
von schwachen Anteilen eines Stoffes ist u. a. fiir die Durchléssigkeit einer Membran und fiir die
Schaltung schwacher elektrischer Stréme von Interesse. Chemische Oszillationen sind daher
als Modell fiir biologische Prozesse, fiir die Selektion bei der Entwicklung der Arten und fiir die
Vorginge im Nervensystem bei Erinnerungs- und Entscheidungsprozessen von Bedeutung.

rot blau rot blau
Bild 3.3.7. ZraBOTINSKY-Reaktion

Nach Zhabotinsky (1964) laufen bei den vorliegenden chemischen Oszillationen zwei Reak-
tionen mit den Umsetzungen

Ce3t — Cett, Cet+ — Cedt

parallel zueinander ab. Prigogine und Lefever deuteten den Effekt als Proze8, der nur weitab
vom statischen thermodynamischen Gleichgewicht moglich ist. Fiir Analogieschliisse iiber das
zeitliche Verhalten entwickelten sie 1968 das als Briisselator bezeichnete Modell von vier
gekoppelten Reaktionen

Ady x);
B+ X, £ X, +D; 22X, + X, 23X, 1)
X, 2 B.

X, kennzeichnet die Ce®*+-Ionen, X, die Ce**-Ionen. Sie werden aus Ce®*+-Ionen gebildet. Durch
DreierstoB mit zwei Ce3t-Ionen werden sie zuriickverwandelt.
Stellen Sie das Gleichungssystem fiir den Briisselator auf und untersuchen Sie die Stabilitédt
der stationdren Losungen.
Losung:
Bezeichnet C, die Konzentration des Stoffes A, Oy die des Stoffes B, C; die der Ce*t-Ionen,
C, die der Ce**-Ionen, so ergibt sich aus (1)
6"1 = k,0p — kyCpCy + k3C2Cy — k,C, (2)
C,= k,0p0, — ky0,2C,. 3)
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262
Fithrt man die Gré8en
ks ks ks k
X, =20, =l/20,, = kg, A=1]/=2=2
1 l %y 1 2 Vk4 2 T 7t ks ks Ca,
ky
= =C
%, CP 4)
ein, so erhilt man aus (2) und (3) das Gleichungssystem
dX
'd__’:l:A_(B‘*‘l) X, + X°X,, (5)
dX,
d—: = BX, — X.2X,. (6)
Als stationdre Losung erhélt man
B
X0 =4, X0 = =2,
| O == )
®

Der Stéransatz

X(7) = X + x4 eir,

liefert aus (5) und (6) firr die GréBen erster Ordnung das algebraische Gleichungssystem
9)

(10)

Xy(7) = Xof®) + @y €t

(B — 1) zyp + Ay,

Awyy =
Mgy = — By — 5042
Es besitzt nur dann nichttriviale Losungen, wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet:
B—1—11 A2
3 ar =0. (11)
Daraus folgt die charakteristische Gleichung
A4+ AA4*— B+ 1)+ 42=0 (12)
mit den Wurzeln
My = —;42—_—21-3—+—1- + % V(42 — B + 1) — 442, (13)
Rein reelle Losungen liegen fiir
(42 — B + 1)2 = 442 (14a)
vor. Wenn auflerdem
A*—B+1>0 (14b)
erfiillt ist, sind die beiden reellen Wurzeln 4, und 4, negativ. Es liegt ein stabiler Knoten vor.
Stabile Strudel ergeben sich fiir
(4% — B 4 1)2 < 4472, A2 —B+1>0. (15)
(16)

Stabile Wirbel treten fiir

A2 —B+1=0
auf. (16) kennzeichnet gleichzeitig die Grenze zwischen stabilen und nichtstabilen Zusténden.

Chemische Oszillationen sind nur fir instabile Zustande mdglich.
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Instabile Strudel treten auf fur

(4% — B + 1)? < 442, A*~-B+1<0, 17
instabile Knoten fiir

(A2 — B + 1)2 > 442, A®*— B +1<0. (18)
Im A,B-Diagramm kennzeichnen die Kurven (16) sowie die beiden Kurven

A2 — B+ 1=+424 (19)

Zustidnde, in denen das System seinen Charakter qualitativ &ndert. Diese Kurven werden als
Bifurkationskurven bezeichnet.
Speziell fiir A = 1 liefern die Stabilitétskriterien:

B < 0 stabiler Knoten, 0 << B < 2 stabiler Strudel, B = 2 stabiler Wirbel, 2 < B < 4 insta-
biler Strudel, B = 4 instabiler Knoten. Bifurkationspunkte zu 4 = 1 sind B = 0, 2, 4.
Fur groBie Schwankungen folgt aus (5) und (6)

dX, 4 —(B+ 1) X, + X7X,

dx, BX, — XX,

Im Falle sehr kleiner Werte X; wird (20) durch 4/BX, bestimmt. Es bedeutet im Zusammen-
hang mit (5), daB X, relativ zu X, stark anwéchst. Sehr kleine Werte X, fithren nach (6) dazu,
daB X, wichst. Wenn X, gleichzeitig sehr groBe Werte annimmt, wird (20) negativ, d. h., X,
f4llt. Hieraus ergeben sich die zu beobachtenden chemischen Oszillationen. Sie klingen mit der
Zeit ab, da der Nichtgleichgewichtszustand gegeniiber der Umgebung ohne Energiezufithrung
nicht unbegrenzt aufrechterhalten bleibt.

(20)

3.3.4. Das Verhalten der ExzefBentropie

Untersuchen Sie die ExzeBentropie 328 fir ein stabiles offenes thermodynamisches System aus &
Komponenten, dessen Druck und Temperatur festgelegt ist. Welche Werte erhilt man fir die
ExzeBentropie bei Schwankung der Temperatur, des Volumens und der Konzentration der
einzelnen Komponenten?

Berechnen Sie die ExzeBentropie fiir ein Gemisch mit der spezifischen Wirmekapazitit
cy = 3,5 kJ kg~ K-, wenn die Temperatur 400 K betrdgt und um 410 K schwankt.

Losung:

Die Entropie § eines Gemisches aus k& Komponenten bei kleinen Anderungen der inneren
Energie U, des Volumens ¥ und der Teilchenzahlen N; kann in eine Reihe

S(U + dU, V + dV, N; + dN,) = S(U, V, N)) + 88 + % 58 (1)

entwickelt werden, 8, U, V, N, seien auf ein Kilogramm Masse der gesamten Substanz bezogen.
Fiir 88 und 828 ergeben sich die Gleichungen

a8 a8 a8
8 = —8U + =3V — 3N, 2
v’ T v O T 25 oN; ' @
a8 28 28
28 = 2= SU2  — 8272 + 2 SU
8 oU? t o rE U av o
2 2 2
+23 8 SUSN; + 3 &8 SUSN; + 3 &% ON;8Nj. (8)

7 oU oN; i 0V oN; ij ON; ON;
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Nach der GiBBsschen Fundamentalgleichung (3.1./42) bestehen die Beziehungen

(ﬁ) _1 (@) 2 (ﬁ) - _ & @)
Uy, T \oV]ew, T \oN;)w.zv T
Damit folgt aus (2) die mit der GiBBsschen Fundamentalgleichung identische Beziehung
3U 1
3 =— + 3V—-— 3 u; 3N;. ®)
TS
Zur Auswertung der Gleichung (3) entwickeln wir
1 2 :l*i 2 E" i
§ —=— -3V — 3N;. 6
T ov . + 2.: 8N @
In der gleichen Weise werden p/T und u; behandelt. Ferner schreiben wir
%8 o o8 o (83U
U= — —08U8U = — 3U,
oU? aU oU aU (T) @
%8 o (o8 9
83UV = — [—=3U) 8V = — U 8
oU oV ov ( ) ov ( > ) ®)

Ebenso werden die iibrigen partiellen Ableitungen zweiter Ordnung behandelt. Damit folgt
fir die ExzeBentropie aus (3)

1 P Hi
28 = —_— —_ - — L 3N;.
328 STSU—l-STb‘V Z,-STS' 9)
Auf Grund der Verkniipfung G = H — TS = U + pV — T8 folgt in Verbindung mit (5)
8(%)————8T+ 3p+§;"z SN;. (10)

Aus (10) entnimmt man

0 & 2 &
‘r) __ & (°z) _» an
oT /p,n, T2’ op /1N, e

Daraus ergibt sich wegen der Gleichheit der gemischten partiellen Ableitungen

o °r
(—) =—m\—=] . (12)
op /Nt T / nyp
Ebenso erhilt man
(@ %) o
r\—] =— (13)
oT /v, ( oN. i) BTN,
My
ol
T <_T) — (ﬂ.) . (14)
op /1N, ON;/p,1.N,

FaBt man die chemischen Potentiale u;, das Volumen ¥ und die Enthalpie H als Funktionen
der Temperatur T, des Druckes p und der Teilchenkonzentrationen N; auf, so folgt mit Hilfe
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von (12), (13) und (14) aus (9)

8= —— [(CE)  sp_ (2}  splsr
Tz |\oT Jp,m, oT Jp,n,

1 [(oV ov 1 [ou
+ = (—) ST—I—(—) 8]8 —_— ( i) 3N;3N;.
T [ T/ p,N, v/ 1.n, PoT szy N/ rp N, =
(15)

Wir setzen die isotherme Kompressibilitit » nach (2.1.2./3) und die spezifischen Wirme-
kapazititen c, und cy (bezogen auf 1 kg) nach (2.1.5./1) ein. Es ergibt sich zunichst

o = (CE)  _(2U) L__T (a7
P T Jon, \oT )y, _(g) oT)p.n,”
T,N;

op
d. h.
T (oV\2
= = (=) . 16
o =ov »V (61’),,,1\;‘ (16)
Ferner beriicksichtigen wir
ov ov
Q@V)y, = (—) 3T + (—) 3p. (17)
M \er )., 9 | 1,n,
Damit geht (15) iiber in
1 [e ou;
28— —L[wap . Lgpay (_z) SN, 5N, (18)
T [T V ,Z, e

Der stabile Gleichgewichtszustand des thermodynamischen Systems mit vorgegebenen Werten
der Temperatur 7' und des Druckes p ist nach (3.3./26) durch

326> 0 (19)

festgelegt. Bei einem aus mehreren Komponenten zusammengesetzten System folgt, wenn die
Temperatur und der Druck nicht variiert werden,

32@ = — 3N; 8N;. 20

( )T.p % P N P) N i ] (20)
Wegen

oG
; 21

My = (3 N, ) (21)

nach (2.2./10) ergibt sich aus (20) bei feststehenden Werten der Temperatur und des Druckes
ops

3G : 3N; 3N;. 22

s =5 5 (35), 3NN, (22)
Fiir ein stabiles thermodynamisches System ergibt sich daher wegen (19)

ou;
> (——’—) 3N;3N; > 0. (23)
i \oNjjrp

Die spezifische Warmekapazitit ¢y, bei konstantem Volumen und die isotherme Kompressibili-
tét x eines stabilen thermodynamischen Systems sind ebenfalls positive Grofen. Damit folgt
aus (18)

3?8 =0 | (24)
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Die ExzeBentropie, die Anderung der Entropie in zweiter Ordnung, ist fiir ein stabiles thermo-
dynamisches System mit vorgegebenen Werten der Temperatur und des Druckes stets eine
negativ definite Grofe. Sie verschwindet, wenn die Schwankungen §87', 8V und 3N; ver-
schwinden.

(24) gilt fir abgeschlossene und geschlossene Systeme, d. h. bei beliebigem Energieaustausch
mit der Umgebung. Vorausgesetzt wird jedoch, da kein Konvektionsstrom auftritt.

Im vorliegenden Fall ist nur 87" 5= 0, und man erhilt fiir die ExzeBentropie je Kilogramm

%8 = 35 102kJ kgt K-t = —2,2 J kgt K1,
4002
3.3.5. Entwicklungskriterium

\
Untersuchen Sie aus dem Verhalten der ExzeBentropie 328 < 0 fiir stabile thermodynamische
Systeme auf Grund der Bilanzgleichungen fiir die Energie und fiir die Masseanteile der einzelnen
Komponenten das Verhalten der zeitlichen Anderung der Entropieproduktion P. Deuten Sie
das Ergebnis im Hinblick auf die Bedingung fiir das Vorliegen eines Fliegleichgewichts. Dabei
sei vorausgesetzt, dal das System im Energieaustausch mit einer zeitlich unveridnderlichen
Umwelt steht. Konvektion trete nicht auf.
Welche Konsequenz hat das zeitliche Anwachsen des Temperaturgradienten, wenn die Tem-
peratur im betrachteten Punkt konstant bleibt, im System keine Reaktionen stattfinden und
keine #uBeren Krifte wirksam werden?

Losung:

Wir fassen die Anderungen der auf 1 kg bezogenen ZustandsgroBen in 3.3.4. als zeitliche
Anderungen auf. Damit folgt durch Vergleich von (3.3.4./9) mit (3.3.4./18)

#8 (8 1\aU ov 8 w;\ oN;
atz—(57)§+(w) ot 2(5?)7
I N 1 (av Bu; ON; ON;
”"FT(:%) nV( ) TioN; ot ot

Wegen der fehlenden Konvektion ist » = 0. Lokale zeitliche Ableitungen und substantielle
stimmen iiberein:

d 4

d¢ ot
Die zeitliche Anderung der Teilchendichte kann gem#B (3.1.4./15) durch die Massebilanz-
gleichung ausgedriickt werden, in der die Quelldichte bei Umwandlungsprozessen durch
(3.1.5./5) bestimmt ist. In der gleichen Weise wird die zeitliche Anderung der inneren Energie
durch die Energiebilanzgleichung (3.1.10./5) dargestellt. Die Verkniipfung zwischen der
Konzentration, der Dichte und der Teilchenzahl ist durch (3.1.4./6) bzw. (3.1.11./2) gegeben.

€

2
Damit folgt aus (1) fur &8
ot?
0 1 9 G; o F;
—— =] div J — =) divd;p — — =) . J; 2
( BtT) v °+§(atT) Vi Z(a T) ip @
0 u; 0 3,44 ON; oN;
— N v = EL J,=___ Oty 9N oG
A%"‘(atfl’) A (6t) ( ) YN, & a

worin o die Massedichte angibt. Auf der linken Seite kénnen wir nach (3.1./24)

o 1\ .. . 0 1 o1
(5 F) divJ, = div (JQ rm —7—7—-) — J grad wT 3)
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schreiben. In der gleichen Weise kann der zweite Summand auf der linken Seite in (2) be-
handelt werden. Damit folgt aus (2)

o1 . R
JO . grad (5 F) — zi: JiD . (gra,d _____

0 p; . 2 1 . o @
— NpJy E v; (a—- /ﬁ)— div <JQ a_t-]_’) + 3 divd;p (3_ _l)
1]

¢ T ¢t T
— Lo () L (OVY s o N, O, @
T rT xV TiON; o o

Nach (3.3.4./24) in Verbindung mit (3.3.4./18) ist (4) negativ definit.

Wir integrieren (4) itber das Volumen Vg des thermodynamischen Systems. Dabei kénnen die
letzten beiden Summanden auf der linken Seite in (4) wegen des Gaussschen Satzes (3.1./9) in
Oberfldchenintegrale umgewandelt werden. Bei zeitlich unveridnderlichen Umweltbedingungen
verschwinden diese:

2 G;
J, — =} .d4 =0.
f( QatT+z,DatT) ®)
4
Damit folgt aus (4) in Verbindung mit den Eigenschaften der ExzeBentropie nach 3.3.4.

o 1 . 9 @ 0 F;
f[Jo-gra,dé—t-F—;JiD-(grad——’———')

9 W;
— N,J y; [— L&) | dVg < 0. 6
AA? '(6#1’)] s (6)

Nach (3.2./1) und (3.2./15) kann die Entropieproduktion P durch die generalisierten Krifte X,
und die generalisierten Stromdichten J; ausgedriickt werden:

P= [3 X;J;dVs. (7

Vs 1
Die zeitliche Anderung der Entropieproduktion 148t sich gem48
dP _ dyP dsP ®)

ar ds dt

in zwei Summanden zerlegen mit

dXP fZJy—JdVS, dJP_fZ X]ii_‘:idys. 9)

Fiir den Summanden mit verinderlichen generalisierten Kriften erhdlt man nach (3.1./17) und
(3.1./13) fuirv =0

dyP 0 1 06G; 0F,
Sxs gy [— grad =) — S Jip - d=2i 2
as [ ? (at g T) % Jio (gm aT o T)
Vs
— JaN, —=t1dV, 10
alVa Zl: Vi T] s (10)
Aus dem Vergleich von (6) und (10) ergibt sich
dyP . —
Ty <0 Entwicklungskriterium . (11)
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Im vorliegenden Fall
2 1
F;,=0, Jy=0, Ei’?gradT>0
erhélt man aus (10) fir Vg — 0

0 &

9 1
g — grad — = 3 J;p - grad s
0 g gy =X Jigmd =
d. h. eine Aussage iiber das Verhiltnis zwischen Warme- und Diffusionsstrom.
Fir dyP < 0 veréindert sich der Flul des Systems. Notwendige Bedingung fiir das Vorliegen
eines FlieBigleichgewichts, d. h. von stabilen stationdren Zustinden, ist daher

dgP =0 |. (12)

3.3.6. Selbstreproduktion der Biomolekiile

Die Prozesse, die zur Entstehung des Lebens fithren, kénnen in die folgenden Abschnitte
unterteilt werden:

Bildung der Nukleotide und der Aminosiuren, Polymerisation dieser Bausteine zu Poly-
nukleotiden und Polypeptiden, Entwicklung von sich selbst reproduzierenden Einheiten mit
den Eigenschaften der Selektivitit und der Mutabilitit, Bildung von Zellen, Entwicklung der
Arten aus Einzellern.

Von Interesse ist besonders die Bildung und Hoherentwicklung sich selbst reproduzierender
Molekiile.

Die entstehenden Arten von Makromolekiilen besitzen bei ihrer Reproduktion die Eigenschaft
des Stoffwechsels. Infolgedessen sind der Rohstoffgehalt und damit auch die Anzahl der
Individuen begrenzt. Diese stehen untereinander im Konkurrenzkampf, der durch parallel
zueinander ablaufende Reaktionen gekennzeichnet ist (vgl. A 3.3.7.). Sie heilen Konkurrenz-
reaktionen.

Bei der Darstellung der Konkurrenzreaktionen sind die sich herausbildenden Kreisldufe der
Rohstoffumsetzung und die unterschiedliche Resistenz der Arten gegeniiber schidlichen
Einflissen durch die Umwelt und durch fremde Individuen zu beriicksichtigen. Hierzu gebildete
Modelle erfordern bei der Losung der Gleichungen und bei der Auswertung der Ergebnisse den
Einsatz maschineller Rechenanlagen.

Im Ergebnis der Untersuchungen folgt, daB von den konkurrierenden Arten sich diejenige
durchsetzt, die unter den bestehenden Verhiltnissen die groBte Wachstumsrate ihrer Be-
voélkerung besitzt. In diesem Selektionsverhalten kommt die Darwinsche Entwicklungstheorie
von der Hoherentwicklung der Arten zum Ausdruck.

Die Vermehrung eines Biopolymers erfolgt durch Kopierung. Als Folge von Quanteneffekten
und thermischen Schwankungen kénnen dabei geringe Unterschiede zwischen dem Original
und seiner Kopie auftreten. Die neue Struktur und die damit verbundenen Eigenschaften
pflanzen sich weiter fort. Dieser ProzeB wird als Mutation bezeichnet. Durch die Mutation
konnen neue Arten gebildet werden, die mit den bestehenden in Konkurrenz treten. Das Auf-
treten der neuen Art stellt eine Stérung des bestehenden thermodynamischen Zustandes dar.
Ist die neue Art den bestehenden iiberlegen, so gilt bei konstantem Druck und bei konstanter
Temperatur, wenn keine Konvektionsstrome auftreten, fiir die Entropieproduktion

dyP < 0.
Infolgedessen wird der bestehende Selektionszustand beseitigt. Im Falle

dxP >0
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klingen die Schwankungen dagegen ab. Der bestehende Zustand erweist sich gegeniiber den
auftretenden Storungen als stabil. Die neugebildete Art kann sich nicht durchsetzen und
stirbt wieder aus.

Nach der Theorie von Eigen (1971) ist am Anfang des Prozesses der Bildung von Biomolekiilen,
die sich selbst reproduzieren, ein Chaos von Molekiilen vorhanden. Ausgangsstoffe sind
Nukleinsiduren, insbesondere Desoxiribonukleinsduren (DNS) und Eiweifle bzw. Proteide.
Die DNS sind Polynukleotide mit der Struktur nach Bild 3.3.8. Sie setzen sich gemi

2(MA + 4,0 + A5G 4 4,T) — DNS

aus Doppelstringen mit A = 4 Nukleotiden A, C, G, T (Adenin, Cytosin, Guanin, Thymin) zu-
sammen. Eiweille sind Polypeptide,.die sich aus 4 = 20 Aminoséuren A; gemif

> 24;A; — Eiweill
i

zusammensetzen. Informationstriger der Erbanlagen sind die Polynukleotide.

“Hﬂﬂﬂ

Bild 3.3.8. Polynukleotid

Berechnen Sie die mit dem statistischen Gewicht W der Verteilung identische Informations-
kapazitit und den mit der Informationsentropie I identischen Informationsinhalt fiir ein
Polynukleotid und fiir ein Protein. Fiir beide werde eine Linge von 10° Monomeren angenom-
men. Geben Sie auf Grund der numerischen Ergebnisse eine qualitative Begriindung dafiir, dal
die Bedingungen des Selektionsmechanismus fiir die Schaffung lebensfihiger Strukturen
weder von der Nukleinsdure noch vom Protein allein erbracht werden. Bestimmen Sie die
noch zuléssige Fehlerquote beim Einbau eines Monomers in die Kette des Biomolekiils der
Lange » = 1000, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir eine fehlerfreie Kopie 999, betrigt.

Losung:

Die Informationskapazitit W gibt die Anzahl der verschiedenen Mdoglichkeiten an, die 4 Ele-
mente mit Wiederholungen in der Kette der Lange » anzuordnen:

Gy Qg Qgy Cyy ooy Ay} Qgy Qyy Bgs + ooy Qg3 USW.
1B @ 1He@eE @

Diese Anzahl ist gleich der Anzahl der Variationen mit Wiederholung von A Elementen zur
v-ten Klasse:

W=xr. 1)

Als Informationsentropie oder -inhalt wird die Grofie

I=KlhWw (2)
mit
1
K= — 3
In2 @
definiert.

Durch Einsetzen von (1) und (3) in (2) folgt

yini

I=m2. (4)
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Bei der Kopierung der Kette konnen Fehler durch Verwechslung eines Kettengliedes, durch
zu viel oder zu wenig Kettenglieder auftreten. ¢ bezeichne die Wahrscheinlichkeit fir den
Einbau des richtigen Gliedes entsprechend der Vorlage. Die Fehlerquote beim Einbau eines
Gliedes ist also 1 — g.

Man kann voraussetzen, daf ¢ nur wenig kleiner als eins ist, so- daB sich fiir die Fehlerquote
1 — ¢ nur ein sehr kleiner Wert ergibt. Als Wahrscheinlichkeit P fiir die korrekte Ausfihrung
der Kopie erhilt man daraus bei einer Kette aus » Gliedern

P =gq. (5)
Da ¢ nur wenig von 1 abweicht, setzen wir anstelle ¢

g=1—-(1—-9
in (5) ein und erhalten damit fir 1 — ¢<&1,2»(1 — ) <1

P=[1—-(1—-qF=1—»1-—9g). (6)
Mit den vorgegebenen Zahlen folgt aus (1) und (4) fiir das Polynukleotid

W = 41000 = {1 . 10602,

I— 1000 -In4 — 92000.
In2

Fiir das Protein, das aus 20 Typen besteht, ergibt sich aus (1) und (4)
W p— 201000 p— 101301’

I— 1000 In 20 — 4392,
In2

Wie daraus hervorgeht, bedingt die Auswahl von 20 Typen bei den Proteinen gegeniiber nur
4 Typen bei den Nukleinsduren eine auBerordentliche VergroBerung der Informationskapazitit.
Sie ist im vorliegenden Fall um einen Faktor 10%%° vergroBert.

Aus (6) folgt fiir die zuldssige Fehlerquote

. 1—P
l—g=—, (7)
4
mit den vorgegebenen Zahlen
1—g= 1-1099 = 105,
1000

Bei einer Fehlerquote im GréBenordnungsbereich 10-5...10-% wird fiir Kettenldngen von 108
ab die Wahrscheinlichkeit einer fehlerfreien Kopie verschwindend klein. Mit zunehmender
Kettenlinge wichst auch die Wahrscheinlichkeit von Fehlern, die zu einer Herabsetzung des
Durchsetzungsvermogens im Selektionskampf fithren. Hierdurch wird die Kettenlinge bei
Polynukleotiden auf etwa 108, bei Polypeptiden auf etwa 105 begrenzt. Wegen der Auswahl
unter zwanzig Typen ist die Fehlerquote bei Polypeptiden groBer als bei Polynukleotiden mit
nur vier Typen.

Nukleinsduren und Proteide kénnen sich zwar nach einem quasilinearen Reaktionsmechanismus
reproduzieren. Sie sind jedoch allein nicht fahig, sich verinderlichen Umweltbedingungen
anzupassen und unter den konkurrierenden Sequenzen durchzusetzen. DNS-Molekiile allein
vermehren sich durch Auflésen der Doppelstringe und Kopieren jeden Stranges. Thre In-
formationskapazitdt, bezogen auf die Kettenldnge, reicht nicht aus, geniigend Informationen
zur Kodierung selektionsbegiinstigender Funktionen reproduzierbar anzusammeln. Dagegen ist
der Informationsgehalt der Proteide fiir die Selektion zu gro8. Sie kénnen sich von Vernetzungen
durch parasitire Kopplung nicht befreien. Die Wahrscheinlichkeit sich begiinstigender Mu-
tationen ist daher zu klein.
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Ein System aus Nukleinsduren und Proteiden kann den funktionellen Vorteil jeder Stoffklasse,
die weitgehend fehlerfreie Reproduzierbarkeit eines Informationszustandes der Nukleine und
die groBe funktionelle Kapazitit der Proteide, in sich vereinigen. Der aus der nichtlinearen
Kopplung zwischen Nukleinsiuren und Proteiden resultierende Reaktionszyklus zeigt die
Eigenschaften eines lebenden Systems und ist fiir die weitere Evolution bis zur lebenden

Zelle offen.

A Aufgaben

A3.3.1. Stellen Sie die Gleichgewichtsbedingungen fiir ein offenes System mit konstanter
Zusammensetzung der Komponenten auf, wenn Entropie und Druck festgelegt
sind.

A3.3.2. Bestimmen Sie die LiapuNow-Funktion fiir ein offenes System mit konstanter

Zusammensetzung der Komponenten, wenn Temperatur und Volumen vor-
gegeben sind.

A 3.3.3. Welche thermodynamische Funktion ist zu optimieren, wenn die Entropie und
das Volumen fiir ein offenes System festgelegt sind? Wie lauten die Optimierungs-
bedingungen?

A3.34. Bei einem Laser kann Besetzungsumkehr nur im FlieBgleichgewicht durch

optisches Pumpen aufrechterhalten werden. Es besteht dagegen kein statisches
Gleichgewicht, was in der danach berechneten Temperatur zum Ausdruck
kommt. Berechnen Sie unter der Voraussetzung einer GiBBsschen Energie-
verteilung die Temperatur, wenn die Anzahl der Atome im angeregten Zustand
das Doppelte der Anzahl der Atome im Grundzustand betrigt und die Energie-
differenz W, — W, gleich einem Elektronenvolt ist.

A 3.3.5. Stellen Sie die Formel fiir die elektrische Feldstéirke im Resonatorraum des
Lasers auf, wenn die lineare LANGEVIN-Gleichung zugrunde gelegt wird. Welcher
Zusammenhang besteht zwischen dem Wachstum E und der Stabilitit des
FlieBgleichgewichts im Zustand der konventionellen Lichtquelle?

A 3.3.6. Stellen Sie die Differentialgleichung fiir grofe Schwankungen des stabilen
Zustandes beim LoTkA-VoLTERRA-Prozefl nach (3.3.2./10) und (3.3.2./11) auf.
A 3.3.7. Fir die Untersuchung des Evolutionsverhaltens von Laserwellen, von Ver-

bindungen bei parallel zueinander ablaufenden chemischen Reaktionen und von
Makromolekillen bei Konkurrenzreaktionen werden die folgenden autokata-
lytischen Reaktionen untersucht: Beim Zusammentreffen eines Teilchens X; mit
einem Teilchen A wird ein weiteres Teilchen X; gebildet, das Teilchen A ver-
schwindet. Dieser Prozel volizieht sich mit dem Entwicklungskoeffizienten k;,.
Trifft ein Teilchen X; auf ein Teilchen B, so wird es vernichtet. Fiir diesen Prozef3
gilt der Entwicklungskoeffizient £;5. Die Anzahl der Molekiile A im Reaktorraum
ist begrenzt.

Stellen Sie die Reaktionsgleichungen und die Differentialgleichungen auf. Ent-
wickeln Sie daraus ein Selektionsmodell zur Bestimmung der bei den Konkurrenz-
reaktionen sich durchsetzenden Komponente. Losen Sie die Gleichungen bei
unbegrenztem Vorrat A. .

A 3.3.8. Fihren Sie die Oszillatorgleichung

mE& + y& + mw2x = F(z,t)

auf ein System zweier Gleichungen erster Ordnung zuriick.

A 3.3.9. In einem System von Molekiilen werde durch duflere Einwirkung in der Zeit-
einheit ein bestimmter Anteil in den Anregungszustand versetzt. Die Riickkehr
eines angeregten Teilchens in den Grundzustand erfolge durch Zusammensto
dieses Teilchens mit zwei Teilchen im Grundzustand (Dreiersto8). Stellen Sie das
Gleichungssystem fiir diesen ProzeB auf.
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A 3.3.10.

A 3.3.11.

A 3.3.12.

A 3.3.13.

A 3.3.14.

A 3.3.15.

A 3.3.16.

Ein Stoff X reagiert unter Mitwirkung eines Katalysators K zu einem Komplex
XK. Durch Dreiersto mit zwei Teilchen X wird der Komplex wieder abgebaut.
Stellen Sie das System der Differentialgleichungen auf.

Berechnen Sie die ExzeBentropie fiir einen Stoff mit der Dichte 2,5 kg m—2 und
der Kompressibilitdt 1,5 - 10-¢ Pa~* bei 300 K, wenn das spezifische Volumen um
+0,0 1m? kg—! schwankt.

In welche Form geht das Entwicklungskriterium

d_XI_)<0

fir Prozesse nahe dem statischen Gleichgewicht iiber?

Berechnen Sie die Informationskapazitit und den Informationsinhalt eines
Polypeptids der Kettenlinge 108.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir die fehlerfreie Reproduktion eines
Polypeptids und eines Polynukleids der Kettenlinge 10%, wenn die Fehlerquote
bei der Kopierung eines Monomers fiir das Polynukleid 10-3, fiir das Polypeptid
51073 betragt?

Nach SEANNON ist die maximale Ubertragungsgeschwindigkeit v,,,, (gemessen
in Symbolen je Sekunde) durch einen Ubertragungskanal der Kapazitit C
(Typen je Sekunde) gleich

9

Umax = _I"

wobei I den maximalen Informationsinhalt nach (3.3.6./4) der aus 4 Typen mit
der groBten Wortlinge » gebildeten Symbole angibt. Die tatsichliche Uber-
tragungsgeschwindigkeit

Vigt = c_¢ €

ist Iist 7

ist geringer. Darin gibt I;; den tatséchlichen Informationsinhalt der Nachrichten-
quelle auf Grund der unterschiedlichen Wortlingen und der unterschiedlichen
Wahrscheinlichkeit der Typen an. Aus der Forderung, den Ubertragungsaufwand
je Informationseinheit zu einem Minimum zu machen, folgt, dafl die Abweichung ¢
bzw. &I ein Minimum werden mufl. Vergleichen Sie diese Forderung mit der
thermodynamischen Stabilitdtsforderung bei konstantem Volumen und kon-
stanter Temperatur und leiten Sie daraus die Analogie der informationstheore-
tischen zu den thermodynamischen GréBen ab. Dabei sind Informationsinhalt
und Entropie gleichzusetzen. Welche Analogiegroe ergibt sich fiir die Tem-
peratur?

Welche Stabilitdtsbedingung ergibt sich aus der Eigenschaft 328 < 0 der
ExzeBentropie?



4. Wiirmeleitung

4.1. Die Wirmeleitungsgleichung in einem ruhenden System ohne Quellen

E Einfiihrung

Awufstellen der Wirmeleitungsgleichung

In einem thermodynamischen System ohne Energiequellen wird die zeitliche An-
derung der inneren Energie allein durch die Divergenz der Energiestrémung ver-
ursacht. Fir die innere Energie ergibt sich daraus die Gleichung (s. (3.1.10./1))

0 .

ﬁQU= —div Jy. (1)
Darin kennzeichnet Jy die Stromdichte der inneren Energie U, ¢ die Dichte der
Masse. Es wird ein System mit konstanter Massedichte vorausgesetzt. Fiir dieses
kann man schreilgn (vgl. 1.2.)

& o_ 08U _ (2U\ T _  of 5
aV=emg =°\ar), @~ 2

Die innere Energie U und die spezifische Wirmekapazitit ¢, sind dabei auf die
Einheit der Masse (1 kg) bezogen.

Fiir die Stromdichte Jy; = J, der thermischen Energie wird der FourIERrsche
Ansatz (vgl. 3.2.) eingesetzt

Jog= —Agrad T, (3)

worin A die Warmeleitfahigkeit in kJ h=! m~1 K-1 bedeutet. Setzt man (2) und (3) in
die Bilanzgleichung (1) ein, so erhélt man bei réumlich konstanter Warmeleitfahigkeit

orT Ao
- = a div grad 7. (4)
Der Koeffizient
A
@ = — 5
pos (8)

18 Schilling, Wirme
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(MaBeinheit m? h=! bzw. m? s~!) heit Temperaturleitfihigkeit. div grad ist mit dem
Laplace-Operator A identisch und in Cartesischen Koordinaten gleich

0? 02 0%
= 3_x2+6_g/2+5z_5' (6)

Damit folgt aus (4) die Wirmeleitungsgleichung

oT
E:aAT . (7

Anfangs- und Randbedingungen

Zur konkreten Problemstellung gehért neben der Formulierung der Differential-
gleichung die Definition der Anfangs- und der Randbedingungen. Die Anfangs-
bedingungen geben die Temperaturverteilung zur Zeit ¢ = 0 im gesamten betrach-
teten Gebiet wieder. Durch die Randbedingungen kann entweder die Temperatur
T(r, t) oder der Energiestrom, d.h. nach (3) der Gradient der Temperatur, fiir
die Begrenzung des Korpers festgelegt werden. Diese Bedingungen heifilen Rand-
bedingungen erster bzw. zweiter Art. In vielen Fillen steht die Kérperoberfliche mit
einem anderen Medium in Kontakt, wobei Warmeenergie iibertragen wird.

—_—
Tu grad T

T
Wk

T grad T

7

Vs

W>h Bild 4.1.1. Warmeiibergang '

Bezeichnet Ty die Temperatur am Rand des untersuchten Korpers, Ty die des
umgebenden Mediums, so ist die Dichte des aus dem Kérper herausflieBenden
Wirmestromes (vgl. Bild 4.1.1)

JQ = OC(TR — TM). (8)

Die GroBe « heiit Wirmeiibergangskoeffizient. Er gibt die Warmestromdichte,
bezogen auf ein Kelvin Temperaturdifferenz, an, hat also die MaBeinheit kJ m=2 h~?
K-1(s.4.2).
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Driickt man den Energiestrom am Rand durch den Fourikrschen Ansatz (3) aus, so
ergibt sich aus (8)
&

—(grad T — 5

(Tr — Ty). 9

Bedingungsgleichungen dieser Form, in denen die unbekannte Funktion mit ihrer
Ableitung verkniipft ist, heifen Randbedingungen dritter Art.

Beispiel 4.1.1. Wirmeiibergangskoeffizient und Temperaturgradient

Der Wirmeiibergangskoeffizient bei der Stréomung von Wasser an einer ebenen Wand
betrage o = 6 kJ m—2 K1 s~1. Zwischen der Umgebung und der Wand bestehe die Tem-
peraturdifferenz 7'y — T'g = 20 K. Fir die Warmeleitfahigkeit des untersuchten Korpers
sei A=2Jm1s 1K~ zu setzen. Als Betrag des Temperaturgradienten an der Wand
folgt daraus nach (9)

6.10%. 20

(grad Ty = — Km?=600K cm™.

grad T weist in das Medium hinein, wenn die Korpertemperatur iiber der Temperatur des
umgebenden Mediums liegt. Der Gradient weist aus dem Medium heraus, wenn dieses
auf den Korper Wérme iibertragt.

P Probleme

4.1.1. Temperaturwellen

Untersucht wird die Temperaturverteilung in einem ausgedehnten Koérper, wenn an dessen
Oberfliche eine periodisch schwankende Temperatur herrscht.

Bestimmen Sie aus der Losung der Warmeleitungsgleichung die Temperaturwellen unter der
Erdoberfliche (Temperaturleitfihigkeit @ = 6 - 10? m? s71), wenn tégliche Schwankungen
von 20 K, jahrliche von 40 K angenommen werden. Wie gro8 sind die Schwankungen in 3 m
Tiefe? Wann treten Maxima auf?

Losung:

Wir idealisieren die Erde durch die Halbebene z > 0. Die Erdoberfliche ist durch z = 0
gekennzeichnet (vgl. Bild 4.1.2). Es tritt somit nur eine Abhéngigkeit der Temperatur 7' von der
Tiefe z und von der Zeit ¢ auf. Dementsprechend lautet die Warmeleitungsgleichung (4.1./7)

oT 0T
5 = a E. (1)

Die Temperatur im Inneren des Halbraumes wird durch die Temperatur an der Oberfliche
2z =0 bestimmt; es liegt eine Randbedingung erster Art vor. Wir rechnen die Zeit von dem

z=0 777W/F77777,

z Bild 4.1.2. Erde als Halbraum

18*
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Augenblick an; zu dem an der Oberfliche das Temperaturmaximum auftritt, und erhalten

T(0,¢t) = T, cos wt (2)
mit der Kreisfrequenz
0=2 (3)
T

7 gibt die Periodendauer an.
Mit Hilfe des Separationsansatzes

T(z, t) = Ty(z) To(t) 4
ergibt sich aus (1)
oT,(t) _ PT4(z)
T4(z) % aT,y(t) 222
bzw.
1 oTe(t) _  a *Ty(2) 5)

Tot) ot  Tyz) 022

Links tritt nur die unabhingige Variable £, rechts nur die unabhéngige Variable z auf. Das ist
nur moglich, wenn beide Seiten der Gleichung (5) gleich einer Konstanten sind:

Ty C
o @ 1) ©)
aT(t)

—— = OTy(0). Q)

Als Losung dieser beiden gewohnlichen Differentialgleichungen erhilt man durch e-Ansatz

T,(z) = exp (V% z) > (8)

Ty(t) = exp (Ct). 9)
Fiigt man einen konstanten Faktor 7', hinzu, so folgt
C
T(z,8) =Tyexp |Ct + |/ — z]).. (10)
a
Die Randbedingung (2) geht damit iiber in
exp (Ot) = cos wt. (11)

In einer komplexen Losungsfunktion der reellen Differentialgleichung (1) sind sowohl der
Real- als auch der Imagindrteil Losungsfunktionen. Wir setzen daher

C =iw (12)

und schreiben

T(z,t) = Re (To exp [iwt + V%O z]). (13)

Hierfiir erhalten wir

T(z,t) = Ty exp (;l: I/% z) cos (wt + Vzw—a z). (14)
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Mit zunehmender Eindringtiefe darf die Temperatur nicht unbegrenzt wachsen. In (14) ist
daher das untere Vorzeichen zu wihlen. Ersetzen wir die Kreisfrequenz durch die Perioden-
dauer, so folgt endgiiltig

T(z,t) = Ty exp (—1/% z) cos (2“t V— z) (15)

Die Schwankung an der Erdoberfliche betrigt 27°,. Durch die Exponentialfunktion wird die
Abnahme der Amplitude 7'y mit zunehmender Eindringtiefe gekennzeichnet. Diese Abnahme
erfolgt um so stérker, je kleiner die Periodendauer = und die Temperaturleitfahigkeit a sind.
Die tdglichen Temperaturschwankungen wirken sich daher nur in den oberen Schichten aus,
wahrend die jahrlichen tiefer gehen. Fiir unterschiedliche Perioden 7; und 7, erhélt man im
Falle iibereinstimmender Temperaturleitfahigkeiten a gleiche relative Amplituden fiir

Vi 4 = Vi 2 baw. | 2= V’—l 1. (16)
1 Ty 2 T

Das Verhéltnis der Eindringtiefen hingt somit nur von den Perioden ab und ist unabhéngig
von der Grofe der Schwankung und von den Materialkonstanten.
Als Verhiltnis der Eindringtiefen zwischen jéhrlicher und téglicher Schwankung folgt

A _ @:191
2 1

Die Eindringtiefe z; der jahrlichen Temperaturschwankungen betrigt rund das Zwanzigfache
der téglichen Schwankungen.

Die Temperaturwellen erreichen die Tiefe z mit einer Zeitverzégerung A¢, d. h., das Maximum
der Temperaturwelle wird bei z nicht wie an der Oberfliche zur Zeit ¢ = 0, sondern verzogert
zur Zeit t = A¢ angenommen. Schreibt man das Argument der Kosinusfunktion in der Form

ud (t — At), so folgt fir diese Verzogerung aus (15)

At =< ]/—z (17

Mit den zugrunde liegenden Zahlen ergibt sich aus (15) fir die Amplitudenabnahme in 3 m
Tiefe bei den jahrlichen Schwankungen

(1) = exp (~V L2 3) — 0,2045,
Ty Jsame1.sm 365 .24 - 3600 - 6 - 107

d. h. eine Schwankung von nur noch 11,8 K gegeniiber 40 K an der Erdoberfliche. Bei den
téglichen Schwankungen erhdlt man in 3 m Tiefe

(ﬂ) = (1) exp (—1365) = 1,5 10-°.
Ty )isgr.3m  \To /ssnri.sm

Diese sind nicht mehr feststellbar.
Das Maximum der jahrlichen Schwankungen tritt nach (17) in 3 m Tiefe mit der Zeitver-

schiebung
Atzinme

2 m-6-1077

auf.
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4.1.2. Zeitlicher Ausgleich der Temperatur in einem Stab

Ein unendlich langer Stab mit der Temperaturleitfihigkeit ¢ = 0,001 m2 h-! hat die Tem-
peraturverteilung nach Bild 4.1.3. Im vorliegenden Fall seien die Temperaturgrenzen 0°C und
100°C, I sei gleich 1 em. Berechnen Sie den Temperaturausgleich speziell in der Mitte bei z = 0
und weit entfernt bei z = 100/ nach 12 Minuten.

7

—
Bild 4.1.3. Anfangsverteilung

; — der Temperatur in einem Stab
=l { z

Losung:

Es liegt ein eindimensionales rdumliches Problem vor. Die Warmeleitungsgleichung

2.
o _ or 1)
ot 022

wird durch den Ansatz

T(z,t) = C exp (st + ) (2)
gelost. Durch Einsetzen von (2) in (1) ergibt sich

o = af?. (3)

Lésungen mit verschiedenen Werten « iiberlagern sich durch Summierung bzw. Integration.
Dementsprechend -schreiben wir unter Beriicksichtigung von (3) und (2)

T(z,t) = X C;exp (af® + Biz) (4)
bzw.
T(z t) = [ C(B) exp (ap? + B2) dB. (4a)

Die Gleichung (4a) kann fir ¢ = 0 als Fourier-Integral

[~

f(z) = f (@) exp (iwz) dw (5)

—00
aufgefaflt werden, wenn man ,
B=inw, dB=idw, iClin)=/]() (6)

setzt. Durch die Umkehr-Transformation

ﬂm=ifm%mwmw% )
2
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folgt aus (4) und (5)

(=]
o) = — 5= [ 760 exp (=) @ ®
—00
Wir setzen (8) in (4) ein und erhalten damit, wenn wir 8 geméB (7) durch w ersetzen,
(o) (e o]
T(z,t) = % f f T(2', 0) exp (—aw?t) exp [—iw(z’ — z)] dow dz’. 9)
—00 ‘—00

Die Temperatur zur Zeit ¢ ist damit in Abhéngigkeit von der Anfangsverteilung festgelegt.
Fur das innere Integral erhilt man auf Grund der Umformung

., (" — 2)? .2 —2\?
2f )= * =) t 10
aw? + iw(z 2) o +at (o +1 St (10)
und unter Verwendung der Integralformel
(o)
fexp (—a?) dz =1Vr (11)
—00
die Beziehung
od —
. 3 (2" — 2)2
exp [—aw? —iw(’ —2)]dw = |/— exp | ————]|. (12)
at 4at
—o0
Damit folgt aus (9) als Losung des vorliegenden Anfangsproblems der Warmeleitungsgleichung
oo
1 (2" — 2)2
- —— ’ ——] dz.
T(z,t) = meT(z,O) exp[ 4 ] (13)
—©

Die Wiarmeleitungsgleichung beschreibt den Temperaturausgleich unabhingig vom Nullpunkt
der Temperaturskale. Wir kénnen daher allgemein mit 7'(z, t) die Temperaturdifferenz gegen
den tiefsten Wert T, kennzeichnen.

Die Anfangsverteilung ist durch

T, —1=<z<1
T, 0) = (14)
0 || >1
bfestgelegt. (13) geht damit iiber in
!
T, (2" — 2)2
= ——1az.
&9 = Vi f o R (19)
-l
Durch die Substitution
2 —z
= (16)
]/Za,t
folgt aus (15)
=3
Vaat
2
T, t) — 22 [ exp (—x—) dz. (17)
]/27r 2
I+t
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Unter Verwendung der Gaussschen Fehlerfunktion
[ x?
D(y) = — | exp (—E) dx (18)

ergibt sich aus (17) und unter Beriicksichtigung der Beziehung &(y) = —D(—y)

Tt = Lo [¢ (’—_—) +o (’ + z)] (19)
2 2at 2at

Mit den vorgegebenen Werten folgt fiir 2 = 0 zur Zeit ¢ = 0,2 h nach [7]

7(0; 0,2) = 1009 '._O—’O—.l_
¥2-103-0,2

Fir z = 100/, ¢ = 0,2 h erhilt man
T(1;0,2) = 50[D(—49,5) + D(50,5)] K = 50[—D(49,5) + ©(50,5)] K.

Wendet man die asymptotische Darstellung fiir groBe Werte 2 an,

) = 1009(0,5) =100 - 0,3829 K = 38,29 K.

@(x)wl—w(—l—-{-—i——{—---), (20)
Vgn r x

so folgt fir @(50,5) — P(49,5) ein vernachlissigbar kleiner Wert, d. h., 7'(1; 0,2) kann gleich
Null gesetzt werden.

Im Ergebnis der Rechnung erhilt man fiir den Temperaturausgleich im unendlich ausge-
dehnten Stab bei kastenformiger Anfangsverteilung die Kurven nach Bild 4.1.4.

;
t ‘

# —
fz
— —_—

Bild 4.1.4. Temperaturausgleich
in einem Stab mit kastenférmiger
Anfangsverteilung

Lt <k z

4.1.3. Temperaturausgleich zwischen zwei Stiben

Zwei unendlich lange Stédbe aus Kupfer, deren Temperaturen 400°C und 200°C betragen,
stehen bei z = 0 in Kontakt (s. Bild 4.1.5). Berechnen Sie den Temperaturausgleich. Die
Temperaturleitfdhigkeit betrigt « = 0,4 m? h—1. Wie gro8 ist die Temperatur im Abstand 5 cm
vom Kontaktpunkt nach drei Minuten?

Losung:

Nach (4.1.2./13) ist die Temperatur in Abhéngigkeit von der Anfangsverteilung durch

T(z,t) = 41 t f T(’, 0) exP[_(f;_tz)z} de’ )
l/ TCO
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bestimmt. Im vorliegenden Fall identifizieren wir 7'(2’, ) und 7'(z, f) mit dem Temperatur-
unterschied gegeniiber der Anfangsverteilung im linken Stab. Es ist also

0 fir 2’ <0,
T, t) = 229 fir 2 =0, (2)

Ty=T,— T, fir 2> 0.
Durch Einsetzen von (2) in (1) ergibt sich

(-]
T (2" — 2)?
T(zt) = —2 | exp [———] dz’. (3)
]/4:71:at 4at
0
Wir transformieren
2 —z
&= 4)
V2at
und erhalten damit
bd .
T, 22
T(z,t) = —% exp (— —) dz. (5)
]/21: 2

=

Vaat
Mit Hilfe der Gaussschen Fehlerfunktion nach (4.1.2./18) ergibt sich daraus wegen ®(c0) = 1,
D(—zx) = —D(x)

T, t) = To |1 + & (=), 6)
2 V2at
TA
T=T,
- 7
A
2
T=0 5
Bild 4.1.5. Anfangsverteilung
- bei der Beriithrung zweier Stédbe
z
Speziell fiir z = 40,1 m, ¢ = 0,05 folgt
2 E005 o5, qs( f_) — 40,1974,
Y2t V2-0,4.0,05 V2at
200 119,74 K
=22 (14 0,1974) = v
T(+0,05 m, 0,05 h) 2 (1 + 0,1974) { 80,26 K

Die Temperatur betrigt somit rechts 319,74 °C, links 280,26°C.
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4.1.4. Temperaturverlauf in einer endlich langen Walze

Eine kreiszylindrische Walze wird zur Hirtung ihrer ZuBeren Schicht von 0°C auf 850°C
erwirmt und danach in einem Kiihlbad abgeschreckt. Die Endfldchen der Walze seien wihrend
der Erwidrmung durch ein wirmeundurchlissiges Medium abgedeckt, das bei Beginn des
Abschreckvorganges entfernt wird.

Stellen Sie die Gleichungen zur Berechnung des Aufheiz- und des Abschreckprozesses auf.
Berechnen Sie die Temperaturen, beginnend mit ¢ = 0,2 h, 1. auf der duBeren Mantelfldche,
2. in 2 em Tiefe, gemessen von der duBeren Mantelfliche a) zwischen den beiden Basisflichen
in der Mitte, b) auf der Basisflidche.

Der Durchmesser der Walze betrage 2R = 0,32 m, die Linge 2/ = 2 m. Der Warmeiiber-
gangskoeffizient fiir den Abschreckvorgang sei o = 12600 kJ m~2 K- h%, fiir den Aufheiz-
prozeB & = 525 kJ m~2 K- h-1, Wahrend des Abschreckvorganges wird eine Auentemperatur
von 0°C aufrechterhalten. Die Temperatur der Umgebung wihrend des Aufheizprozesses sei
1000°C. Fiir die Temperaturleitfihigkeit ist bei der Abschreckung @ = 0,0312 m? h*, bei der
Aufheizung ¢ = 0,0198 m? h-1, fiir die Warmeleitfahigkeit bei der Abschreckung| 1 = 126,8 kJ
X m™! h~t K-1, bei der Erwirmung 4 = 104,2 kJ m~1 h-1 K- zu setzen. Bei der Abkiithlung
kann mit einem in allen Punkten auf 850°C erwirmten Korper gerechnet werden.

Losung:

Es bezeichne T'; die Temperatur der Umgebung, T' = T'(r, , t) die Temperatur in einem Punkt
der Walze mit den Zylinderkoordinaten 7, z, ¢ zur Zeit . Wird der Schwerpunkt der Walze als
Koordinatenursprungspunkt des Systems gew#hlt und die z-Achse in die Richtung der Zylinder-
achse gelegt, so besteht ausSymmetriegriindenkeine Abhéngigkeit von der Winkelvariablen ¢.
Da T, eine Konstante ist, konnen wir die Wiarmeleitungsgleichung (4.1./7) in der Form

_tar,—m _
L -

A(Tu - T) ot

Y (¢

schreiben. In Zylinderkoordinaten geht diese Gleichung bei Unabhingigkeit von ¢ in die
Gestalt

62(TU_T) _‘_i oT, —1T) + az(Tu—T)_i oT, — 1)

=0 2
or? r or 022 a ot @)
uber (vgl. [4] 1.3.).
Durch den Separationsansatz
Ty — T = f(r) 9(2) exp (—p’at) (3)

erhilt man aus (2), da r und z voneinander unabhéngig sind, die beiden gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen

aof 1 4df 22y f = 4
Gt —mi=o, 4)
dZ

g T =0 ®

n ist darin eine Konstante.
Gleichung (4) ist die BesseLsche Differentialgleichung nullter Ordnung. Setzt man

pt = mt e, ®)
so lautet ihre allgemeine Losung

f(r) = Zy(mr) = AJy(mr) + BNy(mr). (7)
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Hierin sind 4 und B Konstanten. Z, stellt die allgemeine Zylinderfunktion nullter Ordnung,
Jo(mr) die BesseLsche Funktion nullter Ordnung, Ny(mr) die NEUMANNsche Funktion nullter
Ordnung dar. Beide Funktionen sind tabelliert.
Die allgemeine Losung der Gleichung (5) lautet

9(z) = a cos nz + b sinnz. (8)

In der Ebene z = 0 darf aus Symmetriegriinden kein Wirmestrom in Richtung der z-Achse
flieBen. Dieser ist nach (4.1./3) proportional der partiellen Ableitung nach z. Es muBl daher fiir

alle »
[_‘?(T_Uﬂ] =0 bzw. (@) =0 9)
oz =0 0z )2=0
erfillt sein. Diese Forderung wird befriedigt, wenn man in (8)
b=0 (10)
setzt. °

Fir r =0 wird die NEUMANNsche Funktion unendlich grof. Da keine unendlich grofen
Temperaturen auftreten konnen, folgt daher bei einem massiven Zylinder

B=0. (11)

Die Bestimmung der Konstanten m und = in (7) und (8) erfolgt durch die Randbedingungen.
Fir » = R mufB die von der Oberfliche aufgenommene Energie gleich der in das Innere weiter-
geleiteten Energie sein. Das bedeutet

T,—T
(T = T = [ 2] (12)
r r=R
Wir beriicksichtigen das Differentiationsgesetz fiir Zylinderfunktionen
dz, n
0 _ 2 7,(0) + Zaalo) (13)
de e
und erhalten damit wegen J_,(0) = —J,(¢) nebst ¢ = mr im vorliegenden Fall
olmr) _ o ().
dr
Damit ergibt sich aus (12)
aJo(mR) = AmJ(mR). (14)

Die Wurzeln dieser transzendenten Gleichung seien mit

m = m, (c6=1,2,3,...) (15)
bezeichnet.
Fir die Basisflichen z = L1 des Zylinders folgt in gleicher Weise

[ox cos n2l,— 11 = F [l 2 cos nz] (16)
o0z 2=l
und daraus

% n = tan nl. (17)

Die Lésungen dieser Gleichung seien mit

n=mn (t=1,238,..) (18)
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bezeichnet. Werden die Basisflichen durch ein wirmeundurchlissiges Mittel abgedeckt S0
ergibt sich an Stelle von (17) die Bedingungsgleichung

tannl =0, (19)
die mittels

n=n,=r_’li (r=0,1,2,... (20)

befriedigt wird.
Die allgemeine Losung des vorliegenden Randwertproblems kann somit in der Form

Ty — T = X Agdo(m,r) cos nz exp (_:“g:t) (21)
[A]

geschrieben werden.
Bei der Losung des Anfangswertproblems gehen wir davon aus, daBl der Kérper zur Zeit
t = 0 uberall die Temperatur 7 besitzt. Es mufl daher

Ty— Ty =3 Asdo(myr) cos n,z (22)
a,t
sein. Durch Multiplikation mit cos 7,2, worin #,” einer der Werte nach (20) ist, und Integration
folgt
! !
f (Ty — Ty) cos n,’zdz = 3, A, Jo(mgr) f cos 7,z cos n,'z dz. (23)
0 ot 0

Fihrt man die Integration rechts aus, so ergibt sich auf Grund der Randbedingung (17), da3
simtliche Glieder fir », &= n+ verschwinden. Aus dem Beitrag fiir n, = »,” und nach Aus-
wertung des linken Integrals folgt

4T, — T,) sinnl

Agd = 24
o o(mo) sin 2n,0 4 20,0 (24)

Damit erhidlt man aus (23)
4, =8 T, — T, sin n,l J1(m4R) 25)

Rm,  sin 2nl + 2n,] J2(mR) + J2m,R)’

Wenn die Basisflichen z = I durch ein wirmeundurchléssiges Mittel abgedeckt sind, folgt aus
(25)
Ayp=0 (r=1,2,3,..)). (26)
Fir v = 0 ergibt sich bei abgedeckten Basisflichen
Ty — T, Jy(moR)
Rm  J@(mR) + J2(meR)’

Die Zylinderfunktion erster Ordnung kann mit Hilfe der Randbedingung (14) durch die
Zylinderfunktion nullter Ordnung ausgedriickt werden, wodurch der Rechenaufwand ver-
ringert wird.

Bei der numerischen Berechnung der Tempera,tur, die am zweckméBigsten maschinell erfolgt,
hat man zunichst die Wurzeln der Gleichungen (14) und (17) zu bestimmen. Fiir die vor-
gegebene Zeit ¢ = 0,2 h reichen die ersten zehn Wurzeln jeder der beiden transzendenten
Gleichungen aus (s. Tabelle zu 5.1.4).

Die Schrittweite der Nullstellen wird asymptotisch gleich

Ay =Aypy=2 @7)

Hm (14 — my) = —, (28)
0—>00 ,R
Hm (4 — 7)) = —. (29)

T—>00 l
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Wegen ! > R ist sie daher bei den Nullstellen (17) kleiner als bei den Nullstellen (14). Fiir den
mit der Zeit ¢ exponentiell abklingenden Faktor der Losungsreihe (21) folgt mit v = 10,
¢ = 0,312 m?2h?, ¢ = 0,2 h und n,, = 29,556 m!

exp (—m2at) = exp (—29,556% - 0,0312 - 0,2) < exp (—5,4).

Tabelle zu 4.1.4. Wurzeln der Gleichungen (14) und (17)
o =12600 kI m2K1h?, 1 = 1268 kI m? K*h%,/=1m, R = 0,16 m,

o, T My N,

1 14,119 1,5551

2 32,467 4,6655

3 51,038 7,7759

4 69,776 10,8864

5 88,665 13,9972

6 107,685 17,1083

7 126,812 20,2196

8 146,027 23,3313

9 165,311 26,4434
10 184,651 29,5560

o
600

S 2a

£

S

g 4001\ &

E Ta

200 2b
b
0 =T T T T
Qo1 qozs Q05 Q075
Zeitinh

Bild 4.1.6. Temperaturkurven bei der Abkiihlung eines Zylinders
R=0,16m,l=1m
1: r=0,16m,2:7r=0,14m,a:2=0,b:z=1m

Fiir ¢ > 0,2 enthilt somit der zehnte Summand in der Reihe 7 = 1,2, ... einen starken Ver-
kleinerungsfaktor, so dal die Konvergenz der Reihe ohne iibermiBigen Rechenaufwand ge-
wiahrleistet ist. Wie man aus der vorgenommenen Abschétzung entnimmt, wichst die Anzahl
der notwendigen Summanden umgekehrt proportional zur Wurzel aus der Zeit . Mit I bzw. R
wichst die Anzahl der notwendigen Summanden quadratisch.

Das Ergebnis der Rechnungen geht aus Bild 4.1.6 hervor.
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A4.1.1.
A4.1.2.
A4.13.

A4.14.

A41.5.

A4.1.6.

A4.1.7.
A4.18.

A4.1.9.

A 4.1.10.

4.2,

K

Aufigaben

In welcher Tiefe stimmt die Phase der jahrlichen Temperaturschwankungen mit
der Phase am Erdboden iiberein? Wie stark ist die Amplitude dort abgeklungen
(@ =6 107" m?s1)?

In welcher Tiefe ist die Phase der Temperaturschwankungen gegeniiber der
Erdoberfliche um 180° verschoben, und wie stark ist dort die Amplitude abge-
klungen?

Kupfer hat die Temperaturleitfahigkeit ¢ = 1,13 - 10~ m2? s~1. Berechnen Sie,
fur welche Tiefe bei der Periodendauer 7 = 20 s die Schwankungen auf 19,
abgeklungen sind.

Stellen Sie die Gleichung fiir den Temperaturverlauf bei einer dreidimensional
vorgegebenen Anfangsverteilung 7'(z, y, 2, 0) auf.

Ein 20 cm langes Teilstiick eines Stabes (¢ = 0,2 m? h—!) wird durch eine Gas-
flamme auf 400°C erwidrmt. Berechnen Sie die Temperatur an dieser Stelle
6 Minuten nach AbschluB8 des Erwdrmungsvorganges, wenn keine Verluste durch
Strahlung auftreten.

Berechnen Sie zur vorangegangenen Aufgabe die Temperatur nach 2!/, Stunden
im Abstand 2 m von der Erwérmungsstelle.

Zwei Werkstiicke (¢ = 0,1 m2 h~1) mit einer Temperaturdifferenz von 1000 K
werden miteinander in Kontakt gebracht. Wie gro8 ist die Temperaturdifferenz
zwischen zwei Schichten zu beiden Seiten der Kontaktstelle, die jede von der
Kontaktstelle den Abstand 10 cm haben, drei Minuten nach erfolgtem Kontakt?
Fur die Berechnung der Temperatur einer Walze von 2 m Linge seien 15 Sum-
manden erforderlich. Wie verandert sich die Anzahl der erforderlichen Sum-
manden fiir eine Walze von 50 cm Linge, wenn die gleiche Genauigkeit und die
gleichen Zeiten vorgegeben sind?

Die Untersuchung der Temperatur kreiszylindrischer Walzen ergebe mit 25 Sum-
manden fiir Zeiten ¢ > 10 s ausreichende Genauigkeit. Wie ist die Anzahl der
Summanden abzuindern, wenn Zeiten ¢ > 2 s von Interesse sind?

Wihrend eines Warmeprozesses mit Walzen werde die Ofentemperatur 7', mehr-
fach geéndert. Stellen Sie die Formel fur die Temperatur 7' = 7'(», 2, ¢) nach der
v-ten Einstellung der Ofentemperatur auf.

‘Wirmeiibergang

Einfiihrung

Ahnlichkeitstheorie des Wdrmeiiberganges

Nach (4.1./8) wird der Warmeiibergang an der Grenze zwischen zwei Medien R und M
bei Verkniipfung des Energiestromes mit der Temperaturdifferenz durch die Glei-

chung

Jo = a(Tr — Ty)

wiedergegeben. « bedeutet darin den Warmeiibergangskoeffizienten in kd m=2h-1K-1,
J, die Energiestromdichte in kJ m=2 h-1,
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Die Wirmeiibertragung von einem stromenden Medium auf das Wiarmegut wird
niherungsweise durch die Ahnlichkeitstheorie dargestellt. Dabei ist zwischen freier
und erzwungener Konvektion zu unterscheiden. Temperatur- und Dichteunterschiede
fithren in fluiden Medien nach Uberschreiten bestimmter systemabhingiger Para-
meter zur freien Konvektion. Beispielsweise tritt freie Konvektion auf, wenn Wasser
bei Temperaturen iiber 4°C im Erdschwerefeld von unten erwirmt wird und wenn
dabei kritische Kenndaten iiberschritten werden. Die Luftzirkulation durch un-
gleichméBige Erwirmung ist ein weiteres Beispiel.

Wird die Strémung von auBen, z. B. durch ein Druckgefille oder durch Riihren,
erzeugt, so liegt erzwungene Konvektion vor. Dabei kénnen Temperatur- und
Dichteunterschiede auftreten, die zusétzlich zu freier Konvektion fiihren.

J’ l”” Bild 4.2.1. Strémungspotential

Die Stromung lings einer festen Wand erfolgt mit unterschiedlicher Geschwindigkeit
v = »(r) (vgl. Bild 4.2.1). Direkt an der festen Wand ist die Strémungsgeschwindig-
keit, bedingt durch die Reibung, gleich Null. In das Innere der Fliissigkeit fort-
schreitend, wichst v rasch an, bis es den Wert der ungestorten Stromung erreicht. Der
schmale Bereich zwischen der Wand und dem ungestérten Strémungsfeld heift
Grenzschicht.

Die Ortsabhangigkeit der Geschwindigkeit in der Grenzschicht fithrt zu Reibungs-
kriften, die fiir die physikalischen Eigenschaften der Grenzschicht mafgeblich sind.
Dagegen kénnen im Bereich der ungestoérten Stromung diese Krifte meist vernach-
lassigt werden. Dementsprechend unterteilt man bei der Untersuchung der Eigen-
schaften des Stromungsfeldes v = v(r) dieses in die Bereiche der Grenzschicht und
der ungestorten Stromung.

Laminare und turbulente Stromung

Bei laminarer Stromung erfolgt die Bewegung der Teilchen geordnet auf neben-
einander verlaufenden Stromlinien. Turbulente Stromung ist durch zusétzliche
ungeordnete Bewegung quer zur Stromungsrichtung gekennzeichnet. An der Grenze
zur festen Wand tritt stets ein laminarer Stromungsbereich auf, unabhingig davon,
ob im ungestorten Bereich laminare oder turbulente Strémung vorliegt. In den
Schichten mit laminarer Bewegung vollzieht sich der Warmetransport fast aus-
schliefilich durch Warmeleitung, da keine Bewegungen in Richtung zur Wand auf-
treten. Bei turbulenter Str6mung wird die Warmeiibertragung dagegen hauptsichlich
durch die Querbewegungen, d. h. durch Konvektion, verursacht. In der Regel kann
der Beitrag der Warmeleitung gegen den der Konvektion vernachléissigt werden. Der
Wirmestrom bei turbulenter Stromung ist daher groBer als bei laminarer.

Dimensionslose Kennzahlen

Bei dhnlichen physikalischen Vorgéngen sind die geometrischen Abmessungen und die
physikalischen GréBen, die den Prozef beschreiben, einander proportional. Diese
Ahnlichkeit physikalischer Vorginge bildet die Voraussetzung fiir jeden Modell-
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versuch. Die Ahnlichkeitstheorie setzt stationire Vorginge mit konstanten Stoff-
groBen voraus. Zeitliche Veranderungen miissen durch stiickweise stationdre Vor-
génge angendhert werden.

Zur Beschreibung dhnlicher physikalischer Vorginge werden dimensionslose Kenn-
zahlen eingefiihrt. Eine derartige Kennzahl 148t sich stets als Verhaltnis zweier
gleichartiger physikalischer GroBen deuten, das fiir den Charakter des Zustandes
mafgeblich ist. Bei ahnlich verlaufenden Vorgdngen stimmen die Kennzahlen
iiberein.

Im folgenden bedeutet ! die Léngenabmessung des Strémungsquerschnitts, z. B.
fiir eine Stromung durch ein Rohr mit kreisformigem Querschnitt den Durchmesser
des Rohres. 1 ist die Warmeleitfahigkeit, » die dynamische, » die kinematische
Viskositdt, o die Massedichte, § der rdumliche Ausdehnungskoeffizient, ¢ die Fall-
beschleunigung, a die Temperaturleitfahigkeit, « der Warmeiibergangskoeffizient.
Fir den Wirmeiibergang kommt den folgenden dimensionslosen Kennzahlen .
Bedeutung zu:

Reynolds-Zahl Re, Verhéltnis der Tragheitskrifte zu den Zahigkeitskrdften einer
Stromung

vl

o

vl
Re = — = 1

p (1)
Prandtl-Zahl Pr, Verhdltnis der durch Reibung erzeugten thermischen Energie zur
abgeleiteten thermischen Energie

Pr:y—c’i:-%. (2)

NuBlelt-Zahl Nu, Verhéltnis der totalen auf ein System iibertragenen thermischen
Energie zu der allein durch Wérmeleitung iibertragenen Energie’

ol .

Ny = —.

Erfolgt der Warmetransport allein durch Leitung, so ist Nu = 1. Tritt auBerdem
Konvektion auf, so erhdlt man Nu > 1.
Grashof-Zahl Gr, hydrostatische Auftriebskraft zur Zédhigkeitskraft
gig AT

Gr =12 (4)

4

Gr charakterisiert den Wérmeiibergang in einer Stromung, die durch Dichteunter-
schiede hervorgerufen wird.
Péclet-Zahl Pe, konvektive zur abgeleiteten thermischen Energie

_ovle, vl
Pe = T =" (5)
Nach (1) und (5) besteht die Beziehung
Pe
PT = -1%, (6)

Stromung in Rohren ist laminar fiir
Re < Rekm = 2320. (7)
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Oberhalb Re = 2320 bis etwa Re = 8000 liegt ein Ubergangsgebiet von laminarer in
turbulente Strémung. Oberhalb Re = 8000 ist die Strémung turbulent.

Bei der Strémung lings einer ebenen Wand liegt der Ubergangsbereich etwa bei
Re = 105. Bei giinstiger Stromunsgform. und wenn Stérungen vermieden werden,
kann die Strémung bis Re = 2 - 10° laminar bleiben.

Wirmeiibergangskoeffizient

Nach (3) ist die Warmeiibergangszahl mit der Nussert-Zahl Nu verkniipft:

oczN—?Z—& . (8)

Zwischen Nu, Re, Pr und Gr besteht bei Stromungsprozessen eine funktlonelle
Verkniipfung der Form

Nu = f(Re, Pr, Gr). 9)

Sie héngt von der Art der Stromung ab. Im folgenden sind die wichtigsten praktischen
Fille zusammengestellt. Da Re, Pr, Grnach (1), (2) und (3) aus den Angaben iiber die
Abmessungen und Eigenschaften der Strémung bestlmmt werden konnen, ist bei
Kenntnis des funktionellen Zusammenhanges (9) wegen (8) auch der Warmeiiber-
gangskoeffizient bekannt.

Gleichungen zwischen den dimensionslosen Kennzahlen

Erzwungene Konvektion
Stromung lings einer ebenen Wand
laminar (Re < 10°...5 . 105, Pr = 0,1.--108)

Nu = 0,664Rel/2 Pyi/s (10)
(! in Re Plattenlinge in Stromungsrichtung);
turbulent (Re > 5 - 10°)

Nu = 0,036Re%8 Pro0.33, (11)
Stromung durch ein zylindrisches Rohr
laminar (Re < 2320.--8000)

Re Prl

L M
Re Pr1\2 (%) (12)
L

0,0668

Nu =] 3,65 4

1+ 0,045 (

(! Rohrdurchmesser, L Rohrlinge, 7y Viskositét des stromenden Mediums bei der
Temperatur des strémenden Mediums, ng Viskositidt des stréomenden Mediums bei
der Temperatur des Mediums am Rande des Korpers);

turbulent (gute Naherung fiir Gase und Fliissigkeiten, 2320 << Re << 105, 1 << L[I<< o0,
0,6 < Pr < 500; Bezugstemperatur ist die mittlere Temperatur des Mediums)

1\2B] (e \V7
Nu = 0,116(Re?3 — 125) Pyl/s [1 + (f) ] (;-) ; (13)
R

19 Schilling, Warme



290 4. Wirmeleitung

(mit groBer Genauigkeit giiltig fiir Fliissigkeiten 7 - 103 << Re < 106, 1 < Pr << 500,
1 < L[l < co; Bezugstemperatur ist die mittlere Fliissigkeitstemperatur)

1 \0.67 e \O14
Nu = 0,024 [1 + (—) ] Re08 Pro.33 (——) H (14)
: \L \7r
(mit groBer Genauigkeit giiltig fiir Gase und iiberhitzte Dampfe, 7 - 103 << Re << 108,
0,7 < Pr < 10, 1 < Lfl < oo; Bezugstemperatur ist der Mittelwert aus der Gas-
temperatur am Rand und der Randtemperatur des Ko6rpers)

' 0,67
Nu = 0,024 [1 + (-IZT) ] Re0-788 Pr0:45, (15)

Stromung dureh Rohre mit beliebigem Querschnitt
Ist A der freie Querschnitt der Stromung, U der benetzte Umfang des Korpers, so
definiert

44 -

ln = 4 (16)

die anstelle des Kreisdurchmessers einzusetzende Liange. l;; heiBt dquivalente Lénge.
Ist ¥ das freie Volumen der Kandle, S die benetzte Oberfldche, so ist die dquivalente
Lénge durch

oy = — (17)

gegeben.
Freie Konvektion

(Langenkoordinate ist bei senkrechten Platten und Rohren die Hohe, bei der Kugel
und bei waagerechten Rohren der Durchmesser, bei waagerechten Platten die kleine
Seitenlinge. Bezugstemperatur ist der Mittelwert aus der Temperatur des Mediums
am Rande und der Temperatur des Kérpers am Rande. Voraussetzung: Pr > 0,7) -

Ny = C(Gr Pr)". (18)

Tabelle der Konstanten bei freier Konvektion

Gr Pr C n
103 0,5 0
10-3...5 - 102 1,18 1/8
5.102...2 . 107 0,54 1/4
2.107...1018 0,135 1/3

Beispiel 4.2.1. Wiirmeiibergangskoeffizient

Wasser strémt mit der Geschwindigkeit ¥ = 2 m s~ durch ein Rohr von 0,03 m Durch-
messer. Fiur Wasser von 20°C kann naherungsweise 7 = 10> kg m~*s1, ¢ = 1000 kg m~3,
vy = 10~% m? s~ gesetzt werden. Ferner ist 1 =0,5J m~1s 1K1, ¢ =4,2.103J kg1 K1,
Damit erhilt man ¢ = 10~ m? 572, : '



4.2, Warmeiibergang

Aus (1) folgt
_2.0,03

Re= 2082 — 6. 10> Rey,
aus (2)
~6
Pr = 10 = 10;
107

zur BerecHnung von Nu wird (9) ahgewandt. Gendhert wird

0,14
-
R

gesetzt. Die Lange der Leitung sei groB gegen ihren Durchmesser, so daf3-

7\2/3
—] =0
(2)

gesetzt werden kann. Damit ergibt sich aus (9)
Nu = 0,024 - (6 - 104)%8 . 1093 = 3,4 - 102.
Fiir den Warmeiibergangskoeffizienten erhilt man damit aus (3)

3,4-10%-0,5
K == m—t—

Jm25g1K1=5"7kJm2s1K1,
0,03

P Probleme

£.2.1. Wirmedurchgang

Von einem Medium wird in einem stationiren ProzeB thermische Energie an «
Medium durch eine feste Wand hindurch transportiert. Dabei sind der Warmeiib:
wirmeren Medium an die Wand, von der Wand an das kiltere Medium sowie «
eitung in der Wand zu beriicksichtigen.

Die Temperatur im inneren MediumseiZ'; = 500K, im Medium auBen 7, = 900 K. Fiir
ibergang an die innere Fliche gelte der Warmeiibergangskoeffizient o; = 800 kJ k
Jer duBeren Fliche &, = 150 kJ m~2h~!' K-1. Die Wirmeleitfahigkeit der Wa
1 = 25 kJ m~1 K1, ihre Dicke d = 5 mm.

Berechnen Sie den Wiarmeiibergang, bezogen auf die Fldchen- und auf die Zeit:
Trennwand sei eben.

Losung:

An der inneren Begrenzungsfliache flieBt durch Warmeubergang der Energiestrom
Qi = a(Tiw — Th) 4;,

an der dulleren
Qo = oa(Taw — T) 4.

19%
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Durch Wérmeleitung flieBt zwischen den beiden Wandfléichen der Energiestrom
0= 2 How = Tiwd 4 @)

Darin bedeuten Ty bzw. T,y die Temperatur an der Innen- bzw. an der AuBenfliche der
Wand. 4; und 4, geben die GroBe der Begrenzungsfliche innen bzw. auflen an. 4, kenn-
zeichnet die GroBe der Fliche in der Mitte der Platte (vgl. Bild 4.2.2).

7 A
Bild 4.2.2. 'Wérmedurchgang
Unter stationiren Bedingungen muB
Q=0 =0¢L=0Q 4)
gelten. Daraus folgt, wenn man die beiden Wandtemperaturen eliminiert,
. T, — T;
=77 1 ®)
—+—+

o‘iAi Ay a4,

Definiert man den Wirmedurchgangskoeffizienten & gemif

Q = kA(Ta - Ti)’ (6)
worin 4 die meBbare GroBe der Begrenzungsfliche angibt, so folgt fir &
1 1 d 1
¥4 od; " A + ogd, ™

Bei einer ebenen Begrenzungswand kann man 4 = 4; = 4, = 4, setzen und erhilt damit

1 1 d
N ;i‘+7+.— . (8)

Ka

Im vorliegenden Fall ergibt sich

1 (1, 5-10° 1
—_=— —) (&J m—2 h-1 K-1)-1,
k (150 T 800) (e )

k=123kJ h-1 K-1m-2.
Fiir den Warmedurchgang je Flicheneinheit und je Zeiteinheit folgt
Q = 123 - (900 — 500) kJ m~2 h—! = 49200 kJ m—2 h-1.
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4.2.2, Stromung lings einer ebenen Wand

Untersucht wird die Stromung von Luft lings einer ebenen Wand der Lénge ! = 1 m. Die
Temperatur betrage 0°C. Dabei hat Luft unter Normdruck die kinematische Viskositdt
vy = 15 - 10~¢ m? 571, die Temperaturleitfahigkeit ¢ = 2,0 - 10-5 m? s-1, die Wirmeleitfahigkeit

=4,0-102kJ m 1 h-1 K-1. Berechnen Sie fiir die Geschwindigkeiten » = 1 m s! und
v = 10 m s! den Wirmeiibergangskoeffizienten.

Losung:
Wir berechnen zunéchst die PRANDTL- und die REYNoLDs-Zahl. Nach (4.2./1) folgt fiirv = 1m s

1.1

[ d
= 5 10% = 6,67 - 104. (1)

Re

Bei dieser Geschwindigkeit ist Re < 10°, Es liegt laminare Strémung vor. Dagegen erhilt man
firv =10 m s

Re = 6,67 105 > 5 - 105, @)

Die Stromung ist turbulent.
Als PranDTL-Zahl ergibt sich aus (4.2./2)

15 . 10~ -
pr= 22107 _ o7s.
"= %0-10 @)

Wir kénnen fir v = 1 m s~ zur Berechnung der NusserLt-Zahl (4.2./10) anwenden und
erhalten

Nu = 0,664 - (6,67 - 104)0.5 . 0,75%3% = 156. (4)
Damit- folgt aus (4.2./7) fiir den Wirmeiibergangskoeffizienten bei laminarer Stromung

156 - 4,0 - 10-2 - 3600
) 1

kJ m=2 h~1 K1 = 22500 kJ m~2 h-1 K-1. (5)

Dagegen ergibt sich fiir v = 10 m s~ aus (4.2./11)
Nu = 0,036 - (6,67 - 105)%8 . 0,75%33 = 1490 (6)

und damit fiir den Wirmeiibergangskoeffizienten bei der turbulenten Strémung

. . —2 .
o= 149040 : 1072 - 3600 15 -2 b1 K1 — 215000 kJ m-2 h-1 K1, )

Die turbulente Stromung ist mit einem gendhert um den Faktor 10 vergroBerten Wirme-
iibergang verkniipft.

4.2.3. Rohrstromung

Ein langes kreiszylindrisches Rohr mit dem Innendurchmesser 27; = 0,45 m und dem Aufen-
durchmesser 2r, = 0,50 m wird von Wasser durchstrémt (»; = 10 m2? 571, ¢; = 10-" m2 571,
Ay = 0,6 J m~1 571 K-1). Das Wasser stromt mit der mittleren Geschwindigkeit v; = 1,5 m s-1.
Die Wirmeleitfahigkeit der Rohrwandung sei 4 = 70 J m~! s~? K-'. Auflerhalb des Rohres
stromt Luft mit der mittleren Geschwindigkeit v, =5ms= (v, = 15.10%m?s, g, = 2
X 105 m? 51, 1, = 10-2J m~? 571 K-1). Das Verhiltnis zwischen den Viskositdten 7y und 5p
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des Wassers fur die Temperatur des stromenden Mediums und fiir die Temperatur an der
Innenfliche der Rohrwand sei (ny/nw); = 1,6. Fir die Luftstromung sei (9y/nw)s = 1.
Berechnen Sie den Warmedurchgangskoeffizienten.

Losung:

Nach (4.2./1) folgt fiir die REYNoLDs-Zahl Re der Strémung im Rohr

Re—= 180045 _ g5 105,
10-¢
Die Rohrstrémung ist turbulent. Fiir die PRANDTL-Zahl ergibt sich
10-8 '
107

Pr= = 10.

Re und Pr liegen in einem Bereich, der die Anwendung der Gleichung (4.2./14) zur Bestimmung
der Nussgrr-Zahl Nu zuldBt. Der Leitungsquerschnitt sei klein gegen die Leltungslange, so’
daB wir bei der Rohrstrémung mit

Nu = 0,024 - (6,75 - 10°)%.8 . 10,33 . 1,6%14 = 2520
rechnen konnen. Damit ergibt sich nach (4.2./7)

2520 - 0,5 - 3600
= —————kIim2h1K1=1 m—2h1K-1,
o 10° - 0.45 0080 kJ h ,

Fiir die Stromung entlang der Auenwandung folgt

Re:ﬂ_lf,’] 105,
15 -10°
15 10-8
pr=15-102_ 5.
2108

-Die Anwendung der Gleichung (4.2./13) liefert
Nu = 0,116 - (1,67 - 105)2/3 . 0,751/2 = 320.
Damit erhédlt man nach (4.2./7) den Wirmeibergangskoeffizienten

320 - 2,5 - 102 . 3600

0y = 2 kI m=2h1K-1=576kIm2h 1K1
103 - 0,50 ,
Ferner ist
. —2
4 _ _25-10% (kJ m~2 h-1 K=1)~1 = 0,000099 (kJ m~2 h- K-1)-1,
1 0,070 - 3600

Fir den Warmeduréhgangskoeffizienten k ergibt sich damit nach (4.2.1./8)

1
L (=2 4+ —— +0,000099) (kJ m~* h-2 K-1)1,
3 (10080+576+ )( = )

Bestimmend fir den Warmedurchgang ist hiernach der schlechte Wirmeiibergang an der
guBeren Wand. Das gute Wérmeleitvermégen an der inneren Wand und des Rohrmaterials
fallen kaum ins Gewicht. Es folgt

k= 56,9kJ m~2h-1 K1,
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4.2.4. Stromung durch Rohre mit verschiedenen Quersehnittsflichen

Durch eine sehr lange Leitung stromen je Stunde 15t Wasser. Die Geschwindigkeit der
Stromung soll » = 3 m s~ betragen. Als Querschnittsflichen kommen ein Kreis oder ein
Kreisring mit dem Innendurchmesser 2r; = 10 cm in Frage. Berechnen Sie den Durchmesser
2r bzw. 2r, der Leitung sowie die Wirmeiibergangskoeffizienten. (v = 10-¢ m?s7,
a=10"m?s1, 1 =0,6Jm st K o =1000kg m3)

Losung:

Wir wenden (4.2./16) an. Fir einen Kreisring erhilt man als Querschnittsfliche

. (VL (1)
als Lange der Begrenzung
U = 2n(r, + 7). )
Dementsprechend erhalten wir nach (4.2./16)
44 ’ .
lo =~ = 2Ara — 1) ®)

Fir den Durchmesser bzw. den AuBendurchmesser ergibt sich auf Grund der festgelegten
DurchfluBmenge i = Avg .

B’ 'ﬁ
2 =2 l/ﬂ bzw. 2r, =2 Vw. 4)

T TV

Mit den vorliegenden Werten erhalten wir

. 3
or—2]/— B a0 em
| 7 -3600-3-10% -

BZW’.

2r, =2 V15 10 4;?‘3‘;)681. :33.61(:)2 310 2044 em.
Damit ergibt sich nach (3)
lgg = 10,44 cm.
Nach (4.2./1) folgen die REYNoLDS-Zahlen
\ReK,eis = %%10_2 = 1,26 . 105, Rémng = 31—0;&‘& = 3,132 . 105,

nach (4.2./2) die PRaANDTL-Zahl

10-¢

Pr = —
10-7

= 10.

Damit ergeben sich nach (4.2./14) die NusseLT-Zahlen
Nug pejs = 0,024 - (1,26 - 10%)0.8 . 10933 = 617,
Nuging = 0,024 - (3,132 - 10%)%.8 . 1093 = 1280,
nach (4.2./7) die Wéirmeﬁbérga,ngskoeffizienten
Okreis = 26440 kJ m—2 h—t K1, ORing = 22050 kJ m~2 h~1 K-1,



296 4. Wirmeleitung ’

4.2.,5. - Wirmeiibergang an einem Rohr bei senkrecht zur Achse
‘erfolgender Stromung

Im Bereich 0,5 < Pr < 1000 wird die NusseLr-Zahl Nu bei senkrecht zur Rohrachse erfolgen-
der Stromung aus

Nu = 1,110 Rem Pyo3t )

errechnet (C und 7 nach Tabelle).

Tabelle zu 4.2.5.

Re c m
1.4 0,891 0,330
4..-40 0,821 0,385

40---4000 0,615 0,466
4000---40000 0,174 0,618
40000---400000 0,0239 0,805

/
Bestimmen Sie den Wirmeiibergangskoeffizienenten o fiir .eine Wasserstromung mit der
Geschwindigkeit » = 1,5 m's~1, die quer zu einem Rohr mit dem AuBendurchmesser 2r = 8 cm
erfolgt (v =10 m?s, 0 =10"m?s1, 1 =0,5J m s 1 K1),
Losung:
Nach (4.2./1) folgt

. .8.102
R LBSI0T o

nach (4.2./2)

Damit erhalten wir aus (1)

Nu = 1,11 - 0,0239 - (1,2 - 108)%8% . 10%31 = 6500,
nach (4.2./7)

— 5500-0.5: 3690 15 12 bt K1 — 146000 kJ m2 b1 K-1.

0%.8.10-2
A Aufgaben
A4.21. Stellen Sie die Differentialgleichung zur Bestimmung des Temperaturverlaufs in

einer ebenen Platte unter stationdren Bedingungen auf, wenn keine Wirme-
quellen vorhanden sind. Wie lautet die Losungsfunktion? Welche Temperatur
érhilt man in der Mitte einer Platte, an deren einem Ende die Temperatur
T;w = 100°C, an deren anderem Ende die Temperatur 7', = 200°C herrscht?
Ad4.2.2. Welche leferentlalglelchung besteht unter stationdren Bedingungen fiir “die
Temperatur in einer zylinderférmigen, endlich dicken Wand? Berechnen Sie die
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A4.23.

A4.24.

A 4.2.5.

A 4.2.6.

A 427,

A4.28.

A4.29.

A 4.2.10.

A 4.2.11.

Temperatur in der Mitte der Wand fir Ty = 100°C, T,w = 200°C, wenn ein
Zylinder r; = 10 cm, r, = 12 cm vorliegt.

Stellen Sie die Differentialgleichung fiir das Temperaturfeld in einer kugel-
férmigen Wandung auf und geben Sie die Losungsfunktion an. Wie grof} ist die
Temperatur in der Mitte der Wandung fiir 7, = 12 em, r; = 10 cm, 7Tjw = 100°C,
T,w = 200°C? .

Die Gasstrémung lings einer ebenen Wand mit der Linge! = 1 m in Stro-
mungsrichtung schlage fiir v = 2m s vom laminaren in den turbulenten
Zustand um. Berechnen Sie fiir beide Fille die Warmeiibergangskoeffizienten.
w=15-10°m2s 1,6 =2-105m2s 1,1 =4-102kJ m1h1 K1)

Wasser stromt lings einer ebenen Wand der Linge ! = 10 m in Strémungs-
richtung. Bis zu welcher Geschwindigkeit ist diese Stromung mit Sicherheit
laminar? (» = 10 m? s™1)

Wie dick muf} eine Abschirmung aus Glaswolle (A = 0,037 J m~! s~! K~!) min-
destens sein, um einen Wirmedurchgangskoeffizienten unter 1 kJ m—2h-t K-1
zu gewihrleisten?

In einem langen Leitungssystem ist ein Rohr mit dem Innendurchmesser
2ry; = 9,6 cm in ein zweites mit dem Innendurchmesser 27, = 20 cm einge-
bettet. Der AuBendurchmesser des ersten Rohres betragt 27,; = 10 cm. Das
Wandmaterial ist Chromnickelstahl (A = 14,5 J m~! s~1 K-1). Die beiden Rohre
werden von Wasser durchflossen, das innere mit der Geschwindigkeit 30 cm s,
das duflere mit 10cms™ (vyw =10"°m?s 1, ayy =10""m?s 1, Ay =0,5J m1s1 K1),
Berechnen Sie den Wirmedurchgangskoeffizienten.

Luft stromt mit der Geschwindigkeit v = 3 m 8! durch ein Rohr mit dem
Durchmesser 2r = 5 cm. Berechnen Sie den Warmeiibergangskoeffizienten nach
der fir Flussigkeiten und Gase giiltigen Naherung und nach der speziell firr Gase
und iberhitzte Dimpfe entwickelten Formel. (v = 15.10¢m2sl, a = 2,0
X103 m?s1, 1 =4,0.102kJ m 1 h-1 K1)

Bestimmen Sie die dquivalente Lénge firr eine Leitung mit rechteckiger Quer-
schnittsfliche ab und fiir eine Leitung mit rechteckigem Querschnitt, in die ein
kreiszylindrisches Rohr mit dem Durchmesser 2r eingebettet ist.

Wasser stromt mit der Geschwindigkeit ¥ = 2 m s~ durch eine Leitung mit
quadratischem Querschnitt, in die ein kreiszylindrisches Rohr eingebettet ist.
Der Durchmesser des Rohres betrigt 4 cm, den Querschnittsfliche der Leitung
12 cm?, ihre Linge 35 cm. Berechnen Sie den Wirmeiibergangskoeffizienten.
»=10*%m?s1, ¢ =10"m?s %, 1 =0,5J m st K?)

Berechnen Sie den Wirmeiibergangskoeffizienten fiir eine Luftstromung mit der
Geschwindigkeitv = 15 m s~ quer zu einem Rohr mit dem Durchmesser 27 = 0,1 m.
(Daten nach A 4.2.8.)

2(0 Schilling, Warme



Al.1.1.
Atl.1.2.
A1.1.3.
Al.14.
A1.1.5.

A 1.1.6.
A1.1.7.
A1l.18.

A1.1.9.

A 1.1.10.
A1.1.11.
A1.1.12.
A1.1.13.
A1.1.14,
A1.1.15.
Al.1.16.
A1.1.17.

A1.1.18.
A1.1.19.
A1.1.20.

A1.1.21.

A 1.1.22.
A1.1.23.
A1.1.24.

Lésung der Aufgaben

H, = 43,5 MJ kg!

H = 55,6 MJ kg™, H, = 50,2 MJ kg
m = 15 kg

W = 28,3 MeV

W = 2,22 MeV, d.h. ein kleiner Wert, verglichen mit der Bindungsenergie des
a-Teilchens

W = 1,02 MeV, Wy, = 9,0 - 101 kJ kg1
W = 18,1 MeV, W, = 5,18 - 10 kJ kg1
W = 7,9 MeV

m = 2,510 kg, —— — 1,4 . 10~
my

A =9,8m?

A = 9,2 mm?2

P =40 MW

h=156m '
P — 47T MW 7

P=175kW, W ="17,5...37,56 MWh

P = 1,05 MW

Anfangszustand p = 207,8 kPa,
a) isotherm p = 415,6 kPa, T = 500 K; b) adiabatisch p = 660 kPa, T = 794 K

a) U = 624 kJ (Argon); b) U = 1039 kJ (Wasserstoff)

W ="1725kJ

¢ = 0,448 bzw. 0,861 bzw. 2,768 kJ kg!
B o= o= i
c=299ms,¢c=360ms?

p = 138 kPa

P = 65kW, = 0,63
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A 1.1.25.

A 1.1.26.
A1.1.27.
A1.1.28.
A 1.1.29.

A 1.1.30.

Al121.

Al.22.
A1.23.
Al.24.
A1.25.
A 1.2.6.
A1.2.7.
A1.2.8.

A1.2.9.

A 1.2.10.
A1.2.11.

A1.2.12,
A 1.2.13.
A 1.2.14.

A 1.2.15.

A1.2.16.

A1.2.17.

A1.2.18.

A 1.2.19.

A 1.2.20.

Kk =

Ty

_TK

Tx

P = 11,38 kW, 5 = 0,639
nwp = 3,73, P = 268 kW
TVl = T, V-1, Trpl—n = Top,l-n

n = 1,32
2
> L2 Lo (3.104m
4meyr :
AS = 22Vo 1y o
T

A8 =1700J K
AS = 1,226 kJ K!
AS = 6,06 kJ K1, AH = 2,26 MJ, bezogen auf 1 kg
AH = 2,16 MJ je kg
AS = 0,686 kJ K1
AS = —2,5kJ K1
a) AW = RTyIn2,AQ = RTyIn2, AS = RIn2;

b) AW = RT,

i ,» AQ =0,A8 =

0;

¢) AW = RT,, AQ =CpTy, AS=Cp,In2
n = 0,21
n = 0,62

V=0,021m? H=10kJ, S =

G = 283 kJ
AH = 35,0 kJ, bezogen auf 1 kg, C,, = 35 kJ kmol-1 K-1
dH = 3Q — d4, (dH), — 3Q wegen d4 = —V dp’
p AV = 196,6 kJ je kg, Anteil 10,19

®U
avas
®F

= (&),

v oT

(Z%)

>
X

8| -‘3

_(%. &H _
o8 )y’ opoS

). 7

[

A

i

oV oU
7). 2] @), + (7)),
7 kJ K1, AF = —6,36 MJ

, x = 0,19

_(8Y _ _(m)  _@¢ _
ov)y —  \erT)y’ epoT

o)
opls

= 0,00366 K-, % = 9,8 - 10-% Pa—!

9OV=(

(%8
op

oU

oT )y

, Ta> T, g = 3,6, P =194 W

—1kJ K-, U= —830kJ, F = —537 kJ,

-(3).
-6,

) s Op — Oy = aBVpT
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Losung der Aufgaben

A1.2.21.

A 1.2.22.
A 1.2.23.
A 1.2.24.
A 1.2.25.
A 1.2.26.

A 1.2.27.

A 1.2.28.
A 1.2.29.
A 1.2.30.

A1.2.31.

A 1.2.32.

A 1.2.33.

A1.2.34.

A 1.2.35.

A 1.2.36.

A 1.2.37.

A 1.2.38.
A 1.2.39.

8,—8, =R (mﬁ +4ln22—), = 0,075
V2 T

1
AEy = —28 MJ

W = 750 kW, B = 50 kW ,

AE = 375 kW bzw. 408 kW

Ey=U—Uy+py(V— Vy) — Ty(S — 8y)

Fir verschiedene Werte des Druckes und der Temperatur wirde aus 88 = 88,
+ 38, = 0 auf Grund des ersten Hauptsatzes Til - ;——z-) 30U, + (%11— — %) 3V,

= 0 folgen. Da 3U, und 38V, willkiirlich sind und voneinander nicht abhéngen,
ergibt sich 7'y = Ty, p; = P,.

dU < T d8 — p dV bedingt fiir 38 = 0,3V = 03U = 0 und damit ein Minimum
der inneren Energie U.

Wegen (1.2./22b) folgt 8F = 0 fiir 3T = 0, 8V = 0.

3G =0 tirdp =0,87 =0

Fiir endotherme Reaktionen ist vielfach entscheidend, dafl der Wiarmeaustausch
bei hohen Temperaturen relativ geringer als nahe der Umgebungstemperatur ist.
Dagegen treten bei exothermen Reaktionen infolge der kleinen Temperatur-
differenzen kleine absolute Werte fiir den Exergieverlust durch Wirmetausch

“auf.

Es ergeben sich die Helmholtz-Gibbsschen Gleichungen

¢6—g=1(28\, r_v=r(%).
aT), aT |y

Aus der zweiten HELMHOLTZ-G1BBSschen Gleichung folgt mit AW = —AF wegen
AW = (AW)p = nNpeE mit der FAraDAYschen Konstanten F = Nje und n = 2

—AU = nNye (E -7 %) ’ —AU = (91,9 — 20,3) MJ = 71,6 MJ.
Die innere Energie verringert sich um die abgegebene thermische Energie.

P = %RTl(r—l)lnn,P=424MW

1—x
n=1—=n*,n=0,761
H{ = 0,015
w
oy =7 (Tmin )Z’ n= T'min , p = 3,63, 7 =2
Tu Tu - Tmin

nwe = 12 = 2,125
nc

ne = 0,49, 7 = 40
P =32kW
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A 1.2.40.

A1.241.

A 1.2.42.
A1.2.43.

A13.1,
A1.3.2.
A1.33.
A 1.34.

A 1.3.5.

A1.3.6.

A1.3.7.
A 1.3.8.
A 1.3.9.

A 1.3.10.
A 1.3.11,

A 1.3.12.

A 1.3.13.
A 1.3.14.
A 1.3.15.

A 1.3.16.

A 1.3.17.
A 1.3.18.
A 1.3.19.

A 1.3.20.

A 1.3.21.

Bei gleichem Verdichterverhiltnis ist der Wirkungsgrad des OTTo-Motors wegen
(pn—l
xe — 1)

stets groBer als der des DieseL-Motors. Nur im Grenzfall ¢ = 1 wiirden beide
Wirkungsgrade iibereinstimmen.

>1 firp>1

Aus der Definition des Einspritzverhdltnisses fir den Dimser-Motor folgt
7Diesel(?> T) > Notto Liir ¢ > 1.
n = 0,64, n,, = 6,6
n = 0,79, n,, = 8,9
= 9N,
60, 180, 1
10! = 3628800, 1
dN = 9,7 - 10¢

& N
dw = 0,014; dw — —2— & TYz de
Vrk3T3

Umax He =% — 0.710

Vmax H, U,

Wyin = 3,41 MJ

Vmax = 1755, 1245, 471 m s
% = 2850, 901, 715 m ™1

Vmax = 1573 ms1, 5 = 1775 m 51, o = 1925 m 51
(250 K) = 88,3 kPa, p(300 K) = 90,4 kPa

RT In2
W =

e Me g = m — gpV = 0,22 - 1016 kg,
eff!

N, = 6,0 -10% kmol?, H = 12,3 ym, dN, = 0,24 - 10 kmol?!
h = 5,729, 3,647; 6,358, 4,047 km
m = 3,10 - 10-2 kg, 0 = 7,4 kg m—3
o = 16,5 kg m™3
_ 2 mere
[PNmeye  *T
_onfiment®\
kT (1 —e kT )
N(0,1) = 229N(0), in der 5 mm dicken Randschicht befinden sich 118 g Protein.
U=314J<LE,=3.-108J
0,896 kJ kg—! K-1 bzw. 1,022 kJ kg-1 K-1
F=-246J,8=0,0017JK, H=0,25J

2\ N —
Z,, — (231) Yok YI.I,I,Y
T

(8m2IkT)Y
heN

(ro®—1%)

N(r) =

Zpy =
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Losung der Aufgaben

A 1.3.22.
A 1.3.23.

A 1.3.24.

A 1.3.25.

A 1.3.26.

A 1.3.27.

A 1.3.28.

A 1.3.29.

A 1.3.30.

A 1.3.31.

A 1.3.32.

A 1.3.33.

A 1.3.34.

Al4.1.
A1.4.2.

A1.43.

A1.44.

A 1.4.5.
A 1.4.6.
A1l4.7.
A1.4.8.
A149.

A 1.4.10.
A14.11.
A1.4.12.

A1.4.13.

Al14.14.

AS = 3,2 kJ K-, AU = 2,08 kJ
AF = —681 kJ, AS = 1,1 kJ K1
VAT? = 110 K, A—pz = 0,034 Pa, JAS®E = 7,6 - 10-2 J K1

~ kT — 2 Sf,T V3@ = 51057
14

VaE = RS

L_ = 0,193 - 103, AN = 5,186 - 10®

VN
pr— kT
I= A2 = —— =51-10"B A =35
n]/ n V2ptR (n )

N = 1,45 104, JAN? = VN = 120

VANE = 104, &(1) — 0,841, d. h. knapp 16%

Vap: = 3. 1010 Pa V % o 24.10-

_ VT —
Fir kleine Auslenkungen folgt V? = l/fnlgl’ ]/62- =3,2-10-8.

=%‘§_138 10-14 N m-1
» = 330 s

d = N—I;} g{ sin & cos & dd
T — 291K

s=26

CVOSZ = 0,05R
Tz 3 1, = 3400K

Cyoss = 0,81R

Cyrot = B(1 + 107), Cyosz = 0,03R
Cyosz = 0,051R

T> Ty = 29K

Tp =154K, U = 14,53R

Oyrot = 0,8R
CVROt = 1,021R
Cyrot = LIR, Thayx = 0,81Tg, Thay = 12,6 K

o A
——) e *T, Cy =021R
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A 1.4.15.

A1.4.16.
A 1.4.17.

A1.4.18.

A21.1.
A2.1.2.
A2.1.3.
A2.14.
A 2.1.5.
A2.1.6.
A2.1.7.

A21.8.

A 2.1.9.

A 2.1.10.
A2.1.11.
A 2.1.12.

A 2.1.13.

A 2.1.14.
A 2.1.15.
A 2.1.16.

A21.17,
A 2.1.18.
A 2.1.19.
A 2.1.20.
A 2.1.21.
A 2.1.22,
A 2.1.23.
A 2.1.24.

3 3 _IoN
— 2 2 g 2T
P 4= oV (@nmkT)? (T g2
3 N Tr) i=1 I
1—e T

7=12,3,2,3,12
OV = 3,98R

@)

aT ) av

O, —Cp—= — 21V _p(9P) (2L} _— VT

PV o aT )y \oT), opp
av)r

2rg = 2,9+-101%m

pz = 492 Pa

n = 0,182, p = 9,05 MPa ’
reales Gas 87°C, ideales Gas 65°C

pz, = 16 MPa

2rg =2,9-1010m
o = 0,0032 K-, § = 0,0033 K-, % = 0,19 - 10-¢ Pa-!

L1 (aV) VR 1 (ap) 1 R
_ 1 (ery _ ,p— L)y _L_E
Vo \oT/p Vo(RT—i—bp—?,—a) 2o \oT)v  po V =0

o = 0,00352 K1, § = 0,00367 K-

A‘greal — ASigea; = 0, AUreas — AUiﬁeal =0

Tg =515K

B(300) = —0,23 m® kmol—?, B(700) = 0,08 m? kmol-!

AF = 8,96 kJ, AS = —22,4J K1, AU = —107J,

ideales Gas: AF = 6,48 kJ, AS = —162J K1, AU =0

Cp = 20,9 kJ kmol~* K1, Cy = 12,5 kJ kmol~* K1, % = 1,66
AC, = 0,04 kJ kmol-* K-1 '

Aus der Konstanz der Entropie folgt fiir » = 0,04 V = 9,0 dm?,

Im kritischen Zustand ist B = —19V,/24. Fiir HCl folgt B = —0,047 5 m3 kmol-1,
relative Abweichung —0,791. '

a) N = 2,37-10'8, b) N = 2,61 - 1018

ideales Gas AF = —45,2 kJ, reales Gas AF = —48,6 kJ
ideales Gas AU = 8,17 kJ, reales Gas AU = 9,00 kJ
ideales Gas AH = 11,7 kJ, reales Gas AH = 13,7 kJ
F=26.-10"1°N

G = Gigear + npB

ideales Gas N = 2,84 . 1024, reales Gas N = 2,75 . 10**
U = 7,9 kJ mit

(?E) = 2,5+ 10"% m3 kmol-1 K1,
9T /500

@- = 8,5 - 10~° m3 kmol—! K- nach Tabelle zu 2.1.3.
oT /600
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Losung der Aufgaben

A 2.1.25,

A 2.1.26.

A 2.1.27.
A 2.1.28.

A 2.1.29.

A 2.1.30.

A 2.1.31.

A22.1.

A222.
A223.
A224.
A 2.2.5.

A 2.2.6.

A22.7.

A228.
A 2.2.9.

A 2.2.10.
A2.2.11.
A2.2.12.
A22.13.

Ap = 4,3 MPa
8 = Sigenr —l;.—b 5%; (BT),
C,=Cy+R+2p Z—g

Beim LENNARD-JONES-Gas ist Oy im Gegensatz zum VAN-DER-WaALsschen Gas
temperaturabhingig.

Ap = —2,91 MPa
Tinv = 2a/Rb mit 208, 841, 1032 K

B C
F = Figear + RT (—+— + )

vV o 2v2
N,2 N,2 2N,2N,2
B — 1 B 2 B 1 2 s
A T A AT R T AN A
B = —0,034 m® kmol—!
1 0B 1 oC
Oy = Cyigeas — 2RT (=22 + — & 4 ...
L4 Videal (V 3T + 2V oT + )

V or: + 272 oT2
B p? o’ )

—RT? (1 iB_ 1 a0 ...)

Op = Cpideal =T (p aT? 2 oT?

V, und V, liefern b aus (2.2.1./9). Durch Einsetzen von RT, aus (2.2.1./8) in
(2.2.1./7) ergibt sich

_ psV2V,?

SV b (Vi V)

Damit kann R aus (2.2.1./8) bestimmt werden.

AT = 2,56 K

T = —0,009°C

Q = 2,4 MJ kg1

p = 130,5 kPa

a

Ce =0, —%, Cg = —75 kJ kmol—

_31 =l _ Q , AV = —5,1 m3 kmol-1
T e T

Ty = 99,641, 99,917, 100,193, 100,469°C
T=—457K, z = 0,124

z = 0,18

z = 0,069

z = 0,314, z = 0,338

z = 0,28
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A2214. 2=10,077

A 2.2.15. Je Kilogramm folgt H” — H’ = 1,9913 MJ,
U’ — U =1,7946 MJ, (V" — V') = 0,1967 MJ

A 2.2.16. p, = 1,48 MPa, AQ = —106,2 MJ

A 2.2.17. z = 0,44

A 2.2.18. z = 0,60, @y, = 89,1 MJ, W, = —6,98 MJ

A2219. T =41K, 8, =438kJ K-, 8, = 84,3kJ K-, H, = 18,2 MJ,
H, = 32,0 MJ, Qy, = 19,1 MJ, H, = 12,9 MJ, 4,y = 5,3 MJ

A2220. =z = 0,592 T, = 120,2°C, T, = 99,6°C

A 2.2.21. z = 0,0089, T = 45,8°C

H, — H,

H,— H
H, = 2,14 MJ, H, = 0,19 MJ; , = 0,344, W = 0,98 MJ

A 2.2.23. n = 0,253, W = 0,98 MJ

A2224. |4| = 10kJ, Q = 2,5 MJ bei 1 kPa, Q = 1,3 MJ bei 100 kPa

A 2.2.25. Q=380kJ, —W =35kJ

A 2222, n=1— , Hy=H,; W= H, — Hy, Hy = 3,12 MJ,

A2226. —@Q, = 10,92 kW
A2227. —W =495kJ, Q; = 378,5kJ, —Qy, = 420 kJ, £ = 8,7
A2228. —W=51,1kJ

A 2.2.29. z = 0,336
A 2.2.30. Q=82kJ

A 23.1. K, =28 Nm=2 py = 760 N m~2

A232  T=m4K

A233.  Ng=4-10°

A234.  AH = 496 kJ mol-

A 2.3.5. AQ = 15,5 kJ mol—?

A236. g, =307

A2.3.7. tg = —3,63, ¢cy = 1,70

A238. IgK,= —1707

A23.9. % lg;:—; =g K, = —0434 (z@; % -z %);

pco = 160 Pa, pg, = 80 Pa
A 2.3.10. lg K, = —0,975, py,o = 120 kPa
A 2.3.11. AS = —92,9 kJ K1
A23.12. 28y, + So, — 28y, = (2 - 124,8 + 205,6 — 2 - 185,9) kJ K1 = 83,4 kJ K1
A23.13. ¢y = 0,65, ¢y, = 0,35, cgr/(2cy, + cxp) = 0,48
A23.14. ¢y = 0,295, cg, = 0,705
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A 2.3.15.

A 2.3.16.
A 2.3.17.

A 2.3.18.

A 2.3.19.
A 2.3.20.
A 2.3.21.

A 2.3.22.

A24.1.
A24.2,
A24.3.
A244.

A24.5.

A24.6.
A24.7.
A248.

A2409.

A 2.4.10.
A2.4.11.
A24.12.
A24.13.
A 2.4.14.

hooy

ho hoy
COsz. = _§ (%‘2‘?‘)2 —% InT — ? In (1 —e kT)
e
Losz = —5,64
&p = 4,49 eV
3

K, = (mDCImHBr)? IpcilHBrHCIYDB:

MHCIMDBr, Iycilppei?uBs:
o = 0,085
03 = 3,6 - 107

o =1,4.10-%. Die Ladungstriger sind nicht durch das Gleichgewicht der
thermischen Ionisation zu erkliren.

4drnSt VAT

U= P TR G =0, u=0 (v =1 bei linear polarisiertem, 7 = 2 bei

elliptisch polarisiertem oder unpolarisiertem Licht)

AT = —0,69 K

Ap = 1,0kPa

mg[my, = 0,05

Q=133kJ

_1pal = 0,08, 7 + [pe)] = 243 kPa, # = 224 kPa

7 + |Peil -

m = 9,7 - 10° kg

p» = 2,3kPa

c=1,85.10"%

8G; = kT(N; 4+ 8N;) In Ni+ 3N _ ETN; In Ei, 3N; = N;,
Ny No

N, — lf—g N, = .%'—3 Ny, 36; = —2,06 kJ

N;=2,1.10%

n’ = 0,14 kmol m—3
pH = 8,72, y = 1,05- 10~
n’ > 1,3 - 102 kmol m—3

K 10— 10-¢ 10-7 10-8 10-°

’

n
in kmol m—3

1 0,00003 0,0001 0,0003 0,0010 0,0032

0,1 0,0001 0,0003 0,0010 0,0032 - 0,0100
0,01 0,0003 0,0010 0,0032 0,0100 0,0311

0,001 0,0010 0,0032 0,0100 0,0311 0,095
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A 24.15.
A 24.16.

A 2.4.17.
A 2.4.18.

A 2.4.19.

A 2.4.20.

A2.4.21.

A 2.4.22.

A3.1.1.
A3.1.2.

A’3.1.3.

A 3.1.4.

A3.1.5.

A3.1.6.

A3.1.7.
A3.18.
A3.19.

A 3.1.10.

A 3111,
A3.1.12.

D=15-10"m
Ty = —1,65°C

1. e?
_ Z2N;, D = 3,3.10°1°
o~ ayer 5 Zi ™

p = 820 kPa
23T
e

D> 7 bzw. %<

/7
nom = 2,8 - 10-3 kmol m=3, y = “OH — 0,028, pH = 11,45
n

Aus dem Lésungsdruck fiir einen starken Elektrolyten folgt

ony - 17/ (2e2ns)%
e | (e
24w 14 ._ ekT . AT = —0TTK
n1Q

AT = BTy

1 1
A=A, +4, A, = (A+A4D), 4, = (A A7)

Joi=—X Mjgrad T (i =2,9,2)

j=z.y.2
Ac = div grad ¢ = V- Ve, in Cartesischen Koordinaten
o2
Ac = Z -C
i=2,y,2 a’z

-2 1 —2 —1
AB=|( " 7|, BA=
(—2) bTA = (—2 —1)
6 ’

0
Ist (A);;, = a;j, (b); = b;, so folgt Aa-rvy; =3 a;j—,
j=zyz 9j

Ab

I

a-n-bvb=3 3 ai].a—bi=A:|7b
i=z,y2 j=z,y% 9j

divea=y “Z=c¢ ¥ da; ) ai@._

i=x,y,2 o1 i=z,y,2 1% i=z,y,2 74

dive-B= % a; 3 %-i-_z bij X

j=z,y,2 i=zyz2 o1 =29,z =242 af
@vaoby— 3 2540 450
j=zyx O] j=zy: O j=zyx O]

div (c@ o b) = ¢ div (@ o b) 4 b(a - grad c)

. = cagrad b 4+ b div (ca) = a grad ¢cb + cb diva

a) ;" = —0,375 kg m—3 571, b) m; = —0,555 kg m—3 51

v-grade =0
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A 3.1.13.
A 3.1.14.
A 3.1.15.

A 3.1.16.

A 3.1.17.

A3.1.18.

A 3.1.19.

A 3.1.20.

A3.1.21.

A3.1.22,

A 3.1.23.

A 3.1.24.

A 3.1.25.

A 3.1.26.

do _ —1,44 kg m—3s?!

ds

do

— = 46,6 kgm—3s!

at gmE

& = 10-7 g1

or

oty o8, R

6_ = — "y = 0,029 3, Dampfanteil wichst

Z = 0 nach dem Gesetz iiber die Erhaltung der Masse,

E divJ;p = Z div g;v; — div gv = —-Z & — div gv = —Z—t — div sv
oo 0o Op- .. .

Es kénnen nur Druckanderungen auftreten: %o Bei einem inkompres-

P

siblen Medium folgt 5 = 0 und damit diveo = 0.

J = Z eedip = _Z €;0;(v; — V) = Ze,g,v — ev. Wegen e = O fiir das elektrisch
neutrale System folgt J = E €;0;V;.

Die Massebilanzgleichung (3.1.4./4) kann auf beiden Seiten mit e; multipliziert

werden. Bei allen chemischen Reaktionen bleibt die Ladung erhalten. Damit ergibt
sich

G _ ) eies _ —Z div e;o;v; = —div (Z Jip + ev) = —div (J+ev)

ot i t

a) grad p = 0, p = const, b) grad p = ¢g, Z—p= Zﬂ—o, Zp =gg, P =109
Yy

+ const. Setzt man p an der Oberfliche gleich Null, so ist bei der vertikal
nach unten weisenden z-Achse in der Tiefe h p = ggh, fiir Wasser in 100 m Tiefe
p = 981 kPa.

Bei konstanter Temperatur ist dG = V dp = dp (je kg); nach der EvLERschen
e
Gleichung folgt grad p = ¢g, e _ V@, woraus im Erdschwerefeld Vgz =g
e
folgt V(G — gz) = 0, @ = const + gz, G(100 m) — G(0) = 0,981 kJ kg-1.

vy = —wy, v, = ox, v, =0. Damit folgen die Gleichungen Wi = 1 Zp
1 e 9

wly = — a—p, —g = Lo mit der L(’isung p= Q (x® 4+ y*) — goz + const.
e 9 Q o

Die Oberfldche ist damit durch z = — (ar:2 + y?) bestlmmt h = 8,05 cm.

Fur die adiabatische Bewegung gilt %-‘f = 6—- + v.grad § = 0. Nach Multi-

plikation mit ¢ wird diese Gleichung zur Kontlnultatsglelchung addiert:

%8 | givoSv =0

» +(v-'l7)'v=—-1—gradp—{— a2 Av
ot 0 0

('v-V)’v=0,p=const,vx=ay+b,'u=vz=u-%-,1‘)=—g—
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A 3.1.27.

A 3.1.28.

A 3.1.29.

A 3.1.30.

A 3.1.31.

A 3.1.32.-

A 3.1.33.

A3.2.1.
A3.2.2.

A 3.2.3.
A3.24.
A 3.2.5.
A 3.2.6.
A 3.2.7.

A 3.2.8.
A 3.2.9.

A 3.2.10.

A 3.2.11.
A3.2.12.
A 3.2.13.

P _ o Poy) _ 1 () 1op ,
=0,(y), 2= =0, —=— = — jv= bs.
v = 0,(Yy) 2 P P 2 20 ¥ +ay +
mit Randbedingungen nach Bild 3.1.6
2 2
v=_.ld_p h__.y2 D =-—Lg2-, Ap = 1,2 kPa m~1 Ax
2ndx \ 4 127 dz
o2 0% 1 1%
_1; _1;=_3_p’v=i3£( — r2), Q_"9 pR4
ox oy n 0z 4 0z 8n 0z
Q = 24,5 kg m3
v, = — LA (R h —¢2), 5 = ——— 2P 32 Druckabfall 0,576 Pa m™t,
2n Az 125 Az

oy = 3 (A h, 6g = 0,0686J K-* m—1gs!
7]’1’ Az

osabh = % 02, 65 = 25 - 108 J K1 s~1/abh
0g=5-1023JK1m3s1
s = % grad % e Jgr, 05 = 1,05+ 10-°J K-1 m-2 51

grad D

og = Z e;0;(v; —v), v =48ms™,

s = 0,105 - 10—s JK1m-3g?
6,1 mg Kochsalz je Kubikmeter
dé
dz
Lj; =1,52- 101 kgm—3s K

N = 5,9 - 10%® m~3, nicht nur die Elektronen sind an der Leitung beteiligt.
N, =1,8-10% m

= —1,7-10~¢m!

v=>54pms?
]/2-2'= 2,28 cm
t=10%s

D =38,17-10"°m?gs?

0v; = Ly X;p, L, = D; N—Jk;—; im Falle des mechanischen Gleichgewichtes
Ny

R gradg;  e;grad Ppie

M; o T ’

oiv; = —D; grad o; F ¢;b; grad Ppigr; J =0 I;Iebst s grad ¢, = ¢ gradbez, €101

= —ey0, = Ne fithrt auf grad @p;¢p = MM, |vy]| = |vg| = .L_‘__Ilg_

X |grad @|. @1(by + by) 2

v =2,53.10~¢ m s

D=1,4-10""m? g1

N,Z, =N_Z_=N, I=ANeb, +b_)E, y= N(b, +b_)e; die Ionen in

¥ — A Al werden in der Zeit At ersetzt. Es folgt = — b, — : b I |
b, _ Ned Al A 4 b Ned

= » by =46,8-10°m?s1V-1, b = 688m2st V-1,
b+ . T A+ 8 m?s m? s

grad @ = 0 nebst grad p = 0 folgt Xip = —
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F M
AB214 b b= (1)1 - ﬁ Dz)

a3215 L _032Km
o0z

A3216. A® =204puV

A3217. J,—=6,0kWm=2

A 3.2.18. Die beiden Reaktionen kénnen durch Kreuzeffekte beschleunigt oder verzogert
werden. ‘

A 3.2.19. Zwischen der chemischen Reaktion (skalare GroBe) und der Wéirmeleitung
(Vektor) ist auf Grund der Symmetriebeschrankung kein Kreuzeffekt maoglich.
Chemische Reaktionen legen die Richtung des Wérmestromes nicht fest.

A 3.2.20. Es ist kein Kreuzeffekt méglich. Diffusionsstrome bei chemischen Prozessen haben
ihre Ursache in den Randbedingungen.

A 3.2.21. grad v = grad v® + grad v?, grad vs = % divo 1 4 (grad®v)s, w: grad o

= n divo 4 7% (grad®v)%; n divo charakterisiert die Wirkung der Volumen-
n g g

viskositit.

A33.1. SH =0,3H >0
A 3.3.2. V. = —8F
A3.33. U<0,82U>0,88=0,8V=0
A334. T = —u, T = —16700 K

klnZ2

7y

A 3.3.5. % = —aX, X = X, e~olt—t)

Der konventionelle Strahler, d. h. B = 0, ist fiir @ > 0 stabil; X = |E| wichst
fir ¢ > £, nur, wenn a < 0 ist. Bei zunehmender Pumpleistung tritt ein Sprung
in der Intensitdt der emittierten Strahlung auf, der durch ¢ = 0, d. h. durch den
Stabilitatsiibergang, gekennzeichnet ist.

aX, XX, —1)

dX, A X1 — X,)

A337. A+ X %y 0%, B4 X, 2 g

fix = (kjama — kipnp) mix, ma = mo — X 05x,
. 7

A 3.3.6.

nix = (kiano — kipnp) nix — kia 3 mixnx

]
Bei unbegrenztem Vorrat ist n, konstant und daher
n;x = const exp (k;any — kigny) (F — %))

Es setzt sich die Komponente durch, fiir die k;yn, — k;gnp am groBten ist.
AB3S.  T=GX Y0, 0X V=LYt LFX ) —0fXmit X =06 =7
m m
A339. X5y xx x4 oox By 3x;

C = —1,C + k,020% + ko(Cy — CY),
C* = k,C — k,0%C*; fithrt auf Briisselator-Gleichung
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A 3.3.10.

A 3.3.11.
A 3.3.12.

A 3.3.13.
A 3.3.14.

A 3.3.15.

A'3.3.16.

A4.1.1.
A4.1.2.
A4.13.

A4.14.

A4.1.5.
A4.1.6.
A4.1.7.
A 4.1.8.
A 4.1.9.

A 4.1.10.

A4.2.1.

A4.22.

A4.23.

X + K B3 XK, 2X + KX ¥3 3X + K,
0y = —k,0,0x + k,02C, + ko(Cy — Ch),
¢, = k,0,Cx — k,C20, (Briisselator)
828 = —0,56 J kg~1 K1

< P
Aus J; = ? Lin:,- folgt .d_t <0

W = 2010° = 101301-10°, | — 4321,8

P = 6-10-218 bzw. 3 - 10-4%5, d. h. vollig unwahrscheinlich

del "< 0 bedeutet § (0 — 0) <0.

ist

Aus 8F = 8(U — T8) folgt C = U, § = I, T = C/I;g, F = ¢l

4 g =0
d¢

z2=1540m, T/Ty = e 27" = 1,9 . 103
z2="771m, T/T, = e = 0,0432

z=3,8cm
1 P 0 © B Gt e o €8 bl G
T(z, y, 2, ) = —— T, y,2,0) e dat
l/4rrat
—00 —00 —00
153°C
4,3°C
682,7 K
240 Summanden
56 Summanden
T(r, 2,8) = Ty® — X AL (m,r) cos n,z e~(mo*+nifat
o,t
AG) = A0 ettt
s T,0-1) — T, sin n,l Ji(myR)
My sin 2n4l + 204, R[J2(m.R) + J,%(mR)]
(R Walzenradius)
dz7
dz_OT Tl—f—(TW—Tiw) , 150°C
&
2. '
d_q_'+_1_£11’ =0, T="Tyw+ —-ql‘l"lni, 152°C
dr? In T 7y
i
2 J— N
ﬂ E@ =0, T="Tw+ M,«i,.a i_i , 154,5°C
dr? r dr Ty — T i r

da’ dy” dz’
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A4.24. O1am = 8,8 kd m~2 h-1 K1, oy = 16,5 kJ m—2 h-1 K-1
A 4.2.5, v<lecms?
A 4.2.6. d > 13,4 cm

Ad27. k — 488 kkJ m~2? h-1 K-1

A4.28. o = 28,6 bzw. 23,5 kJ m—2 h-1 K1
)

A4.29. L, =22 g _Ab—r)

g e ! T et b+
A4.210. = 29100kJ m—2h-! K-1
A4211. o =103kIm2htK-1



Tabellen

Tab. 1.1.1. Dichte und Energiewerte von Energietrigern

Material Dichte Verbrennungswirme Heizwert
10% kg m—3 MJ kg MJ kgt
Benzin 0,740 46,0 43,5
Ethanol - 0,790 30,0 27,0
Methanol 0,800 22,3 ' 19,5
Petroleum 0,83 43,9 42.0
Heizosl 0,9.--1,1 42,0 40,0

Tab. 1.1.2. Bindungsenergie der Atomkerne

Atomkern Bindungsenergie Atomkern Bindungsenergie
MeV MeV
*H 2,19 AT 342,3
$He 7,61 2Kr 793
sHe 28,20 144Ba 1190
SLi 34,31 232Th 1744
12c 91,8 231Pa 1739
1381 96,7 23U 1766
288i _ 234,5 23U 1776

-

Tab. 1.1.3. Spezifische Wiirmekapazitit
' a) feste Stoffe

Stoff c Stoff -

kJ kg-* K1 kJ kg-1 K1
Al (20°C) 0,896, Pt (20°C) 0,134
Pb (20°C) 0,130 NaCl (20°C) 0,867
Fe (20°C) 0,465 Al,0,4 (20°C) 0,791
Graphit (20°C) 0,753 Eis (0°C) 2,05

21 Schilling, Wirme
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Tabellen

Tab. 1.1.8 (Fortsetzung)

b) Fliissigkeiten

Stoff c Stoff c .
kJ kg1 K1 kJ kgt K1
Wasser (20°C) 4,19 Terpentin (20°C) 1,88
Brom (20°C) 0,46 Petroleum (20°C) 2,8
[}
¢) Gase (molare Wirmekapazitit, bezogen auf die Gaskonstante
R = 8,314 kJ kmol1 K1)
T Argon Wasserstoff Kohlendioxid
K CV Op *® OV Op x® GV Op x
40 1,508 2,568 - 1,700
100 1,714 2,721 1,587
150 2,050 3,053 1,489
200 1,503 2,515 1,674 2,280 3,281 1,439
250 1,501 2,508 1,671 2,406 3,407 1,416 3,219 4,262 1,324
300 1,500 2,504 1,670 2,469 3,469 1,405 3,490 4,512 1,293
350 1,500 2,503 1,669 3,724 4,756 1,271
400 1,500 2,502 1,668 2,510 3,509 1,398 3,973 4,983 1,254
500 1,500 2,501 1,668 2,518 3,518 1,397 4,368 5,372 1,230
600 1,500 2,501 1,667 2,63 3,53 1,39 4,690 5,694 1,214
800 1,500 2,501 1,667 2,566 3,56 1,39 5,186 6,186 1,193
1000 1,500 2,501 1,667 2,63 3,63 1,38 5,530 6,531 1,181
1500 1,500 5,501 1,667 2,89 3,89 1,35 6,020 7,019 1,166
2000 1,500 2,501 1,667 3,12 4,12 1,32
2500 3,44 444 1,29

Tab. 1.8.1. Trigheitsmoment I, Kreisfrequenz « der Grundschwingung,

Dissoziationsenergie ep zweiatomiger Molekiile

Molekiil I ) &p
104" kg m? 104 571 eV
H, 0,47 8,28 4,478
0, 19,1 2,98 5,11
N, 13,8 4,45 7,3
Cl, 113 1,06 2,47
co 15,0 4,09 8,4
NO 16,3 2,86 6,5
HCI1 2,60 * 5,63 4,43




Tabellen

315

Tab. 2.1.1. Van-der-Waalssche Konstanten bei Zimmertemperatur
und kritische Daten

Gas Pk Vx Ty a b

in MPa inmdkmol? inK in kPa m® kmol—2 in m? kmol-!
HCI 8,43 0,060 324,6 90,4 0,020
H, 1,29 0,065 33,2 19,0 0,022
He 0,229 0,058 5,2 3,4 0,024
H,0 22,1 0,055 647,3 554 0,031
(0 5,04 0,075 154,3 137 0,032
N, 3,41 0,090 126,0 136 0,039
CO, 7,36 0,096 304,1 365 0,043
Tab. 2.1.2, Boyle-Temperatur T'g in K
He Kr Ne Ar N, 0O, Luft
19 106 134 410 323 423 357

Tab. 2.2.1. Thermodynamische Zustandsfunktionen fiir Wasser und seinen Sattdampf
(je Kilogramm) '

0,002675

p T V/ VII H/ HII S/ S//
MPa  °C m? kg1 m? kg1 kI kg? kJkg?! kJkg?K-l kJkg1K-1
0,001 6,98 0,0010001 129,21 29,33 2513,8  0,1060 8,9756
0,005 32,90 0,0010052 28,20 137,77 2561,2 04762 8,3952
0,00 4583 0,0010102 14,68 191,84 2584,4  0,6493 8,1505
0,06 81,35 0,0010301 3,215 340,57 2646,0 1,0912 7,5951
0,08 93,51 00010387  2,0879 391,72  2666,0 1,2330 7,4360
0,1 99,63 0,0010434  1,6946 417,51 26757 1,3027 7,3608
0,2  104,81° 0,0010476 14289 439,36 2683,8 1,3609 7,2996
0,5 111,37 0,0010530  1,1597 467,13 26939 1,4336 7,2248
0,2 120,23 0,0010608  0,88592  504,7  2706,9 1,5301 7,1284
0,3 133,54 0,0010735  0,60586 5614 27255 1,6717 6,9930
0,4 143,62 0,0010839  0,46242  604,7 27385 1,7764 6,896 6
0,5 151,85 0,0010928  0,37481  640,1 27485 1,8604 6,8215
0,6 158,84 0,0011009 031556 6704 27564 1,9308 6,7598
0,8 170,42 0,0011150  0,24030  720,9  2768,4 2,0457 6,6618
1 179,88 0,0011274  0,19430  762,6  2777,0 2,1382 6,5847
1,5 198,28  0,0011538  0,13165  844,7  2790,4 2,3144 6,4418
2 212,37 0,0011766  0,09953  908,6 27974 2,4468 6,3373
3 233,84 0,0012163  0,06662 1008,4  2801,9 2,6455 6,1832
5 263,92 0,0012858  0,03941 11546  2792,8  2,9209 5,9712
10 310,96  0,0014526  0,01800 1408,6  2724,4 3,3616 5,6143
15 342,12 0,0016580  0,01035 16122  2611,6 3,6877 5,3122
20 365,71  0,002038 0,005873 1828,8  2413,8 4,0181 4,9338
22 373,68 0,003757 2007,7  2192,5 4,2891 4,5748
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Tab. 2.3.1. Bindungsenergie

Molekiil i ep in eV~ Molekiil ep in eV
HD 4,513 N, 7,3

D, 4,556 0, 5,11

H, 4,478 Cl, 2,47
HBr 3,78 OH- 4,40
HC1 4,431 AgCl 3,1

HF 6,1 Agl 2,2

I, 1,542 AgH 2,3

Br, 2,0 AgO 1,4

F, 2,2 CuO 4,5

Tab. 2.3.2. Chemische Konstante bei Zimmertemperatur

Molekiil g Molekiil i

Ne 4,40 I, 7,08
Ar 4,79 HCI 3,60
K 5,11 HI 4,65
Na 5,85 NO 4,52
H, 0,31 co 3,92
N, 3,85 o, 4,90
0, 4,55 H,0 2,06
Cl, 5,65 NH, 2,54
Br, 6,57 CH, 2,04

Tab. 2.3.3. Bildungsenthalpie und -entropie bei Zimmertemperatur
und 101,3 kPa, bezogen auf Wasserstoffionen in Wasser

Stoff H in 10% kJ kmol-1 S in kJ kmol-1 K1
H+ (fl.) 0 0
H(g.) 0 115

2 0 131
0, 0 205
OH- (fl.) —230 10,5
H,0 (g.) 241 188
N, 0 192
N(g) 470 153
(6{0] —110 198
CO, —393 214
C (graph.) 0 166
Cl, 0 224
Cl (g.) 121 165
HCI —91,6 187
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Tab. 2.3.4. Ionisierungsspannung von Atomen in Volt

Atom A — A1+ Al+ — A2+ A2+ - A3+ A3+ — A4+ A4+ — 'A5+ A5+ — A6+
H 13,54 , )
He 24,48 54,16

Li 5,37 75,3 121,9

Be 9,30 18,12 153,1 216,6

B 8,28 24,99 37,70 258,0 338,5

C 11,24 24,28 47,55 64,1 390,1

N 14,51 29,41 47,36 77,0 93,3 549

o 13,57 34,75 54,8 77,5 113,3 137,3
Ne 21,47 40,67 63,2 97,1, 127,0 159,1
Ar 15,68 27,64 40,94 59,7 75,7 92,1
Al 5,94 18,85 28,35 119,6 154,9 192,7-
P 10,43 - 19,75 30,08 51,1 64,6 222,8

Tab. 3.2.1. Leittihigkeit v, Beweglichkeit b und Konzentration N
"der Ladungstriger

Metall - ¥ in 108Q1 m~? bin10®m?V-1s1 N in10%® m-3
iAg 0,62 5,2 ' 74

Cu 0,57 3,1 11,6

Au 0,45 3,2 8.9

Bi 0,0083 525 0,0010

Tab. 3.2.2. Diffusionskoeftizient

Stoffe TinK | D in m?s!
H, in H, 65,1 1,006 - 105
296 1,647 - 104
Hin H, 349 2,26 - 10~
666 5,42 10
He in He 276 6,24 - 10-5
346 9,02 - 10-5
H, in Luft 300 7,0 -10-¢
D, in Luft 300 5,65 - 10~3
He in Luft - 276 6,24 - 105
Hg in Luft 413 1,8.10°2
Na(Cl in H,O 283 9,3.10-10
Zucker in H,0 291 3,7 -10"1°0
Au in Pb 440 4,6 - 10-12

K in KBr 920 5,2.10-8
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Tab. 3.2.3. Ionenbeweglichkeit b in unendlich ver&iinnten Losungen bei 18°C

Ion bin 10°m2V-1g1 Ion bin 10°*m2? V-1g1
H+ 326 OH- 18,0

Na+ 44,1 F- 49,3 ,

K+ 66,0 Cl- 68,7

Cutt 46,9 I- 69,2

Fet+ 47 NO;~ 64,8

Fet+4 63 SO,~ 71,2

Tab. 8.2.4. Aquivalentleitfihigkeit 4 = y/c in £2-1 m? kmol-! bei 18°C
(Lésungsmittel Wasser, y spezifische elektrische Leitfahigkeit, ¢ Konzentration
in kmol m-3)

4 0 10— 102 102 101 1 10
Na(Cl 10,90 10,81 10,68 8,35 7,31 5,19

KCl1 13,0 12,91 12,73 12,24 11,20 9,83

HCI 37,0 35,1 33,1 6,44
NaOH 21,74 20,8 20,0 18,3 16,0

CH;COOH 34,95 10,7 4,1 1,43 0,46 0,13 0,005

Tab. 3.2.5. Thermoelektrische Spannungsreihe fiir vollkommen reine Metalle
fiir Temperaturen zwischen 0°C und 100°C

Metall Se Te Sb Ge Fe' Zn Cu Ag W

€in 10-8 V K1 1000 400 327 300 162 3,1 28 26 1,7

Metall Sn Pb Al Pt Co Ni Bi

ein 108 VK1 0,2 0 —04 31 —17,3 —17,6 —70

Tab. 4.1.1. Dichte, spezifische Wirmekapazitiit, spezifische Wirmeleitfihigkeit
bei Zimmertemperatur

ein cin Ain

kg m—3 kJ kg1 K1 kJ m-1g1 K1
Aluminium 2700 0,897 203
Chromnickelstahl 7900 0,48 14,5
Kupfer ) 8900 0,42 370
Messing 8600 0,38 800---1150
Porzellan 2300 0,80 1,05---1,3
Ziegel 1700 0,84 0,4..:0,5
Asbest 2000 0,8 0,7
Glas 2400 0,82 0,12
Glaswolle 50 0,66 0,037

Wasser 998,2 4,18 0,596
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Tab. 4.2.1. Dichte, spezifische Wirmekapazitit bei konstantem Druck
(101,3 kPa), spezifische Wirmeleitfihigkeit von Luft

T in oin ¢pin Ain
°C kg m=3 kJ kgt K1 Jm1lsgtK?
—50 1,53 1,009 0,0205
0 1,25 1,006 0,0243
50 1,06 1,009 0,0278
100 0,91 1,009 0,0311

Tab. 5. Physikalische Konstanten
Elektrische Feldkonstante £ 8,8542 10712 As V-1 m!

Magnetische Feldkonstante Ho 1,2566 - 108V s Al m—?
BorTzMAaNN-Konstante k 1,3807 - 102 J K1
Elektrisches Elementarquantum e 1,6022 - 1019 A s
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c 2,99792 - 10° m's~! .
Avocaprosche Konstante Ny 6,0220 - 1026 kmol-!
Ruhmasse des Elektrons M 9,1095 - 1031 kg
Ruhmasse des Protons my ,1,6726 - 1027 kg
Ruhmasse des Neutrons n 1,6750 - 10-2" kg

Prancksches Wirkungsquantum 6,6262 - 10-3¢ J s

m,
Allgemeine Gaskonstante R 8,3144 - 10®J kmol—! K1
h
Farapay-Konstante F 9,6485 - 107 A s kmol!

Tab. 6. Bezeichnung der wichtigsten Gré8en

Flidche, mechanische Energie, technische Arbeit
relative Atommasse
vAN-DER-WaaLssche Konstante, Temperaturleitfdhigkeit
zweiter Virialkoeffizient
magnetische FluBdichte
EinsTEIN-Koeffizient fiir die induzierte Emission
VAN-DER-WaALssche Konstante, Beweglichkeit
molare Wirmekapazitit
spezifische Wirmekapazitédt
N;/N Konzentration der i-ten Komponente
oile Masseanteil der ¢-ten Komponente
Diffusionskoeffizient , DEBYE-Linge
Dicke
Exergie
elektrische Feldstirke
Einheitsvektor
freie Energie
Anzahl der Freiheitsgrade, Verteilungsdichte
freie Enthalpie
Fallbeschleunigung, Gewichtsfaktor
Enthalpie, Brennwert
Hohe, Wirkungsquantum
Trigheitsmoment, Informationsentropie
Tensor der Impulsstromdichte
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-Tab. 6 (Fortsetzung)

Stromdichte, verallgemeinerte thermodynamische Stromdichte
magnetische Polarisation

Gleichgewichtskonstante

Anzahl der Komponenten, Wa,rmedurchgangskoeffment
Drehimpuls

phinomenologischer Koeffizient

Rotationsquanterizahl, Lénge

molare Masse

Magnetisierung

relative Molekiillmasse

Masse

Teilchendichte, Konzentration

Stoffmenge, Hauptquantenzahl

Leistung, Entropieproduktion, Wahrscheinlichkeit
Drucktensor

Druck, Impulskoordinate

thermische Energie

Lagekoordinate

Pumprate

Abstand, Anzahl der Phasen

Ortsvektor

Entropie, Strahldichte

Temperatur

Zeit

innere Energie

Volumen

LyaruNnow-Funktion

Geschwindigkeit

Energie, statistisches Gewicht

Windgeschwindigkeit

verallgemeinerte thermodynamische Kraft (Triebkraft)
Schwankung, Anharmonizititsfaktor, Dampfgehalt
Zustandssumme

Tonisierungsgrad, Dissoziationsgrad, Wirmeiibergangskoeffizient,
réumlicher Ausdehnungskoeffizient von Gasen und Flissigkeiten-
Druckkoeffizient, Dissoziationsgrad, rdumlicher Ausdehnungskoeffizient
fester Korper

spezifische elektrische Leitfahigkeit

Volumenverhéltnis, Energie

exergetischer Wirkungsgrad, Leistungsziffer, chemische Konstante
Wirkungsgrad, dynamische Viskositéit

adiabatischer Koeffizient, magnetische Suszeptibilitdt
Wirmeleitfahigkeit

Eigenwert

chemisches Potential

Frequenz, stéchiometrische Zahl, kmematxsche Viskositét
Tensor der Reibung

Druckverhéltnis

Dichte (der Masse)

Produktionsdichte, Quelldichte

Temperaturverhiltnis, Gewichtsfaktor, Periodendauer
elektrisches Potential

Winkelgeschwindigkeit

e
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Abgeschlossenes System 14
absoluter Nullpunkt 92, 95
adiabatischer Koeffizient 24, 121
— Prozel 22
Adsorptionsgleichgewicht 163
Alphateilchen 32

Anergie 41

angeregte Elektronenzustéinde 104
anharmonische Schwingung 100
Anschwingbedingung 256
Aquipotentialfliche 188

Arbeit, mechanische 15

—, technische 40, 46, 139
asymptotische Stabilitdt 249
Ausdehnungskoeffizient 64, 96, 116
Avocaprosche Zahl 86

barometrische Hohenformel 77
Besetzungsinversion 254
Beweglichkeit 233, 318
Bifurkationskurven 263
Bindungsenergie 313, 316
Bilanzgleichung 195

—, lokale 197

Blutflissigkeit 185
BorrzMaNN-Konstante 86

— -Statistik 70
Borrzmannsche Gleichung 72
Bovre-Temperatur 117, 315
Brennwert 18

Brownsche Molekularbewegung 235
Brisselator 261

Carvor-Koeffizient 42
Carnorscher Kreisprozefl 27, 44

charakteristische Temperatur 93, 162

chemische Konstante 158, 316
— Reaktion 154, 202, 227
chemischer Oszillator 261

— Reaktor 17

chemisches Gleichgewicht 154

chemisches Potential 129, 152, 160
CrLAUSIUS-RANKINE-Prozel 144, 151
Curie-LAaNGEVINsches Gesetz 97

Dampf, iiberhitzter 132

— -druck-erniedrigung 176
— —-kurve 135

— -gehalt 132

— -speicher 64

Darwinsche Evolutionstheorie 248, 268

DesyE-Linge 181, 184
Destillationskolonne 148
Deuterium 161

DirserL-Motor 61

Diffusion 224, 228, 235
Diffusions-koeffizient 224, 317
— -potential 246
diffusionsthermischer Effekt 225
diffusive Strémung 201, 214
dimensionslose Kennzahlen 287
dissipative Struktur 245
Dissoziationsenergie 101, 257, 314
Divergenz 189, 192

DNS 269

doppelte Kontraktion 192
Dreiersto3 261, 271

Druck 87

—, osmotischer 177, 185

— -diffusion 230

— -koeffizient 64, 96, 116

— -tensor 206

Durour-Effekt 225, 241
Durone-PeTiTsches Gesetz 33, 78
dyadisches Produkt 191
dynamische Viskositdt 206, 288

einfache Prozesse 225
EinsteIN-Koeffizient 255

Ernsteinsche Aquivalenzgleichung 168

elektrische Energie 215
— Wechselwirkung 185
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Elektrolyte 237

—, schwache 172

—, starke 172, 181
elektrolytische Losung 172
Elektronen-beweglichkeit 232

— -paarbildung 168

—-volt 13

— -zusténde, angeregte 104
Energie, elektrische 215

—, freie 37, 45, 73, 184

—, innere 14, 213

—, kinetische 208

—, potentielle 212

— -bedarf 32

— -umwandlung 13

— -verteilungsgesetz, GiBBssches 73
Enthalpie 17, 49, 316

—, freie 37, 48, 128, 152
Entmagnetisierung 96
Entropie 36, 131, 194, 216, 316
— -produktion 194, 216, 225
Entwicklungskriterium 265, 272
Erbanlagen 269

erster Hauptsatz 15, 34
erzwungene Konvektion 281, 289
EuLER-MAacLAURINsche Summenformel 94
Evrersche Gleichung 203, 222
_eutektische Salze 22
Evolutionstheorie 248
exergetischer Wirkungsgrad 52
Exergie 41, 194

extensive Grofle 129, 153
ExzeBentropie 253, 263

Ficksche Gesetze 224, 235
FlieBgleichgewicht 248, 268
Fluktuationen 84
Fourierscher Ansatz 224
freie Energie 37, 45, 73, 184
— Enthalpie 37, 48, 128, 152
— Konvektion 287, 290
Freiheitsgrad 24

galvanisches Element 165
Gammafunktion 76

v-Quant 167

I'"Raum 66

Gas, reales 108

—, VAN-DER-WaALssches 108
— -gemisch 155

— -konstante, individuelle 111, 114
— -turbine 55

— -zentrifuge 230

Gavusssche Fehlerfunktion 280
Gefrierpunkterniedrigung 174

Gegenstromverfahren 136,

Gemisch 128, 152

generalisierte Krifte 218, 223

— Stromdichte 218, 223

geschlossenes System 14

Geschwindigkeitsverteilung, MAXWELL-
BorrzMANNsche 74

Gezeitenkraftwerk 32

GiBBs-DuHAM-Beziehung 153

GiBssche Fundamentalgleichung 195

GiBBssches Energieverteilungsgesetz 73

— Phasengesetz 170

Gleichgewicht, chemisches 154

Gleichgewichtskonstante 156

Gleichverteilungssatz 78

Gradient 188, 192

GrasHOF-Zahl 288

Grenz-schicht 287

— -zyklus 250

HacEN-PorsEvILLEsches Gesetz 222 |
Harr-Effekt 233 ' )
Hamirronsche Gleichungen 199
Hauptsatz, erster 15, 34

—, zweiter 37, 194

HD-Molekiil 161

HEeisenBERGsche Unschirfebeziehung 81
Heizung 52

Heizwert 18, 313
HermveoLTZ-G1BBSsche Gleichung 300
HEeNRYsches Gesetz 178
H,S-Diagramm 48

Hydrolysegrad 186

Impulsstrom 203

individuelle Gaskonstante 111, 144
Information 269
Informationsentropie 269

innere Energie 14, 213

innerer Prozef3 194
Inversionstemperatur 127
Tonisation, thermische 165
Tonisierung 165, 317
Tonisierungsgrad 167

irreversibler Proze 34, 51, 188, 193, 218
isenthalpischer Prozef3 40
isentroper Prozefl 40, 141
isothermer Prozef 26
isotherm-isobarer Proze8 53

Joule (Einheit der Energie) 13
JouLe-Proze3 55
— -TaomsoN-Effekt 121

Kiltemaschine 33, 145
Kennzahlen, dimensionslose 287
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Kern-fusion 19

— -spaltung 20, 34

kinematische Viskositdt 206, 288
kinetische Energie 208

Knoten 250

Kohisionsdruck:108
Kompressibilitit 64, 116 .
Konkurrenzreaktion 268
Kontinuitétsgleichung 197, 204
Konvektion, erzwungene 281, 289
—, freie 287,-290

konvektive Stromung 201, 206, 214

Konzentration, relative 152
Krifte, generalisierte 218, 223
Kreisprozef3 27, 146
Kreuzeffekt 226, 310
kritische Daten 110

kritischer Punkt 111

LacerangEscher Multiplikator 71
laminare Strémung 287
LanGEVIN-Gleichung 254, 257
Laser 254, 258

Legierung 186

Leistungsziffer 31
LexNarD-JoNES-Modell 114, 125
lineares Molekiil 105
Linksprozef 145
LiouviLLEsches Theorem 67, 200
Lyapunow-Funktion 252, 257
lokale Bilanzgleichung 197
‘Léslichkeit 179

Losung, elektrolytische 172
Losungen 170

Losungs-druck 183

— -wérme 179
LoTxa-VoLTERRA-Modell 258

Makrozelle 67
Marrow-Prozel3 249, 257
Massebilanzgleichung 200, 202
Massen-defekt 13, 20, 168

— -wirkungsgesetz 156, 162

MaxwEeLL-BorrzmanNsche Geschwindigkeits-

verteilung 74 -
mechanisché Arbeit 15
metastabiler Zustand 130
Mikrozelle 67
Mischentropie 42
molare Warmekapazitdt 16
Molekiil, lineares 105
Mowrrier-Diagramm 48
u-Raum 66
MvuLEOLLANDsSche Formel 94
Mutation 268 '

Nachrichtenquelle 272

NaBdampf 132, 140
Navier-STokEssche Gleichung 222
NEerNsT-PLANCKsches Theorem 91
Newton (Einheit der Kraft) 13
Niveauflache 188

Normzustand 26

Nukleinsdure 269

Nullpunkt, absoluter 92, 95

— -energie 93, 162

NusseLT-Zahl 288, 290, 293, 295

offenes System 14

OBmsches Gesetz 233

OnsAGER-CasimirRsche Reziprozitits-
beziehungen 226

— -Relation 226

Ordnungszustand 131

osmotischer Druck 177, 185

OstwaLDsches Verdiinnungsgesetz 179

Oszillation 24, 83, 94, 99, 162, 257, 261

Oszillator, chemischer 261

OrTo-Motor 59, 301 ,

Paarvernichtung 32

Pascal (Einheit des Druckes) 14

Pafl 251

PicrET-Zahl 288

PrrriEr-Effekt 243

Perpetuum mobile 39
phinomenologische Gleichungen 223, 225
Phase 128, 199

Phasen-gesetz, GiBBssches 170

— -gleichgewicht 128, 152, 170

— -raum 66

pH-Wert 174, 187

Prancksches Strahlungsgesetz 167, 170
Porssonsche Differentialgleichung 82
Positron 167

polytroper Prozel 33

Pore 163 .

Potential, chemisches 129, 152, 160
—, starr-elastisches 113, 123

— der Wechselwirkung 113, 123
Potentiale, thermodynamische 36
potentielle Energie 212
PraNDTL-Zahl 288

ProzeBl, adiabatischer 22

—, innerer 194

—, irreyersibler 34, 51, 188, 193, 218
—, isenthalpischer 40

—, isentroper 40, 141

—, isothermer 26

—, isotherm-isobarer 53

—, polytroper 33

—, reversibler 34
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Prozesse, einfache 225
Pufferlésung 18

Quadrupelpunkt 171
Quelldichte 197

Randbedingungen 274
RaovuLtsches Gesetz 174
Réauber-Beute-Prinzip 258
Reaktion, chemische 154, 202, 227
Reaktionsgeschwindigkeit 202
Reaktor, chemischer 17

reales Gas 108

reduzierte Zustandsgleichung 116
Regeneration 53

Reibung 206, 214, 227, 247
Reibungskraft 206
Rekombination 165

relative Konzentration 152
reversibler Proze 34
REyNoOLDS-Zahl 288

Rohr, zylindrisches 289; 293

— -stromung 288

Rotation 24, 82, 93, 102, 162

Sattigungs-druck 134

— -zustand 132
SaHA-Gleichung 165
Sattelpunkt 251
Schallwellen 33

schwache Elektrolyte 172
Schwingung, anharmonische 100
SeeBECK-Effekt 243
Selbstreproduktion 268
Selektionsverhalten 268, 271
Separationsansatz 276 .
Siedepunkterhohung 134
Solarzelle 32

Sonnenenergie 19, 21

spezifische Warmekapazitat 14, 16, 23, 92,

120
Spiegelgalvanometer 91
Spur 192
Stabilitat 249, 251
—, asymptotische 249
Stadtgas 169
starke Elektrolyte 172, 181
starr-elastisches Potential 113, 123
statistisches Gewicht 68
StirviNgsche Formel 70
Stochiometriezahlen 154
StoB-querschnitt 109
— -volumen 109
Strahlungsgesetz, PLaNcksches 167, 170
Stromdichte, generalisierte 218, 223

Strémung, diffusive 201, 214
—, konvektive 201, 206, 214

- —, laminare 287

—, turbulente 287
Strudel 250
substantielle Anderung 193

" Symmetrie-beschrankung 226, 310

— -brechung 258
System, geschlossenes 14
—, offenes 14

technische Arbeit 40, 46, 139
Teilsystem 194

Temperatur, charakteristische 93, 162
— -leitfdhigkeit 274

— -wellen 275

Tensor 190

—, transponierter 191

thermische Ionisation 165
Thermodiffusion 225, 241
thermodynamische Potentiale 36
thermoelektrische Spannungsreihe 243, 318
Thermoelement 243
totale Ableitung 193
Translation 24
transponierter Tensor 191
Triebkrifte 218
Tripelpunkt 130, 171
Tritiumkern 32
T,8-Diagramm 44
turbulente Stromung 287

Uber-Carvor-Maschine 39
Uberfiihrungszahl 247

tiberhitzter Dampf 132

unbestimmtes Produkt 191
Unschérfebeziehung, HEISENBERGsche 81
unscharfes Modell 67

Urankernspaltung 20

VAN-DER-WaaLssche Konstante 111, 125,315

VAN-DER-WaALssches Gas 108

vaN’t Horrsche Gleichung 160, 178
Verdampfungsenthalpie 134
Verdringungsarbeit 41
Verdinnungsgesetz, OsTwaLDsches 179
Verflissigung 136

Viertaktmotor 61

Virial-form 112, 117, 128

— -koeffizient 112, 114, 117

Viskositat 206, 288

Warme-durchgangskoeffizient 291

— -kapazitdt 14, 16, 23, 92, 120, 313
— —, molare 16 .

— —, spezifische 14, 16, 23, 92, 120
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Wirme -kraftmaschine 27

— -leitfahigkeit 224, 318

— -leitung 273

— -leitungsgleichung 274

— -pumpe 30, 148

— -tiibergang 286

— -tibergangskoeffizient 274, 289
— -Ubertragung 14, 51
Wasser-energie 14, 22

— -stoffdissoziation 156
Wechselwirkung, elektrische 185
Wechselwirkungskrifte 108, 124
Windenergie 14, 23, 33

Wirbel 13
Wirkungsgrad, exergetischer 52

Zerstrahlung 168
ZBABOTINSKY-Reaktion 261
Zustand, metastabiler 130
Zustands-gleichung, reduzierte 116
— -summe 73, 81, 157, 162
Zwei-phasengebiet 110

— -taktmotor 59

zweiter Hauptsatz 37, 194

— Virialkoeffizient 112, 114, 117
zylindrisches Rohr 289, 293



