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Vorwort zur sowjetischen Ausgabe

Das vorliegende Buch bildet den ersten Teil der Vorlesung iiber ,,Thermodyna-
mik und statistische Physik‘‘, wie sie zur Zeit an den physikalischen und physika-
lisch-mathematischen Fakultiten der Universititen gelesen wird. Im Vergleich
zu den iiblichen Darstellungen der Thermodynamik zeichnet es sich durch folgende
Besonderheiten aus:

1. Die Stellung der Thermodynamik innerhalb der Physik wird ausfithrlich dis-
kutiert, so daf} sowohl ihre Grenzen als auch ihre organische Beziehung zur
statistischen Physik deutlich aufgezeigt werden kéonnen.

2. Der Inhalt des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik wird unter Beriick-
sichtigung der Existenz negativer absoluter Temperaturen analysiert.

3. Die Methoden der Thermodynamik werden ausfiihrlich behandelt und disku-

~ tiert.

4. Die Theorie der kritischen Erscheinungen nach Gises wird dargelegt, und die
Beziehungen zwischen diesen Erscheinungen und den Phaseniibergingen
zweiter Art werden klargestellt.

5. Es wird die Thermodynamik der Systeme mit negativen absoluten Tempera-
turen behandelt.

6. Die Grundlagen der Thermodynamik irreversibler Prozesse sind angefiihrt.

7. Das vorliegende Buch enthilt zahlreiche Aufgaben, die sich organisch in die
Vorlesung einfiigen. Eine Reihe der Aufgaben ist Fragen gewidmet, die zum
Teil iber den Rahmen des Buches hinausfithren und nicht immer in der Vor-
lesung behandelt werden. Thre Lésung ist deshalb méglichst ausfiihrlich wieder-
gegeben.

Der Autor dankt auch an dieser Stelle Akademiemitglied Prof. Dr. N. N. Boco-

vsusow und Prof. Dr. A. A. Wrassow fiir wertvolle Hinweise iiber verschiedene

Fragen der Thermodynamik und statistischen Physik sowie den Mitgliedern des

methodologischen Seminars der physikalischen Fakultit der Staatlichen Univer-

sitdt Moskau fiir die Diskussion der methodologischen Fragen in diesem Buch.

Staatliche Universitat Moskau
Physikalische Fakultat I. P. Basarow
Lehrstuhl fiir Statistische Physik



Vorwort des Autors zur deutschen Ausgabe

In der deutschen Ausgabe des Buches werden eine Reihe von Anderungen und
Erginzungen vorgenommen. Das Kapitel iiber den 3. Hauptsatz der Thermo-
dynamik wurde neu geschrieben (es steht jetzt hinter dem Kapitel iiber den 2.
Hauptsatz), einige Aufgaben wurden fortgelassen und einige hinzugefiigt, und an

verschiedenen Stellen des Buches wurde die Darstellung verbessert.

1. P. Basarow
Moskau, September 1963
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Einleitung

Die Vorlesungen iiber experimentelle und theoretische Physik werden gewshn-
lich so aufgebaut, daB man Schritt fiir Schritt zum Studium immer komplizier-
terer Bewegungsformen der Materie iibergeht.

Gegenstand der Mechanik ist die Untersuchung der relativen Verschiebung von
Kérpern im Raum, die die einfachste Bewegungsform der Materie darstellt.
Thermodynamik und Statistik betrachten Erscheinungen, die durch die Gesamt-
wirkung sehr vieler sich kontinuierlich bewegender Molekiile oder anderer Teilchen
unserer Umgebung hervorgerufen werden. Da die Zahl dieser Teilchen sehr grof3
ist, besitzt ihre ungeordnete Bewegung néue Eigenschaften — ein Beispiel fiir den
dialektischen Umschlag von Quantitit in Qualitit. Bei zunehmender Zahl der sich
mechanisch bewegenden Teilchen entsteht eine qualitativ neue Bewegungsform,
die Wiarmebewegung.?)

Gegenstand der Thermodynamik und Statistik ist die Untersuchung der Warme-
bewegung und ihrer Gesetze; es werden jedoch nicht nur thermische, sondern auch
elektrische, magnetische und andere Vorgéinge betrachtet, natiirlich stets unter
dem Gesichtspunkt der Wérmebewegung. Der Hauptinhalt von Thermodynamik
und Statistik besteht in der Untersuchung der Wiarmebewegung in Systemen, die
sich im thermodynamischen Gleichgewicht befinden oder dem Gleichgeéwichts-
zustand zustreben.?) Thermodynamik und Statistik haben also den gleichen
Gegenstand, unterscheiden sich aber wesentlich durch ihre Methoden.

Wihrend die thermodynamischen Untersuchungen der allgemeinen Eigenschaf-
ten von Gleichgewichtssystemen auf drei Grundgesetzen, den Hauptsitzen der
Thermodynamik, sowie einer ganzen Reihe weiterer empirischer Ergebnisse beru-
hen und nicht von bestimmten Vorstellungen iiber die molekulare Struktur der
Materie ausgehen, arbeitet die Statistik von Anfang an mit bestimmten Annahmen
iiber den molekularen Bau physikalischer Systeme, wobei weitgehend mathe-
matische Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung Anwendung finden.

Die thermodynamische Untersuchung der Eigenschaften physikalischer Systeme
fithrt zwar zu wertvollen Erkenntnissen, kann aber nicht erschépfend sein, weil die
Thermodynamik eine phinomenologische Theorie ist, die das molekularkinetische
Wesen der untersuchten Gesetze nicht beriicksichtigt, und weil es daher nicht
moglich ist, die Natur der betrachteten Erscheinungen zu verstehen. Deshalb steht
der Thermodynamik die molekularkinetische Theorie der Eigenschaften physika-
lischer Systeme zur Seite. Alle Wissenschaftler, deren Namen mit der Entwicklung

1) ,,Bewegung ist nicht bloB Ortsverinderung, sie ist auf den iibermechanischen Gebieten
auch Qualititsinderung. Die Entdeckung, daB Wirme eine Molekularbewegung ist, war
epochemachend. Aber wenn ich von der Wirme weiter nichts zu sagen weil}, als daf} sie
eine gewisse Ortsveridnderung der Molekiile ist, so schweige ich am besten still*“ [1]. Diese
AuBerung von EnceLs deutet bereits darauf hin, daB die Wiarmebewegung als (gegeniiber
der Ortsveridnderung) qualitativ neue Bewegungsform nicht auf die mechanische Bewegung
der einzelnen Teilchen zuriickgefiihrt werden kann.

2) Naheres iiber das thermodynamische Gleichgewicht findet man im Abschn.1.1.
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der Thermodynamik verbunden sind, widmeten der molekularkinetischen Begriin-
dung der thermodynamischen Ergebnisse groBe Aufmerksamkeit.

Das thermodynamische Studium der Gesetze einer groen Anzahl sich bewegen-
der und miteinander wechselwirkender Teilchen, die man als statistische Gesetze
bezeichnet, ist als eine erste, wesentliche Etappe anzusehen; allseitige und erschép-
fende Untersuchungen erfordern aber die Anwendung statistischer Methoden.

Die Thermodynamik geht jedoch nicht in der Statistik auf. Obwohl die Eigen-
schaften physikalischer Systeme letzthin durch die Molekularbewegung in ihnen
bestimmt werden, gestattet es die Thermodynamik, viele GesetzmiBigkeiten zu
finden, ohne daBl die molekulare Struktur der Materie genau bekannt ist. Die
thermodynamischen Methoden sind fiir die Losung vieler praktisch wichtiger
Probleme ausreichend. Die Thermodynamik ist also einerseits nur begrenzt
anwendbar, besitzt aber andererseits gegeniiber den molekularkinetischen Theorien
bestimmte Vorziige. _

Griinde, eine scharfe Grenze zwischen Thermodynamik und Statistik zu ziehen,
liegen zur Zeit nicht vor. Es ist jedoch vorteilhaft, die Thermodynamik unter
Beriicksichtigung der erforderlichen qualitativen molekularkinetischen Vorstel-
lungen wegen ihrer Vorziige und spezifischen Methoden zunichst als besonderes
Gebiet darzustellen.

Gegeniiber der Statistik besitzt die Thermodynamik den Vorzug, daB die experi-
mentell beobachteten GesetzmiBigkeiten ziemlich einfach mit Hilfe der Hauptsatze
erkliart werden kénnen und fundamentale Schluflfolgerungen zulassen. So wurde
der Nernstsche Wiarmesatz gefunden, die Entartung der Gase bei tiefen Tempe-
raturen vorausgesagt, die Theorie der Phasenumwandlungen zweiter Art entwickelt
usw. Zur Zeit wird die thermodynamische Theorie der kinetischen Erscheinungen
(Thermodynamik der irreversiblen Prozesse) erfolgreich bearbeitet. Die statistische
Theorie makroskopischer Prozesse steht in dieser Hinsicht hinter der Thermo-
dynamik zuriick. Man sieht, da die Abtrennung und relativ selbstindige Be-
handlung der Thermodynamik nicht nur aus didaktischen Griinden nahegelegt
wird.

Historisch gesehen ging die Thermodynamik aus den Anforderungen der Warme-
technik hervor.!) Die Erfindung der Dampfmaschine stellte die Wissenschaft
Anfang des 19. Jahrhunderts vor die Aufgabe, die Arbeitsweise von Warmekraft-
maschinen theoretisch zu untersuchen, um ihren Wirkungsgrad erhéhen zu kénnen.
Eine solche Untersuchung erfolgte erstmalig 1824 in einer Abhandlung des fran-
zosischen Physikers und Ingenieurs S. CarNor, in der Theoreme tiber den bestmog-
lichen Wirkungsgrad von Wirmekraftmaschinen aufgestellt wurden. Mit Hilfe
dieser Theoreme konnte in der Folgezeit eines der wichtigsten thermodynamischen
Gesetze, der zweite Hauptsatz, formuliert werden. Etwas spiter, in den 40er
Jahren des 19. Jahrhunderts, fanden MaveRr, JouLE und HELMmrOLTZ das Wirme-
dquivalent der mechanischen Arbeit. Auf Grund dieses Begriffs wurde der Satz von

1) Thermodynamik bedeutet wortlich nicht die Lehre von der Bewegung der Wirme,
sondern die Wissenschaft von den ,,bewegenden Kriften*, die bei thermischen Prozessen
entstehen. Die erste Abhandlung iiber Thermodynamik hief} ,,Réflexions sur la puissance
motrice du feu et les machines propres a développer cette puissance‘‘ (,,Betrachtungen
iiber die bewegende Kraft des Feuers und iiber Maschinen, die diese Kraft entwickeln
kénnen) [2]. Dabei wird mit dem Terminus ,,bewegende Kraft‘ die Nutzarbeit bezeichnet,
die die Maschine auf Grund von Wirme entwickeln kann.
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der Erhaltung und Umwandlung der Energie entdeckt, der als erster Hauptsatz
der Thermodynamik bezeichnet wird.

Von den Arbeiten Carnots und dem Satz von der Erhaltung und Umwandlung
der Energie ausgehend, trat die Thermodynamik in den 50er Jahren des vorigen
Jahrhunderts zuerst in den Arbeiten von Crausius und Tuomson-KerLvin als
ausgearbeitetes wissenschaftliches System in Erscheinung. In diesen Arbeiten
wurden moderne Formulierungen des zweiten Hauptsatzes gegeben und die wich-
tigen Begriffe Entropie und absolute Temperatur eingefiihrt. Im 19. Jahrhundert
wurde vorwiegend die Methode der Kreisprozesse benutzt.

Fiir die Weiterentwicklung der Thermodynamik von auBlerordentlicher Bedeu-
tung waren die Ende des 19. Jahrhunderts publizierten Arbeiten von Giess. Er
fand eine neue thermodynamische Methode (Methode der thermodynamischen
Potentiale), gab allgemeine Bedingungen fiir das thermodynamische Gleichgewicht
an und entwickelte die Theorie der Phasen und der Kapillaritit.

Die Thermodynamik des 20. Jahrhunderts geht weit {iber die urspriinglichen
Anforderungen der Warmetechnik hinaus. IThr Gegenstand ist, wie bereits erwihnt,
die Untersuchung der Wiarmebewegung in Gleichgewichtssystemen und in Syste-
men, die dem Gleichgewichtszustand zustreben.

Die Thermodynamik ist eine deduktive Theorie. Ihr Inhalt kann im wesentlichen
aus drei Grundgesetzen, den Hauptsitzen der Thermodynamik, abgeleitet werden,
wobei zusétzlich eine Reihe empirischer Tatsachen benutzt wird. Der erste Haupt-
satz der Thermodynamik ist ein Ausdruck fiir die quantitative Seite des Satzes
von der Erhaltung und Umwandlung der Energie.

Obwohl der Satz von der Erhaltung und Umwandlung der Energie (wie auch der
Begriff der Energie als Mal der Bewegung selbst) nur auf physikalische Bewe-
gungsformen der Materie (s. Abschn. 1.4.) und nicht auf héhere (die biologische
oder gesellschaftliche) anwendbar ist, besitzt er allgemeine Bedeutung. Das folgt
aus der Allgemeinheit der physikalischen Bewegung: Jede héhere Bewegungsform
der Materie enthilt die physikalische Bewegung, reduziert sich aber nicht auf sie.
Wihrend bei der Umwandlung einer physikalischen Bewegungsform in eine andere
die erste (teilweise oder vollstindig) vernichtet wird und die zweite quantitativ
zunimmt (Umwandlung mechanischer Bewegung in thermische, elektromagne-
tische usw. und umgekehrt), verschwinden bei der Entstehung einer neuen, héhe-
ren Bewegungsform der Materie die verschiedenen sie erzeugenden physikalischen
Bewegungsformen nicht, sondern existieren als ,,ihre hohere Einheit* [3]. Eine
Zerstorung dieser Einheit fithrt zum Verschwinden der héheren Bewegungsform
und zur Freisetzung der verschiedenen sie erzeugenden physikalischen Bewegungs-
formen als selbstéindige Bewegungen.

Der Satz von der Erhaltung und Umwandlung der Energie kann also unmittel-
bar nur den physikalischen Bewegungsformen der Materie zugeordnet werden. Er
besagt, daBl nur diese Formen der materiellen Bewegung ineinander umwandelbar
und in ihrer Gesamtheit unzerstérbar sind. Gleichzeitig driickt er aber die Unzer-
storbarkeit und Unerschaffbarkeit der Bewegung iiberhaupt aus und ist folglich
untrennbar mit der dialektisch-materialistischen Weltanschauung verbunden, die
das Primat der Materie mit ihren unverduBerlichen Attributen anerkennt.?!)

1) ,,Nun hat die moderne Naturwissenschaft den Satz von der Unzerstérbarkeit der Bewe-
gung von der Philosophie adoptieren miissen; ohne ihn kann sie nicht mehr bestehn‘ [4].
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Vom Standpunkt dieser Weltanschauung kénnen wir die Méglichkeit der Exi-
stenz von Vorgingen (sowohl im Mafstab unseres Planeten als auch des Kosmos),
bei denen der Satz von der Erhaltung und Umwandlung der Energie verletzt wird,
kategorisch verneinen. Die Annahme, daf} solche Vorginge existieren kénnen,
wiirde bedeuten, da man dem Satz von der Erhaltung und Umwandlung der
Energie keine gréfere Bedeutung beimif3t als jedem anderen Gesetz (wie z. B. dem
Bovie-Mariorteschen Gesetz p V = const, das auch in der Form lgp +1g V
= const als Erhaltungssatz einer Summe ausgedriickt werden kann und nur fiir
verdiinnte, dagegen nicht fiir dichte Gase gilt).

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik ist ein Satz iiber die Entropie. Aus
ihm folgt z. B., daBl keine Prozesse existieren, deren einziges Ergebnis die Um-
wandlung von Wirme in Arbeit, der spontane Wirmeiibergang vom wirmeren
zum kélteren Korper usw. wire.

Wie der erste liegt auch der zweite Hauptsatz der Thermodynamik in verschie-
denen Formulierungen vor, die meist einander dquivalent sind und den Inhalt des
zweiten Hauptsatzes erschopfend ausdriicken. In den einzelnen Formulierungen
der Hauptsitze kommen verschiedene konkrete Erscheinungen zum Ausdruck.
Jede Formulierung bezieht sich auf ein bestimmtes, mehr oder weniger allgemeines
physikalisches Geschehen.

Ausgehend von den drei Hauptsitzen, untersucht die Thermodynamik die
Eigenschaften realer Systeme mit grofen Teilchenzahlen. Sie ist nur auf Systeme
anwendbar, deren Abmessungen eine bestimmte untere Grenze nicht iiberschreiten.
Ebensowenig gilt die Thermodynamik fiir Systeme mit unendlichen Abmessungen
wie das Universum oder einen unendlichen Teil desselben. Die Postulate der
Thermodynamik beziehen sich auf endliche Systeme mit sehr groBen Teilchen-
zahlen und endliche Zeitintervalle.

Zu Beginn dieses Jahrhunderts fand man auf Grund umfangreicher Untersuchun-
gen iiber die Eigenschaften von Kérpern bei Temperaturen, die in der Nédhe des
absoluten Nullpunkts liegen, eine neues Naturgesetz, das als dritter Hauptsatz der
Thermodynamik bezeichnet wird. Danach verlaufen isotherme Gleichgewichts-
prozesse bei Temperaturen, die gegen den absoluten Nullpunkt streben, ohne
Entropieinderung. Grofle Bedeutung besitzt der dritte Hauptsatz der Thermo-
dynamik besonders fiir die Bestimmung der Entropiekonstanten sowie der chemi-
schen Konstanten.

Die russischen Wissenschaftler leisteten einen groBen Beitrag zur Entwicklung
der Thermodynamik. Ende des 19. Jahrhunderts gab N. N. ScuiLLEr, Professor
an der Universitdt Kiew, eine neue Formulierung des zweiten Hauptsatzes, die
1909 durch den deutschen Mathematiker CAraTHEODORY weiterentwickelt wurde.
T. A. AranassEwA-EHRENFEST, die die Arbeiten von ScHILLER und CARATHEODORY
kritisch analysierte, zeigte 1928, daf} der zweite Hauptsatz der Thermodynamik aus
zwel unabhingigen Annahmen besteht, die Verallgemeinerungen empirischer
Gegebenheiten sind. Sie betreffen einerseits Gleichgewichtszustinde und anderer-
seits bestimmte Zustandsénderungen.

Besonders wichtig sind die Untersuchungen der russischen Wissenschaftler iiber
die kritischen Erscheinungen. Bereits MEnpELEJEW fiihrte den Begriff der kriti-
schen Temperatur ein. Er stellte fest, daB die Oberflichenspannung bei Annihe-
rung an eine bestimmte Temperatur gegen Null strebt, so daBl der Unterschied
zwischen Fliissigkeit und Dampf verschwindet.
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Diese Temperatur bezeichnete er als die des ,,absoluten Siedens*. In der Folge-
zeit befaBBten sich A. G. StoLerow, M. P. AWENARIUS u. a. mit dem Studium der
kritischen Erscheinungen. Die russischen Gelehrten W. A. MicaeLson und B. B.
Govrrzy~ trugen wesentlich zur Entwicklung der thermodynamischen Strahlungs-
theorie bei. Gorizyn prigte den Begriff der Strahlungstemperatur, der in die
Wissenschaft einging und bis heute giiltig ist. Anwendungen der Thermodynamik
auf die physikalische Chemie behandelten D. P. Konowarow, N. S. Kurnakow
u. a.

Einen wesentlichen Beitrag zur Weiterentwicklung der Thermodynamik und
Statistik leisteten auch die Arbeiten von N. N. Bocorsusow iiber die Theorie
realer Gase, die kinetischen Gleichungen sowie die Theorie der Suprafliissigkeit
und Supraleitfihigkeit, von A. A. Wrassow iiber Systeme aus Teilchen mit
Wechselwirkungskréften grofer Reichweite, von L. D. Lanpau zur Theorie der
Suprafliissigkeit, von M. A. LEonTowiTscu iiber die thermodynamischen Funk-
tionen der Nichtgleichgewichtszustinde u. a. m.

‘Der Stoff des vorliegenden Buches ist nach folgenden Gesichtspunkten geordnet.
Zunichst diskutieren wir die Postulate der Thermodynamik sowie den Inhalt und
die wesentlichen Folgerungen der Hauptsiitze. Danach behandeln wir die thermo-
dynamischen Methoden und mit ihrer Hilfe die wichtigsten Eigenschaften von
Systemen im Gleichgewichtszustand bzw. bei verschiedenen Prozessen. Das letzte
Kapitel enthilt die Grundlagen der Theorie irreversibler Prozesse.



1. Grundbegriffe und Postulate der Thermodynamik

In der Thermodynamik werden die Gesetze der Wirmebewegung in Systemen,
die sich im thermodynamischen Gleichgewicht befinden oder diesem zustreben,
sowie ihre Verallgemeinerung auf nicht im Gleichgewicht befindliche Systeme
untersucht.?)

Bevor wir die Eigenschaften von Systemen studieren, wollen wir den Inhalt der
theemodynamischen Grundbegriffe (Gleichgewicht, Prozel, Wirme, Arbeit usw.)
und die Postulate der Thermodynamik diskutieren. Das wird uns in die Lage
setzen, Bedeutung und Giiltigkeitsbereich der Thermodynamik abzuschitzen.

1.1. Thermodynamische Systeme und Parameter. Thermodyna-
misches Gleichgewicht vom molekularen Standpunkt

Jedes materielle Objekt, jeder Korper, der aus einer groBen Zahl von Teilchen
besteht, wird als makroskopisches System bezeichnet. Die Abmessungen makro-
skopischer Systeme sind immer gro} gegen die der Atome und Molekiile.

Alle makroskopischen Kennzeichen, die ein System und sein Verhiltnis zur
Umgebung charakterisieren, nennt man makroskopische Parameter. Dazu gehéren
z. B. Dichte, Volumen, Elastizitit, Konzentration, Polarisation, Magnetisierung.
Man unterscheidet dullere und innere makroskopische Parameter.

GroBen, die durch die Anordnung der nicht zum betrachteten System gehoren-
den duBeren Kérper bestimmt werden, heilen dupfere Parameter a; 1 =1, 2, ...).
Das Volumen eines Systems ist beispielsweise ein dullerer Parameter, weil es durch
die Anordnung der dufleren Korper bestimmt wird. Die Feldstirke eines Kraft-
feldes, die von der Anordnung der nicht zum betrachteten System gehérenden
Quellen des Feldes (Ladungen und Stréme) abhingt, ist ebenfalls ein duBerer
Parameter.

Die duBeren Parameter sind also Funktionen der Koordinaten der #ufleren
Kérper.

Im Gegensatz dazu werden die inneren Parameter b; (j =1, 2, ...) durch die
Bewegungen und die rdumliche Verteilung der zum System gehérenden Teilchen
bestimmt. Dichte, Druck, Energie, Polarisation, Magnetisierung usw. sind innere
Parameter, da ihre Grofe mit der Bewegung und rdumlichen Verteilung der Teil-
chen und ihrer Ladungen zusammenhéngt.

Da die Anordnung der zum System gehorenden Teilchen (Atome und Molekiile)
von derjenigen der duBeren Kérper abhingt, werden die inneren Parameter sowohl
durch die rdumliche Verteilung und die Bewegung der Teilchen im System als auch
durch die duBeren Parameter bestimmt.

Die Gesamtheit der unabhiingigen makroskopischen Parameter eines Systems
definiert seinen Zustand. Gréfien, die nicht von der Vorgeschichte des Systems
abhiéngen, sondern in einem vorgegebenen Zeitpunkt vollstindig durch seinen

1) Das letztere bezieht sich auf die Thermodynamik der irreversiblen Prozesse (siehe
Kap. 11).
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Zustand (d. h. die Gesamtheit der unabhingigen Parameter) bestimmt werden,
bezeichnet man als Zustandsfunktionen.

Man nennt einen Zustand stationdr, wenn sich die Parameter des Systems zeit-
lich nicht @ndern.

Sind nicht nur alle Parameter zeitlich konstant, sondern aulerdem auch keinerlei
durch duflere Quellen hervorgerufene stationére Stréme vorhanden, so spricht man
von einem Gleichgewichtszustand (Zustand des thermodynamischen Gleichgewichts).

In der Thermodynamik werden hauptsichlich die Eigenschaften physikalischer
Systeme in Gleichgewichtszustinden untersucht. Als thermodynamische Systeme
gelten daher gewshnlich nicht alle makroskopischen Systeme, sondern nur diejeni-
gen unter ihnen, die sich im Zustand des thermodynamischen Gleichgewichts
befinden. Dementsprechend nennt man Parameter, die ein System im Gleich-
gewicht charakterisieren, auch thermodynamische Parameter.

Wir untersuchen nun die Frage, welche Bedeutung die inneren thermodynami-
schen Parameter vom molekularen Standpunkt aus fiir das Gleichgewicht besitzen.

Als einfaches Beispiel fiir einen inneren Parameter wihlen wir die Dichte eines
Gases. Das betrachtete Gas, das sich zu Anfang méglicherweise nicht im Gleich-
gewicht befand, wird im Laufe der Zeit in den Gleichgewichtszustand iibergehen,
und seine Dichte o = mn (m ist die Molekiilmasse, n die Zahl der Molekiile/cm3)
wird einen makroskopisch konstanten Gleichgewichtswert gg annehmen (Abb. 1).1)

9
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Q Abb. 1
t
Die GréBe go kann als Mittelwert p iiber ein grof3es Zeitintervall definiert werden:
T
_ .1
Q=90 = lim — Q(t) dt
Tooo T

Allgemein ist der Gleichgewichtswert eines beliebigen inneren Parameters gleich
dem Mittelwert der dem Parameter entsprechenden Funktion von Koordinaten
und Geschwindigkeiten iiber ein groBes Zeitintervall.

Die Gleichgewichtswerte der inneren Parameter kénnen mit Hilfe der Statistik,
die von einem bestimmten Modell fiir den Bau der Materie ausgeht, berechnet
werden. Man kann sie jedoch in vielen Fillen auch experimentell bestimmen. Es
ist also méglich, die GesetzmiBigkeiten von Gleichgewichtssystemen auch ohne
die Anwendung statistischer Methoden zu finden. Diese erste Etappe in der Theorie
der Gleichgewichtszusténde ist gerade die Thermodynamik.

Wie wir im folgenden sehen, werden Gleichgewichtssysteme sowohl durch
bestimmte makroskopische Parameter (Dichte, Druck, Volumen, Magnetisierung
usw.) als auch durch solche spezifisch thermodynamische Parameter wie Tempe-

1) Siehe dazu Abschn. 1.2.

2 Basarow, Thermodynamik
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ratur und Entropie charakterisiert, die bei fehlendem Gleichgewicht fiir das
Gesamtsystem bedeutungslos sind.

Thermodynamische Parameter, die nicht von der Teilchenzahl oder Masse des
Systems abhiingen, nennt man intensive Parameter (z. B. Druck, Temperatur) und
solche, die der Teilchenzahl oder Masse des Systems proportional sind, additive
oder extensive Parameter (z. B. Volumen, Energie, Entropie).

Bestimmte Vorstellungen iiber das thermodynamische Gleichgewicht endlicher
Systeme, die auf makroskopischen Experimenten beruhen, werden als Postulate
in die Thermodynamik iibernommen. Sie bilden die Grundlage fiir die Unter-
suchung der Eigenschaften von Gleichgewichtssystemen mit Hilfe der Hauptsétze
der Thermodynamik.

1.2 Postulate der Thermodynamik und ihre Diskussion

Ein System, das mit seiner Umgebung keine Energie austauscht, heiBt abge-
schlossen.

Die Thermodynamik postuliert, dafl ein abgeschlossenes System im Laufe der
Zeit stets in den Zustand des thermodynamischen Gleichgewichts iibergeht und
diesen Zustand niemals spontan verldBt (erstes Postulat der Thermodynamik).

Man kann dieses Postulat als ,,allgemeinen Hauptsatz der Thermodynamik**
bezeichnen, weil es wie der erste und zweite Hauptsatz zur Folge hat, daB} Gleich-
gewichtssysteme eine ganze Reihe von Zustandsfunktionen besitzen.

Vom Standpunkt der Statistik, die die Teilchenbewegung explizit beriicksichtigt,
bedeutet es, daf} ein abgeschlossenes makroskopisches System einen eindeutig defi-
nierten Zustand besitzt, in dem die Teilchen am hiufigsten angetroffen werden
(wahrscheinlichster Zustand). Ein abgeschlossenes System geht im Laufe der
Zeit in den wahrscheinlichsten Zustand iiber. Das Postulat, nach dem ein abge-
schlossenes System spontan in den Gleichgewichtszustand iibergeht und unbe-
grenzt lange in ihm verweilt, stellt also kein absolutes Naturgesetz dar, sondern
beschreibt nur das wahrscheinlichste Verhalten des Systems. Die unaufhérliche
Bewegung der Teilchen im System hat spontane Abweichungen vom Gleich-
gewichtszustand zur Folge (Fluktuationen).

Das erste Postulat der Thermodynamik schliet also die thermodynamische
Betrachtung aller Systeme, die sich entweder lange Zeit nicht im Gleichgewicht
befinden oder fiir die ein Gleichgewichtszustand iiberhaupt unméglich ist, sowie
aller Erscheinungen aus, die mit spontanen Abweichungen vom Gleichgewichts-
zustand zusammenhéngen.

Der ,,allgemeine Hauptsatz der Thermodynamik‘‘ kann wie folgt gerechtfertigt
werden. Wie die Statistik zeigt, sind die relativen spontanen Abweichungen vom
Gleichgewichtszustand um so geringer, je gréBer die Teilchenzahl des Systems ist.
Da ein thermodynamisches System aus sehr vielen Teilchen bestehen muf}
(N > 1),kénnen Fluktuationen in der Thermodynamik véllig vernachlissigt werden.

Erscheinungen, bei denen Fluktuationen wichtig sind, lassen sich wegen des
ersten Postulats nicht thermodynamisch, sondern nur mit Hilfe der Statistik
behandeln. In solchen Fillen stimmen die Folgerungen der Thermodynamik und
der Statistik nicht miteinander iiberein. Das ist ein Ausdruck fiir die Begrenztheit
und Relativitit des ersten Postulats der Thermodynamik. Diese Diskussion zeigt,
dafl Thermodynamik und Statistik einander nicht ausschliefen, sondern ergénzen.
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Das erste Postulat steht andererseits der Anwendung der Thermodynamik auf
unendliche Systeme (das Universum oder einen unendlichen Teil desselben) ent-
gegen, da alle Zustinde eines Systems mit unendlicher Teilchenzahl (N — o0)
gleichwahrscheinlich sind und daher kein Gleichgewichtszustand (als wahrschein-
lichster Zustand) existiert, in den das System im Laufe der Zeit iibergehen konnte.1)

Das zweite Postulat der Thermodynamik hingt mit einer anderen Eigenschaft
des thermodynamischen Gleichgewichts zusammen. Zwischen zwei Gleich-
gewichtssystemen A und B bestehe Gleichgewicht. Befindet sich nun A auBlerdem
mit einem dritten Gleichgewichtssystem C im Gleichgewicht, so lehrt die Erfah-
rung, daB} auch zwischen B und C Gleichgewicht besteht (Transitivitit des thermo-
dynamischen Gleichgewichts). Bringen wir zwei Systeme, die sich nicht mitein-
ander im Gleichgewicht befinden, in Wirmekontakt 2), so streben sie unabhéngig
davon, ob ihre dulleren Parameter gleiche oder verschiedene Werte besitzen, einem
gemeinsamen Gleichgewichtszustand zu.

Daraus geht hervor, dafl der Zustand des thermodynamischen Gleichgewichts
auBer durch die &uBleren Parameter a; des Systems durch eine GréBe ¢, die seinen
inneren Zustand charakterisiert, bestimmt wird. Die ¢-Werte verschiedener in
Wirmekontakt stehender Gleichgewichtssysteme gleichen sich infolge des Ener-
gieaustausches aus und bleiben sowohl bei Fortdauer als auch nach Aufhebung des
Wirmekontakts fiir alle Systeme gleich.3)

Die Transitivitdt von Gleichgewichtszustinden gestattet es, die ¢-Werte zweier
verschiedener Systeme durch Benutzung eines dritten Kérpers zu vergleichen,
ohne sie untereinander in unmittelbaren Warmekontakt zu bringen. Die Grofle ¢,
die den inneren Bewegungszustand eines Gleichgewichtssystems angibt, fiir alle
Teilsysteme eines zusammengesetzten Gleichgewichtssystems unabhéngig von
ihren Teilchenzahlen gleich ist und durch die &uleren Parameter und Energien der
Teilsysteme bestimmt wird, nennt man Temperatur. Sie ist ein intensiver Para-
meter und in diesem Sinne ein Maf fiir die Intensitit der Warmebewegung.

Die Annahme iiber die Existenz der Temperatur als Zustandsfunktion eines
Gleichgewichtssystems stellt das zweite Postulat der Thermodynamik dar. Man
bezeichnet es mitunter als ,,nullten Hauptsatz der Thermodynamik®, weil es
dhnlich wie der erste und zweite Hauptsatz die Existenz einer bestimmten
Zustandsfunktion feststellt.

Die Temperatur ist also ein Parameter des thermodynamischen Gleichgewichts,
da sie nur fiir Gleichgewichtssysteme existiert; dariiber hinaus kommen nur die-
jenigen Gleichgewichtssysteme in Betracht, deren (makroskopische) Teile nicht
miteinander in Wechselwirkung stehen, so dafl die Energie des Systems gleich der
Summe der Energien seiner Teilsysteme ist.%)

Der Temperaturbegriff ist fiir ein System, das sich nahezu im Gleichgewicht
befindet, eine Ndherung und fiir Nichtgleichgewichtssysteme sinnlos.

1) Siehe Abschn. 3.10. und Aufgabe 63.

2) Man sagt, daB sich zwei Korper im Wirmekontakt befinden, wenn sie (durch Wirme-
leitung oder Strahlung) Wirme austauschen kénnen, ohne sich materiell zu durchdringen.

3) Die Energien verschiedener Systeme sind dabei im allgemeinen verschieden. Das
folgt daraus, daB die Gleichgewichtszustinde der Systeme A + B, A + C, B + C und
A 4 B + C identisch sind.

4) Das folgt daraus, daB sich die Zustinde der Teilsysteme — wie wir bereits bemerkten
— bei Aufhebung und Wiederherstellung des Wiarmekontakts zwischen ihnen nicht dndern.

2+
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Man kann das Postulat iiber die Existenz der Temperatur auch folgendermafen
formulieren. Im Abschn. 1.1. stellten wir fest, dafl die inneren Parameter eines
Systems durch die Verteilung und Bewegung seiner Molekiile sowie durch die
Werte der dulleren Parameter bestimmt werden, wobei man in der Thermodyna-
mik einen Zustand nicht durch die Funktionen der Koordinaten und Impulse der
Molekiile, sondern durch die Mittelwerte dieser Funktionen iiber geniigend grofie
Zeiten charakterisiert. Das Postulat iiber die Existenz der Temperatur bedeutet,
daB der Zustand des thermodynamischen Gleichgewichts durch die Gesamtheit
der dufleren Parameter und die Temperatur bestimmt wird.?)

Folglich erweisen sich die inneren Parameter, obgleich sie den Zustand eines
Systems charakterisieren, als nicht unabhéngig voneinander. Alle inneren Para-
meter eines Gleichgewichtssystems sind Funktionen der dufleren Parameter und
der Temperatur (zweites Postulat der Thermodynamik).

Die Energie eines Systems ist ein innerer Parameter und folglich im Gleich-
gewichtszustand eine Funktion der #ufleren Parameter und der Temperatur.
Driickt man die Temperatur durch die Energie und die duBleren Parameter aus,
so kann man das zweite Postulat der Thermodynamik auch folgendermaBen formu-
lieren: Im Gleichgewicht sind alle inneren Parameter Funktionen der duBeren
Parameter und der Energie.?)

Um zwischen hoheren und tieferen Temperaturen unterscheiden zu kénnen,
nimmt man zusétzlich an, dal die Temperatur eines Kérpers wichst, wenn ihm
bei konstanten #uBleren Parametern Energie zugefiihrt wird (man kénnte auch
annehmen, daf} die Temperatur dann sinkt), oder man legt fest (was der genannten
Bedingung nicht widerspricht, sie aber nicht ersetzt)3), da die Temperatur eines
Korpers A grofier als die eines Kérpers B ist, wenn bei Warmekontakt zwischen
beiden Energie von A nach B iibertragen wird (auch hier ist die entgegengesetzte
Festlegung denkbar). Diese Préazisierung des Temperaturbegriffs gestattet es, die
innere Energie eines Systems als monoton zunehmende Funktion der Temperatur
zu wihlen. Das ist moglich, weil sich die Energie eines Systems eindeutig auf seine

1) Da der Zustand eines thermodynamischen Systems durch die duBeren Parameter
und die Temperatur bestimmt wird und der Temperaturbegriff (als MaB fiir die Intensitéit
der Wirmebewegung) der Mechanik fremd ist, sind mechanische Systeme keine thermo-
dynamischen (man kann mechanische Systeme formal als Spezialfille thermodynamischer
ansehen, ndmlich als solche, in denen die Intensitit der Wiarmebewegung gleich Null ist).
Dabher ist es verstindlich, daB gewisse Uberlegungen der Thermodynamik nicht auf mecha-
nische Systeme anwendbar sind. Davon werden hauptsichlich solche SchluBfolgerungen
betroffen, die mit den spezifischen Eigenschaften der Warmebewegung (Irreversibilitit,
Einseitigkeit natiirlicher Prozesse usw.) zusammenhingen. Um MiBverstindnisse bei
thermodynamischen Begriffsbildungen von vornherein zu vermeiden, darf man mecha-
nische Systeme nicht ohne weiteres als thermodynamische behandeln. Die Anwendbarkeit
thermodynamischer Schliisse auf mechanische Systeme ist in jedem Einzelfall erst durch
besondere Betrachtungen zu rechtfertigen, da der Ubergang von mechanischen zu thermo-
dynamischen (statistischen) Systemen mit einem Qualitétsumschlag von einer Bewegungs-
form in eine andere verbunden ist.

2) Gleichgewichtssysteme, deren innere Parameter Funktionen der dufleren Parameter
und der Energie sind, nennt man ergodisch. Die Thermodynamik betrachtet also ergodische
Systeme.

3) Siehe dazu die Abschnitte 3.9. und 7.2.
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Teilsysteme verteilt und die Energien der Teilsysteme bei einer Zunahme der
Gesamtenergie ebenfalls wachsen (s. Aufgabe 1).

In der Praxis wird die Temperatur mit Hilfe einer Substanz und einer Skala
gemessen. Als Thermometerparameter benutzt man gewéhnlich das Volumen der
Substanz. Die iibliche CeLsius-Skala entsteht, wenn man die Differenz zwischen
dem Volumen eines Korpers im Wirmegleichgewicht mit siedendem Wasser bei
Atmosphirendruck und dem Volumen im Wirmegleichgewicht mit schmelzendem
Eis bei demselben Druck in 100 gleiche Teile zerlegt. Ein Skalenteil entspricht
dabei einem Grad Celsius; die Temperatur des schmelzenden Eises wird gleich
0 °C gesetzt.1)

Unter der empirischen Temperatur eines Kérpers verstehen wir ein experimen-
tell bestimmtes MaB fiir die Abweichung seines Zustandes von dem des Wirme-
gleichgewichts mit schmelzendem Eis, das sich unter dem Druck von einer physika-
lischen Atmosphire befindet.

Die von Thermometern mit verschiedenen Thermometersubstanzen angezeigten
Werte stimmen im allgemeinen aufler bei 0 °C und bei 100 °C nicht miteinander
iberein. Daher ist die angegebene Temperaturdefinition kein objektives MaB fiir
die Intensitit der Wirmebewegung. Diese Willkiir wird zum Teil behoben, wenn
hinreichend verdiinnte (ideale) Gase als Thermometersubstanz benutzt werden,
fiir die der thermische Ausdehnungskoeffizient « weder von der Temperatur noch
von der Natur des betreffenden Gases abhiéingt. Die Skala eines solchen Gasthermo-
meters wird ebenso wie die CELsius-Skala geeicht, wobei man jedoch den Tempe-
raturnullpunkt gleich —1/«x Grad Celsius setzt (Kervin-Skala).

Wir bezeichnen die Temperatur, die mit Hilfe eines idealen Gases in der KeLvin-
Skala gemessen wird, mit dem Buchstaben T'. Offensichtlich gilt dann

T=i+t,
[+

wobei ¢t die Temperatur in der CeLsius-Skala ist. Die von allen anderen Thermo-
metern angezeigten Werte werden auf die des Gasthermometers zuriickgefiihrt.

Spiter zeigen wir, daB die Willkiir der Temperaturdefinition durch den zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik vollstindig behoben wird. Er gestattet, eine abso-
lute Temperaturskala einzufiithren, die weder von der gewihlten Substanz noch
vom Thermometerparameter abhéngt.

1.3. Quasistatische und nichtstatische Prozesse

Bisher haben wir die Eigenschaften eines Systems im Zustand des thermodyna-
mischen Gleichgewichts betrachtet. Die Parameter des Systems waren also zeitlich
konstant, und es fehlte jegliche makroskopische Bewegung in ihm.

1) Thermometer erfanden kurz nach 1600 unabhingig voneinander Garirer und der
Hollinder DreBBEL voN ArLkMaAR. Als Thermometerfixpunkte fithrten 1664 Hooxe den
Gefrierpunkt von Wasser und 1665 Huvgens den Siedepunkt von Wasser ein. CeLsius
bezeichnete um 1740 den Schmelzpunkt von Eis mit 100 Grad und den Siedepunkt von
Wasser mit Q0 Grad; die von Cevrsius eingefiihrte 100-Grad-Skala war also anders gerichtet
als die heute iibliche.
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Andern sich einige Parameter mit der Zeit, so sagt man, im System finde ein
Proze statt. Beispielsweise entspricht eine Volumenzunahme dem ProzeB der
Ausdehnung und eine Anderung des #uBeren Feldes dem ProzeB der Magnetisie-
rung oder Polarisation. Wird ein System nach einer Storung des Gleichgewichts-
zustandes sich selbst iiberlassen, so kehrt es nach einer bestimmten Zeit in ihn
zuriick. Man bezeichnet diesen ProzeB als Relaxation und die Zeit, nach der die
Storung auf den e-ten Teil abgeklungen ist, als Relazationszeit 7.1)

Man spricht von einem Gleichgewichts- oder quasistatischen Prozef3, wenn sich
alle Parameter des Systems im physikalischen Sinne unendlich langsam #ndern,
d. h., wenn sich das System stets in Gleichgewichtszustéinden befindet.?) Die zeit-
liche Anderung eines Parameters a wird als unendlich langsam oder quasistatisch
bezeichnet, wenn die Geschwindigkeit da/dt klein gegen die mittlere Anderungs-
geschwindigkeit des Parameters bei der Relaxation ist. Andert sich der Parameter
a bei der Relaxation um die GréBe Aa und ist die Relaxationszeit gleich 7, so muB
im Falle quasistatischer Prozesse

da Aa

' < - (1.1)
gelten.
Ergibt sich dagegen
da - Aa (1.2)

dt = ¢’

so spricht man von einem_Nichtgleichgewichts- oder nichtstatischen Prozef.

Alle Vorstellungen iiber den Gleichgewichtsprozef sind nur auf Grund des ,,all-
gemeinen Hauptsatzes der Thermodynamik‘ iiber die Stabilitidt des Gleichgewichts
moglich. Die Richtung des Gleichgewichtsprozesses wird ndmlich nur dann voll-
stindig durch den Charakter der duleren Einwirkungen bestimmt, wenn spontane
Anderungen des thermodynamischen Zustandes ausgeschlossen sind.

1) Die Relaxationszeit ist fiir verschiedene Prozesse unterschiedlich. Sie liegt zwischen
10-16 5 fiir die Einstellung des Gleichgewichtsdruckes in einem Gas und mehreren Jahren
fiir den Konzentrationsausgleich in festen Legierungen. Von Bedeutung fiir die Thermo-
dynamik ist eine Relaxationszeit; die fiir die Einstellung der Gleichgewichtswerte aller
Parameter eines Systems charakteristisch ist.

2) Der Hinweis, daB sich alle Parameter (sowohl intensive als auch extensive) bei quasi-
statischen Prozessen unendlich langsam #ndern, macht die Einfithrung des fiir thermodyna-
mische Untersuchungen nicht erforderlichen Begriffs der sogenannten Pseudogleichgewichts-
prozesse (bei denen einige intensive Parameter kiinstlich um endliche Betrige gedndert
werden) iiberfliissig. Wie aus der angegebenen Definition folgt, verlaufen quasistatische
Prozesse nicht nur unendlich langsam, sondern sie beginnen auBerdem stets in einem Gleich-
gewichtszustand. In der Thermodynamik braucht man also nicht zu betonen, daf zwar jeder
GleichgewichtsprozeB ein quasistatischer, jedoch nicht jeder quasistatische (nur als unend-
lich langsam definierte) ein GleichgewichtsprozeB ist. (Als Beispiel fiir einen Nichtgleich-
gewichts-, aber unendlich langsamen ProzeB8 nennt man gewdhnlich den Warmeaustausch
zwischen zwei Kérpern mit verschiedenen Temperaturen, der durch Einfithrung eines ther-
mischen Widerstandes verzogert wird.) Die im Text angegebene Definition identifiziert
einen Gleichgewichtsprozel mit einem quasistatischen. Der verzogerte Wirmeaustausch
ist kein Gleichgewichtsprozef und folglich in unserem Sinne nicht quasistatisch (wenn auch
unendlich langsam), weil der Anfangszustand kein Gleichgewichtszustand war.
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Die Untersuchungen von Gleichgewichts- oder quasistatischen Prozessen ist
wichtig, weil (wie wir im folgenden sehen werden) eine Reihe praktisch bedeutsamer
GroBen (Arbeit, Wirkungsgrad einer Maschine usw.) fiir solche Prozesse maxi-
male Werte annehmen. In diesem Sinne sind die thermodynamischen Ergebnisse
iber quasistatische Prozesse Grenztheoreme.

1.4. Innere Energie eines Systems. Arbeit und Wirme

Die Physik untersucht die Gesetze verschiedener Bewegungsformen der Materie
(mechanische Bewegung, thermische Bewegung, elektromagnetische Prozesse;
Atom- und Kernprozesse und die Bewegung von Mikroteilchen). Das allgemeine
MaB der Bewegung bezeichnet man als Energie. Unabhingig davon, welche Pro-
zesse im Universum vor sich gehen und welche Umwandlungen der Bewegungs-
formen stattfinden, bleibt seine Gesamtenergie konstant.

Der Satz von der Erhaltung und Umwandlung der Energie spielt in der gesamten
Naturwissenschaft, darunter in der Thermodynamik, eine wichtige Rolle, da er sich
auf ein unzerstérbares Attribut, eine inhirente Eigenschaft der Materie bezieht.
EncgeLs bezeichnet ihn als das ,,grofe Grundgesetz der Bewegung®, das die
Grundannahmen des Materialismus ausdriickt [5].

Der Satz von der Erhaltung und Umwandlung der Energie besitzt eine quanti-
tative und eine qualitative Seite. Seine quantitative Seite besteht in der Behaup-
tung, daf die Energie eines Systems eine eindeutige Funktion seines Zustandes ist,
in abgeschlossenen Systemen bei beliebigen Prozessen erhalten bleibt und sich nur
in streng bestimmten quantitativen Aquivalenzverhiltnissen aus einer Form in
eine andere umwandelt. Seine qualitative Seite ist in der unaufhérlichen Fahigkeit .
der Bewegung zu neuen Umwandlungen zu sehen.

Die Thermodynamik untersucht die Gesetze der Wiarmebewegung.

Jedes thermodynamische System besteht aus sehr vielen Teilchen. Die Energie
der sich bewegenden und miteinander in Wechselwirkung stehenden Teilchen ist
die Energie des Systems.

Die Gesamtenergie eines Systems zerfillt in die duflere und die innere Energie.
Zur #ufleren Energie gehéren die kinetische Energie einer Bewegung des Systems,
an der es als Ganzes teilnimmt, sowie seine potentielle Energie in einem &ufleren
Kraftfeld. Die gesamte iibrige Energie des Systems wird als seine innere Energie
bezeichnet.

Die Bewegung eines Systems als Ganzes und die Anderung seiner potentiellen
Energie im #ufleren Feld werden in der Thermodynamik nicht betrachtet. Die
Energie eines Systems ist also in der Thermodynamik gleich seiner inneren Ener-
gie.!) Zu ihr tragen alle Formen der Bewegung und Wechselwirkung der zum
System gehorenden Teilchen bei. Sie umfaft die Energie der Translation, Rotation
und Schwingung der Molekiile, die Energie der Wechselwirkung zwischen ihnen,
die inneratomare Energie der besetzten Elektronenniveaus, die Energie des Kern-
innern usw.

1) Die potentielle Energie eines Systems im duBeren Kraftfeld gehért nur unter der
Bedingung, daB sich der thermodynamische Zustand des Systems bei einer Verschiebung im
Kraftfeld nicht &ndert, ganz zur &uBeren Energie des Systems. Andert sich jedoch sein ther-
modynamischer Zustand bei einer solchen Verschiebung, so rechnet ein bestimmter Teil der
potentiellen Energie zur inneren Energie.
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Die innere Energie U ist ein innerer Parameter und deshalb im Gleichgewicht
eine Funktion der dulleren Parameter a; und der Temperatur T:

U= U(ay, ag,.... an, T).

Fir fast alle Systeme der uns umgebenden Natur hingt die innere Energie U
so von der Temperatur ab, dafl U bei unbegrenzt wachsendem 7 ebenfalls
unbegrenzt zunimmt; jedes Molekiil oder beliebige andere Element eines solchen
,»gewohnlichen®* Systems kann eine beliebig groBe Energie besitzen.

Vor einigen Jahren wurde experimentell festgestellt, dal es auch Systeme gibt,
fiir die die innere Energie mit wachsender Temperatur asymptotisch gegen einen
endlichen Grenzwert strebt; die maximal mégliche Energie jedes Elementes eines
solchen Systems ist begrenzt. Gesamtheiten von Kernspins bestimmter Kristalle,
d. h. Gesamtheiten magnetischer Kernmomente, die auf Gitterpldtzen angebracht
sind und miteinander wechselwirken, sind derartige ,,auBergewdhnliche‘‘ Systeme,
falls die Energie der Wechselwirkung mit dem Gitter sehr klein gegen die Energie
der Spin-Spin-Wechselwirkung ist.1)

Bei der Wechselwirkung eines thermodynamischen Systems mit der Umgebung
erfolgt ein Energieaustdusch, der sich entweder mit oder ohne Anderung der duBe-
ren Parameter vollzieht.

Die erste Form des Energieaustausches, die mit einer Anderung der duBeren
Parameter verbunden ist, hei3t Arbeit, die zweite, die ohne Anderung der #uBleren
Parameter stattfindet, Wéirme. Im zweiten Fall wird der Austauschprozef3 als
Wirmeaustausch bezeichnet.

Unter der Arbeit W bzw. Wiarmemenge Q versteht man auflerdem die im ersten
bzw. zweiten Fall mit der Umgebung ausgetauschte Energiemenge. Wie aus der
Definition folgt, sind Warme und Arbeit als die beiden Formen des Energieaus-
tausches, die in der Thermodynamik betrachtet werden, nicht gleichwertig. Wéh-
rend die ausgetauschte Arbeit unmittelbar als Verdnderung einer Energie belie-
biger Form (elektrischer, magnteischer, elastischer, potentieller Energie der
Schwerkraft usw.) erscheint, kann Wérme unmittelbar, d. h. ohne vorhergehende
Umwandlung in Arbeit, nur die innere Energie eines Systems verdndern. Daraus
folgt, daBl die Umwandlung von Arbeit in Wirme mit nur zwei Kérpern erfolgen
kann. Dabei gibt der eine Korper unter Anderung seiner duBeren Parameter Ener-
gie an den anderen ab, die dieser ohne Anderung seiner duBeren Parameter auf-
nimmt. Fir die Umwandlung von Wirme in Arbeit sind jedoch mindestens drei
Korper erforderlich. Der erste Korper (Wiarmequelle) gibt Energie in Form von
Wirme ab, der zweite (Arbeitskorper) nimmt sie als Warme auf und gibt sie in
Form von Arbeit an den dritten Kérper ab; der sie als Arbeit aufnimmt.

Ein System, das mit seiner Umgebung keine Energie austauscht, nennt man —
wie bereits gesagt — isoliert oder abgeschlossen. Ein System, das mit anderen
Korpern lediglich in Form von Wirme keine Energie austauscht, wird als adiaba-
tisch abgeschlossenes oder adiabatisches System bezeichnet.

Die Arbeit W und die Wirmemenge Q besitzen die Dimension einer Energie,
sind jedoch keine Energieformen. Sie stellen vielmehr zwei verschiedene Formen
des Energieaustausches in der Thermodynamik dar und haben deshalb nur bei
Zustandséndefungen einen Sinn. W und Q sind nur dann von Null verschieden,

1) Einige ,,paradoxe‘‘ Eigenschaften solcher Systeme werden im Abschn. 10.3. diskutiert.
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wenn ein Prozef stattfindet. Einem Zustand entspricht kein bestimmter Wert von
W oder Q.

Wir rechnen die Arbeit W positiv, wenn sie vom System an duBleren Kérpern
geleistet wird, und die Wiarmemenge Q positiv, wenn sie die innere Energie des
Systems vergréfBert.t)

Bei infinitesimaler Anderung des Parameters a im Gleichgewicht ist die vom
System geleistete Arbeit

SW= 4 da. (1.3)

Dabei bedeutet A die dem #uBeren Parameter a zugeordnete verallgemeinerte
Kraft,. die im Gleichgewicht eine Funktion der &uBeren Parameter a; und der
Temperatur T ist.

Bei nichtstatischer infinitesimaler Anderung des Parameters a ist die vom
System geleistete Arbeit

SWnst. = Anst danst . (14)

Dieverallgemeinerte Kraft A, istjedoch entsprechend den Postulaten der Thermo-
dynamik keine Funktion von a; und T, sondern eine Funktion der dufleren Para-
meter a;, der inneren Parameter b; und der Ableitungen von a; und b; nach der
Zeit.

Andern sich n duBere Parameter, so ist die Arbeit des Systems

SW=3 A;da;. (1.5)

Wie aus der Definition der Arbeit und aus (1.5) hervorgeht, enthilt der Ausdruck
fiir die infinitesimale Arbeit W kein Differential der Temperatur (d. h., der Koeffi-
zient bei d T ist Null). Der Differentialausdruck 3W stellt also kein vollstéindiges
Differential dar (vgl. Aufgabe 2). Deshalb bezeichnen wir die infinitesimale Arbeit
nicht mit dW, sondern mit W.

Im folgenden betrachten wir einige Beispiele, in denen wir die infinitesimale
Arbeit angeben.

Beispiel 1. Bei quasistatischer Ausdehnung eines Systems, das einem allseitigen
gleichméBigen Druck ausgesetzt ist, ergibt sich als infinitesimale Arbeit

SW=pdV (Ad=p,a="V). (1.6)

Dabei bedeuten p den Gas- oder Fliissigkeitsdruck und dV den Volumenzuwachs,
der mit einer Verschiebung bestimmter Kérper der Umgebung des Systems
zusammenhingt. Bei einer Ausdehnung im Vakuum erfolgt keine solche Anderung,
so daf} die infinitesimale Arbeit gleich Null ist.

Beispiel 2. Die infinitesimale Arbeit der Oberfldchenkréfte ergibt sich bei einer
Oberflachendnderung um d X zu

W=—-0dZ (a=2,A=-0), (1.7

wobei ¢ die Oberflichenspannung bedeutet.

1) Die in den thermodynamischen Gleichungen vorkommenden GroBen Q und W bedeu-
ten, wie aus dem Obengesagten folgt, nicht die Formen des Energieaustausches, sondern die
ausgetauschten Energiemengen. Man bezeichnet sie aber meist einfach als ,,Wirme* und
»Arbeit und spricht von einer Umwandlung von Wirme in Arbeit und umgekehrt.
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Beispiel 3. Die Polarisation eines Dielektrikums im elektrischen Feld ist mit
einer bestimmten Arbeit verbunden, fiir die sich je nach Art des betrachteten
Problems (die die Wahl der verschiedenen unabhéngigen Veridnderlichen bestimmt)
unterschiedliche Werte ergeben (s. Abschn. 6.3.).

Ein Dielektrikum leistet bei einer Anderung des elektrischen Feldes € in ihm
infolge einer Verschiebung der Ladungen, die das Feld erzeugen, die infinitesimale
Arbeit '

SW——i(G d?d)=— !
o 4m 4

T

(E4 dD, + E, dD, + E, dD,) (1.8)

(dabei wurde die dielektrische Verschiebung D als unabhingige Veriinderliche
gewihlt), so dafl die Beziehungen

a1 = Dx, as = Dyy as = Dz’
1 1 1
A1=—EEx, A2=_EE1/’ A3=—4—nE:
gelten.
Im Falle eines isotropen Dielektrikums (€ #+ D) geht (1.8) iiber in
1 , 1
W= _EEdD (a=D, A= —GE)'

wobei D und E die Betrige der entsprechenden Vektoren sind. Die eigentliche
Polarisationsarbeit 3W, ist gleich der Differenz zwischen 3W und der Arbeit
—d (E?/8 m) fiir die Anderung des Feldes im Vakuum:

2
SW, = 8W+d(§_n)=—EdP (a= P, A= — E). (1.9)

Dabei bezeichnet P den Betrag des Polarisationsvektors.

Beispiel 4. Entsprechend ergibt sich die infinitesimale Arbeit fiir die Anderung
des Magnetfeldes $ in einem Magnetikum mit der Induktion B zu

1 1 .
SW=— (9, d8) = - (H,dB, + H, dB, + H.dB), (1.10)
(a1= Bz’ aj = Bya agz= Bzy

1 1 1
Av=— o Hay Ay=—H, A3=—Z;H,).

Im Falle eines isotropen Magnetikums ist die infinitesimale Arbeit
1
SW=— —HdB (a=B,A=—iH),
47 4n

wobei Bund H der Betrag von B bzw. $ sind. Fiir die eigentliche Magnetisierungs-
arbeit erhilt man

SW,=— HdM, (1.11)

wobel M der Betrag des Magnetisierungsvektors ist und a = M, A = —H gilt.
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Obgleich sich die Begriffe Arbeit und Warmemenge qualitativ stark voneinander
unterscheiden, sind sie miteinander verwandt. Beide driicken die Energiemenge
aus, die auf das System iibertragen wird, wobei sich die duBeren Parameter &ndern
bzw. nicht dndern. Daher bezeichnet man die Wiarme manchmal auch als thermi-
sche Arbeit. Aus demselben Grund kann man die infinitesimale Wirmemenge 8Q,
die das System bei einem quasistatischen Proze aufnimmt, ebenso wie die infini-
tesimale Arbeit als Produkt der verallgemeinerten Kraft 7 (Temperatur) mit der
Anderung einer verallgemeinerten Koordinate S (Entropie) schreiben:

3Q= T dS. (1.12)

Streng begriinden kann man diesen Ausdruck fiir die infinitesimale Warmemenge
jedoch nur mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik.

1.5. Thermische und kalorische Zustandsgleichungen

Aus dem zweiten Postulat der Thermodynamik, nach dem die inneren Parameter
im Gleichgewicht Funktionen der dufleren Parameter und der Temperatur sind,
ergibt sich die Existenz thermischer und kalorischer Zustandsgleichungen. Durch
sie werden die Temperatur 7, die &ueren Parameter a; und ein beliebiger innerer
Parameter by miteinander verkniipft:

br=flay, ag, ..., an; T).
Ist by gleich der inneren Energie U, so entsteht die Beziehung
U= Ulay, ag, ..., an; T), (1.13)

die man als Energiegleichung oder kalorische Zustandsgleichung bezeichnet, weil
man — wie wir im folgenden sehen werden — mit ihrer Hilfe die spezifische
Wirme und dhnliche GréBen, die in Kalorien gemessen werden, bestimmen kann.

Ist der innere Parameter by gleich der dem #uBeren Parameter a; zugeordneten
verallgemeinerten Kraft A;, so ergeben sich die Beziehungen

A= Ai(ar, agy..yan;T) 1=1,2,...,n. (1.14)

Man nennt sie thermische Zustandsgleichungen, weil sie die Berechnung der Tempe-
ratur gestatten.

Die Gesamtzahl der thermischen und kalorischen Zustandsgleichungen eines
Systems wird durch die Zahl seiner Freiheitsgrade bestimmt, d. h. durch die Zahl
der unabhéngigen Parameter, die den Zustand des Systems charakterisieren. Wie
aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik hervorgeht, sind die kalorische
und jeweils eine thermische Zustandsgleichung nicht voneinander unabhingig,
sondern stehen iiber eine partielle Differentialgleichung, die wir spéter unter-
suchen werden, miteinander in Zusammenhang.

Sind alle genannten Zustandsgleichungen, die kalorische und die thermischen,
bekannt, so bestimmen die beiden Hauptsdtze der Thermodynamik alle thermo-
dynamischen Eigenschaften des Systems. Es ist nicht méglich, die Zustands-
gleichungen aus den Hauptsitzen der Thermodynamik abzuleiten. Sie werden
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entweder empirisch oder durch statistische Betrachtungen ermittelt. Diese Tat-
sache zeigt nochmals, daBl sich Thermodynamik und Statistik ergénzen und daf}
es zur Zeit nicht méglich ist, sie vollstindig voneinander zu trennen.

Bei der Untersuchung von Gleichgewichtssystemen wollen wir uns zunéchst den
einfachen Systemen zuwenden. Darunter verstehen wir solche Systeme, die der
Wirkung einer einzigen verallgemeinerten Kraft A unterworfen sind, so daf ihr
Verhiltnis zur Umgebung durch einen einzigen d#ufleren Parameter a charakteri-
siert wird. Einfache homogene Systeme sind also Systeme mit zwei Freiheits-
graden.

Die thermische Zustandsgleichung fiir ein einfaches System lautet allgemein

A= A(T, a).

Bedeutet A den Druck p und folglich @ das Volumen V des Systems, so ergibt sich
als thermische Zustandsgleichung

f(P, V, T) = 0’ (115)
wihrend die kalorische die Form
u=0V,T (1.16)

besitzt. Fiir das unkomplizierteste einfache System, das ideale Gas, erhilt man als
thermische Zustandsgleichung die CLapEyroNsche Zustandsgleichung

pV=1v RT; (1.17)

dabei sind v die Zahl der Mole des Gases und R die Gaskonstante.
Die kalorische Zustandsgleichung eines idealen Gases ergibt sich aus dem
Joureschen Gesetz

(z_g); 0, (1.18)

nach dem die innere Energie eines idealen Gases nicht vom Volumen abhéngt.
Wie wir sehen werden, folgt daraus mit Hilfe des ersten Hauptsatzes

U=fCVdT. (1.19)

Fir ein einatomiges ideales Gas hingt die spezifische Wirme bei konstantem
Volumen, Cy, erfahrungsgeméf nicht von der Temperatur ab, so daf§ wir

U= CyT+ U, (1.20)

erhalten. Die GIn. (1.17) und (1.18) fiir das ideale Gas ergeben sich leicht auf Grund
molekularkinetischer Vorstellungen, ohne daBl die Anwendung allgemeiner stati-
stischer Methoden erforderlich wire. So folgt das JouLesche Gesetz (1.18) unmit-
telbar aus der Tatsache, daf die innere Energie eines Systems aus nicht mitein-
ander wechselwirkenden Teilchen (ideales Gas) gleich der Summe der kinetischen
Energien der einzelnen Teilchen ist. Die innere Energie des idealen Gases hingt
daher bei vorgegebener Temperatur nicht von seinem Volumen ab.
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Fiir reale Gase wurden empirisch mehr als 150 thermische Zustandsgleichungen
gefunden. Die van pER WaaLssche Zustandsgleichung

(p + ) (V—1b)= (1.21)

ist die einfachste von ihnen. Sie beschreibt die Eigenschaften eines realen Gases
selbst beim Ubergang in die fliissige Phase qualitativ richtig (¢ und b sind Kon-
stanten, die nicht von 7T und p abhingen, aber fiir verschiedene Gase unterschied-
liche Werte haben) und unterscheidet sich durch zwei Korrektionen von der
CrareyroNschen Zustandsgleichung: durch eine Korrektion b fiir das Eigenvolu-
men der Molekiile und durch eine Korrektion a/V? fiir den sogenannten inneren
Druck, der durch die gegenseitige Anziehung der Gasmolekiile hervorgerufen wird.

Von molekularkinetischen Vorstellungen iiber die Natur der Warme ausgehend,
gab zuerst M. W. Lomonossow eine Begriindung dafiir, daB die Zustandsgleichung
des idealen Gases in bezug auf das Volumen korrigiert werden muf3, wenn man sie
auf ein reales Gas anwenden will.

Im Falle von Flissigkeiten weicht die van pEr Waarssche Zustandsgleichung
stark von den empirischen Werten ab. Um sie damit in Ubereinstimmung zu brin-
gen, muf} man fiir verschiedene Temperatur- und Dichteintervalle unterschiedliche
Werte von a und b annehmen, d. h., a und b als (in der Regel sehr komplizierte)
Funktionen von T und p auffassen. Der Wert der van bErR Waarsschen Gleichung
besteht vor allem darin, daB sie beim Ubergang des Gases in den fliissigen Zustand
qualitativ richtig bleibt. Quantitativ ist sie nur eine sehr grobe Naherung.

Genauere Zustandsgleichungen eines realen Gases sind die Dieterici-Gleichun-
gen?)

p(V —b)= RT e o/RTV (1.22)
(erste DieterICI-Gleichung)2) und
(p+ %)(V—b)= RT (1.23)

(zweite Dieterici-Gleichung), die BErrrELOTSChe Gleichung

(+V2T)(V b= RT (1.24)

und andere.

Mit Hilfe statistischer Methoden ist es mdglich, sowohl die kalorische als auch
die thermische Zustandsgleichung fiir reale Gase abzuleiten.

Die thermische Zustandsgleichung kann in der Virialform

pV = RT(1+‘; 52+C+ ) (1.25)

1) Siehe die Aufgaben 10 und 11.
2) Die erste Diererici-Gleichung lautet genauer

p(V—1b) = RT e—a/lRT'V,
wobei y eine Zahl bedeutet, die nahezu gleich 1 ist (y = 1,27).
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geschrieben werden. Die GréBen A4, B, C, ... sind Funktionen der Temperatur; man
bezeichnet sie als zweiten, dritten, ... Virialkoeffizienten.

Eine Zustandsgleichung dieser Form fiir reale Gase mit expliziten Ausdriicken
fiir die Virialkoeffizienten erhielten Mayer und BocorsuBow unter Verwendung
statistischer Methoden. Die Mavyer-BocorLsuBowsche Gleichung lautet

= y A
V=RT|1- 3 —— i) 1.26
P [ p=1 v+ 1 V"] ( )

Die Koeffizienten hingen vom Potential der Wechselwirkung zwischen den Mole-
kiilen des betrachteten Gases und von der Temperatur ab.

Aus der thermischen Zustandsgleichung f(p, V, T) = 0 erhilt man leicht fol-
gende drei Koeffizienten: den thermischen Ausdehnungskoeffizienten

1 (aV
o= 70 (ﬁ)}; (1‘27)

die Kompressibilitit

1 0V)
=—_(— 1.28
4 Vo (3P T (1.28)

und den Spannungskoeffizienten
1 (3p)

=—\=) . 1.29
T pe \aT)y (1.29)

die durch die Beziehung
x=poBy (1.30)

miteinander verkniipft sind. Dieser Zusammenhang besitzt bei der Bestimmung
von y fiir feste Kérper und Fliissigkeiten praktische Bedeutung.

Aufgaben.

1. Die Erfahrung lehrt, dafl die Energie eines Gleichgewichtssystems eindeutig auf
seine Teile verteilt ist und die Energien aller Teilsysteme bei wachsender Gesamtenergie
gleichzeitig zunehmen. Daraus soll abgeleitet werden, da3 die innere Energie eine monoton
zunehmende Funktion der Temperatur ist.

2. Man zeige, dal der Ausdruck
6W = Z Ai dai
i

kein vollstindiges Differential ist.

3. Wie grof} sind Arbeit und Wirmemenge, die zur Verdampfung von 1 Mol Wasser
bei 100 °C und Normaldruck benétigt werden ?

4. Man berechne die Arbeit je Volumeneinheit, die der Kern eines Solenoids bei einem
vollen Umlauf auf der Hysteresisschleife leistet, wenn der Flacheninhalt § des von der
Hysteresisschleife umrandeten Gebietes bekannt ist.’
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5. Man beweise, dal die Polarisationsarbeit je Volumeneinheit fiir ein isotropes Di-
elektrikum

1
oW = — EdD
4.1

und die eigentliche Polarisationsarbeit (s. S. 26) gleich
0W,= — EdP
ist.
6. Lings einer Saite breite sich von links nach rechts eine transversale Welle mit der
Frequenz » und der Amplitude @ aus. Die Saitenspannung sei gleich 7. Welche Arbeit

leistet der links von einem bestimmten Punkt gelegene Teil der Saite an dem rechts davon
gelegenen wihrend einer Schwingungsperiode ?

7. Fir ein beliebiges einfaches homogenes System, an dem die dem &HuBeren Para-
meter a zugeordnete Kraft A angreift, ist die Identitat

(). 62), 7, -

zu beweisen.
8. Wie lautet der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten «,  und y?

9. Bei bestimmten Werten der Temperatur (T = T',) und des Druckes (p = pir) ver-
schwindet der Unterschied zwischen dem spezifischen Volumen Vy der Flissigkeit und
dem des Gases Vg (Vg = Vg = Vi,). Diesen Zustand der Materie nennt man den kritischen
und die Werte Ty, pkr, Vir der Parameter ihre kritischen Werte.

Man driicke Vi, pir und Ty, fiir ein van pEr WaaLssches Gas durch die Konstanten a
und b aus und berechne den kritischen Koeffizienten

R Tkr
S = .
Pxr Vkr

10. Wie lauten die Ausdriicke fiir die kritischen Werte Vi, pir und Tyy, wenn man von
der ersten DieTerici-Gleichung

p(V—b) = RT e~a@/RTV

ausgeht? Man berechne den kritischen Koeffizienten
RTy,
8§ =
pkrVkr

fiir diese Gleichung und vergleiche das Ergebnis mit dem experimentellen und dem aus
der van pEr WaaLsschen Gleichung folgenden Wert. Ferner zeige man, daB die Diererici-
Gleichung bei groBem Volumen in die van pEr Waarssche Gleichung iibergeht.

11. Fiir den Fall eines Gases, das der zweiten Diererici-Gleichung

(p+ﬁ)(V—b>=RT

geniigt, berechne man den kritischen Koeffizienten
R Tkr
s =
pkrVkr

und vergleiche das Ergebnis mit dem experimentellen und dem aus der van pEr Waarsschen
Gleichung folgenden Wert.
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12. Dividiert man die Parameter P, V und T durch ihre kritischen Werte, so erhilt man
die reduzierten Grofen
4 |4 T
= Q= , T = .
Pir’ Vir Tyr
Eine Zustandsgleichung, die in diesen Variablen geschrieben ist, heifit reduzierte Zustands-
gleichung.

Wie lauten die reduzierte van pEr Waarssche Gleichung und die reduzierte erste
Diererici-Gleichung? Ist es immer moglich, eine vorgegebene Zustandsgleichung in
reduzierter Form zu schreiben? Man zeige, daB die van pEr WaaLrssche Gleichung in allen
Fillen, in denen das Gasvolumen groB gegen das kritische Volumen ist, in die Zustands-
gleichung des idealen Gases iibergeht.

13. Man bestimme den zweiten und dritten Virialkoeffizienten eines van pEr WaaLsschen
Gases sowie die Temperatur, fiir die der zweite Virialkoeffizient gleich Nullist (BoyLescher
Punkt).

§

1) Schon im 18. Jahrhundert entdeckte man, daB es kein mechanisches Perpetuum
mobile gibt (eine Vorrichtung, die ohne Energieaufwand mechanische Arbeit erzeugt).
Lomonossow schrieb 1748 in einem Brief an EuLer iiber die Bedeutung des Satzes von der
Erhaltung der Materie und seine Erweiterung auf die Bewegung der Materie: ,,Ein Kérper,
der durch StoB einen anderen Kérper in Bewegung setzt, verliert gerade so viel von seiner
Bewegung, wie er dem anderen mitteilt*. 1755 sah sich die franzésische Akademie der Wissen-
schaften zu der kategorischen Erklirung veranlaBt, daB sie keine Projekte eines Perpetuum
mobile mehr annihme. 1840 formulierte G. G. Hess den Satz von der Unabhingigkeit der
Wirmetonung chemischer Reaktionen von den Zwischenreaktionen. Zwischen 1842 und 1850
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Die Thermodynamik ist eine deduktive Theorie. Ihre Erfolge bestehen darin,
daB sie es gestattet, auf Grund sehr allgemeiner empirischer Gesetze — der Haupt-
sdtze — zahlreiche Beziehungen zwischen den GréBen abzuleiten, die den Zustand
eines Systems charakterisieren.

Zum Beispiel erhilt man mit Hilfe der Thermodynamik einen Zusammenhang
zwischen den spezifischen Wirmen Cp und Cy (die Ungleichung C, > Cy) und eine
Beziehung zwischen diesen spezifischen Warmen und den Elastizititsmoduln. Sie
erméglicht die Berechnung von GroBen, deren Anderungen die Richtung natiir-
licher Prozesse bestimmen, die Formulierung von Gleichgewichtsbedingungen
u. a. m. Die Thermodynamik macht jedoch keine Aussagen iiber die Temperatur-
abhingigkeit der spezifischen Wirme, die genaue Form der Zustandsgleichungen, -
die Werte der Entropie- und chemischen Konstanten usw. Diese Angaben muf
man bei rein thermodynamischen Untersuchungen empirisch bestimmen. Ein sol-
ches Vorgehen kann selbstversténdlich nicht als endgiiltig und befriedigend gelten.
Es ist deshalb erforderlich, die fraglichen Erscheinungen mit statistischen Metho-
den zu untersuchen. Gerade das ist der Gegenstand der statistischen Mechanik.

Die Ergebnisse der Thermodynamik besitzen den Vorzug, daB sie auf allgemein-
sten empirischen Gesetzen beruhen und nicht von speziellen Vorstellungen iiber die
Eigenschaften der Teilchen, aus denen ein System besteht (klassische, Bosk- oder
Fermi-Teilchen), abhingen. Die thermodynamischen Beziehungen gelten fiir
beliebige statistische Systeme.

Wir diskutieren im folgenden die Grundgesetze und die mit ihnen zusammen-
héngenden Grundgleichungen der Thermodynamik.

2.1. Formulierung des ersten Hauptsatzes

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik ist der mathematische Ausdruck fiir
die quantitative Seite des Satzes von der Erhaltung und Umwandlung der Energie.
Er war das Ergebnis experimenteller und theoretischer Untersuchungen in Physik
und Chemie, die mit der Entdeckung der Aquivalenz zwischen Wirme und Arbeit
vollendet wurden (die Umwandlung von Wirme in Arbeit und umgekehrt ge-
schieht immer in demselben streng definierten quantitativen Verhaltnis).1)

entdeckten verschiedene Forscher (MavEr, Jouire, HELMuoLTZ u. a.) das Prinzip von der
Aquivalenz zwischen Wirme und Arbeit ; das Warmedquivalent wurde zu 1 keal = 427 kpm
bestimmt. Die Entdeckung des Aquivalenzprinzips schlo8 die Formulierung der quantita-
tiven Seite des Satzes von der Erhaltung und Umwandlung der Energie ab. Daher wird die
Aufstellung des Aquivalenzprinzips gewshnlich als Entdeckung des ersten Hauptsatzes
angesehen. .

Es zeigt sich also, daBl die Wissenschaft mehrere Jahrzehnte benstigte, um den Weg von
der bloBen Uberzeugung von der Unméglichkeit eines Perpetuum mobile bis zur modernen
Formulierung des Satzes von der Erhaltung und Umwandlung der Energie zuriickzulegen.

3 Basarow, Thermodynamik
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Der erste Hauptsatz der Thermodynamik sagt aus, daB} die innere Energie eines
Systems eine eindeutige Funktion seines Zustandes ist und sich nur unter dem Einfluf
duferer Krifte indert.

Die Thermodynamik untersucht zwei Arten &uBerer Einflisse: solche, die mit
Anderungen der #uBeren Parameter zusammenhingen (d. h., das System leistet
Arbeit), und solche, die nicht unter Anderung der &uBeren, sondern nur der inneren
Parameter, etwa der Temperatur, stattfinden (d. h., dem System wird eine be-
stimmte Wirmemenge zugefiihrt).

In integraler Form, d. h. fiir einen endlichen ProzeB, lautet der erste Hauptsatz

Uy— U=0—-W
oder
Q=Us— Ui+ W. (2.1)

Dabei sind Uy — U, die Anderung der inneren Energie des Systems beim Ubergang
_aus dem crsten Zustand in den zweiten, Q die Wiarmemenge, dic das System dabei
aufnimmt, und W die vom System geleistete Arbeit. Nach dem ersten Hauptsatz
ist die Anderung U; — U, der inneren Energie unabhiingig vom Wege, auf dem
das System aus dem Zustand I in den Zustand 2 iibergeht (Abb. 2 zeigt zwei Wege
a und b), wihrend Q und W fiir verschiedene Wege unterschiedlich sein konnen.

2

b Abb. 2 Abb. 3
0 A 8V

Das bedeutet, dafl Q und W keine Zustandsfunktionen sind, sondern einen Prozef3
charakterisieren. Findet kein ProzeB statt, so sind Q und W gleich Null. Die innere
Energie U existiert dagegen immer.

Die Abhiéngigkeit der GréBen Q und W vom Weg erkennt man etwa am Beispiel
der Ausdehnung eines Gases. Die Arbeit

2
Wo= [ p(V, T)dV
1

(a)

beim Ubergang des Systems von I nach 2 (Abb. 3) lings des Weges a wird durch
die Fliche AIa2BA und die Arbeit

2
Wy= [p(V, T)dV
1
®)
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beim Ubergang von I nach 2 lings des Weges b durch die Fliche A162BA darge-
stellt. Die GréBBen W, und W, sind aus folgendem Grund verschieden. Da der
Druck auBer vom Volumen auch von der Temperatur abhéngt, erhilt man infolge
unterschiedlicher Temperaturen bei den Ubergingen lings der Wege a und b ver-
schiedene Arbeiten. Daher leistet das System beim geschlossenen Prozef (Kreis-
prozeB) 1a2b1 eine von Null verschiedene Arbeit. Darauf beruht die Arbeitsweise
aller Warmekraftmaschinen.

Aus dem ersten Hauptsatz der. Thermodynamik folgt, dal ein System auf
Kosten seiner inneren Energie oder einer Wiarmezufuhr Arbeit leisten kann. Im
Falle eines Kreisprozesses gilt Uy — U; = 0 und W = Q, da Anfangs- und End-
zustand miteinander iibereinstimmen. Bei einem Kreisproze kann also nur
Arbeit geleistet werden, wenn das System aus der Umgebung Wirme aufnimmt.

Man formuliert den ersten Hauptsatz der Thermodynamik daher oft folgender-
maBen: Es gibt kein Perpetuum mobile erster Art, d. h. keine periodisch arbei-
tende Vorrichtung, die Arbeit leistet, ohne aus der Umgebung Energie aufzuneh-
men.

Ebensowenig existiert ein riickwirts laufendes Perpetuum mobile erster Art,
d. h. eine periodisch arbeitende Vorrichtung, die die aus der Umgebung aufgenom-
mene Wirme in nichts verwandelt. Fiir einen infinitesimalen Prozef} wird der erste
Hauptsatz der Thermodynamik durch die Gleichung

3Q0=dU+ W (2.2)
oder

5Q=dU+ 3 A;da; (2.3)

ausgedriickt. In dieser Form gilt der erste Hauptsatz sowohl fiir quasistatische als
auch fiir nichtstatische Prozesse. Die beiden angegebenen Fille unterscheiden sich
dadurch, daB die verallgemeinerten Kréfte 4; im ersten Fall nur von den dufleren
Parametern a; und der Temperatur, dagegen im zweiten Fall von den &uBeren und
inneren Parametern sowie ihren zeitlichen Ableitungen abhingen.?)

Ein System leistet bei einem nichtstatischen Prozel immer eine kleinere Arbeit
als bei einem statischen:

Wast < Wy, (2.4)

Das ist am Beispiel der Ausdehnung und Kompression eines Gases besonders ein-
fach zu erkennen. Bei nichtstatischer Ausdehnung ist der duere Druck p’ kleiner
als der Anfangsdruck p des Gases im Gleichgewicht. Daher gilt

pdV< pdV.

Im Falle nichtstatischer Kompression dagegen, in dem der duBere Druck p”’
gréBer als der Gleichgewichtsdruck p und die geleistete Arbeit negativ ist, ergibt
sich

—p’/dV< —pdV.

Im allgemeinen Fall beliebiger nichtstatischer Prozesse kann dieses Theorem,
nach dem die Arbeit bei Gleichgewichtsprozessen am gréfiten ist, nur mit Hilfe des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik bewiesen werden.

1) Siehe S. 25.

3*
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Die Arbeit fiir adiabatische Prozesse (3Q = 0) ist sowohl bei quasistatischer als
auch bei nichtstatischer ProzeBfilhrung auf Grund des ersten Hauptsatzes der
Thermodynamik gleich der Anderung Uy — U, der inneren Energie.

Wir betrachten nun eine Reihe von Konsequenzen und Anwendungen des ersten
Hauptsatzes der Thermodynamik.

2.2. Thermische und kalorische Eigenschaften. Spezifische und
latente Wéarmen. Zusammenhang zwischen den spezifischen
Wirmen

Wir unterscheiden in der Thermodynamik thermische und kalorische Gréfien.
Thermische GréBen beschreiben Eigenschaften eines Systems, die bei einer Ver-
4nderung der d#ufleren Parameter a; (z. B. des Volumens V) oder der ihnen zuge-
ordneten verallgemeinerten Krifte A; (z. B. des Druckes p) mit der Temperatur
in Erscheinung treten. Kalorische GroBlen dagegen beziehen sich auf Eigenschaf-
ten, die sich in einer Anderung der inneren Energie oder anderer innerer Parameter
mit der Temperatur und den dufleren Parametern bemerkbar machen.

Wie wir bereits erwéhnten, bezeichnen wir deshalb eine Gleichung der Form

A= A(a, T)

[insbesondere die Gleichung p = p(V, T)] als thermische Zustandsgleichung eines
einfachen Systems und die Beziehung

U= Ula, T)

[insbesondere U = U (V, T)] als kalorische Zustandsgleichung. Mit Hilfe beider
Arten von Zustandsgleichungen kann man sowohl die thermischen als auch die
kalorischen Groflen eines Systems berechnen.

Fiir die Bestimmung der kalorischen GréBen sind im allgemeinen sowohl die
thermische als auch die kalorische Zustandsgleichung erforderlich. Die wichtigsten
kalorischen GréBen sind die spezifischen und die latenten Warmen.

Die spezifische Wirme C wird als die Wirmemenge definiert, die man einem
System zufithren muf}, um seine Temperatur um 1 grd zu erhéhen:

3¢
C=q7-

Da die Wirmemenge 8Q je nach Art des Prozesses verschieden gro sein muB,
héngt auch die spezifische Wiarme C des Systems von den Bedingungen ab, unter
denen das Verhiltnis 8Q/d T definiert wird. Verschiedenen Prozessen entsprechen
verschiedene spezifische Warmen. Thre Werte liegen zwischen —oo und + c0.1)
Fiir die Anwendung am wichtigsten sind die spezifischen Wiarmen Cp und Cy.

Mit Hilfe des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik sowie der kalorischen und
thermischen Zustandsgleichungen erhilt man Ausdriicke fiir die spezifischen Wir-

1) Mit der Definition der spezifischen Wirme hingt der Begriff des Thermostaten, der in
der Thermodynamik oft angewendet wird, eng zusammen. Als Thermostaten bezeichnet man
einen Kérper, der eine sehr groBle spezifische Wéarme besitzt (C — oo), so daB sich seine
Temperatur bei Wirmeaustausch mit einem beliebigen System nicht #ndern kann.
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men und Relationen zwischen ihnen. Da fiir ein einfaches System im allgemeinen
3Q=dU+ Ada, U= Ula, T)
gilt, folgt

50— (‘;g) dT+[( )+A]da

o) [, - A5

Daraus ergibt sich

und

aU
Ca=(57). (25)
aU U da
ea=(om)o (Ga)o 4] 7). &0
und
20, da
Ca— Co= [(%‘E)ﬁ A] (ﬁ),; . 2.7)
Im Falle A = p, a = V erhilt man
:20) A%
T

Diese Ausdriicke lassen erkennen, daB fiir die Bestimmung von Cy nur die kalo-
rische Zustandsgleichung benétigt wird, wihrend bei der Berechnung von Cp, und
Cp, — Cy auBlerdem die thermische bekannt sein mufl. Der zweite Hauptsatz, der
einen Zusammenhang zwischen den Zustandsgleichungen herstellt, erméglicht die
Bestimmung von C,— Cy allein aus der kalorischen Zustandsgleichung (s.
Abschn. 3.7.). Entsprechend der thermodynamischen Definition des Begriffes
,;hohere Temperatur nimmt man Cy = (QU/dT)y > 0 (und allgemein C,
= (8U/aT), > 0) an.

Die thermische Zustandsgleichung eines idealen Gases ist die CLaPEYRONsche
Gleichung (1.17):

pV=vRT.

Die kalorische Zustandsgleichung eines idealen Gases ergibt sich mit Hilfe des
Gay-Lussacschen Versuches, nach dem sich die Temperatur eines verdiinnten
Gases bei adiabatischer Ausdehnung ohne Arbeitsleistung nicht #ndert. Daraus
ergibt sich das JouLesche Gesetz: Die innere Energie eines idealen Gases hingt
nur von der Temperatur und nicht vom Volumen ab; denn da beim Gay-Lussacschen
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Versuch 3Q = 0, 3W = 0 und folglich d U = 0 gilt und auflerdem die Temperatur
konstant bleibt (d 7 = 0), erhélt man aus

U aU
dU=(ﬁ)VdT+(W)TdV= 0

die Beziehung

(%[)T ~0 2.9)

sowie die Gleichungen

U
dU= (ﬁ)vdT=CVdT

U=/CvdT.

Die Erfahrung zeigt, daB8 Cy fiir einatomige ideale Gase nicht und fiir mehratomige
ideale Gase nur schwach von der Temperatur abhéngt. Das ist auf Grund der
molekularkinetischen Vorstellungen iiber mehratomige ideale Gase leicht zu ver-
stehen.

Fiir einatomige ideale Gase erhélt man daher als kalorische Zustandsgleichung

und

U= CyT + U,. (2.10)

Aus der Crareyronschen Gleichung und dem Joureschen Gesetz ergibt sich fiir
ein ideales Gas

C,— Cy=vR.

Fiir die spezifischen Wirmen je Mol (Molwérmen) folgt daraus (v = 1)
Cp— Cy= R, (2.11)
R= 8314107 T8 __ _ 1987 % cal

grd Mol - grd Mol ~ 2 grd Mol

und fiir die spezifischen Wérmen je Gramm

cp—c R
—Cy=—
P ,“

wobei 4 das Molekulargewicht des Gases ist.
Im Falle nichteinfacher Systeme, fiir die

Ai=Ai(a1’a23'"’an; T)’ i=1,2,..,n
U= U(a1, A9y «eey Aps T)’
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gilt, ist die spezifische Wirme

5Q [oU
C—d—T_(ﬁ)a,,aa,...,u,. +

da,
2[(6111)“1:“2’ + Ai] ﬁ

Von dieser Gleichung ausgehend, kann man spezifische Warmen Ca, ..
Ca, ..., 45 Ca, ... 4, usw. definieren.

Neben den spemflschen Wirmen sind die latenten Wirmen fiir die Untersuchung
der Eigenschaften eines Systems wichtig. Wir verstehen unter der latenten Wirme
diejenige Wiarmemenge, die man einem System zufiithren muf}, um einen beliebigen
duBeren Parameter um eine Einheit zu 4ndern, wenn die Temperatur und die
anderen dulBeren Parameter konstant sind:

3Q
b= (a—a,)r, Ggr s n’ (2.12)

an?

So ist z. B. die latente Wirme bei der Ausdehnung eines Systems (a; = V)

! —(SQ
- W)T,a,, ...,a,..

Aus dem ersten Hauptsatz

30— AU+ 3 A; day— (%g) dT+2[( )+A] da;

aU
= (W)T ayoran T P (2.13)

folgt

Die latente Wirme bei der Anderung des duBeren Parameters a; ist allgemein

a
e (22

3ai)T, @1y @y, eeny Bi=1; Bid1y eony Qn

+4;, =1,2,..,n (2.14)
Bei einem idealen Gas ist die latente Wirme der Ausdehnung gleich dem Druck:
ly=p.
Der erste Hauptsatz der Thermodynamik kann auch in der Form
30= Capay .oy a AT+ 3l day (2.15)
i
geschrieben werden, wobei die rechte Seite eine Linearform in den vollstindigen

Differentialen der unabhiingigen Veridnderlichen T, a4, ag, ..., a, — eine sogenannte
Prarrsche Form — darstellt.
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2.3. Grundlegende thermodynamische Prozesse und ihre Glei-
chungen

In einem (einfachen oder zusammengesetzten) thermodynamischen System sind
stets drei Prozesse moglich, der isotherme (T = const), der adiabatische (3Q = 0)
und der polytrope Prozef3 (C = const). Anzahl und Art anderer méglicher Prozesse
hiangen von der Natur des betrachteten Systems ab. Die Zahl der méglichen Pro-
zesse ist um so groBer, je komplizierter das System ist. In einem einfachen System
mit dem #ulleren Parameter ¢ und der ihm zugeordneten Kraft A gibt es aufler
den drei angegebenen Prozessen zwei weitere, und zwar einen mit a = const und
einen mit A = const. Ist der &ullere Parameter a gleich dem Volumen des Systems
und dementsprechend die verallgemeinerte Kraft A gleich dem Druck p, so heilen
diese Prozesse isochor bzw. isobar. Die genannten fiinf Prozesse (isothermer, adia-
batischer, polytroper, isochorer und isobarer ProzeB}) sind fiir thermodynamische
Betrachtungen grundlegend; dabei ist der adiabatische Proze8 offenbar ein spezi-
eller polytroper Prozel (C = 0).1)

Der bei einem ProzeB entstehende funktionale Zusammenhang zwischen den
GréBen T, V und p kann durch eine Gleichung ausgedriickt werden. Fiir den iso-
thermen, isochoren und isobaren Prozefl ergeben sich unmittelbar aus der ther-
mischen Zustandsgleichung des Systems fiir T = const, V = const und p = const
die Relationen

fT=const(P> Vi T)=
fV=const (P, v, T) =
fp=const (P’ v, T) =

Im Falle eines idealen Gases, dessen thermische Zustandsgleichung die CLareY-
ronsche Gleichung ist, lauten diese Beziehungen

0,
0,
0

pV = const,
R
P=01T, ci=7a
R
V=02T, Cy= —.
P

Die Gleichungen des adiabatischen und polytropen Prozesses kann man nicht
aus der thermischen Zustandsgleichung allein, sondern nur unter Zuhilfenahme
der kalorischen Zustandsgleichung bestimmen, da weder die Wirmemenge 3Q
noch die spezifische Warme C, die die beiden Prozesse charakterisieren, aus der
thermischen Zustandsgleichung allein folgen.

Wir suchen nun die Polytropengleichung und als deren Spezialfall die Adiabaten-
gleichung fiir ein beliebiges einfaches System, insbesondere fiir ein ideales Gas.

1) Formal kann man auch den isothermen ProzeB als speziellen polytropen ProzeB
auifassen (C — o).
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Fiir einen polytropen Prozef} gilt 3Q = C d T 'mit C = const (fiir einen adiabati-
schen Proze ist C = 0), so daf} der erste Hauptsatz

3Q0=dU+ Ada
die Form

CdT= CadT+[(£j) +A]da
da)T

erhilt. Mit Hilfe von (2.7) folgt

(€= cpar=a=Cay, (2.16)

(57).

und fiir C + C,

Csi—C,

ar+ 4= Ca
tT.=¢

(%)Ada —0. (2.17)

Das ist die Polytropendifferentialgleichung in den Verénderlichen T und a.

Man kann sie in den Variablen 4 und a erhalten, wenn man die aus der Zustands-
gleichung T = T (A, a) folgende Beziehung

aT aT
dT = (a)au + (a—a)Ada

in (2.17) einsetzt. Es wird

aT Ci—C (3T
(ﬁ)adA LRV (a—a)Ada— 0. (2.18)

Fiir C = 0 ergibt sich daraus die Adiabatendifferentialgleichung eines einfachen
Systems:

aT aT
(a)adA +y (E)Ada ~0 (2.19)
mit
— CA
Y= Ca .

Die Polytropen- und Adiabatendifferentialgleichung enthalten also sowohl die
thermische Zustandsgleichung [aus der (3 T/dA),und (8 T/da) 4 berechnet werden]
als auch die kalorische (aus der C4 und C, folgen).
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Befindet sich das System unter dem EinfluB} eines allseitigen Druckes (4 = p,
a = V), so erhilt man als Polytropendifferentialgleichung?)

aT C,— C (3T
(Fp')vd” to—¢ (W)pdv_ 0 (2:20)

und als Adiabatendifferentialgleichung
aT aT
_ — =0. 2.2
(ap)vdp + y(aV)pdV 0 (2.21)

Beim idealen Gas hingen Cp und Cy auf Grund des JouLreschen Gesetzes (2.9) nur
von der Temperatur ab. Wihrend der Koeffizient y [ebenso wie das Verhiltnis
(Cp — C)/(Cy — O)] fiir einatomige ideale Gase unabhéngig von T ist (y = 1,66),
nimmt er fiir zweiatomige ideale Gase mit wachsendem 7T ab und wird bei Zimmer-
temperatur gleich 1,4.

Fir das einatomige ideale Gas erhilt man durch Integration von (2.20) unter
Beriicksichtigung der Crapevronschen Zustandsgleichung die Polytropenglei-
chung

pV"= const, (2.22)

wobei n = (C, — C)/(Cy — C) der Polytropenindex ist.
Die Adiabatengleichung des betrachteten Gases lautet

pV?= const. (2.23)

Sie wird als Poissonsche Gleichung bezeichnet.

Da die spezifischen Wirmen Cp, und Cy fiir das einatomige ideale Gas nicht von
der Temperatur abhiingen, sind der isochore und isobare Prozef fiir dieses (und
nur fiir dieses) Gas auch polytrope Prozesse.

60-0

Abb. 4

Man kann quasistatische Prozesse durch Diagramme graphisch darstellen. Meist
benutzt man das Arbeitsdiagramm mit den Achsen V und p und das Entropie-
diagramm mit den Achsen S und T (s. Abschn. 3.8.).

1) Wie man leicht siéht, lassen sich die Differentialgleichungen des isobaren und isochoren
Prozesses nicht aus der Polytropendifferentialgleichung (2.20) herleiten.
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Durch jeden Punkt eines (V, p)-Diagramms verlaufen eine Isotherme und eine
Adiabate. Ihre Steigungen werden durch die Ableitungen (dp/dV)r und (3p/dV),q
bestimmt.

Beim idealen Gas gilt fiir die Isotherme (3p/dV); = —p/V und fiir die Adiabate
(8p/dV)ag = —yp/V. Wegen y = Cp/Cy > 1 ist die Steigung der Adiabaten
groBer als die der Isothermen (Abb. 4). Zwischen den Kurven mit C = 0 und
C — oo liegen die Kurven aller anderen polytropen Prozesse, fiir deren spezifische
Wiérmen

—o<C< o>

gilt (vgl. Aufgabe 25).

2.4. Zusammenhang zwischen Elastizitdtsmoduln und spezifi-
schen Wéarmen

Die Elastizitdtsmoduln und spezifischen Wirmen stehen auf Grund des ersten
Hauptsatzes der Thermodynamik miteinander in Zusammenhang.

Der Elastizitatsmodul ¢ eines Systems ist als Verhéltnis der Druckénderung zur
relativen Volumen#nderung definiert und gleich der reziproken Kompressibilitit:

dp dp
s—-—gl—/-—— VW'
v

Das Minuszeichen sorgt dafiir, daB & stets positiv ist (dp und dV haben fiir stabile
Zustande verschiedene Vorzeichen). Der Elastizititsmodul hingt vom Wert der
Ableitung dp/dV und damit von den Bedingungen ab, unter denen die Kompres-
sion stattfindet.

Am gebriuchlichsten sind der isotherme Elastizitdtsmodul

ap
er=—V (W)T (2.24)
und der adiabatische Elastizitidtsmodul
ap
cs=—V (W)S' (2.25)
IThr Verhiltnis ist
(37)
Es _ W s
er ap) '
(&),
Aus der Adiabatendifferentialgleichung (2.21) folgt
(3v)
ap av/p
(W)s =77

G
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Die Zustandsgleichung 7' = T (V, p) ergibt

aT aT
dT = (W)pdv+ (g)vdp.

Daraus erhilt man fiir einen isothermen Proze8 (d T = 0)

(57)r

(?%)ﬁ - (8T)V '

Daher gilt

(57)s
(5):

und damit

Y

S . (2.26)

Das Verhiltnis des adiabatischen zum isothermen Elastizitdtsmodul ist also gleich
dem Verhiltnis Cp/Cy der spezifischen Wirmen. Wegen y >11) folgt &5 >er.
Durch Messung von &5 und &7 kann 9 bestimmt werden.

Dieses Ergebnis ist auf den Fall eines beliebigen einfachen Systems iibertragbar,
fiir das @ und A4 an die Stelle von V und p treten. Definiert man als adiabatischen
Modul der Anderung von A

es=—a(3a), (2.27)
und als isothermen Modul der Anderung von 4

er=— ao (";_A)T (2.28)
so folgt fiir deren Verhaltnis

&5 _Ca

er C,’

wobei C 4 und C, die spezifischen Wiarmen bei konstantem A bzw. a sind.

2.5. Regel von Hess. Thermochemische Gleichungen

Mit Hilfe des ersten H.auptsatzes der Thermodynamik kann man die Regel von Hess
herleiten, die 1840 (also noch vor der Aufstellung des ersten Hauptsatzes) entdeckt wurde.
Die Regel von Hess (auch als Satz von der Konstanz der Wirmesummen bezeichnet) besagt,

1) Siehe Abschn. 3.7.
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daB die Warmetdnung chemischer Reaktionen, die bei konstantem Volumen V oder kon-
stantem. Druck p stattfinden, nicht von den Zwischenreaktionen abhingt, sondern nur
durch Anfangs- und Endzustand der reagierenden Stoffe bestimmt wird. Sie ergibt sich
in folgender Weise aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik. Aus

6Q=dU+4 pdV
folgt fiir V = const
Q = U2 - UM

d. h., die Wirmemenge hingt nicht von der Art des Ubergangs aus dem Anfangs- in den
Endzustand ab. Verlduft die Reaktion bei p = const, so gilt

6Q =dU+4 pdV = d(U + pV),
und die Warmemenge
Q = (Us+ pV2) — (Us+ pVy)

hiingt ebenfalls nicht von der Art des Ubergangs ab.

Die Regel von Hgess erméglicht die Bestimmung der Wirmeténungen solcher Re-
aktionen, die entweder nur indirekt oder iiberhaupt nicht ablaufen oder deren Warme-
ténungen nicht gemessen werden kénnen. In derartigen Fillen stellt man thermochemische
Gleichungen auf, die es gestatten, Wiarmeténungen zu berechnen.

Die thermochemische Gleichung einer chemischen Reaktion ergibt sich, indem man in
der Reaktionsgleichung an Stelle der Symbole der reagierenden Stoffe ihre inneren Energien
und die Wirmetonung einsetzt. Da die Stoffe in verschiedenen Aggregatzustidnden ver-
schiedene innere Energien besitzen, muBl man in thermochemischen Gleichungen die
Aggregatzustinde unterscheiden [s = fest (solid), = fliissig(liquid), g = gasférmig(gaseous)].

Als Beispiel betrachten wir die unvollstindige Verbrennung von festem Kohlenstoff zu
Kohlenmonoxid. Die dabei entstehende Wirme kann nicht unmittelbar gemessen werden,
weil Kohlenstoff niemals vollstidndig zu CO verbrennt, sondern stets auch CO, gebildet wird.

Bekanntlich werden bei der vollstindigen Verbrennung von Kohlenstoff 97 kcal/Mol
frei, wihrend bei der Verbrennung von Kohlenmonoxid zu Kohlendioxid 68 kcal/Mol
entstehen. Die thermochemischen Gleichungen der genannten Reaktionen lauten

C(s) + Os(g) — COy(g) = 97 keal/Mol,
CO(g) + %02(;;) — COy(g) = 68 keal/Mol.

Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten, so erhilt man

C(s) + %Oz(g) — CO(g) = 29 keal/Mol,

d. h., bei der unvollstindigen Verbrennung von Kohlenstoff werden 29 kcal/Mol CO frei.
Die Wirmeténung einer chemischen Reaktion ist temperatur- und druckabhingig.
Wenn nichts anderes gesagt wird, nimmt man gewdhnlich an, dafl die Reaktion bei Atmeo-
sphéirendruck und Raumtemperatur (18 °C) verlduft.
Die Temperaturabhiingigkeit der Wirmeténung einer chemischen Reaktion wird durch
die Kircrrorrsche Gleichung bestimmt, die man leicht aus dem ersten Hauptsatz der
Thermodynamik ableiten kann (s. Aufgabe 24).



46 2. Erster Hauptsatz

Aufgaben

14. Man zeige, dal der Ausdruck fiir 8Q kein vollstandiges Differential darstellt.
15. Man beweise die Gleichung

- cr=[7= (5, ] G2

wobei H = U + pV ist.

16. Eines der genauesten experimentellen Verfahren zur Bestimmung des Verhéltnisses
y = Cp/Cy besteht in der Messung der Schallgeschwindigkeit. Wie lautet der Zusammen-
hang zwischen der Schallgeschwindigkeit, dem Verhéltnis y der spezifischen Wirmen und
dem isothermen Elastizititsmodul? Wie groB ist die Schallgeschwindigkeit in einem idealen
Gas? ’

17. Man bestimme die Differenz Cp zy — Cp ps fiir ein ideales Paramagnetikum (die
innere Energie hingt nur von der Temperatur ab).

18. Wie lautet die Adiabatengleichung fiir ein ideales Paramagnetikum ?

19. 5m3 Luft mit dem Druck p; = 4 atm und der Temperatur #, = 60 °C mégen sich
auf das dreifache Volumen mit dem Druck p; = 1 atm ausdehnen. Wie groB sind der
Polytropenindex, die Ausdehnungsarbeit, die Warmemenge und die Anderung der inneren
Energie bei diesem Prozef3?

20. Ein elastischer Stab der Linge ! wird unter dem Einfluf des Druckes p gedehnt.
Wie lautet das Verhaltnis Ap/Ag der Koeffizienten der isothermen und adiabatischen Aus-

dehnung (l = % %)9

21. Man bestimme das Verhiltnis der magnetischen Suszeptibilititen dM/dH eines
Magnetikums unter adiabatischen und isothermen Bedingungen.

22. Bei der Bildung von Wasser aus seinen Elementen entsteht die Wirmemenge
Q, = 68,4 kcal/Mol; die Verdampfungswirme von 1 Mol Wasser ist Q9 = 9,5 kecal. Man
berechne die Bildungswirme von Wasserdampf, der aus seinen Elementen entsteht.

p

Abb. 5

0 4

23. Bei der vollstindigen Verbrennung von 1 Mol Methan zu Kohlendioxid und Wasser
werden Q; = 211,9 kcal frei. Andererseits entstehen bei der Bildung von Wasser aus seinen
Elementen @, = 68,4 kcal/Mol und bei vollstindiger Verbrennung von Kohlenstoff
Qs = 97 kcal/Mol. Man bestimme die Wiarmeténung Q fiir die Bildung von Methan aus
festem Kohlenstoff und gasférmigem Wasserstoff.
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24. Die Wirmetonung Q einer bei konstantem Volumen oder konstantem Druck ver-
laufenden chemischen Reaktion hingt von der Temperatur ab. Man bestimme (3Q/dT)y
und (3Q/dT), sowie die Anderung der Wirmetsnung fiir die Verbrennung von 1 Mol
Wasserstoff zu Wasser, wenn sich die Temperatur um 1 grd erhsht.

25. Durch einen Punkt 4 im (V,p)-Diagramm seien die Isotherme T und die Adiabate S
eines idealen Gases gezeichnet (Abb. 5). Es ist zu zeigen, dal der durch die Kurve DAD’
dargestellte polytrope ProzeB bei negativer spezifischer Warme und der Proze8, der durch
die Kurve EAE’ beschrieben wird, bei positiver spezifischer Wirme verlauft.

26. Wie lautet die Bedingung dafiir, daB 6Q und dT gleichzeitig verschwinden, d. h.,
daf die Adiabate (6Q = 0) mit der Isothermen (d T = 0) iibereinstimmt ?



3. Zweiter Hauptsatz

3.1. Formulierung des zweiten Hauptsatzes

Nach dem ersten Hauptsatz hat jedes System eine eindeutige Zustandsfunktion,
die innere Energie, die sich bei beliebigen Prozessen in abgeschlossenen Systemen
nicht dndert.

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik besitzt jedes Gleichgewichis-
system eine weitere eindeutige Zustandsfunktion, die Entropie, die im Unterschied
zur inneren Energie nur bei quasistatischen Prozessen in abgeschlossenen Systemen
konstant ist und bei nichtstatischen Prozessen zunimmt.

Der zweite Hauptsatz ist eine Aussage iiber die Entropie, wihrend der erste
Hauptsatz die quantitative Seite des Satzes von der Erhaltung und Umwandlung
der Energie ausdriickt. '

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik wurde im Zusammenhang mit der
Analyse von Wirmekraftmaschinen aufgestellt, worauf auch seine urspriingliche
Formulierung beruht. Die ersten Untersuchungen dieser Art fithrte 1824 S. Car-
~ot aus. Obgleich Carnor in seiner Arbeit [2] von einem Wirmestoff ausging,
erhielt er die richtige Aussage, daB der Wirkungsgrad von Wirmekraftmaschinen,
die nach dem Prinzip des (CarNorschen) Kreisprozesses arbeiten, vom Arbeitsstoff
unabhingig ist. CLausius und W. Tromson, die CarNors Idee vom Wirmestoff
verwarfen und das erwéhnte Theorem nochmals bewiesen, gaben fast gleichzeitig
eine strenge Begriindung fiir die Aussagen, die heute den Inhalt des zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik bilden.

Der zweite Hauptsatz ist wie der erste eine Verallgemeinerung experimenteller
Erfahrungen. Fiir die Umwandlung von Wirme in Arbeit und umgekehrt wurden
empirisch bestimmte Gesetzmifigkeiten gefunden, darunter solche, die ,,gewshn-
lichen* und ,,auBergewdhnlichen‘ Systemen!) gemeinsam sind, und solche, die
entweder nur fiir ,,gewéhnliche‘ oder nur fiir ,,auBergewdhnliche’* Systeme zutref-
fen. Thre Analyse fithrte zur Formulierung des zweiten Hauptsatzes in der Form,
daf} die Entropie existiert und bei beliebigen Prozessen in abgeschlossenen Syste-
men nicht abnimmt. Diese Formulierung folgt aus einer Fassung des zweiten
Hauptsatzes, die unmittelbar mit den Gesetzen der Umwandlung von Wirme in
Arbeit und umgekehrt zusammenhéngt. Da ,,auergewéhnliche’* Gleichgewichts-
systeme selten vorkommen (als solche sind bisher nur Kernspinsysteme bekannt),
gehen wir von der Formulierung des zweiten Hauptsatzes fiir gew6hnliche Systeme
aus. Im Abschn. 10.3. werden wir die entsprechende Gesetzm#Bigkeit fiir Spin-
systeme untersuchen und ebenfalls den Satz von der Zunahme der Entropie erhal-
ten. Dort wird auch eine Formulierung des zweiten Hauptsatzes angegeben, die
sowohl fiir ,,gewdhnliche‘ als auch fiir ;,auBergewdhnliche Systeme gilt.

Wie schon im Abschn. 1.4. festgestellt wurde, sind die Begriffe Wirme und
Arbeit als Formen der Energieiibertragung, die in der Thermodynamik betrachtet
werden, einander nicht gleichwertig. Arbeit kann unmittelbar in Energie beliebiger
Form verwandelt werden, wihrend Wirme unmittelbar, d. h. ohne vorherige

1) Zur Definition ,,gewohnlicher* und ,,auBergewshnlicher* Systeme vgl.'Abschn. 1.4.
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Umwandlung in Arbeit, nur zur Erh6hung der inneren Energie beitragen kann.
Die Tatsache, daB Wérme und Arbeit in diesem Sinne nicht gleichberechtigt sind,
wire ohne Bedeutung, wenn Wirme ohne weiteres in Arbeit umgewandelt werden PN
konnte. Das Experiment zeigt aber etwas anderes. Die Umwandlung von Arbeit in gﬁrw,i’
Wirme erfolgt unter Anderung des thermodynamlschen Zustandes eines einzigen & 0-/\7%
Kéorpers, der die Wiarme aufnimmt (wie z. B. 1m Falle der Erwdrmung durch
Relbung oder der elektrischen Erwérmung). Bei der Umwandlung von Wérme in
Arbeit #ndert sich jedoch zusitzlich zur Abkiihlung der Warme abgebenden Sub-
stanz notwendig auch der thermodynamische Zustand weiterer am ProzeBl betei-
ligter Kérper, und zwar bei einem nichtgeschlossenen Prozel3 der des Arbeitsstoffes
und bei einem KreisprozeB der anderer Kérper, an die der Arbeitsstoff dann einen
Teil der aufgenommenen Wirme abgibt. Die Funktion derartiger ,,anderer Kor-
per wird in Warmekraftmaschinen gewdhnlich von Kondensatoren iibernommen.

Bezeichnet man die Erscheinung, daf} sich der thermodynamische Zustand des
Arbeitskérpers dndert: (nichtgeschlossener ProzeB) bzw. der Arbeitskérper einen
Teil der Warme auf ,,andere Kérper‘ iibértrigt und sich deren thermodynamischer
Zustand dndert (KreisprozeB), als ,,Kompensauon , so findet man experimentell,
dal Wérme nicht ohne ,,Kompensation“ vollstindig in Arbeit, Arbeit dagegen
ohne ,,Kompensation‘‘ vollstindig in Wiarme umgewandelt werden kann.

Aus diesem .Grund verlaufen die natiirlichen Prozesse einseitig.!) In einem
abgeschlossenen System haben selbstindig ablaufende Prozesse stets die Richtung,
in der die potentiell mogliche Arbeit kleiner wird. Es wird z. B. niemals beobachtet,
daBl Wirme selbsténdig von einem kilteren auf einen wirmeren Kérper iibergeht.
Befinden sich zwei Kérper verschiedener Temperaturen in Wiarmekontakt, so geht
bis zum Temperaturausgleich Wirme vom wérmeéren zum kélteren Kérper iiber.
Besteht zwischen zwei Kérpern eine Temperaturdifferenz, so ist es méglich (s.
Abschn. 3.8.), Arbeit zu gewinnen (die potentiell mogliche Arbeit). Der beim
Wirmekontakt beider Kérper verlaufende Proze8 hat also die Richtung, in der die
potentiell mégliche Arbeit kleiner wird.

Der zweite Hauptsatz, der die bei der Umwandlung von Wirme in Arbeit und
von Arbeit in Wirme geltenden Gesetze (im Falle gewohnlicher Systeme) aus-
driickt, lautet: Es gibt keine periodisch arbeitende Vorrichtung, die Wérme ohne
»Kompensation** in Arbeit umwandelt (Perpetuum mobile zweiter "Art ). Hingegen
existieren pertodisch arbeitende Vorrichtungen, die Arbeit ohne ,,Kompensation in
Wirme umwandeln (riickwirts laufendes Perpetuum mobile zweiter Art).2) Das

1) Wiaren die Umwandlungen von Wirme in Arbeit und von Arbeit in Warme gleich-
berechtigt, d. h. die Umwandlung von Arbeit in Wirme ebenfalls mit einer ,, Kompensation‘
verbunden oder die Umwandlung von Wirme in Arbeit ebenfalls ohne ,,Kompensation‘
moglich, so gibe es keine Einseitigkeit der natiirlichen Prozesse. Im Falle eines Spinsystems
sind die Umwandlungen in umgekehrter Richtung nicht gleichberechtigt; Arbeit kann nicht
ohne Anderungen in der Umgebung in Wirme, Wirme aber ohne Anderungen in der
Umgebung in Arbeit umgewandelt werden (s. Abschn. 10.3.).

2) Dagegen existiert kein riickwirts laufendes Perpetuum mobile erster Art (S. 35). Diese
Aussage ist in der Formulierung des ersten Hauptsatzes nicht enthalten, weil sie auf die
Existenz der inneren Energie eines Systems als einer eindeutigen Zustandsfunktion, also den
Inhalt des ersten Hauptsatzes, keinen Einflul hat. Ebensowenig beriihrt das Vorhandensein
eines riickwirts laufenden Perpetuum mobile zweiter Art die Existenz, wohl aber das
Anwachsen der Entropie (zweiter Teil des zweiten Hauptsatzes). Deshalb muf diese Aussage

4 Basarow, Thermodyngmik
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bedeutet folgendes. Wihrend man Wirme nicht ohne ,, Kompensation‘‘ vollstindig
in Arbeit umwandeln kann (es gibt kein Perpetuum mobile zweiter Art), ist es
maoglich, Arbeit ohne ,,Kompensation‘* vollstindig in Wirme zu verwandeln (ein
riickwirts laufendes Perpetuum mobile zweiter Art existiert) Man kann ohne
Schwierigkeiten eine Maschine konstruieren, deren e1nz1ge Funktion Arbeitsauf-
wand und Erwiarmung eines Reservoirs ist.1)

Mit anderen Worten: Wird Wirme in Arbeit umgewandelt, indem wihrend eines
Kreisprozesses einem oder mehreren Kérpern die positive Warmemenge Q = ¢30Q
(8Q > 0) entzogen und die positive Arbeit W geleistet wird, so gilt stets

o=w

(der Pfeil bezeichnet die Puchtung des Prozesses). Dagegen gilt bei der Umwand-
lung einer Arbeit W (W > 0) in eine Warmemenge Q immer

wW=0.
Der zweite Hauptsatz enthélt demnach die beiden unabhéngigen Aussagen
QZW und W=0Q. (3.1)

Wie wir zeigen werden, fithrt die erste dieser Aussagen im Falle von Gleich-
gewichtssystemen zur Existenz der Temperatur und einer neuen eindeutigen
Zustandsfunktion, der Entropie. Beide Aussagen des zweiten Hauptsatzes zusam-
men ergeben den einseitigen Charakter der Entropiedinderung bei natiirlichen
Prozessen in abgeschlossenen Systemen.

In den Abschnitten 3.3.und 3.4. werden wir zeigen, dall die Entropie auf Grund
des zweiten Hauptsatzes fiir jedes Gleichgewichtssystem existiert und bev beliebigen
Prozessen in abgeschlossenen Systemen nicht abnimmdt.

Nach dem ersten Teil des zweiten Hauptsatzes ist es nicht méglich, mit Hilfe
eines Kreisprozesses Wirme in Arbeit ohne ,,Kompensation‘ umzuwandeln. Der
Begriff der ,,Kompensation enthilt gemaB seiner Definition zwei Elemente: 1.
den Ubergang ciner Wirmemenge vom Arbeitsstoff auf andere Korper und 2. die
Anderung des thermodynamischen Zustandes dieser anderen Kérper. Fiir gewohn-
liche Systeme unterscheiden sich die beiden Elemente der ,,Kompensation‘ nicht
voneinander, weil sich bei der Ubertragung einer Warmemenge vom Arbeits-

stoff auf andere Kérper automatisch deren thermodynamischer Zustand &ndert.

Wir werden jedoch sehen, daBl die beiden Elemente der ,, Kompensation‘‘ im Falle
von Spinsystemen verschiedene Bedeutung haben. Wiarme kann mit Hilfe eines
Spinsystems durch einen KreisprozeB vollstandig in Arbeit umgewandelt werden,
ohne daB eine Anderung des thermodynamischen Zustandes anderer Korper
erfolgt. Bei der Umwandlung gibt der Arbeitsstoff aber notwendig einen Teil der
Wirme an andere Kérper ab. Diese Eigenschaft der Umwandlung von Wirme in
Arbeit trifft sowohl fiir gewshnliche als auch fiir Spinsysteme zu (gemeinsames
Element der ,,Kompensation®‘). Daraus folgt, daf§ die Entropie fiir beide Arten von
Gleichgewichtssystemen existiert.

in die Formulierung des zweiten Hauptsatzes (fiir gewdhnliche Systeme) aufgenommen
werden. Wie man jedoch heute weiB, ist sie nicht immer richtig.

1) Wihrend also der erste Hauptsatz aussagt, daB Wirme und Arbeit in quantitativer
Hinsicht dquivalent sind, stellt der zweite Hauptsatz fest, daB sie es in qualitativer Hinsicht
nicht sind.
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Als THomsoN-Prancksches Perpetuum mobile zweiter Art bezeichnen wir eine
periodisch arbeitende Vorrichtung, die allein durch Abkiihlung eines Kérpers
ohne weitere Anderungen an anderen Kérpern positive Arbeit erzeugt. Man kann
das TromsoN-PrLancksche Perpetuum mobile zweiter Art nicht durch gewohnliche,
wohl aber durch Spinsysteme realisieren. Eine Maschine, die ohne ,, Kompensation*‘
ununterbrochen die Warme eines Korpers in Arbeit umwandelt (Perpetuum mobile
zweiter Art) gibt es jedoch weder fiir gewdhnliche noch fiir Spinsysteme.?) Ein
riickwirts laufendes Perpetuum mobile zweiter Art existiert fiir gewéhnliche
Systeme, jedoch nicht fiir Spinsysteme (s. Abschn. 10.3.).

Wir stellen uns nun die Aufgabe, den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
analytisch zu formulieren, um danach seine Anwendungen betrachten zu kénnen.
Aus diesem Grund untersuchen wir ihn im einzelnen fiir Gleichgewichts- (quasista-
tische) und Nichtgleichgewichts- (nichtstatische) Prozesse. ,

Ausgehend vom zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, betrachten wir zu-
nichst die Einteilung aller Prozesse in reversible und irreversible sowie ihren
Zusammenhang mit Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichtsprozessen.

3.2. Reversible und irreversible Prozesse

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik gestattet es, alle Prozesse in rever-
sible und irreversible einzuteilen. Er sagt aus, dafl keine Prozesse existieren, bei
denen Wirme ohne ,,Kompensation‘“ in Arbeit umgewandelt wird (nichtkompen-
sierte Umwandlung von Wérme in Arbeit), withrend es Prozesse gibt, die nicht mit
einer solchen Umwandlung verbunden sind. Das fithrt zur Einteilung der Prozesse,
die in einem abgeschlossenen System maéglich sind, in reversible und irreversible.

Ein Proze8, bei dem ein System aus dem Zustand I in den Zustand 2 iibergeht,
wird als reversibel bezeichnet, wenn der Ubergang von 2 nach I nicht mit einer
vollstindigen Umwandlung von Wirme in Arbeit verbunden ist, er heift irrever-
sibel, wenn beim Ubergang von 2 nach I eine nichtkompensierte Umwandlung
von Wirme in Arbeit erfolgt. Jeder quasistatische ProzeB ist reversibel. Bei einem
solchen Prozefl wird der Zustand in jedem Zeitpunkt vollstindig durch die dufleren
Parameter und die Temperatur bestimmt. Andern sich also die genannten Para-
meter in der umgekehrten Richtung, so durchlduft das System in umgekehrter
Richtung alle Zustinde und gelangt in den Anfangszustand zuriick, ohne in der
Umgebung irgendwelche Anderungen zuriickzulassen.

Beim Reibungsprozel wird Arbeit ohne ,,Kompensation in Wirme umgewan-
delt. Der umgekehrte Prozefl ist mit einer nichtkompensierten Umwandlung von
Wirme in Arbeit verbunden. Daher sind Reibungsprozesse irreversibel. Da aber
jeder quasistatische ProzeB reversibel ist, mufl der ReibungsprozeB nichtstatisch
sein.2)

Die Entropie, die auf Grund des ersten Teils des zweiten Hauptsatzes (,,es gibt
kein Perpetuum mobile zweiter Art*) existiert, ist ein MaB fiir die Irreversibilitat

1) Im Falle gewshnlicher Systeme ist das Perpetuum mobile zweiter Art natiirlich mit
dem Tromson-Pranckschen Perpetuum mobile zweiter Art identisch.

2) Das entspricht unseren Vorstellungen iiber die Natur der mechanischen Reibung.
Zwischen zwei sich beriihrenden Kérpern tritt Reibung auf, wenn ihre Oberflichen nicht
absolut glatt sind. Um die Kérper gegeneinander zu verschieben, mufl man eine endliche
Kraft aufwenden, die die Unebenheiten der Oberflichen iiberwindet.

4
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eines Prozesses, der in einem abgeschlossenen System stattfindet (s. Abschn. 3.6.).
Aus der Eindeutigkeit der Entropie folgt, daB jeder irreversible Prozef} nichtsta-
tisch ist.1)

Wir betrachten nun einige Beispiele irreversibler Prozesse.

1. Der Wirmeaustausch zwischen zwei Korpern mit verschiedenen Tempera-
turen ist ein irreversibler Prozel, weil beim umgekehrten Vorgang dem kilteren
Koérper eine bestimmte Wirmemenge entzogen, ohne ,,Kompensation‘ in Arbeit
umgewandelt und die Arbeit zur VergrofSerung der inneren Energie des wirmeren
Kérpers aufgewandt werden miifite (s. Abschn. 3.9.). Die Irreversibilitit des
betrachteten Prozesses ergibt sich auch daraus, daBl er nichtstatisch ist.

2. Die Expansion eines Gases im Vakuum ist irreversibel, weil dabei keine Arbeit
geleistet wird, wihrend es nicht méglich ist, ein Gas ohne Arbeitsaufwand zu kom-
primieren. Die bei der Kompression zu leistende Arbeit wiirde zur Erwérmung des
Gases fiihren. Damit es sich nicht erwérmt, miifite man ihm Wérme entziehen.
Sollen in der Umgebung keine Anderungen zuriickbleiben, so muB man diese
Wirme in Arbeit verwandeln, was aber ohne ,,Kompensation* unméglich ist.

3. Die Diffusion ist ein irreversibler Proze. In einem Behélter mogen sich zwei
Gase befinden, die durch eine Wand voneinander getrennt sind. Entfernt man
diese, so wird jedes Gas in das andere diffundieren. Um sie wieder voneinander zu
trennen, muB man sie komprimieren. Soll dabei keine Erwérmung auftreten, so
muB man ihnen Wirme entziehen. Damit aber in der Umgebung keine Anderungen
zuriickbleiben, miifte man diese Wiirme ohne ,,Kompensation‘‘ in Arbeit umwan-
deln, was aber unméglich ist.2)

3.3. Zweiter Hauptsatz fiir quasistatische Prozesse. Entropie
und absolute Temperatur

Da kein Perpetuum mobile zweiter Art existiert (erster Teil des zweiten
Hauptsatzes), gibt es in der Nédhe jedes Zustandes eines thermisch homogenen3)
Gleichgewichtssystems solche Zustéinde, die adiabatisch unerreichbar sind (Cara-
THEODORYsches Prinzip der adiabatischen Unerreichbarkeit).

Ein System mége quasistatisch aus dem Zustand I in den Zustand 2 iibergehen
und dabei die positive Wiarmemenge

Q=[30 (80>0)
aufnehmen und die Arbeit W, leisten. Dann gilt nach dem ersten Hauptsatz

Q= Uy— U+ Wy. (3.2)

Nimmt man an, dal das System adiabatisch aus dem Zustand 2 in den Zustand
1 zuriickkehren kann und dabei die Arbeit W, leistet, so folgt

0= U — Uy+ Wa. (3.3)

1) Siehe hierzu Abschn. 3.6.

2) Zur reversiblen Durchmischung von Gasen vgl. Aufgabe 31.

3) Als thermisch homogen bezeichnen wir ein System, dessen Teile einheitliche Tempe-
ratur besitzen (d. h. ein System ohne wirmeundurchlissige — adiabatische — Trenn-
winde). Fir ein thermisch inhomogenes System gilt das Prinzip der adiabatischen Uner-
reichbarkeit im allgemeinen nicht (vgl. Aufgabe 33).
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Addiert man (3.2) und (3.3), so findet man, dal wihrend des gesamten Kreis-
prozesses auf Kosten der nichtkompensierten Umwandlung ‘der Warmemenge Q
die Arbeit Wy 4+ W, geleistet wird; es gilt

Q= Wi+ Wy> 0. (3.4)

Da ecin solcher ProzeB nach dem zweiten Hauptsatz nicht existiert, ist der Zustand

J vom Zustand 2 aus adiabatisch unerreichbar.

Die physikalische Bedeutung des Prinzips der adiabatischen Unerreichbarkeit
besteht darin, daB es fiir jedes Gleichgewichtssystem die Existenz einer Zustands-
funktion S sicherstellt, die sich bei quasistatischen adiabatischen Prozessen nicht
dndert. Davon iiberzeugt man sich leicht durch die folgende Uberlegung.

Offenbar kann man die Annahme, daBl jedes Gleichgewichtssystem eine Tempe-
ratur ¢ besitzt, als Prinzip der isothermen Unerreichbarkeit formulieren: Fiir ein
Gleichgewichtssystem gibt es in der Nihe jedes Zustandes solche Zustédnde, die
isotherm unerreichbar sind. Es ist nicht méglich, ein System aus einem Zustand
mit der Temperatur ¢ = ¢, isotherm in einen Zustand mit der Temperatur ¢t = ¢,
(t2 == t;) iberzufithren. Dementsprechend bedeutet die Tatsache, dafl ein System
nicht quasistatisch-adiabatisch aus dem Zustand I in den Zustand 2 gelangen
kann, daB eine bestimmte Funktion § existiert, die sich bei quasistatischen adia-
batischen Prozessen nicht dindert und die im Zustand 7 den Wert S; und im Zustand
2 den Wert Sy &= 5y besitzt.

Im néchsten Abschnitt werden wir diese Folgerung aus dem Prinzip der adia-
batischen Unerreichbarkeit streng ableiten. Auf Grund des genannten Prinzips
besitzt die Prarrsche Form (2.15) fiir 8Q, die nach dem ersten Hauptsatz kein voll-
standiges Differential ist, im Falle quasistatischer Zustandséinderungen stets einen
integrierenden Nenner ¢ (t), der nur von der Temperatur des Systems abhéingt:

50 ds.

@(1)

Die Wahl der empirischen Temperatur beeinflult dabei die Form, aber nicht die
Zahlenwerte der Funktion ¢ (t) (s. Abschn. 3.4.).
Mit der Bezeichnung ¢ (¢) = T erhilt man

8?0 = ds. (3.5)

Physikalisch bedeutet die Beziehung (3.5), daB fiir Gleichgewichtssysteme eine
Zustandsfunktion S, die als Entropie bezeichnet wird, und eine nicht von der
Thermometersubstanz abhéngige Temperatur T (absolute Temperatur) existieren.

Da es kein Perpetuum mobile zweiter Art gibt, ist die Entropie S eine eindeutige
Zustandsfunktion. Das bedeutet, daf3 5£8Q/T fiir jeden beliebigen guasistatischen
KreisprozeB verschwinden muf.

Davon iiberzeugt man sich wie folgt. Angenommen, die Entropie wire nicht
eindeutig, so miifite es zwei Adiabaten §; und S, geben, die sich schneiden. Wir
betrachten einen KreisprozeBl, der aus der Isothermen /—2 und den beiden sich
schneidenden Adiabaten 2—3 und 3—1I besteht (s. Abb. 5a). Die dem Thermo-
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staten auf der Isothermen I — 2 entzogene Wirmemenge Q(Q > 0) wird bei
einem Umlauf auf Grund des ersten Hauptsatzes vollstindig in die Arbeit

W= 0=§30

umgewandelt. Das ist aber nach dem zweiten Hauptsatz nicht méglich.

p

Abb. 5a

v

Aus der Unmaglichkeit eines Perpetuum mobile zweiter Art folgt also, daB sich
Adiabaten nicht schneiden kénnen, d. h., daB die Entropie eindeutig ist. Mathe-
matisch wird das durch die Gleichung

$ds=0 (3.6)

ausgedriickt.
Befindet sich der Arbeitskérper, der den Kreisprozel ausfiithrt, immer im Kon-
takt mit einem Thermostaten, so gilt auf Grund von (3.5) und (3.6)

W=Q=¢3Q=T¢dsS=0,

d. h., die Arbeit beim isothermen Kreisproze$ ist gleich Null.?)

Die Annahme, daB die Zustandsfunktion S (Entropie) fiir Gleichgewichts-
systeme existiert, bildet den Inhalt des zweiten Hauptsatzes fiir quasistatische
Prozesse.

Mathematisch wird der zweite Hauptsatz fiir quasistatische Prozesse durch die
Gleichung

3Q
- = ds
oder
3Q=TdS (3.7

ausgedriickt. Die letzte Beziehung besitzt dieselbe Form wie der Ausdruck (1.3) fiir
die infinitesimale Arbeit. Dabei ist die absolute Temperatur T ein intensiver Para-
meter der Wirmeiibertragung (verallgemeinerte thermodynamische Kraft), wih-
rend die Entropie S einen extensiven Parameter der Wirmeiibertragung (verall-

1) Bei Benutzung nichtstatischer Prozesse kann die Arbeit W, die wiihrend eines Kreis-
prozesses gewonnen wird, negativ sein (vgl. Aufgabe 43).
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gemeinerte Koordinate) darstellt. Wie bereits im Abschn. 1.4. erwdhnt wurde, sind
die Ausdriicke fiir die Gréen 3Q und 3W einander dhnlich, da sie ihrer Natur nach
verwandt sind. Beide GroBen driicken ndmlich eine Energiemenge aus, die ein
System aufnimmt. Der zweite Hauptsatz fiir quasistatische Prozesse in integraler
Form ist die Crausiussche Gleichung

3Q
35 5 =0 (3.8)

L

3.4. Mathematische Begriindung fiir die Existenz der Entropie
und absoluten Temperatur

Im folgenden werden wir die im Abschn. 3.3. angegebenen Folgerungen aus dem
Prinzip der adiabatischen Unerreichbarkeit mathematisch begriinden. Es wurde
behauptet: Der Ausdruck fiir die Wiarmemenge 3Q bei quasistatischen Prozessen
besitzt einen integrierenden Nenner, und unter den integrierenden Nennern y gibt
es einen, der nur von der Temperatur abhingt [4 = ¢ (¢)]. Die Wahl der empiri-
schen Temperatur ¢ beeinflut die Form, aber nicht die Zahlenwerte von ¢ (t).

1. Holonomitit der Differentialform 3Q. Wie wir sahen,?) ist der Ausdruck fiir die
Wirmemenge 3Q eine lineare Differentialform in den vollstindigen Differentialen

der unabhiéngigen Variablen ¢, a4, as, ..., a,, d. h. eine Prarrsche Form:

3Q= Ca,u, ... andt + 1o, das + g, dag + ... + ls, day,. (3.9)
Man teilt die Prarrschen Formen

I, = Xy dzy +Xodzo + ... + Xpdzyy (3.10)
(die GroBen X, X5, ..., X,, sind Funktionen der unabhiingigen Variablen z,
Z9, ..., Tpy) in zwei Klassen ein, die sich durch bestimmte Eigenschaften wesentlich

voneinander unterscheiden.
Die Prarrschen Formen, die den vollstindigen Differentialen bestimmter Funk-
tionen der unabhingigen Verdnderlichen gleich oder proportional sind, bilden die

erste Klasse. Sie besitzen einen integrierenden Faktor u(z, 29, ..., ), so.daB das
Produkt von 817,, mit u (x4, 2, ..., Tn,) gleich dem vollstindigen Differential einer
Funktion @ (x4, z2, ..., Tp,) ist:

Wy, Toy ooy Tp) (Xpdzy + Xodzo + ... + Xppdz ) =
= d¢(.’t1, LYy ey .’L‘m).

Die Prarrschen Formen, die vollstindigen Differentialen weder gleich noch pro-
portional sind, also keinen integrierenden Faktor besitzen, bilden die zweite
Klasse.

Prarrsche Formen, die einen integrierenden Faktor besitzen, heilen holonom
und solche, die keinen integrierenden Faktor besitzen, nichtholonom. _

Ist die Zahl m der Variablen gleich 2, so existiert immer ein integrierender Fak-
tor. Prarrsche Formen mit zwei unabhéngigen Variablen sind also stets holonom
(vgl. Aufgabe 36). Prarrsche Formen mit m > 2 kénnen je nach Art der Faktoren

1) Siehe Abschn. 2.2., Gl (2.15).
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Xy, X3, ..., X, die bei den Differentialen von x4, z, ..., ,, stehen, holonom oder
nichtholonom sein.

Im folgenden geben wir Bedingungen an, denen die Koeffizienten X;, X, ...,
X, geniigen, wenn eine Prarrsche Form holonom ist. Die Prarrsche Form mit
m = 3 lautet

3 II3= X dzy + Xodzy + Xsdas. (3.11)
Ist 3113 holonom, so gilt
w(@y, 29, 23) (Xydzy + Xodzg + Xadag) = dD(zy, 29, 23) =
00 a0 '

=-—dx1+

Y
T Ay + 2= da.
a7, 5y 002 T g, 478

Daraus folgt

P P 0D

—_— X N —_— ) —_— = X
a.il,‘l # ! 6(1,‘2 # e 35!33 # 23

und, da die gemischten Ableitungen von @ nach beliebigen Variablenpaaren gleich
sind,

a
a_a:; (1 1) = 739?_1 (nX3),
a a
E (1 Xs) = E (1 X3),
a a
E (nX3) = E (1 Xy).

Aus diesen Gleichungen eliminieren wir die Funktion @, indem wir die erste Glei-
chung mit X3, die zweite mit X; und die dritte mit X5 multiplizieren und die so
crhaltenen Beziehungen addieren. Als notwendige Bedingung dafiir, dafl die
‘PraFrsche Form (3.11) hoflonom ist, ergibt sich

X (aX3 axz) L X (aX1 6X3) L X, (0X2 f"Xi) - 0. (3.12)

dxy 0z dr; oz oz, 0y

Diese Gleichung 148t sich auch in der Form
(3.rot 3)=0 (3.13)

schreiben, wobei 3 der Vektor mit den Komponenten X;, X5 und X3 ist.

Diese Bedingung ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend: Ist sie
erfiillt, so ist die Prarrsche Form (3.11) holonom.

Fiir die Holonomitit der Prarrschen Form (3.10) ist im allgemeinen Fall einer
beliebigen Zahl von Variablen (m > 3) notwendig, daf} je drei der Funktionen X;
der Identitdt

(3, r0t3)=0
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geniigen, wobei die drei betrachteten Funktionen X; die Komponenten des Vek-
tors 3 bilden.

Setzt man die Prarrsche Form (3.11) gleich Null, so erhdlt man die Prarrsche
Gleichung

SIT;= 0. (3.14)

Ist die Prarrsche Form (3.11) holonom, d. h. u 8IT3 = d D (2, 22, x3), so existiert
ein Integral von (3.14) in der Form einer einparametrigen Flachenschar im Raum
Ty, X2y T3

D(zq, x9, 23) = C. (3.15)

Solche Flachen bezeichnet man in Anlehnung an die Thermodynamik als Adiaba-
tenflachen.!) Geniigen die Koeffizienten X;, X5, X3 bestimmten Bedingungen, so
schneiden sich die einzelnen Adiabatenflichen nicht.2)

Bewegt man sich in diesem Fall, von einem vorgegebenen Punkt ausgehend, auf
einer Adiabatenfliche, so ist es unméglich, die Integralfliche, die den Ausgangs-
punkt enthilt, zu verlassen. In der Umgebung jedes Punktes gibt es also solche —
auf anderen Integralflichen liegende — Punkte, die adiabatisch, d. h. ohne daBl
die vorgegebene Integralfliche verlassen wird, unerreichbar sind.

Man zeigt leicht, daBl man auch umgekehrt schlieBen kann: Gibt es in der Umge-
bung eines vorgegebenen Zustandes solche Zustinde, die durch eine der PraFr-
schen Gleichung 313 = 0 geniigende Zustandsinderung vom vorgegebenen Zu-
stand aus nicht erreicht werden kénnen, so'ist die Prarrsche Form 3773 holonom.

In der Umgebung eines beliebigen Punktes mége es solche geben, die von ihm
aus nicht mit Hilfe der Prarrschen Gleichung (3.14)

81]3 = dexl-{- de.’l?g-;— X3d.’113= 0

erreichbar sind. Dann vermittelt (3.14) einen Zusammenhang zwischen den Verin-
derlichen z4, x5, 3, der eine einparametrige Schar sich nicht schneidender Flachen
D (21, z2, x3) = C darstellt, so daBl man tatséichlich nicht von einem beliebigen
Punkt auf einer Adiabatenfliche (C = C;) beliebige Punkte auf anderen Adia-
batenflichen (C = C,, Cs, ...) erreichen kann.

1) Die Prarrsche Gleichung 617, = 0 ist der Adiabatenbedingung §Q = 0 analog.

2) Das ist immer dann der Fall, wenn mindestens einer der Koeffizienten X;, X, X3 in
keinem Punkt des Variabilitidtsgebiets D von z;, z5, 23 gleich Null wird. Andernfalls
kénnen sich die Adiabatenflichen schneiden, und die Funktion &(z,, Z3, 23) kann folglich
mehrdeutig sein. Die Tatsache, daB sich die einzelnen Flichen ®(z, x5, 2x3) = C nicht
schneiden, entspricht der adiabatischen Unerreichbarkeit, stellt aber noch keine Aussage
iiber die Eindeutigkeit der Funktion @(z;, 25, z3) dar. Es ist moglich, daB kein einziger der
Koeffizienten X;, X5, X3 im Gebiet D gleich Null wird, die einzelnen Flichen der Schar
D(xy, 29, 23) = C sich also nicht schneiden, die Funktion @(z,, 29, ¥3) aber dennoch mehr-
deutig ist. Dieser Fall tritt ein, wenn das Gebiet D zweifach zusammenhingend ist.

Im Falle der Prarrschen Form fiir-§Q ist D der Raum der Zusténde realer Systeme, der
einfach zusammenhingend ist, da die Entropie, wie wir im Abschn. 3.3. sahen, auf Grund
des zweiten Hauptsatzes eindeutig ist. '
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Der differentielle Zusammenhang zwischen den Veranderlichen z;, x5, 23 wird
also durch die Gleichung

oD D 0D

el —d —dzz = .

o, dzq + Fr 29 + prs z3=0 (3.15a)
beschrieben. Folglich sind die Koeffizienten bei dz; in (3.14) und (3.15 a) einander
proportional:

w(X1dzs + Xodze + X3dag) =

oD D oD
=_——dz1+ —dzg + — daz= dD(xy, x2, x3) .
axg 03:3

Diese Beziehung bedeutet, daB 375 holonom ist.1)

Im Falle einer nichtholonomen Prarrschen Form, in dem die Integrabilitéts-
bedingung (3.13) nicht erfiillt ist, besitzt die Prarrsche Gleichung (3.14) keine
Integrale in Form von Fliachenscharen, sondern in Form eindimensionaler Mannig-
faltigkeiten (Linien im Raum z;, 29, x3). Diese hdngen von einer beliebigen Funk-
tion @ und einem beliebigen Parameter C ab:

p(xy, 2y, x3) = 0, x9= @(z4, C). (3.16)

Man kann also durch zwei beliebige Punkte stets eine Integralkurve legen (vgl.
Aufgabe 37). N

Jeder Punkt ist somit im betrachteten Fall von jedem anderen Punkt aus adia-
batisch (811,, = 0) erreichbar. Ist die Prarrsche Form nichtholonom, so gibt es
demnach keine adiabatisch unerreichbaren Punkte.

Da wegen der Unmaéglichkeit eines Perpetuum mobile zweiter Art in der Um-
gebung jedes Zustandes adiabatisch unerreichbare Zustdnde existieren, ist die
Prarrsche Form (3.9) fiir 3Q also immer holonom, d. h. besitzt immer einen inte-
grierenden Faktor.

2. Existenz der Entropie. Wir zeigen nun, daf} es unler den integrierenden Fak-
toren der Prarrschen Form fiir §Q einen gibt, der nur von der Temperatur abhéngt
und die Entropie des Systems bestimmt.

Dazu betrachten wir zwei Teilsysteme, die sich im thermodynamischen Gleich-
gewicht befinden. Dabei werde der Zustand des ersten Teilsystems durch die Para-

meter ¢, ag, as, ..., @y, der des zweiten Teilsystems durch die Parameter ¢, by, by,
«es by und der des Gesamtsystems durch die Parameter ¢, a4, ..., a,, b1, ..., by,
bestimmt.

Bei einem quasistatischen Proze mdge das Gesamtsystem die Wérmemenge
3Q aufnehmen, wobei auf die Teilsysteme die Warmemengen 3Q; und 3Q; entfal-
len. Es gilt also

3Q = 30; + 30s. (3.17)

Nach den bewiesenen Sétzen sind die Ausdriicke fiir alle angegebenen Wirme-
mengen holonom. Sie lassen sich also in der Form

8Qi= Z1d0’1, SQ2= lng’Q, 80= Ado (3.18)

1) Analog kann man die Behauptung fiir den allgemeinen Fall m > 3 beweisen.
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schreiben, wobei
M=4, a4, ..., ap),
A= 2a(t, by, ooy b)),
A=A, ag, ey an, by, s by)

die entsprechenden integrierenden Nenner sind.

Die Funktionen ¢y bzw. oy sind Zustandsfunktionen des ersten bzw. zweiten
Systems. Sie konnen als unabhingige Parameter gewahlt werden (z. B. an Stelle
von aq bzw. b;), so daB die Beziehungen

M= Mt 01, az, ..., an),
2'2= }‘2(t » 09, b2, seey bm)v
)' = l(t7 01, 02, A2, +++y Ap, b2, eeey bm) 9

0 = O'(t7 01, 02, A2, «evy Qp, b2v eeey bm).

und
do=— dt + d d02 + E — dal E (3.19)
abk
gelten.
Setzt man (3.18) in (3.17) ein, so ergibt sich andererseits
A As
do = 71 doy + 7(162 (3.20)

Durch Vergleich von (3.19) mit (3.20) erhdlt man die Beziehungen dc/dg; = 4;/2
und d06/d0oy = As/A, wihrend die Koeffizienten bei d¢, das, ..., day, dbs, ..., db,, In
(3.19) verschwinden miissen. Setzt man die gemischten Ableitungen von ¢ unter
Verwendung dieser Ergebnisse gleich, so findet man

0 (M) 0 (h)
(7)) =0 Tt(T)_O’ (3.24)
(M 0 (M)
a_a,-(T)_O’ -@_(T)_o, (3.22)
a (M) 0 (M|
a3 =0 a5 (7)=0 (3.23)

i=2,.,n; k=2,..,m

Aus (3.21) folgt, daB3 die Abhiéingigkeit der GréBen A4, 43 und A von ¢ nur die Form

A= @(t)fa(o2, ba, ..., bm), (3.24)

11 = (p(t)fi(m, A9y eny a,,), ]
;‘ = ‘p(t)f(()'l’ 03, g, ..., Gp, by, ..., bm) }
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haben kann. Dabei ist ¢ (t) eine beliebige Funktion von ¢. Da A; nicht von den by
und A3 nicht von den a; abhiingt, mufl wegen (3.22) und (3.23) 2 unabhingig von
den a; und by, 4; unabhingig von den a; und A5 unabhéngig von den by sein.

Mit Hilfe von (3.24) folgt also

A= @(t)f1(oy),
Ao = @(t)fa(02), (3:25)
A = @()f(o1, 02).

Die Funktionen fy (61), f2(03) und f (o4, 09) sind beliebig, da nach einem mathemati-
schen Satz mit 4y auch das Produkt aus 4; und einer beliebigen Funktion ¥ (o) ein
integrierender Nenner der Differentialform 30, ist.?)

Unter den unendlich vielen integrierenden Nennern gibt es insbesondere solche,
fiir die f; (01) = fa(09) = 1 gilt, die also nur von der Temperatur abhéngen. In die-
sem Fall haben wir

A= la= ¢(t)

A=A =ly= gt). (3.26)

und

Damit ist gezeigt, dafl es einen integrierenden Nenner der Differentialform 3Q
gibt, der nur von der Temperatur abhéingt.

Abb. 6

Wir betrachten drei Teilsysteme, die sich im thermodynamischen Gleichgewicht
befinden (s. Abb. 6). Nach den bewiesenen Sitzen gilt fiir je zwei Systeme

M=12a= @), Jo=lz= @t), Ai=A3= ¢(t)

und folglich 44 = 4, = A4 = ¢(t) (1 bezieht sich auf das aus I und 2 zusammen-
gesetzte System).
Die durch die Gleichungen

3
500y
140
und .
SO.
& = dS,
(1)
1) Davon kann man sich leicht folgendermaBen iiberzeugen. Aus 8Q/A4; = do; folgt
0Q/A4 y(0y) = doy/y(0y) = doy mit 6, = fdol/zp(oi). Folglich ist 4; = A; (o) ebenfalls ein
integrierender Nenner.
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definierten Funktionen Sy und §; sind die Entropien der beiden Teilsysteme.
Dividiert man (3.17) durch ¢ (), so wird

B0 _ 45+ dSy— d(Si+ o) = dS.
@(t)

Dabeiist § = §; + S die Entropie des Gesamtsystems, die sich damit als Summe
aus den Entropien der Teilsysteme erweist. Die Entropie ist somit eine additive

Grife.

3. Absolute thermodynamische Temperaturskala. Bisher benutzten wir die empiri-
sche Temperatur ¢, die wir durch die Anderung eines Parameters (z. B. durch die
Ausdehnung) irgendeiner Thermometersubstanz (Quecksilber, Alkohol usw.)
bestimmten. Wir wiesen bereits darauf hin, dal Thermometer mit verschiedenen
Thermometersubstanzen auBler bei den Fixpunkten (0 °C und 100 °C) verschiedene
Temperaturen anzeigen. Daher ist diese Bestimmung der Temperatur, die ein
objektives MaB fiir die Intensitit der Warmebewegung darstellt, willkiirlich und
unbefriedigend.

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik gestattet es, diese Unzulidnglichkeit
zu vermeiden und eine absolute thermodynamische Temperaturskala zu definie-
ren, die nicht von der Thermometersubstanz abhéngt. Da der integrierende Nenner
@ (t) des Ausdrucks fiir die Warmemenge 8Q nur durch die Temperatur bestimmt
wird, kann er als deren MaB benutzt werden. Die Temperatur T = ¢ (¢) ist dann,
wie wir zeigen werden, in dem Sinne absolut, dal zwar die Form der Funktion
@ (¢), nicht aber ihr numerischer Wert von der Wahl der empirischen Temperatur ¢
abhingt. )

Wir suchen zuné#chst einen Zusammenhang zwischen der absoluten und der
empirischen Temperatur. Der Zustand eines einfachen Systems werde durch den
AdulBleren Parameter a und die absolute Temperatur 7' = ¢ (¢) bestimmt, wobei die
empirische Temperatur ¢ mit Hilfe eines Parameters irgendeiner Thermometer-
substanz gemessen wird. Dann gilt nach dem ersten Hauptsatz

$Q=dU+ Ada

und nach dem zweiten Hauptsatz

8—deS.
Man erhilt
(ig)dfq-Kig) +fqda
aT/, 3/ r (35 ars aS) 1
7 = (57).47+ (55) -

Daraus ergibt sich

R I (R
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und
TR
oder
r (%)f (%)ﬁ A (3.27)

Wegen T = ¢(t) gilt t = 9 (7T) und

T("_A) ﬂ=(ﬂ)t+ A

at JadT da
woraus
A
a7 (a_:),,dt
R
T (—U) + 4
da )t

folgt. Durch Integration erhilt man

t

<6A> dr
In T 9t /a 1 T 1

P—— —_—_— = N —_— e

To (ﬂ) + A Ty

da )t
to
oder
T= Toyel (3.28)

Dabei sind T und T die absoluten Temperaturen, die den empirischen Tempera-
turen ¢ und ¢y entsprechen. Durch die Wahl von T, wird die Gradeinteilung
bestimmt.

Aus (3.28) folgt, daB sich das Vorzeichen der Temperatur T beim quasistatischen
Ubergang eines Systems aus einem Zustand in einen anderen nicht @ndern kann.
Es ist entweder immer positiv oder immer negativ. Eine Aussage der Form, dafl
dic absolute Temperatur positiv bzw. negativ sein muf}, 148t sich jedoch nicht
beweisen. Das Vorzeichen von T wird durch eine Zusatzbedingung bestimmt;
diese hingt mit der Frage zusammen, wie man hohere bzw. tiefere Temperaturen
definiert. Man nimmt an, dafl die Temperatur eines Systems zunimmt, wenn ihm
bei konstanten dufleren Parametern Warme zugefithrt wird, d. h. die spezifische
Wirme C, der Bedingung C, = (8 U/aT), >0 geniigt.!) Wie wir im Abschn. 7.3.

1) Auf Grund dieser Zusatzbedingung kann der zweite Hauptsatz der Thermodynamik
im Falle nichtstatischer Prozesse als Satz iiber die Entropiezunahme formuliert werden

(s. Abschn. 3.6.).



3.4. Existenz der Entropie und absoluten Temperatur 63

zeigen werden, ergibt sich daraus, dal die absolute Temperatur im Falle ,,gewéhn-
licher** Systeme positiv ist (7" > 0).

Man kann die Formel (3.28), die die absolute Temperatur definiert, auch in einer
anderen Form darstellen. Die zur empirischen Temperatur ¢; gehérende absolute
Temperatur Ty hat den Wert

T1= To eh
mit
4
(ﬁ) de
at /,
I, =
i + A
(aa);

Daraus folgt
T1 — T0= To(eIl— 1). (3.29)
Dividiert man (3.28) durch (3.29), so erhilt man

T _ el
T,— Ty eh—1

oder
el

T = (T1— To) r— -

(3.30)

Wir wihlen die Temperaturskala so, da} der Differenz t; — to = 100 °C zwischen
den Fixpunkten die Differenz Ty — T¢ = 100 °K entspricht. Es gilt dann

ol
ehi—1°

T= 100 (3.31)

Mit Hilfe dieser Beziehung kann man die absolute Temperatur T aus einer vor-
gegebenen empirischen Temperatur berechnen.

Wir zeigen nun noch, daf} die so bestimmte absolute Temperatur nicht von der
Wahl der Thermometersubstanz abhingt. Dazu betrachten wir neben der empiri-
schen Temperatur ¢ eine zweite empirische Temperatur 7; es gilt T = 7(t). Die
absolute Temperatur @, die sich aus der empirischen Temperatur 7 ergibt, hat
(falls man die Differenz zwischen den Fixpunkten ebenfalls @; — @y = 100 grd
wihlt) den Wert

elz

6= 100

el — 1
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mit
T 13
CrNCET
I a0t /4 at/, dr
T U - aU -
i A — A
(aa)r+ (0a)t+
To ty
? a4 Y94y d
a d
(—) dr (—) —tdr
at/, at /, dr
'[11.’= aU = aU = I‘I’
(—) + A4 (——) + A !
da /= da )t
Ty ty

Daraus folgt aber bereits
O=T.

Die absolute Temperatur hiingt also nicht von der Wahl der Thermometersub-

stanz ab.
Als Thermometersubstanz kénnen wir ein ideales Gas wihlen, auf das ein allsei-

tiger Druck ausgeiibt wird, so daB 4 = p, a = V ist; ferner gilt p = po (1 + «t),
wobei & = 1/273,16 und ¢ die Temperatur in der Cersius-Skala sind. AuBlerdem

haben wir"

AU
(W)ﬁ‘?-

Die Integrale I und I; werden damit zu

t

6p)
) de t
(0t v _/adt 1 14wt

I= (3U)+ Trat "Trak
av): p to
tD
14+ aty
I = .
! n1+(xt0

Setzt man diese Ausdriicke in (3.31) ein, so erhdlt man

14 ot

T=100 ———
oty — to)

und mit ¢ — to = 100 grd

T=% 4+t =273,16 + 1.
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Die absolute Temperatur stimmt also mit der in der Kervin-Skala gemessenen
Gastemperatur iiberein. Der absolute Nullpunkt 7" = 0 °K ist in der CeLs1us-Skala
¢t = —273,16 °C.

3.5. Grundgleichung der Thermodynamik fiir quasistatische
Prozesse. Berechnung der Entropie

Auf Grund des zweiten Hauptsatzes: der Thermodynamik fiir quasistatische
Prozesse existiert eine eindeutige Zustandsfunktion, die Entropie, deren physika-
lische Bedeutung wir im folgenden diskutieren wollen.

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik fiir quasistatische Prozesse lautet

[vgl. Gl (3.7)]
3Q=TdS.
Mit Hilfe der Beziehung (3.7) und des ersten Hauptsatzes
3Q=dU+ 3 A;da;
ergibt sich die Grundglleichung der Thermodynamik fiir quasistatische Prozesse:
TdS=dU+ 3 A;da;, (3.32)
von der man bei der .Ulntersuchung von Gleichgewichtssystemen stets ausgeht.

__Mit Hilfe von (3.32) erhilt man fiir die Entropieéinderung beim quasistatischen
Ubergang aus dem Zustand I in den Zustand 2 den allgemeinen Ausdruck

2

dU + Z Ai dai
Sy— Sy = f S S (3.33)

T
1

Wie man sieht, kann die Entropie nicht allein mit Hilfe der Grundgleichung (3.32)
bestimmt werden: Man kann zwar die Entropieinderung, nicht aber die Entropie
selbst berechnen. Bei der Bestimmung von 3 — §; miissen die thermischen
Zustandsgleichungen

Ai= Ai(T, QAly eeny a,,), = 1,2,..., n
und die kalorische Zustandsgleichung
U= U(T, ay, ..., an)

bekannt sein. Sie lauten fiir 1 Mol eines einatomigen idealen Gases

pV=RT
und

U= CyT+ U,.
Ein Mol eines idealen Gases erfiahrt also die Entropieinderung

2
CydT+p 1% T, Vs
— S = = _= =, .34
S-Sy f ; Cyin gt + Rin g (3.34)

1

5 Basarow, Thermodynamik
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Seine Entropie § ergibt sich daraus zu

S=CyInT + RlnV+ S, (3.35)
mit

So= 51 - CV In T1 — Rln Vi. (3.36)
Fiir » Mole eines idealen Gases findet man die Entropie

S=»CyInT+ Rln V+ 5). (3.37)

Dieser Ausdruck zeigt im betrachteten Spezialfall, da} die Entropie additiv, also
der Teilchenzahl des Systems proportional ist.

Aus der Beziehung (3.37) geht ferner hervor, dal die Entropie durch den ersten
und zweiten Hauptsatz nur bis auf die Konstante »S¢, die von der Molzahl — und
somit der Teilchenzahl — abhingt, bestimmt wird.

Ein Gemisch idealer Gase kann mit Hilfe semipermeabler Winde reversibel
ohne Wirmezufuhr und Arbeitsaufwand, d. h. ohne Entropieéinderung, in seine
Komponenten zerlegt werden (vgl. Aufgabe 31). Daraus folgt das Gieessche Theo-
rem, nach dem die Entropie eines Gemisches idealer Gase gleich der Summe aus
den Entropien der Komponenten ist, wenn man voraussetzt, dal jede Komponente
dasselbe Volumen wie das Gemisch einnimmt.

Das Gieessche Theorem gilt nicht fiir ein Gemisch aus identischen Gasen.
Beriicksichtigt man diese Tatsache nicht, so kommt man zu dem Ergebnis, daf
sich die Entropie nicht nur bei der Diffusion verschiedener Gase, sondern auch bei
der Selbstdiffusion #ndert (GiBBssches Paradoxon). Wir stellen uns dabei vor, da§}
sich in den beiden Hilften eines Behalters, die durch eine Wand voneinander
getrennt sind, vor Beginn der Selbstdiffusion, die nach der Entfernung der Trenn-
wand einsetzt, identische Gase befinden.

Das GiBBssche Paradoxon stellt sich sofort als nur scheinbar heraus, wenn man
das GiBessche Theorem gemifl dem zweiten Hauptsatz durch den Satz ergénzt,
daB die Entropie eines Gemisches aus idealen Gasen gleich der Summe aus den
Entropien der Komponenten ist, von denen jede dasselbe Volumen wie das Gemisch
einnimmt, vermindert um die Grée 2» Rln 2 (v ist die Zahl der Mole in jedem
Teil). Zu den Einzelheiten vgl. Aufgabe 38, wo gezeigt wird, daf} die verbreitete
Meinung, das GisBssche Paradoxon sei im Rahmen der Thermodynamik nicht
vollstiandig erklirbar, falsch ist.

Wir untersuchen nun die physikalische Bedeutung der Entropie. Sie ist keine
anschauliche GroBe. Man kann sie zwar berechnen, aber nicht wie Temperatur oder
Volumen unmittelbar experimentell bestimmen. Es gibt kein Gerit, mit dem man
die Entropie messen kénnte.

Besonders deutlich erkennt man ihre physikalische Bedeutung bei der Analyse
nichtstatischer Prozesse. Man findet, daB} die Entropieinderung ein MaB fiir die
Irreversibilitidt solcher Prozesse in abgeschlossenen Systemen darstellt und ihre
Richtung angibt. Diese Gesichtspunkte werden im nichsten Abschnitt untersucht.

In gewissem Grad erkennt man die physikalische Bedeutung der Entropie jedoch
auch schon bei der Untersuchung quasistatischer Prozesse. Dazu stellen wir iiber
den Inhalt der Gleichung

3Q
ds =+
T 2
die das Differential der Entropie bestimmt, die folgende Uberlegung an.
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Auf Grund des ersten Hauptsatzes ist der Ausdruck fiir die infinitesimale Wéarme-
menge 3Q kein vollstandiges Differential (vgl. Aufgabe 14). Das bedeutet phys1ka-
lisch, daB die Warmemenge, die fiir den Ubergang aus einem Zustand in einen
anderen erforderlich ist, vom Weg (d. h. von den Bedingungen des Ubergangs)
abhingt.

Wir betrachten die Uberginge eines Systems aus dem Zustand I in den Zustand
2 lings der Wege I bzw. I (Abb. 7) und zerlegen sie in Elemente, auf denen das

Abb. 7

System jeweils bei der Temperatur 7' die Warmemenge 8Q aufnimmt. Fir die
Uberginge von I nach 2 lings I bzw. I sind die Wirmemengen

Q,=f80 bzw. Qy; =f30
(1) [¢8))

erforderlich, wobei im allgemeinen

Qr # Qrr

gilt. Dagegen sind die Summen der reduzierten Warmen 8Q/ T auf Grund des zwei-
ten Hauptsatzes fiir die Ubergiinge lings der Wege I und I7 gleich:

f%:f% (3.38)

) (02))

Es existiert also eine eindeutige Zustandsfunktion, die Entropie, deren Anderung
durch das Integral (3.38) bestimmt wird. Es gilt

Sy — 8= fSQ

1

Vom Standpunkt der Statistik wird die Entropie eines Systems in einem vorge-
gebenen Zustand durch die thermodynamische Wahrscheinlichkeit W dieses Zu-
standes bestimmt:?)

S=klIn W+ const. (3.39)

Dabei bedeutet k die Borrzmann-Konstante. In einem abgeschlossenen System
andert sich die Entropie deshalb einseitig (s. Abschn. 3.6.),- weil das System von
einem weniger wahrscheinlichen in einen wahrscheinlicheren Zustand iibergeht.

1) Vgl. Aufgabe 41.

5
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3.6. Zweiter Hauptsatz fiir nichtstatische Prozesse

Der Inhalt des zweiten Hauptsatzes fiir quasistatische Prozesse wird durch die
Feststellung ausgedriickt, daB fiir Gleichgewichtssysteme eine eindeutige Zu-
standsfunktion, die Entropie S, existiert.

Im folgenden formulieren wir den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik fiir
nichtstatische (irreversible) Prozesse.

Spnmilily:
S
§ Abb. 8

Wir betrachten zwei infinitesimal benachbarte Gleichgewichtszustinde 1 und 2
(Abb. 8). Das System moge bei einem nichtstatischen Ubergang?!) von I nach 2 aus
einem Thermostaten die Wiarmemenge 3Q,s; aufnehmen und die Arbeit W,
leisten. Nach dem ersten Hauptsatz gilt dann

8Qusr= AU + SWp,. (3.40)

Bei einem quasistatischen Ubergang von I nach 2 mége das System dem Thermo-
staten die Wirinemenge 3Q entziehen und die Arbeit 3W leisten, so daf} die Bezie-
hung

3Q=dU+ W (3.41)

besteht. Der zuerst betrachtete Ubergang ist irreversibel. Deshalb kann das
System nicht ohne ,, Kompensation‘ in den Anfangszustand zuriickgefiihrt werden.
Der zweite Ubergang ist reversibel, so da das System in den Anfangszustand
zuriickkehren kann, ohne in der Umgebung Anderungen zuriickzulassen. Fiir den
so entstchenden Kreisproze erhilt man durch Subtraktion der Gl. (3.41) von
(3.40) die Beziehung

SQnst‘ 80= 8VVnst" 3W. (3.42)

Die Differenz (3.42) kann nicht gleich Null sein, denn sonst konnte man den irre-
versiblen Ubergang von I nach 2 auf reversiblem Wege (durch Abgabe der Wirme-
menge 3Q = 3Qy,; an den Thermostaten und Leistung der Arbeit 3W = §W )
riickgéngig machen, ohne in der Umgebung Anderungen zuriickzulassen.

Ebensowenig kann die Differenz (3.42) positiv sein, da dann das System beim
betrachteten KreisprozeB, der aus dem irreversiblen Ubergang von I nach 2 und
dem quasistatischen Ubergang von 2 nach I zusammengesetzt ist, allein auf Kosten
der positiven Wéarmemenge 3Q,s; — 3Q des Thermostaten ohne jede ,,Kompen-
sation‘‘ die positive Arbeit §W i, — 3W leisten wiirde.

Die Differenz (3.42) kann also nur negativ sein. In diesem Fall wird beim quasi-
statischen Ubergang von 2 nach 1, der sich an den irreversiblen Ubergang von I

1) Da ein nichtstatischer Ubergang nicht in einem Diagramm dargestellt werden kann,
kennzeichnen wir ihn in der Abbildung durch Schraffierung.
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nach 2 anschlieBt, auf Kosten der duBBeren Arbeit 3W — 3W g, die positive Wirme-
menge 8Q — 8Q,,; an den Thermostaten abgegeben, was auf Grund des zweiten
Hauptsatzes (genauer: seines zweiten Teils) méglich ist.1) Daher gilt

3Qnst— 30 = W5, — SW<O.
Daraus folgt
50> 5Qust (3.43)

SW> Wy v (3.44)

Die Ungleichung (3.44) erhielten wir bereits im Spezialfall der quasistatischen und
nichtstatischen Expansion eines Gases.

Wegen 6Q = T d S folgt aus (3.43)

und

T dS> 80us;
und
ds > 8%‘“ (3.45)
sowie
2

Sy— §i> / % (3.46)
1

Fiir einen nichtstatischen adiabatischen Ubergang des Systems von I nach 2
(8Qnst = 0) erhidlt man aus (3.45) und (3.46)

ds>0, S— 8>0. (3.47)

In diesem Fall nimmt die Entropie also zu.2)
Die Aussage, daB die Entropie bei nichtstatischen Prozessen in abgeschlossenen
Systemen zunimmt, stellt den Inhalt des zweiten Hauptsatzes der Thermodyna-

1) Wiirde kein riickwirts laufendes Perpetuum mobile zweiter Art existieren, d. h.
konnte Arbeit nicht ohne ,,Kompensation‘‘ vollstindig in Wirme verwandelt werden, so
wire auch ausgeschlossen, daf} die Differenz (3.42) negativ ist. Das wiirde bedeuten, daB der
in Abb. 8 dargestellte Kreisprozefl iiberhaupt nicht méglich ist, falls die erste der Bedin-
gungen (3.1) erfiillt ist. Dafiir ist zur Zeit ein Beispiel bekannt (s. die Abschnitte 10.2. und
10.3.).

2) Die Feststellung, daB die Entropie bei nichtstatischen adiabatischen Prozessen zu- :
und nicht abnimmt, konnten wir nur auf Grund der Zusatzbedingung treffen, nach der die
absolute Temperatur positiv sein soll. Fordert man, daf} die absolute Temperatur negativ
sein soll, so wird die Entropie bei nichtstatischen Prozessen in abgeschlossenen (,,gewdhn-
lichen‘‘) Systemen nicht zu-, sondern abnehmen.

Der Satz iiber die Entropiezunahme hat also sowohl eine objektive Seite (Einseitigkeit der
natiirlichen Prozesse) als auch eine subjektive (Vorzeichen der absoluten Temperatur), die
der objektiven nur einen bestimmten Ausdruck gibt, ohne ihr Wesen zu verindern. Aus der
Entropiezunahme kann nicht geschlossen werden, da die absolute Temperatur positiv
sein muf. Bei der Formulierung des zweiten Hauptsatzes fiir irreversible Prozesse in abge-
schlossenen (,,gewdhnlichen‘‘) Systemen als Satz iiber die Entropiezunahme wird vielmehr
schon vorausgesetzt, dal die absolute Temperatur positiv ist.
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mik fiir nichtstatische Prozesse dar. Die Entropie ist also ein Ma8 fiir die Irrever-
sibilitdt von Prozessen in abgeschlossenen Systemen.

Die Entropie nimmt bei allen natiirlichen, spontanen Prozessen in abgeschlosse-
nen Systemen zu, weil solche Prozesse mit endlichen Geschwindigkeiten ablaufen,
also nichtstatisch sind. Der zweite Hauptsatz fiir nichtstatische Prozesse charak-
terisiert also die Richtung natiirlicher Prozesse. Sie verlaufen in abgeschlossenen
Systemen in der Richtung, in der die Entropie zunimmt.

Fiir einen Kreisprozef erhilt man aus (3.46) die Craustussche Ungleichung

SQ < 0z (3.48)
(irrev.)

Sie driickt ebenso wie (3.46) den zweiten Hauptsatz fiir nichtstatische Prozesse
aus, die in nichtabgeschlossenen Systemen verlaufen [zum Unterschied von der
Ungleichung (3.47), die sich auf adiabatische Systeme bezieht].

Die Grundgleichung der Thermodynamik, die den ersten und den zweiten Haupt-
satz enthilt, kann nun in der Form

TdS = dU+ 3 4; da; (3.49)

geschrieben werden. Das Gleichheitszeichen gilt fiir quasistatische Prozesse, wo
A; = Ai(T, ay, ..., ap) ist. Die Gl. (3.49) stimmt dann mit (3.32) iiberein. Die
Ungleichung (3.49) entspricht Nichtgleichgewichtsprozessen, fiir die die verall-
gemeinerten Kréfte A; keine Funktionen der Temperatur T und der duBeren
Parameter a; sind.

Bei Anwendungen der Thermodynamik werden wir im folgenden immer von
(3.49) ausgehen. Mit Hilfe der Beziehung (3.49) kann man Gleichgewichtsbedin-
gungen fiir thermodynamische Systeme aufstellen und die Eigenschaften von
Gleichgewichtssystemen. bestimmen.

Bevor wir dazu iibergehen, konkrete physikalische Probleme mit Hilfe der
Grundgleichung der Thermodynamik zu lésen, untersuchen wir noch einige allge-
meine Folgerungen aus dem zweiten Hauptsatz.

3.7. Zusammenhang zwischen thermischen und kalorischen Zu-
standsgleichungen

Wie wir bereits sahen, miissen bei der Berechnung vieler Gréfien sowohl die
thermischen Zustandsgleichungen als auch die kalorische Zustandsgleichung des
betrachteten Systems bekannt sein. Sie werden entweder experimentell oder mit
Hilfe der Statistik bestimmt. Aus dem zweiten Hauptsatz ergibt sich nun ein
differentieller Zusammenhang zwischen ihnen, der in einigen Fillen die Kenntnis
der kalorischen Zustandsgleichung iiberfliissig macht.

Wir schreiben das Differential der Entropie in der Form

dU+2AdaL ( )dT+2[( )Tak ]da,

T

ds=
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2 as
(ﬁ) a7+ Z(Gai)r,a,‘dai=
1 aU
=T(ﬁ) aT + o 2[( )Tak+A,-]da,-.

oder

Daraus folgt

as\ 1 (aU
7)., =7 7).,

i=1,2,..,n
Wegen
28 3§
3a; dT 8T da;
erhilt man daraus die Differentialgleichung
d4; aU
(7).~ G, 4 @50

die eine thermische und die kalorische Zustandsgleichung miteinander verkniipft.
Setzt man die linke Seite von (3.50) in den Ausdruck fiir d§ ein, so ergibt sich

e B

Dieser Ausdruck zeigt, da3 die kalorische Zustandsgleichung bei der Berechnung
der Entropie nicht vollstindig bekannt zu sein braucht, sondern nur die Tempera-
turabhingigkeit der inneren Energie. Mit Hilfe der Gl. (3.50) kann man die kalori-
sche Zustandsgleichung aus den thermischen Zustandsgleichungen und der Tempe-
raturabhéngigkeit der inneren Energie U erhalten.

Fiir ein einfaches System, auf das ein allseitiger Druck wirkt (A = p, a = V),
wird (3.50) zu

(), (39,

Mit Hilfe dieser Gleichung bestimmen wir im folgenden die innere Energie eines
idealen und eines van pEr Waarsschen Gases sowie die Differenz der spezifischen
Wirmen.

1. Im Falle eines idealen Gases ist die CLapEYyrRONsche Gleichung

pV=RT

die thermische Zustandsgleichung. Setzt man die daraus folgende Beziehung

(Bp) _ R
aT)y, V



72 3. Zweiter Hauptsatz

in (3.51) ein, so ergibt sich das JouLesche Gesetz (2.9):

aU
&),
aV)r
Aus dieser Gleichung folgt, wie wir bereits sahen, die kalorische Zustandsgleichung
eines idealen Gases

U= fCV aT,
speziell fiir ein einatomiges ideales Gas
U= CyT+ Up.

2. Im Falle eines realen Gases, dessen thermische Zustandsgleichung die vAN DER
Waavrssche Gleichung
RT a
P2y~
ist, gilt
ap R
Gr), 7=

Setzt man diesen Ausdruck in (3.51) ein, so folgt
(BU _a
), "7

Man erhilt damit

ﬁj) dT+(£J) dV = CpdT + -~ av
aT),

dU:( av) e V2

und

U=fCVdT——;—. (3.52)

Da Cy fiir reale Gase nur schwach von der Temperatur abhéngt, kann man (3.52)
niherungsweise in der Form

U=CVT—%+ Uo

schreiben. Vom molekularen Standpunkt aus bedeutet der erste Term in (3.52) die
kinetische Energie der Gasmolekiile und der zweite die potentielle Energie der
Wechselwirkung zwischen den Molekiilen infolge der van pER WaaLsschen Anzie-
hungskrifte.

3. Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik ergibt sich fiir die Differenz
Cp, — Cy der spezifischen Wirmen der Ausdruck (2.8):

crmern[(39,+ 1),
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Bei der Berechnung von C, — Cy nach (2.8) mufl man sowohl die thermische als
auch die kalorische Zustandsgleichung kennen. Auf Grund des zweiten Haupt-
satzes, der die beiden Zustandsgleichungen miteinander verkniipft, ist fir die
Berechnung von C, — Cy nur die Kenntnis der thermischen Zustandsgleichung
erforderlich. Mit Hilfe der Beziehung (3.51) folgt aus Gl. (2.8)%)

ap iA%
Cp— Cy=T (ﬁ)v(ﬁ)p (3.53)

Die in (3.53) vorkommenden Ableitungen konnen aus der thermischen Zustands-
gleichung p = p(T, V) berechnet oder durch Messung des Ausdehnungskoeffizien-

ten
! (aV
=V, a—f),,

und der Kompressibilitit

=7, 55),

bestimmt werden. Unter Beriicksichtigung der Identitat

(59,50, 62,

(vgl. Aufgabe 7) erhilt man

G7), =~ 67, (7)., =
aT)y— \aT),\avV)r B~
Setzt man diesen Ausdruck in (3.53) ein, so folgt
VQ T2
5

Da wegen der Stabilitatsbedingung (s. Abschnitt 7.3.) immer (3V/dp)r < 0 und
folglich # > 0 gilt, erhélt man aus (3.54)

Cp =Cy.

C,— Cy = (3.54)

Das Gleichheitszeichen gilt fiir « = 0. Das ist z. B. fiir Wasser bei der Temperatur
von 4 °C der Fall; fiir Wasser gilt

<0 fir 0<i<4°C,
xd =0 fir t=4°C,
>0 fir t>4°C.

1): Im allgemeinen Fall gilt wegen (2.7) und (3.50)

dA da
C,—C,=T|2) (=) . By
4= Ca (aT)a(aT)A (3.59')
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Diese anomale Eigenschaft des Ausdehnungskoeffizienten hat zur Folge, da8
Wasser sich im Temperaturintervall 0 < ¢ < 4 °C bei einer adiabatischen Kom-
pression nicht erwirmt, sondern abkiihlt.?)

3.8. Wirkungsgrad von Wiérmekraftmaschinen. CarnNorscher
KreisprozeB und Carnorsche Theoreme. Verschiedene
Wirmemaschinen

1. Bekanntlich wurde der zweite Hauptsatz der Thermodynamik bei der Unter-
suchung der Arbeitsweise von Wiarmemaschinen gefunden.

Im Jahre 1824 behandelte S. Carnor in seiner ersten Abhandlung iiber Thermo-
dynamik die Frage, in welcher Weise der Wirkungsgrad einer Wiarmekraftmaschine
erh6ht werden kann [2]. Carnor fand zwei Theoreme, die zusammengenommen
dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik dquivalent sind.

Im folgenden sollen diese Theoreme aus dem zweiten Hauptsatz abgeleitet
werden.

Als Wirkungsgrad 7 einer Warmekraftmaschine bezeichnet man das Verhéltnis
der Arbeit W, die die Maschine wihrend eines Umlaufs leistet, zur Warmemenge
@1, die sie dabei aufnimmt. Wir definieren also % durch

4
= o0

Nach dem ersten Hauptsatz gilt W = @y — (3, wobei Q3 der Betrag der Wirme-
menge ist, die bei einem Umlauf von der Maschine abgegeben wird. Man erhilt
somit

Q01— 0,
7}——_01 .

Einen aus zwei isothermen und zwei adiabatischen Zustandsédnderungen zusam-
mengesetzten Kreisproze3 bezeichnet man als Carnorschen KreisprozeB.2) Eine
Maschine, die bei jedem Umlauf einen Carnorschen KreisprozeB durchliuft,
bezeichnen wir als CArnor-Maschine. Wir stellen uns die Aufgabe, den Wirkungs-
grad einer Carnor-Maschine zu berechnen.

PR 3 Abb. 9
0 S

Im (S, T)-Diagramm besitzt ein CarNotscher Kreisprozel die in Abb. 9 dar-
gestellte Form. Beim Fortschreiten auf der Isothermen I — 2 wird dem Wérme-

1) Siehe Aufgabe 44.
2) Der Carnorsche Kreisproze galt zu Carvors Lebzeiten als gut geeignetes Arbeits-
schema fiir die damals weit verbreiteten Dampfmaschinen.
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reservoir T die Wiarmemenge (4 entzogen, und beim Durchlaufen der Isothermen
3 — 4 nimmt das Wirmereservoir Ty die Warmemenge Q; auf. Aus dem zweiten
Hauptsatz folgt fiir den Carnorschen Kreisproze die Beziehung

3Q
f-

(vgl. (3.8)] oder

2 3 4 1
/?j?j?j?ﬂ-

Diese Gleichung kann auch in der Form

ASio+ ASoz+ AS3,+ASy=0
mit
2 48
A512=f8—0=21—, ASys= 0, A534=f—0=—@, ASi= 0
T T1 2
1 3

geschrieben werden. Es folgt

01_&_,

Ty T,
bzw.
@ T G-e T
Q T’ Q1 T,
Der Wirkungsgrad einer Carnor-Maschine ist also
01— Q2 Ti— T,
= = N 3.55
7 o T (3-55)

d. h. vom Arbeitsstoff der Maschine unabhiangig (erstes Carnotsches Theorem).
Der Ausdruck (3.55) zeigt, daB Anderungen der Temperatur T} einerseits und
Ty andererseits den Wirkungsgrad der Carnor-Maschine unterschiedlich beein-
flussen. Es gilt
an T, an 1 T,

9T, T2’ aT, T 1%
und wegen Ty > T,
] an
oT,

t

Ty

Eine Anderung der Temperatur 7y ist also von geringerem Einflu auf den

Wirkungsgrad als eine Anderung der Temperatur T\,
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Das erste CaArnorsche Theorem zeigt, wie man den Wirkungsgrad einer Wirme-
kraftmaschine erh6hen kann. Es spielte bei der Ausarbeitung der Grundlagen der
Wiérmetechnik eine entscheidende Rolle. In der Technik strebt man heute keine
Carnor-Maschinen mehr an. Sie besitzen jedoch unter allen Maschinen, die inner-
halb desselben Temperaturintervalls nach beliebigen Kreisprozessen arbeiten, den
groBBten Wirkungsgrad (vgl. Aufgabe 55). Der Carnorsche Wirkungsgrad kann
daher als zweckméBige Vergleichsgrofie angesehen werden.1) '

Wir betrachten eine Maschine, die einen beliebigen irreversiblen Kreisproze§3
durchlaufen mége. Fithrt man ihr wihrend eines Umlaufs dieselbe Wirmemenge
Q, wie beim reversiblen Kreisprozefl zu, so ist die Arbeit W, beim irreversiblen
Kreisprozell wegen (3.44) kleiner als die Arbeit W beim reversiblen. Der Wirkungs-
grad %irrev = Wyst/ Q1 einer irreversibel arbeitenden Maschine ist also kleiner als
der Wirkungsgrad % = W/Q, einer reversibel arbeitenden:

Nirrev < Nrev  (sweites CArRNoOTsches Theorem). (3.56)

2. Nach ihrem Verwendungszweck unterscheidet man drei Haupttypen von
Wairmemaschinen: Warmekraftmaschinen, Warmepumpen und Kéiltemaschinen.

Die oben untersuchten Wirmekraftmaschinen verwandeln Wirme in Arbeit.
Wirmepumpen dienen dazu, einen Kérper mit hoherer Temperatur zu erwérmen,
wobel Arbeit aufgewendet und einem Kérper mit tieferer Temperatur Wirme
entzogen wird. Kiltemaschinen entziehen einem Kérper unter Arbeitsleistung
Wirme und fithren sie an die Umgebung ab. Werden die genannten Maschinen
ununterbrochen betrieben, so fithren die Arbeitskérper in ihnen stindig Kreis-
prozesse aus. Dabei handelt es sich bei Warmekraftmaschinen um direkte, in
Wirmepumpen und Kiltemaschinen dagegen um umgekehrte Kreisprozesse.

Nach dem ersten Hauptsatz gilt fiir einen Kreisprozefl

P80 =W oder Q= Q)+ W.

Dabei ist @y die Wirmemenge, die dem oberen Reservoir entzogen bzw.
(beim umgekehrten Kreisprozel) zugefithrt, und Q5 die Wiarmemenge, die dem
unteren Reservoir (oder der Umgebung) zugefiihrt bzw. entzogen wird. Auf Grund
des zweiten Hauptsatzes gilt fiir eine Wiarmekraftmaschine (direkter KreisprozeB)
stets Q; > W, dagegen fiir eine Wiarmepumpe oder Kiltemaschine (umgekehrter
KreisprozeB) stets W < Q, (das Gleichheitszeichen gilt fiir Q3 = 0, was hier zum
Unterschied vom direkten KreisprozeBl durchaus moglich ist; bei Q3 = 0 wird
lediglich die aufgewendete Arbeit in Warme umgewandelt).

Die ZweckmiBigkeit einer Warmekraftmaschine wird durch ihren Wirkungsgrad

W
N

charakterisiert, der — wie oben festgestellt wurde — stets kleiner als 1 ist.
Bei einer Wiarmepumpe tritt an die Stelle von # der thermodynamische Wir-
kungsgrad ;
_&
?=w

1) Bei vorgegebenen Grenzwerten von Druck oder Volumen sind Carnor-Maschinen
nicht die giinstigsten.
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der immer gréBer als 1 ist (fiir Q3 = 0 ist ¢ = 1; doch wird in diesem Fall dem
oberen Reservoir Wirme nur auf Kosten der aufgewendeten Arbeit zugefiihrt, so
daf} die Maschine nicht als Warmepumpe im eigentlichen Sinn arbeitet).

Die ZweckméBigkeit einer Kiltemaschine wird durch den thermodynamischen
Wirkungsgrad

@
Y=

bestimmt, d. h. durch das Verhiltnis der Warmemenge, die dem kélteren Kérper
entzogen wird, zur aufgewendeten Arbeit. Man sieht leicht, dal p sowohl gréBer
als auch kleiner als 1, insbesondere auch gleich Null sein kann. Aus W = @y — Qs
erhélt man némlich Qo/W = Qi/W — 1 oder y = ¢ — 1. Wegen ¢ = Qi/W > 1
kann ¢ = Q,/W sowohl gréBer als 1 (fiir ¢ > 2) als auch kleiner als 1 (fir 1 < ¢
< 2) sein. Fiir ¢ = 1 (d. h. Q2 = 0) gilt = 0.

Durch Kombination einer Warmekraftmaschine mit einer Warmepumpe, die in
verschiedenen Temperaturintervallen arbeiten, erhédlt man einen Warmetransfor-
mator. Er wandelt eine bestimmte Wirmemenge, die einem Kérper mit vorgege-
bener Temperatur entzogen wird, in eine Wiarmemenge bei einer anderen Tempe-
ratur um. Nach ihrer Wirkungsweise unterscheidet man Wirmetransformatoren
von iibersetzendem, untersetzendem und gemischtem Typ [6].

3.9. Spontaner Wiarmeiibergang

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik fiir nichtstatische Uberginge zeigt,
daB natiirliche Prozesse in einer bestimmten Richtung verlaufen. Man kann das
bei der Untersuchung des spontanen Wirmeiibergangs zwischen zwei verschieden
temperierten Kérpern, die sich miteinander in Wiarmekontakt befinden, besonders
deutlich erkennen.

Zwischen zwei Kérpern mit den Temperaturen 7'y bzw. Ty mége Warmekontakt
bestehen. Die Korper werden gleiche Temperatur besitzen, sobald sich zwischen
ihnen Gleichgewicht eingestellt hat. In der Zeit d¢ moge der erste Korper die
Wirmemenge 3Q > 0 an den zweiten Kérper abgeben. Nach dem zweiten Haupt-
satz muf} die Entropie des Gesamtsystems, das aus beiden Kérpern besteht, bei
diesem ProzeB zunehmen:

S0 80 1 1
dS=dSi+dS2=—T—?+T(§=SQ(T—2—T—1)>O. (3.57)

Daraus folgt Ty > T, d. h., vom Kérper mit der h6heren Temperatur geht spon-
tan Wirme auf den Korper mit der tieferen Temperatur iiber.

Die Einseitigkeit des Wirmeiibergangs zwischen zwei verschieden temperierten
Kérpern, zwischen denen Warmekontakt besteht, ist ein objektives Naturgesetz.
Seine konkrete Form hingt jedoch davon ab, wie man den Begriff der ,,héheren‘
bzw. ,,tieferen‘‘ Temperatur oder, was dasselbe bedeutet, das Vorzeichen der abso-
luten Temperatur definiert (dies bezieht sich auf ,,gewéhnliche* Systeme).

Unter der Annahme, daf} die absolute Temperatur negativ ist (so dafl die Tem-
peratur eines ,,gewdhnlichen‘ Systems, dem bei konstanten #ufleren Parametern
Wirme zugefiihrt wird, abnimmt), folgt aus dem zweiten Hauptsatz der Thermo-
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dynamik fiir nichtstatische Prozesse, dal die Entropie bei adiabatischen Prozessen
in abgeschlossenen Systemen abnimmt. Die Beziehung (3.57) lautet dann

woraus T; < T, folgt. Das bedeutet, dal Wirme spontan vom Kérper mit der
tieferen Temperatur auf den Kérper mit der héheren Temperatur iibergehen
wiirde.

Nimmt man dagegen an, daf3 die absolute Temperatur positiv ist, so erhdlt man
als Ausdruck fiir den einseitigen Charakter des spontanen Warmeiibergangs zwi-
schen zwel verschieden temperierten Korpern, zwischen denen Warmekontakt
besteht, die Ungleichung Ty > T».

Bei der Definition der ,,héheren‘ bzw. ,,tieferen‘* Temperatur kann man vom
einseitigen Charakter des Wirmeiibergangs ausgehen. Allgemein ist eine solche
Definition sowohl im Rahmen quasistatischer Prozesse (die Temperatur eines
Kérpers nimmt zu, wenn ihm Wirme zugefiihrt wird) als auch nichtstatischer
Prozesse méglich (geht bei Wiarmekontakt zwischen den Kérpern A und B Wirme
von A auf B iiber, so besitzt A eine héhere Temperatur als B). Diese beiden Defini-
tionen sind auf Grund des zweiten Hauptsatzes nicht voneinander unabhingig
und widersprechen sich nicht (s. Abschn. 7.3.).

In der Literatur und in Lehrbiichern findet man oft die Behauptung, dal der
Satz iiber die Existenz der Entropie deshalb nicht vom Satz iiber die Entropie-
zunahme abhiingt, weil die Existenz der Entropie auch mit einer Entropieabnahme
oder einer beliebigen anderen Eigenschaft der Entropie vertriglich ist. Dabei wird
jedoch der folgende Umstand nicht beriicksichtigt. Nimmt man an, daB die abso-
lute Temperatur (im Falle ,,gew6hnlicher Systeme) positiv ist, so ist der Satz iiber
die Existenz der Entropie mit einer Zunahme, aber nicht mit einer Abnahme der
Entropie vereinbar. Setzt man die absolute Temperatur als negativ voraus, so gilt
umgekehrt, dafl der Satz iiber die Existenz der Entropie nur mit einer Entropie-
abnahme vertriglich ist. Die SchluBfolgerung, dal sich das Vorzeichen der abso-
luten Temperatur (bei quasistatischen Prozessen) nicht dndern kann, ergibt sich
aus der Tatsache, daf} die Entropie fiir jedes Gleichgewichtssystem existiert. Die
Wahl des Vorzeichens hingt jedoch davon ab, wie der Begriff der ,,hoheren‘‘ bzw.
,»tieferen‘“ Temperatur bestimmt wird.

Tatsdchlich besteht der zweite Hauptsatz der Thermodynamik aus zwei unab-
hingigen Aussagen. Wir schreiben sie in der Form

Q=ZW und W=0Q.

Daraus folgt, daB3 die Entropie existiert und sich bei nichtstatischen Prozessen in
adiabatisch abgeschlossenen Systemen einseitig dndert.

3.10. Grenzen fir die Giiltigkeit des zweiten Hauptsatzes.
,,Theorie‘“ des Warmetodes

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik ist ein Ausdruck fiir die GesetzmiBigkeiten,
wie sie fiir die Warmebewegung charakteristisch sind. Auf Grund des zweiten Hauptsatzes
besteht zwischen der mikroskopischen Form der Energieiibertragung (Wérme) und der
makroskopischen (der mit einer Anderung von &uBeren Parametern verbundenen Arbeit)
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ein grundsitzlicher Unterschied, der letztlich zu der Aussage fiihrt, daB die Entropie
existiert und zunimmt.

Fiir Systeme, deren Abmessungen mit denen der Molekiile vergleichbar sind, unter-
scheiden sich die Begriffe Warme und Arbeit nicht mehr voneinander. Daraus folgt, da8
die thermodynamischen Parameter Entropie, Temperatur usw. fiir Mikrosysteme sinnlos
sind.1)

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik ist also nicht auf Mikrosysteme anwendbar.
Das bedeutet nicht, daf§ die Aussage, da man kein Perpetuum mobile zweiter Art kon-
struieren kann,2) im Falle von Mikrosystemen ungiiltig ist. Vielmehr muB man schlieBen,
daB man im Falle von Mikrosystemen nicht mehr von einem Perpetuum mobile als einer
Vorrichtung, die Wiarme ohne ,,Kompensation‘‘ in Arbeit verwandelt, sprechen kann, weil
zwischen den Begriffen Warme und Arbeit kein Unterschied mehr besteht.

Es gibt also fiir die Anwendbarkeit des zweiten Hauptsatzes und folglich der gesamten
Thermodynamik insofern eine untere Grenze, als sie nicht auf Mikrosysteme anwendbar ist.

Man kann auch eine obere Grenze fiir die Anwendbarkeit der Thermodynamik angeben.
Die Grundannahme der Thermodynamik iiber das Wirmegleichgewicht, den Ubergang
eines abgeschlossenen Systems in den Gleichgewichtszustand und die Stabilitidt dieses
Zustandes, sowie der Satz iiber die Entropiezunahme sind Verallgemeinerungen von Er-
fahrungstatsachen, die fiir endliche Systeme gewonnen wurden. Diese GesetzmiBigkeiten
diirfen nicht kritiklos auf unendliche Systeme angewandt werden, ohne daB man die
damit zusammenhingenden tiefgreifenden qualitativen Verinderungen analysiert. Beriick-
sichtigt man diesen Umstand nicht, so kommt man zu den ,,Theorien* iiber den Warmetod
des Universums.

Vor etwa 100 Jahren formulierte CLausius seine ,,Warmetodtheorie“.3) Er wandte die
thermodynamischen Gesetze auf das gesamte unendliche Universum an und gelangte zu
der Ansicht, daf} die Energie des Universums konstant bleibt und seine Entropie gegen
ein Maximum strebt. Das bedeutet, da das Universum irgendwann das thermodynamische
Gleichgewicht erreichen wird, in dem alle Prozesse aufhéren; die Welt muf} sich dann im
Zustand des ,,Wirmetodes‘‘ befinden. In diesem Zustand herrscht an allen Orten des
Weltalls gleiche Temperatur; alle anderen intensivierenden Faktoren haben sich aus-
geglichen, so daB keinerlei Prozesse mehr hervorgerufen werden kénnen.

Die ,,Wiarmetodtheorie‘“ erfordert die Annahme eines Schépfungsaktes. CLausius ver-
trat die Ansicht, daf sich das Weltall gegenwirtig nicht im Gleichgewichtszustand befindet,
sondern ihm zustrebt. Entweder hat die Welt nicht immer existiert und wurde irgendwann

1) Mikrosysteme kénnen demnach nicht als thermodynamische Systeme angesehen
werden.

2) Wegen der Existenz von Fluktuationen kénnte man zunichst annehmen, daB die Kon-
struktion eines Perpetuum mobile zweiter Art grundsatzlich méglich ist. Das ist jedoch
nicht der Fall. Wir zeigen das am Beispiel der Fluktuationen der Gasdichte. Wir wollen
annehmen, daB die entstehenden Druckunterschiede mit Hilfe von Ventilen und Apparaten
»erfaBt’ werdén kénnen, die auf einzelne Molekiile ansprechen (MaxweLL bezeichnete eine
solche Vorrichtung als Damon). Sie kénnten etwa dazu benutzt werden, Arbeit zu leisten
oder ein Gasgemisch zu trennen. Das ist aber nicht nur praktisch, sondern auch theoretisch
unméglich. Da alle Apparate, Ventile usw. ihrerseits aus Molekiilen bestehen, fiihren sie
Schwankungen um die Gleichgewichtslage aus, die nicht von denen der Gasdichte abhéingen.
Das gewiinschte Ergebnis konnte zwar zufillig zu gewissen Zeitpunkten vorliegen, jedoch
wegen der Schwankungen der Apparate und der Gasdichte nicht immer.

3) Seit jener Zeit ist die ,, Wiarmetodtheorie* ziemlich weit verbreitet. Sie wird heute durch
einige biirgerliche Gelehrte vertreten. Jeans schreibt z. B. [7]: ,,Und es kann auch das
Weltall nicht fiir' immer existieren, frither oder spiater muBl die Zeit kommen, wenn sein
letztes Erg Energie die niedrigste Sprosse auf der Leiter absteigender Verwendbarkeit
erreicht hat, und in diesem Augenblick muf} das aktive Leben des Weltalls aufhoren.
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geschaffen, oder eine #ufBere Einwirkung hat ihren Gleichgewichtszustand irgendwann
zerstort, und sie kehrt gegenwiirtig in ihn zuriick. Die Annahme eines Schépfungsaktes ist
also in jedem Fall unvermeidlich.!)

Encers kritisierte die ,,Wirmetodtheorie’‘ und zeigte, daB sie vom Standpunkt des
dialektischen Materialismus véllig haltlos ist. Er bemerkte: ,,Crausrus... mag sich
stellen, wie er will. Es geht ihm Energie verloren, qualitativ wenn nicht quantitativ.
Entropie kann nicht auf natiirlichem Wege zerstért, aber wohl gemacht werden. Die
Weltuhr muf} aufgezogen werden, dann lduft sie ab, bis sie ins Gleichgewicht gerit, aus
dem nur ein Wunder sie wieder in Gang bringen kann. Die zum Aufziehn verwendete
Energie ist verschwunden, wenigstens qualitativ, und kann nur durch einen Anstofl von
auflen hergestellt werden. Also war der Anstofl von auBlen auch im Anfang nétig, also ist
das Quantum der im Universum befindlichen Bewegung respektive Energie nicht immer
gleich, also muBl Energie erschaffen werden, also erschaffbar, also zerstorbar sein. Ad
absurdum!“ [9]. )

Nach Encers widerspricht die ,,Wirmetodtheorie* also dem Satz von der Erhaltung
und Umwandlung der Energie, der — wie wir bereits bemerkten — nicht nur die quanti-
tative Unzerstérbarkeit der Materiebewegung, sondern auch ihre unaufhérliche Fahigkeit
zu qualitativen Umwandlungen verschiedener Bewegungsformen ineinander feststellt.

EnceLs schrieb: ,,Die Unzerstorbarkeit der Bewegung kann nicht blo8 quantitativ, sie
mul auch qualitativ gefaBt werden; eine Materie, deren rein mechanische Ortsverdnderung
zwar die Méglichkeit in sich trégt, unter giinstigen Bedingungen in Wiarme, Elektrizitit,
chemische Aktion, Leben umzuschlagen, die aber auBerstande ist, diese Bedingungen aus
sich selbst zu erzeugen, eine solche Materie hat Bewegung eingebiifit; eine Bewegung, die
die Fihigkeit verloren hat, sich in die ihr zukommenden verschiedenen Formen um-
zusetzen, hat zwar noch Dynamis (Méglichkeit), aber keine Energeia (Wirksamkeit) mehr,
und ist damit teilweise zerstért worden. Beides aber ist undenkbar‘‘ [10].

Nach Encews ist im rdumlich und zeitlich unendlichen Universum kein Gleichgewichts-
zustand méglich, weil in der bewegten Materie selbst die Ursache ihrer Bewegung liegt.
Er schreibt: ,,... wir haben die GewiBheit, da die Materie in allen ihren Wandlungen
ewig dieselbe bleibt, daB keins ihrer Attribute je verlorengehn kann, und daB sie daher
auch mit derselben eisernen Notwendigkeit, womit sie auf der Erde ihre héchste Bliite,
den denkenden Geist, wieder ausrotten wird, ihn anderswo und in andrer Zeit wieder
erzeugen muf3*‘ [11].

Fiihrende Physiker des vorigen Jahrhunderts traten ebenfalls gegen die ,,Warmetod-
theorie** von Crausius auf. Hier sind in erster Linie die Arbeiten von Borrzmann und
die des bekannten polnischen Physikers SmoLucHOWSKI zu nennen.

Borrzmann stellte der ,,Wirmetodtheorie* die ,,Fluktuationshypothese* gegeniiber.
Er erkannte als erster die statistische Natur des zweiten Hauptsatzes. Nach Borrzmann ist
der Gleichgewichtszustand der am hiufigsten anzutreffende, wahrscheinlichste Zustand,
in dem jedoch spontan beliebig groBe Fluktuationen stattfinden kénnen.

Borrzmann wandte seine Hypothese auf die Welt als Ganzes an und gelangte zu der
Meinung, daB das Universum sich im allgemeinen im Zustand des thermodynamischen
Gleichgewichts befindet, in dem aber notwendig beliebig groBe Fluktuationen vorhanden
sind. Nach seiner Ansicht stellt der Teil des Universums, in dem wir uns befinden, eine
gewaltige Fluktuation dar. Jede Fluktuation muB} verschwinden, aber ebenso unvermeid-

1) Papst PIUS XII sagte 1952 wihrend einer-Sitzung der ,,Papstlichen Akademie der
Wissenschaften“: ,,Das von Ruporpm Crausius entdeckte Entropiegesetz gab uns die
GewiBheit, daBl spontane, natiirliche Prozesse immer mit einem bestimmiten Verlust der
freien, ausnutzbaren Energie verbunden sind, woraus folgt, daf sie in einem abgeschlossenen
materiellen System im makroskopischen MaBstab irgendwann aufhéren. Diese betriibliche
Notwendigkeit . .. ist ein ausdrucksvolles Zeugnis fiir die Existenz eines héheren Wesens.‘
(Vgl. dazu auch [8].)
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lich werden an anderen Orten des Universums dhnliche Fluktuationen entstehen. Nach
BorrzMANN miissen also Welten untergehen und neu entstehen.

BorrzmMaNN schreibt in seinem Buch ,,Vorlesungen iiber die Gastheorie* [12]: ,,Man
kann sich die Welt als ein mechanisches System von einer enorm groBen Anzahl von Be-
standteilen und von enorm langer Dauer denken, so dass die Dimensionen unseres Fixstern-
himmels winzig gegen die Ausdehnung des Universums und Zeiten, die wir Aeonen nennen,
winzig gegen dessen Dauer sind. Es miissen dann im Universum, das sonst iiberall im
Wairmegleichgewichte, also todt ist, hier und da solche verhéltnismaissig kleine Bezirke,
von der Ausdehnung unseres Sternenraumes (nennen wir sie Einzelwelten) vorkommen,
die wihrend der verhiltnisméssig kurzen Zeit von Aeonen erheblich vom Wirmegleich-
gewichte abweichen, und zwar ebenso hiufig solche, in denen die Zustandswahrschein-
lichkeit gerade zu- als abnimmt. Fiir das Universum sind also beide Richtungen der Zeit
ununterscheidbar, wie es im Raume kein Oben oder Unten giebt. Aber wie wir an einer
bestimmten Stelle der Erdoberfliche die Richtung gegen den Erdmittelpunkt als die Rich-
tung nach unten bezeichnen, so wird ein Lebewesen, das sich in einer bestimmten Zeit-
phase einer solchen Einzelwelt befindet, die Zeitrichtung gegen die unwahrscheinlicheren
Zustinde anders als die entgegengesetzte (erstere als die Vergangenheit, den Anfang,
letztere als die Zukunft, das Ende) bezeichnen und vermége dieser Benennung werden
sich fiir dasselbe kleine aus dem Universum isoligte Gebiete, ,,anfangs‘ immer in einem
unwahrscheinlichen Zustande befinden. Diese Methode scheint mir die einzige, wonach
man den 2. Hauptsatz, den Wirmetod jeder Einzelwelt, ohne eine einseitige Aenderung
des ganzen Universums von einem bestimmten Anfangs- gegen einen schliesslichen End-
zustand denken kann. .

SmorucrOwWsk1, der die Existenz der Fluktuationen bewies, vertrat die Ansichten von
Bortzmann. In einer Rede sagte er: ,,Von der empirischen Thermodynamik ausgehend,
behauptet Crausius, daBl die Entropie des Universums unaufhérlich anwichst, daBl das
Universum folglich mit der Zeit in das Stadium des Absterbens, des beriichtigten Wirme-
todes, iibergehen muB, in dem die gesamte potentielle Energie sich in Wirme umgewandelt
hat und alle Temperaturunterschiede sich ausgeglichen haben. Die kinetische Theorie
dagegen behauptet, daB nach dem Stadium des Absterbens wieder neues Leben entsteht,
da alle Zustdnde im ewigen Kreislauf mit der Zeit wiederkehren.

Borrzmany, Smorucrowsk: und viele Wissenschaftler unserer Zeit glauben, daf die
,, Wirmetodtheorie*‘ deshalb falsch ist, weil sie die thermodynamischen Gesetze ver-
absolutiert, d. h. den statistischen Charakter des zweiten Hauptsatzes vernachlissigt. Die
von ihnen vertretene Fluktuationshypothese weist die ,,Warmetodtheorie* also wegen der
statistischen Natur des zweiten Hauptsatzes zuriick. Die ,,Wiarmetodtheorie‘‘ ist aber
nicht deshalb falsch, weil sie die statistische Natur des zweiten Hauptsatzes ignoriert,
sondern umgekehrt, weil der zweite Hauptsatz wegen seiner statistischen Natur nicht auf
unendliche Systeme anwendbar ist. Prorkin zeigte kiirzlich in seiner Arbeit ,,Uber die
Entropiezunahme im unendlichen Universum‘ [13], daf es im unendlichen Universum
keine mehr oder weniger wahrscheinlichen Zusténde gibt (auf das Universum angewandt,
ist der Begriff des thermodynamischen Gleichgewichts als des wahrscheinlichsten Zustandes
also sinnlos). Daraus folgt nach Prorkin, dal der Satz iiber die Entropiezunahme, der in
endlichen abgeschlossenen Systemen gilt, nicht auf das gesamte Universum oder unend-
liche Teile desselben anwendbar ist (vgl. Aufgabe 63). Der Ubergang von endlichen zu
unendlichen Systemen ist mit einer Qualititsdnderung hinsichtlich ihrer zeitlichen Ent-
wicklung verbunden. Daraus ergibt sich eine obere Grenze fiir die Anwendbarkeit des
zweiten Hauptsatzes. Die Fragestellung der ,,Warmetodtheorie ist also falsch.

Der metaphysische Charakter der Bortzmannschen Hypothese ergibt sich auch daraus,
daB sie die Entwicklung der Welt durch thermische Fluktuationen auf dem Untergrund
des ,,Warmetodes‘‘ beschreibt und nicht, wie der dialektische Materialismus, durch Bewe-
gung lings einer aufsteigenden Linie, durch den Ubergang der alten in die neue Qualitit
und die Entwicklung vom Einfachen zum Komplizierten, vom Niederen zum Héheren.

6 Basarow, Thermodynamik
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Die Borrzmannsche Annahme, da3 der Zustand des'thermodynamischen Gleichgewichts
im Universum vorherrscht, widerspricht immer deutlicher dem zunehmenden empirischen
Material der Astronomie, das gleichzeitig die Anschauungen des dialektischen Materialismus
iiber die Entwicklung der Natur bestitigt. Wie die astrophysikalischen Beobachtungen
und Entdeckungen der letzten Zeit iiber die Entstehung von Sternassoziationen zeigen,
besitzt die Materie unaufhérlich die Fahigkeit der Energiekonzentration und Umwandlung
verschiedener Bewegungsformen ineinander. Gleichzeitig stellte man fest, da der ProzeB
der Sternbildung aus zerstreuter Materie bestimmten Gesetzen gehorcht, iiber bestimmte
Etappen verlduft und nicht auf zufllige Fluktuatlonen der Energieverteilung im Weltall
zuriickgefiihrt werden kann.

Aufgaben

27. Gibt es Prozesse, bei denen die einer Wirmequelle entzogene Wirmemenge voll-
stindig in Arbeit umgewandelt wird ?

28. Im vorigen Jahrhundert wurde oft versucht, Prozesse anzugeben, die dem zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik widersprechen. Genauere Untersuchungen zeigten jedoch
immer, da es sich dabei um scheinbare Widerspriiche handelte. Zu diesen Prozessen
gehort das Lichtventil-Paradoxon von W. Wien (1900).1)

Zwischen zwei Korpern gleicher Temperatur befindet sich ein Lichtventil (Abb. 10).
Das Licht des Kérpers I tritt in das Nicorsche Prisma I ein. Die eine Hélfte der ein-
fallenden Energie J passiert I und II und wird durch den Kérper I7 absorbiert, wihrend
die andere Halfte durch Totalreflexion im Nicorschen Prisma / und Reflexion am Spiegel §;

Sa SZ
W %

WS 7 | Abb. 10
7 |

auf den Kérper I zuriickgelangt. Das vom Korper 2 ausgehende Licht geht nicht durch
das Lichtventil hindurch. Die eine Hélfte der vom Korper 2 emittierten Energie J wird
nach der Totalreflexion im Nicorschen Prisma I iiber den Spiegel Sy zuriick auf den

1) Unter einem Lichtventil versteht man die folgende Vorrichtung. Zwei Nicorsche
Prismen sind so hintereinander angeordnet, dal ihre Schwingungsebenen einen Winkel von
45° bilden. Zwischen den beiden Nicorschen Prismen befindet sich ein Medium, in dem die
Polarisationsebene durch ein statisches Magnetfeld, das die Richtung des Lichtstrahls
besitzt, gedreht wird (Farapay-Effekt). Dabei hingt die Drehrichtung im Unterschied zur
natiirlichen Drehung der Polarisationsebene ohne Magnetfeld (z. B. durch eine Zucker-
16sung) nicht von der Strahlrichtung, sondern von der Magnetfeldrichtung ab. Wihlt man
das Magnetfeld insbesondere so, daBl sich die Polarisationsebene eines von I nach II
gerichteten Strahls um 45° dreht, so wird er durch I hindurchgehen. Dagegen wird ein von
II nach I laufender Strahl, dessen Polarisationsebene die gleiche Drehung wie im ersten
Fall erfahrt, von I nicht hindurchgelassen.
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Korper 2 gelenkt. Die andere Hélfte der Energie J geht durch das Nicorsche Prisma I]
und das drehende Medium hindurch und wird nach Totalreflexion im Nicorschen Prisma I,
Reflexion am Spiegel S3 und nochmaliger Totalreflexion im Nicorschen Prisma I ebenfalls
an den Kérper 2 abgegeben. Dem Korper I wurde also die Energie J/2 entzogen; wihrend
der Kérper 2 die Energie J/2 erhalten und sich somit im Widerspruch zum zweiten Haupt-
satz der Thermodynamik erwirmt hat. Wien nahm an, dafl die Erwirmung des Korpers 2
durch irgendwelche Prozesse, die im drehenden Medium ablaufen, kompensiert wird.
Ravieicn wies darauf hin, daB die Uberlegungen von Wien einen elementaren Fehler
enthalten. Worin besteht dieser Fehler?

29. In ein hohes Standglas, das in heiem Sand steht, wird eine Schicht Anilin und
dariiber eine geniigend dicke Schicht Wasser gegossen. Nach einiger Zeit steigt ein Anilin-
tropfen an die Wasseroberfliche, wobei er Arbeit gegen die Schwerkraft leistet. Wenig
spater fillt er wieder auf den Boden des Standglases zuriick. Dieser Prozef wiederholt
sich, solange der Sand erwirmt wird. Wie kann man die Tropfenbewegung erklidren?
Widerspricht sie dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, nach dem es nicht moglich
ist, auf Kosten der Wiarme einer einzigen Wirmequelle periodisch Arbeit zu leisten?

30. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik wird durch das chinesische Kinderspiel
»,Entchen, das in keiner physikalischen Lehrmittelsammlung fehlen sollte, anschaulich
,demonstriert. Das ,,Entchen‘ besteht aus einem abgeschlossenen Glasbehilter, der etwa
die in Abb. 11 gezeigte Form haben kann und auf einer drehbar gelagerten Achse befestigt
ist. Er enthilt eine leicht verdampfende Fliissigkeit. Im Gleichgewicht ist der ,,Hals*‘ um
einige Grad gegen die Vertikale geneigt. ,,Kopf* und ,,Schnabel* sind mit einer diinnen
Watteschicht bedeckt. Wird der Kopf etwas angefeuchtet, indem der Schnabel in ein
Schilchen mit Wasser getaucht wird, so wird das ,,Entchen‘‘ ununterbrochen ,,trinken*‘.
Man gebe eine Erkliarung fiir diesen Vorgang.

Abb. 11

31. Die Diffusion verschiedener Gase ineinander ist irreversibel. Wie kann man Gase
reversibel mischen ?

32. Man zeige, daB die Entropie bei den folgenden Prozessen zunimmt:
a) Zwei Wassermengen gleicher Masse und verschiedener Temperatur werden gemischt.

b) Zwei gleiche, adiabatisch isolierte GefaBe enthalten ideale Gase von gleicher Masse
und mit verschiedenen Driicken. Die beiden GefdBe werden durch ein Rohr miteinander
verbunden, so daf§ sich der Druck ausgleicht.

33. Der Ausdruck fiir die infinitesimale Warmemenge §(Q ist nur fiir thermisch homogene
Systeme holonom. Man zeige, da8 er fiir thermisch inhomogene Systeme nichtholonom ist.

6*
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34. Nach Cararreopory besteht der Inhalt des zweiten Hauptsatzes der Thermo-
dynamik fiir quasistatische Prozesse darin, daBl der Ausdruck fiir die infinitesimale Warme-
menge 6Q holonom ist. In seiner ,,Thermodynamik** siecht PLanck diese bemerkenswerte
Tatsache als eine triviale Feststellung an, die keine bedeutende Aussage iiber die Eigen-
schaften von Systemen darstellt. Er berechnet den Ausdruck 6Q/T fiir ein ideales Gas und
weist direkt nach, daB er ein vollstindiges Differential ist. Um zu zeigen, daBl §Q/T auch
fiir jedes beliebige System ein vollstindiges Differential darstellt, betrachtet PLanck ein
zusammengesetztes System, das aus dem betrachteten System § und einem idealen Gas G
besteht. Er lift das zusammengesetzte System G + § einen Kreisprozef ausfiihren, bei
dem es von auflen keine Wirme aufnimmt. Weil dabei G und § einzeln Kreisprozesse
durchlaufen, gilt die Gleichung

50 50
9§7+ T

G S
Daraus ergibt sich mit Hilfe der schon bewiesenen Relation
é
2 _,
T
G
die Beziehung

oQ
S
Pranck schlieBt daraus, daB 6(Q/T fiir jedes System ein vollstiindiges Differential darstellt.
T. A. Aranassewa-Enrenrest wies darauf hin, daB der Prancksche Beweis einen
Fehler enthilt. Worin besteht dieser Fehler?
35. Man beweise, daB eine lsotherme eine Adiabate nicht zweimal schneiden kann.
36. Esist zu zeigen, daB eine Prarrsche Form in zwei Verénderlichen immer holonom ist.

37. Man beweise, daB man im Falle einer nichtholonomen Prarrschen Form zwei
beliebige Punkte 29, 29, 23 und 2!, 24, ! durch eine Adiabate miteinander verbinden kann.

38. Nach dem Giessschen Theorem ist die Entropie eines Gemisches aus zwei idealen
Gasen gleich der Summe aus den Entropien der einzelnen Gase, wenn man voraussetzt,
daB jedes Gas vor der Durchmischung das gleiche Volumen wie das Gemisch einnimmt.
Man zeige, daB3 dieser Satz im Falle identischer Gase nicht gilt und erklire das Gissssche
Paradoxon.

39. 30 I NO diffundieren bei einem konstanten Gesamtdruck von 2atm und einer
Temperatur von 0 °C in 30 [ SO,. Wie gro8 ist der Entropiezuwachs?

40. Die Entropie eines aus » Molen bestehenden idealen Gases, das bei der Temperatur T
das Volumen »V besitzt (V ist das Molvolumen), ist

S, =vCyInT+ yRInvV 4+ b,.
Wie mufl die Konstante b, von » (und folglich von der Teilchenzahl N = v, wobei
N, die Loscamiprsche Zahl ist) abhéngen, damit die Entropie additiv ist?

%41. Unter der Annahme, da zwischen der Entropie S und der Wahrscheinlichkeit W
eines Zustandes ein bestimmter funktionaler Zusammenhang besteht (Borrzmannsches
Prinzip), beweise man mit Hilfe allgemeiner Eigenschaften der Entropie und Wahrschein-
lichkeit die Borrzmannsche Beziehung

§ = kln W 4 const.
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42, Zwei Kérper mit Temperaturen von 27 und 28 °C werden in Kontakt gebracht. Nach
einer bestimmten Zeit ist die Warmemenge 1 erg vom wirmeren auf den kilteren Kérper
ibergegangen. Wie #@ndert sich dabei die Wahrscheinlichkeit des Zustandes der beiden
Kérper? Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir den umgekehrten Ubergang? Man be-
antworte diese Fragen fiir den Fall, daB eine Warmemenge von 1,2-10-9 erg iibertragen
wird.

2
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43. Ein System mége reversibel vom Zustand I in den Zustand 2 iibergehen (Abb. 12)
und dabei aus einem Thermostaten die Wirmemenge 6Q aufnehmen und die Arbeit W
leisten. Danach kehre das System irreversibel in den Zustand I zuriick, wobei es dem
Thermostaten die Wirmemenge dQpst entnehmen und die Arbeit §Wygy leisten soll. Man
zeige, daBl beim nichtstatischen Ubergang vom System weniger Arbeit geleistet wird als
beim quasistatischen. (Es ist zu beachten, daB bei Anwesenheit nichtstatischer Ubergiinge
ein KreisprozeB méglich ist, bei dem eine von Null verschiedene Arbeit geleistet und einem
Thermostaten Wirme entzogen wird.)

Abb. 12

=—

%4. Das Vorzeichen des Ausdehnungskoeffizienten von Wasser #dndert sich bei der
Temperatur von 4 °C und ist fiir 0 °C < ¢ < 4 °C negativ. Man zeige, daB sich Wasser bei
adiabatischer Kompression im angegebenen Temperaturintervall abkiihlt; im Gegensatz
dazu erwirmen sich dabei andere Fliissigkeiten und alle Gase.

45. Warum kann man Wasser durch Abkiihlung (Erwirmung) mit Hilfe einer adia-
batischen Expansion nicht auf die Temperatur von 4 °C bringen?

46. Eine bestimmte Wassermenge wird einem Kreisproze zwischen den Temperaturen
2 und 6 °C unterworfen. Dabei dehnt es sich bei 6 °C isotherm aus und wird bei 2 °C iso-
therm komprimiert. Wegen der Anomalie des Wassers bei ¢ < 4 °C wird bei beiden Tempe-
raturen Wirme zugéfithrt und vollstindig in Arbeit verwandelt, was dem zweiten Haupt-
satz der Thermodynamik widerspricht. Wie kann man diesen Widerspruch erkliren?

47. Mit Hilfe der Grundgleichung der Thermodynamik ist die Maxwerrsche Regel
abzuleiten, nach der im (V, p)-Diagramm die beiden Flichen, die durch die van pEr WaaLs-
sche Isotherme und die dem Gleichgewicht zwischen Fliissigkeit und Dampf entsprechende
Gerade begrenzt werden, einander gleich sind (Abb. 13).

p

a Vmﬂm e
\ Abb. 13
0 v
48. Man bestimme die Entropie und die Adiabatengleichung eines van pErR WaaLsschen
Gases.
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49. Man berechne die Differenz C, — Cy fiir ein vaN pEr WaaLssches Gas.

50. Mit Hilfe der Differentialgleichung (3.50), die die thermische mit der kalorischen
Zustandsgleichung verkniipft, soll gezeigt werden, dafl die thermische Zustandsgleichung
eines idealen Paramagnetikums die Form M = f(H/T) besitzt.

51. Man zeige, daB} die innere Energie fiir Paramagnetika, die dem Curieschen Gesetz
% = C/T geniigen, nicht von der Magnetisierung M (oder dem Magnetfeld H) abhingt
(% ist die paramagnetische Suszeptibilitit und C die Curiesche Konstante).

52. Die Differenz Cp — C; zwischen den spezifischen Wirmen bei konstanter Spannung
und bei konstanter Dehnung ist fiir einen festen elastischen Stab zu bestimmen.

53. Man berechne die Differenz Cp — Cp zwischen den spezifischen Wirmen eines
Dielektrikums bei konstantem Feld E und bei der konstanten dielektrischen VerschiebungD.

54. Es ist zu zeigen, daB die spezifische Wirme Cy nicht vom Volumen abhiingt, wenn
die Zustandsgleichung so beschaffen ist, da der Druck linear von der Temperatur abhingt.

55. Man zeige, dal eine CarNor-Maschine unter allen Maschinen, die innerhalb des-
selben Temperaturintervalls nach beliebigen anderen Kreisprozessen arbeiten, den groften
Wirkungsgrad besitzt.

56. Wie groB ist der Wirkungsgrad einer StirLingschen Luftmaschine ? Der Stirringsche
KreisprozeB besteht aus den beiden Isothermen T =T, und T =T sowie den beiden
Isochoren V=V, und V=V,. Man vergleiche den berechneten Wirkungsgrad mit dem
einer Carnor-Maschine, die zwischen den Temperaturen Ty und T, arbeitet.

57. Man berechne den Wirkungsgrad eines Orro-Motors, in dem der Kraftstoff bei
konstantem Volumen verbrennt. Abb. 14 zeigt das Indikatordiagramm des Otroschen
Kreisprozesses. Sein Parameter ist die Verdichtung ¢ = V,/V5.

ol 3 Pl
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Abb. 14 Abb. 15

58. Man bestimme den Wirkungsgrad eines Dieser-Motors, dessen Indikatordiagramm
in Abb. 15 dargestellt ist. Die Parameter des Kreisprozesses sind -die Verdichtung
e = V/V5 und der isobare Expansionsgrad ¢ = V3/V,.

59. Man berechne die thermodynamischen Wirkungsgrade einer Warmepumpe (@) und
einer Kiltemaschine (y) fiir den Fall, daB die beiden Maschinen nach dem umgekehrten
Carnorschen KreisprozeB zwischen den Temperaturen Ty und Ty arbeiten (T; > Ty).
Man zeige, da Anderungen der Temperaturen T; und T sowohl @ als auch y verschieden
beeinflussen.

60. In einem untersetzenden Wirmetransformator entzieht die Warmekraftmaschine
dem Kérper mit der héheren Temperatur T die Warmemenge Qy, fithrt dem Koérper mit
der tieferen Temperatur Ty den Anteil Q dieser Warmemenge zu und leistet die Arbeit W,
die von der Wirmepumpe benutzt wird, um einem Medium mit der Temperatur T
(T < T,) die Wiarmemenge Qg zu entziehen und die Wirmemenge Q; auf den Korper der
Temperatur Ty zu ibertragen. Der Wirmetransformator leistet insgesamt keine Arbeit,
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sondern fithrt dem Koérper mit der Temperatur Ty auf Kosten der Wirmemenge Q; des
Kérpers mit der Temperatur T; die Wirmemenge Q = Q5 + Q4 zu. Als Ubersetzungs-
verhiltnis n_ des untersetzenden Wirmetransformators bezeichnet man das Verhiltnis
der Wirmemenge Q zur Wirmemenge @y (n_= Q/Q,). Man driicke n_ durch die thermo-
dynamischen Wirkungsgrade # und ¢ der Wirmekraftmaschine und der Wirmepumpe
sowie die Temperaturen T, Ty und T aus. Dabei soll angenommen werden, daB Wirme-
kraftmaschine und Wiarmepumpe Carnor-Maschinen sind.

61. In einem iibersetzenden Wirmetransformator entzieht die Wiarmekraftmaschine dem
Kérper mit der tieferen Temperatur Ty die Warmemenge Q,, gibt die Wiarmemenge Q, an
ein Medium mit der noch tieferen Temperatur T, ab und leistet die Arbeit W, die von
einer Wirmepumpe dazu aufgewendet wird, dem Kérper mit der Temperatur Ty die
Wirmemenge Q5 zu entziehen und dem Kérper mit der héheren Temperatur 7 die Wérme-
menge Q; zuzufithren. Insgesamt bewirkt eine solche Kombination aus Wairmekraft-
maschine und Wirmepumpe also die Ubertragung der Wirmemenge Q; vom: kilteren
Korper auf den wirmeren Korper. Als Ubersetzungsverhiltnis n, eines iibersetzenden
Wirmetransformators bezeichnen wir das Verhiltnis der Wirmemenge Q; zur Wirme-
menge Q = Qy + Q5 (n, = @4/Q). Man driicke n, durch die thermodynamischen Wir-
kungsgrade 7 und ¢ der Wirmekraftmaschine und der Wirmepumpe sowie die Tempe-
raturen Ty, Ty und T, aus. Es wird vorausgesetzt, dal beide Wirmemaschinen CArnor-
Maschinen sind.

62. Nach Borrzmann gibt es im Universum keine ausgezeichnete Zeitrichtung, weil alle
Prozesse letztlich reversibel sind. Innerhalb der Fluktuationen existiert jedoch eine aus-
gezeichnete Zeitrichtung, und zwar die vom weniger wahrscheinlichen Zustand (Vergangen-
heit) zum wahrscheinlicheren Zustand (Zukunft) (vgl. das Zitat im Abschn. 3.10., das den
» Vorlesungen iiber Gastheorie‘‘ von BorTzmanN entnommen wurde [12]). Borrzman~ und
SmorLucHowsk1 nahmen an, da die Umkehrbarkeit physikalischer Erscheinungen abso-
luten Charakter besitzt. Warum ist diese Annahme falsch?

63. Man beweise nach Prorkin, daB der zweite Hauptsatz der Thermodynamik iiber die
Entropiezunahme nicht auf das Universum als Ganzes oder einen beliebigen unendlichen
Teil desselben anwendbar ist.

& ————/=const

S=const
Abb. 16

0 4

64. Im (V, p)-Diagramm der Abb. 16 sind von einem beliebigen Zustand Z, aus nach
beiden Seiten die Adiabate, nach oben die Isochore und nach rechts die Linie konstanter
innerer Energie eingezeichnet. Zustinde, die nicht auf der Adiabaten liegen, sind von
Zy aus durch quasistatische adiabatische Prozesse nicht erreichbar. Man zeige, dal man
von Zj aus durch nichtstatische adiabatische Prozesse jeden beliebigen Zustand aus den
Gebieten «, 8 und y, aber keinen Zustand aus dem Gebiet Z erreichen kann.
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Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts (1906) fand Nernst den dritten Haupt-
satz der Thermodynamik, der nach langjéhriger Diskussion zur Zeit ebenso gut
begriindet ist wie die ersten beiden Hauptsitze.1)

Sein unmittelbares Anwendungsgebiet sind Prozesse bei tiefen Temperaturen.
Dariiber hinaus spielt er jedoch auch bei htheren Temperaturen eine bedeutende

Rolle.

4.1. Formulierung des dritten Hauptsatzes

Historisch gesehen hingt die Entdeckung des dritten Hauptsatzes der Thermo-
dynamik mit der Bestimmung der sogenannten chemischen Affinitdt zusammen.
Das ist eine GréfBle, die die Fiahigkeit verschiedener Stoffe, chemisch miteinander
zu reagieren, charakterisiert und durch die Arbeit W der chemischen Krifte bei
der betreffenden Reaktion bestimmt wird.

Wie wir sehen werden (s. Abschn. 6.1.), kann die chemische Affinitat W mit
Hilfe des ersten und zweiten Hauptsatzes nur bis auf eine unbestimmte Funktion J
berechnet werden. Um J zu bestimmen, sind zusétzlich zu den beiden Hauptsitzen
neue empirische Kenntnisse erforderlich.

Aus diesem Grund fithrte Nernst umfangreiche experimentelle Untersuchungen
iber das Verhalten von Stoffen bei tiefen Temperaturen durch. Das Ergebnis dieser
Experimente war die Formulierung des dritten Hauptsatzes: Bei Anniherung der
Temperatur T an den absoluten Nullpunkt hért die Entropie eines beliebigen Gleich-
gewichtssystems auf, von irgendwelchen thermodynamischen Parametern abzuhingen,
und nimmt einen konstanten Wert an, d. h., es gilt

S — So=const fir T-0

oder
ImAS=0 (4.1)
T—-0
und
as as
im (%) = 1m (%) =o. 02
70 \oz) 7~ 10 \0T), (4.2)

Dabei wurde mit A S die Differenz S — Sy und mit z ein beliebiger thermodynami-
scher Parameter (a oder A) bezeichnet.

Die Temperaturabhingigkeit der Entropie eines Gleichgewichtssystems besitzt
also in der Nihe des absoluten Nullpunkts (7' — 0) bei verschiedenen Werten eines
beliebigen thermodynamischen Parameters (z. B. bei verschiedenen Werten Vj,
Vs, V3 des Systemvolumens) nach dem dritten Hauptsatz die in Abb. 17 darge-
stellte Form.

1) Das Problem einer befriedigenden statistischen Begriindung des dritten Hauptsatzes
ist jedoch bisher noch offen, und seine weit verbreitete Erklirung durch die fehlende Ent-
artung des Grundniveaus eines Systems ist ungeniigend.
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Dem Grenzwert So der Entropie kommt keinerlei physikalische Bedeutung zu,
da er nicht von den thermodynamischen Parametern des Systems abhingt. Er
kann daher gleich Null gesetzt werden. Wie die statistische Untersuchung dieser
Frage zeigt, ist die Entropie ihrem Wesen nach nur bis auf eine willkiirliche Kon-
stante genau bestimmt (wie z. B. auch das elektrostatische Potential in einem
beliebigen Punkt des Feldes). Deshalb erscheint es nicht sinnvoll, eine ,,absolute
Entropie‘ einzufiihren, wie PLanck und viele andere Autoren es taten.

b k%

Abb. 17

0 T

Die Konstanz der Entropie (S — 0) fiir T — 0 bedeutet, da die Nullisotherme
mit der (Null-) Adiabaten iibereinstimmt. Es gibt nun eine Reihe von Stoffen
(einige Legierungen, Glyzerin, CO, NO u. a.), fiir die AS = S(T', z3) — S(T, z1)
bei T — 0 gegen eine von Null verschiedene GréBe strebt.

Eine sorgféltige Analyse zeigte jedoch, daB dieser scheinbare Widerspruch zum
dritten Hauptsatz mit dem ,,Einfrieren‘‘ der genannten Stoffe in metastabilen
Nichtgleichgewichtszustinden zusammenhingt, in-denen sie sich lingere Zeit
(einige Tage oder Wochen) befinden konnen, bevor sie in die stabilen Gleich-
gewichtszustinde iibergehen. Werden die Messungen in groBen Zeitintervallen
vorgenommen, so zeigt sich stets, dafl die Entropiedifferenz AS fiir T — 0 ver-
schwindet. .

Zur Zeit ist die Giiltigkeit des dritten Hauptsatzes fiir alle thermodynamischen
Gleichgewichtssysteme gesichert.

4.2. Einige Folgerungen aus dem dritten Hauptsatz

Aus dem dritten Hauptsatz ergibt sich eine Reihe wichtiger Aussagen, von denen
wir nur einige ndher betrachten wollen (s. auch die Abschn. 6.1., 7.3., die Aufgaben
68, 103 u. a.).

1. Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts. Aus dem dritten Hauptsatz folgt
unmittelbar die Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts. Um das zu zeigen,
betrachten wir einen Carnorschen Kreisprozef (s. Abb. 9, S. 74) zwischen den
Wirmereservoiren Ty = T und Ty = 0.

Nach dem zweiten Hauptsatz gilt fiir diesen Kreisprozefl

30
-
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oder
A512+ A523+ AS34+ A841= 0.

Wegen AS12 = Q/T(Q % 0), 4523 = 0 (adiabatischér ProzeB), 453, = 0 (dritter
Hauptsatz) und A4S; = 0 (adiabatischer ProzeB) folgt Q/T = 0, obwohl Q = 0
gewihlt wurde.

Der entstehende Widerspruch zeigt, dal man nicht mit einer Nullisothermen
arbeiten darf. Die absolute Temperatur Null ist unerreichbar!

Diese Aussage ist ihrem Inhalt nach dem dritten Hauptsatz dquivalent. Ist also
der dritte Hauptsatz falsch, so kann man den absoluten. Temperaturnullpunkt
erreichen; ist der absolute Nullpunkt erreichbar, so kann die Differenz von Entro-
piewerten am absoluten Nullpunkt von Null verschieden sein (vgl. Aufgabe 67).
Aus diesem Grund bezeichnet man den dritten Hauptsatz der Thermodynamik
oft auch als das Prinzip von der Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts.

2. Eigenschaften der thermischen Koeffizienten fiir T — 0. Der thermische Aus-
dehnungskoeffizient

—
Vo \aT/,
und der Spannungskoeffizient
ol
{fPO aT) v

sowie allgemein die thermodynamischen GréBen (3a/dT),4 und (dA4/dT), miissen
auf Grund des dritten Hauptsatzes fiir 7' — 0 selbst gegen Null streben.

Subtrahiert man nimlich auf beiden Seiten der Grundgleichung der Thermo-
dynamik (3.32)

TdS=dU+ 3 A; da;
das Differential d (TS),tso ergibt sich

—8dT = d(U — TS) + 3 A; da;.
Daraus folgt l

dF=—5dT— 3 A;da; (4.3)
mit i

F=U-TS.

Da d F ein vollsténdiges Differential ist, gilt

(30~ (57)., (s

Nach dem dritten Hauptsatz hért die Entropie bei 7' — 0 auf, von den Zustands-
parametern abzuhéngen, d. h., es ist nach (4.2)

P
lim (_S) =0.
750 \0ai/ 1,4,
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Demnach ergibt sich

24;
Jim ( . T) —o0. (4.5)

Addiert man ferner auf beiden Seiten von (4.3) das Differential d (3 4;a;), s6 erhalt
man i

dZ=—8§5dT+ 3 a;d4; (4.6)
mit Z = F + 3’ A;a;. Daraus folgt
as (aa,-)
(== = 4.7
(3Ai)T,A, 0T) 4, (5.7)
und gemifB (4.2)
3a

Speziell fiir a =V und A = p ergeben sich aus (4.5) und (4.8) die Beziehungen

A% dp
Jim (aT) = Jm (aT) = 0.

Demnach streben der thermische Ausdehnungskoeffizient « und der Spannungs-
koeffizient y fiir T — 0 gegen Null.

Setzt man die verallgemeinerten Krifte A; gleich der Oberflichenspannung o,
der elektromotorischen Kraft E eines galvanischen Elements usw., so folgt aus
(4.5), daB alle diese GroBen fiir T — 0 aufhéren, von der Temperatur abzuhédngen.
Der Temperaturkoeffizient (96/dT) der Oberflichenspannung, der Temperatur-
koeffizient (dE/dT) der elektromotorischen Kraft usw. verschwinden also bei
Anniherung an den absoluten Nullpunkt. Entsprechend erhdlt man aus (4.8) fiir
a = M, P usw. die Aussagen, daB der Temperaturkoeffizient (dM/dT)y der
Magnetisierung, der Temperaturkoeffizient ( BP/aT der Polarisation usw. fiir
T — 0 gegen Null gehen.

Diese SchluBfolgerungen aus dem dritten Hauptsatz wurden experimentell
bestatigt.

3. Berechnung der Entropie und Eigenschaften der spezifischen Wéirmen fiir T — 0.
Die Berechnung aller thermodynamischen Funktionen wird durch den dritten
Hauptsatz bedeutend vereinfacht. Vor seiner Aufstellung muBiten zur Bestimmung
der Entropie die Temperaturabhingigkeit der spezifischen Wirme sowie die ther-
mische Zustandsgleichung bekannt sein (s. Abschn. 3.7.).

Der dritte Hauptsatz erméglicht die Berechnung der Entropie ohne die ther-
mische Zustandsgleichung (die fiir dichte Medien ohnehin nicht bekannt ist) allein
‘mit Hilfe der Temperaturabhingigkeit der spezifischen Warme. Aus der Definition
der spezifischen Wirmen

s as
Cy = T(ﬁ)v, C,= T(ﬁ)p (4.9)
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erhalten wir ndmlich unter Verwendung des dritten Hauptsatzes

T
f-dT baw. S=f%d:r. (4.10)
0

Das wichtige Problem der Entropieberechnung lduft also darauf hinaus, die Tem-
peraturabhiingigkeit der spezifischen Wéirmen zu bestimmen. Daraus erklirt sich
auch die Tatsache, daB das Problem der spezifischen Wirme zu Beginn des
20. Jahrhunderts in der Physik einen bedeutenden Platz einnahm. EinstEIN,
DeryE, BorN, KraMERs u. a. befaften sich mit seiner Lésung.

Nach dem dritten Hauptsatz streben die spezifischen Warmen Cy und C, fiir
T — 0 nicht nur schlechthin gegen Null, sondern von héherer als erster Ordnung
in T.%) Das folgt aus (4.9), da nach (4.2) die Ableitungen (3.5/87T)y und (85/3T), fiir
T — 0 ebenfalls gegen Null gehen. Uber die genaue Form der nichtlinearen Tem-
peraturabhéngigkeit der spezifischen Warmen fiir 7' — 0 sagt der dritte Hauptsatz
nichts aus.

Abb. 18

0 T 0

Die Folgerungen iiber das Verhalten der spezifischen Wirmen in der Umgebung
von T = 0 sind im Unterschied zu der Aussage, daBl der absolute Nullpunkt der
Temperatur unerreichbar ist, dem dritten Hauptsatz nicht dquivalent, da sie die
Méglichkeit eines von den Zustandsparametern abhiingenden Entropiewertes bei

= 0 (s. Abb. 18) nicht ausschlieBen.

4. Entartung eines idealen Gases. Der Ausdruck (3.35)
S= CVlIl T+ Rln V+ SO

fiir die Entropie eines idealen Gases, der mit Hilfe der CLapEYRONschen Zustands-
gleichung pV = RT und der Annahme abgeleitet wurde, da die spezifische
Wirme Cy nicht von der Temperatur abhéngt, widerspricht dem dritten Haupt-
satz in zweierlei Hinsicht: Erstens hiéngt § bei tiefen Temperaturen vom Volumen
ab, und zweitens strebt die Entropie fiir 7 — 0 nicht gegen einen endlichen Wert,

1) Die SchluBfolgerung, da8 die spezifische Wirme fiir T — 0 gegen Null geht, ergibt sich
auch schon aus dem ersten und zweiten Hauptsatz, wobei jedoch entgegen dem dritten
Hauptsatz die Méglichkeit offenbleibt, daB§ die spezifische Wirme fiir tiefe Temperaturen
linear von T abhingt (vgl. die Lésung von Aufgabe 103).
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sondern gegen — co. Daraus geht hervor, daf} ein ideales Gas bei tiefen Tempera-
turen nicht der CLarEYroNschen Zustandsgleichung und dem Gesetz Cy = const
geniigen kann, sondern andere Eigenschaften besitzen muB. Diese Abweichung
eines idealen Gases von den klassischen Gasgesetzen bezeichnet man als Entartung.
Der dritte Hauptsatz sagt also die Entartung idealer Gase bei tiefen Tempera-
turen voraus — eine Vorhersage, die von der Quantenstatistik bestétigt wurde.

Aufgaben

65. Der Druck p und die innere Energie U eines idealen Elektronengases geniigen der
Beziehung

14 2U
P—g-

Daraus ist die Abhingigkeit der ,,Nullpunktsenergie‘‘ eines Elektronengases von der Elek-
tronenkonzentration zu bestimmen.

66. Man zeige, daf die Annahme, das Curiesche Gesetz (¥ = C/T) gelte fiir Paramagne-
tika bis zu beliebig tiefen Temperaturen, dem dritten Hauptsatz der Thermodynamik
widerspricht.

67. Man beweise die Aquivalenz der folgenden Formulierungen des dritten Hauptsatzes:

a) Bei Anniherung der Temperatur T an den absoluten Nullpunkt hért die Entropie §
eines beliebigen Gleichgewichtssystems auf, von irgendwelchen thermodynamischen Para-
metern abzuhingen, und nimmt einen konstanten Wert an.

b) Der absolute Nullpunkt der Temperatur ist unerreichbar.

68. Auf Grund des ersten und zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik gilt

8Q = CydT+ T(a—p) ar.
a1/,

Kann man daraus schlieBen, da die Warmemenge 6Q fiir die Nullisotherme (d. h. fiir
T = 0°K und d7 = 0) verschwindet und demnach ‘bereits aus dem ersten und zweiten
Hauptsatz folgt, dal die Nullisotherme mit der (Null-) Adiabaten iibereinstimmt?

69. Zwei mit He II gefiillte Behilter seien durch eine Kapillare miteinander verbunden.
Eine Temperaturdifferenz AT = Ty — T; verursacht das Druckgefille Ap = p, — py.
Wie ist diese Erscheinung zu erkliren? Welcher Zusammenhang zwischen AT und Ap
folgt unter der Annahme, daB sich He II wie ein Gemisch aus zwei Fliissigkeiten verhilt,
und zwar einer suprafliissigen, die keine Zahigkeit und Entropie und daher auf Grund des
dritten Hauptsatzes die Temperatur T = 0 besitzt, und einer normalen, die die Eigen-
schaften einer gewohnlichen Fliissigkeit hat?



5. Thermodynamische Methoden

Thermodynamische Untersuchungen beruhen auf der Anwendung der Haupt-
séitze. Man kennt die Methode der Kreisprozesse und die Methode der thermodyna-
mischen Potentiale.

5.1. Methode der Kreisprozesse

1. Die Methode der Kreisprozesse besteht darin, dal man einen geeigneten rever-
siblen Kreisproze3 auswéhlt und darauf den ersten Hauptsatz

80=w (5.1)
¢

und den zweiten Hauptsatz

56 3TQ - (5.2)

anwendet. Dabei kommen natiirlich nur solche Zustandsinderungen in Betracht,
fiir die sich die in (5.1) und (5.2) vorkommenden Integrale berechnen lassen. Man
nimmt an, daB das betrachtete System einen CarNorschen Kreisprozel ausfiihrt,
und benutzt die Gln. (5.1) und (5.2), um seinen Wirkungsgrad auszudriicken; diesen
setzt man gleich dem Verhaltnis (Ty — T5)/T}.

2. Wir benutzen die Methode der Kreisprozesse, um die Temperaturabhéngigkeit
der Oberflachenspannung zu bestimmen. Dazu betrachten wir eine Fliissigkeits-
lamelle, die sich in einem Drahtbiigel befindet. Sie moége einen Carnorschen
KreisprozeB ausfithren, den wir im (Z, ¢)-Diagramm (Abb. 19) darstellen (X' ist

d 4 TdT

do
1 T 2

Abb. 19

0 =, Z s

die Lamellenoberfliche und ¢ die Oberflichenspannung). Im Anfangszustand I sei
der Flacheninhalt gleich X und die Oberflichenspannung gleich ¢. Die Lamelle
moge sich isotherm ausdehnen, bis der Zustand 2 erreicht ist. Dabei éndert sich
die Oberflichenspannung nicht. Erfahrungsgemf ist die Zunahme der Lamellen-
oberfliche mit einer Abkiihlung verbunden. Um zu erreichen, da der ProzeB
isotherm verlduft, mufl man daher auf dem Abschnitt zwischen I und 2 bei der
Temperatur T die Wiarmemenge Q zufithren. Von 2 nach 3 moge sich die Lamelle
adiabatisch ausdehnen. Dabei nimmt die Temperatur um d 7' ab und die Ober-
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flichenspannung um do zu. Auf dem Abschnitt zwischen 3 und 4 erfolgt eine iso-
therme Kontraktion der Lamelle, wobei ihr die Warmemenge Q, entzogen wird.
Durch die anschlieBende adiabatische Kontraktion gelangt man zum Anfangs-
zustand I zuriick.

Bei diesem KreisprozeBl leistet die Lamelle die Arbeit W = Q; — @, die im
(Z, 0)-Diagramm durch die umlaufene Fliache dargestellt wird. Sie ist negativ,
weil der Kreisprozel entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wurde. Es gilt also
W = — (2 — Z})do. Fir den Wirkungsgrad folgt daraus

W (5 Z)do
VT o

Da es sich um einen Carnotschen Kreisproze3 handelt, gilt andererseits die Bezie-
hung
T—(T—-dT) dT

T T
Setzt man die beiden Ausdriicke fiir 5 einander gleich, so entsteht
(22— 21) dG‘_dT

Q1 T

(dO') _ Q'l 1
A7)y~ Z,— X, T

Die GroBe Qy/(Zy — X)) = r ist die latente Bildungswérme je Flidcheneinheit der
Lamelle. Damit ergibt sich

(:—‘;); - (5.3)

Die Anderung der Oberflichenspannung je Grad ist also der absoluten Temperatur
umgekehrt proportional.

In dhnlicher Weise findet man die Temperaturabhiingigkeit des Dampfdruckes,
der elektromotorischen Kraft usw. Diese GesetzmiBigkeiten lassen sich ebenso wie
(6.3) mit Hilfe anderer thermodynamischer Methoden einfacher bestimmen
(s. unten).1)

Das oben behandelte Beispiel sowie die Aufgaben 70, 71 und 72 zeigen, wie die
thermodynamischen Sétze bei der Methode der Kreisprozesse angewandt werden.

Die Methode der Kreisprozesse ist die #lteste thermodynamische Methode.
Carvot, Crausius und NernsT benutzten ausschlieBlich dieses Verfahren. Die
Methode der Kreisprozesse kann grundsétzlich bei der Lsung beliebiger Probleme
angewandt werden, besitzt aber den groBen Nachteil, dal ad hoc ein geeigneter
Kreisprozel gewihlt werden muf. Von der Wahl des Kreisprozesses, die durch
nichts bestimmt wird, hiangt der Erfolg bei der Losung eines Problems ab.

Bei thermodynamischen Untersuchungen benutzt man gegenwirtig vor allem
die Methode der thermodynamischen Potentiale.

oder

1) Die Methode der Kreisprozesse wird in den Aufgaben 70, 71 und 72 angewandt, um die
angegebenen Temperaturabhiingigkeiten zu bestimmen; ferner wird dort ein weiteres
Problem gelést.
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5.2. Methode der thermodynamischen Potentiale

1. Die Methode der thermodynamischen Potentiale wurde von Giess entwickelt.
Sie besitzt rein analytischen Charakter und geht von der Grundgleichung der
Thermodynamik

i

aus. Mit Hilfe der Gl. (5.4) kénnen dem betrachteten System unter bestimmten
Bedingungen Zustandsfunktionen (thermodynamische Potentiale) zugeordnet
werden. Zwischen ihnen und den iibrigen ZustandsgréBen bestehen Beziehungen,
die es gestatten, bestimmte physikalische Prozesse zu analysieren.

Wie wir im folgenden sehen werden, kann man die thermischen Zustandsglei-
chungen und die kalorische Zustandsgleichung sowie die entsprechenden Eigen-
schaften von Systemen mit Hilfe eines einzigen thermodynamischen Potentials
erhalten.

2. Zunichst betrachten wir einfache Systeme. In diesem Fall lautet die Grund-
gleichung der Thermodynamik fiir quasistatische Prozesse

TdS=dU+ Ada
oder, falls A = p und @ = V gewihlt wird,
TdS=dU+ pdV: (5.5)

Die Gl. (5.5) stellt einen Zusammenhang zwischen den fiinf Zustandsfunktionen
T, S, U, pund V dar. Der Zustand eines einfachen Systems wird jedoch durch zwei
Parameter bestimmt. Wihlt man von den fiinf angegebenen Gréfen zwei als unab-
hingige Verdnderliche, so enthilt die Gl. (5.5) drei unbekannte Funktionen, die
man aus (5.5), der thermischen Zustandsgleichung

p=p(T,V) (5.6)
und der kalorischen Zustandsgleichung
U= U(T, V) (5.7)

bestimmen kann.

Neben der Beziehung (5.5) sind also zwei weitere Gleichungen erforderlich,
obwohl zwischen den Funktionen p und U auf Grund des zweiten Hauptsatzes
auBerdem noch die Relation

(), -G,

besteht. Das ist deshalb so, weil die Beziehung (5.8) einen differenticllen Zusam-
menhang darstellt. Man kann daher mit ihrer Hilfe die Abhéngigkeit der gesuchten
Funktion nur von einem Argument bestimmen, wihrend eine beliebige Funktion
des anderen Arguments offen bleibt. Um die drei in (5.5) vorkommenden unbekann-
ten Funktionen zu ermitteln, miissen wir also tatséichlich neben der Beziehung (5.5)
die thermische und kalorische Zustandsgleichung benutzen. An der zuletzt genann-
ten Gleichung interessiert jedoch nur die Abhéngigkeit der inneren Energie von der
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Temperatur T, also die Beziehung U = U (T, C) mit C als konstantem Volumen.
Die Kenntnis der Volumenabhingigkeit von U ist wegen (5.8) nicht erforderlich.

Wird dagegen die innere Energie in Abhéngigkeit von § und V betrachtet, so
erfordert die Bestimmung der iibrigen drei Verdnderlichen neben (5.5) nur die
eine Gleichung

U= U(S, V). (5.9)

Ist die Beziehung (5.9) bekannt, so folgen die beiden verbleibenden Verénderlichen
wegen (5.5) durch Differentiation. Es gilt

T— (%’)V (5.10)
und -
p=— (W)s' (5.11)

Aus der Beziehung

22U\ (dT\ T
(ow), = (as), =

fiir die zweite Ableitung (32U/3S5?)y ergibt sich

Co— T ) (62U _ ap\ 1
Y=ty a—w)s_ '(EV)S_W”
(m)v

32U
a7y

und

eg= Vo(

Gleichsetzen der gemischten Ableitungen (32U/3S8V = 32U[aVdS) liefert

(’ZTQS: - (;’—§) v (5.12)

Nach dem eingangs Gesagten ist die innere Energie U in Abhingigkeit von §
und V als thermodynamisches Potential anzusehen. Die iibrigen Veridnderlichen
(T und p) ergeben sich durch Differentiation von U nach § und V; mit anderen
Worten: alle thermodynamischen Eigenschaften eines Systems lassen sich durch
Ableitungen von U (S, V) nach den Argumenten ausdriicken. Dabei werden die
thermischen Eigenschaften durch die zweiten Ableitungen bestimmt.

Die innere Energie U als Funktion der unabhingigen Verdnderlichen S und V
bezeichnet man auch deshalb als thermodynamisches Potential, weil die Beziehung

(U
p=(a),

7 Basarow, Thermodynamik



98 5. Thermodynamische Methoden

zwischen innerer Energie und Druck der Gleichung zwischen Potential und Kraft
in der Mechanik

F,=— aV/oz, F,= — 8V]dy, F,—= — aV/dz

analog ist.

Fiir praktische Rechnungen ist das thermodynamische Potential U = U (S, V)
kaum geeignet,; da eine der beiden unabhingigen Verdnderlichen, die Entropie S§,
nicht unmittelbar gemessen werden kann.

Nimmt man im Falle eines einfachen Systems an Stelle von S und V zwei belie-
bige andere Groflen als unabhingige Verinderliche, so ist die innere Energie U
kein thermodynamisches Potential. Es zeigt sich jedoch, dal man auch dann an
Stelle der beiden Gleichungen

P=P(T, V)! U= U(T, C)

eine Funktion der gewihlten unabhéngigen Verénderlichen angeben kann, die wie
U (S, V) ein thermodynamisches Potential ist.

Wir wihlen T und V als unabhingige Verdnderliche. Durch Subtraktion von
d(TS) auf beiden Seiten von (5.5) entsteht eine Gleichung, die die beiden Differen-
tiale d7 und dV enthilt.1) Es ergibt sich

— SdT=d(U— TS)+ pdV.

Mit der Bezeichnung

U-TS=F (5.13)
folgt
dF=— §dT - pdV. (5.14)
Daraus ergibt sich
oF
=—(— 5.15
§ (3T)V .15)
und
aF
=—(—) . 5.16
P (BV)T (5.16)

Die Gl. (5.16) stellt die thermische Zustandsgleichung dar. Kennt man F =
F(V, T), so kann aus (5.16) die Funktion p = p(V, T) bestimmt werden.

Mit Hilfe der zweiten Ableitung der Funktion F erhilt man die kalorischen
GroéBen, ndmlich die spezifische Warme

92F
=— T(— 5.17
CV T (a T2) V1 ( )
die Kompressibilitit (oder den isothermen Elastizititsmodul ey = 1/8)
1oy 1
- Vo (5) r oy (02F\

1) Eine solche Transformation einer Differentialform heiBt Lecenpre-Transformation.
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sowie die Gleichung

(59,68,

Die Funktion F (T, V) ist demnach ein thermodynamisches Potential. Sie wurde
von HeLmuoLTz eingefiithrt und wird als freie Energie bezeichnet, weil das System
bei isothermen Prozessen auf Kosten von F — und nicht von U, wie bei adiabati-
schen Zustandsinderungen — Arbeit leistet. Aus (5.14) folgt ndmlich fiir T = const

pdV=—dF.

Die freie Energie F = U — T§ spielt also bei isothermen Prozessen dieselbe Rolle
wie die innere Energie U bei adiabatischen. Die GroBe T'S hei3t gebundene Energie.
Benutzt man 7 und p-als unabhingige Verdnderliche, so erhilt man das thermo-
dynamische Potential Z(T, p) = U — TS + pV.
Um das zu zeigen, gehen wir in der Gleichung

dF=—8dT—pdV

mit Hilfe der Lecenpre-Transformation zu den Verinderlichen T und p iiber,
indem wir auf beiden Seiten von (5.14) das Differential d (pV) addieren. Es folgt

d(F+ pV)=—SdT+ Vdp

oder
dZ=—-S8dT+ Vdp (5.19)
mit
Z=F+pV=U—-TS+pV. (5.20)
Aus (5.19) ergibt sich dann
oz oz
(), (),

Die zweite der Gleichungen (5.21) liefert die thermische Zustandsgleichung. Somit
erweist sich also auch die Funktion Z(T, p) = U — TS + pV als thermodynami-
sches Potential. Sie wird als freie Enthalpie bezeichnet.

Mit Hilfe der zweiten Ableitungen von Z (T, p) erhélt man die spezifische Warme

EVA
C,=—T (a_:rz)p (5.22)
die Kompressibilitit
1 [V 1 (9%Z
=) =—_— (== 5.23
A Vo (3P)T Vo (3P2)T ( )
sowie die Gleichung s

(), -,
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Wihrend das System bei isothermen Prozessen Arbeit auf Kosten der freien
Energie leistet, zeigt sich, daB die Abnahme der freien Enthalpie bei isothermen
Prozessen gleich der Arbeit ist, die vom sogenannten erweiterten System bei adia-
batischen Prozessen geleistet wird. Ein solches erweitertes System kann z. B. aus
Gas, Zylinder, Kolben und Gewichtsstiick bestehen (Abb. 20). Seine Energie E ist

ps

TN Abb. 20

gleich der Summe aus der inneren Energie U des Gases und der potentiellen Ener-
gie ps h = p V des belasteten Kolbens:

E= U+ pV.
Daraus folgt
dE=dU+ pdV 4+ Vdp= T dS+ Vdp.

Bei adiabatischen Prozessen ist die Energieabnahme gleich der vom System gelei-
steten Arbeit. Daher gilt

— (dE)s=—Vdp
und die Arbeit W, die das erweiterte System leistet, wird

IWerw=— Vdp. (5.25)
Weiterhin folgt aus (5.19) fiir isotherme Prozesse die Beziehung

—(dZ)r=— V dp.
Unter Beriicksichtigung von (5.25) ergibt sich damit schlieBlich

—(dZ) 7= 8Werw. (5.26)

Greifen am System auBler mechanischen auch nichtmechanische Krifte an (elek-
trische, magnetische usw.), so besitzt die Anderung der freien Enthalpie Z eine
andere Bedeutung. In diesem Fall gilt

TdS=dU+ pdV + SWaientmeen- (5.27)

Mit Hilfe der Lecenpre-Transformation [Addition von d (— TS + pV) auf beiden
Seiten von (5.27)] gehén wir von den Differentialen d.S und dV zu den Differen-
tialen d 7T und dp iiber. Es folgt

—S§dT+Vdp=d(U— TS+ pV)+ 3W sichtmech
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und

dZ=— SdT+ V dp— 3Wyichtmecn- (5.28)

Die Abnahme der freien Enthalpie bei isotherm-isobaren Prozessen in zusammen-
gesetzten Systemen ist also gleich der Arbeit dieser Systeme gegen die an ihnen
angreifenden nichtmechanischen Kréfte:

_(dz)p, T= 8I/Vnichtmech . (529)

Die freie Enthalpie ist fiir thermodynamische Betrachtungen deshalb von Bedeu-
tung, weil die unabhiingigen Verdnderlichen p und T im Gleichgewichtszustand
fir alle Bestandteile eines zusammengesetzten Systems iibereinstimmen. Fir
praktische Rechnungen ist daher die freie Enthalpie besonders gut geeignet.
Wihlt man S und p als unabhingige Verdnderliche eines einfachen Systems, so
erhédlt man das thermodynamische Potential H(S, p) = U + pV.
Geht man némlich in der Gleichung

TdS=dU+ pdV

von den Differentialen dS und dV zu den Differentialen dS und dp iiber, indem
man auf beiden Seiten den Ausdruck d (pV) addiert, so wird

TdS+ Vdp= d(U+ pV)

oder

dH=TdS+ Vdp. (5.30)
Die Funktion

H= U+ pV (5.31)

heiit Enthalpie. Sie ist ein thermodynamisches Potential, falls als unabhingige
Verinderliche S und p benutzt werden. Die Ableitungen von H (S, p) nach Sund p
bestimmen die folgenden GréBen:

aH
=(— 5.32
T (as),; (5.32)

d. h.

(5.34)
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oder
Vo
R (5.35)
(572)s
Aus (5.30) ergibt sich ferner die Gleichung
aT A%
(.-,

Bei bekannter Enthalpie H (S, p) folgt aus (5.33) durch Differentiation von H
nach p die Adiabatengleichung des Systems.

Zur physikalischen Bedeutung der Enthalpie bemerken wir, daB ihre Anderung
bei isobaren Prozessen gleich der aufgenommenen Wirmemenge ist. Es gilt

(dH)p= (T dS),= (3Q)p= C, dT

mit
oH
Cp= (ﬁ)p' (5.37)

Aus diesem Grund bezeichnet man H oft auch als Wéarmefunktion oder Wirme-
inhalt.

Dariiber hinaus ist die Enthalpie gleich der Energie des erweiterten Systems.
Da ganz allgemein die Energieabnahme bei adiabatischen Prozessen mit der gelei-
steten Arbeit iibereinstimmt, erweist sich also die Enthalpieabnahme bei adia-
batischen Prozessen als identisch mit der Arbeit des erweiterten Systems:

— (dH)s= 0Werw. (5.38)
Wenn neben den mechanischen auch nichtmechanische Krifte angreifen, so gilt

TdS=dU+ P dvV+ 8VVnichtmecln

TdS=d(U+ pV)— Vdp+38 Wyichtmech
und
dH= T dS+ V dp — 3W yichtmech-

Daraus folgt, dal die Abnahme der Enthalpie bei adiabatisch-isobaren Prozessen
in einem zusammengesetzten System gleich der Arbeit der nichtmechanischen
Krifte ist:

—(dH)S,p = 8VVnicht.mer:h- (539)

AuBler U, F, Z und H gibt es noch weitere thermodynamische Potentiale. Wie
man mit Hilfe von (5.5) leicht sieht, ist z. B. die Entropie S als Funktion der un-
abhiingigen Veridnderlichen U und V ein thermodynamisches Potential. Es gilt

1 P
ds = — ——av.
§=—rdU+ oV
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(3v)
1 avly
) pP=

(aS ) (38 ) '

aUly aU/y

Benutzt man S und U als unabhingige Verinderliche, so ist V ein thermodynami-
sches Potential. Es gilt

Daraus folgt

T=

av="Las— Lau
14 14

(5s)
1 a8y

_ — s E—

(aV) aV) ’
aU) s (W] s

Die gebrauchlichsten thermodynamischen Potentiale sind U, F, Z und H. Die
freie Energie F und die freie Enthalpie Z werden am héufigsten benutzt, weil die

zugehdrigen unabhingigen Verdnderlichen 7T, V bzw. T, p experimentell leicht
bestimmbar sind.

mit

3. Im Falle zusammengesetzter Systeme existieren verallgemeinerte thermodyna-
mische Potentiale. Ausgehend von der Grundgleichung der Thermodynamik

TdS=dU+ 3 A4; da;, (5.40)

erweist sich bei Verwendung der #uBeren Parameter a; und der Entropie § als
unabhéngige Verdnderliche die innere Energie U(S, a;) als thermodynamisches
Potential. Ihr Differential ist

dU=TdS— 3 4; da;. (5.41)

Beschreibt man ein System durch die dufleren Parameter a; und die Temperatur
T, so ergibt sich als thermodynamisches Potential die freie Energie F = U — TS.
Das Differential d F ist

dF=— SdT— 3 A; da;. (5.42)

Das zu den unabhiéngigen Verédnderlichen p, T und a4, ..., a, gehérende thermo-
dynamische Potential ist die freie Enthalpie Z = U — T'S 4+ pV mit dem Diffe-
rential '

dZ=—SdT+ Vdp— 3 A, da;. (5.43)

Wird das System durch die Verdnderlichen p, S, ay, ..., a, beschrieben, so ergibt
sich als thermodynamisches Potential die Enthalpie H = U + pV. Das Differen-
tial dH ist

dH=TdS+ Vdp— 3 4; da;. (5.44)
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4. Alle angegebenen thermodynamischen Potentiale sind additive, eindeutige
Zustandsfunktionen. Thre Abnahme ist unter den entsprechenden Bedingungen
gleich der Arbeit, die das System gegen die an ihm angreifenden Krifte leistet. Die
thermodynamischen Potentiale besitzen ferner bei konstanten unabhéngigen Ver-
anderlichen Extremaleigenschaften, woraus Gleichgewichtsbedingungen fiir das
betrachtete System abgeleitet werden kénnen. Dabei geht man von der Grund-
gleichung (5.4) der Thermodynamik fiir nichtstatische Prozesse aus, d. h. von
Gl. (5.4) mit dem Ungleichheitszeichen (s. unten).

5. Die thermodynamischen Potentiale U, F, Z und H lassen sich im Raum der
entsprechenden unabhingigen Verinderlichen als Flichen darstellen. Ihre expli-
zite Konstruktion erfolgt gewohnlich unter Heranziehung experimenteller Daten.
Bei allgemeinen Untersuchungen der genannten Fliachen und damit auch der
Eigenschaften des zugehorigen Systems werden differentialgeometrische Methoden
angewandt, die deshalb in der Thermodynamik besonders wichtig sind [14]. Eine
der bedeutendsten Arbeiten von Gisss, ,,Methoden der geometrischen Darstellung
thermodynamischer Eigenschaften mit Hilfe von Flachen‘ [15], behandelt solche
Fragen.

6. Die thermodynamischen Potentiale hingen voneinander ab. Kennt man einige
von ihnen, so kann man daraus andere berechnen.

So 148t sich aus der freien Energie F oder der freien Enthalpie Z die innere
Energie U leicht bestimmen. Im ersten Fall folgt aus F = U — TS und (5.15)

aF
U=F-17(5z) (5.45)
Im zweiten Fall ergibt sich aus Z = U — T'S + pV sowie aus (5.20) und (5.21)
oz az
—} . 4
U=2- T(aT) p(aP)T (5.46)

Aus Z kann man auch die Enthalpie H berechnen:
H=U+pV =Z+ TS=7 — T(aT) (5.47)

Die Beziehungen (5.45), (5.46) und (5.47) heilen GisBs-HeLmHOLTZSChe Gleichun-
gen.

Im allgemeinen Fall eines einfachen Systems, dessen Zustand durch den duBeren
Parameter @ und die Temperatur T bestimmt wird, gilt an Stelle von (5.45) die
GisBs-HerLmuorrzsche Gleichung

U=F—T (31;) (5.45")

Durch Integration von (5.45) und (5.47) kann man F bzw. Z in Abhéngigkeit
von U bzw. H erhalten. Aus (5.45) folgt ‘

u F 1(3F 9 (F
T T T ﬁ)vﬁ_ﬁ(T)V
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% f__dT+ V),

wobei I(V) eine beliebige Funktion des Volumens ist.
Bis auf diese Funktion genau gilt daher

/ 2 ar. (5.48)

In dhnlicher Weise ergibt sich aus (5.47)

und

——Tf—dT (5.49)

7. Wie aus (5.10) bis (5.36) folgt, kann man mit Hilfe eines einzigen thermodyna-
mischen Potentials alle thermischen und kalorischen Gréfen eines Systems
bestimmen, d. h. vollstindige Information iiber seine thermodynamischen Eigen-
schaften erhalten. Jedes thermodynamische Potential enthélt also alle charakte-
ristischen Daten des Systems.

Die Feststellung, dafl thermodynamische Potentiale existieren, stellt einen
grofen Erfolg der Thermodynamik dar. Er kommt jedoch im Rahmen der eigent-
lichen Thermodynamik nicht voll zur Geltung, weil die thermodynamischen Poten-
tiale nicht mit rein thermodynamischen Mitteln, d. h. mit Hilfe des ersten und
zweiten Hauptsatzes, berechnet werden kénnen. Die Methode der thermodyna-
mischen Potentiale besteht in der Anwendung der Gln. (5.12), (5.18), (5.24) und
(5.36), die einen Zusammenhang zwischen verschiedenen Eigenschaften eines
Systems herstellen. Da die angegebenen Gleichungen aus (5.5) folgen, bezeichnet
man sie oft selbst als Grundgleichungen der Thermodynamik.

Nur fiir zwei Systeme kann man die thermodynamischen Potentiale auf rein
thermodynamischem Wege berechnen, und zwar fiir das ideale Gas und fiir die
Hohlraumstrahlung, da man in diesen Fillen sowohl die thermische als auch die
kalorische Zustandsgleichung kennt. Fiir alle anderen Systeme miissen die thermo-
dynamischen Potentiale experimentell oder mit Hilfe der Statistik bestimmt
werden.

Zwischen Thermodynamik und Statistik besteht also ein organischer Zusammen-
hang. Sie untersuchen denselben Gegenstand, aber von verschiedenen Posi-
tionen aus. Vollstdndig und allseitig lassen sich die Eigenschaften physikalischer
Systeme nur behandeln, wenn Thermodynamik und Statistik gleichzeitig benutzt
werden.

Die thermodynamischen Potentiale von Gasen werden in der Regel mit Hilfe
der Statistik berechnet. Fiir Fliissigkeiten und feste Kérper erfolgt ihre Bestim-
mung gewdhnlich auf empirischem Wege durch Messung der spezifischen Wérme.

Wir berechnen nun die innere Energie U eines idealen (einatomigen) Gases als
thermodynamisches Potential. Es gilt '

U=CyT+ Uy.
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In dieser Form ist U jedoch kein thermodynamisches Potential. Aus dem angege-
benen Ausdruck konnen weder die thermische Zustandsgleichung des idealen
Gases noch andere Groflen bestimmt werden. Die innere Energie ist nur dann ein
thermodynamisches Potential, wenn sie als Funktion der unabhiingigen Verdnder-
lichen § und V ausgedriickt wird. Da die Entropie eines idealen Gases

S=CyInT+ Rln V+ 5,

ist, erhilt man leicht

S—S,—RInV 1 S=5

_ Cy Cy
T=e = V=1 e
und damit ¢
S— S,
ues, vy= e v + U (5.50)

V’"

fiir die innere Energie als thermodynamisches Potential. Daraus ergibt sich mit
Hilfe von (5.11) bzw. (5.10) die thermische Zustandsgleichung pV = RT und die
Adiabatengleichung pV? = const.

In Aufgabe 77 wird nach Ausdriicken fiir andere thermodynamlsche Potentiale
eines idealen Gases gefragt.

8. Wir benutzen die Methode der thermodynamischen Potentiale, um die Tem-
peraturabhingigkeit der Oberflichenspannung zu berechnen, die wir bereits mit
der Methode der Kreisprozesse bestimmt haben. In beiden Fillen miissen wir
selbstverstéindlich dasselbe Ergebnis erhalten, da die gesuchte GesetzmafBigkeit
nicht von der Methode, sondern nur von der Natur der Erscheinung abhingen
kann.

Als Beispiel wollen wir den Ausdruck fiir das Differential der freien Energle
einer Flissigkeitslamelle bestimmen. Die Lamellenoberfliche (d. h. ihr duBerer
Parameter a) sei gleich X. Da bei VergréBerung der Oberfliche um d 2 die Arbeit
W = —o d2 geleistet wird (o bezeichnet die Oberflichenspannung), ist die dem
Paramecter X' zugeordnete verallgemeinerte Kraft A gleich —o. Das Differential d F
der freien Energie ergibt sich damit zu

dF=— S§dT+ o d2.

Daraus folgt

(320~ (7);

so daB wir die Beziehung

(60‘) _ r
aT)s ~ T

erhalten. Sie stimmt mit Gl. (5.3) iiberein, die nach der Methode der Kreisprozesse
berechnet wurde. Die Methode der thermodynamischen Potentiale erforderte
lediglich die Bestimmung des Differentials der freien Energie einer Lamelle.
AuBlerdem waren die Eigenschaften eines vollstdndigen Differentials zu beachten.

(7).~ 7 (53),
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Aufgaben

70. Die Temperaturabhiingigkeit des Druckes von gesittigtem Dampf ist mit der
Methode der Kreisprozesse zu bestimmen.

71. Man berechne die Temperaturabhiingigkeit der elektromotorischen Kraft eines
galvanischen Elements nach der Methode der Kreisprozesse.

72. Mit Hilfe eines Kreisprozesses, der aus einer Isochoren, einer Isobaren und einer
Isothermen besteht, ist die Differenz C;, — Cy zu berechnen.

73. Man beweise die Gleichungen
(aT (35 (3T) (as "
W)V W)p_ aV)p W)V—

(57 (3s). = (5): ()~

74. Es ist zu zeigen, daf} die Beziehung

92F \2

(aTaV)
Cp—Cr=T— e
(577):

75. Unter Verwendung der Eigenschaften von Funktionaldeterminanten beweise man
die Gleichung

(37)s =t (57)
s~ (57)r

76. Man leite die Beziehung

S '
aT (W) T
(W)s ERYFY]

ab. (a—T)V

77. Wie lauten die thermodynamischen Potentiale F, Z und H fiir ein einatomiges
ideales Gas?

und

gilt.

78. Welche thermodynamischen Potentiale entsprechen den unabhiingigen Verinder-
lichen p, H und T, F?

79. Pranck benutzte das thermodynamische Potential

U+ pV
—

Man bestimme V, U und S fiir das System, wenn @ als Funktion von p und T vor-
gegeben ist.
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Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Pranckschen thermodynamischen
Potential @ und der freien Enthalpie Z?

80. Nach dem Desyeschen Gesetz ist die spezifische Wiarme Cy von Kristallen bei
tiefen Temperaturen der dritten Potenz der absoluten Temperatur proportional: Cy = a T3
(der Proportionalitatsfaktor « héngt von der Natur des Korpers und seinem Volumen ab).
Man zeige, daB die Differenz C;, — Cy der spezifischen Wiarmen von Kristallen fiir T — 0
der siebenten Potenz der absoluten Temperatur proportional ist.

81. Wie hingt die Differenz C;, — Cy der spezifischen Wirmen fir 7 — 0 im Falle
eines Elektronengases im Metall von der Temperatur ab, wenn bekannt ist, da} die En-
tropie des Elektronengases bei tiefen Temperaturen proportional 7 ist?

82. Gesucht ist die innere Energie eines verdiinnten Plasmas vom Volumen V. Das
Plasma bestehe aus zwei Sorten von Teilchen, die sich durch das Vorzeichen ihrer Ladung
voneinander unterscheiden (je IV Teilchen der Ladung e und —e).

83. Wie groB ist die Anderung der freien Energie F und der freien Enthalpie Z fiir ein
Mol eines zweiatomigen idealen Gases, das

a) bei konstantem Volumen (V = 11) und

b) bei konstantem Druck (p = 1 atm)
von 0 auf 100 °C erwéirmt wird ?



6. Einige Anwendungen der Thermodynamik

6.1. Die Gises-HeLmnorrzsche Gleichung, ihre Anwendung auf
das galvanische Element und die Bestimmung der chemi-
schen Affinitit

Zunichst schreiben wir die GiBes-Hermuorrzschen Gleichungen (5.45) und
(5.47) in einer Form, die fiir viele Anwendungen giinstig ist.

Beim isothermen Ubergang eines Systems vom Zustand I mit der freien Energie
Fy = Uy + T(8F,/dT)yin den Zustand 2 mit Fy = Uy + T (8 F5[dT)y 4ndert sich
die freie Energie des Systems um

A(Fy —
Fi— Fy= U — Uy + T(M) .
|4

oT

Ihre Abnahme bei einem reversiblen isothermen ProzeB zwischen I und 2 ist gleich
der vom System geleisteten Arbeit W. Daher gilt

oW
We— AU+ T(ﬁ)v.

Die Anderung U; — U; = —AU der inneren Energie a8t sich durch ein Experi-
ment bestimmen, bei dem das System aus dem Zustand I ohne Arbeitsleistung
(d. h. bei konstantem Volumen usw.) in den Zustand 2 iibergeht. Sie ergibt sich zu
—AU = —Q = Qy, ist also gleich der beim Ubergang von I nach 2 entwickelten
Wirmemenge (z. B. gleich der Wiarmetonung einer Reaktion, die in der BERTHE-
rorschen kalorimetrischen Bombe ablduft). Man erhilt damit die GisBs-HeLm-
nortzsche Gleichung

ow

W= Qv+ T(W)V (6.1)

fiir die Gesamtarbeit des Systems bei einem beliebigen isothermen ProzeB.
Zur Bestimmung der Arbeit der nichtmechanischen Krifte betrachten wir eine
isotherm-isobare Zustandsidnderung. GemiB8 (5.47) gilt

YA
~n+r1(%).
Z=H + T(aT)p

Die Anderung der freien Enthalpie beim isobar-isothermen Ubergang des Systems
vom Zustand I in den Zustand 2 ist

NZy— Z
Zy— Zo= Hy — Hy + T(;—T”)p

mit
- (ZZ - Zi) = Wnichtmech'
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Die Differenz H; — Hj kann experimentell bestimmt werden, indem das System
ohne Arbeitsleistung durch die nichtmechanischen Krifte isobar aus dem Zustand
1 in den Zustand 2 iibergefiithrt wird. Dabei ist die Differenz der Enthalpien

Hy— Hy= U;— Usy+ p(Vy—Vy),

also gleich der Wiarmetonung Q, des isobaren Prozesses.
Die Gises-HeLmuoLrrzsche Gleichung fiir die nichtmechanische Arbeit beim
isobar-isothermen Prozef erhilt damit die Form

aw
o),

W= Q,+ T ( (6.2)

1. Wir wenden Gl. (6.2) auf das galvanische Element an und suchen den Zusam-
menhang zwischen der elektromotorischen Kraft E und der Wéarmeténung des
isobaren Prozesses, der im Element abliefe, wiirde man dafiir sorgen, daB keine
elektrische Arbeit gelelstet wird.

Dazu betrachten wir ein reversibles galvanisches Element, in dem die chemischen
Reaktionen in umgekehrter Richtung ablaufen, wenn der Strom in umgekehrter
Richtung flieft (z. B. das Daniersche Element). Bei kleinen Stromen ist die dem
Quadrat der Stromstirke proportionale JouLesche Wiarme von zweiter Ordnung
klein. Deshalb kann man das FlieBen des Stroms im Element thermodynamisch
als reversibel bezeichnen. Geht die Ladung e durch das Element hindurch, so ist
die Arbeit gleich e E. Aus (6.2) ergibt sich daher

dE
e E= Qp+Te(aT)
und
dE
E=gq,+ T( )

Jt (6.3)

wobei g, = Qp/e die Warmeténung je hindurchflieBender Ladung bezeichnet. Die
Beziehung (6.3) nennt man HeLmuovrrzsche Gleichung des galvanischen Elementes.

Aus (6.3) folgt, daB die Arbeit der elektromotorischen Kraft des Elements in
Abhingigkeit vom Vorzeichen des Temperaturkoeffizienten ( 0E/6T p sowohl
groBer als auch kleiner als die Anderung Q, der inneren Energie sein kann.

Der Term eT (8 E[dT), bestimmt diejenige Wiarmemenge Q, die das Element aus
der Umgebung aufnimmt, wenn eine Ladungseinheit hindurchflieBt. Denn Q wird
bei konstantem Druck zugefiihrt und setzt sich daher aus der Enthalpieinderung
AH und der Arbeit ¢ E zusammen, die von den nichtmechanischen Kriften des
Systems (Elements) geleistet wird. Es gilt also

Q=AH+¢E,
und die Wirmemenge, die das Element je durchflieBender Ladungseinheit auf-
nimmt, wird

Q0 AH

XS Y E=—q,+E,
e e

d.h. nach (6.3) gleich T (3E/aT),
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Nimmt die elektromotorische Kraft mit wachsender Temperatur zu (3 E/dT
> 0), so leistet das Element nach (6.3) Arbeit auf Kosten nicht nur seiner inneren
Energie, sondern auch der Wirme, die aus der Umgebung zuflie8t.1) Ein adiaba-
tisch arbeitendes Element dieser Art wiirde sich abkiihlen.

Fiir den Fall, da3 die elektromotorische Kraft mit wachsender Temperatur
abnimmt (9 E/dT < 0), wird nur ein Teil der chemischen Energie in Arbeit ver-
wandelt, wihrend der Rest unter adiabatischen Bedingungen zu einer Temperatur-
erhohung fithrt und unter isothermen Bedingungen in Form von Wirme an die
Umgebung abgegeben wird.

Nach dem Farapayschen Gesetz der Elektrolyse ist die Ladungsmenge e, die
durch das Element hindurchflieBt, der Zahl n der reagierenden Mole im Elektro-
lyten und der Wertigkeit z der Tréigerionen proportional. Es gilt also

e= Fnz,

wobei der Proportionalititsfaktor F gleich 96540 Coul/Mol ist (FArADAYSsche Zahl).
Die HeLmuorrzsche Gleichung (6.3) erhilt damit die Form

E— Q;; + T(aT) 6.4)

Qp bedeutet die Warmetonung je Mol (Molwirme der reagierenden Stoffe). Die

Abhingigkeit der elektromotorischen Kraft eines galvanischen Elements vom
dulleren Druck wird in Aufgabe 85 untersucht.

2. Wir betrachten nun das Problem der Berechnung der chemischen Affinitit.

Wie bereits bemerkt wurde (s. Abschn. 4.1.), steht damit die Entdeckung des
dritten Hauptsatzes der Thermodynamik in engem Zusammenhang.

Unter der chemischen Affinitdt verstehen wir die Féahigkeit von Stoffen, che-
misch miteinander zu reagieren. Sie beschreibt also die Wirkung der chemischen
Krifte der an der Reaktion beteiligten Stoffe. Fiir die chemische Affinitdt muBlte
ein quantitatives Maf} gefunden werden. THoMsoN und BerraELOT schlugen vor,
dieses Problem folgendermaBlen zu lésen. Da bel vielen chemischen Reaktionen
Wirme entwickelt wird, glaubten sie, dal die entwickelte Warmemenge ein Maf
fiir die chemische Affinitit darstellt, d. h., daB die chemische Affinitdt der an einer
Reaktion beteiligten Stoffe um so groBer ist, je mehr Wirme dabei entwickelt wird.

Obwohl das Tuomson-BerTHELOTSChe Prinzip auf den ersten Blick glaubhaft
erscheint, kann es das Problem der chemischen Affinitit nicht endgiiltig lsen, da
es neben exothermen Reaktionen auch endotherme gibt, bei denen Wérme nicht
entwickelt, sondern verbraucht wird. Sie wiirden nach dem Tromson-BerTHELOT-
schen Prinzip einer negativen chemischen Affinitdt der beteiligten Stoffe entspre-
chen, die jedoch sinnlos ist.

Van’t Horr fand die richtige Losung des Problems. Er zeigte, da8 die chemische
Affinitéat statt durch die Warmeténung, d. h. durch die Abnahme AU der inneren
Energie der reagierenden Stoffe, durch die Verminderung AZ ihrer freien Enthalpie
zu messen ist, weil die Abnahme der freien Enthalpie unter den iiblichen Reak-
tionsbedingungen mit konstanten Werten fiir Temperatur und Druck gerade gleich
der Arbeit der chemischen Krifte ist.

1) Der Wirkungsgrad eines solchen Elements (Verhiltnis der Arbeit zur Wirmeténung
der Reaktion) ist groBer als 1.
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Wie wir sahen, wird die Arbeit der chemischen Krifte, die in einem reversiblen
galvanischen Element wirksam sind, durch die elektromotorische Kraft E des
Elements bestimmt. Ein MaB fiir die chemische Affinitdt ist in diesem Fall also
die Grofe E.

Diese MeBmethode ist eine der genauesten, 148t sich jedoch nur auf wenige
Reaktionen anwenden. Im allgemeinen Fall lauft die Bestimmung der chemischen
Affinitdt auf die Integration der Gises-HeLmuovLTZSchen Gleichung (6.2) oder (6.1)
hinaus. Aus (6.2) wird dabei

oW o (W
_ 2 _—
0p=W— T(aT) TBT( ),,’

———prdT+I

W — TfQP dT + IT. (6.5)

und

Die thermodynamisch unbestimmte Konstante [ ist eine Funktion des Druckes.
Sie kann nicht mit Hilfe des ersten und zweiten Hauptsatzes bestimmt werden.
Dasselbe gilt wegen (6.5) auch fiir den Absolutwert der chemischen Affinitit.

Die Uberwindung dieser Schwierigkeiten fithrte zur Aufstellung des dritten
Hauptsatzes, mit dessen Hilfe wir nun die GréBe I bestimmen wollen.

Nach dem dritten Hauptsatz [vgl. Gl. (4.1)] gilt

lim (SZ—' Si) =0.
T—-0

Mit Riicksicht auf

YA
5= (1),
wird daraus
: a aw
limAS= — lim — (AZ), = lim (_) —0. 6.6
T-0 T -0 37( )P T—-0 oT P ( )

Damit ergibt sich aus (6.2)
W= Q, fir T-0.

Da nach der Kircunorrschen Formel 9(Q,/d T gleich der algebraischen Summe aus
den spezifischen Wirmen C, der reagierenden Stoffe ist (s. Aufgabe 24) und auf
Grund des dritten Hauptsatzes C, mit 7' — 0 gegen Null strebt, folgt weiterhin

(oW 30,
tim (37), = im 37 = 0 o0

Die Beziehung (6.7) erméglicht die Bestimmung der GréBe 1.
Dazu entwickeln wir die Warmeténung Q, in eine Potenzreihe:

Qp=Qo+aT+ T2+ yT3+ ...
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Daraus folgt
90p
= 2 24+ ...
AT =% +2BT+3yT%+
Mit Hilfe von (6.7) ergibt sich
=0 und Qp,= Qo+ T +yT3+ ...

Geht man damit in (6.2) ein, so erhélt man

W Qye BT =~y T3 . 4 T
5V

und

ow 3

) = — 2 _

(aT)P 2Ty — o 4 L.
Nach (6.7) gilt

a
lim (—W) =0
T-0 a7 p

Folglich ist I = 0. Wir finden also
Q
W= T f Sear

und ,
Qp = Qo+ BT2+yT3+..., (6.8)
1
W= Qo— ﬂTz——i—yT:*—l-...
6.2. Abkiihlung eines Gases bei reversibler und irreversibler

adiabatischer Expansion. JourLe-Tuomson-Effekt

Ein ProzeB, der besondere technische Bedeutung erlangt hat, ist die Verfliissi-
gung von Gasen. Man erreicht sie im Prinzip durch Verringerung der Geschwindig-
keiten und gegenseitigen Abstinde der Molekiile. Die Temperatur des Gases und
damit die mittlere Geschwindigkeit der Molekiile sinkt, wenn es bei adiabatischer
Expansion Arbeit leistet. Die Expansion kann sowohl! reversibel als auch irrever-
sibel erfolgen. Wir werden beide Fille betrachten. Eine Verringerung der gegen-
seitigen Abstdnde der Molekiile wird durch Kompression des Gases erreicht.

1. Wie wir sehen werden, #ndert sich die Temperatur eines realen Gases im
Unterschied zum idealen Gas bei einer adiabatisch-irreversiblen Expansion. Dieser
Vorgang heiit JourLe-Tromson-Effeki.

Die Theorie dieses Effekts soll im folgenden untersucht werden. Ein Gas, das
sich in einem adiabatisch abgeschlossenen Zylinder befindet, gehe aus einem
Gebiet mit dem gréBeren Druck p; durch eine porése Wand?) in das Gebiet mit

1) Infolge der Reibung, die in der Wand auftritt, entsteht keine Turbulenz, so da$f das
Gas auf beiden Seiten homogen ist.

8 Basarow, Thermodynamik
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dem kleineren Druck p, tiber (Abb. 21). Diese Expansion ist mit der Druckvermin-
derung Ap = ps — p; und einer Temperaturdnderung des Gases verbunden. Bei
kleinem Druckabfall (|Ap|/p1 < 1) spricht man vom differentiellen, sonst vom
integralen JouLe-Tromson-Effekt.

Wir untersuchen den differentiellen Effekt, der durch den Joure-Tuomson-
Koeffizienten 4 = AT/Ap charakterisiert wird.

w 23
[= K, P i
P
z LA
W, 2
[ — —
‘PT Abb. 21
A, 2

Da der ProzeB adiabatisch verlduft, mufl die Abnahme der inneren Energie
nach dem ersten Hauptsatz gleich der Arbeit des Gases sein. Sie setzt sich aus der
links am Gasaufgewendeten und rechts (indem bei konstantem Druck p; benach-
barte Gasschichten in Bewegung gesetzt werden) von ihm geleisteten Arbeit
zusammen. Daher gilt

Ui— Uy= paVa— pi V. (6.9)

Die kinetische Energie des Gases und die Reibungsverluste in der porésen Wand
sind dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional, bei kleinen Geschwindig-
keiten also vernachléssigbar klein. Aus (6.9) folgt

Ui+ p1 Vi= U+ pa Vs,
d. h., betm JouLE-THOMSON- Prozef3 ist die Enthalpie konstant:
AH= H,— H{=0. (6.10)
Mit Hilfe dieser Gleichung kann man u leicht bestimmen.
Da AT und Ap kleine Gréflen sind, gilt in guter Néherung
oH oH
AH = (ﬁ)pAT + (E)TAp.

Daraus folgt wegen (6.10)
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Unter Benutzung der Gleichung
dH=TdS+ Vdp
ergibt sich

oH as oH
(a—p)ﬁ T(%)ﬁ v (ﬁ)f Co-

Ferner erhilt man mit Hilfe von
dZ=—-SdT+ Vdp
die Beziehung

(), =~ 7,

Daher gilt
Vv
T(57) - v
AT __\oT/, 6.11)
Ap Cp )

Die in (6.11) vorkommende Ableitung (3V/aT), ergibt sich aus der thermischen
Zustandsgleichung.
Fiir ein ideales Gas gilt

y BT
3

(aV) _ R
aT), p
Nach (6.11) ist daher AT = 0 (Jouresches Gesetz).

Im Falle des van pER WaaLrsschen Gases erhilt man durch Differentiation der
Gleichung

und

(p-l—%)(V—b): RT

nach T bei konstantem p die Beziehung

-0 b ) ()

Daraus folgt

(g_lT/) - a ga = R(2‘;— d ’ (6.12)
P +W-—W(V—b) I?T—W(V—b)2
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Nimmt man an, da die Dichte des Gases nicht sehr gro8 ist, und vernachléssigt in
(6.12) GréBen zweiter Ordnung in a und b, so ergibt sich

aV)N Vb _V(i_b)(1+ 2a \
(ﬁ pNT(i_ 2a )_7 v RTV)N
RTV

(6.13)
v _(1_ b N 2a )
~ T\ VTRTV)
Nach dem Einsetzen von (6.13) in (6.11) wird schlieBlich
AT % -t
= _ 6.14
Ap C, (6.14)

Wie man sicht, hingt die Temperaturinderung eines vaN pErR WaarLsschen Gases
bei einer irreversiblen adiabatischen Expansion mit seiner Abweichung vom ide-
alen Gas (@ &= 0, b &= 0) zusammen. Dabei beeinflussen die GréBen a und b den
Joure-Tuomson-Effekt in entgegengesetzten Richtungen. Fiir weniger dichte Gase
héngt die Temperaturdnderung vom Verhéltnis der Konstanten a und b ab.

Sind die Wechselwirkungskrifte zwischen den Molekiilen so groB, daf die Kor-
rektion fiir den Druck iiberwiegt, wihrend b niherungsweise gleich Null gesetzt
werden kann, so gilt )

AT  2a > 0:
Ap RTC,”
Das Gas kiihlt sich also ab (AT < 0 wegen Ap < 0).:

Bei iiberwiegender Korrektion fiir das Volumen und vernachlidssigbarer Wech-

selwirkung zwischen den Molekiilen (a — 0) erhilt man
AT b
Lo <o,
Ap. C, <

d. h., das Gas erwirmt sich (AT > 0).

Im ersten Fall leistet das expandierende Gas gegen die inneren Krifte Arbeit,
wodurch seine Temperatur abnimmt. Dagegen ist die im zweiten Fall (¢ — 0) am
Gas geleistete 'Arbeit pyVy — pyVy positiv, so dall sich seine innere Energie und
damit auch seine Temperatur erhéht. Bei einer bestimmten Temperatur T'; ver-
schwindet der Koeffizient u fiir das van bEr Waarssche Gas. Es verhilt sich dem-
nach fiir T = T; wie ein ideales Gas. Die Temperatur T; bestimmt sich aus
2a/RT;— b =0 zu
_ 2a

c=__, A
T, =2 (6:15)

Sie wird als Inversionstemperatur bezeichnet, weil sich fiir T = T; das Vorzeichen
des JourLe-Tromson-Effekts: umkehrt: Es ist positiv (u > 0, Abkiihlung des
Gases) unterhalb T'; und negativ (# < 0, Erwiirmung des Gases) oberhalb T';. Die
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Inversionstemperatur liegt bei allen Gasen betréchtlich iiber der kritischen Tempe-
ratur.

Im Falle von Wasserstoff und Edelgasen sind die Krifte zwischen den Teilchen
klein, so daB bei normalen Temperaturen eine Erwérmung erfolgt. Fiir Wasserstoff
liegt die Inversionstemperatur z. B. bei —57 °C. Helium besitzt die tiefste Inver-
sionstemperatur (—239 °C bei Atmosphérendruck). Es muf} also, bevor man es
durch Abkiihlung nach der JourLe-Tromson-Methode verfliissigen kann, unter
—239 °C abgekiihlt werden. Das geschieht mit Hilfe von siedendem Wasserstoff.

" 2. Wir betrachten nun die Abkiihlung eines Gases bei einer adiabatisch-rever-
siblen, unter Arbeitsleistung erfolgenden Expansion.

Den Teil einer Kaltemaschine, in dem Arbeit geleistet wird, bezeichnet man als
Detander. Der Kolben des Detanders wird durch das abzukiihlende Gas in Bewe-
gung gesetzt.

Anfang des 20. Jahrhunderts versuchte man, die Tiefkiihlmaschinen zu vervoll-
kommnen und insbesondere die Kolbenmotoren der Detander durch die wirt-
schaftlicheren und leistungsfihigeren Turbinen zu ersetzen. Diese Bemiithungen
blieben lange ohne Erfolg, weil man die Turbinen mit Dampf betreiben wollte. Wie
zuerst Kariza zeigte, besitzt Luft bei tiefen Temperaturen schon eine so grofle
Dichte, daB ihre Eigenschaften denen einer Fliissigkeit dhnlicher als denen von
Dampf sind. Er entwickelte 1935 einen Turbodetander, der nicht mit einer Dampf-,
sondern mit einer Wasserturbine arbeitete und einen thermodynamischen Wir-
kungsgrad von mehr als 0,85 besaB3.

Mit der neuen Konstruktion, bei der im Detander an Stelle von Kolbenmotoren
Turbinen benutzt werden und der mehrstufige Kompressor, der das Gas auf einige
100 atm komprimiert, durch einen Turbokompressor ersetzt wurde, ist es moglich,
Gase bei niedrigen Driicken (6 --- 8 atm) zu verfliissigen.

Die Temperaturdnderung, die mit einer reversiblen adiabatischen Expansion
verbunden ist, 148t sich leicht bestimmen. Aus

50— dU+ pdV=dH— Vdp = (ﬂ") dT + [(ﬁ) - V] dp—0
p T

aT op
folgt
oH
BT) _V—(a_p)T
(ﬁ ' (aH)
aT P
oder
A%
T —
or, o7,
) =P 6.16
(3]7).9 Cp (6.16)

Da alle Gase der Ungleichung (aV/aT), > 0 geniigen, gilt bei einer adiabatischen
Expansion stets (8 T/dp)s > 0. Das Gas wird also unabhéingig von der Form seiner
Zustandsgleichung immer abgekiihlt (d7 < 0 wegen dp < 0). In dieser Hinsicht
ist die reversible adiabatische Expansion fiir die Abkiihlung und Verfliissigung
von Gasen grundsétzlich vorteilhafter als der JouLe-Tromson-Effekt.
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Da die reversible adiabatische Expansion technische Schwierigkeiten bereitet,
ist die irreversible Expansion vorldufig noch die am meisten benutzte Methode der
Erzeugung tiefer Temperaturen. '

6.3. Thermodynamik dielektrischer und magnetischer Stoffe

Wir betrachten nun die Eigenschaften physikalischer Systeme, an denen neben
dem Druck nichtmechanische Kréfte (z. B. elektrische oder magnetische) angrei-
fen.

1. Bekanntlich leistet ein Dielektrikum, in dem durch ‘bewegte Ladungen ein
Feld erzeugt wird, je Volumeneinheit die infinitesimale Arbeit

1
SW= — (€ do). (6.17)

Fiir ein isotropes Dielektrikum folgt daraus

SW = ——i—E dD.
bn

Die GroB3e D, die in dieser Relation als duBBerer Parameter erscheint, ist fiir das
Dielektrikum selbst kein #uBerer Parameter. Daher ist 8 nicht die eigentliche
Polarisationsarbeit des Dielektrikums, d. h. die Arbeit, die bei der Polarisation
durch Auseinanderschieben der Ladungen in den Molekiilen des Dielektrikums
und der Entstehung bevorzugter Orientierungen der Molekiile geleistet wird.1) Um
die eigentliche Polarisationsarbeit eines Dielektrikums zu erhalten, formen wir
die Beziehung (6.17) so um, daB der &uBlere Parameter des Dielektrikums, das
elektrische Feld E, als unabhiingige Variable erscheint. Da diesem duBeren Para-
meter zwei innere (elektrische) Parameter entsprechen, nédmlich die Polarisation P
und die dielektrische Verschiebung D, ist die gesuchte Umformung von (6.17) auf
zwei Arten moglich. Man erhalt

2
SW=—d (f_n) — d(PE)+ PdE (6.18)
oder
W=—4d Ez)—d(PEH— ! paE (6.19)
g - (G E - .

Der erste Term auf der rechten Seite von (6.18) ist als Arbeit zu deuten, die bei der
Anregung des elektrischen Feldes im Vakuum geleistet wird, der zweite Term
d(PE) als Arbeit gegen das duBere elektrische Feld und der dritte Term als Polari-
sationsarbeit im eigentlichen Sinn. Dabei ist der innere Parameter des Dielektri-
kums, der zum dufleren Parameter E gehort, die Polarisation P. Analog dazu kann
man den dritten Term auf der rechten Seite von (6.49) als Polarisationsarbeit im
eigentlichen Sinne auffassen, wobei D der E zugeordnete innere Parameter des
Dielektrikums ist.

1) Der Ausdruck (6.17) stellt ebenso wie der Ausdruck (5.25) die Arbeit eines erweiterten
Systems dar.
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Die Polarisation eines Dielektrikums im Feld ist immer damit verbunden, da8
das Dielektrikum die potentielle Energie — PE erhilt. Daher versteht man unter
der eigentlichen Polarisationsarbeit des Dielektrikums gewohnlich die Gré8e

E?

SW, = PdE+d(—PE)=8W+d(g)=—EdP, (6.20)

a= P, A= — E.

Die Polarisationsarbeit P dE ist dann gleich der Summe W, aus der eigentlichen
Polarisationsarbeit W, und der Arbeit d(PE) gegen das &uBere Feld:

8W,= PdE, a=E, A= P. (6.21)

Die Polarisationsarbeit DdE/4n erweist sich als Differenz W’ aus der Arbeit
W, und der Arbeit —d (E?/87) zur Anregung des Feldes im Vakuum:

1 1

= = =__D. 6.22
W T DdE, a=E, A i D (6.22)
Analoge Resultate gelten fiir die Volumeneinheit eines magnetischen Stoffes:
W =-— iH dB, (6.23)
b
SWe= — HdM, (6.24)
dW,= M dH, (6.25)
, 1
W = i BdH. (6.26)

Die Grundgleichung der Thermodynamik fiir ein Dielektrikum im elektrischen
Feld lautet also

@) TdS = dU+ pdV— =

o BdD, (6.27)

wenn D die unabhingige (elektrische) Variable ist,
b) TdS=dU, + pdV— EdP, (6.28)

falls P als unabhiingige Variable gewahlt wird und U, = U — E?/8x die ,,eigent-
liche‘* innere Energie je Volumeneinheit des Dielektrikums (Differenz zwischen
U und der Feldenergie im Vakuum) bezeichnet,?)

¢) TdS=dU,+ pdV+ PdE, (6.29)

falls E die dem Polarisationsvektor P zugeordnete unabhiingige Variable ist und
U, = U, 4+ (— PE) die Summe der eigentlichen inneren Polarisationsenergie des

1) Die Bezeichnung von U, = U — E%/8x als ,.eigentliche* innere Energie ist nur
bedingt richtig, weil € ein Feld ist, das durch die Anwesenheit des Dielektrikums bereits
gedndert wurde.
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Dielektrikums und seiner potentiellen Energie im elektrischen Feld bedeutet, bzw.

d) TdS= dU’+pdV—|—$DdE, (6.30)

wenn der dielektrischen Verschiebung ® die unabhingige Variable € zugeordnet
und mit U’ = U — EDJ4n = U, — E?/8n die Differenz zwischen der inneren
Energie des Dielektrikums unter Beriicksichtigung seiner potentiellen Energie im
Feld und der Feldenergie im Vakuum bezeichnet wird.

Die spezielle Wahl der unabhéngigen elektrischen Variablen hiingt jeweils vom
Charakter des betrachteten Problems ab. Sie richtet sich danach, ob dem unter-
suchten System eine bestimmte innere Energie U, U, Uy oder U’ zugeschrieben wird.

Fiir magnetische Stoffe erhilt man dhnliche Gleichungen, wenn die elektrischen
GroBen durch magnetische ersetzt werden.

Mit Hilfe der Grundgleichungen (6.27) bis (6.30) fiir Dielektrika kann man die
Differentiale der thermodynamischen Potentiale leicht berechnen. Aus (6.27) folgt

1
dU=TdS— pdV+-—EdD,
by

1
dF=—SdT—pdV—|—GEdD,

1 (6.31)
dZ=—SdT—pdV+HDdE,
: 1
dH= T dS+ Vdp—GDdE.
In Analogie dazu erhilt man aus (6.28)
dU =TdS—pdV+ EdP,
dF =—SdT—-pdV+ EdP, (6.32)

dZ =—-§dT+ Vdp— PdE,
dil = TdS+ Vdp— PdE

(U, F, Z, H bedeuten dabei U,, F,, Z,, H,).

Die apgegebenen Ausdriicke bilden die Grundlage der Thermodynamik dielek-
trischer bzw. magnetischer Stoffe (nach Ersetzung der elektrischen durch magne-
tische Gréflen).

2. Wir berechnen nun die freie Energie je Volumeneinheit fiir ein Dielektrikum,
das sich in einem elektrischen Feld befindet.

Ist die dielektrische Verschiebung D die unabhiingige Variable (wie z. B. bei der
Verschiebung von Ladungen, die ein Feld erzeugen), so mufl man fiir das Differen-
tial der freien Energie den in (6.31) angegebenen Ausdruck benutzen. Integriert
man diesen Ausdruck bei konstanten Werten der Temperatur und des Volumens
fiir Dielektrika mit der (in bezug auf die elektrischen Gréfien © und €) linearen
thermischen Zustandsgleichung ® = ¢ €, so erhilt man

2

D
F =
(T7D) F0+87Z8’

(6.33)

wobei Fy die freie Energie des Dielektrikums bei fehlendem Feld ist.
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Aus (6.33) folgt, daB die Anderung der freien Energie durch Polarisation des
Dielektrikums im elektrischen Feld bei konstanten Werten der Temperatur und
des Volumens gleich der Energie des elektrischen Feldes im Dielektrikum ist:

Vernachlissigt man in (6.33) die GroBe Fy, die nicht vom Feld abhingt, so folgt
D? ¢ E?

FAT, D)=8ne= 8n °

(6.34)

Die eigentliche freie Energie eines Dielektrikums je Volumeneinheit bei Vorhan-
densein eines Feldes ist
e—1

2
F. (T, D)= F(T, D) — f_n - B (6.35)

Man kann diesen Ausdruck auch erhalten, wenn man die Gleichung fiir dF, in
(6.32) bei konstanten Werten von 7 und V integriert. Wegen
1
I o E
folgt
. P

Fy(T, P)=/E ap="2_
8x

1 E2.

0

Die Anderung der inneren Energie durch Polarisation des Dielektrikums bei
konstanten Werten von Temperatur und Volumen folgt aus der Gises-HeLm-
sorrzschen Gleichung (5.45”), wenn darin der #uBlere Parameter a gleich D
gesetzt wird:

aF

U(T, D) = F(T, D)— T (ﬁ)o

Mit Hilfe von (6.34) ergibt sich

D? TD? 3¢ E? de
”ﬂm:gﬁﬁmﬁfﬁ( Tﬁy

(6.36)
Die eigentliche innere Energie U(T, D) eines Dielektrikums je Volumeneinheit
ist
E? E?

%UﬂFUWMfg=~G—HTﬁ)

= ) (6.37)

Das folgt auch unmittelbar aus der Giees-HeLmuovrTzschen Gleichung

a
U (T, P)= F.(T, P) — T( Ff) .
aT ) »
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Aus (6.36) geht hervor, dal die mit dem Vorhandensein des Feldes zusammen-
hingende innere Energie U(T, D) des Dielektrikums nicht gleich der Energie
e¢E?/8x des elektrischen Feldes im Dielektrikum ist. Dieser Umstand erklért sich
daraus, daB man in der Elektrodynamik unter der Feldenergie ¢E2/8x die gesamte
Energie versteht, die bei der Anregung des Feldes im Dielektrikum bei konstanter
Temperatur aufgewendet werden muB}, wihrend der Ausdruck U(T, D) die Ande-
-rung der inneren Energie durch Polarisation des Dielektrikums zwar ebenfalls bei
konstanter Temperatur angibt, aber unter Beriicksichtigung der Energieabgabe
an einen Thermostaten, falls die Polarisation im Dielektrikum eine Temperatur-
dnderung hervorruft. Daher kann die mit der Polarisation verbundene eigentliche
innere Energie U.(T, D) des Dielektrikums exakt gleich Null sein. Beispielsweise
ist die innere Energie im Spezialfall eines idealen Dipolgases, fiir das nach dem
Curieschen Gesetz ¢ = 1 4 C/T gilt, nach (6.36) gleich E2/8x, d. h. gleich der
Feldenergie im Vakuum (C ist die Curiesche Konstante). Die eigentliche innere
Energie U.(T, D) eines idealen Dipolgases ist also exakt gleich Null; es gilt

E2

Ue(T, D)= U(T, D)=~ & = 0.

Dieses Ergebnis ist nicht iiberraschend. Aus der elektrodynamischen Definition
der Feldenergie folgt, dal die GroBe ¢E?/8x nicht die Energie, sondern die freie
Energie des Feldes im Dielektrikum ist. Sie stimmt nach (6.34) mit der freien
Energie des polarisierten Dielektrikums iiberein, wihrend die innere Energie des
Feldes im thermodynamischen Sinne gleich der inneren Energie (6.36) des Dielek-
trikums im Feld ist. Wie man leicht sieht, erhilt man durch Integration der Gl.
(6.31) tiir dU bei vorgegebenen Werten der Entropie und des Volumens sowie unter
Verwendung der Beziehung ® = ¢€ fiir die Energieinderung im Dielektrikum
nicht die GréBe D?/8me, sondern

D

1 (1 D2
U(s, D) — UoszTDdDaém,
0

weil sich die Temperatur des Dielektrikums und damit auch seine Dielektrizitits-
konstante ¢ bei einer adiabatischen Anderung der dielektrischen Verschiebung D
im allgemeinen &ndert. Nur in dem Spezialfall, dal & nicht von der Temperatur
abhingt, folgt
e E?
F(T, D)— Fo= U(S, D) — Uy= T’

so daf} die Energie des Feldes mit seiner freien Energie tibereinstimmt.

Aus der Grundgleichung der Thermodynamik (6.30) fiir Dielektrika erhilt man,
falls € als unabhingige (elektrische) Variable gewéhlt wird, die Beziehung

dF = —SdT—pdV—Z%DdE. (6.38)

Integriert man diese Gleichung bei konstanten Werten von Temperatur und Volu-
men, so erhidlt man (bei Vernachldssigung der feldunabhingigen GroBen) fiir
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Dielektrika, die der Beziehung ® = &€ geniigen, die Gleichungen

2
F/(T, E)= — %E; (6.39)
und
E? e—1
/ I = Y= _ 2
F/(T, E)= F/(T, E) ( Bn) B (6.40)

Der Vergleich von (6.34) mit (6.39) und (6.35) mit (6.40) lehrt, daf} sich die Poten-
tiale F(T, D) und F'(T, E) bzw. F¢(T, D) und F(T, E) nur durch ihr Vorzeichen
voneinander unterscheiden: :

, e E?
F(T, D)= — F(T, B)= %,
. (6.41)
o _t 1
Fu(T, D)= = Fy(T, E)= "~ E*

Diese Gleichungen entsprechen der bekannten elektrodynamischen Beziehung
3,U=-3,U>0

zwischen der Anderung 3,U der (freien) Feldenergie von Leitern im Vakuum bei
festgehaltenen Potentialen ¢ einerseits und der entsprechenden Anderung 3,U bei
konstanten Ladungen e andererseits. Die GréBen §,U und 3,U sind also nicht
gleich. Das hat bekanntlich den folgenden Grund. Bei konstant gehaltenen Poten-
tialen und verinderlichen Ladungen der Leiter leisten duBere elektromotorische
Krifte (die die Potentiale konstant halten) Arbeit, bei konstanten Ladungen und
verinderlichen Potentialen jedoch das Feld der Leiter selbst.

Aus einem dhnlichen Grund gelten die Beziehungen (6.41). Wihrend F(T, D)
die Anderung der freien (Feld-) Energie des Dielektrikums durch die positive
Arbeit dullerer Kraftquellen, die die Ladungen im Feld verschieben, beschreibt,
gibt F/(T, E) die Anderung der freien (Feld-) Energie des Dielektrikums bei der
Erzeugung des Feldes in ihm an, die mit einer Arbeit gegen dullere Kraftquellen
verbunden ist.

Aus dem beschriebenen Zusammenhang zwischen §,U und 3,U einerseits sowie
F(T, D) und F(T, E) andererseits ersicht man, daB die Wahl von ® bzw. € als
unabhiéngige Verinderliche mit der Art der Problemstellung zusammenhingt.

3. Magnetostriktion, Elektrostriktion und Piezoeffekt. Mit Hilfe der Ausdriicke
(6.31) und (6.32) fiir die Differentiale der thermodynamischen Potentiale von
Dielektrika (sowie der analogen Ausdriicke fiir Magnetika) kann man eine Reihe
von Beziehungen zwischen verschiedenen Eigenschaften der genannten Stoffe
finden.

Aus der Beziehung
dZ=—-8dT+ Vdp— MdH (6.42)
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fiir die freie Enthalpie eines Magnetikums je Volumeneinheit folgt

(ﬂ) - (ﬂ) . (6.43)
oH/, op/)r H

Dabei ist (3V/dH)r, p die durch das Magnetfeld verursachte Volumenénderung des
Magnetikums (Magnetostriktion des Volumens). Der Term (9M/dp)z, g bestimmt
die Anderung der Magnetisierung mit dem Druck, die bei Anwesenheit eines duBe-
ren Magnetfeldes (H = 0) als magnetoelastischer Effekt und bei fehlendem Feld
als piezomagnetischer Effekt bezeichnet wird. Durch die Beziehung (6.43) werden
die genannten magnetothermischen Erscheinungen miteinander verkniipft.

In gleicher Weise erhilt man fiir Dielektrika aus

dZ=— SdT+ Vdp— PdAE (6.44)

den Zusammenhang

(%/)p r (%))E, r (6.45)

zwischen der Elektrostriktion (9V/dE), r und dem piezoelektrischen Effekt
(0P[op)E, 1. :

Die Formeln (6.45) und (6.43) beziehen sich auf den Volumen-Piezoeffekt. Die
piezoelektrischen Erscheinungen in Kristallen werden jedoch gewdhnlich in be-
stimmten kristallographischen Richtungen beobachtet. Ein Plittchen eines piezo-
elektrischen Kristalls, das mit zwei Elektroden versehen ist, wird unter dem Ein-
fluf} eines #uBeren elektrischen Feldes deformiert. Umgekehrt bilden sich infolge
einer mechanisch erzeugten Deformation an den Elektroden des Plittchens elek-
trische Ladungen. -

Piezoelektrische Kristalle werden in der Hochfrequenztechnik, der Elektro- und
Ultraakustik sowie in vielen anderen technischen Disziplinen benutzt, die mit der
Umwandlung periodischer elektrischer Prozesse in mechanische und umgekehrt
zu tun haben.

4. Magnetische und Kernabkiihlung. Man kann ein System auBler mit Hilfe adia-
batischer Expansion auch durch jede andere Arbeitsleistung unter adiabatischen
Bedingungen abkiihlen. Eine der wichtigsten Methoden dieser Art, die der
Erreichung tiefster Temperaturen (T < 1 °K) dient und auf einen Vorschlag von
DeBYE aus dem Jahre 1926 zuriickgeht, ist die adiabatische Entmagnetisierung
paramagnetischer Kristalle.

Man bezeichnet die Temperaturdnderung bei einer adiabatischen Entmagneti-
sierung als magnetokalorischen Effekt. Seine Grofie (6T/dH)g kann mit Hilfe
der Beziehung ‘ ‘

dI=TdS+ Vdp— MdH

fiir das Differential der Enthalpie I eines Magnetikums, das sich im Magnetfeld $
befindet, bestimmt werden. Aus dem angegebenen Ausdruck folgt

aT _ (aM _ (aM 1
(571),,,5" h ﬁ)p,,,“_ ﬁ)p,,,(_aS)—'
p, H

aT
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(35) 1 30 _Cpm
an,H_T(W),,,H_ T

erh.’i]t man deshalb

(BT) _ T (&W)
0H/, s Cp, m\0T/,, "

Fiir Paramagnetika gilt M = »$, wobei die magnetische Suszeptibilitit » nach
dem Curieschen Gesetz

c
= (6.46)

der Temperatur umgekehrt proportional ist (C bedeutet die Curiesche Konstante;
es gilt C > 0). Aus (6.46) folgt

(aM) _H(ax) _ HC
0T)puw  \oT), uw — T2

Daher gilt

(aT) _ CH
H)p s Com T’
Wie man sieht, nimmt die Temperatur bei der Entmagnetisierung ab (dH < 0,

dT < 0). Bei tiefen Temperaturen ist die spezifische Warme nach dem DesyEeschen
Gesetz

Mit

(6.47)

Cp’ H=06T3

der dritten Potenz der Temperatur proportional. Daher gilt

oT 1
(aH)p, s T%
Die Temperatur kann sich also in der Néhe des absoluten Nullpunktes sehr stark
(umgekehrt proportional der vierten Potenz von T).dndern.

In einigen Laboratorien erhielt man durch magnetische Abkiihlung !) Tempera-
turen von der GréBenordnung 0,001 °K. Wegen der Wechselwirkung der Elektro-
nenspins (Dipol-Dipol-, Austauschwechselwirkung usw.) kénnen mit dieser
Methode nicht beliebig tiefe Temperaturen erreicht werden.

Bald nach den ersten erfolgreichen Versuchen iiber die magnetische Abkiithlung
(1934/35) wurde die Vermutung ausgesprochen, da man durch Entmagnetisierung
eines Systems 'von Kernspins, bei der eine bestimmte Ordnung der magnetischen
Kernmomente entsteht, bedeutend tiefere Temperaturen erhalten kann. Je schwi-
cher die im Arbeitsstoff vorhandenen Wechselwirkungen sind, desto tiefere Tempe-
raturen lassen sich erreichen.

1) Als Arbeitsstoff benutzt man Eisenammoniumalaune. Obgleich die Methode der
magnetischen Abkiihlung, die 1926 von Desve vorgeschlagen wurde, in der Praxis breite
Anwendung fand, gelang es erst 1954, kontinuierlich (zyklisch) arbeitende magnetische
Kaltemaschinen zu entwickeln [16].
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In den ersten Experimenten, die vor einigen Jahren (1956) durchgefiihrt wurden,
konnten durch Kernentmagnetisierung Spintemperaturen der Gréfenordnung
10-6°K erzielt werden. Diese Experimente gestatteten es, auf direktem Weg Daten
iiber die Wechselwirkung zwischen den Kernen in Molekiilen zu erhalten [17].

6.4. Thermodynamik der Strahlung

Die thermodynamischen Gesetze sind auf sehr viele Erscheinungen anwendbar.
Sie gelten fiir klassische und Quantensysteme ebenso wie fiir Materie und Felder,
insbesondere fiir das elektromagnetische Feld, die Strahlung.

Als Hohlraumstrahlung bezeichnet man ein Strahlungsfeld, das auf ein gewisses
rdumliches Gebiet beschrinktist und sich dort mit der Umgebung im Gleichgewicht
befindet. Zwei Kérper, zwischen denen thermodynamisches Gleichgewicht besteht,
besitzen bekanntlich gleiche Temperaturen. Strahlung bedeutet nicht, wie man oft
sagt, ,,Strahlungsenergie®, sondern eine Form der Materie. Die Strahlung besitzt
also die Temperatur der Kérper, mit denen sie im Gleichgewicht steht.?)

Vom Standpunkt der Thermodynamik aus stellt die Hohlraumstrahlung ein
System dar, das durch sein Volumen V, die Temperatur T und den Druck p cha-
rakterisiert wird. .

Mikroskopisch betrachtet ist die Hohlraumstrahlung ein Kontinuum elektro-
magnetischer Wellen mit Frequenzen zwischen 0 und oo. Sie wird von den Atomen
der Umgebung, die sich ungeordnet bewegen, emittiert und absorbiert. Bei einer
solchen ,,natiirlichen‘‘ Strahlung sind Amplituden und Phasen der elektromagne-
tischen Wellen zufillig iiber das gesamte Spektrum verteilt.

Die spezifische Energie der Wellen mit Frequenzen zwischen » und » + dv je
Volumeinheit sei gleich u, dv (u, bezeichnet man-als spektrale Energiedichte der
Strahlung). Die Energiedichte selbst ist dann

u= fu, dv, (6.48).
0

und fiir die gesamte Strahlungsenergie im Volumen V folgt wegen der Homogenitét
U=uV.

Ist die Strahlungsentropie inr Frequenzintervall (v, » + dv) je Volumeinheit gleich

s,d», so erhilt man fiir die gesamte Entropiedichte der Hohlraumstrahlung

s= f.sf,, dv (6.49)
0

und fiir die Strahlungsentropie im Volumen V
S=sV.

Die Energie der Wellen im Frequenzintervall (v,» + dv), die ein Kérper je Flichen-
und Zeiteinheit emittiert, sei gleich ¢,dv. Man bezeichnet dann ¢, als Emissions-
vermdgen bei der Frequenz » und der Temperatur T.

1) Als erster wandte der russische Physiker B. B. Goryzin 1893 den Temperaturbegriff
auf die Hohlraumstrahlung an. Dadurch wurde es méglich, die Thermodynamik in vollem
Umfang bei der Untersuchung der Strahlung heranzuziehen.
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Auf einen Kérper mége im betrachteten Frequenzintervall die Strahlungsenergie
I,dy auftreffen. Im allgemeinen wird er einen Teil der Energie (1,4 dv) absorbieren,
einen Teil (I, dv) reflektieren und einen Teil (/,p d») hindurchlassen. Es gilt also

]vA dy + I,,Rd’l/+ IVD dy= ],,d'V
und

Lya  Lin Ly
R i e 1. (6.50)

In (6.50) bedeutet I,,/I, = A, das Absorptionsvermigen, I,g/I, = R, das Refle-
zionsvermégenund I,p/I, = D, die Durchlissigkeit. Diese GréBen sind dimensions-
los und #ndern sich zwischen 0 und 1. Nach (6.50) gilt

A,+ R,+ D,= 1. (6.51)

Korper, die die gesamte einfallende Strahlung bei beliebiger Frequenz absor-
bieren (4, =1, R,=0, D, =0), bezeichnet man als absolut schwarz (oder
einfach als schwarz). Wird die gesamte einfallende Strahlung reflektiert (R, =1,
A, =0, D,=0), so spricht man von einem spiegelnden oder weiflen Korper.
Absolut durchlissig nennt man Korper, die die gesamte einfallende Strahlung
hindurchlassen (D, =1, A, =0, R, =0).

In der Natur kommen keine Kérper mit den genannten absoluten Eigenschaften
vor. Es gibt jedoch viele, die ndherungsweise zu einer bestimmten Klasse gehéren.
Zum Beispiel ist Rufl annéhernd schwarz (4, = 0,95); Platinmohr kommt einem
schwarzen Kérper noch niher. Wien und LumMERr bemerkten 1895, da3 man einen
,,schwarzen Kérper*erhilt, wenn man einen Hohlraum mit einer kleinen Offnung
versieht; die auf einen solchen ,,Kérper® auftreffende Strahlung wird vollstdndig
absorbiert.

Ein Hohlraum mit sptegelnden Winden, in dem sich keinerlei andere Kérper
befinden, kann selbst bei sehr hohen Temperaturen keine Strahlung enthalten,
weil spiegelnde Wiinde keine Strahlung emittieren. Durch eine Klappe in einer der
Hohlraumwénde werde von auBen Strahlung, die von Kérpern mit verschiedenen
Temperaturen emittiert wird und verschiedene Frequenzen enthilt, in den Hohl-
raum hineingelassen.!) Dort kann sich die Strahlung nicht &ndern, weil sie weder
durch Emission zu- noch durch Absorption abnimmt und zwischen Wellen ver-
schiedener Frequenzen auf Grund des Superpositionsprinzips keine Wechselwir-
kung besteht. In einem Hohlraum mit spiegelnden Winden herrscht also zwischen
Strahlungen mit verschiedenen Temperaturen Gleichgewicht. Jedem Punkt des
Hohlraums sind gleichzeitig verschiedene Temperaturen zuzuordnen. Dieses
Gleichgewicht ist jedoch instabil (vgl. Aufgabe 100). Enthélt der Hohlraum ein
schwarzes Staubkérnchen, das Licht emittiert und absorbiert und den Energie-
austausch zwischen Strahlungen verschiedener Frequenzen erméglicht, so geht die
im Hohlraum vorhandene Strahlung in das stabile Gleichgewicht iiber. Sie wird zu
einer schwarzen Strahlung und besitzt eine einheitliche Temperatur.

Die thermodynamische Behandlung der Strahlung fiihrt zu folgenden Aussagen:

1. Es existiert ein Strahlungsdruck (Lichtdruck).

1) Als Strahlungstemperatur bezeichnet man die Temperatur eines schwarzen Korpers,
der bei der vorgegebenen Frequenz die gleiche Strahlungsdichte wie der betrachtete Kérper
besitzt.
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2. Das Verhiltnis des Emissionsvermégens ¢, zum Absorptionsvermégen 4,
héngt nicht von der Natur des Stoffes ab (Kircumorrscher Satz).

3. Die Gesamtenergiedichte der Hohlraumstrahlung &ndert sich mit der Tempe-
ratur (STEFAN-Borrzmannsches Gesetz).

4. Die spektrale Energiedichte geniigt dem Wienschen Gesetz.

5. Obwohl die Lichtbrechung und -refléxion einen reversiblen Prozef} darstellt,
ist die Summe aus den Entropien des reflektierten und des gebrochenen Strahls
infolge ihrer Kohérenz gréfler als die Entropie des einfallenden. Diese Aussagen
werden wir jetzt im einzelnen untersuchen.

1. Ezistenz des Lichtdrucks. Die Existenz des Lichtdrucks bewies als erster Bar-
ToLI 1876 mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik. Dabei benutzte
er den folgenden Gedankenversuch.

Wir betrachten zwei schwarze Kérper A und B mit den konstanten Temperatu-
ren Tyund T9(Ty > Tj). Sie seien durch einen Hohlzylinder mit weilen Winden
untereinander verbunden(s. Abb. 22). Im Hohlzylinder sollen sich Schlitze befin-
den, durch die Kolben mit spiegelnden Wiénden eingeschoben werden. kénnen.

A B R 8
| ] Abb, 22
h T2

Zunichst entfernen wir den Kolben P, aus dem Zylinder und schieben den Kolben
P, direkt an die Oberfliche des Kérpers A. Dann befindet sich im gesamten
Zylindervolumen die Hohlraumstrahlung des Kérpers B. Danach fiihren wir Py
ein, entfernen P; und verschieben den Kolben P,, bis er den Kérper A beriihrt. In
dieser Stellung ist die'gesamte Strahlung, die sich vorher im Zylinder befand, durch
den Korper A absorbiert worden, und der Zylinder enthélt wieder nur die Strah-
lung des Kérpers B.

Wenn man nun den Kolben P; an die Oberfliche des Kérpers B bringt, P, ent-
fernt und P, in der Richtung von B nach ‘A bewegt, so absorbiert A wieder die
gesamte von B emittierte Energie.

Man kann diese Operation beliebig oft wiederholen und dadurch vom Kérper B
eine beliebig grofe Strahlungsenergie auf den Kérper A iibertragen. Dabei wird A
erwirmt und B abgekiihlt. Es wird also Wirme vom kélteren zum wirmeren
Kérper transportiert. Das ist nach dem zweiten Hauptsatz nur unter Aufwendung
von Arbeit méglich. Fiir die Bewegung der Kolben muf} also Arbeit erforderlich
sein. Daraus 'ergibt sich, daB die Strahlung einen Druck auf den Kolben ausiibt,
der mit wachsender Strahlungstemperatur zunimmt.

Die GroBe des Lichtdrucks 1d8t sich thermodynamisch nicht bestimmen,?) wohl
aber mit Hilfe der Elektrodynamik. Man erhilt

L 52
P="5> (6.52)

1) Zu Versuchen der thermodynamischen Bestimmung des Lichtdrucks vgl. Aufgabe 89.
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wobei u die Energiedichte der Hohlraumstrahlung ist. P. N. Lesepew, der an der
Physikalischen Fakultéit der Universitdat Moskau arbeitete, wies 1901 als erster die
Existenz des Lichtdrucks experimentell nach.

2. KircuanOFFscher Satz. In einem abgeschlossenen Hohlraum maogen sich ein
schwarzer Kérper A und ein nichtschwarzer Kérper B befinden (s. Abb. 23). Im
Gleichgewicht. besitzen Koérper und Strahlung gleiche Temperaturen, wobei die
beiden Koérper je Zeit- und Oberflicheneinheit gleiche Energiemengen emittieren
und absorbieren.

Da die Energiedichte.der Hohlraumstrahlung iiberall gleich ist, trifft auf jeden
Kérper je Zeit- und Oberflicheneinheit die gleiche Energiemenge I,d» auf.
Bezeichnet man das Emissionsvermdogen des absolut schwarzen Kérpers mit &, so
gilt im Gleichgewicht

I,dv= & dv
und damit
e=1,. (6.53)

Der nichtschwarze Korper absorbiert nicht die gesamte einfallende Energie /,d»,
sondern nur den Bruchteil /,d» 4,. Im Gleichgewicht gilt

I,dv A,= ¢,dv.

Daraus folgt unter Beriicksichtigung von (6.53)
— ==K (T, ): (6.54)

Die Beziehung (6.54) stellt den Kircunorrschen Satz dar, nach dem das Verhilinis
des Emissionsvermégens zum Absorptionsvermdégen fiir einen Korper bet vorgegebener
Temperatur nicht von seinen phystkalischen Eigenschaften abhéingt und gleich dem
Emissionsvermégen des absolut schwarzen Kérpers ist. Das Verhiltnis ¢,/ A ist eine
universelle Funktion der Temperatur und der Frequenz, die man, wie im folgenden
gezeigt wird, nicht mit Hilfe der Thermodynamik berechnen kann.

3. STEFAN-BovrTrzMANNSsches Gesetz. Wir wenden die Grundgleichung der Thermo-
dynamik (3.32)

TdS=dU+ pdV

9 Basarow, Thermodynamik
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auf die Hohlraumstrahlung an. Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dal d.§ ein
vollstindiges Differential ist, ergibt sich aus (3.32) die Beziehung (3.51):

ap aUu
T(ﬁ)v‘(w)ﬁ”'

Fiir die Hohlraumstrahlung gilt p = u/3 und U = uV. Damit erhilt (3.51) die
Form

du

Tar=

bu.

Durch Integration dieser Gleichung ergibt sich fiir die Temperaturabhéngigkeit
der Gesamtenergiedichte der Hohlraumstrahlung

u=g¢ T4 (6.55)

Die Energiedichte der Hohlraumstrahlung ist also der vierten Potenz der absoluten
Temperatur proportional (STEFAN-BoLTzMaNNsches Gesetz).

SteFan fand das Gesetz (6.55) 1879 experimentell, wihrend es Bortzmann 1884
in der angegebenen Weise aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ablei-
tete.

Die Integrationskonstante o (Steran-Borrzmannsche Konstante) bleibt ther-
modynamisch unbestimmt. Experimentell oder mit Hilfe der Statistik ergibt sich

_e8 g gy.q0-n_ Y
grd4 cm? ’

o= 7,64-10715 22

grd4 cm3

Kennt man die thermische Zustandsgleichung (6.52) und die kalorische Zu-
standsgleichung U = ¢T%V der Strahlung, so kann die Strahlungsentropie be-
stimmt werden. Es gilt

dS—SQ— dU+pdV Vdu+ (p+u)dV

T T
oder
4 4
dS=40VT2dT+ 5 T3dV = 50 (BVT2dT + T?dV)=
4
(o).
Daraus folgt
S= %o‘ T3V. (6.56)
Fiir die Entropiedichte der Hohlraumstrahlung ergibt sich daraus
4
§=—50 T8, (6.57)

Da die Entropie fiir u = 0 verschwinden muB (s = 4/36T3+4 so= %/5u/T + so),
darf der Ausdruck (6.56) fiir S tatsichlich keine von Null verschiedene additive
Konstante enthalten.
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Setzt man § = const, so folgt aus (6.56) die Adiabatengleichung der Hohlraum-
strahlung

VT3= const (6.58)
oder
pV's= const. (6.59)

Ein Vergleich von (6.59) mit der Adiabatengleichung (2.23) des idealen Gases
zeigt, daB} sich die Hohlraumstrahlung bei adiabatischen Prozessen wie ein ideales
Gas verhilt, dessen Verhiltnis p der spezifischen Warmen gleich 4/3 ist. Das bedeu-
tet aber nicht, daB y fiir die Hohlraumstrahlung tatsdchlich den Wert 4/; besitzt;
y ist vielmehr unendlich gro8 (vgl. Aufgabe 93).

4. Wiensches Gesetz. Das STEFaN-Borrzmannsche Gesetz gibt einen Ausdruck
fiir die Gesamtenergiedichte der Hohlraumstrahlung an, sagt aber nichts iiber ihre
spektrale Verteilung aus. Diese bestimmte Wien 1893 (allerdings nicht vollstén-
dig), indem er thermodynamische und elektrodynamische Gesetze auf einen Strah-
lungshohlraum mit spiegelnden Winden anwandte (s. Abb. 24). Im folgenden
leiten wir das Wiensche Gesetz ab.

Abb. 24

Bewegt man den Kolben der in Abb. 22 dargestellten Vorrichtung, so dndert sich
die Strahlungstemperatur nach dem Gesetz (6.58):

VT3 = const,

weil ein adiabatischer ProzeB vorliegt.

Da die Strahlung bei der Reflexion am bewegten spiegelnden Kolben Arbeit
leistet, andern sich Strahlungsfrequenz und -energie. Man kann diese Anderungen
leicht mit Hilfe thermodynamischer und elektrodynamischer Gesetze bestimmen.?)
Es ergibt sich

% = const (6.60)
und

;—; = const. (6.61)
Aus (6.60) und (6.61) folgen die Beziehungen

U o (2 - T3 (L)

75~ 7 ( T ) w=To\7
und

T3 v v
= _ol—])=2»3f(— .62
Uy= " vgtp(T) vf(T), (6.62)

1) Vgl. Aufgabe 92.
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die das Wiensche Gesetz darstellen. Die Funktionen ¢ (¥/T) und f(»/T) konnen
thermodynamisch nicht bestimmt werden.

Aus dem Wienschen Gesetz folgt, daB sich das Maximum der spektralen Energie-
dichte bei einer Temperaturinderung in bestimmter Weise verschiebt. Wir suchen
.die Frequenz »,,, bei der u, maximal ist. Dazu differenzieren wir (6.62) nach » und
setzen die Ableitung gleich Null. Es ergibt sich

2 r(2m i,(m)=
3vmf(T)+Tf ") =o.
Daraus folgt

Ym
—— = const
T

oder
Amax T= 10, (6.63)

wobei b die Wiensche Konstante bedeutet.

Die Wellenlinge, bei der die spektrale Energiedichte der schwarzen Strahlung
mazimal wird, ist der absoluten Temperatur umgekehrt proportional (WieNsches
Verschiebungsgesetz). Die Wiensche Konstante betrigt nach neuesten Messungen
b = 0,288 cm grd.

Ist die Verteilung der spektralen Energiedichte der schwarzen Strahlung bei
einer bestimmten Temperatur bekannt, so kann man daraus mit Hilfe des Wien-
schen Gesetzes die zu einer beliebigen anderen Temperatur gehorende konstru-
ieren.

Es sei die Verteilung bei der Temperatur T gegeben; gesucht wird diejenige bei
der Temperatur Ty. Unter Verwendung der Beziehung (6.60) (v/T = »;/ T} = const)
folgt aus dem Wienschen Gesetz

= 93 11_)= (ﬂ)3 3 (_”_)= (ﬂ)s 4
uy(Ti, ) ”1f(T1 ) 7 f (o) = () wn (T ). (6.64)
Um die gesuchte Kurve u,(Ty, v;) zu erhalten, hat man also die Ordinatenwerte
der vorgegebenen Kurve u, (T, ») mit (T4/T)? zu multiplizieren.

Aus dem Wienschen Gesetz ergibt sich insbesondere auch das Steran-Bovrz-
mannsche Gesetz. Es gilt

Lt=fu,dv=fv3f(%)dv.
0 0

Durch Einfiihrung der Integrationsvariablen v/T = z erhélt man
u= T4fz3f(x) dz= o T*4.
0

5. Nichtadditivitit der Strahlungseniropie. Aus (6.64) ergibt sich, dafl die Wien-
sche Funktion u, = »3f (»/T) bei konstanter Wellenldnge mit wachsender Tempe-
ratur zunimmt. Folglich nimmt f (z) im Intervall vonz = 0 bisz — oo monoton ab.
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Aus der Grundgleichung der Thermodynamik folgt, dal die spektrale Energie-
und Entropiedichte der Beziehung
ds, 1

du, T

geniigen. Da sich das Vorzeichen von T nicht &ndert, ist ds,/d u, stets positiv. Die
GréBe u, nimmt mit wachsendem T ab und liegt zwischen oo und 0. Daraus folgt,
daB die Funktion s, (u,) eine monoton wachsende nichtlineare Funktion von u, ist.
Qualitativ entspricht ihr Verlauf der in Abb. 25 gezeigten Kurve. Fiir u, = 0 ist
die Entropie s, ebenfalls gleich Null. Die Kurve geht also durch den Koordinaten-
ursprung, besitzt dort eine vertikale Tangente, ist iiberall konvex und hat eine
zur Abszissenachse parallele Asymptote.

5 )
d_—
5
b
B
Abb. 25
A B ¢ D u,

Folglich ist die Entropie kohérenter Strahlen nicht additiv.

Wir betrachten ein Strahlenbiindel, das aus Wellen einer bestimmten Frequenz
bésteht und die spektrale Energiedichte u, besitzt. Durch ein diinnes Pldttchen
werde es in zwei Strahlenbiindel zerlegt, ein reflektiertes mit der spektralen Ener-
giedichte u,, und ein gebrochenes mit der spektralen Energiedichte u,; Es gilt

Up= Uyr+ Uyd,

da die Energie unverindert bleibt. Mit s,, und s, bezeichnen wir die spektralen
Entropiedichten der beiden Biindel. Man kann zeigen, daf die Summe ihrer Entro-
pien groBer als die des anfangs vorhandenen Biindels ist, d. h., daB die Ungleichung
$,< Syr+ Sya
besteht.
In Abb. 25 sei AB =u,,, AC =u,qund AD = u,,+ u,4, so daB'CD = AB

gilt. Ferner sel E =s,,, Cc = s, und Dd = s,. Wire die Funktion s,(u,) linear,
so wiirde die Gleichung

Dé= Cc+ B

gelten. Wie bereits gezeigt wurde, ist die Funktion s, (u,) jedoch nicht linear. Sie
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wird durch die in Abb. 25 gezeigte Kurve dargestellt. Daher gilt die Ungleichung
Dd< Cc+ Bb

oder
$,< Syr+ Sya- (6.65)

Daraus kénnte man schlieBen, daB die Aufspaltung des Biindels ein irreversibler
Prozef} ist.!) Andererseits ist es aber méglich, die Zerlegung mit Hilfe von Spiegeln
vollstindig umzukehren.

Hier liegt ein Widerspruch vor, der natiirlich nur scheinbarer Natur ist. Die
SchluBfolgerung, daB die Biindelzerlegung irreversibel ist, beruht nédmlich auf der
Vorstellung, dal die Gesamtentropie der beiden Biindel (des reflektierten und des
gebrochenen) gleich der Summe der Entropien s,, und s,; ist. Wir haben die
Gesamtentropie eines aus mehreren Teilen bestehenden Systems bisher stets auf
Grund dieser Annahme berechnet [s. Gl. (6.49)]. Hier mufl man jedoch anders
vorgehen. Bei der Benutzung der Gl. (6.49) wurde vorausgesetzt, daf} die einzelnen
monochromatischen Biindel inkohérent, d. h. voneinander unabhingig sind. Es
besteht jedoch vollstindige Kohédrenz zwischen dem reflektierten und dem ge-
brochenen Biindel, da beide ein und denselben Ursprung haben.

Die Tatsache, daBl bei der Bildung der Gesamtentropie zweier einzelner Biindel
desselben und verschiedenen Ursprungs unterschiedliche Regeln angewandt wer-
den miissen, geht iiber den Rahmen der Thermodynamik hinaus. Das ist verstdnd-
lich, weil Kohérenz oder Inkohéirenz von Strahlenbiindeln keine thermodynami-
schen Eigenschaften sind.

Die statistische Thermodynamik, in der die Entropie nach dem Borrzmann~-
schen Prinzip (3.39) als Wahrscheinlichkeit eines Zustandes definiert wird, liefert
eine Bestiitigung der Beziehung (6.65). Fiir die Wahrscheinlichkeit W, daB zwei
voneinander unabhingige Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten Wy und W,
gleichzeitig stattfinden, findet man W = W W,, so daBl die Beziehungen

In W=1In W+ In W,
und

S= 81+ 5,

gelten. Die Wahrscheinlichkeit W dafiir, daBl zwei voneinander abhéngige Ereig-
nisse mit den Wahrscheinlichkeiten W; und W, gleichzeitig stattfinden, ist nicht
durch W,;W; gegeben, d. h., die Entropie verhélt sich nicht additiv (§ 5= S; + S2),
wie es fiir kohidrente Biindel zutrifft.

Im Zusammenhang mit dem Wienschen Gesetz (6.62) ergab sich eine Grenze
fiir die Giiltigkeit der Thermodynamik. Die SchluBfolgerung, daB} die Entropie
beim reversiblen Prozel der Lichtbrechung zunimmt, widerspricht der Thermo-
dynamik und weist auf ihre Grenzen hin. Der gleiche Hinweis ergibt sich auch
daraus, daB keine universelle Kircanorrsche Funktion definiert werden kann.

6.5. Thermodynamik des Plasmas

Unter einem Plasma versteht man ein hochionisiertes Gas, in dem die Mehrzahl
der Teilchen elektrisch geladen ist. Es wird in Sternen, der Erdionosphire, Gas-

1) Vgl. Aufgabe 94.
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entladungen, Gasen sehr hoher Temperatur, Flammen, bei Explosionen usw.
angetroffen. .

Ein Plasma unterscheidet sich in vieler Hinsicht stark von einem gewdéhnlichen
Gas. Bei einigen Erscheinungen zeigt es Ahnlichkeit mit Elektrolyten und festen
Leitern. Die charakteristischen Eigenschaften eines Plasmas beruhen im wesent-
lichen auf der groBen Reichweite der elektrischen Krifte, die die Wechselwirkung
zwischen seinen Teilchen vermitteln. Wihrend das Potential V' der zwischen den
Molekiilen eines gewéhnlichen Gases wirkenden Krifte stark mit dem Abstand r
abnimmt (im Falle anziehender van pEr Waarsscher Krifte gilt Vi ~ 1/rf) und
die Teilchen nur wihrend der Stofzeit merklich miteinander in Wechselwirkung
stehen, ist das Potential V, der Wechselwirkungskrifte zwischen den Teilchen eines
Plasmas nach dem Couromsschen Gesetz umgekehrt proportional der ersten
Potenz des Abstandes (V, ~ 1/r). Deshalb stehen die Teilchen auch bei groB8en
Abstinden (und wihrend langer Zeiten) miteinander in Wechselwirkung.

Ein grofler Teil unserer Kenntnisse iiber das Plasma stammt aus der Unter-
suchung von Gasentladungen. Im Zusammenhang mit dem Problem der energeti-
schen Ausnutzung thermonuklearer Reaktionen (Synthese leichter Kerne) hat das
Interesse am Studium des Plasmas in letzter Zeit zugenommen. Ist die Temperatur
eines Gases so hoch, daB} es sich im Zustand eines Plasmas befindet und die Gas-
teilchen sich mit grofen Geschwindigkeiten bewegen, so kann der CourLomssche
Potentialwall bei den Sto8en der Atomkerne iiberwunden werden und ihre Syn-
these stattfinden. Die Anregung thermonuklearer Reaktionen in Deuterium ist
fiir die praktische Anwendung besonders wichtig, da sie in diesem Fall schon bei
verhiltnism#Big kleinen Temperaturen (7 =2 106 °K) verlaufen kénnen. Bei der
Synthese von Deuteriumkernen zu «-Teilchen werden gro8e Energien frei.

Wir betrachten nun ein Plasma, das aus zwei Sorten von Teilchen mit entgegen-
gesetzten Ladungen (¢ und —e) besteht, im Zustand des thermodynamischen
Gleichgewichts. Um einen hohen Ionisationsgrad zu erreichen, miissen die Rekom-
binationswahrscheinlichkeiten der Teilchen méglichst klein gehalten werden. Da
der Rekombinationskoeffizient proportional dem Druck wéchst, ist das bei kleinen
Driicken méglich. Die mittlere Energie e?/7 der Couroms-Wechselwirkung zwi-
schen zweil Teilchen (¥ bedeutet ihren mittleren Abstand) wird dabei klein gegen
die Energie kT ihrer Wiarmebewegung.- Bedingung fiir ein verdiinntes Plasma ist
also die Ungleichung

2
< kT
-

Um vollstéindige Ionisation zu erreichen, muBl das Gas auf eine Temperatur T
erhitzt werden, bei der die mittlere Energie der Wéarmebewegung eines Atoms
groBer als die Ionisierungsarbeit I oder zumindest gleich I ist, d. h., es muB gelten

kT =1

(Bedingung fiir die vollstindige Ionisierung). Fiir Wasserstoff oder Deuterium
betragt die Ionisierungsarbeit 13,54 eV (1 eV = 1,6-10-12 erg), so daB man bei
Temperaturen, die der Ungleichung

I 13,54-1,6-10"12

= e “K~ 160000 °K

T=
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geniigen, ein vollstindig ionisiertes Wasserstoffplasma erhalt. Bei derart hohen
Temperaturen darf ein Plasma jedoch nicht mehr als System angesehen werden,
das lediglich aus geladenen Teilchen besteht. Man muf3 vielmehr auch die im
Plasma enthaltene Strahlung beriicksichtigen. Wir untersuchen hier die thermo-
dynamischen Eigenschaften von Systemen bis zu Temperaturen von 1000 °K und
beriicksichtigen dabei die Strahlung in der Regel nicht, da ihre Energie sehr klein
gegen die der Wiarmebewegung der Teilchen ist. Bei sehr groBen Werten von T
fiihrt diese Ndherung, wie bereits angedeutet, zu falschen Ergebnissen. Die Tempe-
ratur 7T, bei der die Energiedichte 674 der Strahlung gleich der Energiedichte
3/okTn der Teilchenbewegung ist (n bedeutet die Teilchenzahl je Volumeneinheit),
ergibt sich aus der Beziehung

o T =%an

PR—
3kn
T=]/20 .

Fiir einen Gasdruck von p = 0,01 Torr wird die Teilchenzahldichte n =~ 10%5/cm3
und T ~ 4-10%°K.

Bei Temperaturen T = 105 °K, fiir die das Gas vollsténdig ionisiert ist, tiber-
wiegt also die Energiedichte der Strahlung. Das hat zur Folge, daB die adiabatische
Isolierung eines solchen Plasmas Schwierigkeiten bereitet, die der praktischen
Verwirklichung thermonuklearer Reaktionen im Wege stehen.

Zur Untersuchung der thermodynamischen Eigenschaften eines Plasmas benut-
zen wir als thermodynamisches Potential seine freie Energie. Dabei beschrinken
wir uns auf nicht zu hohe Temperaturen, so dafl die freie Energie der Strahlung
vernachlidssigt werden kann. Ihre Beriicksichtigung bietet keine besonderen
Schwierigkeiten und ist bei Plasmatemperaturen von T = 105 °K leicht méglich.

Die innere Energie U des Plasmas besteht aus der kinetischen Energie U;q der
ungeordneten Bewegung seiner Teilchen (innere Energie des idealen Gases) und
der mittleren Energie U, ihrer elektrostatischen Wechselwirkung. Es gilt also

U= Uq+ Us,.

zu

Uiq und U, werden nicht thermodynamisch berechnet, sondern experimentell
oder statistisch bestimmt. Die Gr68e Ujq ist bekanntlich

Uig= Cy T + Uy.

Der Ausdruck fiir U, besitzt die Form

2
e
Ue = - —-d—‘ N
(vgl., Aufgabe 82). Dabei bedeuten e die Ladung eines Teilchens, NV die Zahl der
Teilchen . einer Sorte im Volumen V und d = ]/m/8 7w Ne? den DeBveschen
Radius, der die Eindringtiefe des #ufBleren elektrischen Feldes bestimmt. Im
Plasma iiberwiegen die anziehenden Krifte, weil jede Ladung von einer Ladungs-
wolke entgegengesetzten Vorzeichens umgeben ist; daher ist U, negativ.
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Die innere Energie des Plasmas ist also

/87 Ne2

—_ R 2 -
U= Uia— Ne* |/ =

Dieser Ausdruck fiir U stellt jedoch kein thermodynamisches Potential dar. Die
freie Energie F(T,V) ergibt sich durch Integration der GiBBs-HeLmrorTzschen
Gleichung

oF
U= r—T(a_T)V.
Aus
aF d (F
= — ) =—T2 _—_(—
v=r T(aT)V Ta_T(T)
folgt

. U
F=— F‘/‘ﬁdT+ IT,

im betrachteten Fall also

2 87 Ne?
_ - 2
F=F, 3 Ne V—kTV .

Da die freie Energie des Plasmas bei starker Verdiinnung (V — oo bei festem N)
gleich der freien Energie Fiq des idealen Gases ist, gilt Fo= Fjq und

2 8 Ne?
e e 3 — — 2 _ .,
F=Fy——Ne V T

Man kann die thermische Zustandsgleichung, die Entropie und die spezifische
Wirme mit Hilfe der Beziehungen

aF oF 9%F
r=-Gr)y  s--Gr)y o176,

bestimmen. Es ergibt sich

_RT 1 1/BuNe

v 3 N v

1 ‘87 Ne?
S= (CV)id]Il T+ Rln V—?Nez W,
: 1 /87 Ne2
= . - 2
Cv=(Crha+— Ner |/ .

Da die anziehenden Krifte iiberwiegen, sind Druck und Entropie eines Plasmas
kleiner als im Fall des idealen Gases. Die spezifische Warme des Plasmas dagegen
ist gréBer als die des idealen Gases. Das hat den folgenden physikalischen Grund.
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Die Erh6hung der Plasmatemperatur erfordert einen Energieaufwand zur Vergrs-
Berung einerseits der kinetischen Energie der Teilchen und andererseits der mitt-
leren potentiellen Energie der Wechselwirkung zwischen ihnen, da sich die
Ladungswolken entgegengesetzten Vorzeichens #ndern, die jedes Plasmateilchen
umgeben.

6.6. Thermodynamik von Systemen mit verdnderlicher Teil-
chenzahl

Im folgenden wollen wir einige Ausdriicke fiir die Differentiale der thermodyna-
mischen Potentiale im Falle von Systemen ableiten, deren Teilchenzahl verdnder-
lich ist.

Eine solche Anderung der Teilchenzahl kann verschiedene Griinde haben. So
gehen z. B. in einem System, das aus einer Fliissigkeit und ihrem gesittigten
Dampf besteht, Fliissigkeits- in Gasteilchen iiber und umgekehrt. Die Teilchenzahl
des aus beiden Phasen bestehenden Systems ist im Unterschied zu den Teilchen-
zahlen der einzelnen Phasen konstant. Auch bei chemischen Reaktionen kénnen
sich Teilchenzahlen bestimmter Sorte éndern, d. h. Systeme mit verénderlicher
Teilchenzahl vorliegen. Ein weiteres Beispiel stellt die Strahlung dar. Sie besteht
aus einer- Gesamtheit von quantentheoretisch identischen Teilchen (Photonen),
die zum Unterschied von klassischen Teilchen sowohl korpuskulare als auch Wel-
leneigenschaften besitzen. Die Zahl der Photonen #ndert sich stidndig infolge
Emission und Absorption durch die Wénde.

In der modernen Physik der Elementarteilchen werden immer mehr Prozesse
bekannt, bei denen sich nicht nur die Zahl der Teilchen einer bestimmten Sorte,
sondern auch die Gesamtteilchenzahl dndert.

Der Zustand eines Systems mit verdnderlicher Teilchenzahl wird durch die
Parameter T, a4, a3, ..., a, und die Teilchenzahlen Ny, ..., N,, ... der verschiede-
nen Teilchensorten bzw. die entsprechenden Konzentrationen ¢;= N;/ 3Ny
beschrieben. k

Die innere Energie eines Systems mit verdnderlicher Teilchenzahl dndert sich
nicht nur dadurch, dal das System Wirme aufnimmt und Arbeit leistet, sondern
auch infolge Abgabe oder Aufnahme von Teilchen. Daher lautet der erste Haupt-
satz

dU=8Q— 8W+ > u dNy (6.66)
K
(k bezeichnet die Sorte der Teilchen). Bei quasistatischen Prozessen gilt

8Q=TdS und W= 3 4;da;:

Die Grundgleichung der Thermodynamik fiir quasistatische Prozesse in Systemen
mit verdnderlicher Teilchenzahl besitzt die Form

TdS=dU+ 3 A;da;— 3 ux AN, (6.67)
i - k

Fiir nichtstatische Prozesse gilt entsprechend

TdS>dU+ 3 A;da;— 3 i AN (6.67")
i k
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Die GroBe

_ (aU)
o aZVk S,ay

bezeichnet man als chemisches Potential der k-ten Teilchensorte.

Aus der Grundgleichung (6.67) kann man die Differentiale aller thermodynami-
schen Potentiale fiir Systeme mit veranderlicher Teilchenzahl leicht bestimmen.
Wir betrachten der Einfachheit halber ein System, auf das ein allseitiger Druck p
wirkt. Man erhélt fiir die Differentiale der inneren Energie U, der freien Energie
F=U-—-TS, der freilen Enthalpie Z= U — TS + pV und der Enthalpie
H = U + pV die Ausdriicke

dU="TdS— pdV+ 3 u dN;, (6.68)
dF=dU—TdS——S(iT=-—SdT—pdV+Z‘,u,-dN,', (6.69)
dZ=— SdT+ Vdp+ 3 p; dN;, L (6.70)
dH= T dS+ Vdp+ Ztm dNn;. (6.71)

Das chemische Potential ergibt sich aus diesen Ausdriicken zu

au aF aZ oH
U Fhdl =(—— =(— =f— . 6.72
f (3Ni)s,v (31\’i)T,V (aNi)T,p (aNi)S,p 672

Man erhilt es also durch Differenzieren eines beliebigen thermodynamischen
Potentials nach der Teilchenzahl. Dabei wird es fiir verschiedene thermodynami-
sche Potentiale durch verschiedene Variable ausgedriickt.

Wie schon bemerkt wurde, sind alle thermodynamischen Potentiale additive
Funktionen. Das thermodynamische Potential eines aus mehreren Korpern beste-
henden Systems ist also gleich der Summe aus den Potentialen der einzelnen
Kérper. Fiir Systeme mit einer Teilchensorte folgt daraus, daB sich die thermo-
dynamischen Potentiale proportional der Stoffmenge, d. h. der Teilchenzahl N,
dndern. Man kann also sagen, daB eine additive thermodynamische Gré8e in bezug
auf die additiven Verinderlichen eine homogene Funktion erster Ordnung sein
muB. Folglich gilt

U=Nf1(f,,7‘;—),

F=Np(T, %) (6.73)
Z=Nf3(T,p),

H= Nf4(;),P-
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Im Falle eines Systems mit verschiedenen Teilchensorten ergibt sich

SV
U= 3 Nifi (50 i)

Z= ‘Z‘ Nif3(T7 P c!')’

(6.74)

wobei V; das Volumen und ¢; die Konzentration der i-ten Teilchensorte bedeuten.

Aus (6.74) folgt

aZ
pi= () = 12 (T pico), (6.75)
d. h., das chemische Potential ist gleich der freien Enthalpie je Teilchen. Daher gilt
Z= S .. (6.76)
Dagegen sind U, F und H nicht in dieser Form darstellbar:
U# > ui Ny, F# 3 u N, H+# 3 pu; N;.
i i i

Nach (6.75) ist das chemische Potential eine Funktion von T, p und den ¢;, hingt
aber nicht von der Gesamtteilchenzahl N ab. '

Fiir die Hohlraumstrahlung gilt 4 = 0 (vgl. Aufgabe 95). Wie die Statistik zeigt,
folgt das aus der Tatsache, daB} die Gesamtteilchenzahl des Systems nicht konstant
ist, sondern von der Temperatur abhéngt.

Aufgaben

84. Die Temperaturabhingigkeit der elektromotorischen Kraft eines Elements werde
durch die Formel

E = [0,96466 4- 1,74 (¢ — 25).10~% 4 3,8 (t — 25)2.10-7]V
bestimmt. Welcher Bruchteil der elektromotorischen Kraft des Elements wird aus Wirme
erzeugt, die dem Wirmereservoir entstammt? Wie gro8 ist die Reaktionswérme bei 25 °C?

85. Wie hiingt die elektromotorische Kraft eines reversiblen galvanischen Elements vom
duBeren Druck ab?

86. Bei der Umwandlung von rhombischem in monoklinen Schwefel dndert sich die
innere Energie mit der Temperatur nach dem Gesetz .

Q = Qo+ BT? = 50,4 + 3,69.10-4T2,

Man bestimme die Affinit4t, mit der sich rhombischer Schwefel bei der Temperatur T in
monoklinen umwandelt, sowie die Umwandlungstemperatur.

87. Bei kleiner Gasdichte ergibt sich aus der Formel (5.10) die Inversionstemperatur
(5.11). Man zeige, daB fiir grofe Gasdichten zwei Inversionstemperaturen existieren.

88. Es ist zu zeigen, daBl im Inversionspunkt

ap '
C,—Cyr=V{—
4 v (BT)V

gilt.
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89. In einigen Lehrbiichern wird der Druck einer Strahlung, die senkrecht auf eine
schwarze Fliache tnfft, folgendermaBen bestimmt:

Die Oberfliche eines unbewegten schwarzen Kérpers werde mit Licht der Energledlchte u
senkrecht beleuchtet. Je Zeit- und Fliacheneinheit nimmt dann der Kérper die Energie-
menge uc auf, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Die in der Zeit d¢ einfallende
Energiemenge ist gleich uc d¢. Sie wird durch den Kérper absorbiert und verwandelt sich
in ihm in die Wiarmemenge §Q = uc d¢. Ferner bewege sich der Korper unter der Wirkung
des Lichtdruckes in der Zeit d¢ mit der Geschwindigkeit » in Richtung des Lichtstrahls.
Die wihrend d¢ auf die Oberflicheneinheit auftreffende Lichtenergie und folglich auch die
vom Korper aufgenommene Wirmemenge betrigt dann 6Q; = u(c — v) d¢, ist also um
uv dt = u dz kleiner als die oben angegebene Wirmemenge 6Q = uc dt (dz bezeichnet
die Verschiebung des Kérpers in der Zeit d¢ unter der Wirkung des Lichtdrucks). Nun hat
aber die Lichtquelle in beiden Fillen wihrend gleicher Zeiten gleiche Energiemengen
emittiert. Im ersten Fall wurde die gesamte Energie in die Warmemenge 6Q verwandelt.
Im zweiten Fall geht die gleiche Energiemenge teilweise in die Warmemenge 6Q; und teil-
weise in die Arbeit p dz zur Verschiebung des Korpers iiber (p bedeutet den Lichtdruck).
Daraus folgt 6Q — ¢Q; = p dz. Da die Differenz der absorbierten Wirmemengen nach
den obigen Uberlegungen gleich u dz sein muB8, folgt

p=u.
Man zeige, daB diese Uberlegungen einen Fehler enthalten.

90. Wie lauten die Ausdriicke fiir die thermodynamischen Potentiale U, F, Z und H
der Hobhlraumstrahlung?

91. Man beweise, daBl schwarze Strahlung von bestimmter Temperatur bei einem adiaba-
tischen Prozef} in schwarze Strahlung mit einer anderen Temperatur iibergeht.

92. Es ist zu zeigen, daB die Anderungen von Frequenz und spektraler Energiedichte
der Hohlraumstrahlung bei adiabatischer Ausbreitung durch die Beziehungen
v u
- = const und —- = const

T3
bestimmt werden.

93. Man berechne ¢y, ¢, ¢, — ¢y und cp/cy tir einen Kubikzentimeter schwarzer Strah-
lung. Man vergleiche ¢;- fiir das einatomige ideale Gas mit dem fiir die schwarze Strahlung
erhaltenen Wert.

94%. Bei der Reflexion und Brechung ist die Summe aus den Entropien des reflektierten
und des gebrochenen Strahls groBer als die Entropie des einfallenden. Daraus wird oft in
unzulissiger Weise gefolgert, dal dieser Proze8 irreversibel ist. Welche anderen ,,Begriin-
dungen* fiir diese falsche SchluBfolgerung lassen sich angeben?

95. Man berechne die chemischen Potentiale des idealen Gases und der Hohlraum-
strahlung.

96. Welche Funktion der unabhingigen Verdnderlichen T, V und u ist ein thermo-
dynamisches Potential ?



7. Bedingungen fiir das thermodynamische Gleichgewicht und ihre
Anwendung

GiBBs entwickelte die Theorie des thermodynamischen Gleichgewichts, indem
er das mechanische Prinzip der virtuellen Verriickungen auf thermodynamische
Systeme iibertrug.

Bevor wir die Gleichgewichtsbedingungen nach GiBBs untersuchen, wollen wir
die thermodynamischen Systeme nach bestimmten Gesichtspunkten ordnen.

7.1. Homogene und heterogene Systeme. Phasen und Kompo-
nenten

Man unterscheidet zwei groBe Klassen thermodynamischer Systeme: homogene
und heterogene.

Als homogen bezeichnet man Systeme, deren thermodynamische Eigenschaften
sich stetig von Ort zu Ort dndern. Sie werden gewdhnlich mit physikalisch homo-
genen Systemen identifiziert, fiir die beliebige Teile gleichen Volumens dieselben
physikalischen Eigenschaften besitzen. Beispiele dafiir sind Gemische verschie-
dener Gase sowie fliissige und feste Losungen. Folgende Prozesse kénnen in homo-
genen Systemen stattfinden: chemische Reaktionen zwischen den Bestandteilen
eines Gemisches, Dissoziation eines Gases oder eines geldsten Stoffes, Polymerisa-
tion, d. h. Bildung komplizierterer Molekiile aus einfacheren, z. B. eines Molekiils
(CaH;0)3 aus drei Molekiilen Co,H;0 oder eines Molekiils (Hy0), aus zwei Wasser-
molekiilen HyO usw., sowie Solvatation, d. h. Anlagerung der Molekiile des Losungs-
mittels an ein Ion oder ein anderes Teilchen des gelosten Stoffes. Herrscht in
homogenen Systemen Gleichgewicht, so findet offenbar keine der genannten
Reaktionen statt. Die in diesem Fall geltenden Gesetze ergeben sich aus den
Hauptsitzen der Thermodynamik.

Ein System wird als heterogen bezeichnet, wenn es aus verschiedenen physika-
lisch homogenen Systemen besteht, so daB die Anderungen der physikalischen
Eigenschaften nicht mehr durchweg stetig erfolgen. Heterogene Systeme bilden
z. B. verschiedene Aggregatzustéinde eines Stoffes (Eis — Wasser, Wasser —
Dampf usw.), verschiedene Kristallmodifikationen (graues und weiles Zinn), ver-
schiedene Bestandteile von Lésungen (wiBrige Salzlssung — festes Salz — Dampf)
oder Produkte der chemischen Wechselwirkung verschiedener Stoffe (fliissige
Legierung und feste chemische Verbindung von zwei Metallen).

Als Phase bezeichnet man einen physikalisch homogenen Teil eines heterogenen
Systems, der von den iibrigen Teilen durch eine Fliche getrennt ist, auf der die
physikalischen Eigenschaften (und die ihnen entsprechenden Parameter) Spriinge
aufweisen. So bilden Fliissigkeit und Dampf in einem aus beiden bestehenden
System verschiedene Phasen. Das heift jedoch nicht, daB der Begriff ,,Phase*
identisch ist mit dem Begriff ,,Aggregatzustand‘‘. Es gibt nur drei Aggregat-
zusténde (fest, fliissig, gasformig), dagegen beliebig viele Phasen. Sogar ein che-
misch reiner Stoff im festen Zustand kann mehrere Phasen besitzen (thombischer
und monokliner Schwefel, graues und weiles Zinn usw.). Da sich reale Gase bei
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kleinen Driicken nahezu wie ideale Gase verhalten, kénnen sie sich in beliebigen
Proportionen miteinander vermischen und homogene Systeme bilden.t) Bei klei-
nen Driicken gibt es also im gasformigen Zustand nur eine Phase. Im fliissigen
Zustand dagegen sind im Gleichgewicht mehrere Phasen moglich (z. B. Wasser
und Ol, Kerosin und Wasser usw.).

Bei der Untersuchung des Gleichgewichts (heterogener und homogener) thermo-
dynamischer Systeme ist neben dem Begriff der Phase der der Komponente wichtig.
Darunter versteht man einen solchen Bestandteil eines Systems, dessen Menge im
thermodynamischen Gleichgewicht nicht von den Mengen der iibrigen Bestand-
teile abhiingt. Ein Gasgemisch, in dem keine chemischen Reaktionen ablaufen,
stellt ein einphasiges, aber mehrkomponentiges System dar. Die Zahl seiner Kom-
ponenten ist gleich der Zahl der verschiedenen Gase. Wasser oder Eis sind ein-
phasige, einkomponentige Systeme, da sie Wasserstoff und Sauerstoff in bestimm-
ten Mengenverhiltnissen enthalten, d. h. die Menge eines Stoffes von der des
anderen abhiingt. Allgemein gibt es in einer bestimmten Phase N — n Kompo-
nenten, wobei N die Zahl der verschiedenen Stoffe (chemischen Elemente) ist,
zwischen denen n chemische Reaktionen ablaufen.

Ein System mit zwei Komponenten (z. B. ein Gemisch aus zwei Gasen, Fliissig-
keiten oder festen Kérpern) wird als bindr bezeichnet.

7.2. Allgemeine Bedingungen fiir das thermodynamische Gleich-
gewicht

Aus der Grundgleichung der Thermodynamik fiir nichtstatische Prozesse folgen
hinreichende Gleichgewichtsbedingungen fiir thermodynamische Systeme. Man
kann zeigen, daf} sie auch notwendig sind, wenn man den empirischen Gegeben-
heiten entsprechend annimmt, dal in den betrachteten Systemen Fluktuationen
auftreten (das geht jedoch iiber den Rahmen der thermodynamischen Grund-
annahmen hinaus).

Wie schon bemerkt wurde, entwickelte Giees die Theorie des thermodynami-
schen Gleichgewichts nach dem Muster der LacranceEschen Mechanik, d. h. durch
Verallgemeinerung des mechanischen Prinzips der virtuellen Verriickungen.

Bekanntlich befindet sich ein mechanisches System mit idealen Bindungen im
Gleichgewicht, wenn die Summe der Arbeiten aller eingepriigten Krifte bei einer
beliebigen virtuellen Verriickung gleich Null ist (Prinzip der virtuellen Verriickun-
gen). Spezielle Gleichgewichtsbedingungen fiir ein interessierendes System ergeben
sich, wenn man das Prinzip der virtuellen Verriickungen (die allgemeine Gleich-
gewichtsbedingung) als analytische Gleichung schreibt und diese zusammen mit
den Bezichungen, denen die virtuellen Verriickungen geniigen, 16st. Wir wollen
dieses Gleichungssystem noch etwas genauer untersuchen.

Ein mechanisches System mit den verallgemeinerten Koordinaten ¢4, g2, ..., ¢,
sei gewissen Bindungen unterworfen, die durch die Gleichungen

fs(q1~42,---,¢]n)=0 (s=1,2,...,k§n)

beschrieben werden. Die Verschiebungen 8¢, 3¢5, ..., 8¢, bezeichnet man, sofern

1) Die Grenzen der gegenseitigen Lislichkeit von Gasen bei hohen Driicken werden in [18]
untersucht.
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sie die Beschrinkungen nicht verletzen, als virtuelle Verriickungen. Sle geniigen
also den Beziehungen

Zaf‘s =0. (7.1)

i=1

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen lautet dann

2 Ql 3%— 0, (72)

i=1

wobei Q; die der Koordinate ¢; zugeordnete verallgemeinerte Kraft ist. Fiir ein
vorgegebenes mechanisches System erhélt man spezielle Gleichgewichtsbedingun-
gen, indem man die Gln. (7.1) und (7.2) mit der Methode der Lacranceschen
Parameter l§st.

Im folgenden iibertragen wir dieses Verfahren auf thermodynamische Systeme.

Der Gleichgewichtszustand. eines thermodynamischen Systems wird durch die
Temperatur T und die duBBeren Parameter a4, as, ..., a, bestimmt, die sein Ver-
haltnis zur Umgebung charakterisieren.

Nach dem zweiten Postulat der Thermodynamik werden im Glelchgemchts-
zustand alle inneren Parameter eindeutig durch die &uBleren Parameter und die
Temperatur festgelegt. Die inneren Parameter erweisen sich also fiir die Bestim-
mung des Gleichgewichts als iiberfliissig. In einem Nichtgleichgewichtszustand
dagegen sind’die inneren Parameter keine Funktionen der &ufleren Parameter und
der Temperatur. Fiir seine Bestimmung sind also zusétzliche unabhéngige Ver-
anderliche erforderlich. Daher kann man ein Nichtgleichgewichtssystem als
Gleichgewichtssystem auffassen, fiir dessen Beschreibung zusétzliche Parameter
mit den zugeordneten verallgemeinerten Kriften, die das Gleichgewicht im System
,;aufrechterhalten‘’, erforderlich sind. Dementsprechend kénnen die thermodyna-
mischen Funktionen eines Nichtgleichgewichtssystems als solche fiir ein Gleich-
gewichtssystem, an dem zusitzliche, das Gleichgewicht ,,aufrechterhaltende
Kréfte angreifen, aufgefait werden.?)

Die Vorstellung, daB ein System durch virtuelle Anderungen seiner inneren
Parameter aus dem Gleichgewichtszustand herausgebracht wird, fithrt zusammen
mit der Grundgleichung der Thermodynamik (3.49) zu allgemeinen Gleichgewichts-
bedingungen fiir thermodynamische Systeme. Da ihr Zustand auBer durch mecha-
nische Parameter auch durch spezifisch thermodynamische (Temperatur, Entropie
u. a.) bestimmt wird, gibt es an Stelle der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung
(7.2) fiir mechanische Systeme im Fall thermodynamischer Systeme je nach ihrem
Verhiltnis zur Umgebung (adiabatisch, isotherm usw.) mehrere solche Bedin-
gungen.

Spezielle Gleichgewichtsbedingungen fiir ein betrachtetes thermodynamisches
System ergeben sich als Lésungen der Gleichung, die die allgemeine Gleichgewichts-
bedingung ausdriickt, und der Beziehungen, denen die virtuellen Verriickungen
der inneren Parameter geniigen.

1) AuBere Felder oder adiabatische Winde, die verschiedene Teile eines Systems mit
unterschiedlichen Temperaturen voneinander trennen, spielen die Rolle solcher Krafte.



7.2. Bedingungen fiir das thermodynamische Gleichgeﬁicht 145

Die Gleichungen fiir die virtuellen Verriickungen ergeben sich analog zu (7.1).
Wir betrachten ein System, das m innere Parameter by, by, ..., b,, mit den Gleich-
gewichtswerten b9, b3, ..., b9, besitzt.

Im allgemeinen sind sie durch Bedingungen der Form

fs(bi’ bz, ceey bm)=0 (S= 1, 2,...,k§m)

miteinander verbunden. Die bei diesen Beschrinkungen méglichen Anderungen
der inneren Parameter, die virtuellen Verriickungen, geniigen den Gleichungen
2’" f
ofs
%, 3b;=0. (7.3)
i=1
Wir wollen die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen in verschiedenen Fillen
explizit angeben.

1. Abgeschlossenes System (U = const, V = const). Aus der Grundgleichung der
Thermodynamik

TdS>dU+ pdV (7.4)
fiir nichtstatische Prozesse folgt mit U = const und V = const die Beziehung
d§ > 0.

Bei nichtstatischen Prozessen in abgeschlossenen Systemen nimmt also die Entropie
zu. Sie ist offenbar maximal, wenn keine Zustandséinderungen mehr stattfinden
und Gleichgewicht erreicht ist.

Die allgemeine Gleichgewichtsbedingung fiir ein abgeschlossenes System besteht
also darin, daB die Entropie im Gleichgewichtszustand mazimal sein muf3. Man kann
sie in der Form

AS< 0 oder 35=0, 325<0 (7.5)

schreiben, wobei § die Entropie in einem Nichtgleichgewichtszustand, S die
Entropie im Gleichgewicht und AS die Differenz § — SO bezeichnet. Die erste
Variation der Entropie muBl verschwinden und die zweite negativ sein. Diese
Bedingung ist hinreichend ; denn befénde sich ein System mit maximaler Entropie
nicht im Gleichgewicht, so miite diese bei der Annéherung an diesen Zustand zuneh-
men. Das widerspricht aber der Voraussetzung, dafl sie maximal ist. Die Notwen-
digkeit der Bedingung, nach der die Entropie eines abgeschlossenen Systems im
" Gleichgewichtszustand maximal ist, folgt aus der Grundgleichung der Thermo-
dynamik (7.4) nicht. Nach (7.4) ist ndmlich auch beil nichtmaximaler Entropie
Gleichgewicht méglich. Unter Beriicksichtigung der molekularen Natur thermo-
dynamischer Systeme und der damit zusammenhingenden Fluktuationen der
inneren Parameter ergibt sich jedoch, daB bei nichtmaximaler Entropie kein
Gleichgewichtszustand existiert. Denn die Schwankungen rufen nichtstatische
Prozesse hervor, die mit einer Entropiezunahme zusammenhéngen und das System
in den Gleichgewichtszustand mit der maximalen Entropie iiberfiihren.
Die Notwendigkeit der Bedingung ergibt sich also aus dem Vorhandensein von
Fluktuationen. Ein System befindet sich nicht im Gleichgewichtszustand, wenn
sie nicht erfiillt ist.

10 Basarow, Thermodynamik
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Als Anwendung bestimmen wir, ausgehend von (7.5), den Gleichgewichtszustand
eines Zweiphasensystems, das aus einem Stoff besteht (z. B. Wasser und Wasser-
dampf).

Fiir die Entropie des Systems gilt

S= N181+ N282. (76)
Dabei bezeichnen N; bzw. N, die Molekiilzahl und s; bzw. s; die Entropie je Mole-
kiil in der ersten bzw. zweiten Phase. Fiir ein abgeschlossenes System gilt

Ny + Ny = N= const (Gesamtteilchenzahl),

Niug+ Noug= U= const (innere Energie des Systems), (7.7)

Nivi+ Nyvg= V= const (Volumen des Systems).
Wir wihlen die Gréflen Ny, vy, u; als unabhingige und Nj, v3, ug als abhéngige

Parameter des Systems.
Gesucht wird die simultane Losung der Gleichgewichtsbedingung

3§=10
und der Gleichungen
3N=0, 38U=0, 38V=0,
die fiir die virtuellen Verriickungen der Parameter gelten. Aus (7.6) folgt
38 = N;3sy+ N28sy+ s4 8N+ s38N2= 0. (7.8)
Wegen (7.7) ergibt sich
3N=38N;+3N,=0,
dU= Nidus+ uy 8N+ Nodug+ usdN,= 10, (7.9)
SV = NySvy+ v48N;y+ Nodvg+ v38Ny= 0.
Gl. (7.8) kann in der Form

dus + p1dvy Sug + p2dve
N

1 T + Ng Ty
geschrieben werden. Beriicksichtigt man in dieser Beziehung die aus (7.9) folgenden
Relationen

3Ny, =— 38Ny,

N28u2= - N18u1 + (uz—— ll-1) SNi,

Nodvy=— Nydv, + (v2— 1)1) 3Ny,

N + 81 8N1+828N2=0

so erhilt man

Sut+ p1dvy  —NySuy+ (ug— ug) 3Ny + pa[ — Ny vy + (v3 —v1) N4]
Ny T, + - T,

+ S18N1-— S28N1= 0

+
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oder

1 Pt Pz)
Ni (T_i—_2) Sui + N1 (Ti——T—z 81)1—{-

n [ _ut P21)1) (.92 uz + P2v2)]8N —o0.

Da die Variationen 3 Ny, 8v; und du; voneinander unabhingig sind, ergeben sich
die folgenden Bedingungen dafiir, dal zwei Phasen desselben Stoffes miteinander
im Gleichgewicht stehen:

a)1/Ty—1/Ty= 0oder Ty= Ty= T, Gleichheit der Temperaturen (Bedingung
des thermischen Gleichgewichts),

b) p1i/T1— pa/To= 0 oder py= py= p, Gleichheit der Driicke in den Phasen
(Bedingung des mechanischen Gleichgewichts),

c)
ot Pt Ut paty
1 7-11 2 7w2 )
— Tys1+ prvg= us— Tasy+ pave
oder

My = W2,
Gleichheit der chemischen Potentiale beider Phasen (Bedingung des chemischen
Gleichgewichts).

2. System mit konstantem Volumen im Thermostaten (T = const, V = const). Die
Grundgleichung der Thermodynamik (7.4) fiir nichtstatische Prozesse lautet in den
unabhiéngigen Verdnderlichen T und V

dF<— §dT - pdV. (7.10)
Fiir ein System, das sich in einem Thermostaten befindet und keine Arbeit leistet,
gilt also

dF<O.

Danach nimmt die freie Energie in einem isothermen System mit festem Volumen
bei nichtstatischen Prozessen ab und besitzt im Gleichgewichtszustand ein Mini-
mum. Diese Bedingung kann in der Form

AF>0 oder 3F=0, 3F>0 (7.11;
geschrieben werden.

3. System im Thermostaten ber konstantem Druck (T = const, p = const). Die
Grundgleichung (7.4) der Thermodynamik besitzt in den Variablen T und p die
Form

dZ< §dT - V dp. (7.12)

Demnach gilt fiir ein System, das in ein Medium mit konstanter Temperatur und
konstantem Druck eingeschlossen ist, die Beziehung

dZ<0.

10*
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Die freie Enthalpie eines solchen Systems nimmt also bei nichtstatischen Prozes-
sen ab und ist im Gleichgewichtszustand minimal. Die allgemeine Gleichgewichts-
bedingung lautet in diesem Fall somit

AZ>0 oder 8Z=0, 82Z>0. (7.13)

In entsprechender Weise zeigt man,!) daBl sich ein System mit konstanter
Entropie und konstantem Druck im Gleichgewicht befindet, wenn seine Enthalpie
minimal ist:

AH>0 oder 8H=0, 32H>0. (7.14)

Fiir den Fall konstanter Entropie und konstanten Volumens herrscht Gleich-
gewicht bei minimaler innerer Energie:

AU>0 oder SU=0, 82U>0. (7.15)

4. System mit verinderlicher Teilchenzahlim Thermostaten (T = const, p = const,
u; = const). Zunéchst geben wir die Grundgleichung der Thermodynamik (6.67)
fir ein System mit verénderlicher Teilchenzahl in den Verénderlichen T', p und
Mian:

TdS=dU+ pdV— 3 u; dN,.

Dazu addieren wir auf beiden Seiten von (6.67) das Differential d (U — TS + pV
— >’ #iN;) und erhalten
7

d(U-— TS+pV—Z,uiN,-)§Vdp—SdT—ZNidui (7.16)
oder ' '

dB=Vdp—SdT— 3 N;idu;
mit '

B=U- TS+ pV— 3 u; Ni. (7.17)

Aus (7.16) folgt, daBl das thermodynamische Potential B bei einem nichtstatischen
Prozef} in einem System mit verdnderlicher Teilchenzahl und konstanten Werten
von T, p und g; abnimmt (d B < 0) und im Gleichgewichtszustand den Minimal-
wert Null besitzt.2) Die allgemeine Gleichgewichtsbedingung eines solchen Systems
hat also die Form

AB>0 oder 3B=0, &B>0. (7.18)

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen fiir thermodynamische Systeme
stellen also je mach Art der vorliegenden Beschrinkungen Aussagen iiber die
Extremwerte verschiedener thermodynamischer Potentiale dar. Sie sind nicht nur
hinreichend, sondern auch notwendig, wenn alle anderen Voraussetzungen fiir die
Einstellung des Gleichgewichts erfiillt sind (Die angegebenen Gleichgewichts-

1) Vgl. Aufgabe 99.
2) Siehe Abschn. 7.3.
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bedingungen sind allein nicht hinreichend dafiir, daB ein Prozef tatsichlich ablau-
fen kann).1)

Die thermodynamischen Potentiale besitzen unter Umsténden mehrere Extrem-
werte (insbesondere die Entropie mehrere Maxima). Zusténde, die dem gréBten
bzw. dem kleinsten Extremwert (z. B. der Entropie oder der freien Energie) ent-
sprechen, nennt man stabtl, wihrend man die den anderen Extremwerten entspre-
chenden Zustinde als metastabil bezeichnet. Bei Vorhandensein starker Fluktua-
tionen kann das System aus einem metastabilen Zustand in den stabilen iibergehen.

7.3 Bedingungen fiir die Stabilitdt des Gleichgewichtes in
einem homogenen System

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen thermodynamischer Systeme beste-
hen darin, daf die entsprechenden thermodynamischen Potentiale Extremwerte
annehmen miissen. Fiir ein abgeschlossenes System fordert die Gleichgewichts-
bedingung z. B., da} die Entropie maximal sein muf. Sie wird durch die Unglei-
chung AS < 0 oder die beiden Beziehungen 3.5 = 0 und 32§ < 0 ausgedriickt.
‘Bei der Bestimmung des Gleichgewichts fiir zwei Phasen eines beliebigen Stoffes
benutzten wir nur die Gleichung 8§ = 0, die jedoch nur eine notwendige Bedin-
gung fiir einen Extremwert der Entropie darstellt und nicht sichert, da3 gerade
ein Maximum vorliegt. Hinreichend dafiir ist die Ungleichung 325 < 0. Sie sichert
die Stabilitit des Gleichgewichts. Aus den Bedingungen 8§ = 0 und 325 >0
(Minimum der Entropie) ergeben sich zwar ebenfalls Gleichgewichtszusténde,
jedoch véllig instabile,?) weil die Fluktuationen nichtstatische Prozesse hervor-
rufen, die das System in den Gleichgewichtszustand mit maximaler Entropie iiber-
fithren. Da die Entropie nicht noch weiter zunehmen kann, ist dieser dann stabil.

Das gleiche gilt fiir ein System mit verénderlicher Teilchenzahl in einem Thermo-
staten, fiir das p und u; vorgegeben sind. Hier werden die Bedingungen fiir die
Stabilitdt des Gleichgewichts durch die Ungleichung A B > 0 oder §2B > 0 aus-
gedriickt.

Im folgenden untersuchen wir die Stabilitédt des Gleichgewichts in einem solchen
System im einzelnen.

Als unabhéngige Parameter (Koordinaten) wihlefi wir die Entrople S, das Volu-
men V und die Zahlen N; der Teilchen verschiedener Sorten. Bei vorgegebenen
Werten von T, p und y; ist das thermodynamische Potential B im Gleichgewicht
wegen )

U-TS+pV=12

und

2 mwiNi= 2

1) Es lassen sich Prozesse denken, die thermodynamisch méglich sind (fiir die sich also
die entsprechenden thermodynamischen Potentiale in Ubereinstimmung mit den getroffenen
Aussagen dndern), in Wirklichkeit jedoch nicht vorkommen, weil andere Bedingungen nicht
erfiillt sind. Zum Beispiel kénnen einige chemische Reaktionen nur bei Anwesenheit von
Katalysatoren ablaufen, obgleich sie thermodynamisch méglich sind, weil die freie Energie
dabei abnimmt.

2) Das instabile Gleichgewicht einer Kugel, die auf einer Bergspitze ruht, ist ein mecha-
nisches Analogon dieses Falles.
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gleich Null, d. hs, es gilt
U—-TS+pV— 3 mlNi=0. (7.19)

Werden T, p, u; konstant gehalten und S, V, N; um kleine GroBen auf &,
V’, N; geindert, so kann man sagen, da der Zustand T, p, u; mit den Koordinaten
S, V, N, stabil ist, falls AB = B’— B > 0 bzw. wegen (7.19)

U~ T8+ pV' — 3 wN;>0 (7.20)
gilt. Andererseits. entsprechen einem Gleichgewichtszustand mit den Koordinaten

§’, V’, N; (und der inneren Energie U’) bestimmte Werte T, p’, .. Man hat
daher auch

U—TS+pV -3 uN=0. (7.21)
i

Das System werde nun durch Anderung von &', V’, N;auf S, V, N; bei festgehal-
tenen Werten T”, p’, u; aus diesem (als stabil vorausgesetzten) Zustand heraus-
gebracht. Dann folgt analog zu (7.20)

U= T'S+p'V— 3 uN;>0. (7.22)

Subtrahiert man (7.21) von (7.20), so entsteht

—AT 8+ Ap V' — 3 Ap; N> 0 (7.23)
mit l

AT=T-T, Ap=p—p\ Dui=pi—p;.
Durch Subtraktion der Gl. (7.19) von (7.22) folgt

AT S—Ap V+ 3 Au; N> 0. (7.24)

Addition von (7.23) und (7.24) ergibt schlieflich
ATAS— Ap AV + ZA,uiANi> 0 (7.25)

mit

AS=S5-8, AV=V -V, AN;= N;— N;.
Der Zustand eines homogenen Systems ist also stabil, wenn bei einer durch Fluk-
tuationen hervorgerufenen Anderung einer beliebigen Koordinate, die so erfolgt,

daB die den iibrigen unabhéngigen Parametern entsprechenden thermodynamischen
Krifte konstant bleiben, die Ungleichungen

(AT T
AS)P w C

P, B

2
>0, (AV)M<0, (ANi)Tp#l>0(k¢L) (7.26)

gelten. Die Bedingungen fiir die Stabilitit des Gleichgewichts in einem physika-
lisch homogenen, einkomponentigen System lauten daher

ap
C,>0, er=-— V0<3V) >0, (7.27)
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d. h., die spezifische Wirme bei konstantem Druck und der isotherme Elastizitéts-
modul miissen im Gleichgewichtszustand positiv sein.1)

Die Bedingungen C, > 0 oder auch Cy > 0 (vgl. Aufgabe 103) ergaben sich
unter der Voraussetzung, daB die absolute Temperatur positiv ist. Wie wir im
Abschn. 3.4. sahen, bilden diese Forderungen andererseits die Grundlage fiir die
Unterscheidung zwischen hoheren und tieferen Temperaturen. Das Vorzeichen
der absoluten Temperatur hingt also mit der (im Rahmen quasistatischer Pro-
zesse getroffenen) Unterscheidung zwischen héheren und tieferen Temperaturen
zusammen.

Da wir unter der Voraussetzung 7 > 0 schlieBen konnten, dal die Wirme vom
heiBen Kérper auf den kalten iibergeht (s. Abschn. 3.9.), ergibt sich ferner, daB die
Definitionen der Begriffe héhere bzw. tiefere Temperatur, die im Rahmen quasi-
statischer Prozesse einerseits?) und nichtstatischer Prozesse andererseits3) gegeben
wurden, voneinander abhédngen insofern, als bei Cy > 0 fiir gewshnliche Systeme
T stets positiv ist (T > 0). Der erwihnte Zusammenhang ergibt sich aus dem
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, der auch die Gleichgewichtsbedingung
fiir reale Korper liefert. Unter Beriicksichtigung dieses Umstandes ist die physika-
lische Bedeutung der Stabilititsbedingung (7.27) leicht zu verstehen. Dazu
nehmen wir an, daB bei T > 0 an Stelle von C, > 0 die Bedingung C, < 0 erfiillt
ist. Die Fluktuationen fiihren dazu, daB das System an einen Thermostaten Wirme
abgibt, so daB die Temperatur des Systems zunimmt. Das hat (wegen T > 0) eine
weitere Warmeabgabe zur Folge. Daher kann sich das System fiir C;, < 0 nicht in
einem stabilen Gleichgewichtszustand befinden. Nimmt man an, daf an Stelle von
(8p/aV)r < 0 die Bedingung (dp/dV)r > 0 gilt, so findet man entsprechend, daB
der Druck im System bei einer kleinen durch Fluktuationen hervorgerufenen
Volumenabnahme kleiner wird, was zu einer weiteren Kompression fithren muB.
Das System kann sich also auch in diesem Fall nicht im Gleichgewichtszustand
befinden.4)

Nach dem dritten Hauptsatz strebt die spezifische Wiarme C, fiir T — 0 von
hoherer als erster Ordnung gegen Null (s. Abschn. 4.2.). Daher erhilt die Stabilitéts-
bedingung

T
c,”"?

fiir T — 0 die Form
T

—— —> 0o.

Cp

1) Fiir ein homogenes System mit dem dufleren Parameter a und der zugehérigen verall-
gemeinerten Kraft A erhilt man als Gleichgewichtsbedingungen analog (7.27)
04
Cy>0, (—) < 0. (7.27")
da/p
2) Es wird angenommen, daB die Temperatur des Systems durch Wirmezufuhr bei kon-
stanten duBleren Parametern zunimmt (d. h. C, > 0).

. 3) Zwischen zwei Korpern A und B mdge Wirmekontakt bestehen. Be1 Wirmeiibergang
von A nach B ist die Temperatur von A grofer als die von B. Diese Definition ist der Tat-
sache T > 0 dquivalent. ) _

%) Der Fall (8p/dV)p = 0 wird im Abschn. 9.3. betrachtet.
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Das bedeutet, dal Zusténde mit 7' — O stabil sind [19]. Der dritte Hauptsatz der
Thermodynamik fiihrt also zur Existenz stabiler Grenzzusténde.

Sind die Bedingungen (7.27) erfiillt, so ist das Gleichgewicht gegeniiber schwa-
chen Fluktuationen stabil, bei starken dagegen reichen sie nicht aus, weil die bis-
her nicht beriicksichtigte Oberflichenbeschaffenheit der Fluktuationskeime wichtig
wird. So sind die Bedingungen (7.27) fiir unterkiihlte Ddampfe oder iiberhitzte
Flissigkeiten erfiillt, obgleich diese Zustdnde lediglich dann stabil sind, wenn sich
infolge der Dichtefluktuationen nur kleine Keime der neuen Phase bilden. Ent-
stehen dagegen groBe Keime, so zerfallen die genannten homogenen Systeme in
zwei Phasen, weil die bisher nicht beriicksichtigte Oberflichenenergie der Keime
wichtig wird. Die freie Energie F des Systems nimmt bei der Bildung kleiner Trop-
fen zu; daher verschwinden sie wieder. Die Entstehung grofer Tropfen dagegen
kann zu einer Abnahme von F fiithren, so dafl das homogene System in zwei Phasen
zerfillt und damit metastabil ist. Die Einzelheiten dieser Erscheinung werden in
Kap. 8 behandelt.

Abb. 26

0 ' 4

Wir diskutieren die Stabilitidtsbedingungen fiir ein homogenes System an Hand
eines Gases, das durch die van pEr Waarssche Gleichung beschrieben wird. Unter-
halb der kritischen Temperatur besitzt die vax pEr Waarssche Isotherme die in
Abb. 26 dargestellte Form. Die Abschnitte AB und FG entsprechen dem gasfor-
migen bzw. fliissigen Zustand. Wegen (9 p/dV)y < O sind beide stabil. Die zum
Abschnitt CE gehérenden Zustinde sind wegen (dp/dV)r > 0 instabil. Im Punkt C
endet die Stabilitit der gasformigen Phase gegeniiber kontinuierlichen Anderungen
(die nicht mit der Bildung einer neuen Phase zusammenhingen). Im Punkt B
beginnt'in der Regel die Kondensation des Gases. Auf der Geraden BF existieren
zwei Phasen nebeneinander. Die Abschnitte BC und EF entsprechen dem meta-
stabilen Zustand des unterkiihlten Dampfes bzw. der iiberhitzten Fliissigkeit.

7.4. Gleichgewicht in einém homogenen System

Wie wir bereits bemerkten, sind in einem homogenen System chemische Reak-
tionen — Dissoziation, Ionisation, Polymerisation usw. — méglich.

Im folgenden untersuchen wir die Gesetze fiir einige solche im Gleichgewicht
ablaufende Prozesse.

1. Bedingung fiir das chemische Gleichgewicht. Jede chemische Reaktion kann im
allgemeinen in beiden Richtungen ablaufen. Zunichst iiberwiegt die Reaktion in
der direkten Richtung. Im Gleichgewicht sind die Reaktionsgeschwindigkeiten in
beiden Richtungen gleich, so daB sich die Stoffmengen der einzelnen Sorten im
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Laufe der Zeit nicht &ndern. Wir suchen eine Bedingung dafiir, daB sich ein chemi-
sches System im thermodynamischen Gleichgewichtszustand befindet (man
spricht dann kurz auch oft von chemischem Gleichgewicht).

Dazu schreiben wir eine chemische Reaktion in der Form

2 viAi=0. (7.28)

Dabei bedeuten A; die chemischen Symbole und »; die Anzahl der Molekiile der
miteinander reagierenden Stoffe (stéchiometrische Koeffizienten). Fiir die Reak-
tion 2 SO5+ Oy = 2 SOz oder 2 SOy 4 Oy — 2 SO3 = 0 sind die stéchiometrischen
Koeffizienten beispielsweise v59, = 2, 79, = 1 und vg9,= —2.

Wir betrachten eine Reaktion, die bei konstanter Temperatur und konstantem
Druck ablduft. Im Gleichgewicht ist dann die freie Enthalpie des Systems mit
verdnderlicher Teilchenzahl minimal (§Z = 0). Es gilt also

—8dT+ Vdp+ X widN;= 0

und wegen T = const und p = const .

2 #idNi=0. (7.29)

Die Anzahlen d N; der miteinander reagierenden Molekiile sind den Zahlen »; pro-
portional (d Ni/d Ny = »4/v5). Daher kann man in (7.29) d N; durch »; ersetzen. Die
Bedingung des chemischen Gleichgewichts lautet also

2 vipi=0. (7.30)

Wie man sieht, entsteht diese Bedingung, indem in der Reaktionsgleichung (7.28)
die chemischen Symbole A; durch die entsprechenden chemischen Potentiale u;
ersetzt werden. Finden im System mehrere chemische Reaktionen statt, so wird
der Gleichgewichtszustand durch mehrere Bedingungen der Form (7.30) bestimmt.

Um (7.30) auf konkrete chemische Reaktionen anwenden zu kénnen, mufl man
die chemischen Potentiale u; kennen.

" 2. Massenwirkungsgesetz. Fiir ideale Gase ist das chemische Potential bis auf die
Entropiekonstante bekannt. Aus (7.30) kann man daher im Fall chemischer Reak-
tionen, die in einem Gemisch voneinander unabhingiger idealer Gase mit den
Partialdriicken p; ablaufen, eine Reihe von Gesetzen ableiten.

- Das chemische Potential eines idealen Gases ist

p=kTlnp+ p(T)
(vgl. Aufgai)e 95). Fiir die i-te Komponente eines Gemisches gilt
pi= kT In p;+ poi(T),

wobel p; der Partialdruck der i-ten Komponente ist.
Der Gesamtdruck des Gemisches ergibt sich aus der Beziehung

p= 2 pi-



154 7. Bedingungen fiir das thermodynamische Gleichgewicht

Im Falle des idealen Gases folgt daraus
pi=rp Z_NI: =Cp,
*

wobei ¢; die Konzentration des i-ten Gases bedeutet. Daher gilt
ui= kT In ¢;p+ po,(T). (7.31)

Die Bedingung des chemischen Gleichgewichts (7.30) nimmt damit fiir Reaktionen,
die in einem Gasgemisch ablaufen, die Form

Z v,-[len cip+ [l0i(T)]= 0

an. Daraus folgt
kTZ’Vi In c; + kTZ Vi lnp+ Zi’iMOi(T)= 0,
i i i

) 1
2Inet=—3v;Inp— ﬁz vipoi(T)
1 L 12
und
-Zw —iEwﬂn((T)

ITcv=p ¢ e "Ti = K.(T, p). (7.32)

Da die #; fiir die vor der Reaktion vorhandenen Stoffe positiv und fiir die Reak-
tionsprodukte negativ sind, kann man (7.32) auch in der Form

e
e

s

schreiben.

Die Gln. (7.32) und (7.33) stellen das Massenwirkungsgesetz dar. Danach ist das
Verhiltnis des Produkts aus den Potenzen der Konzentrationen der Ausgangsstoffe
zum Produkt aus den Potenzen der Stoffe, die durch die Reaktion entstehen, bei
konstanter Temperatur und konstantem Druck ebenfalls konstant. Die Exponen-
ten in den entsprechenden Potenzen sind die stéchiometrischen Koeffizienten.

Die Grée

—Zw —%?”iﬂoi(ﬂ
K(T,p)=p * e "¢ (7.34)

bezeichnet man als Massenwirkungskonstante. Ihre Druckabhéngigkeit wird voll-

- stindig durch den Faktor pfz"‘ beschrieben, wihrend zur Bestimmung ihrer
Temperaturabhéngigkeit zusétzliche Annahmen iiber die Eigenschaften der Gase
(z. B. iiber die Temperaturabhingigkeit der spezifischen Wirme) erforderlich sind.
Der Ausdruck fiir po;(T) enthélt die Entropie- und die Energiekonstante. Diese
haben im Gleichgewicht offenbar eindeutig definierte Werte, die jedoch nicht mit
Hilfe der beiden Hauptsétze bestimmt werden kénnen. Das gilt auch fiir den Wert
der Massenwirkungskonstanten K,(7, p). Dieses Problem wird durch die Statistik
endgiiltig gelost.
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Das Massenwirkungsgesetz gilt auch fiir Reaktionen zwischen geldsten Stoffen,
weil schwache Losungen dhnliche Eigenschaften wie ideale Gase besitzen.

Gilt bei einer Reaktion }'v; = 0, so hingt K (T, p) nicht vom Druck ab. Das ist
z. B. bei der Dissoziation von Jodwasserstoff

2HJ = Hy+ Jo

der Fall.

Man kann im Massenwirkungsgesetz an Stelle der Konzentrationen auch die
Partialdriicke einfithren, indem man in die Bedingung (7.30) fiir chemisches Gleich-
gewicht die GroBen p; = kT In p; + uoi(T) einsetzt. Man erhilt

[T = Ky(T). (7.35)

In diesem Fall hingt die Massenwirkungskonstante K,(7) nicht vom Druck,
sondern nur von der Temperatur ab. Die Form (7.35) des Massenwirkungsgesetzes
ist fiir viele Anwendungen giinstig.

3. OstwaLrpsches Verdiinnungsgesetz. Stoffe, die man in einem Lésungsmittel
auflést (z. B. Kochsalz in Wasser), dissoziieren, d. h., die Molekiile des geldsten
Stoffes zerfallen in positive und negative Ionen (Na* und C17). Gleichzeitig findet
der umgekehrte Vorgang statt, d. h., die Ionen vereinigen sich zu neutralen Mole-
kiilen. Im Gleichgewicht verlaufen beide Prozesse mit gleicher Stirke, so daf} die
Zahl der dissoziierenden Molekiile gleich der Zahl der neu gebildeten ist. Die Disso-
ziation kann als spezielle chemische Reaktion und der dabei eintretende Gleich-
gewichtszustand als Spezialfall des chemischen Gleichgewichts betrachtet werden.

Es muB daher in diesem Fall moglich sein, das Massenwirkungsgesetz anzuwen-
den. Die Dissoziation wird quantitativ durch den Dissoziationsgrad « = n/N cha-
rakterisiert, wobei n die Zahl der dissoziierten und N die Gesamtzahl der Molekiile
im geldsten Stoff bedeuten.

Die Zahl der Molekiile des Losungsmittels sei gleich Ng. Dann bedeutenc = N/N,
die Konzentration des gelésten Stoffes, ¢y = n/Nodie der positiven Ionen, c; =n/ N,
die der negativen Ionen und c3 = (N — n)/ Ny die der nichtdissoziierten Molekiile des
gelosten Stoffes. '

Nach dem Massenwirkungsgesetz gilt im Gleichgewichtszustand

€y Co

=K
3

(K ist die Dissoziationskonstante) oder

e () ()
NN _\W) W

N—n_ NN-n K
"Ny, N, N
Daraus folgt
2
¥ =K. (7.36)

1—«
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Diese Gleichung ist das OstwaLpsche Verdiinnungsgesetz. Es stellt einen Zusammen-
hang zwischen dem Dissoziationsgrad « und der Konzentration ¢ des gelésten
Stoffes her und zeigt, daf die Dissoziation bei zunehmender Verdiinnung zunimmt.
Im Falle stark verdiinnter Lésungen (¢ —0) gilta — 1, d. h., fast alle Molekiile sind
dissoziiert. .

Der Dissoziationsgrad « kann aus der Formel

0= Fonu,+u.)

fiir die elektrische Leitfdhigkeit einer Losung bestimmt werden. In dieser Bezie-
hung, die sich in der Theorie der elektrolytischen Dissoziation ergibt, bedeutet F
die Farapavsche Zahl, v, und u_ sind “die Beweglichkeiten der positiven bzw.
negativen Ionen, und 7 bezeichnet die Aquivalenzkonzentration, die gleich der
Zahl der Grammaiquivalente des gelésten Stoffes in der Volumeinheit der Lésung
1st.

Das Ostwatrpsche Verdiinnungsgesetz wurde experimentell bestétigt. Das ist ein
Beweis fiir die Richtigkeit der Theorie der elektrolytischen Dissoziation.

7.5. Gleichgewicht in einem heterogenen System

Wir untersuchen in diesem Abschnitt das Gleichgewicht in einem System, das
aus n Phasen mit & Komponenten besteht. Gréfen, die zu verschiedenen Phasen
oder Komponenten gehoren, bezeichnen wir mit einem oberen bzw. einem unteren
Index. Zum Beispiel bedeutet 4] das chemische Potential der ersten Komponente
in der zweiten Phase. '

1. Gleichgewichtsbedingungen fiir ein heterogenes System. Im Abschn. 7.2. stellten
wir fest, daB in einem zweiphasigen System aus einem beliebigen Stoff unter den

Bedingungen
T = T”, pl — -P”’ Iu' — Iu" (7.37)

(gleiche Temperaturen, Driicke und chemische Potentiale in beiden Phasen)

Gleichgewicht herrscht.
In dhnlicher Weise kann man zeigen (vgl. Aufgabe 110), daB sich zwei Phasen

verschiedener Stoffe im Gleichgewicht befinden, falls

Ti=T3 pi=p; (7.38)
gilt, d. h., wenn Temperaturen und Driicke in beiden Phasen iibereinstimmen. Fiir
die chemischen Potentiale gelten im betrachteten Fall keine einschriankenden
Bedingungen. Das ist auf Grund der Tatsache, dal Stoff- und damit Phasenum-

wandlungen ausgeschlossen sind, ohne Rechnung einzusehen.

Aus (7.37) und (7.38) folgt allgemein, daB in einem aus n Phasen und & Kompo-
nenten bestehenden heterogenen System alle Bestandteile gleiche Temperatur
besitzen:

T'= TV =T" = ... = Tn), (7.39)

iiberall gleicher Druck herrscht:

pP=p"'=p"=..=ph. (7.40)
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und jede Komponente in allen Phasen gleiches chemisches Potential besitzt:

py=p=py= .. =pp,

[ " __ m_ —_ ( )
By= Mg = g = ... =p'3, (7.41)
Hie= M= By = - = pi.

Die Gln. (7.39), (7.40) und (7.41) stellen die Gleichgewichtsbedingungen fiir ein
heterogenes System aus n Phasen und & Komponenten dar.

2. GiBBssche Phasenregel. Die Gleichgewichtsbedingung fiir ein heterogenes
System gestattet es, die Zahl der aus mehreren Komponenten bestehenden Phasen,
die gleichzeitig nebeneinander existieren kénnen, und die Zahl der unabhingigen
Verénderlichen eines heterogenen Systems, die man ohne Verletzung des Gleich-
gewichtszustandes #ndern kann, zu bestimmen. Dieses Problem wurde von
GiBBs gelost (Giessche Phasenregel).

Zur Ableitung der Gieesschen Phasenregel betrachten wir ein heterogenes
Gleichgewichtssystem; Druck und Temperatur seien also in allen Phasen gleich.
Weiterhin miissen nach (7.41) die chemischen Potentiale der verschiedenen Kom-
ponenten in allen Phasen gleich sein, d. h., es muf} gelten

u@d = pl r=1,2, .., k;i,s=1,2,..,n).

Das sind insgesamt k(n — 1) Gleichungen. Sie driicken die Gleichgewichtsbedin-
gung fiir ein heterogenes System aus. Sein Zustand wird durch die Gréen p und
T sowiedie k — 1unabhiingigen Konzentrationen der verschiedenen Komponenten
in einer Phase,!) d. h. durch 2 + n(k — 1) unabhiéngige Veridnderliche bestimmt.
Die k(n — 1) Gleichungen (7.41) besitzen nur dann eine Lésung, wenn ihre Zahl
die der unabhéngigen Veridnderlichen nicht iibersteigt. Wir miissen also

k(n— 1)< 24 n(k— 1)
fordern. Daraus folgt
n<k+ 2. (7.42)

Diese Bedingung sagt aus, daf} sich in einem System mit & Komponenten nicht
mehr als k& 4+ 2 Phasen im Gleichgewicht befinden kénnen (Gieessche Phasen-
regel).

Ist die Zahl n fiir ein thermodynamisches System kleiner als k + 2, so diirfen in
(7.41) k + 2 — n Verinderliche beliebig gewihlt werden. Die Anderung dieser
k 4+ 2 — n Variablen bleibt also ohne EinfluBl auf den Gleichgewichtszustand im
heterogenen System. Man bezeichnet die Grée

f=k+2—-n (7.43)

1) In jeder Phase gibt es k — 1 unabhingige Konzentrationen, weil zwischen ihnen die
Beziehung
k. k Nt
-3
r=1 r=1 Z‘ N:'
r=t
besteht (die Summe der Konzentrationen aller Komponenten in der i-ten Phase ist gleich 1).

=1
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als Zahl der thermodynamischen Freiheitsgrade des Systems. Die Gl. (7.43) ist der
Beziehung (7.42) dquivalent und heifit ebenfalls GiBsssche Phasenregel.
Die Beziehung (7.42)

n k42

ergab sich unter der Voraussetzung, daB am System nur die eine verallgemeinerte
Kraft p angreift. Unterliegt das System ¢ derartigen Kriften, so tritt in der GiBBs-
schen Phasenregel an die Stelle der Zahl 2 (die den Variablen p und T entspricht)
die Zahl ¢ + 1. Man hat also

n<hk+q+1 (7.44)
bzw.
f=k+qg+1—n:

3. Kurven fiir das Phasengleichgewicht. Tripelpunkt. Nach der GisBsschen Pha-
senregel (7.42)

n=k+2

konnen sich in einem System mit & Komponenten héchstens k 4+ 2 Phasen im
Gleichgewicht befinden. Im Falle eines einkomponentigen Systems ergibt sich fiir
die Zahl n der Phasen n = k 4+ 2 = 3; fiir ein zweikomponentiges System folgt
n =A4. ‘

Stehen zwei Phasen eines einkomponentigen Systems untereinander im Gleich-
gewicht (n = 2, k = 1), so ist die' Zahl der Freiheitsgrade f =k +2 — n = 1.
Das ergibt sich auch direkt aus der Bedingung, daBl die chemischen Potentiale
#(p, T)und p”’(p, T) iibereinstimmen miissen. Die Gleichung ¢’(p, T) = u”(p, T)
stellt einen Zusammenhang zwischen Temperatur und Druck in beiden Phasen her.
Sie 148t sich auch in der Form

p=p(T) (7.45)

schreiben. In einem Koordinatensystem, in dem auf der Abszissenachse die Tem-
peratur und auf der Ordinatenachse der Druck abgetragen werden, liegen die dem
Phasengleichgewicht entsprechenden Punkte auf der Kurve (7.45), die man des-
halb auch als Kurve des Phasengleichgewichts bezeichnet. Punkte, die auf verschie-
denen Seiten der Kurve liegen, stellen verschiedene homogene Zustéinde des
Systems dar. Bei einer Zustandsinderung lings einer Linie (etwa lidngs der in
Abb. 27 gestrichelt gezeichneten Geraden), die diese Kurve schneidet, werden
nach dem Erreichen des Schnittpunkts zunichst beide Phasen nebeneinander
bestehen und dann vollstindig in die zweite Phase iibergehen. Die Kurve des
Phasengleichgewichts ist also die Stabilitdtsgrenze einer Phase.

Befinden sich drei Phasen desselben Stoffes im Gleichgewicht, so gelten die
Gleichungen

w(T,p)=wp"(T,p),  w(T,p)=w"(T,p).

Fiir die beiden Verénderlichen T und p ergeben sich daraus eindeutig definierte
Werte. Der durch sie bestimmte Zustand wird als Tripelpunkt bezeichnet. Im
(T, p)-Diagramm der Abb. 28 ist er identisch mit dem gemeinsamen Schnittpunkt
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der drei dargestellten Kurven. Im Tripelpunkt des Wassers besitzen T und p die
Werte
t=0,0078 °C, p= 0,006 atm.

Ahnliche Kurven erhilt man fiir zweikomponentige Systeme. So kann etwa der
Druck eines zweiphasigen, zweikomponentigen Systems in Abhingigkeit von der
Konzentration einer Komponente in einer der Phasen dargestellt werden.

g P

gasformig
0 T 0 T
Abb. 27 Abb. 28

4. Gleichgewicht zweikomponentiger Systeme. Grundgleichung der Theorie des
Gleichgewichts zwetkomponentiger Systeme. Wir untersuchen nun das Gleichgewicht
zwischen verschiedenen Phasen im Falle zweier unabhingiger Komponenten.
Solche Systeme sind in der Chemie und Metallurgie wichtig.

Nach der GiBsschen Phasenregel kénnen im Gleichgewicht hochstens vier Pha-
sen nebeneinander bestehen. Das wiederum ist nur in dem Punkt maglich, in dem
alle Parameter des Systems (7, p und die Zusammensetzung der Phasen) véllig
bestimmt sind. Bei drei koexistierenden Phasen besitzt das betrachtete System
einen Freiheitsgrad, so daB ein Parameter (gewohnlich der Druck) frei wéhlbar ist.

Der Fall zweier nebeneinander bestehender Phasen in einem zweikomponentigen
System ist insofern besonders interessant, als alle anderen Fille auf ihn zuriick-
gefithrt werden konnen. Das betrachtete System besitzt zwei frei wihlbare Para-
meter. Man kann etwa die Temperatur und die Zusammensetzung einer der Phasen
(die Konzentration einer bestimmten Komponente) vorgeben. Dann ist nur bei
einem bestimmten Druck Gleichgewicht méglich. Werden der Druck und die
Zusammensetzung einer Phase vorgegeben, so kann nur bei einer bestimmten
Temperatur Gleichgewicht herrschen. Im folgenden stellen wir die Grundgleichung
fiir das Gleichgewicht zweier Phasen eines zweikomponentigen Systems auf.

Fiir jede Phase gilt nach (6.68)

dU= TdS— pdV+ 3 u; dN;.
Mit Hilfe von i
Z=U— TS+ pV
und Gl. (6.76)
Z= 23 pi N;
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ergibt sich
U=Z+TS—pV=3 wlNi+ TS—pV

sowie

dU—_-Z,uidNi+ZNid,u,-+ TdS+ §dT— pdV— Vdp. (7.46)
1 i

Durch Vergleich von (6.68) mit (7.46) erhilt man die Beziehung
§dT—Vdp+ 3 N;du;=0, (7.47)

die man als DuneM-GiBBssche Gleichung bezeichnet. Sie lautet fiir die beiden
Phasen des zweikomponentigen Systems

ST — V'dp+ N} dug+ Nj dus = 0,
S"dT — V"dp+ N dus+ Nidpus= 0.

(Da im Gleichgewicht T’ = T”, p’ = p’’ und w’ = u” gilt, wurden d7, dp und du
ohne Phasenindizes geschrieben.)

Aus (7.48) eliminieren wir d us, indem wir die erste Gleichung mit N} und die
zweite mit Ny multiplizieren und danach die erste von der zweiten subtrahieren.
Es ergibt sich

(8" Ny — S'N3)AT — (V' Ny— V' N9)dp + (NINj— N N2)dps = 0. (7.49)

Diese Beziehung ist die Grundgleichung der Theorie zweikomponentiger Systeme.
Aus ihr folgen alle interessierenden GesetzmiBigkeiten. Von grofer Bedeutung ist
z. B. die Betrachtung des Gleichgewichts fliissiger zweikomponentiger (binérer)
Losungen und ihrer Dampfe.

Die wichtigsten Gesetze fiir zweikomponentige Systeme wurden von D. P. Kone-
waLow abgeleitet (vgl. Aufgabe 113).

(7.48)

Aufgaben

97. Aus der Forderung, dafl die freie Enthalpie minimal sein muf, sind Bedingungen
fiir das Gleichgewicht von zwei Phasen abzuleiten.

98. In einem adiabatisch abgeschlossenen Zylinder befinde sich ein ideales Gas, das
iiber einen Kolben dem konstanten #uBeren Druck p, unterworfen wird. Man berechne
die Variationen 8§ und 325 der Entropie und zeige, da die Entropie im Gleichgewicht
tatsichlich maximal ist. -

99. Man beweise, dafl in einem System mit S =-const und p = const bei minimaler
Enthalpie H und in einem System mit § = const und V = const bei minimaler innerer
Energie U stets Gleichgewicht herrscht.

100. Es ist zu zeigen, daB das Gleichgewicht zwischen Strahlen, die von verschiedenen
Kérpern emittiert wurden, in einem Hohlraum mit spiegelnden Wianden instabil ist und
daB die Gleichgewichtsstrahlung ein System von Strahlen darstellt, die sich im stabilen
Gleichgewicht befinden und gleiche Temperatur besitzen.

101. Wie lauten die Bedingungen fiir das Gleichgewicht in einem System, das sich in
einem #uBeren Feld befindet?
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102. Die Bedingungen (7.27) fiir die Stabilitdt des Gleichgewichts wurden fiir einen
kleinen Teil eines groBen Systems abgeleitet. Wann gelten diese Bedingungen fiir das
Gesamtsystem ?

103. Man bestimme die speziellen Stabilititsbedingungen fiir ein homogenes System
mit konstanter Temperatur und konstantem Druck auf Grund der allgemeinen Stabilitéts-
bedingung 32Z > 0 fiir ein solches System.

104. Der Zustand eines Magnetikums mége a) durch $ und 8B und b) durch $ und M
charakterisiert werden. Im Falle a) gilt

1
dU=TdS—pdV+[—HdB (A)
134
und im Falle b)
dU’=TdS — pdV + HdM (B)
mit
H?
U=0U—-_—.
8n

Die Bedingung fiir die Stabilitit des Gleichgewichts lautet (d.4/da)r < 0 [vgl. (7.27")]. Fiir
ein Magnetikum besitzt sie im Falle a) (¢ = B, A = —H/4n) die Form (dH/dB)p = 1/u>0,
die der experimentellen Erfahrung entspricht. Im Falle b) (a = M, A = —H) ergibt sich
(0H/dM) 7 = 1/% > 0 im Widerspruch zum Experiment, das die thermodynamische Stabi-
litat von Diamagnetika zeigt, obgleich fiir solche Stoffe » << 0 gilt. Worin besteht der
Grund fiir diesen Widerspruch?

105. Gleichgewichtssysteme besitzen die Eigenschaft, einem &uBeren Zwang durch
geeignete Zustandsinderungen auszuweichen (L CraTeLiER-Braunsches Prinzip). Man
leite dieses Prinzip aus der Bedingung fiir die Stabilitat des Gleichgewichts ab und gebe
Fille an, in denen es anwendbar ist.

106. Es soll gezeigt werden, daB die Temperaturabhingigkeit der Massenwirkungs-
konstante durch die van't Horrsche Gleichung

(aln Kc) 0,
14

aT ), RT?
bestimmt wird, wobei Q, die Wirmeténung der Reaktion bei konstantem Druck bedeutet.
107. Man beweise, daf die Druckabhingigkeit der Massenwirkungskonstanten aus der
Gleichung
(6 In K c) AV
ap T - ﬁ

folgt. AV bezeichnet die Volumenzunahme des Gemisches aus den reagierenden Stoffen.

108. In der Reaktion
.Hy0 + CO = CO, + Hy

zur Erzeugung von gasférmigem Wasserstoff tritt bei T = 1259 °K Gleichgewicht ein.
Dabei liegt die folgende molekulare Zusammensetzung vor: mco .= 0,7 Mol, mgo = 9,46
Mol, my,0 = 80,38 Mol. Man bestimme die Massenwirkungskonstante K.

109. Bei der Bildung von Jodwasserstoff durch die Reaktion
Hz + J2 =2 HIJ

11 Basarow, Thermodynamik
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wird fiir T = 717 °K das Gleichgewicht erreicht. Aus den Anfangswerten mj, — 2,94 Mol
und my, = 8,1 Mol ist die Anzahl der HJ-Mole im Gleichgewicht zu berechnen. Die Massen-
wirkungskonstante der Reaktion bei 7'= 717 °K ist bekannt: K, = K, = 0,01984.

110. Wie lautet die Bedingung fiir das Gleichgewicht eines zweiphasigen Systems aus
verschiedenen Stoffen?

111. Mit Hilfe der Gieesschen Phasenregel ist die Zahl der thermodynamischen Frei-
heitsgrade fiir folgende Systeme zu bestimmen:

a) Loésung von KCl und NaCl in Wasser bei Anwesenheit der Kristalle und Diampfe der
beiden Salze;

b) Lésung von KCl und NaCl bei Anwesenheit von Eis sowie der Kristalle und Dampfe
beider Salze.

112. Die Gisessche Phasenregel wurde unter der Voraussetzung abgeleitet, daBl jede
Komponente in allen Phasen vorliegt. Wie dndert sie sich, wenn nicht alle Komponenten
in jeder Phase auftreten?

113, Mit Hilfe der Grundgleichung (7.49) fiir die Theorie des Gleichgewichts zwei-
komponentiger Systeme untersuche man ein zweiphasiges System aus zwei verschiedenen
Fliissigkeiten und ihren Dimpfen und leite die Konowarowschen Regeln ab: Der Dampf-
druck eines Gemisches wichst, wenn die Konzentration der fliichtigeren Komponente
erhoht wird (erste Konowarowsche Regel). Ist ein zweiphasiges binires Gemisch so be-
schaffen, daB seine Dampfdruckkurve ein Maximum oder Minimum besitzt, so haben
Fliissigkeit und Dampf dort gleiche Zusammensetzung (zweite Konowavrowsche Regel).



3. Oberflachenerscheinungen

Bisher betrachteten wir koexistierende Phasen eines heterogenen Systems, ohne
die Eigenschaften ihrer Grenzflichen und deren EinfluB auf das Gleichgewicht
zu beriicksichtigen. Wir setzten voraus, dafl die Energie U oder die freie Energie F
eines aus zwei oder mehr Phasen bestehenden Systems gleich der Summe der Ener-
gien oder freien Energien der einzelnen Phasen ist. Dabei wurde jede Phase ein-
schlieBlich der Grenzfliche als homogen angesehen; die Gréen U und F waren
demgemill den Massen proportional.

Die Molekiile einer Phasenrandschicht, deren Dicke groBenordnungsmiBig gleich
der Reichweite der intermolekularen Krifte (10~7 cm) ist, wechselwirken nicht nur
mit den Molekiilen der eigenen, sondern auch mit denen einer fremden, physika-
lisch andersgearteten Phase. Energie und freie Energie eines heterogenen Systems
sind dlso keine additiven Funktionen.

Da jedoch Oberfliche und Volumen eines Systems proportional der zweiten
bzw. dritten Potenz seiner linearen Ausdehnung zunehmen, konnen bei groflen
Systemen die Oberflichen- gegen die Volumeneffekte vernachlissigt und die Ener-
gien als additive Funktionen (d. h. als der Masse des Systems proportional) betrach-
tet werden. Das haben wir bisher getan. Dagegen besitzt ein System von schwamm-
artiger Struktur eine ausgedehnte Oberfliche, so daB die Vernachladssigung der
Oberflacheneffekte unter Umstdnden zu bedeutenden Fehlern fiithrt. Besonders
wichtig sind diese Effekte bei der Untersuchung der Phasenumwandlungen
(s. Kap. 9).

Im folgenden betrachten wir den Einflufl der Oberflacheneffekte auf das Phasen-
gleichgewicht und die Bildung neuer Phasen.

8.1. Oberflichenspannung und -druck

Die Thermodynamik der Oberflachenerscheinungen wurde von Gisss entwickelt,
der die Randschicht als neue ,,Oberflichenphase‘‘ betrachtete, die sich von der
,»» Volumenphase® dadurch unterscheidet, daf ihre Dicke sehr klein gegen ihre
Abmessungen in den beiden anderen Dimensionen und im Grenzfall gleich dem
Durchmesser eines Molekiils ist. Diese Vorstellung macht es moglich, die allgemei-
nen Gleichungen des heterogenen Gleichgewichts auf die Oberflichenphase anzu-
wenden.

Gegeben sei eine Phase mit relativ groBen Abmessungen, die jedenfalls bedeu-
tend groBer als die Reichweite der molekularen Wechselwirkung sein sollen. Zur
Vereinfachung wird die Randschicht endlicher Dicke durch eine idealisierte,
unendlich diinne Trennfliche, die wir kurz als Oberfliche bezeichnen, ersetzt. Die
GroBe Z der Phasenoberfliche dient neben dem Volumen V als neuer Parameter
zur Charakterisierung des Zustandes eines Systems. Eine VergréBerung der Ober-
fliche bei konstanter Temperatur und konstantem Volumen ist mit einem Arbeits-
aufwand verbunden, da neue Teilchen aus dem Inneren der Phase an die Ober-
fliche gebracht werden, d. h., gegen die Krifte zwischen den Molekiilen Arbeit zu
leisten ist.

11*
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Wir bezeichnen die dem Parameter X zugeordnete verallgemeinerte Kraft mit o.
Bei T = const und V = const ist die zur VergroBerung der Oberfliche um dX
aufzuwendende Arbeit

8W=—‘dFE=—O'd2.

Die GroBe o, die das Gleichgewicht zwischen zwei Phasen charakterisiert, wird
bekanntlich als Oberflichenspannung bezeichnet. Sie ist gleich der Oberflachenkraft
je Langeneinheit oder gleich der freien Energie je Oberfldcheneinheit:

dFz

=1

Die Oberflichenenergie ist offenbar

aF s do do
=Fs—T—F=02—-TX|+ = - T—]). .
Us= Fz— T2 Z=0 (3T)v,z Z‘(o TaT) (8.1)
Wir untersuchen nun das Gleichgewicht in einem System, das aus zwei durch
eine Grenzfliche voneinander getrennten Phasen besteht. Wie wir sahen, gelten
unter Vernachlidssigung der Oberflichenerscheinungen fiir zwei Phasen ‘desselben
Stoffes folgende Gleichgewichtsbedingungen:
T = T”, p/ _ P”, Iu/ _ Iu//' (82)
Analog zu den Uberlegungen, die auf (8.2) fithrten, erhilt man unter Beriicksichti-
gung der Oberflichenerscheinungen im betrachteten Fall die Gleichgewichtsbedin-
gungen
T/ — T//’ ”/ — I‘tl,,
wihrend die Gleichung p’ = p’’ nicht mehr gilt, weil die Oberflichenspannung
beriicksichtigt werden muB. Im Gleichgewicht sind die Driicke der beiden Phasen
im allgemeinen verschieden. Wir suchen die Bedingung dafiir, dal in einem aus
Flissigkeit (Index /) und Dampf (Index ’’) bestehenden System mechanisches
Gleichgewicht besteht. Dabei gehen wir von der Bedingung aus, dafl die freie
Energie fiir T = const und V = const minimal sein muB.
Das Differential der freien Energie eines Systems, das aus einer fliissigen und

einer dampfférmigen Phase sowie der Trennfliche zwischen ihnen besteht, ist bel
gleichen Temperaturen bzw. chemischen Potentialen fiir Fliissigkeit und Dampf

dF=— p/dV’ — p” dV” + o dZ. (8.3)
Im Gleichgewicht gilt dF = 0, d. h.

cdX—p dV—p”dV”’=0,
und wegen V’ 4 V" =V = const folgt

4 4 82
p'=p’+ ooy (8.4)
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Die GréBe d Z/dV’ bestimmt die Kriimmung der Trennflache. Besitzt diese die
Form einer Kugeloberfliche, so gilt

dZ  d(4=ry) 2

(r wird positiv gerechnet, wenn sich die Trennfliche in die Phase mit dem Index ’

hineinwélbt). Im allgemeinen Fall ergibt sich
dz 1 1
v T
wobei r; und ry die Hauptkriimmungsradien der Trennfldche bedeuten. Bei Gleich-

gewicht zwischen einem kugelférmigen Tropfen und seinem Dampf sind der Druck
p’ der Fliissigkeit und der Dampfdruck p” durch die Beziehung

, 20
pP-p'= - (8.5)
bzw.
/ 7/ 26
r

verkniipft. Der Druck erleidet also auf der Trennfliche zwischen den beiden
Phasen den Sprung 2 ¢/r. Die GréBe o (1/r; + 1/ry) (bzw. 2 o/r im Falle einer Kugel-
oberfliche) heilit Oberflichen- oder LarrLacescher Druck. Ist die Trennfliche zwi-
schen Fliissigkeit und Dampf eben (r - o), so verschwindet der Lapracesche
Druck, und die Bedingung fiir das mechanische Gleichgewicht stimmt mit der
Forderung

pl — pll

iiberein, die sich ohne Beriicksichtigung der Oberfldchenerscheinungen ergibt.

8.2. Gleichgewichtsform eines Kristalls. Wurrrsches Theorem

Wir betrachten einen Kristall, der sich mit seiner Umgebung (geséttigter Dampf
oder Schmelze) im Gleichgewicht befindet. Da eine Trennfliche vorhanden ist,
sind die Driicke im Kristall und in der Umgebung nicht gleich, sondern durch eine
Beziehung der Art (8.5) verkniipft, die im Jahre 1895 von dem russischen Physiker
J. W. Wurrr abgeleitet wurde und zum Wurrrschen Theorem iiber die gegen-
seitige Lage der Kristallflichen im Gleichgewicht fiihrt. Analog zu (8.5) erhilt man
das Wurrrsche Theorem leicht aus der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung

SF=0, $2F>0 (8.6)

fiir ein System mit T = const und V = const.

Wir betrachten einen Einkristall (erste Phase) in der Umgebung seines gesittig-
ten Dampfes oder seiner Schmelze (zweite Phase) und wollen unter Beriicksichti-
gung der Trennfliche mit Hilfe von (8.6) eine Bedingung fiir das mechanische
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Gleichgewicht zwischen den beiden Phasen aufstellen. Dabei setzen wir die
Forderung, dafl im Gleichgewicht die Temperaturen und chemischen Potentiale in
beiden Phasen iibereinstimmen miissen, als bekannt voraus. (Sie ergibt sich eben-
falls aus (8.6), soll hier aber nicht abgeleitet werden.)

Sind die Temperaturen und chemischen Potentiale in beiden Phasen gleich, so
erhdlt man fiir das aus Kristall, Schmelze und Trennfliche bestehende System
folgendes Differential der freien Energie:

dF=—p1 dV1—p2 dV2+20'id2i; (87)

Dabei sind 2; der Inhalt und o; die spezifische Oberfldchenenergie der i-ten Kri-
stallfliche.?) Im Gleichgewicht gilt dF = 0, d. h.

Zaidli—pidVl— png2= O,
[3

und wegen. V14 Vo=V = const folgt
ZaidZi— (p1—p2) dV1= 0. (8.8)

— - | = Abb. 29

Z’.

Wir zerlegen den Kristall nun so in Pyramiden (Abb. 29), daB ihre Grundflichen
mit den Kristallflichen X;identisch sind und ihre Seitenkanten im Kristallzentrum
zusammenlaufen (h; ist die Héhe der i-ten Pyramide). Es gilt

1
V1 = ? 2 Zi hi
und

dv,= 3i2 (Z; dh; + h; dZ)). (8.9)

Andererseits ist jede Volumeninderung unter Vernachlidssigung von GréBen, die
klein von zweiter Ordnung sind, gleich der Summe der Produkte aus den Kristall-
flicheninhalten 2; und den Héhenséinderungen dhA;:

AVy= 3 Z; dh. (8.10)

1) In Analogie zum Fall einer Fliissigkeit bezeichnet man ¢; auch kurz als Oberflichen-
spannung. Man muB jedoch beriicksichtigen, da8 o; eine andere Bedeutung als die entspre-
chende GroBe fiir eine Fliissigkeit hat, weil die Bildung einer neuen Oberfliche im Falle eines
Kristalls im allgemeinen mit einer Volumendeformation verbunden ist.
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Durch Vergleich von (8.9) mit (8.10) ergibt sich
2 Zidh; = %Zh, dz;
und folglich
dVl = 2 2,' dhi= -;——2 h,; dZ', (8.11)

Setzt man (8.11) in (8.8) ein, so hat man
1
2 [O’i - T (Pi - pz) h,] dZ,-= 0. (812)

Da die Anderungen d Z; voneinander unabhingig sind, erhilt man aus (8.12) die
folgenden Bedingungen fiir mechanisches Gleichgewicht:
20‘,‘

Pi—Pp2= - (t=1,2,..,n) (8.13)

Diese Bedingungen sind der Beziehung (8.5) dhnlich. In Analogie zum Laprace-
schen Druck wird die GréB8e 2 o;/h; als Wurrrscher Kristallflichendruck bezeichnet.
Die Differenz p; — p ist fiir alle Kristallflichen gleich. Wire das nicht der Fall,
so konnte sich der Kristall nicht in Ruhe befinden. Aus (8.13) folgt daher, daB} die

Kristallform im Gleichgewicht durch die Beziehungen
(1 ) On

— ==, = const=W
hy  hy

el

n
oder
Ilﬁhg!hg:..dhn= 01:02: 03: ...:0p (814)

bestimmt wird. Die Gl. (8.14) enthilt das-WuLrrsche Theorem, nach dem sich die
Abstinde der Randflichen vom Mittelpunkt im Gleichgewicht wie ihre spezifischen
freien Oberflichenenergien verhalten.

Gilt o;/h; > W, so wird die entsprechende Kristallfliche verdampfen oder
schmelzen, wihrend sie bei 0;/h; < W anwachsen muf. Die Wachstumsgeschwin-
digkeiten u; des Kristalls in Richtung der Normalen der i-ten Randflédche ist dabei
deren spezifischer freier Oberflichenenergie o; proportional:

h; O;
ui=z—', hi:W und u;~ 0;.
8.3. Rolle der Oberflichenspannung bei der Bildung einer neuen

Phase. Keime

Wir hatten gesehen, daf3 die chemischen Potentiale zweier verschiedener Phasen
desselben Stoffes im Gleichgewicht iibereinstimmen miissen:

24(T, p1) = p2(T, pa).
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Bei einer Temperatur- oder Druckinderung wird das chemische Potential der
einen Phase (etwa der Flissigkeit) grofer als das der anderen (z. B. des Dampfes).
Das hat zur Folge, daB eine Phasenumwandlung (im betrachteten Fall eine Ver-
dampfung) stattfindet. Zum Beispiel siedet Wasser bei Atmosphirendruck, sobald
seine Temperatur 100 °C erreicht hat. In diesem Punkt ist sein chemisches Poten-
tial, das mit steigender Temperatur zunimmt, gleich dem des Dampfes.

Bekanntlich kann eine gereinigte Fliissigkeit iiberhitzt, d. h. auf Temperaturen
gebracht werden, die bedeutend iiber der Siedetemperatur liegen, ohne dal} eine
Phasenumwandlung eintritt. Ahnliche Erscheinungen sind auch bei anderen
Phasenumwandlungen erster Art!) zu beobachten. In reinem Dampf erfolgt die
Kondensation ebenso verzégert (unterkiihlter Dampf) wie die Kristallisation in
reinen Losungen (Ubersittigung).

In einem gewissen Temperatur- und Druckintervall kann eine Phase existieren,
deren chemisches Potential nicht minimal ist. Ein solcher Zustand ist instabil; im
Laufe der Zeit geht das System in den stabilen Zustand mit dem kleinsten chemi-
schen Potential iiber. Diesem Ubergang ist jedoch die folgende Tendenz entgegen-
gerichtet. Die freie Oberflichenenergie Fyx, die proportional R?2 ist, wichst fiir
kleine Tropfen schneller an, als der volumenabhingige (zu R3 proportionale) Anteil
der freien Energie abnimmt. Vom thermodynamischen Standpunkt aus ist das
Wachsen kleiner Tropfen also insofern ungiinstig, als es eine Zunahme der freien
Energie zur Folge hat, wodurch die Kondensation verhindert wird. Im Falle groer
Tropfen nimmt dagegen der volumenabhiingige Anteil von einem bestimmten
Wert R = Ry, an schneller ab, als der Oberflichenterm zunimmt, so daf} eine Kon-
densation méglich ist. Ein durch Fluktuationen entstehender Tropfen dieser Art
wird gréfer werden. :

_In jeder metastabilen Phase gibt es eine bestimmte minimale Abmessung, die
eine durch Schwankungen erzeugte Anhiufung der neuen Phase besitzen mu8,
um stabiler als die alte zu sein. Eine solche Anh&ufung von kleinerer Ausdehriung
ist weniger stabil als die alte Phase und muf} daher wieder verschwinden. Anhéu-
fungen einer neuen Phase, die die oben angegebene minimale Abmessung besitzen,
bezeichnet man als Keime.

Wir berechnen nun den kritischen Radius eines Tropfens, bei dem die Phasen-
umwandlung einsetzt. Dazu nehmen wir an, daf sich in der alten Phase durch
Fluktuationen ein tropfenférmiger Herd der neuen Phase (z. B. in Dampf ein
Flissigkeitstropfen mit dem Radius R) gebildet hat. Im allgemeinen Fall gilt
Z=F + Aaund AF = AZ — A(Aa). Hieraus folgt mit 4 = —¢, a = 2, dalB}
die Anderung der freien Energie des Systems bei der Tropfenbildung

AF= (uy— p)N+ ¢ = (8.15)

ist. Dabei bedeuten u; das chemische Potential der alten Phase (Dampf), uy das
chemische Potential der neuen Phase (Tropfen), N und X die Teilchenzahl bzw.
die Oberfliche der neuen Phase und ¢ die Oberflichenspannung.
Die GréBen N und X hingen auf Grund der Beziehungen
47 R3
S—4mR?: N=-22
32)2
1) Unter Phasenumwandlungen erster Art versteht man solche, die mit Warmeaufnahme
oder -abgabe verbunden sind (Schmelzen, Sieden usw.) (s. Kap. 9).
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vom Tropfenradius ab. Mit v, wurde das Volumen je Teilchen in der neuen Phase
bezeichnet. Es gilt also

4 RS
AF= T”(“Z' ) — +4nRlo. (8.16)
2

Wie man daraus ersieht, bestehen die beiden Méglichkeiten us > g4 und g < yy.

Im ersten Fall (u > p4) ist die neue Phase weniger stabil als die alte. Das Auf-
treten von Fliissigkeitstropfen im Dampf (oder von Blischen in einer Fliissigkeit)
hat zur Folge, dal A F fiir alle Werte von R zunimmt (Abb. 30). Die Bildung der

neuen Phase ist also thermodynamisch ungiinstig. Selbst wenn im Dampf durch

AF AF
0 R 0 R R
Abb. 30 Abb. 31

Fluktuationen Tropfen entstehen, miissen sie sofort wieder verschwinden. Im
zweiten Fall (u2 < yy) ist die neue Phase (fiir groBe R) thermodynamisch giinstiger
als die erste. Bei R < Ry, wird A F mit wachsenden Abmessungen der Fluktua-
tionen zunehmen, d.h., kleine Fluktuationen der neuen Phase sind instabil
(Abb. 31). Wie bereits festgestellt wurde, wird diese Instabilitit dadurch hervor-
gerufen, daf der zweite Term im Ausdruck fiir A F bei kleinen R mit wachsendem
R stirker zunimmt, als der erste abfallt.

Die Abmessung eines Keims ergibt sich aus der Forderung, daB die Anderung
AF der freien Energie maximal sein muf} (das ist eine Bedingung fiir die Instabili-
tat des Gleichgewichts):

I(AF)
oR R = Ry:

=0

oder

471”2;”1 Rl + 87 0Ry, = 0.

Daraus folgt

Ry, = 29" (8.17)
M1 — M2
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Wie man sieht, ist der kritische Radius eines Keimes der Oberflichenspannung
proportional. Je stirker der Dampf ibersittigt, d. h. je groBer u; — ps ist, desto
kleiner wird der kritische Radius, d. h., desto schneller beginnt die Kondensation.

Bei anderen Phasenumwandlungen erster Art liegt eine dhnliche Situation vor.
Dampfbldschen bzw: Kristallisationskeime spielen beim Sieden einer Fliissigkeit
bzw. bei der Kristallisation die Rolle von auslésenden Faktoren. Diese Funktion
konnen aber auch Teilchen eines fremden Stoffes (Verunreinigungen) iibernehmen.

8.4. GisBssche Gleichung fiir die Adsorption. Oberflichenaktive
Stoffe

Im Falle heterogener Gleichgewichtssysteme beobachtet man, daB sich die
Konzentration der Komponenten in der Umgebung der Trennfliche éndert. Gase
haben die Tendenz, an festen Flichen zu kondensieren. Auch geléste Stoffe sam-
meln sich in solchen Gebieten an. Diese Erscheinungen resultieren aus dem
Bestreben der freien Oberflichenenergie, moglichst kleine Werte anzunehmen.
In einer Oberflichenschicht @ndert sich die Konzentration so, daf3 die freie Ober-
flachenenergie kleiner wird.

Man bezeichnet die Konzentrationséinderung auf der Grenzfliche als Adsorption.
Sie ist positiv (bzw. negativ), wenn die Konzentration des gelésten Stoffes an der
Oberflidche kleiner (bzw. groBer) als in der Lésung ist.

Wir suchen einen Zusammenhang zwischen der Stirke der Adsorption und der
Oberflachenspannung.

Dem Vorgehen von Gisss folgend, betrachten wir die Oberflichenschicht als
neue Phase. Die i-te Komponente sei in ihr mit dem Teilchenzahliiberschufl NV;
vertreten. Bei unendlich kleiner Zunahme der Oberfliche X und der Zahlen N;
(bei konstanter Temperatur und konstantem Volumen) #ndert sich die freie
Energie der Phase um

dF=0cdZ+ > u; dN;. (8.18)
Daraus folgt
d(F— Z’,ui Ni)= O'dE—ZN,dIu, (819)
i i
Da auf der linken Seite dieser Gleichung ein vollstindiges Differential steht, ergibt
sich
do (3NL)
—) =- . 8.20
(3,“;‘)): 0 e ( )
Die GréBle
aN; N;
- =__2 8.21
= (55),,, "3 20

ist gleich dem TeilchenzahliiberschuB der i-ten Komponente je Flicheneinheit
(Stiarke der Adsorption fiir die i-te Komponente). Es gilt also

Ii=-— (:7")2 (8.22)
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Diese Gleichung driickt die Stirke der Adsorption eines Stoffes durch die Ableitung
der Oberflichenspannung nach seinem chemischen Potential aus und wird als
GiBBssches Adsorptionsgesetz bezeichnet.

Im Falle einer idealen Losung, in dem das chemische Potential nach (7.31)

de;
pi=po+ kTInc; und dp;= kT =2
¢;

ist, lautet die GisBssche Gleichung!?)

C; do
ri=-7 (—6c,~) (8.23)
oder
C; do
ri=-—2t (_ac,.) , (8.24)

Die letzte Gleichung zeigt, daf sich in der Oberflichenschicht vorzugsweise
diejenigen Stoffe ansammeln, deren Anwesenheit die Oberflichenspannung herab-
setzt (I'; > 0 bei d5/dc; < 0). Solche Substanzen verkleinern durch ihr Vorhanden-
sein die freie Energie der Oberflichenschicht. Da das fiir die Einstellung des ther-
modynamischen Gleichgewichts vom thermodynamischen Standpunkt giinstig ist,
erfolgt eine positive Adsorption (oberflichenaktive Stoffe). Dagegen haben Sub-
stanzen, deren Vorhandensein eine Erhéhung der Oberflichenspannung hervor-
ruft (9o/dc; > 0), die Tendenz, aus der Oberflichenschicht auszuscheiden (I'; < 0,
negative Adsorption).

Man findet, daf} sich die Eigenschaften eines Kérpers betrichtlich éndern, wenn
man kleine Mengen oberflichenaktiver Stoffe zusetzt. Diese Tatsache ist fiir
Anwendungen in der Metallurgie und Elektronik sehr wichtig. So wird die Halt-
barkeit von Metallen durch kleine Zusitze oberflichenaktiver Stoffe verbessert.
Die Elektronenaustrittsarbeit eines Metalles hingt von seiner Oberflichenbeschaf-
fenheit ab und kann durch Zusatz oberflichenaktiver Stoffe stark herabgesetzt
werden. Das ist z. B. fiir den Photoeffekt besonders wichtig.

In letzter Zeit werden oberflichenaktive Stoffe oft auch bei der Erdélgewinnung
angewandt. Es ist bekannt, daB die von einer Erdélquelle gelieferte Olmenge bei
Bewisserung abnimmt. Das héingt damit zusammen, da3 die Wassertropfchen in
den Verengungen der kapillarférmigen Kanile des Gesteins festgehalten werden.
Der Widerstand dieser Tropfchen ist der Oberflachenspannung proportional und
kann sehr groB sein. Er muB}'durch das aufsteigende Erdél iiberwunden werden.
Der Druck in der 6lhaltigen Schicht reicht dazu bei weitem nicht aus. Die Erdsl-
gewinnung wird bedeutend verbilligt, wenn man die Oberflichenspannung an der
Grenze zwischen Wasser und Erdél mit Hilfe oberflichenaktiver Stoffe verringert.
Auch beim Auswaschen von Sandpfropfen aus Erdélquellen werden oberflichen-
aktive Substanzen verwendet.

1) Inv(8.24) wird die Adsorptionsstirke nicht wie in (8.23) durch die Teilchenzahl der
i-ten Komponente je Flicheneinheit, sondern durch die Molzahl der i-ten Komponente
- dargestellt.
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Aufgaben
114. Wie hingt der Dampfdruck iiber einem Tropfen von dessen Radius ab?

115. Man zeige, daB ein sehr kleiner geladener Tropfen nicht nurin gesittigtem, sondern
auch in ungesittigtem Dampf wichst. (Diese Tatsache wird in der WiLsonschen Nebel-
kammer bei der Beobachtung von Spuren schneller geladener Teilchen ausgenutzt.)

116. Analog dem GieBsschen Adsorptionsgesetz ist der Zusammenhang zwischen der
elektrischen Oberflachenladung einer elektrolytischen Losung je Flidcheneinheit und ihrer
Oberflichenspannung zu bestimmen.
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Bei Zustandsidnderungen in einem heterogenen Gleichgewichtssystem konnen
Phasenumwandlungen stattfinden. So ist es z. B. méglich, dafl eine Fliissigkeit in
Dampf, eine Kristallform in eine andere, ein normaler in einen Supraleiter, ein
Ferro- in ein Paramagnetikum iibergehen usw.

Fiir die praktische Anwendung am interessantesten sind Phasenumwandlungen
in ein- und zweikomponentigen Systemen. Wir betrachten hier nur Phasen-
umwandlungen in einkomponentigen heterogenen Systemen.

Die chemischen Potentiale und Temperaturen der Phasen stimmen im Gleich-
gewicht und folglich auch bei Phasenumwandlungen stets miteinander iiberein.
Einige andere thermische und kalorische GréBen (oder die ihnen entsprechenden
Ableitungen der freien Enthalpie oder des chemischen Potentials) erleiden bei
Phasenumwandlungen im allgemeinen Spriinge.

Die Art einer Phasenumwandlung wird nach Enrenrest durch die Ordnung
derjenigen Ableitungen der freien Enthalpie bestimmt, die im Umwandlungspunkt
endliche Spriinge erleiden. Man spricht von Phasenumwandlungen erster Art, wenn
sich die ersten Ableitungen der freien Enthalpie, d. h. das Volumen V= (8Z/dp)r
und die Entropie § = —(8Z/d8T),, im Umwandlungspunkt sprunghaft é@ndern.
Sind die ersten Ableitungen von Z noch stetig, wihrend die zweiten — spezifische
Wirme Cp,= —T(32Z/3T?),, Kompressibilitit f = —(82Z/dp?)7/V,y, Ausdeh-
nungskoeffizient « = (32Z/dT ap)/Vy — Spriinge erfahren, so liegen Phasenum-
wandlungen zweiter Art vor usw.

Diese Definition zeigt, dal Phasenumwandlungen erster Art mit einer Aufnahme
(oder Abgabe) der latenten Warme Q = T'(§”” — 5’) verbunden sind, wéhrend bei
Phasenumwandlungen zweiter Art weder Warme- noch Volumeneffekte auftreten.

Bisher kennt man Phasenumwandlungen erster Art (Schmelzen, Verdampfen,
Ubergang von einer Kristallform in eine andere usw.) und zweiter Art (Ubergang
vom Normal- zum Supraleiter, Ubergang des Eisens vom Ferro- zum Paramagne-
tikum im Curie-Punkt usw.). Phasenumwandlungen héherer (z.B. dritter) Art
sind nach Thermodynamik und Statistik grundsdtzlich méglich, aber &uBerst
unwahrscheinlich. Sie konnten experimentell noch nicht nachgewiesen werden.

Den Phasenumwandlungen verschiedener Arten ist die Eigenschaft gemeinsam,
daB die Temperaturabhéngigkeit einer Reihe von charakteristischen Grofen (spe-
zifische Wirme, Ausdehnungskoeffizient, Wirmeinhalt usw.) bei Ann#éherung an.
den Umwandlungspunkt starke Anomalien aufweist. Dabei ist der Charakter
solcher Anomalien fiir die Phasenumwandlungen der verschiedenen Arten vollig
unterschiedlich. Thre speziellen Formen kénnen nicht mit Hilfe der Thermodyna-
mik erklidrt werden. Die Frage nach der Natur der anomalen Erscheinungen in der
Nihe des Schmelzpunktes befindet sich zur Zeit im Stadium der Lésung.

Die experimentelle Untersuchung der Phasenumwandlungen ist relativ kom-
pliziert. Insbesondere treten Schwierigkeiten bei der Definition der Enthalpie- und
Entropiemessung auf. Sie hingen mit dem Schmelzvorgang zusammen, der sich
iiber ein endliches Temperaturintervall- hinzieht (,,Vorschmelzen‘’). Die ersten
Versuche einer theoretischen Erklirung des Vorschmelzens und der beim Schmel-
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zen auftretenden Anomalien (die spezifische Wirme C, und der thermische Aus-
dehnungskoeffizient nehmen bei einer Reihe von Korpern in einem Temperatur-
intervall von 3 .- 5 grd Linge in der Umgebung des Schmelzpunktes um das 10-
bis 20fache zu) beruhten auf der Annahme, da8 dafiir der Einflufl von Verunreini-
gungen verantwortlich ist. Eine Reihe von Experimenten widerspricht jedoch
dieser Vorstellung. Wird z. B. Paraffin (im geschmolzenen Zustand) mit verschie-
denen Zusitzen ,,verunreinigt‘. so beobachtet man keinerlei Abweichungen der
spezifischen Wirme und anderer GréBen von ihren Werten fiir das reine Paraffin.
J. I. FrenkeL ging deshalb von der ,,Theorie der Verunreinigungen* ab und
erklarte 1939 das Vorschmelzen auf Grund der von ihm geschaffenen Theorie der
heterophasigen Fluktuationen.!) Nach dieser Theorie ist in der Néhe des Schmelz-
punktes eine feste Zahl von Keimen der fliissigen Phase vorhanden. Der Kristall
wird zu einem dispersen System mit stark vergroBerter Oberfliche, wodurch seine
charakteristischen Eigenschaften im wesentlichen bestimmt werden. Theoretisch
wurde gezeigt, dafl die durch Verunreinigungen hervorgerufenen Erscheinungen
quantitativ keineswegs mit den beobachteten Anomalien iibereinstimmen. Ande-
rerseits ergaben experimentelle Untersuchungen [20], daB die spezifische Wirme
Cp in der Umgebung des Schmelzpunktes bei reinem Quecksilber keine Anomalie
zeigt, wihrend bei verunreinigtem Quecksilber extreme Anomalien auftreten.
Dieser scheinbare Widerspruch (einerseits konnen die Anomalien nicht mit Hilfe
der Verunreinigungen erkldrt werden, wihrend andererseits ohne Verunreinigungen
keine Anomalien existieren) verschwindet, wenn man annimmt, daB die Verunrei-
nigungen den FluktuationsprozeB nur auslésen und als Zentren der Keimbildung
fungieren, dhnlich wie die Verunreinigungen, elektrischen Ladungen und sonstigen
Inhomogenititen in einer unterkiihlten Fliissigkeit, die dort als Kristallisations-
keime dienen [21]. Bei Stoffen mit kleiner Schmelzwirme ist die auslésende Rolle
der Verunreinigungen fiir das Vorschmelzen und die Anomalien besonders wichtig.
Die thermodynamische Theorie der Phasenumwandlungen beriicksichtigt die
Rolle der Fluktuationen und Oberflicheneffekte, die eine Reihe wichtiger Beson-
derheiten zur Folge haben, nur qualitativ.

9.1. Phasenumwandlungen erster Art. CLausius-CLAPEYRON-
sche Gleichung

1. Die Untersuchung der Phasenumwandlungen erster Art beruht auf der
Cravusius-CLarEYRrONschen Gleichung, die aus der Bedingung folgt, dal die chemi-
schen Potentiale zweier miteinander im Gleichgewicht stehender Phasen iiberein-
stimmen miissen:

W(T, p)= w'(T, p). (9.1)

Diese Gleichung stellt einen Zusammenhang zwischen der Umwandlungswirme,
dem Sprung des spezifischen Volumens im Umwandlungspunkt und der Steigung
der Phasengleichgewichtskurve her.

1) Fluktuationen, die zum Ubergang eines Molekiilkomplexes in eine andere Phase fiihren,
nennt man heterophasig. Dagegen bezeichnet man Fluktuationen, bei denen ein Molekiil-
komplex unabhingig von einer Anderung seiner Energie in den Grenzen der fritheren Phase
bleibt, als homophasig.
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‘Aus (9.1) ergibt sich die Beziehung

p=p(7T). (9.2)

Da die Funktion (7, p) unbekannt ist, kann die Abhingigkeit (9.2) nicht explizit
angegeben werden. Es zeigt sich jedoch, daf die Differentialgleichung der Gleich-
gewichtskurve, die die oben angegebenen, leicht meBbaren Gré8en miteinander
verbindet, weitaus einfacher ist. Bildet man auf beiden Seiten von (9.1) das voll-
stiandige Differential, so folgt

dy/(T, p)= du”(T, p)

a,‘tl aﬂ, alltl, aﬂ,,
— ) dT + (—) dp = dT
(7),07+ (55) 9 = Gor) o7+ (55) 90

und damit

oder

bzw.

(9.3)

da dy = —sdT + vdp ist (s und v bezeichnen die Entropie bzw. das Volumen
je Teilchen). Man nennt die Differentialgleichung (9.3) die CLausius-CLAPEYRON-
sche Gleichung und schreibt sie gewshnlich in der Form

dp A

T~ T =)’ 04

wobei 4 = T(§” — §’) die Umwandlungswirme je Mol bzw. Gramm und v"/ — ¢/
die Volumendnderung derselben Stoffmenge beim Phaseniibergang bedeuten.

Greift am System an Stelle des Druckes p eine beliebige andere verallgemeinerte
Kraft A an, so ergibt sich fiir das Gleichgewicht der beiden Phasen eines einkompo-
nentigen Systems die allgemeine Beziehung

d4 AS
A (9.5)

Dabei sind AS = §”” — §’ die Entropieinderung und Aa = a”” — o’ die Anderung
des duBleren Parameters a beim Phaseniibergang.

2. Die Crausius-CLarEYRrONsche Gleichung
dT _T@"” - )
dp 1

bestimmt die Abhéngigkeit der Phasenumwandlungstemperatur (z. B. des Gefrier-
oder Siedepunktes) vom Druck.



176 9. Phasenumwandlungen und kritische Erscheinungen

Da die Verdampfung einer Fliissigkeit mit einer Wéarmezufuhr (4 > 0) und
VolumenvergréBerung (v” > v') zusammenhéngt, folgt d7/dp >0, d.h., die
Siedetemperatur nimmt mit wachsendem Druck zu. Das gleiche gilt wegen 4 > 0
auch fiir die Schmelztemperatur, falls das Volumen beim Schmelzvorgang
anwichst, was fiir die meisten Stoffe zutrifft. In diesem Fall hat man also ebenso
wie beim Sieden dT/dp > 0. Wasser, GuBeisen und Wismut erfahren jedoch beim
Schmelzen der festen Phase eine Volumenverminderung. Es gilt also d7/dp < 0,
d. h., der Schmelzpunkt sinkt mit wachsendem Druck.

In der Schule wird diese Erscheinung gewéhnlich an Hand eines Eisblocks
demonstriert, um den eine mit Gewichten beschwerte Drahtschlinge gelegt ist.
Ferner wird sie in fast allen Lehrbiichern dazu herangezogen, den Vorgang des
Schlittschuhlaufens wie folgt zu erkliaren: Da die Schlittschuhkufen einen grofen
Druck auf das Eis ausiiben, schmilzt es unterhalb 0 °C; es entsteht ein fliissiges
,,Schmiermittel*‘, worauf das leichte Rutschen der Schlittschuhkufen zuriickzufiith-
ren ist.

Diese Uberlegung wurde vor etwa 100 Jahren von den englischen Physikern
Tynpart und Reynorps angestellt und erfuhr eine weite Verbreitung, obwohl sie
in keiner Weise der Wirklichkeit entspricht.

Aus der Crausius-Crapevronschen Gleichung folgt, daf fiir eine Schmelz-
punkterniedrigung von Eis um mehrere Grad ein Druck erforderlich ist, den es
nicht auszuhalten vermag. Bei 0 °C ist das spezifische Volumen von Eis v/ =1,091
cm3/g, wihrend es fiir Wasser v/ = 1 cm3/g betriigt. Die Umwandlungswérme ist
A = 80 cal/g. Daher gilt

dp A _ 80-41,3 atm Ty atm
dT T’ =)~ 273-0,091 grd grd

(1 cal = 41,3 atm cm3).

Fiir eine Schmelzpunkterniedrigung von Eis um 1 °C ist also eine Druckerhéhung
von 134 atm erforderlich. Soll es z. B. bei —10 °C zu schmelzen beginnen, so muf}
man etwa 1300 atm aufwenden. Einem solchen Druck kann das Eis jedoch nicht
standhalten!

Wie experimentell iiberzeugend bewiesen wurde [22], ist das leichte Rutschen
auf dem Eis darauf zuriickzufiihren, dal die Arbeit der bewegenden Krifte gegen
die Reibung in Wirme iibergeht, so dal das erwithnte fliissige ,,Schmiermittel‘
entsteht.

3. In der Thermodynamik betrachtet man die Phasenumwandlungen als,,punkt-
formige®, d. h. bei definierter Temperatur T und definiertem Druck po verlau-
fende Erscheinungen. Infolge heterophasiger Fluktuationen sind sie aber in
Wirklichkeit nicht ,,punktférmig®, sondern erfolgen in einem kleinen Gebiet end-
licher Ausdehnung.

Die thermodynamische Untersuchung einer Phasenumwandlung erster Art
zeigt, daf} die spezifische Wirme im Umwandlungspunkt unendlich grof} ist; denn
aus

_ 30) ; iT—
c,,_(ﬁp mit 3Q0#0 und dT=0
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folgt
Cp— 0. (9.6)

Experimentell fand man, daBl die Kurven fiir die Temperaturabhingigkeit der
spezifischen Wiarme bei Annéherung an den Schmelzpunkt stark ansteigen, und
zwar sowohl von der festen Phase (77 < T,) als auch von der flissigen her
(T” > T,y). (Siehe dazu Abb. 32, in der die spezifische Wiarme von Paraffin in der
Umgebung des Schmelzpunktes dargestellt ist.) Diese Temperaturabhéngigkeit der
spezifischen Wiarme bei Phasenumwandlungen erster Art wird von der Theorie
der heterophasigen Fluktuationen vorausgesagt.
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Bei Phasenumwandlungen erster Art ist das System dispers und besitzt eine
stark vergroBerte Oberflache. Wie wir in Kap. 8 sahen, hat die Beriicksichtigung
der Oberflicheneffekte zur Folge, daB sich das System auch nach Uberschreitung
des Sattigungsdruckes bei der vorgegebenen Temperatur noch im dampfférmigen
Zustand befinden kann. Die Méglichkeit der Existenz unterkiihlter oder iiberhitzter
Phasen (unterkiihlter Dampf, {iberhitzte Fliissigkeit) ist fiir Phasenumwandlungen
erster Art charakteristisch.

9.2. Phasenumwandlungen zweiter Art. EureEnFEsTsche
Gleichungen

Bei Phasenumwandlungen zweiter Art wird vom betrachteten Stoff weder
Wirme aufgenommen noch abgegeben, und sein spezifisches Volumen #ndert sich
nicht (s" = ", v" = v””). Dagegen weisen die spezifische Wirme cp, der thermische
Ausdehnungskoeffizient & und die Kompressibilitit 8 Spriinge auf. Ihre Grofe

12 Basarow, Thermodynamik
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ist durch die Earenrestschen Gleichungen mit der Steigung der Phasengleich-
gewichtskurve verkniipft. Enrenrest fithrte den Begriff der Phasenumwand-
lungen zweiter Art bei der Untersuchung des Ubergangs von He I in He II ein
(1933).1)

Im folgenden wollen wir die ExrenFEsTschen Gleichungen ableiten. Die rechte
Seite der CLausius-CrarEYRONschen Gleichung (9.3)

dp sl/ —_ S,
dT v =
ist in dem Punkt, in dem die Phasenumwandlung zweiter Art stattfindet, von der

unbestimmten Form 0/0 und kann mit Hilfe der .’HospiraLschen Regel berechnet
werden. Differenziert man Zihler und Nenner von (9.3) nach T bzw. p, so entsteht

as” s
dp 9T ~— 8T Acp

d v’ a—”’—TA(ﬁ)
P

’

9T~ aT aT
dp , /v
Ac,= TﬁA(ﬁ)P 9.7)
und

as’”’ s’
dp _ap  op
AT~ " o

ap  op

Daraus folgt i

i . dp , [Ov

A(_) =.;__A(_), 9.8
op/y AT \aT/, (©8)

s
da wegen duy = —sd T+ vdp die Relation (9s/dp)r = (8v/d T), gilt. (9.7) und
(9.8) stellen die ErrenresTschen Gleichungen fiir Phasenumwandlungen zweiter

Art dar.
Fiir den Fall, daB an Stelle des Druckes p am System eine beliebige verallgemei-

nerte Kraft A angreift, die zum #uBleren Parameter a gehort, besitzen die Exren-
rEsTschen Gleichungen die Form

dA da
_ 7 (¢4 a (%2 9
Acy T(dT)A(aT)A, (9.9)
da dA da
A (ﬂ)T ~ -2 (W)A 9.10)

1) Die Kurve fiir die Temperaturabhiingigkeit der spezifischen Wirme des Heliums ist in
der Umgebung des Umwandlungspunktes, in dem He I in He II iibergeht, dem Spiegelbild
des griechischen Buchstaben A dhnlich. Man bezeichnet sie deshalb als A-Kurve und den
Umwandlungspunkt selbst als A-Punkt. Das Vorhandensein eines A-Punktes wurde zum
Kennzeichen der Phasenumwandlungen zweiter Art.
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Wir wenden die Gleichung (9.9) auf den Ubergang eines Leiters vom normal-
leitenden Zustand (n) in den supraleitenden (s) an.!) Bekanntlich gibt es Stoffe,
in denen bei einer bestimmten Temperatur T, eine solche Umwandlung tatsich-
lich stattfindet. Die Supraleitfdhigkeit wird durch ein geniigend starkes Magnetfeld
Hy, aufgehoben. Die Temperaturabhéngigkeit der kritischen Feldstirke Hy,, die im
(H, T)-Diagramm (Abb. 33) nahezu exakt durch die Parabel

== (1]

kr
beschrieben wird, ist der Temperaturabhingigkeit des Druckes p = p(T) im
Gleichgewicht zwischen Fliissigkeit und Dampf analog. Der Ubergang eines Leiters

Hie

Abb. 33

0 T T

in den supraleitenden Zustand besitzt bei Anwesenheit eines Magnetfeldes eine
nichtverschwindende Umwandlungswérme und ist deshalb eine Phasenumwand-
lung erster Art. Keesom zeigte, daB der Ubergang in diesem Fall durch die Crau-
stus-CrapEyrONsche Gleichung beschrieben werden kann. Ist kein Magnetfeld
vorhanden, so verschwindet die Umwandlungswirme, und der Ubergang von n
nach s stellt eine Phasenumwandlung zweiter Art dar.2)

Setzt man in (9.9) A = H und a = — M, so erhilt man fiir den Sprung der
spezifischen Wirme den Ausdruck
oH oM
Ac=cy—ca=— T (TT)H= 0 A(a_T)H=o' (9.11)

Fiir einen Normalleiter gilt M, = (u — 1) H/4x und fiir einen Supraleiter u-= 0
und M = — H[4x. Man erhilt daher

A(aM) _OM, oM, »w (dH)
H=0.

H_o 9T T 4z \dT

T

1) Die Gleichung (9.10) ist auf diese Phasenumwandlung nicht anwendbar.

2) In der modernen Theorie der Supraleitung von BARDEEN-CoOPER-ScHRIEFFER und
BocoLyusow ergibt sich, daB die spezifische Wirme beim Ubergang vom normalleitenden
in den supraleitenden Zustand einen endlichen Sprung aufweist.

12
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Ferner haben wir u = 1 + 4mx, wobei » fiir para- und diamagnetische Stoffe von
der GréBenordnung 1075 -.- 10-6ist. Es ergibt sich also wegen 4% < 1 nidherungs-
weise

T (dH\?
fo=en= p (ﬁ)m' (9.12)

Diese Beziehung wird als Rurcerssche Formel bezeichnet. Wie man aus der
folgenden Tabelle sieht, stimmt sie sehr gut mit den experimentellen Ergebnissen
iiberein.

Stoff N Experimenteller Wert |- Berechneter Wert
" [cal/grd Mol] , [cal/grd Mol]
Zinn 0,00290 0,00261
Thallium 0,00148 0,00146
Indium 0,00202 0,00201

Abb. 34 zeigt die Temperaturabhiingigkeit der spezifischen Wirme von Zinn
nach Keesom. Sie hat keine Ahnlichkeit mit einer A-Kurve. Insbesondere fehlt das
starke Ansteigen der Kurve in der Umgebung des Umwandlungspunktes. Das
Vorhandensein eines A-Punktes kann also nicht als Kriterium fiir eine Phasen-
umwandlung zweiter Art angesehen werden.
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Abb. 34

Diese SchluBfolgerung ergibt sich auch aus der Phasenumwandlung von Ammo--
niumbromid NH;Br. Man beobachtet, dal die Temperaturabhéngigkeit der spezi-
fischen Wérme von NH;Br (sowie auch von NH,Cl und NH,J) bei tiefen Tempera-
turen Anomalien aufweist (s. die A-Kurve in Abb. 35). Die entsprechenden Phasen-
umwandlungen werden gewdhnlich als solche zweiter Art angesehen, weil keine
Abgabe latenter Warme beobachtet wird. Demnach miifite in diesem Fall die
Enrenrestsche Gleichung (9.7) gelten. Sehr sorgfiltige Messungen der Temperatur-
abhingigkeit der spezifischen Wéarme von NH;Br zeigten jedoch [23], daB fiir den
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betrachteten Ubergang die Crausius-Crapeyronsche Gleichung (9.4) gilt. Er ist
also eine Phasenumwandlung erster Art. Darauf weist auch die Anderung des
Kristallgitters hin. Bei den Ubergéingen von NH;Br, NH,Cl und NH;J wird fast
keine Umwandlungswirme beobachtet. Die spezifische Wirme wird aber durch
eine A-Kurve beschrieben. '
Nachdem Enrenrest 1933 den Begriff der Phasenumwandlung zweiter Art
eingefiihrt und fiir die dabei auftretenden Spriinge der Gréfen C4 bzw. (da/d A)r
die Gln. (9.9) und (9.10) erhalten hatte, wurde 1937 durch Lanpau eine phdnomeno-
logische Theorie der Phasenumwandlungen zweiter Art entwickelt. Sie bezieht sich
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vor allem auf solche Ubergiinge, die mit Anderungen der Symmetrie oder Regu-
laritit der Atomanordnung verbunden sind.

Obwohl die Lanpausche Theorie gewisse Modellvorstellungen iiber die Struktur
der Materie benutzt (Regularitit, Nichtregularitit usw.), sagt sie iiber den Sprung
der spezifischen Warme weniger aus als die auf rein thermodynamischem Wege
abgeleitete Enrenrestsche Gleichung (9.9). So erhilt man fiir den Ubergang vom
normalleitenden in den supraleitenden Zustand aus der ExrenrEsTschen Gleichung
die Rurcerssche Formel (9.12). Ist (d H/d T)g_ o aus dem Experiment bekannt,
so kann mit Hilfe von (9.12) der Sprung der spezifischen Wirme bei der Phasen-
umwandlung berechnet werden. Die entsprechende Formel der Lanpauschen
Theorie fithrt nicht zu einer dhnlichen Aussage. Wie vor kurzem gezeigt wurde [24],
enthilt die Lanpausche Theorie der Phasenumwandlungen zweiter Art aulerdem
eine Reihe unbegriindeter Annahmen und widerspricht dem Experiment. Aus
diesem Grund beschreiben wir sie hier nicht.
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9.3. Kritische Erscheinungen

D. I. MenpELEJEW stellte 1860 bei Untersuchungen iiber die Temperaturabhin-
gigkeit der Oberflichenspannung fest, daB der Unterschied zwischen den beiden
koexistierenden Phasen Fliissigkeit und Dampf bei einer bestimmten Temperatur,
die er als Temperatur des absoluten Siedens bezeichnete, verschwindet. Spiter
nannte man diesen Zustand, der durch bestimmte Werte der Temperatur (T),), des
Druckes (py;) und des Volumens (Vy,) charakterisiert wird, den kritischen Zustand.
Die Kurve im (T, p)-Diagramm, die das Gleichgewicht zwischen fliissiger und
dampfférmiger Phase beschreibt, endet im kritischen Punkt.

Die kritischen Erscheinungen wurden 1869 durch Anprews untersucht. Eine
Kiewer Physikergruppe unter M. P. AweNaRr1us arbeitete nach 1873 auf diesem

P K

Abb. 36

o 1 2 v

Gebiet. Gieas entwickelte 1878 eine allgemeine Theorie der kritischen Erscheinun-
gen, wobei er von seinen Arbeiten iiber Gleichgewicht und Stabilitéit heterogener
Systeme ausging.

1. Theorie der kritischen Erscheinungen nach Giees. Der Zustand einer Phase
kann sich unter einem &uBeren Einflul sowohl kontinuierlich (ohne Bildung einer
neuen Phase) als auch diskontinuierlich (mit Bildung einer neuen Phase) dndern.
Dementsprechend unterscheidet man Stabilitdtsgrenzen einer Phase gegeniiber
1. kontinuierlichen und 2. diskontinuierlichen Zustandsénderungen. Eine Grenze
der ersten Art ist die Kurve I in Abb. 36. Sie wird durch die Gesamtheit der
Punkte C aus Abb. 26,S.152, gebildet, die entsteht, wenn die in Abb. 26 dargestellte
Isotherme fiir alle méglichen Temperaturen aufgetragen wird. Die Phasengleich-
gewichtskurve (Abb.27,S. 159, oder Kurve 2 in Abb. 36) ist eine Grenze der zweiten
Art. Schneidet eine Zustandsénderung die Stabilitétsgrenze gegeniiber diskonti-
nuierlichen Anderungen, so ist die Phase jenseits der Grenze stabiler als diejenige
diesseits der Grenze, und es findet eine Phasenumwandlung erster Art statt. An der
Stabilititsgrenzegegeniiber kontinuierlichen Anderungen nehmen diein den thermo-
dynamischen Ungleichungen (7.26) vorkommenden GréB8en die Grenzwerte 0 oder
oo an. Aus Abb. 36 geht folgendes hervor. Es gibt einerseits Fille, in denen das Stabili-
tatsgebiet der neuen Phase erreicht werden kann, ohne dall dabei die Stabilitits-
grenze gegeniiber kontinuierlichen Zustandsdnderungen iiberschritten wird. Ande-
rerseits existieren Zustinde (in Abb. 36 der Punkt K), von denen aus ein Phasen-
iibergang nur bei gleichzeitigem Uberschreiten dieser Grenze méglich ist.

Stabile Zustinde, die gleichzeitig an der Stabilitdtsgrenze einer Phase gegeniiber
diskontinuierlichen und kontinyierlichen Anderungen liegen, bezeichnete Gisss
als kritische Zusténde. Eine kritische Phase ist also der Grenzfall zweier koexistie-
render Phasen, in dem die Bedingungen fiir die Stabilitdt sowohl gegeniiber dis-
kontinuierlichen als auch kontinuierlichen Zustandsénderungen erfiillt sind.
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Mathematisch sind die Stabilitdtsgrenzen einer Phase gegeniiber kontinuier-
lichen Anderungen dadurch definiert, dal in den thermodynamischen Ungleichun-
gen (7.26) Gleichheitszeichen gesetzt werden. Dabei erhilt man die Gleichungen

6T) op
7)o (0
(aS Py Ay, pi av. T, Ay, g (913)
o (o
aai ) aNl T, p, Ay
oder
(aX") —0. (9.14)
0z /x,, ..., Xty Xesa. o

Die Groflen X; bezeichnen die thermodynamischen Krifte (T, p, H, E, u, ...)
und die Grofen z; die ihnen zugeordneten Koordinaten (S, V, M, P, N, ...).
Wir wollen diese Gleichungen noch in eine allgemeine Form bringen.

Wihlt man die thermodynamischen Koordinaten als unabhingige Verénder-.
liche, so ergibt sich fiir die Differentiale der thermodynamischen Krifte

0X;

0X;
ax,; = ( X;) dzy + ( .) dzo+ ... +
0z Ty Tgy eeey Tn 0z, Zyy Tyy ooy Tn
(GX,-) da
0z, Ty, evey Tnma "

i=1,2,..,n.

Die Determinante dieses Gleichungssystems ist

(aX1) (aX1) (aXi)
oz Tgy vy T 0z Tyy Tgy eees :c,.. o Oz, Tyy Tgyeeey Tney

s Tn

..................................

..................................

.. .G (5.)
dxy gy eeey Tn 0z Tyy Tyy eeey T oz, Ty, Tyy eory Tnma

n

Sind § und V die unabhingigen Verédnderlichen, so erhdlt man
(55). v)

a5)y\av)s| (T, p) a(T, p) 3(S, p) _(E) D

(a,,) (GP) TS V)T as, p) as, vy \as),

Dabei bezeichnet Dyy= (dp/dV)s die Unterdeterminante der Determinante D,
die zum Element in der ersten Zeile und ersten Spalte gehort.
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Analog gilt im allgemeinen Fall

D.= (aXi) Dii
0z /%), Xy, ooy Xica, Xagas oo
und
3X; D
( ) -2 (9.15)
0z )x,. %y, ., Xica, Xegr, . Dii

Die Stabilititsgrenze einer Phase gegeniiber kontinuierlichen And‘erungen wird

also durch die Gleichung

Xy, Xy, ey X))
(zy, 29, ..., Tp)

D

=0 (9.16)

bestimmt. \

Da kritische Zustinde auch gegeniiber diskontinuierlichen Anderungen stabil
sind, werden kleine Anderungen der Koordinaten einer Phase, die durch Fluktua-
tionen hervorgerlifen werden konnen, das System bei konstanten thermodynami-
schen Kréften nicht aus dem Stabilititsgebiet (9.16) hinausfithren oder zur Bildung
einer neuen Phase Anlaf} geben, d. h., bei solchen Fluktuationen muB} die Bedin-
gung D = 0 erhalten bleiben. Auf Grund dieser Uberlegungen miissen die Bezie-
hungen

2D
=0 und (3$?)X,‘< 0

gelten. Im allgemeinsten Fall erhilt man an Stelle dieser Relationen erstens die
Gleichung

(8D

axi)xp Xy ooy Xim1, Xi41, oo

D, Xa, ..., Xy)

R=
Az, 2, ..o\ Tn)

=0, (9.17)

wobei sich R ergibt, indem man in der Determinante des Gleichungssystems (9.14)
eine beliebige Zeile durch die Koeffizienten der Linearform

ab a
dD = (_) doy+ ... + (_D) dz,,
x4 gy eeey Tn dx,, Tyy eery Tpe
ersetzt, und zweitens die Ungleichung
(R, Xo, ..., Xp)
= <0. 9.18
¢ (1, Ty wes Tp) (9.18)

Die Determinante Q ist analog zu bilden wie R.

Im allgemeinen sind die Unterdeterminanten der Determinante D und deren
weitere Unterdeterminanten im kritischen Zustand ungleich Null. Wire das nicht
der Fall, so hitte man zur Bestimmung des kritischen Zustandes mehr unabhén-
gige Gleichungen als Unbekannte zur Verfiigung. Das wiirde der Annahme wider-
sprechen, daB ein definierter kritischer Zustand existiert.
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Die Zahl der Freiheitsgrade der kritischen Phase wird durch die allgemeine
Formel (7.44)

f=k+i—n

bestimmt, in der k die Zahl der Komponenten und ¢ die Zahl der thermodynami-
schen Krifte (T, p, H, E, u, ...) bedeuten. Beriicksichtigt man, dal im kritischen
Zustand ein einphasiges System vorliegt (n = 1), das den beiden zusitzlichen
Stabilitdtsbedingungen (9.16) und (9.17) unterworfen ist, so erhilt man

fio=k+i—3. (9.19)

2. Kritischer Punkt. Im Falle eines einfachen einkomponentigen Systems, das
z. B. durch die Koordinaten § und V charakterisiert werden kann, ist die Zahl fy,
der Freiheitsgrade gleich Null. Ein solches System kann sich also nur bei bestimm-
ten Werten von Temperatur, Druck und Volumen, d. h. im kritischen Punkt T,
Pxr> Ve, in einem kritischen Zustand befinden.

Aus den Beziehungen (9.16), (9.17) und (9.18) ergeben sich fiir den kritischen
Punkt die bekannten Relationen

ap p a3p
—) =0 —) =0, (== 0. 9.20
(3 V) Tw (3 VZ) Tie (3 V3) T,,< (5.20)
Tatséchlich gilt im betrachteten Fall

_dp, T) (STI;)S (g_g)v

GG,

"= S s - ), 5s), 020
o= 55 =), 5),~ &) 02)
Wegen (9.15) folgt
(STI;)f %, (9.23)
(5s),

Im kritischen Punkt kann kein Element der Determinante D gleich 0 oder co sein,
weil andernfalls neben (9.16) und (9.17) unabhéngige Gleichungen zur Bestimmung
des kritischen Zustandes vorhanden wiren. Daher ist die Bedingung D = 0 gemi8
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(9.23) der Beziehung (dp/dV);= 0 dquivalent.!) Aus (9.21) folgt wegen R =0
die Relation (8. D/aV)r= 0. Nun gilt aber

0.~ [o{ 7). G, }],-
~(58), ), + 67, 5w G). ).

so dal man mit (dp/dV)r= 0 und (8 D/dV)r= 0 die Beziehung (82p/dV?)r=0
erhilt. Demzufolge ist die Forderung R = 0 der Bedingung (32p/dV?);= 0 &qui-
valent.

Aus (9.22) folgt wegen Cyy> 0 und T > 0 fiir Q < 0 die Beziehung (8 R/V)r
< 0. Mit Hilfe von

(aR) _ aZD) (aT) (aD) [ a (aT

i)~ 7). (s), (v [ov Gs). .

ergibt sich mit R =0 — oder (8 D/dV)r=0 — und (d R/aV)r <0 die Unglei-
chung

32D
(57),<0

33p
(579),<0

Die Bedingungen Q < 0 und (83p/aV3)r < 0 sind also einander #quivalent.

Im allgemeinen Fall eines einkomponentigen Systems, das durch den &duBleren
Parameter a und die Temperatur T beschrieben wird, erhilt man fiir den kritischen
Punkt &hnliche Bedingungen wie in (9.20) (dabei sind die Substitutionen V —a
und p - A vorzunehmen).

Da jedes System durch bestimmte Werte von Druck und Volumen charakteri-
siert wird, erhélt man in dem hier betrachteten allgemeinen Fall durch Druckénde-
rung eine ganze Linie kritischer Zustiinde, die als kritische Linie bezeichnet wird:

a 924 a3
(_A) _o0, (_2) -0, (ﬁ‘;) <0. (9.24)
da P, Tr da P> Txr da P, Tir

Mit Hilfe dieser Gleichungen und der Zustandsgleichung konnen Tyrs Air und ay,
als Funktionen des Druckes p bestimmt werden.

oder

1) ‘Diese Bedingung fiir den kritischen Zustand ergibt sich unmittelbar aus der Definition
(9.13) fir die Stabilititsgrenze einer Phase gegeniiber kontinuierlichen Anderungen. Nach
(9.13) gelten ferner fiir den kritischen Punkt die Beziehungen

aT T
<ﬁ>p=c_p=0 und C, > oo.
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3. Zustandsinderungen eines einkomponentigen Systems, die eine kritische Linie
schnetden. Nimmt man an, dal das System auf beiden Seiten der kritischen Linie
durch dieselbe Zustandsgleichung beschrieben wird, so kann man die freie Enthal-
pie

Z(T,p, A)= F(T,V,a)+ pV + Aa
in der Umgebung des kritischen Zustandes nach Potenzen von (@ — ay,) entwik-
keln.

In Abhingigkeit von der Natur der verallgemeinerten Koordinate kann man
zwei Grundformen der Zustandsénderungen durch eine kritische Linie unterschei-
den:

1. Die verallgemeinerte Koordinate a ist so beschaffen, dafi die Entwicklung
von Z alle Potenzen von (a — ay,) enthilt.

2. Die Entwicklung von Z in der Umgebung des kritischen Zustandes enthilt
nur gerade Potenzen von (¢ — ay,).

LeoNTowITscH untersucht in seiner ,,Einfiihrung in die Thermodynamik‘ [25]
die Eigenschaften eines Stoffes in der Umgebung des kritischen Punktes Ty, Pirs
Vir, indem er die freie Enthalpie Z eines einfachen Systems nach allen Potenzen
von @ = V — V. entwickelt.

In dhnlicher Weise behandelt Tscausukowa [26] die Zustandsénderung eines
einkomponentigen Systems mit einem zusétzlichen Freiheitsgrad durch eine kriti-
sche Linie unter Anderung einer thermodynamischen Koordinate a fiir die beiden
Fille, daf die Entwicklung von Z alle bzw. nur gerade Potenzen von (a — ay,)
enthalt. Wir geben hier nur einige Ergebnisse an und verweisen hinsichtlich der
Einzelheiten auf die zitierte Arbeit.

Hat die Koordinate a die Eigenschaft, dal die Entwicklung der freien Enthalpie
Z in der Umgebung des Umwandlungspunktes alle Potenzen von (¢ — ay,) enthilt,
so gehen Volumen und Entropie stetig durch die kritische Linie hindurch, wahrend
die spezifische Wiarme C, 4 unendlich groB wird und fiir T — Ty, bei T < T,
stiarker ansteigt als bei T > Ty, (die Temperaturabhiingigkeit der spezifischen
Wirme entspricht also einer 2-Kurve). Ist die Koordinate a so beschaffen, daf} die
Entwicklung von Z in der Ndhe der kritischen Linie nur gerade Potenzen von
(a — ay,) enthilt, so sind Volumen und Entropie wieder stetig, wihrend die spezi-
fische Wirme einen endlichen Sprung erfihrt, dessen GréBe durch die EHRENFEST-
sche Gleichung bestimmt wird (es gibt keine A-férmige Temperaturabhingigkeit
der spezifischen Wirme). ‘

Zusammenfassend kann man folgendes sagen:

1. Gewdhnliche kritische Erscheinungen gehoren zu solchen Koordinaten a
(etwa a = V), fiirdie die Entwicklung von Z in der Umgebung des Umwandlungs-
punktes alle Potenzen von (a — ay,) enthilt. Dabel sind Volumen und Entropie
stetig, wiahrend die spezifische Wirme unbeschrinkt zunimmt und durch eine
A-Kurve dargestellt wird.

2. Phasenumwandlungen zweiter Art sind Spezialfille von Zustandsinderungen
durch eine kritische Linie, wobei die Koordinate a von der Art ist, dal die Ent-
wicklung von Z in der Umgebung eines kritischen Punktes nur gerade Potenzen
von (a — ay,) enthilt.

3. Die Definition der Phasenumwandlungen zweiter Art als Erscheinungen,
fiir die AS = 0 und Aa = 0 gilt, ist keineswegs vollstindig. Man muB sie durch die
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Aussage ergénzen, dal} die Spriinge der spezifischen Wiarme und anderer zweiter
Ableitungen von Z endlich sind. Ergeben sich unendlich groBle Spriinge, so hat
man es mit gewdhnlichen kritischen Erscheinungen zu tun.!) Wird die Definition
der Phasenumwandlungen zweiter Art nicht in der angegebenen Weise ergénzt, so
unterscheiden sie sich nicht von gewdéhnlichen kritischen Erscheinungen.

Wie aus der Untersuchung der kritischen Erscheinungen nach Giess folgt,
besitzen die betrachteten Klassen kritischer Erscheinungen die gemeinsame Eigen-
schaft, daB beide die Umwandlung stabiler Zusténde betreffen, die an der Stabili-
tétsgrenze gegeniiber diskontinuierlichen und kontinuierlichen Zustandsédnderun-
gen liegen.

Aufgaben

117. Unter der Annahme, daBl die Umwandlungswirme A positiv ist, soll gezeigt werden,
daB die Temperaturabhiingigkeit des Dampfdruckes durch ein Exponentialgesetz be-
schrieben wird.

118. Der Schmelzpunkt von J; liegt bei 114 °C. In der Umgebung des Schmelzpunktes
entspricht der Zunahme der Schmelztemperatur um 1 grd eine Anderung des Dampfdruckes
um 4,34 Torr. Man bestimme die Sublimationswirme von Jod bei T = 114 °C. Der
Dampfdruck von festem Jod ist bei dieser Temperatur gleich 88,88 Torr.

119. Unter welchem Druck siedet Wasser bei einer Temperatur von 95 °C? Die latente
Verdampfungswirme des Wassers ist gleich 539 cal/g.

120. Das kritische Feld Hy, wird hiufig mit hinreichender Genauigkeit durch die

Parabel
. T \2
Ho(T) = Ho[1 = (=) |
kr

dargestellt. Mit Hilfe dieses Ausdruckes sind die Differenzen zwischen den spezifischen
Entropien bzw. Wirmen im n- und s-Zustand zu bestimmen.

7 5z % Z| 7,
- 04 4 g 4 X
~ % | Z |
| 4 ‘ %2
0 T T 0 h T 0 A T
a) b ‘¢
Abb. 37

121. Bekanntlich befindet sich ein System bei festem T und p dann im Gleichgewicht,
wenn seine freie Enthalpie Z minimal ist. In der graphischen Darstellung der Temperatur-
abhingigkeit von Z fiir zwei Phasen (bei p = const) ist der Schnittpunkt T der beiden
Kurven der Umwandlungspunkt. Nach dem Durchgang durch T, wird der Zustand des

1) Beim Ubergang von He I in He II besitzt die spezifische Wirme eine A-férmige Tempe-
raturabhiingigkeit. Folglich liegt keine Phasenumwandlung zweiter Art, sondern eine
gewohnliche kritische Erscheinung vor.
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Stoffes durch einen Punkt auf derjenigen Kurve dargestellt, fiir die Z den kleineren Wert
besitzt. Abb. 37a zeigt die gegenseitige Lage der Kurven Z; und Z, bei Phasenumwand-
lungen erster Art. Fiir Phasenumwandlungen zweiter Art stimmen die Tangenten der
beiden Kurven Z; und Z, im Umwandlungspunkt miteinander iiberein (weil die Entropie
durch die Ableitung der freien Enthalpie Z nach der Temperatur ausgedriickt wird). Bei
einfacher Berithrung beider Kurven (Abb. 37b) ist keine Umwandlung méglich, da sich-
der Stoff sowohl fiir T < Ty als auch fir T > T immer in derselben Phase aufhalten
wiirde. Die Kurven Z; und Z, miissen also im Umwandlungspunkt eine gemeinsame Tan-
gente besitzen und sich auBerdem dort schneiden (Abb. 37¢), so daB nicht nur die ersten,
sondern auch die zweiten Ableitungen der freien Enthalpie Z (Entropie und spezifische
Wiirme) gleich sind. Unter diesen Umsténden liegt aber keine Phasenumwandlung zweiter,
sondern eine dritter Art vor. Phasenumwandlungen zweiter Art sind also nach dieser Uber-
legung, die auf Jusrr und LauEe zuriickgeht, unméglich. In welchem Punkt ist sie falsch?

122. Am Beispiel eines van pEr Waarsschen Gases ist zu zeigen, daBl die Kompressi-
bilitét (9V/dp)r und der thermische Ausdehnungskoeffizient (3V/d T),, im kritischen Punkt
unendlich grofl werden.

-



10. Negative absolute Temperaturen

10.1. Uber die Méglichkeit von Zustinden mit negativen absolu-
ten Temperaturen

Im Abschn. 3.4. hatten wir mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes festgestellt, dafl
das Verhiltnis der absoluten Temperaturen T; und T fiir zwel Zustédnde eines
beliebigen Systems gleich einem Exponentialausdruck ist:

ty
A
—) dt
T, ( at ),,
T, = exp m—A . (10.1)
da t

13

Daraus schlieft man gewdhnlich, daB sich das Vorzeichen der absoluten Tempe-
ratur nicht &ndern kann, d. h., daB sie entweder immer positiv oder immer negativ
sein muB.

Diese Aussage geht aber iiber den tatsichlichen Inhalt der Beziehung (10.1)
hinaus. Die Gl. (10.1) ergab sich auf Grund von Uberlegungen, die an quasistati-
schen Prozessen angestellt wurden. Sie besagt, dal sich das Vorzeichen der abso-
luten Temperatur bei quasistatischen Ubergéngen zwischen Gleichgewichtszustin-
den nicht dndern kann. Die Frage, ob ein Vorzeichenwechsel bei nichtstatischen
Prozessen moglich ist, bleibt offen. Nur unter der Voraussetzung, dal man zu allen
Zustinden, die von einem bestimmten Punkt aus nichtstatisch erreichbar sind,
auch auf quasistatischem Wege gelangen kann, folgt aus (10.1), daB sich das Vor-
zeichen der absoluten Temperatur niemals dndert. Die Erfahrung zeigt, daB diese
Voraussetzung fiir gewdhnliche Systeme erfiillt ist. In diesem Fall bleibt das
Vorzeichen der absoluten Temperatur also entweder stets positiv oder stets nega-
tiv. Allgemein folgt aus (10.1) allein jedoch nicht, dal positive und negative abso-
lute Temperaturen nicht zugleich existieren kénnen.

Auch der dritte Hauptsatz schliet die Moglichkeit der Existenz von negativen
absoluten Temperaturen nicht aus. Die Unerreichbarkeit des absoluten Tempera-
turnullpunkts hat lediglich zur Folge, daB ein Ubergang von positiven zu negativen
absoluten Temperaturen iiber den Nullpunkt unméglich ist. Das bedeutet aber
nicht, daB3 beide nicht nebeneinander existieren kénnen.

Zustinde mit negativen absoluten Temperaturen sind nicht nur denkbar, son-
dern auch tatséchlich vorhanden. Sie wurden bei zahlreichen Experimenten iiber
magnetische Kernresonanzen beobachtet (zuerst 1951). Wie wir im folgenden sehen
werden, sind die Bedingungen fiir die Existenz von Systemen mit negativen abso-
luten Temperaturen derart einschrinkend, daB sie in der Praxis sehr selten erfiillt
sind (ausgenommen bestimmte Kernspinsysteme).

Negative absolute Temperaturen kénnen nicht dadurch erhalten werden, dafl
einem System die gesamte Energie der Warmebewegung entzogen wird, sondern
umgekehrt dadurch, dafl ihm mehr Energie, als der Temperatur oo entspricht,
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zugefiihrt wird. Bei den meisten Systemen ist dieses Vorgehen deshalb ausgeschlos-
sen, weil ihre innere Energie bei unendlich hohen Temperaturen unendlich grof3
wird, so daB sie nicht in Zustdnde mit negativen absoluten Temperaturen iiber-
gehen konnen. Es gibt jedoch bestimmte Systeme, deren innere Energie mit T — oo
einem endlichen Grenzwert zustrebt. In diesem Fall erhilt man negative absolute
Temperaturen, indem man dem System so viel Energie zufiihrt, da3 der Grenzwert
iiberschritten wird. Ein Zustand, in dem die innere Energie groBler ist als bei
T — oo, entspricht einer ,,ultraunendlichen* Temperatur. Der Punkt ,,Ultra-
unendlich® ist natiirlich mathematisch sinnlos. Die Uberschreitung des Punktes oo
auf der Zahlengeraden bedeutet vielmehr, dal man zu negativen Zahlen iibergeht

Abb. 38

(vgl. Abb. 38: Von 0 ausgehend, gelangt man nach rechts iiber + o0 und — o
wieder zum Ursprung. Die Zahlengerade kann auf den Zahlenkreis projiziert
werden, so dal dem Punkt oo der am héchsten gelegene Punkt des Kreises ent-
spricht. Wird der Kreis entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn durchlaufen, so ent-
spricht das einem Fortschreiten auf der Zahlengeraden von — oo nach + ). Ein
System ist also bei negativen absoluten Temperaturen nicht kilter als bei 4+ 0°K,
sondern wirmer als bei unendlich groBer Temperatur (4 oo °K). Mit anderen
Worten: Das Gebiet negativer absoluter Temperaturen liegt nicht ,,unterhalb®
des absoluten Nullpunkts, sondern ,,oberhalb‘“ der Temperatur oo. Negative
absolute Temperaturen sind also hoher als positive. Eine monoton zunehmende
Folge von Temperaturwerten kann etwa so geschrieben werden:

+0 °K, ..., +500 °K, ..., + o °K, ..., =500 °K, ..., —0 °K. (10.2)

Die Temperatur von +1000 °K liegt zwischen 4500 °K und —500 °K. Diese
unnatiirliche Form der T-Skala ist ein zufilliges Ergebnis aus der willkiirlichen
Wahl der Temperaturfunktion in der iiblichen Form. Benutzt man z. B. an Stelle
der T-Skala die — 1/ T-Skala, so gehen + 0 in — o0, o0 in 0 und negative Werte in
positive iiber. Im Falle der Temperaturfunktion —1/T entsprechen zunehmende
Zahlenwerte auch zunehmenden Temperaturen. Die —1/7T-Skala wird oft bei der
Untersuchung von Systemen in der Nihe des absoluten Temperaturnullpunkts
benutzt, weil sie bei tiefen Temperaturen im Vergleich zur T-Skala betrédchtlich
,,gedehnt‘* ist. Offensichtlich ist die —1/7T-Skala auch bei der Untersuchung nega-
tiver absoluter Temperaturen vorteilhafter als die 7-Skala.
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10.2. Ein System mit negativer absoluter Temperatur

Das im folgenden beschriebene einfache Modell zeigt, dal negative absolute
Temperaturen tatsiichlich existieren konnen.

Wir betrachten ein System aus ,,Elementarmagneten‘‘ (z. B. aus Elektronen,
Atomen oder Kernen). In einem starken Magnetfeld stellen sie sich bei tiefen Tem-
peraturen so ein, dafl ihre Energie minimal wird (s. Abb. 39 a). Nimmt das System
Energie auf (d. h. wichst seine Temperatur), so orientiert das Feld nicht mehr alle
Elementarmagnete. Ihre Verteilung wird mit wachsender Energie immer unge-
ordneter, bis sie schlieBlich von einem bestimmten Energiewert ab in vollstindige
Unordnung iibergeht. Das System hat dann seine Magnetisierung restlos verloren.

g iy / [~ /
1 BN NG
(A /= \ \
5|3 70 T=oo 7<0

S a b) Pl
Abb. 39

Diesem Zustand entspricht die Temperatur 7' — + oo (Abb. 39 b). Durch weitere
Energiezufuhr kann man erreichen, dafl die Elementarmagnete sich vorwiegend
entgegengesetzt zur Feldrichtung anordnen (Abb. 39 ¢). Dann ist die innere Ener-
gie groBer als im Zustand mit T — + oo, d. h., das System besitzt eine negative
absolute Temperatur.

Das ist deshalb mdglich, weil das betrachtete System die Eigenschaft besitzt,
fir T — oo einem endlichen Grenzwert der Energie zuzustreben.

Ferner muf} das betrachtete System natiirlich von allen anderen Systemen, die
diese Eigenschaft nicht besitzen, thermisch isoliert sein. Die Zeit, nach der sich in
ihm Gleichgewicht einstellt, muf} also klein gegen die Zeit sein, in der von ihm
eine merkliche Energiemenge abgegeben oder aufgenommen wird.

Abb. 40 zeigt die Temperaturabhéngigkeit der inneren Energie eines Systems,
das sich in Zustdnden negativer absoluter Temperatur befinden kann (Eg ist der
Grenzwert der Energie fiir T - o °K). )

Die meisten Systeme geniigen der oben angegebenen Bedingung nicht. Zusténde
mit negativen absoluten Temperaturen kommen also sehr selten vor. Sie wurden
an Kernspinsystemen gewisser Kristalle beobachtet. Fiir die Einstellung des Gleich-
gewichts in einem solchen System ist die Spin-Spin-Wechselwirkung der Kerne
verantwortlich, die durch eine Relaxationszeit T3 von der GréBenordnung 1075 s
charakterisiert wird. Zur Wechselwirkung zwischen dem Spinsystem und dem
Gitter gehort eine Relaxationszeit Ty von mehreren Monaten. T ist also bedeutend
gréBer als Ty. Die Einbeziehung der Wechselwirkung mit dem Gitter bedeutet in
der Thermodynamik der Spinsysteme, daf} die Wirme, die durch die Wénde des
Systems hindurchgeht, beriicksichtigt wird. Aus dem grofien Unterschied zwischen
den Relaxationszeiten Ty und T folgt, dafl das Spinsystem nach der Einstellung
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des inneren thermodynamischen Gléichgewichts verhaltnism#Big lange Zeit prak-
tisch vom Gitter isoliert bleibt. Wahrend dieser Zeit kann vom thermodynamischen
Gleichgewicht im Spinsystem gesprochen werden.

Bei der experimentellen Untersuchung von Kernspinsystemen in sehr reinen
Lithiumfluoridkristallen (LiF) erhielten PurcerL und Pounp 1951 als erste ein
Gleichgewichtssystem mit negativer absoluter Temperatur [27]. In LiF-Kristallen
hat die Spin-Gitter-Relaxationszeit T bei Zimmertemperatur die Gré8enordnung
von 5 min. Die Spin-Spin-Relaxationszeit Ty dagegen ist annihernd gleich der
Periode der Larmor-Prizession, die von den magnetischen Komponenten im
duBleren Magnetfeld ausgefithrt wird. T liegt damit unterhalb von 1075 s.

Abb. 40

Die Energie eines Kernspinsystems im #duBeren Magnetfeld besitzt fiir 7", —» oo
eine obere Grenze. _

Das Kernspinsystem eines LiF-Kristalls, der sich in einem Magnetfeld befindet,
geniigt also allen Bedingungen fiir die Existenz negativer absoluter Temperaturen.
Um das System aus Zustinden mit positiver in solche mit negativer absoluter
Temperatur iiberzufithren, hat man dafiir zu sorgen, daB die magnetischen
Kernmomente sich entgegengesetzt zur Feldrichtung einstellen. Dazu benutztéen
PurceLL und Pounp das folgende Verfahren.

Ein reiner LiF-Kristall wurde in ein starkes Magnetfeld (6376 Oe) gebracht, so
daB sich die magnetischen Kernmomente in Feldrichtung einstellten. Anschlie-
Bend wurde der Kristall schnell in eine kleine Spule eingefiihrt, wobei er kurze
Zeit dem Magnetfeld der Erde ausgesetzt war. Dort herrschte ein von einem
Dauermagneten erzeugtes Magnetfeld von 100 Oe in Richtung des starken Feldes.
Durch Entladung eines Kondensators mit einer Kapazitit von 2 uF und einer
Spannung von 8000 V entstand in den Windungen der Spule ein starker Strom,
der das Magnetfeld innerhalb von 0,2 us von 4100 Oe auf —100 Oe &nderte.
Dieses ,,umgekippte‘ Feld kehrte innerhalb von 1 ms in das urspriinglich vorhan-
dene zuriick, also in einer Zeit, die wesentlich gréBer als die Spin-Spin-Relaxations-
zeit T ist. Danach wurde der Kristall schnell durch das Magnetfeld der Erde hin-
durch in das starke Magnetfeld von 6376 Oe zuriickgebracht, in dem nun die Pola-
risation der Kerne mit der Methode der magnetischen Kernresonanzen gemessen
wurde. Alle Operationen auBerhalb des starken Magnetfeldes dauerten 2 --- 3's.
Diese Zeit ist bedeutend kleiner als die Spin-Gitter-Relaxationszeit 7. Die Mes-
sungen zeigten, daB sich die Polarisation der Kerne durch die Anderung der Magnet-

13 Basarow, Thermodynamik
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feldrichtung bei der Kondensatorentladung umgekehrt hatte. Dieser Vorgang
vollzog sich in einer Zeit (0,2 us), die mit der Periode der Larmor-Prizession der
Kerne und damit der Spin-Spin-Relaxationszeit T vergleichbar ist. Das System
befand sich in einem Zustand mit negativer absoluter Temperatur, der etwa 5 min
lang erhalten blieb und danach infolge der Spin-Gitter-Wechselwirkung in einen
Zustand positiver absoluter Temperatur iiberging.1)

Heute benutzt man zur ,,Uberfithrung* des Spinsystems in einen Zustand mit
negativer absoluter Temperatur einen sogenannten 180°-Hochfrequenzimpuls, der
das makroskopische magnetische Moment um 180° dreht, wenn er wihrend einer
Zeit, die mit T9 vergleichbar ist, auf die Probe einwirkt.

Nach dem oben Gesagten stellt der Ubergang eines Systems von positiven zu
negativen absoluten Temperaturen grundsitzlich einen nichtstatischen Prozef
dar, weil die Anderung des duBeren Parameters (in unserem Fall des Feldes), die
diesen Ubergang verursacht, in einer Zeit erfolgt, die mit der Relaxationszeit Ty
vergleichbar ist. Ferner ergibt sich, da8 fiir ,,auBergewohnliche‘‘ Systeme Zusténde
existieren, die von einem vorgegebenen Zustand aus zwar nichtstatisch, aber nicht
quasistatisch erreichbar sind.

Wihrend man Gleichgewichtszusténde mit negativer absoluter Temperatur nur
mit Hilfe ,,auBlergewdhnlicher Systeme erhalten kann, sind stationire Nicht-
gleichgewichtszustinde mit negativer absoluter Temperatur auch im Falle ,,ge-
wohnlicher* Systeme maglich. Beispiele fiir solche Systeme mit ,,negativer Tempe-
ratur’ sind Quantengeneratoren (MASER und LASER), in denen Ammoniak
verwandt wird, sowie einige feste Korper. Einzelheiten iiber die Arbeitsweise sol-
cher Generatoren und Verstirker sowie iiber die Methoden der Herstellung ,,nega-
tiver Temperaturen‘‘ werden in den zusammenfassenden Arbeiten [29, 30, 31]
beschrieben.

10.3. Thermodynamik von Systemen mit negativen absoluten
Temperaturen

‘1. Systeme mit negativen absoluten Temperaturen besitzen viele Eigenschaften,
die bei ,,gewéhnlichen‘‘ Systemen nicht vorkommen. Um sie zu finden, formulieren
wir zunéchst die thermodynamischen Gesetze ,,auBergewdhnlicher’ Systeme, wie
sie sich auf Grund der Erfahrung ergeben.

Die thermodynamischen Begriffe ,,Arbeit*, ,,Warme*‘, ,,Wirmemenge‘‘ und
,,wirmerer Kérper‘ werden im Falle von Systemen mit negativen absoluten Tem-
peraturen im selben Sinn wie bei positiven absoluten Temperaturen verstanden.
Der erste Hauptsatz wird also auch fiir ,,aulergewéhnliche’* Systeme durch die
Beziehung

3Q=dU + W (10.3)
ausgedriickt. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik bleibt in der Form, daf
die Entropie existiert und nur zunehmen kann, ebenfalls erhalten. Andere Formu-

lierungen dagegen miissen abgeéndert werden. Um das zu tun, gehen wir von der

1) Einzelheiten zur Interpretation der Arbeit von Purcerr und Pounp sowie eine umfas-
sende Diskussion des Problems der negativen absoluten Temperaturen sind in [28] enthalten.
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Form des zweiten Hauptsatzes aus, die sich unmittelbar aus den Experimenten
iiber die Umwandlung von Wérme in Arbeit und umgekehrt ergibt.

Wie wir in Kap. 3 sahen, enthilt der zweite Hauptsatz die Gesetze dieser Um-
wandlungen, wobei neben ,,gewdhnlichen auch ,,auflergewdhnliche’* Systeme
betrachtet werden. Fiir beide Arten von Systemen gilt bei der Umwandlung von
Wirme in Arbeit mit Hilfe eines Kreisprozesses das Gesetz, dal unbedingt ein
Teil der Wiarme an die Umgebung abgegeben wird. Im Abschn. 3.3. wurde gezeigt,
dafB aus diesem ersten Element der ,,Kompensation®, das im Falle ,,gew6hnlicher*’
Systeme iibrigens mit dem zweiten (thermodynamische Zustandséinderungen in der
Umgebung) iibereinstimmt, die Existenz der Entropie fiir Gleichgewichtssysteme
folgt. Demnach bleibt also die CaraTrHEoporysche Formulierung des zweiten
Hauptsatzes erhalten: In der Nihe jedes Zustandes eines beliebigen thermisch
homogenen Systems gibt es solche Zustinde, die von ihm aus adiabatisch uner-
reichbar sind. Das bedeutet, da3 die Entropie fiir jedes Gleichgewichtssystem mit
einer negativen absoluten Temperatur ebenso wie im Falle ,,gewdhnlicher
Systeme als Zustandsfunktion existiert:

3Q .
dS= -7 (10.4)

Die Umwandlung von Wérme in Arbeit und umgekehrt wird fiir ,,gewdhnliche‘¢

Systeme bekanntlich durch die Beziehungen

0=W und W=0Q (10.5)

charakterisiert, d. h., bei der Umwandlung von Wérme in Arbeit mittels eines
Kreisprozesses erfolgt eine thermodynamische Zustandsénderung in der Umgebung,
beim umgekehrten Vorgang jedoch nicht.

Wie die Erfahrung zeigt,!) gilt im Falle ,,auergewéhnlicher* Systeme in Zu-
standen mit 7 < 0 die Aussage, daB Wiarme ohne Zustandsénderungen in der
Umgebung in Arbeit verwandelt werden kann, wihrend es nicht maglich ist,
Arbeit mit Hilfe eines Kreisprozesses vollstindig in Wiarme umzuwandeln, ohne
daB Zustandséinderungen in der Umgebung zuriickbleiben,?2) d. h.

Q=W und WZQ. (10.6)

Fiir ,,auBergewdhnliche’ Systeme kann der zweite Hauptsatz der Thermodynamik
also folgendermaflen formuliert werden: Es gibt kein Perpetuum mobile zweiter
Art. Ebensowenig existiert ein riickwirts laufendes Perpetuum mobile zweiter Art.

Demnach kann mit Hilfe eines Kreisprozesses bei T < 0 ohne ,, Kompensation*‘
weder Wirme in Arbeit vollstindig umgewandelt werden (hier ist das erste Ele-
ment der ,,Kompensation‘‘ wesentlich) noch Arbeit in Warme (hier ist das zweite
Element der ,,Kompensation‘’ wesentlich).

Die allgemeine Formulierung des zweiten Hauptsatzes lautet also folgender-
mafBen: Es gibt kein Perpetuum mobile zweiter Art. Im Falle ,,gewéhnlicher'* Systeme

1) Gemeint sind Experimente iiber magnetische Kernresonanzen, die wir hier aber nicht
beschreiben kénnen.

2) Die Umwandlungen von Wiarme in Arbeit und von Arbeit in Warme sind also komple-
mentér. Ist die eine Umwandlung ohne Zustandsinderungen in der Umgebung méglich, so
ist es die andere nicht, und umgekehrt.

13*
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existiert ein riickwdrts laufendes Perpetuum mobile zweiter Art, im Falle ,,aufer-
gewdohnlicher Systeme mit T < 0 jedoch nicht.

Die Begriffe ,,reversibler und ,,irreversibler** Proze§ hingen beinegativen abso-
luten Temperaturen mit der Frage zusammen, ob die umgekehrten Prozesse mit
einer nlchtkompenswrten Umwandlung von Arbeit in Wirme verbunden sind oder
nicht. Man nennt einen Ubergang aus dem Zustand I in den Zustand 2 reversibel,
wenn der umgekehrte Prozefl nicht mit einer nichtkompensierten Umwandlung
von Arbeit in Wirme zusammenhingt. Ein Ubergang von 7 nach 2 wird als irre-
versibel bezeichnet, wenn der umgekehrte ProzeB mit einer nichtkompensierten
Umwandlung von Arbeit in Wirme verbunden ist.

Die Definitionen des ,,quasistatischen‘‘ und ,,nichtstatischen‘‘ Prozesses bleiben
im Falle negativer absoluter Temperaturen erhalten.

In Abschn. 3.6. fanden wir mit Hilfe von (3.1) oder (10.5) fiir nichtstatische
Prozesse, die in. gewdhnlichen Systemen verlaufen, die Beziehungen

TdS >dU+ W (10.7)
und (fiir ein adiabatisch abgeschlossenes System)
ds > 0. (10.8)

Analog ergibt sich unter Verwendung der Relationen (10.6), die den zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik fiir 7 < 0 darstellen, eine Beziehung fiir nicht-
statische Prozesse in auBergewohnhchen Systemen. Dazu betrachten wir zwei eng
benachbarte Zustéinde 1 und 2 eines solchen Systems mit negativen absoluten

““‘\\\\\\\\\\\\\\\\\munuu/////// 2
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Abb. 41

7 6Q

Temperaturen. Beim nichtstatischen Ubergang von I nach 2 nehme es die Wirme-
menge 3Qps, auf und leiste die Arbeit W, (s. Abb. 41). Dann gilt nach dem
ersten Hauptsatz

8Onst= dU + 8VVnst.~ (109)

Bei einem quasistatischen UBergang von I nach 2 moge das System aus einem
Thermostaten die Wirmemenge 3Q erhalten und die Arbeit 3W leisten. Wir haben
dann

3Q=dU+ sW. (10.10)
Subtrahiert man (10.10) von (10.9), so ergibt sich .
3Qpse — 80 = 3W,,, — 3W = R. (10.11)

Die GréBe R muBl von Null verschieden sein, da der irreversible Prozel zwischen
1 und 2 bei R = 0 ohne Kompensation in umgekehrter Richtung gefithrt werden
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konnte. R < 0 ist ebenfalls ausgeschlossen, da es andernfalls einen Kreisprozef3
géibe, durch den Arbeit restlos in Warme umgewandelt werden kénnte, ohne da3
in der Umgebung Zustands@nderungen zuriickbleiben. Das ist aber wegen (10.6)
unmdoglich. In Frage kommt nur der Fall R > 0, d. h., daB} bel einem Kreisprozef3
auf Kosten der Wirme eines Thermostaten Arbeit geleistet wird, was nach (10.6)
moglich ist. Es gilt also

0Qnst > 8Q und Wy > W
und wegen 3Q = T'dS
T dS < 8Qus.-

Fiir nichtstatische adiabatische Prozesse (8Q,s; = 0) folgt daraus mit 7 <0
die Beziehung

ds > 0.

Sie besagt, daf} die Entropie bei nichtstatischen Prozessen in einem abgeschlossenen
System mit negativer absoluter Temperatur zunimmt. Der Satz iiber die Existenz
und Zunahme der Entropie (zweiter Hauptsatz der Thermodynamik) gilt demnach
sowohl fiir ,,gewdhnliche® als auch fiir ,,auBergewdhnliche Systeme.

Die Grundgleichung der Thermodynamik lautet im Falle von Systemen mit
negativen absoluten Temperaturen '

TdS<dU+ W, (10.12)

wobei das Gleichheitszeichen fiir Gleichgewichts- und das Ungleichheitszeichen
fiir Nichtgleichgewichtsprozesse steht.

Die verschiedenen Aussagen des dritten Hauptsatzes gelten auch fiir negative
absolute Temperaturen, wenn man unter dem absoluten Temperaturnullpunkt
den Nullpunkt sowohl der positiven als auch der negativen absoluten Temperatur
versteht. Die Punkte 4+ 0 °K und — 0 °K entsprechen villig verschiedenen physika-
lischen Zustéinden. Ein System befindet sich bei 4-0 °K im Zustand mit der kleinst-
moglichen Energie und bei —0 °K im Zustand mit der groBtmoglichen Energie.
Es kann weder kilter als bei. 40 °K sein, weil es keine Energie mehr abgeben,
noch wirmer als bei —0 °K sein, weil es keine Energie mehr aufnehmen kann.
Das Prinzip der Unerreichbarkeit des absoluten Temperaturnullpunkts 148t sich
nun folgendermaBen formulieren: Kein System kann mit Hilfe eines beliebig ideali-
sierten Verfahrens durch endlich viele Operationen auf den Nullpunkt der positiven
absoluten Temperatur abgekiihlt oder auf den Nullpunkt der negativen absoluten
Temperatur erwiirmt werden.

Die spezifische Wiarme strebt sowohl fiir 4-0 °K als auch fiir —0 °K gegen Null.
Der physikalische Grund dafiir besteht darin, daBl alle Bestandteile des Systems
bei 40 °K bzw. —0 °K Zusténde mit der kleinsten bzw. groBten Energie erreichen,
so daf} keine weitere Wirme abgegeben bzw. aufgenommen werden kann. Auch
fiir die Temperaturen 4 oo °K (die im physikalischen Sinne identisch sind, da sie
gleichen Werten aller thermodynamischen GréBen entsprechen) strebt die spezi-
fische Warme gegen Null, jedoch aus einem anderen Grund: Bei Annéherung an
4 o °K sind die Temperaturinderungen im System bei kleinen Anderungen
seiner inneren Energie sehr grof}.



198 10. Negative absolute Temperaturen

2. Im folgenden betrachten wir einige Eigenschaften von Systemen, die sich in
Zustanden mit negativer absoluter Temperatur befinden.

a) Aus Gl. (10.4) folgt, daBl die Entropie bei einer Warmezufuhr (3Q > 0) nicht
wie bei positiven absoluten Temperaturen anwéchst, sondern abnimmt, so daf3 das
System in einen geordneteren Zustand iibergeht.

b) Aus der Grundgleichung der Thermodynamik (10.12) ergibt sich die Richtung
des Wiarmeaustausches zwischen zwei Kérpern mit verschiedenen Temperaturen.

Wir bringen zwei Kérper mit den negativen absoluten Temperaturen 7Ty und Ty
in Wirmekontakt und nehmen an, daB vom ersten Kérper die Wirmemenge 8Q
auf den zweiten iibertragen wird. Da der Prozell des Wiarmeaustausches bei einer
endlichen Temperaturdifferenz irreversibel ist, gilt analog zu (3.57) die Ungleichung

d. h. T; > T,. Das bedeutet nach der Temperaturskala (10.2), dal der wirmere
Kérper spontan Wirme auf den kélteren Kérper iibertrigt. (Man sagt, dal der
Kérper I wirmer als der Kérper 2 ist, wenn 2 ohne Anderungen der &uBeren Para-
meter Wirme zugefiihrt werden muB, damit er sich mit I im Gleichgewicht
befindet.)

Bei Wirmekontakt zwischen Systemen mit absoluten Temperaturen verschie-
dener Vorzeichen erfolgt die Warmeiibertragung vom System mit der negativen
auf das mit der positiven absoluten Temperatur, d. h. ebenfalls vom wérmeren
auf den kilteren Korper.

¢) Im Falle negativer absoluter Temperaturen konnen verschiedene Kreispro-
zesse ablaufen, z. B. der magnetische Car~orsche Kreisprozef3.

Wir bezeichnen die Temperaturen der beiden Wirmereservoire mit 7; und T,
(Ty> T,). Dannist der CarnoTsche Wirkungsgrad

Wegen Ty > T gilt |T3| > |Ty|, To/T1> 1 und 5 < 0. Bei negativen absoluten
Temperaturen muB man also Arbeit aufwenden, um dem wirmeren Korper Wiarme
zu entzichen und dem kilteren Korper Wirme zuzufiihren. Nach dem ersten
Hauptsatz nimmt der kiltere Korper dabei eine um den Betrag der geleisteten
Arbeit groere Wiarmemenge auf, als dem wéirmeren Korper entzogen wird. Lafit
man die Maschine in umgekehrter Richtung, d. h. als Kéltemaschine, arbeiten, so
leistet sie neben der Wirmeiibertragung vom kélteren zum wérmeren Kérper
Arbeit. Bringt man anschliefend beide Kérper in Wirmekontakt, wobei die hoch-
gepumpte Wirme auf den kilteren Kérper zuriickflieBt, so ergibt sich eine perio-
disch arbeitende Vorrichtung, die auf Kosten der Wiarme eines einzigen Korpers
(des kilteren!) Arbeit leistet, ohne in der Umgebung Zustandsdnderungen zuriick-
zulassen. Im Gebiet negativer absoluter Temperaturen kann also ein THoMson-
Prancksches Perpetuum mobile zweiter Art realisiert werden.

Der Carnorsche Wirkungsgrad ist bei negativen absoluten Temperaturen ebenso
‘wic bei positiven kleiner als 1. Das bedeutet, dal Wiarmekraftmaschinen sowohl
bei positiven als auch bei negativen absoluten Temperaturen mehr Wirme auf-
nehmen, als Arbeit leisten.
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Zwischen Wirmereservoiren mit absoluten Temperaturen verschiedener Vor-
zeichen ist kein (reversibler) Carnotrscher KreisprozeB moglich. Durch adiabati-
sche Magnetisierung eines Spinsystems kann man zwar beliebig hohe positive,
aber keine negativen absoluten Temperaturen erhalten. Eine #hnliche Situation
liegt vor, wenn die absolute Temperatur im Anfangszustand negativ ist. Wie im
vorigen Abschnitt gezeigt wurde, kann der Ubergang von positiven zu negativen
absoluten Temperaturen nur mit Hilfe von nichtstatischen Prozessen realisiert
werden. )

d) Ein Spinsystem mit negativer absoluter Temperatur wird bei einer adiabati-
schen Entmagnetisierung nicht wie im Falle positiver absoluter Temperaturen
abgekiihlt, sondern erwérmt.

e) Die Tatsache, dal Wirme bei negativen absoluten Temperaturen leicht in
Arbeit umgewandelt werden kann, ist fiir praktische Anwendungen sehr wichtig.

Bei negativen absoluten Temperaturen sind die Widerstédnde der meisten Kérper
negativ. Systeme mit negativen absoluten Temperaturen kénnen also als Verstér-
ker wirken. Eine elektromagnetische Welle, die durch ein solches System hindurch-
geht, wird nicht absorbiert, sondern verstirkt. Diese Eigenschaft ist z. B. fir die
Funkortung und andere Gebiete der Physik von grofer Bedeutung.

10.4. Stabilitdt der Zustidnde von Systemen mit negativen
absoluten Temperaturen

Wir untersuchen nun die Frage, ob die Zustédnde mit negativen absoluten Tem-
peraturen stabil sind. Dabei gehen wir wie in den Abschnitten 7.2. und 7.3. von der
Grundgleichung der Thermodynamik (10.12) fiir Systeme mit negativen absoluten
Temperaturen aus. Im Falle nichtstatischer Prozesse hat sie die Form

TdS< dU+ pdV. (10.13)

Daraus folgt, daf in abgeschlossenen Systemen (U = const, V' = const) mit T < 0
Gleichgewicht besteht, wenn die Entropie maximal ist.

Die allgemeine Gleichgewichtsbedingung fiir abgeschlossene Systeme mit nega-
tiven absoluten Temperaturen besteht also wie im Falle positiver absoluter Tem-
peraturen darin, daf} die Entropie maximal sein muf3:

AS<0 oder 3S=0, 825<0. (10.14)

Um die allgemeine Gleichgewichisbedingung fiir ein System mit konstantem
Volumen oder konstantem Druck, das sich in einem Thermostaten befindet, zu
erhalten, transformieren wir (10.13) auf die entsprechenden unabhéngigen Verén-
derlichen.. Es ergibt sich

dF>— SdT—pdV (10.15)
und

dZ>— SdT+ Vdp. (10.16)

Aus (10.15) folgt, daB die freie Energie eines Systems mit 7' < 0 bei nichtstati-
schen isotherm-isochoren Prozessen zunimmt und im Gleichgewichtszustand maxi-
mal ist. Die allgemeine Gleichgewichtisbedingung lautet also im betrachteten Fall

AF<0 oder 3F=0, 82F<0. (10.17)
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Analog erhilt man mit Hilfe von (10.16) fiir ein System mit festgehaltener nega-
tiver absoluter Temperatur und konstantem Druck als allgemeine Gleichgewichts-
bedingung

AZ <0 oder $Z=0, §2Z<0. (10.18)

Die Bedingung fiir die Stabilitit des Gleichgewichts in einem solchen System
wird entweder unmittelbar durch AZ < 0 oder durch §?Z < 0 ausgedriickt. Mit
Hilfe von AZ < 0 erhilt man analog zu (7.25)

AT AS— Ap AV< 0. (10.19)

Daraus folgt
(ﬂ) =l<0 und (2) <0
P c T
oder
ap
€,>0 und (_) <0. (10.20)
T

Benutzt man den in Aufgabe 103 berechneten Ausdruck

32U 82U
2 2
327 = sts 2 5ay 358V + 507

der sich fiir virtuelle Anderungen von § und V ergibt, so folgt aus 82Z < 0 als
Bedingung fiir die Stabilitat des Gleichgewichts im betrachteten System die Un-
gleichung

aU a2U a2U
2 2
552 052+ 25y 888V + 55 8V2<0.

Sie ist fiir beliebige 8.5 und 3V erfiillt, wenn
() <o, TUBL_( 20
52 ’ aS?24V2
gilt. Die erste Ungleichung in (10.21) liefert 82U/8 §2= T/Cy < Ound mit T < 0
Cy >0, (10.22)

d. h., die spezifische Wirme bei konstantem Volumen muB positiv sein. Die zweite
Ungleichung in (10.21) erhélt die Form

92U 92U | 82U \2 T (op
352 av? \asav cy \av),

2
W) <0 (10.21)

(vgl. Aufgabe 103). Daraus folgt

6p)
(W T< 0. (10.23)
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Die Bedingungen fiir die Stabilitdt des Gleichgewichts in einem System mit
negativen absoluten Temperaturen sind also dieselben wie im Falle von positiven
absoluten Temperaturen. Sie werden durch (10.20) oder durch

op

Cy>0 und (W)T<O (10.24)

ausgedriickt. Da die innere Energie in der Thermodynamik als monoton zuneh-
mende Funktion der Temperatur gew#hlt wird (was nach Aufgabe 1 immer még-
lich ist), muB die spezifische Wiarme Cy immer positiv sein. Folglich sind Zusténde
mit negativen absoluten Temperaturen stabil.

Aufgabe

123. Wie groB ist die Temperaturdifferenz Ty — T, zwischen zwei Kérpern mit den
Temperaturen Ty = 100 °K und Ty = —100 °K?



11. Grundlagen der Thermodynamik irreversibler Prozesse

Die Leistungsfihigkeit der Thermodynamik zeigt sich darin, daB sie allgemeine
Gesetze fiir quasistatische Prozesse abzuleiten gestattet, ohne auf deren molekula-
ren Mechanismus einzugehen. Die Thermodynamik kann deshalb als ein beson-
deres, relativ selbstindiges Teilgebiet der Physik makroskopischer Systeme ange-
sehen werden.

Uber die nichtstatischen Prozesse macht die ,,klassische* Thermodynamik keine
quantitativen Aussagen, sondern nur solche, die ihre Richtung betreffen. Die
Theorie der irreversiblen Prozesse ist nicht Gegenstand der klassischen Thermo-
dynamik. Thre Entwicklung ist gegenwiirtig von groBem praktischem Interesse.

Die makroskopische Theorie der irreversiblen Prozesse wurde in den beiden
letzten Jahrzehnten geschaffen.

In diesem Kapitel werden wir ihre Postulate und einige ihrer Anwendungen
behandeln.

11.1. Postulate deI."Thermodynamik irreversibler Prozesse

1. Man kennt eine groBe Zahl von irreversiblen Prozessen, die phinomenologisch
durch lineare Beziehungen zwischen Ursache und Wirkung beschrieben werden.
Beispiele dafiir sind das Warmeleitungsgesetz (Proportionalitit zwischen Wirme-
strom und Temperaturgradienten, J = —x grad T, » > 0), das Diffusionsgesetz
(Proportionalitdt zwischen dem Strom einer Komponente eines Gemisches und
dem Gradienten der Konzentration, j = — D grad ¢, D > 0), das Ounwmsche
Gesetz (Proportionalitit zwischen Stromdichte und Gradienten des Potentials,
i = —ograd ¢), das Newronsche Gesetz (Proportionalitit zwischen der Kraft
der inneren Reibung und dem Geschwindigkeitsgradienten, § = — 7 grad u)
u. a. m.

Finden von diesen Erscheinungen zwei oder mehrere gleichzeitig statt, so iiber-
lagern sie sich und ergeben einen neuen Effekt. Zum Beispiel stellen sich bei Uber-
lagerung von Wirmeleitung und elektrischer Leitung die thermoelektrischen
Effckte ein, bei Uberlagerung von Diffusion und Wirmeleitung die Thermodiffu-
sion usw. Mathematisch kann man diesen Sachverhalt dadurch beschreiben, daf zu
den entsprechenden phinomenologischen Beziehungen Zusatztérme hinzugefiigt
werden. Im Falle der Thermodiffusion ergibt sich z. B.

j=—Dgradc—xgrad T,

d. h., der bei der Thexmodiffusion entstehende Massensirom wird einerseits durch
den Konzentrations- und andererseits durch den Temperaturgradienten hervor-
gerufen.

Die Ursachen der irreversiblen Prozesse bezeichnet man als thermodynamische
Krifte X;(t =1, 2, ...) (Temperaturgradient, Gradient der Konzentration, che-
mische Affinitét usw.). Die Kiédfte X; rufen entsprechende Strome I; ({1 = 1,2, ...)
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hervor (Warmestrom, Diffusionsstrom, Konzentrationséinderungen der chemisch
reagierenden Stoffe usw.). Sie sind hiufig Anderungsgeschwindigkeiten von Zu-
standsparametern.

2. Alle angegebenen Gesetze sind empirische (phidnomenologische) Gesetze. Sie
wurden nicht auf Grund einer einheitlichen Theorie der irreversiblen Prozesse
erhalten, die von allgemeinen Vorstellungen iiber diese Vorgéinge ausgehen miil3te.

Grundsitzlich sind statistische oder kinetische Theorien der irreversiblen Pro-
zesse, die von mikroskopischen Vorstellungen ausgehen, die vollstidndigsten. Sie
gestatten es, die in den phinomenologischen Gesetzen vorkommenden Koeffizien-
ten (%, D, o, 7 usw.) numerisch zu berechnen. Da solche Theorien auf bestimmten
molekularen Modellen beruhen, gelten sie nur fiir bestimmte Klassen von irrever-
siblen Prozessen. Trotz ihrer physikalischen Vorziige konnten sie deshalb nicht
zum Aufbau einer allgemeinen makroskopischen Theorie fiithren.

Die in den letzten Jahren entwickelte Theorie der irreversiblen Prozesse beruht
auf einer Verallgemeinerung der klassischen Thermodynamik und einer Ausdeh-
nung der linearen Abhidngigkeiten, die bei bestimmten irreversiblen Prozessen
beobachtet wurden, auf alle iibrigen.

Fiir die erwdhnte Verallgemeinerung der klassischen Thermodynamik ist vor.
allem der Begriff des lokalen Gleichgewichts wichtig. Es ist bekannt, daf} die Rela-
xationszeit mit zunehmenden Abmessungen eines Systems anwichst. Innerhalb
einzelner makroskopisch kleiner Teile stellt sich das Gleichgewicht bedeutend
frither ein als zwischen ihnen. Makroskopisch kleine Teile eines Systems kénnen
sich also selbst dann im Gleichgewicht befinden, wenn dies fiir das Gesamtsystem
nicht zutrifft. Man spricht dann von lokalem Gleichgewicht. Es wird durch
bestimmte lokale Werte der Temperatur, des chemischen Potentials und anderer
GroBen charakterisiert. Die Benutzung thermodynamischer Parameter ist jedoch
an die folgenden Voraussetzungen gebunden: Erstens miissen die betrachteten
makroskopisch kleinen Teile des Systems (deren Abmessungen klein gegen die des
Systems sind) noch sehr viele Teilchen enthalten. Zweitens darf der Zustand des
Systems nur wenig vom Gleichgewicht abweichen.

Die Frage, welche Abweichungen vom Gleichgewichtszustand als klein angese-
hen werden kéonnen, ist nur mit Hilfe der Statistik genau zu beantworten. In diesem
Zusammenhang ergeben sich offenbarGrenzen fiir die Giiltigkeit der Thermodyna-
mik irreversibler Prozesse. Im Falle eines idealen Gases zeigt sich, dal man Abwei-
chungen vom Gleichgewicht dann als klein betrachten darf, wenn die Anderung
der Temperatur (und anderer Zustandsparameter) iiber eine mittlere freie Weg-
lange klein gegen die Temperatur (bzw. die entsprechenden Zustandsparameter)
ist.1)

Die Verallgemeinerung der klassischen Thermodynamik auf irreversible Prozesse
geschieht folgendermafen.

1. Die Grundgleichung der Thermodynamik fiir quasistatische Prozesse

TdS= dU+ 8W— 3 u; dN; (11.1)

1) Unter normalen Bedingungen ist die mittlere freie Weglinge von der GréBenordnung
10-4 cm. Daher gilt die Theorie fiir ein ideales Gas innerhalb sehr weiter Grenzen. Das 146t
die Annahme zu, daB der Giiltigkeitsbereich der Thermodynamik irreversibler Prozesse
auch in anderen Fillen ziemlich groB ist.
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wird auf makroskopisch kleine Teile des Systems angewandt, die sich im lokalen
Gleichgewicht befinden. Dabei sind §, U und W auf ein Teilchen oder die Volumen-
einheit bezogen, wihrend u; das chemische Potential der i-ten Komponente des
Systems bedeutet.

2. Es wird angenommen, dafl die Entropie wie auch im Gleichgewichtszustand
explizit nur von den thermodynamischen Parametern (T, U, x) und von der Zeit
oder von den Koordinaten nur iiber diese Parameter abhéngt.

3. Die gesamte Entropiednderung setzt sich additiv aus den Entropieéinderungen
in den einzelnen Teilen zusammen.

AuBlerdem verallgemeinert man die linearen Gesetze, die fiir bestimmte irrever-
sible Prozesse bekannt sind, in zwei Richtungen, so dal neben die Gl. (11.1) zwei
weitere Prinzipien der Thermodynamik irreversibler Prozesse treten, und zwar die
lineare Abhingigkeit der Strome von den thermodynamischen Kréften und die
OnsacGeRrschen Reziprozititsbeziehungen.

Nach dem zuerst genannten Prinzip ist der Strom I; den Kriften X, die ihn
hervorrufen, proportional:

Li= 3 Lic Xi, i=1,2, . n. (11.2)
k=1

Die Groflen Ly, bezeichnet man als phidnomenologische (kinetische) Koeffizienten.
Die L;; bestimmen z. B. die Wiarmeleitfahigkeit, den Diffusionskoeffizienten, die
elektrische Leitfahigkeit usw. Die Gréfen Ly, mit ¢ 3= k entsprechen iiberlagerten
Erscheinungen (Thermodiffusionskoeffizient usw.).

Die Onsacerschen Reziprozititsbeziehungen besagen, daf§ die Matrix der kine-
tischen Koeffizienten bei entsprechender Wahl der Strome I; und Krifte X; sym-
metrisch sein muf}:

Lix= Ly, i k=4, 2, .. n. (11.3)

Auf Grund der Onsacer-Relationen besteht zwischen je zweli iiberlagerten Erschei-
nungen im stationdren Zustand ein Zusammenhang (z. B. zwischen der Thermo-
diffusion, bei der ein Temperaturgradient einen Gradienten der Konzentration
hervorruft, und dem umgekehrten Effekt, bei dem ein Gradient der Konzentration
einen Temperaturgradienten erzeugt).

Die Wahl der zu den Stromen gehdrenden thermodynamischen Krifte wird
durch die Grundgleichung der Thermodynamik irreversibler Prozesse

S= 31 X; (11.4)

fiir die zeitliche Anderung der Entropie bestimmt. Diese Beziehung, die auch als
Gleichung der Entropieerzeugung bezeichnet wird, soll im folgenden abgeleitet
werden.

Der Zustand eines adiabatisch abgeschlossenen Systems werde durch die Para-
meter aq, as, ..., a, (Konzentration, Energie usw.) mit den Gleichgewichtswerten
a, aj, ..., a charakterisiert. Nichtgleichgewichtszustéinde beschreiben wir durch
die Abweichungen der Parameter a; von den Werten a{, d. h. durch die Differenzen
a;=a;— ad, 1 =1,2,...,n. Im Gleichgewicht ist § maximal, und alle Para-
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meter «; sind gleich Null. Die Entropieinderung beim Ubergang zu einem Nicht-
gleichgewichtszustand ist negativ und kann in erster Ndherung in der Form

1
AS=S— So=—72giktxi0¢k (11.5)
i,k .

geschrieben werden, wobei 3’ g, &; & eine positiv definite quadratische Form dar-
stellt. ik

Wie schon gesagt wurde, bedeuten die Strome I; die Anderungsgeschwindigkei-
ten der Zustandsparameter «;:

Ii= di, 1= 1, 2,...,n.

Die Krifte X; sind als Ursachen fiir die Entropiezunahme bei Anderungen der
Parameter «; durch die Gleichungen

I(AS)

306,'

definiert. Aus (11.5) und (11.6) folgt (11.4):

S=- 2 8ik b= D' I; X;.
ok :

X; =

= -kzié’ikka (11.6)

Die thermodynamische Theorie eines beliebigen irreversiblen Prozesses besteht nun

darin, dafl die Stréme I; und die Krifte X; durch Berechnung von § aus (11.4)
bestimmt und anschlieBend die Gln. (11.2) und (11.3) angewandt werden.

Die linearen Abhéngigkeiten (11.2) und die OnsaceErschen Reziprozititsbezie-
hungen (11.3) lassen sich statistisch begriinden. In der Thermodynamik der irre-
versiblen Prozesse werden diese Relationen jedoch als neue Prinzipien aufgefaft,
die durch Verallgemeinerung experimenteller Tatsachen erhalten wurden.

Der Onsacersche Beweis fiir die Symmetrie der kinetischen Koeffizienten in
den Indizes ¢ und k beruht auf der mikroskopischen Reversibilitit (d. h. der Inva-
rianz der mikroskopischen Bewegungsgesetze gegeniiber Zeitumkehr), der Theorie
der Fluktuationen sowie der Tatsache, daf} die Fluktuationen nach den gewdhn-
lichen makroskopischen Gesetzen fiir irreversible Prozesse abklingen.

3. Wir bestimmen noch die lokale Entropieerzeugung fiir den Fall der Warme-
leitung in einem homogenen isotropen Festkorper.

Dazu betrachten wir die Energie- und Entropiebilanz in einem Teilvolumen des
ungleichmiBig erwdrmten Kérpers. Die innere Energie je Masseneinheit ist eine
Funktion der Koordinaten und der Zeit: U = U (z, y, z; ¢). Die Warmestromdichte
werde mit J bezeichnet. )

Wir vernachlidssigen die Wirmeausdehnung des herausgegriffenen Teilvolu-
mens und den damit verbundenen Energieverlust sowie den Teilchenstrom, der im
Falle eines Festkorpers vorhanden ist. Dann gilt wegen (11.1)

dU= TdS. (11.7)
Auf Grund des Energieerhaltungssatzes haben wir
U

QW=—d1v3
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oder

a
ga—f + div 3= 0, (11.8)

wobei g die Massendichte ist. Aus (11.7) und (11.8) folgt

g%+—%div3= 0
oder
3 1
e + dlvT— _W(S’ grad T), (11.9)
da
div %E% div S + (3 grad %) =% div S + oy (3, grad )

gilt. Gl. (11.9) kann in der Form
ad
[ a—f +dive =6 (11.10)

geschrieben werden. Die GroBle @ = J/T ist dabei die Entropiestromdichte und
O = —(3, grad T)/T? der lokale Entropiezuwachs je Zeiteinheit. Da nach dem
zweiten Hauptsatz niemals spontan Wiarme von einem kélteren auf einen wirme-
ren Kérper iibergehen kann, ist das Skalarprodukt (3, grad T') negativ, die Gréfle
@ also positiv. Diese Schlulfolgerung ergibt sich auch aus (11.2); denn es gilt

1
—— o (3, grad T) = Ti (grad T)? (11.11)

mit » > 0. Nimmt man umgekehrt entsprechend dem zweiten Hauptsatz @ > 0
an, so folgt mit Hilfe von (11.11) die Relation » > 0.
Der Ausdruck (11.11) fiir den lokalen Entropiezuwachs kann auch in der Form

1

1
0= T(S, K!) = T (I.K,+ I,K, + I,K))
oder
0= %Z‘ I, K, (11.12)

geschrieben werden. Durch Vergleich von (11.12) mit (11.4) findet man, daB} die
Koeffizienten K; den thermodynamischen Kriftén proportional sind:

K= T X..

11.2. Thermoelektrische Erscheinungen

Man kennt in isotropen Kérpern die folgenden drei thermoelektrischen Erschei-
nungen:
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1. SeeBeck-Effekt. An der Verbindungsstelle von zwei verschiedenen Leitern mit
unterschiedlichen Temperaturen entsteht eine elektromotorische Kraft (Thermo-
kraft).

2. Pevrier-Effekt. An der Verbindungsstelle von zwei verschiedenen Leitern mit
gleichen Temperaturen, durch die ein Strom fliet, wird eine Warmemenge erzeugt
bzw. vernichtet (PELTiERSche Warme), die der Stromstirke proportional ist.

3. Tnomson-Effekt. Besteht in dem oben beschriebenen Leiterkreis ein Tempe-
raturgradient, so wird beim Durchgang eines elektrischen Stroms auBler der JouLe-
schen Wirme eine zusitzliche Wiarmemenge erzeugt bzw. vernichtet (THoMson-
sche Wiarme), die dem Temperaturgradienten und der Stromstérke proportional ist.

Wir wollen die Theorie dieser Effekte aus den Grundannahmen der Thermo-
dynamik irreversibler Prozesse entwickeln.

Dazu miissen wir wie im Falle der Wirmeleitung den lokalen Entropiezuwachs
O fiir einen Leiter bestimmen, in dem ein Strom flieBt und ein Temperaturgradient
besteht. Dabei gehen wir von den Gln. (11.1) bis (11.4) aus.

Das elektrische Feld € = —grad ¢ rufe einen Strom der Dichte j hervor, der
durch Transport von Ladungen der Grole —e (e > 0) entsteht (¢ ist das elektri-
sche Potential). Die Volumenénderung des herausgegriffenen Metallstiickes, die es
beim Flieen des Stroms erfahrt, soll vernachléssigt werden.

Bei Anwesenheit eines elektrischen Feldes miissen im Gleichgewichtszustand
bekanntlich nicht die chemischen Potentiale u, sondern die elektrochemischen
Potentiale # = 1 — e ¢ iibereinstimmen.

Wird y auf 1 Mol der bewegten Ladungstriger bezogen, so bestimmt d N die
Zahl der Mole dieser Teilchen, die im betrachteten Metallstiick enthalten sind.
Gl. (11.1) lautet dann

TdS=dU— (u— Fg)dN. (11.13)

Dabei bezeichnet F = e Ny= 96500 Coul die absolute Gréfe der Ladung von
1 Mol Elektronen, die FArapaysche Zahl (Ny bedeutet die Loscamiprsche Zahl).
Es gilt also u/F = u/e Ng = &fe (£ = u/No ist das chemische Potential eines
Elektrons).!) Mit Hilfe von (11.13) folgt

s 1 aU 1 aN
W‘TW—T("_F"’)W' (11.14)
Die Grofen 9 N/a¢t und 9U/dt ergeben sich aus dem Ladungs- bzw. Energie-
erhaltungssatz. Setzt man die so erhaltenen Ausdriicke in die Gl. (11.14) ein, so
entsteht eine Beziehung fiir 6.

Die Zahl der Ladungstriger in 1 g Metall ist gleich NoN, wobei NV ihre Molzahl
in 1 g Metall bedeutet. Die Massendichte der Elektronen (d. h. die Masse der Elek-
tronen in 1 cm3 Metall) bezeichnen wir mit g. Dann ist die Ladung je Volumen-
einheit gleich — g Ny Ne. Auf Grund des Ladungserhaltungssatzes gilt

d

T (— 0 NoNe)=divj.

! Die GroBe — grad (£/e) stellt das elektrische Feld (Kontaktfeld) dar, das durch die
Inhomogenitit des Leiters hervorgerufen wird.. Auf die Entstehung eines Stroms hat es
keinen EinfluB [vgl. (11.23)].
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Daraus folgt

aN 1 .
Q—ﬁ=7dwl' (11.15)
Beim Durchgang eines elektrischen Stroms wird die Volumeneinheit je Sekunde
infolge des Warmestroms die Energie div J verlieren und die Jouresche Warme
(1, €) sowie die potentielle Energie

a
W(—g NoNe) o= — @ divi

infolge einer Aufladung des Leiters aufnehmen.
Der Energiesatz lautet also

U
05 = — div3+ (i, € — pdivi. (11.16)

Setzt man (11.15) und (11.16) in (11.14) ein, so folgt

as | &
ga—t+d1v-T—[3+71]—

1 1 , £
“T{(S’ — -grad T)-|-(1, €+ T grad ﬁ)} (11.17)

Diese Gleichung zeigt, daB sich die Entropie in einem bestimmten Volumen sowohl
durch Entropiezuflul von auBen als auch durch irreversible Prozesse, die innerhalb
des betrachteten Volumens stattfinden, indern kann. Die Gl. (11.47) 148t sich in
der Form '

a
0 _a‘f_ +dive =6 (11.18)
. .. 1 &0 .. . .
schreiben. Dabel ist G = v [ 3+ — 1] die Entropiestromdichte und
e ,
0= ! (3 ! rad T ('(E-l—TU d : (11.19)
=T T gra )+ 1, gra E) .

der lokale Entropiezuwachs je Zeiteinheit.
Der Ausdruck (11.19) fiir @ besitzt dieselbe Form wie in (11.4) oder (11.12):

1
9-:—7;—;‘ I,: ](i-

Die GroBe @ ist also eine Iinearé Funktion der Stréme J und {, die auf Grund der
Beziehung (11.2) selbst wieder lineare Funktionen der Koeffizienten in (11.19) sind.
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Folglich gilt

3 L“%grad T+ Ly (e + Tgrad%),
1 £ (11.20)
i=_m7@wT+m@+Tgwﬁy
Wegen (11.3) haben wir
Lig= Ly. (11.21)
Durch Auflésung der Gln. (11.20) nach J und € ergibt sich
J= —xgrad T - ITj, (11.22)
1. &
=i« grad T — grad — (11.23)

wobei die Koeffizienten %, IT, « und 1/o durch Ly, Lia, L2y und Loy ausgedriickt
werden kénnen. Thre Bedeutung ergibt sich leicht aus der Diskussion von (11.22)
und (11.23).

Bei fehlendem elektrischem Strom folgt aus (11.22) ¥ = — % grad T'; unter
dieser Bedingung ist » also die Wirmeleitfiahigkeit. Nach (11.23) gilt bei Abwesen-
heit eines Temperaturgradienten im homogenen Leiter die Bezichung i = ¢ €,
d. h., o ist die elektrische Leitfdhigkeit. Fiir { = 0 folgt aus (11. 23), daB in einem
Leiter durch die Gradienten von T und & ein elektrisches Feld erzeugt wird
(€ = — a grad T — grad &/e). Den Koeffizienten o bezeichnet man als differen-
tielle Thermokraft. Bei verschwindendem Temperaturgradienten ist der Wéarme-
strom 3 nach (11.22) gleich IIj, also ungleich Null, falls ein Ladungstransport
stattfindet. Die GréBe IT heit PeLtier-Koeffizient. Wie wir sehen werden, hingt
sie mit dem Pertier-Effekt zusammen. :

Auf Grund der Reziprozititsbeziehung (11.21) geniigen die Koeffizienten IT und
o der Beziehung

O=«T, (11.24)

die zuerst von TrHomson abgeleitet wurde, allerdings auf anderem Wege. Man
bezeichnet sie als zweite THoMsoNsche Gleichung. Wir sehen, daB sie einen Spezial-
fall des OnsaceErschen Prinzips darstellt.

Mit Hilfe der erhaltenen Gleichungen untersuchen wir nun die thermoelektri-
schen Erscheinungen im einzelnen. A

1. SeeBEck-Effekt. Wir betrachten einen offenen Stromkreis, der sich aus zwei
verschiedenen Leitern mit unterschiedlichen Temperaturen zusammensetzt. Nach
(11.23) entsteht zwischen beiden Leitern auBer der Kontaktspannung eine elektro-
motorische Kraft, die von der physikalischen Natur der Leiter (x) und ihren
Temperaturen abbingt:

2
o1, — 91, = foc dT.
i

14 Basarow, Thermodynamik
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Ist der Kreis geschlossen und besitzen die Verbindungsstellen die Temperaturen
T{und T,, so wird in ihm die Thermokraft

6 (€, d)=fadT= focodT+foc1dT fzx;;—oq)dT

crzeugt. Fiir den Fall einer kleinen Temperaturdlfferenz ergibt sich

T,
é (€, d) rf g — o) AT~ (o3 — ovg) (To — T).
In einem geschlossenen Kreis kann also nur dann eine Thermokraft entstehen,
wenn er aus verschiedenen Metallen besteht und die Temperaturen der Verbin-
. dungsstellen verschieden sind.

Der Ursprung der Thermokraft ist darin zu sehen, dafl die Ladungstréiger unter
dem EinfluB eines Temperaturgradienten neu verteilt werden.

2. Pevrtier-Effekt. Wir betrachten einen thermisch homogenen Leiterkreis,
durch den ein Strom hindurchgeht. Auf Grund der Gl. (11.22) flieBt in diejenige
Verbindungsstelle, die der Strom i in Richtung von 2 nach I passiert, je Sekunde
die Energie IT, i hinein und aus ihr die Energie IT;  heraus (beide Leiter mégen
einen Querschnitt von 1 cm? besitzen). An der Verbindungsstelle wird also die
Warmemenge (II,— II;)j abgegeben. Diese Erscheinung bezeichnet man als
Perrier-Effekt. Unser Ergebnis, daBl die PELmier-Wirme der Stromstirke pro-
portional ist, entspricht der Erfahrung

3. THomson-Effekt. Durch einen thermisch inhomogenen Leiterkreis flieBe der
Strom j. Das System sei chemisch homogen. Wir suchen die lokale Energieénde-
rung ¢ dU/dt je Zeit- und Volumeneinheit. Setzt man die Ausdriicke (11.22) und
(11.23) fiir I und € in (11.16) ein, so ergibt sich im Falle eines konstanten oder nur
schwach verdnderlichen Stromes (d. h. fiir div j = 0) die Beziehung

0 ﬁj — div ( grad T) + _+ (i; _ a) (i, grad T). (11.25)

Daraus folgt, daB die lokale Energieinderung in einem thermisch inhomo-
genen System neben der Wirmeleitung [div (x grad T)] und der Erzeugung von
JouLrescher Wirme [j2/o] auch noch durch eine dritte Ursache hervorgerufen wird,
die auf dem Zusammenwirken von Wirme- und elektrischer Leitung beruht
[((dIT/dT— «) (j, grad T)].

Man bezeichnet die Warmemenge, die infolge der Temperaturinhomogenitit im
stromdurchflossenen Leiter zusitzlich erzeugt wird, als THomsonsche Wirme und
die beschriebene Erscheinung als THomson-Effekt. Die THomsonsche Wérme wird

gr=7 (j, grad T)

gesetzt, wobel 7 der. THOMSON-Koefflzlent ist. Aus unserer Betrachtung folgt die
Relatlon
Iz

T=oF % . (11.26)

die man als erste TuoMsoNsche. Beziehung bezeichnet.
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Je nach dem Vorzeichen von (j, grad T) kann die THomsonsche Wirme positiv
oder negativ sein. Bei einer Umkehr der Richtung von j oder grad T &dndert sich
auch das Vorzeichen von ¢t. Aus diesem Grund sagt man mitunter, der THoMsON-
Effekt sei ,,umkehrbar‘. Das hat jedoch nichts mit dem Begriff der Reversibilitit
zu tun, der auf Grund des zweiten Hauptsatzes eingefithrt wurde. Im thermodyna-
mischen Sinn ist der Tuomson-Effekt irreversibel, da er Teil eines Prozesses ist,
der mit solchen Erscheinungen wie Wirmeleitung und -abgabe untrennbar zusam-
menhingt.

Aufgaben

124. Man driicke den Perrier-Koeffizienten /7, den Tuomson-Koeffizienten z und die
differentielle Thermokraft @ durch den Entropiestrom aus, der durch den Transport
geladener Teilchen hervorgerufen wird. )

125. Man bestimme die Form der thermodynamischen Krifte fiir die folgenden irre-
versiblen Prozesse: a) Wirmeleitung, b) elektrische Leitung und e) Diffusion.
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1. Aus dem zweiten Postulat der Thermodynamik folgt, daB die inneren Energien U,
und Uy zweier Teilsysteme, deren Zustinde durch a, T und ay, Ty bestimmt werden, im
thermodynamischen Gleichgewicht Funktionen der Form

Uy = Uslay, Ty), Uy = Uy(ag, Ts)
sind. Wegen Ty = T, gilt
Ty(ay, Uy) = Tofay, Uy). (1)

Da die Gesamtenergie des Systems eindeutig auf die Teilsysteme verteilt ist, besitzt Gl. (1)
bei vorgegebenen Werten von ay, ay und U, genau eine Lésung U;. Daraus folgt, daBl
Ty(ay, Uy) eine monotone Funktion von Uj ist.

Die Energien aller Teilsysteme nehmen bei steigender Gesamtenergie des Systems gleich-
zeitig zu. Daher sind Ty, Ty, T3, ... alle entweder monoton wachsende oder monoton
fallende Funktionen der entsprechenden GréBlen U, Uy, Us, ... Da monoton fallende
Funktionen in einfacher Weise in monoton wachsende transformiert werden kénnen, ist
es immer méglich, die Temperaturfunktion T = T(a, U) so zu wihlen, daf8 T mit steigen-
dem U zunimmt. Bei dieser Wahl der Temperaturfunktionen ist die Ableitung (dU/dT),
fiir alle Kérper positiv.

2. Der Zustand eines Systems wird durch die Temperatur T und die duBeren Para-
meter a,, g, ..., a, bestimmt. Im Ausdruck

W = Z Ai dai (1)
i
fiir die infinitesimale Arbeit kommt das Differential der Temperatur nicht vor, d. h., der

Koeffizient bei d 7 in (1) ist gleich Null.
Wire (1) das vollstdndige Differential einer Zustandsfunktion, so miite

34; a0
9T  da;
gelten. Das wiirde bedeuten, dafl die verallgemeinerten Krifte (z. B. der Druck) nicht

von der Temperatur abhiingen, was jedoch dem Postulat der Thermodynamik iiber die
Existenz einer Zustandsgleichung A = A(ay, ag, ..., a,; T) widerspricht.

8. Die infinitesimale Arbeit gegen den Druck p ist 6W = p dV. Fiir p = const ergibt
sich daraus

W =p(Vy—Vy.
Dabei bedeuten V4 und V5 das Molvolumen von Wasser bzw. Dampf. Mit Vy > V) folgt

RT
W = pVy=p— = RT = 2.373 cal =~ 318,5 kpm.
p

Die Verdampfungswirme von 1 Mol Wasser betriigt

Q = Am = 53918 cal =~ 4142 kpm
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(A = 539 cal/g ist die spezifische Bildungswirme von Wasserdampf). Die Differenz Q — W
(die groB gegen W ist) wird als Arbeit gegen die inneren Anziehungskrifte zwischen den
Fliissigkeitsmolekiilen bei der Verdampfung benétigt.

4. Die Abhiangigkeit der Magnetisierung M vom Magnetfeld §) in einem Ferromagne-
tikum wird im (H, M)-Diagramm durch eine Hysteresisschleife dargestellt (Abb. 42). Die
infinitesimale Magnetisierungsarbeit ist

oW = —HdM.

In Abb. 42 entspricht sie der schraffierten Fliche. Die Arbeit je Volumeneinheit des Solenoid-
kerns ist bei einem vollen Umlauf auf der Hysteresisschleife

W=—9§HdM=—S,

d. h. bis auf das Minuszeichen gleich dem Flacheninhalt § des Gebietes, das von der Hyste-
resisschleife umrandet wird. (Driickt man H und M in CGS-Einheiten aus, so werden der
Fliacheninhalt § und folglich die Arbeit W in erg gemessen.)

M
dM\x\”

/

Abb. 42

5. In der Thermodynamik zdhlt man die Arbeit positiv, wenn sie vom System an dufleren
Koérpern geleistet wird. Bei der Erzeugung eines elektrischen Feldes in einem Dielektrikum
besitzt die Arbeit der duBeren Quellen also ein anderes Vorzeichen als die des Dielektrikums.

Wir wollen die infinitesimale Arbeit eines isotropen Dielektrikums bestimmen, in dem
sich die dielektrische Verschiebung um dD #ndert. Dazu nehmen wir an, daf sich das
Dielektrikum zwischen den Belegungen eines Plattenkondensators befindet und die Di-
elektrizititskonstante ¢ besitzt. Der Flicheninhalt der Kondensatorplatten sei jeweils
gleich § und ihr gegenseitiger Abstand gleich d. Bei Ladungsdichten 4-¢ auf den Belegungen
erhilt man im Dielektrikum die dielektrische Verschiebung D = 476 und die Feldstirke
E = 4no/e. Die Potentialdifferenz zwischen den Belegungen betrigt ¢y — ¢y ="Ed
= 4nod/e. Wird von einer Platte die Ladung de auf die andere Platte iibertragen, so
leisten die duBleren Krafte die Arbeit (g9 — @) de = Ed de. Die Arbeit des Dielektrikums
ist also

6Wy= —Ed de
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oder
D |4
oW, — —Ede(—)= __ EdD
bn by

(de = Sdo, Sd =V mit V als Volumen des Dielektrikums). -
Fiir die Polarisationsarbeit eines isotropen Dielektrikums je Volumeneinheit findet man
damit

1
W =— __EdD
¥,

bzw. (wegen D = E + 4z P)

1 E2
W =—__EdE — EdP =—d(—)—EdP.
bn 8n

Hierin beschreibt der erste Term die Arbeit fiir die Anregung des elektrischen Feldes
(E?/8n ist die Energiedichte des elektrischen Feldes im Vakuum), wihrend der zweite Term

W,=—EdP

die eigentliche Polarisationsarbeit eines isotropen Dielektrikums je Volumeneinheit dar-
stellt.

6. Eine Welle, die sich auf der Saite in Richtung der z-Achse mit der Geschwindigkeit v
und der Frequenz » ausbreitet, kann in der Form

x
y=acosw(t——)
v

geschrieben werden. Dabei bedeutet a die Amplitude der Welle (s. Abb. 43).

Y

Die in diesem Fall wirkende Kraft ist die Saitenspannung I, die wir fiir kleine Schwin-
gungen als zeitlich und rdumlich konstant ansehen kénnen. Der linke Teil der Saite greift
am rechten im Punkt P mit der Kraft T in Richtung der jeweiligen Tangente an.

Da es sich um transversale Schwingungen handelt, wird der Punkt P in der Zeit df um

ay
dy=—dt
V=%
verschoben, wihrend die Arbeit in der Zeit dt

/N /N
W = Tdycos Ty =—Tdysin Tz
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ist. Fiir kleine Schwingungen gilt

/N AN a
sin Tx ~tan Tz = —y
dx
Damit folgt
] dy 8
We-T P dy =—7% %Y g,
oz dx at

Fiir die Arbeit wihrend einer Periode 7 ergibt sich

2nlw

T
Ta2 @2 2 Ta2
W=—-T Eﬂig&: il ﬁﬂwo—1JM=1aw.
dx at v . v v

Sie ist positiv, da sich die Welle von links nach rechts ausbreitet und der linke Teil der
Saite wihrend einer Periode auf den rechten die Energie nTa2w/v iibertrigt. Bei der
Wellenausbreitung langs der Saite wird also Energie transportiert, wobei auf eine Wellen-
linge der Anteil # Ta?w /v entfillt. Bei Schwingungen, die sich von rechts nach links aus-
breiten, ist die Arbeit negativ, weil y = a cos w (¢ + z/v) gilt und die Energie vom rechten
Teil der Saite auf den linken iibertragen wird.

7. Aus dem zweiten Postulat der Thermodynamik ergibt sich die Existenz der thermischen
Zustandsgleichung A = A(T, a). Daher gilt

dA A
dA = (_) da + (_) dT.
da) aT/,

Fiir d4 = 0 erhilt man
A da A :
(8a)T aT/ 4 aT/,

(aT’ (aA) (6a) 1
ﬁ)a dalp\oT), T
Mit A = p und a = V ergibt sich daraus
(55, 7). (), ==
ap), \av), \a7) ==+
8. Die thermischen Koeffizienten sind durch die Beziehungen
1 (3V 1 (3V 1. /dp
=y=(5z) = l5), =5 ()
0 p Yo \opP/T Po 14

definiert, woraus die Gleichung

o n () (.0,

By a1/,

und
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folgt. Auf Grund der in Aufgabe 7 abgeleiteten Identitit
(52), (7). (57, =
an)y\av) . \a7), =~

ergibt sich fiir die thermischen Koeffizienten die Beziehung

a = po By-

9. Die van pEr Waarssche Gleichung
*Yv—b)=RT
(P + W) (V—-0)=
kann in der Form
RT b
Vs _ (_+ b) V2+i V_a_=0
p p p

geschrieben werden. Man ersieht daraus, daf bei vorgegebener Temperatur 7 einem Wert
von p drei Werte von V entsprechen kénnen, so daB im (V, p)-Diagramm (Abb. 44) eine
zur Abszissenachse parallele Gerade (Isobare) eine Isotherme im allgemeinen in drei
Punkten schneidet. Bei geniigend hohen Temperaturen sind zwei Wurzeln der Gleichung

A
N
N
p N\
O
7 ;
PYZIERN
NONDNN
A1 \\ \\\\
[IB7 6y N
|
vV
Abb. 44
0 Y

imaginir, d. h., zu jedem Druck gehort nur ein Volumen. Bei tieferen Temperaturen ent-
sprechen einem bestimmten Druck drei reelle Werte des Volumens. Von diesen drei Werten
(«, Bund p in Abb. 44) sind nur die ,,iuBleren*, « und y, in der Natur realisiert. Der Zustand g
erweist sich als absolut instabil und existiert nicht. In einem stabilen Zustand muB der
Druck bei konstanter Temperatur mit zunehmendem Volumen kleiner werden (siehe
Abschn. 7.3.). Der Punkt « entspricht dem fliissigen und der Punkty dem gasférmigen
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Zustand, wobei jedoch nur der Zustand « stabil ist. Durch isotherme Kompression eines
Gases kommt man erfahrungsgemif auf der theoretischen Kurve nur bis zu dem definierten
Punkt C, in dem die Kondensation einsetzt. Im Gleichgewicht existieren der gasférmige
Zustand C und der fliissige Zustand A nebeneinander. Temperaturen und Driicke sind fiir
C und A gleich. Die Koexistenz der beiden Zustinde bei der isothermen Kompression
dauert so lange, bis das gesamte Gas verfliissigt ist. Der Zustand « ist also stabil und der
Zustand y metastabil.

Die Lage der Geraden CBA relativ zur theoretischen Kurve wird durch die MaxwerLsche
Regel bestimmt, die man leicht mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes ableiten kann (vgl.
Aufgabe 47). Danach miissen die beiden Flichen, die durch die van per WaaLrssche Iso-
therme und die Gerade CB A begrenzt werden, gleich sein.

Mit steigender Temperatur werden die Differenz zwischen den Volumina Vi und V4
sowie die Strecke AC immer kleiner. Bei einer bestimmten Temperatur fallen die Punkte A,
B und C zusammen, so daf} die Isobare die Isotherme nur in einem Punkt schneidet. Dieser
Schnittpunkt ist identisch mit dem Wendepunkt derjenigen Isothermen, die in ihm eine
zur Abszissenachse parallele Tangente besitzt. Dieser Wendepunkt charakterisiert den
kritischen Zustand des Stoffes. Er heilt kritischer Punkt und wird durch die kritische
Temperatur T}, das kritische Volumen V. und den kritischen Druck p,, definiert. Im
kritischen Zustand ist das System, vom makroskopischen Standpunkt aus gesehen, ein-
phasig. (Im einzelnen wird der kritische Zustand in Kap. 9 behandelt.)

Die Koordinaten des kritischen Punktes geniigen der van per Waarsschen Gleichung

(p+%)<V—p>=RT

und den Beziehungen

2
(iﬂ) -0, (ﬂ) -0
), vy,

Die kritischen Parameter p,;, V. und T, ergeben sich also als simultane Lésung der
drei angegebenen Gleichungen. Man findet

Vie = 3b : Tye = =2
kr = ’ pkr—ﬁia kr—m-

Diese GréBen konnen auch folgendermaBien bestimmt werden. Da die van pEr WaaLssche
Gleichung im kritischen Zustand drei iibereinstimmende Wurzeln besitzt, muBl sie die
Form

(V—=Vi)3=0
oder

V3 -3V V24 3VE V-V =0

haben. Vergleicht man die letzte Beziehung mit der van pEr Waarsschen Gleichung im
kritischen Punkt

RT b
V3 (_i_i_b) V2_|_i | _a_=0,
Pxr Pxr Pxr
so erhilt man
RT, b
Vipm b, VL=, VR =2

Pxr Pxr Pxr
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Durch Division der dritten Gleichung durch die zweite ergibt sich V} . = 3b. Daraus folgt
mit Hilfe der dritten Beziehung py, = a/27b2. Aus der ersten Gleichung erhilt man
Ty, = 8a/27 Rb.

Der kritische Koeffizient s = R Ty ./py. Vi, des van pErR Waarsschen Gases ist demnach
gleich 8/3 = 2,67, besitzt also unabhingig von a und b fiir alle Stoffe den gleichen Wert.
In Wirklichkeit ist s fiir verschiedene Gase verschieden und stets gréer als 2,67 (im Mittel
gleich 3,7).

10. Fiir ein Gas, das der ersten Diererici-Gleichung
a

p(V —b) =RTe RTV (1)

geniigt, erhdlt man die kritischen Parameter aus den Gln. (1), (9p/8V); =0 und
(82p/8V2)y = 0. Es gilt
a

Pic(Vie — b) = RTyp e FTweVor

a

@ T RTwaVi, .
pkrzﬁ‘e e

kr
0=— 2 9

BTy Vir
Daraus folgt

a a

Pkr=m, Vkr=2b’ Tkr= 4Bb

Der kritische Koeffizient ergibt sich zu

und stimmt gut mit den experimentellen Werten iiberein, dic bei vielen Stoffen zwischen
3,5 und 3,95 liegen. Fiir das vanx pErR Waavrssche Gas ist der kritische Koeffizient gleich 2,67
(vgl. Aufgabe 9).

Die Diererici-Gleichung geht fiir groBes Volumen V in die van pEr WaaLssche Gleichung
iiber. Entwickelt man e~2/RTV nach der GréBe a/R TV, die fiir groBle V klein ist, und bricht
die Entwicklung beim zweiten Term ab, so geht die Diererici-Gleichung iiber in die
Beziehung

MV—M=RTO—R;»

oder

‘a
V—-b=RT — —.
p( ) = v

Da a/V und b/V fiir groBe V klein sind, gilt
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Man erhilt also

11. Die kritischen Parameter py,, Vi, und T, eines Stoffes, der durch die zweite
Diererici-Gleichung

(p+ V‘:h)(V—b)=RT (1)

beschrieben wird, ergeben sich aus Gl. (1) sowie den Beziehungen

F] 2
GRS
av)r vz,
Es folgt
a 5ab
Pxr =__5/y Vkr = 41” Tkr=4;,/'
4(4b)"s 4R(4b) "

Fiir den kritischen Koeffizienten erhilt man damit

was gut mit den experimentellen Werten der sogenannten ,,normalen Stoffe‘‘ iiberein-
stimmt, deren s-Werte zwischen 3,5 und 3,95 liegen. In dieser Hinsicht erhilt man also

mit der zweiten Diererici-Gleichung ein giinstigeres Ergebnis als mit der van pEr WaaLs-
schen Gleichung, die s = 2,67 liefert (vgl. Aufgabe 9).

12. Setzt man in die van pEr Waavrssche Gleichung
Y-t =rr
(P + W) (V—10) =

an Stelle von p, V und T die Gré8en np, ., V}, und 7 Ty, ein und driickt a, b und R durch
Pxr> Vir und Ty, aus (vgl. Aufgabe 9), so erhilt man die reduzierte van pEr Waavrssche
Gleichung

(n+%)(3q)— 1) = 81.

Diese Beziehung enthilt keine Gré8en, die von der Natur des Stoffes abhdngen. Sie driickt
das ,,Theorem der iibereinstimmenden Zustinde‘‘ aus: Sind zwei der reduzierten Variablen =,
@ und 7 fiir verschiedene Stoffe gleich, so sind es auch alle drei. Die entsprechenden
Zustinde bezeichnen wir als ,,iibereinstimmende‘‘ Zusténde.

Werden in der ersten Diererici-Gleichung

a

p(V —b) = RTe RIV
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p, V und T durch die GréBen aapy,, Vy, und v Ty, und die Konstanten a, b und R durch
die kritischen Parameter py., V), und T}, ausgedriickt (vgl. Aufgabe 10), so erhilt man
die reduzierte erste DieTerici-Gleichung

1
22 — 1) =re2(1—a).

Jede Zustandsgleichung, die hiochstens drei substanzabhiingige Konstanten enthalt, lat
sich in reduzierter Form schreiben, da die Materialkonstanten mit Hilfe der Gleichungen

ap a%p
=p(V, T), -£) =o, 25 —o
p=pV,T) (av) . (a V2) -

vollstindig durch die kritischen Parameter py,, V}, und Ty, ersetzt werden kénnen. Gibt
es mehr als drei Konstanten, die von der Natur des Stoffes abhingen, so kann man sie
nicht mehr allein durch py., V), und T}, ausdriicken.

Mit Hilfe einer reduzierten Zustandsgleichung kann man Bedingungen aufstellen, unter
denen die CrapEvronsche Zustandsgleichung gut der Wirklichkeit entspricht. So kann
man zeigen, dal die van pEr WaaLssche Gleichung unter der Voraussetzung, daB das
Gasvolumen groB gegen das kritische ist, in die CLapEyronsche Zustandsgleichung iiber-
geht. Unter dieser Voraussetzung darf also das betrachtete Gas annihernd als ideales
angesehen werden.

Die reduzierte van pEr WaavLssche Gleichung

(n+%)(3¢_1)=87

kann im Falle ¢ = V/V, . > 1 niherungsweise in der Form
8

Y =—71

3

geschrieben werden. Da der kritische Koeffizient des van peEr Waasrsschen Gases
s = RTy/Pir Ve = 8/3 ist, wird daraus die Beziehung

RTy,

AP =—on—7
Prr Vi

oder
p V RTy, T

E Vkr B Pxkr Vkr Tkr ’

so daB pV = RT folgt.
13. Wir schreiben die Zustandsgleichung in der Virialform (1.25):

V=RT|(1+ 4 B ¢
Dabei sind 4, B, C, ... der zweite, dritte, ... Virialkoeffizient (s. S. 29). Fiir ein ideales

Gas sind die Virialkoeffizienten gleich Null. Schreibt man die vax per Waavrssche Gleichung
in der Virialform, so ergeben sich die Virialkoeffizienten eines van pEr Waarschen Gases.

Aus
(p—}-%)(V—b) — RT
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folgt
RT a
Py v ’
und
v RT a
Pr=—" "3
1—
v

Wegen b/V < 1 ergibt sich

RT =RT(1+i+—"—2—+—'53—+ )
v TvzTys T
=
und folglich
b a
pV =RT\ 14 LA |
v vz Ty’

Daraus erhilt man den zweiten und dritten Virialkoeffizienten des van pEr Waarsschen
Gases:

A=b——, B = b2.
T
Die Beziehung
A=b—_2 _0
RTy

ergibt die Boviesche Temperatur

a

Tp=—,
B™ TRp

bei der das betrachtete reale Gas dem BoyLe-MariorteEschen Gesetz geniigt.

Der Bovyresche Punkt ist bei der Kompression von Gasen wichtig. Es zeigt sich (siehe
Abschn. 6.2.), daBl ein van pErR Waavrssches Gas bei Temperaturen groer als 2 Ty nicht
durch irreversible Expansion abgekiihlt werden kann (Joure-Tuomson-Effekt).

14. Da die infinitesimale Arbeit W in der Gleichung 6Q = dU + 6W kein voll-
standiges Differential einer Funktion der unabhiingigen Verinderlichen ist (vgl. Aufgabe 2),
trifft dasselbe auch fiir 6Q zu. Davon kann man sich auch unmittelbar iiberzeugen.

Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik gilt fiir ein einfaches System

0= 5,47+ [ (), + o

Wire §Q ein vollstindiges Differential, so miiite die Bedingung

(-l ],
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a
(_P) -0
aT) v
erfiillt sein, die jedoch der allgemeinen Annahme iiber die Existenz einer Zustandsgleichung

und insbesondere der empirisch festgestellten Temperaturabhingigkeit des Druckes wider-
spricht.

oder

15. Der erste Hauptsatz fiir ein einfaches System in den unabhingigen Variablen T
und p lautet

6Q=dU+ pdV=dU+ pV) —Vdp=dH —Vdp =

- (oz), 7+ [G5), =]

Daraus folgt

und

“=(r), oG+ [G), 716G,

S

16. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit u longitudinaler Wellen in einem elastischen
Medium ist

Al/e
u= |/ —-
4

Dabei bedeuten ¢ den Elastizititsmodul und g die Dichte des Mediums. Bei der Fort-
pflanzung der Schallwelle erfolgen Kompression und Expansion des Mediums so schnell,
daf kein Wiarmeaustausch stattfinden kann. Die Ausbreitung des Schalls ist also ein
adiabatischer Prozefl. Folglich gilt wegen

&s ap (ap)
2s __v(Z2) , N
i d &s = V(av)s r v

die Beziehung

&5 er V y (ap)
u= —_—= Yy—= —_
e e u \dV/p

(oV = p ist das Molekulargewicht des Gases in Gramm).-
Die Ableitung (dp/dV)p wird durch die thermische Zustandsgleichung des Gases be-
stimmt. Fiir das ideale Gas gilt

V — RT (ap RT
pr =" W)T_—W
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V RT
u = y—"
u

17. Nach (2.7) ist

coaan[(2), 4] (),

Fiir ein Paramagnetikum (4 = —H, a = M) folgt daraus

c c (aU H (6M
m M‘[ W)T ] aT)H'

Im Falle eines idealen Paramagnetikums, fiir das (dU/d M), = 0 gilt, erhélt man mit Hilfe
der thermischen Zustandsgleichung M = xH die Beziehung

und

CH?

Ci = Oyt = =7

(die paramagnetische Suszeptibilitit » ist nach dem Curieschen Gesetz x = C/T, wobei C
die Curiesche Konstante bedeutet).

18. Aus der allgemeinen Adiabatendifferentialgleichung (2.19)

aT aT
dA a da A

folgt fiir ein ideales Paramagnetikum (4 = —H, a = M)

(aT dH + (aT dM =0
3_H)M i’ B—M)H o

Ein ideales Paramagnetikum wird durch die Beziehungen

M=xH=2{
T

aT\ - i C (BT _ CH
(ﬁ)M—ﬁ’ m),,— ~ T

charakterisiert (C ist die Curiesche Konstante). Die Adiabatendifferentialgleichung wird
damit zu

und

dH dM

H M

Unter Beriicksichtigung von y = Cp/C,s = const erhilt man daraus durch Integration
die Gleichung

H M~? = const.
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19. Die Expansion des Gases erfolgt polytrop. Es gilt also
PV} = pV%
oder
4Vn=(3V)".

Der Polytropenindex ergibt sich zu

Fiir die Ausdehnungsarbeit beim polytropen Proze findet man

Vo Va
const const Ve — piVy
— = ) — 1-n1V, — =
W-—fpdV_f 7n dV = 1 v "]Vf_i__
Vi Vi

—-n 1—n

1
=535 (4+5+10% — 15-109 kpm = 192300 kpm

und fiir die Warmemenge

Q = mc(t2 —_ t1).

Dabei bedeuten m die Masse des Gases und ¢ die polytrope spezifische Wirme, die man
durch den Polytropenindex und andere GréBen ausdriicken kann. Bekanntlich gilt

¢, — ¢
n =2 .
¢y — ¢

Daraus folgt
n—y
c=c¢ .
Y1

Es wird also

Q =mey(ts — &)

n—y
n—1"

Da die Anderung AU = m¢y (t; — t;) der inneren Energie nach dem ersten Hauptsatz
gleich Q — W ist, erhilt man die Gleichung

n—y

e=(-w_—.

Daraus folgt (mit y = 1,4)

L '; — 157,4 keal

Q=W

und

AU = Q — W = —293 keal.
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Das Gas leistet die Expansionsarbeit auf Kosten der ihm zugefiihrten Wirmemenge
und seiner inneren Energie.
20. Der Elastizititsmodul ¢ ist gleich der reziproken Elastizititszahl k:
1
&€= T

Im allgemeinen Fall eines einfachen Systems, in dem die verallgemeinerte Kraft gleich A
und der ihr zugeordnete ZuBlere Parameter gleich a ist, ergibt sich das Verhiltnis des
adiabatischen zum isothermen Elastizitdtsmodul zu

s _Ca

er Ca
Daher gilt

kp Cy4

ks Ca

Im betrachteten Fall A = p und a = [ erhilt man fiir das Verhiltnis des isothermen zum
adiabatischen Ausdehnungskoeffizienten

ip Cp

praaina
wobei C, und C; die spezifischen Warmen des Stabes bei konstantem Druck p bzw. bei
konstanter Linge [ sind.

21. Die magnetische Suszeptibilitit dM/dH entspricht sowohl beim adiabatischen als
auch beim isothermen ProzeB nicht dem Elastizititsmodul, sondern der Elastizititszahl.

Daher erhilt man mit Hilfe der allgemeinen Formel fiir das Verhiltnis dieser Koeffizienten
(vgl. Aufgabe 20)

ks _ Cal
kr  C,°

Fir A = —H und a = M gilt also
kr Cqy

ks Cy
und

3H)T Cu

) TGy’
S

wobei Cy und C,, die spezifischen Wirmen des Magnetikums bei konstantem Magnet-
feld H bzw. konstanter Magnetisierung M sind.

(BM

| @
o' g

22, Man mufl die Wiarmemenge Q, die bei der Bildung von Wasserdampf aus seinen
Elementen entsteht, aus der thermochemischen Gleichung

1
Hy(s) + -5 Oy(g) — HyO(g) = Q

15 Basarow, Thermodynamik
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bestimmen. Fiir die Wasserbildung und -verdampfung gelten die thermochemischen
Gleichungen

1
Hy(g) + 5 04(g) — Hy0()) = Q4
bzw.
H,0(1) — Hy0(g) = —Q>-

Addiert man diese Gleichungen, so erhilt man
1
Hy(g) + - 0x(8) — H20(8) = 1~ Q.

Daraus ergibt sich
Q = Q; — Qy = (68,4 — 9,5) kcal/Mol = 58,9 kcal/Mol.
Wegen Q > 0 wird bei der Bildung von Wasserdampf aus seinen Elementen Wirme frei.

23. Die Bildungswirme Q der Entstehung von Methan aus festem Kohlenstoff und gas-
érmigem Wasserstoff wird durch die thermochemische Gleichung

C(s) + 2Hy(g) — CHylg) = Q

bestimmt. Fiir die vollstindige Verbrennung von Methan zu Kohlendioxid und Wasser
die Bildung von Wasser aus seinen Elementen und die vollstindige Verbrennung von
Kohlenstoff gelten die thermochemischen Gleichungen

CHy(g) + 204(g) — COx(g) — 2H0(l) = 0y,
1
Hy(g) + —- Oalg) — H0() = @y,
C(s) + Oq(g) — COy(g) = Q.
Daraus folgt

C(s) + 2Hy(g) — CHy(g) =2Q2+ Q3 — @4 -

Die Bildungswirme der Synthese von Methan aus festem Kohlenstoff und gasférmigem
Wasserstoff ist also

Q =20+ Q3 — Q4 = 21,9 kcal/Mol.

2%. Die Temperaturabhingigkeit der Reaktionswirme wird durch die Kircunorrsche
Gleichung bestimmt. Man erhilt sie, indem man den Ausdruck fiir Q, der sich auf Grund
des ersten Hauptsatzes ergibt, nach der Temperatur differenziert.

Verlduft die Reaktion bei V' = const, so gilt nach dem ersten Hauptsatz

Q=1U,—U,.
Die Wirmeténung der Reaktion ist
= —Q=U; — U,.

Differenziert man diesen Ausdruck nach T, so erhilt man die Kircunorrsche Gleichung
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aus der sich die Temperaturabhingigkeit der Reaktionswirme bei isochoren Prozessen
ergibt.
Bei isobaren Umwandlungen gilt

Q= (Us+ pVy) = {(Uy+ pVy) = Hy— H,
und
O = Hl - H2v

wobei H = U + pV ist.
Die Ableitung von H nach T bei festem p ist gleich Cp,, denn aus

80 = dU 4 pdV = d(U 4+ pV) —Vdp = dH — Vdp

- ()46, -]

= (51),~ (7
p = —_— = -_— .
aT/, aT/,
Die Kircunorrsche Gleichung fiir die Temperaturabhﬁhgigkeit der Reaktionswirme bei
isobaren Prozessen lautet also

6Q oH dH
(), () (2o
14 P P
Die Indizes 1 und 2 kennzeichnen die spezifischen Warmen des Systems vor und nach der
Reaktion. ,

Man erhilt die Anderung der Reaktionswirme der Verbrennung von 1 Mol Wasserstoff
zu fliissigem Wasser, indem man von der spezifischen Wirme (Cp); des Gemisches, das aus
1 Mol Wasserstoff und !/, Mol Sauerstoff besteht, die spezifische Wirme (Cp); von 1 Mol
Wasser subtrahiert. )

Die Molwirme zweiatomiger Gase bei konstantem Volumen ist gleich 5 cal/Mol grd, und
es gilt

folgt

Cp = Cy+ R = 7 cal/Mol grd.
Daher erhilt man
7
(Coi = (7+ —2—) cal/Mol grd = 10,5 cal/Mol grd,

(Cp)2 = 18 cal/Mol grd

und damit

P
(EQT) = (10,5 — 18) cal/Mol grd — —7,5 cal/Mol grd.
p

Bei einer Temperaturerhéhung um 1 grd verringert sich also die Reaktionswirme der
Verbrennung von 1 Mol Wasserstoff zu fliissigem Wasser um 7,5 cal.

25. Der ProzeB werde durch die Polytrope AD’ dargestellt (s. Abb. 45). Durch D’ legen
wir die Adiabate §; und die Isotherme T;. Die Isotherme T liegt im (V,p)-Diagramm
oberhalb der Isothermen T;, so daB ihr wegen pV = R T die hohere Temperatur entspricht.
Aus der Adiabatengleichung pV? = const = C (y = Cp/Cy > 1) folgt, daB die héher

15
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gelegene Adiabate zum gréBeren Wert von C gehért. AuBerdem ergibt sich auf Grund des
ersten Hauptsatzes fiir ein ideales Gas

8Q = CydT + pdV

und der aus pV = RT folgenden Gleichung

1
dT = — (pdV + Vdp)

die Beziehung
dp dv
R§Q = CyVdp+ CppdV = CypV (—+y7) =CypVd(InpV?) =
p

= Cv-deln C.

Abb. 45

0 ' ' v

Daraus folgt, daB der Ubergang zu einer héher gelegenen Adiabaten (bei dem C zunimmt)
mit einer Wirmeaufnahme verbunden ist.

Beim polytropen ProzeB AD’, bei dem man von einer tiefer gelegenen Adiabaten zu
einer héher gelegenen und von einer héher gelegenen Isothermen zu einer tiefer gelegenen
iibergeht, gilt also §Q > 0 und d7 < 0, so daB die spezifische Wiarme C = §Q/d T negativ
ist. Zum Ubergang D’ A oder AD gehért wegen 6Q < 0 und dT > 0 ebenfalls eine negative
spezifische Wiarme. Bei Prozessen mit negativer spezifischer Wirme ist die vom System
geleistete Arbeit gréfer als die von ihm aufgenommene Wirme (6Q >0, dT < 0) oder
umgekehrt, die am System geleistete Arbeit ist groBer als die abgegebene Wirme (6Q < 0,
dT > 0).1)

Beim ProzeB AE erfolgen Wirmeabgabe und Temperaturerhshung, da T9 > T und
8y > § ist. Folglich verliduft dieser ProzeB bei einer positiven spezifischen Wirme.

26. Aus
8Q = C,dT + [ (gg),._l- A] da

folgt, daB bei einem adiabatischen ProzeB (6Q = 0)
aU
C,dTs +[(_) —|—A]da=0
da T

1) Ein Beispiel fiir den letzten Fall sind Prozesse in Sternen, wo die Gravitationskrifte
bei der Kompression eine Arbeit leisten, die grofer als die ausgestrahlte Wirme ist.
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gilt. Diese Zustandsdnderung ist gleichzeitig isotherm (dTs5 = 0), wenn bei beliebigem
(positivem oder negativem) da die Bedingung

(5a), + 4

=0 1
C, 1
erfiillt ist. Gilt sie nicht, so muf} sich die Temperatur beim adiabatischen ProzeB dndern
(dTs 5 0). Der Wirmeaustausch beim isothermen ProzeB (d T = 0) ist ungleich Null:

50y — [(‘;—:)T+ A] da 0,

so daBl die Adiabate nicht mit der Isothermen iibereinstimmt.

Aus der Verschiedenheit von Adiabate und Isotherme folgt keineswegs, daf ein beliebiger
Gleichgewichtszustand, der von einem vorgegebenen Zustand aus durch einen isothermen
ProzeB (dT = 0) erreichbar ist, nicht auf adiabatischem Wege (6Q = 0) erreicht werden
kann; mit anderen Worten, daBl es in der Nihe jedes Gleichgewichtszustandes solche
Zustinde gibt, die adiabatisch unerreichbar sind (Prinzip der adiabatischen Unerreich-
barkeit).

Tatsichlich kann beim Ubergang eines Systems aus einem Zustand in einen anderen
unter der Bedingung §Q — W = const sowohl fiir 6Q = 0 als auch fir §Q 7= 0 dieselbe
Anderung dU erzielt werden (diese Fille sind mit dem ersten Hauptsatz vertriglich). Der
Schluf} auf die adiabatische Unerreichbarkeit fiir den Fall, daB die Bedingung (1) nicht
erfiillt ist, d. h. die Adiabate nicht mit der Isothermen iibereinstimmt, ist nur mit Hilfe
des zweiten Hauptsatzes méglich (s. Abschn. 3.3.). Befindet sich das System dagegen in
einem Zustand, fiir den die Bedingung (1) erfiillt, d. h. der adiabatische Proze8 im System
mit der Isothermen T; = const identisch ist, so ergibt sich die adiabatische Unerreich-
barkeit unmittelbar aus der Definition der Temperatur. Es ist ndmlich unméglich, das
System isotherm (im betrachteten Fall also auch adiabatisch) aus einem Zustand mit der
Temperatur 7T'; in einen benachbarten Zustand mit der Temperatur Ty + d T iiberzufiihren.
In der Nihe jedes Zustandes gibt es also solche Zustinde, in die man auf adiabatischem
Wege nicht gelangen kann. Daraus ergibt sich auch die adiabatische Unerreichbarkeit der
Zustande mit der Temperatur T, selbst (vgl. Aufgabe 45). Auf nichtadiabatischem Wege
sind sie jedoch erreichbar.

27. Solche Prozesse sind méglich, aber auf Grund des zweiten Hauptsatzes nicht ohne
», Kompensation®. Diese mufl bei der Umwandlung von Wirme in Arbeit jedoch nicht
darin bestehen, daB ein Teil der aufgewandten Warme an die Umgebung abgegeben wird.
Sie kann, falls die Umwandlung nicht iiber einen Kreisproze8 erfolgt, auch als Zustands-
dnderung des Arbeitskérpers in Erscheinung treten. Bei der isothermen Ausdehnung eines
idealen Gases, dessen innere Energie bekanntlich nicht vom Volumen abhingt, wird die
Wirmemenge, die dem Thermostaten entzogen wird, vollstindig in Arbeit verwandelt.
Bei diesem ProzeB besteht die ,,Kompensation‘ in einer VergroBerung des Gasvolumens.
Wollen wir diese Anderung riickgingig machen, das Gas also auf das urspriingliche Volumen
komprimieren, so muB die gewonnene Arbeit wieder in Wirme iibergefiihrt und an das
Wirmebad abgegeben werden.

28. Die Wiensche Uberlegung enthilt folgenden Fehler. Das Licht des zweiten Korpers,
das nach Reflexion am Nicorschen Prisma I angeblich auf diesen zuriickkehrt, erfahrt in
Wirklichkeit beim Durchgang durch die drehende Schicht eine nochmalige Drehung um
45° und kann daher nicht das Nicorsche Prisma 17 passieren. Es wird in ihm totalreflektiert
und trifft danach (wenn man gegeniiber von §, einen weiteren Spiegel anbringt) auf den
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ersten Koérper auf. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik wird also nicht verletzt,
und es besteht kein AnlaB, nach irgendwelchen unbekannten Erscheinungen zu suchen,
die die ,,Kompensation‘ bewirken.

Das hier beschriebene Wiensche Paradoxon wird im Band 5 der gesammelten Werke
von L. I. ManpeLscuaTaMm diskutiert.

29. Der beschriebene Versuch widerspricht dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
nicht. Er wurde von DarLinG sogar eigens zur anschaulichen Illustration des zweiten
Hauptsatzes erdacht.

Die Bewegung des Tropfens wird dadurch hervorgerufen, daB Anilin bei Erwiérmung
infolge groferer Wirmeausdehnung spezifisch leichter als Wasser wird und deshalb an
die Wasseroberfliache steigt. Hier kiihlt es sich durch seinen Kontakt mit der Luft ab,
wird wieder spezifisch schwerer als Wasser und sinkt auf den Boden des Behilters zuriick.
Bei diesem Experiment haben wir es mit einer Warmemaschine zu tun, in der das Sand-
bad das untere und die atmosphirische Luft das obere Wirmereservoir darstellt.

30. Bei der Verdampfung des vom Entchen ,,getrunkenen‘ Wassers sinkt die Tempe-
ratur des Kopfes etwas ab. Dadurch wird der Dampfdruck im Kopfteil kleiner als im Teil A
(s. Abb. 11), so daB Fliissigkeit zum Kopf aufsteigt und dieser herabsinkt. Dabei neigt
sich das Réhrchen, und sein Ende kommt aus der Fliissigkeit heraus, wodurch sich die Driicke
in ihm und dem Teil A ausgleichen. Die Fliissigkeit lduft nach unten, und der Kopf hebt
sich. Das wiederholt sich, solange er naf} ist. In dieser ,,Maschine‘ ist die Umgebung das
obere Wirmereservoir, wihrend das untere durch die Verdampfung des Wassers geschaffen
wird. Bringt man das ,,Entchen* zusammen mit dem Wasserglas unter eine Glasglocke, so
héren seine Schwingungen auf, sobald der Raum unter der Glocke mit Dampf gesittigt
ist, weil dann keine Temperaturdifferenz entstehen kann. Nach Wegnahme der Glocke fingt
das- Entchen von selbst wieder an zu ,,trinken‘‘. Bei niedriger Temperatur oder erhéhter
Luftfeuchtigkeit (z. B. nach Regen) sind die Bewegungen des ,,Entchens‘‘ langsam und
kénnen ganz aufhéren.

31. Mischung und Trennung von Gasen kénnen mit Hilfe semipermeabler Winde
reversibel gefithrt werden. Dazu werden zwei Arten von Gerdten benutzt. Die Gerite der
ersten Art sind so beschaffen, daB sich die gemischten Gase reversibel ausdehnen und eine
Arbeit leisten konnen. Bei den Geréten der zweiten Art ist diese Méglichkeit nicht vor-
handen; die Trennung geschieht ohne Arbeitsleistung. :

N
/

I | I
| Abb. 46
A B

Abb. 46 zeigt ein Gerit der ersten Art. Die beiden Gase I und IT befinden sich in einem
Zylinder und sind durch zwei semipermeable Kolben voneinander getrennt. Der Kolben A
ist fiir das Gas I durchlissig und fiir das Gas I/ undurchlissig, wihrend B das Gas I
hindurchliBt und [ absperrt. Der Druck des Gases I wirkt nur auf den Kolben A4, wihrend
B unter der Wirkung des Druckes von I steht. Die Gasdriicke auf die Kolben seien gleich
den duBeren Driicken auf sie. Bringt man nun das Gerit in ein grofles Wirmebad der
Temperatur T, so kann die Mischung isotherm und reversibel vorgenommen werden.
Durch Ausiibung eines Druckes auf die Kolben kann man das Gasgemisch anschliefend
wieder reversibel in seine Bestandteile trennen.
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Die bei der Ausdehnung der Gase geleistete Arbeit ist

Vit Ve Vit Ve Vi+ Vo

Vi+ V.
W= [pidV+ [psdV = » RTIn— 1+ 7
Vi Vo

RTIn -
~V1 + » n V2 )

wobei »; und vy die Molzahlen der Gase I bzw. IIsind. Fir »; = vy, d. h. V| = V), ist die
Ausdehnungsarbeit W = 2 RT In 2.

I+T I

Py, P2 Abb. 47

Abb. 47 zeigt das Schema einer Vorrichtung, die einem Gerit der zweiten Art ent-
spricht. Das aus den beiden Gasen zusammengesetzte Gemisch befindet sich in zwei inein-
anderschiebbaren Zylindern, die von der Umgebung vollstindig isoliert sind und von
denen jeder das Volumen V besitzt. Die linke Deckfliche A des rechten Zylinders ist nur
fiir das erste Gas und die rechte Deckfliche des linken Zylinders nur fiir das zweite Gas
durchlassig. Sind die Behilter ineinandergeschoben, so befindet sich in ihnen ein Gemisch
aus den beiden Gasen. Beim Auseinanderziehen herrsche im Teil I der Druck py, in 1]
der Druck p, und folglich in (I 4 II) der Druck p; + p;. Links und rechts von der Deck-
fliche des linken Zylinders ist der Druck gleich p;. Demzufolge ist die am linken Zylinder
angreifende Kraft gleich Null, so dafl die Arbeit bei der Verschiebung der Zylinder eben-
falls verschwindet. Die Trennung des Gemisches geschieht im betrachteten Fall also ohne
Arbeitsaufwand und Wirmezufuhr. Eine entsprechend vorgenommene Mischung der Gase
ist ebenfalls reversibel.

Sind die Gase, die sich in einer Vorrichtung der in Abb. 47 gezeigten Art befinden, nicht
verschieden, sondern identisch, so tritt beim Auseinanderziehen der Zylinder natiirlich
keine Entmischung, sondern eine Expansion des Gases ein. Es leistet also Arbeit und kiihlt
sich ab. Um seine Temperatur konstant zu halten, hitte man die Vorrichtung in Kontakt
mit einem Wirmebad zu bringen, dem dann Wirme entzogen wiirde.

32. a) Die Temperatur des Gemisches ist

T, — T,

T
2

Es gilt also

T T
60 6Q
AS = | = _ = T.
/ T +f T 0Q = med
T, T,

Daraus folgt

T T T+ Ty)?
AS:mln—-{-mln—:mln( 1+i
T, T, 4T, T,
wegen

(Ty+ T9)?> 4Ty Ts.



232 Lésungen der Aufgaben

b) Fiir den Druck des Gemisches gilt p = (p; + py)/2, da die inneren Energien der
Gase vor bzw. nach der Mischung gleich p,V/(y — 1), p,V/(y — 1) bzw. 2pV/(y — 1) sein
miissen. Daher ist

33. Im Falle eines thermisch inhomogenen Gleichgewichtssystems gilt das Prinzip der
adiabatischen Unerreichbarkeit nicht. Demzufolge kann die Differentialform §Q auch
nicht holonom sein. Wir zeigen das an einem einfachen Beispiel, das von T. A. Arana-
sJEwA-EHRENFEsT angegeben wurde.

In einem abgeschlossenen Zylinder befinde sich je 1 Mol zweier idealer Gase mit ver-
schiedenen spezifischen Wirmen C; und C,. Die Gase seien durch einen wirmeundurch-
lassigen Kolben voneinander getrennt. Fiir das beschriebene System gilt

0Q =001+ 6Qy = C;dTy + pdVy+ CodTy+ pdVy =
R
= (Ci+ R)dT, + (Co+ R)dT, — 7(T1 + To)dp, (1)

wobei p den Druck im Zylinder bezeichnet.

Die unabhingigen Parameter sind T), Ty und p. Man kann leicht zeigen, da$l die Bedin-
gung (3.12) fiir (1) nicht erfiillt und die Form (1) folglich nichtholonom ist. Fiir die linke
Seite von (3.12) ergibt sich R(Cy — Cj)/p; sie verschwindet also fiir C; = C,. Dieses Beispiel
zeigt, daf3 die Entropie eines thermisch inhomogenen Systems besonders bestimmt werden
muBl. Gewdhnlich versteht man unter der Entropie eines solchen Systems die Summe der
Entropien seiner thermisch homogenen Teile.

34 Der Prancksche Beweis enthilt folgenden Fehler. Solange wir nichts iiber unser
System § wissen, kénnen wir nicht mit Sicherheit die Moglichkeit ausschlieBen, daB der
KreisprozeB fiir § schon abgeschlossen ist, bevor das ideale Gas die Ausgangsadiabate
wieder erreicht hat. Wenn wir nur darauf achten, dafl das Gesamtsystem G + S einen
Kreisproze3 ausfiihrt, kénnte also auch die Gleichung

N
T T
Ky G

gelten, wobei f 6Q/ T nicht iiber einen geschlossenen Weg genommen wird. 9560/ T konnte
G S

also auch von Null verschieden und damit die GréBe Q/T fiir das System S méglicher-
weise kein vollstindiges Differential sein.

pl 7.8

Abb. 48

0 4

35. Wir setzen voraus, daf} die Isotherme TADC die Adiabate SABC in den beiden
Punkten A und C schneidet (Abb. 48). Wie man aus Abb. 48 erkennt, ist die Arbeit
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W= ¢ pdV beim Kreisprozeff von Null verschieden. Da die Punkte A und C auf einer

Adiabaten liegen (S4 = S¢) und die Entropie eine eindeutige Zustandsfunktlon ist, gilt
andererseits fiir den betrachteten KreisprozeB

W=Q=§TdS=T[dS =0.
ABC

Dieser Widerspruch zeigt, daf sich eine Isotherme und eine Adiabate héchstens einmal
schneiden konnen. Daraus folgt, daB die Zustdnde eines Gleichgewichtssystems, die von
einem vorgegebenen Zustand aus isotherm erreichbar sind, auf adiabatischem Wege nicht
erreicht werden konnen (Prinzip der adiabatischen Unerreichbarkeit). Im Abschn. 3.3.
haben wir das Prinzip der adiabatischen Unerreichbarkeit fiir den allgemeinen Fall for-
muliert. Dabei stellten wir fest, daB es im allgemeinen auch Zustinde gibt, die — ohne
von einem vorgegebenen Zustand aus isotherm erreichbar zu sein — adiabatisch unerreich-
bar sind.

86. Die Prarrsche Form in zwei Verinderlichen lautet

011y = Xy(my, @) dwy + Xo (21, o) d2s. (1)
Die entsprechende Prarrsche Gleichung ist

0I1, = X dzy + Xodzy = 0. (2)
Daraus folgt

dz X

Sind X; und X, stetige, differenzierbare und eindeutige Funktionen der unabhingigen
Verinderlichen z; und 25 und gilt im gesamten Variabilititsbereich von z; und z, die
Bedingung X, 7~ 0, so besitzt (3) immer die Losung

F(zy,2y) = C. (4)
Durch Differentiation dieser Gleichung folgt
BF
2, .

Der Vergleich von (5) mit (2) zeigt, dal die Koeffizienten bei dz; und dzy in diesen Glei-
chungen einander proportional sein miissen:

JoF OF
9z 9z,
71—7 = p(zy, Ty)
Daraus folgt
aF X aF X
a—z1 = p Ay, (—9?2 = p Ay

und
aF dF
p Xy doy 4+ pXodzy = udIly = — dz; + — dzg = dF,
a.’L‘i 6a:2

d. h., 811, ist stets holonom.
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87. Als Beispiel einer nichtholonomen Prarrschen Form betrachten wir den Differential-
ausdruck

0113 = dzy + z,dz3, (1)

fiir den die Bedingung (3.12) nicht erfiillt ist. (Die linke Seite von (3.12) hat im Falle der
Differentialform (1) den Wert —1.)
Die Adiabatendifferentialgleichung lautet

dzy + 25 dzg = 0. (2)

Wir wihlen eine Funktion z; = f(z3) derart, da die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

flal) = af, flat) = al,
e ——af, ) = —ai.
Das bedeutet, daB die Raumkurve x; = f(x3), x = —df/dzg durch die Punkte 29, 23, 23
und 2}, 21, 1 hindurchgeht und der Adiabatendifferentialgleichung (2) gentigt, da
of of
e — dxg — —— dag =0
dz; + 29 dzy = 37, 3 Py 3

ist. Damit haben wir an einem speziellen Beispiel gezeigt, dal man im Falle einer nicht-
holonomen Prarrschen Form zwei beliebig gewahlte Punkte 29, 29, 29 und 1, 2}, 21 durch
eine Adiabate miteinander verbinden kann.

Diese Behauptung kann damit auch fiir den allgemeinen Fall als bewiesen gelten, da

jede beliebige Prarrsche Form in drei Variablen auf die Gestalt (1) gebracht werden kann.

38. Die Losung der Aufgabe 31 zeigte, daBl eine reversible Mischung idealer Gase gleicher
Temperaturen ohne Wirmezufuhr und Arbeitsaufwand méglich ist. Daraus ergibt sich
folgendes. Nimmt jedes Gas vor der Mischung das Volumen V ein und sind die Entropien
der Gase gleich §; bzw. Sy, so hat die Entropie des Gemisches, sofern es ebenfalls das
Volumen V besitzt, den Wert S = §; + Sy. Die Entropie eines Gemisches zweier idealer
Gase ist also gleich der Summe der Entropien seiner Bestandteile, falls die Gase vor der
Durchmischung jeweils dasselbe Volumen wie das Gemisch besitzen (Gissssches Theorem).

Im Falle identischer Gase ist das Ineinanderschieben der Zylinder natiirlich nicht mit
ciner ,,Mischung‘, sondern mit einer Kompression des Gases verbunden, die bei Vor-
handensein eines Thermostaten mit der Wirmeabgabe AQ und damit der Entropie-
abnahme AQ/T zusammenhingt. Das Gisessche Theorem gilt also nicht fiir identische
Gase. Bei der Bestimmung der Entropieinderung darf man deshalb die Mischung iden-
tischer Gase nicht als Grenzfall der Mischung zweier verschiedener Gase auffassen. Man
erhilt die Entropie eines ,,Gemisches*, das infolge einer reversiblen Durchmischung
zweier identischer Gase entsteht, vielmehr dadurch, daB man von der Summe der Entropien
die Grofle

2yRTI1 ad
v n——r
—IAQ|=K= - —2yRIn2
T T T
subtrahiert. Dabei ist v die Molzahl und V das Volumen jedes Gases vor der Durchmischung,
2 V also das der beiden Gasteile zusammengenommen.

Die ungerechtfertigte Anwendung des Gisesschen Theorems auf den Fall identischer
Gase hat das Gissssche Paradoxon zur Folge. Es besteht nicht, wenn das Gisessche Theorem
fiir den Fall identischer Gase in der geschilderten Weise modifiziert wird. Wir betrachten
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einen Behilter, der durch eine undurchlissige Wand in zwei Hilften geteilt ist. Links
befinde sich das ideale Gas I, rechts das ideale Gas 2 (Abb. 49). Die Temperatur des
Systems werde mit Hilfe eines Thermostaten konstant gehalten. Wir fragen nach der
Entropieinderung, die dadurch entsteht, dafl die Trennwand entfernt wird und die Gase
ineinanderdiffundieren.

v 2

Abb. 49

Die Entropie des Systems ist vor der Durchmischung gleich der Summe aus den En-
tropien der Teilsysteme:

S;=CyInT+ RInV 4 S+ Cpoln T+ RIn V 4 Sp,. (1)
Nach der Durchmischung ist sie auf Grund des Gieesschen Theorems

S;r=CyIn T+ RIn2V 4 S+ Cyyln T+ RIn 2 V 4 Spp. (2)
Die durch Diffusion hervorgerufene Entropieéinderung S;; — §; ist also

S;;—Sr=2RIn2. (3)

Sie hingt nicht von den Eigenschaften der Gase ab. Die Anwendung von (3) auf identische
Gase ergibt das GieBssche Paradoxon: Die Entfernung der Trennwand fiihrt zu einer
Entropiezunahme, obwohl kein thermodynamischer Prozef stattfindet.

Dieses unverniinftige (aber nicht paradoxe) Ergebnis folgt durch Anwendung des
GisBsschen Theorems auf ein ,,Gemisch‘ identischer Gase, fiir das es iiberhaupt nicht
gilt. Mit Riicksicht darauf, daB die Entropie nach der Entfernung der Trennwand auf
Grund des modifizierten Gisssschen Theorems im Falle identischer Gase

S,II= C‘,riln T+ Rll’l2V+ SOi+ Cyzlll T+ Bln2V+ 502—2 R1ln2 (4)

ist, findet man, daB die durch die Selbstdiffusion hervorgerufene Entropieanderung S;, —S;
verschwindet. Es liegt also kein Paradoxon vor.

Daraus geht hervor, daBl die verbreitete Meinung, das Gissssche Theorem sei im Rahmen
der Thermodynamik nicht vollstiindig erklirbar, nicht zutrifft. Diese Vorstellung resultiert
aus zwei unrichtigen Annahmen. Erstens wird vorausgesetzt, das GisBssche Paradoxon
sei erkldrbar, wenn die Abhiéingigkeit der Konstanten Sy, die im Ausdruck fiir die Entropie
eines idealen Gases vorkommt, von der Teilchenzahl N bekannt ist. Zweitens wird be-
hauptet, dal diese Abhingigkeit nicht im Rahmen der Thermodynamik bestimmt werden
kann, sondern nur mit Hilfe der Statistik, die das GieBssche Paradoxon natiirlich ebenfalls
erklirt. Aus der hier gegebenen Erklirung, bei der die Kenntnis der /N-Abhiéngigkeit von §,
nicht erforderlich war, geht hervor, dal die erste Behauptung nicht zutrifft. Ebenso un-
richtig ist die zweite Behauptung; die N-Abhingigkeit von Sy kann nicht erst in der
Statistik, sondern schon in der Thermodynamik bestimmt werden. Sie erklirt jedoch das
Gieessche Paradoxon nicht (vgl. Aufgabe 40). Es ist keineswegs darauf zuriickzufiihren,
daB die N-Abhingigkeit von S bei der Berechnung der Entropiesinderung durch Diffusion
nicht beriicksichtigt wird, sondern auf die ungerechtfertigte Anwendung des Giessschen
Theorems auf den Fall identischer Gase. Es ist nicht vorhanden, wenn man diesen Fehler
nicht begeht.
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39. Die Entropie eines Systems aus zwei verschiedenen Gasen (Molzahl »; bzw. vy und
Volumen V; bzw. V,) ist vor der Diffusion

S.l = vl(CViln T + Rln V1+ Sm) + VZ(CVZ In T+ R In V2+ 502)
und nach der Diffusion
Spr=nlCyIn T+ Rln (V,+ Vi) + Syl + nm[Cr2ln T+ RIn (V14 V) =
=+ So2]-
Die Entropieinderung betrigt
Vi+ V,
Vi

SII'—SI=1/1R11'1

ViV
+v2Rln1—j/——2—.

2

In unserem Fall gilt V; =V, =301, vy = vy = » = 30/11,2 (bei 2 atm und 0 °C nimmt
1 Mol das Volumen 1/,:22,4 1 = 11,21 ein). Es ergibt sich daher

30
S;r—S1=2vRln2 = 2-m-21n2ca]/grd%6,9 cal/grd.

40. Aus der Definitionsgleichung

60
T

as (1)

folgt, daB die Entropie S eine additive, der Teilchenzahl N des Systems proportionale
GréBe ist. Bedeutet S; die Entropie fiir 1 Mol eines idealen Gases bei der Temperatur T'
und dem Druck p, so ist die Entropie von » Molen unter denselben Bedingungen S, = »S§;.
Aus (1) ergibt sich fiir die Entropie eines Mols

T 14
8§y — Spp = Cyln — —
1 o1 vﬂT0+Ran0

und von » Molen

T 14
S, — Sgp = chlnTo+ 'lenv—VO.

Es gilt also
S, =vCyln T+ vRIn vV — yCyln Ty — vR1n vVo+ »Spy.

Aus der Additivitat der Entropie ergibt sich also die »-Abhingigkeit der Konstanten b, zu
b, = —vRIn vV — »(Cyln Ty — Sy).

Da fiir das betrachtete Gas die spezifische Wirme Cy,, die Entropie Sy und das Volumen V,
bei konstanten Werten von T und p, feste Werte besitzen und die Relation » = N/N,
gilt, folgt daraus

b, =—vRIn N4 BN, 2)
wobei die Konstante B durch den Ausdruck

B 1(017“4-5 RIVO)
= — - n —_— n—
N, v 0 o i
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gegeben ist. Folglich gilt
S,=vCyln R+ yRInyV — yRIn N+ BN (3)

und

S =CylnT+ RInV — RInN 4+ BN. (4)

Damit haben wir die Abhingigkeit der Konstanten b, von der Teilchenzahl N auf rein
thermodynamischem Wege bestimmt. Die Statistik liefert denselben Ausdruck.

Wegen (4) nimmt die Entropie bei der Diffusion zweier verschiedener Gase unabhingig
von deren Natur zu. Folglich ergibt sich das Giesssche Paradoxon, wenn die Entropie-
4dnderung im Falle identischer Gase ebenso wie im Falle verschiedener Gase mit Hilfe des
GieBsschen Theorems bestimmt wird. Um das zu zeigen, berechnen wir die Entropieénde-
rung bei der Mischung von je 1 Mol der idealen Gase A und B, die nach Entfernung der
Trennwand im Behélter einsetzt. Die Temperatur des Systems wird mit Hilfe eines Thermo-
staten konstant gehalten; jedes Gas nehme vor Beginn der Diffusion das Volumen V ein.

Fall verschiedener Gase. Die Entropie des Systems ist vor Beginn der Diffusion

S=CyymT+RInV—~RInNy+BNy+ Cygpln T4+ RInV — Rln Ng4+
+ BNg.
Nach der Durchmischung ist sie auf Grund des Gieesschen Theorems
§"=CpyInT+RIn2V —RInNy,+ BN+ CyglnT + RIn2V — RIn Ng+
+ B Np
(vgl. Aufgabe 38). Die Entropieinderung infolge der Diffusion ergibt sich also zu
§—=S=2RIn2.
Fall identischer Gase. Vor Entfernung der Trennwand ist die Entropie
S§S=CyInT+RlnV—-RInN+BN+CyInT+ RIlnV — RIn N+ BN.
Nach Beseitigung der Tren.nwand betrigt sie auf Grund des Gissschen Theorems

§"=Cyln T4+ RIn2V — Rln N+ BN+ Cyln T+ RIn2V — RIn N +
+ BN.

Die Entropiedinderung bei der Selbstdiffusion ist also
S —8§=2RIn2.

Das Gieessche Paradoxon kann also nicht erklirt werden, wenn man einen Ausdruck fiir
die Entropie benutzt, der die N-Abhingigkeit von §; explizit enthilt. Es ergibt sich viel-
mehr durch die ungerechtfertigte Anwendung des Gieesschen Theorems auf die Berech-
nung von S’ im Falle identischer Gase, fiir den es iiberhaupt nicht gilt. In diesem Fall
darf man es also nicht anwenden, um die Entropie des Gemisches nach der Entfernung
der Trennwand zu berechnen, sondern muBl von der Beziehung (3) ausgehen. Tat-
séchlich haben wir namlich nach Entfernung der Trennwand 2 Mol desselben Gases (v = 2,
Gesamtteilchenzahl 2N), so daB nach (3) gilt

§" =2CyInT+2RIn2V —2RIn2N 4+ 2BN.

Daraus folgt §” — § = 0.

Aus dem Gesagten geht hervor, daB das Gieesssche Paradoxon auf ein MiBverstdndnis
zuriickzufithren ist. Es besteht darin, daB der qualitative Sprung beim Ubergang von
verschiedenen zu identischen Gasen nicht beriicksichtigt wird. Darin ist auch der Grund
dafiir zu sehen, daB das Gieessche Paradoxon durch zahlreiche Arbeiten nicht endgiiltig
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aufgeklart werden konnte. Durch Modifikation des Gieesschen Theorems fiir den Fall
zweier identischer Gase (vgl. Aufgabe 38) oder durch Berechnung der Entropie eines
»Gemisches* aus beiden mit Hilfe des thermodynamischen Ausdrucks (3) (also ohne Ver-
wendung des Gisesschen Theorems) kann das Gieessche Paradoxon schon im Rahmen
der Thermodynamik vermieden werden.

41. Nach dem Bovrrzmannschen Prinzip ist S = f(W). Besteht das System aus zwei
Teilsystemen, so gilt Sy = f(Wy), Sy = f(W3) und auf Grund der Additivitit der Entropie

S = S+ Sy = f(Wy) + f(Wy) = f(W).

Da im Falle unabhéngiger Systeme die Beziehung W = W, W, gilt, erhalten wir zur Bestim-
mung von f(W) die Funktionalgleichung

f(Wy) + f(Wa) = (W1 Wy).
Durch Differentiation dieser Gleichung nach W, bzw. Wy ergibt sich
f'(Wy) = (W1 Wy) W,

f/(Wy) = f(W W) W,.
Dgraus folgt
f'(Wy) Wy

W=W1, W)Wy =" (Wy) Wy =k

und durch Integration
S =kln W4 const.

Man erhilt den Wert der Griofe k, indem man diese Gleichung auf einen Spezialfall, z. B.
das ideale Gas, anwendet. Sie erweist sich als identisch mit der Borrzmannschen Kon-
stanten

k = 1,38.10"16 erg/grd.
42. Die Gesamtentropie der beiden Korper dndert sich um

1 1 1
Se= .40 d.
AS =353~ 9 erger

Nach dem Borrzmannschen Prinzip gilt

w.
AS=kln_2.
wy
Dabei bedeuten W; und W, die Wahrscheinlichkeit des Anfangs- bzw. Endzustandes der
beiden Kérper beim betrachteten Proze. Daher gilt

AS 10-4 1012
Wy=Wye k = W, e 913810 _ W, ¢ 12

d. h., die Wahrscheinlichkeit des zweiten Zustandes ist um einen sehr groflen Faktor
grofer als die des ersten. Beim Warmekontakt wird der Wirmeiibergang praktisch immer
vom wirmeren zum kilteren Koérper stattfinden. Unter Wo/W, = 100010* Fillen gibt es
im Mittel einen, in dem die Warmemenge vom kiilteren auf den wirmeren Korper tibergeht.
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Es zeigt sich also, daB8 der Warmeiibergang praktisch mit Sicherheit in derjenigen Rich-
tung stattfindet,. die von der Thermodynamik gefordert wird.
Das Ergebnis dndert sich, wenn die iibertragene Warmemenge klein gegen 1 erg ist. Fiir
AQ = 1,2.1079 erg ergibt sich z. B.
—VYE =€ = 2,7,
1

d. h., die Wahrscheinlichkeiten W; und W, sind von gleicher GroBenordnung.
43. Es gilt
6Q = dU + 6w, 0Qnst =—dU + W .
Fiir den gesamten Kreisprozef ist die Grife

6Q+ 6Onst = 6W+ 6Wnst

negativ, da andernfalls auf Kosten der Warmemenge 6Q + dQnsy > 0 ohne jede ,,Kom-
pensation‘‘ die Arbeit 6W 4 6Wpygy > 0 geleistet wiirde. Es gilt also — W > §Wpgy. Das
bedeutet, daB die Arbeit des Systems beim quasistatischen Ubergang von 2 nach I, die
der Beziehung §W’ = —4§W geniigt, groBer als die beim nichtstatischen ProzeB zwischen
denselben Anfangs- und Endzustinden ist.

Diese Uberlegung zeigt, da8 bei Vorhandensein nichtstatischer Ubergiinge ein geschlos-
sener Prozefl méglich ist, bei dem eine von Null verschiedene Arbeit geleistet und mit
einem- Thermostaten Wirme ausgetauscht wird. Diese muf} stets negativ sein, d. h., sie
wird von der Umgebung am System geleistet und dient zur Erhéhung der inneren Energie
des Thermostaten.

Abb. 50

0 4

Praktisch konnte man einen solchen Kreisproze3 etwa folgendermaBen realisieren. Zum
Anfangszeitpunkt habe das System die Temperatur T des Thermostaten (Zustand A in
Abb. 50). Danach isolieren wir das System und zwingen es, sich adiabatisch auszudehnen,
bis die Temperatur T, erreicht ist (Zustand B). Nun wird der Warmekontakt zwischen ihm
und dem Thermostaten wieder hergestellt. Dabei erhéht sich die Temperatur des Systems
nichtstatisch auf den Anfangswert T (Strecke BC in Abb. 50). Durch isotherme Kom-
pression wird es darauf in den Anfangszustand zuriickgebracht. Die im Diagramm an-
gegebene Umlaufrichtung zeigt, daB die Arbeit beim Kreisprozel negativ ist. (Dem
Zustand I in Abb. 12 entspricht der Zustand C in Abb. 50, dem Zustand 2 der Zustand B,
.dem quasistatischen Ubergang von I nach 2 der Ubergang CAB und dem nichtstatischen
Ubergang von 2 nach I der Ubergang BC.)
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%%. Es gilt
AU . [dp
aQ=dU+pdV=chT+[(_) —{—p]dV:CVdT—}-T(——) av.
av), aT)
Wegen
(6p) o«
9T}y B
folgt

. Ta
5Q = Cy dT+ V.

Fiir einen adiabatischen ProzeB (§Q = 0) ergibt sich
Ta

VvV

dT =— dv.

Demnach kiihlt sich Wasser im Temperaturintervall 0 °C < t < 4 °C, fiir das « < 0 gilt,
bei einer adiabatischen Kompression (dV < 0) ab (dT < 0).

45. Wir betrachten einen Carnorschen Kreisprozef (Abb.9) zwischen den Tempe-
raturen Ty = 283 °K = 10 °C und Ty = 277 °K = 4 °C mit Wasser als Arbeitsstoff.
Fiir diesen KreisprozeB gilt

LA
T

oder

ASpp+ ASoyz+ A3+ ASy = 0.
Dabei ist

0 O
=4 _ ¥, = —0.
A ‘512 T1 283 > A S23 AS“ 0

Aus dem ersten Hauptsatz
Ta
60 = CydT + T dv

folgt fiir den isothermen Prozel bei einer Wassertemperatur von 4 °C (¢ = 0) 6Q = 0,
d. h. AS3; = 0. Man erhalt also

"5
R_
T 283

im Widerspruch zum zweiten Hauptsatz. Folglich kann die Temperatur von 4 °C durch

adiabatische Abkiithlung von Wasser nicht erreicht werden.

46. Die Losung der Aufgabe 45 zeigt, d~B kein Carnorscher KreisprozeB zwischen den
Temperaturen 6 °C und 2 °C mit Wasser als Arbeitsstoff méglich ist. Dadurch erklirt sich
der Widerspruch, von dem in der Aufgabenstellung die Rede war.

47. Die Grundgleichung der Thermodynamik
TdS=dU+4 pdVv
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liefert bei Anwendung auf den isothermen Kreisproze abcdeca (Abb. 51) die Beziehung

T$as=Favu+ $pav.
Wegen $dS = 0 und $dU = 0 gilt $pdV = 0, so daB die Flichen I und 2 gleich sein

miissen.

p
Abb. 51
0 %
4%8. Man hat
dU 4 pdv 'C"dTJ“T(%)vdV CydT P
S = +rdV_ = [reiy (_p) av.
T T T 9T v
Aus
RT a
P=y—% 72
folgt
ap _ R
(ﬁ)v_v_b’
so daB sich
CydT
S=f e+ RIn(V —b)+ S

ergibt. Da Cy schwach temperaturabhéngig ist, erhilt man
S=CylnT+ Rln(V — b)+ S,.
Fiir einen adiabatischen ProzeB (S = §y = const) folgt daraus
T(V — b)RICy = const.
49. Es gilt
(37,
au v ] av aT)v
o= (9,47 (), -39, 59, -2
av)r aT/, aT/y \oT/, (Bp)
T

av

16 Basarow, Thermodynamik
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Aus
RT a

Py e
ergibt sich

ap R ap RT 2a

(57), == (o7), =~ w=wr + v+
Damit erhilt man

R
Cpo—Cy = P 2.
1 _W(V_b)

Im Falle eines verdiinnten Gases ist es gerechtfertigt, nur die in @ und b linearen Terme zu

beriicksichtigen, so daf folgt

C,—Cy=R|(1 2“)
p=Cv =R (14 777)

50. Nach (3.50) gilt

(a7),~ (o), +

Im Falle eines Magnetikums ist W = —H dM, d. h. A = —H, a = M ; man erhilt

_T(E’) z(ﬁf) _nu!
aT)y ~ \oM) ;

Da die innere Energie eines idealen Paramagnetikums nur von der Temperatur abhiingt,

bestehen die Relationen

ouy . oH\ H
(W)T— ’ (ﬁ)M_—T_.

Daraus ergibt sich sofort

w=r().

(1)

Die Form der Funktion f(H/T) kann thermodynamisch nicht bestimmt werden. Fiir para-
magnetische Gase hiéngt die magnetische Suszeptibilitit nicht von H ab. Mit Hilfe von

(1) erhilt man dann das Curiesche Gesetz

H
M=C—
T

(C bezeichnet die Curiesche Konstante).

51. Aus M = xH und dem Curieschen Gesetz x = C/T folgt M = C H/T. Auf Grund

von (3.50) gilt fiir ein Magnetikum (4 = — H,a = M)

_T(ﬂ) =(ﬂ)- —n.
0T)y ~ \oM) 7
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Wegen (dH/dT)y; = M/C haben wir (dU/dM)r = 0, d.h., die innere Energie eines Para-
magnetikums, das dem Curieschen Gesetz gehorcht, hingt nicht von der Magnetisierung M
(oder dem Magnetfeld H), sondern lediglich von der Temperatur T ab:

U=U(T). b
Ein solches Paramagnetikum bezeichnet man deshalb als ideal.

52. Aus (2.7) und (3.50) folgt

A
Cy— C, = T(a_) (3_“) ,
a1),\aT)

wobei 4 und a konjugierte GréBen sind, so dal die Beziehung

oW = Ada
besteht. Die Ausdehnungsarbeit ist 6W = —fdl = —Es dl, wenn s den Stabquerschnitt
und E die Spannung bedeuten. Man hat demnach a =17 und A = —Es. Damit folgt
AE\ (a2
Cg—Cy=—Tsl{—. — ,
E— ™ (aT)A (a T) 5

wobei 4 = dl/l die Dehnung und [ die Linge des Stabes sind.

(52),

53. Setzt man in der Formel

A
Cy—Co= T( )

ﬁ‘ a
a = Dund 4 = — E/4n, so ergibt sich
1 JdE aD
e == 7.7(57), (52),
Wegen
(E) =_‘9_(£) __E o (@) A
aT)p 8T\ ¢ /p e T’ aT)g aT
gilt
TE? (d¢e\?
Ce—Cp= 4m(aT) 0,
d. h.
Ceg> Cp.

54. Unter Verwendung des Ausdruckes

cyar+ 7(°2) av
_s0 7 (aT)v

ds
T T

fiir das Differential der Entropie ergibt sich

v (7), =57 1)
w\7), " ar\a7),
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oder
¢y — Tﬁ,
av aT?

Daraus folgt unter der Annahme, da8 der Druck p eine lineare Funktion der Temperatur
ist, die Beziehung (dCy/dV ) = 0; Cy hingt also nicht vom Volumen ab. Das trifft fiir das
ideale und das van pEr WaarLssche Gas zu, da sich der Druck in beiden Fillen linear mit der
Temperatur dndert.

Dagegen hiingt die spezifische Wiarme Cp, beim van pEr Waarsschen Gas von V ab.

55. Die maximale Temperatur des Systems bei der Warmeaufnahme sei gleich Tpyay und
die minimale Temperatur bei der Wirmeabgabe gleich Tpin (Abb. 52). Fiir den Wirkungs-
grad des Kreisprozesses gilt

Ze
/',% Abb. 52
0 v
_w Q- Qz
% 0
Dabei ist

Qp=/50=f|501
P

die Warmemenge, die bei einem Umlauf aufgenommen wird (der Index P weist darauf hin,
daB das Integral iiber die Teile des Kreisprozesses zu nehmen ist, fiir die 6Q > 0 gilt).

<m=fwm=—/$o
N N

bedeutet die Warmemenge, die der Arbeitskérper bei einem Umlauf abgibt (Index V). Auf
Grund der Crausiusschen Gleichung gilt

50 50 80 rleQl  flseQl
T r+fT"fT—fT"0'
N P N

IéQI f160|

fI Ql 0 fl Q| 0

|é 0 I 1 l 60 l 3
max Tmax ’ mm Tmin

Daraus folgt

Wegen
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haben wir
O < Q2 '
Tmax Tmin

Daraus ergibt sich

_Q_Z_ > T , QZ - Qi > Tmin - Tmax
01 Tmax Qi Tmax
und
_ Qi - 02-< Tmax_ Tmin__
n 0, = Toax 7 CarnNoT*

Unter allen Wirmekraftmaschinen, die zwischen vorgegebenen Temperaturen nach belie-
bigen Kreisprozessen arbeiten, besitzt die Carnor-Maschine demnach den groSten Wir-
kungsgrad.

56. Nach der Definition gilt

IV A&
O Q&

Dabei ist

V.
Q1= Qu+ Qu= RT11H7:+ Cv(Ty— Ty,
V.
Q2= 0| + Qx| = Cy(Ty — Tz) + RTzIn 2.

Man erhilt damit

Vs
R(T; — T))ln o T
. 1 . 1— Ty
V. Co(Ty — T, ~
RTn 24 Oty — Ty 14 AT
! Rln—2
Vi
o} 7
A\, X
2
b
‘ 3 Abb. 53
0 4

Demnach besteht die Relation
Ty — Ty
n< T = 7 CaArNoOT>
1

d. h., der Wirkungsgrad der Stirringschen Luftmaschine ist kleiner als der der Carnor-
Maschine (die in Abb. 53 schraffierte Fliche entspricht dem Carnorschen KreisprozeB).
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57. Verbrennungsmotoren leisten ihre Arbeit nicht auf Kosten einer von auBen zugefiihrten
Wirmemenge, sondern der inneren Energie des Arbeitsstoffes (Verbrennungsgemisch). Beim
Orroschen Kreisproze wird das in den Zylinder eingesaugte Verbrennungsgemisch adia-
batisch komprimiert (I — 2), durch einen Funken geziindet und isochor verbrannt (2 — 3);
anschliefend dehnt es sich aus (3 — 4) und wird schlieBlich in die Atmosphire ausgestoB3en
4 —1). . .

Bei diesem Kreisproze8 ist der Wirkungsgrad # = W/Qy, wobei W die bei einem Umlauf
geleistete Arbeit und Q, die im Zylinder entwickelte Warmemenge bedeuten. W ist gleich
der Differenz zwischen den Arbeiten auf den beiden Adiabaten. Sieht man das Verbrennungs-
gemisch als ideales Gas an, so ergibt sich

W=Cy(T3— Ty — Cy(Ty— Ty,

Q1= Cy(T3—Ty)
und
T, — Ty
n=1———.
T3 — Ty
Wir driicken nun % durch ¢ aus. Mit Hilfe der Adiabatengleichung
TV?~1 = const

erhilt man

T3=T Al T,evt Ty=T iy Ty evt
= = = y-1, = — = y-1,
. 13 4(V3) 4€ 2 1(V2) 1€
Demnach gilt

n 87_1 *

In der Praxis liegf ¢ zwischen 3,5 und 7, und der Wirkungsgrad # ist & 259%,.

58. Die Zustandsinderungen des Dieserschen Kreisprozesses sind adiabatische Kompres-
sion atmosphirischer Luft (I — 2), isobare Expansion (Einspritzen des Verbrennungs-
gemisches und Verbrennung, 2 — 3), adiabatische Expansion (3 — 4) und Abkiihlung bei
konstantem Volumen (4 — I).

Bei einem Umlauf wird die Arbeit
W= Wy + W+ Wy = Cp(Ty — To) + R(T3 — To) + Cy(T3 — Ty)
geleistet und im-Zylinder die Warmemenge

Q1 = Q3= Cp(T3 — Ty)

entwickelt.
Es folgt »
y =W _ T = T+ (G = C(Ta = To) + C(Ts = T)_
Qs CplT3—Ty)

1 T, — T,

=] - -
y T3—T,



Losungen der Aufgaben

oder

Wegen

T, T T3 V3

vy Vs T, V,

Ty VYt = T, V3, Ty Vi t= T Vy-t
ergibt sich

KOO Vi)

Ty Ty \V,
Fiir den Wirkungsgrad erhilt man daraus den Ausdruck
1 -1
17 = 1 -— ﬁ —
vert o —1

59. Nach Definition ist

_ -0 W & @

o o =W W

Im Falle des Carnotschen Kreisprozesses ergibt sich

_n-
T

Fir den umgekehrten Kreisproze§ schlieft man daraus leicht auf die Ausdriicke

Ty T,

T o1y YT o1y

247

Eine Anderung der héheren Temperatur hat wie auf 7 so auch auf ¢ und » emen schwiicheren

EinfluB als eine Anderung der tieferen Temperatur; denn aus

dg Ty dp Ty

AT, (Ty — Tp*’ 9Ty  (T; — Ty)?
und _

e do ay Ty

aT,| ~[aTy aT, (Ty— T aTy
folgt

dp Oy dp ady dy dy

aT, oTy aT, a7y ATy | (o Ty




248 Lésungen der Aufgaben

60. Die Definition fiir n_ lautet

-2
T
mit Q = Qg + Q. Bei einer Wiarmekraftmaschine ist die Arbeit W = Q; — Q,, wihrend

fir eine Wirmepumpe W = Q" — Qp gilt. Wir haben also Q; — Qy = Qy — Qo,
Q=0+ Q' = Q1 + Qo und ‘

n

w
n_=1+%=1+%E=1+wn=1+(¢—1)n«

Da eine Wirmepumpe betrachtet wird, die zwischen den Temperaturen T und Ty arbeitet,
erhalten wir mit Hilfe der bereits berechneten Ausdriicke

(vgl. die Lésung der Aufgabe 59) die Beziehung

" - To(Ty — Ty)
T Ty(Ty— Ty)

61. Nach Definition ist

_e_ o
+= T AT A 1 A
Q0 QA+ 0
Wegen
77—02_ Q_W Ty—To
Q2 Q2 Ty
ergibt sich
L, O _ T G T
W T,— T, YCwWTT, -1,
Daraus folgt
Q2= ) 01=W<P, Q'2=W’P
Es gilt also
_en P
= =
I+yn 1+(p—17n
oder
Ty(Ty — To)
" T = Ty
2Ty — Top)

62. Strenggenommen ist kein realer Vorgang vollstindig reversibel, da sich die Gesamtheit
der Bedingungen, unter denen er stattfindet, im unendlichen Universum niemals wieder-
holen kann. Das ist ein Hinweis darauf, da das Universum eine Vergangenheit und eine
Zukunft besitzt. Die Reversibilitat physikalischer Vorgdnge hat nicht absoluten, sondern
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relativen Charakter. Reversibilitat und Irreversibilitit bilden in der Natur eine dialektische
Einheit. Die Tatsache, dal die mechanischen Bewegungsgleichungen gegen die Umkehr der
Zeitrichtung invariant sind, 148t den Eindruck entstehen, als seien alle Naturerscheinungen
absolut reversibel. In Wirklichkeit ist diese Invarianz jedoch ein Ausdruck dafiir, da8 die
mechanischen Bewegungsgleichungen ebenso wie alle physikalischen Gesetze die wirkliche
Bewegung nicht vollstindig und allseitig beschreiben.

63. Makroskopisch wird der Zustand eines Systems durch die Werte solcher Parameter
wie. Druck, Volumen, Dichte usw. charakterisiert. Mikroskopisch bestimmt man den
Zustand eines Systems durch die Angabe der Koordinaten und Impulse fiir die Gesamtheit
der Molekiile. Bei Vertauschung zweier Teilchen dndert sich der Mikrozustand, wihrend der
Makrozustand ungeéndert bleibt (dabei beriicksichtigen wir keine Quanteneffekte). Die Zahl
der verschiedenen Mikrozustinde, die einen vorgegebenen Makrozustand realisieren,
bezeichnet man als seine thermodynamische Wahrscheinlichkeit. Die Entropie eines Systems
ist mit der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit W des interessierenden Zustandes durch
die Borrzmannsche Beziehung S = k In W verkniipft.

Prorkin zeigte in einer Arbeit [13], daB die verschiedenen Mengen der Mikrozustinde,
die die verschiedenen Makrozustinde realisieren, im Falle des unendlich ausgedehnten Uni-
versums alle dieselbe Méchtigkeit (die Machtigkeit des Kontinuums) besitzen. Deshalb sind
alle Makrozustéinde gleichwertig, und es gibt keine Uberginge von weniger wahrscheinlichen
zu wahrscheinlicheren Zustinden. Die thermodynamischen und statistischen SchluBfolge-
rungen iiber das thermodynamische Gleichgewicht gelten also nicht fiir das unendlich
ausgedehnte Weltall.

Wir betrachten ein System aus abzdhlbar vielen identischen Teilchen (z. B. Molekiilen).
Jeder mogliche Mikrozustand des Systems kann durch eine Reihe ganzer positiver Zahlen
ny, Ny, ..., N;, ... beschrieben werden. Dabei bedeutet n; die Teilchenzahl im i-ten Zustand.
Die Zahl W aller Mikrozustinde, die einen vorgegebenen Makrozustand realisieren, ist

N!
W= —
IIn!
i
mit N = X'n;. Auf Grund der Stirringschen Formel gilt fir N > 1
i

N! = NNV,
Damit ergibt sich
NN N\
N/ Eal ()"
Nimmt man N/n; = 2* mit ; > 0 an, so hat man wegen N/n; > 1 die Beziehung
W= 275%™, (1)
Die aus Lo Elementen bestehende Menge ist nach Voraussetzung abzéhlbar; Aus (1) folgt

13
dann mit Hilfe eines mathematischen Satzes, da die Menge der W Mikrozustinde von der
Michtigkeit des Kontinuums ist.

64 Man kann von Z; aus durch nichtstatische Ausdehnung zu jedem beliebigen Zustand
im Gebiet x zwischen der Adiabaten und der Energieniveaulinie gelangen. Jeder Zustand
im Gebiet f zwischen der Adiabaten und Isochoren kann durch nichtstatische adiabatische
Kompression erreicht werden. SchlieBlich sind alle Zusténde im Gebiet y zwischen der Iso-
choren und der Energieniveaulinie von Z, aus durch eine Kombination von nichtstatischer
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adiabatischer Ausdehnung und nichtstatischer adiabatischer Kompression erreichbar. Fiir
alle Zustéinde des Gebietes Z ist die Entropie S kleiner als Sy; sie sind also adiabatisch uner-
reichbar (adiabatisch absolut unerreichbare Zustinde). Bei einem Ubergang von Zy nach Z
muBl dem Kérper eine gewisse Wirmemenge entzogen werden. Kénnte man diese ohne
,,Kompensation‘‘ in Arbeit umwandeln, so kdmen wir im vorliegenden Fall zu der Schlug-
folgerung, daB jeder beliebige Zustand aus Z von jedem beliebigen Zustand Z, aus adiaba-
tisch erreichbar ist. Wir sehen, daBl die absolute adiabatische Unerreichbarkeit eine Folge
aus beiden Teilen des zweiten Hauptsatzes ist, wiihrend die relative (quasistatische) adia-
batische Unerreichbarkeit lediglich den ersten Teil des zweiten Hauptsatzes voraussetzt,
nach dem kein Perpetuum mobile zweiter Art existiert.

65. Bei adiabatischen Prozessen gilt
dU =— pdV.
Mit Hilfe von

3
ergibt sich
dU 2 dv
T T3V

Daraus folgt
U= c'onst.-nzl", (1)

wobei n = N/V die Anzahl der Elektronen in der Volumeinheit bedeutet. Da der adiabati-
sche und der isotherme ProzeB am absoluten Temperaturnullpunkt miteinander iibereinstim-
men, folgt aus Gl. (1) die Abhéngigkeit der ,,Nullpunktsenergie* von der Elektronenkonzen-
tration. Die Anwendung der FErmi-Statistik auf ein Elektronengas ergibt dieselbe n-Abhén-
gigkeit von U und fithrt auBerdem zu einem Ausdruck fiir die Konstante in Gl. (1).

66. Setzt man in Gl. (4.7) A= —Hund a = M, so erhilt man

(52, (57,

Nach dem Curieschen Gesetz

CH
M=xH = —
* T

Ny CH

(-
Daraus folgt fiir 7 — 0

(52)

—) > — o

dH/r

im Widerspruch zum dritten Hauptsatz, wonach (4S/dH)r — 0 fir T — 0. Demzufolge ist
das Curiesche Gesetz nicht bis zu beliebig tiefen Temperaturen anwendbar.

gilt
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67. Wir nehmen an, die erste Behauptung sei falsch. Das Verhalten eines Systems bei
tiefen Temperaturen werde also durch Abb. 54 richtig beschrieben. Dann kann man den
absoluten Temperaturnullpunkt erhalten, indem man den Zustand I durch reversible adia-
batische Expansion in den Zustand 2 iiberfiihrt. Dabei muf} die Temperatur Ty des Anfangs-
zustandes der Gleichung

S(Vy, Ty) = S(V3.0)

geniigen.
‘Wir nehmen nun an, der absolute Nullpunkt sei erreichbar. Es ist zu zeigen, daf} dann die
Differenz der zu verschiedenen Parameterwerten gehérenden Entropien nicht verschwindet.

% ¥

Abb. 54

0

Das geht jedoch aus Abb. 18 unmittelbar hervor. Ist der beschriebene ProzeB méglich, so
muf} die Entropie am absoluten Nullpunkt im Zustand mit dem Volumen V) einen anderen
Wert als im Zustand mit dem Volumen V, besitzen, weil sie bei konstantem Volumen eine
monoton wachsende Funktion der Temperatur ist:

s\ ¢y
a5y _Cv Cr> 0.
(aT)V T v>"9

68. Bei isothermen Prozessen (d7 = 0) gilt

60 = T(a—p) av.

Die Ableitung (8p/d T)y hingt von T und V ab. Aus

(a—P) =aT

fir T — 0 folgt 6Q = 0 bei T = 0 und wegen

(3p) ¢
aT)y T

fiir T — 0 gilt am absoluten Nullpunkt 6Q = ¢ dV 5 0. Die Abhé#ngigkeit der Ableitung
(8p/dT)y von T und V kann ebenso wie die thermische Zustandsgleichung p = p(V, T)
nicht mit Hilfe des ersten und zweiten Hauptsatzes bestimmt werden. Aus diesen Haupt-
siitzen ergibt sich also nicht, daBl die Nullisotherme (7 = 0) gleichzeitig eine Adiabate
(S = const) darstellt. Dieser SchluB ist erst mit Hilfe des dritten Hauptsatzes méglich,
wonach (dp/dT)y = 0 fir T = 0 ist.
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69. Die Entstehung eines Niveauunterschiedes von Fliissigkeiten in Behiltern, die durch
eine Kapillare verbunden sind und auf verschiedenen Temperaturen gehalten werden,
bezeichnet man als thermomechanischen Effekt. Im Falle normaler Fliissigkeiten ist er
ebenso wie der Seeseck-Effekt (an der Verbindungsstelle verschiedener Leiter mit unter-
schiedlichen Temperaturen entsteht eine elektromotorische Kraft, s. Abschn. 11.2.) eine
irreversible Erscheinung. Ein solcher thermomechanischer Effekt existiert auch im He II,
wird jedoch durch einen bedeutend stirkeren, fiir He II charakteristischen reversiblen
Effekt iiberdeckt, den man ebenfalls als thermomechanischen Effekt bezeichnet.

Wie in der Aufgabenstellung erwihnt wurde, verhilt sich He II wie ein Gemisch aus einer
suprafliissigen (s) und einer normalen Fliissigkeit (n).1) In den beiden Behiltern befinde sich
He II. Bei gleichen Temperaturen stimmen die ,,Konzentrationen‘* der suprafliissigen und
normalen Komponente in beiden Behiltern iiberein. Erhoht man die Temperatur des einen
GefiBles, so nimmt die Konzentration der suprafliissigen (bzw. normalen) Komponente ab
(bzw. zu), da ein Teil der s-Komponente in die n-Komponente iibergeht. Der entstehende
Unterschied in den Konzentrationen der Komponenten muB sich im Laufe der Zeit wieder
ausgleichen. Die s-Komponente wird also beginnen, vom kélteren in den wirmeren Behilter
zu flieBen, wihrend die n-Komponente in umgekehrter Richtung flieft. Da die s-Kompo-
nente ungehindert durch die Kapillare strémt, werden sich ihre Konzentrationen in beiden
Behiltern sehr schnell ausgleichen, wihrend der Konzentrationsausgleich fiir die n-Kompo-
nente infolge der inneren Reibung bedeutend langsamer erfolgt. Aus diesem Grund muf die
Flissigkeit im wirmeren Behilter ansteigen, so daB eine Druckdifferenz Ap entsteht

(s. Abb. 55).

4p

A Abb. 55

Um Ap und AT zu finden, benutzen wir die Bedingung des ,,chemischen Gleichgewichts*
(s. S. 147), nach der bekanntlich die chemischen Potentiale, die wir hier auf 1 g Helium
beziehen, iibereinstimmen miissen:

Py Ty) = p(pas To) (1)

(p1s Ty und py, Ty sind Druck und Temperatur im ersten bzw. zweiten Behilter).

Da die Driicke in den beiden Behiltern bei gleichen Temperaturen in gleichen Héhen
iibereinstimmen, wird die Druckdifferenz Ap = p; — py bei einer kleinen Temperaturdiffe-
renz AT = T, — T, ebenfalls klein sein. Entwickelt man u(py, T5) nach Potenzen von AT
und Ap, so ergibt sich mit Hilfe von (1) niherungsweise

u du
,Ty) — ulpy, Ty) = (2F hdad -0
u(pa, To) lf(Pi 1) (ap)TAP-l-(aT)pAT

1) Diese Auffassung ist wie jede klassische Vorstellung von Quantenerscheinungen
natiirlich nur ein zweckmiBiges Hilfsmittel zur Beschreibung der Quantenfliissigkeit He II.
In Wirklichkeit gibt es keine Einteilung der Heliumteilchen in ,,suprafliissige‘ und ,nor-
male*.
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oder

vAp —sAT =0

(v und s sind Volumen und Entropie von 1 g He II). Daraus folgt

Ap_ s
AT v
oder
Ap
= 2
AT 2% (2)

wobei p die Dichte des He II bei der vorgegebenen Temperatur bedeutet.

Wegen ps > 0 folgt Ap/AT > 0. Fiir AT > 0 ist die Druckdifferenz Ap positiv, d. h., die
Flissigkeit im wirmeren Behilter steigt an. .

Die Formel (2) wurde 1939 von G. Lonpo~ mit der Methode der Kreisprozesse gefunden
und zwei Jahre spiter von P. L. Kariza experimentell bestitigt. L. D. Lanpavu leitete sie
mit Hilfe der Methode der thermodynamischen Potentiale ab.

Der thermomechanische Effekt im He II ist umkehrbar. Wihrend eine Temperaturdiffe-
renz zwischen den beiden Behiltern eine Druckdifferenz hervorruft, entsteht umgekehrt
durch eine Druckdifferenz eine entsprechende Temperaturdifferenz. Der umgekehrte thermo-
mechanische Effekt wird als mechanokalorischer Effekt bezeichnet. Im He II wurde er 1939
beobachtet. Man konnte zeigen, daf eine Temperaturdifferenz zwischen den beiden Behil-
tern erzeugt wird, wenn das He II durch die Kapillare vom hoheren zum tieferen Niveau

flieBt (Abb. 56).

, Abb. 56
<

Quantitativ wird die Abhingigkeit der Gr68e A T von Ap beim mechanokalorischen Effekt
ebenfalls durch die Beziehung (2) bestimmt, die wir nun in der Form

AT 1
A= @)
P es
schreiben.

Diese Formel zeigt, daB3 die Temperatur im unteren Behilter (mit dem Druck py < py,
wobei p; der Druck im oberen Behilter ist), in den das He II flieft, abnimmt, d. h., fir
Ap =py — py < O0folgt AT = Ty — Ty < 0 oder Ty < Ty.

Dieses Ergebnis ist ebenfalls darauf zuriickzufithren, daf§ die s-Komponente des He II
ungehindert durch die Kapillare flieBen kann. Ihre Entropie verschwindet, und sie besitzt
daher (auf Grund des dritten Hauptsatzes) die Temperatur T = 0.

70. Wir betrachten einen reversiblen KreisprozeB, bei dem ein System aus Fliissigkeit und
gesittigtem Dampf als Arbeitssubstanz dient. Abb. 57 zeigt das (V, p)-Diagramm dieses
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Kreisprozesses. Auf dem Abschnitt I — 2 dehnt sich das System isotherm (bei der Tempe-
ratur T) aus, wobei eine Masseneinheit Flissigkeit in Dampf iibergehen und der Druck sich
nicht #ndern mége. Dem oberen Wirmereservoir werde dabei die Wirmemenge Q) = 4
entnommen. Die anschlieBende adiabatische Ausdehnung 2 — 3 fiihre zu einem Druck- und
Temperaturabfall dp bzw. dT. Bei der isothermen Kompression 3 — 4 werde an das untere
Wirmereservoir die Wirmemenge Q, abgegeben. Die adiabatische Kompression 4 — 1
erhohe die Temperatur des Systems wieder auf den Wert 7.

&

Abb. 57

0 4

Die Arbeit bei einem Umlauf ist
01— Q3= (va—vy) dp,

wobei vy und v, das spezifische Dampf- bzw. Fliissigkeitsvolumen bezeichnen. Man hat

Q1— Q2 wvy—wy
17= =

Oy A

Fiir einen reversiblen Kreisprozef gilt jedoch

dp.

T —(T—-dT) dT
e
so dafl
vy — dTr
2 T dp = —
7 T

wird. Daraus ergibt sich die CLausius-CrapEYRONsche Gleichung .

dp A
AT~ T(vg—vy)’

die die Druckidnderung des gesittigten Dampfes mit der Temperatur bestimmt.

71. Ein reversibles galvanisches Element durchlaufe einen Kreisproze8. Es mége zunéchst
isotherm, dann adiabatisch Arbeit leisten. Anschliefend soll am Element erst isotherm und
dann adiabatisch Arbeit verrichtet werden. Das letzte wird erreicht, indem Strom einer
dufleren Quelle durch das Element hindurchgeschickt wird.

Abb. 58 zeigt das (e, E)-Diagramm dieses Kreisprozesses (e ist die durch das Element
flieBende Ladung und E seine elektromotorische Kraft). Auf der Isothermen von I nach 2
wird dem oberen Wirmereservoir die Warmemenge Q; = Uy — U; + W, entzogen. Die
isotherme Arbeit ist dabei W = ¢E, und die Anderung U; — U, der inneren Energie stimmt
mit der Wirmeténung der im Element ablaufenden chemischen Reaktion iiberein. Es gilt also
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Uy — Uy = —qe(qist die Wiarmetdnung je hindurchflieBender Ladung) und Q; = eE— ge.

Durch die adiabatische Arbeit entlang 2 — 3 nimmt die elektromotorische Kraft des
Elements um dE ab. Die Temperatur &ndert sich ebenfalls. Der reversible Kreisproze wird

El ¢ T 2

4 T-dT 3
Abb. 58

0 e

geschlossen, indem Strom aus einer dufleren Quelle durch das Element hindurchgeschickt
"wird. Die Arbeit ist bei einem Umlauf gleich der eingeschlossenen Fliche ¢ dE, d. h.

_01—02 edE _ dE
Q. eE—gqe E—gq’

Da fiir einen reversiblen Kreisproze8
T —(T—dT) dT

N
ist, folgt
dE dT
E—q T
Daraus ergibt sich die HeLmuorrzsche Gleichung
dE
E = T ,
9+ (aT)
die in Abschn. 6.1. diskutiert wird.
i
p b
4 02
o
01 \ /
\
\
a 4
\\/~ l
~
Q Abb. 59
0 4

72. Wir betrachten einen Kreisprozel3, der aus einer Isochoren, einer Isobaren und einer
Isothermen besteht (s. Abb. 59). Nach dem ersten Hauptsatz gilt fiir die Arbeit W bei
diesem Prozef

W= Qi+ Q@ — Qs,
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wobei »
v
Q= CydT, Q2=ldV=l(a—T)pdT, Q3= CpdT
und
U
1= (37) o

die latente Wirme der isothermen Expansion ist. Aus der Abb. 59 lassen sich folgende Bezie-

hungen ablesen:

_ — U
ab=(—ap) ar, ac=(a_) aT
ar), at),
und
1 —— 1 [3ap\ [aV
W= cac = —(—) (==) (@7)2.
g abrac=— (aT)vV(aT)P( )

Es gilt also

1 (dp\ [dV vy
— (=) () @m2=cpar l(—-) dT — C,dT.
2 (3T)p(aT)p( ) vadl+ a7 » P

Daraus folgt

c C l ad
- om1(3),

. oder
oU v
&= cr=| (G),+) (5),
PV av) ¢ a7/,
73. Mit
14
o 25,3
aT) y\aT/,
und
as as
c,=T(=), =722
P (aT)p & (aT)V
folgt
(7),- ), - G2, (57)
aT/, aT)y aT/y\aT/,
oder
(Gv), G2, - G2), G2, - (2, ()
v),\a1),” \ap),\a7),~ \a7), \a7),
und

(0,65, 6,69,

Ersetzt man p und V durch die konjugierten GroBen a und A, so geht Gl. (1) iiber in

(5a),

(5. (. 63+

(1)

2)
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Die Verinderlichen T und § sind ebenfalls konjugierte Gré8en. Fiihrt man dementsprechend
T in Ay und S in a, iiber, so erhilt man aus (1) die Beziehung

(52). (2), - (52, G2). -+
94),\aa),~ e ), 6a), =t

Mit A = T,a = S und Ay = p, a; = V ergibt sich daraus die Relation

(52, s), - (53), Gz,

Diese Gleichung ergibt sich auch unmittelbar, wenn man in (1) die Substitutionen

T - p, V->S§
und
S—>V, p—>T
vornimmt.
74. Es gilt

ap
Cp—Cy= T(—)

o). o, T

Mit Hilfe der Identitit

(9,65, 59, -

folgt
(57),
aT,
Cp—Cr=—T L.
(37,
Wegen
aF ap 9%F ap 2F
P== (W)T’ (ﬁ)y= TaTavV’ (3_V)T= - (W)T
ergibt sich :
Grav)
C,—CraT aT v

75. Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften von Funktionaldeterminanten erhilt man

(wyjmﬁ_mwamn%w)mﬂaMD

aT), 3V, T) a(V,S)

av)s 8,8 a, T) aV,S)
~(32), (39), Gs), =2 (&),

17 Basarow, Thermodynamik
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76. Analog zu Aufgabe 75 folgt

av,S) a9V, T) aVv,S)  oaT,V) a(V,S) _( S) )
aT/

()
aT aT,S) AT, S) aV,T) T, S) a(V,T) V) p
(W)s” 3

77. Mit Hilfe der Ausdriicke

F(T, V)

Z(T, p)

H(S, p)

=U—TS8S=CyT+ Uy— T(Cyln T+ RIn V + ;) =
=CyT(l—InT) — RTIn V — TSy+ U,,
=U—TS4pV =CyT+ Uy~ T(CyIn T —Rlnp  So)+ RT =
=C,Td —InT)+ RTlnp — TSy+ U,
= U4 pV =CyT+ UyRT = C, T+ U,

und der Beziehung

§=C,InT—Rlnp+ S,

oder
T=p

ergibt sich

1 85-5

ve C»p

1 5-38

H(‘S:p): ppl—7e Cr +U0'

78. a) Aus der Beziehung

dH = TdS+ Vdp

folgt, dal die Entropie als Funktion der unabhingigen Verdnderlichen p und H ein thermo-
dynamisches Potential ist. Es gilt

1 |4

dS = —dH — —d
T p

und

T =

L

(G,
aH),

T

b) Wie die Gleichung

dF =— SdT — pdV

zeigt, ist das Volumen als Funktion der unabhéngigen Verinderlichen T und F ein thermo-
dynamisches Potential. Man erhilt

S 1

dV =— —dT — —dF

p p
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(37)
1 9T/

=T vy aS= any
(7). (7).

79. Das Differential des PLanckschen Potentials ist

dU+pdV+Vdp UtV

und

d® = dS — T
@ T T2
oder
v U+ pV
do = — —d — — dT.
4 74P+

Daraus folgt

(3115) _ |4 und (3¢) _M
T

7 T at), =T
sowie
== =[G, e G,
ap/)r . orT/ , op/r
und
0D
S—d+ ’1'(—_) .
aT/,
Dabher gilt .
U Z
op_s_ ItPV__ 2
T T
80. Aus
dF =— §dT — pdV
und
dZ =— SdT+ Vdp
folgt
@), -G G- G)
a7), ~ \av), a7),= ~\an)
Mit

a v
C, — Cy= T(l) (a_) (1
at), \a7),

ergibt sich

as s
e 1(2) (2.
av/r\op/r

Um die Temperaturabhingigkeit der Ableitungen (8.5/dV)7 und (9S5/dp)r zu erhalten,
bestimmen wir die freie Energie des Kristalls bei tiefen Temperaturen. Aus der Beziehung

aUu
CVZ(_) =a:T3
aT),

17+



260 Lésungen der Aufgaben

folgt fiir die Temperaturabhingigkeit der inneren Energie die Formel
o
U=faT3dT=TT4,

wihrend sich die freie Energie zu

U «
F=—T| —dT =— — T%
T2 12

ergibt. Daher gilt

aF a
S =—(—) =— T78.
(3T)V 3

Aus dieser Relation folgt
(ﬁ) ~ T3, (ﬁ) ~ T3,
aV/r ap/r

CP_ Cv’V, T7.

d. h.

81. Wegen § = T mit a als Proportionalititsfaktor liefert die Beziehung (1) aus der
Losung von Aufgabe 80 fiir das Elektronengas eines Metalls bei tiefen Temperaturen die
Gleichung

Cp— Cy~ T3

82. Die innere Energie U eines Plasmas kann in der Form U = Ujq + U, geschrieben
werden, wobei Ujq die kinetische Energie der sich ungeordnet bewegenden Teilchen (innere
Energie des idealen Gases) und Ug ihre mittlere elektrostatische Wechselwirkungsenergie
bedeuten. Ujq ist bekanntlich

Fiir die Energie Ug) folgt aus dem Couromsschen Gesetz

1 2N
U= Tiél LAZE
Dabei ist @; das Potential des Feldes, das am Ort der i-ten Ladung durch alle iibrigen

Ladungen erzeugt wird.
Im Falle eines Plasmas, das aus zwei Teilchensorten entgegengesetzter Ladungen besteht,

1
Ne(p, — ¢-)-

@, und @_ bezeichnen hier das Potential des Feldes, das am Ort der betrachteten positiven
bzw. negativen Ladung durch alle iibrigen Ladungen erzeugt wird.

Wir berechnen ¢, und @_. In unmittelbarer Nahe einer vorgegebenen Ladung werden sich
vorwiegend Ladungen mit entgegengesetztem Vorzeichen aufhalten. Im Abstand r herrsche
die Ladungsdichte
o(r) = e(n, — n_),

¥
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wobei n, und n_ die Konzentration der positiven bzw. negativen Ladungen am Ort r
bedeuten. Das Potential des Feldes, das durch alle Ladungen (einschlieBlich der Ladung e)
erzeugt wird, geniigt der Poissonschen Gleichung

Ag(r) =— 4mo(r).

In diesem von ihnen selbst erzeugten (,,self consistent‘‘) Feld halten sich die geladenen
Teilchen auf. Thre Konzentrationen n, und _ an einem bestimmten Ort werden daher durch
die Borrzmannschen Formeln

ep ep

n,(r) = nge kT, n_(r) = ny kT

bestimmt, die der barometrischen Héhenformel

_meZ
n(Z) = nge kT

fiir die Teilchenzahldichte n, die sich unter dem Einflu des Schwerefeldes in der Héhe Z
einstellt, analog sind. T ist die absolute Temperatur, k = R/N die Borrzmannsche Kon-
stante und ny = N/V die mittlere Konzentration der geladenen Teilchen eines Vorzeichens.
Es ergibt sich

- 9

und

e _te
Ap = 4neno<e"T —e kT )

Im Falle eines verdiinnten Plasmas ist die mittlere potentielle Energie ep einer Ladung klein
gegen die mittlere Energie 3/, kT seiner Wiarmebewegung. Man kann also niherungsweise
schreiben )

9 eQ
kT _ —
et =1+57
und
Ap=x’g
mit
, 8melng
$=——.
kT

Da das Feld kugelsymmetrisch sein muB, gilt

1 d2
A = — — —

¢ r dr? (r)
und

d2
e (ro) = »Xro).

Daraus folgt

o Ci o C
rg =Cie + Cye” und ¢(r)=_r_‘e " 4 _rie’".
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Die Konstante Cy muf} gleich Null sein, da das Potential .in groBer Entfernung von der
vorgegebenen Ladung (r — o) nicht unendlich grofl werden darf. Wir erhalten daher

Fiir das Potential des Feldes, das im Punkt r durch alle Ladungen mit Ausnahme der ein-
gangs herausgegriffenen Ladung erzeugt wird, ergibt sich daraus

Cl —xr__ e
r r

Am Ort r = 0 der Ladung selbst folgt fiir das Potential @, der Ausdruck

N 1 1
@,=lim— (Cye —e)_=hm—[C1—Ciur-{——Cl(ur)?—...—e]=
r>0 T r-0 T 2
C, —
—lim L7° ¢y
r—0 r

Damit diese GréBe endlich ist, mufl C; = e gesetzt werden, so da8

@, =— ex, @ = ex,
e _ e-nr_i
pr)=—-e™", o) =e—— -
r r

gilt. Die Formel fiir ¢(r) zeigt, daBl das Potential des Feldes in der Umgebung der vorgege-
benen Ladung e exponentiell abnimmt. Dadurch unterscheidet sich ein Plasma grundsitzlich
von einem homogenen dielektrischen Medium, in dem das Feld einer duleren Ladung in
beliebigem Abstand von dieser um den Faktor ¢ kleiner als ihr Feld im Vakuum ist.

Die Grofe

d 1 kTV
x| 8ae®N
bestimmt das Gefille des Potentials in der Umgebung der Ladung, d. h. die Eindringtiefe
eines duBleren elektrischen Feldes im Plasma. Man bezeichnet sie als Desyeschen Radius.
Das Potential einer Ladung im Plasma {illt also stérker ab als das CourLoms-Potential. Das
ist verstiindlich, da sie von einer entgegengesetzt geladenen Ladungswolke umgeben ist, die

ihr Feld schwicht (abschirmt).
Wir erhalten

o~ 1 N ) e2 N Ne2 8me2 N
e1 =g Nlos = ¢-) == Nefu == - V == Ne* |/ =7
und
Sne? N
U=cyT—nNe |22
KTV

Wihrend die innere Energie Ujq des idealen Gases nicht vom Volumen abhingt, fillt der

Anteil Ug) mit 1/]/1_/ ab. Fiir ein stark verdiinntes Plasma (V — o) gilt Ug — 0, da die
Wechselwirkung zwischen den Teilchen sehr schwach wird.
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83. a) Aus F = U — TS folgt
AF =AU — A(TS) =
= Cy(Ty— Ty) — [To(Cyln To+ Rln Vy+ ) =
— Ty(Rln V4 Cyln Ty + Sp)] —
= Cy(Ty— Ty) — R(Teln Vo — TyIn Vy) — Cy(Tyln Ty — TyIn Ty) —
— (T3 — T9)S,-
Fir V; = Vy = 11 erhidlt man im Falle eines zweiatomigen idealen Gases (Cy =

5cal/grd Mol) -
AF = [5-100 — 5(373 In 373) — 100 Sj] cal/Mol = (—2885,7 — 100 S,) cal/Mol.

Mit

Z=F+pV
folgt

AZ = AF+ A(pV) = AF+ V(py — py) =
373
273

- [—2885,7 — 100 So+ 1 ( _1) 22,4.24,214] cal/Mol =

= (—2687 — 100 Sp) cal/Mol.

b) Die Beziehung
AF = Cy(Ty— Ty) — R(Tyln py — TyIn py) — Cp(ToIn Ty — Tyln Ty) —
—(Ty—Ty) S
liefert fiir py = py = 1 atm
AF = [7-100 — 7(373 In 373 — 273 1n 273) — 100 S;] cal/Mol =-
=~ (— 4000 — 100 S;) cal/Mol,

d. h.
373

AZ=AF+p(Vo—V,) = [—4000 — 1005, — (ﬁﬁ—l) .22,4.24,214] cal/Mol =

= (—3800 — 100 S) cal/Mol.

84. GemiB der Gises-HeLmuorrzschen Gleichung gilt

_ % o (%F
E=-P4 T(a_T)P'

Dabei bedeuten @, die auf 1 Mol und Q,/zF die auf die Ladungseinheit bezogene Reaktions-
wirme (z ist die Wertigkeit und F die FaArabpaysche Zahl).
Fiir t = 25 °C betrégt die elektronische Kraft des Elements

E = 0,96466 V,

wobei der vom Wirmereservoire herrithrende Anteil den Wert

OE
T (_) —208.1,74-105 V = 4,585.10-2 1/
37),
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hat. Die Reaktionswirme je Coulomb der durch das Element flieBenden Ladung ist

E
—0—p =E—-T (6_) = (0,96466 — 4,585.10-2) J/Coul = 0,1905 cal/Coul.
zF aT/,

85. Wir nehmen an, da8 die chemische Reaktion, die der Strom im Element hervorruft,
mit einer Volumeninderung zusammenhingt. Die freie Energie und das Volumen mégen
zu Anfang die Werte F; bzw. V; und nach dem Durchgang einer Ladungseinheit die Werte
Fy bzw. V, besitzen. Der dullere Druck p und die Temperatur seien konstant. Die Abnahme
der freien Energie ist gleich der Arbeit, die fiir den Transport einer Ladungseinheit und die
Volumeninderung erforderlich ist:

Fy— Fo= E+ p(Vy— V).

Daraus folgt
oF F. E Vy, oV
G -G =) +o(32-50) + 7=
ap/r \dp/r \op/r op dplr
dF = — SdT — pdV

G5, =7 ),

Daher haben wir

0E
() =vi-v
ap/r

Wegen

gilt

Diese Formel zeigt folgendes. Ist die chemische Reaktion im Element mit einer Volumen-
zunahme (V3 > V) verbunden, so nimmt die elektromotorische Kraft bei Vergroferung
des duBeren Druckes ab, und umgekehrt. Sind an der Reaktion lediglich Fliissigkeiten oder
feste Korper beteiligt, so ist die Volumeninderung unbedeutend, und die elektromotorische
Kraft hiangt praktisch nicht vom Druck ab. Im Falle von Gaselementen kann die Druck-
abhingigkeit jedoch sehr bedeutend sein.

86. GemaB (6.8) ist die Affinitat
W = Qy— BT2= 50,4 — 3,69.10~% T2.

Im Umwandlungspunkt befinden sich beide Schwefelmodifikationen im Gleichgewicht
(#4 = po oder Zy = Z,), so daB W = Z; — Zy = 0 folgt. Aus der Beziehung

50,4 — 3,69-1074T2 = 0

ergibt sich die Umwandlungstemperatur zu
Ty = 369,5 °K.

Der experimentelle Wert ist
Ty = 368,4 °K.

Bei der Temperatur T besteht keine Tendenz zur Umwandlung. Unterhalb von T ist der
rhombische Schwefel stabil, so daB sich der monokline Schwefel unter dem Einfluf der
chemischen Affinititskrifte spontan in rhombischen umwandeln muB.
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87. Aus (6.11) ergibt sich fiir die Inversionstemperatur im Falle des vaAn pEr WaaLsschen
Gases die Gleichung

2a RTb

T o
VZ T (V—b)2

Setzt man die aus dieser Beziehung berechnete Gréf3e V in die van pEr WaavLssche Gleichung
ein, so erhilt man die Inversionstemperatur 7; als Funktion des Druckes zu

8 1 362
= > (1402 7/1-°%5)
i 931;(*21/ ap)

Daraus geht hervor, daB8 bei groBien Dichten zwei Inversionstemperaturen existieren. Der
Koeffizient y ist oberhalb der héheren und unterhalb der tieferen Inversionstemperatur
positiv und zwischen diesen negativ. Die Lage der Inversionspunkte hingt vom Druck ab.
Mit wachsendem Druck verschiebt sich der héhere nach unten und der tiefere nach oben.
Dieses Ergebnis entspricht qualitativ der Erfahrung. Die tiefere Inversionstemperatur liegt
im fliissigen Zustand und wurde bei vielen Stoffen gefunden.

88. Es gilt
ap

v
C,—Cyp=T(==) (=) -
P (OT)V(GT)p

Im Inversionspunkt (A T/Ap = 0) ergibt sich aus (6.11)

v
a1/,

so daB folgt

ap
C,—Cy=V{—) .
P 4 (3T)V

cdt

Abb. 60

vdt

89. Selbst wenn man davon absieht, daB3 die Lichtgeschwindigkeit im Widerspruch zur
Relativititstheorie addiert wird, enthilt diese Uberlegung einen Fehler. Er besteht in der
Annahme, daB die Energiedifferenz 8Q — 8Qy = uv dt in Arbeit zur Verschiebung des
Kéorpers iibergeht. Aus Abb. 60 erkennt man jedoch, daB sich die Strahlungsenergie uv d¢ im
Volumen v d¢ befindet und nichts mit der Arbeit des Lichtdrucks zu tun hat. Die Bewegung
des Korpers, die mit der Geschwindigkeit v erfolgt, kann durch duBlere Krafte hervorgerufen
werden, und v kann einen beliebigen Wert besitzen, ohne dal die im Text angegebene
Rechnung beeinflut wird. Man erhilt fiir den Strahlungsdruck das richtige Ergebnis,
obwohl man willkiirlich die Arbeit p do des Lichtdrucks gleich der Strahlungsenergie u v dt
setzt, die jedoch der Korper infolge seiner Bewegung iiberhaupt nicht in der Zeit d¢ aufneh-
men kann.
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90. Die Funktionen U, F, Z und H sind thermodynamische Potentiale, wenn sie in den
folgenden unabhingigen Verédnderlichen ausgedriickt werden:

U=USs,V), F=FT.V), Z=2xTp), H=HS,p.

Fiir Hohlraumstrahlung gilt U = u V. Dabei ist die Energiedichte v nach dem Steran-
Borrzmannschen Gesetz gleich o 7%, so da U = ¢T% V wird. Dieser Ausdruck fiir U ist
jedoch kein thermodynamisches Potential. Dazu muB noch T durch § und V ausgedriickt
werden. Die Beziehung

S — 2 o3y
=73

fiir die Strahlungsentropie liefert

und damit ’
38\
U=¢V .
¢ (/WV)
Daraus ergibt sich fiir die freie Energie
4 1
F=U—-TS=¢T‘V - T- To-T3V =— —g-oT"‘V,
fiir die freie Enthalpie
1 1
Z=F+ pV =—T6T‘V+?0T4V=~O
und fiir die Enthalpie
4 3p\ Y
H = U+pV=T‘aT-’-V= TS=S(—p) '
: I

Es zeigt sich, daB die freie Enthalpie Z(T, p) im Falle der Hohlraumstrahlung nicht als
thermodynamisches Potential angesehen werden kann. Die Ursache dafiir besteht darin,
daB Strahlungsdruck p und -temperatur T wegen p = 1/, 6 T* keine unabhingigen Verin-
derlichen sind.

91. Wir nehmen an, das Gegenteil sei richtig. Die Strahlung sei also nach einer quasi-
statischen adiabatischen Expansion, bei der die Energiedichte von u; nach uy iibergeht,
keine schwarze mehr. Da schwarze Strahlung ein System darstellt, das sich im stabilen
Gleichgewicht befindet (vgl. Aufgabe 100), wire folgendes zu erwarten. Wenn wir die Strah-
lung der Energiedichte uy mit einem Kérper der Temperatur Ty, mit dem sie sich im Gleich-
gewicht befindet, in Kontakt bringen (dabei éindert sich die gesamte Strahlungsenergie also
nicht), so wird sie im Laufe der Zeit in eine schwarze Strahlung iibergehen. Das System
strebt demnach ohne Anderung der Gesamtenergie dem stabilen Gleichgewicht zu, was mit
einem Entropiezuwachs verbunden ist. Folglich muf} die schwarze Strahlung der Energie-
dichte uy eine groBere Entropie als die der Energiedichte u, besitzen.

Wir betrachten nun den umgekehrten Proze8 der adiabatischen Kompression auf die
Anfangsdichte uy. Dabei dndert sich die Strahlungsentropie zwar nicht, aber nach unserer
Voraussetzung besitzt die Strahlung eine andere spektrale Zusammensetzung als die
schwarze Strahlung bei der Anfangstemperatur 7). Gleichzeitig ist ihre Entropie grofer als
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die der schwarzen Strahlung derselben Energiedichte. Sie wird bei Kontakt mit einem Kér-
per der Temperatur T eine schwarze, dem stabilen Gleichgewicht entsprechende Strahlung.
Dieser Ubergang in das stabile Gleichgewicht miiBte mit einer Entropieabnahme ohne jede
Zustandsidnderung in der Umgebung verbunden sein. Das widerspricht jedoch dem zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik.

Schwarze Strahlung 1a8t sich also durch einen adiabatischen ProzeB nur in dieselbe
schwarze Strahlung anderer Temperatur verwandeln.

92. Die Anderungen, die schwarze Strahlung bei einer adiabatischen Expansion erfahrt,
kénnen nur durch einen bewegten Kolben in Form eines Spiegels hervorgerufen werden.
Bei einer Reflexion am bewegten Spiegel dndern sich Lichtfrequenz und -intensitit. AuBler-
dem stimmen Einfalls- und Reflexionswinkel nicht mehr iiberein.

J

0 O/ X Abb.61
72

v

Die Frequenzinderung kann unter Verwendung des DoppLErschen Prinzips, einfacher
jedoch mit Hilfe der folgenden Uberlegung bestimmt werden. Das Licht breite sich in
Richtung der z-Achse aus (Abb. 61).

Dann hat man fiir den einfallenden Strahl

z

E, = acos 2y (t—T)

und fiir den reflektierten

x
E; =a cos2mv (‘+ T) .

Auf der Spiegeloberfliche, d. h. der Fliche z = v ¢, gilt fiir alle Zeitpunkte ¢ die Beziehung

E, = Ej. Die Argumente des Kosinus in den Ausdriicken fiir E, und Ej miissen daher
iibereinstimmen. Daraus folgt die Gleichung

(R

oder, wenn man hohere Potenzen von v/c vernachlissigt,

(1 9 Y
= (t-2)

v
dv’=dv(1—2—).
c

und

Dabei ist v die Spiegelgeschwindigkeit in Strahlrichtung.
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Breitet sich der Strahl unter dem Winkel « gegen die 2-Achse (oder, wie in Abb. 62, lings

der Spiegelnormalen) aus, so hat der Spiegel in Strahlrichtung die Geschwindigkeit v cos a,
wobei v die Spiegelgeschwindigkeit in z-Richtung bezeichnet. Dann gilt

v
Y= (1—2—coso¢)
c

und

dv'=dv(1—2icos a).
c .

S 7 Abb. 62

\

Da fiir jeden Strahl E = hv gilt, muf sich die Energie des herausgegriffenen Teils der
Strahlung (mit Frequenzen zwischen » und » 4+ d») um denselben Faktor é#ndern wie die
Frequenz » und die Intervallinge dv:

72
14

v
U = U(i—-2—cos a)
c

(U=uV =U,dy =u, Vdy).

Man findet leicht die Beziehungen

Ist eine der angegebenen Anderungen bekannt, so kénnen daraus die iibrigen berechnet
werden. :

Wir bestimmen die Energieéinderung monochromatischer Strahlung aus dem Frequenz-
intervall zwischen » und » 4 dv bei einer Reflexion am bewegten Kolben. Dazu berechnen
wir zunichst die Arbeit, die der Lichtdruck an ihm leistet. Auf den bewegten Kolben wirke
der Druck p’. Nimmt man v <€ ¢ an, so kann man néherungsweise p’ gleich dem Lichtdruck
p auf den unbewegten Kolben setzen. )

Bei einer Anderung des Hohlraumvolumens um dV wird dann die Arbeit des betrachteten
Strahlungsteils’

u U
av' =" av =~ av.
P 3 3V

Sie muB gleich der Energieabnahme dU sein. Es gilt also

U
—dU = —dV.
3V
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Daraus folgt

Da bei einem adiabatischen Prozel
VT3=V'T3

ist, erhilt man aus

v

—— =— = const

T ‘
und

7 U u,Vdvy u, T3 T

T U uVdr u, T3 T
oder

u u,

T; = T_:3 = const

93. Fiir Hohlraumstrahlung gilt
T4

U=o6T‘V, =

Daraus folgt fiir die spezifische Wirme bei konstantem Volumen
ey = 4T3 = 7,3.10-22 T3 [cal/grd cm3].

Da ein isobarer ProzeB im Falle der Hohlraumstrahlung gleichzeitig isotherm ist, ergibt
sich
Cp=Cr— 0;

denn die spezifische Wirme bei konstanter Temperatur ist unendlich groB. Daraus folgt

CP
y=C—V—>00, CP—CV—-POO
und
pV? = oo.

1 Mol eines einatomigen idealen Gases besitzt die Energie

3
=-—RT
U 3 R

die spezifische Warme je Mol ist
3

Cy=—R
L)
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und die spezifische Wirme je Volumeneinheit
ik 32 l/grd em? = 1,3-10~% cal/grd cm?
Cy — — —m— o = .10~ .
V=37 5294103 cal/grd cm R cal/grd cm

Dabher gilt

{ev)s
— 5,6-10-18 T3,
(ev)e

Dieses Verhiltnis ist bei gewshnlichen Temperaturen (a2 300 °K) auBerordentlich klein.
Bei T = 106 °K werden (cy)s und (cy)g vergleichbar.

94. Die thermodynamische Untersuchung der Hohlraumstrahlung fithrt zu dem Ergebnis,
daB die Summe aus den Entropien des reflektierten und des gebrochenen Strahls groBer
als die Entropie des einfallenden Strahls ist. Aus diesem richtigen Ergebnis wird oft der
falsche SchluBl gezogen, daB die Aufspaltung des Strahls in einen reflektierten und einen
gebrochenen Strahl einen irreversiblen Proze darstellt. Dies wird dann meistens noch
durch zusitzliche Uberlegungen begriindet.

a) Dasich die spektrale Energiedichte u,(»,T) bei konstantem » nur durch Verringerung
der Strahlungstemperatur verkleinern 148t, kann man sagen, dafl das zu Anfang vorhandene
Strahlenbiindel der Temperatur T in zwei Strahlenbiindel tieferer Temperatur (wegen
ihrer: geringeren Energiedichte) aufgespalten wird. Die Temperatur der Strahlung muB
demnach durch die Aufspaltung abnehmen. Das ist aber ein irreversibler Prozef, weil
andernfalls der umgekehrte ProzeB ohne ,,Kompensation‘‘ moglich sein miifite. Gegen
diese Aussage 148t sich jedoch folgendes einwenden. Man kann den ProzeB vollstindig
riickgiinglg machen, indem man den reflektierten und den gebrochenen Strahl mit Hilfe
von zwel senkrecht zu den Strahlrichtungen angeordneten Spiegeln umkehrt, so daB sie
sich im Einfallspunkt wieder vereinigen. Der urspriingliche ‘Proze ist damit ohne Ande-
rungen in der Umgebung vollstéindig riickgingig gemacht. Nach dieser Uberlegung sollten
wir erwarten, daB Reflexion und Brechung reversibel sind. Der entstehende Widerspruch
wurde filschlicherweise zugunsten der Irreversibilitit des Prozesses gelost (s. Abb. 63).

A B

"\ b
//// Abb. 63
174

b) Bei der Umkehrung der Zerlegung des Strahls (der entgegengesetzt zur Richtung
von ¢ auf die Oberfliche auftrifft und in zwei Strahlen zerlegt wird, die a bzw. b entgegen-
gerichtet sind) miiten die beiden Strahlen a und b so zusammenwirken, daf sie einen
einzigen Lichtstrahl ¢ ergeben. In Wirklichkeit jedoch wird a neben ¢ auch d und b neben
¢ auch e ergeben. Das bedeutet, daB sich die Strahlen a und b nur dann zu einem Strahl ¢
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vereinigen, wenn man erreichen kann, daf8 d und e sich gegenseitig ausléschen. Das ist
theoretisch méoglich, falls beide Strahlen gleiche Amplituden und genau entgegengesetzte
Phasen besitzen. Um das jedoch: praktisch zu erreichen, ist eine so groBe Genauigkeit
erforderlich, dal man ohne weiteres feststellen kann, dafl die Aufspaltung des Strahls
irreversibel ist.

Die durchgefiihrten Uberlegungen sind in beiden Fillen falsch. Die richtige Losung des
Problems wird im Abschn. 6.4. behandelt.

95. Aus der Beziehung

Z=U—TS4pV=CT—T(C,InT —Rlnp+ So)+ RT =
= RTInp — C,T(1 —In T) + TS,

ergibt sich

9Z
n= (—) =kTInp —¢,T(1 —In T)4 Tsg=kTInp—+ po(T).
ON/7p .

Fiir Hohlraumstrahlung gilt

, 4 1
Z=U—-TS+pV=0T4V — T-Ta T3v+Ta T4V =0,

d.h. g =0.

96. Die Grundgleichung der Thermodynamik besitzt fiir den Fall eines Systems mit
verdnderlicher Teilchenzahl die Form

TdS = dU+ pdV — 3 p;dN;.
i

Mit Hilfe einer LEcEnpreschen Transformation kann man diese Gleichung leicht in die
folgende Form bringen:

—SAT =d(U — TS — 3 ;N + pdV + 3 Nydy;
i i

oder
do = — SdT — pdV — >’ N;dy;
~.
mit .
i .
Wie man sieht, ist die Funktion o(7,V, u) = —pV der unabhingigen Verinderlichen T,

V und y; ein thermodynamisches Potential. Es gilt

(i),

aT)y,,
(360)

p= Y T,,u,

9w
N,.=_(~) .
ouil 1, v
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97. Sind p und T vorgegeben und fiir beide Phasen gleich, so gilt fiir die freie Enthalpie
des zweiphasigen Systems

Z = Nym(T, p) + Nopo(T, p)
mit

N1+ Nz = const.

Dabei sind uy(T, p) und uy(T, p) die chemischen Potentiale und N; und N, die Teilchen-
zahlen der beiden Phasen.

Die inneren Parameter sind Ny und Ny. Wegen Ny + 6Ny = 0 haben wir 6N, = —4N,.
Aus der Gleichgewichtsbedingung dZ = 0 folgt

0Z = (uy — pp) 6N; = 0.
Diese Beziehung fiihrt auf die Gleichung

w(T, p) = po(T, p),s

d. h., im Gleichgewicht der Phasen miissen ihre chemischen Potentiale iibereinstimmen.

98. Als Parameter wihlen wir das Gasvolumen V. Fiir ein ideales Gas gilt

c
dS=TVdT+—dV

Aus
6Q = CydT + pydV

ergibt sich im Falle eines adiabatisch abgeschlossenen Systems (6Q = 0)

CVdT = — podV,
d. h.

1 (RT
ds—7(7—po)dV——(p—po>dV

wobei p = RT/V der Gasdruck ist. Gleichgewicht (dS = 0) ist also nur fiir p = py mog-
lich. Wir zeigen nun, daB die Entropie im Gleichgewicht maximal ist. Die Entropie des
idealen Gases ist

S=CylnT+ RInV 4 §,.
Bei einer Volumen- und Temperaturinderung 6V bzw. § T ergibt sich

A5 e TEIT L g VO

8T oV 1 CaT2 797
T v 2[" ]

1 [RT 5V 1 C 8T? R(SV2
=T ?'PO] -~y ot W]'
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Daraus folgt

1
6S=T(P—P0)6V’
6T? ov?2
28 — —
625 = [CVW—FR-VT].

Man erkennt insbesondere, daB 42 fiir beliebige 6V und T negativ ist. Folglich hat die
Entropie im Gleichgewicht ein Maximum.

99. Die Grundgleichung der Thermodynamik (7.4) fiir irreversible Prozesse lautet in
den unabhingigen Verdnderlichen § und p

dH < TdS+ Vdp.

Ein System mit § = const und p = const befindet sich also im Gleichgewicht, wenn seine
Enthalpie minimal ist.

Ferner zeigt die Grundgleichung der Thermodynamik (7.4) in der Form
dU < TdS — pdV,

daB in einem System mit § = const und V' = const Gleichgewicht herrscht, wenn die innere
Energie minimal ist.

- 100. Die in einem Hohlraum mit weien Wénden eingeschlossenen Strahlungsteile, die
jeweils von verschiedenen Kérpern ausgesandt wurden, befinden sich im thermodyna-
mischen Gleichgewicht, obwohl sie unterschiedliche Temperaturen besitzen. Dieses Gleich-
gewicht ist nicht stabil, da es keinem Entropiemaximum entspricht. Bringt man ein
Staubkérnchen in den Hohlraum, so stellt sich ein neues Gleichgewicht ein. Wir wollen
zeigen, daBl dieser Zustand stabil ist und alle Strahlungsteile in ihm dieselbe Temperatur
besitzen.

Strahlungen verschiedener Frequenzen befinden sich bei maximaler Entropie

s = f s(v) dw 1)
0
im Gleichgewicht, falls die Energiedichte
u= f u(y) dv
0

konstant gehalten wird. Das bedeutet, da3 die Entropievariation ds bei konstant gehaltener
Energiedichte verschwinden muf:

oo oo

55 =/6s(v) dy =f§z((:))6u(v) dy =0

0 0

unter der Nebenbedingung

du :féu(v) dv = 0.
0

18 Basarow, Thermodynamik
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Diese Bedingungen miissen fiir beliebige du(v) gelten. Daraus folgt, daBl ds(v)/du(w») fiir
alle Frequenzen gleich ist:

8s(v) c \

dulv)

C besitzt fiir jede schwarze Strahlung einen bestimmten, frequenzunabhingigen Wert, kann
also nur eine Funktion der Temperatur sein. Im folgenden zeigen wir, da C = 1/T ist.
Dazu nehmen wir an, da wir dem Hohlraum mit dem Volumen V = 1 = const eine
solche Wiarmemenge zufiihren, dafl sich die Strahlungstemperatur auf 7 + d7T #ndert.
Die dabei entstehende Entropieinderung ist wegen T ds = du (bei V = const) gleich
(ds/dT)ydT = (du/dT) dT/T. Aus (1) folgt

oo oo

d ad
as as(v) _u@ dy = C 9 u(v) dn,
dT du(v) aT aT
0 0
d. h.
ds c du
a7 4T’

Damit ergibt sich
1
C=—.
T
Die Strahlung, die sich durch das Einbringen eines Staubkdrnchens bildet, stellt also
ein System dar, das sich im stabilen Gleichgewicht befindet und eine einheitliche Tem-
peratur (die des Staubkérnchens oder der Winde) besitzt.

101. Alle Teile eines Korpers besitzen im Zustand des thermodynamischen Gleich-
gewichts dieselbe Temperatur. Wir fragen nach einer weiteren Gleichgewichtsbedingung
fiir den Fall, daf sich das System in einem Feld befindet, in dem die potentielle Energie
je Teilchen gleich ¢ ist. Dabei gehen wir davon aus, daBl die freie Enthalpie im Gleich-
gewichtszustand minimal sein muf.

Bei Anwesenheit eines Feldes sind die physikalischen Bedingungen in verschiedenen
Teilen des Systems unterschiedlich. Die Energieéinderung wird fiir einen kleinen Teil des
Systems nicht wie im feldfreien Fall durch

dU = TdS — pdV +4 udN,
sondern durch
dU =TdS — pdV+4+ pdN+ ¢dN

bestimmt, wobei der letzte Term die Anderung der potentiellen Energie beschreibt, die
die Teilchen aus dem betrachteten Teil des Systems erfahren. Daraus folgt

dZ = — SAT+ Vdp+ (u+ ¢)dN,

9Z
bt @ = (a—N)T’p-

Die freie Enthalpié des ganzen Korpers ist

Z = [(u+ ¢)dN.
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Hinsichtlich der Teilchenverteilung liegt Gleichgewicht vor, wenn die Bedingung

6Z =f(,4,+ @) 6(dN) =0
erfiillt ist, die bei konstanter Gesamtteilchenzahl durch
f(dN) =0

zu erginzen ist. Damit sich der Kérper bei Anwesenheit eines Feldes im Gleichgewicht
befindet, muf also die Bedingung

©+ @ = const

erfiillt sein, d. h., die elektrochemischen Potentiale der verschiedenen Teile des Systems
miissen iibereinstimmen.

Im Falle des Schwerefeldes ist ¢ eine Funktion der Massenmittelpunktkoordinaten z,y, z
der Molekiile, so da3 die Gleichgewichtsbedingung die Form

u(T,p)+ ¢ (z,y,3) = const (0

erhilt. Daraus folgt, dal in verschiedenen Teilen des Systems im Gleichgewicht unter-
schiedliche Driicke herrschen (im feldfreien Fall besitzt p iiberall denselben Wert). Durch
Differentiation von (1) folgt

du+de =0.
Fiir das homogene Schwerefeld gilt ¢ = m gz und

vdp+ mgdz =0,
so daf3
dp = —pgdz

wird. Dabei bezeichnet m/v = g die Dichte des Mediums. Man erhilt also auf diese Weise die
iibliche Beziehung fiir die Druckénderung eines Gases oder einer Fliissigkeit mit der Héhe.

102. Fiir das Gesamtsystem gelten die Gleichgewichtsbedingungen (7.27) nur im homo-
genen Fall, in dem iiberall gleicher Druck herrscht und die spezifische Wiarme des Gesamt-
systems gleich der Summe aus den spezifischen Wirmen seiner Teile ist. Liegt ein in-
homogenes System vor, so sind die Stabilititsbedingungen (7.27) nur lokal, aber nicht fiir
das Gesamtsystem richtig. Zum Beispiel ist der Druck bei Anwesenheit eines Feldes eine
Funktion des Ortes und die Energie, also auch die spezifische Wirme, nicht additiv. Die
Tatsache, daB Cy fiir einen kleinen Teil eines Sterns positiv ist, berechtigt also nicht zu
der SchluBfolgerung, dafl das auch fiir den ganzen Stern zutrifft.

103. Als innere Parameter wihlen wir die Entropie und das Volumen des Systems. Die
allgemeine Gleichgewichtsbedingung AZ > 0 fiir ein System, das sich unter konstantem
Druck in einem Thermostaten befindet, ergibt fiir die virtuellen Anderungen von S und V
die Beziehung

AZ = AU — Ty 88+ pysV > 0. (1)

Dabei sind U, §, V Parameter des Systems und T, pg die konstanten Werte von Tem-
peratur und Druck. )
Fiir den Zuwachs AU bei virtuellen Anderungen von § und V erhilt man den Ausdruck

U au 1 (32U 82U U
U= |—) &S 8V 52 S6V V2
A (as) ’ +( ) T (682 +2 o507 % T o 70 )

TS 1 (32U 52 92U U __,
=T6S —pdV 4 — -5 (8826 + 2 aSE’VtSS(SV—I—méV)

18*



276 Lésungen der Aufgaben

wobei die Terme von hoherer als zweiter Ordnung in 65 und 6V vernachlissigt und die
Beziehungen (dU/3S)y = T und (dU/dV)s = —p benutzt wurden.

Die Bedingung (7.16) erhilt damit die Form
1 (92U 2Uu
Z = (T — Ty 6S —p) OV 4+ — (05242 — 4656V +
AZ = (T = T5) 85 +(po — ) 8V + 5~ (5. 057 4+ 2 85V -

UV2
+373° )>°

Daraus folgt
8Z =(T — Ty) S +(po— ) 8V

und

92U U
02Z = —. 688 2+2 a

U .
5 088V + =58

av?

Wegen T = Ty und p = p folgt fiir das Gleichgewicht 6Z = 0.
Die Bedingung fiir die Stabilitit des Gleichgewichts lautet 62Z > 0 oder

8U U

U
S5 052+ 25 050V +—6V2>0 (2)

Die linke Seite dieser Ungleichung stellt eine quadratische Form in den virtuellen Ande-
rungen 65 und 6V dar. Der Ausdruck az? + 2 bxy + cy? ist aber in Abhingigkeit von
z und y stets positiv, falls @ > 0 und ac — b2 > 0 gilt. Die Bedingung fiir die Stabilitat
des Gleichgewichts in einem homogenen System kann daher immer in der Form

U 0 3)
Fizhe

und
92U 92U (a2U 2
FE 2 asav)>

geschrieben werden. Aus (3) folgt

U aT T
—=|—) =—>0, d.h. ( 0 (5)
352 (6S)V CV> ’ v> 0, \Y/

da T als positiv vorausgesetzt wurde.
Die Ungleichung (4) 14Bt sich durch eine Bedingung fiir eine Funktionaldeterminante
ausdriicken:

F) (aU ] (aU
92U 92U ( 92U )2 FX3 a_s) F)% FS")

"as20v: T \aSaV) | 5 e\ 8 U
a5 (57) 37 (3v)

aU aU
(a_S’ W) T, —p) AT, p)
TS, V) T as, V)  as. v

oder
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Mit Riicksicht auf die Eigenschaften von Funktionaldeterminanten folgt aus dieser Un-

gleichung
aT,p) &T,p) aT,V) (ap\ (9T\ _ T (dp
3s, V)~ AT, V) a5, ) QVL(EQV'E%39T<°

Da nach (5) Cy > 0 ist, erhalten wir

(),

Die Bedingungen fiir die Stabilitat des Gleichgewichts in einem homogenen System
werden also durch die Beziehungen
ap
Cy>0 und ep=—Vy{-—) >0 (7)
av)r

ausgedriickt. Die spezifische Wirme bei konstantem Volumen und der isotherme Elasti-
zititsmodul miissen im Gleichgewicht positiv sein. Da nach (3.54) Cp, — Cy > 0 ist, folgt
auch Cp, > 0.

Wie man leicht sieht, ergibt sich aus der Stabilitdtsbedingung T/Cy > 0, dal Cy — 0
fir T — 0. Die Entwicklung von Cy an der Stelle T = 0 hat die Form

Cy=aT+bT2+4 cT3+.... (1)

Nach der Stabilitdtsbedingung (d. h. nach dem ersten und zweiten Hauptsatz) ist eine
lineare Temperaturabhingigkeit von Cy (a4 0,b =c¢ =. ... = 0) oder zumindest ein linearer
Term in (1) durchaus méglich (a4 0, b5 0, ¢4 0, ...). Auf Grund des dritten Haupt-
satzes jedoch muf @ verschwinden, wihrend die iibrigen Koeffizienten unbestimmt bleiben.
Die Méglichkeit einer linearen Temperaturabhingigkeit von Cy wie iiberhaupt die An-
wesenheit eines linearen Terms in (1) wird durch den dritten Hauptsatz ausgeschlossen.
Demnach gilt T/Cy — oo fiir T — 0, d. h. bei tiefen Temperaturen strebt das System
einem stabilen Grenzzustand zu. Geht man umgekehrt von der Stabilititsbedingung
T/Cy > 0 aus und nimmt an, daf} fiir T — 0 ein stabiler Grenzzustand existiert [19], so
findet man, daB der Koeffizient a in der Entwicklung (1) fiir Cy; verschwinden muB. Es
wiire allerdings falsch, wollte man aus dieser Uberlegung schlieBen, daB der dritte Haupt-
satz aus den beiden ersten abgeleitet werden kann, weil die Beziehung a = 0 dem dritten
Hauptsatz nicht dquivalent ist (s. Abschn. 4.2.).

104. Ein isotropes Magnetikum im verinderlichen Magnetfeld leistet je Volumeneinheit
die Arbeit

1 1
W=—_——(9,dB) =——HdB.
by ¥ 1

Die Formel (B) folgt aus (A) durch die Substitution B = § + 4aM:
1 1 . $?

SW == ($,dB) =— — (§,d$+ 4ndsm)=—d(
br bn 8

44

) (5. am).
Da § und 9 im Falle eines Para- oder Ferromagnetikums parallel sind, ergibt sich

H2
T

und

AU’ = TdS — pdV + HdM.
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Fiir ein Diamagnetikum sind § und 9N antiparallel, so daB

H?2
oW ——d (_) +HdM
8n

und
dU’= TdS — pdV — HdM
wird.
Daher lautet die Stabilitdtsbedingung fiir ein Diamagnetikum
(), -5
aM, S,V x

und es folgt in Ubereinstimmung mit dem Experiment x < 0. Damit ist die gestellte
Frage beantwortet.

105. Das i CraTeLiER-Braunsche Prinzip besagt, daB Gleichgewichtssysteme die
Eigenschaft besitzen, einem &ufBleren Zwang durch geeignete Zustandsinderung aus-
zuweichen. Wir beweisen es fiir Prozesse, die ohne Verinderung der chemischen Zusammen-
setzung und der Masse des Systems vor sich gehen. (Das L CuaTeLIER-BrauNsche Prinzip
- gilt auch fiir Zustandsénderungen, die nicht dieser Einschrinkung unterliegen, muf3 dann
jedoch anders bewiesen werden.)

Der Zustand des betrachteten Systems werde durch die Variablen 24 und 29 beschricben;
X; und X, seien verallgemeinerte Krifte. Das Differential einer Zustandsfunktion Y
besitze die Form

dY = X1 d:l?1+ deillz.

Dann gilt
(5).~ Gz @
0z /4, 0z /4,

und
G2,
X,/ x, X1/ x,

da

d(Y — Xy2; — Xoity) = —2,dX; — 29d X,
ist.
Wir suchen nun einen Zusammenhang zwischen der Ableitung (97x4/0X,),, und den
Ableitungen (024/0X})x,, (071/0X3)x, und (9z3/0X9)x,. Auf Grund der Eigenschaften von
Funktionaldeterminanten gilt

Oy O@pm) _ O@,my) O(Xp Xp)  O(mp, @) (09X,
(3-)(1)154 ( )

WXy o) Xy, Xo) 0(Xp,mg) (X, Xy)

0zy ) x,

Aus (2) folgt
axl) (6:51)
3wy, ) _ (E X, 09X/ x, (ﬂ) (axz) _ (aﬁ) (g) _

Xy, Xy) (ax2> (ax2)

__ (31«'1) (a$2) (0::1)2
aX1)x, 0%, x, ~ \oX5)x,
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(6z1) B (0;»1) (ax1)2 (aXQ) 3)
an z, 6X1 X, 8X2 X, 3552 Xl.
Die Stabilitatsbedingung (7.27")

(5%),>° @

sowie die Beziehung (3) fithren schlieBlich auf

iz LETAY
(_1) < (_1) , (5)

und

Diese Ungleichung driickt das Le CuaTELIER-Braunsche Prinzip aus. Der Parameter x
des betrachteten Systems werde durch die Umgebung bei quasistatischen Prozessen kon-
stant gehalten. Andert man nun mit Hilfe des duBeren Zwanges X, (nichtstatisch) die
Variable z;, so @ndern sich auch 29 und X,. Die Grofle dz,/9 X, ist ein MaB fiir den duBeren
Zwang. Bei einer plotzlichen Anderung von X; kann man annehmen, daB der einsetzende
ProzeB zunéchst mit konstantem X, ablduft. Die Wirkung des duBeren Zwanges wird also
zuniichst durch die Ableitung (9z;/8X,)x, charakterisiert. Nach Einstellung des Gleich-
gewichts im System besitzt der Parameter wieder den durch die Umgebung festgelegten
Anfangswert, so da3 die Wirkung des duBleren Zwanges bei den folgenden Zustandsdnde-
rungen durch die GréBe (9z4/9X,),, bestimmt wird. Das Le CrareLiEr-Braunsche Prinzip
behauptet, daB die Anderung des Parameters z; durch den #uBleren Zwang im neuen
Gleichgewichtszustand, in den das System iibergegangen ist, kleiner als zu Beginn ist:

6:!:1 3x1
(%), <Gz,
ax,),,~\ox,)x,

Im folgenden betrachten wir eine Reihe von Beispielen, bei denen dieses Prinzip zur
Anwendung gelangt.

1. Gegeben sei ein System, das sich mit einem Thermostaten im Gleichgewicht befindet.
Unter dem EinfluB einer Druckinderung wird sich neben dem Volumen im allgemeinen
auch die Temperatur des Systems dndern. Als MaB fiir den ausgeiibten Zwang kann die
GrofBe (0V/dp) genommen werden. Erfolgt die Druckinderung plétzlich, so verlduft der
anschliefende ProzeB zun#chst praktisch adiabatisch, und die Stirke des duBeren Zwanges
wird durch die Ableitung (dV/dp)s bestimmt. Hat sich im System erneut Gleichgewicht
eingestellt, so wird die Temperatur bei allen weiteren Zustandsinderungen vom Thermo-
staten konstant gehalten. Das MaB fiir den duleren Zwang ist dann die Ableitung (3V/dp) .
Nach dem rE CHATELIER-BraUNnschen Prinzip muB die Wirkung des duBleren Zwanges
nach der Einstellung des Gleichgewichts geringer sein:

v v
(53) <o),
Diese Ungleichung kann man auch unmittelbar aus der Stabilititsbedingung C, > 0
erhalten. Wegen
—dF = pdV 4 SdT
gilt im betrachteten Fall

X1=p, .'121=V, X2=S, zy=T.



280 Lésungen der Aufgaben

Aus Cp, > 0 folgt dann

(0:02 B aT) T o
a_)g)xl‘(ﬁp_c_p>

und gemiB (5)

(aV) (3V)
— <|—] -
ap/r ~\dp/s
2. Wird der Druck auf einen Kérper vergréBert, so nimmt sein Volumen ab. Im all-
gemeinen erfolgt aber gleichzeitig auch eine Temperaturinderung, die so gerichtet ist, da83

sie eine Volumenzunahme hervorruft. Kérper, die sich bei Erwidrmung zusammenziehen
(z. B. Wasser bei t < 4 °C), kiihlen sich bei einer Kompression ab.

3. Fiihrt man einem Eis-Wasser-Gemisch Wirme zu, so beginnt das Eis zu schmelzen.
Dadurch wird die Temperaturerh6hung, die ohne das Schmelzen auftreten wiirde, kom-
pensiert.

4. - Zwei Stoffe sollen sich im Zustand des chemischen Gleichgewichts befinden. Bei
Wirmezufuhr findet zwischen ihnen diejenige Reaktion statt, die das System abkiihlt.
Durch Temperaturerh6hung kann man also Stoffe, die durch eine exotherme Reaktion
entstanden sind, trennen und umgekehrt durch Temperaturerniedrigung endotherme Ver-
bindungen herstellen.

5. Salze, die sich in einer gesittigten Lésung befinden,lésen sich bei Temperaturerhéhung,
falls die Auflésung mit einer Abkiihlung verbunden ist; andernfalls werden sie als Kristalle
ausgeschieden.

6. Bewegt man einen Leiter im Magnetfeld, so wird ein Strom induziert, der auf die
Bewegung hemmend wirkt. Ein stromdurchflossener Leiter sto8t einen sich ihm nihernden
Magneten ab. In diesem Sinne ist die Lenzsche Regel ein Spezialfall des LE CHATELIER-
Braunschen Prinzips.

7. Ein durch die Verbindungsstelle zwischen zwei Metallen flieBender Strom é#ndert
ihre Temperaturen so ab, daB er durch den entstehenden thermoelektrischen Strom ab-
geschwiicht wird (Perrier-Effekt).

Die angegebenen Beispiele zeigen, dal das e CmareLier-Braunsche Prinzip mit der
Stabilitit von Zustdnden zusammenhidngt. Nimmt man an, daf ein PrimérprozeB ihn
verstirkende Sekundirerscheinungen hervorrufen kann, so miiflite der Gleichgewichts-
zustand eines Systems tatséchlich vollig zerstort werden. Wire diese Annahme richtig, so
miiflte sich ein Leiter im Magnetfeld, der durch einen kleinen Stofl in Bewegung gesetzt
wird, selbst beschleunigen. Ein Magnet, der leicht von einer Spule weggestofen wird,
miiBte sich mit wachsender Geschwindigkeit von ihr entfernen usw.

Das re CuaTeLiER-Braunsche Prinzip gilt nicht fir beliebige Systeme und nicht fir
jeden denkbaren duBleren Zwang. Es setzt voraus, dafl der Anfangszustand ein gewisses
MaB an Stabilitit besitzt. AuBerdem darf der duBere Zwang das System nicht in einen
stabileren Zustand iiberfithren (wie z. B. bei Explosionen oder Reaktionen, die durch
Erwiarmung ausgeldst werden).

106. Bei isobar-isothermen Prozessen ist die Arbeit der chemischen Kréifte gleich der
Abnahme der freien Enthalpie. Diese wird durch die Giees-HeLmuorrzsche Gleichung

Wp=0p+ T(%)p
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bestimmt, wobei @, die Wirmetonung der Reaktion bedeutet. Aus der bekannten Be-
ziehung
i

folgt fiir isobar-isotherme Prozesse

dz =Zﬂlle = an,ui Vi,
13 12

wobei dn die Zahl der ,,elementaren‘ chemischen Reaktionen ist, die gem#f der Reaktions-
gleichung stattfinden. Fiir die Arbeit der chemischen Krifte gilt demnach

W =—AZ =—An 3 vjp; =—An 3 v[kTInc;4 kT In p 4 po(T)].

Aus (7.29) folgt
kTln K (p, T) =—kT > v;ln p — 3 v; pg; (T)-

Damit ergibt sich
W = ArkT(n K, — >¥'v;Inc;).
< .

Setzt man nun die aus dieser Gleichung berechnete Ableitung (dW/dT), in (6.2) ein, so
erhilt man
(8 In K, c) Qp
—) =5
aT /, RT
Die Temperaturabhingigkeit der Massenwirkungskonstanten K,, die den Zustand des

chemischen Gleichgewichts charakterisiert, wird also durch die Wirmeténung Q, der
Reaktion bestimmt.

107. Differenziert man den in der Aufgabe 106 berechneten Ausdruck

AZ =—W = AnkT(3 vIn¢c; — In K,)
i

bei festgehaltenem T nach p, so erhilt man

(a(AZ)) =—AnkT(aan°)
ap Jr op Jr

Unter Beriicksichtigung von V = (9Z/dp) folgt

dln K c) AV

( ap /v RT
Dabei ist AV die Volumeninderung, die das Gemisch der reagierenden Stoffe bei der
Reaktion erfihrt (es wird An k = R angenommen). MaBgeblich fiir den Einflu3 des Druckes

auf die Massenwirkungskonstante K, ist also die Voluménderung des Systems, die mit
der chemischen Reaktion verbunden ist.

108. Die Reaktion der Bildung von gasférmigem Wasserstoff verluft ohne Anderung
der Molzahl.- Daher wird

CH20 Ccco 9,46'9,46
 cco,cn, 0,7-80,38

= 1,591.

K, =K,
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109. Es gilt

CH,CJ
vy 1, ‘VHJ=2, —22—2=Kc= KP'

VH, = L 2
58]

Wenn 2 von insgesamt a = 8,1 Mol Hy mit z von insgesamt b = 2,94 Mol J, reagieren,
wobei 2z Mol HJ entstehen, so gilt im Gleichgewicht

a—z 81—z b—z 29 —=z
°H, = TTIL,06 2= - ’
a+b 11,04 a+b 11,04
2z 2z
P S TN T

also
(8,1 — 2)(2,94 — )
42

— 0,01984.

Daraus ergibt sich z = 2,82. Die Molzahl von HJ im Gleichgewicht betrigt ng; = 5,64.

110. Wir haben ein zweiphasiges System zu betrachten, das aus verschiedenen Stoffen
besteht (z. B. Wasser und Kerosin). Es besitzt die Entropie

S = N181+ N282.

Die inneren Parameter des Systems sind Ny, Ny, v4, v9, uy und uy. Sie geniigen den Bedin-
gungen

N, = const, Ny = const,
Ny u1+ Nyug = U = const,
Nyvy+ Nyvyg =V = const.
Von den sechs Parametern sind also nur zwei, z. B. v; und u,, frei wihlbar.
Die gesuchte Gleichgewichtsbedingung ergibt sich aus der Gleichung
05 =0

und den Nebenbedingungen

0N, = 6Ny =0, Nydui+ Nybuy =0, Ny v+ Nydvy= 0.
Mit .
Ni 631+ N2632 = 0
oder
[ 0 0 [
N, us+ py U1+N2 U+ pa bvy _o,
T, Ty
Sug+ p 6 8 P
N ug+ py 6oy _ N, 0 uy -+ py Oy -0
Ty Ty
folgt
1 1 Pt Pa
—  ——|éu 2 )év, =0
(n Tz) 1+(T1 Tg) '
und
Ty = Ty, p1= po-
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Fiir die chemischen Potentiale ergeben sich keine Bedingungen, da im Falle von Phasen
aus verschiedenen Stoffen ohnehin keine Phasenumwandlung méglich ist.

111. Die Zahl der thermodynamischen Freiheitsgrade ist
f =k + 2 —n.

a) Es gibt eine gasformige Phase (Dampf), eine fliissige (Lésung) und zwei feste (n = 4);
die Zahl der Komponenten ist gleich der Zahl der chemisch unabhéngigen Bestandteile H,0,
NaCl und KCI (k = 3). Folglich ist f = 1.

Temperatur, Druck oder Konzentration eines der Salze in der Losung lassen sich éndern,
ohne daf} davon die Zahl der Phasen im System betroffen wird.

b) Esistk = 3, n =5 (Lésung, drei Kristalle, Wasserdampf),d. h.f =k + 2 — n = 0.

112. Die Giesssche Phasenregel dndert sich nicht. Wenn in allen Phasen insgesamt
m Komponenten fehlen, so ist zwar die Zahl der unabhingigen Verinderlichen um m
kleiner, gleichzeitig nimmt aber auch die Zahl der Gleichungen fiir die chemischen Poten-
tiale um m ab.

113. Wir betrachten ein zweiphasiges System, das aus zwei Flissigkeiten und ihren
Dimpfen besteht (z. B. Wasser und Alkohol im fliissigen und gasférmigen Zustand). Die
fliissige Phase bezeichnen wir der Kiirze halber als erste und die gasférmige als zweite.

Mit Hilfe der Dunem-Gieesschen Gleichung

(S"Ny — §'N3) dT —(V*Ny — V'N3) dp + (N{N; — NiN3) dy = 0

kénnen wir eine Reihe von Eigenschaften zweikomponentiger Systeme bestimmen.
a) Wir suchen die Abhingigkeit des Druckes von der Konzentration der Teilchen einer
bestimmten (z. B. der ersten) Komponente bei konstanter Temperatur (an Stelle der Kon-
zentration benutzen wir das chemische Potential, das ihrem Logarithmus proportional ist).
Aus (7.49) folgt
MM
dp\  NiN;— NNy Ny W,
dw)r V"N, — V'Ny— V” Vv’

(1)
Ny N,
Der Nenner in (%) ist groBer als Null. Es gilt ndmlich
V" = v{Ny 4 vy N;
(V”* bezeichnet das Volumen der zweiten Phase, v; und v; das Volumen der ersten bzw.
zweiten Komponente in der zweiten Phase je Teilchen). Damit ergibt sich
VN
= Y1z e
N N
Analog erhilt man
V' = v\N} + v,N;
und

, ’

4 S NI

N’ - "1 N’ 2°
2 e
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Auf Grund der Beziehungen
vy > vy, vy > vy,
die fiir Temperaturen gelten, die weit von der kritischen entfernt sind, erhilt man die
Relation
" 4
V 14 Ny Ny

o " o__
Né’ N;_le” lN;+v ’l)>0
Im Falle Ny/N; > N;/N; (in dem also die gasférmige Phase im Vergleich zur fliissigen
mehr Molekiile aus der ersten Komponente als aus der zweiten enthélt) ergibt sich (dp/dus)
> 0.

Wir stellen also fest, da3 der Dampfdruck eines bindren Gemisches anwichst [(dp/duy) 7
> 0], wenn die Konzentration der fliichtigeren (ersten) Komponente erhéht wird, oder daf
diejenige Komponente des bindren Gemisches, deren Zusatz seinen Dampfdruck erhsht,
die fliichtigere ist (erste Konowavrowsche Regel). Auf Grund dieser Regel fiihrt eine Zunahme
der Konzentration einer Komponente in der fliissigen Phase auch zur Erhéhung ihrer Kon-
zentration in der gasférmigen Phase; denn aus Nj/N, > N;/N, folgt, daB bei einer Zu-
nahme von N; auch Nj groBer werden mufB, wenn die Ungleichung erhalten bleiben soll.
Folglich miissen die beiden Kurven des Phasengleichgewichts in Abhéngigkeit von der
Konzentration entweder ansteigen oder abfallen. Diese SchluBlfolgerung wird durch das
Experiment bestétigt.

Man kann die Eigenschaften binirer Systeme mit Hilfe von Zustandsdiagrammen dar-
stellen, wobei auf der Abszissenachse die Konzentration und auf der Ordinatenachse der
Druck oder die Temperatur abgetragen werden. Punkte auf der p- bzw. T-Achse ent-
sprechen dem reinen Stoff der zweiten Komponente (cg = 1, ¢; = 0) und der Punkt 4
dem reinen Stoff der ersten (¢; = 0;¢; + ¢g = 1).

p
i i
/f ——— go“\?
D 0
| Abb. 64
0 cl,' i A s

Die Abhingigkeit des Druckes von ¢; wird meist durch ein ,,zigarrenférmiges* Kurven-
gebilde dargestellt (Abb. 64). Fliissigkeit und Dampf haben beim gleichen Druck p; ver-
schiedene Zusammensetzungen (c; und ¢f). In Ubereinstimmung mit der ersten Kowo-
warowschen Regel zieht eine Konzentrauonserhohung in der flissigen Phase (Ubergang
von D nach E) ein Anwachsen der Konzentration in' der Dampfphase nach sich (Ubergang
von D’ nach E’).

b) Wird der Druck konstant gehalten, so ist die Temperatur im Gleichgewicht zwischen
zweikomponentigen Phasen véllig durch die Zusammensetzung einer der Phasen bestimmt.
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Die Gl (7.49) gestattet, die Abhingigkeit der Siedetemperatur des Gemisches von der
Konzentration bei konstantem Druck zu erhalten. Es gilt

NI N
dT\ _ NNy NiN; Ny N, @
duw), ~S"N;— &N s

Der Nenner auf der rechten Seite dieser Gleichung ist wie im Falle der Beziehung (1)
grofer als Null, so daB fiir N7/N; > Nj/N; die Ungleichung

),
dpy P

gilt. Ein Zusatz der fliichtigeren Komponente — d. h. der Komponente, die mehr im dampf-
formigen als im fliissigen Zustand vorliegt, in unserem Fall also die erste — verkleinert

T

Abb. 65

0 A ¢

demnach die Siedetemperatur. Abb. 65 zeigt die Abhingigkeit der Siedetemperatur eines
bindren Systems von der Konzentration bei konstantem Druck.

c) Aus der Grundgleichung der Thermodynamik fiir zweikomponentige Systeme ergibt
sich folgendes. Besitzt ein binires Gemisch die Eigenschaft, daB sein Dampfdruck oder
seine Siedetemperatur in Abhiingigkeit von der Konzentration ein Maximum oder Minimum

p Flissigkeit P

Dampf

0 Ac 0
Abb. 66 Abb. 67

durchlduft (Abb. 66 und 67), so haben Fliissigkeit und Dampf im Extremum dieselbe
Zusammensetzung (zweite KoNowarowsche Regel). Tatsachlich folgt aus (1) unter der
Bedingung

(d_P) -0
duy/ 1
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die Gleichung

Ny N
Ny Ny’

d. h., die Zusammensetzungen der beiden Phasen stimmen miteinander iiberein.

Die Konowarowschen Regeln sind fiir die technische Trennung eines Gemisches (z. B.
durch Destillation) sehr wichtig.

In den Extrempunkten ist es nicht moglich, etwa durch Destillation eine Komponente
des Gemisches abzutrennen, da die Komponenten in der fliissigen und gasférmigen Phase
in gleichen Zusammensetzungen vorliegen. Die Chemiker waren frither der Meinung, daf3
ein zweikomponentiges System in den Extrempunkten kein Gemisch, sondern eine chemi-
sche Verbindung darstellt. Dies trifft jedoch nicht zu, da die Zusammensetzung eines
solchen Gemisches temperaturabhingig ist. Auflerhalb der Extrempunkte, d. h. an den
hoher- oder tiefergelegenen Stellen der Kurve, besitzen die Phasen nicht dieselbe Zusammen-
setzung, so dafl man eine Komponente des Gemisches durch Destillation abtrennen kann.
Da die Komponenten beim Sieden auflerhalb der Extrempunkte nicht in gleichen Mengen
in die Dampfphase iibergehen, sondern die leichter fliichtige in gréBerer Menge, wird die
Konzentration der schwerer fliichtigen Komponente in der Fliissigkeit zunehmen.

114. Die Oberflichenspannung, die die Bedingung des mechanischen Gleichgewichts
andert, hat zur Folge, dafl der Druck des gesittigten Dampfes bei vorgegebener Tempe-
ratur iiber Tropfen verschiedener Abmessungen verschieden grof ist.

Wir untersuchen diese Abhingigkeit des Dampfdruckes nun im einzelnen. Ein Fliissig-
keitstropfen (erste Phase) vom Radius r befinde sich mit dem umgebenden Dampf (zweite
Phase) im Gleichgewicht. Es gilt

wi(py, T) = pa(p2, T). (1)
Fiir eine ebene Oberfliche folgt daraus

m(ps T) = pa(p, T)- 2)
Auf Grund der kleinen Kompressibilitit einer Fliissigkeit haben wir

a py 20
wi(p, T) — wy(p, T) = ap (pr — p) = v —. @)
p r
Betrachtet man den Dampf als ideales Gas und setzt sein chemisches Potential als bekannt
voraus, so ergibt sich '

p
palpsy T) = polp, T) = kT In ~2. )

Da die linken Seiten der Gln. (3) und (4) iibereinstimmen, miissen auch die rechten gleich
sein, und man erhilt

py = peviolrkT, (3)

Diese Formel zeigt insbesondere, daB der Dampfdruck kleiner Tropfchen denjenigen grofer
Tropfen iibersteigt.

115. Erhalten die Tropfen eine elektrische Ladung, so beginnen sie zu wachsen, selbst
wenn sie sehr klein sind. Das geschieht nicht nur in gesittigtem, sondern auch in un-
gesiittigtem Dampf. Ein Tropfen vom Radius 7 nehme ein Ion mit der Ladung ¢ und dem
Radius a auf. Im Gleichgewicht befindet sich das Ion im Zentrum des Tropfens. Beginnt
er zu wachsen, so nimmt die freie Energie seines elektrischen Feldes ab.
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Die Bildung eines Tropfens um das Ion herum ist gemaB (8.16) mit einer Anderung der
freien Energie

AF = — )+ bnor2 4+ AF, 1)

verbunden. Dabei ist AFe die Anderung der freien Energie des elektrischen Feldes bei der
Bildung eines geladenen Tropfens (uy bezeichnet das chemische Potential des Tropfens).
Sie ist gleich der Differenz zwischen der Energie des Feldes, das von dem im Zentrum des
Tropfens eingeschlossenen Ion erzeugt wird, und der Feldenergie des freien Ions:

r

2dV—}— E2dV ! Ede=— Ede———— EZdV_
f Sn

H
e'Z dr 82 dr e2 1 ez /1
—— )+ ——1);
e) Za(e )

dabei bedeuten El die Feldstirke im Tropfen, E die Feldstirke auBerhalb des Tropfens
und ¢ die Dielektrizititskonstante des Tropfens.
Es gilt also

bord . ) &2 L 1 1 1 9
302 Mz—ﬂi)+1”0’+-2—( _T) (T—T) (2)

Der letzte Term in (2) ist negativ. Sein Betrag wichst mit der Grofle des Tropfens (zweite
Phase). Das Vorhandensein einer elektrischen Ladung hat also zur Folge, daf die Groe AF
abnimmt, wihrend der Tropfen wichst. Im Falle ug > y; werden Tropfen beliebiger
Abmessungen ohne elektrische Ladung verdampfen. Ist dagegen eine Ladung vorhanden,
so kann sogar die VergroBerung eines kleinen Tropfens zu einer Abnahme von AF fiihren.
Er wird deshalb wachsen und eine Kondensation hervorrufen.

Das gilt um so mehr in schwach iibersittigtem Dampf, wenn ug << py ist. Diese Bedingung
wird in der Nebelkammer hergestellt, um die Spuren schneller ionisierender Teilchen
beobachten zu kénnen: An den Ionen, die das hindurchfliegende Teilchen erzeugt, kon-
densiert sich der Dampf, so dal die Teilchenspur sichtbar wird.

Fir die Beobachtung hochenergetischer Elementarteilchen eignet sich die Nebelkammer
nicht, da das Bremsvermégen des Arbeitsstoffes (Dampf) zu klein ist. In diesem Fall
benutzt man die sogenannte Blasenkammer (1952 konstruiert), die aus einem Behilter
besteht, der eine iiberhitzte durchsichtige Fliissigkeit enthilt. Ein ionisierendes Teilchén,
das durch die Blasenkammer hindurchgeht, ruft in einer kleinen Umgebung der Teilchen-
spur ein starkes Sieden hervor und hinterlat damit eine Kette von Dampfblaschen.

116. Im Falle von Elektrolyten, in denen die gelésten Stoffe ionisiert sind, fiihrt die
Adsorption der gelésten Substanzen in der Oberflichenschicht zu deren Aufladung. Ist
e; der LadungsiiberschuBl in der Oberflachenschicht, der von der i-ten Ionensorte herriihrt,
und @ ihr elektrisches Potential, so hat die Anderung ihrer freien Energie bei VergroBerung
der Oberfliche X' und der GréB8en ¢; den Wert

dF = ¢dZ 4 > @de; = 0dZ + @de
i

mite = Z‘ e;.

Daraus folgt analog zu (8.20)

(50). (3, @
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Diese Gleichung bestimmt den Zusammenhang zwischen der elektrischen Ladung je Ober-
flicheneinheit des Elektrolyten und seiner Oberflichenspannung. '
Die Grofe

(52)
q__—_— —_—
az),

ist der von allen Ionen herriihrende LadungsiiberschuBB in der Oberflichenschicht je
Flicheneinheit, d. h. die Ladung der Oberflicheneinheit. Aus Gl. (1) folgt

9=- (%)2- 2)

Im Falle eines Elektrolyten muf die GiBsssche Gleichung (8.22) fiir die Adsorption des
Stoffes in der Oberfldchenschicht durch die Gl. (2) ergdnzt werden.

117. Es gilt
o+ (1)
dT  T(Va—Vy) '

wobei V5 und V; das Molvolumen des Dampfes bzw. der Fliissigkeit bedeuten. In groB8erer
Entfernung vom kritischen Punkt ist Vo > V,. Nimmt man an, daB} gesittigte Dampfe
der CraPEYrRONschen Zustandsgleichung geniigen, so erhilt man mit Hilfe von (1)

dp Ap
dT RT?
Daraus folgt

p = const.e-*RT,
118. Es ist

dp
= T2 (Vy— V),
2 dT(2 1)

wobei V; und V, das Molvolumen der Fliissigkeit bzw. des Dampfes bedeuten. Wendet
man auf den Dampf die Gesetze des gasférmigen Zustandes an und beriicksichtigt Vo>V,
so ergibt sich

dp RT? 2.3872
i="L T 435
dT " p 88,88

cal/Mol = 14550 cal/Mol.

119. Die Bestimmung des Druckes, unter dem Wasser bei T = (95 4 273) °K = 368 °K
siedet, lauft darauf hinaus, den Druck des gesittigten Dampfes zu berechnen. Es gilt

p= Ce—}./RT

(vgl. Aufgabe 113). Bei T = 373 °K ist der Dampfdruck p, gleich 760 Torr; aus

py = Ce-ART
folgt
C = PieMR T‘l
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und

= 636 Torr.

120. Fiir einen Supraleiter, der sich im Feld H befindet, gilt
dZ,=—SdT — M dH.

Unter Beriicksichtigung von M = — H/4n folgt durch Integration

1
2:s(-H) = zs(O) + 'é;H2'

Lings der Kurve des kritischen Feldes, auf der sich n und s im Gleichgewicht befinden,
sind die freien Enthalpien fiir beide Zustéinde gléich. Daher gilt

1
2, = 25 = 24(0) + ?s—nle(ra

1
zy — %5(0) = — len-

8n
und
Hy, dHy,
—. = — 1
snm g =— 2 1)
wobei sg bei fehlendem Feld zu nehmen ist.
Fiir die Differenz der spezifischen Wirmen ergibt sich
d THk.r d2H,, T (dHy\?2
—c —c,=T— (s, — &) = —= _ . 2
Ae=co—m=Tap(s—m == /uz(dT) @)

An der Stelle T = Ty, verschwindet das kritische Feld Hy,, und aus (1) folgt dahers, = s
und aus (2) die Rurcerssche Formel (9.12)

Tkr der 2
Ae =7 ( dT) :
Mit
T 2
HlT) = o1 = () |
kr

wird aus (1)

H:T . (T)
S, — 8 = ——— —_—
noos 2nT12“[ T ]

und aus (2)
H:T 1 3( T )2
Ch — = — _ P — .
n — Cs 27!T12(r[ Tor ]

19 Basarow, Thermodynamik
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121. Justi und Laue nahmen félschlicherweise an, dal bei Phasenumwandlungen
zweiter Art iiberhitzte bzw. unterkiihlte Phasen existieren (was bei Phasenumwandlungen
erster Art tatsichlich der Fall ist). Solche Zustédnde wurden jedoch nicht beobachtet. Aus
diesem Grund existiert der rechte bzw. linke Zweig der Kurve Z; in Abb. 37b nicht.

122, Aus

(p+55) v =0 =RT

folgt
av R(V —b) (1)
() - oo
RT = T2V —)
und

(aV) = __%, (2)

Setzt man in (1) und (2) die kritischen Gréflen Vi, = 3b und Ty, = giein, so er-

gibt sich 27 Rb
( a V) ( a V)
_— = \— —> 00.
aT Piers Tier 9 p Pxrs Txr

123. Da der Ubergang von positivem T zu negativem T, iiber- die absolute Temperat‘ur
oo und nicht iiber 0 °K erfolgt, ist die Differenz Ty — To stets unendlich groB. Fiir
solche Fragen ist die T-Skala also ungeeignet. Geht man zur 7”-(—1/T-) Skala iiber, so wird

die Differenz T, — T endlich.

124. Setzt man den Vektor J aus (11. 22) in den Ausdruck (11.18) fiir die Entropiestrom-
dichte eines thermisch inhomogenen, stromdurchflossenen Leiters ein, so folgt

6:-%1——;—grad T.

Dabei beschreibt der erste Term den Anteil des Entropiestroms, der durch die Bewegung
von Ladungen (den elektrischen Strom), und der zweite Term den Anteil, der durch den
Wirmeflu hervorgerufen wird. Mit S; = I1j/ T oder Il = TSj/j erhilt man auf Grund von
(11.24) und (11.26)

\S’)

1S
& = —— Oj, T =
j ]

)
~

T 9
J
In analoger Weise ergibt sich

———Sgrad T.
x= |grad T'| gra

Wie man sieht, sind die thermoelektrischen Erscheinungen mit einer Ubertragung von
Entropie verbunden, woraus sich ihre sogenannte ,,Umkehrbarkeit‘ erklirt (s. die Dis-
kussion iiber das Vorzeichen der Tuomsonschen Wirme in Abschn. 11.2.).
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125. Aus Gl (11.19) ergeben sich die thermodynamischen Krafte zu:

a) Wirmeleitung:

1
=— Tgrad T.

b) elektrische Leitung:

K = E =— grad ¢.

¢) Diffusion:

K =—Tgradi.
T

19*
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— — eines Plasmas 137

— — fir T >0 911

— — je Mol 38
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Stabilitdt der Zustinde von Systemen mit
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Statistik 11 f.
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— —, Wirkungsgrad 245
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—, Entropie 132 ff., 266
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—, spezifische Wiarme 141, 269
siehe auch Hohlraumstrahlung
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—, binidres . 143

24, 194 if.
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—, empirische 21, 61
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—, Strahlungs- 127
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Temperaturskalen 21, 61, 65

thermisch homogenes Gleichgewichtssystem
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thermische Arbeit 27

— GréBe 36

— Zustandsgleichung 27, 36

— — cines idealen Gases 28, 37

— — eines idealen Paramagnetikums
242 f.

— — in der Virialform 29

— —, Zusammenhang mit der kalorischen
Zustandsgleichung 70 ff.

thermischer Ausdehnungskoeffizient 30

— — fir T >0 90

thermisches Gleichgewicht, Bedingung fiir
147

thermochemische Gleichung 45

Thermodiffusion 202

Thermodynamik, Abgrenzung zur Statistik
11 1.

—, Grundgleichungen 65, 70, 105, 119 f. ~

—, Giltigkeit 134

—, Untersuchungsgegenstand 14, 16

—, Untersuchungsmethoden 94 ff.
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— Potentiale 96 ff., 107, 141, 266

— — der Hohlraumstrahlung 141, 266
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— Wahrscheinlichkeit 67, 249
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thermodynamisches Gleichgewicht
142 ff.
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thermoelektrische Erscheinungen 206 ff.

thermoelektrischer Effekt 202
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thermomechanischer Effekt 252
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Thermometer 21
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Thermometerparameter 21

Thermostat 36

Tromson-BerTaELOTSChes Prinzip 111

Tuomson-Effekt 207, 210f.

Tromson-Koeffizient 210
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zweiter Art 51, 198

Tromsonsche Gleichung, erste 210

— —, zweite 209

— Warme 207, 210 £, 290

Tripelpunkt 158

Turbodetander 117
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Verfliissigung von Gasen 113 ff.

Verriickung, virtuelle 143, 144
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Wirmefunktion siehe Enthalpie
‘Wirmeinhalt siehe Enthalpie
Wirmekontakt 19

301
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—, Wirkungsgrad 74, 76
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Wirmeleitung, thermodynamische Kraft
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—, Wirkungsgrad 76, 86
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—, VAN DER Waavrssche 29, 219
Zweikomponentensystem, Gleichgewichts-
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