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Uber Punktspiegelungen
in der euklidischen Ebene

Der Abbildungsbegriff gehért zu den grund-
legenden Begriffen der Mathematik. Bewe-
gungen und Ahnlichkeitsabbildungen sind
eineindeutige Abbildungen der Menge aller
Punkte und der Menge aller Geraden der
Ebene auf sich, bei denen gewisse Eigen-
schaften geometrischer Figuren erhalten blei-
ben. Wendet man auf eine Originalligur F
eine Bewegung § an (f(F)=F’), so bleiben in
der Bildfigur F’ die Form und GréBe erhal-
ten; die Figur dndert im allgemeinen nur ihre
Lage in der Ebene. Unterwirft man eine geo-
metrische Figur einer Ahnlichkeitsabbildung
«, so bleibt im allgemeinen nur ihre Form
erhalten; die Abbildung ist winkeltreu. Punkt-
spiegelungen sind Bewegungen (Drehungen
um £ 180°) und zugleich spezielle Ahnlich-
keitsabbildungen (zentrische Streckungen mit
dem Streckungsfaktor k= —1). In den nach-
folgenden Betrachtungen wollen wir einige
Abbildungseigenschaften {iber Punktspiege-
lungen und ihren Zusammenhang zu den
Verschiebungen herleiten sowie Punktspiege-
lungen zum Beweisen geometrischer Sitze
und zum Lésen von Konstruktionsaufgaben
verwenden. Dabei sollen die schénen Ver-
bindungen zwischen anschaulich-konstrukti-
ven und abstrakt-algebraischen Arbeitsme-
thoden der Geometrie genutzt werden.

1. Bewegungen

Aus dem Geometrieunterricht der 6. Klasse
ist uns bekannt, daB zu den Bewegungen die
Verschiebungen, Drehungen und Geraden-
spiegelungen gehoren. Ferner gibt es noch die
Klasse der Schubspiegelungen. In der Menge
aller Bewegungen nchmen die Geradenspiege-
lungen eine ausgezeichnete Stellung cin; sie
bilden ein Erzeugendensystem der Bewegun-
gender Ebene. Ausdiesen Abbildungen lassen
sich durch Nacheinanderausfihrung alie an-

Bild 1a: Gruppenspiegelung

Bild 1b: Verschiebung

deren Bewegungen der euklidischen Ebene
erzeugen. Dieser Sachverhalt wird aus den
Bildern 1a-1d ersichtlich.
Geradenspiegelungen heilen auch Grund-
abbildungen, weil sie sich nicht durch Nach-
einanderausfihrung aus anderen Bewegun-
gen erzeugen lassen. Als eineindeutige Abbil-
dung der Menge aller Punkte der Ebene auf
sich ordnet eine Geradenspiegelung S,
(= Spiegelung an der Geraden a) jedem
Punkt P der Ebene setnen symmetrischen
Punkt P’ beziiglich der [esten Geraden g als
Bild zu, und alle Punkte der Geraden a wer-
den sich selbst zugeordnet. Die Punkte der
Spiegelungsgeraden heiBen Fixpunkte, und a
ist die Fixpunktgerade der Abbildung §,. Fiir
die Anwendung von Geradenspiegelungen auf
die Punkte der Ebene verwenden wir die
funktionale Schreibweise. So bedeutet
S.(P)=FP’, daB die Spiegelung des Punktes P
an der Geraden a den Bildpunkt P’ ergibt.
Spiegelt man zunichst einen beliebigen Punkt
P der Ebene an einer Geraden a,, so erhilt
man den Bildpunkt P’, und durch anschlie-
Bende Spiegelung an einer Geraden a, wird
P’ und P” iiberfihrt. Symbolisch 148t sich die
auf einen Punkt angewandte Nacheinander-
ausfilhrung von zwei Geradenspiegelungen
durch die Abbildungsgleichung Sg S,,(P)
=8,,(8a,(P))=S4,(P)=P" beschreiben.
Fiihrt man dieselbe Geradenspiegelung S,
zweimal nacheinander aus, bildet man also
S SAP)=S8454P))=8S(P)=P"=P, so ldbt
die resultierende Bewegung SgS,=i jeden
Punkt der Ebene fest; i bezeichnet die identi-
sche oder Ruheabbildung. Eine Abbildung,
die nicht selbst die Ruheabbildung ist und bei
zweimaliger Nacheinanderausfiihrung die
Ruheabbildung ergibt, heil3t Involution. Da-
nach sind die Geradenspiegelungen involuto-
rische Abbildungen.

Bild 1¢: Drehung

Aus Bild 1b und 1c erkennt man, daBl die
Nacheinanderausfihrung oder das Produkt
zweier Geradenspiegelungen an parallelen
(sich schneidenden) Geraden a,, a, stets eine
Verschiebung (Drehung) ergibt. Dabei ist die
Schiebstrecke PP” zweier zugeordneter Punk-
teder Verschiebung v =S4 S,, mita, Na, =
doppelt so lang und gleichgerichtet wie jede
orientierte Abstandsstrecke der beiden Ge-
raden a;, a;. Der Drehwinkel der Rotation
r=355Sa, mit a; Na, ={D} ist der orientierte
Winkel ¥[PDP"], wobei (P, P") ein beliebi-
ges zugeordnetes Punktepaar der Rotation r
darstellt. Man beweist iiber die Symmetrie-
eigenschaften von Punkten bei Geraden-
spiegelungen, daB der Drehwinkel ¢ doppelt
so groB und gleichorientiert ist wie der orien-
tierte Winkel « zwischen den Spiegelungs-
geraden a,, a;. Verschiebungen und Drehun-
gen sind gleichsinnige Bewegungen, weil
durch sie der Umlaufsinn jedes n-Ecks erhal-
ten bleibt, was bei Geradenspiegelungen
offenbar nicht der Fall ist. Deshalb gehoren
die Geradenspiegelungen auch zur Klasse der
ungleichsinnigen Bewegungen. Durch ein
Produkt aus drei Geradenspiegelungen, de-
ren Geraden die in Bild 1d angegebenen Lage-
beziehungen haben, entsteht eine weitere Art
von Bewegungen, die sog. Schubspiegelung.
Man spiegelt zunachst an a4, und sodann an
der zu a; parallelen Geraden a,, das Ergebnis
ist eine Verschiebung, und anschlieBend an
der zu a; und a, senkrechten Geraden aj.
Mit dieser kurzen Betrachtung haben wir
eine vollstandige Aufzihlung der verschiede-
nen Arten von Bewegungen gegeben, und es
gilt der Satz, daB sich jede Bewegung der
euklidischen Ebene als Nacheinanderausfiih-
rung aus hochstens drei Geradenspiegelungen
erzeugen liBt, und jede Bewegung aus drei
Geradenspiegelungen ist eine Schubspiege-
lung.

2. Punktspiegelungen

Unter den gleichsinnigen Bewegungen gibt es
noch eine spezielle Klasse von Bewegungen,
die uns besonders interessieren soll. Man
iiberpriift leicht an einem Beispiel, daB8 das
Produkt. 5, S., aus zwei Geradenspiegelun-
gen im allgemeinen nicht kommutativ ist
(vel. Bild 2). Sind jedoch die beiden Spiege-
lungsgeraden zueinander senkrecht (Bild 3),
die  Spiegelungsgleichung S, S,
=384,8., richtig. Es ist also in diesem Falle

s0 st

Bild 1d: Schubspiegelung
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gleich, ob ich zuerst an a4, und dann an a,
spicgele oder umgekehrt, stets erhalte ich fiir
einen vorgegebenen Punkt (oder eine Figur)
dasselbe Bild. Mit r=S,,cIS,,2 und a,.1a; haben
wir eine spezielle Drehung um den Punkt D
mit {D}=a;Na, und dem Drehwinkel
¢ = +180° vor uns; sie heiBt Punktspiegelung
Sp=58,S,, am Punkt D. Man findet ndmlich
das Bild eines Punktes P sofort durch Spiege-
lung an D, indem die Strecke PD iiber D
hinaus um sich selbst verlingert wird. Punkt-
spiegelungen sind auch involutorische Bewe-
gungen, d.h. es gilt SpSp(P)=P fiir alle
Punkte der Ebene. Der Beweis ist einfach. Es
ist zu zeigen, daB S3Sp=i ist. Fiir Bewegun-
gen gilt das Assoziativgesetz, also ist
SBS0=(55,50,)°(55,50,)=(58,5.,)*(52,0,)
=54,(5£,50,)° S0,

und wegen Sz,S., =S, S,, =i lolgt
SBSp=_584,°i°S,, =(82,1)°Sa; =S5, 8a; =1.

Bild 2

Bild 3 p ar p!

praprept

Fiir Punktspiegelungen gilt ein Ersetzungs-
satz. Wie aus Bild 4 hervorgeht, liefert die
Spiegelung eines Punktes P an den senk-
rechten Geraden q, b dasselbe Bild P” wie die
Spiegelung an den ebenlalls senkrechten und
sich in D schneidenden Geraden a,, b;. Den
Beweis zu diesem Satz kann man mit Hilfe
des Thalessatzes fiihren. Der betrachtete
Sachverhalt liBt sich verallgemeinern, denn
an Stelle von g, b kénnen noch andere zuein-
ander senkrechte Geradenpaare treten, die
durch D gehen. Damit lautet der Ersetzungs-
satz fiir Punkispiegelungen: Jede Punktspie-
gelung Sp darf auf unendlich viele Arten
durch ein Produkt aus zwei Geradenspiege-
lungen ersetzt werden, wenn nur die beiden
Spiegelungsgeraden senkrecht sind und durch
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den Punkt D gehen. Man iiberlegt sich leicht,
daB es fiir beliebige Drehungen und fir Ver-
schiebungen analoge Ersetzungssitze gibt.

Fiir Punktspiegelungen gelten alle bekann-
ten Abbildungseigenschaften, die fiir jede Be-
wegung richtig sind. Diese kénnen im Lehr-
buch der Mathematik fiir die 6. Klasse, VWV
Berlin 1970, S. 99, Satz 5, wiederholt werden.

Uberdies gibt es noch Sitze, die nur fiir die”

Punktspiegelungen gelten, von denen zwei
genannt werden sollen. Jede Gerade g, die
durch den Spiegelungspunkt D einer Punkt-
spiegelung Sp geht, wird durch Sp auf sich
selbst abgebildet, und zwar so, dal} D einziger
Fixpunkt von Sp(g)=g' ist und die beiden
durch D erzeugten Halbgeraden von g mit-
einander vertauscht werden. Andererseits
wird jede Gerade g, die nicht durch D geht,
vermdge der Abbildung Sp(g)=¢’ ineinezug
parallele Gerade g’ iiberfiihrt, wobei ein der
Geraden g aulgeprigter Durchlaufsinn (z. B.
durch ein geordnetes Punktepaar A, B) um-
gekehrt wird. Wendet man auf eine Gerade g
eine Verschiebung an, so sind ebenfalls Origi-
nal- und Bildgerade zueinander parallel, der
Durchlaufsinn bleibt jedoch erhalten.

3. Punktspiegelungen und Verschiebungen

Zwischen Punktspiegelungen und Verschie-
bungen gibt es einen einfachen Zusammen-
hang. Das Produkt aus zwei Punktspiege-
lungen an verschiedenen Punkten D, D,
ist nimlich stets eine von der identischen Ver-
schiebung verschiedene Verschiebung, wie
aus Bild 5 hervorgeht. Dabei ist die Schieb-
strecke PP” doppelt so lang und gleichge-
richtet wie die orientierte Strecke D,D, zwi-
schen den beiden Spiegelungspunkten, denn
D,D, ist Mittelparallelstrecke im Dreieck
PP'P". Mit Geradenspiegelungen liBt sich
das Produkt aus zwei Punktspiegelungen
unter Verwendung des Ersetzungssatzes wie
im Bild 6 darstellen, so daB SD°| SD2
=558#54S.,=5#8., mit a, | a; gilt, und
dies ist bekanntlich eine Verschiebung v.
Weil eine Verschiebung durch die Angabe
von zwei zugeordneten Punkten der Ebene
bestimmt ist, kann sie auf unendlich viele Ar-
ten als Produkt aus zwei Punktspiegelungen

—a-

Bilds5 p Py P’

dargestellt werden, wenn nur deren Spiege-
lungspunkte den halb so langen gleichorien-
tierten Abstand haben wie ein beliebiges
Paar zugeordneter Punkte der Verschiebung,
Aus den vorangehenden Erkenntnissen folgt
der fiir unsere weiteren Betrachtungen be-
deutungsvolle Dreispiegelungssatz fiir Punkt-
spiegelungen. Sind Dy, D,, D drei Punkte der
Ebene, so ist S5, S5,5p, gleich der Spiegelung
Sp, an dem vierten Punkt Dy, wobei die ge-
richteten Strecken D, D, und DD, gleich sind,
d. h. sie haben die gleiche Linge und gleiche
Orientierung (vgl. Bild 7). Es gilt also die
Gleichung Sp,S5,5p,=Sp, fur Punktspiege-
lungen. Wegen der Darstellung von Verschie-
bungen durch Punktspiegelungen besteht die
Gleichung Sg,Sp,=55,8p;- Durch Multipli-
kation dieser Gleichung von rechts mit Sp,
folgt S5,55,5p, =55,55,Sp,, und wegen
§15,Sp, =i erhalten wir die Behauptung
S,flS,fZSDB=SD4. Damit ist der Dreispiege-
lungssatz bewiesen. Bilden nun D,, D;, D;
ein Dreieck, so erginzt der vierte Punkt D,
dieses Dreieck zu einem Parallelogramm.
Sonst liegen die vier Punkte auf einer Ge-
raden.

Bild 7

Beim Beweis des Dreispiegelungssatzes haben
wir von einer Methode zum Umformen von
Spiegelungsgleichungen Gebrauch gemacht,
die auf G. Thomsen zuriickgeht. Setzen wir in
55,88,50,=Sp, Di=D3=M, D;=A und
D,=B, so [olgt die Gleichung SgS3Sy =Ss,
und durch Multiplikation mit Sy von links
erhalten wir S3Su=S%Ss, d.h. die beiden
orientierten Strecken AM und M B sind gleich,
M ist der Mittelpunkt der Strecke AB. Aufl
diese Weise kann man noch andere Lage-
beziehungen von Punkten der Ebene durch
Gleichungen ihrer Punktspiegelungen aus-
driicken.

Wir wollen noch einen wichtigen Satz der
Spiegelungsgeometrie herleiten. Nach dem
Dreispiegelungssatz fiir Punktspiegelungen
gilt $5,85,8p,=Sp,. Weil die Punktspiege-
lung So, involutorisch ist, ist auch SD"l S,—j’zSD3
eine involutorische Bewegung. Es gilt also
(S5,55,5p,)* =i oder S5,55,55,55,55,5p,
={. Durch Multiplikation dieser Gleichung
von rechts mit S5,S5,5p, erhalten wir
S,flSDZSD3=S§’JS,§ZSD;.‘Diescs Resultat ist
der Inhalt des Umkehrsatzes fiir Punktspie-
gelungen: Jedes Produkt aus drei Punkt-
spiegelungen darf umgekehrt werden. Liegt
ein Produkt aus vier Punktspiegelungen vor,
so laBt sich dies stets mit dem"Dreipunkt-
spiegelungssatz aufl ein Produkt aus zwei



Punktspiegelungen reduzieren und das Er-
gebnis ist eine Verschiebung, insbesondere die
identische Verschiebung i, wenn die beiden
Punkte zusammenfallen.

4. Beweise elementargeogetrischer
Siitze mit Punktspiegelungen

Jedem Punkt der Ebene ldBt sich in einein-
deutiger Weise die Spiegelung an diesem
Punkt zuordnen. Wir haben schon gesehen,
daB sich gewisse geometrische Lagebezichun-
gen zwischen Punkten durch Gleichungen
von Produkten ihrer Punktspiegelungen dar-
stellen lassen, und umgekehrt kénnen Spiege-
lungsgleichungen geometrisch interpretiert
werden. So gelten die folgenden Aquivalen-
zen:

1.S3S55eSp=i I

Die Punkte A4, B, C, D sind Eckpunkte eines
Parallelogrammes, welches im Sonderfall zu-
sammengeklappt ist.
2. S3SpS3Su =i I

M ist Mittelpunkt der Strecke AB.
3.55585558SeSs=i I

Sist Schwerpﬁnkl des Dreiecks ABC.
Produkte aus Punktspiegelungen, die die
identische Abbildung ergeben, heiBen Spie-
gelungszyklen. Wir wollen nun zwei Sitze
der Elementargeometrie mit Spiegelungszy-
klen beweisen.

Satz 1:

Wenn sich in einem Viereck die Diagonalen
halbieren, so ist das Viereck ein Parallelo-
gramm.
Das Viereck habe die Ecken A4, B, C, D, die
Diagonalen schneiden sich im Punkt M. Die
Voraussetzung, daf sich die Diagonalen hal-
bieren, 148t sich durch die Spiegelungszyklen
S5S5S&Sy =iund SiS§SpSy =i erfassen, und
die Behauptung wird durch den Zyklus
$5858SeSp=i dargestellt. Wir haben also die
beiden Voraussetzungen mit Hilfe der herge-
leiteten Sitze iiber Punktspiegelungen so um-
zuformen, daB wir die Behauptung erhalten.
Voraussetzung : (1) S9SuSeSy=i und
(2) S3S5SBSM=1.

Behauptung: (3) S3S88&Sp=i.
Beweis: Die Zyklen (1) und (2) lassen sich
gleichsetzen oder verketten (nacheinander
ausfiihren). Andererseits konnen wir auch die
Zyklen (1) und (2) nach S, bzw. S umformen
(indem wir (1) und (2) von links mit S, bzw.
Sz multiplizieren und S,=SgS&Sy bzw.
Sp=S5SpSy erhalten) und diese Ausdriicke
in die linke Seite von (3) einsetzen.
Dann gilt:
S3S8528Sp=(SkS&Sm)°(SiSBSn)° S&Sp,

© =SuSESMSESBSUSESp

und mit Sg Sy =i folgt
S55558Sp=S5S&SpS5SeSp. Kehren wir

ein Produkt S§S¢&Sp um, so folgt
§353588p=S8%52535558Su

und mit S3Sp=1i, S&Sc=i und SSpy =i
erhalten wir die Behaupti.lng S555888Sp=i.
Setzen wir die linken Seiten der Vorausset-
zungen (1) und (2) gleich und multiplizieren
diese Gleichung von rechts mit Sy, so erhal-
ten wir S3S5Sc=S38%Sp. Durch Multiplika-
tion von rechts mit S 3S55Sp folgt
SaSuSE&SpSHSp=i und mit der Umkehrung
des Produktes SgS3S,s erhalten wir
S3SpS&Ss=i. Kehren wir nun noch S3S&Ss
um, so folgt die Behauptung S3S3S&Sp=1.

Es gibt also mehrere ‘Beweise fiir denselben
Satz.

Satz 2:

In jedem Dreieck ist die Verbindungsstrecke
zweier Seitenmittelpunkte parallel zur dritten
Seite und halb so lang wie diese.
Voraussetzung: Gegeben ist ein Dreieck
P,P,P;. M, sei die Mitte der Seite P,P; und
M die Mitte der Seite P, P;.
Es gilt also (1) $#,5:,5F,Sm; =i und
(2) S#,5%,57,Sm, =i

Behauptung :
SF,Sp, =(8a735m,)° (5338 m,) = (Sa23Sm,) .
Beweis: Die Multiplikation von (1) mit Sp,
und (2) mit Sp, von links ergibt Sp,
=5M,;58,Sm; und Sp,=Sx7,58,5x,.
Hieraus [olgt S§, Sp, = S, 5P, 54,58 ,57,Su,
und durch Umkehrung von §,7,Ss7,Sp, er-
halten wir die Behauptung

S8, Sp, =5si3 54,58, Sm -
Das Beweisverfahren mit Spiegelungszyklen
1dBt sich noch auf weitere Sdtze der Elemen-
targeometrie anwenden.

5. Lissen von Konstruktionsaufgaben
mit Punktspiegelungen

Viele Konstruktionsaufgaben der Geometrie
lassen sich mit Hilfe von geometrischen Ab-
bildungen einfach und elegant 15sen. Wir wol-
len zwei Aufgaben betrachten, zu deren L6-
sung Punktspiegelungen und die zwischen
ihnen bestehenden Beziehungen genutzt wer-
den sollen.

Aufgabe 1:

Konstruiere einen dreiseitigen Polygonzug
P,P,P3P,, der aufeiner Geraden g, beginnen,
auf einer Geraden g, enden soll und von dem

die Mitten M, M,, M, seiner Seiten gegeben -

sind.

Analysis: Wollten wir eine Niherungskon-
struktion finden, so kénnten wir von einem
beliebigen Punkt A€g, ausgehen und iiber
die Mitten M,, M,, M3 den Polygonzug
schrittweise konstruieren (vgl. Bild 8). Liegt
dann der Endpunkt A" des Polygonzuges

aul g,, so hiitten wir eine Niherungsldsung
gefunden. Liegt der Endpunkt nicht auf g,,
so wihlen wir einen weiteren Punkt Beg, als
Anfangspunkt und konstruieren einen zweiten
Polygonzug iiber M, M,, M. So kann man,
wenn es iiberhaupt eine Losung gibt, durch
weitere Polygonziige sukzessiv zu einer Ni-
herungslésung gelangen. Diese Vorgehens-
weise liefert auch den Ansatz [Ur eine exakte
Losung. Durch die zwei Punkte A, B ist die
Gerade g, eindeutig bestimmt. Verfolgen wir
die beiden Polygonziige iiber M, M,, M3, so
wird die Gerade g; durch die Spiegelung
Sy, in g}, g1 durch Sy, in g7 und g7 durch
Smyin gy’ uberfiihrt.

Bild 8

Es gilt also

St Swi,Suyg1)=a"mit g | i | 7 | 4" Der
Schnittpunkt P, von gy Ng,={P,} ist der
Endpunkt des gesuchten Polygonzuges. Nun
konnen wir wegen der Giiltigkeit des Drei-
spicgelungssatzes SﬁlSﬁZS,.h:SMA setzen,
mit M, als viertem Parallelogrammpunkt,
woraus Sy (g1)=g71 lolgt.

Lasung: Wir konstruieren zu M, M, M; den
vierten Parallelogrammpunkt M,, so daf8
$)7,56, =54 ,Sum, ist und spiegeln g; an M.
Ist das Schnittresultat g1’ Mg, nicht die leere
Menge, so haben wir wenigstens einen End-
punkt eines gesuchten Polygonzuges gefun-
den, der nun riickwirts konstruiert werden
kann.

Determination: Die vorgelegte Aufgabe hat,
je nach den Lagebezichungen der gegebenen
Stiicke (91, g2, M1, M2, M3),

{ genau eine Losung }

keine Losung
unendlich viele Losungen

g2
wenn gy’ Ngz = { [%4) }ist.
{Pa}

Diskutiere die Losung der Aufgabe, wenn der
Polygonzug viergliedrig ist! Beachte, daB die
resultierende Abbildung von
BYVIRTVIRTV YY) eine Verschiebung oder die
identische Abbildung ist.

Aufgabe 2:

Konstruiere ein Fiinfeck, von dem die Seiten-
mittelpunkte M,, M,, M3, M,, M5 gegeben
sind! M, sei Mitte von P;P,, M, Mitte von
P,P; usw.

51



Analysis: Wir nehmen an, das Fiinfeck sei
bereits konstruiert. Wendet man aul den
Punkt P, das Spiegelungsprodukt
Sﬁ]SﬁzSﬁ3$ﬁ4sMs an, so fillt sein Bild P}
mit P, zusammen (Bild 9). P, ist somit Fix-
punkt von S,le,ﬁzS,ﬂaS,ﬂASMs.

Bild 9 P,

My My

Andererseits ergibt sich durch zweimalige An-
wendung des Dreispiegelungssatzes fiir
Punktspiegelungen auf ShilSA,iZSA;iJS,\74SA,S
als Ergebnis eine Punktspiegelung. Weil jede
Punktspiegelung genau einen Fixpunkt be-
sitzt, gilt also Sa7, Sa7,5073 54, Surs = Sp,-
Konstruktion: Zur Konstruktion des Punktes
P, als Anlangs- und Endpunkt eines geschlos-
senen Polygonzuges konstruieren wir zu-
nédchst einen Hillspunkt H mit
S,,=S,.il.S'M725M3 als Eckpunkt des Parallelo-
gramms MM ;M H. Aus der Relation
Si,S_-.i“SM5 =Spl ergibt sich sofort P, als vier-
ter Parallelogrammpunkt zu H, M4, M.
Determination: Es gibt genau eine Losung,
denn P, ist bei fester Vorgabe von M,, M,,
M, M4, M5 nach den genannten Parallelo-
grammbkonstruktionen eicdeutig bestimmt.

6. Aufgaben

Zum SchluB unserer Betrachtungen iiber
Punktspiegelunigen fiigen wir noch einige
Konstruktions- und Beweisaufgaben an, de-
ren Lésung durch kluge Anwendung der theo-
retischen Erkenntnisse zum tieferen Eindrin-
gen in dieses Teilgebiet der Abbildungs-
geometrie beitragen wird und aufs neue In-
teresse und Freude an geometrischen Unter-
suchungen wecken soll.

6.1. Konstruiere einen n-seitigen Polygonzug
(n=2), der auf einer Kurve k, beginnt, auf
einer Kurve k; endet und von dem die Mitten
M; (i=1, 2, ..., n) gegeben sind! k; und k,
konnen Kurven, wie z. B. Geraden, Kreise,
Parabeln usw. oder auch Dreiecke, Vierecke
und andere geometrische Figuren sein.

6.2. Konstruiere einen n-seitigen Polygonzug
(n=2), der auf einem Kreis k (oder einer an-
deren geometrischen Figur) beginnt, auf k
endet und von dem die Mitten M; (i=1,
2, ..., n) bekannt sind !

6.3. Konstruiere ein n-Eck (n=3), von dem
die Seitenmitten M; (i=1, 2, ..., n) seiner Sei-
ten P;P;;, mit n+ 1 =1 gegeben sind!

6.4. Es sind zwei Kreise k,, k, gegeben, die
sich in den beiden Punkten A und B schnei-
den sollen. Konstruiere eine Gerade g so
durch A, daB beide Kreise gleichlange Seh-
nen herausschneiden!
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Eine
Priifungsfrage

Bei der Vorbereitung auf eine Veranstaltung
des Bezirksklubs Junger Mathematiker Ro-
stocks entstand folgende Fragestellung:

2n (n gegebene natiirliche Zahl) vétschiedene
Priifungsfragen werden zu je zwei aul n Zettel
geschrieben. Der Priifling hat sich auf k Fra-
gen vorbereitet. Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit p, daB er die Priifung besteht, wenn
dazu ausreicht, daB er die zwei Fragen cines
Zettels oder eine Frage eines Zettels und die
erste eines anderen Zettels beantworten kann?
Zunichst einmal ist fiir k=0 oder k=1 sicher
p=0, denn der Priifling muBl zum Bestehen
der Priifung mindestens zwei Fragen beant-
worten konnen. Ist k=2n, d. h., er beherrscht

6.5. Beweise, daB} das Produkt aus einer gera-
den (ungeraden) Anzahl von Punkispiegelun-
gen stets cine Verschiebung (Punktspiege-
lung) ist! Die identische Abbildung soll eine
spezielle Verschiebung sein.

6.6. Man beweise mit Spiegelungszyklen, daB
sich in jedem Parallelogramm die Diagonalen
halbieren.

6.7. Zeige durch Rechnen mit Punktspiege-
lungen, daf die Seitenmitten eines beliebigen
Vierecks ein Parallelogramm bilden! Zeichne
dazu auch in die Figuren von ungleichseitigen,
konvexen, konkaven, iiberschlagenen und an-
deren Vierecken, wie Trapezen und Parallelo-
grammen, diese Parallelogramme ein!

6.8. Beweise den Satz: Wenn die beiden Vier-
ecke ABCD und BCFE Parallelogramme
sind, so ist auch das Viereck AEFD ein
Parallelogramm (vgl. Bild 10)! Dies ist der
kleine affine Satz von Desargues, und die Figur
heiBt kleine affine Desarguessche Figur.

Bild 10 8

E. Bohne

alle Fragen, so ist p=1. Fir k=n, also die
Vorbereitung auf die Hilfte aller Fragen, er-
warten wir p=0,5. Wie geht man nun an die
Losung einer solchen Aufgabe heran?

Ein eifriger alpha-Leser erinnert sich sofort an
den Artikel Zufall und Wahrscheinlichkeit aus
den Heften 5 und 6 (1975). Wir iiberlegen uns
zunichst, welches Ereignis uns interessiert.

Dazu definieren wir:

Sei A das Ereignis, daB3 der Priifling auf die
erste Frage des ersten Zettels antworten kann.
B ... er kann auf die zweite Frage des ersten
Zettels antworten. C ... er kann auf die erste
Frage eines anderen Zettels antworten.
AN(B/A) bedeutet dann, daB er auf beide
Fragen des ersten Zettels antworten kann,
[AN(B/A)]U[A N(BfA)] -er kann auf genau
eine Frage des ersten Zettels antworten.
Wir suchen also die Wahrscheinlichkeit, mit
der das Ereignis

[4N(B/A)]U {{[A N(B/AJUAN(B/A]}

n C} eintritt.

Wenn man aufmerksam den erwidhnten Arti-
kel gelesen hat, weil man, dal man die Wahr-
scheinlichkeit wie folgt berechnet:
p=p(A)p(B/A)+([p(A)p(B/A)+ p(A)p
(B/A)]p(C) (1)
Wir bestimmen nun diese Werte. Damit A
aultritt, haben wir k giinstige Fille und 2n
mogliche. Also ist p(A]:%. B/A trilt auf,

s

nachdem der Kandidat bereits eine Frage
richtig beantwortet hat. Also liegen nur noch
k—1 giinstige und 21 -1 mégliche Fille vor.

Damii ist p(B/’A):—-2~’1— L Hieraus ergibt sich

= k - 2n-k
sofort: [)(B/A)zﬂii’ p(A)=~2”ﬁ und

— In—
PB/A)=5 —-
wenn der Kandidat eine Frage des ersten Zet-
tels richtig beantwortet hat, er die zweite die-
ses Zettels nicht beherrscht und deshalb einen
anderen Zettel zieht. Er hat also eine gewuBte
Antwort verbraucht und antwortet auf die
1

dritte Frage. Deshalb ist p(C)=2k—n_ri. Set-

zen wir diese Ergebnisse in (1) ein und ver-
einfachen, so erhalten wir:
_k(k—1)(3n—k-1)
P=Swn—nn=1

Das Ereignis C tritt auf,

Uberpriifen wir noch die eingangs angeftihr-
ten Uberlegungen fiir k=0, k=1, k=2n und
k=n, so finden wir sie bestiitigt. Unsere Auf-
gabe ist damit geldst, und jeder kann sich nun
die Wahrscheinlichkeit fiir das Bestehen der
Priifung ausrechnen, vorausgesetzt, daB diese
Priifungsform vorliegt.

W. Moldenhauer



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mathematischer
Schulwettbewerb
im Kreis Delitzsch

Seit Jahren herrscht in den Oberschulen
Rackwitz, Krostitz und Walkau ein gutes
mathematisches Klima. Durch rege auBer-
unterrichtliche Tatigkeit haben wir Interesse
geweckt, Schiiler mit sehr guten Leistungen
entdeckt und gefordert. Selbstverstdndlich
spielt dabei die Teilnahme am alpha-Wett-
bewerb eine wichtige Rolle. Im Wettbewerbs-
jahr 1976/77 wurde eine groBe Zahl von
Schiilern mit dem alpha-Abzeichen ausge-
zeichnet.

Unsere besten Jungen Mathematiker beteili-
gen sich natiirlich an den Zentralen AG’s im
Kreis Delitzsch, einige besuchen sogar die
Veranstaltungen der Mathematischen Schii-
lergesellschaft des Bezirkes Leipzig (MSG).
Zu den Hohepunkten des Schuljahres geho-
ren die Schulolympiaden im Fach Mathema-
tik, die wir fiir die Klassen 5 bis 10 als Quali-
fizierung fiir die Kreisolympiaden durchfiih-
ren. Um unseren Schiilern der Klassenstufen
3 und 4 die Moglichkeit der Bewdhrung zu
geben, fiihren wir auch fiir sie besondere Ver-
anstaltungen mit Olympiadecharakter durch.
All diese Aktivititen fiihrten dazu, daB
z. B. die Dr.-Theodor-Neubauer-Oberschule
Rackwitz in den beiden letzten Jahren zur
erfolgreichsten Schule des Kreises bei den
Kreisolympiaden wurde. .

Im April 1977 fiihrten die OS Radeleld, Rack-
witz, Krostitz und Wolkau ihren 2. mathema-
tischen Schiilervergleich durch. Dieser Wett-
bewerb ist ein Mannschaftswettbewerb. Jede
Mannschaft besteht aus je einem Vertreter der
Klassenstufen 4 bis 9. In einer Arbeitszeit
von 60 Minuten sind moglichst viele der 15 ge-
stellten Aufgaben zu l6sen. Natiirlich ist die
gegenseitige Hilfe innerhalb eines Schiiler-
kollektivs erwiinscht, und der Mannschalfts-
leiter (Schiiler der Klasse 9) hat eine beson-
dere Verantwortung fir die gute Zusammen-
arbeit aller Mannschaftsteilnehmer und da-
mit auch flir den Erfolg seines Kollektivs.
Die Aufgaben wurden so angelegt, daB auf
keinen Fall eine Mannschaft alle Aufgaben
l6sen konnte. Die Mannschaften muBten also

eine Auswahl treffen entsprechend der Fihig-
keiten, Fertigkeiten und Kenntnisse der ein-
zelnen Teilnehmer. E. Knauth

Zur Vorbereitung der Schulolympiade 1978/
79 (siehe alpha, Helt 4/77) veroffentlichen wir
die Aufgaben des mathematischen Schul-
vergleichs:

Ala VergroBere das 34fache von 3715 um
den achten Teil von 51400!
A2A Wenn man eine gedachte Zahl ver-
doppelt und von diesem Produkt 6 subtra-
hiert, so erhdlt man 24.
Wie heiBt die gedachte Zahl?
A3a Verschiebe ein beliebiges Dreieck
ABC um 5 cm und drehe es dann im positiven
Drehsinn um 90°! Wihle selbst die Verschie-
bungsrichtung und den duBeren Drehpunkt!
A4a Wie hoch muB ein GefdB mit einer
Grundfliche von 25dm? mindestens sein,
damit es 1001 fassen kann?
ASA 1¥*-¥]

*5*

1*0

**3*
Ersetze die Sternchen durch Ziffern so, daB
eine vollstdndige Multiplikationsaufgabe ent-
steht! ‘
A64a Eine alte Knobelaufgabe lautet:
Eine Flasche mit Korken kostet 1,10 M. Da-
bei kostet die Flasche genau 1,00 M mehr als
der Korken. B
Wieviel kosten die Flasche und der Korken
einzeln?
ATa 37%%2
Ergiinze so, daB eine sowohl durch 3 als auch
durch 2 teilbare Zahl entsteht!
Gib mindestens drei Moglichkeiten an!
A8A Wieviel natiirliche Zahlen zwischen
0 und 300 sind sowohl durch 4 als auch durch
S teilbar?
A9a Eine Fldche von 1,60 m - 3 m soll mit
Natursteinen verkleidet werden, die eine
rechteckige Form mit a=30 cmund b= 50 cm
besitzen.
a) Wieviel Steine sind dazu notwendig?
b) Skizziere eine mdégliche Anordnung der
Steine!
A10a Jemand soll sich eine 5stellige Tele-
fonnummer merken, die nur aus geraden

Ziffern besteht. Es ist weiterhin bekannt, daB3
die erste und die letzte Ziffer gleich sind.
AuBerdem sind die 2. und die 3. Zilfer gleich.
Die vorletzte Zilfer sei die groBte Ziffer und
doppelt so groB wie die 3. Ziffer. Die erste
Ziffer ist groBer als die 2. Ziffer.

Wie lautet die gesuchte Telefonnummer?

Ist dies die einzige Mdglichkeit?

Alla Gegeben sei ein regelmiBiges Fiinl-

eck. Ermittle die GroBe des Winkels ¥ EAB
(nicht mit Winkelmesser)!

B A

D E
A12a Merke dir eine beliebige Zahl!
Addiere zu dieser Zahl 10. Dividiere diese
Summe mit 2, und multipliziere den Quotien-
ten mit 4! Vermindere das so erhaltene Ergeb-
nis um 20, und du erhiltst das Doppelte der
Ausgangszahl!
a) Uberpriife die Richtigkeit dieser Aufgabe
an einem Beispiel !
b) Beweise, daf} diese Aulgabe [iir jede belie-
bige natiirliche Zahl giiltig ist!
Al13A Zwei Orte A und B seien 120km
voneinander entfernt. Gleichzeitig starten
zwei Ziige in entgegengesetzter Richtung. Der
Zug von A nach B fahrt mit einer Geschwin-

digkeit von 80 kTm und der Zug von B nach A

von 60 T

Nach welcher Zeit und in welcher Entfernung
von A begegnen sich beide Ziige?

Alda Zwei natiirliche Zahlen sollen sich
wie 3 zu 7 verhalten. Die Summe dieser Zahlen
heiBt 110.

Wie heiBen die beiden Zahlen?

Al5a Stelle die folgenden Angaben gra-
phisch dar (A4-Blatt), so daB diese Darstel-
lung z B. fiir eine Wandzeitung verwendet
werden konnte! '

Soziale Herkunft der 500 Abgeordneten der
Volkskammer in der 7. Wahlperiode (1976
bis 1980)

Arbeiter 268
Mitglieder von LPG, werktitige
Einzelbauern, Girtner, Fischer 53
Angestellte 105
Angehorige der Intelligenz 28
Selbstindige Handwerker 31
Gewerbetreibende

und freiberuflich Tatige 8
Sonstige
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Schulolympiaden
in der Sowjetunion

Liebe alpha-Freunde!

Heute stellen wir euch eine Auswahl von Auf-
gaben der ersten Stufe der Schulolympiade im
Fach Mathematik des Leningrader Stadtbe-
zirks Petrodworez vor. Dazu einige Hinweise:

In der Sowjetunion werden die Aufgaben der
ersten Stufe der Schulolympiaden nicht wie
bei uns zentral gestellt, sondern auf der Ebene
einer Stadt oder eines Stadtbezirkes. Erst von
der zweiten Stufe an gibt es zentrale Auf-
gabenstellungen. Wir geben die iibersetzten
Aufgaben in Originalfassung “wieder, damit
unsere Leser einen echten Eindruck vom Cha-
rakter der Aufgaben und ihrem Schwierig-
keitsgrad erhalten. Dabei ist jedoch zu be-
achten, daB in der Sowjetunion nach anderen
Lehrplinen als bei uns unterrichtet wird.
Nun wiinschen wir viel Freude beim Lésen
der Aulgaben.

Aufgaben

Klasse §

Ala Berechne den Wert des Terms
0,85+10,5-2,04—(6,25-2+0,8:0,64):10
—0,04848:0,24!

A2a Essind alle durch 3 teilbaren zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen zu ermitteln,
die auf die Ziffer 0 enden.

A3a Die Mutter hat fiir ihre Tochter
Olga, Tanja und Mascha genau drei Bander
gekauft, und zwar ein rotes, ein blaues und
ein griines. Olga liebt die Farbe Rot nicht;
sie mdchte auch kein griines Band. Mascha
will kein rotes Band. Welche Farbe liebt
jedes der drei Midchen, wenn die Mutter
Binder entsprechend den Lieblingsfarben der
Tochter gekauft hat?

A4a Ein Vater ist gegenwirtig viermal so
alt wie sein Sohn. Die Summe aus den’ An-
zahlen ihrer Lebensalter (in ganzen Zahlen)
betrigt 50.

Nach wieviel Jahren wird der Vater dreimal so
alt sein wie der Sohn?

AS5A Frischgemidhtes Gras hat einen
Feuchtigkeitsgehalt von 609, ; Heu hingegen
hat einen Feuchtigkeitsgehalt von nur 20%,.
Wieviel Heu erhélt man aus einer Tonne
frischgeméhten Grases?
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Klasse 6

Ala Bestimme den Wert von x, der [ol-
gende Gleichung erfiillt:

i}
Zx—2
3 4 3.1
i —_ 2R —12 ]| —=
[(67 0,35) 28 l4]'20"235'

A2a Essind alle zweistelligen natiirlichen
Zahlen zu ermitteln, die gleich dem Dreifa-
chen ihrer Quersumme sind.

A3a Die Hohe AF zum Schenkel BC des
abgebildeten gleichschenkligen Dreiecks ABC
mit der Basis 4B teilt den Basiswinkel £ €A4B
so, daBl der Winkel & CAF um 30° groBer ist
als der Winkel < BAF.

Es sind die GroBen der Innenwinkel des
gleichschenkligen Dreiecks ABC zu berech-
nen. ¢

444 In einem Korb befinden sich insge-
samt 35 Apfel dreier Sorten.

Wieviel Apfel muB jemand im Dunkeln die-
sem Korb entnehmen, um mit Sicherheit vier
Apfel der gleichen Sorte zu erhalten?

A 54 Junge Pioniere, die bei Pflegearbeiten
in einem Kolchos mithalfen, soliten inner-
halb von 10 Tagen ein Feld jiten. Da sie
taglich 1ha der Gesamtfliche mehr jiteten
als laut Plan vorgesechen war, konnten sie
ihre Arbeit zwei Tage [riiher beenden.
Wieviel Hektar Ackerfliche haben die Pio-
niere téglich gejitet?

Klasse 7

Ala Ermittleden Wert des nachstehenden
Terms fur natiirliche Zahlen n!
(8n+ 1 + 8n)2

A2A Welchen Wert besitzt der Term
a(a+2)+c(c—2)—2ac, wenna—c="17 gilt?
A3a Die Winkelhalbierende des Winkels
X DAB des abgebildeten Parallelogramms
ABCD schneidet die iiber C hinaus verlin-
gerte Seite BC in M so, daB CM die Linge

3 cm besitzt.
M

A 8

Es sind die Langen der Seiten des Parallelo-
gramms zu bestimmen, wenn sein Umfang
36 cm betrigt.

Ad4a Esist zu beweisen, daf fiir beliebige
reelle Zahlen x und y die Ungleichung
Sx? +4xy +y? +2x +5>0 erfiillt wird.

A5A Es sind alle durch 45 teilbaren drei-
stelligen natiirlichen Zahlen zu ermitteln, die
folgende Eigenschaften haben:

Schreibt man die Ziflern einer solchen Zahl in
umgekehrter Reihenfolge, subtrahiert man die
so erhaltene Zahl von der urspriinglichen
Zahl, so betrigt die Diflerenz 297.

Klasse 8
Ala Ermittledie Losungsmenge der nach-
stehenden Gleichung:
24+ x+1)(2x2+2x~3)
==3(1-x—x3.

A2A Wievielmal bilden der Stunden- und
der Minutenzeiger einer Uhr im Verlaufe
von 24 Stunden einen rechten Winkel?

ala Essind alle natiirlichen Zahlen zu er-
mitteln, die folgende Eigenschalt haben:

Das Produkt aus einer solchen Zahl und 2,5
ist gleich der Summe aus allen dieser Zahl
vorangehenden natiirlichen Zahlen.

A4a Gegeben sei ein gleichschenkliges
Dreieck ABC mit der Basis 4B =¢ =6 cm und
dem Basiswinkel ¥ CAB=a=>50°.

Es ist ‘die Linge der Winkelhalbierenden
‘AD =w des Winkels & CAB zu berechnen.
A5A Eine Klasse mit 21 Schiilern hat ins-
gesamt 200 Niisse erhalten.

Es ist zu beweisen, daB es stets mindestens
zwei Schiiler geben wird, die die gleiche An-
zahl von Niissen erhalten werden, wie immer
die Niisse auch an diese Schiiler verteilt wer-
den. L. Dimenstein/Th. Scholl

Lésungen
Klasse 5

Ala 085+105-2,04—(6,25-2
+0,8:0,64):10—0,04848 :0,24
=0,85+21,42—(12,5+ 1.25):10—0,202
=22,27-1,375-0,202
=20,693
A2A Vonden Zahlen 10, 20, 30, 40, 50, 60,
70, 80, 90 sind nur die Zahlen 30, 60 und 90
durch 3 teilbar.
a3a Da Olga die Farbe Rot nicht liebt
und auch kein griines Band will, liebt Olga
die Farbe Blau. Da Olga die Farbe Blau liebt
und Mascha kein rotes Band will, liebt
Mascha die Farbe Griin. Somit liebt Tanja
die Farbe Rot.
Ad4a Angenommen, der Sohn ist gegen-
wirtig n Jahre, der Vater also 4n Jahre alt;
dann gilt

n+4n=>50, 5n=150,n=10.
Gegenwartig ist der Vater 40 Jahre, sein Sohn
10 Jahre alt. Aus (10+x)-3=404x folgt
30+ 3x=40+x, 2x=10, also x=35.
Nach fiinl Jahren wird der Vater 45 Jahre,
der Sohn 15 Jahre alt sein, der Vater also
dreimal so alt wie sein Sohn sein.



AS5Aa 1000:100% =y :(100—60)%;,
also y=400;
400:(100—-20)%,=x:100%;,

also x = 500.

Aus einer Tonne [rischgemidhten Grases er-
halt man 500 kg, also eine halbe Tonne Heu.

Klasse 6
Ala
3
~x—2
3 4 3]_1
[(67_ 0,35 ) 28-17 J35=235
45-14
<ﬁ—6x -20=235,
645—120x =235,
120x =410,
41 .5
x ﬁ_sﬁ'
A2A 10a+b=3-(a+b) mit 1£a<9 und

0<b<9;7a=2b,also a=¢.

Nur fiir b=7, also fiir a=2 wird diese Glei-
chung unter den einschrinkenden Bedingun-
gen erfiillt. Es gibt genau eine solche Zahl, sie
lautet 27.

A3a Im rechtwinkligen Dreieck ABF gilt
¥ ABF=90°—¢. Aus xCAB= ¥ CBA folgt
2¢ +30°=90°— ¢, also ¢ =20°. Daraus folgt
weiter £CAB= £CBA=70° und % ACB
=180"—2-70° =40

A4a Entnimmt man dem Korb neun Ap-
fel, so kénnte man im ungiinstigsten Fall von
jeder der drei Sorten je drei Apfel haben. Um
mit Sicherheit vier Apfel der gleichen Sorte
zu erhalten, miissen dem Korb mindestens
zehn Apfel entnommen werden.

AS5A Angenommen, laut Plan sollten tig-
lich x Hektar gejitet werden; dann gilt

10x=8(x+1),
2x =8, also x=4.

Die Pioniere haben tiglich 5 Hektar Acker-
flache gejdtet.

Klasse 7

Ala

(8n+l+8n)2_ Lgn(s_'_l)]i

(4n_4n—r)3—[4n—1(4_1)]3
82n,92 261-_34

=P I gee. 35— 20 3=192.

A2A Aus a=c+7 und ala+2)+c(c-2)
—2ac folgt durch Einsetzen

e+ (c+9+clc—2)—2c(c+T)
=(c+T{c+9—-2c)+c(c-2)
=(c+7)(9—c)+c(c—2)
=9c—c24+63—Tc+c*—2c=63.

A3A Esseien AB=a, BC=b und ¥xDAB
=o. Nun gilt 2(a+b)=36cm, also a+b

— 18 cm. Aus £ MAB=Jyund x ABM =180°
—a folgt {BMA=180°—(180°—a)—_;.a

=%a; darum gilt AB=BM bzw. a=b+3cm.

Daraus folgt a+b=2b+3cm=18 cm, also
b=7,5cm und a=10,5 cm.

ada

5x2 +4xy+y?+2x+5>0,
4x?+4xy+y2 4+ x24+2x+144>0,
2x+ )2 +(x+1)?+4>0.

Da das Quadrat jeder reellen Zahl positiv
und somit alle Summanden positiv sind, gilt
diese Ungleichung fiir beliebige reelle Zahlen
xund y. '

ASA

z1=100a+ 10b+c,

z,=100c+10b +a,
21—2,=99a—¢)=297,a—c=3,

a=c+3.

Wegen 45=5-9 muB z, durch 5 teilbar sein,
also auf die Ziffer 0 oder 5 enden. Fiir
¢;=0 gilt a;=3; fir ¢c,=5 gilt a,=8. Die
Quersumme a+b+c von z, muB auBerdem
durch 9 teilbar sein. Nun gilt g; =a, + b, +¢,
=3+4b,,alsoby=6,9,=a,+by+c;=13+b,,
also b, =5.

360—36=324+297; 855—558=297.

Es gibt genau eine solche Zahl, sie lautet 855.

Klasse 8

Ala
(2 +x+1)(2x24+2x—-3)=—-3H1—-x—x2),
2x* 4+ 2x3 = 3x? +2x% +2x? — Ix 4 2x?
+2x—3=—3+3x+3x2
2x* +4x3 —2x2 —4x=0,

x*+2x3 —x2—2x=0,
x(x+2)~x(x+2)=0,
(x+2)(x*—x)=0,
x(x+2)(x2—1)=0,

(x—=1)x-(x+1)(x+2)=0,
x1=1;x=0;x3=—1;x4q=-—2.

A2A In 1h beschreibt der kleine Zeiger
einen Winkel von 30°; in 1 min beschreibt der
kleine Zeiger einen Winkel von 0,5°. In 1 min
beschreibt der grofe Zeiger einen Winkel von

6°. Nun gilt x(6°—0,5%)=90°, also x—= 16%,

Nach 16% Minuten bilden beide Zeiger zum

ersten Mal einen rechten Winkel, wenn beide
Zeiger zuvor auf die Zifler 12 zeigten.

n- 16111=24 60, also n=88 (dabei wurden
die gestreckten Winkel mitgezihlt).

Im Verlaufe von 24 Stunden bilden der Stun-
den- und der Minutenzeiger einer Uhr 44mal
einen rechten Winkel.

A3a 142434+ ... +n=25n+1),
n(n+1)
2
Probe: 14+24+3+44+5=25"-6,

15=15.

=2,5(n+1), also n=5.

Ada
1 ., 3
—| a+za }=180 —§a=105°.

Im Dreieck ABD gilt ¥ ADB=180°

2
Nun gilt ferner
w_ sin 50° _sin 50°
¢ sin105° sin75°
6 - sin 50°
-W~4,76.

bzw.

Die Linge der Winkelhalbierenden AD=w
betrdgt etwa 4,76 cm.

c

A ¢ 8
19-20

ASA 0+1+2+3+"'+19=T=190

und 200—190=10.

Wenn von den 21 Schiilern der erste keine,
der zweite eine NuB, der dritte zwei, und so
fort, der 20.Schiiler 19 Niisse erhilt, so
bleiben 10 Niisse iibrig. Gleich wie diese rest-
lichen Niisse auch verteilt werden, es werden
stets mindestens zwei Schiiler die gleiche
Anzahl von Niissen erhalten.

,,Lose eine Aufgabe fiir den lieben Papa,

eine fiir die liebe Mama, ...

1. Vervollstindige!

1=3-3:3-3:3

2=

3=

4=3+33:33

5=

6=

7=(33-3):3-3

8=

9=
10=3+3+3+3:3

2. Wer ist es?

,»Es ist*, sagte Kolja, ,meiner Eltern Kind,
aber weder mein Bruder noch meine Schwe-
ster. Errdtst du, wer das ist, spendiert dir
dieses Wesen ein leckeres Moroschnoje.”
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Pendel und Erdbeschleunigung

Ein Pendel ist ein Korper, der in einem festen
Punkt oder in einer festen Achse drehbar auf-
gehdngt ist und der unter der Wirkung der
Schwerkraflt Schwingungen um eine stabile
Gleichgewichtslage ausfihren kann.

Die theoretische Behandlung der Schwin-
gungen eines allgemeinen Pendels ist fiir
einen Beitrag der Schiilerzeitschrift alpha zu
schwierig.

Hier konnen und sollen nur teilweise die Be-
wegungen eines speziellen, idealisierten Pen-
dels, des sogenannten ,,mathematischen Pen-
dels* betrachtet werden: Eine an einem masse-
losen Faden der Linge ! aufgehdngte punkt-
[6rmige Masse m hei3t mathematisches Pen-
del.

Natiirlich pibt es keinen masselosen Faden
und auch keine punkt(érmige Masse. {n guter
Niherung lidBt sich ein ,mathematisches Pen-
del" realisieren durch eine an einem Zwirns-
faden aufgehdngte kleine Eisenkuge!.

Auf cin solches Pendel sind in guter Nihe-
rung die folgenden theoretischen Betrachtun-
gen zutreffend. Allerdings gilt die zu ent-
wickelnde Theorie streng nur fiir ein reibungs-
frei schwingendes Pendel. Da die zusétzliche
Annahme der Reibungsfreiheit in der Praxis
nicht erfiillt ist, wird ein reales Pendel, dem
nicht fortwihrend in geeigneter Weise Energie
zugefiihrt wird, nicht unbegrenzt in der glei-
chen Weise weiterschwingen, sondern es wird
langsam zur Ruhe kommen.

Ein ,mathematisches Pendel“ kann als spe-
zielle Bewegungen gleichférmige Kreisbewe-
gungen ausfithren, wobei die Ebenen dieser
Kreisbahnen waagerecht sind.

Da der Pendelfaden bei einer solchen Bewe-
gung einen Kegelmantel durchwandert, heiBt
ein cine derartige Bewegung ausfihrendes
Pendel ein Kegelpendel. Und die Theorie

56

eines mathematischen Kegelpendels soll hier
entwickelt werden!
Bei einem Kegelpendel bezeichnet man einen
Umlauf der punktférmigen Masse m auf der
Kreisbahn mit Radius r als Schwingung. Die
Zeit, die zum Auslithren einer Schwingung
benotigt wird, heilit Schwingungsdauer 7. Da
ein Kreis mit dem Radius r den Umfang 2nr
hat, geniigen die Geschwindigkeit v der
Masse m, der Bahnradius » und die Schwin-
gungsdauer T der Gleichung
2nr

L‘=?. (1)
Auf die punktformige Masse m wirkt in lot-
rechfer Richtung die Erdanziehungskraft G.
Diese ist um so groBer, je groBer die Masse m
isl. Exakt gilt: G und m sind emnander pro-
portional. Der zugehdrige Proportionalildts-
faktor wird Erdbeschleunigung g genannt. G,
g und m geniigen also der Gleichung G=mg.
Da die punkt[6rmige Masse m eine gleich-
[Grmige Kreisbewegung mit dem Radius r
und der Geschwindigkeit v ausfithrt, wirkt aul
m noch eine zweite Kraft, die zu dieser Kreis-
bewegung gehorige, in radialer Richtung an-

2
greifende Zentrifugalkraft Z= g

Beide aul m wirkenden Krifte lassen sich
nach dem Satz vom Parallelogramm der
Krilte durch eine einzige resultierende Kraft
R ersetzen.

Da die resultierende Kraft R durch den Faden
auf die Pendelhalterung iibertragen werden
muB, muB R die Richtung des Fadens haben.
Nach dem Satz des Pythagoras hat die zweite
Kathete des in Bild 2 grauen rechtwinkligen
Dreiecks mit den Seiten / und r die Léinge

i)

Da weiterhin die beiden in dieser Zeichnung
grauen Dreiecke nach dem Hauptihnlich-
keitssatz dhnlich sind, gilt fiir die Seiten dieser
Dreiecke die Verhiltnisgleichung

Durch einfaShe Umformung folgt hieraus:

2
I [/1- ;)
gr__
v r ’ @

Durch Einsetzen von (1) in (2) und weitere
einfache Umformungen ergibt sich:

gTZ r 2

()
GemiaB Formel (3) hingt die Schwingungs-
dauer T des mathematischen Kegelpendels
ab von [, r und g; sie ist unabhingig von der
Masse m. Ist r wesentlich kleiner als /, so
148t sich Formel (3) durch eine einfachere, fiir
das folgende wichtige Nédherungsformel erset-
zen.
Ab jetzt wird angenommen, daB3 r und [ der
Ungleichung r<0,01 - geniigen. Diese Un-
gleichung ist z. B. fiir /=2m erfillt, falls

2
r=2cm gilt. Aus r 0,01 - folgt (;) <0012

=0,0001.
Hieraus ergibt sich weiterhin

r 2
0,9999<1— <7> .
I

N\ 2
Wegen 0< | —(%) < | gilt ebenfalls

(i) <-(i) <

und damit schlieBlich

s
09999 < . 1—<7> <l

Auf Grund der letzten Ungleichung und mit-
tels der Gesetze der Fehlerfortpflanzung er-
gibt sich:
Gilt fir den Bahnradius eines mathemati-
schen Kegelpendels r<0,01 -/ und soll eine
der GroBen T, g und [ des Pendels mit héch-
stens drei wesentlichen Dezimalstellen be-
rechnet werden, so darf zur Berechnung die
Formel
gT
4n
DaB die Niherungsformel (4) sogar [iir jede
Bewegung eines mathematischen Pendels gilt,
bei der sich die Masse m in waagerechter
Richtung hochstens bis zu 0,01 -/ von der
Ruhelage entfernt, wird folgender Versuch
zeigen.

2
= 1 benutzt werden. 4)

Versuch 1:

LaB ein Pendel, das in guter Niherung ein
mathematisches Pendel darstellt, nacheinan-
der in verschiedener Weise, jedoch stets so
schwingen, daB sich der Pendelkérper in
waagerechter Richtung hochstens bis zu
0,01 -/ von der Ruhelage entfernt!

Ermittle durch Messungen die zu diesen Be-
wegungen gehdrigen Schwingungsdauern!



Eine andere spezielle Bewegung des mathe-
matischen Pendels ist das Schwingen in einer
lotrechten Ebene:

Zu ciner Schwingung gehort das doppelte
Durchlaufen des Kreisbogens AB mit Ra-
dius / durch den Pendelkérper mit sich an-
dernder Geschwindigkeit. Sofern die Um-
kehrpunkte 4 und B von der Ruhelage einen
waagerechten Abstand r haben, der der Un-
gleichung r<001-! geniigt, gilt auch fir
diese Pendelbewegung gemiB Versuch 1 die
Formel (4) im oben genannten Sinn.
Die bisher erzielten Ergebnisse sollen nun
angewandt werden.
Zunichst soll die Erdbeschleunigung g be-
stimmt werden. Zu diesem Zweck wird vor-
erst die Gleichung (4) nach g umgestellt:
4n?l

g= Tz (%)
Nunmehr wird folgender Versuch durchge-
fihrt.

Versuch 2:

Baue ein Pendel (mit geeigneter Pendellinge),
das in guter Naherung ein mathematisches
Pendel darstelit! MifB seine Pendellange! Ver-
setze dieses Pendel in eine Bewegung, fir die
r<0,01-/gilt!

Bestimme fiir diese Bewegung mittels Stopp-
uhr die Zeit, die fiir eine groBere Anzahl von
Schwingungen dieser Bewegung bendtigt
wird! Berechne die zugehdrige Schwingungs-
dauer!

Berechne abschlieBend gemiB Formel (5) die
Erdbeschleunigung!

Mit Versuch 2 ist es ohne weiteres moglich,
die Erdbeschleunigung mit drei wesentlichen
Dezimalstellen zu bestimmen.

Wird der Versuch 2 an verschiedenen Stellen
der Erdoberfliche durchgefiihrt, so wird da-
mit sogar die Anderung der Erdbeschleuni-
gung mit der geographischen Breite erkannt.

Ort geographische Erd-

Breite beschleunigung
Aquator 0° 9,781;l
s
Potsdam 52,5° 9,8127422
s
Pol 90° 983°
S

Ursachen fiir das Andern der Erdbeschleuni-
gung mit der geographischen Breite sind die
Rotation und die Abplattung der Erde. Nach-
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Seltsame
Produkte

1. Beim Multiplizieren zweier dreistelliger
natiirlicher Zahlen, z. B. 693 und 481, kénnen
wir zu einem. merkwiirdigen Produkt gelan-
gen, in unserem Fall 333333 (priift nach!).
Kann man diese Zahl auch als Produkt
zweier anderer dreistelliger Faktoren dar-
stellen?

Wir zerlegen die Zah! 333 333 in Primfaktoren
und fassen diese auf alle méglichen Arten so
in zwei Klassen zusammen, daB das Produkt

dem die Erdbeschleunigung bestimmt ist,
kann die Formel (4) zum L3sen der folgenden
Aufgaben benutzt werden.

Versuch 3:

Berechne die Schwingungsdauer eines mathe-
matischen Pendels {ir kleine Ausschldge mit
der Pendellinge

a)0,5m und b) | m!

Uberpriife deine Ergebnisse durch ein Ex-
periment!

Versuch 4:

Welche Pendellinge | hat ein mathemati-
sches Pendel, das bei kleinen Ausschligen die
Schwingungsdauer T=1s hat? Uberpriife
dein Ergebnis durch ein Experiment!

Versuch 5:

r
1
gung eines mathematischen Kegelpendels,
fiir die die Schwingungsdauer um 10%; klei-
ner ist als die Schwingungsdauer des gleichen
Pendels fiir Bewegungen mit kleinen Aus-
schldgen?

Uberpriile wiederum deine Rechnung durch
ein Experiment!

Wiirde der Versuch 2 auch aul der Mond-
oberfliche durchgefiihrt werden, so wiirde
man als Ergebnis finden, daB die Mond-

beschleunigung nur é der Erdbeschleunigung

Wie groB ist — fiir die spezielle Kreisbewe-

betrdgt. Aul Grund dieser Mitteilung kann
der Leser berechnen, wie die Schwingungs-
dauer eines Kegelpendels auf der Mondober-
flache gegeniiber der eines Kegelpendels glei-
cher Pendellinge und gleichen Bahnradius
auf der Erdoberfliche veréndert ist.

W. Trdger

der Primzahlen jeder Klasse eine dreistellige
Zahl ist.
Es gilt 333333=3-3-7-11-13-37.
Bilden wir die Klassen (3, 3, 7, 11) und (13, 37),
so erhalten wir die urspriinglichen Faktoren
693=3-3-7-11 und 481=13 - 37. Bilden wir
jedoch die Klassen (11, 37) und (3, 3, 7, 13),
so erhalten wir folgende Darstellung:

333333=(11-37)-(3-3-7-13)

=407 - 819.

Nehmen wir an, der Primfaktor 37 gehore
jeweils zur ersten Klasse. Dann darf das Pro-
dukt der anderen Primzahlen dieser Klasse
hochstens 999 :37=27 betragen. Wir konnen
also leicht alle ersten Klassen zusammen-
stellen:
(37, 3); 37, 7); (37, 11); (37, 13); (37, 3, 3);
(37,3, 7).
Nun brauchen wir nur noch zu priifen, ob die
zugehorigen zweiten Klassen auch dreistel-
lige Zahlen ergeben.
Es ergibt sich folgende Zusammenstellung:

erste Klasse zweite Klasse  Losung
3-37 3-7-11-13 —
737 3-3-11-13 -
11-37 3-3-7-13 407 - 819
13-37 3-3-7-11 481 - 693
3-3-37 7-11-13 -
3-7-37 3-11-13 777-429
Aufgabe 1:

Schreibt folgende Zahlen als Produkt zweier
dreistelliger Faktoren:
a) 555555;b) 222222;¢) 777777,
d) die groBte fiinfstellige natiirliche Zahl!
2. Anstatt in zwei dreistellige Faktoren kann
die Zerlegung in drei zweistellige verlangt
werden.
Einer der zweistelligen Faktoren muB 37 sein,
weil das Produkt von 37 mit jedem anderen
Primfaktor von 333333 dreistellig ist. Wir
konnen annehmen, daB der zweite zwei-
stellige Faktor den Primfaktor 13 enthilt.
Dann darf 11 aber nicht in diesem Faktor
enthalten sein. 11 gehort also zum dritten
zweistelligen Faktor. Wir kombinieren nun
11 und 13 mit den iibrigen Primfaktoren so,
daB zweistellige Produkte entstehen. Die ein-
zige Kombination ist 7- 13 und 32 11, so daB
man 333333=37-(7-13)-(3%: 1)
=37-91-99 erhilt.

Aufgabe 2:
Sucht alle méglichen Zerlegungen folgender
Zahlen in Produkte aus drei zweistelligen
Faktoren:
a) 444444; b) die groBte sechsstellige natiir-
liche Zahl!

Aufgabe 3:

Sucht alle moglichen Zerlegungen von

a) 123456 in ein Produkt aus zwei dreistelligen
Faktoren;

b) 123123 in ein Produkt aus drei zweistelli-
gen Faktoren! F. Dusek
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Eigenschaften
von Verkniipfungen

Teil 2

Gleichungen wie z. B. x+3=y+3 oder x - 12
=y- 12 liefern infolge dquivalenter Umfor-
mung jeweils x=y. Dieses ,,Streichen* oder
,JKiirzen* ist bei allen vier Grundrechenarten
erlaubt; denn fiir alle reellen g, x und y gilt:
a)wenn x+a=y+a,s0 x=y;
b)wenn x—a=y—a oder a—x=a—y, so
x=y;
c) wenn x-a=y-a, so x=y-(a4=0);
d)wenn x:a=y:a (a+0) oder a:x=a:y
(x*0, y+0,a+0),s0 x=y.
Allgemein sagen wir, ein Verkniipfungsgebil-
de (M, <) erfiillt die Kiirzungsregel, wenn fir
alle a, x, ye M
Eg: Wenn xca=ycgoder acx=acy,s0 x=y
gilt.
Auch diese Eigenschaft, die uns durch den
stindigen Umgang mit den vier Grundrechen-
arten so vertraut ist, ist keineswegs selbst-
verstindlich. So gilt sie z. B. in (R*, °;,) mit
xey y=ps|x—y| nicht: es ist 32;,2=3°,,4,
aber 2+4. Wir betrachten das Verkniip-
fungsgebilde (N\{0}, o) mit xcy =5, x T y=x".
Wegen 112=113, aber 2+ 3, versagt hier die
Kiirzungsregel ebenfalls. Sie ldBt sich aber
offensichtlich ,reparieren”, indem wir den
alleinigen ,Storenfried”, die 1, aus der Triger-
menge ausschlieBen. In der Tat gilt fir alle
von O und 1 verschiedenen natiirlichen Zahlen
a, x und y:
Wenn xta=yta oder atx=atly, so x=y.
Das Verkniipfungsgebilde (N\{0, 1}, 1) erfiillt
demnach die Kiirzungsregel Eg. ’

Aufgabe 10:

a) Zeige, daB fiir das Verkniipfungsgebilde
(G, 1) mit xo,y=p,2(x +y) die Kiirzungsre-
gel gilt!

b) Stelle fest, ob [iir die Verkniipfungsgebilde
aus Aulgabe la) die Kiirzungsregel erfullt
oder nicht erfullt ist! v

c) Begriinde, warum aufl die Mittelwert-Ver-
kniipfungen die Kiirzungsregel angewendet
werden kann!

Aufgabe 11:
Wielautet die Kontraposition der Kiirzungs-

regel? (Sei (M,o) ein Verkniipfungsgebilde,
das die Kiirzungsregel erfiillt:
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Fiir alle x, y und ae M gilt:
Wenn xca=ye-a oder acx=acy, so x=y)
Sei (M, °) ein Verkniiplungsgebilde; a, be M,
beliebig.
Die Kiirzungsregel 1dBt sich dann auch fol-
gendermaBen interpretieren:
Eg: Wenn die Gleichungen acx=»b oder
yoa=b Losungen x bzw. y in M besitzen, so
sind diese eindeutig.
Zum Beweis nehmen wir an, die Gleichung
a°x=bhabe zwei Losungen: x, und x,. Dann
gilt aox;=5b und a°x,=>b, d.h. aber a°x,
=aox,;. Wegen der Kiirzungsregel erhalten
wir die Einzigkeit (x; = x;). Analog gehen wir
im Falle yea=b vor.
Die Kiirzungsregel sichert also die Eindeutig-
keit von Losungen ([alls es iiberhaupt Losun-
gen gibt!). Uber die Existenz solcher Losun-
gen trifft sie ndmlich keine Aussage. So hat
z.B. weder die Gleichung 3°6x=3Tx=4
noch die Gleichung 2¢,x =1 in der zugehori-
gen Trigermenge N\{0, 1} bzw. G eine L&-
sung. (Wir erinnern uns, daB sowohl fiir o
als auch fiir o, die Kiirzungsregel zutrifft!)
Gilt in einem Verkniipfungsgebilde (M, °):
E,: Fiir alle a, beM sind die Gleichungen
a°x=bund y°a=b losbar;
so nennen wir (M, ) ein Verkniipfungsgebilde
mit Divisionsregel. Diese Regel, die die (aller-
dings nicht notwendig eindeutige) Existenz
von Ldsungen der angegebenen Gleichungen
garantiert, erinnert an die Division der Zah-
len.
Zwei Beispicle, die dieser Regel nicht ge-
horchen, haben wir zuvor angegeben. Ein
Verkniipfungsgebilde mit Divisionsregel ist
(R* oy1) mit xo y=pg|x—y|. (| x—y| heiBt
Abstand oder Differenzbetrag von x und y.)
Wegen der Kommutativitit von o, geniigt es,
die Gleichunga-,;x=>b mit g, be R*, beliebig,
zu betrachten:

* ‘a—x=b oder

ae11x=|a—x| ={
—(a—x)=b,

d. h,, [ir alle a, be R* existieren damit Losun-
gen, nimlich x;=a—b und x,=>b+a. (Fiir
a>b ist die Losung nicht eindeutig!)

Auch das arithmetische und geometrische
Mittel iiber R bzw. P* erfiillen die Divisions-
regel, das harmonische Mittel jedoch nicht.
(Begriindung?)

Aufgabe 12:

a) Uberpriife die naheliegende Vermutung,
ob die Verkniipfungsgebilde (P, +), (P, —),
(P, -) und (P\{O}, :) die Divisionsregel erfiil-
len!

b) Stelle fest, ob die Verkniipfungen aus Auf-
gabe 1a) die Divisionsregel erfiillen!

c) Uberpriife die Giiltigkeit der Kiirzungs-
und Divisionsregel fiir die Verkniipfungs-
gebilde (G, °,3) und (G, =,4) aus Aufgabe 3a)!
d) Untersuche, welche der in alpha 4, 1971,
genannten geometrischen Verkniipfungen die
Kiirzungs- oder Divisionsregel erfiillen!

¢) Welche Verkniipfungsgebilde dieses Bei-
trages erfiillen die Kiirzungs- und Divisions-
regel ?

Addieren wir zu einer Zahl x die 0, wird diese
Zahl x ,reproduziert“. Das gleiche trifft fiir
die Multiplikation einer Zahl x mit 1 zu.
Das heiBt, fiir jede reelle Zahl x gilt

- x+0=0+x=xund
x-1=1"x=x.

Allgemein definieren wir:
Ein Element n eines Verkniipfungsgebildes
(M, °) heifit neutrales Element, wenn fur jedes
xeM
Ejo: xon=nox=x gilt.
Die O ist also neutrales Element bzgl. der
Addition oder in (P, +), die 1 analog bzgl.
der Multiplikation oder in (P, -).
Besitzen auch andere Verkniipfungsgebilde
cin neutrales Element?
(P, =) und (P\{O}, :) besitzen kein neutrales
Element.
Zwar gilt fiir jedes reelle x

x —0=2x, nicht aber 0—x=x.
(Analog x :1=x, nicht aber 1 :x=x.)
Ein Element n, eines Verkniipfungsgebildes
(M, °) heiBt rechts-neutrales Element, wenn
fir jedes xe M
Eyy: xon=xgilt.
(Analog wird n; als links-neutrales Element
durch mex=x fir jedes xeM definiert
(E12))
Die 0 und die 1 sind also bzgl. Subtraktion
bzw. Division lediglich jeweils rechts-neutra-
les Element. Auch das Verkniipfungsgebilde
(N\{0}, 1) besitzt ein rechts-neutrales Ele-
ment n,:
Fiir jedes x e N\{0} gilt nimlich x T { = x. Die
1 ist nicht links-neutral: 1 x4 x (fir x+1).
Ein Verkniipfungsgebilde mit einem links-
neutralen Element n, ist (R*, o5):
Fiir jede gebrochene Zahl x gilt Qos5x=2-0
+x=x. Die 0 ist nicht rechts-neutral: x50
=2-x4+0=2x%x (fiir x+0).

Aufgabe 13:

a) Zeige: Besitzt ein Verkniipfungsgebilde
(M, o) sowohl ein links-neutrales Element n,
als auch ein rechts-neutrales Element n,, so
existiert auch ein neutrales Element n.

b) Sei (M,°) ein Verkniipfungsgebilde mit
einem neutralen Element n. Beweise,daB dann
in (M,°) kein weiteres neutrales Element
existieren kann!

¢) Uberpriife die Eindeutigkeit gemdB b) im
Hinblick auf einseitig-neutrale Elemente!
Wihrend die Mittelwert-Verkniiplungen we-
der links-neutrale noch rechts-neutrale Ele-
mente zulassen (Begriindung?), haben meh-
rere Verkniipfungsgebilde aus Aufgabe 1a)
jeweils ein neutrales Element. Zum Beispiel
besitzt (R*, °u) mit X°11Y=py I x—=y I das
neutrale Element n=0:|x—0|=|0—x|=x
fiir jedes xe R*.



Aufgabe 14:

Untersuche die Verkniipfungsgebilde aus Auf-
gabe 1a) im Hinblick auf die Existenz eines
neutralen Elements bzw. einseitig-neutraler
Elemente!
Es ist keineswegs ein Vorrecht der Zahlen 0
und 1, neutrales Element in einem Verkniip-
fungsgebilde zu sein. Betrachten wir ndmlich
das Verkniipfungsgebilde (G, <;,) mit x°,2y
=psx+y—3, so stoBen wir auf n=3:x°,,3
=30,,x=x+3—3=x [ur jedes xeG.
Von der ,,Uhr-Addition* wissen wir, daB
n=12 das neutrale Element ist: Nach genau
12 Stunden, d. h. pach einer vollen Drehung,
zeigt der (kleine) Zeiger wieder auf dieselbe
Stelle! Fiir jedes xe M ={1,2, ..., 12} gilt also
x+Q12=12+Cx=x.
In dem Verkniipfungsgebilde (‘P(M), N) ist
die Menge M das neutrale Element, in
(B(M), U) dagegen die leere Menge:
Fiir jedes X € P(M) gilt
1. XNM=MNX=X und
2. XUZg=agUX=X - vgl. alpha, 4/
1977, Aufgabe 12¢, S. 96);
X e P(M) heiBt nach Definition: XEM.
Multiplizieren wir eine Zahi x mit 0, wird
diese Zahl x ,,aufgesaugt” oder ,absorbiert”:
Fiir jede reelle Zahl x gilt
0-x=x-0=0.
Allgemein definieren wir: .
Ein Element a eines Verkniipfungsgebildes
(M, <) heiBt absorbierendes Element, wenn fur
jedes xe M
Ei3: aox=xca=aqagilt.
DaB auch andere Zahlen als 0 diese Eigen-
schaft E,; besitzen konnen, zeigen die Ver-
kniipfungsgebilde
(N, °7) mit xo7y=xy=ggT(x, y) bzw.
(G, °10) mit x°;0y=x+y+xy. Im ersten Fall
ist a=1, im zweiten Fall g= — | absorbieren-
des Element:
1Mx=xM1=1und (—1)o;ox=x°10(—1)
=-1
Ein Element aq; eines Verkniipfungsgebildes
(M,°) heiBt links-absorbierendes Element,
wenn fiir jedes xe M
Ei4: aox=a gilt.
(Analog wird wieder a, als rechts-absorbieren-
des Element durch x-a,=a, fir jedes xeM
definiert (E;5)) Im Verkniipfungsgebilde
(NV{0}, o¢) ist die 1 zwar links-absorbierend,
nicht aber rechts-absorbierend!
Uberlege dir, ob die Verkniipfungsgebilde
(PB(M), N) und (P(M), U) ein absorbierendes
Element besitzen!

Anfgabe 15:

Untersuche, ob die Verkniipfungsgebilde
(G, °13) und (G, °14) aus Aulgabe 3a) ein neu-
trales oder absorbierendes Element besitzen!

Aufgabe 16:

Beweise, daB das Verkniipfungsgebilde
(P*,019) mit xog7y=ppxtiny=x"" fiir alle
x,yeP* kommutativ, assoziativ und bi-

symmetrisch ist, ein neutrales Element n und
ein absorbierendes Element a besitzt, aber
weder die Divisions- noch die Kiirzungsregel
erfiillt!

AbschlieBend betrachten wir ein geometri-
sches Verkniipfungsgebilde mit einem neu-
tralen Element. Sei dazu k ein Kegelschnitt in
der Ebene ¢; g eine Gerade in ¢, die k meidet.
Auf k wihlen wir einen beliebigen Punkt N,
den wir im folgenden fest lassen. Fiir belie-
bige Punkte X, Yk definieren wir X 57 als
den Punkt Zek, so daB die Geraden XY,
NZ und g einen gemeinsamen Schnittpunkt
S besitzen. Fir NZ+NN set Z+N.

Es gilt: X¢gN=No<3X=X. Der Punkt N
ist das neutrale Element.

Aufgabe 17:

Ermittle weitere Eigenschaften des Verkniip-
fungsgebildes (k, <1g)!
Vergegenwirtigen wir uns noch einmal alle
bisher betrachteten Verkniipfungsgebilde, so
besitzen viele von ihnen z. T. sehr @hnliche
Eigenschaften, obwohl ihre Verkniipfungs-
vorschriften kaum Gemeinsamkeiten erken-
nen lassen. Andererseits konnen gleiche Ver-
kniipfungsvorschriften verschiedene Eigen-
schaflten nach sich ziehen, wenn unterschied-
liche Tragermengen zugrunde gelegt werden.
Die hier untersuchten Eigenschalten E, bis
E, ;s prazisieren damit unsere Vorstellungen
und Kenntnisse in bezug auf Verkniipfungs-
gebilde ganz wesentlich.

1. Lehmann
(Losungen siehe Seite 71.)

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. sc.

Jozsef Molnar

Lordnd-Edtvés-Universitdt Budapest
Lehrstuhl Geometrie

a1763a Firi=1,2,3set AOTP;einrecht-
winkliges Dreieck mit OP; als Hypotenuse;
dabei seien P,, P,, P; aul einem Strahl mit
dem Anflangspunkt T so angeordnet, daB
TP, <TP,<TP, gilt. Ferner sei k ein Kreis
um 0 mit beliebigem Radius. Es bezeichne je-
weils A(P;OP;) den Flidcheninhalt des Drei-
ecks P,OP; und s(P;OP;) den Flicheninhalt
desjenigen Sektors von k, der zum Zentri-
winkel « P;OP; gehort. Beweise, daB dann
s(P;OP,) _ s(P,OP;)

1
A(P,0Py)  AP,0Ps) 2

— 1

VOR-ARBEIT

Das System Internationaler Einheiten (SI)
SI-Basiseinheiten/

Grdfe[ Name Symbol
Linge 1

Zeit t
Masse m
elektr. Stromstirke 1
thermodyn. Temperatur T
Stoffmenge n
Lichtstirke L
Einheit/ Name Symbol
Meter m
Sekunde s
Kilogramm kg
Ampere A
Kelvin K

Mol mol
Candela cd

Genormte Vorsatzzeichen fiir Vielfache N
oder Teile der SI-Einheiten

Vorsilbe Vorsatz- Zehner-
zeichen  potenz
Exa E 10'®
Peta P 10*3
Tera T 102
Giga G 10°
Mega M 106
Kilo k 10
Hekto h 10?
Deka da 10
Dezi d 107!
Zenti c 1072
Milli m 1073
Mikro m 1078
Nano n 10°°
Piko p 1072
Femto f 10713
Atto a 10718
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Ein Stiick Wissenschaftsgeschichte —
Mathematik im alten Indien

Indien hat der Welt viele praktische Segnun-
gen zuteil werden lassen: nachweisbar Reis,
Baumwolle, Zuckerrohr, viele Gewiirze, das
Schachspiel und am wichtigsten von allem,
das Dezimalsystem der Zahlenschreibweise —
die Erfindung cines unbekannten indischen
Mathematikers der [riihchristlichen Ara.

Durch die Notwendigkeit, den freien Platz fiir
ein Opfer genau [estzulegen, entwickelten die
Inder sehr friih ein einfaches System der Geo-
metrie, doch auf dem Gebiet des praktischen
Wissens verdankt die Welt Indien am meisten
im Bereich der Mathematik, die sich zur Zeit
des Gupta-Reiches (3. bis 5.Jh.u.Z.) hoch
entwickelte und die fortgeschrittener war als
in anderen Lindern des Altertums. Der Er-
folg der indischen Mathematik beruhte haupt-
siichlich auf der Tatsache, daB die Inder eine
klare Konzeption der abstrakten Zahl hatten,
zum Unterschied von der numerischen Quan-
titit von Objekten in der rdumlichen Aus-
dehnung. Wihrend die griechische mathe-
matische Wissenschalt weitgehend aul MeB-
kunst und Geometrie basierte, ging man in
Indien schon daran, mit Hilfe einer einfachen
Zahlenbezeichnung Ansitze einer Algebra zu
entwickeln, die kompliziertere Berechnungen

Indische Mathematiker legten um 700 u. Z.

erlaubte, als es den Griechen moglich war,
und die zum Studium der Zahl an sich
fithrte.

In den [riiheren Inschriften Indiens sind Da-
ten und andere Zahlen in einer Schreibweise
verzeichnet, die der der Romer, der Griechen
und Hebréer nicht unéhnlich war und mit ge-
sonderten Symbolen fiir die Zehn und die
Hundert operierte. Die [riiheste Inschrilt, die
das Datum in einem System von neun Zahlen
und einer Null mit Stellenwertbezeichnung
fiir die Zehn und Hundert wiedergibt, kommt
aus Gujarat und datiert aus dem Jahre
595u.Z. Bald danach hatte man das neue
System in Syrien zur Kenntnis genommen,
und es wurde bald auch z. B. in Vietnam ver-
wendet. Offensichtlich war das System den
Mathematikern schon einige Jahrhunderte
lang bekannt, bevor es [ir Inschriften be-
nutzt wurde, deren Schreiber dazu neigten, in
ihren Methoden der Datenaufzeichnung kon-
servativ zu sein; im modernen Europa wird
das schwerfdllige romische System manchmal
immer noch fiir den gleichen Zweck benutzt.
Der Name des Mathematikers, der das ver-
einfachte System, Zahlen zu schreiben, ersann,
ist unbekannt; aber der friiheste erhaltene

die Fundamente fiir unser modernes, auf dem Positionssystem

beruhenden dezimalen Zahlensystem

| - =

=¥rler 62 —I der Zahlzeichen

Entwicklung

Brah‘mi { Indien)

[‘?l"‘l‘“"“‘\'J

JIndisch( Gwalior)

!
1338419

Sanskril - Devanagan (indisch)

[1az 5] 6789 |

v
[1rrPe [uvag . ]

Westarabisch(Gobar)

Ostarabisch (noch heute tirk.u.a.)

[(IT5pL91b ~ 8 ]

#1.3h. (Apices)

[,1314 | G‘\J?-I

[ 12345 | 6789¢ ]

15.7h.

16.3h. (Diirer)
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mathematische Text — das anonyme ,,Bakh-
skali-Manuskript” (2. Jh.u.Z.) und das Ary-
abhatiya des Aryabhata, geschrieben 499 u. Z.
— setzen es voraus.

Lange glaubte man, das Dezimalsystem sei
von den Arabern erfunden worden, doch dies
ist gewiB nicht der Fall. Die Araber selbst
nannten die Mathematik ,die Indische
(Kunst)“ (hindisat), und es scheint, daB die
Dezimalschreibung zusammen mit anderen
indischen mathematischen Uberlieferungen
der mohammedanischen Welt entweder durch
Kaufleute iibermittelt wurde, die mit der
Westkiiste Indiens Handel trieben oder durch
die Araber, die im Jahre 712u.Z. Sind er-
oberten.

Was die Welt Indien in dieser Hinsicht ver-
dankt, kann nicht hoch genug eingeschatzt
werden. Die meisten der groBen Entdeckun-
gen und Erfindungen, auf die man in Europa
so stolz ist, wiren ohne ein entwickeltes Sy-
stem der Mathematik undenkbar. Und dies
wiederum wire unméglich gewesen, wenn
Europa an das enge romische Zahlensystem
gebunden geblieben wiire. Die Leistung des
unbekannten indischen Mathematikers war,
obwohlsie leichthin als selbstverstindlich gilt,
das Werk eines analytischen Geistes hochsten
Ranges, dem viel mehr Ehre gebiihrt, als ihm
bisher zuteil wurde.

Mittelalterliche indische Mathematiker, wie
Brahmagupta (7. Jahrhundert), Mahavira (9.
Jahrhundert) und Bhaskara Il (12. Jahrhun-
dert), machten verschiedene Entdeckungen,
die in Europa bis zur Renaissance oder noch
spiter unbekannt waren. Sie verstanden die
Einfiihrung positiver und negativer Mengen,
entwickelten taugliche Systeme fiir das Zie-
hen von Quadrat- und Kubikwurzeln und
konnten quadratische und gewisse Arten von
unbestimmten Gleichungen losen. Fiir = gab
Aryabhata den iiblichen modernen Nihe-
rungswert von 3,1416 an, ausgedriickt in der

62832
Form des Bruches 39000°

viel genauer als der der Griechen, wurde von
spiteren indischen Mathematikern auf neun
Dezimalstellen verbessert. In der Trigono-
metrie, in der sphirischen Geometrie und
Differentialrechnung, hauptsichlich in Ver-
bindung mit der Astronomie, wurden meh-
rere Fortschritte erzielt. Die mathematischen
Begriffe von ,,Null“ (schunya) und ,,Unend-
lich*, von klassischen Autorititen immmer nur
unklar angewandt, wurden im mittelalter-
lichen Indien voll verstanden. Friihere Ma-

Dieser Wert von 7,

thematiker hatten gelehrt, daB )—(;=x sei, aber

Bhaskara 11 bewies, daB es unendlich ist. Er
begriindete auch mathematisch, was in der
indischen Wissenschaft mindestens ein Jahr-
tausend frither erkannt wurde, daB das Un-
endliche, wie auch immer geteilt, unendlich
bleibt.
H. K. Singh
(gekiirzt, aus Urania 7/76)
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Losungen

Kreisolympiade

Klassenstufe S

1. Fiir 1 ha=10000m? sind 2dt=200000g
Saatgut iiblich; folglich werden fiir je 1 m?
dann 20 g benétigt. Fiir 8 m? wurden wegen
8:20=160 daher 160 g Saatgut genommen.
Der Ernteertrag betrug wegen 15 - 160=2400
folglich 2400 g=24 kg.

2. Bezeichnet man die Anzahl der Vogel, die
am Ende auf dem ersten Baum sitzen, mit x,
dann sitzen aul dem zweiten Baum 2x Vogel,
auf dem dritten 4x Vogel. Das sind zusam-
men 7x Vogel. Wegen 56 :7=8 miissen mit-
hin zuletzt aul dem ersten Baum 8 Vogel, auf
dem zweiten Baum 16 Végel, aul dem dritten
Baum 32 Vogel sitzen.

Auf dem ersten Baum saBen daher am An-
fang 7 Vigel mehr als 8 Vogel, d.s. 15 Vogel.
Auf dem zweiten Baum saflen zu Anlang
noch nicht die spiter vom ersten Baum zu-
geflogenen 7 Vogel, dafiir aber die dann zum
dritten Baum gellogenen 5 Vogel; also waren
es zu Anfang 2 Vogel weniger als 16 Vogel,
d.s. 14 Vigel. Auf dem dritten Baum saBen
am Anfang 5 Vigel weniger als 32 Vogel, d.s.
27 Vogel.

3. Die Anzahl der Parzellen der GroBe
150 m? ist eine der Zahlen von 0 bis 9. Fiir
jede dieser Zahlen erhilt man folgende Werte:
Da der Flicheninhalt aller Parzellen 1710 m?
betrigt, gibt es folglich 3 Parzellen der Groe
150 m? und 6 Parzellen der GroBe 210 m?.

4. Trdgt man auf der Verlangerung von AB
iiber B hinaus eine Strecke BG der Linge
BG=CD ab, so wird AG=AB+BG=AB
+CD =(a+b)+(a—b)=2a. Konstruiert man
den Mittelpunkt H der Strecke AG, so wird
folglich AH=a. Hiernach wird ferner HB
=AB—AH =(a+b)—a=b. Konstruiert man
daher auf der Verlangerung von HB iiber B
hinaus einen Punkt K so, daB HK=EF
gilt, so ergibt sich BK=HK-HB=EF—HB

=(b+c)—b=c.
a b c
= - - n b}
H B G K
C ab D
é b+c Fl
Klassenstufe 6

1. Am ersten Tag legte man % und am dritten

Tag % der Gesamtstrecke zuriick. Damit

1.1 7 . .
wurde wegen 3+ i—pan diesen beiden Ta-
7

gen ¥l der gesamten Strecke bewiltigt.

Die restlichen 150 km sind also genau -

der Gesamtstrecke. Wegen 150:5=30 sind

folglich 30 km genau % der Gesamtstrecke;

diese betrdgt demnach 12 - 30 km =360 km.

2. Da (2) falsch ist, belegte Elke weder den
vorletzten, noch einen besseren Platz, sie
wurde also Fiinlte. Da (1) falsch ist, kam
Christa unmittelbar vor Elke ins Ziel und

Anzahl Flacheninhalt Anzahl Flacheninhalt . .
Flacheninhalt
der Parzellen der Parzellen aller
der GroBe 150 m? der GroBe 210 m? Parzellen
0 0m? 9 1890 m? 1890 m?
1 150 m? 8 1680 m? 1830 m?
2 300 m? 7 1470 m? 1770 m?
3 450 m? 6 1260 m? 1710 m?
4 600 m? 5 1050 m? 1650 m?
5 750 m? 4 840 m? 1590 m?
6 900 m? 3 630 m? 1530 m?
7 1050 m? 2 420 m? 1470 m?
8 1200 m? 1 210 m? 1410 m?
9 1350 m? 0 0m? 1350 m?

wurde daher Vierte. Da (4) falsch ist, belegte
Franziska den dritten Platz. Folglich ver-
blieben der erste und zweite Platz fiir Doris
und Gitta. Da (3) falsch ist, lief Doris nicht
schneller als Gitta. Da ihre Zeit ferner nicht
dieselbe war wie die Gittas, belegte sie folg-
lich den zweiten Platz und Gitta den ersten.
Die tatsichliche Reihenfolge des Einlaufs lau-
tet mithin: Gitta, Doris, Franziska, Christa,
Elke.

3. Aus 36 Rohlingen ergeben sich zunéchst
36 Einzelteile; die Abfallspine von je 6 Roh-
lingen ergeben dann noch einen Rohling, d. h.
aus den Abfallspidnen von 36 Rohlingen kann
man 6 neue Rohlinge anfertigen. Aus ihnen
lassen sich noch einmal 6 Einzelteile herstel-
len. Die dabei anfallenden Spine ergeben
einen weiteren Rohling, Fertigt man aus ihm
wieder ein Einzelteil an, so [allen zwar wieder
Spine an, diese lassen sich aber nicht mehr
(nach Einschmelzen) zur Herstellung eines
weiteren Rohlings verwenden. Also betragt
die gesuchte Anzahl von Einzelteilen 366
+1=43,

Klassenstufe 7

1. Bernd saB neben Anja und Cathrin. Daher
kann er wegen (1) nur Evas Bruder sein. Dirk
saB zwischen Cathrin und Eva, kann also
ebenfalls wegen (1) nur Anjas Bruder sein.
Wegen (1) und (2) kénnen Frank und Gerold
weder Anjas noch Evas Briider sein. Sie sind
mithin Cathrins Briider.

2. a) Es sei a eine beliebige natiirliche Zahl.
Dann gilt:
a+(a+1)+(@+2)+(@+3)+(@+4)=5a+10.
Es gilt der Satz: Wenn z ein Teiler sowohl
von x als auch von y ist, so ist z auch ein
Teiler der Summe x+ .

Nun ist 5 ein Teiler von 5q, und 5 ist auch
ein Teiler von 10.

Folglich gilt: 5| 5a+10, w.z.b.w.

b) Ein Gegenbeispiel zeigt, daB die Summe
von sechs aufeinanderfolgenden Zahlen nicht
immer durch 6 teilbar ist:

Es gilt z. B.

1+243+44+5+6=21;6/21

¢) Fiir n=7 z. B. gilt:
a+(@+1)+@+2)+@+3)+@+4)+@+5)
+(@+6)=Ta+21.

Nun gilt 7| 7a und 7| 21,

daraus folgt: 7| 7a+21.

Eine natiirliche Zahl, fiir die die Aussage wahr
ist, ist somit z. B. n="7.



3. Wenn ein gleichschenkliges Dreieck die ge-
forderte Eigenschaft hat und darin x die
GroBe eines Basiswinkels, y die Grofe des
Winkels an der Spitze sowie x’' und y' die
GroBen der zu x bzw. y gehdrenden AuBen-
winkel (Nebenwinkel) sind, so gilt eine der
Gleichungen

(1) x+x+x"=300°

(2) x+x+y =300°

3) x+y+x'=300°

4) x+y+y =300°

Wegen x'+x=180° bzw. y'+y=180° folgt
sowohl aus (1) als auch aus (4) jeweils x = 120°
>90° im Widerspruch dazu, daB x die GroBe
eines Basiswinkels ist.

Aus (2) erhilt man, da nach dem AuBen-
winkelsatz y'=2x gilt, 4x=300 und damit
x=175° y=30°.

Wegen x + x’ = 180° folgt aus (3) y=120° und
x=30°.

Als Moglichkeiten fiir die GroBen der Innen-
winkel dieses Dreiecks verbleiben mithin nur
75°; 75°; 30° oder 30°; 30°; 120°. Diese
GroBen erfiillen die Forderungen der Auf-
gabe; denn wegen 75° +75° + 30° = 180° bzw.
30°+30°+ 120°=180° sind sie Innenwinkel-
groBen von Dreiecken, und im ersten Fall be-
trigt die Summe der GroBen der beiden
Innenwinkel und des AuBenwinkels 75° + 75°
+(180°—30°)=75°+75° + 150° =300, im
zweiten Falle 30°+ 120° +(180°—30°)=30°
+120° + 150° =300°.

4. Wenn eine vierstellige Zahl die geforderten
Eigenschaften hat, so folgt zunichst, daB sie
durch 4 teilbar ist, also (nach der Teilbar-
keitsregel fiir 4) auch die zweistellige Zahl mit
der Zifferndarsteilung 7y. Von den Zahlen 70,
..., 19 sind pur 72 und 76 durch 4 teilbar,
also verbleiben nur die Moglichkeiten y=2,
y=6. Nun folgt weiter:
Ist y=2, so kommen fiir x auf Grund der
Teilbarkeitsregel fiir 3 nur die Ziffern 0, 3, 6,9
in Frage. Hiervon entfallen auf Grund der
Teilbarkeitsregeln fiir 8 jedoch 3 und 9, da
372 und 972 nicht durch 8 teilbar sind.
Ist y=6, so kommen [iir x auf Grund der Teil-
barkeitsregeln fiir 3 nur die Ziffern 2, 5 und 8
in Frage. Hiervon entfallen jedoch 2 und 8,
da 276 und 876 nicht durch 8 teilbar sind.
Also konnen nur die Zahlen

9072, 9672 und 9576
die geforderten Eigenschaften haben.
Sie haben diese Eigenschalten; denn ihre Zif-
ferndarstellung ist von der vorgeschriebenen
Form, und sie sind durch 24 teilbar.

Klassenstufe 8

1. (1) Angenommen, Christoph hitte den
Fingerhut, dann wiére Birgits Aussage [alsch,
im Widerspruch zu den Spielregeln. Deshalb
hat Christoph den Fingerhut nicht.

(2) Angenommen, Birgit hitte den Fingerhut,
dann wire Anjas Aussage [alsch, im Wider-
spruch zu den Spielregeln. Deshalb hat Birgit
den Fingerhut auch nicht.

II

(3) Folglich kann hochstens Anja den Finger-
hut haben. Tatséchlich ist dann Anjas Aus-
sage falsch, und die Aussagen von Birgit und
Christoph sind wahr.

Also steht eindeutig fest, daB Anja den Finger-
hut an sich genommen hat.

2. Es seien ABCD ein Parallelogramm, E ein
Punkt auf der Seite AB umd F ein Punkt auf
der Seite CD, und zwar so gelegen, daf} die
Strecke EF durch den Schnittpunkt S der Dia-
gonalen des Parallelogramms geht.

1] F C

A 3 B

Fillt F mit D zusammen, dann ist FE gleich
der Diagonalen BD des Parallelogramms
ABCD. Folglich fillt danach auch E mit B
zusammen, und es gilt BS=SD, da die Dia-
gonalen im Parallelogramm einander hal-
bieren. Falls F #+ D ist, so ist auch E + B (denn
aus E = B folgte wie eben auch F=D), und es
gilt:
¥ BSE = £ DSF als Scheitelwinkel

an geschnittenen Parallelen.
¥ EBS = x FDS als Wechselwinkel

Also gilt ASEB>~ ADSF, da diese Dreiecke
in einer Seite und beiden anliegenden Win-
keln iibereinstimmen.

Daraus folgt ﬁ=§, d. h. die Strecke EF
wird durch den Schnittpunkt S der Diagona-
len halbiert.

3.Da 4, B, C, D, E Eckpunkte eines regelmiBi-
gen Fiinfecks sind, liegen sie alle auf der Peri-
pherie eines Kreises; dessen Mittelpunkt sei
M. Verbindet man M mit den genannten
Eckpunkten, so entstehen 5 kongruente Drei-
ecke AMB, BMC, CMD, DME, EMA. Die
Summe ihrer Winkel mit dem Scheitel M
bildet einen Vollwinkel, so daB jeder dieser
Winkel 360°:5=72° betrigt. Da im Kreis
jeder Peripheriewinkel halb so groB wie der
Zentriwinkel iiber dem gleichen Bogen ist,
gilt

{ADB=% <):AMB=%~ 72°=136°.

4. Das Alter des Vaters ist eine Quadratzahl
kleiner als 45, da das Alter von Vater und
Mutter zusammen nicht 87 Jahre oder mehr
betragen kann. Da der Vater die dlteste der
vier Personen ist, betrigt sein Alter minde-
stens ein Viertel von 87 Jahren, also ist es
groBer als 21.

Zwischen 21 und 45 liegen genau die Qua-
dratzahlen 25 und 36.

Fall1: Angenommen, das Alter des Vaters
wire 25 Jahre. Dann wiren Fritz 5 Jahre,
Dieter 10 Jahre und die Mutter 22 Jahre.
Das Alter aller Familienangehorigen zusam-
men betriige in diesem Fall nicht 87 Jahre.
Also ist der Vater nicht 25 Jahre alt.

Fall2: Angenommen, das Alter des Vaters
betrdgt 36 Jahre. Dann ist Fritz 6 Jahre,

Dieter 12 Jahre und die Mutter 33 Jahre alt.
Alle zusammen sind wegen 36+6+12+33
=87 mithin 87 Jahre alt, wie es verlangt war.
Folglich treffen diese Altersangaben als einzi-
ge zu.
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1. a) Ein Punkt hat genau dann die verlangten
Eigenschalten, wenn fir seine Koordinaten

x, y sowohl die Gleichung y=%x+n a’s auch
die Gleichung y=2x gilt. Ist dies der Fall, so

4
folgt 2x = lx +n,x= 3n, y==n.Daher kénnen

2 3 3
nur diese Werte x, y die genannten Gleichun-
12 4
gen erfiillen. Wegen 33" +n= r und

2—§n=gn erfiillen sie in der Tat diese Glei-

chungen. Also hat (jeweils fiir ein n) genau der

Punkt mit dem Koordinatenpaar (gn, §n> die

verlangten Eigenschaften.

b) Ein Punkt hat genau dann die verlangten
Eigenschalten, wenn [iir seine Koordinaten
x, y sowohl die Gleichung y=mx + n als auch
die Gleichung y=2x gilt.

Ist m=2 und n=0, so trifft dies genau fiir alle
Punkte der Geraden zu, die y=2x als Glei-
chung hat.

Ist m=2 und n=0, so gelten fiir kein Zahlen-
paar (x, y) beide geforderten Gleichungen,
also gibt es in diesem Fall keinen Punkt mit
den verlangten Eigenschaften.

Ist m=2, so gilt: Wenn x, y die geforderten
Gleichungen erfiillen, so folgt 2x=mx+n,
=ﬁ, y=ﬁ. Daher koénnen im Fall

m=+2 nur diese Werte .x,y die Gleichun-

X

und

. n
gen erfiillen. Wegen m~m+n=2_m
.n_2n

2—m 2-m
Gleichungen. Also hat (jeweils [tr ein Paar
(m, n) mit m+2) genau der Punkt mit dem

2 erfiillen sie in der Tat diese

. n 2n .
Koordinatenpaar (m 2_—m> die verlang-

ten Eigenschaften.
Natiirlich kann a) auch als Spezialfall von b)
gewonnen werden.

2. Esgiltz. B.
1) 5-545 =30 und
¥)] 5-(54+5:5)=30.

Da in (1) genau dreimal die Zahl S verwendet
wird, 140t sich die Aussage fiir jedes ungerade
n erfiillen, indem man z. B. auf der linken

Seite von (1) n—;—3mal den Term § — 5 addiert.

Da in (2) genau viermal die Zahl 5 verwendet
wird, a8t sich die Bedingung fiir jedes gerade
n>2 erfiillen, indem man z. B. aul der linken

—4 .
Seite von (2) ?z—mal den Term 5—5 addiert.

3. Bei jeder Lage von C, D (aul &, mit ABCD
konvex und 4B | DC) ist zunichst £MDC




= £ MCD (Basiswinkel im gleichschenkligen
Dreieck)

= &£ CMB (Wechselwinkel an Parallelen)
=a.

Da der Radius MD senkrecht auf der Tan-
gente ¢ steht, folgt hieraus a+ f=90°. )]
a) Daher gilt genau dann 2a=f§, wenn a=130°
ist. Dies gilt genau dann, wenn durch Spiege-
lung von M an CD ein Punkt E entsteht, fiir
den £ MCE=60° ist. Da bei dieser Spiege-
lung MC=EC gilt, ist die genannte Bedin-
gung genau dann erfiillt, wenn AMCE
gleichseitig ist, d. h. genau dann, wenn E auf k

liegt. Dies trifft genau dann zu, wenn der Ab--

stand zwischen 4B und DC gleich dem halben
Radius von k, d. h. gleich %E ist.

b) In (1) gilt genau dann a=f, wenn a=45°
ist, d. h. genau dann, wenn ACDM ein gleich-
schenklig-rechtwinkliges Dreieck mit dem
Radius r von k als Kathetenldnge ist. In die-
sem Dreieck ist die Linge der Hohe durch M
gleich dem Abstand von AB zu CD. Wenn das
Dreieck gleichschenklig-rechtwinklig ist, so
ist nach dem Satz des Pythagoras CD=r ]/5
Ferner zerlegt dann die Hohe MP das Drei-
eck in zwei gleichschenklig-rechtwinklige
Teildreiecke, also ist die Hohenldange

W:%ﬁ% : ]/5 Wird umgekehrt voraus-
gesetzt, daB AB und CD den Abstand
MP=% 2 voneinander haben, so ist nach

dem Satz des Pythagoras
¥

CP= [r2——

5 =MP, also ¥ MCP= ¥ CMP,

d. h. x=45°
Dabher gilt genau dann a=p§, wenn CD von

AB den Abstand %1/5=%A_B[/§ hat.

4. Soll ein Streckenzug zu einem Punkt hin
und von ihm wieder weg fithren, dann muB
die Anzahl der in diesem Punkt zusammen-
treffenden Strecken eine gerade Zahl sein.

Ein Streckenzug der geforderten Art ist daher -

hochstens moglich, wenn die Figur nicht mehr
als 2 Punkte enthilt, in denen eine ungerade
Anzahl von Strecken zusammentrifft.

Die Tabelle gibt an, wieviel Punkte, in denen
genau drei Strecken zusammentreflen, bei
jedem der Netze existieren.

Nr. des Netzes 1n @ 3

@ 6 © 0O © 0

(10 ()

Anzahl solcher Punkte 6 4 4

Daher lassen sich hdchstens die Netze (5), (6),
(9) und (11) in einem Zuge zeichnen. Die fol-
gende Probe ergibt, daB dies auch tatséchlich
moglich ist:

In der Abbildung sind Anlangs- und End-
punkte eines solchen Streckenzuges mit A und
E bezeichnet, und ein moglicher Streckenzug
ist jeweils dargestellt.

—
-

O30
O O

[ A AH
o
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1. Wenn (1) und (2) fiir eine Linge d cm des
Durchmessers von k; erfiillt sind, so haben
ka, k3 und k, Durchmesser der Lingen
(d+1)cm, (d+2)cm bzw. (d+3)cm, und es
gilt

§d2+174[(d+ 1)2+77:(d+2)2=%[(d+3)2.

Hieraus erhilt man d2 +d? +2d + 1+ d?
+4d+4=d*+6d+9, also 24> =4 und wegen
d>0daraus d=]/5.

Dabher kann nur die Linge ]/5 cm die Forde-
rungen (1) und (2) erfiillen. Sie erfiillt sie tat-

sichlich; denn fiir diese Linge ergeben sich
als Fliacheninhalte der vier Kreise

A, =§(]6)z cm? =§2 cm?,
A2=g{l/f+ 1)? cm2=77:(3+2 . [/5) cm?,
A3=§(]/5+2)2 cmz=%(6+4 . ]/5) cm?,

A4=g([/5+3)2 cm2=§(11+6 . [/5) cm?,
und hiermit gilt
A1+ A+ A3=As

2. 1. Beweis: (direkt)
B sei ein von A verschiedener Punkt auf g.

In dem Dreieck AM B liegt dann die Seite BM
nach Voraussetzung einem rechten Winkel
und damit dem groften Winkel des Drei-
ecks gegeniiber. Es gilt also BM>AM. Da
AM Radius von k ist, liegt B auBerhalb des
Kreises.

Die Gerade g hat also genau einen Punkt mit
k gemeinsam.

Sie ist mithin Tangente des Kreises k.

2. Beweis: (indirekt)

Angenommen, die Gerade g, die mit dem
Kreis k den Punkt A gemeinsam hat, wire
nicht Tangente von k.

2 2 6 4 2 4 2

Dann miiBite g den Kreis in einem zweiten,
von A verschiedenen Punkt — B genannt —
schneiden. Da M wegen AMLlg nicht aul g
ldge, entstiinde ein Dreieck AM B, und dieses
wire gleichschenklig (AM =BM =r).
Nach dem Satz iiber Basiswinkel gleich-
schenkliger Dreiecke ergibe sich
¥MAB= xMBA= 90° und damit
¥MAB+ £ MBA=180".
Das ist jedoch ein Widerspruch zum Drei-
ecksinnenwinkelsatz.
Die Annahme muB also falsch sein.
Die Gerade g ist folglich Tangente von k.

3. Der Term lg(x%+7x—30) ist genau dann
definiert, wenn x2 4+ 7x — 30> 0 ist. Dazu sind
der Reihe nach dquivalent

7\? 49
2 z =
x +7x+(2) >30+4,

x+1) 516
2 4°

IV s 168
ap) s

LB
377

7 13 7 13
x+§>7 oder X+-2-<—7

und damit

x>3 oder x < —10.

Daher ist die gesuchte Menge die Menge
aller reellen Zahlen x, fir die x>3 oder
x < —10 giit.

4. 1) Angenommen, (iir eine einstellige Zahl Z
wire (1) erftillt. Dann folgte ag +ao=ao und
damit ao=0 im Widerspruch zur Voraus-
setzung.
2) Wenn eine zweistellige Zahl die Eigenschaft
(1) hat, so folgt
a;+ap+aao=10a; +ao,
a,ap= 9Yay,
wegen a; +0 also
ao= 9.
Dabher kann eine zweistellige Zahl Z nur dann
die Bedingung (1) erfiillen, wenn sie mit der
Ziffer 9 endet. Fiir jede solche Zahl gilt in
der Tat @, +ao+ajao=a; +9+9a,=10a,
+9=10a, +ay, also ist die Bedingung (1) er-
fullt.
3) Angenommen, fiir eine dreistellige Zahl Z
wire (1) erfiillt. Dann folgte
a,+a;+ao+azajae=100a, +10a, +ao,
also azajao= 99a,+ 9a,, wegen
92 ao mithin 9a;a; = 99a; + 9a, = 99a,.
Hieraus ergibe sich wegen a, >0 der Wider-
spruch a; = 11. Damit erfiillen fiir 0 < Z < 1000
genau die Zahlen 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89
und 99 die Bedingung (1).

111
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1. Alle Zahlen, die durch 2 und durch 9 teilbar
sind, sind auch durch 2-9=18 teilbar, da 2
und 9 teilerfremd sind. Die kleinste durch 18
teilbare Zahl in der Menge A ist 1512, die
nédchstgroBere erhilt man durch Addition
von 18, da es unter 18 auleinanderfolgende
natiirlichen Zahlen nur eine durch 18 teilbare
gibt. Dieses Verfahren ldft sich fortsetzen.
Die vierundsechzigste dabei erhaltene Zahl
(einschlieBlich der Zahl 1512 also insgesamt
die fiinfundsechzigste gewonnene Zahl) lautet
1512464 -18=1512+1152=2664. Da sie
groBer als 2560 ist, gibt es [olglich in der
Menge A nicht fiinfundsechzig verschiedene
durch 9 teilbare gerade Zahlen.

2. a) Das Gewicht einer Kugel der Sorte 4
ist gleich dem doppelten Gewicht einer Kugel
der Sorte B. Eine Kugel der Sorte B hat das
dreifache Gewicht einer Kugel der Sorte C,
folglich hat eine Kugel der Sorte A das gleiche
Gewicht wie 6 Kugeln der Sorte C. Eine Kugel
der Sorte C hat das fiinflache Gewicht einer
Kugel der Sorte D, das Gewicht von 6 Kugeln
der Sorte C ist daher gleich dem Gewicht von
30 Kugeln der Sorte D. Daraus ergibt sich,
daB Uli 30 Kugeln der Sorte D in die eine
Waagschale legen muB, wenn Gleichgewicht
erreicht werden soll.

b) Das Gewicht von 5 Kugeln der Sorte D ist
gleich dem Gewicht einer Kugel der Sorte C,
daher haben 20 Kugeln der Sorte D das
gleiche Gewicht wie 4 Kugeln der Sorte C.
Das Gewicht von 20 Kugeln der Sorte D und
5 Kugeln der Sorte C ist mithin gleich dem
Gewicht von 9 Kugeln der Sorte C.

Da drei Kugeln der Sorte C soviel wiegen wie
eine Kugel der Sorte B, wiegen folglich
9 Kugeln der Sorte C soviel wie 3 Kugeln der
Sorte B.

Uli muB also 3 Kugeln der Sorte B in die
andere Waagschale legen, wenn sie 20 Kugeln
der Sorte D und 5 Kugeln der Sorte C das
Gleichgewicht halten sollen.

3. (I) Angenommen, ein Sechseck CDEFGH
erfiille die Bedingungen der Aufgabe. Dann
halbiert der Mittelpunkt M des Umkreises
des Sechsecks CDEFGH die Halbierende des
Winkels ¥ BCA, und die Dreiecke MCD,
MDE, MEF, MFG, MGH und MHC sind
simtlich gleichseitig mit der Seitenlinge CM.
(IT) Daher entspricht ein Sechseck CDEFGH
nur dann den Bedingungen der Aufgabe,
wenn es durch folgende Konstruktion erhal-
ten werden kann: c

A F [}
(1) Man konstruiert die Halbierende des Win-
kels £¥BCA, ihr Schnittpunkt mit AB sei
Punkt F.

v

(2) Man halbiert CF, der Halbierungspunkt
sei M.

(3) Man beschreibt um C den Kreis mit dem
‘Radijus MC, seine Schnittpunkte mit AC bzw.
BC seien D bzw. H genannt.

(4) Man beschreibt um M und F Kreise mit
dem Radius MC, ihre Schnittpunkte mitein-
ander seien E und G genannt.

(IIT) Beweis, daB jedes so konstruierte Sechs-
eck CDEFGH den Bedingungen der Aulgabe
entspricht:

Nach Konstruktion liegen die Punkte D, F,
H in dieser Reihenfolge auf den Seiten AC,
AB, BC. Ebenfalls nach Konstruktion ist
CD=EF=FG=HC=CM.

Da ferner nach Konstruktion M auf der Hal-
bierenden des Winkels £xDCH der GroBe
120° liegt, ACDM also gleichseitig ist, und
da nach Konstruktion AEFM ebenfalls
gleichseitig ist, gilt ¥ CMD= % FME =60°,
Hiernach und wegen £ FMC = 180" ist

X EMD =60°. Da das Dreieck EMD wegen
MD=ME gleichschenklig ist, gilt xMED
‘= X MDE, diese WinkelgroBe betrigt somit
jeweils 60°, also ist DE=CM. Entsprechend
ist GH=CM. Wegen CD=DE=EF=FG
=GH=HC=CM sind die Dreiecke MCD,
MDE, MEF, MFG, MGH und MHC simt-
lich gleichseitig, und die Winkel ¥ CDE,
¥ DEF, ¥EFG, £*FGH und £ GHC haben
simtlich die GroBe 120°.

(IV) Sidmtliche Konstruktionsschritte sind
eindeutig ausflihrbar, deshalb gibt es stets
genau ein Sechseck CDEFGH, das den Be-

dingungen der Aulgabe entspricht.
C

4. Nach Voraussetzung gilt AB=BC=AC
und damit
¥ ABC= xBCA= £ CAB=60°.

[

A ® ¢ b

Der AuBenwinkel ¥ CBD des Dreiecks ABC
betragt somit nach dem AuBenwinkelsatz
120°.

Wegen BC=BD ist ABDC gleichschenklig
mit der Spitze in B.

Daher sowie wegen des Satzes iiber die Win-
kelsumme im Dreieck ist

xDCB= <):BDC=%(180°— 120°)=130°.

Daraus folgt, daB £« DCA= ¥ BCA+ £ DCB
=60°+30°=90° ist, w.z.b.w.

5. Angenommen, eine zweistellige Zahl er-
fiillt die Bedingungen der Aufgabe. Dann ist

sie mindestens 10 und hochstens 99; lolglich
entsteht nach VergréBerung um 230 eine Zahl,
die mindestens 240 und hochstens 329 ist.
'Von diesen Zahlen haben nur 250, 251, 252,
253, 254, 255, 256, 257, 258 und 259 eine 5 als
Zehnerziffer.

Folglich konnen h6chstens die Zahlen 20, 21,
22,23, 24,25, 26, 27, 28, 29 die Bedingung (1)
erfiillen. Sie erfiillen diese Bedingung, da
durch das in (1) genannte Einfiigen der Ziffer 5
die Zehnerziffer 2 durch die Ziffernfolge 25
ersetzt wird, wobei sich die Zahlen jeweils um
230 vergroBern.

Setzt man vor jede von ihnen die Ziffer 5, so
erhilt man die Zahlen 520, 521, 522, 523, 524,
525, 526, 527, 528 und 529. Diese sind jeweils
um 500 groBer als die urspriingliche Zahl.
Dabher ist eine so gebildete Zahl genau dann
ein ganzzahliges Vielfaches der urspriing-
lichen Zahl, wenn auch 500 ein ganzzahliges
Viellaches von ihr ist. Das trifft unter den
Zahlen, die (1) erliillen, genau fiir die Zahlen
20 und 25 zu. Daher sind dies alle zweistelli-
gen Zahlen, die beide Bedingungen erfiillen.

6. a) Da in jedem Quadrat die Diagonalen
aufeinander senkrecht stehen, einander gleich
lang sind und einander halbieren, liegen die
Eckpunkte B und D erstens aul der Mittel-
senkrechten von AC und zweitens auf dem

Kreis mit dem Radius ATC um den Mittel-

punkt von AC.

Daher entspricht ein Quadrat ABCD nur
dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn es
durch folgende Konstruktion erhalten wer-
den kann:

1. Wir zeichnen eine Strecke AC der Linge
R=10,0 cm und konstruieren ihre Mittel-
senkrechte.

2. Wir beschreiben um den Mittelpunkt M
der Strecke AC den Kreis mit dem Radius
1 —

EAC'

3. Schneidet der Kreis die Mittelsenkrechte
in zwei Punkten, so seien diese B bzw. D
genannt.

ABCD ist das gesuchte Quadrat.

Beweis: Laut Konstruktion gilt BD1 AC.
Ferner gilt laut Konstruktion AM=CM
=BM=DM.

Folglich sind nach dem Kongruenzsatz (s,
w, s) die Dreiecke AMB, BMC, CMD und
DM A zueinander kongruent. Also gilt:
AB=BC =CD=DA. Da die erwihnten Drei-
ecke ferner rechtwinklig-gleichschenklig mit
der Spitze in M sind, sind ihre Basiswinkel
je 45° groB. Da schlieBlich jeder der Winkel
¥ ABC, ¥BCD, xCDA, xDAB gleich der
Summe zweier dieser Basiswinkel ist, hat je-
der von ihnen die GroBe 90°. Folglich ist
ABCD ein Quadrat, und es hat die vorge-
schriebene Diagonalenlinge.

b) Dem Quadrat ABCD sei ein Rechteck
EFGH so einbeschrieben, wie es in der Auf-
gabenstellung angegeben ist.



(]

A E B

FG schneide die Diagonale AC in P und HE
die Diagonale AC in Q (siehe Bild). Da die
Diagonale eines Quadrates als Symmetrie-
achse die Innenwinkel halbiert, gilt ¥ CAB
=45°. Wegen EF || AC folgt ¥ CAB= < FEB
=45° als Stufenwinkel an geschnittenen
Parallelen und wegen xFEH=90° folgt
¥HEA=45°. Somit ist das Dreieck AEQ
wegen der gleichgroBen Basiswinkel gleich-
schenklig, und es gilt E=ﬁ

Analog gilt ZQ=H—Q also ﬁ=ﬁé. Ent-
sprechend folgt FG=2CP. Wegen EH=FG
folgt hieraus AQ = CP. SchlieBlich gilt wegen
EF || QP und EQ || FP auch EF=QP.

Fiir den Umfang u des Rechtecks EFGH gilt
folglich:

u=2(EF + EH)=2(QP + AQ+ CP)=24C.
Der Umfang jedes derartigen Rechtecks
EFGH betriigt somit 20,0 cm.

Klassenstufe 8

1. Es sei M der Mittelpunkt und r der Radius
von k. Der Winkel ¥ AMC hat nach dem Satz
iiber Zentri- und Peripheriewinkel die GroBe
60°. Hieraus, und da das Dreieck AMC wegen
AM=MC=r gleichschenklig ist, folgt nach
dem Satz iiber die Summe der Innenwinkel
im Dreieck ¥ MCA= £ MAC=60°d. h. das
Dreieck AMC ist gleichseitig, und es ist
AC=CM=MA=r,w.z.b.w.

[3

2. 1. Es sei P ein Punkt, der den Bedingungen
der Aufgabe entspricht. Die FuBpunkte der
Lote von P auf a bzw. b seien A bzw. B. Dann
gilt PA=2PB,d.h. PA:PB=2:1.

Ist h eine beliebige Parallele zu b auf der Seite
von b, auf der a liegt, so schneidet sie den
Strahl aus S durch P in einem Punkt P’ (ein
Beweis dieser Aussage wird vom Schiiler
nicht verlangt). Die FuBpunkte der Lote von

P’ auf a bzw. b seien A’ bzw. B'. Nach dem
Strahlensatz gilt dann

P4 :PA=SP :SP und ﬁ:ﬁ:ﬁ:ﬁ,
also PA’ :PA=P'B : PB. Hieraus lolgt
PA:PB=PA:PB=2:1.

Somit hat die Parallele g zu a durch P’ dop-
pelt so groBen Abstand von a wie h von b.
Diese Parallele g liegt auf der Seite von a, auf
der b liegt.

I1. Deshalb entspricht ein Punkt P nur dann
den Bedingungen der Aufgabe, wenn er durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:
1. Man zieht eine beliebige Parallele h zu b
auf der Seite von b, auf der a liegt.

2. Man konstruiert in doppelt so groBem Ab-
stand von a, wie ihn A von b hat, die Parallele
g zu a auf der Seite von a, auf der b liegt.
Schneiden sich g und h im Innern des gegebe-
nen Winkels, so sei der Schnittpunkt P’
genannt.

3. Um S beschreibt man einen Kreis mit einem
Radius von 5,0 cm. Der Schnittpunkt dieses
Kreises mit dem Strahl aus S durch P’ sei P
genannt.

111. Beweis, daB jeder so konstruierte Punkt P
den Bedingungen der Aufgabe entspricht:
Die FuBpunkte der Lote von P auf a bzw. b
seien A bzw. B; die FuBpunkte der Lote von P
auf a bzw. b seien A’ bzw. B’. Nach Konstruk-
tion gilt PA :PB=SP :ﬁ, also PA':PA
=P'B :PB.Hierausfolgt PA:PB=P'A’ :P'B’
=2:1, also ist (1) erfiillt. Nach Konstruktion
erfillt P auch (2). SchlieBlich liegt P’ (nach
Konstruktion) und daher auch P im Innem
des gegebenen Winkels.

IV. Die Konstruktionsschritte 1., 2. sind ein-

- deutig ausfiihrbar; die Geraden g und h

schneiden sich, und zwar im Innern des ge-
gebenen Winkels (ein Beweis dieser Aussage
wird vom Schiiler nicht verlangt). Hierauf ist
auch Konstruktionsschritt 3 eindeutig aus-
fithrbar. Daher gibt es genau einen Punkt P,
der alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt.
3. Angenommen, es gibt eine solche Darstel-
lung; dann lautet sie
9 x y
91 7 13
wobei x und y natiirliche Zahlen mit
O<x<7
und O<y<13sind.
Wegen 91=7-13 gilt daher
13x—7y= 9, Ty=13x-9,

_13x-9

. ST

Wir erhalten fiir x=1,2,3,4,5, 6

x 3x 13x—9

1 13 4
2 26 17
3 39 30
4 52 43
5 65 56
6 78 69

Von den in der dritten Spalte angegebenen
Zahlen ist nur die Zahl 56 durch 7 teilbar.
Wir erhalten also nur fiir x=5 einen ganz-
zahligen Wert fiir y, und zwar

13x-9 56
== =7°%

Somit kann nur die Darstellung
9 5 8
91 7 13

der Aufgabenstellung geniigen.

den Bedingungen

Sie erfiillt diese Bedingung; denn ; und %

sind positive echte Briiche, und es gilt
5 8 65 56_9
7 13 91 91 or
Laut Aufgabentext erhdlt man aus dem An-
satz i=i—z eine weitere Losung:
91 13 7

9 5 2

91 13 7T
4. a) Die Anzahl der Pioniere, die je genau
13 kg sammelten, sei x. Nach (1) gehdren dann
genau (x + 1) Pioniere der Brigade 4 an, das
Sammelergebnis dieser Brigade betrug (13x
+ 6) Kilogramm. Die Anzahl der Pioniere, die
je genau 10kg sammelten, sei y. Nach (2)
gehdren dann genau (y+ 1) Pioniere der Bri-
gade B an, und das Sammelergebnis dieser
Brigade betrug (10y +5) Kilogramm.
Nach (3) gilt somit 13x+6=10y+35,
_ 13J1|: 0+ 1’ )
13x + 1 ist durch 10 teilbar, folglich endet die
(Zifferndarstellung der) Zahl 13x auf die Zif-
fer 9 und somit x auf die Ziffer 3.
Aus (4) folgt 100 <2(13x+6) <600
und daraus 44 <13x<29%4.
Dies wird weder von x=3 noch von x=23
erfillt, da hierfir 13x=39 bzw. 13x=299
gilt. Also ist x=13. Nach (*) ergibt sich dar-
aus y=17.
Somit gehorten genau 14 Schiiler der Bri-
gade A4 und genau 18 der Brigade B an.
b) Brigade A sammelte(13- 13+ 6)kg=175kg
und Brigade B (17 - 10+ 5) kg =175 kg, die ge-
samte Gruppe somit 350 kg Altpapier.
Wegen 350 - 0,15 M =52,50 M konnte die Pio-
niergruppe genau 52,50 M auf das Solidari-
titskonto iiberweisen.
5. Angenommen, es gibt drei derartige Prim-
zahlen. Dann kann wegen 165=3-5-11 die
Primzahl! P, nur eine der Zahlen 3, 5, 11 sein.
1. Fall: Essei P, =3,dannist P, + P3=55. (2)
Die Summe zweier natiirlicher Zahlen ist nur
dann ungerade, wenn ein Summand gerade,
der andere aber ungerade ist. Deshalb, wegen
P,> P; und weil 2 die einzige gerade Prim-
zahl ist, kann hochstens P,=53; Py=2 die
Lésung von (2) sein. Da diese beiden Zahlen
Primzahlen sind, ist das Tripel [3; 53; 2] eine
L6sung.
2. Fall: Es sei Py=35, dann ist P+ P3=33,
(3) und analog wie im Fall ! ist hochstens
P,=31; Py=2 Lésung von (3). Da 31 und 2
Primzahlen sind, ist das Tripel [5; 31; 2]
ebenfalls eine Losung.
3. Fall: Es sei P, =11, dann ist P;+ P3;=15,
(4) und analog zum Falll ist hochstens
P;=13; Py=2 Lsung von (4). Da 13 und 2
Primzahlen sind, erfilllt auch das Tripel
[11; 13; 2] die Gleichung (1).

also



Somit sind genau die drei Tripel

[3;53;2], [5;31;2],[11; 13; 2] Losung von
(1).

6. Es seien folgende Bezeichnungen verwen-
det:

Eichen- Stahl-
platte platte
Masse me ms
Dichte OE Os
Volumen Ve Vs
Inhalt der Dreieckfliche Ag As
Dicke h h
Dann ist
(1) me=Ag-h-¢g
P))] ms=As-h-gs,

sowie nach Voraussetzung

1
3 @e=1g s und

(4) Ag= 100 As.

Die Masse der Stahlplatte sei x%, der Masse
der Eichenplatte. Dann gilt

mez X
s =100
Folglich ist wegen (1), ..., (4):
ms As h-gs°100
=TS00=2 2088
x mg Ag-h- ok
— As-h-gs-IOO
120 1
0 A h e
10000 2500 1
=5 =3— —3333.

Die Masse der Stahiplatte ist um
(833%— 100)% =733%% groBer als die der
Eichenplatte.
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1. Wegen 1000 :2 =500 gibt es 500 Zahlen in
diesem Bereich, die durch 2 teilbar sind.
Wegen 333 <1000 :3 <334 gibt es 333 Zahlen
in diesem Bereich, die durch 3 teilbar sind.
Entsprechend erhilt man

Eichenplatte.

wegen ') 1000 :5=200 genau 200 Zahlen, die
durch 5, wegen ') 166 <1000:6< 167 genau
166 Zahlen, die durch 2 und 3, wegen ')
1000:10=100 genau 100 Zahlen, die durch
2 und 5, wegen !) 66<1000:15<67 genau
66 Zahlen, die durch 3 und 5 und wegen ')
33 <1000:30 < 34 genau 33 Zahlen, die durch
2, 3 und 5 teilbar sind.

Daraus folgt:

Teilbar durch

2 und 3, aber nicht durch 5 sind 166—33
=133 Zahlen,

2 und 5, aber nicht durch 3 sind 100—33
=67 Zahlen,

3 und S, aber nicht durch 2 sind 66—33
=233 Zahlen,

2, aber weder durch 3 noch durch 5 sind
500—(33+133+67)=267 Zahlen,

3, aber weder durch 2 noch durch 5 sind
333—(33+ 133+ 33)=134 Zahlen,

5, aber weder durch 2 noch durch 3 sind
200—(33+ 67+ 33)=67 Zahlen.

VI

Damit gibt es in diesem Bereich insgesamt
33+1334+67+33+267+134+67=734 Zah-
len, die durch 2, 3 oder 5 teilbar sind. Also sind
1000—734=266 Zahlen von 1 bis 1000 we-
der durch 2 noch durch 3 noch durch § teilbar.
Der Losungsweg sei durch das Mengendia-
gramm zusétzlich veranschaulicht:

teilbar durch 2 teilbar durch 3

)
A

teilbar durch 5

1) Ausfiithrung des Schlusses ,,Sind a, m natiir-
liche Zahlen mit < 1000:m<a+1, so gibt es
genau a Zahlen im Bereich von 1 bis 1000,
die durch m teilbar sind“: Wegen am< 1000
<(a+ 1)m ist die groBte unter den durch m
teilbaren Zahlen des Bereichs von 1 bis 1000
die Zahl am. Alle diese Zahlen sind folglich
1-m,2-m,...,a-m. Daher ist ihre Anzahl a.

2. Durch die Angaben iiber 4B, BC, £ ABC
ist das Dreieck ABC bis auf Kongruenz ein-
deutig bestimmt. Wie eine Konstruktion

zeigt, haben die Kreise um A4 bzw. C mit 8 cm.

bzw. 11 cm als Radius genau zwei Schnitt-
punkte. Genau einer von ihnen liegt nicht auf
derselben Seite der Geraden durch A und C
wie B; dieser sei D genannt, der andere D*.
Die Konstruktion ergibt, daB ABCD* ein
iiberschlagenes Viereck wird. Somit ist durch
die Angaben iiber AB, BC, CD, AD, X ABC
ein nicht iiberschlagenes Viereck ABCD bis
auf Kongruenz eindeutig und daher auch sein
Fldcheninhalt eindeutig bestimmt.

(I) Angenommen nun, ein Rechteck EFGH
habe die Eigenschaften (1), (2), (3). Dann ist
AEFC nach (2), (3) ein Viereck mit rechten
Winkeln bei A, E und F, also ein Rechteck.
Die Seite EF ist somit parallel und gleichlang
zur Strecke AC. Die Lote von Bund D auf AC
seien BB’ bzw. DD'. Dann hat ABCD, nach
(1) also auch EFGH, den Flicheninhalt
LAC-BF +, AC-DD'=AC 5 (BB +DD)

=E_F-%(W+W).

Daraus folgt ﬁ=% (BB +DD’).
Hiernach und wegen (2) hat 4 von E einen
Abstand, der kleiner ist als %(ﬁ+ﬁ);

ferner ist E+ A4 und liegt nach (3) auf der in 4
aul AC errichteten Senkrechten.

(II) Daher kann ein Punkt nur dann als Eck-
punkt E eines Rechtecks EFGH mit den
Eigenschaften (1), (2), (3) auftreten, wenn er
durch folgende Konstruktion erhalten wer-
den kann:

(4) Man errichtet die Senkrechte sin A aul AC.
(5) Man fillt die Lote BB’ und DD’ von B
bzw. D aul AC.

(6) Von A aus trigt man auf s nach beiden

Seiten die Strecken AX, bzw. AX, der Linge

%ﬁ ab und verlingert sie iiber X; bzw. X,

hinaus um %W bis zu Y; bzw. Y,.

(7) Man wihlt E auf der Strecke Y; Y, verschie-
den von A4, Y, Y, und sonst beliebig.

(IIT) Beweis, daB jeder so erhaltene Punkt E
Eckpunkt eines Rechtecks EFGH mit den
Eigenschaften (1), (2), (3) ist:

Nach (5), (6), (7) ist E<%(BB’+W) und

E+ A. Daher gibt es auf der Verlingerung
von EA iiber 4 hinaus einen Punkt H mit
ﬁ:%(ﬁ +DD’). Die Parallelen durch E

bzw. H zu AC schneiden die Parallele durch
C zu s in F bzw. G. So entsteht ein Rechteck
EFGH, das (2), (3) erfiillt. Darin ist EFCA ein
Rechteck, also gilt EF=AC. Damit hat

EFGH den Flicheninhalt
EF-EH= 4C- BB+, C- DD,
d. h. denselben Flicheninhalt wie ABCD und

erfiillt demnach (1).
2 D
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3. Fiir die Lage des Punktes D sind nur die
beiden folgenden Fille moglich.

Fall1: Punkt D liegt zwischen A und B
(siehe Bild).

A D 8

Ein Dreieck ABC mit dieser Eigenschaft, das
den Bedingungen der Aufgabe entspricht,
kann wegen h.<a und h.<b durch Kon-
struktion der rechtwinkligen Teildreiecke
CDA und CDB auf verschiedenen Seiten der
Geraden durch C und D erhalten werden.
Fiir seinen Flacheninhalt I gilt
1=34B-CD= (4D +DB)- D,

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras gilt nun:

AD=)/b*~h? cm=)/169—144cm
=]/25 cm=>5 cm, sowie




ﬁ:]/az—hf cm=l/225— 144 cm
=[/8_1 cm=9 cm und somit
I=%(5+9)' 12cm?=84 cm?.

Fall 2: Punkt D liegt nicht zwischen 4 und B
(siehe Bild). Da wiederum nach dem Lehrsatz
des Pythagoras BD=|/a>—h? cm=9cm,

sowie AD= ]/b2 —h? em=5cm und somit
BD > AD gilt, so entsteht auch fiir den vor-
liegenden Fall durch Konstruktion von Drei-
ecken CDA, CDB, diesmal aber auf derselben
Seite der Geraden durch C und D, ein Drei-
eck ABC, das den Bedingungen der Aufgabe
entspricht. Fiir seinen Flicheninhalit [ gilt

I=34B-CD =3 (BD - AD)- CD,

I=%(9—5) -12em?=24 cm?.

4. Essei ¥xDAC=a.
a) Dann ist ¥ DCA=a, als Basiswinkel im
gleichschenkligen Dreieck ACD.

D Q C
G

(8
A E A F B

Ferner gilt xCAB=a,da £¥CABund ¥ ACD
Wechselwinkel an Parallelen sind.

Folglich gilt £¥DAC= xCAB, also halbiert
AC den Winkel ¥ DAB.

b) Es seien E und F die FuBpunkte der von D
bzw. C aufl AB gefillten Lote. Wegen a=60°
liegen E und F zwischen 4 und B. Spiegelt
man AD an DE und ist A’ der Bildpunkt von
A bei dieser Spiegelung, so liegt A’ wegen
DE1 AB auf der Geraden durch A und B, und
wegen ¥DAA'= £DA'A=60° ist das Drei-
eck AA'D gleichseitig.

Wegen AE=A'E gilt E=g.

Entsprechend folgt FB= g. Da EFCD
ein Rechteck ist, gilt EF=DC=a.

Somit istﬁ=g+a+;=2a_

S. Sei x die kleinste der vier aufeinanderfol-
genden natiirlichen Zahlen. Dann ist das um 1
vergroBerte Produkt der vier Zahlen die Zahl
x(x4+1) (x+2) (x+3)+ 1=x*+6x> + 11x>
+6x+1 )
Ferner ist x>+ 3x+1 eine natiirliche Zahl,
und diese hat das Quadrat (x2+3x+1)?
=x*46x3+11x? 4 6x + 1, also dieselbe Zahl
wie in (1).

Damit ist die Behauptung bewiesen.

6. a) Nach Definition von d, ist x; <d;; nach
Definition von dj ist x3<d,;. Hiernach gilt
x4+ x35d,+d5; aus der Voraussetzung x,
< x;+ x; folgt daher

x,Zd;+ds. ()
Nach Definition von d, ist y, <d,; nach De-
finition von dj ist y;<d,. Hiernach gilt
y2+y3<d,+ds; aus der Voraussetzung y,
<y,+y, folgt daher

y12dy+ds. (2
Nach seiner Definition ist d; eine der beiden
Zahlen x,, y;. Daher ist d, die linke Seite in
einer der beiden Ungleichungen (1), (2), und
diese besagt somit d; <d,+dj, w.z.b.w.
b} Die in b) genannte Aussage gilt nicht. Zum
Beweis geniigt die Angabe eines Gegenbei-
spiels:
Es sei z.B. x;=2; x,=1 und x3=0, sowie
y1=0;y,;=2und y; =1. Diese Zahlen erfiillen
die Voraussetzungen

xX1F#y1, X2F Y2, X3Fys.
Fiir sie ist fernerd; =2,d, =2 und d3 =1 laut
Definition von d;. Es gilt also d; <d;+ds,
aber offensichtlich nicht

X1 SXxz+x3.
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1. Es sei 0.B.d.A. a<b. Dann gilt
(a+b)"=(2b)" da a durch eine hochstens
(a+b)y'=2"" }’ groBere Zahl ersetzt wurde.
Ferner gilt (*)

(@+b)"<2"p"+2"¢", da auf der groBeren
Seite eine positive Zahl
addiert wurde, also
auch

(@a+b)"'<2"a@"+b"), w.z.b.w.

(Ab (*) kann sogar < geschrieben werden)

2. Durch die Angaben iiber AB, BC, xABC
ist das Dreieck ABC bis aul Kongruenz ein-
deutig bestimmt. Wie eine Konstruktion
zeigt, haben die Kreise um A bzw. C mit
8cm bzw. 1lcm als Radius genau zwei
Schnittpunkte. Genau einer von ihnen liegt
nicht aul derselben Seite der Geraden durch
A und C wie B; dieser sei D genannt, der
andere D* Die Konstruktion ergibt, da
ABCD* ein iiberschlagenes Viereck wird.
Somit ist durch die Angaben iiber E, E,
CD, AD, X ABC ein nicht iiberschiagenes
Viereck ABCD bis auf Kongruenz eindeutig
und daher auch sein Flicheninhalt eindeutig
bestimmt. Die Lote von B und D auf AC
seien BB’ bzw. DD'. Dann hat ABCD den
Fliacheninhalt

L AC BB +3 AC-DD'=4C- (85 + D)

Daher hat ein Rechteck mit den Seitenlingen
AC und %(ﬁ+ﬁ) denselben Flichen-
inhalt. Sind M, N die Mittelpunkte von BB’
bzw. DD’, so haben die Parallelen zu AC

durch M bzw. N den Abstand %(ITE +DD’)

voneinander. Daher entsteht durch diese
Parallelen und durch die in 4 bzw. C auf AC

errichteten Senkrechten ein Rechteck EFGH,
das die genannten Langen als Seitenldngen
hat.

Ist etwa E>E, liegt G’ so auf EF, daB
FG =FG gilt und ist EFY ein bei V recht-
winkliges Dreieck, fiir das VG’ das Lot von V
auf EF ist, so ist nach dem Kathetensatz
FV2=EF-FG =EF -FG, also ein iiber FV
errichtetes Quadrat zu- EFGH f¥icheninhalts-
gleich.

Daher fiihrt (z. B.) die folgende Konstruktion
zu der gesuchten Linge uv:

D

w

(1) Man konstruiert die Parallelen p bzw. ¢
durch die Mittelpunkte M bzw. N von BB’
bzw. DD’ zu AC.

(2) Man errichtet die Senkrechten s bzw. ¢ in
A bzw. C auf AC.

(3) Die Parallele p schneidet s bzw. t in E
bzw. F; q schneidet s bzw. ¢ in H bzw. G.
Hierbei wird EFGH ein Rechteck mit
EF>FG.

(4) Der Kreis um F durch G schneidet EF
inG'.

(5) Die Senkrechte in G’ aul EF schneidet
einen Halbkreis iiber EF in V.

(6) Man setze F=U. Die Strecke UV hat die
geforderte Linge; ein iiber ihr errichtetes
Quadrat UV WX ist zu ABCD flicheninhalts-
gleich.

3. Es gilt 2—}/3>0, also ist lg(2—}/3) defi-
niert. Ferner gilt _
@2-)3P?=4-4)/3+3

=7-4)/3,
also ist auch 7 —4]/3 >0 und folglich
1g(7—4)/3) definiert. Ferner ist 2—}/3+1,
also 1g(2— ]/3)=|=0; somit wird durch den ge-
gebenen Term eine Zahl z definiert, und fir
sie folgt auBerdem_

Z=M, also
g(2-1/3)
_2@@-Vn_2
z=———=2

1g2—}/3)

Daher haben Jens und Dirk recht, Uwe und
Peter haben nicht recht.

4. Angenommen, es gibt eine derartige Prim-
zahl p, dann ist mit einer natiirlichen Zahl z

VII



Ip+4=2% also
3p=22—-4,
3p=(z+2)(z—2).
Da 3p und z+2 positiv sind, ist auch z—2
eine positive ganze Zahl. Die einzigen Mog-

lichkeiten, 3p in positiv ganzzahlige Faktoren -

zu zerlegen, bestehen aber darin, daB die Fak-
toren entweder 1 und 3p oder 3 und p lauten.
Ferner haben z+2 und z—2 die Dillerenz 4
voneinander. Daher wiirde die Zerlegung mit
1 als Faktor auf 5 als zweiter Faktor fithren
und somit nicht auf einen Faktor der Form
3p. Also bleibt nur die Méglichkeit, daB ein
Faktor 3 und folglich der andere p=7 lautet.
Tatséachlich erfiillt p=7 die Bedingung 3-7
+4=25=52 Die einzige Primzahl, die die
gestellte Bedingung erfiillt, ist 7.

S. Die Anzahl der geraden unter den 101 aus-
gewihlten Zahlen sei m. Dann ist (101 —m)
die Anzahl der ungeraden unter den ausge-
wihlten Zahlen. Dividiert man jede der m
geraden Zahlen jeweils durch die hochste in
ihr enthaltene Zweierpotenz, so erhilt man
als Quotienten m ungerade Zahlenangaben.
Zusammen mit'den zuvor genannten 101 —m
ungeraden Zahlen hat man somit eine An-
gabe von 101 ungeraden Zahlen. Da sich
unter den natiirlichen Zahlen von 1 bis 200
nur 100 ungerade befinden, miissen minde-
stens zwei der angegebenen 101 ungeraden
Zahlen cinander gleich sein. Die ausgewihl-
ten Zahlen, aus denen diese beiden iiberein-
stimmenden ungeraden Zahlenangaben ge-
wonnen wurden, unterscheiden sich daher in
ihrer Primzerlegung nur um eine Potenz von
2. Die groBere von beiden Zahlen ist mithin
ein ganzzahliges Vielfaches der kleineren, was
Zu zeigen war.

6. a) Der Flidcheninhalt eines Dreiecks ABC,
das (1) erfiillt, ist genau dann maximal, wenn
BC maximal ist. Nun gibt es im Kreis k Seh-
nen BC maximaler Linge, namlich genau die
Durchmesser. Also ist die Existenz von Drei-
ecken ABC, die (1) erfiillen und maximalen
Flacheninhalt haben, bewiesen, wenn noch
folgendes gezeigt ist: Wenn B;C, ein Durch-
messer von k ist, A,B,C, ein gleichseitiges
Dreieck und k' der zu k konzentrische Kreis
durch A, ist, so ist sein Radius r’ groBer als r.
Dies trifft in der Tat zu; denn es folgt
B;C; =2r und, wenn M den Mittelpunkt von
k bezeichnet, M A, =r[/3 als Hohenldnge im
gleichseitigen Dreieck 4;B,C,. Zugleich ist
damit dieser Wert r’=r]/3 als einzig mog-
licher in a) genannter Wert fiir r’ nachgewie-
sen, und als maximaler Flicheninhalt ergibt

sich F,=%B,C1~MA1=r2]/§.

b) Sind M, r}, A;B,C, wie in a), so schneiden
die Geraden durch 4, und B; bzw. C; den
Kreis k jeweils noch ein zweites Mal, da sie
einen Punkt auBlerhalb k mit je einem Punkt
auf k verbinden und nicht auf MB,; bzw. MC,
senkrecht stehen. Der jeweils erhaltene zweite
Schnittpunkt sei B, bzw. C,. Bei Spiegelung

VIII

an der Geraden durch 4; und M geht B,
in C, iiber, A, und k gehen in sich iiber, also
geht By in Cg liber.

Daher ist AA,B,C, gleichschenklig mit
A1By=A,Cy, wegen XBoA;Co=60° sogar
gleichseitig, folglich erfiillt es (1) und ist
auBer A,B,C,; das einzige Dreieck A4,BC,
das (1) erfiillt. Weiter ist AMB;B, gleich-
schenklig mit MB,=MB,, wegen¥xMB,B,
=60° sogar gleichseitig; dasselbe gilt fir
AMC,Cy. Daher wird auch AMB,C, mit
MBo=MC, und £B;MC,=60° gleichsei-
tig, folglich ist BoCo=r, und AA4;B,C, hat
den (damit eindeutig bestimmten) Flichen-

; 1 =
inhalt FO:Z rzl/3 <F,.

c) Fiir jeden iiberhaupt zu betrachtenden
Wert von r’ gilt:

Ist A, irgendein Punkt auf k' und ist ABC
irgendein Dreieck, das (1) fiir dieses »’ erfiillt,
so geht dieses durch eine geeignete Drehung
um M in ein Dreieck 4,B,C, liber, das eben-
falls (1) fiir dieses r’ erfiillt. Daher hat ein Wert
r' genau dann die in c) genannte Eigenschaft,
wenn fiir einen einzigen Punkt A, aul k" alle
Dreiecke 4,B,C,, die (1) fiir r' erfiillen, die-
selbe Seitenlinge haben. Damit ist gleich-

wertig, daB es genau einen Kreis # um A,
gibt, der k in zwei Punkten B,, C, mit
B,C,=A,B; oder, wegen A;B,=A,C, dqui-
valent hierzu, mit ¥ B,A4,C;=60° schneidet.
Nun gehen k und jeder Kreis h um A, bei
Spiegelung an der Geraden durch A; und M
in sich iiber; daher ist die zuletzt genannte
Forderung #quivalent mit ¥ MA,B,=30°
Also hat ¥ genau dann die genannte Eigen-
schaft, wenn ein Strahl aus A,, der mit A,M
einen Winkel von 30° bildet, mit dem Kreis
k genau einen Punkt B, besitzt, d. h. Tan-
gente an k ist. Hierfiir ist notwendig und hin-
reichend, daB r die Hypotenusenlinge in
einem rechtwinkligen Dreieck ist, in dem eine
Kathete r und der ihr gegeniiberliegende
Winkel 30° betrigt. Durch diese Forderung
ist, wie behauptet, genau ein Wert r; be-
stimmt, und zwar ergibt sich:

Spiegelt man ein solches Dreieck MA,B, an
der Geraden durch M und B,, so entsteht ein
gleichseitiges Dreieck ; folglich gilt r,=MA,
=2MB,=2r. Die Hohenlinge 4,B,=r]/3
dieses Dreiecks ist die Seitenldnge von
AA,B,C,; folglich betrigt

Fz=52?1/§=%r21/3.

A

,,Friihlingsanfang (20./21. 3. 78) wihrend der beiden Klausurtage der XVII. Olympiade
Junger Mathematiker in der Jugendhochschule Wilhelm Pieck, Berlin-Bogensee (siche S. 63)




Karikaturen von Barbara Henniger

Auge um Auge ...
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Spielmagazin

Wiirfeleien

A8A John Harris aus Santa Barbara (USA) fand ein
Spiel, die ,,Reise des rollenden Wiirfels“. Um die ,Reise“
durchfiihren zu konnen, markieren wir einen Wiirfel auf
einer Seitenfliche farbig, etwa rot. Diesen Wiirfel bewegen
wir von einem Feld des Schachbretts auf das angrenzende,
indem wir ihn iiber eine Kante kippen. Nun die Aufgabe:
Lege den Wiirfel auf die linke obere Ecke des Schach-
bretts, mit der griinen Seite nach oben! Bewege ihn
durch Kippen von Feld zu Feld so iiber das Brett, daB er
wieder mit der roten Seite nach oben auf dem rechten oberen
Feld zu liegen kommt! Dabei darf jedes Feld des Brettes
héchstens einmal berithrt werden. Wihrend seiner Reise von
der einen zur anderen Ecke dar{ der Wiirfel niemals — so
lautet die Spielregel — mit seiner griinen Seite nach oben

liegen.

L/f/////j

A3a Die beiden Frési-Mitarbeiter D. Wilkendorf und
0. Sperling empfehlen: Schneide die acht Teile aus, und kiebe
sie zu einzelnen Wiirfeln zusammen (oder bastle sie selbst
aus Zeichenkarton)! Die so entstandenen kleinen Wiirfel
miissen um zu einem groBen Wiirfel zusammengesetzt wer-
den, wobei an den sichtbaren Seiten in keinem Fall zwei
gleiche Muster aneinanderstoBen diirfen.

6l



Ala Einer der drei mit Buchstaben bezeichneten Wiirfel
laBt sich aus-dem darunter abgebildeten Netz herstellen.
Welcher?

A2a Durch eines der fiinf Netze 148t sich die gezeichnete
Basis zu einem Wiirfel erginzen. Welches?

3
)
2

A9A Das magische Quadrat: Unterteile ein Quadrat (auf
der unteren Seite [arbig) in neun Quadrate, wie es das Bild
zeigt. Man kann nun das Papier an den dabei gezeichneten
Linien entlang so aufschneiden, daB es sich (ebenfalls an
diesen Linien) zu einem Wiirfel zusammenfalten 1a8t, der an
der AuBenseite vollig griin ist. Zu beachten ist, daB das
Papierquadrat auch nach dem Aufschneiden noch ein einzi-
ges, zusammenhingendes Stiick bilden muB, und daB es nur
an den Aulteilungslinien gefaitet werden darf. Wer ist der
schnellste Wiirfelkiinstler?

Losungen zu diesem Ferienheft siche S.72.
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,,Jch méchte keinem weh tun!**

444 Das ritselhafte n* aus dem Magazin 11/77 emp-
fiehlt ein hiibsches Wiirfelspiel: Wir basteln uns drei Wiirfel
mit insgesamt 18 verschiedenen Buchstaben (oder bekleben
vorhandene Spielwiirfel entsprechend). Dann wird gewiirfelt.
Wer aus den von ihm gewiirfelten obenliegenden Buchstaben
ein Wort bilden kann, erhilt einen Punkt, danach wiirfelt
der nichste.

qEhCIEs

Bei diesem einfachen Spiel ergibt sich eine neue Aufgabe:’
A5a Die drei gezeigten Wiirfel (siche oben) haben 18 ver-
schiedene Buchstaben. Es wurde damit siebenmal gewiirfelt,
bei jedem Wurf lieB sich aus den obenlicgenden Buchstaben
ein Wort bilden. Es ergaben sich die Worte HUF, TOR, HAI,
SAU, REH, NOT, BAR. Jetzt kannst du herausbekommen,
welche sechs Buchstaben auf jedem Wiirfel standen. (Die
Hilfte der Buchstaben ist groBziigigerweise bereits ein-
getragen.)

P e e e e e e r s e e r s e E E e E R e e e e n e e e e e T e E N e e e . RS e E . e EeEEE E e e e e e e m e m o e e = e e = e e e e

a6a Ein Hexomino ist eine Fliche, bestehend aus sechs
Einheitsquadraten, die mit ihren Kanten verbunden sind. Es
gibt eIl Hexominos, die zu einem Wiirfel gefaltet werden
konnen. Wer findet sie? Vier von ihnen seien verraten.
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A7a Bin interessantes Problem aus ,Mathe mit Pfilf*:
Gegeben ist ein Streifen von 2 cm Breite und 14 cm Linge.
Falte aus ihm einen Wiirfel mit einer Kantenkinge von 2 cm.
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Preistrager

XVII. Olympiade
Junger Mathematiker
der DDR

Einen ersten Preis erhielten:

Olympiadeklasse 10

Axel Frohlich
Spezialschule ,,C. F. GauB*,
Frankfurt (Oder) (KI. 10)

Grit Werner
Humboldt-EOS Magdeburg (KI. 9)

Olympiadeklasse 11

Bodo Heise

Juri-Gagarin-OS Gorlitz (K1. 8)
Steffen Zopf |

EOS Karl Marx, Leipzig (KI. 10)
Bernd KreuBler

Spezialschule f. Math./Physik der
Humboldt-Universitat zu Berlin (KI. 11)

Olympiadeklasse 12

Thomas Maiwald
Spezialklasse fiir Math./Physik/Technik,
TH Karl-Marx-Stadt (KI. 12)

Peter Dittrich
Spezialschule f. Math./Physik der
Humboldt-Universitat zu Berlin (K1. 12)

'i 2

ik

Einen zweiten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Andreas Kriegel,
1V. OS Ernst Schneller, Hoyerswerda; Lutz
Dietrich, EOS Prof. Dr. M. Schneider,
Lichtenstein; Thomas Apel, Goethe-EOS
Reichenbach; Steffen Ewald. EOS Ernst
Schneller, Frankenberg; Andreas Goede,
EOS StrauBberg (aus K1.9); Detlef Horbach,
EOS Friedrich Engels, Karl-Marx-Stadt (aus
K1.9)

In Olympiadeklasse 11: Thomas Gunder-
mann, EOS Hermann Pistor, Sonneberg;
Arnd Leike und Andreas Kasparek, beide
Spezialkl. Math./Physik der Martin-Luther-
Universitiat Halle

In Olympiadeklasse 12: Uwe Reichel, Spe-
zialschule phys.-techn. Richtung Friedrich
Engels, Riesa; Bernd Mulansky und Klaus
Schlegel, beide EOS Martin Andersen Nexo,
Dresden; Ilja Schmelzer, ABF Walter Ul-
bricht, Halle; Ferdinand Bormer, EOS Hein-
rich Hertz, Berlin; Ralf Becker, EOS Werner
Seelenbinder, Zielitz; Uwe Schifer, Spezial-
schule f. Math./Physik der Humboldt-Uni-
versitit zu Berlin

Einen dritten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Andreas Radtke,
EOS Belzig; Torsten Flade, EOS Bertholt
Brecht, Schwarzenberg; Stefan Miiller-Pfeif-
fer, Spezialschule Carl Zeiss Jena (aus K. 9);
Meik Hellmund, EOS Henflingoberschule,
Meiningen; Erasmus Scholz, EOS Martin
Andersen Nexd, Dresden; Olaf Gutschker,

1. EOS Dr. Theodor Neubauer, Cottbus;
Thomas Bez, EOS Heinrich Hertz, Berlin;
Frank Erdmann, EOS Geschw. Scholl, Zeitz;
Bernd K6nig, Thomas-EOS, Leipzig; Egbert
Thiimmel, BS NEG Nachrichtenelektronik,
Greifswald ; Michael Giesecke, EOS Martin
Andersen Nexd, Dresden (aus K. 9); Ingmar
Lotzsch, Georg-Friedrich-Hidndel-OS, Berlin
(aus K1 9); Jens Galley, Otto-Winzer-OS,
(aus K1. 8) Rainer Jank, EOS Artur Becker,
Suhl (aus K1. 9)

In Olympiadeklasse 11: Uwe Szyszka, EOS
Friedrich Engels, Neubrandenburg; Steffen
Thiel und Holger Riicker, beide Spezialschule
f. Math./Physik der Humboldt-Universitit
zu Berlin; Dietmar Berthold, EOS Julius
Motteler, Crimmitschau ; Ralf Hantusch und
Frank Bauernoppel, beide EOS Heinrich
Hertz, Berlin

In Olympiadeklasse 12: Hans-Dietmar Gro-
ger, ABF Walter Ulbricht, Halle; Harro
Rosner, EOS Heinrich Hertz, Berlin; Mi-
chael Handschug, Spezialkl. der TH Leuna-
Merseburg; Frank Bergner, ABF Walter
Ulbricht, Halle; Peter Bartenstein, EOS
Geschw. Scholl, Hildburghausen; Klaus Sie-
vert, EOS Friedrich Engels, Karl-Marx-Stadt

® Ein Diplom fiir eine besonders elegante
Lésung der Aufgabe 5 (KI. 12) erhielt Friede-
mann Schuricht, EOS Humboldt, Leipzig

® Weitere 33 Teilnehmer erhielten eine An-
erkennungsurkunde fiir sehr gute Leistungen

® An der DDR-Olympiade nahmen bei ins-
gesamt 208 Teilnehmerm 16 Madchen teil




Ein Blick
in die Praxis

Der VEB Maschinen- und Apparatebau Grim-
ma projektiert, baut und montiert vor allen
Dingen Erdéldestillationsanlagen. Die che-
mische Industrie erfihrt gegenwirtig in allen
Lindern einen grofen Aufschwung. Beson-
ders der Petrolchemie kommt groBe Bedeu-
tung zu. Ein Hauptgrund dafiir sind die viel-
seitigen Einsatzméglichkeiten der Erdolpro-
dukte.

Das Rohél wird in der Erdoldestillations-
anlage nach unterschiedlichen Siedebereichen
und chemisch-physikalischen Eigenschaften
zerlegl. Die Produkte gelangen entweder di-
rekt zum Verbrauch, z. B. Kraftstoffe und
Heizole, oder dienen als Grundstoffe der
Weiterverarbeitung zu anderen wichtigen Gii-
tern.

Eine Erlduterung der Anlage gibt in groBen
Ziigen das beigelegte technologische Schema:
Das Rohd] gelangt iiber Warmeaustauscher
in die Entsalzung. Nach erneutem Wirme-
austausch erfolgt in der Vorkolonne unter
Druck die Abtrennung eines Leichtbenzin-
Fliissiggasgemisches. Nach der Kondensa-
tion wird dieses Gemisch in Fliissiggas und
Benzin getrennt. Das Sumpfprodukt der Vor-
kolonne gelangt iiber den Topofen in die
atmosphérische Kolonne. Hier werden unter-
schiedliche Dieselkraltstoffe abgezogen, mit
Wasserdampf gestrippt und nach Abgabe
eines Teils ihrer Wirme ins Tanklager ge-
leitet. Das Sumpfprodukt der atmosphiri-
schen Kolonne wird nach Aufheizung im
Vakuumofen in der Vakuumkolonne in vier
Schmier6lfraktionen und den Vakuumriick-
stand getrennt. Im Bitumenturm wird der
Vakuumriickstand in Hochvakuumdestillat
und Bitumen zerlegt.

Der Fachberater des Kreises Grimma, Herr
K.-D. Tschiche und der Fachzirkel der Alfred-
Frank-OS Grimma stellten gemeinsam mit
den Lehrern der BBS Maschinen- und Appa-
ratebau Grimma fiir die alpha-Leser, nach
Klassenstufen geordnet, Aufgaben zusam-
men und wiinschen viel Freude und Erfolg
beim Losen der Probleme aus der Praxis.

AS5A Zur Priifung von Rohrbiindelwidrme-
iibertrigern werde in der Kesselschmiede ein
Wasserkreislaul geschalfen. Der hierfiir ge-
baute Behilter in Form eines Quaders hat
folgende Abmessungen:
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Linge 6 m, Breite 2 m, H6he 3,5 m. Fiir einen
Priifvorgang sollen 42001 Wasser benotigt
werden.

Nach wieviel Priifvorgingen ist die gesamte
Wassermenge umgelaufen:

a) bei vollem Behilter,

b) bei einer Wasserhohe im Behilter von
25m?

A5a In einer Werkstatt mit den Abmes-
sungen von llm Breite und 36 m Linge
stehen 6 Maschinen. Die Maschinen und da-
zugehdrigen Arbeiter bendtigen jeweils einen
Platz von 15 m?; 5m?; 18 m?; 60 m?; 18 m?
und 50 m?. Der Platz fiir die Lagerung und Be-
reitstellung der Werkstiicke an den Maschi-
nen betrigt 16 m?;6 m?; 17 m?;26 m?; 15 m?
und 20m?2. Die restliche Fliche wird fiir
Transportwege benétigt.

Wie breit konnen die Transportwege aus-
gefiihrt werden, wenn ihre gesamte Linge
48 m betrigt?

A6A Berechne die Betonmenge in m? fiir
das Fundament einer Karusselldrehmaschine,
wenn das Fundament folgende Abmessungen
hat:

4000
800
i
5] 5

¥ 500

g

§

¥ Fundamenttiefe 1200
Maje in mm

1200
———————

A6a Die Entfernung zwischen dem vor-
handenen Gebaude A und dem neu zu er-
richtenden Gebidude B soll moglichst klein
sein. Das Gebdude B muB aber von der in der
Nidhe beflindlichen Hochspannungsleitung
und dem Gileis die in der Skizze angegebenen
Mindestabstinde haben. Die kiirzeste Ent-
fernung zwischen den beiden Gebduden ist
zeichnerisch zu ermitteln! (1 m ist als 1cm
zu zeichnen.)

15m

Hechipannuny:-
feiturg
28m A R..‘
sam 7m
%
i
£
20m T
2m
69m
°
s
8

A7a Ein Werkzeugstahl enthilt:
0,99, Kohlenstofl, 2%, Silizium, 0,2%, Man-
gan, 0,015%; Phosphor, 0,005%/ Schwefel und
den Rest Eisen.
Wieviel Kilogramm von jedem Stoff sind in
18 kg Stahl enthalten?
A7A Zum AnreiBen von 165 Knotenble-
chen werden 2 Stunden 45 min gebraucht.
Durch Verwendung einer AnreiBschablone
kann die Arbeitszeit um 90 min verkiirzt
werden.
a) Wie lange dauert das AnreiBen eines Kno-
tenbleches ohne Schablone?
b) Wie lange dauert das AnreiBen eines Kno-
tenbleches mit Schablone?
c) Wie groB ist die Steigerung der Arbeits-
produktivitit?
A8 A Ein Behilter aus einem Hohlzylinder
und 2 Halbkugeibdden hat die in der Skizze
angegebenen Abmessungen (Angabe in mm).
a) Wie groB ist das Fassungsvermégen des
Behilters?
b) Wie grof ist die Oberfldche des Behilters?
c) Wie groB sind Durchmesser und Oberfla-
che eines Kugelbehilters mit gleichem Fas-
sungsvermogen ?

50 2650 L4

A8A WiegroB muB das Belastungsgewicht

des in der Skizze dargesteliten Sicherheits-
ventils eines Dampfkessels sein, wenn es sich
beim Uberschreiten eines Dampldrucks von
8 at 6ffnen soll?

Um welche Hebelart handelt es sich hier?
0% 256

#1600

-]

A

#42

Mafe in mm

A94a Beim SchweiBen einer Rundnaht an
einem Stahlbehilter von 1000 mm Durch-
messer werden beim SchweiBen von Hand
13 min mehr bendtigt als mit der UP-Rund-
nahtschweiBvorrichtung.

Mit welcher SchweiBgeschwindigkeit wurde
mit der RundnahtschweiBvorrichtung ge-
schweiBt, wenn bei der HandschweiBung
0,2 m/min bendtigt wird?

A9a Welche Masse hat eine Hohlwelle aus
St 60 mit einer Dichte ¢=7,85 kg/dm>?

[T

800
300

4

350

600




A 10/12a Fiir den Transport von Rohr-
biindelwirmeiibertrigern (RWU) mittels
Kran sind an ihnen Trag6sen angebracht. Der
Abstand der Tragosen betrage 4000 mm. Der
Winkel a zwischen den Seilen darf héchstens
120° betragen.

Wie lang miissen die Seile mindestens sein?
Welchen Winkel schlieBen die Seile ein, wenn
die Seillinge =3 m betriigt?

MaBe in mm

A 10/12a Ein 1800 kp schweres Motoren-
gehduse soll mit Hille einer geneigten Ebene
von 3,8 m Lange 1,3 m hoch gehoben werden.
Die Reibungszahl betragt 0,15.

a) Welchen Winkel « bildet die ,,Rutsche* mit
der Horizontalen?

b) Welche Kralt ist notwendig, um das Ab-
rutschen des Gehéduses zu vermeiden?

c) Welche Zugkraft muB aulgewendet wer-
den, um den Kérper aulwirts zu ziehen ?

1 Wirmeaustauscher 12 Strippkolonne
2 Entsalzer 13 Kondensator
3 Wirmeaustauscher 14 Stabilisation
4 Vorkolonne 15 Kondensator
5 Kondensator 16 Fraktionier-
6 Topolen kolonne

7 atmosph. Kolonne 17 Kondensator
8 Strippkolonne 18 Fraktionier-
9 Kondensator kolonne

10 Vakuumolen 19 Kondensator
11 Vakuumkolonne 20 Bitumenturm

Im Auftrage des Kunden vom Betrieb projektierte, gelieferte und montierte Anlage.

Der Betrieb besitzt modernste Ausriistungen.

(AL

12

Roherdol

Hochvakuumdestillot

20

Bitumen -
Benzin.Frakuon -~
Benzin-Froktion

Benzin-Frokion

Flussiggas

Schmierol-Froklion

Schmerol-Fraktion

Schmieral-Frakton

DK-Frakiion

DK-Froklion

DK-Froktion
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In freien Stunden EI||I|IH heiter

Das Wunderkind

Eine Familienverwandtschaft

Jeder der Krausebriider hat genau so viele Schwestern
wie Briider. Jede der Krauseschwestern hat zweimal
soviel Briider wie Schwestern.

Wieviel Jungen und wieviel Méddchen sind in dieser

Familie? Aus: Mathematical pie, London

Darf er sie kiissen?

Ein junger Mann sitzt im Bus und schaut zum Fenster
hinaus. Da sieht er auf einmal seine Freundin. Sie geht
gerade die StraBe entlang, trifft einen anderen Mann,
der sie freundlich begriiBt und ihr einen KuB gibt. Der
*junge Mann ist dariiber ganz aufgebracht und ver-
drgert. Beim nichsten Wiedersehen mit seiner Freun-
din fragt er sie gleich als erstes, wer dieser (fiir ihn
noch) fremde Mann war, der sie gekiit hat. Sie ant-
wortet: ,,Dieses Mannes Mutter ist meiner Mutter
Schwiegermutter.‘ Daraufhin verzeiht er ihr. Warum?
Aus: Wurzel, 1]78, Jena

Drunter und driiber

Wer findet am schnellsten den Weg vom Eingang
oben (sieche Pfeil) bis zum weillen Quadrat in der
Aus: NBI 42(77

Mitte?

66

Kombiniere und rechne!

Jedes Zeichen bedeutet eine Ziffer, gleiche Zeichen
sind gleiche Ziffern. Setzt man die richtigen Ziffern fiir
die Zeichen ein, so ergibt sich fiir die waagerechten und
senkrechten Rechenaufgaben eine wahre Losung.

Im Dezimalsystem
INGIAV O.BD‘-‘DIP.
go. Dm-0CEo
BO+0000-004AA
Im Oktalsystem

oAl - OB - BOO
: + +
o0 LA =~ AA[]
QA + OO - ANO
Im Dualsystem
AOO + AA00 = A0000
+ : -
ADCO + A0 = a0aAD
A000 - A0 = JAVANE
Dipl.-Lehrer Ing. D. Vélzke, Greifswald
Interessantes Produkt

Wenn man jeden in dem Wort EUKLID vorkommen-
den Buchstaben in geeigneter Weise durch genau eine
der Ziffern 1, 2, 4, 5, 7, 8 ersetzt, entstehen Teil-
produkte, deren Ziffern zyklisch vertauscht sind. Die
bei dieser Multiplikationsaufgabe noch vorkommen-
den Ziffern 3 und 6 sind bereits eingesetzt.
Obersiudienrat K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin

EJU{KIL[I]|D Klé6|u |l |El3
LIV |[DJE|U
LIt [DPJE|U]|K
I [D]JE|U[K|L
DIE|V[K]|L[!I
EJUIK|fL]|T}D
UKL |D
FlofjofLypi{t|3[3|6|L]|E




Zahlenkreuzwortriitsel

Waagerecht: 1. gerade Primzahl; 2. Geburtsjahr von
Gaull; 6. Primzahl aus zwei anderen Primzahlen
zusammengesetzt; 7. Vielfaches von 3. senkrecht;
9. Primzahl aus zwei ungeraden Primzahlen; 10. die
zweite Quersumme betrdgt 1; 11. 2. waagerecht ist
durch 11. waagerecht teilbar; 12. Primzahl, zweite
Quersumme betragt 5.
Senkrecht: 3. eine zweistellige Zahl, deren Ziffern aus
der gleichen Primzahl bestehen; 4. Geburtsjahr von
Newton; 8. Zahl aus gleichen Ziffern; 9. Quadratzahl;
13. das Alter von GaulB im Jahr 1977.

Schiiler Lutz Andrews, Rostock

Stufe um Stufe

In die Figur sind Wérter der unten angegebenen Be-
- deutung einzutragen, und zwar in jedes Feld eine Silbe.
Die zweite Silbe des einen Wortes ist gleichzeitig erste
Silbe des folgenden Wortes.

il

3

g

7

sL|

9

40

1. Zahl, die iiblicherweise L7_
mit den Zeichen ,,L* und ﬂLgL

,,0° geschrieben wird ]
15

. Teilgebiet der Mathematik
. unbegrenzte gerade Linie
. Teil des Kreises
. grafische Darstellung von Sachverhalten .
. soviel wie ,,nicht symmetrisch*
. Verwandtschaft geometrischer Figuren
. Gerit zur Langenmessung
9. lat. fiir ,,Begrift*
10. Einheit der Zeit
11. lat. fiir ,,Zahl*
12. Einheit der elektrischen Leistung
13. ital. Astronom, Physiker und Mathematiker
14. Zeichengerit
15. Eigenschaft bestimmter rationaler Zahlen
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

[o BN B e R R S T )

... und am Ende steht das ,,E*

. Ein Kegelschnitt

. Begriff aus der Trigonometrie

. Kurve der Differentialrechnung

. Gerade, die einen Kreis in zwei Punkten schneidet

. Kiirzeste Verbindung zweier Punkte

. Es existiert in jeder Gruppe und hat die Eigenschaft
a' a=a-a'=e

. Franzosischer Mathematiker (1749 bis 1827)

. Geordnete Ubersicht

Dipl.-Lehrer Ing. D. Volzke, Greifswald

N L bW N —

o0~

R. E. Moritz, New York

_ 9 T
p—cosl— o p—cosze +§
AV-"Z“‘ 4 +_L;T_:1(w-g)w.o

Njjn:KI«(UERE
ek gt | 43
Ke' ——ro-—>

Mann, und ich dachte immer,

Subbotnik das ist Knochenarbeit! Monika Kipp, Leipzig
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Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 1/78:

Ma5 #1708 Angenommen, Bernd hat n Eier
gefdrbt; dann haben Anke 2n, die Mutter 3n
Eier geldrbt. Insgesamt wurden 6n Eier ge-
farbt. Nun gilt 25 <6n<35. Nur n=>5 erfiillt
diese Ungleichung. Somit haben die Mutter
15, Anke 10 und Bernd 5 Eier gefdrbt.

Ma5 w1709 Die beiden aufeinanderfolgen-

den natiirlichen Zahlen seien n und n+1.

Thre Summe betriigt somit 2n+ 1. Ferner gilt
(2n+1)-23—-343= 968,
(2n+1)-23=1311,

2n+1= 57,
2n= 56,
n= 28
Es handelt sich um die Zahlen 28 und 29.
Probe: 28+4+29= 57,
57 - 23=1311,

1311-343= 968.

Ma5 ®1710 Aus 128-2=256:8=32 folgt,
daB der Klasse 5b genau 32 Schiiler angehd-
ren. Angenommen, zur Klasse 5¢ gehdren
x Schiiler; dann gehoren zur Klasse Sa genau
(x + 1) Schiiler; nun gilt
x+(x+1)=440:8,
2x+1=55,
2x =54,
x=27.
Zur Klasse Sc gehéren 27 Schiiler, zur Klasse
5a hingegen 28 Schiiler.

Ma5 ®1711 Angenommen, im ersten Tank
befanden sich urspriinglich x Tonnen Ul
Dann lagerten im zweiten Tank (x —20) Ton-
nen Ul Nun gilt

X+ (x—20)=1500,
2x —20= 1500,

2x =520,

x=260.

Im ersten Tank befanden sich urspriinglich
260 t. im zweiten 2401 Ul. Nach der Repara-
tur befanden sich im zweiten Tank nur noch
2601:2=130t Ol

Aus 2601+ 1301+90t=480t folgl. daB sich
nach dem Auftanken im Ullager insgesamt
480t Ul belanden.

Ma5 81712 Aus aabc —bac=def lolgt u=1
und f=0. Aus blc—chd=chd folgt b=5 und
¢=2. Aus 115¢=5le¢=dc0 folgt d=6 und
e=4.
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Aus 1152:ghd =g folgt g=3
Aus 3-256=k6h folgt h=8 und k=7.
Wir erhalten: 1152 —512=640

-+
384-256=128
3-256=768

Ma5 ®1713 Wir beginnen mit der zweiten
Spalte von links. Aus 7+d=nund 13—d=n
folgt 2n=20, also n= 10 und somit d = 3. Die
Zahlenfolge in der zweiten Spalte von links
lautet von oben nach unten gelesen: 4, 7, 10,
13, 16.

1 4| 7 |10 {13

3 7111 {15 19

511015 | 20| 25

7 113119 (2531

9 16 | 23 | 30 | 37

Wir betrachten nun die erste Zeile. Aus
7—4=d folgt d=3. Die Zahlenfolge in der
ersten Zeile lautet 1, 4, 7, 10, 13. Wir be-
trachten die dritte Zeile. Aus 10+3-d=25
folgt 3-d=15, also d=35. Die Zahlenfolge in
der dritten Zeile lautet S, 10, 15, 20, 25. Die
restlichen Zahlenfolgen finden wir aul ana-
logem Wege; sie sind der nachfolgenden Ab-
bildung zu entnehmen.

Ma6 #1714 Die abgebildete graphische
Darstellung veranschaulicht den vorliegen-
den Sachverhalt.

Nur der AG ,,Fotoamateure* gehoren (12—4
—3+41)=6 Schiiler an; nur der AG ,,Radio-
bastler gehoren (14—4—5+1)=6 Schiiler
an; nur der AG ,Musikfreunde“ gehodren
(15—5—3+1)=8 Schiiler an. Zu dieser Klas-
se gehoren (6 + 6+ 8+ 3 +4 + 5—2)=30 Schii-
ler.

Maé6 #1715 Angenommen, im Korb belan-
den sich urspriinglich n Aplel, dann gilt

n—6 n
n—6——T——6=§,
bn_,. (1=6)_3n_72
6 6 6 6°
6n—2n+12-3n=72,

n=60.

Im Korb lagen urspriinglich 60 Apfel.

Ma6 ®17i6  Zwischen dem ersten und dem
zwoOlften Bauin befinden sich 11 gleichlange
Streckenabschnitte. Beim Erreichen des ach-
ten Baumes hat Hans sicben Streckenab-

schnitte zuriickgelegt, deshalb hat Hans die

gesamte Strecke in gs- 11=87—Bs=12;s Zu-

riickgelegt.

Analog dazu gilt:

Werner hat die gesamte Strecke in %s- 11
77 5 "

=g 5= 123 s zuriickgelegt.

Hans hat den Lauf gewonnen, denn l2is

7
sind weniger Zeit als 12% s.
Ma6 #1717 Aus y=180°—(a+pf)und a+f
=39°+84°=123° folgt y=57°. Nach dem
Aufenwinkelsatz gilt nun

2u+ 1B =26+ 28° =545,

{DEF=§L1

<):EFD=§[3+—:1§}J=56°+19°=75°,

{FDE:%y +%a=38°+13°=51°.

Ma6 w1718 Angenommen, dieser Klasse

gehdren n Schiiler an. Dann erhielten ;n

Schiiler die Note 1, (%-n—6) Schiiler die

Note 2 und <§-n—6> Schiiler die Note 3.

Nun gilt

1 1 2
§n+<§n—6>+<—3—n—6>+1:_n,

1
;n—ll=n, §n=ll,

n=33.

Der Klasse gehoren 33 Schiiler an. Es erhiel-
ten 11 Schiiler die Note 1, 5 Schiiler die Note 2,
16 Schiiler die Note 3.

Ma7 ®1719 Wegen 35=5-7 konnte b=5
und d=7 oder b=7 und d=5 gelten. Wir
nehmen eine Fallunterscheidung vor:

1) Es sei b=>5 und d=7; dann gilt

a c¢_Ta—=5c
37 735
also S5c=5%a+2a-3,c=a+

und 7a—5¢=3,
2a-3
5

Nur fiir a=4, also ¢ =5 wird diese Gleichung

erfiillt, und wir erhalten %—-; Diese Losung

entfillt, da b und ¢ nicht verschieden vonein-
ander sind.

2) Es sei b=7 und d=35; darn gilt
-2 T7C d Samte=3,

S 35
also Sa=5c+2¢+3, a=c+2cs+3,

Nur fir ¢=1 und somit a=2 oder fiir c=6
und somit a=9 wird diese Gleichung erfiillt.
Fiir a=9 und ¢=6 erhalten wir g—g; diese
Losung entfdllt, da es sich nicht um echte
Briiche handelt.

Diese Aufgabe besitzt unter den einschrin-
kenden Bedingungen genau eine Losung: sie
tautet 2— 1= 0=7_ 2
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Ma7® Auss;=xkmund Mag =1723
v1=24km-h™" folgt £, =5 h. Aus 2) Kantenmodell
sp=(18—x)km und v, =24 km- h~! folgt
18 —x A
ts =—2—4‘ h.
X km (18 -x) km £ r
A p B
Bk A: Anfang
m B: Ende
: b) Nicht die einzige Losung'
Nun gilt t1=tz+Zh, also —J
x-_18—x 1 _,?
% w =
x=18—x+6, m
2x =24, _J’i
x=12. b6
Beide sind vom Ort A 12 km entlernt, wenn L
sie sich treflen. ¢) Kantenmodell
£
Ma?7 =1721 Der nachstehenden Zeichnung
ist zu entnehmen, da8 der Weg einen Flidchen-
inhalt Aw=(x+2)(2x+2)—x - 2x hat. K
N A: Anlang
E: Ende
X
! %1 d)Scmlang
4
2 Mag #1724 Nach Aulgabensiellung gijt
DB=DC=3cm.
Nach dem Satz des Pythageras gilt

Deshalb gilt

2Ax+2) (x+1)—2x2=640- (
1
4

(x+2){xLt1)=x2=320",

x24+x+2x+2—x*=80,
Ix=78,
x=26.
Die rechteckige Rasenfliche ist 26 m breit
und 52 m lang.

Ma7 81722 Aus AS=BS=r folgt «¥SAB

= £ SBA=5-(180°—60°)=60°. Aus AB | CD
folgt xSAB= «xSCD=60° und xSBA
= £SDC=60°. Das Dreieck SDC ist somit
gleichwinklig, also auch gleichseitig. Es sei
CS =x; dann gilt
U =uz
Ix=x+2-(r—x)+b.

2nr

Wegen b= %= %nr erhalten wir durch Ein-
setzen
2x=2" (r—-x)+%’1tr,

6x=6"(r—x)+nr,
6x=6r—6x+mr,
12x=r(6+m),

r 12
x=13 (6+n)—l—2-(6+n)cm~9,l4cm.

BCI-DB+DC:
BC=)18cm*=3) 2 cm.
Der Umfang 1 des Dreiecks ABC betrigt

a=(6+3)/2+1/2)

=(6+ 61/2) crm
~ 14,48 cm.

Den Flacheninhalt eines der beiden Kreis-
segmente erhdlt man, wenn man vom Fli-
cheninhalt des Halbkreises den Flichenin-
halt des Dreiecks ABC subtrahieit und diese
Differenz durch 2 dividiert.

Asegm, = (Anatpireis— A 48c):2

_(w*_4B-TD\
“\2 2 ’

=<—99£—9):2 cm?

~2,57 cm?

Ma38 ®1725 a)2a+(2a+1)+(2a+2)
+(Qa+3)+(2a+4)=10a+10=10a+1).
aeN,az=0

Jedes Vielfache von 10 endet mit der Ziffer 0.

b)(2a+ 1)+ (2a+2)+(2a+3)+(2a+4)
+(2a+5)=10a+15=5Q2a+3).

2a ist eine gerade, also 2a+3 eine ungerade
Zahl. Das Produkt aus 5 und einer ungeraden
Zahl endet mit der Ziffer 5.
10a+(10a+5)+(10a+10)+ ... +(10a+45)
=100a +225.

aeN,az0

Der Summand 100a ist ein Vielfaches von
100; er endet aiso aul zwei Nullen. Die letzten
beiden Ziffern der Summe (100a + 225) lauten
somit 25.

Ma8 w1726 Jeder Bruch der Klasse % 146t

sich in der Form X darstellen. (xeN und
x=#0.) Die Summe aus Zihler und Nenner
ist dann 6x. Nun soll gelien 6x=n? mit
10£n?2<100 bzw. 4<n<9.

Nur fiir n=6 wird 6x=n? erfiilll. Wir erhal-
ten

x 6 6 " .
Der Bruch %5530 erfiilit als einziger

die Bedingungen der Aufgabe.

Ma9 w1727 1) Wenn a eine gerade Zahl ist,
so sind a? und a* gerade. Damit ist der Zihler
gerade.

Wenn u eine ungerade Zahl ist, so sind 5a*
und ¢* ungerade.

Die Summe zweier ungerader Zablen ist ge-
rade, d. h. der Zihler ist gerade.

in beiden Fillen ist der Zahler durch 2 teil-
bar.

2) Wenn b garade ist. so sind 356, 7b und die
Summe gerade, d. h. der Nenner ist gerade.
Wenn b uageradeist, sosind b°, 35b° und auch
76 ungerade. Der Nenner ist dann wieder
gerade fs. 0.).

In beiden Fallen ist der Nennrer durch 2 teil-
bar. Aus Dund 2)folgt: Cer Bruch ist durch 2
kiirzbar.

Es 1 nun noch zu zeigen, daB der Bruch auch
stets durch 3 kiirzbar ist.

1) a laB( bei Division durch 3 entweder den
Rest 0, | oder 2.

1. Fall: Wenn a den Rest 0 ldBt, so lassen a2,
5a2, a* und auch 542+ a* den Rest 0.

2. Fall: Wenn a den Rest 1 ldB(, so lassen a®
und auch g* den Rest 1, Sa? den Rest 2, also
5a% +a* den Rest 0.

3. Fall: Wenn a den Rest 2 lidBt, so lassen a?
und auch a* den Rest 1, Sa? den Rest 2, also
5a®+a* den Rest 0;

d. h. in allen drei FZllen ist der Zahler durch 3
teilbar.

2) b 14Bt bei Division durch 3 entweder den
Rest 0, 1 oder 2.

1. Fall: Wenn b den Rest 0 148, so lassen b3,
35b%, 7b und auch 35b% + 7b den Rest 0.

2. Fall: Wenn b den Rest 1 li@Bt, so lassen b3
den Rest 1, 35b> den Rest 2, 7b den Rest 1,
also 35b°+7b den Rest 0.

3. Fall: Wenn b den Rest 2 1B, so lassen b?
den Rest 2, 35b> den Rest 1, 7b den Rest 2,
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also 35b% +7b den Rest O; d. h. in allen drei
Fillen ist der Nenner durch 3 teilbar.

3) Wenn Zihler und Nenner stets durch 3
teilbar sind, ist der Bruch stets durch 3 kiirz-
bar.

4) Wenn ein Bruch durch 2 und durch 3 kiirz-
bar ist, so ist er durch 6 kiirzbar, w.z.b. w.
Bemerkung : Schiiler Ralph Ott 15ste die Auf-
gabe mit Hilfe von Zahlenkongruenzen! Wer
kann das auch?

Ma9 #1728 Nach Voraussetzung soll gel-
ten CD =CE, also auch
¥ CED= ¥ CDE=¢. Ferner gilt
¥ CDE= ¥ ADF = ¢ (Scheitelwinkel).
Im rechtwinkligen Dreieck AEC gilt ¥ CAE
=90°— xCEA=9%0°—¢. Im rechtwinkligen
Dreieck AFD gilt xDAF=90°— £ ADF
=90°— ¢. Folglich gilt ¥ CAE= ¥DAF,d.h.
AE halbiert den Winkel £ CAB.

¢

A F 8

Ma9 1729 Bezeichnet man die der GroBe
nach geordneten Ziffern der dreistelligen Zahl
mit g, b und ¢, so gilt:

100a + 10b + ¢ —(100¢ + 10b + a)=99a —99¢
=99(a—c).

Daraus folgt, dal x — y durch 99, 33, 11, 9 und
3 teilbar ist. Setzt man fiir a und ¢ Ziffern ein,
so ist 0<a—c<9; d. h. es ergeben sich nur
die Zahlen 891, 792, 693, 594, 495, 396, 297,
198, 99. Die Zahl heiBt 495.

990 981 972 963 954 954 ...
- 99 —189 —279 —369 —459 —459
891 792 693 594 495 495

Ma9 #1730 CE ist Diagonale des Quadrats
CDEF. Der Schnittpunkt der Winkelhalbie-
renden des Winkels < ACB mit der Hypo-
tenuse ¢ ist E. Die Lote von E auf a bzw. b
schneiden a bzw. b in F bzw. D. Die Dreiecke
AED und ABC sind @hnlich. Folglich gilt:
b—x_b

=2 e y2
x 4 Aperc=x
ab \?
bx=ab—ax =758
ZbZ
bx= A=_37
ax+bx=ab @rb?
x(@a+b)=ab u=4x
= ab =4ab
Ta+b’ a+b’
d2=2-x2

d=x'[/§
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Ma10/12 ®1731 Esist BC =5 cm(nach Vor-
aussetzung) und CS=4cm nach dem Satz
des Pythagoras.

—

Nach dem Sehnensatz (KI. Enzyklopidie
Math.,, S.205) ist AS- BS=CS - DS, also 83
=4-DS. Daraus folgt: '
DS=6cm, DC=10cm. Im rechtwinkligen
Dreieck ASD gilt nach dem Satz des Pythago-
ras AD = 10 cm; folglich ist AD=CD, w.z.b.w.
(Skizze nicht mafistablich)

Ma10;12 81732 Die Skizze zeigt die Drauf-
sicht des Tetraeders, bei der die Grundkanten
in wahrer Lange abgebildet werden. Nach
dem Satz des Pythagoras gilt

(1)  x?2+4z2=583?

(2) x?+32=642

3) yr+z2=52

Aus (1) —(2) folgt

) 2t —y?=5832_642

Aus (3)+(4) folgt

(5) 2:2=5822-6,4% 452

Daraus folgt z=3 cm.

Durch Einsetzen ergibt sich y=4cm und
x=>5cm. Die Seitenkanten des Tetraeders
sind 3 cm bzw. 4 cm bzw. 5 cm lang.

b4cm

X, v, z seien die Lingen der Seitenkanten

Mal10/12 ®1733 Fiir x21 und x< —4 gilt
13 <x? +x2—4x +4<(x + 1). Das wiirde be-
deuten, daB die gesuchte Kubikzahl zwischen
den Kuben zweier aufeinanderfolgender gan-
zer Zahlen liegt. Das ist aber unméglich. Es
bleibt nun nur noch das oben ausgeschlos-
sene Intervall und die Méglichkeit x3=x?
+x?>—4x+4 zu untersuchen. Als Losungs-
menge ergibt sich L={—1, 2, —2}, d. h. nur
fir die ganzen Zahlen —1, 2, und —2 ist der
Wert des Terms x* +x2—4x+4 cine Kubik-
zahl (jedesmal 8)!

Ma10/12 a1734 Der Flicheninhalt der vor-
deren Quadratfliche betrigt a2. Weiter sind

~Ip

zwei Parallelogrammflichen dargestellt, die
kongruent sind. Es gilt

$in45°= ﬁ,
a
2
Fiir die zwei Parallelogrammflichen ergibt
sich fir den Flacheninhalt

d h h=§ - sin 45°.

a . o
A=2a i-sm45

A=a?"sin 45°.
Insgesamt ist also die Flache mit dem Inhalt
A~0,7074% + a*
A=~1,707 a*
dargestellt. Der Inhalt der Wiirfeloberflidche
betridgt 6a2. Die dargestellte Fliche ist etwa
28,4%, der Wiirfeloberflache. Fiir a = 30° und

q=% ergibt sich durch analoge Berechnung
etwa 22,2%;.

Ph6 ®31 Geg.: a) a=10,25cm (Lédnge)
b=8,25 m (Breite)

¢=5,5m (Hohe)
o=120%8
m

b) 1 Handwagen2 150 kg Masse
Ges.: a) m (Masse der Luft)
b)n (Anzahl der Handwagen)
a) Die Masse m der Lult berechnet man nach
der Formel ‘

m=g-V. l(l)
Dabei ist V'das Volumen des Klassenzimmers,
also eines Quaders. Dies findet man mit
V=a-b-c In (1) eingesetzt ergibt sich fiir die
Masse
m=g-a-b-c

m= 1,29%%- 1025m-825m-55m

m=600 kg
Die Luft hat eine Masse von 600 kg.
b) Die Anzahl der Handwagen ergibt sich aus
n=600kg:150 kg
n=4
Man braucht also 4 Handwagen, um einen
Korper gleicher Masse hinauszutransportie-
ren.

Ph7 =32

| 5 l s3=2-5; I
A D B
ti+ta=t,
S1 +52=Sg
- km 1
Geg.: v, =90T 51 =§s,km
- k
v2=6OT'm sz=§ sg km
Ges.: v (Durchschnittsgeschwindigkeit
von A nach B)

Die Durchschnittsgeschwindigkeit v von A
nach B findet man nach der Formel

p=3¢ (0

Dabei ist s, die gesamte Streckenldnge in km,
t, die gesamte Zeit in h. Diese Zeit ¢, findet



man aus den Teilzeiten t; und ¢,; denn es ist
$1=0;-t; und s;=0, ¢,

Also tl—_ und tz—z
U2
s;km-h 2-s,km-h
=9 d t,="_2¢_"__
h=350km "™ T 3 60km
ﬂ
[1—mh und 143 90h
Nun ist
ty=t1+12
=5 S¢
o= 775 1 +g0 1
4s
(2) in (1) eingesetzt ist dann
5_s,km-270
T 4-sh
v=675 52

Der Pkw fubhr mit einer Durchschnittsge-

schwindigkeit von 67,5 kTm von A nach B.

Ph8 m33 Geg.: d=37cm=3,7dm
h=93cm=9,3dm

0,=09990 X8
dm3
k
02=09777 %, g
93—09932dkg

Ges.: V, (Uberlaufvolumen)

i

T

Das Uberlaufvolumen ¥, bei 20°C 148t sich
aus dem Uberlaufvolumen ¥; bei 70°C be-
rechnen, da die Masse m; des Wassers bei
jeder Temperatur gleich groB ist. Es gilt dem-
zufolge

my=Vo-03 und my=V;-g,. 0)]
Dabei ist g3 die Dichte des Wassers bei 20°C
und g, die Dichte bei 70°C. Aus (1) folgt

Vorea=Vi 02
Vi 02
Vo=—4_82 )
o @3 @

Das Wasservolumen V, bei 70°C ergibt sich
als Differenz aus dem Gesamtwasservolumen
V, bei 70°C mit der Dichte g, und dem Ge-
samtwasservolumen V; bei 15°C mit der
Dichte ¢,. Auch hier ist dic Masse m, des
Wassers konstant. Es ist also

Vi=V:—V, 3)
und da mz=Vl ¢ und m;= Vz “Q2 gl]t, ist
Vi-en=Ve-e:
Vita
Vo=—", 4
== (C)]

(4) in (3) eingesetzt, ergibt
Vi= M_ 2

i)

SchlieBlich ist, (5) in (2) eingesetzt,

Vo=W{ 1|22
Q2 03
Vo= Vl<g—l -Qz)_
23

3

Nun ist
V= —"" " . Abb), also
Vo= ﬂdzh(Ql —02)
405
Vo=
3,14+ 3,72 dm? - 9,3 dm(0,9990 — 0,9777)
4-0,9982
kg dm®
dm® kg
Vo=2,13dm>=2130 cm?.

In dem MeBzylinder befinden sich 2130 cm®
Wasser.

Lisungen zu: Seltsame Produkte, S. 57

1.a)777-715;

b) 259-858; 407-546; 481 -462; 518-429;
814-273;962-231; 777 - 286;

c) keine Losung;

d) 369-271; 123 - 813.

2.a)74-91-66; 7477+ 78;

b) keine Losung.

3.2) 192 - 643;

b)39-77-41;91-33-41.

Lésungen zu:

Eigenschaften von Verkniipfungen, Teil 2,

S.58

Aufgabe 10:

a) Sei xe;a=yoya,d. h. 2x+2a=2y+2a. Da

fiir die Addition und Multiplikation die Kiir-

zungsregel gilt, folgt 2x=2y und schlieBlich
=y. Wegen der Kommutativitit von o, ist

alles gezeiglt.

b) (R*, o5): ja (Beweis analog °,);

(N\{O}, o¢): nein (vgl. Ausfiuhrungen im Text);

(N,°7): nein (41112=4M8, aber 12+8);

(P* U{0}, g): ja (beachte die Tragermenge!);-

(R,o9): nein (2092 =(—4)og2, aber 2%+ —4);

(G,°10): nein [(—1)ey03=(—1)=,04, aber

3+4)]

bei AusschluB von —1 aus der Trigermenge

ist die Kiirzungsregel erfiillt;

(R*, =11): nein (vgl. Ausfithrungen im Text).

c) Analoges Vorgehen wie zu Aufgabe 10a);

z. B. fir

+
“:X2a=y~24, d. h. %_y;—ﬂ,
d.h. x+a=y+a,d h x=y.
Aufgabe 11:

Fiir alle x, y und ae M gilt:
Wenn x+y,s0 xcafy-aunda-x+a-y.

Aufgabe 12: a)

(P, +): a+x=> hat die Losung x=b—a;

(P, —): a—x=>b hat die Losung x=a—b,
y—a=>b hat die Losung y=b+a;

(P\{0},):

a:x=b hat die Lésung x=a b,

y:a=b hat die Losung y=b-a;

(P, ") erfiillt die Divisionsregel nicht! Zum

Beispiel hat die Gleichung 0-x=1 keine

Losung.

(P\{0}, ) erfiillt die Divisionsregel:

a-x=>b hat die Losung x=b:a.

B) Bis auf ¢, (vgl. die Ausfihrungen im Text)

erfiillt keine dieser Verkniipfungen die Divi-

sionsregel. Folgende Gleichungen haben z.B.

keine Losung:

505x=8, 306X =4, 4°7x=5,

Sogx=4,009x=1,2019x=13.

Allerdings wiirde (R\{ — 1}, °40) die Divisions-

regel erfiillen.

c) Im Verkniipfungsgebilde (G, ©13) mit xc,a2y

=psx+y+c sind beide Regeln erfullt:

Aus x°;3a=y°y3a folgt x+a+c=y+a+c,

so daB sich x=y ergibt. Die Gleichung

xc;3a=>hb hat die Lésung x=b—a—c.

Im Verkniipfungsgebilde (G, °14) mit xo,4y

‘=psx-y-c hingegen gilt lediglich die Kiir-

zungsregel:

Aus xoj4a=yo4a folgt x-a-c=y-a-c, so

daB sich wieder x=y ergibt. Die Gleichung

xo;4a=>b hingegen hat pur dann eine Losung,

wenn b ganzzahliges Viellaches des Produktes

a-cist.

(Uber R*\{0} oder R\{0} z. B. wire die Divi-

sionsregel erfiillt.)

d) In den beiden Verkniipfungsgebilden mit

e\{A} als Trigermenge gilt weder die Divi-

sions- noch die Kiirzungsregel. In allen iibri-

gen geometrischen Verkniipfungsgebilden ist

die Divisionsregel erflilit; die Kiirzungsregel

eben(alls — mit Ausnahme der Verkniipfungs-

gebilde (k, »,), (k, °2) und (e, °).

e) (P, +), (P, ), (P\{0},), (P\{0}, 2), (R,~2),

(P*,23), (R\{ =1}, %10), (G, 12) und (G,°13).

Aufgabe 13:

a) 1. n; ist links-neutrales Element von

M, o),

2. n, ist rechts-neutrales Element von (M, °).

Dann gilt: m5men,=n, d.h. m=n=pem.

b) Folgt unmittelbar aus a).

(ny=n;°ny=n,, wobel n;, n, néutrale Ele-
mente seien.)

c) 1. Fall: Existiert ein neutrales Element, so
gibt es kein weiteres (auch kein weiteres ein-
seitig-neutrales Element) — vgl. b).

2. Fall: Existiert wenigstens ein links-neutra-
les Element n, und wenigstens ein rechts-
neutrales Element n,, so gibt es genau ein
neutrales Element n(=m=n,) und es kann
dann kein weiteres einseitig-neutrales Ele-
ment geben - vgl. a).

3. Fall: In einem Verkniipfungsgebilde (M, <)
kann es jedoch entweder mehrere links-neu-
trale Elemente oder mehrere rechts-neutrale
Elemente geben. Beispiel:

I3



Uber der Menge M = {1, 2, 3} delinieren wir
die Verkniipfung - durch x:y=py fiir alle
x.yeM. Jedes Element ist damit ein links-
neutrales Element.

Aufgabe 14:

(R*,¢5): m=0; (N\{0}, 0): n,=1;
(N,<7):n=0;(P* U{0}, <5): n=0;
(R,o9): /5 (G,010): n=0;

(R¥011): n=0.

Aufgabe 15:

Das neutrale Element von (G, ¢,3) ist n=c:
o3 x=x013¢=x+¢—c=x fir alle ganzen x.
(G, ©14) besitzt kein neutrales Element, auch
kein einseitig-neutrales Element. (Widhlen wir
anstelle von G z. B. R* als Trigermenge,
wire n= | :c das neutrale Element.) In (G, <,4)
ist a=0 absorbierendes Element.

Aufgabe 16:

Fiir alle x, y, z, u und veP* gilt:

1. xo]7y=x‘"v=(elu)"w=e‘"""v=e"w""x
=(elny)lnx=ylnx=y°l7x;

2. (X°ny)°nvz=(X"")""=x
=xe17(y°172);

3. (xey7y)e17(ue170)=x
=(x°y7u)o17(y°170);

4 n=e:xo;e=x"=x'=x;(ec 1 x=e"*
=X},

S.a=1l:xoal=x""=x=1;(loyx=1""
=1);

6. Die Gleichung x¢,71=2 hat z. B. keine Lo-

sung; andererseits gilt auch 3°;;1=4¢,l,

aber 3%4.

Aufgabe 17:

Das Verkniipfungsgebilde (k, °,g) ist kommu-
tativ, assoziativ, bisymmetrisch; es erfiillt die
Divisions- und die Kiirzungsregel und besitzt
das neutrale Element N.

Inz - iny xln(y"'z)

iny  Inv-Inu inu - inv- Iny

=X

Losungen zu Wiirfeleien, S. 61

Ala Wiirfel b

A2A Netz3

A3A

Ada

A5a ZELTAF; OKGHBS; CMNRIU
AGA

IRFELE]
fIf?r

(lk 17
TE 7

72

A8a .;

=l

A9a a b

Ldsungen zu alpha-heiter:

Eine Familienveryvandtschaft

Wir fiihren die Uberlegung elementar:

Junge  — eine Schwester
1 ein Bruder o 2 Jungen
1 Médchen
Maidchen — zwei Briider
eine Schwester ~ Widerspruch!
Alsdann:
Junge  — zwei Schwestern
{ zwei Briider
Midchen — eine Schwester
zwei Briider Widerspruch!

SchlieBlich:
Junge  — drei Schwestern
1 drei Briider
Maidchen — zwei Schwestern
vier Briider wahre Aussage!
In der Familie sind also vier Jungen und drei
Miidchen!

Darf er sie kiissen?
Es ist der Vater.

Kombiniere und rechne!

Im Dezimalsystem:
3936—2511=1425
. + +
82 14=1148

48 +2525=2573
Im Oktalsystem

750427 =311

+ o+
10 25=250
754464 =561

Probe durch Umrechnen ins Dezimalsystem
ergibt:

488 — 287 =201

+ o+
8- 21=168
61+ 308=369

Im Dualsystem
LOO+LLOO=LOOO0OO
+ : -
LOO+ LLO=LOLO
LOOO-LO =LLO
Umrechnen ins Dezimalsystem ergibt:
44+12=16
+ =
4+ 6=10
8— 2= 6

Interessantes Produkt
E=1,U=4,K=2L=81=5 D=7,
142857264513
285714
857142
571428
714285
142857
428571
37787533641

Zahlenkreuzwortriitsel

Stufe um Stufe

du

al zahl

ge bra
ra de...

Dualzahl, Algebra, Gerade, Radius, Dia-
gramm, asymmetrisch, Symmetrie, Meter-
stab, Terminus, Minute, Numerus, Mega-
watt, Galilei, Lineal, negativ.

... und am Ende steht das ,,E*
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Ubersetzung aus dem Ungarischen
" 318 Seiten, zahlr. Abb. Preis 9,50 M
Bestell-Nr. 6534470

Urania-Verlag

Leipzig - Jena - Berlin

Aus dem Inhalt: Errate, an welche Zahl ich
gedacht habe! — Mathematik auf dem Schach-
brett — 1 Millimeter = 1 Kilometer - K6nnen
Sie fiinfte Wurzeln im Kopf ziechen? — Spinne
und Fliege — Mathematische Probleme des
Toto-Lotto-Spiels — Zeitvertreib mit Zahlen-
system — Die Konigsberger Briicke — Das
Jaltonsche Brett — Parkette, geometrisch be-
trachtet — Interessante Zahlen — Die Gliicks-
spiele und die Wahrscheinlichkeitsrechnung —
Wieviel Farben braucht man zur Farbung
einer Landkarte? — Magische Quadrate -
Knifflige Flichen— Das Ja-Nein-Spiel und die
Informationstheorie

Leseprobe: Zahlenraten

Es sind auBerordentlich viele Zahlenrate-
spiele bekannt; zwei von ihnen wollen wir
hier vorstellen.

a) Denke dir eine Zahl, muitipliziere sie mit 6,
subtrahiere 3 hiervon, nimm das Doppelte,
addiere die Ziffern, die du erhalten hast, nimm
das 3fache, addiere die Ziffern; wenn das
Ergebnis mehrstellig ist, addiere auch hiervon
die Ziffern und wiederhole das, bis du ein ein-
stelliges Ergebnis bekommst, multipliziere
diese Zahl mit 4 und addiere dazu 13. Wenn
du richtig gerechnet hast, hast du 49 bekom-
men. Wir konnen die Wirkung dadurch stei-
gern, daB wir vorher auf ein Blatt Papier das
Endergebnis aufschreiben und es umgedreht
niederlegen, um es zum Schluf emporzuhe-
ben: ,,Hier ist das Ergebnis!**

b) Schreibe eine Zah! nieder, schreibe mit den-
selben Ziffern, nur in anderer Reihenfolge,
eine andere, und subtrahiere die kleinere von

der groBeren. Verfahre mit mehreren Zahlen
auf diese Weise und sage die Endergebnisse
an: 801, 17612, 2574, 295576, 19998.
Sieh deine Rechnung an, in der zweiten und
vierten Subtraktion ist sicher ein Fehler!
Woher kann man das wissen, kennen wir doch
nicht die Zahlen, die der Aufgerufene subtra-
hiert hat bzw. von denen die Rechnungen im
Fall a) ausgegangen sind? In jedem Fall wird
die Erklarung durch die ,,Neunerprobe* ge-
geben, die der Leser im ersten Aufsatz ken-
nengelernt hat. Hiernach bleibt bei der Divi-
sion einer Zahl durch 9 ein ebenso groBer
Rest, wie sie die Summe threr Ziffern ergibt.
Dieser Sachverhalt wird auch zur Uberprii-
fung von Rechnungen ausgenutzt, denn der
Rest einer Summe, Differenz und eines Pro-
dukts bei der Division durch 9 ist ebensogro3
wie derjenige der Summe, Differenz bzw. des
Produkts der Reste der einzelnen Zahlen, und
dasselbe gilt auch fiir das Potenzieren, denn
Potenzieren ist wiederholte Multiplikation
mit lauter gleichen Faktoren.

Auf Grund dessen kénnen wir leicht den Di-
visionsrest des Ergebnisses einer Operation
oder einer Reihe von Operationen aus den
Resten der einzelnen Zahlen ausrechnen und
den Rest des Endergebnisses bestimmen.
Wenn die beiden nicht iibereinstimmen, so
ist in der Rechnung ein Fehler enthalten. (Ein
Fehler ist allerdings auch dann méglich, wenn
die Neunerprobe stimmt.)

Das unter Punkt 3a aufgefiihrte Spiel 148t
sich demnach folgendermaBen verstehen: Bei
der Multiplikation mit 6 haben wir eine durch
3 teilbare Zahl erhalten, und daran hat sich
auch bei der Subtraktion von 3 und bei der
Verdoppelung nichts gedndert. (Diese Schrit-
te sind ibrigens fiir die Aufgabe unwesent-
lich.) Nach der Multiplikation mit 3 bekom-
men wir bereits ein Vielfaches von 9, wir ge-
langen also bei der wiederholten Addition der
Ziffern zu einer einstelligen und durch 9 teil-
baren Zahl. Solcher Art sind nur 9 und 0, da
aber die Quersumme nicht 0 sein kann, kann
das Ergebnis der Addition der Ziffern nur 9
sein. Das Ergebnis der weiteren Operationen
kennen wir bereits, wir konnen somit dieses
Ergebnis so umformen, wie wir es gerade
wollen.

In Punkt 3b ergeben die beiden Glieder der
Differenz bei der Division durch 9 denselben
Rest, weil die Summe der Ziffern beide Male
dieselbe ist (die beiden Zahlen bestehen stets
aus denselben Ziffern); die Differenz ist also
durch 9 teilbar, und somit muB auch ihre
Quersumme durch 9 teilbar sein. Dies ist fir
das zweite und vierte Ergebnis nicht erfiillt,
diese sind also sicher aus einer fehlerhaften
Rechnung hervorgegangen.

Es ist jedoch zu bemerken, daB auch die drei
iibrigen Rechnungen falsch sein konnen,
weil viele Rechenfehler moglich sind, durch
die das Ergebnis um eine durch 9 teilbare
Zahl abgedndert wird, und dann die Quer-
summe durch 9 teilbar bleibt.

Drei Biicher in deutscher Sprache aus dem
ungarischen Verlag Akadémiai Kiad6, Bu-
dapest

T. Varga
Mathematik I

FluBdiagramme — Lochkarten —
Wahrscheinlichkeit

97 Seiten, zahlr. Abb., Pappband
Preis: etwa 20 M
Bestell-Nr. ISBN 963050634 3, Bd. 1

Mathematik II

Raum und Ebene - Wahrscheinlichkeit -
Logik und Kombinatorik

119 Seiten, zahlr. Abb., Pappband
Preis: etwa 20 M
Bestell-Nr. ISBN 9630506351

Gy. Bizam/J. Herczeg

Logik macht Spafl

85 Aufgaben

(Sammlung von Aufgaben im Rahmen der
Logik, zu deren Losung keine speziellen
mathematischen Kenntnisse notwendig sind.)

391 Seiten, 300 Abb., Ganzleinen
Preis: etwa 40 M
Bestell-Nr. ISBN 9630503530

Das vorliegende Buch ist eine Aufgaben-
sammlung. Es ist kein Lehrbuch der mathe-
matischen Logik, sondern behandelt mathe-
matische Probleme im Rahmen der Logik, zu
deren Losung keine mathematischen Vor-
kenntnisse notwendig sind. Die Aufgaben
gehen immer von leichtverstandlichen All-
tagssituationen aus. Diese sind jedoch Triger
eines mathematischen Gedankens, also nicht
etwa Riitsel um ihrer selbst willen, sondern
Probleme, bei deren Losung der Leser einige
allgemeine Wesensziige der mathematischen
Losungswege und eine Menge gedanklicher
Kunstgriffe kennenlernt, die in der Mathe-
matik regelmidBig angewendet werden. Das
Buch spricht einen grofen Leserkreis an;
14jdhrige Schulkinder kénnen so manches aus
ihm lernen, und selbst Erwachsenen mit
Hochschulbildung wird es SpaB8 bereiten, sich
iiber einige Losungen den Kopf zu zer-
brechen.

Zu beziehen durch:
Ungarisches Informationszentrum,
108 Berlin, Rathausstrae
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160 Seiten, 61 Abbildungen, Pappband
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T. Varga

Mathematische Logik fiir Anfiinger
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Ubersetzung aus dem Ungarischen
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H. Kiirth/A. Kutschmar

Baustilfibel

Bauwerke und Baustile von der Antike
bis zur Gegenwart

292 Seiten, 419 Abbildungen, Ganzgewebe

DDR 22,80 M, Ausland 28,00 M

Bestell-Nr. 7068838

Die Baustilfibel enthilt rund 400 kiinstlerische
Darstellungen von Bauwerken und architek-
tonischen Details. In den Darstellungen wur- |
de eine einheitliche und klare Formensprache
gefunden, die iiber die sachliche Information

hinaus die Entwicklung der Baukunst zu
einem kiinstlerischen Erlebnis werden laBt.

Neben dem Bildteil mit Erlduterungen zum
bewuBten Betrachten enthalt die Baustilfibel

eine Einfilhrung in das Wesen und die Be- 2

sonderheiten der Architektur, iiber ihre Ent- S

wicklung in den unterschiedlichen gesell- = === SRR £
schaftlichen Epochen sowie Ubersichten iiber — 4 g o o ) E:

traditionelle und moderne Bautechniken. = | :-FE L]

In fiinf Kapiteln wird die Baukunst in folgen- = =

den Epochen behandelt: == — s

in der Sklavenhaltergesellschaft, in der Feu-
dalgesellschaft, in der Epoche des aufstreben-
den Biirgertums und des Zerfalls der Feudal- 5 8
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gesellschaft, im Kapitalismus, in der sozia-
listischen Gesellschaft. Im Anhang findet der

Leser Stiliibersichten — Giebel, Brunnen, |if|!
Schrinke, ein Sachwortverzeichnis mit Er-
klarungen, ein Ortsverzeichnis, ein Architek-
tenverzeichnis zum Bildteil, einen Quellen-
nachweis der Abbildungsunterlagen und ein
Verzeichnis der Fototafeln.
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Wiederaufbau eingeleitet

Berlin, ,,Ahomblatt am Fischerkietz*

Dresden, Opernhaus, erbaut 1871 von Gottfried Semper, 1945 abgebrannt,
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