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Algebra —
aller Anfang
ist leicht

In der Mathematischen Schiilerbiicherei
(MSB) ist als Band 107 erschienen: Kastner/
Géthner, Algebra — aller Anfang ist leicht
(Leipzig: BSB B. G. Teubner Verlagsgesell-

schaft 1983, Bestell-Nr.6661381, Preis:
8,40 M.)
D
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Dieses Biichlein verfolgt das Ziel, den Leser
in die Gedankenwelt der algebraischen Struk-
turen und die strukturelle Denkweise einzu-
fiihren. Viele elementare Fragestellungen und
einfache, aus dem Mathematikunterricht ge-
liufige Beispicle decken interessante Analo-
gien und iiberraschende Zusammmenhinge
zwischen scheinbar weit auseinanderliegen-
den Gebieten auf und zeigen die Fruchtbar-
keit strukturellen Denkens z. B. beim Ordnen
und Systematisieren mathematischer Inhalte.
Das Bandchen beginnt mit einem einfiihren-
den Kapitel iiber Mengen, dem sich solche
iber Relationen, Operationen und algebra-
ische Strukturen anschlieBen. DaB algebra-
ische Hilfsmittel auch einen verhiltnismaBig
raschen Zugang zu speziellen mathemati-
schen Gebieten gestatten, wird am Beispiel
der Matrizen und der Restklassen ganzer
Zahlen deutlich: das Rechnen mit diesen

mathematischen Objekten lernt der Leser
nebenher.

Eine relativ breite, verstindliche und lockere
Darstellung sowie eine Vielzahl elementarer
Beispiele sollen helfen, daB tatsachlich aller
Anfang leicht ist und das Biichlein bereits von
Lesern ab Klassenstufe 9 vollstindig verstan-
den werden kann.

Wir bringen eine Leseprobe aus dem Kapi-
tel 2 Relationen, einige dem Leser moglicher-
weise unbekannte Begriffe und Zeichen sind
im Buch an friiherer Stelle eingefiihrt und
erldutert.

Leseprobe:
Max und Moritz sind Briider

2.2. Eigenschaften von Relationen: Dieses
Kapitel behandelt Eigenschaften von Relatio-
nen, wie z. B. Reflexivitit, Symmetrie,
Transitivitiit; es wird gefragt, ob einige
dieser Eigenschaften andere nach sich ziehen.

Die Tatsache, daB Max Bruder von Moritz
ist, haben wir durch ,Max und Moritz sind
Briider* ausgedriickt. In dieser Formulierung
steckt aber bereits eine weitere Information
iiber die Relation ,,ist Bruder von“. Das er-
kennt man am besten beim Versuch, von der
Aussage ,,4 ist Teiler von 256 iiberzugehen
zur Formulierung ,.4 und 256 sind Teiler”.
Letztere kann, je nachdem, welches Verhdltnis
man zur deutschen Sprache hat, unsinnig
oder falsch sein. Der Versuch der Umformu-
lierung muB offenbar deshalb miBgliicken,
weil es in diesem Beispiel auf die Reihenfolge
der Elemente 4 und 256 ankommt, wohin-
gegen im ersten Beispiel die Reihenfolge keine
Rolle spielt: Wenn Max Bruder von Moritz
ist, so ist Moritz auch Bruder von Max.
Relationen mit dieser Eigenschaft heiBen
symmetrisch. Dabei wird die Menge M still-
schweigend als nichtleer vorausgesetzt.

Definition 2.3: Eine Relation R in M heiBt
symmetrisch genau dann, wenn flir alle x,ye M
fir die xRy gilt, auch yRx ist; anders aus-
gedriickt: mit xRy gilt stets auch yRx.
Beispiele: (1) Die Relation ,,ist parallel zu* in
der Menge der Geraden einer Ebene ist sym-
metrisch, denn wenn g || h, so auch k || g. Also
konnen wir auch sagen, daB die beiden Gera-
den g und h zueinander parallel sind.

(2) Die Relation ,,idBt bei Division durch 3
denselben Rest” in der Menge G der ganzen
Zahlen ist symmetrisch, denn a=b mod 3
bedeutet a=b+3g, g ganz, woraus sofort
b=a+3(—g), also b=a mod 3 lolgt, denn mit
g ist auch (—g) ganz.

(3) Die Relation ,,ist verliebt in“, betrachtet
auf einer geniigend groBen Menge von Men-
schen, ist ersichtlich nicht symmetrisch, da
xRy nicht stets yRx nach sich zieht; gerade
dies ist die Ursache von Liebeskummer.

(4) Die in einer Menge von Aussagen defi-
nierte Relation ,,aus ... folgt“, sprachlich an-
ders formuliert durch ,,wenn ... so“, die wir im

folgenden stets Implikation nennen wollen,
ist nicht symmetrisch, was man bereits durch
Angabe eines Gegenbeispiels erkennt: Die
Aussage ,ABCD ist Quadrat — die Diago-
nalen von ABCD halbieren einander® ist
richtig. Falsch hingegen ist die Umkehrung
,Die Diagonalen von ABCD halbieren ein-
ander —» ABCD ist Quadrat“, denn auch im
Rechteck halbieren sich die Diagonalen.
Dieses Beispiel lenkt unsere Aufmerksamkeit
noch einmal auf jene Stelle in der Definition
der Symmetrie, in der es heit, daB mit xRy
stets auch yRx gelten soll. Ist diese Forderung
auch nur einmal verletzt, so ist R nicht sym-
metrisch. Diese Bemerkung ist im Zusammen-
hang mit der Implikation wichtig, da wir
natiirlich auch geniigend viele Beispiele fiir
zwei beziiglich der Implikation vertauschbare
Aussagen hitten [inden konnen, etwa ,Die
ganze Zahl g ist durch 3 teilbar — die Quer-
summe von g ist durch 3 teilbar*, wovon auch
die Umkehrung richtig ist. In diesen Fillen
schreibt man statt ,,—* den Doppelpfeil ,,—“,
den man ,,ist logisch dquivalent” oder ,,genau
dann, wenn“, oder ,dann und nur dann“
liest. Die logische Aquivalenz ist daher eine
symmetrische Relation, und wir kénnen —
auf obiges Beispiel zurlickkommend - sagen:
,»Die Teilbarkeit einer Zahl durch 3 ist dqui-
valent zur Teilbarkeit ihrer Quersumme
durch 3.“ Offenbar ist es fiir die Handhabung
eines mathematischen Satzes sehr wichtig zu
wissen, ob er die logische Struktur einer
Implikation oder einer Aquivalenz hat.

(5) Wihrend sich die Implikation als eine
nicht symmetrische Relation erwies, d.h., als
eine solché, bei der es sowohl Paare (x, y) gibt,.
fir die mit xRy auch yRx gilt, als auch
solche, fiir die wohl xRy, nicht aber yRx er-
fiillt ist, liefert ,ist kleiner als*“ ein Beispiel fiir
eine sogenannte asymmetrische Relation, bei
der nie gleichzeitig xRy und yRx erfiillt sind.
Geht man von der Relation ,,<“ iiber zur
Relation ,,<“, so gibt es Elementepaare
(x,y), [ir die sowohl x<y als auch y < x gilt,
namlich genau jene Paare mit x=y. Eine
Relation R mit der Eigenschaft, daB aus xRy
und yRx stets x=y folgt, heiBt antisymme-
trisch, wofiir die Relation ,,ist Teiler von* in
der Menge N der natiirlichen Zahlen ein
weiteres Beispiel liefert.

In unseren einfiihrenden Beispielen (Ab-
schnitt 2.1.) kam auch die Formulierung
~Abraham Gotthelf, Erich und Herbert haben
denselben Familiennamen® vor, die — das wis-
sen wir nun schon — nur korrekt sein kann,
wenn die Relation ,hat denselben Familien-
namen wie* symmetrisch ist. Dies ist in der
Tat der Fall. Aber da hier mehr als zwei
Elementen ein gemeinsames Merkmal zuge-
sprochen wird, spielt noch eine weitere Eigen-
schaft der Relation eine Rolle. Betrachten wir
die ebenfalls symmetrische Relation ,,ist hoch-
stens 100 km entfernt von“, Obwohl nun die
Aussagen ,,Gotha ist hochstens 100 km ent-
fernt von Erfurt” und ,,Erfurt ist hochstens
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100 km cntfernt von Merseburg” beide rich-
tig sind, kann man nicht sagen ,.Erfurt, Gotha
und Merseburg sind hochstens 100 km von-
einander entfernt*, denn die Entlernung Go-
tha -Merseburg ist groBer als 100 km. Die
hier betrachtete Relation R hat nicht die
~Ubertragbarkeitseigenschaft", auch Transi-
tivirit genannt: Wenn xRy und yR:z, so auch
xRz

Definition 2.4: Eine Relation R in M heiBt
transitiv genau dann, wenn [iir alle x,y,ze M,
fir die xRy und yR:z gilt, auch xR: ist;
anders ausgedriickt: xRy und yR: haben stets
xRz zur Folge.

Beispicle: (1) Die Relation . ist kleiner als™ in
G isl transitiv, denn aus x <y und y<: [olgt
sofort x <z. Dies ist mithin ein Beispiel [ir
eine asymmetrische, aber transitive Relation.
(2) Die Relation .ist Teiler von” in N ist
transitiv. Gilt niimlich « | bund b | ¢, so gibt es
laut Definition der Teilbarkeits-Relation na-
tiirliche Zahlen s und ¢ mit h=su und ¢=1h,
woraus ¢ =I(sa)=(rs)a folgt. Da ts als Produkt
natiirlicher Zahlen selbst natiirlich ist, ent-
nimml man daraus a | c. Diese Relation liefert
also cin Beispiel fir eine antisymmetrische
und transitive Relation.

(3) Ein wichtiges Beispiel flir eine nicht sym-
metrische, aber transitive Relation ist die
Implikation. Aulder Transitiviliit dieser Rela-
tion beruht ja wesentlich das mathematische
SchlieBen.

(4) Die symmetrische Relation . lifBt bei Divi-
sion durch 3 denselben Rest™ ist auch transi-
tiv: Aus a=h mod 3 und h=c¢ mod 3. d. h.
a=h+3y und bh=c¢+3h g¢. h ganz, flolgt
a=(c+3I)+3y=c+3(h+g)alsoa=cmod3,
da mit g und i auch h+¢ eine ganze Zahl ist.
{5 Die Relation ..ist senkrecht zu* in der
Menge der Geraden eciner Ebene ist sym-
metrisch. wie man sofort erkennt. aber nicht
transitiv (siche Bild).

g k|-
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k

(6) Beispiele fiir Relationen. die weder sym-
metrisch noch transitiv sind, findet man ctwa
in der Relation .ist erste Ableitung von™ in
der Menge der beliebig oft differenzierbaren
Funktionen oder in der Relation ..ist Ounkel
von", ganz zu schweigen von der Relation ..ist
verliebl in™.
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Eine Aufgabe,
zur Verfiigung gestellt
von Prof. Dr. em.

Walter Ledermann

Universitdt Sussex, Brighton,
England

Kein Konigsweg
nach Cambridge

Es gibt in GroBbritannien etwa vierzig Uni-
versitdten, an denen man Mathematik stu-
dicren kann. Um iiberhaupt an einer Uni-
versitdl aufgenommen zu werden, mull man
die AbschluBpriilung in der Schule mit einer
geniigend guten Note bestehen. Diese Prii-
fung wird in zwei Stulen abgehalten. Mit
16 Jahren legen dic Schiiler eine Priifung in
sechs oder mehr Fichern ab, unter denen
sich immer Englisch und meistens auch
Mathematik befindet. Dieses Examen heiBit
..gewohnliche™ Stufe (ordinary level - O-le-
vel).

Viele Schiiler verlassen danach die Schule.
um cinen Berul zu erlernen. Wer aber zur
Universitiit gehen will, muB die ,.héhere"
Stule (advanced level - A-level) in minde-
stens drei Fachern erreichen. Diese Schiiler
werden in die ,,sechste Klasse' (sixth form)
versetzt, wo sie zwei Jahre bleiben. Der
Unterricht ist last ausschlieBlich aul die drei
ausgewithlten Ficher konzentrier(: zum Bei-
spiel ist es moglich, 15 Stunden Mathematik
in jeder Woche zu haben. Alle Priilungen be-
stchen aus mehreren dreistiindigen Klausu-
ren. Die Priifungsfragen aus der Differential-
und [ntegralrechnung, Algebra, Geometrie
und theoretische Mechanik werden nicht von
der Schule gestellt, sondern von einer un-
abhidngigen Prﬁi‘ungskommission.

Die Leistungen im A-level-Examen weérden
mit einer der Noten A, B. C. D. E. F ver-
sehen: A heilt hervorragend, und F heilit
durchgefallen. Diese Bewertung ist von gro-
Ber Wichtigkeit, da die Aufnahme an einer
Universitit davon abhiingt. Zum Beispiel
kann die Universitd{ die Bedingung stellen.
daB der Kandidat mindestens ein B und zwei
C's erhalten hat. Es ist den Universititen
nicht gestattet, weitere schriftliche Priifungen
vorzunehmen — mit Ausnahme von Oxlord
und Cambridge: diese spielen eine besondere
Rolle, teils aus historischen Griinden, teils
wegen des besonders hohen Niveaus, dasdort
aufrechtgehalten wird.

Ich gebe nun eine Beispielaulgabe aus einer
solchen Aulnahmepriifung (Cambridge 1973.

I, 2A). Ich danke der Universitit Cambridge
fur die Erlaubnis, diese Aufgabe hier mit-
zuteilen.

Aufgabe

A2434 A (i) Man beweise, daB 24 die
groBte Zahl ist, welche durch das Produkt
aller Zahlen teilbar ist, die kleiner als ihre
Quadratwurzel sind.

(i) Man zeige, daB in jeder Teilmenge von
n + 1 Zahlen aus der Menge 1, 2, ..., 2nes
immer mindestens ein Paar von Zahlen gibt,
derart, daB ein Mitglied des Paares durch das
andere teilbar ist.

Lebenslauf

[

‘wlter Ledermann wurde 1911 als Sohn eines
jludischen Arztes in Berlin geboren. Dort be-
suchte er das Leibniz-Gymmnasium und stu-
dierte Mathematik und Physik an der Hum-
boldt-Universitit zu Berlin. Auf’ Grund der
Verlolgungen durch die Nazis wanderte er
1934 nach GroBbritannien aus, wo er seitdem
lebt. Er hat an den Universititen St. Andrews
(Schotiland). Manchester und Sussex (Brigh-
ton) gelehrt und ist 1978 zum Emeritus Pro-

Jessor ernannt worden.

Seine mathematischen Arbeiten liegen vor-
nehmlich auf’ dem Gebiete der Algebra. Er
hat unter anderem Biicher iiber Gruppen-
theorie und Gruppencharaktere veroffent-
licht.

Prol. Ledermann hat starkes Interesse an al-
len Formén von mathematischem Unterricht
und in diesem Zusammenhang zahlreiche
Lehrbiicher herausgegeben. Er ist Chelredak-
teur des Handbook of Applicable Mathe-
matics. Seit seiner Pensionierung unterrichtet
er an einer Schule, wo er dazu beitrigl.
Kundidaten fir die Aufnahme in Oxlord oder
Cambridge vorzubereiten.



Im StraBenverkehr beobachtet —

Der Doppler-Effekt

Entfernt sich das Fahrzeug vom Beobachter,
so miissen wir die Geschwindigkeit V als
negativ betrachten. (Das Vorzeichen hingt al-
so von der Richtung ab!)

Die Welle wird jetzt nicht ,kiirzer*, sondern
Fassen wir zusammen: Kommt ein die Fre-
quenz f abstrahlendes Fahrzeug mit der Ge-
schwindigkeit Vr auf uns zu, so hiren wir die

c .
Frequenz f, = m Jo, entfernt es sich

von uns, so horen wir die Frequenz f,

Jeder, der am StraBenrand steht und den
Verkehr beobachtet, kann folgendes Phino-
men bemerken:

Kommt ein Auto auf ihn zugefahren, so klingt
der Motor hoher, als wenn sich das Fahrzeug
von ihm entfemnt. Der Motor strahlt aber die
gleichen Gerdusche wie vorher ab. Wie kann
man das erkliren? Die Losung gibt uns ein
physikalisches Gesetz, der Doppler-Effekt:
Bewegt sich die Quelle einer Wellenerregung
relativ zum Beobachter, so dndert sich die von
diesem beobachtete Frequenz.

Der Prager Mathematiker Christian Doppler
(1803 bis 1853) beschiftigte sich mit diesem
Problem und legte damit den Grundstein fiir
die heutigen Anwendungen. Besonders in der
Astro- und Kemnphysik sind viele Beobach-
tungen und Messungen nur durch Ausnut-
zung diesés Naturgesetzes moglich.
Wir wollen aber bei dem Spezialfall der
Schallwellen bleiben. Ehe wir zum konkreten
Beispiel kommen, miissen wir uns noch mit
einem anderen physikalischen Gesetz ver-
traut machen, der Grundgleichung der Wel-
lenlehre. Sie stellt den Zusammenhang zwi-
schen der Ausbreitungsgeschwindigkeit c,
der Frequenz f und der Wellenldnge A der
Welle dar:

c=f-A (1)
Nehmen wir eine Lufttemperatur von 20°C
an, so betrdgt die Ausbreitungsgeschwindig-
keit der Schallwelle c=343m-s~! Damit
1dBt sich aus der Wellenlkinge 4 die Frequenz
f und umgekehrt aus f die Wellenldnge A
berechnen.
Da die Frequenz fdie Zahl der Schwingungen
pro Zeiteinheit angibt, gilt fiir die Zeit Teiner
Schwingung

1

T=7 @

und Gleichung (1) 14Bt sich auch schreiben als
3

Nun brauchen wir nur noch zu wissen, daB
hohe Tone groBere Frequenzen besitzen als
tiefe, und kénnen unser Beispiel qualitativ be-
schreiben. Zunidchst berechnen wir die Fre-
quenz f;, die unser Beobachter empfingt,
wenn sich das Fahrzeug auf ihn zubewegt:

Ist das Auto im Punkt P,, so driicke unser
Fahrer To Zeiteinheiten lang auf die Hupe,

y)
c—?bzw. A=c-T

Bewegungsrichtung zum Beobachter

_VL> A
L —_4
Py R \_/;’,
L

A

Ao

Bild 1

d.h., es wird ein Ton der Frequenz f; abge-
strahlt (Bild 1). i
Nach der Zeit T hat der Anfangspunkt der
Schallwelle wegen Gleichung (3) die Strecke
P P3=2¢=c- Tp zuriickgelegt. Das Auto hat
in dieser Zeit den Weg P,P,=s=V; ' Tp
zuriickgelegt (Vr sei die Geschwindigkeit des
Fahrzeugs) und strahlt in P, den letzten
Punkt der Welle der ersten Periode ab. An-
fangs- und Endpunkt haben also den Abstand
P, P;, der die neue Wellenlidnge 4, der beob-
achteten Welle ist. Aus Bild 1 wird deutlich,
daB gilt
PyP3=2;=1o—s5,also

M=c"To-Ve' Ty

A==V T
c—-Vr

Jo

Fiir die beobachtete Frequenz f, folgt wegen
Gleichung (1)

ll=

c . . .
Al fo (c Schallgeschwindigkeit).

Fihrt das Fahrzeug an uns vorbei, so beob- -
achten wir das Verhiltnis

Hh_ ¢ ¢ _c+ | Ve
A A T
Bemerkenswert ist, daB dieses Verhiltnis von
der abgestrahiten Frequenz f, unabhingig ist
und nur von der Geschwindigkeit Vi des
Fahrzeugs abhingt. In der Musik werden
Tonhdhenunterschiede als Intervalle bezeich-
net. Jedem Intervall ist ein festes Frequenz-
verhiltnis zugeordnet. Bild 2 veranschaulicht

die Gleichung (5):

Natiirlich registrieren wir den Doppler-Effekt
auch bei Bewegung des Beobachters und
ruhender Schallquelle. Entfernt sich unser
Beobachter von der ruhenden Schallquelle, so
konnen wir nicht mehr mit der allgemeinen
Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ rechnen, son-
dern miissen die Relativgeschwindigkeit zwi-
schen Schaliquelle und Beobachter benutzen.
Diese betridgt c— V3, wenn Vj die Geschwin-
digkeit des Beobachters ist. Der Beobachter
Llduft der Welle voraus®, sie ,erreicht ihn
langsamer®. Es gilt also nach (1)

Vo= A== 0 ©

Bewegt sich der Beobachter auf die Schall-
quelle zu, so miissen wir Vy als negativ be-
trachten, die Relativgeschwindigkeit wird

f1=}‘_‘=c__V"=C_VFf° @ groBer (c+ | Va)).
Jo
hif
Oktave (2:1)—20+
Septime (15:4) ——1
18 1
Sexte (5:3) —1
16
Quinte (3:2) —¢
14 1+
Quarte (4:3) —
grofeTerz  (5:4)
kleine Terz (6:5) —124
Sekunde (3:8) — 1
Prime {1:1) —10 .
Bild 2 0 2 w0 60 80 100 v Gl
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Bewegen sich Beobachter und Schallquelle,
so ist in Gleichung (6) statt 1 die oben be-
rechnete Wellenldnge A, einzusetzen:
K= )
Mit (7) erhalten wir die aligemeine Gleichung
zur Beschreibung des Doppler-Effektes fiir
Schallwellen.

Darauf aulbauend lassen sich viele interes-
sante Varianten diskutieren. Es kommt stets
auf die richtige Verkniipfung der mathemati-
schen und physikalischen Gesetze an. Zur An-
regung sei hier noch ein Beispiel angedeutet:
Im eingangs betrachteten Phinomen haben
wir nichts iiber diec Anderung der Tonhdhe
in unmittelbarer Ndhe des Beobachters ge-
sagt. Dabei bewegt sich das Fahrzeug ja we-
der direkt aufl den Beobachter zu, noch ent-
fernt es sich gerade von ihm, denn der Beob-
achter hat von der Fahrbahn den Abstand /.

c—W
A= N
1 fo

Fahrzeug

L ¥ P

o«

»y

Bild 3

Beobachter

Uns interessiert also der Teil Vr der Ge-
schwindigkeit V¢, der in Richtung des Beob-
achters wirkt. Die Geschwindigkeit ist eine
vektorielle GroBe und 148t sich darum in zu-
einander senkrechte Komponenten zerlegen
(Bild 3 illustriert dies, sofern man den Sach-
verhalt als ebenes Problem ansieht). Hat das
Fahrzeug vom Begegnungspunkt P den Ab-
stand s und sieht der Fahrer den Beobachter
unter dem Winkel a, so gilt

Ve= V- cosa,
— . l
Ve=V;- mit tana=—,
1+tan’a s

5

=V

Nach Gleichung (4) folgt also

fim cf/s*+ 12 p
' cf/s?+P—|s| Ve °

Fiir festes I, fo und Vr ist f; eine Funktion

von s, deren Verlauf Bild4 am Beispiel

1=2m, fo =660 Hz und

Vp=20m s~ ! verdeutlicht.

Wie schon erwihnt, lassen sich viele weiter-

filhrende Varianten diskutieren, z. B.

® konnen verschiedene Bewegungsgeraden
oder gar gekriimmte Bewegungsbahnen
fiir Beobachter und Fahrzeug untersucht
werden;

® es konnen Briicken zugelassen werden, die
die dritte Dimension ins Betrachtungsfeld
bringen;

® es konnen beschleunigte Bewegungen
untersucht werden;

® s kann der Wind beachtet werden, der
die Ausbreitungsgeschwindigkeit des
Schalls richtungsabhéngig macht.

Vielleicht versucht ihr es einmal?

Die Grundgesetze der Mathematik und Phy-

sik reichen zu diesen Untersuchungen vollig

aus; im Zweifelsfall hilft sicher euer Physik-

lehrer.

®

M. Weicker

Wie funktioniert
das Verkehrsradar?

Alle Kraftfahrer kennen es, viele fiirchten es,
aber nur wenige kennen seine Wirkungs-
weise. Einige sprechen von der ,Radarfalle“.
Mit welchem Recht von ,Falle“, wenn viele
Verkehrsunfille auf iberhGhte Geschwindig-
keit zuriickzuflihren sind ?

Das Radarprinzip nutzt die von Gegenstin-
den reflektierte Energie (die Echos) einer vom
Radargerit ausgesendeten Funkwelle hoher
Frequenz aus. Die Funkwelle kann impuls-
férmig (Impulsradar) oder dauernd (Dauer-
strichradar) ausgesendet werden. Die Sende-
antenne wirkt auch als Empfangsantenne.
Das Verkehrsradar ist ein Dauerstrichradar.

fi= c fo= ¢ fo Eine Welle mit der Frequenz f~10GHz
c—Vr e [s] Ve =10'° Hz wird durch cine Antenne scharf
s*+ 2 gebiindelt und abgestrahlt. Die Frequenz der
fink
+ F00
630
T 680
670
+ + 460 t t
15 L/ 5 03 10 s inm
: 650 4
!
640 §
630
Bild 4 620 1
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reflektierten Welle ist wegen des Doppler-
Effektes verandert. Bewegt sich ein Beobach-
ter auf eine Schallquelle zu, schneidet er pro
Zeiteinheit mehr Schallwellen, als wenn er
sich nicht bewegt. Das gilt auch fiir einen
ruhenden Beobachter und eine bewegte
Schallquelle. Ein fahrendes Auto verdndert
also die Frequenz des reflektierten Signals,
und diese Anderung ist der Geschwindigkeit
proportional. Das ist die Wirkung des Dopp-
ler-Effektes. Nach diesem Prinzip arbeitende
Radargeriite werden als Doppler-Radar be-
zeichnet. )
Die reflektierte Welle wird im Radargerit
mit einem Teil der ausgesendeten Wellen
tiberlagert. Dabei entsteht eine Differenzfre-
quenz, die nur von der Geschwindigkeit des
Fahrzeuges abhéngt. Sie liegt bei einigen
100 Hz, wird mit einem NF-Verstirker ver-
stirkt und optisch angezeigt oder akustisch
ausgewertet. Das Erfassen eines Fahrzeuges
dauert nur den Bruchteil einer Sekunde. Bei
einer digitalen Anzeige und einer Zahldauer
von 0,1 s wird die Geschwindigkeit mit einer
km
h
zeige erfolgt nur dann, wenn eine einstellbare
Geschwindigkeitsgrenze iiberschritten ist.
Der angezeigte Wert wird automatisch oder
von Hand geldscht. Moderne Ausfiihrungen
16sen bei Geschwindigkeitsiiberschreitung
einen Fotoapparat aus, der den Sachverhalt
fixiert. Fiir die Messung ist es unwesentlich,
ob sich das Fahrzeug auf das Radargerit zu
oder von ihm weg bewegt. Neben der bekann-
ten Geschwindigkeitsmessung k&nnen mit
einem Verkehrsradargerdt auch Zahlungen
der passierenden Fahrzeuge oder die Steue-
rung von Ampeln in Abhingigkeit von der
Verkehrsdichte durchgefiihrt werden.

W. Ausborn

L 1
“3enauigkeit von +

angezeigt. Eine An-
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Hagen Haberland, Mesekenhagen; Sven Saar,
Miihlhausen; J6rg Fiebig, Miilsen; Uwe Knispel,
Neuburxdorf; Petra Hahn, Nordhausen; Michael
Galetzka, Pirna; Jorg Stark, Plauen; Steffen Hofl-
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Geometrie
hilft der Arithmetik

In diesem kleinen Beitrag mochten wir un-
mittelbar an Kenntnisse aus dem Unterricht
anschlieBen. Geometrische Sichten wie in den
folgenden Flichen- oder Volumenbetrach-
tungen konnen der Arithmetik helfen.

1. Vom ,,Klammer*‘-Rechnen

Wir erinnern zunichst an die Formel, die du
zur Berechnung des Flidcheninhalts A eines
Rechtecks mit den Seitenldngen a und b (in
der 5. Klasse) kennengelernt hast; sie lautet:
A=a-b. Bei gleicher Lingeneinheit (z.B.
1cm) und dazugehoriger Flicheneinheit
(1 cm?) ist der Zahlenwert des Flicheninhalts
eines Rechtecks gleich dem Produkt der
Zahlenwerte der Seitenldngen. Auf diese Wei-
se konnen wir das Produkt zweier positiver
Zahlen durch eine rechteckige Fliche dar-
stellen.

Kann man awf diese Weise Rechenregeln iiber
Produkte von positiven Zahlen erkennen?
Wir beginnen mit dem Produkt (a+b):c.
Dazu konnen wir uns ein Rechteck mit den
Seitenldngen (a+b5) und ¢ angeben (siche
Bild 1). Sein Flacheninhalt ist offenbar gleich
der Summe der Flicheninhalte der beiden
Teilrechtecke mit den Seitenlingen g und ¢
bzw. b und c. Also gilt die Formel
(@a+b)-c=a-c+b-c

die du unter der Bezeichnung Distributiv-
gesetz kennst.

Nun kannst du bei den folgenden Aufgaben
entsprechend vorgehen.

b

Bild 1

Ala Forme (a+b)-(c+d) fir positive
Zahlen a, b, c, d in eine Summe um!

A2a Es seien g, b, ¢ positive Zahlen und
a>b. Forme (a—b)- ¢ um!

Wir formen nun (a—b) - (c —d) um, wobei a,"

b, ¢, d positive Zahlen und a> b und ¢ >d sei.
In einem Rechteck mit den Seitenldngen a
und ¢ ldBt sich leicht ein Rechteck mit den
Lingen a—b und ¢ —d angeben, siche Bild 2.
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Bild 2

Um diese Rechtecksfliche aus der mit den
Seitenldngen a und ¢ zu erhalten, schneiden
wir die Rechtecksflichen mit den Seitenlin-
gen a und d und mit den Seitenldngen b und ¢
(siche Bild 2) ab. Dabei wird aber die Recht-
ecksflliche mit den Seitenlingen b und d
zweimal erfaBt. Zur Korrektur ist dieser
Flicheninhalt am Ende noch zu addieren.
Damit erhalten wir folgende Formel:

(@a=b) (c—d)=a-c—a-d=b-c+b-d.

43a Betrachte
a) (a+ b)? als Spezialfall der 1. Aulgabe,
b)(a—b)* als Spezialfall der gerade abge-
schlossenen Uberlegungen und
¢) (@a+b) (a—b)
Die Formeln, die sich in der 3. Aufgabe er-
geben, nennt man binomische Formeln. Du
lernst sie eigentlich erst in der 9. Klasse ken-
nen, dann aber als giiltige Formeln fir alle
Zahlen.
Wer iiber ein gutes Raumvorstellungsvermo-
gen verftigt, kann jetzt solche Uberlegungen
auch mit Hilfe von Volumenberechnungen
anstellen. Wir betrachten als einfaches Bei-
spiel einen Wiirfel und seine dem Bild 3 an-
gegebenen Zerlegungen. Indem man sich das
Volumen des gesamten Wiirfels aus den
Volumina der einzelnen acht Quader (davon
zwei Wiirfel) zusammengesetzt denkt, kann
man daraus ablesen:
(@a+bP=a+3a%-b+3a-b*>+b3

Bild 3
-
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2. Rechnen mit GroBenvergleichen

Wir betrachten positive Zahlen a, b und ¢
und untersuchen die Frage: Welcher Ver-
gleich von a - c und b ¢ ergibt sich ausa>b?

Das 4Bt sich wieder geometrisch wie oben
leicht beantworten. Anhand des Bildes 4 ist
sofort zu sehen:

Ausa>blolgta-c>b-c.

o ”

.

Bild 4

A4a Man vergleiche a-c und b-d, wenn
a<b und ¢ <d ist!

AS5a Kannein Vergleich vona-cund b-d
angegeben werden, wenn a<c und b<d
gilt?

3. Wie viele sammelten?

Eine Schiilergruppe geht Kastaniensammeln.
Dazu stehen ihr zwei Behilter fiir den Trans-
port zur Verfiigung, von denen einer doppelt
so viel faBt wie der andere. In der ersten
halben Stunde schiittet die ganze Gruppe die
Kastanien nur in den groBen Behilter. In der
nichsten halben Stunde fiillt eine Hilfte der
Gruppe den groBen Behilter, die andere
Hilfte sammelt in den kleinen Behilter. Bis
auf ein Kind miissen die iibrigen der Gruppe
dann nach Hause. Dieses Kind fiillt schlies-
lich in der néchsten Stunde den kleinen Be-
hilter. Wie viele Kinder sammelten? Wir
wollen noch voraussetzen, daB alle Schiiler
mit dem gleichen FleiB sammeln, also in der
gleichen Zeit die gleiche Menge. Wer von euch
mit Gleichungen mit einer oder mehreren
Variablen gearbeitet hat, wird wohl gleich zu
dieser Moglichkeit greifen. Doch es geht ein-
facher und iibersichtlicher, wenn man die
Aufgabenstellung geometrisch sieht.

Wir stellen uns die Behiélter als Quader mit
gleicher Grundflidche vor. Der groBe Behilter
‘muB dann doppelt so hoch sein wie der kleine
(Bild 5). Da zum Fiillen des groBen Behilters
zunichst die ganze Gruppe eine halbe Stunde
und eine weitere halbe Stunde die Hilfte der
Gruppe gebraucht hat, sammelt die Hilfte

der Gruppe in einer halben Stunde % des

Fassungsvermogens des groBen Behﬁlters.
Fiir das letzte Kind bleiben zum Fiillen des

kleinen Behilters demnach noch <l—l=§

1
—%)=g des Fassungsvermdgens des groBen

Behilters iibrig Dafiir bendtigte es eine
Stunde. Zwei Schiiler hitten also in einer

\\%\\IIIIIIIHIUI

Bild 5




1
3
samte Gruppe hatte aber in einer Stunde

Stunde = des groBen Behilters gefiillt. Die ge-

g des Volumens des groBen Behilters ge-

sammelt (sieche nochmals Bild 5), also bestand
die ganze Gruppe aus 8 Schiilern.

A6a Im August wurde der urspriingliche
Preis fliir Tomaten um ein Zehntel gesenkt.
Der sich dadurch ergebende neue Preis sollte
im September so erhoht werden, da man
wieder den urspriinglichen Preis erreicht. Um
welchen Teil muB der Preis dann erh6ht

werden?
E. Quaisser/H -J. Sprengel

mathematicus

Aufgaben zur Wiederholung
von Grundkenntnissen

Teil 1

Klasse 5

4 1A Erginze die freien Felder, wenn paar-
weise zu addieren ist (siche Muster)!
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A2 A Berechne das arithmetische Mittel!

a) %h;%h; 20 min; 1500 s

5. . 33,7 .
b)zha,20000m ,Eha,4ha,

15000 m?
3
el g2
**10 10
=
10
1l
10
1
0

A4 A Erginze!

A5 A Welchen Flicheninhalt hat das Acht- al3a

eck ABCDEFGH, wenn a=6 cm und c=2dm. Berechne den Rauminhalt und den
b=1cm betragen? 5

(Skizze, nicht maBstdblich!) Oberflicheninhalt! Zeichne das Korpernetz!

Quader: a=35mm; b=2cm;

Al4a In einem Rechteck von 30 cm Um-
fang ist eine Seite fiinfmal so lang wie die
andere. Berechne den Flicheninhalt!

Al5a In der Klasse 5a beteiligten sich
5 Schiiler mehr an der Schulolympiade
Mathematik als in der 5b. In der 5¢ waren es
drei mehr als in der 5a. Insgesamt 16sten
43 Schiiler die Aufgaben der 1. Stufe. Wie war
die Beteiligung in den einzelnen Klassen?

A Q 8

A6 A Erginze die Tabelle!

a b a+b -a 3 b
20 cm Im
04t 6dt
1h 30 min
3 m
6 m? 500 dm?
1500 cm? 0,75dm?

Diese Aufgaben entnahmen wir einem Heft
Zahlen. Erganze! des Kreises Lobau, zusammengestellt von den
1 Fachberatern fiir Mathematik des Kreises.

jvon O=0 Teil 2  speziell fur Klasse 6/7 folgt in Heft

% von O=A 3/84.

A7a Gleiche Symbole bedeuten gleiche

%von A=1

A8 A Gegeben ist ein Quadrat ABCD mit
a=4 cm. Spiegle dieses Quadrat zunichst an
A’'B’ und danach an B'C’!

y 7y
'1,04 )

A94 Zeichne die folgenden Winkel mit
Winkelmesser:

a=40°; =50, y=60°!

Zeichne mit Zirkel und Lineal:
atf+y;a+f—v;2-a—y;y—f+al

A10a Lose die Gleichungen! -

a)%km+200m+x=lkm

4 5
c) <Ex—x) S_E
d)0,2h+x+1,5h=150min

Alla Peter braucht mit dem Fahrrad fiir
seinen Schulweg 25 min.

Seine Schwester ist mit ihrem Moped 2,5mal
so schnell wie Peter.

4
§3144 1225?4/335445’3 5E3

V. Rencin, Praha

a12a Ein PKW schafft die Strecke von
1 km in durchschnittlich 50s. Erginze die
folgende Tabelle unter dieser Voraussetzung!

lkm - “ | L |360km
sos || 300s |20min [ 1h |

Strecke:

Zeit:

alpha, Berlin 18 (1984) 2 - 31



Teilbarkeitsregeln
Teil 2

An einigen Beispielen sei nun dargelegt, wie
mit diesem Verfahren die Teilbarkeit durch ¢
untersucht werden kann.

1. Es sei z=18879; dann ist

A=1887 und E=9und t=7;

dann ist =0, e=7 und F(7)= -2

188719 F()-E

—18 (-2)-9=-18
D,= 1869

—18 (—2):9=-18
D:= 168 '

—-16 (-2)-8=-16
Dy= 0 ist durch 7 teilbar;

also auch 18879,

2. Ist z=1358 durch ¢t =13 teilbar?
Esist A=135, E=8;a=1;e=13
und F(3)=3-1+1=4. Es wird
1358
+ 32

167
+28

44 ist nicht durch 13 teilbar,

demnach auch nicht 1358.

3. Ist z=174454 durch ¢ =23 teilbar?
Es wird g=2; e=3
und damit F(3)=3-2+1=7

17475|4
+28 4-7=28
17503
+21 3-7=21
177]1
+7 1-7=7
184
+28 4-7=28
46

ist durch 23 teilbar; also auch z=174754.

4. Ist z=75208 durch =119 teilbar?

Esista=11;e=9;demnach F9)=11+1=12
75208

+96 12-8=96
7616
+72 12:6=72
833
+36 12-3=136
119

32 - alpha, Berlin 18 (1984) 2

ist durch 119 teilbar; also auch 75208.
Esist 75208 :119=632.

5. Ist z=425006 durch =71 teiibar?
Es wird F(l)=—7

42500(6
—42 (=7) 6=-42
4245]8
-56 (-7)-8=-56
418)9
-63 (-7):9=-63
35|5
-35 (=7)5=-35
0

ist durch 71 teilbar; also auch 425006. Es ist
425006 :71 = 5986.

6. Teilt t=211 z=4191515?
Esista=21;und z=1; also F(1)= —21
419151|5
-105

41904(6
—126

4177|8
—168

400(9
~189

211 st durch 211 teilbar,

damit auch 4191515.
Wir geben eine Zusammenstellung der Hilfs-
zahlen F(e) fiir einige Teiler; die unter-
strichenen Teiler sind Primzahlen.

=3-11 (Quersumme und Hilfszahl F(1)=
—1), t=77=7-11 (Hilfszahl F=—2 und
F=—1),t=63=32-7(Quersumme und Hilfs-
zahl F= -2).

Beispiel: Ist z=525833 durch
t=77=7-11teilbar?

Priifen Priifen
der Teilbarkeit der Teilbarkeit
durch 7; durch 11
F()=-2 Hilfszahl F(1)=—1
525833 525833
-6 -3
$257|7 5258|0
—14 -0
524|3 525|8
=6 _—8
51|8 517
—-16 -7
35 istdurch7 44 istdurchl1l
teilbar. teilbar.

Da z durch jeden Primlaktor von t=77 teil-
bar ist, ist z auch durch 77 teilbar.
Gelegentlich kommt man zu giinstigeren
Hilfszahlen, wenn man von z statt einer Stelle
2 oder 3 Stellen abteilt, z also schreibt
z=1004+K mit 0K <99 bzw. z=10004
+ R mit 0 R<£999. Am bekanntesten ist die
1001-Regel: Man teilt von z die letzten 3 Stel-
len ab und subtrahiert diese dreistellige Zahl
von der Rumpfzahl. Dann teilt 1001 die Zahl z
genau dann, wenn 1001 diese Differenz teilt.
Anders ausgedriickt:

t Fle) ¢ Fle) t F(e) t F) t Fle) . ¢ F(e)
3 +1 21 -2 39 + 4 57 -17 13 +22 91 -9
7 -2 2 +7 4 -4 5 + 6 77 -23 93 428
9 +1 27 -8 4 +13 61 -6 79 -8 97 -29
11 -1 29 +3 4 —14 63 +19 81 -8 99 +10
13 +4 31 -3 4 + 5 67 -20 83 +25 101 10
17 -5 33 +10 51 — 5769 + 7 87 —26 103  +31
19 +2 37 -11 53 +16 71 -7 8 +9 107 -32

Dieser Aufstellung entnehmen wir, daB durch
die Hilfszahl F(9)= +1 fiir t=9 die Quer-
summe von z gebildet wird. Ebenso erkennt
man, daB F(1)=—1 fiir t=11 gleichbedeu-
tend mit der Untersuchung der alternieren-
den Quersumme ist.

Fiir alle ¢, zu denen ein einstelliges F(e)
gehort, ist unsere Regel ganz gut handhab-
bar. Will man jedoch die Teilbarkeit durch
t=93 priifen, erweist sich das Arbeiten mit
der Hilfszahl 28 ungtinstig. Da 93 jedoch das
Produkt der Primzahlen 3 und 31 ist, knnen
wir zundchst mit der Quersummenregel die
Teilbarkeit durch 3 priifen (auch hier ist
F(e)= 1) und dann mit der Hilfszahl F(1)= -3
die Teilbarkeit durch 31 untersuchen. Ahn-
lich verfahrt man bei den Teilern =33

1001 Teiler von z= 10004 + R+ 1001
Teiler von A—R, d. h. die Hilfszahl ist F=1.
Beweis: 1001 Oz =
10004 +R =1001-r|-F
10004 +RF=1001r- F| + A—10004F
A+ RF=1001rF — A(1000F — 1)
Die Hilfszahl F ist also so zu wihlen, daB
1001/1000F —1, dies ist offensichtlich fiir
= —1 zu erreichen.
Beispiel :
Ist 45734689 durch 1001 teilbar?
45734|689
—689
45045
~045s
0 ist durch 1001 teilbar,
also auch 45734 689.




Da 1001 =7-11-13 ist, hat man damit zu-
gleich die Teilbarkeit durch 7, 11 und 13
gepriift. Fiir t=37 ergibt sich als Hilfszahl
F=+10, wenn man von z zwei Stellen ab-
streicht.
Beispiel: Ist 232693 durch t=37 teilbar?
Esist f=10

2326|93

+930

32|56
560

592 ist gleich 37- 16,

also ist z durch 37 teilbar.
Fiir £=167 ergibt sich die Hilfszahl F= -5,
wenn man von z zwei Stellen abstreicht. Ver-
suche das nach obigem Vorbild zu beweisen!
Beispiel: Ist z=13185652 durch t=167 teil-
bar?

131856 |52
—-260

131596
—480

8]35
-175

—167 istdurch 167 teilbar,

mithin auch z.
Es ist 13185652 :167=78956.
AbschlieBend nennen wir einige Hillszahlen
F fiir Teiler ¢, wenn von z zwei Stellen ab-
geteilt werden. Es sei also
z=1004A+K mit Ae N und KeN

Acht und fiinf

a) Stelle dir einmal auf dem leeren Schach-
brett acht Damen so auf, daB sie sich gegen-
seitig nicht schlagen kénnen!

b) Und wie miilte man acht Damen so
postieren, daB dabei ein Maximum von Fel-
dern nicht von den Damen angegriffen ist?
¢) Gelingt es dir, fiinf Damen so aufzustellen,
daB von ihnen alle Felder des Brettes kon-
trolliert werden? -

c d e f g h

N\

0L K<99. Dann ist 4 \§\ \
NENEN g
t 37 43 67 101 157 167 367 3k
N
F 410 -3 -2 -1 +11 -5 -—11 2 \ \ N

Wenn wir von z=10004+ R mit AeN und
ReN 0L R£999 die letzten drei Stellen ab-
trennen, ergibt sich fir =37 die Hilfszahl
F=+1.
Beispiel: Ist z=195721231
durch t=37 teilbar?
Wir kombinjeren hier die verschiedenen
Moglichkeiten, die Teilbarkeit durch 37 zu
priifen. Hilfszahl fiir 3 abzuteilende Stellen:
f=+1
Hilfszahl fir 1 abzuteilende Stelle: F= —11

195721]231

+231

195]952
+ 952

114 |7 nunnur 1 Stelle abteilen;
-77 Hilfszahl F= —11

37 ist durch 37 teilbar,
also auch z.
Man iiberzeugt sich leicht, daB dieses Ver-
fahren schneller zum Ziel fihrt als die Divi-
sion durch 37.

J. Portner (1)

1 | \\ N

Schach-Preisaufgabe

Fiir die Schachecke einer Zeitung wurden drei
Preisaufgaben vorbereitet. Es wurden Abbil-
dungen iiber die Stellung der Schachfiguren
angegeben, bei denen in zwei, drei bzw. vier
Ziigen matt zu setzen ist. Aber die Namen der
Autoren wurden getrennt von den Abbil-
dungen vorgegeben, und man fragte den ver-
antwortlichen Redakteur nach der Zuord-
nung.

Der Redakteur erinnerte sich aber auch nicht,
wer welche Aufgabe geschickt hatte. Etwas
wubte er jedoch:

(1) In einer sehr schonen Miniatur (d.h.
einer Schachaufgabe, bei der héchstens noch
7 Figuren auf dem Brett stehen), welche der
15jahrige Schiiler Bernd Miiller zuschickte,
stand der weiBe Ko6nig auf demselben Feld
wie in der Aufgabe von Gisela Neumann.

(2) Die Aufgabe von Viktor Schmidt, wo
noch die schwarze Rochade maglich ist (d. h.,
der schwarze Ko6nig sowie der Turm stehen
noch auf den Anfangsfeldern), enthilt genau

die Halfte von der Anzahl der Figuren wie
Dreiziiger.

(3) Die Ehefrau vom Autor des Vierziigers
ist die Schwester von Gisela Neumann.

Der verantwortliche Redakteur baute eine
Tabelle auf:
Namen Vier-
ziiger

Zwei-
ziiger

Drei-
ziiger

B. Miiller

G. Neumann

V. Schmidt

Und unter Beriicksichtigung der obengenann-
ten Bedingungen stelite er in die entsprechen-
den Kistchen Einsen, in die anderen — Nullen.
Kannst du helfen, diese Einsen und Nullen in
die Tabelle richtig einzusetzen?

A. Halameisdr, Moskau

Eine harte Nuf}

Das abgebildete Quadrat ABCD habe die Sei-
tenldnge a. Berechnet die Summe der Fli-
cheninhalte aller in diesem Quadrat enthalte-
nen Kreise!

D

P

4 [

Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Klaus-Peter berichtet
aus seinem
Mathematikzirkel

Teil 2
Ein Lokomotivfiihrer ist in Noten

Fraulein Steinmann, die Leiterin unseres
Mathematikzirkels, hatte uns eine Aufgabe
von einer Friedensfahrtetappe gestellt; sicher
wubte sie, daB wir Jungen im vergangenen
Jahr mit dem Rad in dem schonen Stiddtchen
L waren, um den Friedensfahrern einen be-
geisterten Empfang zu bereiten.

Wieviel voneinander verschiedene Moglich-
keiten des Zieleinlaufs es bei einer sieben-
kopfigen Spitzengruppe gibt, hatten wir schon
auf dem Heimweg ausgerechnet: Bei 7 Ele-
menten gibt es 7! Permutationen. (Vgl
alpha Heft 1, Seite 16.) Wir rechneten sogar
»im Kopf“: P;=7!=7-6-5-4-3:2-1=
5040. Eine solch groBe Zahl hatte von uns
niemand vermutet.

Doch die zweite Aufgabe bereitete uns aller-
hand Kopfzerbrechen, und ohne die Hilfe
unserer kiugen Zirkelleiterin hitten wir die
Losung sicher nicht gefunden:

Bei wieviel der moglichen Einldufe steht min-
destens ein, hochstens ein bzw. genau ein
Fahrer aus der DDR auf dem Siegertrepp-
chen fiir die ersten drei, wenn unter den
7 Fahrern aus der Spitzengruppe zwei aus der
DDR waren?

Mit den Formulierungen ,,genau ein* (einer
und keiner mehr und auch keiner weniger),
,»hochstens einer* (keiner oder genau einer)
bzw. ,mindestens einer” (genau einer oder
mehr als einer) hatte uns Fraulein Steinmann
schon oft zur Aufmerksamkeit gezwungen.
Wir stellten zunichst fest, daB es genau die
6 Moglichkeiten des Einlaufs dafiir gibt, da
beide DDR-Fahrer - wir nennen sie L und P -
auf dem Siegerpodest stehen.

LLLPP- -

2P-L-LP

3-P-LPL

Zu jeder dieser Plazierungen gehéren 5! Ein-
laufmoglichkeiten, die samtlich voneinander
verschieden sind. Also kommen in 6-5!
=6-5-4-3-2-1=720 Fillen genau zwei
DDR-Fahrer unter die ersten drei.

3 - alpha, Berlin 18 (1984) 2

Wir untersuchten nun den Fall, daB minde-
stens | DDR-Fahrer unter den ersten drei
ist.

Zu jeder der 6 Moglichkeiten in den Spalten
der Plazierungstabelle von L bzw. P gibt es
6! Moglichkeiten fiir den Einlauf der rest-
lichen sechs Fahrer.

LL--P- -

2-L--P-

3--L--P

Dabei treten jeweils auch die Fille aul] in
denen der zweite DDR-Fahrer auf einen der
ersten drei Plitze einkommt.

Schon glaubten wir, den Fall berechnet zu
haben, fiir den mindestens ein DDR-Fahrer
unter den ersten drei ist; doch zu unseréem
Gliick merkte Gunter, daB dabei 6 - 5! Fille
doppelt gezdhlt werden, denn der Fall, daB
z. B. L erster und P zweiter wird, kann in der
ersten und in der fiinften Spalte der Tabelle
auftreten. Also gibt es 6-6!—6-5!'=4320
—720=13600 Einlaufmoglichkeiten, in denen
mindestens ein DDR-Fahrer unter den ersten
drei ist.

»Nun ist alles einfach”, jubelte Ralph nach
kurzem Nachdenken, zeichnete eine Skizze
an die Tafel und meinte, daB man mit den
Zahlen 5040, 3600 und 720 schnell die rest-
lichen beiden Teilaufgaben losen kann. (Ob
der Leser dies auch schafft?)

,,Und weiter 7 fragte die ungeduldige Kerstin.
Unser Fraulein Steinmann zuckte nur die
Achseln, und da wullten wir, daB sie uns
wieder einmal eine Aufgabe wohlverpackt
iiberreicht hatte. ,Hundert verschiedene Wa-
genanordnungen gibt es gar nicht®, meinte
Corinna, die schon 6fter mit einem D-Zug
gelfahren war. ,,Es gibt 11! Moglichkeiten, das
sind mehr als 1000", widersprach Utta. Doch
Oliver teilte auch diese Meinung nicht, da ja
eine Umordnung gleicher Wagen an der
Wagenlolge nichts dndern wiirde.

Friulein Steinmann schrieb eine Wagenfolge
an:

1. 2 3 4 5 6 7. 89 10.11.
W, W, W, W, W, W, W, LLS G
Natiirlich gibt es 11! Moglichkeiten, die
Wagenfolge umzuordnen, doch das Vertau-
schen etwa des 2. mit dem 3. Wagen ,,bewirkt
nichts®; es entsteht keine andersartige Wagen-
folge. Die 5! Moglichkeiten, die Wagen
2. Klasse miteinander zu vertauschen (und
die anderen dabei festzulassen) fallen deshalb
zu einer Permutation zusammen. Wir stellten
fest:

5 Wagen 2. Klasse: 5! Permutationen fallen
zusammen, 2 Wagen 1. Klasse: 2! Permuta-
tionen fallen zu einer zusammen,

2 Liegewagen: 2! Permutationen fallen zu
einer zusammen.

Alle Einlaufmoglichkeiten

kein DDR-Fahrer

»vorn® Lvorn®

genau ein DDR-Fahrer

genau zwei DDR-Fahrer
Lvorn*

hochstens ein DDR-Fahrer ,,vorn“

mindestens ein DDR-Fahrer ,,vorn*

Unser Friulein Steinmann freute sich sehr
iiber die gute Idee, und sprach dem pfiffigen
Ralph ein dickes Lob aus. Dann begann sie
langsam eine kleine Geschichte zu erzéihlen:
»Es war einmal ein ...“ ,Rumpelstilzchen®,
platzte Holger dazwischen. Wir murrten,
doch Fréulein Steinmann ldchelte nur und
fuhr unbeirrt fort: ,,... ein Lokomotivfihrer.*
Damit hatten wir nicht gerechnet.

,.Der Lokomotivfiihrer hatte einen eigenarti-
gen Traum. Er sollte auf einem Rangier-
bahnhof einen D-Zug mit einer festgelegten
Wagenfolge zusammenstellen. Auf Gleisen
standen 5 Wagen 2. Klasse, 2 Wagen 1. Klas-
se, 2 Liegewagen, 1 Speisewagen und 1 Ge-
pickwagen. Er rangierte und rangierte, der
SchweiB stand ihm auf der Stirn, hundert
Wagenfolgen hatte er schon zusammenge-
stellt, doch die richtige war noch immer nicht
darunter. Plotzlich rasselte der rote Speise-
wagen mit groBem Getdse iiber Schienen und
Weichen, und der verzweilelte LokRihrer
wollte schon hinterherlaufen, da merkte er,
daB sein groBer Messingwecker klingelte und
ihn zum Dienst rief. Spiter — aul dem AuBen-
bahnsteig — sah er seinen wohlgeordneten
D-Zug bereitstehen, und er lachte.

Und damit schwieg Fréaulein Stetnmann.

,»Wir miissen also die Anzahl der méglichen
Permutationen von 11 Wagen durch die
Anzahl derjenigen Permutationen teilen, die
keine Verdnderung hervorrufen®, schlug der
kleine Oliver vor, der nun ganz besessen war,
das Problem bis zu Ende zu losen, Friulein
Steinmann gab ihm griines Licht, und Oliver
1
5121217
Wir rechneten gemeinsam aus, daB es 83160
voneinander verschiedene Anordnungen die-
ser 11 Wagen gibt. Dabei war Ralph am
schnellsten fertig, weil er den an der Tafel
stehenden Bruch durch 11:10:9-2-7-6 er-
setzt hatte. Wir sahen sofort ein, daB er sich
durch geschicktes Kiirzen eine Menge Arbeit
erspart hatte.
Da hitte der arme Lokfiithrer méglicher-
weise noch lange rangieren miissen!
nFidelt euch eine Perlenkette!" sagte Friu-
lein Steinmann und holte eine Schnur, eine
rote, eine schwarze und drei weille Perlen aus
ihrer Tasche. Wir wubBten natiirlich wieder,
daB wir nicht fddeln, sondern liberlegen soll-
ten. Wir sahen uns Olivers Tafelbild an und
dachten dariiber nach, auf welche Weise wir
die Anzahl der voneinander verschiedenen
Auffidelungsmoglichkeiten der Perlen be-

schrieb an die Tafel:



rechnen konnten, nur die gewissenhafte Utta
fing sofort an zu schreiben. Sie malte alle
Moglichkeiten auf, konnte sich jedoch nicht
fiir eine schonste Kette entscheiden, obwohl
sie nur 20 Moglichkeiten gefunden hatte.

WTISSS SWT §s8 SSwWS T
WSrIrss SWS rs $SS Wr
WsSSrs SWS §Sr §sS§sSs r w
WSSST ST WSS SST § W
ITws § s SIs ws
rs ws s SIS s w
rs s ws SSIT WS
rs s s w SSWTrI s

Jens bestiitigte dieses Ergebnis und erklérte:
,,5 Perlen werden vertauscht, davon sind drei
Perlen mit der gleichen Farbe, bei denen eine
Vertauschung der Reihenfolge zu keiner

!
neuen Kette fiihrt. Also gibt es %=5 +4=20

Maoglichkeiten.“ .
Friulein Steinmann hatte wieder Grund, uns
zu loben.

,,Nun wollen wir die gefundene GesetzmiBig-
keit beschreiben®, sagte sie. Keiner von uns
hatte eine verniinftige Idee, doch Friulein
Steinmann meinte, es sei gar nicht so schwer:
»Wir haben n Elemente, davon stimmen -
denkt an unseren D-Zug — z.B. g, b bzw. ¢
Elemente iiberein. Die Anzahl dieser Permu-
tationen mit Wiederholung wollen wir mit
P25¢ bezeichnen.*

Nun schafften wir es: P:"’-‘=a—! Z: —

Wir stellten noch fest, daB a+ b +c¢ <n gelten
miisse, denn es konnen ja nicht mehr Elemen-
te mehrfach auftreten als tiberhaupt vorhan-
den sind.

Frdulein Steinmann begriindete uns noch
einmal die Richtigkeit der gefundenen For-
mel: ,, Angenommen, die n gegebenen Ele-
mente sind voneinander verschieden, dann
gibt es n! verschiedene Permutationen. Nun
machen wir a Elemente gleich, dann unter-
scheiden sich alle diejenigen Permutationen

nicht mehr voneinander, die durch Vertau-_

schen iibereinstimmender Elemente ausein-
ander hervorgehen, unabhingig davon, an
welcher Stelle diese Elemente auftreten. Da-
mit fallen stets a! Permutationen zu einer zu-
sammen, also haben wir die Gesamtzahl der
Permutationen durch a! zu dividieren. Nun
kann man weitere b Elemente als nicht unter-
scheidbar betrachten, dann...”

»Alles klar!* meinte Jens, und wir anderen
nickten zustimmend mit den K&pfen.

»Dann werdet ihr sicher auch die Niisse bis
zum nidchsten Zirkel knacken konnen, die
ich euch heute mitgebracht habe", sagte
Fréulein Steinmann und stellte uns noch
einige Aufgaben zu Permutationen, einige
ohne und einige mit Wiederholung:

1. Wieviel Worter kann Kerstin aus den
Buchstaben ihres Namens bilden, wenn kein
Buchstabe mehrfach benutzt werden darf und

auch alle sinnlosen Worter zugelassen wer-
den?

2. Wieviel funfstellige Zahlen kann man aus

den Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 bilden, wenn

- jede Ziffer genau einmal,

- jede Ziffer hchstens zweimal,

— jede Ziffer h6chstens dreimal

auftreten darf?

3. Man bilde alle Permutationen der Ziffern
1,2,...,6!

Wie oft steht dabei die Ziflfer 4 an erster
Stelle?

Wie oft steht dabei die Ziffer 1 an sechster
Stelle?

Wie oft steht dabei die Ziffer 2 an letzter oder
vorletzter Stelle?

Wie oft stehen dabei die Ziffern 1 und 2
nebeneinander?

4. Sechs Kinder wollen in einem Ferienlager
Radrennen austragen. Es stehen drei Rédder
ohne Gangschaltung, | Rad mit Dreigang-
schaltung, ein Rad mit Fiinfgangschaltung
und ein Rad mit Zehngangschaltung zur
Verfiigung. Wie oft muB das Rennen durch-
gefiihrt werden, wenn alle Moglichkeiten der
Verteilung der Fahrrider ausprobiert werden
sollen?

5. In wieviel Permutationen der Elemente
aaaaab b bkommendiedrei Elemente
b b b nicht nebeneinander vor?

6. Auf wieviel voneinander verschiedenen
Wegen kann man vom Eckpunkt A des
Rechteckes ABCD zum gegeniiberliegenden
Eckpunkt C gelangen, wenn man wahlweise
auf Strecken waagerecht bzw. senkrecht zur
Seite AB des Rechteckes fortschreiten dar{?
Dabei soll die Linge des zuriickgelegten
Weges gleich der Linge zweier benachbarten
Seiten des Rechteckes sein.

[4 ¢

A B

Wihrend wir unsere Sachen einpackten, dis-
kutierten wir bereits iiber die gestellten Auf-
gaben. Vor allem die letzte schien uns eine
harte NuB zu sein.

Nur Holger, der bald einen groBen Gewinn
machen wollte, murrte:

»Und wo bleibt die Losung des Lotto-
Problems 7

»Spater”, sagte Fraulein Steinmann nur und
lachte.

(Fortsetzung folgt.) P. Géthner

Der Lehrer schreibt eine chemische Formel an
die Tafe!l und fragt eine Schiilerin: ,,Was ist
das fiir eine Formel?*

Sie sagt: ,,Hm, sie liegt mir auf der Zunge.**
Der Lehrer: ,,Dann spucke sie sofort aus, es
ist Salzsdure!*

Al A M3 ceMH npaBHIBHLIX HECTUYIOJb- -
HHKOB OJHH PacKpalleH IUECThI KpacKaMH
(cM. pucyHoK). PackpacbTe ocTalbHbIE LiIec-
THYroJIbHHKH TEMH € KPackaMH Tak, YToObI
B ,,lBETKE'’, M300paKEHHOM Ha PHCYHKE,
BCE TPEYroJibHbIE YYACTKH, PaHHvallMe Mo
CTOPOHaM LIECTHYroJIbHHKOB, ObLIM oOKpa-
LICHbI OIMHAKOBO.

A2A In night AXYZ shown below, W is
the midpoint of XY, and the circle with ZW
intersects WX at V. Calculate the length of
XZif XY=5 and WV=1.

diameler

A3A On veut blanchir la fagade d’une
école. Cette fagade a 18 m de longueur et
12 m de hauteur; on y voit 12 fenétres et une
porte. Les dimensions, en m, de chaque fe-
nétre sont 2,5 et 1,5; celles de 1a porte 3 et 2.
Calcule l'aire en m? de la surface a blanchir.
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1984

a?.+ bZ ‘
2

Mathematik

Ma5 82435 Setzt man zwischen die dritte
und vierte Grundziflfer (von links) der Zahl
1983 eine zweistellige natiirliche Zahl, so ent-
steht eine sechsstellige Zahl z,. Setzt man
diese zweistellige Zahl zwischen die zweite
und dritte Grundzilfer der Zahl 1983, so ent-
steht eine weitere sechsstellige Zahl z,. Die
Differenz aus z, und z; soll 360 ergeben. Wie
lautet die einzuliigende zweistellige Zahl?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 82436 Frank hat fiin{ Stibe von je
5dm und zwei Stidbe von je 3dm Linge. Er
will damit Strecken von 18, 19, 20, 21 bzw.
22dm Linge abmessen. Wie macht er das,
wenn er nur diese Stidbe und keine weiteren
Hilfsmittel verwendet?
Schreibe die Losung wie folgt: 17dm=4-5
dm—1-3dm! )
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Mas5 #2437 Maik soll eine einstellige na-
tiirliche Zahl erraten. Regina und Klaus
machen jeder iiber diese Zahl zwei Aussagen,
von denen eine wahr, die andere falsch ist.
Regina:
(1) Die Zahl ist nicht kleiner als 5.
(2) Sie ist nicht durch 4 teilbar.
Klaus:
(1) Die Zahl ist groBer als 8.
(2) Sie ist Nachfolger von 7.
Wie heiBt die zu erratende Zahl? Begriinde
deine Behauptung! _

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma$5 #2438 Gib alle dreistelligen natiir-

lichen Zahlen an, die folgende Eigenschaften

haben:

(1) Die Zahlen bestehen nicht aus drei
gleichen Grundziffern.

(2) Sie haben vor- und riickwirts gelesen die
gleiche Zilfernfolge.

(3) Sie lassen sich (ohne Rest) durch 2 divi-
dieren.
(4) Sie enthalten keine Grundziffer 4.
Ein Beispiel wire die Zahl 656.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma$5 %2439 Die Herren Schneider, Meier,
Krause und Miiller spielen Karten. Ihre Vor-
namen sind (in anderer Reihenfolge) Jiirgen,
Uwe, Mario und Roger. Mario spielt aus;
Herr Miiller sticht; Herr Krause wirft ab;
Roger muB bedienen. Zum SchiuB des Kar-
tenspiels ist Mario der Erste, Herr Schneider
Zweiter, Jirgen Dritter und Herr Krause
Vierter. Wie heiBen die Kartenspieler mit
Vor- und Zunamen?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #2440 Jemand kauft 30 Flaschen
,,Berliner Pilsner”, die Flasche zu 1,58 M ein-
schlieBlich 30 Pf Pfand. Nachdem sidmtliche

Flaschen dieses Bieres ausgetrunken waren, .

bringt der Kunde die leeren Flaschen zuriick
in die Kaufhalle und erwirbt allein vom
Pfandgeld erneut weitere Flaschen ,,Berliner
Pilsner*. Das wird solange wiederholt, bis das
Pfandgeld fir den Kauf von genau einer
Flasche Bier nicht mehr ausreicht. Wie viele
Flaschen ,,Berliner Pilsner* hat dieser Kunde
auf diese Weise insgesamt erworben?

Sch.

Ma6 #2441 Wihrend eines Monats konn-
ten Klaus, Steffen, Frank und Dirk zusam-
men 194 leere Flaschen an den AltstofThandel
abliefern. Steffen hatte dreimal soviel Fla-
schen wie Dirk, Klaus hatte soviel Flaschen
wie Steffen und Dirk zusammen, Frank
22 Flaschen weniger als Klaus gesammelt.
Wieviel Flaschen hat jeder der vier Jungen
gesammelt ?

Schiiler Klaus Liesenburg, Ilsenburg
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb koénnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name. Vorname. Privatanschrifl (Postleit-
zahi nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
len an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

1. Alle Weubewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe [ortlaufend numeriert.
Der iblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer. z. B. 7. vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11 12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben.
welche mit Ma 10:12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fur
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollsidandige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut geldst™”, ,.gut gelost™ oder ..peldst.
Schiler, welche nur einen Schluflsaiz zu
ciner Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten. unubersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ..nicht geldst™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1983/84 lauft
von Heft 5/1983 bis Helt 2/1984. Zwischen
dem 1. und 10. September 1984 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/83 bis 2/84 erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/84 verdffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/83
bis 2/84) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1983/84 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig [rankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Ma6 82442 Gerd ist zweimal so alt wie sein
Bruder Frank. Gerds Mutter ist 25 Jahre dlter
als Frank und dreimal so alt wie Gerd. Wie
alt (in ganzen Jahren) sind die beiden Briider
und ihre Mutter?

Schiiler Andreas Peukert, Helmershausen

Maé6 12443 Als Herrn L. von seinen Schii-
lern zum Geburtstag gratuliert wird, beant-
wortet er die Frage nach seinem Lebensalter
(in ganzen Zahlen) wie folgt:

(1) Die Zahl, die mein Lcbensalter angibt, ist
groBer als 45.

(2) Addiert man die Anzahl der Zehner und
die Anzahl der Einer dieser Zahl, so ist die
Summe eine einstellige natiirliche Zahl.

(3) Die Einerstelle stellt eine gerade natiir-
liche Zahl dar.

(4) An der Zehnerstelle steht keine gerade
natiirliche Zahl.

(5) Diese vier von mir gemachten Angaben
sind alle falsch.

Welches Lebensalter hat Herr L. zu diesem

Zeitpunkt erreicht?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 ®2444 Rita, Sven und Toni rechnen
um die Wette das Produkt 1-2-3-4-5-6
-7-8-9-10-11-12-13 aus. Rita erhilt als
Ergebnis 6227020890, Sven 6227028 000 und
Toni 6227029 800. Begriinde, ohne jeweils das
ganze Produkt auszurechnen, daB alle Er-
gebnisse falsch sind!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 ®2445 Ein Weinbauer vererbt seinen
drei Sohnen 70 leere, 7 volle und 7 halbvolle
Weinfisser. Jeder sollte gleich viel Wein und
gleich viel Fisser erhalten. Weise nach, daB
genau zwei Sohne die gleiche Aufteilung er-
hielten, also gleich viet volle, halbvolle und
leere Fisser!  StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 82446 Klaus wird von seinem Freund
gefragt, wie viele Wohnungen sich in dem
Haus befinden, in dem er mit seinen Eltern
wohnt. Darauf antwortet Klaus: ,,Rechne es
dir selber aus! Es sind mindestens 20, aber
hdchstens 70 Wohnungen. Es sind 2-, 3- bzw.
4-Zimmer-Wohnungen. Es sind doppelt so
viele 2-Zimmer- wie 3-Zimmer-Wohnungen.
Jede zwolfte Wohnung ist eine 4-Zimmer-
Wohnung.“ Wie viele 2-, 3- bzw. 4-Zimmer-
Wohnungen hat das Wohnhaus, in dem Klaus

wohnt? Andrea Putz, Lichtenstein

Ma7 #2447 Zeichne ein Quadrat ABCD
mit einer Seitenlinge von a=3cm! Verlin-
gere alle Quadratseiten um 2 cm, und zwar
AB iiber B hinaus bis E, BC iiber C hinaus bis
F, CD iiber D hinaus bis G und DA iiber 4
hinaus bis H! Verbinde die Punkte E, F, G
und H zu einem konvexen Viereck EFGH'!
a) Wie groB ist der Flacheninhalt des Vier-
ecks EFGH?
b) Weise nach, daB dieses Viereck ebenfalls
ein Quadrat ist!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 82448 Von einem Quadrat wurden,
wie aus dem Bild ersichtlich, rechtwinklige
Dreiecke abgeschnitten. Welchen Flichen-
inhalt hat das iibrig gebliebene Flachenstiick,
das schraffiert dargestellt wurde?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

3em

Jem

Bcm

5

Iem

Ma7 2449 Frau B kaufte in einem Back-
warengeschidft 2 Brotchen mehr, Frau A
7 Brotchen mehr als Frau C. Frau A kaufte
1 Stiick Bienenstich weniger, Frau C 2 Stiick
Bienenstich mehr als Frau B. Frau C kaufte
1 Stiick Butterkuchen mehr, Frau B 3 Stiick
Butterkuchen mehr als Frau A. Von diesen
drei Frauen wurden zusammen 32 Stiick
Backwaren gekauft, von jeder Sorte wenig-
stens ein Stiick. Wieviel Stiick Backwaren
jeder Sorte kaufte jede dieser drei Frauen,
wenn die Anzahl der von Frau A gekauften
Butterkuchen kleiner, die Anzahl der von
Frau C gekaulten Brotchen groBer ist als die
Anzahl der von Frau B gekauften Stiick
Bienenstich? Sch.

Ma8 82450 Wenn man eine beliebige durch
3, aber nicht durch 2 teilbare natiirliche Zahl
um 9 vermindert oder vermehrt, so erhdlt man
stets eine durch 6 teilbare natiirliche Zahl.

Diese Behauptung ist zu beweisen.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 ®2451 Es ist zu beweisen, daB die

Summe aus sieben aufeinanderfolgenden na-

tiirlichen Zahlen stets durch 7 teilbar ist.
Schiiler Olaf Karger, Wittenberge

Mag ®2452 Welchen prozentualen Anteil
hat ein Wiirfel am Volumen einer Kugel, die
der Wiirfel mit allen seinen Eckpunkten be-
riihrt? Schiiler B. Fischer, Niinchritz

Ma8 82453 Zeichne ein Dreieck ABC mit
den Seitenlingen a=5cm, b=6cm und ¢
=7cm! Konstruiere nur mit Zirkel und
Lineal ein Quadrat, das flichengleich dem
Dreieck ABC ist! Die Konstruktion ist zu be-
griinden. Sch.

Ma9 ®2454 Essind alle natiirlichen Zahlen

x zu ermitteln, fiir die |/x =2}/x eine wahre
Aussage wird.
Schiiler Peter Hermann, Hoyerswerda

Ma9 12455 Bernd soll eine natiirliche Zahl
zwischen 1 und einer Million bestimmen.
Dora, Ernst und Frank machen dazu jeder
genau eine wahre und genau ecine falsche
Aussage.

Dora:

(1) Sie hat weniger als drei Stellen.

(2) In ihrer Primzahlenzerlegung sind genan
zwei verschiedene Primzahlen.
Ernst:
(1) Sie ist nicht durch 9 teilbar.
(2) Sie ist nicht durch 27 teilbar.
Frank:
(1) Sie lautet 91809.
(2) Sie ist durch 101 teilbar.
Wie lautet die Zahl?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 #2456 Herr A. hebt von seinem Spar-
konto 500,— M ab. Er erhélt genau 16 Bank-
noten ausgehdndigt, und zwar 10-Mark-
Scheine, 20-Mark-Scheine und 50-Mark-
Scheine. Wie viele Geldscheine jeder der drei
Sorten erhielt Herr A ausgezahlt, wenn es
mehr 20-M-Scheine als 10-M-Scheine, aber
weniger als 50-M-Scheine waren? Sch.

Ma9 82457 Gegeben sei ein Kreis k(M;r).
In diesen Kreis sei ein Durchmesser d=2r
eingezeichnet. Parallel zu diesem Durch-
messer sei eine Sehne der Linge s=r gezeich-
net. Es ist der Abstand dieser Sehne vom
Durchmesser des Kreises k(M;r) zu berech-

nen. Schiiler Sven Saar, Miihlhausen

Ma10/12 m2458 Welche reellen Zahlen a
und b erfiillen die Ungleichung

Va2 i1

Student Andreas Stenzel, Cortbus

Ma 10/12 #2459 Der Ausdruck n! (lies: n
Fakultit) ist wie folgt definiert:
nl=1-2-3-4-...-n
Def

Es ist auf rationelle Weise zu ermitteln, auf
welche Ziffer die Summe 11421431444 ...
+ 100! endet!
Schiiler Sven Saar, Miihlhausen
Ma 10/12 #2460 Die MaBzahl des Umfangs
eines rechtwinkligen Dreiecks (gemessen in
ganzen cm) sei gleich der MaBzahi seines
Flicheninhalts (gemessen in ganzen cm?).
a) Existieren rechtwinklige Dreiecke mit die-
ser Eigenschaft?
b) Welche Lingen besitzen die Seiten dieser
rechtwinkligen Dreiecke? Sch.

Mal0/12 w2461 Es ist zu zeigen, daB fiir
alle Dreiecke ABC gilt:
. o u
siny=—-—.
Dabei sind a und b die Lingen der Seiten,
die den Winkel der Gr68e y einschlieBen,
u der Umfang des Dreiecks ABC und ¢ die
Linge des Inkreisradius.
Schiiler Bernd Neuf,
Wilhelm- Pieck-Stadt Guben

Physik

Ph6 8156 Der Fixstern, der unserem Son-
nensystem im Weltall am néchsten ist, ist der
Stern ,,Proxima Centauri” im Sternbild Zen-
taur am siidlichen Sternenhimmel. Seine Ent-
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fernung betrédgt rd. 40,2 Billionen Kilometer.
Welche Zeit braucht das Licht, um diese Ent-
fernung zuriickzulegen? Gib das Ergebnis
auch in Jahren, Tagen und Stunden an!

Ph7 w157 Durch eine Rohrleitung von 40
mm lichter Weite stromen in einer Stunde
4,53 m® Wasser. Berechne die Strémungs-
geschwindigkeit des Wassers! Wie groB ist
die Stromungsgeschwindigkeit, wenn man
das Rohr auf die halbe lichte Weite verengt?

Ph8 @158 Nach einem Brand in einer La-
gerhalle wurde bei der Spurensicherung durch
die Genossen der Feuerwehr folgendes fest-
gestellt:
Ein Stahltriger mit einer Linge von 15m
hatte durch die Warmeeinwirkung eine Lin-
genausdehnung um 45 mm erfahren. Welche
Maximaltemperatur hatte der Triger wih-
rend des Brandes angenommen, wenn an-
sonsten die Umgebungstemperatur konstant
12°C betrédgt? (Linearer Ausdehnungskoeffi-
zient: «=0,000012 grd)

Ing. K.-H. Milde, Dresden

Ph9 8159 In einem Salzbergwerk soll eine
elektrische Pumpe mit dem Wirkungsgrad n
Salzsole mit der Dichte g aus einer Tiefe s
an die Erdoberflache heben. Dabei soll die
Salzsole in einer Menge n (in C/min) gefor-
dert werden.
a) Es ist eine Formel fiir die Leistung P auf-
zustellen, mit der die Pumpe betrieben wer-
den muf.
b) Es ist die Leistung P fiir folgende Werte
zu berechnen:
n=08; g=1,15g/cm?®; s=50m; n=360C/
min.
c) Wie stark muB der Stromkreis abgesichert
sein, wenn diese Pumpe an Normalspannung
(U =220 V) angeschlossen ist?

J. Weber, Karl-Marx-Stadt

Ph10/12 m160 Eine Lore rollt auf einer
schiefen Ebene mit der H6he von 2m ab-
wirts. Berechnen Sie den Anstiegswinkel,
wenn die Lore am Ende eine Geschwindig-
keit von 18 km/h erreicht hat! Die Rollrei-
bungszah! betrigt 0,05.

Chemie

In alten Schulbiichern geblittert

Ch7 w125 Aus: Rechenbuch fiir niedere und
besondere Landschulen von A. H. RieB, Mag-
deburg und Dessau 1801

Eine gewisse Arznei wird aus mehreren Sa-
chen bereitet, von der ersten kommen 12
Lothe, von der zweiten 13 Loth, von der
dritten 8 Loth, von -der vierten 7 Loth;
wieviel von jeder Ingredienz (Zutat) wird zu
10 Pfund erfordert? (1 Pfund =32 Loth)

Ch8 ®126 Aus: Sammlung arithmetischer
Aufgaben. Zum Gebrauch in Regimentsschu-
len. Fr. Richter und O. Bucher, I. Lieutenants
im K.S. Artillerie-Corps. Dresden 1858.
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Um Hufsalbe zu bereiten schmelze man
4 Loth gelbes Wachs
1 Pfund reinen Rindstalg

unter 1% Pfund Baumd], bei gelindem Feuer,

in einem Kessel und setze, nachdem derselbe
vom Feuer wieder entfernt worden ist, 4 Loth
gemeinen Terpentin hinzu. Das Ganze riihre
man bis zum volligen Erstarren. Wieviel wird
von jedem der genannten Bestandteile noth-
wendig sein, um 17 Pfund Hufsalbe zu

gewinnen, wenn auf 1% Prozent Verlust bei

der Bereitung zu rechnen ist? (1 Pfund
=32 Loth)

Ch9 ®127 Aus: Johann Philipp Griisons
Enthiillte Zaubereyen und Geheimnisse der
Arithmetik, Berlin 1800

Ein Weinhindler hat nicht mehr als 2 Sorten
Wein, wovon er die eine Sorte zu 10, die
andere zu 5 Gr. (Groschen) die Bouteille ver-
kauft. Man verlangt von ihm die Bouteille zu
8 Gr. Wie viele Bouteillen werden von jeder
Sorte dazu gefordert, um eine neue hervorzu-
bringen, welche zu 8 Gr. verkauft werden
kann?

Ch10/12 w128 Aus: Aufldsung algebraischer
Gleichungen des ersten und zweiten Grades
von Adam Burg, Wien 1827

Um eine gute schwarze Tinte zu bereiten,
nimmt Jemand auf 2 Quart Regenwasser,
folgende Zuthaten: geraspeltes Blauholz, grob
gepulverte Gallédpfel, griinen Eisenvitriol, ara-
bisches Gummi und Gewiirznelken. Die
Mengen sind dem Gewichte nach aus folgen-
den Angaben zu bestimmen: das Gewicht des
Eisenvitriols um jenes des Gummi vermehrt,
ist gleich dem Gewichte der Gallédpfel; das
Gewicht der Galldpfel um 1 Unze vermehrt,
ist dem vierfachen Gewicht des Blauholzes
gleich; der achte Theil des Gewichtes der
Gallépfel ist noch drei mal so groB, als jenes
der Gewiirznelken; endlich ist der sechzehnte
Theil des Gewichts des Gummis, dem Ge-
wichte der Gewiirznelken gleich, und alles
zusammen.

Josée Luis Massera
aus dem Kerker
freigekampft

Montevideo, 2. Mdrz 1984 (ADN)

Der bekannte uruguayische Mathematiker
und Kommunist José Luis Massera ist nach
mehr als achtjdhriger Haft freigekdmpft wor-
den. Das uruguayische Militirregime hatte
den aufrechten Demokraten und Antifa-
schisten im Oktober 1975 wihrend einer
Razzia gegen die fortschrittliche Bewegung
in Montevideo verhaftet und zu einer Ge-
fangnisstrafe von 20 Jahren verurteilt. Fiir
seine Freilassung hatten sich Wissenschaft-
ler aus allen Lindern eingesetzt, u. a. mehr
als 50 Nobelpreistriger. Neun Universiti-
ten, darunter die Humboldt-Universitdt zu
Berlin, verliecken Massera ihre Ehrendoktor-
wiirde.

Briiderliche GriiBe und Gliickwiinsche hat
das Solidaritdtskomitee der DDR dem nach
achtjihriger Haft freigekimpften Mathema-
tiker und Kommunisten iibermittelt. Das
Komitee versichert, alle Kraft fiir die Frei-
heit aller etwa 1000 noch eingekerkerten
uruguayischen Patrioten einzusetzen.




Zwei Aufgaben und sieben Losungen

Wer mehr weill und Phantasie hat, kommt¢ rasch zum Ziel

Teil 2

A2 A Gegeben ist ein Quadrat. Ein Kreis
soll so gezeichnet werden, dafi er zwei Nachbar-
seiten des Quadrates beriihrt und durch einen
Eckpunkt des Quadrates geht.

Sie entwerfen eine Skizze (Bild 2) und iiber-
legen zundchst wieder gemeinsam. Alle Qua-
dratseiten sind gleichberechtigt; es wird ver-
einbart, daB BC in F und AB in E beriihrt
werden sollen, und D soll gemeinsamer Punkt
von Kreis und Quadrat sein.

Die Aufgabe ist gelost, wenn der Mittelpunkt
M des Kreises ermittelt ist. Eine Bestim-
mungslinie fir M erkennen die drei bald:
Da BC und AB Tangenten des Kreises sein
sollen, muB sein Mittelpunkt auf der Winkel-
halbierenden von <« ABC liegen, also auf der
Diagonalen BD.

Bid2 .

Wie aber findet jeder von ihnen eine zweite
Bestimmungslinie fiir M ?

Rainer konzentriert sich auf die Teilfigur
BCD: Er iiberlegt: F und D sind Kreispunkte,
sie sind also von M gleich weit entfernt. Die
Punkte D, M, F bilden demnach ein gleich-
schenkliges Dreieck. Das zeichnet er ein
(Bild 3).

Bild3 c

o\

N

A £ B

Von diesem Dreieck mite man wissen, wie
groB die Basiswinkel sind. Dann k&nnte man
diesen Winkel an BD in D antragen. Der
freie Schenkel schneidet BD in F und die
Senkrechte zu BC in F (der Beriihrungs-
radius) schneidet BD in M.

Rainer rechnet gerne, und so rechnet er die
GroBe des Winkels & BDF aus, indem er den
Winkelsummensatz auf das Dreieck AFCD
anwendet.
Er beriicksichtigt dabei,
daB- x FDC=45°— £ BDF und
¥ CFD=9%0°~ £DFM =90°— £ BDF ist.
¥ FDC+90°+ £« CFD=180°
45° — £ BDF +90° +90°— x BDF =180°

2&BDF= 45°

¥ BDF=225°

Beim Kontrollieren der L&sung erkennt er,
daB er umstiindlich gearbeitet hat. Die GréBe
des AuBenwinkels £ FMB des gleichschenk-
ligen Dreiecks DMF betriigt 45°, denn MF ||
DC. Der AuBenwinkel ist aber so groB wie
die Summe der beiden Basiswinkel. Es ist also
¥BDF=xMFD=225"
Torsten erginzt die Skizze durch die Sehne
FE, und er zeichnet auch die beiden Be-
riihrungsradien ME und MF ein (Bild 4).

Bidd o ¢’

Er betrachtet die Gesamtfigur und wendet
seine Kenntnisse der Sidtze von den Winkeln
am Kreis an. EM und FM stehen senkrecht
aufeinander, da ja auch die Tangenten senk-
recht aufeinanderstehen. ¥ EMF ist Zentri-
winkel zu EF. Seine GroBe betrigt 90°. Jeder
Peripheriewinkel, auch der mit dem Scheitel
D, ist also 45° groB. Diesen Winkel zeichnet
Torsten ein. Die Diagonale BD halbiert die-
sen Winkel, und Torsten kann nun, aus-
gehend von BD und der Kenntnis des Win-
kels ¥ BDF, den Punkt F und dann M kon-
struieren.

Uwe liebt die Ahnlichkeitslehre und geo-
metrische Abbildungen. Er erinnert sich, daB
man bei der Konstruktion von Figuren, die
bestimmte Bedingungen erfiillen sollen, zu-
nichst eine Figur konstruiert, die einige der
Bedingungen erfiillt und der geforderten
Figur &hnlich ist. Durch eine zentrische

Streckung kann er diese dann so verdndern,
daB weitere durch die Aufgabe gestellte Be-
dingungen erfiillt werden.

Er zeichnet um M zunichst einen Kreis, der
die Quadratseiten zwar in E; und F, beriihrt,

Bild 5

)

M 17

A E, B

die Diagonale aber nicht in D, sondern in D,
schneidet (Bild 5).
Mit B als Str¢ckzentrum fiihrt er dann eine

zentrische Streckung mit dem Faktor B:D
BD]

aus. Dadurch werden D, aul D und M,
auf M abgebildet. Wie Uwe das macht, zeigt
Bild 6.

Bild 6

A D E M 8

Die Freunde vergleichen noch ihre Losungs-
wege, da kommt Gabi, das Mathe-As der
Klasse, dazu. ,Ihr Jungens habt zu wenig
Phantasie®, sagt sie. ,,Ergiinzt eure Skizze ein-
mal zu einem gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreieck! Dann seht ihr, daB der zu konstru-
ierende Kreis der Inkreis ist. Und wie wir den
zu konstruieren haben, das wissen wir schon

lange.“ (Bild 7) ¢
Bild 7
D C
M
F
- - -
-
-
-
-~ //
H A £ 8

Sprach’s und lieB die drei verbliifften Freunde
zuriick.
W. Jungk
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In freien Stunden - alpha-heiter

,,Jch erziehe die Kinder nach meinem Vorbild.*

Karikatur : Jiirgen Frick

Frohe Ostern
Aus den abgebildeten Bruchstiicken von Eierschalen
sind jene zusammenzusuchen, die eine vollstindige

Eierschale ergeben.
NBI, Berlin

2@ a
Y G )

Es ist 12 durch 23

Jeder von euch kennt die Antwort auf die Frage nach
der Uhrzeit, wenn der Befragte eine Digitaluhr hat:
»Es ist 12 durch 23, ausrechnen muBt du es selbst !¢
Es erhebt sich nun die Frage fiir mathematisch inter-
essierte Menschen, wie oft kommt bei dieser Division
ein ganzzahliges Ergebnis zustande? Es soll eine
Digitaluhr zugrunde gelegt werden, die einen 24-Stun-
den-Rhythmus hat. Ein Beispiel:

Bei 18 Uhr und 6 Minuten — 18 : 06 — ergibt sich die
Losung 3! Also, wievielmal ist das Resultat ganz-

zahlig? OL H. Pitzold, Waren|Miiritz

alpha auf Kurs 80

Wievielmal kann man das Wort ALPHA in seiner
unmittelbaren Buchstébenfolge lesen? Das heiBt, je-
weils von Buchstabe zu Buchstabe sei ein Schritt nach
rechts bzw. nach unten erlaubt.

ALPHALPHA
LPHALPHAL
PHALPHALP
HALPHALPH
ALPHALPHA

Beachte : Der letzte Buchstabe des Wortes ALPHA ist
in den meisten Fillen gleichzeitig Anfangsbuchstabe
von neuen Wortern. Zur Erleichterung ist eine Losung
fett ausgedruckt.

R. Schu:z, W .-Pieck-OS Rotta
Leiter des Kreisklubs Jg. Math. Grifenhainichen

40 - alpha, Berlin 18 (1984) 2

Spielereien um das Jahr 1984

0=1+9-8—)/4=—1-]/9+8—4
T7=19-8-4=1-9-8:4
16=(1+9—8)*=1+9+8—|/4
23=19+8-4=19+)/8" /4
34=—1+)/9+8-4=1+9!:81+4!
84=1° 84=(1+9) 8+4
10=[—1+(/9)1]1—8—]/4
130=1+9+(d 8+/3)!

Mit Freude und Eifer — bei einigen Zahlen auch mit
langer Uberlegung — stellten die Teilnehmer des Lei-
stungszirkels KI.5/6 des Kreisklubs Junger Mathe-
matiker Zeitz fiir die Zahlen 0. .. 130 unter alleiniger
Anwendung der Ziffern 1, 9, 8, 4 in dieser Reihenfolge
und aller moglichen Rechenzeichen Aufgaben zu-

sammen. AG-Leiter OL D. Franke

®  a) Ein Elternpaar hat zwei junge Kinder, die eine
verschiedene Anzahl von Jahren zéhlen. Das Produkt
aus den Zahlen, die das ganzzahlige Alter von Vater,
Mutter und den beiden Kindern angeben, ergibt 1984,
Wie alt sind Vater, Mutter und die beiden Kinder,
wenn noch bekannt ist, dal der Vater ilter als die
Mutter ist?

b) Teile die Zahl 1984 so in fiinf Summanden, daf
jeder folgende doppelt so groB ist wie der vorher-
gehende! Schuldirektor H. Forg, Schwaz (Osterreich)

Hans-Jiirgen Starke, Elterrhaus und Schule



B 1984=(123—4+5)(6—7+8+9+0)
=[56(—7+8)-9-(10+1)-2]:3+4
=0—1+(2+34)-56—7—8)/9

Student T. Merten, Stralsund, z. Z. Berlin

Der Kreis und die Geraden

Ein Kreis lag friedlich auf der Wiese
und wiinscht’, daB ihn in Ruhe lieSe
die Nachbarschaft und die Bekannten,
die Vettern, Basen, Anverwandten.
Doch schon nach wenigen Minuten,
da horte er ein Auto tuten.

Drei Grazien waren ausgestiegen

und sahen diesen Kreis dort liegen.
Die erste reichte ihm die Hinde

und stellt sich vor als die Tangente,
indem sie ithn nur zart beriihrte,

so dal} er kaum ein Fiinkchen spiirte.
Danach durchschnitt ihn die Sekante,
die hoffnungslos fiir ihn entbrannte.
Die kleine Sehne trat als Dritte

heran mit einer groBen Bitte:

Sie wollte sich eng an ihn schmiegen;
im Endpunkt auf dem Kreise liegen.
Der Kreis, der Ruhe haben wollte,
zunachst dariiber etwas grollte.

Doch schlieBlich willigte er ein,

den Grazien immer Freund zu sein.
Und mit der Zeit fand er Gefallen

an den Tangent — Se — Kanten allen.

F. Winkler, aus: Sdchsisches Tageblatt

eingesandt v. S. Franze, Dresden

».Jch werde mir’s merken, du brauchst ja auch wieder
einen, der Reifen wechseln oder den Vergaser aus-
bauen kann, aber dann habe ich keine Zeit!*

Jorgal, aus: Sdchsische Zeitung

SN & YT

\ e

ﬂﬂmﬂﬂfmnnn A R

=y EEEN

AR

4 ' N &7

24~ 35/ ©

ity s Mol Vs

Alter der Familienmitglieder gesucht

In einer vierkopfigen Familie zeigen die Lebensjahre
jedes Mitglieds die gleiche Quersumme. Das Gesamt-
alter aller ergibt zugleich die kleinste dreistellige Zahl
mit dieser Quersumme. Das Alter der Mutter ist so-
wohl durch das des Sohnes als auch durch das der
Tochter teilbar. Das Lebensalter des Vaters 148t sich
ebenfalls durch das des Sohnes, nicht aber durch das
der Tochter teilen. Mutter und Sohn haben zusammen
das Alter des Vaters, Mutter und Tochter sind zu-
sammen genauso alt wie Vater und Sohn. Wie ait sind
die einzelnen Familienmitglieder?

Dr. Ch. Lange, Sektion Musik am IfL Leipzig

Dreierlei, Viererlei

a) Zum Dreifachen einer Zahl die Zahl 3 addiert, ergibt
das gleiche wie von der dritten Potenz von 3 das Drei-
fache der Zahl subtrahiert. Bestimme die Zahl!
b) Zum vierten Teil einer Zahl die 4 addiert, ergibt das
gleiche wie vom Vierfachen der Zahl die Zahl 4 sub-
trahiert. Bestimme die Zahl!

Dr. W. Lorenz, Leipzig

alpha-Logik

Ermittle alle positiven ganzen Zahlen ¢, L, O, G, I, K,
die die Ungleichung (1) und die Gleichungen (2) bis (6)
gleichzeitig erfiillen!

() a<L<0O<G<I<K

(04 o
@ =\*t
(3) ﬁ: a_ﬁ a__c_x_

O L O
@ &(o-) (-8) (=3

o o o a o
® t={*-t)\*5)\* G '("“T)

o o o 4 o o
@ 1) (8) (-2 (9
Ubung

Welche Figur mufBl gefaltet und dann aufgesetzt
werden? Troll, Berlin

wbi
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XXIII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

Olympiadeklasse 5

230521 Die Zahlen von 1 bis 10 sollen als
Ergebnisse von Rechenaufgaben auftreten,
bei denen auBer den Zeichen fir die vier
Grundrechenoperationen und Klammern je-
weils nur die Ziffer 3 auftreten soll, und zwar
genau Smal. Fiir zwei Aulgaben wurden Bei-
spiele angegeben. )

Gib fiir die Ergebnisse 2, 3,4, 5, 6, 8,9 und 10
je eine derartige Aufgabe an!

Beispiele:

1=3-3:3-3:3=(3+3-3):3;
7=(33-3):3-3=3-3+3:3-3.

230522 Mit 12 gleich langen Hoélzchen sol-
len Begrenzungen von Flichen gelegt wer-
den. Es sind jedesmal alle 12 Holzchen [ir
eine Fliche zu verwenden. AuBerdem diirfen
benachbarte Holzchen nur gestreckte oder
rechte Winke] bilden.

Das Bild zeigt als Beispiel eine solche Fliche,
die einen Inhalt von 5 Flicheneinheiten be-
sitzt. (Als Flacheneinheit gilt der Flichen-
inhalt eines Quadrates mit der Seiteminge
eines Hoélzchens.)

Il
.

Zeichne jeweils eine solche Fldche mit einem
Flicheninhalt von a) 6 Flicheneinheiten,
b) 7 Flacheneinheiten, ¢) 8 Flicheneinheiten,
d) 9 Flidcheneinheiten!

230523 Die drei Pioniere Hans, Karl und
Peter fuhren mit dem Rad von Leipzig nach
Halle. Hans fuhr dabei in je 10 Minuten
2 Kilometer, Karl bendtigte fiir je 2,5 Kilo-
meter 10 Minuten, wihrend Peter in je 10 Mi-
nuten 3 Kilometer zuriicklegte und Halle nach
genau 100 Minuten erreichte.

Wieviel Minuten nach Peter trafen Hans und
Karl in Halle ein, wenn alle drei Pioniere zur
gleichen Zeit in Leipzig abfuhren?

230524 In dem Bild ist ein regelmiBiges
Sechseck ABCDEF und ein Punkt §' gegeben.
Der Schnittpunkt der Diagonalen AD, BE
und CF des Sechsecks sei S. Wir betrachten
diejenige Verschiebung, bei der S den Bild-
punkt S’ hat.

42 - alpha, Berlin 18 (1984) 2

Konstruiere den Verschiebungspfeil S§', und
dasBild A'B'C'D'E'F’ des Sechsecks ABCDEF

bei dieser Verschiebung!
E
Fi D
SI
Al c X
B

Olympiadeklasse 6
230621 Voneinem Milchhofsollen an einem
Tag 2200 Kisten mit je 25 Behiltern zu

1._. .
ZLnter Milch, ferner 600 Kisten mit je

24 Flaschen zu % Liter und 800 Kiisten mit

je 12 Beuteln zu 1 Liter Milch ausgeliefert
werden. Die hierlir insgesamt bendtigte
Milchmenge wurde in Tankwagen angeliefert,
von denen jeder 9000 Liter Milch faBt.

a) Berechne, wieviel Liter Milch insgesamt an
diesem Tag ausgeliefert werden sollen!

b) Berechne die kleinstmdgliche Anzahl von
Tankwagen, die zur Anlieferung der ben6tig-
ten Milchmenge insgesamt ausreichend wa-
ren! ’

230622 Die abgebildete Figur ABCD stellt
ein Rechteck dar, das sich aus den drei gleich
groBen Quadraten AEHD, EFGH und FBCG
zusammensetzt. Die Strecke AG schneidet die
Strecke EH in deren Mittelpunkt M, die
Strecke BH schneidet die Strecke FG in
deren Mittelpunkt N. Der Flicheninhalt des
Rechtecks ABCD betrigt 48 Flicheneinhei-
ten.

o] H G C
N
A E
Ermittle

a) den Flicheninhalt des Dreiecks SGH,

b) den Flicheninhalt des Dreiecks ABS,

¢) den Flacheninhalt des Vierecks ASHD!
(Hinweis: Zur Herleitung darfst du den Satz

verwenden, daB jedes Rechteck durch seine
Diagonalen in vier gleichgroBe Dreiecke zer-
legt wird.)

230623 Die vier Schiiler Erdbach, Freimuth,
Giebler und Hausmann haben die Vornamen
Alfred, Bernd, Christian und Detlef (mog-
licherweise nicht in dieser Reihenfolge). Sie
trafen sich auf Siegfried Zanders Geburts-
tagsfeier. Folgendes ist bekannt:

(1) Als ersten Gast konnte Siegfried seimen
Mitschiiler Hausmann begriiBen, als zweiten
Christian und danach Erdbach. Zuletzt kam
Bernd.

(2) Jeder dieser vier Giste brachte fiir das Ge-
burtstagskind genau ein Geschenk mit: Haus-
mann ein Wiirfelspiel, Alfred einen Kugel-
schreiber, Bernd einen StrauB Rosen und
Giebler ein Buch.

Zeige, daB sich aus diesen Angaben fiir die
vier Geburtstagsgidste eindeutig ermitteln
14Bt, wie ihre zusammengehdrenden Vor- und
Familiennamen lauten! Gib diese zusammen-
gehorenden Namen an!

230624 Fiinf voneinander verschiedene
Punkte einer Ebene sollen durch Geraden
miteinander verbunden werden. Dabei sollen
stets alle moglichen Verbindungsgeraden ge-
zeichnet werden.

Uwe behauptet: Die [iinf Punkte kdnnen so
liegen, daB es genau zehn verschiedene Ver-
bindungsgeraden gibt.

Norbert behauptet: Die fiinf Punkte kénnen
aber auch so liegen, dafl es nur fiinf Ver-
bindungsgeraden gibt.

Fritz behauptet: Die finf Punkte konnen
sogar so liegen, daB es nur eine einzige Ver-
bindungsgerade gibt.

a) Zeige durch Zeichnung von je einem Bei-
spiel, daB alle drei Aussagen wahr sind!

b) Untersuche, ob bei entsprechender Lage
der fiin[ Punkte auch noch andere Anzahlen
verschiedener Verbindungsgeraden vorkom-
men konnen, und zeichne auch dafiir Bei-
spiele!

Olympiadeklasse 7

230721 Uwes Schulweg fithrt am Rathaus
und am Bahnhof vorbei. Am Rathaus hat
Uwe ein Viertel des Weges geschafft; die Rat-
hausuhr zeigt 7.30 Uhr an. Am Bahnhof hat
Uwe ein Drittel des Weges hinter sich; die
Bahnhofsubr zeigt 7.32 Uhr an.

Um wieviel Uhr trifft Uwe in der Schule ein,
wenn er wihrend des gesamten Weges mit
gleichbleibender Geschwindigkeit geht?

230722 Es sei ABCD ein Rechteck; der
Mittelpunkt der Diagonale AC sei M. Die
Mittelsenkrechte auf AC schneide die Ge-
rade durch 4 und B in E und die Gerade
durch Cund Din F.

Beweise, daB dann die Dreiecke AEM und
CFM kongruent sind! '

230723 Blaue, gelbe und rote Wiirfel sollen



in eine Reihe gelegt werden. Der erste Wiirfel
der Reihe soll blau, der zweite soll gelb sein.
In der Reihe sollen niemals zwei gleichfarbige
Wiirfel nebeneinander liegen, und es soll sich
auch die Farbfolge von zwei nebeneinander-
liegenden Wiirfeln niemals wiederholen.

Ermittle die groBtmogliche Anzahl der Wiir-
fel in einer Reihe, die alle diese Bedingungen
erfiillt! Gib mindéstens ein Beispiel fiir eine
solche Reihe mit der groBtmoglichen Anzahl
von Wiirfeln an, und weise nach, daB es keine
solche Reihe mit mehr Wiirfeln geben kann!

230724 Von einem Parallelogramm ABCD
wird vorausgesetzt, daB die Halbierenden der
Winkel ¥ DAB und ¥ ABC einander in einem
Punkt E schneiden, der auf der Strecke CD
zwischen C und D liegt. Ferner wird voraus-
gesetzt, daB die Strecken AE und BE die
Lingen 7 cm bzw. 5 cm haben.

Ermittle aus diesen Voraussetzungen den
Flicheninhalt des Parallelogramms ABCD!

Olympiadeklasse 8

230821 Ermittle alle diejenigen vierstelligen
natiirlichen Zahlen z, die folgende Bedingun-
gen erfiillen:

(1) Die aus den ersten beiden Ziffern von z
in dieser Reihenfolge gebildete zweistellige
Zahl ist eine Quadratzahl.

(2) Die aus der ersten und vierten Ziffer von z
in dieser Reihenfolge gebildete Zahl ist eben-
falls eine Quadratzahl.

(3) Die aus der zweiten und dritten Ziffer von z
in dieser Reihenfolge gebildete Zahl ist eben-
falls eine Quadratzahl.

Hinweis : Unter der ersten Ziffer verstehen wir
diejenige Ziffer von z, die an der Tausender-
stelle steht.

230822 Eine Schulklasse wird so in Lern-
brigaden aufgeteilt, dal die Anzah! der Mit-
glieder jeder Brigade um 2 groBer ist als die
Anzahl der Brigaden. Hitte man eine Brigade
weniger gebildet, so hétte jede Brigade 2 Mit-
glieder mehr haben konnen. Weise nach, daB
man aus diesen Angaben die Anzahl der
Schiller dieser Klasse eindeutig ermitteln
kann, und gib diese Anzahl an!

230823 Es sei k ein Kreis mit dem Mittel-
punkt M. Drei Punkte A, B und C auf & seien
so gelegen, daB der Punkt M im Innemn des
Dreiecks ABC liegt.

Ferner sei xCAM=20° und *x AMB=120°.
Ermittle aus diesen Voraussetzungen die
GroBe des Winkels x CBM!

230824 Es sei ABC ein rechtwinklig-gleich-
schenkliges Dreieck mit C als Scheitel des
rechten Winkels. Uber den Seiten 4B, BC und
AC seien Quadrate nach auBen errichtet. Die
Diagonalenschnittpunkte dieser Quadrate
seien in dieser Reihenfolge mit D, E und F
bezeichnet.

Beweise, daB der Flacheninhalt 4, des Drei-
ecks DEF gleich dem Flidcheninhalt 4, eines
der Quadrate iiber AC bzw. BC ist!

Olympjadeklasse 9

230921 Ermitteln Sie alle dicjenigen zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen x, fir die die
Summe aus x und der durch Vertauschen der
Ziffern von x entstehenden Zahl y eine
Quadratzahl ist!

230922 Von einem Trapez ABCD wird vor-

ausgesetzt:

(1) Esgilt AB || DC.

(2) Esgilt AB>DC.

(3) Das Trapez besitzt einen Innenwinkel mit
einer GroBe von 110°.

(4) Die Diagonalen AC und BD sind die
Halbierenden der Winkel £xDAB bzw.
¥ ABC. '

Zeigen Sie, daf durch diese Voraussetzungen

die GroBen aller Innenwinkel des Trapezes

eindeutig bestimmt sind, und ermitteln Sie
diese GroBen!

230923 In dem Schema einer Additions-
aufgabe soll in jedes Kiastchen eine Ziffer so
eingetragen werden, daB jede der zehn Ziffern
(des dekadischen Zahlensystems) genau ein-
mal auftritt und in den vorderen Kistchen
keine O steht. AuBerdem soll genau dreimal
ein Ubertrag auftreten.

Ermitteln Sie alle diejenigen vierstelligen
Zahlen, die unter diesen Bedingungen als
dritte Zeile (Summe) dieselj Aufgabe moglich

sind!
+« O3

[T11]

230924 Beweisen Sie!
Ist p eine Primzahl, dann ist [/; keine ratio-
nale Zahl.

Olympiadeklasse 10

231021 Auf einem Schachbrett kann eine

. Dame so ziehen, daB sie von ithrem Platz aus

alle Felder in der waagerechten und in der
senkrechten Reihe und die Felder der beiden
sich in ihrem Standpunkt schneidenden Dia-
gonalen erreichen kann. Im Bild ist die
Stellung der Dame durch ein schwarzes Feld
gekennzeichnet, die erreichbaren Felder sind
mit Punkten markiert. Buchstaben und Zah-
len am Rande sollen helfen, die Felder zu
benennen (hier steht z. B. die Dame auf d2).
Auf einem Quadrat aus 5x 5 Feldern sollen
nun 5 Damen so aufgestellt werden, daB keine
Dame auf einem Feld steht, das von einer
anderen erreicht werden kann.

- N W~
.

abcde

Stellen Sie fest, ob dies méglich ist, und er--
mitteln Sie gegebenenfalls alle Aufstellungen

der geforderten Art, die sich nicht durch
Drehung oder Spiegelung ineinander iiber-
fihren lassen!

231022 Ermitteln Sie alle diejenigen geord-
neten Zahlenpaare [g;r] aus einer ganzen
Zahl g und einer reellen Zahl r, die die
Gleichung

ir—%—i:g erfillen!
231023 Unten ist das Bild
A'B'C'D’'E'F'G'H’ eines Wiirlels ABCDEFGH
bei schriger Parallelprojektion gegeben. Fer-
ner sind die Bilder P, Q@' und R’ dreier
Punkte P, Q bzw. R gegeben, wobei
P auf der Seitenfliche ABFE,
Q auf der Seitenfliche BCGF,
R auf der Seitenfliche DAEH
liegt.
Konstruieren Sie das Bild der Schnittfigur
des Wiirfels mit der Ebene durch P, Q und R!
Beschreiben und begriinden Sie Ihre Kon-
struktion!

€' H'
[
|
F } s
! R'
I x
i
Py I
|
O B
// xa
/-
1 Pl
B C

231024 Beweisen Sié, daB es genau eine
positive rationale Zahl x gibt, die die Glei-
chung

x*=27 erfuillt!

Olympiadeklassen 11/12

231221 Ist (a,) eine Folge reeller Zahlen, so
bezeichne s, ihre n-te Partialsumme:

5k Y Gy
k=1
Man ermittle
a) von jeder arithmetischen Folge (a,), fiir die
54 =15 und s¢ =255 gilt,
b) von jeder geometrischen Folge (a,), fiir die
sa=15 und sg =255 gilt,

die ersten funf Glieder ay, a,, ..., as.

231222 Es sei P=ABCA'B'C’ ein gerades
dreiseitiges Prisma mit der Grundfliche
ABC, der Deck(liche A'B’C’ und den paralle-
len Kanten AA’, BB, CC'. Auf diesen seien
drei Punkte X, Y, Z gelegen, X zwischen 4
und A', Yzwischen B und B’, Z zwischen C
und C'.

Man beweise, daB der Korper K=ABCXYZ
das Volumen

alpha, Berlin 18 (1984) 2 - 43



1
VK=§ F(x+y+z)

hat, wobei x=AX, y=ﬁ, z=CZ ist und F
den Flacheninhalt von 4BC bezeichnet.

231223 Es sei ABCD ein beliebiges Trapez
mit AB | CD. Die Lingen seiner Seiten und
Diagonalen seien folgendermaBen bezeich-
net:
ﬁ=a,ﬁ=b,5=c,m=d,ﬁ=e,ﬁ=[,
Man beweise, daB dann stets die folgenden
Gleichungen (1) und (2) gelten!
af? +ce’>=(a+c)(ac+b?),
ae’ +cf*=(a+c)(ac+d?.

(1
2
231224 Man ermittle alle natiirlichen Zah-
len n, [ir die die Zahl 2" + 5 eine Quadratzahl
ist.

alpha-Wettbewerb
1982/83

Abzeichen in Gold

Michael Herrmann, Oberlichtenau ; Torsten Endter,
Oberschonau; Esther Hadicke, Oranienbaum; Kay
Leitz, Michael Taeschner, beide Parchim; Steffen
Scheithauer, Parey; Thomas Lieberwirth, Perle-
berg; Antje und Thomas Reichel, Pirna; Coren
Balling, Plessa; Dorit Grulke, Pritzwalk; Andreas
Jbstel, Karl-Martin Eichhorn, Katharina Eichhorn,
Bettina Beurich, alle Radebeul; Wolfgang Schnei-
der, Radeburg; Steffen Korb, Raschau; Nils Gro-
trian, Christoph Jahnke, beide Ribnitz; Lutz
Marschner, Riesa; Beate Walter, Robel; Kerstin
Giilden, Roitzsch; Holger Nobach, Michael Gra-
ber, Anne Ruser, Heiner Ruser, Elke Haferkorn,
alle Rostock; Astrid Grulke, Schernberg; Ronny
Henschke, Schierke; Roy Riihl, Schladitz; Kristin
Straubel, Schorssow; Jorn Briickner, Schwarzen-
berg; Kerstin Kilement, Schwerin; Achim Kréber,
Schoénbach; Roland Drendel, Senltenberg; Ute
Hornawsky, Silbach; Christiane May, Siebenlehn;
Jochen Wetzel, Klara Tépler, beide Sémmerda;
Ramona Dérre, Bernd Liebmann, beide Sonders-
hausen; Thomas Kaiser, Stralsund; Wollram
Meyerhofer, Strasburg; Andrea Kurz, Anja Reum-
schiissel, Antje Recknagel, Christina Schmidt, Anja
Hifner, Beate Neubert, Kerstin Reumschiissel,
Katja Huhn, Peter Motz, Achim Gratz, Uwe Pfann-
schmidt, André Albrecht, Mario Recknagel, Uwe
Holland-Merten, Katrin Moller, Ines Maschke,
Constanze Aster, Silvana Menz, Silke Recknagel,
alle Steinbach-Hallenberg; Uta Linz, Suhl; Gerlad
Schumann, Teichwolframsdorf; Holger Wittner,
Teterow; Lothar Matzker, Torno; Mario Winges,
Trusetal; Ulricke Dost, Petra Tiersch, Antje Wie-
land, Maja Rasch, alle Vacha; Thomas Vandahl,
Vélkershausen; Andrea Schmidt, Waren; Uwe
Pillat, Waschow; Monika Rdssler, Volker Leh-
mann, Johannes Thiter, alle Weimar ; Heike Eggert,
Udo Lehmann, Alexander Benz, Beate Rumpelt,
alle WeiBwasser; Holger Post, Wiebendorf; An-
dreas Doring, Lutz Grothe, beide Wiederitzsch;
Andrea Maas, Wilhelmsburg; Bert Winkler, Wil-
kau-HaBlau; Mario Kuhn, Wintzingerode; Karin
Junk, Peter Eggert, beide Wismar; Cornelia Hahn,
Ester Holznagel, beide Wolgast; Maren Zech.
Zahna; Adrian Hackenberger, Zedlitz; Antje
Schneider, Zeitz; Stefli Ramsthaler, Angelika Weyh,
Ute Barthelmes, alle Zella-Mehlis; Holger Radiinz,
Zerbst; Uwe Schulz, Birgit Gawlik, beide Zittau;
Kathrin Scheflel, Kathrin Neum, beide Zschorne-
witz; Michael Rihling, Dresden; Geertie MaeB,
Bad Doberan; Jorg und Gerd Heber, Erfurt
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355

die Zahl © L2

Der Bruch und

Umfang und Durchmesser eines Kreises sind
inkommensurabel. Wiaren sie kommensura-
bel, so gébe es eine Strecke der Linge e so,daf3
die Lingen U bzw. d von Kreisumfang und
Kreisdurchmesser ganzzahlige Vielfache von
e wiren, etwa U =m e, d =n e. Dann wire das
fiir alle Kreise konstante Verhéltnis von Um-
fang und Durchmesser (seit Euler kurz mit =
bezeichnet) ein Bruch:

U _me

“d ne
bewies aber 1767, daB = nicht als gebrochene
Zahl darstellbar ist (x ist wie |/2 eine
irrationale Zahl). Man kann n durch einen
Bruch nur nzZherungsweise angeben. Der
griechische Geometer Archimedes von Syra-
kus fand im 3.Jh. v.u.Z., daB, wenn der
Durchmesser eines Kreises in 7 gleiche Teile
geteilt wird, 21 solcher Teile eine kleinere, 22
aber ecine groBere Linge ergeben als der
(etwa abgewickelte) Kreisumfang: g <n< 27—2
Im fiinften Jahrhundert benutzte der chinesi-
sche Astronom Zu Ch’ong-Zhi den Bruch %
als einen sehr gendherten Ausdruck des Ver-
héltnisses von Linge des Umfangs zur Linge
des Durchmessers. Erst iiber ein Jahrtausend
spéter wurde dieser Bruch in Europa erneut
gefunden. Auf welche Weise der chinesische
Astronom und Mitte des 16.Jahrhunderts

=%. Johann Heinrich Lambert

Peter Metius diesen Bruch %, dessen De-

zimalbruchentwicklung erst in der achten

Zilfer von der Dezimalbruchentwicklung von
n=13,141592653589793...

abweicht, ermittelt haben, ist nicht bekannt.

Spatestens seit Eulers Zeit weill man, daB

113
bruchentwicklung von r ist.

einer der Ndherungsbriiche der Ketten-

Die ersten solchen Ndherungsbriiche sind:

3 22 333 355 103993 104348 208341>

1T7°106° 113’ 33102 33215 66317

Es 148t sich unschwer dadurch mit Lineal und
Zirkel eine Strecke konstruieren, die nihe-
rungsweise die Lange n hat, indem man zu-

16
13 kon-

struiert und dann zu dieser Strecke die
Strecke der Linge 3 addiert: ’
16 355

13 + 3=m. Die Konstruktion der Strecke

niachst eine Strecke der Linge

der Linge Tll% kann so erfolgen:

Man betrachtet einen Viertelkreis und darin
senkrecht aufeinanderstehende Radien MA
und MB der Linge 1 (Bild).

r\\
AN

M NV v 8
Durch [ortgesetztes Halbieren teile man den

(der

Linge %) und wihle auf AM den Punkt Tso,

Radius AM in 8 gleiche Abschnitte

daB T—M=%. Man verbinde T mit B. Der

Punkt N halbiere den Radius MB. Schldgt
man um B einen Kreis mit dem Radius
W:%, so erhdlt man auf TB den Schnitt-
punkt U so, daB —U§=%. Man wihle V auf
MB so, dal} UV parallel zu AM. Man ver-
binde Tmit ¥ und wihle endlich W auf MB
so, dall UW parallel zu TV ist. Dann gilt

ﬂ:i. Warum?

3 H. Pieper

| Mahe

Suhl, 16. November 1983

Die Fachkommission Mathematik in Suhl-
Stadt iibergab jedem Teilnehmer an der
Kreisolympiade eine Postkarte als Erinne-
rungsgeschenk; Entwurf: Mathematikfach-
lehrer D. Kiehle, F.-Kohler-OS, Suhl.




Losungen

Losungen zu:
Geometrie hilft der Arithmetik

Ala (@+b) (c+d)=a-c+b-c+a-d+b-d

© a-d

b.d

b-c

a b

A2A (@-b)rc=a-c-b-c

: )

Q

A3A a)(@a+b)P?=a’+2-a b+b?
b)(@a—bP=a*—2-a-b+b?
c)(@a+b) (a—b)=a*-b?

Ad4a Ausa<bund c<dfolgta-c<b-d.

A5a Nein. Es gibt Zahlentripel fir a-¢
<b-d,a-c=b-dunda-c>b-d.(Findeselbst
solche Beispiele!)

A6a Erhohung um ein Neuntel! (Benutze
zur Begriindung ein in 10 gleich groBe Recht-
ecke untertefltes Rechteck!)

Liosungen zu: Sprachecke

Ala Von 7 regelmiBigen Sechsecken ist
eines mit 6 Farben gefirbt (siche Bild). Farbt
die itibrigen Sechsecke mit denselben Farben
so, daB in der ,,Blume“, die im Bild darge-
stellt ist, alle dreieckigen Teilflichen, die an
einer Sechseckseite aneinanderstoBen, gleich-
farbig sind.

Losung :

A2A Indemrechtwinkligen Dreieck XYZ
ist W der Mittelpunkt von XY, und der Kreis
mit ZW als Durchmesser schneidet WX in V.
Berechne die Linge von XZ, wenn XY =50
und WV =T!

Lésung: In dem rechtwinkligen Dreieck ist
die Seitenhalbierende, die zur Hypotenuse ge-
zeichnet wird, gleich der Hillte der Hypo-
tenuse. Folglich ist ZW =25, und nach dem
Satz des Pythagoras gilt im rechtwinkligen
Dreieck ZV W, daf3

VZ=VZW?-VW=)/252 =77 =24,
Deshalb ist im rechtwinkligen Dreieck ZV X
dann

XZ=VXV*+VZ?=]/24%+182=130.

A3A Man will die Fassade einer Schule
weiBen. Diese Fassade hat eine Linge von
18 m und eine Hohe von 12 m; man sieht
weiterhin 12 Fenster und eine Tiir. Die Aus-
maBe jedes Fensters, in m, sind 2,5 und 1,5;
diejenigen der Tiir 3 und 2. Berechne die
Fliche der zu weiBenden Fassade in m?!
Lésung: Die Flidche der Fassade einschlieB-
lich der Fenster betrigt 18 m- 12 m=216 m2,
Die Fliche der Tiir ist 3m-2m=6m?2, die
der Fenster2,5m- 1,5 m - 12 m=45 m?. Dann
betrigt die Fliche der zu weiBenden Fassade
216 m>—45m? -6 m?=165m?. .

Lésung zu: Acht und fiinf

a) Diese harte NuB hat eine interessante Ge-
schichte. Vor mehr als hundert Jahren hat der
russische Mathematiker und Schachmeister
Karl Jatiker bewiesen, daB es 92 solcher
Stellungen gibt. Zweiundneunzig! Und selbst
eine zu finden ist nicht einfach! Hier nun
zweli Beispiele:

Acht Damen sind entweder auf die Felder
a3, b5, c2, el, [7, g4 und h6 oder auf a6, b4,
c7, dl, e8, 2, g5 und h3 zu stellen.

b) Die groBte Zahl der Felder, die von acht
Damen nicht attackiert werden kann, ist elf.
Die dafiir erforderliche Damenstellung ist fol-
gende:

bl, b2, £2, gl, g3, g7, h2, h7.

¢) Fiinf Damen auf a2, c4, d5, e6, g8 kontrol-
lieren alle Felder des Brettes. Diese Aufgabe
hat mehr als tausend Losungen.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Frohe Ostern
1-8
Es ist 12 durch 23

Es gibt 135 derartige Losungen. Oft werden
die 59 Fille nicht beriicksichtigt, die von
00:01 bis 00:59 méglich sind.

alpha auf Kurs 80

Es gibt 80 Mdglichkeiten. Um diese Anzahl
zu ermitteln, kann die Aufgabe in drei Teil-
aufgaben zerlegt werden: Teilaufgabe 1 (links)
enthilt 1+4+4+6+4+1=16 Moglichkeiten,
um das Wort alpha aufl dem geforderten
Wege zu bilden. (Die kleinen Ziffern neben
den Buchstaben dienen zur Erleichterung des
Auszihlens. Man mache sich mit den zu-
grundeliegenden GesetzmiBigkeiten einge-
hend bekannt. P* bedeutet z. B., daB von A4

aus vier Wege zu diesem Buchstaben fiihren.)
In Teilaufgabe 2 (Mitte) lassen sich 1 +5+11
+ 15+ 16 =48 Maoglichkeiten und in Teilauf-
gabe 3 noch einmal 16 Médglichkeiten er-
mitteln. Zusammen also 80.

A'L'P'H!'A'@ A'L! P'H!Al@ A!

L' P?H*>A‘@ A' L2P3H*A@ A! L2

P'H3 Af® A! L2 P*H’ All.AlL2P4

H'A%@ A! L2P*H® A'*@A'L’P*H"®

Al. Al Lz P4H5A16.A1L2P4HBA16

Spielereien um das Jahr 1984
a) 1984=1-2-2-2-2-2-2-31=1-2-32-31
Der Vater ist 32 Jahre, die Mutter 31 Jahre
alt, die beiden Kinder zdhlen 1 und 2 Jahre.
b) x+2x+4x+8x+ 16x=1984

31x=1984

x=64

64+ 128+256+ 512+ 1024 =1984
Alter der Familienmitglieder
gesucht

Sohn 9, Tochter 18, Mutter 36, Vater 45 Jah-
re; Gesamtalter: 108.

Dreierlei, Viererlei
a) Ix+3=3-3x

6x=27-3
x=4
b))  Iid=4ax—4a
4
8=?x
2
15
alpha-Logik

Durch #quivalente Umformung der Glei-
chung (2) ergibt sich 2-a=L - a, also L=2.
Aus L =2, der Ungleichung (1) und dem vor-
gegebenen Variablengrundbereich folgt un-
mittelbar a=1.

Nach Einsefzen von a=1, L =2 in Gleichung
(3) und dquivalenter Umformung ergibt sich
0=13.

Dieses Verfahren schrittweise auf die Glei-
chungen (4) bis (6) angewendet, liefert G=4,
I=5K=6.

Diese Zahlen erfiillen alle gestellten Bedin-
gungen, was die Probe beweist:

o (D)

1 1 1y 121
@ §=<“5)'(‘ §)=§ 373
1 1 1 1
o YD
1231
=3'3373
1 1 N (, 1 1
1234 1
=2'34'373
1 1 1 N
o H ()0 0
.(1_1>=1.2.§.i.2=1
Ubung 6/ 23456 6

Figur 3 entspricht den Bedingungen.
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Lésungen zu:
Ungarischer Bilderbogen
ala Die Polizei betritt Haus 18. Auf die
Spur fiihrt sie die Lage der Hiuser 17 und 18
sowie die Biume iiber den beiden Hiusern.
A2a Der Buchstabe N erfiillt die gefor-
derten Bedingungen.
a3a Die Kreisfigur 4 bleibt iibrig.
Ada A:f=2-v-1,also 289;
B:f=v?—1, also 15745023,
C:f=3"v,also 486;
D:f =3+v,also 16.
A5a Durch weitere 30 Pfeile wird die vor-
gegebene Figur zum Rechteck.
AGA

A7TA 149-8+42+47-6+5-4+3-2+5
—6+7-8+9—-1-9+4+4—-1+4+3-5
-4-1=0

A8 A Ein F-Element bleibt iibrig.

494 Der Korper Nr.2 gehort zum ab-

gebildeten Netz.

alpha-Wettbewerb
Heft 5/83, Fortsetzung

Ma 10/12 2374 Es sei n der kleinste der zu
ermittelnden Summanden; dann gilt
n+(n+1:6)+(n+2-6)+(n+3-6)+...+(n
+k - 6)=115, wobei k eine natiirliche Zah] ist.
Daraus folgt weiter
k+1)n+6-(1+2+3+...+k)=115,
(k+ 1)~n+6-——k'(k2+l)
(k+1)(n+3k)=115,
115 5-23
n+3k= PERL also n_k+1
Nur fiir k=4 und somit fir n=11 existiert
auf Grund der vorgegebenen Bedingungen
eine Losung. Die Summanden lauten 11, 17,
23, 29, 35, und es gilt 11+17+23+29+35
=115.

=115,

-3k

Ma 10/12 l2375 Fir Kugel bzw. Wiirfel
gelten folgende Bezichungen:

Ax=4nr?; Vx=§nr3; Aw=6a%; Vw=a*

(A bedeutet Oberflicheninhalt, V Volumen
und a Kantenlinge.)
Nun gilt Ax: Ap =4nr?:6a%,
und wegen ;nr3 =a? erhalten wir
4 2
4o —Amr? 6] 2rp3 )2
Ax .AW =4nr 6(370' >3
Durch Umformen ergibt sich

1
Ax:Aw=1 :(E)5 bz,
n
Ax:Aw=1:1,24,
Die gesuchte MaBzahl x betrigt angendhert
1,24. ‘
Ma10/12 #2376 Skizze nicht maBstiblich!
Die Berithrungsradien stehen senkrecht auf

der Mantellinie und sind zueinander parallel.
Wir wenden den Strahlensatz an und erlmalten
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DM, :CH, 54, :5H,
. =SMzI(SM_z+n+rz),
ra20SMy+r, +rz)=r1 - SM,.

Nach weiteren Umformungen ergibt sich

ez . 2 ___
SM,="1 2t S 36 em.

ry—ra
Fiir die Linge der Hohe des Kegels gilt
h=S8S=SMz+r2+42r;; h=50cm.
Es gilt weiter

sm¢——,sm¢ 0,1; $~6,4° und

tan¢_— rx=SS tan¢;

ss”’
rx=50cm-tan6,4°; ryx 5,6 cm.
Die Linge des Grundkreisradius dieses Ke-
gels betrdgt etwa 5,6 cm, seine Hohe 50 cm.
(Alle Symbole fiir Strecken sind hier als Sym-
bole fiir Lingen aufzufassen!)

Phé6 w141 a) 270 ml, 26 ml, 145 ml, 4,3 ml,
24 ml, 5,3 ml.
b)

— 300 | [— 4o bqn — 5 — 3

|— m [
200 |— 20 —- 100 4 - 20

Ph7 @142
Geg.: I=1m Linge des Balkens
a=03m Abstand des Massestiickes
zur linken Schneide
G;=20N Gewichtskraft des Balkens
=30N Gewichtskraft des Masse-
stiickes
Ges.: Fr und Fy
Da der Balken nur von den beiden Schneiden
gehalten wird, er waagerecht liegt und alle
Krifte vertikal wirken, gilt:
FL+Fr=G,+0G,.
Nun betrachtet man den Balken als ein-
seitigen Hebel mit dem Drehpunkt in der
linken Auflage.

3 !

"Fn=§'Gn+a'Gz =G,;+G,—Fg

FR—%‘F, Gz Fr=20N+30N-19N
20N 03

FR:T l—m 30N F,_=31N

Fr=19N.

Die rechte Schneide wird mit 19 N belastet,
die linke mit 31 N.

£ "

s :

Ph8 143 Geg.: Vierseitiges Prisma mit
einem Trapez als Grundfliche.

a=26cm;c=(26—-12)cm=14cm;
hy=12cm; h=12cm.

Ges.: Holzverbrauch V; in einem Jahr.

Das Volumen des Keiles erhidlt man nach der
Gleichung

V=A¢-h mit A¢;=a—;c'h1,

(26+14)cm-12cm - 12¢cm
2

V=(G+C)2'h'h1=

¥ =2880 cm? =0,00288 m>.

Der Holzverbrauch in einem Jahr ist dann
=4-5000- V =20000 - 0,00288 m?,
=57,6m>

Ph9 ®144 Geg.:h;=15m,vo=10 m/s,
g=10m/s?
Ges.: tges
Die Steighéhe h ergibt sich aus der Gleichung
h =—gtz mit v=gt, also t—g.
2
Dann ist h=%~g qﬂf
v? .
= Z und mit v=v,,
h_lOm- 10m-s?
T 2-10m-s?T
Die Fallhhe he=h, +h,
hr=15m+5m=20m.
Die Steigzeit erhilt man aus der Gleichung
Vo=g"1l

bzw. h

Sm.

B =0 e _lom-s*_
g

also Om s

Die Fallzeit findet man nach hp=2- 3,

2
2hr 220ms
z_/

SChllCBllCh ist darm

tges =t1+t,

tges=15+25=3s.

Der Stein erreicht die Erdoberfliche nach
3 Sekunden.

Ph10/12 ®145 Geg.: I=20000 A,
W =5000kWh, 0=20C
Ges.: Spannung U und die Zeitdauer eines
Blitzes ¢
Die Elektrizititsmenge Q berechnet man
pach der Gleichung
Q=I-y
also ist

Weiterhin ist
W=U"-Q,alsoist
U= W _5000kWh_5- 10%-3,6- 10° VAs
Qg  20C 2-10T As ’
U =900000000 V.
Es trat eine Spannung von 900 Millionen Volt’
auf, und der Blitz hatte eine Dauer von

0,001 Sekunde.

Ch7 w113
a) 1 kg Schwefelkies20,36 kg Schwefel
m21,5t Schwefel
~_1lkg- 1,5t
"~ 036kg
m=417t
b)4,17t-30=1251t




Dem Betrieb miissen tiglich 4,17t und mo-
natlich 125,1t Schwefelkies zur Verfiigung
gestellt werden.
Chg =114
a) 160 g Fe;032112 g Fe
023 g Fe;0:2m
023g-112g
"= "160g
m=0,16¢g
Die Einwaage enthilt 0,16 g Eisen.
b) 0,732 g Legierung 20,16 g Eisen
100 g Legierung2am
_100g-0,1l6g
T0732g
m=219g
Die Legierung enthilt 21,99, Eisen.

Ch9 =115
Cay(HPO,);»2Ca0+P,0;+ H,0
m —-2123kg
Cay(HPO,), 2P
272g 62g
m=272 g-2123kg
62g
m=9314kg
980 kg Ca,(HPO,), (x%;ig) -
931,4 kg Ca,(HPO,); (100%ig)
100 kg Ca2(HPO4)z (x74ig) -
x kg Ca(HPO,), (100%;ig)
_100kg-9314 kg ’
- 980 kg
x=95kg
Das Kalziumphosphat besitzt einen Rein-
heitsgrad von 959, also enthilt es 5%, Ver-
unreinigungen.

Ch10/12 w116
a) 1 m*® Gas enthilt 0,45 m® Wasserstolf
0.3 m3 Methan
0,045 m* Athylen
0,04 m® Kohlenmonoxid

Kohlendioxid und Stickstofl kommen fiir die
Verbrennung nicht in Frage.
045m* V, Va
2H, +0; -2H,;0
4481 2241 4481
v =0,45 m?-22,41

4481
11=0,225m3 O,
V= 045m>-44,81

481
V,=045m> H,0
03m3 W v, W
CH, +20, -—CO;+2H;0
2241 4481 2241 4481
v _03 m3-4481

22,41
Vl = 0,6 m’ 01
V= 0,3m?3-22,41

2241
V»=03m?3 CO,
v =0,3 m*-44,81

2241
V»=0,6 m*® H,0
0,045m* ¥, V, V3
C2H4 +301 —'2C02 +2Hzo
2241 6721 4481 4481

v _0045 m?*- 67,21
2241
1=0,135m? 0,
V= 0,045m3- 4481
2241
Vz =0,09 m’ COz
V. _0045m?- 4481
T 224l
V3 = 0,09 l'ﬂ3 Hzo
004m* ¥, Vs
2CO0 +0; -2CO,
4281 2241 4481
v, =0,04 m3-22,41
4481
Vl =0,02 l'l'l3 01
V2=0’04 m3-44,81
4481
V; =0,04 m’ CO;
Der Gesamtverbrauch-an Sauerstoff betrigt:
0,225m> +0,6 m*+0,135m* +0,02 m?
=0,98 m?
0,98 m* - 100
21%
Zur Verbrennung von 1 m® Stadtgas benédtigt
man 4,67 m® Luft.
b) Die Rauchgase bestehen aus Stickstoff,
Kohlendioxid und Wasser.
0,14 m*+4,67m3—098m*=383m> N,
0,025 m® +0,3 m3 +0,09 m* + 0,04 m?
=0,455m? CO;,
0,45m3+0,6m*+0,09m*®=1,14m? H,0
Das Gesamtvolumen der Rauchgase betrigt:
3,830 m* N, 40,455 m® CO, + 1,140 m* H,0
=5425m?
5,425m* 2100
3,83 m*ax
_3,83m?-100%,
T 5425m?
x=70,6% N,
x=0'455 m?-100%
5425m3
x=8,4%, CO,
_1,14m?-100%;
T 5425m’
x=21% H,0
Die Rauchgase bestehen aus 70,6/ Stickstoff,
8,49, Kohlendioxid und 219, Wasser.

=4,67 m? Luft

Lésung zu: Eine hungrige Ziege

Heft 1/84

Alle Winkel werden im BogenmaB gemessen.
Im AMlep gllt M1M1=I'o und ﬂ=7l—21
(siehe Bild).

Dann ist cos f=cos(r — 2a)= —cos2a
und

r’=ro?+ro?—2ro*cosp,

r2=2ro2(1 —cosp),

r2 =2ro%(1 +cos2a). (1)
Weiterhin besteht die gesamte schralffierte
Fliche A aus den beiden Kreissegmenten

Ay und A, also

A=A, +A,. (2)
Nun ist

N _n.roz

A= 7

2
Ay =7(2a—sin2cz)

r?
=5(2a—2 -sina - cosa),

Ay =r*(a—sinacosa) 3)
und

ro? . ro?

A, =—2—(2ﬂ—sm2ﬁ)=T[2(n—2a)

—sin2(n —2a)],
Az=ro*[m—2¢—sin(n—2a) - cos(n —2a)],
Az =ro?[n—2a—(sin mcos 20 —cos msin 2a)

(coscos2a+ sinnsin 2a)],

Ay =ro?(n—2x+sin2acos ). @)

Setzt man (1), (3) und (4) in (2) ein, ergibt sich
A=A+ A,,

nr, o2

- = 2ro2(1 +cos2a) (@ — sinacosa)

+ro2(n—2a+sin2acos2a)

0=2a+2acos2a—2 - sinacosa
—2-cos2asinacosa

n

t3

20+ 2sinacosacos2a,

0=§+2ac052a—sin2a‘

Ersetzt man 2e=x, erhdlt man die gonio-
metrische Gleichung

O=x" cosx—sinx+g.
Die Losung dieser Gleichung ist die Abszisse
des Schnittpunktes der beiden Graphen von

g=f(x)=sinx+=,

h=f(x)=x"cosx.
Als Niherungswert findet man durch Zeich-
nung x= 1,9.
Bestimmt man mit der Regula falsi x’ fiir den
Fall x;<x'<x, mit x;=1,89 und x,=191
in der Funktion

. n
y=f({x)=x-cosx—sinx+—,

erhilt man zuniichst
y1=f(x1)=1,89cos 1,89 —sin 1,89+ 1,5708
=0,02794,
y2=f(x2)=191"-cos 1,91 —sin 1,91 + 1,5708
= —0,00690,
und
x,=(}'1xz —yax;)
Yi—)2
_0,02794 - 1,91+ 0,006902 - 1,89
B 0,03484
SchlieBlich setzt man (5) in (1) ein und erhilt
rt=2ro2(1+cos2a), '
r?=2r¢%(1 +cosx),
r? =2ro%(1 4 cos 1,906),

=1,906. (5)
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r?=1,342-ry?,
‘ r =1,1585r,.
Der Strick muB also rd. 1,16mal so lang sein
wie der Radius der kreisformigen Wiese.

Berichtigung zum Beitrag:
Labyrinth-Probleme

In Heft 2/83, S. 101, muB es in Bild 7, rechts,
heiBen: Bewegungsanweisung (auf ein zum
Muster gehorendes Nachbarfeld).

Lésungen zu: alpha-Wettbewerb,
Heft 6/83

Ma5 #2379 Wegen 1<a<9 entfillt a=0.
Da b Nachfolger von a ist, gilt b=a+1.
Wegen 0<c¢<9 entfillt a=5; denn bereits
[lir =35, also b=6 gilt c=11, also ¢>9, was
nicht mdglich ist. Wir stellen eine Tabelle

auf. g b ¢
1 2 3
2 3 b)
3 4 7
4 5 9

Es existieren genau vier solche Zahlen; sie
lauten 123, 235, 347 und 459.

Ma5 82380 Wegen OC=0C ist das Drei-
eck OCC’ gleichschenklig. Die Mittelsenk-
rechte zur Basis CC’ geht durch den Punkt 0.
Daraus ergibt sich folgende Konstruktion:
Wir zeichnen die Mittelsenkrechte zu CC’,
zeichnen um C einen Kreis mit dem Radius
r=6 cm, der die Mittelsenkrechte in O schnei-
det. Der Schnittpunkt der Kreise um O mit
dem Radius OA und um C’ mit dem Radius
CA liefert den Bildpunkt A'. Analog dazu
konstruieren wir B'.

Ma5 #2381 48000000 Minuten sind
800000 Stunden; 800 000 Stunden sind rund
33333 Tage: 33333 Tage sind rund 91 Jahre.
Giinters UrgroBvater feierte seinen 91. Ge-
burtstag.

Ma5 #2382 90374 +623374=713748.

Ma5 u2383 Wegen 95-3=285<300 mull
der zweite Faktor groBer als 3 sein. Da so-
wohl der erste Faktor als auch das Produkt
auf die Grundzilfer 5 enden, kann der zweite
Faktor nur 5, 7 oder 9 sein. Durch Ab-
schiitzen erhalten wir folgende fiinf Losungen:
65-5=325, 75-5=375, 45-7=315, 55-7
=385,35-9=315.

Ma5 #2384 Angenommen, diese Klasse
“hatte x Quartiere geworben;

48 - alpha, Berlin 18 (1984) 2

dann gilt (x—4)-3=2"x,
3x—12=2x, also x=12.
Diese Klasse hatte 12 Quartiere geworben.

Ma6 82385 Es sei z=abab eine solche im

dekadischen Positionssystem dargesteilte

vierstellige natiirliche Zahl mit

0<a<9und 0£H9.

Dann gilt z=1000a+ 100b + 102+ b,
z=1010a+101b, z=101 - (10a +b).

Wegen 10£10a+b<99, also 10+b=101,

kann z nicht Quadratzahl sein. Da z durch

101 teilbar ist, kann z auch nicht Primzahl

sein.

Ma6 #2386 Insgesamt wurden 6-22=132
Spiele ausgetragen. Angenommen, es beteilig-
ten sich n Schiiler an diesem Tischtennis-
turnier; dann muB jeder dieser n Spieler
gegen (n— 1) Spieler antreten. Nun gilt
n-(n—1)=132=12-11, also n=12.

An diesem Tischtennisturnier nahmen 12
Schiiler teil.

Ma6 #2387

1 2 3 99
00
_(2=-1)-(3-2)-(4=3)-...- (100-99)
- 2-3-4-...-100
3 1 1
T1-2-3-4-...-100 100"

Ma6 82388 (1)a=4649 =55
() b=20+6 =26
(3) c=45+15=60
(4) d=46+18 =64
(5) e=33+32=65
(6)f =32 +25=57

Ma6 82389 Angenommen, es wurden x 6-
Liter- und y 7-Liter-GefiBle verwendet; dann
gilt6-x+7-y=50,7-y=50—6"x. Wir bele-
gen x nacheinander mit 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8
und berechnen stets die Differenz 50—6 - x.
Dabei stellen wir fest, daBl die so erhaltene
Differenz nur fir x =6 durch 7 teilbar ist, also
y=2gilt. Zum Abfiillen von 50 Liter Fliissig-
keit sind sechs 6-Liter- und zwei 7-Liter-
Flaschen erforderlich.

Ma7 82390 Angenommen, x Schiiler er-
hielten die Note 1; dann gilt
x-1+7-24+3-3+1-4
x+7+3+1
;‘ci—fzﬁ, 2 (x+11)=x+27, x=5.
Fiinf Schiiler erhielten die Note 1.

=2,

Ma7 #2391 Angenommen, Andreas ist n
Jahre alt; dann ist Helmut 2-n und Woll-
gang (2 - n+2) Jahre alt. Somit ist der Vater
2:-(2n+2)=(@4n+4) und die Mutter (4n+1)

Jahre alt. Dann ist Jirgen (4n+1) :3=§n +%
und Roswitha Gn + 5%) Jahre alt. Zusammen

8 .2
sind alle (13§n+12§> Jahre alt, und es

l3§n + 122—= 232,

ilt
8l 3 3

47 658 658

R R
Der Vater ist 60, die Mutter 57, Wolfgang 30,
Helmut 28, Roswitha 24, Jiirgen 19 und

Andreas 14 Jahre alt.

n=14.

Ma7 82392 Esseiennn+1,n+2,n+3 vier
aufeinanderfolgende nattirliche Zahlen mit
n+0;dann gilt

n-(n+3)<m+1)-(n+2),

n2+3n <n®+3n+2,

0 <2.
Fiir jede Belegung von n wird diese Un-
gleichung erfiillt, d. h,, sie ist allgemeingiiltig.
Deshalb gilt diese Beziehung fiir vier belie-
bige auleinanderfolgende natiirliche Zahlen.

Ma7 ®2393 Es sei v, die Geschwindigkeit
des Schiffes, also 10-v; die des Flugzeuges
und s; der vor dem Start des Flugzeugs
zuriickgelegte Weg des Schiffes, also (s; + 180)
der Weg des Flugzeugs bis zum Einholen des
SchilfTes.

Wegen t=£ gilt dann

51 101 =(s1 +180):10v,,
10510y =v; (s; + 180) und wegen v; +0
somit
10s; =s, + 180, also s, =20 und somit
52=20+180=200.

Das Flugzeug holte das Handelsschilf in
einer Entfernung von 200 Seemeilen vom
Heimathalen ein.

Ma8 82394 Bezeichnen wir drei aufeinan-
derfolgende natiirliche Zahlen mit (n—1), n,
(n+1), so gilt nach der Aufgabenstellung
m=1)-n-(n+1)=56"[(n—D+n+(n+1)];

n22. Die dquivalente Umformung dieser

Gleichung ergibt
n-(n*—1)=56-3n,
n?—1=168,
n’=169,
n= 13

Es handelt sich um die Zahlen 12, 13 und 14.
Probe: 12- 13- 14=56(12+ 13+ 14)
2184=2184.

Ma8 ®2395 Wegen F+F=ZgltF=1,2,3
oder 4 Wenn F=1, so N=2, also H=4
und Z=3 und U+U=10+E, also Uz=5.
Fiir U =5 gilt E=0.
1. Lésung: 1521
+1521
3042
Fiir U=6 wire E=2, was wegen N =2 nicht
moglich ist. Fiir U =7 wire E =4, was wegen
H =4 nicht moglich ist. Fir U=8 gilt E=6,
und wir erhalten eine weitere Losung.
2. Losung: 1821
+ 1821
3642
Fiir U'=9 gilt E=8, und wir erhalten eine
weitere LOosung.
3. Losung: 1921
+1921
3842




Wenn F=2, so N=4 und H=8 und Z=5.
Wegen Z=5 entfillt U=S5. Fir U=6 wire
E=2, was wegen F=2 nicht mdglich ist.
Fiir U=7 wire E=4, was wegen N =4 nicht
moglich ist.

Wegen H =8 entfillt =8,

Fiir U=9 wire E=8, was wegen H =8 nicht
moglich ist. Wenn F=3, so N=6 und H=2
und Z=7, also 14+ U+ U =10+E. Fiir U'=5
gilt E=1, und wir erhalten eine weitere Lo-

sung.
4. Losung: 3563
+3563
7126

Wegen N =6 entfillt [ =6. Wegen Z=7 ent-
fallt U=7. Fiir U=8 wire E=7, was wegen
Z =17 nicht moglich ist. Fiir U =9 wiire E=9,
was wegen U=E nicht mdglich ist Wenn
F=4, so N=8 und H=6 und Z=9 und
1+ U+U=10+E. Fiir 0=5 gilt E=1 und
wir erhalten eine weitere Losung.
5.Losung: 4584
+4584
9168
Wegen H=6 entfillt U=6.
Fiir U =7 gilt E=5, und wir erhalten eine
weitere Losung.
6. Losung: 4784
+4784
9568
Wegen N =8 entfillt U=8. Wegen Z=9 ent-
fllt U =9.

Ma8 w2396 Bezeichnet man zwei beliebige
natiirliche Zahlen mit a bzw. b, so ist das Ver-
halten der Quadratzahlsumme s =a? +b? bei
der Division durch 4 zu untersuchen.

1. Fall: @ und b sind beide gerade Zahlen,
etwa a=2m, b=2n (m,neN). Es ist dann
s=4m*>+4n?, s=4(m*+n?. Die Division
durch 4 geht auf.

2. Fall: a sei eine gerade und b eine ungerade
Zahl, etwa a=2m, b=2n+1 (m,neN). Es ist
dann s=4m?+4n* +4n+1, s=4(m> +n+n)
+1. Bei der Division von s durch 4 bleibt
Rest 1.

3. Fall: a und b sind beide ungerade Zahlen,
etwa a=2m+1, b=2n+1 (m,neN). Es ist
dann s=Q2m+1)*+(2n+ 1), s=4m*+4m+1
+4n2+4n+1, s=4(m>+m+n+n)+2. Bei
der Division von s durch 4 bleibt Rest 2.
Weitere Fille konnen nicht auftreten.

Ma8 12397 Wenn nach Voraussetzung GE
~BC ist, dann muB G auf CD und E muB
auf 4B liegen. Dann sind AEGD und EBCG

D G [o

A [4 8

kongruente Quadrate. In einem solchen Falle
gilt AB=2-BC.
AB ist doppelt so lang wie BC.

Ma9 #2398 In jeder Folge von [inf auf-
einanderfolgenden natiirlichen Zahlen kom-
men vor:

(1) stets genau ein ganzzahliges Vielfaches
der Zahl 5,

(2) mindestens ein ganzzahliges Vielfaches der
Zahl 3,

(3) mindestens ein ganzzahliges Vielfaches
der Zahl 4 und

(4) mindestens ein ganzzahliges Vielfaches
der Zahl 2, das nicht auch noch ganzzahliges
Vielfaches der Zahl 4 ist.

Somit sind in jedem derartigen Produkt die
Faktoren 2, 3, 4 und § enthalten.

Da nun 2-3-4-5=120 ist, ist die Behaup-
tung bewiesen.

Ma9 82399 Die Zahlen n und n’ lassen sich
wie [olgt darstellen:

n=1000a + 100b + 10a +d,

n’ =1000d + 100¢ + 10b + a, wobei
1£a<9,0<55<9,05¢c<9%und 1£4<9 gilt.
Daraus folgt weiter

n+n'=1001a+ 1105+ 110c + 1001d bzw.
n+n'=11(91a+ 10b+ 10¢ +91d).

Wie man sieht, ist n+n' durch 11 teilbar,
w.z.b.w.

Ma9 #2400  10*+10-*=100|- 10*
102" +1=10"*2

10%*—10*2+1=0.

Wir setzen 10%=y und erhalten

y?—100y+1=0.

Nun I8sen wir diese quadratische Gleichung

nach y auf:

Y1.2=50+1/2499; y; ,=50+7]/51. Nun ist

x1=Igy; und x, =1g y,, und es gilt weiter

x; =1g(50+7)/51); x, ~1g100; x, ~2.

xz=lg(50—7l/—5_1); x,=1g0,01; x2 = —2.

Probe: 10% + 102 =100+0,01~ 100 und

10~2+10%=0,01 + 100~ 100.

Die Losungen der Gleichungen sind 2und —2

(Ndherungswerte!).
Ma9 #2401 Da die Winkel ¥ AEB und

¥ ADB beide die GriBe 90° besitzen, geht der
Halbkreis iiber 4B als Durchmesser nach
dem Satz des Thales durch die Punkte E und
D. Wir verbinden E mit D. Das Viereck
ABDE ist somit ein Sehnenviereck. Nach

dem Sehnensatz gilt deshalb BS-ES=AS
*DSbzw.p-g=m-n.

Ma10/12 #2402 Wir nehmen an, daB es ein
derartiges Zahlensystem gibt. Dann gilt
(x2+x+1)(2x2+2x+2)=3x* +x2 +4x +2.
Durch Umformen erhalten wir

20t +4x3 +6x2+4x+2 =3x* +x%+4x+2;
0=x*—-4x*—5x% und wegen x+0 -
0=x2—4x-5.

Diese quadratische Gleichung hat die Lésun-
gen —1 und 5. Wegen xeN ist 5 die einzige
Losung fiir unsere Aufgabe. Die Basis des
Zahlensystems ist 5.

Probe: 31-62=1922.

Ma10/12 #2403 Fiir alle positiven reellen
Zahlen g, b, ¢ mit a+b gilt
(@ —b)?>0.

=15 x+

Wir formen um und erhalten
a%* —2a°b° +b* >0,
a*+b¥>2abh? | :2,
a2c+b2c

3 >a'h, w.z.b.w.

Ma10/12 #2404 Der Abstand des Punktes
P von den Sciten AC, BC bzw. AB habe die
Linge x, y bzw. z. Fiir den Fldcheninhalt des
Dreiecks ABC gilt

1 1 1
A—be+§ay+§cz

=)/s(s—a)(s—b)(s—c) mit 2s=a+b+c.

Daraus folgt
1 L33+l a5=p2186.7
3 3 3 ;
15 109

5 x+7=84, 15x+109= 1685

14
15x=59, x=3E.

Der Abstand des Punktes P von der Seite AC
betréagt rund 4 cm.

Ma10/12 #2405 Im rechtwinkligen Dreieck
FMD gilt
rn A T2 .on r
FD= FM2+DM2;FD=\/—4+r2;
FD=1,118r. Weiter gilt
MG=FG—FM; MG=1,118r-0,5r;
MG=0618r.
Im rechtwinkligen Dreieck MGD gilt
DG=V/MG?+MD?*; DG=|/(0618r7 +72;
DG=1,175r.
Wenn nun DG tatsichlich Fiinfeckseite ist,
dann gilt
a=360°:5; a=72° und B=(180°—-72°):2;
p=>54°
Nach dem Sinussatz gilt dann weiter
DC : MD =sin72° :sin 54°;
MD-sin72° — r-09511

-sin54° ’7 " 0,8090 ’
DC=1,175r, w.z.b.w.

Phé m146 Fahrzeiten:t; =30s,t,=27s,
13=36 S, t4=24S, ts= 18 s.

DC=

Ph7 8147 Frau M. hat eine Leistung von
0,667 ——kl: ™M und Frau H. 08 _k;:m vollbracht.
Ph8 ®148 Die theoretische Ultemperatur
betrdgt etwa 48°C und die abgegebene
Wirmemenge etwa 15540 kJ.

Ph9 =149 Die Geschwindigkeit des Ge-
schosses betrigt rund 800 m/s.

Ph10/12 @150 Das Isotop '#{Sb ist zu
57,5% und das Isotop '27Sb zu 42,5%; vor-
handen.



Unterhaltsame Aufgaben
aus ,,Fiiles*“, Budapest

Ala In dem mit einem Pleil versehenen
Gebiude (oben links) sind Diebe am Werk.
Die Polizei erscheint sofort am Tatort. In
welches der aul der Karte gezeichneten
Héduser muB sie gehen?
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A2a Sieh auf die Uhr, und miB die Zeit!
Finde moglichst schnell den Buchstaben, der
in dem Apfel, dem Herzen, der Ziffer 2 und
in dem Kreis zu finden ist, der aber nicht in
dem Dreieck und der Pik-Figur zu sehen ist!
(Ergebnisse unter zwei Minuten sind sehr

A3 A Vierder fiinf Kreise passen i w.v s
Aussparungen der Figur. Welche bleibt iib-
rig?

A4a Welche Zahlen gehoren logischer-
weise an Stelle der Fragezeichen?

AS5A Mit wieviel kleinen Pfeilen muB man
die Figur vervollstindigen, um ein Rechteck
zu erhalten?

A6aA Die grauen Teilchen sind so in das
Bild umzusetzen, daB die gesamte weille
Flache bedeckt ist.
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m A 1a> Lavyriun 1st aurch das kFeld
(4 1) zu betreten und durch das Feld (—1) zu
verlassen. Man darf von einem Feld aus jedes
Nachbarfeld betreten, auch die Felder in
Diagonalrichtung. Es ist ein Weg zu finden, -
bei dem man bei Ausfihrung der Addition
bzw. Subtraktion als Ergebnis O erhalt.

-1 -2 +6 -5 +#
+3> -5 1 |+1 [+ 7 -8 |+3|-1|-3
+6 |-t |+3]-2 |+5 |-« -+~ I -9

+5 +8 -9 4 +5 4|2
-8 |-¢ [+7 |+2 +2 3|1
+9 +4 |43 |-8 |-6 +1 -5 +Y
+S -2 +8|-4 |+¢
+ /-5 - IR

3 T

A84a Die merkwiirdige Burg wurde aus
den Elementen des unten abgebildeten Bau-
kastens errichtet. Mit einer Ausnahme wur-
den alle Elemente dabei verwendet. Welches
bleibt iibrig?
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E

A9a Zu welchem der vier Korper gehort
das abgebildete Netz?
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