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Lineare
Optimierung
Teil 1

Eine Klasse hat sich verpllichtet, [ir einen
Solidarititsbasar zu basteln. Es ist zu liber-
legen, welche und wie viele Gegenstdnde in
der zur Verfiigung stehenden Zeit mit den vor-
handenen Mitteln, wie Bast, Karton, Leinen,
Modelliermasse, angefertigt werden kénnen,
um einen moglichst hohen Erlds daflir auf
dem Basar zu erzielen. Das lateinische Wort
,Optimum* bedeutet ,,da§ Beste®, ,,das Giin-
wstigste“. Im vorliegenden Beispiel ist der
Erlos fir die selbstgebastelten Gegenstiande
zu optimieren. Dabei sind gewisse Neben-
bedingungen zu beachten. Es steht nur eine
begrenzte Zeit zur Verfigung und mehr, als
man an vorhandenen Materialien besitzt,
kann man sicher nicht verarbeiten.

In der Praxis sind fir die Lésung von Pro-
blemen oft viele Moglichkeiten gegeben, die
ihrerseits aber verschiedene Zeiten, unter-
schiedliche Kosten und unterschiedlichen
Materialeinsatz erfordern. Die Frage nach der
bestmoglichen Losung der Probleme ist im
Rahmen der Rationalisierung von techni-
schen und 6konomischen Prozessen von gro-
Ber Bedeutung. Der groBtmogliche oder maxi-
male bzw. der kleinstmdgliche oder minimale
Wert einer Funktion ist unter Einhaltung ge-
gebener Nebenbedingungen zu ermitteln.

Es seien einige praktische Aulgabenstellun-
gen genannt, die im Rahmen dieses Beitrages
allerdings nicht gelost werden kénnen, die
aber dennoch die Problemstellung sowie die
Aktualitit des Stoffgebietes deutlich machen:
— Aus verschiedenen in bestimmter Menge zur
Verfligung stehenden Gasen mit unterschied-
lichem Schwefelgehalt und unterschiedlichem
Heizwert soll eine Heizgasmischung herge-
stellt werden, deren Kosten minimal sind.
Nebenbedingungen: Der Schwefelgehalt darf
eine bestimmte Grenze nicht iiberschreiten.
Der Heizwert der Mischung muB zwischen
zwei gegebenen Grenzen liegen, um cinerseits
eine Entziindbarkeit des Gemisches zu ga-
rantieren und andererseits eine Explosions-
gelahr zu vermeiden. AuBerdem stellen die
vorhandenen Mengen der gegebenen Gase
eine Kapazititsbeschrinkung dar.

— Bei plotzlich einsetzendem Frost oder
Schneefall sollen die HauptverkehrsstraBen
eines Kreises in kiirzester Zeit eisfrei gemacht
werden. Wo sind Laugedepots fiir das Betan-
ken der Spriihfahrzeuge anzulegen?

— GroBbaustellen mehrerer Neubaugebiete
sollen in kiirzester Zeit mit Platten von meh-
reren Plattenwerken beliefert werden. Wo
sind diese Plattenwerke einzurichten?

— Minimierung der Liegezeiten der Schiffe im
Uberseehafen.

- Maximierung der Produktion von Konsum-
giitern eines Betriebes.

— Maximierung der Auslastung bestimmter
Maschinensitze in einem GroBbetrieb.

— Minimierung der Wartezeiten im Fern-
sprechverkehr.

Der Leser moge fiir die letztgenannten Bei-
spiele selbst Nebenbedingungen angeben.
Mathematische Methoden, welche das Opti-
mum (Maximum oder Minimum) einer linea-
ren Funktion unter gegebenen linearen Ne-
benbedingungen zu ermitteln gestatten, wer-
den unter dem Begrill , lineare Optimierung*
zusammengelaBt. Die Methode der linearen
Optimierung wurde erstmals an der Lenin-
grader Universitidt von L. W. Kantorowitsch
im Jahre 1939 vorgestellt.

Die mathematische Bearbeitung eines prak-
tischen Problems erlordert die Umsetzung
des jeweiligen Sachverhalts in eine mathema-
tische Aufgabenstellung. Dem 6konomischen
oder technischen Modell wird ein mathema-
tisches Modell zugeordnet. Dieses umfaBt
neben der linearen Funktion, deren Extre-
mum ermittelt werden soll, eine Menge von
Randbedingungen in Form von linearen Un-
gleichungen und Gleichungen.

Zur Wiederholung geben wir einige Beispiele
fiir das Rechnen mit linearen Ungleichungen
an:

Bl x+3Z3x-7.

Durch Addition mit dem Term (7 —x) erhilt
man 10<2x. Nach Division mit 2 [olgt
5=<x oder x= 5. Die Losungsmenge der Un-
gleichung ist die Menge aller reellen Zahlen,
die nicht kleiner als 5sind: L ={x :xe[5, 0 ]}.
Die grafische Darstellung dieser Losungs-
menge ist in Bild I gegeben.

0 1 2 3 % 5 6 7 8
L
Bild 1
B2 (I x+3< 3x-7
D - Sx—1= T+4x
(III) 12 2—x

Zu ermitteln sind alle reellen Zahlen x, die
sowohl die Ungleichung (I), als auch die Un-
gleichung (II), als auch die Ungleichung (11I)
erfiillen. Die Losungsmenge der Ungleichung

(I) ist gegeben durch x=5 (vgl. Beispiel B 1).

(II): Nach Addition mit dem Term (1—4x)
folgt: x<8.

(III): Nach Addition mit (x—1) erhdlt man:
x 2 1. Es erfiillen alle diejenigen reellen Zah-
len x jede der gegebenen Ungleichungen, die
sowohl nicht kleiner als 5, als auch nicht
groBer als 8 sind: 5< x<8. Oder ausfiihrlich:
L={x:xe[5,8]}. Die grafische Darstellung
ist in Bild 2 angegeben.
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Bild 2

Dem Leser wird empfohlen, die folgenden
Ungleichungen bzw. Systeme von Unglei-
chungen zu I6sen. Die Losungen werden im
Beitrag II zu diesem Stoffgebiet im Heft 1/79
angegeben.

1

1. 5% % gzx+g
2. 1 — x 22x—1
K} Tx+ 3 =2x+13
x— 2 23x—10
x+ 1 £2x+2
4. 5x— 2 £12-2x
1 — 7x£ 2x+ 3
4x+ 1 £ x+12
x+12 £ 6x+ 2
2x— 2 < 5x— 3

In der Klasse 8 werden lineare Funktionen be-
handeit. Das Bild einer Funktion y=mx+n
ist eine Gerade g, welche die Ordinatenachse
im Punkt (0; n) schneidet und deren Anstieg
m ist (Bild 3). Die Losungsmenge der Glei-
chung y=mx+n ist die Menge aller Paare
(x,y) mit y=mx+n, ihre grafische Darstel-
lung ist die Punktmenge der Geraden g. Die
Losungsmenge der Ungleichung y<mx+n
ist gegeben durch alle Paare (x, y), fir die
y<mx+n giit. Die grafische Darstellung
dieser Losungsmenge ist gleich der Menge
aller Punkte P(x; y) des Koordinatensystems,
fir die y<mx+n gilt, das sind alle Punkte
aul und unterhalb der Geraden g bzw. alle
Punkte der in Bild 3 schraffierten Halb-
ebene.

Bild 3

[ <

B3 2x+3y=<6. .
Durch Subtraktion von 2x und anschliefen-
g 2
der Division durch 3 erhdlt man: y < —3* +2
Dieser Ungleichung wird die Funktion
y= —§x+2 und dieser die Gerade g des
Bildes 4 zugeordnet. Die Losungsmenge der
gegebenen Ungleichung ist durch Schraffur
gekennzeichnet.
Der Losungsbereich eines Systems von linea-
ren Ungleichungen mit zwei Variablen ist
gleich der Menge aller Punkte P(x;y), die
jeder der durch die einzelnen Losungsmengen
gegebenen Halbebenen angehdren.

B4 () x+ y<10
() x+2y<16
(1) 4x+ ys28,
amwvy x 22
) yz 0
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Den Ungleichungen werden lineare Funk-
tionen und diesen Geraden g; (i=1, 2, ...,’5)

1
zugeordnet: g, :y=—x+10,g,:y= —§x+8,

g3 y=—4x+28.g4:x=2, g5:y=0. Die Ge-
rade g4 ist die Parallele zur Ordinatenachse
im Abstand 2, die Gerade g ist die Abszissen-
achse.

Bild 4

f——t——— X
3,

In Bild 5 sind die Losungsmengen der Un:
gleichungen als Halbebenen durch Schraffur
gekennzeichnet. Alle Punkte des konvexen
Fiinfecks mit den Eckpunkten (2;0), (7;0),
(6;4), (4;6), (2;7) einschlieBlich der Rand-
punkte - und nur diese — erfiillen jede der ge-
gebenen Ungleichungen; sie stellen die Lo-
sungsmenge des gegebenen Systems liniearer
Ungleichungen dar.

Bild §

Dem Leser wird empfohlen, die Ldsungs-
mengen folgender Systeme linearer Unglei-
chungen grafisch zu ermitteln. Die Losungen
werden im Beitrag II im Heft 1/79 angege-
ben.
5. -3x+2y< 6
yz 3
x+2y<14
x+ y=£ 9
6. - x+ y= 4
x+ y= 4
x4+ y2 12
7. 2x+ y<£ 19
x+2y= 6
—-3x+ y<—4
x+ ys 12
—x+3y< 12
x=—2y> 2
Systeme linearer Ungleichungen treten als
Nebenbedingungen bei Aufgaben der linearen
Optimierung aul. Dies soll an dem soeben
bearbeiteten Beispiel B4 gezeigt werden.
Wir nehmen das folgende vereinfachte Pro-
blem an: .
B4a Ein Betrieb plant die zusitzliche Pro-
duktion zweier Erzeugnisse E; und E,, weil
drei Maschinensitze M; (i=1, 2, 3) nicht voll
ausgelastet sind. Fiir die Herstellung eines
Erzeugnisses E, werden an den Maschinen-
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sitzen M, und M, je eine Stunde, am Ma-
schinensatz M; vier Stunden Bearbeitungs-
zeit bendtigt. Fir die Herstellung eines Er-
zeugnisses E; werden an den Maschinensit-
zen M; und M, je eine Stunde, am Maschinen-
satz M, zwei Stunden benétigt. In einem
bestimmten Zeitr#um stehen am Maschinen-
satz M, 10 Stunden, am Maschinensatz M,
16 Stunden und am Maschinensatz M;
28 Stunden zur Verfiigung. Wie viele Erzeug-
nisse E, und E, konnen im betrachteten Zeit-
raum zusidtzlich hergestellt werden, wenn
auBerdem gefordert wird, dall mindestens
zwei Erzeugnisse der Sorte E, gefertigt wer-
den sollen?

Die Anzahlen der zu produzierenden Erzeug-
nisse £; und E; seien x bzw. y. Da fiir jedes
der Erzeugnisse am Maschinensatz M, je
eine Stunde ben6tigt wird und da im betrach-
teten Zeitraum nicht mehr als 10 freie Ma-
schinenstunden am Maschinensatz M, zur
Verfiigung stehen, gilt die Ungleichung (I):
x+y=10.

Mehr als 10 Stunden darf die zusitzliche Pro-
duktion am Maschinensatz M nicht in An-
spruch nehmen. Analog gilt beziiglich der
‘Maschinensidtze M, und M3j:

(ID): x+2y=<16, (IlI): 4x+y<28.

Die zusitzliche Bedingung, daB mindestens
zwei Erzeugnisse E, produziert werden sol-
len, 1d8t sich durch die Ungleichung (IV):
x=2 angeben. In der Aufgabenstellung ist
eine weitere Nebenbedingung enthalten: Von
den Erzeugnissen E; wird entweder eine be-
stimmte Anzahl hergestellt oder es wird aufl
die Produktion dieses Erzeugnisses verzichtet.
Dieser Bedingung entspricht die Ungleichung
(V): y=0. Damit ist das System linearer Un-
gleichungen des Beispiels B4 dem System
aller Nebenbedingungen der Aufgabe B4a
zugeordnet. Jeder Punkt des Lésungsberei-
ches (Bild 5) mit ganzzahligen Koordinaten
x und y stellt ein zulidssiges Produktionspro-
gramm dar. Die Menge aller méglichen Pro-
duktionsprogramme unter Beachtung aller
gegebenen Nebenbedingungen ist gegeben
durch die Menge aller Gitterpunkte — das
sind Punkte mit ganzzahligen Koordinaten
x und y - des Losungsbereiches. Zum Beispiel
koénnten von den Erzeugnissen E, und E; je
4 Stiick im betrachteten Zeitraum hergestellt
werden. Von den 54 zur Verfiigung stehenden
Maschinenstunden wiirden 40 fiir die Be-
arbeitung verbraucht. Auch das Paar (x, y)
=(5, 5) stellt ein zuldssiges Produktionspro-
gramm dar, die freie Kapdzitit am Maschi-
nensatz M, wiirde voll verbraucht, an den
Maschinensitzen M, und M, wiirden eine
bzw. drei Stunden frei bleiben.

Von allen méglichen Produktionsprogram-
men soll dasjenige realisiert werden, das die
freien Maschinenstunden maximal auslastet.
Unter Einbezichung dieser Zielstellung ist die
Aufgabe B 4a zu einem Problem der linearen
Optimierung geworden:

Wie viele Erzeugnisse E; und E, miissen im

®

betrachteten Zeitraum produziert werden,
wenn die Auslastung der Maschinensitze M;
(i=1, 2, 3) unter Beachtung der gegebenen
Nebenbedingungen maximal (optimal) wer-
den soli?

Fiir ein Erzeugnis £, werden insgesamt 6, fiir
ein Erzeugnis E, insgesamt 4 Stunden an
den drei Maschinensatzen benétigt, [iir x Er-
zeugnisse E, und y Erzeugnisse E, also
6x +4y Stunden. Diese Stundenzahl z=6x
+4y soll maximal werden. Die lineare Funk-
tion z=6x+4y heiBt ielfunktion, sie stellt
mit dem Ungleichungssystem der Aufgabe
B 4 das mathematische Modell der erweiter-
ten Aufgabe B 4a dar.

Man geht aus von dem sogenannten Null-
programm, in dem keines der Erzeugnisse
produziert wird und setzt z=0. Man erhilt
aus 0'=6x+4y die Spur der Zielfunktion

3
y= -—'ix, eine Gerade g,, die durch 0(0;0)

geht. Sezt man in der Zielfunktion fiir z der
Reihe nach z=1, 2, 3, ... ein, so erhidlt man
die zur Spur parallelen Geraden

i K
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Bild 6

Das Problem der Aufgabenstellung ist nun
gleichbedeutend mit der Frage nach derjeni-
gen Parallelen zur Spur der Zielfunktion mit
groBtmoglichem Abstand von der Spur, die
mindestens einen Punkt des Losungsbereiches
enthilt.

Grafische Losung der Aufgabe: Durch maxi-
male Parallelverschiebung der Spurgeraden
erhilt man die durch den Punkt P(6;4) ge-
hende Parallele. Dieser Punkt stellt das Opti-
mum dar: P,,(6;4). Unter den gegebenen
Nebenbedingungen miissen 6 Erzeugnisse E;
und 4 Erzeugnisse E, hergestellt werden,
wenn der Maschinenzeitfond maximal aus-
gelastet werden soll. Die an den Maschinen-
sitzen M, und M; zur Verfiigung stehenden
Stunden werden voll verbraucht. Am Ma-
schinensatz M bleiben 2 Stunden ungenutzt.
Insgesamt werden 52 der zur Verfiigung ste-
henden 54 Stunden an den Maschinensitzen
bei der zusitzlichen Produktion der Er-
zeugnisse E, und E, genutzt, das sind etwa
96,3%.

Im nichsten Beitrag wird ein wichtiger
Sonderfall einer Aufgabe der linearen Opti-
mierung behandelt. E. Lehmann



GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Zum 6. Mal:
Mathematikolympiade
der Gehorlosenschulen der DDR

Am 3. Juni dieses Jahres fiihrten die Gehor-
losenschulen der DDR ihre VI. Mathematik-
olympiade in Gistrow durch. An diesem
Wettstreit beteiligten sich — wie jedes Jahr -
alle Gehérlosenschulen unserer Republik mit
je einer Schiilermannschaft, bestehend aus je
einem Schiiler der Klassenstufen 2 bis 10.
In einer dreistiindigen Klausur 1dste jeder
Teilnehmer die ihm gestellten Aufgaben.
Wihrend der Korrekturen am Nachmittag
fiihrten die Jungen Mathematiker eine Bus-
fahrt nach Warnemiinde durch. Am Abend
fand dieser nun schon traditionelle Wett-
bewerb mit einer Siegerehrung seinen Ab-
schluB:

Die drei besten Mannschaften kamen aus
Giistrow (1. Platz), Halberstadt (2. Platz)
und Leipzig (3. Platz).

Einen ersten Platz erreichten: Marcel Remus,
Halberstadt (KI. 2); Sabine Heinicke, Hal-
berstadt (K1. 3); Uta Lippold, Leipzig (K1. 4);
Steflen Knuth, Giistrow (KI. 5); Hans Sy-
forth, Erfurt (K1. 6), Christine Méusel, Erfurt
(K1. 7); Bernd Nestler, Leipzig (KI. 8); Ralph
Beyer, Giistrow (K. 9); Andreas Pour, Leip-
zig (K1. 10).

Mathematikfachzirkelleiter F. Harloff,
Giistrow

Zwei Sondermarken wurden dem 200. Jah-
restag der Griindung der ersten staatlichen
Bildungseinrichtung fiir Gehorlose durch
Samuel Heinicke gewidmet.

Das Motiv des 20-Pf-Wertes ist das Portrit
von Samuel Heinicke (1727 bis 1790) und im
Hintergrund die Silhouette der Stadt Leipzig
um das Jahr 1880. Auf der zweiten Marke zu

200 Jahre Gehorlosenbildung
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25 Pf finden wir die ersten drei Buchstaben
des Dakty aiphiubetes (Fingeralphabet) und
daneben einen sprechenden und daktylieren-
den Schitier mit einer elektro-akustischen
Horhilfe, symbolisierend die Bildung Gehor-
loser in der Gegenwarl.
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Die Ernst-Thilmann-Oberschule
RoBlau berichtet _

Seit iiber drei Jahren besteht an der Ernst-
Thélmann-OS RoBlau eine mathematische
Arbeitsgemeinschaft, der Schiiler von der 5.
bis 9. Klasse angehoren.

RegelmiéBig 16sen wir alpha-Aufgaben und
beteiligen uns auch am Wettbewerb der
alpha.

Vor zwei Jahren schloB die AG einen Paten-
schaftsvertrag mit einem elektronischen Re-
chenzentrum in RoBlau ab. Die Schiiler der
8. und 9. Klassen wurden mit dem Aufbau
und der Wirkungsweise eines Computers be-
kannt gemacht. In diesem Jahr erarbeiteten
wir ein Programm zur Lésung von quadrati-
schen Gleichungen. Zum Abschlu8 durften
alle selbst an den Rechenmaschinen arbeiten.
Diese Arbeit gab uns einen Einblick in die
interessante Titigkeit der Mitarbeiter des
elekironischen Rechenzentrums. Erstmalig
beteiligte sich die AG Mathematik an der
diesjahrigen Gruppen- und Schulmesse der
ETOS RoBlau. Da an unserer Schule noch
einige Lehrmittel fiir den Mathematikunter-
richt fehlen, beschlossen wir, dem abzuhelfen.
Einige Schiiler fertigten aus stabilem Material
geometrische K&rper an, so z. B. ein Schwal-
benschwanzprisma, u. a. insgesamt 20 Kor-
per. Dazu passend zeichneten andere AG-
Teilnehmer Folien fiir den Polylux.

Eine FDJlerin der 9. Klasse beschiftigte sich
besonders mit der linearen Funktion und
Gleichungssystemen mit zwei Variablen und
stellt zwischen beiden den Zusammenhang
her. Zu diesem Komplex erarbeitete die
Schiilerin eine wertvolle Dokumentation, die
zur Kreismesse delegiert wird. Insgesamt be-
trigt der Wert der MMM-Objekle unserer
AG ungefahr 700 M.

Zur Ausgestaltung unseres Mathematikkabi-
netts gehort die regelmifige Anfertigung von

Wandzeitungen. In diesen mathemaiischen
Wandzeitungen werden entweder L&sungs-
verfahren, Prifungsaufgaben, geometrische
Beweise oder Biographien bekannter Mathe-
matiker veranschaulicht.
Eine Exkursion {ihrte uns Ende 1977 in das
Zentrum ,,Organisation und Datenverarbei-
tung Bauwesen Berlin*. Hier konnten wir Er-
fahrungen im Bereich der angewandten Ma-
thematik und Datenverarbeitung sammeln.
Ein Ziel unserer Arbeitsgemeinschaft ist es
auch, die zukiinftigen Schiiler der 10. Klas-
sen, die unserer AG angehoren, gut auf die
AbschluBpriifung im Fach Mathematik 1979
vorzubereiten.

AG Mathematik, OS Roflau

Mathematik und MI\;IM

Die beiden 9. Klassen der Clara-Zetkin-Ober-
schule Groitzsch besuchten im November
1977 die Zentrale Messe der Meister von
morgen in Leipzig. Neben einer Vielzahl von
Eindriicken iiber diese Leistungsschau der
Jugend unserer Republik brachten die Schii-
ler auch viel Zahlenmaterial mit nach Hause.
Aus ihm entstand eine Mappe mit Aufgaben
fiir einen aktuellen praxisbezogenen Mathe-
matikunterricht und eine interessante aufler-
unterrichtliche Tatigkeit. Sie enthilt u. a.
Probleme iliber Materialeinsparung, Steige-
rung der Arbeitsproduktivitit, statistisches
Material iiber die Entwicklung unserer Volks-
wirtschaft.

Welche Klasse oder AG kann von dhnlichen
Initiativen berichten?

Kryptarithmetik

Jeder Buchstabe bedeutet eine Ziffer, gleiche
Buchstaben sind gleiche Ziffern, verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziffern (selbstver-
stdndlich kann fiir die verschiedenen Rét-
sel die Bedeutung von Buchstaben verschie-
den sein). Gefillt euch meine lustige Zeich-
nung?

Architekt A. W. Radunsky, Moskau
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Albert Einstein
1879 bis 1955

Hltos Boirenien

1. Eine vollendete Physik

Es war etwa um das Geburtsjahr Albert Ein-
steins, als der sich zur Wahl eines Studien-
faches anschickende Max Planck von einem
Hochschullehrer die Auskunft erhieit, daB
die Physik hochentwickelt, ja nahezu voll aus-
gereift sei und bald ihre endgiiltige Form an-
genommen haben werde. Zwar wurde hinzu-
gefiigt, es gibe vielleicht noch ein Staubchen
in dem einen oder anderen Winkel, aber alles
in allem néhere sich die Physik der Voll-
endung, wie sie die Geometrie schon seit Jahr-
tausenden besitze. Diese Meinung war keine
personliche Sicht irgendeines Physikers des
letzten Viertels des vorigen Jahrhunderts,
sondern eine allgemein vertretene Ansicht —
obwohl gerade der Vergleich mit der Geo-
metrie geeignet gewesen wire, den schwachen
Punkt der Argumentation aufzuzeigen. Am
scheinbar sonnigen Himmel der Geometrie
entwickelte sich das Wélkchen Parallelen-
axiom zu einem klirenden Gewitter (vgl.
alpha 277, Seite 31). Der am Ende des
18. Jahrhunderts. stagnierenden Mathematik
(weil zu sehr mit mechanischen und astrono-
mischen Methoden gleichgesetzt) wurden
durch GauB und andere Mathematikel]' des
19. Jahrhunderts fruchtbare Gebiete erschlos-
sen. Und mit der mechanistischen Physikauf-
fassung des ausgehenden 19. Jahrhunderts
verhielt es sich dhnlich. Einstein und Planck
waren Bahnbrecher neuer physikalischer An-
sichten, die der Physik des neuen Jahrhun-
derts ihren Stempel aufprigten. Das Planck-
sche Strahlungsgesetz und seine Quantenauf-
fassung, die Einsteinsche Gleichung ,,Energie
gleich Masse mal Quadrat der Lichtgeschwin-
digkeit (E =mc?)" und Einsteins revolutio-
nierende Vorstellungen von Raum und Zeit
lassen sich aus der Geschichte der Physik
nicht mehr wegdenken.

2. Die Faszination der Relativititstheorie

Wie kaum ein anderer Wissenschaftler ist
Einstein populir geworden; von den insge-
samt 27 Nobelpreistragern der Berliner Uni-
versitét ist er zweifelsohne der beriihmteste
und bekannteste. Einer seiner Kollegen be-
merkte, daB neben den Sehenswiirdigkeiten
der Stadt wie das Brandenburger Tor, Rein-
hardts Theatervorstellungen usw. haufig auch
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Einstein auf dem Programm der Touristen
stand. Zur Vorlesungszeit stromte alles in den
Ostfliigel des Hauptgebaudes der Universitit,
wo er las und mitunter bei zu gefiilltem Hor-
saal eine Pause einlegte, damit sich alle die

-entfernen kénnen, die ihn nun gesehen hatten

und sich fiir das weitere nicht mehr interes-
sierten. Dann blieb in der Regel nur eine
Handvoll Studenten zuriick. Wenn wir- be-
denken, daB C. W. Rontgen iiber die Rela-
tivititstheorie folgendes schrieb: ,,Mir will es
noch nicht in den Kopf hinein, daB man so
ganz abstrakte Betrachtungen ung Begriffe
gebrauchen muB, um Naturerscheinungen zu
erklaren*, so stellt sich die Frage, weshalb
Einstein mit dieser Theorie so bekannt wurde.
Zumal er sich selbst iiber die Relativitits-
theorie so dulerte: ,,Warum schwatzen die
Leute immer nur von meiner Relativitits-
theorie? Ich habe doch noch andere brauch-
bare Sachen gemacht, vielleicht sogar noch
bessere.* Sicher werden die erbitterten Kon-
troversen zwischen Einsteinanhiingern und
seinen wissenschaftlichen Gegnern (meist
nicht theoretisch eingestellte Experimental-
physiker) dem Empfinden der unruhigen und
unsicheren Nachkriegszeit des ersten Welt-
krieges entgegengekommen sein, aber es ist
gewiB auch ein Teil echten Erkenntnisdrangs
beteiligt gewesen, der moglicherweise in die-
sen wirren Jahren mit neuen Gedanken iiber
Raum und Zeit zu einem festen Halt fithren
solite. Die praktischen Auswirkungen der
Theorie lagen damals weitab vom tiglichen
Leben, so daB die Faszination der Relativi-
tatstheorie besonders auffillig ist.

3. Jugend und Schule

Um viele groBe Mianner ranken sich immer
wieder Geschichten, die symbolhaft ihre
Leistungen erkliren, wenn. etwa wie bei
Newton der Fall eines Apfels zur Gravita-
tionstheorie oder Diracs negative Zahl von

"Kokosniissen in einer diophantischen Auf-

gabe zur sogenannten Diracschen ,,Unter-
welt* gefithrt haben sollen. Gegen die Le-
gende vom Apfel protestierte bereits GauBl
lebhaft und energisch, Dirac selbst wies die
Urheberschaft fiir die negative Ldsung zu-
riick. Die folgenden Begebenheiten haben auf
den jungen Einstein einen tiefen Einruck ge-
macht und sind durch ihn selbst verbiirgt. Die
Tatsache, daB sich die KompaBnadel stets
auf einen bestimmten Punkt einstellt, zeigte
ihm deutlich, daB etwas hinter dem ,,leeren*
Raum stecken muBte. Der alte Einstein wird
hier vom Feld sprechen. Die Sicherheit, mit
der die Mathematik ihre Aussagen bewies,
faszinierte ihn zuerst an dem Satz, daB sich die
drei Hohen jedes Dreiecks stets in einem
Punkt schneiden (vgl. alpha 2/77, Seite 31).
Spiter, als er die tiefgriindige Frage nach
der Giiltigkeit mathematischer Erkenntnis in
der AuBenwelt (objektive Realitit) stellt,
bemerkt er: ,,.Denn es kann nicht wunder
nehmen, daB mgri zu iibereinstimmenden

1870-1871 Deutsch-franzésischer Krieg

1879 Glithlampe ( Edison)

1879 Einstein geboren

1883 Mengenlehre (Cantor)

1887 elektrische Wellen (Hertz)

1885 Einstein verldft die Schule u. gehit
nach Mailand zu den Eltern, fillt
durch die Aufnahmepriifung der
' Eidgendssischen Technischen
Hochschule Ziirich (ETH)

1896 Abitur nachgeholt, Studium an der
ETH Ziirich

1900 Wirkungsquantum ( Planck )

1900 Einstein schliefit das Studium mit
einem Diplom ab

1902-1909 Tiatigkeit im Berner Patentamt

1905 Promotion (Molekulartheorie),
lichtelektrischer Effekt, spezielle
Relativitdtstheorie

1908 Privatdozent in Bern

1909 Professor in Ziirich

1909 Peary erreicht den Nordpol

1911 Professor an der Deutschen Uni-
versitdt Prag

1913 Mitglied der Koniglichen Preufi-
schen Akademie der Wissenschaf-
ten

»i4 Direktor des Kaiser-Wilhelm-In-
stituts

1914-1918 erster Weltkrieg

1914-1932 Einstein in Berlin

1916 Allgemeine Relativitdtstheorie

1917 Grofe Sozialistische Oktoberrevo-
lution

1918 Novemberrevolution in Deutsch-
land, KPD gegriindet

1919 Experimentelle Bestdtigung fiir die
Relativitdtstheorie durch Lichtab-

. lenkung

1921-1925 ReisenundGastvorlesungen (USA,
England, Asien, Holland, Siid-
amerika, erster deutscher Wissen-
schafiler in Frankreich nach dem
ersten Weltkrieg)

1922 Nobelpreis

1925 Begriindung der Quantenmechanik
( Heisenberg, Born)

1927 Unschirferelation ( Heisenberg)

1930-1932 Vorlesungen wihrend des Winter-
semesters in Pasadena (USA)

1933 faschistische Diktatur in Deutsch-
land .

1933 Einstein kehrt aus den USA nicht
zuriick, Austritt aus der Akademie

1938 Uranspaltung ( Hahn, Strafmann;
Meitner)

1939-1945 zweiter Weltkrieg

1940 Brief Einsteins an Roosevelt fiir
Atomforschung

1942 Kernreaktor in Chicago

1945 Atombombenabwiirfe in Japan,
Griindung der UNO

1948 Kybernetik (Wiener)

1949 allgemeine Feldtheorie Einsteins

1949 DDR gegriindet

1955 Einstein gestorben



logischen Folgerungen kommt, wenn man
sich iiber die fundamentalen Sitze (Axiome)
sowie Methoden geeinigt hat, vermittels wel-
cher aus diesen fundamentalen Sitzen andere
Sétze abgeleitet werden sollen.‘f Sein selb-
stindiges Denken, dem Autoritéitsglaubig-
keit vollig fremd war, fithrte zu Schwierig-
keiten in der Schule. Er sagte, daB man den
unterwiirfigen Untertan produziere)Einstein
wird oft als Beispiel fiir einen Schiiler — von
Mathematik und Physik abgesehen - mit
schlechten Leistungen gewihlt, um zu zeigen,
daB auch solche Schiiler groBe Leistungen
vollbringen konnen. Der Vergleich hinkt
aber, wie in allen diesen Fallen (z. B. bei
E. Galois, der durch die Aufnahmepriifung
fiir die Hochschule fiel), dgnn er laBt die Tat-
sache unberiicksichtigt, é‘;l} Einstein sein
ganzes Denken auf physikalische Probleme
konzentrierte, womit andere Zweige hinten-
angestellt wurden) Er ist in dieser Hinsicht
nicht mit GauB vergleichbar, der ebenfalls in
der Jugend iiber tiefliegende Dinge nach-
,dachte, aber auch in den Sprachen brillierte.
( Einstein deshalb aber fehlende Sprachbega-
bung nachzusagen, wire iibereilt, und seine
letzten 20 und englischsprachigen Jahre wi-
derlegen dies zumindest. Das Gymnasium
verlieB er mit 16 Jahren, ohne einen AbschluB
zu haben. Deshalb bewarb er sich spéter an
der Eidgendssischen Technischen Hochschule
in Ziirich (ETH), wo man ohne Abitur nach
einer Aufnahmepriifung studieren konnte. -
und fiel durch, da er in den Sprachen und
Biologie unzureichende Kenntnisse hatte. Er
mufite das Reifezeugnis an einer Schweizer
Kantonschule nachmachen, in der ein mo-
dernerer Geist als in Deutschland herrschtg
was auf das Wirken Pestalozzis zuriickzu-
filhren war. Von seinen Schulerfahrungen
berichtete er: ,,Die Lehrer in der Elementar-
schule kamen mir wie Feldwebel vor und die
Lehrer im Gymnasium wie Leutnants.*

4. Einsteins Verhiiltnis zur Mathematik
Scherzhaft soll Einstein die Mathematik als

einzige perfekte Methode charakterisiert ha- .

ben, sich selbst an der Nase herumzufiihren.
Er wies wiederholt darauf hin, daB man eine
Sache mathematisch formal zwar beherrschen
konne, deshalb ihren Sinn aber noch nicht
erfaBt zu haben braucht. Die Hauptsache ist
ihm der Inhalt, nicht die Mathematik, und er
verweist darauf, daB ein Wissenschaftler
nicht in Formeln denkt. Jede physikalische
Idee muB sich auch klar und pragnant mit
Worten ausdriicken lassen. (,,Seitdem die
Mathematiker iiber meine Relativititstheorie
hergefallen sind, verstehe ich sie selbst nicht
mehr.**) Hier zeigten sich Einsteins kritische
Einstellung zum Formalismus und seine Be-
mithungen um das Inhaltliche. Die scherz-
hafte Charakterisierung der Mathematik von
oben zeigt uns aus dieser Sicht, daB er natiir-
lich die Hilfe und Sicherheit eines Rechen-

verfahrens zu schitzen wuBte. Einstein, der
als Lehrer ausgebildet worden war, hat ele-
mentare Mathematik nur wenig unterrichtet —
jedoch, wie seine Schiiler berichten, auf un-
konventionelle und spannende Art: die Un-
bekannte x wurde etwa so lange gejagt, bis
ihr kein Ausweg blieb. Einstein war zwar kein
guter Rechner (wie etwa GauB), aber ein
bedeutender und schopferischer Mathema-
tiker.

5. Leben und Werk

\ Von 1896 bis 1900 studierte Einstein an der
ETH Zirich Mathematik und Physik und
schloB sein Studium mit einem Diplom ab.
Nach zwei Jahren ohne feste Anstellung zog
er fiir sieben Jahre in das Berner Patentamt
ein. Er promovierte 1905 iiber ein Thema aus
der Molekularphysik, hielt 1908 die ersten
Vorlesungen, wurde 1909 Professor fiir Theo-
retische Physik an der Universitiat Ziirich,
erhielt einen Ruf an die Deutsche Universitit
in Prag und kehrte nach drei Semestern wie-
der nach Ziirich zuriick. 1913 wurde er Mit-
glied der K 6niglichen PreuBlischen Akademie
der Wissenschaften, 1914 Direktor des Kai-
ser-Wilhelm-Instituts in Berlin, mit der M6g-
lichkeit, an der Berliner Universitit Vorle-
sungen zu halten. 1922 wurde ihm der Nobel-
preis fir Physik verliehen. Zu Beginn der 30er
Jahre hielt er Gastvorlesungen wihrend des
Winters im sonnigen Kalifornien (USA)." Er
erkannte bald die drohende politische Ent-
wicklung in Deutschland und kehrte deshalb
1933 nicht dorthin zuriick, wobei er, um den
Machthabern vorauszukommen, seinen Aus-
tritt aus der Berliner Akademie erklarte. Das
faschistische Ministerium fiir Wissenschaft
gab sich damit nicht zufrieden und inszenierte
ein peinliches AusschluBverfahren. Bis an
sein Lebensende 1955 wirkte Einstein, wie
viele emigrierte Naturwissenschaftler, am
Institute for Advanced Study in Princeton
(USA).

‘Zu Unrecht wird Einstein hiufig nur als
Begriinder der Relativititstheorie gewiirdigt,
denn er hat weitere hervorragende Leistun-
gen auf den Gebieten der Physik hinter-
lassen. Die statistische Deutung der Warme-
lehre Boltzmanns gilt streng nur fiir unendlich
viele Teilchen. Die damals (1915) noch an-
gezweifelte Atomistik lehrt aber, daB jedes
System nur endlich, wenn au¢h sehr, sehr
viele Teilchen enthilt. Aus der endlichen An-
zahl der Teilchen erklirte Einstein theoretisch
die Unstimmigkeit, die zwischen der statisti-
schen Deutung und der Realitat bestand, und
erbrachte so ein starkes Argument fiir die
Atomistik. Eine groBartige Leistung stellt
auch seine Lichttheorie (Licht als Strahl von
Lichtquanten) dar, die die Wellen- und Kor-
puskulartheorie auf héherer Stufe vereint.

(Einsteins Auftreten war stets bescheiden,
auch auf dem Hohepunkt seines Weltruhms.
Bezeichnend fiir ihn war sein Gerechtigkeits-

sinn. ,,Wenn es sich um .Wahrheit und Ge-
rechtigkeit handelt, gibt es nicht die Unter-
scheidung zwischen kleinen und groBen Pro-
blemen. Wer es in kleinen Dingen mit der
Wabhrheit nicht emst nimmt, dem kann man
auch in groBen Dingen nicht vertrauen.* Sein
Eintreten fiir den Frieden erfolgte unange-
sehen der daraus folgenden Schwierigkeiten.
In dem allgemeinen Hurra-Patriotismus des
ersten Weltkrieges, in dem selbst hervor-
ragende deutsche Wissenschaftler behaupte-
ten, daB ohne den deutschen Militarismus die
deutsche Kultur hinweggefegt worden wire,
gehorte Einstein zu den Griindern eines Bun-
des, aus dem spater die Deutsche Liga fiir
Menschenrechte hervorging. Seinem aufrech-
ten Verhalten wihrend des Krieges ist z. B.
die Einladung als erster deutscher Wissen-
schaftler nach 1918 nach Frankreich zu ver-
danken. In seiner Sorge um den Frieden
fragte er 1932 den berithmten Psychiater
Freud um die psychologischen Griinde fiir die
sozialen Probleme und Gefahren. Nach den
Atombombenabwiirfen iiber Japan, in deren
Geschichte Einstein tragisch verstrickt war,
erkannte Einstein die gesellschaftlichen Ur-
sachen. 1932 hatte er bereits darauf hinge-
wiesen, daB das Schweigen der Wissenschaft-
ler es mit erméglicht hatte, unverantwortliche
Elemente an die Macht kommen zu lassen.
Seine Befiirchtungen, daBl in Nazi-Deutsch-
land Atomwaffen hergestellt werden kénnten,
lieBen ihn in einem Brief an den amerikani-
schen Prisidenten Roosevelt den Bau von
Atomwaffen befiirworten. Die militdrisch
sinnlosen Atombombenexplosionen trafen
ihn zutiefst, und er setzte sich forthin mit sei-
ner ganzen Kraft gegen den Atomtod ein. Die
Erkenntnis, daB die drohende Selbstvernich-
tung nicht durch einzelne, sondern nur durch
die Geselischaft zu verhindern ist, versuchte

'Einstein in aufopferungsvoller Titigkeit zu

verwirklichen. R. Thiele
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FLOCKE
+FLOCKE
SCHNEE

Es ist Winter

Vor dem Fenster tanzen die Schneeflocken.
Wie sind sie gestaltet? Was geschieht mit
ihnen?

Wenn eine Schneeflocke zu fliegen beginnt,
hat sie die Gestalt eines regelmiBigen Stern-
sechsecks. Nehmen wir an, daB auf ihrem
Wege in jeder Sekunde aus dem mittleren
Drittel jedes Geradenstiickes ihrer duBeren
Begrenzung ein gleichseitiges Dreieck aus
der Flocke herauswichst. Zuerst wachsen
demzufolge 12 kleine Dreiecke aus den
Zacken des Sternes (siehe Bild 1). Am Ende
der 1. Sekunde hat die Fliche 48 gleiche
Seiten, dann springen diese auseinander, so
daB weitere 24 gleichseitige Dreiecke hinzu-
kommen. Und so geht es weiter, solange die
Flocke fliegt. Plétzlich erhebt sich Wind, er-
greift die Flocken und trigt sie weit, weit weg,
ins Endlose. Wie werden sie aussehen, wenn
sie dort ankommen? Was [ur ein Schroee fillt
im Endlosen? Wird es fir die Flocken eine
Grenzlinie, eine Fliche geben, und werden
sie iiberbaupt einen Umfang haben?

Sehen wir uns das an! Wenn die Flocken
Flichengebilde sind, wenn es das Unendliche
gibt und wenn das Gewicht einer gerade ent-
standenen Schneeflocke so=1p betrigt, so
1
9
tragen, am Ende der n-ten Sekunde aber

ﬁ_1+l+i+ +l ﬁn_3" 4‘
p 9 81 " 49‘3;?5

wird es am Ende der 1. Sekunde 1+-p be-

Bild 1
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Wenn also die Flocke ins Unendliche wichst,
so geht ihr Gewicht gegen 1,2 p. Was aber
wird aus ihrem Umfang? Wenn er zu Beginn
ko =1 cm betrégt, so ist er nach der 1. Sekunde

k1=gcm, am Ende der n-ten Sekunde k,

=(§) cm. Das Problem ist, daB der Grenz-

wert davon unendlich grof ist. Irgendwo miis-
sen wir uns geirrt haben. Wieso haben wir ge-
glaubt, daB im Unendlichen der Umfang der
Flocke gleich dem Grenzwert ihres Umfanges
ist?

Was ist, wenn der Wind unsere Treppe ver-
weht und ihr dabei auch Kanten, dem Bild 2
entsprechend, zu wachsen beginnen? Unter-
wegs bleibt dabei die Linge der Treppe un-
verdndert, aber im Unendlichen verringert
sie sich plotzlich auf den |/2ten Teil. AuBer-
dem, wieso haben wir geglaubt, daB die
Schneeflocken im Unendlichen einen Umfang
hitten? Woher wissen wir iiberhaupt, daB es
dort Schneeflocken gibt?

Bild 2

Wir miissen den Leser beruhigen, wenigstens,
was die zweite Hilfte der Frage betrifft. Die
Schneeflocke ,im Unendlichen” existiert
wirklich, sogar in einer ausreichend einfachen
Bedeutung: Man kann ihre Grenze umkehr-
bar eindeutig und (in beiden Richtungen)
stetig auf eine Kreislinie abbilden, ihr Inneres
aber auf eine Kreisflidche (hier geniigt ein be-
liebiger Kreis). Der Beweis dafiir ist nicht zu
kompliziert, aber die Erkldrung der benutzten
Fachausdriicke (und schon ihre Aufzihlung)
wiirde zu lange dauern. Begniigen wir uns da-
mit, daB die Behauptung wabhr ist, was wir so
auszudriicken pflegen, daB die Grenze einer
Kreislinie homeomorph ist, die Schneeflocke
selbst aber der Kreisfliche. Wenn wir eine
groBe elastische Gummiplatte haben, dann
konnen wir sie der Schneeflocke genau an-
passen, ohne daB die Gummiplatte irgendwo
getrennt oder zusammengeklebt werden miiB-
te. Kehren wir zum Umlang der Schneeflocke
zuriick!

Ist ein Punkt Spitze irgendeiner Zacke, dann
ist er auch Spitze aller weiteren. Das bedeutet
aber gerade, daB die Spitzenpunkte der Zak-
ken Punkte der Begrenzung der Schneeflocke
,,im Unendlichen* werden. Und weil der kiir-
zeste Weg zwischen zwei Punkten die Gerade
ist, so ist der Umfang der Schneeflocke mit
Sicherheit groBer, als wenn wir aus den Punk-
ten des Umfangs bestimmte herausnehmen
und sie (der Reihe nach) durch Geraden-
stiicke miteinander verbinden. Deshalb ist der

Umfang der Schneeflocke sicher groBer als der
Umfang einer beliebigen Zacke, also groBer
g) ) Diese Zahl aber
gibt es nicht, so daB wir erhalten haben, dafl
den Schneeflocken kein Umfang zukommt.
Schneeflocken haben also eine wirklich inter-
essante Eigenschaft: Sie haben eine endliche
Fliche, aber keinen Umfang. (Umgekehrt ist
das nicht moglich: Eine einem Kreis homeo-
morphe Figur hat immer eine Fliche.)

Die Schneeflockenkurve zeigte der amerikani-
sche Mathematiker F. Kasner 1901 zum er-
sten Male. Er konstruierte die Kurve, weil er
mit ihrer Hilfe eine stetige, aber nirgends diffe-
renzierbare Funktion zeigen konnte.

DaB die Begrenzung der Schneeflocke stetig
ist, wissen wir schon. Wir sehen ein, daB man
in keinem ihrer Punkte eine Tangente anlegen
kann. Wir sind daran gewohnt, daB man
gerade dann in einem Punkt keine Tangente
anlegen kann, wenn dort eine ,,Spitze“ ist. In
diesem Sinne hat die Schneeflockenkurve
iiberall eine Spitze.

Eine in ihrem Punkt P an die Kurve angelegte
Tangente kann man auch als den Grenzwert
der Geraden PQ definieren, wenn der Punkt @
sich dem Punkt P auf der Kurve nihert. Des-
halb wird, wenn der Punkt Q dem Punkt P
»geniigend nahe ist“, der Winkel zwischen PQ
und der Tangente kleiner als sagen wir 10°,
und wenn man auf diese Weise zwei Punkte
@, und Q, auswihlt, der Winkel zwischen
PQ, und PQ; kleiner als 20°. Knnen wir nun
Punkte Q; und Q; beliebig nahe bei P finden,
so daB der Winkel zwischen PQ; und PQ,
mindestens 30° betréigt, so haben wir bewie-
sen, daB man im Punkt P die Tangente nicht
anlegen kann. Das werden wir tun.

Es seien also auf der Begrenzung der Schnee-
flocke ein Punkt P und irgendeine kleine Ent-
fernung gegeben. Wir wollen, daB die Ab-
stinde PQ; und PQ, kleiner als diese Ent-
fernung seien, der Winkel zwischen den Ge-
raden aber groBer als 30°. Betrachten wir eine
solche Zacke, bei der die Seite kleiner als die
vorgegebene Entfernung ist. Es ist leicht zu
sehen, daB, wenn wir iiber jede Seite die in
Bild 3 gezeigten schraffierten Dreiecke an-
fiigen, die gesamte weitere Zacke in den
schraflierten Teil oder auf seine Grenzen fillt,

oder gleich dem sup ((

so daB diese Punkte Grenzen sind, der Punkt
P auch. Andererseits sind die Punkte 4, B, C,
D und E Punkte auf der Begrenzung der
Schneeflocke, die Strecken PA, PB, PC und
PE sind alle kleiner als die Seite AD, also auch
kleiner als die gegebene Entfernung. SchlieB-
lich werden die Winkel zwischen der Geraden
PA und PB bzw. (von der Lage des Punktes P



abhingig) PC und PE mindestens 30°. Die un-
endlichen Schneeflocken sind ein biBchen
stachlig, aber das hindert die dort lebenden
Kinder nicht daran, sich mit gut gemachten
Schneebillen Schlachten zu liefern.
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(Diesen Beitrag iibernahmen wir aus unserer
ungarischen Schwesternzeitschrift K ézépisko-
lai Matematikai Lapok, Dezemberheft 1977.)

Winterliche Knobeleien

Ala Zeichne die Punkte P, (0, —4), P,
@4, —8), P34, —3), P4(10, 0), Ps(4, 3), Ps
(4, B), P7(0, 4), Ps(—4, 8), Ps(—4, 3), Pio
(—10, 0), P11 (—4, —3), P;2(—4, —8) und
verbinde sie in der Reihenfolge

P PyP;3...Py Py, P!

=+t + +——+
AmWEL o uEmy

------ ¥

t1234+56789 *

A2A Zeichne die Funktion

y1=%(x+8) fir —8<x<-3
5

,VZ———jx—B —3§X§0

y3=2(x+7)+7 —7§x§—E
3 2
3 3

o= e _7<x< —=

ya=ge+D+7  -Tsxs-3

und spiegle sie an der y- und x-Achse! Ver-
fahre mit den Spiegelbildern entsprechend!

+—+——+

A3a Unser Leser Hans Dadenschier aus
Wittenberg sandte uns das als Uberschrift
gestaltete Kryptogramm. Wer findet dazu die
Losungen?

A4a Zeichnet das Baumchen und den
Stern jeweils in einem Zug! Wer schafft es am
schnellsten?

A5a Unterteile das winterliche Feld so
durch drei Geraden, daB zu jedem Weih-
nachtsmann ein Tannenbaum gehért!

A6 A Sicher macht es euch SpaB, aus diin-
nem Zeichenpapier ein paar Schneeflocken
herzustellen.

Schlagt mit dem Zirkel einen Kreis, und iiber-
tragt dessen Radius sechsmal auf den Kreis-
umfang! Verbindet die gegeniiberliegenden
Punkte miteinander (1)! Thr erhaltet drei
Linien, die den Kreis in sechs Abschnitte
teilen. Schneidet nun den Kreis aus, falzt ihn
an den Linien! Faltet den Kreis wieder aul,
dreht ihn um, und halbiert die durch das
Falten gebildeten Abschnitte durch noch-
maliges Falzen (2)! Der Kreis ist dann zieh-
harmonikaartig in zwolf Abschnitte aufge-
teilt (3). Legt jeweils zwei dieser Abschnitte
iibereinander, und zeichnet auf den oberen ein
Muster, dhnlich dem auf dem Bild 4! Schnei-
det die auf dem Bild schwarz markierten
Flichen aus! Das iibrigbleibende Muster
dient dann als Schablone fiir die nichsten
Kreisabschnitte, die nach und nach ebenso
ausgeschnitten werden.

A7a Der lustige urigarische Zeichner hat
- wenn man beide Bilder betrachtet und ver-
gleicht — 12 Veranderungen vorgenommen.
Wer findet sie?

(Losungen: siche Heft 1/79, d. Red.)
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Wer lost mit?
H||I||il -Wettbewerb

= ad

Letzter Einsendetermin: 8. Marz 1979

Mathematik

Ma5 = @il Die Sternchen in

okokk __ vkkok p— 1 12
sind so durch Ziffern zu ersetzen, daB eine
richtig geldste Subtraktionsaufgabe entsteht.
Dabei soll sowohl der Subtrahend als auch der
Minuend nur aus Ziffern [iir ungerade Zahlen
bestehen. StR H.-J.Kerber, Neustrelitz

Ma5 1794 Steflen stellt folgendes fest: In-
nerhalb von 15 Minuten und 30 Sekunden
passierten insgesamt 60\?ahrzeuge eine Briik-
ke, und zwar Autos und Fahrrider. Steffen
rechnete und fand heraus, daB genau 200 Ré-
der iiber die Briicke rollten.

Wieviel Autos und wieviel Fahrrider waren
es? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #1795 Das Bild zeigt den in quadrati-
sche Felder eingeteilten GrundriB eines Gar-
tens mit vier Aplelbizumen. Vier Familien wol-

len sich den Garten so teilen, daB jede Familie-

eine gleich groBe, zusammenhiingende Fliache
mit einem Aplelbaum erhilt, Zeichne minde-
stens drei mogliche Aufteilungen aufkariertes
Papier! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 ®1796 Ein Kiifer krabbelt entlang der
Kante eines Wiirlels. Er beginnt im Eck-
punkt A und gelangt auf dem kiirzesten Wege
zum Eckpunkt G des Wiirfels. Gib an, welche
und wie viele Moglichkeiten der Kifer zum
Krabbeln hat! (Die Kanten des Wiirfels sind
mit kleinen Buchstaben bezeichnet.)

h
&
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|
|
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StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 1797 Hans, sein Bruder Jiirgen und
seine Schwester Erika haben fleiBig Pilze ge-
sammelt. Beim Vergleichen ihrer Sammel-
ergebnisse stellt sich heraus, daB Jiirgen
5 Pilze weniger als die doppelte Anzahl der
von Hans gesammelten Pilze hat. Erika hat
20 Pilze weniger als die dreifache Anzahl der
von Hans gesammelten Pilze. Zusammen ha-
ben alle drei Geschwister mehr als 90, aber
weniger als 100 Pilze gesammelt. Wieviel
Pilze hat jeder gefunden? Sch.

Ma5 ®1798 In das abgebildete Krypto-
gramm sind fiir die Buchstaben Ziffern (0, 1,
2,3,4,5,6,7,8, 9) so einzutragen, daB fir
gleiche Buchstaben gleiche Ziffern, fiir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern
stehen und daB alle angegebenen Rechenaul-
gaben richtig gerechnet sind.
aa - bc=ade

+ - -
fg+ h =bja
bbf+eh=bdk

nach der sowj. Schiilerzeitschrift ,,Quant*

Ma6 21799 Eine Mutter fragt ihren Sohn:
»Wieviel Schiiler gehoren deiner Klasse an?*
Der Sohn antwortet: ,Wenn du alle Prim-
zahlen, die kleiner als 100 sind, addierst,
diese Summe mit 3 multiplizierst, das Produkt
durch 10 dividierst, zum Quotienten 12 ad-
dierst, die so erhaltene Summe noch durch 10

Thies Lusbor, 26 Guntrow, Werdersér. 22 Ma 7=

Kersting-05, Ktasse 7 3| 1369
c ol 150

Pridikat: e

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle ulplzu;
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. [iir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hioheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene losen die Aufgaben.
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstandige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut gelost™, ,,gut gelost™ oder ,,pgelost.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufpabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1978/79 lauft
von Heft 5/78 bis Helt 2/79. Zwischen dem
1. und 10. September 1979 sind alle durch Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/78 bis 2/79 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.
Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/79 veréfientlicht.
Wer mindestens 10 Antwortkarten — richtig
gelost — (durch die Beteiligung an den Wett-
bewerben der Helte 5/78 bis 2/79) erbalten hat
und diese einsendet, erhilt eine Anerken-
nungsurkunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1978/79 ein-
senden, erhalten das alpha-Abzeichen in Gold
(und die Urkunden zuriick). Wir bitten darauf
zu achten, daB alle Postsendungen richtig
frankiert sind und daB die Postleitzahl des
Absenders nicht vergessen wird.

Redaktion alpha



dividierst, dann erhiltst du als Ergebnis die
Anzahl der Schiller meiner Klasse.” Wie viele
Schiiler sind es?

Schiiler Steffen Frigge, Herzberg, K1. 6

Ma6 1800 In einer Klasse, der mehr als
20, aber weniger als 40 Schiiler angehéren,
wurde eine Klassenarbeit in Mathematik ge-
schrieben, an der alle Schiiler teilnahmen.
Der 9. Teil der Anzahl der Schiiler erhielt die
Note 1, der 3. Teil die Note 2, der 6. Teil die
Note 4; kein Schiiler erhielt die Note 5. Wie-
viel Schiiler erhielten die Note 3?
Schiilerin Gabriele Miiller,
Schonwalde, K1. 6

Ma6 81801 Das Bild stellt ein Dreieck 4BC
dar. Der Mittelpunkt D der Seite AB wurde
mit C verbunden. Der Innere Punkt P der
Strecke CD wurde mit 4 und B verbunden.
Vergleiche die Fliacheninhalte A; und 4, der
Dreiecke AAPC und ABCP. Sch.

oy

A [ 8

Maé6 ®1802 Nachdem in einer Werkkiiche
der Preis fur ein Mittagessen von 0,80 M um
10 Pf gesenkt wurde, konnten bei gleichblei-
bender Tageseinnahme 200 Portionen Essen
mehr ausgegeben werden. Wieviel Portionen
Essen wurden nach dieser Preissenkung tig-
lich ausgegeben?

Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma6 #1803 Im Jahre 1978 ist Olaf acht
Jahre ilter als sein dreijahgiger Bruder Ri-
chard; er stelit fest, daB im gleichen Jahre
seine Mutter und sein Bruder zusammen
genau so alt sind wie sein Vater (in ganzen
Zahlen). Alle vier Familienmitglieder sind
zusammen 77 Jahre alt. Wie alt ist jedes Mit-
glied dieser Familie im Jahre 19787
Schiilerin Sabine Jals, Schlagsdorf, KI. 7

Ma7 #1804 Das Motorschiff ,,Bummi“ der
WeiBen Flotte in Berlin hat sechsmal soviel
Innen- wie AuBenplitze. Wiirde dieses Schiil
iiber zwei Innen- und sechs AuBenplitze mehr
verfiigen, dann wiren viermal soviel Innen-
wie AuBenplitze vorhanden. Wie viele Perso-
nen finden auf diesem Schiff einen Sitzplatz?

Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma7 w1805 Ein Sessellift besteht aus 140
Sesseln. Je zwei aufeinanderfolgende Sessel
haben den gleichen Abstand. Alle Sessel sind
fortlaufend von 1 bis 140 numeriert, d.h.,
auf Sessel Nr. 140 folgt Sessel Nr. 1. Ein Be-
obachter im Talgrund stellt zu einem be-
stimmten Zeitpunkt fest, daB sich die Sessel
mit der Nummern 19 und 99 gegeniiber-
stehen, d. h., daB sie die gleiche Entfernung

von jeder der beiden Stationen des Sessellifts
haben. Welche Nummern besitzen die Ses-
sel;, die sich zum Zeitpunkt dieser Beobach-
tung in den beiden Stationen des Sessellifts be-
finden?

Schiilerin Brigitte Rotter, Dresden, K1. 5

Ma7 #1806 In den Endausscheid der FuB3-
ballmeisterschaft einer Oberschule kamen die
Mannschaften der Klassen 9b, 10a und 10b.
Es war vereinbart worden, daB jede dieser
drei Mannschaften gegen jede der iibrigen
genau ein Spiel auszutragen hatte. Fiir ein ge-
wonnenes Spiel wurden an die Siegermann-
schaft 2 Punkte, fiir ein unentschiedenes Spiel
an jede der beiden Mannschaften je 1 Punkt
vergeben. Nach Austragung der Spiele gab es
folgenden Stand:

Klasse Punkteverhiltnis Torverhiltnis
9b 2:2 3:1

10a 3:1 3:2

10b 1:3 2:5

Es ist das Torverhiltnis jedes der ausgetrage-
nen Spiele zu ermitteln.
Schiiler Volker Schulz, Nauen, K1. 10

Ma7 m1807 Die abgebildete Figur stellt ein
Dreieck ABC mit seinem Umkreis k dar. Im
Innern dieses Dreiecks wurde ein Punkt P
derart konstruiert, daB <APB=60°+y,
¥BPC=60°+a und XCPA=60°+f gilt.
Die Gerade AP schneidet & in D, die Gerade
BP schneidet k in E, die Gerade CP schneidet
k in F. Es ist zu beweisen, daB das Dreieck
DEF gleichseitig ist. Sch.

Ma8 m1808 Beweise, dall das doppelte Pro-
dukt aus einer beliebigen natiirlichen Zahl
und ihrem Nachfolger um 1 kleiner ist als die
Summe aus der Quadratzahl dieser natiirli-
chen Zahl und der Quadratzahl ihres Nach-
folgers!
Schiiler Bernd Schmutzler, Kirchberg,
KL7

Jetzt werden sie bestimmt zur Tafel sehen.“

Ma8 #1809 Gesucht sind zwei verschiedene
natiirliche Zahlen, die folgenden Bedingungen
geniigen:

a) Das geometrische Mittel dieser Zahlen ist
um 4 groBer als die kleinere der beiden Zah-
len.

b) Das arithmetische Mittel dieser Zahlen ist
um 6 kleiner als die groBere der beiden Zah-
len. Schiilerin Birgit Arndt, Loitz, K1. 8

Ma8 ®]1810 Man konstruiere ein Dreieck
ABC aus g+b=7cm; c=4cm und f=30°
und begriinde die Konstruktion!

Dr. W. Moldenhauer, Universitdt Rostock

Ma8 #1811 Man denke sich einen Wiirfel-
schnitt derart, daB die Schnittfigur ein gleich-
seitiges Dreieck ist, dessen Seiten die Diago-
nalen je einer Quadratfliche des Wiirfels sind.
a) Man zeichne den Wiirfel mit Schnitt in
einer Schrigbilddarstellung!

b) Man konstruiere die Netze beider Teil-
korper!

c) Wie heiBt der kleinere der beiden Teil-
korper? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 m1812 Man untersuche, ob die Zahl
38192 _1 eine Primzahl ist! Man gebe drei
Zahlen an, die Teiler von z=3%!%2_1 sind,
falls z keine Primzahl ist!

Jorg Hartmann, Annaberg, Kl. 12e

Ma9 ®1813 Ein Médchen wird gefragt, wie-
viel Geschwister es habe. Darauf antwortet
das Midchen: ,Die Anzahl der zu unserer
Familie gehérenden Kinder ist gleich dem
ganzzahligen Lebensalter des Jiingsten. Der
Altersunterschied zwischen den Geschwistern
betriigt stets genau zwei Jahre. Addiert man
die Zahlen, die das Lebensalter eines jeden
Kindes angeben, so erhilt man als Summe
eine Zah), die gleich dem neunfachen Lebens-
alter des Jiingsten ist. Wie viele Kinder geho-
ren zu dieser Familie, und wie alt ist jedes
Kind?

Schiiler Klaus Mohnke, Liibbenau, Kl. 7a

Ma9 w1814 Die Seite AB eines Dreiecks
ABC sei 6cm, die Seitenhalbierende s. sei
3 cm lang, und der Winkel < CAB habe eine
GroBe von 30°. Wie lang ist die Seite AC die-
ses Dreiecks? Schiiler Holger Friedrich,

Karl-Marx-Stadt, KI.7

Ma9 #1815 Zum AbschiuB des Jahres 1978
folgendes Problem: Eine gérade Pyramide
mit rechteckiger Grundfliche hat das Volu-
men V=1978 cm>. Der halbe Grundflichen-
umfang ist 66 cm, die Hohe der Pyramide

6 cm lang. Wie lang sind die Grundkanten?
Mathematikfachlehrer W. Forg, Schwaz,
Osterreich

Ma10/12 a1816 Schreibt man die einzelnen
Ziffern einer beliebigen zweistelligen natiir-
lichen Zahl noch zweimal in der vorgegebe-
nen Reihenfolge dahinter, so erhidlt man eine
sechsstellige Zahl. Man beweise, daB diese
sechsstellige Zahl stets durch 273 teilbar ist!

Schiiler Andreas Fittke, Berlin, KI. 10
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Ma10/12 ®1817 Gesucht sind alle reellen
Zahlen x, die die Gleichung
g (91 —-x3)_ —
5 0—x) 3 erfiillen!
Schiilerin Birgit Arndt, Loitz, K1. 8

Ma10/12 1818 Man beweise, daB fiir alle
natiirlichen Zahlen n mit n=1 die Unglei-
chung

1 1 1 1 —
—_——— << —_
0 lﬁ+ﬂ+lﬁ+...+l/r_l=21/n 1
erfillt ist!
Mathematikfachlehrer Sh. B. Linkowski,
Moskau

Ma10/12 #1819 Der Umfang eines recht-

winkligen Dreiecks betrégt 30 cm, sein Fla-

cheninhalt 30 cm?. Wie lang sind die Seiten
des Dreiecks?

Dipl.-Lehrer f. Math./Phys., Renate

und Manfred Kutschauk, Deutschenbora

Physik

Ph6 ®46 Bei einer Wanderung méchte Pe-
ter die Wandergeschwindigkeit feststellen.
Aus diesem Grund miBt er die eigene Schritt-
linge; sie betrigt 65 cm. Weiterhin stellt Peter
fest, daB er in jeder Minute 80 Schritte macht.
Wie groB ist Peters Wandergeschwindigkeit
in km ?
h

Ph7 47 Jens will 20 Ziegelsteine von je
6,5 cm Hohe und 3,5kp Gewicht zu je zwei
aufeinanderschichten. Berechne die Hubar-
beit, die Jens insgesamt verrichten muB!
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Ph8 ®48 Ein Klassenzimmer ist 6 m breit,
8,5 m lang und 3,5 m hoch. Berechne das Vo-
lumen der Luft, die aus dem Zimmer stromt,
wenn die Temperatur von 15°C auf 25°C er-
hoht wird! Der Luftdruck betrage 770 Torr.
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Ph9 849 Auf einem Rangierbahnhof wer-
den vom Ablaufberg ablaufende Giiterwagen
je nach Erfordernis durch sogenannte
»~Hemmschuhe" abgebremst. Auf welchem ho-
rizontalem Weg wird ein zweiachsiger Giiter-
wagen mit einer Gesamtmasse von 35 Tonnen

. N m_.
unter einer Geschwindigkeit von 6 5 mittels

eines Hemmschuhes zum Stehen gebracht,
wenn folgende Koeflizienten der gleitenden
Reibung angesetzt werden:
— zwischen Hemmschuh und Schiene
#1=0,16
— zwischen Rad und Schiene 1u,=0,107
Anmerkung : Beachten Sie, daB bei Eisenbahn-
wagen die Rider starr aul den Achsen be-
festigt sind! Die Achsen seien durch die Ge-
samtmasse gleichmiBig belastet.

Ph10/12 w50 Zwei technische Widerstinde
ergeben bei Reihenschaltung einen Gesamt-
widerstand von 10 Ohm und bei Parailel-
schaltung einen Gesamtwiderstand von
1,6 Ohm. Wie groB sind die beiden Einzel-

widerstidnde?
= Math./Phys.-Fachlehrer K. Meier,
Osternienburg

Chemie

Ch7 37 In unserer chemischen Industrie
wird Natronlauge nach dem Diaphragma-
verfahren hergestellt. Fiir die Herstellung 1t
Natronlauge werden 1730 kg Natriumchlorid
benotigt.

1 t Natriumchlorid kostet 6,50 M. Durch bes-
seres Eindampfen der Diaphragmalauge wur-
de erreicht, daB nur noch 1710 kg Natrium-
chlorid pro Tonne Natronlauge eingesetzt
werden miissen.

a) Wieviel Tonnen Natronlauge kénnen bei
einer monatlichen Planauflage von 1000 t auf
Grund der Materialeinsparung iiber den
Plan hinaus produziert werden?

b) Um wieviel Mark erhoht sich im Monat
das Brigadekonto der Chemiefacharbeiter,
wenn 209, der Materialeinsparung auf das
Konto gebucht werden?

Ch8 m38 Kalziniertes Soda ist fiir die DDR
ein wichtiger Exportartikel. Wieviel Tonnen
Soda wurden im Jahre 1977 exportiert, wenn
zur Herstellung fir Exportsoda 92500t Na-
triumchlorid verarbeitet wurden und eine
Planerfiillung von 107%; erreicht wurde?

Ch9 39 Athanol laBt sich aus Athan oder
Athen herstellen.

a) Wieviel Kubikmeter Athen werden zur
Herstellung von 50 t Athanol durch katalyti-
sche Wasseranlagerung benoétigt?

b) Athan wird zu Monobromithan bromiert
und dann mit Silberhydroxid umgesetzt. Wie-
viel Liter 40%iges Athanol mit der Dichte
¢=0,81g-ml~! lassen sich aus 245g Athan
herstellen?

Ch10/12 w40 Ammoniak wird im VEB Leu-
na-Werke Walter Ulbricht durch Synthese
aus den Elementen bei einer Temperatur von .
450°C und einem Druck von 250 at im Bei-
sein eines Katalysators hergestellt.

a) Berechnen Sie, wieviel Kubikmeter Am-
moniak aus 120m? 200m*® und 930 m?
Stickstoff im Normalzustand entstehen!

b) Wieviel Kubikmeter Ammoniak entstehen
unter den gegebenen Bedingungen?

¢) Wieviel Gramm Ammoniumchlorid kann
man aus den gebildeten Volumina Ammoniak
im Normalzustand herstellen?

Z'E
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V1. Giistrower
Physikwettbewerb

Vom 20. 2. bis 24. 2. 1978 fand in der Pidago-
gischen Hochschule Liselotte Herrmann Gii-
strow der VI. Physikwettbewerb statt. Es
nahmen daran 50 Schiiler der Klassen 9 bis 12
aus Erweiterten Oberschulen der DDR teil,
die besten unter den 340, die versucht hatten,
die Aufgaben der Auswahlklausur zu 16sen.
Wihrend des Wettbewerbs muBten die Teil-
nehmer 4 theoretische und eine experimen-
telle Aufgabe bearbeiten. Sie konnten dabei
maximal 60 Punkte erreichen, 10 fiir jede
theoretische, 20 fiir die experimentelle Auf-
gabe.

Folgendé Preistriager konnten ermittelt wer-
den:

Einen ersten Preis und den Preis fiir den be-
sten Teilnehmer erhielt Stefan Miiller-Pfeif-
fer, K1. 9, EOS Carl Zeiss, Jena.

Erste Preise erhielten: Andreas Forster,
K. 10, EOS Heinrich Hertz, Berlin; Stefan
Kasper, Kl. 12, EOS Karl Marx, Leipzig;
Michael Heinrich, Kl. 11, EOS Heinrich
Hertz, Berlin.

Zweiter Preis und Sonderpreis fiir die origi-
nellste experimentelle Arbeit: Jorg Alscher,
KI. 12, Spezialklasse der Humboldt-Univer-
sitdt Berlin.

Einen zweiten Preis erhielten: Jiirgen Grifen-
stein, KI. 10, EOS Martin Andersen Nexd,
Dresden; Peter Wiistner, K1. 10, EOS Kar!
Marx, Leipzig; Axel Frohhch, KI. 10, EOS

C. F. Gauf, Frankfurt (Oder); Frank Mar-
low, K. 11, EOS Heinrich Hertz, Berlin;
Andreas Berger, K1. 12, Martin-Luther-Uni-
versitat Halle, Spezialklasse; Stefan Schuster,
Kli. 11, EOS Ernst Schneller, MeiBen; An-
dreas Prause, K1. 12, EOS Max Planck, Ber-
lin; Thomas Richter, Kl. 12, EOS Carl Zeiss,
Jena; Ingo Stiebritz, K1. 11, EOS Carl Zeiss,
Jena.
Einen dritten Preis erhielten : Erasmus Scholz,
Kl. 10, EOS Martin Andersen Nexo, Dresden
Ingo Will, KI. 12, ABF Halle ; Andreas Chro-
bok, KL 11, Martin-Luther-Universitit Hal-
le, Spezialklassen; Rainer Gutsche, KI. 11,
TH Karl-Marx-Stadt, Spezialklassen; Peter
Hartmann, K1. 10, EOS Greiz; K onrad Thiir-
mer, K. 10, EOS Heinrich Hertz, Berlin;
Carsten Zander, K1. 10, EOS Eilenburg.
Den Sonderpreis fiir den besten weiblichen
Teilnehmer erhielt Kerstin Gommel, KI. 10,
EOS Carl Zeiss, Jena.
Die Preisverleihung wurde vom Leiter des
Wettbewerbs Prof. Dr. Wendt, im Beisein des
Hauptreferenten fiir Physik im Ministerium
fiir Volksbildung H. Schmidt, vorgenommen.
B. Trdger/U. Walta

Aufgaben der Klassenstufe 9/10

Theoretische Aufgaben

1. Es ist bekannt, daB die Bahnebene von
Satelliter fest im Raum steht.

a) Geben Sie eine ausfiihrliche Erklirung fiir
diese Erscheinung!

b) Wie groB ist der Winkel, um den sich die
Erde bei einem Satellitenumlauf dreht?

c) Geben Sie die Bedingungen dafiir an, daB
der Satellit sich genau auf einer Kreisbahn
bewegt!

d) Unter welchen Bedingungen kann der
Satellit von der Erde aus immer an der glei-
chen Stelle beobachtet werden?

Auszeichnung der
Besten durch Prol.
Dr. Wendt.

|
|
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2. Ein mit 1000 m® Wasserstoff gefiillter
Ballon schwebt bei Normaldruck in Boden-
nihe. Wie groB ist an diesem Tag die Luft-
temperatur?

Als Masse der vollig leeren zusammengefal-
teten Hiille und des Korbes mit Inhalt wurden
bei gleichen Temperatur- und Druckverhilt-
nissen wie beim Start 1100 kg ermittelt. Es
wurde eine Balkenwaage mit Wigestiicken
von vernachldssigbarem Volumen benutzt.
Unter Normalbedingungen betrigt die Dichte
der Luft 1,293 kg/m?, die des Wasserstoffs
0,0899 kg/m?.

3. Von zwei Widerstinden mit je R =100 Q
ist einer mit einem Gleitkontakt versehen
(Skizze). Geben Sie an, an welcher Stelle der
Gleitkontakt stehen muB, damit der Gesamt-
widerstand zwischen 4 und B 32 Q betragt!

ﬁ:l——__oﬂ

— T

4. Ein Lichtstrahl wird nacheinander an zwei
ebenen Spiegeln reflektiert. Er verlduft in
einer zur Schnittgeraden zwischen den beiden
Spiegelebenen senkrechten Ebene.

Unter welchen Bedingungen verlauft der
Strahl nach der zweiten Reflexion senkrecht
zum einfallenden Strahl?

Experimentelle Aufgaben
Klassenstufen 9/10 und 11/12

1. Bestimmen Sie die Brechzahlen (Ubergang
Luft-Fliissigkeit) fiir Athanol und Toluol!
Ihnen stehen zur Verfiigung: VorratsgefiBe
mit Athanol und Toluol, eine Kiivette, ein
Glasstab, ein Lineal, Zahlentafel.

Zeichnen Sie eine Skizze zur Versuchsanord-
nung, und erldutern Sie das angewandte Mef3-
verfahren! Alle MeBgroBen sind mehrmals zu
bestimmen (Mittelwertsbildung und Fehler-
abschitzung!).

2. Theoretische Aufgabe:

Gegeben sei eine Mischung aus Athanol und
Toluol. Wie kann man mit Hilfe der in Auf-
gabe 1 genannten Hilfsmittel das Mischungs-
verhiltnis der beiden Substanzen ermitteln?
Welche Voraussetzungen miissen fiir die An-
wendbarkeit Ihres Verfahrens erfiillt sein?

Hinweis fir K1. 9/10:

a) Die Brechzahl ist definiert durch
_sina

“sinf

b) Es gilt fiir ein rechtwinkliges Dreieck :
Gegenkathete
“Hypotenuse -

n

sin o=

Auf die Veroffentlichung der theoretischen
Aufgabe fiir K1. 11/12 miissen wir aus Platz-
griinden verzichten.
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr.rer. nat. habil.

Wolfgang Schiifer

Direktor der Sektion Mathematik und Rechen-
technik der Technischen Hochschule Leipzig

A1820a Es ist zu zeigen, daB sin 10°
irrational ist.

Hinweis: Man kann zum Beispiel durch An-
wendung von Additionstheoremen, von

1
sin 30°=§ ausgehend, eine Gleichung fiir

x =sin 10° erhalten.

Kurzbiographie

Geboren 1931 in Halle, Berufl des Vaters:
Schlosser, Berul der Mutter: WeiBnaherin,
Besuch der Volksschule (1938 bis 1942) und
der Mittelschule (1942 bis 1948), Lehre als
Maurer in Leuna, Abitur an der ABF Walter
Ulbricht in Halle, Mathematikstudium an der
Martin-Luther-Universitdt in Hallz (1953 bis
1957), AbschluB als Diplom-Mathematiker,
Promotion 1964, Habilitation 1967, Arbeit als
Wissenschaftler an der TH Karl-Marx-Stadt,
TH Leuna-Merseburg, im VEB Petrolchemi-
schen Kombinat Schwedt, als Dozent an der
Universitit Greifswald und an der Ingenieur-
hochschule Leipzig, ordentl. Professor (1971)
an der IH Leipig, jetzt Direktor der Sektion
Mathematik und Rechentechnik an der TH
Leipzig.

Eine Aufgabe von
Dozent Dr.-Ing.

Rolf Thiele

Technische Hochschule Leipzig
Sektion Ingnieurbau

A 1821 Ao Einem geraden Kegel mit dem
Radius R und der Hohe H sei ein zweiter
Kegel so eingefiigt, daB seine Spitze mit dem
Mittelpunkt des Grundkreises und die Achsen
beider Kegel zusammenfallen. Der Grund-

kreis des 2-Kegels beriihre den Mantel des .

1. Kegels vollstandig.

Welche Abmessungen T und h sind dem
2. Kegel zu geben, damit sein Volumen mog-
lichst groB wird?
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alpha-Wettbewerb
1977/78

Preistriger

Johannes Wien, Manuela Winges, beide Bad Lie-
benstein; Marei Hellmann, Bad Salzungen; Dirk
Grabner, Karin Gréger, Kerstin Kantiem, Holger
Neye, alle Berlin; Holger Schick, Jérg Berger, Gerd
Rakowski, alle Bernsbach ; Beate Weber, Bernburg;
Thomas Streich, Brandenburg; Susanne Below,
Burg Stargard; O. Sasse, Frank Techen, Karsten
Mittag, alle Cottbus; Andreas Mann, Cunersdorf;
Wolfgang Tenor, Dessau; AG Math. der N.-
Ostrowski-OS, Diedorl; Mario Dette, Dingelstadt;
Julius Clausnitzer, Horst Schulze, beide Dresden:
Ralf Arnold, Claudia Pleyer, beide Eisenach; Jens
Wackernagel, Falkenberg; Kathrin Danz, Floh;
Anett Forberg, Freiberg; Matthias Bir, Freital;
Dietmar Schmiedl, Olal Liebegott, beide Friede-
burg; Torsten Knause, Gossa; Raik Langlotz,
Grabkow; Susanne Dimsat, Frigga Rudolph, Karl-
Jirgen Bér, Antje Kilian, alle GreuBen; Babett
Maulhardt, GroBbodungen; Cordelia Krippner,
Hammerbriicke; Heidrun Schmidt, Hoyerswerda;
Antje Rudolph, Kiammeritz; Steflen Herpich,
Kamsdorf; Felix Baitalowitsch, Kasan (UdSSR);
Tanja Mittag, Jens Siewert, Eske Rohrich, Mathias
Womacka, Cornelia Unger, alle Karl-Marx-Stadt;
Martina Albrecht, Anita Meyer, beide Kieselbach;
Bernd Schmutzler, Kirchberg; André Schlosser,
Klingenthal; Thoralf Blattermann, Kénnern; Jens-
Uwe Eigenwillig, Lauchhammer; Matthias Heller,
Lauscha; Petra Seibt, Lauscha-Ernstthal; AG
Math. (KI. 6b) W.-Pieck-OS Lichte; Sybille und

Claudia Seifert, Lichtenberg; Heike Pietzsch, Ka- *

thy Kranz, Kerstin Villwock, alle Léderburg; Doris
Griinler, Lossau; Klaus Mohnke, Liibbenau; An-
dreas Herrmann, Ludwigsfelde; Torsten Schulz,
Merseburg; Jorg Schmidt, Heidi Teidga, beide
Neubrandenburg; Gabriele Kohnert, Simone Pahl,
beide Neuenhofe; Irene Hesse, Niederorschel;
Sandra Niedlich, Oberschénau; AG Math. (KI.
9/10) EOS R. Fetscher, Pirna; Torsten Kiihn,
Potsdam-Babelsberg; Ullrich Klinzing, RoBdorf;
Lutz Andrews, Gitta Schone, Grit Maciejewski,
alle Rostock; Evelyn Neumann, Rotta; Andrea
Teschendorf, Riidnitz; Bodo Bricks, Saalfeld ; Sa-
bine Recknagel, Silke Fischer, Theresa Hafner, alle
Steinbach-Hallenberg; Steffen Weber, Tiefenort;
Marena Pannier, Uthausen; Silke RaBmann, Ray

Langlotz, beide Unterbreizbach; Tom Boyhs, Viet-
libbe; Evelin Beyer, Wegefahrt; Karsten Busse,
Wittenberg; Guido Kohnke, Marion Reek, beide
Wittstock ; Jorg Wenzel, Zeulenroda; Holger Alex,
Birgit Erdmann, Heide Hilse, alle Zittau

Vorbildliche Leistungen

Andreas Gedat, Bad Liebenstein; Thomas Strobel,
Michael Griinberg, beide Berlin; Peter Strempel,
Cottbus; Jirgen Anders, Dahlewitz; Ruth Back-
haus, Gabi Stéber, Astrid Kullmann, Petra Biilow,
alle Dingelstidt; Brigitte Rotter, Kathrin Wust-
mann, Werner Kirsch, alle Dresden; Astrid Kafka,
Eisleben; Katrin Burgmann, Ralf Fiinfziger, beide
Friedeburg; Jens Franke, Gera; Jan-Martin
Hertzsch, Geringswalde; Hagen Haberland, Greifs-
wald; Ingolf Hentzsche, Gremmin; Matthias Hun-
ger, Grimma; Helen Stock, GroBbodungen; An-
dreas Lofller, Halle-Neustadt; Astrid May, Hau-
sen; Anja Kusserow, Haynrode: Gabriele Missal,
Insel; Silvia Kriesche, Klausa; Manuela Hellbach,
Lauscha; Ralf Laue, Thoralf Hénicke, beide Leip-
zig; Angela Tautenhahn, Lichtenstein; Hartmut
Uschmann, Loburg; Michael Simang, Mittelher-
wigsdorf; Birgit Polley, Miihlhausen; Mario Ma-
rinitsch, Neubrandenburg; Ines Birkefleld, Nieder-
orschel; Kristian Lauritzen, Reichenberg; Jiirgen
Schmalisch, Reuden; Kirstin Trigener, Rietz; Gun-
ter Siebenhaar, Conny Steube, beide RofBdorf;
Peter Krause, Rostock; Karsten GeiBler, St. Egi-
dien; Ingoll Erdmann, Torsten Giinzel, beide Seb-
nitz; Heike Hader, Schlotheim; Rall-Birger Haf-
ner, Corina Kaiser, Ines Nothnagel, alle Steinbach-
Hallenberg; Cordula Gottwald, Stendal; Joachim
Krug, Tiefenort; Sylvia Feige, WeiBwasser; Bet-
tina Wolfl, Wittstock; Thomas Reinke, Wolgast
Thomas Andermann, Jens Fache, beide Altenburg;
Sascha Beyer, Beetzendorf; Udo Bellack, Berlin:
Iris Hoffmann, Brielow; Uwe Schiizte, Camin;
Kristina Roeke, Cottbus; Ulf Fache, Culitzsch;
Britta Bottcher, Damsdorf; Birgit Rahn, Dresden;
Una Heinecke, Gabriele Wehrsdor(er, Britta Bur-
kert, alle Eisenberg; Axel Siebert, Eisenhiitten-
stadt; Elvira Stallbohm, Eldena; J6rg Klingohr,
Erfurt; Kathrin Naumann, Glauchau; Holger
Stoflel, Grabow; Ulrike Brandenburg, Greifswald;
Jérn Wintsche, Grimma; Volker Winkler, Gérlitz;
Frank Thiimmler, Horka; Claudia Bock, JeBnitz;
Ricarda Ramm, Karl-Marx-Stadt; Judith Kiihn,
Kreuzebra; Susann Schaede, Jesua Dietze, Corinna
Mathdorft, alle Klietz; Kathrin Schiemann, Klinge;
Ulrike Otto, Lauscha; Falk Hiibner, Landsberg;
Andreas Helbig, Langenleuba; Vera Wilhelm, Gun-
ter Fucke, Petra Polster, alle Leipzig; Heike Scherf,
Leisnig; Antje Peter, Lichtenstein ; Steffen Haschke,
Mittelherwigsdorf; Uwe Wefollek, Neundorf; An-
nett Ludwig, Niederorla; Thomas Heidrich, Ober-
lungwitz; Antje Gerlach, Parchim: Reinhard Kaul-
mann, PeiBen; Gudrun Zimstein, Pirna; J6rg Stark,
Plauen; Karola Klitsch, Scharlibbe; Heike Beutel,
Schonfeld; Wilfried Mé&bius, Schwerin; Anne Will-
roth, Stadtlengsfeld; Brigitta Miiller, Teterow;
Thomas Harz, Weimar; Beate Hentschke, WeiB-
wasser ; Ralf Malinowski, Wendorf; Katrin Kriiger,
Wildau; Frank Truckenbrodt, Wolfen; Sonja Giis-
sow, Wollin, J6rg Angelmann, Wittenberg; Kerstin
Jung, Wébbelin; Ralf Wiegand, Unterbreizbach;
Marion Vogt, Uthausen; Birgit Vogel, Reuden;
Mathias Eipert, Petra Zander, beide Wittstock;
Simone Marks, Astrid Schunck, Barbel Biendarra,
Heike Arnold, Sabine Rindermann, alle Dingel-
stadt; Rainer Schwiblein, Anetic Usbeck, Thomas
Werner, Stefan Kiihrt,. Sabine Dziatzko, Katrin
Pfannschmidt, Sabine Marr, Petra Marr, Elfi Reck-
nagel, Gabi Knebel, Ramona Holland-Nell, Markus
Heckert, Frank Pfannschmidt, Claudia Déll, Pirka
Godau, Petra PreiB, Ste(fi Bahner, Dirk Walther,
alle Steinbach-Hallenberg; Sylke Pohl, Rostock;
Thomas Stoflel, Grabow: Mario Kdéppeh, Berlin;
Frank-Michael Wegner, Greifswald ; Uta Melchior,
Neuruppin; Uta Heiland, Breitenbach ; Peter Meng,



Réblingen; Antje Schlosser, Klingenthal; Michael
Kaufhold, Hiipstedt; Frank Siebert, Halle; Heike
Klétzer, Bernsbach; Uwe Schulze, Pirna; Christine
Zieger, Neudietendorf; Ralph Lukoschus, Neu-
brandenburg; Jenny Pelzer, Liibar; Stefan GroBe,
Halle; Silke Vogel, Klietz; Urte Tauer, Seegrehna;
Torsten Steinborn, Klietz; Heike Nagel, Seegrehna;
Thomas Schunke, Neubrandenburg; Christine
Kirsch, Dresden; Martin Forberger, Feldberg;
Astrid Werther, Nordhausen; Kerstin Singer, Her-
lasgriin; Frank Schwarzer, Leipzig; Ines Hoff-
mann, WeiBwasser; Detlef Ritter, Jena-Lobeda;
Bianka Zeh, Heinersgriin; Anke Markgraf’; Sybille
Kerner, Bad Salzungen; Hartmut Beyer, Sonders-
hausen; Beate Dziabel, Calbe; Detlef Conrad,
Braunsbedra; Heike Wostenberg, Templin; Tho-
mas Markert, Sondershausen ; Gerd Eckstein, Mehl-
theuer; Bernd Mehnert, Dresden; Grit Bauer,
Hohenstein-E. ; Jens-Uwe Otto, Rohr; Grit Knebel,
Dresden ; Elke Haase, Kreuzebra
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Kollektive Beteiligung

P.-Neruda-OS Ahlbeck; OS Fritz Weineck, Alsle-
ben; Haus der JP Altenburg; OS II Altentreptow;
Walter-Ulbricht-OS  Altwigshagen; Karl-Marx-
Schule Anklam; OS Asbach; OS Bad Bibra; OS
Bad Gottleuba; R.-Schwarz-OS Bad Liebenstein;
0.-Grotewohl-OS II1, M.-Poser-OS, OS V, alle Bad
Salzungen; Zentrale OS Birenklau; alpha-Zirkel
OS Bahratal; H.-Warnke-OS Bergwitz; AG Math.
20. OS, Botschafterschule der ARA, beide Berlin;

OS Fr. Mehring, V.-Tereschkowa-OS, beide Bern-
burg; OS Bernterode ; OS Birkungen; OS Cl. Zetkin,
Bischofferode; Mat.-Kreiszirkel Kl. 6, Bischofs-
werda ; Max-Planck-EOS, OS W. Pieck, beide Blei-
cherode; OS Fr. Weineck, Blumberg; OS Bockau;
K.-Marx-OS Borna; OS Brandshagen; AG Math.
OS Bregenstedt; AG Math. OS Brehme; OS Brei-
tenworbis; OS W. Seelenbinder, Breitungen; P.-
Neruda-OS Britz; M.-Poser-OS Biirgel; TOS Biitt-
stedt; OS AG Math, Burkau; W.-Estel-OS Buttlar;
H.-Grundig-OS Cossebaude; Klub Jg. Math., Sta-
tion Jg. Naturf,, beide Cottbus; OS Deuna; OS
Deutschenbora ; N.-Ostrowski-OS Diedorf; OS K.
Kollwitz, OS Makarenko, beide Dingelstidt; AG
Math. Diesdorf; OS K. Biirger, Dobbertin; K.-
Marx-OS Mathe-Club, Débeln; M.-Curie-OS AG
Jg. Math., Dohna; OS K. Niederkirchner Drei-
litzow; OS 24. u. 112. AG Jg. Math., 73. OS H.
Rothbarth, 82 OS. S. Radel AG Math., P.-Gruner-
08, alle Dresden; OS Dubna (UdSSR); OS Ebers-
brunn; Fr.-Wolf-OS Ebersdorf; OS Effelder; OS
Ehrenberg; OS Eilsleben; 9. OS Geschw. Scholl,
Eisenach; OS Empfertshausen; H.-Joachim-OS
Espenhain; A.-Wedding-OS Falkenberg; OS Fam-
bach; OS Frauensee; OS alpha-Club Friedeburg;
OS Fr. Reuter, Friedland; B.-Brecht-OS Floh:
OS V. H. Giinther, Firstenwalde; R.-Arnstadt-
OS Geisa; E.-Hartsch-OS Gersdorf; OS Gerstun-
gen; J.-Brinckmann-OS Goldberg; Kreisklub Jg.
Math. Grifenhainichen; 10. OS O. Drews, Karl-
Krull-OS, beide Greifswald; OS J. Gagarin, OS
H. Beimler, beide GreuBen; OS Cl. Zetkin,
Groitzsch; OS GroBbodungen; Haus d. JP AG
Math. GroBenhain; OS GroB Koris; Lessingschule
GroDBpostwitz; Pestalozzi-OS GroBschénau; J.-Ga-
garin-OS Fachzirkel Math. Griinhain; Friedens-
OS Guben; Th.-Miintzer-OS Gumpelstadt; OS Gu-
tenswegen; Diesterwegschule Halle; Kreisst. Jg.
Naturf. u. Techniker Hagenow-Land ; OS Hammer-
briicke; OS Haynrode; Schule der DSF Heiligen-
grabe; P.-Schreier-OS Hennigsdorf; OS Th. Miint-
zer, Hermannsdorf; EOS E. Weinert Herzberg;
Goethe-OS Hohenleipisch; OS Hundeshagen; OS
Ivenack; Fr.-Engels-Schule Kaltennordheim; OS
A. Becker Kamsdorf; Clara-Zetkin-OS Kandelin;
H.-Beimler-OS Karbow; P.-Tschaikowski-OS, E.-
Thélmann-OS, OS Borna, Pionierhaus J. Gagarin,
alle Karl-Marx-Stadt; Th.-Neubauer-Schule Kie-
selbach; Bruno-Tesch-OS Klausdorf; EOS, OS G.
Eisler, beide Kleinmachpow; OS Kénitz; Station
Jg. Naturf. u. Techn. Kothen; OS Kiillstedt; AG
Jg. Math. Kuhfelde; R.-Breitscheid-OS alpha-Club
Latdorf; Schulkombinat Lauscha-Emstthal; R.-
Teichmiiller-OS Leimbach; K .-Liebknecht-OS, Dr.-
Salvador-Allende-OS, EOS Karl Marx, alle Leine-
felde; Stat. Jg. Naturf. u. Techniker Juri Gagarin,
Leisnig; W.-Pieck-OS Lichte; OS Liebstadt; E.-
Schneller-OS Lobnitz; OS W. Wallstab, Loderburg;
R.-Neddermeyer-OS Léwenberg; OS alpha-Club

Léssau; Th.-Neubauer-OS Meiningen; OS J. Ga-
garin Merkers; J.-Gagarin-OS AG Math., Merse-
burg; OS Zirkel Jg. Math. Mittelherwigsdorl; OS
Mittel-Springstille ; OS Naundorf; TOS Neuenhofe;
OS Neukloster; Dr.-Th.-Neubauer-OS Niederor-
schel; OS J. Gagarin, EOS W. v. Humboldt, beide
Nordhausen; Pestalozzi-OS Oberlungwitz; OS E.
Weinert Oberschénau ; OS Oechsen; OS Olbersdorf;
Comeniusschule Oranienburg; OS Osternienburg;
G.-Dimitroff-OS Parchim; Goethe-OS, Stat. Jg.
Naturf. u. Techn. Kreisklub Math., beide Parchim;
OS Dr. Th. Neubauer Pfaflschwende; EOS R.
Tetscher, Math.-Zirkel Pima; Makarenko-OS Ples-
sa; OS 16 Potsdam; E.-Rietschel-OS Pulsnitz; OS
Quitzébel; Dr.-Th.-Neubauer-OS Rackwitz; Cl.-
Zetkin-OS Raschau; Geschw.-Scholl-Schule Ra-
thenow; OS AG Math. Rehna; Juri-Gagarin-OS
Ribnitz; Spezialschule Riesa; Tagesschule, Ziol-
kowski-OS, beidé RoBdorf; Haus d. JP, 34. OS
M. Reichpietsch, beide Rostock ; alphq-Club Rotta;

" OS 8. Kosmodemjanskaja Rotterode; OS Riidnitz;

OS Riisseina; OS II Saalfeld; alpha-Club Sachsen-
dorf; W.-Pieck-OS Sangerhausen; T.-Bunke-OS
Sanitz; H.-Matern-OS Schernberg; M.-Gorki-OS
Schkélen; J.-G.-Seume-OS, EOS G. Dimitrofl, OS
Karl Marx, OS H. Danz, alle Schmalkalden; OS
Schmoélln; Haus d. JP W. Sonneberg Schonebeck ;
E.-Schneller-OS Schéneiche; O.-Nagel-OS AG
Math. Schonewalde; Schule der DSF Schorssow;
Haus d. JP E. Schneller, Schwedt; K.-Liebknecht-
OS Schwerin; E.-Thilmann-OS Sebnitz; Fr.-Reu-
ter-OS Siedenbollentin; OS J. R. Becher, Pionier-
haus, beide Sondershausen; OS A. Becker, Sprem-
berg; OS Stadtlengsfeld; OS E. Thdlmann Stein-
bach-Hallenberg; Haus d. JP Klub Jg. Math., W.-
Heinze-OS, O.-Grotewohl-OS, alle Stralsund; 12.
OS Dr. R. Sorge, Kreis-AG 11. OS A. S. Schu-
mawzow, beide Suhl; EOS Karl Marx, H.-Rieke-
Schule, beide Tangerhitte; OS Teistungen; OS K.
Niederkirchner Teterow; Fr.-Mehring-OS Tiefen-
ort; OS alpha-Club Timmenrode; OS Téplitz;
Pestalozzi-Schule Torgelow; E.-Thilmann-OS AG
Math. Trebsen; OS W. Pieck Trusetal; H.-Beimler-
OS Unterbreizbach; OS J. G. Seume Vacha; OS
Viernau; OS Vitte; EOS J. Fucik Waldheim;
Goetheschule Waren; OS Weilar; E.-Thilmann-
OS, Sprachheil-OS, beide Weimar; OS WeiBenborn;
OS Wellmitz; Goethe-OS Welzow; OS Werns-
hausen; J.-Harder-OS Wesenberg; OS Westeren-
gel; Cl.-Zetkin-OS Wiehe; alpha-Kollektiv der OS
Wingerode; OS IV, E.-Thilmann-OS, beide Witt-
stock; Goethe-OS Wittenberg; OS H. Heine,
Wormlitz; H.-Beimler-Schule, Station Jg. Naturf.
u. Techn., beide Wolfen; OS Th. Miintzer, Wulfen;
H.-Eisler-OS Wusterhusen ; OS Zahna ; Fr.-Schiller-
OS, Lutherschule, Schule d. VEB Kombinat Zen-
tronik, alle Zella-Mehlis; 1. OS, Prof.-Dr.-W.-Du-
Bois-OS, EOS, Pestalozzi-OS, alle Zittau; OS
Zschornewitz; OS AG Math. Zschortau

»
a
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aufgepafit
nachgedacht

mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

10 Jahre Jugendobjekt
»»Klub Junger Mathematiker* -
Dresden

Da seit nunmehr 10 Jahren Studenten der
Sektion Mathematik/Geographie der Pid-
agogischen Hochschule Kar! Friedrich Wil-
helm Wander Dresden mathematisch interes-
sierte und befdhigte Schiiler Dresdner Ober-
schulen in den Arbeitsgemeinschaften des
Klubs Junger Mathematiker fordern und
durch den Wechsel der Studenten alle zwei
Jahre ein einheitliches Arbeitsmaterial ent-
wickelt werden muBte, sind aus den Erfahrun-
gen der Zirkelarbeit in den vergangenen
Jahren im Auftrage des Pionierpalastes Dres-
den im Studentenwettstreit , Hilfen fir die
Planung der Arbeitsgemeinschaftsstunden der
Klassen S bis 8* entstanden.

Aus der 343 Seiten umfassenden Broschiire
haben wir einen Komplex fiir unsere alpha-
Leser ausgewihlt. Wir geben vier Aufgaben-

5. 4.

6. 5.

7 A4a Stelle fest, ob die in der lolgenden
Tabelle genannten Ausdriicke Aussagen (A)

8.

A2 A Wassind Aussagen und was sind Aus-
sageformen? Bestimme den Wahrheitswert
der Aussagen!

Beachte: Aussagen sind sinnvolle sprachliche
Gebilde, die entweder wahr oder falsch sind.
Aussageformen sind sprachliche Gebilde, die
mindestens eine freie Variable enthalten und
zu einer Aussage werden, wenn man die auf-
tretenden Variablen durch Elemente des
Grundbereichs ersetzt.

1. Er ist 1,43 m groB.

2. MeibBen ist eine Stadt
im Bezirk Dresden.

3 Jedes Viereck ist ein Quadrat.

4. Das Dreifache einer Zahl ist gleich
dem Fiinffachen dieser Zahl.

5. Die Zahl 2 erfiillt die Gleichung

Sy=3y.
6. Die beiden Geraden sind parallel.
Wahrheitswert
Aussageform der Aussage
(AF) oder W (wahr) oder
Aussage (A)? F (falsch)

oder Aussageformen (AF) sind! Ermittle wei-
ter von den Aussagen, ob es sich um Einzel-
aussagen (e), Allaussagen (a) oder um Exi-
stenzaussagen (ex) handelt, und bestimme
ihren Wahrheitswert (ww)! Gib von den Aus-
sageformen an, ob sie erfiillbar (er) oder nicht
erfiillbar (n er) sind!

Hinweis: Orientiere dich an der nach der
Tabelle folgenden Ubersicht!

Ausdruck

1. 25 ist eine gerade Zahl.

2. a+1l=a

3. Es gibt Figuren, die sich durch eine
Gerade in zwei symmetrische Teil-
figuren zerlegen lassen.

4. Die Ungleichung 4+ m< S hat im
Bereich der natiirlichen Zahlen
genau eine Losung.

S. Fiir jede natiirliche Zahl a gilt:

a-0=0
6. xy=yx
7. (t+4)-2<12

8. Zu natiirlichen Zahlen a und b
gibt es genau eine natiirliche Zahl x,
die das Produkt der Zahlen g und b
ist.
9. 25—-13<12
10. Es gibt keine natiirliche Zahl x,

bldtter wieder zum Thema 2. fir die gilt: x +x=x - x.

Aussagen — Aussageformen — Wahrheitswerte. 11. Nicht fiir alle natiirlichen Zahlen a
3- 14 . . Py

Ala Inder folgenden Tabelle sind Terme, gilt: a hat einen Vorginger.

Gleichungen und Ungleichungen gegeben. 4 A AF

Berechne die Terme bei beliebiger Wahl des “e/afex? |ww er ner

Grundbereichs der Variablen! Belege die Va- -

riablen in den Gleichungen und Ungleichun- > 1

gen so, daBl wahre Aussagen entstehen! 6

Terme, Gleichungen, Ungleichungen . 2.

1. 2(a+3) A3l a BildedieNegation,und bestimmeden 3.

2. 2a=2b Wahrheitswert von Aussage und Negation!

3. Xty=x-—y Aussage 4.

4. 2x=3x-7

5. a+3a<T(a+b) L 29 ist eine Primzahl. 5.

6. 3a(b+a)+7ab 2, 5 ist groBer als 9.

7. 13+71 3. Alie durch 10 teilbaren Zahlen 6.

8. 11=13(0+1) sind gerade.

Wer (indet eine richtige Antwort? 4. Es gibt reclhtwmkhge Dreiecke. 7.
S. 25+31=65

1. W/F? | Negation wW/F? 8

2. L 9.

3 2. 10.

4. 3 11.
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Arten von Aussagen

. T

1. Einzelaussage 2. Existenzaussage 3. Allaussage

Variablenbindung durch Variablenbindung durch

zB. 3+2=7"F »ES g.ibt eir.l Lz B . . . ,,F?r alle ... gilt.: N X .
,»Es gibt Primzahlen, die kleiner als 10 sind.“  ,,Fiir alle natiirlichen Zahlen g, b gilt:
w a+b=b+a"“W

Uberpriifung der Richtigkeit dieser Aussage. Beweisnotwendigkeit! Beweisnotwendigkeit !
Beweis der Wahrheit dieser Aussage durch Die Angabe eines oder mehrerer Beispiele
Angabe (wenigstens) eines Beispiels. geniigt fiir den Beweis der Aussage nicht.

J Es muB ein direkter Beweis gefiihrt werden.
Eindeutigkeitsaussage

Variablenbindung durch

,,Es gibt genau ein ...“, z. B.

,,Es gibt genau eine gerade Primzahl.“ W
Beweis der Wahrheit dieser Aussage durch
Angabe dieses einen Elements.

Aussageformen heillen

A

erfullbar, nicht erfiillbar,
wenn sie durch mindestens eine Belegung wenn sie durch keine Belegung aus dem
aus dem Variablengrundbereich in eine wahre Variablengrundbereich in eine wahre Aus-
Aussage iibergehen. sage iiberfithrt werden kénnen.

Erfullbare Aussageformen heiBen

A

allgemeingiiltig, nicht allgemeingiiltig,
wenn sie fiir alle Elemente des Variablen- wenn sie fiir mindestens ein Element des
grundbereichs erfiillbar sind. Variablengrundbereichs erfiillbar sind.

Beispiele: Der Variablengrundbereich sei
die Menge der natiirlichen Zahlen.
a-b=b-a 2x+3=5 2x+3=0
Fiir x=1 erfiillbar. Fiir kein xe N erfiillbar.
Unterscheide Aussageform und Term!

Werden in einem mathematischen Ausdruck
nur Konstante, Variable, Operations- und
technische Zeichen verwendet, so nennt man
den Ausdruck einen Term. Zum Beispiel ist
2(x+5)—x ein Term. Werden jedoch auch
Relationszeichen (z. B. =, <, >) verwendet,
so heiBt dieser Ausdruck Aussageform. Zum
Beispiel ist 2(x + 5)— x =9 eine Aussageform.

A. Hilbert
(Die Losungen verdflentlichen wir aus Platz-
griinden in Heft 1/79, d. Red.)

Klubteilnehmer bei aktiver Arbeit unter Anleitung einer Studentin.

Entwurf des Abzeichens fiir die Teilnehmer ?x
im Klub.




In freien Stunden ﬂl'lllﬂ heiter

Endlich Ferien!
W. Malachow, Moskau

Seltsame Vasen

Wenn man jede der Vasen durch zwei Schnitte in drei
Teile zerlegt, und zwar jede Vase in gleicher Weise, so
lassen sich die 12 Teile zu einem Quadrat zusammen-
legen. Aber wie?

O

Freudiges Wiedersehen

aus: ,,Fiiles"', Budapest

Ein Fahrgast erblickt aus der fahrenden StraBenbahn
seinen Freund, der entgegbengesetzt zur Fahrtrichtung
die StraBe entlanggeht. Nach einer Minute steigt er aus
und lauft zuriick, um den Freund zu treffen. Er liuft
doppelt so schnell wie der Freund, aber nur mit dem
vierten Teil der Geschwindigkeit der StraBenbahn,
Nach insgesamt wieviel Minuten holt er den Freund
ein? P. J. Germanowitsch, Moskau

Verschwundener Wein

Ein Mann hatte 24 Flaschen Wein, die er in der gezeig-
ten Weise im Keller anordnete. Er erinnert sich, daB
das Muster symmetrisch war und daB lings jeder Seite
des quadratischen Kellers neun Flaschen standen.
Seine Frau trank einige dieser Flaschen und ordnete
den Rest in einer solchen Weise um, daB der Mann von
der Umordnung nichts merkte, da weiterhin alle ur-
spriinglichen Bedingungen erfiillt waren. Wie sah das
neue Muster aus? Wieviel Flaschen hat die Frau ge-
trunken?
333
3 3
3 33 aus: Math. Pie, London

Griechischer Denksport
0-4+0O (O ~e0)
O+O=a+A+A+A+A
O=+A

aus: Eukleides, Athen
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. Der KuBl der Muse

Der so gekiiBte Ratselredakteur wird ein fabelhaftes
Ritsel schreiben. Man lasse sich auf gleiche Weise an-
regen und finde so die 12 Einzelheiten, in denen die
beiden Zeichnungen voneinander abweichen.

aus: ,,Fiiles*, Budapest

Ein schwieriges Problem

Wie lauten die folgenden fiinf Aufgaben, wenn fiir die
Jeweils angegebenen Sternchen (*) die Ziffern 0 bis 9
eingesetzt werden. Jede dieser Ziffern darf jedoch in
Jjeder der Aufgaben nur einmal auftreten.

)] LN L1 i =
2) dpdok _ kkk Rk
3 *kE% . % — *hkkk
C)) FENEE . HkRk K
*k * 4%
©) ow_w

3

aus: Archimedes, Beograd



Ein Riitselredakteur in Aktion

Man bilde aus den folgenden Silben 12 Wérter, deren
erste Buchstaben von oben nach unten gelesen den
Namen eines Mathematikers nennen.
aus—bi—bus—e—-be—-eu—ga-gen—hann-in-jo-
ka — kel — kreis — ler — lich — mann - me - na — ne -
nom — 0 —rhom -~ sen — sum - tan — te — ten — the — tiir —
wid — win.
. Mathematiker des 15. Jahrhunderts
. ihre Summe betrigt bei jedem Dreieck 360°
. Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks
. letzter Buchstabe des griechischen Alphabets
. zweigliedriger Ausdruck der Forma +bodera—»b
. Ergebnis der Addition
. eine Gerade, die eine Fliche (z. B. Kreis) in einem
ihrer Punkte beriihrt.
8. Mathematiker von 1707 bis 1783
9. Linie, die die Seiten eines Vielecks beriihrt
10. Bezeichnung fiir die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4. ..
11. Grundbegriff der Geometrie
12. Vierecksart

NN B WA

K. Hacker, 31. OS Dresden (Kl. 8)

Abschied von 1978
8
7
9 1
8§+74+9+14+9+7+8 9—9+49
9 7—7+7—7+7
7 8§—8+8—8+8—8+8
8 =
19 +78 149+7+8
14+9+7+8
+149+748 aus: PM, Kiln
+1+4+9+7+8
1947 -8

1
(o 58 )+ fm 2 B 230

Ein ernst zu nehmender Hinweis!

W. Wassiljew, Moskau

Wie binde ich einen Krawattenknoten?

Es gibt viele Méglichkeiten, Binder, Schal oder Tuch
zu knoten. Bei der Wahl des Knotens sollte man aber
stets beachten, daB die jeweilige Kragenform auch
einen besonderen Knoten erfordert. So passen zum

* Hemdkragen mit kurzen Ecken am besten breite Kra-

watten oder Schals in den Lingen 100 cm bis 120 cm.
Geeignet ist dafiir der Windsor-Knoten (1). Der ein-
fache Knoten (2), gebunden aus Viereck- oder Drei-
ecktiichern, sieht dagegen besonders schick zu Kragen
mit langen und spitzen Ecken aus.

Ch. Moschke, Reichenau

YA,

-\

-";;. %3 6 °
WIXDSOR A% 4 GINFREHGR
[RNMOVEN : BROTEN

,Mutti, hast du ein Losungsmittel im Haus?* fragt
Peter. ,,Ja, wozu brauchst du es?* fragt die Mutter.
,JAch, ich habe solche Schwierigkeiten bei meinen
Mathe-Aufgaben.*

Marleen Schéne, Dresden

CoH50vug
S 7
w/o™ v (sl dande 4
KL 7ARN y= .___—". -x -
‘\Lt i8 N s H® ‘0- ‘,\-,'
Ny w2 1(«#%""“"—;’-?

o ““\lo" 'i “ [ T,

s

o

Archimedes, eine Minute!
Was soll diese Schmiererei?

aus: Rir, Frankreich
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XVIIIL. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben und Losungen

der Kreisolympiade (15.11.1978)

Olympiadeklasse 5

1. Die Gleise der BAM werden nach ihrer
Fertigstellung eine Gesamtlinge von 3200 km
haben. Je 1 m Gleis entsprechen 2 m Schiene.
Wieviel Tonnen Stahl werden fiir die Schie-
nen der BAM insgesamt benétigt, wenn man
fiir je 1 m Schiene 65 kg Stahl braucht?

Léosung: Wegen 3200 2=6400 werden ins-
gesamt 6400km Schienen benétigt. Wegen
6400 km =6400000 m und 6400000 - 65
=416000000 werden insgesamt

416000000 kg=416000 t Stahl

fiir diese Schienen benétigt.

2. Marie-Luise mochte eine zweistellige na-
tiirliche Zahl z angeben, die die folgenden
Bedingungen (1), (2), (3) gleichzeitig erfiillt:
(1) Die Zahl z ist nicht durch 10 teilbar.

(2) VergroBert man die Einerziffer der Zahl z
um 4, so erhilt man die Zehnerziffer von z.
(3) Vertauscht man die Ziffern von z mit-
einander, dann erhilt man eine Zahl, deren
Dreifaches kleiner als 100 ist.

Ermittle alle Zahlen z, die die genannten Be-
dingungen erfiillen'!

Lésung: Wenn eine Zahl z die genannten Be-
dingungen erfiillt, so gilt: Die Einerziffer ist
nach (1) nicht 0 und nach (2) so beschaflen,
daB aus ihr nach VergroBerung um 4 ein
Ergebnis kleiner oder gleich 9 entsteht.
Dabher ist die Einerzilfer eine der Ziffern 1, 2,
3, 4, 5, und fiir z verbleiben héchstens die
Maoglichkeiten 51, 62, 73, 84, 95. Durch Ver-
tauschen der Ziffern entsteht jeweils 15, 26, 37,
48, 59, und das Dreilache dieser Zahlen ist
jeweils 45, 78, 111, 144, 177. Daher konnen
wegen (3) nur die Zahlen 51 und 62 alle Be-
dingungen erfiillen. Die fiir diese Zahlen
durchgefiithrten Rechnungen zeigen, daB diese
Zahlen die Bedingungen (1), (2) und (3) auch
tatséchlich erfiillen. ’

3. Vier Kooperative Abteilungen Pllanzen-
produktion (KAP), die mit 4, B, C und D
bezeichnet sein sollen, besitzen zusammen
92 Traktoren. Wenn B zur besseren Nutzung
drei ihrer Traktoren an A und vier ihrer
Traktoren an D weitergibt, dann verfiigen
alle vier KAP iiber die gleiche Anzahl von
Traktoren.

Wie viele Traktoren besal urspriinglich jede
der vier KAP?
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Lasung: Wegen 92:4=23 verfiigt nach dem
Ausleihen jede der vier KAP iiber 23 Trak-
toren. Da C weder einen Traktor erhielt,
noch einen Traktor abgab, besaB sie auch
urspriinglich genau 23 Traktoren. A besaB
3 Traktoren weniger als 23, also 20 Traktoren.
D besall 4 Traktoren weniger als 23, also
19 Traktoren. B besaBl 7 Traktoren mehr als
23, also 30 Traktoren.

4. Die abgebildete schraffierte Fliche ent-
steht, indem von einer quadratischen Flidche
zwei (gleichgroBe) dreieckige Flichen abge-
schnitten werden.

7.

67

4k

Aus den in der Abbildung angegebenen Ma-
Ben (in mm) ist der Flicheninhalt der schraf-
fierten Fliche (in cm?) zu berechnen.

Losung: Wegen 672 =4489 betrigt der Fli-
cheninhalt des abgebildeten Quadrats
4489 mm?. Die beiden Dreiecke lassen sich
zu einem Viereck erginzen, das vier gleich-
lange Seiten und zwei rechte Wiakel enthilt,
also ein Quadrat ist. Wegen 172 =289 be-
tragt der Flidcheninhalt dieses Quadrats
289 mm2. Wegen 4489—289=4200 und
4200 mm? =42 cm? hat die schraflierte Fli-
che den Flicheninhalt 42 cm?,

67

Olympiadeklasse 6

1. a) Die Multispektralkamera MKF-6 von
Sojus-22 fotografierte bei jeder Aulnahme ein
rechteckiges Gebiet von 115km Breite und
165 km Linge.

Berechne den Flacheninhalt eines solchen
Gebietes!

b) Wihrend der 83. Erdumkreisung am 20.
September 1976 iiberflog Sojus 22 die DDR
in Richtung von Eisenach nach Pasewalk.

Auf einer Landkarte im MaBstab 1:700000
hat die dabei iiberflogene Strecke eine Linge
von 65 cm.

Wie lang ist diese Strecke in Wirklichkeit?
(Angabe in km) (Rechnung ohne Beriick-
sichtigung der Erdkriimmung)

Lésung: a) Wegen 115-165=18975 betriagt
der Fldacheninhalt eines solchen Gebietes
18975 km2.

b) Wegen 700000-65=45500000 ist die
Strecke in Wirklichkeit 45500000 cm =455
km lang.

2. Ermittle alle zweistelligen Zahlen z, die die
folgenden Bedingungen (1), (2) gleichzeitig er-
fiillen:

(1) Die Einerziffer von z ist um 1 kleiner als
die Zehnerziffer von z.

(2) Vertauscht man die Ziffern von z mitein-
ander, so erhilt man eine zweistellige Prim-
zahl.

Lésung: Wenn z eine Zahl mit den geforder-
ten Eigenschaften ist, so hat z nach (2) nicht 0
als Einerziffer, also ist die Einerziffer eine der
Ziffern 1, ..., 9. Da nach (1) die Zehnerziffer
um 1 groBer ist, entfillt 9 als Einerziffer, und es
verbleiben wegen (1) fiir die zweistelligen Zah-
len z nur die Mdglichkeiten 21, 32, 43, 54, 65,
76,87, 98.

Von ihnen entfallen 21, 43, 65 und 87, da aus
ihnen bet Ziffernvertauschung je eine gerade
zweistellige Zahl, also keine Primzahl ent-
steht. Ferner entfillt die Zahl 54, aus der die
durch 5 teilbare zweistellige Zahl 45 entsteht.
Daher konnen nur die Zahlen 32, 76 und 98
alle Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Tat-
sdchlich sind sie zweistellig und erfiillen (1),
und sie erfiillen auch (2), da 23, 67 und 89
zweistellige Primzahlen sind. Die gesuchten
Zahlen lauten folglich 32, 76 und 98.

3. In einer Verkaufsstelle wird ein Artikel in
drei verschiedenen Ausfihrungen angeboten,
wobei die Ausfilhrungen unterschiedlich im
Preis sind.

Beate kauft von jeder Ausfiihrung dieses
Artikels ein Stiick und bezahlt insgesamt
10,50 M. Hitte sie drei Stiick von der billig-
sten Ausfiihrung gekauft, dann hitte sie
0,75 M gespart. Hitte sie dagegen drei Stiick
von der teuersten Ausfiihrung gekauft, dann
hitte sie 0,75 M mehr bezahlen miissen.
Wieviel kostet jede der drei Ausflihrungen
dieses Artikels?

Lésung: Wegen 1050—75=975 und 975:3
=325 kostet die billigste Ausfihrung des
Artikels 3,25 M. )

Wegen 1050+75=1125 und 1125:3=375
kostet die teuerste Ausfilhrung des Artikels
3,75M.

Wegen 1050 — 325 — 375=1350 kostet die drit-
te Sorte 3,50 M.

4. Die abgebildete schraflierte Flache ist
38 cm? groB. Sie ist aus einer quadratischen
Fliche entstanden. von der zwei (gleich



groBe) dreieckige Flachen abgeschnitten wur-
den.

Aus den in der Abbildung angegebenen
Mafen (in mm) ist die Seitenldnge a der Drei-
ecke (in mm) zu berechnen.

.
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Lésung : Wegen 632 = 3969 hat das abgebilde-
te Quadrat den Flicheninhalt 3969 mm?, We-
gen 38cm?=3800mm? und 3969 —3800
=169 haben die beiden Dreieckflichen zu-
sammen den Flicheninhalt 169 mm?. Da die
beiden Dreiecke gleich groB und rechtwink-
lig-gleichschenklig sind, ergénzen sie sich zu
einem Quadrat. Dieses Quadrat hat einen
Flicheninhalt von 169 mm? und daher die
Seitenldnge a= 13 mm. Die Seitenlinge a der
genannten Dreiecke betrdgt 13 mm.
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Olympiadeklasse 7

1. An einer Schule unterrichteten die drei
Lehrer Schulze, Ufer und Krause in den
Fédchern Deutsch, Russisch, Geschichte, Ma-
thematik, Physik und Biologie. Es sei folgen-
des bekannt:

(1) Jeder dieser drei Lehrer unterrichtet in
genau zwei dieser sechs Ficher, und jedes
dieser sechs Ficher wird von genau einem
dieser drei Lehrer unterrichtet.

(2) Sowohl der Lehrer fir Biologie als auch der
Lehrer fiir Physik sind dlter als Herr Schulze.
(3) In ihrer Freizeit spielen der Lehrer fiir
Russisch, der Lehrer fir Mathematik und
Herr Schulze gern Skat. Dabei gewinnt Herr
Krause ofter als der Lehrer fiir Biologie und
der Lehrer fiir Russisch.

Weise nach, daB man aus diesen Angaben die
Verteilung der drei Lehrer auf die Ficher ein-
deutig ermitteln kann, und gib diese Vertei-
lung an!

Losung: Wir bezeichnen die Namen der
Lehrer abkiirzend mit S, U bzw. K, die der
Ficher mit d, r, g, m, p bzw. b. Dabei be-
deute S=d, daB Schulze das Fach Deutsch
unterrichtet ; S + b bedeute, daB Schulze nicht
im Fach Biologie unterrichtet; usw.

Aus (1) und (2) folgt S+ b und S+p; aus dem
ersten Teil von (3) folgt analog S+r und
S+m. Wegen (1) muB daher S=d und S=g
gelten. Ebenfalls wegen (1) gilt K+d und
K #+g, und da aus dem zweiten Teil von (3)
die Beziehungen Kb und K #r folgen, gilt
wegen (1) mithin K =m und K =p. Ebenfalls
wegen (1) folgt schlieBlich U=r und U=b.

Damit ist gezeigt, daB auf Grund der An-
gaben nur folgende Verteilung moglich ist:
Herr Schulze unterrichtet Deutsch und Ge-
schichte, Herr Ufer unterrichtet Russisch und
Biologie, Herr Krause unterrichtet Mathe-
matik und Physik.

(Folgende Tabelle veranschaulicht den Lo-
sungsweg. Dabei bedeute ,(2)-nein“ im Feld
S/b, daB Schulze wegen (2) nicht in Biologie
unterrichtet; usw.)

Da «DCA und £ MAC Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen sind, gilt
¥xDCA= xMAC=36". @)
Aus (1) und (2) folgt

¥DCA+ £ ACM = £DCM=172°. (3)
Weiterhin ist nach Voraussetzung das Drei-
eck MCD gleichschenklig mit MD=MC=r;
hiernach und wegen (3) gilt

¥MDC= xDCM=T72°.
Daraus folgt x CMD=36°, w.z.b.w.

d r [ m p b
S ja (3a)-nein ja (3a)-nein (2)-nein (2)-nein
U (1}-nein ja (1)-nein (1)-nein (1)}-nein ja
K (1}-nein (3b)-nein (1)}-nein ja ja (3b)-nein

,2. Von einem Bruch wird gefordert, daB} er

die beiden folgenden Eigenschaften (1), (2)
hat. :

Ermittle alle Briiche, die diese Forderung er-
fillen!

(1) Der Bruch stellt die gleiche gebrochene
Zah] dar wie 0,4.

(2) Die Summe aus dem Zihler und dem-

Nenner dieses Bruches ist eine zweistellige
Quadratzahl.

Losung: Angenommen, es gibt einen solchen

Bruch ;—’ mit natiirlichen Zahlen p, g und g+0.
Wegen (1) gilt dann §=§.
p=2n und g=5n (mit neN, n+0), also
p+q="Tn, was mit 7|p+gq gleichbedeutend
ist. Da die Zahl 49 die einzige durch 7 teilbare
zweistellige Quadratzahl ist, kann wegen (2)
nur p+4g=49 und somit n=7, p=14, 4=35
gelten.

Wenn es also einen Bruch mit den geforderten
Eigenschaften gibt, dann kann dies nur der

Daraus folgt

Bruch 1—4 sein.
35
14

Tatsdchlich erfiillt 35 beide Bedingungen;
denn es gilt ;—:= 0,4 und 14+35=49="72,
Also hat genau der Bruch ;—: die geforderten

Eigenschaften.

3. In einem Kreis k mit dem Mittelpunkt M
sei ein Trapez ABCD mit AB || CD so gelegen,
daB die Eckpunkte A4, B, C, D auf der Peri-
pherie des Kreises k liegen und AB Durch-
messer von k ist.

AuBerdem sei ¥ MAC=36°.

Beweise, daB dann £ CMD =136° ist!

] c

32
A r M r 8

Lésung: Nach Voraussetnﬂ ist dﬁ Dreieck
AMC gleichschenklig mit AM =MC=r, also
gilt xMAC= & ACM=36°. 1)

4. Uber sechs Punkte 4, B, C, D, E, F wird
folgendes vorausgesetzt: AABC ist ein recht-
winkliges Dreieck mit B als Scheitel des
rechten Winkels. D ist ein (innerer) Punkt der
Strecke AB; E ist ein (innerer) Punkt der
Strecke BC; F ist ein (innerer) Punkt der
Strecke DB. Die Dreiecke ADC, DEC, DFE
und FBE sind sdmtlich einander flichenin-
haltsgleich.

Ferner gilt FB=15cm und BE =20 cm.
Ermittle unter diesen Voraussetzungen die

Lénge der Strecke AD! c
E
8
‘ Ja
A0 = s

Léasung: Fiir den Flicheninhalt A; des Drei-
ecks FBE gilt laut Voraussetzung und nach
der Inhaltsformel fiir Dreiecke

A1=%- 15-20 cm? =150 cm?.

Der Flicheninhalt des Dreiecks DBE betriigt
laut Voraussetzung 2- A,, so daB fir BD
folgt:

%E-ﬁ=300cm2, d.h. BD=30cm.

Der Flicheninhalt des Dreiecks DBC betriigt
laut Voraussetzung 3 - 4,, so daB fiir BC folgt

%R-ﬁ=450¢m1, d.h. BC=30cm.
Analog folgt fir AB:

1 4B BC=600 cm?, AB=40cm

und somit AD=AB—-BD=40cm—30cm

=10cm. .
Die Linge der Strecke AD betriigt 10 cm.

Olympiadeklasse 8

1. Uber vier Schiiler mit den Vomamen
Alfred, Benno, Detlev, Egon und den Nach-
namen Ampler, Baumbach, Diirer, Erbe
werden folgende Angaben gemacht:
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(1) Egon ist jiinger als Benno, aber ilter als
Alfred. .

(2) Detlev ist dlter als Alfred, aber jiinger als
Benno. .
(3) Der Schiiler Diirer ist dlter als der Schiiler
Erbe, aber jiinger als der Schiiler Ampler.

(4) Der Schiiler Baumbach ist élter als der
Schiiler Diirer, aber jiinger als Benno.

(5) Genau einer dieser vier Schiiler hat einen
Vornamen, der mit dem gleichen Buchstaben
beginnt wie sein Familienname. Untersuche,
ob sich aus diesen Angaben eindeutige Ant-
worten auf die folgenden Fragen (a), (b) be-
weisen lassen! Wenn dies der Fall ist, ermittle
die Antworten!

(a) Wie heiBen die vier Schiiler mit Vor- und
Familiennamen?

(b) Wie lautet die Reihenfolge der Schiiler
nach ihrem Alter, beginnend mit dem jiing-
sten Schiiler?

Lésung: Das Alter der vier Schiiler Alfred,

Benno, Detlev und Egon sei in dieser Reihen-.

folge mit a, b, d, e bezeichnet; das Alter der
Schiiler Ampler, Baumbach, Diirer, Erbe sei
in dieser Reihenfolge mit A, B, D, E bezeich-
net.

Wenn die Angaben (1) bis (5) zutreflen, so
folgt:

aus (1): a<e<b,aus (2): a<d<b,

aus (3): E<D <A, aus (4): D<B<b.

Aus (1) und (2) folgt, daB Alfred der jiingste,
Benno der alteste ist.

Aus (3) und (4) folgt, daB Erbe der jiingste,
Diirer der zweitjiingste ist.

Der jiingste Schiiler heifit folglich Alfred Erbe.
Da ferner Benno der élteste Schiiler ist und er
nicht Erbe oder Diirer und wegen (4) nicht
Baumbach heiBen kann, muB er Ampler
heiBen.

Aus (5) folgt nunmehr: Ein Schiiler heifit
Detlev Diirer. Somit heiBt der vierte Schiiler
Egon Baumbach. Daher kdnnen nur die
Namen Alfred Erbe, Detlev Diirer, Egon
Baumbach und Benno Ampler, in dieser
Reihenfolge aufgezdhlt, die Fragen (a), (b)
in Ubereinstimmung mit den Angaben (1)
bis (5) beantworten.

Umgekebrt zeigt sich: Wenn diese Aufzih-
lung die Namen und die Reihenfolge der
Schiiler nach ihrem Alter angibt, so treffen die
Angaben (1) bis (5) zu. Also sind mit dieser
Aulzihlung die eindeutigen Antworten auf
die Fragen (a), (b) ermittelt.

2. Man ermittle die GroBen der Innenwinkel
eines Dreiecks ABC, auf dessen AuBenwinkel
folgende Aussage zutrifft:

Einer der AuBenwinkel mit dem Scheitel 4
sei um 16° groBer, einer der AuBenwinkel mit
dem Scheitel B sei um 49° kleiner als einer der
‘AuBenwinkel bei C.
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Losung: Werden die Gr6Ben der Innen- bzw.
Aufenwinkel des Dreiecks ABC bei A mit o
bzw. o, bei B mit § bzw. §’ und bei C mit y
bzw. y' bezeichnet, so sind die zwischen ihnen
einerseits allgemein giiltigen und andererseits
vorausgesetzten Beziehungen beschrieben
durch

o' =180°—a=y"+16°=180°—y + 16° und
p=180°—f=7"—49°=180°—y—49°,
woraus folgt:

a=y—16° und

B=7+49°, und mit Hille des Satzes iiber die
(Innen)Winkelsumme im Dreieck:
a+f+y=180°=3y+33°.

Daraus erhilt man

y=49°, a=49°—16°=133°

und f=49°+49°=98°.

Tatsidchlich existiert wegen 49°+33°+98°
=180° ein solches Dreieck ABC, und es be-
sitzt auBerdem AuBenwinkel folgender Gro-
Ben:

bei C mit y' =180°-49°=131°,

bei A mit o’ =180°—33°=147°=131°+16°
=y"+16° und

bei B mit f'=180°—-98°=82°=131°—49°
=y'—49°

3. Ermittle alle zweistelligen natiirlichen Zah-
len mit folgender Eigenschalft:

Addiert man 2 zu der gesuchten Zahl, so er-
hilt man das Dreifache derjenigen Zahl, die
durch Vertauschen der Zilfern der Ausgangs-
zahl entsteht.

Ldsung: Angenommen, es gibt eine derartige
Zahl. Dann hat sie die Form 10x + y, wobei
x und y natiirliche Zahlen mit x, y<9 sind.

Fiir diese gilt:
10x+y+2=3(10y +x),
somit y=M.

29

Da y ecine natiirliche Zahl ist, ist 7x+2 ein
Vielfaches von 29. Wegen 0<x<9 ist 2<7x
+2£65; deshalb kommen nur die Fille
Tx+2=29 und 7x+2=>58 in Frage.
7x+2=29 ist nicht in natiirlichen Zahlen
losbar.

Aus 7x+2="58 folgt x=8; fiir y erhilt man
dann 2. Also kann héchstens die Zahl 82
die Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Sie
erfiillt sie tatséchlich; denn es gilt 82 +2=84
=3-28.

4. Gegeben sei ein Quadrat ABCD. Mit AB als
Radius sei um A ein Kreis gezeichnet. Dieser

schneide die Diagonale AC in E. Die in E
an den Kreis gelegte Tangente schoeide die

Seite BC in F.
] c
E.
F
N
4
A 8

Beweise, daB die Strecken CE, EF und FB
gleich lang sind!

Losung: (1) Der Winkel £ BCA ist 45° groB;
denn die Diagonale halbiert den rechten
Winkel bei C.

(2) Der Winkel & CEF ist 90° groB, denn Be-
rithrungsradius und Tangente stehen senk-
recht auleinander.

(3) Aus den Aussagen (1) und (2) ergibt sich:
Der Winkel < EFC ist 45° groB3, und aus den
Aussagen (1) und (3) folgt EF=EC. Ferner
git AAFEx= AAFB (Ubereinstimmung in
AF, in AE=AB und in X AEF= X ABF,
wobei diese Winkel 90° betragen, also jeweils
der lingsten Dreieckseite gegeniiberliegen).
Dabher ist FB=FE=BC, w.z.b.w.

Olympiadeklasse 9

1. Eine Familie fahrt mit der StraBenbahn.
Der Vater zieht an der Zahlbox vier Fahr-
scheine, die durch sechsstellige Zahlen [ort-
laufend numeriert sind.

Der jiingste Sohn meint: ,,Gleichgiiltig, wie
die erste der vier Zahlen lautet, eine unter
diesen Zahlen mu8 eine durch 4 teilbare Quer-
summe haben.* Der dltere Sohn behauptet
dagegen, daB3 unter vier aufeinanderfolgen-
den sechsstelligen Zahlen nicht notwendig
eine Zahl vorkommen muB, deren Quersum-
me durch 4 teilbar ist.

Wer von beiden hat recht?

Ldsung : Es kommt z. B. unter den sechsstelli-
gen Zahlen

100008,

1000009,

100010und

100011
keine Zahl vor, deren Quersumme durch 4
teilbar ist. Also hat der dltere Sohn recht.

2. In einer Wiederholungsstunde iiber Zahl-
bereiche werden u. a. folgende Aussagen ge-
macht:

(1) Das Produkt zweier verschiedener irratio-
naler Zahlen ist stets wieder eine irrationale
Zahl.

(2) Die Summe zweier verschiedener irrationa-
ler Zahlen ist stets wieder eine irrationale
Zahl, )

(3) Die Summe einer rationalen und einer
irrationalen Zahl ist stets eine irrationale
Zahl. .

Man entscheide von jeder dieser Aussagen, ob
sie wahr oder falsch ist!

Ldsung: Zu (1): Die Zahlen 1/5 und die von
ihr verschiedene Zah! |/§ sind irrational, ihr
Produkt }/2- [/§=4 ist dagegen rational.
Aussage (1) ist also falsch.

Zu (2):|/2 und —}/2 sind verschieden irratio-
nale Zahlen. IThre Summe ist 0. Das ist eine
rationale Zahl. Aussage (2) ist also falsch.

Zu (3): Angenommen, es gibe eine rationale
Zahl r und eine irrationale Zahl x, deren



Summe eine rationale Zahl wire. Dann gibe
es ganze Zahlen a, b, c,d mit b+0,d +0und

a c
r=—,r+x=

b d
¢ a bc—ad
Daraus ergibe sich x_Z_E ~5d also

der Widerspruch, daB x rational wire. Damit
ist bewiesen, daB Aussage (3) wahr ist. (Zum
Beweis von (3) kann auch statt der rechneri-
. c a
schen Umformung von x=2—5 als Satz
zitiert werden, daB die Differenz zweier ratio-
naler Zahlen stets wieder eine rationale Zahl
ist.)

3. Von etnem rechtwinkligen Dreieck ABC
mit dem rechten Winkel bei B und ¥xBAC
=60° ist die Lange r des Umkreisradius ge-
geben. Berechnen Sie Umfang und Flachen-
inhalt dieses Dreiecks sowie die Linge der
auf seiner Hypotenuse senkrecht stehenden

Hohe!
C

Lésung: Nach der Umkehrung des Satzes
von Thales liegt B auf dem Halbkreis iiber
AC. Sei M der Mittelpunkt von AC, dann ist
der Kreis um M mit dem Radius MA=MB
=MC=r der Umkreis des Dreiecks ABC.
Damit gilt AC=2r.

Das gleichschenklige Dreieck ABM hat laut
Voraussetzung einen Winkel mit der GroBe
60°, ist also glelchsemg

Daraus folgt AB=r. Nach dem Satz des
Pythagoras erhilt man CB= r]/i

Damit gilt fir den Umfang u= 3r+rV
—r(3+[/_) 3) und fiir den Flidcheninhalt

1 1,
I=5 AB-BC=5r’ 1/3
Da der Flicheninhalt auch nach der Formel

I=1-4C-h=r-h, mit hals Linge der Hohe
auf der Hypotenuse AC berechnet werden
kann, folgt

I 1

4. Man ermittle alle dreistelligen natiirlichen
Zahlen z, die die folgenden Eigenschalten (1)
_bis (4) haben: N
) z ist eine Primzahl.
(2) Jede Ziffer von z stellt eine Primzahl
dar.
3) Die Quersumme z’ von z ist eine zwei-
stellige Primzahl.
4) Die Quersumme z” von 2z’ ist eine
Primzahl.
Lésung: Angenommen, eine dreistellige Zahl
z hat die Eigenschaften (1) bis (4).
Wegen (2) konnen dann in ihr nur folgende
Zahlen als Ziffer vorkommen: 2, 3, 5 und 7.

Davon kdnnen wegen (1) die Zahlen 2 und 5
nicht als Endziffern auftreten. Also endet z
auf eine Ziffer 3 oder 7.

Da die Quersumme z’ eine zweistellige Prim-
zahl ist, die als Summe von drei Summanden
gebildet wird, von denen keiner groBer als 7
ist, kann z’ nur eine der Zahlen 11;13; oder
17,19 sein. Von ihnen hat nur z'=11 eine
Primzahl, nidmlich die_ Zahl 2, als Quer-
summe.

Also gilt z’=11.

Sei nun die letzte Ziffer von z die Zahl 7
Dann muB die Summe der durch die beiden
ersten Ziffern dargestellten Zahlen 4 betra-
gen. Von den moglichen Zerlegungen der
Zahl vier in zwei natiirliche Zahlen als Sum-
manden (ndmlich0+4;1+3;2+2;3+1 und
4 +0) ertllt nur 2+ 2 die Bedingung (2). Da-
mit erhidlt man z=227.

Sei nun 3 die letzte Ziffer von z. Dann mu
die Summe der durch die ersten beiden
Ziflern von z dargesteliten Zahlen 8 betragen.
Von den méglichen Zerlegungen der Zahl 8
in zwei natiirliche Zahlen als Summanden
(namlich0+8;1+4+7;2+4+6;3+45,4+44;,5+3;
6+2;7+1;8+0)erfiillen nur 3+5und 5+3
die Bedingung (2). Das fiihrt auf die Zahlen
z=353 und z=533. Wegen 533=13"-14 er-
fiillt die Zahl 533 nicht die Bedingung (1).
Also kénnen hochstens die Zahlen 227 und
353 die Bedingungen der Aulgabe erfiillen.
Sie erfiillen sie tatsichlich; denn 227 und 353
sind Primzahlen. (Beweis: 227 ist durch keine
Primzahl p <17 teilbar, und es gilt 172> 227,
353 ist durch keine Primzahl p< 19 teilbar,
und es gilt 19%> 353

Ihre Ziffern 2, 2, 7 bzw. 3, 5, 3 sind ebenfalls
Primzahlen. Das gilt auch fir ihre Quer-
summe 11. SchlieBlich ist die Quersumme 2
von 11 eine Primzahl, wie es gefordert war.

Olympiadeklasse 10

1. Auf einer Geraden sollen sechs Punkte
A, B,C, D, Eund F so angeordnet werden,
daB AB=10cm; BC=6 cm; BE=11 cm; CD
=2cm;FD= 3cm; AF=3cmund DE=7cm
gilt

Untersuchen Sie, ob das méglich ist und in
welcher Reihenlolge die Punkte bei jeder der-
artigen Moglichkeit angeordnet sind! (Dabei
ist von den zwei zueinander entgegengesetzten

Anordnungsmoglichkeiten einer gesuchten

Reihenfolge nur eine anzugeben.)
B ] c F A E

t t T + + t +—

0 1 2 3 4 5 67 8 9 w0 #H

Ldsung: Angenommen, eine Anordnung von
Punkten 4, ..., F erfiille die Bedingungen der
Aufgabe. Die Gerade, aul der die Punkte
liegen, werde als Zahlengerade mit der Ein-
heit 1 cm aufgefaBt.

Wegen BE=11cm kann dabei erreicht wer-
den, daB die Punkte B bzw. E den Zahlen 0
bzw. 11 entsprechen. Dann emtspricht, C we-
gen BC =6cm der Zahl 6 oder der Zahl —

weiterhin D wegen DE=7cm der Zahl 4
oder der Zahl 18. Hiernach kann aber
CD=2cm nur erfiillt werden, wenn C der
Zah! 6 und D der Zahl 4 entspricht. Nun folgt
weiter: Wegen AB=10cm entspricht A der
Zahl 10 oder der Zahl — 10; wegen FD=3 cm
entspricht F der Zahl 1 oder der Zahl 7.
AF =3 ¢m kann aber danach nur erfiillt wer-
den, wenn A der Zahl 10 und F der Zahl 7
entspricht. Also kénnen nur bei der Anord-
nung im Bild die Bedingungen der Aulgabe
erfiillt sein.

In der Tat erfiillt diese Anordnung (als einzige)
alle gestellten Bedingungen. Die gesuchte
Reihenfolge lautet: B, D, C, F, A, E. (Laut
Aufgabentext ist E, A, F, C, D, B als Ergebnis
ebenfalls richtig)

2. Um auf einer gegebenen Strecke AB im
Punkt B die Senkrechte zu errichten, fiihrt
Roland folgende Konstruktion aus:

Er wihlt zwischen A und B einen Punkt C.
Sodann zeichnet er um B und C Kreise mit
dem Radius BC. Einen der Schnittpunkte
dieser Kreise nennt er D.

SchlieBlich zeichnet er die Gerade durch C
und D und trégt darauf von D aus auf der
Verlidngerung von CD eine Strecke der Lange
CD ab. Thren zweiten Endpunkt nennt er E.
Nun behauptet er, die Gerade durch B und E
sei die gesuchte Senkrechte.

a /c ' B

Lésung: Variante |

Wegen CD=BD = BC ist das Dreleck CBD
gleichseitig.

Damit gilt ¥ CBD= £ BDC =60°.

Ferner ist wegen DE (=CD) =BD das Drei-
eck BED gleichschenklig, und es gilt ¥ DBE
= ¥ BED (als Basiswinkel).

Nach einem Satz iiber AuBenwinkel eines
Dreiecks folgt ferner

¥BDC= £ DBE + ¥ BED.

Daraus erhilt man ¥ DBE=30°,

Damit ist X CBE= £xCBD+ ¥ DBE =60°
+30°=90°.

Also ist BE Senkrechte zu AB in B.
Variante I1

Nach Konstruktion gilt DC=DE=DB. Also
liegt B auf dem Halbkreis iiber CE, und
¥ CBE ist nach der Umkehrung des Satzes
von Thales ein rechter Winkel.

3. Beweisen Sie, daB. die Summe der Qua-.
drate zweier aufeinanderfolgender natiirli-
cher Zahlen nicht durch 3 teilbar ist!
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Lésung: Yariante ]
Die erste der beiden Zahlen sei a. Dann ist die
andere a+ 1, und fiir die Summe s ihrer Qua-
drate gilt
s=a’+(a+1)?
=2a+2a+1=20a+1)+1.
Jede natiirliche Zah! Ja0t bei Division durch 3
einen der Reste 0, 1 oder 2.
Fall1: a ist durch 3 teilbar. Dann ist auch
2a(a+1) durch 3 teilbar, und s ldBt bei
Division durch 3 den Rest 1.
Fall 2: a 14Bt bei Division durch 3 den Rest 2.
Dann ist a+ 1 durch 3 teilbar, damit auch
2a(a + 1), und somit 1461 s bei Division durch 3
den Rest 1.
Fall 3: a 148t bei Division durch 3 den Rest 1.
Dann ist es mit einer natiirlichen Zahl n in der
Form 3n+ 1 darstellbar. Man erhilt mithin
s=2(3n+1)-(3n+2)+1,
=209n%24+9n+2)+1,
=18n2+18n+5,
und 18r2+ 18n ist durch 3 teilbar, wihrend 5
und somit auch s bei Division durch 3 den
Rest 2 laBt.
Damit ist die Behauptung in jedem der mog-
lichen Fille bewiesen.

Variante I1
Die zu betrachtende Summe ist s=a’+
(a+1)® mit natiirlichem a (s. Variante I, An-
fang). Jede natiirliche Zahl ist modulo 3 einer
der Zahlen 0, 1, 2 kongruent.
Ist a=0(3), so ist a+ 1 =1(3),
(a+1)2=1(3), also s=1(3).
Ist a=1(3), so ist a+ 1 =2(3),
(a+1)2=1(3), also s=2(3).
Ist a=2(3), so ist a+1=0(3),
(a+1)>=0(3), also s=1(3).
Variante 111
Die zu betrachtende Summe ist
s=a’+(a+ )% Jede natiirliche Zahl a Bt
sich in der Form a=3n+r mit natiirlichen
Zahlen n, r schreiben, wobei 0<r=<2 gilt.
Durch Einsetzen erhilt man:
s=(3n+r)?+@n+r)?+203n+r)+1,

=18n%+ 12nr+6n+2r3+2r+ 1.
Da die ersten drei Summanden durch 3 teil-
bar sind, ist s nur dann durch 3 teilbar,
wenn der Term 2r2+2r+1 dies ist. Setzt
man O, 1 bzw. 2 [iir r in diesen Term ein, so
erhidlt man als Wert des Terms 1, 5 bzw. 13.
Da dieser Wert in keinem der Fille durch 3
teilbar ist, ist es auch s nicht.

4. Von einem Dreieck ABC mit XxCAB=xa

=120" und ¥ BCA=y=30° ist die Linge r
- des Umkreisradius bekannt.

Berechnen Sie den Umfang und den Fldchen-

inhalt dieses Dreiecks!
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Lisung: Nach dem Satz liber die Summe der
Innenwinkel im Dreieck gilt ¥ ABC =f=30",
und damit AB=A4C. 0
Ist M der Mittelpunkt des Umkreises von
AABC, so gilt

AM=BM =CM=r. {2)
Wegen (1) und (2) geht die Mittelsenkrechte
von BC durch A4 und durch M, und sie ist in
dem gleichschenkligen Dreieck ABC die Win-
kelhalbierende von &£ CAB. Also hat in dem
gleichschenkligen Dreieck ABM ein Winkel
die Grofe 60°, folglich ist das Dreieck gleich-
seitig. Dasselbe gilt fir AACM. Somit ist
CABM ein Rhombus der Seitenlinge r. Seine
Diagonale BC steht aul der Diagonaien AM
senkrecht und wird von ihr halbiert, also ist
BC die doppelte Hhenlinge eines gleich-
seitigen Dreiecks der Seitenlidnge r. Daher hat
das Dreieck ABC den Umfang

CA+AB+BC=r+r+2/3=2+)/3r.

Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC ist
gleich dem halben Flicheninhalt des Rhom-
bus CABM, also gleich dem Flicheninhalt
des Dreiecks ABM ; er betrigt somit

s

Olympiadeklasse 11/12
1. Man untersuche, ob es reelle Zahlen b, c,
d so gibt, daB durch

n+b
—cn+d(n=l,2, 3,..)

eine Zahlenfolge definiert ist, [iir die a, =%,

3 . | . .
a=3 und lim a,.=§ gilt. Wenn es derartige

Qn

b, ¢, d gibt, so stelle man fest, ob sie durch diese
Forderungen eindeutig bestimmt sind, und
gebe sie in diesem Fall an.

2. Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen

x, liirdiedurch k= eine ganze Zahl

X
x2—5x+7
k deliniert ist.

3. Gegeben seien zwel von einem Punkt S
auspehende Strahlen s, ¢, die einen Winkel
einschlieflen, fiir dessen GroBe a die Unglei-
chung 0°<a<180° gilt. Gegeben sei ferner
ein Punkt P im Innern dieses Winkels. Ist g
eine Gerade durch P, die s und ¢ schneidet und
nicht durch § geht, so bezeichne A bzw. B
ihren Schnittpunkt mit s bzw. .

Man beweise, daB es unter allen diesen Ge-
raden g genau eine gibt, fr die das Dreieck
SAB einen moglichst kleinen Flicheninhalt
hat. Man beschreibe eine Konstruktion dieser
Geraden.

4. Thomas stellt Jiirgen folgende Aulgabe:
(1) In meiner Klasse betidtigen sich genau
15 Schiiler im auBerschulischen Sport, und
zwar kommen nur die Sportarten FuBball,
Schwimmen, Turnen bzw. Leichtathletik vor.
\2) Jede der genannten Sportarten wird von
mindesl=us einem Schiiler betrieben.

{3) Kein Schiiler betreibt mehr als zwei dieser
Sportarten.

(4j Jeder Schiiler, der Schwimmen oder
Leichtathletik betreibt, betitigt sich auch in
einer zweilen Sportart.

(5) Genau 3 Schiiler betreiben sowohl Fuf3-
ball als auch Schwimmen, genau 2 Schiiler
sowohl Schwimmen als auch Leichtathletik:
kein Schiiler betreibt sowohl Fufiball als
auch Turnen.

(6) Die Anzahl der ,,FuBballer* ist groBer als
die Anzahl der ,.Schwimmer”, diese wiederum
ist groBer als die Anzahl der ,Turner* und
diese groBer als die Anzahl der ,Leicht-
athleten*®.

(7) Die Anzahl der ,,FuBballer” ist gleich der
Summe der Anzahl der , Turner* und der
,Leichtathleten®.

In (6) und (7) bezeichnet ,FuBballer”,
»Schwimmer” usw. jeweils einen Schiiler, der
die betreffende Sportart (allein oder neben
einer zweiten Sportart) betreibt.

Gibdie Anzahl der ,,FuBballer*, der ,,Schwim-
mer*, der ,,Turner” und der ,,Leichtathleten“
in meiner Klasse an!

Nach einiger Uberlegung sagt Jiirgen, da8
diese Aufgabe nicht eindeutig losbar sei.
Man ermittle alle Losungen dieser Aulgabe.

Auf die Losungen zu den Aulgaben 1 bis 4 der
Olympiadeklasse 11/12 miissen wir aus Platz-
griinden verzichten.

Losungen

XVII. Olympiade Junger Mathematiker

der DDR

Lésungen der Aufgaben der DDR-Olympiade
(Fortsetzung)

2. Losung entsprechend dem Vorschlag der
Aufgabenkommission:

Angenommen. cine rationale Zahl x habe die
verlangte Eigenschaft. Dann gibt es ganze
zueinander teilerfremde Zahlen p, ¢ mit ¢>0

und x =§ sowie eine natiirliche Zahl n mit

2
EE+B+6=n2.
9 9
Daraus folgt p*=q(—p—6q+n*q). Also ist
p? durch g teilbar. Wire g durch eine Prim-
zahl tcilbar, so miiBte diese folglich in p? und

damit in p enthalten sein. im Wideispruch zur



Teilerfremdheit von p und ¢. Daher ist g=1,

und es gilt:

p2+p+6=n2.
e, 22

(2] -2

23=4n’—(2p+1)?
=2n—-2p-1)2n+2p+1).

Damit ist die Primzahl 23 in zwei ganz-
zahlige Faktoren zerlegt, deren Summe eine
nichtnegative Zahl, nimlich 4n, ist. Folglich
scheidet von den beiden einzigen ganzzahli-
gen Zerlegungen 23=1-23=(—1)(—-23) die
zweite aus, und es gilt
entweder
2n=2p—1=1,2n4+2p+1=23
oder
2n—=2p—1=23,2n+2p+1=1.
Im ersten Fall folgt n—p=1, n+p=11 und
daraus p=5, im zweiten [olgt n—p=12,
n+p=0 und daraus p= —6.
Folglich konnen nur die Zahlen x=35 und
x = —6 die geforderten Eigenschaften haben.
Tatsdchlich ist sowohl 25+5+6=136 als
auch 36 — 6 + 6 =36 das Quadrat einer natiir-
lichen Zahl.

3 A. Es sei z eine im 4-adischen Zahlensystem
mindestens dreistellige Zahl. Dann ist
z=Y ad'undz’=) a3

i=0 i=0
mit n=22, 0<a;£3 fir i=0, 1, ...
a,+0, woraus

z—2' =(_il a4 —a;))—aoao— 1)

folgt. Da aolao— 1)< 6, ai(4'—a;)=0 fir i=1,
2, ..., (n—=1) und a,(4"—a,)24*—a,=216-3
=13ist, gilt z—2'>0.

Somit entsteht bei wiederholter Anwendung
des genannten Verfahrens eine Zahlenfolge,
deren Glieder, solange sie mindestens drei-
stellig bleiben, stindig kleiner werden. Somit
muB schlieBlich eine ein- oder zweistellige
Zahl auftreten. (Damit ist auch die Teil-
behauptung a) bewiesen.)

Nun sind séimtliche ein- bzw. zweistellige Zah-
len im 4-adischen System dargestellten Zah-
len (30), wobei jeweils die Basis 4 aus Griin-
den der Vereinfachung fortgelassen sei:
1,2,3,10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 23, 30, 31, 32,
33. 1)
Nun gilt, wenn in abgekiirzter Schreibweise
die Gewinnung von z’' aus z jeweils durch
z—dargestellt wird:

, h und

13 23
-
20 = 22 =34 =32
Y1 =10 =2 — 11 =—12
’\102«33

- 3
21 ~
30

Hier treten alle Zahlen aus (1) auf, womit die
Aufgabe vollstindig geldst ist. -

Bemerkungen: Diese Wahlaufgabe wurde von
72 der 93 Teilnehmer gewidhlt (etwa 75%).
Im Schwierigkeitsgrad erscheint sie ange-

messen. Einige Fehlschliisse traten gehduft
aul. Sie seien hier kurz genannt.
1. Falsche Induktion:

Sei z,=[dny—1...a1a0]a,
zh=ad+at+.. +a?und z,>7,.
Dann gilt

Zos 1 =[n+ 1 @n0ra0]a> 204
=ad+al+.. +d?, .
Dabei wurde nicht beachtet, daB bei z, a,+0
gelten muB, dies aber nicht bei z,.; gelten
muB.
2. Sei z eine Zahl im 4-adischen Zahlen-
system mit der Stellenzahl groBer als zwei.
Dann wurde zunichst richtig z > z" aber dann
falsch z'>z"... geschlossen, woraus dann ge-
folgert wird, daB die ! notwendigerweise er-
reicht wird.
3. Es wurde geschluBfolgert, dafl nach endlich
vieien Schritten eine zweistellige Zahl ent-
steht und nicht, wie es richtig wire, eine
hochstens” zweistellige Zahl.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl 2 3 5 10 6 6 21 12 7
Dr. W. Harnau,
W.-Pieck-U niversitidt Rostock

3B. Losung entsprechend dem Vorschlag der
Aufgabenkommission:

Fiir den 1.Fall ist insbesondere folgender
grundlegender Satz der rdumlichen Geo-
metriec von Bedeutung: (i) Liegen eine Ge-
rade g und ein Punkt P in einer Ebene ¢ und
ist h die Parallele zu g durch P, so liegt auch
h in e. Aus der Voraussetzung CN = BM folgt
zunichst MN | B,C,. Die Parallele h zu
B,C, durch P liegt nach (i) in der Ebene
¢ A, By, Cy, Dy) und auch in der Ebene
e M, N, P) wegen MN | k; sie ist also die
Schnittgerade dieser beiden Ebenen.

Da bei der Parallelprojektion — die ja der
Kavalierperspektive zugrundeliegt — parallele
Geraden wieder in solche iibergehen, erhilt
man in der vorliegenden Kavaliersperspek-
tive selbst die Schnittfigur MNUV (siehe
Bild 1), indem man die Parallele zu MN
durch P mit den Strecken C,D, und A4,B,
zum Schnitt bringt.

By v Cy
I ~
> (N =8m)
A Il [ ~

Vo~ >~

\ N
YR e
-
-~ "
A ]

Im 2. Fall ist MN |} B,C, wegen CN>BM;
da diese Geraden in einer gemeinsamen
Ebene liegen, schneiden sie sich in einem
Punkt X. Die Gerade PX ist nun offensicht-
lich der Schnitt der Ebene ¢ (4,, By, C,, D))

L

01 U [}
<
? | ~, A
8 <. 1R >ém)
A f
! t (]
A=t =Fe
~"b
-
- M
A 8

mit ¢ (M, N, P). Diese Schnittgerade kann in
der Darstellung selbst konstruiert werden
(siche Bild 2); sie schneidet aul Grund der
Lage von P die Kanten C,D, und A,B, in
Punkten U und V. Damit ist MNUV die ge-
suchte Schnittfigur.

Im 3. Fall kann zunéchst in gleicher Weise
verfahren werden. Die Gerade PX schneidet
zwar auch hier die Kante C,D; in einem
Punkt U, aber nur die Verlingerung der
Strecke A4,B, iber A, hinaus in einem
Punkt Y (siehe Bild 3); folglich schneidet
PX die Kante A,D, in einem Punkt V. Die
Gerade Y M schneidet schlieBlich die Kante
AA, in einem Punkt W. Damit ist jetzt das
Fiinfeck MNUVW die gesuchte Schnitt-

figur.
O fe
2] e dm
N

Bemerkungen: Seit mehreren Jahren wurde
den Schiilern wieder einmal eine Aulgabe aus
der darstellenden Geometrie gestellt. Nur
etwa 209, der Teilnehmer griffen zu dieser
Wabhlaulgabe. Die vorgelegten Losungen zei-
gen, daB die Schwierigkeiten an mangelhaften
Kenntnissen der elementaren Beziehungen
(insbesondere der Lage) im Raum liegen.
Trotz einer Reihe verschiedener und ideen-
reicher Ansitze und Losungswege (auf die an
dieser Stelle nicht weiter eingegangen werden
kann) konnten deshalb nur relativ wenige der
8 Punkte erzielt werden (siche Ergebnis-
spiegel). Es wurde u. a. die Meinung vertre-
ten,dal im Falle 2 und 3 verschiedene Ebenen
durch MN zueinander parallele Schnittgera-
den aul der Ebene ¢ (4;, By, Cy, D,) erzeu-

gen.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl 3 5 2 1 1 4 1 3 1

Dr. E. Quaisser, Pad. Hochschule
Karl Liebknecht” Potsdam

4. Sei s’ die Gerade, die aul s in C senkrecht
steht und ¢’ die Gerade, die auf ¢ in C senk-
recht steht. s zerlegt die Ebene ¢, die von s
und ¢ aufgespannt wird, in die Halbebene
&5(1) und &(2), wobei &,(1) die Halbebene ist,
in der sich s befindet. Analog erhalten wir
£(1) und &(2), wobei in (1) ¢ liege.
Behauptung: L=¢4(1) Ng, (1) ist die gesuchte
Menge.

Beweis : Ist P Umkreismittelpunkt eines Drei-
ecks ABC mité es und Bet, so ist P der
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten von CA
und CB, also zweier Geraden, die sich in L
schneiden, da die Mittelsenkrechten in e,(1)
bzw. ¢(1) liegen.

Liegt P in L, so liegen die FuBpunkte Q bzw.
R der Lote von P auf die Geraden, die s und ¢
enthalten, auf s bzw. t selbst und sind von C
verschieden. Wir verlingern die Strecken CQ
und CR um ihre eigene Linge iiber @ bzw. R

143



hinaus. Wir erhalten die Punkte 4 und B, die
ebenfalls auf s bzw. ¢ liegen und zusammen
mit C ein Dreieck bilden. Nach Konstruktion
gilt PA=PB=PC, da @ und PR auf den
Mittelsenkrechten von CA bzw. CB liegen.
Damit gehort P der gesuchten Menge an.

Bemerkungen: 1. Viele Schiiler betrachteten
dquivalente Fragestellungen: a) Gesucht ist
"die Menge aller Punkte P, von denen man aufl
s und ¢ das Lot fillen kann.

b) Gesucht ist die Menge aller Kreismittel-
punkte P, so daB der Kreis um P durch C
geht und s und ¢ noch einmal schneidet.

2. 60 bis 709, der Schiiler haben nur die
Menge L konstruiert, aber nicht gezeigt, daB
alle in L enthaltenen Punkte auch tatséchlich
den geforderten Bedingungen geniigen. Dies
liegt evtl. daran, daB den Schiilern die Be-
grifle notwendig und hinreichend im Zusam-
menhang mit geometrischen Ortsaufgaben
nicht gendigend vertraut sind.

3. Sehr viele Schiiler hatten Schwierigkeiten
bei der Formulierung der Lagebeziechungen.
Der logisch klare Aufbau der Losung war oft
nicht gegeben. Es wurden verschwommene
geometrische Begriffsbildungen benutzt (z. B.
bei den Begrilfen Strecke, Gerade, Strahl).

4. Die Begriffe Vereinigung und Durchschnitt
wurden von einigen Schiilern verwechselt.

5. Die Aulgabe war angemessen. Nur drei
Schiiler erkannten die Problematik nicht.

Punkte nicht 0 I 2 3 4 5 6
bear-
beitet
Anzahl 3 9 5 20 23 8 11 14
‘Dr.rer.nat. W. Moldenhauer,
W.-Pieck-Universitdt Rostock
Fortsetzung

(Aufgaben 5 und 6 s. Heft 1/79)

Eine Aufgabe —
verschiedene Losungen

Heute stellen wir wieder Losungsvarianten
zu Wettbewerbsaufgaben vor, die bei uns ein-
gegangen sind. Sie mogen allen Teilnehmern
am alpha-Wettbewerb Anregungen zum Lo-
sen von Aufgaben geben.

In Heft 5/1977 veroflentlichten wir folgende
Aulgabe:

Maé6 ®1660 Zu ermitteln sind alle zweistel-
ligen natiirlichen Zahlen mit der Quersumme
10, die folgende Bedingungen erfijllen: Ver-
groBert man die der vorderer,bZiffer entspre-
chende Zahl um 4 und vermindert man die der
hinteren Ziffer entsprechende Zahl um 2, dann
erhilt man das Dreifache der Ausgangszahl.
Wie viele Zahlen mit dieser Eigenschaft gibt
es?

In Heft 1/1978 veroffentlichten wir dazu eine
Losung:

Die zu ermittelnden zweistelligen natiirlichen
Zahlen lassen sich durch 10a+b darstellen;
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dabei gilt die Einschrinkung 1<a<5 und
2£b<9. Alle moglichen Fille sind in der
folgenden Tabelle erfaBt:

a b a+4 b-2
1 9 5 7
2 8 6 6
3 7 7 5
4 6 8 4
5 5 9 3

Nur fir a=1 und b=9 existiert eine Losung,
und es gilt 19-3=57.

Wir stellen nun die Losung von Martin
Bismark aus Dresden, Schiiler einer 6. Klasse
der Dr.-Richard-Sorge-OS, vor. Martin 16ste
diese Aulgabe wie [olgt:

.Die gesuchte zweistellige natiirliche Zahl sei

x=10a+b. Die der vorderen Ziffer ent-
sprechende Zahl wird genau dann um 4 ver-
groBert, wenn man zu x noch 40 addiert. Die
der hinteren Ziffer entsprechende Zahl wird
genau dann um 2 vermindert, wenn man von
x noch 2 subtrahiert. Daraus folgt
x+40-2=3"-x,

x+38=13x,

2x =138,

x=19.

Die zu ermittelnde Zahl heiBt 19, und es gilt
3-19=57.

Wir stellen nun die Losung von Birgit
Wittwer aus Dresden, Schiilerin der Klasse 6¢
der 108. Oberschule, vor. Birgit 16ste diese
Aufgabe wie [olgt:

Die zweistellige natiirliche Zahl 1dBt sich
durch 10a+ b darstellen; nun gilt
3-(10a+b)=10:(a+4)+(b—-2),
30a+3b=10a+40+b-2,

20a+2b =138,

10a+b=19.

Nur a=1 und b=9 erfiillen wegen 1<a<9
und 0<b <9 diese Gleichung. Die gesuchte
Zahl lautet 19.

Wir stellen nun die Losung von Frank
Mangold aus Unterschonau, Schiiler der
K1. 6 der POS -, Erich Weinert“, vor. Frank
16ste diese Aufgabe wie folgt:
Die gesuchte Zahl 148t sich darstellen durch
zy=10a+b. Ferner soll gelten
2,=10-(a+4)+(b—2)=10a+b+38.
Weiterhin gilt
3-z,=25also
3-(10a+b)=10a+b+38, n
30a+3b=10a+b+38, '
20a+2b=18,
10a+b=19. )
Aus der Bedingung a+b=10 fir die Quer-
summe folgt
b=10—a.
Setzen wir (2) in (1) ein, so erhalten wir
10¢+(10—a)=19,
9a=9,
a=1.
Daraus folgt weiter b=10—a=10-9=9.
Die gesuchte Zahl heiBt 19.

J. Lehmann/Th. Scholl

@

Léosungen zu alpha-heiter 6/78:

Seltsame Vasen

Freudiges Wiedersehen

Die Entfernung, die-der spazierengehende
Freund in einer Minute zuriicklegt, sei eine
Einheit. Dann entspricht die Entfernung, die
der Fahrgast zuriicklegt, 2 Einheiten. Die
Entfernung, die die StraBenbahn in einer
Minute zuriicklegt, entspricht 8 Einheiten.
Als der Fahrgast aussteigt, besteht eine Ent-
fernung von 8 + 1 Einheiten. Die Entfernung
verkiirzt sich dann je Minuteum 2 — 1= 1 Ein-
heit. Folglich holt er den Freund in 9 Minuten
ein.

Verschwundener Wein

Die Frau setzte in jede Ecke vier Flaschen und
1 Flasche in die Mitte jeder Seite. Jetzt waren
nur noch 20 Flaschen da. Die Frau hatte also
vier Flaschen getrunken.

4 1 4

1 1

4 1 4

Griechischér Denksport
90=130+60;

60+90=30+30+30+30+30;
120=9%0+30

Der KuB der Muse

Ein schwieriges Problem

(1)  849+753=1602;
()  1089—432=657;

3) 7039 -4=28156;
4) 27504:9168=3;
50 9+1
O Ty
Ein Ritselredakteur in Aktion

1. Johann Widmann, 2. AuBenwinkel, 3. Ka-
theten, 4. Omega, 5. Binom, 6. Summe, 7. Tan-
gente, 8. Euler, 9. Inkreis, 10. natiirlich,
11. Ebene, 12. Rhombus.

Der Name des Mathematikers ist Jakob
Steiner.
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Das ,,mathematische Autorennen‘

Ich mochte den Lesern der alpha ein unter
ungarischen Schiilern sehr beliebtes Spiel fiir
2 bis 3 Personen vorstellen:

Das mathematische Autorennen. (Ein #hnli-
ches Spiel war Gegenstand der Aufgabe 1 fiir
die 9.Klasse in der ersten Stufe der
XVI. Olympiade Junger Mathematiker der
DDR))

Vor Beginn des Spiels legen die Spieler die
Rennbahn auf quadratisch kariertem Papier
fest (Bild i). Die Schwierigkeit dieser Bahn
kann der Erfahrung der Spieler angepaft
werden. Durch Auslosen werden die Start-
plitze bestimmt. Das Rennen erfolgt in ein-
zelnen Ziigen von Gitterpunkt zu Gitterpunkt.
Sieger ist, wer die Ziellinie unter Beachtung
der Spielregeln als erster erreicht.

Bild 1

TTTTT

TT I

! (1]
3 ]
I

]

| A {
2.3 Start Ziel
Spielregeln:

(1) Die Spieler fahren abwechselnd.

(2) Der erste Zug fithrt vom Startpunkt A4,
zu einem unmittelbar benachbarten Gitter-
punkt.

(3) Wenn bereitsein Zug 4, ,—+A4;(i=1,2,...)
ausgefiihrt wurde, so wihlt man den néchsten
Zug A;— A, +, nach folgender Vorschrift aus:
(Bild 2)

Bild 2

Aj

a) Man verldngert die Strecke 4;_ | A; iiber A4,
hinaus um sich selbst und erhilt einen Punkt
A

b) Man wihlt entweder 4’; oder einen der
acht Gitterpunkte, die A’; unmittelbar benach-
bart sind, als Punkt A4, ,.

(4) Hat ein Spieler unter Beachtung der Regel
(3) angehalten (A4;,1=A4;), so fihrt er wieder
wie beim Start neu an (Regel (2)).

(5) Zwei Spieler diirfen nie gleichzeitig auf
demselben Punkt stehen. Es ist aber gestattet,
auf der Spur eines Mitspielers zu fahren.

(6) Wenn ein Spieler aus einer Kurve heraus-
getragen wurde, so muB er umlenken und in
unmittelbarer Nihe der Stelle, an der er die
Leitplanke durchfahren hat, auf die Rennbahn
zuriickkehren (siehe Bild 3).

Bild 3

f

Nach einigen Probefahrten wird man merken,
daB es gar nicht so leicht ist, immer die Kurve
zu kriegen und auf der Bahn zu bleiben. Wie
im StraBenverkehr ist es also notwendig,
vorausschauend zu fahren.

Man kann das Spiel durch Eintragen von 0!-
flecken auf der Fahrbahn (siche Bild 4a) er-
schweren. Die dort befindlichen Gitterpunkte
diirfen nicht Endpunkt eines Zuges sein.

Bild 4a

Um die Schwierigkeit des Spiels weiter zu
erhohen, kann man auch Verzweigungen der
Rennbahn vorsehen (siche Bild 4b).

Bild4b .

Es ist wichtig, die Rennbahn erst unmittel-
bar vor Spielbeginn festzulegen, da ja sonst
die Spieler ihre Route vorplanen kénnten.
Es gilt aucn als unfair, einen Mitspieler aus
seiner Spur herauszudringen. Ich wiinsche
viel Vergniigen bei diesem Spiel!

Ldszl6 Schmidt, Budapest

Nikiforowski, Wiktor A., und Leon Freiman

Wegbereiter der neuen Mathematik

Ubersetzung aus dem Russischen
Bestell-Nr. 5464116

VEB Fachbuchverlag Leipzig 1978
Etwa 230 Seiten mit 37 Bildern,
12,5 cm x 20 cm, Broschur

etwa 5,50 M

In diesem populdrwissenschaftlichen Buch
wird ein bedeutender Abschnitt aus der Ge-
schichte der Mathematik beschrieben: die
erste Hilfte des 17. Jahrhunderts, in der die
Grundlage zur analytischen Geometrie und
zur Infinitesimalrechnung gelegt wurden. Vier
groBe Minner stehen im Mittelpunkt des
Geschehens: Descartes, Fermat, Torricelli,
de Roberval. Ihre wissenschaftlichen Ergeb-
nisse werden im Zusammenhang mit den
gesellschaftlichen Verhiltnissen jener Zeit
allgemeinverstindlich dargestellt. Leserkreis:
alle an populdrwissenschaftlichen Darstel-
lungen Interessierten, Oberschiiler, Studenten
an Fachschulen, Lehrer, Mathematiker.

M. Rehm

Strecke, Kreis, Zylinder

Mein kleines Lexikon

Kinderbuchverlag Berlin

80 Seiten, zahlreiche vierfarb. Illustr.

Preis 5,80 M

Bestell-Nr. 629 7700

Das Buch bietet die Méglichkeit, sich iiber
elementare geometrische Begrifle zu infor-
mieren, bereits erworbenes Wissen wieder auf-
zulrischen, zu vertiefen und zu erweitern und
sich auch mit geometrischen Zusammenhin-
gen vertraut zu machen.

Viele Stichworter des Buches greifen Schon-
heit und SpaB mathematischer Sachverhalte
auf, immer wird der Leser zur Selbstindigkeit
angeregt, zum Basteln und zum Knobeln.

G. Fanghinel/H. Vockenberg

Arbeiten mit Mengen

Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin
152 Seiten, zahlr. Abb. Preis 3,50 M
Geceignet fiir Arbeitsgemeinschalten

der Klassen 9 und 10

Bestell-Nr. 7070532



Labyrinthe

Gesucht und gefunden in Tschajan, Moskau; ,,Fiiles**, Budapest;
Math. i. School, London;,,Jesch*, Beograd ; ,,NBI", , Eulenspiegel*

In der Stadt ist ein kleiner Jahrmarkt aufgebaut worden. Roland
will den Platz von Anfang bis Ende (von 1 nach 2) durchlaufen und
dabei alle Stinde und Kinderbelustigungen besuchen, ohne einen
Weg zweimal zu gehen oder einen zu kreuzen. Wenn ihr die Silben
in den Kreisen ordnet, wiBt ihr, was es auf dem Markt zu sehen gibt.
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