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Labyrinth-Probleme —

eine alte Thematik

mit grofler Aktualitiit

Teil 1

1. Einleitung (Mythologie,
Historie, Problemstellungen)

Die Vorstellung eines Labyrinths findet sich
schon sehr frih in der Gedankenwelt der
Menschheit. Man verstand hierunter wohl
meist einen unterirdischen Komplex von Ge-
wolben und Géngen, so verwirrend miteinan-
der verbunden und sich vielfach verzweigend,
daB ein Unkundiger, der dieses Reich betrat
oder dorthinein verbannt wurde, sehr bald
jede Orientierungsméglichkeit verlor und nie
wieder herausfinden konnte. Daher dienten
Labyrinthe oft auch als Sinnbilder fiir Schwie-
riges oder schwer Uberschaubares.

Der griechischen Mythologig zufolge befand
sich das erste Labyrinth auf der Insel Kreta
und war von dem beriihmten Baumeister und
Erfinder Daedalus, dem Vater des Ikarus, ge-
schaflen worden (Bild 1). Der rémische Dich-
ter Ovid beschreibt das in seinen ,,Meta-
morphosen‘ (8. Buch) sehr anschaulich:
,Daedalus, rilhmlich bekannt durch Ge-
schick in den bildenden Kiinsten, / Schaffet
das Werk. Merkmale verwirrt er und fithrt in
die Irre / Tduschend den Blick durch die Zahl
vielfaltig gewundener Wege. / So wie der lau-
tere Strom des Maeandrus in phrygischen
Auen / Treibt sein Spiel ... so machte der
Ginge / Wirrwarr Daedalus auch voll Trug,
und er fand zu der Schwelle / Selbst kaum
wieder den Weg: so ist das Gebaude ver-
fanglich.**

Dieses Labyrinth beherbergte den Mino-
taurus, ein blutriinstiges Ungeheuer, halb
Stier, halb Mensch, dem jahrlich je siecben der
schénsten Knaben und Miadchen Athens ge-
opfert werden muften. Dem Ko&nigssohn
Theseus gelang es endlich, den Minotaurus
zu téten. Mit Hilfe eines Fadenkndiuels, das
ihm seine Geliebte Ariadne mitgegeben und
dessen Faden er beim Durchwandern des
Labyrinths abgewickelt hatte (Ariadnefaden),
erreichte Theseus auch wieder den Ausgang.
Ovid umschreibt das so:

»Als dann die schwierige Tiir, die vormals
keiner gewonnen, War auf der Jungfrau Rat
mit gewickeltem Faden gefunden, . ..*

Als historisch belegte Form von Labyrinthen
kann man die Katakomben auffassen, die als
Versammlungsort oder auch Kultstitte ge-
heimer Verbindungen dienten. Im Mittelalter,
aber auch davor und spiter, bediente man
sich gern geheimer Ginge und versteckter
Tiiren, und manche Burgverliese oder auch
Kasematten koénnen mit gutem Recht als
Labyrinthe bezeichnet werden.

Auf wesentlich harmlosere Weise setzte die
Gartenkunst des 17. und 18.Jahrhunderts
(Barock) unsere Thematik um (Bild 2).

Die vielfach zu findende deutsche Uberset-
zung des Wortes ,,Labyrinth*, namlich ,,Irr-
garten*, deutet auf die Sitte dieser Zeit hin,
in Garten und Parks labyrinthartige Giange
anzulegen. In die Irre zu gehen mag hier ein

willkommenes Amiisement wohlhabender
MiiBiggdnger gewesen sein.

Offenbar haben die Labyrinthe bis heute
nichts von ihrem Reiz eingebiiBt. So findet
man Labyrinth-Aufgaben hiufig in Knobel-
ecken von Zeitschriften oder in Biichern iiber
Unterhaltungsmathematik, es gibt Geduld-
spielchen in Form von Labyrinthen, und so-
gar Labyrinth-Witze oder Karikaturen mit
Labyrinthen sind nicht selten.

Die erste mathematische Verdffentlichung
iiber Labyrinthprobleme stammt aus dem
Jahre 1873 von Christian Wiener (1826 bis
1896, Professor fiir Darstellende Geometrie
an der Technischen Hochschule Karlsruhe).
Gegen Ende des 19.Jahrhunderts hat man
sich dann vor allem in Frankreich unserer
Thematik angenommen (Trémaux, Tarry).
Bei allen diesen Uberlegungen ging es um das
Absuchproblem fiir endliche Graphen, wor-
auf wir noch genauer eingehen werden.
Diese klassischen Losungsvarianten sind von
dem amerikanischen Ingenieur und Mathe-
matiker C. E. Shannon (geb. 1916), einem der
,,Viter** der Kybernetik, in seinem beriithm-
ten kybernetischen Spiel ,,Maus im Laby-
rinth* (um 1951) programmiert worden. Das
Labyrinth war hier im wesentlichen ein ebenes
Muster; auch dieser Begrifl wird noch ge-
nauer erliutert werden. Shannon hat damit
die Anregung zu den modernen Untersuchun-
gen zur Labyrinthproblematik gegeben, die
zur mathematischen Kybernetik gehéren und
in den letzten zwolIf Jahren betrichtlich an
Breite und Intensitit gewonnen haben.

Diese neueren Untersuchungen haben recht
praktische Motivationen und besitzen wich-
tige Anwendungen in der mathematischen
Kybernetik. So ist das Verhalten von Auto-
maten in Labyrinthen von bedeutender Aus-
sagekraft fiir das Studium der Wechsel-
bezichungen zwischen einem Automaten und
seiner Umwelt. AuBerdem sind die bei den
Labyrinthproblemen entwickelten Losungs-
methoden vielfach umsetzbar in Erkennungs-
algorithmen fiir Graphen- bzw. Mustermen-
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gen und berithren damit die mathematischen
Grundlagen der digitalen Bildverarbeitung
(hierzu gehort z.B. die automatische Aus-
- wertung von Réntgen- oder Mikroskopbil-
dern, Satellitenfotos u. .).
Welches sind nun die Aufgaben, die den
Mathematiker im Zusammenhang mit La-
byrinthen beschiftigen? Zwei grundlegende
Probleme sollen hier genauer betrachtet
werden.
Das erste besteht darin, ausgehend von einem
beliebigen Punkt innerhalb eines Labyrinths
einen Ausgang aufzusuchen. Diese Aufgabe
stellt sich jedem, der (unfreiwillig) in ein La-
byrinth gefiihrt und dort sich selbst iiberlas-
sen wurde. Dabei mége keinerlei Information
iiber den Aufbau des Labyrinths bekannt
sein. Der sich darin befindende Mensch sieht
Jeweils nur ein kieines Stiick des Ganges oder
des Gewdlbes, in dem er sich befindet, sowie
die Anfinge der in der Nihe seines Stand-
ortes einmiindenden Génge. Da keine andere
Information uber das Labyrinth vorliegt,
muB das Verfahren, nach dem ein Ausgang
gesucht wird, so beschaffen sein, daB es fiir
jedes denkbare Labyrinth zum Erfolg fiihrt.
Zusammenfassend konnen wir also formu-
lieren: '

Fluchtproblem :
Man gebe ein Verfahren (Programm, Algo-

rithmus) an, nach demin jedem Labyrinth bei

beliebigem Startpunkt schlieBlich ein Aus-
gang erreicht wird.

Die Theseus-Legende ist wohl so zu inter-
pretieren, daB der Held dieses Problém um-
gangen hat, indem er beim Hineingehen in
das Labyrinth den Ariadnefaden abwickelte,
dessen Anfang am Eingang liegenblieb.
Durch Aufwickeln des Fadens konnte The-
seus nun jederzeit wieder zum Eingang zu-
riickfinden.

Dabei wird jedoch ein anderes, nimlich unser
zweites, Problem iibersehen: Wie gelingt es
Theseus, den Aufenthaltsort des Minotaurus
ausfindig zu machen, und zwar ohne allzu oft
in die Irre zu gehen (etwa ,,im Kreis* zu
laufen), so daB seine Krifte auch noch zum
Besiegen des Ungeheuers ausreichen ? Es stellt
sich also die Aufgabe des Absuchens eines
Labyrinths, die wiederum pur durch ein fiir
alle Labyrinthe erfolgreiches Verfahren ge-
ldst werden kann, sofern keine Information
iiber das speziell vorliegende Labyrinth ver-
(iigbar ist.

Absuchproblem :

Man gebe ein Verfahren (Programm, Algo-
rithmus) an, nach dem in jedem Labyrinth
bei beliebigem Startpunkt jeder Punkt irgend-
wann einmal betreten wird (d. h., jedes Laby-
rinth abgesucht wird).

Man iberlegt sich recht schnell, daB zwischen
den beiden formulierten Problemen enge Zu-
sammenhinge bestehen. So liefert jede L6-
sung des Absuchproblems eine Ldsung des
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Fluchtproblems: Ein Verfahren, nach dem
das gesamte Labyrinth abgesucht wird, fiithrt
irgendwann auch einmal zu einem Ausgang.
Andererseits scheint aber das systematische
Absuchen des Labyrinths auch notwendig fiir
eine stets erfolgreiche Flucht zu sein: Jeder
Gang konnte ja zu dem eventuell einzigen
Ausgang fithren.

Im weiteren werden wir uns eingehender mit
dem Absuchproblem beschiftigen, dessen
mathematische Prizisierung etwas leichter
erklarbar ist als die des Fluchtproblems.

2. Das Absuchen endlicher Graphen
nach Trémaux und Tarry

Fir mathematische Untersuchungen ist es
natiirlich notwendig, auch den Labyrinth-
Begriff zu prézisieren. Dafiir gibt es zwel
grundlegende Maoglichkeiten, ndmlich den
Begriff des (endlichen) Graphen und den des
Musters. Der erste soll in diesem Abschnitt
bei der Behandlung klassischer Absuchver-
fahren zugrunde gelegt werden.

Mit Mustern werden wir uns im Abschnitt 3
im Zusammenhang mit moderneren Untersu-
chungen beschiftigen.

Unter einem endlichen Graphen wollen wir
uns hier ein geometrisches Gebilde vorstellen,
bestehend aus endlich vielen Knoten(punk-
ten), die durch endlich viele sich nicht schnei-
dende Kurvenstiicke, Kanten genannt, mit-
einander verbunden sein kdnnen (siehe Bil-
der 3 u. 4). Jede Kante beginne und ende mit
einem Knotenpunkt, moge sonst aber keinen
Knoten enthalten. Die Knoten entsprechen
den Platzen oder Verzweigungspunkten des
Labyrinths, die Kanten seinen Gingen.

Bild 3

Ein Graph heiBt zusammenhingend, falls von
jedem Knotenpunkt aus jeder andere da-
durch erreichbar ist, daB eine (endliche) Folge
von Kanten durchlaufen wird. Das ist eine
notwendige Voraussetzung fiir die Absuch-
barkeit des entsprechenden Labyrinths. Bei-
spielsweise kann man in dem Graphen aus
Bild 2, der nicht zusammenhingend ist, von
dem Knotenpunkt A aus nie den Knoten B
erreichen.

Der Graph aus Bild 3 ist zusammenhingend.
Er ist aulerdem ein ebener Graph. Das be-
deutet, daB alle seine Knotenpunkte und
Kanten in einer Ebene angeordnet sind; er
stellt also ein zweidimensionales Labyrinth
dar. Diese Eigenschaft ist jedoch nicht not-
wendig fiir das Funktionieren der beiden fol-
genden Absuchverfahren.

Bild Sa

Schauen wir uns zuerst das Tarrysche Ab-
suchverfahren an, das sich recht leicht be-
schreiben 148t. Bei diesem Verfahren muf in
jedem schon betretenen Knotenpunkt des
Graphen die Eintrittskante markiert werden.
Das ist diejenige Kante, tliber die der be-
treffende Knoten erstmals erreicht wurde.
AuBerdem muB fiir jede Kante, die in den
gerade erreichten Standort einmiindet, er-
kennbar sein, in welcher Richtung sie schon
durchlaufen wurde. Es empfiehlt sich also,
beim Durchlaufen einer Kante, ihre beiden
Enden mit entsprechenden Markierungen zu
versehen.

Der vorgegebene Graph ‘muB nun von Kno-
tenpunkt zu Knotenpunkt nach dem folgen-
den Programm durchlaufen werden.

Verfahren von Tarry:

1. Verlasse einen Knoten immer iber eine
Kante, die in dieser Richtung noch nicht
durchlaufen wurde, wihle die Eintrittskante
aber erst dann, wenn es keine andere Mog-
lichkeit mehr gibt!

2. Gibt es keine einmiindende Kante, die in
der vom Standort fortfilhrenden Richtung
noch nicht durchlaufen wurde, so stoppe
(Ende des Absuchens)!

Ein nach diesem Programm in einem Graph
zuriickgelegter Weg heiBt Tarry-Weg. In
einem zusammenhingenden endlichen Gra-
phen endet jeder Tarry-Weg nach endlich
vielen Schritten durch Eintreten der Stop-
Bedingung 2., und zwar auf seinem Start-
punkt. Er hat dann jede Kante des Graphen
genau zweimal durchlaufen,und zwar einmal
in jeder Richtung.

Die Bilder 5 und 6 zeigen einige Beispiele fiir
Tarry-Wege (der Startpunkt ist immer mit S
bezeichnet). In Bild 5 haben wir lediglich die
Wege gekennzeichnet, in Bild 6 sind auch die
Eintrittskanten (durch dicke Pfeile) markiert.
Der Leser mache sich mit dem Verfahren ver-
traut, indem er die angegebenen Wege nach-
vollziehe (Markierungen der Eintrittskanten
und Durchlaulrichtungen selbst setzen!).



Man erprobe das Programm dann einmal bei
Start in einem anderen Knotenpunkt des vor-
gegebenen Graphen. SchlieBlich kann man
sich selbstindig beliebig komplizierte Laby-
rinthe als Graphen aufzeichnen und sie nach
dem beschriebenen Verfahren absuchen.

Ubrigens kann man bei dem Tarryschen Ver-
fahren jederzeit von dem jeweiligen Standort
auf direktern Wege (d. h. ohne Schleifen) zum

Startpunkt zuriickfinden. Dazu hat man nur -

die Markierungen der Eintrittskanten als
Wegweiser (in entgegengesetzter Richtung)
zu benutzen.

Wie zeigt man nun, daB das Verfahren von
Tarry tatsiachlich das Absuchproblem fiir zu-
sammenhingende endliche Graphen 16st?
Wir wollen den Beweis der behaupteten
Eigenschaften von Tarry-Wegen kurz skiz-
zieren.

Zunichst ist nach dem Programm klar, daB
ein Tarry-Weg jede Kante des vorgegebenen
Graphen in jeder Richtung héchstens einmal,
insgesamt also hochstens zweimal durch-
lduft. Nun iberlegen wir uns, daB die Be-
dingung 2. nur im Startpunkt erfiillt sein
kann. Wird ein vom Startpunkt verschiedener
Knoten des Graphen erreicht, so ist er zu
diesem Zeitpunkt einmal 6fter iiber eine ein-
miindende K ante betreten worden, als er iiber
eine Kante verlassen wurde (denn vorher
wurde er immer durchquert, d.h. betreten
und wieder verlassen). Da jede Kante nur
einmal in jeder Richtung durchlaufen werden
darf, muB es eine in diesen Knoten miin-
dende Kante geben, durch die er bisher noch
nicht verlassen wurde. Somit kann die Bedin-
gung 2. nicht erfiillt sein.

Aus dem bisher Gezeigten folgt, daB in einem
endlichen Graphen stets nach endlich vielen
Schritten die Stop-Bedingung 2. erreicht
wird, und zwar auf dem Startpunkt. Es bleibt
Zu zeigen, daB dann jede Kante auch genau
zweimal durchlaufen wurde, wenn der Graph
zusammenhéangend ist.

Sicher wurden alle in den Startpunkt min-
denden Kanten zweimal durchlaufen. Wenn

dort nimlich die Stop-Bedingung erfiillt ist,
sind alle diese Kanten in der vom Startpunkt
fortfilhrenden Richtung schen durchlaufen,
miissen es dann aber auch in der Gegen-
richtung sein.

Gibe es nun andere, nicht zweimal durch-
laufene Kanten, so miite es eine Kante ge-
ben, die selbst zweimal durchlaufen wurde,
aber in einen Knoten miindet, in den auch
eine nicht zweimal durchlaufene Kante ein-
miindet. (Der Leser beweise diese Behaup-
tung selbstindig, dabei ist der Zusammen-
hang des Graphen auszunutzen. Wir liefern
diesen Beweisschritt im AnschluB an den

“Losungsteil zu den gestellten Aufgaben -

Teil 2 dieses Beitrags.) Man betrachtet nun
die in dem gegebenen Tarry-Weg zuerst er-
reichte Kante dieser Art. Sie ist Eintrittskante
fiir einen Knoten, in den auch eine Kante
miindet, die nicht zweimal durchlaufen wur-
de. Alle in diesen Knoten miindenden Kanten
miissen aber in der von ihm fortfithrenden
Richtung durchlaufen worden sein, wenn
dieser Knoten schlieBlich iiber seine Eintritts-
kante verlassen wird. Hieraus ?olgt aber
wiederum, daB alle einmiindenden Kanten
atch in der Gegenrichtung, also genau zwei-
mal durchlaufen werden. Dieser Widerspruch
vervollstindigt unseren Beweis.

Das Verfahren von Trémaux ist etwas speziel-
ler als das Tarrysche und auch umstind-
licher in der Beschreibung.

Verfahren von Trémaux:

1. Schreite fort, bis ein Knoten erreicht wird,
der schon einmal betreten wurde oder nureine
einmiindende Kante hat! Kehre dann zum
vorgehenden Standort zuriick, und handle ge-
maB 2. weiter!

2. a) Gibt es eine noch nicht durchlaufene
Kante, die in den Standort miindet, so durch-
laufe eine solche; handele dann weiter gemil
8!

b) Sind alle. einmiindenden Kanten schon
durchlaufen worden, manche aber erst ein-
mal, so durchlaufe eine solche und handle
dann weiter geméal 2!

c) Sind alle in den Standort miindenden
Kanten zweimal durchlaufen worden, so
stoppe (Ende des Absuchens)!

Fiir die Anwendung dieses Verfahrens ist es
nétig, daB stets bekannt ist, wie oft eine in
den jeweiligen Standort miindende Kante
schon durchlaufen wurde, und es muB auch
stets die unmittelbar vorher durchlaufene
Kante bekannt sein. In einem Labyrinth
miite man sich also an beiden Enden eines
Ganges notieren, wie oft er schon durch-
laufen wurde. AuBerdem hiitte man sich beim
Uberqueren eines Platzes zu merken, durch
welchen Gang man ihn erreicht hat. Anstelle
von Markierungen kénnte man auch einen
Faden benutzen, der beim Durchwandern des
Labyrinths abgewickelt und liegengelassen
wird. Die Anzahl der nebeneinanderliegenden

Fiden in einem Gang gibt an, wie oft er
schon durchlaufen wurde.

Die in Bild 5 angegebenen Wege koénnen
auch als Trémaux-Wege aufgefait werden,
der Weg in Bild 6 ist kein Trémaux-Weg.
Ganz dhnlich wie beim Tarryschen Verfahren
kann man zeigen, daB in jedem zusammen-
hingenden endlichen Graphen ein Trémaux-
Weg stets endlich ist, mit seinem Startpunkt
endet und jede Kante genau zweimal durch-
lauft, und zwar einmal in jeder Richtung.
Ubrigens ist jeder Trémaux-Weg auch ein
Tarry-Weg, nicht aber umgekehrt. Es mag
manchen schon gestort haben, daB die An-
weisungen in den Verfahren nicht eindeutig
sind, da es bei Erreichen eines Knotenpunktes
meist mehrere einmiindende Kanten gibt, die
als nichste durchlaufen werden diirfen. Bei
ebenen Graphen kann man die Eindeutigkeit
leicht dadurch erzwingen, daB man vor-
schreibt, jeweils die erste erlaubte Kante zu
benutzen, auf die man beim Durchmustern
aller in den Standort einmiindenden Kanten
(entgegen dem Uhrzeigersinn und von der zu-
letzt durchlaufenen Kante aus) trifft. Dieser
Forderung geniigen der Weg in Bild 5b beziig-
lich des Trémauxschen Verfahrens und der in
Bild 6 beziiglich des Tarryschen. Ist der
Graph nicht eben, so kann man sich auf dhn-
liche Weise helfen, wenn nur fir jeden Knoten
eine Reihenfolge (zyklische Ordnung) der
einmiindenden Kanten vorgegeben ist.
(Dieser Beitrag wird in Heft 5/83 fortgesetzt,
d.Red))

A. Hemmerling
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Mathematik

und mathematischer Unterricht

in Norwegen

Das mathematische Erbe

Im BewuBtsein des norwegischen Volkes hat
die Mathematik unter allen Naturwissen-
schaften durch das Wirken des genialen Niels
Henrik Abel (1802 bis 1829) eine besondere
Vorrangstellung errungen. Dies driickt sich
in vielfdltiger Weise aus. Zum Beispiel wurden
schon in den zwanziger Jahren unseres Jahr-
hunderts, als dies international noch keines-
wegs iiblich war, neben Briefmarken zu
Ehren der groBen norwegischen Dichter Hol-
berg und Ibsen auch schon solche anldBlich
des 100. Todestages von Abel herausgegeben.
Abel ist auch auf der gegenwirtig giiltigen
500-Kronen-Banknote abgebildet. (Andere
Banknoten zeigen den Polarforscher Nansen
und wiederum Ibsen.) Ein Denkmal Abels
steht an reprisentativer Stelle im koniglichen
SchloBpark in Oslo. Anekdoten und Begeben-
heiten aus dem Leben Abels sind auch heute
noch im norwegischen Volk bekannt und
lebendig.

Es gibt jedoch auBer Abel noch weitere be-
deutende norwegische Mathematiker, von de-
nen zwei weitere sogar ebenfalls durch Briel-
marken geehrt wurden: Cato M.Guldberg
(1836 bis 1902), der gemeinsam mit dem Che-
‘miker P. Waage (1833 bis 1900) das Massen-

Nils Henrik Abel (1802 bis 1829)
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wirkungsgesetz der Chemie aufstellte und
Ole J. Broch (1818 bis 1889), der einen groBen
EinfluB auf Norwegens Schulmathematik
hatte, sich auch in 6ffentlichen und politischen
Amtern zum Wohle Norwegens betitigte und
schlieBlich erster Direktor des Internationalert
Biiros fiir Mape und Gewichte in Paris wurde.
Ferner muB unbedingt Sophus Lie (1842 bis
1899) erwahnt werden, der zeitweise an der
Leipziger Universitit wirkte. Die von ihm
entwickelte Theorie der stetigen Transforma-
tionsgruppen hatte tiefgreifenden EinfluB auf
die moderne Mathematik. Als international
bekannte ‘norwegische Mathematiker seien
noch L.Sylow (1832 bis 1918), Th. Skolem
(1887 bis 1963) und A. Thuc (1863 bis 1922)
genannt. Dieses relativ kleine Hiuflein nam-
hafter Mathematiker mag zunichst wenig
eindrucksvoll erscheinen. Vielleicht sollte
man dazu bemerken, was zumindest in Nor-
wegen stets gesagt wird, wenn es darum geht,
Norwegen, z.B. auch in bezug aufl den Ge-
winn olympischer Medaillen, mit anderen
Lindern zu vergleichen:

Man muB die betreffenden Zahlen ins Ver-
hiltnis zur Einwohnerzahl des jeweiligen
Landes setzen. Norwegen hat nur etwa
4 Mill. Einwohner. Daran gemessen wird man
finden, daB die Dinge bei uns gar nicht so
schlecht stehen. -

Mathematischer Schulunterricht
in Norwegen

Der obligatorische Schulunterricht erstreckt
sich in Norwegen iiber 9 Jahre und wird [ir
alle Schiiler in gleicher Weise nach einheit-
lichen, von der Regierung festgelegten Lehr-
pldnen erteilt. Fiir die oberen Klassen erfolgte
vor einiger Zeit eine Kiirzung der theore-
tischen Ficher, darunter auch der Mathe-
matik,sodaB Norwegen jetzt unter den nordi-
schen Lédndern den letzten Platz beziiglich
der Mathematik-Wochenstunden einnimmt.
Im einzelnen haben wir in den Klassenstulen
folgende Wochenstundenzahlen

Klassenstufe 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Wochenstd.

Mathematik 3 3 4 4 3 3 4 4 3
Der mathematische Stoff dieser neun Jahre
entspricht im wesentlichen dem, was man in
den meisten Lindern findet:

Arithmetik, Algebra, Gleichungen,
Funktionen, Geometrie, Anwendungen.

In den Klassen 10 bis 12 (Oberstufe, [riiher
als ,,Gymnasium" bezeichnet) ist die Situation
véllig anders, da die Ausbildung hier in diffe-
renzierter Weise erfolgt. Es gibt praktisch-
berufsvorbereitende und mehr theoretisch
orientierte Richtungen. Die Schiiler kdnnen
in jeder Klassenstufe bis zu 5 Wochenstunden
Mathematik wihlen und auBerdem fakulta-
tive Kurse iiber Informationsverarbeitung,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
u. 4. belegen. Insgesamt reichen die Moglich-
keiten von einjahrigen Mathematikkursen fur
die Berufsausbildung wie z. B. »~Mathematik
Jfiir Bauberufe® bis zu Dreijahrskursen in
theoretischer Mathematik, welche die Schiiler
fiir ein Universitidtsstudium der Mathematik
bzw. der Natur- und Technikwissenschaften
vorbereiten. Die Teilnahme an einem solchen
Kurs ist jedoch keine formal gelorderte Vor-
aussetzung fiir ein solches Studium, sondern
eine mehr inhaltliche Vorbereitung auf die
genannten Studienrichtungen.

Die Lehrpldne werden vom Staat fixiert, hin-
sichtlich der Lehrbiicher ist die Situation
jedoch vollig anders als z.B. in der DDR.
Jedermann kann Schulbiicher schreiben und
verdffentlichen, wenn sie vom zustindigen
Ministerium als tauglich genehmigt werden
und wenn er einen Verlag dafiir findet. Im
Ergebnis dieser Verfahrensweise gibt es etwa
zehn verschiedene Lehrbiicherreihen bzw.
-systeme fiir den Mathematikunterricht der
allgemeinen Schule, von denen die meisten
sich iiber alle neun Jahre erstrecken, und
etwa sieben Lehrbuchsysteme fiir die Ober-
stufe. Die Situation wird dadurch noch kom-
plizierter, daB jedes Lehrbuch gleichzeitig in
den beiden offiziellen Landessprachen er-
scheinen muB. (Die Norweger sind ein in
mancher Hinsicht sonderbares Volk. So hal-
ten sie z. B. trotz vieler Debatten hieriiber zdh
am Bestand der beiden histarisch entstande-
nen, dhnlichen, aber doch verschiedenen
Varianten ihrer Sprache fest.)

AuBerunterrichtliche Beschiiftigung
mit Mathematik

In Norwegen gibt es keine mathematischen
Schiilerzirkel und keine mathematische Schii-
lerzeatschrift, nur einige sehr wenige private
Klubs, die sich mit Computermathematik be-
schiftigen. Da die Mathematik auch in der
9jdhrigen Schule nicht allzu viele Stunden be-
ansprucht, kann man ihr, wenn man will,
ganz gut aus dem Wege gehen. Umfragen
haben jedoch ergeben, daB die Mathematik
ein zwar als schwierig eingestultes, aber bei
den Schiilern beliebtes Fach ist. Jahrlich ver-
anstaltet die Norwegische Mathematische
Gesellschaft einen fiir alle Schiiler offenen
Wettbewerb. Die Aufgaben werden in einer
weit verbreiteten norwegischen Tageszeitung
verdffentlicht, auBerdem in einigen Schiiler-



zeitschriften. Jeder Einsender von LOsungen
muB eine Erkldrung unterschreiben, dal er
diese ohne fremde Hilfe gefunden hat. Davon
abgesehen basiert das ganze System auf Ver-
trauen. 1979 wurde anldBlich des 150. Todes-
tags Abels ein besonderer, fiir alle Schiiler aus
skandinavischen Lidndern oflener Wettbe-
werb veranstaltet. Das Anliegen der Wett-
bewerbe besteht darin, das Interesse an der
Mathematik zu férdern. Es nehmen jedoch
nur wenige Schiiler daran teil, meist solche,
die spiter Mathematik studieren wollen. An
unseren Universitéiten findet man heute zahl-
reiche frithere Preistrdger dieser Wettbewer-
be. An den Internationalen Mathematik-
olympiaden (IMO) nimmt Norwegen nicht
teil.

Mathematikstudium

In Norwegen gibt es vier Universititen (Oslo,
Bergen, Trondheim und Tromse). An allen
kann man Mathematik studieren und einen
mathematischen = Doktorgrad erwerben,
auflerdem an einigen technischen Hoch-
schulen (z. B. Trondheim). Ein Mathematik-
studium mit einem niedrigeren AbschluB ist
an den Padagogischen und Ingenieurhoch-
schulen moglich. An den Universitdten gibt
es keine Beschrinkung der Studienplatze.

Das Studium ist auf eine breite mathemati-
sche Allgemeinbildung und die Vertiefung
auf einem bestimmten Gebiet gerichtet. Wer
nach einem solchen Studium Oberstufen-
lehrer werden mochte, muB noch eine zusitz-
liche piddagogische Ausbildung absolvieren.
In den letzten Jahren des zweiten Weltkrieges
und den ersten Jahren danach gab es in Nor-
wegen ein groBes Babyhoch. Diese Welle er-
reichtc in den 60er Jahren die Universititen
und Hochschulen und fiihrte zusammen mit
der damals sprunghalt wachsenden Popula-
ritit von Mathematik, Naturwissenschaft
und Technik (dies war ja die Zeit der ersten
Sputniks) zu hohen Studentenzahlen und
folglich zu einer starken VergroBerung der
mathematischen  Hochschuleinrichtungen.
Wenig spiiter fiillte diese Welle alle an den
Hochschulen in Frage kommenden Arbeits-
plitze. Heute besteht ein Problem darin, die
ungleichmiBige Altersstruktur der Wissen-
schaftler abzubauen, junge Leute unterzu-
bringen. Jedenfalls ist die Zahl derjenigen
Wissenschalftler, die bis zum Doktorgrad in
Mathematik ausgebildet werden, viel groBer
als das Aufnahmevermdgen der Universitéts-
und Hochschulforschung. Viele von ihnen
suchen sich Arbeitspldtze in der Datenver-
arbeitungs- und Erddlindustrie, die allerdings
auch in zunehmendem MaBe Mathematiker
beschiftigen. Viele Mathematiker werden
Lehrer. Als solcher einen Arbeitsplatz zu fin-
den, ist (auBer in den GroBstidten) nicht
schwer. Wihrend die mathematische For-
schung in Norwegen sich in der ersten Hilfte

unseres Jahrhunderts stark auf die Zahlen-
theorie konzentrierte, ist sie gegenwirtig breit
gefdchert. Dabei wichst jedoch stindig die
Bedeutung und der Umfang der angewandten
Mathematik, vor allem in Zusammenhang
mit der automatischen Informationsverarbei-
tung und mit der Erddlerkundung und -for-
derung in der Nordsee.

Aufgaben aus den norwegischen
mathematischen
Schiilerwettbewerben

Ala Zu vier in einer Ebene liegenden
Punkten A4, B, C, D ist ein Quadrat so zu
konstruieren, daB jede Seite des Quadrats
einen der vier Punkte enthill.

Man untersuche, unter weichen Bedingungen
an A, B, C, D die Aufgabe ein- bzw. mehr-
deutig l6sbar ist und beschreibe die Kon-
struktion!

A2 A Ineinem rechteckigen Raum soll eine
Person von einem Anfangspunkt P aus auf
einem moglichst kurzen Weg der Reihe nach
alle vier Winde beriihren und dann nach P
zuriickkehren. Wie ist dieser kiirzeste Weg zu
konstruieren, und wie lang ist er?

S
- ~——

-~ S~
- .
< />

~
~ -~
~ ~
<P -
X -~
\ ~
N

A3 A Man zeige: Sind a, b und a+[/E
positive rationale Zahlen, so sind auch [/a
und |/b rational.

A4 a Man beweise fiir beliebige reelle Zah-
len xy, ..., x, die Ungleichung
x14+x1(x2—x1)+xz(x3—x3)+...
+Xn 1 (Xp—Xn—1)

L= 1)+ 2040 =1)

= 2n

A5 a DieFigur F, entsteht, indem man ein
Quadrat der Seitenlinge ! durch Schnitte
parallel zu den Kanten in 9 kongruente Teil-
quadrate zerlegt und das mittlere entlernt.
Aus F entsteht die Figur F,, indem man mit
jedem der 8 iibriggeblicbenen Quadrate so
verfahrt, wie vorher mit dem Einheitsquadrat.

N

Entfernt man immer wieder die mittleren
Quadrate der zuletzt erhaltenen Teilquadrate,
so erhidlt man eine Folge Fy, F3, F3, ... von
ebenen Punktmengen, so daB F,.SF, fur
jede natiirliche Zahl n gilt. Aus wie vielen
e 1 .
Quadraten der Seitenldnge T setzt sich F,
zusammen? Fiir n—cc bestimme man den
Grenzwert der Flicheninhalte der Figuren

F,.
G. Gjone/P. Schreiber

Wappen von Oslo

G. Gjone

Niels-Henrik-Abel-
Wettbewerb 1982

Fiir alle interessierten Leser der mathemati-
schen Schiiler- und Studentenzeitschrift Nor-
disk Matematisk Tidskrift normat werden
jahrlich sechs anspruchsvolle Mathematik-
aufgaben verdffentlicht. Die Auswertung
dibernimmt die Sektion Mathematik der Uni-
versitit Oslo. Die besten Losungen werden
prémiiert.

Aus AnlaB unseres Beitrags verdffentlichen
wir zwei Aufgaben aus dem Wettbewerb.

Al A Losen Sie die Gleichung

C+/3r+2-)3r=14.

A2 Zeigen Sie: z=n*+n? 4 list fiir keine
natiirliche Zahl n eine Quadratzahl.
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Der Eulersche Polyedersatz

In der Stereometrie verstecht man unter einem
Koérper eine beschrinkle dreidimensionale
Punktmenge des dreidimensionalen Raumes,
die allseitig von endlich vielen ebenen oder
gekriimmten Flichenstiicken begrenzt wird,
einschlieBlich dieser begrenzenden Flichen-
stiicke. Enthalt ein solcher Korper mit je zwei
Punkten auch deren Verbindungsstrecke, so
heilt der K8rper konvex. Im Mathematik-
unterricht lernt ihr solche konvexe Korper
kennen: Wiirfel, Quader, Prisma, Zylinder,
Pyramide, Pyramidenstump(, Kegel, Kegel-
stumpf und Kugel. In Bild 1 sind ebenlalls
Korper dargestellt: K, bis K4 sind konvex,
K und K, sind nicht konvex (warum?).
Korper, die nur durch ebene Flichenstiicke
begrenzt werden, nennt man Polyeder (auch
ebenflichige Korper, Ebenflachner oder Viel-
flichner). Die das Polyeder begrenzenden ebe-
nen Vielecke heilen Seitenflichen, die Strek-
ken, in denen je zwei Seitenflichen zusam-
menstoBen, Kanten; deren Endpunkte wer-
den Ecken des Korpers genannt. Ist ein Poly-
eder gleichzeitig ein konvexer Korper, nennt
man es ein konvexes Polyeder oder auch
Eulersches Polyeder. Wiirlel, Quader, Prisma,
Pyramide und Pyramidenstumpf sind Euler-
sche Polyeder (warum?); Zylinder, Kegel,
Kegelstumpf und Kugel sind zwar konvexe
Korper, aber keine Polyeder (es sind krumm-
Méchig begrenzte Korper). Alle in Bild | dar-
gestellten Korper sind Polyeder, aber nur
K bis K, sind Eulersche Polyeder, K5 und
K¢ dagegen nicht (warum?).

Spezielle Eulersche Polyeder sind solche mit
kongruenten regelméBigen n-Ecksflichen als
Seitenflichen, die man regelmifige Polyeder
oder auch Platonische Kbrper') nennt. Aus
dem Satz, daB in einer n-kantigen korper-
lichen Ecke die Summe der GroBen der
Kantenwinkel kleiner als 360° ist, folgt, daB
es nur 5 Arten regelmiBiger Korper geben
kann: Bei Begrenzung des Polyeders durch
gleichseitige Dreiecke konnen nimlich in
einer Korperecke, da ihre Kantenwinkel je
60° betragen, nur 3, 4 oder 5 Seitenflichen
zusammenstoBen; fir 6 Seitenflichen wire
die Summe der Kantenwinkel bereits 6-60°
=360°. Bei Begrenzung des Polyeders durch
Quadrate (Kantenwinkel je 90°) konnen in
einer Korperecke nur 3 Seitenllichen zu-
sammentreffen; dies gilt auch bei Begrenzung
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durch regelmiBige Fiinfecke (Kantenwinkel
Je 108°). Eine Begrenzung durch regelmiBige
Sechsecke (Kantenwinkel je 120°) ist nicht
moglich, da bereits 3-120° =360" ist. Es er-
geben sich die 5 Platonischen Korper: Terra-
eder (Vierflichner), Okiaeder (Achtflichner),
Tkosaeder  (Zwanzigllichner),
(Sechsfldchner oder Wiirfel) und Pentagon-
dodekaeder (Zwolfflaichner) (Bild 1).

Hexueder

Fiir konvexe Polyeder konnte Leonhard
Euler die folgende Aussage beweisen, die ver-
mutlich schon Archimedes (um 287 bis 212
v.u.Z.) und mit Sicherheit der [ranz&sische
Mathematiker René Descartes (1596 bis
1650) kannten:

Eulerscher Polyedersatz: Ist e die Anzahl der
Ecken, { die Anzahl der Flachen und k die
Anzahl der Kanten eines konvexen Polyeders,
sogilt: e+f—k=2.7%

Aufgabe !: Ermittelt die Eckenanzahl ¢, die
Flichenanzahl /' und die Kantenanzahl k
eines Wiirfels (Hexaeder), eines Quaders,
eines dreiseitigen Prismas, einer quadrati-
schen Pyramide, eines quadratischen Py-
ramidenstumplfes, sowie der in Bild 1 darge-
stellten Polyeder und berechnet jeweils s
=e+f—k! Fiir welche Korper gilt der Euler-
sche Polyedersatz?

Bild 1
Polyeder
(K,) Tetraeder
A
(K3) lkosaeder

(Ks) Treppenkorper

(K2) Oktaeder
(K4) Pentagondodekaeder
(Ks) 2 quadratische Pyramiden

mit gemeinsamer Spitze



Die Eulersche Funktion ¢(n)

Zunichst einige Begriffe: Sei N={1, 2, 3, ...}
die Menge der natiirlichen Zahlen. Fiir Zah-
len m, ne N bezeichne (m, n) den groBten ge-
meinsamen Teiler von m und n. Gilt (m, n)=1,
so heiBen m und n zueinander teilerfremd.
Man nennt eine Funktion f, deren Defini-
tionsbereich die Menge N der natiirlichen
Zahlen ist, eine zahlentheoretische Funktion.
Eine solche heiBe multiplikativ, falls fir Zah-
len m, ne N mit (m, n)=1 stets gilt:
Sm-n)=f(m)-f(n).

Bei der nach Leonhard Euler benannten
Funktion ¢(n), die inder Algebra und Zahlen-
theorie bedeutungsvoll ist, handelt es sich
um eine solche zahlentheoretische Funktion:
Die Eulersche Funktion ¢ ordnet jeder natiir-
lichen Zahl ne N eine natiirliche Zahl ¢ (n) zu,
wobei ¢ (n) die Anzahl aller zu n teilerfremden
natiirlichen Zahlen, die kleiner oder gleich n
sind, ist.?)

Beispiel 1: Wir berechnen ¢(8): Wegen
(1,8)=1,(2,8)=2,(3,8)=1,(4,8)=4,(5,8)=1,
6,8)=2,(7,8)=1 und (8, 8)=8 sind genau die
4 natiirlichen Zahlen (die kleiner oder gleich
8 sind) 1, 3, 5 und 7 zu n=38 teilerfremd, also
ist p(8)=4.
Man kann zeigen, daB ¢(n) eine multipli-
kative zahlentheoretische Funktion ist, d. h.
daf gilt:
d(m-n)=(m) ¢(n), (H
falls (m, n)=1.
Dies ermoglicht eine allgemeine Berech-
nungsformel fiir ¢(n), zu der man aul [ol-
gende Weise gelangt:

a) Ist n=p eine Primzahl, so sind offenbar
alle Zahlen 1, 2, ..., p— | zu n=p teilerfremd,
also ist

¢(p)=p-1. (2)
b) Ist n=p*, p Primzahl und ke N, so kann
man durch Abzihlen [inden:

o(h)=p"—p*""
1
=p 1 ==)=p* (p-1).
p( p> pip=1) (3

¢) Sei nun n eine beliebige natiirliche Zahl,
welche die (bis auf die Reihenfolge der Fak-
toren eindeutige) Primfaktorzerlegung »n
=p,*1p,*2...p.*m besitze. Mit Hilfe von (1)
erhilt man, da

(pi, pfiy=1 filr i +j gilt:
d(n)=0(p1*1ps*2...pn"m)

=¢(pr*1) ¢(ps*2)- ... - ().
Durch - Einsetzen der rechten Seite von (3)
folgt schlieBlich:

p)=p,"1 7' (pr—1)-p27 - (pa—1)- ..

) pmk"' -t (pm_ 1), )
oder auch:

1
¢(n)=pl*1<1—pil)pz“z(1—p—2>...
im{ 1L
Pm (1 p,..)

=(P1"‘szz---Pmk’")lﬁ (1 _l),
. i=1 Pu

so daB gilt:

1 1 1
¢(n)=n<l —E>(1—E)- (1 —p—m), (5)

wobei py, p2, ..., pm die verschiedenen Prim-
teiler von n sind.

Beispiel 2: Wir berechnen ¢(16200): Man er-
hilt die Primfaktorzerlegung 16200= 233452,
d.h. 2, 3 und 5 sind die verschiedenen Prim-
teiler von 16200. Nach (4) erhilt man:
¢(16200)=22(2—-1)33(3—-1)5'(5—1)
=4-54-20=4320.

Nimmt man die dquivalente Formel (5), so
ergibt sich:

1 1 1
¢(16200)= 16200 - (1 7)(1 —§><1 ‘g)

=4320.
Es gibt also 4320 natiirliche Zahlen k,
1£k<16200, die zu n=16200 teilerfrernd
sind, d. h. [iir die (k, 16200)=1 gilt.
AbschlieBend scien die folgenden Beispiele
fiir weitere zahlentheoretische Funktionen
genannt:
d(n): die Anzahl aller positiven Teiler von n,
a(n): die Summe aller positiven Teiler von n,
n(n): die Anzahl der Primzahlen kleiner oder
gleich n,
die Anzahl der ganzzahligen LOsungs-
paare (x, y) der Gleichung x% + y2=n.

rin):

Aufgabe 2:
Berechnet folgende Funktionswerte:
b (2156), $(1800), ¢(841), d(72), a(72),
7(100) und r(25)!
Zusatzaufgabe: Ermittelt alle dreistelligen
natiirlichen Zahlen n, fir deren Ziffern a, b
und ¢ (a bezeichne die erste, b die zweite und
¢ die dritte Ziller beziiglich des Dezimal-
systems) die Beziehung a+b —c=2 gilt!

R. Mildner

!} Benannt nach dem grischischen Philoso-
phen Platon (427 bis 347 v.u.Z.).

2) Man beachte, daB dieser Satz keine Aus-
sage liber GroBen, sondern iiber Anzahlen ist
sowie darliber, welche Stiicke in einer gewis-
sen Umgebung eines Randpunktes einander
benachbart sind.

Die Aussage e+f—k=2 bleibt wahr, wenn
man die Oberfliche des Polyeders unter Bei-
behaltung gewisser topologischer Eigenschaf-
ten deformiert; betrachtet unter diesem
Aspekt etwa Wiirfel, Quader und einen
quadratischen Pyramidenstumpf.

3) Hiermit ist auch ¢(1)=1 definjert. Fiir
n>1 kann man auch definieren: ¢(n) ist die
Anzahl aller zu n teilerfremden natiirlichen
Zahlen, die kleiner als n sind.

Diejenigen von euch, die bereits mit dem
Rechnen mit Kongruenzklassen modulo n
vertraut sind, wissen, daB3 ¢(n) auch gleich
der Anzahl der primen Restklassen mod n ist.

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

E. B. Dynkin
und Prof. Dr.

-W. A. Uspenski

Moskauer Staatliche Lomonossow-
Universitat
Sektion mathematische Schulzirkel

A227] A

a) Vom Mittelfeld dieses Wabenmusters aus
soll ein Kamel alle Felder betreten, ohne eines
zweimal zu beriihren.

b) Man numeriere alle Felder des sechsseiti-
gen Brettes in der Reihenfolge, in der sie in
Aufgabe a) vom Kamel betreten wurden.
Alle Felder, deren Nummern Vielfache von 3
sind, sind schwarz zu [arben; alle Felder,
deren Nummern durch 3 dividiert den Rest |
ergeben, sind zu schraffieren. Welche Art der
Féarbung ergibt das?

Wer mehr iiber Mehrfarbenprobleme, iiber
Zahlentheorie und Wahrscheinlichkeitsrech-
nung wissen mochte, der greife zu dem 1983
erschienenen Buch

E. B. Dynkin/W. A. U_spcnski

Mathematische

Unterhaltungen

272 Seiten, 161 Abbildungen, Preis 13,00 M
Bestell-Nr. 570734 1

VEB Deutscher Verlag

der Wissenschaften, Berlin

Hinweis zum alpha-Wettbewerb

Aus Platzgriinden verdffentlichen wir ab Heft
5/83 Preistriiger des alpha-Wettbewerbs, Teil-
nehmer mit vorbildlichen Leistungen und
Preistrager, welche vier Jahre und mehr am
alpha-Wettbewerb teilnahmen, d. Red.
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Genauigkeit gefragt!

Zur Multiplikation und Division
von Niherungswerten

Manfred ist der FuBballstatistiker der 7b.
Seit drei Jahren [iihrt er genau Buch iiber alle
Oberligaspiele.

So kann er von jedem Spieitag Auskunft
dariiber geben, welche Mannschaften gegen-
einander gespielt haben, wieviel Zuschauer
bei jedem Spiel anwesend waren, welcher
Spieler die meisten Tore der Saison geschos-
sen hat und vieles mehr.

Fiir den 25. Spieltag des Jahres 1982 ist seinen
Aufzeichnungen u.a. folgendes zu entneh-
men;

niinftig, den ermittelten Wert auf eine natiir-
liche Zahl, in unserem Falle 4, zu runden.
Um gewisse Tendenzen zum Ausdruck zu
bringen, wird in Ubersichten oft auf Zehntel,
d.h. in unserem Fall auf 3,9, gerundet.
Weitere Stellen anzugeben ist allerdings un-
sinnig.
Wie sieht es mit den Angaben iber die Zu-
schauer aus?
Wir gehen davon aus, daB die jeweiligen
Zahlenwerte durch Runden auf Vielfache von
Tausend entstanden, also Néaherungswerte
sind. Damit ergibt sich fiir die Gesamt-
zuschauerzahl 59000, so wie es ManfTred an-
gegeben hat. Dieser Nidherungswert hat zwei
zuverldssige Ziffern, nimlich 5 und 9. Das
heiBt, der wahre Wert liegt zwischen 58 500
und 59500 Zuschauern. Aus diesen beiden
Werten lassen sich die Wertschranken fiir die
durchschnittliche Zuschauerzahl je Spiel er-
mitteln, indem man 58 500 bzw. 59 500 durch 7
(die Anzahl der Spiele ist ein genauer Wert)
dividiert.
Mit einem Taschenrechner erhélt man:

58500 : 7 =8357,1428

59500 : 7 = 8 500.
Da es wenig sinnvoll ist, von Zehntel Zu-
schauern zu sprechen, liegt der wahre Wert
fir die durchschnittliche Zuschauerzahl zwi-
schen 8357 und 8500.

22. Mai 1982, 25. Spieltag

1. FC Lok Leipzig- 1. FC Magdeburg
HFC Chemie-BFC Dynamo

FC Karl-Marx-Stadi—Dynamo Dresden
FC Vorwirts Frankfurt— Wismut Aue
Rot-WeiB Erfurt-Sachsenring Zwickau
Buna-Schkopau-Carl Zeiss Jena

Hansa Rostock - Energie Cottbus

Endstand Zuschauer
3:2 13000
2:2 8000
1:1 11000
3:0 6000
5:2 8000
0:3 5000
2:1 8000

Hier nun noch einige Beispiele:
Multipliziere folgende Naherungswerte!
a)ya=132; 5=2923

Mit einem Taschenrechner erhilt man:
3,85836

a - b=3,86, denn das Ergebnis kann wegen
a=1,32 hochstens drei zuverldssige Ziffern
haben. '

b)a=292;  6=0,098

Mit einem Taschenrechner erhilt man:
0,28616

a-b=0,29, denn das Ergebnis kann wegen
b=0,098 (linke Nullen werden nicht ge-
rechnet) hochstens zwei zuverldssige Ziffern
haben.

Der Quotient der Néherungswerte a=17,2
und b = 3,9 soll mit sinnvoller Genauigkeit
angegeben werden.

Mit einem Taschenrechner erhélt man:
4,4102564

a:b=44, denn der Quotient kann wegen
b=3,9 hochstens zwei zuverlassige Ziflern
haben.

Aufgaben
Ala Gib ; durch einen Dezimalbruch mit
drei zuverldssigen Ziffern an!

A2a Gib 17—0 durch einen Dezimalbruch

mit zwei zuverldssigen Ziffern an!
A3 A Runde auf zwei zuverlissige Ziffern!
a) 18,6 b) 1,732 ¢) 1837
Ad4a Die Seitenldngen a, b eines Recht-
ecks werden auf Zentimeter genau gemessen.
Man findet die Wertea=3cmund b =9cm.
Berechne den Fliacheninhalt 4!
Wie weit muB der rechnerisch gefundene Wert
gerundet werden?

L. Fiade

Tore insgesamt : 27

Tore je Spiel: 3,8571428
Zuschauer insgesamt: 59000
Zuschauer je Spiel:  8428,5714

Da Manfred jeweils die Gesamtsummen und
die entsprechenden Durchschnittswerte fiir
Tore und Zuschauerzahlen mit einem Ta-
schenrechner ermittelt, ist er sehr stolz auf die
Genauigkeit seiner Resultate.

Ist dieser Stolz berechtigt?

Betrachten wir zunichst die Anzahl der ge-
schossenen Tore. Die Torangaben sind im
Gegensatz zu den Zuschauerzahlen genaue
Werte und nicht durch Runden oder Schitzen
entstanden. Somit ist die Angabe, daB am
25.Spieltag 27 Tore geschossen wurden, in
Ordnung.

Will man die durchschnittlich pro Spiel ge-
schossenen Tore ermitteln, muB man 27 durch
7 dividieren und erhdlt mit einem Taschen-
rechner den Wert 3,8571428.

Da es sich im konkreten Fall um die Anzahl
von Toren handell, ware es eigentlich ver-
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Will man auf die Berechnung von Wert-
schranken verzichten und ausgehend vondem
Wert 8428,5714 ein verniinftiges Ergebnis
angeben, muB man den durch Division er-
mittelten Wert: 8428,5714 aul einen Nihe-
rungswert mit zwei zuverlidssigen Ziffern run-
den. Man erhilt 8400.

Das mit diesem Wert beschriebene Intervall

“stimmt zwar nicht ganz mit dem durch Wert-

schranken ermittelten i{iberein, doch kommt
es diessm von den in Frage kommenden
(8000; 8430; 8429) am nachsten.

Damit wir nicht immer Wertschranken be-
rechnen miissen, wollen wir uns bei der
Division und auch bei der Multiplikation von
Naherungswerten nach folgender Faustregel
richten:

(2) Im Ergebnis einer Multiplikation oder
Division von Niherungswerten kénnen nicht
mehr Ziffern zuverlissig sein als in dem Ein-
gangswert mit der geringsten Anzahl zuver-
lassiger Ziffern, wobei die linken Nullen in
einem Dezimalbruch nicht mit gerechnet
werden.

15 Knackniisse

Aus: Knackniisse fiir
Freunde des Rechnens, Wismar 1880

Klasse 5

Al a Vier Schiiler Axel, Bernd, Christian
und Dieter haben zusammen 13,80M in
ihren Geldborsen. Christian hat 60 Pf, Dieter
80 Pf weniger in seiner Geldbdrse als jeder
der beiden Schiiler Axel und Bernd. Welchen
Geldbetrag hat jeder dieser vier Schiiler in
seiner Geldborse?

A2 A Vermehrt ein Schifer seine Herde um
23 Schafe, dann hat er doppelt so viele Tiere
zu betreuen, als wenn er 27 Schafe zum
Schlachten abliefert, Wie viele Schale umfaBt
diese Herde?

A3 A Der duBere Umfang eines 8§ cm brei-
ten rechteckigen Spiegelrahmens betrigt
280 cm. Welche Linge besitzt der innere
Umfang dieses Rahmens?



Ad4a Das Licht bewegt sich mit einer
Schnelligkeit von 300000000 m in einer Se-
kunde. Wie viele Kilometer ist demnach der
Polarstern von der Erde entfernt, wenn das
Licht desselben 30 Jahre (zu 365 Tagen) ge-
braucht, um zur Erde zu gelangen?

A5Aa Im westlichen Mecklenburg betrigt
die Hohe der durchschnittlichen jihrlichen

Regenmenge 52% cm. Wie viele Hektoliter
sind das auf einem Ar?

A6A Von einem Ballen Tuch, der 30 m
enthielt, wurden 4m Tuch mehr verkauft
als iibrig blieben. Wie viele Meter Tuch ver-
blieben zum weiteren Verkauf?

A7a Vatéer und Sohn sind zusammen 88
Jahre alt. Wie alt ist jeder von ihnen, wenn
den Unterschied ihres Alters 38 Jahre aus-
macht?

A8 a Das Alter zweier Kinder, von denen
das eine 4 Jahre ilter ist als das andere, be-
trigt zusammen 26 Jahre. Vor wie vielen Jah-
ren war das jiingste Kind halb so alt wie das
dlteste?

Klasse 6

A9A Zwei Orte A und B liegen 262,5km
voneinander entfernt. Von A geht jemand, der
tdglich 20 km zuriicklegt, nach B. Drei Tage
spater geht ein anderer, der tiglich 25km
zuriicklegt, von B nach A. Nach welcher Zeit
treffen sich beide Personen? Wie yicle Kilo-
meter hat dann jeder von ihnen zuriickgelegt?

A 10 A Eine Gemeinde hat 856 Einwohner,

1 . C g
und zwar lmmal so viele Frauen wie Ménner

1
und ljmal so viele Kinder wie Frauen. Wie

viele Ménner, Frauen bzw. Kinder gehoren
dieser Gemeinde an?

Alla Von zwei Uhren geht die erste ge-

nau; die zweite geht stiindlich I%Minuten

vor. Angenommen, beide Uhren zeigen die
Uhrzeit 12 Uhr an. Welche Zeit vergeht, bis
beide Uhren wieder dieselbe Uhrzeit anzei-
gen?

A12a Grundlinic und Héhe eines Drei-
ecks sind zusammen 96 m lang. Wie groB ist
der Fliacheninhalt dieses Dreiecks, wenn die
Hoéhe 16 m ldnger ist als die Grundseite ?

Al13a Ausdem Tore einer Stadt ging mor-
gens um 6 Uhr ein Reisender in gleichmaBi-
gem Schritte. Zwei Stunden spiter fuhr aus
demselben Tor ein Postwagen auf derselben
StraBe. Zu welcher Uhrzeit holte der Post-
wagen den Reisenden ein, wenn der Post-
wagen eine durchschnittliche Geschwindig-
keit von 2,7 m, der Reisende von 12m je
Sekunde hatte?

Al4a Zwei Personen A und B sollen zu-
sammen 120 Bogen abschreiben. A schreibt

in 3 Stunden 4l

3 Bogen ab, B dagegen in

2 Stunden 5 Bogen. Wie viele Bogen hat jede
der beiden Personen abzuschreiben, wenn bei-
de zur gleichen Zeit beginnen und zur gleichen
Zeit fertig werden sollen?

A15A Auseiner Bibliothek war der 30. Teil
aller Biicher verliehen, der 20. Teil befand sich
beim Buchbinder, so daB 125 Biicher des Ge-
samtbestandes fehlten. Wie viele Biicher um-
faBte diese Bibliothek?

Lisungen

ala 1380M+0,60M+080M=1520 M;
15,20 M :4=13,80 M; Axel hat 3,80 M, Bernd
3,80 M, Christian 3,20 M und Dieter 3,00 M
in seiner Geldborse.

A2A Angenommen die Herde umfaBt x
Schafe; dann gilt 2- (x —27)=x+23, 2x—54
=x+23, x="77. Die Herde umfaBt 77 Schafe.

A3a Von jeder der vier Seitenkingen ge-
hen 2-8cm ab. Insgesamt gehen somit
4-16cm=64cm vom #uBeren Umlang ab,
Der innere Umfang des Rahmens hat eine
Ldnge von 280 cm —64 cm =216 cm.

A4A 1h=60-60s=3600s; 1 Tag hat 24
-36005=86400s; 1Jahr hat 365-86400s
=31536000s.

In 30 Jahren legt das Licht des Polarsterns
somit

30 - 31536000 - 300000000 m

=946080000 - 300000 km

=283824 000000000 km

zuriick, bis es zur Erde gelangt. Dies ist zu-
gleich die Entfernung Erde-Polarstern.

A5A 1Ar ist eine Fliche von 100 m? oder
von 1000000 cm?. Die jihrliche Regenmenge
bildet einen Quader von 52,5cm HGohe und
1000000 cm? Grundfiche. Die Regenmenge
hat somit einen Rauminhalt von

52,5 - 1000000 cm? = 52 500000 cm?

=152500 Liter = 525 Hektoliter.

A6A O0m—-4m=26m;26m:2=13m;
Bm+4m=17m, 13m+17m=30m.

Es verblieben 13 m Tuch zum weiteren Ver-
kauf.

A7A B88-38=50; 50:2=25; 25+38=63.
Der Vater ist 63 Jahre, der Sohn 25 Jahre alt.
A8A 26-4=22;22:2=11;114+4=15.
Gegenwirtig sind diese Kinder 11 und 15
Jahre alt.

Wir stellen eine Tabelle aul.

Alter des Alter des
jingeren  dlteren
Kindes Kindes

Gegenwirtig 11 15

vor 1 Jahr 10 14

vor 2 Jahren 9 13

vor 3 Jahren 8 12

vor 4 Jahren 7 11

vor 5 Jahren 6 10

vor 6 Jahren 5 9

vor 7 Jahren 4 8
vor 8 Jahren 3

Vor 7 Jahren war das jiingste Kind halb so
alt wi-, das dlteste.

A9A Angenommen, x Tage nach dem Auf-
bruch der ersten Person in A treflen sich
beide; dann gilt 20-x+25-(x—3)=262,5,
20x +25x—75=262,5,45x=337,5, x=1,5.
Beide Personen treffen sich nach 7,5 Tagen,
gerechnet vom Zeitpunkt des Aufbruchs der
ersten Person.
7,5-20km=150,0 km,
4,5-25km=112,5km.
Bis zum Zusammentreffen hat die erste
Person 150 km, die andere 112,5 km zuriick-
gelegt.

410a Angenommen, der Gemeinde geho-

ren x Madnner, also %-x Frauen und

4 11 44 . .

310 *=30 * Kinder an; dann gilt
11 4

X+E x+36'x=856,

30 33 44 107

o x+ﬁ x+% x—856,w'x=856,

x = 240.

Dieser Gemeinde gehoren 240 Manner,

:—é - 240=264 Frauen und ; -264=1352 Kinder
an.

alla 12h=12-60 min=720 min;

720: l% =480. Vorwiirts gerechnet kommt die
zweite Uhr der ersten in jeder Stunde um

1% min ndher. Nach 480 Stunden, also
nach 20 Tagen, zeigen beide Uhren wieder

zum selben Zeitpunkt die Uhrzeit 12 Uhr an.

Al2ZA 96m—16m=80m;80m:2=40m;

g-hA=1L-40-

4’0m+16m=56m.A=l- 5

2
56 m?, A=1120 m?,

Al3a Aus x-27=(x+2)-1,2 folgt
24 3

=1,2x+2,4, 1,5x=24, also x=E= 13' Der
3

Postwagen fuhr um 8 Uhr ab. Nach lgh,

also nach 1h 36 min, das heiBt um 93¢ Uhr
holte der Postwagen den Reisenden ein.

2,7x

A14a In 30 Stunden schafit A 30-%

=45 Bogen, B hingegen 30~§=75 Bogen.

A15a8 Angenommen, die Bibliothek um-
faBte x Biicher; dann gilt
5x

x x 2x  3x
§6+ﬁ_ 125, %+@— 125, @=125,
x=1255'6°,x=1500.

Diese Bibliothek umfaBte 1500 Biicher.
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Mathematik
und Schiffbau

Teil 2

4. Die Berechnung
von Balkentragewerken

Obwohl das Schiff im eigentlichen Sinn kein
aus einzelnen Trigern zusammengesetztes
Balkentragwerk ist, konnen viele der im
Schiff vorhandenen Teilkonstruktionen als
solche Balkentragwerke aulgefaBt und so
einer Berechnung zuginglich gemacht wer-
den. Als ein Beispiel seien die Querrahmen
eines Schiffes genannt (Bild 9). Jeder einzelne
dieser Rahmen wird [iir sich berechnet. Die
gegenseitige Beeinflussung der nebeneinander
angeordneten Rahmen, die wegen der von
auBen aufgeschweiBten Beplattung vorhan-

den ist, wird bei diesem Modell vernach-"

lassigt.

Bild 9

Langsschnitf
in Schiffsmiffe

Die einzelnen Tréager des Rahmens werden
durch die darauf befindliche Nutzlast und den
von auBen einwirkenden Wasserdruck bela-
stet und verformt. Zur Bestimmung der Be-
anspruchung der Triger ist die Kenntnis der
Momente an den Lagerstellen des Rahmens
notwendig. Die Lagerstellen befinden sich
dort, wo die einzelnen Tréager des Rahmens
zusammenlaufen. Wir wollen zeigen, wie man
die Berechnung dieser Momente bewerkstelli-
gen kann.

Wir fiithren unsere Untersuchungen an einem
anderen wichtigen Balkentragwerk im Schifl,
der Lukenkonstruktion, durch. Die Luke ist
eine Offnung im Schiffsdeck, durch die die
Ladung in das Schiffsinnere hineingebracht
werden kann. Ein Beispiel dafiir ist im Bild 10
zu sehen. Die schralfiert gezeichnete Decks-
beplattung und die daraufl befindliche Be-
lastung wird von zwei Lingstrigern (be-
stehend aus je zwei sogenannten Unterziigen
und je cinem Léngssiill) und zwei Quertrégern
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getragen. In den Kreuzungspunkten B, C und
B, C’ sollen sich Stiitzen befinden, die ein Ab-
senken dieser Punkte verhindern (i.a. sind
solche Stiitzen nicht vorhanden, dann ge-
staltet sich jedoch der BerechnungsprozeB
etwas schwieriger).

Bild 10
3
S Schok
o
thterzy Langssl Unfer 2
A 8 < 10
13
8 —_——C
e Schot Schott
N Schott
-’
X1 13,00 m 7.20m

Wenn man sich die Decksbelastung auf den
Lingstrdger verteilt denkt, erhdlt man als
ein besonders einfaches Balkentragwerk den
in A, B, C und D gestiitzten Durchlauftriger,
der an den starren Querschotten bei A und D
fest eingespannt und in den Punkten B und C
starr gelagert ist. Die Belastung und die
Tragheitsmomente der Unterziige und des
Léngssiills sind Bild 11 zu entnehmen.

Bild 11

A .03
11

L J3=
C 33:'7

AN\
o

Um die richtigen Abmessungen des Lings-
verbandes nachweisen zu konnen, sind fir
den Konstrukteur die Biegemomente an den
Stiitzstellen von Interesse. Zur Berechnung
dieser Momente kann man ein Itrationsver-
fahren verwenden. Man spannt den Tréger an
den Stiitzstellen B und C zunichst fest ein
(was in Wirklichkeit nicht der Fall ist) und
erhilt auf diese Weise aus dem von A4 bis D
durchlaufenden Triger drei (mit I, II und HI
bezeichnete) Einzeltrager (Bild 12), die beider-
seits fest eingespannt sind. Die Momente an
den Stabenden in diesem Zustand berechnen
sich dann sehr einfach aus den Formeln (20)
zu

12,83-422

M - = 18,86 Nm = — Mf
17,63 - 132

ME) =—5 —=24829Nm= —ME)
12,83 7,82

M) ="""13"—= 6505 Nm=—M§}

Hierbei wurde, um die Drehrichtung der
Momente deutlich zu machen, das Einspann-
moment positiv gewertet, wenn es links herum

Bild 12

P
gty , (YOG . o,
WM N A

dreht, und negativ, wenn es rechts herum
dreht. Im Bild 12 wurden die Biegelinien der
Triéger in diesem Zustand mit eingezeichnet.

Diese Ausgangssituation wird jetzt schritt-
weise (iterativ) in den wahren Zustand (Bild
11) iiberfiihrt. Zunichst wird die Einspan-
nung bei B geldst, wobei die Momenten-
summe M§)+Mf) gemilB den Steifigkeiten
der beiden Triger I und II verteilt wird. Fiir
einen eingespannten Triger sind die Steifig-
keiten entsprechend (23) maBgebend:
_4EJ,_4EJo _4EJ, 4EJ,
1T 3-42%T T, T B0

Cp

Cn‘
so daB 100 ————

% =50,8%; der Momen-
Cp, +an

tensumme mit umgekehrter Drehrichtung

vom Triger 1 und 100 ——2 o/ —492%
cp, +Cp,

vom Triger II aufgenommen werden. Man

erhilt

Mi)= —116,55, Mi)=—112,88.

An den pgegeniiberliegenden Lagern ergibt

sich jeweils die Hilfte dieser Momente als

Reaktionsmoment, also

MY} = —58,28, ME) = —56,44.

Nun wird bei C die Momentensumme

ME)+ MO +ME)

= —248,29 + 65,05 — 56,44 = — 239,68

gebildet und pgemiB den Steiligkeiten der

Stdbe IT und III verteilt. Hier ist

_4EJ, 4EJ,  _4EJ; 4EJ,
=, T30 T, T3
Cc2

und damit gehen 100

% =64,3% der

CCZ Cc:1
Momentensumme mit umgekehrtem Dreh-

Yo

sinn in den Trédger II und IOOL
Ccl + Cc3
=135,7% in den Triger 1II. Wir erhalten
M&zz’= + 154,11, M!:za’= + 85,57,

und an den gegeniiberliegenden Lagern je-
weils die Hailfte:

M) = +177,06, MB) = +42,79.

In dieser Weise wird das Verfahren mit den-
selben Verteilungskoeflizienten an den La-
gern [ortgesetzt. Die Momentenanteile wer-
den immer kleiner, das Tragersystem nihert
sich immer mehr dem bei B und C nicht ein-
gespannten Zustand, das Verfahren konver-
giert. Der vollstindige Ausgleich ist in Ta-
belle 1 angegeben. Wenn wir nur mit zwei
Stellen nach dem Komma rechnen, bricht das
Verfahren nach 10 Iterationsstufen ab. Die
Summe aller Momentenanteile in den einzel-
nen Spalten ergeben die Momente im Durch-
lauftriger (Bild 11) an den Stiitzstellen 4, B,
C und D (siehe Tabelle 1).

So wie hier bei der Lukenkonstruktion lassen
sich auch die Momente in den Querrahmen
(Bild 9) bestimmen. Die Belastung besteht
hier aus der Deckslast und dem seitlichen
Wasserdruck. SchlieBlich lassen sich auch
Trigerroste groBeren AusmaBes auf diese
Weise berechnen.



Tabelle 1
« 0,508 0,492 —» | < 0,643 0,357 -
A B Cc D

+ 18,86 — 18,86 +248,29 | —248,29 + 6505 | —65,05
— 58,28 —116,55 +22943 —112,88 | — 56,44 —183,24

0 + 77,06 | +154,11 —239,68 + 85,57 | +42,79 -
—19,57 - 3915 + 7706 — 3791 | — 18,96 0

0 + 609 | + 12,19 — 189 + 6,77 | + 3,38
- 1,55 - 309 + 609 -— 30| - L5 0

0 + 048 |+ 096 — 150 + 054 |+ 027
- 0,12 - 024 + 048 -— 024 | — 0,12 0

0 + 004+ 008 — 012 + 004 |+ 002
— 001 - 002 + 004 - 002(- 001 0

0 0 + 001 - 001 0
—60,67 —-17791 +17791 | —157,97 +157,97 | —18,59

Mathematisch lduft das im Fall der Luken-
konstruktion beschriebene Iterationsverfah-
ren auf die iterative LOsung eines linearen
Gleichungssystems hinaus, wobei die Unbe-
kannten die Momente M4, My, Mc, Mp an
den Lagerstellen sind. Bei der Berechnung
groBerer Strukturteile des Schiffes (Rahmen
mit vielen Trigern, Tragerroste) sind manch-
mal 100 und mehr lineare Gleichungen mit
ebensovielen Unbekannten zu 16sen. Dann ist
der Einsatz von Rechenautomaten und die
Heranziechung anderer geeigneter Ldsungs-
algorithmen unumgéinglich.

5. Die Lingenfestigkeit und einige
weitere Aufgaben der Schiffsfestigkeit

Nicht nur die Beanspruchung einzelner Bau-
teile und groBerer Teilkonstruktionen des
Schifles ist fiir den Schiffbauingenieur von
Interesse, sondern auch die Festigkeit des
Schiffes als Gesamtverband (Léngsfestigkeit
des Schiffes). Dabei kann das Schifl im ein-
fachsten Modell ais ein Balken mit stiick-
weise konstantem Querschnitt und stiick-
weise konstanter Belastung aufgefaBt werden,
der an seinen Enden frei ist, d. h. das Biege-
moment und die Querkralt sind dort Null.
Die Belastung p(x) in Abhéngigkeit von der
Ortskoordinate x eines solchen Balkens setzt
sich aus folgenden Anteilen zusammen:
~ Gewicht des Schifles mit Ausriistung
— Gewicht der Antriebsanlagen (Maschine,
Wellenleitung, Schiffsschrauben)
— Gewicht der Ladung
— Gewicht der Vorrite (Brennstoff, Wasser
usw.)
- Gewicht des [esten und fliissigen Ballasts
— Auftrieb des Schilfskdrpers im Wasser
(wirkt den anderen Gewichten entgegen).
Bei der Berechnung der Tridgheitsmomente
J(x) (bzw. der Steifigkeiten EJ(x)) in den
einzelnen Querschnitten des Schilfes werden
alle Lingsverbande beriicksichtigt. Typische
Beispiele [iir die Massenverteilung m(x) pro
Liangeneinheit, die [iir die Gewichtsverteilung

ohne Auftrieb maBgebend ist, und die Steifig-
keitsverteilung EJ (x) eines Schilfes findet man
in Bild 13.

Bild 13 -

EIm| mm

Schiffstonge
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Ist die Belastung p(x) bekannt, dann kann
man durch zweimalige numerische Integra-
tion der zwischen der Belastung p(x) und
dem Biegemoment M (x) giiltigen Beziehung

M"(x)=p(x) (24)
unter Beriicksichtigung der Randbedingun-
gen (Biegemoment und Querkraft an den
Schiffsenden Null) zundchst das Biegemo-
ment bestimmen. AnschlieBend 148t sich
dann aus der Diflerentiaigleichung der Biege-
linie (11), die hier in der Form

;i M (x)

y (x)=m
geschrieben werden kann, ebenfalls durch
zweimalige numerische Integration der Glei-
chung (25) die Durchbiegung y(x) des Schilfs-
korpers errechnen.

Um den ungiinstigsten Fall hinsichtlich der
Beanspruchung des Schiffskorpers herauszu-
finden, miissen i.a. verschiedene Situationen
untersucht werden:

Schiff im Glattwasser, Schilf auf einem Wel-

(23)

lenberg, Schiff im Wellental, Schiff bei unter-

schiedlichen Beladungszustinden (volle Bela-
dung, Ballastfahrt usw.).

Bei diesen Berechnungen werden ellektive
Verfahren der numerischen Integration be-
notigt, die sich aul Rechenautomaten reali-
sieren lassen.

Es gibt genauere Modelle fiir die Beschrei-
bung der Lingsfestigkeit des Schifles, z. B. die
Beriicksichtigung der Decksaufbauten, wobei
sowohl der Schiflsboden als auch jedes ein-
zelne Stockwerk als Balken aulgefaBt wird.
Dieses Modell wird durch ein gekoppeites
Differentialgleichungssystem beschrieben. In
einem anderen Modell wird das Schill durch
ein ebenes oder riumliches Balkentragwerk
dargestellt. Die erforderlichen Rechnungen
hierbei sind allerdings sehr aufwendig.
Natiirlich gibt es noch eine Vielzahl anderer
spezieller Bauteile im Schiff, deren Festigkeit
unter bestimmten Belastungen untersucht
werden muB. Besonders wichtig ist die Be-
rechnung von Platten, die im Schill iiberall
vorkommen. Hierzu sind gewisse partielle
Differentialgleichungen unter bestimmten
Randbedingungen numerisch zu 16sen. Dazu
eignen sich sogenannte Diflerenzenverfahrcn
oder auch die Methode der (initen Elemente,
auf die wir hier selbstverstindlich nicht ein-
gehen konnen. Aber auch Stabilititsproble-
me, z. B. das Ausknicken von Stiaben oder das
Ausbeulen von Platten unter gewissen kriti-
schen Lasten, gilt es analytisch und nume-
risch zu untersuchen.

Mit der Schiffsfestigkeit im Zusammenhang
steht das Gebiet der durch die Maschine
bzw. den Propeller erzwungenen Schills-
schwingungen und bestimmter Resonanz-
schwingungen einzelner Teile des Schiffes
(z. B. der Decksbeplattung). Die Losung dieser
Probleme erfordert ebenfalls eine Vielzahl
analytischer und numerischer Methoden und
Verfahren und damit ein reiches Anwen-
dungsfeld der Mathematik.

Der Schiffbauingenieur kann die im Schiff-
bau anstehenden mathematischen Aufgaben
und deren numerisch-rechentechnische L&-
sung weitgehend selbstindig bearbeiten. Da-
zu erhdlt er eine gut fundierte mathemati-
sche Ausbildung wihrend seines Studiums.
In vielen Fillen kann man aber auf eine
interdisziplinire Zusammenarbeit zwischen
Ingenieur, Mathematiker und Informatiker
nicht verzichten. H.-W. Stolle

Alle Suhler Teilnehmer erhielten diese Karte.
Entwurf: D. Kiehle, Mathematiklehrer, F.-
Kohler-OS Suhl.
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Kopfchen, Kopfchen —
Spiele
und Knobeleien

In Spielzeugliden in der Sowjetunion kann
man mit etwas Gliick sehr preiswert kleine
Spiele erstehen, die helfen sollen, das geo-
metrische Vorstellungsvermégen und das lo-
gische Denken zu entwickeln. Einige derartige
Spiele wollen wir uns hier gemeinsam an-
schen. Thr konnt sie leicht nachbauen und
werdet bestimmt viel Freude daran haben.
Beim Spiel I'ekcaTpuon (Hexatrion) sind aus
12 Elementen verschiedene geometrische Fi-
guren zusammenzulegen. Jedes Element be-
steht aus 6 gleichseitigen Dreiecken (hieraus
leitet sich der Name des Spiels ab). Ihr findet
die 12 Elemente in Bild 1, iibertragt sie auf
Zeichenkarton, Sperrholz oder Plastmaterial
(Schreibtischauflage), und schneidet oder sigt
jedes Element je einmal aus. Nun kdnnt ihr
versuchen, Figuren zusammenzubauen.
Es gibt dafiir sehr viele verschiedene Méog-
lichkeiten. Einige sind in Bild 2 dargestellt.
Allerdings muB man sich intensiv damit be-
schaftigen. Die Losungen sind nicht ganz
einfach zu erhalten.
Auch mir sind viele noch nicht bekannt.
Ebenso wie Hexatrion ist auch das Spiel
ITentamuno (Pentamino) fiir Schiiler der
Mittel- und Oberstufe sowjetischer Schulen
gedacht. Auch bei Pentamino sind aus 12 Ele-
menten geometrische Figuren zusammen-
zufigen, die einzelnen Elemente bestehen
hier aus jeweils 5 ‘Quadraten in unterschied-
lichen Anordnungen (Bild 3).
Ich habe 9 Figuren (Bild 4) ausgewihlt, die
ihr mit Pentamino konstruieren konnt. Eine
Unmenge weiterer Figuren konnt ihr euch
selbst ausdenken.
Viel Freude beim Entwerfen schoner Figuren
und Muster!

' W. Schmidl

84 - alpha, Berlin 17 (1983) 4

Hexatrion
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Ein Blick
in das ,,geistige Labor*
von Leibniz

Der Mathematikhistoriker, der mit hand-
schriftlichen Quellen arbeitet, mull wenig-
stens drei Hindernisse iiberwinden, bis sich
ihm der Zugang zum Inhalt des Textes er-
schlieBt. Er muB erstens die Schrift lesen kon-
nen. Schon dies Entziffern ist oft ein mihe-
volles und zeitraubendes Unterfangen. Das
zweite Hindernis ist die sprachliche Barriere.
Sie kann darin liegen, daB sich der Autor
einer Fremdsprache bedient hat und (oder)
sich in einer uns heute fremden Rechtschrei-
bung und Zeichensetzung, unter Benutzung
ungewohnter, altertiimlicher Wendungen
ausdriickt. Und schlieBlich liegt eine weitere
Hiirde auf dem Weg zum Verstandnis in der
Verwendung iiberholter ~mathematischer
Symbole und Begriffe, Zeichen und Fach-
worter. Hat der Historiker all diese Hinder-
nisse iliberwunden, braucht er noch keines-
wegs am Ziel zu sein, denn oft genug fehlen
bei fliichtigen Notizen Hinweise auf den Zu-
sammenhang.

Ein solches Beispiel wollen wir hier als Auf-
gabe fiir Knobler vorfiihren. Die Hindernisse
haben wir beseitigt. Wir bringen eine Tran-
skription der in Rede stehenden Tabelle, in-
dem wir die Zahlen zuvor geordnet und ver-

1 6 5 1 1

2 36 25 11 10 1
3 216 125 91 75 15
4 1296 625 671 500 150
5 7776 3125 4651 3125 1250
6 46656 15625 31031 18750 9375

vollstindigt haben, und zwar unter Weglas-
sung allen iberfliissigen Beiwerks. Zur Er-
leichterung der Losung geben wir zudem aus
dem teils lateinischen, teils franzosischen Be-
gleittext die Stichworte ,,Wiirfel* und ,,K om-
binationen (siehe Bild).

Es handelt sich um eine Tabelle des groBen
Philosophen und Mathematikers Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 bis 1716) aus dem
Jahre 1676.

Leibniz hatte eine Vorliebe fiir Tafeln. Er be-
nutzte sie, um induktiv Gesetze und Regeln
zu finden, die dann ihrerseits zur Anlegung
weiterer Tabellen zwecks Einsparung kiinfti-
ger Rechenarbeit gebraucht wurden. Hierbei
werden wir an den ,,Fiirsten der Mathemati-
ker Carl Friedrich GauB (1777 bis 1855)
erinnert, der allerdings die gewissermaBen auf
experimentellem Wege gefundenen Gesetze
nachtriglich streng bewiesen hat.
Wenn wir annehmen, daB einige Leser daran-
gehen werden, den Sinn der Tabelle zu deuten,
so tun wir das, weil Mathematiker von jeher
einen Hang zum Entschliisseln (oder auch
zum Verschliisseln) gehabt haben. Leonhard
Euler (1707 bis 1783) und der englische Ma-
thematiker Charles Babbage (1792 bis 1871)
waren beispielsweise, um nur zwei Namen zu
nennen, Meister des Dechiffrierens. Gaul3
andererseits liebte es, ihm besonders wert-
volle Resultate zu verschliisseln.

K.-R. Biermann

20 1
250 25 1
2500 375 30 1
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A2 4 Cryptarithms

A popular puzzle is to take someone’s name
or a well-known saying and make it into an
addition or subtraction sum. It is often
necessary to add an extra condition in order
to make the answer unique.

1]
[
O

Example. HOW (Note the ‘0
IS is a letter.)
+HIS
SIS

Each letter stands for a different digit and
SOW is a perfect square. A standard con-
vention is that the left-hand end letter of
each word does not stand for zero.

A3 a Une baignoire est remplie par son
robinet en 10 minutes et vidée par sa bonde

1 ;
en 7 d’heure. On ouvre le robinet et on

oublie de fermer la bonde; au bout de
combien de temps la baignoire sera-t-elle
pleine?
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In freien Stunden - alpha-heiter

1

Wie alt sind sie?
Ralf, Roland und Riidiger sind Briider. Zusammen

sind sie 34% Jahre alt. Ralf ist der Jiingste, Roland ist

21 Jahre élter als er und Riidiger 2l Jahre ilter als

2 2
Roland. Nun findet heraus, wie alt jeder der Briider
ist! aus: NBI, Berlin
Drachenlabyrinth

Wie findet der kampflustige und mutige Herakles den
richtigen Weg vom K opf bis zum Schwanz der Sirene?

aus: Fiiles, Budapest

8,9, 10,12, 13, 14, 16, 17

3.5.6.8 991115
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Sinnvolle Begriffe gesucht

Vor die folgenden Bruchstiicke von Wortern ist jeweils
das Zahlwort fiir eine natiirliche Zahl so einzusetzen,
daB sinnvolle Begriffe entstehen. Sei a die Summe der
unter A eingefiigten, b die Summe der unter B ein-
gefiigten Zahlen, so ergibt a—b das Todesjahr von
Carl Friedrich GauB.

A....... schonchen, . . .tagsfliege, . ...erbahn,
...topfesser, ....... fiiBler

B...... schaft, ..... meter, ..... auge, ....meilen-
stiefel, . ...waldstitter See, ... .. zack, ..... ge-
stirn, ....baum, ... .kdsehoch, ... .schlifer,
""" groschenoper. OStR K. Lehmann, VLAV, Berlin

Kryptarithmetik

Jeder Buchstabe entspricht einer Ziffer von 0 bis 9,
gleiche Buchstaben bedeuten gleiche, verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziffern.

GAUSS EULER
+ EULER + HERON
68003 71677

OL Ing. K. Koch, Schmalkaiden

Fiirbung einer Landkarte

Die Skizze zeigt acht Linder;esseien 1,2, 3,4, 5, 6,7, 8
die Namen dieser Linder. Wie konnen wir diese Land-
karte mit den vier Farben Rot, Blau, Gelb und Griin
farbig gestalten, so daB fiir jedes Paar benachbarter
Linder die Farbungen verschieden sind?

aus: Urania, Berlin




Fiinf KongreBteilnehmer im Gespriich

Finf Teilnehmer eines K ongresses bemerken, daB man
durch Umstellen der Buchstaben ihres Vor- und Zu-
namens mathematische Begriffe erhalten kann, von
denen vier zu ein und. demselben Stoffkomplex ge-
hoérén. Nur einer der Teilnehmer tanzt in dieser Hin-
sicht also etwas aus der Reihe. Um wen handelt es
sich?

EVI SINNOR

RITA ONAYVI

INA BOMITKON

REMO TAPUTIN
FRANK SEUMIG

Student Mario Richter, Berlin

Unterwegs ins Bad

Einige der Fahrgiste im Bus sind zum Bad unterwegs.
Welche sind diese? Man kann sie im Bad wieder-
erkennen.

aus: Files, Budapest

Eins von fiinf!

Die numerierten Bilder folgen einer gewissen Gesetz-
miBigkeit. Ein Bild paBt jedoch nicht hinein. Welches?

aus: Rohdc, Prag

EQI-’E: cle

5 8| 1a\l/2

vaz‘ ezta &
3

4 5

A4

Ein Schiff und ¢in Anker

Zu jedem Schiff gehort ein Anker, der an einer schwe-
ren Kette befestigt ist.

Jede Kette besteht aus 6 Gliedern (sie sind die von
Punkt zu Punkt fithrenden Geradestiicke). Als Bei-
spiel wird eine Kettenverbindung im oberen linken
Eck gezeigt. Man trage die anderen Ketten so ein, daB
die Ketten nur senkrecht oder waagerecht liegen diir-
fen (nicht diagonal), und sie diirfen sich weder kreuzen

ooooo@oo
éooooooo

noch beriihren. Die eingerahmte , Insel* bleibt un-
angetastet.
Zu welchem Schiff gehort welcher Anker?

aus: math pie, London

@OOO@OO@&—O@
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Vexierbild

Sokrates trinkt auf das Wohl von Xantippe.
Wo ist sie zu finden?

aus einem griechischen Magazin (1899)
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Ludwig Boltzmann

Seit der Herausbildung einer wissenschaft-
lichen Physik durch Galilei, Newton u. a. bis
zum Ende des 18. Jh. hatte sich das Interesse
der Wissenschaftler auf mechanische Prozesse
konzentriert, deren wesentliches Merkmal
vom Standpunkt der Energieumwandlung
das im Idealfall verlustlose Wechselspiel zwi-
schen kinetischer und potentieller Energie ist,
beispielhaft illustriert durch den Pendelvor-
gang. Der Fortschritt der Physik wire sogar
undenkbar gewesen ohne die anfingliche be-
wulBte Vernachldassigung von Energieverlu-
sten durch Reibung usw. und die dadurch
erreichte theoretische Umkehrbarkeit der
mechanischen Vorginge. Die Erfindung der
Dampfmaschine und ihre industrielle Nut-
zung lenkten die Aufmerksamkeit der Natur-
wissenschaftler zu Beginn des 19.Jh. auf die
Nichtumkehrbarkeit aller Prozesse, bei denen
in wesentlichem Umfang mechanische Ener-
gie in Warme oder umgekehrt verwandelt
wird, und es bildete sich ein, explizit zuerst
von Rudolf Clausius (1822 bis 1882) formu-
lierter, anfangs noch verschwommener Be-
griff von einer als Entropie bezeichneten
physikalischen Gr#Be heraus, deren Betrag
bei Energieumwandlungen héchstens zuneh-
men kann und tatsichlich in dem MabBe zu-
nimmt, wie ,,wertvolle** Energie in weniger
wertvolle Energie, ndmlich Wirmemenge
von geringer Temperatur, verwandelt wird.
Clausius schloB aus seinen Uberlegungen vor-
eilig auf einen ,,Wirmetod*, d. h. einen End-
zustand volliger Entwertung aller Energie,
dem das Weltall unaufhaltsam zustrebe.

Am Ende der klassischen Periode dieser
neuen Ideen steht der osterreichische Physi-
ker Ludwig Boltzmann (geb. 20.4.1844 in

88 - alpha, Berlin 17 (1983) 4

Wien, gest. 5.9. 1906 in Duino, einem kleinen
Ort bei Gorizia an der heutigen italienisch-
jugoslawischen Grenze), der nach Zwischen-
stationen in Graz, Miinchen und Leipzig bis
zu seinem Tode in seiner Heimatstadt Wien
wirkte und als eigentlicher Begriinder der
statischen Physik gilt. Boltzmann prizisierte
die Entropie als Logarithmus einer geeignet
definierten Wahrscheinlichkeit des betrachte-
ten physikalischen Zustands und erklirte die
Tendenz der Prozesse zur Entropiezunahme
somit als Streben nach dem wahrscheinlich-
sten ,,Gleichgewichtszustand** des jeweiligen
Systems. Fruchtbar erwies sich dieser Stand-
punkt vor allem in der Thermodynamik, in-
dem er es gestattete, makroskopisch beobach-
tete Grofen wie Druck, Temperatur und
Volumen.einer Gasmenge mittels mathemati-
scher Methoden aus dem Bereich der Wahr-
scheinlichkeitstheorie und Statistik auf die
zufillig verteilten, im Detail nicht beobacht-
baren mechanischen Bewegungen der einzel-
nen Gasmolekiile zuriickzufithren. Diese
Richtung der Physik hat seit Boltzmanns
grundlegenden Gedanken einen ungeheuren
Aufschwung genommen, wobei freilich Boltz-
manns Theorie aus heutiger Sicht nur eine im
Normalfall geltende Ndherung der tatsich-
lichen Beziehungen ist.
AnlidBlich des 75.Todestages von Ludwig
Boltzmann erschien in Osterreich die abge-
bildete Gedenkmarke. Unter den ,,10 mathe-
matischen Formeln, die das Gesicht der Erde
verdnderten* (Nikaragua 1971) ist ebenfalls
eine Marke dem Boltzmannschen Gesetz
(besser: Prinzip) S=k-InW (S Entropie,
k Boltzmannsche Konstante, W thermodyna-
mische Wahrscheinlichkeit) gewidmet, das
in dieser Form auf seinem Grabstein ein-
gemeiBelt ist, jedoch so explizit mit dem
numerisch bestimmten Proportionalititsfak-
tor k erst von Max Planck (1858 bis 1947)
im Jahre 1906 formuliert wurde.
Uber Leben und Werk von L.Boltzmann
gibt es ein Buch von E. Broda (Berlin 1957).
P.Schreiber

1.d3e5
Bild 1

2. Dd2 Dh4

Schach und Mathematik

Die Ahnlichkeit zwischen mathematischer
Denkweise und den beim Schachspiel not-
wendigen Uberlegungen ist wahrscheinlich
fiir jeden offensichtlich. Beide erfordern her-
vorragende logische Fahigkeiten und hohes
Kombinationsvermogen.

So wird zum Beispiel die Anzahl der beim
Schachspiel auftretenden Méglichkeiten da-
durch charakterisiert, daB jeder der Spieler
zu Beginn der Partie unter 20 Ziigen wihlen
kann, die Anzahl der méglichen Stellungen
nach dem ersten Zug beider Spieler also 400
betrdgt. Wie man sich iiberzeugen kann, sind
nach dem zweiten Zug von Weill 5206 Stel-
lungen méglich. Hierbei haben wir beim Zu-
sammenzihlen der Fille nicht beriicksichtigt,
daB eine Stellung auf mehr als eine Weise
entstehen kann. So sehen wir zum Beispiel
die Fille 1. e4 €5 2. Sc3 und 1. Sc3 e5 2. e4
als identisch an. Wenn wir diese als verschie-
den betrachten, bekommen wir etwa das
Doppelte von 5206.

Folgende Aufgabe, die von Fritz Hoffmann
(Internationaler Schiedsrichter fiir Schach-
kompositionen) stammt, gilt es zu ldsen!
Wieviel verschiedene Stellungen sind nach
zwei Zigen aus der Partieanfangsstellung
moglich, wenn dabei beide Spieler die Dame
gezogen haben? Siehe dazu die beiden Bei-
spiele!

l.cdc5
Bild 2
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XXIIIL Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
Schulolympiade (1. Stufe)

Abgabetermin beim Mathematiklehrer: Ende September 1983

Achtung : Bis auf solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemein-
schaflten bekannt sind, miissen alle verwen-
deten Aussagen prizise formuliert und be-
wiesen werden.

Der Ldsungsweg (einschlieBlich Nebenrech-
nungen, Konstruktionen, Hillslinien) mul
deutlich erkennbar sein. Die Gedankenginge
und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sitzen darzulegen. Die Losun-
gen und Punktbewertungstabellen werden ab
Oktober 1983 veroflentlicht.

Hinweis: Unter den Aulgaben der 1. Stufe
befinden sich auch solche (in der Regel ist es
die 4. Aufgabe), die aus mehreren Teilaufga-
ben von steigendem Schwierigkeitsgrad be-
stehen. Dabei ist Teil a) meist recht einfach
zu 10sen und gibt in der Regel Hille fiir die
Losung der anderen Teilaulgaben. Die Lo-
sung der letzten Teilaufgabe stellt bewuBt
hohe Anforderungen. Diese Teilaufgabe ist
vorwiegend {ur die leistungsstirksten Schiiler
gedacht. Es wird emplohlen, iiber diese an-
spruchsvollen Aufgaben in Klassen und Ar-
beitsgemeinschalten zu diskutieren.
Anmerkung: ¥ ABC bezeichnet im folgenden
die GroBe des Winkels x ABC. Ferner be-
zeichnet AB die Strecke mit den Endpunkten
A und B, wihrend 4B die Linge der Strecke
AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

230511 Bernd, Peter und Fred nahmen mit
Erfolg an der Schulolympiade teil. Jeder von
ihnen bekam genau eine der folgenden drei

Auszeichnungen: L. Preis, 2. Preis oder Di-

plom.

Ferner ist bekannt:

(1) Der Schiiler mit dem 2. Preis ist dlter als
Bernd.

(2) Fred erhielt nicht den 1. Preis.

(3) Bernd gehort keiner mathematischen
Arbeitsgemeinschaft an.

(4) Der Schiiler, der den 1. Preis.errang, ist
in einer mathematischen Arbeits-
gemeinschaft.

Wer von ihnen erhielt den 1. Preis, wer von

ihnen erhieit den 2. Preis, und wer von ihnen

erhielt das Diplom?

Begriinde deine Antwort!

230512 Die MaBzahlen der (in Zentimeter
gemessenen) Seitenlidngen eines Dreiecks sind
drei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen.
Der Umfang dieses Dreiecks betrigt 42 cm.
Wie lang sind seine drei Seiten?

230513 Fiir die Buchstaben a, b, ¢, d, e, f sind
in den nachstehenden Aufgaben (1) bis (6)
natiirliche Zahlen so einzusetzen, daf richtig
gerechnete Aufgaben entstehen. Dabei sollen
gleiche Buchstaben gleiche Zahlen und ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Zahlen
bedeuten. '

(1) a+b+c=21,

@ b c=42,
3) ¢c+d=70:b,
@) e a=d,
5 c=54:9,

6) a+b+c+d+e+f=60.
Finde eine solche Eintragung und iiberpriife,
ob sie alle Forderungen erfiillt!

230514 In die leeren Felder des Bildes sind
natiirliche Zahlen so einzusetzen, daB alle
waagerechten und senkrechten Aufgaben
richtig geldst werden.
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a) Gib eine solche Einsetzung an!

b) Es gibt insgesamt vier solche Einsetzungen.

Erkldre, wie man diese [inden kann und gib
sie an!

7

Olympiadeklasse 6

230611 Die Bilder a) bis ¢) zeigen drei
Wiirfelnetze.

a) b) |

c)

Wie konnen die Punkte auf dem Wiirfelnetz
b) und auf dem Netz c) verteilt werden, da-
mit der gleiche Wiirfel entsteht wie aus dem
Netz a)? Gib je ein Beispiel fiir b) und c) an!

230612 Eine Brigade kaulfte fiir ihre Paten-
klasse drei Biicher und zwei Bille. Eine
andere Brigade kaufte drei Biicher und vier
Bille. Alle Biicher kosteten gleich viel. Alle
Bille kosteten ebenfalls gleich viel. Die erste
Brigade bezahlte 15 Mark, die zweite Brigade
bezahlte 24 Mark.

Wieviel Mark kostete ein Buch? Wieviel
Mark kostete ein Ball?

230613 Im Bild sind zwei gleichgroBe Qua-
drate ABCD und EFGH gezeichnet, die genau
vier Randpunkte (E, F, P und Q) gemeinsam
haben. H

A F B

Zeichne zwei gleichgroBe Quadrate ABCD
und EFGH, die so liegen, daB sie

a) genau einen Punkt,

b) genau zwei Punkte,

c) genau drei Punkte,

d) genau fiin[ Punkte,

e) genau sechs Punkte,

f) genau sieben Punkte,

g) genau acht Punkte

gemeinsam haben! Eine Begriindung wird
nicht verlangt.

230614 Luise will so rasch wie mdglich vom
Eingang (E) zum Ort des Pionierpresselestes
(Ziel (Z)) gehen. Aul dem skizzierten (nicht
maBstidblichen) Plan sind alle moglichen We-
ge vom Eingang zum Ziel sowie jeweils die
Minuten angegeben, die [lr die verschiedenen
Teilstrecken gebraucht werden. Jeder Teil-
nehmer erhilt einen derartigen Plan und soll
angeben, wie er aul dem schnellsten Wege
zum Ziel kommt.

Eingang
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a) Gib einen Weg an, fir den moglichst wenig
Zeit gebraucht wird ! Wieviel Minuten sind fUr
diesen Weg ausreichend?

b) Gib noch mindestens zwei weitere der-
artige Wege an!

Hinweis: Um die Angabe der Wege zu er-
leichtern, werden die Abzweigungs- bzw.
Kreuzungspunkte mit 4, B, C, D, ..., P be-
zeichnet, wie es im Bild angegeben ist.

Olympiadeklasse 7

230711 Der Weg von A nach B soll durch
alle 56 Felder der untenstehenden Figur
fihren. Dabei soll jedes Feld nur einmal be-
treten und jede ,, Tir" hochstens einmal be-
nutzt werden.

Gib einen solchen Weg an! Eine Begriindung
wird nicht verlangt.

LI T T
A

.

+ + +
r 1

++ +—+
-
+—+ +—+ + A
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1

]
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-+

1 1 1 1

230712 Ein Kraftwagen fdhrt auf einer
Autobahn mit einer konstanten Geschwindig-

keit von 80 !(hE Ein zweiter Kraftwagen be-

findet sich 2 km hinter dem ersten und [dhrt
in derselben Richtung mit einer konstanten
km

e

a) Wieviel Minuten bendtigt der zweite Kraft-
wagen, bis er den ersten einholt?

b) Wieviel Kilometer legt der zweite Kraft-
wagen zuriick, bis er den ersten einholt?

Geschwindigkeit von 85

230713 Es sei ABCD ein Rechteck, dessen
Diagonalen einander im Punkt S schneiden.
Der Winkel ¥« ASB habe die GroBe 120°.
Ermittle die Diagonalenlingen AC und BD in
Abhingigkeit von der Seitenlinge BC!

230714 Zwei Spieler A und B spielen auf
einem ,,2 x 10-Brett* folgendes Spiel: (Bild a)

1234567282910

Zu Beginn lost A in jeder der Zeilen a und b
ein Feld aus und besetzt es jeweils mit einem
weilen Stein. Danach lost B ebenfalls in jeder
der Zeilen a und b ein Feld aus, das aber stets
rechts von dem von A ausgelosten Feld liegen
mubB, und besetzt es jeweils mit einem schwar-
zen Stein. Beispielsweise ist Weil:

a9, b2; Schwarz: al10, b7 (Bild b) eine mog-
liche Anfangsstellung.
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Nun ziehen A und B abwechselnd, wobei A
beginnt. Wer am Zug ist, muB} (genau) einen
seiner beiden Steine in dessen Zeile um min-
destens ein Feld; jedoch hochstens bis zum
Spielfeldrand bzw. bis zum Feld unmittelbar
neben dem gegnerischen Stein beliebig nach
links oder nach rechts zichen. Sieger ist, wer
die Steine des Gegners so blockiert, daB dieser
nicht mehr ziehen kann.

a) Gib fiir [olgende Anfangsstellungen an, wie
A ziehen und dann auf jede Zugmdglichkeit
von B so antworten kann, dall er mit Sicher-
heit siegt:

(1) WeiB: a9, b2; Schwarz: al0, b7.

(2) WeiB: a3, b5; Schwarz: a8, b6.

(3) WeiB: a8, b4; Schwarz: al0, b7.

(4) WeiB: a4, b2; Schwarz: a8, b9.

b) Entscheide, ob A von den folgenden An-
fangsstellungen aus den Sieg erzwingen kann:
(5) WeiB: a2, b4; Schwarz: a7, b9.

(6) WeiB: a6, b2; Schwarz: a8, bS.

(7) WeiB: a5, b3; Schwarz: a8, bé.

c) An welchen Merkmalen einer Anfangs-
stellung kann man stets erkennen, ob A den
Sieg erzwingen kann?

Olympiadeklasse 8

230811 Ein quaderformiger Holzblock hat
eine Masse von 25 g. Welche Masse hat ein
quaderformiger Holzblock gleicher Holzart
mit den vierfachen Kantenldngen?

230812 Ermittle alle dreistelligen natiir-
lichen Zahlen » mit folgenden Eigenschaften:
(1) Die Quersumme von »n ist 17.

(2) Multipliziert man die erste Ziffer (d. h. die
Hunderterziffer) von n mit 4, so erhdlt man
eine zweistellige Zahl, und zwar gerade, die
aus den letzten beiden Ziffern von n gebildete
Zahl.

230813 Auf einer 22,5km langen Strafen-
bahnstrecke sollen Wagenziige wihrend der
Zeit von 8.00 Uhr bis 16.00 Uhr in beiden
Richtungen in zehnminiitigem Abstand ver-
kehren, beginnend mit der Abfahrtzeit genau
8.00 Uhr an beiden Endhaltestellen. Die
Durchschnittsgeschwindigkeit der Wagen-

ziige betrage 18 l%

Jeder Wagenzug, der an einer Endhaltestelle
angekommen ist, soll bis zu seiner Abfahrt
eine Pause einlegen, die mehr als 10 Minuten,
aber weniger als 20 Minuten betrigt.

a) Wann hat der Wagenzug, der um 8.00 Uhr
an einer Endhaltestelle abfuhr, dieselbe End-
haltestelle zum zweiten Mal zu verlassen?

b) Wieviel Wagenziige sind ausreichend, um
den geschilderten Verkehrsablauf einzuhal-
ten?

c) Wieviel Zeit vergeht fiir einen Wagenzug,

der sich auf der Fahrt von einer Endhaltestelle
zur anderen befindet, durchschnittlich von
einer Begegnung mit einem entgegenkom-
menden Wagenzug bis zur Begegnung mit
dem nichsten entgegenkommenden Wagen-
zug?

230814 a) Es sei ABCD ein Quadrat mit der
Seitenldnge a=12cm Gesucht sind drei
Punkte P, Q, R, die so auf der Berandung
dieses Quadrats liegen, daB die Strecken AP,
,‘4Q, AR das Quadrat in vier flichengleiche
Teile zerlegen.

Gib solche Punkte P, @, R an und weise nach,
dapB sie die geforderte Eigenschaft haben!

b) Ermittle entsprechend zwei Punkte S, Taul
der Berandung des Quadrats ABCD, so daB
die Strecken AS, AT dieses Quadrat in drei
flichengleiche Teile zerlegen!

c) Untersuche die Moglichkeit einer entspre-
chenden Zerlegung eines Quadrats (mit der
Seitenlinge a) in n flichengleiche Teile!

Olympiadeklasse 9

230911 Fiir die Multiplikation zweier na-
tiirlicher Zahlen a und b mit 5<a<10 und
5<bx 10 gibt es folgende , Fingerregel*: Man
streckt an der einen Hand so viel Finger aus,
wie die erste Zahl a groBer als 5 ist. Das
gleiche macht man mit der anderen Hand (ur
die zweite Zahl b. Die Gesamtzahl der aus-
gestreckten Finger wird mit 10 multipliziert.
Die Zahl der nicht ausgestreckten Finger der
einen Hand wird mit der Zahl der nicht aus-
gestreckten Finger der anderen Hand multi-
pliziert und zu dem vorhergegangenen Pro-
dukt addiert. Die dabet erhaltene Summe ist,
das gesuchte Ergebnis «-b. Beweisen Sie,
daB diese ,,Fingerregel” fiir alle genannten a
und b gilt!

230912 Ermitteln Sie alle diejenigen zwei-

stelligen natiirlichen Zahlen x und y, die fol-

gende Bedingungen erfiillen:

(1) Die Zahl y entsteht aus x durch Ver-
tauschen der beiden Ziffern.

) Es gilt x+y=121.

230913 Ein regelmiBiges Tetraeder soll in
drei volumengleiche (nicht regelmaBige) Te-
traeder zerlegt werden.

a) Geben Sie zwei Moglichkeiten einer sol-
chen Zerlegung an! .

b) Beweisen Sie, daB die beiden von Ihnen
angegebenen Zerlegungen verschieden sind!
Dabei wird einer Zerlegung in drei Tetraeder
Ti, Tz, T; verschieden von einer Zerlegung in
drei weitere Tetraeder genannt, wenn sich
diese nicht so als T';, T',, T's bezeichnen
lassen, daB T1=T'y, T2=T'; und Thx=T;
giit.

230914 Ein Trapez ABCD mit AB | DC und
AB=a> CD=csoll durch eine zu 4B paralle-
le Strecke GH in zwei flicheninhaltsgleiche
Teile zerlegt werden.



Beweisen Sie, daB es genau eine solche
Strecke GH gibt und daB ihre Linge GH=s
eindeutig durch a und ¢ bestimmt ist! Er-
mitteln Sie s in Abhidngigkeit von g und ¢!

Olympiadeklasse 10

231011 Anne setzt in den beiden Termen
a®—b? und a—b je eine natiirliche Zahl fiir
a und b ein. Sie berechnet die dabei entstehen-
den Zahlen. Entsteht aus a®>—b? beim Ein-
setzen die Zahl z und aus a—b bie Zah! n, so
stellt Anne fest, daB sich aus z und n dann

’:1 als eine natiirliche Zahl ergibt. Gilt das
immer?

231012 Ermitteln Sie alle diejenigen reellen
Zahlen x, fiir die x> —9x> 0 gilt!

231013  Auf einem Schachbrett kann eine
Dame so ziehen, daB sie von ihrem Platz aus
alle Felder in der waagerechten und senk-
rechten Reihe und die Felder in Richtung der
beiden Diagonalen erreichen kann.

T r-7T )
4 : O { O | I
—_
3 \
210

a b ¢ d

Im Bild ist die Dame durch ein schwarzes Feld
gekennzeichnet, und die von ihr erreichbaren
Felder sind mit Punkten markiert. Die Buch-
staben und Zahlen am Rand dienen zur ein-
deutigen Benennung der Felder, So steht z. B.
die Dame im Bild auf c2.

Auf einem Quadrat aus 4 mal 4 Feldern sol-
len nun vier Damen so aufgestelit werden, dall
keine Dame auf einem Feld steht, das von
einer anderen erreicht werden kann.

Stellen Sie fest, ob dies maglich ist, und er-
mitteln Sie gegebenenfalls alle Aufstellungen,
die sich nicht durch Drehung oder Spiege-
lung ineinander iiberfiihren lassen!

231014 Ein Wiirfel ABCDEFGH (siche Bild)
mit der Kantenldnge 5 cm habe bei schriger
, . 1
Parallelprojektion mit g = 3 2= 45° (auch
als Kavalierperspektive bezeichnet) das Bild
ABCDEFGH. Auf den Kanten AE, BF
und CG mbgen Punkte P, Q und R so liegen,
daB AP :PE=4:1, BQ:QF=2:3 und
CR:RG=1:4 gjlt. Der Punkt S sei der Punkt,
in dem die Ebene, die durch P, Q und R geht,

m

H

die Kante DH oder deren Verlingerung
schneidet.

Konstruieren Sie das Bild A’'B'C'D'E'F'G'H’
des Wiirfels, konstruieren Sie darin die Bild-
punkte P, Q', R’ der Punkte P, ¢, R und
dann das Bild §’ des Punktes S! Beschreiben
Sie Thre Konstruktion von §' und beweisen
Sie, daB der Punkt § bei der Parallelkonstruk-
tion den nach Ihrer Beschreibung konstruier-
ten Punkt S’ als Bild hat!

Olympiadeklassen 11/12

231211 In dem folgenden Schema (siche
Bild) ist in jedes leere Feld jeweils eine Ziffer
so einzutragen, daB eine richtig gerechnete
Divisionsaufgabe entsteht. Insbesondere darf
keine der mehrstelligen Zahlen des ausge-
[illiten Schemas an erster Stelle die Ziffer 0
erhalten.

Teilnehmer des Klubs Junger Mathematiker
Karl-Marx-Stadt beim Training

GIITITTIT I - =0Tl

Beweisen Sie, daB es genau eine Eintragung
von Ziffern in die leeren Felder gibt, die diesen
Anforderungen geniigt! Ermitteln Sie diese
Eintragung!

231212 Man ermittle alle Tripel (x; y; z) von
Null verschiedener reeller Zahlen, die das
folgende Gleichungssystem (1), (2), (3) erfiil-
len:

x+l=—2 (1)
y .
1 1

y+,=-5 )
z=1 )

231213 Man gebe die Menge aller ebenen,

konvexen, nichtentarteten Vierecke 4ABCD

an, fur die zwei der vier folgenden Aussagen

wahr und zwei der Aussagen falsch sind:

(1) Das Viereck ABCD besitzt wenigstens
ein Paar paralleler Seiten.

(#3) Das Viereck ABCD besitzt vier
gleichlange Seiten.

3 Ein Innenwinkel des Vierecks ABCD
ist ein rechter Winkel.

(4)  Kein Innenwinkel des Vierecks
ABCD hat eine GroBe von 90°.

231241 Bernd und Jiirgen mit genau finf
roten, genau vier blauen Spielsteinen und
einem Vorratsbehilter, der eine ausreichende
Anzahl gelber Spielsteine enthalt, fiihren ein
Spiel nach folgenden Regeln durch:
Zu Beginn werden die fiinf roten, die vier
blauen und genau drei gelbe Steine auf den
Tisch gelegt. Danach sind die Spieler ab-
wechselnd am Zug. Wer am Zug ist, nimmt
drei beliebige Steine vom Tisch, wobei es nur
verboten ist, drei rote Steine zu nehmen,;
dann verfihrt er nach folgenden Vorschril-
ten:

1) Jeder genommene rote Stein wird
wieder auf den Tisch gelegt.

2 Fiir jeden genommenen blauen Stein
wird ein gelber Stein aus dem Vor-
ratsbehilter auf den Tisch gelegt;
derblaue Stein kommt in den Vor-
ratsbehdlter.

3) Jeder genommene gelbe Stein kommt
in den Vorratsbehilter.

Sind diese Vorschriften belolgt, so hat der

betreffende Spicler seinen Zug beendet.

Hat ein Spieler mit seinem Zug erreicht, dal3

nur noch rote Steine auf dem Tisch liegen (so

daB der Gegenspieler keinen Zug mehr an-
schlieBen kann), so hat er gewonnen.

Jiirgen macht den ersten Zug.

Geben Sie eine Strategie an, mit der Jiirgen

den Sieg erzwingen kann!
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Losungen

Lasung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. E. B. Dynkin und
Prof. Dr. W. A. Uspenski

Olympiade-Kryptogramm

Die Buchstaben in dem Wort OLYMPIADE
sind so durch die Ziffern 1 bis 9 zu ersetzen,
daB wahre Aussagen entstehen. Dabei be-
deuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern
und verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern.

0-D+0 = E

OL-D+L = ED

OLY -D+Y = EDA

OLYM -D+M= EDAI
OLYMP-D+P = EDAIP
OLYMPI-D+1 = EDAIPM
OLYMPIA-D+A = EDAIPMY
OLYMPIAD -D+ D = EDAIPMYL
OLYMPIADE - D + E = EDAIPMYLO

Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Liésungen zu:

Fiir den Sprachfreund

Zehn Ziffern

Ala Schreibt die zehn Grundziffern (0, 1,
..., 9) so in die Quadrate, daB drei richtig
gerechnete Additionsaufgaben entstehen!
Lasung: 4+6=10;2+7=9;34+5=8.
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A2 a Einbeliebtes Geduldsspiel ist, irgend-
einen Namen oder ein bekanntes Sprichwort
zu nehmen und damit eine Additions- oder
Subtraktionsaufgabe zu bilden. Es ist oft not-
wendig, eine zusdtzliche Bedingung einzufii-
gen, um eine eindeutige Antwort zu erhalten.
Beispiel (s. englischen Text). (Beachte, da3 O
ein Buchstabe ist!): Jeder Buchstabe bedeu-
tet eine unterschiedliche Ziffer, und SOW ist
ein vollstindiges Quadrat. Eine maBgebende
Voraussetzung ist, daB der linke Endbuch-
stabe jedes Wortes keine Null ist.

Losung: 461+ 39+439=939.

a3a Eine Badewanne wird durch ihren
Wasserhahn in 10 Minuten gefiillt und durch

ihren AbfluB in % Stunde geleert. Man 6ffnet

den Wasserhahn und vergiBt, den AbfluB zu
schlieBen. Nach welcher Zeit ist die Bade-
wanne gefiiltt?
Lésung: Die Anzahl der Minuten sei x, dann
gilt die Gleichung
X x
0 15~
5x
E
x=30.
Die Badewanne ist nach 30 Minuten gefiillt.

L

Lésungen zu: In freien Stunden - alpha-heiter

Wie alt sind sie?

Ralf ist 9, Roland 11% und Riidiger 14 Jahre
alt.

Drachenlabyrinth

18 |8 [: (1212

+ + +

10+ |17 | ]

M- 13|+ |18]0

2 12 H]
Sinnvolle Begriffe gesucht

a=1000+1+8+ 14 1000=2010

b=100+114+9+74+44+34+7+1434+7+3
=155

a—b=2010—155=1855

C.F.GauB starb im Jahre 1855.

Kryptarithmetik
38977+29026=68003;
29026+42651=716717.

Fiirbung einer Landkarte

Wir bezeichnen die vier Farben mit a, b, ¢, d
und farben zuerst das Gebiet 1(s. Skizze) mit a
und 2 mit b. Da 6 ein Nachbar von 1 und 2 ist,
erhilt dieses Gebiet die Farbe c. Die Linder 4
und 6 haben keine gemeinsame Grenze; wir
konnen [iir 4 also auch ¢ wihlen. Da Sund 1
getrennt liegen, kdnnen wir 5 mit a fdrben.
Das Gebiet 3 ist ein Nachbar von 1, 2,4, 5, 6;
fir dieses Gebiet bleibt uns nur die Farbe 4.
Zum SchluB (@rben wir 7 noch mit b und 8
mit d und haben so unsere Aulgabe geldst.

Fiinf KongreBteilnehmer

Frank Seumig paBt nicht zum Quartett der
vier Kombinatoriker (Inversion, Permuta-
tion, Variation, Kreisumfang, Kombination).

Unterwegs ins Bad
Im Bad sind wiederzufinden:
B-5, D-7, G-13, H-17, 1-20,
L-11, P-8, T-6, Z4.

Eins von fiinf

Bild 2 gehort nicht in die Reihe.
Ein Schiff und ein Anker
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Vexierbild

Man drehe das Bild um 180°. Dann ist
Xantippe links oben zu sehen.

Losung zu: Fiir den Schachfreund

Weil erreicht nach 1. ¢3 oder c4 je drei ver-
schiedene Damestellungen, nach 1. e3 oder
ed4 je vier, nach 1. d4 zwei und nach 1. d3
eine Damestellung. Das ergibt 17 einfarbige
Stellungen. WeiB und Schwarz kombiniert:
17-17=289 Stellungen. Davon sind zwei
illegale Stellungen — so bleibt Schwarz nach
1. c3 oder c4 d5 2. Da4+ Dd6 (?) im Schach-
gebot — zu subtrahieren. Somit ergibt sich als
Losung, daB 287 verschiedene Stellungen
moglich sind.

Losung zu: Eine unterhaltsame Aufgabe

von Karl Marx (Original),

Zahl der Minner sei =p, der Weiber =g;
der Kinder =r; so haben wir:
Dp+q+r=30; 2)3p+29+r=50;



daraus p, ¢ und r zu finden in ganzen und
positiven Zahlen.
Gleichung 1) gibt
r=30—p—gq;also
p+q<30; setzen wir
den Wert von r in 2-te Gleichung, so
3p+2q+30—p—g=>50;also
2p+q+30=>50; also
q=20—2p, p+q=20—p<30.
Aus der Gleichung ¢=20—-2p
folgt, daB wenn p=10,

g=20—-20=0; wird daher groBere Zahl als

10 fiir p genommep, so wirde q negativ;
z.B. wenn p=11 wird

p+g=20—pzu
114+g=20—11, oder
g=20-22=-2

Dies ausgeschlossen. Fiir p kdnnen wir also

alle Zahlen nehmen, die nicht > 10. Wir er-

halten dann 11 Antworten, erinnernd, daB
p+4q<30,und g=20-2p

[ist daher p=0, so g=20]:

p=0,1,2,3,4,5¢6,7,8,9,10, .

g=20, 18, 16, 14, 12, 10, 8, 6,4, 2, 0,

r=10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20.

SchlieBen wir aus

1) p=0,¢=20, r=10, und

II) p=10, g=0,r=20,

d.h. erste und letzte Losung, wo sub I) p=0

und sub II) g =0, so bleiben 9 Losungen.

Légsungen zu: Aufgaben aus der Friihzeit
der Mathematik bei Leonhard Euler,
Heft 3/83

ala a) 1.4x+2y+§=100

IL x+y+z=100
11x+5y =200;
fir x=35 wird y=40—11=29 somit z= 66
Al a Db)Euler: Esseidie Zahl der Schweine
gleich p, die der Ziegen gleich g, die der
Schafe gleich r; dann hat man folgende zwei
Gleichungen:
I. p+ g+ r=100,
IL 3lp+ 1144.1,: 100,

2 372 '
Multipliziert man die zweite mit 6, um die
Briiche wegzubringen, so kommt 21p+8¢q
+3r=600. Aus der ersten hat man r=100
—p—q, und dieser Wert gibt in der zweiten
fiir r gesetzt 18p + 5¢ =300 oder 54 =300 —18p
und q=60—1—58p; also muBB i8p durch 5
teilbar cein oder 5 als einen Faktor in sich
schlieBen. Setzt man also p=5s, wo wird
q=60—18s und r=135+40, wo flir 5 eine
beliebig ganze Zahl genommen werden kann,
doch so, daB g nicht negativ wird. Daher
kann s nicht gréfer als 3 angenommen wer-
den, und darnit haben, wenn auch 0 ausge-
schlossen wird, nur folgende drei Auflgsungen

Geltung: Wenn s= 1, 2, 3,
wird p= 5,10, 15

q=42,24, 6
r=153, 66, 79.

A2A a) Bei n Toren sind mitzunehmen
2-(2"—1)+1 Silberstiicke. Bei 4 Toren also
2-(2*~ 1)+ 1=2%—1=31 Silberstiicke.

A2a b) Euler: Um die Aufgabe leichter
auflosen zu konnen, setzen wir das ganze
hinterlassene Vermogen gleich z Taler, und
weil alle Kinder gleich viel bekamen, sei der
Anteil eines jeden gleich x; daraus [olgt die

Anzahl der Kinder zu ;

Hieraus wollen wir die Aﬁflésung in [olgender
Art vornechmen:

m
F ma=60KkN, g =981

Ges.: Ausnutzung der maximalen Haftkraft n
Nach der Skizze ergibt sich folgende Berech-
nung: h=h,+hy, (1a)

t=tp+1ty, (1b)
_ _t%_vk'tlz

h=a =22, Qa)

hk= v trund vy=a- tp. (Zb) und (2C)

Mit (2a) und (2b) in (1a) ist

"1,
h=vk2 b+le : tk=l)h<t2—b+tk>.

Das zu teilende Ordnung Anteil jedes Kindes Die Dilferenzen der
Geld der Kinder Anteile
z das erste x=100+%= 100
10 +100
A 100- 272 =0
z—Xx das zweite x=200+z_ﬂ
1o +100
100X~ 5 =0
z—2x das dritte x= 3oo+%0‘ﬂ
100 -—"J; éoo=0
z-3x das vierte x=400+5i’1‘3‘ﬂ
100-222%_¢
z—4x das fiinfte x= sm+$
usw.
z—5x das sechste x=600+ #
In der letzten Spalte sind hier die Differenzen Mit ¢, =t —t, aus (1b) folgt weiter
angegeben, die entstehen, wenn man jedes ty ty
oy . . h=U,, =+t |=v{ t —=
Erbteil von dem folgenden subtrahiert. Weil 2 2
nun alle Erbteile einander gleich sind, so muB  und hieraus
Jjede dieser Differenzen gleich 0 sein. Da es t h ty h Zh
b 1 LI =2
sich nun so fiigt, daB alle Differenzen einander ‘ v und 2 t Uk und £p=2t v’
gleich sind, geniigt es, daB man eine davon h=2-75 s_2 -3,5m
gleich O setzt. Daher erhalten wir die Glei- = =~ 0.5™ ’
chung IOO—J'HiéOO=0. Man multipliziert ¢,=1-s. s .
mit 10 und erhlt 100—x—100=0 oder 2™ ’ Sd;'ﬁ Beschleunigung
900 — x =0, alst x=900. Hieraus ersehen wir wo s m
o . a=—=——=0,55. (Aus 2c¢)
schon, daB das Erbteil jedes Kindes 900 Ta- th s s

ler betragen wird. Nimmt man nun irgend-
eine von den Gleichungen in der dritten
z—100

10 °

Spalte, z.B. die erste 900=100+

dann [indet man daraus sogleich z.
Es folgt ndmlich
9000 = 1000 + z — 100 oder 9000 =900+ z,

also z=8100; damit wird ;:9.

Antwort: Es waren 9 Kinder; das hinterlas-
sene Vermogen betrug 8100 Taler, von denen
jedes Kind 900 Taler erhielt.

Losungen zu: alpha-Wettbewerb,
Heft 6/82 — Fortsetzung

Ph9 ®119 Geg: m=4000kg, t=175s,

h=35m, s=30 =052,
min S

Die Beschleunigungskraft ist dann
Fb=m~a=4000kg-0,5;—in=2000 N

und die gesamte beim Anheben auftretende
Hubkraft

Magnet
Last

e
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Fy=m-g+F;=4000-9,81 N+2000 N
=41240 N.

Die Ausnutzung der maximalen Haftkraft n
betrigt dann
rr—F—mu——=0,69=69%.

Die Ausnutzung der maximalen Haftkraft
erfolgt zu 60%.

Ph10/12 1120 Geg.: R=1Q
Ges.: Rg zwischen 4 und B
Bezeichnet man die Linge der Seite des
Quadrates mit a, so wird der Draht durch das
Biegen in die Teilstiicke =4q +a[/§ zerlegt.
Da die Ldngen im Quadrat im gleichen Ver-
hiltnis zu den Teilwiderstanden stehen, gilt
I=a(4+)/2),
1=a(d+)/2),

a=mﬂ. )

Nach dem Gesetz iiber den verzweigten.

Stromkreis ist nun

1 1,1 1 _1+)2
Re 2a"2a g7 o2
also Rg=a(2— [/5). (2)
(1) in (2) eingesetzt, ergibt
2-)/2,_-)YD@e-)2
Rg= Q= Q,
4+15 16-2
-3j/2
R5=5 731/79‘:’.0,19
Der Gesamtwiderstand betréagt rd. 0,1 Q.

Ch7 =101
100g Rohmehl2 66,2 g Kalziumoxid
720 kg Rohmehl2x
x=720'kg 66,2 g
100 g
x=476,6 kg
100 g Rohmehl2 20,6 g Siliziumdioxid
720 kg Rohmehl2 x
X_BO kg-206g
100 g
x=1483kg
100g Rohmehl26,6 g Aluminiumoxid
720 kg Rohmehl2a x
x=720 kg-66g
100 g
x=475kg
100g Rohmehl2 3,1 g Eisen(I1I}-oxid
720 kg Rohmehl2 x
x___720 kg-3lg
100g
x=223kg
In 720kg des Rohmehles sind 476,6 kg
Kalziumoxid, 148,3 kg Siliziumdioxid, 47,5 kg
Aluminiumoxid und 22,3 kg Eisen(III)-oxid
enthalten.

Ch8g ®102
a) 1000 g Losung2£ 1,65 g Kalziumhydroxid
100 g Losung2 x
= 1,65g-100¢g
1000 g

x=0,165g
Eine gesittigte Kalziumhydroxid-Ldsung ist
0,165%ig.
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b)0,00165-m 002-24¢g

Ca(OH); +2HCl-CaCl; +2H,0

T4g 111g

m=0,02-24g- T4g

111 g - 0,00165

m=1939¢g
1939g 0,165%ige Kalziumhydroxidlésung
miissen mit Salzsdure reagieren, damit 24 g
2%,ige Kalziumchlorid-Losung entstehen.

Ch9 =103
2000 ¢
CaCO, - MgCO;3;—-MgO +Ca0+2CO,
100g 84g
184 g2 1 mol
2000 g2 x
_2000g- 1 mol
T 184g
x=10,9 mol
10,9 mol sind in 2000 g Dolomit enthalten.
Diese 10,9 mol setzen sich zusammen aus
5,45 mol Kalziumkarbonat und
5,45 mol Magnesiumkarbonat.
Fir die Zersetzung von Kalziumkarbonat
gilt:
5,45 molax
1 mol2165,3kJ
= 5,45 mol - 1653 kJ
1 mol
x=900,9 kJ
Fiir die Zersetzung von Magnesiumkarbenat
gilt:  545molax
1 mol2a105 k]
. 545 mol - 105kJ
1 mol
x=5723kJ
900,9 kJ +572,3kJ=1473,2kJ
Zur Zersetzung von 2kg Dolomit sind
1473,2 kJ erlorderlich.

Ch10/12 =104
" _Mcaco, _419,1g
CaCO4 MCaCOJ = 100g

~4,2 mol CaCO324,2 mol CaO
Ma0, 17298
H 41203 M0, 102
Bei der Reaktion werden a mol 3CaO - Al,O,
und b mol 12Ca0 - 7Al,O; gebildet.
Fiir CaO: 3a+12b=42
fir ALLbO3: a+ 7b=1,7

2~ 1,7 mol Al,O;

la+12b=4,2 a=17-7b
3(1,7-7b)+12b=4,2
—%=-09
b=0,1
3a+12(0,1)=42
3a=13
a=1
m=a-M
m=1mol-270_&_
. mol
m=270g
m=b-M

m=0,1mol - 1386 &
mol
m=1386g

0,27 kg 3CaO - Al,04 und 0,1386 kg
12CaO - 7Al,0; werden gebildet.

Lisungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 1/83:

Ma5 82294 Aus (2) folgt: Arthur wohnt
nicht im Haus Nr. 14. Aus (3) [olgt: Weder
Christian noch Dirk wohnen im Haus Nr. 14.
Folglich wohnt Bernd im Haus Nr. 14.

Aus (3) folgt weiter: Weder Bernd noch Chri-
stian noch Dirk wohnen im Haus Nr.11.
Deshalb wohnt Arthur im Haus Nr. 11.

Aus (1) folgt: Christian wohnt nicht im Haus
Nr. 17. Deshalb wohnt Dirk im Haus Nr. 17
und Christian im Haus Nr. 16.

Ma5 2295 Es sei x die kleinste dieser vier
Zahlen; dann sind 2-x, 4-x und 8-x die
iibrigen drei Zahlen, und es gilt x+2x+4x
+8x =255, 15x=255, also x=17. Die vier
Zahlen lauten somit 17, 34, 68 und 136.

Ma5 #2296 Frank hat fiir die Limonade
n-51 Pf=3-17-nPf, fiir den Apfelmost 9- x
Pf=3-3-xPI, fiir die Apfel 3-yPI, insge-
samt also 3-(17n+3x+y) Pf zu bezahlen.
Dieser Geldbetrag ist durch 3 teilbar. Nun
ist der Betrag von 9,10 M =910 Pf aber nicht
durch 3 teilbar. Deshalb mubB sich die Kas-
siererin vertippt haben.

Ma5 82297 Die folgenden zweistelligen na-
tiirlichen Zahlen haben die Quersumme 12:
39, 48, 57, 66, 75, 84, 93.

Wegen 2:57—12=102 und 102>99 brau-
chen wir nur die Zahlen 39 und 48 zu unter-
suchen. Es gilt 2-39—-12=66 und 2-48—12
=84

Somit existiert genau eine solche Zahl; sie
lautet 48.

Ma5 #2298 Angenommen, die Schiiler der
Klasse 5b sammelten x Gldser; die Schiiler
der Klasse 5a sammelten dann (x +22) Gli-
ser, die der Klasse 5¢ nur (x —7) Gldser. Das
sind zusammen (3x+15) Gldser. Nun gilt
3x+15=645, 3x =630, x=210. Die Schiiler
der Klasse 5a sammelten 232, die der Klasse
5b hingegen 210, die der Klasse 5c nur
203 Gliser.

Ma5 82299 Kerstins Schwester Gerda ist
gegenwiirtig 12—2=10 Jahre alt. Vor drei
Jahren war Kerstin 12—-3=9 Jahre, ihre
Schwester Gerda 10—3=7 Jahre alt. Vor
drei Jahren war deshalb Kerstins Mutter
5-7=135Jahre, Kerstins Vater4 - 9=36 Jahre
alt. Somit ist Kerstins Mutter gegenwiirtig
35+ 3=138 Jahre, ihr Vater 36 +3=39 Jahre
alt. -

Ma6 82300 Die Anzahl der Biicher, die
Peter besitzt, ist durch 2, 5 und 8 teilbar, also
durch 40 teilbar. Deshalb kdnnte Peter 40
oder 80 Biicher besitzen. Nun gilt

Da 14 keine Primzahl ist, entfillt die Anzah!
80. Peter besitzt 40 Biicher; 20 davon sind



Abenteuerromane, 8 sind Nachschlagewerke,
5 sind Tiergeschichten, und 7 sind populir-
wissenschaftliche Biicher.

Ma6 #2301 Wegen F- U =48gilt F+0und
U<+0. Wegen E4+F=12 gilt 1<EZ11 und
1<F<11l. Wegen E-R=28=1-28=2-14
=4-7=7-4konnte E=1, 2, 4, 7 sein. Wegen
F-U=48=1-48=2-24=3-16=4-12=6-8
=8 -6 kénnte F=1, 2, 3, 4, 6, 8 sein. Wegen
E+F=12gilt E=4und F=8, also U=48:8
=6,R=28:4=7und T=10—-7+6=09.
Daraus folgt weiter E+R+F+U+R+T
=44+7+8+6+74+9=41.

Ma6 #2302 Wegen 2|8, 3|9, 4|8 und
6=2-3, also 6|8-9 ist nur die Teilbarkeit
durch 7, 8, 9 und 10 von Bedeutung. Das
k.g.V. dieser Zahlen lautet 5-7-8-9=2520.
Wegen x <3000 und 2x=5040>3000 hat
Herr A. genau 2520 M im Tele-Lotto ge-
wonnen.

Ma6 #2303 Aus g) folgt: Agnes hat den
Nachnamen Jahn.

Aus c) folgt: Christa hat nicht den Nach-
namen Meier.

Aus ¢), d) und h) folgt: Christa erlernt weder
die tschechische, noch die [ranzosische Spra-
che, noch Latein. Folglich erlernt Christa die
englische Sprache.

Aus f) folgt: Christa hat nicht den Nach-
namen Schmidt. Folglich hat sie den Nach-
namen Robert.

Aus c) folgt: Das diteste Middchen hat nicht
den Vornamen Christa.

Aus e)- folgt: Das ilteste Miadchen heilit

Agnes. Somit heiBt das jingste Madchen.

Babett.

Aus d) folgt: Babett hat nicht den Nach-
namen Meier. Folglich hat Katja den Nach-
namen Meier und Babett den Nachnamen
Robert.

Aus c) folgt: Agnes, Katja und Christa er-
lernen nicht die tschechische Sprache. Folg-
lich erlernt Babett die tschechische Sprache.
Aus d) folgt: Babett, Katja und Christa ler-
nen nicht Latein.

Folglich lernt Agnes Latein. Deshalb erlernt
‘Katja die franzosische Sprache.

Babett ist jiinger als Katja, diese jiinger als
Christa, diese jiinger als Agnes.

Maé 2304 Von den fiinl aufeinanderfol-
genden natiirlichen Zahlen p,, pi+1, p1 +2,
p1+3, py+4 sind py, pi+2=ps, p1+4=p,
+2=p; simtlich Primzahlen, also nicht
durch 3 teilbar. Deshalb muB3 von den drei
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen p,,
p1+1, p, die Zahl p, + 1 durch 3 teilbar sein.
Von den drei auleinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen p,, p,+ 1, p3 miifite aus dem
gleichen Grunde p; + 1 durch 3 teilbar sein.
Das fiihrt zu einem Widerspruch; denn von
den drei aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen p, +1, p,, p+ 1 ist genau eine durch
3 teilbar. Deshalb existiert auBer dem ge-
samten Primzahldrilling (3, 5, 7) kein weiterer.

Ma7 82305 Angenommen, Heinz hat x
Mark, Klaus y Mark gespart; dann gilt
x+2=y-2, also y=x+4, und 3-(x—11)
=y+11. Durch Einsetzen erhalten wir 3
(x—11)=x+4+11,3x—-33=x+15,2x =48,
also x=24 und somit y=28. Heinz hat
24 M, Klaus 28 M gespart.

Ma7 #2306 Die Verbindungsstrecke der
Mittelpunkte zweier Dreiecksseiten ist
parallel zur dritten Dreiecksseite und halb-so
lang wie diese. Daraus folgt GF | DB und
HE | DB, also GF | HE.

c

/N

H /E
' .

Analog dazu gilt EF | HG. Das Viereck
EFGH ist somit ein Parallelogramm. Da die
Diagonalen AC und BD Symmetrieachsen
des Rhombus sind, ist das Parallelogramm
EFGH ein Rechteck. Es seien e bzw. f die
Lingen der Diagonalen AC bzw. BD und a

bzw. b die Lingen der Rechteckseiten EF bzw.
ﬁ; dann gilt e=2a und f=2b. Aus Ax

=%ef=%-2a-2b=20b und Ay—ab folgt
AR=2'AV.

Ma7 #2307 Man beginnt zunichst mit den
Buchstaben:

AA  BA CA..(26mal)

AB BB insgesamt 26 - 26 = 676mal
AC  BC

AD BD

26mal 26mal

Die Zifferndarstellung geht von 00-00 bis
99--99, umfaBt also insgesamt 10000 még-
liche Nummern.

Nun 1aBt sich jede der 676 moglichen Buch-
stabenzusammenstellungen von A4 bis ZZ
mil jeder der 10000 Nummern kombinieren,
so daB insgesamt 676 - 10000 =6760000 ver-
schiedene Autonummern moglich wéren.

Ma7 82308 Es sei a die Linge der Kathete
BC, also (a+7 cm) die Linge der Kathete
AC. Dann 148t sich die Lange a aul AC von
C bis D abtragen, wobei D innerer Punkt von
AC ist. Wegen CB=CD ist das Dreieck BCD
gleichschenklig. Die Winkel ¥ CBD und
£ CDB haben deshalb die GroBe 45°. Der
Winkel ¥ ADB hat [olglich die GroBe 135°.
Somit 1aBt sich das Teildreieck ABD aus
AD, ABund ¥ ADB konstruieren. Dic Mittel-

senkrechte von BD schneid_et die iiber D
hinaus verldngerte Strecke AD im Punkte C.

A

a b ¢ 42a 35b
Ma$8 w2309 Aus§+6+7<1folgtm+2—1—0
+20¢ 210160 424+ 355+ 30c <210. Wir

210 < 310’ als
nehmen eine Fallunterscheidung vor:

a) Es sei a=2, also 35b+30c < 126. Wegen
b>a muB b =3 gelten. Fiir b =3 gilt 30c <21,
was nicht méglich ist.

b) Es sei a=1, also 35b+30c < 168. Wegen
b>a muB b =2 gelten. Fiir b =2 gilt 30c < 98,
also ¢ =3 wegen c>b.

Somit existiert genau eine Losung; sie lautet
[1, 2, 3], und es gilt

1.2 3 42470490 202

tstiT 210 210

Ma8 #2310 Es sei n eine beliebige natiir-
liche Zahl, dann gilt die Behauptung
8|@n+1+(2n+3P -2
Nunist 2n+1)24+(2n+3)* =2
=4n? +4n+1+4n2 + 120492
=8n*+16n+8
=8(n*+2n+1).
Es gilt 8|8(n*+2n+ 1), folglich gilt auch die
Behauptung, w.z.b.w.

Ma8 #2311 Nach Aufgabenstellung gilt fur
die Geburtsjahre die Zifferndarstellung 19ab
bzw. 19ba.

Weiter gilt (10a+b)—(10b +a)=36,alsoa—b
=4. Man kann nun die folgende Tabelle
aufstellen:

Geburtsjahre von

<.

Mutter Tochter Alter der Tochter (1982)
1904 1940 42

1926 1962 20

1937 1973 9

1943 1984 -

Nur die Geburtsjahre 1937 (Mutter) und 1973
(Tochter) erfiillen alle Bedingungen der Aul-
gabe.

Ma3g #23]2

Die Gerade PQ schneide die Gerade AD im
Punkt R. Nun gilt: -

Linge von DQ =3cm und Linge von AP
=9 cm. Es sei die Lange von DR =y, also die
L'zinge'von AR =y+ 12 cm. Nach dem Strah-

" lensatz erhalten wir

yi(y+12cm)=3cm:9cm=1:3,
3y=y+12cm, also y=6 cm.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ADNM
und ADQR folgt
x:(12cm—x)=3cm:6cm=1:2,
2x=12cm—x, also x =4 cm.

Die Strecke DN ist 4 cm lang.
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Teubner-Verlag, Leipzig:
Mathematikertagung

in Reinhardsbrunn

LEIPZIG

Enge und vertrauensvolle Zusammenarbeit
mit Wissenschaftlern des In- und Auslandes
ist seit vielen Jahren fiir die Arbeit des Teub-
ner-Verlages, Leipzig, kennzeichnend. Be-
deutende Mathematiker zu einer Tagung ein-
zuladen, dort iiber aktuelle, grundsitzliche
Trends ihres Fachgebietes zu beraten und zu-
gleich neue Buchvorhaben zu erértern, das
nahm sich der Verlag im Sommer 1980 aller-
dings zum ersten Mal vor. Damals begannen
die konkreten Vorbereitungen, ein Jahr spa-
ter wurden die Einladungen verschickt, und

im Oktober 1982 war es dann soweit: Der-

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leip-
zig, veranstaltete die Tagung ,,Aktuelle Pro-
bleme und Entwicklungstendenzen der Ma-
thematjk*‘. Mit der Organisation und Durch-
fiihrung einer wissenschaftlichen Tagung be-
schritt der Verlag Neuland, und deshalb war
es um so erfreulicher, daB mehr als 60 Ma-
thematiker aus der UdSSR, der CSSR, aus
Polen, Ruminien, Osterreich, der BRD,
Frankreich, Italien, Finnland, Schweden,
GroBbritannien, Kanada, Japan, den USA
und aus der DDR der Einladung nach Rein-
hardsbrunn (siehe Bild) folgten.

Neben programmatischen Ubersichtsvortra-
gen wie ,Recent Trends in Riemannian
Geometry“ von Prof. Dr. M. Berger (Paris)
oder ,.Einheitlichkeit, Wirklichkeitsbezug
und Kommunizierbarkeit der Mathematik*
von Profl.Dr.H. Dinges (Frankfurt/Main)
wurden in den drei Sektionen Analysis,
Algebra/Geometrie und Stochastik auch
zahlreiche Spezialvortrige gehalten. So spra-
chen beispielsweise Prof. Dr. A. Gopfert
(Merseburg) ,,Uber einige Entwicklungs-
trends in der Mathematischen Optimierung*
und Prof. Dr.L. D. Kudrjavzev (Moskau)
iiber ,,Some Topics of the Imbedding Theory

£ Yol 12101982
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of Function Spaces and its Applications*.
Abgerundet wurde das dreitigige wissen-
schaftliche Programm durch den Vortrag von
Prof. Dr. T. Banchoff (Providence), der Még-
lichkeiten der Computergrafik anhand selbst-
gefertigter mathematischer Filme vorfiihrte,
sowie durch eine gemeinsame Wandernung zur
nahegelegenen Marienglash6hle. Zahlreiche
auslindische Teilnehmer nutzten ihren
Aufenthalt in der DDR, um im Anschlul
an die Tagung Weimar, Dresden, Leipzig
oder Berlin zu besuchen.

Bereits im Januar 1983 sind die Reinhards-
brunner Tagungsberichte erschienen, und
zwar als 50.Band der ,,Teubner-Texte zur
Mathematik*.

Vor allem derart kurze Veréffentlichungs-
zeiten, giinstige Preise auch bei niedrigen
Auflagenhohen und weltweite Verbreitung
sind die wesentlichen Vorziige dieser im
Offsetverfahren erscheinenden Buchreihe.
Wenn man dabei bedenkt, daB heute selbst
Artikel in Fachzeitschriften erst ein bis zwei
Jahre nach Fertigstellung des Manuskriptes
gedruckt vorliegen, zugleich aber die wissen-
schaftliche Forschung immer schneller und
sprunghafter in neue Bereiche vorstd8t, dann
wird verstandlich, daB neben der traditionel-
len Buchherstellung auch neue Wege der Ver-
vielfdltigung und Verbreitung aktueller Er-
kenntnisse beschritten werden miissen. Seit
1976 stellt sich die Reihe ,,Teubner-Texte zur
Mathematik* dieser Aufgabe. Der Autor lie-

fert dem Verlag ecin reproduktionsfihiges
Schreibmaschinenmanuskript, und nach end-
giiltiger Fertigstellung der Offsetvorlage er-
folgt die Veroffentlichung des Buches inner-
halb von vier bis fiinf Monaten.

" Diese Publikationsform hat der Teubner-

Verlag, Leipzig, natiirlich nicht erst neu er-
finden miissen, im Gegenteil: er konnte an
eigene, positive Traditionen ankniipfen, denn
bereits in den neunziger Jahren des vergange-
nen Jahrhunderts veréffentlichte der deutsche
Mathematiker Felix Klein (1849-1925) hand-
schriftliche Vorlesungsausarbeitungen im so-
genannten Steindruckverfahren. Diese von
Klein, dem Begriinder des Mathematischen
Seminars der Leipziger Universitét, im Teub-
ner-Verlag publizierten Autographien waren
die eigentlichen Vorldufer unserer ,, Teubner-
Texte zur Mathematik*'.

Inzwischen erschienen in dieser Reihe 50 Mo-
nographien, Spezialvorlesungen bzw. Ta-
gungsbinde, und vor allem die wachsende
Zahl interessanter Manuskriptangebote, Li-
zenzvergaben in die UdSSR, nach Grol-
britannien, in die USA sowie der Export in
mehr als 30 Lander zeigen, daB diese Biicher
bereits innerhalb weniger Jahre einen festen
Platz im vielschichtigen internationalen An-
gebot wissenschaftlicher Literatur einneh-
men.

AbschlieBend sei noch ein bemerkenswertes
Ergebnis der Tagung in Reinhardsbrunn her-
vorgehoben: Das bisher aus vier Mathemati-
kern unseres Landes bestehende Herausge-
bergremium der Teubner-Texte wurde erwei-
tert. Mit Mathematikern aus der UdSSR, der
CSSR, aus Italien, GroBbritannien, Japan
und der BRD wurdé vertraglich vereinbart,
daB sie ab 1983 dem Verlag als beratendé
Herausgeber zur Seite stehen und aktiv Ein-
fluB auf die Auswahl und das fachliche
Niveau der einzelnen Biicher nehmen.

Auf diesem Wege wird der Teubner-Verlag,
Leipzig, seinem Ziel, in noch stirkerem
MabBe neueste Forschungsergebnisse des In-
und Auslandes zu publizieren, niherkom-
men.

J. Weifs




Autorenkollektiv
unter Leitung von A. Hilbert

Arbeitsgemeinschaften
in den Klassen 5 bis 8

268 Seiten mit zahlr. Bildern
Preis 7,65 M
Bestell-Nr. 707 4410
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

J.Lehmann
2 x 2 plus SpaB dabei
(Unterhaltungsmathematik fiir Klasse
1 bis 5)
80 Seiten, zahlr. farbige Bilder
Preis: 2,60 M
Bestell-Nr. 707 437 3
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

B. Noack/H. Titze

Aufgaben mit Losungen aus
Olympiaden Junger Mathematiker
der DDR in den Klassen 5 bis 8

184 Seiten, 38 Abb. Preis: 6,40 M
Bestell-Nr. 707 624 8/002196

Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

J. Ch. Schifer - Herausgeber: J. Lehmann

Die Wunder der Rechenkunst
Etwa 240 Seiten mit etwa 45 Bildern

Preis: etwa 7,00 M

Bestell-Nr. 707745 1
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

Autorenkollektiv
Wissensspeicher Formeln und Werte
Mathematik — Physik — Astronomie — Chemie
Etwa 192 Seiten mit etwa 160 Bildern

Preis: etwa.5,80 M
Bestell-Nr. 707 438 1
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

A. Hilbert

Funktionen
Reihe: Wir wiederholen
Etwa 160 Seiten mit 203 Bildern
Preis. 6,80 M
Bestell-Nr. 546706 9
VEB Fachbuchverlag Leipzig

A. Hilbert
Wabhrscheinlichkeitsrechnung
Reihe: Wir wiederholen

Etwa 112 Seiten mit 45 Bildern
und 5 Tabellen

Bestell-Nr. 5467077

VEB Fachbuchverlag Leipzig

Preis: 4,80 M

A.Hilbert
Differential- und Integralrechnung

Etwa 112 Seiten mit 59 Bildern
Preis: 4,80 M

Bestell-Nr. 546 704 2

VEB Fachbuchverlag Leipzig

Neuere Titel der Mathematischen Schiilerbiicherei (MSB)

Band 101
Band 102
Band 103
Band 104
Band 105
Band 106
Band 107
Band 108
Band 109
Band 110
Band 111
Band 112
Band 113
Band 114
Band 115
Band 116
Band 117

Drinfel’d, Quadratur des Kreises und Transzendenz von = (1980) (DVW)
Hodi, Endre (Hrsg.) Mathematisches Mosaik. 1. Aufl. 1977, 2. Aufl. (1980) (U)
Quaisser/Sprengel, Raumliche Geometrie (DVW) (1982)

Kufner, Raum und Entfernung (BGT) (1981)

Klotzek, Einfiihrung in die Differentialgeometrie I (DVW) (1981)

Schréder, Mathematik im Reich der Téne (BGT) (1982)

Kistner/Gothner, Algebra — aller Anfang ist leicht (BGT) (1983)

Klotzek, Einfiihrung in die Differentialgeometrie II (DVW) (1982)
Belkner/Brehmer, Riemannsche Integrale (DVW) (1984)

Pieper, Komplexe Zahlen (Theorie — Praxis — Geschichte) (DVW) (1983)
Lehmann, 222 Histerische Aufgaben aus 444 Jahrzehnten (U) (1984)
Kudrjawzew, Gedanken iiber die moderne Mathematik (BGT) (1983)
Belkner/Brehmer, Lebesguesche Integrale (DVW) (1984)

Sprengel/Wilhelm, Funktionen und Funktionalgleichungen (DVW) (1983)
Belski/Kaloujnine, Division mit Rest (DVW) (1982)

Quaisser, Bewegungen in der Ebene und im Raum (DVW) (1985)
Héfner/Klein, Wahrscheinlichkeit ganz einfach — Mathematik zwischen Astro-

logie und Trendrechnung (U) (1985)

Band 118

Péter, Das Spiel mit dem Unendlichen (BGT) (1984)

J. Lehmann|D. Ziegler, Leipzig

Wolfgang Schifferdecker
Der Dreh mit dem Wiirfel
96 Seiten mit 171 Zeichnungen,
11 Hlustrationen und 13 Farbfotos
Preis: 8,00 M
Bestell-Nr. 6538578
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Wolfgang Hintze
Der ungarische Zauberwiirfel

140 Seitenmit 171 2. T. farbigen Bildern

und 4 Tabellen Preis: 9,50 M
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Knifflige Fragen —
Rund um den Kreis

Ala Welche der schraffierten Flichen
(Bild 1, 2, 3, 4) in den abgebildeten vier
kongruenten Quadraten ist am groBten? Die
Antwort ist zu begriinden.

Bild 1 Bild 2 Bild 3 Bild 4

A2a Wieviel Prozent vom Flicheninhalt
des Quadrates betrégt die im Quadrat schraf-
fierte; von zwei Kreisbogen begrenzte Fliche?

(Bild 5)
Bild 5

A3 a Die Zeichnung (Bild 6) stellt ein Qua-

drat mit seinem Umkreis dar. Ferner wurde
iiber jeder Quadratseite als Durchmesser
nach auBen ein Halbkreis konstruiert. Dabei
entstanden vier schraffiert dargestellte Kreis-
bogenzweiecke. Es ist nachzuweisen, daB die
Summe der Flicheninhalte der vier Kreisbo-
genzweiecke gleich dem Flicheninhalt des
Quadrates ist

Bild 6

A4 A Dievier abgebildeten Figuren (Bild 7,
8, 9, 10) haben simtlich den gleichen Durch-
messer d. Es sind die schrafliert dargestellten
Flidcheninhalte durch d auszudriicken und der
GroBe nach zu ordnen.

A

Bild 7

Bild 8
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Bild10

A5A Diesieben abgebildeten groBen Qua-
drate (Bild 11 bis 17) sind jeweils aus vier
kongruenten kleineren Quadraten zusam-
mengesetzt. Die schraffierten Flichen sind
durch die Seitenléinge a eines kleinen Quadra-

tes auszudriicken.
Bild 11 Bild 12
Bild 13
///
Bild 15 Bild 16
%
V//A/K//)//A Bild 17

464 Uber den Durchmesser AB eines
Halbkreises k wurden, abwechselnd nach
beiden Seiten, vier kleinere kongruente Halb-
kreise gezeichnet, die eine Schlangenlinie s
bilden. Es ist zu untersuchen, welche der drei
Bezichungen k<s, k=s oder k> s gilt. (Bild
18)
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A7a Das Bild zeigt zwei kongruente Qua-
drate.'Dem linken Quadrat (Bild 19) wurde
der Inkreis, dem rechten Quadrat (Bild 20)
wurden vier kongruente Kreise einbeschrie-
ben. Es sind die schraflierten Flicheninhalte
beider F iguren zu vergleichen.

Bild 20

Bild 19

A84 Jedes der kleinen Quadrate der drei
abgebildeten Figuren (Bild 21, 22, 23) hat
die Seitenliinge a=1cm. Es ist der Flichen-
inhalt jeder der drei schraflierten Flidchen zu
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Bild 23

J. Lehmann/Th. Scholl



