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Euch ist inzwischen sicher bekannt, dall die Presseerzeugnisse unseres Landes stark
subventioniert waren. So auch unsere Zeitschrift. Die Erlose deckten schon seit vielen
Jahren nicht mehr die Kosten fur Papier, Satz und Druck. Mit dem Wegfall der Sub-
ventionen sehen wir uns deshalb gezwungen, ab Heft 4/90 den Preis unserer Zeit-
schrift auf 1,50 Mark zu erh6hen (im Abonnement zweimonatlich 1,20 Mark). Wenn
ihr unsere Zeitschrift abbestellen mochtet, so muB dies fiir das III. Quartal bis zum

9. Juli bei der Deutschen Post erfolgen. Wir hoffen aber sehr, euch auch weiterhin zu

unseren Lesern zahlen zu konnen.

Eure Redaktion

Alphons weist euch auf Artikel mit geringerem Schwierigkeitsgrad hin. Das heiBt aber
nicht, daB alle anderen Beitriige fiir mathematische Anfinger ungeeignet sind.
Probiert es selbst aus!



De honingraatkubus

Der Honigwabenwiirfel

Auf unserem Titelblatt seht ihr ihn — den Ho-
nigwabenwiirfel. Er glanzte auf dem Titelblatt
unserer niederldndischen Schwesternzeitschrift
,Pvthagoras®. Und gefiel uns so ausnehmend
gut, daf3 wir ihn und die dazugehérigen Be-
trachtungen euch nicht vorenthalten wollten.
Alphons

Was sehen wir? Einen Wirfel, der im Mit-
telpunkt des Sechsecks einen nach vorn
weisenden Eckpunkt, sechs Eckpunkte ent-
lang des Randes der Figur hat und dessen
vorderer und hinterer Eckpunkt sich iiber-
decken.

Jede der Kanten ist ein Balken mit quadra-
tischem Querschnitt, jede der sechs Seiten-
flaichen mit einem Balkenkreuz versehen.
Innen ist der Wiirfel leer — oder doch
nicht? Konnte sich in der Wiurfelmiite ein
zentrales ,,Achsenkreuz® befinden, das die
gegeniberliegenden Flichenmittelpunkte
verbindet?

Oder sieht man durch die Offnungen nur
die Balken der Riickseite?

Versuchen wir, die Doppelsinnigkeit durch
eitnen Zeichentrick aufzuheben. An
Schnittpunkten, die zwar in der Zeichnung
zu sehen sind, die aber in Wirklichkeit
nicht existieren, werden die Linien unter-
brochen. Schaut euch die folgenden beiden
Bilder genau an. Welcher der beiden Wir-
fel hal ein zentrales Achsenkreuz?

Ein winziger Unterschied an drei Stellen
und Bild 1 zeigt den hohlen Wiirfel, Bild 2
einen Wiurfel mit zentralem Achsen-
kreuz. .

Welchen Sinn hat nun das ,Honigwaben-
muster® hinter dem Wiirfel?

Ganz einfach: Alle Balken des Wiirfels
werden durch drer parallele Linienstucke

¥

S/

?

Bild 1

angedeutet, die jeweils senkrecht auf einer
Honigwabenseite stehen. Das mittlere Li-
nienstuck geht durch die Mitte dieser
Seite. (Zerschneidet i1hr die Titelfigur in
Sechsecke, erhaltet ihr ein ganz schon an-
strengendes Puzzle.) Jedes Honigwaben-
stuck 1st nun aus ein und derselben Grund-
figur abzuleiten.

In einem regelmafBigen Sechseck werden
die Mitten jedes Paares gegeniiberliegender
Seiten durch eine Linie verbunden
(Bild 3 a). Beiderseits jeder Linie werden
im Abstand von einem Drittel der Liange
der Sechseckseite Parallelen gezogen
(Bild 3 b).

Fertig ist die Grundfigur.

Bild 3a Bild 3b

Der Honigwabenwurfel und Verwandte von
ihm (diesen fehlen einzelne oder mehrere
Balken) konnen nun daraus abgeleitet wer-
den, indem Teile daraus wegradiert wer-
den.

Beispiel 1: Wo kann das folgende Puzzle-
stiick sitzen?

Bild 4 .

Die Losung, falls das Rahmenkreuz der

oberen Flache weggelassen wurde und der
Wiirfel hohl 1st.

Bild 4b
Beispiel 2: Wo befindet sich dieses Puzzle-

stiick?
SH
Bild 5a S

Eine L3sung:

Bild 5b

Nun seid ihr dran. Suchi fir die sechs
Teile von Bild 6 eine Stelle im Gebilde der
Titelfigur, in der, wie gesagt, Balken ent-
fernt werden diirfen.

@ © &)
@b B @b

Bild 6

Ein Bild wurde allerdings hineingemogelt,
das nicht sein kann!

nach: ,De honingraatkubus"

Pythagoras, Amsterdam Hessel Pot/Klaas
Lakeman nach einer Idee

von G.J. Westerink

Die Liosung der Aufgabe sei dem Leser selbst
iberlassen.

alpha, Berlin 24 (1990) 3 - 49



Uberall Algorithmen

Teil 2

Darstellungsformen
von Algorithmen

Im Teil 1 (alpha, Heft 2/90) lernten wir
Bildfolgen und verbale Beschreibungen als
Darstellungsformen von Algorithmen ken-
nen.

BASIC-Programm

Einem Computer niitzt es wenig, wenn der
Algorithmus z.B. in deutscher Sprache
oder in Form einer Bildfolge vorliegt. Fiir
thn mubBl man die Vorschrift in eine spe-
zielle ,Computersprache” tibersetzen. Dar-
auf wurde in Teil 1 schon kurz eingegan-
gen.

Vor der Ubersetzung einer Vorschrift in
eine Computersprache ist es erforderlich,
den Algorithmus in elementare, fiir den
Computer verstandliche Anweisungen zu
zerlegen. Dabei kann es niitzlich sein, den
Algorntthmus zunidchst in Form eines Pro-
grammablaufplanes bzw. eines Strukto-
gramms darzustellen. Auf beide Moglich-
keiten der Darstellung gehen wir nun noch
etwas naher ein.

Als erstes Beispiel wollen wir die Vorschrift
der Aufgabe 4 (siehe Teil 1) in Form eines
Programmablaufplans darstellen. In etwas
veranderter Form hatte die Vorschrift fol-
gendes Aussehen:

Gegeben sind die Zahlen a, b, c.

(1) Addiere zu a die Zah!l b!

Das ergibt x.

Dividiere x durch 2! Das ergibt y.
Multipliziere y mit ¢!

Das ergibt z.

(4)" Schreibe die Zahl z auf!

Hier nun ein entsprechender Programmab-
laufplan (Bild 1):

(2)
(3)

iy

/1/

/2/ Eingabe
der Zahlen

/3/ Verarbeitung
der Zahlen

/2/ Ausgabe
des Resultats

4/
Bild 1
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/1/ Dieses Symbol markiert den Anfang
eines jeden Programmablaufplans.

/2/ Das Parallelogramm ist das Symbol fur
die Eingabe oder Ausgabe von Daten (z. B.

Zahlen).
/3/ Ein Rechteck ist das Symbol fur die

Verarbeitung von Daten. Das Symbol ="

-

wird ubersetzt mit ,ergibt sich aus®.
=g + b bedeutet, daBl sich der Wert der
Variablen x als Summe von a und b er-
gibt. Ist z.B. a=2 und b =4, so erhadlt x
nach der Anweisung x = a + b den Wert 6.
Anweisungen wie x:=ag+ 5 nennt man
auch Ergibtanweisungen.
In einer Ergibtanweisung darf links vom
Zeichen ,:=“ nur eine Variable stehen.
Dieser Variablen wird der Wert des rechts
vom Zeichen ,:=“ stehenden Ausdrucks
zugewiesen. Zuweilen findet man auch
eine Anweisung wie x := x + 1. Eine solche
Anweisung ist nur sinnvoll, wenn zuvor der
Variablen x ein Wert zugeordnet wurde.
Angenommen, x hatte durch die Anwei-
sung x:=6 den Wert 6 und anschlielend
wiare die Anweisung x:= + 1 abzuarbei-
ten, dann wiirde sich nun der alte Wert von
x um 1 erhdhen und x wirde der Wert 7
zugeordnet werden, d. h., vor Abarbeitung
der Anweisung x:=x+1 hat x den
Wert 6. nach Abarbeitung der Anweisung
x:=x+ 1 hat x den Wert 7.
/4/ Dieses Symbol markiert das Ende eines
jeden Programmablaufplans. Die Abarbei-
tung des Algorithmus erfolgt in Pfeilrich-
tung. Mit dem im Programmablauf (Bild 1)
angegebenen Algorithmus kann man den
Flacheninhalt eines Trapezes ermitteln,
falls a und b die Zahlenwerte der zueinan-
der parallelen Seiten sind und c der Zah-
lenwert der zugehoOrigen Hdhe ist. (Die

Mafeinheit sei jeweils ,cm®!) z i1st dann

der Zahlenwert
cm?).

des Flacheninhalts (in

Alla Schreibe einen Programmablauf-
plan fur die Berechnung des Volumens
und der Oberfliche eines Wiirfels mit der
Kantenlinge a!

Im Bild 3 ist ein FluBdiagramm zur Ermitt-
lung der kleinsten von drei vorgegebenen
Zahlen dargestellt. In diesem Programmab-
laufplan finden wir ein neues Symbol
(Bild 2):

Bild 2

Der Rhombus ist das Symbol fiir eine Ver-

zweigung. Er hat einen Eingang und zwel
Ausgange. Welcher Ausgang zu benutzen
1st, hangt davon ab, ob die Bedingung B

~im Rhombus erfillt ist (ja-Weg) bzw. nicht

erfullt ist (nein-Weg).

Al2a Wieviel verschiedene Wege gibt es
im Programmablaufplan (Bild 3), um von

(START) nach (STOP) zu gelangen?

Gib fur jeden Weg ein Zahlentripel a, b, ¢
an!

Eingabe ;
a,b ¢
(aeb, bsc arc)

<
=

ia
Ausgabe; Ausgabe:
g C

Bild 3

o

nen

A 13 a Entwickle einen Programmablauf-
plan, nach dem man die groflite von drei
vorgegebenen Zahlen a, b, ¢ (a ¥ b, a * c,
b * c¢) ermitteln kann!

Al4a Versuche, durch systematisches
Probieren alle natiirlichen Zahlen von 0 bis
10 zu ermitteln, die die Gleichung
x-x=11-x— 24 erfiillen.

Fir die Losung der Aufgabe 14 fertigen wir
uns am besten eine Tabelle an:

Gilt x- x
X | x-Xx 11-x—24 | =11-x—247
00 —24 nein
1 (1 —13 nein
10

Das systematische Suchen nach den Lo-
sungen konnte aych ein Computer uber-
nehmen, denn dem Suchvorgang liegt ein
Algorithmus zugrunde.

Allerdings mufi man dem Compuler ,sa-
gen'”, von welcher naturlichen Zahl x die
Suche beginnen soll und bis zu welcher na-
tirhichen Zahl ¢ die Suche nach einer Lo6-
sung durchgefuhrt werden soll.

Die Suche bepginnen wir mit x=0. In
Form eines Programmablaufplanes hitte

der Suchalgorithmus folgendes Aussehen
(Bild 4):



Dieses stindige Wiederholen desselben
Weges bezeichnet man als Schleife (Zyklus
- oder Wiederholung). Die Schleifenvariable
ist in unserem Falle x. Thr wird durch
x := 0 zunachst der Anfangswert 0 zugewie-
sen. Mit diesem Wert ist die Schleife erst-
mals zu durchlaufen. Danach wird der
Wert der Variablen durch x:=x+1 um 1
erhoht. Der Durchlauf ist nun so lange zu
wiederholen, bis der aktuelle Wert der Va-
riablen groBer als der Wert von a ist. Fir
unser Beispiel legten wir fiir 2 den Wert 10
fest.

A15a Arbeite den Programmmablaufplan
(Bild 5) fur folgende Werte ab!
aym=3,n=2, b)m=6n=3.

START
Engabe:mn )
(m neN)

St=m

k:=n

Bild 5

nein ke =K-1
401

Ausgabe :
S

-

Neben Programmablaufplinen setzen sich
mehr und mehr auch Strukrogramme als
anschauliche Darstellungsformen fur Algo-

rithmen durch. Deshalb wollen wir zum
AbschluB unseres Beitrages noch einige
Bemerkungen zu Struktiogrammen ma-

chen. Als erstes betrachten wir die Darstel-
lung eines Struktogrammes flir einen Algo-
rithmus zur Berechnung von Oberfliche
und Volumen eines Wiirfels mit der Kan-
tenlange a (Bild 6).

Eingabe

} Verarbeitung

Ausgabe: V0 }

Eine Verzweigung wird im Struktogramm
mit Hilfe eines Dreiecks dargestellt (vgl.
Bild 7). Im Vergleich ist im Bild 7 noch der
entsprechende Teil eines Programmablauf-
planes angegeben.

Ausgabe

Anweisung | Anweisung
1 2
Bild 7
Anweisung
nemn 2
10 :

1

Ein Struktogramm fur die Ermittlung der
groBten von drei angegebenen Zahien g, b,
c(a*b a*c b+ c)konnte nun wie folgt
aussehen (Bild 8):

Bild 8

Eingabe: a,b,c

(axb awc , b#c)

Als letztes Beispiel wollen wir noch den Al-
gorithmus zur Bestimmung der Losung der
Gleichung

x-x=11-x—24 (xe N, x =10)

in. Formm eines Struktograrnms vorstellen.
Dabei ist a wieder die Variable fur die
Zahl, bis zu der die Suche nach einer Lo-
sung durchgefiihrt werden soll. An dem
Struktogramm (Bild 9) kann man erken-
nen, wie man eine Wiederholung (mit End-
bedingung) in einem Struktogramm dar-
stellen kann.

Losungen

Alla

Al12a 4 Wege!
Beispiele fur Zahlentripel: -
(2,3,4),4,3,2),(3,2,4), 3,4, 2)

Alla

Eingabe:
a,b,c (ash,
a»C, bec}

@ nein @ nan |
3a .
ja

@ nem

ja
Ausgabe Ausgabe . Ausgabe:
a c b
STOP

Alda x =3, x,=8

Al5SAa Als Ausgabewert ergibt sich:
a) s=5;b) s=09.

alpha, Berlin 24 (1990) 3 . 51



Weil}t du, wieviel Sternlein stehen?

Die Entwicklung der Zahlworter und Zahlzeichen

Teil 1 .

In einemn alten Kinderlied wird die Frage
gestellt, wie viele Sterne am Himmel ste-
hen. Auch eine Antwort wird gegeben: die
groBe Schar sei gezahlt. Warum zahlen wir
eigentlich Dinge, und wie tun wir das? An-
ders gesagt, wie kam es zu dem Bediirfnis,
etwas zu zidhlen, und wie entwickelten wir
Zahlfertigkeiten?

Der schwedische Mathematiker Mittag-
Leffler (1846 bis 1927) begann seine Arbeit
JEinleitung zur Theorie der analytischen
Functionen“ von 1920 mit der Bemerkung:
,Die Zahl ist Anfang und Ende des Den-
kens. Mit dem Gedanken wird die Zahl ge-
boren. Uber die Zahl hinaus reicht der Ge-
danke nicht.“ Diese Feststellung unter-
streicht nicht nur die grundiegende Rolle
des Zihlens, denn nach Mittag-Lefflers
Meinung erreicht das abstrakte Denken in
dem Zahlbegriff und im Umgang damit
seinen Hohepunkt schiechthin. So verwun-
dert es nicht, wenn Mittag-Leffler diese
Aussage fur wiirdig hielt, den Eingang des
von ihm in Djursholm gegriindeten mathe-
matischen Instituts zu zieren.

Daf3 Mathematiker es mit den Zahlen ha-
ben, versteht sich. Aber ubertreiben sie
nicht, wenn sie wie Isodorus (560 bis 636)
behaupten: ,Nimm allem die Zahl, und al-
les zerfdllt“? Keineswegs, denn dreizehn
Jahrhunderte nach Isodorus ist die Rolle
der Zahl noch viel offensichtlicher gewor-
den. Es ist der 22. 1. 1990, an dem ich die-
sen Artikel in die Maschine tippe, am
nachsten Tag (23.1.) werde ich um
6.30 Uhr aufstehen und um 7.32 oder
7.37 Uhr mit den StraBenbahnlinien 2 oder
3 zum Bahnhof fahren, um den Zug 7331
um 8.04 Uhr der Strecke 515 Halle — Leip-

zig zu benutzen. In Leipzig werde ich am
Johannisplatz der alpha-Redaktion das 6sei-

tige Manuskript abgeben. Ich habe dann
noch einige Besprechungen in Leipzig
zu verschiedenen Uhrzeiten und werde
bestimmte Telephonnummem anrufen.
SchlieBlich will ich mir aus der Bibliothek
einige Biicher ausleihen, deren Signatur
ich dafiir angeben muB3. Am Abend werde
ich das Rundfunk- oder Fernsehprogramm
zu einer bestimmten Zeit einstellen. Das
Fernsehbild oder die Toniibertragung lie-
fien sich lbrigens durch Zahlenfolgen be-
schreiben, d.h., aus dieser Zahlenfolge
konnte das Bild oder der Ton mittels geeig-
neter Technik rekonstruiert werden. Bank-
konto, Postleitzahl, Personenkennziffer,
Autonummer, Schulklassenbezeichnung

52 . alpha, Berlin 24 (1990) 3

und vieles andere zeigen, wo sich Zahlen
unwiderruflich , breit gemacht“ haben.

Es ist heute unmoglich, unser Leben ohne
Zahlen zu ordnen und in den Griff zu be-
kommen. War das schon immer so? Nein,
und es ist reizvoll zu sehen, wie die Bedeu-
tung der Zahlen zugenommen hat und wie
die Menschen den wachsenden Bedirfnis-
sen mit geeigneten Zahlzeichen und Zahl-
wortern gerecht zu werden versuchten. Das
Zihlen (Benennen der Zahl) und das ele-
mentare Rechnen (Umgehen mit Zahlzei-
chen) sinkt heute bereits nach der Unter-
stufe unserer Schulen zur Handfertigkeit
herab, und es wird deshalb als nicht beson-
ders schwierig oder tiefgrindig angesehen.
Das ist aber ein Irrtum, denn die Leichtig-
keit des Umgangs liegt an den auleror-
dentlich praktischen Bezeichnungen und
einfachen Regeln, die in einem sich uber
Jahrhunderte erstreckenden Prozell aus
viclen Ziffernsystemen als die glinstigsten
herausgeschalt wurden.

Das Zahlen ist eine angeborene Fahigkeit
des Menschen, vergleichbar mit der ange-
borenen Fihigkeit zu sprechen. Aber wie
diese, muB auch die Fihigkeit des Zdhlens
entwickelt werden: der Geist fdllt nicht
vom Himmel. Allem Zihlen voran geht je-
doch ein Zweck. Das ist auch heute noch
so. Eine Reisegesellschaft wird beispiels-
weise vom Reiseleiter anders gezahlt als
von Hotelangestellten, die Zimmer anwei-
sen oder Speisen und Getrinke austeilen.
Erst ein Zweck erklirt eine Menge und
macht si1e zahlbar.

Die Fihigkeit des Zihlens beruht auf dem
raumlichen Vorstellungsvermégen des Ge-
hirns. Um irgendwelche ,Michtigkeitsein-
driicke“ einer Menge von Dingen aufzulo-
sen, sie also zu benennen und zu
bezeichnen, miissen die Elemente der
Menge angeordnet werden, d.h., jedes
Ding bekommt seinen Ort. [Gegebenen-
falls werden Dinge wie Wasser, Luft u. 4.
(Kontinua) durch MaBe meBbar gemacht.]
ZweckmiBig ist das Aneinanderreihen in
einer (geraden) Linie.

Und hier sitzt ein Problem, das aus moder-
ner Sicht leicht iibersehen wird. Wir haben
keine Schwierigkeit, eine Herde Vieh zu
zihlen, denn wir abstrahieren beim Zahlen
und iibersehen damit individuelle Unter-
schiede der Tiere. Jedes Tier ist beim Zah-
len fiir uns ein Ding, namlich ein Tier der
zu zihlenden Art. Das war aber bei unse-
ren Vorfahren, die zu zdahlen begannen,
lingst nicht so. Das Individuelle der Tiere,

Menschen oder Dinge iiberwogs anfangs
weit mehr als das Bediirfnis, einen abstrak-
ten Begriff (wie Pferd, Stein oder Baum) zu
schaffen, der sich zum Zihlen eignet.
Hinzu kommt, daB die Mengen, die zu-
nachst gezahlt werden sollten, auch ohne
einen abstrakten Elementbegrift ,zahlbar®
waren. Genau wie jeder in einer Gruppe
von guien Freunden weill, ob alle da sind,
ohne dabei die Gruppe durchzuzihlen.
Hirten von Naturvolkern (Indianer, Afrika-
ner), die sehr verbunden mit ihrer Welt
und deren Dingen leben, bewiltigen auf
diese Art das Zihlen groBler Viehherden
bis zu mehreren hundert Tieren. Auch
Tiere ubersehen auf diese Weise kleinere
Mengen (Junge, eigene Horde). Im allge-
meinen leisten moderne Menschen beim
sogenannten ,intuitiven* Zahlen auch
nicht mehr als Tiere. Tierversuche haben
gezeigt, daB Raben in diesem Sinn bis sie-
ben ,,zahlen®“ kdénnen.

Noch ein Beispiel zum Abstrahieren: Ein
kleines Kind, das mit einem Ball spielt,
wird diesen ganz anders sehen als ein Phy-
siker, der die Flugbahn dieses Balles be-
stimmt, oder ein Mathematiker, der das
Volumen dieses Balles errechnet. Die
IFarbe des Balis, die fir das Kind von groB-
ter Bedeutung ist und die Unterschiede zu
anderen Billen schafft, interessiert weder
den Mathematiker noch den Physiker —
bei ihrem abstrakten Ballbegriff sind Bille
aller Farben lediglich (Hohl-) Kugeln mit
bestimmten Radien.

Mit der Paarbildung setzt das begriffliche
Isolieren ein. Jedoch noch nicht vollstan-
dig, denn es gibt viele wichtige paarweise
Dinge im Alltag, die eine Einheit bilden
(Augen, Hinde, Mann und Frau usw.) und
am Anfang des Zihlens auftraten. Zahlwor-
ter entstehen, um Michtigkeiten zu be-
schreiben und zu erfassen. In den altesten
bekannten Sprachen (wie z. B. tm Sumeri-
schen um 4000 v. u. Z.) lautet die Folge der
ersten Zahlworter moderm gesagt so: eins,
zwel, viele. Die Sumerer hatten nicht wie
wir eigene Worter fur eins und zwel, son-
dern sie benutzten dafiir die vorhandenen
Worter: Mann fiir eins und Frau fir zwel.
Wie man sich bei den Zahlwortern muh-
sam uber die Zdahlgrenze zwei hinausgear-
beitet hat, zeigen die Zahlworter der Pyg-
maen:

1l a 4=2++72 oa oa
2 o0a 5=2+2+1 o0a o0a a
3 ua 6=2+2+2 o0a o0a o0a



Man kommt also durchaus mit drei Zahl-
wortern uiber die 3 hinaus!

Aber man mub die Dinge nicht immer be-
nennen, um sie zu zdhlen. Seit Urzeiten
sind Hilfsmengen in Gebrauch. Die ein-
fachste Hilfsmenge besteht aus unseren
10 Fingern, die immer zur Hand sind und
mit denen kleine Mengen abgezihlt wer-
den kdénnen. Steinchen und Stdcke eignen
sich auch, um beispielsweise eine Herde zu
zdahlen. Fur jedes Tier, das auf die Weide
geht, legt man ein Zihlsteinchen in eine
Urne, und abends, wenn die Tiere wieder
in den Stall kommen, nimmt man pro Tier
wieder ein Steinchen heraus. Die einein-
deutige Zuordnung ermoglicht das Zihlen
unabhangig von Zahlwértern (und Zif-
fern).

Alter als die Zahlwérter sind die Zahlzei-
chen. Am Anfang standen einfache Kerben

(siche alpha 1/89, Am Anfang war die

Kerbe), um Machtigkeiten von Mengen zu
fixieren. Aus der Zeit des Cro-Magnon-
Menschen (etwa 30000 v.u. Z.) kennen wir
einen Wolfsknochen mit 55 Kerben. Die
Kerben sind linear angeordnet. Es ist un-
wahrscheinlich, daB fir 55 damals bereits
ein Zahlwort vorhanden war. Das unablas-
sige Bemuhen, das Einkerbungssystem zu
verbessern sowie Zahlworter fiir die Ker-
benzahlen zu finden, weist auf ein grundle-
gendes Bedirfnis der Menschen jener Zeit
hin, sich mit Hilfe von Zahlen besser in
Raum und Zeit orientieren zu koénnen.
Das Reihen der Kerben konnte durch Biin-
deln ubersichtlicher gemacht werden, wie
wir fur die 12 es an drei Moglichkeiten auf-
Zeigen:

a) L T T
b) I T T

c) aandSass il

Sehr viele Zahlworter, die ohne ein System
die Vielfalt der Zahlreihe stets aufs Neue
benennen, kann man sich nicht merken.
Die Pygmaen haben bereits mit ihren Zahl-
wortern versucht, das Biindeln auch in der
Sprache wirksam werden zu lassen. Ein au-
stralischer Stamm ging ebenso vor:

1 mal 4 =2+ 2 bulan-bulan
2 bulan 5=2+3 bulan-guliba
3 guliba 6=3+4+3 guliba-guliba

Jedoch erweisen sich drei Zahlworter auf
die Dauer als Sackgasse, da mit der Ent-
wicklung der menschlichen Gesellschaft
die Zahlgrenzen stindig nach vorn gescho-
"ben werden. Sumerisches Zihlen (um
2000 v.u. Z.) zeigt, wie man versuchte, mit
den Zahlwortern sich voranzuarbeiten und
die Zahlgrenze zu iberschreiten: Reste

eines Finfersystems finden sich, wenn fur.

7 bzw. 9 mit alten Zahlworter 5 +2 bzw.
5+ 4 pesagt wird, ein Zwanzigersystem
schimmert durch, wenn fiir 40 bzw. 50 mit
bekannten Zahlwortern so operiert wird
2 X 20 bzw. 2 X 20+ 10. SchlieBlich weist
30, als 3 X 10 benannt, auch noch auf ein
Zehnersystem hin. Endergebnis sumeri-
schen Zahlens war ein Sexagesimalsystem,
also ein Zahlensystem, das in 60er Einhei-
ten biindelte. Wir finden heute noch Reste
davon in den 60 Minuten einer Stunde
oder in der Winkeleinteilung (360°).

Die mtuhselig errungene Losung benutzt
konsequent die Bindelung, die ein Verfah-
ren (einen Algorithmus) liefert, flir belie-
bige Anzahlen, Zahlworter zu liefern. Beim
Zehnersystem, das sich durch die Benut-
zung der 10 Finger als Biindeleinheit her-
ausbildete, sieht das Verfahren so aus:

10 Dinge bilden bekanntlich das erste Biin-~

del, zehn solcher Bindel werden als neues
Biindel begriffen und bezeichnet usw. Fir
die neun moglichen Anzahlen des erslen
Biindels, die unterschieden werden miis-
sen, gibt es neun verschiedene Zahlworter
(eins, zwei, ..., neun); fur die neun Biindel
zweiter Art werden hieraus Zahlworter ab-
geleitet (zehn, zwanzig, dreiBig, ..., neun-
zig) usw. Die Herleitung des Wortes zehn
aus eins leuchtet nicht ein, aber ab zwan-
zig ist das grammatische Verfahren klar.
Logische und geschichtliche Entwicklung
laufen eben nicht immer gleich ab. Wir sa-
gen nicht ein-zehn bzw. zwei-zehn, son-
dem elf bzw. zwolf, dann aber drei-zehn
usw. Die Franzosen haben sogar nach der
10 (dix) bis 16 (seize) individuelle Namen,
erst mit 17 (dix sept) greifen sie das er-
wihnte Prinzip auf. Im Gegensatz zu uns
wird das groDere Biindel zuerst genannt:
erst Zehner, dann Einer. Sie zihlen folg-
lich weiter Zwanziger-Einer wie z. B. vingt
quatre (24) und nicht vier-und-zwanzig
(Einer und Zwanziger) wie wir. Bei den
Franzosen bricht bei der 80 ein altes Zwan-
zigersystem (an Handen und FiiBen wurde
gezahlit) durch:

80 quatre-vingt (vier Zwanziger)

90 quarte-vingt dix (vier Zwanziger

[und] zehn).

Sprachliche Logik, die 80 und 90 aus 8
(huit) und 9 (none) ableiten muflte, hatte
huitante und nonante hervorgebracht.

Bleiben wir noch einen Augenblick bei
sprachlichen Betrachtungen. Die heute iib-
liche Angabe .37 Stunden®“, in der das
Zahlwort 37 adjektivisch gebraucht wird,
hat sich bequemerweise eingebiirgert (ob-
wohl sie nicht korrekt ist, denn 37 ist keine
Eigenschaft einer Stunde). Urspriinglich
wurde der Zahlbegriff in die Endung des
Substantivs eingearbeitet. Neben der von
uns noch heute so gebrauchten Einzahl
(Elter), gab es eine Zweizahl (Eltern), eine
Dreizahl usw. Diese grammatische Vari-
ante kam allerdings in keiner Sprache iiber
die Vierzahl hinaus, da sich auf lange Sicht
der adjektivische Gebrauch als zweckmaBi-
ger erwies und durchsetzte. Im Deutschen
gibt es heute nur eine Einzahl (Singular)
und eine Mehrzahl (Plural), im klassischen
Griechischen oder im heutigen Arabischen
finden sich drei grarmmatische Formen fir
einen, zwei und mehr als zwei Freunde.
Auch 1m Russischen gab es frither eine
Zweizahl (Dual). Fir 2, 3 oder 4 Hauser
lautete diese alte Dualform ,,noMa“ anstelle
von ,noM“ (Haus). Fir finf Hiuser wird
dann logisch ,finf der Hiuser“ bzw. _nsaTe
JoMOB“ gesagt usw., aber fur 2, 3 oder
4 Hauser benutzt man die alte Dualform,
die auBerlich mit dem Genitiv Singular
ubereinstimmt, aber inhaltlich nichts mit
ihm zu tun hat. Die scheinbar wdrtliche,
aber unverstindliche Ubersetzung von

,Jsa moMa“ durch ,zwei des Hauses“ er-
klart sich hiermit. Die alte Zweizahlform
erscheint 1im Russischen bei 100 wieder.
Der Plural von ,cTo“ wire ,cta“, aber 200
heillt ,naBecT” (Doppelhundert) und nicht
Jpecta* (Zweihundert), dann folgt aber
fur 300 regelmaBig ,,TpucTa” usw.

- Da das Zahlen eine wichtige Tatigkeit war

und ist, lassen sich in der Sprache noch
viele Schwierigkeiten, die unsere Vorfah-
ren beim Entwickeln der Zahlfertigkeiten
hatten, aufweisen. Wir haben schon darauf
hingewiesen, daB das Abstrahieren wichtig
fiir das Zahlen ist. So kam es, daB} fir be-
stimmte Sorten von Dingen Zahlworter
entwickelt wurden, aber fur andere Arten
von Dingen entstanden andere Zahlworter
(fir die gleiche Anzahl!). Beispielsweise

zahlte ein Naturvolk jeweils lebende, runde

oder lange Dinge sowie Tage mit verschie-
denen Zahlwortarten. In Japan gibt es eine
Zahlklasse fur lange Dinge und Morder.
Bei uns erinnern alte ZihimabBe wie Stick,
Paar, Dutzend, Schock oder Mandel daran.
Man spricht zwar von einem Joch Ochsen,
aber nicht von einem Joch Socken, man
verlangt zwei Stiick Salatkopfe, aber redet
nicht iiber zwei Stick Mensch. Selbst un-
bestimmte Mengen ziahlen wir in Klassen:

eine Herde Schate, ein Rudel Hirsche, ein

Schwarm Miucken.

Die Kerben sind die dltesten Zahlzeichen.
Obwohl mit ihnen Maichtigkeiten erfafit
werden sowie einfache Rechnungen (Wei-
terzahlen) ausgefiihrt werden konnen, wur-
den die Zihlgrenzen jedoch durch die
Zahlworter vorangeschoben. Heute eilen
die Zahlzeichen jedoch den Zahlwartern
voraus. Das wird vermutlich so bleiben,
denn wer will sich wohl der praktischen
und einfachen Schreib- und Sprechweise
der Physiker entziehen, wenn die Masse
der Erde mit 5,98-10% kg anstelle von
5 Quadrillionen und 980 Trilliarden Kilo-
gramm angegeben wird. Spitestens bei der
geschatzten Zahl der Atome im All, ndm-
lich rund 10°°, diirfte auch der zahlwort-
freudigste Leser das Handtuch werfen,
denn das ebenso leistungsfahige wie einfa-
che Prinzip der Potenzschreib- und
-sprechweise tiberwindet mihelos jede
Zahlwortgrenze. Der polnische Mathemati-
ker unserer Zeit Hugo Steinhaus zeigte,
daB es sehr leicht ist, symbolisch riesige
Zahlen aufzuschreiben. Dazu vereinbarte

er folgendes:
a® = A

a in a Dreiecken =

4]
a in a Quadraten = @

Was bedeuten in diesem Sinn (1) und (2)?
Aber mit dieser Frage sind wir schon bei
den Ziffersystemen. Wie verschiedene
Zahlzeichen Ziffersysteme hervorbrachten,
das wollen wir im zweiten Teil unseres Ar-
tikels untersuchen.

R. Thiele
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Gerechte und ungerechte Wiirfel-

spiele — Uberraschungen

mit ungewohnlichen Wiirfeln

Teil 1

Jedes Kind lernt schon friihzeitig den ge-
wohnlichen Spielwiirfel kennen, der auf
seinen sechs Quadratflachen die Augen-
zahlen 1 bis 6 trigt. Deren Anordnung er-
folgt bereits seit dem Mittelalter einheit-
lich so, daB die Augenzahlen e¢inander
gegenuberliegender Flichen zusammen 7
ergeben. Wiirfeln ist wohl das alteste
Glicksspiel der Welt, doch wiirfelten un-
sere Vorfahren zunidchst mit den Fulige-
lenkkndcheln von Lammern; diese konn-
ten nicht 6, sondern nur 4 (verschieden
bewertete) Seiten zeigen.

In Sumer vor iiber 4500 Jahren spielte man
mit Tetraedern, also dreiseitigen Pyrami-
den. ,Wiirfeln mit Pyramiden® erscheint
manchem vielleicht als etwas in sich Wi-
dersprichliches. Dann bedenkt er aber
nicht, daB der regelmiBige Korper, den die
Griechen Hexaeder, also Sechsfldchner,
nannten und die Romer Cubus, zwar in der
deutschen Sprache seit geraumer Zeit nach
seiner Verwendung beim Gliicksspiel be-
zeichnet wird, daB das aber nicht selbstver-
stindlich ist. So heiBt dieser Korper im
Englischen wie im Franzosischen cube
(wobei die Aussprache freilich unterschied-
lich ist), der ‘Spielwirfel aber die (Plural
dice) bzw. dé. Auch in der russischen Spra-
che unterscheidet man zwischen xy6(uk)
und (urpambHas) Kocth. Der legendare
Ausruf Caesars Die Wiirfel sind gefallen,
nachdem er durch Uberschreiten des
Grenzflusses Rubikon mit seinen Legionen
den Biirgerkrieg erdffnet hatte, kann
schlieBlich im Original nur alea iacta est
und nicht etwa cubi iacti sunt gelautet ha-
ben. Das Wiirfelspiel hiefl bei den RoOmern
namlich alea, der Spielwiirfel talus (mit
vier giiltigen Seiten) oder tessera (mit sechs
Seiten).

Anstelle eines Hexaeders mit 1 bis
6 Augen auf seinen Flachen kann man
auch einen Kreisel als Spielgerat verwen-
den. In Gesellschaftsspielen [ur jlingere
Kinder {indet man zuweilen einen solchen
Kreisel mit einem regelmabligen sechsseiti-
gen Prisma als KreiselkOrper, dessen Sei-
tenflachen die Augen tragen (Bild 1).

P ae
o
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Bild 1

Leichter selbst anzufertigen als ein solcher
Kreisel oder als ein ,richtiger Wirfel“ ist
ein Kreisel, bei dem ein — etwa aus starker
Pappe ausgeschnittenes — regelmaibiges
Sechseck als KreiselkOrper dient, ein 1n der
Mitte hindurchgesteckter Stab als Achse
(Bild 2).

%

Sorgfalt ist allerdings auch bei seiner An-
fertigung notig, denn es darf ja keine
Augenzahl bevorzugt werden - etwa da-
durch, daBB die Achse nicht genau durch
den Mittelpunkt des Sechsecks geht, viel-
leicht auch nicht senkrecht auf der Sechs-
eckflache steht, oder auch dadurch, dafl die

Seiten des Sechsecks verschieden lang
sind. Jede Augenzahl mul} also — beim

Kreisel wie beim Wiirfel, den schon im an-
tiken Rom geschickte Betruger durch das
Einbringen von Metall falschten - 1m
Durchschnitt etwa gleich oft fallen. Die
Abweichung von einer solchen gleichmabi-
gen Haufigkeitsverteilung wird freilich nur
bei einer sehr grofen Anzahl von ,Wiirfen*®
genugend klein.

Ist der Wiirfelkreisel nicht homogen, der
Wirfel ,gezinkt“, so mufl dennoch kein
Nachteil bzw. Vorteil fir einen Spieler ent-
stehen. Das Spiel bleibt gerecht, wenn alle
Beteiligten das gleiche Spielgerdat benut-
zen. Voraussetzung fur ein gerechtes Spiel
sind auBerdem natiirlich Spielregeln, die
allen Spielern die gleichen Chancen ein-
raumen — wenn schon nicht bei jedem ein-
zelnen Wurf, so doch im Spiel insgesamut.
Wiirfeln etwa zwei Spieler — und nur sol-
che ,Zweipersonenspiele“ wollen wir im
folgenden betrachten — mit einem Wiurfel
und hat derjenige, der die kleinere Augen-
zahl erzielt, dem anderen eine Spielmarke,
einen Chip, zu zahlen, so ist das Spiel fair,
wenn bei gleichen geworfenen Augenzah-
len keinerlet Zahlung erfolgl: Insgesamt
sind 36 verschiedene ,Augenkombinatio-
nen“ moglich, von (1; 1) bis (6; 6). In der
Tabelle ist fir den ,vorgebenden® Spie-
ler V der Gewinn eines Chips durch ,, +1°,
der Verlust durch ,,— 1% gekennzeichnet.

Bild 2

Z
v 1 2 3 4 5 6
1 0O -1 -1 -1 -1 -1
2 +1 0 -1 -1 -1 -1
3 +1 +1 0 -1 -1 -1
4 +1 +1 +1 0 -1 -1
5 +1 +1 +1 +1 0 —1
6 +1 +1 +1 +1 +1 0

Fiir ihn ist also bei jedem einzelnen Spiel
der ,Erwartungswert“ des Gewinns

15 6 15
Ey = 36 1(+ 36 0)+ T (—1)=0,
und fiir den an zweiter Stelle wiirfelnden
Spieler Z ist analog E; = 0. (Allgemein —
d. h. nicht nur bei Zweipersonenspielen —
bezeichnet man ein Gliicksspiel als fair,
wenn zu Beginn des Spiels der ,Erwar-
tungswert“ des Gewinns fiir jeden Spieler
gleich Null ist.)
Spielt man aber nach dem Grundsatz ,mit
gibt’s nicht“, gewinnt also bei gleicher
Augenzah! derjenige, der sie zuerst gewor-
fen hat, so hat V bei jedem Spiel einen Ge-

_ 1
winn von —-

6
bei einer Serie von 60 Einzelspielen ,,im
Mittel“ 10. Chips gewinnen. Diesen Vorteil
kann man ausgleichen, indem man sich
beim Vorgeben von Spiel zu Spiel abwech-
selt oder — wie das haufiger geschieht, oft
mit der Bemerkung ,Dumm fangt an“ -
das Vorgaberecht immer wechseln 14ft,
wenn der Vorgebende gewonnen hat.

Chip zu erwarten, wird also

Ala 3a) Auch ein einzelnes Spiel nach
dem Motto ,mit gibt’s nicht“ kann man
fair gestalten, indem man fir V und Z un-
terschiedliche Hohe der Zahlung verein-
bart. Wie konnte eine solche Vereinbarung
lauten?

b) A und B wiirfeln nach der Regel: Wenn
beide eine gerade Augenzahl wiirfeln, er-
halt A von B ¢ Chips, andemfalls zahlt er
an B b Chips. Wie sind a und b zu verein-
baren, wenn das Spiel fair sein soll?

Wirft man 2-, 3-, ... mal nacheinander, ad-
diert die Augenzahlen der einzelnen Wiirfe
und ermittelt den Sieger durch Vergleichen
der Summen, so bleibt das Spiel fair, so-
fern im Falle gleicher Summen eine Zah-
lung unterbleibt. (Freilich ist es einfacher
und kommt auf dasselbe heraus, wenn man
mit 2, 3, ... gleichzeitig zu werfenden Wiir-
feln spielt.) Und ldaBt man als Gewinner
denjenigen gelten, der mit weniger Wiirfen
eine festgelegte Zielzahl, etwa 100, erreicht
bzw. Ubertrifft, so ist auch das ein faires
Spiel.

A2 a Statt die Augenzahlen mehrerer
Wiirfe(l) zu addieren, kann man sie auch
in anderer Weise verkniipfen. Bei ,Hoch
mal hoch durch niedrig® ist die Verknup-
fung aus dem Namen des Spiels abzulesen;
es wird mit drei Wirfeln gespielt.

a) Welches ist der hochste (niedrigste)
Wurf in diesem Spiel?

b) Welche der folgenden Zahlen sind als
Spielwerte nicht moglich, und welche kon-
nen auf unterschiedliche Weise zustande-
kommen? 2:2,5:4:4,5:53:55:7;7.2;7,5
¢) Manchmal werden bei diesem Spiel nur
Wiirfe gewertet, die auf eine im Bereich



der natlirlichen Zahlen losbare Divisions-
aufgabe fiihren. Wieviel (welche) Kombi-
nationen von Augenzahlen mufl man dann
ausklammern?

Etwas anders mul3l man bei ,unsymmetri-
scher Spielweise“ uberlegen:

Hier wiirfelt nur ein Spieler (A), der andere
ist Bankhalter (B) und hat beispielsweise
fir jedes von A geworfene Auge einen Chip
auszuzahlen. Wie hoch muf in diesem Fall
der [ Einsatz“ von A sein, damit das Spiel
fair ist? Da der Wirfel auf seinen sechs
Flachen insgesamt
1+2+3+4+5+6=21

Augen tragt,

21

sind ,1im Mittel“ bei einem Wurf i 3,5

Augen zu erwarten. Also mull A an B pro
Wurf 3.5 Chips als Einsatz zahlen.

Dieser Einsatz ist auch zu entrichten,
wenn man mit einem Wirfel spielt, bei
dem die 21 Augen auf den Wiirfelflachen
anders verteilt sind, beispielsweise drei Fli-
chen je 3 Augen und die ibrigen drei je
4 Augen zeigen.

Al a Wieviel verschiedene ,ungewoOhnli-
che“ Wirfel sind moglich, die auf ihren
sechs Flichen insgesamt 21 Augen, aber
anders verteilt als beim ,Normalwirfel®,
tragen? Dabei wird vorausgesetzt, daf} jede
Fliche mindestens 1 Auge und hochstens 6
zelgt.

Kehren wir nun wieder zur syﬁlmetrischen
Spielweise zuruck, lassen einen Spieler den
SNormalwirfel® N benutzen, den anderen
aber den eben beschriebenen ungewohnli-
chen Wiirfel, der wegen der recht gleich-
maligen Verteilung der Augenzahlen mit
G bezeichnet werde.

Dabei soll nach jedem Wurf beider Spieler
derjenige, der die hohere Augenzahl gewor-
fen hat, von dem anderen einen Chip er-
halten. Das Auftreten gleicher Augenzah-
len soll als ,unentschieden“ gewertet
werden, bei dem jegliches Zahlen unter-
bleibt. Davon, daB auch dieses Spiel fair
ist, konnen wir uns leicht anhand einer
6 X 6-Tabelle 1iberzeugen, deren Felder
nach dem jeweils gewinnenden Wiirfel zu
kennzeichnen sind:

N

G 1

o
W
S
LA
-

I
I Z Z Z

s e e G G L
DOOQQQ |
RROQRQQ
QOO |

7222 2 Z
22 2222

Die Anzahl gs der Gewinnwuirfe von G ist
ebenso grofl wie die der Gewinnwiirfe von
N: gc = gn = 15.

Wie i1st es aber, wenn der zweite Spieler
nicht mit G, sondern einem anderen der
(in Aufgabe 3 angesprochenen) ungewohn-
lichen Wiurfel spielt, etwa dem mit der
Augenverteilung 1, 1, 4, 5, 5, 5, — nennen
wir ihn (wegen der vielen Fiinfen) F? Die
Berechnung von gy und gg-soll hier etwas
platzsparender erfolgen; in der Tabelle
steht in Klammern hinter der jeweiligen

Augenzahl, auf wie viele Weisen sie erzielt
werden kann:

N 1) 2(1) |13(1)

4(1) |5(1) [6(1)

F 1@ - |- 4@ |50) |-
gn=12+12+1-2+1-3+1-6=15
ge=1-3+3-4=15

Auch hier liegt also ein faires Spiel vor.

A4a Beil welchen der ungewohnlichen
Wiirfel (vgl. Aufgabe 3) ist das Spiel gegen
den Normalwirfel (nach den beschriebe-
nen Regeln) ebenfalls fair? Beantworte die
Frage moglichst, ohne alle Kombinationen
durchzurechnen!

Bleibt das Spiel nun auch fair, wenn die
Chips immer erst nach zwei Wurfen den
Besitzer wechseln und die Summe der bei
diesen Wirfen erzielten Augenzahlen fur
den Gewinn mafgebend ist? Man konnte
stattdessen auch fragen, ob ein Spiel, bei
dem jeder Spieler mit zwei Wiirfeln (der je-
weiligen Art) wiirfelt, ebenfalls gerecht ist.
Man ist sowohl geneigt, diese Frage ohne
langes Nachdenken zu bejahen. Doch un-
tersuchen wir das genauer, zunichst fuir
den Vergleich N und G;

Bei zwei Wirfen mit dem Normalwiirfel N
(bzw. bei einem Wurf mit zwei Wiirfeln N)
kann man Augenzahlen von 2 bis 12 erhal-
ten, dabei zwei auf genau eine Weise, drei
auf zwei Weisen, .... Zwei Wiirfel G liefern
nur Augenzahlen 6, 7 oder §, aber jede da-
von auf verschiedene Weise.

N® [2()]3@]4B3)|5@)[65) |76)
s - |- |- |- lew |7as
N® (8(5) [9(4) [10(3) [11(2) {12 (1)

gD =6-9+527+4-36+3-36+2-36
+1-36 = 540 ..
g®=9-10+18-15+9-21 = 540

Damit wird unsere Vermutung bestatigt:
Auch das Spiel mit zwei Wiirfeln G gegen
zwer Wirfel N ist fair. Ersetzt man G
durch F, so erhilt man:

N® [2OPOPOs@6G) |76)
FO |2)|- |- |5@®l612) |-
N® [8(5) |9(4) |10(3)|11(2) |12(1)
F® [8(1) .9(6) h10(9) - -

—

x20+4-21+3-27+2-36+1-36
=569
g =4-6+12-10+1-214+6-26+9-30
= 591
Uberraschenderweise sind also zwei Wiir-
fel F zwei Normalwirfeln N iberlegen. Als
MaB der Uberlegenheit kann man den
Quotienten Q) aus gi¥ und g ansehen:
QFN =591:569=1,039
(auf drei Dezimalen gerundet)
Dieser Quotient 15t nur wenig grofler als 1,
so daB die Uberlegenheit erst bei einer un-
geheuer groflen Zahl von Spielen bzw. bei
sehr, sehr langer Spieldauer merklich in’s

Gewicht fallt.

Ohne die Berechnung hier zu erldautern, sei
der ,Uberlegenheitsquotient® fiir das Spiel
mit drei Wiirfeln F gegen drei Wiirfel N
mitgeteilt (ebenfalls auf drei Dezimalstel-
len gerundet):

Qv =21678:20841 = 1,04C

Obwohl also ,,auf Dauer” die Wiirfel F und
N gleich stark sind — bei beiden sind ja im
Mittel 3,5 Augen zu erwarten —, liegt also
Q) nicht etwa niher bei 1 als Q).

Fur das Spiel mit 4 bzw. 5 Wiirfe(l)n erhalt
man

QW = 787299:760957 = 1,035,

QL) =28523280:27684 580 = 1,030.

Die bisherigen Erfahrungen zeigen jedoch,
daB es vermessen ware, daraus zu schlul3-
folgermn, daB sich bei weiter wachsender An-
zahl der Wiirfe(l) die Uberlegenheitsqun-
tienten ,,monoton“ immer mehr dem Wert
1 nihern miuBten.

Ein gewissermallen ,umgekehrtes® Verhal-
ten gegeniiber dem Normalwurfel N wie
beim Wiirfel F finden wir beim ,Zweiler-
wiirfel“ Z mit den Augenzahlen 2, 2, 2, 3,
6, 6. Bei nur einem Wurf mit jeweils einem

einzigen Wirfel ist auch er gleichwertig
mit dem Wiirfel N:
Qzn=8z'en=15:15=1.

Danach ergeben sich aber gerade die Rezi-
proken der Uberlegenheitsquotienten fiir
den Vergleich von F mit N (also gewisser-
malen ,,Unterlegenheitsquotienten®):

Q%N =569:591=0,962 8

09N =20841:21678 = 0,961 4

QL) = 760957 :787299 = 0,966 5

QY =27684580:28523280=0,9706

2 (3, 4, 5) Wiirfel Z sind also ,schwicher®
als 2 (3, 4, 5) Normalwiirfel N.

A S5 a Vergleiche den ,Viererwiirfel® V,
dessen Flachen die Augenzahlen 1, 4, 4, 4,
4, 4 tragen, mit dem Normalwiirfel N bei
zwel und drei Wiirfen! Berechne dazu die
Uberlegenheitsquotienten Q) und Q) !

G. Lorenz

alpha-Wettbewerb 1988/89

Fiir vierjahrige Teilnahme
Fortsetzung aus Heft 2/90

Katja Giesche, Stralsund; Enrico Jandt, Stitzer-
bach; Thomas Lotze, Andreas Hamm, Ule
Streck, alle Suhl; Jens Buchholz, Tantow; Stefan
Hannusch, Thale; Andrej Sokol, Templin; Han-
nah Ullrich, Tripkau; Yvonne Keiderling, Ma-
nuela Ullrich, Daniela Weyh, alle Trusetal; An-
dreas Otto, Mario Pfahl beide Ueckermunde;
Stev Glodowski, Juliane Lohde, beide Vacha;
Maik Freitag, Verchau; Thomas Most, Volker-
hausen; Roland Isensee, Wanzleben; Ines
Schulz, Weimar; Daniel Henkel, Weilenborn-L.;
Birgit ElBner, Werneuchen; Christian Kiithn, Wis-
mar; Dirk Halama, Wiitenberg; Uta Lenhardt,
Wittenburg; AG Math. der OS Dr. R. Sorge, Wol-
lin: Kathrin Scholz, Wulfen; Mathias Totzke,
Jens Kandziora, beide Zehdenick; Jorg Siede,
Zepernick; Irka Schulze, Zittau; Antje Miiller,
Zwickau
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Das verfehlte
Ziel

Es war Mitte Juni, nahe dem Tag der Som-
mersonnenwende, als eine Schillergruppe
in der Schorfheide unweit des Werbellin-
Sees den Auftrag erhielt, um 6 Uhr inner-
halb von 40 Minuten das Ziel, eine 3 km
entfernte Blockhiitte, zu erreichen, um sich
dort mit einer anderen Gruppe zu tref-
fen.

Wie aber war es moglich, dall das Ziel um
fast 800 m verfehlt wurde, und zwar in
nordlicher Richtung? Man hatte doch alles
genau beachtet, und um 6 Uhr die Ostrich-
tung festgelegt. Ja, selbst die 6 Minuten
Unterschied zwischen der Mitteleuropa-
ischen Zeit und der wahren Sonnenzeit
hatte der Gruppenleiter eingehalten und
den Stand der Sonne erst um 6.06 Uhr
MEZ festgelegt.

Bild 1
Seitliche Abweichung
vom Ziel

Statt des Zieles
erreichte Stelle

3
O
O
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™

Nord -e-——— Start

Es war fir alle ein Ratsel, daBl eine so
groBe Abweichung vom Ziel zustande ge-
kommen war. Noch am Vortage wurde die
bekannte Orientierungsregel grundlich wie-
derholt, wonach die Sonne um 6 Uhr im
Osten und um 18 Uhr im Westen stehe.
Inwieweit ist diese Orientierungsregel rich-
tig?

Nehmen wir diese Regel, die bestandig er-
wihnt wird, einmal kritisch unter die Lupe!
Hatte dieser Orientierungsmarsch zur Zeit
der Fridhlings- oder Herbsttagundnachtglei-

che stattgefunden, wire es nimlich zu kei-
ner Abweichung gekommen:. In der Zeit

56 - alpha, Berlin 24 (1990) 3

um den 21.3. oder 23.9. steht die Sonne
um 6 Uhr wirklich im Osten und um
18 Uhr im Westen. Im Sommer dagegen,
wenn die Sonne einen groBen Tagbogen
beschreibt, konnen wir die Sonne nicht als
KompaB fir die Bestimmung der Ost- und
Westrichtung zu diesen Zeiten benutzen.
Fachminnisch ausgedriickt: Die Sonne
befindet sich nordlich (oberhalb) des Him-
melsdquators und legt in der Stunde gro-
Bere Schritte zuriick als im Frihling und
Herbst oder gar im Winter. Wie allgemein
bekannt ist, geht die Sonne streng genoms-
men nur an zwei Tagen 1m Jahr
(21.3./23.9.) genau im Osten auf und im
Westen unter. Im Sommerhalbjahr ver-
schieben sich diese Punkte in Richtung
Nordosten bzw. Nordwesten, im Winter-
halbjahr in Richtung Siidosten bzw. Sud-

westen.
Kommen wir auf unser Beispiel mit dem

Orientierungsmarsch zuriick, der zur Zeit
der Sommersonnenwende, also des lang-
sten Tages, statigefunden hatte! Die
Gruppe hatte sich um 6 Uhr wahrer Orts-
zeit (= 6.06 Uhr MEZ) nach der Sonne ge-
richtet, ohne zu wissen, daB sie um diese
Zeit noch langst nicht die Ostrichtung er-
reicht haben konnte. Sie befand sich noch
rund 15° von dieser Richtung entfernt, wes-
halb das Ziel selbstverstindlich verfehlt
wurde.

Dies wire auch eingetreten, wenn man sich
um 18 Uhr nach der Westrichtung hatten
orientieren wollen. Das Bild 2 (Seite 57)
zeigt deutlich, daB3 die Sonne die Ostrich-
tung spiter als 6 Uhr und die Westrichtung
friher als 18 Uhr erreicht. Diese Unter-
schiede sind von dem Winkelabstand der
Sonne vom Himmelsiquator, d.h. vom
zeitlichen Abstand zum 21.3./23.9. ab-
hingig, wie aus der folgenden Ubersicht zu
entnehmen ist:

hen Morgen- und spiten Abendstunden so-
gar Sonnenlicht erhilt.

Wie sieht es mit den Nebenhimmelsrich-
tungen aus?

Auch hier miissen wir unsere kritische Be-
trachtung fortsetzen und darauf verweisen,
dafl die Sonne um 9 Uhr nicht im Sudosten
und um 15 Uhr nicht im Sudwesten stehen
kann. In diesem Fall kbnnen wir das Win-
terhalbjahr mit einbeziehen, da die Sonne
zu dieser Zeit uber dem Horizont steht
(Bild 3, S. 57).

Die folgende Ubersicht zeigt, wie ungenau
diese Orientierungsregel ist und wann man
evtl. die Sonne zur Bestimmung der SO-
bzw. SW-Richtung benutzen kann:

Uhrzeit

Datum Uhrzeit
Siidosten Sudwesten
21.6. 10.16 Uhr 13.44 Uhr
21.7.721.5. 10.08 Uhr 13.52 Uhr
21.8./21.4. 9.51 Uhr 14.09 Uhr
21.3./23.9. 9.27 Uhr 14.27 Uhr
21.2./21.10. 9.06 Uhr 14.54 Uhr
21.1.721.11. 8.47 Uhr 15.13 Uhr
21.12. 8.2]1 Uhr 15.39 Uhr

Dabei ist interessant, da am 21.3. und
23.9. (Tag- und Nachtgleiche) die Sonne
um 9 Uhr bzw. 15 Uhr nicht die Sudost-
bzw. Suidweststellung einnimmt. Dies ist
erst um den 12. 2. und 31. 10. der Fall.
Wie aber steht es mit den Richtungen
Nordosten und Nordwesten? Fir eine
grobe Orientierung eignet sich dafur die
Zeit der Sommersonnenwende (21.6.),
wenn die Sonne nur 3° entfernt vom Nord-
ostpunkt aufgeht und ebenso so weit ent-
fernt im Nordwestpunkt untergeht.

Unsere Betrachtungen beziehen sich auf
die Mitte der DDR (52° nordlicher Breite),

Wann befindet sich die Sonne in der Ost- bzw. Westrichtung?

i ———

Datum Uhrzeit Uhrzeit Gultig fiir 52° nordliche Breite
Osten Westen (Mitte der DDR)

21.6. 7.19 Uhr 16.41 Uhr

21.7./721.5. 7.06 Uhr 16.54 Uhr Zeitangaben in wahrer Ortszeit

21.8./21.4. 6.38 Uhr 17.22 Uhr (Sonnenzeit)

21.3./23.9. 6 Uhr 18 Uhr

Wollen wir die Sonne fiir die Bestimmung
der Ost-West-Richtung benutzen, mussen
wir diese Zeiten einhalten und uns nicht
nach 6 Uhr bzw. 18 Uhr richten, den 21. 3.
und 23. 9. ausgenommen. Infolge des klei-
nen Tagbogens und der damit verbunde-
nen kurzen Tage ist im gesamten Winter-
halbjahr die Sonne um 6 Uhr noch nicht
aufgegangen und um 18 Uhr bereits unter-
gegangen.

Eine Uberpriifung der hier geschilderten
Verhiltnisse ist an einer Hauswand, die 1n
der Ost-West-Richtung verlauft, gut mog-
lich. Eine solche Ost-West-Wand 143t sich
auch in einem Modell aus starker Pappe
oder Holz errichten, um den Stand der
Sonne zu kontrollieren. Dabel sind die bel-
den Winde nach Siiden und Norden ge-
richtet, und es wird auffallen, daB die
Nordwand im Sommerhalbjahr in den frii-

die Unterschiede zum Norden (Ostseekii-
ste) bzw. zum Siden (Vogtland, Bezirk
Suhl) sind gering, so daB wir sie flir unsere
Zwecke vernachliassigen konnen.

Bei unserer kritischen Betrachtung der
Orientierungsregel mufB3 auch die vielerorts
bekannte ,Taschenuhrenregel“ erwdahnt
werden, bei der der kleine Zeiger auf die
Sonne gerichtet und der Winkel zur 12 Uhr
halbiert wird. Dieses Verfahren gibt die
Himmelsrichtungen sehr grob an und zeigt
ebenso die Fehler, wie sie hier dargelegt
wurden.

In einem Falle aber konnen wir uns auf un-
seren Stern Sonne ganz sicher verlassen:
Sie steht um 12 Uhr wahrer Ortszeit (Sonnen-
zeit) stets im Siden, — gleich ob im Sommer
oder Winter oder in Nord und Sid! Zu die-
sern Zeitpunkt erreicht sie auf ihrem Tag-
bogen den hdchsten Punkt, die sogenannte



Bild 2 a

Die Stellung der Sonne am 21. 6. sowie am 21. 3./23. 9. am Osthorizont. Die Sonne hat

um 6 h noch nicht die Ostrichtung erreicht.
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Bild 2b

Die Stellung der Sonne am 21. 6. sowie am 21. 3./23. 9. am Westhorizont. Die Sonne hat
um 18 h die Westrichtung bereits liberschritten.

Bild 3

Die Richtung zur Sonne in den Jahreszeiten. Im Sommer sind die wesentlich groBeren

»ochritte“ deutlich zu erkennen.
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Sommer

Winter

Kulmination (l1at. culmen = Gipfel). Wahre
Ortszeit bedeutet, daB diese mit unserer
MEZ nur in Gorlitz (15° Ldnge) zusam-
menfdllt. Je weiter westlich, desto spiter
tritt diese Sudstellung ein, so dal3 wir pro
Langengrad die Korrektur von +4 Minuten
berlicksichtigen miissen. .So gelten fiir
Potsdam 8 Min., Halle 10 Min. und Erfurt
bereits 16 Min. A. Zenkert

Bemerkung: Die Datumsangaben beziehen
sich auf den Beginn der jeweiligen Jahres-
zeit. Infolge des vierjahrigen Schaltjahrzy-
klusses konnen sich diese Daten um einéen
Tag verschieben. So lag z. B. der Friihlings-
beginn 1988 am 20.3., der Herbstbeginn
am 22.9.

100mal 1989 ohne Trick

Unsere Leser Andreas Hempler,

Walter Gorgens, Klaus-Horst Milde,

Ralf Wojatschke, Axel Henchert,

Volkmar Farber, Rudolf Strischek,

Klaus Goring, Beate Balzer,

Olaf Lummer, Katja Sonntag,

Roland Jancke und Hans Engelhaupt
sandten uns zum Beifrag aus Heft 6/89 fol-
gende Losungen ein:

IB=—(1+9)+8-49!
=(1++9)-8+ 49!
=19-(8 —+91)

42=1-y9 -(8+ /9"

= ((-1°+8) 9!
=1-491-8— 49!

56 =19-81: (9 1)
=—1+9+8-y9!
=(1+79)-(8++91)

57=1-9+8-y9!
=1-4/91-8+9
=19:y8!: 9!

60=1+ 9 +8':(y91)!
—(-1++9 +8)-49'
=(1+91:80) 491

=1- V(Yo D!-(8 - y9)

=(—1++9!+8) 49!
84=1—+9!+89

=(1+9)!1:81— 49

=1-(y91+8)-49"
Ralf Wojatschke sandte die Losungen bis
zur 121 ein und will weitertiifteln.
Klaus-Horst Milde machte den Vorschlag,
die Aufgabenstellung noch anspruchsvoller
zu gestalten. Zum Beispiel einen Logarith-
mus oder eine Wurzel zu verwenden. Er
wies uns auch auf einen Druckfehler hin:
statt 16 = 1° + 8 + 9 mubB es heillen
16=—-194+8+9.
Axel Henchert bemangelte die in die Irre
fihrende Erklarung des Ausdrucks [ ]. Es
mull richtig heillen: Der Nachkommaanteil
des Ausdrucks wird abgeschnitten. Fazit
fur uns: Auch wir haben noch Reserven,
die besser ausgenutzt werden miissen.

Alphons
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Ein Zuschneideproblem
Aus der Werkstatt einer Hobbyschneiderin

Hella Genau will sich einen Rock schnei-
dern, der am Saum moglichst weit sein
soll. In Muttis Restekiste findet sie ein
Stiick geeignetes Material; aber dieser
rechteckige Stoffrest ist bei einer Breite
(Abstand der Webekanten) von 1,50 m nur
1,35 m lang.

Der Schnitt soll folgende Bedingungen er-
fullen:

1. Taillen- und Saumlinie seien konzentri-
sche Kreise oder Kreisbogen; die Linien
fur Naht und ReiBverschluBl bzw. fir die
Seitenndhte miissen Radien des Saumkrei-
Ses sein.

2. Bei der Berechnung des kleineren Ra-
dius rr ist von Hellas Taillenweite auszuge-
hen. Diese betrdgt 62 cm.

3. Fur die Rocklinge /I gelte:

60cm < Iy < 68 cm.

4. Der Bundstreifen ist im Fadenlauf zuzu-
schneiden, d. h. parallel zu den Webekan-
ten. Der Mode entsprechend und weil er
langs gefaltet werden muB, soll er mdg-
lichst breit sein.

5. Wegen Nahtzugabe und Untertritt muQl
der Bundstreifen mindestens 3 cm langer
als Hellas Taillenweite sein.

Zwel Zuschneideplane hat Hella schon ge-
zeichnet (Bild 1 und 2), aber beide wieder

verworfen. Warum?
150m
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Es gibt zwei bessere Losungen des Pro-
blems. Bei der einen wird der Rock aus
etnem Stuck zugeschnitten, bei der ande-
ren aus einem vorderen und zwel symime-
trischen hinteren Rockteilen zusammenge-
setzt.

Zeichne beide Schnittlosungen als mabB-
stabgerechte Skizzen und errechne jeweils
folgende Mafle:

— Radius der Taillenlinie ry

— Rockliange I

— Weite an der Saumlinie s

— Lange /5 und Breite b des Bundstireifens

58 - alpha, Berlin 24 (1990) 3

Welchen Vorteil bietet die eine, welchen
die andere Schnittlésung?
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Bild 2
Glockenrock J. Heller

Ihr werdet es schon gemerkt haben: Unsere
Vignetten und der Lowenanteil der Karika-
turen stammmen vom Leipziger Grafiker
Lothar Otto. Dariiber freuen wir uns riesig,
denn - Lothar Otto ist ein gefragter Mann.
Und - ein preisgekronter! Wir gratulieren
herzlich zum 1. Preis im Ergebnis der Aus-
wahl der weltbesten Cartoonbiicher bei der
internationalen Cartoonale in Beringen
(Belgien) 1989.

Das Spitzenprodukt: ,Ottografie“ vom Kin-

derbuchverlag Berlin. Alphons
(Eine ,Otto-Schopfung®)
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AJHSME

Eine Geheimschrift? Nein! Es ist die Ab-
kiirzung fiir den jahrlich in den USA statt-
findenden Amerikanischen Hochschul-
wettbewerb flir Kinder (american junior
high school mathematics examination).
Fiar 25 Aufgaben erhalten die Schiiler der
Klassen 7 und 8 40 Minuten reine Arbeits-
zeit. Alle Aufgaben sind im Antwort-Wahl-
System gestellt, nur eine der funf angege-
benen Antworten ist richtig und damit
anzukreuzen.

Wir haben einige der Aufgaben des Jahres
88 fiir euch ausgewahlt.

Versucht, sie in 10 Minuten zu losen.

AlaA Das Diagramm zeigt einen Teil
einer Skala eines Mefgeriites.

10 #

Der Zeiger zeigt nﬁhémngsweise
A) 10,05 B) 10,15 C) 10,25
D) 10,3 E) 10,6 an.

A2aA DasProdukt 8-025-2-0,125
1st gleich

1 1 1
A)? B)—4- C)? D)1l E)2.

A3 A Betty benutzt den Taschenrechner,
um das Produkt 0,075 - 2,56 auszurechnen.
Sie vergaB dabei das Dezimalkomma (d. h.
das Komma) zu dnicken. Der Rechner
zeigte 19200 an. Wenn Betty das Komma
korrekt eingetippt hidtte, dann wire die
Antwort

A) 0,0192 B) 0,192 C) 1,92

D) 19.2 E) 192.

Ada Wir setzen voraus, dal die ge-
schatzten Kosten von 20 Billionen Dollar,
die der Flug eines Menschen zum Planeten
Mars kostet, gleichmiBig auf die 250 Mil-
lionen Menschen der USA aufgeteilt wird.
Dann hat jede Persen

A) 40 Dollar B) 50 Dollar

C) B0 Dollar D) 100 Dollar

E) 125 Dollar zu bezahlen.

ASA Wenn Rosenstocke mit eilnem
Ful3* Abstand gepflanzt werden, dann be-
ndtigt man rund

A)l12 B)38 C)48 D) 75 E) 450
Rosenstocke, um ein rundes Beet mit
einem Radius von 12 Full anzulegen.

(* FuBl = veraltetes, von der Lange des Fu-
Bes abgeleitetes LangenmalB, 1 Full ent-
spricht etwa 30 cm)



A6 a Es darf héchstens ein Kreuz in je-
des kleine Quadrat gezeichnet werden. Be-
stimme die groBte Anzahl von Kreuzen,
die man in dem quadratischen Gitter un-
terbringen kann, wenn keine drei Kreuze
in jeder Vertikalen, Horizontalen und Dia-

gonalen sein diirfen!

-

A)2 B)3 C)4 D)5 E)b6.

A7 4 Die dunkle Fliche wird von zwei
sich iiberschneidenden, senkrecht aufein-
anderstehenden Rechtecken gebildet. Die
Flache betragt dann

A)23 B)38 C)44 D)46 E)es ist un-
moglich, mit den gegebenen Informatio-
nen eine Entscheidung zu treffen.

3
)
2 ®
1
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A8 o Das Glasfenster in einer zylindri-
schen Kaffeemaschine zeigt an, daB man
45 Tassen erhalten kann, wenn die Ma-
schine zu 36 % gefuillt ist. Wie ~viele Tassen
enthalt sie, wenn sie gefiillt ist?

A) 80 B) 100 C) 125 D) 130 E) 262.

Sofia Kowalewskaja (1850 bis 1891),
erste Universitatsprofessorin der Welt fir
Mathematik, gehdrt zu den bedeutendsten
Mathematikern des 19. Jahrhunderts. Thre
hervorragenden Leistungen haben bis
heute nichts von ihrem Glanz eingebiif3t.
Zunachst studierte sie in Heidelberg bei
Konigsberger, dann in Berlin als Privat-
schulerin bei WeierstraB.

Fiir ihre vortrefflichen Arbeiten {iber die
Rotation schwerer Korper erhilt sie den
Bordin-Preis der Akademie der Wissen-
schaften Frankreichs. Ab 1884 ist sie zum
Professor fur Mathematik an die Universi-
tat Stockholm berufen.

Im Gegensatz zu ihrer erfolgreichen beruf-
lichen Laufbahn verlauft ihr personliches
Leben eher tragisch. Auf dem Hohepunkt
ihres schopferischen Lebens ereilt sie vollig
unerwartet der Tod.

Uber diese hervorragende Frau hat der
Moskauer Mathematiker Alexander Hala-
meisir jetzt ein Buch geschrieben. Es ist
im Selbstverlag des Autors verdffentlicht
und kann bei folgender Kontaktadresse zu
einem Betrag von 10,— M zuziiglich Ver-
sandkosten bestellt werden: Dr. M. Rohr,
Alte SalzstraBBe 110, 7062 Leipzig

Dem Erdmittelpunkt naher

oder

die schiefe Friedrichstralle

Unsere Erde ist infolge der bei ihrer Eigen-
drehung (Rotation) auftretenden Zentrifu-
galkraft an den Polen abgeplattet. So ist
der Poldurchmesser um 42,952 km kiirzer
als der Aquatordurchmesser.

Das Abplattungsverhiltnis ist aber sehr
klein und betragt 1:297, ganz im Gegen-
satz zu den beiden Riesenplaneten Jupiter
und Saturm, wo es 1:16 bzw. 1:10 betragt.
Wiirde man das Verhiltnis auf einen Erd-
globus mit 33 cm Durchmesser (Schulglo-
bus) Gibertragen, ware der Poldurchmesser
nur um reichlich 1 mm kirzer. Bewegen
wir uns auf der Erde von Siiden nach Nor-
den (auf der Sidhalbkugel von Norden
nach Siiden), miissen wir folglich dem Erd-
mittelpunkt niher kommen. Betrachten wir
einmal eine von Siiden nach Norden ver-
laufende StraBe und wihlen wir darauf
eine Strecke von 1 Kilometer aus! Befindet
sich das Nordende unserer ausgewahiten
StraBe tatsichlich ndher am Erdmittel-
punkt oder handelt es sich dabei um einen
unbedeutenden Betrag, der 1iiberhaupt
nicht ins Gewicht fallt?

Wir wollen dabei eine gleichmilBige Vertel-
lung der Abplattung zwischen Pol und
Aquator annehmen, auch spielt das Ober-
flichenprofil der Erde (Berge, Tiler) keine
Rolle.

Unsere ausgewidhlte Strecke sei die Fried-
richstraBe in Berlin!

Die Entfernung von der Leipziger Strafle
bis zum Bahnhof FriedrichstraBe, Ecke Ge-
orgenstrafle, betrigt genau 1 km. Wem ist
beim Abschreiten dieses Kilometers schon
einmal bewulBt geworden, dal man am
Bahnhof FriedrichstraBe dem Erdmittel-
punkt 2,15 m naher ist als in der Leipziger
StraBe?

Eine kurze Berechnung soll unser Ergebnis
bestitigen! Ein Kilometer ist der zehntau-
sendste Teil eines Erdquadranten. Der
ganze Erdquadrant hat eine Lange von
10000 kmm (genauer Wert: 10002,288 km).
Damit wurde fruher ubrigens auch unser
Lﬁngenmaﬁ, das Meter, definiert. Unser
Kilometer in der Friedrichstrale macht
demnach den 10000. Teil des Erdquadran-
ten aus. Die Verkiirzung des Erdhalbmes-
sers infolge der Abplattung Dbetragt
21476 km (=21476 m), die wir durch
10000 teilen missen.

Wenn unsere Kilometerstrecke in der
FriedrichstraBe den 10000.Teil des Erd-
quadranten ausmacht, muB dieser Anteil
auf die Abplattung entfallen. Das Ergebnis
ist demnach 2,15 m‘!

Wihlen wir eine groBere Strecke, so wer-
den die Unterschiede noch augenscheinli-
cher. Rostock und Gera liegen auf .demsel-
ben Liangenkreis, ihre Luftlinienentfernung
betragt 353 km. Diese Strecke entspricht
dem 28,334. Teil des Erdquadranten. Be-
ziehen wir diesen Betrag auf die Abplat-
tung der Erde, indem wir 21,476 km durch
28.334 teilen, so erhalten wir 0,757 958 km
(gerundet: 758,5 m).

Ist den Rostockern schon einmal bewulBt
geworden, dall sie um 758,5m dem Erd-
mittelpunkt naher sind als die Einwohner
von Gera?

Erdwolbung und Hauswinde

Es ist selbstverstandlich, daB die Wande
der Hauser senkrecht gebaul werden. Das
bedeutet, dal eine senkrechte Hauswand
in ihrer Verlingerung zum Erdmittelpunkt
gerichtet ist.
Infolge der gewdolbten Erdoberflaiche kon-
nen zwei voneinander entfernte Haus-
winde zueinander aber nicht mehr parallel
verlaufen, sondern miissen einen Winkel
bilden. Dieser Winkel betrigt bei einer
1 km langen Strecke immerhin 32.4 Bogen-
sekunden, also eine reichliche halbe Bo-
genminute. Unter diesem Winkel sehen wir
z. B. ein Zehnpfennigstiick in einer Entfer-
nung von 133,7 m. Handelt es sich um eine
Strecke von 111,11 km, was einem Breiten-
grad entspricht (z. B. Jiiterbog — Gransee),
betrigt dieser Winkel bereits 1°.
Kommen wir zu der 1 km langen Strecke
noch einmal zuruck:
Multiplizieren wir den Winkel von 32,4"
mit 10000 (Lanpge des Erdquadranten:
10000 km) so erhalten wir 324 000", also
90°. Dies ist genau der Winkel, den senk-
rachte Winde auf dem Pol mit denen auf
dem Aquator bilden wiirden.

A. Zenkert

Im Heft 3/88 hatten wir es bereits berich-
tet: Unser Autor, StR A. Zenkert leitet den
Kulturbund-Arbeitskreis Gnomonik. Die-
ser brachte den Katalog der ortsfesten Son-
nenuhren auf dem Gebiet der DDR auf
den neuesten Stand. Insgesamt gibt es
1374 Sonnenuhren, mit 265 hat der Bezirk
Dresden die Nase vorn.
563 gelten als historisch bzw. kiinstlerisch
wertvoll. Aus der Zeit vor 1500 stammen
124, aus den letzten vier Jahrzehnten ein
Drittel der Uhren.

Alphons
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E=R : 2 R=K+A .
K=A -3 A=210 7
E+R+I+K+A=350

ERIIKA

3280+ a= 3330
a+ b= 200

c: a= 4
at+b+c+d= 500

|
—1+4=
+[ 1= 9
+ +
-]= 3
+ +
~2= 7
__=:|'_

123 -8+ 3=

1234 -8 +4 =
12345 8+ 5=

123456 8+ 6=
1234567 -8+ 7 =
12345678 -8 +8 =
123456789-8 + 9 =

Horst Schrade
aus: Fiir Dich, Berlin
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10.

11.

13.

14,

15.

Zahle die Dreiecke,
die in jeder der Figuren
enthalten sind.

NENEND
ENZINEN
NENENE
ENENTN

Welche Hauser gleichen sich?

Erreicht
der Marienkafer
die Blume?

7]2

e

Mit oder ohne Feder?

Am Hof eines orientalischen Herrschers dienten
einst drei Weise: Abdul, Ali und Achmed. Jeder
von ihnen behauptete ohne falsche Bescheidenheit,
daB gerade er der Weiseste der Weisen-sei.

SWer ist aber wirklich der Weiseste?“, wollte der
Herrscher von seinem Hofnarr wissen.

,1as herauszubekommen, ist nicht schwierig, oh
mein Gebieter, antwortete der Narr bereitwillig.
,Lasse nur funf Samtmutzen mit je einem Turban
herstellen, und zwei davon mit einer Fasanenfeder
schmiicken. Und dann rufe deine Weisen.*

Als die Weisen kamen, zeigte ithnen der Narr simt-
liche Mitzen, befahl ihnen, sich ihre Augen zu ver-
binden, stiulpte jedem eine der Mitzen auf den
Kopf, zog ihnen die Binde ab und sprach:
s,Derjenige, der erriat, ob sein Turban eine Feder hat
oder nicht, wird als der Weiseste anerkannt. Kannst
du diese Frage beantworten, oh Abdul der
Weise?*

Der Narr setzte aber allen dreien die Miitze ohne
Feder auf.

Abdul sah, wie die anderen ,,Weisesten“, zwei Miit-
zen ohne Feder bei seinen Rivalen, wullite aber
nicht, ob er selbst an seiner eine Feder hat.

,Ich wage es nicht, denn ich furchte, mich zu irren
und ausgelacht zu werden®, sagte Abdul vorsichts-
halber.

,und du, oh weisester Ali?“ forschte der Narr wei-
ter.

,Ich auch nicht®“, antwortete Ali.

S<Aber ich weill es!“ rief sogleich Achmed. ,Meine
Miitze hat keine Feder! Ich bin also wirklich der
Weiseste der Weisen!®

A. Halameisar
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In alten Formelsammlungen
geblattert: uber eine Naherungs-
formel zum Wurzelziehen

Es ist recht reizvoll, in alten Mathematik-
buchern zu schmokern.

Immer wieder ist man erstaunt, was damals
schon zum Allgemeingut gehdrte: So in
dem 488 Seiten starken ungd iiber 200 Jahre
alten Band

Logarithmische, trigonometrische,

und andere zum Gebrauche der Mathema-
tik

eingerichtete Tafeln und Formeln®,

aus dem wir nachfolgend eine Naherungs-
formel zum Wurzelziehen behandeln wol-

len.
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Schon die im Vorberichl versprochene Zu-
verliassigkeit der Tafeln ist beachtlich; wir
lesen:

... und derselben ein volles Zutrauen ver-
schaffet zu haben, dass man sich kraft
einer oOffentlichen Ankiindigung verbind-
lich machte fur jede erste Anzeige eines je-
den in gegenwirtigen Tafeln entdekten
wirklichen Fehlers einen kaiserlichen Du-
katen zu bezahlen ...

Wien am letzten Novembris 1783
GEORG VEGA®“

Eine vergleichbare Ankiindigung dirfte
heule kaum ein Herausgeber wagen kon-

nen!
Auf S. 387 finden wir folgenden Abschnitt:
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JAllpemeine Formel um aus was immer flr
einer Zahl x die Wurzel m zu ziehen.

Wenn yx =w beynahe ist, welches man
durch die Logarithmen finden kann, so ist

,V— " 2wix — w™)
X =W T i+ Dwm + (m - Dx
sehr genau. So z. B. findet man durch Hilfe

der Logarithmen ¥572 = 8,30103 = w bey-
nahe, und folglich

V572 =8,3010305005894044. sehr ge-
nau, und noch in der letzten Decimalziffer

verlasslich .

XVIIL Allgemeine Formel um aus was immer fUr eioer
Zahl x die Wurzel m zu ziehen,

| W—,—' "ﬂ-ﬂa

Wenn /y==1tv beynahs ifl, welches man darch dig Logarichmen
kndea hann

fo 8 yremwee — AT e gemay;
H+I ]'lu +'l"l—-l-' 3
1l

— o CEE— T —

2 SAy=—zc [ 3
BRamlica \.F =[Il-+-
_1,1“ +'I.
L4 W1.I""w
N AU - -
U

4 n Ly 3 —ap* )
N 7= A
SWw s

So r. B, Endec man durch Hilfe der Logarichmen
Jsrn 8,30103 = w beynihe, und folplich
8,30103.(472—8,3n103,")

—H,30I0 -_—
\f!?! 8,30103~ P ARIB irs

,nausqgﬁl|31431~ngllg
1?15;999?93ﬁ35°ﬂ:l:+

=4,30103 -+

==§,30103 - 0,000000§005804044 . nimlich

.feht genau, and noch In des

¥
V§72=1,3010305005894044.. .
letzien Declmalzider verliislich,

In heutiger Anwendung mag die erste Na-
herung eher durch den Taschenrechner er-
mittelt werden, aber wenn man eine Wur-
zel auf mehr Dezimalstellen genau bend-
tigt als der Taschenrechner angibt, ist die
angegebene Formel Uberaus praktisch, da
sie zum einen recht einfach gebaut ist und
zum anderen, wie das zitierte Beispiel
zeigt, in einem einzigen Ndherungsschritt
eine Vielzahl von giltigen Dezimalstellen
erzeugen kann.

Nun gibt es seit einigen Jahren Kriterien
fur die Gilite von Naherungsverfahren. Wir
wollen dies alte Verfahren daraufhin unter-
suchen und mit dem heute verbreiteten
Newtonschen Niaherungsverfahren verglei-
chen.

Wir schreiben die Aufgabe wie folgt um:
Seien x > 0 eine reelle und m = 2 eine na-

tiirliche Zahl, gesucht ist w = %x, also die
positive Nullstelle der Funktion
f(w) =wm -

wobei eine Naherungslosung w = w, bereits
bekannt ist.

Ein Niherungsverfahren besteht nun in der
Angabe einer Vorschrift F, wie aus einer
Niherung eine bessere Niherung ermittelt

werden kann. Durch mehrfache Anwen-
dung dieser Vorschrift erhalt man induktiv
eine ganze Niherungsfolge (w,), die induk-
tiv durch w, ., = F(w,) definiert wird. Das
Verfahren aus der VEGA-Sammlung wird
also durch die Vorschrift

2(x —wm)
= +
Fy(w) = w [1 (m+1Dw™+(m— l)x] ()
definiert, wahrend ©beim bekannten
Newtonschen Verfahren
m—1 X
FN(W)—WI: p + m.wm:I (2)

zu berechnen ist.

Der Ubersichtlichkeit halber sollen die
Spezialfille fir die Quadratwurzeln, also
m = 2, auch angegeben werden:

o 2 (x — w?)
FV(W) — W [1 + T 4 5 :

1
Fy(w)=w [7 2$1 ] .

Nun verlangt man von einem guten Nahe-
rungsverfahren nicht nur, daB fur sehr
grofle n der Wert w, sehr nahe an der ge-
nauen Losung liegt, sondern man erwartet
schon fur kleine Werte n einen befriedi-
gend genauen Niherungswert w,. Die Giite
eines Niaherungsverfahrens 14Bt sich da-
durch Dbeschreiben, wie der Fehler
€E.+1=f(w,,) der (n+ 1)-ten Naherungs-
losung w,, ; i1m Vergleich zum Fehler ¢, der
n-ten Naherungslosung w, ausfallt.
|€n]
10 °
man, grob gesagt, davon ausgehen, dal
sich 1n jedem Naherungsschritt eine wei-
tere gultige Dezimalstelle ergibt. Wie sieht
das jetzt bei den beiden oben angegebenen
Verfahren aus? Sie lassen sich gemeinsam
behandeln. Wir schreiben in Abhingigkeit
von A und B

] 2(x—w")"

Fw)=w-[1+ "+ B (3)

, dai sich fir d=m+1und B=m— |
gerade Fy nach (1) und fur 4 =2m und
B =0 gerade Fy nach (2) ergibt.
€= f(w) ist der Fehler der Losung w,
e* = f(F(w)) der der niachsten Naherungs-
16sung. Es wird also f(w) = w™ — x nach x
aufgelost und x = w”™ — ¢ in (3) eingesetzi:
man erhalt dann

8*=w"’[1

sO kann

Ist beispielsweise |g,4 | =

2€ m .
(A-i-B)w’"—B] +e—w" (4)
Fir £ =0 ist natirlich auch *=0; d. h,,
wenn man die genaue Losung als erste Na-
herung benutzt, ist die zweite Naherung
dieser gleich.

Wir wollen jetzt die Koeffizienten 4 und
B so bestimmen, daB bei festem |e| = 0 der
Wert von |e*| moglichst klein wird. Wir be-
nutzen die binomischen Formeln

(1 +a)m—1+m+%(m—1)a + ... (5)
speziell fur m= —1
|
=]1—a+

T+ o l —a+ ... (6)
und ordnen (4) nach Potenzen von e
Man erhalt
g*=(1 2m )e+GEZ+H83+ (7)

A+ B

mit gewissen Koeffizienten ¢ und H, die
von A, B und m abhingen. Wir fordern
den Leser auf, diese zu berechnen. Dafir



gentigt es, die Formeln (5) und (6) in der
angegebenen Naherung zu verwenden.
Nun sind wir in der Lage, die Giite der bei-
den angegebenen Verfahren miteinander
zu vergleichen. In beiden Fillen gilt
A+ B=2m, so daB der Faktor vor € iIn
Formel (7) verschwindet.

Fir das Newtonsche Verfahren ist

|G| =1, also |e*| = &%, d. h. mit jedem Ni-
herungsschritt wird die Zahl der giiltigen
Dezimalstellen verdoppelt. Fiir das von
VEGA angegebene Verfahren ist dagegen
G =0, und |H|= 1, also |e*| = &’

d. h., die Zahl der giiltigen Dezimalstellen
wird sogar mit jedem Naherungsschritt ver-
dreifacht. Die Leser, denen der Ubergang
von Formel (4) zu Formel (7) Probleme be-
reitet, fordern wir auf, sich anhand einer
Reihe selbst ausgedachter Beispiele von
der Giiltigkeit der Beziehungen |&*| ~ &2
bzw. [¢*| = &* zu liberzeugen.

Zusammenfassend kann man feststellen,
daB das von Vega angegebene Verfahren,
obwohl es nur unwesentlich aufwendiger
zu handhaben ist, eine hohere Gute besitzt
als das Newtonsche Verfahren:

Seine Konvergenzgeschwindigkeit i1st ku-
bisch im Gegensatz zur quadratischen
Konvergenzgeschwindigkeit beim Newton-
schen Verfahren. Das angegebene Beispiel

31/ 572 (von 6 auf 17 giiltige Dezimalen) ist
also ein typischer Genauigkeitszuwachs.
HJ-'J. SChfﬂIdt
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Kryptarithmetische
Knobelaufgabe

In einer bekannten Ratselzeitschrift wurde
folgende kryptarithmetische Aufgabe verof-
fentlicht:

EIC-TH=GBC
: + —
I I - DC=BCG
CI+GC=AIF

Dabei hatte aber der Druckfehlerteufel
seine Hand im Spiel, und so war fur zwei
verschiedene Ziffern der gleiche Buchstabe
verwendet worden.

Es heillt aber stets, daB gleiche Buchstaben
gleiche Ziffern und ungleiche Buchstaben
ungleiche Ziffern bedeuten.

Wenn man die Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8. 9 mit den Buchstaben 4, B, C, D, E, F, G,
H, I und K bezeichnet, so fehlte der Buch-

stabe K.
Finde heraus, wo der Druckfehler steckt!

A. Korner

Schach dem Konig —
Mufl der Schachwelt-
meilster einem
Computer weichen?

Diese Frage erregt unter Schachspielern,
Mathematikern - Wissenschaftlern und
Laien immer wieder groBtes Interesse. Ant-
worten gibt es viele — Meinung prallt auf
Meinung. Haben wir in unserer leizten
Ausgabe iliber die padagogischen Seiten
des koniglichen Spiels berichtet, so wollen
wir heute auf neue Erkenntnisse im Com-
puterschach eingehen.

Vieldiskutiert ist nicht nur der Kampf um
die Schachkrone; seit mehr als tausend
Jahren traumen bepgeisterte Anhanger da-
von, eine perfekte Spielweise zu entwik-
keln, unschlagbar zu werden. Gibt es diese
optimale Strategie? Nur wenige wissen,
daB bereits vor 75 Jahren der deutsche Ma-
thematiker Emst Zermelo (1871 bis 1953)
auf diese Frage eine erschopfende Antwort
gab. Durch Anwendung einfacher Metho-
den der Kombinatorik und der Schachre-
geln lassen sich alle nur moglichen Stel-
lungen beschreiben, In denen Schwarz
matt gesetzt wurde. Eine solche Position
nennen wir SO. (Wir betrachten hier nur
diesen Fall, fur einen Verlust von Weill
— W0 - gilt alles analog.) Wird in jeder
solchen Stellung der letzte weille Zug zu-
ruckgenommen, erhalten wir Stellungen
des Types S1, wobeil darauf geachtet wird,
daB nur praktisch moégliche Konfiguratio-
nen auftreten — z. B. niemals beide Kdnige
im Schach stehen u. a. Hier ein Beispiel fur
eine Stellung: SO und alle aus ihr folgen-
den Positionen S1: W - Kb6, Da7, Sf7;
S — Ka8. Daraus ergeben sich 3 Stellungen
S1, nimlich W - Kbé6, Sf7; S — Ka8 und
die weille Dame steht entweder auf e7, d7
oder ¢7. Die Menge S2 wird entsprechend
durch Zuriicknahme des letzten schwarzen
Zuges gebildet — aus jeder der 3 Stellungen
S1 ergibt sich im Beispiel genau eine Stel-
lung S2, da der Konig nur von b8 gekommen
sein kann. Zu beachten ist dabei, dall zu
S2 nur Positionen gehoren, in denen jeder
schwarze Zug zu einer Stellung S1 fiihrt.
Fir De7 ist dann auch Kc¢8 mdglich, doch
gehort naturlich auch diese Position zur
grofen Menge S1. Bei optimalem Spiel von
Weil gewinnt dieser also jede Position S2
in 2 Halbzigen.

Fihrt man dieses Verfahren immer weiter

fort und wendet es auf jedes Mattbild SO
an, so erhilt man die Menge aller Positio-
nen SX, in denen Weill zwangslaufig nach
einer Anzahl von X Halbzigen gewinnt.

" Ebenso erhialt man die Menge aller WX.

Alle brigen Stellungen - weder Weill

noch Schwarz kdnnen bei qptimalem Spiel

gewinnen — bilden die Menge aller mogli-
chen Remispositionen R. Sowohl Schwarz
als auch Weill steht hier mindestens ein
Zug zur Verfligung, der zum Remis fihrt.
Daraus folgt eine mathematisch bewiesene,
optimale Strategie:

1. In jeder Position SX mulBl sowoh! WeiB
als auch Schwarz zu S(x — 1) iiberleiten.
Das sichert WeiBl den schnellstmoglichen
Sieg und Schwarz den liangsten Wider-
stand. Fiur WX giit das analog.

2. In Stellungen aus R miissen beide Spie-
ler Zige wihlen, die wieder zu Positionen
aus R fiihren.

Jeder Zug, der den Anforderungen dieser
Strategie entspricht, ist der in der jeweili-
gen Stellung beste, wobei mehrere solcher
Zige existieren kdnnen. Im Durchschnitt
sind es ungefihr 1,4 bis 1,7 pro Stellung.
Damit wiare die Angelegenheif Schach erle-
digt — wenn jeder nach der opfimalen Stra-
tegie spielt, haben alle Partien das gleiche
Ergebnis. Von entscheidender Bedeutung
iIst jedoch, daB niemand stets genau ein-
schiatzen kann, ob er sich 1n einer Position
der Menge S, W oder R befindet. Nicht ge-
klart ist z. B..auch, zu welcher Menge die
Ausgangsstellung gehort. Ebenso sind die
optimalen oder Meisterzige, von denen
der Algorithmus ausgeht, nur schwer zu
finden. Die absolute Wahrheit existiert un-
abhiangig von unserem Spiel — wir kdonnen
sie nicht nutzen.

Was aber fuhrt uns von Ernst Zermelo zum
Computerschach und dem Kampf um die
Krone?

Zur Einschiatzung der Spielstirke eines
Schachsportlers existiert das sogenannte
Ratingsystem. Es ordnet jedem Spieler
eine Punktzahl entsprechend seiner Lei-
stung zu. Dabei kommen Lernende auf
Werte zwischen 0 und 1500, Spieler der
Leistungsklasse ‘1 auf durchschnittlich
2070 und GroBmeister auf ungefdhr
2500 Punkte. Neuer Rekordhalter ist mit
2810 Punkten Weltmeister Garri Kaspa-
row. Die besten Computer bleiben mit
einer Ratingzahl von 2550 deutlich unter
diesem Niveau. -

Nach neuesten Erkenntnissen konnte sich
jedoch eine plotzliche Wandlung in diesem
Verhiltnis einstellen. Anhand empirischer
Untersuchungen wurde folgendes festge-
stellt: Sei 4 die Anzahl an Meisterzugen in
Prozent, welche ein Spieler innerhalb sei-
ner Partien ausfuhrt und B die Ratingzahl
dieses Spielers, so gilt erstaunlich gut fol-
gende Formel:

A=70+24-1073(B — 1800)

Danach hitte ein Spieler, welcher nach
dem Zermelo-Algorithmus spielt, eine
Wertzahl von

B=(100-70):(24-1077) + 1800 = 3050.
Auch der Weltmeister ist demnach schlag-
bar — nur von wem?

Mathematiker, Informatiker und andere
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beschiftigen sich mit sogenannten Kollek-
tiven Entscheidungssystemen (CIS). Diese
werden dadurch charakterisiert, daBl ver-
schiedene Individuen nach bestimmten
Regeln gekoppelt werden. Dabei sind die
Aufgaben jedes Individuums und des Ge-
samtsystems i1dentisch. Die Leistung des
Systems ist berechenbar und liegt deutlich
uber der Ausgangsleistung der Individuen,
wenn diese paarweise voneinander ver-
schieden sind. Entsprechende Tests, bei
denen mit Hilfe komplizierter Programme
die Bedingungen eines Zusammenschlus-
ses rechnerisch simuliert worden, haben er-
geben, dall z. B. 5 Spieler mit einer durch-
schnittlichen Ratingzahl von 2000 ein
System bilden wiirden, welches mehr als
2600 Punkte besdBe. Bei Computern, die
sich nicht in so hohem Male voneinander
unterscheiden, liegt der Zuwachs etwas un-
ter diesem Wert.

Interessant werden solche Uberlegungen.
geht es um die Konstruktion neuwertiger
Computer. Zur Zeit erreicht die Entwick-
lung neuer Schachprogramme einen jihrli-
chen Zuwachs von maximal 40 Rating-
punkten. Sollte es jedoch gelingen, mit
Hilfe der CIS besagte Simulation praktisch
zu verwirklichen, so ergibe bereits der Zu-
sammenschluB von 3 Spitzencomputern
mit einer Ratingzahl von 2550 ein System,
welches uber die bisher unerreichte Spiel-
stairke von 2900 Punkten verfigen wiirde.
Der Weltmeister miBte sich geschlagen ge-
ben.

Im Verlaufe seiner fast 2000jahrigen Ent-
wicklung durchlief das Schachspiel immer
wieder Hohen und Tiefen; trotz Verboten
und vielen anderen Hindernissen trat es
einen triumphalen Siegeszug um die Welt
an. Auf weitere neue Erkenntnisse und
Entwicklungen dirfen wir gespannt sein.
Ob es sich aber um die heilumkdmpfte
Schachkrone handelt oder um eine gemiit-
liche Freundschaftspartie — das konigliche
Spiel schlagt stets aufs Neue Millionen in
seinen Bann — und nicht nur Konige.
(Die Verdffentlichung dieser neuen Er-
kenntnisse und Hypothesen erfolgte mit
freundlicher Genehmigung von Dipl. Phy-
siker Frank Rieger, selbst begeisterter
alpha-Leser, dem ich hiermit fur sein Ent-

gegenkommen herzlich danken mochte.)
M. Spindler

W. Spelnikow, aus: Junge Welt, Beriin
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Verlockende
Knobelei

Scharfsinn, Geduld und nicht zuletzt Ein-
fallsreichtum waren beim

7. alpha-Schachwettbewerb gefragt, um
die vier Aufgaben richtig zu 16sen und
spielerisch das logische Denken zu trainie-
ren. Vielen Lesern vermittelte der Wettbe-
werb wieder SpaB und Freude. ,Ich hatte
auch diesmal viel Freude beim Losen“
(F. Rauhe, Wendgraben). Wobei ,die vier
Urdrucke eine gelungene Uberraschung flir
alle Schachfreunde“ (F. Gotze, Dobeln) wa-
ren. In Versform gab D. Koch (Amstadt)
sein Gefallen an der schachlichen Knobe-
le1 zum Ausdruck:

JEs erscheint der alpha-Schachwettbewerb
alljahrlich,

fir mich als Laie ist das Losen mitunter
beschwerlich,

doch das konigliche Spiel ist Spitze,

auch wenn ich manche Stunde versitze.
Aber viel Freude wird echt empfunden,
wenn durch Knobeln Richtiges gefunden.”

LOosungen

1. Kd3

2. Ke4/Kd4 matt.
Vom Aufgabenverfasser als leichter Ein-
stieg in den Wettbewerb gedacht. So hatten
auch nur 2% der Einsender eine falsche
Losung hierzu aufgeschrieben.

1. e5 (droht 2. Sf4/SgS matt)
1. ... T:e5/L:e5
2. Sf4/SgS matt.

Gegen die zweifache Mattdrohung hat
Schwarz keine Parade mehr. Sie kann nur
noch durch Schlagen des Bauern differen-
ziert werden. Deshalb erstaunlich, daB3
diese Aufgabe mit 18,7 % die meisten Fehl-
lI0sungen aufwies. Die Versuche

1. Df1 und 1. Df3 oder 1. Dal

scheitern an 1. ... TcS bzw. an

1. ... b2, ebenso 1. Dcl an 1. ... Thé.

Ala Kd6/Kf5

AZA

A3a 1.Dd? (droht 2. Sf5 matt)
1. ... Sc3+/S:e3/Tcb
2.d:c3/d:e3/d:c6 matt.
1. ... ~ Td6/Te6/Tf6
2. Dgd4/d:e6/LeS5S matt.
1 Tg5/T:g3

2. Da7/Da7 matt.
Zu dieser Aufgabe notierten 17,7% der
Teillnehmer eine fehlerhafte Losung. Als
vermeintlichen Schliisselzug wurde oftmals
1. Df5S angegeben, was jedoch Schwarz mit
1. ... Sf2 parieren kann.

1.g8T+ Kf5/Kh5/Kh6
2.e8S/e8D+/e8D K:e5/Kh6/Kh7
3. Tg5/Dg6/Dgbé maltt.

Der Reiz dieser dreiziigigen Miniatur liegt
in den beiden Unterverwandlungen. Zu-
nachst fuhrt die Umwandlung des g-Bau-
ern in die starkste Figur, die Dame, nicht
zum Ziel.

Nach 1. g8D+ folgt 1. ... Kh6 und ein
Matt im 3. Zug ist nicht moglich, da sich
z. B. bei 2. e8D oder 2. g4 ein Patt ergibt.
In dem Abspiel 1. ... Kf5 ist die zweite Un-
terverwandlung in einen Springer (2. e8S)
mattwirksamer als wiederum die Umwand-

Ada

lung in eine Dame. Die Zahl derer, die die
Verfilhrung 1. g8D+ als Losung notierten,
betrug 12,8 %.

Unter den Einsendern, die alle vier Aufga-
ben richtig geldst hatten, wurden folgende
Gewinner ermittelt:

Christian Kithnert (Karl-Marx-Stadt),
Sebastian Kumke (Berlin),

Yvonne Langer (Eisenach),

Hans-Georg Sobeck (Radebeul) und
Roman Strecker (Dingelstadt).

Weiterhin wurden Preise unter allen Teil-
nehmern verlost, die zumindest eine Auf-
gabe richtig geldst hatten:

Annerose Hoff (Hohen-Demzien),

Martin Michalk (Erfurt),

Andreas Napp (Riesa),

Michael Nowakowski (Wittenberg) und
Birgit Stiller (Hoyerswerda).

Allen Gewinnern herzlichen Gluckwunsch!
,Dieser alpha-Schachwettbewerb war wie-
der eine Verlockung fiir jeden Schach-
freund® (F. Fiedler, Miigeln).

Wer wieder dieser Verlockung erlegen sein
mochte, schaue in Heft 6/90, dort erscheint
der nachste alpha-Schachwettbewerb!

‘In einem Teil des Schachbretts sind die
sechs verschiedenen Schachsteine schein-
bar willkiirlich jeweils viermal angeordnet.
Es gibt jedoch vier zusammenhangende
unregelmaBige Flachen, in denen die sechs
jeweils

Schachsteine einmal enthalten

sind.

Wie sehen diese Flachen aus bzw. aus wel-

chen Feldern setzen sie sich zusammen?
H. Riudiger

Lothar Otto, aus: Eulenspiegel, Berlin



Einige Folgerungen aus
dem Eulerschen Polyedersatz

Die folgenden Ausfihrungen beziehen sich

nur auf konvexe Polyeder. Fiir diese Poly-

eder gilt der Eulersche Polyedersatz:

Ist P ein konvexes Polyeder mit e Ecken,
f Flichen und k& Kanten, so gilt

et f—k=2. (1)

Dieser Satz wurde bereits in der alphg,
Heft 4/1983 behandelt.

Jedoch wollen wir noch einmal darauf hin-
weisen, dall es auch nichtkonvexe Polyeder
gibt, fur die (1) gilt.

Ein solches Beispiel zeigt Bild 1.

=12
= 8
=18
N A | e
f=12
k=24

Bild 2 zeigt aber ein nichtkonvexes Poly-
eder das (1) nicht erfullt.

Die folgenden Ergebnisse stammen von Le-
onhard Euler (1707 bis 1783). In dem Buch
Vorlesungen uber die Theorie der Polyeder
von Ernst Steinitz (1871 bis 1928) sind
diese Ergebnisse (ebenfalls) zusammenfas-
send dargestellt.

Nun betrachten wir fiir das Weitere ein
konvexes Polyeder P mit e Ecken, f Fli-
chen und k£ Kanten und bezeichnen mit
D1, D2, -.-, prdie Anzahl der Kanten jeder
Flache sowie mit q,, ¢, ..., q, die Anzahl
der Kanten, die von jeder Ecke von P aus-
gehen.

1. Da P ein konvexes Polyeder ist, hat na-
tirlich jede Polyederfliche mindestens drei
Kanten, und von jeder Polyederecke gehen
ebenfalls mindestens drei Kanten aus. Es
gilt also

piz3 und g¢; =3, (2)

wobei i=12,....,f und j=12 ... ¢
gilt.
Summieren wir nun die Zahlen p,, p,, ...,
prund die Zahlen ¢y, ¢, ..., g., so erhalten
wir jewells die doppelte Anzahl der Kan-
ten, da bei dieser Addition jede Kante dop-
pelt gezihlt wurde. Es gehort namlich jede
Kante zu genau zwei Flachen, und zu jeder
Kante gehoren genau zwei Ecken des Po-
lyeders. Damit gelten

2k=p,+p,+...+p
und 2k=¢q,+qg,+ ... +agq..
Aus den Gleichungen (3) folgt aber mit (2)
sofort, dal3

2k=p,+p,+...+p=3f

(3)

und 2k=q1+q2+...+qeg3€,
also 2k=3f (4)
und 2k=3e gelten. (5)

" Nehmen wir zu der Ungleichung (4) noch

die Eulersche Formel (1) hinzu, so
erhalten wir 2k = 3f=32+ k—e),
woraus 3de = k+ 6 folgt. Zusammen mit
der Ungleichung (5) gilt dann

2k=3e=k +6. (6)
Analog folgt aus (5) unter Verwendung der
Eulerschen Formel (1) und der Unglei-
chung (4), dal3

2k=3f=k+6 gilt. (7
Aus (6) und (7) folgt gleichzeitig, daB
2k = k + 6 ist, und damit gilt fiir jedes kon-
vexe Polyeder P

k=6. (8)
Damit hat also jedes konvexe Polyeder
mindestens sechs Kanten; die Tetraeder
(dreiseitige Pyramiden) haben genau sechs
Kanten. Es ist erstaunlich, daB es kein kon-
vexes Polyeder gibt, das genau sieben Kan-
ten hat. Wir werden dies gleich zeigen. Mit
der Ungleichung (8) k6nnen wir aus (6)
und (7) sofort schluBBfolgern, daB

ez4 und fz=4 gilt. (9)
Nun nehmen wir an, daB es ein konvexes
Polyeder P, mit genau sieben Kanten gibt.
Da fiir dieses Polyeder auch die Eulersche
Formel (1) mit k=7 gelten mul, haben
wir e + f— 7 =2 und damit

et f=09. (10)
Wegen der Ungleichungen (9) kann P, nur
ein Polyeder mit e=4und f=5o0dere=>5
und f= 4 sein.
Im ersten Fall bedenken wir, da} das ein-
zige Polyeder mit e =4 nur ein Tetraeder

sein kann. Ein Tetraeder hat aber nur
4 Flachen.

.Im zweiten Fall bedenken wir, dal3 ein Po-

lyeder mit f=4 auch nur ein Tetraeder
sein kann. Dieses Tetraeder hat aber genau

4 Ecken.

Folglich gibt es kein soiches Polyeder P,
und damit gibt es kein konvexes Polyeder

- mit genau sieben Kanten.

Aufgabe 1

Zeige, daB es konvexe Polyeder mit k = 8,
9. 10, ... Kanten gibt.

Zeige, daB es konvexe Polyeder mit e = 35,
6, 7, ... Ecken gibt.

Zeige, daB es konvexe Polyeder mit f= 3,
6, 7, ... Flichen gibt.

2. Bevor du hier weiterliest, versuche ein
konvexes Polyeder zu finden, das entweder
nur von Sechseckflichen begrenzt wird,
oder bei dem von jeder Ecke genau sechs
Kanten ausgehen.

Selbst nach lingerem Probieren wirst du
wohl kein solches Polyeder gefunden ha-
ben, und wir vermuten, daf3 es solche nicht
geben kann. Zum Beweis dieser Vermu-
tung bezeichnen wir mit

b= Pyt pyt ..
J
zahl der Flachen und mit

@ tg .. T g,
9 €

zahl der Ecken eines konvexen Poly-
eders P. Wegen (3) gilt

-+
2 die mittlere Kanten-

die mittlere Kanten-

2Kk
P="7 (11)
und g= 2: (12)

Nun stellen wir (7) etwas um.

Es gilt sicher k + 6 = 3/, woraus sofort
2k =6f— 12 folgt.

Daraus erhalten wir

2k 12
— =6 . 13
7 7 (13)
12 e
Welil -—f—- stets positiv ist, 1st-
12 o L
6 — 7 < 6 stets richtig. Damit gilt

2k
—— < 6 und mit der Beziehung (11) gilt

G

p < 6. (14 a)
Analog erhalten wir aus der Ungleichung
(6) unter der Verwendung der Beziehung
(12), daB

qg<6 gilt. (14b)
Aus der Ungleichung (14 a) folgt nun, dal}
es kein konvexes Polyeder gibt, das nur
durch Sechseckflichen begrenzt wird. Ent-
sprechend folgt aus (14 b), daB es kein kon-
vexes Polyeder gibt, bei dem von jeder
Ecke genau sechs Kanten ausgehen.

3. Um eine weitere interessante Eigen-
schaft von konvexen Polyedern herzulei-
ten, bezeichnen wir mit f;, f;, ... die An-
zahl der Flachen mit genau 3, 4, ... Kanten
und mit e,, &4, ... cntsprechend die Anzahl
der Ecken, von denen genau 3, 4, ... Kan-
ten ausgehen.

Es ist klar, daB3

L+ fitfi+...=f und
e;+e,+es+ ... =e ist (15),
wobel die linken Seiten dieser Gleichun-
gen natirlich aus endlich vielen Summan-
den bestehen. Aullerdem uberlegen wir uns
leicht, dal3

3f,+4f, +5f+ ... =2k und

e, + de, + Ses + ... =2k (16)
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gilt. Aus den Gleichungen (15) folgt
4f; +4f,+4f;+ ... =4f und
4e; + de, + 4es + ... = 4e (17)
Subtrahieren wir nun die Gleichungen (16)
von den entsprechenden Gleichungen (17),
so erhalten wir
H-1f—-2f—...=4f—2k und
e;— les—2e.— ... =4e — 2k (18)
Die beiden Gleichungen (18) werden nun
nach f; bzw. e; umgestellt.
Wir erhalten
fi=4f-2k+ 1f+2f + ...
€3 =4e— 2k + 165 +2€5+
Nun addieren wir noch diese beiden Glei-
chungen und erhalten
Lites=4ftde—4k+ (f; + e5)
+2(fc+e) + ...
Nun ist aber fi+e. 20, fo+e =0, ...,
und folglich erhalten wir
fitesz4(fte— k). (19)
Nun erkennen wir sofort, dal wir wieder
die Eulersche Polyederformel (1) anwen-
den konnen, und wir erhalten aus der Un-
gleichung (19), daB
f3 T ey = 8 ist. (20)
Das heifit, daB in jedem konvexen Polyeder
die Summe aus der Anzahl der Dreiecks-
flichen und der Ecken, von denen genau
dret Kanten ausgehen, mindestens acht
1st.
Eine abgeschwichte, aber auch interes-
sante Interpretation von (2) besagt, dall es
kein Polyeder gibt, in dem gleichzeitig
Dreiecksflachen und Ecken mit genau drei
Kanten fehlen.
Oder: Ein Polyeder ohne Dreiecksflachen
hat mindestens acht Ecken, von denen ge-
nau drei Kanten ausgehen.
Ein Beispiel dazu ist der Wiirfel.
Das Oktaeder liefert uns ein Beispiel fur
ein Polyeder, das keine Ecken hat, von de-
nen genau drei Kanten ausgehen. Das Ok-
taecder hat aber acht Dreiecksflachen.
Beim Tetraeder ist e; = f; = 4.

und

Aufgabe 2

Zwei konvexe Polyeder sollen vom glei-
chen Typ heiBBen, wenn sie dieselbe Anzahl
von Fldachen, Ecken und Kanten haben,
und wenn von einander entsprechenden
Ecken die gleiche Anzahl von Kanten aus-
geht. Zum Beispiel gehdren Wiirfel und
Quader zum selben Typ. Im Bild 3 sind
zwel konvexe Polyeder dargestellt, die je-
wells finf Flichen haben, aber nicht vom
gleichen Typ sind.

Bild 3
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Unter allen konvexen Polyedern mit genau
fiinf Flichen gibt es nur die zwei oben ge-
zeigten Typen.

Beweise diese Aussage!

Versuche alle Typen von konvexen Poly-
edern zu finden, die genau sechs Flachen

haben.
Gib zu jedem Typ ein Beispiel an!

Aufgabe 3

Unter einem Flichenwinkel eines konve-
xen Polyeders P verstehen wir einen In-

nenwinkel eines Polygons von P.
Zeige, daB die Summe aller Flaichenwinkel

eines konvexen Polyeders stets 2n(k — f)
1st.

Aufgabe 4

Gibt es Tetraeder, bei denen jede Kante
Schenkel eines stumpfen Winkels von

einem Flichenwinkel ist?

M. Schmitz

Die Lésungen erscheinen im Heft 4/90

aus: Funktio, Helsinki

=
)¢

>

Ala Jeu de billes

Placez dans chacune des spheres vides I'un
des nombres suivants: 6-7-9-10-11-14
-16-17-20-23-24-25-28-31-33-37
-41-42-51-57, de maniére a toujours ob-
tenir le méme total de 249 en additionnant
les valeurs contenues dans neuf spheéres si-

tuées dans un méme plan.
N.B.: les sphéres concernées sont réparties

dans neuf plans différents.

aus: Logigram, Paris

“
A2 A C 4yucioMm, 3anMCaHHBIM Ha JOCKE,

pa3pelyaeTca IIPOU3BOOMTE CHEHYIOILe
onepanmMu: JHO0 3aMEHATL ero ymaBOeH-
HbIM, JHAOO CTHpath ero TIIOCIEIHIOK
uudpy. Kak ¢ moMoiip0 3THX onepanum
HDOJYYUTh U3 Yyucnaa 458 uyuciao 147

aus: Quant, Moskau

A3 A Still Square—but up in the air
The drawing shows twelve matches put to-
gether to form three unit squares. Using
the same number of matches, can you
make six unit squares?

aus: Fun with mathematics, Toronto

Kein niederlandisches Worterbuch im Haus?
Probiert es doch mal ohne!
A4a Gegeven zijn twee op elkaar vol-
gende priemgetallen p en ¢, beide groter
dan 2 (tussen p en g bevinden zich dus
geen andere priemgetallen). Bewijs dat de
som p + g geschreven kan worden als het
produkt van drie natuurlijke getallen groter
dan 1. aus: Pythagoras,
Amsterdam
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Olympiadeklasse 7

290731 28 Schiiler einer Klasse beteili-
gen sich an einem Sportfest; dabei nahm
jeder dieser Schiller an mindestens einer
der Disziplinen Kugelstolen, Weitsprung
und 100-m-Lauf teil. AuBerdem ist iiber
die Schiler dieser Klasse bekannt:

(1) Die Anzahl derjenigen, die sowohl am
Kugelstolen als auch am Weitsprung, aber
nicht am 100-m-Lauf teilnahmen, ist gro-
Ber als 1, und sie ist gleich der Anzahl de-
rer, die sich nur am Kugelstolen beteilig-
ten.

(2) Mindestens einer der Schiller nahm an
allen drei Disziplinen teil; finfmal so groB
wie die Anzahl dieser Schiller ist insgesamt
die Anzahl derjenigen, die sowohl beim
Weitsprung als auch beim 100-m-Lauf star-
teten.

(3) Genau 6 der Schiller starteten in den

Disziplinen Kugelstolen und 100-m-Lauf

und nahmen nicht am Weitsprung teil.

(4) Kein Teillnehmer trat nur im Weit-
sprung oder nur im 100-m-Lauf an.
Untersuche, ob aus diesen Angaben fur
jede der drei Disziplinen die Anzahl derje-
nigen in diese Klasse gehenden Schiller
eindeutig ermittelt werden kann, die an der
betreffenden Disziplin teilnahmen! Ist das
der Fall, dann gib diese drei Anzahlen
an!

290732 Das Bild zeigt ein regelmiBiges
Neuneck ABCDEFGHI und einige seiner

Diagonalen. £ ;

]

a) Ermittle die Anzahl aller Diagonalen
dieses Neunecks!

b) Ermittle die GroBe eines Innenwinkels
dieses Neunecks!

c) Es sei K der Schnittpunkt der Diagona-
len AC und BE.

Ermittle die Grof3e des Winkels x CKE!

Hinweis: Ein Neuneck heiBt genau dann
regelmalig, wenn alle seine Seiten dieselbe

Linge und alle seine Innenwinkel dieselbe
Grofbe haben.

290733 Von einem Dreieck ABC wird ge-
fordert, dal a=50cm, s,=6,0cm und
h.=4,3cm gilt, wobei a die Liange der
Seite BC, s, die Lange der Seitenhalbieren-
den der Seite BC und A, die Lange der auf
AB senkrechten Hohe des Dreiecks ist.

a) Beweise: Wenn ein Dreieck diese Forde-
rungen erfillt, dann kann es aus den gege-
benen Langen 50cm, 6,0cm und 4,3 cm
konstruiert werden!

b) Beschreibe eine solche Konstruktion
und fertige eine Konstruktionszeichnung
an!

c) Beweise: Wenn ein Dreieck nach der Be-
schreibung konstruiert wird, dann erfiillt es
die gestellten Forderungen!

d) Stelle fest, ob durch die Forderungen
ein Dreieck ABC bis auf Kongruenz ein-
deutig bestimmt ist!

290734 Ermittle alle diejenigen Paare
(z,; z,) aus zweistelligen natiirlichen Zah-
len z, und z,, die die folgenden Bedingun-
gen (1), (2) und (3) erfullen!

(1) Es gilt z; > 2,. |

(2) Die Difterenz der Zahlen z, und z, be-
tragt 59.

(3) Die Differenz, die entsteht, wenn man
von der Quersumme der Zahl z, die Quer-
summe der Zahl 2z, subtrahiert, betragl
14.

290735 Wir betrachten das Produkt aller
naturlichen Zahlen von 1 bis einschlieB-
lich 1000.

Ermittle die Anzahl der Nullen, mit denen
dieses Produkt endet!

290736 Ein Wirfel wurde aus acht
gleichgroBen Spielwurfeln zusammenge-
setzt. Jeder Spielwiirfel hat auf seinen
sechs Seitenflichen die Augenzahlen 1 bis
6, jede auf genau einer Seitenfliche; dabei
haben die drei Seitenflichen mit den gera-
den Augenzahlen 2, 4, 6 eine Ecke gemein-
sam, und dasselbe gilt fur die drei Seiten-
flichen mit den ungeraden Seitenzahlen 1,

3, 5. Von dem zusammengesetzten Wiirfel
sind drei Seitenflichen sichtbar, wie das
Bild zeigt. Alle sichtbaren Augenzahlen
sind ungerade, thre Summe betragt 40.

a) Zeichne von einem Wiirfel, der ebenso
aus acht Spielwiirfeln zusammengesetzt ist,
bei dem aber andere sichtBare Augenzah-
len vorkommen, ein Schriagbild (Kanten-
lange eines Spielwiirfels 2cm, o =45°
g = 0,5)! Trage sichtbare Augenzahlen so
ein, daB alle sichtbaren Augenzahlen unge-
rade sind und ihre Summe 30 betragt!

b) Beweise, dall in jeder Eintragung, die
die in a) gestellten Forderungen erfiillt,
mindestens vier der sichtbaren Augenzah-
len 1 lauten missen!

Olympiadeklas_se 8

290831 Eine Aufgabe des bedeutenden
englischen Naturwissenschaftlers Isaak
Newton (1643 bis 1727) lautet: |

Ein Kaufmann besaB eine gewisse Geld-
summe. Im ersten Jahr verbrauchte er da-
von 100 Pfund; zum Rest gewann er durch
seine Arbeit ein Drittel desselben dazu. Im
zweiten Jahr verbrauchte er wiederum
100 Pfund und gewann zum Rest ein Drit-
tel dazu. Im dritten Jahr verbrauchte er er-
neut 100 Pfund und gewann zum Rest ein
Drittel dazu. Dabei stellte er fest, daB sich
sein Geld gegenuber dem Anfang des er-
sten Jahres verdoppelt hatte.

Ermittle aus diesen Angaben, welche Geld-
summe anfangs des ersten Jahres vorhan-
den gewesen sein mulb3!

Weise nach, daB bei dieser Anfangssumme
die Angaben des Aufgabentextes zutref-
fen!

290832 Einem Kreisausschnitt soll ein
Quadrat so einbeschrieben werden, dal} die
folgenden Bedingungen erfullt sind:

(1) Die — aus zwei Strecken (Radien) und
einem Kreisbogen bestehende — Randlinie
des Kreisausschnittes enthilt die vier Eck-
punkte des Quadrates.

(2) Der Kreisbogen wird durch zwei dieser
Eckpunkte in drei gleichlange Teilbdgen
zerlegt.

Untersuche, ob durch diese Bedingungen
die GroBe « des Zentriwinkels des Kreis-
ausschnittes eindeutig bestimmt ist! Ist
dies der Fall, so gib diese GroBe an!

290833 In einem Wiirfel ABCDEFGH
(siehe Bild) seien V, W, X, Y in dieser Rei-
henfolge die Mittelpunkte der Seitenfli-

chen ABCD, BCGF, EFGH bzw. ABFE.

H 1)
E/ r

J A
A 5

Beweise, dall unter dieser Voraussetzung
die Strecken VW, WX, XY und YV samtlich
einander gleichlang sind!

290834 Ermittle alle diejenigen Tripel
(a, b, ¢) natiirlicher Zahlen «, b und ¢, die
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die folgenden Bedingungen (1), (2) und (3)

erfullen!

(1) Es gilt a + b= ¢

(2) Esgilt a+ b+ ¢c=130.

(3) Die Zahl a¢— b ist ein ganzzahliges
Vielfaches von 19.

290835 Aus einer sechsstelligen naturli-
chen Zahl n soll eine weitere Zahl errech-
net werden, indem eine Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation oder Division mu
einer hochstens dreistelligen naturlichen
Zahl durchgefiihrt wird, wobei nur die
Multiplikation mit 0 und die Division
durch O nicht zugelassen sind. Auf das Er-
gebnis soll wieder eine der genannten Re-

chenoperationen angewandt werden, auf .

das neue Ergebnis ebenfalls usw.

Erst wenn ein Ergebnis den Wert 0 hat, soll
das Bilden weiterer Zahlen nicht mehr fort-
gesetzt werden.

a) Gibt es sechsstellipe Zahlen n, von de-
nen ausgehend das Ergebnis O bereits mit
zweimaligem Ausfuhren derartiger Re-
chenoperationen erreichbar ist?

b) Beweise, dal von jeder sechsstelligen
Zahl n aus, die nicht groBer als 999 000 ist,
das Ergebnis 0 mit hochstens dreimaligem
Ausfilhren derartiger Rechenoperationen
erreichbar ist!

290836 Von einem Viereck ABCD wird
gefordert, daB3 es ein Trapez mit

AB|DC, e=T7cm, f=6cm, o« = 48",

e = 114° ist, wobeil e die Linge der Diago-
nale AC, f die Lange der Diagonale BD, o
die Grofle des Winkels x DAB und, wenn
S den Schnittpunkt von AC mit BD be-
zeichnet, ¢ die GroBe des Winkels 4 ASB
15t.

a) Beweise: Wenn ein-Viereck diese Forde-
rungen erfullt, dann kann es aus den gege-
benen Lingen und Winkelgrofien konstru-
iert werden!

b) Beschreibe eine solche Konstruktion
und fertige eine Konstruktionszeichnung
an!

c) Beweise: Wenn ein Viereck nach der Be-
schreibung konstruiert wird, dann erfillt es
die gestellten Forderungen!

d) Beweise, daB durch die Forderungen ein
Viereck ABCD auf Kongruenz eindeutig
bestimmt ist!

Olympiadeklasse 9

290931 Beschreiben und begriinden Sie
fur die folgende Aufgabe eine Konstruk-
tion, die ausfuhrbar ist, indem auler ge-
zeichnet vorgegebenen Strecken nur Lineal
und Zirkel (zum Konstruieren von Gera-
den und Kreisen, nicht zur Nutzung von
Millimeter- oder Grad-Skalen) verwendet
werden!

Gezeichnet vorgegeben seien zweil Strek-
ken AB und AC, die einen Winkel x BAC
der Gréfle 7° bilden. Zu konstruieren ist
eine Zerlegung dieses Winkels in 7 gleich
grof3e Teile.

Das zeichnerische Ausfuhren der beschrie-
benen Konstruktion wird nicht verlangt.

290932 Aus einem Satz von Dominostei-
nen soll eine Zusammenstellung von mog-
lichst vielen nebeneinanderliegenden Figu-
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ren gebildet werden. Jede dieser Figuren
soll die im Bild gezeigte Gestalt haben, fer-
ner soll sie die folgende Bedingung erfiil-
len: Liest man in jeder Zeile die drel bzw.
vier Zeichen als Zifferndarstellung einer
Zahl, so gibt die Figur eine richtig gerech-
nete Additionsaufgabe an (erste
Zeile + zweite Zeile = dritte Zeile). Wie
ublich ist die Null als Anfangsziffer nicht
zugelassen.

]

P_ l { =

HEN

Ermitteln Sie die groBtmogliche Anzahl]
von nebeneinanderliegenden Figuren der
geforderten Art, die sich aus einem Satz
Dominosteine bilden lassen!

Hinweis: Jeder Dominostein enthilt auf je-
der seiner beiden Teilflachen genau eines
der Zahlzeichen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Der Satz
von Dominosteinen (aus dem die Steine
fiir das Bilden der Figuren auszuwihlen

sind) enthilt jeden Stein x| y[ mit

0= x=<y=<6 genau einmal; beim Bilden
der Figuren ist fur die Lage der Steine jede
Reihenfolge der beiden Zalilen eines ver-
wendeten Steines zugelassen.

290933 Von einem ebenflichig begrenz-
ten Korper werden folgende Bedingungen
gefordert:

(1) Der Korper hat genau funf Eckpunkte
A B, C D E

(2) Bei senkrechter Parallelprojektion auf
eine Bildebene sind die Bildpunkte A’, B’,
C’, D' bzw. E 'die Eckpunkte bzw. der Mit-
telpunkt eines Quadrates mit gegebener
Seitenldnge a.

Blickt man in Projektionsrichtung auf die
Bildebene (diese Blickrichtung sei als
Richtung von ,oben“ nach ,unten® be-
zeichnet), so sind Eckpunkte und Kanten
in gleicher Weise unverdeckt sichtbar, wie
im Bild angegeben.

0 L’

Al‘ - BI

(3) Die durch A4, B, C gehende Ebene ¢ ist
parallel zu der in (2) genannten Bild-
ebene.

(4) Der Punkt D liegt _oberhalb® der

d

Ebene ¢ im Abstand E) von ihr.

(5) Der Punkt FE liegt ,oberhalb® der

Ebene ¢ im Abstand ¢ von ihr.

1

(6) Der Ko6rper hat das Volumen 7 as.

Zeigen Sie, daBl der Korper durch diese Be-
dingungen eindeutig bestimmt 1st, und
zeichnen Sie diesen KoOrper in schrager
Parallelprojektion!

290934 Beweisen Sie, dall es zu je zwel
beliebigen rationalen Zahlen a, b mita < b

eine rationale Zahl x und eine irrationale
Zahl y gibt, fir die a < x <y < b gilt!
290935 a) Beweisen Sie, daB es zu jeder
Funktion f, die fiir alle reellen Zahlen x
die Gleichung

fx=—1=(x*=—1D f(x+1) (*)
erfillt, unendlich viele verschiedene reelle
Zahlen x mit f(x) = 0 gibt!
b) Beweisen Sie, daB es eine Funktion f
gibt, die fur alle reellen Zahlen x die Glei-
chung (*) erfiillt, bei der aber nicht jede re-
elle Zahl x den Funktionswert f(x)=0
hat!

290936 Es seien k; und k, zwei Kreise,

" die einander von auBBen beruhren. Fiir ithre

Radien r, bzw. r, gelte r; > r,. Eine Gerade,
die k; und k, in zwei voneinander verschie-
denen Punkten beruhrt, seit 7. Die von ¢
verschiedene und zu ¢ parallele Tangente
an k, sel u.

Ermitteln Sie in Abhidngigkeit von r; und
r, den Radius r, desjenigen u beruhrenden
Kreises k,, der k;, und k&, von auflen be-
ruhrt!

Olympiadeklasse 10
291031 Man stelle fest, ob die Zahl

x=\/1+\/2+\/3 +...+1/1989 +41990

rational oder irrational 1st.

291032 In einem Lande gebe es eine An-
zahl n = 3 von Stadten S, 5,, ..., §,. Fir
je zweti Stddte §;, §; mit | <j gebe es genau
eine von §; nach §; fihrende Einbahnstralle
und genau eine von §; nach S; fihrende
EinbahnstraBe; dies seien alle Straflen des
Landes. Auf einer Landkarte seien diese
StraBen unter Verwendung von genau
n — 1 Farben so gefirbt, daB fur jede Stadt
gilt: Die n — 1 von dieser Stadt ausgehen-
den Strallen sind mit den n — 1 Farben ge-
farbt, jede mit genau einer Farbe.
Untersuchen Sie fiir jedes n = 3, ob man
eine Farbung der StraBen unter Einhaltung
dieser Bedingungen so wahlen kann, dal}
fir eine einheitlich gewiahlte Reihenfolge
F,, F,, ..., F,_, der Farben die folgende
Aussage (*) zutrifft!

(*) Fiir jede Stadt S;(i=1, ..., n) gilt: Star-
tet man in §; und fihrt der Reihe nach auf
den StraBen der Farben F,, F5, ..., F,_,
jeweils auf einer dieser Straflen bis zur
nachsten Stadt, so endet diese Fahrt stets
in der Stadt ;.

291033 Das Bild stellt in senkrechter
Eintafelprojektion einen ebenflachig be-

grenzten Korper dar, der genau vier Eck-
punkte A, B, C, D hat. Ihre Bildpunkte A4,

D DT
A8
AI C__

B’. C’, D' sind die Ecken eines Quadrates
mit gegebener Seitenlinge a. Im beigefug-
ten HohenmafBstab hat D die Hoéhendiffe-



renz a zu C, und 4, B haben die Hohendif-

ad

ferenz ) zu C.

Ermitteln Sie aus diesen Angaben das Vo-
lumen des Korpers!

291034 Ermitteln Sie alle diejenigen reel-
len Zahlen x, die die folgende Ungleichung
(*) erfullen

Jx+5
x+1

291035 Man begrinde und beschreibe
eine Konstruktion, durch die zu beliebig
vorgegebenen Dreiecken 4ABC alle diejeni-
gen Geraden g erhalten werden konnen,
die die folgenden Bedingungen (1), (2) und
(3) erfiillen:

" (1) Die Gerade g geht durch den Mittel-
punkt M der Seite AC.

(2) Die Gerade g schneidet die Verldnge-
rung der Seite B4 uber 4 hinaus in einem

>1! (*)

Punkt P und folglich die Seite BC in.

einem Punkt Q.

(3) Der Flacheninhalt des Dreiecks AMP
ist doppelt so grol wie der Fliacheninhalt
des Dreiecks CMOQO.

Man zeichne ein beliebiges, nicht gleich-
schenkliges und nicht rechtwinkliges Drei-
eck ABC und fithre dann die beschriebene
Konstruktion aus.

291036 a) Man beweise, da3 es zu jeder
natirlichen Zahl k eine natiirliche Zahl m
sowie eine Moglichkeit gibt, m Vorzeichen
(jeweils + oder —) derart zu wdhlen, daB3
mit den gewahlten Vorzeichen

12 +2°+3%2+ ...t m*=k (*)
gilt.
b) Man beweise, dall es zu jeder natiirli-
chen Zahl k sogar unendlich viele ver-
schiedene naturliche Zahlen m und zuge-
horige Vorzeichenwahlen gibt, mit denen

(*) gilt.
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291231 Man beweise: Wenn n eine na-
turliche Zahl groler als 2 ist und wenn a,,
.., @, Zahlen sind, die ai=... =a’=

und

a1a) t a3 ¥ ... T a,_1a, + a,a, =0
ertfiillen, dann 1st stets » durch 4 teilbar.

291232 Ist ABCD ein Tetraeder, so be-
zeichne R den Radius seiner Umkugel
(d.h. derjenigen Kugel, auf der die
Punkte A4, B, C, D liegen) und r den Radius
seiner Inkugel (d. h. derjenigen Kugel, de-
ren Mittelpunkt im Innern des Tetraeders
liegt und die jede der Flachen ABC, ABD,
ACD, BCD berihrt).

Man beweise, dall es unter allen Tetra-
edern ABCD mit AB 1 AC, AC 1 AD,
AD 1 AB auch solche gibt, fir die das Ver-
hiltnis R:r einen kleinsten Wert an-
nimmt; man ermittle diesen Wert.

Von den nachstehenden  Aufgaben
291233A und 291233B ist genau eine aus-
zuwahlen und zu ldsen:

291233 A Auf der Randlinie eines gleich-
seitigen Dreiecks ABC mit der Seitenldnge

1 m bewegen sich drei Punkte P,, P,, P;,

nm

und zwar P; mit der Geschwindigkeit'1 )

P, mit der Geschwindigkeit v2 % P; mit

der Geschwindigkeit \/3_ % Zu Beginn

(Zeitpunkt ¢ = 0) befindet sich P, in 4, P,
in B und P; in C. Die Bewegungsrichtung
ist bei allen drei Punkten einheitlich stets
im Umlaufssinn von 4 nach B, von B nach
C, von C nach A.

Man untersuche, ob es einen Zeitpunkt
t >0 gibt, zu dem P,, P,, P, wieder die
Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks
sind (wobei auch der Fall P, =P, = P; als
Sonderfall eines gleichseitigen Dreiecks
aufgefallt werde).

291233 B Man untersuche fiir jede gege-
bene natiirliche Zahl n = 2, ob es unter al-

len denjenigen r-Tupeln (xy, x5, ..., X,)
reeller Zahlen, fir die
1
, o —— ; —

XiZ 5 (i=1,2,...,n)
und x1+x2+...+xn=1
gilt, eines gibt, fiir das der Term

PR SO S

X) Xy Xn

a) einen kleinsten Wert,

b) einen grobten Wert

annimmt. Ist das jeweils der Fall, so er-
mittle man in Abhiangigkeit von n diesen
kleinsten bzw. groBten Wert.

291234 Man ermittle alle diejenigen po-
sitiven reellen Zahlen e, mit denen die

durch
X1 = ‘/E

X,y1=vat+tx, (n=12,...)
definierte Folge (x,) konvergent ist; man
ermittle zu jeder solchen Zahl ¢ den
Grenzwert der Folge (x,).

291235 Man beweise: In jeder Menge aus
funf Punkten, die in einer gemeinsamen
Ebene liegen und von denen keine drei in
einer gemeinsamen Geraden liegen, gibt es
vier Punkte, die die Ecken einer konvexen
VYierecksflache sind.

Hinweis: Eine Vierecksfliche heif3it genau
dann konvex, wenn mit jedem beliebigen
Paar von Punkten dieser Fldche jeder
Punkt der Verbindungsstrecke dieser bei-
den Punkte zu der Fliache gehort.

291236 Man beweise: Schreibt man alle
naturlichen Zahlen n mit 111 € n <999 in
beliebiger Reihenfolge hintereinander auf,
so erhdlt man stets die Ziffernfolge einer

durch 37 teilbaren Zahl.

Solltet ihr Probleme bei der Losung der
Aufgaben haben, wendet euch bitte iiber
euren Mathematiklehrer an das Bezirkska-
binett fiir auBerunterrichtliche Tatigkeit.

Achtung!
Wir bitten alle Statistikfans um Verstind-
nis, wenn wir aus Platzgriinden den 2. Teil
von ,Kann man den Zufall berechnen?*
erst im nachsten Heft bringen.

Losungen

Losungen zu: alpha-Wettbewerb
Heft 1/90

Ma S m 3077 Wir rechnen 22 — 4 =18,
18:2=9,9+4=13. Das Geld fur

die leeren Flaschen betragt
13-0,30M+9:-0,20M =35,70 M;
deshalb verfugt Martin tiber
500M+570M = 10,70 M.

Er behalt somit 10,70M — 4 §0 M
-1,12M-0,62M-109M=307M
ubrig.

Ma5m3078 Wegen 59=7-8 + 3 schrieb
Beate mindestens-acht und hoéchstens neun
Briefe.

Ma5m3079 Aus (1) folgt: Schulz hat
nicht den Rufnamen Maik und auch nicht
Sven. Also hat Schulz den Rufnamen Udo.
Aus (2) folgt: Schmitt hat nicht den Rufna-
men Sven, also hat Schmitt den Rufnamen
Maik. Deshalb hat Meier den Rufnamen
Sven. Wir rechnen 35-2=33 und
33:3=11. Sven Meier 1st 11 Jahre, Maik
Schmitt und Udo - Schulz sind jeweils
12 Jahre alt.

Ma5®3080 Wegen 25-25 =625 ist jede
Gartenseite 25 m lang. Der Zaun hat des-
halb einen Flacheninhalt von
4:25-1m?*=100m? Wegen 100:2 =50
werden zum Anstreichen des Zaunes
50 Dosen Farbe benotipt.-

Ma5m308] Wegen (2) haben Frank und
Annett einen Altersunterschied von 7 Jah-
ren. Als Frank doppelt so alt war wie An-
nett, mussen Annett 7 Jahre und Frank
14 Jahre alt gewesen sein.

Wegen (3) ist Anneft 7+ 5= 12 Jahre,
Frank 14 + 5=19 Jahre alt. Wegen (4) ist
die Grollmutter 110 — 19— 12 =79 Jahre
alt. Wegen (1) ist der Vater 79 — 34 = 45
Jahre, seine Frau 45 — 3 = 42 Jahre alt.

Ma 5w 3082 Wir rechnen 80 — 20 = 60,

60:2=30; das Speiseeis kostet ohne
Friichte 30 Pf.
Ma > ®m 3083 Wirstellen eine Tabelle auf:

Lebensalter (in Jahren) von Jirka und dem
Vater

J 6 7 8 9 10 11
\'% 286 29 30 31 32 33

Jirka ist jetzt 11 Jahre alt.

Alphons

Maém3iOR4
1; 3 1 1
— :q— a . f—
3 5 755 218 = 109.

alpha, Berlin 24 (1990) 3 - 69



Ma 6 m3085 Wegen CA = CB haben die
beiden Basiswinkel 5 CAB und % CBA die
GréBe o. Wegen AB = AD haben die bei-

den Winkel xA4BD und xADB die
Grofle o

Nach dem AuBenwinkelsatz gilt deshalb

y + % = @, also y = —;i. Daraus folgt
weiter % o =180° ox=72° y=36°"

Ma6m3086 Das k.g.V.der Zahlen 2, 3,
4 5 6 ist 60. Den Rest 1 lassen bei Divi-
sion durch jede dieser Zahlen 61, 121, 181,
241, 301, 361, ... Davon ist 301 die kleinste
durch 7 teilbare Zahl.

Ma6m30B7 Wegen a+ b>c also
J+1=4>c kann nur ¢ =3 gelten; denn
fur b =2, also 1 + 2 = 3 existiert kein Drei-
eck.

Der Umfang des Dreiecks betragt 7 cm.

Ma 6 m 3088 Die Anzahl der Schuler die-
ser Klasse mulBl durch 9, 3 und 6, also
durch 18 teilbar sein. Wegen
20 < 18- n <40 gilt n = 2. Zu dieser Klasse
gehoren 36 Schiler. D.e Note 1 erhielten
4 Schiiler, die Note 2 erhielten 12 Schiiler,
die Note 4 erhielten 6 Schiiler. Deshalb er-
hielten 36 —4 - 12 — 6 =14 Schuler die
Note 3..

Ma 6 m 3089
Zuni Beispiel: 12301 + 12301 = 24 602.

Na-Te 6 m469 Da sich im Gefal stets das
gleiche Volumen der benutzten Stotfe be-
findet, vergrof3ert sich die Masse und da-
mit auch die Gewichtskraft des Gefalles
auf das 13,6{fache. Demzufoige ist auch die
Ausdehnung 13,6mal groller als ber Was-

ser. Die Lingeninderung betragt, wenn
sich im GefiB Quecksilber befindet,
13,6 cm.

Ma7®m3090 Angenommen, zu dieser
Klassenstufe gehdren x Schiller; dann

3 1 _ 31 _

gllt 4x+“9-X+10"x=x 361‘_101

%x=10,x=72.Ander AG ,Malen und
72-3

Zeichnen® nehmen i 54 Schiiler, an

der AG ,Schach” 72:9 = 8 Schiller, an der
AG ,Bergsteigen“ 10 Schiler teil.

Ma 7 w3091 Wegen

MA = MC = MD = ME sind die Dreiecke
AACM, ANCDM, ADEM, AEAM samtlich
gleichschenklig.

Daraus folgt

8, =y, = (180° — 40°):2 = 70°,

x DME hat die GroBe 180° — 40° = 140°,
0, = g, = (180° — 140°) : 2 = 20°,

B =€, =20° (Wechselwinkel an geschnitte-
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nen Parallelen). Ferner gilt 54 AMB hat die
GroBe 90° — 20° = 70° (Berithrungsradius
und Tangente sind senkrecht zueinander),
also gilt

o, =y, = (180° — 70°) :2 = 55°

und somit «, = & = 90° — 55° = 35°.

Ma 7 m 3092

Entsprechend der Aufgabenstellung gilt
2a+1=3b+2=4c+3=5d+ 4
=6e+5=T7f+6=8g+7=9h+8

= 10i + 9. Durch Addition von 1 und an-
schlieBendem Ausklammem erhalten wir
daraus

2@+ 1)=3b+1)=4c+1)=5(d+ 1)
=6(e+1)=T7(f+1)=8(g+ 1)
=9h+1)=10(i + 1). Das k.g. V. der Zah-
len 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10 ist 2520. Die
Zahl 2519 erfullt die gestellten Bedingun-
gen.

Ma 7 w3093 Nach Voraussetzung hat der

Winkel xCBD die GroBe g

BC = CD hat auch der Winkel x BDC die

Wegen

Grobe —g Als Peripheriewinkel iiber der

gleichen Sehne BC haben die Winkel

+ BDC und 4 BAC beide die GroBe g .

Nun gilt %-ﬁ + 75° = 180°, also
f=70°und a = 35°

Ma7m 3094 Die Zahl des Geburtsjahres

von Axel sei (in dekadischer Schreibweise)

19xy mit 0 < x=9und 0<y=9. Sie hat

die Quersumme 10 + x + y. Nun gilt
(1900 + 10x + y) + (10 + x + y) = 1989,

11x+2y=79. Nur fur x=7 und y=1

wird diese Gleichung unter den einschran-
kenden Bedingungen erflillt. Axel wurde

im Jahre 1971 geboren, und es gilt
1971+ (1+9+7+1)=1989.

Na/Te7m470 Volumen des Wirfels:
V=a’>=125cm?; Masse des Wiirfels:
m=p-V=975g; Gewichtskraft des Wir-
fels: F;=975N: Liangendnderung bei
9,75 N: 5=975-5mm = 48,7 mm. Die Fe-
der wird also um rund 5 cm gedehnt.

Na/Te7m47]1 Aus der Angabe
Dichte kann man entnehmen:

1 m?®=10001 haben eine Masse von 0,9t.
Demnach nehmen 10t Ol ein Volumen

10

0,9
V=11,1m?>=11-10°1; da die Pumpe in
1s 501 fordert, benotigt sie fur das Volu-
men V die Zeit

- 11000

50
3 min und 40 s gefullt.

der

von m’ ein,

s,t=220s. Der Wagen ist in

Ma 8 m 3095 Es sei z = abc eine dreistel-
lige natiirliche Zahl in dezimaler Schreib-
weise; dann gilt

a-b-c=5-(a+ b+c).

Wegen a+0, b+0, ¢c+0 mub einer der
drei Faktoren a, b, ¢ gleich 5 sein. Aus
¢ =5 folgt

a-b-5=5-(a+ b+5),

a-b=a+b+5 a-b—b=a+53,

a+s
b=1+ - E T Diese Gleichung hat genau

vier positive ganzzahlige Losungen, nam-
lich a 2 3 4 7

b 7 4 3 2
Wegen der Vertauschbarkeit der Summan-

den bzw. der Faktoren existieren genau 12

solcher Zahlen; sie lauten
257, 275, 345, 354, 435, 453, 527, 534, 543,
572, 725, 752.

Ma 8 m 3096 Wir stellen folgende Tabelle
auf:

Letzte Zifter
von

3H+2ﬂ 81’1_2!1

Letzte Ziffer

von 87
Letzte Ziffer

von 2"
10/8"+ 2" oder

10/87 — 277

ja
ja
ja
ja
Ik
ja

o ON OO AN

ARV, T S USRS L™ [ .
oD O RN B OO
——

Periode
Periode

e N O OO O

o O N O O N

Da die Endziffern der Potenzen mit den
Basen 8 und 2 die gekennzeichnete Pe-
riode durchlaufen, treten keine anderen
Falle auf. 87+ 27 oder 8" — 2" ist fur alle
ne N durch 10 teilbar, w.z. b. w.

Ma 8 m 3097 Der Durchmesser CD hal-
biert die Sehne AB und auch den Winkel
x ACB (Symmetrie). Da CM = BM ist (bei-
des sind Radien), ist das Dreieck CMB
gleichschenklig. Daraus folgt die Kongru-
enz der Winkel x MCB und x CBM. Nuch
dem Satz iiber die Innenwinkelsun:me¢ 1m
Dreieck

>+ 2+ f=180°, also
o+ f=180° w.z.b. w.

Ma 8 w3098 Nach dem Satz d:s Pvthago-
ras gilt x% =r? — (r — A)2 Wir reciinen nur
mit den Maf3zahlen und erhalten:

x? =85 —(8,5—3)%

x2=852—-55% x2=42: x=~0,18.

Die Spannweite der Brucke betragt etwa
13 m.

1st dann

Ma 8 m 3099 . Der Durchmesser des Krei-
ses k ist am kiirzesten, wenn er gleich der

Hohe CP auf AB ist. Wegen der Ahnlich-



keit der Dreiecke ABCP und ANABC gilt
d:6=8:10, d=48. Da Winkel 2 ACB
90° betragt, ist QR nach dem Satz des Tha-
les Durchmesser des Kreises k. Deshalb hat
die Sehne QR die Linge 4.8 cm.

Na/Te8 472 Die Kraft wird durch den
Schweredruck hervorgerufen. Die Kraft auf
die Bodenfliche 4 bei einer Eintauch-
tiefe s ist gleich der Gewichtskraft F; des
von einem Quader mit der Grundfliche A4
und der Hohe s verdrangten Wassers. Der
Druck p ergibt sich als Quotient aus Ge-
wichtskraft F; und Flache A.

Masse des Wassers: m= A4 -5 p,
m=1320kg, Fs = 3200 N,

F
Druck p = —f—; p = 2000 Pa.

Die Kraft auf den Boden des Kajaks betragt
3200 N, der Druck 2000 Pa.

Na/Te8m473 Der Flaschenzug mufl so
konstruiert sein, dall drei tragende Seil-
sticke vorhanden sind:

1

Ma9m3100

L K2+ k+n—[(k—1)Y+(k—-1)+n]
2 ' Y

kPt k+n—-k*+2k-1-k+1-n

= > ‘

Angriffspunkt

K

Mu9m3101l Aus wu=2s=a+ b+ c [olgt
durch Aquivalente Umformungen schritt-

j L +lb+ic
weise s = Sa+ 5 5

1 1 1
Q'Sz-i_a'hu | E-b hb+
0 h. h, h

A A A A4 1 1 1
| , + — +
h.' o h, h,

1
h.

o
-
0
b o
L

Ma9m3l02 Wir beweisen zunidchsi, daB
die Dreiecke AEF und FBC ahnlich sind:
A AFE = A4 CFB (Scheitelwinkel);
AAEF = x FBC (Im Sehnenviereck ECDA
gilt X AEC+ 3 ADC =180°, im Sehnen-
viereck ABCD gilt 5 FBC+ 4 ADC = 180°,
es folgt daraus x AEF = A4 FBC.) Damit gilt
nach dem Hauptiahnlichkeitssatz
NAEF ~ AFBC. Daraus folgt

AE - FC

AE : AF = BC: FC bzw. BC —
ZW T2

BC = 5 cm. Die Strecke BC hat eine Linge
von S cm.

Ma9m3103 Angenommen, es gabe sol-
che Zahlen a. b, ¢, so miulBten diese ver-

schieden von Null sein, und aquivalente
Umformungen ergidben dann

2 b+F 2bcz a(b + c). Wegen

a be ~ '

a= b+ c folgt 2bc = (b + ¢)? und -
schlieBlich 0 = b% + ¢*, was fur keine reelle
Zahl, die ungleich Null ist, erfullt werden
kann. Somit ist die Annahme falsch und
die Behauptung damit bewiesen.

Ma9m3104 Durch schrittweises Umfor-
men erhalten wir

V2 —41
(Y2 + 1) (2 = 1)
. V3 —y2
(V3 +42)({3 = 2)
Y100 — /99
(Y100 + 99 ) (/100 ~ /99 )
_2-41_3-42

+ ...+

2 -1 3 -2
N J100 — 499
777100 — 99

=,J2__‘/1_+‘/_—‘/2_+...+W_\[9?
=—y1 +4100 = -1+10=9.

Na/Te m474 Aus s=§- 2 und a =_t;
(da gleichmiallig beschleunigt) erhidlt man
§ = 1;2*-:, s =230 m.

Na/Te9m475 Es wird zunichst die Kraft
auf das Elektron berechnet. Aus dem Tafel-
werk entnimmt man den Zusammenhang
zwischen der elektrischen Feldstiarke E, der
Kraft F auf eine Ladung im elektrischen

Feld: E =i. Daraus kann die Kraft be-

Q

rechnet werden. Setzt man das Newtonsche
Grundgesetz ein, so erhalt man fiir die Be-
schleunigung

a= Qié, a =3,15-10”£;--.
m s

Ma 10/12 m 3105 Aus der Skizze geht
hervor: A pc = A pc T Apse,

ab 1 . o 1 : o
5, = 2'!:v-w},-51n'=15 + 5" Wy sin 45°,

1
=7-w,,-sm45°-(a+b)

1 1
—?'3'\/2_'1#? (a + b),

ab 1 a+b 2

v 6 2V Ty T |
a w42
—1-+l-‘[2— ¢, — C—Cﬁ und
a b w, a b W,

. a . b

wegen Sin o = " und sin g = ~ folgt

1 1 :

. + — _ ¢y w.Z.b.w
sinae sin f3 Wy

C

Ma 10/12 w3106 Nach  Voraussetzung,
daf} 7/100a + b, mul} es eine ganze Zahl n
geben, so dal gilt 7-n=100a + b. Wir
multiplizieren diese Gleichung mit 4 und

erhalten 4-7 - n =400a + 45. Weitere dqui-
valente Umformungen ergeben
4-7-n—399a=a+ 45,
4-7-n—7-5Ta=a+ 4)b,

7(4n —57a)=a + 4b.

Aus dieser Gleichung -folgt unmittelbar,
daB 7/a + 4b ist, denn es gibt eine ganze
Zahl (es ist 4n — 57a), die, mit 7 multipli-
ziert, a + 4b ergibt, w. z. b. w.

Ma10/12 m 3107 Die Langen der Paralle-
logrammseiten 4B, BC, BE bzw. BG seien
a, b c bzw. d der Winkel x ABC habe die
Grofe ¢; dann gilt
%-a-b-sincp=%-c-d-sin¢x

a-b=c¢-d a: c=d:b. Folglich sind die
Dreiecke AAEB und AGCE einander ahn-
lich, und es gilt AE || CG.

Ma 10/12 m 3108 Der Zeichnung ist fol-
gendes zu entnehmen:
sin2a  n+1 2-sine-cosa

sin « n—1" sin o
- n+1 _ n+1
n_l,ccrrsa =1
ferner gilt
i+ (n+1)—(n—1)
cosa 2 n-(n+1)
_n(nt+4)  n+4
2n-(n+1) 2-(n+1)

Durch Gleichsetzen erhaiten wir
n+4 n+1

2-(n+1) 2-(n—-1)"
(n—1)(n+4)=(n+ 1)
n‘+3n—4=n*+2n+1 n=>5.

Fiir die Seitenlangen des Dreiecks ABC
gilt somil b=n-—-1=4,
c=n=5a=n+1=6.

C
ne+1
n-1
/e "
A n 8

Ma10/12 w3109 Die Dreiecke AEH und
HGD sind dhnlich, denn sie stimmen in
den Innenwinkeln lberein (x5 H4E und
4 GDH sind rechte Winkel und, da Winkel,
deren Schenkel paarweise zueinander
senkrecht sind, auch kongruent sind, gilt
ADHG = 4 AEH und xDGH= 5 AHE).
Aus der Ahnlichkeit dieser Dreiecke folgt

X {
—=—.Wegen t=b—yund s=a— xgilt

y S
x b-y
y a—x

Na/Te10/12m476 Aus der Gleichung
[ur die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer
Lichtquelle c¢=A-f {folgt, da die Fre-
quenz f unabhangig vom Stoff ist:

. G G, AL

Al - Ay’ A L
2.25000-10%m-s71'-4 861 10" "m

e T 2.99711-10%m - 5!
Die Wellenlinge 1im Wasser betragt
A, =365-10"°m. Aus der Gleichung

¢, = A; - f kann auch die Frequenz berech-

net werden:
N 299711:-10%m - 5!

f 4861-10""m

Die Frequenz dieser Linie betriagt

6,17-10"“ Hz.
\
alpha, Berlin 24 (1990) 3 . 71



Na/Te 10/12 m 477 Gesucht ist die Zeit ¢
Wihrend dieser Zeit legt der 1. Korper den
Weg v,-t der zweite Korper den Weg

a .
vo't+-2—- t? zurick. Zum Zeitpunkt des

Treffens haben beide Komer zusammen
100 m zuriickgelegt. Die Zeit ¢ errechnet
sich aus

100m=1t3ms '+t Tm-s"'+2 - *m-s?zu
t = 5s. Die Korper treffen sich nach 5s.

Losung zu: Denk dir eine Zahl
Heft 1/90

Ala Fiir die gedachte Zahl n gilt
n=21r,+ 15r, + 70r, — 105 - k,

wobel &k gleich 1 oder 2 oder 3 ist.

I. Beispiel: r,=4,r,=6, r,=2,
n=21-4+15-6+70-2—-105-2

=84 +90 + 140 — 210 = 104;

2. Beispiel: ry=1,r,=6, r, =0,
n=21-1+15-6+70-0—-105-1
=21+90+0 - 105 =6;

3. Beispiel: r,=0,r,=0, =1,
n=21-0+15-0+70-1-105-0=70.
Fur rn=r=r,=0 lautet die gedachte
Zahl 105.

A2 A Essei x die gedachte Zahl; dann
git (x—1)-2—-1+x=y,

x=(y+3):3. Zum Ergebnis sind 3 zu ad-
dieren, diese Summe ist danach durch 3 zu
dividieren.

Beispiel: Es sei y = 48 das Ergebnis,

also x=(48+3):3=17 die gedachte
Zahl.

Al a Angenommen, jemand habe sich
die Zahl n gedacht; dann gilt
[((n-2+35)-5+3]-10+3 - 150 = x,
x— 133
100
Rest x sind 133 zu subtrahieren, diese Dif-
ferenz ist durch 100 zu dividieren, um die
gedachte Zahl n zu ermitteln.
Beispiel: n =21, x =12233, also
- 2233 —133

n 100 = 21.

Ada Es sei x die von Monika pgedachte
Zahl:; dann gilt
[(x+2)-3—-4]-3+x+4=y,
Bx+2)3+x+4=y 10x+10=y
10x=y—10, x=(y—10):10.
Marie-Luise braucht vom Ergebnis y nur
10 zu subtrahieren und danach durch 10
zu dividieren, um die von Monika ge-
dachte Zahl x zu ermitteln.
Beispiel: Mouika habe die Zah!l 11 gedacht;
sic rechnete schrittweise '
11+2=13 13-3=139 39—-4 =135,
35-3=105,105+11+4 =120,
also y =120 und somit
=(120—10):10=11.

A5 A Angenommen, es wurde die Zahl x
gedacht; dann gilt
(x-2+4):2+7]-8—-12}:4-11=y:
[(x +9)-8—-12}:4 =11 = y;

2x+4=y: x=(y—4):2.

Vom Ergebnis ysind 4 zu subtrahieren, da-
nach durch 2 zu dividieren, um die ge-
dachte Zahl x zu ermitteln.

Beispiel: Die gedachte Zahl sei 13, dann ist
schrittweise zu rechnen
13-2=26,26+4=230,30:2=15,

185+ 7=2222-8=170,

Vom verbleibenden

also n=

72 - alpha, Berlin 24 (1990) 3

176 — 12 =164, 164:4 =41,

41 — 11 = 30, also y = 30 und somit
x=30—4):2=113.

A6A Es seit die Zahl des Tagesdatums
und m die Zahl des Geburtsmonats; dann
gilt

(1-6+12):-5—-10t+ m — 60 = x,

20t + m = x,

[=(x—m):20mit 1 = m=12.

Beispiel: Es sei x = 592 das Ergebnis, dann
konnte m =2 oder m=12 sein. Da 590
nicht durch 20 teilbar ist, entfallt m = 2.
Wir erhalten m = 12 und
t=(592—-12):20=580:20=29.

Die betreffende Person hat am 29. Dezem-
ber Geburtstag.

A7TA Essei x die Zahl des Lebensalters
des Freundes, ¢ die Zahl des Wochentages,
an dem er geboren wurde, und y das Re-
chenergebnis; dann gilt
(x-5+25)-2+1t—50=y,
10x+t=ymitl=zst=sT.

Beispiel: y=135=10-13+ 5; der Freund
ist 13 Jahre alt und am Freitag (5. Wochen-
tag) geboren.

A8 A Es sei x die Zahl des Tages und y
die Nummer des Monats, in dem der Be-
fragte geboren wurde, und S sei die
Summe der beiden Produkte; dann gilt
12x+ 31y =3S§ also x=(5—-131y):12,
wobel 1 =y =12 gilt.

Beispiel: Der Geburtstag sei am 17.Juni
(17.6.); daraus folgt

S=12-17+31-6 =390, also

x = (390 - 31y):12. Nur fur y =6 und so-
mit x =17 erhalten wir eine ganzzahlige
Losung.

A9A Es sei x das Tagesdatum des Ge-
burtstages, y die Zahl fiir den Geburtsmo-
nat, z die Zahl, die aus den beiden letzten
Grundziffern des Geburtsjahres gebildet
wird; dann gilt

([(x-20+3)- 5+ y]-20+3}-5+z

= (2000x + 303 +20y)-5+ 2

= 10000x + 100y + z + 1515.

Man braucht nur von der angesagten Zahl
die Zahl 1515 zu subtrahieren und erhailt
die gewunschten Zahlen in der richtigen
Reihenfolge.

Beispiel: Ergebnis der Rechnung sei1 die
Zahl 212286. Es ist zu rechnen
212286 — 1515 =210771. Der Geburtstag
ist der 21. Juli 1971 (21.07. 71).

Losungen zu: Spezialistenlager
Mathematik im Blick
Heft 1/90

Al A Angenommen, Andreas ist 3x Jahre
und Stefanie y Jahre alt; dann ist der
Vater 3:-(3x + y) =(9x + 3y) Jahre,

die Mutter (9x + 3y — 4) Jahre alt, und es
gilt
Ix+y+(9x+3y)+(9x+3y—4) =66,
2lx+7y=70,3x+y=10, y=10—3x.
Nur fur x =1, also y =17 ist

v > 3x(7>3). Der Vater ist 30 Jahre, die
Mutter 26 Jahre, Stefanie 7 Jahre, Andreas
3 Jahre alt.

A2 A Angenommen, Angelika ist x Jahre
alt, dann ist Steffen (x + 8) Jahre, die Mut-
ter (x + 30) Jahre, der Vater (x + 32) Jahre

alt. Alle zusammen sind (4x + 70) Jahre
alt, und es gilt

4x+70=3-(x+ 30),

4x +70=3x+ 90, x = 20.

Angelika ist 20 Jahre, Steffen 28 Jahre, die
Mutter 50 Jahre, der Vater 52 Jahre alt.

A3l A Angenommen, Susi ist x Jahre alt,
dann ist Ralf (x + 3) Jahre, der Vater
4x Jahre, die Mutter (x + 33) Jahre, die
GroBmutter (x + 63) Jahre alt. Zusammen
sind sie (8x + 99) Jahre alt, und es gilt

Bx +99 =195 8x =96, x=12.

Susi ist 12 Jahre alt, Ralf 15 Jahre, die
Mutter 45 Jahre, der Vater 48 Jahre, die
GroBmutter 75 Jahre alt.

Ada 5342 +5342 =100684; 5463 + 5463
= 10926; 5384 + 5334 = 10768,;

6726 + 6726 = 13452; 5347 + 5347

= 10694; 6926 + 6926 = 13 852;

6547 + 6547 =13094; 7268 + 7268

= 14536; 5468 + 5468 = 10 936.

L.Osungen zu:
Laft sich der Zufall berechnen?
Heft 2/90

Ala Die 28 Steine des Dominospieles
werden durch die geordneten Zahlenpaare
(i; j) mit i; je N und i =/ =6 beschrie-
ben. Damit sind {(i; j)} mit i; j€ N und
I <j=<6 die 28 Elementarereignisse.
A = {(0; 0), (0; 1), (0; 2), (0; 3), (0; 4),

(1; D, (1;2),1;3), 2; 2)}

B ={(0;5),(1;4), (2; 3)}
C=1{(0;06),(1;5),(2;4), 3, 3)}
D ={(0; 0), (1; 1), (2; 2), (3, 3), (4; 4),
(5;9), (6;6)]
_9 _3 _1
_1
P(D)= 4
A2 A P(5)=1—P(D)=—}
Ala P=1-PA4)- P(B)— P(C)
-9 3 _ 1.3
B 28 28 7 1

Ada Aund D, Cund D

AS5Aa AnD={0;0),(1,;1),2;2)
P(Au D)= P(4) + P(D) — P(A n D)
9 1 3 13

28 ' 4 28 28

Beweisskizze zu: Eine Aufgabe
von Prof. A. Engel, Heft 2/90

a) Ist k= 2n + 1, so enthalt die Zerlegung
mindestens eine 1, und es mul} daher nur
noch 2n in 2-Potenzen zerlegt werden.
D.h. b2n+ 1)=b(2n).

b) Eine Zerlegung von 2n enthilt entweder
keine 1. Davon gibt es b(n), da man jedes
Glied halbierer kann. Oder sie enthilt
mindestens 2 Einsen. Davon gibt es

b(2n — 2). Also ist
b(2nY=b62n—2)+ b(n).

Losung zu: Eine runde Sache
Heft 2/90

Voriiberlegung: Ich betrachte zwei Sehnen

unterschiedlicher Linge durch den
Punkt P. )
Sei x;ty < xpt s (**)



> xi+22n tyi<xi+2xy,+y3.
Da X1 Y1 = Xy y, fOlgt
x}—x; ) tyI<x3— X, +y3, (*)
wobei jeder Term x? — x;y; + y3,
x2— x,y, + y5 positiv ist. Multiplizieren
wir die linke Seite von (**) mit der linken
Seite von (*) und die rechte Seite von (**)
mit der rechten Seite von (*), so erhalten
wir die Ungleichung
(x; + y1) (x] = X331+ ¥7)
< (%3 + y)(x3 — X292 + y3).
Das fuhrt auf

xi+y1<x3+y;.
Hieraus folgt: Die langste Sehne x + y er-
zeugt die grofBte Summe x? + y® und die
kleinste Sehne x + y erzeugt die kleinste
Summe x? + y3.
Zu a): Die ldngste Kugelsehne durch P ist
CD, also (x*+y) = +a)+(r—a)
=2r3+ 6ra’.
Zu b): Es gilt

x3 + y3

2

x3+ y? wird genau dann am kleinsten,
wenn das Gleichheitszeichen zur Geltung
kommt. Das Gleichheitszeichen gilt aber
nur dann, wenn x =y,
d.h. x2=y?=r?2— g? und damit
(I3 +y3)min =2- V(F% - a%)s .
Gibt es nun auch eine solche Sehne durch
P mit x = y? Es ist die Sehne durch P, die

senkrecht auf CD steht.

> {/x3y3 = konstant.

Losungen zu: Uber selbstregenerierende
Zahlenfolgen, Heft 2/90

Ala Wir wenden die Formel
[a] + [b] = [[a] + b] an.

A2A Seix= %, m, p natiirlich, dann 1st

'n = Tn+m-

Losung zur Schachecke, Heft 2/90

1. Db7 (2. Dhl + Lh2 3. D:h2 matt) Lh2
2. Db8 (3. Dg8 matt) Se8
3. D:h2 matt

Losungen zu: Uberall Algorithmen
Heft 2/90

Ala cadbde

A2A 54312786

Ala 1432

Ada a9 b8 ¢ 12

A 5 o Der erste Schritt ist nicht eindeutig
formuliert.

A 6 A Mogliche Antwort: Gegeben sind
zweil natiirliche Zahlen a, b.
(1) Multipliziere a mit sich selbst!

Das ergibt x.
(2) Multipliziere b mit sich selbst!

Das ergibt y.
(3) Berechne die Summe aus x und y!
A7a Sie gehen geradeaus bis zum
Kino. Wenn Sie das Kino erreicht haben,
biegen Sie rechts ab. Sie befinden sich
dann auf der Leipziger StraBe. Nun laufen
Sie bis zur ersten Ampelkreuzung. Wenn
Sie an der Ampelkreuzung sind, biegen Sie
links in den Meisenweg ein. Wenn Sie das
Ende des Meisenwegs erreicht haben, ste-
hen Sie vor der Post.”

AS8aAa a3 b 13

A9A a boe fghi
A 10 A Nur 100b) ist ein Algorithmus.

Losung zu: Ostereiereien, Heft 2/90

Egon: %x + x + x =15 mit x — Anzahl der

blauen bzw. violetten Eier; x =6

Fritz: 1,5(r+ b) + r+ b=15; da r =5 folgt
b=1;v=09.

Sie haben 15 Eier violett, 8 Eier rot und
7 Eier blau gefarbt.

Loésungen zum Ferienmagazin

Titelblatt: Es fehlt die Zahl 9.

Ala 98 987, ...,987654321.

A2A 60+10—-60=10; 5-2-3=30;
20+ 5+15=40; 10+ 9+ 31 =50.

Ala 95;47; 48; 24, 23, 25; 12, 12, 11,
14: 5,7,5,6,8;2,3,4, 1,5, 3.

A4a Das zum Hohlkdrper gefaltete
Netz 2 vervollstindigt die Pyramide.

ASA E=60; R=120; I=50; K=90;
A=30.a=50; b=150; ¢ =200; d =100.
Aba 840:120=7;7-5=735;
(35—-31)2=16; 16 + 4 = 20.

A7a 333-3=9099;222-3=0666;
111-3=333.10:24+4=9;14:2 —4=3;
12-3-2=7,36—-7—-10=19.

27 +8=35:10+5=15;17+13=20.
A8A 1,15 14,4;12,6,7,9;8,10,11, 5;
13, 3,2,16. +9, —4, —5, +6; —2, +3, +4,
+1: +2, —1,0, +5; —3, +8, +7, —6.
A94a Den Stemm erginzen die Zahlen 3, 4

und 7.
AlOA 6,1,4:4 5 2:2,3,6.1,5,3;3, 4,
2:2,6, 1.

Alla Die obere Figur enthalt 20, die
untere 12 Dreiecke.

A 12 o Der Kifer erreicht die Blume.

A 13 a Ubung macht den Meister und
kein Preis ohne Fleil.

A 14 o Die Hiuser 2 und 8 sind gleich.
A 15a Die Figur 1 gehdrt an Stelle des
Fragezeichens.

Mit oder ohne Feder?

Falls einer der Weisen zwei Miitzen mit
der Feder gesehen hitte, dann wiirde er so-
fort begreifen (und sagen), daB seine
eigene Mitze gar keine Feder hat.

Das heifdt also:

(1) Abdul sah die zwei Miitzen mit der Fe-
der nicht.

(2) Auch Ali sah die zwei Miitzen mit der
Feder nicht. Er sah jedoch auch die eine
Feder nicht!

(3) Achmed konnte etwa folgende Uberle-
gungen anstellen: ,Wenn ich eine Feder
habe, so wiirde Ali, wenn er eine Feder
sieht, und weiB}, daB Abdul die zwei Federn
nicht sieht, schluflMfolgern, daB er selbst
keine Feder hat. Gelangt Ali nicht zu die-
ser SchluBfolgerung, dann hei3t das, daB er
die Feder auf meinem Turban auch nicht

sieht, Dann habe ich also wirklich keine
Feder!“

Losungen zur Sprachecke

Ala Kugelspiel

Schreibe in jede der leeren Kugeln eine der
folgenden Zahlen:
6—-7—-9-10—-11-14-16-17-20
—-23-24-25-28-31-33-37-41

— 42 — 51 — 57 und zwar so, dal man im-

mer die Zahl 249 erhalt, wenn man die
Zahlen der Kugeln addiert, die in einer
Ebene liegen! Hinweis: Die abgebildeten
Kugeln konnen neun verschiedenen Ebe-
nen zugeordnet werden.

Losung:

A2 A Mit einer an die Tafel geschriebe-
nen Zahl ist es gestattet, folgende Opera-
tionen durchzufiihren: Entweder sie durch
die doppelte Zahl zu ersetzen, oder ihre
letzte Ziffer zu loschen. Wie erhilt man
mit Hilfe dieser Operationen aus der Zahl
458 die Zahl 14?

Losung: Um dies zu erreichen, kann man
z. B. wie folgt verfahren: 458 —45-90-9
—18—-36—-72—-7—-14

AlA

Noch Quadrat — dann hoch in die Luft
Die Zeichnung zeigt zwolf zu drei einzel-
nen Quadraten zusammengelegte Streich-
holzer. Kann man mit derselben Anzahl
von JStreichholzern sechs einzelne Qua-
drate zusammenlegen?

Losung: Es geht, aber nur in drei Dimen-

sionen. Man muB mit den zwolf Holzern
einen Wirfel konstruieren.

]
- ,el’ %

_

”

A4aA Gegeben sind zweil aufeinanderfol-
gende Primzahlen p und g, beide groBer als
2 [zwischen p und q gibt es (befindet sich)
keine weitere (andere) Primzahl]. Beweise,
dal} die Summe p + g dargestellt (geschrie-
ben) werden kann als Produkt von 3 natiir-
lichen Zahlen groBer als 1.

Losung: Da p und ¢q beide von zwei ver-
schiedene aufeinanderfolgende Primzahlen
sind, sind beide voneinander verschiedene
naturliche Zahlen. Ist ¢ die groBere von
beiden, so gilt g=p + 2n mit ne N und
n =+ (.

Damit gilt p+g=p+p+2n=2(p+ n).
Wegen p<pt+tn<p+2n=gq liegt p+n
zwischen p und g. Da zwischen p und g
keine weitere Primzahl liegt, ist p + n eine
zusammengesetzte Zahl und damit als Pro-
dukt zweier natiirlicher Zahlen n; und n
»-mit n; > 1 und n, > 1 darstellbar:

D + n = ny-n,.

Mithingilt p+g=2-n,-n,.

Losung zur Schachaufgabe, S. 64

1. Fldche: al, a2, a3, a4, bl, b2.
2. Flache: b3, b4, c2, c3, ¢4, d3.
3. Flache: d2, d4, e2, e3, e4, 4.
4. Flache: cl, dl, el, 11, £2, f3.



Peter Apian und
der Jakobsstab

Im Rahmen unserer Serie ,Historische mathe-
matische Instrumente® stellte Dr. P. Schreiber
im Heft 5/89 den Jakobsstab vor. Leider muf3-
ten wir, an das Format dieser einen Seite ge-
bunden, einige Informationen streichen. Ein
Grund mehr fiir uns, den von unserem Leser
R. Witzlau eingesandten ergdnzenden Beitrag
zum Jakobsstab zu veroffentlichen.  Alphons

Im Jahre 1533 erschien in Ingolstadt ein
Buch mit dem Titel ,Instrument Buch®, in
dessen letztem Teil ausfuhrlich der Auf-
und Nachbau sowie die Nutzung des Ja-
kobsstabes fur geoditische Messungen er-
kliart wurde. Dieses Buch war eines der er-
sten und umfassendsten Instrumentenbe-
schreibungen der Renaissance in deutscher
Sprache. Der Verfasser dieses Buches, Pe-
ter Apianus (oder kurz Apian, latinisiert
aus dem eigentlichen Namen Bienewitz
oder Bennewitz) wurde 1495 oder 1501
(Das Geburtsjahr Apians steht urkundlich
nicht fest!) in Leisnig geboren und wirkte
als Professor fur Mathematik an der bayri-
schen Universitat Ingolstadt (1826 nach
Munchen verlegt), wo er 1552 starb.

Der Jakobsstab Apians bestand aus einem
Melistab und einem Liufer, wobei Apian
eine nichtlineare Teilung des MeBstabes
vorschlug.

Die Nutzung des Jakobsstabes fiir die Mes-
sung der Abstande des Mondes zu Fixster-
nen zeigte er bereits im Jahre 1524 in sei-
nem Buch ,,Cosmographicus liber®.

Mit Hilfe der Monddistanzmessung war es
moglich, die geographische Linge eines
Ortes zu bestimmen. Dieses Verfahren war
Apian durch Johannes Werner (1468 bis
1528) bekannt, der es im Jahre 1514 in sei-
nen Kommentaren zum ersten Buch der
Ptolemaischen Geographie vorgeschlagen
hatte. Bis zur Einfuhrung des Chronome-
ters im 18. Jahrhundert stellte die Mond-
distanzmessung eine wichtige Orientie-
rungsmethode in der Nautik dar.

Monddistanzmessung nach Apian, 1524

Apian sah den Einsatz des Jakobsstabes
vielseitig. Er erlduterte dessen Gebrauch
fiir geoditische und astronomische Mes-
sungen auch 1532 in seinem Werk ,Intro-
ductio geographica“.

Die genannten Werke Apians, sein in der
Bayrischen Staatsbibliothek erhaltenes Ma-
nuskript uber den Jakobsstab und der
nachweisliche Einsatz desselben fur Kome-

Titelblatt des Instrument Buches (Ingolstadt, 1533) zeigt u. a. die Nutzung
des Jakobsstabes zur Hohenmessung eines Turmes

tenbeobachtungen durch Apian im Jahre
1532 sind u. a. Beweise fiir seinen Anteil
an der Popularisierung der Kenntnisse
uber den Jakobsstab und dessen weiterer
Entwicklung und Anwendung.

Nachzutragen wire noch, daB im Jahre
1984 die Studenten M.Wendt und

M. Gleichmann von der Pidagogischen
Hochschule Potsdam unter der Betreuung
von Frau Prof. Dr.sc. Goetz im Rahmen
einer Diplomarbeit die historische Ent-
wicklung des Jakobsstabes und den Nach-

bau eines ,Apianischen® Jakobsstabes be-
handelt haben. R. Witzlau
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