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Korbbogenkonstruktion
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Wer einmal nach unserem Nachbarland in die
CSSR [dhrt, sicht dort noch manches alte
Bauerngehdft mit einem schonen Torbogen
als Kronung der Einfahrt. Auch an den
Marktpldtzen alter Kleinstddte sind Bogen-
gange der Hauserfronten rund um den Markt
recht beeindruckend. Schauen wir uns den
Torbogen eines alten Biirgerhauses genauer
an, so ist zu bemerken, daB kein einfacher
Halbkreisbogen die Einfahrt iiberwdlbt. Viel-
mehr ist die Bogenlinie in der Mitte weniger
stark gekriimmt als an den Seiten. Dabei ist
die Symmetrie beziiglich der Mittellinie des
Tores gewahrt. Die Bogenlinie geht an den
Seiten nicht geknickt, sondern (lieBend in die
Senkrechte liber (vgl. Bild 1). Nach [liichtiger
Betrachtung kann man den Torbogen fiir eine
Halbellipse halten, deren Hauptachse waage-
recht liegt. An der Ellipse nimmt die Kriim-
mung von einem Nebenscheitel ausgehend
nach den Hauptscheiteln stetig zu. Im hoch-
sten Punkt des Tores, der damit als Neben-
scheitel anzusehen wire, weist die Kriim-
mung ein Minimum auf. Eine genauere Unter-
suchung solcher Torbiigen zeigt jedoch, daB
die Kriimmung der Bogenlinie von der Mitte
nach den Seiten laufend nicht stetig zunimmt.
Die Bogenlinie setzt sich aus drei Kreis-
abschnitten zusammen. Haben der mittlere
Abschnitt den Kriimmungsradius r; und die
beiden duBeren Abschnitte den Kriimmungs-
radius r,, so gilt stets

ry>r;. (1)

Die Kriimmungen k; der Kreisabschnitte stel-
len die Kehrwerte von r; dar, also

ki='/ri (i=1,2). 2
Aus (1) und (2) folgt k; <k,. 3)

AuBer der Forderung :—1> 1 bestehen fiir das
2

Verhiltnis der Kriimmungsradien keine Ein-
schrinkungen. Je nach den baustatischen
Forderungen, die die Bogen zu erfiillen hat-
ten, wahlte man das Verhiltnis der Kriim-
mungsradien g=r,:r, mehr oder weniger
groB. Fiir ¢ > 1 ergibt sich ein stark abgeflach-
ter Torbogen. :
Gibt man sich ein Rechteck vor, dessen Breite
mehr als doppelt so groB ist wie die Hohe, so
kann man offenbar beliebig viele aus drei
Kreisabschnitten zusammengesetzte symme-
trische Bogenlinien konstruieren, die die waa-
gerechte Seite als Grundlinie und die senk-

rechte Seite als Hohe besitzen und bei denen
auflerdem an der Ubergangsstelle genau eine
Tangente existiert. Wie eine genauere Ver-
messung zeigt, erfiillen die von den damaligen
Baumeistern verwendeten Bogenkonstruktio-
nen noch zusétzlich die folgende Forderung:
Die Tangente an die Bogenlinie in der Naht-
stelle J der zwei Kreisbogen von unterschied-
licher Kriimmung ist parallel zu der Sehne,
die den hochsten Punkt (Scheitelpunkt des
Tores) mit dem entsprechenden tiefsten Punkt
der Bogenlinie verbindet (vgl. Bild 2). Wie
man zeigen kann, sind die Kreisabschnitte
und damit die gesamte Bogenlinie durch Vor-
gabe des Rechtecks unter Einbeziehung dieser
Forderung eindeutig bestimmt.

-

Bild 2

Bild 3

Uns stellt sich die Frage, wie man die Naht-
stelle J der Kreisbogen s; unterschiedlicher
Kriimmung mit Zirkel und Lineal konstruk-
tiv finden kann, wenn dabei im Punkt J die
geforderte Tangentenrichtung vorliegen soll.
Da die beiden Nahtstellen symmetrisch zur
Mittellinie QT des Rechtecks liegen, geniigt
die Betrachtung einer Hilfte der Flache. Fer-
ner kdnnen wir unsere Untersuchungen auf
das Dreieck ASQP beschrinken, denn die
halbe Bogenlinie s besitzt dieses Dreieck als
Sekanten-Tangentendreieck. Da der Winkel

£ SPQ ein rechter Winkel ist, liegt ein speziel-

ler Fall vor. Wir verallgemeinern die Pro-

blemstellung in folgender Weise:

Gegeben sei ein beliebiges Dreieck A ABC

(vgl. Bild 3). Gesucht ist eine aus zwei Kreis-

bogen zusammengesetzte Bogenlinie s, die fol-

gende Forderungen erfiillt:

1. Die Bogenlinie s soll 4 mit B verbinden.

2. Die Bogenlinie s soll — abgesehen von den
Randpunkten 4 und B - nur innere
Punkte des Dreiecks ABC besitzen.

3. Die Bogenlinie s soll die Seite a in B und
die Seite b in A beriihren.

4. Die Bogenlinie s setzt sich aus zwei
Kreisabschnitten mit den Kriimmungs-
radien r, bzw. r, zusammen.

5. In der Verkniipfungsstelle J der beiden
Kreisabschnitte s; und s, ist die Tan-
gente eindeutig bestimmt.

6. Die Tangente in der Verkniipfungsstelle J
von s; und s; soll parallel zur Dreieck-
seite ¢ sein.

Bemerkung:

Fiir das gesuchte Kurvenstiick s sind a die

Tangente in B, b die Tangente in 4 und ¢

die Anfangs- und Endpunkte von s verbin-

dende Sekante.

Um zu einer Aussage iiber die Lage des Punk-

tes J beziiglich des Dreiecks ABC zu gelangen,

gehen wir von einer ebenen Figur aus, bei der
die geforderten' Lagebezichungen zwischen
dem Dreieck und dem aus zwei Kreisbdgen
zusammengesetzten Kurvenstiick s bereits
bestehen (vgl. Bild 4). Hierzu zeichnen wir

c

Bild 4 g
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eine Gerade g und legen aul dieser drei
Punkte M, N und J fest, wobei zu fordern ist,
dafB J kein Punkt der Strecke MN ist. Mit der
Distanz r; =MJ schlagen wir einen Kreisbo-
gen s; um M, mit der Distanz ra=NJ einen
Kreisbogen s, um N. Beide Bogen beriihren
sich nach Konstruktion in J. Weiterhin werde
auf g ein Punkt L angenommen, der innerer
Punkt fir wenigstens eine der Strecken MJ
oder NJ ist. Nun wird in L auf g das Lot h
errichtet. Dieses schneidet s; in A und s in B.
Die Tangenten b ans; in Aund aan s, in B
schneiden sich im Punkt C. Fiir das sich aus
s1 und s; zusammensetzende Kurvenstiick s
sind beziiglich des Dreiecks ABC alle Forde-
rungen erfiillt, die eingangs in unserer Auf-
gabe gestellt wurden.

Mittels der Vorbetrachtungsfigur (Bild 4) soll
nun geklirt werden, wie man den Punkt J
konstruktiv finden kann, wenn die Punkte 4
und B samt ihren Tangenten b bzw. a gegeben
sind.

Bemerkung:

Ein Kurvenpunkt P samt der Kurventangente
tansin P heiBt Linienelement P(r) von s.
Zunichst schneiden sich die Tangenten a und
b im Punkt C.

Aus Bild 4 ist ablesbar:

DA=DJ und EB=EJ. 4)
Weiterhin gilt nach Konstruktion die Pro-
portion

CD : DA=CE : EB. (5)
Aus (5) [olgt mit (4)

CD : DJ=CE : EJ. (6)

Als bekannt aus der Dreiecksgeometrie werde
vorausgesetzt:
Im Dreieck teilt die Halbierungslinie eines
Innenwinkels ‘die Gegenseite im Verhaltnis
der anliegenden Seiten.
Nach diesem Satz und der Proportion (6) ist
die Gerade (CJ) Winkelhalbierende im Drei-
eck DEC. Sie halbiert den Winkel y. Wie
leicht zu erkennen ist, deckt sich die Gerade
(CJ) mit den Winkelhalbierenden w, des Drei-
ecks ABC. Mit einfachen Uberlegungen 1408t
sich zeigen, daB auch die anderen Winkel-
halbierenden des Dreiecks ABC durch J
gehen. J ist also Inkreismittelpunkt des Drei-
ecks ABC.
Im folgenden identifizieren wir die GroBe
eines Winkels mit der Bezeichnung dieses
Winkels gemidB Bild 4. Es sei x BAC=a.
Dann folgt

¥ BAM=90°—a )
und ¥ AML=a. Nach Konstruktion ist das
Dreieck AMJ gleichschenkelig. Fiir die Basis-
winkel gilt

Y JAM = X ATM =90° —q/2. (8)
Mit (7) folgt aus (8)
¥JAB=a/2. 9

Aus (9) folgt, daB die Verbindungslinie (4J)
den Winkel & BAC halbiert. Es geht also w,
und damit auch ws durch den Punkt J. Der
gesuchte Punkt J ist daher Inkreismittel-
punkt des Sekanten-Tangentendreiecks ABC.
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Damit ist gekldrt, wie man konstruktiv vor-
zugehen hat, wenn zwei Linienelemente A4 (b)
und B(a) des Bogenstiickes s vorgegeben sind.
Man ergidnzt die Linienelemente zum Sekan-
ten-Tangentendreieck ABC. Mittels der Win-
kelhalbierenden ist der Inkreismittelpunkt J
von A ABC zu bestimmen. Aus J f&llt man
das Lot g aul die Sekante c. In A4 errichtet man
das Lot aufb. Dieses schneidet g in M. In Beer-
richtet man das Lot aul a. Dieses schneidet g
in N. Um M schldgt man den Kreisbogen s,
mit der Strecke MA als Radius und um N
den Kreisbogen s, mit der Strecke NB als
Radius. Das aus s, und s, zusammengesetzte
Bogenstiick s besitzt die geforderten Eigen-
schaften 1 bis 6.

Auf das Problem des Torbogens zuriickkeh-
rend, ist diese Konstruktion analog aufl die
‘Dreiecke APQS und AQRU in Bild 2 zu
iibertragen.

In der Praxis nennt man ein aus zwei Kreis-
bogen zusammengesetztes Kurvenstiick mit
stetiger Tangente einen ,,Korbbogen“. Die
von uns angewandte Konstruktion heiBt
,Korbbogenkonstruktion®. Fiir die Uber-
gangsstelle von dem einen Kreisbogen in den
anderen hitte man auch einen anderen Tan-
gentenanstieg fordern konnen. Dann ist das
hier vorgelihrte einfache Konstruktionsver-
fahren nicht anwendbar. Es ergidben sich
andere Radien [iir die beiden Kreisbogen, und
die Ubergangsstelle wiirde nicht mit dem In-
kreismittelpunkt des Sekanten-Tangenten-
dreiecks zusammenfallen.

Die hier abgeleitete Bogenkonstruktion 148t
einige erwihnenswerte Varianten zu. Zum
Beispiel soll eine Wandoffnung mit unter-
schiedlichen Ausgangshéhen durch einen von
A nach B steigenden Korbbogen iiberspannt
werden. Der Verbindungsgeraden c¢=(4B)
fallt die Rolle der Sekante des gesuchten
Korbbogens s zu. In 4 und B stehen die
Tangenten an die gesuchte Kurve lotrecht.
Der dritte Punkt C des Dreiecks ABC ist
damit der unendlich ferne Punkt der Lot-
rechten. Die Winkel a und § werden daher
von ¢ mit den Lotrechten durch 4 bzw. B
eingeschlossen (siche Bild 5, Titelbild).

Damit lassen sich auch hier die Winkel-
halbierenden w, und w;y solort einzeichnen.
Sie schneiden sich im Punkt J, der Uber-

. gangsstelle von s, nach s;. Auf dem Lot von

J aufl c liegen die gesuchten Kreismittel-

punkte M und N. Das Lot in A auf b liefert

M, das Lot in B auf g liefert N. Der Kreis-
bogen s; um M mit der Distanz M4 und S2
um N mit der Distanz NB beriihren sich in J.
Der aus den Bogenstiicken s; (4J) und s,
(JB) zusammengesetzte Korbbogen s erfiillt
alle eingangs gestellten Forderungen beziig-
lich der Ausgangselemente. Bei Stiitzkon-
struktionen fir Treppen und Zuschauerare-
nen gelangen solche steigende Korbbdgen
mitunter zum Einsatz. In der Sprache des
Baupraktikers heiBen solche Bogenverbin-
dungen ,,Pferdekdpfe”.

Die nach unserem Verfahren konstruierten
Korbbdgen haben noch eine bemerkenswerte
differentialgeometrische Eigenschaft. Fiir die
Ubergangsstelle von s, nach s; liegt der
Quotient aus den Krimmungsradien
q=ry:rz (r; >r, vorausgesetzt) im Vergleich
zu allen anderen noch mdglichen Ldsungen
am nichsten bei der Zahl Eins. Fiir alle ande-
ren Korbbogenkonstruktionen ist das Ver-
hiltnis von groBerem zu kleinerem Kriim-
mungsradius — also der Quotient g — gréBer
als bei der hier gezeigten Konstruktion. Bei

‘vielen Problemstellungen des Maschinen-

baus, in denen mit KorbboOgen gearbeitet
wird, ist man bestrebt, den Quotienten g mog-
lichst nahe bei Eins und damit die Unstetig-
keit beziiglich der Kriimmung an der Uber-
gangsstelle J so klein als moglich zu halten.
Wegen vieler Vorteile fir die Fertigung ge-
langt die Korbbogenkonstruktion z.B. bei
Nockenprofilen im Maschinenbau oder bei
Héhenlinien von Staumauern und bei Kanal-
profilen im Bauwesen zum Einsatz. Erinnert
sei auch an NC-Fridsmaschinen, die nur ge-
radlinige oder kreisformige Friser(ithrungen
erlauben.

So gelangt die bereits in Bauhiitten zur Zeit
der Gotik praktizierte und im Barockzeitalter
viell@ltig verwendete Korbbogenkonstruk-
tion im modernen Bauwesen und im Maschi-
nenbau aus vorwiegend fertigungstechnischen
Griinden und 6konomischen Uberlegungen
zu neuer Aktualitit.

Aufgaben

Zur Konstruktion von genormten Eiprofilen
fir Kaniile geht man von zwei Kreisen k; und
k, mit den Radien r, bzw. r, aus, wobei
ry=2r; gilt.

Fiir die Distanz der Mittelpunkte M; gilt
| MMz | =3r,.

Mittels zweier Kreisbogen sind k; und k; so
miteinander zu verbinden, daB ein beziiglich
(M M;) symmetrisches Eiprofil entsteht, wel-
ches frei von Knickstellen ist. Die Endpunkte
des Durchmessers AB von k, sollen Ansatz-
stellen fiir die verbindenden Kreisbogen sein
(siehe Bild 6).

Bild 6
E. Schroder



Mathematik und Schiffbau

Teil 1

1. Einleitende Bemerkungen

Der Schiffbau nimmt in der Industrie der
DDR eine bedeutende Stellung ein. Jahrlich
werden gegenwirtig etwa 25 See- und Kiisten-
schiffe aul unseren Werften hergestellt, auB3er-
dem noch viele andere Spezial- und Fischerei-
fahrzeuge. Die meisten Schiffe werden expor-
tiert. Um aul dem Weltmarkt konkurrieren
zu konnen, miissen die Werlten einen hohen
Entwicklungsstand ihrer Produkte gewihr-
leisten. Eine moderne Technologie des Schiff-
baus erfordert eine pridzise Ermittlung aller
Bedingungen und Wirkungen, die im Proze8
der Nutzung auf das Schifl und alle seine
Gerite und Ausriistungen EinfluB haben.
Zur Gewihrleistung dieser Erfordernisse ist in
den Konstruktions- und Entwicklungsbiiros
der Werften ein hoher Einsatz mathemati-
scher und rechentechnischer Hillsmittel er-
forderlich.

Schwerpunkte des Einsatzes mathematischer
Methoden und Verfahren bilden etwa Proble-
me der Schiflslestigkeit und Schilfsschwin-
gungen sowie Fragen, die mit der Umstro-
mung des Schiffes und dem Schilfswiderstand
zusammenhéngen, um nur einige Gebiete zu
nennen.

Will man einen kleinen Eindruck vermitteln,
in welchem Umfang mathematische Metho-
den im Schiffbau verwendet werden, so ist es
zweckmaBig, sich auf einen speziellen, etwas
engeren Problemkreis dieses breiten Gebietes
zu beschrianken. Das ist einerseits notwendig,
um die erforderliche mathematische Model-
lierung der technischen Aufgabenstellung hin-
reichend zu verdeutlichen, und andererseits,
um nur solche Aufgaben zu beschreiben, die
eine nicht zu hohe mathematische Vorbildung
verlangen.

Als ein solches spezielles Gebiet haben wir die
Schilfsfestigkeit gewadhlt und daraus wieder
nur einige einfach zu beschreibende Teil-
gebiete. Als erforderliches mathematisches
Riistzeug werden dabei nur einige einfache
Grundlagen der linearen Algebra, der Lehre
von den Dreiecken, der Vektoralgebra und
der Differential- und Integralrechnung ge-
braucht, wie sie bis zur 11. Klasse behandelt
werden.

Ein Festigkeitsnachweis ist fiir alle Bauteile
eines Schiffes, die in irgendeiner Weise bela-

stet werden (und das ist die iiberwiegende
Mehrzahl aller Bauteile) erforderlich. Dabei
geht es um die Ermittlung der in den Bau-
teilen wirkenden Krifte und Biegemomente
bzw. um die Bestimmung der unter den
Krafteinwirkungen auftretenden Durchbie-
gungen. Der Vergleich der errechneten Werte
mit experimentell ermittelten Grenzbelastun-
gen, bei deren Uberschreiten das Bauteil zer-
stort bzw. in seiner Funktion stark beein-
trichtigt wiirde, gestattet dann ein Urteil
iiber die Zulassigkeit und Giite der verwen-
deten Konstruktion.

2. Die Berechnung von Ladegeschirren

Relativ einfache mathematische Beziehungen
werden bei der Berechnung von Ladegeschir-
ren benotigt. Im einfachsten Fall handelt es
sich dabei um die Anwendung der Partial-
summe einer endlichen geometrischen Folge,
um Beziehungen in &hnlichen und recht-
winkligen Dreiecken und um einige Grund-
gleichungen der Vektoralgebra.

Das Ladegeschirr besteht im wesentlichen aus
dem Ladebaum, dem Hangerseil, dem Win-
denseil und -der Lasttalje, an der die Last

_héngt (Bild 1). Bei gegebener Last Q interes-

sieren den Konstrukteur die GroBen der Win-
denzugkraft S im Windenseil, der Kraft B
im Ladebaum und der Kraft H im Hanger-
seil.

Bild 1 L

Hangerseil

Ladebaum

Lasttalje

oberstes Deck

l(Léinge des Mastes
a Abstand des Abstiitzpunktes
des Ladebaums vom obersten Deck
h Linge des Hangerseils
I, Lange des Ladebaums
o Neigungswinkel des Ladebaums

Um die Windenzugkraft S kiein zu halten, ist
bei Schwergutladegeschirren der Ladeldufer
i.a. mehrfach geschoren, d.h., das Winden-
seil ist mehrfach um zwei Rollen geschlungen.
Eine solche Anordnung wird Talje (Lasttalje)
genannt. In den Taljen ergibt sich infolge der
Reibung und infolge der Forminderungs-
arbeit im Seil bei jeder Seilumlenkung um
180° ein Kraftverlust von anndhernd 5. Da-
durch reduziert sich bei 1 N (Newton) Win-
denzugkraft nach einer Umlenkung des Seils
um 180° diese Kralt auf 0,95 N beim Hieven
(Anheben) der Last, sie erhoht sich dagegen
auf 1,05N beim Fieren (Herablassen) der
Last. Der Verlustfaktor betrdgt also beim
Hieven #=0,95 und beim Fieren n=1,05.
Nach jeder Umlenkung des Seils um 180° ist
also die vorherige Seilkraft mit dem Faktor
zu multiplizieren, um die Seilkralt nach Um-
laufen der Rolle zu erhalten.
Liuft der holende Part vom oberen Block ab
(Bild 2) und werden im Schnitt a—a insge-
samt n Seile geschnitten, dann ergibt das
Kriftegleichgewicht zwischen den Seilkréften
nS, n2S, ..., n"S und der Last Q:

nS+n* S+ ... +n"S=0Q. 0
Die linke Seite der Gleichung (1) ist die
Partialsumme einer endlichen geometrischen
Folge mit dem Quotienten n bestehend aus n
Summanden. Nach einer bekannten Formel
ergibt sich die links stehende Summe zu

1-1"

ns =
so daB die erforderliche Windenzugkraft S
die GriBe

_1—n .
S_—_r](l _r’,,)Q hat. (Bild 2) )

Ladeblock

Nachdem S bekannt ist, kann die Berechnung
der Krifte B und H im Ladebaum und im
Hangerseil aus Proportionen in #hnlichen
Dreiecken gewonnen werden. Zunédchst wer-
den die Kraft S im Windenseil und die Last Q
an der Lasttalje durch Zeichnen des Krifte-
parallelogramms vektoriell addiert (Bild 3).
Es ergibt sich

S+0=L. 3)
L ist die resultierende Kraft im Ladeblock.

Diese muB in Richtung des Hangerseils und
des Ladebaums zerlegt werden, um die Krifte |

H und B in diesen beiden Teilen des Lade-
geschirrs zu gewinnen. Dazu wird durch den
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Punkt 6 in Bild 3 eine Parallele zum Hanger-
seil gezogen. Es entsteht das Kriftedreieck
mit den Ecken 5, 6 und 2. Aus diesem Dreieck
liest man die Vektorgleichung

L=H+B @)
ab. H und B sind die vektoriellen Kompo-
nenten der Kraft L am Ladeblock in Richtung
des Hangerseils bzw. des Ladebaums. Zwi-
schen den Vektoren und ihren Betrigen be-
stehen die Bezichungen |B|=B, |H |=H
usw. '
Man erkennt aus Bild 3, daB das Dreieck mit
den Ecken 1, 2, 3 dhnlich ist zum Dreieck mit
den Ecken 4, 5 6. Daher gelten die Proportio-
nen

B-S_ &L H_h
Q I-da Q I-a
Daraus erhilt man
—_ I"
B—m o+S &)
(Kraft im Ladebaum),
h
> (6)

(Kraft im Hangerseil).
Man kann diese Krifte bei gegebenen S und Q
auch aus der grafischen Konstruktion (Bild 3)
durch Abgreifen der entsprechenden Vektor-
langen ermitteln.

Bild 3

5
7777777

Die Krifte H und B sind fir die Bemessung
des Hangerseils und des Baumquerschnitts
wichtig. Andererseits belasten sie zusammen
mit der Windenzugkralt S den Mast, so dal
ihre GroBen auch die erforderlichen Quer-
schnittsabmessungen des Mastes bestimmen.
Dazu werden die Horizontal- und Vertikal-
komponenten dieser Krifte am Mast bend-
tigt.

Wie man aus Bild 3 erkennt, wirkt in Rich-
tung des Ladcbaums nur die Kralt B—S. Aus
dem unteren rechtwinkligen Dreieck in Bild 4
ergibt sich mit Hilfe der trigonometrischen
Funktionen

By=;—_Qcosa M
(horizontale Baumkraft
am Mast),
b .
B,= —a Qsina 8)

(vertikale Baumkraft am Mast).
Die horizontale Hangerkraft H; erhilt man
aus der Uberlegung, daB die Summe der
Drehmomente (Kraft mal Hebelarm) aller
Krifte um den Punkt 1 (Abstiitzpunkt des
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Bild 4

——
1
&

{-a

y_h:
l._________
-

Y
!\ |
&l
|
1

Baumes am Mast) Null sein muB, d.h., die
Drehmomente miissen im Gleichgewicht sein:

Hy(l—a)+ Iy cosa=0.
Es [olgt

H,.=—l—ib—anosa. 9)
AuBerdem mufB die Summe der am Mast an-
greifenden Vertikalkrifte gleich der duBeren
Belastung Q sein (Kraftgleichgewicht), d.h.

H,=Q-B,. (10)
Zerlegt man noch die Windenzugkraft S in
ihre Komponenten, so sind alle Krifte, die
infolge des Ladegeschirrs horizontal und ver-
tikal aul den Mast einwirken, bekannt.
Die Verhiltnisse werden komoplizierter, wenn
mit zwei gekoppelten Ladegeschirren gear-
beitet wird. In diesem Fall ist es am zweck-
mifigsten, die Krifte in den Seilen und Biu-
men vektoriell zu ermitteln. In diesem Zu-
sammenhang ist auch folgende Fragestellung
wichtig: Bei welchen Stellungen gekoppelter
Ladegeschirre sind die statischen Krilte in
den Ladebdumen bzw. Hangerseilen am groB-
ten? Eine Beantwortung dieser Frage gestat-
tet eine optimale Bemessung der einzelnen
Bauteile. Man wird bei diesem Problem auf
eine Extremwertaulgabe mit Nebenbedingun-
gen gefiihrt, die in das mathematische Gebiet
der nichtlinearen Optimierung einzuordnen
ist. Wir gehen hier nicht weiter darauf ein.

3. Die Berechnung von Biegetriigern

Ein wichtiges Bauelement im Schiffbau ist der
Tréger oder Balken. Er besteht aus Stah!l und
hat je nach dem Verwendungszweck unter-
schiedliche Abmessungen und Querschnitts-
profile (Beispiele fiir gebrduchliche Prolile
sieche Bild 5). Solche Triger dienen sowohl zur
Aufnahme von Kriften in ihrer Lingsrich-
tung als auch von Kriften senkrecht zur
Trdgerachse (Querkrilte) und von Biege-
momenten. Uns soll hier nur der auf Biegung
beanspruchte Triger intere;sieren.

Bild 5

IC1LLL A\

Die Bestimmung der Biegemomentenvertei-
lungen und der Durchbiegungen solcher Tré-
ger kann in einfacher Weise mit den Mitteln
der Dillerential- und Integralrechnung ge-
schehen. Die Grundlage dafiir ist die soge-
nannte Differentialgleichung der Biegelinie,

die eine Beziehung zwischen der 2. Ableitung
der Durchbiegung und der auf den Triger
einwirkenden Belastung in Gestalt des soge-
nannten Biegemoments darstellt.
Diese Differentialgleichung resultiert aus der
leicht begriindbaren Tatsache, daB im Fall
kleiner Durchbiegungen die Kriimmung der
Biegelinie y(x) des Tréagers im Punkt x durch
ihre 2. Ableitung y”(x) dargestellt werden
kann und die Kriimmung ihrerseits propor-
tional zum Biegemoment M (x)des Tragers im
Punkt x ist, d. h., es gilt

EI y"(x)= M (x). an
Der Proportionalititsfaktor ist EI. Dabei be-
deutet E den Elastizitditsmodul, das ist eine
Materialkonstante, die die Elastizitit des Ma-
terials beschreibt (gemessen in Nm™2). [ ist
das Flachentrigheitsmoment (gemessen in
m*), eine von der Form des Balkenquer-
schnitts abhingige Grofe. Fir Triager kon-
stanten Querschnitts ist [ konstant, d.h.
nicht von x abhingig. Das Biegemoment
M (x) hat die Dimension , Kraft mal Hebel-
arm" (gemessen in Nm) und stellt das Dreh-
moment aller Krifte dar, die rechts von der
Schnittstelle x auf den Tréger einwirken, be-
ziiglich des Punktes mit der Abszisse x als
Drehpunkt.
Ist z. B. ein Triger der Lange / und konstan-
ten Querschnitts auf zivei Stiitzen bei A und B
frei drehbar gelagert und wird bei B ein Dreh-
moment der GréBe Mp in der angegebenen
Drehrichtung aufgebracht (Bild 6), dann
nimmt das.Biegemoment M (x) vom Wert Mp
in B linear auf den Wert Null in 4 ab, d. h.

M(x)=§ Ma. (12)

Bild 6

Mit (12) lautet die Differentialgleichung der
Biegelinie (11) in diesem Fall

(13)

Um die Durchbiegung y(x) zu erhalten,
miissen wir diese Gleichung zweimal unbe-
stimmt iiber x integrieren. Unter Anwendung
einfacher Regeln fiir das unbestimmte Integral
ergibt sich zunéchst:

EI y"(x)=§ Ms.

Auf der linken Seite:
d
jEI y'(x)dx=EI j. I Yy (x)dx=EI y(x)+c'.

Aul der rechten Seite:

j‘)—;Mgdx=¢j‘ xdx=
Nach der unbestimmten Integration tauchen
die willkiirlichen Integrationskonstanten ¢’
und ¢” auf. FaBt man diese beiden Konstan-

Mnxz

21

"

+c.




ten zu ¢” — ¢’ = C zusammen, dann ergibt sich

2
Ely =M%, c,. (14)

21
Bei einer nochmaligen Integration folgt in der
gleichen Weise
3

El y(x)="%‘+c,x+cz.
Hierbei sind C, und C, willkiirliche Integra-
tionskonstanten.
Diese Konstanten werden durch die beiden
Randbedingungen

y(0)=0, y()=0 (16)
festgelegt. Die Randbedingungen (16) besa-
gen, daB der Tréger an seinen Enden 4 und B
starr gelagert ist und somit die Durchbiegun-
gen dort Null sein miissen.

(15)

Aus (15) folgt fiir x=0 die Beziechung C,;=0
und fir x=1{ die Gleichung C, = —MTBI. Da-
mit lautet die Durchbiegung
Mgl? x x?
y"‘)“m7<‘7~ (17

Die Biegelinie y(x) des Trégers infolge der
Momentenbelastung Mp bei B entsprechend
Formel (17) ist ebenfalls in Bild 6 eingezeich-
net.

Wir haben mit (17) die Losung der Differen-
tialgleichung (13) mit den Randbedingungen
(16) erhalten. Die Aufgabe, eine Dillerential-
gleichung unter Beachtung gewisser Rand-
bedingungen zu l6sen, d.h., diejenige Funk-
tion zu bestimmen, die sowohl der Differen-
tialgleichung als auch den Randbedingungen
geniigt, heiBt Randwertproblem. Solche
Randwertprobleme sind auch bei anderen
Lagerungsbedingungen an den Trigerenden
(Randbedingungen) und anderen Biegemo-
mentenverteilungen (Belastungen) zu 18sen.
So lautet z.B. die Durchbiegung fir einen
beiderseits fest eingespannten Triger, der
iiber seine Lange ! hin mit einer konstanten
Streckenlast p(x)=po=const. (gemessen in
Nm ™) belastet ist (Bild 7):

__Pol4 xz_ X3 x*
ye)= rm(ﬁ FrE) 0B
Bild 7

]
y Y

Die zugehdrige Biegemomentenverteilung er-
gibt sich nach (11) zu
M(x)=Ely"(x)

pol? x x2
= —2—4<2— 127+ 1272—>
und die Einspannmomente an den Lager-
stellen

(19)

= __pol?

M,=M(@0)= o
My=M()= _po_lz (20)

= =~

Wir wollen noch kurz auf die Bedeutung der
1. Ableitung y’(x) von y(x) eingehen. Bekannt-
lich ist y’(x) der Anstieg der Tangente an die

Kurve y(x) im Punkt x, d.h., wenn ¢(x) der
Tangentenwinkel in x ist (Bild 6), so gilt

¥ (x)=tan ¢ (x)= ¢ (x). 21
In der letzten Beziehung wurde tan ¢ (x) an-
nidhernd durch ¢(x) ersetzt. Das ist bei den
von uns angenommenen kleinen Durchbie-
gungen und damit auch kleinen Tangenten-
winkeln moglich, da fir kleine Winkel der
Wert des Tangens mit dem Winkelwert fast
libereinstimmt. Im Rahmen der vorausge-
setzten Niherung wird das Zeichen = im fol-
genden durch das Gleichheitszeichen = er-
setzt.
Fiir das Randwertproblem (13), (16) entspre-
chend Bild 6 ergibt sich unter Beachtung die-
ser Bemerkungen aus (17) durch Differentia-

tion
oy M 51 Xz
Blx)=y'(x)= TGEI (1 —372—)-
Uns interessiert insbesondere der Tangenten-

winkel am Lager B (Drehwinkel infolge des
Drehmoments Mp). Er ergibt sich fir x=/zu

¢(l)=¢y=;w—EBIl. Der Quotient von Dreh-
moment M und Drehwinkel ¢, also
cpi= My _3E (Lager 4 (22)
¢
gelenkig gelagert)

heiBlt Drehfederkonstante des bei 4 gelenkig
gelagerten Trégers. Sie ist ein Mal fur die
Steifheit des Tragers am Lager B.
Ahnlich kann man fir den bei A4 fest einge-
spannten Triger (Bild 8) eine solche Dreh-
federkonstante errechnen ; man erhilt
cn=%=ﬂ(l..agerA
¢ |

fest eingespannt).

(23)

Bild 8
/ -

X
1 8
y Yo

Die Drehfederkonstanten fiir einen bei A
drehelastisch eingespannten Triger liegen
zwischen diesen beiden durch (22) und (23)
bestimmten Werten. Je stitker die drehelasti-
sche Einspannung des Trégers bei A ist, um
so steifer ist der Triger am Lager B.

H.-W. Stolle

Der Beitrag wird in Heft 4/83 fortgesetzt.

Blick in das Innere des Rubik-Wiirfels

Das magische
Figuren-Match

Viele alpha-Leser werden sicher mit grofBler
Freude bemerkt haben, daB3 es inzwischen
auch das erste in der DDR produzierte lo-
gisch-kombinatorische Spiel gibt. Es handelt
sich um ein kleines Tetraeder, das aber nicht
parallel zu den Seitenflichen geschnitten ist
wie etwa die in alpha 1/83 beschriebene ma-
gische Pyramide. Auch zur Unterscheidung
benutzen wir hier fiir dieses Spiel die offizielle
Bezeichnung Figuren-Match.

(Hersteller: VEB Spielwaren-Mechanik Pfafl-
schwende, Preis 12,— M)

Betrachten wir ein regelmaBiges Tetraeder
und bezeichnen die Kantenmittelpunkte mit
A, B, C, D, E und F, so beschreiben jeweils die
4 Punkte ABEF, ACED und BCDF eine
Ebene. Diese drei Ebenen stehen paarweise
senkrecht aufeinander.

Bild 1 ¢

™

D

Ubrigens sind diese Schnitte gerade Quadra-
te. Um die Mittelsenkrechten dieser Quadrate
als Drehachsen kann man jeweils die beiden
Teile des Tetraeders zueinander verdrehen,
die durch das entsprechende Quadrat be-
grenzt werden. Wir haben also 3 Drehachsen
und kénnen um jede Drehachse 90°-Drehun-
gen (und Vielfache davon) ausfiihren. Insge-
samt besteht das Figuren-Match aus 8 Teilen:
4 Spitzen (3 farbige Seitenflichen) und 4 Mit-
ten (1 farbige Seitenfliche).

Bild 2

In der Grundstellung sind nun die Seitenfli-
chen des Tetraeders einfarbig (rot, griin, gelb,
weiB) gefdrbt. (Inzwischen existieren auch
Tetraeder mit rot, gelb, weil und blau.)

Interessant ist nun, daB bei 90°-Drehungen
aus dem Tetraeder auch andere Figuren ent-

. stehen.

Wir wollen zunidchst untersuchen, welche Fi-
guren entstehen und welche durch nur eine
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Drehung ineinander iiberfilhrbar sind. Die
Zahlen geben jeweils an, wie viele Moglich-
keiten es gibt, die entsprechende Figur durch
Drehungen zu farben.

Bemerkenswert ist auch, daB hier alle theore-
tischen Fiarbungen (Zusammensetzungen der
Figur durch die gegebenen Teile) realisierbar
-sind. Wir erinnern, daB man bei der magi-
schen Pyramide (alpha 1/83) z. B. zwei Kan-
tensteine nicht austauschen kann.

Durchweg wollen wir die Tetraeder und Fi-
guren immer als Draufsicht darstellen.

Bild 3 _
¢ . Tetraeder 3888

c 11664

238 | T~ 338

\ T/

15522 46656

Insgesamt gibt es 136080 Moglichkeiten, das
Tetraeder zu verdrehen. Dem Anfinger wird
es zuerst sogar etwas Miithe machen, aus einer
beliebigen Figur ein Tetraeder zu erreichen.
Auch wenn es vergleichsweise hier nur wenig
Moglichkeiten gibt, sollte man das Problem
nicht unterschitzen. Durch die ungewohnten
Schnitte (nicht parallel zu den Seitenflachen)
verliert man hier leichter die Ubersicht als
etwa bei der magischen Pyramide. Dennoch
wird es uns mit dem dort beschriebenen
Grundprinzip auch hier gelingen, einen Algo-
rithmus zu entwickeln.

Wir wollen uns hier nur iiberlegen, wie man
ein verdrehtes Tetraeder ordnen kann. Hat
man eine andere Figur, so kann man ja nach
obiger Ubersicht mit maximal 3 Drehungen
ein Tetraeder erhalten.

Zunichst brauchen wir eine Methode der Be-
schreibung.

Halten wir z. B. das Teil mit der Kante BC
fest und drehen das mit der Kante AD nach
rechts, so erreichen wir dieselbe Verdrehung,
als wenn wir AD festhalten und BC nach
rechts drehen wiirden.

\

Bild 4

8 0

Nach dieser Uberlegung konnen wir uns auf
Drehungen beschrinken, bei denen wir die
Spitze bei A festhalten und jeweils Teile mit
den Kanten BD, DC und BC drehen.
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Bild 5
| P

Die Drehungen um 90° bezeichnen wir mit v,
r und /, wobei wir darunter immer Drehungen
in Uhrzeigerrichtung (beim Draufschauen)
verstehen wollen. Drehungen um 180° be-
zeichnen wir mit v?, r? und > und um 90°
links herum mit v~ !, r~* und /™. or bedeutet
dann einfach die Hintereinanderausfiihrung
der Drehungen v und r (in dieser Reihenfolge).
Auch sei noch erinnert, daB die umgekehrte
(inverse) Operation, d. h. die, die genau das
Umgekehrte bewirkt, mit z. B. (v/) ™! bezeich-
net wird und fir die gilt (@WNh~'=i"1»"1,
d.h,, die Reihenfolge der Operationen und
die einzelnen Drehrichtungen sind umzu-
kehren.

Nach diesen Vorbemerkungen konnen wir
darangehen, einen Algorithmus zum Ordnen
des Tetraeders zu beschreiben. Auch hier wer-
den wir schrittweise vorgehen. Zunachst wih-
len wir eine Spitze aus, die wir als obere Spitze
des Tetraeders stindig festhalten werden. Ent-
scheiden wir uns etwa fir die Spitze mit den
Farben rot, gelb und griin, so halten wir das
Tetraeder so, daB diese Spitze oben und seine
rote Fliche vorn ist. Dann ist zwangslaufig
{zumindestens beim Exemplar des Autors)
die hintere rechte Fliche der Spitze gelb und
die hintere linke griin gefarbt. Fiir alle ande-
ren sieben Teile wissen wir nun auch, wo sie
in der Grundstellung sein miissen. Zum Bei-
spiel muB unten vorne rechts die Spitze mit
den Farben rot, gelb und weiB auftreten.

Wir ordnen das Tetraeder in 3 Schritten.

1. Spitzen-Platz

Durch die Drehung v k6nnen wir z. B. die bei-
den Spitzen vorne unten austauschen. Durch
nur 2 geeignete Drehungen kénnen wir die 3
unteren Spitzen auf ihre richtigen Plitze brin-
gen. Man beachte, daB die Orientierung der
Spitzen noch falsch sein kann.

Bild 6

vi?
2, Spitzen-Orientierung
Wir drehen die Spitzen auf ihren Plidtzen.
Daliir geben wir einige Operationen an, die
dieses Ziel (bei geeigneter Anwendung) mit

hochstens 6 Drehungen erreicht. Die Buch-
staben R und L geben an, wie die Spitzen auf
ihren Plitzen gedreht werden. R bedeutet 120°
nach rechts, L 120° nach links, wenn man
jeweils von oben auf die Spitze schaut, so daB
alle 3 Farben sichtbar sind.

Bild 7a Bild 7b
v ot G I a2

R R

Bild 7¢ Bild 7d

E“ r~lir?ol? i A Y

[ L

Bild 7e o o~ Pro’r

L R
3. Mitten

Jetzt bringen wir die Mitten auf ihre Plitze,
wobei das bisher Erreichte nicht mehr zer-
stort werden darf. Wir geben einige Opera-
tionen an, die dieses Ziel mit hochstens 8
Drehungen erreicht. Eventuell muB man das
Tetraeder in der Hand drehen, um eine
Situation zu erreichen, die durch eine Opera-
tion realisiert wird. Der Punkt auBerhalb be-
zeichne die nicht sichtbare, untere Mitte.

17 2r2 = 10222

Bild 8b r  2rolp U 2

Bild 8¢ Bild 8d

2,2

12v%r?y "l
v

Damit haben wir das Ziel bereits mit hch-
stens 16 Drehungen erreicht. Neuste Com-
puter-Untersuchunigen des Autors zeigen,
daB man bei optimalem Vorgeben stets mit
10 Drehungen auskommt. Sicher werden viele
alpha-Leser andere und auch kiirzere Opera-
tionen gefunden haben oder finden. Fiir in-
teressante neue Operationen, Fragen und
Hinweise ist der Autor stets dankbar.

H.-D. Gronau



Karl Marx und seine |
s», Viathematischen Manuskripte‘

Wir alle kennen Karl Marx als Okonomen,
Philosophen -und leidenschaftlichen Streiter
fiir das Gliick der Menschen. Weniger be-
kannt ist, ein wie tiefes Interesse er auch fiir
die Mathematik hatte. Anhand seiner um-
fangreichen Notizen und Ausarbeitungen
(fast 300 Seiten sind als ,,Mathematische
Manuskripte** 1968 in Moskau veréffentlicht
worden) konnen wir verfolgen, wie miihsam,
konsequent und enthusiastisch -er sich sein
hohes Wissen in dieser Wissenschalt erarbei-
tete.

Auch auf Gebieten der Mathematik, z. B. in
der Differentiairechnung, war er beétrebt, bis
zum Wesen vorzudringen. ,,Es muB also der
Witz — das Geheimnis — aufgesucht werden,
das in der von uns angewandten Methode
liegt (S.464). In der damaligen Darstel-
lungsweise und Begriindung war die Differen-
tialrechnung bei weitem nicht so einfach wie
heute zu verstehen. Speziell beim Taylorschen
Lehrsatz'), durch den der Wert der Funktion
an einer bestimmten Stelle nidherungsweise
mittels hoherer Ableitungen an einer benach-
barten Stelle beschrieben wird, lesen wir ,,und
es ist hier wie lberall wichtig, der Wissen-
schaft den Schleier des Geheimnisvollen ab-
zureiBen* (S. 192).

Fiir Marx bedeutete die geistige Auseinan-
dersetzung mit der Differentialrechnung nicht
nur ein Eindringen in die damalige Wissen-
schaft Mathematik, sondern auch einen
Riickblick in die Geschichte der Mathe-
matik.

Marx las zahlreiche mathematische Schriften
und Lehrbiicher. Dabei war es fiir ihn von
groBem Nutzen, daB er mehrere Sprachen
beherrschte. In seinen Heften fiihrte er seiten-
lange Rechnungen durch, die er z. T. ausfiihr-
lich in Worten beschrieb, und auch viele
Uberlegungen, die ihm dabei durch den
Kopf gingen, notierte er — in einer manchmal
recht bildhaften Sprache. Beispielsweise
schrieb sich Marx einmal auf ,,sobald h die
Héllenfahrt durch 0 passiert hat (S.150),
wo wir heute kurz sagen ,,h konvergiert gegen
0 und uns noch kiirzer aufschretben kdnn-
ten ,,h—02).

Der fundamentale Begriff des Grenzwertes
bereitete damals noch Schwierigkeiten. Das
iibliche recht verschwommene Gerede iiber
,,unendlich klein‘ gefiel Marx gar nicht, er

mubBte sich ndher mit der Sache befassen. Das
beim Differentiationsprozefl anschaulich auf-

tretende 0“3") war ein grundlegendes Pro-

0
blem, nimlich noch ein ,transzendentales
oder symbolisches Ungliick*, es ,,hat aber sei-
ne Schrecken bereits verloren, da es nun nur
als Ausdruck eines Prozesses erscheint
(S. 36).

Mit Grenzprozessen hat man es schon im tag-
lichen Leben zu tun. Auch im Altertum be-
schiftigten Grenzbetrachtungen schon Ma-
thematiker und Philosophen. Man hatte aber
immer Schwierigkeiten, mit ihnen so-richtig
fertigzuwerden.

Newton und Leibniz geiten bekanntlich als

die Viter der Diflerentialrechnung (die aber

auch viele Vorviter hatte). Sie schufen, ins-
besondere auch ausgehend von Problemen
der Mechanik und der Geometrie, unabhin-
gig voneinander, einen geeigneten Kalkiil,
eine ,,spezifische Rechnungsart, die bereits
selbstindig auf ihrem eignen Boden operiert*
(S. 56). Dennoch konnte Marx zu Recht noch
vom ,,mystischen Differentialcalculus* (z. B.
S.164) sprechen. Bis zu der in den heutigen
Lehrbiichern tblichen Darstellung war noch
ein weiter Weg zuriickzulegen. Marx selbst
hob die Bedeutung einer fiir das Denken be-
quemen Bezeichnungsweise mehrfach hervor.
In einem Konspekt Uber Algebra schrieb er
bzgl. des Wurzelzeichens ,,Das Ersetzen die-
ser Notation durch die von fractional Ex-
ponents — groBes Verdienst von Descartes —
erleichtert alles durch ihre Analogie mit gan-
zen Exponenten und macht auf sie anwend-
bar die in den Berechnungen der letzten an-
gewandten Regeln* (S. 338).

Seine ausfiihrlichen Notizen halfen Marx
nicht nur, seine eigenen Gedanken nicht wie-
der zu vergessen, sondern auch sein Ge-
sprachspartner Engels konnte so den Ge-
dankengingen von Marx gut folgen. 1881
fertigte er fiir Engels eine Ausarbeitung iiber
den Begriff der abgeleiteten Funktion an
(S. 28 bis 45). ,,Gestern also endlich hab’ ich
mir die Courage gefaBt, auch ohne Hilfs-
biicher Deine mathematischen Manuskripte
durchzustudieren, und war froh zu sehen,
daB ich die Biicher nicht nétig hatte. Ich
mache Dir mein Kompliment dazu‘* (Brief
von Engels an Marx, 18.8. 1881). Auch En-

gels befaBte sich so ernsthaft mit dem Diffe-
rentialquotienten, daB er sich selbst im
Schlaf nicht davon loBreiBen konnte: ,,Die
Sache hat mich so erfaBt, daB sie mir nicht
nur den ganzen Tag im Kopf herumgeht,
sondern ich auch vorige Nacht im Traum
einem Kerl meine Hemdsknopfe zum Diffe-
renzieren gab und dieser mir damit durch-
brannte* (ebenda).
Mit Engels verstiandigte sich Marx nicht nur
iiber Mathematik, sondern auch iiber viele
naturwissenschaftliche Fragen. Die Begriin-
der des wissenschaftlichen Kommunismus
hielten das fir unbedingt erforderlich fiir
ihre philosophischen und &konomischen
Analysen. Im iibrigen war fiir Marx Mathe-
matik auch einfach eine Quelle dér Entspan-
nung. Es wird berichtet, daB er zuweilen
Kopfschmerzen durch Nachdenken iiber ma-
thematische Probleme verdringte.

M. Dewef

Zum AbschluB eine in seinen Notizen mit
Losungsweg dargelegte unterhaltsame Auf-
gabe (S. 350).

Aufgabe

A2270 A 30 Personen, darunter Mainner,
Frauen und Kinder, geben in einer Kneipe
50 sh. (Schilling) aus. Ein Mann gibt jeweils
3 sh., eine Frau 2 sh. und ein Kind 1 sh. aus.
Wieviel Mianner, Frauen und Kinder waren
in der Kneipe?

') Er wurde von Taylor (J. Brook) (1685 bis
1731) langst nicht in der heute iiblichen
Form aufgestellt. Genaue Restgliedunter-
suchungen spielten erst spater eine Rolle.
(Siehe z. B. Kleine Enzyklopddie Mathe-
matik, VEB Bibliographisches Institut)

2y Siehe z. B. Kleine Enzyklopddie Mathe-
matik, S.414fT. oder auch S. 408.

2y Der Pfeil — wurde nachweislich 1905 von
John Gaston Leathem in diesem Sinne
benutzt.

%) Wer z. B. iiber Descartes, Newton oder
Leibniz mehr erfahren mdchte, dem seien
die ,,Biographien bedeutender Mathemati-
ker*, Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin 1975, empfohlen.

Aphorismen

Das Zeugnis

DaB Karl Marx trotz allen Arbeitsaufwandes
und aller Miihen nicht zu den besten Schiilern
unter den Abgidngern gehdrte, bewies sein
Zeugnis. Die Mutter betrachtet es mit eini-
gem MiBbehagen. ,,Und dabei hast du so viel
gelesen, armer Bub®, klagte sie.

,»Ach was, Mutter, ich will die Welt nicht mit
dem Zirkel ausmessen, und fiir die Gleichun-
gen mit zwei Unbekannten suche ich mir
geeignetere Objekte.*
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Die gelehrten Biicher

Kurz vor seiner Abiturientenpriifung glich
Karl Marx’ Klause einem einzigen Lesesaal.
Alle Mobelstiicke, Tisch, Stiihle und die
Lagerstatt waren mit aufgeschlagenen Bii-
chern bedeckt, als hitte er sie alle gleichzeitig
gelesen. Die Mutter wuBte nicht, wohin sie
die Tasse Kaflee stellen sollte. ,,Karl, mein
Junge, iberall Biicher, nichts als Biicher.
Wird dir nicht manchmal schwindlig von dem
ganzen gelehrten Zeug?* fragte sie bewun-
dernd. ,,Wenn man ihre Irrtiimer und Fehler
kennt, verliert man den Respekt vor ihnen*’,
antwortete Karl seelenruhig. =

Blindekuh

Zur Abiturientenfeier im Hause des Geheim-
rats von Westfalen waren die ausgezeichnet-
sten Personlichkeiten der Stadt erschienen.
Wiihrend sich jedoch die Alteren bei Spiel
und Unterhaltung vergniigten, hatte sich die
Jugend zum Blindekuhspiel zuriickgezogen.
Dabei wurden auch Karl die Augen verbun-
den. Etwas ungeschickt versuchte er Jennys
Hand zu ergreifen, aber sie entglitt ihm immer
wieder. Endlich wurde es ihm zu viel. Er ri8
sich die Binde von den Augen und rief:
,»Warum soll ich blind nach etwas suchen,
was ich besser mit offenen Augen erobern
kann.* Damit ergrifl er entschlossen nach
Jennys Hand. In dem anschlieBenden Ge-
sprich gestand Karl dem Midchen seine
kithnen Pldne. ,,Die Wissenschaft ist ohne
Grund und Ende. Und tausend Wege fiihren
zur Wahrheit. Ich will sie alle finden.**
,,Das werden Sie*, bestitigte Jenny. ,,Sie lei-
den keine Binde vor den Augen wie die mei-
sten Sucher.*

Georg W. Pijet

Karl Marx - seine Tochter nannten ihn nicht
,,Vater*, sondern ,,Mohr*, ein Spitzname,
den er wegen seines braunen Teints und seines
ebenholzschwarzen Haupt- und Barthaares
erhalten hatte (nach einer Zeichnung von
Nabil El-Solami).
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Eulers Beweis fiir

die Unméglichkeit von x> +y

3 _

—Z3

in natiirlichen Zahlen

Die Fermatsche Vermutung, da8 die Glei-
chung x"+y"=z" (n>2) keine LGsung mit
von Null verschiedenen ganzen Zahlen x,y,z
besitzt, wurde fir den Fall n=3 zuerst von
Leonhard Euler bewiesen. (Siehe den Beitrag:
,Leonhard Euler und die Fermatsche Ver-
mutung” in alpha, Heft 2/1983, wo auch
einige allgemeine Bemerkungen zur Beweis-
methode stehen.) Sein Beweis [iir die Unmog-
lichkeit der Losung der Gleichung x3 + y* =23
in natiirlichen Zahlen soll hier in der Original-
form aus der 1770 in Petersburg erschienenen
Vollstindigen Anleitung zur Algebra wieder-
gegeben werden. Der veraltete sprachliche
Ausdruck ist nicht modernisiert worden. Als
Grundlage dient der Abdruck der ,,Algebra“
im ersten Band (1911) von Eulers Werkaus-
gabe. In eckigen Klammern werden Anmer-
kungen hinzugefiigt, die das Verstehen des
Beweises erleichtern sollen.

Eulers Beweis

Aus: Leonhard Euler: Vollstindige Anleitung
zur Algebra. (Petersburg 1770.) In: Leonhardi
Euleri Opera Omnia (1) 1 (1911).

Lehr-Satz: Es ist nicht moglich zwey Cubos
[Kubikzahlen] zu finden, deren Summe oder
auch Differenz ein Cubus [eine Kubikzahl]
wire.

Hier ist vor allen Dingen zu bemercken, dai}
wann [wenn] die Summe unméglich ist, die
Differenz auch unmdglich seyn miile. Dann
wann es unmoglich ist daB x® + y* =23, so ist
es auch unmdgtich daB z* — y* =x3, nun aber
ist z3 —y* die Differenz von zwey Cubis. Es
ist also genung die Unmoglichkeit blos von
der Summe, oder auch nur von der Diflerenz
zu zeigen, weil das andere daraus folgt. Der
Beweis selbst aber wird aus folgenden Satzen
bestehen.

I. Kann man annehmep, daB die Zahlen x und
y untheilbar unter sich [teilerfremd] sind.
Dann wann [ Denn wenn] sie einen gemeinen
[gemeinsamen] Theiler hdtten, so wiirden
sich die Cubi durch den Cubum deBelben
theilen laBen. Wire z. E. x=2q, und y=2b so
wiirde x?+y3=8a>+8b% und wire dieses
ein Cubus, so miiBte auch a® +b> ein Cubus
seyn. '

II. Da nun x und y keinen gemeinen [ge-
meinsamen] Theiler haben, so sind diese

beyde Zahlen entweder beyde ungerad, oder
die eine gerad, und die andere ungerad. Im
erstern Falle miiBte z gerad seyn; im andern
Fall aber miiBte z ungerad seyn. Also sind von
den drey Zahlen x, y und z immer zwey un-
gerad und eine gerad. Wir wollen dahero zu
unserm Beweis die beyden ungeraden neh-
men, weil es gleich viel ist, ob wir die Un-
moglichkeit der Summe oder der Differenz
zeigen, indem die Summe in die Differenz ver-
wandelt wird, wann die eine Wurzel negativ
wird.

II1. Es seyen demnach x und y zwey ungerade
[natiirliche] Zahlen, so wird so wohl ihre
Summe als Differenz gerad seyn. [Es sei
etwa x> y. [st x <y, 50 vertausche man x und
y. Der Fall x=y ist unméglich. Da x und y
teilerfremd sind, miiBte x=y=1 sein, also
z3=2, was mit natiirlicher Zahl z unmdglich
ist.] Man setze dahero ¥=p und x%y.:
[mit natiirlichen Zahlen p und g], so wird
x=p+q und y=p—gq, woraus erhellet, daB
von den zwey Zahlen p und g die eine gerad,
die andere aber ungerad seyn muB; dahero
aber wird x4+ )2=[(x+yXx2—xy+y?)
=2pl(p+9?*—(p+a) (p—a)+(p—9)*
=2p(p® +34%)=1 2p(pp + 399):

es muB also bewiesen werden, daB dieses
Product 2p(pp + 3qq) kein Cubus seyn konne.
Sollte aber die Sache von der Differenz be-
wiesen werden, so wiirde x* — y® = 6ppq + 2¢°
=2q(qq +3pp), welche Formel der vorigen
gantz dhnlich ist, indem nur die Buchstaben p
und g verwechselt sind, dahero es genung ist
die Unmoglichkeit von dieser Formel
2p(pp+34qq) [= Kubikzahl] zu zeigen, weil
daraus nothwendig folget, daB weder die Sum-
me noch die Differenz von zweyen Cubis ein
Cubus werden kdnne.

IV. Wiire nun 2p(pp + 3gq) ein Cubus, so wire
derselbe gerad und also durch 8 theilbar:
folglich miiBte auch der achte Theil unserer
Formel eine gantze Zahl und dazu ein Cubus

seyn, nemlich %p(pp +3qq). Weil nun von den

Zahlen p und q die eine gerad, die andere aber
ungerad ist, so wird pp+3qq eine ungerade
Zahl seyn und sich nicht durch 4 theilen las-
sen, woraus folget daB sich p durch 4 theilen

laBen miiBe und also g eine gantze Zahl sey.



V. Wann [Wenn] nun dieses Product

&1

(pp+349) I:g(pz + 3q2):| ein Cubus [eine Ku-
bikzahl] seyn sollte, so miiBte ein jeder Factor
besonders, nemlich %) und pp+ 34q, ein Cubus

seyn, so nemlich dieselben keinen gemeinen
[gemeinsamen] Theiler haben. Dann wann
ein Product von zwey Factoren, die unter sich
untheilbar [teilerfremd] sind ein Cubus seyn
soll, so muB nothwendig ein jeder fiir sich ein
Cubus seyn; wann dieselben aber einen ge-
meinen [gemeinsamen] Theiler haben, so
muB derselbe besonders betrachtet werden.
Hier ist demnach die Frage: ob diese zwey
Factoren p und pp + 34q nicht einen gemeinen
Factor haben konnten? welches also unter-
sucht wird. Hitten dieselben einen gemeinen
[gemeinsamen] Theiler, so wiirden auch diese
pp und pp+3qq eben denselben gemeinen
[gemeinsamen] Theiler haben, und also auch
ihre Diflerenz, welche ist 3gq, mit dem pp
eben denselben gemeinen [gemeinsamen]
Theiler haben; da nun p und g unter sich
untheilbar [teilerfremd] sind, so kénnen die
Zahlen pp und 3gq keinen andern gemeinen
Theiler haben als 3, welches geschieht wann
[wenn] sich p durch 3 theilen 140t

VI. Wir haben dahero zwey Fille zu erwegen:
der erste ist wann die Factoren p und
pp+3qq [p? + 3¢*] keinen gemeinen [gemein-
samen] Theiler haben, welches immer ge-
schieht, wann sich p nicht durch 3 theilen
140t ; der andere Fall aber ist, wann dieselben
cinen gemeinen Theiler haben, welches ge-
schieht wann sich p durch 3 theilen 14Bt, da
dann beyde durch 3 theilbar seyn werden.
Diese zwei Fille miiBen sorgfiltig von einan-
der unterschieden werden, weil man den Be-
weis [Ur einen jeden ins besondere fithren
muB.

VILI. Erster Fall. Es sey demnach p nicht durch
3 theilbar und also unsere beyden Factoren
g und pp + 3gq untheilbar unter sich [teiler-
fremd], so miiBte ein jeder fur sich ein Cubus
seyn. LaBt uns dahero pp + 3qq zu einem Cubo
machen, welches geschieht wann man, wie
oben gezeigt worden, setzt
p+q[/—_3=(t+u[/——3)3 und
p—q[/—_3=(t—u[/—_3)3.

Damit dadurch werde pp+3qq=(tt+ 3uu)®
und also ein Cubus. [Euler benutzt hier den
folgenden Hilfssatz. (Erst am SchiuB des Be-
weises soll aufihn eingegangen werden.)

Satz A: Sind p und g teilerfremde natiirliche
Zahlen und ist

p*+3q4=(p+q)/ =3 (p—al/ = 3))

eine Kubikzahl, so gilt
p+q[/§=(t+ul/——3)3 und
p—q[/—3=(t—u[/—_3)3

mit natiirlichen Zahlen ¢, u.

Aus dem Satz A ergibt sich die angegebene
Darstellung von p? + 3¢ als Kubikzahl:

(p+a)/ =3 (p—a)/=3=p—(g)/ = 3?
=p>+3¢2=(t+u)/ —3)* (t—u)/ -3
=((t+u]/— (t—u[/_) =(?43u?)

Es gilt also der

Satz B: Ist p?+342 eine Kubikzahl, so gibt
es natiirliche Zahlen ¢, u so, daB p*+3q®
=02 +3u?]

Hieraus aber wird

p=1t>—9ruu=t(tr —9uu) und

q=3ttu—3u® = 3ultr — uu).

[In der Tat, aus

p+q[/t5=(r +u[/j)3 (Satz A), also

p+qV—— (t+u 3t+u|/ -3)?
t+u|/ 3) (% + 2t/ —3-3u?)

=2+ u[/ 3+3tu2(— )+ u(
=(t* -9+ (32u -3/ -3

(-3)/ -3

" folgt durch Vergleich beider Seiten

p=13—9tu?, g=3t%u—3u’.

(Fiir das Rechnen mit Zahlen der Form

t+ul/ —3 sei aul das folgende Buch ver-

wiesen: H.Pieper, Die komplexen Zahlen.

Theorie - Praxis — Geschichte. VEB Deut-

scher Verlag der Wissenschaften. — Mathe-

matische Schiilerbiicherei Nr. 110.)

Es gilt alsS der

Satz C: Es seien ¢, u natiirliche Zahlen. Aus
p+q[/——3=(r+u[/—_3)3 folgt
p=03-9t?, q=3ru—3u°.

Zusammen mit dem Satz A bedeutet dies den

Satz D: Ist p>+3¢® (mit teilerfremden p, ¢)

eine Kubikzahl, so gibt es natiirliche Zahlen

t,uso,daB p=1>-9u? g=3t>u—3u>]

Weil nun q eine ungerade Zahl ist, so muB y

auch ungerad, ¢ aber gerad seyn, weil sonsten

tt —uu eine gerade Zahl wiirde.

VIII. Da nun pp+3gq zu einem Cubo ge-
macht und gefunden worden
p=1t(zt — Yuu)=t(t + 3u) ¢ — 3u),

so miif3te jetzt noch g und also auch 2p, ein

Cubus seyn; dahero diese Formel 2¢(t+ 3u)
*(t —3u) ein Cubus seyn miiBte. Hier ist aber
zu bemercken, daB ¢ erstlich eine gerade Zahli
und nicht durch 3 theilbar ist, weil sonsten
auch p durch 3 theilbar seyn wiirde, welcher
Fall hier ausdriicklich ausgenommen ist.

[Da ¢ gerade und u ungerade ist, sind ¢+ 3u
und ¢ —3u beide ungerade. Ein gemeinsamer
Teiler d von 2¢t, t+ 3u und ¢t —3u wire auch
gemeinsamer Teiler von ¢, t+3u und ¢—3u,
also auch gemeinsamer Teiler von ¢, 3u
=(t+3u)—t, —3u=(-3u)—t. Es kommt
hochstens d =3 in Frage. Aber 3 ist kein Teiler
von t; folglich ist d=1. Ein gemeinsamer
Teiler e von t+3u und t—3u ist auch Teiler
von 2t=t+3u+t—3u, woraus wieder e=1
folgt.]

Also sind diese drey Factoren 2¢, ¢+ 3u und
t — 3u unter sich untheilbar [teilerfremd], und
deswegen miiBte ein jeder fur sich ein Cubus
seyn. Man setze dahero t+3u=f3 und
t—3u=g* so wird 2t= f3+g> Nun aber ist
2t auch ein Cubus [2t=h*], und folglich
hitten wir hier zwey Cubos f2 und g* deren
Summe wieder ein Cubus wire [ f2 +g%=h%],

welche offenbahr ungleich viel kleiner wiren,
als die anfinglich angenommenen Cubi x?
und »*. Dann nachdem wir gesetzt haben
x=p+q und y=p—gq, anjetzo aber p und ¢
durch die Buchstaben ¢ und u bestimmt ha-
ben, so miifen die Zahlen p und ¢ viel groBer
seyn als t und u.

IX. Wann es also zwey solche Cubi in den
groBten Zahlen gibe, so konnte man auch in
viel kleineren Zahlen eben dergleichen an-
zeigen deren Summ auch ein Cubus wire, und
solcher Gestalt konnte man immer auf kleine-
re dergleichen Cubos kommen. Da es nun in
kleinen Zahlen dergleichen Cubos gewis nicht
giebt, so sind sie auch in den allergroBten
nicht moglich. Dieser SchluB wird dadurch
bekriftiget, daB auch der andere Fall eben
dahin leitet, wie wir so gleich sehen werden.

X. Zweyter Fall. Es sey nun p durch 3 theilbar,
g aber nicht, und man setze p=3r so wird

unsere Formel [% (p2+3¢H)= ]

% - (9rr + 3qq), oder ;;'(31'1' +49q),

welche beyde Factoren unter sich untheilbar
[teilerfremd] sind, weil sich 3rr+gg weder
durch 2 noch durch 3 theilen 140t, und r eben
so wohl gerad seyn muB als p, deswegen muB
ein jeder von diesen beyden Factoren fir sich
ein Cubus seyn.

X1. Machen wir nun den zweyten 3rr+qq
oder gq+3rr zu einem Cubo, so finden wir
wie oben g=t1(tt—9uu) und r=>3u(tt —uu);
wo zu mercken, daB weil g ungerad war, hier
auch r ungerad, u aber eine gerade Zahl seyn
miiBe.

[Hier wird noch einmal der Satz A benutzt.
Sind g und r teilerfremde natiirliche Zahlen
undist g% +3r¥(=(q+ r]/—_3)(q - [/—_3)) eine
Kubikzahl, so gilt
q+r[/:_3)3—(t+u[/.)3 undg—r)/ 3
=(t— [/_)3 mit natiirlichen Zahlen ¢ und u.
Hieraus folgt (wie oben)

g+r)/=3=( -9 +(32u—-3)/ -3
und daraus durch Vergleich beider Seiten
q=1>—9%u? =12 —9u?),
r=3t%u—3ud=3u(t* —u?).]

XII. Weil nun %’- auch ein Cubus seyn muf3

und also auch mit dem Cubo 28—7

so mu % das ist 2u(rt — uu)=2u(t + u) (t —u)

multiplicirt,

ein Cubus seyn, welche drey Factoren unter
sich untheilbar [teilerfremd] und also ein je-
der fiir sich ein Cubus seyn miiBte; wann man
aber setzt t+u=f> und 1 —u=g> so lolgt
daraus 2u= f3 — g3, welches auch ein Cubus
seyn miite, indem 2u ein Cubus ist. Solcher
Gestalt hdtte man zwey weit kleinere Cubos
f? und g? deren Differenz ein Cubus wire,
und folglich auch solche deren Summe ein
Cubus wire; dann man darl nur setzen
f3—g3=h% so wird f3=h’+g4> und also
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hidtte man zwey Cubos deren Summe ein
Cubus wire. Hierdurch wird nun der obige
SchluB vollkommen bestitiget, dall es auch
in den groBten Zahlen keine solche Cubi
gebe, deren Summe oder Differenz ein Cubus
wire, und das deswegen, weil in den kleinsten
Zahlen dergleichen nicht anzutreffen sind.

Der Hilfssatz

Im Teil VII des Beweises wird zunéchst fest-

gestellt, daB p?+3g® eine Kubikzahl (ein

Cubus) sein miiite. Dann heiBt es weiter, daB

p?+ 34? zu einem Cubus gemacht werden soll.

Aus friitheren Ausfithrungen Eulers kann man

schlieBen, daB Euler folgendes meint: ,,Wir

wollen p und g suchen, fiir die p* + 342 Cubus

ist.“ Hier gilt sicher

Satz E: Setzt man p=1>—9tu?, g=3r%u—3u?

mit gewissen natiirlichen Zahlen ¢, u, so wird

p?+ 3> =(¢? +3u?)? ein Cubus.

Um dies einzusehen, brauchen wir die folgen-

‘de (leicht nachzupriilende) Identitit:

(2 + 3u®) v + 3w?) =(tv — Juw)? + I(tw —uv)>.

(Das Produkt von Zahlen der Form ¢2 + 3u?

ist wieder von dieser Form!)

Nun ist (¢2 + 3u?)® = (62 + Iy [(12 — 3u?)?

+ 3(2tu)*]; unter Benutzung der angegebenen

Identitit (mit v=t2—3u?, w=2tu) folgt hier-

aus tatsdchlich

(£2 + 3u®)® = [1(t*> — 3u?) — 3u(2tu)]?

+3[¢(2eu) + u(t* - 3u?)]* = (£ — 9tu?)?

+3031%u—3ut)=p? +342,

was zu zeigen war.

DaB auf die im Satz E gegebene Weise sogar

alle teilerfremden p, q erfaBt werden, [iir die

p* +3q® Cubus ist, besagt der oben angege-

bene ' . _

Satz D: Ist p? + 3¢2 eine Kubikzahl (mit teiler-

fremden p, g), so gibt es natiirliche Zahlen ¢, u

so, daB p=1¢—9tu?, g=3t2u—3u’.

Betrachten wir zusammenfassend die drei

wesentlichen hier auftretenden Aussagen (dar-

in seien p und q teilerfremde natiirliche Zah-

len):

R: Es existieren natiirliche Zahlen t, u so, daB
p+q[/—_3=(t+u[/:_3)3.

S: Es existieren natiirliche Zahlen ¢, u so, daB
p=t>—9tu? q=3t%u—-3u’.

T: p?+ 342 ist eine Kubikzahl.

Diese dret Aussagen sind dquivalent (jede

folgt aus jeder anderen): N

Wenn R, so S. (Satz C; bewiesen.)

Wenn S, so T. (Satz E; bewiesen.)

Weénn T, so R. (Satz A; unbewiesen.)

Der Eulersche Ansatz_

p+al/ —3=(t+ul/—3)* liefert also alle p, g,

fir die p>+3q® eine Kubikzahl ist. Euler

wubBte sicher, daB er alle p, g erfaBte, ohne

dies ausdriicklich zu erwadhnen.

Er schrieb nur: ,,LaBt uns dahero p? +34% zu

einem Cubo machen [wir wollen p und ¢

suchen, fir die p>+3¢* Cubus ist], welches

[vollstandig] geschieht, wenn man, wie oben

gezeigt worden, setzt p+q)/ —3=(t+ 14[/—_3)3

und p—q)/ —3=(t—u)]/ —3)>.“ (Das Adverb

,vollstindig* fehlt bei Euler.)
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Der folgende Satz: ,Damit dadurch werde

p?+3¢®=(t*+3u?? und also ein Cubus®,

also Satz B, ist fiir den weiteren Gedanken-
gang liberfliissig.

Unklar bleibt Eulers Hinweis: ,,wie oben ge-
zeigt worden®, '
Vorangegangene Artikel der Algebra, auf die
sich dieser Hinweis bezieht, werden nicht ge-
nannt und lassen sich (wie G. Bergmann 1965
analysierte) auch nicht finden. An dieser
Stelle ist Eulers Algebralehrbuch unvollstdan-
dig.

Von den vier Sétzen, Satz A (wenn T, so R),
Satz C (wenn R, so S), Satz E (wenn S, so T),
Satz D (wenn T, so S) sind bisher nur die
Sdtze C und E bewiesen. Satz A ist unbewie-
sen. Ist Satz A bewiesen, so auch Satz D.
Der Satz D ist der entscheidende Satz in der
Eulerschen Beweiskette. Es gibt somit zwei
Moglichkeiten:

1. Es wird der Satz D direkt bewiesen (was

elementar moglich ist).
I1. Es wird der Satz A bewiesen; aus dem
Satz A folgt der Satz D.

Euler benutzte offenbar den Satz A, machte
also einen ,,Umweg" iiber Summen der Form
t+u]/——3. (Hier wurden erstmals komplexe
Zahlen in der Zahlentheorie benutzt!)

Wir bezeichnen mit M die Menge aller Zahlen
der Form t+u[/—_3 (t, u ganze Zahlen). In M
gelten einige analoge Eigenschalten, wie in der
Menge N der natiirlichen Zahlen. Die Summe
zweier Zahlen aus M ist offenbar wieder eine
Zahl aus M.
Das Produkt zweier Zahlen aus M ist wieder
eine Zahl aus M:
(t+ u[/—_3) (v+ w[/—_3)

=(tv— 3tw)+(tw+uv)[/:.
Eine im Beweis mehrmals benutzte Eigen-
schaft natiirlicher Zahlen st die folgende:
(K) Das Produkt aus zwei teilerfremden na-
tiirlichen Zahlen ist nur dann eine Kubik-
zahl, wenn jede der beiden Zahlen Kubik-
zahlen sind.
Die analoge Eigenschaft fiir Zahlen aus M
wire:
(K’) Das Produkt aus zwei ,teilerfremden*
Zahlen aus M ist nur dann eine Kubikzahl,
wenn jede der beiden Zahlen Kubikzahlen in
M sind.

Wire diese Eigenschalt richtig, so konnte man .

wie folgt weiter schlieBen: p?+3g*=(p+q
1/—_3) (p—q[/—_3) ist nach Voraussetzung
eine Kubikzahl in N < M ; besitzen p +q[/t§
und p—q[/—_3 keinen gemeinsamen , Teiler*
in M, so miissen p+q[/—_3 und p—q[/j
Kubikzahlen in M sein:
p+al/ —3=(+ul/ =3,
p—qVS=(t—uV?3)3..
Vielleicht ist hier das Motiv fir Eulers Uber-
gang zu den komplexen Zahlen zu suchen!
Doch ein AnalogieschluB ist kein Beweis!

Fiir den Beweis von (K) benutzt man den

Satz, daB sich jede natiirliche Zahl eindeutig
(das ist wichtig!) als Produkt von Primzahlen
darstellen 146t.

(Einen Beweis dieses Satzes findet man z.B.
in: H. Pieper, Zahlen aus Primzahlen. VEB
Deutscher Verlag der Wissenschalten. Ma-
thematische Schiilerbiicherei Nr.81, 1.Ka-
pitel.)
In der Menge M gilt eine analoge Eigenschaft
nicht; die Zerlegung in ,,unzerlegbare Zahlen*
(,,Primzahlen*) aus M ist nicht eindeutig!
Beispielsweise gilt 4=2-2=(1+])/=3)(1-
[/—_3), worin (wie man zeigen kann) 2,
1+ [/—_3, 1- [/—_3 in M unzerlegbare Zahlen
(,Primzahlen*) sind.
Und doch ist der Satz A richtig. In einer 1763
gedruckten Arbeit bewies Euler Sitze iiber
Zahlen der Form p? + 3¢ (mit teilerfremden
p, q), aus denen unschwer der Satz A folgt.
(Doch darauf kann hier nicht mehr eingegan-
gen werden.)
Es sei noch folgendes bemerkt: Es gibt eine
fir den Beweis von Satz A geeignete Menge
M* komplexer Zahlen, in der die Zerlegung in
,,PrimzaHlen“ aus M* eindeutig ist. Um diese
Zahlen zu erkldren, werde die Gleichung
x> —1=0 betrachtet.
Die Gleichung x*—1=(x—1)(x2+x+1)=0
hat die drei Losungen x; =1, x;=0, x3 =02,
—1+)/-3 —1-)/-3
2
ist. Die Menge M* bestehe nun aus allen
(komplexen) Zahlen der Form a+ bg (mit gan-
zen Zahlen a, b). Diese Zahlen wurden in der
ersten Hillte des 19.Jahrhunderts von C. F.
GauB}, C.G.J.Jacobi und G.Eisenstein un-
tersucht. Sie werden meist als Eisensteinsche
Zahlen bezeichnet.
Jede Zahl a+be kann dadurch, dabB man fiir ¢

t+ul/—3

wobei o= und @*=

den Wert einsetzt, aul die Form

gebracht werden (¢, u sind darin gleichzeitig
gerade bzw. ungerade ganze Zahlen) und um-
gekehrt. In der Menge M* ist (wie man be-
weisen kann) die Zerlegung in ,,Primzahlen”
eindeutig.

Die Zahl 4 kann man in M auf zwei verschie-
dene Arten in ,,Primzahlen* zerlegen. In M*
sind die Zahlen +1, —1, g=£, -0,
—o? Einheiten (sie entsprechen den Zahlen
+1, —1 bei den ganzen Zahlen). Die Zer-
legung in ,Primzahlen” ist in M* (bis auf
Einheiten)eindeutig. Die Zerlegungen4=2 -2
und 4=(1+}/=3)(1-}/=3) sind diesel-
ben“, da sie sich nur um Einheiten als Fakto-
ren unterscheiden:

)/ -3
1+ _3=2~1+_2_=2-Q,

1- [/—-3=2 - 02

Kennt man die Arithmetik der Eisenstein-
schen Zahlen, so ist der Satz A leicht zu
beweisen.

Aus Eulers Idee der Ausdehnung der Zahlen-
theorie aul gewisse (ndmlich algebraische)
komplexe Zahlen hat sich im 19. Jahrhundert

‘eine neue mathematische Disziplin, die alge-

braische Zahlentheorie, entwickelt.
H. Pieper



Aufgaben aus der Friihzeit
der Mathematik bei Leonhard Euler

Die iltesten iiberlieferten mathematischen
Texte zeigen, daB sehr friih schon neben den
von der Praxis der Arbeit, des Bauens, des
Lohnes, der Verteilung von Feldern und Nah-
rungsmitteln, des Handels und des Tausches,
des Wiegens und Messens gestellten Proble-
men sich andere Aufgaben groBer Beliebtheit
erfreut haben, die wir als mathematische Rit-
sel oder mathematische Unterhaltungsaufga-
ben bezeichnen kdnnen. Sie sollten, wie ihre
Verbreiter gelegentlich ausdriicklich sagten,
der Schdrfung des Verstandes dienen, stellten
also eine Art Denksportaufgaben dar. Auch

in den dem téglichen Leben entnommenen.

Aufgaben treten manchmal praxisfremde
Bruchteile von Menschen und Tieren oder
von Geldstiicken auf, aber die ‘Aufgabenstel-
lung selbst /st praxisnahe. Anders bei den
Unterhaltungsproblemen - hier entspricht
der Einkleidung z.B. bei Verfolgungsaufga-
ben (,,Achilles und die Schildkrote”) keine
Realitit.

Gerade diese Art Aulgaben aber erlaubt es,
Schliisse auf gegenseitige Abhingigkeiten der
Aufgabensteller und das Wandern der Pro-
bleme zu ziehen, wihrend dies bei den von
der gesellschaftlichen Praxis, die bei gleich-
artigen Produktionsverhiltnissen gleich oder
doch annihernd gleich ist, veranlaBten Pro-
blemstellungen selten und nur dann moglich
ist, wenn in den Aufgaben gleiche, und zwar
nicht zu einfache Zahlenwerte enthalten
sind.

Auf welchem Wege sich die dem Training des
Geistes dienenden Unterhaltungsaufgaben in
der alten Welt verbreitet haben, ob durch
Handelskarawanen, durch Reisende, Kriegs-
gefangene oder Schiffbriichige, wissen wir im
einzelnen nicht. Tatsache ist, daB solche Pro-
bleme iiberall aultauchten und sich erstaun-
lich lange gehalten haben. Sogar bet Leon-
hard Euler finden wir in seiner zuerst in deut-
scher Sprache 1770 erschienenen beriihmten
Volistandigen Anleitung zur Algebra (siehe
alpha-Wettbewerb, Heft 2/83) derartige Bei-
spiele. Jenes Lehrbuch, das in viele Sprachen
iibersetzt und noch in der Gegenwart neu
aufgelegt worden ist, hatte der erblindete
Euler einem echemaligen Schneidergesellen
ohne wissenschafiliche Vorbildung diktiert,
um sich von der Verstiandlichkeit der Darstel-
lung zu iiberzeugen. Von Euler haben solche

Standardaufgaben ihren Weg in viele Rechen-
biicher bis an unsere Tage heran gefunden

" und sind so am Leben geblieben.

Das erste von uns hier gebrachte Beispiel
wird in der mathematikhistorischen Literatu
nach seiner hdufigen Einkleidung das Problem
der 100 Végel genannt. Zuerst ist es in China
im Anfang des 3.Jahrhunderts nachweisbar,
danach bei den Indern (3.Jh.), dann gelangte
es iiber die Araber (um 900) nach Europa und
Byzanz. In einem byzantinischen Rechenbuch
des 15.Jh. findet es sich in folgender Form:

Ala a)Ein Herr sandte seinen Diener aus,
er solle ihm Vogel dreierlei Art, Tauben,
Turteltauben und Sperlinge kaufen. Es koste-
te die Taube 4 WeiBmitinzen, die Turteltaube
2.und von den Sperlingen kamen auf die
WeiBmiinze drei. Und er gab ihm 100 WeiB-
miinzen, daB er 100 Vogel kaufe, weder mehr
noch weniger. Ich will wissen, wieviel er von
jeder Art kaufen wird. '

Euler bringt die Aulgabe im Abschnitt Von
der unbestimmten Analytik in dieser Fassung:

Ala b) Jemand kauft 100 -Stiick -Vieh,
Schweine, Ziegen und Schafe, fiir 100 Taler.

Nun kostet ein Schwein 3% Taler, eine Ziege

% Taler und ein Schaf % Taler. Wie viele

sind es von jeder Gattung?

1

L. Euler (nach J.-G. Brucker, 1737)

Euler behandelte das Problem im AnschluB
‘an Bachet de Méziriac (Lyon 1612), der die
Ganzzahligkeit der Losung verlangt hatte.
Eine weitere alte Aulgabe, die wir vorstellen
wollen und die zu einer mit Der Wichter im
Apfelgarten bezeichneten Gruppe gehort,
fihrt Euler in seinem Abschnitt Von den
algebraischen Gleichungen und ihrer Auflosung
vor. Wir zitieren zunichst wieder die Fassung
in jenem byzantinischen Rechenbuch, weil
dort die Aufgabe in der Einkleidung gebracht
wird, der sie ihre Einordnungsbezeichnung
verdankt.

A2a a) Es war ein Mann mitten in einem
Garten, und jener Garten hatte vier Tore, und
es bestand die Vorschrift, wenn er aus allen
den Toren herausgehen wollte, solle er so viele
Silberstiicke mitnehmen, daB er dann an je-
dem Tor die Hilfte abgebe und ein halbes
Silberstiick mehr — damit er kein Silberstiick
zerteilen miisse — und daB ihm dann, wenn er
aus allen den Toren herausgegangen sei, 1 Sil-
berstiick iibrigbleibe. Wie viele Silberstiicke
muBte er mitnehmen?

Bei Euler findet sich eine entsprechende Auf-
gabe als Forderung nach Verteilung einer
Erbschalt, und er sagte, sie sei ,,von einer
ganz besonderen Art und verdient beachtet zu
werden“:

A2a b)Ein Vater hinterldBt einige Kinder
und ein Vermogen, das die Kinder in folgen-
der Art unter sich teilen: Das erste nimmt
100 Taler und dazu den zehnten Teil des
Restes. Das zweite nimmt 200 Taler und dazu
den zehnten Teil des nunmehr erhaltenen

. Restes. Das dritte nimmt 300 Taler und dazu

den zehnten Teil des verbliebenen Restes. Das
vierte nimmt 400 Taler und dazu den zehnten
Teil des verbliebenen Restes usw. Hieraul
stellt sich heraus, daB} das ganze Vermogen
gleichméBig verteilt worden ist. Nun ist die
Frage, wie groB das Vermdgen war, wie viele
Kinder der Vater hinterlieB und wieviel jedes
bekam.
Ob das Erbschaftsproblem zuerst bei den Ara-
bern oder in Europa bzw. in Byzanz gestellt
worden- ist, 1aBt sich nicht sagen. Belegt ist
indessen, daB die Aulgabe in der Apfelgarten-
bzw. anderen Einkleidungen zuerst in China
(um 250, nach alten Vorlagen), dann in Arme-
nien (um 700) auftrat, danach bei den Indern
(um 900) und Arabern (um 1000) gestellt
wurde und von den letzteren thren Weg in die
mittelalterlichen Rechenaufgabensammlun-
_gen Europas (z.B. Leonardo Fibonacci von
Pisa, um 1200) und von Byzanz gefunden
hat.
Wir haben es also Euler zu verdanken, da8 die
Tradition der Unterhaltungsmathematik mit
neuem Leben erfiillt wurde und das unterhalt-
same Element des Rétsels mit dem niitzlichen
Element der Anwendung und Ausbildung
mathematischen Wissens verbunden blieb.
' K.-R. Biermann
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Das
Fiinfzehnerspiel

In den siebziger Jahren des vergangenen
Jahrhunderts breitete sich in der ganzen Welt
ein Geduldsspiel wie eine Seuche aus - etwa
so wie heute der Ungarische Wiirfel. Es war
das Fiinfzehnerspiel, in Deutschland damals
auch unter dem Namen Boss Puzzle bekannt.
Ein Zeitgenosse, der Mathematiker H. Schu-
bert, berichtete: ,,Monatelang bildeten die an
dieses Spiel sich ankniipfenden Erérterungen
eine stehende Rubrik in Journalen und Zei-
tungen. Selbst in StraBenbahnwagen konnte
man die kleinen Kastchen mit den 15 Holz-
klétzchen erblicken und unruhige Hiande dar-
in schieben sehen. Unternehmende Wirte lu-
den zu einem Boss-Puzzle-Turnier ein, in
welchem ein vom Wirt gestelltes Problem ge-
gen Auszahlung einer hohen Belohnung ge-
16st werden sollte.* Schubert erinnerte sich
auch, daB in Hamburg ,,die Prinzipale in
den Handelskontoren iiber das Puzzlefieber
threr Angestellten in Verzweiflung gerieten
und durch Anschlage das Spielen wihrend
der Bureauzeit aufs strengste verbieten muB-
ten.* Bei S. Giinther konnen wir lesen, ,,daB
um 1880 im Deutschen Reichstagssaale auf
den Bénken an der Wand Abgeordnete aller
Richtungen, darunter wiirdevolle alte Herren,
saBen, die den Rednern gar keine Aufmerk-
samkeit schenkten, aber eilrig hoss puzzle-
ten.**

Soll man nun Schliisse beziiglich der Reden
oder mancher Abgeordneten zichen? In zahl-
reichen Artikeln wurde das Spiel mathema-
tisch behandelt, vor allem in den Jahren von
1879 bis 1883, wobei besonders Woolsey
Johnson und William E.Story sowie H.
Schubert zu nennen wiren. Wer das Fiinf-
zehnerspie! noch nicht kennen sollte, ist be-
stimmt neugierig geworden, was [Ur ein
Spiel solche Spielleidenschalt hervorgerufen
hatte:

Fiinfzehn mit den Zahlen von | bis 15 ver-
sehenc Steine S1, . . ., S15 werden willkiirlich.
in ein quadratisches Kistchen hineingelegt,
so daB ein Feld F frei bleibt. (Die 16 Felder

Bild1 V'pq [ F2 [ F3 | Fé
FS | F6 | F7 | F8
F9|F0 | F1 |FR
F13 | F1& | F45 | F16
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dieses Kistchens wollen wir entsprechend
Bild 1 durchnumerieren.) Lediglich durch
Verschieben (nicht Herausnehmen!) der Stei-
ne soll nun versucht werden, die Stellung auf
Bild 2, die wir Stellung I nennen wollen, zu
erreichen: Sl auf F1,S2 auf F2, ..., S15 auf
F15, F16 bleibt unbesetzt.

Bild 2 112134
51617

1014 |12
13 | 14|15

Im Sonntagsblatt einer New Yorker Zeitung
bot Samuel Loyd, der als Erfinder dieses
Spiels gilt, einen Preis von 10003 fir die
L3sung des folgenden Problems an:

Die Stellung II (Bild 3), in der gegeniiber der
Stellung I nur S14 und SIS vertauscht sind,
soll nur durch Verschieben in die Stellung I
liberfiihrt werden.

Bild 3 112034
5|16|7]|8
9 [(10]H |1
13 115 | 14

Als der Verleger zogerte, soll sich Loyd ohne
weiteres bereit erklirt haben, den Betrag aus
seiner eigenen Tasche zu hinterlegen. Tat-
sdchlich gab es auch niemanden, der diesen
Preis in Empfang nehmen konnte, .,,obgleich
Tausende von Leuten behaupteten, die ge-
stellte Aufgabe gelost zu haben. . .. Das Ge-
heimnis des Puzzles liegt in der Tatsache, daB
sich niemand, der es geldst hat, nachtriglich
daran zu erinnern vermag, wie die L&sung
zustandegekommen ist. ... Ein bekannter
Zeitungsmann aus Baltimore berichtete, daf3
er mittags sein Biiro verliel, um essen zu ge-
hen - und von seinen entsetzten Angestellten
lange nach Mitternacht aufgefunden wurde,
wie er auf einem Teller kleine Tortenstiick-
chen herumschob.*

Wer Lust hat, kann sich ja aus kleinen Pappe-
Quadraten ein Fiinfzehnerspiel schnell her-
stellen und es auch einmal versuchen. Oder
man nimmt ein handelsiibliches Schiebefax
und versucht es einmal umgekehrt, nimlich
aus der Stellung I die Stellung II zu erhalten.
Nach einigem Probieren kommt ihr bestimmt
zu dem SchluB, daB hier gilt; Studieren geht
liber Probieren! Immerhin gibt es mehr als
1 Billion Méglichkeiten

(15'= 1307674368 000),

die 15 Steine im Kdstchen so anzuordnen, da
F16 leer ist, und mehr als 20 Billionen

(16! =20922789888000)

Maoglichkeiten gibt es, die Steine im K dstchen
zu verteilen, wenn es keine Rolle spielt, wo
sich das Leerfeld befindet. (Wenn wir anneh-
men, daB das Verschieben in eine neue Stel-
lung zwei Sekunden dauert, dann miiBten wir

mehr als 1 Million Jahre ohne Unterbrechung
nur Spielsteine schieben, um alle Stellungen
einmal zu erhalten — mal ganz abgesehen da-
von, daB die Sache noch einen theoretischen
Haken hat.)

Versuchen wir es doch einmal mit einem
Dreier-Spiel, denn dort haben wir nur 4!=
24 Moglichkeiten, die drei Steine mit den
Nummern 1, 2 und 3 im 2 x2-Kistchen an-
zuordnen. Probiert doch einmal aus, was fiir
Stellungen .ihr aus der in Bild 4 gezeigten
Anordnung nur durch Verschieben erhalten
konnt. Thr habt festgestellt, daB es gar nicht
24, sondern nur 12 sind. Die Stellung von
Bild 5 habt ihr z. B. nicht-erhalten. Fangen
wir von dieser Stellung ausgehend an herum-
zuschieben, so erhalten wir die restlichen 12.

Bild4 [,
3
Bilds [, T4
2

Damit haben wir zwar fiir das 4 x4-Kistchen
unseres Fiinfzehnerspiels noch nichts be-
wiesen, aber es kommt die Vermutung auf,
daB es dort vielleicht dhnlich ist, dal auch
hier die Stellung I nur aus der Hailfte aller
Stellungen erreicht werden kann, es also Auf-
gaben gibt, die unldsbar sind. Loyd konnte
sich seiner Sache auch sicher sein, denn das
genannte Problem von ihm gehdrte zur Men-
ge der unldsbaren Aufgaben. Ungliicklicher-
weise hatte er auch dem Beamten des Patent-
amtes eine unlésbare Aufgabe unterbreitet.
Den Vorschriften gemdl muBte er, um ein
Patent auf das von ihm erfundene Spiel er-
halten zu kdnnen, ein Arbeitsmodell vorlegen.
Als sich der Beamte nach der Losbarkeit der
ihm gestellten Aufgabe erkundigte, muBte
Loyd zugeben, daB dies unmdéglich ist. ,,In
diesem Fall*“, so lautete die Antwort, ,.kann
von einem Arbeitsmodell nicht die Rede sein,
und wenn kein Arbeitsmodell vorliegt, gibt
es auch kein Patent.**

Nach dem Spielen im 2 x2-Késtchen kénnte
man auf die Idee kommen, es einmal mit
einem 3 x3-Kidstchen zu versuchen. Wegen
der 9!=362880 Anordnungsmoglichkeiten
der 8 Steine lassen wir das aber lieber sein und
versuchen es besser mit einem 2 x 3-Kiistchen.
In diesem Fall gibt es zwar 720 Mgglich-
keiten, aber vielleicht niitzt uns dessen Stu-
dium schon etwas, auch wenn wir nicht alle
Moglichkeiten durchprobieren. Wir haben
hier also 5 Steine S, ..., S5 und 6 Felder
F1, ..., F6, die analog zu Bild | numeriert
seien. Wir wollen die Felder Fl, F2, F4, F5.
als ,,linkes Quadrat** und die Felder F2, F3
F5 sowie F6 als ,,rechtes Quadrat** bezeich-
nen. Ausgehend von einer beliebigen An-
fangsstellung kénnen wir es immer so ein-
richten, daB S4 aul F1 kommt und F4 durch
irgendeinen anderen Stein besetzt ist.



Losungen

Lésung zur Aufgabe aus:
Korbbogenkonstruktion

Der Mittelpunkt M, des verbindenden Kreis-
bogens s muB nach Forderung der Aufgabe
auf dem Durchmesser (4 B) liegen, da andern-
falls eine Knickstelle in 4 und entsprechend
in B aultreten wiirde. Ferner muB die Uber-
gangsstelle von so nach k, im Schnittpunkt
der Verbindungsgeraden (MoM ) mit k; lie-
gen. Ist ro der zu sp gehorige Kriimmungs-
radius, dann muB fiir das rechtwinklige Drei-
eck MoM M, nach dem pythagoreischen
Lehrsatz die folgende Gleichung erfiillt sein:

(ro—r2)?=(r +r2* +(ro—r1)%
Wegen r; =2r, [olgt als Losung aus dieser
Gleichung (ur ry:

ro=3ry. )
Bild 7 zeigt die konstruktive Auswertung
dieses Ergebnisses.

Bild 7 .
A My ) 5 Mo

ke

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Teilbarkeitsregel
a) xx1983:101 = xxx3
Das Ergebnis muBB die Einerstelle 3 haben
und 4stellig sein. Beginnend mit der letzten
Zeile ergibt sich eindeutig lolgende Losung:
371983:101 =3683
303

689
606

838
808

7303
303

0
Die beiden Ziffern heien 37.

b) 1983x,x,:101 =196x,
101
973
909

64X1
606
X;OXZ
X30X2
0
x; muB 6 sein, da im Rest (Zeile 7) die O steht;
damit muB x3 =4 sein und also x, ebenfalls 4.
198364 :101 = 1964
Die beiden Ziffern heiBen 64.

Kannenknobelei

Die 21 Milchkannen werden folgendermaBen
verteilt:

LPG 1=13 volle, 1 halbvolle, 3 leere Kannen;
LPG 2=3 volle, 1 halbvolle, 3 leere Kannen;
LPG 3=1volle, 5 halbvolle, 1 leecre Kanne(n).

RitselspaB
1 Hlo[H]|E
2 s|rfulc|u]s[r]r]4[cTn]
3. Alcfn]s]e
3 oli]|ala]o|n]a]L]e]
5 alu|afo]r]a|T
6. ofe[Flu (N[t ]T]i]o]¥]
7 BlAa]|s|i]s
8. sluls|T]R[A[k][T]iITo]n]
9. slalt]z
o [wlo]r[F]E]L
Losungswort: Laubfrosch
Auf Pilzsuche
«— Vater von 7/ \ Sohn von
Viter:  Sohne
Urenkel (.
Enkel ¢ e
Ne (
Sohn .
Vater \o (.
Opa No (.
Uropa \. (
Zahlenpyramide 1-:9=9
12-9=108
123-9=1107
1234-9=11106
12345-9=111105
123456 -9=1111104
1234567-9=11111103
12345678 -9=111111102
123456789 -9=1111111101

Welcher Beruf? Welches Studienthema ?

EDV-Facharbeiter; Instandhaltungsmecha-
niker — Winkelmessung; Dezimalbriiche

Rundreiseproblem
Route Léange der Route
12341 58
12431 49
13241 49
13421 49
14231 49
14321 58

Das Optimum liegt bei 49, und dieser Wert
wird durch vier Routen realisiert.

Riitselfigur

1. Senner/Rennes, 2. Essen/Nesse, 3. Gras/
Sarg, 4. mod/Dom, 5. Esel/Lese, 6. Nebel/
Leben, 7. Tannat/Tannat, 8. TP/Pt, 9. sie/
Eis, 10. Ruma/Amur, 11. Neger/Regen, 12.
Lies/Seil, 13. Rho/Ohr, 14. Mn/Nm. Kontroll-
begrifle: Segment, Pearson.

Ldsungen zu:
Wirkungskraft der Schachfiguren

a) Noch 16 Felder konnen die acht Figuren
im Minimalfall beherrschen. Eine mogliche
Figurenauflstellung zeigt Diagramm 1. Diese
Stellung ist natiirlich durch Spiegelungen
auch in den anderen Brettecken moglich.

w

i 0B B B
l B

g
-~
a
o I}
-
L -]
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b) 64 Felder besitzt das Schachbrett, und alle
64 Felder konnen von diesen acht Figuren be-
herrscht werden! Die Figurenaufstellung zeigt
Diagramm 2. Auch hier sind Spiegelungen
durchfiihrbar. Es muBten fiir die Losung die
beiden Liufer auf gleichfarbige Felder, was ja
erlaubt war, gestellt werden. Die Aufstellung
mit Liufern aufl unterschiedlicher Feldfarbe
1t nur ein Maximum von 63 Feldern zu.
Hier eine Losungsmoglichkeit: KI5, Dh2,
Ta7, Tb8, Ld4, Led, Se3, SI3. Das Feld cl
bleibt unbedroht.

Lidsungen zu: Fiir den Sprachfreund

Zahlenstern
ala Schreibt alle Zahlen von 1 bis 10 so
in die Kreise auf der sternf6rmigen Linie, daB



die Summe der Zahlen in zwei beliebigen be-
nachbarten Kreisen weder durch 3 noch durch
5 noch durch 7 teilbar ist!

Lésung : Man erhilt eine zweite Ldsung, wenn
die Zahlen 1 und 10 ihre Plitze tauschen.

Kryptarithmetik

A2a Einbeliebtes Geduldsspiel ist, irgend-
einen Namen oder ein bekanntes Sprichwort
zu nehmen und damit eine Additions- oder
Subtraktionsaufgabe zu bilden. Es ist oft not-
wendig, eine zusitzliche Bedingung einzufi-
gen, um eine eindeutige Antwort zu erhalten.
Beispiel (s. englischen Text). (Beachte, daB O
ein Buchstabe ist 1) Jeder Buchstabe bedeutet
eine unterschiedliche Ziffer, und SOW ist ein
vollstindiges Quadrat. Eine maBgebende
Voraussetzung ist, daB der linke Endbuch-
stabe jedes Wortes keine Null ist.

Eine Variation dieser Art von Geduldsspiel
ist, eine lange Multiplikation oder Division
auszuwidhlen und die Sternchen durch die
richtigen Ziffern zu ersetzen. Beispiél (s.eng-
lischen Text).

Ldsungen: 461 . 6422
39 Y]

439 92
939 1012

A3a Zum Bau des Eiffelturms wurden un-
gefihr 885 m?® Eisen verwendet; die Dichte

des Eisens betragt 7,8 —n% Welche Masse

Eisen wurde [iir diese Konstruktion benotigt?
Lésung: m=V g
885m’- 7,8t
m=——0r3——
m=6903t
Fiir den Bau wurden 6903 t Eisen benétigt.

Lésung zu:

Die historische Mathematikaufgabe,

Heft 2/83

Ein Maultier und ein Esel

Der Maulesel habe x Pud getragen, der Esel
aber y Pud. Gibt nun der Maulesel dem Esel
ein Pud, so hat der Esel y+ 1, der Maulesel
aber behilt noch x —1; da nun der Esel zwei-
mal soviel hat als der Maulesel, so wird y+1
=2x—2. Wenn aber der Esel dem Maulesel
ein Pud gibt, so bekommt der Maulesel x + 1,
und der Esel behilt noch y—1. Da nun jene
Last dreimal so groB ist als diese, so wird

x+1=3y-3.

Also sind unsere zwei Gleichungen:
Liy+1=2x-2|
ILjx+1=3y-3|

Aus der ersten findet man —x=¥ und aus

der anderen x=3y—4, woraus diese neue -

Gleichung entsteht: }:;—3= 3 y —4, welche mit

2 multipliziert gibt y+3=6y—8, und y sub-

trahiert, kommt 5y —8=3, dazu 8 addiert, so

hat man 5y=11, y=% oder 2% und hieraus
3

x=2§.

II

Antwort: Also hat der Maulesel 2% Pud, dér

Esel aber 2l Pud getragen. (Euler: Voll-
standige Anleitung zur Algebra) H. Pieper

Lésungen zum alpha-Wettbewerb,

Heft 6/82

Ma5 82266 Der jiingste Sohn sei n Jahre
alt; folglich ist der zweite Sohn (n+2) Jahre,
der ilteste Sohn (n+4) Jahre, die Mutter
(n+24) Jahre, der Vater (n+30) Jahre alt. Die
Familienmitglieder sind somit zusammen
(5n+ 60) Jahre alt.

Nun gilt 5n+60=80, 5n=20, also n=4. Die
Sohne sind 4, 6 und 8 Jahre alt; die Mutter ist
28 Jahre, der Vater 34 Jahre alt.

Ma5 #2267 Angenommen, die Familien
Kunz, Schulz, Ludwig, Miiller und Richter
haben (in dieser Reihenfolge) k, s, I, m und r
Kinder. Aus b) folgt: k<s.

Aus c) folgt: k<s<r. _

Aus d) folgt: k=m, also k=m<s<r.

Aus e) folgt: I<k, also l<k=m<s<r.
Wegen 1<, k,m,s,r<4und I+k+m+s+r
=12 existiert genau eine L&sung, ndmlich
I=1, k=2, m=2, s=3, r=4. Die Familie
Ludwig hat 1 Kind, die Familien Kunz und
Miiller haben je 2 Kinder, die Familie Schulz
3 Kinder und die Familie Richter 4 Kinder.

Ma5 82268 Angenommen, Karl las am er-
sten Tag n Seiten dieses Buches; dann las er
am zweiten Tag 3 - n Seiten, am dritten Tag
5n Seiten. Das Buch umfalBt somit 9n
Seiten. Nun gilt 160 <9 - n< 170. Daraus folgt
n=18. Das Buch umfaBt somit 9-18=162
Seiten.

Ma5 #2269 Angenommen, der Sohn ist n
Jahre alt, der Vater also 5 - n Jahre und GroB-
vater 10-n Jahre. Zusammen sind sie 16-n
Jahre alt. Nun gilt 16 - n=80, also n=S5. Der
Sohn ist 5 Jahre, der Vater 25 Jahre, der
GroBvater 50 Jahre alt.

Ma5 82270 Es seien a, b und ¢ die Lebens-
alter der Kinder von Frau Meier. Dann gilt
abc=1-1-24=1-2-12=1-3-B=1-4-6
=2-2-6=2-3-4. Nur die Summe 14+4+6
=11 ergibt eine Primzahl. Die Kinder von
Frau Meier sind 1 Jahr, 4 Jahre und 6 Jahre
alt. Die Hausnummer lautet 11.

Mas5 82271 Wir gehen wie [olgt vor:

(1) Der 9-1-Eimer wird gefiillt.

(2) Aus dem 9-1-Eimer fiillen wir zweimal
nacheinander jeweils den 4-1-Eimer, der da-
nach jedes Mal geleert wird.

(3) Die im 9-I-Eimer verbliebene Wasser-
menge von 1 Liter gieBen wir in den 4-1-
Eimer.

(4) Wir fiillen erneut den 9-1-Eimer, fiillen da-
nach den 4-1-Eimer bis zum Rand auf. Es
verbleiben im 9-1-Eimer danach 6 Liter Was-
ser.

Ma6 82272 Wir nehmen eine Fallunter-
scheidung vor.

a) Angenommen, jemand hat sich eine gerade

Zahl 2n gedacht; er hat dann folgendes no-
tiert:

1,2,3,4,...,2n—1, 2n

Da die erste notierte Zahl (1) ungerade, die
letzte notierte Zahl aber gerade ist, sind es
genau so viele ungerade wie gerade Zahlen.
b) Angenommen, jemand hat sich eine ungera-
de Zahl 2n + 1 gedacht; er hat dann folgendes
notiert:

1,2,34,..,2n2n+1.

Da sowohl die erste als auch die letzte no-
tierte Zahl ungerade ist, existiert genau eine
ungerade Zahl mehr, als gerade Zahlen vor-
handen sind.

Folglich ist die Anzah! der verbleibenden un-
geraden Zahlen niemals kleiner als die Anzahl
der gestrichenen Zahlen. Sie ist entweder
gleich oder um 1-groBer als die halbe Anzahl
aller notierten Zahlen.

Ma6 82273 Durch Einsetzen erhalten wir
aus der gegebenen Ungleichung
a+b+a-b+8<10,
a+b+a b<2.
Folgende geordneten Zahlentripel [a, b, c] er-
fillen die gestellten Bedingungen: [0, 0, 8],
[1,0,8] [0, 1, 8].

Ma6 82274 Die GroBe des AuBenwinkels
¥ CBF des Dreiecks ABC ist gleich der
Summe aus den Gr6Ben der ihm nicht an-
liegenden Innenwinkel ¥ CAB und £ ACB;
sie betrdgt somit 35°+45°=80°. Winkel
¥ CEF ist AuBenwinkel des Dreiecks BFE.
Seine GroBe ist gleich der Summe der Gr6Ben
der ihm nicht anliegenden Innenwinkel
¥ EBF und « BFE, also 80° +20° =100°,

Ma6 =2275

DD -

_2-13-14-15-1_ 100-1
=72 3 4 5 100
1-2-3-4:5-...- 99 1
T2.34-56-..-100 100

Ma6 ®2276 Die Anzahl der von Axel, Bru-
no, Christian und Dieter erzielten Tore sei
a, b, c und d; dann gilt

c<d, 1)
atb=c+d, b))
b+d<a+c. 3)
Aus (2) und (3) lolgt
a+2b+d<a+2c+d,
2b<2c, also b<ec. “)
Aus (2) und (4) lolgt
a+c>c+d,a>d, alsod<a. 5)
Aus (1), (4) und (5) folgt schlieBlich
' b<c<d<a.

Bruno erzielte die wenigsten, Axel die mei-
sten Tore.

Fortsetzung auf Seite VIL
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Knobel mit a

Jedem der 10 Buchstaben in der Uber-
schrift ist genau eine der 10 Ziffern

)

KNOBELMIT -

)

K - K=NoexaaaaaoaT

Labyrinth

Im Wald

T
|
|
|
|
" 2 ; KNOBELMIT N  K=OQTTTTTTTTTI
0 bis 9 zuzuordnen, daB die Gleichun- o) |
mﬂhw bis (3) zu wahren Aussagen KNOBELMIT - O - K=BIIIIIIIM |
. @ _
KNOBELMIT-B ‘K= |
EMMMMMMMMML [
(5)
KNOBELMIT ‘E - K=LLLLLLLLLLE !
(6) |
KNOBELMIT 'L - K=MEEEEEEEEEB [ Vexierbild
Q) " : .
[ Dornroschen steht in der linken oberen
MIT-M - K= B L. .
Mvzomwmr IT- M-k =IBBBBBBBBBO I Ecke des auf die linke Seite gedrehten
KNOBELMIT -1 - K=TOOOOOOOOON _ Bilclss.
)
KNOBELMIT - T - K=aNNNNNNNNNK _ Schliisseleien
_ Es gehdren zusammen: A-2; B-4;
10 | 15 C-6; D-5; E~1; F-3
|
}
|
Knifflige Frage " Labyrinth Im Wald
Wenn man an den Enden der Binder | ” Verbinde die Punkte 1 bis 57!
zieht, wird sich nur bei zwei Ver- Es entsteht ein nettes Ferienbild.
schlingungen ein Knoten bilden - die |
A 8 anderen ldsen sich glatt auf. Wo er- |
geben sich Knoten? | —
_ .
| a -
_ bN‘ «49 1
c D| Logeleien [ B 2.
| T " N
1AA:10=10 )y % e %, taw
2% . % =2 _ B ane o <2 0
_ 55, % . o
a0
A-A=B _ - ;
£ o5 ~C 5 %, *® T 3 o,
C-D=E _
F-G=H [ 7
_
|

v
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Kiirzester Weg gesucht!

Wie muB der Fahrer der Leipziger
Volkszeitung (LVZ) fahren, um mit
kiirzestem Weg alle Zeitungskioske zu
beliefern?

Losungen zu:
Sehen — Merken — Kombinieren

1. Offensichtlich nicht: Erfahrene Tou-
risten stellen das Zelt nicht in einer
Mulde auf. Auch ist die Feuerstelle un-
sachgemiB angelegt. 2. Mit aller Wahr-
scheinlichkeit nicht gut:

Fisch wird nicht vo& Kopf her ge-
schuppt, und Striimpfe mit so langem
Faden zu stopfen, ist unzweckmiBig.

3. Von links nach rechts. 4. Nein, denn
es weht Wind. 5. Die Sonnenblume ist
offensichtlich abgebrochen und in die
Erde gesteckt. 6. Am Bildrand ist ein
Wegweiser zum nahegelegenen Ort zu
sehen. 7. Die Jungen haben aller Wahr-
scheinlichkeit nach Fahrrider: am Zelt
lehnt eine Luftpumpe. 8. Zu keiner. Das
ist ein Agrarflugzeug.

Knifflige Frage
Die Binder A und D bilden Knoten.

Logeleien

144:12=12; 120:5=24;
3:3=9,4-2=8,7—6=1.

Kesselgulasch

Experiment

In die untenstehende Figur sollst du
Ziffern so einsetzen, daB sich waage-
recht wie senkrecht richtig geloste Auf-
gaben ergeben.

Teilbéres

Lege die Vorlage (bestehend aus

5 kleinen Quadraten) sechsmal so auf
das groBe Quadrat, daB jeweils die
Summe 20 erscheint !

\n| 2O v

Al w|w|r

L

] :

b — — —_— e e e - e e e e e — — — e b . e — — — — e e e e e E—— —— — ——

BIRAR L
)]
518

Gut beobachten!

Auf der Zeichnung sind 15 halbierte
Vasen zu sehen. Unter ihnen befinden
sich 12, von denen man jeweils zwei
Teile zu einer vollstindigen Vase zu-
sammensetzen kann. Zu drei von ihnen
jedoch 1aBt sich keine ,,Partnerin‘
finden. Welche sind das?

Kryptarithmetik

VI



Ma7 #2277 Angenommen, Klaus ist ge-
genwirtig x, Jens y, also Gisela (27—x—y)
Jahre alt. Vor drei Jahren war Klaus x—3,
Jens y—3, Gisela (24 —x — y) Jahre alt. Nun
gilt '
x—3=3-24—x—y)und y—-3=2-(24—x
=),
x—3=72-3x—3yund y—3=48—2x -2y,
4x +3y=75 und 2x+ 3y=>51,
3y=75—4x und 3y=51-2x.
Daraus folgt durch Gleichsetzen

51 -2x=75—4x,
2x =24, also x=12 und somit 3y=51-2-12
=27, also y=9.
Gegenwirtig ist Klaus 12, Jens 9, Gisela
6 Jahre alt.
Ma7 w2278 Viereck ABCD ist genau dann
ein Parallelogramm, wenn 4B | CD und
AB=CD gilt. (Auf den einfachen Beweis sei
hier verzichtet.) Durch Verschiebung AB wird
C das Bild von D und s,’ das Bild von s,. Das
heiBt, wir konstruieren das Bild des Schen-
kels s; bei der Verschiebung AB und erhalten
den Punkt C=D'. Die Parallele zu AB durch
C schneidet s, in D.

4B=PQ; 48| PQ

Ma7 #2279 Wenn x=3, s0 x>=9>7. Des-
halb gilt x<3. Fiir x=0 gilt y>=7; es gibt
keine natiirliche Zahl, deren Quadrat gleich
7 ist.

Fir x=1 gilt 1+y+y?=7, also y+)y?=6
bzw. y(y+1)=2-3.

Fir x=1 gilt somit y=2.

Fiir x=2 gilt 44+2y+y?=7, also 2y+y?=3
bzw. y(y+2)=1"-3.

Fiir x=2 gilt somit y=1.

Die geordneten Paare {1, 2] und [2, 1] sind
die einzigen Losungen dieser Gleichung.

Ma7 82280 Wegen 5*=625< 1000 und 10*
=10000>9999 gilt fir die Quersumme g
=a+b+c+d dieser Zahlen 6<¢<9. Wir er-
halten somit

6% = 1296 (entfillt, da g =18),

74=2401 mit ¢=7,

84 =4096 (entfillt, da g=19),

94—=6561 (entfzEllt, da g=18).

Es existiert genau eine solche Zahl, nimlich
2401 =(2+440+ 1) =74

Ma8 22281 zendet aul0, also ist z durch 2,
5 und 10 teilbar. z endet auf 00, also ist z
durch 4 teilbar. z endet aul 100, also ist z
nicht durch 8 teilbar.

Um die Teilbarkeit von z durch 3, 6 bzw. 9
zu ermitteln, bendtigt man die Quersumme
von z.

Wir schreiben nun die Ziffern der Zahl z in
folgendes Schema:

123456789
10111213141516171819
20212223242526272829
30...

40...

100

Es 148t sich iiberblicken, daB die Summe
1424+3+...49 in der Quersumme von z
zwanzigmal vorkommt. Nun ist 20(1+2+3
+...49)=900. Die 1 von der 100 ist noch zu
addieren, so daB die Quersumme von z
gleich 901 betrédgt. Daraus folgt, daB z durch
keine der Zahlen 3, 6 oder 9 teilbar ist.

Ma8 ®2282 a) Bildet man den Quotienten
aus z und ihrer Quersumme, so erhilt man
111a 111

Fa -3 - 7.

b) Jede dreistellige natiirliche Zahl mit drei
gleichen Grundziffern 1aBt sich in_der Form
100a+ 10a+a=111a darstellen. Ihre Quer-
summe betrdgt also 3a und ist demzuflolge
ein Vielfaches von 3.

Wenn z eine gerade Zahl ist, so ist z ein Viel-
faches von 6, da jede durch 3 teilbare gerade
Zahl, die groBer oder gleich 6 ist, ein Viel-
faches von 6 ist.

Mag 2283 Da die Summe der Innenwin-
kelgroBen in jedem konvexen Viereck 360°
betrigt, gilt:

a)a+ 20+ 3 +4a=360°d. h. a=36°.

Es folgt B=72°, y=108° und §=144°,

Da a+6=180° und f+y=180° ist und diese
Winkelpaare jeweils entgegengesetzt liegende
Winkel sind, gilt AB| CD; ABCD ist ein
Trapez.

b)a=36° 8="72°y=144°und 6=108°.

Da a+y=180° und +6=180° und « und y
sowie B und 4 jeweils in diesem Viereck
gegeniiberliegende Winkel sind, ist ABCD
ein Sehnenviereck.

Mag #2284 Bezeichnet man den Flichen-
inhalt des Kreises k mit A; und den des Krei-
ses ky mit Ay, S0 gilt das Verhiltnis

24y, tAu=x7,:1007;.
Nun gilt die Bezichung r=2r,, wenn r die
Radiuslinge von k und r, die von k; be-
zeichnet.

Daraus folgt
2nry 2 :4nr 2 =x%, :100% bzw.
1:2 =x%,:100%.

Die Fliacheninhalte der beiden einbeschriebe-
nen Kreise nehmen zusammen 509, des
Flacheninhaltes des Kreises k ein.

Ma9 82285 Wir formen die Gleichung
(x+a) '=x""+a"!
unter Beachtung der Neberibedingungen
dquivalent um und erhalten
1 1.1

_+_’
x+a x a

at+x_ |1

xa x+a
(x+a)’=ax,
x*+ax+a*=0,

a®—4a

a
x1,2=—§i 3

Es kann nur dann reelle Losungen geben,
wenn die Diskriminante nicht negativ ist.
Folglich muB gelten:

a?—4q?
>
3 20,

—34%20,

3a? <0,

a®<0.
Daraus folgt, daB nur =0 mdglich sein kann.
Das ist aber laut Bedingung der Aufgabe aus-

zuschlieBen (% wire nicht del’miert)! Es

gibt keine reelle Zahl x, fiir die die gegebene
Gleichung eine wahre Aussage wird.

Ma9 ®2286 Es seien x; und x; zwei LOsun-
gen der Gleichung x* —2x+k=0; dann gilt-
nach dem Wurzelsatz des Vieta
X +x,=2 (1)
Xy * X2=k. (2)
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit gelte
X12=x,.
Es folgt dann nach (2): x,3=k.
Setzt man a*=k, dann ist a=x; und a*=x,.
Dann gilt nach (1): ¢ +a—-2=0.
Diese Gleichung hat die Losungen a; = —2
und a,=1. Wegen a*=k ergibt sich nun
ki=—8und k;=1.
Probe: Setzt man in die Gleichung x? —2x + k
=0 fiir k die Zahl k, = —8 ein, so erhilt man
x;=4 und x,=-2, und es gilt (—2)*=4
Setzt man fiir k die Zahl k, =1 ein, so erhilt
man x;=1und x,=1, und es gilt 12=1.
1 und —8 sind somit die einzigen reellen
Zahlen fur k, die die Bedingungen der Aufgabe
erfillen.
Ma$ #2287 Aus a*—b*=65 [olgt schritt-
weise durch dquivalentes Unformen
(a*—b*¥a+b») =65,
(@a—b)(@+b)(@®+b*)=1-5-13.
Wegen a—b<a+b<a®+b? gilt a—b=1,
a+b=5a*+b*=13.
Daraus folgt a=3.und b=2.
Es existiert genau ein solches geordnetes
Zahlenpaar, namlich (3, 2).

Ma9 w2288 a) Es seien A4, A;, A, die Fli-
cheninhalte der Dreiecke ABC, ADC bzw.

DBC; dann gilt:
A=A+ A,
ae alf
A=T+T,
A=2(e+f),
2
A=10cm?2
b) Es gilt:
ae+af=c-h
ule+f)=c-h,
ch
e+f=T,

d.h. e+f ist konstant.

VIl



Ma10/12 2289 Wir betrachten zunéchst
die Jahreszahl x? und suchen nach mégli-
chen Quadratzahlen, deren Wurzeln ein sinn-
volles Lebensalter des Bruders ergeben.
Es ist 442 = 1936,
452 =2025,
462=2116, ...
Hieraus ergbit sich eigentlich schon die ein-
zige Moglichkeit, ndmlich, daB der Bruder
im Jahre 2025 ein Lebensalter von 45 Jahren
erreicht haben wird.
Dann ist er im Jahre 2025 —45=1980 gebo-
ren, und fir das Geburtsjahr 1980 gilt:
1980=x"-y
=45"-y.
Es folgt y=44.
Der Bruder wird im Jahre
(x+1)-y=45+1)-44
=46-44
=2024 y Jahre, d.h.
44 Jahre alt sein. Im Jahre
x 4yt —xy=452+442-45-44
=2025+1936—-1980
=1981
war der Bruder 1 Jahr alt.

Ma10/12 #2290 Nach dem Satz des Pytha-
goras gilt:
()] di2=a’+b?
I R
3)  dit=a’+c?
Setzt man a?=x, b=y und ¢?=z, so erhilt
mand,;®>=x+y;dy*=y+zundds*=x+z.
Nun gilt x+y=25cm?,
y+z=34cm?,
x+z=41cm? Daraus folgt
z—x= 9cm? und
x+z=41cm? und schlieBlich
z=25cm? und damit c=5cm.
Weiter folgen nun
x=16 cm? und damit a =4 cm und
y= 9cm? und damit b=3 cm.
Das Volumen dieses Quaders betrigt
V=ab-c
=3cm-4cm-5cm
=60cm?.

Mal10/12 #2291 Es sei a<b<c ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit. Aus

24 24 24
=22 hy="" h.="Z fol
ha a,h,, 5 " folgt
2—A+2—A+3'i=h.+h,,+h,,
a b c

2A<l+l+l)=h,,+h,,+h,.
a b ¢

VIII

3 1.1

Wegen —=—+4— !
c ¢ c

111
o<t
) c a b ¢
gilt weiter 6TA§h,,+h,,+hc.

ela+b+c)

Wegen A=¢g-s= 3

gilt
3

M é ha + hb + ht,
9¢(a+b+c)

3c
Wegen 3c>a+b+c gilt
9¢-3c
3c
90<Lho+hy+h, w.z.b.w.
Fiir a=b=c gilt das Gleichheitszeichen.

She+hy+h.

éha+hb+h¢-,

Ma10/12 #2292 Bezeichnet man den Fli-
cheninhalt des Kreises k mit 4; und den des
Kreises k, mit Ay, 80 gilt das Verhiltnis
34k, : Ay=x%,:100%.

Die Mittelpunkte M,, M,, M3 der einbe-
schriebenen Kreise bilden ein gleichseitiges
Dreieck mit der Seitenlange 2r,, wenn man
die Linge des Radius des Kreises k; mit r,
bezeichnet. Der Mittelpunkt M des Kreises
k ist Schnittpunkt der Seitenhalbierenden
dieses Dreiecks. Deshalb gilt fiir die Lange
des Radius r:

r=§[/§r, +r; bzw. r=<§[/§+ 1>r1,

Nun [olgt

3,2

My e __9
A 7+4//3
Ir,?

e . _X7-4/3)
V3+1) 1 4948
_ 3 =9(7-4)/3)
= 2 =63-36)/3
(3 3+1) =0,646.

3
T4 4~ 3
3+3/3+3

Die drei einbeschriecbenen Kreise nehmen
zusammen etwa 64,69, des Flacheninhalts
des groBeren Kreises ein.

Phé #116 Aus dem Weg-Zeit-Diagramm
erhidlt man als gegebene GroBen:
fir OB 5, = 800m, t; = 2min,

fir CD 5;=2400m, t;= 3 min,

fir EF s3=1200m, t;= 4 min,

fiir OD 54=3200m, t,= 6 min,

fir CF s5=3600m, ts= 8 min,

fiir OF 54 =4400 m, t= 11 min.

Gesucht ist die Durchschnittsgeschwindig-
keit v. Man erhilt sie in allen Fillen nach

. _
der Gleichung v=>, also

S _51_800m_800km-60_, km
"7 2min  1000-2h h’
- _s2_2400m_2400km 60 . km
2% 3min  1000-3h h’
- _2_1200m_1200km-60=18k_m
*T{s 4min  1000-4h h’
- _ss_3200m_3200km-60_ . km
“"t 6min 1000-6h h’

- _s5_3600m_3600km 60 _, km

5=t 8min 1000-8h h’

5 _s_6_4400m=4400km-60=24k_m

"t 1lmin 1000-11h h

Ph7 #117 Geg: F;=515kp
F2=665kp
e=51+5;=240m

Ges.: sy, 52

Nach dem Hebelgesetz ist
Fy-sy=F;" 52, und auBerdem
gilt s; =e—s,. Dann ist
File—s3)=F;"s,,
Fie—Fy5,=F;"s,,
Fie=F; s;+F,s,,
Fre=s:F1+F,),

S
F] +F2,
,,515kp-240m
> 515kp+665 kp’
5,=105m,
und S)=€—352,
$1=2,40m—1,05m,
s;=135m.

Die Entfernung von den Achsen
1,05 m bzw. 1,35 m.

betragt

Ph8 ®118 Geg.:m=13g,d=31 mm,
[ g

0cu=3892 om® oa=27 om® !

PCu=94%, PA1=6%-

Ges.: h

(1) Berechnung von mc, und m4;

m:mc,= 100 :pc, ma=m-—mc,

mc,,=% mu=13g—1222¢
_13g-94%; mau=078¢g
mea="1000;
me,=1222g
(2) Berechnung von V¢, und Vy
Mcu __mAl
Qcu= Vew Qm—ﬂ
Vo =8 _ 12,22g-cm’
@cu 8,92 g
_ mar 0,78 g cm’
Al= E;_ 2’7 g
Veu=1,37 cm? V4=0,29 cm?
(3) Berechnung von V
V=Vout+Va
V=137 cm*+0,29 cm®
¥V =1,66 cm?
(4) Berechnung von h
n
V=7‘d2 “h
4V 4-1ebem’
T rd? T 3,14-3,1%cm?
h=022cm

Die Miinze ist 2,2 mm dick.



Fall a) Befindet sich S2, S3 oder S5 auf F4, so
konnen wir durch Verschieben innerhalb des
,.rechten Quadrates* S| auf F2 bringen und
erhalten damit die Stellung von Bild 6.

Bild 6

401

Fall b) Ist F4 mit S1 besetzt, dann verschieben
wir die Steine so, daB S4 auf F4, S1 auf F$5
kommt und F1 mit irgendeinem Stein besetzt
ist. SI verschieben wir nun innerhalb des
,rechten Quadrates* auf einen der rechten
Randplédtze F3 oder F6. AnschlieBend brin-
gen wir innerhalb des ,,linken Quadrates* S4
wieder auf F1 (S1 bleibt dabei auf seinem
Platz). Jetzt schieben wir innerhalb des ,,rech-
ten Quadrates' S1 auf F2 (Bild 6).

In jedem Falle kénnen wir also S4 auf F1 und
zugleich S! auf F2 bringen. Davon aus-
gehend konnen wir also stets S1 und S4 auf
ihre richtigen Pldtze F1 und F4 bringen. Aus
dem Studium des 2 X2-Kistchens wissen wir,
dafl wir mit den restlichen drei Steinen stets
entweder die Stellung von Bild 7 oder die Stel-
lung von Bild 8 erreichen kénnen.

Bild 7 Bild 8
112138 11215
4|5 43

Wir wenden uns wieder dem 4 x4-Feld zu.
Wir wissen nun, daB wir in einem 2 x3-Feld
bzw. 3 X2-Feld, in demdas Leer(eld enthalten
ist, stets die beiden Randplétze auf einer der
Schmalseiten nach Wunsch besetzen kon-
nen. Stellen wir uns jetzt im 4 x4-Kistchen
jeweils nacheinander 2 x3- bzw. 3 xX2-Kist-
chen abgeteilt vor, so kénnen wir uns iber-
legen, dal3 wir von einer beliebigen Anfangs-
stellung ausgehend erst Fl und F2, dann F3
und F4, dann F5 und F6, dann F7 und F8,
dann F9 und F13, schlieBlich F10 und F14
als ,,die beiden Randpléitze nehmen und so
mindestens zu einer der folgenden beiden
Stellungen I oder II gelangen konnen (natiir-
lich mufl man vorher immer erst die beiden
jeweiligen Steine in den Sechserblock hinein-
tauschen):

Bild 9
11234 11213 4
516 7)|8 5(6 |7
9 |10|#M |12 9 |10 (1 |15
13 (14|15 13 |14 |12

Bild 10

Durch Verschieben innerhalb des stark um-
randeten 2 X 3-Feldes von Bild 10 konnt ihr
nach einigen Ziigen zu der Stellung von Bild
11 gelangen. Also gilt folgender Satz.

Bild 11 0lu |2

15 | 14

Satz 1: Aus jeder Anfangsstellung 148t sich
durch Verschieben stets die Stellung I oder 11
erzeugen.

Noch ungeklirt ist, ob sich die Stellungen 1
und II ineinander durch Verschieben iiber-
fithren lassen.

Bild12 [T 7159

2|8 |14

2 |15( 4 |10
3|16

Wir stellen uns irgendeine Anfangsstellung
vor, z.B. Bild 12, und notieren die Zahlen
in der beim Lesen gewohnten Reihenfolge,
wobei das Leerfeld dabei nicht beriicksichtigt
wird. .

Im Beispiel: 1,7,5,9,3,12,8, 14,2, 15,4, 10,
13, 11, 6. Wir fithren nun einen Vergleich mit
der natiirlichen Reihenfolge der Zahlen von 1
bis 15 durch: Die Zahl 1 steht an richtiger
Stelle. Die Zahl 7 steht vor den Zahlen 2, 3,
4, 5 und 6. Das sind 5 VerstoBe gegen die
natiifliche Reihenfolge. Solche VerstoBe wol-
len wir [nversionen nennen. Wir haben es hier
also mit 5 Inversionen zu tun. Die nichste
Zahl, die Zahl §, steht im Widerspruch zur
natiirlichen Reihenfolge vor den Zahlen 2, 3
und 4. Also liegen 3 Inversionen vor. Die nun
folgende Zahl 9 steht vor den Zahlen 2, 3,4, 6
und 8, d. h. 5 Inversionen. Insgesamt haben
wir0+5+3+5+1+4+6+3+6+0+5+0
+1 +2 +1 =238 Inversionen. Diese Inver-
sionen liefern nun den Schliissel, um zu ent-
scheiden, ob eine Aufgabe des Fiinfzehner-
spiels 16sbar oder unldsbar ist. Es gilt ndmlich
[olgender Satz:

Satz 2: Eine Stellung mit F16 als Leerleld
kann genau dann in die Stellung I uiberfiihrt
werden, wenn die Anzahl aller Inversionen
eine gerade Zahl ist.

Diesen Satz 2 werden wir mittels der Sitze 3
und 4 beweisen. Aus Satz 2 folgt dann z. B.,
daB} Stellung I nicht in Stellung II zu iiber-
fihren ist: Stellung I hat keine Inversionen;
Stellung II hat eine Inversion, die 15 steht
vor der 14.

Wir wollen durch Satz 3 zunichst einmal die
Frage beantworten, wie sich durch das Ver-
schieben eines Steins die Anzahl der Inversio-
nen dndert. Durch waagerechtes Verschieben
dndert sich offensichtlich nichts. Schieben
wir in Bild 13 den Stein mit der Nr. x senk-
recht nach oben, so riickt er in der Reihen-
folge drei Plaize vor. Die Nummern der drei
iibersprungenen Steine (in Bild 13 punktiert)
seien a, b, ¢ (a <b<c). Es sind folgende
vier Fille méglich:

Bild 13

%

l. x>a, b,c; 2. x<a, b, ¢; 3. a<b<x<e;
4. a<x<b<c. Stand Sx erst hinter den
drei Steinen Sa, Sb, Sc, so steht Sx nach dem
Hochziehen vor diesen drei Steinen. Verédnde-
rung der Anzahl der Inversionen: 1. 3 neue;
2. 3 weniger, 3. 2 neue (wegen x > a, b) und
1 weniger (wegen x <c), insgesamt | mehr;
4.2 weniger und 1 mehr, d. h. 1 weniger. Eine
entsprechende Uberlegung kénnen wir Ffiir
den Fall durchfithren, daB wir einen Stein
senkrecht nach unten schieben. Insgesamt er-
halten wir folgendes Ergebnis:

Satz 3: Durch das waagerechte Verschieben
eines Steines dndert sich die Anzahl der In-
versionen nicht, durch das senkrechte Ver-
schieben um eine ungerade Zahl.

Fithren wir beim Fiinfzehnerspiel einen Zug
durch, so wandert dabei das Leerfeld um
einen Platz in waagerechter oder senkrechter
Richtung. Ist das Leerfeld anfangs aul einem
bestimmten Platz und nach einer gewissen
Anzahl von Ziigen wieder an derselben Stelle,
so muB jeder Zug in einer bestimmten Rich-
tung durch einen anderen in entgegengesetz-
ter Richtung aulgehoben worden sein, ein Zug
nach rechts z. B. durch einen nach links.

Satz 4: Verschieben wir einc Stellung in eine
andere mit dem Leerfeld auf demsclben Platz,
so haben wir dabei eine gerade Anzahl von
wadgerechten und eine gerade Anzahl von
senkrechten Ziigen durchgefiihrt.

Da eine gerade Anzahl von ungeraden Zahlen
geradzahlig ist, konnen wir aus den Sétzen 3
und 4 schlieBen, daB sich eine Stellung mit
dem Leerfeld auf F16 hochstens dann in Stel-
lung I liberfiihren 146t, wenn die Anzahl aller
Inversionen gerade ist. Ist umgekehrt die An-
zahl der Inversionen irgendeiner Anfangs-
stellung gerade, so ist dann die Stellung II
(mit | Inversion) nicht erreichbar. Nach Satz |
miissen wir also in unserem Beispiel durch
Verschieben die Stellung I erreichen kénnen.
Damit ist Satz 2 bewiesen.

Wir haben somit beim Fiinfzehnerspiel 2
Gruppen von Anfangsstellungen mit dem
Leerfeld auf F16, die ,,16sbaren'* und die ,.un-
losbaren™*. (Zu welcher Gruppe die Aulgaben
der geschiftstiichtigen Wirte gehorten, kon-
nen wir uns ja denken.) Es bleibt uns noch
die Vermutung zu bestétigen, dal diese Grup-
pen gleich groB sind.

Vertauschen wir bei irgendeiner Stellung S14
und S15 miteinander, so dndern wir die In-
versionenanzahl um I. Einer l6sbaren (unlds-
baren) Aufgabe kénnen wir also genau eine
unlosbare (losbare) Aufgabe zuordnen, indem
wir gerade die Steine 14 und 15 vertauschen.
Die der (Idsbaren) Stellung auf Bild 12 auf
diese Weise zugeordnete (unldsbare) Stellung
ist in Bild 14 zu sehen. Wir kdnnen uns iiber-
legen, daB dasselbe auch fiir die Vertauschung
zweier beliebiger Steine gilt, und erhalten
dann die folgende Entscheidungsregel fiir die
Losbarkeit bzw. Unldsbarkeit einer Aufgabe,
die auch in einigen Biichern iiber unterhalt-
same Mathematik angegeben ist.
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Bild 14

11753
J|12|18 |15
2 |14 4|10
13|1|6

Satz 5: Eine beliebige Stellung mit dem Leer-
feld auf Platz 16 1aBt sich genau dann in die
_ Stellung I verschieben, wenn sich die Stellung
I durch eine gerade Anzahl von aufeinander-
folgenden Vertauschungen zweier Steine er-
halten 148t.

Im 2 x2-Feld haben wir die Steine zwar in
alle moglichen Stellungen geschoben, aber wie
sieht es dort mit der Giiltigkeit der Sdtze |
bis 5 aus? Genauso konntet ihr einmal im
3 x3-Kastchen untersuchen, welche Sitze
dort in welcher Form gelten. Ein richtiger
Mathematiker hat oft erst dann Ruhe, wenn
er allgemein fir ein n Xn-Feld (n beliebige
natiirliche Zahl) das Problem gelost hat. Bei
Wilhelm Ahrens und auch bei Gerhard Ko-
walewski konnt ihr euch noch ausfiihrlicher
iiber das Fiinfzehnerspiel und gewisse Ab-
wandlungen davon belesen. Sicher lag es
nicht nur an der durch die Mathematiker ge-
schaffenen Klarheit, daB die Spielwut allmih-
lich wieder abflaute.

Bild 15

4
5
8
1 /
7
Wir wollen uns abschlieBend folgendem
Schiebeproblem, das auch auf Sam Loyd
zuriickgeht, zuwenden: Wir stellen uns ein
wie in Bild 15 mit Rechtecken bzw. Quadra-
ten besetztes 4 X5-Feld vor und wollen ver-
suchen, das Quadrat | in die rechte untere
Ecke zu schieben, dorthin, wo sich jetzt die

Steine 8 und 9 befinden. Probiert es doch ein-
mal! M. Dewefi

Sam Loyd

Sam Loyd (1841 bis 1911) ist sicher als
Schachproblemkomponist einigen von euch
schon bekannt: Er erfand aber auch unzih-
lige Ritsel und Spiele. Bereits mit 10 Jahren
spielte er ausgezeichnet Schach, und im Alter
von 14 Jahren wurde im New York Saturday
Courier erstmals eine Schachaufgabe von
ihm veroffentlicht. Das Schachspiel nahm
bald sein ganzes Interesse in Anspruch. Mit
16 Jahren wurde er Schach-Redakteur beim
Chess Monthly. Er bestritt aber auch die
" Schachspalten einer Reihe anderer Zeitungen
und Zeitschriften. Teilweise verbarg er sich
unter Pseudonymen wie W. King, A. Knight,
W. K. Bishop. Nach 1870 beschiftigte er sich

62

ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN

IM BLICKPUNKT

Bericht iiber eine
Schulmeisterschaft

In diesem Schuljahr wurde an unserer Schule,
der 12. Oberschule Georg Schumann in Berlin-
Lichtenberg, im Rahmen der ersten Stule der
Mathematikolympiade eine Schulmeister-
schaft der Jungen Mathematiker durchge-
fihrt.

In einer Klausur, wie sie in den hoheren Stu-
fen iiblich ist, hatten die Teilnehmer in zwei-
einhalb Stunden drei Aufgaben zu 15sen.

Der gesamte Wettbewerb wurde durch die
Kinder- und Jugendorganisation gefiihrt. Da-
zu wurde von der Grundorganisationsleitung
cine Arbeitsgruppe gebildet. [n Absprache mit
den Fachlehrern schlugen die gewihlten Lei-
tungen der Klassen ihre Vertreter als Teil-
nehmer vor. Das waren pro Klasse 4 bis
8 Schiiler. Auch einige Teilnehmer aus Klasse

4 nahmen als Friihstarter am Wettbewerb’

teil.

Die Arbeitsgruppe stellte die Meldungen zu-
sammen, lud die Teilnehmer ein, richtete die
Klausurrdume her, legte die Sitzordnung fest
und fihrte wihrend der Klausur auch die
Aufsicht. Zu Beginn des Wettbewerbs be-
griiBten in den einzelnen Rdumen die Direk-
torin, die Pionierleiterin und der Fachzirkel-
leiter die Teilnehmer, begliickwiinschten sie
zu ihrer Delegierung und wiinschten ihnen
viel Erfolg. Ein Fachlehrer der Schule stand
bereit, um wahrend der ersten Stunde even-

tuelle Fragen der Teilnehmer zu den Aul-~

gabentexten zu beantworten.

zunehmend mit mathematischen Denkspie-
len, Ritseln, Gesellschaftsspielen und origi-
nellen Werbegeschenken.

Einige seiner Ritsel und Spiele gingen um die
ganze Welt und sind auch heute noch interes-
sant. Nach seinem Tode gab sein Sohn Sam
Loyd jr. 1914 die ,,Cyclopedia of Puzzles*
heraus, eine umfassende Sammlung von Rit-
seln seines Vaters. Martin Gardner, ein ame-
rikanischer  Unterhaltungsmathematik-Ex-
perte, hat etliche dieser Ritsel neu herausge-
geben.

Alle Teilnehmer arbeiteten mit groBem Eifer
und in ausgezeichneter Disziplin. Nach Ab-
schiuB des Wettbewerbs fanden sich mehrere
Gruppen zusammen und diskutierten iiber die
verschiedenen LOsungswege.

Die Arbeiten der Teilnehmer aus den Klassen
5 und 6 wurden von Mitgliedern der Arbeits-
gruppe unter Anleitung eines Mathematik-
lehrers durchgesehen und bewertet. Die Schii-
ler arbeiteten sehr gewissenhaft und erfiillten
diese Aulgabe ausgezeichnet. Die Arbeiten der
iibrigen Klassenstulen wurden von den Fach-
lehrern korrigiert. AnschlieBend nahm die
Arbeitsgruppe. eine Zusammenstellung der
Ergebnisse vor. In einer gemeinsamen Bera-
tung mit der stellvertretenden Direktorin fiir
auBerunterrichtliche Tatigkeit und dem Fach-
zirkelleiter wurden die Preistrager [estgelegt
und gleichzeitig die Mannschalt fir die 2. Stu-
fe zusammengestelit. Durch einen Aushang an
der Wandzeitung der Schule wurden die Na-
men der erfolgreichsten Teilnehmer dem
Schulkollektiv ‘bekanntgegeben. AnlaBlich
des Appells zum Jahrestag der Griindung der
DDR erhielten diese Schiiler Urkunden und
Biicher. Zugleich werden die erfolgreichsten
Teilnehmer und die Mitglieder der Arbeits-
gruppe zu einer Festveranstaltung eingeladen,
an der auch die Sieger der Wettbewerbe in
anderen Fichern, wie z. B. dem Fest der deut-
schen Sprache, dem Fest der russischen Spra-
che usw. teilnehmen.

Diese Form des Wettbewerbs fand bei den
Schiilern groBen Anklang. Sie freuten sich,
ihr Wissen und Kdnnen aul dem Gebiet der
Mathematik unter Beweis stellen und ihre
Kréfte messen zu konnen. Fiir einige war die-
ser Wettstreit AnlaB, in eine mathematische
Arbeitsgemeinschalt einzutreten. Wenn unse-
re Schule inzwischen iiber zahlreiche Schiiler
verfigl, die Mitglied des Klubs Junger Ma-
thematiker Lichtenbergs sind, und wenn von
den sieben zur zweiten Stufe delegierten Schii-
lern dréi einen Preis dabei errangen, dann
zeigt sich auch daran, daB die Mathematik an
unserer Schule hohe Wertschétzung genieft.
Freilich muBten wir fir die Klausur eigene
Aulgaben entwickeln, da die zentral ver6ifent-
lichten zum Teil nicht fiir eine Klausur ge-
eignet und iiberdies auch vorher bereits be-
kannt sind. Wir stiitzten uns dabei aufl Auf-

_gaben aus [riiheren Olympiaden und auf sol-

che, die in der alpha verdflentlicht wurden.
Selbstverstiandlich konnte jeder Schiiler auch
Ldsungen zu den zentral verdflentlichten Aul-
gaben beim Fachlehrer abgeben.

In dhnlicher Form und mit den gleichen Auf-
gaben ist eine Schulmeisterschaft an nahezu
allen Schulen unseres Stadtbezirkes und an
etwa weiteren 100 Schulen Berlins durchge-
fiihrt worden und hat viel Zustimmung gefun-
den. Wir werden daher auch im kommenden
Jahr wieder eine solche Meisterschalt durch-
fuhren.

K. Lehmann



Welche Aufgaben die Teilnehmer zu 16sen
hatten, sei am Beispiel vorgestellt:
Schulmeisterschaft — Mathematik 1982

Klasse 5§

1. Uwe hat 235 Briefmarken in seiner Samm-
lung. Wiirde er 55 Stilck weniger besitzen, so
hiitte er genau halb so viele Marken, wie Antje
zur Zeit besitzt und 70 Marken weniger als
Kurt. Wie viele Marken besitzen diese drei
Kinder zusammen?

2. Zeichne 5 Geraden g¢,, g3, g3, ga und g;s 5o,
daB sie

a) keinen gemeinsamen Punkt,

b) genau einen Schnittpunkt,

c) genau vier Schnittpunkte,

d) genau fiinf Schnittpunkte und

e) genau acht Schnittpunkte miteinander ha-
] ben!

Als Losung gilt jeweils eine entsprechende
Zeichnung. Eine Begriindung ist hier nicht er-
forderlich, doch sind parallele Geraden zu
kennzeichnen, z.B. g, || g2.

3. Joachim, Frank und Thomas haben erfolg-
reich an der Spartakiade teilgenommen, einer
von ihnen am 100-m-Laul, einer am Speer-
werfen und einer am Tischtennis. Jeder von
ihnen erkdmpfte eine Medaille, und zwar
einer eine Gold-, einer eine Silber- und einer
eine Bronzemedaille.

Ferner ist bekannt:

(1) Der Tischtennisspieler, der mit Joachim
befreundet ist, erhielt eine Bronzemedaille.
(2) Thomas nahm an keiner der beiden leicht-
athletischen Disziplinen teil.

(3) Joachim nahm nicht am Speerwerfen teil.
(4) Im Speerwerfen erreichte keiner dieser drei
Jungen eine Goldmedaille.

Wer beteiligte sich an welcher Sportart? Wer
erkdmpfte welche Medaille?

Klasse 6

1. Eine Strecke von 154 mm Linge soll in
drei Teilstrecken a, b und ¢ zerlegt werden.
Dabei soll b doppelt so lang wie a sein, und ¢
soll viermal so lang wie a sein.

Gib die Lingen von g, b und ¢ an!

2. Um ein Becken mit rechteckiger Grund-
fliche, das 18 m lang und 12m breit ist,

wird ein 2 m breiter Gang angelegt. Wie gro8

ist die Flache des Ganges?

3. Gegeben sind die drei Gleichungen
(Da+b=10; (2)c+d+e=16;
B)f+g+h=14.

Anstelle von g, b, ¢, d, e, f, g und h sollen
Zahlen so eingesetzt werden, daB drei richtig
geldste Additionsaufgaben entstehen.

Dabei sind folgende Bedingungen einzuhal-
ten: )

(I) Es diirfen nur die Zahlen 1,2, 3,4, 5,6,7, 8
und 9 benutzt werden.

(1I1) Jede dieser Zahlen darf hochstens einmal
verwendet werden. o

(I1I) Fiir verschiedene Buchstaben sind ver-
schiedene Zahlen einzusetzen.

- a) Da acht Buchstaben zu ersetzen sind, aber

neun Zahlen zur Verfligung stehen, wird eine
dieser Zahlen nicht benutzt. Welche ist das?
b) Gib ein Beispiel dafiir an, wie die Zahlen
eingesetzt werden konnen, so daB alle Bedin-
gungen der Aufgabe erfiillt sind!

Klasse 7

1. In einer Klasse erhielt als Jahresendzensur
im Fach Mathematik kein Schiiler die Note 5,
jeder neunte die Note 1, jeder dritte die Note 2
und jeder sechste die Note 4. Die Klasse hatte
mehr als 20, aber weniger als 40 Schiiler.
Ermittle die Anzahl der Schiiler, die als Jah-
resendzensur die Note 3 erhielten!

2. Aufl den Schenkeln eines spitzen Winkels
BAC werden von A aus gleiche Strecken
AM und AN abgetragen. Ein beliebiger
Punkt D (von A verschieden) der Halbieren-
den dieses Winkels wird mit M und N ver:
bunden. . '

a) Beweise, daB DM =DN ist!

b) Beweise, da MN von AD halbiert wird!

3. In einem Kasten befinden sich 76 Kugeln,
und zwar 20 rote, 20 griine, 20 gelbe, und der
Rest besteht aus schwarzen und weiBen Ku-
geln. Brigitte soll im Dunkeln aus diesem
Kasten so viele Kugeln herausnehmen, daf
unter ihnen mit Sicherheit 10 Kugeln gleicher
Farbe sind.

Wie viele Kugeln muB sie mindestens heraus-_

nehmen?

Klasse 8

1. In einer Klassenarbeit erhielten 5 Schiiler
die Note ,Eins“, acht Schiiler die Note
»Zwei“, 4 Schiiler die Note ,,Vier”. Alle {ibri-
gen Schiiler erhielten die Note ,,Drei®. Der
Durchschnitt der Arbeit betrug genau 2,5.
Wieviel Schiiler haben diese Arbeit mitge-
schrieben?

2. Gegeben sei ein beliebiges Trapez ABCD
(AB || CD). Seine Diagonalen mégen einander
in S schneiden.

Beweise, daB die Dreiecke ASD und BCS ein-
ander flachengleich sind!

3. Marianne sagt: ,,Ich habe mich in meinem
Leben erst viermal geirrt.“ Daraul erwidert
Uli: ,,Dann hast du dich jetzt zum [linften Mal
geirrt.

Zeige, daB Ulis Aussage auf jeden Fall falsch
ist!

Klasse 9

1. Ermitteln Sie alle vierstelligen natiirlichen
Zahlen, die die Bedingungen (1) und (2) er-
fiillen: ;

(1) Die Zahl wird mit vier Zifllern geschrie-
ben, die vier aufeinanderfolgende einstellige

natiirliche Zahlen bezeichnen. An die Reihen-

folge dieser Ziffern werden keine Anforderun-
gen gestelit. _
(2) Die Zahl ist durch 45 teilbar.

2. Gegeben sei ein Dreieck ABC.

Darin seien # und y die GroBen der Innen-

winkel 4BC bzw. BCA. Auf der Seite BC liege

ein Punkt D so, dal der Winkel BDA die
.« o ¥ _B

GroBe 90 +375 hat.

Beweisen Sie, daB D aul der Halbierenden des

Winkels BAC liegt!
3.In HAUS
+ HAUS
STADT

sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt
werden, daB eine richtig geldste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei sollen flr gleiche
Buchstaben gleiche Ziflern und fiir verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziffern einge-
setzt werden.

Geben Sie alle Losungen dafiir an!

(Es sei vorausgesetzt, dal keine der Zahlen
mit der ZifTer 0 beginnt.)

Klasse 10

1. Von einem rechtwinkligen Dreieck ABC sei

bekannt:

AC=6cm; BC=8cm; Winkel BCA=90".

a) Berechnen Sie die Linge von AB!

b) Das Lot von C auf AB habe den FuBBpunkt
D. Berechnen Sie die Linge von CD!

2. Beweisen Sie folgenden Satz:
Setzt man vor eine dreistellige Zahl ihr Dop-
peltes, so ist die entstehende sechsstellige bzw.
siebenstellige Zahl stets durch 3, 23 und 29
teilbar!
3. Gegeben seien n Punkte A4, B,C, D, ... inder
Ebene. Sie sollen so miteinander verbunden
werden, daB jeder dieser Punkte mit genau
drei anderen Punkten direkt (d. h., ohne daB
die Verbindungslinie einen weiteren dieser
Punkte trifft) verbunden ist.
a) Zeigen Sie, daB das fiir n=6 moglich ist!
b) Begriinden Sie, daB das fiir n =7 nicht mog-
lich ist!
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aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 4/6

Genauigkeit gefragt!

Teil 1: Zur Addition und Subtraktion
von Niherungswerten

Klaus bekommt zur Jugendweihe von seinen
Eltern einen Taschenrechner. Bei allen mog-
lichen Rechnungen verwendet er ihn nun.
Dabei ist Klaus immer wieder erstaunt, wie
schnell und genau man mit diesem Hilfsmittel
arbeiten kann.

Nach seiner 14tégigen Urlaubsfahrt versuchte
er, die von ihm zurlickgelegte Fahrstrecke zu
ermitteln.

Er war am 1. August von Leipzig mit dem
Fahrrad zu seiner Tante nach Halle gefahren.
Mit Hilfe seines Kilometerzéhlers am Fahr-
rad ermittelte er eine Fahrstrecke von
41,4 km.

Nach einem dreitigigen Aufenthalt in Halle
ging es per Anhalter nach Rostock Liitten
Klein. Hier verbrachte Klaus 10 erholsame
Tage bei seiner Schwester, die ihn am
14. August mit dem Auto nach Halle zuriick-
brachte. Die Entfernung betrug entsprechend
der Anzeige des Kilometerzdhlers am Auto
384 km. Die Strecke Halle—Leipzig fuhr Klaus
wieder mit seinem Fahrrad.

Hier sind nun die Entfernungen fiir die ein-
zelnen Teilstrecken angegeben:

Leipzig-Halle 41,4 km,
Halle-Rostock 380 km,
Rostock—Halle 384 km,
Halle-Leipzig 41,8 km.

Die Entfernung Halle—Rostock bestimmte
Klaus mit Hilfe einer Autokarte.

Nachdem Klaus die Entfernungen mit seinem
Taschenrechner addiert hatte, schrieb er in
sein Tagebuch ,,Fahrstrecke Leipzig-Halle—
Rostock und zuriick 847,2 km“.

Was meinst du zu dieser Angabe?

Ist Klaus - ausgehend von seinen Entfer-
nungsangaben — berechtigt, die Gesamtstrek-
ke in Kilometer auf Zehntel genau anzuge-
ben?

Betrachten wir dazu die einzelnen Angaben:
Bei allen Werten handelt es sich um Nihe-
rungswerte. Mit Naherungswerten, die durch
Messen, Schitzen oder Runden entstanden
sein konnen, wird jeweils ein Intervall ange-
geben, in dem der genaue Wert liegt.

Mit dem Niherungswert 41,4 km gibt man
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an, daB der wahre Wert der Strecke s, zwi-
schen 41,35 km und 41,45 km liegt, d. h., hitte
man den wahren Wert aufl Zehntel gerundet,
so hitte man 41,4 km erhalten.

® Gib das Intervall an, das mit dem Nihe-
rungswert 41,8 km beschrieben wird!

Da der Kilometerzihler des Autos nicht die
Zehntelkilometer angibt, liegt der genaue
Wert der Fahrstrecke s, (Rostock—Halle) in
folgendem Intervall:

383,5km=<s,<384,5 km.

Die getrampte Strecke Halle-Rostock hat
Klaus im Nachhinein mit Hilfe eines Lineals
und der Autokarte seines Vaters ermittelt.
Gehen wir davon aus, daB die Strecke nur auf
Zehner genau bestimmt wurde, d. h. die Null
der Angabe 380 km nicht mehr zuverldssig
ist, so liegt der wahre Wert zwischen 375 km
und 385km. Kénnte man davon ausgehen,
daBl man 380 km auf Einer gerundet hitte,
wire die Null eine zuverldssige Ziffer, und der
wahre Wert ldge im Intervall 379,5 km und
380,5 km.

Wie wir sahen, sind die einzelnen Naherungs-
werte jeweils als Angaben fir ein Intervall
aufzufassen, in denen der genaue Wert liegt.

Die Gesamtentfernung zu ermitteln, bedeutet
wiederum die Angabe eines Intervalls.

Am genauesten erhdlt man dieses Intervall,
indem man die jeweils kleinsten Werte (un-
tere Wertschranken) und die jeweils groBten
Werte (obere Wertschranken) der einzelnen
Intervalle addiert. In unserem Fall miiBten
wir die untere Wertschranke wie folgt berech-
nen:

41,35km+375km+383,5km +41,75 km
=841,6 km.

Fiir die obere Wertschranke ergibt sich ana-
log:

41,45 km+ 385 km+384,5 km+41,85 km
=R852,8 km.

Wie man sieht, wird mit dem von Klaus er-
mittelten Wert von 847,2 km ein viel zu klei-
nes Intervall beschrieben, d.h. eine viel zu
groBe Genauigkeit vorgetduscht, denn mit
dem Niherungswert 847,2km miiBte der
wahre Wert zwischen 847,15 km und 847,25
km liegen.

Wiirde man 847,2 km aul 847 km runden, so
ist das damit beschriebene Intervall noch
immer viel zu klein.

Mit 800 km wiirde ein zu groBes Intervall an-
gegeben, da dieser Ndherungswert nur eine
zuverldssige Ziffer enthalt, ndmlich die 8. Will
man das Berechnen von Wertschranken um-
gehen, also von 847,2 km ausgehen, so miifte
man dieses Resultat auf 850 km runden. Das
mit dieser Zahl angegebene Intervall stimmt
zwar auch nicht mit dem durch Wertschran-
ken ermittelten liberein, doch kommt es die-
sem von den in Frage kommenden am nach-
sten.

Als grobé Faustregel gilt:
(1) Bei der Addition und Subtraktion von
Nihrungswerten ist im Ergebnis hdchstens

die Stelle noch zuverldssig, bis zu der alle
Eingangsdaten zuverldssig sind.

Betrachten wir dazu nochmals die Entfer-
nungsangaben von Klaus. Bei allen An-
gaben war die Stelle der Zehner mit einer zu-
verldssigen Zifler besetzt. Bei den Einern war
das (wegen der Entfernungsangabe Halle—
Rostock) schon nicht mehr der Fall, d.h,
nach (1) ist das Ergebnis auf Vielfache von 10,
also auf 850 km zu runden.

Klaus konnte als ermittelte Gesamtstrecke
seiner Reise 850 km angeben.

Aufgaben

Al a Gib-ausgehend von den Sachverhal-

ten und den vorgegebenen Zahlenwerten —

ein Intervall an, in dem der wahre Wert liegt!

- Seitenldnge eines Vierecks: 3,4 cm

- Zuschauerzahl bei einem FuB3ballspiel:
45000

- Zimmertemperatur (mit einem

Zimmerthermometer gemessen): 21°C

K&rpertemperatur (mit einem

Fieberthermometer gemessen): 37,0°C

- Wanderweg: 5,4 km

a2a Ermittle die Gesamtzuschauerzahl
der sechs angegebenen Sportveranstaltungen
des Monats Mai auf dem Sportplatz der BSG
Einheit!

Zuschauer
1. Mai 750 auf Vielfache
Volkssportfest von 10 gerundet
6. Mai 3000 auf Vielfache
FuBballspiel von 1000 gerundet
12. Mai 150 auf Vielfache
Schulsportfest von 10 gerundet
18. Mai 1500 aul Vielfache
FuBballspiel von 1000 gerundet
22. Mai 600 auf Vielfache
Betriebssportfest ~ von 100 gerundet
28. Mai 400 auf Vielfache
Kreismeisterschaft von 100 gerundet.

_der Leichtathleten

a3 a Fiirdie Seitenlidngen g, b eines Recht-

ecks wurden folgende MeBergebnissé ange-

geben: a=41cm, b=3,1m.

Ermittle den Umfang des Rechtecks, und run-
i 1

de sinnvoll! L. Flade
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Uberraschungen
mit einem Wiirfel

Uberall in unserer Umwelt steckt Mathema-
tik. Sogar ein Wiirfel, wie ihr ihn aus Gesell-
schaftsspielen oder auch aus einem Kinder-
baukasten kennt, birgt einige mathematische
Uberraschungen. Um die Umwelt zu studie-
ren, darf man sie nicht nur einfach anschauen
— man mubB sie beobachten. Aber auch das ist
zu wenig: Man muf} experimenticren.

Fir unsere Experimente mit einem Wiirfel
brauchen wir ein Quadratgitter - ein Blatt
quadratisch karierten Papiers, bei dem die
Seitenldngen der Quadrate mit der Kanten-
linge unseres Wiirlels iibereinstimmen. Auf
dieserri Gitter werden wir den Wiirfel bewe-
gen.

o
v

Vor Nasse
schafeen

Der Wiirfel zeichnet sein Netz

Wir legen den Wiirfel auf das Quadrat mit
dem Mittelpunkt M (Bild 1); dann drshen wir
den Wiirfel um 90° um seine Kante 4B, die
mit einer Seite des Gitters zusammen[illt
(d-h., wir kippen ihn um die Kante AB). Der
Wiirfel liegt jetzt mit einer anderen Flache
auf dem Quadrat mit dem Mittelpunkt N.
Diesem Kippen kann man die Strecke MN
zuordnen.

Wir [ithren nun finf auleinanderfolgende
Kippungen aus, die durch den Streckenzug
MNRSPQ festgelegt sind. Bei dieser Bewe-
gung beriihrt der Wiirfel nacheinander sechs
Quadrate des Gitters, diese bilden ein Viel-
eck (schraffierte Flidche in Bild 1). Uberpriift
durch ein Experiment, daB dabei jede Be-
grenzungsfliche des Wiirfels das Netz genau
einmal beriihrt! Das schraffierte Vielek ist
deshalb ein Nerz des Wiirfels.

Es ist leicht einzusehen, daB auch der Strek-
kenzug MNKLHT ein Netz des Wiirfels
festlegt, das jedoch vom ersten verschieden
1st,

Bild 1

Ala Findet durch fortlaufendes Kippen
des Wiirfels experimentell noch zwei seiner
Netze, die von den beiden aus Bild 1 ver-
schieden sind !

A2a Im Bild 2 ist ein und derselbe Spiel-
wiirfel in zwei verschiedenen Lagen darge-
stellt. Welche seiner Begrenzungsflichen trégt
die ,,4“?

A3a Ein Spielwiirfel befindet sich in der
linken unteren Ecke eines 3 x 10-Gitters (3
Spalten aus je 10 quadratischen Feldern) in
der in Bild 2a angegebenen Ausgangslage.
Kann der Wiirfel (durch fortlaifendes Kip-
pen) iiber alle Felder des Gitters lauflen, wenn
er kein Feld mit der ,,3“ beriihren darf?

t

Der Wiirfel fiirbt die Ebene

Beschiftigen wir uns jetzt mit einem Wiirfel
mit verschiedenfarbigen Begrenzungsflichen.
Wir nehmen an, daB jede Fliache des Wiirfels
das Feld des Gitters, das sie gerade beriihrt,
mit der entsprechenden Farbe einfirbt. Aufl
jedem Quadrat soll sich der Wiirfel nur einmal
aufhalten diirfen.

Nun 18sen wir gemeinsam die [olgende Auf-
gabe:

A4 a Kann ein Wiirfel mit verschiedenfar-
bigen Begrenzungs(liachen, der fortlaufend um
jeweils eine seiner Kanten gekippt wird, ein
4 x 4-Gitter so einfirben, daB es keine be-
nachbarten gleichfarbigen Quadrate gibt?

Das Besondere des aufgeworfenen Problems
kann man sich am leichtesten aul experimen-
tellem Wege klarmachen, indem man zu-
néchst kleinere Gitter betrachtet: Beim Uber-
streichen eines 2 x 2-Gitters sind das erste und
das letzte Quadrat stets sowohl benachbart
als auch gleichfarbig. Es ist also nicht mog-
lich, eine scharfe Kurve des Typs RNKL
(Bild 1) durch fortlaulendes Kippen zu be-
schreiben. Aber ohne solche scharfen Kurven
kann man auch kein 3 x 3-Gitter und kein
4 x 4-Gitter liberstreichen. Folglich kann man
keine Firbung, wie sie in Aufgabe 4 gefordert
wird, erhalten.

adaa Lost Aufgabe 4 fiir ein 5 x 5-Gitter!

A5a Kann ein Wiirfel mit verschiedenfar-
bigen Begrenzungsflichen durch fortlaufen-
des Kippen alle Felder eines 4 x 5-Gitters so
iiberstreichen, daB dieses Gitter mit nur 5 Far-
ben eingefdrbt wird?

Wir kippen einen Spielwiirfel

In den folgenden Aufgaben geht es wieder um
einen Spielwiirfel, wie er in Bild 2 dargestellt
ist. Wir vereinbaren einige Regeln, nach denen
der Wiirfel zu kippen ist:

(1) Ausgangslage ist jeweils die in Bild 2a an-
gegebene Stellung des Wiirlels.

(2) Der Wiirfel darf nur nach rechts oder nach
oben gekippt werden.

(3) Aufl jedem Feld des Gitters darf sich der
Wiirlel nur einmal befinden.

Wir beginnen mit folgender Frage:

A6A Der Wiirlel befindet sich in Aus-
gangslage im linken unteren Feld eines 4 x 4-
Gitters. Kann man ihn nach unseren Regeln
so in die rechte obere Ecke des Gitters brin-
gen, daB der Wiirfel dann auf der ,,3“ liegt?
(Bild 3)

Bild 3

Auch jetzt ist es zweckmiBig, zunichst 2 x 2-
bzw. 3 x 3-Gitter zu betrachten. Ein Versuch
zeigt, daB der Wiirfel nur diejenigen Qua-
drate mit seiner ,,3“ beriihrt, die in der
3. Vertikalen oder in der 3. Horizontalen (von
unten gezihlt) liegen. Demzufolge ist die auf-
geworfene Frage negativ zu beantworten.

Ein weiteres Problem:

A7A Wir haben wieder wie in Bild 3 ein
quadratisches 4 x 4-Gitter, in dessen linker
unterer Ecke ein Wiirfel liegt.

Ermittelt fir jedes Feld des Gitters, auf wie-
viel voneinander verschiedene Arten man den
Wiirfel nach unseren Regeln in dieses Feld
bringen kann!

Experimentiert mit dem Wiirfel, bevor ihr die
Antwort auf Bild 4 anseht! Habt ihr die Ge-
setzmiBigkeit erkannt, die in diesem Bild
steckt?In jedem Feld ist die eingetragene Zahl
gleich der Summe der beiden Zahlen, die in
den unmittelbar unter bzw. links von diesem
Feld liegenden Feldern stehen.

Bild 4

X1#1

A8a Ein Spielwiirfel befindet sich in Aus-
gangslage im linken unteren Feld eines 4 x 4-
Gitters. Auf welche Felder des Gitters kann
man den Wiirfel nach unseren Regeln brin-
gen, so daB er sich dort wieder in Ausgarigs-
lage beflindet? Beantwortet diese Frage auch
fiir ein 5 x 5-Gitter! F. Bartenew

65



In freien Stunden - alpha-heiter

aus: Dikobraz, Prag

Die Null auf der Bank

Auf einer Bank im Sonnenschein
sal3 — wertlos — eine Null allein,
und niemand nahm von ihr Notiz,
nicht ein Passant, nicht die Miliz.

Da kam die Eins des Wegs daher,
zur Bank, die sozusagen leer.
Und setzt’ sich ohne weitern Sinn
vor jene Null ganz einfach hin.

Im Augenblick war’s eine Zehn,
und eine Frau blieb vor ihr stehn.
Sie hat dann sofort nachgedacht
und eine zweite Null gebracht,

woraus die Hundert nun entstand
und allgemeinen Beifall fand.
Denn wer vorbeikam, dem gefiel
das attraktive Zahlenspiel.

Sechs Nullen waren angehingt
und hatten sich kaum angestrengt.
Die Eins, die sprang zur Seite,
und jene Bank war pleite.
E. Winkler, aus: Eulenspiegel

Teilbarkeitsregel

Welche beiden Ziffern mull man
a) vor die Zahl 1983,
b) hinter die Zahl 1983
setzen, damit die so entstehende fiinfstellige Zahl
durch 101 teilbar ist?
Dr.J. Riehl, EOS Egeln

Kannenknobelei

Aus einer Molkerei werden 7 volle und 7 halbvolle
Kannen Magermilch sowie 7 leere Kannen an drei
LPG (Landw. Produktionsgenossenschaft) zuriick-
geliefert. Die Kannen sollen so aufgeteilt werden, da
jede Genossenschaft die gleiche Menge Magermilch
und die gleiche Anzahl Kannen erhilt, ohne dal eine
Umfiillung notwendig ist. Wieviel volle, halbvolle und
leere Kannen muf jede LPG bekommen?

aus: NBI
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Riitselspa

o [ ] ] ]

1. Linie im Dreieck; 2. trennt Zdhler und Nenner; 3.
ein Drachenviereck hat sie immer; 4. Dreieck hat
keine, Viereck hat zwei, Fiinfeck hat fiinf . . . ; 5. Vier-
eck; 6. Festlegung; 7. Seite eines gleichschenkligen
Dreiecks; 8. Rechenoperation; 9. wahre Aussage;
10. Kérper

Bezirksklub Junger Mathematiker,
Halle, Klassenstufe 6

Auf Pilzsuche

5 Viter und 5 S6hne gingen in den Wald und sammel-
ten Pilze.

Obwohl jeder einen Korb voll gesammelt hatte, stan-
den am SchluB nur 6 Korbe vor der Datsche. Wie
kann das sein? Schiilerin Andrea Leuschke, Aue

L, Stimmt ! E. Neumann, aus NBI

GleloNeledes
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Zahlenpyramide

Die Buchstaben in dem Namen des deutschen Mathe-
matikers J. H. LAMBERT (1728 bis 1777) und der
Buchstabe X sind so durch Ziffern 0 bis 9 zu ersetzen,
dall nachfolgende Gleichungen zu wahren Aussagen
werden. Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche
Ziffern und verschiedene Buchstaben verschiedene

Ziffern. J-T=T
JH-T=JXR
JHL -T=JJXE
JHLA -T=JJJXB
JHLAM - T=J1JJ XM
JHLAMB - T=JJJJI X A
JHLAMBE - T=JJJ1JJ X L
JHLAMBER ' T=JJJJJJJ X H

JHLAMBERT - T = JJJJIJJI X J
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Welcher Beruf — Welches Studienthema ?
EVA D. FECHTER

BARI
ING. ANITA SCHENK-RUHM
STENDAL
WIM KLUNG HELI C. BRUZ
ESSEN EDAM '
Fachlehrer D. Knape, Jessen
Rundreiseproblem

Gegeben sind 4 Stidte, jede ist mit jeder durch eine
StraBe bekannter Linge verbunden, und ein Wanderer
will von der Stadt 1 aus alle Stiddte auf einer kiirzesten
Route aufsuchen und wieder zur Stadt 1 zuriickkehren.
Welches ist die kiirzeste Lange des Wanderweges?

Aus der math. Schiilerzeitschrift Wurzel,
Universitdt Jena

Neue Begriffe
Boxreportage — Faustskizze
Taucherfahrung — Grundkenntnisse

Wer sendet der Redaktion alpha weitere neue
mathematikintensive Begriffe?

Neues vom Juli

Angesichts der Tatsache, daB vor zwei Wochen noch
Juni war und in drei Wochen schon wieder August ist,
mull man doch sagen, daB der Juli ganz schén in der
Klemme steckt.

Riitselfigur

Raufund runter: Erster Begriff — von oben nach unten,
zweiter Begriff — von unten nach oben:

1. Alpenhirt/Stadt in Frankreich, 2. Stadt im Ruhr-
gebiet/FluB im Bezirk Erfurt, 3. Wiesenpflanze/Be-
stattungsbehiltnis, 4. Kurzzeichen fiir ,,modulo*/ ein
Miinster, 5. Einhufer/Weinernte, 6. kosmisches Gebil-
de/Bewegungs- und Existenzform der Materie, 7. gerb-
saures Salz/wie v.o.n.u., 8. Hilfspunkt fiir Vermes-
sungsarbeiten (Abk.)/Metall (chem. Formelz.), 9. Per-
sonalpronomen/Wasser in festem Zustand, 10. Stadt in
Jugoslawien/FluB in der Sowjetunion, 11. Ureinwoh-
ner Afrikas/Niederschlag, 12. ein Verb (Imperativ)/
Schnur, 13. griechischer Buchstabe/Sinnesorgan, 14.
eisendhnliches Metall (chem. Formelz.)/Energieein-
heit.

Bei richtiger Auflésung ergeben sich in der ersten
Zeile ein Kreis- oder Kugelabschnitt und in deér letzten
Zeile ein Mathematiker und Statistiker (1857 bis 1936)
(siehe schattierte Zeilen!).

Dr. R. Mildner,
Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitit Leipzig

Weiterkommen

Nabil El-Solami, aus Elternhaus und Schule
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XXII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)

"
v

Aufgaben

Olympiadeklasse 7

220731 Die Konsumgenossenschalt erstat-
tet in jedem Jahr 1,6°%; desjenigen Betrages
zuriick, fir den Konsummarken abgerechnet
wurden. Von vier Familien 4, B, C und D ist
aus einem Jahr bekannt:

A hatte ftir einen doppelt so groBen Betrag ab-
gerechnet wie B oder was dasselbe war, fiir
einen dreimal so groBen wie C bzw. [iir einen
viermal so groBen wie D;

die vier Familien A, B, C, D erhielten zusam-
men 336 M zuriickerstattet.

Fiir jede der vier Familien A, B, C, D soll
aus diesen Angaben ermittelt werden:

a) Fiir welchen Betrag hatte diese Familie in
diesem Jahr Konsummarken abgerechnet?
b) Welchen Betrag erhielt daher diese Familie
zuriickerstattet ?

220732 Petra schreibt nacheinander sechs
natiirliche Zahlen auf. Die erste Zahl wihlt
sie beliebig, jede weitere genau um 7 groBer
als das Doppelte der jeweils vorangehenden
Zahl. Sie stellt fest, daB die Summe der sechs
aufgeschriebenen Zahlen durch 21 teilbar ist.
a) Bilde ein Beispiel, und bestitige in diesem
Beispiel Petras Feststellung!

b) Beweise, daB bei jeder beliebigen Wahl der
ersten Zahl die beschriebene Rechnung zu
einer Summe fithrt, die durch 21 teilbar ist!

220733 Konstruiere ein Trapez ABCD mit
AB| DCausa=50cm,b=3,5cm, c=25cm
und h=3,0cm! Dabei seien a die Linge der
Seite AB, b die der Seite BC, ¢ die der Seite CD
und h der Abstand der beiden parallelen
Seiten AB und DC voneinander.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Untersuche, ob durch die gegebenen
Léngen ein Trapez ABCD bis auf Kongruenz
eindeutig bestimmt ist!

220734 Im Schaufenster eines Sportgeschif-
tes befindet sich ein Stapel aus 550 gleich
groBen Billen. Der Stapel besteht aus waage-
rechten Schichten. Jede Schicht enthilt Bille
in einer rechteckigen Anordnung, wie sie das
Bild zeigt. Die Anzahl a und die Anzahl b
sind in jeder Schicht genau um 1 kleiner als
die entsprechende Anzahl in der darunterlie-
genden Schicht. In der untersten Schicht ist
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10 die kleinere der beiden Zahlen q, b. In der
obersten Schicht ist 1 die kleinere der beiden
Zahlen a, b.

Ermittle aus diesen Angaben die Anzahl der
Bille in der untersten Schicht!

220735 Beweise folgenden Satz!

Wenn PQRS ein Trapez mit PQ || SR ist und
wenn Tder Schnittpunkt der Diagonalen PR
und @S ist, dann haben die Dreiecke PSTund
QRTeinander gleichen Flicheninhalt.

220736 Von finl Punkten 4, B, C, D, M
wird folgendes vorausgesetzt: M ist der Mit-
telpunkt der Strecke AB; die vier Punkte
B, C, D, A liegen in dieser Reihenfolge auf
einem Halbkreis iiber 4B, es gilt AB | DC;
die Winkel £ BAC und & CMD sind einander

“gleich groB.

Zeige, daB durch diese Voraussetzungen die
GroBe a des Winkels ¥ BAC eindeutig be-
stimmt ist, und ermittle diese WinkelgroBe!

Olympiadeklasse 8

220831 Cathrin fragte an einem Tag des
Jahres 1981 ihren GrofBvater nach seinem
Geburtsjahr. Der GroBvater, ein Freund von
Knobelaufgaben, antwortete: ,Ich bin édlter
als 65 Jahre, aber jiinger als 100 Jahre. Die
Jahreszahl meiner Geburt ist weder durch 2
noch durch 3 noch durch 5 teilbar. Der Rest,
der bei der Division dieser Jahreszahl durch
60 entsteht, ist keine Primzahl.“

Untersuche, ob diese Angaben insgesamt fiir
ein Geburtsjahr zutreffen konnen und ob sie
das Geburtsjahr eindeutig festlegen! Wie lau-
tet dann das Geburtsjahr des GroBvaters?
Hinweis: Die Jahreszahl soll vollstindig an-
gegeben werden, also z. B. nicht 11, sondern
1911.

220832 a) Beweise, daB fiir n=2,3,4und 5
der lolgende Satz gilt: Wenn ¢ das arithmeti-
sche Mittel von n unmittelbar aufeinander-
folgenden ungeraden natiirlichen Zahlen ist,
dann ist g stets eine natiirliche Zahl.

b) Ermittle unter den Zahlen n=2, 3, 4, 5 alle
diejenigen, fiir die das in a) genannte Mittel g
stets eine gerade Zahl ist!

220833 Konstruiere ein Trapez ABCD mit

AB| DC und den folgenden Eigenschaften

(1), (2), (3) aus b=6 cm! Dabei sei b die Linge

der Seite BC. Die geforderten Eigenschaften

sind:

(1) Es gilt AD=BC.

(2) Es gilt AB:DC=2:1.

(3) Die Kreise mit den Durchmessern AD
und BC beriihren einander.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-

tion! Untersuche, ob durch die gegebene

Linge b ein Trapez mit den genannten Eigen-

schaflten bis auf Kongruenz eindeutig be-

stimmt ist!

220834 Ein Hubschrauber startete um 4.30
Uhr in einer Stadt A und flog mit der Ge-

schwindigkeit ZSOkTm zu einer Stadt B. Dort

blieb er 30 Minuten und flog dann auf dem-
selben Weg mit der Geschwindigkeit 200 kTm

nach A zuriick, wo er an demselben Tag um
11.45 Uhr ankam.
Ermittle die Linge des Weges von 4 nach B!

220835 Der Zentriwinkel ¥XASB eines
Kreissektors s betrage 60°. In diesem Kreis-
sektor sei derjenige Kreis k gezeichnet, der die
Strecken AS, BS und den Bogen ABvon innen
beriihrt.

Wieviel Prozent vom Fldcheninhalt des Kreis-
sektors s betrdgt der Flicheninhalt des Krei-

ses k?

220836 Es sei k ein Kreis mit dem Mittel-
punkt M. Auf k seien Punkte 4, B, C, D in
dieser Reihenfolge so gelegen, dal folgende
Voraussetzungen erfuillt sind:

(1) Die Sehnen AC und BD schneiden ein-
ander in einem von M verschiedenen Punkt S.
(2) Derjenige Teilbogen von A nach B, der C
und D nicht enthilt, ist kleiner als ein Halb-
kreis.

(3) Derjenige Teilbogen von C nach D, der A
und B nicht enthdlt, ist kleiner als ein Halb-
kreis.

Beweise, daB unter diesen Voraussetzungen
stets

{ASD=%(<)EAMB+ ¥CMD)

gilt!
Olympiadeklasse 9
220931 Man ermittle alle diejenigen (im

dekadischen System geschriebenen) dreistelli-
gen Zahlen z, die die Gleichung

. z=(a+b)
erfillen, wobei a, b und ¢ in irgendeiner
Reihenfolge die Ziffern von z sind.

220932 Uber zwei Kreise k,, k; und ihre
Mittelpunkte M, bzw. M, wird vorausge-
setzt, daB der Kreis k; durch den Punkt M,



geht und den Kreis k; in zwei Punkten
schneidet. Ferner sei der Schnittpunkt von k,
mit demjenigen Strahl, der den Anfangspunkt
M, hat und durch M, geht, S genannt. Die
Beriihrungspunkte, die eine gemeinsame Tan-
gente der beiden Kreise k4, k; mit diesen Krei-
sen hat, seien P, bzw. P, genannt.

Beweisen Sie, daB unter diesen Voraussetzun-
gen stets P,S auf M, S senkrecht steht!

220933  Auf einer kreisformig verlaufenden
StraBe von 1000 km Linge (Rundkurs) stehen
10 Autos A, B,C, D, E, F, G, H, J und K. Sie
haben Kraltstolfvorrite von 8; 10; 6; 13; 5;
13; 9; 16; 6 bzw. 14 Litern bei sich. Diese
100 Liter wiirden gerade dafiir ausreichen,
daB ein beliebiges der zehn Autos die 1000 km
einmal zuriicklegen kann. Die Anordnung der
Autos, die Fahrtrichtung und die Weglinge
zwischen den Autos sind aus dem Bild ersicht-
lich.

Untersuchen Sie, ob es mindestens ein Auto
gibt, das bei dieser Ausgangsstellung der
Autos die 1000km dadurch zuriicklegen
kann, daB es unterwegs den Krafistoff der
ibrigen Autos, die an ihren Stellen stehen-
bleiben, tibernimmt! (Verluste beim Uber-
nehmen seien unberiicksichtigt.)

Ist das der Fall, so ermitteln Sie alle die-
jenigen Autos, fiir die eine solche Fahrt mog-
lich ist!

220934 Jens behauptet, daB man alle na-
tiirlichen Zahlen mit Ausnahme von endlich
vielen als Summe von zwei Quadratzahlen
darstellen kann.

Dirk behauptet dagegen, daB es unendlich
viele natiirliche Zahlen gibt, die man nicht als
Summe von zwei Quadratzahlen darstellen
kann.

Wer hat recht?

220935 Aufder Oberfliche einer Kugel vom
Radius 1 seien k; und &, zwei beliebige von-
einander verschiedene GroBkreise. Ihre
Schnittpunkte seien P und Q.

Beweisen Sie, daB fir jeden Punkt S der
Kugeloberfliche die Summe PS?+ Q82 den-
selben Wert hat!

Ermitteln Sie diesen Wert!

Hinweise: 1. Unter einem GroBkreis versteht
man einen Kreis, der sich als Schnitt der Ku-
geloberfliche mit einer durch den Mittel-
punkt der Kugel gehenden Ebene ergibt.

2. Streckenlidngen, z.B. Ps, E seien gerad-
linig gemessen, nicht etwa aul der Kugel-
oberfliche. Dabei sei stets dieselbe MaBein-
heit gewihlt, aber der Einlachheit halber nur
die MaBzahl angegeben.

220936 Von einem Dreieck ABC seien die
Seitenlingen AB=c, AC=b und BC=a ge-
geben. Die Halbierenden der Winkel £ CAB
und ¥ ABC mdgen einander in P schneiden.
Durch P sei die Parallele zu AB gelegt. Sie
schneide AC in Q und BC in R.

Ermitteln Sie die Linge 2R in Abhingigkeit
vonden drei gegebenén Seitenldngen!
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221031 Ermitteln Sie alle diejenigen Quin-

tupel (x, y, z, u, v) aus natiirlichen Zahlen, fir

die O<x=Zy<z=<u<Zvund
x+y+z+utv=x-y -z u-vgit!

221032 Essei M der Mittelpunkt eines Krei-
ses k. Aul der Kreislinie k seien zwei Punkte
A und B so gelegen, da M nicht auf der
Geraden g durch 4, B liegt.
Beweisen Sie unter diesen Voraussetzungen
die folgende Umkehrung des Satzes iiber
Zentri- und Peripheriewinkel !
Wenn fiir einen Punkt P, der beziiglich g in
derselben Halbebene wie M liegt, der Winkel
¥ APB halb so groB ist wie ¥ AMB, dann
liegt P aul der Kreislinie k.

2+)/5+1/7

221033 Beweisen Sie, dal
eine irrationale Zahl ist!

221034 Beweisen Sie folgende Aussage!

In einem Quadrat mit der Seitenldnge a gibt
es zehn Punkte, die so im Innern oder auf dem
Randedes Quadrates gelegen sind, daB je zwei
dieser zehn Punkte einen Abstand groBer als

%a zueinander haben.

221035 Untersuchen Sie, ob die fur alle
reellen Zahlen x durch
f(x)=1981x* +1979x> + 1982x?
+1978x + 1980
definierte Funktion feine Nullstelle hat!

221036 Aus einem Wiirfel mit gegebener
Kantenlidnge a soll ein reguldres Tetraeder
herausgeschnitten werden.

Beweisen Sie, daB es ein solches Tetraeder mit
mdglichst groBer Kantenlidnge gibt ! Ermitteln
Sie diese Kantenlinge in Abhdngigkeit von
a!
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221231 Essind alle nichtnegativen ganzzah-
ligen Losungen des Gleichungssystems

x4+ 1x;+21x34+31x4+41x5=55,
2x1 +12x;+22x3+ 32x4 +42x5 =60,
3x;+13x2+23x3+ 33x4 +43x5 =65,
4x), + 14x; +24x3 + 34x,4 +44x5 =70,
Sx1+15x;+25x3+ 35x4+45x5=175
zu ermitteln.

221232 Man ermittle fir alle diejenigen

30tupel (a4, az,..., aso) von (nicht notwendig

verschiedenen) positiven ganzen Zahlen a;
30

(i=1, ...,- 30), die Z a;= 1983 erfiillen, den
i=1

groBten Wert, den der groBte gemeinsame
Teiler d der Zahlen g; annehmen kann.

221233A a) Man untersuche, ob es eine
kleinste reelle Zahl p mit der [olgenden Eigen-
schaft gibt:

In jedem konvexen Viereck gilt fiir die Seiten-
ldngen g, b, ¢, d und den Flicheninhzclt F des
Vierecks F<p - (a2 +b2+c2+d2).

b) Man untersuche, ob es eine kleinste reelle
Zahl q mit der lolgenden Eigenschaft gibt:
In jedem Dreieck gilt [ir die Seitenldngen q,
b, ¢ und den Fldcheninhalt F des Dreiecks
F<q-@®+b*+cd).

Wenn es in a) bzw. b) eine solche kleinste Zahl
p bzw. g gibt, so ermittle man jeweils diese
Zahl.

221233B Man beweise:
a) Wenn es zu einem Tetraeder ABCD eine
Kugel K gibt, die alle sechs Kanten des
Tetraeders beriihrt, dann gilt
AB+CD=AC+BD=AD+BC. (1)
b) Wenn (1) fir ein Tetraeder ABCD gilt,
dann gibt es eine Kugel K, die alle sechs Kan-
ten des Tetraeders beriihrt.
Definition: Eine Kugel K beriihrt genau dann
eine Strecke s, wenn K die s enthaltende Ge-
rade beriihrt und der Beriihrungspunkt auf s
liegt.

221234 Ist ¢ eine positive reelle Zahl, so be-
zeichne f die fiir alle reellen x 0 durch

. . C
f(x)=sm;

definierte Funktion.

Gegeben sei nun eine beliebige natiirliche
Zahlm> 1.

a) Man ermittle (in Abhéngigkeit von m) alle
diejenigen positiven reellen Zahlen c, fiir die
die Funktion fim Intervall 10< x <20 genau
m Nullstellen hat, unter denen sich auch die
Zahlen 10 und 20 selbst befinden.

b) Fiir-jede in a) gefundene Zahl ¢ beweise

'man, daB fim Intervall 20< x < oc nur end-

lich viele Nullstellen hat. Ferner ermittle man
(in Abhingigkeit von m und fiir jede zu dem
betreflenden m gefundene Zahl c) die groBte
Nullstelle von f.

221235 a) Man beweise: Wenn q, b, ¢ reelle
Zahlen mit a>0 und ac—5%>0 sind, dann
gilt fiir alle reellen x, y, die nicht beide 0 sind,
ax?+2bxy+cy?>0.

b) Man beweise: Wenn q, b, ¢ reelle Zahlen
mit a> 0 und ac—b? <0 sind, dann gibt es in
der x,y-Ebene im Innern jedes Kreises um
den Koordinatenursprung (0; 0) zwei Punkte
P, und P, mit folgenden Eigenschalten: Fiir
die Koordinaten (x,; y;) von P, gilt die Un-
gleichung ax,2+2bx,y, +cy,2>0; fir die
Koordinaten (x;; y;) von P, gilt die Unglei-
chung ax,% +2bx,y,+cy,* <0.

221236 Eine Tiir soll mit einer geniigend
groBen Anzahl von Schlossern versehen wer-
den. Zu jedem SchloB soll eine Sorte passen-
der Schliissel in geniigend groBer Anzahl vor-
handen sein, wobei jeder Schliissel zu genau
einem SchloB passen soll. EIl Personen sollen
derartige Schliissel erhalten, aber nicht jede

69



Person fiir jedes SchloB. Ein Vorschlag lautet
vielmehr, es solle folgendes erreicht wer-
den:

Immer wenn mindestens sechs der elf Perso-
nen anwesend sind, befindet sich unter ihren
Schliisseln fiir jedes SchloB auch ein passen-
der Schliissel;

"immer wenn weniger als sechs Personen an-
wesend sind, haben sie fiir mindestens ein
SchloB keinen passenden Schliissel.
Ermitteln Sie die kieinste Anzahl von Schlos-
sern sowie eine Schliisselverteilung {an die elf
Personen), mit der dieser Vorschlag realisier-
bar wire!

Leserpost

... Mit meinen Schulklassen habe ich in die-
sem Jahr (1981/82) geschlossen am Wettbe-
werb teilgenommen, so daB alle die Minimal-
forderungen erfiillen. Zwei meiner Schiiler
der 5.Klasse sind so gefesselt; daB sie ohne
Aufforderung sich gegenseitig so antreiben im
Losen der Aufgaben, um meinen eigenen Auf-
gabenrekord von 32 Aufgaben vor 11 Jahren
in einem Jahr zu brechen. Einer hat es ge-
schaflt, 64 dieses Jahr selbstandig ohne Hilfe
der Eltern, nur mit einigen Hinweisen in der
Schule, zu i6sen. . .
Muit freundlichen GriiBlen,
Thre ganz jungen Kollegen Hartwig
und Birgit Gopfert geb. Krétenheerd!,
Stadtroda

...Lehrreiche Berichte mit anschlieBendem

Quellenhinweis lese ich aufmerksam und be-

sorge mir die entsprechende Lektiire. . .
Schiiler Steffen Padelt, Berlin-Buch

...Seit 1977 nehme ich am alpha-Wettbewerb
teil. Zur Zeit bin ich Studentin an der Fach-
schule fiir Kindergértnerinnen in Berlin. Ich
bleibe der alpha nach wie vor treu. . .

Petra Kobke, Oranienburg

.. .Mir imponiert immer wieder das Niveau
und die Vielseitigkeit der gestellten Wett-
bewerbsaufgaben. . .

- Schiiler Rolf Kuhn, Leipzig

...Liebe alpha! Ich sah Dich zufillig in

einem Zeitungskiosk und kaufte Dich aus

Neugier. Deinen Wettbewerb machte ich er-

folgreich mit. .. Ich war dann aber schlauer
und abonnierte Dich.

Schiilerin Daniele Burkhardt,

W.-P.-Stadt Guben

...Ich hatte wieder viel Freude an den ge-
stellten Aufgaben. Da sie sich nicht so einfach
in das Schema eines gerade behandelten Stoff-
gebiets einfiigen lassen, waren sie mir eine
groBe Hilfe in Vorbereitung aul das.Abi-

tur... Schiilerin Uta Bolz, Cotthus

... Wir haben gern gearbeitet, mit FleiB, Aus-
dauer und manchmal heftigen Diskussionen
die Lésungen gesucht. Auch im kommenden
Jahr sind wir dabei. . . :

AG Mathe, Ki.6a, OS Stafifurt
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XXII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen
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220521 Es gibt genau die folgenden Vertei-
lungen der geforderten Art:

AJO OO O I 1 1 2

Bl|oO 1L 2 31 2 3 2
cl7 6 545433

220522 Wegen2-50+4-30+6-20+10
=100+120+ 120+ 10=350 wurden 350 cm
Schnur verwendet.

220523 Wegen 650—100=550 sind 550
Schiiler Mitglied mindestens je einer Arbeits-
gemeinschaft. Wegen 550—400=150 sind
von diesen 550 Schiilern 150 Mitglieder nur
in einer Sport-Arbeitsgemeinschaft.

Unter den 500 Mitgliedern von Sport-Arbeits-
gemeinschaften sind wegen 500—150=2350
folglich 350 Schiiler auch Mitglied je einer
anderen Arbeitsgemeinschalft.

220524 Wegen 2-7+5=19 kosten die 7
Bleistilte und 5 Hefte ebensoviel wie 19 Hefte.
Wegen 380:19=20 kostet ein Heft folglich

20 PI. Wegen 2 -20=40 kostet also ein Blei-

stift 40 Pf.

Olympiadeklasse 6

220621
arbeiten:
Aw=(350+170+ 100+ 350+ 550+ 350 + 100
+170) - 280 cm? = 2140 - 280 cm?

=599200 cm?,

das sind 59,92 m?, also rund 60 m2.

Die Lohnkosten Ly fiir die Bearbeitung der
Wandfliche Ay betragen somit rund
Ly=60-(28+ 26+ 83)Pf=60- 137Pf
=8220 Pf, das sind 82,20 M.

Folgende Deckenfliche Ap ist zu bearbeiten:
Ap=(350-550+ 170 350) cm?

=(550+170)- 350 cm? =720 350 cm?
=252000 cm?,

das sind 25,2 m?, also rund 25 m?.

Die Lohnkosten Ly fiir die Bearbeitung der
Deckenfliche Ap betragen somit rund
Lp=25-(28+26+112) P[=25"166 Pf
=25-166 P[=4183 Pf,

das sind 41,83 M.

Die gesamten Lohnkosten L betragen daher
L=(82,20+41,83) M=124,03 M,

das sind rund 124 M.

Folgende Wandflidche Ay ist zu be-

220622

A o
220623 Ein Losungsweg:
Geeignete Summanden sind 3,9, 2 und 18 in
dieser Reihenfolge; denn es gilt 3+9+2+ 18
=32 sowie 3+3=9-3=23=18:3=6. Wi-
re der erste Summand eine kleinere (bzw. eine
groBere) Zahl als 3, so ergdbe sich durch
Addition von 3 eine kleinere (bzw. eine gro-
Bere) Zahl als 6. Dann miiBte der zweite Sum-
mand kleiner (bzw. groBer) als 9, der dritte
kleiner (bzw. groBer) als 2 und der vierte kiei-
ner (bzw. groBer) als 18 sein. Hiernach wire
die Summe kleiner (bzw. gréBer) als 32, was
der Forderung der Aulgabe widerspricht. Also
mub der erste Summand gleich 3 sein, woraus
folgt, daB auch fiir die iibrigen Summanden
keine anderen Zahlen als die oben angegebe-
nen den Forderungen der Aufgabe entspre-
chen konnen.

220624 Aus (7) folgt ¢ >aq,
aus (1) folgt a>e,
aus (4) folgt e>d,
aus (6) folgt d>b.
Daher konnen nur bei der Anordnung
c>a>e>d>b
die Forderungen (1) bis (8) erfiillt sein.
Sie sind erfillbar, z. B. durch
b=1,d=2,e=4,a=8,c=16;
denn
8 ist ein (ganzzahliges) Vielfaches von 4,
1 ist ein Teiler von 16,
16 ist ein (ganzzahliges) Vielfaches von 4,
2 ist ein Teiler von 4,
8 ist ein (ganzzahliges) Viellaches von 1,
1 ist ein Teiler von 2, .
16 ist ein (ganzzahliges) Vielfaches von 8,
8 istein(ganzzahliges) Vielfaches von 2.

Olympiadeklasse 7

220721 . 1. Wenn eine Zahl ¢ die geforderten
Eigenschaften hat, so folgt: Die aus den letz-



ten drei Ziffern von z gebildete Zahl ist eine
der Zahlen
5%=125,6°=216,7°=343,8%=512,9° =729;
denn wegen 4° <100 und 10> 999 sind dies
die einzigen dreistelligen Kubikzahlen.
Da z und somit die letzte Ziffer von z gerade
ist, verbleiben nur die Mdglichkeiten 216 und
512 fiir die letzten drej Ziffern von z. Also
endet die aus den ersten drei Zilfern von z ge-
bildete Zahl auf 2 oder 5. Es gibt aber keine
Quadratzahl, die auf 2 endet; denn endet eine
natiirliche Zahl a auf
0,1,2,3,4,56,7,8 bzw. 9,
so endet ihre Quadratzahl aufl
0,1,4,9,6,5,6,9,4 bzw. 1.
Daher verbleibt nur die Moglichkeit 512 fiir
die letzten drei Ziffern von z, und die ersten
drei Ziffern bilden eine auf 5 endende Qua-
dratzahl, also eine der Zahlen 52, 152, 252,

352, .... Von diesen sind wegen 52 <100 und
352>999 nur 152=225 und 25%2=625 drei-
stellig.

Damit ist gezeigt, daB nur 22512 und 62512
die geforderten Eigenschaften haben kGnnen.
II. Sie haben diese Eigenschaften; denn sie
sind gerade und funfstellig, sie enthalten die
Zifler 0 nicht, 225 sowie 625 sind Quadrat-
zahlen, und 512 ist eine Kubikzahl.

Also sind genau 22512 und 62512 die ge-
suchten Zahlen.

220722 Ist x BAC=au, so folgt aus (1), daB
auch ¥ABC=a 3)

gilt (Basiswinkel im gleichschenkligen Drei-
eck). Ist ferner D der Schnittpunkt von BC
mit der Winkelhalbierenden von ¥£BAC, so
folgt aus (2) und (3), daB

S a+90°=180°
gilt (Winkelsumme im Dreieck ABD). Daher
ist %-a=90°,' also x BAC=ua=60° nach (3)
daher auch x ABC=60°.
Mithin ist das Dreieck ABC gleichseitig und
somit nicht rechtwinklig. Folglich ist Veras
Behauptung wahr, Ursels und Werners Be-
hauptungen sind [alsch:
Andere Beweismdglichkeiten: Aus (2) folgt
XBAD = £ CAD, x ADB= £ ADC=90°,
Hiernach und wegen AD=AD gilt AABD
~ AACD (wsw), also’ AB=AC. Daher und
nach (1) ist das Dreieck ABC gleichseitig.

220723 Der Mittelpunkt von k sei M. Im
gleichschenkligen Dreieck ABM (mit AM
=BM =r) ist die Seitenhalbierende ME zu-
gleich Héhe, also gilt ¥ MEB=90°. Ent-
sprechend folgt ¥ MFB=90°. Da ferner nach
Voraussetzung auch ¥ EBF= X ABC=90°

ist, ist EBFM ein Rechteck. In ihm sind die
Diagonalen gleich lang, also gilt EF=MB=r.
Entsprechend ergibt sich FG=r, GH=r und
HE=r.

Damit ist die Behauptung EF+FG+GH
+ HE =4r bewiesen.

220724 Nattirliche Zahlen 4, b, ¢ erfiillen

genau dann die Forderung (2), wenn [iir sie
die Gleichungen

abc =270,

a+b+c= 20,

3
@)
gelten. _
I. Wenn natiirliche Zahlen q, b, ¢ die Bedin-
gungen (1), (3), (4) erfiillen, so lolgt:
Nach (3) sind g, b, ¢ von O verschieden; hier-
nach und wegen (1), (4) gilt

O<a<b<c<20. (5)
Die einzigen Teiler von 270 zwischen 0 und
20 sind
1,2,35,6,9, 10, 15 und 18. 6)
Die einzigen Moglichkeiten, aus diesen Zah-
len zwei als g und b mit a <b so auszuwihlen,
daB die — nach (4) erhaltene — Zahl c=20—a
—b auch b<c erfiillt, sind in der lolgenden
Tabelle angegeben. Fiir diejenigen a, b, fir die
auch diese Zahl c=20—a—b eine der Zahlen
(6) ist, wird dann gepriift, ob auch abc =270
gilt:

a 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 5
b 2 3 5 [ 9 3 k] 6 5 [ 6
C _ 17116 {14 (13 [10]15]13 )12 12| 1) 9
cin (6)7 nein ja | ja nein da
abc 50 | 90 270

Es ergibt sich, daB nur a=5, b=6, c=9 die
Bedingungen (1), (3), (4) erfillen konnen.

I1. Sie erfilllen diese Bedingungen; denn es
gilt 5<6<9,5-6-9=270,5+6+9=20.
Damit ist gezeigt: Es gibt Zahlen, die die For-
derungen (1), (2) erfiillen, sie sind durch diese
Forderungen eindeutig bestimmt und lauten
a=5,b=6,¢=9.

Olympiadeklasse 8

220821 Ein Losungsweg:

a)Fiir das Jahr 1981 gilt: Da (1) wahr ist, folgt:

Anke [dhrt an die Ostsee. 3)
Da (2) falsch ist, folgt: Christine {ahrt nicht in
den Thiiringer Wald. Daraus und aus (3) er-

gibt sich:

Christine fdhrt in die Séchsische “4)
Schweiz.

Nach (3) und (4) verbleibt nur noch:

Birgit fdhrt in den Thiiringer Walid. (5)

Damit ist bewiesen, daB sich fiir 1981 die
Reiseziele aller drei Schiilerinnen eindeutig
ermitteln lassen. Sie lauten wie in (3), (4), (5)
angegeben.

b) Fiir das Jahr 1982 gilt: Da (1) falsch ist,
fahrt Anke nicht an die Ostsee. Wiirde sie in
den Thiiringer Wald fahren, so kdnnte Chri-
stine nicht dorthin und Anke nicht in die
Sdchsische Schweiz fahren, also wire (2)
dann falsch. Damit ist gezeigt:
Anke [@hrt in die Sdchsische
Schweiz.

Bereits mit (6) ist erreicht, daB (1) falsch und
(2) wabhr ist. Dies gilt daher bei jeder der bei-
den nach (6) noch moglichen Verteilungen der
Reiseziele (Birgit an die Ostsee, Christine in
den Thiiringer Wald oder umgekehrt). Damit
ist fiir 1982 bewiesen:

Die Reiseziele von Birgit und Christine lassen

(6)

sich nicht eindeutig ermitteln; das Reiseziel

von Anke liBt sich dagegen eindeutig ermit-
teln, es lautet, wie in (6) angegeben.

220822 Die gesuchten Eintragungen kon-
nen durch folgende Rechenschritte gefunden
werden:

pngabe An g Y aus e g

Nr. Angaban Nr. ) der Anzahl

8 (da,  (B)Ja, (C)Nein] 4,7 83 -5

9 MJda, (BiNosn, ()3n [ 8,7 10-3 @ 7

'] (A}Nain, (B)Ja €)Ja 5.7 12-3 = 9

o (A)Ja, _ (B)Nein, (CINain) 1,7,0,9 20-3-5-7 = 5

12 (A)Nein, (B)Ja iC)Nein] 2,7,0,10 25-3-5-9 = 8

13 (A)Nein, {B)Nein, [C)Ja 3,7,9,10 30-3-7-9 = 11
ufgabe

L.,-i— Keinaal Ja PR F] 50-1-5-7-9-5-8-11s.
b) Ganau elnmal Ja 11,12,13 548411 = 24

<) (A)Ja und (B)Nsin 9,1 ' 7e5 = 12 :
a (A)Ja eder (C)Ja Tiees 11,13 ] 3¢50749+5011 = 40 1

oder beides

Andere Darstellungen des Losungsweges, z. B.
in Textformulierung oder mit einem Mengen-
diagramm (siehe Bild), sind ebenfalls moglich
und zulissig.

=,

E

220823 Es sei ABC ein beliebiges Dreieck.
Sein Inkreis habe den Mittelpunkt M und
berlihre die Seiten BC, CA bzw. AB in P; Q
bzw. R. Dann ist BC+CA+AB=u und
MP=MQ=MR=g.

Ferner gilt nach dem Satz iiber Tangente und
Beriihrungsradius MP1 BC, MQLCA, MRL
AB. Die Dreiecke BCM, CAM bzw. ABM
haben folglich die Flicheninhalte

QRS (S pU———
5BC-MP,5CA-MQ, >4B- MR.

71



Andererseits ist die Summe dieser Flachen-

inhalte gleich F; daher gi%

F=%BC-Q+%CA-g+%AB~g=%u-g.

Hieraus folgt die zu beweisende Gleichung
2F

Q=7-

220824 Wenn ein Parallelogramm ABCD

die Eigenschaften (1) und (2) hat, so lolgt:

Da AE nach (2) Halbierende des Winkels

¥ BAD ist, gilt

X BAE=XEAD. 3)

Ferner sind XxEAD und &£ BEA Wechsel-

winkel an geschnittenen Parallelen, also ist

¥ EAD= ¥ BEA. 4)
Aus (3) und (4) folgt
X BAE= &£ BEA,

also isl_das Dreieck ABE gleichschenklig mit
BE=AB=a. )
E

D C

A B

Aus (2) folgt somit
a=BE=BC+CE=b+3cm,d.h.

a—-b=3cm. (5)
Wegen der gleichen Linge der Gegenseiten
im Parallelogramm ist nach (1) mithin

a+b=18cm. (6)
Aus (5) und (6) folgt durch Addition 2a
=2]cm, also a=10,5cm und damit aus (5)
b=(10,5—3)cm=7,5 cm. Somit ist bewiesen,
daB durch (1), (2) die Seitenldngen a, b ein-
deutig bestimmt sind. Sie betragen a= 10,5 cm
b=75cm.

Olympiadeklasse 9

220921 1. Wenn eine natiirliche Zah! n den
Bedingungen (1), (2) geniigt, so folgt: Nach (2)
ist die Zahl (n—1)(n+1) durch 10 teilbar,
also gerade. Folglich ist (mindestens) eine der
Zahlen n—1, n+1 gerade. Somit ist n un-
gerade und daher n—9 gerade. Da aber 2 die
einzige gerade Primzahl ist, so folgt aus (1),
daB n—9=2 und daher n=11 sein muB.
Also kann nur die Zahl n=11 den Bedingun-
gen (1), (2) geniigen.

I1. Sie geniigt diesen Bedingungen; denn fiir
n=11 ist n—9=2 eine Primzahl, und n*—1
=120 ist durch 10 teilbar.

Dabher geniigt genau die Zahl n=11 den Be-
dingungen (1), (2).

220922 Esgilt
G WP ety 2
- 2

=x2+y2z, 1)

b_xz+2xy[/;+yzz—x2+2xy][—yzz

- Ve

=2xy, #)]
c=(x?+y22)t - (x? —y?z)%. 3

72

Da x, y, z natiirliche Zahlen sind, folgt aus
(1), (2), (3), daB auch a, b, ¢ natiirliche Zahlen
sind. Ferner ergibt sich

c=4x%y z=2xy- 2xyz,

c=b"2xyz. 4)
Da 2xyz ganzzahlig ist, folgt aus (4), daB b ein
Teiler von c ist. Damit ist der verlangte Be-
welis geftihrt.

220923 Aus den Voraussetzungen (1) bis (4)
folgt:
Die Strecken PR und @S schneiden sich in
einem Punkt E. Es gilt
¥ BPR=180°— £ APE (Nebenwinkel)

= ¥ ASQ (Winkelsumme im Viereck
APES mit rechtem Winkel bei 4 und wegen
(5) bei E).
Nun gibt es nur die folgenden drei Fille:
1. Fall: x BPR=90°.

) L c
s £
who [ ¢
s S~

-~ pl
A T=ls

In diesem Fall sind BPRC und ASQB Recht-
ecke. Daher gilt

PR=BC=AB=05.
2.Fall: X BPR<90°.
In diesem Fall schneidet die Parallele durch C
zu PR die Strecke PB in einem Punkt P’
zwischen P und B, und die Parallele durch B
zu QS schneidet die Strecke AS in einem
Punkt §' zwischen 4 und S. Hiernach gilt
einerseits
XBP'C=%BPR (Stufenwinkel)

= ¥ ASQ = ¥ AS'B (Stufenwinkel)

sowie ¥ PBC= £S5’ AB=90° und BC=A4B,
also AP'BCx= AS AB(sww) und daher

PC=SB. (6)
Andererseits sind PP'CR und SS’'BQ Paralle-
logramme, also ist

PR=PC. )]
und QS=SB. )
Aus (6), (7), (8) folgt PR=0S.
3.Fall: x BPR>90°.
In diesem Fall ist £ APR <90°. Daher 148t
sich wie im 2.Fall, nur mit vertauschten
Bezeichnungen, PR= 0S beweisen.
Somit gilt fiir jede Lage der Punkte, bei der
die Voraussetzungen (1) bis (5) erfiillt sind,
die Aussage PR=0S.

220924 1. Wenn eine Markierung die Be-
dingungen der Aulgabe erfiillt, so folgt:

Es trilft nur einer der beiden folgenden Fille
zu:

Fall 1: Das Feld c3 ist markiert.

Dann kann in Zeile 1 nur eines der Felder b1,
d1 markiert sein; denn al und el liegen je-
weils in derselben Diagonale und cl in der-
selben Spalte mit c3. Durch Spiegelung, die
c3 festldBt, kann gegebenenlalls erreicht wer-
den, daB bl markiert ist.

Hiernach bleibt in Zeile 5 fiir eine Markie-
rung nur noch d5; denn a5 und e5 liegen
jeweils in derselben Diagonale, c5 in derselben
Spalte mit c3, und b5 liegt in derselben Spalte
mit bl.

In Zeile 2 kann dann nur eines der Felder a2,
¢2 markiert sein. Das -fihrt aufl die beiden
Markierungen in Bild g, b. Sie sind voneinan-
der verschieden (im Sinne der Aufgabenstel-
lung), da in Bild a solche markierten Felder
vorkommen, die an einer Ecke benachbart
sind, in Bild b dagegen nicht.

Fall 2: Das Feld c3 ist nicht markiert.

Wire dann auch keines der Felder al, a5, e5
markiert, so miite in jeder der beiden Dia-
gonalen eines der Felder b2, b4, d2, d4 mar-
kiert sein, was den Bedingungen der Aufgabe
widerspricht. Also ist gegebenen(alls durch
eine Spiegelung erreichbar, daB a) markiert
ist.

Hiernach kann in der Diagonalen von a$
bis el nur eines der Felder b4, d2 markiert
sein; gegebenenfalls nach einer Spiegelung,
die ¢3 und al festldBt, das Feld b4.

In Zeile 3 kann dann nur eines der Felder d3,
el margiert sein. Das fiihrt auf die beiden
Markierungen in Bild ¢, d. Wie im Fall 1 be-
weist man, daB sie voneinander verschieden
sind. Sie sind auch beide verschieden von bei-
den Markierungen des Falles 1; denn das
(dort markierte und hier nicht markierte)
Feld c3 bleibt bei allen Drehungen und Spie-
gelungen fest, die das Quadrat in sich tiber-
filhren.

II. Die Markierungen in den Bildern g bis 4
erfillen alle Bedingungen der Aulgabe. Daher
sind mit diesen Bildern alle den Bedingungen
der Aufgabe entsprechenden Markierungen
angegeben.

- N W s~ wu;m
- N W

a) abcde b

- NWrT
-NWwe

c) abecde d abcde

Olympiadeklasse 10

221021 1. Wenn ein Paar (x; y) ganzer Zah-
len die Gleichung
2x3 + xy—7=0erfiillt, so gilt
x(2x*+y)=1.
Da x und 2x? + y ganze Zahlen sind und 7 eine
Primzahl ist, folgt daraus

entweder x= lund2x>+y= 7 )]
oder x= Tund 2x’4+y= 1 ()]
oder x=—1und 2x*+y=-7 3
oder x=—7und 2x2+y=—1. @



Aus (1) folgt y=5; aus (2) folgt y= —97; aus
(3) folgt y=—9; aus (4) folgt y= —99.
Also konnen héchstens (1; 5), (7; —97),
(—1; =9),(—7; —99) Paare (x; y) ganzer Zah-
len sein, die die Gleichung 2x3 +xy—7=0
erfiillen.
I1. Sie erfiillen diese Gleichung; denn es gilt

2 2:141-5-7=2+45-7=0

und  2-34347-(=97)~7=686-679—7
=0

und  2-(=D+(=1)(=9)—=T=-249-7
=0

und  2-(—343)+(=7)(—99)—7=—686
+693—7=0.

Folglich haben genau die genannten Zahlen-
paare die geforderten Eigenschaften.

221022 Diejenige Zahl, die in derselben Zei-
le wie a und in derselben Spalte wie b steht,
sei ¢ genannt. Fiir sie gilt a=c, da a in der
genannten Zeile die groBte Zahl ist, und
¢2 b, da b in der genannten Spalte die kleinste
Zahl ist. Daher gilt a2 b, fir a+ b also sogar
a>b. Axels Behauptung trifft mithin zu.

221023 Ein Dreieck mit den MaBzahlen a,
b, ¢ der in Zentimeter gemessenen Seitenlan-
gen ist nach dem Satz des Pythagoras und
seiner Umkehrung genau dann rechtwinklig
mit ¢ als MaBzahl der Hypotenusenlinge,
wenn a’+b%=c? 3)
gilt. Es erfiillt genau dann (1) und (2), wenn
dariiber hinaus die Gleichungen
a+b+c=132 @)
und- a®+b%*+c?=6050 (5)
gelten.
I. Wenn (3), (4), (5) erfiillt sind, so [olgt:
Nach (3) und (5) gilt 2¢2=6050, c?=13025,
wegen ¢>0 also ¢=55 und damit nach (4)

und (3)
a+b = T, 6)
a* +b*=3025. @)
Aus (6) folgt b=77 —a und damit aus (7)
a’+(77—a)* =3025,
a’®—77a+1452=0. (8)
772 121

Wegen " 1452 = = 0 folgt aus (8)

77 11
a=gtigs _
d. h. entweder a=44 und nach (6) dann b= 33
oder a=33 und nach (6) dann b=44.
Also konnen nur die Kathetenldngen 33 cm.
44 cm und die Hypotenusenlidnge 55 ¢cm den
Forderungen (1), (2) geniigen.
II. Sie geniigen ihnen; denn mit
332 +442=11%9+16)=552,
33+44+55=132,
3324442 4 552=11%(9+ 16 +25)=6050
sind (3), (4), (5) erfiillt.
Damit ist der geforderte Beweis gefiihrt. Die
Seitenldngen betragen 33cm, 44cm und

S5Scm.

221024 Der Flacheninhalt eines gleichseiti-
gen Dreiecks mit der Seitenldnge a des Sechs-

2
ecks betrigt D=g4—l/§; daher ist Fy=6D

=%azl/§.

Jede der Seitenliéngen des Dreiecks ACE ist
gleich der doppelten Hohenldnge eines gleich-
seitigen Dreiecks mit der Seitenldnge a. Daher
ist s=AC=CE=EA=a}/3 und folglich F,

2

=% 3=%azl/§.

Wegen ¥ BAD=60° und X ABC=2"60° ist
AD || BC (Umkehrung des Satzes iiber ent-
gegengesetzt liegende Winkel an geschnitte-
nen Parallelen). Also ist M, M, Mittellinie in
cinem Trapez, dessen parallele Seiten die Lan-
gen 2ag bzw. a haben. Entsprechendes gilt fiir
M,M; und M3 M, ; daher ist

3
t=M1M2=M2M3=M3M1\=§a

und folglich

=8:4:3.

Auf die Losungen zur Olympiadeklasse 11/12
miissen wir aus Platzgriinden verzichten.

Wirkungskraft
der Schachfiguren

Nachdem wir die Gangart der einzelnen
Schachfiguren kennengelernt haben, wollen
wir uns ihre Wirkungskraft auf dem Schach-
brett in minimaler und maximaler Form an-
schauen bzw. herausfinden. Dazu stellen wir
auf dem Brett acht Figuren einer Farbe —
K6nig, Dame, 2 Tiirme, 2 Laufer und 2 Sprin-
ger — so aul, daB die geringste Anzahl von
Feldern von ihnen beherrscht wird.

Machen wir zur Bedingung, daB das Feld,
auf dem die Figur steht, von ihr selbst nicht
beherrscht wird, doch kann es selbstverstind-
lich von einer beliebigen anderen Figur in
Ubereinstimmung mit den Schachregeln be-
droht werden. Dabei konnen die Liufer auf
Felder gleicher Farbe gestellt werden.

Auf dem Diagramm 1 sind die acht Figuren
so angeordnet, daB3 sich 22 Felder unter ,,Be-
drohung' befinden. Die betreflenden Felder,
ausgenommen c5 und d6, sind durch eine
Umrandung gekennzeichnet. Das ist noch
lange nicht die untere Grenze!

a) Findet heraus, wie bei anderer Figuren-
aufstellung weniger Felder von den acht
Figuren beherrscht werden kénnen!

Der zweite Teil der Aufgabe verfolgt das ent-
gegengesetzte Ziel. Wir verteilen jetzt die
acht Schachfiguren so, dal} sie eine maxi-
male Anzahl von Feldern auf dem Schach-
brett beherrschen. Die Bedingungen sind die
gleichen wie im ersten Teil der Aufgabe.

In der Figurenaufstellung auf dem Dia-
gramm 2 werden 55 Felder des Brettes be-
droht. Die nicht bedrohten Felder sind durch
eine Umrandung hervorgehoben.

b) Wie kann die Zahli der beherrschten Felder
durch eine andere Stellung der Figuren ver-
groBert werden? H. Riidiger



Das Astrolabium

Zu den vielbewunderten mechanischen
Kunstwerken in kulturhistorischen Samm-
lungen und Museen gehoren astronomische
Uhren (vgl. z. B. die abgebildete Uhr aus dem
Besitz des Grinen Gewdlbes Dresden auf
einer DDR-Marke von 1975). Ihr Zifferblatt
ist nichts anderes als ein mechanisch beweg-
tes Astrolabium. Das Astrolabium (lat.: etwa
Sternnehmer) gehort zu den altesten Hilfs-
mitteln der Positionsastronomie (auch ma-
thematische Astronomie, sphérische Astro-
nomie; sie beschaftigt sich unter Vernach-
-ldssigung der physikalischen Ursachen nur
mit den beobachtbaren Bewegungsabldufen
am Himmel).

Leider tritt das Wort Astrolabium in mehr-
facher Bedeutung auf. Das sphirische Astro-
labium ist ein einfaches Modell der gedach-
ten Himmelskuge! zur konstruktiven Losung
von Aufgaben der sphirischen Astronomie.
Es besteht aus mehreren ineinander drehba-
ren und meist mit Gradeinteilung versehenen
holzernen oder metallenen Ringen, die eine
Art Kugelskelett bilden. Seine Erfindung wird
dem griechischen Astronomen Hipparch von
Nikaia (~ 190 bis 125 v. u. Z.) zugeschrieben.
Hipparch und eine urtimliche Form’ des
sphérischen Astrolabs sechen wir auf der grie-

chischen Briefmarke von 1965. In der Re-
naissance wurde das sphirische Astrolab
durch mechanische Getriebe zur Armillar-
sphire weiterentwickelt (siche z. B. dic 1687
von Méller gebaute auf der DDR-Marke von
1972), von der sie leider bezeichnungsmiBig
heute meist nicht klar unterschieden wird.
Die Armillarsphiére ist bereits ein Modell fiir
astronomische Bewegungsabliufe, sozusagen
ein primitives Planetarium. Das ebene Astro-
labium (Astrolabium planisphaerium) beruht
auf der stereographischen Projektion (vgl.
hierzu den Artikel Euler und die Kartogra-
phie in alpha 2/1983) der Himmelskugel in die
Ebene. Es wurde zusammen mit der Her-
leitung der grundlegenden geometrischen
Eigenschaften dieser Abbildung (Kreisver-
wandtschaft und Winkeltreue) zuerst in einer
Abhandlung des spitantiken Astronomen
Ptolemaios (um 80 bis um 160u.Z.) be-
schrieben. Der bewegliche Kreis dieses schei-
benférmigen Gerites modelliert in Abhingig-
keit von der Tages- und Jahreszeit den jeweils
sichtbaren Teil der Himmelskugel auf dem
Hintergrund des stereographischen Bildes
des Fixsternhimmels. Die islamischen Astro-
nomen und Mathematiker des 9. bis 14.Jh.
bildeten das ebene Astrolab zu hoher Voll-
kommenheit aus. In dieser orientalischen
Form ist es z. B. auf der abgebildeten syri-
schen Marke zu sehen. Im Zeitalter der
Astrologiegliaubigkeit war das Astrolabium
sowohl im Orient als auch in Europa ein
dhnlich wichtiger und demgemiB in vielen
Exemplaren verbreiteter ,,Gebrauchsgegen-
stand* wie heute die gewdhnliche Uhr. Da-
her sind zahlreiche Stiicke in verschiedensten
Varianten, mit und ohne mechanischen An-
trieb, bis heute erhalten geblieben. Zur Freu-
de an ihrer reizvollen kunsthandwerklichen
Gestaltung sollte sich aber wenigstens ein
Grundwissen iiber den urspriinglichen Ver-
wendungszweck und das Funktionsprinzip
gesellen. P. Schreiber
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Yucia no OepHMETPY

Ala TIlo nepymeérpy 3Be3lbl B KPYXOYKH
prumuTe Bee wucna or 1 no 10 Tak, 4TobbI
CYMMBLI 4YHCENn B JIIOOBIX IBYX COCEIHHX
KpYXKaX He JENHJIMCh HM Ha 3, HH Ha 5, HH
Ha 7.

Cryptarithms

424 Apopular puzzleis to take someone’s
name or a well-known saying and make it into
an addition or subtraction sum. It is often
necessary to add an extra condition in order
to make the answer unique.

Example
HOW (Note the ‘O’
IS is a letter.)
+HI S
SIS

Each letter stands for a different digit and
SOW is a perfect square. A standard con-
vention is that the left-hand end letter of
each word does not stand for zero.

A variation on this type of puzzle is to take
a long multiplication or division and rub out
most of the numbers but indicate where they
were.

Example.

L b L

o
*?2

LELL]

A3 A Pour construire la Tour Eiffel, on a
utilisé environ 885m® de fer; la masse
volumique du fer est 7,8 t/m?3. Quelle masse
de fer a-t-on utilisée pour cette construction?
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