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Uber
Antipodenpunkte

Unsere Mathematikstudenten Th. Meusel
und G. Wallura aus dem ersten Studienjahr
in Merseburg haben sich fiir den Studenten-
vortragstag mit einem Stoff beschiftigt, der
iiber den Vorlesungsinhalt hinausgeht und
auch fir mathematikinteressierte Schiiler ver-
standlich und interessant ist. Es ging um Anti-
podenpunkte auf Kreisen und Kugeln.

Zwei Punkte P,, P, auf dem Kreisrand S! mit
dem Radius 1 um den Nullpunkt eines
(x, y)Koordinatensystems, die ,sich gegen-
iiberliegen®, d.h., die auf der gleichen Gera-
den durch den Nullpunkt liegen, heiBen Anti-
podenpunkte oder auch ein Antipodenpaar
des Kreises S. Hat also P, die Koordinaten
(x1,y1), wobei gilt x;2+y,2=1 (weil P; auf
S! liegt), so muB sein Antipodenpunkt P, die
Koordinaten (—x;, —y;) haben. Die Punkte
(%16, - 1/5) und (-%ﬁ, %ﬁ) bilden
z.B. ein Antipodenpaar des Kreises S'. Ent-
sprechend-erklirt man Antipodenpunkte auf
der Oberfliche $? der Kugel mit dem Ra-
dius 1 um den Nullpunkt eines (x,y,z)-Ko-
ordinatensystems. Liegt der Punkt P, mit
den Koordinaten (xy,y,,2,) auf $2, dann gilt

x 2+t +z?=1,

und der Punkt P, mit den Koordinaten
(—x1, —¥1, —z1) ist der zu P, gehdrige Anti-
podenpunkt P, aul der Kugel (vgl. Bilder
1,2).

Bild 1 ,

Bild 2

Wir denken uns zwei Teilmengen M, M, von
S, so daB die Vereinigung M, UM der bei-
den Mengen wieder die gesamte Menge S!
ergibt. M, und M, ,iiberdecken* also S'. Die
genannten Mengen sollen ,abgeschlossen®
sein, das heiBt, sie sollen ihre Randpunkte
mit enthalten. Die Frage ist, ob eine der
Mengen ein Antipodenpaar enthidlt (vgl
Abb.3; M, in Bild 3 enthilt sicher keine
Antipodenpunkte!).

Bild 3

\

Bei der Kugel interessiert uns besonders eine
»Uberdeckung® ihrer Oberfliche $2 durch
drei Mengen M,, M, M. Sie seien ebenfalls
abgeschlossen. Um sich den Sachverhalt zu
veranschaulichen, kann man sich drei Men-
gen auf einen Ball aufmalen, die zusammen
den gesamten Ball iiberdecken sollen. Jetzt
fillt die Antwort auf die Frage, ob wenigstens
eine der drei Mengen M, M,, M; einen Anti-
podenpunkt enthiilt, schon schwerer. Bei der
Diskussion dieser Frage ,direkt am Ball“
wird man feststellen: Wenn man die Kugel-
oberfliiche S2 mit vier (oder mehr) Mengen
iiberdeckt, so kann der Fall eintreten, daB
keine der erwihnten Mengen ein Antipoden-
paar enthilt.

Der berithmte ,Antipodensatz von L. A.
Ljusternik und L. G. Schnirelman (1930) be-
antwortet unsere Fragen (und ist noch in all-
gemeineren Fillen giiltig): Wird die Kreis-
linie S! von zwei bzw. die Kugeloberfliche
S2 von drei abgeschlossenen Teilmengen
iiberdeckt, so enthilt mindestens ecine der
Mengen ein Antipodenpaar.

Der an Mathematik interessierte Schiiler wird
fragen, wie der Beweis eines so einfach zu for-
mulierenden Satzes gefiihrt werden konnte.
Darauf wollen wir am Ende unseres Artikels
zu sprechen kommen.

Dieser Satz ist nicht nur niitzlich zur Lésung
solcher geometrischen Probleme, sondern er
ist einer der grundlegenden Existenzsitze der
modernen Mathematik. Dies wollen wir an
zwei Beispielen erldutern. Wir benutzen den
Antipodensatz, um nachzuweisen, daBl soge-
nannte ,ungerade* Funktionen Nullstellen
auf S' (bzw. 52) haben.

Beispiel 1:
Wir denken uns die (x,y)-Ebene. Jedem
Punkt (mit den Koordinaten (x,y)) ordnen
wir den Funktionswert

n

SlIl2

f(x’y)=

x-cosm +
YTy

W x2+1

zu. Die so gegebene Funktion fist ungerade,
denn es gilt

Foe)=~f(—=x,—y)
Wir fragen, ob die Funktion f Nullstellen hat,
die auBerdem noch auf S! liegen. Wir suchen
also Punkte P* der (x,y)}Ebene, deren Ko-
ordinaten (x*,y*) folgende Bedingungen er-
fiillen:
2 f6%y9)=0
() OV +0%P=1
Wir brauchen somit die Funktionswerte von f
nur iiber den Punkten von S* zu betrachten.
Nun bilden wir zwei Teilmengen M, M, von
S!'. M, enthalte die Punkte von S!, iiber
denen die Funktion f nichtnegative Werte
hat:
@ M, ={(xyeS /f(xyz0}
und M, sci die Menge der Punkte von S!,
iiber denen f nichtpositive Werte hat:
(5}  M:={(x.p)eS" / fx,y)<0}.
Fiir unsere Funktion f (siche (1)) sicht man,
daB M, nichtleer ist (z.B. liegt der Punkt

(1,0)in M, : f(1,0)=%(sin§)>0), und ebenso

ist M, nichtleer, denn (—1,0)e M,. Beide
Mengen sind abgeschlossen. M; und M,
zusammen iiberdecken S', denn f kann iiber
§! nur f(x,y)=0 oder f(x,y)<0 erfiillen. So
erkennen wir, dafl die Voraussetzungen des
Antipodensatzes erfiillt sind. Eine der beiden
Mengen muB somit ein Antipodenpaar P,, P,
besitzen. Nehmen wir an, P; € M, so schrei-
ben wir auf, was wir von P; wissen (die Ko-
ordinaten von P; seien (x;, y;), i=1,2): es gilt
©  flxi,y1)=0,

weil P,eM,; da P,, P, ein Antipodenpaar
bilden, ist weiter

(7)) x2=—-x1,y2=—n

richtig; da auch P, in M, liegt, ist folglich

(8) S(=x3,—y1)S0

richtig. Wir wissen, daB feine ungerade Funk-
tion ist.

Dabher folgt aus (8)

© S(=x1, =y1)=—f(x1,y1) =0,

also

(10)  f(x1,y1)20.

Wir lesen jetzt (10) zusammen mit (6):

(1) 0=f(x1,y1)=0,

dies kann nur fir

(12)  f(x1,y1)=0

erfiillt sein. Hitten wir angenommen, daB
P, in M, liegt, so erhalten wir (wie man
nachrechnen moge) ebenso f(x,,y,)=0. P,
ist also eine Nullstelle von f, die aul §* liegt.
Nachtriglich sieht man: da P, Nullstelle ist,
liegt P, sowobl in M, als auch in M, (man
schaue sich nochmals (4) und (5) an). Wir
wissen jetzt, daff es eine Nullstelle gibt. Da
fiir den zugehdrigen Antipodenpunkt P, gilt
(13)  flxz,y2)= —f(x1,y1),

folgt aus (12):

(14)  f(x2,y2)=0,

P, ist somit auch Nullstelle.

Um nun die Koordinaten x;, y; bzw. x5, y,
niherungsweise zu bestimmen, nehmen wir
Bild 4 zu Hilfe. Wir wollen nimlich gemiB
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unserer Tabelle an einige Punkte des Kreises
S* die Funktionswerte von ffiir diese Punkte
schreiben.

x y feay
0 | 1
1
1 z
0 2
0 | -1 -1
1
-1 —_
0 2
1 1
52 —3V/2 | -0.206...

Bild 4

Ferner sehen wir aus (1), daB. fir Punkte auf
dem Kreisbogen im 1. Quadranten gilt:
f(x,y)>0, denn alle cingechenden GroBen
sind positiv. Entsprechend gilt fiir Punkte
auf dem Kreisbogen im 3. Quadranten, daB
dort f stets negativ ist. Folglich miissen (s.
Bild 4) die gesuchten Antipodenpunkte im 2.
bzw. 4. Quadranten liegen. Zum Beispiel im

4. Quadranten gilt: fhat den Wert % iiber dem

Punkt (1,0) und den Wert —1 iiber dem
Punkt (0;—1). Man denke sich die Funk-
tionswerte iiber dem Kreisbogensﬁick im
4. Quadranten aufl einer Schnur angecheftet.
Diese Schnur ist iiber (1,0) in der Hohe
% anzubringen, iiber (0, — 1) in der Hohe —1,
also muB es (mindestens) einen Punkt auf
dem Kreisbogen im 4.Quadranten geben,
durch den die Schnur hindurchgeht (man
modelliere oder zeichne den Sachverhalt, wo-
durch noch besser klar wird, wie man sich
einem solchen Punkt weiter nihern kann).
Da f ungerade ist, ist dies ein Punkt eines
Antipodenpaares, in dem f verschwindet.
Diesen Gedanken mit der Schnur kann man
zu einem exakten Beweis unseres Satzes fii
die S! benutzen (Zwischenwertsatz fiir stetige
Funktionen).

Beispiel 2:

Bereits recht kompliziert wird die Anwen-
dung des Antipodensatzes fiir die Kugelober-
fliche S%. Wir geben uns ein Gleichungs-
system vor, etwa
(15)  xysinz+4z=0

yzsinx+x=0.
Wir wollen wissen, ob Losungen des Glei-
chungssystems vorhanden sind, die zugleich
auf S? liegen. Ein Punkt P ist folglich solch
eine Losung, falls seine Koordinaten (x, ,2)
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die beiden Gleichungen (15) erfiillen und
ferner noch gilt
(16)  x24y*+22=1, _
denn dann liegt P auch auf S2. Wenn wir die
linken Seiten in (15) mit fi(x,y,z) bzw.
Sfa(x,y,z) abkiirzen, gilt dhnlich wie in Bei-
spiel 1: fi(—x, —y, —2)= —fi(x,y,2) flri=1,2.
Man geht diesmal so vor: fiir eine feste Zahl
k=1,2, ... bilden wir die zwei Mengen:
(17} Au={(xy,2)eS$? / fi(x,y,2)Zk™'},
(18)  An={(x,5.20€$* / falx,y,2)2k™}.
Diese Mengen sind beide nichtleer, dies kann
man nachrechnen, lerner abgeschlossen. Kei-
ne der beiden Mengen kann ein Antipoden-
paar enthalten, denn wire
19 (x,y,2)eAi, (=X, —y, —2)€ A4,
so folgte, daB zugleich gelten miissen
(200 fi(x.,y,z)zk"' und
@1  —fiky2zk™!,
dies ist aber nicht moglich.
Wir iiberlegen uns nun, welche Punkte
PeS? wir mit 4y, und A, noch nicht erfaBt
haben. Fiir diese gelten [olgende Ungleichun-
gen
22) fikyz)<k™!
fa(x,p,2)<k™!
Deshalb bilden wir als dritte abgeschlossene
Menge bei Zulassung des Gleichheitszei-
chens
23 Au={(xy.20e8? |y 2)Sk™,
i=1,2}.
Da die drei abgeschlossenen Mengen A,
A3, As, die S? iiberdecken, enthilt nach dem
Antipodensatz mindestens eine ein Antipo-
denpaar P,,, P, Diese Menge kann nach
den obigen Uberlegungen nur A3, sein. Wir
wollen A3, genauer untersuchen. Wir stellen
fest, daB fiir die Punkte P aus A,,, fir die
S106,y,2)<—k™ ! oder f(x,y,2)< —k~! gilt,
die zugehorigen Antipodenpunkte wegen
(24) fi(_x,_y’—z)= _ﬁ‘(x’y’z)>k_l
(fir i=1 bzw. i=2) zu A, bzw. A, gehoren.
Damit kénnen wir die Menge, in der sich ein
Antipodenpaar befinden muB, genauer be-
schreiben. Bezeichnen wir diese Teilmenge
von A3 mit By, so gilt
(25)  Bi={(x,5,2)eS?| —kTISfi(x,v,2)
skl i=1,2},
und fiir das Antipodenpaér P, P mit den
Koordinaten (xx, ¥14,21x) bzw. (—x14, — Y1,
—zy,) gilt damit ebenfalls

(26) —k_léfl(xu,}’1k,zlh)§k_l
k'S i yinzu) Sk
Fiir jedes k=1, 2, ... gibt es ein Antipoden-
paar P,,, P, das (26) erfiillt, B, ist also nicht
leer. Diese Punkte Py (i£1,2; k=1,2,3,...)
liegen alle auf der Kugelfliche! Da wegen
(k+1)"'<k™! stets B, & B, und damit ein
Antipodenpaar aus By.; auch Antipoden-
paar in B, ist, darf man schluBfolgern (unter
Beriicksichtigung der Abgeschlossenheit der
By), daB ein Antipodenpaar P,, P, existiert,
das allen B, angehort. Dies ist aber wegen (25)
nur moglich, wenn gilt

[fiGe,32)| =0,i=1,2.

Dieses Antipodenpaar stellt also zwei Losun-
gen unserer Aulgabe dar.

Wiederum wissen wir auf diese Weise nur,
daB Losungen existieren. Wir konnten dber
nun an die (ndherungsweise) Bestimmung
einer Losung herangehen mit der GewiBheit,
daB es auch wirklich eine gibt.

AbschlieBend noch etwas zum Beweis des
Antipodensatzes. Obwohl seine Formulie-
rung so leicht verstindlich ist, ist ein Beweis
schon fiir die S! nicht leicht. Fiir die S! er-
kennt man, daB irgend zwei abgeschlossene
nichtleere Mengen M,, M,, die die S! iiber-
decken, also S'=M,; UM, einen gemeinsa-
men Durchschnitt D haben. Sie hiitten nim-
lich sonst einen von Null verschiedenen Ab-
stand voneinander, was dem Zusammenhang
der Kreislinie widerspricht. Ist nun etwa P,
in D, so muB der Antipodenpunkt P, zu P,
in M, oder in M, liegen. Entsprechend ist
dann das Paar P,, P, ein Antipodenpaar in
M, oder M,.
Erst recht schwierig wird der Beweis fiir die
héherdimensionalen Fille. Eine Uberdek-
kung der S? mit drei Mengen M, M,, M,
muB ndmlich nicht die Eigenschaft M,
NM,NM3+0 haben, wie man am Ball-
modell nachpriift.

A. Gopfert und O. Lange

Uber das Mathematik-
Studium in Merseburg

Zu den Merkmalen der Stadt Merseburg
zihlen nicht nur die interessante Geschichte
(man denke z. B. an die Merseburger Zauber-
spriiche) und die recht bedeutende Industrie,
sondern auch die Technische Hochschule
Carl Schorlemmer*, die heute mit ihren mo-
dernen wissenschaftlichen Einrichtungen und
Wohnheimen ein kleiner Stadtteil fiir sich ist,
der schén am westlichen Stadtrand von
Merseburg gelegen ist. Es geht schon aus un-
serem Artikel iiber Antipodenpunkte hervor,
daB zu dieser Hochschule eine Sektion Ma-
thematik und Rechentechnik gehort, und
manchem wird es gar nicht bekannt sein, daB
man an unserer Technischen Hochschule Ma-
thematik studieren kann.

Die Sektion Mathematik und Rechentechnik
gliedert sich in drei Wissenschaftsbereiche
(Analysis, Numerische Mathematik, Stocha-
stik/Optimierung) und ein Organisations-
und Rechenzentrum. Ihre Hauptaufgaben be-
stehen in Forschung, Lehre und Anwendung
der Mathematik auf den eben genannten Ge-
bieten. Vielleicht ist es intereSsant, einiges
iiber das Mathematikstudium in Merseburg
und iiber die Berufsaussichten. nach der
Diplomverteidigung zu erfahren.



Die Ausbildung wird natiirlich entsprechend
dem in der DDR giiltigen Studienplan fiir die
Ausbildung eines Diplom-Mathematikers
vorgenommen, wobei an unserer Hochschule
in den hoheren Semestern stirker Probleme
der Optimierung und Steuerung im Vorder-
grund stehen. Diese sind moderne Gebiete
der Mathematik, welche weit in die Analysis,
Stochastik und numerische Mathematik hin-
einreichen. Sie sind interessante und aktuelle
Forschungsgebiete und kommen in sehr vie-
len Industriezweigen und wissenschaftlichen
Einrichtungen der DDR zur Anwendung.
Auch die Studenten haben daran bereits
aktiven Anteil. Es werden nimlich die vielen
Erfahrungen und Verbindungen der Sektion
Mathematik und Rechentechnik in der Zu-
sammenarbeit mit der Praxis und mit Nach-
barsektionen der Hochschule ausgenutzt, um
die Studenten durch dort auftretende mathe-
matische Probleme und kleine Forschungs-
auftrige zu eigener wissenschaftlicher Arbeit
anzuregen. 1979 wurde z.B. ein Studenten-
kollektiv fiir die Losung einer derartigen Auf-
gabe mit einem Ehrenpreis des Ministers fiir
das Hoch- und Fachschulwesen ausgezeich-
net.

Neben Vorlesungen, Ubungen und Semina-
ren erfolgt die Vorbereitung auf den spiteren
Berufseinsatz insbesondere durch ein Prakti-
kum (im 6.Semester), durch die Diplom-
arbeit sowie durch Vorlesungen iiber Ver-
fahrenstechnik (mathematische Grundlagen
von Verlahren vieler Industriezweige). In
Fachseminaren (hier stehen die Diskussionen
zwischen Professoren und Studenten im Vor-
dergrund) werden Probleme der mathemati-
schen Modellierung technischer oder wissen-
schaftlicher Fragestellungen und zu anderen
wichtigen mathematischen Teilgebieten be-
handelt.

Dadurch ergeben sich nach Beendigung des
Studiums gute Startpositionen bei einer Ar-
beit als Diplom-Mathematiker in der Indu-
strie oder an einer Hochschule. Die Berufs-

Anblick des historischen Teils von Merseburg

aussichten sind gut, da der Bedarf an Diplom-
Mathematikern in der Industrie und an den
Universititen und Hochschulen der DDR
sehr grof ist. Geniigend Studienplétze stehen
zur Verligung, und mathematisch interes-
sierte Schiiler sollten sich zu den Tagen der
offenen Tiir am 11. und 12. April 1981 oder
nach Anmeldung auch zu anderer Zeit selbst
noch genauer informieren.

AbschlieBend wollen wir noch sagen, daB zwi-
schen den FDJ-Studentengruppen und den
Gewerkschaftsgruppen der Mitarbeiter un-
serer Sektion ein aufgeschlossenes Verhiltnis
besteht, das nicht nur durch fachliche Ge-
spriache geprigt ist. So organisieren wir ge-
meinsame Ausfliige, sportliche Veranstaltun-
gen und Diskussionsabende im Studenten-
Club, die von der Vorstellung individueller
Hobbies, iiber Gespriche mit Professoren,
die in engem Forschungskontakt mit Kolle-
gen aus der Sowjetunion stehen, bis hin zu
Gesprichen_iiber philosophische Probleme
der Mathematik reichen. Selbstverstindlich
filhren die Studenten in ihrem Studenten-
Club, den sie selbst ausgestaltet haben, viel-
faisige kulturelle Veranstaltungen durch. Da
zudem die Wohnheime, in denen fast alle Stu-
denten der TH wohnen, mit den Instituts- und
Horsaalgebduden, der modernen Mensa und
den Sportstitten einen gemeinsamen Kom-
plex bilden, kommt - wie die Erfahrung
lehrte — eine anregende Studienatmosphire
zustande. A. Gopfert und O. Lange

* Carl Schorlemmer (1834 bis 1892) war
bedeutender Chemiker und mit Marx und
Engels befreundet.
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr. A. Gopfert und
Dr. O. Lange

Sektion Mathematik/Rechentechnik der
Technischen Hochschule Leuna-Merseburg

A1993A Wir geben uns einen Kreis vor
und legen auf diesem 4 (bzw. 4 +2k) Punkte
fest, die sich paarweise gegeniiberliegen sol-
len. Ordnen wir nun jedem Punkt eine der
Zahlen —2, —1, 1,2 zu, und zwar so, daB sich
bei gegeniiberliegenden Punkten (Antipoden-
paaren) die Summe Null, bei benachbarten
Punkten aber nicht Null als Summe ergibt, so
ist die Anzahl der Paare benachbarter Punkte,
denen die Zahlen 1 und —2 zugeordnet wur-
den, ungerade. Fiir 4 Punkte zeigt Bild 1 eine
mogliche Zuordnung.

Bild 1

Aufgabe: Wie in Bild 2 seien 16 Punkte auf
dem Kreis festgelegt (d.h. k=6).

Bild 2

a) Gebt zwei Moglichkeiten der Zuordnung
der 4 Zahlen fiir die 16 Punkte an und iiber-
priilt, daB die Anzahl der Paare benachbarter
Punkte mit 1 und —2 ungerade ist!

b) Beweist, daB diese Anzahl stets ungerade
ist!

Interessierte Leser konnen die Losung ein-
senden an:

TH-: Leuna-Merseburg, Sektion Mathematik-
Rechentechnik, 4200 Merseburg 6. Bei richti-
ger Losung erhilt der Einsender zwei Ant-
wortkarten fiir den Wettbewerb 1980/81,
d.Red.

51



Turnierplkiine

aus mathematischer Sicht

1. Ein praktisches Problem

Stellt euch vor, an eurer Schule soll ein
FuBballturnier durchgefiihrt werden. Dabei
mogen die folgenden Voraussetzungen erfiillt
sein:

- Die Anzahl n der am Turnier teil-
nehmenden Mannschalten ist gerade.
(neN, n£0, n gerade)

— Im Verlauf des Turniers hat jede Mann-
schaft gegen jede andere genau einmal zu
spielen.

Wenn nach der Erdffnung des Turniers durch
den Sportlehrer alle teilnehmenden Mann-
schaften gleichzeitig mit ihren Spielen begin-
nen sollen, so miissen wir zundchst iiberlegen,
wieviel Sportplitze benétigt werden. Ihr fin-
det die Losung sicher selbst ganz leicht:

Wir haben n teilnehmende Mannschaften, auf

jedem Sportplatz kénnen jeweils genau zwei

Mannschaften gegeneinander spielen — wir

‘bendtigen also ; Sportplitze (;e N).
Fiir die weiteren Betrachtungen wollen wir

davon ausgehen, daB ; Sportplitze zur Ver-
fiigung stehen.

Das Tummnier soll in moglichst kurzer Zeit be-
endet werden. Damit entsteht die Frage nach
einem Turnierplan, bei dem keine Mann-
schaft in irgendeiner Runde spielfrei ist.
Wieviel Runden miissen wir einplanen?

Jede der n Mannschaften hat gegen jede der
ibnigen n—1 Mannschalten anzutreten. Das
gibe zunichst n- (n— 1) Begegnungen. Wenn
aber eine Mannschaft 4 die Mannschaft B
zum Gegner hat, so hat natiirlich gleichzeitig
B den Gegner A. Unsere ermittelte Anzahl der
Begegnungen ist also noch durch 2 zu dividie-
ren. Es miissen demnach in unserem Turnier

nn—1)
2

genau Spiele gespielt werden. (Wer

von euch den Begrifl ,Kombination vom
Umfang m aus einer n-elementigen Menge®
kennt, ist natiirlich schneller zum Ergebnis

n\_n(n—1)
(2 T2

In jeder Runde werden genau

gekommen.)

; Spiele durch-

gefiihrt ~ das Turnier besteht somit aus genau
n(n—1) n_ _
n—1 Runden ( 3 3=n l).
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Unsere Aufgabe lautet nun:

Die Mannschaften 1, 2, ..., n sind so in ein
Schema (siehe unten) einzutragen, dap

(1) in jeder Runde jede Mannschaft genau ein-
mal auftritt. (Jede Mannschaft spielt in jeder
Runde.)

(2) in zwei verschiedenen Runden keine glei-
chen Spiele auftreten. (Jede Mannschaft spielt
gegen jede andere genau einmal.)

Als gleich gelten auch Spiele

Verbindungsstrecken je zweier Eckpunkte in
das n-Eck ein. Verbindet eine Strecke die
Eckpunkte i und j, so stellt diese Verbindungs-
strecke das Spiel der Mannschaft i gegen die
Mannschaft j dar. Nun firben wir die Ver-
bindungsstrecke so, daB alle Spiele, die in
derselben Runde ausgetragen werden, die-
selbe Farbe bekommen. Zwei Spiele werden
genau dann unterschiedlich gefirbt, wenn sie
in verschiedenen Runden stattfinden.

Eine mogliche Firbung fiir unseren obigen
Tummierplan fiir n=6 ist in Bild 1 angegeben.

Bild 1

Sportplatz 1

Sportplatz 2 Sportplatz g

1. Runde
2. Runde

d 5
- HH

(n—1)- Runde

H-HH

Fiir 4 bzw. 6 teilnehmende Mannschalten fin-
den wir z. B. folgende mégliche Turnierpléne:
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n=6

Ala Sucht noch andere Pline fiir n=6!
Versucht seibst, einen Turnierplan fiir n=8
zu finden! Fragt euren Sportlehrer, wie er
derartige Tumnierpline aulstellt!

Wir wollen nach einem Verfahren zum Auf-
stellen solcher Turnierpline fiir eine gerade
Anzahl n teilnehmender Mannschaften su-
chen. Dazu erarbeiten wir im nichsten Ab-
schnitt fir die praktische Aufgabenstellung
eine mathematische Formulierung.

2. Mathematische Formulienmg
des Problems

In einem regelmiBig ebenen n-Eck numerie-
ren wir die Eckpunkte mit den Zahlen 1,2, ...,
n. Jeder Eckpunkt steht dann fiir genau eine
an unserem Turnier befeiligten Mannschaft
und jeder Mannschaft ist genau ein Eckpunkt
zugeordnet. Wir zeichnen nun alle méglichen

A2A Welche Farbe entspricht welcher
Runde? Sucht selbst weitere mogliche Fir-
bungen fiir n=6 und n=8!

Da die Menge der Runden eineindeutig auf
die Menge der verwendeten Farben abgebil-
det wurde, benétigen wir zum Firben der Ver-
bindungsstrecke genau n—1 paarweise ver-
schiedene Farben. Wenn eine Firbung einen
moglichen Turnierplan darstellen soll, so
miissen die Bedingungen (1) und (2) der Auf-
gabenstellung im 1. Abschnitt erfiillt sein.
Dies ist der Fall, wenn an keinem Eckpunkt
zwei Verbindungsstrecken gleicher Farbe zu-
sammenstoBen. Ein Objekt aus Eckpunkten
und Verbindungslinien dieser Eckpunkte
nennt man in der Mathematik einen Graph.
Fiir die Verbindungslinien ist die Bezeich-
nung Kante iiblich. Sind in einem Graph
je zwei beliebige voneinander verschiedene
Eckpunkte durch genau eine Kante verbun-
den, so ist der Graph vollstindig (siche auch
den Artikel von Voss ,Aus der Graphen-
theorie®, alpha 6/1972, 1, 2, 4/1973). Mit die-
sen Begriffen kommen wir zu einer ersten
mathematischen Formulierung unserer Auf-
gabenstellung:

Die Kanten eines vollstindigen Graphen mit
n Eckpunkten (n gerade) sind mit n— 1 paar-
weise verschiedenen Farben so zu firben, daB



an keinem Eckpunkt zwei Kanten gleicher
Farbe zusammenstoBen.

A3a Uberlege, daB dann jeweils genau

n .
3 Kanten dieselbe Farbe enthalten!

Das ,Fiarben” ist noch der Umgangssprache
entnommen. Zur rein mathematischen For-
mulierung unseres Problems miissen wir noch
einen Schritt weiter gehen.

Aus unserem vollstindigen Graphen kon-
struieren wir weitere Graphen — diese werden
wir Linearfaktoren nennen:

Die Menge der Eckpunkte eines solchen
Linearfaktors stimmt mit der Eckpunktmen-
ge des vollstindigen Graphen iiberein. Die
Menge der Kanten des Linearlaktors ist eine
Teilmenge der Kantenmenge des vollstindi-
gen Graphens. Sie wird so gebildet, dal von
jedem Eckpunkt des Linearfaktors genau eine
Kante ausgeht.

Das Bild zeigt als Beispiel vier Linearfaktoren
eines 'vollstindigen 6punktigen Graphen an.

— 7T /

Bild 2

Wir konnen nun jeden Linearfaktor eines
vollstindigen Graphen mit n Eckpunkten als
eine Runde unseres Turniers fiir » Mann-
schaften auffassen. Damit erhalten wir eine
weitere Formulierung unserer Aufgabenstel-
lung:

Ein vollstindiger Graph mit n Eckpunkten
(neN, n gerade, n+0) ist in n—1 Linear-
faktoren so zu zerlegen, daB jede Kante des
volistindigen Graphen in genau einem Li-
nearfaktor auftritt.

Eine solche Zerlegung fiir n=6 stellt Bild 2
dar, wenn wir die Menge der Kanten einer
Farbe mit der zugehorigen Eckpunktmenge
als einen Linearfaktor ansehen.

Zum AbschluB dieses Abschnitts sollen die
Begriffe der verschiedenen Formulierungen
unserer Aufgabenstellung noch einmal ge-

geniibergestellt werden:
Mannschaft Eckpunkt
Spiel Kante
Runde Menge der Kan- Linear-
ten derselben faktor

Farbe mit der
Menge der zuge-
horigen Eckpunkte

Ad4a Wie spiegelt sich der Begniff ,,Sport-
platz* in der mathematischen Formulierung
wider?

3. Ein Verfahren Aufstellen

eines Turnierplanes
Im Jahre 1947 wurde von dem Mathematiker
W. T. Tutte bewiesen: .

Satz: Jeder vollstindige Graph mit n Eck-
punkten (ne N, n gerade) 148t sich so in n—1
Linearfaktoren zerlegen, daB jede Kante des
vollstindigen Graphen in genau einem Li-
nearfaktor aultritt. (Genaueres kénnt ihr
z.B. in Sachs, Einfithrung in die Theorie der
endlichen Graphen, Teil I nachlesen.)

Dieser Satz sagt aus, daB es eine Losung fiir
unsere Aufgabenstellung gibt. Da der Be-
weis dieses Satzes konstruktiv gefithrt wird,
gibt er Antwort auf die Frage, wie man
solche n—1 Linearfaktoren erhalten kann:
Wir betrachten eine regelmaBige (n—1)-
seitige Pyramide. Die Eckpunkte der Pyra-
mide bezeichnen wir mit 1, 2, ..., n. Zu den
schon vorhandenen Kanten fiigen wir noch
alle Diagonalen der Grundfliche hinzu (Bild 3
~ n=6). Dadurch erhalten wir einen voll-
stindigen Graphen mit den Eckpunkten 1,
2,...,n

1 2

Bild 3

Wir nehmen nun eine beliebige Seite der
Grundfliche der Pyramide (regelmiBiges
(n—1)-Eck) und alle zu dieser Seite parallelen
Diagonalen. Durch diese ;— 1-Strecken wer-
den alle Eckpunkte der Grundfliche bis auf
einen erfaBt. Die Menge der Kanten eines
Linearfaktors besteht nun aus diesen g—l-
Strecken und der Strecke, die den noch
Hreien” Eckpunkt der Grundfliche mit der
Spitze der Pyramide verbindet.

Durch die Wahl einer Seite der Grundfliche
der Pyramide wird nach obiger Vorschrift
genau ein Linearfaktor bestimmt. Es gibt
n—1 Seiten der Grundfliche, also auch
n— 1 Linearfaktoren. Diese zerlegen den voll-
stindigen Graphen auch wirklich, denn zu
jeder Kante gibt es genau einen Linearfaktor,
zu dem sie gehort.

Bild 4 zeigt eine solche Zerlegung, die den
oben angegebenen Turnierplan fiir n=6
liefert.

AS5a Welche Farbe entspricht welcher
Runde? Stelit nach diesem Verfahren selbst
Spielpldne fir n=4, n=6 und n=8 auf!
Sucht selbst andere Verfahren zum Aufstellen
von Spielpléinen!

U. Feiste

Eine interessante Disziplin

Mathematische
Psychologie

Vom 6. bis 12. Juli 1980 findet in Leipzig der
XXII. Internationale Weltkongrep fiir Psycho-
logie statt. Das ist ein wissenschaftliches Er-
eignis von iiberragender Bedeutung und eine
groBe Ehre und hohe Verpflichtung fir die
Psychologen der gastgebenden DDR. 4000
Wissenschaftler aus etwa 50 Landern werden
daran teilnehmen.

0‘4 OF Psyc
N o X

Xl

e
oF

ANATI,
W O¥,
&
ONEIQS BN oL

NS

Yo, s
% Lp1pz16 ®°

Die Psychologie (Lehre vom Erleben und
Verhalten des Menschen) ist im Vergleich zur
Mathematik oder zur Astronomie eine ver-
haltnismaBig junge Wissenschaft. Vor etwa
100 Jahren richtete der an die Leipziger Uni-
versitit berufene Wilhelm Wundt ein Labora-
torium fiir experimentelle Psychologie ein,
das erste dieser Art in der Welt. Diese Griin-
dung hatte weitreichende Folgen. Schiiler
Whundts trugen den Gedanken, Erkenntnisse
der Psychologie mit experimentellen Unter-
suchungen auf  naturwissenschaftlicher
Grundlage zu gewinnen, rund um den Erd-
ball. Damit ging das vorwissenschaftliche
Stadium der Psychologie, in welchem bloBle
Beschreibungen von Seelenzustinden vor-
herrschten, zu Ende.

Die Psychologie hat in den hundert Jahren
ihres Bestehens groBe Fortschritte gemacht.
Auch dieser Wissenschaft geht es — wie im
Grunde genommen allen anderen - vorrangig
um das Aufdecken von Zusammenhangen
und GesetzmaBigkeiten. Sowohl beim Auf-
finden als auch beim Formulieren solcher
GesetzmaBigkeiten bedient sich die Psycho-
logie in zunehmendem MaBe der Mathema-
tik. Dabei steht sie verstandlicherweise noch
am Anfang, sind doch ihre Gegenstinde nicht
die unbelebte Materie (wic in der Physik)
oder die allgemeinen Lebensprozesse (wie in
der Biologie), sondem das komplizierte
Wechselspiel von Wahrnehmungen, Vorstel-
lungen, Gedanken, Gefithlen und Empfin-
dungen im Menschen sowie das soziale Ver-

53



halten zwischen den Menschen (in der Schul-
klasse, Arbeitsbrigade oder in anderen Kol-
lektiven). Die Mathematische Psychologie hat
also ein weites Feld vor sich.
Unter Mathematischer Psychologie versteht
man die Gesamtheit von Anwendungen mathe-
matischer Methoden bei der Untersuchung
psychischer Prozesse.
Von den anderen psychologischen Teilgebie-
ten (Entwicklungs-, Personlichkeits-, Sozial-
psychologie, Padagogische Psychologie usw.)
unterscheidet sie sich daher nicht durch ihren
Inhalt, sondern durch die Art der Behandlung
und Formulierung psychologischer Fragestel-
lungen. Zur Erkenntnisgewinnung hat dabei
die mathematische Modellierung besondere
Bedeutung. Der Grund fiir die Anwendung
dieser Modellmethode ist vor allem durch
den Forschungsgegenstand selbst bedingt,
denn psychische Zustinde und Prozesse sind
einer unmittelbaren Untersuchung meist
nicht zuginglich. In Verbindung mit der Nut-
zung der modernen Rechentechnik wurden
z.B. Simulationsmodelle fiir komplexe psy-
chische, insbesondere vom Denken beeinfluB3-
te, Vorginge erarbeitet.

H. Lohse und I. Kraft

Fine Aufgabe —

verschiedene Losungen

Wir wollen auch heute wieder Ldsungs-
varianten zu Wettbewerbsaufgaben vorstel-
len, die bei uns eingegangen sind. Sie mogen
unseren aktiven Teilnehmern am alpha-Wett-
bewerb Anregungen zum Lésen von Aufga-
ben geben.

Im Heft 6/1978 verdflentlichten wir [olgende
Aufgabe:

Maé6 #1800 In einer Klasse, der mehr als
20, aber weniger als 40 Schiiler angehdren,
wurde eine Klassenarbeit in Mathematik ge-
schrieben, an der alle Schiiler teilnahmen. Der
9.Teil der Anzahl der Schiiler erhielt die
Note 1, der 3. Teil die Note 2, der 6. Teil die
Note 4; kein Schiiler erhielt die Note 5. Wie-
viel Schiiler erhielten die Note 3?

In Heft 2/1979 verdflentlichten wir dazu eine
Losung:

Die Anzahl der Schiiler dieser Klasse muB ein
Vielfaches von 9 und von 6, also ein Viel-
faches von 18 sein. Wegen 20<n<40 trifft
dies nur zu fiir n=36. Dieser Klasse gehoren
somit 36 Schiiler an. Angenommen, x Schiiler
haben die Note 3 erhalten; dann gilt
x=36—§—3—3§—?, also x=14.

Die Note 3 erhielten 14 Schiiler.

Wir stellen nun die Losung von Kerstin Kan-
tiem aus Berlin vor, die Schiilerin der
Klasse 6b der 3. Oberschule ,,Erich Weinert“
ist.

Kerstin loste diese Aulgabe wie folgt:

Es sei x die Anzahl der Schiiler dieser Klasse;

dann gilt 20 <x<40. Es erhielten g Schiiler

die Note 1, ol Schiiler die Note 2, % Schiiler

die Note 4 und y Schiiler die Note 3. Nun gilt
X X Xx Tx .
§+§+g+y=x, also y=1—8. Nur wenn x ein
Viellaches von 18 ist, erhalten wir fiir y eine
ganze Zahl. Wegen 20<x <40 gilt x=36,
also y=14.

Es erhielten 14 Schiiler die Note 3.

Im Heft 6/1978 veroffentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma7 #1804 Das Motorschiff ,,Bummi“ der
WeiBen Flotte in Berlin hat sechsmal soviel

Innen- wie AuBenplatze. Wiirde dieses Schiff
iiber zwei Innenpldtze und sechs AuBenplitze
mehr verfiigen, dann wiren viermal soviel
Innenplitze wie AuBenplitze vorhanden. Wie
viele Personen finden auf diesem Schifl einen
Sitzplatz?

In Heft 2/1979 veroflentlichten wir dazu eine
Losung:

Angenommen, es sind x Innenplidtze und
y AuBenplitze; dann gilt x=6y (1) und
x+2=4-(y+6) bzw. x=4y+22 (2).

Setzen wir (2) in (1) ein, so erhalten wir
4y +22=6y, 2y=22, y=11. Daraus folgt
durch Einsetzen x=6-11=66.

Das Schiff hat fiir 77 Personen Sitzpldtze.

Wir stellen nun die Lésung von Ines Weiche
aus Pinnow vor, die Schiilerin der Oberschule
Birenklau, Klasse 7b, ist. Ines loste diese
Aufgabe unter Verwendung von nur einer
Variablen wie [olgt:
Angenommen, das Schifl hat x AuBenplitze;
dann hat es 6x Innenplétze. Nun gilt
6x+2=4"(x+6),
6x+2=4x+24,
2x=22,
x=11L
Das Schifl hat 11 AuBenplitze, 6 11 =66 In-
nenplitze. Auf diesem Schill erhalten 77 Per-
sonen einen Platz.

Wir stellen nun die Losung von Marion Gon-
schorreck aus Dingelstdadt vor. Marion ist
Schiilerin der Klasse 4 der Makarenko-
Oberschule II. Mit Hilfe einer Tabelle 16ste
sie diese Aufgabe wie folgt:

Es sei n die Anzahl der AuBenplitze, also
6-n die Anzahl der Innenplitze. Ich stelle

folgende Tabelle auf:
n 6n n+6 6-n+2 4:-(n+6)
1 6 7 8 28
2 12 8 14 32
5 30 11 32 44
9 54 15 56 60
10 60 16 62 64
11 66 17 68 68
12 72 18 74 72

Nur fiir n=11gilt 6- n+2=4-(n+6).
Das Schiff hat 11 AuBen- und 66 Innenplitze,
also insgesamt 77 Sitzplétze.



aufgepaBt
nachgedacht

mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

Kombinierte Figuren
aus Quadraten
und Dreiecken

1. Auf einem karierten Papier mit quadrati-
schen Karos markieren wir Figuren, die sich
aus 5 einzelnen untereinander zusammenhén-
genden Quadraten bilden lassen. Es entstehen
die in Bild 1 dargestellten Mdglichkeiten fiir
die verschiedenen nichtkongruenten Fille.
Durch Anhingen eines weiteren Karos kann
man sich alle denkbaren 6-Zeller aus quadra-
tischen Zellen aufbauen. Kannst du alle Fille
herausfinden? Dabei muB man beachten, da
aus verschiedenen S5-Zellern durchaus glei-
che, d. h. kongruente, 6-Zeller entstehen kon-
nen. Bild 2 zeigt dazu drei solcher Moéglich-
keiten. Die zum 5-Zeller hinzugenommenen
Quadrate sind schraffiert gezeichnet.

Bild 1
@ i

Bild2

rtH B
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Unter den 6-Zellern sind welche dabei, die zu
lustigen Zeichnungen dienen koénnen. Wir
geben in Bild 3 einige Beispiele.
Welche Vorschlége fallen dir noch ein?

1.1

Bild 3

2. Man kann mit den 6-Zellern auch ein
2-Personenspiel spielen. Dazu grenze man
sich vorher ein quadratisches oder rechtecki-

Bild 5

ges Feld auf einem karierten Blatt ab. Die
Seitenlingen wihle man beliebig aus. Um das
Spiel nicht zu lange andauern zu lassen,
schrinke man sich etwa zunichst auf ein
Spielfeld von 10 x 10 oder dhnlich ein. Es
werden nun abwechselnd von den Spielern I
und II Felder markiert, so daB nach je
3 Ziigen von beiden Spielern ein 6-Zeller ent-
standen ist. Die markierten Karos miissen
dabei stets lings einer Quadratseite mit
schon markierten zusammenstoBen. Das
Spiel wird fortgefithrt. Die entstehenden
6-Zeller sollen alle nichtkongruent sein und
sie sollen sich gegenseitig nicht beriihren. Der
Spieler, dem erstmalig keine Fortsetzung in
der vorgeschriebenen Weise gelingt, hat ver-
loren. Bild 4a zeigt ein Spielprotokoll. Hier-
nach hitte I verloren, da er keinen neuen
6-Zeller mehr beginnen kann. Wire es jedoch
im Protokoll 4b fiir Spieler I méglich, so zu
ziehen, daB er gewinnt?

Bild4a Bild4b

3. Aus den 6-Zellern sollen durch Falten und
Verkleben raumliche Gebilde hergestellt wer-
den. Das Falten geschehe nur lings einer
Quadratseite, ebenso erfolge das (gedachte)
Verkleben nur lings zweier Quadratseiten.
Was kann alles entstehen? Es sind jedenf(alls
Wiirfel méglich. Die 6-Zeller, die zu Wiirfeln
verklebt werden konnen, heiBen Wiirfel-
netze. Es gibt 11 verschiedene! Ermittle sie!

D gy g
as %ﬂ

Bild5 zeigt zwei Verklebungsmodelle von
6-Zellern, die keine Wiirfelnetze sind. Es ist
im ersten Fall eine eckige Tasse entstanden,
wihrend es im zweiten Falle eine eckige
Schépfkelle ist. Welche 6-Zeller liefern noch
alle das Klebemodell einer Tasse und welche
das einer Schopfkelle?

4. Entsprechend zu den Figuren aus Quadra-
ten kombinieren wir nun gleichseitige Drei-
ecke zu Mehrzellern. Man muB sich zuerst
eine Dreiecksfelderung herstellen. Hierzu
konstruiert man sich mit Zirkel und Lineal
ein groBes Parallelogramm aus zwei gleich-
seitigen Dreiecken und teilt darauf die Seiten
in 10 oder mehr gleiche Teile. Durch Ziehen
entsprechender Verbindungslinien bekommt
man die gewiinschte Felderung aus Dreiecks-
zellen. Von den 5-Zellern gibt es jetzt nur vier
verschiedene Typen. Bild 6 enthilt sie. Von

Bild 6
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den 6-Zellern sind jetzt 12 nichtkongruente
méglich. Finde diese durch Anhingen einer
weiteren Dreieckszelle, wenn du von den
5-Zellern ausgehst! Einige phantasievolle
Zeichnungen mit 6-Zellern und 7-Zellern
zeigt Bild7. Welche fallen dir noch ein?
Bild 8 bringt ein Beispiel fiir ein rdumliches
Klebemodell aus zwei verschiedenen Drei-
ecks-5-Zellern. Es ist eine spitze Tiite mit
einer Lasche entstanden. Behandle eine
gleichartige Aulgabe wie bei den Quadrat-
Zellern! J. Flachsmeyer

Alle Teilnehmer an der 20. OJM der Stadt
Greifswald erhielten einen Ehrenwimpel (sie-
he unseren Beitrag S. 66/67, d. Red.)
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Helft
dem Kosmonauten!

Vor einiger Zeit bekamen wir einen Brief aus
Moskau.

Die Komsomolzin Natascha Shurkowa, Stu-
dentin am Technikum, hatte sich eine Auf-
gabe ausgedacht, die sie den Lesern unserer
Zeitschrift gern stellen mochte. —

Fiir die aktive Bewegung im schwerelosen
Raum gibt es mehrere Moglichkeiten. Am be-
kanntesten ist uns allen die Bewegung unter
Ausnutzung des RiickstoBes, das Prinzip des
Raketenantriebs. Es hat den Schritt des Men-
schen in den Kosmos itberhaupt erst méglich
gemacht und wurde zu diesem Zweck von
dem russischen Gelehrten Konstantin Eduar-
dowitsch Ziolkowski theoretisch ausgearbei-
tet. Das RiickstoBprinzip findet seine Ver-
wirklichung in Fest- und Flissigstoffraketen,
in ferner Zukunft vielleicht auch eines Tages
in Photonentriebwerken. Fiir Bewegungen
im Orbit selbst, wie sie beim Bau und Betrieb
von Orbitalstationen vorkommen, kann man
sich noch weitere Moglichkeiten denken,
nidmlich

— die Bewegung unter Ausnutzung des Son-

nenlichtes, mit Sonnensegel,
— Bewegung infolge der Gravitationskraft
zwischen allen Massen und
— die Bewegung unter Ausnutzung elektri-
- scher oder magnetischer Feldkrifte.

Und nun stellt euch einmal die folgende
Situation vor:

Auf einer Umlaulbahn um die Erde wird eine
Orbitalstation montiert. Die Monteure - Kos-
monauten in ihren schweren Raumanziigen -
bewegen sich in unmittelbarer Nihe der Sta-
tion, indem sie sich mit den Hinden an iiber-

Mepaas coseTcnan n-,mom-; paneva .TWPA-08*
(asmraTess .09} 3unymenn 17 asrycra 18933 r,
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all vorhandenen Griffen oder Kanten fest-
halten oder sich an dem Seil wiedcr heran-
ziehen, das sie mit der Station verbindet.
Plotzlich 16st sich aus irgendeinem Grunde
die Halterung des Seils eines Monteurs, der
damit beschiftigt ist, mit einem elektromagne-
tischen Pickhammer Niete zu setzen. (Ein
solches Gerit ist eine kleine Ausgabe der mit
PreBluft betriebenen Pickhimmer, wie sie
beim Strafienbau oder im Bergwerk verwen-
det werden.) Zum Gliick hatte er sich zuvor
nur ganz leicht abgestoBen, so daB er jetzt in
einiger Entfernung von der Station im [reien
Raum schwebt und sich nur ganz langsam
weiter von ihr entlernt. Die anderen kdnnen
keine rasche Hilfe bringen, sie konnen aber
iiber Funk mit dem Verungliickten sprechen,
ihm Mut machen und mit Ratschlidgen ver-
suchen, ihm in seiner miBlichen Lage beizu-
stehen. Alle iiberlegen angestrengt. — Endlich
hat einer eine Idee. ,Du hast doch deinen
Pickhammer! Der funktioniert doch noch. Er
wird dich zu uns zuriickbringen, wenn du es
richtig anstellst !

Nun, liebe Knobellreunde, denkt einmal mit
und versucht, dem verungliickten Kosmo-
nauten zu helfen! Kann er tatsichlich den
Pickhammer in seiner Hand dazu benutzen,
zur Station zurickzukommen, und wie muB
er es anstellen?

Da es uns nur auf das ,.Wie* ankommt und
wir keine genaueren Berechnungen der Riick-
kehrzeit und -geschwindigkeit durchfiihren
wollen, kénnen wir bei unseren Uberlegun-
gen von einem Geriit ausgehen, das nur die
unbedingt notwendigen Konstruktionsele-
mente des wirklichen Pickhammers enthilt.
Wir ,,idealisieren* also und [ihren ein ,,Ge-
dankenexperiment* aus.

Die Wirkung eines Pickhammers beruht auf
dem Zusammenspiel dreier Massen:

- Dem Gehiuse, welches die Form eines
beiderseits geschlossenen Rohres hat, und
das der Kosmonaut fest in seinen Hinden
halt, mit einer Gesamtmasse M,

m

— den beiden gleichgroBen Massen (—) des

2
insgesamt im Rohr beweglichen Gleiters. Er
hat die Form einer Hantel, bei der die beiden
Massen im Abstand S* voneinander durch
eine Klemmeinrichtung [estgehalten werden,
bei einem StoB aber entlang der Hantelstange
aufeinander zu gleiten konnen (Bild 1).

5
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Bild 1

Wie arbeitet eigentlich ein solcher
Pickhammer?

Wir beginnen unsere Beobachtungen in dem

Moment, wo sich die beiden Halbmassen %

im Abstand S* voneinander am linken Ende
des K&rpers befinden. (Beschreibung und Lo-
sung des Problems verwenden zwar die in
Bild 1 dargestellte Vorstellung von der Form
des Geriites, fassen die Massen aber dann als
punktf6rmig auf, wie das in der Mechanik
iiblich ist, da wir sonst nicht ohne Verwen-
dung von héherer Mathematik auskommen
konnten!) Durch eine Antriebskraft (PreSluft
oder elektromagnetische Kriifte) werden bei-
de Halbmassen in diesem festen Abstand in
Richtung auf das andere Ende ,2“ hin be-
schleunigt und stoBen dort nach einer gewis- -
sen Zeit t wie eine Masse m mit dem Gehause
der Masse M zusammen. Durch den Aulprall
wird gleichzeitig eine Sperre geldst, so daB die
linke Halbmasse nun auch noch um die
Strecke S* nach rechts gleiten kann, um nach
einer kurzen Zeit ¢ aufzuprallen. Der StoB
wird reflektiert und die Halbmasse lduft wie-
der nach links, wird im Abstand S* wieder mit
der zweiten Halbmasse gekoppelt und nun
gleiten beide gemeinsam zum linken Ende 1%,
wo das Spiel von neuem beginnt.

(Im Bild bedeuten:

P, P, und P, —die Schwerpunkte des Gesamt-
systems, des Hammerkorpers und des beweg-
ten Innenteils,

S, S; und S, - die Abstinde der Schwer-
punkte.

Das Bild ist nur eine Momentaufnahme, alle
GroBen auBer der Gesamtldnge des Korpers
und den beteiligten Massen hidngen von der
Zeit ab!)

Problemdiskussion:

(1) Wiirden keine inneren Kriifte wirken und
gibe es keine Reibung, dann wiren die Sté8e
an den beiden Enden ,,1“ und ,,2* allesamt
vollkommen elastisch und der Gleiter wiirde
mit einer einmal gegebenen Geschwindigkeit
von ,,1* nach ,,2* laufen, die erste Halbmasse
wiirde dort auftreffen und reflektiert werden.
Inzwischen wiirde die zweite entlang der Han-
telstange auf sie zugleiten und beim Zusam-
mentreffen ebenfalls reflektiert und im Ab-
stand S* arretiert werden und der Gleiter liefe
nach ,,1* zuriick, wo sich das gleiche Spiel

Bild 2
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wiederholte. Trotz dieser recht komplizierten
Bewegungsfolge im Inneren wiirde der Ge-
samtschwerpunkt ortsfest bleiben, das Gerit
wiirde also im Takt der inneren Bewegung
um den Schwerpunkt hin- und herschwingen
(Bild 2)!
(2) In einem Pickhammer ist das aber anders!
Der StoB des Gleiters im Punkte ,,2“ ist un-
elastisch, d.h.,, die Bewegung wird abge-
bremst, die kinetische Energie leistet Arbeit
und wird nach auBen abgegeben. Im Punkte
,,1* erhilt er in jedem Takt durch eine innere
Kraft (PreBluft, Explosion, elektromagneti-
sche Kraft, ...) einen Impuls nach rechts. Der
StoB der beiden Halbmassen kann als elasti-
scher StoB angesehen werden. (Die Darstel-
lung ist vereinfacht!)
Bezeichnen wir die Geschwindigkeit, die der
Gleiter in ,,1“ bekommt, mit v, so ist der
Impuls my. Nach dem Reaktionsprinzip erhilt
das Gehiuse den gleichen Impuls nach links.
Seine Geschwindigkeit Vergibt sich dann aus
der Impulsgleichheit

MV=my. 1)
Da m sicher kleiner als M ist, ist die Ge-
schwindigkeit des Gleiters wesentlich gréBer
als die des Gehduses. Beim Auftreffen der
ersten Halbmasse auf die Gehdusewand bei
»2¢ wird die Geschwindigkeit abgebremst.

M und ;zusa.mmen haben danach nur noch

die Geschwindigkeit v’ nach links, die sich
wiederum aus der Gleichheit der Impulse be-

rechnet:

m\, m _M M
<M+5)v —MV——ED—MV 7V—7V. )

Die zweite Halbmasse des Gleiters stoBt

elastisch auf die viel groBere Masse (M +g),
ihre Geschwindigkeit wird in der Richtung
lediglich umgekehrt und sie gleitet wieder
m

Tt
nach Durchlaufen der Strecke S* auf den
ganzen Gleiter, der nun mit der Geschwindig-
keit v” von der Wand ,,2“ weg nach links lduft.

nach links und iibertrédgt ihren Impuls

Es gilt offensichtlich

v =v'+90, 3)

. mv

t b=—.
mi mi=— @)

Setzen wir (2) und (4) in (3) ein, dann erhalten

WIr
L My
R
M+=

2
Wenn der Gleiter bei ,1* eintrifft, hat er
gegeniiber der Gehidusewand die Relativ-
geschwindigkeit § und iibertrégt durch elasti-

&)

schen StoB den Impuls % - # auf das Gehduse.

Dieser Impuls betrigt nach (1) MTV Da das
Gehiuse nach (2) ohnehin noch die Geschwin-

digkeit v'=

M
Mrm V hatte, hat es also am
Ende eines Arbeitstaktes noch eine Rest-
geschwindigkeit

-V M 1 1

=2t M m V=(Z+ E)V’
M

die fir m<M gréBer als % de'r durch die

innere Kraft verursachten Anlangsgeschwin-
digkeit ist.

'(3) Die Antwort lautet also:

Der Pickhammer und mit ihm der Kosmo-
naut erfihrt bei jedem Arbeitstakt einen Im-
puls in Richtung der Geriteachse des Pick-
hammers zur Seite des Arbeitspunktes ,,1*
hin.

Der Kosmonaut kann sich also mit seinem
Arbeitsgerit selbst zur Raumstation zuriick-
mandvrieren!

Eine notwendige Nachbemerkung

Die Komsomolzin Natascha Shurkowa hat
sich diese Aufgabe eigentlich nicht selbst aus-
gedacht. Sie schrieb uns, daB ihr Vater das
Problem untersucht hat, als er vor vielen
Jahren selbst im Bergwerk mit einem PreB-
luft-Pickhammer arbeiten muBte. Thn hatte
die Frage beschiiftigt, ob man sich den schwe-
ren Umgang mit diesem Gerit bei geschickter
Handhabung etwas erleichtern kann! Seine
Losung verwendete die wirklichen Gegeben-
heiten etwas stirker und enthielt die Verwen-
dung der Integralrechnung. N.S. ist ein echtes
Kind unserer Zeit und hat das Problem in den
Kosmos verlagert; sie liebt aber auch Kinder
sehr und hat deshalb versucht, die Aufgabe
so einfach zu machen, daB die Losung mit
den Mitteln der Schule ermoglicht wird.

Es wire schon, wenn ihr die hier nur skizzierte
Diskussion einmal in allen Einzelheiten
durchfiihren wiirdet — das schult das physi-
kalische Denkvermé&gen.

Wir danken Herrn Dr.R.Hofmann fiir die
Ubersetzung des Briefes und seine Umsetzung
zu diesem Artikel, d. Red.

Leserbriefe

® Anbei 15 Antwortkarten und die Urkunde
der letzten vier Jahre. Die Arbeit mit der
alpha macht mir SpaB. In der AG Mathe-
matik, Klasse 4, die ich leite, hilft mir die
alpha sehr.  Pia Zimmermann, Bleicherode

® Seit fiinf Jahren lse ich die alpha-Aufga-
ben. Sie sind immer sehr interessant und ha-
ben mir besonders bei der Entwicklung mei-
nes mathematisch-logischen Denkens gehol-
fen. Das macht sich auch im Mathematik-
unterricht bemerkbar. Im letzten Schuljahr
erwarb ich 51 Antwortkarten. Ich habe nun
die 8. Klasse an der OS beendet und besuche
nun die EOS in Lichtenstein.

Angela Illing, Gersdorf (KI.9)

® Uns Schiilern bereitet die alpha, besonders
der Wettbewerb, viel Freude, da sie nicht
nur zusitzliches Wissen vermittelt, sondern
weil sie durch ihre Vielfalt anregt, sich mehr
mit der Mathematik zu befassen. )
Karin Lewdon, Lauscha

® Mathematik ist fiir mich Hobby, das mir
manche Freude bereitet in meiner nun schon
vier Jahre wahrenden’,,Verbannung* an Bett
und Wohnung aus gesundheitlichen Griin-
den. Deshalb sind mir besonders die Aufga-
ben des Wettbewerbs Ablenkung und Anre-
gung. Rentner M. Pohl, Leipzig (75 Jahre),

begeisterter ,,Esperantist‘

® alpha ist wertvoll in dem Sinne, daB sie die
Maoglichkeit gibt, sein Wissen auBerhalb des
Unterrichts zu vervollkommnen. Ich binz. Z.
Schiiler einer 12.Klasse und habe den
Waunsch, Mathematiker zu werden. Deshalb
ist mir die alpha eine willkommene Bildungs-
moglichkeit. .. Negativ finde ich, daB die
Losungen zum alpha-Wettbewerb erst ziem-
lich spat erscheinen.

Rainer Werner, Ruppertsgriin (KI. 12)

® Die Lésung der Aufgaben hat mir nicht nur
Freude bereitet, sondern vor allem gezeigt,
daB mein mathematisches Wissen noch viel-
fach einer Festigung bedarf, um die ich mich
bemt@hen muB. Die alpha hilft mir dabei in
angenchmer Weise.

Georg Lang, Burg-Spreewald (KI.8)

® Seit 1976 bist Du mein treuer Begleiter.
Dies hat sich in meinen Kenntnissen in Ma,
Ph und Ch bereits mit Erfolgen in der Schule
bis zur Stadtbezirksolympiade, abgeschen
von einer interessanten Freizeitbeschafti-
gung, ausgezahlt.

Lutz Schuppenhauer, Dresden
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® AnlaB fir meine sechsjihrige Teilnahme
am alpha-Wettbewerb war mein Sohn Henri,
der seit der 5. Klasse stindig die Aufgaben
auf den Gebieten Mathematik, Physik und
speziell Chemie 16st und so eine solide Basis
in allen Fachern erarbeitete. Lohn waren
etliche Preise in allen Fachern bei Kreis-
olympiaden und sehr gute Noten beim Ab-
schluB der einzelnen Schuljahre. Nun beginnt
er seine EOS-Ausbildung. Wir beide werden

Konvexe und
konkave
Funktionen

auch weiterhin am alpha-Wettbewerb teil- -

nehmen.  Dieter Koch, Arnstadt (42 Jahre)

® Mit viel Freude gehe ich immer an die
Losung der Wettbewerbsaufgaben. Ich muB
allerdings bekennen, daB sie mir meistens
recht schwer fallen und ich oft wochenlang
daran herumknobele. Um so gréBer ist dann
die Freude, wenn die Losung richtig war,
wenn auch mein Lési.mgsweg wahrscheinlich
umstindlicher ist als der eines Wissenschaft-
lers. Edith Léffler, Konigshain

® Anbei meine Antwortkarten. Ich bin jetzt
22 Jahre, seit zwei Jahren Verkehrsstudent

und beschiftige mich schon viele Jahre mit.

der Mathe. Die alpha hat mich stets dabei
unterstiitzt. Nicht zuletzt dadurch konnte ich
als Schiiler an den Olympiaden aller Stufen
mit Erfolg teilnehmen und im Jahre 1979
als Hoéhepunkt einen ersten Preis bei der
DDR-Mathematikolympiade der Studenten
technischer und 6konomischer Fachrichtungen
erringen. .. Anbei eine Aufgabe fiir den
alpha-Wettbewerb aus meiner Studienrich-
tung. " Student Matthias Bir, Freital

® Anbei meine Antwortkarten und eine Auf-
gabe, die Ihr vielleicht in Klasse 5 oder 6
stellen kénnt. Es ist mein erster derartiger
Versuch. Die alpha ist eigentlich toll; es k6nn-
ten vielleicht mehr Lustige Logeleien ver-
offentlicht werden.

Marlis Schrider, Brandenburg (KI.8)

® Vielen Dank, daB Sie unseren Artikel ver-
Sffentlichten. Ich méchte bemerken, daB Thre
Zeitschrift bei unseren Jungen Mathematikern
sehr populidr ist. Ehrlich gesagt, wenn ich
selbst das Material Ihrer Zeitschrift durch-
sehe, erinnere ich mich eines Ausspruchs
David Hilberts (1900 auf dem Internat. Ma-
thematikerkongreB in Paris): ,,Das mathe-
matische Problem muB iiberdies so schwierig
sein, um uns zu fesseln und gleichzeitig so
gemeinverstindlich, um unsere Bemiihungen
nicht hoffnungslos zu machen. Es muB3 weg-
weisendes Zeichen auf gewundenen Pfaden
sein, das zu verborgenen Wahrheiten fiihrt
und uns am Ende mit Freude iiber die ge-
fundene Losung belohnt. .
Diese Aussage wird deutlicher, wenn wir Ge-
lehrten die Jungen Mathematiker in ihrem
Rahmen betrachten.

Prof. Dr. Jeganjan, Jerewan

58

Fiir das geometrische und das arithmetische
Mittel zweier beliebiger nichtnegativer reeller
Zahlen y, und y; gilt die Ungleichung

l/}’x'}’2§%0’1+h)- (1)

Beweis: Es ist offensichtlich (J/y, —|/y2)* 20,
d.h.y,+y2—2)/y1y,20. Darausfolgt y, +y;

22}/y1y2 und schlieBlich 1y, + )2}/ iy

w.z.b.w.

Ala Gibeine notwendige und hinreichen-
de Bedingung dafiir an, daB in (1) die Gleich-
heit eintritt!

Fiir jede reelle Zahl a> 0 und beliebige reelle
Zahlen x; und x, sind die Zahlen a*1 und
a*2 positiv. Setzen wir nun in (1) y, =a*t und

2 =a"2, so ergibt sich |/a*14%2S l(a"l +a*2).
¥ 2

Mit der Umformung |/a*1a*2=|)/a*1**2=

x +xz
2

a erhalten wir aus (1) dié¢ Ungleichung

xl+xz
2
Das Gleichheitszeichen in (2) trifft genau

x)t+x
2

1
a ? éi(a‘l +a*2).

dann zu (d.h, a =%{a'1+a’2) ist eine

wahre Aussage), wenn a*1=a*2 ist (vgl. L§-
sung Ala). Da die Funktion mit der Glei-
chung y=a" fiir a+ 1 streng monoton wiichst
bzw. fillt, ist dies genau dann der Fall, wenn
x;=x, ist. (Fiir a=1 gilt g*1=g"2 fiir alle
x; und x;.)
Gibt es-nun auBer der Funktion mit der
Gleichung y=a" noch weitere Funktionen f,
fiir die die Ungleichung '
X1+ X2\ < f (1) +1(x2)
f ( 2 -)’ 2
Definition: Eine Funktion f heiBt konvex im
Intervall I, wenn fiir beliebige Zahlen x,,
x, €1 die Ungleichung (3) erfiillt ist:

gilt?

f<xl ';Xz)éf(xl)';f(xz). &)
Sie heiBt konkav in I, wenn [ir alle
xy,x2 €l gilt

f(xl ;xz)gf(xl);'f(xz). 3)

Dabei soll die Funktion f streng konvex
(konkav) heiBen, wenn die Gleichheit in (3)
(bzw. (3)) genau dann eintritt, wenn x; =x;
ist.

Gelten (3) (bzw. (3)) fiir alle Elemente x,, x;
des Definitionsbereichs von f, dann heiBt die
Funktion f konvex (bzw. konkav).

Beispiel 1:
Wir untersuchen die Funktion mit der Glei-

chung y=f (J’r,)=xz mit der Menge der reellen
Zahlen als Definitionsbereich (Bild 1).

y

Bild 1
1
Xy

Sie ist streng konvex, wenn (4) fir alle x;,
x,€P erfiillt ist und wenn die Gleichheit
nur fir x, = x, eintritt:

X3 +Xx2 2
(—2 @
Diese Bedingung ist sicher dann erfiillt, wenn
die Beziehung

.
%(xﬁ+x:’)—<¥> 20

1
§§(x12+xz2)

richtig ist. .
Wir formen die linke Seite dieser Ungleichung
um:

x,2 xzz_x_,’_lexz_xi

272 4 4 4

x12 2x3x3  x3? 1
=T‘—%+Tz=z(xlz—211Xz+X2z)
_(xl—xz)z_

== =T

Offensichtlich gilt fiir alle x,, x,€ P T=0 und
T ist genau dann gleich Null, wenn x,;=x,
ist.
Damit ist bewiesen, daB die Funktion f mit
der Gleichung y=f(x)=x? streng konvex
ist.

Beispiel 2:
Es soll untersucht werden, ob die Funktion f
mit f(x)=£ im Intervall I={xeP| —oc<x

<0} streng konkav ist (siehe Bild 2). Dies ist’
nach (3') dann erfiillt, wenn die Beziehung

j-(xl + Xz) —f(xl);-ﬂxZ)gO'

2
fiir alle x,, x; €/ gilt.

L

Xg 2.

(U p—

Bild 2



1 1(1 l)
Aus - —+—
X1+x3 2\x; x,
2

_ 2 1.1

X hx; 2% 2x;

erhalten wir nach weiteren Umformungen
_ b —xz)?
T 2x0x2(— X1~ X2)'

Offensichtlich gilt fiir das betrachtete Intervall
(d.h. —x; >0, —x,>0) T>0 fiir x; +x, und
T =0 fir x;=x,. Die Funktion f mit f(x)

1. .
=3 ist also im betrachteten Intervall streng

konkav.

Nach diesen Beispielen wollen wir die ge-
wonnenen Erkenntnisse etwas allgemeiner
betrachten. Es sei y=f(x) die Gleichung
einer reellen Funktion f, und wir wihlen
aus dem Definitionsbereich von f zwei von-
einander verschiedene Elemente x; und x,;
dann liegen die Punkte P, (x,;f(x;)) und.
P (x2; f(x2)) auf dem Bild der Funktion mit
der Gleichung y=f(x). Zu den beiden Punk-
ten P; und P, bilden wir ferner die Strecke
PP, (siche Bild 3a, 3b). Der Mittelpunkt
dieser Strecke ist

M(XI +Xz,f(xl)+f(xz))
—5 )

2
J & (n;y,)
|
]
l
Bild 3a
Q(ln' =
1 x
h ('WTN !
|
[
I
. b (1,
Bild 3b ! 2 tin)
i I
i 1 x

Die Funktion f'ist konvex (konkav), wenn zu
zwel beliebigen Elementen x; und x; (x; % x;)
aus dem Definitionsbereich von f der zugeho-
rige Punkt M oberhalb (unterhalb) des Funk-
tionsbildes von f liegt. Die Forderung, daB
alle (inneren) Punkte einer Strecke, deren
Endpunkte auf dem Bild der Funktion f
liegen, oberhalb (unterhalb) des Funktionsbil-
des liegen, ist gleichwertig mit der Konvexitit
(Konkavitit) von f. )
Satz: Eine im Intervall I stetige') Funktion f
mit der Gleichung y=f(x) ist in I genau dann
konvex (bzw. konkav), wenn Rir belfebige
Elemente x,, x;el und fir jede Zahl teP
(0 <t <1) die Bedingung (5) (bzw. (5") erfiillt
ist:
Sxs +(1—x2) < tf (x1) + (1 —1)f (x2)
flexy +(1=t)xz)2tf (x1)+ (1= 1)f (x2)

)
)

Beweis: (Fiir den Fall der Konvexitit)

(1) Wir schlieBen aus der Konvexitit von f
auf das Bestehen der Beziehung (5). Diesen
Beweis fiihren wir indirekt, d.h., wir folgern
aus der Annahme, daB (5) nicht fiir alle x,,

X3, t (0<t<) erfiillt ist, einen Widerspruch

zur vorausgesetzten Konvexitit von f. Ist (5)
fiir alle x,, x,, t erfiillt, so gibt es Elemente
x;, x,€l und teP mit 0<t<], so daB
F(txs+(E—t0x2)>1f(x1)+ (1 —0)f(xa). Geo-
metrisch bedeutet dies, daB es im Bild von f
einen Punkt P* gibt, der oberhalb einer Sehne
PP, des Funktionsbildes liegt. Dann miiBte
der Graph von f die Sehne P, P, wegen der
Stetigkeit von f an mindestens zwei Stellen
P, und P, schneiden. Man wihle nun P,
und P;’ so, daB auf dem Graph von f

a) P* zwischen P, und P;’ liegt und

b) zwischen P,’ und P, keine weiteren
Schnittpunkte des Graphen von f mit der
Sehne P, P; liegen.

Dann ldge der Mittelpunkt M’ von P;'P; un-
terhalb des Graphen von f - im Widerspruch
zur Definition der Konvexitdt von f (siehe
Bild 4). ]

(2) Wenn (5) fiir alle te P mit 0<z<1 gilt, so

auch speziell fir t=%. (5) geht dann iiber in
(3), w.z.b.w.

Beispiel 3:

Fiir jede positive reelle Zahl a ist die Funk-
tion mit der Gleichung y=ax? (xeP) in
ihremn Definitionsbereich streng konvex. Um
dies nachzyweisen, mu8 die Ungleichung
altx, +(1—0x2)? <tax,® +(1 —thax,?

fiir alle x,, x;€P (x;#+x;) und alle ¢ mit
0<t<1 erfiillt sein. Dazu bilden wir wieder
die Dillerenz

(tax 2 +(1— axz?) —altx; +(1-)x2)*;

nach Umformen erhalten wir daraus
at(1—1t) (x;—x2)*=T.

Fiir alle x,, x,, ¢ mit den genannten Eigen-
schaften ist T>0.

Die im Satz genannten Bedingungen gestat-
ten es, mit elementaren Mitteln die Konvexi-
tit bzw.-Konkavitit einer reellen (stetigen)
Funktion fir ein bestimmtes Intervall aus
ihrem Definitionsbereich festzustellen. So
kann z.B. fir einen Punkt P; (x;;y,), der

Bild 4

zum Bild einer reellen (stetigen) Funktion f
mit der Gleichung y=f(x) gehort, festgestellt
werden, ob die Funktion f in einer geeignet
gewihlten Umgebung von x, konvex oder
konkav ist. Dies ermdglicht uns zu entschei-
den, ob an einem relativen Extrempunkt
einer Funktion ein Maximum oder ein Mini-
mum der Funktion vorliegt.

Anezika Wohlmutovd

Aus der CSSR-Zeitschrift rozhledy 1/74/75;
Ubersetzung und Bearbeitung: O.Langer
und C. P. Helmheolz

1) Die Stetigkeit einer Funktion wird in der
11. Klasse exakt definiert. Hier geniigt es, sich
unter einer stetigen Funktion eine solche vor-
zustellen, deren Bild sich mit dem Bleistift
,ohne abzusetzen“ zeichnen ldBt.

Lisung zu konvexe und konkave
Funktionen:

ala (1)istéquivalent zu (l/y_l_l/y_l)z 0.

Es gilt ( yl—]/y_I)2=0 genau dann, wenn
l/y_l- y2=0, d.h. l/yi=l/; Letzteres ist
dann und nur dann der Fall, wenn y, =y, ist.

Weitere Aufgaben:

A2a Untersuche die Funktion f mit der
Gleichung y= | x | auf Konvexitit bzw. Kon-
kavitit!

Losung: f ist konvex, aber nicht streng kon-
vex. ’

Ala Untersuche die Funktion f mit der
Gleichung y=x> auf Konvexitit bzw. Kon-
kavitit!

Losung: f ist in I,={xeP|—oc<x<0}
streng konkav und in I;={xeP|0<x< o}
streng konvex.

A4a Die Funktion f mit der Gleichung
y=x2+6x+8 hat den Extrempunkt P (—3;
-1).

Untersuche, ob f an diesem Punkt ein Maxi-
mum oder ein Minimum annimmt!

Losung: Es liegt ein Minimum vor.,




Die FuBwege zum Bruder

Gnom Nils beabsichtigt, seinen Bruder zu besuchen.
Wieviel Marschrouten hat er dafiir? (Nils muB den
Marschweg ,,F-u-B-w-e-g*‘ entlang gehen.)

Architekt A. W. Radunski, Moskau

. . . er sieht den Wald vor lauter Biumen nicht!
Rolf Siegmund, OS Grobers (K1.9)

FH¥
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Ubersicht

Von A nach B ist ein Weg zu finden, der durch alle
Felder fiihrt. Die Linie darf sich nicht kreuzen oder

doppelt gezogen werden. aus: Troll

B

A

Von 1 bis 8

Trage in die Kreise die Zahlen 1 bis 8 so ein, dal} die
Differenz zwischen zwei benachbarten, auf einer Ge-
raden liegenden Kreise mindestens 2 betragt! Setzt
du beispielsweise in den oberen Kreis 3 ein, so darf in
keinem der drei mit ihm verbundenen Kreise 2 oder 4

stehen. aus: Sputnik, Moskau

Fiir Tiiftler

Das abgebildete Muster soll im nachstehenden leeren
Quadrat nachgezeichnet werden. Hilfsmittel sind Li-
neal und Bleistift. Zu messen gibt es nichts, denn die
Markierungspunkte im leeren Quadrat reichen aus,
um alle geforderten Linien exakt zeichnen zu kénnen.

S

aus: WE 5/79, Kéin, M. Junga

L L4A
FEL onlK<[L/2NAY
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‘Wunderbare Komposition

Unsere Frage: Welchen der 12 Eingdnge muBl man
nehmen, um den Stern in der Mitte zu erreichen?

NN Y

s
v

Gleich oder nicht gleich?

Auf den Bildern A, B, C, D scheinen die Figuren gleich
zu sein, jede in anderer Lage. Jedoch gibt es je eine,

die nicht zu den anderen paBt. aus: Fiiles, Budapest

AN
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Platzwechsel

Stelle die weiBen und schwarzen Figuren so auf, wie
es das Bild zeigt!

Aufgabe: Die weiBen und schwarzen Figuren sind so
auszutauschen, daB die schwarzen alle links oben und
die weiBen Figuren alle rechts unten zu stehen kom-

men. Bedingung: Man darf in waagerechter und senk-
rechter Richtung auf das néchste leere Feld ziehen,
soweit notwendig auch hin und her. Man darf sogar
die Figur des Gegners iiberspringen, falls dahinter ein
leeres Feld ist (sogar mehrfach). Mit 46 Schritten ist

das Problem l6sbar. aus: Fiiles, Budapest

009 OO
00
000

Magische Figur

An Stelle der Punkte sind die Zahlen 1 bis 10 so
einzutragen, daB die Summe der Zahlen an den Ecken
jedes Quadrats und andererseits auf der Kreislinie stets
die gleiche ist, insgesamt also 5 gleiche Summen.

Ing.J. Péncik, Praha

,,Ich seh sie aber so!*
Wiladimir Wiadow, aus: Trud
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Mathematik-
aufgaben
aus Freundesland

10 Aufgaben aus der Sowjetunion

AlA Es ist nachzuweisen, daB es keine
n-stellige natiirliche Zahl z; gibt, aus der man
nach Vertauschen der ersten mit der letzten
Ziffer eine natiirliche Zahl z, erhilt, die fiinf-
mal so groB ist wie die Zahl z;.

A2a Aljoscha, Kolja, Petja und Wanja be-
streiten das Finale in einem 100-Meter-Laul.
Drei ihrer Freunde stellen je eine Prognose
auf, die jeweils aus zwei Aussagen besteht.
P,: Petja wird Erster. Aljoscha wird Dritter.
P,: Petja wird Zweiter. Wanja wird Erster.
P;: Kolja wird Erster. Aljoscha wird Vierter.
Nach dem 100-Meter-Lauf stellte sich heraus,
daB in jeder der drei Prognosen genau eine
Aussage wahr, die andere hingegen falsch
war. Keiner von den vier Liufern belegte mit
einem anderen den gleichen Platz.

Welchen Platz belegte jeder dieser Jungen?

Ala Es ist nachzuweisen, daB es keine
dreistellige natiirliche Zahl z; gibt, aus der
man nach Vertauschen der ersten mit der
dritten Ziffer eine natiirliche Zahl z, erhilt,
die viermal so groB ist wie die Zahl z,.

A4 A Essind zwei natiirliche Zahlen zu er-
mitteln, deren Summe 252 betriigt und deren
groBter gemeinsamer Teiler 36 ist. Dabei soll
die groBere dieser beiden Zahlen hochstens
doppelt so groB sein wie die kleinere Zahl.

A5a Essind alle zweistelligen natiirlichen
Zahlen zu ermitteln, die sich durch das Pro-
dukt derjenigen Zahlen, die jeweils den beiden
Ziffern entsprechen, ohne Rest teilen lassen.

A6A Eine Schiilerin wolite 187 mit einer
dreistelligen natiirlichen Zahl multiplizieren.
Versehentlich vertauschte sie im zweiten Fak-
tor die Einer- mit der Zehnerstelle und erhielt
als Produkt eine Zahl, die um 6732 kleiner
war als das richtige Ergebnis. Es ist bekannt,
daB im zweiten Faktor die Zahl, die de:
Zehnerstelle entspricht, dreimal so groB ist
wie die Zahl, die der Einerstelle entspricht.
Welches ist die kleinste Zahl, die diese Schii-
lerin unter diesen Bedingungen als Ergebnis
erhalten haben konnte?

A7a Es ist zu untersuchen, ob man die
Kanten eines Wiirfels so mit den Zahlen 1, 2,
3, ..., 11, 12 durchnumerieren kann, daB fiir
jeden Eckpunkt des Wiirfels die Summe aus
den Zahlen, die zu den drei in diesem Eck-
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punkt zusammenstoBenden Kanten gehéren,
stets die gleiche ist.

a8a Welche zweistelligen natiirlichen
Zahlen, die in dekadischer Darstellung nicht
die Ziffer O enthalten, lassen sich ohne Rest
durch ihre Quersumme teilen?

At

A9A Bei einer vierstelligen natiirlichen
Zahl, die in der dekadischen Darstellung ge-
nau eine Ziffer 0 enthiilt, wird diese Ziffer 0
gestrichen. Man erhilt dann eine dreistellige
natiirliche Zahl, die gleich dem neunten Teil
der Ausgangszahl ist.

Man finde eine solche Zahl.

A10a Eine funfstellige gerade natiirliche
Zahl enthilt in ihrer dekadischen Darstellung
keine Ziffer 0. Die aus den ersten drei Ziffern
gebildete Zahl ist eine Quadratzahl. Die aus
den letzten drei Ziffern gebildete Zahl ist eine
Kubikzahl. .
Um welche patiirlichen Zahlen handelt es
sich? '

Diese zum Teil anspruchsvollen Aufgaben
stammen aus Mathematikolympiaden (1. und
2. Stufe) der Sowjetunion. Sie wurden zusam-
mengestellt und mit Losungen versehen von
stud. math. O. Langer (Débeln), z. Z. Student
an der Universitit in Leningrad. Bearbeitet
fiir unsere alpha-Leser hat sie StR Th. Scholl,
Berlin. '

Ligsungen:
Ala Angenommen, es gibt eine solche n-

stellige natiirliche Zahl z,, aus der man nach
Vertauschen der ersten mit der letzten Ziffer
eine Zahl z, erhilt, fir die z,=5- 2, gilt, und
es seien zy =a;a,as...a, Und z; =0a,4,03...0,
ihre Zifferdarstellungen. Wegen a, +0 endet
z, nicht mit der Ziffer 0. Wegen z,=5-z,
miiBte z, auf die Zifler 5 enden, also a, =5
sein. Daraus folgt weiter z,=5-z, bzw.
8,a,a3...5=5"5a2a3...a,. Wegen a,<9 und
5-5>9 ist diese Gleichung nicht erfiillbar.
Also war die Annahme der Existenz von z,
falsch, d. h., es gibt keine Zahl mit der gefor-
derten Eigenschalft.

A2A  Wir bezeichnen z. B. die beiden Aus-
sagen der ersten Prognose mit P(a) und
P,(b) und nehmen eine Fallunterscheidung
vor.

1. Fall: Angenommen P,(g) ist eine wahre
Aussage. Dann ist P,(b) eine falsche Aussage.
Ferner ist dann P,(a) eine falsche Aussage
und somit P,(b) eine wahre. Aussage. Das
fithrt jedoch zum Widerspruch zur Annahme.
Diese Maglichkeit entfillt also.

2. Fall: Angenommen P,(a) ist eine falsche
Aussage. Dann ist P,(b) eine wahre Aussage.
Ferner ist dann P;(b) eine falsche Aussage
und somit P;(a) eine wahre Aussage. Daraus
folgt weiter, daB P,(b) eine falsche und somit
P3(a) eine wahre Aussage ist.

Das fiihrt zu folgendem Ergebnis:
Kolja wurde Erster, Petja Zweiter, Aljoscha
Dritter und Wanja Vierter.

A3A Angenommen, es gibt eine solche
dreistellige natiirliche Zahl z,, aus der man
nach Vertauschen der ersten und dritten.
Zifler eine Zahl z, erhilt, fir die z,=4"z,
gilt, und es seien z, =abc und z,=cba ihre
Zifferndarstellungen. Wegen z,=4-2z; mul
z, eine gerade natiirliche Zahl sein und wegen
a+0 auf die Ziffer 2, 4, 6 oder 8 enden.
Wegen 4a<9 gilt a=2. Wegen cb2=4-2bc "
konnte ¢ =3 oder c=8 sein.
Andererseits gilt aber c=4a=4-2=8. Folg-
lich muB ¢=8 gelten. Daraus folgt weiter
8b2=4-2b8 oder in anderer Schreibweise
802+ 10b=4(208 + 10b) mit 0<bh <9, also
802 + 10b =832+ 40b,

30b=-130,

b=-1. )

Also existiert keine solche dreistellige Zah! z,
mit der geforderten Eigenschaft.

A4a Diezuermittelnden natiirlichen Zah-
len seien x =36k und y=136n, wobei k und n
von Null verschiedene natiirliche Zahlen sind.
Dann gilt 36k +36n=252, also k+n=7. Es
sei k> n; dann erfiillen folgende Zahlenpaare
(k;n) diese Gleichung:

(6;1), (5;2) und (4;3). Nur das Zahlenpaar
(4;3) erfiillt aber die Bedingung k < 2n. Die zu
ermittelnden Zahlen lauten somit 144 und
108.

ASA Eine zweistellige natiirliche Zahl z
liBt sich darstellen durch z=10a+b mit
0<a<9und 0=b<9. Nun soll gelten

10:: b _k, wobei k cbenfalls cine natiirliche
Zahl ist.

Daraus [olgt weiter b+0. Nun gilt
10a+ b =abk, b= abk — 10q,

also b=a(bk —10).

Daraus folgt, daB a Teiler von b ist. Es sind
folgende Fiille zu unterscheiden:

b a k . z
1 1 11 11
2 1,2 6,171 12
31,3 %3,2 -
4 1,24 14‘!,3,% 24
5 15 3,% 15
6 1,2,3,6 %, 16—3, 2,16—1 36
7 1,7 171,171 -
8 1,2,4,8 2;1—4,2,2 -
i 88’8’8
o1z BN _

Die gesuchten Zahlen lauten 11, 12, 15, 24
und 36.



A64A Der zweite Faktor 148t sich durch
100a + 10b + ¢ darstellen. Nun gilt
187(100a + 10b + ¢)— 187(100a + 10c + b)
=6732,
(100a + 10b + c)—(100a + 10c + b) =36,
9b—9c =36,

b— c= 4
Wegen b=13c erhalten wir daraus
3c—c=4,2c=4,alsoc=2 und somit b=6.
Der kleinste dreistellige zweite Faktor lautet
162, und das kleinste Produkt lautet 187 - 126
=23562, das diese Schiilerin unter diesen Be-
dingungen als Erggbnis erhalten haben kénn-
te.

A7a Es sei a die Summe aus den Zahlen,
die zu den drei in einem Eckpunkt zusam-
menstoBenden Kanten gehdren. Da jede
Kante in genau zwei Eckpunkten des Wiirfels
endet und es acht Eckpunkte gibt, gilt
Ba=2(14+2+...+11+12),
1 12
a=z-7-(1+12),
a2
7
Da a keine natiirliche Zahl, sondern eine ge-
brochene Zahl ist, lassen sich die Kanten des
Wiirfels mit den gegebenen Zahlen nicht ent-
sprechend der geforderten Bedingung durch-
numerieren. '

A8a Eine solche zweistellige natiirliche
Zahl 140t sich durch 10a+b mit 1 £a<9 und
1<b<9 darstellen; sie hat die Quersumme
a+b. Nun soll gelten 10a+ b=k(a +b), wobei
k eine von Null verschiedene natiirliche Zahl
ist. Daraus folgt

10a + b=ak +bk,

10a —ak=bk —b,
a(10—k)=b(k—1).
Daraus folgt 2<k <9.

Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:
Aus k=2 [olgt 8a=b, alsoa=1und b=8. Aus
k=3 folgt 7a=2b, also a=2 und b=7. Aus
k=4 folgt 2a=>b, also a=1, 2, 3 oder 4 und
b=2,3, 6 oder 8. Aus k=5 folgt Sa=4b, also
a=4 und b=5. Aus k=6 folgt 4a=>5b, also
a=35 und b=4. Aus k=7 folgt a=2b, also
a=2,4,6oder 8 und b=1, 2, 3 oder 4. Aus
k=38 folgt 2a=7b, also a=7 und b=2. Aus
k=09 folgt a=8b, also a=8 und b=1. Es exi-
stieren 14 Zahlen mit der geforderten Eigen-
schalft; sie lauten 12, 18, 21, 24, 27, 36, 42, 45,
48, 54, 63, 72, 81, 84.

A9 A Eine vierstellige natiirliche Zahl l48t

sich darstellen durch 1000a+ 100b+10c+d.

mit 1£4<9,05b<9,0=5c<9% und 0d<9.
Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor.
Es sei b=0; dann gilt
1000a + 10c +d =9(100a + 10c +d),
100a =8(10c +d),
25a=20c + 2,
2d=25a—20c,
25a
d=T_ 10c.
Fiir a=2 erhalten wir daraus d=25—10c.

also 7’

Campingplitze

vom Rechner vermittelt

Mit Hilfe der EDV konnen jetzt die Zeltplatze
des Campingzentrums in Stralsund vermit-
telt werden. Dafiir wurde ein entsprechendes
EDV-Projekt vom VEB Datenverarbeitungs-
zentrum (DVZ) Rostock entwickelt.

Das Kemnstiick dieses Projektes ist der Algo-
rithmus zur Ermittlung der Reihenfolge, in
der die Antrige vom Rechner abgearbeitet
werden sollen. Dafiir wird eine Reihe von
Priorititen aufgestellt, die von ganz bestimm-
ten Faktoren abhingig sind. Dazu gehort
z_B., ob der Antragsteller kinderreich ist, ob
er iiberhaupt schon einmal gezeltet hat, ob er
zum Zelten nur die Vor- bzw. Nachsaison
bisher benutzt hat bzw. jetzt beanspruchen
mochte oder ob er entgegen den Vermitt-
lungsbedingungen mehr als einen Antrag ge-

-stellt hat usw.

Die Beantwortung dieser Fragen wird in einer
Bewertungsziffer festgelegt, die zusammen
mit der Personenkennzahl auf einem Magnet-
band, einem sogenannten Stammband, fiir
vier Jahre gespeichert wird. Auf dem Stamm-

. band sind also die Daten jedes Biirgers ent-

halten, der sich um eine Zeltgenehmigung im
Ostseebezirk beworben hat. Es gibt Auskunft
dariiber, wie seine Wiinsche in den letzten
vier Jahren beriicksichtigt worden sind. Die
niedrigste Bewertungsziffer erhalten kinder-
reiche Familien, die hochste der, der mehr als

Nur ¢=2 erfiillt diese Gleichung unter den
einschrinkenden Bedingungen. Aus ¢ =2{olgt
d=5. Damit haben wir bereits eine solche
Zahl gefunden; sie lautet 2025. Die weiteren
Fille ¢c=0 und d =0 brauchen deshalb nicht
naher untersucht zu werden.

A10A Es gibt genau fiinf dreistellige Ku-
bikzahlen; sie lauten 5°=125; 6*=216, 7°
=343, 8% =512, 9% =729. Da die zu ermitteln-
de [liinfstellige natiirliche Zahl gerade sein
soll, kommen nur die Kubikzahlen 216 oder
512 in Frage. Damit muB die aus den ersten
drei Ziffern gebildete Quadratzahl auf die
Ziffern 2 oder 5 enden. Es gibt keine
Quadratzahl, die aul die Ziffer 2 endet. Des-
halb entfillt die Zahl 216. Wegen 5% < 100 und
352> 1000 kommen nur die Quadratzahlen
152 =225 und 252 =625 in Frage. Es existie-
ren genau zwei Zahlen mit der geforderten
Eigenschalt; sie lauten 22512 und 62512.

einen Antrag gestellt hat. Im zuletzt genann-
ten Fall wird der Antrag fiir das laufende Jahr
nicht bearbéitet und der Antragsteller fiir ein
weiteres Jahr von der Vermittlung ausge-
schlossen.

Auf dem Antragformular kénnen vier ver-
schiedene Campingplatze und drei verschie-
dene Anreisezeiten angegeben werden. Es be-
stehen dann 12 Maglichkeiten zur Erteilung
einer Genchmigung. Diese MaBnahme ist vor
allem zur Auslastung der Plitze in der Vor-
und Nachsaison gedacht; denn wenn diese
als Ersatzzeit angegeben ist, erfolgt in den
meisten Fillen eine Genehmigung. Die Be-
wertungsziffer liegt dann unter der fiir die
Hauptsaison und bietet fir das Folgejahr
giinstigere Bedingungen.

Das Campingzentrum erhidlt durch dieses
Projekt auBerdem Informationen iber freie
Kapazititen, iiber die Belegung der Plitze in
bestimmten Zeitrdumen und eine Ubersicht
iiber Mehrantragsteller und fehlerhaft aus-
gefiillte Antrage. Mit der Einfiihrung des
Projektes konnten beispielsweise die erteilten
Genehmigungen von 486500 im Jahre 1972
auf 603700 im Jahre 1975 ansteigen. Bis auf
wenige Ausnahmen war es moglich, die vor-
handenen Campingplatze im Ostseebezirk
iiber die ganze Saison hinweg auszulasten.
Die guten Ergebnisse, die mit diesem Projekt
erzielt wurden, sollen nicht nur aul die Ostsee-
bezirke beschrinkt bleiben. Im Zusammen-
hang mit der Umarbeitung des Projektes auf
die Datenverarbeitungsanlage es /040 bieten
sich jetzt giinstigere Moglichkeiten an, das
Projekt so zu konzipieren, da8 in einer End-
stufe alle Kapazitiaten simtlicher Camping-
plitze der DDR gemeinsam mit einem Rech-
nerlauf vergeben werden konnen. Fiir die An-
tragsteller ergibt sich daraus der groBe Vor-
teil, Ersatzplitze aus allen Bezirken der DDR
auswahlen zu konnen. (ADN)




In freien Stunden - alpha-heiter
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Wer liigt? Wer sagt die Wahrheit?

Zwei Zwillingsbriider Erich und Fritz sind &uBerlich
nicht zu unterscheiden: gleiche GroéBe, gleiche Ge-
stalt, gleichen Gesichtsausdruck, gleicher Haarschnitt,
gleiche Sprache, gleiche Kleidung. Aber man weif3,
daB der eine immer liigt, der andere immer die Wahr-
heit sagt. Wie kann man durch Fragen ermitteln, wer
Erich und wer Fritz und wer der Liigner ist?

Dr.G. Hesse, Radebeul

RiitselspaB mit D

In die folgende Figur sind Worter mit der angegebe-

nen Bedeutung einzutragen: 2. Abkiirzung fiir Dezi-

tonne; 3. Abkiirzung fiir Dekameter; 4. Zahlwort;

5. griechischer Buchstabe; 6. Zeitraum von 10 Tagen;

7. Teil einer Divisionsaufgabe; 8. graphische Dar-

stellung; 9. franzosischer Mathematiker; 10. Fest-
a

legung eines Begriffs; 11. Term der Form %; 12. um-

d
gangssprachlicher Ausdruck fiir arithmetisches Mittel;
13. Ausdruck, mit dem entscheidbar ist, wieviel Lo-
sungen eine quadratische Gleichung hat; 14. spezielles
Viereck; 15. Eigenschaft von Gebilden, die Linge,

-
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Breite und Hohe besitzen; 16. Ergebnis der Multipli-
kation von 17 mit seinem Nachfolger; 17. Name eines
Rechengesetzes; 18. Menge aller Zahlen, fiir die eine
Funktion erklirt ist; 19. Darstellungsverfahren; 20.
Teilgebiet der Mathematik.

OS(R K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin

Wunderbare Arithmetik

Jeder Buchstabe bedeutet eine Ziffer, gleiche Buch-
staben sind gleiche Ziffern, verschiedene Buchstaben —
verschiedene Ziffern. (Fiir die verschiedenen Ritsel
kann die Bedeutung von Buchstaben verschieden sein.)

Architekt A. W. Radunski, Moskau

newn :%gk elf < elf -
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aus: Eulenspiegel, H. Schrade




Das Zahlenquadrat-Spiel
Zeichne drei Zahlenquadrate A, B, C (siehe Beispiel)!

—-—7—*6~—? 113|115 7
1‘3 =1 110 14| 8 (13
T

R NELEIRI P

A ist mit beliebigen natiirlichen Zahlen besetzt. Zu-
sdtzlich ist ein Weg eingezeichnet, der alle Kistchen
in einem Zug genau einmal durchlduft. Dieser Weg
schneidet nur die Seiten der Teilquadrate, also nicht
deren Eckpunkte.

B entsteht aus 4, indem man entlang des Weges zu
jeder Zahl die nachfolgende addiert und die Summe
in das betreffende Teilquadrat schreibt. Das heiBt im
obigen Beispiel fiir das erste Teilquadrat 7+ 6 =13,
fiir das zweite 6 + 5= 11, usw. Am Ende des Weges
wird auf die Zahl am Anfang als nachfolgende Zahl
zuriickgegriffen.

C enthilt lediglich die erste Zahl von A.

Damit hast du die Grundlage geschaffen fiir eine
Reihe von Spielen und Knobelaufgaben:

1. Wie viele Wege gibt es, die man im Zahlenquadrat A4
festlegen konnte? 2. Konnen Anfang und Ende des
Weges zusammenfallen? 3. Lege deinem Freund die
Zahlenquadrate B und C vor und lasse ihn 4 ermitteln!
4. Gibt es bei der Aufgabe 3 genau eine Losung?
5. Wenn es bei Aufgabe 3 mehrere Losungen gibt, wie
hingen diese zusammen ?

Natiirlich lassen sich in der Aufgabenstellung auch
Zahlenquadrate mit 16 und mehr Feldern verwenden.
Es kénnen andere Zahlenbereiche festgelegt werden,
z.B. kann die Menge der gebrochenen Zahlen Ver-
wendung finden. Und schlieBlich lassen sich kompli-
ziertere Abmachungen iber die Wege treffen.

Diplomlehrer E. Schulze, Mildenberg
aus: Journal of Recreational Math., Livermore

Krypto-Knobelei

() EPS+I1—L—ON =LL
) E—P—S—I+LO+N=LL
(3) EP—S+IL—O+N =LL
(4 EP:S+I+L+0O-N =LL

In den Gleichungen sind fiir die Buchstaben Ziffern
von 0 bis 9 so einzusetzen, dal3 wahre Aussagen ent-
stehen. Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche
Ziffern und verschiedene Buchstaben verschiedene
ZifTern. Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Diagonale Verkettung

In jeder Zeile des abgebildeten Schemas sind jeweils
zwei Worter folgender mathematischer Bedeutung so
einzutragen, daB immer der eingetragene Buchstabe
der letzte Buchstabe des ersten Wortes und gleichzeitig
der erste Buchstabe des zweiten Wortes ist.

1 F

6 ] R

1. Zeile: Zahlwort — Eindeutige Abbildung (Plural).
2.Z.: Freihandzeichnung — Durch Rotation einer
Ellipse entstandener Korper. 3. Z.: Name der Funktion
dritten Grades — Kegelschnitt. 4. Z.: Kegelschnitt —
Franzosischer Mathematiker und Astronom (1749 bis
1827). 5. Z.: Teilgebiet der Mathematik — Mathemati-
ker des Altertums. 6. Z.: Begriff aus der Logarithmen-
rechnung — Vorschrift, Richtschnur.

D.Vélzke, Greifswald

,»,]ldeen muB man haben, Kollege!*
aus: Eulenspiegel, Heinz Behling

65



ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

20 Jahre Kreisolympiaden
Junger Mathematiker
in der Stadt Greifswald

Die 2. Stufe der XIX. Olympiade Junger Ma-
thematiker der DDR war zugleich die 20.
Greifswalder Olympiade. Das nahmen Leh-
rer, Schiiler und der Jugendverband zum An-
laB, die Siegerehrung besonders festlich zu
begehen und sich der Anfange zu erinnern.

Die 1. Olympiade wurde am 26. Mirz 1961
mit 24 Schiilern der 7. Klassen durchgeliihrt.
(Die Aufgaben findet der Leser unten ange-
geben.) Jetzt nehmen stindig etwa 220 Schiiler
der Klassen 5 bis 12 an der Kreisolympiade
teil.

Die Siegerehrung findet stets an dem auf die
Olympiade folgenden Sonntag statt. Sie wird
traditionsgemiB um 9 Uhr mit einstiindigen
Fachvortrigen eroffnet. Wissenschaftler der
Sektion Mathematik der Ernst-Moritz-
Arndt-Universitdt Greifswald sprechen vor
den Teilnehmern der einzelnen Klassenstulen
iiber interessante mathematische Probleme.
Professor Terpe, Direktor der Sektion Ma-
thematik, Professor Asser und Dr.Domm
sind seit mehr als 15 Jahren herzlich begriiBte
Referenten.

Im AnschluB an die Vortrége treffen sich alle
Gruppen zur ‘Auszeichnung der Preistrager,
die vom Stadtschulrat und der FDJ-Kreis-
leitung vorgenommen wird. Ein gemeinsames
Mittagessen fiir die Preistrager, Gaste und
Lehrer beschlieBt die Veranstaltung.

Zur 20.Kreisolympiade hatte das Haus der
Jungen Pioniere, dem die Zirkel des Klubs
Junger Mathematiker angeschlossen sind,
einen Ehrenwimpel (siche Bild Seite 55) fiir
alle Teilnehmer anfertigen lassen. Mitarbeiter
des Instituts fiir Kunsterziehung schufen eine
Keramikplakette.

Der Schulrat erinnerte an die guten Leistun-
gen, die in den beiden Jahrzehnten von den
Teilnehmern der Olympiade gezeigt wurden.
Als Ehrengast war Dr. Christoph Bandt ein-
geladen, der als Greifswalder an den Inter-
nationalen Olympiaden 1967 in Cetinje (SFR
Jugoslawien) und 1968 in Moskau teilgenom-
men und jeweils einen 1. Preis fiir die DDR er-
rungen hatte. Er ist jetzt Mitarbeiter an der
~Sektion Mathematik der Universitit Greifs-
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wald. Von den drei Lehrern, die die 1. Olym-
piade durchgefiihrt hatten, waren Oberlehrer
Klaus Kriiger, VLAV, Bad Doberan, und
Oberlehrer Erich Walter, Greifswald, anwe-
send, wihrend Studienrat Uwe Unruh wegen
eines Auslandseinsatzes in Afrika der Ein-
ladung nicht folgen konnte.

Die Schiiler der 5., 6. und 7.Klassen freuen
sich jetzt schon auf die 25. Olympiade, an der
sie noch selbst teilnehmen kénnen. Aber auch
viele der Teilnehmer aus den hoheren Klas-
senstufen werden gern als Giiste 1984 bei der
Siegerehrung dabei sein. Auch die Lehrer, die
jedes Jahr unermiidlich mitarbeiten, denken
an die Jubildumsolympiade in 4 Jahren. DaB
diese Olympiade und auch die dazwischen-
liegenden mit guten Ergebnissen abschlieBen,
haben sich alle Beteiligten vorgenommen.

Die Aufgaben der 1. Olympiade (Klasse 7)

ala Der Kraftstoflverbrauch bei etner
Fahrt mit dem Motorroller Berlin iiber
235km betrug 8 1.

Wie hoch ist der Verbrauch fiir 100 km?

A2a Nachdem zwei Traktoren die Friih-
jahrsbestellung auf einem 6,8 ha grofen Feld

.|
in 25 Tagen durchgefiihrt haben, sollen sie

die gleiche Arbeit auf einem 3,8 ha Acker-
1
2
Ist das zu schaffen?

stiick in 1= Tagen erledigen.

A3 A Zwei gemischte Zahlen sollen so aus-
gewihlt werden, daB ihr Produkt 100 ergibt!
(Eine Losung geniigt!)

A4 A Zeichne einen Winkel von 60° und
trage auf seinen Schenkeln die Strecken
ST=SU=5cm ab! (S ist der Scheitelpunkt
des Winkels.)

a) Konstruiere den Kreis, der die Schenkel in
Tund U beriihrt!

b) Ist diese Konstruktion auch moglich, wenn
sich die GroBe des Winkels dndert? (Begriin-
dung!)

c) LaBt sich der Kreis betm Winkel von 60°
auch dann konstruieren, wenn ST =7 cm und
SU=5cm ist? (Begriindung!)

Auftakt zur 20.
Aus dem Aulrufl des Hauses der Jungen Pio-
niere Greifswald, sich durch Losen (und Ein-
senden) von Aufgaben durch einen Mathe-
Knobel-Wettstreit auf die 20. Kreisolympiade
vorzubereiten:

Klasse 3

Ala Multipliziere die Summe aus 1874
und 562 mit 3!

A2 A Peters neue Schuhe kosten 29,50 M.
Vaters Schuhe sind um 13,50 M teurer, Utes
Schuhe dagegen um 5,85 M billiger als Peters
Schuhe. -

Wieviel kosten Vaters
Utes Schuhe?

und  wieviel

Ala Lings einer LandstraBe stehen Biu-
me in regelméBigen Abstinden; vom ersten
bis zum sechsten Baum sind es 60 m.
Wieviel Meter sind es vom ersten bis zum
neunten Baum?

Klasse 4

Ala Zum Quotienten, der durch Division
von 360 und 2 entsteht, ist das Produkt aus
120 und 3 zu addieren!

A2 a Klaus hatte fiinf Zahlen zu addieren.
Er fithrte seine Rechnung zunéchst auf einem
Zettel aus und schrieb sie dann in sein Heft. .
Dabei vergaB er einen Summanden; nun
stand [olgendes in seinem Heft:
3459
2078
1097
+ 8356
29401
Die Summe ist richtig. Welchen Summanden
hat er aber ausgelassen?

A3 A Ineinem HO-Bekleidungshaus kaul-
ten 3 Kunden von dem gleichen Stofl. Der
erste kaufte 3 Meter, der zweite 5 Meter und
der dritte 9 Meter. Der zweite Kunde be-
zahlte 30 M mehr als der erste.

Wieviel Mark hatte jeder der dret Kunden zu
zahlen?

Klasse 5

Ala Im Betonwerk stellen zwei Fach-
arbeiter zusammen 280 Platten her, wobei der
eine Arbeiter 50 Platten mehr als der andere
fertigt.

Wieviel Platten produziert jeder?

A2a Im Ferienlager sollen von den 6 Jun-
gen.Allred, .Bernd, Dieter, Ehrenlried, Frank
und Gerald drei in der Kiiche helfen.

Wie viele und welche Moglichkeiten gibt es,
jeweils drei Schiiler zur Kiichenarbeit einzu-
teilen?

A3a Ein groBer rechteckiger Platz in
einem Neubaugebiet wurde mit 5000 Platten
ausgelegt. Jede Platte ist 60 cm lang und
40 cm breit. Der Platz ist dreimal so lang wie
breit.

Bestimme Lénge und Breite des Platzes!

Klasse 6

ala Ermittle die groBte und die kleinste
sechsstellige Zahl, die durch 2, 3,4, 5,6 und 9
teilbar ist!

A2a Die untenstehenden Zifferblitter ge-
héren zu richtiggehenden Uhren. Sie wurden
lediglich aus den Gehiusen herausgenommen
und beliebig hingelegt.

Kann man allein aus der Stellung der beiden
Zeiger die genaue Uhrzeit bestimmen?

Wo es moglich ist, gib an, wie spit es auf den
angegebenen Zilferblittern ist!



A3 a Fiinf Schiiler, nimlich Karsten, Hen-
ry, Frank, Peter und Andreas wohnen in
einem Internatszimmer im NEG. Ihre Hei-
matorte sind Rostock, Leipzig, Stendal, Berlin
und Wolgast.

Aus ihrem Gesprich erfahren wir:

a) Henry und Frank sind Mitglieder des
Singeklubs, wihrend die Schiiler aus Stendal
und Wolgast in der Kabarettgruppe mit-
arbeiten.

b) Drei Schiiler, nimlich Peter, Frank und
der Schiiler aus Rostock lesen gern.

c) Henry, Andreas und der Schiiler aus
Rostock haben im Fach Mathematik eine
I

d) Peter und der Schiiler aus Wolgast spielen
in ihrer Freizeit gern Schach.

¢) Henrys Heimatort ist mehr als 300 km von
Greifswald entfernt. Ermittle, in welchen
Orten diese Rin[ Schiiler beheimatet sind!

Klasse 7
Ala Ein Giiterzug legte in der ersten

Stunde 35% km und in den nachlolgenden

2% Stunden weitere 92,7 km zuriick. Fiir die

Riickfahrt auf derselben Strecke benétigte er
3 Stunden und 12 Minuten.

Berechne die Durchschnittsgeschwindigkeit
fir die ganze Fahrt! Runde auf eine Stelle
nach dem Komma!

" A2a In einem Aufenthaltsraum stehen
mehrere gleichlange Binke. Setzen sich zu-
nichst je 6 Pcrsonen aul je eine Bank, so
bleibt eine Bank iibrig, auf der nur 3 Personen
Platz nehmen. Setzen sich hingegen je 5 Per-
sonen auf jede der vorhandenen Binke, so
miissen 4 Personen stehen.

Wie viele Binke und wie viele Personen be-
finden sich in diesem Aufenthaltsraum?

A3a Gegeben seieine Gerade g und auf ihr
ein fester Punkt P sowie ein Kreis k; mit dem
Mittelpunkt M, und dem Radius r,, der mit g
keinen Punkt gemeinsam hat.

Es ist ein zweiter Kreis k; mit dem Mittel-
punkt M, und dem Radius r, zu konstruieren,
der g in P und den Kreis k; von auBen in
einem Punkt @ beriihrt.

Auf die Aufgaben der Klassenstufen 8 bis 10
miissen wir aus Platzgrunden verzichten,
d.Red.

Weiteres

zur Billardkugel

2
—=>

5 5

T[ W
Wir erinnern noch einmal an unser Problem
aus Heft 2/80. Gegeben waren drei GefidBe
Gy, G; und G; mit den Fassungsvermégen
von genau g, b und ¢ Litern (a>b>c>0;
a, b, ¢ natiirliche Zahlen), dabei sollte G, bis
zum Rande gefiillt sein. Durch Umschiitten
(ohne VergieBen, Verdunsten u.i.) sollten 4
Liter (d ebenfalls natiirliche Zahl) abgeson-
dert werden. Wenn also x, y und z zu irgend-
einem Zeitpunkt die Inhalte der GefiBle G,
G, und Gj sind, so muB gelten

x+y+z=a 1)

mit den Nebenbedingungen, die das Fas-
sungsvermogen der GefdBe beriicksichtigen,
0<x<a,0sy<b, 0=:z<c 2
Wir betrachten den Fall a<b+c, wie er z.B.
in der Poisson gestellten Aufgabe mit a=12,
b=8 und ¢=>5 auftrat. Der Billardtisch hat
die in Bild | gezeigte Form.

AR50

JAN

JATEY £V
AvAvAvAvA (705)
(660 ) AvAVAvAVAVA .
4V AVATLAT A VAVAY
MWAVAVAVAY % VA

AVAAAVAV V#
AVAVAV NN V# %A

\VAV/ \/

8 (98%) (q75) c

Bild 1: Konstruktion des Billardtisches fiir
12-, 8- und 5-Liter-GefiBe aus dem Grund-
dreieck

Ein Beispiel fir den Fall a>b+c zeigt
Bild 2.

Nun geben wir die versprochene Losung von
Bachet an. Dabei ist mit dem ersten, zweiten
und dritten GefdB das 8 MaB, 5 MaB und
3 MaB fassende GefdB gemeint: ,Da es zur
Teilung von 8 MaB in zwei gleiche Teile nétig
ist, daB man auf der einen Seite 4 und auf der
anderen gleichfalis 4 hat, und man diese 4 nur

8(q80) C(900)
Bild 2: Billardtisch fir a=8, b=5 und c¢=2
(gerasterter Teil). Der eingezeichnete Weg ge-
hort zu dem umrandeten Teil (vergl. Bild 3).

in dem zweiten oder in dem ersten Gefil3
bekommen kann, so muB man entweder das
eine oder cdas andere zu erreichen suchen.
Hiernach ergeben sich zwei verschiedene
Wege. Um den ersteren einzuschlagen, schlie-
Be ich folgendermaBen. Um zu bewirken, daB
in dem zweiten GefdB gerade 4 MabD bleiben,
muB man von diesem Gefid3, wenn es voll ist,
gerade 1 MaB fortnehmen. Dies kann aber
nur so ausgefiihrt werden, daB man jenes
MaB in eines der beiden anderen Gefille
gieBt, wenn demselben nur noch 1 MaB fehlt,
um voll zu sein; dies kann bei dem ersten
GefldB nicht vorkommen (denn, wenn das
zweite voll wire und dem ersten nur noch
1 MaB fehlen sollte, um auch voll zu sein, so
wiirde dies schon 12 Ma8 erfordern); es muf3
also das dritte GefdB dasjenige sein, dem nur
noch 1 Map fehlen soll, um voll zu sein, d. h.
also: es miissen in ihm 2 MaB enthalten sein.
Dieser Zustand kann nun auf zwei Arten er-
reicht werden: 1. indem dem vollen dritten
GefdB 1 MaB genommen wird oder 2. indem
in das leere GefdB 2 MaB gegossen werden.
Der erste Fall ist unmdglich, denn dann
miiBte ja einem der beiden anderen GeldBe
gerade nur noch 1 MaB fehlen, was wir ja.
bei dem zweiten GefdB gerade erstreben, also
noch nicht voraussetzen diirfen, und was bei
dem ersten GefdB auch nicht moglich ist, weil
dann im ersten GefiB gegen die Voraus-
setzung 7 MaB und im dritten 3 Ma8, also im
ganzen 10 MaB Wein vorhanden wiren. Es.
bleibt also nur der zweite Weg, d. h. es miissen
in das dritte Gefd8 2 MaB gegossen werden.
Diese 2 MaB konnen aber nicht aus dem
ersten GefdB kommen (denn wenn bei leerem
drittem GefdB das erste nur 2 Ma8 enthielte,
so konnten, auch wenn das zweite ganz voll
wire, nur 7 MaBl Wein gegen die Voraus-
setzung vorhanden sein); die 2 MaB miissen
also aus dem zweiten GefdB kommen. Um
nun zu bewirken, daB in dem zweiten GefiB
gerade 2 MaB sind, muB man, wenn es voll ist,
3 MaB davon abnehmen, was sehr leicht ist,
da wir ein GefaB fiir 3 MaB haben. Geht man
umgekehrt diesen Weg, so wird man die erste
Losung der Aufgabe finden.” — Diese Losung
ist sehr scharfsinnig und widmet sich allen
moglichen Fillen. Beweistechnisch wird von
der Losung ausgegangen, so daB das Zuriick-
schlieBen tatsichlich erforderlich ist, auch
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wenn es keine Schwierigkeiten bereitet. Die
Losung ist aber in ihrer Linge etwas uniiber-
sichtlich. Wir fassen sie in folgendem Schema
kurz zusammen:

8- 5- 3-
MaB- MaB- MaB-
GefdB GefdB Gefil
urspriinglicher
Zustand 8 0 0
nach 1. UmgieBen 3 5 0
nach 2. UmgieBen 3 2 3
nach 3. UmgieBen 6 2 0
nach 4. UmgieBlen 6 0 2
nach 5. UmgieBen _ .1 5 2
nach 6. UmgieBen 1 4 3
‘nach 7. UmgieBen 4 4 0

Der erwihnte zweite Weg, auf den wir nicht

eingehen, erfordert ein UmgieBen mehr.

Die Losung der Aufgabe 1 lautet — in dieses

Schema gebracht — wie folgt:
121

—
w

Ausgang 12
1. UmgieBen
2. UmgieBen
3. UmgieBen
4. UmgieBen
5. UmgieBen
6. UmgieBen
7. UmgieBen

[ Y- JY- T8 G G
AW OWWwWoo |®
OV W WwWwoOWwmo o

Die andere Losung erfordert 12maliges Um-
gieBen.

Der in Aufgabe 2 gesuchte Graph hat dic
Gestalt:

2,6,0

233 0,6,2

530 503 053 602 053
80,0 503 62,0
323 8,00 3,50

Umfiillungsgraph zu 8-, 6- und 3-Liter-Gefien

Bild 1 ist die Losung der Aufgabe 3.

Mit unserer Theorie bzw. dem dazugehéorigen
Computer kénnen wir auch die allgemeinere
Aufgabe behandeln, in der a, b und ¢ die Be-
deutung von Punkt 7 haben und h Liter mit
h2a>b>c (h natiirliche Zahl) auf die drei
GefiBe in ganzzahligen Mengen verteilt sind.
Wieder sind d Liter herauszufiillen. Zur L6-
sung dindern wir lediglich (1) wie [olgt ab:
x+y+z=h. (1)
Wir zeichnen also ein Grunddreieck mit der
Seitenlinge h und grenzen in ihm wie bisher
durch (2) den Billardtisch ab.
Fiir h=8, a=7, b=6 und c=3 erhalten wir
den in Bild 3 gezeigten Billardtisch. Jeder
Punkt des Tisches mit ganzzahligen Koordi-
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naten kommt [ur ein Aufteilen der h=8 Liter
aul die drei GefiBe in Frage. Der einge-
zeichnete Weg in Bild 2 ergibt eine Losung
fiir die Halbierung der 8 Liter an (d =4), wenn
anfinglich das erste GefdB 2, das zweite 5 und
das dritte 1 Liter enthalten.

A (g00)

(150
A
!

f1 ;, ) 't

Bild 3: Ein Billardtisch [iir ein allgemeineres
Problem

8(080) C(o08

Das Problem, 10 auf 8-, 6- und 4-Liter-GefidBe
verteilte Liter zu halbieren, fithrt auf folgende
Erscheinung (Bild 4):

A AVAVAV%VAVA
JAVAY AV YAVAVAVA
INONONENIN/NININ/N
; VNN NNNNNN/

(4
Bild 4: Unlésbare Aufgabenstellung

5,

3,50 530 06,2 200 233 800

80,0 26,0 3273

6.,0/0,!,3\,0,3

Zu dem Punkt (5, 5, 0), der die Losung dar-
stellt, fiihrt nur ein in sich geschlossener
Linienzug, der z.B. vom Punkt (8, 2, 0) aus
nicht erreichbar ist. Das scheint zunichst ver-
bliiffend zu sein, ist aber nur Ausdruck der
Tatsache, daB sich ungerade Mengen von
Wein nicht mit geradzahligen MeBgefiBen
ausmessen lassen. Wenn die geradzahligen
MefBgeliBe anfangs ungeradzahlige Mengen
enthalten, so kann man damit auf den ge-
schlosscnen Weg gelangen (z.B. vom Punkt
8,1,1).

Aufgabe: Zeige, daB 10 Liter, die in ganz-
zahligen Mengen auf 8-, 7- und é-Liter-GefiBe
verteilt wurden, kein Herausfiillen von 5 Li-
tern erlauben!

Das Bild 5 zeigt den zum Problem gehorigen
Billardtisch. Ein Herausfillen von 5 Litern
bedeutet in der Sprache unseres Computers,
daB die Kugel an einem Punkt reflektiert
wird, der als eine Dreieckskoordinate die 5
enthilt. Wie der Billardtisch zeigt, werden die
3 [raglichen Punkte durch einen geschlosse-
nen Linienzug verbunden, auf den die Kugel
von auBen nicht mehr gelangen kann.

A 1000}

INONON
INONININ
SOUAE .
\/

(5,5.0

LNCNENENEN
NN/N/N/NEN
[SINININEN,
(NONESININEN/ N/
TAVAVAVAVAVAVAVAVAY
N\ NINNNN/N/

955

K

P
8(0100)

Bild 5: Billardtisch fiir 8-, 7- und 6-Liter-
GefdBe

Cfogm)

Unser Problem kann auch auf mehr als dret
GefidBe ausgedehnt werden. Wir geben als
Beispiel die [olgende Aufgabe an:

Gegeben sind vier GefiBe mit je 24, 13, 11
und 7 Litern Fassungsvermogen. Das 24-
Liter-GefiD ist gefiillt, und sein Inhalt ist zu
dritteln. Schematische Losung:

241 131 111 7
Ausgang 24 0 0 0
1. UmgieBen 13 0 11 0
2. UmgieBen 13 0 4 7
3. UmgieBen 13 4 0 7
4. UmgieBen 20 4 0 0
5. UmgieBen 9 4 11 0
6. UmgieBen 9 4 4 7
7. UmgieBen 16 4 4 0
8. UmgieBen 16 8 0 0

Danmit ist ein Drittel herausgefiillt. Lassen wir
das mit 8 Litern gefiillte GefdiB auBer Be-
tracht, so haben wir eine bekannte Aufgabe
vor uns, namlich 16 Liter (im 24-Liter-GefaB)
zu halbieren (mit 11- und 7-Liter-GefaBen):

241 111 71
Ausgang 16 0 0
1. UmgieBen 5 11 0
2. UmgieBen 5 4 7
3. UmgieBen 12 4 0
4. UmgieBen 12 0 4
5. UmgieBen 1 11 4
6. UmgieBen 1 8 7
7. UmgieBen 8 8 0
R. Thiele



Lisungen zum alpha-Wettbewerb 6/79:

Ma$5 a1909 Da alle drei Schoecken mit
gleicher konstanter Geschwindigkeit vor-
wirts kriechen, hingt die Zielankunft nur
von den Pausenlingen ab.

Wegen 20-5cm=100cm legt Schnecke A
19 Pausen ein; wegen 10-10cm=100cm
legt Schnecke B 9 Pausen ein; wegen 5 - 20 cm
=100 cm legt Schnecke C 4 Pausen ein.

Die Dauer aller Pausen betrigt fiir Schnecke
A 19-6s=114s, fiir Schnecke B 9-12s
=108 s, fiir Schnecke C 4-255=100s. Folg-
lich erreicht Schnecke C als erste, Schnecke B
als zweite, Schnecke A als letzte das Ziel.

Ma5 #1910 36+4+4+4=48
16+16+4+4+4+4=48

254+949+1+14+1+14+1=48

Mas u1911 a)

&

0N A
DG

Allgemein gilt: n sich schneidende Kreise
kénnen héchstens [n-(n—1)+1] von Kreis-
bogen begrenzte Flichen erzeugen. In unse-
rem Falle erhalten wir (4 -3+ 1)=13 solcher
Flichen.

Ma5 1912 Angenommen, Bernd hat n
Briefmarken zu 20Pf, also noch (10—n)
Briefmarken zu 25 Pf gekauft; dann gilt

20-n+25-(10—n)=215,
20n+250—25n=215,
S5n= 35,

n= 17

Bernd hat sieben 20-Pf-Marken und drei
25-P{-Marken gekauft. (7-20 P{+3 25 Pf=
215 Pf=2,15 M)

Ma5 #1913 Angenommen, an der Sportart
Schach nehmen x Schiiler, an der Sportart
Judo y Schiiler teil; dann gilt

x+y=36:9, also x+y=4.

Wegen y>0 und x>y existiert genau ecine
Losung, ndmlich x=3 und y=1. Es nchmen
3 Schiiler an der Sportart Schach und 1 Schii-
ler am Judo teil. Deshalb nehmen 2-3=6
Schiiler an der Sportart Tischtennis teil.
Angenommen, an der Sportart Leichtathletik
nehmen g Schiiler, an der Sportart Schwim-
men b Schiiler teil; dann gilt

a+b=36—-10, also a+b=26.

Wegen a>18 und b>6 existiert genau eine
Ldsung, nimlich a=19 und b=7. Es nehmen
19 Schiiler an der Sportart Leichtathletik und
7 Schiiler am Schwimmen teil. -

Ma5 #1914 Angenommen, an der Wande-

rung beteiligten sich n Personen; dann gilt
3-n+10=2-n+50.

Nur fiir n=40 wird diese Gleichung erfiilit.

An der Wanderung nahmen 40 Personen teil.

Maé6 #1915 Da der ASK und der SCD
gegeneinander unentschieden spielten, erhielt
jede dieser beiden Mannschaften je einen
Punkt aus diesem Spiel. Der SCD erreichte
insgesamt aber nur einen Punkt. Deshalb
muB der SCD alle iibrigen Spiele verloren
haben. Somit endeten die Spiele SCM gegen
SCD, ASK gegen SCD, SCE gegen SCD und
PS gegen SCD simitlich 2:0. Da der PS ins-
gesamt nur zwei Punkte erreichte und diese
aus dem Spiel PS gegen SCD resultieren, hat
der PS alle anderen Spiele verloren. Somit
endeten die Spiele SCM gegen PS, ASK gegen
PS und SCE gegen PS ebenfalls alle 2:0. Aus
den Spielen SCM gegen PS und SCM gegen
SCD erreichte der SCM genau 4 Punkte.
Da der SCM ungeschlagen blieb, muB er aus
den Spielen gegen den ASK und gegen den
SCE insgesamt noch 2 Punkte erreicht ha-
ben. Daliir gibt es drei Méglichkeiten: SCM
gegen ASK 2:0 oder SCM gegen SCE 2:0
oder beide Spiele gingen unentschieden aus,
also SCM gegen ASK 1:1 und SCM gegen
SCE 1:1. Da der SCE aus den Spielen gegen
den PS und den SCD bereits 4 Punkte er-
reicht hat, muB er das dritte Spiel verloren,
das vierte unentschieden gespielt haben. Das
ist nur moglich, wenn das Spiel ASK gegen
SCE 2 :0 ausging. Somit wurden folgende Er-
gebnisse erreicht:

SCM/ASK 1:1, SCM/SCE 1:1; SCM/PS
2:0; SCM/SCD 2:0; ASK/SCE 2:0; ASK/
PS 2:0; ASK/SCD 1:1; SCE/PS 2:0; SCE/
SCD 2:0; PS/SCD 2:0.

Ma6 #1916 Aus ab+bc+ca=abc folgt a
=1odera=2.
Dabei gilt 1<a, b, c<9. Nun gilt
(10a+ b) + (106 +c)+(10c +a)
=100a+ 10b+c¢,
lla+11b+11¢=100a+10b+c,
b+10c=89a.
Fiir a=2 erhalten wir b+ 10c=178. Wegen
b, ¢ <9 hat diese Gleichung keine Losung.
Fiir a=1 erhalten wir b+ 10c =89,
10c=80+9-b,
9-b
c=8+ o
Nur fiir b=9 und damit fiir c =8 erhalten wir
eine positive ganzzahlige Losung. Deshalb
existiert genau eine Losung; sie lautet: 19+ 98
+81=198.

Ma6 w1917 Aus a?-(b—c) erhalten wir
durch Einsetzen 49 - (6 —c)=98; daraus folgt
c=4und (@a—b)?-c=(7—6)*-4=4.

Aus (a—b)? - ¢ erhalten wir durch Einsetzen
(6 —b)? - 2=18; daraus folgt b=3 und
a?-(b—c)=36-(3-2)=36.

Aus a? - (b—c) erhalten wir durch Einsetzen
a?-(1—0)=16; daraus folgt a=4 und

(@a—b) c=(4—-1)?%-0=0.

Aus a? - (b—c) erhalten wir durch Einsetzen
81-(b—5)=81; daraus folgt b=6 und
(@=b)?-c=(9—6)%-5=45.

Aus a@? - (b—c) erhalten wir durch Einsetzen
a?-(b—0)=1; daraus lolgt a=1, b=1 und
(@—b)*-c=(1—1)?-0=0.

Aus (@a—b)*-c=1 folgt c=1 und a—b=1,
alsob=a—1.

Aus a? - (b—c)=9 folgt durch Einsetzen
a’-(@a—2)=9, also a=3 und somit b=2.

Ma6 w1918 Ausa=b+5Scunda+b+c=20
folgt durch Einsetzen
b+5c+b+c=20,
2b+6¢=20,

b+3c=10.
Die folgenden geordneten Zahlentripel

[a,b,c] erfiillen die gestellten Bedingungen:
[16,1,3], [14,4,2], [12,7,1], [10,10,0].

Ma6 11919 Aus ¥xCAD=90° und £ CAB
=60° folgt x BAD=30°.

Aus XCBD=90° und ¥CBA=60° folgt
X ABD=30°.

Aus ¥ BAD= x ABD=30° folgt AD=BD.
Analog dazu gilt BE~CE und AF=CF.

Aus der Gleichheit der Winkelgrofen und
aus AB= BC = AC folgt weiter die Kongruenz
der Dreiecke ABAD, ACBE, AACF. Des-
halb gilt AD~BD=~BE~CE~ AF=~CF.

Ma7 w1920 56x+252=72x+ 196,
72x —56x=252—196,
16x =56,
1
x= 35
Belegen wir in der dritten, der im Aufgaben-
text angegebenen Gleichung 7-(8x —28)

=9-(8x—28) die Variable x mit 3% so erhal-
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ten wir 7-0=9-0, also 0=0. Das bedeutet,
der Schiiler hat beim Ldsen der Gleichung
durch 0 dividiert, was nicht statthaft ist.

Ma7 ®1921 Angenommen, n Schiiler erhiel-
ten die Note 4, dann erhielten 2n Schiiler die
Note 3 und 4r Schiiler die Note 2, also
(25—17n) Schiiler die Note 1. Nun gilt
1-25~-7n)+2-4n+3-2n+4-n=251,88,
25—Tn+8n+6n+4n=417,
11n=22,

. on= 2
Es e{hielten 11 Schiiler die Note 1, 8 Schiiler
die Note 2, 4 Schiiler die Note 3 und 2 Schiiler
die Note 4.

Ma7 #1922 Aus AB:CD=5:4 folgt CD
=%-E. Aus ﬁ=%~(ﬁ+ﬁ) folgt durch

Einsetzen -
54=0,5 -(AB+08 - AB),
108=1,8- 4B,

AB=6und somit CD=48. :
Die parallelen Seiten des Trapezes sind 6 cm
und 4,8 cm lang.

Ma7 81923 Es seien b die Basis und s ein
Schenkel; dann gilt s=b+1,5und b:5=2:5.
Durch Einsetzen erhalten wir
b:(b+1,5)=2:5,
5-b=2-b+13,

3b=3, also b=1.
Die Leiterenden stehen am FuBboden einen
Meter, also 100 cm auseinander.

Ma8 #1924 Es sei g eine ganze Zahl. Wir
formen ¢* — g iquivalent um und erhalten:

?—q9=4g*-1)

=q(g+1)(g—1).

Dieser Term ist ein Produkt aus drei aufein-
anderfolgenden ganzen Zahlen. Da dquivalent
umgeformt wurde, hat der Term ¢ —gq die
gleiche Eigenschaft.
In einem Produkt aus drei aufeinanderfol-
genden ganzen Zahlen ist stets genau eine
durch 3 und mindestens eine durch 2 teilbar.
Somit ist das Produkt durch 6 teilbar,
w.z'b.w.

Ma8 #1925 Nach den Bedingungen der

Aufgabe gilt

1) m=6x+5 und

2) n=6y+5 mitx, yeN.

Es gilt weiter

mn=(6x+5)(6y+5)
=36xy+30x+30y+25
=6(6xy+5x+5y+4)+1, w.z.b.w.

Ma8 #1926 Wir bezeichnen den Betrag (in
Rubel), den Lena besitzt, mit x und den
von Sweta mit y.

Dann gilt nach Aufgabenstellung

(0 04x+045y=215

2) 045x+04y =21

Aus (2) lolgt nach dquivalenter Umformung
0,4y=2,1-045x bzw. y=525—1,125x. (3)
Setzt man (3) in (1) ein, so erhilt man
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0,4x +0,45(5,25—1,125x)=2,15,
0,4x +2,3625—0,50625x = 2,15,
0,10625x=0,2125,
x=2,

Das setzt man nun in (3) €in und erhilt
y=525-1,125-2
y=3.

Lena besitzt 2 Rubel, Sweta 3 Rubel.

Ma8 ®1927 Da jedes Parallelogramm
durch eine Diagonale in zwei kongruente
Dreiecke zerlegt wird, gilt:

1) AACD= AABC,

2) AAEF= AAIE,

3) AECH= AEGC.

Daraus folgt: Die Parallelogramme IBGE
und FEHD haben den gleichen Flicheninhalt,
w.z.b.w.

Ma9 =928 Die beiden Zahlen seien mit x
bzw. y bezeichnet.
Dann gilt nach der Aufgabenstellung:
(03] xy=16
@ V= +1/§= 4
Durch Quadrieren von (2) erhalten wir
x+2)/xy+y=16.
Wegen xy=16, also l/x_y=4 gilt nun
x+y+8=16bzw.x+y=8bzw. y=8—x (3)
Aus (1) und (3) folgt nach Einsetzen
x(8—x)=16, 8x-x2=16,
x2—8x+16= 0.
Diese quadratische Gleichung hat die L6-
sungen
x1,2=41)/16—16,
X1 =x,=4. Daraus folgt y=4.
Die Proben in (1): 4-4=16 und in (2):
[/Z+I/Z=4, 2+42=4 zeigen, daB x=4 und
y=4 das Gleichungssystem erfiillen. Die Be-
hauptung stimmt. (Es wurde nicht behaup-
tet, daB die zwei Zahlen verschieden sind!)

Ma9 #1929 Esseienx,x+1,x+2und x+3
vier aufeinanderfolgende ganze Zahlen. Nun
gilt nach Aulgabenstellung:

x(x+2)=(x+ 1)+ (x+3).
Nach dquivalenter Umformung erhalten wir

X1 4+2x=2x+4

x2—4=0 xy=2

(x+2)-(x—2)=0 Xp=—2
Nun haben wir zwei Fille zu unterscheiden:
1. Wenn x=2,s0 x+1=3 und x+2=4 und
x+3=5
2. Wenn x=—2,s0 x+1=—1und x+2=0
und x+3=1.
Die Quadrupel [2;3;4;5] und [—2; —1;0;1]
erfiillen die Bedingungen der Aulgabe, denn
2-4=3+5und(—2)-0=(~1)+ 1. Essind die
einzigen Quadrupel, die den geforderten Be-
dingungen geniigen, da x, und x, die einzi-
gen Losungen der Gleichung x(x +2)=(x + 1)
+(x + 3) sind. ’
Ma9 #1930 Das arithmetische Mittel der
Zahlen a und b ist a’ih das geometrische

Mittel |/ab. Nun gilt

LS

Durch dquivalentes Umformen erhilt man
' at+b= 2]/a—b

(@+b)?=4-ab
a+2ab+b*=4ab
a®—2ab+b*=0 a—b=0

(@a—b)*=0 " a=b.

Die gesuchten Paare sind (0;0), (1;1), (2;2),
..., (9;9). Alle zweistelligen Zahlen lassen sich
durch 10a+b mit a, be N und 0<a<9 und
0=<b=9 darstellen. Wegen a=b gilt 10a+a
bzw. 11a mit 0<a<9. Es gilt stets 11/11a,
w.z.b.w.

Ma9 #1931 Aus 5%+6°=125+216=2341
und 73 =343 folgt 5?+ 63 < 7.

Durch dquivalentes Umformen erhalten wir
daraus 5% 6°

Pty <b
3 3
; + g <1. Wegen
5 10 5 3 6 10 6 3 . .
3 < 3 und 3 < 3 gilt somit
5 10 6 10
= +(7> <1, also 5!°46'°<7'% Die

0)

Aussage ist wahr.

Ma10/12 ®1932 Ausdem Text geht hervor,
daB Uwes Schulweg 5 min beansprucht. We-
gen (2) und (3) folgt, daB Uwe 13.04 Uhr oder
13.05 Uhr zu Hause ankommt.

Aus (1) und (2) folgt, daB Uwe 12.59 Uhr oder
13.00 Uhr die Schule verlieB.

Aus (1) und (3) folgt, daB Uwe die Schule
12.59 Uhr verlieB. Uwe kam 13.04 Uhr zu
Hause an.

Mal10/12 1933 In die Planfigur wurde
DELAB cingezeichnet. Somit gilt DE | CF.
Fassen wir nun BA und BC als zwei Strahlen
mit -gemeinsamem Anfangspunkt B aul, die
von den Parallelen, die durch E und D bzw.
durch F und C gehen, geschnitten werden, so
verhalten sich BD:BC=ED:FC=1:2. Es
gilt also: DE ist halb so lang wie FC, d.h.
DE ist 2 cm lang. c

Das rechtwinklige Dreieck AAED ist nach
dem Kongruenzsatz (ssw) konstruierbar.
Der Punkt C liegt auf dem Kreis mit AD als
Durchmesser und auf der Parallelen zu AB im
Abstand h.=4 cm. Bei der Konstruktion ent-
stehen vier Dreiecke, von denen jeweils zwei
paarweise kongruent sind. Wegen der besse-
ren Ubersicht wurden in der Zeichnung nur
zwei nicht kongruente Dreiecke dargestellt.



Ma10/12 1934 Man zeichnet zu DC durch

B die Parallele. Diese schneidet die Verldn-

gerung von AC in E. Nun gilt

¥ ACD= ¥ CEB (Stufenwinkel an geschnit-
tenen Parallelen)

¥£DCB= &£ CBE (Wechselwinkel a.g.P.)

Daraus folgt

¥ CEB=~ ¥ CBE; ABCE ist gleichschenklig;

CB=CE.

Nach dem Strahlensatz gilt

AC :CE=AD : DB und wegen CB=CE

AC :CB=AD : DB und somit

CB-AD=AC-DB.

Die Fldcheninhalte beider Rechtecke sind

gleich groB; sie stehen im Verhiltnis 1: 1.

£
c
A 0o 8
Ma10/12 #1935 Nachden Bedingungen der
Aulgabe gilt

ADZAPZAT= 1 52:2,
wenn Ap, Ap bzw. A7 die Flacheninhalte des
Dreiecks, des Parallelogramms bzw. des Tra-
pezes bezeichnen.
Man teilt eine Seite des Rechtecks in fiinf
gleiche Teile ein und verfihrt wie das Bild

zeigt:

Somit gilt

2
1,2, 2
Ap:Ap: A1 =§ab .gab.gab=l 232,
Ph6 w66 Geg.:
Eigenmasse des Wagens m,=27100 kg
Ladungsvolumen V=52 m?

Dichte der Ladung ke

g=960$5
Ges.: Gesamtmasse m in t
Die Gesamtmasse m des GroBraumwagens
berechnet man aus der Summe von Eigen-
masse m, des Wagens und der Masse der
Ladung my,
also m=m.+m.mitm,=V; 0.

Nun ist m,=52m?- 960 k_g3
m,=49920kg. ™
Daraus folgt
m=27100 kg+49920 kg
m=177020kg
m=xT77t.

Die Gesamtmasse des beladenen Wagens
betragt etwa 77 t.

Ph7 #67 Geg.:
Zugkraft F=11000kp
Geschwindigkeit -v=90 km = X m
h 36s
Ges.: Leistung P in PS und kW
Die Leistung P der Elektrolokomotive be-
rechnet man nach der Formel P=F v
P=11000kp~90.m
36s
kpm
P=275000 ~
Nun ist noch die MaBeinheit umzurechnen:
P=275000-0,0133 PS=x3666 PS
P=275000-0,00981 kW 2693 kW.
Die Elektrolokomotive hat eine Leistung
von ungefdhr 3670 PS bzw. 2690 kW.

Ph8 868 Geg.: p;=75at
T,=288°K
T,=318°K
Ges.: p2 in at und Pa
Da das Volumen konstant bleibt, vereinfacht
sich die Zustandsgleichung der Gase zu

Pi1_Pp2

T T
p1- Tz
pz:T
_75at-318°K
277 288°K

p2x82,8at=82,8-98100 Pa
p>=8122680Pa~8,12 MPa

Der Druck erhoht sich auf 82,8 at oder

8,12 MPa.

Lisungen zu: Ferienzeit

Die FuBwege . .

zum Bruder @
7 >~

... er sieht den Wald vor lauter

Béumen nicht

4031+4031=8062; 1043 + 1043 =2086; 2039
+2039=4078; 3591 + 3591 =7902 u. a.

Ubersicht

sl . :
s e |

el

1T L
I r

| L B | L]

Von 1 bis 8 2

Eine der moglichen Losungen 6 8 5
4 1 3

Wunderbare Komposition 7

Der Weg 12 fiihrt zum Stern.

Gleich oder nicht gleich?

A-2, B-1, C-3, in Bild D dreht sich die Figur
stets um 90°. In Figur 3 ist aber die Schat-
tierung anders.

Platzwechsel
8,H,G,8,6,F,C,6,3,2,H,G,3,7,4,F,C,E,
3,B,A,8,7,4,1,H,G,5C,E D,7,4,5B,A,
6,52,E,D,2,1,B,A,1

Magische Figur
’ ¢
s 10
2 1
? 3 \
° 3
7 6
' 5
1 I [}
Lésungen zu:

In freien Stunden - alpha-heiter

Wer liigt, wer sagt die Wahrheit? .

Es geniigen zwei Fragen:

Frage 1: beliebig an einen gerichtet: Sagt
Erich immer die Wahrheit?
Fallunterscheidung: Wenn Erich der Liigner
ist, antwortet Erich mit ja, Fritz mit nein;
wenn Fritz der Liigner ist, antwortet Erich
mit ja, Fritz mit nein. Auf Grund der Ant-
wort kann man eindeutig dem Befragten
seinen Vornamen zuordnen:

ja: Erich bzw. nein: Fritz.

2.Frage an Fritz: hbi.]}t du Fritz? Bejaht
Fritz, spricht er die Wahrheit, also ist Erich
dér Liigner. Verneint Fritz, ist er der Liigner.
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Ritselspaf mit D

2. dt; 3. dam; 4. drei; 5. delta; 6. Dekade;
7. Divisor; 8. Diagramm; 9. Descartes;
10. Definition; 11. Doppelbruch; 12. Durch-
schnitt; 13. Diskriminante; 14. Drachenvier-
eck; 15. dreidimensional; 16. dreihundert-
sechs; 17. Distributivgesetz; 18. Definitions-
bereich; 19. Dreitafelprojektion; 20. Diffe-
rentialrechnung

‘Wunderbare Arithmetik
4294 —2147=2147; 1975+ 1975+ 1975
=5925; 176 - 176=30976; 3714 - 8§ =29712

Krypto-Knobelei
E=1,P=2,58=3,I=4,L=50=6N="7

Diagonale Verkettumg
1. Zeile: finf — Funktionen,
2. Zeile: Skizze — Ellipsoid,
3. Zeile: kubisch — Hyperbel,
4. Zeile: Hyperbel —Laplace,
5. Zeile: Geometrie — Euklid,
6. Zeile: Kennzifler — Regel

Lisungen zu: Die Wunder der Rechenkumst
IV.US. (Originaltext aus dem Buch)

1. Das Buch enthiilt 194 Aufgaben.

10. Die ganze Gesellschaft bestand iiber-
haupt aus 7 Personen. Es war nimlich ein
alter Mann mit seiner Frau, dessen Sohn mit
seiner Frau und ihren drei Kindern; von die-
sen Kindern waren zweit Midchen und ein
Knabe.

21. Man wische von den zwei oberen Eck-
feldern die 4 duBeren Winde, und auch von
dem untersten mittelsten Felde die duBere
Wand weg, wodurch noch 3 gleichgroBe Fel-
der bleiben, wie folgende Figur zeigt:

L L

29. Carl hatte 180 Stiick oder 3 Schock; und
verkaufte in jedem Hause 60 Stiick oder
1 Schock; denn % und 15=60 — erster Ver-
kauf — von 180, bleibt 12.0; hiervon % und
20 =060 — zweiter Verkauf - bleibt 60; hiermit
ging er in’s dritte Haus und verkaufte davon
% und 30, also simtliche Aepfel —
31. Man findet die Zahl 211, wonach man die
Zahlen, zu welchen der Spieler die gewonne-
nen Ducaten durchzihlte, bis zur 7, als: 2, 3,
5 und 7, miteinander multiplicirt und zum
Product eins addirt.

34. 180 Stiick Aepfel und eben soviel Niisse
hatte er gekauft und hatte 11 Kinder.

47. 36 Ginse. Man suche die kleinste Zahl,
die sich, wie die Aufgabe lautet, durch 2 und 4
theilen 14Bt, diese Zahl ist 4; nun vervielfiltige
und zertheile man dieselbe, wie in der Auf-
gabe gesagt wird, also noch einmal soviel,
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halb soviel, ein Viertel soviel genommen,
setze die dadurch erhaltenen Zahlen unter
einander, und addire solche, also

4 verdoppelt giebt 8

die Hiilfte von 4 giebt 2

ein Viertel davon giebt 1

zusammen 11

Hierauf zieht man erst soviel von der ge-
schitzten Anzahl Ginse ab, als noch dazu-
addirt werden miissen, um die geschitzte
Anzahl zu erhalten, nimlich 1 von 100 bleibt
99, und sagt nun:
11 giebt 4, wieviel giebt 99, so zeigt das
Herauskommende an, wieviel Giinse es wa-
ren, als-giebt 4
wieviel giebt 99
9

36
mit 11 in 99 dividirt, so bleibt in der Colonne
rechts 4 und 9, zusammen multiplicirt giebt
36; aus soviel Ginsen bestand der herzu-
geflogene Schwarm.

69. Aufl dem Tisch lagen 5 Thaler. Fritz hatte
10, Bast 30 und Hans 120 Thir., folglich alle 3
zusammen 160 Thir.

119. 1 15 14 4
12 6 7 9
g8 10 11 5
13 3 2 16

142. Um womdglich jedesmal zuletzt weg-
nehmen zu knnen, merke man folgende Re-
gel, nach welcher allemal derjenige zuletzt
wegnehmen wird, der von den 30 Rechnen-
pfennigen zuerst wegnimmt, wenn beide damit
sich Unterhaltende die Regel kennen. Soll
man zuerst von den 30 Reéhnenpfennigen
einige wegnehmen, so nehme man 2 Stiick
und habe nun ein Auge auf die andere Person,
wieviel sie davon wegnimmt dann nebme
man wieder soviel, daB der Person ihre und
die selbst zuletzt hinweggenommenen zu-
sammen 7 betragen. Wird so wechselseitig
fortgefahren und das Verfahren beobachtet,
so werden, wenn man selbst weggenommen
hat, alle weggenommenen zusammen ent-
weder 2, 9, 16 oder 23, also eine arithmetische
Progression ausmachen: hat man zuletzt weg-
genommen und die Zahl aller weggenomme-
nen Pfennige betriigt 23, so liegen noch 7 da;
weil aber ausgemacht ist, daB nicht iiber
6 Stiick weggenommen werden diirfen, so
mag der Gegner wegnechmen, wie er will man
wird doch zuletzt wegnehmen kénnen. Hat
man aber mit einer Person zu thun, welche
diese Regel nicht weiB, so kann man immer
etwa einen Rechnenplennig so lange weg-
nehmen, bis, wenn man das vorletzte Mal
wegnimmt, noch 7 daliegen, um dann gewiB
zuletzt wegnehmen zu kénnen. Z.B., man
nehme der Regel zufolge von den 30 Rechnen-
pfennigen 2, eine zweite Person beliebig 3,
man selbst wieder 4, eine zweite Person be-
liebig 5, man selbst wieder 2, eine zweite

Person beliebig 4, man selbst wieder 3, eine
zweite Person beliebig 3; jetzt sind noch
4 Stiick iibrig, diese nimmt man zuletzt weg
und hat gewonnen.

000000
000000
000000
0000909
000pP9O
000909
160. Durch diese Rechnungsweise bleibt je-
desmal die Hilfte von der geraden Zahl,
welche man dazuaddiren lieB, iibrig; z. B.
die gedachte Zahl sei

144.

7
mit 2 multiplicirt
14
eine gerade Zahl z B. E dazu addirt,
diese 32 halbirt

16
die gedachte Zahl 7 abgezogen

9
Diese Zahl ist die Hilfte von der geraden
Zahl 18. Man spricht also: 9 bleibt iibrig..

194. Den Angaben der Aufgabe nach sollen
immer 3 der unbekannten Zahlen addirt und
eine von deren Summe subtrahirt werden, so
daf} jede Zahl 3 Mal addirt und 1 Mal abge-
zogen wird, woraus hervorgeht, daBl die
Summe der angegebenen Reste gerade noch 1
Mal so groB sein muB, als die Summe der
unbekannten 4 Zahlen. Da nun die Reste 79,
61, 39 und 19 zusammen 198 betragen, so ist
daher die einfache Summe aller vier Zahien
=99. Nun bleibt, wenn man die erste Zahl
von der zweiten, dritten und vierten abzieht,
79 iibrig und man erhilt, wenn die erste Zahl
zu 79 addirt wird, den Betrag der 3 iibrigen
Zahlen, [olglich muB die erste Zahl noch [ Mal
dazuaddirt werden, um die Summe aller 4
Zahlen; also 99, zu erhalten, woraus sich
leicht iibersehen liBt, daB die Differenz zwi-
schen 79 und 99 doppelt so groB ist, als die
erste Zahl; es ist sonach, wenn man 79 von 99
abzieht, die Hilfte des dadurch bleibenden
Restes 20, also 10, die erste Zahl, und es ist
einleuchtend, daB die iibrigen 3 Zahlen sich
nach derselben Regel berechnen lassen. Nim-
lich: den zweiten Rest 61 von 99 abgezogen,
bleibt 38, die Hilfte davon ist 19, zweite Zahl;
den dritten Rest, 39, von 99 abgezogen bleibt
60, die Hilfte davon ist 30, drtte Zahl; den
vierten Rest, 19, von 99 abgezogen bleibt 80,
die Hilfte davon ist 40, vierte Zahl. Hieraus
ist nun eine Auflosung der Aufgabe gefunden,
es ist niamlich buchstiblich:

Die erste Zahl Zehn, die zweite Neunzehn,
die dritte DreiBig und die vierte Vierzig und
das Wort - von Zehn den zweiten Buch-
staben, e, von Neunzehn den ersten, n, von
DreiBig ebenfalls den ersten, d, und von
Vierzig den dritten, e, zusammengesetzt -
Ende.



Gute
Grundkenntnisse
gefragt

Uber das Wiederholen

Der grifité Informationsverlust liegt
in den frithen Stadien des Einprigens

Auch das Wiederholen der eingeprigten In-
formationen ist, wie die vorangegangenen
Gedichtnisvorginge, ein Erkenntnisprozel.
Seine Besonderheit gegeniiber der Aufnahme,
der Konzentration und dem Einprigen be-
steht darin, dal} es sich hier nicht um einen
neu zu erlernenden ErkenntnisprozeB han-
delt, sondern um das erneute Durchlaulen
bereits durchgefithrter Erkenntnisprozesse.
Mit anderen Worten, das Wiederholen der
Information ist das erneute Durchlaufen des
Gedichtnisprozesses von der Aufnahme iiber
die Konzentration bis zum Einprigen der In-
formation. Dieses erneute Durchlaufen des
Gedichtnisprozesses erhoht die Intensitit
der Aufmahme, der Konzentration und des
Einprigens. Die Information wird auf diese
Weise immer allseitiger und umfassender in
das Informationsnetz des Gedichtnisses ein-
gebunden und dadurch verfestigt. Doch diese
Verfestigung benoétigt ihre Zeit. Es wird ange-
nommen, daB der Zeitraum, den das Ultra-
kurzgedichtnis umfafit, namlich etwa 20 Se-
kunden, nicht ausreicht, um Informationen zu
verflestigen. Informationen, die innerhalb von
20 Sekunden aus dem Gedichtnis abgestoBen
werden, gehen [tir immer verloren. Der grofite
Informationsverlust liegt deshalb in den er-
sten zwanzig Sekunden. Erst wenn Informa-
tionen linger als 20 Sekunden im Gedichtnis
verweilen, gehen sie in das Kurzzeitgedicht-
nis iiber und lassen sich fiir eine bestimmte
Zeit verfestigen. Auch hier gilt jedoch das
Prinzip, daB der groBte Informationsverlust
in den frithen Stadien liegt. Je ldnger Infor-
mationen wiederholt werden, desto intensiver
ist, in der Tendenz, die Verfestigung der Infor-

mation.
aus : Geddchtnistraining, Franz Loeser,
Urania-Verlag

Uber den Wert der Pausen beim Wiederholen
erfihrt der Leser in Heft 5/80, d. Red.

Aufgaben

Klasse 5

AlA a) Stelle fest, ob 15 eine Losung der
Ungleichung 25+ x>20—x ist!

b) Stelle fest, ob die Zahlen 7 und 12 die
Gleichung (a+ 19) - 10=260 erfiillen!

A2a a) Vergleiche é von 721 mit % von
881! b) Berechne!
a=2| a-1 a a+1
297
4600
231
7903

A3 a a)Stelle fest, ob die Gleichung
315-210=66150 wahr ist!

b) Ist die Ungleichung 25-0> 12 - 0 wahr oder
falsch?

A4 a a) Die Zeichenreihe (374+65)-8+17
soll'in Worten wiedergegeben werden.

b) Gib lolgende wortliche Formulierungen in
einer Zeichenreihe! Die Summe der Zahlen
37 und 65 ist mit der Summe der Zahlen 8 und
17 zu multiplizieren.

AS5A a) Aul einer Karte im Malstab
1:50000 ist eine Strecke 12mm lang. Wie
lang ist sie im Gelidnde?

b) Eine Strecke von 1,4 km Linge soll in eine
Karte im MaBstab 1:25000 eingetragen wer-
den. Wie lang ist sie au[ der Karte?

A6A Ein Mastschwein von 68 kg soll bis
aul 110kg geliittert werden. Wieviel Tage
muf} es noch gefiittert werden, wenn es tig-
lich 600 g zunimmt?

Klasse 6
ala Losedie Gleichung 3t +4=2r+6!

A2A Welche gebrochenen Zahlen g erfiil-
len die Gleichung
1 1

—eg=="
3973

Ala Vervollstindige!
a-100

a-10 a- 1000

17

3400

825

7240

A4a Die VR Polen hat eine Fldche von
rund 313000 km? und eine Bevélkerungszahl
von etwa 33 Mill. Die Fliche der CSSR be-
trigt etwa 128000 km?, und dort leben etwa
15 Mill. Menschen.

Welches Land ist dichter besiedelt?

AS5A Zur Ausstattung einer Abteilung im
Warenhaus werden 600 m? Teppichausleg-
ware benotigt. Wieviel Meter Teppichausleg-
ware missen beschafft werden, wenn fol-
gende Breiten in Betracht kommen?

Breite in m 1 2 3
Lésung in m ) 600 300

1 m? Teppich kostet 60,00 M

Fliche in m? 1,00 2,40 3,60
Preisin M 60

A64a Ermittle die GroBen n den offen ge-
lassenen Feldern, wenn das foi tende Paralle-
logramm gegeben ist:

v C

a) b) c) d)

AB
BC
CD -
DA 45cm |-
xDAB | 60° -
¥ ABC -
¥BCD 90°¢ -
xCDA -
AM — -

8cm

Jcm - Scm

Scm

75°

McC - _ _
BM _ -
MD _ _ _
X AMB |- - 1000 |-
£BMC |- - -
xCMD |- - -
£AMD |- - -

A7 A Ein Kifer krabbelt entlang der Kante
eines Wiirfels. Er beginnt im Eckpunkt 4 und
gelangt aul dem kiirzesten Wege zum Eck-
punkt G des Wiirfels.

Gib an, welche und wie viele Moglichkeiten
der Kifer zum Krabbeln hat. (Die Kanten des
Wiirfels sind mit kieinen Buchstaben be-
zeichnet.)

" (Die Losungen zu diesem Beitrag siehe Heft
4/80, d.Red.)



Die Wunder

Bor

Kob. Chrift. Schafer.

1. Uncede des Buchs.

. 3 Badelden bin angefillt
it arithmer’ihen Sadyen,
WBenn vamit wird dein Wunfdy peflife,
So foll mir's Freude machen.
Gbh Du nun aber weiter lief'ft,
Bicleidt bdie legte Rummer fiebft,
So tedyne Du cinmal gefdywind :
MWie viel Aufgaben in mir find. —

Die Kubilwurgel von 12 Willion
8 Hundert 12 Toufend 9 Hurdert und 4,
Dasd beifit, o viel fie betrdgt bavon,
Finveft Du ymar nidt gang in mir;
Dody pieht Du ab erft 5 und 2,
Dann wirder 8 wen’ger 3,
Und aud) die 4 fiebenmal,
So findeft Du die vedbte Sabl.
Haft Du fie fo berausgerathem,
Dann fehe nady in Refultaten!

10. Die fonderbare Gefelfdaft.

Bei'm Brrfaffer viefes faf on cinem Minter
abenbe cine gany befonbere GefeQfchaft in der Stube
ug ben Tifdy berum. G4 waren ba ndmlidy 1 Grofs
vater, 2 Rdter, 2 Mutter, 4 Kinber, 3 Cnlel, 1
Bruver, 2 Shweflern, 2 Sdone, 2 Tdbter, 2 vers
heivatbete Mdnner, 2 verbeirathete Frouen, 1 Schwie:
geroater, 1 Edymiegermutter und 1 Schmiegertoditer.
98ie viel Perfonen mdgen bdies wobl gemefen fein?

1. Die Sedhsfelder-Figur.

o werben von folgenber, mit RKeeibe auf den
ifdy gegeichneter, etwlfclouxﬂigur & Wdnve ‘weg.
gm;'[d;;, und jwar fo, baf nod 3 gleidhgrofe Feldes
bleiben?

29. Dev Upfelvertiufer.

Sarl verfudte cinft al8 DbRbANdIer fein Heil,
Unbd bot feine Aefel in brei Hdufern feil;
Gr balte babei bas unverhoffte Glid,
Daf er nidyt .einen Apfel bradyte jurid,

Und fdnel verlaufte der Fricite ganye Jabl.
Gud’ Lefer mir diefelbe jeht cinmal,
DBevedne audy dbabei und gieb ¢ an,
Wie viele Stide wobl faufie jeder Mann.

Bom gangen Borrath nimmt ein Biertheil erf heraus
Und funfyebn nody ber Mann im erjten Haus.
Jm pweiten it bad Glad ibm wieder ginflig,
Man laufte da vom Reft ¢in Dritiheil und nody grvanyig.
Mit ben Uebrigen grbt er fobann in’$ dritte Haus
Unb bictet ie dafelbft yum Bectaufe ous;
Der Mann, der den Borrath nod) pu grof finbet,
RNimmt et vie Hljte. — Doy damit verbindet
Gt nodp dreifig Stirde. — Garl freute ficy febr,
Desn fein Korb war nun gerorden gany leer.

31, Der glidlide Spieler.

Gin Epicler 3dblte eine Summe geroonnener Du:
caten durdy, die weniger ol 400 betrdgt; adbit er
jie yu Sweien, Dreicn, Flnfen unb Sieben, fo bleibt
allemal ciner; 3ablt et fic aber yu 3mwdlfen, fo bleis
ben ficben Gbrig.  TWie vict Ducaten bhatte e ge-
wonnen?

84. Dad Weibnadytsgefchen?.

Gin Bater hatte Aepfel und Nirffe, von jedem
glcidvie! Stid gelauft, um damit am Weibnadytée
fefte feine Rinder qu befdbenfen. Sevem Rinve gab
o erit 12 Aepfel und bebielt 48 Stid tbrig. Dann
gab er audy jedem Rinde 15 Miffe und behielt va
15 &tid fibrig. Wie viel Aepfel und Miffe Hatte
er gebauft, und wie viel Kinder batte ec?

4%, Der Ganferidh und der Gdnfe:

{dbwarm.

@Gin Ganfrid watfdyelte in Rub
Sn cinem Grigeflrduche,
Da flog ein Sdnfefbmarm bingu
Bon einem nahen Teidye.
Der @dnfridy forady: I griaf eudy fchon!
Hilrmabr, i bin perrounbdert,
Gud) insgefarnmt albier 3u feh'n,
Qbr feid gerif an Hunbert!
Gin Pluges Gdnddyen b’rauf verfest:
L,/ Bird viel ju Hunbert feblen!
Du baft ju hod) die 3abl gefhdat,
D'rum magft du felbft nun zablen.
Berbopple unf’re 3abl, bann fei
Die DHalfte nody gewonnen;
Gin Biertel und Du, Freund, dabei,
MWirft Hundert bann befommen.’
Das Nuge Gdndlein flog gefbmwind
3u ven verlaff’'nen Sdaaren;
Du aber fage, liebed SKind,
Wieviel ¢8 Gdnfe waren?

89. Die 8 Freunde.

Fris, Baft und Hans, bie fahen Geld
Auf cinem Tifdhe hingeyablr.
Frig fagte drauf: Mein Beutel entbhalt
Bweimal foviel, alg biefes Geld.
Da bab iy dreimal fovicl, fagt Baft,
A3 Du angeblidy im Beutel baft.
Hané wendet fid) an Baft und fest bingu:
Und idy hab® viermal foviel, alz Du.
160 Tbhaler batten fie alle Drei;
Rechne nun aud und fag ¢ obne Sdyen,
Wicoiel Geld auf dem Tijche wobl lag
Und jede Perfon gehabt haben mag? —

119. Jauberquadrat von 16 Feldern,

WBie werden dic fepéyebn Jablen von 1 big 16
fo in obiged Quabrat verthyilt, dag, wenn man die
3ablen adeirt, “mweldhe in bden vier Felvern in einer
unb terfelben Reive fieben, die Summe immer 34
betrdgt

i7%  Wer oon iy
Ln lebten weguiv o

. :Pent Yenniren
£ grwomtr .,

Bie werden 30 auf ten Tiiy gelegle Rechens
plennige mit nod) Jemandemn fdinmtlidy nady und nadp
fo wepgenommen, baj immer einer wm ben andern
cine beliebige Angail, aber nidt iiber 6 Stid, neb-
men tarf, und man aui folde Weife pulesr davon
nimmt, intem ber juiegt Wegnebmende gemwon:
nen bot?

144. Riinftlidhe Wegnabme.

Gin Dater legte 36 Nuffe in «din Duadrar
nadbfiehender Seftalt auf ven Jifch und fagte yu fei
nem Sobne: |, Kannft Du 6 Stid fo wegnehnien,
baB in jeder mwag+ unb fenfrechten Reibe cine gerade
Anpabl Nifje lirgen bleiben, fo follen Dir bie 6
RNiffe gefchentt fein.” Der Sobn nabm bievauf aud
wirtlidy auf die ausbebungene Weife 6 Stad vavon:
weldye waren 8 wobl?

Rage ber Tuffe?

160. Die ervatbene Nehnung.

246t man Jemand cine bellebige Jabl fidh den.
ten, biefe 3abl mit 2 muliipliciten, bann ju diefem
Product {rgend eine gerade Jahl additen, biefe Summe
balbiren ober, wad cineclei iR, dburd 2 bividlren
unb ble gebadyte Jahl vavon abyichen; wie fann
man nun ble ubrig gebliebene Jahl, obhne dle Redye
nung felbf yu [ehen, ober fidy etad fagen pu lafs
fem, nennen?

194. Wortrdathfel.

Wenn man vier gewiffe Jahlen mit BudRaben
fcbreibt, und von ber erfient ben pweiten, von bee
aweiten und dritten den ecflen und von der leflen
3abl ben vdritten Budyftaben vimmt und daraus cir
Wort bilvet, fo giebt bad Mort, in Begiebung gu
biefem Sdyrifthen und befonderd ju biefer Auinabe,
eine tedyt treffende Denennung.  Die vier Jablen
find folgenbermagen gu finden: Subtrabirt man le
crfle 3abl pon der Sunune der gweiten, dritten und
vierten, fo bleibl 79, bie gweite Jahl von der Summe
ber erfiem, dritten und vierten, [o bleibt 61, die dritte
3abl von dec Summe der erften, pwveiten und vier:
ten, fo bleibt 39, Ddie vierte 3abl von der Summe
ber etflen Jweiten und britten, o bleibt 19. Wels
ded find die Jablen und wie hrift das Won?

Vorrede zur ersten Auflage (1831):

Nicht Eigennutz oder die Sucht, in die Reihen
der arithmetischen Schriftsteller zu treten,
verleiten mich, diese Blitter, die ich friiher
bloB zu meinem Vergniigen gesammelt habe,
dem Drucke zu iibergeben; nur das Zureden
einiger Freunde und der Wunsch, die gesellige
Unterhaltung zu beférdern und der Jugend
in ihren Freistunden eine angenehme und
niitzliche Beschiftigung an die Hand zu ge-
ben, waren die Triebfedern, welche mich dazu
bewogen. Ich schmeichle mir, daBl dieses
Werkchen seinen Zweck nicht ganz verfehlen
werde; erstlich, weil es, wie schon der Titel
zeigt, rithselihnliche und belustigende arith-
metische Kunstaufgaben enthilt, und zwei-
tens, weil das Studium der Mathematik, den
Ausspriichen der groBten Minner zufolge,
eins der vorziiglichsten Bildungsmittel des
menschlichen Geistesist...  Der Verfasser
(Losungen zu diesem Beitrag siehe S. 72.)
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