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Wir arbeiten
mit Mengen

Axio |M) engenbildung
Allmeng | E | lementbeziehung
Teilmenge | N | ullmenge
Mengendarstellun | G | rundbereich
Leermeng | E | chte Teilmenge
Individue | N | eunermenge

Das Wort Menge ist von der Umgangs-
sprache in die mathematische Fachsprache
iibernommen worden und hat eine andere
Bedeutung erhalten. In der Mathematik stellt
man sich unter einer Menge eine Gesamtheit
von Individuen vor, die meist nach ganz
bestimmten Gesichtspunkten aus einem fest
vorgegebenen Grundbereich ausgewihlt und
zusammengefaBt werden. Gibt man sich z. B.
als Grundbereich alle natiirlichen Zahlen vor,
so kann man nach dem Mengenbildungs-
axiom fir Mengen 1. Stufe beispielsweise fol-
gende Menge bilden:

Die Menge aller derjenigen natiirlichen Zah-
len, die groBer als 5 und kleiner als 20 und
durch 3 teilbar sind.

Wir erhalten M ={6, 9, 12, 15, 18}.

Arbeitsblatt 1

Bezeichnet man die Eigenschalten (groBer als
5 und kleiner als 20 und durch 3 teilbar)
mit H(x), so kann man nach dem Mengen-
bildungsaxiom sagen:

,»Es gibt eine Menge M, zu der alle die, aber
auch nur die Individuen x gehoren, fiir die die
Eigenschaft(en) H(x) zutrifft (zutreflen)” oder
,Das Individuum x ist ein Element der
Menge M genau dann, wenn [iir x die Eigen-
schaft(en) H zutrifft (zutreffen).”

In Symbolik: x e M«—H (x).

Mengen lassen sich auf verschiedene Arten
angeben (darstellen, veranschaulichen).
M={6, 9, 12, 15, 18} nennen wir element-
weise Darstellung. Bei einer solchen miissen
alle Elemente einzeln aufgeschrieben werden.
Die gleiche Menge 148t sich auch angeben,

indem man schreibt, aus welchem Grund-
bereich die Elemente stammen und welche
Eigenschaften sie besitzen miissen, also all-
gemein:

M={xel; H(x)}.

Fiir unsere Beispielmenge M wire die fol-
gende Schreibweise moglich:
M={xeN;5<x<20A3|x}.(A: und)
Natiirlich kann man diese Menge auch gra-
phisch veranschaulichen, indem man z.B.
auf der Zahlengeraden oder auf dem Zahlen-
strahl diejenigen Punkte besonders markiert,
denen die Zahlen der betreffenden Menge
zugeordnet sind.

o oi—o o o+

0 5 © 15 2 x5

SchlieBlich 14Bt sich auch ein Mengendia-
gramm entwerfen:

Diese Darstellung soli verdeutlichen, daB man
sich um die Elemente der Menge gewisser-
maBen eine ,Hiille" denkt. Die Reihenfolge
bzw. Anordnung der Elemente spielt keine
Rolle.

Es gilt {6, 9, 12, 15, 18}={6, 12, 18, 15, 9}
={18,6,12,9,15}=...

Wortdarstellung (verbale Darstellung)

elementweise Darstellung

Darstellung mit Hilfe von
Grundbereich und Aussageform H(x)

Die Menge der ersten zehn natiirlichen

M(={0,1,2,3,4,56,728,9}

M,={xeN;0<x<9}

der 7 bis hochstens 37

1.

Zahlen

Die Menge aller durch 3 teilbaren natiir-
2| haen Zahlen, die Kleiner als 24 sind
3 Die Menge aller nichtnegativen Vielfachen

99 und 100

4 Die Menge aller ganzen Zahlen zwischen

S.| Die Menge aller Teiler von —8

der 6, die kleiner als 30 sind

6 Die Menge aller nichtnegativen Vielfachen

rationalen Zahlen

Die Menge aller zwischen 3 und 5 liegenden

oder hochstens gleich 10 sind

Die Menge aller Teiler von 12, die groBer
8.| oder mindestensgleich — 10, aber kleiner

Die Menge aller natiirl. Zahlen zwischen 43

durch 12 teilbar sind

9 und 50, die bei Div. durch 3 den Rest 1 lassen
Die Menge aller positiven ganzen Zahlen,
10:| die kleiner als 100, Vielfache von 9 und
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Die ,,Allmenge” und auch die , leecre Menge®
sind spezielle Mengen. Die Allmenge iiber
einen bestimmten Grundbereich enthilt alle
Elemente dieses Grundbereichs und keine
anderen. Die leere Menge enthilt kein einzi-
ges Element (in Zeichen @). Im folgenden
Arbeitsblatt wollen wir uns im Angeben von
Mengen iiben. Die [reien Felder sind nach
dem Beispiel 1 auszufiillen.

Teilmengenbeziechungen

Wir denken uns die Menge aller Schiiler einer
Klasse, etwa der Klasse 7a der 31. POS in
Leipzig, und bezeichnen diese Menge mit M.
Wihlen wir aus dieser Menge M nun Schiiler
mit besonderen Eigenschaften, Merkmalen
oder Titigkeiten aus und fassen diese zu einer
Menge zusammen! Als Beispiele konnten wir
uns folgende Mengen denken:

A sei die Menge aller Schiiler dieser Klasse
7a, die die Zeitschrift alpha abonniert haben;
B sei die Menge aller Schiiler dieser Klasse
7a, die eine Arbeitsgemeinschaft besuchen;
C sei die Menge ailer Schiiler dieser Klasse
7a, die Pioniere sind.

Jedesmal haben wir eine Teilmenge der
Menge aller Schiiler dieser Klasse 7a gebildet.
Wir sagen: A ist eine Teilmenge von M und
schreiben dafiir 4 € M.

Es konnte moglich sein, daB alle Schiiler
dieser Klasse 7a die Zeitschrift alpha abon-
niert haben. Dann sagen wir:

A ist eine (unechte) Teilmenge von M
(A £ M). Da wir in diesem Falle genau wissen,
daB beide Mengen gleich sind, k6nnen wir
A =M schreiben.

Wenn aber nicht alle Schiiler dieser Klasse 7a
die Zeitschrift alpha abonniert haben, wenn
es also mindestens ecinen Schiiler dieser
Klasse gibt, der die alpha nicht abonniert
hat, dann sagen wir:

A ist eine echte Teilmenge von M und schrei-
ben AcM. Jede echte Teilmenge von M ist
natiirlich erst recht eine Teilmenge von M,
wihrend nicht jede Teilmenge von M etwa
eine echte Teilmenge sein muB!

Nun laBt sich verallgemeinern:

Seien A und B beliebige Mengen.

Es ist A eine Teilmenge von B genau dann,
wenn jedes Element von A auch ein Element
von B ist.

(AL B—\'x:xeA—>xeB)

Es ist A cine echte Teilmenge von B genau
dann, wenn jedes Element von A auch ein Ele-
ment von B ist und wenn es in der Menge B
mindestens ein Element gibt, das nicht Ele-
ment der Menge A ist.

(AcB- \Vv:xeAd—-xeBAdxeB:x§A)

Zur Veranschaulichung mogen die folgenden
Mengendiagramme dienen:

M : Die Menge aller Schiiler der Klasse 7a
A: Die Menge aller alpha-Abonnenten dieser
Klasse 7a

74

n Q)

(1) A ist eine Teilmenge, sogar eine echte Teil-
menge von M. Jeder alpha-Abonnent dieser
Klasse ist auch ein Schiiler dieser Klasse; es
gibt aber mindestens einen Schiiler dieser
Klasse, der die alpha nicht abonniert hat.

Es gilt A £ M, sogar AcM

(2) A ist eine Teilmenge von M.

Jeder alpha-Abonnent dieser Klasse ist auch
ein Schiiler dieser Klasse. Es ist aber auch je-
der Schiiler dieser Klasse ein alpha-Abonnent.
Es gilt A € M, sogar A=M.

Auf dem folgenden Arbeitsblatt sind in jeder
Aufgabe einige Mengen vorgegeben. Nach
dem Beispiel 1 sollen alle moglichen echten
Teilmengenbezichungen, die zwischen den
vorgegebenen Mengen existieren, aufgeschrie-
ben werden.

Arbeitsblatt 2
vorgegebene Mengen echte Teilmengenbeziechungen
N: Die Menge aller natiirlichen Zahlen NcG, ZcV
G: Die Menge aller ganzen Zahlen ZcN,
1. | Z: Die Menge aller durch 2 icilbaren ZcG,
natiirlichen Zahlen Veg,
V: Die Menge aller durch 4 (eilbaren Zahlen|
B: Die Menge aller Biume
2 B,: Die Menge aller Apfelbdume
"| B.: Die Menge aller Laubbiiume
Bo: Die Menge aller Obstbiume
N: Die Menge aller natiirlichen Zahlen
N Die Menge aller durch 3 teilbaren
natiirlichen Zahlen
3. Ny: Die Menge aller durch 9 teilbaren
natiirlichen Zahlen
Gg: Die Menge aller durch 9 teilbaren
ganzen Zahlen
R: Die Menge aller Rechtecke
4. | V: Die Menge aller Vierecke
Q: Die Menge aller Quadrate
D: Die Menge aller Drachenvierecke
W : Die Menge aller Wiirfel
5| P: Die Menge aller Pyramiden
Q: Die Menge aller Quader
P, : Die Menge aller Prismen
S: Die Menge aller Sehnen des Kreises k
D: Die Menge aller Durchm. des Kreises &
6. R: Die Menge aller Radien des Kreises k
G: Die Menge aller Geraden, auf denen
Sehnen von k liegen
Z: Die Menge aller Zentralen von k
G: Die Menge aller Gleichungen
G,: Die Menge aller Gleichungen mit genau
einer Variablen
7 G,: Die Menge aller linearen Gleichungen
’ mit genau einer Variablen
G;: Die Menge aller linearen Gleichungen
mit genau einer Variablen, die keine
Losung haben




Mengenoperationen

Denken wir uns die Menge aller Einwohner
der Stadt A zu einem ganz bestimmten Zeit-
punkt. Bezeichnen wir diese Menge mit M
und bilden nun die folgenden Teilmengen:
M, sei die Menge aller Einwohner der Stadt
A, die dlter als 25 und jiinger als 50 Jahre sind ;
M sei die Menge aller Einwohner der Stadt
A, die Altersrentner sind ;

M. sei die Menge aller Einwohner der Stadt
A, die eine Fahrerlaubnis besitzen.

Sicher gilt M, cM, M, c M und auch M;c M.
Sicher stehen M; und M, in keiner Teil-
mengenbeziehung zueinander, denn kein Ein-
wohner zwischen 25 und 50 Jahren kann
Altersrentner sein und umgekehrt. Solche
Mengen nennt man elementfremd (disjunkt).
Betrachten wir die Menge M, die alle Fahr-
erlaubnisbesitzer enthilt, so konnen solche
Einwohner der Stadt A Altersrentner sein,
aber auch zwischen 25 und 50 Jahren. Es
wird sicher auch solche Besitzer einer Fahr-
erlaubnis geben, die 25 Jahre oder jiinger sind
oder 50 Jahre oder dlter, aber noch keine
Altersrentner. Das heiBt, ein Teil von M,
liegt in M, ein Teil in M, und ein Teil weder
in M, noch in M,, aber natiirlich in M. Das
Mengendiagramm koénnte man wie [olgt
zeichnen:

My

M
? M

M3

Aul dem folgenden Arbeitsblatt 3 sollen je-
weils die Flichenstiicke schraffiert werden,
die der angegebenen Menge graphisch ent-
sprechen. Beispiel 1 ist wieder vorgegeben.

Wer das Arbeitsblatt 3 fehlerlos ausgefiillt
hat, hat schon richtig mit Mengen operiert,
vielleicht ohne sich dessen voll bewuBt zu
sein.

Beziehen wir uns zunichst auf das Beispiel 5.
Die Menge M, wurde mit der Menge M ; ver-
einigt. Die Vereinigungsmenge (gesprochen:
~M; vereinigt mit M,“; geschrieben:
M, UM,) enthilt diejenigen Einwohner der
Stadt 4 — aber auch nur diese —, die Alters-
rentner sind oder eine Fahrerlaubnis be-
sitzen.

Man kann sich vorstellen, daB jeder Ein-
wohner der Stadt A die Fragen vorgelegt
bekommt ,Sind Sie Altersrentner? und
,,Haben Sie eine Fahrerlaubnis 7* Wird wenig-
stens eine dieser Fragen mit ,ja“ beantwor-
tet, gehdrt der Betreffende zur Menge
M, UM, natiirlich auch dann, wenn beide
Fragen bejaht werden.

Wir kénnen nun allgemein sagen:

Es seien 4 und B beliebige Mengen. Ein
Individuum x gehort zur Vereinigungsmenge

Arbeitsblatt 3

Die Menge aller Einwohner der Stadt A4,

R
e

1. die Altersrentner sind und keine Fahr-
erlaubnis besitzen.
Die Menge aller Einwohner der Stadt 4, M 4
die eine Fahrerlaubnis besitzen, aber Mz M
2 weder Altersrentner noch zwischen 25
und 50 Jahren alt sind. ”3
Die Menge aller Einwohner der Stadt A4, ”Z M 1
3, die zwischen 25 und 50 Jahren alt sind M
und eine Fahrerlaubnis besitzen.
M3
Die Menge aller Einwohner der Stadt A4, M
die 25 Jahre oder jiinger sind oder “2 1
4. 50 Jahre oder ilter, aber keine Alters- M
rentner sind und keine Fahrerlaubnis
besitzen. M 3
. . M4
Die Menge aller Einwohner der Stadt A, ”2
5. die Altersrentner sind oder eine Fahr- M
erlaubnis besitzen. M
3
In dieses Mengendiagramm soll-die M 1
Menge aller Kinder eingezeichnet wer- Mz
6. den, die den Kindergarten besuchen M
(Einwohner der Stadt A!). M
3
In dieses Mengendiagramm soll die My
Menge aller Schiiler bis zur 10. Klasse "Z
7. der POS eingezeichnet werden (Ein- M
wohner der Stadt A!). M
3
. . . M4
In dieses Diagramm soll die Menge aller ”2
8. Brillentriger der Stadt A eingezeichnet M
werden.
M3
D : M4
ie Menge aller Einwohner der Stadt 4, M. A
9, die Altersrentner sind und eine Fahr- M
erlaubnis besitzen.
M3
Die Menge aller Einwohner der Stadt A
10. zwischen 25 und 50 Jahren ohne Fahr-

erlaubnis.
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A UB genau dann, wenn x zur Menge A4 oder
zur Menge B gehort.
(xe(AUB)~xecAVxeB).
Das Bindewort ,,oder wird in der Mathe-
matik im einschlieBenden Sinne gebraucht.
Beispiel: Wenn wir die Hausaufgaben ordent-
lich anfertigen oder im Unterricht gut aul-
passcn, werden wir gute Leistungen erzielen.
Jeder wird sicher uneingeschrinkt zustim-
men. dafl wir auch dann gute Leistungen
erzielen werden, wenn wir beides tun. Das
,,Oder* schlieBt also das ,,Und* nicht aus!
Soll aber das ,,Und* ausgeschlossen werden,
so miissen wir die Bindewdrter ,entweder —
oder* verwenden.
Beispiel: Der Schiiler Miiller geht entweder
in die Klasse 6a oder in die Klasse 6b.
Wir werden sofort verstehen, daB dieser
Schiiler nicht in beiden Klassen zugleich sein
kann.
Da diese Unterscheidung in der Umgangs-
sprache oft nicht geniigend beachtet wird,
werden in der Mengenlehre manchmal Fehler
gemacht, wenn Vereinigungsmengen gebildet
werden sollen. Deshalb wollen. wir uns zu
dieser Problematik noch ein mathematisches
Beispiel ansehen:
Es sollen zwei Mengen M, und M, gebildet
werden. M set die Menge aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis 12, die durch 2 oder durch 3
teilbar sind; M, sei die Menge aller natiir-
lichen Zahlen von 1 bis 12, die entweder durch
2 oder durch 3 teilbar sind.
Wir erhalten

M;={2,3,4, 6,8,9,10, 12} und

M;={2,3,4,8,9,10}
Wir sehen, dal3 die Zahlen 6 und 12, die durch
2 und durch 3 teilbar sind, in der Menge M,
enthalten sind, in der Menge M, jedoch
nicht. Man kann sich die Menge M, auch
entstanden denken durch die Vereinigung
zweier Mengen, und zwar der Menge A aller
natiirlichen Zahlen von 1 bis 12, die durch 2
teilbar sind und der Menge B aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis 12, die durch 3 teilbar sind.
Dazu lieBe sich das folgende Mengendia-
gramm zeichnen:

6

A 8

Wir wollen nun noch verschiedene Fille
graphisch veranschaulichen und bringen auch
noch Beispiele, bei denen die Elemente von
Mengen natiirliche Zahlen sind.

¢Y] @

Es wurde stets A UB schraffiert!

1 4={1,23} @ A={1,23}
B={2} B={2,3,4)
AUB={1,2,3} AUB={1,2,3,4)
@G 4={1,23} @ .A={1,2}
B={4,5} B={1,2}
AUB={1,2,3,45} AUB={1,2}

Wenden wir uns nun dem Beispiel 9 zu. Hier
wurde der Durchschnitt der Mengen M, und
M3, gebildet (gesprochen: ,M, geschnitten
mit M3“ oder ,M, Durchschnitt M,*, ge-
schrieben: M, NM,).

In dieser Durchschnittsmenge liegen alle die-
jenigen Einwohner der Stadt A — aber auch
nur diese —, die sowohl Altersrentner als auch
Fahrerlaubnisbesitzer sind (beides also gleich-
zeitig). Nur wer beide Fragen mit ,ja“ be-
antwortet, gehort zur Menge M, N M.
Allgemein 148t sich formulieren:

Es seien A und B beliebige Mengen. Ein
Individuum x gehort zur Durchschnitts-
menge ANB genau dann, wenn x. zur
Menge A und auch zur Menge B gehért.
(xe(ANB)~xeAAxeB). Analog zur Ver-
einigungsmenge folgen auch hier Beispiele.

m )
A
A B

6 @
OO O
A B

Es wurde stets ANB sghrafﬁert!

(1)  A={1,2,3} * @) A4={1,2,3}
B={2} ’ B={4,5}
ANB={2} ANB=9
@) A={123} @ A={L2}
B={2,3,4} B={1,2}
ANB={2,3} ANB={1,2}

Im Beispiel 1 miissen zunichst die Einwohner
Altersrentner sein, also der Menge M, an-
gehoren. Sie diirfen aber keine Fahrerlaubnis
besitzen, also der Menge M, nicht angehdren.
Es wurde die Differenz der Mengen M, und
M gebildet.

Zur Diflerenzmenge M, \ M, (M, Differenz
M;) gehoren alle diejenigen Elemente — und
nur diese -, die zur Menge M, aber nicht
zur Menge M3 gehoren.

Allgemein kann man formulieren:

Seien 4 und B beliebige Mengen. Ein
Individuum x ist ein Element der Differenz-
menge A\ B genau dann, wenn x ein Element
von A und kein Element von B ist.
(xe(A\B)—~xeA Ax{B) Beispiele:

Q) (03]

A 8

QO

)

Es wurde stets A \ B schralliert!

(1 A={1,2,3} @ A={1,2,3}
B={2} B={2,3,4}
A\B={1,3} A\B={1}
() A={1,23} @ A={1,2}
B={4,5} B={1,2}
A\B={1,2,3} A\B=0

Wir erkennen nun, daB aul dem Arbeitsblatt 3
folgende Mengen dargestellt sind:
. M\ M,

M AM M\ M,

Mz UM3

M,NM;

10. M \M,

Im folgenden Arbeitsblatt 4 wollen wir uns
im Operieren mit Mengen iiben.

O kAW

Arbeitsblatt 4
1. ANBNC 2. (AnNB\C
A@ A
c ¢
3. (AUB)\C 4. (4\B)NnC

b3
&
b
(]

5. (A\BNC

3

6. (AUB\C 7. ANBNC
A A
8 8
o C
8. Bl4d\cC

9. (ANBUMBNC)

10.  Gegeben seien
A=1{6,7,8,9};
B=1{5,6,10};
C={3,6,9,12,15}.

Man bilde folgende Mengen:

AUB A\C

AUC c\4

BUC B\cC

ANB c\B

ANC AUBUC

BNC ANB NC

A\B A\B\C

B\ A (ANB)\ C W. Fregin
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Spiele mit Holzchen

Ala Aus 18 Hélzchen kann man diese
Figur mit 6 Quadraten legen. Nimm aus der
Figur 6 oder S oder 4 oder 2 Holzchen weg!
Stets bleiben 4 Quadrate iibrig.

A2A Wie macht man aus 3 Quadraten
4 Quadrate, ohne die Lage der Holzchen der
beiden ersten Quadrate beim Umlegen zu
verandern?

N NN
A VARV V4

A3 A a)Bilde durch Umlegen von 4 Holz-
chen aus dieser Figur 3 Quadrate!

b) Lege in der gleichen Figur 4 Hélzchen so
um, daB 2 gleich groBe Quadrate zu erkennen
sind!

a4 a Entferne aus der Figur 16 Holzchen;
es sollen 12 gleich groBe Quadrate iibrig blei-
ben!

— — — g— a——"

A5 A Bilde aus 10 Holzchen eine Figur, die
drei gleichgroBe Quadrate enthiilt!

L T

A6a Diese sechs kongruenten gleichseiti-
gen Dreiecke sollen durch Umlegen von
3 Holzchen in sechs kongruente Parallelo-
gramme verwandelt werden.

/\

/\/\ §
N/ / Y

A7A Von den 12 Holzchen, die diesen
Stern bilden, sollen 6 Holzchen so umgelegt
werden, daB drei gleich groBe, symmetrisch
liegende Vierecke entstehen.

|/\|

A8a a)Durch Umlegen von 3 Hélzchen in
dieser Figur soll ein Sechseck entstehen.

b) Verwandle das aus 6 Holzchen gelegte
Dreieck in zwei Dreiecke!

¢) Ich gebe dir noch 3 Holzchen. Diese sollst
du in die Figur so legen, daB du nunmehr vier
kongruente Dreiecke erhiltst.

ASE

A9 Hier wurde das Bild eines Hauses aus
10 Holzchen gelegt. Lege zwei Holzchen so
um, daB der Hausgiebel auf der anderen Seite
liegt!

A 10a Die gelegte Figur soll einen quadra-
tischen Garten, in dem sich ein kleiner qua-
dratischer Teich befindet, darstellen. Die
Gartenflache soll mittels weiterer 10 H6lzchen
in fiinf flichen- 'und formgleiche Beete auf-
geteilt werden.

—— — — a—

— — — —

»Seit wann ist Thr Sohn denn so fleiBig, Frau
Miiller 7 — ,Seit er Holzchen fiir die alpha
braucht !“

1979 =197-9+197+9

Y9+7+9

l-9~7-9

=1-1/9-7-)/9-(1+9-7)-
9-7-1/9-(19-7— 9

—(1/_‘9+|/7+ )(—1+1/§+79)

=(197-9+1°7)(19-7-9)

=(14+9—TN7-(19—-7+9)

149-7-9 =1,9-79

19479 =(1+9+)/7+9(/1-9+)/7+9)

19-79=(1+9)(7-9)(19-7-9)

A=(1+9)-7-1/9
U=—1-9+79
S=19+7+9

19+7-9-1
—1°-749=2
1°-749=3
;@ﬂ
1-/94+7+4+9=5
—1494+7-9=6
1:9+7-9=7
149+7-9=8
19+7_9=9

1°-7+)/9=10

Die Raumdiagonale eines Quaders mit qua-
dratischer Grundfliche miBt [/ﬁ cm.

Wie groB sind die Kantenldngen des Quaders,
wenn nur ganzzahlige Werte zugelassen sind ?

Die 16 Teilnehmer einer Werkgruppe basteln
Wiirfel mit ganzzahligen Seitenlingen. Beim
Berechnen der Rauminhalte stellt sich heraus,
daB sich die 16 Wiirfel zu 4 Vierergruppen
ordnen lassen, wobei die Summe der Wiirfel-
volumen in jeder Gruppe 1979 ergibt.
Welche Seitenlidngen haben die vier Wiirfel
jeder Gruppe?

Diese Zahlenspiele stammen aus der Feder
von Ing. H.Decker, Kéln; A. Fittke, EOS
H. Hertz,Berlin (KI. 11); stud. math. W. Forg-
Rob, Schwaz (Usterreich); W.Hoppe, OS
Marienberg (K1. 7).
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Der Leser konnte zunidchst vermuten, daB die Bild 5
in der vorigen Ausgabe dieser Zeitschrift vor-
gestellten Spielregeln recht willkiirlich ge- ! < .
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derartige Erscheinung aber dennoch. Darauf
werde ich noch zuriickkommen. Zunichst
fallt schnell auf, daB es Ausgangskonfigura-
tionen gibt, die bald ,aussterben“, wie die Bei-
spiele in Bild 1 zeigen.

Eine andere Dreierkonlfiguration wird schon
in der nichsten Generation zu einem stabilen
»Block®, d.h., eine weitere Anwendung der
Regeln bewirkt keine weitere Verinderung
mehr (Bild 2).

Die einfachste Moglichkeit fir eine sich
periodisch verdndernde Figur ist der ,Blin-
ker* (Bild 3).

Drei Viererkonfigurationen fiihren nach 2 bis
3 Generationen zu einer stabilen Anordnung,
fir die die Bezeichnung ,Honigwabe“ ge-
pragt wurde (Bild 4).

Der Leser kann sich die Zwischenschritte
selbst iiberlegen. Nach der recht kurzen Le-
bensgeschichte dieser Viererkonfiguration ist
es erstaunlich, daB eine andere Viererkonfi-
guration 10 Generationen bendtigt, um zu
einem periodischen Verhalten zu gelangen.
Dabei tritt noch eine Verdreifachung der
Anzahl der Steine auf (Bild 5). )

Die letzte Figur setzt sich aus 4 unabhiingi-
gen , Blinkern“ zusammen. Man hat dafiir den
Begriff ,,Verkehrsampel“ geprigt. Damit ist
die Lebensgeschichte simtlicher Tetrominos
(Konfigurationen aus vier zeilen- und spalten-
weise zusammenhingenden Steinen) aufge-
zeigt.

Der Leser kann nun die Entwicklung der
12 Pentominos untersuchen. Dabei wird sich
herausstellen, daB 6 davon vor der 5. Gene-
ration verschwinden, 2 erreichen schnell eine
stabile Anordnung, die aus 7 Steinen besteht,
und weitere 3 verwandeln sich bald in ,Ver-
kehrsampeln“. Eine Uberraschung ist der
in Bild 6 dargestellte Pentomino.
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Diese Konfiguration verschwindet weder in
absehbarer Zeit, noch wird sie stabil oder geht
in eine oszillierende Anordnung iiber. Conway
hat das Geschehen 460 Ziige verfolgt, ohne
ein erkennbares Schicksal zu finden. Der
Leser beachte, daB zuniichst feststellbare Aus-
breitung kein Beweis fiir unbegrenztes Wachs-
tum ist. Es wire bei der starken Unregel-
mabigkeit durchaus denkbar, daB nach end-
lichen Generationen endlich viele unabhiin-
gige stabile oder oszillicrende Teile entstehen

oder gar wieder alles ,,abstirbt.
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Dem Leser werden sicher schon einige der
einfachen stabilen Anordnungen aufgefatlen
sein (Bild 7).

Fiir eine aus 5 Steinen bestehende Figur wur-
de der Name ,Segler“ (,Glider”) geprigt
(Bild 8). Nach 2 Generationen finden wir die
gleiche Figur zunichst gespiegelt, und nach
4 Generationen hat sich die Konfiguration
lediglich ein Kistchen nach rechts unten be-
wegt. Dadurch entfernt sich der ,,Segler”, nach
Jjeweils 4 Ziigen betrachtet, bei gleichbleiben-
der Form beliebig weit. Die zuniichst denk-
bare groBte Geschwindigkeit einer wandern-
den Figur ist die eines Knigs auf dem Schach-
brett; Conway nannte sie Lichtgeschwindig-
keit. Obiger ,.Segler” bewegt sich also diago-
nal mit dem Viertel der Lichtgeschwindigkeit.
Conway hat bewiesen, daB dies die gréBtmég-
liche Diagonalgeschwindigkeit einer Figur ist.
Es gibt noch weitere, sich bei gleichbleibender
Figur bewegende Figuren (nach einigen Gene-
rationen jeweils betrachtet), die sogenannien
~Raumschiffe“. Diese bewegen sich vertikal
mit der Hiilfte der Lichtgeschwindigkeit (nach
4 Generationen 2 Felder vorgeriickt) (Bild 9).
Bei der Bewegung entstehen kieine Abfall-
produkte, die aber solort wieder verschwin-
den. Wird der ,,Hauptkorper“ aber Linger als
6 Steine, so werden Objekte ,geboren“, die
danach das ,Raumschiff“ selbst zerstoren. Es
gibt jedoch trotzdem lingere, sogenannte
~Ubergewichtige Raumschilfe*. Diese benéti-
gen aber als Schutz vor der Selbstzerstérung
Eskorten von kleineren ,Raumschiffen“. Das
lingste Raumschiff, zu dessen Eskortierung
2 kieinere ausreichen, hat einen Hauptkérper
aus 12 Steinen (Bild 10). Conway hat heraus-
gefunden, daB ein Raumschiff mit einem
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Hauptkdrper von 100 Steinen sicher sich be-
wegen kann. wenn es von einer Flotille von
33 kleineren Raumschiffen begleitet wird.
Eine Mittelstellung zwischen den .Raum-
schiffen und den stabilen Figuren nchmen
die oszillierenden Konfigurationen ein (wie
der schon genannte ,,Blinker) (Bild 11).
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Es gibt auch periodische Figuren, die einen
festen auBeren Rand haben, mit dessen Hille
das Innere bewegt wird. Conway nennt sie
..Billard-Tisch“-K onfigurationen. Ein Beispiel
dafiir ist das ,.Speichenrad“. Das Innere (die
.Billardbille*) dreht sich bei jedem Genera-
tionswechsel um 90° (Bild 12).

Geringe Veridnderung der Ausgangsfigur kann
drastische Folgen haben. So kommt der Buch-
stabe ,H* zu einem schnellen Ende; wird
jedoch nur ein Stein um ein Feld verschoben.
so daB der Buchstabe ,,n“ vorliegt, so finden
wir erst nach 173 Generationen 5 ,,Blinker,
6 ,.Blocke“ und 2 , Teiche* als (periodisches)
Ergebnis (Bild 13).

Eine interessante Lebensgeschichte finden wir
auch bei der ,,Getreidemihmaschiﬁe“. Das
abzuerntende Feld ist eine sehr lange Dia-
gonale von Steinen. Die Maschine bewegt sich
nun diagonal entlang dem Feld, ,emtet™.
obundelt in Garben“ und LiBt diese dann
hinter sich stehen (Bild 14).

Zu einem strategischen Spiel wird ,Life"
durch zwei Konfigurationstypen, auf der
einen Seite solche, die Geschosse abfeuern.
andererseits Figurenschlucker, die, wie ihr
Name sagt. andere Figuren verschlucken.
ohne dadurch verindert zu werden (als pe-

riodische Figuren). Dies ist das Ergebnis der
im letzten Artikel erwihnten Preisaufgabe.
Wissenschaftler vom ,,Project of Artilicial
Inle'mgence“ vom ,,Massachusetts Institute of
Technology* hatten dem Computer einfach
die Aufgabe gestellt, ein Gegenbeispiel zur
im vorigen Artikel erwihnten Endlichkeits-
behauptung zu finden. Herausgekommen ist
dabei die ,Glider Gun“ (,Segler-Kanone"),
ein riumlich fixierter Oszillator, der nach
30 Generationen in seine urspriingliche Ge-
stalt ibergeht und dabei jeweils einen ,,Gli-
der“ abfeuert, der dann iiber das Spielfeld
wandert. Durch die Periodizitit ist gesichert,
daB eine unbegrenzte Zahl von Glidern pro-
duziert wird (die sich offensichtlich auch nicht
gegenseitig beeinflussen). Man kann das un-
begrenzte Wachstum aber verhindern, indem
man den Glidem einen ,Eater* (Figuren-
schlucker) in den Weg stellt (Bild 15, Bild 16).
Durch die vielfiltigen Beispiele erscheint die
Spielbezeichnung ,Lile“ (Leben) keineswegs
upmotiviert. Aus einfachen Grundregeln wird
eine komplexe Welt aufgebaut. die nicht nur
komplex beziiglich der riumlichen Struktu-
ren ist, sondern auch beziiglich des funktio-
nellen Verhaltens. In einem wesentlichen
Punkt aber scheint der Name nicht gerecht-
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fertigt; es [ehlt der ,schopferische Zufall®.
Wir finden ein Musterbeispiel eines determi-
nistischen Prozesses, bei dem alles aus den
Anfangsbedingungen folgt. Das Spiel offen-
bart seine Ideen, aber der Zufall ist einfach
nicht vorgesehen.
Ein mathematisches Spiel kann durchaus den
Blick auch in ein anderes Wissenschaltsgebiet
lenken. Das Conway-Spiel ist in der Tat nicht
weit entlernt von einem Weg, den die mathe-
matische und angewandte Forschung in den
letzten Jahrzehnten tatsachlich beschritten
hat. In unserem Spiel haben wir Zellen
(Quadrate), die sich in einer endlichen Zahl
von Zustinden befinden kénnen (in unserem
Spiel nur 2), und das Verhalten in der néch-
sten - Generation hdngt von gewissen Um-
gebungszellen (bei uns 8) ab. In der Mathe-
matik spricht man bei derartigen Systemen
auch von zellularen Automaten. Wir {inden
hier aber keinesfalls nur einen abstrakten
Apparat zur Untersuchung von einem dem
Selbstzweck dienenden Spiele. Die Entwick-
lung der Theorie zellularer Automaten be-
gann 1950 mit Arbeiten des bekannten
Mathematikers John von Neumann. Er suchte
nach Automaten, die Modelle der biologi-
schen Reproduktion sind, indem sie genaue
Kopien ihrer selbst oder geringfiigig ab-
weichende Varianten herstellen. Er bendtigte
dabei nicht nur 2, sondern 29 Zellzustinde,
jede Zelle hatte 4 Nachbarzellen (statt 8), und
der Automat bestand aus 200000 Zellen.
Nachdem zunichst die Theorie der zellularen
Automaten vorwiegend fiir die Konstruktion
parallel arbeitender Schnellrechner (Multi-
prozessoren) verwendet wurde, zeigen sich in
jlingerer Zeit auch Anwendungen in Biologie
und Medizin.
Die Situation, daB das zukiinftige Zellverhal-
ten vom Verhalten in Umgebungszellen ab-
hingt, finden wir auch bei der Ausbreitung
von Storungswellen in biologischen Zell-
verbinden. Es entstehen Moglichkeiten, Si-
tuationen zu modellieren, zu denen es in der
Herzmuskulatur bei einem Infarkt kommt.
Durch moderne Rechner konnen zellulare
Riume konstruiert werden, deren Anzahl von
Zellen etwa der Anzahl der Muskelzellen in
einem Gewebeteil entspricht.
In Bild 17 mé&chte ich noch — ohne damit
der Entfaltung der Phantasie Grenzen setzen
zu wollen - einige Ausgangskonfigurationen
angeben, die einen interessanten Spielverlaufl
gewahrleisten.

R. Schuster

Prof. Dr. A. J. Chintschin, Moskau:

Wer einmal die erhabene Freude der schop-
ferischen Leistung erfahren hat, wird niemals
die Anstrengungen scheuen, um diese von
neuem zu erleben.
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XX. Internationale
Mathematik-
Olympiade 1978

Bukarest
(3.7. bis 10.7.1978)

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. Jan VySin

Prag -

Die XX. Internationale Mathematikolympia-
de fand im Juli 1978 in Bukarest statt. An ihr
nahmen Mannschaften aus 17 Lindern teil.
Wie gewohnlich bestand die Mannschalft eines
jeden Landes aus 8 Schiilern. Den Teil-
nehmern wurden 6 Aufgaben vorgelegt — je 3
an jedem der zwei Tage des Wettbewerbs. Fiir
die Losung jeder Aufgabe -erteilte die Jury
eine bestimmte Anzahl von Punkten. Die
maximal mogliche Summe der Punkte fiir die
Losung aller Aulgaben betrug {ir die einzel-
nen Teilnehmer 40, d.h., fir die gesamte
Mannschaft 320 Punkte. In der inoffiziellen
Wertung erreichte die SR Ruminien mit
237 Punkten den ersten Platz; es folgten
USA (225 P.), GroBbritannien (201 P.), Viet-
nam (200 P.), CSSR (195 P.). Dic DDR war
bei dieser Olympiade nicht vertreten.

Aufgaben

1. Es seien m und n natiirliche Zahlen mit
n>mz 1. Die Dezimaldarstellung von 1978™
und 1978" enden beide auf denselben Dreier-
block von Ziffern. Bestimme m und n so, daB
m+ n minimal

2. P ist ein gegebener Punkt im Inneren einer
gegebenen Kugel, und A, B, C sind drei be-
liebige aufl der Kugel gelegene Punkte, so
daB PA, PB und PC paarweise zueinander
senkrechte Strecken sind. Es sei Q die zu P
diagonal gegeniiberliegende Ecke im durch
PA, PB und PC aufgespannten Quader.
Bestimme die Menge aller Punkte Q (geo-
metrischer Ort von @), wenn die Punkte A4,
B und C alle moglichen erlaubten Lagen
durchlaufen!

3. Die Menge aller positiver ganzer Zahlen
sei die Vereinigung zweier disjunkter. Teil-
mengen

{f(1),1Q),....f(n), ...} und

{g(1), g(2), ..., g(n), ...}, wobei

A 1879 A Es ist folgender Additions-Algo-
rithmus gegeben

SOMMER
‘OSTSEE

FER I EN

Jeder Buchstabe bedeutet eine ganze Zahl aus
dem Intervall [0, 9], verschiedene Buchstaben
bedeuten verschiedene Zahlen.

Diese Aufgabe wurde dem MSB-Buch Nr. 5
Methoden zur Lisung mathematischer
Aufgaben

entnommen.

146 Seiten, 41 Abb., kartoniert, Preis 9,60 M
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

Bestell-Nr. 6656355

f)<f(), <...<fm<...,
g(1);<g(2), <...<g(m)<...,und
gm)=f(f(n)+1 furallen=1.
Bestimme f(240)!

4. Es sei ABC ein Dreieck mit AB=AC. Ein
Kreis beriihre sowohl den Umkreis des Drei-
ecks ABC von innen als auch die Seiten AB
und AC. Die Beriihrungspunkte mit den Sei-
ten AB bzw. AC seien P bzw. Q.

Beweise, daB der Mittelpunkt der Strecke PQ
der Mittelpunkt des Inkreises des Dreiecks
ABC ist! '

5. Es sei {ax}(k=1, 2, ..., n, ...) eine Folge
paarweise verschiedener positiver ganzer Zah-
len.

Beweise, daB fiir alle positiven ganzen Zah-
lenn

6. Die Mitglieder einer internationalen Ge-
sellschaft stammen aus 6 verschiedenen Lin-
dern. Die Liste der Mitglieder enthilt 1978
Namen, welche mit 1, 2, ..., 1978 numeriert
sind. ’ :

Beweise, daB es ein Mitglied gibt, dessen
Nummer gleich der Summe der Nummern
zweier Mitglieder aus seinem eigenen Land
oder gleich dem Doppelten der Nummer
eines Mitglieds aus seinem eigenen Land ist!



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Eine Methode zur Ermittlung
pythagoreischer Zahlentripel

Ich bin seit Jahren Mitglied des Zentralen
Mathematikzirkels des Kreises Bischolswerda
sowie des Bezirkskorrespondenzzirkels Dres-
den und natiirlich auch alpha-Leser. Aul
Grund der auBerschulischen Beschiltigung
mit der Mathematik konnte ich schon mehr-
mals unter den Preistragern bei Kreis- und
Bezirksolympiaden sein. In der AG Mathe-
matik beschidftigen wir uns u.a. mit pytha-
goreischen Zahlentripeln.

Im folgenden mochte ich eine Methode zur
Gewinnung solcher Tripel darstellen.

Definition: Ein Tripel [a; b; ¢] von Null ver-
schiedener natiirlicher Zahlen g, b, ¢ wird ge-
nau dann pythagoreisches Tripel genannt,
wenn a? +b?=c? gilt.

Solche Tripel sind z.B. [3; 4; 5] und

[5;12; 13].

Wenn [a; b; ¢] ein pythagoreisches Tripel ist,
so ist fiir beliebige natiirliche Zahlen k (k +0)
auch das Tripel [ka; kb; kc] ein solches. (Be-
weist diesen Satz!)

Wie kann man nun aber weitere pythago-
reische Tripel finden? Um zu einer Idee zu
kommen, untersuchen wir einige bekannte py-
thagoreische Tripel etwas genauer:

[3;4;5] 3%+ 4= 5
32= 9= 4+5
[5;12;13] 52+ 122=13?
52=25=12+13
[7;24;25] 72 + 242 =257
72=49=24+25

Dabei [illt uns zunichst auf, daB man das
Quadrat einer ungeraden natiirlichen Zahl als
Summe zweier aufeinanderfolgender natiir-
licher Zahlen schreiben kann. (Fiir alle ne N
gilt: 2n+ 1) =4n® +4n+1=(2n*+2n)
+(2n% +2n+1).) Dann sehen wir, daB in un-
seren Beispielen diese beiden Summanden mit
der betrachteten ungeraden Zahl ein pytha-
goreisches Tripel bilden. Wir vermuten:

Satz: Jedes Tripel [a; b; c] natiirlicher Zahlen
mit a’=b+c, c=b+1 und b=+0 ist ein
pythagoreisches Zahlentripel.

Beweis: |. Wegenb+0,c=b+1unda’=b+c
sind a, b und ¢ von Null verschieden.

2. Ausa®=b+4c=b+b+1=2b+1
und c2=(b+12=b%>+2b+1
folgt c>=a%+b*; w.z.b.w.
Da die Voraussetzung des Satzes fiir jede un-
gerade natiirliche Zahl a (> 1) ~ und nur fiir
diese — erliillbar ist, finden wir folgendes Ver-
fahren zur Konstruktion pythagoreischer
Zahlentripel:
1. Man wihle fir a eine ungerade natiirliche
Zahl, die groBer als 1 ist.
a=2n+1, n+0
2. Man schreibe a? als Summe zweier aufein-
anderfolgender natiirlicher Zahlen b und c.
b=2n4+2n c=2n*+2n+1
3. [a; b; ¢] ist ein pythagoreisches Tripel.
a*+br=c?
4. Fiir jedes ke N mit k=0 ist [ka; kb; kc]
ebenlalls ein pythagoreisches Tripel.
(ka)? +(kb)? = (kc)?
Natiirlich liefert diese Methode lingst nicht
alle pythagoreischen Zahlentripel, z. B. nicht
[9; 12;15].

AbschlieBend ein Beispiel: .

Im 30.Jahr des Bestehens unserer Republik
nehmen wir fiir a die Zahl 1979 und erhalten
nach unserer Methode das pythagoreische
Zahlentripel [1979; 1958220; 1958221].
Wem es SpaB macht, der kann es nach-
rechnen! S. Griitzner

Aus der Arbeit des
Kreisklubs Junger Mathematiker
Griifenhainichen

In diesem Schuljahr filhrten wir erstmais
einen Mathematikwettbewerb fiir Schiiler der
Klassenstufe 4 durch. Ziel war, interessierte
und leistungsstarke Schiiler frithzeitig auf die
OJM vorzubereiten und sie fiir den seit acht
Jahren bestehenden Kreisklub auszuwihien.
Es beteiligten sich 71 Schiiler. - Zusitzlich
organisierten wir einen Mannschaftswettbe-
werb. An ihm nahmen fiinf Schulmannschaf-
ten der Klassenstufe 6 teil. Die AufSaben
dazu stellten wir nach den Empfehlungen der
Piadagogischen Lesung von OStR G. Schulze,
Herzberg, zusammen.

R. Schulz, Rotta

Aufgaben des Wettbewerbs
der Klassenstufe 4

1. Trage in Bild 1 des beiliegenden Arbeits-
blattes die Zahlen 1 bis 9 in die vorhandenen
9 Felder ein! Dazu darf jede Zahl nur einmal
verwendet werden. In jeder Zeile (von links
nach rechts), in jeder Spalte (von oben nach
unten) und in jeder der beiden Hauptdiago-
nalen (Schragen) soll die Summe der drei Zah-
len stets 15 betragen. Zur Erleichterung sind
bereits drei Zahlen eingetragen. Schreibe auf,
wie du die Losung gefunden hast!

Bild 1 2 6

2. In Bild 2 beiliegenden Arbeitsblattes sind
gegeben:

Bild 2

(1) Eine Gerade g

(2) Ein Punkt P,, der nicht auf g liegt

(3) Ein Punkt P,, der nicht auf g liegt
Zeichne mit Lineal und Zeichendreieck zu g
die Parallele p durch P, und die Senkrechte s
durch P,!

3. Ersetze in den beiden Aulgaben die Varia-
blen (Buchstaben) durch Ziffern, damit zwei
richtig geloste Aufgaben entstehen! Vergil3
die Probe nicht!

) as7 ) 8000
+34bc — xyz
4444 7531

4. Du hast Fiinfmarkstticke und Zweimark-
stiicke. Wie kannst du den Betrag von
29 Mark passend zahlen?

Hinweis: Es gibt nicht nur eine Losung.
Mache zu jeder Losung die Probe!

5. Ordne die folgenden Langenangaben der
GroBe nach! Verwende dabei das Zeichen
kleiner als*!

15m2cm;848cm; 9,01 m; 75dm; 10 m.
Hinweis: Wandle die Langenangaben so um,
daB sie alle dieselbe MaBeinheit besitzen!

6. Wieviel verschiedene Dreiecke enthilt das

Bild 3 auf beiliegendem Arbeitsblatt? Zwei:

Beispiele dazu lauten:

(1) Dreieck ADC (2) Dreieck AEC

Schreibe auch die iibrigen Dreiecke in dieser

Form auf, indem du ihre Eckpunkte angibst!
c

Bild 3
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Das Einbeschreiben

von Kreisen gleichen Durchmessers

in ein Quadrat

Ala Einem Quadrat mit der Seitenlinge a
sei ein Kreis einbeschrieben. Wieviel Prozent
der Fliche des Quadrats werden durch den
Kreis abgedeckt?

Lésung:

az
— 7

p=4—a,—- 100=7-100=78,54

Es werden 78,549 der Fliche des Quadrats
abgedeckt.

Man kann nun dem Quadrat nicht nur einen
Kreis, sondern mehrere zueinander kon-
gruente Kreise einbeschreiben, etwa wie in

Bild 1.

D c
A B
Bild 1 Anordnung I

A24a Die gemeinsame Linge der Durch-
messer der zueinander kongruenten Kreise
in Bild 1 sei S. Wieviel Prozent der Fliche des
Quadrats werden durch die in Bild 1 darge-
stellten Kreise insgesamt abgedeckt?
Lésung:
2
n? -

p=

CAR]

T
+100=7-100=78,54

Es werden 78,549, der Fliche des Quadrats
abgedeckt.

Wir stellen fest, daB der Anteil der abgedeck-
ten Flache an der gesamten Fliche des Qua-
drats iiberhaupt nicht von der Anzahl bzw.
GroBe der einzelnen Kreise abhingt, wenn
diese wie in Bild | angeordnet sind.

Was geschicht aber, wenn wir die zueinander
kongruenten Kreise ,,aufl Licke” wie in Bild 2
anordnen?

Dies soll uns im folgenden beschéftigen.

R
4
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D 4
£ ——— e — o~ ————F
d
2
=
o=
d
2
d o~
1
A 8
Bild 2 Anordnung I1

Bild 2 zeigt, da man in dem gegebenen
Quadrat bei Anordnung II nur 14 Kreise mit

dem Durchmesser d =% unterbringen kann —

ge_geniiber 16 nach Anordnungl. Die Seite
CD des Quadrats wird von den Kreisen aber
nicht beriihrt.

A3 A Weise rechnerisch nach, daf sich kei-
ne weitere ,Lage" von Kreisen im Quadrat
ABCD (Bild 2) unterbringen LiBt! Berechne
die Breite AE des »ausgefiillten“ Rechtecks
ABFE! Wie breit wire der von 5 Lagen ab-
gedeckte Streifen?

Losung:

AE=2+3-%/3+42-3043/3) el Bila )
Eine 5. Lage bringt einen Breitenzuwachs von
d

/s

Der von 5 Lagen ausgefiillte Streifen hat eine
Breite ;(2 +4)/3)>4d=a.

Wird die Anzahl n der in der ersten Lage be-
findlichen Kreise groBer (und damit ihr
Durchmesser kleiner), so werden die Zwi-
schenriume von den [olgenden Lagen besser
ausgefiillt und man kann evtl. zu den auf alle
Fille moglichen n Lagen m zusétzliche Lagen
von Kreisen im Quadrat unterbringen.

Ein Versuch mit Pfennigmiinzen 148t ver-
muten, daDB erstmals bei n =38 eine zusitzliche
Lage von Kreisen im Quadrat untergebracht
werden kann. Bei 8 Kreisen in der 1. Lage
lassen sich 8§+ 1 =9 Lagen von Kreisen dem
Quadrat einbeschreiben:

5 Lagen mit je 8 Kreisen,

4 Lagen mit je 7 Kreisen.

Das sind insgesamt 68 Kreise, die die Qua-
dratflidche zu 83,459 abdecken.

A4 a Bestitige rechnerisch, daB die durch
obigen Versuch gelundene Vermutung zutrifft,
und iiberpriife die daran anschlieBenden
Rechnungen!

Wie sieht das nun bei noch gréBeren Werten
fiir n aus? LiBt sich evtl. ein noch gréBerer
Anteil der Fliche des Quadrats abdecken?
Dazu suchen wir einen Term m, der fiir jedes
ne N angibt, wieviel Lagen Kreise zusitzlich
zu den n mit Sicherheit méglichen im Quadrat
untergebracht werden kénnen.

Losung :

Seig;(i=1, 2, 3, ...) die Gerade, die durch die
Mittelpunkte aller Kreise der i-ten Lage
geht.

Die Geraden g; und g;+, sind parallel zuein-
ander und haben — vgl. Losung zu A3 a -

den Abstand ;1/5.
Die Geraden g, und g, haben dann den Ab-
stand (n— l)g[/i. Die Kreise von n aufein-

anderfolgenden Lagen fiillen somit ein Recht-
eck der Breite

g+(n— D3 3+§=g [2+(m—1)}/3]
aus. Jede zusiitzliche Lage verbreitert dieses
Rechteck um ;1/5
m ist nun die groBte ganze Zabl fiir die
m- ;Vign : d—g [24+(n—1)/3] st

(Siehe Bild 3)

Wenn wir wissen, daB in der Mathematik fiir
jede reelle Zahl x mit [x] diejenige ganze
Zahl g bezeichnet wird, fiir die g<x<g+1
gilt (d.h. [x] ist die groBte ganze Zahl, die
nicht groBer ist als x), so konnen wir schrei-

nd—;[2+(n—l)[/5]
3
=[%(,.— 1)@)/3- 3)].

Setzen wir im letzten Term %(21/5 —3)=p,
so erhalten wir m=[(n—1)- p]. Wie man mit
Hilfe genauerer Zahlentafeln (oder durch
Intervallschaltung) ermittelt, ist

0,154700538 < p<0,154700539.

Zum Ermitteln zusammengehdriger Werte
von n und m geniigt meist schon der Rechen-
stab. Nur dann, wenn der Rechenstab fiir
(n—1)- p einen Wert in unmittelbarer Nihe
einer ganzen Zahl anzeigt, macht sich die
Verwendung eines Ndherungswertes [iir p mit
groBerer Stellenzahl notwendig.

Erstmals fiir n=8 ist m>0.

Wenn man fiir jedes n das zugehdrige m aus-
rechnet, bemerkt man, daB n jeweils um 6
oder 7 vergroBert werden muB, damit sich m
um 1 erhdht. In der folgenden Werttabelle

m=



D ¢ de Fl_ll
El— o _ F
BT A A A AT Bild 3
9in ) = E v
= =
3 DA &
+
i
g Bild 4
1
m=[0,154700538(n — 1)]
4 8 neN,nz1
]
sind nur die Zahlen n aufgefiihrt, bei denen % i
sich m im Vergleich zum der Zahl n—1 zu- : ~
geordneten Wert dndert. (Ausfiihrlicheristder o e
Zusammenhang zwischen m und n in Bild 4 z
dargestellt.) a;
1
m=[(n—1)-p] =§(21/3—3) ]
n m % n m % :. T
8§ 1 8345 73 11 899 ] T .
14 2 8655 79 12 899 3 —
21 3 8762 86 13 899 4 =
27 4 88,56 92 14 90,0 ° 4o 2 30 w s e 2 e g "
i?) Z ggfg 1(9)2 :2 3(1)8 so daB sich V, dem Wert
47 7 89,28 1 17 90,17 g(2+2p)=‘—7:(1 + p)~0,9069
a5 gg’sg 1003 155 90 63 nahert. (Die letzten Uberlegungen werden
2(6) 13 89,35 ’ cuch in Klasse 11 in exakterer Form wieder-

Die Tabelle gibt auch Auskunft iiber den
jeweiligen Anteil der von den Kreisen ab-
gedeckten Fliche an der Gesamtfliche de~
Quadrats. Laut Tabelle wichst dieser Anteil.
Ist dieses Wachsen gesetzmiBig? Gibt es einc
Grenze fiir dieses Wachstum?

Ist m+n eine gerade Zahl, so gibt es genau
m+n

- . m+n
Lagen mit je n Kreisen und 5 Lagen

m+n

mit je n—1 Kreisen, insgesamt also 3

(2n—1) Kreise mit Durchmesser d=".
i n" Das

Verhiltnis V, der Gesamtfliche dieser Kreise
zur Fliche des Quadrats ist
n+m o,
_ 2 (@n—1) Zd n+m@2n—1) =
" (nd)? = n? R
AS5A Berechne V, [ir den Fall, daB m+n
eine ungerade Zahl| ist!
Wir itberlegen nun, welche Werte das Verhilt-
nis ¥, annimmt, wenn n immer gréBer wird.
Zunichst ldBt sich dann m=[(n—1)- p] ni-
herungsweise durch (n—1)-p ersetzen (der
Unterschied von héchstens | fallt nicht mehr
ins Gewicht).
Wir erhalten fiir gerade Werte von m +n:
[n+(n—1p]l2n—1) =
h=e=—eyg——3
n 8
3p 1 p\=m
Fiir wachsendes n kommen die Werte der
3
n

Terme —, % und ;p, immer mehr der O nahe,

begegnen.)

ab6a Welchem Wert nidhert sich V¥, mit
wachsendem n, wenn fir m+ n nur ungerade
Zahlen in Frage kommen?

Aus der Folge der Verhiltnisse ¥, haben wir
zwei Teilfolgen ausgewihlt:

1. Die Folge der V,, fiir die m+n gerade ist.

2. Die Folge der V,. fiir die m +n ungerade ist.
Da fir jede natiirliche Zahl n das Verhiltnis
V, entweder zur 1. oder 2. Teilfolge gehort und
beide Teillolgen sich mit wachsendem n dem-

selben Wert (,,Grenzwert“) %(l + p) ndhern,

hat auch die gesamte Folge der Verhiltnisse

V, den Grenzwert 7Zt-(1+p). (Man schreibt
dafiir auch lim V,.=§(1 +p)

Wenn wir - unter Beachtung der Anord-
nung II - die Kreise immer kleiner machen
(und damit ihre Anzahl erhéhen), schaflen wir
es trotzdem nie, das gesamte Quadrat zu iiber-
decken. Der Anteil der von den Kreisen iiber-
deckten Fliache an der Gesamtfliche des
Quadrats nihert sich lediglich 90.69°%;.
AbschlieBend muB bemerkt werden, daB die
hier behandelten Abdeckungen des Quadrats
durch zueinander kongruente Kreise sehr spe-
ziell sind, da wir uns ja immer an Anord-
pung I oder Anordnung Il gehalten haben.
Man kann sich noch viele andere Anordnun-
gen ausdenken und diese untersuchen.

W. Zehrer

Internationaler
Mathematiker-
kongref} 1978

Die Tradition dieser internationalen Kon-
gresse ist vergleichbar mit den Olympischen
Spielen der Neuzeit; der 1. Mathematiker-
KongreB wurde 1897 veranstaltet, die
1. Olympiade 1896. Die Kongresse fanden
dann regelmaBig aller vier Jahre statt, jedoch
wurde diese Folge durch die beiden Welt-
kriege unterbrochen. Die Mathematiker-
Kongresse werden von der Internationalen
Mathematiker-Union veranstaltet; diese legt
dafiir wechselnde Tagungsorte fest (darunter
1966 Moskau, 1970 Nice/Frankreich, 1974
Vancouver/Kanada, 1978 Helsinki). Fiir das
Jahr 1982 ist Warschau vorgesehen.

MATHEMATICA

suomi-FnLano 1,00

Die finnische Hauptstadt beherbergte die
rund 3000 KongreB-Teilnehmer vom 15. bis
23. August 1978. Der KongreB8 wurde in der
groBen Finlandia-Halle eroffnet, in der 1975
die AbschluBberatung der Helsinki-Konfe-
renz stattfand. Die Plenartagungen des Kon-
gresses waren auch in dieser ‘Halle; fiir die
Beratungen in den Arbeitskreisen standen
Raume in den Gebiuden der Universitit
Helsinki zur Verfiigung. Eine wertvolle In-
formationsquelle war die Buchausstellung zur
Mathematikliteratur, an der fiihrende Ver-
lage aus aller Welt beteiligt waren.
Wie verlief ein Tag eines KongreBteilnch-
mers? Aus einer Broschiire mit einer zeit-
lichen Ubersicht aller Vortrige und Ver-
anstaltungen, ferner aus Mitteilungen Gber
Gesprichsrunden im kleineren Kreis konnte
jeder Teilnehmer im voraus auswihlen und
das Programm fiir diesen Tag selbst zusam-
menstellen. Vorteilhaft war es, daB nach
jedem Vortrag Zeit fiir Anfragen und Be-
gegnungen mit anderen Teilnehmern vorge-
sehen war, auch Kontakte zum Referenten
konnten gekniipft werden. Zum Teil wurden
an die Teilnehmer Arbeitstexte und Kurz-
informationen verteilt. Gerade diese person-
lichen Kontakte waren eine wertvolle Er-
géinzung fiir jeden Teilnehmer.
Jeder Leser sollte aber wissen, falls er in der
Mathematik zu wissenschaftlicher Arbeit vor-
dringen will, daB er dazu auch mindestens
zwei Weltsprachen gut beherrschen sollte,
um sein Anliegen bei Gesprachsrunden und
bei der allgemeinen Diskussion vorbringen
zu konnen.
Aus: ,rozhledy* 179, Prag
( Ubersetzt von O. Langer, Dabeln)

83



In freien Stunden il||I|lH heiter

Uber die Donau

In der eingezeichneten Position versetze man die
weillen Springer senkrecht auf e, f, gg h und die
schwarzen auf a, b, ¢, und zwar nicht unbedingt in
dieser Reihenfolge, bloB diirfen sie nicht wieder
zuriickversetzt werden (die weiBen nach links, die
schwarzen nach rechts). AuBerdem darf bei den Ziigen
auf jeder Linie nur ein Springer stehen.

(Diese Aufgabe stammt von dem bekannten englischen
Quizmeister S. Lloyd [1841 bis 1911]. Er schrieb, daB
sich viele seiner Freunde vergebens den Kopf zer-
brachen, wie sie ,,iiber die Donau* [die Linie ,,e*]
setzen sollen.)

e s
ey

/////////u

//////
//%//

"

abcdafth

-&Ntnh.ln':qb

Silbenriitsel

Aus den folgenden Silben bilde man 8 Worter, deren

erste Buchstaben von oben nach unten gelesen den

Namen eines Rechenmeisters nennen.

a — ar — chi — del — des — eck — ex — in — ion - kat -

ke — kel - me — me — mul — nen - nent - pli - po —

recht — rith — strek — ta — ti — tik — win.

1. Teilgebiet der Mathematik;

2. griechischer Buchstabe;

3. Mathematiker des Altertums (um 287 bis 212
v.u.Z.);

4. Rechenoperation;

5. Fliche, bei dem je 2 gegeniiberliegende Seiten
gleichlang (und parallel) sind;

6. thre Summe betrégt bei jedem Dreieck 180°;

7. Teil einer Potenz;

8. durch Punkte begrenzte Gerade.
K. Hacker, 31. OS Dresden (KI. 8)

84

Eineindeutige Abbildungen

Gegeben sind die Mengen
M,={D,1,0, P, H, A, N, T, X} und
M,=1{1,2,3,4,56,7,8,9}

sowie die Gleichungssysteme I und II.

Gleichungssystem I: Gleichungssystem I1:

m p-2=p.2 m p+2=p-2
o 1-f=11 @ 1+p=11
@ 0-9=0-9 @ 0+%9-09
@ P-7=pP-7 @ P+i=r-L
() H—%=H~§ ) H+F=H-g
© A-5=4-% © A+h=4-2
) N—%=N~% %) N+§=N-%
® T—g=TF ® T+i=7-T

Aufgabe 1: Bilde die Mengen M, und M, eineindeutig
aufeinander ab, so daB simtliche Gleichungen des
Systems I zu wahren Aussagen werden!

Aufgabe 2: Bilde die Mengen M; und M, einein-
deutig aufeinander ab, so daB3 simtliche Gleichungen
des Systems 1I zu wahren Aussagen werden!

OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

Unsere Fibel

Beim ,,Durchkramen‘‘ seines Biicherschrankes fallt
dem pfiffigen Schiiler Hans-Jiirgen ,,Unsere Fibel* in
die Hinde. Er durchblittert sie bedachtig, und als er-
die nachfolgenden Worte aufmerksam betrachtet hat,
fallt ihm eine GesetzmaBigkeit auf.

Welche?
1. HEXE 6. HOI
2. EHE 7. ECHO
3. MIAU 8. OTTO
4. BEBE 9. MOTTO
5.OMA 10. TOTO E. Schmidt, Potsdam



Gesucht x, y, z! S. Tunn, Berlin Bitte anrufen!

Ein Freund hat zu Hause ein neues Telefon bekommen.

Ich frage ihn nach der Nummer.

,,Schreib auf*, sagt er, diktiert mir aber statt der Ruf-

nummer folgendes:

1. Sie ist fiinfstellig und enthilt keine Null;

2. die kleinste gerade Zahl steht links von der ihrem
absoluten Wert nach mittleren geraden Zahl;

Kryptarithmetik 3. die groBte ungerade Zahl steht links von einer be-
liebigen geraden Zahl;

4. die Differenz zwischen den ungeraden Zahlen ist
groBer als die kleinste gerade;

Gleiche Buchstaben entsprechen gleichen Ziffern. Es
ist die kleinste und gréfte Summe zu finden.

) QII“ ;g ) p Riglrf 5. fiie ihr.em absol}lten Wert nach mittlere gerade Zahl
EIN MOSKAU ist kleiner als die kleinste ungerade;
_ 6. die Nummer hat weniger ungerade als gerade Zah-
BAUM EUROPA len;

Jarmila Péncikovd, Jind¥ich Péncik, Prag 7. die kleinste ungerade Zahl steht rechts von einer
beliebigen geraden Zahl;

8. die groBte gerade Zahl steht rechts von der ihrem
absoluten Wert nach mittleren geraden und

9.die kleinste ungerade ist kleiner als die groBte
gerade Zahl.

Welche Rufnummer hat mein Freund?

Aus: Sputnik, Moskau

Peter Gassdnyi, Budapest

Das sagt man so \I‘) ;' /ﬂ/’m//?

dado>X /]

In der untenstehenden Leiste sind Redensarten bildlich
dargestellt. Wie lauten sie?

Zusammengestellt aus der NBI

@




Im Gespriich mit
einem Automaten

Wer denkt bei dieser Uberschrift nicht an
einen Film, dessen Handlung in ferner Zu-
kunft spielt, malt sich nicht Abenteuer aus,
von denen er sicher zu wissen glaubt, daB sie
ja nie Wirklichkeit werden kénnen? Und
doch ist nicht alles davon Zukunftsvision.
Manche technische Entwicklung, die vor we-
nigen Jahrzehnten noch Utopie zu sein
schien, ist inzwischen Wirklichkeit gewor-
den.

Wir wollen nicht phantasieren, sondern ent-
decken, wie das ,,Gesprach mit einem Auto-
maten‘* bereits zur Realitit wurde, daB also
aus Zukiinftigem bereits Gegenwart gewor-
den ist. Wir konnen mehr und vor allem
Genaueres erfahren, wenn wir Gelegenheit zu
einem kleinen Einblick in die Elektronische
Datenverarbeitung — oder wie viele kurz
sagen — in die EDV nehmen.

Diesen Einblick kann uns am anschaulichsten
ein Besuch in einem Rechenzentrum ver-
mitteln. Aber sicher haben nur wenige die
Gelegenheit zu einer solchen Besichtigung.
AuBerdem konnte die Fiille der Eindriicke
dazu fithren, daB Wesentliches libersehen und
Nebensachliches miBverstanden wird. So
wollen wir versuchen, zunichst das Wichtig-
ste und Interessanteste vorzustellen.

Wer einmal im Rahmen der ,,wissenschaft-
lich-praktischen Arbeit* oder wihrend seines
Studiums die Moglichkeit zur Arbeit mit den
Mitteln der EDV erhilt, wird dann vieles
rascher verstehen.

Seit Jahren besteht an der jetzigen Techni-
schen Hochschule Leipzig ein Rechen-
zentrum, das mit einer modernen, leistungs-
fahigen Rechenanlage ausgestattet ist. Diese
technischen Mdoglichkeiten bieten den Stu-
denten Gelegenheit zu praktischen Ubungen
an einer Elektronischen Datenverarbeitungs-
anlage (EDVA). Dariiber hinaus ist an die-
sem Rechenzentrum ein grofes Wissenschaft-
lerkollektiv titig, zu dessen stindigen Auf-
gaben es gehort, neue Verfahren bei der
Nutzung der modernen Rechentechnik zu
entwickeln und zu erproben.

Um unseren anfanglich genannten Proble-
men ndherzukommen, wollen wir uns mit
einigen Grundziigen der Datenverarbeitung
vertraut machen. Ein Beispiel aus unserer
tiglichen Umwelt soll das Verstindnis er-
leichtern:
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Wir wollen uns eine elektrische Registrier-
kasse vorstellen, wie wir sie in jeder Kaufhalle
sehen konnen. Diese Kasse erspart der Kas-
siererin eine Menge Arbeit. Friiher wurden
alle Preise, die eine Kundin zu bezahlen
hatte, notiert und der Gesamtpreis im Kopf
ausgerechnet. Daserledigt jetzt die Maschine!
Ihr muB mitgeteilt werden, welche einzelnen
Preise sie verrechnen soll, d.h., durch die
Kassiererin werden alle notwendigen Zahlen
in die Maschine eingetastet — oder wie man
auch sagen kann: eingegeben. Ebenfalls durch
Bedienung der Tastatur wird die Maschine
dariiber informiert, welche Rechenoperatio-
nen sie mit den Zahlen ausfiihren soll. Das
kann unterschiedlich sein: verschiedenartige
Einzelpreise miissen summiert werden; kauft
ein Kunde aber mehrere Stiicke einer Ware,
so kann der einzelne Preis mit der Stiickzahl
multipliziert werden und so fort. Ist das alles
in die Kasse eingegeben worden, veranlaBt die
Kassiererin durch Knopfdruck die Berech-
nung des zu zahlenden Gesamtpreises, der auf
den Kassenbon gedruckt wird. Dieser Bon,
den der Kunde mit sich nehmen kann, wird
von der Registrierkasse ausgegeben. Fiir die
Abrechnung nach Beendigung der Offnungs-
zeit wird zusatzlich eine besondere Liste be-
notigt, die alle Gesamtpreise, die bezahlt
worden sind, und die Summe dieser einge-
nommenen Geldbetrige enthilt.

Deshalb werden diese Zahlen von der Regi-
strierkasse aufgehoben, d.h. auf einem Pa-
pierstreifen gespeichert. Manche Kassen, be-
sonders in groBen Kaufhidusern, speichern
diese Zahlen auch magnetisch auf einem
langen Band aus Folie. Solche Magnetbinder

Bild 1

Blick in den Rechnerraum der TH Leipzig
mit einer ESER-Rechenanlage vom Typ
EC 1022. Hier werden alle Programme ge-
rechnet, die entweder Lochkarten verarbei-
ten oder durch Kabel mit den Geriten in

dem in einem anderen Gebdude gelegenen
Bildschirmraum verbunden sind.

ahneln in ihrem Aufbau und ihrer Funktion
einem Tonband.

Wenn wir uns dieses Beispiel genau vorstellen
konnen, haben wir bereits vieles Wichtige von
der Elektronischen Datenverarbeitung ken-
nengelernt. Freilich spielt sich in einem
Rechenzentrum alles in viel groBeren MaB-
stiben ab: So werden sehr viel umfang-
reichere Zahlenmengen - oder wie man sagt —
Datenmengen verarbeitet. Diese Verarbei-
tung muB sehr schnell durchgefuhrt werden,
damit die Ergebnisse rechtzeitig verwendet
werden konnen.

Die Rechnungen, die mit diesen Daten aus-
gefiihrt werden, sind oft sehr viel kompli-
zierter.

Maschinen, die solche Berechnungen ausfih-
ren, sind gréBer, komplizierter, und ihre Be-
dienung erfordert vielseitige Kenntnisse, ihre
Pflege obliegt speziell ausgebildeten Ingenieu-
ren. Die Bewaltigung derartig groBer Zahlen-
mengen stellt besondere Anforderungen:
Der Rechenweg, der zu beschreiten ist, wird
sehr lang. Meist besteht er aus einer langen
Reihe von mathematischen Ausdriicken, die
auf die Daten anzuwenden sind. Es wiirde viel
zu lang dauern, wenn diese Formeln fir jede
Rechnung neu zusammengestellt und ein-
gegeben werden miiBten. Sie werden deshalb
von Spezialisten — den Programmierern — far
die notwendigen Rechnungen aus der mathe-
matischen, technischen und Gkonomischen
Literatur herausgesucht und zusammenge-
stellt. Sie werden dabei nach bestimmten
Schreibregeln, die teilweise den herkémm-
lichen mathematischen Schreibweisen dhnlich
sind, aufgeschrieben. Dazu kommen noch
bestimmte Informationen, diec die Reihen-
folge der einzelnen Rechenschritte regeln.
Alle diese Vorsthriften miissen mit viel Miihe
iiberpriift und erprobt werden.

Das Ergebnis einer solchen Arbeit bildet ein
Rechenprogramm. Bei seiner Erarbeitung
muB sich der Programmierer in Gedanken
alle Besonderheiten vorstellen, die bei der
spateren Anwendung des Programms auf-




treten konnen. (So darf niemals eine Division
durch Null auftreten! Lauft nidmlich sein
Programm und erreicht dabei einen Punkt,
an dem eine Zahl als Divisor verwendet wird,
fir die eine Null eingegeben wurde, so wird
die ganze Rechnung unbrauchbar, ohne daf
er noch korrigierend eingreifen kann.)
Diese Programmierarbeiten, die erst abge-
_schlossen werden konnen, wenn ein Pro-
gramm fehlerfrei ist, dauern oft viele Monate.
Das mag manchem als sehr lange Zeit er-
scheinen. Dafiir kann der Nutzen dann aber
auch sehr groB sein, wenn ein solches fertiges
Programm sehr oft angewendet wird und bei
Jeder Verwendung in kurzer Zeit Probleme
I6st, die ein geiibter Rechner gar nicht oder
nur in sehr langer Zeit bewiltigen konnte.
So gibt es z. B. im Bauwesen Probleme, die
die Losung von Gleichungssystemen mit vie-
len, vielen Unbekannten (100 oder mehr!)
erfordern. Friher rechneten Ingenieure wo-
chen- oder monatelang an solchen Systemen,
heute kann man dieselbe Aufgabe mit dem
Automaten eines Rechenzentrums in Stunden
oder gar Minuten berechnen.
Fiir die tagliche Arbeit eines Rechenzentrums
sind nun bestimmte Arbeitsregeln, bestimmte
Technologien, entwickelt worden, die die
Voraussetzung fir eine méglichst rasche, ko-
stengiinstige und weitgehend fehlerfreie Ar-
beit bieten sollen.
Bevor eine bestimmte Rechnung ausgefiihrt
werden soll, wird zunichst das betreffende
Programm in die Rechenanlage eingegeben.
Hierfuir werden meist sogenannte Lochkarten
verwendet. Das sind Kartonkarten genormter
GroBe, in denen nach bestimmten Regeln
Lochungen angebracht werden. Aus diesen
Lochungen kann die Rechenanlage alle For-
meln, die sie realisieren soll, erkennen. Ein

Bild 2

Innenansicht des Bildschirmraumes der
TH Leipzig; hier stehen die Dialoggerite,
die mit der ESER-Anlage im Rechnerraum
durch Kabel verbunden sind.

solches Programm besteht oft aus mehreren
Hundert Lochkarten. Danach werden die
Daten eingegeben, die oft ebenfalls auf Loch-
karten stehen. Sind diese Eingaben abge-
schlossen, so fiihrt die Rechenanlage — der
Automat - mit den Zahlen die gewiinschten
Rechnungen aus. SchlieBlich erfolgt die Aus-
gabe der Ergebnisse. Hierbei werden die be-
rechneten Summen usw., Tabellen oder auch
schriftliche Mitteilungen, die die Maschine
ausgibt, von einem Druckgerat auf Papier
in normaler Druckschrift bereitgestellt. Wenn
wir uns an unser anfangliches Beispiel von der
Registrierkasse erinnern, so entdecken wir
wieder die drei wesentlichen Arbeitsginge:
Eingeben, Rechnen, Ausgeben. Die Anlagen-
teile fir diese Arbeitsetappen kénnen nun
nicht mehr, wie bei einer Registrierkasse,
innerhalb eines einzigen Maschinengehauses
untergebracht werden.

Fir jeden dieser Arbeitsginge besitzt eine
EDVA besondere Gerite: Zur Eingabe der
Lochkarten — sogenannte Lochkarten-Leser,
fiir die Rechnung — die Zentrale Verarbei-
tungseinheit, fiir die Ausgabe — den Schnell-
drucker.

Freilich, von all dem sieht der Kunde eines
Rechenzentrums sehr wenig. Meist gibt er
alles Notwendige (Lochkarten mit Daten und
Programm) fiir die von ihm gewiinschte Rech-
nung an einem Schalter ab. Dort kann er
nach einiger Zeit wieder das Ergebnis ent-
gegennehmen, mit dem er zufrieden oder
manchmal auch unzufrieden ist. Denn hat er
etwas bei der Vorbereitung einer Rechnung
vielleicht tibersehen, hat er sich geirrt, so hatte
er friiher fast keine Moglichkeit, wihrend der
laufenden Rechnung in die Arbeit der Re-
chenanlage einzugreifen.

Das war in manchen Fillen ein gewichtiger
Nachteil. Deshalb lie8 die Frage, ob man das
nicht noch verbessern koénne, vielen Wissen-
schaftlern keine Ruhe. Man suchte nach We-
gen, wie man wihrend einer laufenden Rech-
nung die Anlage nach dem Stand der Rechen-
operationen befragen konne, wie sie darauf

Antwort geben kénne. Diese Antwort kann
dann dem Kunden die Maoglichkeit geben,
unmittelbar die Weiterarbeit der EDVA zu
steuern.

Man fand fiir diese Probleme L&sungen:
lhnen gab man den Namen ,,Dialogarbeit*,
weil sich aus den Fragen des Kunden und den
Antworten der Maschine ein Dialog, ein ,,Ge-
sprach* ergibt. Denken wir dabei daran, daB
ein Gesprach nicht immer durch gesprochene
Worter erzeugt wird. Zwei Menschen kénnen
Briefe wechseln und so miteinander in Ge-
dankenaustausch treten. So wollen wir das
,.Gesprach* verstanden wissen: Mensch und
Maschine fiihren ein Gesprach durch den
Austausch geschriebener Texte. Das geschieht
meist so, daB der Mensch seine Anfrage iiber
eine Schreibmaschinentastatur in die Re-
chenanlage eingibt und die Maschine durch
die Ausgabe gedruckter Satze antwortel.
(Ubrigens, es wird bereits daran gearbeitet,
daB sich Mensch und Maschine akustisch
verstandigen - aber wir wollen ja in der
Gegenwart bleiben!).

Sehen wir uns die Dialogarbeit an, wie sie
im Rechenzentrum der Technischen Hoch-
schule Leipzig bereits durchgefuhrt wird.

Fiir digse Arbeit stehen den Mitarbeitern und
Studenten 5 ungarische Bildschirmgerite, die
in einem separaten Raum installiert sind, zur
Verfiigung. Sie bestehen aus einer, vom Fern-
sehen her bekannten Bildrohre und dazu-
gehdrig einer  Schreibmaschinentastatur.
Uber Steuer- und AnschluBgerite sowie eine
Telefonleitung sind diese Bildschirmgerate
mit der schon genannten Rechenanlage
EC 1022 (siche Bild 1) verbunden. Erst diese
Verbindung ermoglicht eine Nutzung der fiir
den Rechner zuganglichen Programme und
Daten.

Ein von Wissenschaftlern entwickeltes System
regelt den FluB der Mitteilungen, die von dem
Rechner zum Bildschirm kommen und denen,
die ein Nutzer an den Rechner schicken will.
Alle diese gesendeten Informationen werden
als geschriebener Text auf dem Bildschirm
sichtbar.

Ein einfaches Beispiel soll dies jetzt ndher

zeigen:

Studenten haben zur Wiederholung vor einer
Priifung  nachfolgende = Ubungsaufgabe
(1. Abschnitt einer groBeren Berechnung) er-
halten. Jeder einzelne muB mit anderen MaB-
angaben rechnen. Die Uberpriifung der Re-
sultate kann dann jeder Student selbstindig
mit Hilfe des Bildschirmdialogs durchfihren.
Damit dieser Dialog liberhaupt moglich wird,
mubBte vorher einmal ein Mitarbeiter diese
Aufgabe fiir den Rechner aufbereiten und
programmieren. Dieser Aufwand ist aber ver-
gleichsweise gering, wenn man bedenkt, dal
so ein Programm dann beliebig oft genutzt
werden kann.
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Aufgaben
Gegeben sei der folgende T-Querschnitt

y-Achse
80

1— Flansch (2. Teil)
Schwerpunkt
x-Achse

Steg (1. Teil)

7o,

HS
EX.

Gesucht seien der Flicheninhalt F, der Ab-
stand des Schwerpunktes von der X-Achse
EX und die Tragheitsmomente IX und IY.

Der Student begibt sich nach der Errechnung
der Ergebnisse an einen Bildschirm. Dort
startet er das Programm, und dann erfolgen
zeilenweise nacheinander Ausgaben und An-
forderungen an ihn, im Dialog gekennzeich-
net durch ,, MASCHINE* und entsprechende
Reaktionen von ihm, gekennzeichnet durch
»MENSCH*.

Dialog :

MENSCH START AUFGABE QUER-
SCHNITT

MASCHINE BERECHNUNG VON
QUERSCHNITTS-
WERTEN
WERTE GEMASS AUF-
GABENSTELLUNG
TEILEANZAHL

MENSCH 2

MASCHINE STEGDICKE DS [CM]

MENSCH 1.1

MASCHINE STEGHOHE HS [CM]

MENSCH 19.0

MASCHINE FLANSCH OBEN
DICKE TO [CM]
BREITE BO {CM]

MENSCH 14 205

Die speziellen Ausgangswerte der Aufgabe
stehen nun dem Rechner zur Verfiigung, und
in Bruchteilen von Sekunden werden die Er-
gebnisse berechnet. Der Student wird nun
aufgefordert, seine zu Hause errechneten
Resultate dem Rechner mitzuteilen und er-
hilt jeweils eine Aussage iiber die Richtigkeit
seiner Ergebnisse. Bei falschem Ergebnis wird
ihm zur Unterstiitzung bei einer erneuten
Berechnung eine Hilfsinformation gegeben.

MASCHINE TEILEN SIE JETZT IHRE
ERGEBNISSE MIT
FLACHE F

[CM x x2]

526

ERGEBNIS IST FALSCH
HILFSINFORMATION:
F = DS x HS + TO % BO
496 :
ERGEBNIS IST JETZT
FEHLERFREI
SCHWERPUNKT-
KOORDINATE EX [CM]
5.9 '

MENSCH
MASCHINE

MENSCH
MASCHINE

MENSCH
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MASCHINE ERGEBNIS IST FEHLER-
FREI
TRAGHEITSMOMENTE

TIX [CMxx4]
IY [CM» x4]

MENSCH 1892 1004

MASCHINE 2. WERT IST UNGENAU

MENSCH 1892 1007

MASCHINE ERGEBNISSE SIND
JETZT FEHLERFREI
ENDE DER AUFGABE
QUERSCHNITT

Dieser Dialog zeigt deutlich, daBl das Schema
Eingabe—Rechnung-Ausgabe durch ein stin-
diges Wechselspiel zwischen Eingaben, Aus-
gaben und Berechnungen ersetzt wird.

Wie man sich denken kann, ist diese Arbeits-
weise sehr vielfdltig zu variieren und einzu-
setzen. An der TH Leipzig wird sie zuneh-
mend genutzt, sei es zur Bemessung von Bau-
teilen (Stockwerkrahmen, Spannbetonquer-
schnitten), zur Lésung von Gleichungssyste-

men, Projektierung von Elektroenergiesyste-
men oder um aus groBen Datenbestinden,
die auf Magnetbiandern oder -platten gespei-
chert sind, Informationen herauszulesen —
etwa vergleichbar mit dem Blattern in einem
Buche — bzw. um solche Daten zu dndern.
So werden zum Beispiel simtliche Zensuren
aller Studenten in Speicher eingetragen und
aufbewahrt, um im Bedarfsfalle iiber die Bild-
schirmgerate abgefragt werden zu konnen.
Erstmals wurden auch Studenten im Studien-
jahr 77/78 mit der Bildschirmarbeit vertraut
gemacht. Bei ihrer spateren Tétigkeit wird das
fiir sie von Nutzen sein, da die Entwicklun-
gen dahingehen, daBl immer mehr Betriebe
und Institutionen unmittelbaren Dialogkon-
takt mit GroBrechenzentren haben werden.
Diese Form der Ausbildung ist modern und
auf die Zukunft gerichtet.

Autorenkollektiv der TH Leipzig

Aus: . Eulenspiegel

XVIIIL. Olympiade
Junger
Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Preistriger

Einen ersten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Andreas Goede (1),
General-Walter-EOS, Strausberg; Jiirgen
Grifenstein (2), EOS Martin-Andersen-Nexd,
Spezialschule f. Elektron. Industrie, Dresden;
Axel Schiiler (3), Gerh.-Eisler-EOS Klein-
machnow (KI. 8); Detlef Horbach (4), EOS
Friedrich Engels, Karl-Marx-Stadt

In Olympiadeklasse 12: Stefan Schuster (5),
EOS Ernst Schneller, Meilen; Steffen Zopf
(6), EOS Karl Marx, Leipzig (K1 11); Lutz
Dietrich (7), TH Karl-Marx-Stadt, Spezialkl.
Math. (K1 11)




Einen zweiten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Heinrich,
Goethe-Schule, Jiiterbog; Michael Giesecke,
Spezialschule f. Elektron. Industrie, Dresden;
Steffen Griinewald, EOS Kleinmachnow;
Marid Helbig, Spezialschule C. F. GauB,
Frank(urt (Oder); Jens Franke, 15. OS Rudoif
Scheffel, Gera (K. 8); Bernd Kirchheim, EOS
F. Schiller, Weimar (K1. 9); Gabriele Drausch-
ke, EOS Clara Zetkin, Neustrelitz; Ralf
Hartig, 13. OS Cottbus (K. 9); Stefan Thiiter,
EOS F. Schiller, Weimar; Norbert Miinch,
Goethe-EOS, Bad Doberan

InOlympiadeklasse 11/12: Andreas Kasparek,
Spezialkl. der Martin-Luther-Universitit
Halle; Uwe Szyska, EOS Friedrich Engels,
Neubrandenburg; Tilo Brock, BBS BMK

Jens

Leipzig Siid; Frank Eisenhaber, Spezial-
schule Math./Phys. der Humboldt-Universi-
tit zu Berlin; Axel Frohlich, Spezialschule
C. F. GauB, Frankfurt (Oder) (KI. 11); Frank
Erdmann, Spezialkl. der Martin-Luther-Uni-
versitat Halle (K1. 11); Matthias Gelbrich,
EOS Heinrich Hertz, Berlin (K1. 11)

25 Schiiler erhielten einen dritten Preis,
30 Schiiler eine Anerkennungsurkunde fiir gu-
te Leistungen. Ein Diplom fiir eine beson-
ders elegante Losung der Aufgabe 1, Klassen-
stufe 10, erhielt Norbert Koksch, EOS B.
Brecht, Dresden.

An der XVIII. OJM nahmen 183 Schiiler,
davon 28 Maidchen, teil. 33 Schiiler waren
,Friihstarter”, d. h. starteten in einer héheren
Klassenstufe.

Aufgaben

Olympiadeklasse 10

1. Wie lauten die letzten beiden Ziffern (bei

iiblicher dekadischer Ziffernschreibweise) der-

jenigen Zahl x, die die Gleichung ~
logy3[log2(logiyx)]=1

erfiillt?

2. In einer Ebene ¢ seien durch ihre paar-
weise verschiedenen Endpunkte die 6 Strek-
ken A,A'y, B1B'y, C,C'y, A2A', BB, C,C',
gegeben (siehe Arbeitsblatt).

hp " 4}
B B}

—_——
C2 Cé

Ao A

—
B] Bi

c — ¢}
Mit ¥V, sei das Volumen eines Quaders be-
zeichnet, der die Kantenldngen
ay=AA’y,by=B,B'\,c,=C,C hat;

mit V, sei das Volumen eines Quaders be-
zeichnet, der die Kantenldngen

a;= AzAlz, bz =BzBlz, Cy= Czclz hat.

a) Beschreiben Sie eine in ¢ durchzufiihrende
Konstruktion zweier Strecken P,Q,, P.Q,
mit [olgender Eigenschalt (*)!

Falls P,Q, <P,Q; ist, gilt V; <V;;
falls P1Q,=P,Q, ist, gilt Vi, =V;;
falls P,Q1> P,Q; ist, gilt ¥V, > V5.
(Zur Konstruktion diirfen wie iiblich nur
Zirkel, Lineal und Zeichendreieck verwendet
werden.)

*

DaB P,Q,, P,Q, die Eigenschal‘t (*) haben,
wenn sie nach der Beschreibung konstruiert
wurden, ist zu beweisen.

b) Untersuchen Sie fiir die Strecken A4,4',,
..., C;C’; aul dem Arbeitsblatt auf die in a)
genannte Weise, ob Vi< V2, V=V, oder
Vi >V, gilt!

3 A. Es sei a eine positive, von 1 verschiedene
reelle Zahl. Ferner sei f die fiir alle reellen
Zahlen x durch

f0)=3(a*~a™)

definierte Funktion.

Man beweise, daB feine [iir alle reellen Zahlen
definierte Funktion g als Umkehrfunktion
besitzt, und ermittle diese Funktion g.

3B. Man ermittle alle diejenigen reellen

Zahlen x, fiir die erstens jede in dem Aus-
druck

Vir3—4)/x—1+Vx+8-6)/x-1
auftretende Wurzel und damit dieser Aus-

druck insgesamt (als reelle Zahl) existiert und
zweitens diese Zahl gleich 1 ist.

4. Man beweise: Wenn a, b, ¢, d positive
reelle Zahlen sind, c!ann gilt
a+b

a) Tgl/a_b und b) Eiwg“]/ abcd.

5. Ermitteln Sie alle Paare natiirlicher Zahlen
(n; 2), fiir die
2"+ 122 =22 -3%gilt!

6. Verbindet man bei einem Wiirfel mit der
Kantenlidnge a die Mittelpunkte je zweier be-
nachbarter Seitenflichen miteinander, so bil-
den die simtlichen entstehenden Verbin-
dungsstrecken die Kanten eines regelmiBi-
gen Oktaeders. Sein Volumen sei mit V be-
zeichnet.

Beweisen Sie, daB auch ein regelmaBiges Ok-
taeder existiert, dessen Ecken aufl der Ober-
flache des gleichen Wiirfels liegen und dessen
Volumen mehr als 3V betrigt!

Die Aufgaben der Olympiadeklasse 11/12
werden in Heft 5/79 ver6(fentlicht.

Jugendhochschule Wilhelm Pieck, Berlin-Bo-
gensee, Gastgeber der OJM

N
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XIX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

1. Stufe (Schulolympiade) Aufgaben

Abgabetermin (beim Mathematiklehrer): Ende September

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemein-
schaften bekannt sind, miissen alle verwende-
ten Aussagen prizise formuliert und bewiesen
werden. Der Losungsweg (einschlieBllich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien)
mufB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kenginge und Schliisse sind in logisch und

grammatisch einwandfreien Sdtzen darzu-

legen. Die Losungen und Punktbewertungs-
tabellen werden ab Oktober 1979 veroffent-
licht.

Anmerkung: ¥ ABC bezeichnet im folgenden
die GroBe des Winkels ¥ ABC. Ferner be-
zeichnet AB die Strecke mit den Endpunkten
A4 und B, wihrend AB die Linge der Strecke
AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

I. (Eine historische Aufgabe, 2000 Jahre
v.d.Z\}

In einem Kifig sind Kaninchen und Fasane
eingesperrt. Diese Tiere haben zusammen
40 Kopfe und 104 Fiile.

Nenne die Anzahl aller Kaninchen und die
Anzahl aller Fasane, dic in dem Kafig sind !

2. In die sieben leeren Felder des folgenden
Bildes sind Zahlen derart einzutragen, dal
alle vier waagerechten und alle vier senk-
rechten Aufgaben richtig gerechnet sind.
Eine Begriindung wird nicht verlangt.
228

+ - —

LI+~
[+ -

3. Kurt, Peter und Konrad sind jeweils in
genau einer der drei Arbeitsgemeinschaften
~Mathematik“, ,Biologie“, ,Zeichnen". Fer-
ner ist bekannt: .

(1) Peter geht hiufiger z7um Schwimmen als
der Junge aus der AG ,,Mathematik“.

(2) Der Junge aus der AG ,Mathematik“
und Konrad haben nicht gleich viele Urkun-
den bei einem Sportwettkampl erhalten.

(3) Peter geht in eine niedrigere Klasse als der
Junge aus der AG ,,Biologie®.

Welcher der drei Jungen besucht die AG
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~Mathematik“, welcher die AG ,Biologie"
und welcher die AG ,,Zeichnen“?

4. Wie viele Streichholzer wiirden sich insge-
samt in einem hohlen Wiirfel unterbringen
lassen, dessen Kantenlinge, innen im Hohl-
raum gemessen, 1 m betrigt?

Wir wollen dabei annehmen, daB jedes
Streichholz genau 5 cm lang, 2 mm breit und
2 mm hoch ist Die Verdickung am Streich-
holzkopfund andere Unregelm:iBigkeiten sol-
len bei dieser Aufgabe nicht beriicksichtigt
werden.

Olympiadeklasse 6
1. Von einem Busbahnhof fahren um 12.00

Uhr gleichzeitig vier Busse ab. Die Zeit, die

Jeweils bis zur nichsten Riickkehr und an-
schlieBenden erneuten Abfahrt vom gleichen
Busbahnhof vergeht, betrigt

fiir den ersten Bus %Stunde,

. 1
fiir den zweiten Bus 5 Stunde.

fiir den dritten Bus 36 Minuten und

fiir den vierten Bus 1 Stunde.

Zu welcher Uhrzeit fahren hiernach erstma-
lig alle vier Busse wieder gleichzeitig von dem
Busbahnhof ab? Wie viele Fahrten hat jeder
der vier Busse bis dahin durchgefiihrt?

2. Ulrike moéchte vier natiirliche Zahlen in
ciner bestimmten Reihenfolge angeben, so
daB folgendes gilt:

Die zweite Zahl ist um 1 kleiner als das
Doppelte der ersten Zahl, die dritte Zahl ist
um | kleiner als das Doppelte der zweiten
Zabhl, die vierte Zahl ist um 1 kleiner als das
Doppelte der dritten Zahl, die Summe der vier
angegebenen Zahlen betrigt 79.

Zeige, wie man alle Zahlen finden kann, die
diese Bedingungen erfiillen! Uberpriife, ob
die gefundenen Zahlen alle Bedingungen er-
fiillen!

3. In einem Kistchen befinden sich 12 rote,
15 blaue und 8 gelbe Kugeln, die sich nur
durch ihre Farbe unterscheiden. Anke will mit
verbundenen Augen eine Anzahl dieser Ku-
geln herausnehmen. Die Anzahl will sie so
wihlen, daB sie mit Sicherheit erreicht, da
sich unter den herausgenommenen Kugeln
5 von gleicher Farbe befinden. Sie meint: ,,Es
geniigt hierzu, 15 Kugeln herauszunehmen.

Birgit meint: ,,Es geniigen sogar 13 Kugeln."
Cornelia behauptet: ,Es geniigen dafiir 12
Kugeln.”

Entscheide fiir jede der drei Meinungen, ob
sie wahr ist, und begriinde deine Entschei-
dung!

4. Drei Pioniere einer Schule, Karin, Dieter
und Frank, wurden zur Kreisolympiade Jun-
ger Mathematiker delegiert und errangen
einen ersten, einen zweiten und einen dritten
Preis (jeder der drei Pioniere genau einen
dieser drei Preise). Spater erkundigte sich
Anette nach dem Abschneiden der drei
Olympiadeteilnehmer. Man sagte ihr:
,.Dieter erhielt keinen ersten Preis.” (43}
,.Karin erhielt keinen zweiten Preis.“ - - (2)
»Frank erhielt einen zweiten Preis.* 3)
Spiiter stellte sich heraus, daf von diesen drei
Aussagen genau eine wahr, die anderen da-
gegen falsch waren.

Welcher der drei Schiiler erhielt hiernach den
ersten, welcher den zweiten und welcher den
dritten Preis?

Olympiadeklasse 7

1. Eine Gruppe von 8 Schiilern hebt bei der
Produktionsarbeit im Patenbetricb einen
Graben von 30 cm Breite, 60 cm Tiefe und
20m Linge aus. Eine zweite Gruppe von
6 Schiilern hebt einen Graben von 25cm
Breite, 50 cm Tiefe und 22 m Linge aus. Es
werde vorausgesetzt, daB von jedem der
14 Schiiler fiir das Ausheben gleich groBer
Volumina gleiche Zeitén bendtigt werden
(wobei die fuir das Ausheben eines bestimm-
ten Volumens benétigte Zeit bei allen Schii-
lern dieselbe sei).

Welche der beiden Gruppen benétigt fir das
Ausheben ihres Grabens unter diesen Voraus-
setzungen weniger Zeit als die andere?

2. Ermittle alle diejenigen vierstelligen natiir-
lichen Zahlen, die die Eigenschaft haben.
durch jede der Zahlen

2.3.4,5,6,7,8,9, 10,12, 14, 15

teilbar zu sein!

3. Es sei AABC ein rechtwinkliges Dreieck;
C sei der Scheitel des rechten Winkels. Die
Halbierende dieses Winkels schneide die
Seite AB in D. Der FuBpunkt des Lotes von D
aufl AC sei E.

Beweise hierfiir die folgende Aussage:

Wenn ¥ CAB=22,5° ist, dann gilt

X ADE= £ CDB.

4. Sechs Schiiler halfen bei der Obsternte;
sie erhielten Anerkennungsprimien entspre-
chend ihren Leistungen. Jeder von ihnen iiber-
gab die Hilfte des erhaltenen Geldbetrages
dem Solidaritiitskonto. Uber diese Schiiler
ist ferner folgendes bekannt:

(1) Keiner von ihnen spendete weniger als
6 M und keiner mehr als 12 M.

(2) Konrad spendete mehr als Peter.

(3) Helga spendete mehr als Gisela, Gisela
mehr als Peter, Peter mehr als Inge.




(4) Frank spendete mehr als Helga und Helga
mehr als Konrad.

(5) Helga spendete 2 M weniger als Frank.
Peter 2 M mehr als Inge.

(6) Alle spendeten volle Markbetrdge.
Wieviel Geld erhielt jeder der Schiiler fiir das
Obstpfliicken?

Olympiadeklasse 8

1. Gegeben sei ein Wiirfel ABCDEFGH mit
der Kantenlinge 5cm (siehe Bild). Dieser
Wiirfel ist in senkrechter Zweitafelprojektion
abzubilden. Dabei wird gefordert, daB die
Raumdiagonale EC parallel zur Grundrif-
tafel und senkrecht zur AufriBtafel liegt. Un-
ter Beachtung dieser Forderung kann die
Lage des Wiirfels im Raum sonst beliebig ge-
wiihlt werden. Alle Eckpunkte sind entspre-
chend dem Bilde zu benennen.

Beschreibung und Begriindung der Konstruk-
tion sind nicht erforderlich.

H §
|
£~
]
|
|
'y, ¢
7/
e
A []
2. Aus den Ziffern 0, 1, ..., 9 seien genau

sicben ausgewihlt,, von denen keine zwei
einander gleich sind.

Ermittle die Anzahl aller derjenigen (im de-
kadischen System) sicbenstelligen Zahlen, die
in ihrer (dekadischen) Zifferndarstellung jede
der ausgewihlten Ziffern enthalten!

Dabei werde

a) vorausgesetzt, daB die 0 nicht unter den
ausgewihlten Ziflern vorkommt,

b) vorausgesetzt, daB die 0 unter den aus-
gewibhlten Ziffern vorkommt.

3. Gegeben seien die vier periodischen De-
zimalbriiche
p=0,3456.... r=0,3456...,
q=03456..., 5=0,3456...
a) Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen
n, fiir die folgende Aussage gilt:
In der n-ten Stelle nach dem Komma haben
alle vier Dezimalbriiche p, g, r, s dieselbe
Zifler.
b) Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen
m, fiir die folgende Aussage gilt:
In der m-ten Stelle nach dem Komma haben
keine zwei der vier Dezimalbriiche p, g, r, s
dieselbe Ziffer.
4. Von zwei Kreisen werde vorausgesetzt, daB
sie sich von auBen in einem Punkt P berithren.
Die Gerade. die beide Kreise in P beriihrt.
sei t. Ferner sei s eine weilere gemeinsame
Tangente beider Kreise; sie beriihre diese in
den Punkten. @ bzw. R. Der Schnittpunkt
von s mit ¢ sei S.
Beweise, daBl unter diesen Voraussetzungen
S der Mittelpunkt der Strecken QR ist!

Olympiadeklasse 9

1. In der dargestellten Figur sei die GroBe o
des Winkels « DCB bekannt. Ferner sei vor-
ausgesetzt. daB gleichbezeichnete Winkel
auch gleiche GroBen haben.

Ermitteln Sie unter diesen Voraussetzungen
die WinkelgréBen 2. 8. 7. &. n und ¢ in Ab-
hangigkeit von ¢!

2. Von den 49 Feldern des Bildes sollen einige
angekreuzt werden. Je zwei angekreuzte Fel-
der diirffen dabei hochstens einen Eckpunkt
gemeinsam haben. In jeder Zeile und in jeder
Spalte des Bildes sollen genau so viele Felder
angekreuzt werden, wie durch die am Rande
stehenden Zahlen jeweils angegeben ist.

3 1 0 1 2 b 2
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Ermittein Sie fiir die anzukreuzenden Felder
alle diejenigen Verteilungen, dic diesen For-
derungen entsprechen!

(Benutzen Sie zur Beschreibung des Losungs-
weges die angegebenen Buchstaben! So erhilt
z.B. das erste Feld links oben die Bezeich-
nungaAd.)

3. Den Ecken eines ebenflichig begrenzten
Korpers sollen Zahlen zugeordnet werden.
Ist n die Anzahl der Ecken des Korpers, so
soll dabei jeder Ecke genau eine der Zahlen
1, ..., n zugeordnet werden. Ferner soll er-
reicht werden:

Wenn zu jeder Seitenfliiche des Korpers die
Summe derjenigen Zahlen gebildet wird, die
den Ecken dieser Seitenfliche zugeordnet
wurden, so erhdlt man fiir jede Seitenfliche
des Korpers die gleiche Summe.

Beweisen Sie, daB cine solche Zuordnung
moglich ist, wenn der Korper ein Wiirfel
ist, dagegen nicht beim Tetraeder und nicht
beim Oktaeder!

4. Gegeben sei ein gleichseitiges Dreieck
4BC.

Beschreiben Sie eine Konstruktion einer Seite
eines Quadrates, das denselben Flicheninhalt
wie das Dreieck ABC hat!

In der Konstruktionsbeschreibung sollen wie
iiblich nur solche Konstruktionsschritte aui-
treten, die sich unter alleiniger Verwendung
von Zirkel und Lineal ausfiihren lassen. DaB
bei der Durchfiihrung der Konstruktion (nach

der von Thnen gegebenen Beschreibung) eine
Seite eines zu dem gegebenen Dreieck ABC
flicheninhaltsgleichen Quadrates entsteht, ist
2u beweisen.

Olympiadeklasse 10

1. Jens zeichnet auf ein Zeichenblatt ein
Quadrat von der Seitenldnge 2 cm. Dirk soll
vier moglichst kleine, einander kongruente
Kreise aus Papier ausschneiden und so auf
das Zeichenblatt legen, daB kein Punkt der
Quadratfliche mehr sichtbar ist.

Wie groB muB Dirk den Radius der vier
Kreise wihlen, um diese Forderungen zu
crfiitlen?

2. Es seien b und ¢ von 0 verschiedene natiir-
liche Zahlen und a eine Primzahl. Femer
gelte fiir sie die Gleichung a® + b? =¢2.
Beweisen Sie, daB unter diesen Voraussetzun-
gen stets a<b und b+ 1 =c gilt!

3. Man ermittle alle reellen Zahlen x mit
—1£x <1, fiir die der Term x?+3x+4 das
Quadrat ciner natiirlichen Zahl ergibt.

4. In die neun Felder des Bildes sollen die
Zahlen von 1 bis 9 so eingetragen werden,
daB jede dieser Zahlen genau einmal vor-
kommt und daB in jeder Spalte und jeder
Zeile und in jeder der beiden Diagonalen die
gleiche Summe aufiritt.

Ermitteln Sie die groBtmégliche Zahl von
nicht zueinander kongruenten Eintragungen
dieser Art! Dabei werden zwei Eintragungen
genau dann als kongruent bezeichnet, wenn
sic durch eme Drehung oder Spiegelung in-
einander iiberfiihrt werden konnen.

Olympiadeklasse 11/12

1. Es sei (beziiglich eines kartesischen x, y-
Koordinatensystems) p die Parabel mit y = x?
als Gleichung.

a) Man beweise: Durch den Punkt (0; 1) gibt
es genau cine Sehne von p mit der Linge 2.
b) Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen
¢ =0, fiir die folgende Aussage gilt: Durch den
Punkt (0; c) gibt es genau zwei Sehnen von p
mit der Linge 2

2. Fir zwei Linder, ,Normalland“ und
.Spicgelland“, und ihre Netze von Eisen-
bahnlinien sei folgendes vorausgesetzt:

(1) Jede Stadt X in Normalland hat genau
cine Partnerstadt X’ in Spiegelland. Dabei
gilt: Zu jeder Stadt Y’ in Spiegelland gibt es
genau eine Stadt in Normalland. deren Part-
nerstadt Y ist.

{2) Jede Eisenbahnlinie in Normalland stellt
eine unmittelbare Verbindung zwischen zwei
Stddten her und beriihrt sonst keine andere
Stadt. Dieselbe Aussage trifft fiir Spiegelland
zu.
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(3) Fiir je zwet Stddte A4, B in Normalland und
ihre Partnerstiddte A’, B’ in Spiegelland gilt:
Entweder gibt es eine unmittelbare Eisen-
bahnverbindung zwischen A4 und B, aber kei-
ne zwischen A’ und B,

oder es gibt eine unmittelbare Eisenbahn-
verbindung zwischen 4’ und B’, aber keine
zwischen A und B.

(4) In Normalland gibt es zwei Stddte P, Q, die
so am Eisenbahnnetz gelegen sind, daB man
wenigstens zweimal umsteigen muB, um von
P nach Q zu gelangen.

Beweisen Sie, daB aus diesen Voraussetzun-
gen (1) bis (4) lolgt: In Spiegelland kann man
von jeder Stadt zu jeder anderen gelangen,
ohne mehr als zweimal umsteigen zu miissen.

3. Von einem Dreieck werde gefordert, da
sein Fldcheninhalt gleich %(az +b?) ist, wobei

a und b die Lingen zweier Seiten des Drei-
ecks sind.

Man beweise, daB diese Forderung erfiillbar
ist und daB durch diese Forderung die Gré-
Ben der Winkel des Dreiecks eindeutig be-
stimmt sind. Man ermittle ferner diese Win-
kelgroBen.

4. a) Zeigen Sie, daB das Gleichungssystem
7x+100y=0 1)
0,069x+ y=03 )
eine eindeutig bestimmte Losung (xo, yo) hat,
und ermitteln Sie diese!
Im folgenden werde in Gleichung (2) des
Systems (1), (2) der Koeffizient von x ,,inner-
halb einer gegebenen 6-Umgebung von 0,069
verandert”, d.h. fiir gegebenes reelles >0
sei eine reelle Zahl h auf das Intervall
—8<h<é (€)]
eingeschrinkt, und fir jedes solche h sei das
Gleichungssystem
7x+ 100y =0 )
0,069+ h)x+ y=0,3 ()]
betrachtet. Man méchte erreichen, daB sich
xo durch diese Verdnderung des K oeffizienten
0,069 ,,um héchstens 1% dndern kann“. Da-
mit ist die unten folgende Aufgabenstellung
b), c) gemeint.
Zunichst wird definiert:
Besitzt fiir irgendein h das Gleichungssystem
(1), (4) eine eindeutige Losung, so sei diese mit
(xn; y») bezeichnet. Ist dies (bei gegebenem
4> 0) fiir alle in (3) genannten h der Fall und
gibt es unter diesen Werten h einen, fiir den
die Zahl
x|
| xo]
mdoglichst groB ist, so werde dieser moglichst
groBe Wert von n mit nm., (,beziiglich (3)
maximaler relativer Fehler” von x) bezeich-
net.
b) Ermitteln Sie alle diejenigen 4> 0, fiir die
ein beziiglich (3) maximaler relativer Fehler
fmax €Xistiert!
c) Ermitteln Sie unter den in b) gefundenen
Werten von é-alle diejenigen, fiir die sogar
Nmax < 0,01 gilt!

n
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Losungen

Lisungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 1/79

Ma5 81823 Da an Stelle der Sternchen nur
Ziffern fir gerade Zahlen stehen diirfen, be-
ginnt der Minuend mit der Ziffer 2. Aus
2000— 1114 =886 folgt, daB der Subtrahend
gleich oder grofer als 886 ist. Es existieren

- genau zwei Losungen; sie lauten

2000 —886=1114 und 2002 —888 =1114. Bei
den dreistelligen Subtrahenden, die gleich
oder groBer als 890 sind, tritt entweder an der
zweiten oder an der ersten Stelle des Minuen-
den eine Ziffer fiir eine ungerade Zahl auf.

Ma5 m1824 Wenn durchnumerierte lEin-
trittskarten von der Nummer a bis zur
Nummer b verkauft werden, so sind das
(b—a+ 1) Eintrittskarten. Daraus folgt:

An der Kasse A wurden 498 —141=498, an
der Kasse B wurden 1999 — 1247+ 1 =753, an
der Kasse C wurden n—3000+ 1 =n—2999
Eintrittskarten verkauft. Nun gilt

498 +753 +n—2999=1978, also n=3726.
Auf der zuletzt verkauften Karte stahd die
Nummer 3726.

Ma5 w1825 Preis der Hose: 20,50 M : 2
=10,25 M.

Preis des Kleides: 3-10,25 M =30,75 M.
Preis der Schiirze: 40,25 M —30,75 M
=9,50 M.

Ma5 w1826 Drehen wir das rechtwinklige
Dreieck AEF um F als Drehzentrum im
mathematisch negativen Sinn um 90°, so fillt
das Bild E’ von E mit G zusammen, und wir
erhalten das Rechteck E'BF A’. Drehen wir das
rechtwinklige Dreieck CGH um H als Dreh-
zentrum im mathematisch negativen Sinn um
90°, so fillt das Bild G’ von G mit E zusam-
men, und wir erhalten das Rechteck HC'ED.
Der Fldacheninhalt des Vierecks EFGH setzt
sich somit zusammen aus der Summe der
Fldcheninhalte der Rechtecke E‘BFA’ und

HC'ED und des Quadrats ABCD. Deshalb
gilt

Aprou=2"a-2a+a*=4a%+a>=5d%,

Aascp =a’,

Der Flicheninhalt des Quadrates ABCD ist
somit fiinfmal im Flicheninhalt des Vierecks
EFGH enthalten.

Ma5 w1827 Aus abb—agd=eb folgt d=0,
aus ag0—f=aef folgt f=35,

aus abb+c0=e5b lolgt e=a+1,

aus eSb+aeS=51a und e=a+1 folgt a=2
und e=3,

aus 3b- hk=512folgt h=1,

aus 35b+235=>512 folgt b=7,

aus 37- 1k=512 folgt k=6 und [=9,

aus 277 —2g0=137 folgt g =4,

aus c0:5=16 folgt c=8.

Ergebnis: 277 +80=357
— : +

240 — 5=235

37 - 16=592

Ma5 #1828 Die Zahl des erreichten Le-
bensalters des Lehrers 148t sich durch
z=3-10+ y darstellen. Nun gilt

3-10+y=10"y+3+9,

9y=1i8, also y=2.

Im Jahre 1978 ist der Lehrer 32 Jahre alt
geworden; er wurde somit im Jahre 1946
geboren.

Ma6 m1829 Aus (2) folgt c=1; aus (3) folgt
d=0. Nach (1) gilt dann aa-b=110=55-2
=22-S5. Daraus folgt a=5 und b=2 oder
a=2 und b=>5. Demnach gilt
x=5+2+1+0=8.

Ma6 w1830 Es sei AM=MC=x und 4B
=y, also BC=2x;

dann gilt x+2x=45, 3x=45, x=15.

Ferner gilt y+x=25, y+15=25, y=10.

Die Basis AB des Dreiecks ABC ist 10 cm
lang, jeder Schenkel ist 30 cm lang.

A y 8

Ma6 w1831 Aus AB=BD folgt ¥xBDA=
¥ BAD =72°. Im Dreieck ABD betrigt dann
¥ ABD=180°-72°—-72°=36°. Nach dem
AuBenwinkelsatz gilt

£ BDC=72°+36°=108°. Aus BD =CD folgt




¥DCB= xDBC. Im Dreieck BCD gilt des-
halb £ DCB= & DBC =(180° — 108°) : 2=36".
Daraus folgt weiter ¥ ABC=180°—72° —36°
=72°. Aus xCAB=xCBA=172° folgt AC
=BC, d.h., Dreieck ABC ist gleichschenklig.

Ma6 ®1832 Ausab+ci=igafolgti=1.
Aus iga+ hc=gig folgt g=2.

Aus ci—dg=ik folgt k=9.

Aus efgh : ik =gig folgt h=38.

Aus efgh: ik=gig folgt weiter e=4 und f=0.
Aus ab - cd=efgh folgt b-d=8 oder 18 oder
28 oder 38 oder 48 oder 58 oder 68, denn
9-8=72.

Wegen 8=1-8=2-4 und i=1 und g=2 ist
dieser Fall nicht moglich. Wegen 28=4-7
und e=4 entfillt 28. Wegen 38=2-19 und
19>9 entfillt 38. Wegen 48=6-8 und h=38
entfillt 48. Wegen 58=2-29 und 29>9 ent-
fdllt 58. Wegen 68=4-17 und 17>9 entfillt
68. Wegen 18=2-9=3-6 und g=2 gilt
b-d=3-6 oder b-d=6-3. Fir b=3 gilt
wegen ab + ci=iga a=4, was wegen e=4 nicht
moglich ist.

Folglich gilt b=6 und d = 3. Wir erhalten

76 - 53=4028
+ + :

51-32= 19
127485= 212

Ma6 1833 Aus(6),(9) und (7) folgt:

Gotz geht in die 9. Klasse, er hat den Nach-
namen Krause und wohnt in Rostock.

Aus (10) und (4) folgt:

In Berlin wohnt der Schiiler mit Nachnamen
Schmidt; er geht in die 6. Klasse.

Aus (8) und (7) folgt:

Peter wohnt in Erfurt. Folglich heit Peter
mit Nachnamen SaBnitz oder Jacke.

Aus (5) folgt:

Peter hat den Nachnamen SaBnitz.

Aus (10) folgt: Peter ist Schiiler der 8. Klasse.
Aus dem bisherigen folgt: In Prag wohnt der
Schiiler mit Nachnamen Jacke; er ist Schiiler
der 7. Klasse.

Aus (3) folgt: Mario wohnt in Berlin. Deshalb
hat der Schiiler aus Prag den Vornamen
Torsten.

Ma7 ®1834 Es seien a und b zwei natiir-
liche Zahlen, die die gesteliten Bedingungen
erfiillen; dann gilt
(a+b)+a-b=110,
a+ab=110-b,
a(l+b)=110-b,
_110-b_ 111
1+b 1+b
_1-3-37
TT14b
a ist nur dann eine natiirliche Zahl, wenn
1 -3-37 ein Vielfaches von 1 +b ist. Das trilft
zu fiir b=0, 2, 36, 110 bzw. fiir a=110, 36, 2, 0.
Sieht man von der Vertauschbarkeit der Sum-
manden bzw. Faktoren ab, so erhdlt man
genau zwei Losungen; sie lauten: 110 und 0
bzw. 36 und 2, denn 110+0+110-0=110
und 36+2+36-2=110.

Ma7 {835 Angenommen, der Vater sei v
Jahre, die Mutter m Jahre, der Sohn s Jahre
und die Tochter ¢t Jahre alt; dann gilt
v+m=75 und v+s=54 und v+t=51 und
v+m+ s+t=100. Addieren wir die ersten drei
Gleichungen, so erhalten wir 3v+m+s+t
=180. Subtrahieren wir davon die vierte
Gleichung, so erhalten wir 2v =80, also v =40.
Die iibrigen Zahlen sind nun leicht zu er-
mitteln. Der Vater ist 40 Jahre, die Mutter
35 Jahre, der Sohn 14 Jahre, die Tochter
11 Jahre alt.

Ma7 m1836 Wir fertigen eine Tabelle an!
P P2 p3 P1+p2+ps
2 3 5 10
3 5 7 15
5 11 23 Primzahl
7 11 13 31 Primzahl
11 13 17 41 Primzahl
13 17 19 49
17 19 23 59 Primzahl
19 23 29 71 Primzahl
23 29 3 83 Primzahl
29 31 37 97 Primzahl

Der Tabelle ist zu entnehmen, daB es sieben
reguldre Primdreiecke gibt, die zugleich binir
sind.

Ma7 w1837 Wir wihlen den 31. Januar als
Bezugspunkt und stellen fir regulire Jahre
(Februar mit 28 Tagen) sowie fiir Schalt-
jahre (Februar mit 29 Tagen) folgende Ta-
belle auf:

Regulires Jahr

Datum Differenz d zum d:7
31.1.in Tagen
31.1. 0 0:7= 0-7+40
31.3. 59 59:7= 8-7+3
31.5. 120 120:7=17-7+1
31.7. 181 181:7=25-7+6
31.8. 212 212:7=30-7+2
31. 10. 273 273:7=39-7+0
31. 12 334 334:7=47-7+5
Schaltjahr
Datum Differenz d zum d:7
31. 1. in Tagen
LI 0 0:7= 0-7+0
31.3. 60 60:7= 8-7+4
31.5 121 120:7=17-7+2
31.7. 182 182:7=26-7+0
31.8. 213 213:7=30-7+3
31.10. 274 274:7=39-7+1
31.12. 335 335:7=47-7+6

Da eine Woche 7 Tage hat, gibt jeder Rest
vond : 7 einen bestimmten Wochentag an. Die
Tabelle zeigt, daB in einem reguliren Jahr
der Rest 4 fehlt und dafiir der 31. 1. und der
31. 10. auf denselben Wochentag fallen. In
einem Schaltjahr fehlt der Rest 5; dafiir fallen
der 31.1. und der 31.7. auf denselben
Wochentag. Also gibt es in jedem Kalender-
jahr genau einen Wochentag, auf den der
31. Tag eines Monats nicht fallen kann.

Ma8 w1838 Aus (1) oder (5) folgt, daB A fir
beliebiges o nur 1 sein kann. Aus (2) folgt,
daB L fir belicbiges a immer 2 ist.

Wenn a =3, dann ist P=4 und H=6.

Wenn a =4, dann ist P=5 und H=38.

Wegen A=1, L=2 und wegen Gleichung (4)
sind keine weiteren Belegungen fiir & mog-
lich; denn fir 225 wire H=10, was den
Bedingungen widerspricht.

Es gibt also genau zwei Moglichkeiten:

1. A=1,L=2,P=4, H=6,a=3
2.A=1,L=2,P=5 H=8,a=4.

Ma8 ®1839 Es waren 5% der Tage nicht
kalt, 15%; nicht naB, 25%; nicht windig und
359%; nicht triibe.

Daraus folgt, daB es an 209 aller Urlaubs-
tage kalt, naB, windig und triibe zugleich war.

Ma8 81840 Skizze (nicht maBstiblich)

Die vier Seitenflichen sind kongruente gleich-
schenklige Dreiecksflachen. '
Es gilt fiir ein Dreieck: u=a+ 2b, wenn a die
Linge der Basis und b die Ldnge eines Schen-
kels ist. Weiter gilt b= l,Sg. Da u=16, folgt
16=a+ 3a, 16=4a, 4=a. Daraus folgt b=6.
Nun ist nach dem Satz des Pythagoras
h=)/6*—22=)/32~566
(h bezeichnet die Linge der Dreieckshohe).
Fiir den Flidcheninhalt eines Dreiecks gilt
A =aé—h, also Az4 : ;’66
Das Netz der Pyramide besteht aus vier der-
artigen Dreiecken und einem Quadrat
(Grund(ldche) mit der Seitenlinge 4 cm. So-
mit gilt [iir den Flicheninhalt des Netzes
Anx11,32-4+16
An=~61,28.
Das Netz dieser Pyramide hat einen Flichen-
inhalt von etwa 61,28 cm?.

=11,32.

Ma8 ®1841 Skizze (nicht maBstiblich)
] (o
o h
A 3 8 F

Zunichst berechnet man im rechtwinkligen
Dreieck AED die Linge der Seite AE nach
dem Satz des Pythagoras.
Es gilt AE2=52—42

4E =)/5
AEist 3cm lang.
Nun berechnet man im rechtwinkligen Drei-
eck AFC die Linge der einen und im recht-
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winkligen Dreieck EBD die Linge der ande-
ren Diagonalen.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt:
AC?*=132+42,d.h. AC=13,6 und

DB?= 7*4+4% d.h. DB= 8,06.

Die beiden Diagonalen sind 13,6cm bzw.
8,06 cm lang. (Die MaBzahlen sind Nihe-
rungswerte!)

Ma9 ®1842 Es seien x, y, z die drei gesuch-
ten natiirlichen Zahlen. Nach der ersten Be-
dingung der Aufgabe gilt

(1) X+y+z=945.

Nach der zweiten Bedingung gilt
1 1 1

2) FF=7=g

1 1 7
Aus gx--7y folgt y—ax,

aus 1)c—lz fol tz—i
gr gt o8t iTyx

Nun lassen sich in der Gleichung (1) y und z
durch x ausdriicken:

, 7 4 7
(1) x+6x+§x—945 5):-945
2—1x=945 x=270.

Es folgt nun
7 4 .

=5 270, y=315 und z=3 270, z=360. Die
drei gesuchten Zahlen sind 270, 315 und 360.
Probe: 270+ 315+ 360=945

945=945

é von 270 ist 45, ; von 315 ist 45, % von 360
ist 45.

Ma9 #1843 Es sei (x; y) mit x>y ein sol-

ches Zahlenpaar.

Dann gilt nach Aufgabenstellung

Xty

2

Nach Umflormung beider Terme erhilt man
(x+y) (x—y)=2(x+y) und

nach Division der Gleichung durch (x + y)
x—y=2.
[(x + y) ist stets verschieden von Null! |

Alle Paare natiirlicher Zahlen. deren Diflc-

renz 2 ist, erfiillen die Bedingungen der Aut-

gabe.

(Beispiel: (6;4): 62 —42=4-

xz_yz=4

6+4
2
20=20)

Ma9 {844 Man zerlegt p>—1 in
(p—=1)(p+1).

Da p nach Voraussetzung ungerade ist, sind
p—1und p+ 1 gerade Zahlen. Da eine davon
durch 4 teilbar ist, ist das Produkt (p—1)
(p+1) durch 2-4,also durch 8 teilbar. Von
den drei aufeinanderfolgenden Zahlen p—1.
p, p+1 ist eine durch 3 teilbar. Da p=3, ist
entweder p— | oder p+ 1 durch 3 teilbar.
Daraus folgt, daB der Term p?—1 fiir alle
Primzahlen p mit p> 3 durch 8 - 3, also durch
24 teilbar ist, w.z.b. w.

Ma9 1845 Die Lidngen der Seiten BC,
AC, AB seien mit g, b, ¢ bezeichnet. Dann gilt
nach der Aufgabenstellung;:
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(1) a+b+c=96
(2) a+c=2b
3 a:c=5:3.
Aus (1) folgt
4) a+c=96-b
und aus (2) und (4) folgt
9,6—-b=2b
9,6=3b
32=b.
Die Seite AC ist 3,2 cm lang.
Aus (2) [olgt
(5) a+c=64und
aus (3) und (5) folgt
c=24:
Die Seite AB ist 2,4 cm lang.
Aus (2) [olgt nun

- (6) a+2,4=64 und daraus

a=4.
Die Seite BC ist 4 cm lang.
Die Probe ergibt, daB die Bedingungen der
Aufgabe erfiillt werden.

Ma10/12 #1846 Aus (1) folgt c=2a.

Aus (2) folgt 2y =180 wegen a+ 3 +y=180°.
Damit gilt y=90° folglich auch a«+ =90
Nach dem Sinussatz gilt

a: c=sina:sinvy, folglich

a:2a=sina:sin 90 und wegen sin 90°=1
a:2a=sina.

Daraus [olgt sin a=% bzw. a=30° und damit
p=60°. Es gilt also

a:b:c=sin 30° :sin 60° : sin 90° bzw.

u:h:c=%:%lﬁ:l.

Ml 12 ®1847  Skiszze (nicht maBstablich)

ND

A 8

Man konstrutert sunidchst das Dreiecck ABE
+14B=90 und den je 2cm langen
Seiten 48 und AE. Um B zeichnet man einen
K reis mit dem Radius der Linge von BE und
um E einen Kreis mit dem Radius der Linge
von AB. Beide Kreise schneiden einander in D.
(D muB in derjenigen Halbebene beziiglich der
Geraden EB liegen, die A nicht enthilt!) Um
D und um B zeichnet man je einen Kreis mit
dem Radius der Linge von AB. Die Kreise
schneiden einander in C. (C muB in derjeni-
gen Halbebene beziiglich der Geraden DB
liegen, die A nicht enthilt!) Der Flichen-
inhalt dieses Fiinfecks setzt sich aus den
Flicheninhalten von drei Dreiecken zusam-
men. Die Dreiecke ABE und BCD sind kon-
gruent. Sie sind gleichschenklig-rechtwinklig.
Man kann beide zu einem Quadrat mit dem
Flicheninhalt A=4cm? zusammensetzen.
Das Dreieck EBD ist gleichschenklig. Die
Basis ED ist 2cm lang; EB und DB sind
[/gcm lang (Satz des Pythagoras). Die Hohe
von B aul die Basis ED ist |/ 7 cm lang (Satz

mit

des Pythagoras). Fiir den Flacheninhalt des
Dreiecks EBD ergibt sich deshalb

7
cm?; Aggp=~2,65cm>.

Agsp=

Somit betragt der Fliacheninhalt dieses Fiinf-
ecks etwa 6,65 cm?.

Losungen zu: Lustige Logeleien

1.

2.

3
- - %
4+4:2=4
—1=2=4

1 5

7. 6-4-2=0; 4+3-6=1;
4+2-3=3; 6+2—-4=4;
6-44+3=5; 6+3-2=7;
6+4-2=8:44+3+2=9

8. Der Seitenril Nr. 5 gehort zum dargestell-

ten GrundriB.

Lisungen zu: Wir arbeiten mit Mengen
Arbeitsblatt 1:
M;={0,1.2.3,4,5¢6,7,8,9}
M,={0, 3. 6.9.12, 15, 18, 21}
M3=1{0,7, 14, 21,28, 35}

M,=0

Ms={—8, —4,—2,—1,1,2,4,8)
Me={0,6, 12, 18,24}

nicht moglich

Ma={—6, —4, =3, —2. —1.1.2,3,4,6)
M ={46, 49}

M o={36,72}

M;={xeN;0=x<9}
My={xeN;3|x Ax<24}
M3={xeN;7[xAx<37}
My={xeG:99 < x <100}
Ms={xeG:x| -8}
Mg={xeN:6|x Ax<30)
M;={xeR;3<x<5}



Mg={xeG;x|12 A—10£x<10}
Ms={xeN;43<x <50 Ax
=3y+1 AyeN}
Mio={xeG;0<x<100 A9|x Al12|x}
oder
Mio={xeG;0<x<100 A36|x}

Arbeitsblatt 2

ILNcG, ZcV,ZcN,ZcG, VG

2.B,¢B,B,cB,BocB,B,cBo,Bs By,
Bo ¢ B

3.N3cN,NgcN,Ngc N3, Ngc Gy

4. RcV,QcV,DcV,QcR,QcD

5.WeQ,Wc P,QcP,

6.DcS,ZcG

7.G,1¢G,G,¢G,G3¢G,G, ¢Gy,G3 Gy,
Gy c G,

Arbeitsblatt 3:

" ,////////~/ ",
7// AN AM
4,
", é%%%d.. M
. /// ’,//// M
5. {///?/////;///)
M3
M, M,
6. M
K
My
M M,
7. M
S

M, ",
M
10.
M

Arbeitsblatt 4:
1.  ANBNC 2. (AnB)\c

A‘:(%;:BA
C C

(AUB)\ C 4,

A4\ BuUC

(78)

> »
) 22
[

(¥
=
)
D
a

7. ANBNC 8.

9. (ANBYUBNC)
A 8
€D,
10. AUB={56,78,9,10}
AUC={36,7,8,9, 12,15}
BUC={3,5,6,9,10,12,15}
ANB={6}
ANC=1{6,9}
BNC={6}
A\ B={17,8,9)
B\ A={510}
A\ C={7,8}
C\A4={3,12,15}
B\ C={5,10}
C\B={3,9,12,15)
AUBUC={3,5,6,7,8,9,10,12, 15}
ANBNC={6}

A\ B\ C={18)
ANB\C=0

Liésungen zu: Spiele mit Holzchen!

Ala 6Holzchen weg 5 Hdlzchen weg
N 1
] I_I_I

4 Holzchen weg 2 Holzchen weg

o
| |
| L

A2A

Ada i1 ASA | |1 |

A6A 47

ATa AL N

aBa o) A\ =\

LN A JAVAY

A9A vorher

Lésungen zu: 1979

Vorletztes Problem:
25242524272 =1979
Letztes Problem:
13452 4+534123=1979
22433 46%4123=1979
5345493 +10°=1979
6> +63+6°+112=1979

Lissungen zu: Das Einbeschreiben
von Kreisen gleichen Durchmessers
in ein Quadrat

AS5A Ist m+n eine ungerade Zahl so gibt

m+n+1
2

€s genau Lagen mit je n Kreisen und

m+n—1
2

Lagen mit je n—1 Kreisen, insge-

(m+n)(2n—-1)+1

Kreise mit
2

samt .. also
Durchmesser d= E_
n

Dann ist
(m+n)2n—1)+1
2
(nd)?
_(m+n)(2n-1)+1
N n? 8

dz

PN ]

V,=

18

A6a Fiir groBe Werte von n ersetzen wir
m durch (n—1) p und erhalten fiir ungerade
m+n (vgl. Losung von A5A)
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_{n+(n—1)p)(2n— D+l =

Ve n? 8

_ 3p 1 p 1=

. 3pl p 1t .
Die Terme gt N kommen beim An-

wachsen der fir n eingesetzten Werte immer
mehr der 0 nahe, so daB sich auch jetzt V,

dem Wert %(2+2p)=§(1+p)z0,9069 nii-
hert.

Lisungen zu: alpha-heiter

Uber die Donau

Man kann die Springer in 19 Ziigen um-
stellen. Hier der schnellste Ubergang iiber die
Donau: de, fd, gf, eg, ce, be, db, fd, hi, gh, eg,
ce, ac, ba, db, fd, ef, ce, dc.

Silbenriitsel

1. Arithmetik; 2. Delta; 3. Archimedes; 4.
Multiplikation; 5. Rechteck; 6. Innenwinkel;
7. Exponent; 8. Strecke.

Der Name des Rechenmeisters ist Adam Ries.

Eineindeutige Abbildungen

Beim Betrachten des Gleichungssystems I er-
geben sich folgende Feststellungen:

1. Alle 8 Gleichungen besitzen die gleiche
Struktur.

2. Der Zihler im Bruch einer beliebigen
Gleichung entspricht dem Nenner des Bru-
ches in der nachfolgenden Gleichung.

Auf Grund dieser Tatsachen lassen sich die
Variablen D, I, 0, P, H, A, N, T in Abhingig-
keit von X darstellen:

(la) D=X-1

(2a) I=D-1 bzw.(2b) I=X-2
(3a) O0=1-1 (3b) 0=X-3
(42) P=0-1 (4b) P=X-4
(5a) H=P-1 (5b) H=X-5
(6a) A=H-1 6b) A=X-6
(7a) N=A-1 (7b) N=X-7
8a) T=N-1I 8b) T=X-8

Aus M, und den Gleichungen (1a), (2b), ...,
(8b) ergibt sich unmittelbar die Zuordnung
X DI 0 P H A NTT

9 8 7 6 5 4 3 2 1

Die Proben fiir (1), ..., (8) bestitigen die
Richtigkeit:

o 8 8
) 8—§=8-§
64 64
99
1 1
8) 1—§=1 ‘3
1_1
22
Entsprechendes ergibt sich fiir Gleichungs-
system II
(la) D=X+1
(2a) I=D+1 bzw.(2b) I=X+2
(3a) O=1TI+1 (3b) 0=X+3
4a) P=0+1 4b) P=X+4
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(5a) H=P+1 (5b) H=X+5
(6a) X=H+1 (6by A=X+6
(Ta) N=A4+1 (7b) N=X+7
(8a) T=N+1 8b) T=X+8
Die Zuordnung ist

X DI 0 P H A N T

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Die Proben fiir (1), ..., (8) des Gleichungs-
systems II bestitigen die Richtigkeit:"

2 2
(1) 2+T_2 1

4=4

9 9
(8) 9+§—9 3

81 81

8 8
Unsere Fibel

Es gibt Buchstaben, bei denen die Symmetrie-
achse horizontal verlduft: B, C. E, K,

oder vertikal: A, M, U, V, W. T,

sowie beide Symmetrieachsen méglich sind:
O,LH,X.

Bei den ausgewihlten Worten verlduft die
Symmetrieachse bei den Buchstaben in hori-
zontaler Richtung:

1. HEXE, 2. EHE, 4. BEBE, 7. ECHO,

in vertikaler Richtung: 3. MIAU, 5. OMA.
9. MOTTO, 8. OTTO, 10. TOTO

und in beiden Richtungen: 6. HOI

Gesucht x,y, z

x=4,5 (Ahnlichkeit und Winkelhalbierende)
y=6,54 (cos-Satz)
z =4,36 (cos-Satz)

Kryptarithmetik

) 279+ 365+ 564 =1208 oder
274 4365+ 569 = 1208

972+ 406+ 605=1983 oder
975+ 406 + 602 = 1983

193+ 81262+ 390527=471982
593 + 85262 + 390127 =475982

@

Das sagt man so

Den Buckel runter rutschen. Wie auf Eiern
laufen. Das Gras wachsen horen. Den Teufel
an die Wand malen. Geld zum Fenster her-
auswerfen. Einen Baren aufbinder. Mit dem
Kopf durch die Wand gehen. Die Flinte ins
Korn werfen. Wie aus allen Wolken fallen.
Ein Brett vorm Kopf haben.

Bitte anrufen!
Die Aufgabe hat zwei Losungen: 92465 und
92485.

Eine Aufgabe —
verschiedene Losungen

Wir stellen heute wieder Ldsungsvarianten
zu Wettbewerbsaufgaben vor, die bei uns ein-
gegangen sind. Sie mogen unseren aktiven
Teilnehmern am alpha-Wettbewerb Anre-
gungen zum Ldsen von Aufgaben geben.

Im Heft 5/1978 veroflentlichten wir lolgende
Aulgabe:

Maé6 u1772

Addiert man zu einer zweistelligen natiir-
lichen Zahl ihre Quersumme und multipli-
ziert man diese Summe mit 5, so erhilt man
150.

Um welche Zahl handelt es sich?

Im Heft 1/1979 verdffentlichten wir dazu
eine Losung:
Die zweistellige natiirliche Zahl 148t sich in
der Form 10a + b darstellen; ihre Quersumme
betrigt a+b. Nun gilt
[(10a+b)+(a+b)] - =150,
(11a+2b)- 5=150,

lla+2b= 30,
1la= 30—2b,
1la=2-(15-b).

Die rechte Seite dieser Gleichung muf3 wegen
11-a ebenfalls durch 11 teilbar sein. Wegen
0<b<9 trilft das nur fiir b=4 zu. Somit gilt
1la=2"11, also a=2. Die Zahl lautet 24.

Wir stellen nun die Losung von Axel Schulz
aus Potsdam vor, der Schiiler einer 6. Klasse
ist. Axel I5ste diese Aufgabe wie folgt:

Die zweistellige natiirliche Zahl z 14Bt sich
darstellen durch z=10a+b mit 0<a<9 und
0<bh<9; ihre Quersumme lautet g=a+b.

Nun gilt
(z+4g) 5=150,
z+q= 30,
1la+2b= 30.

Da sowoh! die Summe 30 als auch der Sum-
mand 2b gerade Zahlen sind, muB auch der
Summand 11a eine gerade Zahl sein. Wegen
0<a und 11a<30 kann nur a=2 gelten. Wir
erhalten somit

11-2+42b=30,
2b= 8,
b= 4.

Die Zahl 24 ist die einzige, welche die Be-
dingungen der Aufgabe erfiillt.

Wir stellen nun die Losung von Wilfried

Maibius aus Schwerin vor, der Schiiler der

Klasse 6b der Maxim-Gorki-Oberschule ist.

Wilfried geht wie folgt vor:

Entsprechend der Aufgabenstellung kann ich

folgende Gleichung aufstellen:

(10x+y+x+y) - 5=150 mit x=0, also

l1x+2y=30.

Ich nehme eine Fallunterscheidung vor.

1. Fall: Es sei x=1; dann gilt

1142y =30, also 2y=19.

Es gibt keine natiirliche Zahl y, die diese
“Gleichung erfiillt.

2. Fall: Es sei x=2; dann gilt

22+2y=30,2y=8, y=4.

Die Zahl lautet 24.

3. Fall: Es sei x=3; dann gilt

33+2y=130,2y=30-33.

Wegen 30 <33 ist diese Gleichung im Bereich

der natiirlichen Zahlen nicht 16sbar. Das trifft

auch zu fir x> 3.



Lustige Logeleien

1. Auf einem schmalen Bergpfad treffen sich vier
Wanderer. Zwei kommen von links, zwei von rechts.
Es gibt nur eine Stelle, an der jeweils einer der vier aus-
weichen kann.

Wie kommen sie so aneinander vorbei, daB jeder von
ihnen seine Wanderung in gewiinschter Richtung
fortsetzen kann? (siehe Titelbild)

2. Wie kommt der ,,Oldtimer‘ zum Zeltlager?

3. Setzt Zahlen so ein, daB richtig geloste Gleichungen
entstehen!

4. Mit nur drei Schnitten ist die Figur so zu teilen, da3
sich jeweils nur ein Stern in jedem Figurenteil be-
findet.

5. Herr Knifflig will die acht Teile wieder so ein-
setzen, daB ein Quader entsteht. Wer hilft ihm?

6. Priigt euch die neun geometrischen Figuren 8 bis
10 Sekunden lang ein! Dann deckt ihr das Bild ab und
zeichnet die Figuren aus dem Gedichtnis nach. Wer
alle neun richtig hat, verdient ein Sehr gut, wer fiinf
bis acht Figuren behalten hat, das Pradikat Gut.

=D A
I O
0V

7. Jeweils drei der Zahlen 6, 4, 3 und 2 sind so in die

acht Kryptogramme einzuzeichnen, daB richtig ge-
16ste Gleichungen entstehen.

OO
O-0+Q-s
O+Q-Om

Q-Q-Q-o
O+ Q-0
O+Q-Q=s  O+O-O-s
O+Q-0=s O+O+O-s

8. Schaut euch die fiinf numerierten Konstruktionen
— im SeitenriB gezeichnet — genau an! Ganz rechts
ist eine davon im Grundri zu sehen. Findet heraus,
welche es ist!

LT B
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Ntem/ciner hat 100. fz. dafitr il er 100.

Baupt Bilg €auffen / nemlich / Ochfens
Sdyrociny Katber/ ond Sciffens boft cin Ochg
4 ft. cin Schyrocin anderthalben f;. cin Kafb
cinen halben f7. ond cin B cin ort vou cinem
fi. wicvicl fol er jegticher haben fite bicto o. fz 2

@ Knechtiobn.

SYtem ¢in Yar gibe man cinem Kneche 10.
fl.16. grofcyen/mie vicl gebilve jhm 17. wochen?
Sacit3. fl. 10.grofchen/10.02.

¢in heller , 3.
MRach die fl.gu grofchen/ond fes affo:
52 226. gro 17
@ Kalmus.

%tem ¢in Sack mie Kalmug wige 48. (6.
24.loth/ T ara 2.16.ond 16 {oth/fof ¢in 1b.13.6.
cinhalben.

- Bacit31.f. 4.6.4-hlr vnd cinhalben.

Dag Taranimb herab/mach forn vnd hin,
den loch/brichs mitcen/ond gehe herfur/ ftehee

64 27 1480

BomBWeehfel.

S
.I.’

~ g
:"'):

FTem ¢in fe. Reinifch gile in Deing 21.
gro. vnd 2 0. §. in Solt/wic viel Miing
gebiire fich gu gcben fitr 11.6.9.hir?
Jacit 12.gvo(ch). 4.d¢.ond ;. 3.
Stehe alfo:
240.hr. 21. gro. 141. bir.
Ntem 89 4. Bngerifch ailden/wic vie mas
chendie Reinifdy/29. auff?
Sacic 115 ;. Reinifdy/s.f.2.biv.
ond jtoey fiinffehel.
T hu jm alfor Addir den auffroedfel puroo0.
Reinifchen / vnd fprich / 100. Bngerifch hun
139,
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