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Michael Stifel

Schicksal eines Mathematikers vor 400 Jahren

Im Spitsommer des Jahres 1533 lief ein
Gericht durch Mitteldeutschland: Ein Pfar-
rer Stifel aus Lochau bei Wittenberg habe
ein Buch verfaBt und darin durch eine Be-
rechnung und 21 andere Griinde nachge-
wiesen, daB das Ende der Welt am Montag,
dem 19. 10. 1533, morgens um 8 Uhr kommen
wiirde. Viele lachten dariiber, aber manche
glaubten daran, besonders die Lochauer.
Auf verschiedene Weise bereiteten sie sich
auf das Ende der Welt vor. Einige verbrachten
die Tage unter Klagen und Gebeten, andere
hielten sich nur noch im Wirtshaus auf.
Die Felder wurden nicht mehr bestellt. Hab
und Gut verkaufte und verschleuderte man,
um sich vor dem Weltuntergang noch etwas
zugute zu tun. Am 19. Oktober hielt Stifel
von frither Stunde an Gottesdienst, zu wel-
chem er durch das Horn des Kuhhirten,
von manchen fiir die Posaune des Jiingsten
Gerichts gehalten, wecken lieB. ,,Die letzte
Stunde ist nahe!“ rief er den Glidubigen zu.
GroBes Wehklagen, besonders unter den
Frauen, erhob sich. Die angesagte Stunde
niherte sich und ging voriber, ohne daB
die Vorhersage eintraf. Srifel selbst fing an,
unruhig zu werden. Ein heraufziehendes
Unwetter erklirte er als Vorboten des Jiing-
sten Gerichts. Blitz und Donner gingen vor-
iber, der Regen horte auf, man wartete
weiter. Als schlieBlich in den Nachbardor-
fern die Mittagsglocken lauteten, war es
auch dem letzten klar, daB sie zu gutgliubig
gewesen waren. Nun anderte sich die Szene.
Die bisher frommen, andichtigen, jetzt aber
enttiuschten Bauern schmihten ihren Pfar-
rer, rissen ihn von der Kanzel, banden ihn

mit Stricken und schleppten ihn nach Witten-
berg vor Gericht. Die Obrigkeit besanftigte
die Bauern, Stifel aber wurde seines Postens
enthoben.

Wer war nun dieser Stifel? Ein Narr, ein
Betriiger? Nein, weder das eine noch das
andere. Er war ein Gelehrter, ein Mathe-
matiker, sogar einer der bedeutendsten jenes
Jahrhunderts. Er war aber auch ein Kind
seiner Zeit, angefiillt mit den Gedanken der
Mystik und der Renaissance. Sein Lebens-
weg zeigt ihn als eine kraftvolle Personlich-
keit. Mutig und unerschrocken vertritt er
seine Uberzeugung, Rickschlige kénnen ihn
nicht erschiittern, Anfeindungen bietet er
trotzig die Stirn.

1487 in EBlingen geboren, tritt er in jungen
Jahren in die dortige Niederlassung des
Augustinerordens ein. Mit Berechnungen der
kirchlichen Feiertage beauftragt, entdeckt
er seine Liebe zur Mathematik, der er sein
ganzes Leben lang treu bleibt. Als Luthers
revolutioniire Gedanken in sein Kloster drin-
gen, verschreibt er sich ihnen mit Feuereifer.
1519 veroffentlicht er eine Streitschrift zur
Unterstitzung der neuen Lehre, der bald
weitere folgen. Weil er sich auch weigert,
von Beichtenden den ,,Siindzoll*“ zu ver-
langen, muB er das Kloster verlassen. Die
nichsten Jahre verbringt er als Prediger der
neuen Lehre in Kronberg/Taunus, beim
Grafen von Mansfeld und in Oberdsterreich.
1528 verschafft ihm Luther eine Pfarrstelle
in Lochau, wo er ihn mit der Witwe seines
Vorgingers traut. Uber die Lochauer Zeit
berichtet Stifel spiter: ,,Da ich ein miisiges
leben fiiret, bracht mich fiirwitz darein, so
heftig, das ich davon ein biichlein lies aus-
gehen. Und rechnet ungeschickt und unge-
reimet Ding, so lang, bis ich die Zalen
Danielis misbrauchet, zu erforschen Tag und
stund der letzten Zeit.* Wie das Ganze 1533
ausging, wissen wir. In Wittenberg hatte
Stifel nun Zeit, seine Torheit zu bereuen.
Gleichzeitig benuizte er die giinstige Gelegen-
heit, an der dortigen Universitit mathe-
matische Studien zu treiben. 1534 verschafft
ihm Melanchthon eine neue Stelle: er wird
Pfarrer in Holzdorf bei Falkenberg/Elster,
wo er sich noch besser steht als zuvor.

Hier setzt er in seinen freien Stunden das
Studium der Mathematik fort. Die Resultate

seines FleiBes waren 3 Werke: ,,arithmetica
integra®, sein Hauptwerk, erschien 1544,
,,Deutsche Arithmetica‘, ein Buch fiir Laien,
erschien 1545, ,,Rechenbuch von der wil-
schen und deutschen Practic*, erschien 1546.
1547 unterlag das Heer der protestantischen
Fiirsten den Kaiserlichen bei Miihlberg.
Dadurch wurde eine weitere fruchtbare Ent-
wicklung unterbrochen. Stifel und die Seinen
wurden vertrieben, wieder beginnt ein un-
stetes Wanderleben. Die erste Zuflucht findet
er in Frankfurt/Oder. 1548 bis 1550 soll er
in Jena am Piddagogikum, einer Art Vor-
studienanstalt, Mathematik unterrichtet ha-
ben. 1551 ist ein Aufenthalt in Holzdorf
bezeugt. Ab 1552 weilt er in OstpreuBen, erst
in Memel, dann in Eichholz und zuletzt in
Haberstro " als Pfarrer. Befreit von mate-
riellen Sorgen kann er sich wieder mit Mathe-
matik beschaftigen. Er arbeitet an einer Neu-
Herausgabe der ,.CoB* von Rudolff, die
1553 beendet werden kann. Er bereitet eine
zweite Auflage vor, die als Anhang seine
,,Geistliche Arithmetik** enthilt. Seine Nei-
gung zu mystischen Zahlenspielereien er-
wacht wieder, ohne allerdings das Lochauer
Format zu erreichen. Dafiir wird er aber in
Glaubensstreitigkeiten verwickelt, die ihm
den Aufenthalt in OstpreuBen verleiden. Er
kehrt nach Sachsen-Anhalt zuriick. 1557
finden wir ihn als Pfarrer in Briick bei Belzig.
Von dort wird er als Professor der Mathe-
matik 1558 nach Jena berufen. Hier hilt er
Vorlesungen iiber die ,,Elemente*‘ des Euklid
und iiber Ergebnisse seiner eigenen Unter-
suchungen. Wieder wird er in Glaubens-
streitigkeiten verwickelt. Vier Professoren der
Theologie spielen sich hier als Religions-
wichter auf, jeder, der es nicht mit ihnen
hielt, wurde verketzert, verfolgt und von der
Kanzel aus geschmiht. So auch Michael
Stifel. Die Unruhe legte sich erst, als die
Flacianer Jena verlassen muBiten. Die Ruhe
konnte Stifel nicht lange genieBen. 1564 trat
er in den wohlverdienten Ruhestand, und am
19. 4. 1567 starb er in Jena, auf den Tag
genau 80 Jahre alt.

Uber die Bedeutung Michael Stifels: Der
Anfang des 16. Jh. war fiir die Entwicklung
der Mathematik sehr giinstig. Die Renais-
sance mit ihrer Wiederbelebung des klassi-
schen Altertums, die Erfindung des Biicher-
drucks, die Entdeckungen ferner Lander und
das Aufblihen von Handel und Verkehr,
das alles waren giinstige Faktoren. Die
,,Rechenmeister* befriedigten ein wirklich
vorhandenes Bediirfnis, als sie Rechenbiicher
in deutscher Sprache erscheinen lieBen. Na-
tirlich beriicksichtigten sie darin haupt-
sichlich kaufminnische und hiusliche Rech-
nungen.

Das einmalige Verdienst Michael Stifels
besteht nun darin, daB er neben einer griind-

lichen Behandlung der ,,Rechenkunst* auch

Gebiete der theoretischen Mathematik er-
folgreich bearbeitele, wihrend der andere
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groBe ,,Rechenmeister* jener Zeit, Adam
Ries, nur Bekanntes in verstindlichere Form
brachte. Schopferisch stellte und 16ste er
Aufgaben, die bis dahin so gut wie unberihrt
waren. Er gilt als der erste groBe Zahlen-
theoretiker. DaB er auch fir das praktische
Rechnen Verbesserungen fand, ist allgemein
bekannt. So riumte er unter dem Alther-
gebrachten kriftig auf: Das Duplieren und
Medieren (Verdoppeln und Halbieren) wertet
er nicht wie die meisten seiner Zeitgenossen
als besondere Rechenarten, sondern als Spe-
zialfille des Multiplizierens und Dividierens.
Die zahllosen einzelnen Regeln der CoB-
Rechnung bezeichnete er als ,,Menschen-
quilerei* und ersetzte sie durch eine einzige
Vorschrift. Er beschiaftigte sich als erster
Europder mit negativen Zahlen. Fiir die
Division eines Bruches durch einen Bruch
schlug er die Multiplikation mit dem Kehr-
wert vor, bisher wurden derartige Aufgaben
umstindlich Giber gleichnamig gemachte Bri-
che geldst.

Bemerkenswert ist Srifels Tabelle der Bi-
nomialkoeffizienten :

1

2

3 3

4 6

5 10 10

6 15 20

7 21 35 35

B 28 56 70

9 3 84 126 126

10 45 120 210 252 usw.

in der ,arithmetica integra“ fortgesetzt bis
17 136 680 2380 61868 12376 19448 24310

In seinem Hauptwerk ,,a. i.* beschiftigt sich
Stifel ausfihrlich mit den Progressionen
(Zahlenfolgen und Reihen). Dabei gelang
ihm seine wertvollste Entdeckung:
Die Gegeniiberstellung einer arithmetischen
und einer geometrischen Zahlenfolge

0123 4 5 6

1 2 48 16 32 64 .
enthilt den Kern einer Logarithmentafel zur
Basis 2. Stifel war sich der Bedeutung dimr'
Entdeckung bewuBt. Er sagte dazu: ,E
kdnnte hier ein ganzes Buch iiber die Wunder
der Zahlen geschrieben werden. Aber ich
mufB mich bescheiden und mit geschlossenen
Augen davon gehen. Ich will aber eins diber
das Vorhergehende wiederholen, damit man
nicht sagen kann, ich hitte mich vergeblich
auf diesem Gebiete betiitigt. Was in der geo-
metrischen Reihe irgendwie durch Multipli-
kation und Division geschieht, das wird ent-
sprechend durch Addition und Subtraktion
in der arithmetischen Reihe vorgenommen.*

Zahlenbeispicle (64-% sowie 64:%) ver-

deutlichen das Gesagte.

Interessant sind Srifels Erkenntnisse Gber
figurierte Zahlen (Niheres dber diese Zahlen
in Kordemskis ,,Kopfchen, Képfchen*). Er
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beschaftigte sich mit Dreieckszahlen und ver-
wendete sie zur Deutung von Bibelspriichen.
Eine etwas groBere Bedeutung hat eine
weitere Spielerei Stifels, die Beschaftigung
mit sogenannten Zauberquadraten. Die Her-
stellung eines solchen Quadrats besteht darin,
die Zahlen von 1 bis n* in die Zellen eines
Quadrates mit n Zellen an der Seite so zu
verteilen, daB alle Reihen von oben nach
unten, von links nach rechts und in der
Richtung der Diagonalen ein und dieselbe
Summe geben. Stifel stellte nicht nur selbst
viele solcher Quadrate zusammen, dabei eins
mit n =16, er entwickelte sogar einen
Schlassel fir die Verteilung der Zahlen sowohl
fur ein gerades wie ein ungerades n.
Amisiert verfolgen wir die Art und Weise,
wie Stifel mit Hilfe der ,,regula falsi Auf-
gaben 15st, die heute von einem Schiler in
wenigen Zeilen erledigt werden.

1. Beispiel: Es soll die Zahl gesucht werden,
die um 2 vermindert 3 als Rest gibt.

Stifels Weg: Gesetzt, man nihme an Stelle
jener unbekannten Zahl 4 an, so bliebe als
Rest 2 statt 3, also 1 zu wenig. Nihme man
6 an, so bliebe als Rest 4, also 1 zuviel (siche
Figur 1). Die gesuchte Zahl wiirde man dann
erhalten, wenn man die Summe der genannten
Zahlen durch die Summe der Fehler, von
denen der eine positiv, der andere negativ ist,
dividiert. Ergebnis 10: 2 = 5.

Wiirden die beiden Zahlen 3 und 9 als
,,numeri falsi* angenommen, so wiirde durch
die Division der Summe dieser Zahlen durch
die Summe der erhaltenen Fehler nicht die
richtige Zahl gefunden, wohl aber durch die
Division der Summe aus den Produkten der
dbers Kreuz multiplizierten angenommenen
Zahlen durch die Summe der Fehler (Figur 2).
Stifel erkannte nicht, daB die erste Regel
iberflissig ist!

Das gleiche Ergebnis bringen die ,,numeri
falsi* 4 und 100 (Figur 3).

In den bisherigen Fillen war die eine an-
genommene Zahl kleiner, die andere groBer
als die gesuchte. Werden beide Zahlen grofer
(oder kleiner) angenommen als die gesuchte,
so sind beide Fehler positiv (bzw. negativ),
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und die gesuchte Zahl findet man durch die
Division der Differenz jener Produkte durch
die Differenz der Fehler (siche Figur 4
und 5).
Einem Schiiler der 8. Klasse miiBte es moglich
sein, die hier verwendete GesetzmaBigkeit
aufzuspiiren!
Du glaubst, die ,,regula falsi* hiilfe nur bei so
einfachen Aufgaben? Was meinst du zu dem
folgenden Problem:
2. Beispiel : Es wird eine Zahl gesucht, deren
Hilfte, vermindert um ein Drittel und ein
Viertel derselben, gleich 300 ist. Die Figur 6
zeigt Stifels Ldsung. Kommst du zurecht?
3. Beispiel: Es werden 3 Zahlen gesucht nach
den Bestimmungen:

x+73=2@+2)

y+73=3(x+2)

z+ 13 =4(x+y)
4. Beispiel: Gesucht sind 2 Zahlen. Lhr Ver-

haltnis ist ll, miteinander multipliziert geben
sie 864.

Jetzt streike ich aber; die Losung nach Stifel
ist derart umstindlich, daB ich lieber meine
Kenntnisse aus der 9. Klasse hervorkrame
und die beiden letzten Aufgaben fast im
Handumdrehen geldst habe.

Die Leistung Stifels ist um so hoher zu werten,
als er Autodidakt war, der sein Wissen nur
aus den damaligen Lehrbiichern gewonnen
hatte. Wihrend die Biicher von Adam Ries
bis zu 30 Auflagen erlebten, fanden die Werke
Stifels nur geringe Verbreitung und nur eine
schlichte Tafel zeugt von seinem Wirken in
Jena (vgl. Abb.). Zeugnis fir diese geringe
Wertschitzung sind auch verschiedene Anek-
doten, die iiber sein Wirken in Jena kursieren.
So soll der Professor der Mathematik in Jena

-auf der StraBe vor seinen Studenten héflich

das Kippchen gezogen haben. Sicherlich
scheinen seine finanziellen Umstinde die
Ursache fir diese Hoflichkeit gewesen sein,



erhielt er doch jahrlich ein Gehalt von nur
60 Gulden. Er war also auf die Horergebiihren
angewiesen. Die gleiche Veranlassung mag
ihn auch bewogen haben, am Ende jeder Vor-
lesung die anwesenden Studenten zu fragen,

ﬁ‘
i
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ob er auch am nachsten Tag mit ihrem Besuch
rechnen diirfe. Eine Respektsperson scheint
er nicht gewesen zu sein, man hat ihn wegen
seiner Lochauer Prophezeihung immer etwas
dber die Schulter angesehen und belichelt.
Wittenberger Studenten waren die Schépfer
und Jenaer Studenten willige Interpreten des
seither bekannten Liedes:
Stifel mup sterben, ist noch so jung, jung,
Stifel mup sterben, ist noch so jung. HHE
Wenn das der Absatz wiift, daf Stifel
sterben muf,
er 1dt sich gramen bis in den Tod.
J. Schwarz

Quellen: Krbek: ,,Eingefangenes Unendlich*,
Giesing: ,,Stifels arithmetica integra“,
Treutlein: ,,Das Rechnen im 16. Jh.“,
Strobel: ,,Nachricht von M. Stifels Leben
und Schriften*‘,

Fricke: Manuskript iiber ,,Entwicklung der
Math. in Jena*,

ADB (Allgemeine Deutsche Biographien),
Stier: Manuskript ,,Lebensskizzen der Profes-
soren an der Univ. Jena*

Alexander Ossipowitsch Gelfond

Alexander Ossipowitsch Gelfond wurde am
24. (11.) Oktober 1906 als Sohn eines Arztes
zu Petersburg geboren und starb am 7. No-
vember 1968 in Moskau. Er begann sein
Studium an der Moskauer Universitit im
Jahre 1924 und beendete es 1927. Seine
Aspirantur war 1930 beendet; seit 1931
arbeitete er als Professor an der Moskauer
Universitit, seit 1933 auch am Steklow-
Institut (Mathematischen Institut der Aka-
demie der Wissenschaften der UdSSR).

Der wissenschaftliche Grad eines Doktors
der physikalisch-mathematischen Wissen-
schaften wurde Gelfond 1935 verlichen. 1939
wurde er zum korrespondierenden Mitglied
der Akademie der Wissenschaften der USSR
gewibhlt. Seit 1968 war er korrespondierendes
Mitglied der Union Internationale d’Histoire
des Sciences in Paris.

Gelfond war auBerdem verantwortlicher
Redakteur des Sammelbandes von Uber-
setzungen ,,Matematika* und Redaktions-
mitglied der internationalen Zeitschrift iiber
Zahlentheorie ,,Acta arithmetica*. A. O. Gel-
fond wurde ausgezeichnet mit dem Lenin-
orden, mit drei Rot-Banner-Orden und mit
Medaillen.
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Die Mathematik hat einen schweren Verlust
erlitten. Im Alter von 62 Jahren, noch auf der
Hohe seiner Schaffenskraft, verstarb Alexan-
der Ossipowitsch Gelfond, einer der hervor-
ragendsten und originellsten Mathematiker
unserer Zeit, Autor von mehr als hundert
Zeitschriftenartikeln und mehreren Biichern
uber Zahlentheorie und Analysis.

Das hervorragende Talent Alexander Ossi-
powitschs zeigte sich schon bei seinen ersten
Schritten auf dem Gebiet der Mathematik.
Nachdem er sein Studium an der Moskauer
Universitit im Jahre 1927 beendet hatte,
machte er sich schon 1934 durch seine Lésung
des 7. Hilbertschen Problems in der ganzen
Welt cinen Namen. Sein mathematisches
Talent bestach vor allem durch seine Origi-
nalitat. Viele hervorragende Mathematiker
denken beispielsweise in denselben ausge-
fahrenen Bahnen wie die weniger hervor-

ragenden Mathematiker, nur schneller und

Zielstrebiger. Aber A. O. Gelfond dachte
stets auf seine Art. Sein Geist fand ungewdhn-

liche, vollig neue Wege. Gerade deshalb
werden seine bedeutenden Arbeiten noch auf
lange Zeit Gegenstand aufmerksamen
Studiums bleiben. Die von Gelfond an der
Moskauer Universitit durchgefihrten Semi-
nare zeichneten sich durch groBe wissen-
schaftliche Fruchtbarkeit aus. Bei der Arbeit
der Seminare iiber die Theorie der Funktionen
einer komplexen Verinderlichen (1935—1937
zusammen mit W. L. Gontscharow, 1945 bis
1946 zusammen mit M. W. Keldysch) ent-
stand eine neue Richtung — die Interpolation
ganzer Funktionen. Das Seminar am Lehr-
stuhl fiir Zahlentheorie, den Gelfond mehr als
30 Jahre innchatte, wurde zu einem Zentrum
der Zahlentheorie in der SU, zu dem Wissen-
schaftler aus der ganzen SU und anderen
Lindern mit Vortrigen kamen.

Viel Zeit und Kraft widmete A. O. der Aus-
bildung des wissenschaftlichen Nachwuchses,
wobei er Takt und Giite offenbarte. Selbst
von hervorragender Individualitit, schitzte
er die Individualitit seiner Schiiler. Er zwang
niemandem seine Ansichten und seinen Ge-
schmack auf, und er verstand es, ihnen seine
Treue zur Wissenschaft weiterzugeben.

Die Begabung Gelfonds aduBerte sich nicht
nur in der Mathematik. Er war ein aus-
gezeichneter Kenner des Schachspiels, der
Literatur, der Mineralogie und der Ge-
schichte der Naturwissenschaften. Der per-
sonliche Umgang mit ihm war sehr inter-
essant, und er gewann schnell die Freund-
schaft und das Vertrauen seiner Mitmenschen.
Hitte er seine Memoiren geschrieben, sie
wiren ein interessantes historisches Doku-
ment gewesen. Aber er erreichte nicht das
Alter, in dem man Memoiren schreibt.
Sowohl seine Schiiler als auch seine Freunde
werden sich ihr ganzes Leben lang an diesen
talentierten, klugen und bezaubernden
Menschen erinnern. Er bleibt fur sie stets das
Vorbild des modernen Wissenschaftlers. Die
Arbeiten Gelfonds werden immer einen
wirdigen Platz unter den Werken des mathe-
matischen Geistesschaffens einnehmen.

M. A. Ewgrafow

N. M. Korobow

J. W. Linnik

L. I. Pjatezki-Schapiro
N.I. Feldmann
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Einfiihrung
in die Elektronische Daten-
verarbeitung

Teil 6

1.6. Das Rechenkomma

Bisher haben wir vorwiegend von ganzen Zahlen
gesprochen und nur gelegentlich auf Briiche, zum
Beispiel Dezimalbriiche, hingewiesen. Das darf nicht
so verstanden werden, daB etwa in der Rechenpraxis
die Briiche eine geringe Rolle spielen. Im Gegenteil:
die meisten praktischen Probleme fithren auf nicht-
ganzzahlige RechengroBen, so daB den Briichen — im
Falle direktverschliisselter Dezimalzahlen den Dezi-
malbriichen — eine hohe Bedeutung zukommt. Daraus
ergibt sich die Frage, wiec das Komma einer Zahl
rechentechnisch zu realisieren und zu beriicksichtigen
ist.

1.6.1. Die kommafreie Darsiellung einer Zahl

Beim Arbeiten mit dem Rechenstab sind wir daran
gewohnt, zunichst nur die Ziffernfolge der verwen-
deten Zahlen und nicht deren Komma zu beriick-

sichtigen, so daB die Einstellung am Rechenstab zum °

Beispiel bei den Aufgaben 17,3 - 0,246 und 1730 - 24,6
genau die gleiche ist. Die Stellung des Kommas im
Ergebnis wird gesondert durch einen Uberschlag
ermittelt. Ebenso, also kommafrei, arbeiten Hand-
rechenmaschinen und auch elektronische Tischrech-
ner, so daB man die Stellung des Kommas wihrend
des Rechnens gesondert zu iiberwachen, gewisser-
maBen das Komma in Gedanken zu markieren hat.
Bei der kommafreien Darstellung einer Zahl legt man
sich zweckmiBig je nach Umfang der Rechenanlage
auf eine bestimmte Anzahl von Dezimalstellen fest.
Im Fallg einer achtstelligen Darstellung sicht das dann
SO aus:

473,015 00473015
8261,4987 82614987
0,00023 00000 023.

Die letzte Stelle rechts ist also — ohne Riicksicht auf
das Komma — zugleich die letzte von 0 verschiedenen
Ziffer der Dezimalzahl. Die Uberwachung des Kom-
mas beim Rechnen mit derartigen Ziffernfolgen ist bei
der Multiplikation und Division leicht. Bei der Addi-
tion und Subtraktion muBl man aber — entsprechend
der Forderung ,,Komma unter Komma “— die Zahlen
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gegeneinander verschieben, wodurch eventuell der
verfiigbare Stellenbereich rechts oder links iiber-
schritten wird und Rundungen nétig sind. Bei umfang-
reicheren Programmen wird es oft schwierig, den
EinfluB des Kommas auf das Rechenergebnis richtig
einzuschitzen, so daB man bei groBeren Anlagen
das Komma gleich in den rechentechnischen Ablauf
einbezieht.

1.6.2. Die Festkommadarstellung

Bei einem im Festkommabetrieb arbeitenden Auto-
maten ist das Komma an einer bestimmten Stelle in
der Maschine fest installiert. Dabei sind im wesent-
lichen — je nach dem Typ des Rechners — zwei
verschiedene Festlegungen iiblich:
Entweder: (1) Man setzt das Komma vor die hichste
Stelle, so daB nur Zahlen, deren Betrag kleiner als 1 ist,
dargestellt werden konnen. Beispiel:

0,07352711 —— 07352711
Oder: (2) Man setzt das Komma hinter die niedrigste
Stelle, kann also nur ganze Zahlen darstellen. Dann
stellt die gleiche Ziffernfolge wie oben einen véllig
anderen Zahlenwert dar:

7352711 —— 07352711.
(In beiden Fillen wurde ein achtstellig arbeitender
Automat vorausgesetzt.)
Festkommadarstellungen haben den Nachteil, daB
beim Programmieren durch Wahl eines geeigneten
Mapstabes, das heiBt durch Multiplikation mit einem
Faktor, alle an der Rechnung beteiligten Zahlen in
den zuldssigen Bereich gebracht werden miissen.
Beispiel : Die Aufgabe

4720,00
+ 17,85
473785

wiirde bei (1) den MaBstabsfaktor £, = 0,0001 er-
fordern.

0,472000 47200000
+0,001785 + 00178500
0,473785 47378500

Das Automatenergebnis ist dann von Hand mit

L _ 10000 zu multiplizieren. Bei einem Rechner

k,y
des Typs (2) wire k, = 100.
472000 . 00472000
+ 1785 +00001785
473785 00473785.

Der Korrekturfaktor ist hier ki = 0,01.
2

Mit einer Aufgabe wollen wir diesen Beitrag schlieBen:

A Aufgabe: Welche Zillernfolgen erscheinen bei
beiden Automatentypen (achtstelliger Betrieb) bei der
Subtraktion

0,40017 — 139,204 ?

J. Frormann



alpha berichtet

Meuselwitz  Vorbildliche Jahresarbeit
Die Schiiler R. Raupach und Th. Weber, EOS
,.Friedrich Engels*“, bildeten ein Redaktions-
kollektiv, welches sich verpflichtete, monat-
lich eine Mathematikwandzeitung herzu-
stellen.
Themen: Rechenmaschinen — Entwicklung
der Zahl n — Mathematische GroBen — Be-
rihmte Mathematiker — Ferienknobeleien
-— Hohe Leistungen zu Ehren der DDR.
Gleichzeitig verdffentlichten sie ,,Eine Auf-
gabe des Monats*. Thre in einem Jahr ge-
sammelten Erfahrungen faBten sie in einer
Mappe zusammen unter dem Motto: ,,Ge-
staltung einer Mathematikwandzeitung*.
Berlin Erfolgreiche Junge Physiker
In der Zeit vom 22. 6. bis 2. 7. 1969 nahm eine
DDR-Mannschaft unter Leitung von Do-
zent Dr. J. Wendt an der 111. Internationalen
Physikolympiade in Brno teil. An der Olym-
piade waren 8 Linder mit jeweils fanf Schi-
lern beteiligt. Die DDR-Teilnehmer schnitten
im XX. Jahr der DDR erfolgreich ab:
Wolfgang Pilz (12. K1), EOS ,,M. A. Nexé*
Dresden,

1. Preis 48/48 Pkt.
Klemens Miiller (12. K1.), EOS ,,H. Hertz"
Berlin,

11. Preis 44/48 Pkt.
Joachim Loose (12. K1.), EOS Kleinmachnow,
T11. Preis 37/48 Pkt.
Joachim Bergmann (12. K1.), EOS Jena,
[II. Preis 36/48 Pkt.
Michael Josch (11. K1.), EOS Kleinmachnow,
Belobigung 30/48 Pkt.
Es wurden 5 Aufgaben gestellt:

I. Tag (5 Stunden Arbeitszeit): 4 Aufgaben
2. Tag (5 Stunden Arbeitszeit): Laboraufgabe
Dic Mannschaft der DDR war auf einem
Trainingslehrgang im Mai 1969 in der Sek-
1ion Mathematik-Physik des Pidagogischen
Instituts Glstrow ausgewihlt worden.
Interessierte Schiller konnen sich zur wei-
teren Forderung unter Angabe ihrer Adresse,
K lassenstufe, Schule und Adresse des betreu-
cnden Physiklehrers an die Sektion Mathe-
matik—Physik, Pad. Institut Gastrow, 26 G-
strow, Goldberger StraBe 12, wenden. Thnen
wird auerdem der Bezug der physikalischen
Schiilerzeitschrift Impuls empfohlen (Physi-
kalisches Institut der Universitit Jena, 69
Jena, Max-Wien-Platz 1, Redaktion Impuls).

Im Bezirk Gera werden in den Winter- und
Sommerferien regelmiBig Mathematiklager
durchgefiihrt. Sie wurden auf Initiative einiger
Mathematikstudenten der Universitit Jena
ins Leben gerufen. Ziel ist, begabte und inter-
essierte Schiller an neue Gebiete der Mathe-
matik heranzufiihren und ihnen damit eine
Grundlage fir selbstindige Arbeit zu geben.
Das fachliche Programm hat in jedem Lager
einen anderen Inhalt.

Die traditionellen Lagerolympiaden bewei-
sen immer wieder, daB die Schiiler den Stoff
recht gut verstanden haben.

Allen Teilnehmern soll auch geholfen werden,
sich auf das Mathematikstudium vorzube-

reiten. Dazu werden in den Lagern Gespriche

uber Inhalt und Ablauf eines Mathematik-
Lehrer bzw. Mathematik-Diplom-Studiums
gefihrt. Prominente Giste aus der Sektion
der Universitat helfen dabei und finden stets
interessierte Zuhorer.

Von den etwa 70 teilnehmenden Schiilern

konnen wir viele als Stammgéste begriilen.
In unserem Betreuerkollektiv sind nicht we-
nige Studenten, die schon als Schiiler in den
Lagern weilten. Schiiler und Studenten sind
stets gemeinsam bei der Sache, wenn es gilt,
interessante Veranstaltungen zu organisieren.
Natiirlich stehen auch Sportwettkdmpfe,
Wanderungen und Aussprachen iiber aktuelle
Probleme auf unserem Programm. DaB Junge
Mathematiker auch gern tanzen und sogar
dichterische Fiahigkeiten haben, bewiesen
unsere Schiler an den AbschluBabenden, wo
in netten Versen kritische und lobende Worte
ausgesprochen wurden.
Mit diesem Beitrag wollten wir die Leser von
alpha nicht nur informieren, sondern er soll
auch Anregung sein, uns zu schreiben, welche
Erfahrungen in anderen Bezirken bei der Ge-
staltung von Mathematiklagern gesammelt
wurden. ,» Wurzel*-Kollektiv
Sektion Mathematik d. Friedrich-Schiller-
Universitdt, Jena (69 Jena, Helmholtzweg 1)

alpha-Wettbewerb 1969 — Einsendungen von Lésungen

Klassenstufe 5 Klassenstufe 6
=] g <] -]
2 g 2 o o B 2 s o &
b=} Q
Heft .g’ "E :§ g '§ g Heft sg;" 'g ‘§ ; '§ 5
< 2 = & E3 < ¥ 5 § s3
1 346 178 190 368 (—5) 1 350 251 281 532 -3
347 232 234 466 11 351 159 154 313 -8
2 370 230 236 466 (—10) 2 375 358 371 729 (—10)
371 188 171 359 (—8) 376 222 252 474 (—174)
3 397 137 102 239 —4) 3 400 203 169 372 —10)
398 94 71 165 (—43) 401 153 131 284 (—14)
zus. 1059 1004 2063 Zus. 1346 1358 2704
Klassenstufe 7 Klassenstufe 8
1 354 345 266 611 (—126) 1 358 204 173 377 (—219)
355 282 260 542 (30D 359 186 169 355 (—194)
2 380 234 202 436 (—49) 2 384 248 201 449 (—164)
381 249 206 455 (—25) 385 376 292 668 —110)
3 402 172 124 296 (—66) 3 404 147 78 225 21
403 129 95 224 (—36) 405 83 47 130 (—76)
Zus. 1411 1153 2564 Zus. 1244 960 2204
Klassenstufe 9 Klassenstufe 10/12
1 362 182 108 290 (—11) 1 365 253 79 332 (—40)
363 128 63 191 (—13) 266 217 59 276 (—62)
2 389 322 273 595 -7 2 393 51 17 68 (—36)
390 185 91 276 (—41) 394 172 44 216 (—46)
3 406 72 24 96 - 3 408 96 21 117 —3)
407 95 24 119 (—37) 409 124 28 152 (—18)
Zus. 984 583 1567 zus. 913 248 1161
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Rechnen mit Resten
Teil 4

Am Ende des vorigen Beitrags hatten wir uns die
Frage nach der Ausfiihrbarkeit der Division in
Restklassenringen vorgelegt.

Im Restklassenring modulo 7 z.B. ist die Division
durch eine von O verschiedene Restklasse immer
ausfithrbar. An der Multiplikationstabelle (siche Heft
5/69) kann man das daran ablesen, daB in jeder Zeile
und in jeder Spalte jede Restklasse genau einmal
auftritt.

Diese Eigenschaft der (bis auf die bewuBte Ausnahme
0) unbeschrinkten und eindeutigen Umkehrbarkeit
der Multiplikation hat aber nicht nur der Restklassen-
ring modulo 7, sondern jeder Restklassenring, sofern
nur sein Modul m eine Primzahl ist. Diese Rest-
klassenringe mit Primzahlmodul sind also ,,noch
etwas Besseres* als der Ring der ganzen Zahlen, denn
mit ganzen Zahlen ist ja die Division durchaus nicht
immer ausfithrbar — das erreichen wir erst mit den

rationalen Zahlen. Erst die rationalen Zahlen bilden -

nicht nur einen Ring, sondern sogar einen Kérper — so
nennt man nimlich Bereiche, in denen nicht nur die
Ringgesetze gelten, die vielmehr auBerdem noch die
uneingeschrinkte und eindeutige Umkehrung der
Division gestatten (auBer der Division durch das
Nullelement freilich). Solche Korper sind also auch
unsere Restklassenringe nach einem Primzahlmodul,
und der ,.kleinste** gewissermaBen ist der Restklassen-
ring — oder Restklassenkdrper, wie wir jetzt ja auch
sagen konnen — modulo 2. Dieser winzige Bereich
mit nur zwei Elementen kann also in gewissem Sinne
als ein verkleinertes Modell des K 6rpers der rationalen
Zahlen angesehen werden.

Warum ist nun diese Korpereigenschaft auf Rest-
klassenringe mit Primzahlmoduln beschrinkt? Dazu
schauen wir uns am besten einen von den anderen
Restklassenringen an, etwa den modulo 6. Sehen wir
hier die Multiplikationstabelle durch (Aufg. A 6),
so fillt uns zunichst auf, daB das Nullelement 0 nicht
nur in der ersten Zeile bzw. Spalte auftritt. Es ist ja
2-3=3-2=0undauch3-4 =4-3 = 0. Dasist
aber sogar schon ein wesentlicher Unterschied zum
Ring der ganzen Zahlen, denn in ihm laBt sich ja
daraus, daB ein Produkt a - b = 0 ist, schlieBen, daB}
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mindestens einer der beiden Faktoren 0 ist. Im Gegen-
satz zum Ring der ganzen Zahlen ist also der Rest-
klassenring modulo 6 ,,nicht nullteilfrei*. Es ist offen-
sichtlich, daB die Eigenschaft der Nullteilerfreiheit
auch den anderen Restklassenringen mit zusammen-
gesetztem Modul m nicht zukommt. Denn ist etwa
m = m, - my, SO ergibt immer El -my, = 0. Wer der
Anregung der Aufgabe A 6 gefolgt ist und sich auch
Multiplikationstabellen fir m = 10 und m = 24
angelegt hat, der moge das an diesen Tabellen einmal
untersuchen! , '

Damit ist nun aber auch klar, daB in den Zeilen bzw.
Spalten der Tabelle, in denen gewissermaBen ,,zusétz-
lich* 0 als Produkt auftritt, nun nicht mehr alle Rest-
klassen vertreten sein konnen. Das heiBt aber, daB
die Division nicht unbeschrinkt ausfiihrbar sein kann.
So sind beispielsweise im Restklassenring modulo 6
folgende Divisionen nicht ausfiihrbar: 1: 2, 3:2,
5:5,?:5,5:5,Z:§,§:§,T:Z,§:Zund§:1 Wer
Lust hat zu weiteren vergleichenden Betrachtungen,
der versuche es doch einmal mit den folgenden Auf-
gaben:

A A9 Im Ring der ganzen Zahlen wird die Zahl 1
oft auch als ,,neutrales Element der Multiplikation*
bezeichnet. Warum wohl? Gibt es auch in den Rest-
klassenringen ein Element (d.h. eine Restklasse),
das diese Rolle spielt?

A A10 Der Ring der ganzen Zahlen wird ,,durch
die Kleiner-Beziehung geordnet. Diese Ordnung ist
beispielsweise mit der Addition durch ein sogenanntes
Monotoniegesetz verbunden, das besagt:

Ausa < bfolgtstetsa + ¢ < b + cfiir alle c.

Ist es auch in einem Restklassenring moglich (bei-
spielsweise im Restklassenring modulo 7), eine solche
,mit der Addition vertrigliche Ordnung* einzu-
fithren?

A A1l Man stelle einmal die Divisionsaufgaben
zusammen, die im Restklassenring moduio 10 (mo-
dulo 24) nicht lésbar sind.

5. Zur Sicherheit— — — und Schnelligkeit

Nach dem Bisherigen wird nun vielleicht mancher
sagen: ,,Das Rechnen mit Kongruenzen und gar mit
Restklassen mag ja fiir den Mathematiker recht
interessant sein — hat es denn aber auch fiir das
gewohnliche Rechnen irgendeine Bedeutung?‘ Diese
Frage muBl unbedingt bejaht werden. Zunichst ein-
mal sind hier die sogenannten Teilbarkeitsregeln zu
nennen, deren Bedeutung fiir das praktische Rech-
nen — etwa fiir das Kiirzen von Briichen — wohl
niemand bestreiten wird. Diese Teilbarkeitsregeln
ergeben sich aber aus den Sitzen iiber das Rechnen
mit Kongruenzen.

Eine solche Teilbarkeitsregel sagt uns ja z.B., daB
eine Zahl genau dann durch 4 teilbar ist, wenn ihre
letzten beiden Ziffern eine durch 4 teilbare Zahl bilden.



Diese Regel ergibt sich durch folgende Uberlegung:
A B9 Die Zahl, deren Teilbarkeit durch 4 zu
untersuchen ist, sei etwa 7834 = 78 - 100 + 34. Nach
den Sitzen iiber das Rechnen mit Kongruenzen ist
78 -100 = 0 (4) wegen 100 = 0(4); ferner ist 34 = 2 (4),
also 7834 = 0 + 2 (4). 7834 ist also nicht durch 4
teilbar, 148t vielmehr bei Division durch 4 den Rest 2.
Wie man sieht, lassen sich diese Uberlegungen sofort
auf beliebige Zahlen a ibertragen. Wenn die ziffern-
méiBige Darstellung der Zahl a in unserer iiblichen
Zahlenschreibweise, dem Dezimalsystem,
a,a,_, ...a,a,a, lautet (a also n-stellig ist), so bedeutet
das ja
a=a,10"+a,_; 10" +.. . +a, - 10> +a, - 10+a,.
Dafiir kénnen wir aber auch schreiben

a=(a,l0""% + a,_10"3 4 ...

a3 - 10 + a,) - 100 + 1a, - 10 + ay).

Wegen 100 = 0 (4) kommt es fiir die Teilbarkeit von a
durch 4 aber allein auf das Restverhalten von
a; * 10 4 g, an.
Wir sehen, daB wir auf diese Weise sogar eine noch
,,Schirfere Aussage als die oben formulierte Teil-
barkeitsregel erhalten, nimlich:
Jede Zahl 14Bt bei Division durch 4 denselben Rest wie
die von ihren letzten beiden Ziffern gebildete Zahl.
In gleicher Weise erhalten wir durch Ausnutzen der
Sitze iiber das Rechnen mit Kongruenzen auch die
Teilbarkeitsregeln fiir 2 und 8, 5, 25 und 125, und auch
diese Teilbarkeitsregeln lassen sich so wie die Teil-
barkeitsregeln fiir 4 ,,verschirfen*. Dasselbe gilt fiir
die — allerdings ein klein wenig anders herzuleiten-
den — Teilbarkeitsregeln fiir 3 und 9. Bei 9 lautet die
schirfere Aussage z.B.:
Jede Zahl 14Bt bei Division durch 9 denselben Rest
wie ihre Quersumme.
Zur Herleitung dieses Satzes ist lediglich noch zu
beachten, daB fiir alle Potenzen von 10 wegen
10 = 1(9) gilt 10" = 1 (9). Fiir die Teilbarkeit durch 11
mub beachtet werden, daB 10 = —1 (11) gilt. Mithin
ist fiir alle geraden Potenzen 10* = 1 (11), fiir alle
ungeraden 10?**! = —1 (11). Ein Beispiel soll ver-
deutlichen, wie man demnach bei der Untersuchung
der Teilbarkeit durch 11 verfahren muB:
A B 10 2683 ist auf Teilbarkeit durch 11 zu unter-
suchen.
2683 =2-10° +6-10> +8-10+ 3
Wegen 3= 3(11),8 - 10 = —8 (11),
6-102=6(11)und2-10° = —2 (11) gilt
2683 =3—-8+6-2(11)
2683 ist also nicht durch 11 teilbar, 148t vielmehr den-
selben Rest wie — 1, also 10.

Man spricht hier aus naheliegenden Griinden von
der ,,alternierenden Quersumme*‘ oder auch von der
,,Querdifferenz‘‘. Beachtet man, daB die Einerstelle
positiv genommen wird, so kann man formulieren:

Jede Zahl 1aBt bei der Division durch 11 denselben
Rest wie ihre Querdifferenz. Insbesondere ist sie dann
und nur dann durch 11 teilbar, wenn ihre Querdifferenz
durch 11 teilbar ist.

Betrachten wir noch ein Beispiel fiir das bequeme
Ermitteln der Querdifferenz:

A B 11 Welchen Elferrest hat 74653 8549287

., Summe38

746538.5‘.1928 38—-23=15
" Summe?23

74653854928 hat also denselben Elferrest wie 15,
nimlich 4 (= 5 — 1).

Nun braucht man zwar fir das Herleiten der Teil-
barkeitsregeln das Rechnen mit Kongruenzen bzw.
Restklassen, nicht aber fir ihre Anwendung. Etwas
anders ist das schon bei den Rechenproben. Es geht
dabei um das schnelle Uberpriifen von einfachen
Rechnungen — Additionen, Subtraktionen oder Mul-
tiplikationen. Eine Moglichkeit, solche Rechnungen
zu iiberpriifen, besteht ja darin, sie einfach zu wieder-
holen. Dabei lduft man allerdings Gefahr, einen
schon einmal gemachten Fehler zu wiederholen. Besser
ist es schon, wenn man den Rechengang etwas ver-
dndert, etwa bei einer schriftlichen Addition von oben
nach unten fortschreitend addiert, wenn man beim
ersten Mal von unten nach oben vorgegangen ist.
Freilich — ist die Anzahl der Summanden gro8, so
dauert das ziemlich lange, ebenso lange wie die ur-
spriingliche Rechnung. Eine andere Moglichkeit der
Uberpriifung besteht nun im Rechnen mit Restklas-
sen. Was dabei vor sich geht, werden wir uns am
Anfang unseres nichsten Beitrags anhand eines Bei-
spiels klarmachen. G. Lorenz

Mitglieder des alpha-Clubs der 29. OS iiberreichten der Kosmonau-
tin V. Tereschkowa in Leipzig (13. 10. 1969) eine GruBadresse
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Uber Funktionsgleichungen

mit absoluten Betragen

Wir wiederholen:

Im Mathematikunterricht der Klasse 7 lernen
wir:

Definition 1: Der absolute Betrag | a | einer
reellen Zahl a ist fir a = 0V erkldrt als
|a| = aundfira < 0V erklartals|a| = —a.
Welche Zahl stellt nach Definition 1 [ x — 2|
dar, wenn x eine reelle Zahl ist? Fiir
|x —2]20Pgilt|x — 2| = x — 2 und fir
x~2<0Pgilt|x-2|= —(x—2) = —x+2.
Aus dem Mathematikunterricht der Klasse 8
sind uns die Begriffe Funktion, Definitions-
bereich, Wertebereich sowie Funktionsglei-
chung bekannt. Wir wissen insbesondere:
Eine Funktion ist eindeutig bestimmt durch
das Angeben der (expliziten) Funktionsglei-
chung und des Definitionsbereiches®. So ist
z.B. durch die Funktionsgleichung y = | x |
und der Menge Re der reellen Zahlen als
Definitionsbereich eine Funktion erklirt. Fiir
diese Funktion sollen zu einigen Zahlen des
Definitionsbereiches die zugehdrigen Zahlen
des Wertebereiches in einer sogenannten
Wertetabelle zusammengestellt werden:

X | y

0 o] =0
2 [2] =2
-2 | -2]=2
0,5 [05| =05
-0,5

| —05] =05

Mittels dieser Wertetabelle und der folgenden
Definition kénnen wir in einer mit einem
kartesischen Koordinatensystem ausgestat-
teten Ebene einzelne Punkte des kartesischen
Bildes von y = | x | finden:

Definition 2: Das kartesische Bild einer Funk-
tion mit der Gleichung y = f(x) und dem
Definitionsbereich D & Re besteht aus allen
Punkten der Ebene, deren kartesische Ko-
ordinaten (x; y) der Funktionsgleichung
y=f(x) und der Bedingung x € D geniigen.
Durch Ergiinzen der Wertetabelle und Mar-
kieren der zugehdrigen Punkte gelangen wir
zu der Vermutung, daB das Bild von y = | x |
aus den beiden gezeichneten Strahlen besteht.
Diese Vermutung 148t sich mit den anschlie-
ficnd vermittelten Kenntnissen Icicht besta-
tigen. (siche Abb. 1)

Zuniichst soll hier noch ein Lehrsatz bereit-
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gestellt werden, den wir im Mathematik-
unterricht der Klasse 8 kennenlernen:
Lehrsatz 1: Das kartesische Bild einer Funk-
tion mit linearer Funktionsgleichung y=mx +n,
wobei m und n jeweils festgewdihlte reelle
Zahlen sind®, ist eine Gerade.

Wir wissen, daB auf Grund von Satz 1 das

kartesische Bild von y = %x — 2 eine Ge-

rade ist Um diese Gerade zu zeichnen,
geniigt es, zwei ihrer Punkte zu kenpen. Wir
berechnen also zunichst mittels Funktions-
gleichung die Koordinaten zweier Punkte
der Geraden, wobei wir die Abszissen (x-
Werte) zweckmaiBig wihlen:

x I y
3

0o | Jo-2=-2
3

s | 4221
1

Nunmehr haben wir noch die diesen Koordi-
natenpaaren entsprechenden Punkte in einer
mit einem kartesischen Koordinatensystem
ausgestatteten Ebene zu markieren und
schlieBlich die Gerade durch beide Punkte zu
zeichnen:

Abb. 2

Wir arbeiten gemeinsam: Zu Funktionen mit
gegebenen Funktionsgleichungen sind die kar-
tesischen Bilder zu zeichnen.

4 Aufgabe 1: Zeichne das kartesische Bild
der durch y=|x+1]| +§ — 2 erkldrten

Funktion!®

Statt mit einer Wertetabelle zu operieren,
mittels der wir ohnehin vom gesuchten
kartesischen Bild nur endlich viele Punkte
erhalten konnen, wollen wir durch Benutzen
der Definition 1 und des Satzes 1 exakt den
Gesamtverlauf des gesuchten kartesischen
Bildes iiberblicken: Um fiir unsere Funktion
eine Funktionsgleichung, in der kein Betrags-

zeichen mehr vorkommt, zu erhalten, unter-
scheiden wir in Hinblick auf Definition 1
dieFillex + 1 2 0und x + 1 < 0,d.h.
x2 —lundx < —19,

1. Fall: 2. Fall:

Es gelte x = —1. Esgeltex < —1.
GemiB Definition 1 gilt ...
[x+1]=x+1 | [x+1]= —(x+1)

Fiir die Gleichung unserer Funktion ergibt
sich damit schrittweise:

x x
= x_ =[x+1|+5=
y |.u:+1|+2 2| y=|x+ |+2 2

x x
= 1 +2-2 = —(x+1)+>-2
y x+ +2 y (x+1) 3

3 x
=Zx-1 = -==3
y=3* y==

Das kartesische Bild der durch y=%x—1

fir alle reellen Zahlen x erklirten Funk-
tion ist gemiB Satz 1 eine Gerade. Da
diese Funktionsgleichung jetzt nur fiir alle
der Bedingungen x 2 — 1 geniigenden reellen
Zahlen zutreffend ist, gehort zum karte-

sischen Bild von y = | x + 1|+§—2ein

auf der zu y = gx — 1 gehorigen Geraden

) Das Gleichheitszeichen braucht nur in
einem der beiden Fille gesetzt zu werden.

2 Die Ungleichung x—2=0 ist dquivalent
mit x22 und x—2<0 ist dquivalent mit
x<2. Dabei bedeutet , dquivalent*, daB beide
Ungleichungen beim Einsetzen einer reellen
Zahl anstelle der Variablen x entweder
gleichzeitig wahre oder gleichzeitig falsche
Aussagen entstehen lassen. U.a. mittels der
folgenden Umformungsregel kann die eine
Ungleichung in die zu ihr dquivalente um-
geformt werden: ,Fiir beliebige reelle Zah-
lena,bund cgilt: Ausa<bfolgta+c<b+c.*

x—2<0 |+2 x<2 |+(-2)
x—2+2<0+2  x+(—2)<2+(-2)
x<2 x—2<0

3 Ist der Definitionsbereich D einer Funk-
tion mit der Funktionsgleichung y=f(x)
gleich der Menge Re aller reellen Zahlen x,
so ist die Angabe des Definitionsbereiches D
entbehrlich.

4 Wir beachten FuBnote 2!



gelegener Strahl, dessen Anfangspunkt die
Abszisse —1 hat. AuBerdem gehért zum

kartesischen Bild von y = | x + 1] + ; -2

noch der Teil der zu y = —Jz—‘ — 3 ge-

horigen Geraden, dessen Punkte der Bedin-
gung x < —1 geniigende Abszissen haben:

Abb. 3

y
1 (22)

¥ >

Aus der Zeichnung entnehmen wir, daB der
Wertebereich dieser Funktion offenbar aus
allen der Bedingungen y = —2,5 geniigenden
reellen Zahlen besteht.

A Aufgabe 2: Zeichne das kartesische Bild
der durch

y=—%|x+2|+%|x—1|+x—1

erklidrten Funktion!¥

Auch fiir die Untersuchung des Verlaufs
dieser Funktion wird es wieder vorteilhaft
sein, eine Funktionsgleichung zu besitzen,
in der kein Betragszeichen vorkommt. Dazu
iiberlegen wir uns, daB fir ...

x+220, | x+2<0,
...,d.h. Rir ...
xz —2, x< —2,
[x+2]=x+2 [x+2] = —(x+2)
.. gilt.
X<-2 x2-2
Abb. 4 -2 1 0 1 o
Analog gilt fiir ...
x—120, | x—1<0,
...yd.h. fiir ...
x21, x<l1,

|x—1]=x-1. [x=1|==(-1).

x <1 o x21

2 1 0 1 xr

Abb. 5

Hiernach ist es naheliegend, den Definitions-
bereich durch die Fallunterscheidung x=1,
—2=<x<1 und x< —2 geeignet in paarweise
elementfremden Teilmengen zu zerlegen.

25x<1

x<-2 o—£2J°° o x21

< -1 0 1 x

Abb. 6

Fiir x2 1 gilt sowohl |x+2|=x+2 als auch
|x—1]=x-1.

Hingegen gilt fiir alle reellen Zahlen x mit
—2<x<l zwar x | x+2 |=x+2 zwar

[x+2] = x+2,aber|x—1|= —(x—1).
Fiir x < —2 schlieBlich ist | x+2| = —(x—2)
und |x—1| = —(x—1).

Damit ergibt sich aus

1 1
= —Z|x42| +2]x—1{+x—1
y 2|x 2| 2|x 1| +x

= —%(x+2)+%(x—l)+x—1=x—%
fir —25x<1
y=—%(x+2)—%(x—1)+x—l= —%
und fiir x< —2

= +1(Jc+2)—1(x—l)+x—1=x+l
=g 2 2
Das kartesische Bild der Funktion

3)

y=—%|x+2|+%|x—l|+x—l

besteht also aus drei Geradenstiicken, die
in den Punkten mit den Abszissen —2 und 1
naneinandergeheftet” sind. Analog zum Vor-
gehen bei Aufgabe 1 kann die Aufgabe 2
ebenfalls vollstindig gelost werden.

Wir wollen das Bild unserer Funktion jedoch
auf einem anderen Weg gewinnen: Mit
einiger Ubung wird man von vornherein iiber-
blicken, daB das kartesische Bild der durch

y= —%|x+2| +%|x—1 | +x—1 definierten

Funktion® aus drei Geradenstiicken mit zwei
Eckpunkten besteht, wobei die Abszissen
der Eckpunkte —2 und 1 sind. Wer ganz
exakt vorgehen will, beweist die folgende
Aussage:

Lehrsatz 2: Die durch

y=a|x—x,| +b|x—x,| + ex+d, wobei g,
b, c, x, und x, festgewahite reelle Zahlen sind,
erklarte Funktion® besitzt fir a0, b+ 0 und
x,%x, als kartesisches Bild einen aus drei
Geradenstiicken bestehenden Linienzug, dessen
Eckpunkte die Abszissen x, und x, haben.
Indem wir uns auf Satz 1 stiitzen, geniigt zum
Zeichnen des gesuchten kartesischen Bildes
das Aufstellen einer Wertetabelle, in die
neben den Abszissen der Eckpunkte noch
zwei weitere Abszissen aufgenommen sind,
deren eine grofer und deren andere kleiner
als die Abszissen der Eckpunkte ist.

x y
S IO Y VI T § DR | e
2 2
- _35
2 | =Y cas2) ) —2—1) 4 (=21
2 2

-—15
1| =Ysz) 4l o1 41m1=1s
2 2 ’

1 1
3 | == Z|3=1|+3—-1=
513+2| +3]3-1] +3-1=05

Abb.7

Die zu diesen Koordinaten gehérigen Punkte
werden gezeichnet und in dieser Reihenfolge
durch Geradenstiicke verbunden. (Abb. 7)
Am kartesischen Bild lesen wir ab, daB der
Wertebereich dieser Funktion offenbar die
Menge der reellen Zahlen ist.

WAr arbeiten selbstindig:

4 Aufgabe 3 (Klasse 8): Zeichne das kar-
tesische Bild der durch

y=—|x+4| +%|x| +§+1erkl?a'rten Funk-
tion!®

A Aufgabe 4 (Klasse 9): Bestimme die
Konstanten a, b, ¢, x; und x, in
y=a|x—x, | +b|x—x;| +cx+dso,daBdie
hierdurch erklirte Funktion® das in der
Zeichnung dargestellte kartesische Bild be-
sitzt:

23 4 (33

Abb. 8

(-4,0)

Durch einen weiteren Beitrag werden wir
Kenntnisse ,,Uber Gleichungen mit abso-

luten Betrdgen“ erwerben. W. Trager

Wer schreibt fiir unsere Zeitschrift iiber die
Moglichkeiten einer interessanten Gestaltung
auBerunterrichtlicher Arbeit im Mathema-
tik-Fachkabinett seiner Schule? alpha er-
wartet zahlreiche Erfahrungsberichte.

Unser Foto: Der Chefredakteur von alpha
(im Bild rechts) beim Erfahrungsaustausch
im Fachkabinett Mathematik der interscola,
Herbstmesse 1969

129



Eine Aufgabe von
Prof. Dr. rer. nat. habil.

Hans Rohleder

Direktor der Sektion
Rechentechnik und Datenverarbeitung
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

4 479 Ein Wechselschalter —

—

Symbol x

leitet einen von links kommenden elektrischen
Strom je nach Schalterstellung zu einem der
beiden nach rechts abgehenden Ausginge.
Handelsiibliche Drehschalter fir - Treppen-
hausbeleuchtungen tragen 2 Wechselschalter,
die gleichzeitig umgeschaltet werden (man
zeichne diese jeweils libereinander).

Gesucht ist eine Schaltung zur Beleuchtung
eines Treppenhauses mit 2 Polen, welche
immer, wenn ein belicbiger Schalter um-
geschaltet wird, ihre elektrische Eigenschaft
(zwischen den Polen leitend bzw. nicht
leitend zu sein) dndert. War sie also elektrisch
leitend, so unterbricht sie durch Umschalten
den Strom und umgekehrt.

Lest die folgende Hilfestellung nur, wenn ihr
nach lingerem Uberlegen keine Ldsung ge-
funden habt!

Hilfestellung: Man entwerfe eine Schaltung
mit einem Eingang und zwei Ausgéngen. Der
eine Ausgang erhilt den Strom zugefihrt,
wenn eine gerade Anzahl von Schaltern ein-
geschaltet ist. Ist eine ungerade Anzahl von
Schaltern eingeschaltet, wird der Strom zum
anderen Ausgang geleitet.

Die Sektion Rechentechnik und Datenver-
arbeitung unterstiitzt die Sektion Mathe-
matik bei der Ausbildung von zukiinftigen
Diplom-Mathematikern, insbesondere ist sie
fiir die Fach- und Spezialausbildung in der
Fachrichtung Mathematische Kybernetik und
Rechentechnik zustindig. Dariiber hinaus
fiihrt sie die Ausbildung aller Studenten der
KMU in EDV durch. Neben weiteren um-
fangreichen Aufgaben in der Forschung der
nichtnumerischen Informationsverarbeitung
unterstiitzt sie Praktiker vor aliem in EDV
sowie andere Sektionen der KMU und
weiterer Einrichtungen in der Anwendung
der Maschinellen Rechentechnik.
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Wir wollen uns heute in der Reihe der Berufs-
bilder mit den Voraussetzungen, dem Studien-
gang und den Einsatzmoglichkeiten eines
Mathematikers beschiftigen, der an der
iltesten Universitait der DDR ausgebildet
wird, an der alma mater lipsiensis, die sich
unter dem verpflichtenden Namen Karl-
Marx-Universitit Leipzig zu einer der mo-
dernsten  Bildungseinrichtungen unseres
Hochschulwesens entwickelt hat.

Wer soll Mathematik studieren?

Ein Leser der Zeitschrift alpha, dem das
Losen mathematischer Aufgaben zu einem
Bediirfnis geworden ist, der stindig an neuen
Problemstellungen interessiert ist und mit
Beharrlichkeit und Ausdauer auch kompli-
ziertere Aufgaben zu meistern sucht, selbst
wenn keine Primiierung winkt, wer also den
,lebendigen Drang nach Erkenntnis* in sich
fuhlt, mitgestalten mochte und nicht nur
nach dem ansprechenden Gehalt und der an-
gesehenen Stellung eines Mathematikers
schielt, dem sei empfohlen, ein Mathematik-
studium aufzunehmen.

Wer darf Mathematik studieren?

Jeder, der die Hochschulreife besitzt und gute
Abiturnoten aufweisen kann.

Wo und woran arbeiten Mathematiker?

Noch vor 30 Jahren hitte man hierauf nur
antworten kénnen: in der Industrie an der
Ldsung ingenieurtechnischer Aufgaben und
in Banken sowie Versicherungsanstalten an
Renten- bzw. Versicherungssitzen.
Mathematiker findet man heute iiberall dort,
wo Information erfaBt, gespeichert und ver-
arbeitet wird, d.h. in allen Bereichen der
modernen Gesellschaft. In der Industrie
sitzen Mathematiker nicht mehr nur in den
Biiros fiir Forschung und Entwicklung, son-
dern arbeiten in zunehmendem MaBe auch
an technologischen und betriebswirtschaft-
lichen Aufgaben. Die Landwirtschaft ist das
Feld des Agrarstatistikers. Optimale Ertrige
im Ackerbau und bei der Tierzucht erfordern
die lenkende Hand des Mathematikers. In der
Verwaltung und im Handel sind fiir die wissen-
schaftliche Vorbereilung von Leitungsen(-
scheidungen Mathematiker unentbehrlich.

Dariiber hinaus miissen die eigenstidndigen
Bereiche genannt werden. Mathematiker ar-
beiten an der Aus- und Weiterbildung von
Mathematikern und mathematikintensiven
Berufsgruppen an Universititen, Hoch- und
Fachschulen sowie Betriebsakademien.
Mathematiker bilden den wissenschaftlichen
Stamm bei der Konstruktion und Entwick-
lung von GroBrechenanlagen sowie beim
Einsatz in Rechenzentren, wobei sie sowohl
maschinen- als auch problemorientierte Auf-
gaben zu 16sen haben.

Rechenzentren von GroBbetrieben, VVB, der
NVA usw. bilden Konzentrationspunkte von
Mathematikern; ihre Anzahl und ihre Be-
deutung wird in den nichsten Jahren in der
DDR enorm wachsen.

Welche Spezialrichtungen gibt es in Leipzig?

a) Analysis

Die traditionelle Ausbildungsrichtung Ana-

lysis wird von denen gewihlt, die spiter an

technisch-physikalischen Problemen arbeiten

wollen.

Nebenfach: Theoretische Physik

b) Mathematische Methoden der Operations-
Sforschung

Diese Richtung ist fiir Spezialisten der Organi-

sationswissenschaft  bestimmt.  Einsatz-

bereich: Industrie, Verkehr, Verwaltung.

Nebenfach: Okonomie

¢) Mathematische Kybernetik und Rechen-
technik

Wer sich fiir Rechenautomaten interessiert

und an ihrer Entwicklung mitarbeiten will,

findet hier die sachgemiBe Ausbildung.

Nebenfach: Technische Physik.

Wie ist der Studiengang?

Ein zweijdhriges einheitliches Grundstudium
vermittelt Grundkenntnisse in Analysis,
Algebra und Geometrie, Rechentechnik, nu-
merische Mathematik, Operationsforschung
und Kybernetik. Danach erfolgt eine wieder-
um zweijhrige Spezialausbildung ent-
sprechend den o.g. drei Richtungen, die mit
einer allgemeinen praxisbezogenen Diplom-
arbeit abschlieBt.

Wann wurde das vierjihrige Mathematik-
studium in Leipzig eingefiihrt?

Am 1. 9. 1969. H.-J. Girlich



Kleine ,,geometrische‘

Exkursion

Wir laden euch heute zu einer kleinen ,,geo-
metrischen* Exkursion ein und hoffen, daf
ihr recht zahlreich unseren interessanten,
aber nicht unbeschwerlichen Wegen folgen
werdet. Zum erfolgreichen Gelingen dieser
Exkursion benétigt ihr die entsprechende
Ausriistung; sie besteht aus Bleistift, Zeichen-
papier, Lineal, Zirkel und Zeichendreieck. So
ausgeriistet- wollen wir nun gemeinsam mit
Schwung und Optimismus auf Entdeckungs-
reise gehen.

Arbeitsauftrag: Zeichnet ein spitzwinkliges
Dreieck 4BC, konstruiert die drei Héhen
dieses Dreiecks, benennt die FuBpunkte der
Héhen h,, h, und h, in dieser Reihenfolge mit
D, E und F und den Hé&henschnittpunkt
mit H. Spiegelt nun den H6henschnittpunkt H
an den drei Seiten a, b und ¢ des Dreiecks ABC,
benennt die erhaltenen Bildpunkte in dieser
Reihenfolge mit H,, H, und H,. Konstruiert
schlieBlich den Umkreis des Dreiecks ABC;
sein Mittelpunkt sei M, sein Radius 7.

Wer den Arbeitsauftrag richtig verstanden
und sauber gezeichnet hat, wird eine geo-
metrische Entdeckung machen; wir wollen
sie formulieren.

Der Umkreis des Dreiecks ABC geht genau
durch die drei Bildpunkte H,, H, und H_ des
an den Dreiecksseiten gespiegelten Hohen-
schnittpunktes H (siehe Abb. rechts oben).
Diese Feststellung mufBl selbstverstindlich
noch bewiesen werden, und wir wollen uns
nun an den Beweis wageén.

Wir verbinden B mit H, Auf Grund der
ausgeliihrten Konstruktion gilt:

¥ ADC= £ BEC=90°, HD=DH, und
XCBE= xCBH,

Im rechtwinkligen Dreieck ADC gilt

X CAD=90°—y=4;

im rechtwinkligen Dreieck BCE gilt
¥CBE=90°—y=4. -

Daraus folgt x CAD= £ CBH,=54.

Fiir das rechtwinklige Dreieck DBH, gilt
somit xDH,B=90°—-8=y,

also x ACB= ¥ AH B.

Die Winkel £ ACB und ¥ AH B stehen iiber
derselben Sehne AB. si¢ sind auBerdem
gleich groB; ihre Scheitelpunkte C und H,
miissen folglich auf demselben zur Sehne AB
gehdrenden Kreis, nimlich dem Umkreis
des Dreiecks ABC liegen.

In analoger Weise liBt sich nachweisen,

daB die Punkte H, und H, ebenfalls auf dem
Umkreis des Dreiecks ABC liegen. Diesen
Beweis werdet ihr sicher allein ausfiihren
konnen.

He

Es bleibt euch nun iiberlassen, nachzuweisen,
ob der entdeckte geometrische Sachverhalt

auch fiir ein rechtwinkliges oder stumpi-

winkliges Dreieck zutriflt, das heiBt, ob er
allgemein giiltig ist. Nach einer kurzen Ver-
schnaufpause wollen wir indessen weiter aul
Entdeckungsreise gehen.

Arbeitsauftrag: Zeichnet ein spitzwinkliges
Dreieck ABC und konstruiert seinen Um-
kreis. Von einem Punkt P des Umkreises,
der nicht mit einem Eckpunkt des Dreiecks
zusammenfillt, sind die Lote auf die drei Sei-
ten a, b und ¢ des Dreiecks bzw. auf ihre Ver-
lingerungen zu fillen; die FuBpunkte der Lote
sind in dieser Reihenfolge mit P,, P, und P,
zu benennen. SchlieBlich ist P, mit P, und P,
mit P, zu verbinden.

Welcbe neue Entdeckung habt ihr gemacht?
Versucht, eure Feststellung zu formulieren!

‘Die Fufipunkte der von einem Punkt des Um-

kreises eines Dreiecks auf die Dreieckseiten
bzw. ikre Verlangerungen gefaliten Lote liegen
auf einer Geraden.

Bevor wir den etwas beschwerlichen Weg
des Beweisens dieser Aussage gehen, wollen
wir unser Gedichtnis auffrischen:

(1) Satz: Die Peripheriewinkel iber der-
selben Sehne eines Kreises, deren Scheitel
mit dem Mittelpunkt auf der gleichen Seite
der Sehne liegen, sind untereinander kon-
gruent.

(2) Definition: Liegen die vier Eckpunkte
eines konvexen Vierecks auf einem Kreis, so
nennt man es Sehnenviereck.

(3) Satz: Im Sechnenviereck ergdnzen sich
die einander gegeniiberliegenden Winkel zu
180°.

(4) Umkehrung dieses Satzes: Ergdnzen sich
in einem Viereck die einander gegentiber-
liegenden Winkel zu 180°, so ist dieses Viereck
ein Sehnenviereck.

Nun schaut euch griindlich eure angefertigten
Zeichnungen an; wer aufmerksam ist, wird
vier Sehnenvierecke entdecken.

Das Viereck ABPC ist auf Grund der Kon-
struktion ein Sehnenviereck. Im Viereck
AP_PP, erginzen sich die einander gegen-
iiberliegenden Winkel ¥ APP und & AP,P
zu 180°; somit ist dieses Viereck ein Sehnen-
viereck.

Gleiche Uberlegungen treffen auf das Viereck
BP_PP, zu, und es ist deshalb ebenfalls ein
Sehnenviereck.

Im Viereck PCP,P, sind die Winkel ¥xPP,C
und ¥ PP,C nach Konstruktion rechte Win-
kel, und sie stehen beide iiber derselben
Sehne PC. Folglich 1iBt sich iiber PC als
Durchmesser der Thaleskreis konstruieren,
und Viereck PCP,P, ist ein Sehnenviereck.
Unsere DBeweisliithrung ist abgeschlossen,
wenn es uns gelingt, nachzuweisen, daf} die
Winkel ¥ CP_P, und ¥ BP,P, untereinander
kongruent sind. {(Warum? Was folgt daraus?)
Und nun gehen wir unsere letzte Wegstrecke.
Da Viereck ABPC ein Sehnenviereck ist, gilt
wegen (3) XCPB=180°—a. Da Viereck
AP_PP, ein Sehnenviereck ist, gilt wegen (3)
¥ P,PP,=180°—a.

Daraus folgt & P,PP, = «CPB und

somit auch ¥ CPP, = &<BPP.. (5)

Wegen (1) gilt ¥BPP, = ¥BP,P, (6)
und ¥CPP, = ¥CP,P, M

Aus (5), (6) und (7) folgt schlieBlich
xCP,P,= £ BP_P. Da diec Punkte B, P,
und C nach Konstruktion auf einer Geraden
liegen, die Winkel ¥ CP_P, und &BP,P, der
Lage nach Scheitelwinkel sind, liegen auch
die Punkte P,, P, und P, auf einer Geraden.
Damit haben wir das Ziel unserer gemein-
samen ,geometrischen® Exkursion erreicht.
Wir hoffen, daB ihr durchgehalten und voller
Eifer mitgemacht habt.

Th. Scholl
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Priifungsaufgaben aus Island, Teil 1

Mittelschulpriifung Friihjahr 1969
Landespriifung AbschluB 9. Klasse

Fiir jede der Aufgaben 1 bis 7 sind einige Lésun-
gen vorgegeben. Die richtige Losung jeder Auf-
gabe ist durch ein Kreuz in der Klammer ( x )
hinter der zutreffenden Losung kenntlich zu
machen.

Al (—40)-(—-25) (-05)=
50(); =50();5() ~5()05();—-05()

A 2 x sei eine ganze Zahl, die bei Divi-
sion durch 6 den Rest 5 liBt. Welchen Rest
14 Bt dann die Zahl x + 3 bei Division durch 6?

0C)L()20)3()4()5()

A 3 Wie schreibt man die Zahl ,einhun-
dertundeins” im Dualsystem? 101 ( );
101101 ( ); 110101 ( ); 1100101 ( );
1010101 ( ).*

A 4 Einer im Dualsystemn geschriebenen
Zahl wird rechts eine Null angefiigt. Wie
dndert sich dadurch die urspriingliche Zah]?
Sie wird um 10 vergroBert ( ); sie bleibt un-
verindert ( ); sie wird zehnmal so gro8 ( );
sie wird um 2 groBer ( ); sie wird zweimal so
groB ().

A5 (—6x%?z) (—5x%yY) =

30x%y*z (); —30x3y%z (), 30x%y%z ();
—30x5y%z( );

eine nicht angefiihrte Lsung ( ).

A 6 Die Variablen x und y seien pro-
portional zueinander. Fiir x=7 gilt y=12.
Welchen Wert nimmt y dann fiir x=3 an?

Lo 130 .
5200 B() 150); 28(); 3().

a7 (AUBN(AUC) =
AUBNC();AUBNO();AUBNC();
(ANBUC(); ANBUC()

Fir jede der Aufgaben 8 und 9 sind einige
Aussagen angegeben. In jede hinter einer
wahren Aussage stehenden Klammer ist ein W,
in jede hinter einer falschen Aussage stehenden
Klammer ein F zu setzen.

a8 A=1{1,234612);
B ={x|x*=—1ax€ A}
= {x| x ist Primzahl kleiner als 16};

C
D = {x|x ist Teiler von 12Ax € N};
E
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Welche der folgenden Aussagen iiber die
fiinf vorgegebenen Mengen A4, B, C, D und E
sind wahr, welche falsch?

A=D (); A~D (); A=C (); 4
A=E (); A~E (); C=D (); C
E=B(); E~B ()

~C ();
~D ()

A 9 Gegeben sei die Menge A={0, 3, 5}.
Welche der folgenden Aussagen sind wahr,
welche falsch?
ICA(){SYEA();5cA(); 0D ();
{5}=4 ()

Bei den folgenden Aufgaben sind die Lésungen
in die im Aufgabenvordruck freigehaltenen
Stellen einzutragen.

A 10 Erginze die geometrische Zahlen-
folge 2, 4, 8, 16, ..., ... durch ihre nichsten
beiden Glieder.

A 11 Das nichste Glied der Zahlenfolge
2, 4, 8, 16 ist in gleicher Weise wie darge-
stellt als Summe zu schreiben.

2=1+1
4=1+2+1
8=1+3+3+1

16=1+4+6+4+1

A 12 Dividiert man 23076103 durch 8,
so bleibt der Rest .

A 13 Multipliziere 3,2 - 107 mit 4 - 1074
und schreibe das Produkt in der gleichen
Weise. Losung:

A 14 Es ist die Differenz der im Dual-
system dargestellten beiden Zahlen zu er-
mitteln. 10010

- 111
Losung:

A 15 Die Zahlen der lolgenden Aufgaben
sind im Dreiersystem dargestellt.
a) Fiille die Additionstabelle aus:

+ 01 2
0
1
2
b) Fiille die Multiplikationstabelle aus:
: 012
0
1
2

c) Multipliziere im Dreiersystem
1221-12 =

d) Dividiere im Dreiersystem
221:12 =

A 16 Schraffiere den Flichenteil des nach-
stehend abgebildeten Venndiagrammes, der
der Vereinigungsmenge (A\B) U (B\ A)
entspricht.

A 8

A 17 Gegeben sei der Grundbereich
U={3, 4, 5 6, 7, 8, 9} und die Mengen
A={4,6,7} und B={4, 5, 6, 8}. Tragen Sie
die Elemente der folgenden Mengen ein:

a) AUB={ }; by4anB={ };

o B={ }; d U={ }; ¢ A B={ }.

A 18 Jeder der beiden Linearfaktoren ist
durch ein Glied so zu erginzen, daB die
nachfolgende Gleichung allgemeingiiltig ist.
3x?—2x—16=(3x )+ ( 2)

A 19 Auf beiden Seiten der nachstehenden
Gleichung ist je ein Glied so zu erginzen, daB
die Gleichung eine Identitét darstellt.
genden Menge aufl.

x2—6x =(x )

A 20 Welche reelle Zahl p erfiillt die Glei-
chung 1012 —992=2p? Lésung: p=

A 21 Welche reelle Zahl a erfiillt die Glei-
chung 5ax+4=19, wenn x=% ist?
Lésung: a=

A 22 Schreibe die Elemente der nachfol-
genden Menge auf. :

{x](x=1)-(x-2)=0} = { }
A 23 Lbse das lineare Gleichungssystem
2x—3y=23 x=
x+y =4 y=

A 24 Kiirze und vereinfache den nachste-
henden Term so weit wie moglich.

z —
%-(4”3)

A 25 Reduziere den nachfolgenden Term
auf eine méglichst einfache Form!**
x+5  x+d 10
5—-x  x+5 25-x?
Eingesandt von Mathematikfachlehrer
Gestur O. Gestsson, Reykjavik

Losungen siehe in diesem Heft S. 140!

* In der rechnerischen Praxis schreibt man
gewoShnlich statt der Ziffer 1 den Buch-
staben L, zum Beispiel LOL, LOLLOL usw.
** Die vorliegenden Aufgaben sind eine
reprisentative Auswahl der insgesamt 50
gestellten Priifungsaufgaben, d. Red.
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1. Eine Losungsmoglichkeit ist z. B. die in der
Abb. dargestellte.

X

2. Esgilt:

85000 kg = 85t und 5000 kg = 5t.

Wenn nach der Entnahme von 85t Weizen
aus dem ersten und 5t aus dem zweiten die
Bestande in den beiden Lagerriumen gleich
sind, befanden sich im ersten Lagerraum
80 t mehralsimzweiten;denn85t— 5t = 80t.
Da im ersten Lagerraum der Bestand anfangs
dreimal so groB wie im zweiten war und nach
der Entnahme in beiden die Bestiinde gleich
sind, muB anfangs der UberschuB des ersten
Raumes zweimal so gro8 wie der Bestand des
zweiten Raumes gewesen sein. Also befanden
sich im zweiten Raum die Hilfte von 80t,
das sind 40 t, und im ersten 120t Weizen;
denn40t-3 =120t.

Als Probe gilt: 40t— 5t =135t

und 120t —85t =351t

3. Da Gerd mehr als doppelt so alt ist wie
seine Schwester und seine Schwester viermal
so alt ist wie ihr Bruder, so muB Gerd mehr
als achtmal so alt sein wie sein Bruder. Wire
sein Bruder zwei oder mehr Jahre alt, dann
miiBte Gerd mehr als 16 Jahre alt sein. Das
widerspriiche der Angabe, daB die Summe der
Jahre 17 betrigt.

Also ist der Bruder 1 Jahr alt, die Schwester
demnach 4 Jahre,und wegen 17 —1—4 =12
muB Gerd 12 Jahre alt sein.

Wegen 4 - 4 > 12 ist auch die Bedingung er-
fiillt, daB Gerd weniger als viermal so alt ist
wie seine Schwester. Die angegebene Losung
geniigt damit allen Bedingungen und ist zu-
gleich die einzig mogliche.

4. Die Zahl 180 148t sich nur auf die folgenden

Weisen in zwei Faktoren a und b (mit natiir-

lichen Zahlen g, b) zerlegen:

180 =180-1=90-2=60-3 =454

36-5=30-6=20-9=18-10
= 15-12

Dabei ist wegen 15 — 12 = 3 nur fira = 15

und b = 12 auch die Bedingung (1) erfiillt.
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1. Die Gesamtschiilerzahl n muB ein Viel-
faches der Zahlen 3, 6 und 9 sein und dabei
gleichzeitig der Bedingung 20 < n < 40 ge-
niigen. Das trifft nur auf die Zahl 36 zu.

% von 36 betrigt 4, % von 36 betriagt 12,

é von 36 betragt 6.

Insgesamt 22 Schiler erhielten also entweder
die Note 1, 2 oder 4. Demnach erreichten
14 Schiiler die Note 3; denn die Differenz von
36 und 22 betrigt 14.

2. Esseiadie MaBzahl der langsten, b die der
zweitlingsten, ¢ die der drittlangsten und d
die der kiirzesten Rolitreppe sowie g die MaB-
zahl der Gesamtlinge aller Rolltreppen.
Danngilt: 5+ ¢ =136undb =c + 8.
Daraus folgt: b = 72 und ¢ = 64.

Fiir die Gesamtlinge der lingsten und der
kiirzesten Rolltreppe gilt:

3 3 36

T VLAt T
dann ergibt sich:

136=b+c=g—(a+d)=%g;

1
d folgt —g = 4
daraus ogt7og

demnach ig = 84 und 1g = 60.
10 14

Die Lingen der Rolltreppen betragen 84 m,
72 m, 64 m und 60 m. In der Tat ergibt sich
als Probe

72 + 64 = 136, 72 =64 + 8,

84=13—0(84+72+64+60),
60=13—4(84+72+64+60).

3. Im Dreieck A AED gilt: (siche Abb.)
AD = DE (nach Konstruktion)

(1) Daraus folgt ¥ DAE = & AED (als
Basiswinkel). Ferner ist:

(2) ¥ EDA = ¥ EDC + ¥ CD4 = 150°;
(% ABC bezeichnet die GréBe des Winkels
¥ ABC.)denn ¥ EDC=60° (Winkel im gleich-
seitigen Dreieck) und £ CDE=90° (Winkel
im Quadrat).

£

A 8

Aus (1), (2), und

¥ AED + ¥ EDA + ¥ DAE = 180°
(nach Winkelsummensatz)

folgt ¥ AED = 15°.

Entsprechend ist ¥ BEC = 15°, also

¥ AEB= ¥ DEC— ¥ AED— ¥ BEC = 30°

4.a) Nach 15 Minuten wiirden die drei
Freunde unter den Bedingungen der Aufgabe
erstmalig wieder gleichzeitig die Startlinie S
erreichen.

Beweis hierzu: Helmut brauchte fiir jede
Runde genau 300 Sekunden, Klaus genau
225 Sekunden und Manfred genau 180 Se-
kunden. Das k. g. V. von 300, 225 und 180
betragt 900; und 900 Sekunden sind gleich
15 Minuten.

b) In 15 Minuten wirden Helmut genau 3,
Klaus genau 4 und Manfred genau 5 Runden
zuriicklegen.
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1. Wegen des Gesamtbetrages muB3 Ulrike
wenigstens ein Fiinfpfennigstick bei sich ge-
habt haben.

Da 4 M der kleinstmd&gliche Betrag ist, kann
Ulrike kein Einmarkstiick, kein Fiinfzig-
pfennigstiick und auch nicht mehr als ein
Zehnpfennigstiick oder mehr als drei Fiinf-
pfennigstiicke besessen haben. Andernfalls
hiitte sie entweder passend oder mit einem
kleineren Betrag (z.B. 3 M; 2,50 M; 2,40 M)
bezahlen konnen. Sie konnte daher nur fol-
gende Geldstiicke bzw. Geldscheine bei sich
haben:



Entweder: 1 Fiinfmarkschein, 2 Zweimark-
sticke, | Zehnpfennigstiick, 1 Fiinfpfennig-
stiick, 12 Einpfennigstiicke

oder: 1 Fiinfmarkschein, 2 Zweimarkstiicke,
3 Finfpfennigstiicke, 12 Einpfennigstiicke.

2. a) Angenommen, es gibt eine Zahl x mit
der geforderten Eigenschaft, dann gilt:
ab + x = &, woraus man
x = a* — ab erhiilt.
Also kann hochstens die Zahl
x = a*> — ab = a(a — b) Ldsung sein.
Tatséchlich ist
a b+ala—>b)=ab+ a—ab=ad.
b) Angenommen, es gibt eine Zahl y mit der
geforderten Eigenschaft, dann gilt:
ab—y = b, Wworaus man
y = ab — b* erhilt.
Also kann héchstens die Zahl
y = ab — b* = b(a — b) Losung sein.
Tatsichlich ist
a-b—bla—>b)=ab—ab+ b2=H.

3. (I) Angenommen, A ABC sei ein Dreieck,
wie es nach Aufgabenstellung konstruiert
werden soll; M sei der Umkreismittelpunkt
des Dreiecks. Dann liegt der Punkt C auf
dem Umkreis des Dreiecks A ABC im Ab-
stand A von AB.

c G
7
\
7

h \
7 M r \\

1

A < 8
Myx

(1) Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck
A ABC nur dann den Bedingungen der Auf-
gabe entsprechen kann, wenn es durch folgen-
de Konstruktion erhalten werden kann:
Man zeichnet A8 und schligt um 4 und B
die Kreise mit dem Radius der Linge r. Einer
ihrer Schnittpunkte sei M, der andere M,
genannt. Nun schligt man den Kreis um M
mit r. Dann konstruiert man die beiden
Parallelen zu AB im Abstand h. Wegen
h. = r und ¢ < 2r schneidet diejenige Par-
allele, die mit M, auf der gleichen Seite der
durch 4 und B gehenden Geraden liegt, den
Kreis um M durch 4 nicht. Die andere Par-
allele schneidet diesen Kreis in zwei Punkten,
C und C,. Die Dreiecke A ABC bzw. ABC,
entsprechen den Bedingungen.

(III) Der Beweis, daB jedes so konstruierte
Dreieck A ABC tatsiichlich den Bedingungen
der Aufgabe entspricht, ergibt sich leicht
aus (I1).

4. Das Fiinfeck ABCDE 1aBt sich in die Teil-
dreiecke A ADE, A ABD und A BCD zerlegen.
Man zieht durch C zu DB die Parallele und
verlingert AB iiber B hinaus bis zum Schnitt
mit dieser Parallelen. Der Schnittpunktsei C'.

II

Dann ist das Dreieck A BC'D flacheninhalts-
gleich dem Dreieck A BCD; denn es stimmt
in den Langen der Grundseite und der zu-
gehorigen Hohe mit diesem idberein. Nun
zieht man durch E die Parallele zu AD und

El

verlangert C' D Gber D hinaus bis zum Schnitt-
punkt E' mit dieser. Das Dreieck A ADE ist
dann aus dem gleichen Grunde wie oben
flacheninhaltsgleich dem Dreieck A ADE. Da-
her ist das aus den Teildreiecken A ADE’,
A ABD und A BC'D bestehende Dreieck
A ACE flicheninhaltsgleich dem Fiinfeck
ABCDE.
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1. a) Jedes konvexe Drachenviereck besitzt
einen Inkreis.

Beweis: Hat ein Drachenviereck ABCD etwa
die Gerade AC als Symmetrieachse, so sind
die Dreiecke A ABC und A ACD kongruent
(sss). Die Halbierenden der Winkel bei B und
D schneiden sich daher auf AC. Ihr Schnitt-
punkt sei M;. Da AC Halbierende der Winkel
bei A und C ist, ist M; Schnittpunkt aller vier
Winkelhalbierenden des Vierecks ABCD.
Daher hat M, von allen vier Seiten des Vier-
ecks denselben Abstand. Wegen der Kon-
vexitit von 4 BCD fallen auch die FuBpunkte
der von M; auf die Geraden durch 4, B;
durch B, C; durch C, D bzw. D, A gefillten
Lote ins Innere der Strecken 4B, BC, CD
bzw. DA. Daher ist M; Inkreismittelpunkt des
Drachenvierecks ABCD.

Fiir ein Drachenviereck ABCD mit AC als
Symmetrieachse sind nun unter der zusitz-
lichen Voraussetzung der Aufgabenstellung
folgende zwei Fille moglich:

1. Fall: ¥ ABC = ¥ ADC = 90°. (x ABC
bezeichnet die Grofle des Winkels ¥ ABC.
In diesern Fall hat das Drachenviereck ABCD
als Umkreis den Thaleskreis iiber dem Durch-
messer AC. Der Umkreismittelpunkt M, liegt
auf AC und halbiert AC.

2. Fall: ¥ BAD = ¥ BCD = 90°.

In diesem Fall folgt aus & ABC + & ADC
= 360°— (£ BAD + & BCD) = 180°

und ¥ ABC = £ ADC

(dies wegen A ABC = A ADC),

daB £ ABC = ¥ ADC = 90° gilt,

also zugleich auch der 1. Fali vorliegt.

b) Der Umkreis ist eindeutig bestimmt be-
reits dadurch, daB er durch drei der Punkte 4,
B, C, D geht, etwa durch A, B, C (sein Mittel-
punkt ist der Schnittpunkt zweier Mittel-
senkrechten des Dreiecks A ABC). Ent-
sprechend ist der Mittelpunkt des Inkreises

(und damit dieser selbst) eindeutig bestimmt
als Schnittpunkt etwa der Halbierenden der
Innenwinkel bei 4 und B.

(Bemerkung : Dies gilt auch im Quadratfall,
in welchem nicht etwa drei Vierecksseiten,
geniigend verlangert, ein Dreieck bilden.)

c) M; und M, fallen genau dann zusamnmen,
wenn im Dreieck A ABC die Winkelhalbieren-
de des Winkels ¥ ABC und die Seiten-
halbierende der Seite AC zusammenfallen.
Das ist genau im gleichschenkligen Dreieck
der Fall, d.h. M; und M, fallen genau dann
zusammen, wenn das Drachenviereck ABCD
ein Quadrat ist.

2. Die Hunderter-, Zehner- bzw. Einerziffer
der urspriinglichen Zahl werde mit a, b bzw. ¢
bezeichnet. Dann ist diese Zahl z, als
100a + 106 + ¢ und die zweite Zahl z, als
100¢ + 105 + a darstellbar. Fir die Diffe-
renz d = z, — z, ergibt sich

d=100a + 10b + ¢ —(100c + 106 + a)
d= 99a—99¢

d= 99 -(a—o).

Genau die folgenden natiirlichen Zahlen sind
also Teiler von d:

(1) Alle natiirlichen Teiler von 99, d.s. 1, 3,
9, 11, 33, 99,

(2) alle natiirlichen Teiler von |a — ¢|,

(3) alle Produkte aus je einer unter (1) ge-
nannten mit je einer unter (2) genannten
Zahl.

*) Ausfiihrliche Aufzihiung:

Fiir ja=c| kommen (wegen0<a<9,;0<c<9;
a, ¢ ganzzahlig) nur die Werte 0, ..., 8 in
Frage; man erhilt:

|la — ¢| natiirliche Teiler von 4

0 alle natiirlichen Zahlen

1 1,3,9,11,33,99

2 1,2,3,6,9,11,18,22,33,66,99,198

3 1,3,9,11,27,33,99,297

4 1,2,3,4,6,9,11,12,18,22,33,36,44,66,

99,132,198,396

1,3,5,9,11,15,33,45,55,99,165,495

6 1,2,3,6,9,11,18,22,27,33,54,66,99,
198,297,594,

7 1,3,7,9,11,21,33,63,77,99,231,693

8 1,2,3,4,6,8,9,11,12,18,22,24, 33 36,
44,66,72,88,99,132,198,264,396,792

wn

3. Es sei 0. B. d. A. die Hohe CD und die
Winkelhalbierende CE des Dreiecks A ABC
betrachtet. Der Winkel zwischen beiden habe
die GréBe 8, die Dreieckswinkel mégen die
GréBen a, 8, y haben. Ist « = 8, so fallen CD
und CE zusammen, also ist dann § = 0° und
die Behauptung daher richtig. Sei nun a 3 8,



etwa @ > f. Dann liegt E zwischen D und B.
Da E auch zwischen 4 und B liegt, folgt
¥ DEC = ¥ AEC,d.h.

90° — & = 180° — (a + %), also
S=a+ %—90" —a+ %(180°—a—ﬂ)—90°

(@ —f), w.z.b.w.

N | =

c

L AVA ]
A D E 8

4. In der Zeit 7; = 85 min legt der LKW die
gleiche Strecke zurick, fiir die der PKW die
Zeit 1, = 55 min brauchte.

Bezeichnet man die Geschwindigkeit des

LKW mit v, = kam’ dann betrigt die des

PKW v, = (x + 25) kTm

Wegens = t, - v, =, - v, gilt dann:

85 55
.80 25) - 22
X (x + 25)
Daraus erhilt man
5-55 5
== =45,
6 6

a) Die Geschwindigkeit des LKW betrug

S5km . S km
45= 2= des PKW 70- —.
6 h,dle es PK 706 b

67

b) Wegen = 647—2 x 64,9 betrigt

60

die durchfahrene Wegstrecke

67
s =64 _Ekm ~ 64,9 km.
Umgekehrt werden durch diese Werte in der
Tat alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt: In
85 min durchfihrt der LKW mit seiner Ge-
65 275,

60 6
3 B s die Geschwindigkeit
6 - 60
702 kTm des PKW ist um 25 kTm groBer als die

5-55 85
6

schwindigkeit 452 kTm die Strecke

des LKW, und mit ihr durchfihrt er in
(85 — 30) min = 55 min die Strecke
55 425,  5-55-85

Dm =222"9
0 6 "T 660

km =s.
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1. b) Angenommen, man hat funf Zahlen der
gesuchten Art. Dann hat die kleinste von
ihnen, da sie groBer als 2 ist, die Form 2 + &
mit einer ganzen Zahl k = 1. Die fiinf Zahlen
lauten demnach 2 + k, 3+ k,...,6 + k.
Da sie in dieser Reihenfolge durch 2,3, .. ., 6
teilbar sind, so ergibt sich der Reihe nach, dal
k Vielfaches von 2, 3, ..., 6, also auch Viel-
faches des kleinsten gemeinschaftlichen Viel-
fachen 60 von 2, 3, ..., 6, sein muB.

Umgekehrt: Fir jedes positive Vielfache
60n von 60 sind (1) 2 + 60n, 3 + 60n, ...,

6 + 60n fiinf aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen groBer als 2, die in dieser Reihenfolge
durch 2, 3, ..., 6 teilbar sind. Man erhilt alle
Losungen der Aufgabe in der Form (1) (mit
ganzem n = 1). Insbesondere fithrt n = 1 auf
die Losung

a) 62,63, ..., 66.

2. Esseien a, b die Lingen der Seiten BC und
AC des Dreiecks A 4BC, w, die Linge der
Winkelhalbierenden CW und schlieBlich s die
gesuchte Linge der Sehne CS (siche Abb.).

’A\'A\
A |
N

A

3§

Nach dem Satz iiber Peripheriewinkel iiber
dem gleichen Bogen (BC) gilt dann
XCAW = £CSB (xABC bezeich-
net die GroBe des Winkels ¥ ABC). Nach
Definition der Winkelhalbierenden gilt weiter
X ACW = & SCB.
Daraus folgt nach dem Hauptihnlichkeitssatz
A ACW~ A SCB und damit
b:w,=s:a

w,cs=a-b
_ab

Wy

s

3. Angenommen, (x, y)ist ein solches Zahlen-
paar,
dann gilt x¥* > )7, also

x >y, also

x = y + d(d natiirliche Zahl). (1)
Ferner gilt:

Y+ 324+ 3yl + &P —y =999,
also d(3)? + 3yd + &) = 999. )
Daraus folgt d|999.
Wegen 999 = 1-3-3-3-37 hat 999 auBer
1, 3und 9 als positive Teiler nur Zahlen 2> 27.
Wegen 27 > 999 und (2) scheiden die
letzteren als Werte fur d aus, d.h. es kann
hdchstensd = 1 oderd = 3 oder d = 9 sein.
Es sei d = 1. Dann folgt aus (2)

3 +3y+ 1=999

Die beiden Losungen dieser Gleichung sind
keine natiirlichen Zahlen.
Es sei d = 3. Dann folgt aus (2)
32 +9y+ 9=1333
¥ +3y—108 = 0,also

3.1 —0==5
yl'2= Eii\/9+432,

woraus sich wegen y>0 also y=9 und

wegen (1) x=12 ergibt.

Tatsichlich ist wegen

123-9%=1728—729=999 hiermit eine Lo-

sung, und zwar die einzige mit d =3 gefunden.

Es sei d=9. Dann folgt aus (2)
3y2+27y+81=111

y2+9y—10=0, also
Vo= _% + %\/81+40, woraus

sich y = 1 und wegen (1) x = 10 ergibt.
Tatsichlichist auch dies wegen 10> — 13 = 999
eine Losung, und zwar die einzige mitd = 9.
Die einzigen Zahlenpaare (x, y), die im Be-
reich der natirlichen Zahlen die gegebene
Gleichung erfiillen, sind also

(10, 1) und (12, 9).

4. Wire die Angabe D, wahr, wiirde also
gelten 109 < x, dann wiren auch D; und D,
wahr. Das wire ein Widerspruch zur Vor-
aussetzung, daB D mindestens eine falsche
Angabe macht.
Also gilt (a) x < 100.
Wire Angabe D, falsch, also x < 10, dann
wiren auch D; und D, falsch. Das wider-
spriache der Voraussetzung, nach der D min-
destens eine wahre Angabe zu machen hat.
Also gilt (b) x = 10.
Alle drei Angaben von B enthalten die Aus-
sage, daB x eine ganze Zahl ist. Da min-
destens eine dieser Angaben richtig sein muB,
gilt
(c) x ist eine ganze Zahl.
Wegen (b) ist C, falsch und wegen (c) ist C,
falsch. Also muB C, richtig sein, und es folgt
(d) x ist Quadrat einer natiirlichen
Zahl.
Wegen (b) ist A4, falsch, und wegen (b) ist
auch A4, falsch.
Also ist 4, wahr, und es gilt
(e) die gesuchte Zahl enthilt in der
dekadischen Darstellung keine 6.
Danach kommen nun noch héchstens alle
diejenigen Quadratzahlen x mit 10 < x < 100
in Frage, in deren dekadischer Darstellung
keine 6 auftritt.
Das sind die Zahlen 25, 49 und 81 und nur
diese.
Da damit B, und B, falsch sind, muBl B,
richtig sein. Die gesuchte Zahl kann also
hochstens die Zahl 25 sein.
Um umgekehrt zu zeigen, daB 25 tatsachlich
die gesuchte Zahl ist, werden fiir x = 25 die
Wahrheitswerte der einzelnen Angaben iiber-
priift. Man erhilt in der angegebenen Reihen-
folge:
beia: FWF, bei B: FFW, bei C: FFW, bei D:
WFW
Daher ist in jedem Falle mindestens eine
wahre und eine falsche Angabe vorhanden,
wie zu zeigen war,
x ist die Zahl 25.
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1. Angenommen, {a;, a,, ...} sei eine Folge
der gesuchten Art. Dann ergibt sich aus der
Forderung an S, firn = 1 und n = 2:
Si=a;,=14+5=6
8,=a, +a, =4+ 10141250
{al =6
a,=14—6=8

111



Daher muB das Anfangslied ¢, = 6 und die
(fiir alle n = 1, 2, ... gleichlautende) Diffe-
renz d = a,,,— a, = 2 sein.

Umgekehrt, fiir die arithmetische Folge mit
a, =6und d = 2 gilt
a,=a,+(m—1)d=6+2n—2=2n+4,
also in der Tat

S_=g(a1 +a.)=g(6+2n+4)=g(2n+10)

= +5n(n=1,2..)).
2. Geniigt x der geforderten Bedingung, so
setzen wir
log, (log; x) = a und erhalten
log,a =0
Das bedeutet 2° = g, alsoa = 1.
Damit ist log, (log, x) = 1.
Wir setzen log, x = b und erhalten
log, b=1.
Das bedeutet 2! = b, also b = 2.
Damit ist log, x = 2. Das bedeutet 22 = x,
also muB x = 4 sein, wenn es der geforderten

Bedingung geniigen soll.
Probe:
Wegen log; 4 = 2 und
log, 2 =1 und
log, 1 = 0 folgt
log; (log, (log, 4)) = log;, (log, 2)
=log, 1

=0, so daB x = 4 tatsichlich Losung
der Aufgabe, und zwar die einzige, ist.

3. Beweis: P sei ein innerer Punkt eines
gleichseitigen Dreiecks AABC, und V,,V,, V;
seien drei Punkte, in dieser Reihenfolge auf
den Dreiecksseiten 4B, BC, CA gelegen.
Wir setzen PV, = v, (n = 1, 2, 3).

Fillt man von P auf die 3 Dreiecksseiten die
Lote, deren FuBpunkte L,, L,, L;, seien, und
bezeichnet man die Lingen dieser Lote mit
4, b, Iy, so gilt v, = [, (n=123),
also v, +va+vs2l +4L+ 4. 1)

Sind ferner F, F,, F,, F; die Flicheninhalte der
Dreiecke A ABC, A APB, A BPC, A CPA, so
git F=F, + F, + F,.

d. h., wenn s die Seitenldnge des gleichseitigen
Dreiecks und h die Héhenlinge sind,

5 s-h=
Hieraus folgth = I1 + 5L+ l,.
Durch (1) und (2) ist die Aussage
h £ v, + v, + vy bewiesen.

sl+ sl+—sl

@

4. 1. Die MaBzahlen der Geschwindigkeiten
(in l%) der beiden Kraftwagen K, K, seien

vi, v,; die MaBzahlen der Zeiten (in h), in
denen sie die Strecke 4B durchfahren, seien
ty, ty. Danngilt (1) 210 = v,t;, = v,t,.

v

F erner ist sowohl (¢, —2)h als auch (t2—§) h

die Zeit vom Fahrtbeginn bis zur Begegnung,

so daB

=t +z
1 2 8

gelten muB. SchlieBlich ergibt sich die Ent-

fernung vom Treffpunkt T nach B als’

(v, + 2) km und von T nach 4 als (v, - g) km,
woraus
O v, 2+, 3_210

folgt. Zur Losung des Gleichungssystems (1),
(2), (3) multipliziere man etwa (3) mit ,, und
beriicksichtige anschlieBend (1) und (2). Es er-
gibt sich

210-¢,

24210, + %

ml\l

=210-(, +%)'tz,

also 1?2 —% t, — 2—: = 0, woraus man
tyi= g J81+63 =2 j; = erhilt.

Davon ist allein ¢, = 28—1 brauchbar, da
t, > 0 gilt.
Nach (2) und (1) folgt hieraus weiter

4

ao]'\’

+ 1.7
i
2 _ 60,

N

V1=

10 -
7
II. In der Tat erfillen diese Werte die Be-

dingungen der Aufgabe: Nach der Zeit

9, 3
(,—Dh=(,—Jh=3h

hat K, eine Strecke von 60 -%km =90 km

zuriickgelegt, K, eine von 80 -%km =120km;

wegen (90+120) km=210 km begegnen
sich K, und K, also zu diesem Zeitpunkt. Da-
nach braucht K| fiir die restlichen 120 km eine

Zeit von %: h = 2 h sowie X, fir die rest-

lichen 90 km eine Zeit von %h = 2h
Die Geschwindigkeiten der Kraftwagen be-

tragen somit 60 kT und 80 kTm

Bezirksolympiade
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1. a) Die Folge der natiirlichen Zahlen, die
bei Division durch 7 den Rest 4 lassen, be-
ginnt: 4; 11; 18; 25; 32; 39; 46; 53, 60; 67,
74;81;88;95;...

Von diesen Zahlen lassen bei der Division
durch 4 den Rest 3 genau die Zahlen: 11; 39;
67,95; ... (ab 11 jede vierte Zah! der vorigen
Folge).

Die kleinste unter diesen Zahlen, die auch
noch bei Division durch 3 den Rest 1 4Bt
ist die Zahl 67.

b) Weitere, den Bedingungen entsprechende
natiirliche Zahlen erhdlt man,indem man zu 67
gemeinsame Vielfache von 3, 4 und 7 addiert.
Insbesondere erhiilt man die nichstgroBeren
derartigen Zahlen, wenn man wiederholt das
k.g.V.von3,4und7(d.i.,da 3,4, 7 paarweise
teilerfremd sind, die Zahl 3 - 4 - 7 = 84) zu 67
addiert. Die nichsten so entstehenden Zahlen
sind: 151; 235; 319; ...

2. a), b) Die simtlichen genannten Darstel-
lungen sind :

T=1+6 10=1+9
7=2+5 10=2+8
7=13+4, 10=3+7

10=4 +6,

ihre Anzahl betrigt 3 bzw. 4.

c) Ist n ungerade, so treten in den simtlichen
genannten Darstellungen genau die Zahlen
1,...,n—1 als Summanden auf, und zwar
jede genau einmal. Da hierbei in jeder Dar-
stellung genau zwei dieser Summanden vor-
kommen, ist die Anzahl der Darstellungen

folglich 2

Ist n gerade, so treten dagegen nur die Zahlen

1, ..., n — | mit Ausnahme der Zahl g auf.

Diese Ausnahme rithrt daher, daB in einer
Darstellung von »# mit einem Summanden

g der zweite Summand ebenfalls g lauten

miiBte, also nicht von dem ersten verschieden
wiire. Daher betrigt nun die gesuchte Anzahl
n—2 n

=2 1

2 2

3. Esseio.B.d. A. der Punkt Cder Eckpunkt,
von dem aus das Lot auf die Gerade durch
A und B gefillt wird. Der FuBpunkt des Lotes
sei F, der Mittelpunkt von AC sei D, der von
BCsei E.

Dann sind die Dreiecke A AFC und A CFB
rechtwinklig mit dem rechten Winkel bei F
(eventuell ist eines dieser Dreiecke ausgeartet,
falls nimlich bei A bzw. B ein rechter Winkel
liegt. Die Betrachtungen gelten aber auch in
diesem Falle, da dann A=F bzw. B=F ist)
und die Punkte A4, F, C bzw. C, F, Bliegen nach
Umkehrung des Lehrsatzes des Thales aufl
dem Kreis mit dem Durchmesser AC bzw. BC.



Da D Mittelpunkt von AC bzw. E Mittelpunkt
von BC ist, ist

AD = DC = DF bzw.

CE = BE = EF als Radien in
den Thaleskreisen. Mithin gilt

ﬁ+ﬁ=E+ﬁ=%(Tc+§@

4. Man denke sich aus den Wandleuchten
mit je 4 Glihlampen je 2 herausgeschraubt.
Das ergibt genau so viel Glithlampen, wie es
Leuchten mit je 1 Glihlampe gibt. Man
konnte daher in jede dieser Leuchten je eine
Gliithlampe einschrauben. Ebenso denke man
sich aus den Leuchten mit 3 Glithlampen je
1 Gliihlampe herausgeschraubt.

Das sind genau doppelt so viele Gliihlampen,
wie es Leuchten ohne Glihlampen gibt. Man
konnte daher in jede dieser Leuchten je eine
2 Glihlampen einschrauben. Dann hiitte man
insgesamt genau 21 Leuchten mit genau je
2 Glahlampen. Man benétigt also noch genau
42 Glihlampen, um alle Leuchten voll aus-
Zustatten.

5. I. Angenommen, es gibt ein Dreieck
A ABC (siche Abb.), das den Bedingungen der
Aufgabe entspricht. Der Mittelpunkt von
AB sei P, der Mittelpunkt von BC sei Q.
Dann liegt P auf der Seitenhalbierenden s, und
damit auf g, und Q auf s, und damit auf g,.
Verlingert man nun SP bzw. SQ iber P
bzw. Q hinaus um sich selbst (die so ent-
stehenden Punkte seien D und E), so sind die
Vierecke ADBS bzw. BECS Parallelogramme,
da sich ihre Diagonalen halbieren.

II. Ein Dreieck A ABC kann daher nur dann
den Bedingungen der Aufgabe geniigen,
wenn es durch folgende Konstruktion er-
halten werden kann:

Man zieht durch A4 die Parallele zu g,. Sie
schoeide g, im Punkt D. Dann halbiert man
SD (Halbierungspunkt sei P) und zieht die
Gerade durch 4 und P. Sie schneide g; im
Punkt B. Nun zieht man durch B die Par-
allele zu g,, die g, in E schneide. Man hal-
biert SE (Halbierungspunkt sei Q) und zieht
die Gerade durch B und Q, die g, in C
schneide.

III. Wenn sich das Dreieck A ABC so kon-
struieren 1iBt, dann entspricht es den Be-
dingungen.

Beweis: Laut Konstruktion sind die Dreiecke
A ADP und A BSP sowie A BEQ und A CSQ
kongruent; denn sie stimmen in einer Seite
und den Winkeln dberein. Also sind die Vier-
ecke ADBS und BECS Parallelogramme, und
es gilt AP = PB sowie BQ = QC. Daher
sind CP und A4Q Seitenhalbierende im Drei-

eck A ABC. Thr Schaittpunkt S muB auch auf
der dritten Seitenhalbierenden liegen, die da-
mit auf g, liegt.

IV. Die Konstruktion ist stets ausfihrbar
und eindeutig. Denn von den Geraden g,,
g3, &3 sind keine zwei parallel, so daB also
die Schnittpunkte D, B, E und C stets
existieren und eindeutig bestimmt sind. Da
weder B noch C mit S zusammenfillt, kann
weder B (als Punkt von g;) noch C (als
Punkt von g,) mit dem Punkt 4 von g, zu-
sammenfallen.

6. Von einem Tag des Jahres 1777 bis zum
gleichen Tag des Jahres 1967 sind es 190 Jahre,
und zwar
45 Jahre zu 366 Tagen und

145 Jahre zu 365 Tagen.
In den 45 Jahren riickte der Wochentag um
90 Wochentage vor,
in den 145 Jahren um 145 Wochentage.
Das sind zusammen 235 Wochentage,
d.h. 33mal eine Woche und 4 Wochentage.
Daher war der 30. 4. 1777 ein Mittwoch.
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1. Es geniigt zu beweisen, daB in jedem Drei-
eck wenigstens ein HohenfuBpunkt zwischen
den beiden Eckpunkten einer Dreieckseite
liegt. Das trifft fiir den FuBpunkt der vom
Scheitelpunkt eines groBten Dreieckswinkels
auf die gegeniiberliegende Seite gefillten
Hoéhe zu.

Beweis: Ein groBter Winkel des Dreiecks
A ABC liege 0. B. d. A. bei C. Der Fuipunkt
des von diesem Punkt auf die Gerade durch
A und B gefiliten Lotes sei D. Wiirde D nicht
zwischen 4 und B, sondern auf der Geraden
durch diese Punkte auBlerhalb der Seite 4B
oder in A oder in B liegen, so wire der
Winkel &£ BAC (bzw. ¥ ABC) als AuBen-
winkel im Dreieck A DCA (bzw. A DBC) oder
als rechter Winkel & BDC (bzw. ¥ ADC)
nicht spitz.

Laut Voraussetzung ist aber keiner dieser
Winkel groBer als der Winkel bei C, also kann
auch keiner dieser Winkel groBer als 60° sein.
Damit ist ein Widerspruch erreicht, die Be-
hauptung also bewiesen.

2. Zum Beweis wird ein Verfahren angegeben,
das nach drei Wigungen sicher zum Ziel
fithrt:

Wir bezeichnen die Kugeln mit K| ... K. Bei
der ersten Wigung lege man je eine Kugel,
etwa K; und X,, auf eine Waagschale, bei
der 2. Wigung nehme man zwei weitere, bis-
her nicht gewogene Kugeln, etwa K, und K,.
Dann konnen die ersten beiden Wigungen
folgende Resultate haben (in der Ubersicht

ist Gleichgewicht mit GL. und nicht Gleich-
gewicht mit n. GL. symbolisiert):

I. Wigung 2. Wigung
a) Gl. Gl.
b) Gl n. Gl
c) n. Gl Gl
d) n. Gl. n. Gl

Im Fall a) vergleiche man in der 3. Wigung
eine Kugel der 1. Wigung, etwa K|, mit der
5. Kugel. Herrscht Gleichgewicht, so sind K,
und K, die gesuchten Kugeln, andersfalls
sind es K, und K.

Die Fille b) und c) lassen sich durch Um-
numerierung auf einander zurickfihren. Es
geniigt also, einen dieser Fille zu betrachten,
es sei der Fall b). Man vergleiche in der
dritten Wigung eine der beiden Kugeln K,
oder K, mit einer der Kugeln K, oder K. Es
werde z. B. K; mit K, verglichen. Herrscht
Gleichgewicht, so sind K, und K, die ge-
suchten Kugeln, herrscht kein Gleichgewicht,
so sind es K; und K.

Im Fall d) vergleiche man schlieBlich eine der
gewogenen Kugeln, etwa K, mit der 5. Kugel.
Es sei 0. B. d. A. die Kugel X, leichter als K,.
Ebenso sei 0. B. d. A. K, leichter als K,
Herrscht nun beim Vergleich mit K; Gleich-
gewicht, so sind K, und K, die gesuchten
Kugeln; herrscht kein Gleichgewicht, so sind
es K; und K;. In jedem Falle (und andere
Fille gibt es nicht) hat man die beiden ge-
suchten Kugeln mit drei Wigungen er-
mittelt.

3. Die Zahlen 1, 10, 100, 1000 ... lassen bei
Division durch 9 jeweils den Rest 1, weil der
Vorgénger jeder dieser natiirlichen Zahlen
durch 9 teilbar ist; die Zahlen 2, 20, 200,
2000...,diesichals1 + 1,10 + 10,100 4+ 100
. schreiben lassen, ergaben jeweils den
Rest 2; die Zahlen 3, 30, 300 ... den Rest 3
usw., die Zahlen 8, 80, 800 ... den Rest 8,
und 9, 90, 900 .... schlieBlich den Rest 0.
Nun ldBt sich jede natiirliche Zahl z in der
Form
z=2ay-10° +a, - 10" + a, - 10> + a; - 10°
+ ... + a, ' 10" schreiben (mit ganzen Zah-
len a: fiir die 0 < g; £ 9 gilt).
Die Quersumme dieser Zahl lautet dann
Q) =ay+a, +a,+a;+ ... +a,
Bei Division durch 9 148t nach dem Obigen
a, - 10° den gleichen Rest wie gy, a, - 10" den
gleichen Rest wie ay, . . ., a, - 10" den gleichen
Rest wie a,.
Die Summe z der g, - 10' 1iBt daher bei
Division durch 9 den gleichen Rest wie die
Summe Q(z) der a;.

4. I. Angenommen, es gibt eine solche Par-
allele. Dann kann sie wegen b < a nur par-
allel zur Seite AD gezogen werden. Es sei EF
diese Parallele (siche Abb.).

Dann gilt: ABCD ~ BCEF

und damit auch: AABD ~ ABCF. Daraus
folgt: ¥ ABD =~ ¥ BCF.



II. Daher kommt man zu folgender Kon-
struktion: Man trigt ‘m Punkt C an BC nach
der Seite hin, auf der A liegt, einen Winkel
von der GréBe des Winkels ¥ ABD an. Der
freie Schenkel dieses Winkels schneide die
Seite AB in F.

D a £ ¢
B

b

A F 8

I11. Die Parallele zu 4D durch F entspricht

den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Die Dreiecke A ABD und A BCFsind

laut Konstruktion dhnlich; denn sie stimmen

in den Winkeln iiberein. Daher gilt

AD : BF = AB : BC und mithin

ABCD ~ BCEF.

IV. Die Konstruktion ist stets auf genau eine

Weise ausfithrbar. Da die GroBe des Winkels

¥ ABD zwischen 0° und 90° liegt, existiert ein

solcher Schnittpunkt F und ist von B ver-

schieden. Daher existiert das Dreieck A CFB.

Wegen (111) gilt 2€ = 4 > 1, also BC > BF,
BF b

und F liegt zwischeh A und B.

5. a) Fritz sollte rechnen: z - z = 22

Er rechnete: (z — 5) (z + 5) = 22 — 25.
Sein Weg ist also falsch.

b) Der absolute Fehler betrigt in jedem
Falle: —25. Er ist also nicht je nach der
Zahl z verschieden, sondern konstant.

6. Wegen (1) gilt b +d > b + ¢,

und weil a +d < b + ¢ ist, findet man

a+d< b+ dund darausa < b (4)

Durch Subtraktion erhilt man aus (2) und (3):
d—b < b—d, also2d < 2b

G)d<b

Ausmrhéilt man b — d = ¢ — a, woraus

sich wegen b > d die Aussage (6) ¢ > a

ergibt.

Wegen (4), (5) und (6) ist die gesuchte Reihen-

folgeb > d > ¢ > a.

Olympiadeklasse 9

1. Es sei y eine natiirliche Zahl, fiir die
25 < y < 50 gilt.
Die Erginzung dieser Zahl bis 50 ist
x = 50 — y, und es gilt
¥ = (50 — x?
= 2500 — 100x + x*
=100 (25 — x) + X2,
also wegen x = 50 —
¥ = 10025 —50 + y) + x*
= 100 (y — 25) + x%.
Das heiBt : Zu dem Quadrat x? der Erginzung
der gewihlten Zahl y bis 50 ist das Hundert-
fache der Differenz (y — 25) aus der ge-
wihlten Zahl und 25 zu addieren. Anderer-
seits fiihrt die von Marlies genannte Regel
auf die Summe aus x? und dem Produkt von

VI

(y — 25) mit derjenigen Zehnerpotenz, die
der Stellenzahl des Quadrates x> entspricht.
Daher ist diese Regel genau dann richtig,
wenn das Quadrat x* eine zweistellige Zahl
ergibt.

a) Fir 41 < y < 46 ist dies der Fall, da-
gegen nicht

b) filr 26 < y < 40 und

c) lir47 £ y £ 50.

(Im Fall ¢) entsteht eine richtige Regel, wenn
man in der durch Hintereinanderschreiben
von (y — 25) und x* gebildeten Zahl vor die
letzte Stelle eine Ziffer O einschiebt, im Fall b),
wenn man aus der gebildeten Zahl durch
Addition der dritt- und viertletzten Stelle eine
neue Zahl bildet, wobei eventuell auftretende
Zehneriiberschreitungen wie iiblich als
Zehneriibertragung auf die vorangehende
Stelle weiterwirken.)

2. 1. Angenommen, es gibt ein Dreieck
A ABC, das den genannten Bedingungen ent-
spricht.

Der Punkt D liege

1. aufder Verldngerung von CA iiber 4 hinaus,
2. auf dem Kreis mit ¢ um 4.

Dann ist A DBA gleichschenklig.

D 8 X
Hiernach und nach dem Satz iiber die AuBen-

winkel im Dreieck (angewandt aul Dreieck
A DBA) gilt

¥ BDA = ¥ ABD = g.z ¥ ABC bezeichnet

die GroBe des Winkels ¥ ABC.

II. Ein Dreieck A ABC entspricht daher nur
dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn
es durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann: Man konstruiert ein Dreieck
A CDB aus CD=b6+¢, BC=a und

X CDB = g. Im Punkte B trigt man an DB

nach der Seite hin, auf der C liegt, den Winkel
g an, dessen freier Schenkel die Seite CD im
Punkte 4 schneide.

III. Das Dreieck A ABC entspricht den Be-
dingungen. .

Beweis: Laut Konstruktion ist BC = a. Fer-
ner ist laut Konstruktion ¥ ADB = & DBA

also nach dem AuBenwinkelsatz

_a
=3
¥ BAC = a.

SchlieBlich folgt, daB A ADB gleichschenklig
mit AD = AB ist und daB somit, da nach
Konstruktion CD = b + ¢ gilt, auch die
Summe AC + ABden vorgeschriebenen Wert
AC + AB = AC + AD = CD = a + chat.
1V. Die Konstruktion ist nicht moglich,
wenn eine der Bedingungen

0° < « < 180° und b + ¢ > a verletzt ist.
Seien nun beide Bedingungen erfillt. Da
dann das Dreieck A CDB aus zwei Seiten

und dem Winkel, der der kleineren gegen-
iiberliegt, konstruiert wird, enthilt man ent-
weder iiberhaupt kein Dreieck oder genau
ein Dreieck oder genau zwei verschiedene
Dreiecke.

Die Bedingungen dafiir kénnen von den
Schiilern dieser Klasse in etwa folgender
Form angegeben werden: Man konstruiere
das (bis auf Kongruenz eindeutig bestimmte)
Dreieck A CDX mit CD = b + ¢,

x CDX=§, ¥ CXD = 90°.

Dann ist die Konstruktion des gesuchten
Dreiecks A ABC — nicht durchfiihrbar,
wenn
a < CX,
— bis auf Kongruenz — eindeutig durchfiihr-
bar, wenn
a=CX gilt. — bis auf Kongruenz genau
zweideutig durchfithrbar, wenn a>CX gilt.
3. Angenommen, es gibt ein solches Zahlen-
tripel. Dann gilt: (1) Durch Addition erhilt
man aus den vier Gleichungen:
4a =5, + 5, + 53 + 54 = 10. Damit ist
_5
T2
(2) Durch Subtraktion erhilt man aus der
ersten und zweiten bzw. dritten und vierten
Gleichung:
2¢ =135, —35, und 2¢ = 53 — 54,
also s, — 5, = 83 — $4.
Von den Gleichheitsaussagen dieser Form,
indenen fiir s,, 5,, 55, 5, bis auf die Reihenfolge
genau die Zahlen 1, 2, 3, 4 stehen, sind (ab-
gesehen von Seitenvertauschung) nur die
folgenden wahr:

1—2=3—24
1—3=2—4
2—1=4—3
3—1=4-—2

Daher kommen fiir 2 ¢ nur die Werte —1, -—2,

1 und 2 in Frage, und ¢ kann nur —%,
1 .
—I1, 3 und 1 sein.
(3) Aus der ersten und dritten bzw. zweiten
und vierten Gleichung folgt wie in (2)
2b =15y —15
2b =55 — 3,

und b kann ebenfalls nur die Werte —%,
—1, % und 1 annehmen.
(4) Da a =§ ist, konnen b und ¢ nicht

gleichzeitig ganze Zahlen sein; sonst wiren die
linken Seiten der gegebenen Gleichungen
nicht ganzzahlig.

(5) Ferner konnen b und ¢ nicht gleichzeitig
je einer der angegebenen Briiche sein; sonst
wire die linke Seite einer der gegebenen

Gleichungen die Summe é+l

nicht ganzzahlig. 22
Durch Kombination der gefundenen Werte
von b und ¢ und unter Beriicksichtigung von
(4) und (5) konnen héchstens die folgenden
Zahlentripel Lésung sein:

+ é also
2



Durch Einsetzen iiberzeugt man sich, daB
sie tatsichlich Losungen sind.

4. In jedem gleichseitigen Dreieck fallen die
Mittelpunkte von Inkreis (Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden) und Umkreis (Schnitt-
punkt der Mittelsenkrechten) zusammen.
Dieser Mittelpunkt M ist zugleich auch der
Schwerpunkt des Dreiecks A ABC.

Deshalb gilt (1)

MC:MD=2:1.

MC = r, ist der Radius des Umkreises,
MD = r, ist der Radius des Inkreises.

- c
LA
NS
Nach (1) ist damit r;, = 2r,.

Fiir diec Inhalte F; der Umkreisfliche und
F, der Inkreisfliche gilt dann

Fi=r?n
und F,=r2n
Wegen r, = 2r, folgt daraus

F, =4F,
Die Inhalte von In- und Umkreisfliche ver-
halten sich beim gleichseitigen Dreieck wie
1:4.

5. Die zu untersuchende Zahl ist
t=rf@*—NnH—@—1
= —Dm—1
=+ 120 —12@E + 1)@+
=n+ 1) -DP-(n?+ 1)?@n*+1).
Da n ungerade ist, so sind die zu » benach-
barten Zahlen (n + 1) und (n — 1) beide
gerade, und eine von ihnen ist durch 4 teilbar.
Demnach ist (n + 1) (n — 1) durch 8 und das
Quadrat dieser Zahl durch 64 teilbar.
n? und n* sind als Potenzen einer ungeraden
Zahl ebenfalls ungerade, also ist
(n* + 1) durch 2,
(7> + 1)* durch 4 und
(n* + 1) durch 2 teilbar.
Damit ist ¢ teilbar durch 26 - 22 -2 = 2° = 512.

6. Der Abstand des Punktes P von D sei d.

D v c
d lu [
Vi—y= = —— W
lp-a
a lx b
A X 8
Es sei PQ das Lot von P auf die Ebene des

(4D)

Rechtecks. Die Parallele durch Q zu
(4B)

schneide die Gerade (4B) in (X), die Gerade
D 4p) (V)

(DC) in (U). Es sei

B0 "

PO =h, OX=x,QU=u, QV=y, oW =w.
Dann erhdit man nach jeweils zweimaliger
Anwendung des Lehrsatzes des Pythagoras

folgende Gleichungen:
=V +x+hR
P=w+x+i
= +w+hr

F=v+ ¢+

Daraus folgt (nach Addition)
F+E=w+vV+w+ 2+ 2k und
P+d=1+v+w+x2+21
Somit gilt

a + & = b + & und damit

& = &* — b* + & (also insbesondere

@+ 2B

Der Abstand des Punktes P von D betrigt
folglich

d=J— ¥ + &
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1. Die Dreiecke A ABC und A EDC sind
ghnlich, da sie in den Winkeln iibereinstim-
men. Das Dreieck AEDC hat den Flichen-
inhalt )

Fy— Fo— s F. also gilt 2 =
= = F,, also gilt — = =
3 134 gﬂF‘ 3
c
I3 D
A 8

Da sich die Flicheninhalte dhnlicher Drei-
ecke wie die Quadrate homologer Seiten ver-
halten, folgt hieraus

¥=3@, alsoﬁ:ﬁ-lﬁcm
AB \/3 3
=6.,/6cm.

2. b)I) Angenommen, es gebe 2n + 1 Zahlen

der gesuchten Art. Bezeichnen wir die

(n + 1) -te dieser Zahlen mit x, so lauten sie

x—nx—n+1,..,x, ..., x + nunder-

fiillen die Gleichung

D x—n+...+x—1)72+x
=(x+1P?+...+(x+n%

Wegen (x + k)2 —(x—k)P?=4kx(k=1,...,n)

folgt aus (1)

X=4( +...+n)x=4-w-x,also

2) x(x—2n(n+ 1) =0.

Daher muB x = 0 oder
x=2n(n+1)=2n* + 2n sein, d.h. es
kommen nur die Zusammenstellungen

@ —m-—m+1,..,0,...n

@2 +n2n* +n+1,...,2n* +2n,...,
2r* + 3n als Losungen in Frage.

II) In der Tat erfiillen (3) und (4) die Be-
dingungen der Aufgabe; denn sowohl fir
x =20 als auch fiir x = 2n(n + 1) ist (2)
erfiillt, woraus man umgekehrt wie in I) auf
(1) schlieBen kann.

a) Setzt man in b) speziell n = 2 ein, so ent-
steht a). Man erhilt hierfir aus (4) die be-
reits genannten Zahlen 10, .. ., 14, aus (3) die
somit einzige weitere Losung —2, ..., 2.

3 Ausd + ¥ =6ab folgt
a* + 2ab + b = 8ab
(a + b = (/8ab)?, also,
da wegen
a, b > Osichera + b > 0Oist,
a+b = \/m
Aus & + b? = 6ab folgt
@ —2ab + B = 4ab
(a—b)? = 4ab, also, da wegen
a > bsichera—b > 0ist,
a—b = \/Za—b
Also ist
a+b 8ub =
ab = das = VZ

Durch Logarithmieren erhilt man
lg@@+5)—lga—b) =3 lg2
Damit ist die Behauptung bewiesen.

4. 1. 5, ist genau dann ein Punkt der ent-
stehenden Parabel, wenn seine Koordinaten
deren Gleichung erfiillen. Hierfiir ist 8 =g
notwendig und hinreichend.

II. Sei nunmehr g = 8 vorausgesetzt.

Die Abszissen der Schnittpunkte mit der
x-Achse sind die Losungen x;, und x, der
quadratischen Gleichung x* + px + 8 = 0.
Fiir sie erhiilt man

P, (PN gk L o
X, = 2+ (2) 8= 2+2 pt-32
2
__P_ /2)_ __z_l/z_
und x, = 3 (2 8= 273/ P 32

(vorausgesetzt, daB |p| = 4 /2 ist;
anderenfalls hat die Parabel keinen Punkt auf
der x-Achse).
Die Bedingung x, — x, = 7 ist somit gleich-
bedeutend mit
JPP —32 = 7, dies mit

PP —32 =49,d. h. mit p* = 81,
und dies damit, daB entweder p = 9 oder
p = —9 gilt.
Hat man statt der bisher genannten logischen
Aquivalenzen nur in einer Richtung (zu g = 8
und zu p = 9 oder p = —9 hin) fithrende
Schliisse geschrieben, so eignet sich zum dann
erforderlichen Nachweis der Umkehrung
auch folgende
Probe: Das Bild der quadratischen Funktion
y=x2—9x+8=(x—1)(x—28)
schneidet die x-Achse in den Punkten S, (8;0)
und S, (1;0), die y-Achse im Punkt S, (0; 8).
Das Bild der quadratischen Funktion
y=x*+9x+8=(x+1)-(x+8)
schneidet die x-Achse in den Punkten S,
(—1; 0) und S, (—8; 0), die y-Achse im
Punkt S, (0; 8).

5. Es gilt der Satz:
Betrigt die Summe zweier gegeniiberliegender
Winkel eines Vierecks 180°, so ist das Viereck
ein Sehnenviereck.
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M sei der Mittelpunkt eines Kreises, KG und
L H seien zwei aufeinander senkrecht stehende
Sehnen dieses Kreises. Die in ihren End-
punkten an den Kreis gelegten benachbarten
Tangenten mégen sich in den Punkten 4, B,
C, D schneiden, so daB G, H, K, L in dieser
Reihenfolge auf 48, BC, CD, DA liegen.
Da KG und LH aufeinander senkrecht
stehen, ist

X KGH + ¥ GHL = 90°.tx ABC bezeich-
net die GroBe des Winkels ¥ ABC.

6. Es gilt mit geeigneten natiirlichen Zahlen
rund s:

p=2r+1
Daraus folgt:

P—@=0—@+9=4¢—)(+s+1)
Von den Zahlen r—s und r 4+ s + 1 ist
genau eine durch 2 teilbar, da ihre Summe un-
gerade ist.

Dabher ist

p* — ¢* durch 8 teilbar.

Andererseits gilt mit geeigneten natiirlichen
Zahlen x und y

p=3x+ loderp=3x—1und

q=13yv + loderg=3y—1.

Es gibt daher genau die folgenden Maglich-
keiten:

(HDp=3x+1lundg=3y+1
QDQp=3x—lundg=3y—1

B p=3x+lundg=3y—1

@4 p=3x—1lundg=3y+1
Far(1)und ) gilt: p—g =3 (x—y)

Fiar (3)und @) gilt: p + ¢ = 3 (x — »).

Da p>—q®>=(p+4q) (p—q) gilt, ist somit in

jedem Falle p? —g? durch 3 teilbar.

Wegen (8, 3) = 1 ist folglich p> — ¢* auch
stets durch 24 teilbar.

2. Losungsweg :

Mit geeigneten natiirlichen Zahlen m, n ist
p=6m+1 und q=6n+1 (wobei fir
p und g voneinander unabhiingig je eines der
Vorzeichen gilt), also
G)pP—¢gd=12m@Bm+1)—n@Bn+1)
gerades ersfe Faktor

ungerades eite

gerade; daher sind diese Produkte stets ge-

rade, also auch ihre Differenz. Hiernach folgt

aus (5) die Behauptung.

g=2s+ 1.

ist fur m bzw. n der

DDR-Olympiade

Olympiadeklasse 10

1. Aafgabe

Lisung 1 in Anlehnung an den Vorschlag der
Aufgabenkommission

a) Im Dreieck A ABC sei H der FuBpunkt des
Lotes von C auf die Gerade durch 4 und B.
Der durch C gehende Durchmesser des Um-
kreises schneide diesen im Punkt D.

Es bezeichne ﬁ=c, §E=a, a=b,
CH=hCD=d.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann
¥ ABC < 90° vorausgesetzt werden. Daraus
folgt D + A und H + B, so daB dic beiden

VIII

Dreiecke A ADC und A HBC nicht entartet
sind. AuBerdem liegen B und D iiber dem-
selben Bogen AC. Der Peripheriewinkelsatz
liefert dann

¥ HBC = & ADC.
Ferner ist nach Definition der Héhe und nach
dem Satz des Thales

¥ CHB = ¥ CAD = 90°.

Aus diesen beiden Winkelbeziehungen resul-
tiert nach dem Hauptihnlichkeitssatz
A ADC ~ A HBC und damit
a:h=d:b,alsoab = hd.
Die angestellten Uberlegungen sind unab-
hdngig davon, ob A ABC ein spitz-, recht-
oder stumpfwinkliges Dreieck ist (vgl. Abb.).
b) Fir die Fliche F des Dreiecks A ABC gilt
die Formel

1
F=_h-c
3 c
Setzt man hier die aus a) folgende Beziehung
h = % ein, so ergibt sich

F=1.g¢
d

R} —

Lésung 2

a) Es werden dieselben Bezeichnungen wie
in Losung 1 benutzt. Ferner seien «, 8, y die
Winkel bei 4, B, C.

Nach dem Sinussatz gilt

sine sinf siny
speziell also
sina = %, AuBerdem ist stets
sina = h
5

woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

Bemerkungen zu den Schiilerlésungen :

Der von mehreren Schillern beschrittene
Losungsweg 2 ist wesentlich kiirzer und ein-
facher als der 1. Losungsweg. Dabei ist je-
doch zu beriicksichtigen, daB in der ange-
gebenen Formulierung des Sinussatzes die
Uberlegungen aus Losung 1 implizit ent-
halten sind.

Viele Schiiler gaben keine ausreichende Recht-
fertigung fur die Anwendbarkeit des Peri-
pheriewinkelsatzes. Es fehlte der Hinweis.
daB B und D iiber demselben Bogen AC
liegen.

Zahlreiche Schiiler fertigten eine Skizze an
und fithrten ihren Beweis fir den damit her-
ausgegriffenen Spezialfall (meistens spitz-
winkliges Dreieck). Sie iiberzeugten sich nicht
von der Allgemeingiiltigkeit der Aussage fiir
jedes beliebige Dreieck. Einige wenige Schiiler
hatten Schwierigkeiten bei dem Aufbau des
Beweises. Sie setzten die Behauptung als
bekannt voraus. Dr. M. Miiller

Humboldi-Universitdt zu Berlin

Aufgabe 2

Es wird im folgenden mit geringfiigigen

Anderungen die Losung der Schiilerin Ursula

Tyl, EOS ,,Heinrich Hertz*, Berlin, K1. 10 an-

gegeben.

a) Beweis der Existenz von s: Es geniigt zu

zeigen, daB

(1) x—1 = 0bzw. x = 1ist.

Dann existiert \/x — 1 und wegen

x 4+ 1 > x—1auch /x + I; wegen

Jx+ 1> /x—1 ist der Nenner von s

picht 0 und damit s vorhanden. Zum Beweis

von (1) bilde man

.= 1(5 b) _ a’+b?  (a—b)?
2ab 2ab

+ 1

2\b "2
Da (@a— b)?> > 0 (weil @ + b) und ab > 0,
gilt somit sogar x > 1.
b) Vereinfachung von s:
R . e B R R, ) s
ViHl—yx—1  (x+1)—(@x—1)
=x+ . J(x+ D(x—1).

. @+
Mit x = 5ab folgt
2 2 2 2!
s a b e
2ab 2ab

Nun sind zwei Falle zu unterscheiden:
1.Fall: |a| > | b}, also a* > &

und folglich 5 = -g :
2. Fall: |b| > |a] alsob® > &

und folglich s = g .

Ein etwas anderer Losungsweg verwendet

b| |a—b|
v x+1 =laL,\/x—l =—,
v 2ab V2ab

demzufolge
la+b| , |a=b]
s— V2ab  V2ab  |atb|+|a—b]|

_|a+b|_|a—b|_ |a=b]|—|a-b]|

Vv 2ab v 2ab
Nunmehr sind wegen a+b, ab >0 die fol-
genden Fille moglich:

1. O<a<b: s= 7a+b+b—a = é .
a+b—b+a a
. _atbta-b a
2. O<b<a: s= a———+b—a+b =3
3. beag<0: 5= —9=btb—a b
—a—b—a+b a
—a—b+b—a a
4, a<b<0: s Ta—b_bia " B

Dr. K. Zacharias, Deutsche Akademie

der Wissenschaften zu Berlin
Die Losungen der Aufgaben 3 bis 5 ver-
offentlichen wir im Heft ~/70, d. Red.



Rund um das Schachbrett

1 Matt in einem Zug, (J. Perkins, Chess 11/1950)

2 (T. P. Madely, Chess 11/1950)

3 Stellt ein weiBes Pferd auf irgendein von euch
ausgewihltes freies Feld so auf, daB mit diesem Pferd
alle Bauern in einer moglichst geringen Anzahl von
Ziigen geschlagen werden kdnnen.

%
@)
o]0
O
O %
o0 %,
oKy U/

4a Es sind mit einer Mindestzahl von Koénigen alle
Felder eines Schachbretts zu beherrschen. Das Stand-
feld des Konigs soll als ,,beherrscht gelten.

4b Wieviel Ziige kann ein Springer auf einem leeren
Schachbrett ausfithren?

Die Briefmarke wurde zu Ehren der XVI. Mann-
schaftsmeisterschaft der Studenten im Schach 1969
(in Dresden) herausgegeben. (Vignette rechts oben)
In der DDR-Mannschaft (6 Teilnehmer) standen
die beiden Mathematikstudenten Lurz Espig (Halle)
und Manfred Schoneberg (Leipzig). Die DDR belegte
den 6. Platz.

5 Die Zahlen 1 bis 32 sind so in die weiBen Felder
zu verteilen, daB in jeder Reihe und Spalte die Summe
66 betragt. (Zur Erleichterung der L6sung sind einige
Zahlen vorgegeben.)

a1 U7 3 AV U
#AA, 2
A1 18
A_1A27 % 77
B4 % Z
A Y4 %27
An b 1 Y
22 7B

6a Stelle in die obere linke Ecke (A) des Schach-
bretts einen Stein. Er soll senkrecht oder waagerecht
(nicht diagonal) zum gegeniiberliegenden Eckfeld (Z)
ziehen und dabei jedes Feld einmal durchlaufen.

6b Setze auf das mit A gekennzeichnete Feld einen
Liufer. Er soll auf das mit Z bezeichnete Feld gezogen
werden und zwar so, daB dabei alle weiBen (also keine
schwarzen) Felder des Brettes beriihrt werden. Die
Kreuzung von Zuglinien ist gestattet. Kein Weg darf
zweimal beschritten werden.

Unser Schach-Experte, Mathematikfachlehrer K. Kan-
nenberg, StaBfurt, stellte Probleme zusammen:

7 Ist es moglich, einen Springer, der auf dem Feld a8
steht, so auf das Feld hl zu bringen, daB er jedes Feld
beriihrt, aber jedes Feld nur einmal?

8 Mattin 4 Ziigen von Dr. E. Zepler (Urdruck in der
,»Schwalbe*, Juli 1929):

WeiB3: Ke5 Dc7 Th7

Schwarz: Ke8 Ta8 Lb5 Bb6 Bd7 Be4 Bf2

9 Weill zieht und setzt mit demselben Zug beide
Konige matt! Wie ist das mdglich?

WeiB: Kd4 Shé Bd8 Bg2

Schwarz: Kf4 Sb2 Bb4 Bc6 Bg3

10 Beide Parteien haben auBer ihrem Kénig nur
Springer auf dem Brett.

Wei3: Kal Sa6 b5 dl d3

Schwarz: Kd5 Sc4 c6ed4 e6 Matt in 2 Ziigen!
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Wer lost mit? ill[lllil -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin 1. 3. 1970

5 a 452 In die Felder des nachstehend ab-
gebildeten Quadrates sind die Vielfachen der
Zahl 5 (5, 10, 15, .. ., 45) so einzutragen, daB
die Summe jeder Zeile, Spalte und Diagonale
75 betrigt.

Schiilerin Cordula Saueressig, Mellensee

A 453 Peter kauft sich Hefte zu 7 Pf und
zu 10 Pf das Stiick; er hat fiir diese Hefte
insgesamt 2,61 M zu zahlen. Wieviel Hefte
zum Preise von 7 Pf das Stiick sind dabei?
Hat diese Aufgabe mehrere Losungen?  P.

A 454 Die MaBzahl des Umfangs eines
Rechtecks (gemessen in cm) sei gleich der
MaBzahl des Flicheninhalts dieses Recht-
ecks (gemessen in cm?). Ermittle mit Hilfe

einer Tabelle Linge und Breite aller Recht-
ecke, die diese Bedingung erfiillen und bei
denen die MaBzahlen der Seitenlédngen natiir-

liche Zahlen kleiner als 7 sind.
Sch.

W S5 m 455 Heinz kauft sich drei Stick
Kuchen, die alle unterschiedlich viel kosten;
er hat dafiir 0,82 M zu zahlen. Hiitte er drei
Stiick des Kuchens mit dem niedrigsten Preis
gekauft, so hitte er 0,22 M weniger aus-
gegeben. Hitte er dagegen drei Stiick des
Kuchens mit dem hdchsten Preis genommen,
so hatte er 0,23 M mehr zahlen miissen. Wie-
viel kostet jedes der drei von Heinz gekauften
Stiick Kuchen?

Sch.

W 5 m 456 Drei Freunde, Axel, Bernd und
Dieter, unternahmen eine Radwanderung.
Bei der ersten Rast stelite Axel fest, dal er
seine Friihstiicksstullen zu Hause hatte liegen
lassen. Die drei Freunde teilten die von Bernd
und Dieter mitgebrachten Stullen unter sich
zu gleichen Teilen auf. Nachdem jeder zwei
verzehrt hatte, besaBen sie zusammen noch
soviel Stullen, wie jeder von ihnen bei der
Aufteilung erhalten hatte. Wieviel Stullen
hatten Bernd und Dieter zusammen mit-
gebracht? '

Sch.
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6 A 457 Indem abgebildeten Dreieck 4BC
sind die Hdhe CD = h, und die Winkel-
halbierende AE = w, eingezeichnet. Der
Winkel X ABC = g betrigt 60°, und der
Winkel & AEC = § betrigt 83°. Es ist die
GroBe der Dreieckswinkel « und y und des
Winkels £ ASD = ¢ zu bestimmen.

Schiiler Rainer Zweck, Wismar, KI. 7

A 458 Es ist die kleinste dreistellige natiir-

liche Zahl zu finden, fiir die folgendes gilt:

a) Sie ist durch 3, 4 und 5 teilbar.

b) Sie ist weder durch 9 noch durch 13 noch

durch 25 teilbar.

c) Sie liBt bei Division durch 11 den Rest 4.
Schiiler Lutz Mdingel, Berlin

A 459 Gegeben sind drei nicht auf einer
Geraden liegende Punkte P,, P, und P,.
Konstruiere eine Gerade, von der alle drei
Punkte den gleichen Abstand haben. Wie
viele solcher Geraden gibt es? Welche Fest-
stellung 1aBt sich nach Ausfithrung der Kon-
struktion beziiglich der erhaltenen Schnitt-
punkte machen?

Mathematikfachlehrer W. Unze, Leipzig

W 6 w 460 Vier Bekannte aus dem Bezirk
Karl-Marx-Stadt, die ihren Urlaub an der
Ostsee verbringen wollen, trafen sich zufillig
in Rostock auf dem Bahnhof. Diese vier
Urlauber mit den Familiennamen Meier,
Conrad, Lange und Fischer wohnen in ver-
schiedenen Stidten, und zwar in Plauen,
Zwickau, Werdau und Aue. Sie iiben alle
einen unterschiedlichen Beruf aus, und zwar
den Beruf eines Klempners, Kraftfahrers,
Ingenieurs und Tischlers. Von diesen vier
Personen ist uns folgendes bekannt:

a) Der Ingenieur wohnt in Zwickau.

b) Der Kraftfahrer, der Ingenieur und Herr
Conrad stehen untereinander im Briefwechsel.
¢) Herr Fischer und Herr Meier lernten sich
durch den Kraftfahrer kennen.

d) Der Tischler wohnt in Plauen und ist mit
dem Herrn aus Zwickau verwandt.

e) Herr Fischer, der in seinem Wohnort
Plauen in den Zug stieg, traf Herrn Lange in
einem Abteil.
f) Der Kraftfahrer wohnt mit dem Herrn aus
Aue wihrend des Urlaubs im gleichen Hotel.
Den Familiennamen sind die richtigen Berufe
und Wohnorte zuzuordnen.

Schiiler Bernd Kutnik, Teterow, KI. 7

W6 m 461 Untersuche, ob der folgende
Satz eine wahre oder eine falsche Aussage
darstellt:
,Dividiert man eine natiirliche Zahl, die
groBer als Null und kleiner als 1024 ist,
durch 1024, so erhilt man als Quotienten stets
einen endlichen Dezimalbruch.*
Begriinde deine Feststellung!

Schiiler Th. Wolf, Schleiz

7 & 462 Unter einem ,Primzahldrilling*
wollen wir drei Primzahlen verstehen, die
sich in der Form p, p + 2, p + 4 darstelien
lassen. Beweise, daB es nur einen solchen
,»Primzahldrilling* gibt! Aus welchen Zahlen
besteht er?

Schiiler Pawel Kriger, Leipzig, KI. 5

4 463  Gegeben sind die drei Punkte B, P,
und P,. Man konstruiere zwei gleich grofle,
sich in B beriihrende Kreise &, und k, derart,
daB &, durch P, und k, durch P, geht.

°h

-]

° 8
B
Dr. E. Schrider, TU Dresden

A 464 Zwei konvexe Vielecke besitzen zu-
sammen 21 Seiten. Das zweite Vieleck hat
doppelt so viele Diagonalen wie das erste.
Wieviel Eckpunkte besitzt jedes der beiden
Vielecke?

StR. D. Michels, Rostock

W 7 a 465 Eine vierstellige Kraftfahrzeug-
nummer weist folgende Besonderheiten auf:
a) Die erste ist gleich der zweiten und die
dritte gleich der vierten Ziffer.

b) Die vierstellige Zahl ist eine Quadratzahl.
Wie lautet die Kraftfahrzeugnummer?
Mathematikyfachlehrer Dieter Fischer, Plauen

W 7 @ 466 Die unten abgebildete Figur
stellt drei einander kongruente Kreise k,, k,
und k, dar, die sich paarweise in genau zwei



Punkten schneiden. Diese Schnittpunkte sind
durch kleinere Kreise markiert, in die die
Buchstaben a, b, ¢, d, ¢ und f eingetragen
wurden. Diese Buchstaben sind durch sechs
natiirliche Zahlen, die paarweise vonein-
ander verschieden sind, so zu ersetzen, daB
die Produkte der jeweils auf einem Kreis
liegenden Zahlen siamtlich gleich 144 sind.

T.

8 4 467 Esistderfolgende Satz zu beweisen:
Wenn in einem konvexen Viereck die Dia-
gonalen aufeinander senkrecht stehen, so ist
der Flicheninhalt dieses Vierecks gleich dem
halben Produkt der Lange der Diagonalen:
e
A= 3"
( Bemerkung: Ein Viereck ist genau dann
konvex, wenn beide Diagonalen im Innern des
Vierecks liegen.)
Sch.

A 468 Gegeben ist ein Quadrat ABCD.
Dieses Quadrat soll in ein flichengleiches
Rechteck verwandelt werden, dessen eine
Seite AE gegeben ist (vgl. die Abb.).

Man konstruiere die andere Rechteckseite
und zeichne das flichengleiche Rechteck.
Dr. E. Schrider, TU Dresden

W8 m 469 Seit Juni 1969 wird auch die
Route Moskau—Tokio von der sowjetischen
Fluggeselischaft Aerofiot regelmiBig im Non-
stop-Flug beflogen.

Die IL 62 startet in Moskau um 20.25 Uhr
Moskauer Zeit und trifft am néchsten Tag
um 12.15 Uhr (Japanische Zeit) in Tokio
ein.

Aul dem Riickflug startet die Maschine in
Tokio um 8.20 Uhr (Japanische Zeit) und
landet in Moskau an demselben Tag um
13.00 Uhr (Moskauer Zeit).

a) Essoll die Zeit fiir den Hin- bzw. Riickflug
ermittelt werden. Dabei ist bekannt, daB die
Differenz dieser beiden Zeiten kleiner ist als
1 h und daB die Differenz zwischen der Mos-
kauer Zeit und der Japanischen Zeit eine
ganze Anzahl von Stunden betrigt.

b) Es soll die mittlere Geschwindigkeit (Reise-
geschwindigkeit) auf dem Hin- bzw. Riickflug
berechnet werden. Die Flugstrecke betriigt

rund 8000 km.
L.

W 8 w 470 Von sechs duferlich gleich aus-
sechenden Kugeln sind vier schwerer als die
beiden restlichen Kugeln. Die vier schwereren
sowie die zwei leichteren Kugeln sind unter-
cinander jeweils massegleich. Mit hochstens
drei Wiaguugen mittels einer Tafelwaage

(ohne Wigestiicke) ist festzustellen, welche
die schwereren und welche die leichteren
Kugeln sind!

T

9 A 471 Esseien a und b zwei von Null ver-
schiedene natiirliche Zahlen, d ihr groBter
gemeinsamer Teiler (g. g. T.) und m ihr
kleinstes gemeinsames Vielfaches (k. g. V.).
Ferner seien r =ab—d die Differenz
zwischen dem Produkt und dem g. g. T. dieser

Zahlen und ¢ =§ der Quotient aus dem

k. g. V. und dem g. g. T. dieser Zahlen.
Es ist zu beweisen, daB dann die Zahl
1 + 4rgstets gleich dem Quadrat einer natiir-
lichen Zahl ist, und es ist diese Zahl anzu-
geben.
Ferner soll diese Zahl fir g = 8, b = 6 be-
rechnet werden.

Dipl.-Math. Bernd Noack und

Monika Noack, Berlin

A 472 Ein regelmiBiges Zwolfeck sei wie
in der nebenstehenden Figur in drei Teil-
figuren zerlegt worden.

Ist der Flicheninhalt der mittleren (weiBen)
Teilfigur gréBer oder kleiner als die Summe
der Flicheninhalte der beiden &uBeren
(schwarzen) Teilfiguren?

Erst schiitzen, dann berechnen! L.

W9 & 473 Gegeben ist das Gleichungs-
system

x+ay =2, )
y—daz=1, ¢3)]
x+az =3, @

wobei a eine reelle Zahl ist.
a) Das Gleichungssystem ist zu losen, falls
avon 0, 1 und — 1 verschieden ist.
b) Wie viele Losungen hat das Gleichungs-
system, fallsa = 0,a = 1 bzw. ¢ = —1 ist?
Hans-Dietrich Gronau, stud. math.
Trdger eines 3. Preises bei der IMO 1969

W9 w 474 Gegeben seien in der Ebene
8 Punkte, von denen je drei Punkte nicht auf
einer Geraden liegen. Jeder dieser Punkte sei
mit jedem anderen Punkt durch eine Gerade
verbunden.

a) Wie viele Verbindungsgeraden gibt es in
diesem Falle?

b) Wie viele Verbindungsgeraden erhilt man,
wenn genau n Puakte mit n>2 gegeben sind ?
c) Wie viele Punkte, von denen je drei nicht
auf einer Geraden liegen, sind in der Ebene
gegeben, wenn man genau 45 Verbindungs-
geraden erhilt? S.-H.

10 & 475 Essindalle positiven reelien Zahlen
x mit x + 1 zu bestimmen, fiir die die
Gleichung

log, 4 + log,.8 + log , 16 + log , 32 = B

12
erfilit ist.

Gerhard Spens, Humbéldl-Oberschule,
Erfurt-Hochheim, KI. 10d (V)

A 476 Es seien g, b und c reelle Zahlen mit
at+b+czl.
Man beweise, daB dann stets die Ungleichung

&+ b+ g% erfiillt ist.
L.

W 10/12 = 477 Auf einer angerissenen An-
sichtskarte ist nur noch ein Teil eines FuBball-
feldes mit Mittellinie zu sehen. Fritz klebt die
angerissene Karte auf Zeichenkarton und
rekonstruiert mit Bleistift und Lineal das
Bild des ganzen FuBballfeldes. Wie macht er
das?

Dr. E. Schréder, TU Dresden

W 10/12 a 478 Zu berechnen ist der Term
. 38795689 38795688 - 38795687 - 38795686
h 387956882 + 38795686
—38795684 - 38795683 - 38795682 - 38795681
+ 38795684% + 387956822

Dabei soll ein unnétig hoher Rechenaufwand
vermieden werden.
Anleitung: Man ersetzt eine geeignete Zah!
durch eine Variable, driickt alle in dem obigen
Term vorkommenden Zahlen durch diese
Variable aus und berechnet den so erhaltenen
Term.

Dozent L. M. Lopowok, Lugansk, UdSSR

Wir stellen die Aufgabengruppe der Zeit-
schrift alpha vor und teilen mit, daf§ wir ihre
Namen abgekiirzt in AnschluB an die von
ihnen gestellten Aufgaben veroffentlichen.
Oberstudienrat Dr. Rolf Liiders, Institut fiir
Lehrerbildung, Berlin — Oberlehrer Theo-
dor Scholl, Hauptreferent im Ministerium fiir
Volksbildung (beide Endredaktion) — Ober-
studienrat Gerhard Schulze, Fachberater
Mathematik und Lehrer an der EOS Herz-
berg/Elster (Klassenstufe 9/10) — Mathe-
matikfachlehrer Walter Trdger, SchloBberg-
Oberschule, Débeln (Klassenstufe 7/8) —
Oberlehrer Helmut Pdtzold, Fachberater Ma-
thematik und Lehrer an der OS Waren/Miiritz
— Mathematikfachlehrer Walter Unze, Son-
derschule fir Korperbehinderte, Leipzig —
Studienrat Johannes Lehmann, Verdienter
Lehrer des Volkes, Chefredakteur und Lehrer
an der 29. OS, Leipzig

Liiders — L, Schulze — S.-H,
Pitzold — P, Lehmann — L.-L,,
Scholl — Sch, Triger — T,
Unze — U.
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Preistriager
Vorbildliche Leistungen

Klassenstufe 5

Ole-André Strzalla 22 Greifswald; Sigrun
Geyer 657 Zeulenroda; Kerstin Bachmann
402 Halle; Jorg Lehnert 2034 Tutow; Sibille
Rohrbeck 2302 Franzburg; Andreas Knopf
7144 Schkeuditz; Brigitte Hildenbrandt 6316
Stiitzerbach ; Burkhard Schneider 6081 Fam-
bach; Heinz Hering 50 Erfurt; Annegret
Kirsten 422 Leuna; Ute Wittat 9507 Ebers-
brunn; Martina Rémer 128 Bernau; Matthias
Liehm 3702 Benneckenstein; Frank Kolwe
128 Bernau; Frank Lux 5801 Grifenhain;
Detlev Snaga 128 Bernau; Matthias und
Joh. Chr. Albrecht 1281 Lobetal; Michael
Schnelle 754 Calau; Eckhard Schadow 14
Oranienburg; Uta Heller 50 Erfurt; Barbara
Wettengel 992 Oelsnitz; Birgit Bartels 2567
Neubukow ; Elke Kantiem 1195 Berlin; Doris
Siegmund 3561 Heidberg; Petra Dietzel
4271 Adendorf; Kirsten Helbig 1321 Schone-
berg; Marlies Langner 2301 Devin/Stralsund;
Janko Russev 50 Erfurt; Tobias Latwesen
63 Ilmenau; Bernd Lins 57 Miihlhausen;
Matthias Neumann 60 Suhl; Sabine Anders,
75 Cottbus.

Klassenstufe 6

Bernd Zaddach 75 Cottbus; Ralph Lehmann
1273 Petershagen; Christoph Schearer 9611
Glauchau-Gesau ; Bernd Mathiszik 50 Erfurt;
Dirk Wiesener 1055 Berlin; Gisela Kohler
926 Hainichen; Andreas Schlosser 95 Zwik-
kau; Ehrenfried Zschech 86 Bautzen; Karin
Weyh 6081 Fambach; Angelika Kirchhoff
701 Leipzig; Jiirgen Zabel 57 Miihlhausen;
Uwe Quasthoff 7022 Leipzig; Jorg Hutschen-
reiter 8020 Dresden; Christian Hofmann
7404 Meuselwitz; Hans-Jargen Forster 1532
Kleinmachnow; Manuela Terne 795 Bad
Liebenwerda; Carmen Schneider 6081 Fam-
bach; Clemens Schlechte 808 Dresden ; Heike
Jurack 8502 Burkau; Elke Schneider 50 Er-
furt; Gerd Falk 1532 Kleinmachnow; Carola
Wobst 8502 Burkau ; Christina Feige 57 Miihl-
hausen; Angela Petzold 115 Berlin-Mahls-
dorf; Siegfried Marg 1501 Neu-Toplitz;
Rita Oswald 8291 Friedersdorf; Norbert
Géttke 14 Oranienburg; Regina Hilden-
brandt 6316 Stiitzerbach; Frank Heyne 8107
Liegau; Lutz Piiffeld 1422 Hennigsdorf.
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Klassenstufe 7

Albrecht HeB 8027 Dresden; Cordula Gierth
925 Mittweida ; Herwig Gratias 523 Sdmmer-
da; UNf Briistel 7401 Ziegelheim; Hans-Gert
Gribe 50 Erfurt; Reinhard Schuster 703
Leipzig; Gerwit Becker 9251 Lauenhain;
Thomas Ortmann 57 Mithlhausen ; Ute Wink-
ler 153 Teltow-Seehof; Jirgen HeB 50 Erfurt;
Stefan Schulze 5211 Oberwillingen; Eber-
hard Manske 6088 Steinbach-Hallenberg;
Rainer Zweck 24 Wismar; Frank Ihlenburg
22 Greifswald; Angela Rohrbeck 2302 Franz-
burg; Claus-Detlev Bauermeister 8019 Dres-
den; Frank Baumgartl 9412 Schneeberg;
Anita Paul 608 Schmalkalden; Sigrid Jan-
kowski 205 Teterow; Dietlind Kobes 205
Teterow ; Bernd Klipps 2051 Boddin; Monika
Seiler 53 Weimar; Volkmar Krause 7261
Wiederoda.

Klassenstufe 8

Albrecht Bittcher 9314 Neudorf; Viktoria
Weise 48 Naumburg; Harald Herrmann
9301 Hammerunterwiesenthal; Andreas Juhl
425 Eisleben; Ursula Baier 825 MeilBen; Ralf
Hein 9611 Remse; Jirgen Ast 1824 Niemegk;
Beate Weise 48 Naumburg; Hans-Joachim
Karl 612 Eisfeld; Detlef Hantke 183 Rathe-
now; Erdmute Kriebel 821 Freital; Peter
Mathé 29 Wittenberge; Karen Nielsen 821
Freital; Wolfgang Herrmann 9306 Elterlein;
Ulrich Tetzlaff 1553 Friesack; Sabine Ditt-
rich 9402 Bernsbach; Manfred Bobeth 806
Dresden; Bettina Belitz 68 Saalfeld; Elke
Wiemann 8245 Glashiitte; Carmen Haupt-
mann 8245 Glashiitte.

Klassenstufe 9

Konrad Schoeider 95 Zwickau; Dietmar Weg-
ner 3601 Dardesheim; Jiirgen Voigt 9533
Wilkau-HaBlau; Ekkehard Kiihrt 606 Zella-
Mehlis; Thomas Schwan 8019 Dresden; llona
Boenigk 94 Aue; Rainer Staudte 9501 Cu-
litzsch; Heinz Marbes 128 Bernau; Ulrike
Weise 9274 Wistenbrand; Frank Tiéubner
754 Calau; Rolf Haftmann 88 Zittau; Jirgen
Ilse 1134 Berlin; Bernd Kruska 102 Berlin;
Detlev Karl 602 Schmalkalden; Thomas
Winkler 9933 Bad Elster; Ursula Gebauer
6404 Rauenstein; Hans-Jirgen Mehls 5603
Dingelstidt; Detlef Bage 3223 Sechausen;
Wolfgang Riedel 90 Karl-Marx-Stadt; Petra
Jauch 59 Eisenach.

Klassenstufe 10/12

Hans-Peter Gronau 208 Neustrelitz; Frank
Miiller 798 Finsterwalde; Bernd Kreutzer
209 Templin; Wolf Holowenko 6532 Kloster-
lausnitz; Rolf Dieckmann 24 Wismar; Gert
Wanka 73 Débeln; Karl Paul 1544 Elstal;
Klaus Schonefeld 53 Weimar; Wolfgang
Wagner 402 Halle; Klaus Ditze 36 Halber-
stadt; Marlies Eberlein 8231 Niederfrauen-
dorf; Ute Lange 1502 Potsdam-Babelsberg;

Gernot Spiewok 22 Greifswald; Herbert
Zinke 4371 Libehna; Bernd Hofmann 8808
Niederoderwitz; Stefan Ackermann 725 Wur-
zen; Ridiger- Niitzmann 2031 Trittelwitz;
Hans-Gert Leopold 69 Jena ; Bernd Gossinger
6902 Jena-Lobeda; Detlev Schmidt 1631
Dabendorf; Jiirgen Schmidt 757 Forst; Win-
frid Helwig 3591 Jeetze.

Die im Druck hervorgehobenen Schiiler er-
hielten Buchprimien.

Kollektive Beteiligung

Alle Schulen des Kreises Schmalkalden (608);
OS Mahlis (7261);Goetheschule (Schulkom-
binat-Oberschule Lauscha) Lauscha-Ernst-
thal (6426); OS Ebersbrunn (9507); EOS
Worbis (562); OS Kuhfelde (3561); John-
Brinckmann-OS Goldberg (2862); POS Gott-
leuba (8302) ; Klub Jg. Mathematiker Wismar
(24); Mathematik-Spezialistenlager Berlin-
Kopenick (117); OS Burkau (8502); Kithe-
Kollwitz-OS, Weimar (53); OS Markersbach
(9439); Clara-Zetkin-OS, Wiehe/Unstruttal
(4736); EOS Karl-Marx, Tangerhitte (351);
POS II Calau (754); Kathe-Koliwitz-OS,
Wittenberg/Lutherstadt (46); AG Mathe-
matik GroBrohrsdorf (8512); POS IV Arn-
stadt (521); AG Mathematik, Kreis Alten-
treptow (202) ; OS Riidnitz, Krs. Bernau (128);
OS Andershof, Stralsund (23); POS Alt-
Téplitz (1501); Dr.-Theodor-Neubauer-OS,
Kieselbach/Werra (6201); OS Zaatzke (1931);
Comenius-OS Burg (327); OS Parkentin
(2561); EOS Kamenz (829).

Ldsungen
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Rund 32000 Losungen gingen in den letzten
2!/, Jahren zu den gestellten Wettbewerbs-
aufgaben 1967/69 ein. Wir sprechen allen
Jungen Mathematikern unsere Hochachtung
fiir den FleiB und die Ausdauer aus, mit der
sie die gestellten Probleme bearbeiteten.
Unser Dank gilt dem Kollektiv der Lehrer
(siehe S. 135), welches in unermiidlicher
Kleinarbeit Aufgaben zusammenstellte und
Losungen erarbeitete. Unterstiitzt wurde es
von zahlreichen Einsendern, ob jung oder alt.
Das moége so bleiben.
Wer die Grafik analysiert, wird feststellen,
daB in den Sommerferien wenig Neigung be-
stand, Losungen einzusenden. Der Einsende-
schluB fir Heft 3/70 wird daher auf 15. Sep-
tember gelegt. Weiterhin schone Erfolge beim
alpha-Wettbewerb wiinscht das
Redaktionskollegium



Mathematik und Musik

,,Ein wahrer Kiinstler: Bei seinem Spiel

geht man so richtig mit!** Ql%‘\% )
Louis Rauwolf 28/69 Euienspiegel \\\\’I_///\Uln

P W i
\\\’/r(\\\llll))I e

Was hat die Mathematik mit der Musik zu
tun? Diese und dhnliche Fragen kann man
vor allem dann héren, wenn sich bei der Aus-
wertung von Mathematik-Olympiaden und
anderen mathematischen Schiilerwettbewer-
ben herausstellt, daB hervorragende Ergeb-
nisse von solchen Schiilern erreicht wurden,
die nicht nur mathematisch, sondern auch auf
dem Gebiete der Musik besonders inter-
essiert sind und dort ebenfalls besondere

Leistungen hervorbringen.
So kann es nicht wundernehmen, wenn

andererseits unter den Preistrigern bei musi-
kalischen Wettbewerben — vor allem auf
dem Gebiet der Instrumentalmusik — nicht
selten auch besonders mathematisch Be-
gabte anzutreffen sind.

Im allgemeinen sicht man in den beiden
Fichern Mathematik und Musik eher mehr
Unterschiede und vielleicht sogar Gegen-
sitzlichkeiten als Gemeinsamkeiten. So ist es
zweifellos richtig, daB die Mathematik in
erster Linie den niichternen Verstand, die
Musik hingegen das Gefiihl anspricht. Aber
mit dieser Zuordnung kann sich nur eine
oberflachliche Betrachtung zufriedengeben.
Nicht nur die Musik, sondern auch die
Mathematik weckt Freude und Begeisterung
— vor allem dann, wenn eine knifflige Auf-
gabe erfolgreich gelost werden konnte und
wenn man erkennt, wie erworbenes mathe-
matisches Wissen in zunehmendem MabBe zu
weiteren Erkenntnissen und Einsichten
fiihrt.

Die Musik wiederum ist keine nur gefiihls-
mibBige Angelegenheit. Zwar kann die Musik
in hohem Male Stimmungen und Gefiihle
ausdriicken, Gedanken und Handlungen ver-
deutlichen, aber bewuBtes Musikhoren setzt
dariiber hinaus vielfaltige Kenntnisse voraus,
die sich auf die Struktur der Musik (Melodie,
Rhythmus, Harmonie) sowie auf Instrumen-
tenkunde, Formenlehre und Musikgeschichte
beziehen. Wer sich niher mit Musik be-
schiftigen will, weiB, daB er ohne Kenntnisse
in der Notenschrift nicht weit kommt, und
der Instrumentalspieler bedarf umfangreicher
Ubungen, um die Technik und die Ausdrucks-
moglichkeiten seines Instruments zu be-
wiltigen.

Da die Mathematik zu den Wissenschaften
gehdrt, die Musik hingegen zu den Kiinsten,

bleibt in dieser Einteilung meist vollig un-
beachtet, daB auch die Musik auf wissen-
schaftlichen Grundlagen beruht. Sie finden
sich in der Akustik, dem ,,klingenden‘‘ Teil-
gebiet der Physik. Bekanntlich ist die Physik
sehr eng mit der Mathematik verbunden,
viele ihrer Gesetze werden in mathematischen
Formeln ausgedriickt. So liegt hier, in der
naturwissenschaftlichen Sphire, eine der un-
mittelbaren Beziehungen zwischen der Musik
und der Mathematik.

Vom Altertum bis ins Mittelalter hinein
galten die sogenannten Sieben Freien Kiinste
als notwendiger Bestandteil der Bildung des
,freien Mannes*. Grammatik, Dialektik und
Rhetorik waren im Trivium zusammengefaBt,
wihrend die vier ,,mathematischen* Dis-
ziplinen Arithmetik, Geometrie, Musik und
Astronomie das Quadrivium bildeten.

Es war kein Geringerer als Pythagoras von
Samos, der die mathematischen Grundlagen
der Musik erkannte. An einem selbst kon-
struierten Monochord, einem Instrument mit
nur einer Saite, stellte er verschiedene Experi-
mente an, die zu wichtigen Erkenntnissen
fihrten. Sie werden heute von jedem Spieler
eines Streich- oder Zupfinstruments ange-
wandt, wenn er durch bestimmte Griffe die
Linge der schwingenden Saiten seines In-
struments verkiirzt und damit die Tonh6hen
verdndert. Je kiirzer die schwingende Saite
ist, um so schneller folgen die Schwingungen
aufeinander, um so hoher wird der Ton. LaBt
man nur noch die Hilfte der Linge einer

Quinie
Gomie |

Es gM ei-ne Zin-fl-mik'

Quarte
—

Jag dech der Ju-gon dor Jugond, dor Jugond eew lesf
kieine Torz
L —
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gy oA -
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Saite schwingen, so erklingt ein Ton, der
genau eine Oktave hoher liegt als der Ton der
vollen Saitenlinge. Das ist der Klangunter-
schied, wie er (auch beim gemeinsamen Ge-
sang) zwischen Kinder- und Mannerstimmen
besteht. Jedes Intervall, d.h., jeder Abstand
zwischen zwei nacheinander oder gleichzeitig
erklingenden Tdnen ist so durch ein be-
stimmtes Verhiltnis der Saitenlingen am
Monochord bzw. der Schwingungszahlen ge-
kennzeichnet. War es bei der Oktave das
Verhiltnis 1 : 2, so lautet es bei der Quinte
(z.B. Liedanfang ,,Es geht eine Zipfelmiitz’*)
2:3, bei der Quarte (Liedanfang ,,Das
Wandern ist des Miillers Lust*) 3:4. Die
groBe Terz (,,LaB doch der Jugend ihren
Lauf*) hat das Schwingungszahlverhiltnis
4:5, die kleine Terz (,,Die Vdgel wollten
Hochzeit halten*) 5: 6. Der Durdreiklang
(»A, a, a, der Winter, der ist da*‘) zeigt das
Schwingungsverhiltnis 4 : 5 : 6.

Wie die bisher genannten Zahlen folgen auch
die weiteren der sogenannten Naturtonreihe,
die man auf einem Blasinstrument ohne Ven-
tile (Signalhorn, Fanfare) hervorbringen
kann. Die Schwingungszahlen dieser Tone
verhaltensichwiel:2:3:4:5:6:7:8...
Da es sich um Schwingungszahlverhdltnisse
handelt, gelten sie unabhiingig von der Ton-
art und der Tonhéhe von jedem beliebigen
Grundton aus. (Die Kiirze des Artikels ver-
bietet es, hier auf weitere Schwingungs-
probleme einzugehen.)

Eine andere Tatsache ist, daB jeder bestimmte
Ton durch ein€ nur ihm eigene Schwingungs-
zahl bestimmt wird. Man stimmt die meisten
Instrumente nach der Stimmgabel, die den
Normstimmton = Kammerton a' (das ,ein-
gestrichene** A) erklingen 14Bt, wenn man sie
in Schwingungen versetzt. Dieser Ton hat
440 Hz (Hertz, so benannt nach dem deutschen
Physiker Heinrich Hertz), d.h., die Gabel-
enden schwingen in der Sekunde 440mal.
Diese Schwingungsfrequenz kennzeichnet
auch den Ton der A-Saite der Geige, wahrend
die um eine Oktave tiefer erklingende A-Saite
des Cellos nach dem oben Gesagten ent-
sprechend ,,nur* 220 Schwingungen in jeder
Sekunde ausfiihrt. Der tiefste Ton des Klaviers
liegt um noch weitere drei Oktaven tiefer,
d.h., man muB diese Schwingungszahl noch
weitere dreimal halbieren. Das Ergebnis ist
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27,5 Hz. Damit liegt dieser Ton schon in der
Nidhe der menschlichen Hérgrenze; denn
Tone, die weniger als 20 Hz haben, nimmt
man nicht mehr hérend wahr. Die obere
Horgrenze liegt bei etwa 16000 Hz. Der
hochste Ton des Klaviers erreicht aber nur
4224 Hz, vom Kammerton aus gerechnet noch
weitere drei Oktaven und eine kleine Terz
héher — es ist das fanfgestrichene C (c°).
Berechnungsgrundlage: 440 Hz - 2 -2 - 2 g
Was bei den Saiteninstrumenten fiir die Be-
zichung zwischen Saitenlinge und Tonhéhe
gilt, trifft sinngemis bei den Blasinstrumenten
(am besten sichtbar bei den Orgelpfeifen)
auf die jeweilige Linge der schwingenden
Lufisaule zu. Fiir unterschiedliche Tonlagen
werden gleichartige Instrumente in verschie-
denen GrdoBen gebaut. So ist die Tenorblock-
flote, deren Tonlage (bei jeweils gleichen
Griffen) gegeniiber der Sopranblockfléte eine
Oktave tiefer liegt, mit 64 cm Linge genau
doppelt so lang wie diese. Eine Verinderung
der TonhGhen in kleinen Schritten fiir das
Melodiespiel wird durch das Auf- oder Ab-
decken der Grifflocher erreicht, was eine
entsprechende Verlingerung oder Verkiir-
zung der schwingenden Luftsiule zur Folge
hat. Dariiber hinaus spielen Probleme des
sogenannten Uberblasens eine Rolle, auf die
hier nicht weiter eingegangen werden kann.
Bei den Blechblasinstrumenten ist es nur die
Zugposaune, die eine sichtbare Verinderung
der Lange der schwingenden Luftsiule zeigt,
wenn der Spieler den ,,Zug" bewegt. Die
anderen Blechblasinstrumente besitzen Ven-
tile, durch deren Betitigung der Luftstrom
in unterschiedlich lange Kanile gelenkt wird.
Instrumentenbauer, aber auch Komponisten
miissen also mit den akustischen Besonder-
heiten und Gesetzen vertraut sein.

Die mathematischen Beziehungen der Musik
beschrinken sich aber nicht nur auf das
Gebiet der Akustik.

Auch in den Bezeichnungen der Taktarten
und der Notenwerte finden wir mathematische
Begriffe. Abgesehen von der Ganzenote
kommen wir bei allen anderen Notenwerten
,»,ill die Briche*: Dreiviertelnote, Halbenote,
Achtel-, Sechzehntel-, ZweiunddreiBigstel-
note usw. Dabei stellt keiner dieser Werte eine
absolute ZeitgroBe dar, aber in den gewihiten
Bezeichnungen dricken sich die Zeitwert-
verhiltnisse aus: Eine Ganzenote symboli-
siert einen Ton, der cbenso lang klingt wie
zwei durch Halbenoten qder vier durch
Viertelnoten gekennzeichnete Téne usw.
Die Taktarten werden nach den in jedem
Takt enthaltenen Werten bezeichnet, und
zwar auf einen einheitlichen Nenner bezogen.
Dieser Nenner gibt den Grundzeitwert
(Grundschlag, Taktschlag) an. Meistens ist
es der Viertelwert, so daB wir — vor allem im
Notenbild bekannter Lieder — am héufigsten
den Zwei-, Drei- und Viervierteltakt an-
treffen. Manchmal wird auch die Halbenote
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oder die Achtelnote als Grundschlagwert ge-
wihlt. So finden wir z. B. den Dreiachteltakt
und den Sechsachteltakt. Diese Taktbezeich-
nungen fallen dem Mathematiker durch zwei
Besonderheiten auf: Erstens darf man den
angegebenen Bruch nicht willkiirlich kiirzen.
Sonst wiirde man ja den Wert des Grund-
schlages, der im Nenner ersichtlich ist (z.B.
Viertel), verandern. So sind also der Drei-
viertel- und der Sechsachteltakt trotz der
mathematischen Gleichheit beider Briiche
zwei grundverschiedene Taktarten. Sie haben
zunichst unterschiedlich notierte Grund-
schlagwerte, aber auch unterschiedliche Be-
tonungsverhaltnisse im Takt und werden
demzufolge verschieden taktiert. Das gleiche
trifft fiir den Vierviertel- und den Zweihalbe-
takt zu.

Zweitens stellen nicht nur diese beiden letzt-
genannten Taktarten, die als Bruch die
Zahl ,,1* reprisentieren, ganze oder volle
Takte dar. Jede Taktart gibt den Wert eines
vollen Taktes an, auch wenn der Bruch von 1
abweicht. So darf man also den Sechsachtel-
takt nicht als unvollstindig und den Drei-
halbetakt nicht als iibervoll ansehen. Jeder
Takt eines Liedes oder Musikstiicke ist voll-
stindig, wenn die Summe seiner Noten- (und
Pausen-)Werte mit der angegebenen Taktart
dbereinstimmt. —

Auch in den musikalischen Formen finden
wir besonders seit der Klassik gefestigte
mathematische - Beziehungen wieder. Das
Motiv, die kleinste musikalisch-gedankliche
Sinneinheit, die fiir ein Lied oder Musikstiick
charakteristischen Aussagewert hat, umfaBt
in der Regel zwei Takte, unabhiingig von der
Anzahl der Tone und der Taktart:

Die beiden letzten Beispiele zeigen eine (aller-
dings nicht haufige) Motivteilung: Der zweite
Takt kann den ersten wiederholen (C) oder
den Melodieablauf in ecine andere Lage ver-
setzen (D) (= ,,Sequenz*).
Die Weiterfihrung dieser Liedmotive — ge-
wissermaBen ihre ,,Beantwortung* — nimmt
(wieder unabhingig von der Zahl der Téne
bzw. der Textsilben) ebenfalls zwei Takte in
Anspruch und fiihrt zu einem relativen An-
schluB des Gedankens:

(A) Bienchen, summ herum.

(B) Scheiden tut weh.

(C) ruft’s aus dem Wald.

(D) iiber allen in der Welt.
Einen solchen Viertakter bezeichnet man als
»Satz,

Im Beispiel B) entstand er durch Wieder-
holung des musikalischen Motivs. — Die
Beispiele A), B) und C) erreichen am Satzende
den Grundton, wodurch jeder dieser Citze
einen musikalischen AbschluB und so den
Charakter eines selbstindigen ,,Liedteils** er-
hilt. Thm folgt in diesen Beispielen ein kon-
trastierender Mittelteil von ebenfalls vier
Takten; danach wird der Anfangsteil ent-
weder unverindert (A) oder mit geringen Ab-
weichungen (B, C) wiederholt. Wir haben es
hier mit einer dreiteiligen Liedform aus An-
fangs-, Mittel- und Wiederholungsteil zu
tun:

a — b — a (Beispiel A) bzw. a — b — a’
(Beispiel B und C)

Das den Mittelteil einleitende ,,Gegenmotiv*
(so benannt, weil es einen Gegensatz zu dem
»Hauptmotiv** des Liedanfangs bildet) wird
meist wiederholt (Beisp. A) oder sequenziert
(Beisp. B, C), so daB der Mittelteil ebenso wie
das gesamte Lied als Form leicht tiberschau-
bar und einprigsam ist. Zunichst das Lied
,»Summ, summ, summ*:

H Hauptmotiv, W Weiterfihrung von H
G Gegenmotiv

(Die Kleinbuchstaben kennzeichnen jeweils
einen viertaktigen Satz.)

Gleiche Buchstaoen weisen auf Gleichheit
der Formbestandteile hin. Bei den folgenden
Liedbeispielen tritt auch die Abwandlung als
formbildendes Merkmal auf. H’' bedeutet ab-
gewandeltes Hauptmotiv, a’ entsprechend
geringfiigig verindertes Klangbild des be-
treffenden Satzes. Unter Verzicht auf Ab-
bildung der Melodielinie aus Platzgriinden
ergibt sich fiir das zweite Lied (,, Winter ade**):

B)H H G @ H H
—— ——— —
a b a’
(Statt W tritt hier eine Wiederholung von H
auf)
und fiir ,,Kuckuck, Kuckuck**:
COH W G G H W
—— —— ——
a b a’

Wihrend die motivischen Bezichungen in
allen drei Liedern Unterschiede aufweisen,
handelt es sich jedesmal um eine aus drei
Sétzen zu je vier Takten bestehende Liedform
mit Wiederholung (oder wie bei den Bei-
spiclen B) und C) mit geringfugiger, die
,,Ahnlichkeit* wahrender Abwandlung) des
Anfangsteils im SchluBteil. Diese Dreiteilig-
keitistin entsprechend groBeren Dimensionen
auch in der Instrumentalmusik sehr ver-
breitet.

Anders liegt der Fall beim Lied ,,Uber allen



strahlt die Sonne*“. Hier gibt es nur zwei vier-
taktige Sitze, die einander sehr dhnlich sind:
DDH W H W
—— —

a a
Dieser inneren Entsprechung wird die Be-
zeichnung der Sitze als ,,Vordersatz* (a)
und ,,Nachsatz* (a’) einer iibergeordneten
Formeinheit gerecht, die man als (achtaktige)
»Periode* bezeichnet. Hier ist der abschlie-
Bende Grundton nicht bei W, sondern erst bei
W’ erreicht; daher liegt in diesem Beispiel
keine zweiteilige, sondern ,nur*“ eine ein-
teilige Liedform. vor! Zweiteilig wiirde das
Lied. wenn sich nun noch z.B. ein Kehrreim
anschlosse (,,Heute wollen wir das Rinzlein
schniiren*).
Wir haben gesehen, daB es “vielfiltige Be-
ziehungen zwischen der Mathematik und der
Musik gibt, von denen hier nur einige genannt
werden konnten. Wenn man die starke ge-
fuhlsbildende Kraft der Musik der Schulung
des Denkvermogens durch die Mathematik
gegeniberstellen will, so kann man anderer-
seits sagen, daB Mathematik und Musik ein-
ander wirkungsvoll erginzen. Aber beide, das
wissenschaftliche und das kiinstlerische Fach,
regen gemeinsam die schdpferische Phantasie
und das Vorstellungsvermdgen an und ver-
vollkommnen den Menschen, der sich inten-
siv mit ihnen beschaftigt.

' Ch. Lange

Soma-Wiirfel
Sonja Lammer, Berlin sandte uns drei Figuren
(siehe auch 2/69, S. 40):

Glashaus
3 3 3
?
1
2 6 6 1
y
7
2 6 L] 1
Bassin 7 77 3 3 .
? ? 3 D k)
D D 37 3 1 Iy
1]
’ [} sl s ap |
6
1
2 ¢ 4 s 1
SchloB | 2

Losungen

Losungen zu Aufgaben aus der SR Rumiinien

2. Teil der Aufgabe (Fortsetzung)
Nach Voraussetzung gilt CM=BM und

¥ CAB = 90°.
CP=CM und W=W:

ferner gilt xPCA= £ ACB und
¥ CBA= £ ABN. 2
Aus der Voraussetzung X CAB=90° folgt
¥ ACB + £ CBA=90". 3)
Aus (2) und (3) folgt ¥ PCB + ¥ CBN =180°,
also PC C| NB. Aus der Voraussetzung

CM=BM und aus (1) folgt PC=NB.

Im Viereck NBCP sind die gegeniiberlie-
genden Seiten NB und PC gleich lang und
parallel, das Viereck ist ein Parallelogramm.

Klassenstufe 10
(1. Es seien tanx +cotx=m und 0<x<§.

Aus Symmetriegriinden gilt

(n

a) Es ist der Wertevorrat fiir m anzugeben.
b) Der Ausdruck E(x)

sinx + cosx + sin®x + cos3x + sin®x + cos*x
ist als Funktion von m darzustellen.

c) Esist E(%) zu berechnen.)

ISsung: a) Man erhilt

m=tanx+cotx =—Si'?2x +c°52x=_i (1)
sinx ' cosx  sin2x

Daraus folgt wegen O0<sin2x<1 m=2.

b) Man erhilt

sin x + cos x = (sin®x + cos?x) (sin x + cos x)

=sin®x + cos®x + sin x cos x (sin x + cos x),

also  sin®x+cos®x=(sinx+cosx)"

sin2x
. 1_ s
(--*5%)

1=(sin%x + cos?x)? =sin*x + cos*x

@

+2sin%x cos?x =sin*x + cos*x + 2x also
in2
sin®x +costx=1— f%’f A)
Aus (1) folgt
sin2x =£, 2sinx - cosx = 2
m : m

sin’x (1 —sinx)=—,
m

sin*x —sinZx + Lz =0 )
m
Aus (4) folgt entweder

. 1 1 1 1 1 ———
smzx=§+\/z—? = 5(1 +’;'\/mz—4>

und

cosx=1—sin2x =1<1—l\/m2—4)
2 m

oder

- 1/, 1 ——
=1 1 g
sin®x 5 me _
cos’x =1 l+lsz—4 .
2 m

In jedem Falle gilt daher
. 1 5 1 5
L2 hilym—a
sinx +cos x ZJ (\/ +me
+\/1——1 \/m2—4). Daber ist
m
. 1 2
E(x) = (smx+cosx)( ——>+l——2
m m
2 1 = 1
=1-242 /3(2-=
m? ZJ( m)
1 — 1 =
1+l ym—a+ [1-L /m—a).
(\/ +m\/m +\/ me )

. n . . .
c) Fiir x—ﬁ wird smz:—mng—

und

1
>

alsom = L =4. Man erhilt daher
sin2x

E(E> - 1"+2‘/2(2—E)
(Jrrivms Ji-ivm)
=Z+%\/§(\/1+—\/3 +\/1—1\/5).

Hieraus [olgt wegen (i—) =1+ \/3

und E 2=1—1 5.2

( 2 ) 2V

#(3) -3+
=_+_J6_-<1+J3)z_3,013.

2a) Beweis durch vollstindige Induktion
Fiir n=1 erhélt man
161+ _ _ 17

NTE IR e
. k- (5k+2)
Wir nehmen an, es gelte s, = Gk+ 1

Wir zeigen, daB unter dieser Voraussetzung
die Summenformel auch fiir s, gilt.

. k(Sk+2
Beweis: s, , = (_S(_It—-kl_)z!
10 n-3
+ k+1)

[5(k+1)—4P- [5k+1)+1]*
k(5k+1)* +(11k+7)(Sk+1)?
(5k+1)* - (5k+6)
_ k(Sk+1)+11k+7
B (5k+6)*
Skik+1)+7(k+1) _ (k+1)(Sk+7)
Bk+1)+11® [Sk+D+1]?
_ (k+1) [S(k+1)+2)
T Bk+D+IP
Unter der Voraussetzung, daB die Summen-
formel fiir die natiirliche Zahl k gilt, ist sie
auch fiir k+ 1 richtig. Sie gilt daher Fir jede
natiirliche Zahl.
b) Durch Umformung erhalten wir aus

Sg4y =

Sk+1 =

n(sn+2) 1
Gnel? =5
n(5n+2) n(Sn+2) 1
—= t
Gnr )P —141 SaGne241 5unddami
5n(5n+2)+1 1
nontd) - o taGnty

3a) Die Geraden MP und NQ liegen in der
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Ebene n; die Gerade MP liegt zugleich in
der Ebene AOB, die Gerade NQ liegt zugleich
in der Ebene AOC, und die Gerade OA liegt
parallel zur Ebene 7.

Daraus folgt 04 | MP und OA4 | NQ und
damit MP | NQ. Ferner gilt nach Voraus-
setzung MN || BC und deshalb

MN : BC=AM : AB=0P : 0B=0Q : OC;
folglich gilt auch MN || P, d. h. das Viereck
MNQP ist ein Parallelogramm.

[

[/} Q C

b) Der Punkt M_mul?:_die Strecke AB innen
im Verhiltnis 0A : BC teilen, damit das
Parallelogramm M NQP ein Rhombus ist.

Lisungen der Aufgaben

Mittelschulpriifung Island 1969

1. =50 2. 2 3 1100101 4. Sie
wird zweimal so groB 5. 30x%y*z 6. 5%
7. AN(BUCQ)

8. Wahre Aussagen: A=D; A~D; A~C;
C~D,E=B;E~B

Falsche Aussagen: A=C; A=E;A~E;C=D
9. Wahre Aussagen: 3€ 4; {S}c 4

Falsche Aussagen: {5} € 4; 5cA; 0¢ &

10. 32,64 11. 32=145+10+10+5+1
12 Rest 7 13. 128-10* 14, 1011
152 +/0 1 2 155 - |0 1 2
ojo 1 2
1|1 210
212311
15¢) 100122 15d) 12
16. p 3

17.a) AUB = {4,5,6,7, 8}
b) AN B = {46}

c)B=1{379 dU=g

) AN B=1{7)
18. 3x2—-2x—16=(3x—8)(x +2)
19. x2—6x+9=(x—3)> 20. p=200
21. a=6 22. {1,2} 23 x=31,y=13
24. 2(x+10) fir x4 +2

11
25, —fi 5
S x r x § +

Lidsungen zu Rund um das Schachbrett

1 De8 *

2 S:e7+

3 Es sind mindestens 16 Ziige erforderlich.
Als ersten kann man jeden beliebigen Bauern
schlagen mit Ausnahme der Bauern c4, d3,
d4, e5, e6, f5. Wenn das Pferd als ersten
Bauern den Bauern ¢2 schligt, folgt als
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nichster Bauer b4 und dann weiter d3, b2,
c4, d2, b3, d4, €6, g7, 5, €7, g6, €5, 17, g5.

4a Bereits 9 Konige erfiillen die Bedin-
gungen (siehe Graphik).

4b Man schreibt auf jedes Feld des Schach-
bretts eine Zahl, die angibt, wieviel Ziige
von da aus der Springer machen kann; man
bekommt dann folgendes Quadratschema :

23 44 4 432
3466 66 43
4 6 8 88 8 6 4
4 6 8 8 8 8 6 4
4 6 8 8 8 8 6 4
4 6 8 8 8 8 6 4
346 6 6 6 43
23444432

Die gesuchte Zahl der Ziige wird durch die
Summe aller Zahlen in diesem Schema aus-
gedriickt, d. h. durch die Zahl
4-24+8-34+20-4+16-6+16-8=336.
Der Springer kann im ganzen 336 Ziige aus-
fiihren.

5 21 4 10 31
12 29 23 2
28 13 7 18
5 20 26 15
16 25 19 6
17 8 14 27
1 24 30 11
32 9 3 22

6a Die Aufgabe ist unter den gegebenen
Bedingungen nicht l6sbar. Sie wire nur dann
16sbar, wenn ein Feld zweimal beriihrt wer-
den darf.

6b

ZES

7

2.

N

7 Nein, es ist nicht moglich! Begriindung :
Der Springer wechselt bei jedem Zug die
Feldfarbe, und 63 Ziige muB er unter obigen
Bedingungen ausfiihren.

8 1. Kd4!!, Tadt 2. Ke5, Ta8 3. Dd6 nebst
Matt beim 4. Zug von Weill. Es handelit
sich hier um ein scharfsinniges Rochade-
problem, das nur die Schiiler 16sen kénnen,
die mit Problemen dieser Art vertraut sind.

1. Dd6 wiirde bereits im 2. Zug zum Matt
fithren, wenn Schwarz nicht lang rochieren
konnte. Schwarz kann aber rochieren, und
ein Matt im 4. Zug ist dann nicht mehr
mdglich. Daher der glinzende Schlisselzug
1. Kd4. Beim 2. Zug von Schwarz wird die
Ausgangsstellung wieder erreicht, aber
Schwarz kann nun nicht mehr rochieren!

9 Man nimmt fiir den weiBen Bauern, der
soeben noch d8 gezogen wurde, einen ge-
mischtfarbigen Springer (linke Hilfte weil,
rechte Hilfte schwarz oder auch umgekehrt)
und zieht ihn nach e6. Nun sind beide Kdnige
matt! (aus: ,,64 Schachscherze')

10 Kal - a2 (Ein Abwartezug), aus chess
von P. H. Williams

Lisung der Aufgabe von Prof. Dr. H. Sachs

A 410 1. Wir beweisen als erstes, daB
zwischen der Anzahl k der Kanten und der
Anzahl n der Knotenpunkte dic Bezichung
(1) k=2n

besteht. Zu diesem Zwecke denken wir uns
jede Kante etwa in der Mitte zerschnitten
und dadurch in zwei Halbkanten zerlegt.
Dann ist die Anzahl s der Halbkanten einer-
seits gleich 2k, denn jede Kante hat zwei
Halbkanten, und andererseits gleich 4n, denn
von jedem Knotenpunkt gehen vier Halb-
kanten aus. Aus h=2k und h=4n folgt
sofort (1).

2. Den Beweis der nichsten beiden Behaup-
tungen wollen wir mittels vollstandiger In-
duktion fiithren. Dazu ist es zweckmiBig, den
Bereich der betrachteten Figuren etwas zu
erweitern — es entspricht dies dem hiufig
beobachteten Sachverhalt, daB gewisse Sitze
nur dadurch einem Induktionsbeweis zu-
ganglich werden, daB man sie zugleich ver-
allgemeinert, weil anderenfalls dic Voraus-
setzungen fir die DurchfGhrung des Induk-
tionsschlusses zu schwach sind. Die Figuren,
die wir jetzt betrachten, mdgen, wie in der
Aufgabe angegeben, durch Zeichnen einer
endlichen Anzahl geschlossener Kurven in
die Ebene entstanden sein und den Bedin-
gungen (IT) und (ITI) geniigen, auf die Bedin-
gungen (I) und (IV) jedoch wollen wir ver-
zichten. Damit lassen wir zu, daB eine
Figur F in mehrere getrennte Teile zerfallen
kann (diese Teile nennen wir die ,,Kompo-
nenten* der Figur), unter denen insbeson-
dere einfach geschlossene Kurven vorkom-
men diirfen, auf denen kein Schnittpunkt
liegt.

Die Anzahl der Komponenten einer Figur F
sei mit s bezeichnet. Dann wollen wir be-
weisen:

(A) F zerlegt die Ebene in

(2 f=n+s+1 Gebiete;

(B) man kann die Gebiete so mit zwei
Farben firben, daB je zwei lings eines
Kurvenstiickes benachbarte Gebiete verschie-
dene Farben haben.

Fortsetzung folgt in Heft 1/1970.



Losungen zu alpha-heiter

Zahleariitsel — einmal anders (4/69)

Losung von Prof. Dr. W. Renneberg, Leipzig
1.1. Beweismethode: Man konstruiert alle
Belegungen der neun Variablen in den sechs
Gleichungen iber der Grundmenge 0; 1; 2;
3;4;5;6;7; 8; 9, die den Bedingungen der
Aufgabe geniigen.

Aus drucktechnischen Griinden werden die
Ringe durch Buchstaben ersetzt.

abc—deb= fg Gl
C o+ 4+
dg - h =dib G2
ia +dfa=acc G3
G4 G5 Ge6

1.2. Beziehungen: Aus den Gleichungen
liest man die folgenden Beziehungen ab.

G I' Einer: g+b={ f0+ )
¢
Zehner: f+e
=10+b 2
f+e+l} + @
Hunderter: d- 1=a 3)
G 3. Einer: 2-a= { Ll‘0+ @
¢
G 5. Einer: b+h=10+a (&)
Zehner: e+1=f (6)
Aus (2) und (6) ergibt sich:
9+b
2:-e=
T lgpb @
1.3.  Zulassige Werte

1.3.1. i + 0 (als erste Ziffer)

1.3.2. In Gleichung G 2 soll der Zehner des

ersten Faktors gleich dem Hunderter des

Produktes sein. Diese Bedingung schrinkt

die Losungsmoglichkeiten fir G 2 ein. Als

Loésungen kommen nur Zahlen in Betracht,

deren Punkte innerhalb der Quadrate liegen

(siche Abb.).

1000
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8§00

700 t

5003 ©
B

500

400

300 //

200 y.

100

G2

Pro
~
g
g

1.Foktor =
0 10 20 30 40 50 60 70 80 %0 100

Der Einer des ersten Faktors muB verschie-
den von Null sein, weil g & b gill.

1.3.3. h kann nicht kleiner als 7 sein.

17 - 6 = 102 (nicht wegen i+ 0)

18 - 6 = 108 (nicht wegen i % 0)

19 - 6 = 114 (nicht wegen d + i)

1.3.4. d kann nicht 0 sein (als erste Ziffer)
und nicht groBer als 6.

78 -9 = 702 (nicht wegen i %+ 0)

1.3.5. g kann nicht kleiner als 4 sein.

12-9 = 108
13-8 = 104
13-9 =117 (nicht wegen d + i)

23 -9 = 207 (nicht wegeni % 0)

1.3.6. Aus (3) folgt in Verbindung mit 1.3.4.,
daB g weder 0 und 1 noch 8 und 9 sein kann.
1.3.7. Aus (4) folgt, daB ¢ gerade ist.

1.3.8. Diezuldssigen Werte fiir ,d, g,aund ¢
sind also folgende.

}(nicht wegen i + 0)

h d g a c
7 1 4 2 0O
8 2 5 3 2
9 3 6 4 4
4 7 5 6
5 8 6 8
6 9 7
1.4. Belegungen
h a b ¢ g d e
1.7 2 5°4 9 1 7
27 3 6 6 - - -
37 4 7 - - - -
4.7 5 8 0 ne— -
57 6 9 2 ne- -
6.8 2 4 4 - - -
7.8 3 5 6 ne - -
3.8 4 6 8 - - -
9.8 5 7 0 ne- -
0.8 6 8 - - - -
11.8 7 9 4 5 6 9
1229 2 3 4 ne - -
1.9 3 4 6 ne - -
149 4 5 8 ne - -
15.9 5 6 0 4 4 -
16 9 6 7 2 5 § -
1729 7 8 4 6 6 -
——
5) @ meao.

Fettdruck: schon vorhandener Wert,

n.e.: nicht erfullbar

Ergebnis: Es gibt keine Belegung der neun
Variablen, die den Bedingungen der Aufgabe
geniigt. Die Aufgabe hat keine Losung.

2. Wir setzen im Einer der beiden Summan-
den in Gleichung G 3 die entsprechenden
Ziffern ein und erhalten als Losung

360 —276 = 84
: + +
24 - 9=216
15 + 285 = 300
Das wimderbare Gediichtnis:

Der Zauberkinstler hat den Vorgang so ge-
steuert, dafl er sich nur einen Satz zu merken
brauchte, nimlich den Satz auf S. 136, Zeile 18
des Buches von Hermann Kant.

Zunichst hat er dieses Buch ,,forciert”, wie es
in der Sprache der Magier heiBt. Hatte nim-
lich der erste Zuschauer dieses Buch, das in
der Mitte lag, nicht gewahlt, so hitte er den
zweiten Zuschauer ein Buch wihlen lassen
und evtl. noch den dritten, bis das von ihm
gewinschte Buch gewihlt wird.

Welche Ziffern auch immer die drei Zuschauer
entsprechend den Bedingungen wihlen, stets
hat die Differenz der beiden sechsstelligen
Zahlen die Quersumme 36.

Das wollen wir jetzt nachweisen:
Es seien a, b, ¢ die drei gewihlten Ziffern, die

paarweise von einander verschieden sind.

0. B.d. A. konnen wir 0 < ¢ < a < 10 ap-
nehmen; denn im Falle a < ¢ wird spiter d}e
erste Zahl von der zweiten subtrahiert.

Wir untersuchen jetzt nur die aus den ersten
drei Ziffern gebildete Zahl 100a + 105 + ¢
und erhalten die Differenz

(100a + 106 + ¢) — (100¢ + 105 + a)
=9a—99c=9@—o).

Dabei gilt 0 <a—c¢ < 9.

Dabher ist 99(a — c) gleich einer der Zahlen
99, 198, 297, 396, 495, 594, 693, 792. Alle
diese Zahlen haben aber die Quersumme 18.
Da bei den beiden sechsstelligen Zahlen die
ersten drei Ziffern sich wiederholen, hat die
Differenz dieser Zahlen die Quersumme 36.

" "Somit sind die Seite 136 und die Zeile 18 ein-

deutig bestimmt, welche Ziffern auch die Zu-
schauer jeweils auswihlen.

Niichtlicher Spuk

hundert (... wach und ertastete. . .), acht, eins,
tausend, elf, zwei, neun, sieben, zehn, drei.

Ein Kunstwerk

Funktions-

gleichungen

y=2 15x=52;35x54,6=5x5"7

3 1ZxL2;65xL7

4 15x=2£2;35x54;455x555
6sxs57

Definitionsbereiche

¥y
y
25y=3
25ys4 N
22y%5
Isy=<4
2zys4
25ys5
2sy=s4
25ys3
2sy=<4

W

[
(AR

-

Mo oM oM NN N %N
li
N AL B B WD -

Spieglein, Spieglein . . .
fix)=y=x und fi(x)=y=—x
f(®)=y=x>  und f(x)=y=-x2
fx)=y=xT'  und fyx)=y=-x'
fi¥)=y=yx  und fx)=y=-yx
f(x)=y=y/~x und filx)=y=—/—x
Bilderriitsel

Bezirksolympiade

Magischer Dodekaeder

o
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In freien Stunden

heiter

In Kurorfen )
.. Hunde
bitte an der Leine

44444444944

aus: Eulenspiegel 29/69

Das wunderbare Gedichtnis

Ein Zauberkiinstler behauptet, er habe ein wunder-
bares Gedichtnis. Er kenne den Inhalt vieler Romane
auswendig und konne genau angeben, welche Worte
in einer beliebigen Zeile auf einer beliebigen Seite
eines Buches stehen.
Um das zu beweisen, legt er drei Biicher auf den
Tisch, z.B. links , Pause fiir Wanzka' von Alfred
Wellm, in der Mitte ,,.Die Aula* von Hermann Kant,
rechts ,,Das Klassentreffen von Wolfgang Joho.
Nun bittet er drei Zuschauer, nach vorn zu kommen.
Der erste Zuschauer soll ein Buch auswiahlen. Er wihlt
z. B. das Buch von Hermann Kant.
Nun bitiet er jeden der drei Zuschauer, eine der
Ziffern von 1 bis 9 zu wihlen; diese drei Ziffern sollen
aber voneinander verschieden sein. Aus diesen Ziffern
soll eine sechsstellige Zahl gebildet werden, wobei
zundchst die drei gewihlten Ziffern genannt und
dann noch einmal wiederholt werden, z. B.

547 547.
Er bittet jetzt, die ersten drei Ziffern und auch die
letzten drei Ziffern in umgekehrter Reihenfolge zu
schreiben, so daB die Zahl

745745
entsteht. Ein Zuschauer wird gebeten, die kleinere der
beiden sechsstelligen Zahlen von der gréBeren zu
subtrahieren und das Ergebnis anzugeben z. B.

198 198.
Von dieser Zahl ist die Quersumme zu bilden, und es
ist die Ziffer 1 vor die Quersumme zu setzen. Die von
den Zuschauern bestimmte Seitenzahl ist also

136.

Die Zeile ist so zu bestimmen, daB die Quersumme
der aus den ersten drei Ziffern der obigen Differenz
gebildeten Zahl genommen wird, also

Zeile 18. Nun sagt der Zauberkiinstler:

»Auf Seite 136 stehen in der Zeile 18 die folgenden
Worte: ,,Das war wohl nicht eingeplant*, sagte er
dabei, .. .".

Die drei Zuschauer schlagen das Buch von Hermann
Kant auf, vergleichen und stellen zu ihrem groBten
Erstaunen fest, daB der Zauberkiinstler die von ihnen
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gewihlte Zeile richtig zitiert hat. Das vorliegende
Kunststiick ist in Anlehnung an einen #hnlichen
Trick aus dem Werk ,,Das groBe Buch der Magie*
von Jochen Zmeck, Berlin: Henschelverlag 1968,
gestaltet worden. In diesem Buch finden wir noch
viele weitere Kunststiicke, die auf elementaren mathe-
matischen Prinzipien beruhen.

Wer kann diesen Trick erkliren? Was muBte der
Zauberkiinstler auswendig lernen?

OSIR Dr. R. Liiders, Berlin

Nichtlicher Spuk

. - . Plotzlich werde ich wach und ertaste den Knopf
der Nachttischlampe. In Sekundenschnelle ist es hell.
Doch gleich darauf geht das Licht aus. Endlich finde
ich den Knopf der Lampe wieder. Nichts! Es bleibt
dunkel. Fast verzweifelt suche ich meine unverwiist-
liche Taschenlampe. Erst gestern habe ich sie benutzt.
Ich taste sogar mit dem Zeh nach ihr und reiBe mir
dabei einen Splitter ein. ...* .
Im vorliegenden Text verbergen sich mehrere Zahl-
worter. Wie lauten sie? Zur Kontrolle sei angegeben,
daB die Summe der Zahlen, die sie darstellen, 1151
betragt.

OSIR K.-H. Lehmann, V.L.d. V., Berlin

,,Bei der Figur ist ein dreifacher Salto kein Kunst-
stick !
OL H. Patzold, Waren{Miiritz



Ein Kunstwerk

Angeregt durch das ,,Kunstwerk* aus 1/69, S. 14
schlugen (unabhingig voneinander) Monika Simon,
EOS ,Erich Weinert” (KI. 10), Fl6ha und Ing.
H. Decker, Koln vor: Nenne alle Funktionsgleichun-
gen und Definitionsbereiche!

Spieglein, Spieglein ...

Welche 5 Funktionen und ihre 5 Spiegelungen an
der Abszisse wurden in der Zeichnung dargestellt?
Nenne die 10 Funktionsgleichungen!

b y

¥

Wolfgang Riedel, EOS , Friedrich
Engels* (Kl. 10), Karl-Marx-Stadt
Mathemadics

Sllips  TRAPEZIUM
Uereniging Iee}zf

I<leiner dan arabool

aus Pythagoras 6-68/69, Niederlande

Bilderriitsel

15,223 |~ 1,5 X%

oo 00 32,08 3%

Ekkehard Paditz, KI. 8 OS Lommatzsch

Magischer Dodekaeder

Unser Leser, Mathematikfachlehrer Frirz Sandring,

" Stendal, empfiehlt: Erst abpausen, dann kleben, dann

knobeln! Verteile die Zahlen 1 bis 14 so auf die Ecken
des Rhombendodekaeders, daB die Summe der Zah-
len jeder Fliche 30 und die Summe der Zahlen je zwei
im Dodekaeder gegeniiberliegender Ecken gleich 15
ist!
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Mathematik-Kalender

Januar 1970
DO 1 * 1667 Johann Bernoulli, wirkte in Genf, Paris,
Groningen und Basel (f 1728 in Basel)
Fr 2 .
* 1643 Sir Isaac Newton, geb. in Lincolnshire
Sa 3 1 1727)
So 4
Mo §
Di 6 t 1918 Georg Cantor, wirkte in Halle (* 3. 3. 1845)
* 1655 Jacob Bernoulli (1 1705)
Mi 7 ’
DO 8 * 1564 Galileo Galilei, wirkte in Pisa und Florenz
(1 1642)
Fr 9
Sa 10 * 1752 Marie Adrien Legendre, wirkte in Paris
(1 1833)
So 11
MO 12 * 1601 Pierre de Fermat, wirkte in Toulouse (1 1665)
Di 13 3
Mi 14 * 1876 Erhard Schmidt, wirkte in Berlin
(1 6. 12. 1959) .
DO 15 * 1850 Sofja Wassiljewna Kowalewskaja, wirkte in
Berlin, Stockholm, Petersburg, Moskau(t 10. 2. 1891)
Fr 16
Sa 17
So 18
Mo 19
Di 20
Mi 21
Do 22
Fr 23 ‘186 _D.avid Hilbert, wirkte in Konigsberg
und Gattingen (1 14. 2. 1943)
Sa 24
* 1736 Joseph Louis Lagrange, lehrte an der
SO 25 Artillerieschule in Turin, spiter ging er nach
Berlin und Paris (1 1813)
* 1561 Henry Briggs, wirkte in Oxford (1 1613),
MO 26 schligt die Berechnung dekadischer Logarithmen
R vor (1615)
Di 27
Mi 28
Do 29
Fr 30
Sa 31 * 1552 Jobst Birgi, wirkte seit 1579 als Hof-
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uhrmacher in Kassel, dazwischen 1603 bis 1622 in
Prag, bedient sich der dezimalen Bruchschreibweise,
benutzt allg. Potenzbezeichnungen (1 1632)

Februar 1970

Se 1
MO 2 11950 Constantin Carathéodory, wirkte in
' Géttingen, Berlin, Smyrna, Athen und Miinchen

(* 13.9.1873) R

Di 3 * 1522 Ludvico Ferrari, war Cardanons Schiiler
(1 1565)

Mi 4

Do 5

Fr 6

Sa 7 Bezirksolympiade Junger Mathematiker

S 0 8 Bezirksolympiade Junger Mathematiker
+ 1957 John von Neumann, wirkte in Berlin,
Hamburg, Princeton und Los Alamos (* 28. 12. 1903)

MO 9 Beginn der Winterferien
Beginn der Tagung der Mathematischen Gesellschaft
der DDR in Berlin
* 1775 Wolfgang Bolyai, wirkte in Marosvasarhely
(Ungarn) (f 20. 11. 1856)

Di 10 11891 Sofja Wassiljewna Kowalewskaja
(* 15. 1. 1850)

Mi 11 * 1596 René Descartes (f 1650)

DO 12 11916 Richard Dedekind, wirkte in Gottingen
und Braunschweig (* 6. 10. 1831)

Fr 13

Sa 1 4 Ende der Tagung der Mathematischen Gesellschaft
der DDR
t 1943 David Hilbert (* 23. 1. 1862)

SO 15 * 1564 Galileo Galilei ( 1642)

Me 16

Di 17

Mi 18 1 1851 Carl Gustav Jacob Jacobi, wirkte in Konigs-
berg und Berlin (* 10. 12. 1804)
t 1899 Sophus Lie, wirkte in Christiana und
Leipzig (* 17. 12. 1842)

DO 19 1 1897 Karl WeierstraB, wirkte in Deutsch-Krone
und.Braunsberg als Oberschul- und ab 1856 in
Berlin als Hochschullehrer (* 31. 10. 1815)

Fr 20

Sa 21

So 22

Mo 23 11855 Carl Friedrich GauB, wirkte in Géttingen
(*30.4.1777)

Di 24

Mi 25

Do 26

Fr 27

Sa 28

Dieser Kalender wird bis Dezember 1970 fortgesetzt. Tragt eure
AG-Nachmittage, Mathematik-Klassenarbeiten, Exkursionen, ma-
thematischen Fachauftrige usf. ein!



URANIA

Band 15

UNIVERSUM

1. Auflage 1969, 500 Seiten, 48 Farbtafeln,
etwa 400 Abbildungenim Text, Ganzgewebe 15— M.

. Auch in seinem 15. Band macht das traditionelle
Jahrbuch seine Leser mit Neuem und Wissens-
wertem aus vielen Gebieten bekannt. Profilierte
. Autoren berichten iiber interessante Probleme der
Naturwissenschaften und der Technik, der Wirt-
schaft, des Verkehrs und der Kultur. Erginzt
und abgerundet wird die Thematik durch Erzih-
lungen und Reportagen aus dem Gebiet des Sports
und der Unterhaltung sowie durch Berichte aus

fremden Landern. Selbstverstidndlich wiirdigt der
Band 15 anldBlich des 20. Jahrestages der Deut-
schen Demokratischen Republik besonders die
Erfolge unseres Staates beim Aufbau des en
wickelten gesellschaftlichen Systems des Sozia-
lismus. Beitrige der Rubriken Naturwissenschaf-
ten, Technik, Kultur und Sport unterstiitzen dieses
Anliegen, indem sie sich mit Wissenschaftsgebieten
bzw. Disziplinen befassen, in denen die DDR
besonders internationales Ansehen genieBt.

Ubergeben Sie die Bestellung bitte
Ihrer Buchhandlung!

URANIA-VERLAG LEIPZIG - JENA - BERLIN Verlag fiir populirwissenschaftliche Literatur

Literatur

Gyula Mackassy

Zwei plus zwei gleich vier

Der Kinderbuchverlag 1969 - Aus dem
Ungarischen ibersetzt von Paul Karpati
Mit zahlreichen humorvollen Illustra-
tionen - Etwa 40 Seiten

Pappband mit Folie - etwa 4,80 M

Fiir Leser von 8 Jahren an

»Zwei plus zwei gleich vier* fihrt den jungen
Leser durch mehrere Zehntausend Jahre
Menschheitsgeschichte, in denen mit der
Entwicklung der Kultur auch die Wissen-
schaft Mathematik geboren wurde. Die hu-
morvollen Illustrationen in Verbindung mit
einem knappen Text werden Freude und
Interesse an der Mathematik wecken.

Ernéné Lucacs
Wie grofl, wie spiit, wie weit?

Der Kinderbuchverlag 1969 - Aus dem
Ungarischen iibersetzt von Paul Karpati
Hlustrationen von Pal Sziics

Etwa 40 Seiten - Pappband mit Folie
etwa 4,80 M - Fiir Leser von 8 Jahren an

GroB, klein, viel, wenig? Diese Wérter ver-
wenden wir, wenn wir ausdriicken wollen, daB
uns zum Beispiel der Sportplatz groB vor-
kommt, daB viele Zuschauer einem Spiel zu-
sehen. Doch sagen wir einfach nur ,,groB*,
dann weiB doch keiner genau, wie grof der
Gegenstand nun eigentlich ist, den wir
meinen. ‘

Dieses Buch schildert friihigeschichtliche Ver-
suche, zu messen und MaBstiibe zu finden,
geht auf die Bedeutung des MeBwesens und
seiner Vereinheitlichung ein. Auch Begriffe
wie Tag, Stunde und Minute sowie das
Messen von Wettererscheinungen stehen im
Mittelpunkt der Betrachtungen.

Christa Johannsen
Leibniz

Roman seines Lebens
Union-Verlag, Berlin 1969

590 Seiten - mit 32 zeitgendssischen Stichen
13,80 M - Fir Leser von 15 Jahren an

Der Roman iiber den groBen deutschen Auf-
klarer Gottfried Wilhelm Leibniz schildert
die GroBe und die Tragik eines der schdpfe-
rischsten Menschen, die je gelebt haben. In
diesem Werk begleiten wir Leibniz durch die
Stationen seines Lebens. Vor dem farbigen
Hintergrund der Epoche des Sonnenkénigs
erleben wir die fiir Leibniz entscheidenden
Begegnungen mit beriihmten Zeitgenossen
und erhalten einen umfassenden Einblick in
das Denken und Wirken von Leibniz.

Deutsche Demokratische Republik
Statistisches Taschenbuch 1969
192 Seiten, zahlreiche Graphiken - 3,80 M

Statistisches Jahrbuch 1969

520 S.,88 S. Anhang, 19 S. Fachregister
25—M

Staatsverlag

der Deutschen Demokratischen Republik

Im statistischen Taschenbuch sowie im Stati-
stischen Jahrbuch 1969 werden die 6ko-
nomischen Ergebnisse der DDR (1949 bis
1968) veroffentlicht. Aus AnlaB des 20. Jahres-
tages wurde der Tabellenteil wesentlich ver-
stirkt. Aus dem Inhalt: Ubersicht iiber Ge-
biet und Bevolkerung, Volkswirtschaftliche
Ubersichten, Industrie, Bauwirtschaft, Hand-
werk, Landwirtschaft und Nahrungsgiiter-
wirtschaft, Verkehr, Binnenhandel, AuBen-
wirtschaft, Finanzen, Arbeitseinkommen.



BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft

Ubungen fiir Junge Mathematiker

Herausgegeben von Gerhard Kleinfeld

Teil 1: Zahlentheorie
159 S. mit 22 Abb. L7N. 1968 (Nr. 36)
Kartoniert 6,50 M

Liebe Schiiler!
Als wir vom Chefredakteur Eurer Zeitschrift,
dem Verdienten Lehrer des Volkes, Herm
Studienrat J. Lehmann, gebeten wurden, iiber
die Entstehung der oben angegebenen Biicher
zu berichten, freute uns das sehr. Es entstand
aber die Frage, wo dabei beginnen? Bei einer
Riickschau auf die Entwicklung der Olympia-
den Junger Mathematiker meinten wir, daB
es Euch sicherlich interessieren wird, wie wir
auf die Idee kamen, fiir Euch diese drei Auf-
gabensammlungen zusammenzustellen.
Als wir alle am 7. Oktober dieses Jahres
den 20. Geburtstag unserer Republik feier-
ten, leierten wir auch den 9. Geburtstag der
Olympiaden Junger Mathematiker. Mitte
1960 wurde in Leipzig die erste Olympiade
Junger Mathematiker (eine Stadtolympiade)
durchgefiihrt, und seit dieser Zeit haben sich
immer mehr Schiiler der Mathematik ver-
schrieben. Waren es.in den ersten Jahren nur
venige, die sich auch auBerhalb des Unter-
richts mit mathematischen Problemen be-
schiftigten, so wuchs diese Zahl bis 1969 auf
iiber eine Million Schiiler an.
Seit dem Beginn der Olympiaden ibernahmen
wir neben unserer Arbeit als Lehrer oder als
wissenschaftlicher Mitarbeiter dic Leitung
solcher mathematischer Zirkel, um Euch
einerseits auf die Olympiaden Junger Mathe-
matiker vorzubereiten, andererseits um Euch
mit einigen Teilgebieten der Mathematik be-
kannt zu machen, die nicht Gegenstand des
Schulstoffes waren, aber dazu dienten, das in
der Schule Gelernte zu erweitern und zu ver-
tiefen.

C . ol o

Eberhard Lehmann

Mathematikfachlehrer, BBS Wohn’im"g‘s-:
baukombinat Rostock

Teil 2: Elementargeometrie
Etwa 96 S. mit etwa 50 Abb. L7N. (Nr. 37)
Kartoniert etwa 4,50 M

Nach dem 17. 12. 1962, dem Tag, an dem der
MathematikbeschluB verabschiedet wurde,
setzte zusammen mit der Verbesserung und
Prizisierung der Lehrpline die verstirkte
Forderung Junger Mathematiker an den
Schulen und in den Kreisen ein. In den
Zirkeln wurden mit den Schiilern Aufgaben
aus z.T. auslindischer Literatur (UdSSR,
CSSR, Ungarn und Ruminien) sowie Auf-
gaben aus unseren Olympiaden behandelt.
Fiir viele von Euch und einige Zirkelleiter war
es problematisch, geeignete Aufgaben zu be-
stimmten Gebieten der Mathematik zu finden,
da dazu das sehr zeitaufwendige Nachsuchen
in der mannigfaltigsten Literatur notwendig
war.

Gewisse Typen von Aufgaben traten bei den
Olympiaden immer -sehr hiufig auf und
fanden bei Euch besonderes Interesse, zu-
gleich bereiteten diese Aufgaben aber auch
groBe Schwierigkeiten. Die Ldsungen bzw.
Lésungsversuche waren umsténdlich, oft wur-
den die Aufgaben durch Probieren zu 16sen
versucht.

Diese Mirngel, die wir bei unserer Arbeit in
den Zirkeln immer wieder feststellen muBten,
lieB in uns den Gedanken reifen, die von uns
zur Vorbereitung auf die Bezirksolympiaden
oder DDR-Olympiaden behandelten Auf-
gaben zu sammeln und nach Gebieten und
Schwierigkeitsgrad geordnet zusammenzu-
stellen.

Unser Anliegen, diese Aulgaben in drei
Biichern fiir die Gebiete Zahlentheorie, Geo-
metrie und Ungleichungen allen Schiilern zu-
ginglich zu machen, wurde vom Verlag

A, ﬁ,.,é, s

(
Dr. rer. gat. Gunter Grosche -~
Dozent fiir Mathematische Kybernetik

“und Rechentechnik an der Karl-Marx-

Universitdt Leipzig

Teil 3: Ungleichungen
Etwa 100 S. mit etwa 15 Abb. L7N. (Nr. 38)
Kartoniert etwa 5,00 M

B.G.Teubner in dankenswerter Weise unter-
stiitzt und ermdglicht. Diese drei Aufgaben-
sammlungen erheben nicht den Anspruch,
den Charakter von Lehrbiichern zu besitzen.
Ihr sollt vielmehr mit Aufgaben aus diesen
genannten Gebieten vertraut gemacht werden
und bei der selbstindigen Erarbeitung der
Losungen sowohl gewisse Fertigkeiten zu er-
reichen suchen als auch Eure Kenntnisse zu
vertiefen und zu erweitern. Dabei dienen die
ersten Aufgaben der jeweiligen Kapitel dazu,
sich mit der Problematik vertraut zu machen.
Durch den stetig anwachsenden Schwierig-
keitsgrad wird Euch ein allmahliches Ein-
dringen in das Gebiet erméglicht.

Die Einleitungen verfolgen sowohl den
Zweck, gewisse erforderliche Sitze und Be-
grifTe bereitzustellen als auch den, diese oder
Jjene beim Losen aufgetretene Fragen kliren
zu helfen.

Allen Lesern von alpha wiinschen wir weiter-
hin viel Freude bei der Beschiftigung mit
mathematischen Aufgaben und Problemen.
Wir hoffen, daB unsere Aufgabensainmlungen
Freunde finden mogen und Anregungen ver-
mitteln, sich mit weiteren Gebieten der Matbhe-
matik zu beschiftigen. Fir Vorschlige und
Hinweise sind wir jederzeit dankbar, und wir
wiirden uns freuen, wenn lhr uns Eure
Meinung iiber diese drei Biichlein mitteiien
wiirdet.

7 /@/éz

Gerhard Kleinfeld

Pdd. Mitarbeiter fiir Mathematik beim
Bezirkskab. f. auflerunterrichtliche Tditig-
keit beim Rat des Bezirks Leipzig
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