Mathematische
Schiilerzeitschrift

14

N

Volk und Wissen
Volkseigener Verlag
Berlin

16.Jahrgang 1982
Preis 0,50M
Index 31059



Redaktionskollegium: Prof. Dr. sc. techn.
G. Clemens (Leipzig); Oberlehrer Dr.- W.
Fregin (Leipzig); Dozent Dr. rer. nat. J. Gro-
nitz (Karl-Marx-Stadt); Dozent Dr. rer. nat.
R. Hofmann (Leipzig); Nationalpreistriger
H. Kistner (Leipzig); Studienrat H.-J. Ker-
ber (Neustrelitz); Oberlehrer Ing. K. Koch
(Schmalkalden); Oberstudienrat J. Lehmann,
Verdienter Lehrer des Volkes (Leipzig);
Oberlehrer Prol. Dr. sc. phil. H. Lohse (Leip-
zig); Oberlehrer H. Pitzold (Waren/Miiritz);
Dr. sc. rer. nat. E. Quaisser (Potsdam); Do-
zent Dr. sc. nat. P. Schreiber (Greilswald);
Dozent Dr. sc. nat. E. Schréder (Dresden);
Oberstudienrat G. Schulze (Herzberg/Elster);
Dr. W. Stoye (Berlin); W. Tridger (Ddbeln);
Prol. Dr. sc. paed. W. Walsch (Halle); FDIJ-
Aktiv der Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitdt Leipzig (Ltg. Dr. C.-P.
Helmholz) )

Redaktion:

OStR J. Lehmann, VLAV (Chefredakteur)
Anschrift der Redaktion:

Redaktion alpha - 7027 Leipzig - Postfach 14
Anschrift des Verlags:

Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin
1086 Berlin, Krausenstrafle 50, PSF Nr. 1213
Veroffentlicht unter Lizenznummer 1545 des
Presseamtes beim Vorsitzenden des Minister-
rates der Deutschen Demokratischen Repu-
blik.

Postscheckkonto: Berlin 132626. Erschei-
nungsweise:  zweimonatlich,  Einzelheft
1,50 M, Sonderpreis fiir die DDR 0,50 M,
im Abonnement zweimonatlich 1,- M, Son-
derpreis fiir die DiDR 0,50 M.

Bestellungen werden in der DDR vom Buch-
handel und der Deutschen Post entgegen-
genommen.

Der Bezug fiir die Bundesrepublik Deutsch-
land und Berlin(West) erfolgt iiber den Buch-
handel; fiir das sozialistische Ausland iiber
das jeweilige Postzeitungsvertriecbsamt und
fiir alle tibrigen Linder iiber: Buchexport
Volkseigener AuBenhandelsbetrieb der DDR
7010 Leipzig, Leninstr. 16.

Fotos: Hochschulbildstelle Potsdam (S. 26),
A. Herrmann, Berlin (S. 27); Zentralbild
(S. 30); aus: Infeld, Wen die Gotter lieben,
Wien (S.32); Haus der JP Rostock (S.42);
Ondrej Zimka, Prag (S. 48)

Typographie : H. Tracksdorf, Leipzig
Titelbild: Autor: H.Bartnig, gestaltet von
H. Fahr, Berlin

)

Gesamtherstellung: INTERDRUCK
Graphischer GroBbetrieb Leipzig - 111/18/97

Redaktionsschiuf: 11. Dezember 1981

aipha

Mathematische Schiilerzeitschrift

25

27

27

30

31

32

33

34

36

38

39
39

40

42

43

44
45

Inhalt

Tangentialebenen an regelmiBige Polyeder [9]*

Dr. E. Quaisser, Sektion Mathematik der Padagogischen Hochschule Kar! Liebknecht,
Potsdam

Eine Aufgabe von Prof. Dr. Hans Kaiser [9]

Sektion Mathematik der Padagogischen Hochschule Kar! Liebknecht, Potsdam
Mathematik-Computergrafik-Informatik [8]

Dipl.-Math. M. Fischer/Dr. M. Grabow, beide Berlin

Spezialklasse fiir Mathematik, Physik und Technik

an der Technischen Hochschule Karl-Marx-Stadt [8]

Dipl.-Math. D. Zaddach, Leiter der Spezialklassen

Geometrische Idee vom Strumpfband {7]
Gesprich mit Prof. Dr. Schumann, Karl-Marx-Universitit Leipzig

Evariste Galois [7]

Kurzbiographie und Zahlenritsel von Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitat Leipzig

Touristische Attraktion [5]

J. Lehmann/U. Passon, beide Leipzig

Ungleichungen mit mehreren Variablen,

deren Summe konstant ist [7]
Dr. W. Gutenmacher, Moskau/Dr. C.-P. Helmholz, Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitdt Leipzig (aus Quant 9/79)

Wer 16st mit? alpha-Wettbewerb
Wettbewerbsaufgaben Mathematik - Physik - Chemie

Fiir den Briefmarkenfreund: M. W. Keldysch [7]

Dr. P. Schreiber, Sektion Mathematik der E.-M.-Arndt-Universitit Greifswald
Eine Aufgabe — verschiedene Losungen [5]

XXII. Internationale Mathematik-Olympiade

Aufgaben [10]

In freien Stunden - alpha-heiter [5]

Zusammenstellung : J. Lehmann, Leipzig/H. Pitzold, Waren/Miiritz
Arbeitsgemeinschaften im Blickpunkt {5]

Aus dem Haus der Jungen Pioniere Rostock berichtet
Oberlehrer R. Rsel, Fachlehrer fiir Mathematik/AG-Leiter im Haus der JP Rostock

XX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR [10]
4. Stufe (DDR-Olympiade), Aufgaben Klasse 10, 11/12, Losungen KI1. 10

Ungleichungen Teil II [8]
Losungen [5]

II. U.-Seite: alpha-Wettbewerb — Abzeichen in Gold [9]

IV U.-Seite: aufgepaBt

nachgedacht - mitgemacht - Speziell fiir

Klasse 5/6 - Geometrische Plaudereien [5]
Dr. L. Flade/Dr. H. Knopf, Sektion Mathematik der Martin-Luther-Universitit
Halle

~

*bedeutet: Artikel bzw. Aufgaben ab der angegebenen Klassenstufe geeignet



Tangentialebenen

an regelméiflige Polyeder

Bevor wir unsere Aufgabenstellung formu-
lieren, mochten wir einige Begriffe und Sach-
verhalite bereitstellen.

1. Regelmifige Polyeder sind konvexe Kdrper
mit kongruenten n-Ecken als Seitenflachen.
Da die Summe der Gré8e der Innenwinkel
derjenigen n-Ecke, die in einer Ecke des
regelmiBigen Polyeders zusammenstoBen,
kleiner als 360° sein muf, kann es nur die
folgenden Arten regelmaBiger Polyeder ge-
ben:

In Analogie zu diesem Sachverhalt legen wir
nun an ein regelmiBiges Polyeder mit dem
Mittelpunkt M (d.i. der Mittelpunkt seiner
Umkugel) jeweils durch den Mittelpunkt N
einer Kante AB die Ebene ¢, fir die MNLe.
Da die Abstinde |[4M| und |[BM)| gleich sind,
ist MNLAB, und damit liegt AB ganz in .
Folglich liegt das regelmaBige Polyeder ganz
auf einer Seite von .

n-Eck Anzahl der Seiten- e S/ k Bezeichnung
flaichen an einer des Korpers
Korperecke
Gleichs. Dreieck 3 4 4 6 regelm. Tetraeder
gleichs. Dreieck 4 6 8 12 Oktaeder
gleichs. Dreieck 5 12 20 30 Ikosaeder
Quadrat 3 8 6 12 Hexaeder (Wiirfel)
regelm. Fiinfeck 3 20 12 30 Pentagondodekaeder

In dieser Tabelle bedeuten e — Anzahl der
Ecken, f - Anzahl der Seitenflichen und
k — Anzahl der Kanten des Polyeders. (Nach
der Eulerschen Polyederformel gilt e+ f
=k+2) Jeder dieser. KOrper besitzt eine
Umkugel, d.h. eine Kugel, die durch seine
Ecken geht. AuBlerdem haben sie eine In-
kugel, d. h., es gibt eine Kugel, die alle Seiten-
flichen beriihrt. Diese Beriihrungspunkte
sind aus Symmetriegriinden die Mittelpunkte
der n-Ecke.

Beriihrt eine Ebene ¢ eine Kugel (mit dem
Mittelpunkt M) im Punkt N, dann ist die
Verbindungsgerade M N senkrecht zu ¢ (kurz
MNLleg; und dies heiBt, daB jede Gerade
in & die durch N geht, senkrecht zu MN
ist — siehe Bild 1). Man nennt ¢ eine Tan-
gentialebene.

Bild 1

Die Gesamtheit aller so festgelegten Tangen-
tialebenen eines regelmaBigen Polyeders be-
grenzt ein konvexes Polyeder. Von Interesse
ist nun, welche Polyeder auf diese Weise ent-
stehen.

2. Wir beginnen mit dem regelmdfigen
Tetraeder

Der hohe Grad an RegelmiBigkeit 146t ver-
muten, daB ein regelmiBiges Polyeder ent-
steht. Da k=6 ist, miiBte der entstehende
Korper ein 6-Flachner sein. Diesen Bedin-
gungen geniigt nur der Wiirfel.

Geht man von irgendeinem Schrégbild eines
regelmiBigen Tetraeders aus, so erscheint
diese Vermutung auf den ersten Blick frag-
wiirdig. Doch sie ist richtig und 148t sich
recht einfach wie folgt beweisen.

Wir gehen von einem Wiirfel ABCDEFGH
mit dem Mittelpunkt M aus. Die Punkte A4,
C, F und H bilden ein regelmdBiges Tetraeder
(Bild 2), denn seine Kanten sind Fldchen-
diagonalen des Wiirfels und damit gleich lang.
Der Mittelpunkt dieses Tetraeders fdllt mit
dem Mittelpunkt M des Wiirfels zusammen,
da beide Korper die gleiche Umkugel besit-
zen. Die FuBpunkte der Lote von M auf die
Seitenflichen des Wiirfels sind bekanntlich
die Mittelpunkte der Seitenflichen. Damit

bilden die Seitenflichen des Wiirfels die
Tangentialebenen des regelmaBigen Tetra-
eders ACFH durch die Mitten seiner Kanten,
d.h., beziiglich des regelmiBigen Tetraeders
ACFH bilden die betrachteten Tangential-
ebenen einen Wiirfel. Da alle regelmiBigen
Tetraeder einander #dhnlich sind, gilt diese
Aussage auch fur jeden dieser Korper.
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3. Bilden die Tangentialebenen durch die
Mitten der Kanten auch fur die.iibrigen vier
regelmiBigen Polyeder wieder Polyeder die-
ser Art? _

Bei oberflachlicher Betrachtung der vielen
RegelmiBigkeiten dieser Korper konnte man
geneigt sein, eine positive Antwort zu erwar-
ten. Doch bei lkosaeder und Pentagondo-
dekaeder miilte wegen k =30 ein 30-Flachner
vorliegen; ein derartiges regelmaBiges Poly-
eder gibt es jedoch nicht.

Zur Klirung des Sachverhalts betrachten wir
eingehend, wie die neuen Seitenflichen ent-
stehen. Durch die Kanten eines regeimafigen
n-Ecks (n=3, 4 oder 5), das eine Seitenlléche
eines regelméBigen Polyeders ist, gehen n Tan-
gentialebenen, die sich in einem Punkt §
schneiden.

Denn auf Grund der gleichen Neigung dieser
Ebenen beziiglich der betrachteten Seiten-
fliche entsteht eine gerade Pyramide (siche
Bild 3 fiir n=4 und Bild 4 fir n=3).

Eine Seitenfliche des Korpers der aus den
Tangentialebenen gebildet wird, setzt sich
demnach aus zwei kongruenten gleichschenk-
ligen Dreiecken mit gemeinsamer Basis zu-
sammen, ist also stets ein Rhombus (siche
Bild 3 und 4).

Damit wird deutlich, wie oberflachlich eigent-
lich unser Hinweis auf die groBe RegelmaBig-
keit der zugrundeliegenden Korper mitsamt
ihren betrachteten Tangentialebenen und die
damit ausgesprochenen Erwartungen waren.
Eine erneute Bestdtigung des Resultats fiir
ein regelmiBiges Tetraeder ergibt jetzt der
Nachweis, daB hier die Diagonalen des Rhom-
bus gleich lang sind, d. h. beziiglich des Bil-
des 4, daB |SN|=|4N| gilt. (Dabei ist N der
Mittelpunkt der Kante 4,A4,.) Da der Punkt
S, der Mittelpunkt T des gleichseitigen
Dreiecks A;4,A; und ‘die Ecke A, zusam-
men mit dem Mittelpunkt M des Tetraeders
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Bild 4

auf einer Geraden liegen und die Gerade A3 N
durch T geht, liegen A3, A4, N, S und M in
einer gemeinsamen Ebene. AuBerdem ist
MNLA3A, und MNLSN, da die Ebene
durch §, A,, A, nach Voraussetzung senk-
recht zu MN ist.

Folglich gilt As;As | SN. Ferner ist
|[4sT|:|TN|=2:1 (Teilverhiltnis der Seiten-
halbierenden!) und damit nach dem Strah-

lensatz schlieBlich |SN| =%|A3A4|=%|A1Az|,
was zu zeigén war.

4. Liegt ein Wiirfel unseren Betrachtungen
zugrunde, so gilt |S7}=|TM|, da sich seine
Seitenflichen rechtwinklig schneiden und

demzufolge | SNT|=45°=k MNT| gilt
(Bild 3). Damit ist [SN|=)/|STP+|TNJ?

_ \/2(%|A,A2W= \/2<%|A1A2|).

Hier liegen also echte Rhomben vor.

Beim Wiirfel bilden die betrachteten Tangen-
tialebenen einen Korper, der von 12 kon-
gruenten Rhomben begrenzt wird, wobei die
Diagonalenlidngen dieser Rhomben im Ver-
hiltnis 1:]/2 stehen. Ein derartiges Polyeder
heiBt Rhombendodekaeder.

Ein SchriégriB dieses Korpers ldBt sich leicht
zeichnen, wenn man vom Wiirfel ausgeht und
[ST}=|TM| fiir die Konstruktion der neuen
Korperecken nutzt. [Beim Schréigrifl empfeh-
len wir den Verzerrungswinkel a =22,5° sowie

das Verzerrungsverhiltnis q=% fur die Tie-

fenlinien (Bild 3)].
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Diese Korperform kommt in der Natur als
Kristallform vor; so kristallisiert der Halb-
edelstein Granat hdufig in dieser Form. Die
Korperform hat auch Verwendung in der

" Technik gefunden. Es zeigt sich, daB sie ein

geeignetes Modell zum Zuschnitt des Ma-
terials bei der Herstellung hohlkugelformiger
Gegenstdnde wie Ballons, Fliissigkeitsbehil-
ter ist.

5. Als nichstes wire zu kldren, welches Poly-
eder die betrachteten Tangentialebenen bei
einem Oktaeder bilden. Hier verhilft uns eine
Betrachtung rasch zum Ziel, die wir beziig-
lich des regelmiBigen Tetraeders unter 2. an-
gestellt haben. Wir gehen vom Rhomben-
dodekaeder aus, das aus dem Wiirfel entstan-
den ist (Bild 3), und betrachten jetzt die Diago-
nalen der Rhomben, die nicht Wiirfelkanten
sind. Diese bilden ein Oktaeder (Bild 5). Es
ist sofort einzusehen, daB die Seitenflichen
des Rhombendodekaeders die Tangential-
ebenen durch die Kantenmitten dieses Okta-
eders darstellen.

Bild §

Beim Ikosaeder (Bild 6) entsteht wegen k=30
ein Polyeder, das von 30 kongruenten Rhom-
ben begrenzt wird; auch hier ist genau eine
Diagonale in jedem Rhombus eine Kdrper-
kante des Ikosaeders. Die anderen Diago-
nalen der Rhomben bilden ein Pentagon-
dodekaeder. Also entsteht aus den Tangen-

EQuaisser-H.-1 Sprengel

VEB D

Verlag der Wi ten

tialebenen durch die Kantenmitten eines
Pentagondodekaeders ein gleiches Polyeder
wie beziiglich des Ikosaeders.

Aufgaben

AlAa Um das Wievielfache vergroBert sich
das Volumen, wenn man von einem regel-
méBigen Polyeder zu dem Korper iibergeht,
der von den Tangentialebenen durch die
Kantenmitten gebildet wird? Dieser Faktor
ist gleich |[SM|:|TM|. (Warum?)

A2A Man kann beziiglich der regelmaBi-
gen Polyeder Tangentialebenen durch die
Polyederecken betrachten und wiederum
nach den Korpern fragen, die dabei entstehen.
Diese Aufgabe ist leicht zu beantworten,
wenn man die Polyeder untersucht, die von
den Mitten der Seitenflichen der regelmaBi-
gen Polyeder gebildet werden. (Siehe dazu
auch Bild 6 beziiglich des Tkosaeders.)

E. Quaisser

Prof. Dr. Hans Kaiser, >
Pdd. Hochschule Karl Liebknecht, Potsdam




Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Hans Kaiser

Pédagogische Hochschule
Karl Liebknecht, Potsdam

Informatik

‘Mathematik-Computergrafik-

Prof. Dr. rer. nat. habil. Hans Kaiser wurde
am 31.5.1926 in Nagelstedt/Thiiringen ge-
boren. Das Abitur legte er in Erfurt ab. Nach
der Kriegsgefangenschaft studierte er Mathe-
matik und Physik zunichst von 1946 bis 1948
in Jena, von 1948 bis 1951 in Berlin. Dabei
wurde er besonders nachhaltig beeinflut von
Kurt Schréder, Erhard Schmidt und Karl
Schroter. 1956 folgte die Promotion, 1967
schlieBlich habilitierte sich Prof. Kaiser mit
einer Arbeit zur Loéwnerschen Differential-
gleichung.

Er war bis 1964 an der Humboldt-Universitat
in Berlin tétig. Seit dieser Zeit arbeitet er an
der Pidagogischen Hochschule Kar! Lieb-
knecht Potsdam. .

Prof. Kaiser ist in den Jahren seiner wissen-
schaftlichen Titigkeit in auBerordentlich viel-
fdltiger Weise wirksam geworden. Leht-
biicher zu angewandten Problemen, die Re-
daktion von iibersetzter Literatur, Lehrmittel
sowie Hochschulfilme sind Ausweis und Er-
gebnis seiner Arbeit.

Unter seiner Leitung hat sich der Wissen-
schaftsbereich Angewandte Mathematik pro-
filiert. Sowohl Aufgaben der Lehre als auch
der Forschung konnten mit beachtlichem
Erfolg gelost werden.

In der Lehrveranstaltung Numerik werden
u. a. Regeln zur Ermittlung oberer Schranken
fiir die Nullstellen eines Polynoms
P(X)=x"+ay-1 X" '+...+aix+ao
betrachtet.

Nach der Regel von Lagrange und Maclaurin
erhdlt man z B., daB L=3 eine obere
Schranke fiir die Nullstellen des Polynoms
Pl)=x+x*—4x3—3x? - 2x—4

ist.

Die Ermittlung einer solchen Schranke ist
aber hdufig auch ohne Kenntnis entsprechen-
der Regeln moglich. Damit ergibt sich unsere
Aufgabe.

Aufgabe

A2207 A Man beweise, daB fiir kein x>3
die Gleichung
P(x)=x%+x*—4x*—3x*—2x—-4=0

gelten kann.

Wissenschaft und Technik durchdringen in
zunechmendem MaBe eine immer groBer wer-
dende Anzahl von Bereichen der mensch-
lichen Gesellschaft. Neben der VergréBerung
ihres Einflusses ist eine Eroberung neuer Ge-
biete zu beobachten. So erleben wir in der
wissenschaftlich-technischen Revolution ein
neu- und einzigartiges Wechselspiel zwischen
der Ausweitung des Erkenntnis- und Wis-
sensstandes der Grundlagenforschung einer-
seits und dessen immer schnellere und um-
[assendere Nutzbarmachung in einem immer
komplexer werdenden Produktionsproze8
andererseits. Technische Wissenschaften und
Technik schlechthin haben neuartige Kennt-
nisse und Fertigkeiten zutage gefordert, die
Neuerungen in kurzer Frist massenwirksam
werden lassen, welche im téglichen Leben vie-
ler Menschen nicht mehr wegzudenken sind.
Als Beispiel sei auf chemische Produkte und
elektronische Gerite verwiesen, mit denen
jeder téglich vielfach umgeht. Mathematische
Strukturen und Denkweisen spielen dabei
ebenso eine entscheidende Rolle wie in zu-
nehmendem Mafe Rechner aller Art mit den
zu ihrer Nutzung erforderlichen Program-
men.

So gesehen wundert es uns nicht, daB diese
Entwicklung eine Entsprechung in der Kunst
findet. Wir wollen uns mit diesem Artikel auf
die darstellende Kunst beschrianken und den
Berliner Maler und Grafiker Horst Bartnig
(siche Bild 1) vorstellen. Er versucht in seinen
Arbeiten Lageverhiltnisse von Elemen-

tarformen und mathematische GesetzmaBig-
keiten zuletzt als Computergrafiken ins Sinn-
lich-Wahrnehmbare zu iibersetzen und so aul’
diese Weise das Zusammenspiel der Elemente
und die Struktur von komplexeren Systemen
erlebbar zu machen. Damit bietet er eine
Moglichkeit an, die Wirkungsweise kompli-
zierter Objekte und Geréte zu erahnen oder
gar zu erkennen und sich daher nicht von
ihnen wegen ihrer Undurchsichtigkeit oder
des Unverstiandnisses ihres Aufbaus erdriik-
ken zu lassen. Hingewiesen werden soll je-
doch gesondert aufl die Wirkungen, die er
mathematischen Gebilden und rechentechni-
schen Realisierungen abgewinnt. Auch fiir
unsere alltigliche Arbeit als Mathematiker
und Programmierer wirken seine Grafiken
anregend und belebend.

Nach einer ersten Begegnung im Jahre 1977
mit seinen Arbeiten auf einer Ausstellung
des Zentralen Akademie-Archivs in Berlin
iber mathematische Formen in der Kunst
entwickelte sich sehr bald eine fruchtbare
Zusammenarbeit mit Mathematikern unse-
res Institutes, die bei einer solchen Kunst-
richtung unerlaBlich erscheint, aber auch eine
Bereicherung fiir beide Seiten darstellt. Es
ist schon erstaunlich, wie selbst durch eine
bewuBte Darstellung mathematischer Figu-
ren und GesetzmiBigkeiten mit moglichst
elementaren geometrischen Formen und in
ebenso einfachen Lageverhaltnissen eine der-
artige Vielfalt an optischen Wirkungen zu
erzielen ist.

Fir den Grafiker waren anfangs vor allem
die Aussagen eines Mathematikers zu kom-
binatorischen Problemen von Interesse.
Ihm ging es darum, aus der Vielzahl
maoglicher Kombinationen deckungsgleiche
Elemente auszusondern. So wurden z. B. bei
den ,,Tausendvierundvierzig Variationen®

Bild 1

Horst Bartnig, Mitglied des Verbandes der
Kiinstler der DDR, wurde 1938 in Militsch
geboren. Nach einer Malerlehre besuchte er
von 1954 bis 1957 die Fachschule fiir ange-
wandte Kunst in Magdeburg. Bartnig be-
teiligte sich mit Arbeiten an der VIII. Kunst-
ausstellung der DDR, an der Akademie-
Ausstellung zum 200. Geburtstag von

C. F. GauB und an der Einstein-Mappe
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(Bild 2 und 3) alle diejenigen Sechzehner-
Gruppierungen ausgesondert, die sich durch
Drehungen in Deckung bringen lieBen. Rech-
ner-Programme und die Rechenanlage selbst
halfen dabei entscheidend, Ordnung und
Ubersicht in die Vielzahl der Maglichkeiten
zu bringen. Ein weiterer Schritt war die Ein-
beziehung eines Zufallszahlengenerators und
die zufillige Erzeugung von Anordnungen.
SchlieBlich wurde ein mit einem Grafik-
Softwarepaket iiber den Rechner steuerbares
Zeichengerit in die Zusammenarbeit einbe-
zogen. Dabei folgte der Ideenskizze " des
Kiinstlers mit dem darzustellenden Bildungs-
gesetz die Erstellung eines Programms, das
mit Hilfe eines schon in der Programm-
bibliothek vorhandenen Softwarepaketes
bei einem Rechnerlauf eine Folge von Steuer-
symbolen erzeugt, die auf einem Magnetband
oder einem Lochstreifen zwischengespeichert
werden. Dabei wurde auch eine Optimierung
von Leerfahrten auf dem Zeichengerit bei
der Programmierung beriicksichtigt. Die Zeit,
die der Zentralprozessor des Rechners fiir die
Erstellung des Steuerstreifens fiir eine Zeich-
nung benétigt, betrigt fiir die Computer-
zeichnungen aller abgebildeten Grafiken 43 s.
Fir H. Bartnig stellt die Beobachtung der
Entstehung des Bildes auf dem Zeichentisch
ein ihn inspirierendes Erlebnis dar. Nach der
Fertigstellung der Computerzeichnung tiber-
priilt er die Vorlage und nimmt danach die
grafische Reproduktion vor.

Wie . ordnen sich nun die Arbeiten von
H. Bartnig im Umfeld der bildenden Kiinste
ein? Dazu zitieren wir eine Darstellung von
G. Ziller aus seinem Artikel Prozef als Kunst-
werk aus Sichsische Neueste Nachrichten
vom 22.9.80:

»Die Arbeiten des Berliners Horst Bartnig
stehen unverwechselbar in der Tradition des
Konstruktivismus, der 1913 mit Kasimir
Malewitschs ,Schwarzem Quadrat’ seinen
kunstphilosophischen Urknall erlebte. . ..

Durch Kriegswirren hindurch hielten einige
Kiinstler dem Konstruktivismus und damit
der Faszination rational-asthetischer Fla-
chen- und Raumordnungen die Treue. Ge-
nannt seien nur der nach Amerika emigrierte
Bauhauslehrer Josef Albers und der Dresdner
Hermann Gléckner.

Inzwischen hatte der in Frankreich lebende
gebiirtige Ungar Victor Vasarely (siehe Titel-
blatt Heft 1/82) die Grundlagen der auf Kon-
struktivismus basierenden Op-Art gelegt. . . .
Aus dem BewuBtsein einer zunehmend ra-
tional komplexen Gesellschaft drang immer
mehr Gedankengut exakter Grundlagenwis-
senschaft auch in die bildenden Kiinste ein.
Pl6tzlich wurden innere Strukturanalysen
optischer Wirkungen und umgekehrt die
optischen Auswirkungen exakten mathema-
tischen Denkens interessant. Von diesen
Ufern stieBen in den sechziger und siebziger
Jahren neue Krifte zu einem neuartig ver-
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Bild 2

Tausendvierundvierzig Variationen,

70 Blatter, Linolschnitt, gelb auf weiBem
Grund (1975 bis 1979). Unser Foto zeigt
davon Blatt 27.

,,In Zusammenarbeit mit Physikern bzw.
Mathematikern habe ich (H. Bartnig) von
den vielen Variationen die herausgenom-
men, die sich in Drehungen wiederholen.
Von 256 blieben 70 iibrig. Auf jedem Blatt
ist eine Variante von diesen 70 zu sehen,
der Ablauf erfolgt von positiv bis negativ.*

Bild 4
Computergrafik 4

A

<~/

A L\ A
Y 7
2\ A

SO
(X X R
b é ¢ @ <
EN A S LS

A N
ENENEN
=== == g
N—=

0N NN, S

=N =

ST Y
A A

Y
4

v
=

Bild 5
Computergrafik 1




standenen Konstruktivismus. Flichen und
Réume wurden immer ausgekliigelteren ma-
thematischen Programmen unterzogen.

Immer mehr Grafiker und Programmierer
bedienten und bedienen sich jetzt digitaler
Zeichengerite und grafischer Displays.

H. Bartnig nutzt jedoch ganz bewuBt nicht
die heute zur Verfiigung stehenden techni-
schen Maoglichkeiten der Rechentechnik
ebensowenig wie die Vielfalt mathematischer
GesetzmiBigkeiten aus. Er beschrinkt sich
in mehrerer Hinsicht, um zu zeigen, wie viel-
filtig eine Kombination von Einfachem sein
kann und wie ausdrucksstark. Alle abgebil-
deten Grafiken befassen sich z. B. mit dem
Quadrat und seiner Auflésung entweder
durch Dreiecke und Trapeze oder durch Li-
nien von einem Knotenpunkt zu Randpunk-
ten des Quadrates. Dabei werden die Grund-
quadrate wiederum in Quadrate zerlegt, z. B.
beiden,, Tausendvierundvierzig Variationen‘
und bei den ,,Computergrafiken 5 und 6* in
4 Teilquadrate. Letztere untergliedern sich bei
allen 6 Computergrafiken erneut, und zwar
in ein Netz von 64 Quadraten. Auf der ande-
ren Seite werden die Grundquadrate auch
wieder zu groBeren Quadraten zusammen-
gefaBt, einmal zu 16 und bei dgn zuletzt ge-
nannten zu 49 Elementen. Durch diese Zer-
gliederung bzw. Zusammensetzung von Ele-
mentarformen kann H. Bartnig nun Gesetz-
mabBigkeiten optisch erlebbar machen. So
werden bei einer Wanderung in einem
Blatt der ,,Tausendvierundvierzig Variatio-
nen vom Ausgangselement in der linken
oberen Ecke bis zum Zielelement unten
rechts je nach dem Weg auf verschiedene
Weise die Teilflichen entgegengesetzt einge-
farbt.

Bei den ,,Computergrafiken 1 bis 6 wandern
dagegen die Zentren in ganz bestimmter
Weise liber die Knoten des genannten Netzes
von Quadraten hinweg. Mit diesen Gesetz-
maBigkeiten erreicht Bartnig einerseits Span-
nungen, andererseits aber auch Zusammen-
hang und Geschlossenheit und weckt Neu-
gier und Interesse.

Uns beeindruckt immer wieder, wie der Gra-
fiker es versteht, geometrische Figuren und
rechentechnische Maoglichkeiten nicht nur
sichtbar, sondern erlebbar zu machen. Thre
Aussagen bereichern die Betrachtung gegen-
iber derjenigen mit ,,nur** mathematischem
Sachverstand. Horst Bartnig beschréankt sich
bewuBt auf ebene Darstellungen und elemen-
tare geometrische Formen sowie aul einfache
Beziehungen und Verhiltnisse. Diese Durch-
sichtigkeit seiner Grafiken und die trotzdem
erzielte Wirkungsvielfalt regen zum eignen
Gestalten an, zum Ausprobieren von opti-
schen und asthetischen Wirkungen des Zu-
sammenspiels solcher Elementarformen und
der Struktur ihrer Anordnungen. Soliten
Leser dieser Zeitschrift in dieser Hinsicht
aktiv werden, so wire neben dem Bekannt-

werden mit einem Kiinstler ein noch héherer
Zweck dieses Artikels erreicht worden. Wich-
tig fiir die Ausstrahlung der Bartnigschen
Blitter ist ihre Anordnung in Serien. Durch
sie gelangt das Zusammenspiel der Formen
und Strukturen zu voller Entfaltung. Durch
den Versuch, rational gedachte Zusammen-
hénge darzustellen und erlebbar zu machen,
stellen seine Arbeiten eine Moglichkeit dar,

Bild 7
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auch von der Seite der Mathematik, der
Computergrafik und der Informatik her in
einem schopferischen ProzeB immer neue
Seiten menschlicher Moglichkeiten zu er-
kennen und zu begreifen und sich in unserer
realen und technisierten Welt besser zurecht-
zufinden.

M. Fischer/M. Grabow
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Spezialklasse fiir
Mathematik, Physik und
Technik

der TH Karl-Marx-Stadt

Unsere Spezialklasse, die bereits 1964 ge-
griindet wurde, ist eine der vier an den Sek-
tionen fiir Mathematik der Universititen und
Hochschulen der DDR bestehenden Einrich-
tungen zur Forderung mathematisch interes-
sierter und begabter Schiiler. Sie dient somit
zugleich der Entwicklung des eigenen wissen-
schaftlichen Nachwuchses in den mathemati-
schen, physikalischen und technischen Fach-
disziplinen.

Ineiner zweijahrigen Ausbildung, die mitdem
Erwerb des Abiturs abschlieBt, werden durch
die Anwendung hochschulgemaBer Formen
des Lehrens und Lernens die besten Voraus-
setzungen dafiir geschaffen, daBl unsere Ab-
solventen im spiteren Fachstudium sowohl
in der gesellschaftlichen als auch [achlichen
Arbeit hohe MaBstibe setzen.

Die Bildungs- und Erziehungsziele der er-
weiterten Oberschule stellen auch fiir uns die
Grundlage der Ausbildung in allen Fichern
dar. So unterscheidet sich unser Stundenplan
von dem der EOS lediglich darin, daB in
Mathematik wochentlich acht und in Physik
vier Stunden unterrichtet werden.

Eine wichtige Voraussetzung fiir eine hohe
Intensitit des Unterrichts, der in der Regel
von Hochschulangehorigen, d.h. wissen-
schaftlichen Mitarbeitern, Lehrern im Hoch-
schuldienst, Oberassistenten oder Dozenten,
erteilt wird, ist die niedrige Klassenfrequenz
(15 Schiiler pro Klasse).

Alle Spezialklassenschiiler, die nicht aus
Karl-Marx-Stadt kommen, wohnen mietfrei
in -schénen Zweimannzimmern des Studen-
tenwohnheimes der Sektion Mathematik.
Man hilft sich gegenseitig beim Lernen und
Knobeln, treibt gemeinsam Sport und be-
sucht kulturelle Einrichtungen der Stadt.
Niitzlich ist diese Zusammenarbeit der Besten
auch fiir die erfolgreiche Lésung der schwie-
rigen Aufgaben aus den Korrespondenz-
zirkeln oder Arbeitsgemeinschaften fiir Ma-
thematik. Man spornt sich gegenseitig an,
holt sich Rat (manchmal auch in der umlang-
reichen Sektionsbibliothek oder bei den
unterrichtenden wissenschaftlichen Mitarbei-
tern) und entdeckt stets neue, ungeloste
Probleme.

Der beliebteste Ausgleich zur anstrengenden
Lernarbeit und zu den Verpflichtungen, die
sich ‘aus dem Arbeitsprogramm der FDJ-
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Gruppe ergeben, ist bei uns seit Jahren — so-
wohl bei den Médchen als auch Jungen — das
Schachspiel.

Leider ist die Freizeit viel zu knapp, da wir
unseren Spezialklassenschiilern, die in der
Regel aus den Bezirken Karl-Marx-Stadt,
Dresden und Gera kommen, den Ubergang
vom gewohnten Zuhause zum studentischen
Internatsleben erleichtern mochten, indem
sie wochentlich am Freitagnachmittag nach
Hause fahren konnen. Das bedeutet aber,
daB der gesamte obligatorische Unterricht,
die Arbeitsgemeinschaften oder die FDJ-
Versammlungen an fiinf Tagen absolviert

‘werden miissen.

Dennoch bewiltigen unsere Schiiler ihre Ge-
samtaufgaben gut und sind mit dieser Rege-
lung, wie mit der Spezialklasse iiberhaupt,
sehr zufrieden. Beinahe alle der bisher 250
Absolventen unserer Spezialklassen versi-
chern uns, z. B. auch wihrend der regelmaBig
stattfindenden Wiedersehenstreffen einzelner
Jahrgénge, daB der Spezialklassenbesuch ihre
Personlichkeitsentwicklung entscheidend be-
einfluBt hat.

Die Absolventen der ersten Jahrginge sind
heute bereits erfolgreiche Wissenschaftler
oder Leiter, wie z.B. an unserer Sektion

" Dozent Dr.sc.nat. Georg Heinig oder Dr.

Hans-Jiirgen Fischer, ehemaliger IMO-Preis-
triger.

Jingere Absolventen, wie z. B. Thomas Mai-
wald, mehrfacher Preistrdger auf DDR-
Olympiaden, oder Lutz Dietrich, der 1979
auf der IMO einen 2. Preis errang, sind als
Beststudenten an ihren Bildungseinrichtun-
gen bekannt.

Thomas Maiwald leitet erfolgreich einen
studentischen Forschungszirkel an der Sek-
tion Automatisierungstechnik.

Lutz Dietrich studiert, wie sein Klassen-
kamerad Ralf Fritzsch, in der Sowjetunion
(Lutz Physik in Moskau und Ralf Mathe-
matik in Leningrad).

Unsere gegenwirtig an der Spezialklasse stu-
dierenden erfolgreichsten Schiiler sind Detlef
Horbach (Klasse 12) und Bodo Heise (Klasse
11), die dber den obligatorischen Unterricht
hinausgehend innerhalb der Bestenforderung
durch Wissenschaftler unserer Sektion beson-
ders betreut werden.

Erwihnenswert ist auch, dal im Rahmen der

wissenschaftlich-praktischen Arbeit natur-
wissenschaftliche Praktika in Mathematik,
Physik und Chemie durchgefiihrt werden, die
auf hohem Niveau stehen und die technischen
Maéglichkeiten, die eine modern ausgestattete
Hochschule bieten kann, ausnutzen. Zum
Beispiel stehen im Mittelpunkt des mathema-
tischen Praktikums eine Einfiihrung in die
Programmierung und die selbstiindige Reali-
sierung der von den Schiilern zu einem mathe-
matischen Problem erarbeiteten Programme
auf dem Kleinrechner.

Die Spezialklassen wirken dariiber hinaus in
enger Zusammenarbeit mit der EOS Dr. Theo-
dor Neubauer in Karl-Marx-Stadt und der
LPG Pflanzenproduktion in GroBwalters-
dorf, um die verbindlichen Lehrpléne fiir er-
weiterte Oberschulen in jeder Weise zu er-
fiillen.

Dabei beweisen die Spezialklassenschiiler
auch in der vormilitdrischen Ausbildung und
wihrend der Produktionseinsitze, daB sie
Ausgezeichnetes zu leisten imstande sind.
Fiir die Aufnahme in die Spezialklasse kon-
nen sich Schiiler der Klasse 10 bewerben.
Jahrlich werden zwei Klassen aufgenommen.
Dabei werden solche Schiiler ausgewihlt, die
sich durch sehr gute schulische Leistungen,
besonders auf mathematisch-naturwissen-
schaftlichem Gebiet, durch vorbildliche Ver-
haltensweise und durch ‘gesellschaftliche Ak-
tivitat auszeichnen.

Giinstige Voraussetzungen besitzen natiir-
lich diejenigen Schiiler, die seit Jahren-erfolg-
reich an den Mathematikolympiaden oder
den Messen der Meister von morgen oder
anderen wissenschaftlich-technischen Lei-
stungsvergleichen, nicht zuletzt aber auch am
alpha-Wettbewerb teilgenommen haben.
Die Bewerbungen erfolgen in der Regel iiber
die Schulen, sie konnen aber auch direkt an
uns gerichtet werden. Im letzten Fall bemii-
hen wir uns um die notwendige Zustimmung
der Volksbildungsorgane.

Weiteres iiber die Spezialklasse, z. B. iiber die
finanzielle Unterstiitzung der Schiiler oder
Besonderheiten bei der Foérderung und Be-
treuung von ehemaligen Schiilern, die ihren
Ehrendienst bei der NVA leisten, konnen die
Leser der alpha dem Informationsblatt ent-
nehmen, das wir jedem Leser auf Wunsch
gern zuschicken. D. Zaddach




Geometrische Idee
vom Strumpfband

Gesprich mit Prof. Dr. Horst Schumann,
Direktor der Sektion Mathematik der KMU Leipzig

Frage: In der Geschichte der Mathematik
half nicht selten auch der Zufall dem blitz-
artigen Aufleuchten einer Idee nach, die zu
einer neuen Hypothese oder Theorie weiter-
entwickelt wurde. Gibt es dafiir unter den
Leipziger Mathematikern Beispiele?

Prof. Schumann: Der Name eines von vielen
profilierten  Leipziger =~ Mathematikern,
August Ferdinand Mobius (1790 bis 1868)
ist mit dem mathematischen Begrifl ,,M&bius-
sches Band* verkniipft. M6bius hatte seine
Frau beim Nihen beobachtet, als sie ein
Strumpfband aus Versehen verdreht zusam-
mennéhte. Dabei ist ithm die Idee fiir eine
bedeutende Bereicherung dér Geometrie ge-
kommen. Er hatte das erste Beispiel einer
sogenannten nicht orientierbaren Fliche vor
sich. Das Band hat nur eine Seite, im Gegen-
satz zu der landldufigen Vorstellung, daB eine
Flache immer zwei Seiten haben muB (z. B.
,,obere* und ,,untere** Seite, mathematisch
,,positive’* und ,,negative’* Seite). Der ma-
thematische Fliachenbegriff wurde dadurch
klarer erfaBbar. Auch heute geschieht der
Riemenantrieb bestimmter Maschinen in
Form des Mobiusschen Bandes, was eine
gleichmiBige Abnutzung des Riemens ge-
wibhrleistet.

So wie Mébiussches Band zeugen auch andere
Begriffe — wie Mollweidische Formein oder
Holdersche Ungleichung — von bleibenden
mathematischen Erkenntnissen, mit denen
Leipziger Gelehrte weltweite Wirksamkeit
erlangten.

Frage: Welche Rolle spielt heute der Zufall
bei der Ausarbeitung einer neuen Theorie?

Prof. Schumann : Sicher wird heute und auch
in Zukunft manche neue Idee durch einen
Zufall gewonnen, doch ist die Erfassung und
Deutung in der Regel nur auf der Grundlage
eines bereits vorhandenen ausgeprégten gei-
stigen Potentials moglich. Heute dominiert
in der Wissenschaft beim Suchen nach neu-
artigen theoretischen und experimentellen
Lbsungswegén das zielstrebige und hart-
néckige Vordringen in unbekannte Erkennt-
nisbereiche, wobei der Drang, ein fir die
Gesellschaft nutzbares Resultat zu erzielen,
eine ausschlaggebende Rolle spielt.

Frage: Auf welchen Gebieten hat sich die
heutige Generation der Leipziger Mathema-
tiker einen Namen gemacht?

Prof. Schumann: Die mathematische For-
schung an der Leipziger Universitdt hat be-
sonders aul dem Gebiet der Analysis groBe
Traditionen.’ DaBl diese fortgefiihrt wurden
und besonders in den letzten 10 bis 15 Jahren
viele stark beachtete Ergebnisse erzielt wer-
den konnten, ist das wesentliche Verdienst
der seit 1969 auf dem Gebiet der Analysis
arbeitenden drei Forschungskollektive der
Sektion. So entwickelte sich die Sektion Ma-
thematik der KMU Leipzig zu einem der
fiihrenden Zentren der Analysis.

Frage: Wohl in keiner anderen Wissenschaft
gibt es so unumstoBliche Gesetze, Theorien
wie in der Mathematik, die iiber Jahrhun-
derte ihre Richtigkeit beweisen. Wandlungen
gab es hinsichtlich des gesellschaftlichen Auf-
trags in Forschung und Lehre. Was vermag
die Sektion Mathematik heute, was den Ma-
thematikern vergangener Zeiten noch nicht
méglich war? )

Prof. Schumann : Seit liber 500 Jahren werden
an der Leipziger Universitdt mathematische
Vorlesungen gehalten, doch erst in den letzten
35 Jahren werden die Plitze in den Horsilen

des Mathematischen Instituts auch von Stu-
denten belegt, denen die Brechung des Bil-
dungsprivilegs den Weg dahin erméglichte.
Heute kommen mehr als die Halfte unserer
Studenten aus Arbeiter- und Bauernfamilien.
Erwdhnenswert ist auch, daB Oberschiiler
bisweilen in die Horsidle kommen, denn seit
1974 gibt es im Bezirk Leipzig eine Mathe-
matische Schiilergesellschaft (MSG, siehe
alpha 3/81) mit mehr als 20 Zirkeln, in denen
sich aller 14 Tage etwa 200 Schiiler aus den
Klassen 6 bis 12 treffen und unter Anleitung
von Assistenten und Studenten der Sektion
mit Begeisterung arbeiten. Wir beginnen also
schon beizeiten, Talente zu férdern. Eines der
herausragendsten Kennzeichen der Mathe-
matik heute ist ihre gesellschaftliche Wirk-
samkeit, ihre zielgerichtete Anwendung in
der Volkswirtschaft. Das betrifft sowohl die
direkte Nutzung mathematischer Methoden
und Ergebnisse in den verschiedensten Zwei-
gen der Industrie, der Planung und Leitung
als auch die verstirkte Zusammenarbeit mit
Forschungsgruppen an naturwissenschaft-
lichen Sektionen. Wir erfiillen zur Zeit For-
schungsvertrage, die wir mit Kombinaten der
Braunkohle-, chemischen und metallurgi-
schen Industrie abgeschlossen haben.

Frage: Was hat sich dabei besonders be-
wihrt?

Prof. Schumann : Die Praxis stellt zunehmend
komplizierte Aufgaben. Die Bildung einer
Applikationsgruppe vor vier Jahren an unse-
rer Sektion tragt dazu bei, unmittelbar solche
Aufgaben zu 18sen, die vom Vertragspartner
an die Sektion herangetragen werden oder
Forschungsergebnisse fiir die Anwendung
aufzubereiten. So wurde z. B. fiir das Stahl-
werk Unterwellenborn ein Vorhersagemodell
fiir das Verhalten der Stahlschmelze ent-
wickelt, das ermoglicht, Energiekosten und
Nacharbeit einzusparen.’

Nicht zuletzt haben diese Ergebnisse der
Sektion Mathematik dazu beigetragen, den
ersten KongreB der Mathematiker der DDR
an die Karl-Marx-Universitit Leipzig zu ver-
geben.

Text zu dem Bild auf Seite 30:

Fir die Forderriesen eines Tagebaus ist ein
Boschungswinkel notwendig, der Stand-
sicherheit wie maximale Forderleistung
garantiert. Die Leipziger Mathematiker
fanden dafiir eine optimale Variante.




Evariste Galois

nach der Erinnerung :
gezeichnet von seinem Bruder Allred Galois im Jahre 1848

Der franzésische Mathematiker Evariste Ga-
lois, der ein gliihender Republikaner war,
wurde im Alter von knapp 21 Jahren in einem
von der reaktiondren monarchistischen Po-
lizei inszenierten Duell getttet. Die letzten
Ergebnisse seines sehr kurzen, aber duBerst
fruchtbaren mathematischen Schaffens legte
er in einem Brief an seinen Freund Auguste
Chevalier dar, den er in der Nacht vor seinem
Tode schrieb (sieche Faksimile).

Galois gilt als Mitbegriinder der modernen
Algebra. Es gelang ihm, einen genauen und
vollstindigen Uberblick iiber alle durch
Radikale! auflgsbaren Gleichungen
X"+ an- X"+ ...+ a;x+ao=0 beliebigen
Grades? zu geben, und zwar durch eine
geniale Verbindung der von ihm geschaffenen
Gruppentheorie* mit der Gleichungslehre.
In dieser nach ihm benannten Galois-Theo-
rie*) wird jeder Gleichung eine Permutations-
gruppe® zugeordnet, deren Struktur dann
dariiber Auskunft gibt, ob sich die Losungen
der Gleichung durch Radikale darstellen las-
sen oder nicht. So sind die algebraischen
Gleichungen bis einschlieBlich zum 4. Grad
stets durch Radikale auflosbar — denkt etwa
an die Losungsformel der quadratischen
Gleichung oder an die Cardanische Losungs-
formel fiir Gleichungen 3. Grades —, wihrend
dies fiir Gleichungen hoheren Grades allge-
mein nicht mehr der Fall ist.

Auf der Grundlage der Galois-Theorie ist die
Algebra auch in der Lage, erschoplend Aus-
kunft dariiber zu geben, ob eine geometrische
Konstruktionsaufgabe nur mit Zirkel und
Lineal 16sbar ist. Es konnte nachgewiesen

f:,é_,,,a‘-y-m;../
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werden, daB die drei beriihmten Probleme
der klassischen griechischen Mathematik,
einen Kreis in ein flichengleiches Quadrat
zu verwandeln (Quadratur des Kreises), einen
beliebigen Winkel in drei gleiche Teile zu
zerlegen (Dreiteilung des Winkels) und die
Kantenlange eines Wiirfels zu bestimmen,
der den doppelten Rauminhalt eines gegebe-
nen Wiirfels hat (Verdopplung des Wiirfels),
mit Zirkel und Lineal unlSsbar sind.

Die Figur unseres Zahlenritsels stellt — in
richtigem Zusammenhang gesehen - eine auf
der Galois-Theorie beruhende notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Losbar-
keit einer geometrischen Konstruktionsauf-
gabe mit Zirkel und Lineal dar. Es gilt nim-
lich der folgende Satz:

Eine geometrische Konstruktionsaufgabe ist
genau dann mit Zirkel und Lineal losbar,
wenn bei irgendeiner (der Aufgabe angemes-
senen) Wahl des Koordinatensystems zu den
Koérpern K und A ein Korperturm
K=AocA,=...cA=Q mit A=Q existiert,
bei dem jeder Teilschritt hochstens vom
Grade 2 ist. K=P(ay, by, ais, by, ...) als
Grundkorper ergibt sich dabei aus dem
Korper P der rationalen Zahlen durch Ad-
junktion der Koordinaten der bei der Kon-
struktion vorgegebenen Punkte (ay, b,), (a2,
bs), ..., und A=K(a,, B, ay, B2, ...) entsteht
aus K durch Adjunktion der Koordinaten
der bei der Konstruktion gesuchten Punkte
(21, B1), (a2, B2), -

Aul weitere Begriffserklirungen sei hier ver-
zichtet, denn ihr merkt sicher, liebe Freunde,
daB das Verstindnis und die Beherrschung
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der Galois-Theorie ein tiefgehendes Studium
der Mathematik, insbesondere der abstrakten
Algebra, erfordern.

Derjenige von euch, der spiter einmal ein
Mathematikstudium an einer unserer Uni-
versitdten oder Hochschulen aufnehmen will,
wird sich dann griindlich mit der modernen
Algebra beschiftigen konnen und auch die
mathematisch exzellente Galois-Theorie be-
greifen lernen. R. Mildner

DUnter einem Radikal versteht man einen
Ausdruck, der durch Ineinanderschachtelung
von Wurzeln mit natiirlichen Wurzelexpo-

3
nenten gebildet wird, z. B. /‘H'l/l;-

2Die Koeffizienten a;, i=0, 1, 2, ..., n, konnen
dabei einem beliebigen Korper K entstam-
men. Dabei ist ein Korper - grob ge-
sprochen — eine Menge von Elementen, die
beziiglich zweier Operationen (etwa Addition
und Multiplikation) und ihrer Umkehrungen
(etwa Subtraktion und Division) abgeschlos-
sen ist. Denkt dabei etwa an die Menge der
rationalen, reellen oder komplexen Zahlen,
die jeweils beziiglich der Addition und Multi-
plikation Korper bilden!

MEine Gruppe ist — grob gesprochen — eine
Menge von Elementen, die beziiglich einer in
ihr erkldrten Operation (etwa Multiplikation)
und deren Umkehrung (etwa Division) abge-
schlossen ist. So bilden etwa die reellen Zah-
len beziiglich der Addition eine (additive)
Gruppe und (sofern man jetzt die O aus-
schlieBt) beziiglich der Multiplikation eine
(multiplikative) Gruppe. Beides zusammen
macht schlieBlich die Korpereigenschaft der
reellen Zahlen aus.

“Dije Galois-Theorie befaBt sich iiber die
Untersuchung der Auflosbarkeit von alge-
braischen Gleichungen hinaus mit gruppen-
theoretischen Strukturuntersuchungen von
Korpern.

5Gruppe, deren Elemente Permutationen
von n Elementen sind, wobei die Gruppen-
operation die Hintereinanderausfithrung von
Permutationen ist.

Der SchluBteil des Briefes, den Galois in der
Nacht vor dem Duell an Chevalier schrieb.
Die Ubersetzung lautet (siehe nebenan):
Lasse diesen Brief in der Revue encyclopédi-
que abdrucken. Ich habe in meinem Leben
oft gewagt, Behauptungen aufzustellen, deren
ich nicht gewiB war; aber alles, was ich hier
niedergeschriecben habe, ist seit [ast einem
Jahr in meinem Kopfe, und es liegt sehr in
meinem Interesse, mich nicht dem Verdacht
auszusetzen, daB ich Lehrsidtze verkiinde, [iir
die ich nicht den vollstandigen Beweis habe.
Richte an Jacobi oder Gauf die offentliche
Bitte, ihr Urteil abzugeben — nicht iiber die
Wahrheit, sondern iiber die Wichtigkeit dieser
Theoreme.

Dann werden sich hoffentlich Leute [inden,
die es fiir lohnend halten werden, diesen gan-
zen Wirrwarr zu entziffern.

Je Pembrasse avec eflusion. E. Galois.



Zahlenritsel

Waagerecht:

2. dividiert man das Dreifache der gesuchten
Zahl durch 2 und subtrahiert davon 60, so
erhalt man 15,

5. arithmetisches Mittel der Zahlen 12, 33, 35,
37, 39 und 60,

6. natiirliche Zahl n mit 92 +n? =152,

10. Seitenldnge (in cm) eines gleichseitigen
Dreiecks mit dem Flacheninhalt
A=25)/3cm?,

11. neuntes Glied der arithmetischen Folge
(a,) mit dem Anfangsglied a; = — 10 und der
Differenz d =35,

12. Fermatsche Primzahl,

13. groBte Losung der Gleichung
x*—148x2+576 =0,

14. Anzahl der Permutationen von 4 ver-
schiedenen Elementen,

15. Mersennesche Primzahl,

18. eine Losung der quadratischen Gleichung
x2—13x+4+22=0,

19. groBter gemeinsamer Teiler der Zahlen
210 und 126,

21. zweistellige Primzahl p, p <70, bei der die
Summe der Quadrate der einzelnen Ziffern 50
betrégt,

23. natiirliche Zahl n mit (;’):286,

25. Anzahl der Diagonalen in einem regel-
maBigen 8-Eck,
26. Anzahl der nichttrivialen natiirlichen
Teiler von 144,

. W 1
27. Wert von a=sm§+ln 2+ logo‘_5<a):|2',

29. Anstieg der Geraden 36x—2y+2=0,
s ; x— 2 x+ 1

31. Losung der Gleichung 20" x=19°

Senkrecht:

1. kleinste gerade natiirliche Zahl, die durch

13 und 97 teilbar ist,

8. Primzahl p mit 70 <p <100, deren Quer-

produkt eine gerade und durch 9 teilbare

Zahl ist,

9. eine Losung der kubischen Gleichung

x> —11x248x+20=0,

17. Primzahl p mit p=2 (mod 57),

20. Wert der Funktion

y=fx)=x*+3x34+2x2+1 an der Stelle

x=6,

22. eine vierte Wurzel aus der gesuchten Zahl
ist 7,

28. siebentes Glied der geometrischen Folge
(a,) mit dem Anfangsglied g, =2 und dem
Quotienten g=3,

30. kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches der
Zahlen 154 und 286,

Schrig links nach unten:

3. Basiszahl des Dezimalsystems,

7. Geburtsjahr des franzosischen Mathemati-
kers Jean d’Alembert,

16. Geburtsjahr des genialen deutschen Ma-
thematikers Carl Friedrich GauB,

24. Summe aller natiirlichen Zahlen von
1'bis 130,

Schrig rechts nach unten:

4. ungerade Permutation der Ziffern 0, 1, 2,
7. Geburtsjahr des franzésischen Mathema-
tikers Joseph-Louis Lagrange,

16. Geburtsjahr des norwegischen Mathe-
matikers Niels Henrik Abel,

24, Zweierpotenz.

Bei richtiger Losung ergeben die Zilfern der
im folgenden angegebenen Kistchen die Le-
bensdaten des genialen franzosischen Mathe-
matikers Evariste Galois:
1,2.3,4.7,8,10,12-15,16. 17. 21, 24,27, 30

Touristische Attraktion

Dieser Irrgarten (GroBe 0,25ha) wurde im
Jahre 1732 auf Veranlassung des Barons
Nicolaus, Leopold von Ende durch einen
franzosischen Gartenbaufachmann angelegt.
Im Jahre 1945 ging der Park in die Hinde
des Rates der Gemeinde AltjeBnitz (Kreis
Bitterfeld) iiber.

Interessanterweise weist der Irrgarten, mitten
im Park gelegen, keine Sackgasse auf. Unter
den ca. 2 m hohen Taxushecken befinden sich
kiinstliche Bewisserungsanlagen, die auch
bei trockener Witterung das Begieflen der
dicht geschlossenen Strducherreihen eriibri-
gen. Jahrlich besuchen viele tausend Schau-
lustige das unter der Schirmherrschaft der
Staatlichen - Schlbsser und Girten Wirlitz
stehende Naturdenkmal. Es gehort schon
Geschick dazu, um in weniger als 10 Minu-
ten die im Zentrum gelegene, erhoht ange-
legte, Plattform, von der man den Irrgarten
iiberblicken kann, zu erreichen.

J. Lehmann/U. Passon

33



Ungleichungen mit mehreren Variablen,

deren Summe konstant ist

Viele wichtige Aufgaben aus der Ukonomie
und aus anderen Anwendungsgebieten der
Mathematik fithren auf das Losen von Un-
gleichungen mit mehreren Variablen. Wir
wollen uns in diesem Artikel anhand einfach-
ster Aufgaben mit wichtigen Gedanken ver-
traut machen, die euch helfen werden, mit
Ungleichungen sicher umzugehen.

Aufgaben iiber die Verteilung
von Mehl auf drei Tiiten

In den ersten Aufgaben geht es um Zahlen-
tripel [a; b; ¢], [ir die a+b+c=1 gilt. Im
letzten Teil behandeln wir dann die zeichne-
rische Darstellung solcher Tripel in einer
Ebene.

Al A Indrei Tiiten befindet sich insgesamt
1kg Mehl. AuBerdem ist bekannt, daB die
erste Tiite nicht mehr Mehl enthilt als die
zweite und die zweite nicht mehr als die
dritte.

a) Kann die dritte Tiite genau
enthalten?

b) Kann die dritte Tiite genau
enthalten?

¢) Wieviel Mehl muB die dritte Tiite minde-
stens enthalten?

d) Wieviel Mehl kann die dritte Tiite hoch-
stens enthalten?

%kg Mehl

!

5 kg Mehl

Lésung: a) Ja. Beispiel: Das Mehl sei wie
folgt verteilt:

- 3 .3 Lo 2
1. Tite: Ekg, 2. Tiite: Ekg, 3. Tiite: 5kg.
Damit sind alle Bedingungen erfiillt:
3.3

2 , - . .
m+m.+§=l, in der ersten Tiite ist nicht

mehr Mehl als in der zweiten (F:;érg)
und in der zweiten Tiite ist nicht mehr Mehl
als in der dritten (£§g>

b) Nein. Beweis: Wir nehmen an, daB sich in
der dritten Tiite genau %kg Mehl belindet.
Dann enthilt die zweite Tiite nicht mehr als
%kg und die erste Tiite auch nicht. In diesem

Fall befinden sich aber in allen drei Tiiten

zusammen nicht mehr als gkg Mehl, was der

34

Aufgabenstellung widerspricht. Folglich ist
1

<5 kg Mehl in der dritten

unsere Annahme
Tiite | falsch.
c) In der dritten Tiite muB mindestens %kg

Mehl enthalten sein. Beweis: Wir zeigen zu-
nichst, daB in der dritten Tiite nicht weniger

als %kg Mehl sein kann. Dazu nehmen wir
das Gegenteil an: Es sei in der dritten Tiite
weniger als %kg Mehl enthalten. Dann be-
finden sich auch in der 2. und in der 1. Tiite
weniger als %kg. Das bedeutet aber, daB in

allen drei Tiiten zusammen weniger als 1kg
Mehl enthalten ist — im Widerspruch zur
Aufgabenstellung. Folglich befindet sich in
%kg Mehl.

Nun zeigen wir, daB die dritte Tiite genau

%kg Mehl enthalten kann: Wenn man in jede

der dritten Tiite nicht weniger als

der drei Tiiten genau %kg schiittet, dann ist

dies insgesamt 1kg. In der 1.Tiite befindet
sich nicht mehr als in der zweiten und in
dieser nicht mehr als in der dritten.

d) Die dritte Tiite kann hdchstens 1kg Mehl

enthalten.

Beweis: Mehr als 1kg kann es nach Auf-
gabenstellung nicht sein, aber 1kg erhilt
man, wenn in der ersten und in der zweiten
Tiite liberhaupt kein Mehl ist.

Die folgenden zwei Aufgaben sind von genau
demselben Typ wie die Aufgabe ala.
Schreibt ihre Losungen auf, indem ihr unsere
Losungen der Aufgabe ala als Muster be-
nutzt!

A2 A Es gelten dieselben Bedingungen wie
in Aufgabe ala.

Beantworte folgende Fragen!

a) Kann die zweite Tiite genau %kg Mehl
enthalten? 3

b) Kann die zweite Tiite genau gkg Mehl
enthalten? '

Beweise folgende Aussagen! 1

¢) Die zweite Tiite enthdlt hochstens kg

2

Mehl.

d) In der zweiten Tiite kénnen 0 kg Mehl ent-
halten sein.

A3 a Es gelten dieselben Bedingungen wie
in Aufgabe 1.

Beantworte folgende Fragen!

a) Kann die erste Tiite genau Ek’g Mehl
37

enthalten?

b) Kann die erste Tiite genau
halten?

c) Wieviel Mehl befindet sich hochstens in
der ersten Tiite?

d) Wieviel Mehl befindet sich mindestens in
der ersten Tiite?

12

37 kg Mehl ent-

Statt Mehl: Zahlen und WinkelgroBen
Wir wenden uns nochmals der Aufgabe a1l a
zu. Man kann sie auch anders formulieren:

A4a Fiir Zahlen a, b, ¢ ist bekannt:
a+b+c=1und0=asb=c.

.a) Kann c=§ sein?

b) Kann ¢ =% sein?

¢) Finde den kleinstmoglichen Wert (das
Minimum) von ¢!

d) Finde den groBtmdoglichen Wert (das Ma-
ximum) von ¢!

Die Ldsung der Aulgabe 4 kann man wie [olgt
aufschreiben:

L2 e
a) ¢ kann gleich 3 sein. Zum Beispiel ist fir

S S S SIS S S
R TR T i 101075
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<p<d =< >2<=
unda=b=c<10=10=5>.

b) c=% ist nicht moglich: Wenn c=é, S0 ist

bgé, aéé und damit a+b+c§%< | —im
Widerspruch zur Aufgabenstellung.

. 1
¢) Der kleinstmégliche Wert von ¢ ist 3

Wir zeigen zunichst, dafl cg% gilt. Nehmen

wir das Gegeriteil an (c<%), soist b <% und

1 . o
a<y und somit a+b+c¢< 1, was unmdglich

ist. Folglich ist c;%. Fiir a=b=c=% sind
alle Bedingungen erfiillt.

d) Der groBtmégliche Wert von c ist 1.

A5a Formuliere Aufgabe 2 in der Art von
Aufgabe 4! Lse sie so, wie es fiir Aufgabe 4
dargestellt wurde!

Lost jetzt die folgenden Aufgaben, die den
Aufgaben 4 und 5 dhnlich sind!

A6A Fir Zahlen ay, a; a3 gelte
a1+a;+as=1und0=4a,=a;<a;.
a) Bestimme das Maximum von 2a; +3a,!

b) Bestimme das Minimum von 2a; +3a,!



A7a a) Kann der groBte Innenwinkel in
einem Dreieck 50° betragen?

b) Kann der zweitgroBte Innenwinkel in
einem Dreieck 88° betragen?

c) Kann der kleinste Innenwinkel in einem
Dreieck 66° betragen?

A8A Welches ist der kleinste Wert, den
der groBte Innenwinkel in einem Dreieck
annehmen kann?

A9a Indrei Tiiten befindet sich insgesamt
1kg Mehl, wobei in der ersten Tiite halb so-
viel Mehl ist wie in der zweiten und in der
zweiten nicht mehr als in der dritten.
Wieviel Mehl kann sich in der zweiten Tiite
hochstens befinden?

A10a Fiinf Geraden liegen 'so in einer
Ebene, daB keine zwei von ihnen parallel
sind.

Zeige, daB es unter diesen Geraden minde-
stens zwei gibt, deren Schnittwinkel nicht
kleiner als 36° ist!

Hinweis: Wihle einen beliebigen Punkt in
der Ebene, und zeichne durch ihn Parallelen
zu den gegebenen Geraden!

All A Beweise, daB es in einem konvexen
Fiinfeck nicht mehr als drei spitze Innen-
winkel geben kann!

Al2a Fir Zahlen a, b, c
at+b+c+d=4und0<asb<ce<d.
a) Zeige, daB ¢ <2 gilt!

d gelte

b) Zeige, dal3 % das Maximum von b +¢ ist!
c) Bestimme das Minimum von a+d!

Al13a Fiir Zahlen a,, a;, aj, as, as gelte
ay+az+ait+as+as=1und
0ga 2a;Sa3<as<as.

a) Zeige, daB a3 é% gilt!

b) Bestimme das Maximum von a; +as +as!
¢) Bestimme das Minimum von a; +as!

Aufgaben iiber das gleichseitige Dreieck

A 144 Gegeben sei ein gleichseitiges Drei-
eck. Bestimme die Menge aller seiner inneren
Punkte, die

a) von der Seite AB nicht weiter entfernt sind
als von der Seite BC ;

b) von der Seite BC nicht weiter entfernt sind
als von der Seite R;

c) gleichzeitig die Bedingungen a) und b) er-
filllen!

Die Lasung zu Teilaufgabe a) ist durch die
Schraffur in Bild la angegeben, die zu b)
durch die Schraffur in Bild 1b usw. Die Auf-

Bild 1a c

Bild 1b ¢

gabe 14c) hingt eng mit der Aufgabe 1 zu-
sammen. Um dies zu verdeutlichen, 16sen wir
die folgende Aufgabe.

Al5a Beweise, daB die Summe der Ab-
stinde eines beliebigen inneren Punktes eines
gleichseitigen Dreiecks ABC von den Seiten
des Dreiecks gleich der Linge der Hohe h
dieses Dreieck ist!

Ldsung: Von einem beliebigen inneren Punkt
M des Dreiecks 4BC fillen wir die Lote aul
die Dreieckseiten AB, BC und AC.

Die FuBpunkte dieser Lote bezeichnen wir
mit F,, F, bzw. F; und die Lingen der
Strecken MF,, MF, bzw. MF; mit hy, h;
bzw. h; (vgl. Bild 2). h,, h, und h3 sind dann
die Abstinde zu den einzelnen Seiten des
Dreiecks ABC, und wir haben die Giiltigkeit
der Gleichung h; +h; + hs=h zu zeigen.

Bild 2

Dazu verbinden wir M mit den Eckpunkten
A, B und C des Dreiecks. Fiir die Fldchen-
inhalte der so erhaltenen Teildreiecke gilt
Aapm + Apcm + Aacr = Aunc
(mit AB=BC=AC=q)
ah, ah, ahy ah
22Ty
woraus unmittelbar folgt

hi+ha+hs=h.
Ergdnzung zu Aufgabe 15: Die in dieser Aul-
gabe formulierte Behauptung gilt nicht nur
[ir innere Punkte des Dreiecks, sondern auch
fir Punkte auf den Dreieckseiten einschlieB-
lich der Eckpunkte. (Ein Punkt auf einer
Dreieckseite habe zu dieser Seite den Ab-
stand Null.) Zeigt dies selbstindig!

bzw.

Es sei nun ein gleichseitiges Dreieck ABC mit
der Hohe h=1 gegeben. Beim Losen der Auf-
gabe 15 erkannten wir, daB jedem inneren
Punkt des Dreiecks ABC drei Zahlen h,, h,,

hs entsprcchen, deren Summe 1 ist. Denkt
selbst iiber den Beweis der ,umgekehrten*
Aussage nach: Wenn drei Zahlen hy, hs, h;
gegeben sind, so daB gilt h, 20, h, 20, h; 20,
hy+hy+hs=1, dann kann man im Innern
oder aul den Seiten des Dreiecks ABC einen
Punkt M finden, dessen Abstand zu 4B gleich
hy zu BC gleich h; und zu AC gleich h, ist.
Natiirlich geniigt es, fiir M die ersten beiden
Bedingungen zu stellen, denn der Abstand
von M zur dritten Dreieckseite ist gemal
Aufgabe 15 gleich 1 —h; —h; =h;.

Somit ist es uns gelungen, Tripel nichtnega-
tiver Zahlen [h,; hy; h3] mit hy+hy;+hy=1
geometrisch darzustellen. Wir werden auch
vom Punkt [h;; hz; h3] sprechen. Die Zahlen
hy, ha, hy werden auch baryzentrische Koordi-
naten der Punkte eines gleichseitigen Dreiecks
genannt.

Geometrische Veranschaulichung
der ersten Aufgaben

Ab jetzt setzen wir voraus, daB die Hohe des
jeweils auftretenden Dreiecks ABC gleich 1
ist.

Sehen wir uns noch einmal Bild lc zur Aul-
gabe 14 an. Durch die Schraflur werden die
Punkte [h,; hy; h3] hervorgehoben, fiir die
hy<h, und hy<h; gilt. Aul vielen Fragen,
die in den ersten Aufgaben gestellt worden
sind, kann man mit Hille der baryzentrischen
Koordinaten sehr leicht antworten. Nehmen
wir beispielsweise Aulgabe 4:

Mit den verinderten Bezeichnungen a=h,,
b=h,, c=h; miissen wir die Bedingungen der
Aufgabe in der Form O0=Zh;<h,;<h,,
hy + hy+hy =1 schreiben.

Frage 4c) kann man jetzt so lormulieren:
Welcher Punkt des Dreiecks BOF liegt der
Seite AC am nichsten?

Frage 4d): Welcher Punkt des Dreiecks BOF
ist von der Seitt AC am weitesten ent-
fernt?

Al6a Formuliere die Fragen c) und d)
von Aufgabe 2 in der Sprache der Geometrie!

Al7a Bestimme im Innern eines gleich-
seitigen Dreiecks ABC bzw. auf seinen Seiten
Punkte [h;; hy; hs], fir die dilt,

1
a) h= y

b h +h2=%,
3

C) h 1+ hz é —5- !
Die geometrische Darstellung zeigt uns an-
schaulich, warum die Extremwerte der Va-
riablen in den ersten Aufgaben dann erreicht
werden, wenn bei den Ungleichungen die
Gleichheit eintritt.

W. Gutenmacher/C. P. Helmholz

35



Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1982

Mathematik

Ma5 ® 2208 Andrea, Beate, Carola und

Doris sind Freundinnen. Ihre Nachnamen

lauten (in anderer Reihenfolge) Mayer, Schulz,

Lehmann und Becker. Jedes dieser vier Mad-

chen gehort genau einer der Klassen Sa, 5b,

6a, 6b der gleichen Schule an.

Von ihnen ist folgendes bekannt:

a) Doris und das Midchen mit dem Nach-

namen Schulz sind Schiilerinnen zweier Par-

allelklassen derselben Klassenstufe.

b) Andrea und das Middchen mit dem Nach-

namen Mayer sind Schiilerinnen der Klassen-

stufe 5.

¢) Doris und das Midchen mit dem Nach-

namen Mayer gehoren den Klassen 5a oder

6a an.

d) Carola und das Midchen mit dem Nach-

namen Lehmann gehdren den Klassen 5b

oder 6b an.

Wie heiBt jede dieser vier Freundinnen mit

Vor- und Nachnamen?

Welcher Klasse gehort jede von ihnen an?
Schiilerin Déorte Conert, Hosena

Ma5 #2209 Uwekam mit dem Zeugnisheft
nach Hause. Die. Mutter fragte gespannt:
,»Nun, wieviel Einsen sind es diesmal?* Uwe
antwortete: ,,Zihle zur Zahl der Einsen vier
hinzu, multipliziere danach mit 4, dann er-
hilst du 4 mehr als 44!“ Die Mutter hatte
es gleich heraus. Schaffst du es auch?

Ma'5 w2210 Es sind alle fiinfstelligen na-
tiirlichen Zahlen zu ermitteln, fiir die jeweils
das Produkt aus der Zahl, die von den ersten
beiden Ziffern gebildet wird, und der Zahli,
die von den letzten drei Ziffern gebildet wird,
1111 betrigt. Sch.

Ma5 82211 DieSchiiler einer Klasse unter-
hielten sich iiber ihre Ferienerlebnisse. Dabei
stellte sich folgendes heraus:

a) Genau 13 Schiiler dieser Klasse verbrach-
ten ihre Ferien schon einmal an der Ostsee.
b) Genau 15 Schiiler dieser Klasse verbrach-
ten ihre Ferien schon einmal im Harz.
c) Genau 6 Schiiler dieser Klasse verbrachten
ihre Ferien schon sowohl an der Ostsee als
auch im Harz.
d) Genau 4 Schiiler dieser Klasse waren wih-
rend ihrer Ferien weder an der Ostsee noch
im Harz. )
Wieviel Schiiler gehoren dieser Klasse an,
wenn es auller den unter a) bis d) genannten
Schiilern keinen weiteren Schiiler gibt, der
dieser Klasse angehort?

Schiilerin Una Gehrmann, Grof-Glienicke

Ma5 ®2212 Otto, der 11 Jahre ait ist, sagte
zu seinem Freund Emil: ,,Meine Schwester
Inge ist siebenmal so alt wie mein Bruder
Axel. Wenn man die Zahl, die das Lebens-
alter meiner Schwester angibt, mit 6 multi-
pliziert, zum erhaltenen Produkt 2 addiert
und diese Summe dann noch durch 4 divi-
diert, so erhilt man als Ergebnis genau die
Zahl, die mein Lebensalter angibt.“ Wie alt
sind die Geschwister von Otto?

Schiilerin Carsta Patzschke, Béhlitz

Ma5 82213 Gesucht sind alle durch 3 teil-
baren zweistelligen natiirlichen Zahlen, die
bei Division durch 5 und durch 2 jeweils den
Rest 1 lassen.

Schiilerin Kathrin W agner, Antonsthal

Ma6 ®2214 In einer Klasse mit 29 Schii-
lern soll von jedem Schiiler ein Unkosten-
beitrag in Hohe von 6 Mark fir eine Wande-
rung eingesammelt werden. Einige Schiiler
haben schon 4M eingezahlt; ebenso viele
Schiiler haben noch kein Geld mitgebracht.
Vier Schiiler haben bisher jeder 3 M, die rest-
lichen Schiiler jeder 2M eingezahlt. Wieviel
Geld muB insgesamt noch eingesammelt wer-
den? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Thies Lushor, 2600 Gustrow, Werdersér 22

Ma7s
1369

Kerséing -0S, Klayse 7 8
150

10

Pradikas:

______ LLowung:

________________ R

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénhen sich alle aipha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Pbstleil-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstandige und richtige) Ldsung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,sehr
gut gelost™, ,.gut gelost™ oder ,.gelost.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1981/82 liuft
von Heft 5/1981 bis Heft 2/82. Zwischen dem
1. und 10. September 1982 sind alle durch
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/81 bis 2/82 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit aus-
reichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollekti-
ven, die sich am Wettbewerb beteiligen, wer-
den in Heft 6/82 veréffentlicht. Wer minde-
stens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/81
bis 2/82) erhalten hat und diese einsendet,
erhélt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1981/82 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Maé6 w2215 Ralf und Rita haben jeder
einen Wiirfel aus je 27 kleineren, gleich
groBen Wiirfel zusammengesetzt. Rall hat
danach lings einer Kante des groBen Wiirfels
alle drei kleinen Wiirfel entfernt. Rita hin-
gegen hat von jeder Ecke des groBien Wiirfels
je genau einen kleineren Wiirfel entfernt. So
entstanden zwei unterschiedliche Restkorper.
Ralf behauptete, daB bei seinem Restkdrper
jetzt insgesamt weniger kleine Quadratfla-
chen die Oberllache bilden als bei dem Rest-
korper von Rita, Hat Ralf recht ? Die Antwort
ist zu begriinden! Fertige eine Skizze beider
Restkorper an!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 w2216 Gib alle dreistelligen geraden
natiirlichen Zahlen an, die sich mit Hilfe der
Ziffern 0, 3, 6 darstellen lassen. Jede dieser
Ziffern dar[ auch mehr als einmal vor-
kommen. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 #2217 Gegeben sind folgende sechs

Zahlenfolgen:

1) 4,7,10,13, a, 19
2 1,2, b, 8 16, 32
3) 1,4, 8 ¢ 19, 26
6] d, 6, 10, 18, 34, 66
(5) 1,2, 6,24,120, e

6) 1, f, 13, 40, 121, 364

Finde heraus, auf Grund welcher Vorschrilt
jede dieser Zahlenfolgen gebildet wurde und
mit welchen natiirlichen Zahlen die vorkom-
menden Variablen a, b, ¢, d, e, f belegt werden
miiBten! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 ®2218 Peter hat mehr als 400, aber
weniger als 600 Niisse. Zzhit er sie zu je 11 ab,
sq bleiben 3 iibrig. Zahlt er sie jedoch zu je
13 ab, so bleiben 11 iibrig. Wieviel Niisse hat
Peter?

Ma7 82219 In der Gleichung aa®=bbec,
die eine zweistellige und eine vierstellige na-
tiirliche Zahl in dekadischer Darstellung ent-
hélt, sind die Buchstaben so durch Grund-
ziffern zu ersetzen, daBl wahre Aussagen ent-
stehen. Fiir gleiche Buchstaben sind gleiche
Ziffern, fiir verschiedene Buchstaben ver-
schiedene Ziffern einzusetzen. Sch.

Ma7 12220 Das Produkt dreier aufeinan-
derfolgender natiirlicher Zahlen ist 85mal so
groB wie die Summe dieser Zahlen.

Um welche Zahlen handelt es sich? Sch.

Ma7 w2221 Zeichne ein Dreieck ABC mit
den Innenwinkelgréfenx CAB=a="70° und
¥ CBA=p=60°! Konstruiere den Umkreis k
dieses Dreiecks; sein Mittelpunkt sei M!
Zeichne die Geraden AM und BM! Die
Gerade AM schneide BC in D; die Gerade
BM schneide AC in E. Fiihre den Nachweis,
daB das Dreieck DM B gleichschenklig ist!
Nach ,,Quant*

Ma7 ®2222 In dem abgebildeten Dreieck
ABC mit den Innenwinkeln a, f und y wur-
den die Mittelpunkte E, F und G der Dreiecks-

‘seiten miteinander verbunden. Es ist die
GroBe jedes Innenwinkels des Dreiecks DEF
zu ermitteln. Die Antwort ist zu begriinden!

Fr.

Ma8 #2223 Es sind alle Primzahlen p der
Form p=41*+1 (xe N) zu bestimmen.
Schiilerin Vera Wilhelm, Leipzig, K1.9

Mag u2224 Es ist nachzuweisen, daB es
eine einzige dreistellige natiirliche Zahl gibt,
die fiinfmal so groB ist wie das Produkt aus
den drei Zahlen, die ihre Grundziffern dar-
stellen. Thomas Bienetz, Schwepnitz

Ma8 #2225 Das Produkt aus dem Vor-
ginger und dem Nachfolger einer natiir-
lichen Zahl ist groBer als 3000, aber kleiner
als 4000. Welche natiirlichen Zahlen erfiillen
diese Bedingungen? Sch.

Ma8 ® 2226 Beweise, daB die Mittelpunkte
der Seiten eines spitzwinkligen Dreiecks und
der FuBpunkt einer der DreieckshShen Eck-

punkte eines gleichschenkligen Trapezes sind!
Sch.

Ma9 ®» 2227 Es ist nachzuweisen, daB die
Ungleichung "—lz<—1——'1l (iir alle natiir-

n—1
lichen Zahlen n=2 gilt! Sch.
Ma9 ®2228 Es ist zu beweisen, daB das
Produkt aus den drei Zahlen eines pytha-
goreischen Zahlentripels stets durch die
Summe aus diesen drei Zahlen teilbar ist.
Schiiler Guido Vollbeding,
Haldensleben, K1.9

Ma9 #2229 Peter stellte an einem Tag in
einem Jahr, das kein Schaltjahr war, fest:
»Der Quotient aus der Anzahl der verflosse-
nen Tage des Jahres und der vor uns liegen-
den ist um 1 groBer als eine Primzahl. Dabei
rechne ich den heutigen schon zu den ver-
flossenen.“
Es ist das Datum anzugeben, an dem Peter
dies sagte.

Andreas Fittke, Berlin (2. Zt. NV A)

Ma9 #2230 Gegeben sei ein Rechteck
ABCD. Die Linge von AB wollen wir mit a,
die Linge von BC mit b bezeichnen. Aul
BC liege ein Punkt E, so daB die Linge von

= .. 3 .
BE gleich Zb betrigt. Der Mittelpunkt von

AD sei mit F bezeichnet; der Schnittpunkt
von BD mit FE sei G. Es ist der Flichen-
inhalt des Vierecks ECDG in "Abhingigkeit
von g und b zu berechnen.
Schiilerin Uta Boldt,
Burg Stargard, K1.9

Ma 10/12 82231 Man ermittle die Lésungs-
menge der Gleichung
3X + 4! = 51
im Bereich der reellen Zahlen!
Le Anh Dung, SR Vietnam, z. Zt. W eimar

Ma 10/12 2232 Es ist zu beweisen, daB}
fiir alle reellen Zahlen x, y die folgende Un-
gleichung eine wahre Aussage wird!
X4y +1Zx+y+xy
Wann gilt das Gleichheitszeichen?
Dr. W. Moldenhauer, Eisenach
(nach einer Aufgabe aus Lapok, Budapest)

Ma 10/12 w2233 Es sei n eine natiirliche

Zah]. Man beweise, daB dann fiir alle positi-
ven reellen Zahlen a und b gilt:

Schiiler Torsten Eidner, Zeulenroda,

KL 10

Ma10/12 ®2234 Es ist ein Winkel der
GroBe 54° nur mit Hilfe von Zirkel und
Lineal zu konstruieren. Die Konstruktion ist
zu begriinden.

Physik

Ph6 @116 Das folgende Temperatur-Zeit-
Diagramm ist beim Erwidrmen von Blei auf-
genommen worden. Erklire dieses Diagramm,

L4
n*C
328

D
21
8cC

36
325 + t + t

A 1 2' 3 4 inmin

und beantworte die folgenden Fragen!

a) Was zeigt der Bereich von A bis B?

b) Welcher Zustand ist in B erreicht?

¢) Welcher Vorgang liegt im Bereich von B
bis C vor?

d) Was zeigt der Bereich von C bis D?

Ph7 @117 Ein quaderformiger Ponton
schwimmt im Wasser und hat ein Gewicht
von 3,5Mp (34,335kN). Seine Grundflache
hat die MaBe 2,5m mal 4,5m. Wie weit
taucht der Ponton in das Wasser hinein?

Ph8 s 118 100 Kilometer Wolframdraht fiir
Gliihlampen haben eine Masse von 250 g.

Die Dichte von Wolfram betrigt 19,3 %.

Welchen Durchmesser hat demzufolge der
Draht? (in mm) Kar! Eichhorn, Steinach

Ph9 ® 119 Bei einem Schulversuch zur De-
monstration der Ausdehnung fester Korper
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bei Erwdrmung wird ein Stiick Vierkantstahl
waagerecht an einem .Ende fest eingespannt,
wihrend das andere Ende auf einer waage-
recht gelagerten Rolle aufliegt. An der Rolle
ist ein Zeiger senkrecht zur Rollenachse be-
festigt. Das Stahlstiick sei 1,30 m lang, wobei
10cm fir die Einspannung benétigt werden.
Die Auflagelinge, d. h. der Abstand:
Einspannstelle—Auflagestelle, sei a=1m.
Die Rolle habe einen Durchmesser von
10 mm. Der Zeiger sei 20 cm lang. Das Stahl-
stiick werde von 3; =20°C auf 3, =70°C er-
wirmt.

§A B @

Wie lang ist der Kreisbogen, den die Spitze
des Zeigers infolge der durch die Ausdehnung
des Stahlstiickes hervorgerufenen Drehung
der Rolle auf einer Seite zuriicklegt?
Fiir die Losung der Aufgabe ist die Linge a
zwischen Einspannstelle 4 und Auflagepunkt
B maBgebend. Das Dilferenzstiick Al=!—a
trdgt nicht zur Drehung der Rolle bei.

Ing. A. Kérner, Leipzig

Ph 10/12 m 120 Ein Flugzeug der Abteilung
Agrarflug wird zum Diingerstreuen aus der
Luft eingesetzt. Zum Fiillen des Diinger-
bunkers wird ein Kiibel benutzt, der die Form
eines geraden Kreiskegelstumpfes hat. Die
Abmessungen betragen:
di=75cm,d,=40cm, h=85cm.

ds

r

de

Welche Tragkraft muB der zum Beladen des
Flugzeuges eingesetzte fahrbare Kran min-
destens haben, wenn der Kiibel eine Eigen-
masse von m; = 60 kg hat und die Dichte des

Diingemittels g=2200% betrdgt? Der Kii-

bel wird stets bis zum Rand gefiillt.
= Ing. A. Kérner, Leipzig
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Chemie

Ch7 =93 100g Wassergas, welches aus 509
Wasserstofl und 409, Kohlenmonoxid be-
steht, wird verbrannt. Der Rest sind andere
Gase, die in der Rechnung vernachlissigt
werden sollen.

Wie groB ist die Masse der entstehenden Ver-
brennungsprodukte des Wasserstoll- und
Kohlenmonoxidanteils?

Ch8 94 Aus 2,3g Braunstein entstehen
durch Umsetzung mit Salzsdure 580 ml Chlor-
gas von 17°C und 757 Torr.

Wieviel Prozent Mangan(IV)-oxid enthilt
der Braunstein?

Projekt Chemiebetrieb

I

| = a

o o

»Na, das hat mir noch gefehlt,
ich habe die Reinigungsanlagen vergessen.“

Ch9 895 In einer Zellstoffabrik fallen tag-
lich 150t Ablauge mit 2% Glukose an. Wir
nehmen an, daB die Glukose durch Gérung
verlustlos in Athanol umgewandelt wird.
Welche Menge Athanol entsteht aus einer
Tagesmenge Ablauge?

Ch10/12 @96 Ein Schachtofen produziert

in drei Schichten (24 Stunden) 8 t Branntkalk.

Die bendtigte Wairmeenergie  betrigt

180000 kcal je 100 kg Branntkalk.

a) Welche Menge Kalkstein muB dem Ofen
zugefiihrt werden?

b) Wieviel Kubikmeter Kohlendioxid ent-
stehen dabei?

c) Wie groB ist die bendtigte Brennstofl-

menge? (Heizwert der Braunkohlen-

brikettsz4500kcal)

ke

1Q11 A AAERMI K
8 MBKEAABIL

Eines der modernen Forschungsschifle der
Sowjetunion (1980 in der Briefmarkenserie
,Forschungsschiffe der UdSSR") trigt den
Namen Akademiemitglied Mstislav Keldysch.
Eine weitere Briefmarke wurde diesem be-
deutenden Mathematiker 1981 in der SU ge-
widmet. M. W. Keldysch (10. 2. 1911 bis
24. 6. 1978) gehort zu den bedeutendsten
Vertretern jener schon seit dem 19.Jahr-
hundert fiir RuBland charakteristischen engen
Verbindung der Mathematik mit ihren An-
wendungen in Physik und Technik. Er wurde
in Riga geboren, studierte in Moskau und war
dort ab 1932 als Hochschullehrer an der Lo-
monossow-Universitdt  tdtig. AuBerdem
arbeitete er in verschiedenen Instituten der
Sowjetischen Akademie der Wissenscha ften,
deren ordentliches Mitglied er 1946 wurde
und deren Prisident er von 1961 bis 1975
war. Keldysch beschiftigte sich mit verschie-
denen Gebieten der Mathematik, u.a. Difle-
rentialgleichungen, Potentialtheorie, Theorie
der konformen Abbildungen, und ihren An-
wendungen in der Mechanik, Aerodynamik,
Schwingungstheorie. Seine hohen Verdienste
um die Entwicklung der sowjetischen Flug-
zeugtechnik wie auch um die Ausbildung des
wissenschaftlichen Nachwuchses und die Wis-
senschaftsorganisation wurden durch zahl-
reiche-hohe Auszeichnungen (u.a. Leninpreis
1957, zweimal Staatspreis, Ziolkowski-
Orden) gewiirdigt. Keldysch war auch Ehren-
mitglied zahlreicher ausldndischer Akade-
mien und ein guter Freund und Helfer der
Mathematiker der DDR. Ubrigens ist auch
seine Schwester Ljudmila (geb.1904) eine
namhafte Professorin der Mathematik.

P. Schreiber



Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Wir wollen auch heute wieder Losungsvarian-
ten zu Wettbewerbsaufgaben vorstellen, die
bei uns eingegangen sind. Sie mdgen unseren
aktiven Teilnehmern -am alpha-Wettbewerb
Anregungen zum Losen von Aufgaben ge-
ben.

Im Heft 2/1980 veroffentlichten wir folgende
Aulgabe:

Ma6 w1971 Von Rostock-Kapuzenhof aus
machen Passagierschiffe Hafenrundfahrten
mit Ausfliiglern und Touristen. An einer
solchen Fahrt nehmen insgesamt 75 Fahr-
giste teil, und zwar fiinfmal soviel Kinder wie
Frauen. Die Anzahl der mitfahrenden Frauen
und Kinder ist insgesamt viermal so grofl wie
die der Minner. Wieviel Kinder, Frauen bzw.
Minner nehmen an dieser Halenrundfahrt
teil ?

Im Heft 5/1980 ver6ffentlichten wir dazu eine
Losung:

Angenommen, an der Hafenrundfahrt neh-
men n Minner teil; dann nehmen noch 4-n
Frauen und Kinder darap teil, und es gilt
n+4n=175, 5n=75, n=15. An der Hafen-
rundfahrt nehmen also 15 Minner teil. An-
genommen, unter den Fahrgisten sind
x Frauen, also 5-x Kinder; dann gilt
x+5x=60, 6x=60, x=10. An der Hafen-
rundfahrt nehmen 10 Frauen und 50 Kinder
teil.

Wir stellen nun die Losung von Christian
Kunze aus MeiBen vor, der Schiiler der Klasse
6c der Willi-Anker-Oberschule ist. Christian
16ste diese Aufgabe wie folgt:

Angenommen, an der Hafenrundfahrt neh-
men k Kinder, f Frauen und m Minner
teil; dann gilt

k+ f+m=15, (1
k=5, @
m=%-(k+f). 3)

Aus (2) und (3) lolgt
m=g GI4 )= 6f=3 @

Aus (1), (2) und (4) folgt
Sf+f+ar=152p =75,
f =10 und somit k=5-10=50 und
m=175-10—-50=15.

An der Hafenrundfahrt nehmen 50 Kinder,
10 Frauen und 15 Minner teil.

Wir stellen nun die Losung von Andreas
Moller aus HeBles vor, der Schiiler der
Klasse 6a der POS ,Thomas Miintzer* in
Fambach ist. Andreas 16ste diese Aufgabe
wie folgt:

Ich stelle eine Tabelle auf:

Anzahl der
Frauen Kinder Minner  Personen
n S5n 6n:4 75
2 10 3 15<75
4 20 6 30<75
6 30 9 45<75
8 40 12 60<75
10 50 15 15=75
An der Hafenrundfahrt beteiligen sich

10 Frauen, 50 Kinder und 15 Ménner.

Olympiade-
Kryptogramm

Die Buchstaben in dem Wort OLYMPIADE
sind so durch die Ziffern 1 bis 9 zu ersetzen,
‘daB wahre Aussagen entstehen. Dabei bedeu-
ten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und
verschiedene Buchstaben verschiedene Zif-
fern.

0-0
00 - 00
000 - 000
0000 - 0000
00000 - 00000
000000 - 000000
0000000 - 0000000
00000000 - 00000000
000000000 - 000000000

= o
OLO
= OLYLO
OLYMYLO
OLYMPMYLO
OLYMPIPMYLO
OLYMPIAIPMYLO
OLYMPIADAIPMYLO
= OLYMPIADEDAIPMYLO
OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

XXII.
Internationale
Mathematik-
Olympiade

Washington

-(8. bis 20. Juli 1981)

Aufgaben

1. Es sei P ein Punkt innerhalb eines gege-
benen Dreieckes ABC. D, E, F seien die Fu3-
punkte der Lote von P auf die Geraden BC,
CA bzw. AB. Bestimme alle P, so da

BC CA AB

=t =

PD PE PF
am kleinsten ist! )
2. Es sei 1<r=n. Wir betrachten alle r-cle-
mentigen Teilmengen der Menge {1, 2, ..., n}.
Aus jeder dieser Teilmenge wihlt man das
kleinste Element aus. Es sei F(n, r) das arith-
metische Mittel dieser ausgewihlten Zahlen.
Man zeige, daB

F(n, r)=% ist.
3. Es seien m, n natiirliche Zahlen mit
1=m=<1981 und 1<n<1981. Es gelte:
(n*—mn—m??=1.
Man bestimme den maximalen Wert von
m?+n.

4. a) Fiir welche Werte von n>2 gibt es n
aufeinanderfolgende positive ganze Zahlen,
so daB die groBte dieser Zahlen ein Teiler
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der
iibrigen n— 1 Zahlen ist?

b) Fiir welche Werte von n>2 gibt es genau
eine Folge mit dieser Eigenschaft?

5. Drei kongruente Kreise gehen durch einen
gemeinsamen Punkt O und liegen innerhalb
eines gegebenen Dreiecks. Jeder Kreis be-
rithrt jeweils zwei Seiten des Dreiecks.

Man zeige, daB der Inkreis-, der Umkreis-
mittelpunkt und der Punkt O auf einer Ge-
raden liegen.

6. Die Funktion f(x, y) erfiillt die Bedin-
gungen

(1) floy)=y+1

2 Sx+10=f(x1)

(3 Sx+Ly+D=[(xflx+1.y)
fir alle nichtnegativen ganzen Zahlen x, y.
Man bestimme f (4, 1981).
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In freien Stunden - alpha-heiter

Jez, Jugoslawien

Magische Figur

Ersetze die Buchstaben a bis 1 durch die Zahlen 1, 2,

3, ..., 12, so, daB die Summe der Zahlen in jedem

Fiinfeck zunichst 28, dann 31, 34 und 37 betrigt!
Dirigent JindFich Péncik, Praha

Mathematische Griifie

19— |/81=1° - (8 +2)

1—9—8—1=—19 + |/8:2
1+(9:8)+1=1:-9-8+2

1+ @+H=(1-9-8+2
19+)1=1+)9+@82)

Wir fordern zur Mitarbeit auf: Die Zahlen 0, 1, 2,
3, ..., 20 sind mit Hilfe der in der Jahreszahl 1982
vorhandenen Grundziffern und unter Verwendung
verschiedener Rechenoperationen darzustellen. Fol-
gende Bedingungen sollen gelten:

(1) Jede der in der Jahreszahl darzustellenden Grund-
ziffern tritt bei der jeweils darzustellenden natiirlichen
Zahl genau einmal auf.

(2) Als Rechenoperationen sind zugelassen: Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division, Potenzieren,
Radizieren. Es diirfen Klammern gesetzt werden.
Beispiele:
0=1+)/9—)8-2;1=(0+)9:)8"2;
.4=1"-1/8-2;

L.20=(1+9)- /82

Dr. M. Krebs, PH Dresden/Rainer Bauer,

EOS E. Weinert, Mittweida (KI. 11)
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Mathematische Begriffe gesucht

Bei einem Kongrel3 entdecken vier der Teilnehmer,
daB sich aus den Buchstaben ihres Namens und
Heimatortes durch Umstellen jeweils mathematische
Begriffe aus ein und demselben Stoffkomplex ergeben.
Welche Begriffe sind das?

(Es ist jeder Buchstabe so oft zu verwenden, wie er auf-

tritt.)
Ernst Geit  Aken Philip Keerer Wien
Kurt Sis Steinach  Sven Renk Eiche
Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin
Andreas J. Mueller
Kryptogramie

In die horizontalen und vertikalen Reihen der Krypto-
gramme sind so Ziffern einzusetzen, daB sinnvolle
Aufgaben entstehen. Hierbei bedeuten gleiche Ziffern
auch gleiche Variable.

EINS DREI  VIER
VIER DREI  VIER
FUNF VIER  EINS
ZEHN ZEHN  EINS
(S<R)  (D<V) ZEHN

Schiilerin
Jarmila Péncikova, Praha

Rodoj Geordow, Gabrowo ( Bulgarien)




Fiillritsel

()

Ae

In die waagerechten Reihen der Figur sind Worter
folgender Bedeutung einzutragen:

1. Zusammenstellung von Werten; 2. Ergebnis einer
Multiplikation; 3. deutscher Mathematiker (1646 bis
1716, Begriinder der Infinitesimalrechnung); 4. eine
Winkelfunktion; 5. ist z. B. a in f{x)=f(x+a); 6. eine
Bewegung; 7. tschechischer Mathematiker (1781 bis
1848), vervollstidndigte u. a. die Infinitesimalrechnung;
8. dreigliedrige ZahlengroBe (Plural!); 9. Kurve, die
jede Dreiecksseite in genau einem Punkt beriihrt;
10. wird z. B. durch m in der linearen Funktion y=mx
gebildet; 11. kiirzeste Verbindung zweier Punkte;
12. Teil von GrdéBenangaben; 13. ein Kegelschnitt.
Die Buchstaben in den Kreisfeldern — von oben nach
unten gelesen — ergeben ein Gebiet der Mathematik,
das sich mit Dreiecksmessung und -berechnung be-

faft.
Ing. D. Viizke, Greifswald

Kreuzzahlritsel

Waagerecht:
1. die Quersumme dieser Zahl ist gleich s2)
2. das Quadrat von w7)
5. das Querprodukt von s15)
7. die 3.Potenz der Quadratwurzel aus der Quer-
summe von w10)
9. die Spiegelzahl von s2)
10. die Zahl ist gleich dem Quadrat ihrer Quersumme

11. die Halfte von w19)

12. eine Primzahl

14. eine Quadratzahl

16. die Zahl ist gleich dem Querprodukt von w3)

18. eine Kubikzahl

19. diese Zahl ist das Achtfache ihres Querproduktes

Senkrecht:
1. das Doppelte von wi18)
. eine Primzahl
. die Quersumme dieser Zahl ist gleich s2)
. das Querprodukt dieser Zahl ist gleich w10)
. die Quersumme dieser Zahl ist gleich der Quer-
summe von wl9)
8. eine Primzahl
9. die 3. Potenz der Quersumme von 516)
12. diese Zahl ist gleich dem Querprodukt von s8)
13. der Nachfolger von wl0)
15. die Summe aus der ersten und dritten Stelle ist
gleich dem Doppelten der zweiten Stelle
16. die Spiegelzahl von s17)
17. eine Primzahl

N B W

Ing. H. Decker, Koin

Magisches Kreuz
F G H | K
A
8
o
D
E

Dieses magische Kreuz ist mit 5 Kreuzen und 10 Krei-
sen so auszufiillen, daB gilt:

(1) Jedes Seitenfeld (BF-DF; EG-EI; DK-BK;
AG-AD) soll 1 Kreuz und 2 Kreise enthalten.

(2) In jeder Zeile (FB-KF; CF-CK; DF-DK) und in
jeder Spalte (AG-EG; AH-EH; AI-EI) sollen sich
auch 1 Kreuz und 2 Kreise befinden.

Schiilerin Claudia Popien, Karl-Marx-0OS,
Magdeburg (KI.9)

Viktor Kubal
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Aus dem Haus der
Jungen Pioniere Rostock
berichtet

Die Mitglieder der Arbeitsgemeinschaft Junge
Mathematiker der Klassenstufe 6 treffen sich
seit {iber einem Jahr regelméBig im Haus der
Pioniere in Rostock. Beim Knobeln ist ihnen
die Schiilerzeitschrift alpha ein wertvoller
Freund und Helfer. Der Leiter dieser Arbeits-
gemeinschalt, Oberlehrer Rainer Rosel, Fach-
lehrer fiir Mathematik, regte die teilnehmen-
den Schiiler an, selbst interessante Aufgaben
auszudenken und uns zuzustellen. Aus der
Fiille der bei uns eingegangenen Aufgaben
wihlten wir einige aus, die wir allen alpha-
Lesern vorstellen mdchten. Sie stammen aus
der Feder der Schiiler Heiner Ruser, Anne
Ruser, Ines Andrews, Meike Wenzel, Oliver
Eidam, Annegret Passargus.

Die Redaktion dankt allen Schiilern dieser
Arbeitsgemeinschaft, auch denen, deren-Auf-
gaben wir nicht verdffentlicht haben, und
wiinscht ihnen viele [rohe Stunden beim
Knobeln und in der Freizeitbeschiftigung
mit der Mathematik.

{
N ad
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Aufgaben

Ala In einer Kiste befinden sich genau
15 rote, 17 gelbe, 12 blaue, 16 weile und
19 schwarze Kugeln.

Wie viele Kugeln muB man im Dunkeln nach-
einander aus der Kiste herausnehmen, um mit
GewiBheit zwei Kugeln einer jeden Farbe
zu erhalten?

A2 A Einer Schulklasse gehdren 31 Schiiler
an. Sie sitzen in vier Bankreihen hinter-
einander. In der ersten Bankreihe sitzen halb
so viele Schiiler wie in der zweiten Bank-
reihe. In der zweiten Bankreihe sitzen zwei
Schiiler mehr als in der dritten Bankreihe.
In der dritten und vierten Bankreihe sitzen
gleich viel Schiiler.

Wie viele Schiiler sitzen in jeder der vier
Bankreihen?

A3A Anett geht noch in den Kindergar-
ten; ihre Schwester Brigitte besucht bereits
die Schule. Der Schulweg von Brigitte fiihrt
am Kindergarten von Anett vorbei. Eines
Morgens macht sich Anett bereits vor Bri-
gitte auf den Weg zum Kindergarten. Nach-
dem Anett den dritten Teil ihres Weges zu-
riickgelegt hat, wird sie von Brigitte, deren”
km
h
geholt. Fiir den restlichen Weg bis zum Kin-
dergarten, den sie zusammen im langsameren
Tempo von Anett zuriicklegen, bendtigen sie
noch 10 Minuten. Bis zur Schule verbleiben
fiir Brigitte dann noch 400 Meter FuBweg;
das ist gleich dem vierten Teil ihres Schul-
weges.

a) Nach wieviel Minuten hat Brigitte ihre
Schwester Anett eingeholt?

b) Wieviel Minuten benttigt Anett fir den
Weg zum Kindergarten?

mittlere Geschwindigkeit 6 betrigt, ein-

A4Aa Zu einer Schulklasse gehoren mehr
als 21, aber weniger als 29 Schiiler. An einer
Klassenarbeit im Fach Mathematik konnten
zwei Schiiler wegen Erkrankung nicht teil-
nehmen. Die Note 1 erhielten fiinf Schiiler
weniger als es Schiiler waren, die die Note 2
erhielten. Die Note 4 erhielten halb soviel
Schiiler wie die Note 3. Kein Schiiler erhielt
die Note 5. Die Note 3 erhielt der vierte Teil
derjenigen Schiiler, die diese Klassenarbeit
mitgeschrieben hatten.

Wie viele Schiiler erhielten jeweils die Noten
von 1 bis 4?

A5a Dirk kaufte 13 Ansichtskarten, und
zwar einige zu 20 Pf und einige zu 40 Pf das
Stiick. Er bezahlte dafiir insgesamt 2,80 M.
Wie viele Ansichtskarten zu 20 Pf bzw. zu
40 Pf das Stiick hat Dirk gekauft?

A6A Die Summe aus vier Summanden,
von denen der nichstfolgende stets immer
dreimal so groB wie der vorhergehende, ist
gleich der Summe aus den Quadraten der
natiirlichen Zahlen von 3 bis 9.

Wie lauten diese vier Summanden?

A7A Eine Strecke AE ist 42 cm lang. Auf
dieser Strecke sind drei innere Punkte B, C, D
so festgelegt, daB AB doppelt so lang wie CD,
BC dreimal so lang wie 4B, aber nur halb
so lang wie DE ist.

Welche Linge hat jede der Teilstrecken 4B,
BC, CD, DE?

A8a Multipliziert man das Quadrat einer
dreistelligen natiirlichen Zahl a mit einer
zweistelligen natiirlichen Zahl b, so erhilt
man als Produkt 1980.

Wie lauten die Zahlen g und b?

A9 A Sechs Schiiler gingen Pilze sammeln;
sie erzielten folgende Ergebnisse: Peter fand
doppelt soviel Pilze wie Heiner. Anja [and
drei Pilze weniger als Heiner. Birgit iiberbot
den dreifachen Pilzertrag von Andreas um
drei Pilze. Andreas brachte es nur auf halb
soviel Pilze wie Heiner. Otto fand genau
sieben Pilze. Zusammen fanden diese sechs
Schiiler fiinf Pilze weniger als das Zehnfache
der Anzahl dieser Kinder.

Wieviel Pilze fand jeder von ihnen?

Al0A Christine geht einkaufen. Sie hat
dafiir von der Mutter einen bestimmten Geld-
betrag erhalten, von dem sie beim Fleischer
den dritten Teil, im Milchladen den sechsten
Teil ausgibt. Im Blumengeschift muB sie halb
soviel Geld wie beim Fleischer bezahlen.
Beim Bicker gibt Christine halb soviel Geld
aus wie im Blumengeschift. Im Gemiiseladen
gibt sie soviel Geld aus wie sie beim Bécker
und im Milchladen zusammen ausgibt.
Welchen Teil des von der Mutter erhaltenen
Geldes bringt Christine wieder mit nach
Hause?
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1. Beweisen Sie die folgende Aussage! Zu
jeder natiirlichen Zahl n=2 gibt es von Null
verschiedene natiirliche Zahlen ay, a,, ...
und b, fir die

a,z+azz+...+a,,z=bz

> Qn

gilt.

2. Gegeben sei eine Lange r,. Konstruieren
Sie ein Trapez ABCD mit CD<AD=AB
=BC, in dem ein Kreis k; mit dem Radius r,
und ein zweiter Kreis k, so liegen, daB sie
einander von auBen beriihren und daB k,
die Seiten AD, AB und BC beriihrt, k, die
Seiten BC, CD und AD beriihrt! Begriinden
und beschreiben Sie die Konstruktion! Unter-
suchen Sie, ob es bis auf Kongruenz genau
ein Trapez mit den geforderten Eigenschalten
gibt!

3. A. Ermitteln Sie alle Paare (x; y) reeller -

Zahlen mit y>0 und y=1, fiir die das fol-
gende Gleichungssystem (1), (2) erfullt ist!
x-log, ([/3-)/2)
=2-log,(5—]/24),
y—x=2

(n
@

3. B. Beweisen Sie, daB fir keine natiirliche

Zahl n die Zahl ’

625+4-(9%")
eine Primzahl sein kann!

4. Ein ebenfllachig begrenzter Korper mit
genau 6 Ecken 4, B, C, D, F, H soll den im
Bild dargestellten Grundri haben. (4'B'C'D’
ist dabei ein Quadrat von gegebener Seiten-
lainge a.) Die Punkte A4, B, C, D sollen in der
GrundriBebene liegen, die Punkte F und H
im Abstand a iiber B bzw. D.

D'=H' ¢

A B =F

Jede Kante des Korpers soll im Bild sichtbar
dargestellt sein (entweder als Strecke oder,
wenn sie senkrecht zur GrundriBebene ver-
lduft, als Punkt), auch wenn sie etwa von

oben betrachtet durch andere Flichen ver-
deckt wird.

Stellen Sie zwei Korper, die diese Forderun-
gen erflillen und voneinander verschiedene
Volumina haben, in schriger Parallelprojek-

tion (a=60°, q=l) dar! Ermitteln Sie fur
jeden der beiden dargestellten Korper sein
Volumen!

S. Tausend reelle Zahlen x,, x5, ..., X1000

seien durch die Festsetzung bestimmt, daB
x;=5

und fiir alle n=1, 2, ..., 999

X2 +16
2x,

Xn+1=

gelten soll.
Beweisen Sie, daB (nach diesen Festsetzun-
gen) fiir jedes n=1, 2, ..., 1000 die Unglei-
chung .

4<x,£5
gilt!

6. Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zah-
len ¢, [ir die das folgende Ungleichungs-
system (1), (2), (3) mindestens eine (aus
reellen Zahlen x, y bestehende) Lsung hat!

y>x2—2x+c,

y<x+c,

y<—2x+1.

M
@
3)
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1. In einem beliebigén Dreieck ABC seien D,
E, F die Schnittpunkte der Winkelhalbieren-
den dés Dreiecks mit den Dreieckseiten.

Man beweise: Sind I der Flicheninhalt des
Dreiecks ABC und I, der Flacheninhalt des

Dreiecks DEF, so gilt I, §£.

2. In einem Fischgeschift stehen fiir die Auf-
bewahrung lebender Karpfen drei Wasser-
behilter zur Verligung. Zum Verkaufsbeginn
sind in jedem dieser drei Behiiter genau
20 Karpfen. Am Verkaufsende sind noch
insgesamt 3 Karpfen vorhanden. Die ver-
kauften Karplen wurden einzeln nacheinan-
der entnommen. Ein Tausch eines Karpfens
von einem Behdlter in einen anderen [and
nicht statt; neue Karpfen waren wihrend des
Verkaufs nicht hinzugekommen.

Berechnen Sie auf 3 Dezimalen nach dem
Komma gerundet die Wahrscheinlichkeit da-
fir, daB am Verkaufsende in jedem der drei
Behilter genau ein Karpfen ist!

Hinweis: Die zu ermittelnde Wahrscheinlich-
keit p ist folgendermaBen defliniert: Es sei A
die Anzahl aller verschiedenen Maéglichkei-
ten [ir die Reihenfolge der Entnahme von
57 Karpfen aus den drei Behiltern. Ferner
sei G die Anzah! aller derjenigen unter diesen
Moglichkeiten, bei denen am Verkaufsende
in jedem der drei Behilter genau ein Karpfen
ist. Dabei gelten zwei mogliche Reihenfolgen
der Entnahme genau dann als gleich, wenn
sie fir jedes i=1, 2, ..., 57 in der Angabe
iibereinstimmen, aus welchem Behilter die
i-te Entnahme eines Karplens erfolgte: Mit

diesen Bezeichnungen ist p= g

3. Gegeben sei eine reelle Zahl a+0 mit
|a| + 1. Man ermittle alle reellen Losungen x
der Gleichung

(*+ 1) (x*+6x2+1)
eI -1)F

=(a*+1)(@*+6a>+1)

a¥a®—1)? '

4. Es sei ay, az, ..., a,, ... diejenige Folge
reeller Zahlen, fiir die

a,=1und
Ans1=2a,+]/3a. 2 +1
n=1,2,3,..)

gilt.
Man ermittle alle diejenigen Glieder dieser
Folge, die ganzzahlig sind.

5. Fiir jede natiirliche Zahl n>1 sei

f(,,)=iz n—[Vk=1]
Sk k-1
Man ermittle einen geschlossenen Ausdruck
fir f(n) (d.h. einen Ausdruck, der f(n) in
Abhingigkeit von n so darstellt, daB zu seiner
Bildung nicht wie in (1) eine von nabhingende
Anzahl von Rechenoperationen verlangt
wird).
Hinweis: Ist x eine beliebige reelle Zahl, so
bezeichnet [x] diejenige ganze Zahl, fiir die
[x]Zx<[x]+1 gilt.

(1

Von den nachstehenden Aufgaben 6. A und
6. B ist genau eine auszuwihlen und zu 16sen.

6. A. Eine Strecke AB von 10m Linge soll
auf folgende Weise durch ,,wiederholtes Hal-
bieren” in 10 ndherungsweise gleich lange
Strecken zerlegt werden:

(1) Zunidchst widhlt man beliebige Punkte
P9, P, . Po® auf der Strecke AB und
definiert Po'®=A4 und P, =B.

(2) Liegen nun fiir eine natiirliche Zahl n
bereits als ,n-te Niherung® Punkte Po™,
P, ..., Pyo"™ vor, so definiert man

Po"* V=4, P, "tV =Bsowiefiirj=1,2,...,9
P{* D als Mittelpunkt der Strecke

P}"_+1l) P}nl 2
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Es seien Q,, Q,, ..., Qs die Punkte auf AB
die AB in 10 genau gleich lange Teiistrecken
zerlegen, fir die also
AQ1=0:0:=...=0sQs=0Q9B=1m

gilt.

Beweisen Sie, daB eine natiirliche Zahl N so
existiert, daB fiir jede Wahl der Punkte P,®,
P9, Py aul AB gilt:

Bei der ,,N-ten Niherung“ weicht jeder der
Punkte P/ (j=1, 2, ..., 9) um weniger als
| mm von der Lage des Punktes Q; ab, d.h.,
es gilt

PiM0; < 1 mm.

6. B.Ist T = ABCD ein Tetraeder, so bezeichne
s die Summe aller Kantenlingen von T.
Dabei sei in dieser Aufgabe jede (in Zenti-
meter zu messende) Kantenldnge nur durch
ihre Malzahl angegeben. Man untersuche,
ob es unter allen Tetraedern T mit den fol-
genden Eigenschaften (1), (2), (3) eines gibt,
fiir das s einen groBten Wert annimmt. Trifft
das zu, so ermittle man diesen grofiten Wert
von s. Die geforderten Eigenschaften sind:
1) ¥ BDC=% 7 DA=% ADB=90".

2) Samtliche Kantenlangen von T sind

nicht kleiner als %

(3) Das Volumen von Tist gleich é

7

Losungen
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l. Zum Beweis kann die Methode der voll-
standigen Induktion herangezogen werden.
Fiir n=2 gilt wegen 3% +4%=5? die Aussage
mit a, =3, a, =4, b=>5. Sei nun k eine natiir-
liche Zahl, so daB die Aussage [iir n=k gilt,
d.h., es gebe von Null verschiedene natiir-
liche Zahlen ¢y, ¢, ..., ¢k, d mit d> 1 und

n cl4ci+ . tol=d

(Wir konnen jedenfalls k =2 setzen.) Aus die-
ser Gleichung [olgerten z. B. Matthias Hiib-
ner (Bezirk Leipzig) und Karin Groger (Ber-
lin) durch Multiplikation mit 2> die Be-
ziehung

(2c1)? + Qe + ... +(2ci)?

=Q2d)?=(d*+ 1) —(d*- 1)~

Setzt man a, =2cy, ..., ax=2Ck, G+ 1=d>—1,
b=d?+1, so erhdlt man von Null verschie-
dene Zahlen a,, ..., ay+1, b mit b> 1 und der
Eigenschalt a;2+...+a+:2=b% d.h, die
Aussage gilt auch fiir n=k+ 1.

Durch den Beweis fiir n=2 und den Schluf3
von n=k aul n=k+1 ist die Aussage fir
alle natiirlichen Zahlen n, die >2 sind, be-
wiesen.

Varianten und Bemerkungen: Fiir die Aul-
gabe ersannen die Schiiler vielliltige Losungs-
varianten, von denen im [olgenden noch
einige angegeben seien. Vollstandige Induk-
-tion wurde oft verwendet, und es ist erfreu-
lich, wie gut viele Schiiler (der Olympiade-
klasse 10) schon mit dieser Methode vertraut
sind. Mchrfach wurde dabei die Ungeradheit
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der auftretenden Zahlen b ausgenutzt. So
folgert z. B. Oliver Geupel (Bezirk Dresden)
aus (1) fir d=2p+1 (pe N, p=+0) und somit
d*=4s+1 (s=p*+ p) die Bezichung

i+ ... o+ (25 =(2s+1)?

und erhilt mit a,=cy, ..., aGx=c, dx+1 =25,
b=2s+1 die Aussage fir n=k+1 sowie
gleichzeitig, daB b wieder ungerade ist. Dieser
letzte Nachweis fehlte gelegentlich, wenn
Schiiler denselben Gedanken verlolgten.

" (Ubrigens kann man analog auch einen Be-

weis mit geradzahligen b fihren.)
Jorg Wenzel (Bezirk Gera) gab die Folge der
hier auftretenden a,, a,, ... rekursiv an:
a;=3,a,=4,
2
a,—=7(ai— ! +21) ! [ri=3,4,...,n
(esist a;eN, q;+0), b=a,+ 1.
Andere Schiiler nannten — unabhingig von
der vollstindigen Induktion — explizite L&-
sungen, so Henry Mittel (Bezirk Suhl):
ay=(n—1)c’—1,a,=...=a,=2c,
b=(n-1c*+1 mit ¢>1. Setzt man c=1,
wie z.B. Jens Rammhold (Bezirk Potsdam),
so muBl man zwar den Fall n=2 (wegen
a; =0) extra behandeln, hat aber alle anderen
Fille in der simplen Gleichung
(n—2)2+(n—1)-22=n? erfalBt.
Einfach ist auch der Gedanke (fir n>2) von
Andreas-Maik Wolf (Bezirk Erfurt):
k+1)2=k?2+(2k+1)-12
=k?+224+(2k—3)- 12
liefert die Losung fur n=2k+2>4 bzw.
n=2k—1>3, d.h. fir alle geraden bzw.
ungeraden n, die groBer als 2 sind.
Als verbreiteter Mangel in den Bearbeitungen
ist zu erwahnen, daB Induktionsvorausset-
zung oder -behauptung nicht vollstandig oder
nicht sauber als Existenzaussagen [ormuliert
waren. Das fiihrte zu Beweisliicken, [iir welche
etwa der erwdhnte fehlende Nachweis der
Ungeradheit von b als typisches Beispiel
gelten kann.
Die Bewertung hatte folgendes Ergebnis:
Punkte 0 I 2 3 4 5 6
Anzahl 18 9 7 5 11 8 39
Dr. K .-D. Drews, Sektion Mathematik
der Wilhelm-Pieck-Universitit Rostock

2. I. Angenommen, ein Trapez ABCD mit
den Kreisen k; (Mittelpunkte M,;, Radien r;
i=1, 2) habe die gelorderten Eigenschalten.
Gilt AD|BC, so ist ABCD wegen AD=BC
ein Parallelogramm im Widerspruch zu
AB>CD. Also gilt AB||CD, und das Trapez
ist wegen AD=BC gleichschenklig. Da k,
und k; die Schenkel AD, BC beriihren, deren
Verlangerungen iber D bzw. C hinaus sich
in S schneiden, liegen M, und M, aul der
Winkelhalbierenden m des & ASB, die gleich-
zeitig Mitlelsenkrechte von AB und CD ist.
Ferner liegt auch Q (der Beriihrungspunkt
von k; und k;) aul m. Die Parallele zu AB
durch Q ist somit die gemeinsame innere
Tangente von k; und k., die AD in H und
BC in G schneidet. Das Trapez HGCD,

dessen Seiten von k; beriihrt werden, geht
durch eine Streckung mit dem Zentrum § in
das Trapez ABGH iiber, dessen Seiten von
k, beriihrt werden. Es sei x=r,:ry, a=ﬁ,
b=HG,c=DC.Esistx=DC: HG=HG: AB,
also b=ax, c=bx=ax? U und V seien die
Beriihrungspunkte von k; bzw. k, mit BC.

Es gilt

a=AB=BC=BU+UG+GV+VC
=ﬁ+Q—G+Q—G+ﬁ (nach dem Satz iiber
die Gleichheit der Tangentenabschnitte)

a ¢ a
=§+b+§=§
wird wegen x>0 nur von x=l/§—l erfiillt.
Also kann ein Trapez ABCD nur dann den
Bedingungen geniigen, wenn
ra=r; ([/2—1) gilt. (1
Weitere Moglichkeiten:

1. Sei W der FuBpunkt des Lotes von U auf
m. Es gilt AM,UW~AM ;M,Y und hieraus
(ri+rs)
(ry—ra)’

(14 2x + x?). Diese Gleichung

folglrl:r2=M,Mz:M1Y=

Dies fiihrt ebenfalls auf (1).

2. Es ist ABMP~ABM,U~AM,GU=
>AM GO ~AGM ,Q=AGM,V ~AM,CV=
~AM,CR. Hier kann man z.B. der Reihe

nach W=G_Q=V—G und CV durch r; und
%a=ﬁ=ﬁ ausdriicken. Man erhidlt aus

BC=g eine Gleichung zwischen r, und gq,

die aul a=2r,])/ +l/§ fiihrt.

3. Matthias Hiibner (Bezirk Leipzig) geht
[olgenden Weg:

Es ist ABM;P=ABM U und somit

sin o a 2r,
" —tan-=-—1 X
(IT+cosa) 3775 @
Weiter ista= BC =BG+ GC = 2L 4 22 (3),
Sina SIno

Aus (2) und (3) folgt ¥;=rjcosa (4). Im

Dreieck M, YM, ist

MY _(ri—r3)_ (1 —cosa)

Mle_(rl +r3)" (1 4cosa)

nach (4). Hieraus folgt cosa= [/5— 1.

Dieser Winkel wird dann konstruiert.

II. Konstruktionsbeschreibung

(1) Ausr, konstruiere man rz=r,(l/§— 1).

(2) Man konstruiere die sich von auBlen
in Q berithrenden Kreise k; (Mittel-
punkte M;, Radien r, i=1, 2).

3) Man konstruiere die beiden dufBeren
Tangenten ¢ und ¢ von ky, k».

COoso =




4) Die Gerade durch M, und M,
schneide die Kreise k,, k2 z_us'zitzlich
in R und P. Man errichte die Senk-
rechten auf dieser Geraden in R und
P. Diese schneiden t und ¢’ in A, D und
B,C.

ABCD ist das gesuchte Trapez.

I11. Beweist, daf} jedes so konstruierte Trapez
den Bedingungen der Aufgabe geniigt: Nach
Konstruktion ist ABCD ein gleichschenkli-
ges Trapez mit AD=BC. Die Kreise ky, k;
haben die vorgeschriebenen Berithrungen mit
den Seiten. Wegen r,<r, ist CD <AB. Wie
in I. kann man herleiten, da mit x=r;:r;

die Gleichung ﬁ=g(1+2x+xz) gilt. Da

nach Konstruktionsschritt (1) r,=r; (]/i -1,

ist, erfiillt x die Gleichung x* +2x + 1 =2, und
es folgt BC=a=AB.

IV. Konstruktionsschritt (1} ist eindeutig
ausfiihrbar.

(2) ist bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihr-
bar, und (3) und (4) sind es anschlieBend
auch. Also gibt es bis aul Kongruenz genau
ein Trapez mit den geforderten Eigenschal-
ten.

Bemerkungen: Die Aufgabe erscheint ange-
messen. Der Nachweis der Parallelitit von
AB und CD fehlte hiufig. Viele Schiiler ver-
suchten, den Zusammenhang r, =f(r,) (oder
dhnlich geeigneter GroBen) zu beschreiben,
ohne ihn explizit angeben zu kénnen. Damit
ist eine Aussage iiber die Konstruierbarkeit
nur schwer zu gewinnen. Gleiches muf3 zu
den Versuchen gesagt werden, die groBere
Gleichungssysteme bis zu 6 Unbekannten,
darunter nichtlineare oder Gleichungen ho-
herer Ordnung, erhielten, ohne die Wurzeln
bestimmen zu konnen. Die Schritte II1. und
IV. fehlten hiufig, wie iiberhaupt einige Be-
weise recht oberflachlich gefithrt wurden.

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl 52 18 4 0 2 11 3 6 1
=16 Dr. W. Moldenhauer,

Pédagogische Hochschule
Dr. Theodor Neubauer,
Erfurt/Miihlhausen

3. A. Angenommen, ein Paar (x; y) reeller
Zahlen mit y>0 und y+1 erfiille (1) und (2).
Wegen ([/5 - [/5)2 =5— [/ﬁ folgt dann
x*-log, (J/3—1/2)=4-log, (/3-)/2).
Da |[/3+)/2 und [/3—)/241 ist, ist
log, (//3—/2) definiert und ungleich Null.
Daraus folgt

xt=4.
Wegen (2) und y>0 ist x=y—2> —2, also
muB x =2 sein.
Nach (2) ergibt sich y=4.
Folglich kann nur das Paar (x; y)=(2; 4)
das Gleichungssystem (1), (2) erfullen.
Wegen 2 - loga()/3—]/2)2=2 - loga(5—}/24)
und 4—2=2 erfillt es diese beiden Glei-
chungen tatsdchlich.
Dabher ist genau das Paar (2; 4) das gesuchte.

Bemerkungen: Die Aufgabe besitzt einen an-

gemessenen Schwierigkeitsgrad. Der hiufig-
ste Fehler bestand darin, daB Exponenten
bei gleichen Potenzen verglichen wurden,
ohne die Basen 0 und 1 auszuschlieBen, bzw.
daB in Produkten die Moglichkeit, daB ein
Faktor den Wert 0 annimmt, nicht ausge-
schlossen wurde.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 5 2 11 2 7 16 35
Dr. Ingeborg Bartsch, Institut
fiir Lehrerbildung Jacques Duclos, Rostock

3. B. Der Versuch, eine Produktdarstellung
mit Hilfe binomischer Formeln zu erreichen,
fihrt auf folgendes:

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt

625+4- (92" =5%+4- 3,

=(52+2 . 32n)2_4 . 52 . 32n,

=(52+2. 32n+2. 5- 3n)(52+2. 32n_2. 5 .3n)’
=[(5+372+3%"] - [(5-3")*+3*"].

Es bleibt zu zeigen, daB beide Faktoren gro-
Ber als 1 sind.

Es gilt jedoch
(5+3m2+3%"2(5+3%2>1und

543", also (5—3")%>0,
(5-32+432">0+3%=1,

womit auch dieser Teil der Losung erbracht
ist: Die Zahl 625+4-(9%") ist in zwei ganz-

zahlige Faktoren, die beide groBer als 1 sind,»
zerlegbar und ist somit keine Primzahl.

Bemerkungen: Von den teilnehmenden 98
Schiilern entschieden sich 19, also etwa ein
Fiinftel, fiir diese Wahlaufgabe. Zur Losung
der Aufgabe war eine durchaus nicht un-
mittelbar ins Auge springende Idee [iir die
Zerlegung des Terms 625 + 4 - 9" notig. Ver-
suche, eine natiirliche Zahl zu [inden, die als
Faktor in allen Zahlen 625+4 92" — bzw. in
allen, fur die n groBer als ein gewisses no >0
ist — enthalten ist, schlugen fehl. Nur 5 der
19 Schiiler fanden die in der Losung ange-
gebene Zerlegung.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 10 4 0 0 O 1 4
Dr. Monika Noack, Ministerium fiir Hoch-
und Fachschulwesen, Berlin

4. Losung des Schiilers Andrei Josiek (EOS
Clara Zetkin Eisenhiittenstadt, bearbeitet):

Der Korper I (siche Bild) erfiillt die Be-
dingungen der Aufgabenstellung, da er genau
sechs Ecken (4, B, C, D, F, H) und den ange-
gebenen GrundriB besitzt. Letzteres folgt aus
der Lage von AF iiber AB, von HF und DF
iiber BD, von FC iiber BC, von HC iiber CD,
sowie der Lage von F iiber B und der von

I II

A 8 A 8

H iiber D. Damit wird jede Kante entweder
auf eine der Seiten des Quadrates ABCD, auf
dessen Diagonale BD oder - bei senkrechter
Lage zur GrundriBebene — als Punkt auf A4,
B, C oder D im GrundriB abgebildet. Nach
Konstruktion liegt F (bzw. H) im Abstand a
iiber B (bzw. D). Der Korper I ist auch — wie
gefordert — ebenflichig begrenzt, da alle
Seiten(lichen Dreiecke sind und die Fliche
ABCD nach Voraussetzung eben ist. Analoge
Betrachtungen zeigen, daB auch der Kérper 11
den Bedingungen der Aufgabenstellung ge-
niigt.
Es ist noch zu zeigen, daB die Korper I und 11
unterschiedliches Volumen haben, und es sind
diese Volumina zu berechnen. Ergiinzt man
den Korper I durch die Pyramide AFDH,
so erhilt man offensichtlich den K&rper II,
damit unterscheiden sich die Volumina V;
und V;; der K6rper um das Volumen Vp der
Pyramide AFDH (und sind damit auch
unterschiedlich).

Vi=Vi+Ve ‘ n
Den Korper I kann man sich aus den drei
Pyramiden ABDF, DBCF und DCHF zu-
sammengesetzt denken. Ergidnzt man den
Korper I zu einem Wiirfel mit der Kanten-
linge a, so erkennt man, daB fiir jede dieser
Pyramiden als Grundfldche eine halbe Sei-
tenfliche des Wiirfels und als Hohe die Kan-
tenlinge a gewidhlt werden kann. Das gilt
auch [ir die Pyramide AFDH (mit der
Grundflache ADH). Damit gilt

1 a?
Vp—j 7 a,
1 3
Vp=6a . (2)
Dabher folgt
Vi=za®
und mit (1)
Va=la
H-aa

Bernerkungen : Die vorstehende Lsung unter-
schied sich von den anderen durch die Sorg-
falt der Begriindung und die Okonomie der
Berechnung. Der Schiiler erhielt fiir diese Lo-
sung ein Diplom fiir die ausgezeichnete Lo-
sung einer Aufgabe. Insgesamt losten etwa
60, der Schiiler diese Aufgabe richtig. Da-
bei wurden auch noch andere K&rper als die
Korper I und II gewihlt. Etwa 309, der
Schiiler fanden allerdings nur einen solghen
Korper. und gaben als zweiten falschlicher-
weise einen mit sieben Eckpunkten an. Der
siebente Eckpunkt war zumeist der Schnitt-
punkt der Strecken DF und HB. Bei einer so
sorgfaltigen Darstellung wie unserer obigen
hitte dieser Fehler erkannt werden miissen!
Fehler bei der Ausfilhrung der schrigen
Parallelprojektion waren gering

Punkte o 1 2 3 4 5
Anzahl 3 - 5 2 7 16 41

Dr. H.-J. Sprengel, Piddgogische
Hochschule Karl Liebknecht Potsdam
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5. Die endliche Folge {x;, ..., X1000} ist
induktiv vorgegeben, indem das erste Glied
und jedes weitere Glied mit Hilfe des vor-
hergehenden angegeben wird:

x2+16

x;=5und x,+,= P

n=1, ..., 999).

Diese Vorgabe in der Aulgabe setzte still-

schweigend voraus, daB stets x,+0 ist.

Zum Beweis der Behauptung

4=<x,<5fir alle n=1, ..., 1000

bietet sich damit die Methode der voll-

standigen Induktion an, wobei dann diese

Ungleichung sogar fiir jede natiirliche Zahl

n bewiesen werden kann.

a) Beweis von x,=4. Wir zeigen die Ver-

schirfung x,>4. Fir n=1 gilt diese Behaup-

tung wegen x;=5>4. Es sei jetzt x,>4.

Dann ergibt sich [iir das folgende Glied

X +1 ebenfalls

eas =)c,f+16=(x,(—4)2
2xy 2%

Demnach gilt x,>4 fiir alle natiirlichen

Zahlen.

b) Beweis von x,<5.

Aus x,>4 folgt x2+16<2x? und damit
x2+16
2x,

die Folge x, ist streng monoton fallend.
Wegen x; =5 gilt dann sogar x,<5 fiir alle
natiirlichen Zahlen n> 1.

+4>4,

weiter x,. ;= <x,d.h.,

Bemerkungen: Fast alle Teilnehmer haben
induktive SchluBweisen benutzt, wenn auch
mit recht unterschiedlich ausgeprigten Dar-
stellungsweisen. (Hier hatten einige Friih-
starter Schwierigkeiten. Die Methode der
vollstandigen Induktion ist erst Unterrichts-
gegenstand der 11.Klasse.) Durch Teile mit
indirekter Beweislithrung haben dabei einige
Schiiler die logische Struktur ihres Beweises
unndtig verkompliziert.
Fehler traten bei der Behandlung von Un-
gleichungen auf. (So wurden z.B. Unglei-
chungen ohne nihere Untersuchungen divi-
diert; oder es wurde durch x, dividiert, ohne
vorher zu zeigen, da3 x,>0 ist.)
In einzelnen Beweisteilen wurden zum Teil
recht interessante Ansitze vorgelegt. Fiir den
SchluB aus 4<x, £5 auf 4 < x4} £5 wurden
unter anderem
xiy=4+aund x,=5—b
mit0<qg,b=<1
gesetzt oder folgende Umlormungen benutzt

—12x20, (-5 <1,
- xt+16 4
<85
T <5 xk<5'

SchlieBlich sei bemerkt, daB sich aus dem
bekannten Vergleich des arithmetischen und
geometrischen Mittels ergibt

2 2.
x,,+1622|/x,, l6=4;
2x, —  2x,

daraus ergibt sich dann leicht x, 2 4 fir alle n.
Die Aufgabe war fir die Teilnehmer leicht;
das unterstreicht der [olgende Ergebnis-
spiegel:

46

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl - 1 4 4 3 9 18 59
Dr. sc. E. Quaisser, Pddagogische
Hochschule Karl Liebknecht Potsdam

6. (nach einem Vorschlag der Aufgaben-
kommission)

Angenommen, fiir ein reelles ¢ habe das Sy-
stem (1), (2), (3) eine Losung (x, y). Dann
ergibt sich aus (1) und (3) die. Beziehung
x?~2x+c<—2x+1,d.h. c<1—x? und so-
mit ¢ < 1. Eine Losung kann daher hichstens
fiir ¢<1 existieren. Umgekehrt hat das Sy-
stem (1), (2), (3) fir jedes ¢ mit c<1 eine
Lésung, z. B. eine mit y=c. Fiir diesen Wert
von y ist es nimlich dquivalent zu

x?—-2x <0, @
O<x, 5)
c<—2x+1; 6)
(4) und (5) sind dquivalent mit den Un-
gleichungen
O<x<2, 7
und (6) ist dquivalent mit
l-c
X< (8)

. .
Wegen c<1 gilt Tc>0, und demnach sind

(7) und (8) durch reelle x erfiillbar.
Das System (1), (2), (3) hat folglich genau (iir
alle reellen Zahlen ¢, die kleiner als 1 sind,
eine Losung.
Bemerkuhgen: Einen solchen rein analyti-
schen Weg versuchten nur wenige Schiiler.
Uberwiegend wurde ein Ldsungsweg be-
schritten, bei dem man die Funktionen

y=x>—2x+c,

y=x+c, 2

y=—2x+1 3)
graphisch darstellt und die Losungsmenge
des Ungleichungssystems (1), (2), (3) als Menge
aller Punkte mit den Koordinaten (x, y) er-
hilt; die sowohl oberhalb der Parabel (1') als
auch unterhalb der Geraden (2') und unter-
halb der Geraden (3') liegen. Hierbei wurde
jedoch oft die Anschauung zu stark benutzt,
so daB die gezogenen Folgerungen nicht
immer schliissig waren. Insbesondere fehlte
vielfach eine saubere Behandlung des Falles
¢ =1, denn die anschauliche Feststellung, da8
dann die Gerade (3') Tangente der Parabel
(1) ist, bedarf natiirlich einer Begriindung.
Die Bewertung ergab [olgende Punktever-

(1)

teilung:
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 5 4 12 9 11 26 11 20

Dr. K.-D. Drews, Sektion Mathematik
der Wilhelm- Pieck-Universitdt Rostock

Ungleichungen
Teil I

Fortsetzung aus Heft 1/82

Klasse 8

Ala Gegeben ist die Ungleichung
3x+4 < 15 mit x€ R. Nenne rationale Zahlen,
die nach dem Einsetzen fiir x die gegebene
Ungleichung

a) zu einer wahren Aussage,

b) zu einer falschen Aussage werden lassen!
A2 A Ein Vater ist viermal so alt wie sein
Sohn. Addiert man die Zahlen, die das Le-
bensalter des Vaters und das seines Sohnes
(in ganzen Zahlen) angeben, so erhdlt man
als Summe eine Zahl, die gr6Ber als 50, aber
kleiner als 60.ist. Ermittle das Lebensalter

" von Vater und Sohn!

A3 A Von den natiirlichen Zahlen p und g
ist bekannt, dafl 0<p < q gilt.

a) Ordne die Zahlen 1, Z, % der GroBe nach!

Beginne mit der kleinsten Zahl!
b) Stelle fest, welche der beiden Zahlen Z und

g ndher an 1 liegt!

A4 A Welcher der beiden Briiche
5678901234 und 5678901235
6789012345 6789012347

ist der groBere von beiden?

Klasse 9

Ala Stellen Sie ohne Berechnung der

Wurzeln oder Nachschlagen in einer Zahlen-

tafel fest, welche der beiden reellen Zahlen

W+VT6 und ]/§+]/E die groBere von

beiden ist!

A2a Losen Sie das [olgende lineare Un-

gleichungssystem!

3x—4 <x x € P (Menge der reellen
8—-Tx<25 Zahlen)

A3a Es ist zu untersuchen, ob die' Un-

gleichung 5'°+6'% <71 eine wahre Aussage

darstellt!

Klasse 10

Ala Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x,

welche die Ungleichung

% -lg(2x—1)+1g)/x—9> 1 erfiillen!

A2A Beweisen Sie, daB fiir alle reellen

Zahlen x stets [sin x+cos x| < I/E gilt!

A3 a Esist zu beweisen, daB fiir beliebige

positive reelle Zahlen a, b, ¢ die Ungleichung

a+b+cz2-) cla+b) gilt!

1
A4 A Beweisen Sie, daBl 6 >——+ gilt!
Y

J. Lehmann/Th. Scholl



Losungen

Lésungen zu: Ungleichungen

Teil I und Teil I1

(Klasse 1 bis 7, siche Heft 1/82 und Klasse 8
bis 10, siehe S. 46)

Klasse 1

Ala a=0, 1, 2; wenn a=0, so a<3;
wenn a=1,s0 a<3,wenn a=2,s0a<3.
A2A a=0,1,2,3

Ala u=0,1,2,3

Ad4A 62<69,denn2<9

Klasse 2

Ala 7<l1l,denn7+4=11

A2A x liegt zwischen 48 und 53, also
x=49, 50, 51, 52

A3a 3-4<5-4,denn3<5

Ada y=0,1,2

Klasse 3

Ala 700<900, denn 7-100<9 - 100, weil
7<9

A2A x liegt zwischen 5897 und 5903,
also x=5898, 5899, 5900, 5901, 5902

A3Aa T75<386<392<397 <857

Ada x=59, 60,61

Klasse 4

Ala 70000>40000,

denn 7- 10000 >4 - 10000, weil 7>4
A2 A a=60000, 70000

A3Aa x;=10001 und x,=99999
Ada (0;1),(0;2),(1;0),(1;1),(2; 0

Klasse 5
1 4 5 10
9<9<9<—9 denn 1<4<5<10

a) Aus 2<3 folgt 2+5<3+35, also

Ala

A2A
7<8
b) Aus 9>6 folgt 9-11>6- 11, also 99> 66
A3A a)x=1,2,3,4,56,7,8,9
b)z=0,1,2,3,4

c)d=0,1,2,3,4,5,6
d)a=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11

e) x=0,1,2,3,4,56

Ad4A 4-3<4’ dennl2<4-4-4=64

A5 A Es existieren genau drei Zahlentripel
(a, b, c); sie lauten (1, 2, 3),(1,2,4)und (1, 2, 5).

Klasse 6
Ala a)Aus E<5<-8-

555
also L={4,5,6,7}

folgt 3<x <8,

162 99 x 176
b)ITS <19_8 also 162<99 - x <176,
alsoL—Q

¢) Ix <20 und 12 < 5x,
also 1<x<6und x=3,
also L={3, 4, 5, 6}

A2aA a)(é i) 2=§;

I 5 9 /5 3 11
(z s) =16’ (8 4) =16
225 168
b) Wegen ﬁ<x und x<ﬁ existiert keine
gebrochene Zahl x, die diese Ungleichung

erfullt.

)2—7>x>6
e
8 11
als0x=zoderx—zoderx——4
A3a a)183+05>1,14+1,17,
denn 2,33>2,31
3 4 36 17 18
b) 1 denn—6<—6
1 27 22 3179
)2"15< 5~ denn 35<33°

weil 31-35<20- 79

A4a Aus der Dreiecksungleichung folgt
e<a+b und e<c+d, also 2e<a+b+c+d
bzw. f<a+d und f<b+c, also

2 f<a+b+c+d und somit
2e+2f<2a+2b+2c+2d,

also auch e+f<a+b+c+d.

Klasse 7

a 1
E<1' Aus 54 h,

Daraus folgt weiter

Ala Aus a<b lolgt

1 a
=53 b- hy, folgt b=h

%<1, also h,<h, Analog dazu gilt h.<hy,

also auch h. < h, <h, und somit h,> hy> h..
70 12 30
A2A Aus3 m+x 1—<(3+x) 1Toaurld
70 12
3 W 100>(3+x)
210+ 12x <90+ 30x und

210+ 12x>60+20x, also 120<18x und

folgt

150 > 8x, also x>§ und x<75 also

3 4’
%< <§ Es miissen mehr als 6— Liter,

aber weniger als ISZ Liter 12%;iger Saure zu-

gesetzt werden.
A3A Aus a<b folgt a+ab<b+ab, also
a+1
1
alb+1)<b(a+1), also b<b+1
Ad4a a)x<0,b)x>8 oder x< —8,
¢) —14<x<10,d) x>0 oder x< -2

Klasse 8

AlAa a)3x<ll,alsox <£ ;alle rationalen

3
Zahlen kleiner als 1—; lassen nach dem Ein-

setzen fiir x die gegebene Ungleichung zu
einer wahren Aussage werden.

b) Alle rationalen Zahlen groBer als %

lassen die gegebene Ungleichung zu einer
falschen Aussage werden.

A2 A Der Sohn sei x Jahre, der Vater also
4x Jahre alt; dann gilt 50 < x +4x <60, also
50<5x <60, also 10<x<]12, also x=I11.
Der Sohn ist 11 Jahre, der Vater 44 Jahre alt.
A3A a) Aus p<gq folgt nach Division
durch p bzw. g zunichst

1<?und P<1. Daraus folgt Po1d
p q q

b) Man bildet g— 124772,

Da p <q und somit %<

1
ist,-gilt =—— =P _4-p
p q p

Also liegt g niher an 1 als 4.
p

5678901234 x
6789012345 y’
o gilt 5678901235 x+1 und weiter
6789012347 y+2
x x+! xy+2x—xy—y 2x—y
y oyt W+ Y
Da 2x>y ist, folgt 2x —y>0
x+1
und wegen y >0 somit ;—?> 0.
5678901234 5678901235

6789012345>6789012347'

A4 A Setzt man

Es gilt also

Klasse 9

Ala Esgilt[/ﬁ>l/4_9=7.
Also ist 4-70=280<253+20-7
<253+420)/57+4-57
und somit
(2V70)2<(5+2V_)‘/2M7(><5+2f
T+2 70+10<3+2 57+ 19 und damit
0)2<(1/§+1F 92,
also 7+[/_0< 3+ 19
A2a Aus 3x—4<x folgt Li={x<2;
v
_7’
xeP}. Daraus folgt weiter L=L,NL;=
{T%<x<2;xeP}.
A3A Aus 5°+63=125+216=341 und
=343 folgt 53+6><73. Durch #quivalen-
tes Umformen erhalten wir daraus

53+63 1, > 3+ 6)’ 1
prpE<blz) T\7) <

5 10 5 3 6 10 6 3
Wegen <7> <(7) und <7) < 7
. . 5 10 6 10
gilt somit (7) +<7) <1,
also 519+ 6'% <710, Die Aussage ist wahr.

xeP}; aus 8—7x<25 folgt Ly={x>—

Klasse 10 .

Al A Nach der Detinition der Wurzel und
des Logarithmus existiert die linke Seite der
Ungleichung nur, wenn 2x—i>0 und
x—9> 0 gilt. Dies ist genau fiir x> 9 der Fall.
Nun gilt

= lg(2x—1)+ -lg(x—-9)>1,
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lg(2x—1)+1g(x—9)>2,

lg(2x — 1) (x—9)>1g 100,

(2x—1) (x—9)>100, 2x2—19x—91>0,
xz—%~ x—l—g>0, (x—13) (x+3,5)>0.

Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:
a) x—13>0 und x+3,5>0, x>13 und
x>—35also Ly={x>13; xe P}

b) x—13<0 und x+35<0, x<13 und
x< —3,5,also Ly={x< —3,5; xeP}.

Wegen x>9 ist nur x>13 Losung der ge-
gebenen Ungleichung.

A24  Aussinx+cosx|<}/2 folgt
(|sinx+cos x|)? < 2.

Nun gilt (sin x + cos x)? =

sinx +2 - sin x - cos x + cos’x

=142 - sinx - cosx=1+sin2x. Daraus folgt
weiter [+sin2x<2, also sin2x<1. Weil
—1<sinx<1 fiir alle reellen x gilt, wird die
Ungleichung erfiillt.

A3a Durch Quadrieren erhalten wir
(@+b+c)z4cla+b)
(a+b)?+2cla+b)+c?z4cla+b),
(a4 b —2cla+b)®+c*20
(a+b+c)*=0.

ada Aus3_121/5 folgt 3;3185=3+216,

also 6 <3+2)/2,2)/2<3, denn 8<9

Losung der Aufgabe von Prof. Dr. H. Kaiser,
S.23

A2207a Aus x>3 folgt x2>9 und
x3=x?-x3>9x% Dann gilt
x3—4x3>5x3>0. (1)

AuBerdem folgt aus x> 9, da3
x*=x2x2>9x?
=3x2+42x2+4x? und damit
x*>3x242x+4,d.h.
x*—3x2-2x—-4>0. )]
Addiert man die gleichsinnigen Ungleichun-
gen (1) und (2), so erhilt man
x>3=P(x)>0.
Folglich kann fiir x> 3 nicht P(x)=0 gelten.

Lisung zum Zahlenriitsel, S.33

Waagerecht : 2. 50, 5. 36, 6. 12, 10. 10, 11. 30,
12. 17, 13. 12, 14. 24, 15. 31, 18. 11, 19. 42,
21. 17, 23. 13, 25. 20, 26. 13, 27. 39, 29. 18,
31.29

Senkrecht: 1. 2522, 8. 89, 9. 10, 17. 59,
20. 2017, 22. 2401, 28. 1458, 30. 2002

Schrdg links nach unten: 3. 10, 7. 1717,
16. 1777, 24. 8515

Schrig rechts nach unten: 4. 021, 7. 1736,
16. 1802, 24, 8192

Lésungswort (Lebensdaten von Evariste Ga-
lois): 25.10.1811 bis 31.5.1832

Lésung zu: Olympiade-Kryptogramm, S. 39

Angenommen, es gibe eine Losung dieses
Gleichungssystems, dann kann O nur 1 sein.
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Das folgt aus Gleichung (1) 0-0=0 und den
Bedingungen der Aufgabe. Durch Einsetzen
von 0=1 in die Gleichungen (1) bis (9) ergibt
sich die Losung:

1-1 = 1
11-11 = 121
11 - 111 = 12321
1111 - 1111 = 1234321
111t - 11111 = 123454321
11111 - 111111 = 12345654321
111111 - 11111 = 1234567654321
11111111 - 11111111 = 123456787654321
111111111 - 111111111 = 12345678987654321

Lgsung zu: Geometrische Plaudereien,
IV. Umschlagseite -

Ala 1. bcd;2.a,¢,d
A2A l.aundb;2.aundc;3.a,cundd
A3a 2)9 Quadrate bzw. 11 Quadrate

b) Diese Figur ist ein Quadrat, dessen Seiten
aus 4 Holzchen bestehen.

Ada a) 4 Symmetrieachsen;

b) 1 Symmetrieachse;

¢) 2 Symmetrieachsen;

d) unendlich viele Symmetrieachsen;

e) 2 Symmetrieachsen;

f) keine Symmetrieachse;

g) 4 Symmetrieachsen;

h) 2 Symmetrieachsen;

A5a Bedeutung Anzahl
der Symmetrieachsen
a) Einfahrt verboten 2
b) EinbahnstraBe 1
¢) Parkverbot 2
d) Fahrverbot fiir mehrspurige
Kraftfahrzeuge 1
e) Flugbetrieb 1
) Warnkreuz am Bahniibergang 2
g) Wartepflicht bei Gegenverkehr keine
h) Sackgasse 1
A6 A a) Netz einer Pyramide;

b) kein Netz eines Korpers;
¢) Netz eines Quaders;
d) Netz eines Wiirfels;

. €) kein Netz eines Korpers;

f) Netz eines dreiseitigen Prismas

A7TA b

A8A NO=KJ;CDx~AB;FE~LM,
A10a a) EHE; b) HEIDE; ¢) EI; d) EID;
e) ECKE; ) BEIDE

Lésung zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Mathematische Begriffe gesucht
Kreistangente; Peripheriewinkel; Kreisaus-
schnitt; Sehnenviereck

Kryptogramme
2635+4627+1031=8293

1086 + 1086 + 7680 =9852
1827+ 1827 42803 + 2803 = 9260

Magische Figur
Summe 28 31 4 37
a 22 255588 8101111
b 8 7471151411
c 12 4 9 3 912 3 612 3 6 9
Magisches Kreuz
X OO0
O x|O
olle X
X O |O
O x0 g
Fiillriitsel

1. Tabelle, 2. Produkt, 3. Leibniz,

4. Tangens, 5. Periode, 6. Drehung,
7. Bolzano, 8. Trinome, 9. Inkreis,
10. Anstieg, 11. Strecke, 12. Einheit,
13. Ellipse

Losungswort: Trigonometrie

Kreuzzahlriitsel

alpha-Wettbewerb
Abzeichen in Gold

Fiir dreijihrige Teilnahme (Fortsetzung)

Carsten Karl, Aken; Cathrin Miinster, Anklam;
Kathrin Wagner, Antonsthal; Sylvia Kottig, Apol-
da; Tino Viertel, Auerbach; Anka Sommer, Augs-
dorf; Uwe Schroder, Bad Brambach ; Solveig vander
Velde, Ines Wagner, Ralph Voigt, Jens Humpisch,
Jan Reichenbach, Sven Stoefler, alle Bad Gott-
leuba; Steffen Weber, Uta Bittorf, Joachim Krug,
alle Tiefenort; Kathrin Gadke, Torgelow; Ralf
Géssinger, Ray Langlotz, Ole Glinzer, alle Unter-
breizbach; Uwe Landgraf, Vacha; Dirk Wenzlaff,
Heike Schulz, beide Vitte; Gisbert Thiere, Wall-
hausen; Regina Frindt, Udo Michallik, Irene Mi-
challik, Susanne Anschiitz, alle Waren; Margret
Boeticher, Thomas Harz, Stefan Thiter, Dirk Leh-
mann, alle Weimar; Barbara Schiitze, WeiBenfels;
Steffen Konietzky, WeiBwasser; Annett Seidel,
Agnes Jorzick, beide Wismar ; Thomas Peuker, Jorg
Angelmann, Karsten Busse, alle Wittenberg; Irene
Zoll, Wittenberge; Thomas Pribus, Wolfgang Beh-
rend, beide Wittstock; Maik Weiss, Kerstin Jung,
beide Wobbelin, Claudia Bock, Wolfen; Astrid
Keller, Wolgast; Udo Riedel, Zeitz; Erika Schrei-
ber, Kerstin Barthelmes, beide Zella-Mehlis; Birgit
Erdmann, Heide Hilse, Ralph Paulsen, Annegret
Linke, alle Zittau; Romi Riedel, Zollschwitz;
Mathias Goltzsche, Zschopau; Elke Goraus,
Zwickau; Hella Géossel, Sénke MaeB, beide Bad
Doberan; Kerstin Messerschmidt, Heiko Stein,
beide Bad Liebenstein; Ute Baumberg, Sybille
Kerner, beide Bad Salzungen; Raik Langlotz,
Birenklau; Kirsten Hantke, Bautzen; Annette
Pietsch, Berga; Ines Vinzelberg, Bergwitz; Chri-
stiane Mayer, Oliver Wenzel, Bernhard Napiontek,
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Geometrische
Plaudereien

Al A Gib jeweils an, aus welchen der drei
Figuren man die Ausgangsfigur zusammen-
setzen kann!

a)

c)

L
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NIK A

A2A Welcher der Wiirfel a bis d in Bild 2
geht durch Drehung in den Ausgangswiirfel 1,
2 bzw. 3 iiber?
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A3 A Der Umfang der beiden Figuren wird
durch 16 Hélzchen gebildet.
a) Bestimme die Anzahl der eingeschlossenen

Quadrate, deren Seitenlinge mit der Linge
eines Holzchens iibereinstimmt!

b) Lege aus den 16 Holzchen eine Figur mit
der groBtmdoglichen Anzahl von Quadraten, OI y—-c

A84a Versuche, nach AugenmaB zueinan-
der kongruente Strecken zu finden!

\

A9a Welche der Figuren sind durch Ver-
schiebungen auseinander hervorgegangen?

deren Seitenlinge mit der Linge eines Holz-

chens iibereinstimmt! N

A'\r\L

a4 Zeichne, falls méglich, in jede der
angegebenen Figuren alle Symmetrieachsen

ein!
El A (- O
o A {)> 0,
Al0A Welches Wort erhiltst du, wenn du
spiegelst?
A5A a) Welche Bedeutung haben die ein-

zelnen Verkehrszeichen?

b) Wieviel Symmetrieachsen hat jedes dieser
Zeichen?

Zeichne sie ein!

Q=0 ®

AK

A6A a) Welche der im Bild gezeichneten £ '

Figuren sind Netze von Korpern? . C .
A B
[«
% " abpa
A B

b) Benenne die Korper, zu denen Netze ge-
L. Flade/H. Knopf

Alla Vollende, so daB jeweils das Spiegel-
bild der gezeichneten Figur entsteht!

w‘ﬁﬂ E, D
o h oAU _}

zeichnet sind!

¢ R ==
R,

A7aA Jedes Beispiel in Bild 7 zeigt eine
Gerade und zwei Figuren F1 und F2. Bei
welchem Beispiel ist F2 nicht das Bild von F1
bei eiper Spiegelung an der gezeichneten

Das verungliickte
Rechteck

Ein Rechteck fuhr mit dem Quadrat
auf einem schnellen Motorrad.
Doch kamen beide nicht sehr weit!
Zu hoch war die Geschwindigkeit.
Woran sie beide nicht gedacht,

9 ..
Geraden? in einer Kurve hat's gekracht.
Sie rammten eine Hiuserwand,
SNV~ an der man sie verungliickt fand.
(o B0 | |D@; NN b Nun waren beide Invalid:

ein Rhombus und ein Rhomboid.
Ehrenfried Winkler
(aus : Sdchsisches Tageblatt)
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