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1. Man erzéhlt sich, daB zu Beginn unseres
Jahrhunderts zehn Schiiler, die gerade das
Gymnasium in Sankt Petersburg absolviert
hatten, beschlossen, dieses Ereignis in einem
der besten Restaurants aul dem Newski zu
feiern. In diesem Restaurant bestellten sie ein
vorziigliches Abendessen. Sie stritten sich
aber plotzlich darum, wo jeder sitzen sollte.
Einer wollte unbedingt mit dem Gesicht zur
Biihne sitzen, aul der eine bekannte Singerin
auftrat; ein anderer wollte nicht am Durch-
gang sitzen; dem dritten gefiel der Platz in der
Ecke nicht. AuBerdem wollte jeder einen be-
stimmten linken und rechten Nachbarn ha-
ben.

»Was ist los, Herrschaften?”, wollte der auf
diesen Lirm herbeigekommene Wirt wissen.
Die jungen Leute erklirten es ihm. ,,Sie kon-
nen sich also nicht einigen, wie Sie sitzen
wollen*, lachte der Wirt, ,nehmen Sie doch
jeweils diejenigen Plidtze ein, an denen Sie
sich gerade befinden. Morgen nehmen Sie
dann dieselben zehn Plitze in einer anderen
Reihenfolge ein, iibermorgen wieder in einer
anderen usw. Wenn Sie alle Moglichkeiten
der Sitzreihenfolge ausprobiert haben, dann
erhilt jeder von Ihnen fiir sein ganzes Leben
eine Blanco-Karte (kostenlose Karte) fiir mein
Restaurant.”

Es war [ir die jungen Leute natiirlich ver-
lockend, ihre Eltern nicht um Geld bitten zu
miissen und trotzdem téglich in einem der
besten Petersburger Restaurants unentgelt-
lich essen zu kénnen. Von nun an trafen sie
sich regelmiBig jeden Tag aul dem Newski.
Manchmal kamen sie auch zum Mittagessen.
Eine kostenlose Bewirtung ergab sich jedoch
nicht. Das lag aber nicht daran, da8 der Wirt
sein Versprechen nicht einhielt.

Man kann aus den zwei Buchstaben 4 und B
zwei ,,Worter” mit je zwei Buchstaben bilden:
AB und BA. Allgemein gibt es fiir die An-
ordnung von zwei Elementen genau zwei
Moglichkeiten. Wir kénnen auch noch ein
drittes Element C vor dieses Paar 4 B stellen.
Dann erhalten wir C 4 B; man kann auch C
zwischen das Paar stellen, dann ergibt sich
A C B; schlieBlich kann sich C auch hinter
dem Paar beflinden, so daB wir A BC erhalten.
Dasselbe kann man auch 1nit dem Paar B A4
durchfithren. Wir erhalten CBA, BC A bzw.
BAC.
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Fiir drei Elemente existieren also 2-3=6
Moglichkeiten der Anordnung. Aus drei Ele-
menten kann man sechs , Permutationen“
bilden - sogenannte Vereinigungen, die sich
voneinander in der Anordnung ihrer Ele-
mente unterscheiden.
Die Anzahl der Permutationen von k Elemen-
ten bezeichnet man mit Py, d. h.
P,=2
P;=2-3=6 s
Es seien k Dinge (Elemente) gegeben, von de-
nen wir alle moglichen P, Permutationen
bilden. Nehmen wir eine davon:
a1;82,a3; -.-; &
Nun fiigen wir noch das (k+ 1}-te Element
hinzu. Dieses Element ldBt sich
1) vor dem ersten Element a; ;
2) vor dem zweiten Element a;; -
k) vor dem k-ten Element a;;
k +1) nach allen gegebenen k-Elementen an-
ordnen.
Es gibt also fiir das (k+ 1)-te Element genau
k+1 Maoglichkeiten, d. h., die Anzahl der
Permutationen aus (k + 1) Elementen ist
Pri1=Py-(k+1)
P, und P; haben wir unmittelbar berechnet.
Jetzt wollen wir unsere Uberlegungen fort-
setzen und dabei aus Symmetriegriinden
Jjeweils den Faktor 1 erginzen:
P2=l'2,P3=l 23,
Py=1-2-3-4,
Ps=1-2-3-4-5, ..,
Py=1-2-3-...-k,
Piiy=1-2-3...-k-(k+1)
Definition: Das Produkt der natiirlichen Zah-
len von 1 bis zu einer gegebenen natiirlichen
Zahl k nennt man Fakultit der Zahl k und
bezeichnet es mit ,,k!“.
Beispiele:
P,=1:2=2!=2,
P3=1-2-3=3!=6,
Pi=1-2-3-...-k=k! 1)
Berechnen wir einmal die Anzahl der Permu-
tationen von zehn Elementen:
Pio=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10
=101=3628800
Wenn wir unter dieser Anzahl Tage ver-
stehen, so entspricht das Ergebnis einer Zeit
von [ast 10000 Jahren.
...Wenn unsere zehn jungen Leute tdglich
sogar dreimal im Restaurant am Newski

essen wiirden, konnten sie den Wirt immer
noch nicht dazu bringen, sein Versprechen
iiber die kostenlose Bewirtung einzuhalten.

2. Die Permutationen unterscheiden sich also
voneinander durch die Anordnung ihrer Ele-
mente. Zur Berechnung der Anzahl der Per-
mutationen benutzten wir das Prinzip der
volistindigen Induktion. Dazu muBten wir
1) die Anzahl der Permutationen von zwei
(oder drei) Elementen unmittelbar berech-
nen;

2a) die GesetzmiBigkeit der Verdnderung der
Anzahl der Permutationen durch das Hinzu-
fiigen von noch einem Element beriicksichti-
gen (VergroBerung der Anzahl der Elemente
um 1);

2b) diese GesetzmiBigkeit beweisen.
Manchmal wird diese GesetzmaBigkeit, von
der unter 2) gesprochen wurde, vorausgesetzt
oder als zu beweisende Hypothese gegeben.

Aufgaben

AlA Zur Wiederholung des Prinzips der
volistindigen Induktion iiberpriife die folgen-
den Hypothesen:

a)14+3+5+7+...+2k—1)=k?

b)12+22+32+...+k2=——k(k+l)6(2k+1)
c)L+L+L+...+;=L
1-2°2-3 3-4 k(k+1) k+1
A2a Berechne:
| -
A3 A Bestimme die Summe der Quersum-

men aller fiinfstelligen Zahlen, die aus den
Ziffern 1, 4, 6, 7 und 8 (ohne Wiederholung)
bestehen!

A4 A Wieviel verschiedene fiinfstellige Zah-
len kann man aus den Ziflern 2, 4, 6, 8 und 0
(ohne Wiederholung) bilden?

3. Musteraufgabe 1:
Es seien 26 Zettel mit verschiedenen Buch-

staben
ABC,..,Z

(ohne Wiederholung) gegeben. Wieviel vef-
schiedene vierstellige Worter lassen sich aus
ihnen bilden?

Selbstverstindlich besitzen hier viele dieser
»Worter* keinen Sinn, z. B. K LM N. Wir wol-
len aber trotzdem die Anzahl aller moglichen
Worter berechnen.

Isung: Fiir die Losung dieser Aufgabe berei-
ten wir eine Tafel fiir ein vierstelliges Wort
vor:

Fiir den ersten Buchstaben gibt es offenbar
26 Moglichkeiten. Damit erhalten wir genau
26 einstellige Worter. Fiir die 2. Stelle kann
man jetzt einen der verbleibenden 25 Buch-
staben auswihlen. Auf diese Art und Weise
bekommen wir 25 mit A beginnende zwei-
stellige Worter, ebenfalls 25 mit B beginnen-
de usw. Das crgibt insgesamt 26 - 23 zweistel-
lige Worter.
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Fiir die Auswahl des dritten Buchstabens ver-
bleiben noch 24 Mdoglichkeiten (da wir ja die
ersten beiden Buchstaben dafiir nicht mehr
verwenden konnen). Wir erhalten also
26-25-24 Maéglichkeiten fiir die dreistelli-
gen Worter. Die gesuchten vierstelligen Wor-
ter ergeben schlieBlich die folgende Anzahl:

26-25-24-23=1358800
Darunter befinden sich z. B. auch diese Wor-
ter:

DORA DORN NORD NORM
Die ersten beiden Worter unterscheiden sich
nur in einem Buchstaben; das zweite und
dritte Wort nur in der Reihenfolge der Buch-
staben; das dritte und vierte Wort wieder in
einem Buchstaben. Allgemein konnen sich
verschiedene Worter voneinander durch die
Wahl der Buchstaben oder durch die Reihen-
folge ihrer Anordnung unterscheiden.
Definition: Vereinigungen, die sich durch die
Wabhl der Elemente oder durch die Reihenfol-
ge ihrer Anordnung unterscheiden, heiBen
Variationen.
(Wir behandeln hier die Variationen ohne
Wiederholungen. Ein Element darf nur ein-
mal auftreten.)
Die Anzahl aller Variationen bezeichnen wir
mit dem Buchstaben V und entsprechenden
Indizes. Wie weiter oben bereits gezeigt wur-
de, ist die Anzahl der Variationen von 26 Ele-
menten zu je 4 gleich:

V26=26-25-24-23=358800
Manchmal sagt man auch: Variationen von
26 Elementen zur 4. Klasse, allg.: von n Ele-
menten zur k-ten Klasse.

Aufgaben K

A5a Formuliere eine Regel dafiir, wie die
Anzahl der Variationen von n Elementen zu
Jje k (dabei ist natiirlich k < n) zu berechnen ist!
Schreibe die entsprechende Formel auf!

A6a Berechne:

a3 b ovi

A7a Wieviel verschiedene vierstellige Zah-

len lassen sich aus den folgenden Ziffern bil-

déen?

a)3,4,5,6 1b)2,3,4,56

c)1,2,3,4,56

d)0,1,2,3,4,5, 6 (ohne Wiederholung)

Zum Aufschreiben der Anzahl der Variatio-

nen ist es manchmal giinstig, die Schreib-

weise der Fakultit zu benutzen, z. B.

V2¢=26-25-24-23=
26-25-24-23-(22-21-...-3-2-1)

1-2-3-...-21-22

[
=% oder in allgemeiner Form:

Vi=n(n—1)(n—2)...(n—k+1)= )

n!
(n—k)!
A84a Berechne:

Vi+wi Vi&: Pyo-x
a) 1.31/lg 13 b) lOP;O
494 Lbse die folgenden Gleichungen:
a)V2=90 b)Vi=42 ¢)V3i=56-x
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4. Musteraulgabe 2:

Wieviel verschiedene dreistellige Zahlen las-
sen sich aus den Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9 (ohne
Wiederholung) bilden?

Um auf diese Frage antworten zu kénnen,
schreiben wir die verlangten dreistelligen Zah-
len wie folgt auf:

123 124 579
231 241 795
312 412

132

213

321

In der’ersten Spalte stehen alle dreistelligen
Zahlen, dic aus den ersten drei angegebenen
Ziffern bestehen, in den folgenden Spalten die
entsprechenden Zahlen aus den anderen Zif-
fern. Es ist selbstverstiandlich, daB in jeder
Spalte genau sechs verschiedene dreistellige
Zahlen stehen, die aus ein und denselben
Zilfern bestehen, aber in unterschiedlicher
Reihenfolge geschrieben sind.

Erkldre, weshalb es genau sechs Zahlen pro
Spalte gibt!

Losung: Unsere dreistelligen Zahlen unter-
scheiden sich voneinander entweder durch die
Ziffernauswahl (in den verschiedenen Spal-
ten) oder durch die Reihenfolge ihrer An-
ordnung (in ein und derselben Spalte). Fiir
die Antwort aul diese Fragestellung ist es er-
forderlich, die Anzahl der Variationen aus
7 Elementen zu je 3 zu bestimmen:

210

3_7.6-5= =
V3=7-6-5 =G=-
Musteraufgabe 3:
Wieviel verschiedene Produkte lassen sich aus
drei Faktoren bilden, wenn man die sieben in
der Musteraufgabe 2 angegebenen Ziffern be-
nutzt?
(Produkte sollen verschieden heiBen, wenn sie
sich nicht nur in der Reihenfolge der An-
ordnung ihrer Faktoren unterscheiden.)
Losung : Es gibt genau soviel voneinander ver-
schiedene Produkte, wie es Spalten gibt, d. h.
um soviel weniger, wie es verschiedene drei-
stellige Zahlen in jeder der Spalten gibt.
Die Antwort auf diese Aufgabenstellung er-
halten wir durch Division:

P12y 6

Definition: Vereinigungen, die sich nur durch
die Auswahl der Elemente unterscheiden,
heiBen Kombinationen.
Die Anzahl aller Kombinationen bezeichnet
man mit dem Buchstaben C und entsprechen-
den Indizes. Wie wir sahen, ist die Anzahl
aller moglichen Kombinationen aus 7 Ele-
menten zu je 3 gleich:

Vi 7-6-5
3——=—=
C7—P3 133 35 oder

7!

3_
C7—4!3' 35

C3 wird gelesen als ,,Anzahl der Kombina-
tionen ohne Wiederholungen von 7 Elemen-
ten zu je 3 (oder zur 3. Klasse)*. Dieser Term

ist identisch mit dem Binominalkoeffizienten
C3=(}). Manchmal braucht man auch
@)=1.

Aufgaben
a10a Formuliere eine Regel dafiir, wie
man die ‘Anzahl der Kombinationen von n
Elementen zu je k berechnet (natiirlich mit
k<n), und schreibe die entsprechende For-
mel auf!

alla Berechne:

aCi§ bC oCi

A12a Léose die folgenden Gleichungen!
15v2

a)C2=21 b)5-C3=C%.; ¢)Ci= 2

Al13a Eine FDJ-Gruppe hat 20 Mitglie-
der. Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt
es dafiir, daB drei von ihnen in die Gruppen-
leitung gew&hlt werden?

Al4a In einer Sportsektion gibt es 10
gute Volleyballspieler. Auf wieviel Moglich-
keiten 1dBt sich aus ihnen eine Mannschaft
(mit 6 Spielern) zusammenstellen?

al15a Es ist leicht zu iiberpriifen, daB
C%=C3. Uberpriife, ob auch C{;=C3, und
C33=CY%, geiten! Formuliere die analoge
Eigenschaft in allgemeiner Form!

S. Musteraufgabe 4:

In einer Moskauer Schule beschlossen 20 Ab-
solventen, sich an der Mechanisch-Mathema-
tischen Fakultit der Lomonossow-Universi-
tit zu bewerben. Nach dem Ablegen der Auf-
nahmepriifung wurde eine Liste mit den Na-
men der zum Studium Zugelassenen ausge-
hdngt. Auf dieser Liste befanden sich 13 Na-
men von diesen 20 Absolventen.

Wieviel verschiedene Listen mit 13 Namen
lassen sich aus den 20 Absolventen dieser
Moskauer Schule bilden?

Iosung: Zwei verschiedene Listen der Aul-
genommenen miissen sich voneinander min-
destens durch einen Namen unterscheiden,
d. h., es gibt soviel verschiedene Listen, soviel
verschiedene Kombinationen es aus 20 Ele-
menten zu je 13 gibt, nimlich C43.

Auf der Liste der Abgelehnten standen na-
tiirlich die Namen der anderen 7 Absolven-
ten dieser Schule. Sie bekamen ihre Bewer-
bungsunterlagen zuriick. Es ist klar, daB es
mit diesen Abgelehnten soviel verschiedene
Listen gibt, soviel es Kombinationen aus 20
Elementen zu je 7 gibt, ndmlich CJ,.

Jeder Name der 20 Absolventen muB entwe-
der in der Liste der Aulgenommenen oder in
der Liste der Abgelehnten erscheinen. Jeder
Liste der Aufgenommenen entspricht genau
eine Liste der Abgelehnten und umgekehrt.
Die Menge X (der verschiedenen Listen der
Aufgenommenen) und die Menge Y (der ver-
schiedenen Listen der Abgelehnten) stehen in
ciner eindeutigen Zuordnung zueinander. Je-
dem Element der ersten Menge entspricht ge-
nau ein Element der zweiten Menge und um-



gekehrt. Daraus folgt, daB diese beiden Men-
gen eine gleiche Anzahl von Elerfienten ent-
halten, d. h.

Ci=Clo.
Wenn sich an der Universitit n Absolventen
bewerben wiirden, von denen k angenommen
und die iibrigen n—k abgelehnt wiirden, so
konnten wir unsere Uberlegungen wortwort-
lich wiederholen und als SchluBfolgerung ge-
winnen, daB

ci=Cp* )
Es ist noch anzumerken, daB wir diese Er-
gebnisse ohne Berechnungen, nur auf der
Grundlage von logischen Uberlegungen er-
halten haben. Dieses Resultat kann man aber
auch unmittelbar aus der Formel fiir die
Anzahl der Kombinationen erhalten (unter
Verwendung der Fakultit):

20!
C”_V_és_(zo—la‘,!_ﬂ
27pL 131 7113
20!
1 Vi  (0-7)! _ 20!
0= 71 131 7!
Aufgaber

Al6a Unter Verwendung der Fakuitit ist
herzuleiten, daB

ch=cr*
Al17a Uberpriile die folgenden Gleichun-
gen!
a)CI+C3=C3 b)Ci+Ct '=Cksy
A18a Lose die Gleichungssysteme!
a) C2*':CL:C11=5:5:3

b) (V2: VI =8 c) {Vivi i=10
C3Ci =16 C2 *:C2=0,6
A19a In einer Hochschule hat ein Lehr-

stuhl fiir Mathematik 9 Mitarbeiter. Wieviel
Maoglichkeiten gibt es fiir das Aufstellen eines
Konsultationsplanes fiir 9 Tage, wenn jeder
Mitarbeiter genau eine Konsultation abhalten
soll und wenn an jedem Tage nur ein Mit-
arbeiter eine Konsultation durchfiihrt?

A20a Eine FDIJ-Leitung hat 9 Mitglieder.
Wieviel Moglichkeiten gibt es dafiir, aus die-
ser Leitung eine dreikopfige Delegation fiir
einen Besuch im Patenbetriecb zusammenzu-
stellen?

A21a Die 9 Mitglieder einer Gewerk-
schaftsleitung miissen einen Vorsitzenden,
einen Sekretdr und einen Kassierer wihlen.
Wieviel Moglichkeiten gibt es dafiir?

A22 A Wieviel Méglichkeiten gibt es dafiir,
daB 3 Soldaten und ein Unteroffizier zum
Dienst eingeteilt werden, wenn dafiir 15 Sol-
daten und 4 Unteroffiziere zur Verfiigung
stehen?

6. Musteraufgabe 5:

Die Basketballspieler einer Sportgemein-
schaft trainierten im Winter unregelmiBig.
Manchmal kamen alle 9 Spieler zusammen,
manchmal nur 2 oder 3. Der Trainer wollte
berechnen, wieviel verschiedene Moglich-

keiten es fiir die Anwesenheit von verschie-
denen Mannschaften in der Turnhalle gibt.
,Heute ist noch keiner erschienen. Das ist eine
Moglichkeit. Vielleicht kommt einmal ein
Spieler allein. Dann kann er nur das Werfen
des Balles ins Netz iiben und nicht spieten.
Fiir diesen Fall gibt es bei 9 Spielern also
9 Maoglichkeiten.“ Der Trainer notierte sich:
1+9=10

,,Es konnen auch 2 Spieler kommen“, iiber-
legte er weiter. ,,Gestern kamen Arthur und
Bernd, vorgestern Bernd und Claus. Das sind
wieder verschiedene Mannschaften.“

Der Trainer rechnete und rechnete und gab
es schlieBlich auf. Wieviel verschiedene Mann-
schaften von Basketballspielern konnen sich
in der Turnhalle befinden? (Die Mannschaf-
ten nennen wir dann voneinander verschie-
den, wenn sie sich in der Anzahl der Spieler
oder in den Spielern selbst unterscheiden.)

Losung: Um die Anzahl der verschiedenen
Mannschaften zu berechnen, teilen wir sie
nach der Anzahl der anwesenden Spieler in
Gruppen ein: -
Moéglichkeiten
1) Es war kein Spieler
anwesend 1
2) Es kam 1 Spieler

von den 9 Spielern 9 oder C§
3) Es kamen 2 von den
9 Spielern C3

9) Es kamen 8 von den
9 Spielern Cc3
10) Es kamen alle 9 Spieler 1
Die Gesamtzahl der Moglichkeiten erhalten
wir durch Addition:
C3+Ci+C3+C3+CS+C3+CS$
+Ci+C5+C3
Dieser Ausdruck 148t sich unter Benutzung
des Summenzeichens auch kiirzer schreiben:
9
X Cé
k=0.
Hierbei wird iiber k in den Grenzen von
0 bis 9 summiert. A. Halameisir

(Fortsetzung in Heft 4/76, d. Red.)

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Leopold
Schmetterer

Universitit Wien

A 1534a Der Entdecker einer (auBeror-
dentlich ergiebigen) Wasserquelle stellt diese
auch anderen zur Verfiigung, behilt sich je-
doch das Recht vor, die Wasserentnahme im
Einkiang mit der folgenden Vorschrift zu
reglementieren: Jeder neu hinzukommende
NutznieBer darf (etwa pro Tag) niemals
mehr Wasser entnehmen, als simtliche bisher
schon zugelassenen Verbraucher im Mittel
pro Tag bekommen. Man iiberlege sich:

a) Der Entdecker hat sich auf diese Weise
das Recht gesichert, mindestens so viel Was-
ser zu entnehmen, wie jeder andere schon
partizipierende oder neu hinzukommende
Verbraucher.

b) Immer, wenn ein weiterer Beniitzer hinzu-
kommt, bleibt die im Mittel entnommene
Wassermenge gleich, oder nimmt sogar ab.
(Wenn also die Anzahl der Beniitzer iiber alle
Grenzen wichst, strebt die im Mittel ent-
nommene Wassermenge einem Grenzwert
zu.)

c) Der Entdecker hat sich durch die eben
getroffene Regelung das Recht vorbehalten,
gewisse Beniitzer zu benachteiligen. Es kann
sich z. B. im Einklang mit dieser Regelung
folgende Situation ergeben:

Im allgemeinen erhilt jeder Beniitzer min-
destens 101, aber bei stets anwachsender
Verbraucherzahl gibt es immer wieder Be-
niitzer, die nur wenig mehr als 11 erhalten.
(Statt 10] und 11 kann man aligemein bl
und al mit b>a wihlen.)
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Mit Bewegung
geht es besser

Bei der XIV. Bezirksolympiade Junger Ma-
thematiker (1975) wurde fiir die Klassenstufe
11/12 folgende Aufgabe gestellt:

Es seien in der Ebene fiinf Punkte F, G, H,
I, K gegeben, von denen keine drei auf der-
selben Geraden liegen. Man begriinde und
beschreibe die Konstruktion eines Fiinfecks
ABCDE, fiir das F, G, H, I, K in dieser
Reihenfolge die Mittelpunkte der Seiten 43,
BC, CD, DE, EA des Fiinfecks sind. Man
untersuche, ob ein solches Fiinfeck ABCDE
durch die gegebenen Punkte F, G, H, I, K
eindeutig bestimmt ist. Dabei wird nicht vor-
geschrieben, daB das Fiinfeck ABCDE kon-
vex, nicht konvex oder iiberschlagen ist; es
soll auch zugelassen sein, daB Ecken mitein-
ander zusammenfallen oder Seiten teilweise
oder in der Verlingerung voneinander lie-
gen.

Thr werdet mit gewissem Recht gleich ein-
wenden, daB die Behandlung von Olympiade-
aufgaben dieser obersten Stufe hier eigentlich
fehl am Platze ist. Euer Einwand mag noch
berechtigter erscheinen, wenn man beriick-
sichtigt, daBB gerade diese Geometrieaufgabe
den Teilnehmern erhebliche Schwierigkeiten
bereitete. Nun, gerade hier werden wir sehen,
daB mit euren Schulkenntnissen iiber Be-
wegungen (in der Ebene) ibersichtlich und
einfach die Losung der Konstruktionsaufgabe
erarbeitet, begriindet und beschricben wer-
den kann. Dabei kénnen wir die Aufgaben-
stellung sogar noch etwas allgemeiner fassen,
indem wir die Voraussetzung ,,. . ., von denen
keine drei auf derselben Geraden liegen* weg-
lassen.

Zunichst wollen wir einige Kenntnisse iiber
Bewegungen wiederholen, vertiefen und er-
weitern.

Wenn ihr euch die zeichnerische Darstellung
einer Verschiebung vor Augen haltet, so ist
euch folgendes klar:

Bild 1 P

(1) Eine (eindeutig umkehrbare) Abbildung der
Punkte der Ebene auf sich ist genau dann eine
Verschiebung, wenn fiir je zwei Punkte P und Q
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und ihre B_ilz’ier P _ung Q' die gerichteten
Strecken PP und QQ' gleiche Linge und
gleiche Orientierung besitzen. (Demnach bil-
den PQQ’'P’ ein Parallelogramm, falls P,
P’ und Q nicht auf ein und derselben Geraden
liegen; Bild 1.) Zu zwei Punkten 4 und B
gibt es also eine und nur eine Verschiebung,
die 4 in B abbildet. Diese Verschiebung soll
hier kurz mit V5 bezeichnet werden.
Ferner kennt ihr Drehungen, speziell Drehun-
gen um 180° (wobei es in diesem Fall auf die
Drehrichtung nicht ankommt!). Diese spe-
ziellen Drehungen werden auch Punkispiege-
lungen genannt. Diese Bezeichnung ist recht
treffend, denn sie besitzen — wie euch bekannt
ist — folgende Eigenschaft.

(2) Eine Spiegelung an einem Punkt A ist die-
Jenige (eindeutig umkehrbare) Abbildung der
Ebenenpunkte auf sich, bei der A in sich iiber-
geht und fiir jeden Punkt P+ A und sein Bild
P’ der Punkt A Mittelpunkt von PP’ ist.

Die Spiegelung am Punkt A wollen wir hier
kurz mit S, bezeichnen. Wir fithren nun zwei
Punktspiegelungen nacheinander aus. Die
Schreibweise S 4S5p soll heiBen, daB zuerst die
Abbildung S, und danach die Abbildung Si
ausgefiihrt wird. Mit der Nacheinanderaus-
fithrung von speziellen Bewegungen habt ihr
euch bereits an verschiedenen Stellen des
Mathematikunterrichts befaBt. Wir wollen
untersuchen, welche Bewegung wir in unse-
rem Falle erhalten.

Bei der Nacheinanderausfithrung S,Sp be-
trachten wir einen beliebigen Punkt P. Das
Bild von P sei P,

Bild 2

Auf Grund der Beschreibung der Punkt-
spiegelung (siche (2)) und an Hand des Bil-
des 2 konnt ihr leicht erkennen, daB die ge-
richtete Strecke PP~ doppelt so lang wie die
gerichtete Strecke 4B ist und beide gleiche
Orientierung haben. Da dies fiir jeden Punkt
P der Fall ist (iiberlegt euch das auch fiir den
speziellen Fall, daB P auf der Verbindungs-
geraden von A und B liegt!), ergibt sich jetzt
nach der Beschreibung (1) fiir Verschiebun-
gen der

(3) Satz: Das Resultat der Nacheinanderaus-
fiihrung S,Sp zweier Punktspiegelungen ist
gleich dem Doppelten der Verschiebung Vyp.
Zusatzaufgabe I: Welche Beziehung besteht
zwischen S4Sp und SpS,?

Nun zeigen wir noch den

(4) Satz: Die Nacheinanderausfiihrung
(S4Sp)Sc dreier Spiegelungen an Punkten A,
B, C (ergibt die) Spiegelung an demjenigen
Punkt D, der das Bild von A bei der Ver-
schiebung Vyc ist.

Beweis: Bei der Verschiebung Vyc geht 4 in
einen Punkt D iiber, und es sind dann die
Verschiebungen Vpc und V,p gleich. Aus
dieser Gleichheit folgt nach dem Satz (3), daB
SSc=S4S5p ist. Fithren wir vor der Bewe-
zung SpSc erst noch die Bewegung S, aus,
so erhalten wir S,(SsSc)=S4(S4Sp). Bei der
Nacheinanderausfiihrung von Bewegungen
kommt es zwar auf ihre Reihenfolge, aber
nicht auf die Reihenfolge ihrer Zusammen-
fassung an. Ein Beispiel dafiir gibt die Zu-
satzaufgabe 1. (Man sagt dafiir auch kurz,
daB fiir die Nacheinanderausfiihrung von Be-
wegungen das assoziative Gesetz gilt.) In un-
serem Falle ist also S,(SpSc)=(S455)Sc und
S4(S4Sp)=(S4S4)Sp. (Deshalb kann man
statt (8§455)Sc einfach §,SpSc schreiben.)
Da die Nacheinanderausfiihrung einer Punkt-
spiegelung mit sich selbst die identische Ab-
bildung ist, gilt nun (S,S3)Sc=Sp, w.z.b.w.
Wir konnen uns nun ganz der eigentlichen
Aufgabe zuwenden.

Gibt es zu Punkten F, G, H, I, K solche
Punkte 4, B, C, D, E, die der Aufgabenstel-
lung geniigen, so ist B das Bild von A bei der
Spiegelung an F und entsprechend so weiter
und schlieBlich 4 das Bild von E bei der Spie-
gelung an K. Dann geht 4 bei der Nach-
einanderausfithrung SrS¢SuS; Sk in sich iiber.
Umgekehrt folgt aus der Existenz eines
Punktes 4 mit dieser Eigenschaft, daB es ein-
deutig bestimmte Punkte B, C, D, E gibt, die
die Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Als B
ist namlich das Bild von 4 bei der Spiegelung
an F zu wihlen, und Entsprechendes gilt fiir
C,Dund E.

Nun ist noch zu kliren, ob und welche
Punkte bei der zusammengesetzten Bewe-
gung SpS¢SyS;Sk festbleiben. Nach dem
Satz (4) ist SrScSy die Spiegelung an einem
Punkt L, und damit ist - wiederum nach (4) -
SrSeSyS1Sk=S.5:5¢ die Spiegelung an
einem Punkt M. Bei einer Punktspiegelung
Sw ist nun bekannt, daB der Punkt M und
nur dieser fest bleibt.

Unsere bewegungsgeometrischen Uberlegun-
gen ergeben also in iberraschend einfacher
und iibersichtlicher Weise:

Bild 3

Die vorgelegte Konstruktionsaufgabe besitzt
stets eine und nur eine Lésung. Diese kann wie
folgt beschrieben werden (siehe Bild 3):
Durch die Verschiebung Vgu geht der Punkt
F in einen Punkt L iiber. Dann wird L um
Vix in einen Punkt A verschoben. Die iibrigen
Punkte B, C, D, E werden schrittweise da-
durch gewonnen, daB 4 an F, dann B an G,



Konstruktionen
in einer
begrenzten
Z.eichenebene

1. Die Abbildung stellt die Umrisse eines
Zeichenblattes dar, in das drei Geraden g,
g2 und g3, die paarweise verschiedene Rich-
tung haben, eingezeichnet sind. Die Schnitt-
punkte A, B und C dieser Geraden liegen
auBerhalb des Zeichenblattes. Es ist der
Mittelpunkt M der Strecke AB, deren End-
punkte unzuginglich sind, zu konstruieren.
Dabei ist die Konstruktion nur auf dem ge-
gebenen Zeichenblatt auszufiihren.
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/ \
(A) L—— ———2(g
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2. Gegeben seien zwei Geraden g und h,
deren unzuginglicher Schnittpunkt S auBer-
halb des Zeichenblattes liegt und ein Punkt P,
der zwischen diesen Geraden liegt. Es ist die
Gerade PS zu konstruieren.

(S)
/A\
7y
2

/
i

C an H und schlieBlich D an 7 gespiegelt
wird. (Alle diese Konstruktionsschritte sind
einfach mit dem Lineal und Zirkel, ja sogar
einfach mit Lineal und Zeichendreieck aus-
fithrbar.)

Zusatzaufgabe 2: Untersuche die vollig an-
aloge Aufgabenstellung beziiglich vierer
Punkte! E. Quaisser

3. Gegeben sei ein Dreieck ABC, dessen Eck-
punkt C unzuginglich ist. Es ist die Senk-
rechte zur Geraden AB durch C zu kon-

struieren. (c;
/’\\
/

i\
;o\

4. Gegeben sei ein Winkel o mit den Schen-
keln s5; und s; und dem unzuginglichen
Scheitel §. Es ist die Halbierungslinie des
Winkels a zu konstruieren.
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P
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//
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5. Gegeben sei ein Dreieck ABC, dessen Eck-
punkte 4 und B beide unzuginglich sind.
Es ist der Mittelpunkt der Seite AB durch
Konstruktion zu bestimmen.

[a

LN

~
< ~

~
(A) ——>(8)

6. Gegeben sei ein Dreieck ABC, dessen Eck-
punkte simtlich unzuginglich sind. Es ist der
Inkreis dieses Dreiecks zu konstruieren.
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7. Gegeben sei ein Kreis k mit dem Mittel-
punkt M und eine Gerade g, die den Kreis k
in dem Punkt P und in dem unzuginglichen
Punkt Q schneidet. Es ist eine Sekante zu
konstruieren, die durch den Punkt Q geht.
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8. Gegeben seien zwei Geraden g und h,
deren Schnittpunkt S auBerhalb der Zeichen-
ebene liegt. Es ist eine dritte Gerade k so zu
konstruieren, daB sie durch den Punkt S geht
und senkrecht auf der Geraden g steht.

—

\

9. Auf einem rechteckigen Zeichenblatt seien
zwei Strecken AB und CD gegeben, die aul
den Geraden g bzw. h liegen. Die Geraden
g und h schneiden einander in einem Punkt S,
der auBerhalb des Zeichenblattes liegt. Ferner
sei auf dem Zeichenblatt ein Punkt P gege-
ben, der innerhalb des durch die Geraden g
und h bestimmten Winkels liegt. Es ist eine
Strecke zu zeichnen, die auf der Verbindungs-
geraden des Punktes P mit dem Schnitt-
punkt S von g und h liegt.

k

10. Gegeben sind drei Punkte B, C und D,
die in einer rechteckigen Zeichen(liche lie-
gen. Diese drei Punkte sind Eckpunkte eines
Parallelogramms ABCD, dessen vierter Eck-
punkt 4 auBerhalb der Zeichenfliche liegt.

Ve
{4)E——

Es ist eine Strecke zu konstruieren, die auf der
Winkelhalbierenden des Winkels < BAD mit
dem unzuginglichen Punkt A liegt.

Th. Scholl
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Riickblick auf
die XVII.IMO

Es ist nun schon zu einer guten Tradition ge-
worden, daB die DDR-Mannschaft wihrend
der IMO von jeder teilnchmenden Manp-
schaft eine Aufgabe fiir unsere alpha-Leser
erhilt. Wir danken Uwe Quasthoff (Teiln. der
XVIL IMO) und Wolfgang Burmeister (TU
Dresden) fiir die Bearbeitung der gestellten
Probleme.

Volksrepublik Bulgarien

Man finde im Innern eines spitzwinkligen

Dreiecks den Punkt M, fiir den der Flichen-
. inhalt des Dreiecks 4'B’C’ maximal wird, wo-

bei A', B', C' die FuBpunkte der Lote von M

auf die Dreiecksseiten sind.

Deutsche Demokratische Republik

Q(x) bezeichne die Quersumme der Zahl x,
und n sei eine durch 9 teilbare Zahl mit we-
niger als 10 Milliarden Ziffern.

Man zeige, daBb Q(Q(Q(n)))=9 ist.

Republik Frankreich

Man zeige, daB fir positive Zahlen a, b, ¢

folgende Ungleichung gilt:

a® +b>+c*+3abc = a’(b+c)+b*Ha+c)
+c*a+b). )

Republik Griechenland

Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC
und ein Winkel ¢. H sei der auf 4B gelegene
HohenfuBpunkt des Dreiecks. Man kon-
struiere Punkt 7 und K auf BC bzw. AC, so
daBIH=1K und xKHI=¢ gilt, falls solche
Punkte existieren.

Vereinigtes Konigreich

von GrofBbritannien und Nordirland

An einer Mathematikolympiade beteiligen
sich n Linder mit je zwei Teilnehmem. Es
stehen die Klausurriume A und B zur Ver-
fiigung. Die 2n Teilnehmer werden in unge-
ordneter Folge in eine Reihe gestellt und
durchnumeriert. Nr. 1 geht in Raum A. Der
zweite bis 2n-te Teilnehmer geht in den Raum,
in den der Teilnehmer vor ihm ging, wenn der
andere Teilnehmer seines Landes nicht bereits
dort ist, sonst in den anderen. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, daB Raum A4 zuerst ge-
fiallt ist?
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‘Sozialistische Foderative Republik
Jugoslawien
Man beweise fiir alle positiven ganzen Zah-
len n die Ungleichung

nY!>m-1Mm

Mongolische Volksrepublik

In der Ebene sind 2n Punkte gegeben, von
denen keine drei auf einer Geraden liegen.
Man zeige, daB mindestens ein Dreieck ent-
steht, wenn man mehr als n? der Verbindungs-
strecken zeichnet.

Konigreich der Niederlande
P,, P, Pa, P4, P; seien fiinf beliebige positive
reelle Zahlen. Man zeige, daB man aus ihnen
P, und P, so auswihlen kann, daB
0.<#— ;<L gilt.
P+25 Pi+25 100

Republik Osterreich

Man zeige, daB die Gleichung

x2=2y2=17
unendlich viele ganzzahlige Losungspaare x,
y besitzt.

Volksrepublik Polen
Man betrachte die Summe

ai+az+as+... "f-az,.q,]
aus reellen Zahlen mit folgender Eigenschaft:
Wird ein beliebiges Glied a; aus der Summe
gestrichen, so konnen die iibrigen Glieder so
umgruppiert werden, daB zwei gleich grofie
Teilsummen verbleiben.
Man weise nach, daB dann
a,=0a;=0a3=...=a9,+1 ISt.

Sozialistische Republik Rumiinien
Es seien k und p natiirliche Zahlen mit
E=pp+1)p+2)(p+3)(p+4(p+5)

p+6)(p+7).
Man beweise, daB k=p=0 ist.

Union der Sozialistischen

Sowjetrepubliken

Gegeben seien n konvexe Figuren in der
Ebene, von denen je zwei einen nichtleeren
Durchschnitt haben. Man zeige, daB dann
eine Gerade existiert, die mit jeder der Figu-
ren einen nichtleeren Durchschnitt hat.

Konigreich Schweden

Gegeben sei eine Funktion mit der Gleichung
y=f(x) und den Eigenschaften

1.f(0)=0 _

2. Fiir alle x2 0 ist f(x + 1)=f(x) + }/x

3. Fiir alle xg% ist 2f(x) <f(x—%)

+f<x+%).

Man bestimme f] <%>

Tschechoslowakische

Sozialistische Republik

Gegeben sei ein gleichschenklig-rechtwinkli-
ges Dreieck ABQ mit der Hypotenuse AP.
Man konstruiere ein Quadrat ABCD so, daB
die Punkte B, C, P sowie die Punkte C, D, O
auf je einer Geraden liegen. AuBerdem ist die
Seitenlinge des Quadrats durch die Linge a
der Katheten des gegebenen Dreiecks APQ
auszudriicken.

Ungarische Volksrepublik
n sei eine natiirliche Zahl. Man berechne die
Summe

Z (30
k=0

Vereinigte Staaten von Amerika

Gegeben ist ein Sto3 von N Karten, darunter
genau drei Asse. Die Karten werden von oben
nach unten einzeln umgedreht, bis das zweite
As gewendet ist. Man zeige, daBl die zu er-
wartende Anzahl von umzudrehenden Karten

N+1.

; ist (unter der zu erwartenden Anzahl
versteht man die durchschnittliche Anzahl
fir alle moglichen gleichwahrscheinlichen

Kartenverteilungen).

Demokratische Republik Vietnam

Man finde fir eine gegebene positive ganze
Zahl n die groBte reelle Zahl p, so daB fiir

. beliebige positive Zahlen A4;, B; die Un-

gleichung
z A,'
- Ai i=1
.2 B 2 pa—
i=1 i b Bi
i=1
erfullt ist.

Mathematik-
olympiaden
in Osterreich

Wettbewerbe [iir Schiiler auf dem Gebiet der
Mathematik haben in Usterreich noch keine
groBe Tradition. Erst im Jahre 1969 ent-
schloB sich das Bundesministerium fiir Unter-
richt und Kunst, einen solchen Bewerb jahr-
lich durchzufiihren.

Die Ziele der osterreichischen Mathematik-
olympiaden entsprechen denen anderer Lén-
der, die solche Bewerbe veranstalten. An der
Spitze stehen wohl die Entdeckung und For-
derung von mathematischen Talenten. Da
eine spezielle Forderung wegen einer zu ge-
ringen Wochenstundenzahl im obligatori-
schen Unterricht kaum gegeben ist, kénnen
sich interessierte Schiiler zu Vorbereitungs-
kursen melden. In diesen Kursen lernen die
Schiiler Beweisverfahren kennen, werden mit
immer schwierigeren Aufgaben konfrontiert
und zur Beschiftigung mit der Mathematik



auch auBerhalb der unterrichtlichen Zeit mo-
tiviert. Wir unterscheiden zwischen einem
Anfingerkurs fiir Schiiler, die noch an keinem
Wettbewerb teilgenommen haben, und einem
weiterfithrenden Fortgeschrittenenkurs. Die
schonen Erfolge, die osterreichische Schiiler
bei Internationalen Olympiaden in den letzten
Jahren erringen konnten, zeigen, daB diese
MaBnahme notwendig und richtig ist. Die
Bewerbe werden getrennt fiir Anfanger und
Fortgeschrittene durchgefiihrt. Die Anfdnger
bestreiten zundchst einen Kurswettbewerb.
Die besten Schiiler der Kurse bewerben sich
dann um die Ehre eines Landessiegers. Von
einem Bundesbewerb wurde in den letzten
Jahren abgesehen. Wichtiger als der Bewerb
erscheint uns eine Verlingerung der Kurs-
tatigkeit.
Die Bewerbe der Fortgeschrittenen werden in
drei Stufen durchgefiihrt: Kurs-, Gebiets- und
Bundesbewerb. Gebietswettbewerbe werden
meist in drei Stiddten veranstaltet. Die besten
Schiiler der drei Gebiete (insgesamt etwa 30)
werden vor dem Bundesbewerb zu einem 14ti-
gigen Spezialkurs zusammengefaBt. Die be-
sten acht Schiiler werden fiir die IMO nomi-
niert. Wegen der Kurstitigkeit sind die Be-
werbe nicht liber das ganze Jahr verteilt,
sondern beginnen erst Ende April. Alle Be-
werbe werden in Form von Klausuren durch-
gefiihrt.
Das Interesse der Schiiler an der Mathematik-
olympiade ist stindig im Steigen begriffen.
Wihrend im Griindungsjahr nur etwa 23
Kurse gefiihrt werden konnten, so haben wir
in diesem Jahr rund 1000 Anmeldungen
allein zu den Anfdngerkursen. Dies ist zwei-
felsohne noch nicht die gewiinschte Breiten-
wirkung.
Vielleicht wird uns die XVIII. IMO in Uster-
reich dem Ziel, daB alle mathematischen Ta-
lente an der Olympiade teilnehmen, niher-
bringen.

Th. Miihlgassner/W. Ratzinger

Aufgaben — gestellt von der
osterreichischen
IMO-Delegation 1975

1. Gegeben ist ein Dreieck mit den Seiten a,
b, ¢, dem Umkreisradius R und den Punkten
U (Umkreismittelpunkt) und H (Hohendurch-
schnittpunkt). Man beweise:
9R*=UH?+a*+b?+c2

2. Man finde alle Paare x, y von natiirlichen
Zahlen, fiir die die Gleichung

x5 —xy*+y*—1=0
gilt.

3. Es ist zu beweisen, daB die Zahl

® —n’4+3n+4

by 10“—"

=0 2
irrational ist.

Eine Aufgabe von
W. Redtenbacher

Mitglied der Gsterreichischen Mannschaft bei
der XIV., XV.und XVI.IMO

A1535a a) Es sind alle reellen Losungen
(x1, x2) des Gleichungssystems
xt+(x1x2)* =1,

X; +(X1Xz)5 =1
zu ermitteln.
b) Die obige Aulgabe ist auf den Fall von n
Variablen (n22) zu verallgemeinern. Es sind
also alle reellen Losungen (x;, xz, ..., Xs)
des Gleichungssystems
X1 2 (61 2)2" + (X1 X2%3)>" + ... "

(1)
@

+(x1x5...%)2" =1,
x12n+ 1 +(X1x2)2"+1 +(X1XZX3)Z"+ 1 +...
+xyxz... %) =1
Zu ermitteln.

n
@

Mag. Th. Miihlgassner (Eisenstadt) und Mag.
W. Ratzinger (Linz) - Iniatoren Gsterreichi-
scher Mathematikolympiaden — Delegations-
leitung der 6sterr. IMO-Mannschaft.

IMO-Teilnehmer der DDR

stellen Aufgaben

Ala Es seien ay, as, ..., a, n beliebige
positive reelle Zahlen (n=2) und m eine na-

tiirliche Zahl mit m= 2.
1. Man beweise, daB dann gilt:

Var+Var+...+V/an

é"\'/a1+a2+...+a,,.

. M

2. Man gebe eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung dafiir an, daB in (1) das
Gleichheitszeichen gilt.

Ralph Lehmann, Petershagen

A2A Manbeweise, daB fiir alle natiirlichen
Zahlen m und n mit n>1 die folgende Glei-
chung erfiillt ist:

i 1
ST m+D)  mr)@m+1)

1
+m+
1 n
S P Yy m—— e ——
Hans-Gert Gribe, Halle

A3 A Ineiner Ebene seien ein Punkt O und
drei von diesem Punkt ausgehende Strahlen
51, 52, 53 gegeben, wobei die orientierten Win-
kel ¥(si, s2), £(52, $3), ¥(s3, s;) sdmtlich
groBer als 0° und kleiner als 180° sind und die
Verldngerung von s; iiber O hinaus mit den
Strahlen s; und s; je einen spitzen Winkel
bildet. Ferner sei ein Punkt A auf s, gegeben,
der nicht mit O zusammenfillt (vgl. die Abb.).

5

Sz

Es soll ein Dreieck ABC, dessen Eckpunkt B
auf s, und dessen Eckpunkt C auf s; liegt, so
konstruiert werden, daB die Strecken OA,
OB, OC auf den Winkelhalbierenden dieses
Dreiecks liegen. Hans-Gert Gribe, Halle

Ad4A Man beweise, daB die Zahl 2*+1
keine Primzahl ist, wenn k eine natiirliche
Zahl ist, die sich nicht als Potenz von 2 dar-
stellen 1468t, wenn also k+2°,2',22, ..., 2" ...
ist. Hans-Jiirgen Schmidt, Greifswald

A5A Esseiuy,u,,...,u, ... cine Fibonacci-
sche Folge, d. h. eine Folge, fiir die

uy=1, u=1 und u,+;=u,+u,—; fir n=2
gilt.

a) Man entscheide, ob die unendliche Reihe
s=k§!;=‘%+§+§+...+;+...
konvergiert und berechne gegebenenfalls ihre
Summe. ]

b) Man entscheide, ob auch die unendliche
Reihe

k=1 Uy Uz U3 Uy

konvergiert und gebe bejahendenfalls einen

Niaherungswert fiir ihre Summe an, wobei

eine Genauigkeit von 1%, ausreichen soll.

Hinweis zur Lésung: Zur Losung kann die

Formel (Hl/g)n <1_l/§)n
2

2

Up

l/g
n=1,213..)

benutzt werden (vgl. N. N. Worobjow: Die

Fibonaccischen Zahlen. Berlin 1971, S. 29).

Klaus Altmann, Berlin
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In jedem besseren Tabellenbuch wird die
Flache unter der Parabel (Bild 1) mit

1
F—ia'b

angegeben, die z. B. in der Statik hiufig be-
notigt wird.

Berechnet wird diese Fliche F durch Inte-

. . . b
gration der quadratischen Funktion y = — x?

a az
by B[l b1 5 s
F—J.azx dx—‘? l:jx l—‘? 3 (@ —-0°)
Lo

Hier soll gezeigt werden, daB diese Fliche
auch ohne Integration berechnet werden
kann.

Man benutzt dabei folgenden Kunstgrifl:

Bild 2 zeigt zwei unterschiedliche Korper, die
volumengleich sind, was sich mit Hilfe des
Prinzips von Cavalieri beweisen 140t.
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Das Cavalierische Prinzip besagt:
Korper mit inhaltsgleichem Querschnitt in
gleichen Hohen haben gleiches Volumen.
Die Linge a der Korper soll hier als Hohe
im Sinne des Cavalierischen Prinzips aufge-
faBt werden.
Die Querschnittsflichen der Korper betra-
gen in Héhe x (mit 0< x<a):

Korper A

2
=C"—Xx
QAx az

Korper B

b ¢

Qpr=-X"-Xx (Strahlensatz!)
a a

D. h. Ax= QB:

Daraus folgt nach dem Cavalierischen

Prinzip

VA = VB-

Nachdem die Volumengleichheit der Korper
A und B bewiesen ist, 148t sich die GroBe der
gesuchten Fliche F leicht herleiten:

Vi=F-c (Prisma)
Va =%b ‘c-a (Pyramide)
Da V,= V3 und F-c=%b~c-a
. 1
ist F =30 b M. Wilde

Satz des Cavalieri: Wenn fur zwei Korper mit
gleich langen Hohen und gleichen Grund-
{licheninhalten gilt, daB parallel zur Grund-
flichenebene in beliebigen, aber jeweils glei-
chen Abstinden von dieser gefiihrte Schnitte
stets zu Schnittflichen mit gleich groBen
Flicheninhalten fiihren, so haben die beiden
Korper gleiche Volumina. (Lehrbuch Klasse
8,S. 80)

Ringparabel

Die jiingste Pidagogische Hochschule der
DDR befindet sich in der im Bezirk Halle ge-
legenen Kreisstadt Kothen. Dem seit Sep-
tember 1963 bestehenden Piddagogischen In-
stitut wurde am 1.9. 1974 der Status einer
Pddagogischen Hochschule verliehen.

Unsere Ausbildungsstitte fiir Fachlehrer in
den Kombinationen Mathematik/Chemie,
Chemie/Biologie und Biologie/Chemie trigt
den Namen des Humanisten und Padagogen
Wolfgang Ratke, der in den Jahren 1618/19
in K6then wirkte.

An der Sektion Mathematik werden jéhrlich
90 Studenten der Fachrichtung Mathematik/
Chemie immatrikuliert. Entsprechend dem
giiltigen Lehrprogramm werden sie in einem
vierjahrigen Studium als Diplomlehrer ausge-
bildet.

Die Hochschullehrer und wissenschalftlichen
Mitarbeiter der Sektion Mathematik arbeiten
in den Lehrkollektiven Theoretische Mathe-
matik, Angewandte Mathematik und Metho-
dik des Mathematikunterrichts. Obwohl die
Sektion Mathematik erst seit 1972 besteht,
hat sich die mathematische Forschung be-
reits gut entwickelt. Unsere Algebraiker be-
schiftigen sich mit den universell-algebrai-
schen und kategorientheoretischen Grundla-
gen abstrakter Automaten; die Geometer
fiihren Untersuchungen iiber die Anwendung
des Schriigspiegelungskalkiils in den Natur-
wissenschaften durch. Unter Anleitung wis-
senschaftlicher Mitarbeiter beschiftigen sich
einige unserer Diplomanden mit einem Sy-
stem zur maschinellen Leistungskontrolle.
Eine Forschungsgruppe ProzeBoptimierung
befindet sich im Aufbau. Die Mitglieder des
Lehrkollektivs Methodik arbeiten im Rah-
men der Schulbuchforschung an der Verbes-
serung der Mathematiklehrbiicher.
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Die Zauberringe

Wir schneiden aus festem Papier drei lange
Streifen in Breite von je 20 mm und kleben
sie in verschiedener Weise zusammen:

den ersten zu einem einfachen Ring (siehe
Bild), den zweiten drehen wir vor dem Zu-
sammenkleben einmal und den dritten vor
dem Zusammenkleben zweimal. Nun behaup-
ten wir, daBl 3 verschiedene Lésungen ent-
stehen, wenn wir die Ringe der Linge nach
aufschneiden. Das Ergebnis ist liberraschend.
Versucht es erst selbst einmal!

Interessant sind noch folgende Mdoglichkei-
ten: Das vor dem Zusammenkleben einmal
gedrehte Band wird im Abstand eines Drittels
der Streifenbreite vom Rand entfernt parallel
zu diesemn aufgeschnitten, bis man wieder zum

—+—-

kleine Felder hat (Rechenheftpapier). Die
senkrechten Felder werden rechts auBen von
oben nach unten mit den Buchstaben A4 bis J
bezeichnet, die waagerechten Felder oben
von links nach rechts mit den ZifTern 1 bis 10.
Diese 100 Felder sind das Meer, in das nun
- verdeckt vor den Augen des anderen — jeder
an beliebiger Stelle seine Fische einzeichnet,
und zwar:

1 Wal =4 Quadrate lang

2 Haifische = je 3 Quadrate lang

3 Thunfische = je 2 Quadrate lang

4 Flundern = je | Quadrat.

Die Fische diirfen sich nur an den Ecken,
nicht an den Langsseiten beriihren.

Nun beginnt der Fang. Abwechselnd wirlt
jeder ein Netz auf die Fische in dem Quadrat-
feld des anderen. Peter sagt zum /mnmmvmn_“

Einsatzzettel Tipzettel
12345678910 12345678910
A TB<I- TT-1A
B 4 TeT- s ) . |- ND B8
cls B 0T “IxIX] ¢
D ]~ o[ o % D
t X x| - TIPSCHEIN x]-|- 1€
ADe B . ] ] “1F
G [+ ~ [X] afafe]afa]- o[ ]G
H[: X <1 B nanlt
Vv [ X . 4R e B
u. . AR L . . -U

Schnur ist durch diese Offnungen geschlun-
gen — genau wie abgebildet. Die Enden der
Schnur sind hinten befestigt oder mit je
einem Knoten versehen.

In der linken Schlaufe hingt ein Ring. Es
wird verlangt, den Ring in die rechte Schlaufe
zu bringen, ohne die Schniire zu 1§sen oder
das Brett zu zersigen. Der Ring geht auch
nicht etwa durch den Schlitz zu stecken. Man
kann erst einmal solch ein ,,Brett aus
Pappe basteln und probieren.

Lésung : Man zieht zunéchst die Schlinge M
so weit heraus, daB man den Ring durch
diese Schlinge nach oben schieben kann. Der
Ring wird nun gegen das Brett gedriickt, und
zugleich werden die aus der Offnung hangen-
den Schnurteile L und R nach vorn und unten
gezogen, beide gleichzeitig.

4

Man zieht so lange, bis die Schlinge M von
hinten durch die Offnung heraustritt. Sie
bringt zwei Schlaufen mit, sozusagen eine
Schlaufe L' und eine Schlaufe R’. Den viel-
leicht zundchst uniibersichtlichen Knoten
zupft man so zurecht, wie die letzte Ab-
bildung zeigt.

Nun schiebt man den Ring durch Schlaufe L',
und damit ist er auf der Schlinge M. Von
hier schiebt man ihn durch Schlaufe R’. Und
nun gehts symmetrisch zuriick: Der Knoten
wird zuriickgeschoben (und von hinten weiter
nach unten gezogen), wobei der Ring nocham
Schlitz festgehalten wird. Erst wenn der ur-
spriingliche Schnurverlauf wieder erkennbar
ist, schiebt man den Ring durch M in die
Schlinge R.

Die Schere in der Schnur

Um den Griff einer Schere schlingt man eine
Schnur, wie es das linke Bild zeigt:

Die beiden Enden werden an irgendeinem
Gegenstand im Zimmer befestigt. Nun soll
die Schere von der Schnur geldst werden,
ohne daB die Knoten gedffnet oder die
Schnur. durchschnitten wird. (Es empfiehlt

-sich, eine moglichst lange Schnur zu benut-

zen.)
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Spezialistenlager Junger Mathematiker
des Bezirkes Leipzig

Wie in jedem Jahr, so findet auch in den
Sommerferien 1976 ein Spezialistenlager fir
Junge Mathematiker des Bezirkes Leipzig
statt. Dort werden etwa 200 der besten Teil-
nehmer von Mathematikzirkeln (in diesem
Jahr zum groBten Teil Kandidaten der Ma-
thematischen Schiilergesellschaft) und Olym-
piaden zwei Ferienwochen verbringen. Sie
werden sich in Mathematikzirkeln unter An-
leitung von als Zirkelleitern erfahrenen Stu-
denten und Assistenten der Sektion Mathe-
matik der Karl-Marx-Universitdt aul die
Hohepunkte des kommenden Schuljahres
vorbereiten. Natiirlich kommt auch die Er-
holung bei Wanderungen, Baden, Sport und
Basteln nicht zu kurz. Als Helfer werden
wieder Lehrerstudenten fiir Mathematik und
Physik eingesetzt.
Im vergangenen Jahr fand das Fenenlager
ausnahmsweise nur fir Schiiler der Klassen
10 bis 12 in Lichtenstein statt. Hohepunkte
waren dabei u. a. Vortriage von Frau Dipl.-
Math. Dewef liber Mengenlehre und Herm
Dr. Dewef iiber Operationsforschung mit inter-
essanten Beispielen sowie ein Arbeitseinsatz
der Jungen Mathematiker auf dem Sportplatz
vor der Jugendherberge.
Im Zirkel wurde z. B. [olgende Aufgabe von
Dipl.-Math. Heinz Voigt behandelt:
In einem Tetraeder Kantenlinge a werden
vier gleichgroBe Kugeln so eingelagert, daB
jede von ihnen drei Tetraederflichen und die
restlichen drei Kugeln beriihrt. Man berechne
den Radius r der Kugeln!

G. Schmidt

Zum Knobeln in den Sommerferien noch eine
Auswahl von Aufgaben, die in den vergange-
nen Jahren bei Lagerolympiaden gestellt
wurden:

ala Ermittle die fehlenden Ziflern!

a)377-27 b) 17717?
757 —
163? 3
M5

Beschreibe bei a), wie du die fehlenden Zif-
fern gefunden hast! Gib bei b) alle méglichen
Losungen an! (K. 4)

A2a Esist ein rechteckiges Blech gegeben
mit den Kantenlingen a und b, wobei die
Seite b um 6cm linger ist als die Seite a.
VergroBert man beide Seiten um 4 cm, so
wird der Flicheninhalt um 72 cm? groBer.

Gesucht sind die Lingen der Seiten a und b
(in cm). (K1. 5)

a3a Ermiitle allezweistelligen natiirlichen
Zahlen z, von denen jede alle folgenden Be-
dingungen gleichzeitig erfiillt!

a) Die Zahl z ist nicht durch 10 teilbar.

b) Subtrahiert man die Einerzifler der Zahl
von ihrer Zehnerziffer, so erhilt man 4.

¢) Vertauscht man die Ziffern von z mitein-
ander, dann erhilt man eine zweistellige Zahl
z,, deren Dreifaches kleiner als zist. (K. 5)

Ad4a Es ist ein Dreieck zu konstruieren
aus den Seiten b und ¢ und dem Umkreis-
radius r.

Dabeiist c=5cm, r=4 cm, b=6 cm. Anzuge-
ben sind Lo6sungsplan, Konstruktion und
Konstruktionsbeschreibung, Determination.
(KL.6)

AS5A Berechne die GroBe des kleineren
Winkels der beiden Winkel, die der Stunden-
und der Minutenzeiger einer Uhr um 16 Uhr
40 Minuten miteinander bilden! (KL 7)

A6A 500 Korbe seien mit Apleln gefiillt,
wobei jeder Korb hochstens 243 Apfel ent-
halt.

Zeige: Mindestens drei Korbe enthalten
gleichviel Aplel. (KL.7)

A7a Aufl den Verldngerungen der Seiten
AB, BC und CA des Dreiecks ABC werden
iiber die Punkte B bzw. C bzw. A hinaus
Strecken mit den Lingen BB =AB,CC' =BC
und AA’ =CA abgetragen.

Es ist zu beweisen, daB der Flacheninhalt des
Dreiecks A'B’'C’ siebenmal so groB wie der
Flidcheninhalt des Dreiecks ABC ist.

(KL 7)

a8aA Lose das [olgende System von Un-
gleichungen — gib die Losungsmenge an!
1—|1—-x| <2x

%x+2>|x+l| (KL 8)
494a Ein Regiment der NVA von weniger
als 3000 Mann laBt sich genau in Dreier-,
Vierer-, Fiinfer- und Siebenerreihen aufstel-
len. Bei Neuneraufstellung wiirden in einer
Reihe 3 Mann fehlen, bei Elferaufstellung
wiren 3 Mann zuviel.

Wie stark ist das Regiment? (K1 9)

A10A Gesucht sind alle Funktionen f mit
D(f)=P, fiir die gilt:
SO S+ =20 fAx—y)- e
=0 (K. 10)

In Heft 6/75 stellten wir eine Aulgabe, die uns

Clemens Jaunich aus Cottbus geschickt hatte:

Man bestimme alle Zahlen x, fiir die gilt
[9-x|—|0S5x+1]|=12.

(Losung siche Seite 66)

SchachgroBmeister Rainer Knaak, stud. math. an der Karl-Marx-Universitdt Leipzig,
im Wetikampf gegen interessierte Junge Mathematiker des Bezirks Leipzig

(nach der Klausur der Bezirksolympiade)
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Die olympischen Ringe
a) Kannst du die fiinf olympischen Ringe in
einem Zug zeichnen, ohne eine Linie zweimal
zu durchfahren?
b) Durch die fiinf Ringe werden 15 Gebiete
(das AuBengebiet nicht mitgezihlt) begrenzt.
Trage in die Gebiete die Zahlen 1 bis 15 so
ein, daB jede Zahl nur einmal vorkommt und
die Summe in jedem Ring 39 betrigt!

Ingo Rath (Wien)

Ala Die DDR-Mannschaft errang bei
Olympischen Sommerspielen bisher folgende

Medailien: Gold Silber Bronze
Melbourne 1956 1 4 2
Rom 1960 3 7
Tokio 1964 3 11 5
Mexiko 1968 9 7
Miinchen 1972 20 23 23

a) Berechne, wieviel Gold-, Silber- bzw.
Bronzemedaillen insgesamt seit 1956 bei
Olympischen Spielen von DDR-Sportlern
errungen wurden!

b) Stelle fiir die einzelnen Olympischen
Spiele getrennt ein Sdulendiagramm auf, in
dem du die errungenen Medaillen darstellst
(1 Medaille=1 cm)!

A2a Erginze unter Ausnutzung folgender
Aussagen die untenstehende Tabelle der in-
offiziellen Landerwertung nach AbschluB al-
ler 195 Disziplinen der Olympischen Spiele
von 1972!

(1) Die DDR erreichte mehr als 19 ‘Gold-
medaillen und 6. Plitze.
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(2) Die Mannschaft der BRD/WB kam auf
eine Gesamtpunktzahl, in der die Ziffer 1, 2
und 3 jede genau einmal vorkommen.

(3) Ungarn erkdampfte doppelt so viele Bronze-
medaillen wie es 5. Plitze erreichte.

(4) Die japanische Mannschaft erkampfte
Goldmedaillen und ihre Gesamtpunktzahl
ist eine Kubikzahl.

ball erstmals auf dem olympischen Pro-
gramm. Nach AbschluB der Hauptrunde er-
gab sich fiir die Gruppe A folgender Tabellen-
stand:

Gold Silber Bronze 4 5 ( Punkte
UdSSR 50 27 22 16 19 9
USA 31 29 29 21 8 639
DDR 23 23 22 22 480
BRD/WB 13 16 17 20 11
6 13 9 22
8 10 9 5
A3a In Miinchen 1972 stand Hallenhand- A S5a Die Olympiasieger im Dreisprung

erreichten folgende Weiten:

1. CSSR 3 42:38  4:2
2.DDR 3 36:34 4.2
3. UdSSR 3 34:34 33
4. Schweden 3 34:40 1:5

Die DDR spielte gegen die CSSR 14:12. Be-
stimme die moglichen Ausgiange aller anderen
Spiele (nur Sieg, Niederlage oder Unent-
schieden, nicht die Ergebnisse)!

A4a Monika, Michael und Bernd verfolg-
ten im Fernsehen das Rennen der Einerka-

jaks bei den Olympischen Spielen von Miin-

chen. Am Bildschirm war der Einlauf nicht
genau auszumachen und die drei Freunde
hatten verschiedene Meinungen, wie in wel-
cher Reihenfolge die ersten drei Pldtze be-
legt wurden:

Monika: Peterson (Schweden) gewann vor
Shaparenko (UdSSR) und Czapo (Ungarn).
Michael: Du hast dich versehen, Shaparenko
(UdSSR) kam vor Peterson (Schweden) ins
Ziel.

Bernd: Es war Peterson (Schweden) vor Cza-
po (Ungarn), aber der Schwede war nicht auf
dem ersten Platz.

Als die offiziellen Ergebnisse durchgegeben
wurden, stellte sich heraus, dafl genau eine
Aussage falsch gewesen ist.

Welche war das, und wie lautete die Reihen-
folge der drei Erstplazierten?

1896:13,71m; 1900: 14,44 m;
1904:14,33m; 1908:14,92 m;
1912: 14,76 m;  1920: 14,51 m;
1924:15,53m; 1928:15,21 m;
1932:15,72m; 1936: 16,00 m;
1948:1540m; 1952:16,22 m;
1956:16,35m; 1960:16,81 m;
1964:16,85m; 1968:17,39 m;
1972: 17,35 m.

a) Stelle die Weiten in Abhéngigkeit vom
Jahr in einem Koordinatensystem graphisch
dar, und verbinde die Punkte durch Geraden!
b) Ermittle in m und %, um wieviel besser
die Leistungen der Olympiasieger von 1908,
1924, 1948 und 1972 als das Ergebnis des
Siegers von 1896 sind!

Hinweis: Bei einer inoffiziellen Landerwer-
tung werden fiir Gold-, Silber- bzw. Bronze-

medaillen und die Plitze 4, 5 und 6 die

ktzahlen 7, 5 bzw. 4 und 3, 2 und 1 ver-




Klassenstufe 5

1. Wegen 4500 :9 =500 und
135000:9=15000 wurde als Bedarf fiir 500
Neubauwohnungen 15000 m? Flachglas an-
genommen, fiir 1 000 Neubauwohnungen folg-
lich das Doppelte, also 30000 m>.

2. Aus Gleichung (3) entsteht wegen
280:7=40 genau dann eine wahre Aussage,
wenn man u=40 einsetzt. Hiernach entsteht
wegen 4-40=160 genau dann aus (2) eine
wahre Aussage, wenn man z=160 einsetzt.
Gleichung (4) wird genau dann wahr, wenn
man v=120 einsetzt; denn es gilt
160=120+40, wihrend die Summe aus 40
und je einer anderen Zahl als 120 eine andere
Zahl als 160 ergibt. Wegen 160+ 120=280
wird (5) genau fir y=280 wahr, und wegen
280:40=7 wird (1) genau fiir x="7 wahr.

3. Nach (1) waren genau 13 der Pioniere
schon einmal an der Ostsee. Nach (2) und (3)
betrug die Anzahl der Pioniere, die schon ein-
mal im Harz, aber noch nicht an der Ost-
see waren, wegen 15— 6=9 genau 9 Pioniere.
Also waren wegen 1349 =22 genau 22 Pio-
niere dieser Gruppe schon einmal in wenig-
stens einer der genannten Feriengegenden.
Nach (4), und weil damit jeder der an-
wesenden Pioniere erfaBt wurde, betrug we-
gen 22+ 4 =26 deren Anzahl 26.

4., Wir tragen zunichst von A aus auf g mit
dem Zirkel eine Strecke von 2,5cm Linge
ab. Thr anderer Endpunkt sei B.

Dann tragen wir wegen 0,3dm=3cm und
25cm+3cm=55cm von B aus auf der
Halbgeraden von g, auf der A nicht liegt,
eine Strecke von 5,5 cm Linge ab und nennen
ihren anderen Endpunkt C. Wegen
2,5cm+5,5cm=8 cm tragen wir nun von C
aus auf der Halbgeraden von g, auf der B
nicht liegt, eine Strecke von 8 cm Linge ab
und nennen ihren anderen Endpunkt E. Da
D laut Aufgabe zwischen C und E liegt, tra-
gen wir schlieBlich wegen 50 mm =5 cm und
8cm—5cm=3cm von E aus auf derselben
Halbgeraden von g, auf der C licgt, eine
Strecke von 3 cm Linge ab und nennen ihren
anderen Endpunkt D.

Wegen 2,5cm+5,5cm+8cm—3cm=13cm
hat die Strecke AD eine Linge von 13 cm.

Es ist auch zuléssig, die Lange von AD nach
der Konstruktion durch Messung zu ermit-
teln.

Klassenstufe 6
1. Der erste Hubschrauber befdrderte% von

15000 kp, das sind 5000 kp. Der zweite be-

{orderte % von 15000 kp, wegen

%-15000=13125 sind das 13125kp; der

dritte befdrderte% von 15000kp, wegen %

-15000=9000 also 9000 kp. Das beforderte
Sperrgut hatte somit wegen
5000+13125+9000=27125

ein Gesamtgewicht von 27125 kp.

2. Die Anzahl der Dreibett-K abinen muB min-
destens 1 und kann wegen 3-14=42>41
hochstens 13 betragen. AuBerdem muB ihre
Anzahl ungerade sein, da sonst (bei gerader
Anzahl von Dreibett-Kabinen) eine gerade
Zahl von Plitzen dadurch belegt wiren und
als Differenz zur ungeraden Zahl 41 mithin
eine ungerade Zahl von Betten auftreten
wiirde, die sich nicht ausschlieBlich auf Zwei-
bett-Kabinen verteilen liBt. Fiir jede der
ungeraden Zahlen von Dreibett-Kabinen von
1 bis 13 gibt es nun jeweils genau eine (zu-
gehorige) Anzahl von Zweibett-Kabinen, wie
nachstehende Tabelle ausweist:

4. a) Die schraffierte Fliche kann man sich
dadurch entstanden denken, daB} aus einem
Rechteck R zwei Rechtecke S und T heraus-
geschnitten wurden, wobei wegen
10+154+104+15+10=60

das Rechteck R die Seitenldngen 60 mm und

70 mm hat und jedes der Rechtecke S, T die
Seitenlingen 15 mm und 50 mm. Daher er-
geben sich fiir R, §, T wegen 60 - 70=4200
bzw. 15- 50="750 die Flicheninhalte

4200 mm? bzw. 750 mm? bzw. 750 mm?. So-
mit hat wegen 4200—750—-750=2700 die
schralfierte Fliache den Flidcheninhalt
A=2700 mm?2,

b) Die Seitenldngen von R sind (3e +2f) und
h, die Seitenlingen von jedem der Recht-
ecke S, T sind f und g. Daher hat R den
Flicheninhalt (3e + 2f)h, und jedes der Recht-
ecke S, That den Fliacheninhalt /- g. Also ist
A=(3e+2Hh-21y.

Klassenstufe 7

1. a) Wenn die Angaben fir ein Rechteck
zutreffen, dann ergibt sich der Umlang als
Summe aus dem Vierfachen der kleineren
Seitenldnge und dem Doppelten von 75 m.
Das Vierfache der kleineren Seitenlinge be-
trdgt somit 650 m— 150 m=500 m, die klei-
nere Seitenlinge also 125m, die groBere
200 m.

Der Flacheninhalt eines derartigen Recht-
ecks betragt

125-200 m?2=25000 m%=2,5 ha.

b) Parallel zur groBeren Rechteckseite kon-
nen nach den Bedingungen der Aufgabe
125

=5 1 =24 und parallel zur kleineren



%0 —1=139 Béume gepflanzt werden. Die ge-
suchte Anzahl der Bdume betriigt somit

24-39=936.

2. Ist am 1. Januar 1975 das jiingste Kind
x Jahre alt, so ist das zweite 2x Jahre, das
ilteste 4x Jahre, die Mutter 14x Jahre, der
Vater 15x Jahre und der GroBvater (64 +4x)
Jahrealt. Es gilt nun laut Aufgabe
x+2x+4x+14x+15x=4x+ 64,

daraus folgt 32x =64, also x=2.

Das jiingste Kind war am 1. Januar 1975
somit 2 Jahre alt, das zweite 4 Jahre, das
dlteste 8 Jahre, die Mutter 28 Jahre, der Vater
30 Jahre und der GroBvater 72 Jahre alt.

3. Die GroBen der Innenwinkel des Dreiecks
ABC bei A, B, C seien a, B, y. Da AABC
bei A spitzwinklig ist, bilden 4, D, C ein bei
D rechtwinkliges Dreieck mit « als GréBe des
Innenwinkels bei A.

Daher gilt x ACD=90°—a.

Da D und E auf derselben Seite der Geraden
durch A4 und C liegen, gilt folglich
¥DCE=| X ACD- X ACE |=|%0°—a-1,
wegen

@ B Y 900 also TDCE<L] 5
§+5+§_90 also {DCE—zlﬂ al,

w.z.b.w. <

A ED 8

Bemerkung: Wie vorstehende Losung zeigt,
braucht man nur die Voraussetzung, dal
¥ CAB spitz ist. Da sich dies eventuell durch
Vertauschung der Bezeichnung von A mit B
(die an Voraussetzungen und Behauptung
sonst nichts indert) stets erreichen ldBt, gilt
der Satz sogar fiir beliebige Dreiecke.

4. (I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.

A G B
Der FuBpunkt des von B aufl die Gerade
durch A und C gefillten Lotes sei D. Dann
gilt EZ:c, h,,=ﬁ, und es ist A+ D, wegen
c#hy ist folglich ABD ein Dreieck. In ihm
sind ¢, h, Seitenlingen, und es enthilt den
rechten Winkel ¥ BDA. Punkt C liegt erstens
auf der Geraden durch 4 und D und zweitens
auf dem Kreis um A mit b.
Daraus folgt, daB ein Dreieck nur dann den
Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn
es durch folgende Konstruktion erhalten wer-
den kann:
(I1) (1) Wir konstruieren das Teildreieck ABD
aus E=c, BD =h, und dem rechten Winkel
¥ BDA.

I1

(2) Wir zeichnen die Gerade durch D und A.
(3) Wir zeichnen den Kreis um A mit b.
Schneidet er die Gerade durch D und A, so
sei C einer der Schnittpunkte.

(III) Jedes so erhaltene Dreieck ABC ent-
spricht den Bedingungen der Aulfgabe.
Beweis: Nach Konstruktion ist AC= b,
AB=c, BD=h, und BD die auf der Geraden
durch 4 und C senkrechte Hohe.

-(IV) Wegen h, < ¢ ist der Konstruktionsschritt

(1) nach (ssw) bis auf Kongruenz eindeutig
ausfiihrbar, da der gegebene rechte Winkel der
groBeren Seite gegeniiberliegt.
Konstruktionsschritt (2) ist stets eindeutig
ausfithrbar, da sich wegen h,<c bei (1)
D=+ A ergeben hatte.

[ b A b Cy

SchlieBlich ergibt (3) stets zwei verschiedene
Punkte C, und C,. Da nun der wegen h,<c
spitze Winkel ¥ DAB in dem einen der beiden
Dreiecke ABC,, ABC, als Innenwinkel in
dem anderen als AuBenwinkel bei A4 aulftritt,
so ist das eine dieser Dreiecke bei A spitz-
winklig, das andere bei A stumpfwinklig;
folglich sind diese beiden Dreiecke nicht
kongruent. Durch die gegebenen Stiicke ist
ein Dreieck mithin nicht, auch nicht bis auf
Kongruenz, eindeutig bestimmt.

Klassenstufe 8
1. Die von der Gesamtmasse von 2000 g ge-
nommenen 1277, dassind % - 2000 g=240g,

sind laut Aufgabe genau 209/, d. h. ein Fiinftel
der Masse des Wassers.

Wegen 240 g-5=1200¢g enthielt das GefiB
also 1200 g Wasser. Mithin betrigt die Masse
des leeren GefidBes 800 g.

2. Wenn bereits das Doppelte der kleinsten
der sechs Zahlen (n + 1) die groBte (n + 6) iiber-
trifft, also 2(n+1)>(n+6) und mithin n>4
gilt, kann aus den sechs Zahlen sicher kein
geordnetes Paar mit den geforderten Teilbar-
keitseigenschaften gefunden werden. Da aus
n>4 stets auch 2(n+ 1)>(n+6) lolgt, kann n
hochstens gleich 1, 2, 3, 4 sein. Analog stellt
man f[est, daB hochstens fir n=1 eine der
sechs Zahlen das Dreifache einer anderen
sein kann und daB das Vierfache wegen
4(n+1)=(n+7)>(n+ 6) nicht auftreten kann.
Aus analogen Griinden sind héhere Vielfache
erst recht nicht moglich.

Es sei n=1. Unter den Zahlen 2, 3,4, 5,6, 7
gilt 2|4, 2| 6 und 3| 6. Weitere Teilbarkeits-
bezichungen treten nicht auf. Folglich erhal-
ten wir in diesem Fall genau die Zahlenpaare
(2;4),(2;6),(3; 6).

Es sei n=2. Unter den Zahlen 3,4, 5, 6,7, 8
treten genau die Teilbarkeitsbezichungen 3| 6
und 4|8 auf. Man erhilt mithin genau die
Paare (3; 6), (4; 8).

Es sei n=3. Dann erhilt man aus den Zahlen
4,5,6,7, 8,9 genau das Paar (4; 8).

Es sei n=4. Aus den Zahlen 5, 6, 7, 8, 9, 10
erhiilt man genau das Paar (5; 10). Damit sind
alle gesuchten Paare ermittelt.

3. Der Winkel ¥ AMD ist AuBenwinkel des

Dreiecks ACM.

Folglich gilt: x AMD= X ACM + xMAC.

Nun gilt: AM=BM =BC=r.

Folglich sind die Dreiecke ABM und BMC

gleichschenklig. Daher gilt: -
(XMAC=) xMAB=+xMBA

1ty
@

und

¥BMC= £BCM (= x ACM).

Der Winkel XxMBA ist AuBenwinkel des
Dreiecks BMC und wegen (2) daher doppelt
so groB wie x ACM.

Folglich ist wegen (1) < M AC doppelt so groB
wie £ ACM und mithin X AMD dreimal so
groB wie X ACM, w.z.b.w.

4. (I) Angenommen, k sei ein Kreis, der den
Bedingungen der Aufgabe entspricht.

Sein Mittelpunkt M liegt erstens aul der
Mittelparallelen g, zu g; und g, und zwei-

tens (da sein Radius folglichg betrigt) auf
dem Kreis um P mit dem Radius g.

Daher entspricht ein Kreis nur dann den
Bedingungen der Aufgabe, wenn er durch
folgende Konstruktion gewonnen werden
kann:

(I) (1) Wir konstruieren die Mittelparallele
gm Zu gy und g,.

(2) Wir zeichnen um P einen Kreis mit g,
schneidet er gy, so sei M einer der Schnitt-
punkte.

3) Wir zeichnen um M den Kreis k mit g.
(ITI) Jeder so konstruie.ie Kreis k geniigt den
Bedingungen der Aulgabe.

Beweis: Nach Konstruktion betrdgt der Ab-
stand von M zu g, und g, jeweils ;, g1 und g,
sind somit Tangenten an k. Ferner gilt auch
nach Konstruktion X'I_P=—g-.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist stets eindeu-
tig ausfiithrbar. Da P zwischen g, und g, liegt,



ist der Abstand von P zu gy kleiner als
a
2
punkte von g, mit dem Kreis um P mit

. Also existieren stets genau zwei Schnitt-
a

5.

Es entstehen somit stets zwei Kreise, die den
geforderten Bedingungen geniigen.

Klassenstufe 9

1. Laut Aufgabenstellung sind alle Paare
(a, b) mit a, b natiirlich und a>b zu ermit-
teln, fir die

a*—b*=a+bgilt.
Nun ist nach einer binomischen Formel
a*—b*=(a+b)(a—b), und daher ist die ge-
forderte Eigenschaft gleichwertig mit
(a+b){a—b)=a+b. Wegen aq, b natiirlich
und a>b, ist a+b+0. Also ist die genannte
Eigenschaft weiterhin gleichwertig mit
a—b=1, d. h. die gestellte Bedingung wird
genau von den Paaren (a, b) natiirlicher
Zahlen erfiillt, fiir die a um 1 gréBer ist als b.

2. a) In dem Feld aD kann nur noch die
Ziffer 4 eingetragen werden, da die Zeile a
bereits die Ziffern 1, 2, 3 enthdlt und in
Spalte D die 5 steht. Gleiche Uberlegungen
filhren zu aE: 5.

Nun darf z. B. in eE nur noch 2 oder 3
stehen, da in der Spalte E bereits 5 und 4
sowie in den Diagonalen aA4 + eE die 1 stehen.

A B C D E
1 2 3 4 5

® AN ONn
v

Set eE: 2, dann folgt eindeutig in dieser
Reihenfolge:

dD: 3; ¢C: 4; bB: 5; eA: 3; cA: 2; bA: 4;
dA: 5;eD: 1;bD: 2; bC: 1; eC: 5; dC: 2;

eB:4;dB: 1;,cB:3;cE: 1, bE: 3.
A B C D E
a 2 3 4 5
b 4 51 2 13
c 2 3 4 5 1
d 51 2 3 4
e 3 4 5 1 2

Die Kontrolle aller Zeilen, Spalten und Dia-
gonalen zeigt, dal die Bedingungen der Auf-
gabe erfullt sind.

b) Sei eE: 3, dann folgt eindeutig in dieser
Reihenfolge:

dD: 2;cC: 4;eD: 1;bD: 3;dB: 1;dC: 5;
dA:3;cA: 2.

A B C D E
al 2 3 4 5
b 3
c 2 5
d 31 5 2 4
e 1 3

Das Feld e4 kann nun nach den Regeln der
Aufgabe nicht mehr besetzt werden, da die
schon besetzten Felder in der Spalte A und
in der Diagonalen aE + eA bereits alle Ziffern

1, 2, 3, 4, 5 enthalten. Also ist durch die
Besetzung eA: 3 keine weitere Eintragung zu
erhalten; es gibt somit genau die in a) ge-
fundene den Bedingungen entsprechende Ein-
tragung.

3. Fiir jeden Punkt N auf dem Strahl aus D
durch A sei DN=n gesetzt. Dann hat das
Dreieck MND wegen DNL DM den Flichen-
inhalt %mn Dieser verhilt sich genéu dann

zum Flicheninhalt 4> von ABCD wie 1:7,
2

1 1, 2a° .
wennimn—7a ,d. h.n—m gilt.

Femer liegt N genau dann auf AD, wennn<a
gilt.

Dabher existiert zu gegebenem m genau dann
ein Punkt N auf AD mit der verlangten

Eigenschaft, wenn

24? 2
< >
T <a,d. h m=7 a gilt.

Zu jedem solchen m hat dann jeweils genau
der Punkt N auf AD mit

— 247

N =Tm

die verlangte Eigenschaft.

4. Da beide Dreiecke den gestellten Bedin-
gungen geniigen, muB £ BAC, = £ BAC, gel-
ten. Daher lassen sich die Dreiecke so legen,
daB C, und C, auf demselben von A4 ausge-
henden Strahl liegen. Ferner gilt B_C. =—IE,
also ist das Dreieck BC,C, gleichschenklig.

%)

</

Folglich gilt auch ¥ C,C,B= xC,C,B als
Basiswinkel. Geht man von diesen (folglich
spitzen) Winkeln zu £ AC,B, ¥ AC;B iiber,
so bedeutet dies bei demjenigen der beiden
Scheitel C,, C,, der zwischen dem anderen
und A liegt, den Ubergang zum Nebenwinkel
(des spitzen Winkels), also eine VergroBerung,
bei dem anderen keine Verdnderung. Da nach
Voraussetzung £ AC,B groBer als ¥ AC,B
ist, liegt somit C, zwischen C, und 4, und es
git xAC,B+ £C,C,B=180"(Neben-
winkel),

also XAC:B+ xAC,B=180°.

Da ¥ AC,B=4- X AC,B ist, folgt daraus

5+ £ AC,B=180° und somit

¥ AC,B=136° sowie ¥ AC,B=144°.
Der Winkel & AC, B hat eine GroBe von 144°.

Klassenstufe 10

1. 1. Losungsweg : Wire A Zweiter, so nach (2)
B Erster im Widerspruch zu (1). Wire A4
Dritter, so nach (1) C Erster im Widerspruch
zu (3). Also wurde A Erster. Folglich wurde
nach (4) B Zweiter und mithin C Dritter.
Der Aulgabenstellung kann entnommen wer-
den, daB alle Bedingungen erfiillt werden kon-
nen; also werden sie bei diesem (einzig als
mdéglich verbliebenen) Einlauf erfiillt.
(Man kann auch wie im [olgenden 2. L&-
sungsweg direkt "bestdtigen, daB bei dem
Einlauf ABC, und nur bei diesem, alle Aus-
sagen (1) bis (4) wahr sind.)
2. Losungsweg: Da A, B, C die ersten drei
Plitze belegten, sind genau [olgende sechs
Fille moglich:

Widerspruch zur Aussage

a) A B C
b) A C B @) -
0 B A C (1)
d B C 4 (1,4
) C A B (2
) ¢ B A O

In finf dieser Fille entsteht ein Widerspruch
Zu wenigstens einer Aussage. Als einziger allen
Bedingungen geniigender Fall verbleibt a) mit
der Reihenfolge ABC.

2. 1. Losungsweg: Nimmt man an, anfangs
seien im ersten Kistchen x, im zweiten y und
im dritten z Kugeln, dann sind nach den drei
Verteilungen folgende Anzahlen von Kugeln
in den Kistchen:

Kistchen | 2

anfangs x y

1. Verteil. x—y—z y+y

2 Verteil. 2(x—y—2) 2y—(x—y—2)

3. Verteil. 4x—y—2)[2Q2y—(x—y—z)
—22)]-22

Kistchen 3

anfangs z

1. Verteil. z+z

2. Verteil. 4z

3. Verteil.

Daher ist die Bedingung der Aufgabe nur er-
fiillt, wenn

4z—2x—y—z)—(By—x—2)

1) Ax—y—z) =64
2) —2x+6y—2z=64 und
3) —x—y+7z =64gilt

Hieraus folgt

x=104, y="56,z=32.
Das erste Kistchen enthielt urspriinglich
104 Kugeln, das zweite 56 und das dritte
32 Kugeln.
2. Lésungsweg: Nach der 3. Verteilung ent-
hielt jedes der Kistchen 64 Kugeln. Da bei
dieser Verteilung die Anzahl der Kugeln des
1. und 2. Kistchens verdoppelt wurde, ent-
hielten diese nach der 2. Verteilung je 32 Ku-
geln, das dritte somit 128 Kugeln.

I



Da bei der 2. Verteilung die Anzahl der Ku-
geln des 1. und 3. Késtchens verdoppelt wur-
de, enthielten diese nach der 1. Verteilung 16
bzw. 64 Kugeln, das zweite somit zu diesem
Zeitpunkt 112 Kugeln.
Da bei der 1. Verteilung die Anzahl der Ku-
geln des 2. und 3. Kistchens verdoppelt wur-
de, enthielten diese somit anfangs 56 bzw. 32
und das erste somit 104 Kugeln.
3. Es sei 0.B.d.A. die Seitenldnge eines ,klein-
sten Quadrates” des Gitternetzes mit | an-
genommen. Dann haben die Seiten der Drei-
ecke (als Rechteckdiagonalen bzw. -seiten)
die folgenden Lingen:
Dreieck 1: [/g; [/E;S
Dreieck 2: }/13; /17, _5)/2
Dreieck 3: ]/5; 2; [/E
Dreieck 4: 1; [/E; l/g
Folglich sind die Dreiecke 1 und 4 dhnlich;
denn es ist

[/g 1= [/B :[/5= 5 :l/g
AuBerdem sind die Dreiecke 1 und 3 dhnlich;
denn es ist

[/g:[/i=[/5:2=5 [/ﬁ
Mithin sind die Dreiecke 1, 3, 4 unterein-
ander dhnlich. Wiren die Dreiecke 2 und 4
dhnlich, so miiBte wegen

Y13<)/17 <5)/2und1<)/2<}/5
die Gleichung

VE:I:[/E :2 gelten,
was nicht der Fall ist. Also sind die Dreiecke 2
und 4 nicht dhnlich. Folglich sind die Drei-
ecke 1, 3, 4 simtliche untereinander dhnli-
chen der Dreiecke 1, 2, 3, 4.

4. Es sei (a,b) ein Paar positiver reeller Zah-
len, fiir das (*) gilt. Dann gilt

(a—b)*20, also a®> —2ab+ 5220,

a? +2ab + b* 2 4ab,

(a+b)(a+b)=4ab, und wegen ab>0

daher

(a+b) (a+b)g4 bzw.
ab
(a+b) (é + %) 24, woraus wegen (*)

die Behauptung (**) folgt.

Das Gleichheitszeichen gilt genau fiir
a—b=0,d. h. genau fiir a=b, was zusammen
mit (*) genau fiir a=b=1 zutrifft.

LEZIKSDE ViR ade
Klassenstufe 7

1. Angenommen, (1) widre wahr. Dann hitte
die Mannschalt der Klasse 8a den zweiten
Platz belegt, also wire (3) falsch und somit
(4) wahr. Das steht im Widerspruch zur An-
nahme. Deshalb ist (1) falsch und somit (2)
wahr, d. h,, die Mannschaft der Klasse 8b
belegte den dritten Platz. Daraus folgt, da
(6) falsch und somit (5) wahr ist. Den zweiten
Platz belegte mithin die Mannschalt der
Klasse 7a. Daraus folgt, dafl die Aussage (4)
falsch und somit (3) wahr ist, d. h., den ersten
Platz belegte die Mannschaft der Klasse 8a.

v

Fiir den vierten Platz verbleibt dann nur noch
die Mannschaft der Klasse 7b.

Daher kann nur die folgende Verteilung den
Bedingungen der Aufgabe entsprechen:

Den ersten Platz belegte die Mannschaft der
Klasse Ba, den zweiten die Mannschaft der
Klasse 7a, den dritten die Mannschaft der
Klasse 8b und den vierten die Mannschaft
der Klasse 7b.

Diese Verteilung entspricht in der Tat den
Bedingungen; denn bei ihr sind die Aussagen
(2), (3), (5) wahr und (1), (4), (6) lalsch.

2. Die drei Winkel mit dem Scheitelpunkt C
bilden zusammen einen gestreckten Winkel.
Folglich gilt

2y + 70° = 180°, woraus man

2y=110° bzw.
y= 55°erhilt.

Der Winkel & BCF ist AuBenwinkel des
gleichschenkligen Dreiecks ABC. Also gilt
nach dem AuBlenwinkelsatz

y =20 bzw. a=§,

woraus man a=27,5° erhilt.
Nun gilt nach dem Satz iiber die Winkel-
summe im Dreieck, angewandt auf ABDC:
a+f+6=180° also
27,5° + B+ 70° = 180° und mithin
£=825°.
Die drei Winkel mit dem Scheitelpunkt D
bilden ebenfalls einen gestreckten Winkel.
Also gilt
28+ ¢ = 180° und folglich
165° + ¢ = 180° bzw.
¢= 15°
Nach dem Satz iiber die Winkelsumme im
Dreieck, angewandt auf AECD gilt:
n+y+¢=180° bzw.
n+55°+15°=180° also
n=110°
und damit nach dem Satz iiber Nebenwinkel
' e=180°—110°=70°

Damit sind die WinkelgroBen a, 8, ¥, €, # und
¢ ermittelt.

3. Behauptung: Es gibt keine 5 Geraden und
3 Punkte, die die Bedingungen der Aufgabe
erfiillen.

Beweis: Angenommen, es gibe 5 derartige
Geraden p, g, r, s, t und 3 derartige Punkte
A, B, C. Dann lassen sich zwei Fille unter-
scheiden:

a) Die Punkte A4, B, C liegen auf ein und
derselben Geraden (etwa p).

b) Die Punkte A, B, C liegen nicht auf ein
und derselben Geraden.

Im Falle a) geht laut Aufgabe noch (minde-
stens je eine weitere der genannten Ge-
raden durch 4 bzw. B bzw. C. Da kein
weiterer Schnittpunkt auftreten soll, miissen
diese 3 Geraden (etwa g, r, s) zueinander
parallel sein.

Jede weitere (fiinfte) Gerade durch einen
der Punkte A4, B, C ist nun zu g, r, und s
nicht parallel und erzeugt daher (mindestens)
einen weiteren (vierten) Schnittpunkt, entge-
gen der Annahme.

Im Falle b) konnen entweder die A4, B, C ent-
haltenden Geraden (etwa p, g, r) jede genau
einen dieser Punkte enthalten und zueinander
parallel sein, dann liefert bereits jede vierte
Gerade, die durch einen der Punkte 4, B, C
verlauft, (mindestens) einen weiteren Schnitt-
punkt, da sie zu p, g, r nicht parallel ist, oder
(mindestens) eine der Geraden (etwa p) ent-
hilt zwei der Punkte A4, B, C (etwa A4, B).
Dann kann von den (mindestens) zwei Gera-
den, die sich im dritten der Punkte (c) schnei-
den, nur die eine (q) auBer durch C auch noch
durch einen der Punkte A, B (etwa A) ver-
laufen und die andere (r) entweder zu p
parallel sein oder durch C und B verlaufen,
da anderenfalls ein weiterer Schnittpunkt
entstiinde. Das heiBt, es lassen sich durch C
hochstens drei Geraden (g, r, s) unter den
Bedingungen der Aufgabe legen, wenn p durch
A und B verlduft. Jede weitere Gerade (t)
durch einen der Punkte A4, B ist stets zu (min-
destens) drei der Geraden p, g, r, s nicht
parallel und liefert daher (mindestens) einen
weiteren Schnittpunkt, entgegen der Annah-
me (siche Bild). Damit ist die Behauptung
bewiesen.

N8

4. Ist v die auf der Strecke iibliche Durch-
schnittsgeschwindigkeit, so fahrt der Zug mit
o 1206

der Geschwindigkeit 10°=3"
Ist s die Lénge der Strecke von B bis zu der
Stelle, an der der Riickstand aufgeholt ist, und
ist ¢ die Fahrzeit des Zuges von B bis zu
dieser Stelle, so ist einerseits

s=zv- t,
andererseits die fiir die genannte Strecke iib-
liche Fahrzeit (in Minuten)
t+15also s=v-(t+15).
Daraus folgt
g vt =vt+ 150, also % vt=15v,
alsot=5-15=175.
Der Riickstand ist mithin in 75 min auige-
holt.

5. Das Dreieck EBD ist gleichseitig; denn seine
Seiten sind Diagonalen kongruenter Qua-
drate. Da in jedem Quadrat die Diagonalen

H 6
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einander halbieren, ist K Mittelpunkt der Sei-
te ED und folglich BK Seitenhalbierende im
Dreieck EBD. Im gleichseitigen Dreieck fal-
len Hohe und Seitenhalbierende, die von ein
und derselben Ecke ausgehen, zusammen.
Somit gilt tatsdchlich

DEl BK,w.zb.w.

6. Wegen z>0 gilt auch a>0, b>0, ¢>0.
Wenn eine Zahl durch 9 teilbar ist, so ist ihre
Quersumme durch 9 teilbar. Daher sind alle
Zahlen a, b und ¢ dieser Aufgabe durch 9
teilbar.

Da jede der 1000000000 Ziffern von z hoch-
stens 9 betrégt, ist

a<9 1000000000 = 9000000000,

also ist a hochstens zehnstellig.

Deshalb ist b<9-10=90, also ist b eine der
Zahlen 81, 72, 63, 54, 45, 36, 27, 18, 9.

Die Quersumme jeder dieser 9 Zahlen ist 9.
Daher gilt ¢=9 fur alle zu betrachtenden
Zahlen z.

Klassenstufe 8

1. Nach den Erklirungen des Ortskundigen
wiirden alle drei Richtungsschilder auf den
richtigen Weg weisen, wenn die beiden fal-
schen Schilder miteinander ausgetauscht wiir-
den, da genau zwei der drei Schilder falsch
und folglich genau eines richtig beschriftet
waren. Weil der Wanderer aus Altdorf kam,
konnte er leicht feststellen, ob das Richtungs-
schild, das nach Altdorf wies, richtig oder
falsch beschriltet war. Wenn es richtig be-
schriftet war (a), muBten die beiden anderen
falsch sein, und er ging den Weg, aul welchen
das Schild ,,Mittendorf* wies.

M N N A A M
Y Y ‘ \Y
/
rd
A M N
{a}

(b) (c}
Wenn es aber falsch beschriftet war (b), (¢),
konnte er sich dieses Schild mit dem Rich-
tungsschild ,,Altdorf* vertauscht denken, und
dann wiesen alle drei Schilder — auch das
nach Neudor[ - in die richtige Richtung.

2. Jede Primzahl p>3 ist weder durch 2
noch durch 3 teilbar und daher von keiner
der Formen 6n=2-3n,6n+2=2(3n+1),
6n+3=3(2n+1), 6n+4=2(3n+2) mit ganz-
zahligem n. Da sie aber wie jede ganze Zahl
von einer der Formen 6n+ r mit ganzzahligen
n,r und 0<r <5 ist, gilt entweder

p=6n+ 1 (n ganzzahlig) oder )
p=6m+5=6(m+1)—1 (m ganzzahlig), also
mitn=m+1

p=06n—1 (n ganzzahlig) (2)
Wire n=0 in (1) oder (2), so ergibe sich der
Widerspruch p<1 bzw. p< —1. Daher ist in
beiden Fillen die ganze Zahl n>1, w.z.b.w.

3. I. Angenommen, P sei ein Punkt, wie er
nach Aufgabenstellung konstruiert werden
soll.

)

Dann hat das Dreieck ABP ein Drittel des
Flacheninhalts von AABC als Flicheninhalt.
Sind h,, h/ die Lingen der Hohen auf die
Gerade durch A und B in den Dreiecken
ABC, ABP, so ist folglich

, 1
h, —ihr.

Also liegt P auf einer Parallelen zu AB im
Abstand %ht, und zwar, da P im Innern von
AABC liegt, auf derjenigen Parallelen p,, die
auf derselben Seite der Geraden durch 4 und
B verlduft, aul der auch C liegt. Diese
Parallele p; schneidet AC in einem Punkt Q,.

fir den 4AQ, =%E gilt. Ebenso liegt P auf

der Parallele p; zv BC durch denjenigen

1—

Punkt Q, auf AC, fiir den CQ,=-AC gilt.

3
Somit entspricht ein Punkt P nur dann den
Bedingungen der Aufgabe, wenn er durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:
II. (1) Man konstruiert die Punkte Q; und Q>
auf AC, fur die

A0, =CQ2=%E gilt.

(2) Man zieht die Parallele p; zu AB durch Q,
und die Parallele p, zu BC durch Q,.

(3) Schneiden sich p; und p,, so sei P ihr
Schnittpunkt.

III. Jeder so konstruierte Punkt P entspricht
den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion liegt P ebenso
wie Q, auf derselben Seite der Geraden durch
A und B wie C. Ferner liegt P ebenso wie Q>
auf derselben Seite der Geraden durch B und
C wie A. Weiterhin schneidet p, die Strecke
BC in einem Punkt Q,, der folglich auf der-
selben Seite der Geraden durch A und C liegt
wie B. Da Q, zwischen Q; und C liegt, liegt
der Schnittpunkt P von p; mit p, zwischen
Q. und @5 und damit ebenfalls auf derselben
Seite der Geraden durch 4 und C wie B.
Damit ist gezeigt, daB P im Innern von
AABC liegt. Sind ferner h,, h.' die Lingen der
Hohen auf die Gerade durch 4 und B in den
Dreiecken ABC, ABP und sind h,, h, die
Liangen der Hohen aufl die Gerade durch B
und C inden Dreiecken ABC, PBC, so ist nach

Konstruktion hr’=%hc, h.,’=%h,,. Daher ha-

ben die Dreiecke ABP und PBC je ein Drittel
des Flicheninhalts von AABC als Flichen-
inhalt. Dasselbe gilt auch fiir AACP; denn da
P im Innern von AABC liegt, setzt sich AABC
aus den Dreiecken ABP, PBC, ACP zusam-
men.

IV. Da die Seiten AB und BC des Dreiecks
ABC nicht paraliel zueinander und folglich

p1 und p; ebenfalls nicht parallel zueinander
sind, schneiden sie einander in genau einem
Punkt. Somit existiert stets genau ein Punkt
P, der die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

4. Die Entfernung von A nach B betrage
s km. Die Pioniergruppe hat beim Anstellen
ihrer Uberlegung bereits 3 km zuriickgelegt,
muf also noch (s—3) km bewiltigen. Bei
gleichférmiger Bewegung ist die Zeit der
Quotient aus Weg und Geschwindigkeit. Bei

k
beiden Geschwindigkeiten v1=3Tm bzw.

k .
v,=4 Tm ist die Zeit ¢+ vom Beginn der Ge-

schwindigkeitserhohung bis zur Ablahrt des
Zuges gleich. Diese Zeit in Stunden betrégt
somit

v; 3 - r= v, 4

Nach Einsetzen der Werte fiir v; bzw. v, er-
hélt man daraus
s 25733

3 3 4 4 ’
45—12—8=35—9+9, also s=20.
Die Linge des Weges von A nach B betrigt
somit 20 km.

5. Nach Voraussetzung gilt:

AM :AD=1:3=AE :AB.

Daraus folgt nach der Umkehrung des 1. Tei-
les des Strahlensatzes ME || DB. Ebenso folgt
IH | DB, also gilt ME | IH.

Da ferner ABCD konvex ist, liegt C und folg-
lich auch IH auBerhalb von AABD, wihrend
ME innerhalb AABD liegt. Also sind die Ge-
rade durch M, E, und die Gerade durch I, H
zwei voneinander verschiedene Parallelen.
Die gleiche Aussage ergibt sich fiir die Gerade
durch F, G und die Gerade durch L, K. Dar-
aus [olgt die Behauptung,.

6. Es sei BC=b, CD=c, AC=¢, BD=f. Nach
der Dreiecksungleichung, angewandt auf die
Dreiecke ABD, ABC und ACD, gilt (alle Lan-
genangaben in Zentimeter)

—_——f
4 6 A1D 5 [
6
—_——
—_—
AlD 5 8=C



S<f<1, (1)
6—e<b<b+e, (03]
e—l<c<e+1. - 3)

Aus (1) und e+f=11 folgt
4<e<6b. 4)
Aus (2), (3) und (4) folgt
5<b+c<2e+7<19.
Hieraus und aus u=b+c+7 folgt
12<u<26.
Wie das Bild zeigt, treten diese Lingen
x=12(cm) und y=26 (cm) im Entartungsfall
tatsdchlich auf, sind daher die gesuchten Lin-
gen. Daher gilt 12<u<26.

Klassenstufe 9

1. Angenommen, drei auleinanderfolgende
ungerade natiirliche Zahlen geniigen den Be-
dingungen der Aufgabe. Dann gibt es eine
positive ganze Zahl k so, daB diese drei Zahlen
2k—1, 2k+1 und 2k +3 lauten. Fiir diese k
gilt dann
(k=12 +(2k+1)* +(2k+3)>=1111x
mit einer natiirlichen Zahl x, fiir die 1 £x<9
gilt,
12k2 +12k+11=1111x, also

1111x+1

12
Da k% +k+ 1 eine ganze Zahl ist, muB wegen
der Teilbarkeit durch 12 die Zahl (1111x+1)
eine gerade und folglich 1111x eine ungerade
Zahl sein. Mithin kommen fiir x nur die un-
geraden Zahlen 1, 3, 5,7, 9 in Frage. Fiir diese
hat 1111x + 1 die Werte 1112, 3334, 5556, 7776,
10000, von denen nur 5556 durch 12 teilbar
ist. Daher verbleibt nur die Mboglichkeit
x=5.
Daraus erhidlt man k?+k+1=463 mit den
Losungen k,,;= —%i—%
nur k=21 positiv ist. Daher kénnen nur die
aus k=21 als 2k—1, 2k + 1, 2k + 3 entstehen-
den drei aufeinanderfolgenden ungeraden
natiirlichen Zahlen 41, 43 und 45 den Be-
dingungen der Aufgabe geniigen. Die Probe
412 +432 1+ 452 = 1681 + 1849 + 2025 = 5555
bestitigt, daB diese drei Zahlen die geforder-
ten Bedingungen erfiillen.

2. Fall: 1) Der FuBpunkt D der Héhe h,
falle mit B oder C zusammen. Es entsteht ein
gerader Kreiskegel mit dem Radius h, und der
Héhe a (siehe Bild):

K+ k+ 1=

1849, von denen

Q
»’&‘\%

V='% nh?-a

Fall 2) Der FuBpunkt D sei innerer Punkt der
Strecke BC. Dann gilt:

V= V‘l + ‘/"2’ J—
wobei K, der Kegel mit der Hhenléinge BD

V1

und K, der Kegel mit der Hohenkinge CD
sein soll (siehe Bild).

V=§nh,,zﬁ+§nh,,za
1
T3
BD+CD=afolgt

1 2
V= 3 ﬂh, a.

V=2 nh,?+ (BD +CD), und wegen

Fall 3) Der FuBpunkt D liege auBerhalb der
Strecke BC (siehe Bild).

Dann gilt

=V,-V,
wenn (0.B.d.A) DB <_DC und K, der Kegel
mit der Hohenldnge DC ist, also

_1 > pe_l 2.DB
V= 3 nh, [f i_nh,, DB,
und wegen DC — DB =a folgt

LT
V_i nh,” - a.

Das Volumen V des durch Rotation der
Dreiecksfliche entstandenen Korpers betragt
mithin in allen drei Fillen

1 2
V—§ na h,, .

3. I) Angenommen, eine Zahl x geniigt der
Forderung der Aufgabe. Dann ergibt sich:
Aus D folgt: Gleichgiiltig, welche der beiden
Aussagen wahr ist, x muB eine dreistellige
natiirliche Zahl sein. Aus C folgt: Wire C,
wahr, dann wire auch C; wahr, was im Wi-
derspruch zur Aulgabenstellung steht. Also ist
C, falsch und demnach C, wahr.
Aus C, und D folgt, daB x eine dreistellige
natiirliche Zahl ist, die mit der Ziffer 3 be-
ginnt.
Wire D, wahr, dann miifite x die Zahl 333
sein. Fiir diese Zahl wiren jedoch beide Aus-
sagen B, und B, falsch. Demnach mufl D,
falsch und D, wahr sein.
Wiire B, wahr, dann miifte gelten

x+1=12n.
Dann wiirde daraus folgen

x+1-6=12n—6

x—5 =6(2n-1),
d. h, auch Aussage B, wire wahr.
Da das im Widerspruch zur Aufgabenstellung
steht, muB B, falsch und B; wahr sein. Ist
nun x—5 durch 6 teilbar, dann auch x+1,

und da von zwei aufeinanderfolgenden Viel-
fachen von 6 genau eines durch 12 teilbar ist,
x+1 aber nicht durch 12 teilbar sein darf,
muB x —5 durch 12 teilbar sein.

Aus den bisherigen Aussagen folgt:

x ist eine Primzahl mit 300 < x < 399.

Sie ist um 5 gréBer als ein Vielfaches von 12
und ungleich 389. AIR diese Bedingungen
werden genau von den Zahlen 317 und 353
erfiillt.

Wiire nun A, wahr, dann kime nur die Zahl
353 in Frage, und damit wire auch A; wahr.
Folglich muf} A, falsch sein, und damit ent-
fdlle 353.

Somit kann nur die Zahl 317 die in der Auf-
gabe genannte Forderung erfiillen.

II) Insbesondere ist hiermit gezeigt, daB
auBer der Zahl 317 Keine Zahl dér Forderung
der Aufgabe geniigt, d. h., es ist gezeigt, daB
A, Rir die Zahl 317 wabhr ist. Ferner sind B;,
Ci, D, fir 317 wahr und A, B,, C,, D, fir
317 falsch. Daher geniigt 317 tatsédchlich der
Forderung der Aufgabe.

4. Angenommen, es gibe n aufeinanderfol-
gende natiirliche Zahlen, deren erste die Zahl
a und deren Summe die Zahl 60 ist. Dann gilt
a+(@+1)+@+2)+...+[(@a+(n—1)]=60.

Bei Verwendung der Summenlormel fiir die

natiirlichen Zahlen erhilt man ln

2
(2a+n—1)=60 und somit
60 n—1 120—n%+n
a=———— oder a=————.
n 2 2n

Wirer2 12,so wiren>? —n=n{n—1)=12- 11

>120, also a<0. Also verbleiben nur die

Moglichkeiten n=2, ..., 11. Fiir diese hat

120—n(n—1)
2n

belle angegebenen Werte:

die in der nachstehenden Ta-

n 2 3 4 5 6
nin—1) 2 6 12 20 30
120—n(n—1) 118 114 108 IOOv 90
2n 4 6 8 10 12
120—n(n—1) 59 27 15
% 2 P 3 13
n 7 8 9 10 11
n(n—1) 42 56 72 90 110
120—n(n—1) 78 64 48 30 10
2n 14 16 18 20 22
120—n(n—1) 39 4 8 3 i

2n 7 3 2 11

Daher kénnen nur die Darstellungen als
Summen aus den in (1), (2), (3) genannten
Zahlen die Bedingungen der Aufgabe erfiillen:
1) 19, 20, 21

2 10, 11, 12, 13, 14

(3) 4,567,809, 10, 11.

Die Probe bestitigt, daB die Summe dieser
Zahlen jeweils 60 ist.

Hinweis: Das Probieren kann auch wesent-



lich eingeschrinkt werden, wenn man beach-
tet, daf aus

%n(2a+n—l)=60, also

n(2a+n—1)=120 folgt,

daB n| 120 sein muB, und, falls n gerade ist,
8 | n gilt. Mithin bleiben nur noch n=3, 5, 8
iibrig.
5. Es sei ABC ein beliebiges Dreieck. Dabei
seien a, b und ¢ in dieser Reihenfolge die
Lingen der Seiten BC, AC bzw. AB und «,
B und y die GroBen der Innenwinkel bei A,
Bund C.
Ferner schneide die Halbierende des Winkels
X ACB die Seite AB in D. Da jede Winkel-
halbierende eines Dreiecks stets innerhalb des
Dreiecks verliuft, liegt D zwischen 4 und B.
Es wird nun (0.B.d.A.) behauptet:

4D AC

BD BC
Beweis: Man verldngert BC iiber C hinaus
um b bis zum Punkt E. Wegen AC=EC ist
das Dreieck ACE gleichschenklig.
Also gilt
¥ CAE= X CEA (als Basiswinkel im gleich-
schenkligen Dreieck) und ferner
¥ CAE+ ¥CEA=y (nach dem AuBlenwin-
kelsatz). Daraus folgt

XCAE=Y
¥CAE=3

Die Winkel £ CAE und & ACD sind Wech-
selwinkel an geschnittenen Geraden und
auBerdem gleich groB. Folglich sind die
Strecken CD und AE parallel.

Daher gilt nach einem der Strahlensitze

£=E:C und wegen AC=EC=b"

BD BC

0 1
6. Wegen abc=1 gilt =
Mithin gilt
(1+a)(1+b)(1+¢)

=(1+a)(l+b)(l+a—lb)

1
=(1 +u+b+ab)(1+E)
1

1 1
=l+a+b+ab+—+-+-+1
ab b a

=2+(a+1)+(b+l)+<c+l>.
a b c
Nun gilt fiir alle x>0

(x—12=x2—2x+120, also

x—2+1 20 bzw.
x

x+l =2 (1), und das
x

Gleichheitszeichen gilt genau fir x=1.
Wegen (1) folgt aus (*)
(1+a)(1+b)(1+c)22+2+2+2=8, wobei
das Gleichheitszeichen genau fiir
a=b=c=1gilt, wzbw.

Klassenstufe 10

1. Fiir die Lage des Punktes D unterschei-
den wir drei Fille.

Fall 1: D fillt mit einem der Punkte B, C zu-
sammen, 0.B.d.A. mit dem Punkte B. Das
Volumen V des Rotationskérpers ergibt sich
dann als Differenz des Volumens V; eines
Zylinders mit dem Radius h, und der Héhen-
linge a und des Volumens ¥, eines Kegels mit
gleichem Radius und gleicher Hohenlinge
(siehe Bild).

Fall 2: D liegt zwischen B und C. Dann ist
das Volumen V gleich der Differenz aus V,
und der Summe der Volumina Vi, eines Ke-
gels mit dem Radius h, und der Hohenldnge
BD und Vi, eines Kegels mit gleichem Radius
und der Hohenldnge DC, wobei BD+DC
= BC =a gilt (siche Bild).

V=V,~ (Vi + W)
=nh3-a_§nhz-(ﬁ+m

2
=Znh?-a.

3
Fall 3: D liegt auf der Geraden durch B und
C auBerhalb von BC, 0.Bd.A. so, dal C
zwischen B und D liegt.

Dann ist das Volumen V gleich der Differenz
aus der Summe der Volumina V; und V; 2 und
d_em \ﬂumﬂ V"x’ wobei diesmal
BC =BD — CD =a gilt (siche Bild).

V=V, +Vi,— W,

=nhﬁ-a+%nhﬁ-ﬁ—%nh§-ﬁ

=nhz-[a+§(65—ﬁ)]
¥)=3

Das Volumen V des betrachteten Rotations-
korpers betriigt also in jedem Falle

=nh: <a~la)=znh,2. ‘a.

V=§1ra k2,

2. . Angenommen, P sei der Inkreismittel-
punkt eines rechtwinkligen Dreiecks ABC
mit der Hypotenuse AB. Dann liegt P nicht
auf der Geraden g durch 4, B. Sind a, § die
InnenwinkelgroBen bei 4 bzw. B im Dreieck
ABC, so ist a+$=90° und <):BAP=;,

, also ¥ BAP+ x ABP=45° und

¥ ABP=

daher ¥ APB=135°. Ist M der Mittelpunkt
des Umkreises k von AABP, so hal folglich
derjenige Zentriwinkel, der zu dem P nicht
enthaltenden Bogen b'=AB von k gehort,
die GroBe 270°. Also ist AABM ein gleich-
schenklig-rechtwinkliges Dreieck mit der Hy-

NI

potenuse AB; folglich gilt x BAM = xABM
=45° und da zu b’ ein iiberstumpfer Zentri-
winkel gehort, liegt M aul derselben Seite von
g wie b', d. h. nicht auf derselben Seite von g
wie P (siche Bild).

[

Daher kann ein Punkt P nur dann der ge-
suchten Menge V angehdren, wenn diese
durch folgende Konstruktion erhalten werden
kann:

IL. (1) Man zeichnet die Gerade g durch 4
und B. Sie teilt die Ebene in zwei Halbebenen
€, und ;.

(2) Man trigt an AB in A und B je einen Win-
kel von 45° so an, daB dessen freie Schenkel
in ¢, verlaufen und sich in M, schneiden.

(3) Man zeichnet den Kreis um M, mit dem
Radius M;4 =M B. Der in ¢, liegende Bo-
gen dieses Kreises sei b, genannt.

(4) Man trigt an AB in A und B je einen Win-
kel von 45° so an, daB dessen freie Schenkel
in &, verlaufen und sich in M, schneiden.

VII



(5) Man zeichnet den Kreis um M, mit dem
Radius M2A  =M,B. Der in ¢, liegende Bo-
gen dieses Kreises sei b, genannt.

(6) Die Vereinigungsmenge der beiden Kreis-
bogen b; und b, mit Ausnahme der Punkte
A und B sei mit V bezeichnet.

II1. Jeder Punkt P der so konstruierten Menge
V gehort der gesuchten Menge an.

Beweis: Nach Konstruktion sind die Drei-
ecke ABM  und ABM , gleichschenklig-recht-
winklig mit der Hypotenuse AB.

Liegt P (¥ A, B) auf by, so ist £ APB ein in
dem Kreis k; um M,; mit M;A=M B lie-
gender Peripheriewinkel; und der Zentri-
winkel, der zu dem P nicht enthaltenden, d. h.
in €; gelegenen Bogen b/ = AB von k, gehort,
ist iiberstumpf, da auch M, in ¢, liegt. Somit
hat dieser Zentriwinkel die GroBe 270°, folg-
lich gilt ¥ APB=135° also

¥BAP+ £ ABP=45°. Trigt man an ABin A
und B je einen Winkel der GroBe 2- x BAP
bzw. 2+ £ ABP so an, daB die freien Schenkel
in &, verlaufen, so schneiden sich diese folglich
in einem Punkt C, fiir den

¥BAC+ X ABC =90°, also ¥ ACB=90° gilt.
In dem entstandenen rechtwinkligen Dreieck
ABC mit AB als Hypotenuse ist P- der
Schnittpunkt zweier Innenwinkelhalbieren-
den, also der Inkreismittelpunkt.

Daher gehort P der gesuchten Menge an.
Analog beweist man, daB jeder Punkt P
(%A, B) auf b, der gesuchten Menge ange-
hort.

IV. Alle Konstruktionsschritte sind eindeutig
ausfithrbar.

3. (I) Angenommen, [iir Zahlen a und b seien
die Bedingungen der Aufgabe erfiillt. Dann
hat die Gleichung (1 +a%x2):x>=b minde-
stens eine LSsung x. Daraus folgt b+0; denn
fiir keine Zahl g hat die Gleichung
(1+a*x?) : x?=0eine Losung. Da ferner beide
in der Aufgabe angegebenen Gleichungen
mindestens eine gemeinsame Losung x haben,
so gilt fiir diese auch die nach Division der
zweiten durch die erste entstehende Gleichung
x*=1. Hieraus folgt x>=1, also 1+a*=b.
Somit konnen die Bedingungen der Auf-
gabe nur erfiillt sein, wenn b+ 1 4 a2 ist.

(IT) Zum Nachweis, daB fir b= 1+ a® die Be-
dingungen der Aufgabe erfiilit sind, ermitteln
wir zunachst die Ldsungsmenge der Glei-
chung

(1+a%x?):x*=1+a*:

VIII

Angenommen, fir eine Zahl x gelte diese
Gleichung, dann folgt 1+a?x?=x?+a’x?,
also x?=1. Daher kénnen nur die Zahlen 1
und — I Losung sein. Sie sind dies auch; denn
es gilt

(14+a*-1%):12=1+4* und

[(1+a® (=1)H]:(-1)*=1+a>

Also hat (1+a%x?):x?=1+a? die Losungs-
menge {1, —1}. Ferner ermitteln wir die
Ldsungsmenge der Gleichung
(1+a*x?y)-x*=1+a?:

Angenommen, (ir eine Zahl x gelte diese
Gleichung. Dann lolgt

x24+a%x*—1—a%=0, also
a*(x*—1)+x2—1=0,

(x*—1) [(a*(x®+ 1)+ 1)] =0 und somit wegen
a*(x>+1)+12a%- 1+121>0 weiter
x*—1=0.

Daher kénnen nur die Zahlen 1 und —1
Losung sein. Sie sind dies auch; denn es gilt
(1+a*-1%)12=1+4* und

[(1+a% - (—=1)3]-(=1)?=1+a2 Also hat
auch (1 +a%x?)- x*=1+a? die Lésungsmen-
ge {1, —1}.

Daher sind die Bedingungen der Aulfgabe
genau fiir 1+a?=b erfiillt, und die gesuchte
Losungsmenge ist {1, —1}.

4. Aus der Voraussetzung [olgt:
AH:CH=HA':HC
Nach dem Hauptihnlichkeitssatz gilt
AAC'H ~ AH A'C (Scheitelwinkel, rechte Win-
kel) und
AABA’~ACBC' (gemeinsamer Winkel, rech-
te Winkel)
Daraus folgt AH :CH=HC :HA'
und AB:CB=AA :CC
Nach (1) und (2) ergibt sich
HA :HC=HC':
und damit HC'=HA'
Unter Beriicksichtigung von (2) folgt daraus
CH=AH.
Durch Addition erhélt man daraus
CC' =AA"
Durch Einsetzen in (3) ergibt sich
AB=CB.
Analog verlduft der Beweis fiir
. AB=AC.
Damit ist bewiesen, daB das Dreieck ABC
gleichseitig ist.

Y]
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5. Angenommen, es gibt Positionssysteme
mit Basen n und darin jeweils zweistellige
Zahlen x mit den Ziftern a und b, welche die
geforderten Eigenschaften haben, dann gilt:
nb+a=2(na+b) (*) (@>0,b<n)
Aus (*) lolgt n(b—2a)=2b—a. Dabei gilt
b—2a+0; denn wire b—2a=0, also b=2ag,
dann miiBte auch 2b—a=0, also 4a—a=0

und mithin a=0 sein, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Daher folgt aus * weiterhin
2b—a
b—2a
zwei Fille:
I. 2b—a<0und b—2a <0 oder

II. 2b—a>0und b—2a>0.

Fall 1. entspricht nicht den Bedingungen der
Aufgabe, denn wegena—2b>0und 22— b >0

n= Da n positiv ist, unterscheidet man

sowie n= ;a__bg 2 wiire a—2b = 4a—2b, also
320, d. h. <0, im Widerspruch zur Vor-
aussetzung.

Im Falle II. folgt entsprechend a=0, wobei
a=0genau fiir n=2 gilt. Daraus folgt n= 3.
Da a, b und n natiirliche Zahlen > 1 sind, folgt
b—2a=1. Aus b—2a=1 erhilt man
n=3a+2. Es sei nun b—2a=d>2. Dann
miiBte gelten 2b—a=22a+d)—a=3a+2d

und damitn= Ja+ Zd. Wegen b<n wiirde nun

3a+2d oder 2ad +d* <3a+2d bzw.

2a+d<

d*—2d+1+2ad<3a+1 bzw.

(d—1)*>+2ad <3a+1 gelten. Nun folgte aber
ausd=2:

(d—1)>21, also 2ad = 4a und damit
(d—12+2ad=4a+1>3a+1, im Wider-
spruch zur Annahme. Folglich ist b=2a+1,
n=3a+ 2 die einzige Lsung.
(3a+2)(2a+1)+a=6a*+8a+2
=2(3a’+4a+1)=2[(3a+2)a+2a+1)].

Es gibt mithin unendlich viele Positions-
systeme, in welchen es zweistellige Zahlen der
verlangten Eigenschaft gibt; und zwar in je-
dem dieser Positionssysteme genau eine zwei-
stellige Zahl dieser Art. Fiir alle diese Posi-
tionssysteme gilt:

Die Zahlen x und n erfiillen genau dann die
Bedingungen der Aufgabe, wenn x=an+b
=an+2a+1 und n=3a+2 gilt, wobei n=3a
+2 und b=2a+1, wobei a eine beliebige
natiirliche Zahl >0 ist.

6. a) Laut Definition von [x] ist [x]=g fir
jede reelle Zahl erklidrt und eine ganze Zahl.
Fiir alle ganzen Zahlen g ist ebenso (— 1) er-
klirt. Also ist durch y=f(x)=(—1)*! eine
Funktion f erklirt, die fiir alle reellen x exi-
stiert.
b) Wegen (—1)'=—1, (—1P=+1, (-1)°
=—1,(—1)*= +1 liegt die Vermutung nahe,
daB f(x +2)=1(x) gilt.
Aufgrund der Definition von [x] gilt genau
dann [x]=g, wenn es eine reelle Zahl a mit
0<a<]1 gibt, so daB x=g+a ist. Folglich
gilt x+2=g+2+a und, da g+2 ebenfalls
eine ganze Zahlist, [x+2] =g +2=[x]+2.
Damit ergibt sich
Se+2)=(-1)*2

=(~1yn+2

= (=1 (=12 = (- 1,
d. h. f(x+2)=f(x), es existiert also ein p mit
p=2.
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A6A Im Kanuslalom werden Punkte zur
Wertung benutzt (Fahrzeit in s plus Stral-
punkete fiir das Beriihren oder Auslassen von
Toren). Sieger wird demnach der Sportler mit
der geringsten Gesamtpunktzahl. Die ersten
Sechs der Olympischen Spiele von 1972 er-
reichten folgende Punktzahlen:

1. Horn (DDR) 268,56
2. Sattler (Usterreich) 270,76
3. Gimpel (DDR) 277,95
4. Peters (BRD) 282,82
5. Raum (BRD) 288,01
6. Havlicek (CSSR) 289,56

Weiter ist folgendes bekannt:

1. Jeder erhielt Strafpunkte, die in den Stufen
10, 20, 30, ... vorkamen.

2. Keiner erhielt mehr als 40 Strafpunkte.

3. Zweimal erhielten Sportler die gleiche
Strafpunktzahl.

4. Ein besser plazierter Sportler (s. 0.) erhielt
weniger Strafpunkte als ein nach ihm pla-
zierter.

5. Der BRD-Sportler Peters erzielte die zweit-
schnellste Fahrzeit.

Ermittle, wieviel Strafpunkte jeder dieser
Sportler erhielt, und ordne sie in der Reihen-
folge nach ihren reinen Fahrzeiten!

A7 A Der Moderne Fiinfkampf beginnt mit
einem Geldnderitt iiber 1000 bis 1500 m mit
10 bis 23 Hindernissen (je nach Gegebenhei-
ten des Austragungsortes). Gewertet wird
wie folgt:

Fehlerloser Ritt mit einer Geschwindigkeit
von 400 m/min: 1 100 Punkte

Fiir jede angefangene Sekunde iiber die er-
laubte Zeit werden abgezogen (bis zu einer
Gesamtzeit von 6 min): 5 Punkte.

Wird die Reitzeit von 6 min i.ibersclfritten,
erhilt der Sportler 0 Punkte. AuBerdem gibt
es noch Stralpunkte an Hindernissen. Plus-
punkte werden keine vergeben.

Die Strecke fir den Geldnderitt sei 1100 m,

1200 m bzw. 1450 m lang.
a) Berechne fiir die drei Lingen, welche Zeit
ein fehlerloser Gelinderitt hochstens dauern

darf, damit die Hochstpunktzahl erreicht
wird!

b) Wieviel Punkte erhilt ein Sportler, der die
jeweilige Strecke in 5:30 min absolviert?

A84a Folgende Hiirdenstrecken sind olym-
pische Disziplinen: 110 m und 400 m bei den
Mainnern und 100 m bei den Frauen. Es sind
jeweils 10 Hiirden zu iiberwinden. Folgende
Abstinde gelten vom Start bis zur 1. Hiirde
bzw. von der letzten Hiirde bis zum Ziel:

110m: 13,72m 14,02m
400m: 4500m 40,00m
100m: 1300m 10,50m

Wie groB ist bei jeder Hiirdenstrecke der
Abstand zwischen den Hiirden? ~

A9a Die letzte Disziplin des Modernen
Fiinfkampfs ist der Geléndelauf iiber 4000 m.
Fiir eine Zeit von 14:15,0 werden 1000 Punk-
te vergeben, fiir je 1 s Abweichung von dieser
Zeit werden 3 Punkte dazugeziihlt (bei schnel-
lerem Lauf) bzw. abgezogen (bei langsame-
rem Lauf). Ein Sportler A hat 42 Punkte
Riickstand zum Fiihrenden B, der den Ge-
landelaul in 13:47,0 schon absolviert hat.
Wie schnell muB A laufen, um B

a)um 3 Punkte

b) um 12 Punkte zu iiberbieten?

A10a Der Weltrekord im 10000-m-Lauf
steht bei 27:30,8 min.

a) Welcher Durchschnittsgeschwindigkeit
entspricht das?

b) Welche Zeit wurde durchschnittlich fur je-
weils 100 m bendtigt?

Alla Bei groen internationalen Ruder-
meisterschaften bestreiten meist sechs Boote
die einzelnen Ausscheidungen und Finalren-
nen (ggf. je nach Teilnehmerzahl auch nur 5
oder 4).

Bei den Olympischen Spielen in Miinchen
1972 wurden Vorldufe und Hoffnungsliufe,
das Halbfinale und das Finale gerudert, ehe
die Sieger [eststanden. Im Einer gab es 3 Vor-
ldufe, 3 Hoffnungslidufe, 2 Halbfinalldufe (mit

je sechs Booten) und das Finale mit sechs
Booten. Die Sieger der Vorldufe erreichten
direkt das Halbfinale.

a) Wieviel Boote aus jedem Hoffnungslauf
kamen ins Halbfinale?

b) Mit welcher minimalen Platzziffer (d. i. die
Summe der Plazierung in jedem Lauf) konnte
ein Sportler Olympiasieger werden?

c) Mit welcher maximalen Platzziffer konnte
ein Sportler Olympiazweiter werden, wenn in
den Vorldufen je sechs Boote starteten?

Al12a Nach dem ersten Teilsprung, dem
sogenannten Hop (dt. Hupl) teilt man die
Dreisprungtechnik in zwei Varianten ein,
die Flachsprungtechnik (Hop betrigt 35 bis
36%, des Gesamtsprunges) und die Steil-
sprungtechnik (Hop betrigt mehr als 389
des Gesamtsprunges).

Ein Sportler erreicht 16,90 m im Dreisprung.
Wie weit ist sein erster Teilsprung minde-
stens, wenn er

a) nach der Flachsprungtechnik

b) nach der Steilsprungtechnik springt?

Vati!

< | ,,Das ist der Sieg!*

O~ -
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Berufsbild:
Diplom-Ingenieur
fiir Landtechnik

Uber die Ausbildung landtechnischer Hochschulkader

Die sozialistische Landwirtschaft ist ein
Zweig unserer Volkswirtschaft, der einen be-
deutenden Beitrag zur Loésung der vom
VIII. Parteitag der SED beschlossenen
Hauptaufgabe leistet. Fast 50 75 unseres Nah-
rungsgiiterbedarfs produziert die Land-,
Forst- und Nahrungsgiiterwirtschaft unserer
Republik, jeder dritte bis vierte Werktitige
im produzierenden Bereich unserer Volks-
wirtschaft ist mit seinen Leistungen an der
Erzeugung von Lebensmitteln beteiligt, der
Anteil am gesellschaftlichen Gesamtprodukt
betrigt etwa 307, und fiir diese Produktion

werden etwa 237 der Grundfonds unserer
Volkswirtschaft benétigt.

Diese Zahlen machen sichtbar, welche groBe
Verantwortung die Arbeiter und Genossen-
schaftsbauern fir die immer bessere Versor-
gung der Bevolkerung mit ausreichend quali-
tatsgerechten Nahrungsmitteln und der Indu-
strie mit Rohstoffen haben.

Die Unterstiitzung, die die Arbeiterklasse der
DDR und auch der UdSSR unserer soziali-
stischen Landwirtschaft gibt, sollen folgende
Angaben deutlich machen.

Der Mechanisierungsgrad betrégt in der Ge-
treideernte 99,9%, bei der Kartoffelernte
91,1% und bei der Emte der Zuckerriiben
96,2 7. Je 100 ha landwirtschaftlicher Nutz-
flache stehen den in 1210 kooperativen Ab-
teilungen Pflanzenproduktion, 47 LPG und
5 VEG Pflanzenproduktion arbeitenden
345000 Arbeitern und Genossenschaftsbau-
ern 111 PS zur Verfiigung. 2775 dieser PS-
Leistung entfallen dabei auf Traktoren aus
der Sowjetunion.

Der schrittweise Ubergang zu industriemaBi-
gen Produktionsmethoden, der damit verbun-
dene Einsatz moderner, hochleistungsfahiger
Maschinensysteme und Anlagen sowie die
notwendige Erhéhung der Arbeitsprodukti-
vitat erfordern die Ausbildung hochqualifi-
zierter landtechnischer Hochschulkader.

In Arbeitsteilung mit Diplom-Agraringenieu-
ren und Diplom-Agrarokonomen tragen sie
die Verantwortung, daB die von der Arbeiter-
klasse bereitgestellte Technik effektiv einge-
setzt und erhalten wird.

Entsprechend der Aufgabenverteilung und
wissenschaftlichen Profilierung unserer Uni-
versititen und Hochschulen ist die Ingenieur-
hochschule Berlin-Wartenberg verantwort-

62

lich fiir die Ausbildung und Erziehung pro-
duktionsorientierter landtechnischer Hoch-
schulkader, die unmittelbar in den Land-
wirtschaftsbetrieben bzw. ihren Vorleistungs-
bereichen (Kreisbetriebe fiir Landtechnik,
Landtechnische Instandsetzungswerke und
Betriebe des landtechnischen Anlagenbaus)
eingesetzt werden.

Zur Realisierung dieser Zielstellung dient ein
vierjahriges Direktstudium, das in der Grund-
studienrichtung ,,Mechanisierung der Land-
wirtschaft* zu absolvieren ist.

Der zunehmenden Spezialisierung und Ar-
beitsteilung der landwirtschaftlichen Produk-
tion wird im Studium dahingehend Rech-
nung getragen, dafl die Ausbildung in folgen-
den Fachrichtungen erfolgt:

- Mechanisierung der Pflanzenproduktion

— Mechanisierung der Tierproduktion und

- Landtechnische Instandhaltung.

Das Studium schlieBt mit dem Erwerb des
ersten akademischen Grades ,,Diplominge-
nieur*‘ ab.

Unter Beriicksichtigung der spezifischen Auf-
gabenstellung der Ingenieurhochschulen ist
es notwendig, daB der Bewerber die Hoch-
schulreife (Abitur) und eine abgeschlossene
Berufsausbildung in einemn landwirtschaft-
lich-landtechnischen Beruf besitzt.
Facharbeiter, die die 10. Klasse absolviert
haben und im Rahmen ihrer berufsprakti-
schen Titigkeit vorbildliche fachliche und
gesellschaftliche Leistungen nachweisen kon-
nen, haben die Moglichkeit, im Rahmen eines
einjihrigen  Vorbereitungslehrgangs  die
Hochschulreife zu erwerben. Dazu werden
sie vom Betrieb delegiert und erhalten die fiir
die Konsultationswochen notwendige Ar-
beitsbefreiung von 60 Arbeitstagen.

Fir alle anderen+Bewerber gilt das an den
Oberschulen verbindliche Bewerbungsverfah-
ren, wobei Bewerber, die ihren Ehrendienst
bei der NVA ableisten, bereits vor Aufnahme
des Wehrdienstes in das Zulassungsverfahren
einbezogen werden.

Spezielle Auskiinfte erteilt jedoch auch jeder-
zeit das Direktorat fiir Erziehung, Aus- und
Weiterbildung der Ingenieurhochschule.

Das Studium stellt einen Klassenauftrag dar
und erfordert vom Studenten eine hohe Lei-
stungsbereitschaft auf fachlichem und gesell-
schaftlichem Gebiet.

Der zunehmende industriemiBige Charakter
der landwirtschaftlichen Produktion sowie
die damit verbundene Mechanisierung und
Teilautomatisierung der Produktionsprozesse
erfordern vom zukiinftigen Absolventen nicht
nur umfassende fachspezifische und gesell-
schaftswissenschaftliche Kenntnisse.
Unumgingliche Voraussetzung fiir die kom-
plexe Beherrschung technisch-technologi-
scher Prozesse sind gefestigte Kenntnisse in
den mathematisch-naturwissenschaftlichen
Wissensgebieten, die fiir die ingenieurméaBige
Anwendung z. T. unmittelbar, zum gréBeren
Teil aber mittelbar, d. h. tiber andere Grund-
lagendisziplinen und die fachrichtungsspezi-
fischen Lehrgebiete, wirksam werden. So
zielt die Ausbildung im Lehrgebiet Mathe-
matik auf die Aneignung der wichtigsten
mathematischen Methoden zur Beurteilung
und LCsung naturwissenschaftlicher, tech-
nisch-technologischer und 6konomischer
Probleme. Die Ausbildung gliedert sich (unter
Einbezichung der Belange der numerischen
Mathematik) in die Teilgebiete lineare Alge-
bra/lineare Optimierung, Analysis und Wahr-
scheinlichkeitsrechnung/mathematische Sta-
tistik.

An ausgewihlten Beispiclen wird dabei auch
demonstriert, wie die Mathematik unmittel-
bar zur Intensivierung der Produktion beitra-
gen kann. So werden die Studenten zum Bei-
spiel mit den mathematischen Grundlagen
der an der Landwirtschaftlichen Hochschule
Wolgograd ausgearbeiteten Methode zur Pro-
grammierung der Ernte vertraut gemacht.
Mit dieser Hochschule verbinden uns beson-
ders enge Partnerschaftsbeziechungen, dane-
ben auch mit Hochschulen in der VR Polen.
der Ungarischen VR und der CSSR.

Die beste Vorbereitung auf die mathemati-
sche Ausbildung sind solide Kenntnisse des
Schulstoffs, da dieser als bekannt vorausge-
setzt und auf ihm systematisch aufgebaut
wird. Schwierigkeiten haben erfahrungsge-
mil insbesondere solche Studenten, die an
der Schule ihre Rechenfertigkeiten (bis hin
zum formalen Differenzieren und Integrieren)
nicht geniigend gefestigt haben. Diesbeziig-
liche Liicken lassen sich spiater schwer schlie-
DBen. Die Methoden der Wissensvermittlung
an einer Hochschule stellen im Vergleich zur
allgemeinbildenden Schule hohere Anforde-
rungen an die Selbstindigkeit, insbesondere
die disziplinierte Durchfiihrung des Selbst-
studiums. Wer sich auf ein Studium vorbe-
reitet, sollte deshalb méglichst friihzeitig be-
ginnen, selbstindig mit Lehrbiichern zu ar-

beiten.
In den Lehrgebieten Physik und Chemie wird

ein Uberblick iiber die fir die Ausbildung
wesentlichen physikalischen und chemischen
Zusammenhange und die Grundlagen fiir das
Verstédndnis der Chemisierung der Landwirt-
schaft, insbesondere der Anwendung chemi-
scher Mittel in technischen Bereichen gege-
ben.



Durch Demonstrationsexperimente und selb-
stindige Arbeit im physikalischen und che-
mischen Praktikum werden die naturwissen-
schaftlichen Grundbegriffe gefestigt, das Vor-
stellungsvermogen geschult und experimen-
telle Fihigkeiten und Fertigkeiten vermit-
telt.
Parallel und zur Festigung des auf den spate-
ren Einsatz orientierenden Wissens werden
die theoretischen Lehrveranstaitungen in den
Grundlagenfichern und den Fachdisziplinen
durch Ubungen und Praktika erginzt.
In ausgewahlten, fortschrittlichen Landwirt-
schaftsbetricben werden das 4wdchige Be-
rufspraktikum I (am Ende des 1. Studien-
jahres) und das 5monatige Ingenieurprakti-
kum im 7. Semester durchgefiihrt. Das Be-
rufspraktikum II wird als 7wéchiges Prakti-
kum am Ende des 2. Studienjahres in ausge-
wihlten Jugendobjekten der FDJ absolviert.
Die besten Studenten durchlaufen ein Prakti-
kum im sozialistischen Ausland.
Ausgeriistet mit umfangreichen theoretischen
Kenntnissen und praktischen Fertigkeiten
wird der Absolvent befahigt, die ihm entspre-
chend seiner Ausbildung iibertragenen Funk-
tionen und Tatigkeiten in der sozialistischen
Praxis zu erfiillen.
Der Einsatz erfolgt fiir Absolventen der Fach-
richtung
— Mechanisierung der Pflanzenproduktion:
Uberwiegend als landtechnische Leitungska-
der in KAP, LPG und VEG der Pflanzen-
produktion, in ACZ (Agrochemische Zen-
tren), bei der Mechanisierung des Garten-
baus und der Forstwirtschaft sowie in weite-
ren Einrichtungen der Land-, Forst- und
Nahrungsgiiterwirtschaft;
- Mechanisierung der Tierproduktion: Als
. Technische Leiter bzw. Betriebsingenieur
in LPG und VEG sowie ihren kooperativen
Einrichtungen der Tierproduktion und VE-
Kombinaten fiir industrielle Mast (KIM);
— Landtechnische Instandhaltung: Als Tech-
nologen fiir die vorbeugende Instandhaltung
und fiir die Instandsetzung in Kreisbetrieben
fiir Landtechnik, Landtechnischen Instand-
setzungswerken und Betrieben des Landtech-
nischen Anlagenbaus.

H. Bausch/E. Schneider

Bei Freunden
in Kuba zu Gast

In den Jahren 1967/68 beschlossen die ver-
antwortlichen Mitarbeiter im kubanischen
Erziehungsministerium die Modernisierung
des Mathematikunterrichts in der Primaria
(KL 1 bis 6). Als Vorbild wihlten die kuba-
nischen Genossen den Mathematikunterricht
an unserer polytechnischen Oberschule.

In Anlehnung an unsere Lehrpline, Lehrbii-
cher und Unterrichtshilfen wurden inzwi-
schen Ausbildungsmaterialien fiir die Prima-
ria und auch fir die Secundaria (K1. 7 bis 9)
entwickelt. Bei der Einfihrung dieser Mate-
rialien in den Unterricht werden die kubani-
schen Piddagogen seit 1968 von Lehrerbild-
nern aus Erfurt und K&then tatkriiftig unter-
stiitzt. Im Juni/Juli 1971 war ich das erste Mal
als Lehrkraft in einem Kurs mit einer groBen
Gruppe kubanischer Mathematiklehrer und
Schulinspektoren in Havanna eingesetzt und
auch in dén Jahren 1972, 1974, 1975 und 1976
fiihrte ich in Havanna Weiterbildungskurse
durch. Da es in Kuba keine Ausbildung in
Methodik des Mathematikunterrichts gibt,
wird in den Kursen, ausgehend von den fach-
wissenschaftlichen Grundlagen des Schul-
stoffes, vor allem an der methodischen Aufbe-
reitung des Stoffes und dem zweckmaBigen
Einsatz der Lehrbiicher gearbeitet.

Die Kursteilnehmer fithren dann ihrerseits
in den Weiterbildungswochen mit den Leh-
rern in den Provinzen Lehrginge durch, so
daB im darauflolgenden Jahr in einer weiteren
Klassenstufe ein moderner Mathematikunter-
richt erteilt werden kann. Unsere kubanischen
Kollegen sind mit groBem Eifer bei der Er-
fillluny dieser Aufgabe. Trotz 30° im Schatten
bei der Vorlesung oder beim Selbststudium
erlahmt ihr FleiB nicht.

Bei meinen Besuchen in Kuba habe ich be-
reits in vielen Schulen hospitiert und mich
davon iiberzeugen konnen, wie gut unsere
Kursteilnehmer das Gelernte weitergegeben
haben und es nun im Unterricht umgesetzt
wird. Besonders eindrucksvoll waren Besuche
in der Escuela Vocacional ,,W. 1. Lenin* (Spe-
zialschule) und in der Escuela en el Campo
(Landoberschule) mit dem Namen ,Repu-
blica Democratica Alemana* am 21. Mai
1974, als dort der Concurso Nacional de Ma-
temarica (nationale Mathematikolympiade)
stattfand. Aus dem Kreis der Teilnehmer an

diesem Wettbewerb wurde auch die Delega-
tion Kubas zur XVI. Internationalen Mathe-
matik-Olympiade 1974 in Erfurt ausgewihlt.

W. Jungk

Aufgaben aus der Republik Kuba

Al A Gegeben sei eine quadratische Glei-
chung in der Normalform x2+px+q=0;
der Koeflizient p des linearen Gliedes px und
das absolute Glied g seien beides reelle
Zahlen.

a) Fiir welche Werte von p und g besitzt
die gegebene Gleichung die reelien Lésungen
x;=aund x;=57

b) Fiir welche Werte von p und q besitzt die
gegebene Gleichung die reelien Losungen
x;=a® und x;=5b??

c) Es seien x, =a und x; =2a reelle L6sungen
der gegebenen Gleichung; es ist p als Funk-
tion von g darzustellen!

d) Es sei p= —2, und eine der beiden Losun-
gen sei gleich dem Quadrat der anderen L6-
sung. Welchen Wert hat in diesem Fall das
absolute Glied q?

A2 a Die abgebildete Figur stellt ein Qua-
drat ABCD mit der Seitenlinge AB=a dar.
Der Mittelpunkt M der Seite BC und der
Mittelpunkt N der Seite CD wurden mit dem
Eckpunkt A des Quadrates verbunden. Die
Diagonale BC schneide AM in P und AN

inQ.

o
=
]

A a 8

a) Es ist zu beweisen, daB BP = E =I)§ gilt!
b) Welche der drei Winkel £« BAP, ¥ PAQ
und ¥ QAD sind einander kongruent?

a3l a Die abgebildete Figur sei ein reguli-
res Tetraeder ABCD mit der Kantenldnge
AB=a. Das von A auf die Ebene CBD ge-
fallte Lot habe den FuBpunkt P. Das von P
aul die Ebene CAD gefillte Lot habe den
FuBpunkt Q. Es ist zu beweisen, da3

@=%~ﬁgilt.
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Hundert Gefangene

Es war einmal ein russischer Mérchenkdnig mit Na-
men Dodon. Bei einem Streifzug nahm er 100 Feinde
gefangen. Diese sperrte er in 100 Einzelzellen. Davor
patrouillierte Tag und Nacht die Wache.

Alle Zellenschldsser konnte man mit einem Schliissel
Offnen, den der Konig trug. Wurde dieser Schliissel
im SchloB einmal umgedreht, lieB sich die Tiir 6ffnen.
Wurde er nochmals umgedreht, war die Tiir verschlos-
sen, usw.

Zu seinem Geburtstag wiinschte der Konig, die Ge-
fangenen freizulassen. Deshalb schickte er am Tage
zuvor einen Boten, der alle Zellen nacheinander
durchging und immer den Schliissel einmal drehte.
Nun waren alle Zellen gedffnet. Doch da der Geburts-
tag des Kdnigs noch nicht angebrochen war, sperrten
die Wachen noch den Ausgang.

Sobald der Bote den Schliissel zuriickbrachte, ent-
schied sich der Konig Dodon wieder anders. Er
schickte einen zweiten Boten, der den Schliissel in
jedem zweiten ZellenschloB noch einmal umdrehen
sollte. Damit waren alle Zellen mit ungerader Nummer
wieder verschlossen.

Danach muBte ein dritter Bote den Schlissel in der
3,6.,9., usw. Zelle wieder umdrehen. Dann ein vierter
Botedeninder 4., 8., 12,, ... usw. Genau so machten
es alle weiteren Boten des MarchenkOnigs bis zum
100., der den Schliissel nur in der 100. Zelle um-
drehte.

Endlich brach der Geburtstag des Konigs an. Die Wa-
che wurde entlassen, und alle Gefangenen, die in offe-
nen Zellen saBlen, waren frei.

Wieviel Gefangene hat der Marchenkonig Dodon frei-

gelassen? Mathematikfachlehrer A. Halameisdr, Moskau
Motorsport
“VOLVO SAAB VOLGA
+ FIAT + FORD + DODGE
MOTOR MOTOR MOTOR
TATRA
+ . BENZ
MOTOR aus: ,,Fules, Budapest

Kleine Logelei

Denke mit!
Herr Maier, Herr Berger und Herr Janik wohnen in
Linz, Graz oder Wien. Sie sind von Beruf Schlosser,
Lehrer oder Arzt. Thre Lieblingsbeschiftigung ist
Segelflug, Boxen oder Tennis. Sie trinken gerne Tee
oder Fruchtsaft oder Mineralwasser.
Folgendes ist bekannt:
1. Herr Berger kennt den Lehrer, der weder boxt
noch Tennis spielt.
2. Der Schlosser, der in Graz wohnt, besucht oft
seinen Freund in Linz, der gern Tee trinkt.
3. Janik, der gern Mineralwasser trinkt, ist nicht der
Arzt.
4. Der Tennisspieler ist nicht Schlosser.
5. Maier, der keinen Fruchtsaft trinkt, spielt Tennis.
Gib Beruf, Wohnort, Lieblingsbeschiftigung und
Lieblingsgetrank von Herrn Maier, Berger und Janik
an!

Schiiler Peter Braumiiller, Wiener Neustadt

aus: Tribiine, Zeichnung : Gabbert




Silbenriitsel

Aus den Silben

a — arc — ber — bol — che — con — di — ein - eins — eur —
ex—fli - funk —ge-go—-in—in—kreis—la—le—lu-
mal-me-mi—-mor-na-ni-no-null-o-o-on-
ons — pa — pier — pli — ra — rad — re — rie — sa — stel —
sym — tits —the —ti—ti—ti—ti— tri — trie—us - vi—vo—
zit

sind 13 Begriffe zu bilden, deren Anfangs- und End-
buchstaben, von oben nach unten gelsen, jeweils einen
franzésischen Mathematiker ergeben.

Dipl.-Ing. K. Gallien, Berlin

Kryptarithmetik

EVE _
1. m—O,TKEK

2. Z-17-d=ddd...
Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern, so daB
richtig geloste Aufgaben entstehen.

Dr. M. Skalicky, Wien

Ein Troja-Diagramm

B

Dr. M. Skalicky, Wien

Legespiel

Schneide aus Pappe acht kongruente Rhomben mit der
Seite @ und den Winkeln 45° und 135° sowie zwolf
kongruente rechtwinklig-gleichschenk.ige Dreiecke
mit den Katheten a aus! Lege diese 20 Pappstiicke zu
einem Quadrat zusammen !

Lehrerin Irmgard Tréger, Wilhelm- Pieck-OS, Ddbein

Kreuzwortriitsel

)
3

S'F
Y
a
to

2 27

Dipl.-Math. Ch. Pollmer, Dresden
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Losungen

Lisungen: Schwedische Mathe-Olympiade
1974 (Forts.)

-4 - .
2. Fall: Dann gibt es 57= 10 Moglichkeiten

fir die Belegung des Faches A.
Liegt jetzt im Fach B genau 1 Gegenstand,
so gibt es hierfur jeweils drei Moglichkeiten.
Liegen aber im Fach B genau 2 Gegen-
stinde, so gibt es hierfiir jeweils drei Moglich-
keiten, z. B.

(3, 4), 3, 5), (4, 5).
Mehr als 2 Gegenstinde kdnnen in diesem
Fall nicht im Fach B liegen, da sonst das
Fach C leer bliebe.
Insgesamt gibt es also im 2. Fall

10-(3+3)=10- 6=60 Maoglichkeiten.
3. Fall: Dann gibt es 543

3-2

keiten fiir die Belegung des Faches A.
Im Fach B kann in diesem Fall nur 1 Gegen-
stand liegen, dafiir gibt es jeweils zwei Mog-
lichkeiten.
Insgesamt gibt es also im 3. Fall

10 - 2=20 Moglichkeiten.
Beriicksichtigt man alle drei Fille, so gibt es
insgesamt

70+ 60+ 20 =150 Moglichkeiten
fir die Belegung der Fécher 4, B, C nach den
gestellten Bedingungen.

=10 Moglich-

A3a Es sei x eine reelle Losung der Glei-

chung }/60—x+}/x—11=)/4. )

Setzt man

u=}/60—x, v=}/x—11, so gilt
3l/i=u+v,

4=(u+v)*=u+0>+3uvu+v),
also wegen (3)
wtvd+ 331/4_1uv=4.
Dabher gilt wegen (2)
3
60—x+x—11-3)/4

3

1/(60—x) (x— 11)=4,

3

3)/4(—x? +71x—660)= —45,
4(x? —71x+660)=3375,

735

—Tlx——==0. 4
x7lx40 4)

Diese quadratische Gleichung hat die reellen
Losungen
X;=

2
Q)

71476 147
2 T2
71-76 5

2 7

und

Xz2=

66

Wenn also die Gleichung (1) iiberhaupt reelle
Losungen hat, so konnen es hdchstens die

Lésungen x, =§ und x; = —% sein.

Die Probe zeigt, daB das tatséchlich Ldsungen
der Gleichung (1) sind. Man erhilt nimlich

ﬁirx,=i27:

3]/60—x1+3]/x1—1 = ——+\/T2—5

"y

A4 a Fir alle ganzen Zahlen n gilt
8n24-2n+1=4Q2n%+n+1)—(2n+3),
2n24+n +1=n2n+3)—2n+1
=n(2n+3)—(2n+3)+4

2n4n +1=(n—1)(2n+3)+4. 2
Nun sind die Zahlen 2r+ 3 und 4 stets teiler-
fremd, da 2n + 3 eine ungerade Zahl ist und 4
keine ungeraden Teiler (auBer 1) besitzt.
Wegen (2) sind daher auch die Zahlen
2n+n+1 und 2n+3 teilerfremd. Daraus
folgt aber wegen (1), daB auch die Zahlen
2n2 +n+1 und 8n®+2n+1 teilerfremd sind,
w.z.b.w.

(1)

AS5A Setzt man

Ve-Va_

Ve+Va
so gilt, da p3¢q,

_ Vp-Va? p+a—2/pa
TV Va0h—Va P4

(p—a)x=p+q-2)/pq.

x ist also Losung der linearen Gleichung
(p—aqx—p—q+2}/pg=0. 3)
1. Ist nun }/pq rational, so ist es auch, da
p und g natiirliche Zahlen sind, ganzzahlig.
In diesem Fall ist daher x Losung der linea-
ren Gleichung (3) mit ganzzahligen Koeffi-
zienten, also auch Ldsung der quadratischen
Gleichung

[(p—ax—(p+a-2/pa)] [x—r]=0, @)

wobei r eine beliebige rationale Zahl ist.

M

@

a

W =—
egen r=y,

b+0 sind, erhilt man aus (4) durch Umfor-

mung die quadratische Gleichung

[ —abx—(p+q-2/pg)] [bx—a]=0, (5)

die nur ganzzahlige Koeffizienten hat. Ist

wobei a und b ganze Zahlen mit

also |/ pq rational, so ist x Losung der qua-
dratischen Gleichung (5) mit ganzzahligen
Koeffizienten, deren zweite LGsung eine be-
liebige rationale Zahl ist.

2. Ist )/ pq nicht rational, so erhdlt man aus
(3) durch Multiplikation mit

(p—q)x—p—q—Zm

die quadratische Gleichung

[(p—g)x—p—q]*—4pg=0. (6)
Das ist eine quadratische Gleichung mit ganz-
zahligen Koellizienten, die wegen (6), (3),
(2) und (1) die beiden Losungen

\VoVa

p+V/a

p+q+21/P_q Ve+Va hat.
P~ Vp—Vq

Ist also )/ pq nicht rational, so ist x Losung
der quadratischen Gleichung (7) mit ganz-
zahligen Koeflizienten, deren zweite Losung
/ST

p—

und

A6 A Wir untersuchen die Funktion
(P)=11(P)—f(P).

Fiir alle Randpunkte R gilt dann nach Vor-
aussetzung

g(R)=11(R)—f(R)=
Ferner gilt (iir alle inneren Punkte P, falls
Py, P;, Ps, P, die vier benachbarten Punkte
sind,

oPY= 1PV o)
AP 1Py 1P 1P
FP3) P + 1P~ f(P)]

= LoP ) +g(P) +9Po) +a(PL)

Es sei nun a das Maximum der Funktions-
werte von g, es gilt also g(P)<a fiir alle
Punkte P der Menge M. Ist nun P ein
innerer Punkt, fiir den das Maximum ange-
nommen wird, so gilt

a=o(P)={[4(P\) +9(P2)+ o(P5)+9(Pa))

wobei P,, P& P,, P, die vier benachbarten
Punkte von P sind. Daraus folgt aber
g(P1)=g(P2)=g(P3)=g(Ps)=a;

denn wire z. B. g(P,)<a, so wire

g(F) < % -4a=aq, was der Voraussetzung wider-

spricht. _

Wenn nun noch nicht einer der Punkte P,,
P,, P3, P, Randpunkt ist, so kann man das
Verfahren so lange fortsetzen, bis einer der
Punkte P; Randpunkt ist. Dann gilt aber
nach Voraussetzung g(P;)=0, woraus
a=g(P;)=0 folgt, d. h. das Maximum a der
Funktionswerte von 4 ist gleich Null. Analog
weist man nach, dal auch das Minimum der
Funktienswert von g gleich Null ist.

Lisung der Aufgabe von Clemens Jaunich,
Heft 6/75, S. 138, bearbeitet von
Studentinnen der Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitit Leipzig:

jo-x1={_

|05x+1]

[ 05x+1=105x+1>0~x2=-2

- {—O,Sx—l = 0,5x+1<0~x<~2

Aus den Voriiberlegungen ergeben sich fol-
gende Fille:

9—x «=9-x20~x<9
9+x ==9—x<0~x>9



1.Fall: x>9
—-(9—x)—(0,5x+1)=12
x=44
L,={44}
2. Fall: —25x59
9—x—(0,5x+1)=12
=3
3
Widerspruch zur Voraussetzung
L, =¢
3. Fall: x< -2
9—x—(-05x—1)= 12
x=—4
L3 = { -—4}
Zu jeder Losung ist eine Probe durchzu-
fiihren. Fiir die gestellte Ausgangsgleichung
erhilt man die Lésungselemente {44; —4}

Lisungshinweise und Lisungen zu:
Kombinatorik und binomischer Satz, S. 49

Al A Wiriiberpriifen eine Hypothese, z. B.
fir k=2:

1+3=2%;
a) Die Hypothese (die GesetzmiBigkeit) ist
gegeben;
b) Die Hypothese soll fiir eine gewisse Anzahl
k von Summanden wahr sein, d. h., es ist
wahr, daf

1+34+5+...+(2k—1)=k?;
wir zeigen, daB in diesem Falle die Hypo-
these (Formel) auch fir k+1 Summanden
wabhr ist, d. h., es gilt auch

143+5+... +(2k—1)+(2k+1)

=(k+1)>%
Die Summe der ersten angeordneten k Sum-
manden gt tatsichlich gleich k2. Es bleibt
zu zeigen, daB

K2+ 2k + 1) =(k+1)%
Das 148t sich unmittelbar nachpriifen.

120 1

A2a 2)9 b)49 C)T=ﬁ
3120
51—-41=96
vgl. Formel (2)!
a)720 b)132
a) Vi=P,=24
c) Vé=360

13!+ 13!

8! 9!
ETI
10!

b)7

Ada
Ada
ASa
AbGA
ATa

¢) 210
b) V$=120

A8a
b) 10

A%4A 3)10 c)9
alla
Al2a
Al3a
Alda
AlBa

a)210 b)56
a)7 b) 14
Cgo=1040
C$0=210
a)x=7,y=3
c)x=15y=6
V3=Py=91=362880
C3=84

V3="504
Cis-Ci=1820

c) 56
c)12

b)x=12, y=5

Al9a
A20a
A2l A
A22a

Lisang zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. Gliser (Heft 2/76)

A1533a 1. Es sei n=m=1. Dann gilt
z=1—x, wobei x eine beliebige reelle Zahl
mit 0<x <1 ist.
Dabher gilt —1 < —x <0,
also 0O<z<l, (1)
wobei z jeden Wert zwischen 0 und 1 anneh-
men kann, weil x jeden Wert zwischen 0 und 1
annehmen kann.
2. Wegen x>0 gilt auch x2>0, x*>0 und
allgemein x">0; 2)
ferner gilt x <1, also da x eine positive reelle
Zabhl ist,-auch

x2<x <1, x*<1 und allgemein

x"<1.
Aus (2) und (3) folgt

0<x"<1,

—1<—x"<0,

O<l—x"<1. )
Aus (4) folgt weiter

0<(1-x""<1, &)
wobei m und n beliebige von Null verschie-
dene natiirliche Zahlen sind. -
3. Damit haben wir bewiesen, daB fir alle
reellen Zahlen 2z mit

z=(1-x"y"
0<z<1 gilt, falls m und n beliebige von Null
verschiedene natiirliche Zahlen sind. Da an-
dererseits, wie unter 1. gezeigt wurde, fiir
n—m=1 auch z jeden Wert zwischen 0 und 1
annimmt, ist also M die Menge aller reellen
Zahlen ¢z, fir die 0<z <1 gilt.

3)

Lésung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. Bock, Heft 1/76, S. 3

A 1460 A Zu a) Ein regelmiBiges Sechseck
ergibt sich als Schnittfigur aus Symmetrie-
griinden genau dann, wenn die Ebene zu einer
Begrenzungsflache (in Skizze zur Begren-
zungsfliche BCE bzw. ADF) parallel lduft
und durch den Mittelpunkt des Oktaeders
geht. Die Seitenlinge des regelmiBigen Sechs-

ecks betragt %

b) Lage der Ebene nach Skizze sei vorausge-
setzt. Es wird der Punkt 4 gewihlt, von dem

‘aus die Eckpunkte des Sechsecks verbunden

werden. .

Vsei das Volumen der sich ergebenden sechs-
seitigen Pyramide;

h sei deren Hohe. Dann ergibt sich:

1 s s
V=3654V?
.V=§~|/§h

Die Hohe h ist die Hallte des Abstandes d
zwischen den Begrenzungsflichen BCE und
ADF. Dieser Abstand d ist die Hohe der drei-
seitigen Pyramide BCEA beziiglich BCE.
Deren Volumen ist der vierte Teil des

3
Oktaedervolumens (%]/5) D. h. es gilt:

IR

Daraus ergibt sich:
sl/2
h=z%= und somit
2)/3

SJ

D

&y

Nachtrag: Auch bei Wahl eines anderen Eck-
punktes des Oktaeders (anstelle von A) ergibt
sich dasselbe Volumen, da die H6hen aller
sechsseitigen Pyramiden, die jeweils moglich
sind, untereinander gleich sind.

F

Lisungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 1/76

W5 #1461 Die gegebene Zahl liBt sich in
der Form 10a+b darstellen. Wegen a=2b
erhalten wir daraus 10-2b+b=21b. Die
durch Vertauschen der Ziffern erhaltene Zahl
ist dann 10b+a. Wegen a=2b erhalten wir
daraus 10b+2b=12b.
Nun gilt ferner
21b- 13-522=12b,
273b—12b=522,
261b =522,
b=2.
Aus b=2 und a=2) folgt a=4. Die gesuchte
Zahl lautet somit 42, und es gilt 42 - 13 -522
=24

W5 =1462 Es sei a die groBere und b die
kleinere der beiden zu ermittelnden natiirli-
chen Zahlen.

Wegen a+b=149 gilt dann @275 und
b<74. Wegen a-b=5394=2-3-29-31 und
wegen a < 149 kann also a nur gleich
3-29=87 oder 3-31=93 sein. Dann wire b
gleich 2 - 31 =62 oder 2-29=58. Wegen
a+b=87+62=149 odera+b=93+58
=151>149 gilt nur a=87 und b=62.

Somit lauten die gesuchten Zahlen 87 und 62.

W5 31463 Von den Zahlen 12, 24, 36, 48
besitzt nur die Zahl 36 die Quersumme 9,
also gilt n, =36. Von den Zahlen 16, 25, 34,
43, 52, 61, 70 sind nur 16, 34, 52, 70 durch 2
teilbar; also konnte n, gleich 16, 34, 52, 70
sein. Fiir n; — n, =d gilt entweder 36 — 16 =20
oder 36—34=2 oder 36—52 nicht losbar
oder 36— 70 nicht 16sbar. Wegen d>n; gibt
es genau eine Zahl n, =16<20, die die ge-
stellten Bedingungen erfiillt. Daher geniigen
nur die Zahlen 36 und 16 den Bedingungen
der Aufgabe.
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W5 81464 Man sieht genau 7 Spielwiirfel.
Davon sieht man drei Spielwiirfel mit einer,
drei Spielwiirfel mit zwei und einen Spiel-
wiirfel mit drei sichtbaren Fliachen. Das sind
zusammen 3-1+3-2+1-3=12 Flichen von
Spielwiirfeln. Im giinstigsten Fall zeigen da-
von 7 Fldchen die Augenzahl 6, 4 Flichen die
Augenzahl 5 und eine Fliche die Augenzahl 4;
das sind insgesamt 7-6+4-5+1-4=66
Augen. Im ungiinstigsten Fall sind es
7-1+4-241-3=18 Augen. Es sei x die
Summe der Augenzahlen; dann gilt also
18<x<66.

W5 ®1465 Da keine zwei der Mitglieder
dieser Arbeitsgemeinschaft den gleichen Vor-
und Familiennamen haben, aber nur vier
verschiedene Vornamen vorkommen, heien
vier dieser Schiiler Hans Schulze, Fritz Schul-
ze, Giinter Schulze, Ernst Schulze.

Es verbleiben zweimal der Vorname Hans,
zweimal der Vorname Fritz, dreimal der Vor-
name Giinter. Da der Familienname Krause
dreimal vorkommt, heiBen drei weitere Schii-
ler Hans Krause, Fritz Krause, Giinter
Krause. Ein Schiiler heiBt Hans Paetow. Nun-
mehr verbleiben zweimal der Vorname Giin-
ter, einmal der Vorname Fritz. Da der Fami-
lienname Miiller zweimal vorkommt, heiBen
zwel weitere Schiiler Fritz Miiller, Giinter
Miiller. Der letzte Schiiler heiBt Giinter
Paetow.

W5 w1466 Aus 168:2 =284 folgt, daB aus der
VR Polen 84 Lehrlinge ausgebildet werden.
Aus 84-3=252 folgt, daB aus der Ungari-
schen VR 252 Lehrlinge ausgebildet werden.
Wegen 527—168—84—252=x und somit
x =23 werden in diesem Betriebz. Z. 23 Lehr-
linge aus der VR Bulgarien ausgebildet.
k
W6 81467 Aus v=1, +v;=45 l%+36—;—“
km km

=81T und s=v-t=81T~6s
m 6

=81000% %560

erste Zug eine Linge von 135 m besaB.

121 .
3’373 folgt, daB der Rei-
sende wihrend des dritten Teiles der gesam-
ten Reisestrecke geschlafen hatte.

W6 w1469 Der nachstehend abgebildeten
Zeichnung entnehmen wir folgendes:

h=135m folgt, daB der

W6 81468 Aus

wing

1
5 55

-

A t P 2t 8

—y

s . 25 _1s
Wegen v=? erhalten wir v, =3 und v2_6t’

68

also v;:v;=4:1. Die Geschwindigkeit wih-
rend des Radfahrens war viermal so groB wie
die wihrend des FuBmarsches.

W6 #1470 Aus a) folgt: Martin heiBt mit
Nachnamen weder Altmann noch Miiller.
Aus b) folgt: Martin hat auch nicht den
Nachnamen Neubert. Also heiBt Martin mit
Nachnamen Troger. Aus b) folgt:

Ernst heiBt mit Nachnamen weder Neubert
noch Miiller. Da Ernst nicht Troger heien
kann, hat Emst den Nachnamen Altmann.
Aus a) folgt: Karl heit mit Nachnamen nicht
Miiller. Da Karl auch nicht Tréger bzw. Alt-
mann heiBen kann, hat Karl den Nachnamen
Neubert. Somit hat Franz den Nachnamen
Miiller.

W6 1471 Die Winkel ¥ APD und xCDP
sind Wechselwinkel an geschnittenen Paralle-
len; deshalb gilt ¥ APD= & CDP. Wegen
¥ APD = £ CPD gilt dann auch ¥ CDP

= £ CPD, d. h, das Dreieck DPC ist gleich-
schenklig, und es gilt CD=CP. Daraus folgt
die Konstruktion: Wir schlagen um C mit
CD als Radius einen Kreis, der AB in P
schneidet und verbinden C und D mit P.

D c

A 8
Ph6 ®1472 Gegeben: V,=2300m?

—103-P__103Mp
vi=103 F5=1,03—

P Mp
y =09 mﬁ=0,9 —
Gesucht: V

Ein K&rper schwimmt, wenn das Gewicht (G)
gleich der Auftriebskralt (F,) ist.

F,=G mit Fy=y," W
nh=yV G=y-V
n(V—=Vo)=y-V Vi=V-V,

1 V=yo=yV
1,03-¥—-1,03-2300=09-V
0,13 V=2369
V18200
Das Volumen des gesamten Eisberges betrigt
rund 18200 m®.

Ma7 #1473 Es sei M der Mittelpunkt des
Umkreises & des zu konstruierenden Drei-
ecks ABC. Wegen AM =BM =r ist das Drei-
eck ABM gleichschenklig, und es gilt £ MAB
= X MBA. Die Gerade DM ist somit Mittel-

senkrechte zu AB. Da der halbe Zentriwinkel
¥ AMD gleich dem Peripheriewinkel ¥ ACB
=y=40° ist, gilt [erner ¥ MAD=90°—40°
=50°. Aus diesen Uberlegungen <rgibt sich
die folgende Konstruktion des Dreiecks ABC:

Wir zeichnen eine Strecke AD =%= 3cm,

tragen in A4 an AD einen Winkel von 50° an.
Das in D auf AD zu errichtende Lot schnei-
det den freien Schenkel des angetragenén
Winkels in M. Der Kreis um M mit AM als
Radius, schneidet 4D in B. Der Kreis um D
mit s.=8 cm als Radius schneidet den Kreis
um M mit AM als Radius in C und C.
Verbinden wir C und C’ mit A und B, so
erhalten wir das zu konstruierende Dreieck
ABC bzw. ABC'.

Ma7 m1474 Angenommen, Olaf habe von
Peter x 1-Pfennig-, y 5-Plennig- und somit
(12—x—y) 10-Plennig-Miinzen erhalten;
dann gilt
x+5y+10(12 — x — y)=45,
—9x - 5y+120=45,
S5y=75-9x,
S5y=75—"5x—4x,
4x
y=15—x— 5
Nun ist y nur dann ganzzahlig, wenn x ein
Vielfaches von 5 ist. Da Olaf 12 Miinzen er-
halten hat, gibt es genau drei Fille, ndmlich
x=0,x=5und x=10.
Fiir x=0 erhalten wir y=15>12, was nicht
moglich ist. Fir x=5 erhalten wir y=6,
d. h, Olaf hat von Peter finf 1-Pfennig-,
sechs 5-Pfennig- und wegen 12—-5-6=1
genau eine 10-Pfennig-Miinze erhalten.
Fir x=10 erhalten wir y=—3, also ecine
negative Zahl, was ebenfalls nicjt m&glich
ist. :

Ma7 @1475 Aus a) folgt: Hans ist nicht
10 Jahre alt. Aus b) folgt: Hans ist weder 11
noch 13 Jahre alt. Folglich ist Hans 8 Jahre
alt. Aus c) folgt: Hans bezieht die Zeitschrift
Htechnikus“. Aus b) folgt: Kurt ist weder 8
noch 11 noch 13 Jahre alt. Also ist Kurt
10 Jahre alt.

Aus a) folgt: Kurt hat ,alpha* abonniert. Aus
c) folgt: Ingo ist micht 11 Jahre alt, also
betriigt sein Lebensalter 13 Jahre, und er hat
die Zeitschrift ,,technikus* abonniert.
Folglich ist Gerd 11 Jahre alt, und er bezieht
nach a) die Zeitschrift ,,alpha®.

Zusammenstellung:
Name Alter  Zeitschrift
Gerd 11 alpha
Hans 8 technikus
Ingo 13 technikus
Kurt 10 alpha

Ma7 w1476 Es seien f; g, h, i, k, p die von
Frank, Georg, Hans, Inge, Konrad, Peter
gespendeten Geldbetriige.

Aus a) folgt: 65f, g, h, i, k, p<S12.

Aus b)folgt: p<k.

Ausc) folgl: i<p<g<h.



Aus d)folgt: k<h<{f.
Ause) folgt: h+2=fund i+2=p.
Deshalb gilt 6<i <p<g, k<h<f<12 bzw.
65i<i+2<g,k<h<h+2£12 ™)
Es sei i=6; dann gilt p=i+2=6+2=8. Aus
h+2<12 folgt h=<10. Aus g>p=8 und
g<h<10folgt g=9. Aus k>p=8und
k<h<10 folgt k=9; also ist h=10 und
f=12. Fiir i=7 ist die fortlaufende Ungiei-
chung (*) nicht erfiillbar.
Somit spendete Inge 6 M, Peter 8 M, Georg
und Konrad je 9 M, Hans 10 M, Frank 12 M.
Es haben Inge 12 M, Peter 16 M, Georg und
Konrad je 18 M, Hans 20 M, Frank 24 M
erhalten.

Ph7 ®1477 Gegeben: t;=51,36s
t;=5122s
s1=100m

gesucht: s=s,—s;

Die Zeiten sind direkt proportional den

Wegen. t) 1t =515

t i (ti—t1)=5y : (51 —57)
ty i (t1—tx)=s1 8
_(ti—ti)s,
==
_0,145-100m
T 51,36s
s2027m=27cm
Die Differenz betrigt 27 cm.

Ch7 w1478
a)m=v-p
m=>551-1,145kg-1"'=62,975 kg
b o= V="K _sg04]
1,145-8

1
Ma8 1479 Bezeichnet man den zweiten
Schnittpunkt der Geraden CM mit dem Um-
kreis mit E, so gilt nach dem Satz des Thales
¥ CAE =90° (siche Bild). Ferner gilt nach dem
Peripheriewinkelsatz £ AEC=f§. Wegen
£DCA=90°—a,also x ECA=90°—a+é
folgt, da die Winkelsumme im AAEC gleich
180° ist,
90°+ B +90° —a+6=180°,
d=o0—p,w.z.b.w.

a M)
DN
£

Ma8 1480 Nach dem Satz des Thales
gilt ¥ BCA=90°. Daraus folgt, wenn man
¥ EAM =a setzt, X MBC=90°—a, also

¥ BDM =ua= < EAM. Ferner gilt

X AME= £ DMB=90° also

ADMB~AAME. Daraus folgt

DM :MB=4M :EM,

D MEM=r-r

Daher betrigt der Flicheninhalt des recht-
winkligen Dreiecks MBD

A=%-r-2r=r2;

D

Ma8 ®1481 a) Das Volumen eines jeden
der 27 Behilter betrigt

T
V1—4d h,

wobei d=3,4m und h=17 m ist.
Man erhilt

V1=174['3,41-17 m3=r-289-17m?

~154 m>, .
b) Das Gesamtvolumen der 27 Behilter be-
trigt Va154-27m3~4160 m*
=4160000000 cm®.
Das in den Behiltern gespeicherte Wasser
hat also eine Masse von 4160000000 g. Da
die mittlere Temperaturdiflerenz gegeniiber
einer AuBentemperatur von 20°C etwa
120°C—-20°C=100grd betrdgt, ist in den
27 Behiltern eine Wiarmeenergie von
4160000000 - 100 cal
=4160000000000 cal,
d.s. 416 Gigakalorien, gespeichert.

Ma8 #1482 Von P, aus gibt es zunichst
vier Moglichkeiten, die Wanderung zu be-
ginnen, und zwar auf den Wegen s, sy, S3,
s,’ (siehe Bild). Wir untersuchen zunachst die
Maglichkeit, bei der der Weg s, von P; nach
P, gewihlt wird.

a) Von P, aus gibt es dann zwei Moglich-
keiten, den Weg nach P, [ortzusetzen, und
von P; je zwei Moglichkeiten, den Weg
weiter nach P, zu begehen, insgesamt also
vier Moglichkeiten. Die weiteren Wege iiber
P,, Py bis zur Beendigung der Wanderung
sind dann eindeutig bestimmt.

b) Es besteht aber auch die Méglichkeit,
von P, aus aufl s;" nach P; zuriickzukehren.
Dann gibt es von P; aus zwei Moglichkeiten,
nach P, zu gelangen, und von P, je zwei

Moglichkeiten, nach P, zu wandern, insge-
samt also vier Moglichkeiten. ~
c) Der Wanderer hat aber auch die Moglich-
keit, nachdem er wie im Falle a) in P, an-
gekommen ist, wieder nach P, und dann nach
P3 zuriickzukehren. Dann gibt es noch zwei
Maoglichkeiten, den Weg nach P, fortzusetzen,
insgesamt also vier Moglichkeiten.
d) Endlich hat der Wanderer, nachdem er
wie im Falle a) in P; angekommen ist, noch
die Moglichkeit, nach P, zuriickzukehren
und dann den Weg iiber P, nach P; zu be-
enden. Da es [iir den Weg bis P; — vgl.
Fall a) — bereits vier Moglichkeiten gibt,
erhalten wir in dem vorliegenden Fall weitere
vier Moglichkeiten.
Es gibt also insgesamt

4+4+4+4=16 Moglichkeiten
fiir die Fortsetzung des Weges, nachdem zu
Beginn der Weg s, von P; nach P, gewihlt
wurde.
Wie oben gezeigt wurde, gibt es vier Mog-
lichkeiten, die Wanderung zu beginnen, und
zu jeder dieser vier Moglichkeiten 16 Mog-
lichkeiten, die Wanderung fortzusetzen. Die
Anzahl der Varianten fir den Wanderweg
betrégt also insgesamt

4-16=64.

Ph8 ®1483
Gegeben: A=4-5cm?=20cm?

p=100 k—pz
Gesucht: F m
Das Gewicht driickt auf alle vier Rader gleich-
miBig.
F=p-A
100 kp - 20 cm?
F=——-S5—
cm
F=2000kp=2Mp.

Ch8 1484 1 Lieferung: In 3,720t sind
849 Trockenmasse. 2. Lieferung: In 3,800t
sind 87,5%; Trockenmasse

3,125¢

3,325t

6,450 t zusammen.
6,450 t Trockenmasse entsprechen dann 869
der zu verrechnenden Getreidemasse. 1009/
entsprechen 7,500 t. Der LPG werden 7,500 t
Getreide angerechnet. ’

Ma9 ®1485 Es sei x eine reelle Zahl, fiir die
die Ungleichung
x24+(x+1)2 +(x+2)?
>0+ 3P+ (x+4) +(x+5)* (1)
erfiillt ist. Dann gilt
x4+ x24+2x+1+x*+4x+4
>x2+6x+9+x>+8x+16
+x2+410x+25, 2)
6x + 5> 24x + 50,
—18x>45.
Daraus folgt ,
18x < —45,
x<-%
18’

x<—§. (3)
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Fiir alle reellen x, {ir die die Ungleichung (3)
erfiillt ist, ist aber auch die Ungleichung (1)
erfiillt.

Daher besteht die Losungsmenge der Un-
gleichung (1) aus allen reellen Zahlen x, fir

. 5 .
die x< ) gilt:

L={x< —%; xeP}.

Ma9 #1486 Aus CD=a, W=g folgt nach

dem Satz des Pythagoras (siche Bild)
[/ ¢

A
Ay

A B
. — 7
MC=\/a2+"T=“§|ﬁ.

Aus xCDM = ¥ CEB=%0° und
¥ DMC = £ BCE als Wechselwinkel der ge-
schnittenen Parallele folgt

ACDM ~ACEB,
‘also a:gl/§=ﬁ:a ﬁ=—az=2 5
2 ’ a 5T
Ferner gjltR:a=g:;[/§, 2

E=§[/§. Dabher ist
der Flicheninhalt des Dreiecks CEB gleich
1 2a ~ a a*
S IAN S S
Ferner ist der Flicheninhalt des Dreiecks
CDM gleich
aZ
/42 ==§ ca- ==jr.

Also ist der gesuchte Flicheninhalt des Vier-
ecks ABEM gleich

NI

aZ

@ _a
5 4
20a*—4a*—5a> 11 ,

20 =20%-

A=a*—A,—A;=a*—
A=

Ma9 =1487 Es sei x eine positive reelle Lo-
sung der Gleichung

L1976

x='°7® = 1976. Dann gilt )

1976
((x)x1976> = 19761976,

also aul Grund der Potenzgesetze

(x1976)11976 = 19761 976.
Setzt man

d]

1976
X =t, also x= ¢,
so erhdlt man aus (2)
t'=1976976, 4)
Diese Gleichung ist offenbar fiir t=1976 er-
fiillt. Damit haben wir wegen (3) eine Losung

der Gleichung (1) erhalten, nimlich
1976

x=_]/1976.

Denn aus (5) folgt x'%7¢ = 1976, also

1976
x‘1976=( ]/1976) 1976 = 1976.

1976

3

)
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Es ist jetzt nur noch nachzuweisen, daB die
Gleichung (4) und damit auch die Gleichung
(1) keine weiteren positiven reellen Losungen
hat.
Setzt man f(t)=¢", so gilt
f)<1fir0<t<1,
fO=1firt=1.
Ferner ist f(¢) streng monoton wachsend
fir ¢t>1, nimmt also den Wert 1976976
genau einmal an, und zwar fiir t=1976.
Daher hat die Gleichung (4) keine weiteren
positiven reellen Lésungen, und die Glei-

chung (1) hat genau eine positive reelle Lo-
1976

)/ 1976.

Ma9 ®1488 Es sei (x, y, z) ein Tripel von
nicht negativen reellen Zahlen, fir die das
Gleichungssystem (1), (2), (3) erfiillt ist. Dann
folgt durch Subtraktion aus (1) und (2):
xy—xz+y*—z2=0,
x(y—2)+(y+2)(y—2)=0,
(y—2)(x+y+2)=0;
(1) und (3):
xy—yz+xt—z2=0,
(x—2z)(x+y+2)=0;
(2) und (3):
xz—yz+x2—y?=0Q,
(x—y)(x+y+2)=0. (6)
Das Gleichungssystem (4), (5), (6) ist erfiillt
genau dann, wenn
y—z=x—z=x—y=0
oder wenn
x+y+2z=0. 8)
Im Falle der Gleichungen (7) gilt x=y=z2,
also wegen (1)
x24+x2+x2=x3,

sung, namlich x =

@

&)

™

x3-3x2 =0,
x}(x—3). =0, 6]
also x=0oder x=3.

Damit haben wir bereits zwei Losungstripel
erhalten, ndmlich die Tripel (0, 0, 0) und
(3, 3, 3). Die Probe zeigt, daB fiir diese Tripel
die Gleichungen (1), (2), (3) erfiillt sind. Im
Falle der Gleichung (8) gilt wegen x20,
y20,z20
x=y=z=0.

Wir erhalten also. kein weiteres Losungs-
tripel. Das gegebene Gleichungssystem hat
daher genau zwei Losungstripel, die der ge-
stellten Bedingung geniigen, némlich (0, 0, 0)
und (3, 3, 3).

Ph9 1489 Gegeben: G=285p
V=67cm®—-40cm®=27 cm?
y=114p-cm™3

Gesucht:y;,: W

Die Wichte (y,) des Korpers ergibt sich

aus ¢
Y1 v
_ 285p
=57 em?
~ P
vi~1056 L,

Da y, <y, muB der Kérper einen Hohlraum
besitzen. Diesen Hohlraum erhélt man durch

Vi1 =V—V,, wobei V, das Volumen des reinen

Bleikorpers ist.
v=3 Vi=V—V,
s om3
v, = 25p em’ V=27 cm?®—25cm®
114p
V2=25cm? V,=2cm?
Der Hohlraum betrigt 2 cm®.
2 0,03
h9o =14 =
Ch9 90 =100
103
x=20 310 =6,66 - 103
2r=6,66- 103

2r=6,66-10>mm:3,14
=2,1-10mm=21m
Der Durchmesser miiBte 2,3 m lang sein.

Ma10/12 #1491 a) Fiir x =6 sind die Glei-
chungen (7), (6), (5) und (4) erfiillt, aber nicht
die Gleichung (3) und daher auch nicht die
Gleichungen (2) und (1); denn aus (4) folgt (3)
nur fir x=8. Der Fehler bei der obigen
SchluBweise besteht also darin, daB eine
Implikation nicht notwendig umkehrbar ist:
Aus (3) folgt zwar fiir die Gleichung (4), aber
nicht aus (4) fiir die Gleichung (3).

b) Hitte die Funktion fin ihrem Definitions-
bereich eine Nullstelle xo, so miilite, da aus
(1), wie oben gezeigt wurde, (7) folgt, xo=6
sein. Das ist aber wegen f(6)= —4 nicht
mdéglich. Daher hat die Funktion f in ihrem
Definitionsbereich keine Nullstelle, w. z. b. w.

Ma10/12 w1492 a) Da der Flicheninhalt
der Blechscheibe gleich der Summe der Fla-
cheninhalte der Kugelkappe und des Zylin-
dermantels ist, gilt

%D‘ =2nRh; +ndh, )

wobei R der Radius der zu der Kugelklappe
gehorenden Kugel ist. Nun gilt fiir den Ra-
dius R dieser Kugel (siehe Bild)

dl

R1=T+(R—h1)2, P)]

dZ
2Rh, =—4—+hf. (3)

R
R-by
d
hq 2

Setzt man diesen Wert in (1) ein, so erhilt
man

D* g4*

iy +hi +dhs,

Dr=d?+4(h? +dhy),

D =)/ d*+4(h?+dh,). @
Damit ist der Durchmesser D der Blech-
scheibe als Funktion von d, h,, h, dargestellt.
b) Fiir d=230 mm, #, =70 mm, h, =110 mm
erhilt man aus (4)

D =}/230%+4(70* +230 - 110) mm

=)/173700 mm~416,8 mm.
Der Durchmesser der Blechscheibe betrigt
also rund 417 mm.




Ma10/12 m1493 Es seien x, y, z drei von
Null verschiedene paarweise teilerfremde na-
tiirliche Zahlen, fiir die die folgenden Bedin-
gungen erfiillt sind:
x2 4 y? =22
x +y <50,
x ist durch 7 teilbar.
Wegen x <50—y und y>0 ist dann
x=17, 14, 21, 28, 35 oder 42. 4
Ferner gilt wegen (1)
=z —y*=(z+y) (2~ )
Dabei ist z+y>z—y:-0; ferner sind z+y
und z—y beide gerade oder beide ungerade,
da sonst 2z ungerade wire, und haben
aufler 2 keinen gemeinsamen Teiler, da sonst
z und y nicht teilerfremd wiren. 6)
Wir behandeln jetzt die einzelnen sich aus (4)
ergebenden Fille:
1. x="7. Dann gilt
(z+y)(z—y)=49.
Wegen (6) folgt, da nur einer der beiden Fak-
toren durch 7 teilbar ist, z+y=49, z—y=1,
also 2z=50, z=25, y=24.
Wir erhaiten damit die erste Losung:
x=T7,y=24,z=25
und iiberzeugen uns davon, daB die Bedin-
gungen (1), (2) und (3) erfiillt sind.
2. x=14. Dann gilt
(z+y)(z—y)=4-49.
Hier gibt es keine Zerlegung der Zahl 4-49
in Faktoren, die den Bedingungen (6) ent-
spricht.
3. x=21. Dann gilt
(z+y)(z—y)=9-49.
Wegen (6) gibt es dann nur die folgende
Faktorenzerlegung:
z+y=49,z—y=9,
also 2z=58, z=29, y=20.
Wir erhalten somit die zweite Losung:
x=21,y=20,z=29
und iiberzeugen uns davon, daB die Bedin-
gungen (1), (2) und (3) erfiillt sind.
4. x=28. Dann gilt
(z+y)(z—y)=16-49.
Hier gibt es keine Zerlegung der Zahl 16 - 49
in Faktoren, die den Bedingungen (6) und (2)
entspricht.
5. x=135. Dann gilt
(z+y)(z—y)=25-49.
Wegen (6) gibt es dann nur die folgende
Faktorenzerlegung:
z+y=49,z—y=125,
also 2z=74,z=37,y=12.
Wir erhalten somit die dritte Losung:
x=35,y=12,2=137
und iiberzeugen uns davon, daB die Bedin-
gungen (1), (2) und (3) erfiillt sind.
6. x=42. Dann gilt
(z+y)(z—y)=236-49.
Hier gibt es keine Zerlegung der Zahl 36 - 49
in Faktoren, die den Bedingungen (6) und (2)
entsprechen. Damit sind simtliche Fille be-
handelt. Es gibt also genau drei Tripel von
natiirlichen Zahlen, nimlich
(7, 24, 25), (21, 20, 29), (35, 12, 37),
fiir die die gesteliten Bedingungen erfiillt sind.

ey
@
3

Ma10/12 1494  Es sei x eine reelle Losung
der Gleichung

12x*—11x%—146x2 —11x+12=0. (1)
Dann gilt x+0. Die Gleichung (1) ist eine
sogenannte symmetrische Gleichung, da der
Koeffizient von x* und das Absolutglied so-
wie die Koeffizienten von x* und x iiberein-
stimmen. Wir dividieren daher durch x? und
erhalten

1

12x? —11x—146—11 'l+12-—2=0,
x x

12(x2+x—12>— 11<x+%>— 146=0.

Wir setzen

@

3)

1
x+ = z und erhalten

1 1
x2+2+—=17?also x? +—5=22-2.
x x

Wegen (2) erhalten wir dann die Gleichung
12(z2—-2)—11z— 146 =0,

z—%z—%:O 4)
Diese quadratische Gleichung hat die beiden
Loésungen .

Lo, [T J@

U247\ 2427 12 7247\ 2427

11491 17,
n=" T
zz=11—91=_9'
24 3

7
Wegen (3) erhalten wir fiir z, =17

x+ 1 = E
x 4
7 .
x? —%x +1=0. Diese
quadratische Gleichung hat die Losungen
1
=4, x, =
X1 » X2 3

.

1
Fiir z, = —TO erhalten wir

x+1— —E
x 3

x? +?x+ 1=0. Diese
quadratische Gleichung hat die Losungen

1
Xy=—2, Xga= -3

3
Wenn also die Gleichung (1) iiberhaupt reelle
Losungen hat, so konnen es nur die Lésungen
1 1

PXI=TpXe= -3

sein. Die Probe zeigt, daB das tatsichlich
Losungen der Gleichung (1) sind. Denn fiir
fO)=12x*—11x%—146x2 — 11x— 12 =0 gilt

f(4)=o,f(§>=o, f(-§)=o-und
f(~3)=0.

X =4,x,=

Ph10/12 #1495 Gegeben: d=90cm
h;=80cm h;=70cm

Gesucht: a

Aus der Zeichnung ergibt sich

h
tana=-

d
10

tana=%

h=hy—hy

tana=0,1111
a=6,34°
Der Kiibel muB um 6,34° geneigt sein.

Ch10/12 =1496
2Fe—1 Mol Fe,03
2-5585—159,7
2-5585g—+159,7 g Fe,O3
xg—0,164 Fe, O3
xg:2-5585g=0,1649g:159,7¢
x=0,1147 Fe
(Atomgewicht des Sauerstoffs auf 16 gerundet)
0,5240 g—0,1147 g Fe
100g— xgFe
0,5240 0,1147
100~ «x

Eisengehalt 21,89,

Lisungen zu: alpha-heiter (3/76)

Hundert Gefangene

Es ist offensichtlich, daB die Zellen offen wa-
ren, deren Nummer eine ungerade Zahl an
Teilern besitzt. Die meisten Nummern N mit
dem Teiler A haben doch auch noch den Teiler

%. Die Nummer 20 hat z. B. die Teiler 1 und

20, 2 und 10, 4 und 5, 5 und 4, 10 und 2,
20 und 1. Also 6 Teiler. Ungerade Anzahlen
an Teilern haben lediglich die Nummern, die
Quadratzahlen sind. Die Nummer 25 hat die
Teiler 1 und 25, 5 und 5, 25 und 1.

Also drei Teiler.

Der Konig hat 10 Gefangene freigelassen.
Und zwar die mit den Zellennummern 1,4, 9,
16, 25, 36, 49, 64, 81 und 100.

Motorsport

716714+ 9542=81213;
8662+ 4375=13037;

70253+10156=80409,

58518+ 6023=64541
Kleine Logelei
Herr Maier spielt Tennis (5). Aus (5) und (3)
folgt, daB er Tee trinkt. Aus Tee folgt Linz
(2). Da deswegen Graz ausscheidet, ist er
nicht Schlosser. Da er wegen (5) auch nicht
Segelflieger ist, ist er auch nicht Lehrer (1)
und somit Arzt,
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Somit ergibt sich: Maier, Tennis, Tee, Linz,
Arzt.

Herr Berger ist nicht Lehrer (1), also auch
nicht Segelflieger, demzufolge Boxer. Da
jetzt fiir Janik nur mehr Segelflug bleibt, ist
Berger der Schlosser. Aus (2) folgt Graz.
Wegen (3) und (5) trinkt er Fruchtsaft.

Somit ergibt sich: Berger, Boxer, Schlosser,
Graz, Fruchtsalt. Fiir Herrn Janik folgt dann:
Janik, Lehrer, Segelflug, Mineralwasser.

Silbenritsel

1. Funktionspapier, 2. Relativititstheorie,
3. Amortisation, 4. Nullstelle, 5. Conrad,
6. Oberflache, 7. Inkreisradius, 8. Symbol arc,
9. Volumina, 10. Ingenieur, 11. Explizit,
12. Trigonometrie, 13. Einmaleins

- Frangois Viete (Vieta), René Descartes —

Kryptarithmetik
303 ——
1. m=0,7986
2. Z=65359477124183...
Z-17=11111...

d=1,23,..,9

R TS e T f M T T NS T S - TR N T SR T

Ubung macht den Meister

Aufgaben zur Vorbereitung auf die
AbschluBpriifung, Klasse 10
Potenzen, Wurzeln, Logarithmen
Ala Berechnen Sie 7°!
A2a Formen Sie die Potenz a *(aeP,
a=+0)soum,daB kein negativer Expo-

nent auftritt!

A3 A Schreiben Sie die Potenz
1
a’(aeP, a>0) als Wurzel!
A4 A Schreiben Sie die Wurzel
3
Vk? (keP, k>0)als Potenz!
AS5A Schreiben Sie die Gleichung 2°=8
in der Form log,b=c!
A6a SchreibenSie die Gleichung
logs125=3 in der Form a"=b!
A7A Berechnen Sie |/0,09!
A84A Schreiben Sie die Gleichung 3*=81
in der Form [/;:b!
3
A9aA Berechnen Sie die Wurzel |/0,008!
A 10 A Schreiben Sie die Einheit 1 kszm als
Produkt!
Alla

Berechnen Sie <3,5 —13—1+ 13,5) !
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Troja-Diagramm

SR e e e

4
A 12 a Schreiben Sie [/E als Potenz!
Berechnen Sie den Logarithmus
log, 32!
A 13 A Vereinfachen Sie folgende Terme:
2) 2pg*1 - dp2¢* d) 5|/k? —|/49k?

b) (5a*x)? e) f/ﬁ

25a%x7
4 4 3 3
o Ym:Ym V135:)/5

3 3
a’ Jfa
J5 s
A 14 A Berechnen Sie mit Hilfe des Rechen-
stabes:
x1=1,68-435
_ 7,05
T139
o= 0,276 - 765
0,038
oz 545-23.2
4680 - 0,665
Schreiben Sie die Zahlen
628000000 und 0,0037 in der Dar-
stellung mit abgetrennten Zehner-
potenzen, d. h. in der Form a- 10"!
Dabei soll der Faktor a jeweils zwi-
schen 1 und 10 liegen!

X2

AlSa

A 16 o Vergleichen Sie das folgende Zahlen-
5 7

paar miteinander: 7]/8 und 5]/%!

Setzen Sie das richtige Zeichen

(<;=;>)

Kreuzwortriitsel

Waagerecht: 1. Leibniz, 5. MEZ, 8. Idiom,
10. In, 11. Amati, 14. th, 15. Bruchstrich,
17. Logarithmen, 21. Agnes, 24. Ei, 25. Ecken,
26. one, 27. Graphen

Senkrecht: 2. Einer, 3. bit, 4. Noether, 6. est,
7. Zeichen, 9. Amor, 12. Axiome, 13. Zungen,
15. Bolzano, 16. Titeica, 18. Abel, 19. if,
20. Ebene, 22. gon, 23. DKP.

,Du, Vati, wieviel Liter verbrauchst du
eigentlich auf 100 Kilometer 7

AT ST e

Fortsetzung von Seite VIII
c) Wir zeigen, daB p=2 die kleinste positive

Periode ist:
Angenommen, es gibe [iir f eine Periode p

mit0<p<2. 2
Dann wire 0<§< 1 (2)
und —1<—’§’<o. 3)

Es miiBte f(x + p)=/(x) fiir alle x gelten, also

auch etwa fir xo=—z, d. h, es miilte

f(—§)=f<§) sein. Wegen (3) gilt aber
_Pi__ - _py__

[ 2:| 1 und damit f( 2) 1 und
pl|_ o AP\_

wegen (2) I:E:I—O und damit f (5)— 1, folg-

lich ist f<—g> £ f(g).

Daher ist p=2 tatsichlich die kleinste Periode
von f.

Yy
— e 0 (e e
5 -4 -3 -2 -1 |9 1 2 3 & 5 %
— | — e— - e—— e— e

d) Die so ,,0* bezeichneten Punkte gehoren
nicht zum Graph der Funktion.
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A. S. Solodownikow
Lineare

Ungleichungssysteme

98 Seiten, Preis: 5,00 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 74

Die gegenwirtige intensive Entwicklung der
Theorie der linearen Ungleichungssysteme
begann erst in den vierziger bis fiinfziger Jah-
ren dieses Jahrhunderts, als das stirmische
Wachstum der angewandten Disziplinen
(lineare, konvexe und andere Gebiete der
mathematischen Optimierung, die sog. Spiel-
theorie usw.) ein vertieftes und systematisches
Studium der linearen Ungleichungen nétig
machten. Diese Broschiire méchte den Leser
mit verschiedenen Aspekten der Theorie der
linearen Ungleichungssysteme vertraut ma-
chen; mit geometrischen Aspekten und, eng
damit zusammenhingend, mit Losungsme-
thoden, mit einigen rein algebraischen Eigen-
schaften und mit prinzipiellen Fragen der
linearen Optimierung. Fiir die Lektiire wer-
den keinerlei Kenntnisse vorausgesetzt, wel-
che die Ergebnisse des Mathematikunter-
richts der Schule dberschreiten.

H. Pleper
Z.ahlen aus Primzahlen
167 Seiten, Preis: 6,70 M

Aus dem Inhalt: Primzahlen; die p-adische
Entwicklung der rationalen Zahlen; die p-
adischen Zahlen.

Dieses Biichlein stellt eine kurze Einfihrung
in ein Teilgebiet der Mathematik, namlich in
die Arithmetik, in die Theorie der Zahlen
dar. Hensel nannte es das ,reinste und
mathematischste Gebiet"* der Mathematik.

Gauf sagte einmal, die Mathematik sei die
Konigin der Wissenschaften, die Zahlen-
theorie aber die Konigin der Mathematik.
Dieses Buch wurde sehr ausfihrlich geschrie-
ben; es soll mit wenigen Vorkenntnissen ver-
standlich sein. Doch oberflachlich lesen 138t
es sich nicht. Man muB mit ihm arbeiten, die
Abstraktionen und Schliisse nachvollziehen,
sich Schritt fir Schritt die Kenntnisse an-
eignen, in den Stoff eindringen.

horen vor allem die Aussagen der elementa-
ren Zahlentheorie, die sich um den Hauptsatz
der Arithmetik und die kanonische Zerle-
gung einer natiirlichen Zahl in Primfaktoren
gruppieren.

Das Biichlein ist fiir mathematikinteressierte
Schiller der oberen Klassen bestimmt und
setzt, von einigen Anwendungen des binomi-
schen Satzes abgesehen, keinerlei Vorkennt-
nisse voraus.

K.-D. Drews

Lineare Gleichungs-
systeme und lineare
Optimierungsaufgaben

154 Seiten, Preis: 7,50 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 89

Themen dieses Buches sind die Bestimmung
der Lasungen von linearen Gleichungssyste-
men, die Matrizenrechnung sowie die Be-
stimmung der Lésungen von linearen Opti-
mierungsaufgaben. Dabei stehen sowohl die
Herleitung der wesentlichen theoretischen
Aussagen als auch die Bereitstellung von
algorithmisch aufbereiteten Rechenverfahren
im Vordergrund, und zwar erfolgt die Ent-
wicklung der Theorie unmittelbar in Ver-
bindung mit den Losungsalgorithmen. Diese
wurden unter den in der Praxis {iblichen Ver-
fahren ausgewdhlt und erhalten Formulie-
rungen, dic dem Leser das dbersichtliche
Durchrechnen von Beispielen ermédglichen,
aber auch eine Verwendbarkeit in modernen
programmgesteuerten Rechenautomaten er-
kennen lassen. Der Stoff ist so abgefaft,
daB er fiir Schiiler der Abiturstufe verstind-
lich wird.

N. N. Worobjow
Teilbarkeitskriterien

85 Seiten, Preis: 4,20 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 52

Aus dem Inhalt : Die Teilbarkeit von Zahlen;
die Teilbarkeit von Summen und Produkten;
Restgleichheits- und Teilbarkeitskriterien;
die Teilbarkeit von Potenzen; Beweise der
Sitze, Losungen der Aufgaben. Die vorlie-
gende Broschiire kann als Beschreibung einer
der mdglichen Spazierginge am Rande der
modernen Mathematik angesehen werden.
Die Darlegung grundlegender Dinge, die
sich auf Teilbarkeitskriterien beziehen, er-
laubt es, einige ziemlich abstrakte Fragen der
diskreten Mathematik zu berithren. Dazu ge-

L. 1. Golowina/I. M. Jaglow

Volistindige
Induktion
in der Geometrie

144 Seiten, Preis: 580 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 75

Aus dem Inhalt: Berechnungen mittels voll-
stindiger Induktion; Beweise mittels voll-
stindiger Induktion (Aufgaben iber Karten,
Farbungsprobleme); Vollstindige Induktion
bei Konstruktionen; Bestimmung von Figu-
ren mittels vollstindiger Induktion; Defini-
tion mittels vollstandiger Induktion; Voll-
stindige Induktion nach der Dimensions-
zahl; ...; Losung der Aufgaben. Das Buch
wendet sich an Schiiler der héheren Klassen
der Erweiterten Oberschulen. Es kann vorteil-
haft im Unterricht und zur Arbeit im Mathe-
matikzirkel verwendet werden.

A. O. Gelfond

Die Auflosung

von Gleichungen
in ganzen Zahlen
(Diophantische Gleichungen)

59 Seiten, Preis: 3,80 M
Math. Schiilerbiicherei Nr. 22

Aus dem Inhalt: Gleichungen mit einer Un-
bekannten; Gleichungen ersten Grades mit
zwei Unbekannten; Beispiele fir Gleichun-
gen zweiten Grades mit drei Unbekannten;
Gleichungen der Form x2—A4y2=1. Die Er-
mittlung aller Losungen dieser Gleichung;
die allgemeine Gleichung zweiten Grades mit
zwei Unbekannten; Gleichungen hGheren als
zweiten Grades mit zwei Unbekannten; al-
gebraische Gleichungen héheren Grades als
zweiten Grades mit drei Unbekannten und
einige Exponentialgleichungen.

Das vorliegende Biichlein behandeit eines der
interessantesten Gebiete der Zahlentheorie,
namlich die Aufldsung von sogenannten dio-
phantischen Gleichungen.



625 Millionen Mark fiir das Lernen
Im Zeichen des IX. Parteitages

In der sozialistischen Schule sind Unterrichts-
mittel kein Zusatz fir den Unterricht. Sie
sind Quellen und Mittel fiir die Gewinnung
von Erkenntnissen. Ohne sie und ihre effek-
tive Nutzung wire das angestrebte Bildungs-
und Erziehungsziel nicht zu erreichen, konn-
ten viele Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertig-
keiten nicht erworben werden.

Die Richtigkeit dieser These findet jeder
Schiiler Tag fiir Tag in der eigenen Praxis be-
stitigt. Und er erlebte, wie diese materielle
Bedingung Unterrichtsmittel sich von Jahr
zu Jahr verbesserte.

Das ist leicht dahingeschrieben und regi-
striert. Aber welcher gesellschaftliche Auf-
wand steckt dahinter, was gab unsere Gesell-
schaft allein fiir diese eine Bedingung hohen
Unterrichtsniveaus seit dem VIII. Parteitag
aus?

Die an unseren Schulen allein von 1971 bis
1975 gelieferten Unterrichtsmittel reprisen-
tieren einen Wert von 625 Millionen Mark.
Der zentrale Fonds des Ministeriums fiir
Volksbildung stieg von 49,7 im Jahre 1971
auf 77,7 Millionen Mark im Jahre 1975.
Gegenwirtig besitzt jede Schule in der DDR
einen Unterrichtsmittelbestand von durch-
schnittlich 140000 Mark. In den Kreisstellen
Siir Unterrichismittel stehen hochwertige tech-
nische Gerdte und Unterrichtsmittel, wie
Filme, Diareihen, Tonbinder u. a., zur Aus-
leihe an die Schulen bereit.

Etwa 1500 Unterrichtsmittel wurden neu-
bzw. weiterentwickelt. Darunter befinden
sich Geratesysteme fur Schiiler zum Experi-
mentieren im naturwissenschaftlichen und
polytechnischen Unterricht.

Von 1971 bis 1975 wurden 134 Bildreihen und
Dia-Filme, 67 Tonbildreihen und 64 eigens
fiir den Unterricht produzierte Schallplatten
herausgegeben.

Und auch in diesem Bereich gibt es eine
immer enger werdende Zusammenarbeit mit
anderen sozialistischen Staaten. So bewahren
sich seit Jahren z. B. Wattmeter und Demon-
strationsmefgerite aus der UdSSR, Univer-
salmeBgerite aus der CSSR, Telefonbau-
késten aus der VR Polen in unseren Schulen.
Die ,,Interscola* und die kiirzlich zu Ende
gegangene ,,Skola movd 75 in Brno sind
Ausdruck dafiir.

Eine millionenschwere Bedingung ist, fiir die
solide Ausbildung unserer Kinder von den
Werktitigen allein seit dem VIII. Parteitag
geschaffen worden und wird stindig vervoll-
kommnet. J. Golde

Das Staatliche Kontor fiir Unterrichtsmitt:l
und Schulmébel in Leipzig stellt fiir unsere
Schulen fast 100 verschiedenartige mathema-
tische Modelle zur Verfiigung. Dariiber hin-
aus werden weit liber 2000 Arbeitsmittel und
Modelle fiir andere Unterrichtsgebiete von
den Mitarbeitern dieses Kollektivs bereit-
gestellt.
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