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Ramanujan —

das mathematische Genie Indiens

Das Leben Ramanujans bietet wohl das interessan-
teste Beispiel aus der neueren Zeit dafiir, was ein wirk-
lich groBes Talent in fast volliger Isolierung von dem
in der Welt vorhandenen Wissenschatz vollbringen
kann. Das Schaffen Ramanujans bis zu seinem 27. Le-
_bensjahr ist ndmlich ein kaum wiederholbares Experi-
ment iiber das Wirken eines mathematischen Gehirns
im Vakuum. Wir werden kurz berichten, wie das
zustande gekommen ist und was das Ergebnis war.
Srinivasa Ramanujan Aiyangar wurde am 22. Dezember
1887 in einem Dorf im Siiden Indiens geboren. Seine
Eltern gehorten der privilegierten Kaste der Brahma-
nen an. Sie unterschieden sich jedoch in nichts von den
kleinen Angesteliten, Kaufleuten und Bauern ihrer
Umgebung. Ramanujans Vater war Buchhalter eines
kleinen Textilgeschiftes in der Stadt Kumbakonam
(Provinz Madras). Seine Mutter war vermutlich eine
auBergewOhnliche und willensstarke Frau, jedoch
kann infolge ihrer religions- und kastenbedingten Vor-
urteile ihr EinfluB auf einen so begabten Sohn in bezug
auf dessen wissenschaftliche Entwicklung nicht als
giinstig angesehen werden. Ramanujan achtete seine

Mutter und ordnete sich ihr vollstindig unter. Sie -

war verstindlicherweise nicht in der Lage, seinen durch
nichts zu hemmenden Drang zur Mathematik zu be-
greifen. Von der Richtigkeit ihres Handelns iiberzeugt,
bremste sie eine Entwicklung und lenkte ihn mit star-
ker Hand auf den einzig ihr bekannten und fiir ihre
Familie traditionellen Weg zum kleinen Angesteliten
oder Beamten. Nur der innere Drang des Genies half
Ramanujan, schlieBlich ein schépferischer Mathema-
tiker zu werden, der sich frei der Beschéftigung mit der
geliebten Wissenschaft hingibt. Der Weg dahin war
jedoch lang — zu lang. ;

Ramanyjan wurde in der Atmosphire einer fiir das
koloniale Indien verstindlichen Feindseligkeit gegen-
iiber allem Europiischen und insbesondere Englischen
erzogen, wobei sich der Protest gegen die koloniale
Unterdriickung in der strengen Befolgung der natio-
nalen Brauche, der alten Lebensweise und des tradi-
tionellen Erziehungs- und Ausbildungssystems der
Brahmanen duBerte. Fiir die mathematische Entwick-
lung des jungen Ramanujan ergaben sich daraus sehr

schwierige Bedingungen, die sich auf seine gesamte
wissenschaftliche Laufbahn stark auswirkten. Man
muB auch beriicksichtigen, daf3 die britische Verwal-
tung ihrerseits keine besonderen Anstrengungen unter-
nahm, auf irgendeinem Gebiet der Wissenschaft und
der Kunst Talente des indischen Volkes zu fordern.
Das urwiichsige Genie Ramanujans blieb deshalb den
groBten Teil seines kurzen Lebens sich selbst iiber-

“lassen.

Von 1892 bis 1897 besuchte Ramanujan, wie es fiir die
Brahmanen iiblich war, die Grundschule. Infolge sei-
ner sehr guten Ergebnisse wurde ihm anschliefiend in
der stadtischen Mittelschule von Kumbakonam die
Hilfte des Schulgeldes erlassen. Erzogen in den mythi-
schen Traditionen des Brahmanentums, fragte Rama-
nujan schon in der zweiten Klasse der Mittelschule (die
in unserem Schulsystem etwa der fiinften Klasse ent-
spricht) die dlteren Mitschiiler und die Lehrer, worin
die ,,hohere Wahrheit™ in der Mathematik bestehe.
Er war es ja gewohnt anzunehmen, daB auf jedem Ge-
biet der menschlichen Tatigkeit eine mystische ,,hohere
Wahrheit* existiert — der Ursprung der Dinge, der das
betreffende Gebiet lenkt und in sich alles enthilt, was
dariiber bekannt sein kann. Man sagt, daB er als Ant-
wort Hinweise auf den Pythagorassatz, die Prozent-
rechnung u. i. erhielt.

8. Ramanujan (1887 bis 1920), fiir alpha gezeichnet von Prof. Dr.
S. N. Hirurkar, Universitit Nagpur (Indien), Sektion Mathematik

Bereits in der vierten Klasse der Mittelschule studierte
Ramanyjan einen vollstindigen Trigonometrie-Lehr-
gang, und zwar nach dem zweibédndigen Lehrbuch von
Loney, das er sich bei einem ihm bekannten Studenten
der Universitit Madras lich. Es wird erzihlt, daB dieser
Student von den Trigonometriekenntnissen des Schii-
lersin Erstaunen versetzt wurde. Hiufig wandte er sich
an Ramanyjan mit der Bitte, ihm beim L&sen von
Aufgaben zu helfen. In der fiinften Klasse entdeckte
Ramanujan sclbstindig die Eulerschen F'ormeln,
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welche Sinus und Kosinus nach der Exponential-
funktion einer imaginiiren Variablen ausdriicken.
Als er jedoch erfuhr, daB diese Formeln schon bekannt
sind, versteckie er seine Notizen auf dem Dachboden.
Das war seine erste Berithrung mit der westlichen Ma-
thematik. Er begriff nun, daB das Loneysche Lehrbuch
bei weitemn nicht alle bekannten mathematischen Fak-
ten enthilt. Dic Armlichkeit der Kumbakonamer
Bibliothek und die schlechten Kenntnisse der eng-
lischen Sprache behinderten die mathematische Ent-
wicklung des jungen Ramanujan jedoch stark. Erst im
Jahre 1903, als Ramanujon in der sechsten Klasse der
Mittelschule war, gelang es ihm iiber einen Bekannten,
das einzige in Kumbakonam vorhandene Buch iiber
hohere Mathematik zu erhalten. Das war das Buch
von Carr ,,Sammlung elementarer Ergebnisse der rei-
nen und der angewandten Mathematik*, das 1880 bis
1886 in London in zwei Binden erschienen war. Das
Buch enthilt 6165 Sitze und Formeln, die meisten
von ihnen werden ohne Beweise und Herleitungen
angefiihrt. Lediglich fiir eine kleine Anzahl der wich-
tigsten Siitze werden einige Beweisschritte aufgezeigt.
Das Werk von Carr wire, wie auch Hunderte andere
Biicher, bald in Vergessenheit geraten, wenn es nicht
von Ramanujan gelesen worden wire.

Der englische Mathematiker Hardy schrieb: ,,. .. Ra-
manujan hat dieses Buch berithmt gemacht, und es gibt
keinerlei Zweifel daran, daB es ihn stark beeinfluBt hat
und der Ausgangspunkt seiner Laufbahn war. Ein
solches Buch muBte gewisse Vorziige haben; und

wi{klich, das Buch von Carr ... ist nicht einfach ein

drittklassiges Lehrbuch, sondern es ist ein Buch, das
mit Sachkenntnis und mit Liebe geschrieben
wurde. ... . : )

In der kurzen (und bisher einzigen) Biographie Rama-
nujans, die von Seshu Aiyar (Lehrer und spiter Direk-
tor des Kumbakonamer College) und Ramachandra
Rao (hoher Regierungsbeamter der Provinz Madras)
verfaBt wurde, wird dieser wichtige Abschnitt im Le-
ben Ramanujans wie folgt beschrieben: ,,Vor Rama-
nujan tat sich eine neue Welt auf, die er begeistert
durchwanderte. Das Buch von Carr weckte die in ihm
schlummernden Krifte. Begierig ging er daran, die
in' ihm angefithrten Formeln und Sitze herzuleiten
und zu beweisen. Da er hierbei keinerlei andere Biicher
benutzen konnte, stellte jeder von ihm gefundene Be-
weis eine selbstindige Untersuchung dar. Anfangs be-
faBte er sich mit Methoden der Zusammensteliung
magischer Quadrate. Dann interessierte er sich fiir die
Geometrie. Er versuchte, die Quadratur des Kreises
zu ldsen, und fand dabei eine auBerordentlich gute
Naherungsformel fiir den Kreisumfang, nach der die
Lange des Erdiquators bis auf 1 bis 2 m genau errech-
net werden kann. Bald war er von der Geometrie ent-
tiuscht und wandte sich der Algebra zu, wobei er
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einige neue Reihen aufstellte. Haufig schrieb er gleich
frith nach dem Erwachen fertige Formeln auf, an-
schlieflend iiberpriifte er sie schnell. Ubrigens gelang es
ihm nicht immer, einen strengen Beweis zu fiihren.
Seine Ergebnisse trug er in ¢in Notizbuch ein, das er
gewdhnlich den Mathematikern zeigte, die sich fiir
seine Arbeit interessierten.™

Dieses Notizbuch ist seitdem berithmt geworden, 1957
wurde es von dem Tata Institute of Fundamental
Research in Bombay als ,,facsimile edition® in zwei
GroBbanden herausgegeben.

Bevor wir mit dem Lebenslauf Ramarnujans forifahren,
wollen wir einige seiner Ergebnisse aus dem Notizbuch
anfithren. Wir wihlen die einfachsten aus, aber auch
diese zeigen eine Virtuositit im Aufstellen von For-
meln und im formalen Rechnen, wie sie nur solche
Meister unserer Wissenschaft wie Leonard Euler (1707
bis 1783) und Car! Gustav Jacob Jacobi (1804 bis 1851)
besessen haben. ]
Ramanujan verstand sich meisterhaft auf Néherungs-
formeln (wofiir vor _allem Intuition bendtigt wird).
Tiefgehende Uberlegungen fiihrten ihn beispielsweise
zu der Feststellung, daB bis auf die zehnte Dezimal-
stelle genau

263 174155
25 7+15/5

und bis auf die neunte Dezimalstelle genau

"1 1103

2n \/E_ 992 7
Von Virtuositit im Auffinden unbekannter Formeln.
zeugen auch folgende Ergebnisse des jungen Rama-
nujan

\/1+2 JI43 T+, =3,

\/6+2 J7+3 /84 05 =4,

\/8— S84 f8— JBr.. = 142 /3sin20°,
\/11—2 Jit+2 /11— = 1+4sin10°,

\/23—2 V2342 23— = 1+4./3sin 20°.

‘In den letzten drei Formeln wicderhblen sich die

Vorzeichen vor den Wurzelzeichen periodisch in
Dreiergruppen: ,,—“ .+, ,—" Hier zwei weitere
bemerkenswerte Formeln Ramanujans:

3 'cosz—n +3 cos4—7—r—+3 cosg—n:?’ 273 7,
7 7 o 2

feorZ 13 aosF 1 2o = [R=6.

Diese exakten Gleichungen sind natiirlich Spezial-
falle bedeutend allgemeinerer Beziehungen, die Rama-




nujan kannte, aber niemandem mitteilte. Nach seinem
Tod wurde ein Teil dieser allgemeinen Beziehungen
von anderen Mathematikern reproduziert; es gibt aber
keinen Zweifel, dall einige von ihnen verloren sind.
Hardy, der sich sehr intensiv mit der Erforschung des
Schaffens Ramanujans befaBte, bemerkte: ,In den
Formeln Ramarujans ist immer bedeutend mehr
enthalten als man auf den ersten Blick annimmt.
Jeder, der sie herzuleiten versucht, wird sich davon
iiberzeugen. Einige seiner Formeln decken auBer-
ordentlich tiefgechende analytische Abhingigkeiten
auf, andere sind weniger bedeutend, aber unter den
Formeln Ramanujans gibt es nicht eine, dic nicht
interessant und lehrreich wiire®,

Die letzten beiden Formeln sind vollig elementar,
aber sehr inhaltsreich. Sie besitzen eine -einmalige
innere Symmetrie, und. ihre Existenz konnte nur von

einem Mathematiker allerhdchsten Ranges vermutet

werden. Im Gegensatz zu ihnen sind die ersten zwei

Gleichungen einfach und elegant. Folgende Kette.

scharfsinniger Umformungen fiihrt zur ersten Formel:
n(n+2)=n\/1—+ (n+1)(n+3)

=n [1+m+1) J1+0+2) (n+4)
:n\/1+(n—!—1) Vit@+2) JTtmt3) (nt5)

=n \/ 1+(n+1) \/ 1+(n+2) \/ 1+(n+3) /1 +(n+4) (n+6)

usw., woraus Ramanujan schlieBt (streng genommen
erfordert das noch eine zusitzliche Begriindung), daB
nw+2)

=n \/ 1+(n+1) \//i 1t D) VL 3) Vit .

Hieraus erhalten wir fiir n=1 die erste Formel.
Folgende Formel wird von Ramanujan auf geradezu
artistische Weise und lediglich unter Zuhilfenahme
von Formeln der Schultrigonometrie hergeleitet:

L+2J§sin20°=\/1+4\/§sin20°+125in220°

s ) o 0
—\/1_+4\/3sin20°+12-1%40

=\/7+4\/§sin20°-—6cos40°

2\/74_4\/5 sin20°—-2./3 cos_70°¥2\/§cos 10°

= \/ 7+2./3%0s70° =2 /3 cos 10°

z\/7—4J3sin30° sin 40°

=\/8 —{1+2/3sin40°). Analog erhilt man

1+2\/§sin40°.=\/8+(2\/§sin80“—1 und

Eine Aufgabe von Prof. Dr. Dr.-Ing.
Viktor Lewin

Lehrstuhbliciter an dem Lenin-Pddagogischen Istitut Moskau

A774 Es ist zu beweisen, daB die Ungleichung
1
27IF 427 M g
fiir alle reellen Zahlen x erfullt ist.
Ferner ist der Graph der Funktion

—pk
y= 27114+ 2 Tt gy zeichnen.

2\/§sin80°—1=_\/8—(1+—2\/§sin20°).
Diese drei Resultate fiihren zu der Gleichung

1+2\/§sin20°=\/8-\/-8+\/'8—(1+2ﬁsin20°).

Die gesuchte Formel kann hieraus durch Iteration

(d. h.’"durch wiederholtes Einsetzen) gefunden werden.
Die gesamte Technik Ramanujans zeigt einen Uber-
flu unerwartet phantastischer Wendungen in den,

wie es scheint, einfachsten Dingen. Die Gleichheit

e

zum Beispiel ist nicht schwer zu beweisen, man muBte
aber erst mal darauf kommen! V. Lewin

Dieser Beitrag wird in Heft 1/72 fortgesetzt, d. Red. -
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Wie lost man schwierige Aufgaben?

In jedem Heft von ,,alpha’ werden Aufgaben
gestellt. Viele davon kann man nicht 19sen,
wenn man nur versucht, ein bestimmtes,
aus dem Mathematikunterricht bekanntes
Lésungsverfahren schematisch anzuwenden.
Es ist gewOhnlich notwendig, etwas griind-
licher nachzudenken und selbstindig einen
Lsungsweg zu suchen. Aber wie macht man
das? ,

Sicherlich hzt jeder schon einmal gestaunt,
wenn er die fertige Losung einer Aufgabe
gelesen hat, und sich dann gefragt: Wie
kann man nur auf solche Ldsungswege
kommen?

Nun, das ist gar nicht so geheimnisvoll, wie
es manchmal aussehen mag. Man braucht
dazu zundchst einmal zwei Dinge: Sichere
und ausreichende mathematische Kenntnisse

sowie Ausdaver und Behartlichkeit beim
Suchen nach der Losung. Es kann aber sein,.

daB man trotzdem nicht zam Ziel kommt,
weil man nicht weiB, wie man eine Losung
sucht.” Gerade das wollen wir uns einmal
an einem Beispiel ansehen.

Wir wihlen e¢ine Aufgabe, die im Oktober
1968 bei einem mathematischen Schiiler-
wettbewerb in Budapest gestellt worden ist.
Es handelt sich dabei darum, einen Beweis
zu fithren, und das fillt ja oft besonders
schwer.

Aufgabe: In einer Ebene seien eine Gerade g
und ein Kreis £ gegeben, der einen Radius
von r cm besitzen soll (r ist eine natiirliche
Zahl). AuBerdem seien in & genau 4 Strecken
der Linge 1 cm eingezeichnet. Es ist zu be-
weisen, daB es unter diesen Voraussetzungen
stets eine Sehne in k gibt, die zu g parallel
oder zu g senkrecht verliuft und die mit
wenigstens zwei der eingezeichneten Strecken
gemeinsame Punkte besitzt.

Bevor wir iiberhaupt mit der Losungssuche
beginnen, miissen wir uns erst einmal tber
die Aufgabenstellung klar werden. Das ist
immer notwendig! Wir wollen uns also
merken: feh muf die Aufgabe verstehen!
Dazu fertigen wir am besten eine Skizze an.
Das ist sehr haufig niitzlich. Wir merken
uns: )

leh versuche, zur gegebenem Aufgabe eine
Skizze zu machen!
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Aus dem Text unserer Aufgabe geht hervor,
daﬁlzunéichst eine Gerade g und ein Kreis &
Zu zeichnen sind. Da durch g offenbar nur
eine Richtung festgelegt werden soll, wollen

wir g so legen, daB die Gerade den Kreis

nicht schneidet, damit wir eine moglichst
iibersichtliche Zeichnung bekommen.

Wie groB soll der Radius des Kreises gewdhlt_

werden? Die Aufgabe verlangt, die Behaup-
tung fiir jeden beliebigen Radius zu beweisen,
dessen MaBzahl eine natiirliche Zahl ist.
Wir wollen uns den Sachverhalt erst einmal
an ecinem moglichst einfachen Sonderfall
klarmachen. Deshalb wilhlen wir fiir unsere
Zeichnung n—=1. -

Auch das ist oft niitzlich. Wir halten fest:
Ich versuche, zundchst einen einfachen Son-
derfall der Aufgabe zu betrachten! (Damit
die Zeichnung nicht zu klein wird, konnen
wir als MaBeinheit eine Linge von 2 cm fest-
legen.) Wir haben nun 4 7=4 - | =4 Einheits-
strecken (von je 2 cm Linge) in den Kreis
zu zeichnen, und zwar ganz beliebig. So
erhalten wir beispielsweise eine- Skizze, wie
sie im Bild 1 dargestellt ist. Diese Skizze
veranschaulicht einen speziellen Fall der
in der Aufgabe gegebenen Vorausserzungen.

k

Bild 1

Das klare Frkennen der gegebenen Voraus-
setzungen ist vor allem bei Beweisaufgaben
/(aber nattirlich auch sonst) wichtig. Wir
merken uns-also: .

Ich muf versuchen, die gegebenen Vorausset-
zungen.richtig zu versiehen!

Unsere Behauptung besagt nun: Es gibt
cing'Schne in k, dic zu g parallel oder senk-
recht verlduft und die wenigstens zwei der
eingezéichneten Strecken trifft.

Das ist bei wunserer Skizze offensichtlich:
man kann sehr leicht eine solche Sehne ein-
zeichnen, z. B. so, wie das im Bild 2 darge-
steflt ist. Aber damit ist unsere Aufgabe nicht
gelost! Wir miissen die Behauptung doch
etwas genauer betrachten! Auch das ist
wieder wichtig:

Ich muf versuchen, die Behauptung vollstindig
zu verstehen! '

Unsere Behauptung besagt: Es gibt stets eine
solche Sehne, ganz gleich, wie die vier Ein-
heitsstrecken in den Kreis eingezeichnet
werden,

Wie kénnte man das beweisen? Durch weitere
Zeichnungen sicher nicht, denn es gibt un-
iibersehbar viele Moglichkeiten fiir die Lage
der Einheitsstrecken in dem Kreis. Kennen
wir vielleicht dhnliche Sitze, die uns weiter-
helfen kénnten?

So eine Frage ist oft niitzlich:

Kenne ich Sdize, in denen Ghnliche Vorausset-
zungen oder eine dhmliche Behauptung auf-
treten?

In unserem Fall miissen wir die Frage leider
mit ,,Nein“ beantworten. Untersuchen wir
also den Sachverhalt weiter, betrachten wir
ihn von verschiedenen Seiten. Dabei wollen
wir jedes Wort der Aufgabenstellung genau
beachten und auch versuchen, dic Bedin-
gungen mit anderen Worten auszudriicken.
Das ist wohl immer notwendig:

‘Ich mup alle Bedingungen der Aufgabe beach-

ten, sie eventuell umformulieren, Zusammen-
hinge suchen, vielleichi Hilfslinien zeichnen,
Schliisse zichen!

Beginnen wir noch einmal bei der Behaup-
tung! Wir wollen sie einmal anders formulie-
ren, z. B. so: Es gibt kefne L-age der Einheits-
strecken im Kreis, bei der jede Sehne, die
zu g parallel oder senkrecht verliuft, nur
hdchstens eine der Einheitsstrecken trifft.
Wie kommt das eigentlich? Um den Grund
dafiir zu finden, versuchen wir, eine Zeich-
nung anzufertigen, die der Behauptung wider-
sprechen wiirde. Wir beginnen -mit “einer
Strecke e;. Dann iberlegen wir, wie die
zweite Strecke e, nicht liegen diirfte, damit
es nicht schon bei zwei Strecken eine Sehne
parallel oder senkrecht zu g gibt, die beide
Strecken (trifft. Wir finden: e, darf nicht
in die beiden punktierten Streifen hinein-
ragen oder an sie anstofBen (siche Bild 3)!

Bild 3

Diese Bedingung ist noch leicht zu erfiillen.
Mit dem Einzeichnen von e, entstehen aber
zwel weitere Streifen, die fiir die néchste
Strecke e; ,.gesperrt” sind (siche Bild 4).
Nun wird es schon schwierig, und wir schen



auch den Grund: in dem Kreis ist nicht ge-
niigend Platz, um die Strecken so hinein zu
zeichnen, daB in jedem der entstehenden
Streifen nur genau eine Strecke anzutreffen
ist — oder, anders ausgedriickt, dal} Streifen
gleicher Richtung sich nirgends berithren
oder iiberdecken. Aber vielleicht haben wir
nur ungeschickt begonnen und nicht darauf
geachtet, die ,,Sperrstreifen mdéglichst
schmal zu machen? :

Wir fangen noch einmal von vorne an! Jetzt
sehen wir aber: Wenn wir einen der durch
e, bestimmten Streifen schmaler machen
(durch Drehen von ¢,), dann wird der andere
Streifen breiter.

Nun verstehen wir die Behauptung wieder
etwas besser und konnen sie noch anders
ausdriicken, etwa so: Stets ist die Summe
der Breiten aller zu g parailelen Streifen groBer
oder gleich dem Durchmesser des Kreises
oder die Summe der Breiten aller zu g senk-
rechien Streifen ist groBer oder gleich dem
Durchmesser.

Wir wollen das als Ungleichung schreiben.
Dazu vereinbaren wir: p, sei die Breite des
durch die Strecke e, bestimmten Streifens,
der parallel zu g verliuft;

s, sel die Breite des durch die Strecke e,
bestimmten Streifens, der semkrecht zu g
verlauft. )

Die Behauptung lautet jetzt (gleich fiir be-
{iebiges n, also fiir 4n Einheitsstrecken):
Py+Petps+ s +paa=2n oder

Sy+Sytsy o+, 220

Dieser ‘Schritt ist wieder sehr wichtig! Wir
wollen uns merken:

Ich fiihre passende Bezeichnungen ein und
versuche, die Bedingungen der Aufgabe mit
mathematischen Symbolen aquszudriicken!
Bis jetzt sind wir gut vorangekommen. Es
wiirde nun geniigen, folgendes nachzuweisen ;
Wenn die erste Ungleichung nicht gilt, dann
muB zumindest die zweite gelten. Aber wie
sollen wir das zeigen? Wir schen dazu keinen
Weg.
In einer solchen Situation hilft oft folgendes:
Ich versuche, den Satz indirekt zu beweisen!
Bei einem indirekten Beweis nimmt man an,
die Behauptung set falsch. Man versucht dann,
aus dieser Annahme einen Widerspruch her-
" zuleiten. Gelingt das, dann muB man die
Annahme fallen lassen und somit die Richtig-
keit der Behauptung anerkennen. Bei unse-
rem Beispiel sieht das so aus:
Angenommen, unsere Behauptung sei falsch.

Dann diirfte weder die eine noch die andere .

Ungleichung gelten. Es miiBite dann vielmehr
heillen:

Pitprtps+ o +pg,<2rund
S +8y S5+t s, <2n . :
Dazaus wiirde folgen (durch Addition):
) (pts) + (pat5) + Pa+s2) +
e Paatsan) <dn
Wir fragen uns, ob das méglich ist. Dazu
iiberlegen wir: alle p, und alle s, sind gréBer
oder gleich Null; auf der linken Seite der
Ungleichung stehen 4n Summanden der
Form (ji,+s,); wenn die Ungleiching gelten
soll, muB} wenigstens einer dieser Summanden
kleiner als 1 sein - sind nédmlich alle 4n
Summanden gleich oder gréBer als 1, dann
kann die Summe nicht kleiner als 4n sein,
Kann nun irgend ein Summand (p,+s,) klei-
ner als 1 sein? Eine kleine Skizze (siche
Bild 5) zeigt uns, daB das offenbar nicht
mdéglich ist! Stets gilt p,+s5,Z=e, und e,
hat ja die Lange 1. Also konnen wir fest
stellen: Alle Summanden, die auf der linken
Seite der Ungleichung (*) stehen, sind min-
destens gleich 1, die Ungleichung (*) ist
also falsch. Unsere Annahme, die Behaup-
tang gelte nicht, hat somit zu einem Wider-
spruch gefithrt. Wir miissen diese Annahme
fallenlassen, die Behauptung ist somit be-
wiesen.

Bild 5

Sind wir jetzt fertig? Im allgemeinen nicht.
Es ist wichtig, noch einen letzten Hinweis zu
beachten:

Ich gberprife alle Lisungsschritte auf ihre
Richtigkeit -und die Lésung auf Vollstindig-
keit! Erst nach dem erfolgreichen AbschluB
dieser Uberpriifung kann ich sagen: Die
Aufgabe ist gelbst.

War unser Beispiel schwierig? Ja, ganz leicht
war es sicher nicht. Aber wir wollten ja

¢ gerade lernen, wie man schwierige Aufgaben

16st: Haben wir dieses Ziel erreicht? Nun,
diese Frage muB jeder fiir sich selbst entschei-
den, indem er versucht, neue Aufgaben zu
losen und dabei jene ,,Merksitze* anzuwen-
den, die wir bei der Bearbeitung unserer
Aufgabe herausgestellt haben. Fine Garantie
fir das Finden von Losungen geben die
»Merksitze® natiirlich nicht, aber oft kén-
nen sie doch weiterhelfen, wenn man einmal
steckengeblieben ist. Dazu viel Erfolg!

7 W. Walsch

Das magische
Quadrat

A807 Im Januar 1971 erhielt Fritz von
seinem Opa eine Geburtstagskarte, auf der
dieser zusitzlich das folgende magische Qua-
drat angebracht hatte.
- 1936—1971

68 58 57 71

63 65 66 60

67 61 62 64

56 70 69 59
Darunter stand geschrieben :

Hier steh™n die Zahlen von 16 Jahren,

_obgleich es doch nur 15 waren.

Verwirrend scheinen sie gemischt,

ganz ohne Ordnung aufgetischt.
Durchlauft man Spalte oder Zeile,

auch kreuz und quer in aller Eile

- selbst daran muB man sich nicht binden —
man wird die gleiche Summe finden.

Daoch wie und wo, will ich nicht sagen,

man muf schon selber etwas wagen.

Im Februar feierte der Opa seinen Geburts-
tag und erhielt von seinem Enkel eine Gliick-
wunschkarte, auf welcher dieser das gleiche
magische Quadrat angebracht hatte.

1. Was hat sich Fritz dabei gedacht, und in
welchem Jahr ist sein Opa woh! geboren?
2. Wic groB ist die Summe s einer Spalte oder
Reihe? Wieviel Quadrate und Rechtecke
geben die gleiche Summe s, wenn man die
4 Zahlen in ihren Ecken addiert?
3. Versuche ecine Gedichtnishilfe fiir die
Anordnung der Zahlen im magischen Qua-
drat zu finden!
4. Fritz hat entdeckt, daBl er in einigen Jah-
ren auch zum Geburtstag seiner Mutter ein
magisches Quadrat sinnvoll verwenden kann.
Die. Summe s einer Spalte wird aber bei
diesem Quadrat 330 betragen.
a) Stelle das magische Quadrat auf!
b) Was besagt es fiir das Geburtstagskind?
¢} Wie alt ist oder wird die Mutter 1971?
W. Bennewitz

(Losung siehe Heft 6/71.)
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Wer lost mit?

_Elilhﬂ -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 3. Januar 1972

Der Wettbewerb lduft iiber vier Hefte. Es
hat sich gezeigt, daB in den ,Ferienheften*
(Heft 3/69 und 3/70) wesentlich weniger L&-
sungen eingingen als zu den Aufgaben der
Hefte 5, 6, 1 und 2. AuBlerdem ist damit fir die
Redaktion eine gréBere Zeitspanne zur Aus-
wertung der riicklaufenden Karten und Ur-
kunden gegeben. In den vier Wettbewerbs-
heften werden gleichviele Aufgaben gestellt
wie in finf Heften vergangener Jahre. Auf
Hinweis zahlreicher Leser nehmen wir die
Olympiadeaufgaben aus dem Wettbewerb
heraus, da sie in den Arbeitsgemeinschaften
behandelt wurden und oft die offiziellen
Lasungen des Zentralen Komitees der OJM
bekannt sind. Im letzten Jahr. gingen iiber
30000 Losungen ein. In oft wochenlanger
Kleinarbeit haben drei Mathematiklehrer
das Material korrigiert. Eine gewisschafte
Einhaltung der Wettbewerbsbedingungen,
Sauberkeit und Ubersichtlichkeit in der Aus-
fithrung der Losungen und termingerechte
Einsendung erleichtern dem Wettbewerbs-
kollektiv die Arbeit.

Wir wiinschen unseren Lesern beim Wett-
bewerb 1971/72 viel Freude und vor allem

Erfolg. ) X
;’! . e“f""\-"‘"‘—“‘
¢

Chefredakteur
/

54775 Die Variablen der nachstehenden
neun Gleichungen sind mit den natiirlichen
Zahlen von I bis 10 derart zu belegen, daf}
alle . Gleichungen zugleich erfiillt werden,
das heiBt, fiir gleiche Buchstaben sind gleiche
Zahlen, fir verschiedene Buchstaben sind
verschiedene Zahlen einzusetzen. '
(Va+a=b, @Dg+h=d, (Mh+h=c,
@lc—d=e, (5)i—f=h_ 8)f+f=g
Ble+f=a, (e+e=f. Ng+g=].

Andreas Borner, Schkortitz (Kreis Grimma)
W5m776 Helga, Carola, Sonja,r Adelheid
und Renate, die zu den aktiven Teilnehmern
der diesjahrigen Kinder- und Jugend-Spar-

takiade gehoren, bewohnen wihrend der
Wettkampftage gemeinsam ein Zimmer. Die
Heimatorte dieser fiinf Madchen sind Gor-
litz, Berlin, Jena, Rostock und Merseburg.
Aus ihren Gesprédchen erfahren wir:

a) Sonja und Carola starten im Hochspruﬁg,-

wihrend die Madel aus Jena und Merseburg
fiir diese Disziplin nicht gemeldet sind.
b) Drei Schiilerinnen, nimlich Adelheid,
Sonja und die Schiilerin aus Gorlitz waren
bereits im Vorjahr Teilnehmer der Sparta-
kiade.
¢) Drei Schiilerinnen, ndmlich Carola, Renate
und das Midel aus Gorlitz haben im Fach
Mathematik die Note 1.
d) Carola war noch nie in der Hauptstadt der
DDR.
e} Adelheid steht mit der Schiilerin aus
Merseburg im Briefwechsel.
Den Vornamen der fiinf Midchen sind die
Namen ihrer Heimatorte zuzuordnen.

Karin Schubert, Pfaffroda

W 5777 Im Berliner Schokoladenwerk
VEB ,Elfe* wurde eine neue Bonbonsorte
entwickelt, die in Kiirze in den Handel
kommen soll. '
Wieviel Gramm wiegt ein Bonbon, wenn
eing Tiite Bonbon 80 Pf kostet, 1 000 Bonbon
auf 50 Titen kommen und 1 kg Bonbon
5 M kostet?
Hans-Peter Tams, Domsiihl (K. 7)
*5%778 In der nachstehenden Additions-
aufgabe ist jedes Sternchen durch eine der
Ziffern von 1 bis 9 m1 ersetzen, so dal} eine
richtig geldste Aufgabe entsteht. Die Quer-
summe des ersten Summanden soll dabei 10
und die des Z\g.e(iien 5 betragen.
5%
+ *2 %0
_+ * 6 &

- .1000
Wieviele Losungen besitzt diese Aufgabe?

Carsten Schmidt, Dessow

Steffi Sorg, 6316 Stidertuch, Schiusinger St 128
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Wettbewerbsbedingungen
1. Am Wettbewerb kénnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift {Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu -
richten an

Redaktion aipha,

7027 Leipzig, Postiach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgaben fortlaufend numeriert.
Der iblichen Nummer sind ein W (d h
Wettbewerb) und ecine Ziffer, z B: 7 vorge-
setzt (d. h, fiir die 7. Klasse gesignet). Auf-
gaben mit * versechen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad. ‘

4. Vor den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassenstufe
einzusenden. Schiller der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene losen die Aufgaben, welche
mit We 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210 mm x
297 mm} (siche Muster), denn jede Aufgaben-
gruppe wird von einem anderen Experten
korrigiert. -

6. Teilnehmer, dic eine vorbildliche oder
gute {d. h. vollstindige und richtige} Lasung
{nicht nur Antwortsatz oder Endergebnis)
eingesandt haben, erhaiten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Priadikat
Lsehr gut geldst”, ,gut gelost” oder ,geldst”.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe cinsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht geldst™

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgeben.

Der Jahreswettbewerb 1971/72 lauft von Heft
5/71 bis Heft 2/72. Zwischen dem I. und
10. September 1972 sind alle  durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/71
bis 2/72 erworbenen Karten geschiossen an
die Redaktion einzusenden. Die Preistriger
und die Namen der aktivsten Einsender
werden in Heft 5/72 veroffentlicht. Wer
mindestens 7 Antwortkarten (durch die Be-
teiligung an den Woettbewerben der Hefte
5/71 bis 2/72) erhalten hat und diese ein--
sendet, erhilt eine Anerkennungsurkunde
und ein Abzeichen. Schiiler, welche bereits
zwei Anerkennungsurkunden besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1971/72 einsenden, erhalten das
aipha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). .

Wir bitten darauf zu achteﬂ, daB alle Post-

. sendungen richtig frankiert sind und daB die

Postleitzahl des Absenders ‘nicht vergessen
wird. Redaktion aipha



*5%779 Bei einem Tischtennisturnier sol-
len die 36 Teilnchmer zunichst Vorrunden-
spicle in sechs Gruppen zu je sechs Spielern
austragen, und zwar jeder gegen jeden.
Die beiden Erstplazierten aus den Vorrun-
denspielen sollen danach Zwischenrunden-
spiele-in zwei Gruppen zu je sechs Spielern
nach dem gleichen System austragen. Die
beiden Erstplazierten dieser zwei Gruppen
kommen in die Endrunde. Das Tursier
beginnt um 8.30 Uhr. Zwischen den Vorrun-
den- und Zwischenrundenspielen legt eine
Pause von ciner Stunde; nach AbschluB der
Zwischenrundenspiele wird nochmals cine
Pause von 15 Minuten eingelegt. Bis zu
welcher Uhrzeit wird die Sporthalle zur
Durchfiihrung des Turniers voraussichtlich
besetzt sein, wenn man fiir jedes Spiel im
Durchschnitt 15 Minuten Spielzeit rechnet?
Bla!og:efachlehrer K.-H. Schubert,

Pfaffroda

64780 Gibt es ein konvexes Vieleck, bei
dem die Anzahl der Diagonalen doppelt
so grof} ist wie die Anzahl seiner Eckpunkte?
Die Antwort ist zu begriinden!

Rainer Helbig, Leipzig, Thomas-0S (KL 7)

;W 6w 781 In der abgebildeten Figur sei
Winkel £ BCD=6=80° Es sind die Gréilen
der Winkel o, f, y und ¢ zu bestimmen!

P S H

W 6w 782" Aus dem Unterricht wissen wir,
daB in einem Rechteck die Diagonalen ein-
ander halbieren und gleich lang sind.

Beweise: Wenn in einem Rechteck dic Diago-
nalen aufeinander senkrecht stehen, so ist es
ein Quadrat. T

*6*783 Es sind alle gebrochenen Zahlen
% mit 1-<h<21 anzugeben, die die folgen-
den Eigenschaften besitzen: Erweitert man
g mit 4 und vergrdBert .man danach den
erweiterten Zihler 'wm 7, so ist der auf diese

Weise entstehende Bruch gleich Z. Wievicle
Zahlen% gibt es, die den Bedingungen geni-

gen? Ing. f. Rechenelektronik H. Werner,

Berlin

"%6 %784 Uber den vier Seiten BC, €D,
DE und EA eines konvexen Fiinfecks ABCDE
wurden Parallelogrammc — wie aus der

M_D H

Zeichnung ersichtlich — derart gezeichnet,
da} die Punkte P, 4, B, F und M, D, H je-
weils auf einer Geraden liegen und daB
PA=BF gilt Es ist zu beweisen, daB fiir
die Flacheninhalte 4,, 4,, 4; und A, der
Parallelogramme die Beziehung

Ay + A=A+ A, gilt! Sch.

74785 In einem Drachenviereck® 4BCD
mit der Symmetricachse AC sei die Diago-
nal BD halb so lang wie die Diagonale AC,
Es ist der Fldcheninhalt des Drachenvier-
ecks in Abhingigkeit von der Dlagonaie

AC =e anzugeben.
Yoonne Kruber, O8 Stolpen, K1. 0

W 74786 Ein Holzwiirfel mit der Kanten-
linge 100 mm soll durch 3n Sigeschnitte
{n=1,234"..),von denen jeweils n Schnitte
zu einer Seitenfliche des Ausgangswiirfels
parallel und untereinander dquidistant sind,
in kongruente Teilwiirfel zersigt werden.
Die zerspante Schnittbreite betrage dabei
1 mm,

a) Wieviel Teilwiirfel kann man aof diese
Weise hichstens erhalten?

b} Wie groB darf die Anzahl der Schnitte
sein, wenn nicht-mehr als 50°/, des Volumens
des Ausgangswiirfels zerspant werden sollen?

T.
_E}Lg w 787 Bei einer Mathematikolympiade

chricben sieben Teilnehmer, und zwar Axel,
Bernd, Dieter, Eberhard, Gerda, Helga und
Tlona, die Klausur in eipem Raum. Diese
sieben Schiiler wohnen in sieben verschiede-
nen Stidten der DDR. In Vorbereitungs-
Iagern haben sich einige dieser sieben Schiiler
bereits kennengelernt. So kennt

a} Axel genau einen Schiiler und zwei Schii-
lerinnen, 4] Bernd genau drei- Schiiler und
keine Schiilerin, ¢) Dieter genau zwei Schiiler
und eine Schiilerin, d) Ebérhard genau zwei
Schiiler und zwei Schiilerinnen, €) Gerda
keinen Schiiler, aber zwei Schiilerinnen, f)
Helga genau drei Schiiler und eine Schiile-
7in, g) Ilona genau zwei Schiiler und eine
Schiilerin.

Es ist zu ermitteln, wer sich untereinander
kennt!

Bei dieser Aufgabe setzen wir voraus, daB,
wenn ein Teilnehmer A den Teilnchmer B
kennt, so auch der Teilnehmer B den Teil-
nehmer A kennt.

g Marhematikfachiehrer E. Naumann,
Schlofoberschule Karl-Marx-Stadt

# 7 %

788 Gegeben sei ein Rechteck ABCD.
Man zeichne die Diagonalen ein, ihr Schnitts

punkt sei M. Die Strecken AM, BM, CM

und DM sind zu halbieren; die Haib]erungs-
punkte seien in der vorgegebenen Reihen-
folge E, F, G und H. Wie verhilt sich der

A,

Flicheninhalt des Rechtecks ABCD zu dem
des Rechtecks EFGH?
Ingolf Kunath, EOS Meifen, KI. 10

*7*789 Auvf einer kreisformigen Radrenn-
bahn, deren Bahnlinge 300m betrigt, trai-
nieren zwei Rennfahrer. Beide fahren mit
konstanten Geschwindigkeiten. Wenn sie in
entgegengesetzte Richtungen fahren, dann
treffen sie sich 15s nach dem Start. Fahren
hingegen beide in gleicher Richtung, dann
iberholt Fahrer A den Fahrer B das erste
Mal nach 150 s. Es sind die Geschwindigkei-
ten beider Fahrer in km h™! zu ermitteln!

Uwe LQser, Goff witz

34790 Es ist ein Dreieck ABC zu kon-

struieren, von dem der Umfang a+h+c

=10 cm sowie diee Winkel x=80" und
B=160° gegeben sind.

Wolfgang Riedel, Spezialklasse 11

der Techn, Hochschule Karl-Marx-Stadt

84791 Es sind alle natiirlichen Zahlen »
mit n=3 anzugeben, fiir die die Anzahl n
der Seiten eines konvexen n-Fcks ein ganz-
zahliges Vielfaches der Anzahl seiner Diago-
nalen ist.

Wolfgang Luth, 3. EOS Rostock, KI. 11¢

W8 mA92 Steffi, Marion und Christine un-
ternchmen mit ihren Eltern eine Ferienreise.
Eine der drei Familien reist an die Ostsee,
die andere in die Sfichsische Schweiz und die
dritte in den Thiiringer Wald. Uber die
Reiseziele werden die folgenden Aussagen
gemacht:

(1) Steffi fihrt an die Ostsee;

(2) Christine reist in den Thiiringer Wald,

- oder Steffi reist in die Sichsische Schweiz
‘a) Welche Reiseziele konnen die drei Mid-

chen haben, wenn die Aussage (1) wahr und
die Aussage (2) falsch ist?

'b) Welche Reiseziele kénnen die drei Mid-
chen haben, wean die Aussage (1) falsch
und die Aussage (2) wahr ist? T

W8m 793 Klaus sagt zu Peter: ,Denke
dir zwei natiirliche Zahlen, von denen die
grste grofer als die zweite ist! Bilde die
Diffcrenz_‘ dieser beiden Zahlen, und gib
mir diese” Differenz an! Bilde dann die
Differenz der Quadrate dieser beiden Zah-
len, und gib mir auch diese Differenz an! Nun
kann ich mit Hilfe vor nur vier Rechenope-
rationen die beiden von dir gedachten Zahlen
ermitteln.”
a) Welche Rechenoperationen hat Klaus
ausgefiihrt, um die beiden gedachten Zahlen
zZu ermitteln?
b) Wie lauten die gedachten Zahlen, wenn
Peter als Differenz der beiden Zahlen die
Zahl 5 und als Differenz ihrer Quadrate die
Zahl 105 angegeben hat?

Bodo Geyer, 08 Cainsdorf, KI. 8a

*8*794 Gesucht ist eine sechsstellige na-
tiirlicke Zahl, die dic folgenden Eigenschaften
hat:
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1. Addiert man die aus den crsten drei
Grundziffern dieser Zahl gebildete Zahl zu
der aus den letzten drei Grundziffern gebil-
deten Zahl, so erhiilt man die Summe 999.
2, Multipliziert man die sechsstellige Zahl
mit 6, so erhilt man wieder eine sechsstellige
Zahl, deren erste drei Grundziffern gleich
den letzten drei Grundziffern und deren
letzte drei Grundziffern gleich-den ersten
drei Grundziffern der urspriinglichen Zahi
sind.

Emil Eichhorn, Bautzen { Alter: 82 Jahre)
*§ %795 Es seien g und b zwei aufeinander-
folgende natiirliche Zahlen, und es sei c=ab.
Es ist zu beweisen, dall dann die Zaht

x =a*+b*+c*

stets gleich dem Quadrat einer ungeraden
‘natlirlichen Zahl ist. Sch.

S aT796 Gegeben seien zwei Kreise mit den
Radien 4 ¢cm und 6 ¢m, deren Mittelpunkte
den Abstand 7 cm haben. Es ist der Abstand
der Schnittpunkte dieser beiden Kreise zu
berechnen. =

' Schitler Rainer Zerck, Wismar

S A797 Essei ABCD ein konvexes Viereck
mit den Seitenlidngen a, b, ¢, d, in dem die
Diagonalen aufeinander senkrecht stehen.
Es ist zu beweisen, daB dann stets d;e fol-
gende Gleichung erfiille ist:

@ttt = pr AR T

W O9a798 Drei Schiiler haben die Vorna-
men Henry, Peter und Uwe. Thre Nachnamen
sind Bergmann, Sabel und Strauch. Wie hei-
Ben die drei Schiiler, wenn die folgende Aus-
sage falsch 1st? ,,Wenn Hewmry den Nach-
namen Bergmann hat, so hat Uwe den Nach-
namen Strauch T

Wom799 Es sei ABC ein rechtwinkliges
Dreieck, auf dessen Kathete 4B der Punkt D
zwischen A und B und der Punkt E zwischen
D und B liegt und auf dessen Kathete BC
der Punkt F zwischen B und C liegt gl
dic -Abb.). Ferner sei ER=15 cm und BF =
20 em. Endlich seien die Flacheninhalte der
Dreiecke EBF, DEF, DFC und ADC gleich
grofl.

Es soll die Linge der Strecke AD berechnet
werden. S. H.
' c

B

*9*800 Klaus zeigt seinen Eltern sein
Halbjahreszeugnis -und wird dafiir gelobt.
»Ja*, sagi er voller Stolz, ,,im vorigen -Jahr
hatten wir die gleichen Ficher wie in diesem
Jahr. Damals betrug die Summe meiner
Zensuren noch 27 und das Produkt sogar
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3456. Ich batte vier Einsen. Jetzt betriigt die
Summe 22 und das Produkt nur 192, Mein

. Zensurendurchschnitt liegt jetzt uvater 1,6.%

Darauf sagen die Eltern: wJunge, daraus
wird doch keiner schlau. Wer soll nun wissen,
wieviele Einsen, Zweien, Dreien oder Vieren
du jetzt hast und im Vorjahr hattest?
Ich denke, wir konnen die Zensurenvertei-
lung in diesem Jahr und im Vorjahr heraus-
finden. Klaus hat sogar eine Angabe gemacht,
die wir fiir die Ermittlung der Zensuren nicht
bendtigen. Welche Angabe ist das? |
Bernd Hibler, Fachlehrer fir Mathem.,
POS VI Neubrandenburg

*G %801 Gegeben seien in der Ebene zwei
Punkte 4 und B, die benachbarte Punkte
eines Quadrats ABCD sind. Es sollen nur
mit dem Zirkel, also ohne Benutzung des
Lineals, dic anderen Eckpunkte C und D
dieses Quadrats konstruiert werden.
Jiirg Helbig, Lessing-Oberschule,
Halle, KI. 8

W 10/12 2802 Im Jahre 1963 stellie ein
Mathematiker an seinem Geburtstag fest,
dalB das von ihm erreichte Alter gleich dem
Produkt der vier natiirlichen Zahlen ist,
die den Grundziffern seines Geburtsjahres
entsprechen.

In welchem Jahr wurde dieser Mathematiker

* geboren, und welches Alter hatte er an seinem

Geburtstag erreicht?
Dozent L. M. Lopowok, Woroschilowgrad,
UdSSR

W 10/12w803 In einer Kammer (Lange
L= 40m, Breite B = 2,5m Héhe H=23 m)
steht als einziges Mobel an der Lingswand
ein -Schrank, der die Form eines Quaders
mit den AuBenmalBer ¢=06m, b=18m,
h=21m hat. Kann dieser Schrank ohne
Zerlegung durch cine an der Schmalseite
der Kammer befindliche Tiir mit den lichten
MaBen 0,8 m und 1,9 m transportiert werden?
Die Antwort ist zu begriinden.

Dr. Gerhard Hesse, Radebeul
*10/12* 804 Gegeben sei ein Quadrat
ABCD. Von B und D aus seien zwei gleich
lange Strecken BG und DE so gezeichnet, daB
¥ CDE= ¥ ABG ist und E und G innere
Punkte des Quadrates ABCD sind. M sei der
Mittelpunkt der Strecke EG. Auf der Mittel-

_senkrechten dieser Strecke seien die Punkte

F und H so konstruiert, daB FM = HM =EM
gitt (vgl. die Abb.). '

F:) <

A 8

Es ist zu beweisen, dall dann stets die folgen-
den Beziehungen erfiillt sind:

I. HC=ED=FA=GB;
2. HC|| FA;
3. HC 1L ED und FA 1 GB. )
Prof. Dr. Th. Glocke Pidagogische
Hochschule ,,Dr. Theodor Neubauer®, Erfurt

¥ 10/12* 805 Es ist zu beweisen, daBl das

Produkt

1 2ne1 89

2 2n 50

groBer als 0,1 und kleiner als 0,123 ist.
Schiler Egbert Lindner, Dresden

p=

e
[= RV ]

Nachgedacht und mitgemacht!

»Wer ist der beste in Mathematik?* fragte der
Pionierleiter zum Gmppennachnuttag der
Klasse 5a.

Alle Pioniere zeigten auf Wolfgang,

»Bitte, Wolfgang, merke dir eine zweistellige
Zahl. Aber nenne si¢ mir nicht! Beantworte
nur die folgenden drei Fragen:

1. Kann man diese Zahl durch 3 dividieren,
oder bleibt ein Rest?

,Es gibt den Rest 1.

2. Und wenn du diese Zahl durch 5 divi-
dierst?*

»Da erhalte ich den Rest 3.”

»3. Und wenn du durch 7 teilst?

.Hier bleibt kein Rest.”

.Dann hast du dir die Zahl 28 gemerkt!”
SRichtig!” antwortete Wolfgang, ,,Aber wie
korintest du das wissen?

,,Und ich méchte mir auch eine Zahl den-
ken!** rief Helga.

,,Kannst du sie auch erraten™"*
Selbstverstandlich. Sag’ nur die Reste beim
Dividieren durch 3, 5 und 7!

..Die Reste sind 2, 3 und 5!

,;Dann hast Du Dir 68 gemerkt!*
L#Richtig!”

Alle Pioniere bedringten nun den Pionier-
leiter, sein ,,Geheimnis® zu verraten!
»Ganz leicht! Jeder kann die Zahl finden,
wenn cr folgendes macht:

1. Der Rest beim Dividieren dmch 3 ist
mit 70 zu mulitiplizieren.

2. Den zweiten Rest mufl man mit 21 multi-
plizieren.

3. Den dritten Rest mit 15,

Danach addiert man die drei Produkte und
erhilt die gedachte Zahl Ergibt die Multipli-
kation mehr als 105, so mull man noch
105 subtrahieren.*

Ein Beispiel mochte ich euch geben und ihr
alle werdet das Zahlenkunststiick auch be-
herrschen:
a) Reste 1, 2, 4, &lso
1-70=70; 2-21=42; 4-15=60

b) 704+42460=172
¢) 172—-105=67.“

Mathematikfachlehrer A. Halameisdr,

325. Schule, Moskau



Concursul de matematica

etapa locale

Am'1. Miirz 1970 wurde in der Stadt Bukarest
in einer dreistindigen Klausur die Schul-
olympiade durchgefiihrt Wir danken der
Redaktion Gazeta matematica, die uns die
Aufgaben zur Verfiigung stelite. Studienrat
Th. Schoil, Berlin, bearbeitete das Material
fir unsere Leser und erarbeitete die Losungen.

Klassenstufe 6, siche Seite 114
Klassenstufe 7

1. Die folgenden beiden Terme sind durch
‘dquivalente Umformungen so weit wie mog-
lich zu vercinfachen:

2a%b+2ab® 1

17342 £ 6ab+3b° a+h
(L.t @b
v &%) 3aE-3p2°

2 3 27 1
T ={"->)—F——:——— . D h
2 (a b) 4p7204% 2b+3a e
ist ein Term T; zu bilden, fiir den gilt

T.
T,=(37+2){31,~
( T27)( L 27)

SchlieBlich ist das geometrische Mittel aus
den Termen T, und T; zu bilden unter der
Voraussetzung, daB a>0 und b>0 gilt.

Gh. Stefanescu, Bukarest

2. Die Summe zweier rationaler Zahlen
betriigt 60, ithr Produkt 675. Es ist die Summe
aus den reziproken Werten dieser bt:1dcn
Zahlen zue bestimmen!

Ghita Dimonte, Bukarest

3. In einem Kreis k mit dem Mittelpunkt O
werden zwei aufeinander senkrecht stehende
Durchmesser AB und ‘€D angenommen. Es
ist ein innerer Punkt E der Strecke OB fest-
zulegen und die Verbindungsgerade CE zu
zeichnen, die den Kreis k in einem weiteren
Punkt F schneidet. Die im Punkt F an den
Kreis k zu konstruierende Tangente ¢ schneide
die Gerade AB im Punkte G.

a) Es ist zu beweisen, dal £ OCE+ X EFG
=90° gilt.

b) Esist zu beweisen, daB das Dreieck AEFG
gleichschenklig ist.

c) Welches MaBl muB der Kreisbogen DF
haben, damit das Dreieck AEFG gleichseitig
ist? Unter der Voraussetzung, daB das Drei-

eck AEFG gleichseitig ist, soll die Richtigkeit
folgender Aussagen nachgewiesen werden:
d) Das Dreieck ADOF ist ebenfalls gleich-
seitig. '
¢} Die Dreiecke ACOE und ACFD sind
einander dhnlich. Unter der Voraussetzung,
dall der Radius r des Kreises k die Linge
§ cm hat, sind die Lingen der Strecken CF,
EC und CE zu bestimmen. .
Ghita Dimonte, Bukarest

Klassenstufe 8

1. Gegeben sei ein gerades dreiseitiges Prisma
ABCDEF, das das Dreieck ABC zur Grund-
fldiche und das Dreieck DEF zur Deckildche
hat und in dem AB=AC =4 cm, BC=5 cm
und AD=BE=CF=6 om betragen, Eine
Ebene, die durch die Ecke A4 geht, schneidet
dic Kante BE in einem Punkt P und die
Kante CE in einem Punkt Q derart, daB die
Geraden BC und PQ zueinander parallel
verlaufen.

a) Welche Linge muB die Strecke BP be-
sitzen, damit das Dreieck APQD gleich-
seitig ist? :

Unter der Voraussetzung, daB das Dreieck
APQD. gleichseitig ist, sind folgende Auf-
gaben zu 16sen:

b) Esist das Volumen der Pyramide EF QPD

. zu berechnen.
") Es sind das Volumen und die Oberfliche

des Polyeders 4BCDPQ zu berechnen.

d) Esist zu zeigen, daB die Polyeder ABCPQ,

DEFPQ und ADPQ volumengleich sind.
Elena Matroscenco, Bukarest

2x=14@2x—- 1 +(2x-1)°
8x2+1

soll so weit wie méglich vereinfacht werden.

at—b? .

2+ T

2. Der Term T=

Danach soll die Gleichung T=

gelost werden
Valeria Tomuleany, Bukarest

3. Gegeben sind drei Terme

T, :% 202 +cM]—at,
T, =§ [2(c*+a) —b?] und

1
1= 26 +5) -],

Es ist der Term
_ L+ThL+T
TR+
C. Tonescu-Tiu, Bukarest

Zu bestimmmen!

75 Jahre
Gazeta matematica

Im Sepiember 1970 konnte die ruménische
mathematische Schiilerzeitschrift Gazeta ma-
tematica auf ihr 75jdhriges Bestehen zuriick-
blicken. Ihr Wirken ist auf das engste mit der
Mathematik in Ruminien verbunden. Ge-
griindet im Jahre 1895 aus der Notwendig-
keit, die Mathematikausbildung der Studen-
ten der Hochschule fiir Briicken- und Strafien-
bau zu unterstiitzen, entwickelte sich die
Zeitschrift zu einem Organ, in dem fithrende
ruminische Mathematiker Artikel und Auf-
gaben verdffentlichien, an denen die mathe-
matikinteressierten Schiiler und Studenten
ihre Kriifte maBen. Einen groBen Aufschwung
fir die ruménische Mathematik brachten die
Bildungsreform und die Reform von 1948;
der Aufbau des Sozialismus verlangte auch
von der Gazeta matematica, das wissenschaft-
liche und methodische Niveau zu heben und
einen breitén Leserkreis an die Mathematik -
heranzufithren und fiir sie zu interessieren.

~ Akademiemitglied Gr. C. Moisil schreibt dazu

in einem Artikel ,Zum 75. Jahr* in der Son-
dernummer 10/70:

»Die Gazeta matematica teorganisierte sich,
um ihren neuen Aufgaben gerecht zu werden.
Die Gesellschaft fiir mathematische Wissen-
schaften in der Sozialistischen Republik Ru-
miénien hat es verstanden, ihre Arbeit und
ihre besonders charakteristischen Publika-
tionen zu prigen:

® dic. Aufgabe, das Interesse der breiten
Masse der Schiiler an der Mathematik zu
wecken, ™

® dic Aufgabe, eine Trennung der fachwis-
senschaftlichen Arbeit von der pidagogischen
zu verhindern.

Diese Merkmale behalten auch weiterhin
ihre Giiltigkeit. Die Entwicklung der mathe-
matischen Wissenschaften und des Inter-
esses der Oberschiiler fiir die Mathematik
ist auf Unterstitzung der Mathematiker
durch die Kommunistische Partei Rumiiniens
zutiickzufithren.* .
Heute verdffentlicht die Gazeta matematica
in jeder ihrer Nummern mathematische,
mathematisch-historische Artikel und eine
Vielzahl von Problemen und Aufgaben (in
Heft 10/70 findet man z B. die Probleme
10686 bis 10729), deren Lisungen in den
nichsten Nummem ausfithrlich besprochen
werden. Viele der Probleme und Auwfgaben
stammen iibrigens von Lesern der Zeit-
schrift, die auch originelle Lisungen und
sogar kleinere mathematische Artikel in der
Zeitschrift verdffentlichen.
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Durch die Welt
der Tetraeder

Wer sein riumliches Vorstellungsvermogen
trainieren will, der folge unserem

Streifzug durch die Welt der Tetraeder

Die Rolle, die in der Ebene die Dreiecke
spielen, {ibernehmen im Raum die Tetraeder.
Di€ regelmdfigen Tetraeder sind euch sicher-
lich bekannt (vgl. alpha 1/69); sie kamen in
einigen Olympiade-Aufgaben schon vor und
sollen natiirlich auch eine Station auf unse-
rem Streifzug bilden. Was aber wilit ihr iiber
Tetraeder, die richt regelmabig sind? Mit
ihnen wollen wir uns vor allen Dingen be-
kannt machen. Ob ihr dann auch der Meinung
seid, dall die unregelmiiBigen Tetraeder
eigentlich viel interessanter sind als die
regelmiBigen?

Die Voraussetzungen zum Verstindnis der
einzelnen Abschnitte sind verschieden, und
nicht alle Abschnitte hingen voneinander
ab. Fiir Schiiler ab 8. Klasse ist dieses Unter-
nehmen sicherlich zutriglich, Schiiler aus
niederen Klassenstufen sollten es auch ein-
mal probieren. * ’
Die beigefiigten Bilder sind senkrechte oder
schrige Parallelprojektionen rdumlicher Fi-
guren. Bei solch einer Projektion wird das
Bild eines Punktes P etwa mit P’ oder P°
bezeichnet; diese Kennzeichnung ist mei-
stens fortgelassen!

1. Der geometrische Begriff ., Tetraeder

@ Vorausserzung: Im Raum seien vier
Punkte 4, B, C, D gegeben. Sie solien nicht
in ¢iner Ebene liegen.

@ Behauptung 1: Es liegen keine drei dieser
vier Punkte auf einer Geraden.

® Beweis: Wiirden etwa 4, B und C auf
einer Geraden liegen, und bezeichnen wir
diese Gerade mit g, dann konnten wir so
schlieBen: Der Punkt D darf nicht auch
noch zu g gehbren, da vier Punkte einer
Geraden in unendlich vielen Ebenen liegen
(in welchen?); dies witrde der Voraussetzung

* Die Betrachtungen sind iibrigens absicht-
lich nicht als ,,Mathematik im Erzihlstil™
durchgefiihrt worden. Legt einmal selber
Wert darauf, die verschiedenen Bestandteile
einer Untersuchung moglichst deutlich her-
auszupriparieren und zu kennzeichnen!
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itber A; B, € und D widersprechen. Liegt
nun der Punkt D nicht auf der Geraden g,
dann bestimmen D und g eine (einzige)
Ebene, in der alle vier Punkte enthalten sind;
dies wiire ebenfalls gegen die Voraussetzung.
Da wir alle méglichen Lagen des Punktes .D
beziiglich der Geraden. durch die Punkte
A, B, C beriicksichiigt haben, ist die Behaup-
tung 1 (indirekt) bewiesen worden.

® Folgerung: Die gegebenen Punkte sind
paarweise verschieden. (Denn wiire etwa
A=B, dann wiirden A=B, C uhd D in
wenigstens einér Ebene liegen; dies sollte
aber nicht zuireffen.)

® Bemerkung: Die Feststellung, dall gewisse
Punkte paarweise verschieden sind, ist in
der Geometrie &Sfters herauszustellen. Es
kann némlich passieren, daB im Laufe einer
Untersuchung zwei Punkte als gleich erkannt

werden, denen das anfangs nicht anzusehen .

war. Besonders fiir jene Fille, in denen ,,uns

die Anschawung verliBt“, ist diese Bemer-

kung wichtig. Hierzu werden wir noch Bei-

spiele kennenlernen.

Einige einfache Feststellungen und weitere
" Folgerungen fassen wir in der Behauptung 2

ZUSamImen : :

® Behauptung 2a: Die vier Punkte 4, B, C

und D legen genau die sechs eindeutig be-

stimmten

Strecken AB, AC, AD, BC, BD, CD (Bild 1)

und Geraden 4B, AC, AD, BC, BD, CD fest.

NB/

A

Bild 1: Bild von 4 Punkten, die nicht in einer
Ebene liegen, und ihren Verbindungsstecken
(Tetraeder). ’

® Behauprung 2b: Durch jeden Punkt gehen
genau drei dieser sechs Geraden; diese drei
Geraden liegen nicht in einer Ebene:
‘Durch 4 gehen die Geraden 4B, AC, AD,
durch B gehen die Geraden . . .
{vervollstindige diese Ubersicht).

® ' Behauptung 2¢: Diese sechs Geraden bzw.
Strecken lassen sich auf drei Weisen so zu
Paaren (bei denen es nicht auf die Reihen-
folge ankommt) ordnen, daB jedes Paar alle
vier Punkte enthiit:

ABund CD, ACund BD, AD und BC bzw.
AB und CD, AC und }E, AD und BC.
Bgﬁradhten wir das Geradenpaar AB und
CD! Da die vier Punkte A, B, Cund D nicht
in einer Ebene liegen, sind auch die beiden
Geraden nicht in einer Ebene enthalten.
Sie treffen sich nicht in einem Punkt, denn
sonst wiirden sie eine Ebene bestimmen,
in der entgegen der Annahme alle vier Punkte
Iigen. Sie sind aber auch nicht parallel zu-
einander, da sonst durch den gleichen Schiul
ein Widerspruch zur Voraussetzung iiber
A, B, C und D herzuleiten wire.

® Bezeichnung: Zwel Geraden des Raumes,
die keinen Punkt gemeinsam haben und nicht
parallel sind, nennt man zwei windschiefe
Geraden. Kirzer: Zwei Geraden heiien
windschief, wenn sie keine Ebene gemeinsam
haben.

Solche Paare windschiefer Geraden werden
in unseren Betrachtungen eine Rolle spielen.
Lase in diesem Zusammenhang die

A Anfgabe 1 Es seien o und b zwei wind-
schiefe Geraden. Ferner sei ¢ eine Ebene
durch die Gerade 4. Dann gilt: Entweder
trifft die Gerade b die Ebene £ in genau einem
Punkt oder die Gerade b ist zur Ebene ¢
parallel. (Anieitung. Schreibe nieder, was
du iiber die gegenseitige Lage einer Geraden
und einer Ebene weilit, — Suche in deiner
Umgebung Modelle fiir windschiefe Geraden
und zur Behauptung der Aufgabe 1, etwa in -
Gestalt geeigneter Kanten und Flichen eines
Schuhkartons!) - '

A Aufgabe 2 Es seien ¢ und & zwei wind-
schiefe Geraden. Es gibt dann eine Ebene «
durch die Gerade a und eine Ebene § durch
die Gerade b, die eindeutig bestimmt und
zueinander parallele Ebenen sind.

® Behauptung 2d: Aus den sechs Strecken; -
die die Punkte A, B, C, D festlegen, lassen
sich geschlossene Sireckenziige herstellen,
und zwar genau die folgenden drei:
AB—BC—CD—-DA, AB—BD—DC~CA,
AD—-DB—BC—CA (Bilder 2 und 3).

)
(A
A
B
)
4
A.
B
o
r
A
B

Bild 2: Aus vier Punkten, die nicht in einer
Ebene liegen, herzustellende raumliche Vier-
ecke.

® Bezeichnung: Solch einen geschlossencﬁ
Zug aus vier Sitrecken, die nicht in einer
Ebene liegen, nennt man ein rdumliches Vier-
eck oder windschiefes Viereck.

A Aufgabe 3 Vergleiche den so eingefiihrten
Begriff .. Raumliches Viereck® mit dem, was
du iiber Vierecke in der Ebene (ebene Vier-
ecke) weibt! (dnleitung. Die Ausgangsfigur
in der Ebene besteht wieder aus vier Punkten.

‘Welche Voraussetzung hast du jetzt fiir sie

festzulegen?).



® Behauptung 2e: Je drei der vier Punkte
A, B, Cund D legen ein Dreieck fest. Es gibt
. genau vier Dreiecke, und zwar die mit den
Eckpunkten ... (schrelbe sie selber hin).
® Bezeichnung: , Tetraeder”. Sind 4, B, C,
D vier Punkte des Raumes, die nicht in einer
Ebene liegen, dann nennt man die Figur
aus den vier Dreiecken AA4ABC, ABCD,
ACDA, ADAB ¢in Tetraeder (oder Vier-
flichnery; Symbol: Tetraeder ABCD. Es
heifien A, B, C, D die Eckpunkte oder Ecken,
die Strecken 4B, AC, AD, BC, BD, CD die
Kanten und die angefithrten Dreiecke die

Seitenflichen oder die Seiten des Tetraeders,
£

Bild 3: Aus-vier Putikten, die nicht in einer
Ebene liegen, herzustellende rinmliche Vier-
ecke.

® Bemerkung: Je nach den Bédiirfnissen
eines Problems ist es bequem und {iblich,
den  so eingefilhrten Begriff | ,Tetraeder™
geeignet abzuwandeln: Man nennt unter
Umsténden auch die Gerade, die durch eine
Kante des Tetraeders festgclegt ist, eine
Kante, oder dic Ebene, in der eine Seiten-
fiiche hiegt, eine Seite (auch Seitenebene)
des Tetraeders. Ein Punkt, der Eckpunkt
ist oder auf einer Kante oder im Inneren
eines der begrenzenden Dreiecke liegt, heiBit
ein Punkt oder ein Randpunkt des Tetra-
eders. Auf natirliche Weise werdet ihr
wie bei einem Dreieck in der Ebene so auch
bei einem Tetraeder im Raume innere und

dufere Punkte des Tetraeders unterscheiden.

Die inneren Punkte zusammen mit den
Randpunkten sind Punkte eines ebenfalls
Tetraeder genannten Korpers; man miilte
eigentlich zwischen Tetraederkdrper und Te-
traederfliche unterscheiden — die Bequemlich-
keit der Mathematiker verlangt sozusagen,
daB. jeder Leser mathematischer Literatur
genau aufpassen muB, welchen Inhalt die
verwendeten Begriffe und Bezeichnungen

@ Hinweis: Bine Pyramide mit einem Dreieck

als Grundfliche nennt man eine dreiseitige
Pyramide. (Auch hier ist zwischen der Pyra-
mide als Koérper und als Fliche zu unter-
scheiden.) Solch eine dreiseitige Pyramide
ist natiitlich nichts anderes als ein Tetra-
eder, an dem eine Ecke als Spitze und die ge-
geniiberliegende Seite als Grundfliache her-
vorgehoben worden sind. Sind Ecken und
Seitenfliichen gleichberechtigt, dann ist das
Wort Tetraeder besser als die Bezeichnung
(dreiseitige) Pyramide. o

2. RegelmiiBige und rechtwinklige

~ Tetraeder

Unter den regelmiBigen Polyedern (vgl
alpha 1/69) ist dir der Wiirfel sicherlich am
vertrautesten. Nach einem Verfahren, das
bei der Losung der zugehdrigen Olympiade-
Aufgaben recht niitzlich war, stellen wir
aus einem Wiirfel regelmiaBige Tetraeder
her: Die achf Ecken eines Wiirfels zetlegen
wir in zwei Gruppen zu vier Punkten, wie
es Bild 4 zeigt. Die Punkte solch einer
Gruppe haben die Figenschaft, nicht in einer
Ebene zu liegen und bestimmen daher ein
Tetraeder. Auf diese Weise sind durch die
_Ecken eines Wiirfels zwei Tetraeder festge-
legt. Jedes dieser Tetraeder ist regelmiBig,
denn es sind untereinander gleichlange Diago-
nalen der Wiirfelseiten-Quadrate die Kanten
eines Tetracders. Beide Tetraeder sind daher
anch kongruent. Uberdies sind sie durch
Drehung etwa um die Achse @ durch 90°
zur Deckung zu bringen.**

A Aufgabe 4 Gib weitere Drehachsen an!
Die beiden Tetraeder durchdringen sich in
einem regelmaBigen Oktaeder; dieser Durch-
schnitt ist in Bild 4 gestrichelt eingezeichnet,
Die auf gleiche Art aus einem Quader her-

zustellenden Tetraeder sind nicht regelmiBig. .

Sie sind ebenfalls kongruent, doch lassen sie
sich nicht durch Drehungen um der Geraden

** Diese Drehung ist Beispiel fiir eine Deck-
abbildung des Tetraeders.

T

‘;.
iz
3

haben sollen, wobei dieser Tnhalt in einer
einzigen Abhandlung ,naheliegenden An-
derungen unterworfen séin kann!

 entsprechende Achsen zur Deckung brin-
gen. ‘

Ei

A I

Bild 4: Aus den Ecken eines Wikrfels lassen
sich zwei regelméBige und acht rechtwinklige
Tetraeder bilden.

4 Aufgabe 5 Versuche Spiegelungen an ge-
eigneten Ebenen als mogliche Deckabbil-
dungeﬁ anzugeben! Welche Deckabbildun--
gen gibt es jedoch, wenn der Quader ¢in Paar’
Quadrate als Seitenflichen besitzt?

Weitere Tetraeder sind aus einem Wiirfel
zu erhalten, wenn ein Eckpunkt und die
dieser Ecke benachbarten Ecken des Wiirfels
herausgegriffen werden. Wir erhalten so acht
Tetraeder: g

ABCD, BCDA, CDAB, DABC,

ABCD,BCDA,CDAB, D’ABC.

Diese Tetraeder zeichnen sich dadurch aus,
daB sie jeweils eine Ecke besitzen, in der die

‘angrenzenden Kanten paarweise senkrecht

aufeinander stehen. Auf gleiche Weise erhal-
ten wir aus einem Quader solche Tetraeder.

‘® Bezeichnung: Ein Tetraeder, das in einer
Ecke paarweise senkrecht aufeinander ste-
hende Kanten besitzt, heiit ein rechtwink-
liges Tetraeder.

Dieser ausfiibrlichen Einfithrung des Be-
griffs ,, Tetraeder™ wird sich in einem der
nichsten Hefte oin weiterer Beitrag an-
schlieBen. G Geise

Drei Experten im - Ge-
sprach {X. OJM, DDR- .
- Stufe): Dozent Dr. G.
{Feise im Bild rechts {Au-
tor unseres obigen Bei-
trags) im Gesprich mit
Nationalpreistrager
Oberstudienrat Dr. R,
Liiders {Mitte} und Do-
zent Dr. L. Stwwumier
{(Mitglieder des Zentra-
ien Komitees der Olym-
piaden Junger Mathe-
matiker der DDR)._
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XIII. Internationale

Mathematikolympiade

Zilina/Bratislava 1971

Die Matrix habe folgende Eigenschaft:
Ist ein Element a;=0, dann gilt fir diese i
und j
Qi+ 8t agta 2+
+ap;zn.
Man beweise, daB dic Summe aller Elemente

2
der Matrix nicht kleiner als % ist,

Aufgaben

1. Sei » eine npatiirliche Zahl mit »>2. Man
beweise, dal die folgende Behauptung genau
fiir n=3 und n=>5 gilt:

LFiir beliebig reelle Zahlen a,, a,, ..
die Ungleichung

(a; —ay) (@ ~az) ... (a;—a,)
+{ay—ai) (@ —az) ... (a2 —ay)

., @, st

T heun uinannne e las it enabanbhbite uae sageeannuny
+(an_a1) (an_az) (au_‘an—l)go
erfille” (Ungarische VR, 5 Punkte)

2. Essei ein konvexes Polyeder P, mit genau
neun ﬁckpunkten Ay, Ay, ..., Ag gegeben.
P; sei das Polyeder, das man aus P; durch
die Parallelverschiebung 4, — 4; erhilt
(i=2, 3, ..., 9). Man beweise, dal wenigstens
zwei Polyeder Py, P;, ..., P, mindestens
einen inneren Punkt gemeinsam haben miis-
Se1l.. (UdSSR, 7 Punkte)

3. Man beweise, dal die Folge {2"-3},
n=2, 3, 4, ..., mindestens eine unendliche
Teilfolge mit paarweise teilerfremden Ele-
menten enthiilt.

(VR Polen, 9 Punkte)

4. Alle Seitenflichen eines Tetraeders ABCD
seien spitzwinklige Dreiecke. Wir betrachten
alle geschlossenen Polygonziige XYZTX,
die folgendermalen definiert sind:

X, ¥, Z und T seien innere Punkte der
Kanten AB, BC, CD bzw. DA. Man beweise:
a) Ist ¥ DAB+ «BCD+ £ ABC+ £CDA,
so existiert unter den Polygonziigen kein
kiirzester,

b) Ist ¥ DAB+ £ BCD= £ ABC+ ¥ SDA,
so existieren unendlich viele kiirzeste Poly-
gonziige XYZTX. Thre Linge betriigt

24C-sinZ, _
wobei a=¥xBAC+ £CAD+ ¥ DAB ist.
(Niederlande, 6 Punkte)

5. Man beweise, dafl in der Ebene fiir jede
natiirliche Zahl » eine unendliche (und nicht
leere) Punktmenge S mit der folgenden Eigen-
schaft existiert: -

Zu jedem beliebigen Punkt A aus S gibt esin S

genau n Punkte, die von A den Abstand 1
haben, (VR Bulgarien, 7 Punkte)

6. A=(ay); i,j=1, 2, ..., n sei eine Matrix,
deren Flemente ganze, nichtnegative Zahlen
sind.

Prefstriiger der XHI. MO E -E, E ‘é‘:% % 34:
= & @ 28 CGa
Ungarische VR 4 a L T 255
USSR i % .3 205
DDR 1 T % 1 142
VR Polen 1 e 118
GraBbritannien ' i 4 110
SR Ruminien 1 4 itG
Osterreich 4 82
SFR Jugoslawien 2 71
35 I 55
Schweden 2y 43
Niederlande 2 g 1 48
VR Buigarien g 39
Frankreich 38
Mongolische VR 26
Republik Kuba g?
' 7 12 29 4 1358

§ bei 7 Teilnehmern > bei 4 Teilnehmern
von 4830 mbglichen Punkten
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(Schweden, 8 Punkte)

DDR-Teilnehmer der XTIl IMO

Wolfgang Burmeister  [. Preis

dazu: Sonderpreis fiir die elegante Losung
der 3. Aufgabe - ’

Erweiterte Oberschule Dresden-Siid, Klgsse 12

Harald Englisch 2. Preis
EOS | Karl Marx", Leipzig, Klasse 11

Thomas Jentsch 3. Preis

Spezialklasse Mathematik Physik der
Martin-Luther-Universitdr

Halle/Wirtenberg (ehem. Dresden), Klasse 12

Arnulf Mdbius 3. Preis
Spezialklasse Mathematik|Physik der
Martin-Luther-Universitdt

1.H"clfﬂej Wittenberg (ehem. Leipzig), Klasse 12

Gerhard Spens 3. Preis
Humboldi-EOS Erfurt, Klasse {2

Reinhard Wobst 3. Preis
Spezialklasse an der Sektion Mathematik
der Technischen Hochschude
Karl-Marx-Stadt, Klasse 12

Olaf Béhme =
EQS | Berthold Brecht”, Dresden, Klasse 11

Hans-Jiirgen Fischer
Spezialklasse an der Sektion der Technischer
Hochschule Karl-Marx-Stads, Klasse 11



o Klausur-Atmosphire
(13./14. 7. 1971) @ Adressen-
austausch nach einem
turbulenten Fufiballspiel

@ Die Jury der XIIL Inter-
nationalen Mathematik-
olympiade — AbschluBfeier
in der Komensky-Universitat
Bratislava @ Sonderstempel,
herausgegeben zu Ehren der
XML IMO e Ausstellung:
20 Jahre Mathematik-
olympiaden in der CSSR -
13 Jahre Internationale’
Mathematikolympiaden

@ Akademiemitglied
J. Novak iiberreicht einen

1. Preis an Imre Ruzsa,
Budapest. Er erreichte als
einziger Teilnehmer die volle
Punktzahl (42 Punkie),
Foto 5. 108 unten

AN 7
( R

16.7. 197?

alpha stellt vor

rozhledy @&

MATEMATICKO-FYZIXALNI

Der Verein tschechischer und spiter tsche-
choslowakischer Mathematiker und Physiker
begann in den 70er Jahren des 19. Jahr-
hunderts eine Zeitschrift fiir die Pflege der
Mathematik herauszugeben. Diese enthiclt
auch eine Beilage, die fiir Schiiler der dama-
ligen Mittel- und Oberschulen bestimmt war.
Aus ihr ging 1920 die selbstindige Mathe-
matisch-naturwissenschaftliche Umschau her-
vor. Bei der Reorganisierung des Vereins
tschechoslowakischer Mathematiker und
Physiker tibernahm der Verlag der Akademie
"diese Zeitschrift. Allmihlich verlor sie ihren
Leserkreis und stellte 1955 ihr Erscheinen
ein.¥ -
Unter schwierigen Bedingungen gelang es
1956, die Zeitschrift zu erneuern, neue Leser
und Autoren zu gewinnen.
In diesem Jahr erscheint der 50. Jahrgang der
Umschau. Neben klassischen Partien der
Mathematik werden Giberwiegend Artikel mit
moderner Thematik verdffentlicht. In der
Geometrie finden wir vor allem Beitrige, die
in der technischen Praxis Anwendung finden
konnen. Die Physik gibt Anleitungen aus
sich neu bildenden Fachgebieten. Die Astro-
nomie macht mit der ErschlieBung des
Weltalls vertraut.-
Die Wettbewerbsbewegung der Mittel- und
Oberschiiler wird durch Preisausschreiben,
die unabhangig von den Mathematik- und
Physikolympiaden durchgefiihrt werden, ge-
férdert. Eine besondere Rubrik ist den jiing-
sten Lesern gewidmet. Sie wird durch Auf-
gaben — hiufig unterhaltsam — und elemen-
tare Artikel gefiillt. Damit soll von Kindheit
an die Liebe zar Mathematik geweckt werden,
die leider noch haufig in verschiedenen Lehr-
biichern von der Form her vernachlissigt
wird. Rozhledy macht ihre Leser auch mit
dem Inhalt befreundeter auslindischer Zeit-
schriften wvertraut, aus denen sie kiirzere
Artikel, aber auch Aufgaben abdruckt.

Doc. Ota Setzer, Prag ( Chefredakteur)

Die Redaktion Rozhledy griiBt dic Leser von
alpha recht herzlich und stellt folgendes
Problem:

A 806 Konstruiere ein Drachenviereck
ABCD aus den gegebenen Seiten A_Bza,
BC=b und dem Inkreisradius g!
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X. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

DDR-Olympiade (5. 4. bis 8. 4. 1971)

Was ist aus ithnen
geworden?

alpha stellt ehemalige IMO-Teilnehmer vor

Erste Preise warden vergeben:

Bernd Zaddach, 10. OS Cottbus, 8. Schuljah
{Olympiadeklasse 10)

Wolfgang Burmeister, EOS Dresden-Stid
(Olympiadeklasse 12)

Thomas Jentsch, Spezialklasse der Martin-
Luther-Universitat Halle

{Olympiadeklasse 12, Spezialklasse)

Zweite Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Lothar Wenzel,
EOS ,,Friedrich List™ Berlin; Matthias Giin-
ther, EOS , Helmholtz“ Leipzig; Guntram
Pausch, EOS , Wilhelm Pieck Borna (Bez.
Leipzig); Jiirgen RoBmann, EOS , Antonin
Zapotocky* Neubrandenburg; Bernhard Wo-
rel, OS V. Neubrandenburg; Bernd Siiss-
- milch, BBS des soz. Binnenhandels Schwerin;
Holger Stemberg, BBS Schiffselekironik Ro-

stock; Winfried Kung, BBS Wohnungsbau— 3

kombinat Rostock

In Olympmdeklasse 11: Rainer Siegmund-
Schultze, EOS ,, Heinrich Hertz*, Berlin

In Olympiadeklasse 12: Stefan Ladmann,
EOS ,Max Klinger
Wobst, Spezialklasse der TH Kari-Marx-

Stadt; Harald' Enghsch EOS .Karl Marx**’

Leipzig

Dritte. Preise wurden vergeben:
In Olympiadeklasse 10: Stefan Zeh, Karl-

Marx-OS Plaven; Ralf Lehmann, J.-Curie- |

0S8 'Pet‘efshagen (Bez. Frankfurt/Oder);
Eckart Béhringer, EOS »Heinrich Hertz"

Berlin; Ursula Baier, EOS_,,Ernst Schneller* :

MeiBen; Hans-Gert Criibe, EOS ,A. V. Hum-
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Leipzig; Reinhard-

boldt* Erfurt; Steffen Oswald, M.-A.-Nexd-
OS Dresden; Ulrich Kriiger, EOS | Friedrich
Engels™ Riesa; Konrad Engel (K1. 9), Herder-
OS Rostock; Oswald Knoth, Goethe EOS

‘Wurzen (Bez. Leipzig);, Wilfried Hartmann,

EOS Windischleuba (Bez. Leipzig)
In Olympiadeklasse 11: Olaf Bohme, EOS
Dresden-Reick; Hans-Jiirgen Fischer, Spe-

zialklasse der TH Karl-Marx-Stadt; Bernd :
Hofmann, Spezialklasse der TH Karl-Marx-

Stadt;

In Olympiadeklasse 12: Gerhard Spens, Hum-
boldt EOS Erfurt; Ludwig Schifer, Hum-
boldt-EOS Erfurt; Hans-Rainer Schumann,
EOS Naumburg; Andreas Pomp, Spezial-
klasse der TH Karl-Marx-Stadt; Arnulf M-
bius, Spezialklasse der Martin-Luther-Uni-
versitit Halle

An der X. OJM nahmen 186 Jungen und
25 Madchen teil.

Aus AnlaB der X. Olympiade Junger Mathe-
matiker veranstaltete die Mathematische Ge-
sellschaft der DDR ein wissenschaftliches
Kolloquium mit ehemaligen IMO-Teilnch-
mern der DDR. Zwanzig junge Mathematiker
und Physiker folgten der Einladung. Zwdlf
von ihnen berichteten in Kurzvortrigen
itber ihre Arbeit. Finige Themen seien ge-
nannt: Operatorenideale — Extremwertpro-
bleme in der Theorie der konformen Abbil-
dungen — Anwendung der Gruppentheorie
in der Elementarteilchenphysik — Uber ver-
tauschbare Funktionen — Uber eine spezielle
Ungleichung. Alle IMO-Teilnchmer weilten
cinen Tag bei dem 220 Teilnehmern der
X. OJM in der Jugendhochschule ,,Wilhelm
Pieck®, Berlin-Bogensee. Aufgeteilt in kleine
Gruppen, berichteten sie den OJM-Teilneh-

" mern iiber ihre Erfolge an Internationalen

Mathematikolympiaden, iiber ihre gesell-
schaftliche und wissenschaftliche Entwick-
lung. Sie machten ihre Zuhorer sozusagen
aus erster Hand mit den Studienbedingungen
und dem Studienverlauf an Hochschulen
vertraut. Sie zeigten insbesondere di¢ rasche
Entwicklung der Mathematik in der DDR
zwischen dem VII. und VIII. Parteitag.

1. Diplom-Physiker Thomas Gérnitz, Assi-
stent, Karl-Marx-Universitit Leipzig (IIL.
IMO)

2. Dr. Uwe Kiichler, Assistent, Friedrich-
Schiller-Universitiit Jena (V. IMOQ)




3. Dr. Hans-Ulrich Schwarz, Assistent an der
Friedrich-Schiller-Universitat Jena (V. IMQ)

4. Diplom-Mathemariker Bernd Noack, Assi-

stent, Institut fiir Gesellschaftswissenschaf-
ten beim ZK der SED (V. IMQ)

5. Diplom-Physiker Rolf-Giinther Riedel,
Problemanalytiker, Kombinat Robotron
(V. IMO)

6. Diplom-Mathematikerin Monika Noack,
Forschungsstudentin, Humboldt-Universitit
zu Berlin (VL u. VII. IMO)

7. Manfred Brandt, stud. math. Forschungs-
student, Humboldt-Universitit zu Berlin (V1.
VIL IMO) '

2 T
e

8. Diplom-Mathematiker Manfred Kritppel,
Assistent, Universitit Rostock (VI. IMOY
9. Wilheim Otto, stud. math., Forschungs-
student, Deutsche Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin (VII. IMO)

10. Walter Liepe, stud. math., Humbcldt-
Universitit zu Berlin (VII/VIIE IMO)

11. Peter Enskonatus, stud. math, For-
schungsstudent, Deutsche Akademie der Wis-
senschaften zu Berlin (VIL/VIII. IMO)

12. Dr. Marko Roczen, Assistent, Humboldt-
Universitdt zu Berlin (VII. IMO)

13. Gert Siebert, stud. math., Forschungs-
student, Humboldt-Universitit zu Berlin

(VIIL/IX. IMO)

14. Christoph Bandi, stud. math., Univer-
sitit Greifswald (IX./%. IMO)

15. Jeachim Fritz, stud. math., Humboidt-
Universitit zu Berlin (IX./X. IMO)

Y6 Ulrich Zihle, stud. math., Lomonossow-
Universitit, Moskau (IX./X. IMO)

V7. Hans-Gérg Roos, stud. math., Tech-
nische Hochschule Otto von Guericke, Mag-
deburg (X. IMO)

18. Jirgen Gdrtner, stud. math.,-Technische

Universitiit Dresden (X./X1. IMO)

19. Hans-Dietrich Gronau, stud. math., Uni-
versitit Rostock (XI. IMO)

20. Klgus Newnann, stud. math., Technische
Universitit Dresden (XI. IMO)

Sinae

i

111



In freien Stunden 2|l heiter

Wladimir Renéin, Praha ‘dlL

Vierzehn Figuren

Aus Pappe oder Sperrholz wird ein Dreieck ausge-
sigt, das man so einteilt, wie es auf der Zeichnung an-
~ gegeben ist. Fiir das Spiel benotigt man 14 Figuren.

Die Figuren werden auf allen hellen Kreisen des Drei-
ecks aufgestellt, der Kreis mit der Nummer 1 bleibt
frei. Die Figuren kénnen nur gesetzt werden, wenn man
_ mit ihnen eine andere Figur iiberspringen kann. Jede
ubersprungene Figur wird vom Spielfeld genommen.
Die letzte Fignr muBl mit ihrem Sprung auf dem
Kreis mit der Nummer 1 enden. Diese Aufgabe ist
-mit einer Mindestzahl von Ziigen zu erfiillen.

Hier ist eine Losung mit einer Mindestzahl von 13 Zii-
gen:5aufl, 7 auf 5, 8 auf 15, 4 auf 6, 1 auf 5, 6 auf 4,
3 auf 5, 12 auf 14, 10 auf 8, 8 auf 15, Sauf 1, 2 auf 12
und 11 auf 1.

Ein neues Knobelspiel

Es sind vier Knobelwiirfel nach folgendem Muster
herzustellen (die Kleinbuchstaben im Netz der Wiirfel
bedeuten die F arbcn Blau (), Griin (g), Rot (r), Wei
(w)):

Diese vier Wiirfel sind zu einem quadratlschen Prisma
so zusammenzusetzen, daB die Farben WeiB, Rot,

Wie heil3t die Stadt?

b w r
g|wl|g g r riblw bl riw

r b g g-.
1 | b 2|9 i |r bo|r
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Blau und Griin auf allen vier Rechteckflichen der
Prismen in beliebiger Reihenfolge zu sehen sind.

Schiiler W, Kénig, Berlingerode, iibersandte uns
die Unterlagen zu diesem kanadischen Spiel

~ Denksport -

Was denkt ein Junger Mathematiker, wenn er vor
einem Kliassenraum steht, sich {iberzeugt, daB genau
fiinf Mitschiiler darin sind, und er dann acht Schiiler
herauskommen sicht?

Losung: Er denkt: ,Wenn jetzt noch drei Schiiler
hineingehen, dann ist der Klassenraum leer®.

Auf der DDR-Olympiade von Dr. L. Stammler,
Halle, zum besten gegeben

_N ame mit sechs Buchstaben

Der Name einer Stadt hat 6 Buchstaben. Setzt man
fir den Buchstaben die Zahl, die seine Stellung im
Alphabet angibt, so gilt folgendes:

a) Subtrahiert man die erste Zahl von der Summe
der fibrigen, erhilt man 56

b) Subtrahiert man die zweite Zahl von der Summe
der iibrigen, erhilt man 50

¢) das gleiche Verfahren auf die dritte Zahl ange-
wandt, liefert 24

d) bei der vierten Zahl ergibt sich 36 -

e) bei der fiinften Zahl 42

f) bei der sechsten Zahl 32

' OL H. Piitzold

Stralienbauer - M

ht
gesuc E{l @

P S ST

¢ b a
Auf einem umfriedeten Grundstiick liegen drei Hiuser
A, B, C und an einer Seite liegen drei Tore g, b, ¢.
Wie mufl man drei Wege anlegen, daB3 4 mit @, B mit »
und C mit ¢ verbunden wird, und daB sich dabei kein
Weg kreuzt? Die Wege miissen innerhalb des Grund-
stiickes verlaufen!




Silbenriitsel

Der Anfangsbuchstabe eines jeden Wortes ergeben
ein Teilgebiet der Mathematik, welches bereits in
der polytechnischen Oberschule gelehrt wird.
a-ba—bel-bo—-de—-der—di—dif —drei—e—e-
eck —ei — el - ein — ep — ex — fe — fer — ge — gen — gik -
go —heits —i- ko — kreis —kus - la—liu—le—le-le -
lip — lo — lon —ment — mo — nal — nent — ner — nom —
mull - or — po—ra — ra—ren — renz — ro —sa — se — ska —
si — stel — ta — tan — te — tho — tron — zie.

. Ebene Figur

. Rechengerit im Altertum

. Rechenoperation

. Einteilung

Zusammenstellung von Werten

. Hochzahl .

. Grundlagenwissenschaft

. Teil eines Rechenstabes

. Ebene Figur mit zwei Brennpunkten

. Schnittpunkt einer Funktion mit der x-Achse

. Unterschied zweier Zahlen

Kreis mit dem Radius r=1

. Geometrischer Grundbegriff

. Griechischer Buchstabe

. Bezeichnung fiir senkrecht

. Eingliedriger Term

. Begriff aus der Mengenlehre

. Gerade, die einen Kreis beriihrt

. Name eines Rechenautomaten

RegelmiBiger Polyeder

. Stelle im Dezimalsystem

Mathematikfachlehrer Karl-Heinz Gentzsch
Peter-Goring-08 Lucka ( Kreis Altenburg)

R R O S U U A S VY
m O oAt AW =D W

“Aus den- Bl.lchstabén

a-a-a-a-a-a-a-a-b-b-b-c-c-c-c-d-d-d-e-e-e-e-e-e-e-e-e-¢- |

e-e-¢-¢-¢-e-e-e-{-g-g-g-g-h-h-h-h-h-h-h-j-i-i-i-i-i-i-i-i-
k-k-k-1-1-1-]-}-}-I-l-m-m-m-n-n-n-n-n-n-n-n-n-n-n-p-n-

: n;o-0-o-o—p—p-p—r—r—r-r-r-r-r—s—s—s—s~s-B-t-t-t-t-t-t-u-l,i-
U-0-U-U-U-I-W-W
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sind waagerecht 11 Worter einzutragen (8 ein Buch-
stabe, d=ae). Die markierte Diagonale ergibt einen
Abschnitt in der alpha-Zeitschrift,

Winkel am Dreieck

. Rechenvorschrift

. Begriff aus der Bruchrechnung

. Aufgabentyp

anderer Name fiir Quotient

mathematische Ausdriicke mit Gleichheits-
zeichen

Begriff vom Kreis

Begriff vom Trapez

Zahlenpaar in der graphischen Darstellung

zwei Winkel, die einen Scheitel und einen Schenkel
gemeinsam haben _

11. k.g.V. von Nennern gegebener Briiche

Mathematikfachlehrer H. Winkler
0S8 Hartmannsdorf { Bez. Karl-Marx-Stadt)

N S

S0

Summenkreuz

Die Zahlen 1 bis 9 sind in das Kreuz so einzut_ragen,
daB senkrecht wie waagerecht die gleiche Summe ent-
steht. S Schiilerin Kerstin Diestler, Rudolstadt

b

René Brunsch, K1. 5, Wiistenbrand
{ Bez. Karl-Marx-Stadt)
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Ich programmiere nur schnell die Hausaufgabe,
dann komme ich spielen.

aus: Ogonjok ( S. Tscherepanow)
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[\
aufgepalit

nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

Spielwiirfel und Mathematik

ala Welche Augenzahl wird durch genau
einen Wuwrf mit genau zwei Spielwitrfeln
(3 Wiirfeln, 4 Wiirfeln, » Wiirfeln) mindestens
und welche hdchstens erzielt?

A2a Udo hat mit genau einem Wurf die
Augenzahl 7 (13) erreicht. Wieviel Spielwiirfcl
hat er bei diesem Wurf mindestens und wieviel
hdchstens benutzt? Welche Augenzahlen zei-
gen dabei die einzelnen Wiirfel?

a3 a4 Petrahatingenau einem Wurf mit nur
einem Wiirfel mehr Augen erzielt als Klaus
in genau einem Wurf mit vier Wiirfeln. Gib
alle Moglichkeiten an!

a4a Birbel erreichte in genau einem Wur{

mit genau drei Wiirfeln weniger Augen als‘

Sabine in genau einem Wurf mit genau zwei
Wiirfeln. Wieviel verschiedene Moglichkeiten
an Gesamtaugenzahlen beider Spielpartner
gibt es?

AS5a  Axel benutzt beim Wiirfeln bei jedem
Wurf stets genau fiinf Spielwiirfel. Berechne
die Gesamtaugenzahlen aller mt&glicheri
Wiirfe, wenn dabei niemals keine zwei (oder
mehr) Wiirfel die gleiche Augenzahl zeigen!
A6a Hans erzielt in genau einem Wurf
mit genau drei Wiirfeln die Gesamiaugen-
zahl 6 (11) . Wieviel Moglichkeiten gibt es?

Wiirfelspiele

Drei Spielwiirfel sollen zu einem duadrati—
schen Prisma ibercinander gestapelt sein
(Bild 1). Wenn ihr nur die obere FEiche der
Saule und nur zwei seitliche Flachen seht,
konnt ihr sofort die Summe der Augen auf
den Flichen, mit denen die Wiirfel aufein-
ander liegen, und dic Augen auf der Unter-
fliche der Siule ermitteln. So ist zum Bei-
spiel in der Anordnung, der Wiirfel, die in
Bild 2 dargestellt ist, die gesuchte Summe 17.
Uberlegt, nach welchen Regeln man sich
richten muf, um die Summe der verdeckten
Augen zu erraten.
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In welcher Reihenfolge lagen die Wiirfel?

Gebt euren Freunden drei Wiirfel, ein Stiick
Papier und einen Bleistift und sagt ihnen,
sie sollen die Wiirfel beliebig nebeneinander-
legen und die dreistellige Zahl bilden, deren
Ziffern den Augen auf den oberen Seiten
der Wiirfel entsprechen. Das ist zum Bei-
spiel bei den in Bild 3 dargestellten Wiirfeln
die Zahl 254. An diese Zahl sollen sie die
drei Ziffern anhiingen, die den Augen auf
den Unterseiten der Wiirfel entsprechen
Damit erhilt man eine sechsstellige Zahl,
in unserem Beispiel 254 523. Dann sollen
sie diese Zahl durch 111 teilen und euch das
Ergebnis sagen.

Bild 2

Ohne eine Multiplikation durchzufiihren,
konnt ihr sehr schnell die drei ersten Ziffern
der sechsstelligen Zahl angeben und damit
also sagen, in welcher Reihenfolge die Wiir-
fel lagen.

Wie wird das gemacht? Man zieht von der
angesagten Zahl 7 ab und teilt die Differenz
durch 9. Die Ziffern des Quotienten geben
die Lage der Wiirfel an.

‘Wenn wir unser Beispiel fortsetzen, erhalten
wir also:

254523:111=2293; 2293 —7=2286;
2286:9=254. )

Was ist die mathematische Grundlage dieses
Kunststiicks?

Setzen
Beliebig viele Mitspicler. Ein Wiirfel. Jeder.
Spieler schreibt auf ein Blatt Papier:
1 x =
2 x =
3 x
4 x
5 x
b x
T x

Dann'' wiirfelt er zehnmal hintereinander.
Nach jédem ‘Wurf mul er die entsprechende
Augenzahl in eine der noch unvollstindigen
Gleichungen einsetzen. Welche er wihlt,
steht thm frei (z B. 10-6=60, wenn er eine
Sechs gewiirfelt hat) Sieger ist, wer die
10 Frgebnisse addiert und die héchste End-
summe aufweisen kann.

Aufgaben
der Schulolympiade
(Stadt Bukarest)

Klassenstufe 6
(Siche Beitrag Seite 1035 in diesemn Heft)

1. Gegeben sei ein Dreieck ABC, in dem
AB< AC ist. Von einem inneren Punkt M
der Seite AB ist das Lot auf dic Gerade BC
zu fallen; sein FuBpunkt sei D. Auf der Seite
BC ist ein inperer Punkt N so festzulegen,
daB BD=DN gilt. Danach ist die Mittelsenk-
rechte zur Stirecke CN = konstruieren;
thr Schnittpunkt mit der Geraden AC sei
P. Der Punkt N ist mit den Punkten M und
P m verbinden. -
a) Es ist die GroBe des Winkels x MNP zu
bestimmen fiir den Fall, daB die Winkel
X CAB=64° und ¥ CBA=72° betragen.
b) Es sei ferner AB+AC=11 cm. Welchen
Umfang besitzt das Viereck AMNP?
¢ Andert sich der Umfang des Vierecks
AMNP, wenn sich der Punkt M auf AB
bewegt? Die Antwort ist zu begriinden!
d) Es falle der Punkt M mit dem Eckpunkt A
des Dreiecks ABC zusammen. Es ist. der
Umfang des Dreiecks ANP zu berechnen!
A. Hollinger, Bukarest

2. Drei Radfahrer starten zum gleichen Zeit-
punkt im Ort A und fahren auf demselben
Wege mit unterschiedlichen, aber jeweils
konstanten Geschwindigkeiten bis zum Ort
B, Ihre Fahrzeiten verhalten sich wie 3:4:5,
Der erste Radfahrer trifft in B um 14 Uhr,
der zweite um 14.20 Uhr ein. Die Geschwin-
digkeit des zweiten Radfahrers betrug dabei
3052,
h
a) Um wieviel Uhr trifft der dritte Radfahrer
im Ort B ein?
b) Wieviel Minuten bendtigt jeder der drei
Radfahrer, um die Entfernung AB zuriickzo-
legen?
c) Wie grof} ist die zuriickgelegte Entfernung?
d) Mit welchen Geschwindigkeiten fuhren der
erste bzw, der dritte Radfahrer? 7
H. Bercovici, Bukarest

3. Essind alle rationalen Zahlen x zu bestim-
men, die die folgende Gleichung erfiillen:

2-(24-/41616) (2 -\/5)?+23 _

e

I. C. Ligor, Bukarest




X. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR
Lisungen der Aufgaben der DDR-Olympiade

Fortsetzung

1. Aufgabe (Issungsvorschlag der Aufgaben-
komimission ) .
(1) Da genau neun Ziffern verwendet werden
miissen, kann héchstens eine der Primzahlen
einstellig sein. Andererseits muB, da neun
ungerade ist, mindestens cine der Primzahlen
cinstellig -sein. Dafir kommen genau die
 Zzhlen 2, 3, 5 und 7 in Frage.
{2) Die vier anderen Zahlen sind wegen (1)
sdmtlich zweistellig und kénnen nur auf die
Ziffern 1, 3, 7 und 9 enden, da sie sonst durch 2
oder 5 teilbar wiren.
(3) Die einstellige Primzahl kann weder 3
- noch 7 sein, da sonst fiir die restlichen vier
zweistelligen Zahlen nur genau drei ver-
schiedene Endziffern vorhanden wiren, also
2 nicht erfiillt werden kann.
Es werden nun genau die folgenden beiden
Fille unterschieden:
(4a) Die einstellige Primzahl sei 2. Fiir die
Zehnerstellen der vier zweistelligen Prim-
zahlen bleiben dann genau die Ziffern 4, 5, 6
und &
~Samtliche zweistelligen Primzahlen, die sich
unter diesen Bedingungen bilden lassen,
sind:

41, 43, 47, 53, 58, 61, 67, 83 und 89. Von ihnen
‘kann die Zahl 43 nicht zu einer der gesuchten
Mengen gehiren, da dicjenigen der genannten
Primzahlen, in denen weder die Ziffer 4
noch die Ziffer 3 vorkommt, genau die Prim-
zahlen 59, 61, 67 und 89 sind. Je drei von'
diesen enthalten aber eine der Ziffern 6 9
zweifach, so daB man aus ihnen keine drei
_ weiteren, den Bcdmgunﬂen der Aufgabe ent-
sprechenden Primzahlen auswihlen kann.
Wihlt man aus den verbleibenden acht
Primzahlen als Zahl, in der die Ziffer 5
vorkommt, die Zahl 53, dann entfallen 59
und 83, und aus den verbleibenden fiinf
Zahlen lassen sich, da dann 89 stets ver-
wendet werden muf, zusammen mit den
bereits gewiihlten Zahlen genau die folgenden
beiden Mengen bilden:

{n {2,53,41,67,8} und

(I {2, 53,47, 61, 89}.

Analog findet man bei der Wahl von 59
(und damit 83) die beiden Mengen

(I {2,59,41, 67,83} und

(V) {2,59,47, 61,83},

Damit sind alle Méglichkeiten fiir Mengen

der genannten Art, die die Zahl 2 enthalten,
erschopft.

(4b) -Die einstellige Primzahl sei 5.

Dann bleiben fiir die Zehnerstelten der vier
zweistelligen Primzahlen genau die Ziffern
2,4, 6 und & )

Sidmtliche zweistelligen Primzahlen, dic sich
unter diesen Bedingungen bilden lassen, sind
23, 29, 41, 43, 61, 67, 83 und 89. Wie in (4a)
zeigt man, daB 43 zu keiner der Mengen
gehiire,n' kann Ahnliche Uberlegungen wie
in (4a) ergeben gena:i Mengen, die den
Bedingungen entsprechen, nimlich:

(V) {5,23,41,67,80)
(VD) {5,23,47,61, 89}
(VI {5,29,41, 67,83}

(VII) {5,29,47,61,83}.
Es gibt mithin genau die Mengen I bis VIII
der gesuchten Art.

2. Aufgabe: Man bezeichnet die vier schnei-
denden Ebenen mit E,, E,, E,, E, entspre-
chend der in der Aufgabenstellung fest-
gelegten Reihenfolge. E, und E, schneiden
die Deckfliche des Quaderkdrpers nach den
Diagonalen (B'D’) bzw. (A'C"). Der Schnitt-
punkt § dieser Diagonalen ist den Ebenen E,

~und E, gemeinsam E; und E, schneiden die

Seitenfliche (ABB’A’) des Quaderkirpers
nach den Diagonalen {4B') bzw.
Schhittpunkt Py, dieser Diagonalen ist den
Ebenen E, und E, gemeinsam, Folglich ist die
Verbindungsgerade ($P,,) die Schnittgerade
der Ebene E, und E,. Wegen der Konvexitiit
des Quaders hat die Schnittgerade mit dem
Quaderkrper genau die Strecke SP,, ge-
meinsam. Aus den gleichen Uberlegungen
ist die Verbindungsgerade (4P,,) Schnitt-
gerade von E; mit der von den Punkten
ABB’A’ aufgespannten Ebene. Entsprechend
liegt (BP,,) in der Schoittgeraden von E,
mit (ABB'4’). Die Punkie 4, B und Py
Iiegen gemeinsam mit dem Restk&rper unter-
halb der Ebenen E, und E, Daraus folgt,

‘dafy die Strecken AP, BP,,, SP,, Kanten

des Restkdrpers darstellen. Die Kante 4B
bleibt bei diesen vier Schnitten ungeéindert
bestehen.

Durch zyklische Fortsetzung dieser {ber-

legungen findet man, daB die Punkte 4, B,

C, D als Eckpunkte am Restkérper erhalten
bleiben, wihrend die Ecken A', B, C’, D" ent-

(4'B). Der

fallen. Genau die Mittelpunkte P,,, P,
P34, P,y und 8 der-Seitenfliiche bzw. Deck-
Miche treten als neue Eckpunkte dazu. Es
verbleibt ein konvexer Restkdrper mit 9
Ecken, 16 Kanten und % Flichen. Die Probe
mit Hilfe des Eulerschen Polyedersatzes
e+ f—k=2 ist erfiillt.
Das Volumen ¥ des Restkdrpers kann in
folgender Weise zu dem Volumen ¥, des
Quaders in Beziehung gesetzt werden: Man
lege durch den Punkt S zwei seitenparallele
ebene Schnitie, die den Quaderkérper in
er kongruente Quaderkirper zerlegen.
Durch Anbringen der vier ebenen Schnitte
wird z B. der Teilquader mit der Kante 44
von der Ebene E; in zwei volumengleiche
Teilkorper zerlegt, wobei genau der unmtere
Teil dem Restkérper zufillt. Wendet man
diese Uberlegung auf alle vier Teilquader an,
ergibt sich die Aussage J5: lp=1:2.

i . L

Bemerkungen: Diese mit 7 Punkten aus-
geschriebene Aufgabe lag 109 Teilnehmern
zur Losung vor. Es ergab sich der folgende
Punkispiegel fiir diese Aufgabe: 0:12;1:7;
2:2;3:4; 4:6; 5:13; 6:20; 7:45. Die
Aufgabe wurde etwa von 40 %/, der Teilneh-
mer vollstéindig geldst, wihrend auch ein
Teil fast nichts mit der Aufgabe anzufangen
wubie. Zur Volumenbestimmung des Rest-
kisrpers wurden sehr unterschiedliche Metho-
den angewandt, aufl die hier im einzelnen
nicht eingegangen werden kann. Ein zykhi-
sches Vorgehen nach der hier demonstrierten
Art, was eine wiederholte Anwendung glei-
cher SchluBweisen erlaubt, wurde von keinem
Teilnchmer angewandt. Auch eine Probe
mit dem Eulerschen Polyedersaiz war in
keiner Arbeit zu finden,
) Dozent Dr. E. Schroder, "chhmscke
Universitit Dresden

3. Aufgabe (3.1 und 3.2: siche Heft 4/71,
Seite VIII)

4. Aufgabe (nach dem Vorschlag der Aufgaben—
kommission) :

Angenommen, es g1bt eine quadratlsche
Funktion
fx)=ax*+bx+c, a, b, ¢ reell; a+0

mit der geforderten Eigenschaft.
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Dann gilt fiir jedes reelle x:
alx+ 12 +b(x+ D +e=a(—xP+b(—x)+ec,
also
ax®+2ax+atbx+b+e=ax®—bx+c.
Daraus folgt
(a+b)(2x+1)}=0.

Da diese Gleichung insbesondere fiir x=0
erfiillt sein mub, folgt
a=—b.
Mithin kénnen héchstens die quadratischen
Funktionen der Form
f(x)=ax?—ax+c (@a+0, a,c belicbig reell)
die geforderte Eigenschalft haben,
Tatsédchlich gilt fiir jede von diesen: )
f(x+1)=§ﬁ(x +1P—alx+1)+c=ax’+ax+e
J(—x)=a{—x)*—a(—x) +ec=ax*tax+ec,
also  flx+1)=f(—x).
Bemerkungen: Es zeigte sich, daB diese relativ
leichte Aufgabe viele Schiiler dazu verleitete,
nicht mit der notwendigen Sorgfalt zu arbei-
ten. So fehlten z. B. hAufig di¢ Probe bzw.
der Hinweis, daB a und ¢ beliebig reelle
Werte (aubler a +0) annehmen kinnen.

J. Bartsch, Universitdt Rostock

3. Aufgabe ({Vorschlag der Aufgabenkommis-
sion) :
a) Angenommen, die reelle Zahl x 30 erfiille
die gegebene Ungleichung, d. h. es sei

2 3.1

Sl
x r 2

1)

Wegen r<—6 gilt 0<—3<%. Daher gilt
¥

E>l+§>0, also x>0 und damit
2 2 r

2>x(l+§) bzw.
2 F

4>x (Ei_f) bzw. wegen
¥ R

(6—3—1‘)}0.
r

dr
O<x< .
* 6+r

Also kdnnen hichstens solche x, fiir die

4r .
Q< x<— gilt,
6+r_g]

Ldsungen der gegebenen Ungleichung sein.
Tatséichlich gilt fiir alle diese Werte

z, 2 =§+l, also’ 2—§>l.
x 4r r 20 - x r 2
647
b) In diesem Falle geht die gegebene Unglei-
chung in
§+%>% iiber. L

Diese Ungleichung ist fiir alle x>0 und nur
{iir diese erfiillt, da genau fiir sie

2.0 gilt.
x

¢) In diesem Falle gilt —§>%.
¥

@

Angenommen, die reelle Zahl x40 erfiille
die gegebene Ungleichung, Dann gilt

2——:i}l. Wegen (2) ist diese Un-

x r 2
gleichung fiir alle x>0 erfiillt.

116

Es sei nun x<0. Dann gilt rx>0, und man -
erhilt durch Multiplikation von (1) mit rx:

2r—3x >% und weiter

4r—6x>>rx, woraus man wegen
(r+6)>0

x< 2T erhlt.
Also kbnnen im Falle ¢) héchstens solche x,

fiir die x>0 oder x<-64Tr gilt, die gegebene
r

Ungleichung erfiillen. "
Tatséchlich ist fiir x>0 wegen (2)
_%_§>l und fiir
x r 2
4r
6+r
2, 2 =§+l, also
x 4r r 2
6+r
2 3.1
B
x r 2

d) In diesem Falle gilt —%<0.

Angenommen, die reelle Zahl x+0 erfiille
die gegebene Ungleichung. Dann gilt
2>l+§>~0 und daher x>0.
X 2 r

Daraus folgt

0<x <i, Also konnen hdchstens
6+r

solche x, fiir die 0<x<— gilt,
6+r

Lésungen der gegebenen Ungleichung sein.
Tats#chlich ist in diesem Falle

2.2 30r 2 3.1

== ==+—, also =—=>=,

x 4r r 2 x r 2
6+4r

6. Aufgabe:

Bemerkungen: Die Aufgabe wurde von einem
groBen Teil der Schiiler richtig geldst, wobei
jedoch nicht in allen Fillen dic Notwendig-
keit des Hinweises erkannt worden war, dal}
alle nmach der Konstruktion gewonnenen
Punkte den Bedingungen der Aufgabe ge-
niigen. Neben den Ldsungen, die dem Vor-
schlag der Aufgabenkommission, der die
iiblichen Schritte bei der Bearbeitung einer
derartigen Aufgabe unter Benutzung der
Dreieckshthen und Anwendung des Strah-
lensatzes ‘ausfiihrlich darlegt, entsprechen,
entwickelten w.a Gerald Teuschbein (Bez.
Gera) und Cornelia Kastner (Bez. Cottbus)

Gedanken, dic bei der folgenden Losung

beriicksichtigt wurden.
Unfér der Annahme, daB in einem Dreieck

_ ABC ein den Bedingungen der Aufgabe

geniigéndes Dreieck EFD existiert, kann man
folgende Aussagen machen:

(1) Dieieck EFD ist wegen der geforderten
Parallelitéit der entsprechenden Seiten #ihn-
lich dem Dreieck ABC.

(2) Der Flicheninhalt des Dreiecks EFD ist
der dritte Teil des Flacheninhaltes des Drei-
ecks ABC.

(3) Durch Parallelverschiebung des Drei-
ecks EFD um die Léingg der Strecke AE in
Richtung der Strecke B4 entsteht das diesem
kongruente Dreieck AF'D’.

(4) Nach dem Satz iiber die Fliicheninhalte
dhnlicher Dreiecke gilt:

@:R:i:ﬁ:éﬁ: L.

(5} Der Flacheninhalt des Trapezes F'BCD’
ist doppelt so groB wic der des Trapezes
FBCD. Wegen der Lingengleichheit von
F'D' und FD folgt aus der Flichenformel
fiir ein Trapez nach dem Strahlensaiz
2ﬁ§=F-’B', also FB=F'F.

Konstruktion: Man teilt AC im Verhiltnis
%,/5:1 durch Konstruktion ecines recht-

winkligen Dreiecks iiber der Hypotenuse

%E(—Z‘ mit der ecinen Kathete %E Die

zweite Kathete ist dann gerade %\fﬁ/ﬁ

Durch den Teilpunkt D" wird je eine Parallele
zu AB bzw. BC gezeichnet. Die Schnittpunkte
dieser Parallelen mit BC bzw. AB seien D" und

_F’. Der Mittelpunkt von D'D” ist D, der von

F’'B st F. Der Schaittpunkt der Parallelen zu
AC durch D mit ABist E. Diese Konstruktion
ist stets cindeutig ausfiihrbar, wenn A, B und
C nicht auf einer Geraden liegen.

Die nach der Konstruktion gewonneneh
Punkte E, F und P geniigen stets den Bedin-
gungen der Aufgabe, denn es gelten folgende
Uberlegungen: '

Wegen AD’ =§ /3 AC und F'D’ parallel BC

ist der Flicheninhalt des Dreiecks AF'D’
gleich dem dritten Teil des Fldcheninhalts
des Dreiecks ABC. Wegen der Kongruenz
der Dreiecke AF'D’ und EFD trifft das aiuch
fiir den Flicheninhalt des Dreiecks EFD zu.
Damit ist der Flicheninhalt des Trapezes
F’BCD' doppelt so grol3 wie der des Dreiecks .
EFD. Da D die Strecke D'D” und F die
Strecke F'B halbiert und F'D’ gleich FD ist,
ist der Flicheninhalt des Trapezes FBCD
halb so groB wie der des Trapezes F'BCDY,
also gleich dem des Dreiecks EFD. Damit
muB auch das Trapez EDCA den gleichen
Flidcheninhalt besitzen, da die Summe der
drei Teilflichen die Fliche des Dreiecks ABC
ergeben mub.

H.-1. Vogel, Pid. Hochschule Potsdam



Losungen

Losungen zo ,,Aufgepalit — machgedacht —
mitgemacht (Heft 5/71)

Ala Anzahlder |kleinste  grofte
Wiirfel Augenzahl Augenzahl
Z . 2:1=2 - 2-6=12
3 ] 3:1=3 . 3-6=18
4 4-1=4 4-6=24
n n-l=n n-6=06n

a2a Die hochste Augenzahl eines Spiel-
wiirfels bcirégﬁ 6. Um mit genau einem Wurf
die. Gesamtaugenzahl 7 zu erreichen, muf
man mindestens zwei Wiirfel verwenden.
Dabei sind folgende Augenzahlenpaare még-
lich: (1;6), (2;5), (3;4). Es sind héchstens
sieben Wiirfel benutzt worden, von denen
jeder die Augenzahl 1 zeigte, denn 7-1=7.
Um mit genau einem Wurf die Gesamtaugen-
zahl 13 zu erreichen, muB man mindestens
drei Wiirfel verwenden. Sie kdnnten folgende
Augenzahlentripel zeigen: (1,6,6), (2,5,6),
(3,4,6), (3,5,5), (4,4,5). Es kénnen hochstens
13 Wiirfel benutzt werden, von denen jeder
die Augenzahl 1 zeigt, denn 13- 1=13,

A 34 Petra (5); Klaus (1,1,1,1)

Petra (6); Klaus (1,1,1,1)
Petra (6); Klaus (1,1,1,2)

Ada Sabine habe dic Gesamtaugenzahl 12
errcicht, dann kénnte Birbel die Gesamt-
augenzahl 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10 oder 11 gewiir-
felt haben.. Weitere Moglichkeiten wiiren fol-
gende:

Sabine (11); Birbel (3,4, 5, 6,7, 8,9 oder 10)
Sabine (10); Birbel (3, 4, 5, 6,7, § oder 9)
Sabine (9); Birbel (3,4, 5, 6,7 oder 8)

Sabine (8); Birbel (3, 4, 5, 6 oder 7)

Sabine (7); Birbel (3,4, 5 oder 6}

Sahine (6); Bérbel (3,4 oder 3)

Sabine (4); Birbel (3)

Es gibt also 14+2+3+445+64+7+8+9,
das sind 45 verschiedene Mbglichkeiten.

A5a Augenzahlen Gesamt-
der fiinf Wiirfel augenzahl
(1,2,3,4,5 15
(1.2,3,4,6) 16
1,2,3,5,6) 17
1,2,4,5, 6} 18
(1,3,4,5,6) 19
(2,3,4,5,6) 20

A64 Um die Gesamtaugenzahl 6 zu er-
reichen, gibt es folgende drei Méglichkeiten:
(L, 1, 4), (1, 2, 31, (2, 2, 2. Um-die Gesamt-

augenzahl 11 zu erreichen, gibt es folgende
sechs Moglichkeiten: (1, 4, 6),(1, 5, 5), (2, 3, 6),
(245,335 (344}

Lisungen der Wiirfelspicle (Heft 5/71)

a} Feststellung der verdeckten Summe nach
der sichtbaren Zahl der Augen auf der oberen
Flache der Saule. Die Summe der Augen
auf den verdeckten Flichen, mit denen die
Wiirfel aufeinanderliegen, und die Augenzahl
auf der unteren Fliche ist minus der Zahl der
Augen, die auf der oberen Fliche' der Siule
sichtbar ist (vgl Bild S. 114). Wenn also die
Augen addiert werden, die sich auf allen
horizontalen Flichen der drei Wiirfel befin-
den, das heiBt die Augen auf drei Paaren
einander gegeniiberliegenden Flichen, dann
betriigt die Summe 21 (3-7 = 21). Aber die
Summe soll nach der Bedingung der Aufgabe
nicht die Zahl der Augen a auf der oberen
Flidche enthalten. Wenn wir diese Zahl von
21 abzichen, erhalten wir die gesuchte Summe.
b) Feststellung der verdeckten Summe nach
zwel sichtbaren Seitenflichen der- Saule. Bei
Beachtung des ,Prinzips der Sieben* sind
zwei Reihenfolgen fiir die Anordnung der
Augen auf den Flichen eines Spielwiirfels
méglich. Die eine Reihenfolge fiir die Anord-
nung ist die spiegelbildliche Wiedergabe
der anderen, Legt einen Wiirfel mit der 1 nach
oben auf den Tisch. Dann befindet sich die
2 auf einer Flache und die 3 auf ciner benach-
barten Fliche rechts oder links davon. Mit
anderen Worten folgen beim Blick von oben
die drei Augen den zwei Augen entweder im
Uhrzeigersinn (Bild a) oder entgegengesetzt
dem Uhrzeigersinn (Bild b). Nachdem die
Reihenfolge der Anordnung fiir 1, 2 und 3
Punkte festliegt, ist die Anordnung der 4, 5

" und 6 Punkte auf den iibrigen Wiirfelflichen

eindeutig nach dem ,,Prinzip der Sieben® be-
stimmbar. Wenn wir wissen, wie die Punkte
auf den Seiten des Wiirfels zueinander geord-
net sind und das ,,Prinzip der Sieben® kennen,
geniigt es, wenn wir zwei beliebige benach-

i barte Seitenfldchen des Wiirfels sehen, umn die

Zahl der Augen auf der oberen und dann
auch auf der unteren Fliche festzustellen.

Zum Beispiel sehen wir auf dem unteren
Wiirfel 8. 114, Bild 1 aufeiner Fliche 3 Punkie
und auf der rechts benachbarten 5 Punkte.
Folglich miissen auf der benachbarten Fliche
nach links 2 Punkte sein, oben 1 Punkt und
unten 6 Punkte (wenn es ein Wiirfel vom
Typ b ist) Auf dem mittleren Wiirfel hat eine
Seitenfliche 6 Augen, folglich die abge-
wandte 1 Auge, die rechte hat 3, folglich die
obere 2 und die untere 5 Augen. Zum fehler-
losen Erraten der Augen auf den verdeckien
Fldchen nach der gezeigten Methode ist frei-
lich angespannte Aufmerksamkeit und prak-
tische Ubung erforderlich. '

Da die Summe der Augen auf zwei einander
gegenitberliegenden Fléchen einesjeden Spiel-
wiirfels immer gleich 7 ist, sind die drei Ziffern,
die der zuerst aufgeschriebenen dreistefligen -
Zahl angehiingt werden, Ergiinzungen zu 7.
Wenn wir die anfangs aufgeschriebene Zahl
mit A bezeichnen, dann ist die hinzugesetzte
dreistellige Zahl 777 — A und die ganze sechs-
stellige Zahl 1000 A+ (777~ A) oder 999 4 +
T77=111 (3 A+7) Wie man sicht, ist die
Zahl durch 111 teilbar. Man erhilt 9 4A+7.
Diese Zahl wird angesagt. Wenn wir von ihr
7 abziehen und die Differenz durch 9 teilen,
dann erhalten wir die urspriingliche Zahl A.
(aus: Kordemski: képfchen, kipfchen)

Lisung zur Aufgabe

von NPT Prof. Dr. Hans Reichardt

4 758 & Der Fliacheninhalt der nach dem

Herausschneiden verbleibenden Figur betriigt
A=9-12—1 8 m?*=100 m?

und ist gleich dem Flicheninhalt des Recht-

ecks, das nach dem Zusammensetzen der

Teile entstehen soll.

Da nur zwei Schnitte zuldssig sind, liegt es

nahe, den ersten Schnitt von der unteren

Teppichkante bis zu dem herausgeschnitte-

nen Teil und den zweiten Schnitt von dem

herausgeschnittenen Teil bis zur oberen Kante

so zu fithren, daB beim Zusammensetzen der

Teile der herausgeschnittene Teil bedeckt

wird. Dann hat eine Seite des neu entste-

henden Rechtecks die Linge 8 m und wegen
A=100m?*=8-12,5m?

die andere Seite die Linge 12,5 m.

1 2

Aus diesem Grunde liegt es nahe, die beiden
Schnitte treppenformig zu fithren, wie das
aus dem Bild 1 zn erkennen ist, in der die
durch die Schnitte entstandenen Teilfiguren
verschieden schraffiert sind. Verschiebt

man ;ietzt die rechte Teilfigur um % m nach

unten und um 1 m nach links, so erhilt man
durch das Zusammensetzen beider Teilfigu-
ren ein Rechteck mit den Seitenlingen 8 m
und 12,5 m; womit die Aufgabe geldst ist
(vgl Bild 2).

Druckfehlerteufel

Dipl.-Ing. Dr. M. Skalicky stellt fest: In Heft
2/71, 8. 37T muB es in Ala richtig heiBen:

und nicht

V2ntl J3nel
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In2/71, 8. 27...29 stellt er eine verbliiffende
Formel auf: Wenn

v Fluchtgeschwindigkeit von der Erde,

D Durchmesser der Erde,

1kp

. V2
dann ist — = .
D Akg .

w Karin Miller und Woelfgang Riedel steliten
fest, daB es in 2/71, S. 45 Bezirksolympiade
Kl 11/12, Aufgabe 6 richtig héiBen mub:

3 3
: < X <
2n+1

2n+i‘

Schwieriges Problem

Zu dem von uns gebotenen Problem in Heft
6/70, Seite 139, sandte uns Prof. M. Benjamin
eine Losung: ’

»Nachstehend der Versuch einer vollstindi-
gen Losung.

Wir wollen zunichst nur solche Losungen
betrachten, die sich nicht nur durch die
Reihenfolge der Ziffern unterscheiden (we-
sentlich verschiedene L&sungen). Es sei also
etwa A < B< C <D< E. Ausden Bedingungen
der Aufgabe folgt ferner, daB ein Zehner-
_ iibertrag bei der Addition nicht erfolgen kann;
ferner kann keine Ziffer gleich Null sein. {Denn
wenn ctwa A=0, so A+E=E=F entgegen
der Bedingung, daBl E+ F).

Die Losungen miissen dann folgenden Be-

dingungen geniigen: A+E=B+D=2C=F;

A4, B, C, D, E, F natiirliche Zahlen und kleiner
als 10 und paarweise verschieden. '
Eine Losung liegt also dann vor, wenn sich
. eine gerade Zahl auf zwei verschiedene Arten
als Summe zweier verschiedener Zahlen dar-
stellen 1dBt. Das ist ‘nur fiir F=6 und F=8
moglich (fir F=4 gibt es nur eine Darstel-
lusig, bei der ein Summand Null ist). Wir
erhalten die nachfolgender LGsungen:
ABECDETF

—
[T I o I )
e
L N
~3 ~1 W
Qo 00 N

2 3 4 5 6 8

Aus diesen wesentlich unterschiedenen L&-
sungen ergeben sich durch Umstellung der
Ziffern weitere. Dabei ist zu beriicksichtigen:
1. Die Ziffer ,C* kann ihren Platz nicht
‘#ndern, ‘

2. Die vier anderen Ziffern der Summanden
bilden zwei Paare (4, E) und (B, D), die jeweils
symmetrisch zu ,C° in der Darstellung der
Zahl stehen,

Infolgedessen sind zu jeder Ziffernfolge 8 Zah- .

len méglich, die sich nur durch die Reihen-
folge der Ziffern unterscheiden:

A4 BCDE- DACESHB
A DCBE DECARB
B ACETD EBCDA
BECATD EDCB A4

Insgesamt gibt es somit 32 verschiedene

Lisungen des ,schwierigen Problems’. Wer-
ten wir solche Lésungen als gleich, bei denen
nur die Reihenfolge der beiden Summanden
vertauscht ist, so haben wir 16 verschiedene
Lésungen.”
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Magisches Quadrat

In Heft 1/71 boten wir auf S. 5 24 magische
Quadrate. Fs gibt noch weitere, die wir aus
Platzgriinden nicht verdffentlichen konnten.
Siegrun Kiihn aus Putzkau war pfiffig und
sandie uns weitere Vorschlige,

A 675 Z7un dieser Aufgabe sandte uns W
Burmeister die Losung (Heft 2/71, 8. 36):

x sei die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft.
Wir sehen, daB x+1 ohne Rest dutch a,,
dg, ... 4, teilbar ist; x4 1 ist-ein gemeinsames
Vielfaches dieser n Zahlen. Nun soll x mog-
lichst kiein sein, dann ist x+1 das kleinste’
gemeinsame Vielfache der gegebenen Zahlen;
wir bezeichngn es durch eckige Klammern.
Antwort: Die gesuchie Zahl ist das kleinste
gemeinsame Vielfache der gegebenen Zahlen;
vermindert um 1:

x=[ay, as, ..., a,] — 1.

84692 Aus (1) folgt ec—b=g* und
c+b=p? und (2) ergibt c—b=m? +n%—2mn
=(m—n?, c+b=m?+n*+2mn=(m+n).
Es folgt g2 =(m—n)* und p*=(m+n)> und
daraus wegen p>g>0 und m>n>0:
p=m+n, g=m—n.

Durch Auflésen nach m und n erhilt man:
m=£¥, nz%—q. Aus der Teilerfremdheit
von p und g folgt dabei die von m und n,
und umgekehrt; denn hitten p und g einen
gemeinsamen Teiler > 2, so hitten m und n
den gleichen gemeinsamen Teiler, hitten m
und » einen gemeinsamen Teiler > 1, so auch
p und g Sind p und g beide ungerade, so
sind sowohl p+g¢ als auch p—g gerade und
genau eine der beiden durch 4 teilbar, von
m und a also cine gerade und dic andere
ungerade. Sind von m und r eine gerade und
die andere ungerade, so sind sowohl p als
auch ¢ ungerade. . '

W 7m666 Der Abbildung ist folgendes zu
éntn_ehmen: Ein regelmiBiges Tetraeder er-
ieugt einen quadratischen GrundriB, wenn
zwel nicht in einer Ecke zusammenstoBende
Kanten parallel zur Grundrifebene liegen.
Zur Erhohung der Anschaulichkeit wurde
die senkrechie Parallelprojektion im Drei-
tafelverfahren gewihlt.

Al - [ AHECM

0# Bﬂ

84667 Wir formen zuniichst den Term
auf der linken Seite der Ungleichung um
und erhalten

b o utb a a

b—a a —a b
b—a a b a a?+b?

= +tot+-+-=2+ : i
b—a a a b ab W

Nun gilt fiir alle positiven reellen Zahlen a
und b mit a4b

AT
@‘EL>0, also
ab
2 _ 2 2. 12
C2abtb? _a4b
mithin ab 4
C 22
a’+h > 2. Daraus folgt (2)
ab
2, 52
2 +&- > 4, also wegen (1)
a
booath m-a 0y pavw
b—a - a b—a

W8 w668 Wegen (6) hat Peter mindestens
das Zeichendreieck und das Lineal. Da Peter
das Linea! besitzt, hat wegen (4) Rita min-
destens den Radiergummi. Laut (2) hat Rainer
-mindestens den Zirkel Nach (1) mul} Rainer
mindestens noch den Bleistift besitzen. Noch
nicht erkannt ist, wer Rechenstab und Kur-
venschablong hat Da jeder Schiiler minde-
stens cinen der angegebenen Gegenstinde
haben mub, sind Rechenstab und Kurven-
schablone in den Hinden von Lutz und
Martina, Da wegen (2) Lutz den Rechen-
stab nicht hat, hat diesen Martina. Lutz
hat also die Kurvenschablone.

Bei der gefundenen Verteilung sind auch die
Aussagen (5) und (3) wahr. Diese wurden
jedoch zur Ermittlung der Verteilung nicht
herangezogen. Wenn also die Aussagen (1)
bis (5) wahr sind, so besitz{ Lutz die Kurven-
schablone, Martina den Rechenstab, Peter
das Zeichendreieck und das Lineal, Rainer
den Zirkel und den Bleistift, Rita den Radier-
gummi:

W8 w669 Angenommen, das geordnete
Paar (x,)) ganzer Zahlen entspricht den
Bedingungen der Aufgabe. Dann gilt

x<3; (0
x+y=2; 2)
x—y=>0, also y <x. (3)
Aus (2} und (3) folgt
2<x+y<x+x=2x, also 2x>2, d.h,
x>1. )

Wegen (1) und (4) gilt also

1<x<3 und, da x eine ganze Zahl ist,

x=2, (5)

Aus (2) folgt daher

24+y=>2, also y=>0.

Andererseits gilt wegen (3) und (5) )
y<2, alsoist y=1. (6)

Wir erhalten also genau ein geordnetes

Paar {2,1) ganzer Zahlen und iiberzeugen

uns davon, daB fir x=2, y=1 die Bedingun-

gen (1), (2) und (3) erfiillt sind.

Bemerkung: Wir konnen diese Aufgabe auch

durch die folgende Uberlegung 15sen:



Es kann nicht x=1 gelten; denn dann wire
wegen (3) y<£0, also’ x+y=<1, was der Be-
dingung (2) widerspricht. Daher gikt x>1
und auberdem wegen (1) x<3, also x=2.
Ferner folgt wieder wie‘oben aus (2) y>0,
also wegen (3) y=1.

94670 Angenommen, x sei eine Ldsung
der Gleichung

log,(logz(log, x}) = 0.
Dann gilt, weil die Gleichung log, z=0 nur
die Losung z=1 hat,

log,{log; x) = 1.
Nun hat die Gleichung logy t=1 nur die
Losung t =3, daher gilt

log, x=3.
Darauys folgt 2° =x, also x=8.
Die gegebene Gleichung hat also genau eine
Losung, ndmlich x=8. -
Durch die Probe {iberzeugen wir uns davon,
daBl x=38 tatsfichlich eine Losung der gege-
benen Gleichung ist. Wir eérhalten ndmlich

log, (log, (log, 8)) = log,(log; 3) =

= log, 1 =10.

Womo671 a} Es sei ABC das gesuchte Drei-
eck mit CD=h, CE=s, und BF= hy (vgl
die Abb.). Ferner moge die Parallele durch E
zu BF die Seite AC in G schneiden.
Dann gilt nach dem Strahlensatz, da E der
Mittelpunkt der Seite AB ist, EG:BF=1:2,
also EG = £F = ﬁ

2 2
Da ¥ CGE=50°, liegt der Punkt G auf dem
Thaleskreis um CF. Andererseits liegt G auf

. Nach

dem Kreis um E mit dem Radius £ By

dieser Uberlegung 146t sich das Dreieck 4ABC
leicht konstruieren: Wir zeichnen CD=h,und
errichten in D auf €D die Senkrechte, die
den Kreis um € mit dem Radius s, in dem
Punkt E schneidet (Ist s,>#k,, so erhalten
wir noch einen zweiten Schnittpunkt E’, der
in der Abbildung aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit nicht eingezeichnet ist.)

Dann zeichnen wir iiber CE als Durchmesser
den Halbkreis, der in derselben Halbebene
beziiglich CE wie der Punkt D liegt (bzw.
den Halbkreis iiber CE' als Durchmesser,
der in der anderen Halbebene - beziiglich
CE" wie der Punkt D liegt)-

Den Punkt G (bzw. G') erhalten wir nun als
Schnittpunkt dieses Halbkreises mit dem

Kreis um E (bzw. E’} mit dem Radius By

Wir verbinden C mit G (bzw. G'yund erhalten
den Schnittpunkt 4 (bzw. A7) dieser Ver-
bindungsgeraden mit der Geraden DE (bzw.
mit. DE').

" Wir verlingern AFE iiber £ hinaus (bzw. AE

Ferner mufl die Bedingung

iiber E’ hinaus) um sich selbst und erhalten
den Punkt B(bzw. B') und damit das gesuchte
Dreieck ABC {bzw. A'B'C). Aus dieser Kon-

struktion ersehen wir, daB wir im Falle

-8, > h, genau zwei Dreiecke erhalten, die

den gegebenen Bedingungen entsprechen.
Im Falle s,=h, erhalten wir jedoch nur ein
(gleichschenkliges) Dreieck, das den gege-
benen Bedingungen entspricht.

b} Aus der Konstruktion haben wir bereits
ersechen, daB dic Bedingung s =h, erfiillt
sein muB. ‘ “

ﬁf < s erfiillt
2 4
sonst der Kreis um E mit dem

den Halbkreis iiber CE nicht

sein, weil
Radius ™
2

schneiden wiirde. Sind andererseits diese
beiden Bedingungen erfiillt, so ist das Dreieck
ABC auch konstruierbar.

WOm672 Es sei das Zahlentripel (x,y,z)
eine Lésung des gegebenen Gleichungssy-
stems; dann gilt

X+y+z =232 (1)

und, wie wir durch Multiplikation der zweiten

Gleichung mit 12 erhalten,
12x+6y+6z=4x+12y+4+4z=
=3x+3y+12z. )

Wir konnten jetzt aus der Gleichung (1)
z=232—x—y crmitteln und diesen Wert in
(2) einsetzen. Wir wiirden dann zwei Glei-
chungen mit den Variablen x und y erhalten,
die wir nach einer der iiblichen Methoden
iosen konnen. Dieses Verfahren ist aber
etwas umstindlich, und der folgende Weg
fithrt schneller zum Ziel:

Subtrahieren wir in (2) jeweils die Summen

von12x+ 12y 412z, so erhalten wir

6y +6z=8x+8z=9x49y,

6(y+z} =8(x+z} =%x+y) = (3)

wobel wir zur Vereinfachung 9{x-§- =k ge-.

setzt haben.

Daher gilt
i k
yhz = ] 4
k
x+z = e 5
k
=T (6)

Aus diesen drei Gleichungen folgt durch
Addition der Terme auf den linken bzw.
rechten Seiten

g k k _k_29%
Ax+y+z) ==+ -+ - === Wegen
;:(r 14 6 8 9 72 .
x+y+2=232 erhalten wir hieraus
2-332 = 24, also

72
a2 BB 40y ™
29

Wir erhé.lten daher wegen (4), (5), (6) und (7)
x=(x+y+2)—(y+2) :232—%232—192

=40,

(8)

y=(x+y+z)—{x+z)=232-'§z=232- 144

=88, %)
z:—~(x+y+z)—(x+y):232—§=232—128
— 104. (10)

Wenn also -das gegebene Gleichungssystem
iiberhanpt eine Lésung hat, so gibt es wegen
(8}, (9) und (10) genau eine Losung, ndmlich
’ x=40, y=88, z=104.
‘Durch Probe iiberzeugen wir uns davon, daB
das tatsdchlich Lbsungen des gegebenen
Gleichungssystems sind. Wir erhalten nim-
lich durch Einsctzen dieser- Werte in (1)
p 40+ 88+104=232 undin(2)
2-40+88+104 40+3-88+104 {
2 B 3

_40+88+4-104
T4

das sind in beiden Fillen wahre Aussagen.
W 10/12 m 673 Es sei x eine natiirliche Zahl,
fiir die di¢ gegebene Gleichung erfiillt ist.
Dann gilt

, also 136 = 136 = 136,

42332 25 Risopiti (1)
45 —x
x < 45, o)

da sonst diese fortlaufende Ungleichung nicht
erfiillt ~wire. Weiter - folgt aus (1) wegen
45—x>0

x+2 = 4(45—x),

3

X+2 = 180—-4x,
C5x z 178,
2181552
5 5
Andererseits folgt aus (1)
x+2 < 5(@d5-x),
x+2 < 225-5x,
6x < 223,
x <2 o3l @)
6 6

Die Ungleichungen (3)- und (4) und daher
auch die fortlaufende Ungleichung (1) sind
also fiir natinliche Zahlen x nur dann
erfiillt, wenn x =36 oder x=37 ist.

Die gegebene Gleichung hat daher nur die
Liosungen x=36 und x=37.

W 10/12'w 674 Es sei f die Linge der Dia-
gonalen BD des Rechtecks ABCD (vgl die
Abb.). Dann gilt fiir den Flicheninhalt 4,
des Dreiecks ABD einerseits

Al = BES und andererseits
- ab .
A4, == Daraus folgt y
2
I @, also
2
_ab
f -
b S ¢
bl /, { b
A a B
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Nun gilt nach dem Satz des Pythagoras
S=./a*+b?, daraus folgt
ab

 Ja b

X

WB8a668 Uta und Rainer Gutsche aus
Herzberg schricben uns, daB sie solche Auf-
gaben gern 16sen. Sie sind bei der Losung des
Problems wie folgt vorangegangen: , Zuerst
haben wir die Aussagen 1 bis 6 durch ver-
schiedene Symbole in der Tabelle dargestellt.
Dann haben wir bei Peter, Rainer und Rita

Spalfe o |b|lcid|e|Flyg
P Blei-| \Rodertkurven Reched Drei-|

e’“’h:p"' it (0 il el st mek
{ufz C|OC|O|A|I@|C |0
Martine | |C|O|O|A|BE|O
Peter O |® |O|C|C|[E] -
Rainer @Bl —[(-1-]1-1]-
Rita o110 ol EsE KO NNS)

guarhfie. 1gh. 3¢

gestrichen, was nicht mehr gelten kann.
In den Spalten 4, b, ¢, f, g konnten wir danach
auch streichen (aber bei d und e nicht).

Bei e war nur noch Martina frei, und danach

bliebe nur noch fiir Lutz die Schablone iibrig.
In der Tabelle kennzeichneten wir aulerdem
gleich die Nummern der Aussagen.*

@ Der Kreis markiert den Gegenstand,
den die Person besitzt. (Die Nummern sind
die Aussagenummern)

[l Das Quadrat bezeichnet den Gegenstand,
den die Person nach der Aussage nicht be-
sitzt.

A Das Dreieck mit dem Punkt markiert den
Gegenstand, den die Person nur besitzen
kann.

O Die kieinen Sechsecke geben die Fille an,
die ausscheiden. Lutz besitzt die Kurven-
schablone, Martina den Rechenstab, Peter
das Lineal und das Dreieck, Rainer den
Bleistift und den Zirkel Rita den Radier-
gummi. : :

Roumir Gusohe , KE- +a

Junge Mathematiker und ihre
,»Ordografie* ¢

Ja, liebe Leser und Loser unserer interessan-
ten Zeitschrift alpha, um die Rechtschreibung
geht es hier! Seit Jahren leite ich AGs in
Mathematik. Immer héher steigen die kleinen
Mathematiktalente auf der Stufenleiter der
Erkenntnisse, doch an einem Punkt muBf ich
oft trotz elegantester Beweisfihrungen, trotz
Meisterung der kniffligsten Fallunterschei-
dungen, trotz zihen Ringens nach dem
besten L&sungsweg die Hinde ilber dem
Kopf zusammenschlagen — das ist bei den
Fragen der Rechtschreibung!

Nun gut, zugegeben, da gibt es schon einige
schwierige Klippen, wenn ich z. B. an Hypo-
tenuse, Hypothese, Eilipse, Hyperbel, Polygon
usw. denke. Aber das ist noch gar nichts
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gegenitber den Worten des tdglichen Ge-
brauchs. Eine kleine Bliitenlese will ich
mitteilen, die Euch zum WNachdenken an-

“regen soll: Kravor (Graveur), Produckiions-

leiter, Razelisierung und aus den Ldsungen
des alpha- Wettbewerbs: Beweif, Kurfen-
schapplone, quatratisch, Priemfakioren, Difi-
sion, Haubtnenner, Umpfang, Vormell {For-
mel), Etasche, Minnimum . ..

Alle /Originale sind bei mir einzuschen!
Keines erfunden! Ob Thr nachdenkt? Fiihlt
sich jemiand getroffen? Also macht’s besser!
Dies wiinscht Euch in der Hoffnung, daB

“in Zukunft den 40 Punkten bei der Olym-

piade nicht 40 Rechtschreibungsfehler gegen-
iiberstehen, die sich eingeschlichen haben,
Euer Hans-Karl Nofke,
Mathematikfachiehrer,

' _ Leipzig

Lisungen zu alpha-heiter

Ein neues Knobelspiel
Wiirfel vorhandene Farben
L r w 2 2b
2. r 2w 2g b
3. 2r 2w g b
4 3r w g b
r=rot waweil gzgriin bzblau
L 2, 3 4.
vorn w g b r
oben b r g w
hinten b w r g
unten I g w b
rechte bzw. .
linke Seite g|g wlb  rlw rlr

Name mit sechs Buchstaben
(a) 56; (&) 50; (c) 24: (d) 36; (&) 42; (/) 32 -
Berlin

StraBenbauer gesucht

~

| B
aNn

Silbenritsel _ .

1. Dreieck . 11. Differenz

2. Abakus - 12. Einheitskreis

3. Radizieren 13. Gerade .

4. Skala 14. Bpsilon

5. Tabelle 15. orthogonal

6. Exponent 16. Monom

7. Logik 17. Element

8. Liufer 18. Tangente

9. Ellipse 19. Robotron -

10. Nullstelle 20. Tkosaeder
21. Einer -

Losungswort: Darstellende Geometrie

Aus den Buchstaben -

1|A[uv]ssiefnjw]i |MiK]|E[L
C2alelelolrl (TIH M|U|S
sfololpl el el Rl ulcln
slslalclHlA|v|{FlelAlB|E
strie| R #AIEILITINI/]S
sl L[E[T|CIH|UINGIEIN
Aoju|Rlcln|MEls]sie]R
aim | TITIElLL]TINIIIE
stklololr{p|/ IMAITIEN
10| N E[B[E{N|W]TN|KTE|L
miplA{ulPITIN|E[NINTE|R
Summenkrenz |'7
’f
l6]5]9]3]4]|=27
8
Kryptarithmetik 2]
52-11 .
e ]
52
52
572



Aus der Arbeit
der Arbeits-
gemeinschaften

Bezirksklub Junger Mathematiker Gera

Griindung am 3. 1. 1971, Teilnehmer: talen-
tierte Schiiler der Klassen 8 bis 12,

Der BKIM wird vom Klubrat geleitet, des-
sen Vorsitzender ein Lehrer der Spezial-
schule des VEB Carl Zeif Jena ist. Zum
Klubrat gehoren weiterhin ein Kreisfach-
berater Mathematik; ein pidagogischer Mit-
arbeiter des Bezirkskabinetts fiir auBerunter-
richtliche Tatigkeit, zwei Schiiler der 8. bis
12. Klasse, ein wissenschaftlicher Mitarbei-
ter der Sektion Mathematik der Friedrich-
Schiller-Universitat, ein Mitglied der FDJ-
Bezirksleitung und ein Student der Sektion
Mathematik. Es wurden durchgefiihrt: 3 bis
4 Wochenendkurse, ein Winter- und ein
Sommerlager. Vorwiegend Studenten be-
treuen die Mitglieder des BKIM.

Aus der Station Junger Techniker
Leisnig berichtet

Es begann mit einer Wandzeitung, auf der
eine Knobelei der Woche zu finden war.
Hier ein Beispiel: Im Fotogeschaft erwirbt
ein Kunde einen- Fotoapparat und einen
Film mit einem Hundertmarkschein. Da der
Verkidufer nicht herausgeben kann, wechselt
er die Banknote im benachbarten Textil-
konsum ein. Mit dem Fim und 97- M
Wechselgeld verlafit nun der Kunde das

Geschift. Kurze Zeit darauf bringt nun :
die Kassiererin aus dem Textilladen den °

Schein zuriick, da es sich um eine Filschung
handele. Sie erhilt ihn hier gegen einen ech-
ten Schein umgetauscht. Wie groB ist der
Gesamtverlust der Fotoverkaufsstelle durch
den betriigerischen Kunden?

Diese durchaus nicht neue Aufgabe und
weitere [dsten stets heftige Diskussionen aus.
Das Bediirfnis, sich mit mathematischen
Problemen zu befassen, stieg mit jeder ver-
dffentlichten ,,Knobelei“. Der zweite Schritt
folgte: Monatlich wurde ein mathematischer
Knobelnachmittag gestaltet.

Fiir die 5. Klassen begann eine Veranstaltung
z. B. damit, daB drei Schiiler nacheinander

je eine beliebige 6-stellige Zahl untereinander

an die Tafel schreiben durften. Der Lehrer
nahm die Kreide und setzte rasch 3 weitere
darunter. Nachdem ein Schiiler die Addition
der 6 Zahlen ausgefiihrt hatte, wurde ein
anderer beauftragt, hinter einem Wandbild

einen geschlossenen Briefumschlag hervor-
zuziechen und die darin enthaltene Notiz
laut vorzulesen: Verbliifft hérten die Teil-
nchmer den Wert 2999997, die an der Tafel
stehende Summe! Die Frage, ,,Wie ist das
moglich?* fiihrte zn den unwahrscheinlich-
sten Vermutungen. Nicht zuletzt traute man
dem Lehrer die tollsten Zauberkiinste zu!
Die Erkenntnis jedoch, daB der Lehrer nur
mit den drei hinzugefiigten Zahlen jede
dariiberstchende zu 999999 erginzt hatte
und daher den Losungszettel getrost vorbe-
reiten konnte, bedurfte erst manchen Hin-
weises.
Material entnahmen wir aus ,,Kdpfchen,
Kopfchen®, (Urania-Verlag) ,,Zahlenriesen*
(B. G. Teubner), der Mathe-LVZ (Sonder-
ausgabe der Leipziger Volkszeitung). Am
meisten ,,Futter™ bietet alpha.
Vor 7 Jahren entstand bei uns, unabhingig
von dieser Massenarbeit, ein Kiub Junger
Mathematiker. Zweimal treffen sich die besten
Schiiler unseres Kreises (Klassenstufe 7/8).
Aus einem Brief des Leiters des Kiubs
G. Fischer, Leisnig ( Bez. Leipzig)

Ein AG-Leiter berichtet

An der Peter-Goring-Oberschule Lucka
(Kreis Altenburg) gibt es seit sieben Jahren
Mathematikarbeitsgemeinschaften. Stets
wurde in ihmen ein wichtiger Grundsatz
verwirklicht: AG-Stunden sind keine Unter-
richtsstunden! Es gibt vielleicht einen grund-
legenden Unterschied zu' anderen Arbeits-
gemeinschaften, denn in unseren Arbeits-
gemeinschaften wird in etwa der Hilfte
aller Zusammenkiinfte Geschichte der Mathe-
matik betrieben.

Die Geschichte der Mathematik hat einen
wesentlichen Anteil beim Erwerb eines wis-
senschaftlichen Weltbildes, Weiterhin wird
durch die Geschichte der Mathematik deut-
lich, daB die Mathematik, wie sie heute ge-
lehrt wird, das Ergebnis eines langen histo-
rischen Prozesses ist, der u. a. durch den
EinfluB der dkonomischen und gesellschaft-
lichen Verhiltnisse gepriagt wurde. Welche
Probleme werden besprochen? Die folgen-
den zwei Pline geben Auskunft:

AG I (Klasse 9): Die Anfiinge. Altfigyptische
Mathematik: Quellen, Rechentechnik, Fin-
zelprobleme. Babylonische Mathematik:
Schrift, Zahlensystem, Zahlentafeln, geo-
metrische Probleme. Griechische Mathema-
tik " Periodisierung, Logistik, Thales, pytha-
goreische Schule, Zusammenbruch der arith-
metica universalis, Elemente des Euklid,
Archimedes. Die Mathematik am Ausgang
der - Antike: Heron, Diophantos, Pappos,
Verfall und Ursachen des Verfalls. (nach:
WubBing, Mathematik in der Antike)

AG I (Klasse 10):

Zur Geschichte der Logarithmen. Geschichte
der Trigonometrie: Anfinge, Archimedes,
Trigonometrie und Astronomie, Regiomon-
tanus, GauB, Euler.

Interessierte Schiller fertigen Anschauungs-
tafeln dazu an.

Aus einem Brief des Mathematikfach-

lehrers K.-H. Gentzsch

Ein Ingenienr berichtet iiber seine Arbeit

Zunichst mochte ich mich vorstellen: Ich
bin Ingenieur und als wissenschaftlicher Mit-
arbeiter in der Hauptabteilung Metallurgie
des Ernst-Thilmann-Werkes Magdeburg ta-
tig. . 3
Mit der Oberschule kam ich in Kontakt, als
mein Sohn vor siehen Jahren in die erste
Klasse kam. Seit dieser Zeit bin ich im Eltern-
beirat der Oskar-Linke-OS titig: Vom ersten
Schuljahr an hatte ich besonderes Interesse
am Mathematikunterricht und aus der guten
Zusammenarbeit mit den Mathematikleh-
rerinnen ergab sich die Griindung einer
Arbeitsgemeinschaft. Ich begann im 2. Halb-
jahr des 5. Schuljahres. Wenn ich zuriick-
blicke, so glaube ich, daB dieser Zeitpunkt
besonders giinstig ist. Ich konnte mit einer
geschichtlichen Einfihrung beginnen, die
Schiiler behandelten gerade die Antike im
Geschichtsunterricht. Diese Einfiihrung, die
das Wesen der Mathematik von den Bediirf-
nissert der Gesellschaft ableitet, machte allen
viel Freude und hat dazu beigetragen, das
Interesse der AG-Teilnehmer zu wecken,; da
sie auch durch Hinweise auf die Technik'
jener Zeit zum Nachdenken angeregt wurden.
Uberhaupt habe ich immer wieder auf die
‘Wechselbeziehungen zur Gesellschaft hin-
gewiesen. Jeder konnte erkennen, warum
wir von einer Produktivkraft Mathematik
sprechen.
Ich beziehe alpha seit ihrem Erscheinen.
Zu 80 Prozent nutze ich die in ihr enthaltenen
Aufgaben fiir unsere Arbeit. Nicht ,,schul-
miflige Arbeit” brachte uns voran, son-
dern eine intensive Diskussion zu den ge-
stelliten Problemen. Zu besonderen Schwer-
punkten der Arbeit iiberreichte ich den
Jungen Mathematikern ausfithrliche Lo-
sungshinweise (Ormig-Abziige). Ein gemein-
sam mit Eltern und Lehrern durchgefithrter
mathematischer Nachmittag fand groBen
Anklang. Ich muBte feststellen, daB die
Schiiler der Klassenstufen 5 und 6 mit ihrem
Schulwissen die in alpha gestellten Aufgaben
nur unter Anleitung lésen konnten. Es war
fiar mich als Ingenieur oft nicht leicht, den
Schillern entsprechend ihrer Ausbildung
einen geeigneten Losungsweg fiir gestellte
Aufgaben zu bieten. alpha hat dabei gute
Dienste geleistet. Unsere beliebte Schiiler-
zeitschrift alpha sollte gerade hier Neuland
beschreiten und .auch fiir den AG-Leiter
Hinweise fiir seine Arbeit geben, die sicher
auch von den Jungen Mathematikern studiert
werden. Ich mdchte sagen, daB die AG-
Arbeit in unserem hochentwickelten Indu-
striestaat eine zwingende Notwendigkeit ist.
Ing. K. Lenz



Optische Tauschungen

Quadratisch oder nicht?

Betrachtet man das Sieb aus der Ferne,

: ?—-——g erkennt man leicht daraufein ...

=

Von Schnabel zu Schnabel: Welche der beiden Strecken ist linger?

Welcher Abstand
ist groBer, AB oder MN?

Ist das ein Kreis?

Wo sich die weillen Linien kreuzen, sicht das
Auge graue Flecken, die es gar nicht gibt.

Welche Ellipse ist grofler, die untere oder
die innere oben?
Bewegungstduschung: Wird die Figur be-

wegt, so scheint der Durchmesser zu rotie-
ren.

Welche Strecke ist linger: AC oder AB?

Welcher Bogen ist linger, der uniere oder der obere?

N\
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Ist das nun ein Quadrat oder nicht?




