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Ulrich Zahle berichtet

Als man mich 1961 fragt, oo ich an einzr Mathematik-
olympiade teilnehmen 1:échte, konnte ich noch nicht
ahnen, daB eben dieser Wettbewerb meinen weiteren
Lebensweg entscheidard beeinflussen soilte.

Uber cie Fehler, die ich bei diesem ersten Versuch
gemacht hatte, drgerte ict: mich. Doch vom Argern
allein dandert sich nmicats. ici begann, in Biichern zu
bldttern, zuerst aus Neugierde (,,Wie hitte denn die
Losung richtig formujiert werden miissen?); bald
wurde daraus Wissensdurst, den es durch beharrliche
und zielstrebige BBeschaftigung zu stillen palt. Bei den
Olytr.piaden steiien sich erste Erfolge ein, die mir
jedoch nicht als Ruhekissen dienten, sondein mich im
Gegenteil anspornten.

Deer e Olympiaden sind kein Selbstzweck. In
eine.~ hochentwickelte. Industriestaat, wie ihn unsere
Republik darstellt, gewinnt die Mathematik immer
mehr an Bedeutung. Ein groBer Bedarf an hochquali-
fizierten Fachkriften ist die Folge.

Ich war deshalb besonders froh dartiber, daB ich die
Moglichkeit bekam, die 11. und 12. Klasse der Erwei-
terten Oberschule an der Arbeiter-und-Bauern-Fakul-
tat Halle in einer Mathematik/Physik-Spezialklasse
zu absolvieren. Ich konnte einerseits mein mathema-
tisches Wissen in starkem MaBe erweitern, unter
anderem durch eine Grundausbildung in den Metho-
den der Numerischen Mathematik. Andererseits bot
sich die Moglichkeit einer intensiven Vorbereitung
auf ein Studium im befreundeten Ausland.

Die Mathematikolympiaden, die fiir mich in jedem
Jahr gewisse Hohepunkte meiner auBerschulischen
Betitigung waren, und Erfolge an der ABF bestiitigten
mir, daB ich auf dem richtigen Wege war, nicht nur
in fachlicher Hinsicht.

Im Herbst 1968 nahm ich ein Mathematikstudium an
der Moskauer Lomonossow-Universitdt (Mechanisch-
Mathematische Fakultit) auf. Mit mic studieren im
ersten Kurs etwa 600 Studenten. Besonders erfreut
bin ich, daB ich mit zwei sowjetischen IMO-Teilneh-
mern zusammen wohne. Im ersten Semester hatten
wir 36 Wochenstunden (einschlieBlich 8 Std. Russisch),
dazu Hausaufgaben in hinreichender Menge, so dal3
‘der Start nicht leicht war. Grundlegende Sprach-

schwierigkeiten haben wir zwar schnell iiberwunden,
aber man bekommt in den Vorlesungen auch jetzt
noch nicht alle Feinheiten mit. Diese Liicken versuche
ich ciets schneil zu schlieBen. Seit dem 20. Dezember
lauft die erste Priifungsperiode. Im ersten Teil waren
die Priffungen, die sich auf den Seminarstoff beziehen.
In der Regel bestehen diese Priifungen (schriftliche
Arbeiten, aber vor ailem Gespriche) aus menreren
Teiien, wobei sich der Umfang der Priifung nach den
Leistungen in den schriftlichen Arbeiten im Laufe
des Jahres richtet. Im Januar hatten wir Examen in
den drei Fachern: Analysis, Analytische Geometrie und
Hohere Algebra. Neben dem duBerst intensiven Stu-
Giuau, das wir hier bei beriihmten Mathematikern
absoivieren und das natiirlich einen Grofteil der Zeit
beansprucht, finden wir aber auch Gelegenheit, uns
mit Moskau und vor allem seinen Menschen bekannt
zu machen, Freundschaften mit sowjetischen und
ausidndischen Studenten zu schlieBen. Besonders
seit meinem Studium habe ich meine Ansicht bestitigt
gefunden, daf die Teilnahme an den Mathematik-
olympiaden eine Reihe positiver Eigenschaften ent-
wickeln hilft, daB eine gute Plazierung in einer Mathe-
matikolympiade ein Erfolg ist, auf den man besonders
stolz sein sollte, daB dies aber noch nicht hinreichend
sein kann, um eine weitere erfolgreiche Entwicklung
zu garantieren. Dazu gehért mehr:

Man muB beharrlich um die Vervollkommnung seines
Wissens, seiner Fihigkeiten (nicht nur streng ausge-
richtet auf mathematisches Gebiet!) bemiiht sein,
darf sich von Erfolgen nicht blenden lassen. Nur so
kann man Héochstleistungen vollbringen, Hochst-
leistungen, die uns alle voranbringen !

Nobelpreistrager Nikolai Semjonow, UdSSR:

Der Begriff ,,talentierter Mensch* umfafit aufler den
Fahigkeiten in noch grollerem Malle die Leidenschaft
fiir die geliebte Sache. Wenn ein Mensch diese Leiden-
schaft fir das wissenschaftliche Schaffen nicht bereits
in der Jugend verspiirt, dann wird er nie ein Wissen-
schaftler.
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Mathematische Modelle aus der DDR A

Zu Besuch in der Firma
,,Piadagogische Entwurfstechnik‘

Neben dem kleinen Fliichen PrieBnitz befindet sich
in Dresden in der PrieBnitzstraSe die Produktions-
stitte der Firma ,,Pddagogische Entwurfstechnik
(PET). Hier entstehen mathematische Modelle. Wer
kennt sie nicht, die Pyramiden, Kegel oder Wiirfel
aus farbigem Plast?

Mit viel FleiB und groBem Kénnen wird von den Werk-
tatigen von PET all das entwickelt und gebaut, was
auf dem Gebiet der Unterrichtsmittel mitgeholfen
hat, das Ansehen unserer Republik auf dem Weltmarkt
zu stirken. Die Modelle gehen in 20 Linder. Die Ex-
portpalette reicht von den meisten europiischen
Lindern bis hiniiber nach Ubersee, wie Kuba, Kolum-
bien und Chile.

In Bezug auf Form und Gestaltung der Unterrichts-
mittel ging die Firma PET neue Wege. Besonders her-
vorzuheben sind dabei die Zerlegbarkeit der Modelle
und ihre Gestaltung aus. farbigem Material, die viel-
seitigen Bearbeitungsformen fiir ihre Anfertigung. Der
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offensichtliche Vorteil eines Plastmodells gegeniiber
dem traditionellen Holzmodell besteht darin, daB man
es nicht nur schneiden, bohren und frisen, sondern
auch biegen, ziehen, schleudern und pressen kann.

Die meisten PET-Modelle wurden direkt im Betrieb
entwickelt. Die Ideen dazu kamen aber auch unmittel-
bar aus dem Unterricht. Lehrer und Schiiler unserer
Republik haben dem Betrieb wertvolle Hinweise fiir
den Bau oder die Weiterentwicklung von Modellen

“gegeben. Oft stellen sich die Mitarbeiter des Betriebes

die Frage: ,,Entsprechen unsere Modelle noch den
Anforderungen eines modernen Unterrichts?* So
entstechen immer wieder neue Formen, die von
bewahrten Facharbeiterinnen in hoher Qualitdt und
Funktionstiichtigkeit hergestellt werden.
Aus dem Sortiment von iiber 500 verschiedenen Mo-
dellen, Demonstrations- und Ubungsgeriten méchten
wir einige vorstellen.

W. Glaf

Bild 1 Demonstrationsmodell: (a + b)*

Bild 2 Fadenmodell: Pyramide mit nichtquadratischer Grund-
flache. Die Grundfliche ist mit Nuten versehen, in die sich
Stiitzdreiecke einschieben lassen.

Bild 3 Kegelschnittmodell

Bild 4 Pressen cines Kegels zum Kegelschnittmodell -



berichtet aus aller Welt

Magdeburg

46 Schiiler, die besten Jungen Mathematiker
aus der DDR, nahmen als Giste an der VL.
wissenschaftlichen Jahrestagung der Mathe-
matischen Gesellschaft der DDR teil.

Die Tagung war die bisher groBte ihrer Art.
1100 Wissenschaftler aus 11 Landern nah-
men an der Arbeit der verschiedenen Sektio-
nen teil. Insgesamt standen 24 Ubersichts-
vortrdge und fast 200 Kurzvortrige in 15
Fachsektionen auf dem Programm. Den Fest-
vortrag, dem sich eine 6ffentliche Diskussion
anschloB, hielt der Minister fiir das Hoch-
und Fachschulwesen, GieBmann, zum
Thema ,,Mathematik und Datenverarbeitung
in der Technik*. Gastgeber war die Tech-
nische Hochschule ,,Otto von Guericke

Halle

Freunde der Mathematischen Fakultit der
Gorki-Universitit Charkow besuchten die
Arbeiter- und Bauern-Fakultéit ,,Walter Ul-
bricht“. An dieser Fakultit bereiten sich
schon seit Jahren Midchen und Jungen aus
allen Teilen der DDR auf ein Studium im
befreundeten sozialistischen Ausland vor.
Die zukiinftigen Studenten interessierten sich
im Gesprich mit ihren Charkower Studien-
kollegen fiir den Ablauf des Mathematik-
studiums in der Sowjetunion. Schnell waren
kleine Diskussionsgruppen gebildet. Viele
Erfahrungen wurden ausgetauscht. Sprach;
schwierigkeiten wurden schnell iiberwunden.
Dieses Treffen wird allen Teilnehmern noch
lange in Erinnerung bleiben.

London

Im Mai 1968 fand die vierte englische Mathe-
matik-Olympiade statt (Landesausscheid).
Sechs Schiiler des Bundesstaates New York
nahmen als Gast an diesem Wettbewerb teil.

Leipzig

Harald Englisch nimmt seit dem 5. Schul-
jahr an den Veranstaltungen des Bezirks-
kabinetts fiir auBerunterrichtliche Tatigkeit
— Fach Mathematik — teil. Er legte 1968
an der Volkshochschule (als Schiiler der
8. Klasse der Leibniz-OS) das Abitur im
Fach Mathematik mit der Note ,,sehr gut*
ab und wurde vom Mathematikunterricht
seiner Schule freigestellt. Zwischen Volks-

bildung, Leitung der FDJ des Stadtbezirks,
Schule, Elternhaus, Harald Englisch und
der Sektion Mathematik der Karl-Marx-
Universitait wurde ein Forderungsvertrag
abgeschlossen: H. E. darf an Ubungen, Klau-
suren und Priifungen des 1. Studienjahres teil-
nehmen, um nach Ablegung des Abiturs in
den ibrigen Fachern des Mathematikstu-
diums mit dem zweiten Studienjahr zu be-
ginnen.

New York

In ,,The American Mathematics Monthly,
Vol. 74* erschien ein Bericht iiber die Berufs-
wahl bzw. den Werdegang mathematisch be-
gabter Schiiler. Um diese herauszufinden,
veranstaltet die MAA (siehe alpha 1/68 und
dieses Heft S. 34/35) alljahrlich einen um-
fassenden Wettbewerb. Was wird aus den
Schiilern, die sich dort als die besten quali-
fizieren? Antwort: Von 103 Schiilern wurden
nur 33 Mathematiker.

Dresden

Der alpha-Club der 29. OS Leipzig (5 Ar-
beitsgemeinschaften, 89 Schiiler) fiihrte in
den Winterferien eine Exkursion nach Dres-
den durch. Es wurden der Mathematisch-
Physikalische Salon und das Verkehrsmuseum
besucht. Eine Stadtrundfahrt machte die
44 Teilnehmer mit dem Aufbau der Elbe-
stadt vertraut. Hohepunkt des Tages: Be-
sichtigung des Fernsehturms (siche Beitrag
Heft 3/67, S. 78/79) unter fachkundiger Fiih-
rung von Prof. Dr. Zill, TU Dresden (siche
Foto).

Plauen

Die Mathematiklehrer der Fachkommission”

Mathematik des Kreises Plauen-Land be-
ziehen die Zeitschrift alpha in je drei Exem-
plaren. Auf numerierten Karten (Format A 6)

werden die einzelnen Aufgaben der Zeit-
schrift aufgeklebt. Gleiche Nummern tragen
die andersfarbigen Lsungskarten. Mit dieser
Kartei wird in Trainingslagern und in Zirkeln
gearbeitet.

Altentreptow

...In unserem Kreis bestehen drei Zirke!
Junger Mathematiker. Wir fassen hier, meist
nach den Kreisolympiaden, 10 bis 12 der

‘besten Schiiler zusammen und treffen uns

monatlich einmal. Dabei sind uns die alpha-
Aufgaben eine groBe Hilfe... Die nicht als
Wettbewerbsaufgaben laufenden Aufgaben
werden fast alle behandelt. Die Schiiler
suchen Losungen, werden aber vorwiegend
herangefiihrt, um sie im Finden der Losungs-
wege zu schulen. ..

Dipl.Gwl. S. Mamerow

Leipzig

Am 6. 2. 1969 verteidigte unser Redaktions-
mitglied OL H. Lohse an der Karl-Marx-
Universitit seine Arbeit: Effekt- und Ver-
laufsanalyse programmierten Lernens, unter-
sucht am Mathematikprogramm ,,Elemen-
tare Zahlenfolgen. Wir gratulieren Herrn
OL Dr. H. Lohse zu seiner Promotion.

Berlin

Wer aufmerksam durch das Zentrum Berlins
gegangen ist, wird bemerkt haben: Ein hand-
geschmiedetes Tor ist Eingang zur Staats-
bibliothek. Es trigt den Buchstaben A 72 mal.

Paris

In Frankreich wird das Abitur baccalauréat
genannt. An der Akademie von Paris gibt es
eine Spezialklasse Mathematik (classe de
mathématiques élementaires). Schiiler des
12. Schuljahres, die eine betont mathemati-
sche Bildung wiinschen, erhalten dort 9 Stun-
den Mathematikunterricht wochentlich. Eine
Aufgabe (von vier) aus dem Abitur geben wir
wieder (bewertet mit 4 Punkten von 20):

Fiir das Intervall [0, =] ist die durch die
Gleichung

fix) = cos x + %cbs 2x

definierte Funktion zu diskutieren. Kon-
struiere ihren Graphen in einem ortho-
normierten  Koordinatensystem (Einheit
2cm)! Bestimme mit Hilfe einer Tafel die
Abszisse des Punktes im BogenmaB, 'in dem
der Graph die x-Achse schneidet.
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Einfiihrung in die Elektronische Datenverarbeitung

Noch einige Bemerkungen zur Division: Die letzte
Aufgabe ,.ging auf™, das heiBt, sie lieferte ein ganz-
zahliges Ergebnis. Das wiirde natiirlich in jedem Zah-
lensystem eintreten, denn die Teilbarkeit oder Nicht-
teilbarkeit zweier ganzer Zahlen ist unabhingig vom
System. Wir untersuchen nun die Fille, bei denen der
Divisor im Dividenden nicht ganzzahlig aufgeht.
Vom Dezimalsystem sind uns folgende Méoglichkeiten
bekannt:

a) Man erhilt einen endlichen Dezimalbruch genau
dann, wenn der Divisor (natiirlich weitestgehend
gegen den Dividenden gekiirzt) nur Primfaktoren
enthilt, die auch in der Basis 10 vorkommen, also
nur 2 oder 5,z.B. 1: 8 = 0,125.

b) Man erhilt einen rein-periodischen Dezimalbruch,
wenn der Divisor weder den Primfaktor 2 noch den
Primfaktor 5 enthilt, z. B. 1:3 = 0,3.

¢) Man erhilt einen gemischt-periodischen (vorperio-
dischen) Dezimalbruch, wenn der Divisor sowohl die
Primfaktoren 2 oder 5 als auch andere enthilt, z. B.
1:6=0,16.

Die Aussagen lassen sich fiir ein beliebiges Zahlen-
system mit der Basis g — genannt g — adisches Sy-
stem — verallgemeinern, wenn man statt ,,Primfak-
toren 2 oder 5 sagt: ,,Primfaktoren, die in g vorkom-
men‘‘. Den Begriff Dezimalbruch ersetzt man durch
den Begriff g — adischer Bruch.

Aus diesem Sachverhalt folgt, daB jeder (rein- oder
gemischt-) periodische Dezimalbruch im Fiinfersystem
auch periodisch ist, aber umgekehrt jeder endliche
Dezimalbruch nicht notwendig einen endlichen Fiin-
ferbruch ergeben muB, nimlich dann nicht, wenn der
Divisor durch 2 teilbar ist.

Beispiel: Im Dezimalsystem liefert 27—0 = 0,35

eine endliche Entwicklung, im Fiinfersystem ist

T T8 in 5:  meesss .
" 70 li 40 = 0,13333... = 0,13
20 300
300 330
20 300

ein vorperiodischer Bruch.
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Die Tatsache, dall die Periodizitdt bzw. Nichtperio-
dizitit einer Bruchentwicklung vom verwendeici
Zahlensystem abhéngt, ist rechentechnisch insofern
von Bedeutung, ais dadurch die Genauigkeit des Er-

gebnisses beeintrichtigt werden kann. So kemmt es

vor, daB uns ein A utomat die bei einer Aufgabc her-
. 1 .. .
auskommende ra‘ionale Zahl 3 liefert in der Form

0,499999999 .

Mit der schriftlichen Division haben wir gleichzeitig
ein Mitiel, rationale Zahlen, die als Quotien: zweier
ganzer Zahlen gegeben sind, im Fiinfersystem darzu-
stellen. Man kodiert Zihler und Nenner um und ruhrt
die Division wie im vorigen Beispiel aus:

4 Aufgabe: Stelle ij im Finfersystem dar!

Auf die Umkodierung eines (endlichen oder perio-
dischen) Fiinferbruches in das Dezimalsysten: wollen
wir hier verzichten, weil dazu Kenntnisse dber geo-
metrische Reihen notig sind. Der fortgeschrittene
Leser moge sich das selbst iiberlegen.

1.4. Das Dualsystem

Wir hatten uns im Abschnitt 1.2. iiberlegt, daB im
Rechenautomaten jede Ziffer des verwendeten Zah-
lensystems durch einen wohlbestimmten stabilen phy-
sikalischen Zustand eines Schaltelements realisiert
werden muB. In der Absicht, die Zahl der Zustinde
zu verringern, waren wir vom Dezimalsystem auf das
Fiinfersystem gekommen. Auch fiinf verschiedene
Zustinde sind technisch noch nicht sehr zweckmiBig.
Es hat sich gezeigt, daB ein Schaltelement mit nur
zwei verschiedenen Stellungen, ein sogenanntes bista-
biles Schaltelement, am zuverldssigsten arbeitet, sei
es eine Elektronenréhre, die je nach Polung den Strom
durchlidBt oder ihn sperrt, sei es ein Halbleiter, der
dhnlich arbeitet, sei es ein elektromagnetisches Reiais,
das entweder angezogen oder abgefallen ist. Fiir ein
solches bistabiles Schaltelement hat man die anschau-
liche Bezeichnung Flipflop aus dem Amerikanischen
ubernommen. Es sagt ja oder nein, ein drittes gibt es
nicht. ,,Rechentechnischer* ausgedriickt: Es speichert
stets genau eine von zwei moglichen Informationen.



Man denke etwa an die beiden verschiedenen Ruhe-
stellungen einer Wippe:

Ja oder nein und nichts weiter bedeutet fiir unser Vor-
haben die Frage: Gibt es ein Zahlensystem mit nur
zwei Ziffern (im folgenden mit L und O bezeichnet)?
Dal es tatsichlich moglich ist, jede ganze (spiter
auch beliebige reelle) Zahl mit nur zwei Ziffern zu
schreiben, ist vielen sicher schon bekannt. Dieses
sogenannte Dualsystem wollen wir jetzt niher unter-
suchen, insbesondere seine Rechengesetze und deren
Anwendung in der Rechentechnik kennenlernen.
Setzen wir O = 0 und L = 1, so fillt es uns nach den
Umkodierungsiibungen des vorigen Abschnitts nicht
schwer, zu erfassen, daf es sich um eine Summe aus
Zweierpotenzen handelt, z. B.

LLOLOOLLL =1-28 4127 4+ 0-26 41 -25
+0-244+0-234+1-2241-241=256+ 128
+32+4+ 2+ 1=423.

Um das iiberaus einfache Einsundeins und Einmaleins
dieses Systems wiirde uns mancher Schulanfinger
beneiden. Es lautet:

O-L=L-0=0 O+L=L+0= L
L-L=L. L+L=LO

Mit diesen wenigen Elementaroperationen, in sinn-
voller Reihenfolge angewendet, beherrschen wir be-
reits das schriftliche Rechnen (die vier Grundrechen-
arten) in dem neuen System. Wir betrachten wieder
je ein Beispiel, diesmal wegen der rechentechnischen
Gesichtspunkte ausfiihrlicher als beim Fiinfersystem.
Die beiden zu verkniipfenden Zahlen seien
84 = LOLOLOO und 21 = LOLOL

Addition:

LOLOLOO 1. Summand: Augend*
+ LOLOL 2. Summand: Addend
L L Ubertrige
LLOLOOL Summe
Subtraktion:
LOLOL OO Minuend
— LOLOL Subtrahend
LLLLLL Ubertrige
LLLLLL Differenz

* Rechentechnisch macht man trotz der Vertauschbarkeit einen
Unterschied zwischen den beiden Summanden. Denn der Automat
hiilt sich an die gegebene Reihenfolge und wendet nicht, wie ein
menschlicher Rechner, gelegentlich das Kommutativgesetz an.

Multiplikand Multiplikator
LOLOLOO-LOLOL
LOLOLOO
0]
LOLOLOO
6]

LOLOLOO
LLOLLLOOLOO
Aus diesem Beispiel gewinnen wir folgende wichtige
Erkenntnis: Eigentliche multiplikative Teiloperatio-
nen, wie wir sie vom Dezimal- und auch noch vom
Fiinfersystem her kennen (2 -3 = 6;2 -4 = 13 usw.)
kommen hier gar nicht vor. Die Ziffer L im Multi-
plikator bedeutet, daB der Multiplikand einfach hin-
zuschreiben ist, eine O, daB dieser nicht hinzuschreiben
ist. Zwischendurch werden die Teilergebnisse immer
um eine Stelle verschoben, bis alle Ziffern des Multi-
plikators abgearbeitet sind, und die Teilergebnisse
werden schrittweise, d. h. jeweils nur zwei Summanden,
addiert. Ob man dabei mit der hochsten oder nied-
rigsten Ziffer des Multiplikators beginnt, ist egal.
Man muB es nur bei der Verschiebung (nach links
oder nach rechts) beriicksichtigen. Es folgt die aus-
fihrliche Darstellung:

LOLOLOO-LOLOL

Die erste linke Ziffer L. des Multiplikators
bedeutet: Schreibe den Multi-
plikanden hin und verschiebe
ihn nach links! (Jede fehlende
Einerstelle wird sofort durch
eine O ausgefiillt.)

Die nichste Ziffer O bedeutet :
Addiere nichts und

verschiebe das Zwischen-
ergebnis nach links!

Die nachste Ziffer L bedeutet :
Addiere den Muitipli-
kanden und verschiebe

das Zwischenergebnis

nach links!

Es folgt eine O, also ist das
Zwischenergebnis nur

zu verschieben :

Die letzte zu verarbeitende
Ziffer ist L, also:

Damit liegt das
Endergebnis vor:

Das Dualsystem hat also den fiir die Rechentechnik
bedeutsamen Vorteil, daB jede Multiplikationsauf-
gabe in die abwechselnd gegebenen Befehle ,,Addiere !
bzw. ,,Addiere nicht!* und ,,Verschiebe!*“ aufgeltst
werden kann. Eine Multiplikationsschaitung multi-
pliziert also gar nicht im eigentlichen Sinne, sondern
addiert im wesentlichen nur. Im nichsten Beitrag
befassen wir uns mit der Division.

Multiplikation :

LOLOLOO
LOLOLOOO

LOLOLOOO
LOLOLOOOO

4+ LOLOLOO
LLOLOOLOO
LLOLOOLOOO

LLOLOOLOOOO

+ LOLOLOO
LLOLLLOOLOO

J. Frormann
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Rechnen mit Resten

Teil 1

1. Gerade — ungerade

Hiufig begegnen uns Aufgaben, in denen es um die
Teilbarkeit ganzer Zahlen geht — Aufgaben also, die
in die mathematische Disziplin der Zahlentheorie ge-
héren. Eine einfache Aufgabe dieser Art ist:

o B1 Jemand behauptet, er kénne 30 Apfel so
unter 3 Kinder (ungleichmiBig) verteilen, daB jedes
Kind eine ungerade Anzahl Apfel erhilt. Ist das mog-
lich? Begriinde deine Antwort!

Wir ibersehen wohl alle sofort, daB eine solche Ver-
teilung nicht moglich ist. Aber wie miiite eigentlich
eine Beweisfilthrung fiir diese Unmoglichkeit aussehen?
Doch etwa so:

Gerade Zahlen g sind die durch 2 teilbaren Zahlen,
also die Zahlen der Form g = 2k, wobei k eine na-
tiirliche Zahl ist. Entsprechend haben die ungeraden
Zahlen u die Form u = 2k + 1, weil sie bei Division
durch 2 den Rest 1 lassen. Nehmen wir nun einmal an,
die Verteilung sei in der angegebenen Art doch mog-
lich, und die Apfelanzahlen fiir die Kinder seien

A, 4, und A, Dann miifite sein:

A =2k +1 Ay, =2k, +1 Ay =2k; + 1
mit natiirlichen Zahlen &, k,, k,. Die Summe wire
dann A = A; + A, + A3 = 2k, + 2k, + 2k; + 3
=2k, + k, +ks+ 1)+ 1l,alsod =2k + 1,

und dabei wire k als Summe von k|, k,, k, und 1 wie-
der eine natiirliche Zahl, 4 also ungerade. Da 30 aber
eine gerade Zahl ist, kann diese Summe A nie 30 sein.
Wir miissen also unsere Annahme, die Aufspaltung
von 30 in drei ungerade Summanden sei doch moglich,
fallen lassen.

Dieser indirekte Beweis — so nennt man Beweise, bei
denen von der Annahme des Gegenteils der Behaup-
tung ausgegangen und dann gezeigt wird, daB diese
Annahme zu einem Widerspruch fiihrt — ist freilich
ziemlich umstindlich. Manchem wird es mit Recht
so vorkommen, als hidtten wir mit einer Kanone
nach Spatzen geschossen. Obendrein ist es z. B. fiir
Schiiler der Klasse 5 gar nicht moglich, den Beweis so
zu fithren. Sie wiirden es vielleicht so machen:

Die Summe zweier ungerader Zahlen ist gerade, die
Summe aus einer ungeraden und einer geraden Zahl
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ist stets ungerade. Deshalb kann die gerade Zahl 30
nicht in drei ungerade Summanden zerlegt werden.
Allerdings stiitzt sich diese Beweisfilhrung nun wie-
derum auf — fiir den Schiiler der Klasse 5 eigentlich
unbewiesene — Sitze iiber das Rechnen mit geraden
und ungeraden Zahlen. Diese Sitze kénnen wir auch
folgendermaBen formulieren:

Bezeichnen wir einmal die Menge aller geraden Zah-
len mit G und die Menge aller ungeraden Zahlen mit
U, so konnten wir etwa schreiben U + U = G und
G + U = U,; freilich diirften wir diese ,,Addition**
nicht mit dem Vereinigen von Mengen verwechseln.
Wir rechnen gewissermaBen in einem Bereich, der
nur zwei Elemente enthilt, G und U. Die Addition,
die zwischen diesen Elementen erklirt ist, 1iBt sich
auch in Form einer ,,Tabelle mit doppeltem Eingang*

angeben: + | G U
G| G U
Uuluvu G

Selbstverstindlich 1dBt sich auch subtrahieren; wir
missen dann ,,statt in die Tabelle hinein aus ihr her-
aus gehen®. Diese Subtraktion spiegelt auch genau
wider, dal wir beispielsweise wieder eine gerade Zahl
erhalten, wenn wir von einer geraden Zahl eine gerade
Zahl subtrahieren.

Und so sieht eine Tabelle fiir die Multiplikation aus:

-1 G U
G |G G
Ul G U

Auch diese Operation IiBt sich umkehren, allerdings
nur zu U: U= U und G: U = G. Und warum ist
die Division durch G unméglich? Um diese Frage
zu beantworten, bezeichnen wir einmal den gesuchten
Quotienten mit X und versuchen es zunichst mit
U: G = X. Das bedeutet X - G = U, und ein solches
X 14Bt sich nicht finden, denn sowohl fiir X = G als
auch fiir X = U ergibt X - G wiederum G. Und wie
steht es mit G: G = X? Hier finden wir zwar ein X,
aber leider nicht nur ein einziges: Wegen U -G =
G - G = G kommt fiir X sowohl G als auch U in Frage.
Da wir aber fiir eine Rechenoperation ein eindeutiges
Ergebnis verlangen miissen, bleibt uns nichts anderes
iibrig, als auf die Division durch G ganz zu verzichten.



Noch etwas fallt bei der Division von G und U auf:
Sie ist nicht mehr direkt iibertragbar auf die Zahlen
selbst. 17 und 3 z. B. sind ungerade Zahlen, ihr Quo-
tient 17 : 3 aber ist weder gerade noch ungerade. Eine
solche Eigenschaft kann ja nur ganzen Zahlen zukom-
men, und 1—37 ist nun mal keine ganze Zahl. Es ist
also schon notwendig, mit den Mengen G und U zu
arbeiten und nicht mit den Zahlen selbst. Bei diesem
Rechnen handelt es sich im Grunde um das Arbeiten
mit den sogenannten Restklassen modulo 2. Was das
ist, und welche Bedeutung dieses Rechnen sonst noch
hat? Dazu miissen wir etwas weiter ausholen. Es wird
aber gut sein, wenn wir uns zuvor zur Ubung einmal
selbst an den folgenden Aufgaben versuchen:

4 Al Peter sagt zu seinem Vater: ,Ich weil ein
Kunststiick. Jeder von uns beiden hat 30 Streich-
hoélzer zur Verfiigung und nimmt einige davon in die
Hand. Du sagst mir, ob die Anzahl der Streichhdlzer,
die du in die Hand genommen hast, gerade oder unge-
rade ist. Ich werde dir dann, ohne nachzuzihlen,
sagen, ob die Gesamtzahl der iibriggebliebenen Streich-
holzer gerade oder ungerade ist*. Wieso weill Peter
das?

A A2 Peter sagt zu seinem Freund: ,Nimm in
eine Hand eine gerade, in die andere eine ungerade
Anzahl Streichhélzer! Verdopple in Gedanken die
Anzahl in der linken Hand, verdreifache die Anzahl
in der rechten Hand, addiere beides und nenne mir
das Ergebnis! Ich werde dir dann sagen, in welcher
Hand du die gerade Anzahl hast!“ Wie macht Peter
das?

2. Kongruenz — einmal nicht geometrisch

Das grundlegende Werk der modernen Zahlentheorie
sind die berithmten Disquisitiones arithmetica (Arith-
metische Untersuchungen) von Car! Friedrich Gauf,
die dieser als erst Einundzwanzigjéhriger geschrieben
hat; allerdings sind sie erst drei Jahre spiter, nimlich
im Jahre 1801, erstmalig im Druck erschienen. Der
Zahlentheorie galt ja die besondere Liebe von GauB,
und so wie man ihn spiter als Princeps mathemati-
corum — als Fiirst der Mathematiker — bezeichnete,
so nannte er die Zahlentheorie Kénigin der Mathema-
tik. Er meinte auch, daB ,,alle diejenigen, die diese
Wissenschaft ernstlich studieren, eine Art Leiden-
schaft dafiir fassen“.

In dem genannten Buch fiihrt Gauf eine Beziehung
zwischen ganzen Zahlen ein, die als Kongruenz be-
zeichnet wird. Hiufig nennt man sie auch zahlentheo-
_retische Kongruenz, um sie deutlicher von der Kon-
gruenz in der Geometrie, der bekannten Deckungs-
gleichheit, zu unterscheiden. Dieser Begriff und auch
die von Gauf gewihlte symbolische Schreibweise
sind nun duBerst zweckmiBig und deshalb fruchtbar

fiir die weitere Entwicklung der Zahlentheorie ge-
worden. Der Mathematiker Edmund Landau (1877 bis
1938) soll darum gesagt haben: ,,Wenn Gauf nichts
anderes getan hitte als diese Bezeichnung einzufiihren,
wire er schon ein groBer Mathematiker gewesen‘.
Die zahlentheoretische Kongruenz zweier ganzer
Zahlen g und b bedeutet, daBl a und b bei der Division
durch eine gegebene natiirliche Zahl m, die man Mo-
dul der Kongruenz nennt, denselben Rest lassen. So
ist beispielsweise 17 kongruent mit 42 nach dem
Modul 5, dennesistja 17 =3 -5+ 2 und

42 = 8 -5 4 2, 17 und 42 lassen also bei Division

_durch 5 denselben Rest 2. Man schreibt dafiir

17 = 42 mod 5, auch kiirzer 17 = 42 (5),
und spricht ,,17 kongruent 42 modulo 5¢.

Allgemein kOnnen wir sagen:

Fiir ganze Zahlen a, bund m mitm > 1 gilta = b(m)
genau dann, wenn es ganze Zahlen k und / gitt mit
a=k-m+rundb =1/-m+ r. Fiir die ganze Zahl
r, den Rest, gilt dabei 0 < r < m, doch ist diese Ein-
schrinkung fiir die Erklirung der Kongruenz eigent-
lich nicht nétig. (Warum?) Speziell kann man natiir-
lich auch immer schreiben @ = r (m) und b = r (m).

Weitere Beispiele:
4 B2 79 =14(13) 34 = 4(6) 56 = 0(8)
Wihrend 17 = 42 (5) gilt, sind 17 und 42 beispiels-
weise nicht kongruent nach dem Modul 7, denn es
istjal?7=2-7+ 3, aber 42 = 6 - 7 + 0. Man sagt
auch, daB 17 und 42 inkongruent modulo 7 sind und
schreibt 17 £ 42mod 7 bzw. 17 % 42 (7).
Bisher haben wir uns in unseren Beispielen immer auf
natiirliche Zahlen a und b beschriankt. Die Erklarung
der Kongruenz gilt aber fiir alle ganzen Zahlen,
schlieBt also auch negative mit ein. So ist beispiels-
weise —33 = 55 (11) und —18 = 0 (9). Bei Resten,
die von 0 verschieden sind, muB3 man allerdings auf-
passen. Es ist nicht etwa —35 = 57 (11), sondern bei-
spielsweise —31 = 57 (11), weil sowohl —31 als auch
57 bei Division durch 11 den Rest 2 lassen:
—31=(3)-11 +2und57 =511 + 2.
4 B3 —39=11() 71 = —1(8)
—22=-50(4
Leichter iibersehbar wird oftmals der Sachverhalt —
besonders bei Beteiligung negativer Zahlen —, wenn
man etwas umformt: a = b (m) bedeutet ja nach der
Erklirung der Kongruenz a = k-m + r und b =
{-m + r. Durch Subtraktion erhilt man aus diesen
Gleichungen a — b = (k — /) m, und da mit k und /
auch k — / eine ganze Zahl ist, folgt aus a = b (m),
daBl @ — b durch m teilbar ist. Wie wir uns leicht
selbst iiberlegen konnen, gilt auch umgekehrt: Ist
a — b durch m teilbar, so lassen a und b bei Division
durch m denselben Rest. Deshalb ist a = b (m) gleich-
bedeutend mit m | (a — b) (,,m teilt a — b*), wofiir
wir freilich auch schreiben kénnen a — b = 0 (m). So
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ist fiir unsere Beispiele B3 — 39 — 11 = —50 durch
S eilbar, 71 — (—1) = 72 durch 8 und —22 — (—50)
28 durch 4. '
Bemerkenswert ist nun, daB mit zahlentheoretischen
Kongruenzen weitgehend so gearbeitet werden kann
wie mit Gleichungen. DaBl man die Seiten einer solchen
Kongruenz vertauschen kann, ist offensichtlich: Mit
a =h (m) ist auch b = a (m). Ferner folgt aus
a=b(m)und b = ¢ (m) auch a = ¢ (m). Es gilt aber
noch weit mehr, etwa:
() Aus a; = b,(m) und a, = b,(m) folgt stets
a, + ay = by + by(m).
Dazu zunichst ein Beispiel:
4 B4 47 = 5(7) und 25 = 53 (7), aber auch
72 = 58 (7).
Der Beweis dafiir, daB eine solche seitenweise Addition
zahlentheoretischer Kongruenzen allgemein gestattet
ist, ist recht leicht:
a; = b, (m) bedeutet a; — b; = k - m ) mit ganzen
a, = b, (m) bedeuteta, — b, =1 -m } k, [
Addition dieser beiden Gleichungen liefert
(ay + a)) —(by + b)) = (k + Dm,
also gerade die Behauptung, weil mit & und / auch die
Summe k + / eine ganze Zahl ist. Ebenso leicht fol-

gert man
(1) a, —a, = b; — b, (m) und
(A1) a, - a, = b, - b, (m).

Das Rechnen mit Kongruenzen, das auf diesen Tat-
sachen beruht, ist wichtig fiir fast alle Teilgebiete der
Zahlentheorie. Es verhilft auf verhiltnismiBig ein-
fache Weise zu Ergebnissen, die man anders nur sehr
umstdndlich erreicht. Zwei Aufgaben sollen uns den
Vorteil dieses Rechnens deutlich machen:

4 B 5 Gesucht ist der Rest, den die Zahl

z = 4543'° + 37 bei Division durch 5 14Bt.

Es ist 4543 = 3(5), demnach 4543 = 9(5), also
4543% = 4(5). Ebenso erhilt man 4543% = 2(5) und
4543* = 1(5), daraus durch Quadrieren 4543% = 1(5),
dann 4543'% = 1(5) und schlieBlich wegen 4543'° =
14543'¢ - 45433 und 37 = 2(5) das Ergebnis
4543 + 37 =1-2 + 2(5).

Die Zahl z hat also den Fiinferrest 4.

2ln - 4
14n - 3
ganze Zahl n gekiirzt werden kann.

Den Beweis fithren wir wieder indirekt, d. h., wir neh-
men zunichst an, der Bruch wire doch fiir irgendein
zu kiirzen. Die Kiirzungszahl set dabei ¢ > 1. Dann
miiBte gelten 21n + 4 = 0(q) und 14n + 3 = 0(9).
Nach den Regeln fiir das Rechnen mit Kongruenzen
wire dann-auch 77 + 1 = 0(g) (Subtraktion, [II])
und damit 14n + 2 = 0(g) (Verdoppeln, [I] mut
a, = a, und b; = b,).

Daraus und aus 14n + 3 = 0(q) folgt aber (wiederum
durch Subtraktion) 1 = 0(g), und das ist nicht mog-

4o B6 Es ist nachzuweisen, daB fiir keine
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lich. Unsere Annahme, der Bruch sei fiir irgendein n
zu kiirzen, muB also fallengelassen werden, weil sie
zu einem Widerspruch filthrt. Wie wire es nun, wenn
wir zunidchst einmal wieder einige Aufgaben selb-
stindig zu 16sen versuchten? Hier einige Vorschlige:
4 A3 Zu beweisen ist: Die Summe zweier aufein-
anderfolgender Potenzen von 2 (mit natiirlichen Expo-
nenten » = 1) ist stets durch 6 teilbar.

4 A 4 Man bestimme die letzten zwei Ziffern der

Zah] 9%°.

s A5 Einige von 20 Bogen Papier wurden in 4 Teile
zerschnitten. Sodann wurden einige der zerschnittenen
Bogen nochmals in 4 Teile zerschnitten usw. Als man
alle so entstandenen Papierbogen zihite, erhielt man
451. Man beweise, daB falsch gezihlt worden ist!

G. Lorenz

Mit Bleistift und Lineal

s 412 Gegeben ist die Strecke 4B und eine zu AB
parallele Gerade g. Die Strecke 4B ist unter Verwen-
dung von Bleistift und Lineal (ohne MaBeinteilung)
zu halbieren. Bei Konstruktion des Halbierungs-
punktes von AB unter Mitverwendung von g sind nur
die Tiatigkeiten Schneiden und Verbinden zulissig.

A B

4 413 Gegeben ist die Strecke AB und eine zu AB
parallele Gerade g. Die Strecke AB ist unter den glei-
chen Nebenbedingungen wie oben zu verdoppeln.

r )

A 8

E. Schréder

(Lésungen siehe in diesem Heft auf Seite 68.)



Bange machen gilt nicht!

Modell

eines geometrischen Extremwertproblems

Wir wollen euch heute eine geometrische Auf-
gabe vorstellen, die wir gemeinsam ldsen
werden, und an der wir zeigen, wie man ein
geometrisches Problem etwa anpacken kann.
Wir erwarten eure aulmerksame und aktive
Mitarbeit.

4 Dies ist unsere Aufgabe:

Einem spitzwinkligen Dreieck A ABC ist ein
weiteres Dreieck A DEF so einbeschrieben,
daf D zwischen B und C, E zwischen A und C,
F zwischen A und B liegt. Das Dreieck A DEF
wollen wir ,,Indreieck* nennen. Welches von
allen méglichen Indreiecken besitzt den klein-
sten Umfang?

Wir fertigen uns zunichst eine Uberlegungs-
figur an.

c

>

F B

Um etwas iiber die Linge des Umfangs eines
der vielen moglichen Indreiecke aussagen zu
konnen, ist es sicher giinstiger, den Umfang
des betrachteten Indreiecks als eine einzige
Strecke darzustellen. Wir gehen dabei in
drei Schritten vor.

1. Schritt:

Wir spiegeln zunichst den Punkt F des
Indreiecks A DEF einmal an der Geraden AC,
zum anderen an der Geraden BC als Symme-
trieachse. (Fiihre alle Konstruktionen selb-
stindig aus!)

¢

f'
AN\
X

A
Die Punkte F’ und F" seien die durch diese
beiden Spiegelungen erhaltenen Bildpunkte
von F. Wir verbinden C mit F, C mit F', C
mit £, E mit F' und D mit F".

Auf Grund der Symmetrieeigenschalten gilt
nun
X FCA ~ ¥ ACF =y,; ¥ FCB -- ¥ BCF’
72t X ACB =y — 3 : 75 EF = EF;
DF = DF";CF = CF = CF".
Aus den Eigenschaften der angefiihrten Win-
kel folgt
X FCF' = 2y. (Beweise das!) Der Winkel
% F'CF" ist somit konstant und gleich 2y fiir
jede mogliche Lage des Punktes F. Aus den
Eigenschaften der angefiihrten Strecken folgt,
daB der Umfang des Indreiecks DEF gleich
der Linge des Streckenzuges FEDF’ ist.
(Beweise das!)

2. Schritt:

Wir halten den Punkt F fest. Die Lage der
Punkte D und E verindern wir so, daB die
Punkte F', E, D und F" auf einer Geraden
liegen.

Der Umfang des von uns betrachteten In-
dreiecks DEF ist dadurch kleiner geworden,
denn die Strecke F'F' ist kleiner als jeder
Streckenzug zwischen ihren Endpunkten.
Daher hat unter allen Indreiecken mit dem
festen Punkt F dasjenige Dreieck A DEF den
kleinsten Umfang, bei dem die Punkte D und
E auf der Geraden F'F” liegen.

FI

A F 8

Auf Grund unserer Konstruktion liegen die
Punkte F und F' beziiglich der Goraden AC
spiegelbildlich zueinander. Jeder Punkt der
Symmetrieachse ist von zwei symmetrischen
Punkten gleich weit entfernt. Es gilt also
EF = EF'. Aus dhnlichen Uberlegungen folgt
ferner DF  DF".

Die Symmetrieachse zweier Geraden halbiert
den Winkel zwischen den beiden Geraden.
Folglich gilt x ACF' = ¥ ACFund ¥ BCF"
= & BCF. Da der Punkt C Schnittpunkt

beider Symmetrieachsen ist, gilt weiterhin’

CF = CF = CF'; das Dreieck A F'F'C ist
somit gleichschenklig, und der Dreiecks-
winkel ¥ F'CF" ist gleich 2y.

Der Umfang des von uns betrachteten In-
dreiecks A DEF ist demnach gleich der Linge
der Basis des gleichschenkligen Dreiecks
AFFC.

3. Schritt:

Wir verindern die Lage des Punktes £ so,
dall CF Hohe des Dreiecks A ABC ist. Die
Schenkel des gleichschenkligen Dreiecks

A FF"C sind am kiirzesten, wenn der Punkt F
FuBpunkt der Hohe CF ist. (Begriinde das')
Mit einer kleiner werdenden Schenkellinge
wird aber auch die Basis F'F” kleiner. Daher
hat das Indreieck A DEF dann den kleinsten
Umfang, wenn F HéhenfuBBpunkt ist und die
Punkte D und E auf der Geraden F'F” liegen.

Fl

A F B

Es ist leicht nachzuweisen, daB3 die Punkte D
und F in diesem Fall auch HéhenfuBpunkte
sind. (Fiihre diesen Beweis aus!) Das Ergeb-
nis unserer Untersuchungen lautet also:
Von allen Indreiecken eines gegebenen spitz-
winkligen Dreiecks A ABC hat das aus den
FuBpunkten der drei Hohen gebildete Drei-
eck den kleinsten Umfang.
Die hier dargestellte Losung der Aufgabe
stammt sinngemiB von dem bekannten unga-
rischen Mathematiker Fejer, der diese Losung
als Student gefunden hatte.
Wir hoffen, daB ihr am Knacken dieser recht
harten NuBl neben der angestrengten Arbeit
auch etwas Freude hattet.

Th. Scholl
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Ein Zirkelnachmittag

iiber ,,18. Mathematischer Jahreswettbewerb

der USA¥, alpha 1/68

Wir beschiftigen uns mit Aufgaben dieses
Beitrags an einem Zirkelnachmittag, um
Hilfsmitte] und Methoden kennenzulernen,
mit denen man bei einem solchen Wettbe-
werb, bei dem von den zu jeder Aufgabe an-
gegebenen finf Ergebnissen a, b, ¢, d und e
jeweils genau eines als richtig anzukreuzen
ist, bestehen kann. Wir beschiftigen uns
mit dem mathematischen Wettbewerb der
USA, um die Bemerkung der Redaktion
alpha: Dieses Prinzip hat fiir die Auswertung
enorme Vorteile, fiir die objektive Messung
der tatsdchlich gezeigten Leistung allerdings
auch Nachteile zu verstehen. Wir beschifti-
gen uns damit, um zu erkennen, warum wir
diese in den USA gepflegte Form der Durch-
fihrung von Mathematik-Olympiaden nicht
ibernehmen kdnnen.

Wir werden bei der ,,Ldsung* ausgewihlter
Aufgaben iiberrascht sein, mit welchen ein-
fachen, wenig exakten Schliissen oft das
richtige Ergebnis aussortiert werden kann.
Natiirlich werden wir solche ,,Losungswege**
beschreiten, die entscheidend die besonderen
Bedingungen dieses Wettbewerbes ausnut-
zen!

1. Um z. B. zu entscheiden, in welches der
finf mit a bis e benannten Ergebnisse (siche
Aufgabe 2 des zitierten Beitrags)

a b c d e
2 2x 2y
1 2xy 2% +2 2xp+— —+—
xy y x
sich fir x + 0 und y % 0 der Term
2+1 P41 P—1 py—1
TGy =—— =
y y x

umformen laBt, geniigt es, fiir x und y spe-
ziclle Zahlen einzusetzen. Wir wihlen nach
kurzer Uberlegung x = y = 2. Damit er-

gibt sich
2 2 92 _ 2 _
T(2;2)=2 +1 2241 221 21
2 2 2 2
505 . 3 3
2 2 2 2
=38,5.

Die Ergebnisse a, b und ¢ scheiden jetzt sofort
aus, weil sich bei dieser Belegung der Va-
riablen bei diesen mit Sicherheit eine natiir-
liche Zahl ergibt:
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x=y=2
a
b % natiirliche Zahl
d 2-2 2+i=85
2:2 ’
e 2-2 2-2
-~ —— =4
2 + 2

Da bei jeder Aufgabe genau eines der an-
gegebenen Ergebnisse richtig ist, kann nur
und muB gelten:

2+1 Y +1 Rl Bl

x y y x

Ein Teilnehmer an diesem Wettbewerb hitte
auf seinem gedruckten Antwortzettel bei
dieser Aufgabe nur das Ergebnis d anzu-
kreuzen. Von ihm wird ja kein Losungsweg
verlangt!

= 2xy+ 1
xy

2. ,Einem gleichseitigen Dreieck von der
Seitenlinge s ist ein Kreis, diesem wiederum
ein Quadrat einbeschrieben. Der Flichen-
inhalt des Quadrates ist durch s auszudriicken.
Welche der fiinf angefihrten Losungen ist
richtig? (siche Aufgabe 3)

a b c d e
£ £ &2 23 2
24 6 6 3

Hier zeichnen wir mittels Zeichendreieck
(30°—, 60°— und 90°— Winkel) und Lineal
ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite
s = 10 cm. Den zugehdrigen einbeschriebe-
nen Kreis zeichnen die meisten mit dem
Zirkel einfach durch Probieren. Nur einige
von uns iiberlegen sich, daB der Mittelpunkt
dieses Kreises der Schnittpunkt zweier Sym-
metrieachsen (mittels Zeichendreieck wie-
derum einfach zu zeichnen) dieses Dreiecks
ist und daB sein Radius der kiirzere Ab-
schnitt dieser Symmetrieachsen ist. SchlieB-
lich werden zu dem Kreis wiederum mittels
Zeichendreieck zwei aufeinander senkrecht
stehende Durchmesser gezeichnet. Die End-
punkte dieser Durchmesser dienen als Eck-
punkte des gesuchten Quadrates. Die Seite
des Quadrates wird nunmehr zu 2 ~ 4 cm
gemessen. Nach der Formel 4 = & ist damit

der Flicheninhalt des Quadrates bestimmt
zu A =~ 16 cm?. SchlieBlich wird in den fiinf
angegebenen Ergebnissen jeweils noch fiir
s 10 cm eingesetzt:

s = 10cm

100 2 2
a >4 cm’ =~ 4cm
b 100 cm?® = 17 cm?

6
c %‘/—icm2 =~ 24 cm?
d 1006ﬁ cm? = 29 cm?
e %—o cm? = 33 cm?

Abb. 1

Mittels dieser primitiven Zeichen-Mef3- und
Rechenmethode entscheiden wir, daB nur das
Ergebnis b richtig sein kann.

3. Analog laBt sich die folgende Aufgabe
16sen, wie der Leser mithelos selbst feststellen
wird: ,,Gegeben ist ein Dreieck, dessen Um-
fang p cm und dessen Flicheninhalt k cm?
betrigt. Der Inkreis dieses Dreiecks habe den

Radius ¢ cm. Es ist der Quotient % durch

den Inkreisradius auszudriicken. Aus den
finf angegebenen Ldsungen ist die richtige
herauszufinden.* (siche Aufgabe 4)

a b

V2 2
e Je
An dieser Aufgabe wollen wir eine andere
wichtige Kontroliméglichkeit erproben, die
in diesem Falle von den angegebenen Ergeb-
nissen immerhin drei auszuschalten gestattet :

Il
N (e

(* Der Quotient ist unabhangig von g.)



Die gesuchte Formel zwischen Umfang,
Inkreisradius und Flicheninhalt eines Drei-
ecks gilt nicht nur fiir die MaBzahlen dieser
GroBen in Zentimeter, sondern auch fiir die
MaBzahlen dieser GroBen in jeder anderen
Lingeneinheit. Wir wiahlen als zweite Lin-
geneinheit 1 mm. Der Umfang unseres Drei-
ecks betrage jetzt p° mm, der Inkreisradius
¢ mm und der Flicheninhalt X’ mm?. Zwi-
schen alten und neuen MaBzahlen bestehen
die Beziehungen p’ = 10 - p, ¢ = 10 - g und

k'’ = 100 k. Fir den Quotienten i, gilt
damit
1—,:_, = TIO% = % % Andererseits

gilt fiir die fiinf angegebenen Ergebnisse:

MaBzahlen in mm

. 2 _J2 L
o’ 100 10 o
b 2 _ 1.2
Jo T 10 Je
2 2 1 2
c - =———=_—"=
o' 10-¢ 10 ¢
Q' 10- ¢ e
A

e Der Quotient ist una,bhang ;F
von g, d.h, es gllt ¥ l-
Durch Vergleich ergibt sich, daB nur noch a

oder c¢ das richtige Ergebnis sein kann.

4. Mittels Zeichnen, Messen und Peilen 148t
sich auch die folgende Aufgabe im amerika-
nischen Stile ,,16sen**:

,,Der Umfang eines Rechteckes ABCD be-
tragt 20 cm. Es ist die MaBzahl der kieinsten
Diagonale AC eines solchen Rechtecks, die
moglich ist, zu ermitteln. Entscheiden Sie,
welche der angegebenen fiinf Losungen rich-
tig ist!** (sieche Aufgabe 5)

a b [¢ d e
0 /50 10 /200 keine der Zahlen a bis d

Die Summe der Katheten (der dem rechten
Winkel anliegenden Seiten) des rechtwink-
ligen Teildreiecks ABC eines solchen Recht-
eckes betrigt also 10 cm. Auf Millimeter-
papier, zumindest jedoch auf Kastchenpapier
zeichnen wir einen rechten Winkel und mar-
kieren auf seinen Schenkeln Paare von Ka-
theten zulissiger Dreiecke ABC.

Durch Messen der zulissigen Hypotenusen
(der dem rechten Winkel gegeniiberliegenden
Seiten) erkennen wir, daB offenbar diejenige
im zuldssigen rechtwinklig-gleichschenkligen
Dreieck die kiirzeste ist. Nach dem Pytha-
goreischen Lehrsatz crgibt sich die MaBzahl
ihrer Lange zu /5" - 5° = \/50. Bei dieser
Aufgabe wird also das Ergebnis b als richtig
angekreuzt.

5. AbschlieBend wollen wir noch die folgende
Aufgabe mittels eines Diagrammes l6sen

(siche Aufg. 10). ,,Zwei Kerzen gleicher Lange
sind aus verschiedenen Rohstoffen herge-
stellt. Werden beide Kerzen zur gleichen Zeit
angeziindet, so brennt die eine in drei, die
andere in vier Stunden voéllig ab. Um welche
Uhrzeit miissen beide Kerzen zugleich ange-
ziindet werden, so daB um 16 Uhr ein Ker-
zenstumpf doppelt so lang wie der andere

ist.**
a b c d e
1324 1328 1336 1340 1348

als Losungsweg ausscheidet. — Zum SchiuB
des Zirkelnachmittags entscheidet jeder Zir-
kelteilnehmer fiir sich allein, ob bei der von
uns als drittes Beispiel betrachteten Aufgabe
das Ergebnis a oder ¢ das richtige ist. (Jeder
alpha-Leser moge dies auch tun, um das
Folgende zu verstehen.) Wir sehen uns die
Zettel an, mittels denen der einzelne Schiiler
seine Entscheidung fillte. Wir lassen uns die
Uberlegungen nennen, die der eine oder
andere hierbei anstellte. In dem anschlie-
Benden Gesprich kommt zum Ausdruck:

Abb. 3

Diagramm der
Ersatzkerze

Diogramm der in 3h
abbremenden Kerze
Diagramm der in 4h
abbrenmenden Kerze

Auf kariertem Papier wihlen wir eine orien-
tierte Gerade als Zeitachse, wobei wir zweck-
miBig 6 Kistchenlingen einer Stunde ent-
sprechen lassen. Senkrecht zur Zeitachse wer-
den die jeweiligen Kerzenstumpflingen ab-
getragen. Da nach halber (2/3) Brenndauer
die Stumpflinge noch die halbe (2/3) Kerzen-
linge betrigt, wird das Abbrennen einer
Kerze in unserem Diagramm offenbar jeweils
durch eine Strecke beschrieben.

Um 16% kann nur die langsamer abbrennendc
Kerze doppelt so lang sein-wie die schneller
abbrennende. Um diesen Zeitpunkt auf unse-
rer Zeitachse richtig festzulegen, verdoppeln
wir in jedem Zeitpunkt die Stumpflinge der
schneller abbrennenden Kerze. Mit anderen
Worten: Wir stellen das Abbrennen einer
dritten Kerze mit verdoppelter Ausgangs-
lange und der Brenndauer 3 h graphisch dar.
Durch das Hinzunehmen der dritten Kerze ist
der Zeitpunkt 16% Uhr auf unserer Zeitskala
leicht festzulegen: Es ist der Zeitpunkt, in
dem die Ersatzkerze gleichlang mit der in
4h abbrennenden Kerze ist. Von dieser
Stelle der Zeitachse aus kotieren wir nunmehr
die Zeitachse, wobei eine Kaistchenlinge
jeweils 10 Minuten entspricht. Die gesuchte
Antwort lautet: Ergebnis c ist das richtige!
Im AnschluB an die Behandlung dieser Auf-
gaben machen wir uns Gedanken dariiber,
wie der Aufgabensteller unsere wenig exak-
ten Losungswege ausschalten kénnte. So er-

gibt sich z. B. bei unserem 5. Beispiel, daB .

hier durch Vorgeben von finf dichter bei-
einander liegenden Uhrzeiten als in Frage
kommende Ergebnisse die Diagrammethode

13% g400

Wir wissen: Bei unserer Mathematik-Olym-
piade wird bei der Losung einer Aufgabe
Wert gelegt auf klare Gedankenfiihrung,
exakte Schlisse und Begriindungen sowie
auf logisch einwandfreien, iibersichtlichen
Aufbau. Sehr elegante exakte Ldsungen fin-
den besondere Anerkennung.
Wir erkennen: Da die Einhaltung dieser For-
derungen bei der ,,USA-Form* der Mathe-
matik-Olympiaden nicht garantiert ist und
mittels des allein mit Kreuzen versehenen,
ansonsten vorgedruckten Antwortzettels das
MaB der Einhaltung bzw. Nichteinhaltung
dieser Forderungen iiberhaupt nicht kontrol-
liert werden kann, miissen wir diese ,,USA-
Form* der Mathematik-Olympiaden ableh-
nen.

W. Trdger

Wichtiger Hinweis

Auf vielfachen Wunsch ver6ffentlichen wir
in Heft 4/69 die Aufgaben der Schulolympiade
1969/70.
In Heft 1, 2 und 3/69 verdffentlichten wir
die Aufgaben der Kreis-, Bezirks- und DDR-
Olympiade 1968/69.
Das Heft 6/69 wird um acht Seiten in seinem
Mittelteil erweitert. Mit ihm erhalten unsere
Leser eine vollstindige, in sich geschlossene
Dokumentation der Lésungen der Aufgaben
der VIII. Olympiade Junger Mathematiker
der DDR.

Redaktion alpha
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VIII. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

DDR-Olympiade (28. 3. bis 1. 4. 1969)

Aufgaben

Olympiadeklasse 10

1. a) Beweisen Sie, daB fir jedes Dreieck der
folgende Satz gilt: Das Produkt der Lingen
a und b zweier Dreiecksseiten ist gleich dem
Produkt aus der Linge h der der dritten
Dreiecksseite zugeordneten Hohe und der
Linge d des Umkreisdurchmessers dieses
Dreiecks.
b) Folgern Sie aus diesem Satz die Bezichung
a‘b-c

F = , wobei F der Flicheninhalt des

Dreiecks und ¢ die Linge der dritten Drei-
ecksseite sind!

2. Gegeben seien zwei reelle Zahlen @ und b
mita % bund ab > 0. Man untersuche, ob fir

x = l(g + 1—)) der Ausdruck
2'b a

= M existiert!
NEED ﬁ_—_l
Ist dies der Fall, so driicke man s weitgehend
vereinfacht durch a und b aus, in diesem
Falle rational!

3. In einer Ebene ¢ sei k ein Kreis mit gegebe-
nem Radius r; ferner sei eine natiirliche Zahl
n = 2 gegeben. Ein Durchmesser PQ von k
werde in n gleiche Teile geteilt; die Teilpunkte
seien R,, ..., R,_;,so daB PR, = R\R, = ...
= R,_; R._; = R,_, O gilt. Eine der beiden
Halbebenen, in die ¢ durch die Gerade g P

zerlegt wird, sei H genannt, die andere HQ
Dann sei c; der in H gelegene Halbkreis iiber
PR, ferner ¢;" der in H' gelegene Halbkreis
iiber R;Q, sowie schlieBlich b, die aus ¢; und

’

¢, zusammengesetzte Kurve (i = 1, ...,

Man berechne die Inhalte der Flachenstiicke,
in die die Kreisfliche durch je zwei benach-
barte Kurven b, ..., b,_, bzw. durch b, bzw.
b,.; und den jeweiligen Halbkreis (siehe
Abb.) zerlegt wird!

4. Im Innern eines Quadrates A BCD mit der
Seitenldnge a seien 288 Punkte gelegen. Es
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soll eine Anzahl von Parallelen zu 4B derart
gezogen werden, daB auf ihnen durch die
Strecken AD und BC jewéils (zu AB parallele)
Strecken abgeschnitten werden. Ferner soll
von jedem der 288 Punkte auf genau eine
der Parallelen das Lot gefillt werden.

Man beweise: Bei jeder Verteilung der 288
Punkte im Innern des Quadrates ist es mog-
lich, die Parallelen und die Lote so zu wih-
len, daB die Summe L der Lingen aller dieser
Parallelstrecken und aller dieser Lote kleiner
als 244 wird.

5. Man ermittle alle reellen Zahlen x, die die
Gleichung
4 -logyx + 3 = 2 - log,2 erfiillen!

6. Die Abbildung zeigt einen Wiirfel
W = ABCDEFGH mit der Kantenlange a.
In den Seitenflichen 4BCD, ABFE, ADHE,
BCGF, DCGH, EFGH von W sind kanten-
parallele Quadrate A4,B,C,D,, A,B,F,E,,
A3D3H\E,, B,C,G,F,, DsCsGsHs, EcFGsH
einer Kantenlinge x < a und mit den Mittel-
punkten M,, ..., M gelegen und zwar so,
daB die drei Geraden guy,m, Zy;m,: Enmsm,
kantenparalle! verlaufen und sich in einem
und demselben Punkt schneiden.

A

Aus W werden nun die drei Quader
4,B,C,D,EFGeHe, A;B,F,E;DsCsG,H,
A3 Dy H E,B,C,GF, herausgeschnitten. Fir
welchen Wert von x hat der entstehende
Restkérper das halbe Volumen des urspriing-
lichen Wiirfels?

'Olympiadeklasse 11/12

1. Jeder nicht negative periodische Dezimal-
bruch reprisentiert eine rationale Zahl, die

auch in der Form £ dargestellt werden kann
q

(p und g natiirliche Zahlen und teilerfremd,
p 2 0, g > 0). Nun seien a,, a,, a; und g,
Ziffern zur Darstellung von Zahlen im deka-
dischen System. Dabei sei @, * a; oder
a, + a,. Beweisen Sie:

Die Zahlen
2,=0,8,0,a3a,=0,a,0,a;0,0,0,0a,, ...

5, =0a,a,a,a;

z3=0aya,a,a,

z,=0,3,a3a,a, haben in

der obigen Darstellung‘g stets gleiche Nenner.
2. In einer Ebene ¢ liege ein Kreis & mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius r. Als
,.Spiegelung am Kreis k* bezeichnet man die
folgende Abbildung, durch die jedem Punkt
P + M aus ¢ ein Punkt P’ aus & zugeordnet
wird:

(1) P’ liegt auf dem von M ausgehenden und
durch P verlaufenden Strahl.

(2) Esist MP - MP' = r.

a) Konstruieren Sie zu einem beliebig im
Innern von k gegebenen Punkt P + M den
Spiegelpunkt P’!

b) Es sei ein weiterer Kreis k, beliebig ge-
geben, jedoch so, daB M auBerhalb von &,
liegt. Konstruieren Sie k;, d.h. die Menge
aller Spiegelpunkte P’ der Punkte P von k, !

3. Eine Menge M von Elementen u, v, w, ...
heiBt eine Halbgruppe, wenn in ihr eine
Operation definiert ist, die jedem geordneten
Paar (v, v) von Elementen aus M eindeutig
ein Element w aus M zuordnet (man schreibt
u o v = w) und wenn diese algebraische Opera-
tion assoziativ ist, d. h. wenn fiir alle Elemente
u, v, w aus MM gilt:
(UoV)ow=1uo(vew

Es sei nun ¢ eine positive reelle Zahl und es
sei M die Menge aller nicht negativen reellen
Zahlen, die kleiner als ¢ sind. Fiir je zwei
Zahlen u, v aus M werde definiert :

u+v
U,V =—.

uv
1+ =
é

Man untersuche

a) ob M eine Halbgruppe ist;

b) obdiese Halbgruppe regulir ist,d.h.obaus
U o vy =u ov,Sstets v, = v, und aus
vy o = v, - u ebenfalls v, = v, folgt.

4. Losen Sie das Gleichungssystem
|log, (x + y) | + |logs (x—y) | = 3
xy =3
5. Beweisen Sie, da@ fiir alle reellen Zahlen x
gilt: i
sin5x = 16 sinx - sin{x— §)

, T, . 2 2n
csin(x+ =) - sin(x- —) - (x + —).
( 5) sin(r S)( 5)

6. Es seien n eine positive ganze Zahl, 4 eine
reelle Zahl und f(x) ein Polynom (ganze
rationale Funktion) mit reellen Koeffizienten
vom Grade n, das keine reellen Nullstellen
besitzt. Man beweise, daB dann auch das
Polynom

F(x) = fx) + h-f(x) + K - f'(x) + ...
+ K- f™ (x) keine reellen Nullstellen hat!



Erste Preise wurden vergeben:

GERHARD SPENS
Humboldt-OS Erfurt (EOS)
(Olympiadeklasse 10. Vorbereitungsklasse)

THOMAS JENTSCH
EOS .,August Hermann Franke*, Halle

(Olympiadeklasse 10, Vorbereitungsklasse)

WOLFGANG BURMEISTER
EOS Dresden - Siid. (Olympiadeklasse 11,
EQS) Schiiler einer 10. Klasse

Zweite Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Pawel Kroger,
Rumjanzew-OS Leipzig (Schiiler einer 4.
Klasse); Ursula Tyl, EOS Heinrich Hertz,
Berlin; Dietmar Soyka, EOS Karl-Marx,
Spremberg (Bez. Cottbus); Stefan Ladmann,
EOS Max-Klinger, Leipzig; Martin Pusak,
EOS Demmin (Bez. Neubrandenburg); Gerd
Morgner, EOS Geschw. Scholl, Auerbach
(Bez. Kari-Marx-Stadt) ; Thomas K iihn, Salz-
mann-Oberschule (EOS), Schnepfenthal (Bez.
Erfurt); Stephan Wolf, EOS Heinrich-Hertz,
Berlin; Olaf Béhme, EOS Dresden-Reick
(aus KI. 9); Norbert Boy, BBS Maschinelles
Rechnen, Neustrelitz;

In Olympiadeklasse 11 an: Jiirgen Schefter,
EOS Elsterwerda (aus K1. 9); Andreas Felgen-
hauer, Spezialk!. der TH Magdeburg; Achim
Notzold, Spezialkl. der TH Karl-Marx-Stadt;
In Olympiadeklasse 12 an: Hans-Dieter Gro-
nau, EOS Friedrich Engels, Neubrandenburg;
Jirgen Girtner, BBS der VEB Rafena-
Werke, Radeberg (Bez. Dresden);

Dritte Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Gerd Thieme,
Otto-Grotewohl-OS, Pima; Volker Lehmitz,
EOS Hagenow (Bez. Schwerin); Reinhard
Wobst, 22. OS Dresden; Gert Keller, Pesta-
10zzi-OS Dresden; Wolfgang Wagner, EOS
A.-Reichwein, Halle; Siegfried Kropf, EOS
Egeln (Bez. Magdeburg); Rainer Biallas, EOS
Geschw.-Scholl, Magdeburg; Hans Siepel,
EOS Luckenwalde (Bez. Potsdam) (aus K1. 9);
Roland Spannaus, BBS Transformatoren-
und Réntgenwerke Dresden;

In Olympiaklasse 11 an: Manfred Krzikalla,
Spezialschule physik.-techn. Richtung, Frank-
furt; Joachim Voigt, Spezialklasse Heinrich
Hertz, Berlin (aus KI. 10);

In Olympiaklasse 12 an: Gottfried Jetschke,
EOS Lichtenstein (Bez. Karl-Marx-Stadt);
Klaus Neumann, EOS Ernst Schneller, Mei-
Ben; Gerold Schmidt, EOS Helmholtz, Leip-
zig; Joachim Loose, EOS Kleinmachnow
(Bez. Potsdam); Frank Guhlemann, EOS
Grimma (Bez. Leipzig); Ulrich Imme, EOS
Iimenau (Bez. Suhl); Marlen Miiller und
Wolfgang Cordts, beide Spezialklasse der
ABF ,,Walter Ulbricht*, Halle;

Diplome fiir ausgezeichnete Losung
einer Aufgabe erhielten:

Roland Engelmann, Otto-Ludwig-OS, Saal-
feld; Joachim Haase, Geschw.-Scholl-Ober-
schule, Wismar

Anerkennungsurkunden fiir sehr gute
Leistungen erhielten:

Klasse 10: Gerhard Junker, Anna-Seghers-
OS Gotha; Klaus Berthold, Spezialschule
Riesa; Bernd Oldenburger, EOS Oschatz;
Burkhardt Seifert, EOS Fr.-Engels, Neu-
brandenburg; Giinter Schwalbe, EOS Brand-
Erbisdorf; Michael Schulze, EOS Fr.-Engels,
Karl-Marx-Stadt; Frank Miiller, EOS Calau;
Uwe Kucharzyk, EOS Koénigs Wusterhau-
sen; Ludwig Schifer, Humboldt-OS, Er-
furt; Rainer Schumann, EOS Naumburg;
Jirgen Rose, Paul-Oestreich-OS, Berlin;
Christoph Winter, EOS Gerh.-Hauptmann,
Wernigerode; Bernd Kulicke, EOS Templin;
Roland Engelmann, EOS Otto Ludwig, Saal-
feld; Ulrich Broniecki, EOS Heinrich Hertz,
Berlin; Hans-Dieter Lucas, EOS Osterburg;
Thomas Reiher, EOS Heinrich Hertz, Berlin;
Hans Gemerski, VEB Rafena, Dresden;
Joachim Puls, BS Halbleiterwerk, Frankfurt;
Klasse 11 — Manfred Fischer, Gera; Gudrun
Frobel und Rolf Schmidt, beide Spezial-OS
Zeiss, Jena; Rainer Schmidt, EOS Heinrich
Hertz, Berlin; Martin Horatschek, Spezialk].
d. Univ. Halle; Jiirgen Bechstein, Goethe-OS
Ilmenau; Rainer Landrock, ABF ,,Walter
Ulbricht*‘, Halle; Reiner Niirnberg, Fontane-
OS Neuruppin; Rainer Schleis, EOS Klein-
machnow ; Georg Bartholomius, EOS Greifs-
wald; Silvia RohmeiB, EOS Ilmenau; Ste-
fan Heinrich, Spezialklasse d. Humboldt-
Univers., Berlin; Heinz Voigt, Soz. Betriebs-
schule Regis bei Leipzig

Fakten

Teilnchmerzahl: 223, davon Midchen: 22
Insgesamt startelen 13 Schiler in héheren als
der ihnen entsprechenden Klassenstufe.

Olympiadekiasse 10
10. Kliasse OS

10. Klasse COS

i0. Klasse BS

13 Teilnehmer
81 Teilnchmer
16 Tellnchmer

Olympiadeklasse 11/12

11. Klasse EOS 30 Teilnehmer
11. Klasse Spezial 21 Teilnehmer
11./12. Klasse BS 9 Teilnehmer

36 Teilnehmer
17 Teilnc@n_g[

12. Klasse EOS
12. Klasse Spezial

zusammen 223 Teilnehmer

Berufswiinsche !
Diplommathemaliker, Mathematik-

Physiklehrer 139
Diplomphysiker 33
Ingenieurstudium 19
Offizier NVA (Fachr. Mathcmalik) 5
Facharbeiter . Datenverarbeitung 3
Sonstige mathematikintensive Berule 11
Arzt 3
Sonstige Berufe - 10
zusammen 223

Aus dem Programm

29. 3. 69 — Feierliche Erdffnung der VIIIL
OJM in der Jugendhochschule ,,Wilhelm
Pieck'‘ am Bogensee (bei Berlin)

1. Klausur: Arbeitszeit 4 Stunden; 3 Auf-
gaben

Am Nachmittag: Basketball, Volleyball,
Tischtennis, Schach-Simultanspiel

Am Abend: Wehrpolitisches Forum

30. 3.69 — 2. Klausur: Arbeitszeit 4 Stunden ;
3 Aufgaben

Am Nachmittag: Forum iiber die 3. Hoch-
schulreform und die Perspektiven der Wis-
senschaft Mathematik in der DDR
Aussprache iiber das Treffen Junger Sozia-
listen zum 20. Jahrestag der DDR.

Am Abend: Vortrag von Prof. Dr. Kurt
Schroder, Deutsche Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin

31. 3. 69 — Fahrt aller Teilnehmer nach Ber-
lin, Besichtigung der Hauptstadt der DDR,
Besuch der Theatervorstellung: Schwejk im
zweiten Weltkrieg (Berliner Ensemble), feier-
liche AbschluBfeier und Siegerehrung im
Marx-Engels-Auditorium der Humboldt-
Universitiit zu Berlin

Losung der VIII. OJM

Unsere Liebe, unsere Treue und unsere Kraft
dem sozialistischen Vaterland!
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Concursul de matematica
Etapa lacold — 22 martie 1968

Der Generalsekretir der Gesellschaft far
Mathematik der S. R. R., Prof. Gh. Rizescu,
saridte der Redaktion die Aufgaben dieses
Wettbewerbs. — Reine Arbeitszeit: 3 Stun-
den; Teilnehmerkreis: Schiller der 6. bis
9. Klassen; erreichbare Hochstpunktzahl: 20.

Anfang Juli 1969 findet in der SR Rumanien
die XI. Internationale Mathematikolympiade
statt. Aus diesem AnlaB verdffentlichen wir
die Aufgaben der Schulolympiade 1968 (Lo-
kal-Etappe genannt). Wir danken Herm Dr.
K. Bochmann, Romanisches Institut der
Karl-Marx-Universitit Leipzig, fir die Uber-
setzung der Aufgaben und Herrn Oberlehrer
Th. Scholl, Berlin, fiir ihre Bearbeitung sowie
die Anfertigung der Lésungen (sieche Heft
5/69).

Klassenstufe 6

a4 1. In 16 Arbeitstagen haben 15 Webe-
rinnen zusammen 2280 m Stoff gewebt.

a) Wieviel Weberinnen wiirden bei gleicher
Arbeitsintensitit in 24 Tagen zusammen
1596 m Stoff weben?

b) Wieviel Meter StofT wiirde eine Weberin
an einem Tag weben?

c) Aus dem von einer Weberin an einem Tag
gewebten Stoff kdnnen eine Schiirze, ein
Hemd und ein Bettlaken hergestellt werden.
Wieviel Meter Stoff benéGtigt man zur Anfer-
tigung fiir jedes dieser drei Wischestiicke,
wenn sich die Meterzahlen der jeweils erfor-
derlichenStofflingen umgekehrt proportional

zu den Zahlen 2, 8 und 1 verhalten?

a 2. Gegeben seien ein rechtwinkliges Drei-

eck ABC mit der Hypotenuse BC und ein

innerer Punkt M der Streckc BC. Der Punkt

M ist an den Geraden 4B und AC zu spiegein;

die so erhaltenen Bildpunkte seien N bzw. P.

Die Verbindungsgerade MN schneide die

Seite 4B im Punkte D, die Verbindungs-

gerade MP schneide die Seite AC im Punkte

E. Es ist zu beweisen, daB

a) die Dreiecke NMA und MPA gleich-
schenklig sind;

b) die Punkte N, 4 und P auf einer Geraden
liegen;

c¢) die Dreiecke NDA und AEP kongruent

ind.
s Prof. Grigore Gheba
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Klassenstufe 7
A 1. Gegeben ist der Term

1 1
T=(x+y)-(;—;)

ff1 1 2 1
—+S+ )=
x oyt oxy*) xy

a) Dieser Term ist soweit wie moglich zu
vereinfachen.

b) Danach ist der Wert des Terms fiir
x = —2und y = 2 zu bestimmen.

c) Fiir welche Werte x und y ist der Term
nicht definiert?

d) Fir y = 6 nehme der Term den Wert

—% an; fir welchen Wert von x trifft dies
zu?

a 2. Gegeben sei ein rechtwinkliges Drei-
eck ABD mit der Hypotenuse BD; die
Kathete AD sei 15 m lang, und es gelte
AD:AB 3:4. Es ist der Kreis k mit der
Kathete 4B als Durchmesser zu zeichnen;
sein Schnittpunkt mit der Hypotenuse BD
sei P. Ferner ist im Punkte B die Tangente
an den Kreis k& zu konstruieren; ihr Schnitt-
punkt mit der Geraden AP sei C. SchlieBlich
ist durch P eine Parallele zur Tangente BC
zu zeichnen; die Parallele schneide die Seite
4B in M und die Verbindungsgerade CD in
N.
a) Ermittle die Lingen der Diagonalen 4C
und BD des Trapezes ABCD.
b) Beweise, dal MP - PN gilt!

Georgescu Ozana, Bukarest

Klassenstufe 8

a 1. Lase das Gleichungssystem
ax + by =a* +
bx —ay = — (a* + V).
A 2. Gegeben sind die Gleichungen
u=x>+2x—15
v =x>—6x+9
w=x*+ 10x + 25.
a) Weise nach, daB «»* = v - w gilt!
b) Berechnem
méglich! "V
c) Der gekiirzte Bruch sei mit F(x) bezeich-
x+ 5

und kiirze soweit wie

net. Besitzt die Gleichung F(x) =

eine reelle Losung? (Die Aniwort ist zu be-

. Y
griinden!) Tomuleanu Valeria, Bukarest

A 3. Gegeben ist die dreiseitige Pyramide
SABC, deren Grundfliche das rechtwinklige
Dreieck ABC mit den Katheten 4B = 16 cm
und AC = 12 cm bildet. Die Seitenkante 54
der Pyramide steht senkrecht zur Grund-
fliche, die Seitenfliche SBC bildet mit der
Grund(liache einen Winkel von 45°. Ermittle
a) den Rauminhalt der Pyramide;
b) die Summe der Lingen der Kanten der
Pyramide;

c) die Oberflache der Pyramide;
d) das Volumen des der Pyramide umbe-
schriebenen Zylinders, dessen Grundfliche
durch den Umkreis des Dreiecks ABC ge-
bildet wird und dessen Hohe gleich der Hohe
der Pyramide ist.

Mitrea Victoria, Bukarest

Klassenstufe 9

s 1. a) Losen Sie das lineare Gleichungs-

system

Im—Dx + 4m—2)y =24

B Sm—13
(m—1) (m—2)

b) Fiir welche reellen Zahlen m besitzt das

System keine Losung?

¢) Ermitteln Sie alle natiirlichen Zahlen m,

fiir die die Zahlen x und y ebenfalls natiir-

liche Zahlen sind und fiir die die Zahlenpaare

[x, v] das Gleichungssystem erfiillen!

2x—y

4 2. Fiir zwei Mengen 4 und B gilt:
a) AUB = {1,2,3,4,5,6,7,8,9};
by ANB=1{4,6,9};
c) AU{3,4,5} ={1,3,4,5,6,8,9};
d) BU{2,4,8} = {2,4,5,6,7,8,9}.
Bestimmen Sie die Mengen A und B, die diese
Bedingungen erfiillen!
Prof. E. Georgescu-Buzdn, Bukarest

a 3. Gegeben sind ein spitzwinkliges Drei-
eck ABC und ein innerer Punkt M der Strecke
BC. Der Punkt M ist an den Geraden AB
und AC zu spiegeln; die so erhaltenen Bild-
punkte seien N und P.
a) Es ist zu beweisen, daB der Umfang des
Fiinfecks ANBCP gleich der doppelten
Summe aus den Strecken AM und BC ist.
Geben Sie diejenige Lage des Punktes M an,
fiir die dieser Umfang am kleinsten ist.
b) Es ist zu beweisen, daB das Dreieck 4ABC
in A rechtwinklig ist, wenn die Punkte N, 4
und P auf einer Geraden liegen. Es ist ferner
zu beweisen, daB die Punkte N, 4 und P auf
einer Geraden liegen, wenn das Dreieck 4BC
in A rechtwinklig ist.
c) Es ist zu beweisen, daBl der Punkt M die
Seite BC halbiert und das Dreieck 4BC in
A rechtwinklig ist, wenn das Viereck NBCP
ein Parallelogramm ist. Es ist ferner zu be-
weisen, daB das Viereck NBCP ein Parallelo-
gramm ist, wenn der Punkt M die Seite BC
halbiert und das Dreieck ABC in 4 recht-
winklig ist.

Prof. I. Siclovan, Petrogani



Klassenstufe 10
4 1. Gegeben ist die Gleichung

tan x + cot x = m, wobeiO<x<Egilt.
2

a) Welche Werte kann m annehmen?

b) Der Term sin x + cos x + sin®x + cos*x
+ sin*x + cos*x ist durch m auszudriicken.
c) Esist der Funktionswert von

fx) = sinx + cosx + sin®x + cos’x

: pe b .
+ sin*x + cos*x fiir x = — zu bestimmen.
12

4 2. Gegeben ist die Summe
7 . 17 27
+ +

Sp= -
(1-67  (6-11) (11-16
R
[(5n —4)(5n + DP
a) Weisen Sie nach, daB s = n(sn + 2)
" (Sn+ 1)

gilt!
b) Weisen Sie nach, daB fir jede von Null
verschiedene natiirliche Zahl n die Unglei-

chungs < %gilt!

4 3. Gegeben sind drei Punkte 4, Bund C
des Raumes, die auf den Halbgeraden q, b
und ¢, deren gemeinsamer Ursprung der
Punkt O ist, liegen. Auf der Strecke 4B ist
ein Punkt M, auf der Strecke AC ein Punkt
N so festzulegen, daB die Gerade M N parallel
zur Geraden BC verlauft. Eine Ebene &, die
die Gerade MN enthiit und die parallel zur
Geraden OA liegt, hat mit der Strecke OF
den Punkt P, mit der Strecke OC den Punkt
@ gemeinsam.

a) Beweisen Sie, daB das Viereck MNQP ein
Parallelogramm ist!

b) Bestimmen Sie, in welchem Verhiltnis
der Punkt M die Strecke 4B innen teilen muB,
damit das Parallelogramm MNQP ein Rhom-
bus ist!

Aufgaben (und Lésungen) fiir Schiiler der
Technischen Meisterschulen (1. u. 2. Jahr)
sowie der Spezialoberschulen (1. bis 3. Jahr)
werden im Rahmen unseres alpha-Wettbe-
werbs veroffentlicht, d. Red.

Kein Mensch wird dadurch kriftig,
dafl er eine Abhandlung iiber Turnen
liest, sondern indem er turnt; kein
Mensch lernt denken, indem er die
fertiggeschriebenen Gedanken ande-
rer liest, sondern dadurch, daB er
selbst denkt und sich die Natur der
Dinge selbst zu erkliiren sucht.

Mihai Eminescu
(ruminischer Dichter)

_Hochschule fiir Verkehrswesen ,,Friedrich List*’, Dresden

Eine Aufgabe von

Prof. Dr. phil. habil.
Maximilian Miller

e
o,

“oh st 8>

4 411 Der damalige Obertertianer (9. Klasse) Josef Klein aus Olpe fand
im Jahre 1937 folgenden Satz:

Zeichnet man tiber den Seiten eines beliebigen Dreiecks ABC (siche Abb.)
nach auBlen die Quadrate und verbindet man je zwei benachbarte Ecken
der Quadrate miteinander, so entstehen drei Dreiecke, die dem urspriing-
lichen Dreieck 4BC inhaltsgleich sind.

Diese Satz ist zu beweisen.

Berufe, die an der ,,Hochschule fiir Verkehrswesen Friedrich List* erlernt
werden kénnen:

I. Diplomingenieure

A Verkehrstechnik : B Verkehrsbauwesen:
1. Eisenbahnbetrieb 1. Eisenbahnbau
2. Verkehrsmaschinentechnik 2. StraBenbau und StraBen-
3. Eisenbahnsicherungstechnik verkehr
und Fernmeldetechnik 3. Verkehrswasserbau
4. Elektrische Bahnen und
Anlagen

C Mathematik-Ingenieure: Ausbildung wie in A und B mit vertiefter
Ausbildung in Mathematik
II. Diplomingenieurdkonomen

1. Transportwesen
2. Post- und Fernmeldewesen (Nachrichtenwesen).

Fiir mathematisch interessierte Oberschulabsolventen kommen besonders
C (Mathematik-Ingenieure) in Betracht. Der Einsatz erfolgt hauptsich-
lich in Rechenzentren und Datenverarbeitungsinstituten.
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Wer 16st mit? alpha -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin 20. August 1969

5 4 396 Unter der Quersumme einer na-
tirlichen Zahl verstehen wir die Summe aller
den Ziffern dieser Zahl entsprechenden natiir-
lichen Zahlen. Die Quersumme der Zahl 1967
errechnet sich zum Beispiel durch 1 + 9 + 6
-+ 7 und betrigt 23.
Versuche, durch einfache mathematische
Uberlegungen die Summe aller Quersummen
der Zahien von 1 bis 1000 zu errechnen!

OL K. Fuhrmann, Leipzig

W 5 m 397 Hans besitzt zwei Schachteln,
die gleich hoch, aber verschieden breit sind.
Er will seine neuen Farbstifte in eine dieser
Schachteln packen. Benutzt er die erste
Schachtel, so liegen jeweils 5 Stifte nebenein-
ander und in mehreren Schichten iuberein-
ander; es bleiben dabei 3 Stifte iibrig, die nicht
mehr in die Schachtel hineinpassen. Verwen-
det er die zweite Schachtel, so haben darin
jeweils 7 Stifte nebeneinander Platz; es fehlen
ihm jedoch noch 3 Stifte, um diese Schachtel
auszufiillen. Da beide Schachteln gleich hoch
sind, passen in sie gleich viele Schichten
hinein. Wieviel Farbstifte besitzt Hans?

OL H. Pdtzold, Waren|Miiritz

W 5 m 398 Annerose hatte nach 18 Tagen
erst die Hilfte ihres Taschengeldes, das sie
monatlich von ihren Eltern erhielt, ausgege-
ben. Dies stellte sie bei einer Zwischenab-
rechnung fest. Bei gleichbleibender Spar-
samkeit konnte sie im ganzen Monat (30 Tage)
2 M Ersparnisse zuriicklegen. Wieviel Mark
betrug ihr monatliches Taschengeld?
StRJ. Lehmann, V. L. d. V., Leipzig

6 4 399 Die MaBzahlen der Lingen der
drei Seiten eines Dreiecks 4BC seien natiir-
liche Zahlen und alie verschieden groB. Die
Seite BC = a ist 7 cm, die Seite AB = ¢ hin-
gegen 11 cm lang. Welche Linge kann die
Seite AC = b haben, wenn ihre MafBzahl
ungerade sein soll und der Umfang des Drei-
ecks ABC kleiner als 31 cm ist?

OL H. Pdtzold, Waren/Miiritz

W 6 # 400 In einer Schachtel befinden sich
12 rote, 14 griine und 20 blaue Kugeln. Wie-
viel muB man der Schachtel ohne hinzusehen,
also ohne die Farbe der Kugeln zu erkennen,
wenigstens entnehmen, um mit Sicherheit
eine Kugel jeder Farbe dabei zu haben?

OL H. Pdtzold, Waren{Miiritz

64

W6 » 401 Jemand gibt als. Ergebnis der
Multiplikation 588-795 die Zahl 467450 an.
Entscheide, ohne die Multiplikation auszu-
fiihren, ob das genannte Ergebnis richtig sein
kann! OL P. Polster, Dresden
W 7 m 402 Fiir die nachstehend abgebil-
delc Figur gilt A4S = CS und BS = DS. Es
ist zu beweisen, daB das Dreieck BDE gleich-
schenklig ist. I}

£

A ]
StR. D. Michels, Rostock

W 7 a 403 Essind alle sechsstelligen natiir-
lichen Zahlen zu ermitteln, die folgende Be-
dingungen erfiillen:
a) Die aus der ersten und zweiten, aus der
dritten und vierten bzw. aus der fiinften und
sechsten Stelle gebildeten Zahlen verhalten
sich wie 1:2:3.
b) Die zu ermittelnden sechsstelligen Zahlen
sind durch 72 teilbar.

OL. P. Polster, Dresden

W8 m 404 Gegeben sei ein Parallelo-
gramm, das einen spitzen Winkel von 60° hat
und dessen Umfang 24 cm betrigt. Ferner
halbiert die von dem Scheitelpunkt eines
stumpfen Winkels dieses Parallelogramms
ausgehende Hohe die zugehorige Seite.

Es ist die Linge der kleineren Diagonale
dieses Parallelogramms zu ermittein.
OL W. Lerche, Dresden

W 8 m 405 Es sind alle geordneten Tripel
(a, b, ¢) positiver ganzer Zahlen a, b, ¢ zu
ermitteln, fiir die
a+ b+ c=abc
gilt. (Unter einem geordneten Tripel posi-
tiver ganzer Zahlen versteht man drei in
einer bestimmten Reihenfolge angegebene
positive ganze Zahlen).
Reinhardt Wobst, 22. OS Dresden, KI. 10

W9 m 406 Gegeben sei die fiir alle reellen
Zahlen x definierte Funktion f mit
flx) = x* — 3. Es ist zu beweisen, daB dann
fiir alle reellen Zahlen z »
flz + 1)=f(2) + 2z + 1 gilt.

StR. G. Schulze, Herzberg/Elster

W9 a 407 Von ecinem regelmiBigen Te-
traeder mit der Kanlenlﬁﬁge a werden durch
ebene Schnitte vier Pyramiden, deren Spitzen
in den Ecken des Tetraeders liegen, so abge-
trennt, daB der verbleibende Restkérper von
vier regelméBigen Sechsecken und vier gleich-
seitigen Dreiecken begrenzt ist.
Es sind der Oberflicheninhalt und das Volu-
men des Restkérpers zu berechnen.

StR. G. Schulze, Herzberg/Elster

W 10/12 = 408 Gegeben sci die fur alle
reellen Zahlen x definierte Funktion f mit

f(x) = % Gx—5).

Es ist zu beweisen,
daB dann fiir alle reellen Zahlen z

5 1 9 .
z—2)=fz+ -)—= gilt.
S 2) S 2) L
StR G. Schulze, Herzberg/Elster

W 10/12 m 409 Von einem Wiirfel mit der
Kantenlange a wurden durch ebene Schnitte
acht Pyramiden, deren Spitzen in den Ecken
des Wiirfels liegen, so abgetrennt, daB der
verbleibende Restkorper von sechs Quadra-
ten und acht gleichseitigen Dreiecken be-
grenzt ist. Es sind der Oberflicheninhalt und
das Volumen des Restkérpers zu berechnen.

StR G. Schulze, Herzberg|Elster

Achtung!

Mit Heft 3 endet der Wettbewerb des Jahres
1969. In Heft 4/69 veré6ffentlichen wir die
Aufgaben der Schulolympiade 1969. In Heft 5
beginnt der alpha-Wettbewerb 1969/70 (ent-
sprechend dem Schuljahresrhythmus).

Alle Schiiler, welche im Laufe des Jahres 1969
(Heft 1 bis 3) vier oder mehr Antwortkarten
mit dem Pridikat ,,vorbildlich gel6st*“ oder
,»gut gelost erworben haben, senden diese
geschlossen zwischen cem 1. und 15. Sep-
tember 1969 an die Redaktion alpha (7027
Leipzig, Postfach 14) ein. Sie erhalten im
Laufe des Oktober eine Anerkennungsur-
kunde und ein alpha-Abzeichen. Eine Jury

wertet alle Karten aus, {ibergibt die Namen
der Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender der Redaktion zur Veréffentli-
chung.
Wer seine Karten zuriickerhalten méchte,
der lege einen vorschriftsmiBig frankierten
Umschlag mit Adresse bei.
Bitte die Antwortkarten (geschlossen) erst
dann einsenden, wenn die Antwortkarten
fiir Heft 3 eingetroffen sind!
Nun wiinschen wir allen fiir Heft 3 viel Erlolg
beim Knobeln! Im vergangenem Jahr waren
es iiber 800 Schiiler, welche einz Anerken-
nungsurkunde erhielten. Wieviel werden es
in diesem Jahre sein?

Redaktion alpha



Losungen

4353 Ausx:20 =480:100folgtx = 96;
aus y:30 = 480:100folgty = 144.
Es sind 96 Apfel- und 144 Birnbiume an-
gepflanzt.
Aus 480 — (96 + 144) = 240 und 240: 4
= 60 und 3 - 60 = 180 folgt weiter, daB die
Plantage noch mit 60 Pflaumen- und 180
Kirschbiaumen bepflanzt ist.

W 7 m 354 Es seien g Flaschen Weinbrand
und b Flaschen Sekt vorhanden; dann sind
es noch 16 — a — b Flaschen Wein.
175a + 180b + 92(16—a — b) = 1980
83a + 88b = 508
83a =6-83 + 10 —83b—5b
10— 5b

83
Da a, b und ¢ nur natiirliche Zahlen sein kon-

nen, muB 10 — 556 durch 83 teilbar sein. Nur
b = 2 erfiillt diese Bedingung. Ferner ist
a = 4und 16 — a — b = 10. Es wurden also
4 Flaschen Weinbrand, 2 Flaschen Sekt und
10 Flaschen Wein bereitgestellt.

W7 w35 Ausbdf+ bf =dmhfolgtd=1;
aus hhe — cme = dhm folgt m = 0;

aus bf + bf = 10h folgt b = 5,

aus la -5 = c0eunda 2 2und /= 2

folgt ¢ = 6; aus hhe — c0e = 1h0 folgt
h = ¢ + 1 und aus iag — 5/ = hhe folgt
i=h+ 1.

Esgiltalsoentwederc = 6,h = 7,i = 8 oder
e=7 h=8 i=9. Aus 5+ 5= 104
folgt, daB A eine gerade Zahl ist. Deshalb gilt
nurc=7h=28,i=09.

a=6—h

Aus 7e + 108 = 180 folgt e = 2;
aus 5+ 5 = 108 folgtf = 4;
aus la - 54 = 702 folgt a = 3;

aus 93g — 54 = 882 folgtg = 6.

Wir erhalten also 936 : 13 = 72
— +
54 + 54 = 108

882 — 702 = 180

und stellen fest, daB alle waagerecht und
senkrecht angeordneten Rechenaufgaben
richtig gelbst sind.

4 356 Bezeichnen wir die urspriingliche
Anzahl der Mi#hdrescher, die die Koopera-
tionsgemeinschaften 4, B, C und D besitzen,
mit x, y, z und u, so gilt nach den Voraus-
setzungen der Aufgabe

X+d=yp=z—4—6=u+6=30;

denn nach dem Ausleihen verfiigt jede Ko-

operationsgemcinschaft iiber die gleiche An-
120

zahl von Mihdreschern, d. s. T = 30 Mih-
drescher. Wir erhalten daher
x=30—4=26,y =130,

z==30+4 10 = 40,u = 30 — 6 = 24.
Daher besitzt die Kooperationsgemeinschaft
A 26 Mihdrescher, B 30 Mihdrescher, C
40 Mihdrescher und D 24 Mihdrescher.

2 357 Wegen der letzten in der Aufgabe
gegebenen Voraussetzung ist die 3. Vermu-
tung von Horst falsch, also sind seine beiden
anderen Vermutungen richtig, also kommt E
auf Platz 5 und A auf Platz 2. Da B nicht auf
Platz 4 kommt, ist die 1. Vermutung von
Egon falsch, und seine anderen beiden Ver-
mutungen sind richtig, also wird D Letzter
sein. Dabher ist die 2. Vermutung von Kar!
falsch. Da nun A auf Platz 2 kommt, erhilt
B wegen der 1. (richtigen) Vermutung von
Karl den Platz 1. Wegen der (richtigen) 3.
Vermutung von Egon kommt F vor C, daher
verbleibt fir C nur der Platz 4 und fir F
der Platz 3. Wir erhaiten die folgende Reihen-
folge, in der die Sportler durchs Ziel kamen:
B, A, F,C E D.

Gleichzeitig stellen wir fest, daB bei dieser
Reihenfolge und nur bei dieser Reihenfolge
simtliche Bedingungen der Aufgabe erfiillt
sind.

W 8 a 358 Wir bezeichnen die Antworten
der Automaten der Reihe nach mit 4,, 4,,
As, A,, As. Wir wissen, daB A4, falsch ist;
daher sind mindestens drei Automaten in-
takt. Daraus folgt, daB 4, und A4, wahr sind,
daBalsoder 1. und der 2. Automat intakt sind.
Nun gibt es fiir 4, und A, die folgenden vier
Maoglichkeiten, wobei wir im Fall einer rich-
tigen Antwort ein W und im Falle einer fal-
schen Antwort ein F vermerken:

A; A, SchluBfolgerung

W W  Dann wiren die ersten vier Auto-
maten intakt, was im Wider-
spruch zu A, steht.

W F  Dann wiren genau zwei Auto-
maten beschidigt, und 4, kénnte
nicht falsch sein, was im Wider-
spruch zu dieser Annahme steht.

F W  Es entsteht kein Widerspruch.

F F  Dannwiren 4;, A, und 4; falsch,

was im Widerspruch zu den obi-
gen drei SchluBfolgerungen steht,
wonach mindestens drei Auto-
maten intakt sind.

Nur die dritte Moglichkeit ist widerspruchs-
frei; daher sind A4,, 4, und A4, wahr, dagegen
Aj; und A; falsch. Folglich sind der 1., 2. und
4. Automat intakt und der 3. und 5. Automat
beschadigt.

W 8m359 Die Summe zweier vierstelliger
Zahlen ist stets kleiner als 20000; daraus
folgt F=1. Wegen R + S + 1 gilt also
R+ S=I1

Darausfolgt E+ N+1=10+ N,d.h. E=9.
Daraus folgt weiter / + I + 1 = 9 oder
I+ 1+ 1=19;dal + %ist,gilt /-- 4.

Man erhilt wegen R + S = 11, daher die in
der folgenden Tabelle angegebenen Mog-

lichkeiten:

R S U Vv N

3 8 5 6 0,2 oder7
3 8 6 7 0,2o0der5
5 6 2 3 0,7 oder 8
5 6 7 8 0,2o0der3

Das sind insgesamt 4 - 3 = 12 Lésungen;
hinzu kommen noch durch Vertauschung
von R und S weitere 12 Losungen, so daB die
Aufgabe insgesamt 24 Losungen hat.

Eine dieser Losungen ist z. B.

6493

+ 9408

15901.
4 360 Aus den Bedingungen der Aufgabe

ergibt sich

0<g-p<10, )
p+g=a*, wobeiaeine natiirliche Zahl ist, (2)
p+q+a=42. [€))

Aus (2) und (3) folgt @ + a = 42.
J < 42fiira < 6,
Nunista® + a < = 42 fira = 6,

l > 42 fiira > 6,
daraus folgt ¢ = 6. (Man erhilt ¢ = 6 auch
durch die Losung der quadratischen Glei-
chung @ 4+ a — 42 = 0).
Wegen (2) gilt p + ¢ = 36 und wegen (1)
q — p < 10, also 2g < 46,d.h. ¢ < 23 und
p > 13.
Diese Bedingungen sind aber nur fiir die
Primzahlen p = 17 und ¢ = 19 erfiillt.
Andererseits sind aber fiir diese beiden Prim-
zahlen auch die Bedingungen (1), (2) und (3)
erfillt; daher hat die Aufgabe genau eine
Losung, namlich

p=17,4g=19.

m 361 Es seien ABC ein Dreieck, D der
FuBpunkt der von C auf 4B gefillten Hohe,
BC = a, AC = b, CD = h, und d der Durch-
messer des Umbkreises des Dreiecks ABC.

Es ist nun zu beweisen, daB a - b = A, - d gilt.

Wir unterscheiden dic drei méglichen Fille,
wonach die Hohe CD im Innern, auBerhalb
bzw. auf dem Rand des Dreiecks liegt.

1. Die Hohe CD liegt im Innern des Dreiecks
ABC. Dann gilt (vgl. Fig. 1), da auch der
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Mittelpunkt M des Umkreises im Innern des
Dreiecks liegt, nach dem Thalessatz

¥ CDB = & CAE = 90°,
ferner nach dem Peripheriewinkelsatz

¥ ABC = ¥ AEC = §, also

A CDB ~ A CAE. Daraus folgt

a:h,=d:b,

a-b =h -d wzbw.
2. Die Hohe CD liegt auferhalb des Dreiecks
ABC. Dann gilt (vgl. Fig. 2), da auch der Mit-
telpunkt M des Umkieises auBerhalb des
Dreiecks liegt,

A~———38 0

¥ BDC = ¥ EAC = 90°,

¥ CBD = & CEA = 180° -4, also
A CBD ~ A CEA. Daraus folgt
a:h.=d:b,

a-b =h, -d wzbw.

3. Die Hoéhe CD liegt auf dem Rand des
Dreiecks ABC.
Dann kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daB
CD = CB = a = h_gilt. Ferner gilt AC = b
= d (Thalessatz), also auch in diesem Falle
a-b =h.-d wzbw.
Bemerkung :
Bei dieser Beweisaufgabe — das gilt fiir viele
dhnliche Aufgaben — kam es darauf an, eine
Fallunterscheidung vorzunehmen. Es genigt
nicht, wie das hiufig geschieht, nur den
Fall 1 zu behandeln. Man muB noch zusitz-
lich beweisen, daB die Behauptung auch in
den Fillen 2 und 3 (die Hohe CD liegt auBer-
halb oder auf dem Rand des Dreiecks)
richtig ist.

W 98e362 Es seien von Bernd a Wider-
stinde zu je 17Q, b Widerstinde zu je 21Q
und ¢ Widerstinde zu je 28Q in Reihe ge-
schaltet worden; dann gilt

17a + 21b + 28¢ = 167,

17a + 7(3b + 4¢) = 167. Wir ersetzen
3b + 4c¢ durch d und erhalten aus (1)

17a + 7d = 167,

3(a—2)

d=23—2a—" -
a—2. )

Da g, b und c natiirliche Zahlen sind, muf
auch d eine natirliche Zahl sein; das heiBt,
es muB 3(2—a) durch 7 teilbar sein. Das
trifft zu fiira = 2,9, 16, 23, ... und damit fiir
d=19,2 —15,-32, ...

Es kommen nur die beiden Losungen
a;=2; dy =19bzw.a, =9, d, = 2inFrage.
Wir setzen a; = 2 in Gleichung (1) ein und
erhalten nach entsprechender Umformung

3b+4c=19

b=6—c—

c—1
3

66

Eine Belegung der Variablen b und c ist
unter Beriicksichtigung der Bedingungen der
Aufgabe nur méglich fiir

¢;=1, also b;=5 und ¢, =4, also b,=1.
Wenn wir dagegen a, = 9 in Gleichung (1)
einsetzen, erhalten wir nach entsprechender

Umformung
3b+4c=2.
Fiir ¢, = 1 erhalten wir b, = _Z;
1 . 1 3
- . 14
fir ¢, = 4 erhalten wirb, = — —.
2 2 3

Beide Lésungen fiir b widersprechen den Be-
dingungen der Aufgabe; somit entfallt auch
a, = 9 als Losung. Als Losung der Glei-
chung (1) erhalten wir demnach

a, =2, by =5, ¢ =1

a, =2, b, =1, =4
Im ersten Fall wurden 8, im zweiten 7 Wider-
stinde benutzt; also schaltete Bernd

2 Widerstiande zu 17 Q,

1 Widerstand zu 21 und

4 Widerstinde zu 28 Q in Reihe;
Klaus hingegen

2 Widerstinde zu 17Q,

5 Widerstinde zu 21 Q,

1 Widerstand zu 28 Q in Reihe.

W9 » 363 Es seien

x die Anzahl der Schiiler, die nur die Zeit-
schrift ,,Wissenschaft und Fortschritt* lesen,
y die Anzahl der Schiiler, die nur die Zeit-
schrift ,,Jugend und Technik* lesen,

z die Anzahl der Schiiler, die beide Zeit-
schriften lesen.

Dann gilt:
x+z=y+z+22 1)
6y = 25z, (03]
x + zist teilbar durch z. 3)

Aus (1) folgt
x —y =22 also 6x — 6y = 132;
daher gilt wegen (2) 6x — 25z = 132,

2(6% —25) = 132.
V4

also

1))
Nun ist wegen (3) % eine positive ganze Zahl,
z
also auch 6% — 25; ferner ist wegen (2) z
z

ein Vielfaches von 6. Andererseits ist wegen
(4) z ein Teiler von 132; daher kann z nur
gleich 6, 12, 66 oder 132 sein.

1. Aus z = 6 wiirde wegen (4) folgen x — 25
= 22,d. h. x = 47, was wegen (3) unméglich
ist.

2. Aus z = 12 wiirde wegen (4) folgen

’5‘_25 =11, d. h. x = 72 und hieraus

wegen (2) y = 50; da dic Bedingungen (1),
(2) und (3) erfillt sind, haben wir eine Lésung
des Systems erhalten.

3. Aus z =66 wirde wegen (4) folgen
2 _25=2d h x=11-27, was der
11

Bedingung widerspricht, wonach x durch z
teilbar ist.

4. Aus z = 132 wiirde wegen (4) folgen
2"—2—25 = 1,d h. x = 22 - 26, was wieder
der Bedingung widerspricht, wonach x durch
z teilbar ist.

Daher erhalten wir als einzige Lésung x = 72,
y = 50,z = 12; d. h. 72 Schiiler lesen nur die
Zeitschrift ,,Wissenschaft und Fortschritt**,
50 Schiiler lesen nur die Zeitschrift ,,Jugend
und Technik*, 12 Schiler lesen beide Zeit-
schriften.

® 364 Angenommen, (x, y, z) sei eine L§-
sung des gegebenen Gleichungssystems. Dann
folgt aus (1) und (2) durch Subtraktion:
—(@—bx+(@a—by+az—cz—bz

+ ¢z =a—c—b+¢
—a—b)x + (@a—b)y + (a—b)z
=a—b
und hieraus wegena— b + 0
—x+y+z=1 @

Ferner folgt aus (2) und (3) durch Subtrak-
tion:
ax —bx—ax + ex—(b—o)y

+b—o)z =b—rc,
—b—cx—@b—y+b—o)2
=b—c
und hieraus wegen b — ¢ + 0
’ —x—y+z=1 (5

SchlieBlich folgt aus (1) und (3) durch Addi-
tion:
(@a—o)x +ay—by +by—cy

+ (@a—o)z =a—c
@—ox+@—cy+(@—o)z

=a—c
und hieraus wegena —c¢ + 0
x+y+z=1 (6

Wir erhalten nun durch Subtraktion bzw.
Addition

aus (4) und (5) 2y =0, alsoy =0,
aus(@und (6) —2x =0, alsox =0,
aus(S)und (6) 2z =2, alsoz =1.

Damit haben wir nachgewiesen, daB, wenn
das Gleichungssystem (1), (2), (3) eine Lésung
hat, x = 0, y = O und z = 1 gilt. Da nun
die Gleichungen (1), (2) und (3) fir diesen
Wert erfiillt sind (Probe!), gibt es genau eine
Losung, nimlich
x=0,y=0z=1

W 10/12 m 365 Bezeichnet man mit x die
Anzah] der Schiiler, die nur die Aufgabe
A lbsten, y die Anzahl der Schiiler, die nur
die Aufgabe B l5sten, z die Anzahl der Schii-~
ler, die beide Aufgaben 13sten, so gilt, da
jeder Teilnehmer mindestens cine Aufgabe
loste, 20 < x + y + z < 40, n

x+y+1=22 2)
y—z =4x, 3)
wobei x, y und z natirliche Zahlen sind.
Aus (3) folgt
y = 4x + z und daher aus (2)
5x +1 =2,

also y = 9x + 1. Mithin gilt
x+y+z=15x+2.
Dabher folgt aus (1)
20 < 15x + 2 < 40,
18 < 15x < 38.



Nun ist x = 2 die einzige natiirliche Zahl, die
diese Ungleichungen erfiillt. Aus x = 2 folgt
wegen der obigen Gleichungen y = 19 und
z=1l,also x + y + z = 32.

Fiir diese Zahlen sind aber auch die Bedin-
gungen (1), (2) und (3) erfiillt. Die obige
Losung ist daher die einzige Losung.

32 Schiiler nahmen an dem Wettbewerb teil.

W 10/12 m 366 Es seien (vgl. die nebenste-
hende Figur) M, der Mittelpunkt und x die
MaBzahl (in m) des Radius des Kreisbogens
ACB, M, der Mittelpunkt und y die MaBzahl
(in m) des Radius des Kreisbogens 4ADB.
Ferner gilt fiir die Mafzahlen (in m) der
Strecken CD  DE - 1, EB = 6,

ME -x—2,ME=yp—1.

Daher gilt nach dem Satz des Pythagoras
2 =6+ (x—2),
x> =364+ x> —dx + 4,

4x = 40,

x =10;

P =6+0—1A
y=3%6+y—2y+1,
2y =137,

y = 18,5

Ferner erhidlt man die GroBe der Winkel
a= X EMBund § = ¥ EM,B aus

. 6
sina =

- =0,6,a ~ 36,87°;

X

6_ 6 ~03243, 8~ 1892

y 185

Daher ist die MaBzahl des Flacheninhalts
des Kreissektors CM, B

sin f =

S =% 23087 100m 518
1 360° 360
und des Kreissektors DM, B
. 2
s =B 5,0 892185 gy
: 360 360

Ferner ist die MaBzahl des Flicheninhalts
des Dreiecks EM, B

8 .
= T6 = 24 und des Dreiecks EM, B
p _115-6
2

= 525.

Daher gilt fiir den Flicheninhalt des Fli-
chenstiicks, das durch die Kreisbégen ACB
und ADB begrenzt ist,

A =2[(5; — D) — (S, — Dy)]

~ 2[8,18 —4,00] = 8,36.

Das schraffierte Flichenstiick hat daher den
Flicheninhalt 8,36 m?.

A 367 Es seien m und n die beiden Sum-
manden; die groBtmdglichen Summanden
und ihr Produkt sind in der nachstehenden
Tabelle zusammengestellt.

m n mn m n mn
0 12 0 4 8 32
1 1T 11 5 7 35
2 10 20 6 6 36
3 9 27

Das Produkt m - n ist in keinem Falle groBer
als 36.

A 368 Es gilt 27 + 21 = 48 und 48 - 4
== 192; das Buch enthilt also 192 Seiten.

+ 369 Essei AC ~ x m; dann ist CD =
2-xmund DB 3-2-xm. Daraus folgt

AC . CD i DB=xm+2-xm

+6-xm="T2m,

X 2x 6x

A C 0 8
also 9-x=72,

x = 8. Daher gilt
AC=8m, CD = 16 m,
DB = 48 m.

W35 m 370 Der Geldbetrag, der fir die
Schrippen zu bezahlen ist, muB auf die Zif-
fer 0 oder 5 enden. Dann muB der Betrag, der
auf die Kniippel entfallt, auf die Ziffer 2 oder 7
enden. Da kein Vielfaches von 8 auf die Zif-
fer 7 endet, muB der Betrag fiir Knippel auf
die Ziffer 2 enden. Dieser Betrag kann daher
nur gleich 4 - 8 = 32 sein; denn keine andere
natiirliche Zahl, die ein Vielfaches von 8
und kleiner als 72 ist, endet auf 2. Aus
72 — 32 = 40 und 40: 5 = 8 folgt, daB
8 Schrippen und 4 Kniippel eingekauft wur-
den. Das Zelt ist also mit zwdlf jungen Pio-
nieren belegt.

WS m371 Aus a < b folgt, daB 2 ein
b

echter, hingegen b ein unechter Bruch ist.
a

Deshalb gilt 2 < 2. Eine Ungleichung bleibt
b a

richtig, wenn man beide Seiten mit der
gleichen natiirlichen Zahl multipliziert, also
.. 2a 2b
gilt — < =—.
b a
4 372 Aus dem stumpfwinkligen Dreieck
der nachstehend abgebildeten Zeichnung 1aBt
sich die Winkelbeziehung

a + y + (y — f) = 180° ablesen; es gilt also

—op__2—8
' 2

a2 373 Auf Grund der Symmetrieeigen-
schaften des Kreuzes stehen je zwei benach-
barte der vier eingezeichneten Strecken auf-
einander senkrecht, und sie sind einander
kongruent. Das eingezeichnete Viereck ist
somit ein Quadrat.

4 374 Unter Beachtung der Teilbarkeits-

regeln fur die Zahlen 3, 9 und 4 erhalten wir

a) 383271, 3|83274, 3 |83277;

b) 3484172, 3484272, 3}84472
3)84572, 3484772, 3484872;

c) 9]23058, 9|23958;

d) 4458706, 4458726, 4}58746,
4}58766, 4458786.

W 6. 375 Aus a) folgt unmittelbar: Ernst
ist Abonnent der Jungen Welt; aus b) folgt
unmittelbar: Axel ist Abonnent von Neues
Leben, und Bernd ist Abonnent von Junge
Welt; aus c) folgt: Fred ist entweder 16 oder
17 Jahre alt, Bernd ist entweder 17 oder
16 Jahre alt;

aus b) folgt: Bernd ist nicht 17 Jahre alit,
also ist Bernd 16 Jahre und Fred damit
17 Jahre alt; weiterhin folgt daraus, daB Fred
Abonnent von Neues Leben ist;

aus a) und b) folgt: Ernst ist 20 Jahre alt;
dann ist Axel 19 Jahre alt.

W6 m 376 Es sind zwei Fille zu unter-
scheiden.
a) Der Lehrer ist erst im Jahre 1968, und
zwar vor dem Zeitpunkt der Fragestellung,
25 Jahre alt geworden. Aus 1968 — 25 = 1943
folgt, daB er in diesern Falle im Jahre 1943
geboren wurde. Nun gilt 1943 = 27 - 71 + 26.
Diese Moglichkeit entfdllt also; denn der
Rest ist nicht gleich 25. b) Der Lehrer wird
noch im Jahre 1968, und zwar nach dem Zeit-
punkt der Fragestellung, 26 Jahre alt. Aus
1968 — 26 = 1942 folgt, daB er in diesem
Fall im Jahre 1942 geboren wurde. Nun gilt

1942 = 27 - 71 + 25,

1942 = 47 - 41 + 15,

1942 = 45-43 + 7. Der Lehrer
wurde demnach am 15. 7. 1942 geboren.

4 377 Es seien von den vier Eheminnern
insgesamt x Tulpen gekauft worden; dann

entfallen auf Franz lJc Tulpen
4
| 1
Willi-x —2T. Klaus—-x —6T.
3 2
.Hanslx £ 3T.
8

Durch Addition erhalten wir » x—5=x

67



x =24. Aus 1-24=6 und

4

und damit
24—2—6undl.-24—6 =6 und
2

- 24 + 3 = 6 folgt, daB jeder der vier Ehe-

OO [ = W | =—

méanner genau sechs Tulpen kaufte.

a 378 Wirtragen die Streckena + b,b + ¢
und @ + ¢ auf einer Geraden g nacheinander
von D bis F ab und halbieren die Strecke DF.
Der Mittelpunkt der Strecke DF sei E; dann
gilt DE = a + b + ¢. Nun schlagen wir um
D mit b + c und um E mit @ + ¢ als Radius
je einen Kreis; die Schnittpunkie dieser
Kreise mit der Strecke DE seien die Punkte
B und A.

Dann gilt

DA=@+b+c)y—(@+c)=b,

BE =(a+b+c)—(b+c)=a,

AB =@+ b+¢)— a—b =c;
daher 148t sich das Dreieck ABC aus den drei
Seiten leicht konstruieren. Wir schlagen um
A mit DA und um B mit BE je einen Kreis;
diese Kreise schneiden sich im Punkt C. Ver-
binden wir C mit 4 und B, so erhalten wir
das zu konstruierende Dreieck ABC.

A 379 Es sind bei der Losung der Aufgabe
zwei Falle zu unterscheiden.
1. Fall: Esseix 2 0; wegen |x| = x gilt dann

x== + 2, und wir erhalten daraus x = 4.
2. Fall: Es sei x < 0; wegen |x| = — x gilt
dann —x = z + 2, und wir erhalten daraus
x = —g Die Losungsmenge dieser Glei-

chung ist demnach {4; — é}
3

W7 e 380 Im regelmaBigen Sechseck gilt
$; = 55 = ... = 3. Aus der Gleichheit der Seh-
nen folgt die Gleichheit der Peripheriewinkel,
dha =a =ay = a,.

i T

Ps

Jeder Innenwinkel eines regelmaBigen Sechs-
ecks betriagt 120°; damit betragt jeder der

vier Winkel a= % = 30°.
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W7 m 381 Fiir den dritten Mitspieler sind
drei Fille denkbar:

1. Fall: Er sieht auf den Kopfen der beiden
anderen Mitspieler einen weiBen und einen
griinen Hut. In diesem Fall wiirde er bereits,
ohne die Aussagen seiner Mitspieler gehort
zu haben, erkennen, daB er einen schwarzen
Hut aufhat. Dieser Fall kann also nicht vor-
liegen.

2. Fall: Er sieht auf den Kopfen jedes der
beiden anderen schwarze Hiite. In diesem
Fall konnte er trotz der Aussagen seiner Mit-
spieler nicht herausfinden, ob er einen weilen
oder grilnen Hut auf dem Kopf hat. Dieser
Fall kann also auch nicht eintreten.

3. Fall: Er sieht auf dem Kopf genau eines
seiner beiden Mitspieler einen schwarzen
Hut. Da die beiden ersten Fille nicht vor-
liegen kénnen, muB dieser dritte und letzte
Fall vorliegen. Hitte er in diesem letzten
Falle selbst keinen schwarzen Hut auf, so
wiirde der Mitspieler mit einer schwarzen
Kopfbedeckung zwei Personen mit nicht
schwarzen Hiten sehen und daraus erken-
nen, daB er selbst einen schwarzen Hut erhal-
ten hat und darum nicht geurteilt haben:
,,Ich weiB nicht, welche Farbe mein Hut hat.*
Also hat der dritte Mitspieler selbst einen
schwarzen Hut auf. Dies erkannte der dritte
Mitspieler allein aus dem Urteil desjenigen
seiner Mitspieler, der selbst einen schwarzen
Hut auf hat.

Spieglein, Spieglein an der Wand. . .

4 1. Aufgabe: Der Text muB richtig lauten
(alpha 1/69, S. 9): Welches ist der kiirzeste
Weg, der von einem Punkt A4, der zwischen
den Schenkeln eines Winkels « liegt, zu einem
Punkt des einen Schenkels, von dort zu einem
Punkt des anderen Schenkels und wiederum
zum Punkt A fihrt (Abb. 7)?

Lésungen zu alpha-heiter

Der Miiliggiinger (3/69)
Der MiiBigginger wurde 50 Jahre alt.

Geometry Problem (3/69)

Solution: Locate O’, G, H, and I as shown
in the diagram. Since OH = O/ and O'H
= O'I and angle HOI = 60°, we have angles
OO'H = 00’'I = 60°. Thus from the pro-
perties of 30° — 60° — 90° triangles, we know
that 20'H = 0°, which implies that OG
= 30'H. Therefore the area of the larger
circle is 9 times that of the smaller. Hence the

area of the smaller circle is é

Bilderriitsel (3/69)
ALPEN, HASE, EI, LEITER
ALP HA HEI TER

Mathemathische Begriffe (3/69)

1. Meter, 2. Achse, 3. Tonne, 4. Hoehe, 5. Ei-
ner, 6. Monat, 7. Alpha, 8. Tafel, 9. Index,
10. Kegel — MATHEMATIK

Magisches Quadrat (3/69)

—16 412 410 —10
+6 —6 —4 0
-2 42 +4 —8
+8 —12 —14 +14

Denkertjes (Denksport)

Der Flacheninhalt entspricht zwei gleich-
groBen Quadraten (siehe Abb.)

Magischer Wiirfel

Hier erwarten wir Losungsvorschlige vom
Leser und neue, dhnliche Probleme zur Ver-
Sffentlichung. -

Lidsungen zu ,,Mit Bleistift und Lineal!‘

4 412 Annahme von Z beliebig, jedoch
nicht auf g und (4B). (ZA) schneidet g in A,
(ZB) schneidel g in B, (AB) und (BA) schnei-
den sich in C. (ZC) schneidet (4B) in D. D ist
der Halbierungspunkt der Strecke AB.

b
(4

A 413 Annahme von Z und Konstruktion
von C wie bei Aufgabe 412. Annahme von D
auf (4B) beliebig und Konstruktion von E
analog zur Konstruktion von C. (CE) ist
parallel g und schneidet (ZB) in F. (4F)
schneidet g in G. (ZG) schneidet (4B8) in G.
Es gilt AB — BC.




Die 6. Aufgabe, Klassenstufe 7, der Bezirksolympiade
lautet: Der groBe deutsche Mathematiker Car! Fried-
rich Gauf3 wurde am 30. April 1777 in Braunschweig
geboren. Auf welchen Wochentag fiel sein Geburtstag?
(Der 30. 4. 1967 war ein Sonntag; die Jahre 1800 und
1900 waren keine Schaltjahre.)

Die Losung, zusammengestellt von der Aufgaben-
kommission des Zentralen Komitees der Olympiaden
Junger Mathematiker der DDR lautet:
Von einem Tag des Jahres 1777 bis zum gleichen Tag
des Jahres 1967 sind es 190 Jahre, und zwar
45 Jahre zu 366 Tagen und 145 Jahre zu 365 Tagen.
In den 45 Jahren riickte der Wochentag um

90 Wochentage,
in den 145 jahren um 145 Wochentage vor.
Das sind zusammen 235 Wochentage,
d. 2. 33mal eine Woche und 4 Wochentage.
Daher war der 30. 4. 1777 ein Mittwoch.

Es ist oft wissenswert, welcher Wochentag zu einem gegebenen
Datum der Geschichte oder aus unserem Leben gehort. Die Wochen-
tage lassen sich unter Benutzung von drei Tabellen und der nach-
stehenden Rechenregei Jeicht feststellen.

Tabelle I (Monatszahlen):

Jeder Monat hat eine bestimmte Zahl und zwar:

Januar 3 (2), Februar 6 (5), Mirz 6, April 2, Mai 4, Juni 0, Juli 2,
August 5, September 1, Oktober 3, November 6, Dezember 1.

(In Schaltjahren gelten fitr iic beiden ersten Monate die eingeschlos-
senen Zahlen. Ein Schaltjahr ist jedes Jahr, dessen beide letzten
Stellen durch 4 teilbar sind ; von den SchluBjahren der Jahrhunderte,
wie 1600, 1700, 1800 usw., jedoch nur die, in denen die Zahl 400
ohne Rest teilbar ist.)

Tabelle 2 (Jahrhundertzahlen):

I— 99 2 1100—1199 5
100-—- 199 1 1200—i299 4
200— 299 0 1300—1399 3
300— 399 6 1400—1499 2
400— 492§ 1500—4. Okt. {387 1
G- 530 4 5. Okt. 1582—i:*2 5
600—- 66¢ 3 1600-—1699 4
700— 799 2 1700—1799 2

05— 899 1 1800—1899 0
00— 9% 0 1900—1999 5
1000—i0S5 6 2000 4

Tabelle 3 (Wochentage):
So Mo Di Mi Do Fr S
! 2 3 4 5 6 0

Die Rechnung ist nunmehr wie [olgt durchzufiihren:

allgemein am Beispiel des 22. Mdrz 1832
Es werden addiert:

Die Tageszahl 22

Die Monatszahl nach Tabelle 1 6

Die Jahrhundertzahl nach Tabelie 2 0

Die Jahreszahl des Jahrhunderts 32

Ein Viertel dieser Jahreszahl (ohne Riicksicht

auf etwa verbleibenden Rest) + 8

68
Division der Summe durch 7; der
bieibende Rest gibt den Wochentag
nach Tabelle 3 an. 68:7=9-7+5
Da der Rest 5 betrigt, war der 22. Mirz 1832, der Todestag Goethes,
ein Donnerstag.

Nun konnt ihr an Hand der Tabellen iiberpriifen, ob der 30. 4. 1777
(Geburtsdatum von C. F. Gauf) ein Mittwoch war, wie die amtliche
Losung besagt.

Die Zahlen der Tabelle 1 kann man sich mit Gedachtnishilfen ein-
priagen; aus Tabelle 2 ist wohl nur 0 bzw. 5 zu merken, da fast
immer nach Daten aus dem 19. bzw. 20. Jahrhundert gefragt wird;
die Zahlen der Tabelle 3 sind ohne Miihe als Reihenfolge der
Wochentage zu erkennen. Hat man sich dazu noch die Rechenregel
eingeprigt, dann laBt sich die Berechnung der Wochentage ohne
weiteres aus dem Gedéachtnis durchfithren.
Viel SpaB beim Rechnen! Uberpriift sogleich den Wochentag des
Datums, an dem ihr diese Aufgabe lest; stellt den Wochentag eures
Geburtstages fest usw. Vielleicht ist in eurer Familie ein Sonntags-
kind?

W. Unze

Calendarium fslenzkt Rim 1597

Der Mathematiklehrer Gestur O. Gestsson aus Reykjavik (Island)
— eifriger alpha-Leser — sandte uns eine Faksimileausgabe eines
islindischen Dauerkalenders aus dem Jahre 1597.

Man nannte diese Kalenderbiicher Rim, weil der groBte Teil ihres
Inhalts in Strophen abgefaBt war. Diese Methode, die Isldnder mit
der Zeitrechnung vertraut zu machen, nannte man ,,Buchreime*
(bokrim) im Unterschied zu den ,,Fingerreimen** (fingrarim), einer
Methode, allerlei iiber Zeit und Himmelskérper mit den Fingern
(unter Zuhilfenahme von Merkversen) zu errechnen.
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In freien Stunden " heiter

., Ldcherlich, erst 20"
Aus: Zeit im Bild 42/68

Hundert gewinnt

Zu diesem Spiel benotigen wir 3 Wiirfel, einen Becher
und die Kenntnis der 4 Grundrechenarten. Spielerzahl
beliebig. Jeder Spieler wiirfelt einmal. Die 3 Augen-
zahlen werden unter Verwendung der 4 Grundrechen-
arten verkniipft, das Ergebnis wird notiert. Dann
kommt der nichste an die Reihe. Beim zweiten Durch-
gang wird so verfahren wie beim ersten Durchgang.
Die notierten Ergebnisse kénnen nun ebenfalls unter
Verwendung der 4 Grundrechenarten verkniipft wer-
den. Wer zuerst 100 erreicht, scheidet aus. Der letzte
Spieler hat diese Runde verloren.

Beispiele:

Hans wiirfelt: 3-5-5 und rechnetso:3-5:-5 = 75
2. Durchgang: 1-3-5 :(14+3)-5 =20
3. Durchgang: 2-3-5 :(3—2)-5= 5

Nun addiert Hans die Teilergebnisse: 75420+ 5= 100

Oder: 4-5-5 :4-5-5 =100
Oder: 1. Durchgang: 2-5-6 :2-5-6 = 60
2. Durchgang: 6-6-6 :(6-6)— 6= 30
3. Durchgang: 2-5-5 :2:5-5 =50

Rechnung: (60 : 30) - 50 = 100
Varianten: Fiir 100 eine andere Zahl nehmen, z. B.
111 oder 99.

OL H. Pdtzold, Waren{Miiritz

Einstein und die Null

Wihrend des zweiten Weltkrieges wurde Einstein von
einer Tageszeitung um ein Interview gebeten. Nachdem
die Fragen beantwortet waren, sal man noch beim
Tee. Da fragte der Reporter: ,,Herr Professor, was
halten Sie eigentlich von Hitler?*

Einstein iberlegte. ,,Das fragen Sie doch auBerhalb
dessen, was Sie zu ver6ffentlichen gedenken 7

Der Reporter wurde stutzig.

,»»Als Naturwissenschaftler mochte ich sagen — Hitler
ist eine GroBe.*

Einstein sah die Entriistung und fuhr fort: ,,Na ja,
ich meine in diesem Falle eine rechnerische GréBe,
und das ist in der Mathematik die Null doch zweifellos.
Hitte man mit dieser Null vorher gerechnet, brauchte

man heut nicht mit ihr abzurechnen.*
Aus: NBI 4/69
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Geometry Problem

Let 4, B, C, D, E and F be the vertices of a regular
polygon and let the area of the larger circle be 1. What
is the area of the smaller circle?

o' Aus: The Mathematical Log,
Dec. 68, Oklahoma

Der Miifliggiinger
Ein MijBiggéinger hat von Beginn seines 19. Jahres

bis zu seinem Lebensende g der Zeit verschlafen,
% mit Essen und Trinken zugebracht, % mit Spa-

zierengehen vertrieben, 13_6 mit Spielen verdorben,

1]—6 im Lehnstuhle vergihnt und im ganzen nur zwei

Jahre sich der Arbeit gewidmet. Wie alt ist dieser
Mensch geworden?

Aus: Allgemeine Arithmetik und Algebra, Kiln 1906

Sonst noch ’ne Frage?

Rakete 4/68 ( Sonderausgabe auf der MMM Leipzig 1968)




Bilderriitsel

123

Ekkehart Paditz, OS Lommﬁtzsch, Kl. 76

Mathematische Begriffe

In die (senkrechten) Spalten sind Worter der folgen-
den Bedeutung einzutragen. (Jedes Wort hat fiinf
Buchstaben.) (6 ist als oe zu schreiben.)

1 2 3 L 5 6 7 8 9 10

MaBeinheit der Linge,

Teil des Koordinatensystems,

MaBeinheit der Masse,

Besondere Linie im Dreieck,

Stellenwert,

MaBeinheit der Zeit,

griechischer Buchstabe,

Zusammenstellungvon bestimmten Zahlenwerten,
zusitzliches Unterscheidungsmerkmal bei Va-
riablen, (z. B. 4, a;, .. .)

10. geometrischer Kdrper.

Die Buchstaben in der ersten (waagerechten) Zeile
ergeben den Namen einer Wissenschaft.

OStR K.-H. Lehmann, V.L.d.V., Berlin
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Geometrische Karrikaturen
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,,51e will zum Ballett

Kostiimfest der Quadrate!

COU

,»Stellen wir erst einmal fest, wer Vorfahrt hatte!*
OL H. Pétzold, Waren|Miiritz

Magisches Quadrat

Die Elemente der Zahlenfolge

—16,—14,...,0, +2, +4, ..., +14
sind in die 16 Felder so einzusetzen, daB in jeder Reihe,
jeder Spalte und jeder der beiden Diagonalen die
Summe stets — 4 betrdgt. Jedes Element der Zahlen-

folge darf nur einmal verwendet werden.
A W. Unze, Leipzig

Magischer Wiirfel \ 4

Setze die Ziffern 1 bis 8 so in die Felder der Wiirfel-
ecken ein, daB3 die Summe der Zahlen der Grundfliche
gleich der Summe der Deckflidche ist. Gibt es mehrere
Losungen ? Gibt es eine Losung, bei der die Summe der
Zahlen der Grund-, der Deck- und jeder Seitenfliche

gleich ist? Aus: Mamamuka, Sofia

Denkertjes (Denksport)

Uberlege, wie groB der Flacheninhalt folgender Figur
ist. Nicht rechnen, sondern denken und mit Lineal
arbeiten!

Aus: Pythagoras 3-68/69, Niederlande

71



Leser schreiben an alpha

Als kiinftige Mathematikstudentin und Ab-
iturientin machen mir die Aufgaben und
Erlduterungen dazu sehr viel SpaB.

Elvira Mohn, 9204 Grofschirma b. Freiberg

Herzlichen Dank fiir die interessanten Hefte!
Ola-Andre Strazalla, 22 Greifswald

Ich méchte nicht versiumen, der Redaktion
und den Mitarbeitern der alpha meinen herz-
lichsten Dank auszusprechen fiir die ab-
wechslungsreiche und ansprechende Gestal-
tung dieser Schiilerzeitschrift. Gerade durch
die Aufgaben des Wettbewerbs werden die
mathematisch interessierten Schiiler an Pro-
bleme herangefiihrt, die iiber den Lehrstoff
des Mathematikunterrichts hinausgehen.
Hans Kreul, Vater v. Klaus-Jiirgen K.,
88 Zittau

Hiermit méchte ich mich recht, recht herz-
lich bei Dir, liebe alpha, bedanken, daB es
Dich gibt. Ich finde Dich einfach prima.

Joachim Stranz, 128 Bernau b. Berlin

Mir macht das Lésen der Aufgaben von 1968,
besonders der Wettbewerbsaufgaben, viel
SpaB. Es hitten manchmal sogar mehr sein
koénnen. Ilona Boenig, 94 Aue
Die Zeitschrift alpha gefillt mir sehr gut.
Ich versuche, jede Aufgabe zu l6sen, und be-
teilige mich auch immer am alpha-Wettbe-
werb.

Ehrenfried Zschech, 86 Bautzen
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Da wir uns gerne mit mathematischen Kno-
beleien beschiftigen, wird das Losen der
Wettbewerbsaufgaben in Zukunft ein Teil-
programm unserer Arbeit in der AG werden.
Zirkel Junger Mathematiker, KI. 6,

OS Greitz-Pohlitz

Ich bin Mitglied eines Mathematikzirkels an
unserer Schule, und wir benutzen die alpha
als Arbeitsgrundlage. Unsere Losunger be-
sprechen wir gemeinsam, nachdem wir sie
abgeschickt haben. .. Ich habe den Wunsch,
mich spiter fiir ein Studium der Mathematik
zu bewerben. Deshalb ist es fiir mich niitz-
lich, wenn ich mich iiber den Schulstoff hin-
aus mit mathematischen Problemen be-
schiftige.

Rolf Osterloh, 3253 Egeln

Wir ibersenden 110 Antwortkarten des alpha-
Wettbewerbs. Wir freuen uns, daB wir die
Zahl dieser Karten, im Vergleich zum Vor-
jahr, mehr als verdoppeln konnten. .Die
Arbeit mit der Zeitschrift ist ein Hauptbe-
standteil unserer Arbeit. .. Dieser Tétigkeit
ist es auch unbedingt zuzuschreiben, daf3
wir bei der diesjihrigen Kreisolympiade
sehr zufriedenstellend abschneiden konaten.
Von den 7 Teilnehmern (wir sind cine 8-kias-
sige Landschule it 65 Schiilern in der Mittel-
stufe) erzielten wir einen 1. Preis, zwei 2.
Preise und einen 3. Preis und waren damit die
beste Schule im KreismaBstab. Dieser Erfolg
war nur durch die stindige Ausnutzung der
Veroffentlichungen in der alpha méglich.
Wir beginnen aus diesem Grunde mit der
Werbung fiir alpha bereits in der 4. Klasse.

E. Pohl, Lehrer, OS Riidnitz, Kr. Bernau

In meiner Freizeit l6se ich gerne Aufgaben
aus der alpha, und es wiire schon, wenn sie
monatlich erschiene. Meine Leistungen sind
sehr gut. Bei der Kreisclympiade konnte ich
einen ersten Platz belegen.

Wolfgang Jenschke, 8038 Dresden

Ich méchte mich heute, nachdem wieder ein
alpha-Jahr vergangen ist, recht herzlich be-
danken fiir alles. Sie kénnen sich vielleicht
vorstellen, wie sehr ,,Mathematiktraining*
hilft. Auch bei mir hat es sich bemerkbar ge-
macht. Ich bekam — Sie werden staunen —
fast das Dreifache an Antwortkarten als
im Vorjahr. .. Ubrigens habe ich erfahren,
daB ich in der Kreisolympiade den 5. Platz
erreicht habe. (Ein Zeichen der Ubung!)
Helga Riilicke, {8 Brandenburg

Die Zeitschrift ist mir ein guter Helfer bei
meinem  Lieblingsfach  ,,Mathematik*.
Schon zwei Jahre hintereinander belegte ich
bei der Kreisolympiade den 1. Platz.

Volker Boos, 4601 Dabrun (i3 .).)

alpha vermittelt mir Inieressantes und Wis-
senswertes. Mein Mathematikdurchschnitt
ist 1,0. Durch aipha konnte ich so gute Lei-
stungen erzielen.

Christiane Kreuzer, 701 Leipzig

Ich kann heute feststellen, daB ich meine
Leistungen im Fach Mathematik wesent-
lich verbessern konnte und dal Sie mait ihrer
Zeitschrift daran keinen unwesenilichen An-
teil hatten. Ich kann Thnen heute nur sagen,
machen Sie weiter so!

Hans-Dieter Lucas, 354 Osterburg




transpress

Der VEB Verlag fiir Verkehrswesen ,,trans-
press*, Berlin, stellte der Redaktion eine
Auswahl seiner in den letzten Jahren ver-
ofTentlichten Biicher zur Verfigung. Mathe-
matikfachlehrer W. Unze, Leipzig, stellte
unter Verwendung dieses Materials Aufgaben
zur Wiederholung der Grundkenntnisse zu-
sammen. Wer l6st mit?

5 4 414 Im Stickgutverkehr von Haus zu
Haus werden Behilter vier verschiedener
GroBen verwendet.

Behilter Liange Breite Hoéhe (i.mm)
A 1450 800 900
B 1650 950 1300
C 1950 1100 1420
S 1200 800 800

Berechne das Fassungsvermdgen der vier
unterschiedlich groBen Behiilter (in m?)!
Aus: Lehrbuch fiir Berufskraftfahrer (Teil 3)

6 & 415 Von den hauptsichlichsten Typen
der Verkehrsflugzeuge der UdSSR werden
die hochst zulassige Anzahl der Passagiere
und die Startmasse der Flugzeuge genannt:
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An 10 A 132 55000
An 24 50 21000
ILI8B 110 61200 556
IL1S8E 122 61200
IL 62 186 157 500
Jak 40 24 12400
Tu 104 100 74 500 745
Tu 144 220 165000
Tu 124 56 36000
Tu 134 72 42 000

Bei welchem Flugzeugtyp ist die Startmasse
je Passagier am kleinsten? Erginze die Auf-
stellung entsprechend!

Aus: aerotyp, Verkehrsflugzeuge

7 a 416 Die Durchmesser der Treibrider
unserer Lokomotiven sind von ihrem Ver-
wendungszweck (Giiterzuglokomotive,
Schnellzuglokomotive usw.) abhingig.

Die Treibraddurchmesser betragen bei der
a) elektrischen Lokomotive

der Baureihe E 410 1250 mm,
b) dieselelektrischen Lokomotive

der Baureihe TE 40 1050 mm,
c) Dampflokomotive

der Baureihe 62 1750 mm.

Wieviel Umdrehungen U fihrt ein Treib-
rad dieser Lokomotiven auf der Strecke
Leipzig—Berlin (165 km) aus?

Aus: Eisenbahn-Jahrbuch 1968

8 a 417 AufBahnstrecken haben die durch
Gelinde bedingten Neigungen groBen Ein-
fluB auf den Fahrtablauf des Zuges. So wer-
den u. a. Neigungen bzw. Neigungswechsel
dem Lokomotivfihrer durch entsprechende
Zeichen bekannt gegeben.

Was bedeuten diese beiden abgebildeten
Zeichen, und welcher Hohenunterschied be-
steht zwischen Anfang und. Ende ecines so
markierten Streckenabschnittes?

e 761 |[ =6 ]
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Aus: Lehrbuch fiir die sozialistische
Berufsbildung im Betriebs- und Verkehrsdienst
der Deutschen Reichsbahn, Teil 3

9 4 418 Der neue Stiickguttarif der Deut-
schen Reichsbahn ist auf der Basis der Luft-
linienentfernung aufgebaut. Zur Berechnung
wurde eine maBstabgerechte Landkarte der
DDR mit einem Gitternetz iiberzogen; die
Seitenlinge der Quadrate des Gitternetzes
betragt in der Wirklichkeit 10 km. Es ent-
stehen so in der waagerechten Richtung 51
und in der senkrechten 37 Quadrate, die
entsprechend nummeriert sind. Jeder Ort
in der DDR kann so durch ein Zahlenpaar,
die sogenannte Quadratnummer, bestimmt
werden.
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In der Abbildung ist die Lage der Orte A
und B eingezeichnet, deren Luftlinienent-
fernung gleich der Linge / der Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks ist. Berechne
die Linge der Luftlinie zwischen den Orten

-A und B!

Aus: Stiickgut — Transport — Ordnung
und Tariffragen

10 a 419 Das Palettensystem beim Trans-
port, Umschlag und Lagerung kleiner Lade-
einheiten mit der Palette mit den internatio-
nal verbindlichen Abmessungen von 800 mm
x 1200 mm nutzbarer Fliache ist zum Kern-
stiick aller RationalisierungsmaBnahmen un-
serer Transportunternehmen geworden.

Aus der Abbildung ist das Palettierungs-
schema fir die Palettierung von Kannen

bestimmten Inhalts auf der Flachpalette
ersichtlich. Berechne aus den angegebenen
MaBen

a) den Inhalt einer bis 2 cm unter den oberen
Rand gefiillten Kanne mit Rohstoff fiir
unsere Seifenindustrie (unter Vernachlissi-
gung der Blechstiarke der Kanne), und

b) die Masse des auf der Palette transpor-
tierten Rohstoffes bei einer Dichte von
1,25g -cm™3!
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Aus : Palettier-Katalog

Folgeade Tramspress-Biicher empfehlen wir
umseren jungen Lesern:

Heinz Seyfert
Mein Motorrad
296 Seiten, 116 Abb., 7,80 M

Heinz Kunicki

Deutsche Dieseltriebfabrzeuge

gestern und heute

328 Seiten, 144 Abb., 38 Tafeln, 13,80 M

Birr/Kuschinsky/Uhlig

Leitfaden der Navigation

Terrestrische Navigation

394 Seiten, 165 Abb., 12 Tafein, 18,00 M

Carl-Lothar Heinecke

Internationale Schiffsmodell-Revue
Eine Ubersicht vom Schiffsmodellsport
in Europa

116 Seiten, 35 Abb., 5 Tafeln,

36 Fotos, cellophaniert, 12,80 M

Heinz A. F. Schmidt
Historische Flugzeuge
208 Seiten, 380 Abb., Halbl., cell., 16,80 M



Post vom Kosmonauten

Am 5. Februar 1969 konnten die Mitglieder des
Schiilerclubs alpha folgendes in ihr Tagebuch ein-
tragen: '

Heute war ein besonderer Tag fir uns. Es war die
letzte Veranstaltung vor den Winterferien. Aber trotz-
dem miihten wir uns alle mit geometrischen Problemen
und mit Gleichungen ... Doch gerade an diesem Tage
gab es Grund zu besonderer Freude: Wir hatten end-
lich Antwort bekommen auf einen Brief unserer
Arbeitsgemeinschaft an den Fliegerkosmonauten Bere-
gowoi! Verena hatte ihn mit vielseitiger Unterstiitzung
in die russische Sprache iibersetzt. Wihrend des Jahres
hatten wir uns mit Problemen des Weltraumes be-
schiiftigt, waren im Jenaer Planetarium, hatten Ver-
bindung mit Herrn Dr. Marx gekniipft und dariiber
dem Fliegerkosmonauten geschrieben.

Und nun kam seine Antwort, iiber die wir uns natiir-
lich sehr freuten. Der Brief des Kosmonauten wird
cinen Ehrenplatz in unserem Tagebuch einnehmen.
Aus einem Brief an die Redaktion:

Unser Name wurde analog der Mathematischen
Schiilerzeitschrift alpha gewihlt. Wir benutzen sie oft
in unseren Veranstaltungen. Schiilerclub nennen wir

Wieviel Urlauber lesen auf unserem SuchBild die ,,alpha“?

uns deshalb, weil wir nicht nur ,,rechnen*, sondern
daneben auch Veranstaltungen vielféltiger Art durch-
filhren, wie Foren, Exkursionen, Lichtbildervortrige.
Am Club beteiligen sich 12 Schiiler der 7. und 8. Klasse.
Zu besonderen Veranstaltungen werden auch andere
Schiiler eingeladen. Ebenfalls erscheinen von uns
Wandzeitungen im Schulhaus.

Rosemarie Steiner

Leiter der AG Mathematik Schiilerclub alpha
Polytechnische Oberschule ,,Reinstddter Grund",
6901 Dropnitz

An die Mitglieder des mathematischen Zirkels alpha
Liebe Kinder!

Ich danke Euch fiir Euren Brief, in dem Ihr so gut die
Arbeit Eures Zirkel- und Pionierlebens beschreibt.
Alles, was Thr tut, muB sehr interessant sein. Ich
wiinsche Euch von ganzem Herzen Erfolg, Vielfalt in
der Arbeit, eine feste Gesundheit und Gliick. Auf Eure
Bitte schicke ich Euch ein Foto mit Autogramm.
Mit freundlichem Gru3
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