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Eine mathematische Exkursion
rund um das Wahlrecht

Das Wahlrecht ist in unserem Lande in die
offentliche Diskussion geriickt. Innerhalb
kurzer Zeit wurden die Volksvertretungen
unseres Landes neu gewahlt. Um zu errei-
chen, daB die vom Waihler abgegebene
Stimme letztlich zu einem handlungsfihi-
gen Parlament fuhrt, muB die Mathematik
angewendet werden. i

Am ecinfachsten ist dies beim Mehrheits-
wahlrecht. Das Wahlgebiet (das Land, der
Bezirk, der Kreis, die Stadt oder Ge-
meinde, der Stadtbezirk) werden dazu iIn
eine bestimmte Zahl von Wahlkreisen un-
tergliedert. In diesen Wahlkreisen sind je-
weils ein oder mehrere Abgeordnetensitze
zu vergeben. Um diese Abgeordnetensitze
bewerben sich in der Regel mehrere Kandi-
daten. Im Falle des absoluten Mehrheits-
wahlrechts erhalt derjenige . Kandidat
einen Sitz im Parlament, der mehr als 50 %
der abgegebenen Stimmen erhalten hat.
Ein Beispiel: In einem Wahlkreis wurden
21300 Stimmen abgegeben. Der Kandi-
dat A hat 11200 Stimmen, der Kandidat B
6400 Stimmen und der Kandidat C
3 700 Stimmen erhalten. Fiir den Abgeord-
netensitz werden mehr als 50% der Stim-
men, also in diesem Falle mindestens
10651 Stimmen benétigt. Das bedeutet,

daB Kandidat A die Wahl gewonnen hat.
Beim relativen Mehrheitswahlrecht reicht

die relative Mehrheit der abgegebenen
Stimmen zur Erlangung des Parlamentssit-
zes, d.h. gewonnen hat derjenige Kandi-
dat, der im Verhailtnis zu den anderen
Kandidaten die meisten abgegebenen
Stimmen auf sich vereinigen kann.

Auch dazu ein Beispiel: Von den in einem
Wahlkreis abgegebenen 16490 Stimmen
entfallen auf den Kandidaten A 2321, den
Kandidaten B 791, den Kandidaten C
5322, den Kandidaten D 4293 und den
Kandidaten E 3763 Stimmen. Gewonnen
hat der Kandidat C, der mit 5322 Siimmen
die relative Mehrheit bekommen hat.

Das Mehrheitswahlrecht hat den Nachteil,
daB nur die fur den siegreichen Kandida-
ten abgegebenen Stimmen erfolgreich sind,
wihrend beim 1. Beispiel 47.4% der Stim-
men verfallen und beim 2. Beispiel sogar
nur 32,3% Stimmenanteil fur einen Abge-
ordnetensitz ausreichen.

Etwas komplizierter ist die Berechnung bei
Anwendung des Verhialtniswahlrechts.

Beim Verhaltniswahlrecht kommt es dar-
auf an, die fur die Kandidatenlisten von
Parteien abgegebenen Stimmeén proportio-
nal in Parlamentssitze umzurechnen.

Dazu gibt es verschiedene Moglichkeiten.
In der Weimarer Republik kam zum Bei-
spiel ein automactisches Verfahren zur An-
wendung, nach dem ein bestimmter Stim-
menanteil fur die Zuteilung eines Abgeord-
netensitzes gesetzlich festgelegt wurde.
Ein Beispiel: Im Wahlgebiet wurden
63752 319 Stimmen abgegeben. Gesetzlich
werden 120000 Stimmen fir einen Abge-
ordnetensitz vorgeschrieben.

Die Partei1 A erhalt 18372500 Stimmen,
die Partei B 21273 184 Stimmen, die Par-
tei C 10200243 Stimmen und die Partei D
13906 392 Stimmen. Die Umrechnung die-
ser Stimmen 1n Abgeordnetensitze ergibt
folgende Ergebnisse:

Partei A: 153 Sitze; Partei B: 177 Sitze;
Partei C: 85 Sitze; Partei D: 115 Sitze.
Damit sind im Parlament insgesamt
530 Abgeordnete vertreten.

Das Wahlrecht kennt nebgn den automati-
schen auch mathematische Verfahren.

Ein solches mathematisches Verfahren ist
das Auszahlverfahren nach d’Hondt.

Ein Beispiel: In einem Wahlkreis sind ins-
gesamt 14700 Stimmen abgegeben wor-
den. Es stehen 12 Abgeordnetensitze zur
Verfiigung. Die Partei A hat 7 100, die Par-
tei B 4200 und die Partei C 3400 Stimmen

erhalten. A B C
Stimmenzahl 1 7100 4200 3400
dividiert (1) (2) (4)
durch: 2 3550 2100 1700
(3) (6) (8)
J 2366 1400 1133
(3) (10) (12)
4 1775 1050 850
(7)
5 1420 840 680
(9)
6 1183 700 566
(11)

Nachdem die fiir die einzelnen Parteien
abgegebenen Stimmen durch 1, 2, 3 usw.
dividiert wurden, werden die 12 gréBten
Quotienten (da 12 Abgeordnetensitze zu
vergeben sind) der Reihenfolge nach nu-
meriert. Die Anzahl der durchzufiihrenden
Divisionen richtet sich nach der Anzahl
der Abgeordnetensitze. Nach diesen Re-
chenoperationen erhalt die Partei A
6 Sitze, Partei B 3 Sitze und die Parte1 C
ebenfalls 3 Sitze.

Bei den Wahlen in der DDR kommt das
sogenannte Hare-Niemeyer-Verfahren zur
Anwendung.

Auch hierzu ein Beispiel:

Wir gehen wieder von 12 Abgeordnetensit-

zen und 14 700 abgegebenen Stimmen aus,
die sich wie im obigen Beispiel auf die ein-
zelnen Parteien verteilen. Nach dem Hare-
Niemeyver-Verfahren wird die Gesamtzahl
der Sitze (a) multipliziert mit der fir eine
Partei abgegebenen Stimmen (b} und divi-
diert durch die Gesamtzahl der abgegebe-
nen Stimmen (¢), d. h. v

“'b, wobei a =12 ¢ = 14300 gilt.

d = -
c
Nach entsprecl}enden Berechnungen ergibt
sich folgende Ubersicht:

A B C
Stimmenzahl (b) 7100 4200 3400
Quotient (d) 579 343 277
Sitze (e) 5 3 2
plus Sitze (f) 1 1
Gesamtsitze (e+f) 6 3 3

Die Ziffern vor dem Komma ergeben die
Zahl der Abgeordnetensitze (e), die jeder
Partei zustehen. Die danach noch verblei-
benden Sitze (f =a — e) werden nach der
Anzah] der Zehntel bzw. Hundertstel nach
dem Komma vergeben. H.-J. Scharfenberg

Merkwiirdiges Rechnen

Wie leicht zu bestitigen ist, gelten

9 6 9 25 5 25 .
5 10 Wund 3 ?—? Es sind

alle geordneten Tripel (a; b;¢) natiirlicher
Zahlen a, b und ¢ zu ermitteln, die die

b
Gleichung E g =% erfullen!

Angenommen, das Tripel (a;b;c) mit
a,bce N und bc#+0 i1st Losung. Durch
Multiplikation beider Seiten der Glei-

a b a
chungb c—c

Nenner bc ergibt sich ac— b?=ab und
durch weitere daquivalente Umformungen
a(c— b) = b%. Insbesondere muB also auch
a*+0 gelten. x> mit x € N sei die groBte
Quadratzahl, die Teiler von a ist und y°
mit y € N die groBte Quadratzahl, die Tei-
ler von ¢ — b ist. Mit geeigneten natlirli-
chen Zahlen m und » gilt dann a = mx?
und ¢ — b = ny?.

In der Primfaktorzerlegung von m und
auch in der von n kann kein Primfaktor
mehr als einmal auftreten. Denn ist p eine
Primzahl und wiirde p? Teiler von m gel-
ten, so ware im Widerspruch zur Maximal-
auswahl von x? die Quadratzahl (px)? > x?
ein Teiler von a.

mit dem gemeinsamen

Aus b2 =a(c— b) = mx?ny? folgt nunmehr

bm x,ye N auch
c— b=my? ergibt sich

m=n und wegen
b= mxy. Aus

schlieBlich

c=b+my’=mxy+ my?=my(x+y). Da

die benutzten Umformungen 4&quivalent
sind, erfullen fur alle von 0 verschiedenen
natirlichen Zahlen m, x und y die Tripel

(a:bh;c) mit a=mx* b=mxy und

¢ = my(x + y) und nur diese die Gleichung
a b a

b ¢ ¢

Es gibt also unendlich viele Losungstripel

(mx?; mxy; my(x + y)) mit m, x,y € N und
mxy 0. Firm=1, x=3und y =2 ergibt
sich z. B. (9;6; 10). W. Trager

alpha, Berlin 24 (1990) 4 - 73



Weildt du, wieviel Sternlein stehen?
Die Entwicklung der Zahlworter und Zahlzeichen

Teil 1

Wir hatten uns bereits im ersten Teil iiber-
legt, wie weitgehend Zahlen in unser All-
tagsleben eingedrungen sind. Jeder, der
schon einmal im Ausland gewesen ist, hat
die international einheitliche Zahlen-
schreibweise schitzen gelernt. Auch wenn
die Sprachkenntnisse nicht mehr ausreich-
ten, der aufgeschriebene Kaufpreis oder

die notierte Zugabfahrt waren ohne weite-

res verstindlich.
Benannt werden die von uns gebrauchten

Ziffern nach den Arabern, erfunden wur-
den sie aber in Indien. — Kurioserweise be-
nutzt man jedoch heute sowohl in Arabien
als auch in Indien noch Zifternschreibwei-
sen, die nicht dem heutigen Standard der
sarabischen Ziffern® entsprechen.

Die 3lteste Form, Mengenangaben , schrift-
lich“ festzuhalten, dirfte das Einkerben ge-
wesen setn: fur jedes Mengenelement
wurde eine Kerbe auf einem Holzstuck an-
gebracht. Die dltesten Zahlenschriften las-
sen ihren Ursprung im Kerben erkennen,
etwa die chinesischen Bambusziffern (vgl.
Bild 1;. Die Zahlzeichen der Mayas wie-
derum verarbeiten das Zahlen mit Hilfe
von Steinchen (vgl. Bild 2).

Da das Aneinanderreihen gleicher Zeichen
bei groBeren Zahlen zu unibersichtlichen
Zeichenfolgen fuhrt, wurden Folgen von
Kerben strukturiert, und schlieB3lich er-
setzte man eine bestimmte Menge von
Kerben durch ein neues Zeichen. Das
agyptische Ziffernsystem arbeitete fur die
Zahlen von 1 bis 9 mit einfachen Strichen
(= Kerben); die 10 wurde durch ein einem
auf demy Kopf stehenden U dhnelnden Zej-
chen wiedergegeben (vgl. Bild 3). Die Zeh-
ner wurden mil diesem Zeichen notiert, 10
sclcher Zehner wurden durch eine neue
Hieroglyphe bezeichnet usw. Um 3000
v.u. Z. sind auf einem Denkmal, das das
alteste bekannte Zeugnis fur Hieroglyphen

Einer

Zehner

Hunderter wie Einer, usw.

Bild 1
Chinesische Bambusziffern

| 2 3 : 3 6 7 é b4 10
_II__I;-_I_J__I:T;_IF-_-I-T | & 'y 1)
Bild 2

Maya Ziffern

74 - alpha, Berlin 24 (1990) 4

nell»d

CNNl
_ @il

Agyptische Hieroglyphen. Die obere Reihe
zelgt von links nach rechts die Zahlen 1,
10, 100, 1000, 10 000, 100 000 (Frosch)
und 1 Million (Luftgott). Die untere Reihe
zelgt die Zahl 2 246.
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Bild 4

Ein agyptischer Hieroglyphentext mit
Zahlzeichen aus der Zeit um 1500 v. u. Z.
(3. Spalte von links).

1st, bereits die riesigen Zahlenangaben

120000 Gefangene, 400 000 erbeutete Rin-
der und 1422000 erbeutete Ziegen bei
einem Kriegszug des Konigs Narmer ge-
macht. Die propagandistische Ubertrei-
bung bei der Siegesmeldung (schon damals
ublich) interessiert uns nicht, fur uns ist
die Fihigkeit der Agypter bemerkenswert,
derart groBe Zahlen aufschreiben zu kon-
nen (vgl. Bild.4).

Die Agyptische Zahlschreibweise fiihrte
aber 1n eine Sackgasse, da sich diese Art
der Zahldarstellung zwar recht gut fur das
Zahlen und Weiterzidhlen (Addieren)
eignet, aber Multiplikations- oder Divi-
sionsverfahren nicht sehr angepalt ist.
Beim praktischen Gebrauch schliffen sich
die ,Schonschreibweisen® der Hierogly-
phen immer mehr ab, so dal die dgyptische

Schreibschrift schlieBlich sehr viele indivi-
duelle Zeichen fur die Ziffern besaf3, was
das Algorithmisieren des Rechnens auller-
ordentlich behinderte und erschwerte (vgl.
Bild 5).
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Bild §

Zahlzeichen in hieroglyphischer und
daraus abgeleiteten , Schreibschriften“. Die
Verzifferung ist deutlich zu erkennen.

Das andere Extrem einer Verzifferung ist
die Dualschreibweise. Hier reichen zwei

Ziffern (in der Regel sind es die Zeichen 0
und L), um jede beliebige natiirliche Zahl
zu notieren. Der Nachteil des geringen Zei-
chenbestandes zeigt sich in der ,Lange”
groller Zahlen, bereits 4 wird dual mit drei
Ziffern LO0 geschrieben. Computer stort
das nicht so sehr, denn giinstig ist bei
thnen die Moglichkeit, den Ziffern 0 und L
zwel elektrische Ladungszustande im Re-
chenwerk zuordnen zu konnen.

Die Grundlage des Dualsvstems ist das Zu-
sammenfassen in Zweiergruppen. Die
Agypter benutzten wie auch wir Zehner-
gruppen. Die Babylonier faliten nach eini-
gen Vorformen ihre Zahlenangaben in 60er
Einheiten zusammen, modern geschrie-
ben:

z=a,60"+a,_60"" 1+ ..+ a,60 + g,
(a;=0,1,2,...,59 firi=1,...,n).

Auch die babylonische Keilschrift benutzt
fir die ersten neun Zahlen Zeichen, die an
Kerben erinnern (vgl. Bild 6). Fur die 10
erscheinl ein neues Zeichen; die Zahlen
zwischen 10 und 60 werde® aus beiden
Zeichenarten kombiniert (vgl. Bild 7).

ol Lam ) Lz
+ r r

T
12 3 4 5 6 7

Bild 6
Keilschrift. Zahlzeichen von 1 bis 10

77
|

Bild 7
Die Zahl 23 in Keilschrift

Sollen Zahlen {iber 60 hinaus dargestellt
werden, greift man auf ein Stellensystem
zuriick. Damit XOnnen die alten Zahlzei-
chen weiter benutzt werden. Der Wert
eines Zeichens ist nicht absolut (wie bei
den Agyptern), sondern hingt von dessen
Stelle ab. Das 1st uns von den arabischen
Ziffern her vertraut. Ein Beispiel: die Zif-
fer 2 steht flir unters€hiedliche Werte
n 22.



Das Keilschriftsystem weist aber gegenuber

der arabischen Zahlschreibweise einen
Mangel auf: die Null fehlt. Die Null er-
moglicht es, eine Leerstelle zu markieren,
also beispielsweise anzuzeigen, dall in 204
keine Zehner vorhanden sind. Andererseits
weist 30 darauf hin, daBl keine Einer er-
scheinen. Die Keilschrift ist aus diesem
Grund mehrdeutig. Auch wenn der Schrei-
ber fiir fehlende Einheiten einen Leerraum
lieB, war dieser doch subjektiv und ersetzte
das Schreiben von Nullen nicht. Beispiels-
weise lassen sich zwei Keile so deuten (vgl.
Bild 8):

Bild 8
Vieldeutigkeit der Keilschrift. Das Fehlen

der Null (oder eines Leerraumzeichens)
macht die Lesung der Zahlen mehrdeutig.

Der Rechner, der die Zahlen aufschrieb,
hatte jedoch aus der Aufgabenstellung her-
aus eine Yorstellung von deren GroBe. Da-
mit beseitigte er die Unbestimmtheit, die
fur uns besteht. Das uns irritierende Ver-
fahren hat so Jahrhunderte gut funktio-
niert. Das Keilschriftsystern hat gegenuber
den adgyptischen oder romischen Ziffern
einen gewaltigen Vorteil. Weil sich die Po-
sitionen der Ziffern nicht eindeutig festle-
gen lassen, konnen zwel Keile auch als
2:60°" oder 1-607"1+1-60"2

usw. gedeutet werden. Damit konnen Bri-
che problemlos dargestellt werden und wie
natiirliche Zahlen in die Rechenschemata
einbezogen werden.
Die Griechen benutzten zwei Zahlschreib-
weisen. Die herodianischen Zahlen greifen
auf die Anfangsbuchstaben der Zahlworter
zuruck:
[T = 5 Penta (I7 ist eine alte

Schreibweise des Pi),
A = 10 Deka,
H = 100 Hekaton.
Interessant ist dabei eine Multiplikations-
schreibweise:
50 = 5-10 wurde I. geschrieben, entspre-
chend Ti=500=5:-100 usw. Die 10ni-
schen Zahlzeichen sind mit den 24 Buch-
staben des griechischen Alphabets iden-
tisch, wobei noch drei alte Buchstabenfor-
men aufgenommen wurden, damit 27 Zei-
chen fiir die drei Gruppen von Einern,
Zehnern und Hundertern zu je 9 Ziffern
vorhanden waren. Die Multiplikation mit
1000 wurde durch einen Strich links vom
Buchstaben notiert. Um in einem geschrie-
benem Text Zahlen nicht mit Wortern zu

| z 3 4 5 6 7 B Q
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Bild 9

Die ionischen Zahlzeichen

verwechseln, wurden Zahlen uberstrichen
(vgl. Bild 9).

Uns geldufige Potenzgesetze wie 107- 107
= 10"*" waren bei diesen Buchstabenzif-
fern und ihrem 1Xx1 nicht leicht zu erken-
nen. Archimedes (287 bis 212 v.u. Z.) mei-
sterte in einer beriihmten Arbeit iiber die
Sandzahl diese Schwierigkeiten virtuos, in-
dem er bei der Berechnung der Anzahl der
Sandkorner im Weltall Myriaden von My-
riaden bildete. Mit dem Wort Mpyriade
wurde im Griechischen die Zahl 10000 be-
nannt. Archimedes berechnete auf diese
Weise die gesuchte Anzahl mit rund
10°7 Sandkoérnerm, wobei er sowohl Zahl-
worter erfand als auch Rechenregeln er-
kannte, um die auBBergewdhnliche GréBen-
ordnung zu bewiltigen.

Die Zuordnung von Zahlen und Buchsta-
ben, wie sie die Griechen vornehmen, hat
im Verlauf der Geschichte immer wieder
zu unbegriindeten Spekulationen gefiihrt,
die einen tieferen Sinn in der aus prakti-
schen Erwdgungen getroffenen Doppeldeu-
tigkeit der Zeichen sahen. Dabei wurde die
mit Zahlen gemachte Erfahrung, dall sich
die Wirklichkeit durch diese beschreiben
140t, unkritisch auf geschriebene Texte
ubertragen. Genauer: wichtige Texte (wie
etwa eine Bibelstelle) wurden ,,dechiffriert”
und gedeutet. Michael Stifel kam auf diese
Weise dazu, einen Weltuntergang fiir den
18. Oktober 1533 um 8 Uhr morgens 1n Lo-
chau vorherzusagen (vgl. ,alpha“ 5/89).
Das Wort ,,Amen“ hatte beispielsweise den
Zahlenwert 99
axa=1,u=40,e=8,v=350;

also opev=1+40 + 8 + 50 = 99).
Religiose mittelalterliche Manuskripte en-
den daher oft mit der Zahl 99.

Die romischen Ziffern sind bis heute be-
kannt und werden fur besondere Anlasse
noch benutzt (Angabe von Jahreszahlen,
Seiten- oder Kapitelzihlung in Buchern
u. a. m.). Auch hier ist der Ursprung Kerbe
nicht zu iibersehen. X markierte die Biin-
delung in Zehnereinheiten (durchgestri-
chene Kerbe) und erhielt so den Zahlwert
10. Die Hilfte des Zeichens ist V und be-
deutet 9.

Hiervon kommt die Redensart ,Ein X fur
ein U (=V 1m Lateinischen) vormachen®,
die besagt, daBl einem in einer Rechnung
eine 10 fur eine 5 untergeschoben werden
soll, womit sich der zu zahlende Betrag ver-
doppelt. Die Zeichen fur 100 oder 1000
wurden ursprunglich anders als in der
heute durch die mattelalterliche Schreib-
weise verbreiteten Form geschrieben. 1 000
war eine cingeklammerte I, d. h. (I); dop-
pelte Einklammerung ((1)) ergab den Wert
von 10000 usw. 500 als die Hilfte von
1 000 wurde sinnfdllig durch das halbe Zei-
chen |) bzw. spiater im Druck durch D wie-
dergegeben. Erst im Mittelalter kamen die
Abkiirzungen C=100 (C von centum)
und M =1000 (M von mille) auf. GroBere
Zahlen wurden durch Uberstreichen aus
kleineren gewonnen: (I) = 1 Million (d. h.
Uberstreichen ist Multiplikation mit
1 000). ’
Diese romischen Zahlzeichen wurden bis
ins Mittelalter verwendet, wobei sie spiter

im Druck durch kleine Buchstaben wieder-
gegeben wurden: i1 fir eins, j am Ende
einer Einerkette (z. B. 3 = 1ij), v fur 5 und x
fur 10 usw. Die arabischen Ziffern kamen
im 8. Jahrhundert von Indien nach Arabien
und wurden von dort nach Europa ge-
bracht. In der Regierungszeit des Kalifen
al-Ma’'mun, eines Sohnes des beruhmten
Harun al-Raschids, schrieb al-Chorizmi
ein Buch (um 820) iiber den Gebrauch der
arabischen Zahlen, das im 12. Jahrhundert
ins Lateinische iibersetzt wurde und damit
im Abendland lesbar wurde. Vermutlich
haben jedoch Kaufleute und Handler die
Verbreitung der arabischen Ziffern sowohl
von Indien nach Arabien als auch von dort
nach Europa bereits frither durch den Han-
del gebracht.

DIE STAMMTAFEL UNSERER ZAHLEN
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Die Entwicklung der arabischen Zahlen
Uber die Entstehung der sogenannten ara-
bischen Zifferm in Indien ist nicht viel be-
kannt. In Indien waren verschiedene Zif-
fernsysteme verbreitet (vgl. Bild 10). Um
870 erscheint erstmals in der Gwalios-
Schrift schriftlich die Null, aber sie diirfte
schon vorher bekannt gewesen sein. Die In-
der liebten groBle Zahlen. Obwohl sie zur

Zeit der Agypter und Sumerer auch nicht
weiter als bis 100000 zdhlen konnten, ist
um die Zeitwende die Rede davon, dald
Buddha die Zahlen bis 10°? benennen
konne. Auch die Sissa-Zahl

204 —1=18446744073709551615,

die in einer der Legenden iiber die Erfin-
dung des Schachs erscheint und die An-
zahl der WeizenkOrner angibt, wenn auf
das erste Feld des Schachbretts ein Korn
gelegt wird und auf den weiteren Feldern
jeweils verdoppelt wird, ist indischer Her-
kunft. Naherungsweise i1st die Sissa-Zahl
gleich 18-10!%, eine Zahl, die nicht jeder
gleich benennen konnte (nimlich 18 Tril-
lionen).

Ein Grund, weshalb die arabischen Ziffern
nicht sofort die romischen Ziffern ver-
driangten, ist der, dal} das praktische Rech-
nen mit dem Abakus vollzogen wurde. Der
Abakus war ein Rechenbrett mit Rechen-
steinen. Diese Steine wurden gemaial der
Rechenvorschrift auf Linien bewegt. Das
Liniensystem spiegelt ein Stellenwertsy-

stem wider (vgl. Bild 11/12).
Fortsetzung auf Seite 89
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Wie lange

bekommt eine Wand Sonne?

Die Arbeit mit der Besonnungsscheibe

Angenommen, eine Hauswand verlauft ge-
nau in der Ost-West-Richtung, ist also
nach Siiden ausgerichtet. Wie lange be-
kommt diese Wand Sonne? In den meisten
Fallen ist die Antwort rasch zur Stelle:
12 Stunden, natiirlich! — Ganz so einfach
ist die Beantwortung dieser Frage jedoch
nicht, und die Antwort ist nur sehr bedingt
richtig. Genau genommen trifft es nur fur
zwei Tage des Jahres zu, nimlich fiir den
Frithlings- und Herbstbeginn (1989: 20. 3.
und 23.9.). Im Winterhalbjahr, wenn die
Tage kiirzer als 12 Stunden sind, wird die
Sonnenscheindauer durch die Tageslange
bestimmt, die am 21.12. nur 7h 36 min
betragen kann. Fiir das Sommerhalbjahr
(20. 3. bis 23.9) wird vielfach angenom-
men, daB die Sonnenscheindauer an der
Wand, die sogenannte Besonnung, mehr
als 12 Stunden betragen mubD.

Wer aber den Beitrag in Heft 3/90 Uber das
verfehlte Ziel aufmerksam gelesen hat,
weill, daBl die Sonne erst nach 6 Uhr die
Ostrichtung erreicht und bereits vor 18 Uhr
die Westrichtung tiberschreitet.

Am 21.6., dem Tag der Sommersonnen-
wende, ist dieser Unterschied am groBten,
so daB die Ost-West-Wand nur fur 9h
20 min Sonnenlicht erhalt. Dies mag viel-
leicht etwas paradox klingen, da allgemein
angenommen wird, daB die Sonne infolge
ihres groBen Tagbogens im Hochsommer )a
viel langer scheine. Maligeblich ist aber die
Ost-West-Richtung der Wand und wann
die Sonne diese beiden Himmelsrichtun-
gen erreicht.

Die Frage nach der Besonnungsdauer einer
Wand ist von praktischer Art, denn wer

13 Uhram 21. 6.

14 Uhram 21. 12.

SX .
Bild 1 0 N

Der Zeitpunkt einer bestimmten Sonnen-
richtung ist in den Jahreszeiten ver-
schieden.
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13.30 Uhram 20.3./23.9.

mochte nicht gern wissen, wie lange die
Sonne auf den Balkon oder die Terrasse
scheint oder von wann bis wann eine Son-
nenuhr Licht erhidlt? Auf den ersten
Augenblick mag diese Thematik sehr ein-
fach erscheinen: Man nehme sich eine Uhr
und notiere sich an einem Sonnentag die
Zeiten, wann die Sonne ,um die Ecke"
kommt und wieder verschwindet. Diesem
sei geraten, die Ablesung nach ein oder
zwei Monaten zu wiederholen — und er
wird nicht wenig erstaunt sein: Die Werte
stimmen nicht tiberein!

Das Problem liegt wie folgt: Die Sonne
steht zur gleichen Zeit nicht in derselben
Richtung. Im Sommer macht die Sonne
groBere Schritte in der Richtung, im Win-
ter kleinere. Nur zu Mittag, wenn die
Sonne den Hochststand im Siden ein-
nimmt, geschieht dies unabhingig von der
Jahreszeit um 12 Uhr wahrer Ortszeit.
Kommen wir zu unserer Ost-West-Wand
zuriick, die nur am 20.3. bzw. 23.9. fur
12 h Sonnenschein erhdlt. An diesen bei-
den Tagen geht die Sonne genau im Osten
auf und im Westen unter. MafBgeblich fur
die Dauer der Besonnung ist der Zeit-
punkt, wann die Sonne die Ostrichtung
bzw. die Westrichtung iberschreitet. Im
Sommerhalbjahr wird die Besonnungs-
dauer in jedem Fall kiirzer als 12 h sein,
wie aus der folgenden Ubersicht hervor-
geht: )

Datum Besonnungsdauer
20.3. bzw. 23.9. 12 h

21.7.bzw. 21. 8. 10 h 44 min
21.5.bzw. 21. 7. 9 h 40 min
21.6. Oh 22 min

Die Berechnungen gelten fur die geogra-
phische Breite von 52°, was der Mitte unse-
rer Republik entspricht. In siidlicheren Ge-
bieten wird die Besonnungsdauer um
weitere 10min am 21.6. eingeschrankt
(Sonneberg), in den nordlichen ist sie um
14 min linger (Riigen). Die Ubersicht
zeigt, daB die Veridnderungen zwischen
dem 21.5. und 21.7. verhdltnismafBig ge-
ring sind. In dieser Zeit verindern sich der
Tagbogen und die Tagesdauer kaum merk-
lich.

Die Besonnungsdauer
bei abwpichenden Wainden

Es handelt sich hierbei um Wande, die von
der Ost-West-Richtung abweichen, wie
dies auch zumeist der Fall sein diirfte. Mit

dieser ., Drehung“ aus der Ost-West-Rich-
tung verindern sich selbstverstindlich die
Besonnungsverhiltnisse, je nachdem, ob
die Wand nach Osten oder Westen weist.
Bei einer Ostabweichung wird die Beson-
nungsdaver am Vormittag verlangert, am
Nachmittag dagegen verkiirzt. Sinngemal
ist es bei einer Westabweichung der Wand.
Auch hier ist die Besonnung von der Jah-
reszeit, d. h. von der GroBe des Sonnen-
Tagbogens abhiangig. Fiir die Berechnung
ist hierfiir eine recht umstindliche Formel
notwendig, die wir uns aber ersparen wol-
len. Wir konnen die Besonnungsdauer mit-
tels einer sehr einfachen graphischen Dar-
stellung rasch bestimmen. Es ist damit
moglich, das sogenannte Streiflicht der
Sonne zeitlich zu bestimmen. Mit anderen
Worten:

Wir konnen den Zeitpunkt festlegen, wann
die Wand Sonne erhilt und wann das Son-
nenlicht verschwindet. Bei dieser graphi-
schen Darstellung ist eine Tagesgenauig-
keit nicht erforderlich, es reicht aus, wenn
wir die Ergebnisse fur die astronomisch
wichtigen Tage (21.6., 20.3./23.9. und
21.12.) bekommen.

Bild 2 )

Westliche Wandabweichung

Wichtig ist es zu wissen, um wieviel Grad
die Wand von der Ost-West-Richtung ab-
weicht. Fiir die Bestimmung gibt es meh-
rere Methoden, die mit Berechnungen ver-
bunden sind. Die Lage eines Gebdudes zu
den Himmelsrichtungen kann man einem
Bauplan entnehmen oder mit einem gu-
ten KompaB bestimmen. Bei der Arbeit
mit dem KompaB ist jedoch zu beachten,



daB Eisenteile oder elektrische Leitungen
im Gebidude das Ergebnis beeintriachtigen
kobnnen.

Die folgenden Beispiele zeigen, wie sich
die Wandabweichung von 30° in Richtung
Ost sowie in Richtung West auf die Son-
nenscheindauer an der Wand auswirken
kann.

Die Ubersicht zeigt einige interessante
Fakten: Eine nach Osten abweichende
Wand bekommt im Hochsommer am
Nachmittag wenig Sonne. Im Frihling und
Herbst 1st die Besonnung aber um
1 Stunde langer. Im Winter wirkt sich die
Wandabweichung nicht aus, da die kurze
Sonnenscheindauer (kleiner Tagbogen) 1m
Bereich der Wand bleibt.

Mit Hilfe der Besonnungsscheibe kénnen
wir fiir jede Wandabweichung die Beson-
nungsdauer ermitteln. Der innere Teil be-
steht aus einer Einteilung fiir den 21.6.,
20.3./23.9.und 21. 12., die anzeigt, in wel-
cher Richtung (Azimut) die Sonne zu der
betreffenden Zeit steht. Diese Richtungen
sind in den Jahreszeiten verschieden, wie
auch die Richtungsinderung unterschied-
lich grof} ist. So ersehen wir daraus, dall die
Sonne am 21.6. um 10 Uhr mit der Son-
nenrichtung vom 20.3./23.9. um 9 Uhr so-
wie mit dem Sonnenaufgang am 21. 12. zu-
sammenfillt. Die Einteilung beweist aber

auch die Aussagen uber die Kritik an der
Orientierungsregel iiber das verfehlte Ziel
in Heft 3/90. Die Ost-West-Richtung wird
von der Sonne am 21.6. erst um 7.20 Uhr
bzw. bereits um 16.40 Uhr erreicht. Der
Winkelabstand der Sonne von der Sudrich-
tung (Meridian) kann an der Gradeintei-
lung am Aullenrand leicht abgelesen wer-
den.

Die Gradeinteilung am Aullenrand dient
der Einstellung der Wandabweichung.
Dazu legen wir ein Lineal an, dal3 dieses
z. B. von 30° iiber den Mittelpunkt zu 30°
auf der gegeniiberliegenden Seite reicht,
wobei wir die betreffende Wandabwei-
chung zu bertucksichtigen haben. Da un-
sere Besonnungsstheibe mit den Himmels-
richtungen auf einer Windrose uberein-
stimmt, erfolgt die Drehung des Lineals in
der gewiinschten Richtung der Wandab-
weichung.

Die nachfolgenden Beispiele dienen zur
Kontrolle:

Wann beginnt die Besonnung (Streiflicht)
bei einer Wandabweichung von 15° nach
West am 21. 6.7 Ergebnis: 8§.30 Uhr. Wann
endet die Besonnung (Streiflicht) bei einer
Wandabweichung von 50° nach Ost am
20.3./23.9.?7 Ergebnis: Kurz vor 15 Uhr.
Die Zeitangaben entsprechen der wahren
Ortszeit oder Sonnenzeit (WOZ). Diese

Datum Richtung Ost Richtung West

Beginn ~ Ende Beginn Ende
21.6. Sonnenaufgang 14.35 Uhr 9.25 Uhr Sonnenuntergang
20.3./23.9. Sonnenaufgang 15.35 Uhr 8.20 Uhr Sonnenuntergang
21.12. In jedem Falle vom Sonnenaufgang bis Sonnenuntergang
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Bild 3
Besonnungsscheibe

W Bild 4

differiert gegenuber der Mitteleuropa-
ischen Zeit um den Betrag des Liangenun-
terschiedes zu Gorlitz (15°).

Im dstlichen Teil der DDR ist dieser Un-
terschied gering, nimmt jedoch in Rich-
tung Westen zu und betragt z. B. in Pots-
dam bereits 8 min, in Erfurt aber schon
16 min. Der Zeitunterschied ist zur wahren
Ortszeit bei uns stets hinzuzuzidhlen, um
die MEZ zu erhalten. Wir wollen die Zeit-
gleichung bei der Arbeit mit der Beson-
nungsscheibe auBer acht lassen.

Unsere Vorrichtung laf3t sich aber auch zur
Bestimmung der Wandabweichung verwen-
den. In diesem Falle gehen wir von der
Uhrzeit aus, indem wir von der MEZ den
Zeitunterschied (Langendifferenz) abzie-
hen. Beobachten wir z. B., wie am 21.6.
um 15 Uhr WOZ die Sonne hinter einer
Wand (Streiflicht) verschwindet, so kann
es sich nur um eine Wandabweichung von
22° nach Ost handeln. Wir legen das Lineal
am 21.6. bei 15 Uhr an und lesen an der
Gradeinteilung 22° ab.

Erscheint z. B. die Sonne am 21.12. erst
um 11 Uhr an der Hauswand, so handelt es
sich um eine sehr groBle Wandabweichung
von 75° in Richtung West.

Sonnenschein an einer Nordwand?

Diese Frage wird oft etwas ubereilt mit
einem Nein beantwortet.

Betrachten wir die Besonnungsscheibe, so
sehen wir, daBl im Sommer die Sonne weit
uber Osten bzw. Westen in Richtung Nor-
den hinausgeht und somit eine Nordwand
durchaus bescheinen kann. So gibt es eine
Reihe von Nord-Sonnenuhren, die jedoch
nur zwischen dem 20. 3. und 23.9. (Som-
merhalbjahr) die Zeit anzeigen konnen.

S

3
-

N

Die Besonnung einer Nordwand.
Dauer der Besonnung am 21.6.:
Insgesamt 7 h 10 min.

Dieser Anzeigebereich ist um so gréfler, je
mehr man sich dem 21.6., dem Tag der
Sommersonnenwende, nihert.

Wer also eine Nordwand hat, braucht nicht
wegen des fehlenden Sonnenscheins ver-
zagt zu sein. Die Wand bekommt immer-
hin vom Sonnenaufgang bis gegen
7.20 Uhr und von 16.40 Uhr bis zum Son-
nenuntergang Sonne, wenn wir dabei den
langsten Tag des Jahres berucksichtigen.
Fiir ein Sonnenbad reicht es immerhin
noch aus, wenngleich die Sonne dann aber

tiefer steht.
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Bei einer nach Norden gerichteten Wand
kommt es somit zu einer Doppel-Beson-
nung, und zwar in den frihen Vormittags-
stunden sowie in den spaten Nachmittags-
stunden. Besteht hier eine Wandabwei-
chung, so kann die eine oder andere Seite
mehr oder weniger eingeschrankt bzw. er-
weitert werden.

Mit den Buchstaben A und U an der rand-
lichen Gradeinteilung werden diejenigen
Punkte am Horizont gekennzeichnet, wo
die Sonne an den Tagen der Sommer- und
Wintersonnenwende aufgehen bzw. unter-
gehen kann. Diese Punkte liegen jeweils
40.2° vom Ost- bzw. Westpunkt entfernt,
erreichen nicht die Nebenhimmelsrichtun-
gen SO, SW, NO und NW, die bei jewelils
45° liegen.

Unsere Besonnungsscheibe ist fur die
Breite von 52° berechnet, kann aber im ge-
samten Gebiet der DDR verwendet wer-
den. Die dabei auftretenden Unterschiede
sind gering und konnen fur unsere Zwecke
vernachlassigt werden.

Es muB in diesem Zusammenhang auch
bemerkt werden, daB eine zeitliche genaue
Bestimmung des Streiflichtes nicht leicht
ist und sich um 2 bis 3 Minuten unter-
scheiden kann. Die Sonne ist keine punkt-
formige Lichtquelle sondern hat eine Aus-
dehnung von 0,5° am Himmel. Wer den
genauen Zeitpunkt des Streiflichtes an der
Wand bestimmen mochte, muB dafur eine
Latte von 1 bis 2 m Lange verwenden, die
in Verldngerung der Hauswand gelegt wird.

Bild §
Die Bestimmung des Streiflichtes an einer
Wand mittels des Schattenwurfes und
einer Latte.

richtig
———— falsch

Der Schatten der Wand muB genau auf die
Latte fallen, wobei kein Knick zwischen
Latte und Schatten entstehen darf. Auf
diese Weise wird eine Genauigkeit von
einer Minute erzielt.

A. Zenkert
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Gerechte und ungerechte
Wiirfelspiele — Uberraschungen
mit ungewohnlichen Wiirfeln

Teil 2

Spielwurfel, die eine andere Augenverte:-
lung als der ,Normal-Wiirfel“ (N) aufwei-
sen, jedoch wie dieser insgesamt 21 Augen
tragen, sind ihm gleichwertig, wenn man —
nach der Regel ,Hohere Augenzahl ge-
winnt“ — nur einmal wirft. Wir haben aber
bemerkt, daB sie sich gegeniiber N ganz
unterschiedlich verhalten, wenn man die

-Augenzahlen mehrerer Wirfe zusammen

wertet bzw. mit mehreren Wirfeln spielt:
G (Augenverteilung 3, 3, 3, 4, 4, 4) ist auch
dann immer gleichwertig mit N, F (Augen-
verteilung 1, 1, 4, 5, 5, §5) ist thm iberlegen
und Z (2, 2, 2, 3, 6, 6) unterlegen.

Wir werden also wohl mit weiteren Uberra-
schungen rechnen kdnnen, wenn wir diese
Wiirfe!l gegeneinander antreten lassen! Tun
wir dies zunidchst fur G und Z, und be-
schrianken wir uns dabei auf'einen einzigen
Whurf:

G° | - 33) | 433) | -
Z 23) | 3(1) | - 6(2)
ge =3-3+3-4=21

g, =2-6=12

Qc,;z =21:12 = 1,75

Das ist nun ein ganz erheblicher Qualitats-

“unterschied, der sich beim Spielen deut-

lich bemerkbar macht: Spielt etwa ein
Spieler S mit dem Wiirfel G gegen S, mit
dem Wiirfel Z nach der beschriebenen Re-
gel (wer die hohere Augenzahl geworfen
hat, erhilt vom anderen einen Chip), so
dirfte nach 100 Spielen Sg ,,im Schnitt®
(d.h. nicht etwa in jeder Serie von
100 Spielen!) 25 Chips von S, gewonnen
haben:

100 - i; = 58 3 Spiele mit Gewinn fir S,
100 - —;—E— = 33.3 Spiele mit Gewinn fiir S,
und 100 - 3—15—— 8.3 Spiele mit unentschie-

denem Ausgang.
Beim Vergleich von G und F erhalten wir
ebenfalls einen Uberlegenheitsquotienten
1,75, allerdings zugunsten von F:

Qrc = 1,75,
Der Wirfel F ist also gewissermallen um
ebensoviel starker als der Wurfel G, wie
dieser stiarker ist als Z. Nun erwartet man
gewill (sofern man sich nicht wegen der
bisherigen Uberlegungen zur Vorsicht ge-
mahnt fuhlt), daB dann F erst recht dem
Wiirfel Z iberlegen ist. Priifen wir das
nach:

- |62

b

5(3) | -

2(3) | 3(1) | -

1(2) —~ 4(1)
g, =23'2+1-2+2-6=20
gr =1-44+3-4=16
2r=20:16=125

Demnach ist im Gegenteil der Wiirfel Z
dem Wurfel F {berlegen, wenn auch der
Uberlegenheitsquotient nicht so stark von
1 abweicht wie beim Vergleich von G mit F
oder mit Z. Dieses Ergebnis scheint auf
den ersten Blick unseren Erfahrungen zu
widersprechen: Wenn wir wissen, dall Hans
groBer ist als Erwin und Paul wiederum
groBer ist als Hans, dann konnen wir dar-
aus schluBfolgern, daB Paul auch (,erst
recht“) groBer ist als Erwin (Bild 3).

Z
F

Bild 3 Hans

G

X <Y bedeutet
Y ist kieiner als X bzw. X ist grofler als Y

Die Beziehung ist groffer als 1st ,transitiv®
(von transire (lat.) — liberleiten, wortlich hin-
tibergehen, vgl. Transitverkehr u. a.). Das-
selbe trifft auch auf andere Beziehungen
ZU wie ist dlter als, ist warmer als, die eine
gewisse Anordnung zum Ausdruck brin-
gen. Warum aber gilt eine derartige , Uber-
tragbarkeit“ fir ist stdrker als bei den unge-
wohnlichen Wiirfeln nicht (Bild 4)?

Bild 4

Wiirfel Z

X <Y bedeutet
Y unterliegt X bzw. X besiegt Y

Die Uberlegenheitsquotienten, die wir be-
rechnet haben, sind ja kein Maf fur eine
,absolute Spielstirke“, so wie etwa Grole,
Alter, Temperatur feststehende MalBlzahlen
filr die oben genannten transitiven Bezie-
hungen liefern. Bei den Uberlegenheits-
quotienten geht es vielmehr immer nur um
einen zweiseitigen Vergleich.

Sie lieferm keine Qualititszahlen, die
einem Wiirfel ein fir allemal, gegeniiber
allen anderen, zukommen. Deshalb ist an
das Q auch ein Z/G oder dgl. als Index an-



gehangt worden, und eigentlich adtte
schon in den Bezeichnungen fiir die An-
zahlen der Gewinnwiirfe zum Ausdruck
kommen miissen, gegen welchen Wiirfel je-
wells gespielt wird, also etwa

g€oiz =21, gz2/6 = 12, ga/p = 21,

gric = 12, gzr = 20, grz = 16.
Bei dem ist starker als der ungewohnlichen

Wiirfel liegt deshalb ebenso wenig Transiti-
vitit vor wie etwa beim Aufeinandertreffen
je zweier Mannschaften in gewissen sportli-
chen Vergleichen.

A6aA Berechne die Quotienten Q,,%,
Qp/c? und Q,,@ fiir den paarweisen Ver-
gleich der Wiirfel Z, F und G bei zwei
Wiirfen (bzw. das Spiel mit jeweils zwei
derartigen Wiirfeln)!

Was scheint dir an den Ergebnissen beson-
ders iliberraschend?

Die ,geschlossene Kette“, die von den
Wiirfeln F, G, Z gebildet wird (Bild 4), ist
mit drei Gliedern eine der kiirzestmogli-
chen. Sie ist auch von allen Ketten mit drei
Gliedern bei den Wiirfeln mit der Augen-
summe 21 wegen der relativ groBen Uberle-
genheitsquotienten 1,75, 1,75 und 1,25 die
bemerkenswerieste. Interessant ist nun die
Frage nach lingeren derartigen Ketten, bei
denen keiner der Uberlegenheitsquotien-
ten kleiner als 1,5 (gerundet) ist. Um sol-
che Ketten zu finden, wihlt man aus allen
moglichen  Wiirfeln mit  insgesamt

21 Augen nur diejenigen aus, fiir die man
im direkten Vergleich mit einem anderen
mindestens einmal einen Uberlegenheits-
quotienten von (gerundet) 1,5 oder mehr
(bzw. einen Quotient von 1:1,5 oder weni-
ger) errechnet. Man gelangt so zu den funf-
zehn im Bild 5 dargestellten Wiirfeln.

A7 A Wieviel zweiseitige Vergleiche muB3
man durchrechnen, um diese Wiirfel aus-
zusortieren?

A 8 oA Die Bezeichnung der Wiirfel mit N,
F, G, Z, V und dgl. ist recht unubersicht-
lich, zumal es beispielsweise auBer dem
Wiirfel F noch weitere gibt, die drei Fin-
fen auf ithren Flichen tragen. Man gelangt
zu einer besseren Bezeichnungsweise,
wenn man alle moglichen Wiirfel mit ins-
gesamt 21 Augen geeignet anordnet. Dazu
kann man beispielsweise die Augenzahlen
auf den sechs Flichen als Ziflern deuten,
mit denén man dann eine moglichst kleine
sechsstellige Zahl darstellt — so, als wiirde
man mit sechs Wirfeln ,niedrige Haus-
nummer spielen und hatte die von den
Seiten gezeigten Augen geworfen. Die ver-
schiedenen Zahlen werden dann der Grolle
nach geordnet, mit der kleinsten begin-
nend. Die _Platzziffern“ bei dieser Anord-
nung liefern dann fir jeden Wiirfel eine
eindeutig bestimmte Zahl zur Kennzeich-
nung. So erhilt beispielsweise der Wiirfel
mit 1, 1, 1, 6, 6, 6 die Nummer 1, der Nor-
malwiirfel die Nummer 10.

a) Ermittle fiir jeden Wiirfel im Bild 5 die
zugehdrige Nummer!

b) Welche Nummern ergeben sich fur die
Wiirfel, wenn man moglichst groBe sechs-
stellige Zahlen darstellt (wie beim Spiel
,hohe Hausnummer“) und dann bei der
Anordnung der Zahlen mit der gro3ten be-
ginnt?

Die Pfeile, die im Bild 5 eingezeichnet
sind, symbolisieren die Qualitatsverglei-
che, und zwar — mit Ausnahme des (gestri-
chelten) Pfeils von Wiirfel F zum Wir-
fel Z — nur solche, die zu Uberlegenheits-

quotienten vom (gerundeten) Mindestwert
1,5 gehoren.

Die Pfeilspitze ist dabei immer auf den je-
weils iiberlegenen Wiirfel gerichtet. Die
Pfeile erleichtern es, geschlossene Ketten
unterschiedlicher Lange zu bilden. So er-
hdlt man beispielsweise eihe viergliedrige
Kette, wenn man in der Kette mit den drei
Wirfeln F, G, Z den Wirfel Nummer 1
zwischen F und Z _einfiigt“. Die langst-
moglichen Ketten enthalten 6 Wiirfel.

A94A a) Berechne die Uberlegenheits-
quotienten Q,, und Q;,, in der angegebe-
nen viergliedrigen Kette!

b) Versuche, unter den Wiurfeln im Bild 5
zwel solche zu finden, beir deren Vergleich
sich ein méglichst groBer Uberlegenheits-
quotient ergibt!

c) Welche der Wiirfel im Bild 5 kénnen in
keiner geschlossenen Kette vorkommen?
Welche Wiirfel miissen in jeder Kette auf-
treten?

d) Stelle einige sechsgliedrige Ketten zu-
sammen! Warum kann keine Kette mehr
als 6 Wiirfel enthalten?

Fertigt man sich alle Wiirfel einer solchen
Kette an, so kann man zu einem Spiel her-
ausfordern, das jedem Uneingeweihten fair
erscheint und bei dem man dennoch zur
Verbluffung des Spielpartners (und aller
neutralen Beobachter) so gut wie 1mmer
Sieger wird. Eine solche Herausforderung
kann mit folgenden Worten geschehen:
,Hier habe ich 4 (5, 6) ungewdhnliche Wiir-
fel. Ungewohnlich sind sie deshalb, weil sie
nicht wie unser normaler Spielwiirfel auf
ithren Flachen die Augenzahlen von 1 bis 6
zeigen. Beil allen betragt aber die Augen-
zah! insgesamt 21 — wie beim normalen
Wiirfel -, wovon du dich iiberzeugen
kannst. — Ich mache dir nun folgendes,
einmalig glnstiges Angebot: Du suchst dir
einen beliebigen dieser Wiirfel aus - den
Wiirfel, den du fir den besten hailtst. Ich
nehme mir dann einen der iibrigen Wiirfel,
und wir spielen gegeneinander nach der
Regel ,Wer die hohere Augenzahl wirft, be-
kommt einen Punkt‘. Wer bei einer Serie
von Spielen zuerst 20 (25, 50, ...) Punkte er-
reicht hat, i1st Gewinner. Wenn du wahrend
des Spielens zu der Meinung kommst, dafl
ein anderer Wiirfe] besser ist, kannst du
wechseln und dabei auch den wihlen, mit
dem ich gerade wirfle. Allerdings erhalte
ich bei einem solchen Wechsel auch im-
mer die Moglichkeit, mir einen anderen
Wiirfel zu nehmen. Du darfst auflerdem
beliebig oft mit verschiedenen Wiirfeln
probieren — nicht nur, bevor wir anfangen
zu spielen, sondern auch zwischendurch,
wenn du willst!

Natiirlich muB man sich die Aufeinander-
folge der Wiirfel gut einpragen, wenn man
gewinnen will. Das fallt am leichiesten,
wenn die Kette nur vier Wiirfel enthalt.
Andererseits macht aber die Benutzung
von sechs Wiirfeln mehr Eindruck. Bei ihr
fallt es dem Spielpartner (und allen Zu-
schauern) gewil auch schwerer dahinterzu-
kommen, daB sich zu ausnahmslos jedem .
Wiirfel unter den ubrigen fiinf ein anderer
finden 14Bt, der dem zuerst ausgewihlien
Wiirfel erheblich uberlegen ist. G. Lorenz
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Mafhematik

und das Fahrrad
von Olaf Ludwig

Auf dem Weg zum Olympiasieg 1988 in
Soul legte Olaf Ludwig mit seinem Renn-
rad bei der groBten Ubersetzung mit einer

Pedalumdrehung 10,1 m zuriick. Woher

wir das wissen? Nun, wir haben einen Brief

an Olaf Ludwig geschrieben und um einige
Angaben iber sein Rennrad gebeten. Wir
haben sie bekommen und noch ein Auto-
"gramm dazu, dann haben wir gerechnet.

1. Das Verhaltnis zwischen Umfang
und Durchmesser
. eines beliebigen Kreises -

Um die vom Fahrrad zuriickgelegte Strecke
zu bestimmen, muB man den Umfang des
Laufrades kennen. Ihn zu messen, ist eine
umstindliche Angelegenheit, leicht schlei-
chen sich Fehler ein.

Ala Uberlege dir ein geeignetes MeB-
verfahren. Erkenne die Fehlerquellen!

Viel leichter fdllt es uns, den Durchmesser
eines Kreises zu messen. Wir suchen des-
halb nach einem Zusammenhang zwischen
Durchmesser und Umfang eines Kreises.
Dazu betrachten wir den Quotienten aus
diesen beiden GroBen. Wir haben folgende
Gegenstinde vermessen:

Gegenstand Umfang Durch-  Quotient

u messer U

d d

Toptdeckel 64.1cm 209cm 3,07
Sportrad 2200cm 71,5cm 3,08
Kinderrad 151,4cm 50,0cm 3,03
Blumen- 340cm 110cm 3,09
untersetzer
Rad ohne 200,0cm 64,0cm 3,13
Bereifung

A2a Erginze unsere Melireihe durch
eigene Messungen an kreisformigen Ge-
genstanden.

Betrachtet ihr die MeBreihen, dann vermu-
: : : : U .
tet ihr vielleicht, daB der Quotient ~; ¢ine
feste Zahl in der Nihe von 3 ist, egal, wel-
chen Kreis man untersucht. Die geringen

. 7.
Schwankungen des Quotienten = konnten

daher rihren, daB nicht richtig abgelesen
wurde, das MeBverfahren zu ungenau oder
der Gegenstand nicht kreisrund war.
Tatsdchlich kann man beweisen:

Der Quotient aus Umfang # und Durch-
messer d ist fiir jeden Kreis ein und die-
selbe Zahl. Ein Niherungswert fur diese
Zahl ist 3 14.
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Diese feste Zahl erhielt den Namen m (lies:
pi). Ihr findet sie auf fast jedem Taschen-
rechner. Der SR 1 gibt den Wert 3,1415927
aus. Wir verwenden in allen weiteren Rech-
nungen den NZherungswert 3,14. Diesen
Niherungswert fand bereits um 300 vor un-
serer Zeitrechnung Archimedes, ein bedeu-

tender Mathematiker des Altertums. Seit
dem Ende des 18.Jahrhunderts ist be-

kannt, daB3 7 eine irrationale Zahl, d. h. ein
unendlicher nichtperiodischer Dezimal-
bruch ist. Bis heute bemiihen sich die Ma-
thematiker darum, die Zahl m auf mog-
lichst viele Stellen hinter dem Komma
genau zu berechnen. Am 8. 8. 89 meldete
die Presse einen neuen Rekord bei der Be-
rechnung von 7. Einem japanischen Infor-
matikprofessor gelang es, m auf 536 870 000
Stellen nach dem Komma zu bestimmen.
Das Symbol w fiihrte iibrigens erst der be-
ruhmte Mathematiker Leonhard Euler

(1707 bis 1783) ein.

Wir halten fest: —Z-=ﬂ. Indem wir diese

(leichung nach u umstellen, gewinnen wir
die Aussage:

Fur den Umfang u eines Kreises mit
dem Durchmesser d gilt
u=1m-d (Umfang = - Durchmesser).

Wir konnen also den Umfang eines Kreises
berechnen, wenn wir den Durchmesser ken-
nen.

Offenbar ist es wesentlich einfacher, den
Durchmessereines Kreises mit einer vorge-
gebenen Genauigkeit zu messen als den
Umfang.

A 3 A Begriinde diese Aussage!

Warum sehen Besitzer von 28er Fahrra-
dern eigentlich auf die von 24er Fahrra-
dern herab? Der Unterschied besteht 1n der
GrofBBe der Laufriader, und wir wollen uns
genauer ansehen, was diese seltsamen Zah-
lenangaben bedeuten.

2. Die GroBeneinteilung
der Fahrrader und ein
whartnickiges*“ altes Lingenmall

Bei einem 28er Fahrrad hat ein Laufrad
einschlieBlich Bereifung einen Durchmes-
ser von etwa 28 Zoll. Man schreibt dafir
abkiirzend 28”.

A44aA Suche auf den Reifen deines Fahr-

. . . 3
rades eine Bezeichnung wie 28 X 1-—

) 3
5

. . 3
Die Bezeichnung 28 X 1 — X 1i sagt aus,

8 8
daB der Reifen auf ein 28er Rad pafBit und
daf er 1—;— breit und 1 g hoch ist.

Das MaB Zoll ist ein Liangenmal, das im
Mittelalter eingefiihrt wurde und wie viele
damalige Einheiten von Abmessungen des
menschlichen Korpers abgeleitet war. Ein
Zoll bedeutete eine Daumenbreite. Wessen
Daumen war da wohl mafgebend? Wir
konnen uns lebhaft vorstellen, daB diese
Festlegung von Land zu Land unterschied-
lich war und sich auBerdem im Laufe der
Zeit verinderte.

Wir merken uns nur, da heute gilt
1Zoll=1"=1Inch=1in=0,0254m

= 254 mm.
Das ist das alte englische Zoll
. 1 . . .
(glewh —ﬁ-FuB). Die meisten Lander ha-

ben sich inzwischen einer internationalen
Vereinbarung iber Maleinheiten ange-
schlossen, wonach das Meter die grundle-
gende Langenmalleinheit ist. (Abgeleitete
Einheiten sind z. B. cm, dm, mm und km.)
Das Mall Zoll leistet dem in der Praxis
hartnidckigen Widerstand und behauptet
sich vor allem noch in speziellen Industrie-
und Handwerkszweigen. So gibt es in vie-
len Haushalten Zollstocke (mit mm-Tei-
3”

lung), der Klempner verlegt ) -Rohre, die

importierten Jeans tragen die GroBenanga-
ben W 27 (in), L 36 (in), und wir fahren ein
28er Rad.

Da wir schon lange mit dem Meter viel ver-
trauter sind, rechnen wir die GroB3enanga-
ben fiir Fahrriader in diese oder eine davon
abgeleitete Einheit um.

Beijspiel: 28er Fahrrad:

Durchmesser = 28" =28-25.4 mm

=711 mm

Umfang = - Durchmesser

=3,14-711mm =22 m.

Bei einer Umdrehung rollt also das Laufrad
eines 28er Fahrrades 2,2 m weit.

A 5 A Vervollstindige die folgende Ta-
belle:

& o
o, A A
5 3 £ E_ @
-
S 2 £ S E 3
- b O J Dhat
e 5 52 5B EE
[ - NS ONE DE
28er Sportrad 28 711 22
27er Rennrad
26er Tourenrad 660
24er Jugendrad
20er Kinderrad
12%er Bambirad 318 1,0
ger Roller g

Ein Vorliaufer unseres heutigen Fahrrades
war das Hochrad. Wir kennen es aus dem
Museum. Die Tretkurbel befand sich am
Vorderrad. Dieses hatte einen Durchmes-
ser von etwa 2 m (knapp dreimal soviel wie
ein Sportfahrrad) und legte demnach bel
einer Kurbelumdrehung m-2m = 6,3 m zu-
rick. Das war das Ziel seiner Erfinder ge-
wesen: Mit einer Kurbelumdrehung sollte
eine moglichst lange Strecke zuruckgelegt



werden. Dazu brauchie der Fahrer aller-
dings auch sehr viel Kraft. AuBerdem setz-
ten die KorpermalBe eines Menschen und
das Bedurfnis, einigermaBen sicher auf-
und abzusteigen sowie bremsen zu konnen,
der Entwicklung immer groBerer Hochri-
der bald Grenzen. Eine neue Idee wurde
geboren.

3. Der Kettenantrieb

Die Kraft wird auf das Kettenrad ausgeiibt
und mit Hilfe der Kette auf den (hinteren)
Zahnkranz und damit auf das Hinterrad
ubertragen.

Beispiel: Wenn das Kettenrad 51 Zdhne
und der Zahnkranz 17 Zahne hat, dann
dreht sich bei einer Pedalumdrehung das
Kettenrad einmal und der Zahnkranz und

51

17
Wenn es sich auflerdem um ein 28er Fahr-
rad handelt, fahren wir bet einer Pedalum-
drehung J-Umfang=3-22m=6,6m
weit. Etwa genauso weilt wiren wir mit
einem Hochrad von 2,1 m Durchmesser bei
einer Kurbelumdrehung gefahren.

= 3mal.

mit ihm das Hinterrad

A 6 A Begrinde die letzte Aussage!

Das Ubersetzungsverhdltnis ist die Zahl

Anzahl der Zahne
am Kettenrad

Anzahl der Zahne
am Zahnkranz
Die Ubersetzungsverhiltnisse kdnnen bei
einemn 28er und einem 26er Fahrrad gleich
sein und trotzdem sind die Auswirkungen
unterschiedlich. Ein 26er Fahrrad rollt
nimlich bei einem Ubersetzungsverhiltnis
von 3 bei einer Pedalumdrehung nur 6,3 m

weit.

Zahne vorn
Zihne hinten

A7 o Uberpriife diese Aussage!
Um die Ubersetzung eines bestimmten
Fahrrades zu beschreiben, hat man die Fn¢-
faltung eingefuhrt. Sie wird berechnet als
Entfaltung
= Ubersetzungsverhiltnis - Radumfang .
Die Entfaltung gibt also die Wegstrecke (in
m) an, die das Fahrrad bei einer Pedalum-
drehung zurlicklegt. Mit Hilfe der Entfal-
tung konnen wir unser Fahrrad in Gedan-
ken mit einem Hochrad vergleichen. Beim
Hochrad ist die Entfaltung gleich dem Um-
fang. Aus dem Umfang berechnen wir den
Durchmesser als
Umfang

3,14
Beispiel: Ein Klappfahrrad mit einer Entfal-
tung von 4,6 m entspricht in diesem Sinne

Durchmesser =

einem Hochrad mit einem Durchmesser
4,6
°t 314
Radrennfahrer haben ihre eigene Sprache.
Sie sagen z.B.: ,Ich fahre 120 Zoll“ und
meinen damit eigentlich ,Ich schaffe es,
ein Hochrad mit einem Durchmesser von
120” zu bewegen“. 120 Zoll sind immerhin
120:-0,0254m =3 m.
Es kann also wohl nur im ubertragenen
Sinne gemeint sein. Aber wir bekommen

eine ungefahre Vorstellung von der dazu
erforderlichen Kraft.

Y m=15m.

A 8 A FEin Rennrad gehort zur 27er Kate-
gorie. Welche Entfaltung gehort zu der
Aussage . Ich fahre 120 Zoll“? Mit wel-
chem Ubersetzungsverhiltnis kann der
Fahrer diese Entfaltung erreichen? Wie
viele Zahne miBte der Zahnkranz dann
haben, wenn das Kettenrad 51 Zahne hat?

Beispiel: W1r ,berechnen® ein sogenanntes
Bambirad. Das sind die kleinen Fahrrader,
mit denen viele Kinder das Radfahren er-

lernen. Die Laufrader sind 12-—%—” groB3. Ihr

Durchmesser betragt 318 mm und ihr Um-
fang 1 m. Das Kettenrad hat 30 Zihne, der
Zahnkranz 16.

Wir berechnen .
Z3ihne vorn

Zahne hinten

Ubersetzungsverhiltnis =

~ 30
16
= Ubersetzungsverhiltnis - Radumfang
=1,875-1m=1,875m.

Das Rad rollt also bei einer Pedalumdre-
hung 1,9m weit. Das entspricht einem
Hochrad folgender Grole:

= 1,875 und Entfaltung

- Umfang 1,9
Durchmesser = 314 314
=0,6 m=24".

Unsere kleinen Rennfahrer. fahren dem-
nach 24 Zoll.

A 94 Berechne nun dein Fahrrad!

Wir befrachten noch einmal die Formel
Zihne vorn

Zahne hinten

Der Radumfang sei fest vorgegeben (z. B.
2.2 m, d.h. ein 28er Fahrrad). Wir wollen
untersuchen, wie sich die Anzahl der
Zihne vorn und hinten auf die Entfaltung
auswirkt. Dazu stellen wir zwei Wertetabel-

len auf:

- Radumfang .

Entfaltung =

1. Kettenrad 2. Zahnkranz

48 Zahne 18 Zihne

Zahne Ent- Zahne Ent-
hinten faltung vorn faltung
13 8,1 m l 36 4 4m
16 6,6 m 40 49m
18 59m 46 5,6 m
20 53m 48 5,9m
24 4 4m 51 6,2 m

Wir erkennen:

Die Entfaltung wird grofler, wenn die An-
zahl der Zahne hinten kleiner oder die An-
zahl der Ziahne vorn groBer wird.

Zugleich beachten wir:

Je groBer die Entfaltung ist, desto grofBer
ist das vergleichbare Hochrad, desto an-
strengender ist das Fahren.

Wir unternehmen nun einen kurzen Abste-
cher in die Sportgeschichte: Grofles Ren-
nen Berlin—-Wien um die Jahrhundert-
wende. Am Berg halten die Rennfahrer an.
Sie drehen die Hinterrader um. Wir sehen
am Hinterrad zwei Zahnkranze. Sie fahren
mit dem groBeren Zahnkranz (d.h. mit
dem kleineren Hochrad!) den Berg hinauf,
oben angekommen wechseln sie das Hin-
terrad zuriick. Diese Wechsel kosten wert-
volle Zeit.

Der Wunsch nach hoheren Geschwindig-
keiten spornte den Erfindungsgeist der
Menschen an.

4. Die Gangschaltung

Fine Gangschaltung ermoglicht es, das
Ubersetzungsverhiltnis wihrend der Fahrt
zu verandern. Gangschaltungen fiir Frei-
zeitsportler besitzen ein oder zwei Ketten-
radblatter und 3 bis 5 Zahnkrinze. Ein
Gang ist ein bestimmtes Ubersetzungsver-
haltnis. |

Beispiel: Bei einer Gangschaltung mit
Zweifachkettenrad und drei Zahnkrénzen
gibt es 2-3 =6 verschiedene Kombinatio-
nen von Kettenrad und Zahnkranz.
Offensichtlich mussen nicht alle mogli-
chen Kombinationen zu verschiedenen
Gangen fuhren.

A 10 a Uberlege dir ein entsprechendes
Beispiel.

Es ist also moglich, dal} eine sogenannte
10-Gang-Schaltung nur so viel leistet wie
Z. B. eine 8- oder 6-Gang-Schaltung. Wer
sich eine Gangschaltung selbst baut, sollte
das beachten.

Zum AbschluB3 wenden wir uns dem Olym-
piafahrrad von Olaf Ludwig zu. Es ist ein
27er Rennrad, das Kettenrad hat die Gro-
Ben 50 und 55, der Zahnkranz die Grof3en
12, 13, ..., 18. Daraus ergeben sich in ge-
ordneter Reihenfolge die Gange 4,6; 4,2;
3,9; 3)7; 3,6; 3,4, 3,3; 3,2; 3,1; 2,9 und 2,8.
In der Aufgabe 5 haben wir den Radum-
fang 2.2 m berechnet. Im grof3ten Gang be-
trigt die Entfaltung demnach 10,1 m. Das

entspricht einem Hochrad von 3,2m
Durchmesser. E.u W Warmuth
Preisaufgabe

Im Strafen-Einzelwettbewerb in Soul 1988
siegte Olaf Ludwig vor Bernd Grone und
Christian. Henn (beide BRD) in der Zeit
von 4 h 32 min und 22s. Die Strecke war
196,8 km lang.
Lost die folgenden Aufgaben und 1hr be-
kommt eine Vorstellung von der Leistung
dieser Rennfahrer.
1. Wie viele Kurbelumdrehungen hatte es
fiur Olaf Ludwig auf dem Olympiakurs
hochstens geben konnen?
2. Wie viele Umdrehungen hat er mit den
Pedalen mindestens vollfihrt, wenn wir an-
nehmen, daB Olaf Ludwig stindig ,,auf An-
schlag“ getreten hat. Welche Zeit hatte er
dabei im Durchschnitt fir eine Kurbelum-
drehung?
Wir losen 8 Autogrammfotos von Olaf
Ludwig aus.
Nur Postkarten an: Redaktion ,alpha“

PSF 14, Leipzig, 7027
Einsendeschlufs: 10.9. 1990
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L.aBt sich der Zufall berechnen?

Teil 2

Mischt der Zufall die Karten, so verliert der Verstand das Spiel.

Um die Einfuhrung des Begriffes , bedingte
Wahrscheinlichkeit vorzubereiten, wird
vorubergehend angenommen: Beim im
Teil I (Heft 2/90) betrachteten gezinkten
Wiirfel sind die S und 6 Punkte tragenden
Wiirfelflichen als einzige rot gefirbt. Und
von den mitl diesem Wirfel ausgefiihrten
1 000 Wiirfen sind alle ungiiltig, bei denen
das Ereignis
U= {1;3;5}) eingetreten ist.
Unter diesen Annahmen wire

456
PIR) 88 + 131 + 456
der Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis
,Rot“, fur R = {5;6} ermittelt worden. Bei
Wertung aller 1000 Wiirfe kann dieser
Quotient nicht als Niherungswert einer
Wahrscheinlichkeit bezeichnet werden. Er
wird dann Niaherungswert der bedingtlen
Wahrscheinlichkeit P(R/G) fur
R = {5;6]} beziiglich G = (2;4; 6]

als Naherungswert

genannt.
Fur diesen Quotienten gilt:
456
_ 1 000 P(Rn G)
P(R/G) = =
(R7G) 88 + 131 + 456 P(G)
1000

Allgemein wird festgesetzt:
Definition 4: Sind A und B zum gieichen
zufillipen Versuch gehorende Ereignisse
mit P(A4) >0, so-heiBit

P(AnB)
P(B/A) = PA)
lichkeit fiir B beziiglich A (kurz: B bez. A4).
GemidB dieser Definition ist fur P(B) >0

bedingte Wahrschein-

die bedingte Wahrscheinlichkeit fur
A bez. B gleich
P(AnB)
P(A/B) =
( ) P(B) Durch Umstellen

der Formeln fiir P(4/B) und P(B/A4) nach
P(A n B) ergibt sich der folgende Satz.
Satz 4: Sind A und B zum gleichen zufilli-
gen Versuch gehdrende Ereignisse

mit P(A) >0 und P(B) > 0, so gilt

P(An BY=P(B/A)- P(A)= P(A/B)" P(B).
Im Spezialfall der Gleichwahrscheinlich-
keit der Elementarereignisse gilt:

Anzahl der sowohl zu A4

bedingte als auch zu B gehoOrenden
Wahrschein- Elementarereignisse
lichkeit Anzahl derzu B

fur 4 bez. B gehorenden Elementar-

ereignisse

AbA Wie_grol'j sind die mit den in Auf-

gabe 1 eingefihrten Ereignisse 4 und D
gebildeten bedingten Wahrscheinlichkei-
ten P(A/D) und P(D/A)?

82 - alpha, Berlin 24 (1990) 4

A7a Wie groB ist die bedingte Wahr-
scheinlichkeit fur R = {5; 6} bez.
G ={2;4;6} bei einmaligem Wiirfeln mit
einem Idealwiirfel?

In speziellen Venn-Diagrammen werden
Wahrscheinlichkeiten und bedingte Wahr-
scheinlichkeiten auch als Strecken sicht-

bar: Wird dem Ereignis A4 als Flache die
eines Rechtecks zugeordnet, dessen eine

Seite 1dm lang ist, so hat die andere
Rechteckseite, da der Flacheninhalt
P(A)dm? ist, die Linge P(A)dm. Werden
nunmehr den Ereignissen AN B8 und
A n B Flichen von Rechtecken, deren eine
Seite P(4)dm bzw.

P(A)dm =[1 — P(4))dm lang ist, zugeord-

net, so sind deren andere SeitenP(B/4)dm

bzw. P(B/A)dm lang (Bild 6).
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Definition 5: Die Ereignisse A,,A,,..., A,
heiBBen ein vollstandiges System von Ereignis-
sen eines zufalligen Versuchs, wenn zwel be-
liebige von ihnen unvereinbar sind und
wenn bei jeder Ausfiihrung des zufilligen
Versuchs unbedingt eines von ithnen ein-
tritt.

Fur ein vollstindiges System von Ereignis-

sen A, A,, ..., A, gilt also
AlvA,u...UAd,=Q, A,nAd;=0
fur i +# j und damit

P(A)+ P(A,)+ ...+ P(4,)=1.

A 8 o Fiir einmaliges Wiirfeln mit einem
Wirfel sollen die Ereignisse

A, =1{1;2;3}, A, = {6} und A; ein vollstan-
diges System bilden. Wie lautet 4,7

Flur jeden zufilligen Versuch sind zwei
komplementire Ereignisse sowie alle Ele-
mentlarereignisse vollstindige Systeme von

Ereignissen.
Fur einen zufdlligen Versuch mogen
A, A5, ..., A, ein vollstindiges System von

Ereignissen mii
P(A)>0(=1,2 ...,n) bilden, und B sei

ein zum gleichen zufalligen Versuch geho-
rendes Ereignis. Im Venn-Diagramm seien
die Ereignisse A4; (i=1,2,...,n) durch n
Rechtecke mit der Seite 1dm dargestelit
und das Ereignis B durch n Rechtécke, so
daB die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(B/A;) als Strecken sichtbar sind (Bild 7).
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P(A) P(A) P(As) P(A4)

Aus dieser Darstellung ist der Flachenin-
halt jedes der n Rechtecke des Ereignisses
B als
P(B/A))- P(A4)dm?*(i=1,2,...,n)
ablesbar. Demnach gilt
P(B)dm?= P(B/A,): P(A,)dm?’ + P(B/A,)
- P(4,)dm?* + ... + P(B/A,) - P(4,)dm?.
Damit wurde die ,Formel der totalen
Wahrscheinlichkeit” anschaulich erhalten.
Satz 5: Sind 4,, A,, ..., A, ein volistindi-
ges System von Ercignissen eines zufalli-
gen Versuchs mit
P(A4)>0(i=1,2,...,n)und ist B ein zum
gleichen zufalligen Versuch gehdrendes Er-
eignis, so gilt
P(B)=P(B/A))- P(A) + P(B/A,)
-P(A4,)+ ... + P(B/A,) - P(A,).

AY94a In einer Urne befinden sich viele
role und grine Kugeln. 30% aller Kugeln
sind rot, 70% aller Kugeln sind griin ge-
farbt. 40% aller roten Kugeln und 50%
aller grunen Kugeln haben weille Punkte.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, aus
dieser Urne eine Kugel mit weillen Punk-
ten herauszunehmen?

Mit 4 = A, gilt laut Satz 4
P(B/A;) P(A;) = P(A;/B)- P(B)
. P(B/A;)  P(A;)
und damit P(A,/B) = P(B) .
Wird in dieser Formel P(B) durch die in
Satz 5 angegebene Darstellung ersetzt, so
ergibt sich die Formel von Bayes
(Th. Bayes, 1702 bis 1763, engl. Math.).
Satz 6: Sind 4,, A,, ..., A, ein vollstandi-
ges System von Ereignissen eines zufdlli-
gen Versuchs und ist B ein weiteres Ereig-
nis des gleichen zufdlligen Versuchs, so gilt
P(B/A;)- P(A;)

P(B/A)) P(A4, + P(B/A,)

*P(A,) + ...+ P(B/A,) P(4,)

P(A./B) =

A10a Zum Futteranbau sat eine LPG
eine Gemengesaat aus, bei der 29 % der Sa-
menkdrner Blaue SuBlupine, 54% Som-
merwicke und 17 % Sonnenblume sind. Bei
der Lupine betrdgt die Keimfahigkeit 80 %
(d. h. von 100 Lupinesamenkdrnern kei-
men im Mittel 80), bei der Wicke 95 % und
bei der Sonnenblume 85%. Wie groB ist



die Wahrscheinlichkeit, dal eine aufge-
hende Pflanze

a) eine Lupine,

b) eine Wicke und

c) eine Sonnenblume ist?

Bild 6 143t erkennen: Gilt speziell

P(B/A) = P(B/A), so gelten ebenfalls
P(A/B)= P(A)und P(An B)

= P(4)- P(B) (Bild 8).
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Definition 6: Zwei Ereignisse A und B eines
zufilligen Versuchs heiBBen unabhdngig,
falls gilt

P(An B)y=P(A) P(B).

All A Welche Paare der in Aufgabe 1
betrachteten Ereignisse sind unabhingig?

Al2a Es sind zwei zum einmaligen
Wirfeln mit einem Idealspielwurfel geho-
rende, nicht unabhdngige Ereignisse anzu-
geben!

Aus Satz 4 und Definition 6 folgt:
Satz 7: Die zum gleichen zufalligen Ver-
such gehorenden Ereignisse A und B mit
P(B) >0 sind unabhidngig genau dann,
wenn P(A/B) = P(A4) gilt.

W. Trager

Die Forisetzung folgt im ndchsten Heft

,Noch“ Euripides (480 bis 406 v.u.Z.)
meinte:

Des Zufalls Wege sind uns unbekannt.

Sie zu berechnen, lehrt uns keine Kunst.

Wen wundert es, denn die Wahrscheinlich-
keitsrechnung wurde erst in der Mitte des
17. Jahrhunderts von P. de Fermat, B. Pas-
cal, C. Huygens und Jakob Bernoulli bei
der mathematischen Behandlung von
Gliicksspielen begriinded.

Probleme der Naturwissenschaften forder-
ten ihre Weiterentwicklung bedeutend,
z. B. durch die Fehlertheorie, die kineti-
sche Gastheorie, die Zuverlassigkeitstheo-
rie und die Bedienungstheorie.

Eine Zufalls-Beobachtung kann in der Tat
jeder machen. Aber von ihr bis zu der gro-
Ben Ahnung, daB etwas Bedeutsames da-
hintersteckt, ist ein groBer Schritt, und ein
noch groBerer von dieser Ahnung bis zur
klaren wissenschaftlichen Erkenntnis, was

dieses Etwas ist.
Max von Laue

CrenaHon

Ala Munnuuorep CrenaH
oOepHYJICA Ha 3BYK ObIONIErocs CTEKJIa H
yBHUIEJ 4YeThipeX MOAPOCTKOB, yHerarolmux
OT pa3buTOA BUTPHHEI. Hepes 5 MUHYT OHM
ObIIM B OTIAENEHHH MWJIHUILIHH.

AHIpeH 3asBHJI, YTO CTEKJIO pa36un Buxk-
TOp, BUKTOp €& yTBEp>KNaJl, YTO BUHOBAT

Ceprefi. Ceprem 3aBepsan, 4TO BHKTOp
mxet, a Opun TBEpIi, 4TO 3TO cAeail HE
oH. 3 pmalpHEen1ero pasroBopa BbIA3HU-
JIOCH, YTO JHLIL OOMH U3 pedAT roBOpMI
IIpaBHY.
KTo pa3bun crekio?

aus. Quant, Moskau

A 2 Ao Find the pattern
Create two more examples of the same na-
ture as the following:

32-12=27, 62 -32=3% 102 - 62 =4°.

Notice the particular set from which we
took the integers that are squared. When
you succeed in identifying the required set
you should have no difficulty creating
more examples; you should also find it
easy to prove the general validity of the
pattern.
aus: Fun with mathematics,
Toronto

A3 A Carrés magiques

Avec, pour chacun, les nombres de 1 a 25
inclus, a vous de reconstituer ces 2 carres
magiques. Les positions de certains nom-
bres sont imposees d’avance et vous devez
trouver un total de 65 sur chaque ligne,
chaque colonne et sur les grandes diago-
nales.

3
23 19
4
6 20| 2 |24
21
11
24| 7
11 |
2 16
23

Coup de pouce: repartissez les 25 nombres
en 5 tranches (1-5, 6-10, 11-15, 16-20,
21-25). Ils doivent alors étre disposés de
telle facon que ceux d’'une méme tranche
figurent obligatoirement sur des lignes et
sur des colonnes differentes!

aus: Logigram, Paris

Noch ein

Zuschneideproblem:
Der Sechs-Bahl}en-_
Rock

I[hr wiBt, liebe alpha-Leser, dal} Technolo-
gien weitgehend von den Eigenschaften
des Materials bestimmt werden, das man

verarbeiten will. So konnt ihr die im
Heft 3/90 vorgestellten Methoden, einen
weiten Rock zuzuschneiden, nur bei festen
Stoffen anwenden. Aus Seide zugeschnit-
ten wiirde der Rock zipfeln, d. h. er wiirde
an den Stellen, wo der Faden schiefwinklig
zum Radius bzw. zum senkrechten Fall des
Kleidungsstiickes lauft, linger werden..

Es gibt im wesentlichen drei Rockformen,
bei denen dieses Ubel nicht auftritt: den
angekrausten, den Stufen- und den Sechs-
Bahnen-Rock.

Setze ich den Rock aus sechs gleichen,
symmetrischen Bahnen zusammen, dann
kann die Abweichung vom Fadenlauf ge-
ring gehalten werden (Fadenlauf = Paral-
lele zur Webekante).

Das Bild zeigt, wie man den Schnitt auf
den Stoff legen kann. Nun kommt es dar-
auf an, ihn so zu konstruieren, dal} die

.Stoffbreite 1 m gut ausgenutzt wird.

Webekante

Webekante

Folgende Bedingungen sind zu erfiillen:

1. Die Rockbahnen haben die Form eines
Kegelstumpfmantels. Die Schnitteile sind
so aufzulegen, dall ithre Symmetrieachsen
die Richtung des Fadenlaufs haben.

2. Die Nahthnien bilden mit dem Faden-

lauf einen Winkel von 10°.

3. Die Rocklinge betrage vor dem Sdumen
70 cm.

4. Fir die Nahtzugaben und das versetzte
Auflegen der mittleren Rockbahn ist ein
geschitzter Spielraum von insgesamt 8 cm

Zu veranschlagen.

Damit haben die Sehnen der drei Kreisbo-
gen, die die Schnittkante beruhren, eine
addierte Liange von 25 + s =92 cm.
Rechnetl weiter und konstruiert!

J. Heller

Die Losung erscheint im ndchsten Heft.

alpha, Berlin 24 (1990) 4 - B3



In freien Stunden - alpha-heiter

Mathe-Mix

Sechs mathematische Begriffe wurden untereinan- -

der auf sieben Buchrucken geschrieben: doch die
Bucher wurden umgestellt.

Bringt die Blcher wieder in die richtige Reihen-
folge, und ihr werdet wissen, um welche Begriffe es

sich handelt!
Dr. R. Mildner, Leipzig

Ein Farbspiel ,,ohne 11 Spitzen*

Das Blatt eines Skatspielers besteht aus den 10 Kar-
ten As, Zehn und Ober von Pik und auch von Herz
sowie As, Zehn, Konig und Neun von Karo. Beim
Reizen erhilt er das Spiel auf ,,24“. Im Skat findet
er Pik- und Herz-Sieben. Er spielt Kreuz und ge-

AReEEEEgg FE

winnt das Spiel, obgleich ein Spieler mit derartigen
Karten im Mittel nur jedes 18. Spiel gewinnen
kann.
a) Welche Kartenblatter haben seine Gegner?
b) Welche Karten hat der Spieler in den Skat
gelegt?

c) Welche Spielweise wendet der Spieler an?

W. Trigey, Dobeln

Einer pallt nicht

Stempel Fenster Klafter Klammer Klemmer
Stummel Meister

Von den sieben Begriffen weisen sechs eine Ge-

meinsamkeit auf. Einer paBlt nicht in diese Reihe.

Welcher ist es und warum?
Ing. K.-H. Milde, Dresden

84 - alpha, Berlin 24 (1990) 4

Lernen ist wie Rudern gegen den Strom.

Sobald man aufgibt, treibt man zunick.
Chinesisches Sprichwort

Kreuzzahlritsel

Waagerecht: a,, Quersumme aller drei- und vier-
stelligen Zahlen dieses Ritsels; ¢, Quadratzahl;

d, echter Teiler von n,; g, Primzahl kleiner

als ju; Jw Z.ahl mit gleichen Ziffern:

l, Vieltaches von f; n, Quadratzahl; o,Vielfaches
von |,

Senkrecht: b, gerade Zahl; ¢, Zahl mit den drei
Zitfern von k;; e, ungerade Zahl:
f, Teiler von J,,; hy Primzahl; i, Quadratzahl;

k. Teiler von j,,; m, ungerade Zahl.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Personalpronomen

Die abgebildeten Kryptogramme sind — durch Ein-
setzen von dezimalen Grundziffern fir die Buchsta-
ben — mehrdeutig 10sbar.

Gebt 1m Falle b) alle Losungen und in den Fail-
len a) und ¢) mindestens vier verschiedene Losun-
gen an!

a) ICH b) ER ¢) WIR
+ DU +ES + 1 HR
WIR SIE SIE

Dr. R. Mildner, Leipzig

Otto Hahn (Chemiker, Nobelpreistrager, 1879 Dis
1968) ging mit einem jlingeren Wissenschaftler,
aufmerksam seine Umgebung beobachtend, spazie-
ren. Dabei entschliipfte dem 78jihrigen die AuBe-
rung: ,Wissen Sie, wenn man die vielen hiibschen
jungen Madchen sieht, mochte man wirklich noch

einmal 70 sein.”
aus: Lingmann/Schmiedel: Anekdoten, Episoden,
Lebensweisheiten, VEB Fachbuchverlag Leipzig



Magische Hexagone

Den 24 kongruenten gleichseitigen Dreiecken sind
a) die natiirlichen Zahlen von 1 bis 24 und
b) die natirlichen Zahlen von 1 bis 6, wobei jede
genau viermal verwandt wird,

so zuzuordnen, daB die Summen der in allen 12
sichtbaren Streifen der Breite d stehenden Zahlen
gleich sind. ,

W. Trager, Dobeln

fpree— -

Vom Kern zum Wort

Unabhingig von ihrer Reihenfolge sind die bereits
eingetragenen Worter zu Begriffen nachstehender
Bedeutung zu erganzen. Richtig gelost ergeben die
Anfangsbuchstaben den Namen des Ergebnisses
einer Grundrechenoperation.
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. Gerade, die eine Kurve in einem Punkt beriihrt,

. spezielle Vierecke,

. Hochzahl einer Potenz,

. Zahlwort (lateinisch),

10'® als Zahlwort,

. Kreise, auf denen die Eckpunkte eines Vielecks
liegen,

. Gegentell von explizit,

. y-Wert 1im Koordinatensystem.

OL K. Koch, Schmalkalden
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Mathematische Luftfracht

In die dre1 freien ovalen Felder sind natiirliche Zah-
len derart einzutragen, dafl das Flugzeug sich im
,Oleichgewicht” befindet, daf3 also die Summe der
auf der linken Tragflache stehenden beiden Zahlen
(Kreis und Oval) gleich der Summe der beiden auf
der rechten stehenden i1st und die Summe der bei-
den vorn stehenden Zahlen gleich der Summe der
beiden hinten stehenden ist. Dabei ist zu beachten,
dal3 die Summe |

a) aller in Kreisen stehenden Zahlen gleich der
Summe aller in den Ovalen stehenden,

b) der Quadrate aller in Kreisen stehenden Zahlen
gleich der Summe der Quadrate aller in den Ovalen
stehenden sein soll.

Wie lauten die einzutragenden Zahlen?

R. Bergmann,
Dobeln

Wir wiinschen allen (Schul-)anfangern einen guten

Start in den neuen Lebensabschnitt!
Alphons

Technologie-
Zwischenlosung

Peter Dittrich
aus: Eulenspiegel

,Oanz einfach, wir haben im Lotto gewonnen!
Lothar Otto

alpha, Berlin 24 (1990) 4 - 85



Eine Aufgabe
fur den
Schulrechner SR1

Ein Fliissigkeitstank habe die Gestalt eines
liegenden Zylinders, der Durchmesser be-
trage 2 m und die Linge L des liegenden
Zylinders 10 m. Fiir diesen Tank soll ein
MeBstab angefertigt werden. Nun werden
einige Leser einwenden, daB diese Aufgabe
nicht sehr sinnvoll ist, denn fir einen ech-
ten Tank wird man den MeQstab doch
durch Ausprobieren (Einfullen abgemesse-
ner Flilssigkeitsmengen) schnell erhalten
konnen. Unldngst hat sich aber ein Betrieb
mit einem derartigen Problem an uns ge-
wandt. In diesem Betrieb ist der Behdlter
bereits teilweise gefiillt und soll nie restlos
leer werden, eine Fiillanzeige fehlt aber.

1. Ein gleichmiBig unterteilter Stab

Es soll zuerst ein gleichmidBig unterteilter
Stab hergestellt werden, bei dem die Mar-
kierungen im Abstand von 10 cm aufzutra-
gen sind. Das Bild 1 stellt einen Schnitt
parallel zu den Stirnflichen des Tanks dar.

Bild 1
Es ist cos—g— — 1 — h. Alle Winkel sollen in

Bogen angegeben werden, bei Berechnun-
gen mit dem SR 1 ist dieser deshalb auf

RAD zu stellen. Der Kreissektor ABM hat

1.4

den Flicheninhalt S = >

vom Radius 1 den Flicheninhalt  besitzt,
gilt nimlich: S: 7= o:2n).
Der Flicheninhalt F, des Dreiecks ABM

ist F, = %(1 — h). Wegen

(weil der Kreis

.o a 1 my e &
Sin—~ = folgt = (1 — h) sin 5 -
Mithin ist der Flacheninhalt F; des durch

AB markierten Kreisabschnittes

Fy= x (1—h)sm%
—1—( 2 o—sm rx)
; o — 2 cos 5
1
7 o0 — sin o).

86 - alpha, Berlin 24 (1990) 4

Ihr konnt F, nun auch als Funktion von A

notieren. Es ist aber einfacher, die Rech-

nung SO zu Organisieren:
a) Vorgabe von h
b) Berechne o = 2 arccos(l — A)

'¢) Berechne V=5(x—sinx)

d) Notiere V und beginne die Rechnung
mit einem neuen A bei a).

Um das Zwischenergebnis o nicht auf-
schreiben zu miissen, wird @ 1m Speicher
M des SR 1 durch Driicken der Taste [x-M
abgespeichert. Nachdem sino gebildet
wurde, kann die Zahl o durch [MR] zuruck-

geholt und zu —sin o addiert werden. wir .

haben also folgende Tasten auf dem SR 1
zu dricken:

... %) | +] |1])(=] [ F] [arccos
EingTahn:h ___
x| 2] |=] M rsﬁ—'l
LEDWEXEE
T Ergebnis

notieren

Aus Symmetriegriinden braucht die Rech-
nung nur fir 0 < A <1 durchgefihrt zu
werden.

Tabelle 1

Hohe Volumen V [m’] Vol. []]
h[m] | SR1 Z 9001 | (rund)
0,1 0.58725 0,58726 590
0,2 1,6350111 1,63501 1640
0.3 2,9549883  2,95499 2950
0,4 4472952 4. 47295 4470
0,5 6,141848 6,14185 6140
0,6 7.9267319  7,92674 7930
0,7 9.7992199  9,79922 9800
0.8 11,734794 11,7348 11730
0.9 13,711305 13,7113 13710
1.0 15,707963 - 15710

—

In der 3. Spalte sind die mit dem Heim-
computer robotron Z 9001 erhaltenen Re-
sultate angegeben. Fiir die vorliegende
Aufgabe bietet es sich an, einen program-
mierbaren Rechner zu benutzen, weil fur
verschiedene Werte 2 immer die gleichen
Rechenoperationen auszufiihren sind. Der
Heimcomputer kann jedoch die Werte der
Funktion arccos nicht direkt berechnen,
d.h. diese Funktion ist fiir den Z 9001
nicht als (fest programmierte) Standard-
funktion vorgesehen. Der Z 9001 besitzt
aber die Standardfunktion arctan. Weil aus
U = COS v stets

_ 2 42
tan v = ‘/1 AL ‘h - folgt,
CoS v u
1st bel uns
t:nr:=2:5|hrct:am(‘/2h_h2 )
1—~h '

Das entsprechende BASIC-Programm lau-

tet:

18 FOR H=0.1 TO 8.91 STEP 9.1

20 AP=2%ATN(SQR(2¥H-H¥H)/
(1-H))

39 V=5%(AP—SIN(AP))

49 PRINT "v=":V"H=":H

50 NEXT

Bei diesemn Programm werden die Anwei-
sungen 20, 30 und 40 fir H=0,1, H=0,2,
..., H=0,9 abgearbeitet. AP bezeichnet

die GroBe . ATN, SIN und SQR stehen
fir 'die im Computer programmierten

Funktionen arctan, sin und \[_ . Fir H=1
wiirde das Programm kein Ergebnis liefern,
weil dann in Anweisung 20 eine Division
durch 0 auftreten wirde.

2. Ein nichtlinear unterteilter Stab

Wie hoch ist der Tank bei einer vorgegebe-
nen Fliissigkeitsmenge gefuillt? Wie ist die
Unterteilung eines Stabes vorzunehmen,
wenn Markierungen zu bestimmten Volu-
mina anzuzeichnen sind? Dieses Problem
soll jetzt skizziert werden.

Es 1st

o
V=5(x—sinx) und h=1—- COS -
Bestimme 'zuerst o so, daf
o — SIn o — % V=0 i1st, und ermittle an-

schlieBend die zugehorige Hohe 2, wobet V
gegeben ist. Es liegt eine nichtlineare Glei-
chung fiir die Unbekannte « vor. Grafisch
konnen wir die Losung niherungsweise als

Abszisse des Schnittpunktes der Kurve
1

y = sin & mit der Geraden y = o — 3 V be-

stimmen. Beim Heimcomputer kann man
V

sich die Funktion « — sin o — 3 auf dem

Bildschirm aufzeichnen lassen, dann kann
ungefdhr die Nullstelle abgelesen werden.
Haufig 1st die erhaltene Naherung o itera-
tiv auf folgende Weise zu verbessern:

1
Wegen o« = sin o + 3 V kann
. 1
o, = sSiln oy + 3 V berechnet werden,
anschlieBend
. 1 y y
®, = sin oy + 3 V. usw. Fur , genigend

gute“ Ndherungen &, und Losungen « mit
0 < ¢ <7, die nicht zu nahe bei w liegen,
liefert diese Methode immer bessere Nihe-
rungen fur die Nullstelle.

Ist z.B. V=5, so finden wir grafisch
(Bild 2) oy & 2.
3* Bild 2 y =1

Auf dem SR 1 ist die Tastenfolge
2] [sin] [+] [1]|=

‘I.
T _ Ergebnis noticren

o

auszufiihren. Wir finden die Naherungen
& =2, 0,=10909, ...,

o0 = 1,9345633.

Der SR 1 zeigt den Funktionswert

oo — Sinog—1=4-10"%an,

also haben wir die Nullstelle sehr gut ange-
nahert.

Dazu finden wir h =0,43246 m. Eine an-
dere Iterationsvorschrift zur Nullsteltenbe-

stimmung erhaltet ihr mit dem Newton-
Verfahren: ,

ack—sina:k—?l/

1 —cos o

ak.i.]:ka ,k=0,1,...



Probiert es auf eurem Schulrechner aus

und berechnet die Abstande auf dem Meb-
stab, wenn die zugehorigen YVolumendiffe-

renzen 1 m’ betragen sollen!

3. Behélter mit gewoOlbten Stirnflachen

In Wirklichkeit haben die Tankbehilter ge-

wolbte Stirnhauben.

Wir nehmen hier an, dal} es sich dabei um
Abschnitte einer Kugel mit einem gewis-

sen Radius R handelt (Bild 3).

Nun werden die durchzufiihrenden Rech-

nungen schwierig.

Bild 3

a) Sind nur ,schwache“ Wodlbungen vor-
handen, so berechne man naherungsweise
den MeBstab fiir einen etwas langeren Zy-
linder. Das Volumen V; des Zylinders der
Linge L = 10 m betrdgt 10 tm?.

Die schraffierten Kugelabschnitte besitzen
das Volumen

\ =23+ HY) H, ._

also ist das Gesamtvolumen des Tanks

1

3
=Tr(10+Hi 1; )

Ist z.B. H=0,2m, so ergibt dies V;
= 32,053 m?. Das entspricht dem Volumen
eines liegenden Kreiszylinders vom Radius

1 m und der Lange
3

10 + H+HT= 10,203 m.

b) Man konnte auch so vorgehen: Die bei-
den Kugelabschnitte haben zusammen das
Volumen V,. Dieses Volumen fligen wir
proportional zur vorgegebenen Hohe A der
(wie 1n 1. berechneten) Flussigkeitsmenge
des zur Hohe h gefillten Zylinders hinzu
(Bild 4).

0 1 h
Weil fur kleine A diese Korrektur zu grol

ist, wire es gunstiger, eine Funktion der in
Bild 5 gezeichneten Gestalt zu suchen.

Bilds V!
Vi |

Die Funktion
1
g(h) = Tn—.(ﬂh — 0,7sin(mrh)) V, ist

z. B. recht gut peeignet. Ihr konnt also
1

V(ih) =5 —sinx) + E(ﬂh

— 0,7sin(rrh)) V, mit
o = arccos(l — h) berechnen bzw. zu den
in Tabelle 1 angegebenen Zahlen den zwei-
ten Summanden als Korrektur zufiigen.
c) Das Volumen lieBe sich naherungsweise
auch folgendermaBen ermitteln: Wir legen
im Abstand A=1[2]... zur Grundfliche
(Erdboden) parallele Ebenen (Bild 6) und
nihern die Kugel vom Radius R ,schicht-
weise“ durch Kegelstimpfe an.

Bild 6

e
i

Damit werden auch .die Kugelabschnitte,
welche die Stirnwolbungen des Tanks bil-
den, schichtenweise aus Abschnitten von
Kegelstimpfen zusammengesetzt. Die
Deckfliache einer derartigen Schicht (zur
Hohe h = il) ist ein Kreisabschnill, seinen
Flacheninhalt F; wollen wir berechnen.
Uberlegt euch, daB
1

.

R = —Q—E(l + H?) ist. Fur die Sehnenlinge
s (=2a = AB, siehe Bild 1) gilt
s=2+vy2h—h?. |

Die Kugel vom Radius R wird in dder Hohe
h = [l von einer zur Grundflache parallelen
Ebene in einem Kreis vom Radius

0= \/R2 — (1 — h)? geschnitten, mithin gilt

flir den Inhalt der gesuchten
2

Fliche F. = OT (f — sin ) mit

.S _
f = 2 arcsin 2Q,,F,J—O.
Bild 7
7 [ ___/ L[/

Bild 7 zeigt euch die Schichten des Kugel-
abschnittes und die approximierenden Ke-
gelstumpfabschnitte in drei Ansichten. Wir
bezeichnen (ihnlich wie vorn) mit V;(h),
V,.(h) und V,(h) «die Flussigkeitsmenge
vom Tank, von den beiden Kugelabschnit-
ten und vom Kreiszylinder bei der Full-
hohe A. Dann ist ungefdhr

V,(I) =1F, und

Vi) =V, ((i— 1))+ I(F;+ F;_y)

fur i= 2.

Als konkretes Beispiel betrachten wir einen
Tank mit H =0,2m, L =10 m und wihlen
[=0,1m.

Dann ist R=2.6 und R?=6.76.

Wir erhaiten (unter Beriicksichtigung der
Werte V,(h) aus Tabelle 1) die gerundeten
Werte

Tabelle 2
i |h | Fm* | V(h) Vo (h)
[m°] [m”)

1 (0.1 10,0229 [0,0023 0,590
2 102 [0.0593 |0,0105 1,646
3 10,3 {0,0994 ]0,0264 2.981
4 104 101392 10,0503 4,523
5 10,5 10,1760 |0,0818 6,224
6 10,6 102080 |0,1202 8047
7 107 10,2340 |0,1644 9,964
8 10,8 102531 |0,2131 |11,948
9 (09 (02648 102649 13,976
10 |1,0 {02688 |0,3183 [16,026

—

Wir konnen uns davon uberzeugen, wie gut
diese Niaherungen sind.
Exakt berechenbar ist
1
Vey=V,(2)= 2"6‘1"'-'1"(3 + H?),

mit dem SR 1 erhilt man
V,=0,63669 m’. Nun muB}

10
1 1 1
4 — — e
[,.;F' 2 F“’] 10 4
eigentlich mul nach unserem Vorgehen
zwischen den beiden Zahlen ,, <" stehen.

Wir iuiberpriifen dies mit dem SR 1 und no-
tieren

4 S€eln;

1 [ 1
W[Z f}+7F10] =(,1591 sowie
t =1

o1

3} V,=0,1592. Da hier nur mil vier Dezi-

malstellen gerechnet wurde, ist dies eine
sehr gute Ubereinstimmuneg.

Zum SchluB sind in Tabelle 3 die mit den
Methoden a), b) und c) berechneten Volu-
mina (in m’) zu vorgegebenen Hoéhen dar-
gestellt:

Tabelle 3
[

h [m] | a) b) c)

0,1 0,599 0,597 0,590
0,2 1,668 1,657 1,646
0,3 | 3,015 2.993 2,981
0,4 | 4,564 4,533 4,523
0.5 6,267 6,230 6,224
0.6 8,088 8,050 8,047
0,7 G 998 0,965 9.964
0.8 11,973 11,948 11,948
0,9 13,990 13,976 13,976
1.0 116,027 16,026 16,026

W. Schmidt
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Was ist eine

Delaunay-Triangulierung?

Alle nachfolgenden Betrachtungen wollen
wir der Einfachheit halber nur in der
Ebene durchfithren. Zunichst definieren
wir den Begriff , Triangulierung®. Dazu sei
eine Menge von n paarweise verschiedenen
Punkten gegeben.

Definition: Ein zusammenhingendes Netz
von Dreiecken heil3t genau dann Triangulie-
rung einer Menge von n Punkten, wenn alle
Eckpunkte der Dreiecke Punkte der Menge
sind und wenn jeder Punkt der Menge Eck-
punkt eines Dreiecks ist.

Bild 1 Bild 2

Bild 3

In den Bildern 1 und 2 sind zwei verschie-
dene Triangulierungen derselben Menge
von 6 Punkten dargestellt. Das 1n Bild 3
aufgefilhrte Beispiel ist keine Triangulie-
rung dieser Menge.

Triangulierungen spielen in verschiedenen
Gebieten eine Rolle. Beispielsweise werden
zur Landvermessung markante Punkte in
der Landschaft als trigonometrische
Punkte gekennzeichnet und durch eine
Triangulierung verbunden (Bild 4).

Bild 4

TP, TP,

TPe

TP 4

Wenn die Entfernung zwischen zwei trigo-
nometrischen Punkten bekannt ist, etwa
die zwischen TP, und TP,, so lassen sich,
indem nur Winkel zwischen trigonometri-
schen Punkten gemessen werden, sukzes-
sive alle anderen Entfernungen berechnen.
Dies ist sicher niitzlich, da in der Land-
schaft Winkel leichter gemessen werden
konnen als Entfernungen und zudem Hin-
dernisse zwischen trigonometrischen Punk-
ten, zum Beispiel Flisse, eine direkte Ent-
fernungsmessung erschweren. (Vgl. den
Artikel K.-G. Steinert: Gaul3’ Beitrage zur

Astronomie und Geodasie. Alpha 11
(1977) 2, S. 25ff)

88 - alpha, Berlin 24 (1990) 4

Al A Nenne Beispiele aus anderen Ge-
bieten, in denen Triangulierungen auftre-
ten!

Die in den Bildern 1 und 2 angefuhrten
Beispiele zeigen, daBl es im allgemeinen
mehrere .verschiedene Moglichkeiten gibt,
Triangulierungen einer gegebenen Menge
von Punkten zu zeichnen. Eine spezielle
unter Umstinden sogar eindeutig be-
stimmte Triangulierung ist dagegen die
Delaunay-Triangulierung.

Bevor wir diese definieren, werden wir zu-
nichst einen Begriff einfilhren, auf dessen
Grundlage spiter die Delaunay-Triangulie-
rung einer Punktmenge bestimmt wird.
Dazu ordnen wir jedem Punkt einer gege-

benen Menge ein Territorium zu. Fur alle
Punkte, die dem Territorium von P ange-
horen, gilt dabei, daB der Abstand zum
Punkt P kleiner ist als der zu den ubrigen
Punkten der betrachteten Menge. Aus die-
ser Zuordnungsvorschrift folgt unmittelbar,
daB die Territorialgrenze, die die Territo-
rien zweier benachbarter Punkte 4 und B
gegeneinander abgrenzt, auf der Mittel-
senkrechten der Strecke AB liegt, da genau
fiir die Punkte auf der Mittelsenkrechten
gleiche Abstinde zu 4 und B vorliegen.
Die Territorialgrenzen bilden um jeden
Punkt ein konvexes Vieleck, das Voronoi-
Polygon dieses Punktes (Bilder 5 und 6).

Bild 6

I.inige dieser Voronoi-Polygone begrenzen
unendliche Territorien, andere sind ge-
schlossen. Die Zerlegung der Ebene, die
durch die Voronoi-Polygone erzeugt wird,
heifdt Dirichlet-Zerlegung. Sie wird unter
anderem dazu verwendet, das Territorial-
verhalten von Tieren zu beschreiben.

A2a Wihle 10 Punkte und konstruiere
die zugehorige Dirichlet-Zerlegung!

Fall 1: Wir betrachten vorerst nur solche
Anordnungen von n Punkten, deren Di-
richlet-Zerlegung die Eigenschaft haben,
daBl jeweils genau drei Voronoi-Polygone
einen gemeinsamen Eckpunkt besitzen.

Sind 4, B und C drei Punkte, deren zuge-
horige Voronoi-Polygone den Eckpunkt U
gemeinsam haben, so ist U der Schnitt-
punkt der Mittelsenkrechten des Dreiecks
AABC, also dessen Umkreismittelpunkt.

Al A Beweise, daBl der Umkreis des er-
wihnten Dreiecks AABC auller 4, B und
C keinen weiteren Punkt der betrachteten

‘Menge im Inneren oder auf dem Rand ent-

halt!

Wir definieren jetzt den Begriff Delaunay-
Triangulierung.

Definition: Eine Triangulierung einer

Menge ¥on -n Punkten heiBt genau dann
Delaunay-Triangulierung, wenn der Um-
kreis jedes Dreiecks der Triangulierung
keinen Punkt der Menge 1m Inneren ent-
halt.

Nun konnen wir eine Delaunay-Triangulie-
rung einer Menge von Punkten konstruie-
ren. Wir verbinden drei Punkte genau dann
zu einem Dreieck, wenn thre Voronoi-Po-
lygone einen gemeinsameén Eckpunkt be-
sitzen. Aufgrund der in Aufgabe 3 genann-
ten Eigenschaft enthdlt der Umkreis jedes
dieser Dreiecke keinen weiteren Punkt der
Menge. Es liegt demnach eine Delaunay-
Triangulierung vor.

Die Besonderheit, die Delaunay-Triangu-
lierungen gegenuber anderen Triangulie-
rungen auszeichnet, ist die Eigenschaft,
anniahernd ,gleichwinklige® Dreiecke zu
erzeugen.

Zwei Dreiecke, die eine gemeinsame Seite
besitzen, bilden ein Viereck, wobei die ge-
meinsame Seite eine Diagonale darstellt.
Liegt ein konvexes Viereck vor, besteht die
Moglichkeit, diese Diagonale durch die an-
dere Diagonale zu ersetzen, wodurch zwet
neue Dreiecke entstehen (Bilder 7 und

8).

Bild 7 Bild 8

— —

Wiahrend die beiden Dreiecke in Bild 7 na-
hezu ,gleichwinklig“ sind, ist bei den bel-
den Dreiecken in Bild 8 eine grofiere Diffe-
renz zwischen dem groBten und dem
kleinsten der sechs Innenwinkel festzustel-

len.

Erst 1978 hat R. Sibson folgenden Satz be-
wiesen:

Genau dann, wenn eine Diagonale in
einem konvexen Viereck, das kein Sehnen-
viereck ist, so gewidhlt wird, daB die Diffe-
renz zwischen dem groften und dem klein-
sten der sechs Innenwinkel minimal ist,
liegt eine Delaunay-Triangulierung vor.
Nach diesem Max-Min-Winkelkriterium
ist die Lage der Diagonalen im Viereck
ABCX abhiangig von der Lage des Punk-
tes X beziglich des Dreiecks AABC.

Liegt X aufBlerhalb des Umkreises des Drei-




ecks AABC (Bild 9), so ergibt sich nach
dem Max-Min-Winkelkriterium als Diago-

nale BC.
C
VX
AN

Wenn X dagegen innerhalb des Umkreises,
aber noch aullerhalb des AABC liegt
(Bild 10), liefert das Kriterium BX als Dia-

gonale.

Bild 9

C

Bild 10

Betrachten wir nun die Umkreise der Drei-
ecke, die bei einer Triangulation nach dem
Max-Min-Winkelkriterium entstehen, so
zeigt sich, dal} es keinen-Punkt- der jeweils
gegebenen Menge gibt, der innerhalb des
Umkreises eines Dreiecks liegt.

Fall 2: Wir betrachten nun beliebige An-

ordnungen von n Punkten, also auch sol-

che, bei deren Dirichlet-Zerlegung mehr
als dre1 Voronoi-Polygone einen gemeinsa-
men Eckpunkt besitzen.

Um eine Delaunay-Triangulierung derarti-
ger Mengen konstruieren zu kdnnen, miis-
sen wir noch festlegen, wie mehr als drei
Punkte, deren Voronoi-Polygone einen ge-
meinsamen Eckpunkt haben, zu Dreiecken
zu verbinden sind.

A4 a Beweise, dal alle Punkte einer ge-
gebenen Menge, deren Voronoi-Polygone
einen gemeinsamen Eckpunkt U besitzen,
auf einem Kreis um U liege, der keinen
weiteren Punkt der Menge im Inneren ent-
halt!

Aus dem in Aufgabe 4 genannten Sachver-
halt folgt, dall wir alle Punkte einer gegebe-
nen Menge, die einem Kreis angehoren,
der keinen Punkt der Menge als inneren
Punkt besitzt, auf beliebige Art und Weise
zu Dreiecken verbinden konnen, ohne daf
die Eigenschaft der Delaunay-Triangulie-
rung verletzt wird. Eine eindeutig be-
stimmte Delaunay-Triangulierung erhalten
wir daher genau dann, wenn immer genau
drei Voronoi-Polygone der Dirichlet-Zerle-
gung der betrachteten Menge einen ge-
meinsamen Punkt haben.

A 5 A Konstruiere eine Delaunay-Trian-
gulierung der in Aufgabe 2 gewidhlten
Punktmenge!

Wo spielt in der Mathematik dieser ele-

mentargeometrische  Sachverhalt eine
Rolle?

Wir geben skizzenhaft ein Beispiel an.

Es sollen die Stromungsverhaltnisse an der
Tragfliche eines Flugzeugs untersucht wer-
den. Die mathematische Beschreibung ist
durch ein Differentialgleichungssystem ge-
geben. Differentialgleichungen sind Glei-
chungen, die Beziehungen zwischen Funk-
tionen und deren Ableitungen angeben. Im
allgemeinen gelingt es meist nicht, die L6-
sungsfunktion explizit zu bestimmen. Da-
her begnugt man sich mit Funktionswerten
der gesuchten Funktion an einigen Stellen.
Diese Stellen konnen die Eckpunkte der
Dreiecke einer Triangulierung, zum Bei-
spiel einer Delaunay-Triangulierung sein.
Deshalb ist es wichtig, solche Triangulie-
rungen zu beherrschen.

W. Moldenhauer, K. Wetwitschka
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Bild 11
Darstellung eines griechischen
Rechenbretts (Abakus)

I VvV X L C

1 5

Bild 12

Prinzipskizze des Abakus.

Das Liniensystem ist mit romischen
Ziffern bezeichnet

10 50 100

Obwohl die Position der Steine deren Wert
bestimmte und dies dem Rechner tagtag-
lich vor Augen gefihrt wurde, libertrugen
die Rechner dieses unbewubBt gehandhabte
Positionssystem nicht in die Ziflern-
schreibweise. Erst mit den arabischen Zif-
fern setzte sich langsam das Positionssy-
sten durch, und noch Adam Ries schrieb
(um 1520) Rechenbucher zum Rechnen
auf den Linien (Abakus) oder mit der Fe-
der (entspricht arabischen Ziffern mit Mul-
tiplikationstabellen, d. h. dem 1X1). Erst
allmahlich faBte das algorithmische Rech-
nen FulBl. Der Grund: Was man konnte,
funktionierte, und niemand lernt gern um,
wenn es nicht notig ist (Bild 13). |
Die Schriftform der Ziffern wurde durch
das Aufkommen des Buchdrucks stabili-

Bild 13

Symbolische Darstellung:

Sieg des Ziffernrechnens tiber das Rechnen
auf den Linien

siert. Als die Frakturschrift bei den Zahl-
zeichen durch Antiquaschriften abgelost
wurde, bekamen die Ziffern die im wesent-
lichen noch heute ubliche Form. Erst
neuerdings sind mit Bank- und Computer-
zahlen neue Formen verbreitet worden, wo-
bei der auf vielen Waren des taglichen Be-
darfs angebrachte Strichcode, die Europa-
ische Artikelnummer (EAN), die radikalste
Anderung der Zahlzeichen ist, bedingt
durch die Forderung nach Maschinenles-
barkeit (Bild 14).

Bild 14
Computerzahlen sowie ein Beispiel fir

den Strichcode
R. Thiele

Wie mit dem Abakus gerechnet wird, de-
monstrieren wir in Heft 5/90. Alphons

Kuriose Identitaten

1. Es gibt eine natiirliche Zahl m. fiir die
folgendes gilt:

a) Vm = %JE
und

)  Vm= % ym
Wie heillt sie?

2. Es gibt eine natiirliche Zahl m, fur die
folgendes gilt:

=t

Wie heil3t sie?
Ing. Klaus-Horst Milde, Dresden
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XXX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Schulolympiade

Abgabe beim Mathematiklehrer: Ende September 1990

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften bekannt sind, mussen alle
verwendeten Aussagen prizise formuliert
und bewiesen werden. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankengange und
Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sitzen darzulegen. Die L6-
sungen werden im Oktober 1990 in der
Trommel und der Jungen Welt verodffent-
licht.

Hinweis: Unter den Aufgaben der 1. Stufe
befinden sich auch solche (in der Regel ist
es die 4. Aufgabe), die aus mehreren Teil-
aufgaben von steigendem Schwierigkeits-
grad bestehen. Dabei ist Teil a) meist recht
einfach zu losen und gibt in der Regel
Hilfe fiir die -Losung der anderen Teilauf-
gaben. Die Losung der letzten Teilaufgabe
stellt bewulBt hohe Anforderungen. Diese
Teilaufgabe ist vorwiegend fur die lei-
stungsstirkeren Schuler gedacht. Es wird
empfohlen, iiber diese anspruchsvollen

Aufgaben in Klassen und Arbeitsgemein-
schaften zu diskutieren.

Anmerkung: x5 ABC bezeichnet im folgen-
den die GroBe des Winkels 5 ABC. Ferner
bezeichnet AB die Strecke mit den End-
punkten 4 und B, wihrend AB die Liange
der Strecke AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

300511 Die folgenden Figuren sollen je-
weils in gleichgroBe Teile zerlegt werden,
d. h. in Teile, die alle denselben Flachenin-
halt haben.

a) Zeichne ein gleichseitiges Dreieck der
Seitenlinge 5 cm und zeichne darin ein,
wie es in zwei gleich grofle Teile zerlegt
werden kann!

b) Zeichne ein weiteres gleichseitiges Drei-
eck der Seitenlange 5 ¢cm und seine Zerle-
gung in drei gleich groBe Teile!

¢) Zeichne fur ein weiteres solches Dreieck
eine Zerlegung in vier gleich grofle
Teile!

d) Zeichne ein Quadrat der Seitenlange
7 cm und eine Zerlegung dieses Quadrates
in sieben gleich grofBe Teile!

300512 Die Schiiler Arnim, Bert, Conny
und Detlef wohnen in verschiedenen Stid-
ten der DDR, und zwar jeder in genau
einer der Stadte Dresden, Magdeburg,
Potsdam, Schwerin. Dariiber macht Arnim
folgende vier Aussagen:

90 - alpha, Berlin 24 (1990) 4

(1) Ich bin weder aus Potsdam noch aus
Dresden.

(2) Bert ist entweder aus Potsdam oder aus
Schwerin.

(3) Conny ist weder aus Dresden noch aus
Magdeburg.

(4) Detlef ist entweder aus Potsdam oder
aus Magdeburg.

Stelle fest, ob alle diese Aussagen Arnims

gleichzeitig wahr sein kdnnen! Begriinde

deine Feststellung!

300513 Fritz, Hans und Petra haben am
Ostseestrand einen Beutel voll Muscheln
gesammelt. Sie wissen nicht, wieviel Mu-
scheln sie im Beutel haben.

Fritz meint: ,Wenn man siebenmal hinter-
einander je 12 Muscheln aus dem Beutel
nimmt, dann bleiben noch mehr als 6 Mu-
scheln ibrig.”

Hans meint: ,Wenn man aber neunmal
hintereinander je 10 Muscheln aus dem
Beutel nehmen wollte, dann wiurden die
Muscheln dafiir nicht ausreichen.”

Petra zihlt nun die Muscheln nach und
stellt fest: ,Keiner von euch beiden hat
recht.”

Wieviel Muscheln waren insgesamt im
Beutel?

300514 In einem Schema wie im Bild
sollen naturliche Zahlen eingetragen wer-
den. Das Bild zeigt ein Beispiel. Darin be-
tragt die Summe aller acht Zahlen 20. In
jeder Zeile und in jeder Spalte (siehe die
Pfeile) entsteht dieselbe Teilsumme, nim-

7

Il_l

) \

a) Gib zwei verschiedene Eintragungen an,
bei denen jeweils die Summe aller acht
Zahlen 30 betrdgt und in jeder Zeile sowie
in jeder Spalte die Teilsumme 8 ent-
steht!

b) Gib eine Eintragung an, bei der in jeder
Zeile und in jeder Spalte die Teilsumme 10
entsteht und die Summe aller acht Zahlen
moglichst klein ist!

¢) Gib eine Eintragung an, bet der die
Summe aller acht Zahlen 24 betragt und In

jeder Zeile sowie in jeder Spalte ein ein-
heitlicher Wert als Teilsumme entsteht, der
moglichst klein ist!
Eine Begrindung zu den Eintragungen
wird nicht verlangt.

Olympiadeklasse 6

300611 Das Bild a) zeigt zwei gleiche,
mit den Buchstaben A, B, C, D, E, F in
gleicher Anordnung beschriftete Wiirfel.
Man soll die Beschriftung des Wiirfelnet-
zes im Bild b) so erginzen, daB zwei Wiir-
fel, die mit je einem solchen Netz herge-
stellt werden, sich zum Bild a) zusammen-
stellen lassen.

b [a

a)

LA

Cc P
F B

Gib zwei verschiedene Ergﬁnzungsinﬁg-
lichkeiten an! Gib zu beiden Erginzungs-
moglichkeiten an, welche Fliche des un-

teren Wiirfels dann als Grundfliche ge-
wahlt werden muf!

300612 a) Gib alle diejenigen zweistelli-
gen naturlichen Zahlen an, bei denen eine
der beiden Ziffern um 4 kleiner ist als die
andere!

b) Ermittle unter diesen Zahlen alle digje-
nigen, die durch ithre Quersumme teilbar
sind!

Hinweis; Die Quersumme einer naturli-
chen Zahl ist die Summe ihrer Ziffern. So
hat z. B. die Zahl 24801 wegen
2+4+8+0+1=15 die Quersumme 15.

300613 Lina kauft 7 Bleistifte und
8 Hefte ein und stellt dabei fest, daBB 7 Blei-
stifte teurer als 8 Hefte sind.

Was ist teurer: 10 Bleistifte und 2 Hefte

oder 11 Hefte und 2 Bleistifte? Begrinde

deine Antwort!.

300614 Die Seiten eines Buches sind mit
den Zahlen von 1 bis 235 durchnume-
riert.

a) Wie oft wurde bei der Numerierung ins-
gesamt die Ziffer 4 verwendet?

b) Wie oft wurde bei der Numerierung ins-
gesamt die Ziffer 0 verwendet?

c) Wie viele Ziffern sind insgesamt bei die-
ser Numerierung zu drucken?

Olympiadeklasse 7

300711 Wahrend eines mathematischen
Spielnachmittages wurden alle Mitspieler
vom Spielleiter aufgeforderi, in eine Hand
eine gerade Anzahl und in die andere
Hand eine ungerade Anzahl von Hoélzchen
zu nehmen. AnschlieBend erhielt jeder
Mitspieler die Aufgabe, die Anzahl der
Holzchen in seiner rechten Hand mit 2 zu
multiplizieren und das entstandene Pro-
dukt zur Anzahl der Hdlzchen in seiner
linken Hand zu addieren.

Jedesmal, wenn ein Mitspieler die so gebil-
dete Summe dem Spielleiter mitteilte, war
dieser in der Lage, zutreflend zu sagen, ob
der Mitspieler eine gerade Anzahl von



Holzchen in seiner rechten oder in seiner
linken Hand hatte. Wie war das mog-
lich?

300712 Funf Schiiler der Klasse 7a sam-
melten Altpapier. Von der Menge, die sie
insgesamt zusammenbrachten, hatte
Marco ein Viertel, Frank ein Sechstel,
Matthias ein Fiinftel und Steffen ein Zehn-
tel beigetragen. Dirk hatte 2 kg mehr als
Marco gesammelt.

a) Wieviel Kilogramm Altpapier hatte jeder
dieser funf Schiiler beigetragen?

b) Welcher Betrag wurde fur die von den
funf Schiilern insgesamt abgelieferte Pa-
piermenge bezahlt, wenn Rir jedes Kilo-
gramm 30 Pfennig bezahlt wurden?

300713 Von drei Geraden wird vorausge-
setzt, daB sie durch einen Punkt C gehen.
Von einer vierten Geraden wird vorausge-
setzt, daB sie nicht durch C geht und die
drei anderen Geraden in Punkten 4, B, D
schneidet, wobei B zwischen 4 und D
liegt. Auf der Geraden durch A4 und C
liege ein Punkt E so, daB € zwischen A4
und E liegt. Weiter wird vorausgesetzt, daf3
die Winkel x ECD und x ABC einander
gleich groB sind.

a) Zeichne vier Geraden und dazu
Punkte A, B, C, D, E so, daB diese Voraus-
setzungen erfillt sind!

b) Beweise, dall unter diesen Vorausset-
zungen stets die Winkel x BCD und x BAC
einander gleich grofB sein miissefn!

500714 In jedem Dreieck betragt be-
kanntlich die Innenwinkelsumme 180° in
jedem Viereck 360°

a) Zeichne je ein Finfeck, ein Sechseck
und ein Siebeneck! MiB die Innenwinkel
und berechne jeweils die Innenwinkel-
summe! Was vermutest du?

b) Beweise deine Vermutung fur jedes
Fiinfeck, Sechseck und Siebeneck!

¢) Versuche eine Formel zu finden und zu
beweisen, die fiir jede natiirliche Zahl
n > 3 die Innenwinkelsumme in jedem n-
Eck angibt!

Hinweis: In dieser Aufgabe werden alle n-
Ecke als konvex vorausgesetzt, d. h. als n-
Ecke, in denen kein Innenwinkel groBer als
180° ist. AuBerdem wird in dieser Aufgabe
vorausgesetzt, dall kein Innenwinkel gleich
180° ist.

Olympiadeklasse 8

300811 Axel 1aBt Jorg mit einem roten,
einem blauen und einem gelben Wiirfel
wiirfeln. Ohne daB er die geworfenen
Augenzahlen sieht, sagt er dann: ,Ver-
dopple die Augenzahl des roten Wiirfels,
addiere dazu die Zahl 8 und multipliziere
die Summe mit 50! Merke dir das Resultat!
Addiere nun zur Augenzahl des blauen
Wiirfels die Zahl 10 und multipliziere die
Summe mit 10! Bilde dann zum Schlull
die Summe aus dem gerade erhaltenen
Produkt, dem vorher gemerkten Resultat
und der Augenzahl des gelben Wiirfels!
Wenn du mir diese Summe nennst, kann
ich dir von jedem der drei Wirfel die ge-
worfene Augenzahl nennen.”

a) Wihle drei mogliche Augenzahlen und

fuhre die
aus!

b) Beschreibe, wie man von der am Ende
der Berechnungen genannten Summe zu
den Augenzahlen kommen kann! Erklire,
warum man nach deiner Beschreibung

stets die richtigen Augenzahlen findet!

300812 Im Mathematikunterricht wird
zur Berechnung des Flicheninhalts eines
Drachenvierecks folgende Formel benutzt:
e f

A= 5 -
Dabei bedeuten ¢ bzw. f die Lingen der
beiden Diagonalen des Drachenvierecks.
Rolf behauptet, daBB diese Formel fir jedes
Viereck gilt, dessen Diagonalen senkrecht
aufeinander stehen.
Hat er recht?

300813 In einer Ebene seien sieben
Punkte so gegeben, daB keine drei von
thnen auf einer gemeinsamen Geraden lie-
gen. Ermittle die Anzahl aller derjenigen
Dreiecke, deren Ecken drei der gegebenen
Punkte sind!

300814 a) In das Schema des Bildes a)
sind die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 so einzutra-
gen, daB jede der drei ,Seitensummen®
541+6, 6+2+4 4+3+5 den Wert
S = 12 hat.

angegebenen Berechnungen

Untersuche, ob eine solche Eintragung der °

Zahlen 1, 2, 3,4, 5, 6 auch mit S =9 mog-
lich ist, ebenso auch mit S=10 und

S =111 0
3
00

Gib jedesmal, wenn das der Fall ist, je eine
derartige Eintragung an!

b) In das Schema des Bildes b) sollen au-
Ber den bereits eingetragenen , Eckenzah-
len“ 1, 4, 7 die Zahlen 2, 3, 5, 6, B, 9 so ein-
getragen werden, daB jede der drei ,Sei-
tensummen® den Wert S = 19 hat.

Ermittle alle verschiedenen Eintragungen
dieser Art! Dabei sollen zwei Eintragungen
genau dann als verschieden gelten, wenn in
einer dieser beiden Eintragungen minde-
stens eine der Zahlen 2, 3, 5, 6, 8, 9 einer
anderen Dreiecksseite angehdrt als in der
anderen Eintragung.

¢) Im Bild b) betridgt die ,Eckensumme®
E=1+4+7=12 Ermittle alle diejenigen
Werte E, die als ,Eckensumme® auftreten
konnen, wenn man die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9 so in das Schema eintragt, daB die
drei ,Seitensummen“ einen einheitlichen
Wert § haben! Begriinde, daB es fiir andere
Werte E keine solche Eintragung geben
kann!
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300911 Drei Schiiler wollen ein Spiel
nach folgenden Regeln spielen:

1. Es wird (d. h. durch Auslosung der Rei-
henfolge) festgelegt, dafl jeder der drei
Schuler stets eine bestimmte Rechenopera-
tion auszufuhren hat, und zwar

ein Schiller A die Subtraktion der Zahl 2,
ein Schuler B die Division durch die
Zahl 2, der dritte Schiiler C das Ziehen der
Quadratwurzel (z. B. mit dem Taschen-
rechner ermittelt).

2. Dann wird eine dreistellige natiirliche
Zahl zufallsbedingt gewdhlt (z.B. durch
Auslosen unter allen dreistelligen naturli-
chen Zahlen) und als , Startzahl“ bezeich-
net.

3. Nun fuihren die Schiiler stets gleichzeitig
jeweils ithre Rechenoperation aus. Beim er-
sten Mal wenden sie die Operation auf die
L,Startzahl“ an, jedes weitere Mal auf das
zuvor erhaltene Resultat.

4. Sobald ein Schiller ein Resultat kieiner
als 1 erhilt, ist das Spiel beendet; dieser
Schuler hat verloren.

Bei der Diskussion zur Vereinbarung der
Regeln protestiert ein Schiiler. Er meint,
nach diesen Regeln ergdbe schon die Fest-
legung der Rechenoperationen zwangsliu-
fig, wer verlieren miisse. |

Stimmt das?

300912 Ein Betrieb hat in den letzten
vier Jahren seine Produktion (jeweils ge-
geniiber dem Vorjahr) um 8%, 11%, 9%
bzw. 12 % gesteigert. Peter meint, daBl der
Betrieb dann eine Produktionssteigerung
von insgesamt 40 % erreicht hat.

Weisen Sie nach, daf3 das nicht stimmt!
Bernd meint, der Betrieb hitte eine groBere
Steigerung erreicht, wenn er die Produk-
tion viermal um 10 % gesteigert hitte.
Stellen Sie fest, ob das richtig ist!

300913 Beweisen Sie, daB3 in jedem Tra-

pez ABCD mit AB|CD, dessen Diagonalen

AC und BD aufeinander senkrecht stehen,
AC?+ BD?= (AB + CD)?

gilt!

300914 Ansgar, Bernd und Christoph se-
hen aufl einer Wanderung die Schornsteine
eines Kraftwerkes aus genau siidlicher
Richtung und spater aus genau westlicher
Richtung. Ansgar fertigte jeweils eine maj@-
stabsgerechte Skizze an. Dabei war in bei-
den Fillen niemals ein kleinerer Schormn-
stein genau vor einem groferen zu sehen
(siche Bild a, b).

Wihrend der Wanderung stellen die
Freunde auBerdem fest, dal3 das Kraftwerk
genau sieben Schornsteine hat, von denen
keine zwei die gleiche HOhe haben.

a) b)

Blick aus
westlicher Richtung

Blick aus
sudlicher Richtung
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Bernd meint: ,Aus sudwestlicher Richtung
waren nur vier Schornsteine zu sehen.”
Christoph korrigierte ihn: , Es waren genau
finf Schornsteine, einer von ihnen stand
genau vor einem grofBeren.“

SchlieBlich bemerken sie, dall der dritt-
kleinste Schornstein aus keiner der drei
Beobachtungsrichtungen (sidlich, west-
lich, siidwestlich) zu sehen war, sondern je-
weils durch einen groBeren verdeckt
wurde.

Ermitteln Sie alle Anordnungen von
Schornsteinen auf einem Geldnde, die
nach diesen Beobachtungen moglich sind!
Dabei sei angenommen, dall die Korrektur
von Bernds Aussage durch Christoph den
Tatsachen entspricht.

Olympiadeklasse 10

301011
lich viele
gibt!

b) Beweisen Sie, daB es auch pythagorei-
sche Zahlentripel mit verschiedenen Wer-
ten jewells des Quotienten aus der grofiten
und der kleinsten Zahl des Tripels gibt!
Hinweis: Ein pythagoreisches Zahlentripel
ist ein Tripel (a, b, c) aus drei positiven na-
turlichen Zahlen a, b, ¢ flur die
a’+ b*= ¢’ gilt.

301012 Armin mdéchte ein (auf einem KC
lauffihiges) BASIC-Programm schreiben,
mit dem sich nach Eingabe jeweils einer
naturlichen Zahl Z > 1 feststellen 1aBt, ob
Z eine Primzahl ist. Er legt das Programm
so an, dall darin (durch eine FOR
... NEXT-Anweisung) alle natiirlichen
Zahlen N=2, ..., Z — 1 gepriift werden, ob
sie Teiler von Z sind.

Bert sagt dazu: | Es geniigt, nur die naturli-
chen Zahlen

N=2,..., G zu prifen, wobei G die ganze
Zahl mit

G=vZ <G +1 ist (also durch

G = INT(SQRZ) ermittelt werden kann).“
Er sagt auBerdem: ,Wenn Z eine minde-
stens dreistellige Primzahl ist, so sind nach
meinem Yorschlag weniger als ein Zehntel
so vieler Zahlen zu uberpriifen wie bei dei-

a) Beweisen Sie, dall es unend-
pythagoreische Zahlentripel

nem Verfahren.“ Armin entgegnet: ,_Bei-

deinem Vorschlag, bei dem ja Teiler von Z

ungepriift bleiben konnen, hat man keine

Sicherheit, daf} yede Nichtprimzahl als sol-

che erkannt wird.”

a) Ist Berts erste Aussage oder Armins
Entgegnung wahr?

b) Ist Berts zweite Aussage wahr?

301013 Wenn die Produktion eines Be-
triebes um 50% zuriickging (z. B. infolge
des Ausfallens eines Teils der Anlage), so
mull sie anschlielend offensichtlich ver-
doppelt, d. h. um 100 % erhoht werden, um
wieder auf den Anfangswert gebracht zu
werden.

Ermitteln Sie eine Formel, durch die man
jeweils aus einem gegebenen Prozentsatz a
denjenigen Prozentsatz b berechnen kann,
fur den die nachstehende Aussage (1)
gilt!

(1) Wenm die Produktion um a Prozent zu-
rickging, so mulB sie anschlieBend um

92 . alpha, Berlin 24 (1990) 4

b Prozent erhoht werden, um wieder auf
den Anfangswert gebracht zu werden.

301014 Das Bild sei das Bild eines von
genau sechs ebenen Vierecksflaichen be-
grenzten Korpers ABCDEFGH in Parallel-
projektion. Die Vierecke A'B'F'E’ und
D'C’'G’H’ sind einander kongruente Qua-
drate, die vier Strecken A'D’. B'C’, F'G’,
£'H’ sind zueinander parallel und gleich-
lang, D’ liegt im Innern von A'B’F’'E’.

H' G'

A B’

Beweisen Sie, daB es einen Korper gibt,
mit dem bei geeigneter Parallelprojektion
diese Bedingungen erfiillt sind und bei
dem keine seiner sechs begrenzenden Vier-
ecksflachen einen Innenwinkel der Grofle
90° hat!
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301211 Man untersuche, ob es natiirliche
Zahlen a, b, ¢, d gibt, fuir die die folgenden
beiden Bedingungen (1) und (2) gelten:
a-b-c-d=111111111111, (1)
at+tb+tct+td< 11111. (2)
Falls das zutrifft, gebe man solche Zahlen
an.

301212 Man emnittle alle diejenigen reel-
len Zahlen g, fiir die die Gleichung

Ix?+ax—2=0 (1)
zwel reelle Losungen besitzt, die, wenn
man sie in geeignet gewahlter Reihenfolge
mit x, und x, bezeichnet, der Bedingung

bx; + x;=0 (2)
genugen.

301213 Man ermittle alle diejenigen reel-
len Zahlen x, fiir die die beiden folgenden
Gleichungen (1) und (2) gelten:

3x?+3x1+2x3+2x?—x—1=0, (1)
3x3—=3x1+2x*-2x?-x+1=0. (2)

301214 1In jedem Dreieck ABC seien die
Seitenlingen wie idblich mit a, b, ¢ be-
zeichnet. Die Winkelhalbierende von
% CAB schneide die Seite BC in einem
Punkt D.

Man beweise, daB in jedem Dreieck fir die
Lange w der Strecke AD gilt:

w—m

b+ ¢

V(b +¢)r—a?.

Uber einfache

Gewinnstrategien

Mit diesem Beitrag mochten wir interes-
sierten alpha-lLesern einfache Gewinnstra-
tegien fur zwei Spiele mit mathematischen
Inhalten vorstellen.

Zum ersten Spiel gehéren zwei Spielpart-
ner A und B und 100 (oder weniger) Spiel-
munzen. Die beiden Spieler miissen von
den vorhandenen Spielmiinzen abwech-
selnd jeweils mindestens eine Spielmiinze,
aber hoOchstens sechs Spielmiinzen weg-
nehmen. Wer auf diese Weise die letzte
Spielmunze erhalt, hat verloren.

Es ist nun sicherlich von Interesse, wie der
beginnende Spieler A vorgehen muf, da-
mit sein Mitspieler B verliert. Geht man
vom Spielende aus, so wird klar, daBl Spie-
ler A gewinnt, wenn er nach dem eigenen
Wegnehmen von Spielnﬁinzen dem Spiel-
partner B 1, 8, 15, 22, ..., 99 Spielmiinzen,
also stets (7-n+ 1) Spielminzen, hinter-
l1aBt. Ist dem Spieler B diese Spielstrategie
nicht bekannt, so konnte Spieler 4 auch
den Spieler B beginnen lassen. Spieler 4
muB in diesem Fall nur dafiir sorgen, daB
er nach dem Wegnehmen von Spielmiin-
zen einmal dem Spieler B die Anzahl von
(7-n+ 1) Spielminzen hinterldBt. (Dabei
vertritt die Variable n beliebige natiirliche
Zahlen.) Ist dies erreicht, muB Spieler A4
nur noch darauf achten, daf3 er selbst und
Spieler B bei jedemm Wechsel der Ent-
nahme von Spielmiunzen zusammen stets
sieben Stiick entfernen.

Zum zweiten Spiel gehoren ebenfalls zwei
Spielpartner A und B und ausreichend
Spielmiinzen. Die beiden Spieler 4 und B
mussen abwechselnd von den vorhandenen
Spielmunzen (z. B. 100 Stiick) mindestens
eineé Spielmunze, aber hochstens die
Hilfte der jeweils noch vorhandenen Spiel-
munzen wegnehmen. Wer auf diese Weise
die letzte noch vorhandene Spielmiinze
nehmen mulB, hat verloren.

Dieses Spiel gewinnt Spieler 4, wenn es
ihm gelingt, seinem Spielpartner B zum
SchluBl dre1 Spielmunzen zu hinterlassen.
Von diesen restlichen drei Spielmiinzen
mufBl Spieler B eine Spielmiinze wegneh-

men.
3 1

Wegen 2> 2 =1 5
zwel Spielmiinzen entfernen. Fiir Spie-
ler A verbleiben dann noch zwei Spiel-
munzen, von denen er eine wegnimmt, so
dall Spieler B die letzte Spielmiinze neh-
men mulBl und somit das Spiel verliert.
Spieler A erzwingt den Sieg im Spiel, wenn
es thm gelingt, nach einer eigenen Ent-
nahme von Spielmunzen seinem Partner B
..., 63,31, 15 7, 3,1 (allgemein 2"~ !* wo-
bei n eine natiirliche Zahl gleich oder gro-
Ber als 1 darstellt) Spielmiinzen zu hinter-
lassen. In der rlickldufigen Zahlenfolge 1,
3,7,15, 31, 63, ... ist jede Zahl gleich dem
um eins vermehrten Doppelten der voran-
gehenden Zahl. (Allgemein gilt
2"—1)-2+1=2"*1-1).

Um zu gewinnen, mull Spieler 4 so viele
Spielmiinzen wegnehmen, daB er dem Mit-
spieler B stets die Anzahl (27" — 1) an Spiel-
minzen hinterldBt.

Nun moge der fleiBige Leser sich einen
Partner suchen und diese beiden Spielstra-
tegien in der Praxis erproben.

darf Spieler B nicht

Th. Scholl



Jahrlich eine neue

Attraktion —
Schilerpokal im Schach

Das zentrale Pionierlager Wilhelmsthal bei
Eisenach lud jedes Jahr im 2. Feriendurch-
gang zur groBen Endrunde des Pionierpo-
kals der Schachspieler ein. Fiir 17 Tage
versammelten sich hier rund 500 junge
Sportler aus allen Teilen der Republik, um
in herrlicher Umgebung ihrem koniglichen
Spiel zu frohnen.

Der Thiringer Wald bietet dafiir beste Be-
dingungen -- Wartburg und Drachen-
schlucht, Ruhla und Bad Liebenstein er-
freuen sich jahrlich aufs Neue grofBer
Beliebtheit. Aber mit FuBballplatz und
Schwimmbecken, Tischtennisplatten und

Zeltkino fordert auch das Lager zum Ver-
weilen auf. Der Pionierpokal ist zur Tradi-
tion geworden. Entstanden aus den Anfan-
gen des Schulschachs, aus harten Kimpfen
von Arbeitsgemeinschaften und Schulen
gegeneinander schon zu Beginn der funfzi-
ger Jahre, hat er sich iiber das Einschlafen
der Schulschachbewegung hinweg gehalten
und darf nun auch ihren Aufstieg wieder
miterleben. Bereits zum 30. Mal konnten
1989 die begehrten Trophden vergeben
werden. Ein seltener Rekord!

Im gleichen Jahr feierte Wilhelmsthal als
Austragungsort sein 10. Jubilaum. Der An-
drang hier ist grol — wer mochte nicht
gerne  DDR-Pokalsieger genannt wer-
den?

Harte Vorausscheide reduzieren deshalb in
den Frihlingsmonaten das Bewerberfeld.
Oft sind mehr als 100 Mannschaften An-
wirter auf die maximal 12 zu vergebenden
Platze pro Altersklasse. Gekdampft wird in
den Altersgruppen 9/10, 11/12, 13/14 je-
weils mannlich und weiblich. Bei 4 Run-
den k.-o.-System bleiben viele auf der
Strecke — nur die Besten erhalten die be-
gehrten Fahrkarten. Pro Mannschaft
6 Spieler und ein Ersatzmann erreichen
die zentrale Endrunde, welche tm Runden-
system ausgetragen wird. 11 harte Kampfe
stehen ihnen bevor.

Doch nicht nur Schach soll hier die Ferien
bestimmen, bei Wanderungen, Sport und
Spiel konnen sich die Mannschaften erho-
len. Ein Jahr Training, ein Jahr fleiBiges
Uben, Siege und Niederlagen sollen hier
fur alle belohnt werden. Wichtig kann und
darf nicht nur harter Kampf sein, wichtig
sind auth Kameradschaftlichkeit, Hilfsbe-

rettschaft, Fairne3: der Sommer hier oben
schmiedet die Teams enger zusammen,
123t neue Beziehungen wachsen.

Stark vertreten in allen Altersklassen sind
vor allem Halle, Leipzig, Dresden und Ber-
lin - Bezirke, die auch bei den
Mathematikolympiaden traditionell gute
Ergebnisse aufzuweisen haben. Spielerisch
werden in den Ferien neue Erkenntnisse
gewonnen, schachlich-mathematische Fa-
higkeiten trainiert. So konnte die Sektion
Buna-Halle-Neustadt dreimal in Folge den
,Supercup“ als erfolgreichste Sektion des
Pokalwettbewerbs gewinnen, muBte ihn
aber 1989 nach zweiter Wertung an Mo-
GoNo Leipzig abtreten. Besonders stark
vertreten stets auch Stahl Niederschonhau-
sen, Post Dresden und TSG Wittenberg,
um hier nur einige zu nennen.

-‘Die meisten unserer heutigen GroBmeister
haben als Kinder einmal hier gesessen, Po-
kalfieber gespiirt. Die wahren Schachspie-
ler sind wie die Wissenschaftler beziiglich
thres Fachgebietes fanatisch. Wer hier ein-

.mal wirklich gekdmpft hat, behidlt nicht nur

Siege und Medaillen, sondern auch Freude
und Ferienspall in guter Erinnerung. Ein
Dank gilt an dieser Stelle allen Betreuern,
Schiedsrichtern und besonders den Organi-
satoren, welche seit vielen Jahren dafiur
sorgen, daBl hier alles in geordneten Bah-
nen verliduft.

Heute dndern sich die Zeiten in rasendem
Tempo. Vieles, was vor kurzem noch un-
moglich war, erscheint plotzlich schon als
selbstverstandlich.

Das Schulschach, stiefmiitterlich behan-
delt in den letzten 20 Jahren, geht einer
neuen Blite entgegen.

Viel ist zu tun, um z.B. den Stand der
BRD auf diesem Gebiet zu erreichen. Hier
werden die Zusammenhange Schach-Ma-
thematik seit langem intensiv genutzt
(alpha wird daruber berichten).

Aber schon beginnen in der DDR auch
Diskussionen um die Notwendigkeit der
Austiragung eines ,Schilerpokals®. Doch
sollten wir nicht alles Alte verwerfen, be-
sonders dann nicht, wenn es uns viel gege-
ben hat und dies auch weiterhin noch
kann. Verwerfen sollten wir insbesondere
nicht ein solches GroBereignis, um das uns
selbst die BRD-Schachfreunde beneiden.

M. Spindler

Mattfelder gesucht

Kennst Du das Schachspiel? Kaum jemand
wird diese Frage verneinen, eher kommen
dann oftmals Aussagen wie ,Aber spielen
kann ich es nicht gut“, die das spielerische
Konnen negieren. Jedoch die unausschopf-
liche Vielfalt des Schachspiels hdlt neben
dem schier unergriindlichen Spiel selbst
noch genugend kleinere und groBere, faszi-
nierende und knifflipe Aufgaben sowoh]
fur den Anfdanger als auch fir den Meister
bereit.

Als kleines Beispiel dazu folgende Auf-
gabe. In dem abgebildeten Diagramm fehlt

der schwarze Konig. Auf wie vielen Fel-
dern kdnnte der schwarze Konig mit einem
Zug von WeiBl sofort mattgesetzt werden?
Ein Lodsungsbeispiel: Man setzt den
schwarzen Konig auf das Feld h3 und
Weill zieht g7:h8D matt.

’ H. Riudiger

Buchtips fir Schachfreunde

E. Gufeld

Gewinnen mit Konigsindisch

160 S., 120 Diagr.,
Leinen mit Schutzumschlag
Bestell-Nr. 6718405 Preis: 12.80 DM

J. Awerbach

Damenendspiele

416 S., 734 Diagr.,

Leinen mit Schutzumschlag
Bestell-Nr. 671 838% Preis: 22,00 DM

S. Steffens

Go spielend lernen

256 S., 460 Abb.,
Leinen mit Schutzumschlag
Bestell-Nr. 671 852 8 Preis: 18,80 DM

Eine Einfilhrung in das ilteste Brettspiel
der Welt.

Wie findet man Zugang zum Go?

Der Autor wihlte anstelle des mit 19 Li-
nien versehenen Standardbretts das iiber-
schaubare 9er Brett, um den Leser Schritt
fir Schritt in die Repeln und die Taktik
des Go einzufiihren. Der mit zunehmen-
dem Schwierigkeitsgrad des Stoffes wach-
sende Ubungsbedarf wird dabei beriick-
sichtigt.

alle Titel: Der Sportverlag Berlin
Ubrigens — das Go-Spiel kénnt ihr in den

Spielwarenliden erwerben.
Alphons
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L.Oosungen

Losungen zu: Zwei Eigenaufgaben
aus der MSG Greifswald
Heft 2/90

Aufgabe von Jan Fricke
Wenn der Stapel gleich viele Biichsen jeder
Sorte enthalten soll, muB die Gleichung

+ —_—
dn+ 2k — 6 = 22 21 a2
Die Bedingungen n=k und n, ke N ge-
statten die Losungen n =14, k=5 und
n=k=0. Die letztere _ist keine Losung
im Sinn der Aufgabenstellung, sie ist je-
doch praxisnaher® (J. F.).

gelten.

Aufgaben von René Schone

Der Winkel o« = X DAB variiert zwischen

. 7 1
a, und a; mit cos ay = 9 und cos a; =?,

wobel a, und a, die Winkel des Dreiecks
mit den Seitenlangen 3x, 3x, 2x sind, wel-
ches als Grenzfall entsteht, wenn D auf AC
oder C auf BD liegt. Aus Symmetriegriin-
den braucht nur der Fall 60° = a < a; be-
handelt werden. Sei M der Mittelpunkt des
Inkreises. Wir verwenden

p: = Af als Parameter und erhalten
7+ 72
Q(p) (4p —24p2 —9)
. 3 x P 1
2 -7 —_—= —
Es gilt p > und cos TS

. . s [ 3
Diese Gleichung ist fur e <p= 1/3_

eindeutig umkehrbar. Dort ist 0 monoton

27

wachsend, nimmt sein Maximum 5 bei 3

an, o« = 60°. Das Minimum 5 wird erst im

/3
Entartungsfall p = 4/ =, « = &; angenom-

IMEI.

Losung zu:
Kryptarithmetische Knobelaufgabe
Heft 3/90

Wir sind es gewohnt, bei1 Additionen oder
Subtraktionen die betreffenden Zahlen
senkrecht untereinander zu schreiben. Da-
=}'ﬂit erhalten wir z. B. folgende Gleichung:
EIT C
- I H (1)
GBC
Wegen: C — H= C folgt H=0 und wegen
I — I= B folgt B=0! Also steckt der Feh-
ler schon hier in dieser Gleichung!

Eine weitere Gleichung ist:
II-DC=BCG. (2)
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Hieraus folgt aber, daB B nicht Null sein
kann! Damit haben wir die Aussage H=10
und B # 0! Deshalb ist in der Gleichung
(1) ein Buchstabe [/ durch K zu erset-
zen!

Weil der Ausdruck IH falsch ist, (unter
Voraussetzung, die wir eben begrundet ha-
ben) schreiben wir daflir jetzt KH. Damit
heiBt die Gleichung (1) jetzt:

EIC-KH=GBC.
Die Losung der Aufgabe ist:

924 — 50 = 874
: + -
22 - 34 =748
42 + 84 =126

Die einzelnen Buchstaben haben folgende
Ziffernzuordnung:

A=1 B=7 C=4, D=3
F=6,6G=8 H=0,1=2,

Losungen zu: Einige Folgerungen
aus dem Eulerschen Polyedersatz
Heft 3/90

A1lA a) Wir geben zuerst je ein Beispiel

fir ein Polyeder mit k=8, k=9 und
k =10 an (Bild 1):

Bild 1

Errichten wir nun uber einer Dreiecksfla-
che jedes Polyeders ein Tetraeder, so ent-
steht ein neues Polyeder, das jeweils drei
Kanten mehr als das Ausgangspolyeder so-
wie weitere Dreiecksflichen enthalt. Au-
Berdem kann man die Hohe des angesetz-
ten Tetraeders stets so wahlen, dal das neu
enistandene Polyeder konvex 1st. Dieses
Verfahren konnen wir fortsetzen, womit
die Aufgabe gelost 1st.

b) Wir kénnen sehr leicht Beispiele fur Po-

lyeder mit e= 5, 6, 7, ... Ecken angeben.

Dazu betrachten wir in der Ebene ein re-
gelmiaBiges (e — 1)-Eck, e = 5, und errich-
ten dariiber eine gerade Pyramide. Damit
ist ein konvexes Polyeder mit e =35, 6, 7,
... Ecken entstanden.

c) Als Beispiel fiur Polyeder mit f=5, 6, 7,
... Flachen eignen sich ebenfalls die gera-
den Pyramiden mit regelméBiger Grundfla-
che. VergroBerm wir namlich die Anzahl
der Ecken der Grundflaiche um eins, so er-
hoht sich die Anzahl der Flachen des Po-
lyeders ebenfalls um eins. Da es eine ge-
rade Pyramide mit filnf Flachen (quadrati-
sche Grundfliche) gibt, ist diese Aufgabe
gelost.

A2aA Wirzeigen, daB es unter allen kon-
vexen Polyedern mit genau fiinf Flachen
genau zwei Typen gibt.

Dazu bedenken wir, daB es keine Polyeder-
ecke eines Polyeders mit genau fiinf Fla-
chen geben kann, in der fiinf Flichen zu-
sammentreffen. Aulerdem treffen in jeder
Polyederecke mindestens drei Flachen zu-
sammen.

Es entstehen zwei Fille:

1. Ein Polyeder mit genau funf Fliachen
enthdlt (mindestens) eine Ecke, in der ge-
nau vier Flaichen zusammentreffen.

Dann muB die fiinfte Fliche aber die ande-
ren vier Flaichen schneiden, und es ent-
steht eine Pyramide mit viereckiger Grund-
flache.

2. Ein Polyeder mit genau funf Flachen
enthall nur Ecken, in denen genau drei
Flachen zusammentreffen.

Aus dem Eulerschen Polyedersatz folgt

3
dann mit f=95 und k=7-e, daB e=6

und k =9 ist. Enthilt ein Polyeder ein p-
Eck, so hat dieses Polyeder wenigstens
2p Kanten. Folglich enthilt ein Polyeder
mit genau fiinf Flachen in diesem Fall

hochstens Vierecke.
Wiirde ein solches Polyeder nur Vierecke

1
enthalten, so hatte es 5 4- =10 Kanten.
Wiirde ein solches Polyeder nur Dreiecke
1
enthalten, so hitte es o 3. =75 Kanten.

Folglich muB ein Polyeder mit genau funf
Flachen in diesem Fall wenigstens ein
Dreieck und ein Viereck enthalten. Dann
mul es eine Kante QR geben, an der ein

Dreieck und ein Viereck zusar_ﬁmentreffen
(Bild 2).

T

Bild 2

P sei der dritte Eckpunkt des Dreiecks und
S, T die weiteren Ecken des Vierecks. Da
in diesem Fall von jeder Ecke genau drei
Kanten ausgehen, mufl von P, S und T je-
weils noch genau eine weitere Kante ausge-
hen. Damit haben wir bereits die neun
Kanten, die uns zur Verfugung stehen, ver-
braucht, denn P kann nicht mit S bzw. T
durch eine Kante verbunden werden. Da
unser Polyeder sechs Ecken hat, miissen
sich die freien Kanten von P, S und 7T in
einem Punkt U treffen. Das entstandene
Polyeder hat genau funf Flichen. Damit ist
gezeigt, dal es genau zwei Typen von Po-
lyedern mit genau fiinf Flachen gibt. Ohne
Beweils soll mitgeteilt werden, daB es sie-
ben verschiedene konvexe Polyedertypen
mit genau sechs Flachen gibt. Die Bilder
zeigen zu jedem Typ ein Beispiel.

Bild 3



Ala P sel ein konvexes Pofyedcr mit
e Ecken, f Flachen und k Kanten. f;, f4,
.. ist die Anzah!l der Flichen mit genau 3,
4 ... Ecken. Dann kann man die Summe
der Flichenwinkel ) o wie folgt berech-

nen:

Sa=Tmfy+2nf, +3Infi+ ...

=m-(frt2fi+3fs +..)

= (A +4fa+ 56+ ..0)
—2(itfa T Sit )

=m-(2k — 2f)

=2k —f).

—

Ada Wir versuchen im folgenden ein
Tetraeder ABCS zu konstruieren, bei dem
jede Kante Schenkel eines stumpien Win-
kels ist. |

In einem 1. Fall nehmen wir an, daB alle
stumpfen Winkel, die am Tetraeder 4BCS
vorkommen, an genau einer Ecke liegen.
Dann konnen aber hochstens drei Kanten
als Schenkel von stumpfen Winkeln auftre-
ten. und damit erfullt ein solches Tetraeder
nicht die gestellten Anforderungen.

In einem 2. Fall, nehmen wir an, dall es im
gesuchten Tetraeder an genau zwel Ecken
stumple Winkel gibt. Dann gibt es hdch-
stens fiinf Kanten, die Schenkel eines
stumpfen Winkels sind, denn die beiden
betrachteten Ecken sind durch genau eine
Kante verbunden.

Also, mussen bei dem gesuchten Tetraeder
an wenigstens drei Ecken stumpfe Winkel
liegen.

Nehmen wir nun in einem 3. Fall an, daQ
an genau drei Ecken des gesuchten Tetra-
eders stumpfe Winkel liegen. 4, B und C
seien diese drei Ecken. Dann mulBl jedes
der Dreiecke ABS, BCS und CAS genau
einen stumpfen Winkel enthalten, da AS,

BS und CS Kanten von stumpfen Winkeln
sein sollen. AuBerdem kann das Dreieck
ABC noch stumpfwinklig sein.

Ist 4 SAB stumpf, so folgt, daB dann auch
ASBC und x SCA stumpf sein miissen.
Durch mehrmaliges Anwenden der Drei-
ecksungleichung folgt (SC| > |BS|> |AS]
> |SC|, womit sich ein Widerspruch zu
|SC| = |SC| ergibt. Folglich kann auch die-
ser Fall nicht auftreten.

Als letzte Moglichkeit fur unser gesuchtes
Tetraeder bleibt 1m 4. Fall, dal an jeder
Tetraederecke ein stumpfer Winkel liegt.
Da aber ein Tetracder genau vier Flachen
hat, folgt sofort, daB3 es im letzten Fall ge-
nau vier stumpfe Winkel gibt.

Ist x ASB stumpf, so gibt es fur die Lage
des stumpfen Winkels an der Ecke A zwei
Moglichkeiten: entweder ist 2 S4AC oder
X CAB stumpf. Ist xASB und x SAC
stumpf, so folgt sofort, daB entweder 5 SBC
und X ACB (Bild 4) oder xABC und
A BCS (Bild 5) ebenfalls stumpf sind. Ist
2 ASB und X CAB stumpf, so folgt sofort,
daB auch X SBC und x ACS stumpf sind
(Bild 6).

5

Bild 4 5

Bei der Verteilung der stumpfen Winkel
nach Bild § folgt durch mehrmaliges An-
wenden der Dreiecksungleichung, daB
|AB| > |BS| > |CS| > |AC| > |AB] gilt.

Bei der Verteilung nach Bild 6 folgt analog,
dal3

JAB| > |AS| > |SC| > |BC| > |AB]| gilt.

~ In beiden Fallen entsteht also ein Wider-

spruch zu |AB|=|AB|, und folglich kon-
nen diese beiden Verteilungsmoglichkeiten
nicht auftreten.

Nun- bleibt noch die Verteilungsmoglich-
keit der stumpfen Winkel nach Bild 4 zu
untersuchen. Hier hilft uns die Anwen-
dung der Dreiecksungleichung nicht wei-
er.

Bild 7

Um festzustellen, daBl auch diese Vertei-
lungsmoglichkeit nicht zu realisieren ist,
klappen wir das Dreieck ABS in die Ebene
des Dreiecks ABC. S’ sei das Bild von §
(Bild 7). Es ist klar, dal3

|4 SAC| < |4 S'AC| und |5 SBC| < |4 S'BC]
ist. *

Folglich gilt

|5 SAC|+ |4 SBC|< |5 S'AC|+|4 S'BC|. (1)
Weil das Dreieck ACB bei C stumpfwink-
lig ist, gilt )

% CAB| +|5CBA| <90°. )
Weil das Dreieck ASB bei S stumpfwinklig
ist, gilt

5 SAB| + |5 SBA| < 90°, bzw.

5 S'AB|+ |5 S BA| < 90°. (3)

Aus (2) und (3) folgt

|4 S’AC|+ |5 8'BC| = |5 S'AB| + |4 CAB|
+ |4S'BA|+ |5 CBA| < 180°.

Dieses ergibt zusammen mit (1), daB

|4 SAC| + |5 SBC| < 180° ist. Damit ent-
steht aber ein Widerspruch zu der Tatsa-
che, daB die Summe von zwei stumpfen
Winkeln stets groBer als 180° ist.

Folglich gibt es kein Tetraeder, bei dem
jede Kante -Schenkel eines stumpfen Win-
kels 1st.

Losungen zu: Gerechte und
ungerechte Wiirfelspiele, Teil 1
Heft 3/90

A 1 o a) Beispielsweise: V erhdlt im Falle
des Gewinns von Z 5 Chips, zahlt aber an-
dernfalls an 1thn 7 Chips.

b)a:b=1:3

A2a a)l(36)

b) nicht moglich: 2,5; 5,5; 7;
unterschiedlich moglich:

22,1, 1: 2,2, 2); 4(4,-1, 1; 4,
2,2:4,3,3;, 4,4, 4)

c) 93, 3, 2; 5, 3, 2,5, 5, 2; 4,

4.3:4,5 3:5,5,3;5,5,4,5,6,4,6,6,3)
A3a 3l

A 4 o Berl ailen

ASa QpyP=585:545=1,0734;

Qv =21225:20280 = 1,046 6

i

Teil 2

AbGA Q,54=612:567=1,0794;

O P =612:567=1,0794

O, = 688:536 =1,2836

A7 A Da Vergleich mit dem Normalwur-
fel stets 1 ergibt (Aufgabe 3), genugen we-
gen der 31 ungewohnlichen Wirfel (Auf-
gabe 2) 31-30:2 =465 Berechnungen.

A 8 A a) Die Nummern lauten, im Bild 5
bei Nr. 1 beginnend in mathematisch posi-
tivem Drehsinn (entgegen dem Uhrzelger-
SINN):

1: 5:6(F);9;13;15; 17; 18(V);

19(Z): 22; 26; 29; 30; 31; 32(G)

b) Die Nummern sind-die gleichen.

A94a a) Q.r=0,=18:12=1,5;

Qz1= Q91 =18:12=15

b) Mit den Bezeichnungen von Aufgabe
7a: Nr.18 und Nr. 32 sowie Nr.30 und
Nr1. 32 (Qigr32 = Q32130 = 15:6 = 2,5);

ferner ist Q30 =25:11=2,27.

c) In keiner Kette: 5; 9; 13; 22;

in jeder Kette: 1; 6; 19

d 1-19-26—-29—-18—-6; 1—-19—- 26
-32-17—-6; 1-19-26—-32-18—-6;
1-19-30—-15-18—-6;1—-19-30-29
— 18 —-6.
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Losungen zu:
LiBt sich der Zufall berechnen?
Teil 2

a6a PUD)=2 (;i(g)D) —;,
. PAND) 1
P(D/A) = (P(j) )—3
RnG) 1 1 1
a7a P(R/G)—P(P(g) N

A8A A,={4,5)

A9%9a R - Die herausgenommene Kugel
ist rot. G — Die herausgenommene Kuge]
ist grin. W — Die herausgenommene Ku-
gel hat weiBe Punkte.

P(R)=0,3, P(G)=0,7, P(W/R) =04,
P(W/G)=0,5

P(W)=P(W/R)-P(R)+ P(W/G)- P(G)
=0,3:-04+0,7-0,5=0,47=47%

A10a L - Ein Samenkorn ist ein Lupi-
nesamen. W — Ein Samenkom ist ein Wik-
kesamen. S — Ein Samenkom ist ein Son-
nenblumensamen. K - Ein Samenkorn

keimt.
| P(K/L)- P(L)

LK) P(K/L)-P(L) + P(K/W)- P(W)

+ P(K/S) P(S)

0,80-029 . _
0.80-029+095 ~ 026=26%

.0,54 +0,85-0,17
P(W/K)~ 58%, P(S/K) ~ 16 %

Alla Cund D
Al2a U=/{1,3;5) und G={2;4;6}
sind nicht unabhingig, denn wegen

J‘-"(U)=P(G)=l UnG=0 und PU
N G)=0gilt P(Un G) * P(U) - P(G).

2 b

Losungen zur Sprachecke

Ala Auf den Laut zerspringenden Gla-
ses wandte sich der Miliziondr Stepan Ste-
panowitsch um und erblickte vier Jugendli-
che, die von einer zerschlagenen Fenster-
scheibe fortliefen. Nach fiinf Minuten
befanden sie sich auf der Milizstation.
Andrej bekannte, daB Viktor das Glas zer-
schlug, Viktor behauptete, dall Sergej
schuld sei. Sergej beteuerte, daBl Viktor
lugt und Juri bekraftigte, daB3 er es nicht
getan habe. Bei dem weiteren Gespriach
stellte sich heraus, daB nur (genau)-einer
der Jungen die Wahrheit sagte. Wer schlug
die Fensterscheibe ein?

Losung: Aus den Aussagen von Viktor und
Sergej folgt, daB beide nicht gleichzeitig
die Unwahrheit gesagt haben kénnen und
somit sprach einer von ihnen die Wahrheit.
Da nur genau einer der Jungen die Wahr-
heit sagte, liigen Andrej und Juri. Also ligt
Juri, wenn er behauptet, daB3 er es nicht ge-
wesen sei. Juri war der Tater.

A2 A Finde die Regeln

Gib zwei weitere Beispiele mit denselben
Eigenschaften der folgenden an: 3% — 12
=27, 6%2—32=133 10° - 62 =4°.

Beachte die Reihe, aus der wir die Zahlen
genommen haben, die quadriert wurden.
Wenn du die Reihe weiter fortsetzt, wirst
du keine Schwierigkeiten haben, weitere
Beispiele zu finden; dir wird es auch nicht
schwerfallen, die Allgemeingultigkeit der
Regeln zu zeigen.
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Losung: Die nichsten beiden Beispiele
wiirden sein: 152 — 102 =53 und 21% — 152
= 6°. Die Zahlen 3, 6, 10; 15, ... erhilt man
aus der Reihe der Zahlen, die durch die
Addition 1 +2 4+ 3+ ... + n entstehen. Die
RegelmidBigkeit 148t verrmuten, daB die Dif-
ferenz der Quadrate zweier solcher aufein-
anderfolgender Zahlen immer eine ganz-
zahlige dritte Potenz ist. Offensichtlich ist

+
1+2+3+...+me—”(”2 2
n2(n+ 1) (n—1)*n?

4 'S
nz
=+ 1= (n— 17
n:

= (n*+2n+1-n*2-2n—-1)

2'
n
=__'4n=ﬂ3-
4

A3 A Magische Quadrate-

In jedem der beiden Quadrate sind einige
Zahlen eingetragen.

Trage in jedes Quadrat die noch fehlenden
Zahlen bis 25 ein, so daBl die Summe jeder
Zeile, jeder Spalte und jeder Diagonalen
65 betragt! |
Hinweis: Teile die fiinfundzwanzig Zahlen
in finf Gruppen (1—5; 6 —10; 11 —15;
16 — 20; 21 — 25)! Diese Gruppen miissen
so angeordnet werden, daBB zwe1 Zahlen der
gleichen Gruppe unbedingt in verschiede-
nen Zeilen und Spalten stehen!

Losung:

LoOosungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Mathe-Mix

AX| 1AL LS |YM[ME([TR|IE
BRI{UC|HG[LE|IC|HU|NG

DR|AC|HE [NV |IE|RE|CK
FE|HL |ER '

Ein Farbspiel ,,ohne 11 Spitzen®

a) Da seine Gegner von jeder der , Farben®
Pik, Herz und Karo insgesamt 3 Karten ha-
ben, und dazu noch 11 Trumpfkarten,
kann der Spieler hochstens je einen Farb-
stich in den  Farben“ Pik, Herz und Karo
machen. Mit Skat und diesen dre1 Farbsti-
chen kann er selbst zu seinem Partiege-
winn maximal 53 Augen (3 Asse, 2 Zeh-
nen) beisteuern. Von seinen Gegnern kann
er mit diesen drei Stichen maximal
11 Augen (2 Konige, 1 Ober), 8 Augen
(2 Konige) oder noch weniger Augen erhal-
ten. Da er mindestens 61 Augen erziclen
muB, muB er alle 3 Stiche machen, dabei
von seinen Gegnern mindestens 8 Augen
erhalten. Einer der beiden Gegner hat also
eine Karokarte, der andere 2 Karokarten in
seinem Blatt. Ein Gegner hat den PikkOnig

und der andere Pikneun und Pikacht in
seinem Blatt. Und weiterhin hat ein Geg-
ner Herzkodnig und der andere Herzneun
und Herzacht in seinem Blatt. -

b) Der Spieler muBl in den Skat zwei ver-
schiedenfarbige Karten mit insgesamt 22,

21 oder 20 Augen legen.
c) Ist der Spieler selbst der Vorderhand-

spieler, so muB er sofort nacheinander die
drei Farbstiche kassieren. Andernfalls muf}
er die Pik-Herz- und Karokarte seines Blat-
tes mit jeweils maximaler Augenzahl so
lange aufheben, bis er mit einer von diesen
drei Karten erstmals einen Stich machen
kann. Im AnschluB8 muB er sofort die bei-
den anderen gewinntrichtigen Stiche ein-
heimsen.

Einer palit nicht
Auller dem Wort Klammer haben die an-
deren im Singular und im Plural die glei-
che Schreibweise.

Kreuzzahlritsel

Man beginnt mit j,. Wegen e, mul} j, unge-
rade sein. 3 entfdllt wegen k, und n,, sowie
5,7, 9 wegen ¢, und ¢,. Mit j, = 1111 er-
gibt sich dann die gesamte Losung eindeu-
tig.

Personalpronomen

Je vier Lésungen sind:

a) 153 271 352 478
+ 64 +58 +79 +62
217 329 431 540

b) Es gibt genau die vier Losungen:

54 65 76 87

+51 +61 +71 +81
105 126 147 168

c) 612 543 157 425
+102 +403 +597  +295
714 946 754 7120

Magische Hexagone
Eine Losung ist:

Vom Kern zum Wort

Quadrate; Umbkreise; Ordinate; Trillion;
Implizit; Exponent; Numerale; Tangente
—> Quotient

Mathematische Luftfracht

a) Die Summe aller in Kreisen stehenden
Zahlen ist 308. Da 110 + 44 = 154 ist, mul}
in das vordere Oval 19(= 154 — 135) einge-
tragen werden. Die Summe der zwel in die
verbleibenden freien ovalen Felder zu

schreibenden Zahlen ist somit
179 =308 - (19+ 110). Weil beide sich



um Eins unterscheiden (wegen
65 — 64 = 1), lauten sie 89 und 90.

b) Die Summe der Quadrate aller in Krei-
sen stehenden Zahlen ist

1352+ 442 + 652 + 64> = 28482. Auf glei-
che Art wie bei a) bestimmt man flir das
vordere Oval die Zahl 19. Somit ist die
Summe der Quadrate der noch in die bei-
den freien Ovale zu schreibenden Zahlen
28482 — 192 —-110°=16021. Da die Diffe-
renz der einzutragenden Zahlen Eins be-
tragt (vgl. Losung a)!), folgert man die
Gleichung

x4+ (x+1)2=16021 (x e N), wobei x die
kleinere der beiden Zahlen, x + 1 die gro-
Bere ist. Die Losung x = 89, weshalb die
zweite gesuchte Zahl x + 1 = 90 ist.

Die gesuchten drei Zahlen sind 19, 89 und
90. Mit ihnen erhilt man die Paare (Oval,
Kreis) = (19; 135), (89; 65), (90; 64), die
mit dem gegebenen Paar (110; 44) allen
Bedingungen der Aufgabe gentigen.

Losung zur Schachecke

Auf 36 Feldern kann der schwarze Konig
mit einem Zug von Weil sofort mattgesetzt
werden, z. B. auf a3 mit e:d8S oder auf e2
mit e:d8T.

Losungen zu: Ein Zuschneideproblem
Heft 3/90

® Beim Tellerrock (Bild 1) ist der Radius
der Saumlinie

= 13';““ = 67,5 cm.

Der Radius der Taillenlinie ergibt sich aus
2re-m=62cm; rr = 9,9 cm.

Mithin betragt die Rocklinge (vor dem
Sdumen):

Ik=67.5cm—99cm = 57,6 cm.

Dieser Rock wire zu kurz.

s

® Der Glockenrock (Bild 2) ist aus zwei
Viertelkreisen zusammengesetzt; folglich
ist der Radius ry fur die Taillenlinie dop-
pelt so groB wie der entsprechende fiir den
Tellerrock: rr =19,8 cm.

Der grof3tmogliche Radius rg fir die Saum-
linie des Glockenrocks ist die Halfte der
Diagonalen im Rechteck mit den Seiten-
langen 1,50 m und 1,35 m, also:

(2r9)? = (150 cm)? + (135 cm)?;

Ts = 100,9 CIN.

Mit dieser Saumlinie wird der Rock

Ik =1009cm —19,8cm = 81,1 cm

lang, also viel zu lang, aber nicht sehr
welt.

® Bild 3 zeigt den aus einem Stiick ge-

schnittenen Rock.
Als Ausgangspunkt fiir alle weiteren Be-

rechnungen mull der Zentriwinkel
A2 AMB = o ermittelt werden. Das Lot vom
Kreismittelpunkt M auf die untere Schnitt-
kante (FuBBpunkt F) halbiert diesen Winkel

. x . . )
und i1st Ankathete von — 1m rechtwinkli-

2
gen Dreieck MAF.

cos-% = 135cm — 75 cm ~0.8-
2 75 cm S

—;’— = 36.87° o =73.74°

Bild 3
Weiter Glockenrock

Im groBen Teilkreis (Saumlinie) ist der
Teilumfang s zu errechnen:
m-150cm (360° — o)
360° ’
s =3747 cm;
im kleinen Teilkreis (Taille) dagegen der
Radius rr, der zum Teilumfang 62cm
(Taillenweite) gehoOrt:
2rr -1 (360° — o)
360°
Die Rocklange I (= Differenz zwischen
beiden Radien) liegt mit
75cm — 12,4cm = 62,6 cm im vorgeschrie-
benen Bereich.
Die Breite des Bundstreifens b ist doppelt

S__

=62cm; rr=12,4cm.

so groB wie die Gegenkathete von % im
AMA'F':

.o b _ b

SR 2 2 T 2"']" ,

b=2-124cm-sin36,87°; b=14,9cm.
Die Lange des Bundstreifens Iy kann so
groB werden wie die Summe der Katheten-
lingen MF und MF"” in den entsprechen-
den dhnlichen Dreiecken.
MF = 60 cm ist bekannt. MF " sei x.

& X

COS— = —
2 It j

x=12,4cm-cos36,87°; x=99cm
h=60cm+99cm=699cm.

® Bild 4 zeigt wieder einen Tellerrock.
Sein Taillenradius wurde bereits mit
9,9cm berechnet. Um die notige Rock-
lange zu erreichen, muB der Radius der
Saumlinie mindestens 70 cm, wegen Naht-
zugabe und Saum besser 71 cm betragen.
Fir die Weite an der Saumlinie ergibt sich
dann

s=1'142cm = 446,1 cm. Fir den Bund
bleibt ein 8 ¢ breiter, mehr als ausrei-
chend langer Streifen.

Bund

Biid 4
Tellerrock mit Seitennahten

und hinterer Mittelnaht

Eine Gegenuberstellung der errechneten
Mafle macht deutlich, daB die Schnittlo-

sung Bild 3 einen modisch breiten Bund
bietet, wahrend der Tellerrock Bild 4 die

groBere Saumweite hat.

Losung zu: Verflixt
und zu-gepuzzelt, Heft 2/90

Gk
R

S
A SaY

Losungen zu: AJHSME
Heft 3/90

Ala Die drei Striche auf der Skala un-
terteilen 10 bis 11 in vier Teile. Daher be-
deuten die Teilstriche nacheinander (bei
10 beginnend) 10,25; 10,50; 10,75. Daher
ist D die Antwort.

A2A Esist 8-0,25-2-0,125

1 1 1 .
—B-T 2 e 2.D.r.-lherglltC.

Ala Esist0,075-2.56
=75-10"%-256-10"%2=19200-10""
= (3,192 . B ist richtig.
A4 A Eine Billion bedeutet in den USA
10°.
Die Kosten jedes USA-Biirgers betragen
. 109 103
20-10° _ 20-10 = 80 Dollar.

250-10¢ 250

C ist anzukreuzen.

A5 A Der Umfang des Beetes betragt 2nr
=2mw-12=75Ful. Daher sind rund
75 Rosenstocke erforderlich. D 1st richtig.
A6 A Estrichtig.

A7 A Der sich uberschneidende Teil be-
trigt 2°3 =6 FE (Flicheneinheiten). Die
Fliche des horizontalen Rechtecks ist
gleich 2-10 = 20 FE und die des vertikalen
Rechtecks 3-8 =24 FE. Damit 1st die ge-
suchte Fliche gleich 20+ 24 — 6 =38 FE.

also

B gilt.
A8A Die 36% entsprechen 45 Tassen.
Also entsprechen 4% dann 45:9

= § Tassen. Ist die Maschine mit 100 %
gefiillt, enthdlt sie S5-25 =125 Tassen.
C ist wahr.



Andreas Mayer

Auf den Spuren von Mathematikern

Ich mochte iiber einen Mathematiker des
18. Jahrhunderts berichten, der fiir die Uni-
versitit 1In Greifswald Bedeutendes gelei-
stet hat. Es wiare heute aber sicher nur we-
nigen Spezialisten bekannt, hitte er sich
nicht selbst ein groBartiges Denkmal ge-
baut: das Hauptgebidude der Universitit

Greifswald. Der Name des Mathematikers

ist Andreas Mayer. Er wurde am 8. 6. 1716
in Augsburg als Sohn eines Architekten ge-
boren und studierte in Berlin, Wittenberg
und Marburg. In Marburg beeinflullte ihn
vor allem Christian Wolff (1679 bis 1754).
Bei diesem Gelehrten promovierte er auch
im Alter von 20 Jahren. Wolff riet ihm,
nach Wittenberg zu gehen. Dort hielt An-
dreas Mayer Vorlesungen und verfalte Ar-
beiten iiber Physik, Astronomie und Ma-
thematik. Schon 1740 habilitierte er.

In Greifswald wurden zu dieser Zeit die
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Naturwissenschaften nur wenig beachtet.
Als Wollff aufgefordert wurde, einen Vor-
schlag fur die Besetzung der naturwissen-
schaftlichen Lehrimter zu unterbreiten,
nannte er der Universitat und dem schwe-
dischen Konig (Greifswald gehorte von
1648 bis 1815 zu Schweden) seinen ehema-
ligen Schiiler Mayer. Im Herbst 1740
wurde Andreas Mayer nach Greifswald be-
rufen, er zog aber erst zu Ostern 1741 an
seine neue Wirkungsstitte, an der er
41 Jahre ohne Unterbrechung titig war.

Als Universitatslehrer fir Mathematik,
Physik, Astronomie und Geographie wird
ihm groBler Erfolg bescheinigt. In Greifs-
wald lieB er nach seinen Entwiirfen ein
Haus (Martin-Luther-Str. 10) bauen.
Durch die runden Bodenfenster flihrte er
jahrelang genaue astronomische Messun-
gen durch. 1775 wurde unter seiner Lei-
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turm am .e Stemn-
warte errichtet. Andreas.- Mayer leistete
auch Beitrage zur Landvermessung. Als
Ostsee und Bodden zugefroren waren,
fuhrte er exakte Kiustenvermessungen
durch. Eine Karte Mayers von Riigen und
Vorpommern aus dem Jahre 1763 wurde
zur 525-Jahrfeier der Ernst-Moritz-Amdt-
Universitat (1981) nachgedruckt.
In seinen zahlreichen Lehrveranstaltungen
benutzte Mayer u. a. die Eulerschen Werke
und die in Greifswald gedruckten Lehrbii-
cher von W.J.G.Karsten (siehe alpha
1/1986), hochstwahrscheinlich auch die
Biicher von Ch. Wollt.
Andreas Mayer erhielt zahlreiche interna-
tionale Ehrungen durch Mitgliedschaften
an verschiedenen Akademien, und er un-
terhielt einen regen Briefwechsel mit gro-
Ben Gelehrten seiner Zeit.
A. Mayer war zweimal verheiratet. Er starb
am 20.12. 1782 in Greifswald.
Wohl einmalig fir einen Mathematiker
und Rektor einer Universitat ist, daB An-
dreas Mayer den Entwurf und die Baulei-
tung eines neuen Universititshauptgebau-
des Uubermahm. Am 3.8. 1747 war die
Grundsteinlegung fir den Mittelfliigel, be-
reits am 28. 4. 1750 wurde das spatbarocke
Gebdude eingeweiht. Die ehemalige Uni-
versitdtsbibliothek mit einer schonen Gale-
rie, die von 24 Saulen getragen wird, dient
heute als Aula. Hier ist auch ein Olge-
malde mit dem Portrit A. Mayers zu se-
hen.
In der Aula finden in unserer Zeit Kon-
zerte und wissenschaftliche Veranstaltun-
gen statt. Hier trafen wir uns auch zur Ju-
gendweihefeier.
Uber Andreas Mayer habe ich mich infor-
miert nach Aufsitzen von J. Fait (Fest-
schrift zur 500-Jahrfeier I, Greifswald
1956), F.v.Krbek (dieselbe Festschrift,
Band II) und J. Buhrow (Wissenschaftliche
Zeitschrift der EMAU, Greifswald,
1984).

A. Schmidt
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