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Leser antworten
Lesern

Anfrage eines Lesers an  ,alpha“
(Heft 5/1988; 3. Umschlagseite): ,,Ein Wiir-
fel mit einem Kilometer Kantenlinge sei
mit Wasser gefiillt. Im Boden sei eine Off-
nung von 100 mm Durchmesser.

Wie lange braucht das Wasser, um aus
dem GefdB herauszuflieBen?"

Der Leser war auf einen (geschitzten) Wert
von mindestens 250 Jahren gekommen und
bat um den ,mathematischen Nach-
weis“.

Versuch der Lésung

Vorbemerkung: Der gewiinschte ,Nach-
weis“ bedarf zunichst der Physik!

Wenn eine Flissigkeit (z. B. Wasser) aus
einem offenen GefdB durch eine im Ver-
hiltnis zum GefiB kleine Bodendffnung
abflieBt, ist die AusfluBgeschwindigkeit
eine unmittelbare Funktion der Hohe der
Flussigkeitssdule iiber der AusfluBoff-
nung!

Nimlich: v = y2gh .

In dem vorgelegten Falle ist die Gesamt-
zeit eine Funktion im Sinne einer gleich-
formig verzbgerten Bewegung, denn die
Fliissigkeitssaule sinkt allmdhlich auf Null
und ebenso die Ausstromgeschwindigkeit.
(Jeder Badeofen, den man leerlaufen 148t,
zeigt das sehr anschaulich.)

Im nachstehenden Bild bezeichnen:
A, = Querschnittsfliche des Wiirfels

(m?)

A, = Querschnittsfliche der AusfluBofY-
nung (m?)

h; = Hohe der Wassersidule zu einem

Zeitpunkt 1;
h;., = HOhe der Wassersiule zu einem
Zeitpunkt f; _ ;.
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Da die einzige auf das Wasser wirkende
Kraft die Schwerkraft ist, kann von einer
gleichformig verzogerten Bewegung ausge-
gangen werden.

Das wiahrend eines Zeitelementes At aus-
flieBende Volumen ergibt sich aus:

AusfluBquerschnitt X in der Zeit At
riickgelegter Weg, also:

Zu-

AV =A4,-5s,.
Bezeichnet man die Zeitdifferenz
.~ t;=Arund analog v; — v;.,
- At
= Av, dann ist s, = szA und damit
4,
AV:T'A"'AH 1)
auBerdem ist aber auch
AV=A, (hi—h.,) (2)
oder mit h; — h;., = Ah
AV = A, Ah. 3
ir"
. >
v x 5t
Vitd
at \
0
t
0 b livg

Nun ist aber offensichtlich die Summe
aller Av gleich v — Umin und entspre-
chend die Summe aller Zeitelemente
At gleich 1, — tmin und weil v, = 0;
ebenfalls ¢, = 0 ergibt sich

ZAU = Umax und ZAt = lmax -
Damit folgt aus (1)

4,

ZAV: Vges = _2_ Umax " Imax

(WObei fray = lges)
Weiterhin ist die Summe aller Ah gleich
hges, woraus sich mit (3) die einfache Tat-
sache Vges = A - hy, ergibt.
Damit erhilt man

A
A h_ges = Tz * Umax " lges - 4

Setzt man nun noch Up. = V2ghes ein
und stellt (4) entsprechend um, folgt
Ay hyes 2
AZ' 2ghges
Mit den Zahlenwerten

A4,=10°m’; Ay = 10'2-%m2;

tges -

. m
hees =10°m; g = 9,81 &
810!
folgt 1,0, = ———————=—,
¥ m-42-9,81-1000
fes = 1817986 328 Sekunden,

das Jahr mit 365 Tagen
57,648 Jahre.

das sind,
gerechnet,

Achtung!

Aufgrund der Uberlegungen in der Herlei-
tung der Losung kénnte man auf den Ge-
danken kommen, die Gesamtzeit mit
einem Computer mit hinlinglicher Ge-
nauigkeit in der GroBenordnung dermaflen
berechnen zu wollen, dal man die Teilzei-
ten fur die Hohen h; berechnet.

Dabei konnte man die Hoéhe h; von
1000 Meter bis 1 Meter in Schritten zu je
einem Meter einsetzen.

Den Rest konnte man dann im Bereich von

ein Meter bis Meter mit entspre-

1
10000
chender Schrittweite berechnen.

Damit wiirde man (anscheinend!!!) genii-
gend genau rechnen und doch vermeiden
eine Division durch Wurzel aus Null zu
bekommen. Diese Uberlegung ist deswegen
falsch, weil bei A; gegen Null ein Grenz-
wert entsteht, der gegen Unendlich geht!
Der Versuch so zu rechnen, scheint berech-
tigt zu sein, denn im Bereich h;=1000
Meter bis h; = 1 Meter, Schrittweite = 1 m,
ergibt sich eine Summe der Teilzeiten von
1776463055 Sekunden. Im Bereich von
h;=1Meter bis h;=0,01Meter und
Schrittweite = 0,01 Meter ergibt sich aber
schon eine Summe von 5343560757 Se-
kunden!
Treibt man diesen Versuch noch weiter, er-
gibt sich z.B. fur eine Restmenge von
10 m® eine AusfluBzeit von 1,44-10'' Se-
kunden.
Womit die obige Aussage iiber den Grenz-
wert bestitigt wird!

A. Kérner

Und noch einmal — Achtung!
In dieser L3sung wird eine Voraussetzung
verwendet, die eigentlich des Beweises be-
darf. Versucht also, diese Voraussetzung
zu finden und den Beweis fiir ihre Richtig-
keit zu erbringen.
Eure Losung kdnnt ihr an uns schicken.
Wir sind schon gespannt darauf!

Alphons

alpha-
Preisaufgabe

Das moderne Hexeneinmaleins
(frei nach Goethe)

Aus 5 mach 5, mach 2, mach 3

das schiitzt euch vor dem Einerlei.
Die 6 bleibt 6 und wird zur 9

das scheint die Hexe zu erfreu’n’
Und aus der 7 mach die 8

das ist mit viel Verstand gemacht!
4 wird zur 4 — oder zur 7

nun sind uns nur noch 2 geblieben!
Aus 6 mach keins - aus 2 mach 1
das ist das Hexeneinmaleins!

Unser Hexlein ist wirklich ‘'modern! Das
wird euch klar, wenn ihr des Ritsels Lo-
sung findet!
Sendet diese bitte an den Urheber dieses
Ritsels:

Helmut Pitzold

Mattei 62

Waren

2060
Unter den richtigen Einsendungen werden
drei Gewinner ausgelost.
Ihnen winkt ein Autogramm unseres
»Schwimmbhexleins® Kristin Otto!

Alphons

alpha, Berlin 23 (1989)4 - 73



In freien Stunden - alpha-heiter

Ein mathematischer Blumenstrauf3

Liebe Freunde!

In diesem Jahr feiert die Deutsche Demokratische
Republik — unser Heimatland - ihren 40. Geburts-
tag. Auch wir wollen zu den Gratulanten zdhlen,
und wir mochten unserer Republik mit den folgen-
den mathematischen Knobeleien einen herzlichen
Geburtstagsgrul} iiberbringen.

DDR-40

Tragt die ganzen Zahlen von 0 bis 27 so in die abge-
bildete Figur ein, daB die Zahlensumme auf jedem
geradlinigen Abschnitt 40 betrégt!

O

Von Bezirk zu Bezirk

In der abgebildeten Buchstaben-Matrix sind alle 15
Bezirksstidte der DDR eingetragen, und dies ent-
weder von links nach rechts, von rechts nach links
oder von oben nach unten.

Findet diese 15 Stidtenamen und markiert (etwa
durch Streichung) deren Buchstaben! (Einige Buch-
staben gehdren mehreren Stddtenamen an; diése
brauchen aber nur einmal markiert zu werden.)

GIR|U|IBIN|E|[D|N|JA|R|BJUJE|N
MIO|I|[L|H|U|S|C|H|W]|E|R]|!I|N
KIS|RIT|RI{U|F|K|N|A|R|F|O]|P
RI{T|DIA[T|S|X|R|A/M|L|RJA|K
A|O|R|O|Z|A|R|EJG|E|I]|S|S|O
LIC|R|[DIR|E|S|D|E|N|N|T]|E|C
LIK|H|N|I |G@|R|U|BIE|D|G|A M
EIRIFIU[R|T|K|S|U|B|T|T|O|C
L{E|I|P|Z|1G|P|O|T|S|{D|A|M

74 - alpha. Berlin 23 (1989) 4

Diejenigen Buchstaben, die am Schlu3 noch nicht
markiert sind, ergeben (v.1.n.r. und v. 0. n. u. gele-
sen) den Namen einer wissenschaftlichen Zeit-
schrift der DDR, die fir Computerfreunde sicher
hochst interessant ist.

Geographisches

Wie lang ist jeder der genannten acht Fliisse unse-
res Landes, wenn die folgenden acht Aussagen gel-
ten:

(1) Die Elbe ist mit einer Ldange von 1165 km der
drittgrof3te Strom Mitteleuropas.

(2) Die Bode ist 13 km ldnger als die Peene.

(3) Die Linge der Oder betrdgt 7 km mehr als die
doppelte Linge der Saale.

(4) Die Linge der Elbe betrigt 18 km weniger als
die siebenfache Linge der Bode.

(5) Die Linge der Elbe betrigt 13 km mehr als die
Summe der Lingen von Havel, Saale und Spree.
(6) Die Lénge der Saale betragt 41 km weniger als
die dreifache Linge der Peene.

(7) Die Liange der Oder betrdgt 168 km weniger als
die dreifache Linge der Havel.

(8) Die Liange der Spree betrdgt 10 km mehr als die
dreifache Lange der Mulde (ohne Zwickauer und
Freiberger Mulde).

Von Stadt zu Stadt

In dem folgenden Text sind die Namen von
40 Stadten unserer Republik versteckt, die es zu fin-
den gilt:

Neues Schuljahr, erster Schultag, und es klingelte
zur Hofpause. Endlich waren wir wieder fur die
Dauer von zwanzig Minuten von Chemie mit
Naphthalen, von Geographie mit Spitzbergen und
von Biologie mit Forstschadlingen und Arterneue-
rung befreit. Alle Schiiler stromten auf den Schul-
hof in die Sonne. ,Bergziege“ und ,,Grauwolf* ent-
wickelten dabei ein rasantes Tempo und wurden
von unserem Klassenlehrer, Herrn Barth, von uns
auch ,Doktor Gaudium*® genannt, mit Nachdruck
ermahnt.

Da die schone Ferienzeit zu Ende war, gab es viel
zu erzdhlen:

Da hérte man vom Dresdener Zwinger, vom Leipzi-
ger Volkerschlachtdenkmal, von der historisch wert-



vollen alten Burg in Querfurt, von einer Reise nach
Tabor, nach Bulgarien und an die Wolga.

Steffen Schaller hatte die Ferienzeit bei seiner Oma
in Wismar verbracht, und von dort aus hatte er auch
Rostock und Giistrow besucht. Hans Merseburger,
wir nennen ihn ,Isegrim® machte ein todernstes
Gesicht, als er uns einen Calauer auftischen
wollte. ’

,Kojenaugust* wieherte, und ,Jungfrau Maria“
lachte albern auf. ,Hallo Schatz!“, rief Uwe ihr zu.
»Wer da?“, unkte sie zuriick und zog reizvoll ihre
Bluse zurecht. Marie sah neckisch aus, doch sie war
schwer in Sorge um ihre neue Bluse, denn diese war
bei der Hitze nicht mehr wie ein Laken so weil.
»Wasser!“, rief Peter aus Jux ganz laut. Wir aber lin-
derten unseren Durst mit dem feierlichen Schwur,
zentnerweise am Nachmittag Speiseeis zu verzeh-
ren. Gerade da ertdonte das Vorklingeln, und wir
eilten in den Klassenraum zuriick.

Fernsehturm-Domino

Nehmt die 28 Steine eines vollstindigen Domino-
spiels zur Hand, und 16st damit die folgenden bei-
den Aufgaben:

a) Legt die 28 Domino-Steine so zu dem abgebilde-
ten stilisierten Berliner Fernsehturm zusammen,
daB die Augensummen in den waagerechten Do-
mino-Reihen stets 8, 9 bzw. 10 betragen, je nach

dem, ob diese Reihen aus 2, 4 bzw. 6 Domino-Halb-
teilen bestehen!

b) Legt die 28 Domino-Steine so zu einem ge-
schlossenen Rechteckring (siehe Umrandung des
Fernsehturms) zusammen, daBl die Domino-Anlege-
regel (es diirfen nur gleiche Halbteile aneinander
liegen) erfiillt ist!

Erbauliche Ansichten

Zerschneidet ein rechteckiges Stiick Karton, dessen
Seitenlingen im Verhiltnis 1:3 stehen, in die abge-
bildeten 11 Teile, und legt mit diesen 11 Teilen
jede Figur auf dem Titelblatt dieses alpha-Heftes
zusammen! Die Teile diirfen beidseitig verwendet
werden. '

' T
2 4
1 3 ;\ 5 | 10
} 9
! |
/ 8 : #

Ein grundlegendes Recht

6 ?

Gesucht sind 15 waagerecht einzutragende mathe-
matische Begriffe folgender Bedeutung:

1. spezielles Viereck, 2. Hochzahl, 3. Rechenauto-
mat, 4. Kegelschnitt, 5. kurvenberiihrende Gerade,
6. Sternkurve, 7. Koordinaten-Nullpunkt, 8. eindeu-
tige Abbildung, 9. schriger Abhang, 10. Grundbe-
griff der Analysis, 11. Gleichungsergebnisse, 12. ra-
tionale Rechenoperation, 13. Umklappung,
14. Primzahl, 15. Grundbegriff der Vektoranaly-
sis.

! T K
z 0 IN

" U E
v |
13 L U

1% N H
15 | T

Bei richtiger Eintragung der Begriffe nennen die
Anfangsbuchstaben (1 bis 15) ein grundlegendes
und verfassungsmiBig gesichertes Recht fiir alle
Biirger unserer Republik.

Viel SpaBl beim Knobeln wiinscht euch
R. Mildner

alpha, Berlin 23 (1989) 4 - 75



Wir berechnen

ein ebenes Fachwerk

1. Das Rechenmodell , Fachwerk* —
die Aufgabe

Fiir den Werkstoff Stahl sind Tragwerke,
deren tragende Konstruktionen als Fach-
werk ausgefiihrt sind, typisch. Bild 1 zeigt
solche Systeme.

Bild 1
a) Briickentriger

b) Dachtriger

¢) Dreigelenkrahmen als Fachwerk

d) Ausleger
a b
a

In der Technik verstehen wir unter einem
Fachwerk ein System von zug- bzw. druck-
festen Staben, die in Knoten gelenkig mit-
einander verbunden sind. Die Belastung
erfolgt ausschlieBlich in den Knoten.

76 - alpha, Berlin 23 (1989) 4

In diesen Sinne sind die in Bild 1 gezeig-
ten Systeme Fachwerke.

Dabei handelt es sich um ebene Fach-
werke, weil alle Stibe, Knoten und Krifte
in einer Ebene liegen. Solche ebenen Fach-
werke sind Bestandteile vieler rdumlicher
Konstruktionen.

Die vorangestellte Erklarung beschreibt ein
Modell, das wir der Berechnung zugrunde
legen. Wir bezeichnen dieses Modell als
ideales Fachwerk. Reale Fachwerkkon-
struktionen haben natiirlich keine Gelenke
in den Knoten. Vielmehr sind die Fach-
werkstibe an den Knoten miteinander ver-
schweiBt, verschraubt oder vernietet. Den-
noch ist das ideale Fachwerk bei sorgféltig
durchdachter Konstruktion ein fiir die Pra-
xis gut brauchbares Modell fiir ein reales
Fachwerk.

Um den Aufbau eines Fachwerkes zu ver-
folgen, betrachten wir Bild 2a. Drei Stibe,
die an den Enden jeweils durch Gelenke

~ verbunden sind, bilden ein Stabdreieck.

Nehmen wir an, daB die Stidbe selbst sich
nicht verformen kdnnen, so wird sich diese
Figur auch unter beliebiger Belastung
nicht verindern. Wir sagen, sie ist kinema-
tisch starr. An diese einfache Grundfigur
kann ein weiterer Knoten durch zwei Stiabe
angeschlossen werden. So entsteht die Fi-
gur nach Bild 2b, die ebenfalls kinema-
tisch starr ist. In dieser Weise kann man

fortfahren (Bild 2¢).

Biid 2a) b)

(2) 6 o

Wir erkennen:

Geht man von einem Stabdreieck aus, so
entsteht durch zweistibigen AnschluB wei-
terer Knoten ein einfaches Fachwerk.

Soll die Fachwerkscheibe als Trager ver-
wendet werden, so mufl man sie unbeweg-
lich mit dem Fundament verbinden. Dafiir
wollen wir jedoch nicht mehr Bindungen
einsetzen als unbedingt erforderlich sind.
Die unbewegliche Bindung an die Funda-
mente kann erreicht werden wie in Bild 3a
gezeigt wird. Das Lager bei a isl ein festes

Gelenklager, es verhindert eine Verschie-
bung des Punktes a sowohl in horizontaler
als auch in vertikaler Richtung, 148t jedoch
noch eine Drehung der Fachwerkscheibe
um den Punkt a zu (Bild 3b). Das Lager
bei b darf die dieser Drehung entspre-
chende Bewegung des Punktes b nicht zu-
lassen. Es muB also vertikale Bewegungen
verhindern. Horizontale Bewegungen dage-
gen sollen mdglich sein. Dadurch werden
Zwingungen und die damit verbundenen
Beanspruchungen vermieden, die sonst
entstehen wiirden, wenn sich die Linge des
Trigers infolge Temperaturinderungen in-
dert. Eine gleichmiBige Temperaturdnde-
rung erzeugt dann im Tragwerk keine zu-
sitzlichen Krifte. Das Lager b ist ein
verschiebliches Gelenklager.

Bild 3a)

Wir wollen jetzt die Krifte in Stabrichtung

eines belasteten einfachen ebenen Fach-

werkes berechnen. Dabei setzen wir als vor-

handenes Wissen voraus:

- Rechnen mit Winkelfunktionen am
rechtwinkligen Dreieck,

- Gleichgewichtsbedingungen fiir eine
ebene zentrale Krifteschar,

— Hebelsatz.

2. Der Losungsweg

2.1. Modellbildung durch
Freischneiden der Knoten

Zunichst missen wir die Krifte, die be-
rechnet werden sollen, sichtbar machen.
Das geschieht durch Freischneiden der
Knoten. Wir trennen die an einem Knoten
angeschlossenen Stidbe durch und ersetzen
die den Stdben entsprechenden Bindungen
durch Krifte. Diese Krifte sind so zu wih-
len, daB sie den urspriinglich vorhandenen

Bild 4a)

Fy=10kN

1,500 1500 1500 [()=m

im0 ) sso0 s s




Ruhezustand des Knotens wieder herstel-
len k6nnen. Bild 4b zeigt das fiir den Kno-
ten 4 des Beispiels Bild 4a.

Durch Freischneiden werden die den Bin-
dungen entsprechenden Krifte sichtbar.

In unserem Falle sind diese Krifle die
Stabkrifie des Fachwerkes. Wir wollen sie
im Modell so zeichnen. daB} sie vom Kno-
ten weg zeigen, also in den Schnitt hinein.
Anschaulich sind solche Krifte Zug-
krifte.

Ganz analog verfahren wir mit den &ufle-
ren Bindungen. Da das Gelenklager bei a
weder eine vertikale noch eine horizontale
Verschiebung zuldft, miissen wir beim
Freischneiden fur das Lager eine vertikale
und eine horizontale Stiitzkraft C,y und
C,v ansetzen. Bei b wird dagegen nur die
vertikale Verschiebung verhindert, also
gibt es dort lediglich eine vertikale Stiitz-
kraft C, (Bild 5a, e).

Wir schneiden nun nacheinander jeden
Knoten des Fachwerkes [rei und erhalten
dabei jeweils eine zentrale Krifteschar, die
duBere Krifte (Lasten) F,, Stabkrifte N;
und bei a bzw. b auch Stiitzkrifte ent-
hilt.

Durch das Freischneiden der Fachwerk-
knoten wird an jedem Knoten eine zentrale
Krifteschar sichtbar. Die Krifte dieser
Schar miissen sich im Gleichgewicht befin-
den, da der vor dem Freischneiden vorhan-

Bild §

Knotenschnitte e =1,2,...; =35

— Lageplan der Kriifte

— Komponentenzerlegung im Krifteplan

a) Ny sincc
Ny¢ ’ .

. a fé a | Ny cosa
LgH +—0 = (gye—=O=—x=
i

CaV Cav

Nq
Ny sine.
@
N1 cosa
b)
2 NQ Ny cosa 2 Ny
ER—_Y —_ a——===
a {Z o a N5 cosax
Ny N3 Ny sinx Ny sing.
Ny Ny sin N,
P Ny sindt
Ng cost N3 cosa
c)
Ns Ng Ny sinoc, Ng sin o
(‘5 a Nsco:d N5 cosa
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*

Ny cosot
dene Ruhezustand des Knotens durch die
Krifleschar wieder hergestelll werden
muB.

2.2. Der Ansatz
der Gleichgewichtsbedingungen

Auf die Krifte jedes Knolens wenden wir
nun die Gleichgewichtsbedingungen fur
zentrale ebene Kriftescharen an. Das fiithrt
auf folgende Gleichungen

Knoten 1 (Bild 5a)_
YFu=Ncosat N,—Cy =0
YFy=Nsina+C,y=0

Knoten 2 (Bild 5b)
YFy=-Ncosa+ Nycosae+ N;=0
YFy=-N;sina— N;sina=0 (2)
Knoten 3 (Bild 5¢)

SFu=-Ny— Nscosa+ Nscosax+ Ny=0
SFy=+N;sina+ Ngsina=0 (3)
Knoten 4 (Bild 5d)

Y Fu=—-N;— Nscosa+ Nycosax =0

Y Fy=~-Nssinae— N;sina—F;=0 (4)
Knoten 5 (Bild 5e)

YFy=~-Ng— Ny,cosa=0
YFy=Nysina+C,=0 (5)
In diesen insgesamt 10 Gleichungen treten
genau 10 unbekannte Krifte auf. Wir kén-

(1)

- nen also diese Gleichungen zu einem Sy-

stem von 10 Gleichungen fir 10 Unbe-
kannte zusammenfassen, das wir dann
lésen miissen. Mit den in Bild 4 festgeleg-
ten Abmessungen ist cosa =0,6, sina
=(0,8. Es entsteht das folgende Glei-
chungssystem:

+0,6N, + N,
+0,8N,
-0,6N,
-0.8N,

+ 0,6N; + N,
- 0,8N;

- N, - 0.6N;
+ 0.8N;

+ 0,6Ns + N,
+ 0.8N;

— Ny~ 0,6N;
- 0,8N;

+ 0,6N,
- 0,8N,
— N¢ — 0,6N,
—0.8N;

2.3. .
Die Berechnung der Stabkrifte

Die Auflésung des soeben vorgestellten Sy-
stems Uberlassen wir besser einem kleinen
Computer — aber wir geben uns nicht ge-
schlagen.

Betrachten wir einmal die Gleichungen am
Knoten 1, so treten in den beiden Gleich-
gewichtsgleichungen insgesamt vier Unbe-
kannte auf: C,y, C,v, N, und N,. Zwei da-
von sind Stitzkrifte, und wenn wir deren
Wert kennen wiirden, dann konnlen wir
die beiden Krifte N,, N, aus den beiden
Ansatzgleichungen berechnen.

Ist aber N, bekannt. dann verbleiben am
Knoten 2 nur die beiden Krdfte N; und N,
als Unbekannte, und zu deren Berechnung
geniigt wieder die Auflosung der zwei
Gleichgewichtsgleichungen am Knoten 2.
Wenn wir so Knoten fiir Knoten weiter ge-
hen, wird deutlich:

Die Stabkrifte 8es einfachen Fachwerkes
lassen sich aus einer Folge von zwei Glei-
chungen fiir jeweils zwei unbekannte Stab-
krifte berechnen, sobald die Stitzkrifte
bekannt sind.

Nun, diese Voraussetzungen werden wir
schaffen. Da wir wissen, daBl unsere Fach-
werkscheibe kinematisch starr ist, geniigt
der Hebelsatz um zunichst die Stiitzkraft
C,, zu berechnen. Wir schneiden die Fach-
werkscheibe bei b frei, es entsteht das Mo-
dell von Bild 6a. Das ist nichts anderes als
ein einarmiger Hebel. Folglich gilt
6,0-C,—4,5-10=0

C, = 7,50 kN 6)
Schneiden wir nun die Fachwerkscheibe
duBerlich vollkommen frei, dann miissen
natiirlich sowohl die vertikalen als auch die
horizontalen Krifte den Gleichgewichtsbe-
dingungen geniigen (Bild 6b).

Bild 6a)

4 500

1
o

6.000

—Cun =0
+C,y =0
=0

-10=

|
QuaaR

+Ch
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b) Fyu=10kN

(4)

(1 5 (7)
Cay Ta

T (2) 3 (6) 1

Cav Cb

Also muf} sein

2Eu=-Cpu=0

SFy=Cyw—-10+C,=0.
Damit erhaiten wir

Ciy=0, C,y=25kN.
Mit den nun bekannten Werten flr die
Stiitzkrifie C,, und C,,; heiBen die Glei-
chungen (1)

N -06+N, =0

N -08+25=0
und wir kénnen N,, N, berechnen.

N, =-3125kN, N,=1875kN.
Die Stabkraft N, hat ein negatives Vorzei-
chen, das bedeutet:
Die Richtung der Stabkraft N, stimmt
nicht mit der im Modell von Bild 5a ange-
nommenen Richtung iiberein. Die Stab-
kraft N, ist also keine Zugkraft sondern
eine Druckkraft.

0
(8)

Fiihrt die Berechnung einer Stabkraft auf
ein negatives Vorzeichen, so wirkt diese
Kraft entgegengesetzt zu der Richtung,
die bei Freischneiden fiir das Modell
festgelegt wurde.

Da wir N, und N, schon berechnet haben,
bleiben in den fir den Knoten 2 giiltigen
Gleichungen nur N; und N, unbekannt.
Die Bestimmungsgleichungen (2) heiBlen
jetzt
—(—3.125-0,6 + N:-06+ N, =0
-(—3,125)-0.8 - N;-0.8 =0.
Also ist

Ny =3125kN, N,= -3750kN.
Wieder ist N, eine Druckkraft. )
Nun konnen wir mit Knoten 3 fortfahren.
Da N, und N; bekannt sind, vereinfachen
sich die Gleichungen (3) zu
—(1,875) - (3,125)-0,6 + N5+ 0,6 + Ny=0

(3,125)-0,8 + N5-0,8 =0

und wir erhalten

Ny=-3125kN, N,=5626kN.
Auch N; ist eine Druckkrafl.
Der nichste Knoten wire der Knoten 4. In
den Gleichungen (3) ist aber jetzt nur noch
N, unbekannt, so daf3 eine der beiden Glei-
chungen (3) zur Berechnung von N, ge-
nigt. Die andere dient der Kontrolle!
Die Rechnung fihrt auf

N;=-9375KkN.

Danach sind am Knoten 5 schon alle
Krifte bekannt, die Gleichungen (4) bieten
somit eine weitere Kontrollméglichkeit.
Das Ergebnis der Rechnung fassen wir zu-
sammen:

Stab Nr. Stabkraft in kN

1 —3,125 (Druckstab)
2 +1,875 (Zugstab)

3 +4,125 (Zugstab)
4 —3,750 (Druckstab)
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5 —3,125 (Druckstab)

6 +5,625 (Zugstab)

7 —9,375 (Druckstab)
Der Konstrukteur kann nun anhand der
Stabkrifte priifen, ob die von ihm gewihl-
ten Profile ausreichend bemessen sind. Da-
bei ist noch zu beachten, daB bei den
Druckstiben die Gefahr des Ausknickens
besteht. Aber das steht hier nicht zur Eror-
terung.

In Bild 7 ist ein weiteres Beispiel ge-
zeigt.

%bl kN KN
C ——b
bx B
4 o
I
(7 <
: (5)
—
&l (2) 4*3 (6) ‘5
aso M asp e

Wer wird versuchen, dieses einfache Sy-
stem zu berechnen? Zur Kontrolle sei das
Ergebnis verraten:

Cao= 4200kN
Coe= -4,200kN G, = 2.000 kN
N, = 0500kN N, = —2.800kN
N, = -1487kN N, = 4,460 kN
Ns = 1000kN N, = —2.800 kN
N, = 2973kN

In Bild 8 sind andere Lastfille dargestellt,
als Anregung fiir weitere Berechnungen.
Wie wirkt sich eine Anderung des Systems
nach Bild 9a oder b aus? '

Bild 8
4 b

1kN

— 2
-——
J— u
a o
—-—

q
AN
b b
| h-
a a 1KN
Bild 9a) b)
b b

3.
Die Berechnung mit dem Computer

3.1.
Die Grobstruktur des Programmes

Der im Abschnitt 2.3. vorgestellte Losungs-
weg ist sehr leicht mit dem Taschenrechner
zu realisieren. Soll die Rechnung jedoch
einem Computer {ibertragen werden, dann
ist es einfacher, von dem am Ende des Ab-
schnittes 2.2 aufgestellten Gleichungssy-
stem auszugehen.

Der Vorteil liegt darin, daB die Auswahl
der Folge von jeweils nur zwei Gleichun-
gen mit zwei Unbekannten nicht erforder-
lich ist und also auch nicht programmiert
werden mulB. Weiterhin kdnnen dann auch
solche Fachwerke untersucht werden, fiir
die die im Abschnitt 2.3 vorausgesetzte
Folge von jeweils zwei Gleichungen fiir nur
zwei Unbekannte gar nicht gibt. Bild 10a
zeigt ein derartiges Fachwerk.

10N
? “

SRN*Q*\ (1) 2) ] _
[ °
8
Bild 10a) T
o
8
~
+

%
(=]
8
Dal
1 2 L

1000 1000 , 1.000  1.00077

Es wire also nicht computergerecht, den in
2.3 beschriebenen Losungsweg ,zu FuB“
einfach Schritt fur Schritt auf den Compu-
ter zu ibertragen. Der Computer kann
mehr. Da wir fiir jeden Knoten zwei

Gleichgewichtsgleichungen -aufstellen kén-

nen, haben wir bei k¥ Knoten 2k Gleichun-

gen zur Verfugung, mit denen wir ebenso
viele Unbekannte berechnen. Hat ein

Fachwerk s Stdbe und ¢ einfache Bindun-

gen, so sind alle Fachwerke erfaB3bar, lir

die 2k=s+1. 9)

Fiir die Arbeit mit dem Computer brau-

chen wir mindestens die folgenden Routi-

nen:

— Eingabe der zur Beschreibung des
Systems und der Belastung erforderli-
chen Daten

— Berechnung der Koeffizienten des Glei-
chungssystems

~ Losung des Gleichungssystems

— Darstellung des Ergebnisses.

Dariiber hinaus kénnten noch Routinen

hinzugefiigt werden, z. B.

- zum Sichern von Daten/Ergebnissen

— zur Ausgabe des Ergebnisses iiber
einen Drucker.



3.2. Die Eingaberoutine

Fiir die Eingabe der erforderlichen Daten
miissen wir die Beschreibung des Fachwer-
kes computergerecht aufbereiten:

— Wir ersetzen die duBeren Bindungen des
Fachwerkes durch Stiitzstibe (Bild 10b)
und zdhlen ab

10 kN
H # 42 8

SRN-OEJT () o y 9] S

3
Bild 10b) ‘*‘
8

N

3

9 20— 12

1otocxo 1.000

Pttt
ZS  Anzahl der Fachwerkstibe
ZK Anzahl der Fachwerkknoten
ZW Anzahl der Stiitzstibe .

1.000 |, 1.000

— Systemknoten werden von K=1 bis
K = ZK gezihlt. Die StitzenfuBpunkte er-
halten die Nummern K=ZK+1 bis
K =ZK + ZW . Die Lage eines Punktes K
wird durch Koordinaten PX(K), PZ(K) be-
schrieben.

— Die Last am Knoten K hat die Kompo-
nenten FX(K), FZ(K). Die Lastkomponen-
ten sollen das positive Vorzeichen erhal-
ten, wenn sie in die Richtung der positiven
Koordinatenachsen zeigen (Bild 11).

z Fz(K)>0

Bild 11
Fx (ko
K
(=)
i’l . positive Krifte
& am Knoten K
X
o—
Px(K)>0 !

- Die Systemstibe werden von 1 bis ZS ge-
zahlt, die Stiitzstdibe von ZS + 1 bis
7S + ZW.

— Die Zuordnung der Knoten zu den Sti-
ben beschreiben wir, indem wir fiir jeden
Stab I die Nummern der Knoten K1(I)
bzw. K2(I) angeben. die der Stab verbindet

i by 12
Bild 12a) ) ) K2
K | o
Y N
40° ' ~
Z k(i) Gay T
ey
X
) X _
ND'Q%(—U""X
///
o
K1(j)

(Bild 12a). Dabei legen wir fest, daB3 fir
einen Stiitzstab I stets K1(I) der System-
knoten, K2(1) der StiitzenfuBpunkt ist.
- Die Stabkriifte werden als Zugkrifte po-
sitiv eingefiihrt. Das gilt auch fir die
Krifte in den Stiitzstdben (Bild 12b).

Danach ist das Beispiel Bild 10b wie folgt
zu beschreiben:

Z28=12, ZK =8, ZW =4.

Systemknoten (Koordinaten in m,
Belastung in kN):

Knoten-Nr. X(I) Z{I) FX{@ FZ(I)
1 0 0 0 0
2 4 0 0 0
3 2 3 0 0
4 1 5 0 0
3 3 5 0 0
6 0 6 5 -10
7 2 6 0 0
8 4 6 0 0
StiitzenfuBpunkte (Koordinaten in m):
Punkt-Nr. X{I) ZI)

9 -1 0

10 0 -1

11 4 -1

12 5 0

Zuordnung der Stidbe und Knoten:

Stab-Nr. K1) K20

1 1 6

2 1 3

3 2 3

4 2 8 .
A
7 4 6 5
8 4 7 2
9 5 7 v
10 5 8

1 6 7

12 7 8

13 1 9

14 1 10 e
15 2 11 28
16 2 12

Die Eingabe realisieren wir lber eine
READ/DATA-Anweisung. Im Listing ste-
hen die Daten des Beispiels in den Zeilen
820-870, und zwar genau in der Reihen-
folge, wie sie in den READ-Anweisungen
auf den Zeilen 50 und 100-120 festgelegt
sind. Im Programm werden nach dem Ein-
lesen der Parameter ZS, ZK und ZW die
Felder flur die im Programm auftretenden
indizierten Variablen dimensioniert. Mit
Zeile 80 wird die Erfillung der GI. (9) ge-
prift.

3.3. Die Berechnung der
Koeffizienten und die Losung
des Gleichungssystems

Fir die Losung des Gleichungssysiems
werden wir eine Routine verwenden, die
ganz allgemein auf ein beliebiges System
von M linearen Gleichungen fliir M Unbe-
kannte anwendbar ist. Dieser Routine liegt
ein Eliminationsverfahren zugrunde
(GauBscher Algorithmus). Sie ist z. B. in

[1] beschrieben. Dabei geht man aus von
einer Darstellung des Gleichungssystems
in folgender Form:

A DX + ...+ AQ,DX(D + ...

L. AQOMXM) =B(1)

AQ,DX(1) + ...+ AQ.DXI) + ...

T AQMX(M) =B(2)

.A(R,l)X(l) + ...+ ARDX(D) + ...
... + A(RM)X(M) = B(R)

AMDXD) + ...+ AMDXD + ...

...+ AMMX(M) = B(M).

Die Koeffizienten A(R,I), die Lastglieder
B(R) und die Unbekannten X(I) wurden
dabei als indizierte Variable eingefihrt, so
wie wir sie dann bei der Umsetzung in
BASIC verwenden werden (Feldvariable).

Wir erinnern uns:
Das Gleichungssystem zur Berechnung der
unbekannten Stab- und Stiitzkrifte ent-
steht, indem fur jeden Knoten die Summe
der Kraftkomponenten sowohl in der
x-Richtung als auch in der z-Richtung auf-
geschrieben wird.
Der Knoten 1 liefert also die Zeilen 1 und
2. der Knoten K die Zeilen 2K — 1 und 2K,
der letzte Knoten ZK die Zeilen
2ZK-1=M-1und 2ZZK =M.
Daraus ergibt sich:
AQK - 1.1) ist der Kosinus des Rich-
tungswinkels «, der am Knoten K angrei-
| fenden Stabkraft N(I). AQ2K.D) ist der Si-
| nus dieses Winkels.
Wir legen nun fest, daB eine nach rechts
bzw. nach oben gerichtete Kraft bzw. Kraft-
komponente stets positiv in die Summe
eingehen soll.
Daher gilt:
Das Vorzeichen der Kraftkomponente
wird eindeutig bestimmt durch das Vor-
zeichen des Kosinus bzw. Sinus des Rich-
tungswinkels a;, wenn der Winkel stets
von der Kraftrichtung bis zur x-Richtung
gezihlt wird (Bild 13).

. iz
Bild 13
1
I

1 FZ (8

oy = 30°

— X &2 = 150°

a = 240°

NG3)
Fir die Lastglieder stellen wir fest:
Da die Zeile 2K — 1 die Summe der hori-

zontalen Komponenten erfaBt, ist das
Lastglied B2K — 1) = —FX(K).
Entsprechend ist B2K) = —FZ(K).

Zur Verdeutlichung: Nehmen wir an, der

.in Bild 13 dargestellte Knoten habe die

Nr. 4. Dann ist also K =4 und die beiden
zum Knoten gehérigen Gleichgewichtsglei-
chungen heiBen allgemein

- in +x-Richtung

A(7,1HN(1) + A(7,2)N(2) + A(7,3)N(3)
-B() =0

— in +z-Richtung

A(8,1)N(1) + A(8,2)N(2) + A(8,3)N(3)
-B@B)=0.
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Im Beispiel Bild 13 ist nun gegeben:
o, = 30° o, = 150° oy = 240°
cos «, €Os &, COSs oy

= +0,866 = —0,866 = -0,500
sin«, sin o, sin a;

= +0,500 = +0,500 = -0,866.

Daher: Gleichgewichtsbedingungen fiir die
Krifte

- in +x-Richtung

0,866N(1) — 0,866N(2) — 0,500N(3)
+FX(4)=9

- in +z-Richtung

0,500N(1) + 0,500N(2) - 0,866N(3)
+FZ(4)=0.

Bei der Berechnung der Kosinus und Sinus
missen wir uns also jetzt streng auf die
Koordinatenrichtungen beziehen. Aus
Bild 12b entnehmen wir fiir die Stabkrafte
N(I) im Stab I

cose;=LX/L, sine;=LZ/L (10)
wobei LX = PX(K2) - PX(K1)
LZ = PZ(K2) - PZ(K1) (11
L =yLX*+LZ2. (12)

Dabei greift die Stabkraft in K1 an und
zeigt nach K2. Fiir die am freigeschnitte-
nen Knoten K1 angreifende Stabkraft I
entsteht somit fiir das Gleichgewicht in der
x-Richtung ein Koeflizient

AQK1 - 1,I)= LX/L (13
und fur das Gleichgewicht in der z-Rich-
tung ein Koeffizient

AQK1,I)=LZ/L. (14)
Ist der freigeschnittene Knoten dagegen
K2, so zeigt dieselbe Stabkraft (als Zug-
kraft angesetzt!) von K2 nach KI1
(Bild 12¢).
Demzufolge wire jetzt anzusetzen

LX = PX(K1) — PX(K2)

LZ = PZ(K1) - PX(K2).
Man sieht, es ist LX' = -LX, LZ'= -LZ

und daher
AQ2K2-1)= -AQ2K1-1D
A(2K2.1) = —-AQK2,D. (15)

Die Formeln (13), (14) und (15) finden wir
wieder im Programm auf den Zgilen
140-220. In diesem Programmteil werdgn
die Koeffizienten fur die Stabkrifte in den
Systemstiben berechnet. Fir die Stiitz-
krifte erfolgt die Berechnung analog (Zei-
len 230-290). Natiirlich entfdllt das Frei-
schneiden der FuBpunkte.

SchlieBlich sind noch die Lastglieder B zu
berechnen. Das erfolgt auf den Zeilen
300-320.

Auf den Zeilen 340-690 ist dann die Rou-
tine zur Auflésung des Gleichungssystems
notiert. Zur Erklirung muB wieder auf [1]
verwiesen werden.

SchlieBlich stellen wir die Ergebnisse dar.
Natiirlich lassen wir auf dem Bildschirm
die Bezeichnung N(I) erscheinen (Zeile
730). Um die Ergebnisse ordentlich be-
trachten zu kénnen, halten wir das Pro-
gramm an, wenn 20 Werte ausgedruckt
sind. Erst auf Tastendruck werden dann
die weiteren Werte gezeigt (Zeilen
740-770).

3.4. Beispiele

Das System in Bild 10 fihrt auf folgende
Ergebnisse (Krifte in kN):
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Systemstibe:
Stab-Nr. Stabkraft in kN
1 -6.25
2 +4,507
3 —4,507
4 3,750
5 -5,590
6 +5,590
7 ~5,303
8 —-1,768
9 +1,768
10 +5,303
11 -1,250
12 -3,750
Stiitzstdbe:
13 2,500
14 -2,500
15 -7.500
16 -2,500

Positive Krifte sind Zugkrifte, negative
Krifte sind Druckkrifte. Daher zeigen die
Krifte N(14) bzw. N(16) von unten nach
oben auf die Lagerknoten 1 bzw. 2 (Stiitz-
kriifte!).

Fiir das System nach Bild 14 ist
Z25=9,ZK=7,ZW =5

und die Daten fihren zu folgender Ein-
gabe auf den Zeilen 820-870.

820 DATA 9,75

830 DATA 0,0, 3,0,60,0,2.5, 1254
4754, 6,2.5
-16,06,-1,28,3,-1,6,—1
0,0.00, 00 00, 5-10, 0,0,
8,0

14, 16,24, 27, 3,5, 3,7, 4,5,
5,6, 6,7

870 DATA 1.8, 1,9, 2,19, 2,11, 3,12

Die Rechnung ergibt:

840 DATA
850 DATA

860 DATA

Systemstibe:

Stab-Nr. Stabkraft in kN
1 -16,94
+10,24
+10,85

+ 7,16

oA W N
o

Bild 14

Bild 15 Instabiles Fachwerk
10kN

6 -11,18
7 -13,02
8 -13,33
9 - 8,59
Stiitzstdbe:

10 + 7,84
11 -10,35
12 - 284
13 +11,53
14 -11,18

Wenn wir die Stiitzung verindern, so wie
das in Bild 15 dargestellt ist, heiBt die Ein-
gabe

820 DATA
830 DATA

97,5

0.0, 3,0,69,025, 1254,
4.75,4, 6.2.5
-10,0-1,3-1,6,-1,70
00,00 0000, 5-10, 8,0,
0,0

1,4,1,6,24 27, 35,37, 45,
5,6, 6,7

870 DATA 1,8, 1,9, 2,18, 3,11, 312

Beim Programmablauf erscheint in diesem
Fall auf dem Bildschirm nach kurzer Zeit
die Information ,Matrix singuldr‘. Das
heiBt, das Gleichungssystem ist nicht ‘ein-

840 DATA
850 DATA

860 DATA

deutig 16sbar. Praktisch bedeutet das, daB

das Fachwerk bei dieser Art der Stillzung
nicht stabil ist, es kann seine Aufgabe als
tragende Konstruktion nicht erfiillen.

3.5. Listing

Die in den Zeilen 820-870 niedergelegten
Daten entsprechen dem Beispiel Bild 10.
18 CLS:PRINT:PRINT:PRINT”
ALPHA-PROGRAMM”
20 PRINT:PRINT ¥EBENES

FACHWERK¥

30 PRINT - - - - - - - - - - "

40 PRINT:PRINT” ICH LESE DIE
DATEN EINY

50 READ ZS,ZK,ZW

60 DIM PX(ZK+ZW)PZ(ZK+ZW),
FX(ZK+ZW),FZ(ZK +ZW),
K1(ZS+ZW),K2(ZS+ZW)

70 M=2¥ZK

10 kN




8¢

90
108

110

120

139

135

140
150
160

170
180
190
200
210
220
230
240
250

260
278
280
296
300
310

320
338

340
350

360
370
380
399
400
410
420
430
440
450
460
470
480
490
500

510
520
530
540
550
560
570
580
590

600

610

620
630

IF M-ZS—ZW{ )@ THEN
CLS:PRINT:PRINT”"BERECHNUNG
NICHT MOEGLICH!":END

DIM AM,M),(B(M),N(ZS +ZW)
FOR K=1TO ZK+ZW:READ
PX(K),PZ(K):NEXT K

FOR K=1 TO ZK:READ
FX(K),FZ(K):NEXT K

FOR I=1TO ZS+ZW:READ K1
(1), K2(I):NEXT I
CLS:PRINT:PRINT:PRINT"JETZT
BERECHNE ICH DIE”
PRINT:PRINT”KOEFFIZIENTEN
DES GLEICHUNGSSYSTEMS”
FOR I=1TO Z§
K1=K1(D):K2=K2(I)
LX=PX(X2)-PX(K1):LZ=PZ(K2)
-PZ(X1)

L=SQR(LX 2+LZ"2)
AQ¥*K1-1,D=LX/L
AQ%K1,)=LZ/L
AQ¥K2-1,D=-AQ2¥%KL1,])
AQ¥K2,D)=-AQ¥K1D

NEXT I

FOR 1=ZS+1 TO ZS+2ZW
K1=K1():K2=K2(D)
LX=PX(K2)-PX(K1):LZ=PZ(K2)
-PZ(K1)

L=SQR(LX 2+LZ"2)
AQ¥X1-1D=LX/L
AQ¥K1,)=LZ/L

NEXT I

FOR K=1 TO ZK
BQ2%K-1)=-FX(K):BQ¥K)
= —-FZ(K)

NEXT K

CLS:PRINT:PRINT"NUN LOESE
ICH DAS GLEICHUNGSSYSTEM"”
FOR J=1TO M-1
PRINT:PRINT” DURCHLAUF
J="J

Al=0

FOR I=J TOM

AB=ABS(A(LL))

IF AB(=A1 THEN GOTO 419
Al=Ag:I1=1

NEXT I

FOR K=] TOM

Z=A(J.K)

AUK)=A(1, K)

A(I1,K)=Z

NEXT K

Z=B)

B(J)=B(1)

B(I=Z

IF ABS(A(1,3)/A(1,1))(0.000001
THEN 8168

FOR I=J+1TO M
F=A(J)/A(J)

FOR K=1TO M
AQLK)=A@K)-F*A(,K)

NEXT K

B(I)=B(I)-F*B(J))

NEXT 1

NEXTJ

IF ABS(A(M,M)/A(1,1))(9.000001
THEN 810

CLS:PRINT:PRINT” JETZT WERTE
ICH DIE”

PRINT:PRINT”
DREIECKSMATRIX AUS”
N(M)=B(M)/A(M,M)

FOR I=M-1TO 1 STEP -1

640
650
660
670
680
690
700
718
720
730
740
750

S=0

FOR J=I+1TO M
S=S+A(J)%¥N()

NEXT J

N(I)=(B@)-S)/AQI)

NEXT I

CLS:PRINT:PRINT” LOESUNG:"”
PRINT:R=0

FOR I1=1 TO M:R=R+1

PRINT” N(";I;"y; TAB(12);"=";N()
IF R(20 THEN 770
PRINT:PRINT”"MIT BELIEBIGEM
TASTENDRUCK WEITER":R=0
IF INKEY$="" THEN 760

NEXT 1

PRINT:PRINT”MIT BELIEBIGEM
TASTENDRUCK WEITER”

760
770
780

798 IF INKEY$=""THEN 790
800 END
816 CLS:PRINT:PRINT:PRINT

"MATRIX SINGULAER!":END
820 DATA 12,84
830 DATA 0,0, 40,23,15,3,5,06
840 DATA 2,6, 4,6, -10,0,—-1,4,-1,58
850 DATA 0,0, 0,0,009, 0,0, 0,0, 5,—10,
0.0
860 DATA 6,0, 1,6,1,3,2,3,2.8,34
865 DATA 3,5, 4,6, 4,7,5,7, 5,8, 6,7
870 DATA 7,8, 1,9, 1,19, 2,11, 2,12

G. Clemens

Literatur:

[1] Werner, Basic fiir Mikrorechner,
VEB Verlag Technik, Berlin 1986

[2] Clemens, TM in BASIC,

VEB Verlag fiir Bauwesen, Berlin 1989

S. Aschmarin, aus: Nedelja, Moskau

Diagramm 1

Originelle
Mattstellung nach
10 Ziigen

Die Mathematik und das Schach haben
vicle Gemeinsamkeiten.

So bemerkte der englische Mathematiker
Godefrey H. Hardy (1877 bis 1947) in sei-
nem Werk ,Bekenntnisse eines Mathema-
tikers“, daB die Losung eines Problems
beim Schachspiel nichts anderes ist als
eine mathematische Ubung und daB ein
Schachspieler wihrend des Spiels so etwas
wie eine mathematische Melodie vor sich
hin pfeift.

Ein beliebter Beriihrungspunkt zwischen
Mathematik und Schach findet sich im
Genre der Unterhaltungsmathematik, zu
dem mathematische Spiele, Aufgaben und
Unterhaltsames auf dem Schachbrett geh6-
ren, wieder. Es gibt geniigend Beispiele,
die wahre Wunderwerke menschlichen
Scharfsinnes sind und hohe Anforderun-
gen an das Vorstellungsvermogen stellen.
Verbliiffend mit welcher kombinatorischer
Gradlinigkeit und geometrischer Eleganz
WeiBl in 10 Ziigen aus der Diagrammstel-
lung 1 das erstickende Mattbild in der Dia-
grammstellung 2 erreicht. Wie lautet die
zehnziigige Zugfolge in dieser Aufgabe von
C.F.Jinisch (1813 bis 1872), um aus der
Diagrammstellung 1 die vorgegebene Matt-
stellung in Diagramm 2 zu erzielen?

H. Riidiger

Diagramm 2
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Unser
alpha-Klub

Unsere Arbeitsgemeinschaft wurde im
Schuljahr 1985/86 auf Anregung der Kreis-
fachberaterin fiir Mathematik Frau Schwe-
rin fiir Schiiler der 3. und 4. Klasse gegriin-
det. In den ersten Jahren nahmen Schiiler
aus verschiedenen Orten unseres Kreises
teil, und die Gruppe war Bestandteil des
Kreisklubs. In diesem Schuljahr besuchen
auf Grund ungiinstiger Fahrverbindungen
nur noch Schiiler der 7. Klassen der Wer-
neuchner Oberschule ,Juri Gagarin“ die
Arbeitsgemeinschaft. Trotz wechselnder
Durchfiihrungsorte und verdnderter Teil-
nehmerzahl haben sich einige Traditionen
herausgebildet und erhalten, die wir euch
kurz vorstellen méchten.

Wir fuhren ‘unsere Zusammenkiinfte zur
Zeit 14tédgig, um 16.15 Uhr, in der Schule
durch. Jede Stunde beginnt mit der ,Er-
wiarmung”, die unsere Kopfe richtig in
Schwung bringen soll. Fir die Aufgaben
haben wir genau 10 Minuten Zeit. Danach
werden die Losungen ausgewertet und be-
punktet. Sollte ein Schiiler eher fertig sein,
erhilt er einen Zusatzpunkt, alle anderen
Teilnehmer miissen aufhéren. Zum Halb-
jahresende wird jeweils der ,Erwdrmungs-
sieger* festgestellt. Wollt ihr mal einige
Aufgaben kennenlernen?

Hier sind Beispiele:

82 - alpha, Berlin 23 (1989) 4

ala EinKind wiegt etwa 25 kg, ein Ele-
fant etwa 3.0t.

a) Wiegen 30 Kinder mehr als ein Elefant?
b) Wieviel Kinder sind etwa ebenso
schwer wie ein Elefant?

A2 a Suche alle Tiere aus dem Text her-
aus und unterstreiche sie!

Walter sah, wie ein birtiger Geselle einen
Teppich und einen Ring an sich raffen
wollte, sich spiiter aber umdrehte und ent-
floh.

A3a Beim Schreiben mathematischer
Begriffe sind die Buchstaben durcheinan-
der geraten. Ordne sie wieder so, daB sinn-
volle mathematische Begriffe entstehen!
Dropkut, Sasib, Tnerzop, Skrei.

44a Ich habe mir eine Zahl gedacht.
Wenn man zu der Zahl 1 addiert, das Er-
gebnis durch S dividiert, 8 dazuzihlt, 5
subtrahiert und das erhaltene Ergebnis mit
6 multipliziert, so erhilt man 30. Wie heiBt
die gedachte Zah!?

A5a Die Summe zweier benachbarter
Felder erscheint immer im Mittelfeld dar-
iber. Die eingetragenen Zahlen dienen als
Starthilfe.

Na, haben euch die Aufgaben gefallen?
Wir kommen oft ganz schén ins Schwitzen.
Im zweiten Teil der Stunde beschiftigen
wir uns mit verschiedenen mathematischen
Problemen und lernen Lésungsmoglichkei-
ten fiir sie kennen. Was wir in den vergan-
genen Jahren dazugelermt haben, wollen
wir euch an einer Aufgabe zeigen.

A In einer Klasse sind Schiler aus
Hirschfelde, Tempelfelde, Schénfeld und
Willmersdorf. Insgesamt sind es 25 Kinder.
Es sind zwei Schiiler weniger aus Tempel-
felde als aus Schonfeld, sieben Schiiler
mehr aus Hirschfelde als aus Tempelfelde
und vier Schiiler weniger aus Willmersdorf
als aus Tempelfelde.

Wie viele Schiiler stammen aus jedem Ort?

Als wir Aufgaben dieses Typs zum ersten
Mal sahen, fanden wir sie sehr schwer.
Dann lernten wir eine Losungsmoglichkeit
durch systematisches Probieren in Tabel-
len kennen, und schon waren solche Auf-
gaben leichter zu l6sen (siehe Tabelle).

Tempelfelde | Schonfeld Hirschfelde
Temp. + 2 Temp. + 7

4 6 11

6 8 13

5 7 12

Willmersdorf | insgesamt

Temp. — 4 25

0 21 mehr

2 29  weniger

1 25

Im Moment arbeiten wir daran, an Hand
des Textes Gleichungen aufzustellen, um
noch schneller ans Ziel zu kommen.
x+x+2+x+7+ x—4=25 zusammenf.
4x+5=25|-5
4x=20|:4
. x=135
Mit Hilfe des erworbenen Wissens versu-
chen wir alpha-Aufgaben des laufenden
Wettbewerbs zu 16sen. Einige der Aufga-
ben erhalten wir auch als Hausaufgaben. In
der nichsten Arbeitsgemeinschaftsstunde
stellen wir unsere Losungen vor und disku-
tieren iber die giinstigste Variante.
Manchmal konnen wir es aber gar nicht so
lange aushalten, und da wir alle in dieselbe
Schule gehen, sprechen wir schon in der
Pause iiber die Losungen.
Ende Januar und Ende Juni werden Klau-
suren geschrieben, in denen wir unser Wis-
sen unter Beweis stellen konnen. Im An-
schluB daran besucht uns in den Sommer-
und Winterferien Max. Max, das ist ein
kleiner Seerduber, der seine Schitze mit
Hilfe von Mathematikaufgaben versteckt
und dann nicht mehr finden kann. Wir
miissen ihm beim Suchen helfen, manch-
mal vom Klassenzimmer, manchmal von
zu Hause aus. Auch bei einem Gelédnde-
spiel hat Max uns schon durch den Ort ge-
jagt. Einen Teil der Ferien verbringen wir
gemeinsam in der Gruppe. Wir waren
schon im Pionierpalast in Berlin, haben
verschiedene Computerzentren besucht
und Wandzeitungen gestaltet. Vertreter un-
seres alpha-Klubs nehmen am jdhrlichen
Kreisspezialistenlager Mathematik teil. Ei-
nige vordere Platze konnten wir dort schon
belegen. Leider sind wir in der Kreismathe-
matikolympiade noch nicht so erfolgreich.
Dazu miissen wir weiter viel liben, viel-
leicht klappt es einmal.
Zum SchluB mochten wir euch noch eine
unserer Traditionen vorstellen.



Bei uns gibt es in jedem Jahr zu Weihnach-
ten einen Kalender fiir das nichste Jahr
»Mit Mathematik durch das Jahr¢. (Der
Kalender fiir 1989 héngt auch in der Re-
daktion ,alpha“.)

In diesem Kalender sind in jedern Monat
verschiedene Aufgaben unter einem be-
stimmten Thema enthalten. Einige davon
wollen wir euch vorstellen:

A6a Januar:

»~Aus einem alten Mathematikbuch*
Wenn man 18 um den achten Teil einer ge-
wissen Zahl vermindert, erhidll man den
zehnten Teil derselben Zahl.

Wie heiBt diese Zah!?

A7a Mirz: Kryptogramme*

1A1 - AA OMA
ABA +0OPA
ABA PAAR
ACCA
A8a April: ,Mathematische Zaube-

reien”

Denke dir eine mehrstellige natiirliche
Zahl. Berechne die Quersumme und sub-
trahiere sie von der gedachten Zahl. Von
der so ermittelten Zahl streiche eine belie-
bige Ziffer. Jeder, der unseren ,Trick®
kennt, ist dann in der Lage, nach Nennung
der iibriggebliebenen Zahlen sofort die ge- ..
strichene Ziffer zu nennen, ohne die ge-
dachte Zahl zu kennen.

Lésung: Man bildet die Summe der mitge-
teilten Ziffern und ermittelt die Zahi, die
bis zur nichsten, ohne Rest durch neun
teilbaren Zahl, fehlt. Die so gefundene
Zahl ist die gesuchte Ziffer.

494 Juni: JInternationale Mathematik*
Eine Badewanne kann in sechs Minuten
gefullt werden. Die Entleerung dauert zehn
Minuten. Wann wiirde die Badewanne
iiberlaufen, wenn jemand Wasser einlaufen
128t und gleichzeitig vergiBt, den AbfluB
zu schlieBen? (VR Polen)

A10a August:

.Knobeleien fiir die ganze Familie“
Welche Anzahl von Produkten kaufen die
Schiiler in heute iiblichen MaBeinheiten?
Klaus kauft 3 Dutzend Eier.

Otto holt eine Mandel Brétchen.

Uli kauft 3 Zentner Kohlen.

Hans bekommt 3 Sechser.

Elke erhilt 3 Schock Apfel.

Rosi erhilt 3 Groschen.

Wir hoffen, daB euch unsere Aufgaben ge-
fallen haben. Viel SpaB beim Losen
wlnscht euch der

Werneucher alpha-Klub

Eine harte Nuf}

Man ermittle alle Tripel (x,y. z) einstelli-
ger natiirlicher Zahlen x. y und z. die fol-
gendem Gleichungssystem geniigen:
x+ y+ z=19
3x+3y+6z=285.
Dr. R. Mildner, Leipzig

Ein Hobby-
mathematiker
stellt sich vor

Unter den Einsendern von Aufgabenvorschli-
gen fiir den alpha-Wettbewerb fand sich immer
wieder Hartmut Boettcher, Diplomlandwiri.
Wir wurden neugierig und fragten einfach mal
an:

.Wie kommt ein Diplomlandwirt zu einer so
intensiverr Beschdftigung mit der Mathema-
tik”

Seit 25 Jahren bin ich in der Schweine-
zucht des Bezirkes Erfurt auf dem Gebiete
der Leistungs- und Zuchtwertpriifung (itig.
Nach einem einjahrigen Zusatzstudium
~Anwendung mathematischer Methoden
und der elektronischen Datenverarbeitung
in der Landwirtschaft“ und mit dem Tier-
zuchtleiterabschluB wurde ich Leiter eines
Kollektivs im VEB Tierzucht Erfurt, das
sich insbesondere mit der Zuchtwertschit-
zung der im Bezirk eingesetzten Besa-
mungseber befat. Dazu geh6rt auch die
Informationsverarbeitung aus den vielfilti-
gen Schweinezucht-Projekten, die im zen-
tralen Rechenzentrum des Kombinates
Tierzucht oder mit eigener Rechentechnik
angewandt werden. Ich brauche also in
meinem Beruf ein gutes Verhiltnis zu Zah-
len und Formeln.

Die mathematische  Schiilerzeitschrift
»alpha“ lernte ich im Jahre 1974 kennen,
als unsere flteste Tochter sich auf die Teil-
nahme an der Mathematik-Kreisolympiade
in der 5. Klasse vorbereitete. Wir abonnier-
ten die Zeitschrift, und zwei Jahre spiter
begann auch ich mit der Losung von Auf-
gaben der Klassenstufe 10/12.

Inzwischen hat unsere Familie mit drei
Tochtern 43 ,Teilnahmen* mit iber 800
Losungen geschafft.

Seit dem Jahre 1980 sende ich Aufgaben-
vorschldge ein, von denen einige bisher
veroffentlicht wurden. Ich betrachte die ak-
tive Teilnahme am alpha-Welitbewerb als
Hobby und Herausforderung, um mathe-
matisches Grundwissen anzuwenden und
logisches Denken weiter zu trainieren.

Aufgaben

A la Von einer fiinfstelligen Zahl ist be-

kanat:

— die Quersumme der fiinf Ziffern
betrdgt 15,

— betrachtet man die erste und zweite
Ziffer sowie die dritte bis letzte Ziffer
als selbstindige Zahlen, so ist die drei-
stellige Zahl Rinfeinhalb mal groBer als
die zweistellige Zahl.

Gib mehrere Losungen an!

A2 a Eine Kuhherde erreichte im Jahre
1987 eine durchschnittliche Leistung von
5250kg Milch bei 4,34% Fettgehalt, das
waren 227.85 kg Milchfett je Kuh. Zur Ab-
sicherung der Zielstellung fiir das Jahr
1990 muB die Leistung bei Milchfett (in
kg) auf 102,7 Prozent (Basis 1987) gestei-
gert werden.
Um wieviel Kilogramm Milchmenge ist die
Leistung jihrlich zu erhohen. wenn ein
durchschnittlicher Milchfettgehalt fir das
Jahr 1990 von 4,36 % erwartet wird?
A3 a Man ermittle den Rest,
den die Summe

s=104+204+3%+ _ +100°
bei Division durch 4 1dBt.

A44a Inden Kryptogrammen

a) DREI b VIER
+DREI +FUNF
SECHS NEUN

sollen die Buchstaben durch Grundziffern
so ersetzt werden, dafl eine richtig geloste
Aufgabe entsteht. Fir gleiche Buchstaben
sollen gleiche, fiir verschiedene Buchsta-
ben sollen verschiedene Grundziffern ein-
gesetzt werden. _
Untersuche, wieviel Losungen die Aufgabe
hat!

AS5a Bei einem Miihlespielbrett mit
24 Feldern soll auf dem ersten Feld ein
Weizenkorn und aufl den folgenden Fel-
dern jeweils die doppelte Anzahl an Wei-
zenkornern vom vorhergehenden Feld lie-
gen.

a) Wie viele Weizenkdorner kommen auf
das letzte Feid?

b) Wie viele WeizenkOrner sind es auf al-
len Feldern zusammen?

¢) Welche Anbaufliche ist fiir die Erzeu-
gung des Weizens unter b) erforderlich,
wenn die Tausendkornmasse 50 g und der
durchschnittliche Ertrag 60 dt je Hektar be-
tragen?

A6 a Zur Benutzung der Stadiomnibusse
in Weimar gibt es Fahrscheine mit 9 Loch-
feldern.

Wie viele voneinander verschiedene Mog-
lichkeiten zur Einstellung der Entwerter
gibt es, wenn bis zu drei Felder eines Fahr-
scheins bei Antritt einer Fahrt gelocht wer-
den sollen? H. Boettcher

U. Schmidt/W. Schmidt
Mathematische Knobeleien
mit und ohne Computer

Etwa 144 S., zahlr. Abb., 39 Programme
Bestell-Nr. 5475130 Preis: 10,80 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig
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Uberall .
Naherungswerte

Frank, Michael und Felix planen fiir die
Sommerferien eine kleine Radtour. Am
1. August wollen sie ihre Reise in Halle be-
ginnen. Fiir diesen Tag steht die Strecke
Halle - Pouch auf dem Programm. Das
sind etwa 40 km. Hier in Pouch ist die
124 km lange Mulde in einem alten Braun-
kohletagebau gestaut, und es gibt einen
wunderschOnen Zeltplatz. Am 2. Tag geht
es iiber Bad Diiben nach Wittenberg. Auf
dieser Fahrt werden sie die hochste Erhe-
bung der Diibener Heide - die Hohe
Gieck (191 m) sehen. In Wittenberg wollen
sie gegen 17 Uhr eintreffen, da sie noch ei-
niges fir das Abendbrot einkaufen wollen
und die Liden 18.00 Uhr schlieBen.

Am 3. Tag geht es iiber RoB8lau nach Des-
sau. In Dessau leben heute 104000 Men-
schen. Auffallend im Stadtbild sind die
vielen Radfahrer. Ubernachten werden die
Jungen in der Jugendherberge ,Jupp An-
genfort”, Waldkaterweg 11.

Von Dessau nach Halle wollen sie die
Eisenbahn benutzen. Fiir die im Fahrplan
ausgewiesenen 57,0 km muB man 4,60 M
bezahlen. Da Frank, Michael und Felix
Schiiler sind, brauchen sie nur die Hilfte
dieses Preises zu zahlen.

ala In dieser Geschichte von den drei
Jungen sind einige Zahlen- bzw. GréBen-
angaben angegeben. Entscheide, welche
davon genaue Werte und welche Nihe-’
rungswerte sind! Vervollstindige dazu
nachstehende Tabelle 1!

Im allgemeinen kann man von Zahlen-
oder GroBenangaben sehr sicher entschei-

Tabelle 1

den, ob es Niherungswerte oder genaue
Werte sind. Mitunter ist das aber nicht so
absolut eindeutig moglich. Das habt ihr
vielleicht bei der Einordnung der Werte
unter {) und i) gemerkt. Natiirlich ist es
richtig, daB nicht alle L&den ,punkt®
18.00 Uhr in Wittenberg schlieBen. Zuwei-
len hat man Pech und steht bereits
17.59 Uhr vor verschlossener Ladentiir,
oder man hat Gliick und kann sogar noch
nach 18.01 Uhr in den Laden huschen.
Trotzdem kann man die Angabe 18.00 Uhr
als genauen Wert betrachten, weil er einen
Sollwert darstellt. Ahnliches gilt fir die im
Fahrplan ausgewiesene Entfernung Des-
sau— Halle. Die 57,0 km von Dessau Hbf.
bis Halle Hbf. sind gewiB letztlich gemes-
sen worden und stellen somit einen Nihe-
rungswert dar. Fiir die Berechnung des
Fahrpreises nimmt man diese Entfernungs-
angabe als genauen Wert (Tarifkilometer)
an. Wie man unserer kleinen Geschichte
entnehmen kann, muB man bei Zahlen-
bzw. GroBenangaben zwischen Ndherungs-
werten und genauen Werten unterschei-
den.
Niherungswerte sind z. B. alle Ergebnisse
von Messungen. Die Genauigkeit, mit der
der Zahlenwert angegeben werden kann,
hiangt insbesondere vom verwendeten Me@3-
instrument ab. So kann man z.B. eine
Strecke
- mit einem Tafellineal auf Zentimeter,
— mit einem Schiilerlineal auf Millimeter
- mit einem MeBschieber auf

0,1 Millimeter genau messen.
Man kann - wie ihr seht - eine Strecke in

genauer Wert | Nidherungswert
a) Abfahrtstag: 1. August x
b) Entfernung Halle — Pouch: 40 km
¢) Lange der Mulde: 124 km
d) Héhe von der ,Hohen Gieck“: 191 m
e) Ankunftszeit in Wittenberg: 17.00 Uhr

f) LadenschluB3: 18.00 Uhr

g) Einwohner von Dessau: 104 000

h) Hausnummer: 11

i) im Fahrplan ausgewiesene Fahrtkilometer

Dessau — Halle: 57,0 km

k

<

Fahrpreis zweiter Klasse Dessau - Halle: 4,60 M
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Abhidngigkeit vom verwendeten MeBinstru-
ment mit unterschiedlicher Genauigkeit
messen, aber den genauen Wert kann man
durch Messungen nicht ermitteln. Welches
MeBinstrument man fir eine spezielle
Messung verwendet, héngt sehr stark vom
praktischen Sachverhalt ab.

Will man z. B. die Zeit messen, die man
bendétigt, um von zu Haus zur Schule zu
kommen, so geniigt eine Armbanduhr, auf
der man die Zeit mit Minutengenauigkeit
ablesen kann. Zum Schulsportfest wird
man zur Zeitmessung beim 100-m-Lauf
eine Stoppuhr verwenden, wobei eine An-
gabe der Laufzeit auf Zehntelsekunden ge-
nau ausreicht (Handstoppung). Bei Mei-
sterschaften oder gar Olympischen Spielen
geniigt eine Messung per Hand nicht mehr;
elektronische Apparaturen sichern eine
Genauigkeit von Hundertstelsekunden, ge-
gebenenfalls sogar von Tausendstelsekun-
den (z. B. beim Rennschlittensport).

Beim Einkaufen findet man auf Verpak-
kungen zuweilen folgende Angaben: Flo-
rena-Creme 60 g + 2,5 g. Das bedeutet, daB3
eine Dose Florena-Creme zwischen 57.5g
und 62,5 g Creme enthilt.

Wenn man mit m die genaue Masse be-
zeichnet, sind folgende Schreibweisen iib-

lich: 57,5gsms625g oder

60g— 25g=m=60gt+25¢g oder
m=(250+t4)g oder
m=250gt4g

Die Doppelungleichung 57.5g=sm

=62,5g beschreibt eine Zahlenmenge;
eine solche Zahlenmenge nennt man auch
Intervall. Ein Néherungswert gibt also
letztlich ein Intervall an, in dem der ge-
naue Wert liegt. Die Intervallgrenzen
nennt man auch untere bzw. obere Wert-
schranke eines N&herungswertes. Stellt
man ein Intervall auf einem Zahlenstrahl
dar, so erhdlt man eine Strecke.

Nun kann man den Unterschied zwischen

‘einem genauen Wert und einem Nihe-

rungswert anschaulich so erkldren: Ein ge-
nauer Wert stellt auf der Zahlengeraden
einen Punkt dar, ein Nidherungswert eine
Strecke (Bild 1).

A2 a Vervollstindige die Tabelle 2!
Werden bei Nidherungswerten keine Wert-
schranken angegeben, so ist wie in Ta-
belle 3 zu verfahren.

Man geht also davon aus, daB der wahre
Wert vom angegebenen Niaherungswert

nicht mehr abweicht als die Hilfte (15—0>

des Stellenwertes der letzten angegebenen
Ziffer. Die Ziffern solcher Niherungswerte
werden als zuverldssige Ziffern bezeichnet.
(Dabei werden die Nullen links von der er-
sten von Null verschiedenen Ziffer nicht
mitgezdhlt.)

A3 a Vervollstindige die Tabelle 4!

Wie man den Losungen der Aufgaben 3c,
d, e entnehmen kann, darf man bei Nihe-
rungswerten rechte Nullen nicht einfach
weglassen oder hinzufiigen, da sie dem Le-
ser eine Information iiber das Intervall ge-
ben, in dem der wahre Wert liegt. Nihe-
rungswerte nutzt man hiufig zur Kontrolle
von Rechnungen, so z. B. bei der Uberprii-
fung von Resultaten mittels Uberschligen.



Intervall, in dem der wahre Wert m liegt

Ve
i + —— : +—rt +—t— ! %
0 56 57 | 58 59 60 61 62 | 63 64
575 62,5
untere Wertschranke obere Wertschranke
Tabelle 2
Angabe des Intervalls untere obere
fiir den wahren Wert m mit Wertschranke | Wertschranke
Hilfe einer Ungleichung
Florena-Creme 57,5g=sm=625¢g 575g 625g
60g+t25¢g
Zahnpastla
S0gt4g
Waschpulver
900g+40g
Tafelbutter 246¢g 254
Tabelle 3
Niherungs-| Stellenwert d.| untere obere Bedingungen fiir den
wert letzten Wertschranke | Wertschranke | genauen Wert x,,
angeg. Ziffer
a) 17 Einer 16,5 17,5 16,5=x, = 17,5
b) 2,8 Zehntel 2,75 2,85 2,75 x,s2385
c) 2,80 Hundertstel 2,795 2,805 2,795 = x, = 2.805
d) 0,034 | Tausendstel 0,0335 0,0345 0,0335=x,=0,345
Tabelle 4
Néherungs-| Anzahl der untere obere Bedingungen fir den
wert zuverlissigen | Wertschranke| Wertschranke | genauen Wert x,,
Ziffern
a) 0,03 1 0,025 0,035 0,025 = x, 0,035
b) 2,7
c) 11
d) 3 10,95
e) 10,995 = x, = 11,005

A4a Gib zu folgenden Aufgaben einen
Uberschlag an! Berechne jeweils auch den
genauen Wert!

a)1274-543 b)7432-181 ¢)9275:35.
Mit Hilfe eines Uberschlags kann man
eigentlich nur sagen, daB der genaue Wert
in der ,Nihe* des Uberschlags liegen mu8.
Der genaue Wert kann kleiner oder groBer
sein als der Uberschlag.

Will man eine genauere Angabe liber das
Resultat haben, es aber nicht ausrechnen,
so nutzt man die Angabe eines Intervalls.
Man ermittelt also im Kopf zwei Werte

(eine  untere Scl}ranke, eine obere
Schranke), zwischen denen der genaue
Wert liegt.

Beispiel: Es ist das Produkt 1274-543 zu
ermitteln. Um sich einen ersten Uberblick
zu verschaffen, in welchem Intervall das
Ergebnis p liegen muB, kann man wie folgt
vorgehen:
1200-500 = p = 1300-600
600000 = p = 780000.

Eine solche Kontrollrechnung nennt man
auch Abschitzung.

A S5a Gibein Intervall an

a) fur das Produkt 7432-181;

b) fir den Quotienten 9275:35!

Beachte: Um von einem Quotienten eine
untere Schranke zu erhalten, muB man den
Dividenden verkleinerm und den Divisor
vergroBern.

Niherungswerte kénnen auch beim Rech-
nen mit genauen Werten entstehen, wenn
z.B. das Ergebnis ein unendlicher Dezi-
malbruch ist und man nicht alle Stellen
angeben kann bzw. einen Taschenrechner
verwendet, der nur eine begrenzte Zahl von
Ziffern anzeigl.

Hier ein Beispiel:

Im Ferienlager wurden zur Ermittlung des
Lagermeisters im FuBball neun Spiele aus-
getragen. Dabei fielen insgesamt 13 Tore.
Wieviel Tore wurden im Durchschnitt pro
Spiel erzielt?

Lésung: 13:7

Mit dem Taschenrechner SR1 ermittelt
man fir den Quotienten 13:7 den Nihe-
rungswert 1,857 1429.

Um die Frage hinreichend zu beantworten,
gentigt es sicher, den Quotienten 13:7 auf
Zehntel genau zu berechnen.

a6a Welche der folgenden Resultate
sind Nidherungswerte?

a) 23:13=1,769 d) 1:3=03
by 1: 7=143 e)2:6=%
c) 5: 8=0,625 fH 5:3=17.

L. Flade/ M. Pruzina

Zaubern, Raten, Spielen,
Knobeln

Vier Biande des Kinderbuchverlags Berlin
fir Freunde am Vorfuhren verbliffender
Kunststiicke, an der Schulung des Reak-
tionsvermdgens und der Geschicklichkeit
sowie des Wissensiests ab 11 Jahre.

H. WuBing
Adam Ries

Etwa 136 S., 33 Abbildungen

Bestell-Nr. 666 5200 Preis: etwa 6,80 M
Zum 500. Geburtstag des beriihmten Re-
chenmeisters, dessen Name aus der Rede-
wendung ,nach Adam Ries“ jedem geldu-
fig ist, wird hier eine auf neuesten
Archivforschungen beruhende umfassende
Biographie vorgelegt. Insbesondere seine
Titigkeit in Erfurt und Annaberg und die
Wirkung seiner beliebten Rechenbiicher
werden ausfihrlich gewiirdigt.

BSB B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft Leipzig

Vom Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin
empfehlen wir:

H. Gutzer
Kreativ mit dem Computer

13 Programme fiir Musik und Grafik
152 S., zahlr. Abb.
Bestell-Nr. 6543051 Preis: 12,00 M

K. Haase/D. Lehmann
Nanos Physikabenteuer

232 S., zahlr. Abb.
Bestell-Nr. 653 968 5 Preis: 12,00 M

H. Backe/R. Backe/H. Giegengack
Erlebte Physik

Das Phyéik-Experimentierbuch
304 S., zahlr. Abb.

Bestell-Nr. 6540512 Preis: 18,00 M
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Das Rechenbuch

des Johannes Widmann von 1489

Der Magister schreibt
ein Rechenbuch

“Was — ist dz ist mi’ (minus) ... vond
das + das ist mer.“

Mit dieser knappen Erklirung erschienen
die beiden mathematischen Zeichen erst-
mals in einem Buche gedruckt. Es war das
Rechenbuch ,Beh&de (behende) vnd hub-
sche Rechenung auff allen kauffman-
schafft“ des Johannes Widmann (um 1460
bis nach 14987).

Die Symbole finden sich in einer Aufgabe,
in der die Warenmenge einer Lieferung
von Feigen aus den Fracht- und den Ver-
packungsgewichten der einzelnen Posten
(Bild 1) zu bestimmen und dann der Kauf-
preis zu berechnen ist. ,Veygen. Itm Eyner
kaufft 13 lagel (Fisser) veygen vnd nympt

pro 41l 1 ort

2

(4% Gulden). Vnd wigt itliche lagel als
dan hye nachuolget. vii ich wolt wissen was
an der sum brecht (welche Summe sich er-
gibt).«

Das 1489, vor 500 Jahren, in Leipzig verof-
fentlichte Werk gehort zu den friihesten in

ye 1 ¢ (Zentner)

4 s Wilwoaf
4 — 17 wyflmad
3 36 vePglachi
4 — 19 Siofums
3 44 mirdie
£ 3 zz § wno 1B v&n
jmmer 3 —— 11 1B was—i
3 - 5o opftmi?
4 —— 16 v3fecgbefii
3 44 Ocrvil wer
3 29 V4539
3 — 1z  B(Sodu
3 9 viertscu lb
gemacht baft vnno das -}~ vas ift mer

var 3u govireft) vno > § min® TNufolt
ou fur bolcs abfcblabii albeg fur epn las
gcl z 4 1B wii o3 ift 13mol z4-vii mache
3 1 z 1B var 3u aodirv; —d3t > § IB
vund weroen 3 8 > Die {ubtrabir vonn
4539 Umoplepbiig 1 5z (5 Nu

fprich 100 16 dasift 1 &.p 4 R g wie

Bild 1

Tabelle der Gewichte der Fisser und
Losung der Aufgabe von den Feigen (die
Abbildungen aus Johannes Widmann,
Behede vnd hubsche Rechenung auff
allen kauffmanschafft, Leipzig 1489)
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deutscher Sprache gedruckten Rechenbii-
chern. Es lehrt das schriftliche Rechnen
mit den indisch-arabischen Zahlzeichen,
dessen groBere ZweckmiBigkeit gegeniiber
dem bisher gebriduchlichen Rechnen auf
den Linien und den mit rémischen Ziffern
geschriebenen Zahlen zunehmend erkannt
wurde. Damals, am Ausgang des 15. Jahr-
hunderts, hatten sich in den fortgeschritte-
nen Lindern Europas friithkapitalistische
Wirtschaftsformen herausgebildet. Hand-
werkliche Produktion, Warenverkehr und
Geldumlauf wuchsen rasch an und verlang-
ten allgemein verbreitete Rechenkennt-
nisse. Dieses Wissen wurde durch Rechen-
schulen und Rechenbiicher vermittelt. Die
Schriften stammten vor allem von Rechen-
meistern und Universitédtsgelehrten.
Johannes Widmann wirkte als Magister an
der Universitdt Leipzig. Er wurde in Eger
(heute Cheb, CSSR) geboren. In Leipzig
hielt er Vorlesungen {iber Arithmetik und
im Sommersemester 1486 iiberhaupt die
erste an einer Universitit iiber Algebra. Zu
seinem Rechenbuch wird ihn das Handels-
und Messetreiben der Stadt angeregt ha-
ben.

Die ,Behede vnd hubsche Rechenung auff
allen kauffmanschafft® umfaBt 462 nicht
numerierte Seiten. Auf eine Einfilhrung in
das Rechnen mit natiirlichen Zahlen und
mit gemeinen Briichen folgen Textaufga-
ben mit den behandelten Rechenverfahren
und mit Proportionen, Kaufmannsrech-
nung (,zal geordiniret auff kauffman-
schafft“) und Geometrie.

Das Plus- und das Minuszeichen treten bei
der Behandlung der Rechenarten noch
nicht auf, sondern erst in der Kaufmanns-
rechnung. Deshalb liegt die Annahme
nahe, daB die beiden Symbole bei solchen
Aufgaben entstanden waren. Sie kenn-
zeichneten zunidchst mehr die Abweichun-
gen nach oben und unten als die Rechen-
operationen.

Ihre Bildung wird aus dlteren Handschrif-
ten sichtbar. Die Symbole leiten sich von
den Schriftziigen der Worte ,.et (lat., und)“
und ,minus (lat., weniger)* durch Zusam-
menziehung, Abklirzung und Vereinfa-
chung ab.

»zal geordiniret
auff kauffmanschafft"

Der Magister wollte die Rechenverfahren
der Kaufleute eingehend darstellen. Ent-
sprechend der Vielfalt der mathematischen
Probleme unterschied er eine groBe Zahl

von Rechenregeln. Sie gingen den Beispie-
len voraus und werden oft eigentlich erst
durch die Beschreibung der Aufgaben ver-
stindlich. Widmann nannte sie nach dem
Anwendungsgebiet im Alltag oder nach
dem LOsungsweg. Das am breitesten ein-
setzbare Rechenverfahren war der Dreisatz
bzw. die Gleichsetzung von Verhiltnissen
(Regula Detri ader proportionum). Darauf
konnten die auf die verschiedenen Anwen-
dungsfille bezogenen Vorschriften zuriick-
gefiihrt werden.

,Das regula Detri nicht anders ist dann
drey dingk die du seczt vnter welichen das
erste vnd das leczte almol muB gleich sein
(gemeint ist, dem Gegenstand bzw. der Di-
mension nach) Weliches leczte du solt
multipliciren mit dem mittelsten das dann
gleich ist dem vierden vnd vnbekantn - dz
erwechst auBl solcher multiplicatio - vnd
der teylug (Teilung) daB product mit dem
ersten (durch das erste).“ Der Rechenweg
wurde, wie damals iiblich, nur beschrieben,
nicht begriindet. Er sollte mechanisch be-
herrscht werden. Beispiele verdeutlichten
ihn. ,Itm ich hab kaufft 24 b (Pfund) pro
13 flo. (Gulden) wy kummen 130 Ib MachB
nach der Regel Also multiplicir das mit-
telst mit d€ leczten vnd teylB durch das erst
kumpt 70 flo. 8 8 (Schillinge) 4 hlr (Hel-
ler).“

Man rechnet zunichst die 13 Gulden in
273 Schillinge und diese in 3276 Heller
um. Nach der Dreisatzrechnung wird auf

die Einheit (3276> und dann auf das ge-

24
fragte Vielfache (% 130, das ist die

Operation, die Widmann in der Regel ver-
langt> 130 Pfund kosten

17745 Heller oder 70 Gulden 8 Schillinge
9 Heller (nicht 4 Heller, wie von Widmann

geschlossen.

angegeben).
Mit Hilfe einer Verhiltnisgleichung ergibt
sich 130 130

x -3276
3276 ~ 24 0 XT 25 V745,
Geldverleiher und -wechsler, Kaufleute

und Miinzmeister mufiten Kenntnisse iiber
die Berechnung der Preise der Miinzme-
talle Silber und Gold und des Feingehaltes,
des Gewichtes und des Wertes (Preises) der
Miinzen im Zusammenhang mit deren Pri-
gung besitzen (Bild 2). ,Itm ist aber eyn
micz der 6 auff das lot geen (gehen) Vnd
besten (bestehen) czu 10 lotn in der prob
(enthalten 10 Lot Silber auf 1 Mark Miinz-
legierung aus Silber und Kupfer). Vnd die

mr fir B%fl in die muncz gesaczt Ist die
frag wye vil sol man der selbigé pro 11
gebn dz die mr fir 8%1‘1 hin kumpt.“ Aus
1 Lot Miinzlegierung prigt man 6 Miinzen

(Groschen), also 96 Miinzen aus 1 Mark.
Diese 1 Mark Legierung enthilt 10 Lot Sil-

1 .
ber. 1 Mark Silber k_ostet BTfl, folglich

. 10 1 _ 5
kosten 10 Lot Silber 16 -SZﬂ— 5 N fl.
Demnach haben die 96 Miinzen, die aus

1 Mark Legierung geprigt wurden, einen



Wert von SLH, und fir 1fl muB man

32

——9?6:2 Miinzen (Groschen) = 18;—: Miin-
zen geben.

Neben Aufgaben aus dem tdglichen Ge-
schehen behandelte Widmann Beispiele
zur Unterhaltung und zur Ubung im Rech-
nen. ,Anis. Itm Eyner will eyn sack mit
AniB kauffen Vnd wen er vor itlichB 1b
(Pfund) 12 3 (Pfennige) giebt szo pleiben
ym vbrig 37 Szo er aber fir 11b 153
giebt so zu rint ym (zerrinnt ihm, verliert
er) 44 % Nu ist die frag wie vil der sagk ge-
wegen hab vnd wie vil er gelcz gehabt hab.“
Der Magister loste die Aufgabe mit dem
Verfahren von UberschuB und Fehlbetrag,
das er wohl in frilheren Handschriften ge-
funden hatte. Er nannte es ,Regula aug-
menti + decrementi (von lat. augmentum,
Zunahme, und decrementum, Abnahme)“.
Man bestimmt eine Zahl (hier die Geld-
summe) aus zwei Vielfachen einer weite-
ren GroBe (hier des Gewichtes des Sacks
Anis), die groBer bzw. kleiner als die ge-
fragte Zahl sind, und diesen Differenzen.

Nach der Regel rechnete Widmann
15— 12 und dann ~2 37 paraus folgt
und dann S5 araus folgte

fir den Sack Anis ein Gewicht von
27 Pfund. Weiter erhielt der Magister aus
(27-12) + 37 oder (27 15) — 44 den Geld-
betrag in Hohe von 361 Pfennigen.

Mit der Variablen x findet man heute das
Gleichungssystem y = 12x + 37,
y=15x—44 (x das Gewicht des Sacks
Anis und y der Geldbetrag). Widmann
wollte dagegen in seinem Rechenbuch
ohne Algebra zum Ziele kommen, weil er
auch flr mathematisch ungeiibte Leser

schrieb. H. Beyrich
Z o vnd machf als das ander Fimé z5o
iBisolBioolBsz 518

aMung
@ Yrii epné itlichia mics
mizpfterift not su wiffen

beftant mancbrriep miics
tn oer p2ob 2ifo a8 er mag wiffen wie

boch oie fir hpn Eumipt. yio wie vil ver
miic3 auffoas lot geen follii-vii vamach
wivil fur 1 2 viio wie boch das Fo:nn
beften fol vnd vie fchickung pes tigelf o3
viemunc in epnem wefen plepb. vi poie
man die {tuck inden tigel recbren fol vii
oes gleichi. s man munct z8 fur ¢
2 vno vic bejten 3u 1o loti in ocr pb vid
dicnw fur 8; f® in die mune; gefac;t
Yt vic frag wic vil 3 fclbign auff 1 lot
gen foltn vnd wie fchzer 1 ver {clbigen
munc; feen fole Y ift aber ern miicy
oor b uffoas lot gecn Tlno beften 3cu

10 loti i ver pob. ‘Tono vic 1iir fur 8‘%

Bild 2 Miinzrechnung. Das Bildchen
zeigt einen Geldwechsler hinter seiner
Wechselbank. — Silbergewicht 1 Mark
(mr) = 16 Lot =233,856 Gramm. — Korn
ist die Masse des Edelmetalls in der
Miinze. — Die Probe (pb) ist die Priifung
des Feingehaltes der Miinzlegierung

Acht mathematische

Knobelaufgaben

L2AufgepaBt! Mathespal8! Mitgemacht!
steht als Uberschrift auf einem Knobelheft-
chen, das das Neustrelitzer Pionierhaus
~Heinrich Rau* im Januar 1989 an Pio-
niere der 4. Klassen des Kreises verschickt
hat. Dies waren Pioniere, die sich fiir Ma-
thematik und mathematische Knobeleien
besonders interessierten. Auf einer beilie-
genden vorgedruckten Postkarte muBten
die Losungszahlen von acht Aufgaben ein-
getragen und eingesandt werden.

Im Februar wurden dann alle Pioniere mit
.8 Richtigen“ (es waren 36 Pioniere) zu
einem interessanten Mathetreff eingela-
den. Alle bekamen eine Urkunde und als
Preis ein schones Geschenk.

Nur noch soviel: Die Aufgaben wurden
recht gut geldst. Nur bei Aufgabe 7 und be-
sonders bei Aufgabe 1 gab es oft falsche
Losungen. Was war der Grund? Meist war
es die gleiche Ursache: Der Text wird nicht
genau genug gelesen. Und wer darauf nicht

achtet, braucht gar nicht erst anzufangen! -

Wir haben die acht Aufgaben ein klein we-
nig schwieriger gemacht, damit auch Pio-
niere ab Klasse 5 noch ein paar kleine
Niisse zu knacken haben.

Und hier die acht Aufgaben:

aAla Im Jahre 1989 feiern wir den
40. Geburtstag unserer Republik; daher giit
die Gleichung 1949 + 40 = 1989. Diese
Gleichung ist aber auch interessant. Selzt
man nimlich zwischen jede Ziffer ein Plus-
zeichen (also 7 Stiick), so bleibt diese Glei-
chung trotzdem wahr:
1+9+4+9+4+0=1+9+8+9.

_Wir erhalten ndmlich 27 = 27.

Setze zwischen bestimmte Ziffern der Glei-
chung 1949 + 40 = 1989 nur genau vier
Pluszeichen so, daB man eine wahre Aus-
sage erhilt! Gib zwei Moglichkeiten an!

A2 A Verwende fiir die sechs verschiede-
nen Buchstaben des Wortes PIONIER
folgende sechs Gleichungen:

N+N+N=45,
R+R+R=E,
N+N=P,
N+P =1,
N -P =R,

I+I:N+I:N+I:N=0O

Mit welchen natiirlichen Zahlen missen
die Buchstaben belegt werden, damit man
sechs wahre Aussagen erhilt?

Berechne die Summe firP+1+ O + N + |
+ E + R!

A3a In der Klasse 5a von Susanne ist
genau ein Schiiler mehr als in der Parallel-

klasse 5b, aber genau ein Schiiler weniger
als in der Klasse Sc. Zu den beiden Klas-
sen 5b und Sc gehdren insgesamt 58 Schii-
ler. Wie viele Schiiler sind in Susannes
Klasse? ‘

Ada

a) 1122,2233,3344, ...

b) 1231, 2342, 3453, ...

c) 1234,2341, 3412, ...

d) 1123,2234, 3345, ...

Betrachte in a), b), ¢), d) jeweils die drei
Zahlen. Die Ziffern der zweiten Zahl ge-
hen aus den Ziffern der ersten hervor. Aus
der zweiten folgt die dritte; aus der dritten
folgt die von dir zu bestimmende vierte
Zahl. Wie lauten sie?

AS5A Esgilt2-2=2+2und
1-2:3=1+2+3.

Finde vier natiirliche Zahlen, deren Pro-
dukt und deren Summe jeweils 8 ergeben!

A 6 4 Denke dir eine dreistellige natiirli-
che Zahl, in der die Ziffer Null nicht vor-
kommt. Bilde aus der gedachten Zahl zwei
weilere Zahlen, indem du jeweils die erste
Ziffer an das Ende setzt, addiere nun die
Summe aus diesen drei Zahlen durch die
Quersumme einer dieser Zahlen. Wie lau-
tet das Ergebnis?

A7a Jemand hat zwei Spielwiirfel. Auf
dem ersten Wiirfel stehen die Zahlen von 1
bis 6, auf dem zweiten die Zahlen von 7 bis
12. -

Wieviel verschiedene Summen der Augen-
zahlen konnen bei gleichzeitiger Verwen-
dung beider Wiirfel gewiirfelt werden?

A 8 o Betrachte die drei Worter AUFGE-
PASST, MATHESPASS und MITGE-
MACHT; sie enthalten 12 verschiedene
Buchstaben.

Untersuche, wie oft jeder der 12 Buchsla-
ben vorkommt auf folgende Weise: A =5,
U =1, und so weiter.

Welchen Zahlenwert ergibt das Produkt
dieser 12 so gefundenen Zahlen?

Viel SpaB beim Knobeln wiinschen euch
H.-J. Kerber/ Th. Scholl

Es ist nicht genug, daB ich etwas weif3,
bekémmt nicht das Gelernte dadurch,
daB es sich im Leben von selbst anwendet,
Halt und Sicherheit.

Robert Schumann
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Das Problem der kiirzesten

Fahrtstrecke

Eine interessante Aufgabenstellung

der Diskreten Optimierung

Teil 2

Zum SchluB des ersten Teiles unserer Un-
terhaltung iiber ein Problem der Diskreten
Optimierung war als Aufgabe gestellt wor-
den, die kiirzeste Fahrtstrecke flir ein spe-
zielles Problem zu berechnen.

Heute wollen wir einen L&sungsalgorith-
mus kennenlernen, der diese Berechnung
effektiv durchfihrt. Wie habt ihr die ein-
zelnen Rundreisen konstruiert? Um eine
einzelne Rundreise zu erzeugen, kann man
doch sicher der Reihe nach einige Pfeile
aus dem vollstéindigen Graphen in Bild 1

\M/

herausnehmen und jedesmal entscheiden,
ob die entsprechende Fahrtroute zur Rund-
reise gehoren soll oder nicht. Nach endlich
vielen solchen Entscheidungen haben wir
dann eine Rundreise konstruiert. So kon-
nen wir zunichst Pfeil (1, 2), dann Pfeil
(3, 4) herausnehmen und ihre Zugehorig-
keit zur Rundreise fordern. Wihlen wir
jetzt Pfeil (1, 4) aus, so darf dieser nicht
zur Rundreise gehoren, da sonst Eigen-
schaft (ii) verletzt wire, usw. Diese Vorge-
hensweise ist sicher sinnvoll, beinhaltet
aber eine Tiicke. Schon als wir Pfeil (1, 2)
in die Rundreise aufgenommen haben,
wufBten wir nicht, ob er auch wirklich zur
Rundreise minimaler Linge gehort. Viel-
leicht darf er gerade nicht dazu gehdren?
In unserem Beispiel ist das auch der Fall.

Wir miissen uns also in jedem Schritt
beide Moglichkeiten offen lassen. Das
heiBt, daB wir bei der Wahl des Pfeiles
(1, 2) zwei Teilmengen von der Menge V
aller Rundreisen konstruieren:

Erstens die Teilmenge V), in der alle Rund-
reisen enthalten sind, die die Fahrtroute
(1, 2) enthalten, und zweitens die Teil-
menge V, aller Rundreisen, die diese Fahrt-
route gerade nicht enthalten. Uberzeugt
euch durch Aufschreiben aller Rundreisen
der Menge V|, davon, daB in ihr gerade
sechs Rundreisen enthalten sind, in V, sind
es die anderen 18. Beide Teilmengen ha-
ben keine gemeinsamen Elemente und be-
stimmen kleinere Tellprdbleme der Mini-
mierung von (2) uber Te vV, bzw. Uev,.
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Diese Vorgehensweise, bei der solche klei-
neren Teilprobleme entstehen, nennen wir
«Verzweigen aus einem Problem*.

Jedes der neu entstandenen Teilprobleme
miissen wir uns nun merken. Jetzt wihlen
wir uns eines davon aus, z. B. das der Mini-
mierung von (2) iiber Ue V,. Wir suchen
uns jelzt einen weiteren Pfeil. z. B. den
Pfeil (3, 4) und konstruieren aus ihm ana-
log zwei neue Teilprobleme: das dritte
Teilproblem beinhaltet die Minimierung
von (2) iiber der Menge V; aller Rundrei-
sen, die (1, 2) und (3, 4) enthalten, das
vierte die Minimierung von (2) iiber der
Menge ¥, aller Rundreisen, die (1, 2), nicht
aber (3, 4) enthalten.

Bild 4

Dieser ,VerzweigungsprozeB* ist in Bild 4
anschaulich dargestellt, wobei wir die ent-
sprechenden Mengen von Rundreisen
durch die Angabe der Entscheidungen cha-
rakterisieren. Dabei bedeutet (1, 2), daB
der Pfeil (1, 2) in jeder Rundreise von V;
enthalten ist, (1, 2) bedeutet, daB (1, 2) in
keiner Rundreise von ¥, enthalten ist. Spe-
ziell_sind in jeder Rundreise von V: die
Fahrtrouten (1, 2), (3, 4), (2, 3) enthalten.
Wie viele solcher Rundreisen gibt es noch?
Richtig, genau eine, da die Bedingungen
(i), (ii), (iii) die Hinzunahme der Fahrt-
strecken (4, 5) und (5, 1) erzwingen. In V;
sind dagegen noch mehr Rundreisen ent-
halten, niamlich alle dje, die die Fahrtrou-
ten (1, 2), (3, 4), nicht aber (2, 3) enthalten.
Beim Stande der Rechnung aus Bild 4 ha-
ben wir noch drei Teilprobleme zu lésen:
das Problem der Minimierung von (2) Giber
Uev. Uev, Uev,.

Jetzt haben sich bei euch sicher drei Fra-
gen herauskristallisiert:

a) Unklar ist, welches der konstruierten
Teilprobleme wir jeweils wéhlen sollen, um
aus ihm zu verzweigen.

b) Wiinschenswert wire eine Mdaglichkeit,
frilhzeitig zu entscheiden, ob aus einem
Teilproblem {iberhaupt verzweigt werden
mufl. Denn, wenn wir sichern kénnen, daB
wir die Rundreise minimaler Lénge fiir das
Ausgangsproblem gewill nicht bei der Lo-
sung eines speziellen Teilproblems erhal-
ten konnen, so miissen wir doch dieses
Teilproblem iiberhaupt nicht l6sen, oder?
Das Ergebnis dieser Moglichkeit ist eine
bedeutende Verringerung des Rechenauf-
wandes bei der Berechnung der Rundreise
minimaler Gesamtlange.
¢) Die dritte Frage ist die, welcher Pfeil als
nidchstes zur Verzweigung aus einem Teil-
problem verwendet werden soll.
Die ersten beiden Fragen werden wir mit
einer Methode beantworten, die dem Lo6-
sungsalgorithmus gemeinsam mit dem
Verzweigungsprinzip seinen Namen
branch-and-bound-Algorithmus gab (engl.:
branch = verzweigen, bound = begrenzen).
Wir werden fiir jedes der Teilprobleme eine
untere Schranke fir die Gesamtlange aller
in ihm moglichen Rundreisen konstruie-
ren. Wenn wir solche Schranken berechnen
ko6nnen, ergibt sich als Antwort auf die Fra-
gen a), b): In jedem Schritt werden wir aus
demjenigen Teilproblem verzweigen, wel-
ches den kleinsten Schrankenwert hat. Um
die zweite Frage zu beantworten, nehmen
wir an, daB wir eine spezielle Rundreise
kennen, deren Gesamtlinge !/ ist, und da
die untere Schranke der Gesamtlidnge aller
Rundreisen eines anderen Teilproblems L
ist. Wenn nun

I=L
ist, so folgt

IsLs ) ¢

tijrel

4

fir alle moglichen Rundreisen in diesem
Teilproblem, d. h., keine einzige kann kur-
zer sein als die schon berechnete. Damit
muB dieses Teilproblem nicht geldst wer-
den. Wenn (4) fur alle noch zu losenden
Teilprobleme erfillt ist, so haben wir die
Rundreise kiirzester Gesamtlinge schon
berechnet, unser Problem ist geldst.
Uberlegen wir uns jetzt, wie wir solche un-
teren Schranken berechnen konnen. Dazu
betrachten wir nur die Bedingungen (i), (ii)
an eine Rundreise und vergessen fiir den
Augenblick die Forderung (iii).

In jedem Knoten aus E muB also genau ein
Pfeil beginnen, m.a. W, von den Elemen-
ten einer jeden Zeile von C muB genau
eines in der Summe (2) enthalten sein.
Wenn wir jetzt die Summe der kleinsten
Zahlen jeder Zeile von C bilden, erhalten
wir folglich eine untere Schranke fur die
Gesamtldnge einer beliebigen Rundreise.
Wir verwenden die kleinste Zahl einer je-
den Zeile von C auch dazu, die Elemente
von C zu verkleinern, indem wir die klein-
ste Zahl jeder Zeile von allen Elementen
dieser Zeile abziehen. Von den Elementen
der ersten Zeile der Matrix C aus (1) zie-
hen wir also 109, von den Elementen der
zweiten Zeile 100 usw. Wir erhalten dann
die Matrix C; mit den Elementen cj;. (LaBt
euch durch die in Klammern stehenden
Zahlen nicht irritieren, deren Bedéutung
wird spéter erkldrt.)
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Sei U die Menge der Pfeile ciner beliebi-
gen Rundreise, dann ergibt sich:
c;, = ¢; — minimales Element der Zeile i,
fiir alle Flemente der Matrix C
und folglich
Y = Z c;; + Summe
a.je U e U
der minimalen Elemente der Zeilen
= ) c;+509.
e U

Da alle Elemente der Matrix C’ nichtnega-
tiv sein miissen, ist ihre Summe nichtnega-
tiv und wir erhalten als untere Schranke fir
die Linge einer beliebigen Rundreise in
unserem Beispiel mit der Matrix C aus (1)
L =509.
Die gleiche Prozedur kénnen wir natiirlich
auch mit den Spalten der Matrix C’ wie-
derholen, wodurch sich die Elemente der
Maltrix nochmals verkleinern (oder auch
nicht, wie in unserem Beispiel) und die un-
tere Schranke fiir die Rundreisen L noch
weiter erhohen (kann). Insgesamt haben
wir damit ein 3quivalentes Rundreisepro-
blem erhalten (die minimalen Lingen der
Rundreisen unterscheiden sich nur durch
einen konstanten Summanden).
Welche Auswirkungen hat jetzt die Wahl
eines Pfeiles, z. B. die Wahl von (3, 1), und
die entspechende Konstruktion zweier
Teilprobleme auf die Berechnung unterer
Schranken fur die Gesamtlinge der Rund-
reisen”
a) Das erste Teilproblem entsteht durch die
Forderung, daB (3, 1) zur konstruierenden
Rundreise gehoren soll. Somit miissen wir
von Ort 3 in den Heimatort 1 fahren, diir-
fen also nicht woandershin fahren. Folglich
konnen in (2) keine anderen Summanden
der 3. Zeile auftreten als c¢;,, wir kénnen
die anderen Elemente der 3. Zeile mit «
belegen, die entsprechenden Fahrirouten
sind verbolen. Analoges trifft auf die erste
Spalte zu, da der letzte Ort in unserer
Rundreise schon gefunden ist. Damit ent-
steht Matrix C;:

(6)

[~ 8§ o 0() 8
@ 7 0(7) 10
Ci=| © o © © ©
© 0Q2) 0 @  0(8)
[ © 2 7 0() = )]
[ o 10 0(5) 2 10
0(l) = 10 0(0) 10
Ci=|lo 1 o 1 0 (1)
1 0(l) 3 0 (0)
1 2 10 0(1) =

Klar ist, daB wir jetzt auch Fahrtroute (1, 3)
verbieten miissen, da sonst die Bedingung
(iii) an eine Rundreise verletzt wire. Des-
halb steht dort . Fiir dieses Problem kén-
nen wir analog zu (6) wieder eine untere
Schranke berechnen, wir erhalten L, = 514
(L3, 1)).

b) Wenn die Reiseroute (3, 1) nicht in der
zu konstruierenden Rundreise enthalten
sein-soll, so ist sie verboten, wir kénnen
¢3; = © setzen und anschlieBend eine neue

untere Schranke flir die Gesamtldnge aller
moglichen Rundreisen (die (3, 1) nicht ent-
halten) berechnen. Die entstehende Matrix
ist Matrix C, aus (7), die Schranke
L, =518 (L(3,1)).
Damit kénnen wir auch dié letzte noch of-
fenstehende Frage kldren. Dazu {iberlegen
wir uns [Ur jede der Nullen in der Ma-
trix C’, welche Auswirkungen es auf den
Wert der Schranke hitte, -wiirden wir die
entsprechende Fahrtroute in einer Rund-
reise verbieten. Bei den eben durchgefiihr-
ten Uberlegungen stieg der Schrankenwert
um die Summe der minimalen Elemente
der 3. Zeile und der ersten Spaite (auBer
c3; =0). Analog konnen wir die Steige-
rungsrate fir eine beliebige Fahrtroute (i, )
mit ¢;;=0 berechnen und erhalten:
Steigerungsrate = [Summe der
minimalen Elemente der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte auBer ¢;; = 0].
Fir die Aufgabe mit der Entfernungsma-
trix Cy erhalten wir:
— verbieten wir (1, 3), ist die Steigerungs-
rate gleich2 +3 =5,
— verbieten wir (2, 4), ist die Steigerungs-
rate gleich 5+ 0 =5, usw.
Wir werden diese Steigerungsraten in der
Matrix C’ hinter den Nullen in Klammern
angeben und stets den Pfeil zur Verzwei-
gung aus einem Problem auswihlen, der

8

_die groBte Steigerungsrate hat. Damit er-

gibt sich folgender Losungsprozefl fiir un-
sere Beispielaufgabe, wobei wir der Uber-
sicht halber sowohl die Matrizen C als
auch die berechneten Schranken L ge-
nauso durch Indizes kennzeichnen wollen,
wie die Mengen V der einzelnen Teilpro-
bleme.

Zunichst erhalten wir wie oben beschrie-
ben die Matrix Cg aus (5). Also ist 9 die
groBte Steigerungsrate, wir wihlen den
Pfeil (3, 1) und verzweigen wie in Bild 5§
angegeben. C| und C, haben wir schon be-
rechnet. Nach der Schrankenberechnung
sowie der Verkleinerung der Elemente die-
ser Matrizen analog zu (6) erhalten wir die
Matrizen C, und C; aus (7), wobei
Ly=514 und L, =518 ist.

Den kleineren Schrankenwert hat nun Pro-
blem 1 mit L, =514. Um aus ihm zu ver-
zweigen, wihlen wir den Pfeil mit der groB-
ten Steigerungsrate in C; aus, das ist der
Pfeil (1, 4) mit der Steigerungsrate 8. Pro-

blem 3 entsteht durch die Forderung, daf3
sowohl die Fahrtroute (3, 1) als auch die
Fahrtroute (1, 4) in der Rundreise enthal-
ten sein sollen, Problem 4 durch die Forde-
rung, daB Pfeil (3, 1), nicht aber Pfeil (1, 4)
in der Rundreise enthalten sein soll. Ma-
trix C; entsteht aus der Matrix C| durch
Verbieten aller Fahrtrouten, die in Ort 1
beginnen bzw. in Ort 4 enden sowie der
Fahrtroute (4, 1). Danach wurden die Ele-
mente der Matrix in gewohnter Weise ver-
kleinert und es ergibt sich

™ o o ©
w ™ 0(8) © 3

C;: o™ o @ ®
© 0(0) @ o 0(3)
[ © 0(5) 5§ o )
[ 0(0) o © 0
© ™ 7 0(7) 10

Ci=] o = =) o [+
o 00 0(7) = 0(0)
|2 7 0@ =

Nach der Berechnung der Schranke /. se-
hen wir, daB die kleinste Schranke L. ist.
Wir rechnen also in Problem 2 weiter und
wihlen (1, 3) als nachsten Pfeil aus, usw.
Die Rechnung ist in Bild 5 aufgezeigt.
Nach der Losung von Problem 10 erkennen
wir, daB in Problem 9 nur noch eine Rund-
reise moglich ist: V, enthilt alle Rundrei-
sen, die die Fahrtrouten (1, 3), (5, 4). (2, 1),
nicht aber (3, 1) enthalten. Die einzige
Rundreise, die sich entsprechend (i), (ii),
(iii) daraus noch bilden 148, ist
U=1{11.3),(5.4),2. 1),
(3.9),(4,2)).

Die Linge dieser Rundreise ist
I=epntegtontosten

=109+ 100 + 105 + 104 + 100 = 518.
Durch Vergleich der Linge dieser Rund-
reise mit den unteren Schranken fur die
Linge der Rundreisen in den noch zu 16-
senden Teilproblemen 3, 4, 10, 8, 6 analog
zu (4) erkennen wir, dafl alle diese Pro-
bleme nicht mehr gelost werden miissen,
die Rundreise minimaler Liange ist die in
(10) gegebene.
Wenn wir die oben am Beispiel beschrie-
bene Rechnung formalisieren, erhalten wir
den folgenden Algorithmus zur Losung des
Rundreiseproblems:
Schritt 1: Berechne eine untere Schranke L
fir die minimale Gesamtlinge einer belie-

(10)

Bild 5 V,,Lo =509
(3,1) | (3
[ - 1
WLy =514 VL, =518
(1,4) ) (3 [ (3
Vy Ly=523 V, L,=522 v, Ls=518 W, L, =523
(5.4 | (5,4)
T 1
VL, =518 V,Lg= 519
{2.1) § (24
— ]
V, Ly =518 Vio,L 1o =529
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bigen Rundreise und verkleinere die Ele-
mente der Matrix C entspechend (5), wobei
die Rechnung sowohl beziiglich der Zeilen
als auch der Spalten der Matrix C durchge-
fithrt wird. Es ergibt sich Matrix C,. Setze
k=0.

Schritt 2: Wihle aus der Menge noch zu 16-
sender Teilprobleme dasjenige mit der
kleinsten unteren Schranke L; aus. Sei dies
Problem p. Berechne fuir alle Nullen der
Matrix C, die Steigerungsraten entspre-
chend (8) und wihle einen Pfeil (i,j) mit
¢{; =0 und der groBten Steigerungsrate aus.
Schritt 3: Bestimme die Teilprobleme k + 1
und k + 2. Problem k + 1 entsteht aus Pro-
blem p durch Verbieten aller Fahrtrouten,
die den Forderungen (i), (ii), (iii) an eine
Rundreise sowie der Aufnahme von (i, j) in
die entsprechend V, zu bildende Rundreise
widersprechen. Problem k + 2 entsteht aus
Problem p durch Verbieten der Fahrtroute
(i,j) (vgl. (7)). Bestimme die Schranken
Lkﬂund Lk-2-

Schritt 4: Falls V,_, oder V., aus nur
einer Rundreise besteht, merke sie dir.
Schritr 5: Uberpriife, welche der offenen
Probleme tatsdchlich noch zu lésen sind
anhand des Schrankentests (4). Wenn es
noch offene Probleme gibt, selze
k:=k+2 und gehe zu Schritt 2, sonst
Ende.

Der Algorithmus berechnet in Schritt 4
eine Reihe von Rundreisen, von denen tat-
sdchlich nur diejenige mit der kiirzesten
Gesamtldnge von Bedeutung ist. Alle ande-
ren konnen vergessen werden. Der Schran-
kentest in Schritt 5 kann natiirlich erst
dann durchgefithrt werden, wenn erste
Rundreisen berechnet wurden.

Auf der Basis dieses Algorithmus lassen
sich relativ einfach Computerprogramme
entwickeln, die das Rundreiseproblem
auch bei einer gr6Beren Anzahl von Kno-
ten im vollstindigen Graphen l6sen kon-
nen. Zu groB diirffen die Graphen aller-
dings nicht werden, da wir schnell an die
Grenzen der Fihigkeiten unserer Compu-
ter kommen werden. Daraus ergibt sich die
Notwendigkeit, entweder Algorithmen zu
entwickeln, die schnell Rundreisen kon-
struieren, welche zwar nicht die kleinst-
mogliche sondern eine nur wenig groBere
Gesamtlinge haben (solche Algorithmen
nennt man Néiherungsalgorithmen) oder
aber vollkommen neue Losungskonzepte
zu entwickeln. Beide Probleme werden in
der modernen Forschung auf dem Gebiet
der Diskreten Optimierung untersucht,
sind aber derzeit noch nicht zur Zufrieden-
heit geldst. Fraglich ist auch, ob die zweite
Moglichkeit iiberhaupt zu einer befriedi-
genden Losung fihren kann. Das kdnnten
durchaus auch interessante Aufgabenstel-
lungen fiir euch sein! S. Dempe

Nachtrag: Wir danken dem Altberliner
Verlag und dem Mitteldeutschen Verlag
Halle herzlich fiir die uns als Buchprimien
in  Auswertung des alpha-Wettbewerbs
87/88 zur Verfugung gestellten Titel ihrer
Produktion. Durch einen bedauerlichen
Irrtum wurden beide Verlage im Heft 1/89
nicht genannt.
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Kirche, Konig, Konvergenz
Zum 200. Geburtstag

von A. L. Cauchy

Bild 1

Am 21. August 1989 begehen die Mathe-
matiker der ganzen Welt den 200. Geburts-
tag eines Fachkollegen, der mit 7 Blichern
und rund 800 Veroffentlichungen zu den
produktivsten und wirkungsreichsten "Ma-
thematikern aller Zeiten gehort. Seinen
Namen tragen so zahlreiche mathemati-
sche Begriffe und Satze, daB er jedem Ma-
thematik- oder Physikstudenten schon in
den ersten Semestern geldufig wird: Augu-
stin Louis Cauchy (gesprochen Kooschi).
Aber auch schon im Mathematiklehrbuch
der 11. Klasse wird sein Name erwdhnt und
sein Bild gezeigt. Etwas vereinfacht konnte
man sagen, daB der gesamte Lehrstoff der
11.Klasse in seiner heutigen Form auf
Cauchy beruht. Zugleich war Cauchy eine
der widerspruchsvollsten und schillernd-
sten Personlichkeiten in der Geschichte
der Mathematik. Da man sich in dem weit-
verbreiteten Sammelband Biographien be-
deutender Mathematiker (herausgegeben
von H.Wulling und W.Arnold, Verlag
Volk und Wissen) ausfiihrlich iiber den Le-
bensweg Cauchys informieren kann, sollen
hier die biographischen Fakten nur in
Kiirze an den Anfang gestellt werden.

Cauchy wurde in Paris wenige Wochen
nach dem Sturm auf die Bastille in einer
konigstreuen und streng katholischen Be-
amtenfamilie geboren, die bald darauf vor
den revolutiondren Ereignissen in ein ab-
gelegenes Dorf floh, wo der Vater zunichst
selbst die Erziehung und den Unterricht
des kleinen Augustin iibernahm. Diese
Herkunft und Erziehung bestimmte den
gesamten weiteren Lebensweg Cauchys.
Durch Vermittlung von Freunden der Fa-
milie, die sich frithzeitig Napoleon ange-
schlossen hatten, konnten die Cauchys

1800 nach Paris und in einfluBreiche
Staatsdmter zuriickkehren. Augustin be-
suchte von 1805 bis 1807 die beriihmte,
erst 1794 gegriindete Pariser Polytechni-
sche Schule und danach zwei Jahre lang
die Hochschule der ,Briicken und Chaus-
seen“, d. h. des Zivilingenieurwesens. An
der Polytechnischen Schule erteilten da-
mals hervorragende Mathematiker wie La-
grange, Monge, Laplace, Poisson, Poinsot
und Ampére den besten mathemalischen
Unterricht in ganz Europa. Nach mehrjih-
riger praktischer Ingenieurtédtigkeil kehrte
auch Cauchy 1815 als Professor an diese
Hochschule zuriick. Die Riickkehr der
Bourbonen auf den Thron von Frankreich
brachte dem Angehdrigen einer als kOnigs-
treu bekannten Familie diesen Aufstieg
und weitere wie die Berufung zum Akade-
miemitglied. Es ist bezeichnend, daB die-
ser Berufung nicht die sonst iibliche Wah!
durch die lbrigen Mitglieder der Akade-
mie vorausging, da Cauchy wohl zu dieser
Zeit schon als herausragende mathemati-
sche Begabung anerkannt, jedoch von der
Mehrheit der meist demokratisch oder na-
poleonisch gesinnten Gelehrten Frank-
reichs auf Grund seiner bourbonischen
und betont katholischen Position person-
lich nicht geschitzt wurde.

Nach der Julirevolution 1830 verweigerte
Cauchy den Untertaneneid auf den , Biir-
gerkdnig" Louis Philippe und emigrierte,
zunidchst in die Schweiz, dann nach Turin.
Von 1833 bis 1838 lebte er als Erzicher des
Sohnes des gestiirzten Bourbonenkonigs
Charles X. an dessen Exilhof in Prag, wo er
auch in Beriihrung mit Bernard Bolzano,
dem anderen groBen Erneuerer der Analy-
sis, kam. Jedoch haben die erzwungene Zu-
rickgezogenheit Bolzanos vom offentli-
chen und wissenschafilichen Leben und
die entgegengesetzten wellanschaulichen
und politischen Ansichten einen engeren
Kontakt beider Ménner verhindert. Wih-
rend dieser Zeit hatte Cauchy den wissen-
schaftlichen Kontakt mit den Mathemati-
kern Frankreichs aufrechterhalten und die
1835 gegriindete  Mitteilungszeitschrift
Comptes Rendues der franzosischen Aka-
demie mit einer Flut von Verdffentlichun-
gen beschickt. Nach dem Tode Charles X.
1836 begann er seine Riickkehr nach Paris
vorzubereiten und setzte sie 1838 in die
Tat um, konnte jedoch zunichst keine
staatliche Anstellung erhalten und iibte da-
her nur eine Lehrtdtigkeit am Pariser Jesui-
tenkollegium aus. 1839 gelang es, ihn als



besoldeten Angestellten in das staatliche
.Lingenbiiro“ einzuschmuggeln. Nach der
Abschaffung des Amtseides durch die Re-
volution von 1848 konnte der zwar nicht
beliebte, aber inzwischen weltberiihmte
Cauchy seine Lehrtidtigkeit an der Poly-
technischen Schule und an der Pariser
Universitit in vollem Umfang wieder auf-
nehmen und blieb, vermoge einer Ausnah-
megenehmigung  durch  Kaiser  Na-
poleon III., auch nach dessen Machtergrei-
fung 1852 unbehelligt, obwohl er wiederum
den Treueeid verweigert hatte. Cauchy
starb am 22. 5. 1857 in Sceaux bei Paris.

Cauchy gilt heute, gemeinsam mit Bol-
zano, vor allem als einer derjenigen Mathe-
matiker, die am Beginn des 19.Jh. die
reichlich 100 Jahre friiher von Newton und
Leibniz begrindete Infinitesimalmathema-
tik (Differential- und Integralrechnung,
unendliche Reihen, Differentialgleichun-
gen usw.) auf eine solide logische Grund-
lage stellten, nachdem wihrend des gesam-
ten 18.Jh. durch Gelehrte wie die Bernoul-
lis, Euler, Lagrange, Taylor und Maclaurin
eine Fiille inhaltsreicher Ergebnisse und
Anwendungen hervorgebracht worden war,
ohne daB diese Minner sich viele Sorgen
um saubere Definitionen und strenge Be-
weise gemacht hatten. lhre Intuilion hatte
sie trotzdem fast immer vor ernsthaften
Fehiern bewahrt. Nun aber. mit der sich
entfaltenden industriellen Revolution, be-
gann mathematischer Unterricht an den
traditionellen wie an den zahlreich entste-
henden hoheren technischen Bildungsan-
stallen eine immer zentralere Rolle zu
spielen. Was im 18. Jh. einzelne grofle Gei-
ster virtuos gehandhabt hatten, muBte fir
eine breite Schicht durchschnittlich begab-
ter Studenten lehrbar gemacht und nach-
vollziehbar aufbereitet werden. So begann
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die groBe Zeit der Hochschullehrbiicher
der hoheren Mathematik.
Die aus dem Lehrbetrieb an der Polytech-
nischen Schule hervorgegangenen Lehrbii-
cher Cauchys bautlen die niedere und ho-
here Analysis erstmals logisch streng auf
dem Grenzwertbegriff auf. Sie galten bald
als vorbildlich und wurden nicht nur an al-
len Hochschulen Frankreichs benutzt son-
dern auch in andere Sprachen ibersetzt.
Zum Beispiel erschien von Cauchys er-
stem, 1821 erschienenen Lehrbuch der ,,al-
gebraischen oder ,niederen” Analysis (die
das gesamte Vorfeld der Differential- und
Integralrechnung umfaft) schon 1828 eine
deutsche Ubersetzung (siche Bild 2). 1885
folgte eine neue, davon unabhingige deut-
sche Ausgabe, die bereits in einem der bis
heute traditionsreichsten Verlage fuir ma-
thematische Literatur, dem Julius-Sprin-
ger-Verlag, erschien. Dieses Buch enthielt
neben vielen anderen Neuerungen

— eine Definition ,unendlich kleiner
GroBen® als solcher Verdnderlicher,
deren Werte der Null beliebig nahe
kommen konnen, darauf aufbauend

- eine Definition der Stetigkeit einer be-
liebigen Funktion an einer bestimmten
Stelle ihres Definitionsbereichs,

— eine Definition des Begriffs konvergente
unendliche Reihe.

Bis dahin und insbesondere bei Euler und

Lagrange hatte man mit unendlichen Rei-

hen, auch mit in heutiger Sprechweise di-

vergenten, unbefangen als mit ,unendlich

langen Summen* gerechnet, ohne den Giil-
tigkeitsbereich der dabei verwendeten alge-
braischen Regeln zu untersuchen. Cauchy
formulierte und bewies als erster soge-
nannte Konvergenzkriterien, die heute
meist nach ihm benannt werden und zum

Grundhandwerkszeug jedes analytisch ar-

beitenden Mathematikers gehoren.

Cauchys weitere Lehrbliicher dber die

eigentliche Differential- und Integralrech-

nung, die ebenfalls bald nach ihrem Er-
scheinen ins Deutsche iibersetzt wurden,
boten u. a. erstmals

- eine Definition des bestimmten Inte-
grals als Grenzwert von elementaren
Fliacheninhalten,

- eine Formulierung des Taylorschen
Satzes mit der exakten, nach Cauchy
benannten Formel fiir das Resiglied,

d. h. fur die Differenz zwischen dem
Funktionswert und dem durch die
Taylorsche Formel gegebenen poly-
nomialen Niherungswert,

— das beriihmte Beispiel einer beliebig oft
differenzierbaren Funktion, deren
formal gebildete Taylorreihe zwar
konvergiert, jedoch nicht gegen den
Werl der Ausgangsfunktion,

- erste Existenzsitze fir Losungen von
Differentialgleichungen.

DaB mathematische Strenge ein zeitabhin-

giger Begriff ist, wird ein weileres Mal

durch den fundamentalen Irrtum Cauchys
demonstriert, der in Unkenntnis des erst
viel spiter herausgearbeiteten Begriffs der
gleichmidBigen Konvergenz von Funktio-
nenfolgen zu beweisen glaubte, daB die
Grenzfunktion einer konvergenten Reihe

stetiger Funktionen selbst stetig sein
mul.

Wo Bolzano und Cauchy das Gleiche er-
strebten, fdllt ein Vergleich der Formulie-
rungen Cauchys mit den meist etwas frihe-
ren Bolzanos vom heutigen Standpunkt
fast immer zugunsten Bolzanos aus. Bolza-
nos Arbeiten blieben jedoch (aus Griinden,
die wir hier nicht erldutern kénnen, man
vergleiche dazu die Biographien bedeuten-
der Mathematiker) zu seinen Lebzeiten
fast wirkungslos, wihrend Cauchys Lehrbii-
cher sich breitester Resonanz erfreuten.
AuBerdem hatte Bolzano ein rein philoso-
phisches Interesse an der Mathematik und
stand deren Anwendungen fremd und ohne
Verstindnis gegeniiber, wihrend Cauchy
fest in einer Tradition engster Verschmel-
zung von Mathematik, Physik und Technik
stand, wie auch seine eigenen Beitrige zur
Himmelsmechanik, Optik und Elastizitits-
theorie erkennen lassen. Nicht zuletzt muB
man aber iber die Unterschiede in Bolza-
nos und Cauchys Herangehen an die Ana-
lysis bemerken, daB Bolzano gedanklich
die erst viel spiter von G. Cantor begriin-
dete und heute von fast allen Mathemati-
kern akzeptierte Lehre von den aktual un-
endlichen Mengen  vorweggenommen
hatte, wihrend Cauchy sich aus letztlich
religiosen Griinden um eine véllige Ver-
bannung des Aktual-Unendlichen aus der
Mathematik bemiihte. M. Moigno, ein
Schiiler und Anhinger Cauchys, hat in den
von ihm herausgegebenen und mit Zusit-
zen versehenen ,Sieben Vorlesungen“
Cauchys iiber allgemeine Physik bezeugt,
daB fir Cauchy die Vorstellung der realen
Existenz aktual-unendlicher Gesamtheiten
mit dem biblischen Schopfungsakl unver-
einbar war. Hiernach muBte jedes Ding
einen Anfang haben, zu jedem konkreten
Zeitpunkt endlich und nur in fortschreiten-
der Zeit potentiell unendlich, d.h. zu be-
liebiger VergroBerung fahig sein.

Die herausragende Rolle, die Cauchy fiir
die Entwicklung zweier bestimmender
Richtungen der Analysis im 19. Jh. gespielt
hat, nimlich Prizisierung der Grundlagen
und systematischer Aufbau einer Analysis
der komplexwertigen Funktionen komplex-
wertiger Verdnderlicher (worauf wir hier
nicht weiter eingehen kénnen), 146t oft ver-
gessen, dafl Cauchy auch auf anderen Ge-
bieten der Mathematik Bedeutendes gelei-
stet hat. So formulierte und bewies er
schon 1812 den nach ihm benannten Satz,
daB ein konvexes Polyeder durch sein Netz
(d. h. durch Form und Grd8e der Auflenflé-
chen und eine eindeutige Vorschrift, wel-
che Kanten miteinander zu verheften sind)
bis auf die Lage im Raum eindeutig be-
stimmt ist. LdB( man auch nichtkonvexe
Polyeder zu, so ist dieser Sachverhalt of-
fenbar nicht mehr allgemein richtig. 1815
bewies er eine Behauptung Fermats, wo-
nach sich fur beliebige natiirliche Zahlen
n = 3 jede natiirliche Zahl als Summe von
hochstens n n-Eck-Zahlen darstellen l4Bt.
Zur Definition der n-Eck-Zahlen siehe
Bild 3 und Aufgabe 1. Der Begriff der soge-
nannten figurierten oder Polygonalzahlen
geht bis auf die Antike zuriick.

,
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1844 erschien nach vielen Vorstudien Cau-
chys umfassende etwa 100 Seiten starke
Abhandlung tber Permutationen und de-
ren Verkniipfung (heute ebenfalls Stoff der
11. Klasse!). Damit systematisierte er nicht
nur ein wichtiges Teilgebiet der Kombina-
torik, sondern nahm implizit an der Her-
ausarbeitung einer fundamentalen Diszi-
plin der modernen Mathematik. der Grup-
pentheorie, hervorragenden Anteil.

,Cauchy ist extrem katholisch und bigott.
Das ist eine sehr seltsame Sache bei einem
Mathematiker* schrieb der junge Abel im
Oktober 1826 in einem Briel ins heimatli-
che Norwegen. Spiirt man diesem Zug im
Wesen Cauchys in seinen Werken nach, so
wird manche sonst unmotiviert erschei-
nende Passage verstdndlicher. Zum Bei-
spiel schweift die kurze Einleitung zum be-
reits erwihnten Lehrbuch der algebrai-
schen Analysis (1821) unvermittelt in
Ausfille gegen die radikal atheistische
franzdsische Aufkldarung ab. Die in der Tat
auch aus heutiger Sicht verfehlten Vesuche
von P.S. Laplace, einem fiilhrenden Mathe-
matiker dieser Richtung, die Anwendun-
gen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auch
auf juristische und moralische Probleme
auszudehnen, lieferten ihm einen willkom-
menen Angriffspunkt, ohne daB er den Na-
men Laplace dabei nennen mubBte. Allge-
mein bekannt ist heute, daB durch Cauchys
Schuld eine bedeutende Arbeit Abels, die
dieser 1826 der franzdsischen Akademie
eingereicht hatte und die Cauchy zur Beur-
teilung ubergeben worden war, verlegt
wurde und erst nach Abels Tod auf Grund
einer Intervention der norwegischen Regie-
rung wieder aufgefunden wurde. Eine &hn-
liche Rolle hat Cauchy moglicherweise
auch bei der Unterdrickung von Arbeiten
des jungen Galois gespielt. Ob dies wirk-
lich nur durch Arbeitsiiberlastung Cauchys
und durch (schlimm genug!) Geringschit-
zung unbekannter junger Leute verursacht
war oder ob dabei auch die Abneigung
Cauchys gegen einen jungen Revolutiondr
(Galois) bzw. gegen den aus einem prote-
stantischen Land kommenden protestanti-
schen Pfarrersohn Abel im Spiel war, wird
sich vermutlich nie aufkldren lassen. Ein
gereiftes Verhiltnis zur allgemeinen wie
zur Wissenschaftsgeschichte gebietet uns,
die groBen Verdienste Cauchys um die Ma-
thematik ungeachtet seiner zwielichtigen
Personlichkeit zu wiirdigen. P. Schreiber

Aufgaben auf den Spuren Cauchys

a1l a Bild 3 veranschaulicht die Bildung
der n-Eck-Zahlen an den Beispielen
n=23,4756.
a) Man priife an diesen Beispielen, daf
folgende induktive Definition der r-ten
n-Eck-Zahl p;, sinnvoll ist:

pi=1, piil=p+1+(n-2r.
Dies 148t sich auch in der Form

rl
pL= Y. (1+(n=2)k) schreiben.
k=0

b) Man beweise durch vollstindige Induk-
tion iiber r:

Pr=7 @+ (== 1).
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1

+ 2 +3
+ 3 +5
: + o4 +7
Dreieckzahlen Quadratzahlen
14
5 +g
+13

Finfeckzahlen

Bild 3: n-Eck-Zahlen Sechseckzahlen

¢) Man man priife an Beispielen den ,.ein-
fachsten* Spezialfall des Cauchyschen Sat-
zes fiir n =3: Jede natiirliche Zahl 14Bt
sich als Summe von héchstens drei Drei-
eckzahlen darstellen.

A2a Man konstruiere ein Polyedernetz
kleinster Flichenanzahl, das sowohl eine
konvexe als auch eine nichtkonvexe Reali-
sierung zuldBt. (Ein Polyeder heilit konvex,
wenn es zu je zweien seiner Punkte 4.8
auch die gesamte Strecke AB enthilt.)

A3 a Man konstruiere das Netz eines Po-
lveders kleinster Flichenanzahl, das zwar
eine nichtkonvexe, aber keine konvexe
Realisierung zuldBt.

A44a Im erwdhnten Lehrbuch der alge-
braischen Analysis behandelt Cauchy auch
die Bestimmung unbekannter Funktionen
aus sogenannten Funktionalgleichungen.
Er zeigt u.a., daB die einzigen stetigen
Funktionen f, die der Funktionalglei-
chung (*) f(x + y) = f(x) + f(p)

genlgen. die Funktionen der Form
f(x)=ax (a beliebig) sind. (Dabei ist. wie
man sofort sieht, a = f(1).) Man vollziehe
seinen Beweis soweit nach, daB3 erkennbar
wird:

Gilt fur f die Gleichung (*), so ist fur alle

rationalen Zahlen x (einschlieBlich der ne-"

gativen) f(x)=f(1)-x. (Erst die Ausdeh-
nung dieser Aussage auf irrationale x er-
fordert die Voraussetzung der Stetigkeit
von fund nichtelementare Beweisschritte.)

A 54 Im gleichen Buch beschiiftigte sich
Cauchy auch mit den Begriffen der symme-
trischen und der alternierenden Funktio-
nen von mehreren Verinderlichen. Im
Falle zweier Veridnderlicher x,y ist dabei
eine Funktion f

symmetrisch, wenn f(y, x) = f(x,y)

fur alle x,y ist,

alternierend, wenn f(y, x) = —f(x,y)

(Wir setzen der Einfachheit halber voraus.
daB f fir alle Paare x,y von reellen Zahlen
definiert ist.)

a) Man suche Beispiele fiir symmetrische
bzw. flr alternierende Funktionen. Sym-
metrisch ist z. B. f(x,y) = x + y, allernie-
rend f(x,y)=x—y.

b) Man beweise, daB sich jede (fir alle
Paare x,y definierte) Funktion f als
Summe einer symmetrischen und einer al-
ternierenden Funktion darstellen 148t

ala Létoile magique

Placez dans les cercles vides les nombres
compris entre 94 et 107 de fagon a toujours
obtenir le total de 402 en additionnant les
cercles situés sur une méme ligne droite.

aus: Logigram, Paris

A2 A Hangure uauMenblllee HATypasib-
110e YMCNIO, KOTOPOE OKaHYMBaeTcs Ha 56,
LEMHUTCS Ha 56 U UMeeT CyMMy UMdp, paB-
Hy10 S6.

aus: Quant, Moskau

A3 a Changing the cross into a square
The drawing shows a cross with four equal
arms. Use four straightline cuts to divide
the cross into five pieces so that you can re-
arrange the pieces to form a square.

—

Hint: Four of the pieces should be congru-
ent (exactly equal).
aus: Fun with mathematics, Toronto

wirer g, |




XXIX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Schulolympiade

Abgabe beim Mathematiklehrer: Ende September 1989

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prizise formuliert
und bewiesen werden. Der Ldsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankenginge und
Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sitzen darzulegen. Die L&-
sungen werden im Oktober 1989 in der
Trommel und der Jungen Welt verdffent-
licht.

Hinweis: Unter den Aufgaben der 1. Stufe
befinden sich auch solche (in der Regel ist
es die 4. Aufgabe), die aus mehreren Teil-
aufgaben von steigendem Schwierigkeits-
grad bestehen. Dabei ist Teil a) meist recht
einfach zu losen und gibt in der Regel
Hilfe fiir die Losung der anderen Teilauf-
gaben. Die Losung der letzten Teilaufgabe
stellt bewuBit hohe Anforderungen. Diese
Teilaufgabe ist vorwiegend fiur die lei-
stungsstirkeren Schiiler gedacht. Es wird
empfohlen, iiber diese anspruchsvollen
Aufgaben in Klassen und Arbeitsgemein-
schaften zu diskutieren.

Anmerkung: x ABC bezeichnet im folgen-
den die GroBe des Winkels 5 ABC. Ferner
bezeichnet AB die Strecke mit den End-
punkten 4 und B, wihrend 4B die Linge
der Strecke AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

290511 Kerstin erhdlt am 30. April zu
ihrem Geburtstag von mehreren Verwand-
ten Geld geschenkt. Sie hat nun genau
35Mark in ihrer Sparbiichse und nimmt
sich vor, in den folgenden Monaten fleiBig
Altstoffe zu sammeln, so daB sie am Ende
jedes Monats genau 5 Mark in die Spar-
biichse stecken kann.

Am Ende welchen Monats werden, wenn
ihr Vorhaben gelingt, erstmals 55 Mark in
der Sparbiichse sein? ’

290512 Wenn man zwei zweistellige Zah-
len hintereinanderschreibt, entsteht eine
vierstellige Zahl.

Gib zwei zweistellige Zahlen so an, daB die
Summe aus diesen beiden Zahlen und der
daraus gebildeten vierstelligen Zahl genau
1478 betrigt!

(Ein Nachweis, daB es nur eine einzige
Méglichkeit fiir zwei solche Zahlen gibt,
wird nicht verlangt. Du kannst aber versu-
chen, einen solchen Nachweis zu finden.)

290513 Das Bild zeigt ein Spielbrett mit
einem Damestein auf dem Feld bl. Er darf,
wie im Damespiel iiblich, stets einen
Schritt nach links oben oder nach rechts
oben gehen. So kann er in vier Schritten
auf die oberste Zeile (d. h. auf irgendeines
der beiden Felder bS, d5) gelangen.
Gesucht ist dje Anzahl aller verschiedenen
Wege, auf denen dieses Ziel erreichbar ist.
Gib diese Anzahl an und beschreibe, wie
du sie gefunden hast!

5 7
4 7
30 VA
2 %
47k 7
a b c de

290514 a) Zeichne in einem Koordina-
tensystem (Einheit 1 cm) ein Dreieck ABC
mit 4(1;2), B(3;2), C(1;4)!

b) Wihle AB als Verschiebungspfeil und
zeichne das bei dieser Verschiebung aus
dem Dreieck 4BC entstehende Bild A'B'C’
in dasselbe Koordinatensystem!

¢) Zeichne dazu noch das bei der Verschie-
bung A’C entstehende Bild 4”B”C” des
Dreiecks A'B'C"!

d) Welche Dreiecke und welche Parallelo-
gramme sind mit ihren vollstindigen Sei-
tenkanten in der nun entstandenen Ge-
samtfigur insgesamt enthalten? Ziahle diese
Dreiecke und Parallelogramme wie blich
durch Angabe ihrer Eckpunkte auf!

Olympiadeklasse 6

290611 Peter mochte aus einer Kanne, in
der sich mehr als 13 Liter Milch befinden,
genau 13 Liter abmessen. Das genaue Fas-
sungsvermogen der Kanne ist nicht be-
kannt, und es ist auch nicht bekannt, wie-
viel Milch genau in der Kanne ist. AuBer
der Kanne stehen noch genau zwei weitere
GefiBe zur Verfigung. Das eine hat ein
Fassungsvermdgen von genau S Litern, das
andere ein Fassungsvermdgen von genau
17 Litern. (Eine Skaleneinteilung oder
dhnliche Mboglichkeiten zum Abmessen
anderer Mengen gibt es jedoch nicht.)
Beschreibe, wie Peter allein mit diesen
Hilfsmitteln genau 13 Liter Milch abmes-
sen kann!

290612 a) Trage in die sechs Kreise des
Bildes je eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, 6, 12 so
ein, daB jeder Pfeil von einer Zahl zu
einem ihrer Teiler filhrt! Dabei soll jede
der genannten Zahlen genau einmal ver-
wendet werden.

b) Erginze die Figur durch einen weiteren
Kreis mit der Zahl 18 und mit den entspre-
chend zu erklirenden Pfeilen!

¢) Zeichne eine neue Figur, wieder beste-
hend aus Kreisen und entsprechend zu er-
klirenden Pfeilen, in der die Zahl 75 und
alle ihre Teiler vorkommen!

290613 Ein rechteckiger FuBboden, der
3,6 m lang und 2,7 m breit.ist, soll mit zwei
Sorten gleichgroBer, aber verschiedenfarbi-
ger dreieckiger Teppichfliesen so ausgelegt
werden, daB ein Muster entsteht, wie es
durch Fortsetzen des Musters des Bildes zu
erhalten ist.

Je zwei solcher dreieckigen Fliesen einer
Farbe sollen durch einmaliges Zerschnei-
den einer quadratischen Fliese mit der Sei-
tenlidnge 30 cm hergestellt werden.

Wie viele quadratische Teppichfliesen wer-
den von jeder der beiden Sorten insgesamt
bendtigt?

%

290614 Von den 25 Schiilern einer
Klasse gehoren genau 20 einer Sportgruppe
an. An der AG Mathematik nehmen genau
12 Schiiler dieser Klasse teil. Genau
3 Schiiler dieser Klasse gehdren weder
einer Sportgruppe noch der AG Mathema-
tik an.

Zeige, wie man aus diesen Angaben erhal-
ten kann, daB es auf folgende Fragen ein-
deutig bestimmte Zahlenangaben als Ant-
worten gibt! Gib diese Antworten an!

a) Wie viele Schiiler dieser Klasse insge-
samt gehoren zwar der AG Mathematik,
aber nicht einer Sportgruppe an?

b) Wie viele Schiiler dieser Klasse insge-
samt gehdren zwar einer Sportgruppe, aber
nicht der AG Mathematik an?

¢) Wie viele Schiiler dieser Klasse insge-
samt gehéren sowohl der AG Mathematik
als auch einer Sportgruppe an?

Olympiadeklasse 7

290711 Auf ein 6Xx6-Felderbrett (siehe
Bild) sollen 18 Steine so verteilt werden,
daB jeder Stein in genau einem Feld liegt,
in jedem Feld nicht mehr als ein Stein liegt
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sowie in jeder Zeile, in jeder Spalte und in
jeder Diagonalen nicht mehr als drei
Steine liegen.

Gib eine derartige Verteilung an!

Hinweis: Unter einer Diagonale wollen wir
in dieser Aufgabe jede Gerade verstehen,
die in einer Diagonalrichtung des Quadra-
tes durch die Mittelpunkte von mehreren
(mindestens 2, hochstens 6) Feldern ver-
lduft. Es gibt folglich auf diesem Brett ge-
nau 18 verschiedene Diagonalen.

290712 Thomas, Uwe und Volker beleg-
ten bei einer Mathematikolympiade die er-
sten drei Plitze, jeder von ihnen einen an-
deren Platz als die beiden anderen. Uber
diese Plazierung wurden nun die folgenden
drei Aussagen gemacht:

(1) Thomas wurde nicht Erster.

(2) Uwe wurde nicht Zweiter.

(3) Volker wurde Zweiter.

Von diesen drei Aussagen (1), (2), (3) ist
genau eine wahr. Untersuche, ob sich hier-
aus ermitteln laBt, wer von den drei Schii-
lern den ersten, den zweiten und den drit-
ten Platz belegte! Ist dies der Fall, so gib
die Plazierung an!

290713 Rolf sagt an seinem Geburtstag,
dem 1. September 1989: ,Die Quersumme
der Jahreszahl meines Geburtsjahres ist zu-
gleich auch das in Jahren gerechnete Alter,
das ich heute erreiche.“ Untersuche, ob es
genau ein Jahr als Rolfs Geburtsjahr gibt,
fiir das seine Aussage zutrifft! Ist das der
Fall, so gib dieses Geburtsjahr an!

290714 Bei der Wiederholung des Innen-
winkelsatzes fiir konvexe Vierecke geraten
Anja und Klaus in einen Streit:

Klaus behauptet: ,,Zerlegt man ein beliebi--

ges konvexes Viereck ABCD durch Ein-
zeichnen der Diagonalen AC in die beiden
Teildreiecke ABC und ADC, dann betrigt
die Innenwinkelsumme jedes dieser Teil-
dreiecke 180°. Folglich muB im Viereck
ABCD die Innenwinkelsumme 2-180°
= 360° betragen.“ Anja entgegnet: ,Zeich-
net man aber noch die zweite Diagonale
BD ein, dann erhilt man vier Teildreiecke.

Die Innenwinkelsumme von 4ABCD mufB

folglich 4 -180° = 720° betragen.“
Untersuche, welcher der beiden Schiiler
recht hat! Begriinde deine Entscheidung!
Anmerkung: Unter einem konvexen Vier-
eck versteht man ein Viereck, dessen beide
Diagonalen innerhalb dieses Vierecks lie-
gen (vgl. Lb. 6, S.179).

Olympiadeklasse 8

290811 Auf einer Flasche mit handelsiib-
licher 40prozentiger Essigessenz stehe die
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folgende Gebrauchsanweisung: , Der Inhalt
dieser Flasche (200 ml), mit 800 ml Wasser
vermischt, ergibt einen zehnprozentigen
Speiseessig.“
Stimmt das?

290812 Die Grundfliche eines geraden
Prismas ist ein gleichseitiges Dreieck mit
gegebener Seitenlinge a. Die Summe aller
Kantenlingen dieses Prismas betrigt 15a.
Berechne den Flicheninhalt der Mantelfld-
che dieses Prismas!

290813 Zwei Kreise k; und k, seien so
gelegen, daB sie zwei verschiedene Schnitt-
punkte A und D haben und daB ihre Mit-
telpunkte M,, M, auf verschiedenen Seiten
der Geraden durch 4 und D liegen. Der
von A verschiedene Schnittpunkt, den k,
mit der Geraden durch 4 und M, hat, sei
B. Der von A verschiedene Schnittpunkt,
den k, mit der Geraden durch A und M,
hat, sei C.

a) Weise nach, daB unter diesen Vorausset-
zungen stets der Punkt D auf der Gera-
den g durch B und C liegen muf!

b) Stelle eine Vermutung iiber die gegen-
seitige Lage der Geraden g und der Gera-
den h durch M,, .M, auf! Beweise deine
Vermutung!

290814 Zu jeder sechsstelligen natiirli-
chen Zahl n, deren Einer-Ziffer von Null
verschieden ist, kann man diejenige Zahl
n’ bilden, die man erhilt, indem man die
Ziffern von n in umgekehrter Reihenfolge
schreibt. AnschlieBend kann man die Zahl
n + n’ berechnen.

a) Bilde einige Beispiele! Stelle fest, ob es
eine Primzahl gibt, durch die in deinen
Beispielen die Zahl n + n’ teilbar ist! Au-
Bere eine Vermutung!

b) Versuche, deine Vermutung zu bewei-
sen!

c) Jetzt sei k eine beliebige gerade natiirli-
che Zah! groBer als Null. Auch zu jeder
k-stelligen natiirlichen Zahl n, deren Ei-
nerziffer von Null verschieden ist, kann
man diejenige Zahl bilden, die man erhilt,
indem man die Ziffern von n in umgekehr-
ter Reihenfolge schreibt.

Gilt fir n+n’ dann auch eine entspre-
chende Aussage wie in a), b)?

Olympiadeklasse 9

290911 Fir das Quadrieren von zweistel-
ligen Zahlen, die mit der Ziffer 5 enden,
gibt es folgende einfache Regel:

Man multipliziere die Ziffer an der Zeh-
nerstelle mit derjenigen Zahl, die um 1 gro-
Ber ist, und schreibe hinter das Produkt die
Ziffern 25.

Beispielsweise zur Berechnung von 252
fiihrt die Regel wegen 2-3 = 6 auf das Er-
gebnis 625.

Beweisen Sie diese Regel!

290912 Gibt es unter allen funfstelligen
Zahlen, die sich unter Verwendung genau
der Ziffern 0, 1, 2, 3, 4 schreiben lassen,
eine Primzahl?

290913 Bei einem Abzihlspiel stehen
11 Kinder in einem Kreis. Eines dieser
Kinder sagt den Abzdhlvers auf; dabei wird

im Uhrzeigersinn bei jeder Silbe ein Kind
weiter gezahlt. Auch der Spieler, der den
Abzdhlvers aufsagt, wird in das Abzidhlen
einbezogen. Der Abzihlvers hat 15 Silben.
Das Kind, auf das die letzte Silbe trifft,
verldiBt den Kreis; beim nachfolgenden
Kind wird das Abzdhlen wieder mit dem
Anfang des Abzihlverses fortgesetzt. Die-
ses Abzdhlen und Ausscheiden erfolgt so
lange, bis nur noch ein Spieler im Kreis ist;
dieser Spieler hat gewonnen.

a) Bei welchem Kind muB der abzihlende
Spieler beginnen, wenn er selbst gewinnen
will? (Um die Antwort zu formulieren, nu-
meriere man die Kinder und gebe etwa
dem abzihlenden Spieler die Nummer 1.)
b) Falls Sie die Moglichkeit haben, an
einem (Klein-)Computer zu arbeiten, soll-
ten Sie ein Programm schreiben, mit dem
sich Aufgabe a) fir Abzihispiele mit &
Kindern und einem Abzidhlvers aus s Sil-
ben 18sen 1dBt.

290914 Die Eckpunkte eines Wiirfels
seien wie im Bild bezeichnet.

a) Fertigen Sie mit verdoppelten Strecken-
lingen, aber gleichen Winkeln eine weitere
Zeichnung an, die zunichst nur die Eck-
punkte des Wiirfels wiedergibt! Zeichnen
Sie nun die Dreiecksflichen BHA, BHC,
BHD, BHE, BHF und BHG (durch Wieder-
gabe ihrer Seitenkanten) ein! Beriicksichti-
gen Sie dabei die Sichtbarkeitsverhiltnisse,
indem Streckenteile, die durch mindestens
eine davorliegende Dreiecksfliche verdeckt
sind, gestrichelt wiedergegeben werden!
Die Seitenflichen und fiir die Dreiecke
nicht bendtigten Seitenkanten des Wiirfels
selbst sollen nicht beriicksichtigt werden.
(AbschlieBend konnen Sie die Anschau-
lichkeit der Zeichnung noch durch Schraf-
fur oder Farbe erhéhen.)
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b) Beweisen Sie, daB die genannten Drei-
ecke simtlich untereinander kongruent
sind!

Olympiadeklasse 10

291011 Geben Sie mindestens ein Bei-
spiel fur 1989 natiirliche Zahlen an, deren
Summe gleich ihrem Produkt ist! Bestiti-
gen Sie durch Berechnung der Summe und
des Produktes die geforderte Gleichung!

291012 Jens gibt in seinen Taschenrech-
ner eine positive Zahl 4 ein und wendet
dann folgenden Ablauf von Rechenopera-
tionen an: Addition von 1, aus dem Ergeb-
nis Ziehen der Quadratwurzel.

Nun wiederholt er denselben Ablauf von
Rechenoperationen mehrere Male. Er be-
obachtet, daB nach geniigend hiufiger
Wiederholung das Ergebnis auf einem



Zahlenwert Z ,stehenbleibt®, d. h., daB der
Ablauf, auf Z angewandt, wieder Z ergibt
(oder sich nur um einen — durch das in-
terne Runden des Rechners entstande-
nen ~ sehr kleinen Betrag von Z unter-
scheidet).

a) Beweisen Sie, daB aus jeder positiven
Zahl A, fir die diese Beobachtung zutrifft,
dieselbe Zahl Z entstehen mufB, unabhén-
gig von der Ausgangszahl 4!

b) Falls Sie die Moglichkeit haben, an
einem (Klein-)Computer zu arbeiten, soll-
ten Sie mit einem geeigneten Programm
die in a) zu beweisende Behauptung fiir die
Anfangswerte 4 =1, 2, ..., 10 iiberpriifen.

291013 Zwei Spieler haben sich folgen-
des Spiel ausgedacht: Auf einem Spielbrett
sind 14 Spielfelder im Kreis angeordnet,
eines dieser Felder gilt als Anfangsfeld A.
Jeder Spieler hat einen Spielstein und setzt
ihn auf das Feld A.

Dann fiihrt jeder Spieler mit einem Wiirfel
einen Wurf aus. Werfen beide Spieler un-
terschiedliche Augenzahlen, so setzt der
Spieler mit der h6heren Augenzahl seinen
-Stein um 4 Schritte im Uhrzeigersinn vor-
wirts, der andere um 2 Schritte. Werfen sie
aber die gleiche Augenzahl, so setzt jeder
seinen Stein um 3 Schritte vorwirts. Dieses
Wiirfeln und Voransetzen beider Steine
gilt als ein ,,Zug“. Infolge der kreisférmi-
gen Anordnung der Spielfelder kann es
vorkommen, daB ein Stein beim Voranset-
zen das Feld A erreicht oder iiberschreitet
(und damit einen neuen Umlauf beginnt).
Das Spiel ist beendet, sobald nach Durch-
fihrung eines ,Zuges“ der Stein minde-
stens eines Spielers genau auf dem Feld 4
steht. Dieser Spieler hat gewonnen, falls
der Stein des anderen Spielers dabei nicht
auf A steht. Falls jedoch beide Steine auf
A stehen, endet das Spiel unentschieden.
Welches ist die kleinstmégliche Anzahl
von ,Ziigen“, aus denen ein unentschiede-
nes Spiel bestehen kann? Begriinden Sie
Ihre Antwort!

291014 Das Bild stellt einen ebenflichig
begrenzten Korper ABCD in senkrechter
Eintafelprojektion dar.

Projektion: HohenmaBstab:
p' c' 8D
7

/
%
Ve
/s
7/
-/
7
A B' AC

Die Punkte A’, B’, C’, D’ sind die Ecken
eines Quadrates mit gegebener Seitenldnge
a. Der Abstand der Punkte 4, C von den
Punkten B, D im HohenmaBstab betrage
ebenfalls a.

Ermitteln Sie aus diesen Angaben das Vo-
lumen V(ABCD) des dargestellten Korpers!

Olympiadeklassen 11/12

291211 Man ermittle die Anzahl aller na-
tiirlichen Zahlen z mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) Die dekadische Zifferndarstellung von
z besteht aus fiinf paarweise verschiedenen
Ziffern.

(2) Die erste und die letzte Ziffer darin
sind von 0 verschieden.

(3) Ist 2’ diejenige Zahl, deren Zifferndar-
stellung aus der von 7 durch Umkehrung
der Reihenfolge entsteht, so besteht die
Zifferndarstellung der Zahl z+z' aus
siamtlich einander gleichen Ziffern.

291212 Man ermittle alle Paare (x,y) re-
eller Zahlen, die das folgende Gleichungs-
system

x+yi=1 0y
x+xy+y=-1 2
erfiillen.

291213 In jedem Dreieck ABC zerlegt die
Mittelsenkrechte der Seite AB die Fliche
dieses Dreiecks in zwei Teilflichen, die so
mit Ty, T, bezeichnet seien, daB 4 in T)
und B in T, liegt. Der Flicheninhalt von T,
sei F, dervon T, sei F,.

Man ermittle unter allen Dreiecken 4ABC,
die rechtwinklig mit dem rechten Winkel
bei C sind, genau diejenigen, fiir die das
Verhiltnis k = F,: F; ganzzahlig ist.

291214 Fiir jede nattirliche Zahl n = 1 sei
[, diejenige Funktion, die fiir alle reellen
x # 0 durch
1-x 22-2x
L) =—/—+—F—
2 _ —
+ 3 3x+...+ n—nx
x x

2

definiert ist.

a) Ermitteln Sie die Nullstellen der Funk-
tionen f,, £, f; und f;!

b) Beweisen Sie: Fiir jede natiirliche Zahl
n = 1 hat die Funktion f, genau eine Null-
stelle! Geben Sie diese Nullstelle in Ab-
hingigkeit von n an!

¢) Beweisen Sie, daB es eine natiirliche
Zahl n gibt, mit der die Nullstelle der
Funktion f, groBer als 100 ist! Ermitteln
Sie die kleinste derartige Zahl n!

Zweimal Logik

In Heft 5/1986 wurde das Spiel ,Die Barri-
kade“ vorgestellt. Inzwischen kann dieses
und ein weiteres Schiebespiel in unseren
Spielwarenliden erworben werden. Der
VEB Kamenzer Spielwaren hat sie unter
der Bezeichnung ,Logik 1“ und ,Logik 2
hergestellt, sie kosten 3,90 M. In der Spiel-
anleitung von ,Logik 1“ ist gegeniiber der
Veroffentlichung in der ,alpha“ eine etwas
gednderte Ausgangsstellung angegeben
und eine andere Endstellung gesucht.

Eine moégliche Lésung findet man eben-
falls dort. Natiirlich sind bei diesem Spiel
die verschiedensten Konstellationen denk-
bar, dadurch wird es gerade so interessant.
Ubrigens, wer weitere Schiebepuzzle ken-
nenlernen und vielleicht auch nachbauen
will, schaue nach bei: R. Thiele, Die gefes-
selte Zeit, Urania-Verlag, 3. Auflage 1986.

W. Schmidt, Greifswald

Eine interessante
Multiplikation

Die Galla sind ein in Nordostafrika leben-
des Volk, das vorwiegend Viehzucht be-
treibt. Bei ihnen rechnet man Multiplika-
tionsaufgaben mit natiirlichen Zahlen auf
uns ungewohnte Weise. Es werden drei
Beispiele vorgestellt und anschlieBend er-
lautert.
64- 17=7?
32. 34
16-—68
4136
-4 272
—2—544
1-1088
64- 17=1088
46 27=1
23- 54
11-108
5:216
22432
1-864 1-992
46- 27=1242 38- 31=1178

Der erste Faktor wird stets halbiert, der
zweite Faktor verdoppelt. Solange diese
Halbierung ohne Rest ausfiihrbar ist, dn-
dert das Produkt den Wert nicht; das davor
stehende Produkt wird deshalb gestrichen.
Wird aber bei diesem Vorgehen der erste
Faktor einmal ungerade, ist er also nicht
durch zwei ohne Rest teilbar, so wird beim
nichsten Schritt (ohne Riicksicht auf den
Divisionsrest) der um eins verminderte er-
ste Faktor halbiert, der zweite verdoppelt,
das voranstehende Produkt jedoch nicht
durchgestrichen. Die Summe aus allen auf
diese Weise nicht gestrichenen zweiten
Faktoren ist dann das gesuchte Produkt.
Die Richtigkeit dieser Multiplikations-
weise ist leicht einzusehen. Bei jedem Pro-
dukt mit ungeradem ersten Faktor wird die
Division nicht vollstindig ausgefiihrt (es
verbleibt ein Rest 1), so daB der Betrag des
zweiten Faktors genau einmal fehlen
wiirde, wenn er nicht durch Stehenlassen
und spiteres Addieren in das Gesamter-
gebnis eingehen wiirde.

Dieses einfache, aber geniale Vorgehen
beim Multiplizieren zweier natiirlicher
Zahlen zeigt, daB auch Volker mit geringen
mathematischen Kenntnissen erfolgreich

38 31=2
19- 62
9-124

4248
2496

-praktische Aufgaben zu lGsen wuBten.

Th. Scholl
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Losungen

Losungen zu:

Olympische Kryptogramme

Heft 3/89

Ala 9035136:2112=4278

A2 A keine Losung

AJ A 22Lbssungen,z.B. 983 +45=1028
Ad4a 17 Losungen, z.B. 142-57=8094

Losungen zu:
Aufgaben iiber ein Dosierbesteck
Heft 3/89

Ala Laut Hebelgesetz, und weil die Ge-
wichtskraft das Produkt aus der Masse des
Korpers und der Erdbeschleunigung ist,
gilt:
m(a—10,3cm)=15g-10,3cm
m(10,3cm+85cm—a)=50g-54cm
Durch Addieren der linken und rechten
Seiten beider Gleichungen folgt:
m-85cm=15g-10,3cm + 50g
-5,4cm

15g-10,3cm+50g-54cm

m=
8,5cm

~4994pg
Damit ergibt sich aus der ersten Gleichung
a= 155—1"?“2 +103cm~13,39cm.
A2 a Laut Hebelgesetz muB gelten:
20g-x =m(10,3cm + 8,5cm
+54cm—a—Xx)
20g+ m)x=m(10,3cm + 8,5cm — a)
_ m(103cm+85cm+54cm — a)
20g+m

=~772cm.
A3 a Mit der Formel

V= %((ﬂ + dD + D?) ergibt sich

Vkleiner Becher = 51731 cm3

und VSWBH Becher = 103,8 cm’,

Der kileine Becher faBt also

50g-51,31cm’
1038cm? 247
15g:1025cm + 50g-5,35¢cm

8,55cm

- 15g-545cm +50g-5,45cm

= 8,45cm

4926...g=m=50,62...g

15g-10,25cm
50,62... g

< 15g-10,35cm

= 4926...g

1328...cm=a=13,50... cm.

A S5a Man verschiebt den Waagebalken

so lange auf der Schneide, bis er im

Gleichgewicht ist. Dann befindet sich der

Schwerpunkt S senkrecht unter der Dreh-

achse.

Ada

=m

+10,25cm=a

+10,35cm

96 - alpha, Berlin 23 (1989) 4

A64a Damit sich der Schwerpunkt des
eingefiillten PSM auf der Becherachse be-
findet.

Losung zu:

Ein Wiigestiick ist zu leicht

Bei der ersten Wigung legt er auf die linke
Waagschale die drei Wigestiicke mit den
Markierungen 1 und 2 und auf die rechte
Waagschale das Wigestiick mit der Zif-
fer 5. Geht dabei die rechte Waagschale
nach oben, so ist das Wigestiick mit der
eingeschlagenen 5 das gesuchte. In diesem
Fall ist eine zweite Wigung iiberfliissig.
Geht die linke Waagschale nach oben, so
ist eines der Wigstiicke mit den Ziffern 1
oder 2 das gesuchte. In diesem Fall legt er
bei der zweiten Wigung auf jede Waag-
schale eines der Wigestiicke mit der Zif-
fer 2. Ist dabei die Waage im Gleichge-
wicht, so hat das Wigestiick mit der
eingeschlagenen 1 weniger als 1g Masse.
Ist die Waage nicht im Gleichgewicht, so
ist das gesuchte Wigestiick das auf der
oben befindlichen Waagschale. Ist schlieB-
lich bei der ersten Wigung die Waage im
Gleichgewicht, so befindet sich das ge-
suchte Wigestiick unter den drei mit den
Ziffern 10 oder 20. Analog wie oben wird
mit der zweiten Wigung herausgefunden,
welches dieser drei weniger Masse besitzt
als seine Beschriftung anzeigt.

Ohne Wiigestiicke!

Wegen 1 und weil die Masse einer Kugel
ein Vielfaches der Masse eines Kegels ist,
ist auch die Masse eines Wiirfels ein Viel-
faches der Masse eines Kegels. Mittels I
folgt aus II schrittweise:

1
_DD,\DAA

2) AN

-

Mittels I folgt aus III schrittweise:

Y

5) Al -

5 O AAMAMAA

T AAAA
Aus 2 und 6 ergibt sich, daB drei Kegel die
gleiche Masse haben wie ein Wiirfel und
aus I, daB finf Kegel die gleiche Masse ha-
ben wie eine Kugel.

Losungen zu:
Einiges iiber das Sehnenviereck

Heft 3/89

A24 a=65%p=50°
y=25"+90°=115°

Ad4a ABAC= xBDC .
(Peripheriewinkel iiber BC)
X ACD = 5 DBA

(Peripheriewinkel iiber AB)

A5a Drachenviereck; Hohensatz

A6a Kathetensatz

A7a  Satz des Pythagoras

A8a er=ac+h?

A9A e=7cm

Al1l0a u.a. xACB=45° xCBD=25"
Winkel bei S 70° bzw. 110°.

aAlla XCBDund xBDC.

Losung zur Schachecke

1. 3+ g:f3, 2. e:d3+ c:d3, 3. L5+ e:f5,
4. Te6+ d:e6, 5. Td4+ c:d4, 6. a8L+ Dd5,
7. L:.d5+ e:dS5, 8. Sf6+ g:f6, 9. DeS+ fe§,
10. Sg5 matt.

Moglich ist auch die Zugumstellung

5. Sf6+ g:f6, 6. Td4+ c:d4,

7. a8D+ DdS, 8. Da:d5+ e:d5.

Losungen zu:
Ein mathematischer Blumenstrau8

DDR-40
Das Bild zeigt eine mogliche Eintragung:

0@0@0@@9@“@
m @ @ @ >
OO0 @ @

Von Bezirk zu Bezirk

Es sind eingetragen v.l.n.r.:

Schwerin (2. Zeile), Dresden (6. Z.),
Erfurt (8. Z.), Leipzig (9. Z.),

Potsdam (9. Z.);

v.r.n. L: Neubrandenburg (1. Z.),

Suhl (2. Z.), Frankfurt/Oder (3. Z.),
Karl-Marx-Stadt (4. Z.), Gera (5.Z.),
Magdeburg (7. Z.), Cottbus (8. Z.);
v.0.n.u.: Halle (1. Spalte),

Rostock (2. Sp.), Berlin (11. Sp.).

Die verbleibenden Buchstaben ergeben
den Namen der gesuchten Zeitschrift:
MIKROPROZESSORTECHNIK (MP).

Geographisches

Man erhilt fiir die FluBlidngen ein eindeu-
tig losbares lineares Gleichungssystem, das
man in geeigneter Reihenfolge schrittweise
l6sen kann:

Elbe: 1165 km (nach (1));

Bode: 169 km (nach (4));

Peene: 156 km (nach (2));

Saale: 427 km (nach (6));

Oder: 861 km (nach (3));

Havel: 343 km (nach (7));

Spree: 382 km (nach (5));

Mulde: 124 km (nach (8)).
(Zahlenangaben nach BI-Handlexikon in
zwei Binden, Leipzig 1982)

Von Stadt zu Stadt

Es waren folgende Stidtenamen (in der
Reihenfolge des Textes) versteckt:

Waren, Aue, Thale, Bergen, Forst, Artern,
Freital, Sonneberg, Wolfen, Barth, Torgau,
Zeitz, Dresden, Leipzig, Altenburg, Burg,
Querfurt, Erfurt, Eisenach, Borna, Wolgast,
Halle, Wismar, Rostock, Giistrow, Merse-
burg, Grimma, Calau, Jena, Bernau,
Oschatz, Werdau, Greiz, Riesa, Schwerin,
Aken, Weiflwasser, Berlin, Wurzen, Gera.

Ein grundlegendes Recht

1. Rechteck, 2. Exponent, 3. Computer,

4. Hyperbel, 5. Tangente, 6. Astroide,

7. Ursprung, 8. Funktion, 9. Béschung,

10. Integral, 11. Lésungen, 12. Division,
13. Umlegung, 14. Neunzehn, 15. Gradient.
Die Anfangsbuchstaben ergeben:

RECHT AUF BILDUNG.



Fernsehturm-Domino
Das Bild zeigt eipe Legemoglichkeit:
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Erbauliche Ansichten =
Das Bild zeigt je eine Legemoglichkeit:
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‘Losungen zu: Ein Hobl:)y—1

mathematiker stellt sich vor

ala Die gesuchten Zahlen sind 14091;
32208; 50325; 62403; 80520.

A2 a Die Milchmenge ist jahrlich um
39 kg zu steigern.

A3Aa Wegen der Teilbarkeitsregeln ist
die Summe der jeweils letzten zwei Ziffern
aller Potenzen der Aufgabe zu ermitteln.
Diese endet auf 50. Bei Division durch 4
ergibt sich der Rest 2.

Ad4a a)Esgibt keine Losung.

b) 2763 + 1841 = 4604;

2863 + 1741 = 4604; 1832 + 5475 = 7307,
1432 + 5875 =17307; 2613 + 4574 = 7187,
2513 + 4674 = 7187; 5716 + 2482 = 8198;
5416 + 2782 = 8198; 6847 + 2592 = 9439;
6547 + 2892 = 9439; 5816 + 3293 = 9109;
5216 + 3893 = 9109; 3814 + 5295 = 9109;
3214 + 5895 =9109. :

B0

AS A Auf dem letzten Feld sind
8388608 Weizenkdrner. Insgesamt liegen
16 777215 Korner auf dem Brett. Das ent-
spricht dem Ertrag einer Anbaufliche von
0,14 Hektar.

A 6 a Eshandelt sich um Kombinationen
ohne Wiederholung zur 1. bis 3. Klasse. Es
ergeben sich 129 verschiedene Kombina-
tionen.

Losungen zu:

Uberall Niherungswerte }

Ala Genaue Werte: a), f), h), k)
Niherungswerte: b), ¢), d), €), g), i)

A2 a Zahnpasta: -
46g=m=54g,46g, S4¢g
Waschpulver:

860g=m =940¢g, 860g, 940¢
Tafelbutter:

250g+4g, 246g=m<254g

Aala b)2, 265275 265=x,=2,75
¢) 2, 10,5, 11,5, 10,5 = x,, = 11,5
d) 11,0, 11,05, 10,95 = x,, = 11,05

e) 11,00, 4, 10,995, 11,005

Ada

Maoglicher Uberschlag genaues Resultat -
a) 1000 - 500 = 500 000 691782
b) 7000 - 200 = 1 400000 1345192
c) 9000: 30=300 265

ASaA
a) z.B.: 7000- 150 = p = 7500- 150
1050000 = p =1500000

b) z:B.: 8000:40 = ¢ <9300:30
200 = ¢ =310
A6a ab,df h

Losungen zu:
Acht mathematische Knobelaufgaben

Ala
1+9+49+40=1+9+89,(..=99)
1+94+9+4+0=19+89, (... =108).
A2a Aus N+ N+ N=45folgt N=15,
aus N + N =P folgt P= 30,

aus N+ P=1folgt [ =45,

aus N-P =R folgt R =450,

aus R+ R+ R =E folgt E= 1350,

aus [+ N:N+[:N+1I:N =0 folgt

O = 54. Daher gilt
P+I+0O+N+I+E+R

=30+ 45+ 54+ 15+ 45 + 1350 + 450
=1989-.

A3 A Angenommen in Klasse Sa von Su-
sanne sind x Schiiler; dann sind (x — 1)
Schiiler in Klasse 5b und (x + 1) Schiiler
in Klasse 5c. Zusammen sind -das 2-x
Schiiler. Nun gilt 2- x =58, also x =29.
In Susannes Klasse sind 29 Schiiler.

A4a Die vierte Zahl lautet

a) 4455, b) 4564, c) 4123, d) 4456.

AS5a 1:1:2:4=1+1+2+4=8..

A 6a Beispiel: (359 + 593 + 935)
((3+5+9)=1887:17=111.

Allgemeine Losung: Die drei Zahlen seien
abe, bea, cab in dezimaler Schreibweise.
Dann gilt: -
100-(a+b+c)+10-(a+b+c)+1
(atbt+te)y=11l1(a+b+c).
Wegena+b+c#+0ist 111-(a+ b+ ¢)
{at b+ c)=111. -

Das Ergebnis lautet also stets 111.

A 7a Die kleinste gewiirfelte Summe ist
1+7=28, die groBte ist 6 + 12 =18. Die
dazwischenliegenden Summen sind
(z.B)n+7,n=2,3,4,5 6und N
6+m,m=38,9, 10, 11.

Es kbnnen also 11 verschiedene Summen
der Augenzahlen gewiirfelt werden.

A8A A=5U=1F=1G6=2,
E=3,P=2 8§=5T=4 M=13,
H=21=10=1 )

Das Produkt lautet dann 7200.

Losungen zur Sprachecke

A la Magischer Stern

Schreibe in die leeren Kreise Zahlen zwi-
schen 94 und 107, so daB man stets die
Summe 402 erhilt, wenn man die Zahlen
addiert, die in den Kreisen auf einer Gera-
den stehen.

Lésung:

A=97, B=103, C=99, D=104,

E=96, F=101, G =106, H =105, -
1=100,/=102, K=95 L =298.

A2A Bestimmt die kleinste natiirliche
Zahl, welche auf 56 endet, durch 56 teilbar
ist und die Quersumme 56 besitzt!
Lésung: Laut Aufgabe hat die gesuchte
(1) moglichst kleine natiirliche Zahl z
(2) die Form z = 56 - x,
(3) eine auf 56 endende Dezimalstellung,
(4) die Quersumme 56.
Aus (2) folgt, weil 56 =87 ist,
i(5) 8|z und (6) 7|z.
Wegen (1) bis (5) und auf Grund der Teil-
barkeitsregel fiir 8. endet die Dezimaldar-
stellung von z auf 856 und weiterhin wegen
(1) bis (6) auf 9856 = 56176 = y.
Da 9 + 8 + 5 + 6 = 28’ist, miissen die noch
fehlenden Stellen der Dezimaldarstellung
von z die Quersumme 56 — 28 = 28 erge-
ben. (Folgerung aus (4):)
Kleinstmégliche Zahl mit dieser Quer-
summe ist 1999.
Da aber 56]19999856 und 56|y ist und
weil (1) bis (6) gelten muB, priifen wir, ob
eine der Zahlen 2899, 2989, 2998 ohne
Rest-durch 7 teilbar ist. Das trifft nur bei
2989 =7-427 zu. '
Da 29899856 = 56-533926 gilt, ist, wie
die Herleitung zeigt, z = 19 899856 die ge-
suchte natiirliche Zahl.

Ala

Verwandle das Kreuz in ein Quadrat

Die Zeichnung zeigt ein Kreuz mit vier °
gleichen Armen. Teile mit vier Geraden
das Kreuz so in fiinf Teile, daB du die Teile
neu in Form eines Quadrates ordnen
kannst.

Hinweis: Vier der Teile sollen kongruent
sein.

Lésung: TN




Gut gedacht
ist halb gelost

Ermittelt die jeweils gesuchten GroBen, in-
dem ihr eure Kenntnisse iiber kongruente
Dreiecke, Sitze am Kreis und die Satz-
gruppe des Pythagoras nutzt.

Ch. Werge

3 ges.:.x,Yy

6 ges:r&X 7 ges.:d, x
8 pges.:s,s,;,d

9 ges.1,I; 10 ges.:d, x,y 11
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