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Zum Jahreswechsel

Figur 1: Wieviel verschiedene Lesemdglichkeiten —
stets zu einem benachbarten Buchstaben fortschrei-
tend — gibt es in der Matrix fiir den Begriff ,Weih-
nachtsgaben“?

WEI HNACHT
EIHNACHTS
I HN ACHTS G
HNACHTSAGGA
NACHTSGA ASHSB
ACHTSGAZBE
C HTS GABEN

Figur 2: In die Jahreszahl 1988 wurden im Rdssel-
sprung, d. h. in der Gangart eines Springers beim
Schachspiel, die Nachnamen von 10 bedeutenden
Mathematikern aus der Vergangenheit aufeinander-
folgend eingetragen. Welche Mathematiker sind es?
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Figur 3: Findet in der Baumfigur Wege von 1 bis 24
mit groBtmoglicher bzw. kleinstmdglicher Zahlen-
summe sowie mit den Zahlensummen 100 bzw.
200! Dabei darf jede Zahl nur hochstens einmal
iiberquert und nicht wieder nach unten abgestiegen
werden.

Figur 4: Sicher findet ihr schnell den Weg durch
das Labyrinth, der vom Jahr 1988 in das Jahr 1989
fihrt.

1989

Illl

% N\
N/

3k

1988

Figur 5: Ersetzt die Buchstaben W, X, Y und Z so
durch dezimale Grundziffern, daB sich eine richtig
ausgefiihrte Additionsaufgabe ergibt, m.a. W., er-
mittelt simtliche Losungen des Kryptogramms!

x x v|4 X X Y
+ X X W + X X Z
YXZ2Z Y X Z X}

Figur 6: Ermittelt simtliche Losungen dieses Kryp-
togramms!

Figur 7: Wieviel verschiedene Lesemdglichkeiten —
ausgehend von links oben oder rechts unten und
stets zu einem benachbarten Buchstaben fortschrei-
tend — gibt es in der Matrix fir den Begriff ,Neu-
jahr*?

NEUIJAHR
EUJAHRH
UJ AHRHA
JAHRHAI
AHRUHAIU
HRHAJUE
R HAIJUEN

Figur 8: Und zum SchluB senden die alpha-Redak-
tion und der Autor dieser Knobeleien allen
alpha-Lesern zum Jahreswechsel einen herzlichen
GruB3, der im Rdésselsprung in die Jahreszahl 1989
eingetragen wurde. Viel SpaB beim Ermitteln dieses

Satzes! R.Mildner
SIN|F|H HIE|L L |E {E
AlT|T|D A A N E
U|lE|C]|S L{P|N S|I1|R
N[E|! L H
U|G|D E|G|S R|{C|N
I|H|S AjU E 0
E|N|N L|W|S E|F|K

alpha, Berlin 22 (1988) 6 - 121



Das spiralige Haus eines

Tintenfischs

Mathematische Ergianzungen zum Titelbild

Unser heutiges Titelbild zeigt den schema-
tisierten Schnitt durch das Gehéduse eines
Tintenfisches, dessen Name Schiffshoot ist.
Schlagen wir in einem Lexikon nach, dann
finden wir: Schiffsboot, Nautilus: Gattung re-
zenter KopffiiBer mit duferer, gekammerter
spiraliger Schale (bis 27 cm Durchmesser), die
als Schwimmapparat dient, offene Gruben-
augen, etwa 90 Kopftentakeln und 4 Kiemen.
S. leben in sechs Arten im westl. Stillen Ozean
bis in etwa 700 m Tiefe. (BI Universallexi-
kon, VEB Bibliographisches Institut,
1. Aufl. Leipzig 1987)

Was uns an dieser Charakterisierung be-
sonders interessiert, ist der Hinweis auf die
sofort ins Auge fallende, fast ideale Spiral-
form des Gehiuses.

Wir fragen uns, ob sich diese Spirale als
mathematische Kurve genauer beschreiben
1iBt und ob man aus den Eigenschaften
einer solchen Kurve ableiten kann, warum
hier gerade diese Form entsteht und auch
sonst in der Natur hiufig zu beobachten
ist.

A. Als mathematisches Objekt ist die vor-
liegende Kurve unseres Wissens erstmals
um das Jahr 1640 definiert und untersucht
worden, und zwar unabhingig und auf
recht verschiedenen Wegen von den bedeu-
tenden Gelehrten René Descartes (1596 bis
1650) in Frankreich und Evangeliste Torri-
celli (1608 bis 1647) in Italien.

Wir wollen jetzt einige der wichtigsten Ei-
genschaften dieser Kurven, die man als Lo-
garithmische Spiralen bezeichnet, zusam-
menstellen, ohne uns allerdings ndher mit
ihrer Herleitung befassen zu konnen.

(1) Jede Logarithmische Spirale besitzt
einen charakteristischen Punkt O, um den
sie sich herumwindet. Sie wird dabei voll-
stindig durch die Eigenschaft charakteri-
siert, daB ihr Schnittwinkel mit jedem von
O ausgehenden Strahl immer konstant
gleich g ist (Bild 1). Die Spirale windet
sich ohne Ende um den Pol herum, der

Bild 1
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Umfang einer Umrundung wird dabei im-.

mer kleiner und kleiner.
(2) -Bezeichnet r(p) den Abstand eines
Kurvenpunktes P, dessen Fahrstrahl miit
der Abszissenachse den Winkel ¢ ein-
schlieBt, vom Pol O, dann gilt
r(g)=d-e¥ 4 als Polardarstellung der
Spirale, deren Name wegen der daraus fol-
genden Formel

logr(p) —logd =@ -cotu
verstdndlich wird.
(3) Die von R. Descartes in den Vorder-
grund gestellte Eigenschaft ist die Propor-
tionalitit der Bogenlinge s(@) und des Ab-
standes eines Kurvenpunktes vom Pol, die
sich in der Gleichung

r(p)

s(p) = =
ausdriickt, wenn man die Bogenlinge so
definiert, da8 s(@) gegen Null strebt, wenn
der Punkt sich dem Pol beliebig nihert.
Auch Torricelli hatte festgestellt, da man
dieser Kurve eine endliche Bogenlidnge bis
zum Pol gemessen zuschreiben kann, ob-
woh! derselbe nicht Endpunkt der Spirale
ist! Er fand:
Zeichnet man zu einem Punkt M auf der
Spirale den Fahrstrahi OM und die Tan-
gente, errichtet auf OM im Punkte O die
Senkrechte und bestimmt den Schnitt-
punkt T der Senkrechten mit der Tangente,
dann ist die Strecke MT gleich dem Grenz-
wert der Bogenldnge von M bis zu einem
Punkt P, der sich auf der Spirale dem
Punkt O beliebig nidhert (Bild 2).

Bild 2

408 do1

(4) Aus dem zuletzt Gesagten folgt eine
interessante dynamische Eigenschaft: LiBt
man eine Logarithmische Spirale auf einer
Geraden (hier MT) ohne Gleiten abrollen,
dann bewegt sich der Pol auf einer Géra-
den (ndmlich OT).

(5) Erinnert man sich noch an den Peri-
pheriewinkelsatz, dann sieht man leicht,
daB die Beriihrungspunkte T7; aller von
einem festen Punkt M aus an eine Logarith-

mische Spirale gelegten Tangenten mit O
und M auf einer Kreislinie liegen (Bild 3).
(6) Wenn man eine um einen Punkt her-
umlaufende Kurve beziiglich dieses Punk-
tes einer Dehnung (oder Stauchung) unter-
zieht, dann hat man die Vorstellung, daB
die Kurve dabei irgendwie grgfer (bzw.
kleiner) wird. Die Logarithmische Spirale be-
lehrt uns eines Besseren: Zwei beziiglich O
gedehnte Logarithmische Spiralen sind stets
zueinander kongruent und kénnen durch
eine Drehung um O zur Deckung gebracht
werden (Bild 2). (Man beweist das leicht
unter Verwendung der Polardarstellung!)
(7) Betrachtet man zu einer ebenen Kurve
in einem Kurvenpunkt denjenigen Kreis,
der sie gleichgekrimmt berihrt, dann
nennt man ihn Krimmungskreis, seinen
Mittelpunkt Krimmungszentrum und den
Kehrwert des Radius Kriimmung der Kurve
in diesem Kurvenpunkt. Der geometrische
Ort aller Kriimmungsmittelpunkte einer
Kurve heiBt Evolute derselben.

Und auch hier hat unsere Logarithmische
Spirale eine Uberraschung bereit: Die Evo-
lute ist stets eine drehungskongruente (d.h.
nach (6) eine nur gedehnte) Logarithmische
Spirale!

Es gibt noch eine ganze Reihe weiterer tief-
liegender und teilweise iiberraschender Ei-
genschaften unserer Spiralen. Die daran
ankniipfenden Untersuchungen konnen
aber hier nicht verstindlich gemacht wer-
den-

Wir bemerken nur, daB Leonhard Euler
(1707 bis 1783), einer der bedeutendsten
Mathematiker aller Zeiten, sie offenbar fiir
so wesentlich gehalten hat, daB er auf sei-
nen Grabstein eine Logarithmische Spirale
méeiBeln lieB (Bild 4).

B. Jetzt wenden wir uns dem zweiten Teil
der aufgeworfenen Frage zu und versuchen
zu verstehen, warum das Gehduse des Nau-
tilus gerade diese Form bekomml.

Die letzte Ursache dafiir ist die Art und
Weise, wie mehrzellige Lebewesen wach-




sen: durch Zellteilung! Das fihrt nimlich
dazu, daB der Lingenzuwachs in einer
Wachstumsrichtung der vorhandenen
Lange proportional ist.
(1) Unser KopffiiBer bewohnt immer die
letzte (groBte) Kammer und schliipft von
Zeit zu Zeit aus einer zu eng gewordenen
in eine neu angelegte (Prinzip des Hiu-
tens!). Wenn das Wachstum in allen Rich-
tungen gleich schnell vor sich geht, dann
bleibt der Korper geometrisch dhnlich, die
Kammern solltén das dann auch sein. Den-
ken wir uns ihre Form vereinfacht als Drei-
ecke mit einer Ecke fest im Punkte O,
dann sollte also gelten:

O4_0B

OB 0OC’
d.h. OB ist die mittlere Proportionale von
‘04 und OC (Bild 5).

Bild 5

0

Dann miissen aber die drei Punkte 4, B
und C auf einer Logarithmischen Spirale lie-
gen, denn mit

04 =d-e**“und

'(T = (- el®+20) ol yird

OB2=04-0C = d?- eXo+acolu

und demzufolge OB = d- e®* @ otx

womit die Behauptung bewiesen ist.

Die Sache wird aber noch interessanter!
Wir fragen uns nimlich jetzt, warum wohl
die Kammer selbst durch den Bogen einer
Spirale begrenzt wird.

Nun: das Wachstum geschieht durch Zell-
teilung und folglich ist der Langenzuwachs
pro Zeitdifferenz der Lange proportional.
Also gilt in radialer Richtung -j—: =k-r
und in Richtung der duBeren Begrenzungs-

A
kurve 2 k- s. Daraus folgern wir

At
EL O L W
Ar  k-r-dt r

und hieraus wiederum

s
+_.
(s+'As)_s rAr s

(r+dr)  (r+tdr) r’

Wihrend des Wachsens bleibt das Verhalt-
nis von Radius r und Bogenldnge s kon-
stant! Das charakterisiert aber gerade eine
Logarithmische Spirale (Eigenschafl (3)).
Schauen wir uns nun mit unseren neuen
Erkenntnissen ausgeriistet einmal aufmerk-
sam in der Natur um, ob wir nicht an wei-
teren Lebewesen solche Spiralen entdek-
ken und ihre Entstehung erkliren konnen!
Sicher habt ihr — vielleicht bisher mehr un-
bewuBt — beobachtet, daB die Einzelbliiten
(oder spiter die Einzelfriichte) eines Korb-
bliitlers sich ebenfalls spiralig ordnen. Das
kann man sich ganz dhnlich erkliren. Wir
vereinfachen den Sachverhalt wieder, in-
dem wir annehmen, daB auf einem kreis-
formigen Bliitenboden ebenfalls kreisfor-
mige Friichte dicht gepackt sitzen und mit
gleicher Geschwindigkeit wachsen.

Dann miissen die Mittelpunkte von sich je-
weils berithrenden Friichten in aufeinan-
derfolgenden GroBenschichten wieder auf
Logarithmischen Spiralen liegen (Bild 6).

Wieder st der Kurve

%= a-s, wihrend fiir den Abstand OM;

namlich lings

4
A—: = a-rgilt. Somit bleibt das Verhiltnis

von s zu r wihrend des Wachstums kon-
stant, die Kurve ist eine Logarithmische
Spirale.

C. Eine Nachbemerkung
Wir hoffen, unsere Leser durch die Be-
trachtungen zu zweierlei anregen zu kon-
nen. Erstens sollten sich recht viele von
ihnen einmal mit den wichtigsten elemen-
taren Kurven und ihren Eigenschaften be-
schiftigen. In &lteren wissenschaftlichen
Bibliotheken findet man dazu vielleicht
noch das Buch von Gino Loria Spezielle Al-
gebraische und Transzendente ebene Kurven,
Theorie und Geschichte, B. G. Teubner, Leip-
zig, 1902. Jetzt, wo vielen wenigstens ein
Kleinrechner (etwa KC85/2 und /3) zu-
ganglich ist, kann die Beschiftigung sehr
an Reiz gewinnen, wenn man die Bilder
auf dem Bildschirm entstehen 148t (unsere
Abbildungen sind z. B. so entstanden!).
Zum Zweiten aber mochten wir anregen,
aufmerksamer durch unsere Umwelt zu ge-
hen und Fragen zu stellen, deren Beant-
wortung nicht sofort auf der Hand liegt
und die vielleicht von Lehrern oder Klas-
senkameraden bisher iiberhaupt noch nicht
aufgeworfen worden sind. Zum Thema un-
seres Aufsatzes finden sich beispielsweise
viele Erginzungen in einem Artikel in Wis-
senschaft und Fortschritt, Heft 8/1979.

R. Hofmann

Bild 8
Nautilus (lebendes Fossil - kommt heute
noch in der Tiefsee vor)

Bild 9
Trias-Ammonit (etwa 200 Mill. Jahre)

Die auf den Bildern 7 bis 9 dargestellten
Stiicke stammen aus der Geologisch-Pali-
ontologischen Sammlung des Wissen-
schaftsbereiches Geophysik der Karl-Marx-
Universitit Leipzig. Wir danken der Mitar-
beiterin des WB, Frau A.-B. Emst, fiir ihre
freundliche Unterstiitzung.

alpha, Berlin 22 (1988) 6 - 123



19.Fach: Schach

Seit etwa vier Jahren besteht an unserer
Schule in Strobeck eine Mathematik-Ar-
beitsgemeinschaft flir die Klassen 3 bis 5.
Hier k6énnen sich die an Mathematik inter-
essierten Schiiler unserer kleinen zentralen
Dorfschule (wir haben Kinder aus insge-
samt funf Dérfern) hauptsichlich noch
spielerisch mit mathematischen Problemen
beschiftigen. Neben mathematischen Spie-
len und aus Zeitungen, Biichern und Zeit-
schriften gesammelten Knobelaufgaben be-
schiftigen wir uns auch mit der Vorberei-
tung auf Olympiaden und mathematische
Wettkimpfe und beteiligen uns natiirlich
auch am alpha-Wettbewerb. Jedes Jahr
wird bei uns Ende September eine Mathe-

matik-Schulolympiade organisiert, die in.

sehr wiirdiger Form stattfindet, so daB sie
fir die Teilnehmer eine echte Auszeich-
nung bedeutet. Auf dem Appell zu unse-
rem Nationalfeiertag werden die drei be-
sten Schiiler jeder Klassenstufe pramiert.
Sie erhalten neben kleinen Prisenten auch
jeder von der Schule ein Jahresabonne-
ment der Zeitschrift alpha. Auf diese
Weise wird erreicht, daB sich moglichst
viele Schiiler auch in ihrer Freizeit mit
Mathematik beschiftigen.

Die Sieger unserer Schulolympiade werden
selbstverstindlich zur Kreisolympiade
nach Halberstadt delegiert.

Wir nutzen auch jede Moéglichkeit, an ma-
thematischen Wettbewerben im KreismaB-
stab teilzunehmen. Bei all diesen Lei-
stungsvergleichen konnten wir AG-Mitglie-
der in den letzten Jahren stets vordere
Pldtze erreichen. Diese Erfolgsergebnisse
spornen uns-natiirlich zu weiterer Arbeit
an.

Zu Beginn der 6. Klasse sind wir alt genug,
um selbstindig mit dem Bus nach Halber-
stadt zu fahren. Die besten von uns werden
dann in die Kreis-AG in die Station Junger
Techniker und Naturforscher Heinz Rock-
mann delegiert. Die Station ist fiir uns
auch nichts Neues mehr. Wir kennen sie
und viele der dort titigen Lehrer von frithe-
ren Wettbewerben oder vom Spezialistenla-
ger in den Ferien. Hier sind dann in jeder
AG nur Schiiler derselben Klassenstufe
und wir kénnen deshalb noch mehr lernen.
Einige unserer AG-Mitglieder sind gleich-
zeitig Mitglieder der AG Schach an unserer
Schule und haben sich mit anderen Schii-
lern auch am Schachwettbewerb der alpha
beteiligt.

124 - alpha, Berlin 22 (1988) 6

Ihr miiBt aber auch wissen, daB Schach seit
1823 an unserer Schule Unterrichtsfach ist.
Selbstverstindlich wahren wir diese schéne
Tradition. Am Schachunterricht nehmen
alle Schiiler der Klassen 3 bis 7 teil. Ab
Klasse 8 ist die Teilnahme in einer Arbeits-
gemeinschaft moglich. Fiir uns Schiiler be-
deutet dies pro Woche eine zusidtzliche
Stunde Unterricht. Das ist selbstverstind-
lich, weil ja bereits unsere Eltern, GroBel-
tern, ... in der Schule Schachunterricht
hatten.

StraBenlampe am Schachturm in Strobeck

Am Ende jedes Schuljahres kimpfen die
Schiiler der 7. Klassen um drei Sitze Figu-
ren und die Schiiler der 8. Klassen um drei
Bretter mit einer Widmung: Zur Belohnung
des Fleifes im Schach. Diese Trophden wer-
den hart umkdmpft und finden groBes In-
teresse bei Schiilern, Eltern und allen an-
deren Einwohnemn im Dorf.

Auch das Fernsehen der DDR hat bereits
einen solchen Wettkampf gefilmt und in
einer Sendung Elternsprechstunde gesendet.
Wir sind stolz auf unseren Schulnamen:
Schule der DSF — Dr. Emanuel Lasker.

Dr. Lasker war der einzige deutsche
Schachweltmeister.

Er konnte diesen Titel 27 Jahre lang fiir
sich in Anspruch nehmen.

Aus rassischen Griinden verlegte er 1936
seinen Wohnsitz in die Sowjetunion. Hier

Schachsymbol an einem Strobecker Haus,
das jeder Gewinner der jahrlichen
Schulmeisterschaft anbringen darf.

arbeitete der promovierte Mathematiker in
Moskau an der AW am Institut fir Ma-
thematik und 18ste wichtige mathemati-
sche Probleme.
In den Schulen beschiftigte er sich mit
Pionieren und I8ste mit diesen mathemati-
sche Aufgaben.
Wir sind dabei, die Biographie dieses
Schachspielers, Mathematikers und hervor-
ragenden Menschen weiter zu erforschen.
Dabei geht es uns insbesondere um seine
Beziehungen zur Sowjetunion.
Wir haben das Karl-Sudhoff-Institut, das
uns dabei unterstiitzt hat, angeregt, eine
Biographie iiber Dr. E. Lasker herauszuge-
ben, damit moglichst viele Menschen iiber
diese bedeutende Personlichkeit mehr er-
fahren und von ihm lernen kénnen.
Matthias Orb
Mathe-AG der Schule der DSF
.Dr. E. Lasker”

alpha bat Dr. R. Thiele vom Karl-Sudhoff-In-

_stitut fiir Geschichte der Medizin und Natur-

wissenschaften der Karl-Marx-Universitdt
Leipzig, ihren Lesern mehr iiber Emanuel Las-
ker mitzuteilen.

Schach als Kampf

Emanuel Lasker ist weniger als Mathemati-
ker, sondern als Schachspieler bekannt ge-
worden. Das entspricht letztendlich seinen
Absichten, denn Schach war dem promo-
vierten Mathematiker wichtiger als sein
Fachgebiet. Geboren ist Lasker am 24. De-
zember 1868 in Berlinchen (Neumark).
Nach dem Abitur studierte er in Berlin,
Gottingen sowie Heidelberg Mathematik
und Philosophie und promovierte an der
Universitit Erlangen Uber Reihen auf der
Konvergenzgrenze. Obwohl Lasker 1893 an
der Tulane University in New Orleans
(USA) und 1901 an der Victoria University
in Manchester (Gro3britannien) Vorlesun-
gen gehalten hatte, war er ein Berufs-
schachspieler. Seine Schachkarriere hatte
1889 begonnen, und bereits 1894 schlug er
den amtierenden Weltmeister Steinitz.
1902 siedelte Lasker in die USA iiber, kam
aber 1907 wieder nach Deutschland zuriick
und lieB sich in Thyrow bei Berlin nieder.
1905 erschien in den Mathematischen An-
nalen, -einer wichtigen mathematischen
Zeitschrift, ein Artikel von Lasker Zur
Theorie der Modulen und Ideale, in dem Las-
ker den Begriff des Primideals faBt. Damit
leistete der Schachweltmeister einen be-
deutenden Beitrag zur Entwicklung der
modernen Algebra. 1921 verlor Lasker den
Weltmeistertitel im Schach, den er
27 Jahre getragen hatte, gegen den 20 Jahre
jingeren Capablanca. Lasker schrieb auch
Biicher iiber Schach und andere Denk-
spiele. Er begriff Schach als eine Kunst
und betonte die psychologische Seite des
Spiels (Schwiiche des Gegners niitzen).

1927 eréffnete er eine Schule fiir Verstandes-
spiele, in der neben Schach auch Go,
Bridge oder Lasca gelehrt wurden. Lasca ist
ein Brettspiel, das Lasker selbst erfunden
hat. 1933 muBte Lasker in die Emigration



gehen. Zunichst fand er Aufnahme in
GrofBbritannien, folgte aber dann einer
Einladung in die Sowjetunion. Die sowjeti-
sche Akademie der Wissenschaften er-
nannte ihn 1935 zu ihrem Mitglied. Lasker
lebte bis 1937 in Moskau und ging dann
nach New York. Dort starb er im Alter von
72 Jahren am 11.1.1941.

Lasker iiber das Schachspiel

Das Schachspiel, nur ein Theaterkrieg, kann
als Sinnbild aller Arten des Kampfes dienen,
so z. B. eines Disputs (Streitgesprdch), diplo-
matischer Unterhandlungen oder eines gericht-
lichen Prozesses. Es bereitet uns fiir das feinere
Verstdndnis der strategischen Gesetze vor.
Lasker war der Meinung, daB jeder Zug
nicht an sich stark oder schwach ist, son-
dern insbesondere im Hinblick auf den je-
weiligen Gegner gut oder schlecht ist. Er
strebte nicht nach dem objektiv besten
Zug, sondern nach dem fiir den jeweiligen
Gegner unangenehmsten.

Schachspieler iiber Lasker

Max Euwe

(Weltmeister im Schach, Mathematiker)
Lasker war von allen GroBmeistern, denen
ich in den vergangenen 35 Jahren begegnet
bin, der GroBte.

José Raul Capablanca

(Weltmeister im Schach)

Er war der tiefgriindigste Schachspieler,
den ich je gekannt habe.

Alexander Aljechin

(Weltmeister im Schach)

Die Idee der Schachkunst ist undenkbar
ohne Lasker.

Richard Réti
Sein Stil ist ein klares Wasser mit einem
Tropfen Gift.

Tplen 5 R. Thiele

Der Sportverlag Berlin bereitet in seiner
Reihe ,Das Schachgenie“ eine Biographie
von Lasker vor. Sie ist flir 1990 geplant. In
der Reihe erschienen bisher folgende Titel:
»Das Schachgenie Paul Keres“, A. Suetin
1987, und ,,Das Schachgenie Capablanca“,
I. u. WL Linder 1988.

Zwei Aufgaben von
Dr. Emanuel Lasker

Als Schachmeister war Dr. Emanuel Lasker
die iiberragende Personlichkeit seiner Zeit.
Von 1894 bis 1921 trug er die Krone des
Schachweltmeisters. Weder vor noch nach
ihm gelang es einem Schachweltmeister,
sich 27 Jahre auf dem Schachthron zu be-
haupten. In einer Reihe bedeutender
Schachwerke zeigte er sich als wegbereiten-
der Schachdenker. Seine philosophischen
Schriften, seine Werke iiber andere Spiele
und seine mathematischen Arbeiten lassen
ihn als Persénlichkeit von universellem
Geist erkennen.

Mit zwei kleinen Aufgaben, die es zu l6sen
gilt, mogen die Leser auf Dr. Laskers
schachlichen Spuren wandeln.

Diagramm 1 zeigt eine Aufgabe von Dr.
Emanuel Lasker aus dem Buch von J. Prety
ABC d’Echecs (1895). WeiB beginnt und
setzt Schwarz spitestens im 6. Zuge matt.

Diagramm 2 zeigt eine Partiestellung zwi-
schen Dr. Lasker und Dr. Euwe (Notting-

ham, 1936). Mit einer imponierenden
Wendung gewinnt der bereits 68jidhrige
Dr. Lasker gegen den zu jener Zeit amtie-
renden Schachweltmeister eine Leichtfigur
innerhalb von 3 Ziigen. Weill am Zuge.

H. Riidiger

Buchtips

Anatoli Mazukewitsch
Seltene Gambits

334 S, 380 Diagr.

Bestell-Nr.6717357 Preis: 19,80 M

Jakow Neistadt
Damenopfer

224 §., 335 Diagr.

Bestell-Nr.6716717 Preis: 15,50 M

Aleksei Suetin
Modernes Mittelspiel

320 S., 218 Diagr.

Bestell-Nr.6717306 Preis: 16,50 M

Alle Titel sind Neuerscheinungen
des Sportverlages, Berlin

Ganz
in Familie

1. ,In sechs Jahren werde ich noch einmal
so alt sein, wie ich vor sechs Jahren war,
sagt Annerose verschmitzt. ,Nun, wie alt
bin ich?*

2. Ein Vater ist jetzt 28 Jahre und sein
Sohn 4 Jahre alt.

In wieviel Jahren wird der Vater zweimal
ilter als sein Sohn sein?

3. Zwei Jungen sind zusammen 19 Jahre
alt, und zwar ist der eine um drei Jahre il-
ter als der andere.

Wie alt sind die beiden?

4. Auf die Frage, wie alt er sei, gab A zur
Antwort: ,Wire ich noch einmal so alt, wie
ich jetzt bin, und noch zwei Jahre dazu, so
hitte ich gerade soviel iiber 100 Jahre als
mir jetzt davon abgehen.“

Wie alt ist A?

S. ,Jch und mein Sohn“, sagie ein Vater
verschmitzt, ,,sind zusammen 48 Jahre alt.
Das Quadrat des Drittels meines Alters ist
um 48 groBer als das Quadrat der um 2 ver-
mehrten Zahl des Alters meines Sohnes.”
Wie alt sind Vater und Sohn?

6. Eine Mutter ist heute viermal so alt wie
ihre Tochter.

In 16 Jahren wird sie nur doppelt so alt
sein wie diese.

Wie alt sind Mutter und Tochter?

7. Ein Vater hat sieben Kinder. Jeder Sohn
hat doppelt soviel Schwestern wie Briider.
Wieviel Méadchen und Jungen sind das?

8. Armin sagt: ,Wenn ich 4mal so alt bin
wie jetzt, fehlt mir zu 100 Jahren gerade
noch mein jetziges Alter.”

Wie alt ist Armin heute?

9. In einem Haus wohnen die vier Fami-
lien A, B, C und D mit insgesamt 24 Perso-
nen. Familie A hat ebensoviel Kinder wie
B und D zusammen. Familie C halb so
viel. Familie D hat zwei Kinder mehr als
Familie B.
Aus wieviel Erwachsenen und Kindern be-
steht jede Familie, wenn bei Familie B
noch ein GroBvater wohnt?
A. Kérner/
J. Lehmann

Im Kopf zu 16sen!

Welche Zahl ist groBer:
31% oder 171907
aus: Funktio, Helsinki

alpha, Berlin 22 (1988) 6 - 125



Rund
um den SR 1

Die Tasten
[sin], [cos], -

Umschalter
fur WinkelmalBe

Das Tastenfeld des Schulrechners SR 1 ent-
hdlt im oberen Teil drei schwarze Tasten,

ndmlich die Funktionstasten @, ,
. Die Tasten sind, wie man sieht, dop-
pelt belegt.

arcsin arccos arctan

| sin cos | I tan |
Mit diesen Tasten ist man in der Lage,
Funktionswerte flir vorgegebene Winkel zu
ermitteln und auBerdem bei vorheriger Be-

tatigung der Taste zu gegebenen Funk-
tionswerten trigonometrischer Funktionen
ein zugehériges Argument anzugeben. Zu
den Funktionstasten gehdrt noch der Um-
schalter fiir Winkelmafle, dem wir uns zu-
nichst naher zuwenden wollen.

Der Umschalter fiir WinkelmaBe

Der Umschalter fiir WinkelmaBe ermég-
licht drei Schalterstellungen:
DEG RAD GRD

1 [ e | I |

Diese Schalterstellung wird gewihlit, wenn
die Eingabe (bzw. Ausgabe) der Winkel-
grofe in dezimalgeteiltem Altgrad erfolgen
soll.

Beispiéle:

® y=f(x)=sinx

Ermitteln Sie f(32°%)!

Ablaufplan: (DEG) 32 [sin ] {5.2991-01]
Ergebnis: f(32°) = sin 32° = 0,52991

® y=f(x)=sinx

f(x)=10,62. .

Ermitteln Sie x fir 0° = x = 90°!

Es soll also zu einem gegebenen Winkel-
funktionswert 0,62 in einem gegebenen In-

tervall der (bzw. die) zugehorige(n) Winkel

ermittelt werden.

Ablaufplan: (DEG) 0,62 [F] [sin |
d.h. 0,62 [38.316135)

Ergebnis: x = 38,316 135°.
Arkusfunktionen sind Umkehr- oder in-
verse Funktionen der trigonometrischen
Funktionen, z.B.

y = arcsinx; y = arccos x;

y =arctan x; y = arccot x

bedeutet der Bogen y (Bogen im lateini-
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schen arcus), dessen Sinus die GroBe x
hat. s

Wegen der Periodizitit der trigonometri-
schen Funktionen ist dieser Bogen nur
dann eindeutig anzugeben, wenn ein Inter-
vall vorgegeben wird, in dem die betref-
fende trigonometrische Funktion alle ihre
Werte annimmt und monoton ist.

Ala Erkunden Sie, in welchen Interval-
len der SR 1 die Winke!l fiir

a) arcsinx; b) arccosx; c) arctanx
angibt!

DEG RAD GRD
2 [ | e ] 1

Diese Schalterstellung wird verwendet,
wenn die Eingabe (bzw. Ausgabe) der Win-
kelgroBe in BogenmaB erfolgt (bzw. erfol-
gen soll). Die Einheit des Winkels ist hier
der Radiant (Zeichen: rad). 1rad ist der
Winkel, fiir den das Verhiltnis der Lingen
von Kreisbogen und Radius gleich 1 ist
(1rad = 57,29578°).

Zuweilen wird die Einheit rad auch wegge-
lassen, und man gibt die Winkel als Vielfa-
che bzw. Teile von 7 an

3 n
(Z. B. 211’, 771, 771-’ T)

Beispiele:

® y=f(x)=cosx
Ermittle f| (%)‘
Ablaufplan:

(RAD) n [£] 4 [=] [7.0710-01]
Ergebnis: cos% =0,70710

® y=f(x)=cosx

f(x)=0.2.
Ermittle x in BogenmaB fir0 s x = %!
Ablaufplan:

(RAD) 0,2 [1.3694384]
Ergebnis: x =1,3694384 rad

Den Umschalter fir WinkelmaBe kann
man nutzen, um Winkel, die in dezimal
geteiltem Altgrad gegeben sind, in Bogen-
maB umzurechnen und umgekehrt.

A2 a Betitigen Sie die Tasten des SR 1
in angegebener Reihenfolge und fiillen Sie
die Leerstellen aus!

a) Eingabe Anzeige
Schalterstellung DEG 0.
45 45,

[sin]

Schalterstellung RAD

Welche Bedeutung hat der vom SR1 zu-
letzt angezeigte Zahlenwert?

b) Eingabe Anzeige

Schalterstellung RAD 0.

"]

Schalterstellung DEG

Lsin]

Welche Bedeutung hat der vom SR1 zu-
letzt angezeigte Zahlenwert?

DEG RAD GRD

O [ w |

Man stellt den Umschalter auf GRD, wenn
die Eingabe (bzw. Ausgabe) der Winkel-
gréBe in Neugrad oder Gon (WinkelmaB,
dessen Einheit der 100. Teil eines rechten
Winkels ist) erfolgt (bzw. erfolgen sotl).
Die Einheit Gon (Zeichen: g) wird in der
Geodisie verwendet.

Wir experimentieren mit
den Tasten @

Aus der grafischen Darstellung der Funk-
tion y =sinx (0° = x = 360°) erkennt man
(vgl. Bild 1), daB im gegebenen Intervall
zwar zu jedem x-Wert genau ein y-Wert
gehort, aber nicht umgekehrt jedem y-Wert
genau ein x-Wert zugeordnet ist. Das wird
erneut beim Ausfiillen nachstehender Ta-
belle deutlich.

Bild 1
y

1 /]‘COSX
NN Ao«

i y=smx

A3 a Vervollstindigen Sie die Tabelle!
x 0° | 30° | 90° | 150° | 180° |
sinx | 0 |
x 210°l 270° | 330°| 360°

sin x | I l 0 I

Aus diesem Grunde haben auch goniome-
trische Gleichungen der Form sin x = a im
Intervall 0°=< x =360° im allgemeinen
mehr als eine Losung.

A4a Geben Sie eine Gleichung der
Form sin x = a an, die im Intervall 0° = x
=< 360° genau eine Losung hat! =

AS5a Geben Sie eine Gleichung der
Form sin x = a an, die im Intervall 0° = x
= 360° genau drei Losungen hat.

A 64 Geben Sie alle Losungen der Glei-
chung sinx=0,54 im Intervall 0°< x
= 360° an.

Mit dem Taschenrechner SR 1 erhidlt man
als eine Losung der Gleichung sin x = 0,54

(entsprechend dem Ablaufplan: 0,54

@) den Wert 32.683639. Aus der oben-
stehenden Tabelle und dem Bild der. Sinus-
funktion wissen wir, daB die Gleichung
sinx = 0,54 im vorgegebenen Intervall ge-
nau zwei Losungen hat und die zweite L&-
sung im Intervall 90° < x < 180° (II. Qua-
drant) liegen muB.

Um eine Vermutung iiber die Bezichungen
der Winkel und deren Sinuswerte in den



ersten beiden Quadranten zu erhalten,
kann das Losen der Aufgabe 7 niitzlich
sein!

- A7a Vervollstindigen Sie die Tabelle
mit dem SR 1 (Umschalter auf DEG)!

x | x [sin] [F] [sin]

0 0

120
140

Fiillen Sie die weiteren Leerstellen der Ta-
belle ohne Nutzung des SR 1 aus!

x | x [sin] [F] [sin]

145
150
170
175

Formulieren Sie — ausgehend von der aus-
gefullten Tabelle — eine Vermutung!
Kontrollieren Sie, ob Sie alle Losungen der
Gleichung sin x = 0,54 (vgl. Aufgabe 6) er-
mittelt haben!

A 84a Geben Sie alle Losungen der Glei-
chung cosx=0,32 im Intervall 0°< x
=< 360° an!

Beachten Sie, daB bereits dem Kurvenver-
lauf der Kosinusfunktion (Bild 1) zu ent-
nehmen ist, daB die Gleichung im vorgege-
benen Intervall zwei Losungen hat. Wie
die Losung fiir das Teilintervall
270° < x =360° zu ermitteln ist, konnen
Sie durch das Ausfiillen nachstehender Ta-
belle erkunden.

x | (EG) x [cos] [F] [cos]

270
280
290
300
350

Uberpriifen Sie mit dem SR 1, ob Sie alle
Losurigen der Gleichung cos x = 0,32 rich-
tig bestimmt haben!

Da der Kosinus eines Winkels x sowohl
im Intervall 90° < x < 180° als auch im In-
tervall 180° = x < 270° negativ ist, wire es
interessant zu erfahren, wie der Taschen-
rechner bei der Abarbeitung des nachste-
henden Rechenablaufplans

(x (180° = x < 270%)
reagiert.

Dazu fiillen wir folgende Tabelle aus.

x| x o) @ s3]

180 180°
185
200
240
260

4 9a Betrachten Sie die ausgefiillte Ta-
belle und formulieren Sie eine Vermutung!
cos (180°+ x) =cos ...

A10A Ermitteln Sie im Intervall
0° = x = 360° jeweils alle reellen Lésungen
der angegebenen Gleichungen!

a) sin x = 0,25

b) sin x + cos 60° = 1,2

. s, tan45° .
c) 2sin0 +cos60°+25mx—3
d) cosx = —0,5
e) cos x = —sin 60°

Dem Kurvenverlauf der Funktion y = sin x
und dem Kurvenverlauf der Funktion
y=cos x (siehe Bild 1) ist zu entnehmen,
daB der Sinus eines Winkels mit dem Kosi-
nus eines anderen Winkels {ibereinstim-
men muB. Das Lésen der Aufgaben 11 und
12 wird uns helfen, diese Beziehungen zu
erkennen.

Alla Stellen Sie den Umschalter fiir
WinkelmaBe auf DEG!

Betitigen Sie die Tasten des SR1 in der
angegebenen Reihenfolge und fiillen Sie
die Leerstellen aus!

a) Tastenfolge Anzeige
60 60.
sin
b) Tastenfolge Anzeige
50 50.
|

A 12a Welche Taschenrechneranzeige
vermuten Sie jeweils nach folgender Ta-
stenfolge (Umschalter auf DEG)?

2 70 [cos] [F] [sin]
b) 30 [cos] [F] [sin]

-9 30 [sin] [F] [cos]

¢ 20 [sin] [F] [cos]

Uberpriifen Sie Ihre Voraussage mit dem
Taschenrechner!

Formulieren Sie eine Vermutung iiber den
zugrunde liegenden Sachverhalt!

A 13 4 Losen Sie im Intervall 0 = x < 90°
folgende Gleichungen:
a) cos30°=sinx; b) sinx = cos70°%;
c) cosx =sin45°!
L. Flade

Mit diesem Beitrag schlieBen wir die Serie
zum Taschenrechner SR1 ab. Natiirlich
wird er euch in unseren Beitrigen noch of-
ter begegnen.
Bei Nachfragen nutzt bitte die inzwischen
zum Taschenrechner erschienene Litera-
tur, die ibr sicher auch in den Bibliotheken
ausleihen konnt, zum Beispiel:
Gilde/Altrichter:
Schneller, leichter, genauer
Gilde/Altrichter:
Mehr SpaB8 mit dem Taschenrechner
beide VEB Fachbuchverlag, Leipzig
Fanghinel:
Mein Freund, der Taschenrechner
VE Verlag Volk und Wissen, Berlin

Ala Find the pattern

In the accompanying diagram we develop a
special arrangement in five columns of the
integers greater than 1. Explore the struc-
ture of the arrangement and predict in
which column (from left to right) the num-
ber 100 will fall.

2 3 4 5
9 8 7 6
10 11 12 13

17 16 15 14
aus: Fun with mather;zatics,
Toronto

A2 a Déterminer x et y pour que le nom-
bre 4x5 y soit divisible par 6. H.

A3 a [Ilpocrora maTemaruku
IxoH don HefimaH, OWH U3 KPYIIHEHLINX
MAaTHMATHKOB HAIIIETO CTOJIETHS, BBICTY-
nas B kouue 40-x ronoB ¢ moknamom o 6y-
OYIIEM 3JIeKTPOHHO-BHIYMCINTENBHbIX Ma-
LIMH, CKas3aJl, YTO MAaTeMAaTHKAa — TOJBKO
OYeHb Majlaf M O4YeHb INpPOCTasd YacTh
xu3Hu. Korga B OTBET Ha 3TO ayaMTOpHs
3amymena, ¢ou Henman mob6asmn: , Ecnu
JIIOIH He BEPAT B TO, YTO MATEMATHKA TIPO-
CTa2, TO TONBKO MOTOMY, YTO OHM HE 0CO-
3HAIOT, KK CJIOXKHA XH3Hb.

aus: Quant, Moskau

A4a On fond 82kg de bronze et 18 kg
d’argent. Calculer la masse volumique de
I’alliage.

La masse volumique du bronze

8,5 kgdm3,

la masse volumique de I'argent

10,5 kg dm 3.
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Wie man Brezeln und andere
Figuren mit Zirkel und Lineal

konstruiert

Die Figuren im Bild 1 sind aus Kreisen
bzw. Kreisbogen zusammengesetzt. Wir
wollen untersuchen, wie man solche Figu-
ren mit Zirkel und Lineal konstruieren
kann.

a) Ei Bild 1

b) Muster aus Walfischen

CGLE,

€3

c) Brezel

o

e)

f) Tropfen g) Waffeleisen

O
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h) got.

i) He

isches Fenster

@

IZ

<3

k) Spirale

©

1) Schlangenlinie

N N N

Untersuchen wir zunichst einmal,

zwar an den Beispielen k und | (Bild 1),
aus was fiir Kreisbogen die Figuren zusam-

Bild 2

Bild 3

mengesetzt sind: Wir erginzen die in den
Figuren enthaltenen Kreisbégen zu ganzen
Kreisen.

Wir erkennen: Jeweils zwei der Kreise ha-
ben genau einen gemeinsamen Punkt. Sie
beriihren sich in diesem Punkt. Diese Be-
rihrungspunkte sind genau die Begren-
zungspunkte der einzelnen Kreisbogen,
aus denen die Figur zusammengesetzt ist.

Was passiert nun aber, wenn die Kreise,
aus deren Bodgen die Figur zusammenge-
setzt ist, sich'nicht in einem Punkt berith-
ren, sondern zwei gemeinsame Punkte ha-
ben? Versuchen wir, aus solchen Kreisen
eine Wellenlinie zusammenzusetzen:

Wir erkennen: In;diesem Fall hat die Figur
Ecken (siehe bei a)) oder Liicken (siehe bei
b)). Ein nahticser Ubergang zwischen-
Kreisbégen verschiedener Kreise ist also
dort und nur dort moglich, wo sich zwei
Kreise beriihren.

Unm solche Figuren wie in Bild 1 konstruie-
ren zu kénnen, muB man also neben den
Mittelpunkten und Radien der Kreise auch
ihre Beriihrungspunkte exakt bestimmen
konnen. Es ist deshalb naheliegend, die
Frage zu untersuchen: Gibt es einen Zu-
sammenhang zwischen dem Beriihrungs-
punkt zweier Kreise und ihren Mittelpunk-
ten?

Bild 4

g My

€

Das Bild 138t uns vermuten:

* Haben zwei Kreise genau einen gemein-
samen Punkt (oder auch: beriihren sich
zwei Kreise), so liegt dieser gemeinsame

<



Punkt (der Berithrungspunkt) auf der Ver-
bindungsgeraden der Mittelpunkte der bei-
den Kreise.

Den Beweis dieser Aussage flihren wir indi-
rekt:

Voraussetzung: k, und k, haben genau
einen gemeinsamen Punkt, den Punkt B.

Bild 5
ky ky

Annahme: Der Punkt B liegt nicht auf der
Geraden M| M,. Wir spiegeln k, und k, an
der Geraden M| M,. Dabei gilt:
D k' =k (da die Spiegelgerade

kl’ _ kl } durch die Mittelpunkte

2= "™ J von k, und k, geht)

(2) B liegt auf k, und k, (Voraussetzung)
— B’ liegt auf k] und k)
(Eigenschaft der Spiegelung)
— B’ liegt auf k, und k, (wegen (1))
(3) B*B
(B liegt nicht auf der Spiegelgeraden)
Aus (2) und (3) folgt: k, und k, haben zwei
gemeinsame Punkte, nimlich B und B'.
Das ist ein Widerspruch zur Vorausset-
zung, also kann die Annahme nicht wahr
sein.
Damit ist die Aussage (*) bewiesen.
An den Beispielen h und i des Bildes 1 soll
nun gezeigt werden, wie uns die Aussage *
bei der Konstruktion von Figuren aus ver-
schiedenen Kreisbogen helfen kann.

Beispiel i:

Konstruktion eines Herzens

Wir fertigen zunichst eine Uberlegungs-
figur an, in der wir die verwendeten Kreis-
bogen zu ganzen Kreisen ergiinzen. Da wir
wissen (vgl. Aussage *), daB die Beriih-
rungspunkte der Kreise auf den Verbin-
dungsgeraden der jeweiligen Kreismittel-
punkte liegen, zeichnen wir auch diese
Verbindungsgeraden ein:

Bild 6

Nun diirfte die Konstruktion keine Schwie-
rigkeiten mehr bereiten:

1. gleichschenkliges Dreieck M, M,M, mit
M M, als Basis

(Das Dreieck muB wegen der Axialsymme-
trie der Figur gleichschenklig sein. Die
Form des Herzens richtet sich nach dem
Verhiltnis M M,: M\M;; siche z. B.
Bild 8i);

MM,
5

Kreis k, um M, mit r, = M12Mz

rungspunkt von k; und k,: C;

3. Kreis k; um M, mit n=M,M;—r, —

Beriihrungspunkte des Kreises k; mit k,

und k,: B, D;

4. Parallele zu MM, durch M, — Schnitt-

punkte der Parallelen mit k5. 4, E;

5. Kreise k, und ks mit den Durchmessern

A_Al; bzw. M,E.

Die gesuchte Figur besteht aus den Kreis-

bdgen M,A; AB; CB; DC; DE; EM;. (Zur

Bezeichnung der Kreisbogen vgl. Lehrbuch

Mathematik 7, S.138.)

2. Kreis ky um M, mit r; =

— Beriih-

Beispiel h:
Konstruktion eines gotischen
Fensters

Die ersten Konstruktionsschritte diirften
unmittelbar aus dem Bild 1h erkennbar
sein:

Bild 7a

Wie aber finden wir den Mittelpunkt und
den Radius r des noch fehlenden Kreises?
Wir wissen: 1. Wegen der Symmetrie der
Figur liegt M auf der Mittelsenkrechten
von AB.

2. Angenommen, M wire schon bekannt;
wegen des Satzes (2) miiBten die Beriih-
rungspunkte C und D dann auf der Gera-
den BM liegen:

Bild 7b

A 8

Da wir aber weder den Mittelpunkt M noch
die Beriihrungspunkte C und D kennen,
miissen wir nach weiteren bekannten Gr6-
Ben suchen:
Wissen wir iiberhaupt etwas iiber die Strek-
ken auf der Geraden BM? Ja! Nach der bis-
herigen Konstruktion (vgl. Bild 7a) ist:
BC=2a und
BD = 4a.
Daraus folgt CD =2a, also CM = a und
BM =3a.
Damit kann in dem Bild 7a der Punkt M
(Kreise um 4 und B mit r=3a) und
schlieBlich der noch fehlende Kreis um M
mit r = a konstruiert werden.

Aufgaben

Al a Konstruiere die Figuren aus den
Bildern 1a bis 11!

(Hinweis: In manchen Fillen sind — &hn-
lich wie im Beispiel i bestimmte Stiicke
frei wihlbar, wodurch sich die Form der Fi-
gur geringfiigig indern kann. In den L&-
sungen ist im allgemeinen nur eine Mog-
lichkeit angegeben.)

A2 A Berechne fiir die Figur in Bild 8a
a) das Verhiltnis der drei Radien,
b) den Umfang, wenn r; gegeben ist!

A3 a In Bild 1d sei der Radius der klei-

nen Kreise r. Berechne

aJ den Radius des groBen Kreises,

b) den Flicheninhalt der grauen Fliche!
E. Goldberg

Trauml6sung

Im Schlaf wurden die groBten Entdeckun-
gen gemacht und Meisterwerke der Litera-
tur und Musik geschaffen.

Als der russische Gelehrte Dmitri Mende-
lejew an seinem Periodensystem der Ele-
mente arbeitete, konnte er es lange nicht in
Form einer Tabelle bringen. Nach langer
rastloser Arbeit schlief er ein und triumte
das, was seinen Namen unsterblich
machte. )

Mendelejew selbst dariiber: ,Ich sah im
Traum eine Tabelle, in der die Elemente so
wie notig angeordnet waren; als ich auf-
wachte, schrieb ich sie sofort auf einen Zet-
tel — nur an einer Stelle war spiter eine
Korrektur notwendig.“

Der franzésische Mathematiker Henri
Poincaré — nicht in der Lage, eine Glei-
chung zu integrieren — lieB sie liegen und
ging schlafen. Gegen Morgen hatte er
einen Traum, in dem er vor den Studenten
eine Vorlesung hielt und an der Tafel diese
Gleichung l6ste. Poincaré erwachte und
schrieb die Losung aufs Papier.

Der bekannte Mathematiker Carl Friedrich
GauB l6ste im Schlaf eine Aufgabe, iiber
der er 19 Jahre gesessen hatte.

Der italienische Komponist Giuseppe Tar-
tini kam lange Zeit mit einer seiner Sona-
ten nicht zurande. Einmal erschien ihm
der Teufel, der eine auBergewohnliche Me-
lodie trillerte. Tartini erwachte, schrieb die
Musik und nannte sie Teufelstriller-Sonate.

Der deutsche Chemiker Friedrich August

‘Kekulé von Stradonitz sah im Traum die

gewohnten langen linearen Ketten von
Atomverbindungen des Azetylen. Pl6tzlich
begannen die Ketten in Bewegung zu gera-
ten, niherten einander, wanden sich wie
Schlangen. Eine packte ihren Schwanz und
begann sich zu drehen. Kekulé erwachte
und verbrachte den Rest der Nacht mit der
Aufstellung einer neuen Hypothese: der
ringformigen Verkettung des Benzols.

aus: Sputnik, Moskau
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Carl Zeiss
(1816 bis 1888)

Vor 100 Jahren, am 3. 12. 1888 starb in
Jena Carl Zeiss, der Griinder des heute
weltbekannten Betriebes fiir optische, fein-
mechanische und neuerdings auch elektro-
nische Gerdte, der nun den Namen VEB
Kombinat Carl Zeiss trigt. Wer heute den
Namen Zeiss hort, denkt wohl zuerst an
Planetarien und astronomische Fernrohre,
an die Multispektralkamera und andere
hochspezialisierte Hilfsmittel der For-
schung. Was aber einst den Ruhm der
Firma begriindete, war die Produktion von
Mikroskopen, die erst durch Zeiss im Zu-
sammenwirken mit dem Jenaer Physiker
Ernst Abbe (1840 bis 1905) aus dem Sta-
dium des Prébelns in das Stadium exakter
Berechnung tiberfiihrt wurde.

Carl Zeiss wurde am 11.9.1816 in Weimar
als Sohn eines Kunstdrechslermeisters ge-
boren, der zugleich ein Spielwarengeschift
betrieb. Nach dem Besuch des Gymna-
siums in Weimar (etwa bis zur heutigen
10. Klasse) ging er 1834 nach Jena in die
Lehre zum Hofmechanikus Dr. Friedrich
Korner, der eine private Werkstatt fuhrte
und zugleich als Privatdozent an der Uni-
versitit Unterricht im Bau wissenschaftli-
cher Geriite erteilte. Eine &hnliche Mi-
schung von pgewerblicher Téltigkeit und
engem Kontakt zur sich stiirmisch entwik-
kelnden Naturwissenschaft mag auch Carl
Zeiss als Ideal kiinftigen Wirkens vorge-
schwebt haben. Als er sich jedoch nach den
damals noch fir Handwerker iiblichen
Wanderjahren 1845 um die Erdffnung
eines eigenen Geschiftes bewarb, zuniichst
in Weimar, dann in Jena, muBte er lange
gegen erhebliche biirokratische Wider-
stinde kdmpfen. Immerhin war Jena da-
mals ein Stddtchen von nur etwa 6 000 Ein-
wohnern, in dem es bereits zwei Optiker
und Mechaniker gab. DaB ein hochspezia-
lisierter Handwerksbetrieb nach wenigen
Jahren Kunden unter den Wissenschaftlern
halb Europas haben kénnte, war den um
ihr bescheidenes Brot fiirchtenden Jenaer
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Biirgern nicht vorstellbar. Hervorzuheben
ist, daB Zeiss die lange Wartezeit nutzte,
um wiederum an der Universitidt Vorlesun-
gen iiber Mathematik, Physik und Chemie
zu besuchen und den Professoren bei der
Herstellung bzw. Verbesserung ihrer Appa-
raturen zu helfen, wie er es auch schon
wihrend seiner Lehre getan hatte. So er-
warb er viele niitzliche Kenntnisse und Be-
kanntschaften. Insbesondere in dem be-
deutenden Jenaer Botaniker Matthias Ja-
cob Schleiden (1804 bis 1881), einem
Pionier der Erforschung der Pflanzenzel-
len, erwuchs ihm ein verstindnisvoller und
engaglerter Forderer.

Nachdem Zeiss 1846 die Erlaubnis zur
Griindung eines mechanischen Ateliers er-
kdmpft hatte, hat er seinen Betrieb aus be-
scheidensten Anfangen zum Weltruhm ge-
fihrt. Das Hauptproblem bestand fiir ihn
zunichst in einer wesentlichen Verbesse-
rung des Auflésungsvermogens der Mikro-
skope, deren Zusammensetzung aus ver-
schiedenen Linsen damals noch weitge-
hend vom zufilligen Ergebnis geduldigen
Probierens abhing. Nachdem eine anfingli-
che Zusammenarbeit mit dem Jenaer Ma-
thematiker Fr. W. BarfuB8 nicht zu brauch-
baren Ergebnissen gefiihrt hatte, gewann er

1866 den aus einer Arbeiterfamilie stam-

menden Physikprofessor Ernst Abbe zur
Mitarbeit. 1871 gelang es Abbe, ebenfalls
nach nicht wenigen MiBerfolgen, die Ab-
héngigkeit der Bildqualitit von der Licht-
beugung an den nicht selbstleuchtenden
Objekten mathematisch zu beschreiben,
und 1873 fand er die nach ihm benannte
Sinusbedingung fir mikroskopische Lin-
sensysteme, die deren Berechnung bis

heute zugrundeliegt. Einen weiteren Mei--

lenstein in der Verwissenschaftlichung der
optischen Produktion stelite ab 1881 die
Zusammenarbeit mit dem Chemiker und
Glastechniker Dr. Friedrich Otto Schott
(1851 bis 1935) dar, die 1884 zur Errich-
tung der Schottschen Glashiitte in Jena als
wichtigem Zulieferbetrieb fiihrte. Abbe
wurde 1875 Teilhaber von Zeiss, nach des-
sen Tod Alleininhaber und wandelte den
Betrieb schlieBlich in die Form einer Stif-
tung um, deren Uberschiisse der Stadt und
Universitdt in vielfdltiger Form zugute ka-
men. Aus Mitteln der Zeiss-Stiftung wur-
den z.B. das Volkshaus in Jena mit Biblio-
thek und groBtem Veranstaltungssaal der
Stadt sowie das Abbeanum der Universitit
erbaut, in dem Teile der Sektionen Mathe-
matik und Physik bis heute beheimatet

sind. Hatten noch bis zum Tode von Zeiss
die Mikroskope den Kern der Produktion
gebildet, so wurde nach seinem Tode nach
und nach auch die Herstellung von Fotoap-
paraten, terrestrischen und astronomischen

Fernrohren, geoditischen Instrumenten
aufgenommen.

GewiB beruhte der Erfolg von Carl Zeiss
zum Teil auf seiner geschiftlichen Bega-
bung, der Durchsetzung hochster Qualitit
und Prizision in der tiglichen Arbeit und
auch auf der damals allgemein iiblichen
harten Ausbeutung der Arbeiter und be-
sonders der Lehrlinge. Entscheidend aber
war seine frithe Erkenntnis, daB eine Pro-
duktion, die Hilfsmittel flir die Wissen-
schaft liefert, sich selbst in starkem MaBe
der Wissenschaft bedienen muB.
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Von seinem Weg der mathematischen und
physikalischen Durchdringung der Wir-
kungsprinzipien der optischen Gerite lief
er sich auch durch anfingliche Riick-
schlige technischer und 6konomischer Art
niemals abbringen. So ehren wir heute in
Carl Zeiss einen Pionier der Entwicklung
vor Mathematik und Naturwissenschaften
zur unmittelbaren Produktivkraft.

P. Schreiber

Neue Inhalte

und Anforderungen an
Berufe im Kombinat
VEB Carl Zeiss JENA

Wenn man den Namen Carl Zeiss JENA
hort, denkt man oft zuerst an Optik und
Prédzisionsmechanik. Haben sich doch un-
sere Griinder Carl Zeiss, Ernst Abbe und
Otto Schott einen bleibenden Platz in der
Geschichte verdient, haben Generationen
von erfahrenen Facharbeitern in Optik und
Mechanik auf einer wissenschaftlichen
Grundlage des optischen Prizisionsgerite-
baus durch ihre Arbeit einem Firmen-
namen Wellruf verschafft.

Nun beinhaltet die vom XI. Parteitag der
SED beschlossene 6konomische Strategie,
daB sich unser Kombinat VEB Carl Zeiss
JENA zu einem Zentrum von Hochtechno-
logien entwickelt. Die Mikroelektronik ist
eine solche Technologie, und vor allem
darauf ist diese Strategie gerichtet.

Schon seit den letzten 15 Jahren haben wir
nun in unserem Kombinat schrittweise zu-
nehmend anspruchsvolle Aufgaben fur die
Herstellung und Anwendung der Mikro-
elektronik in Angriff genommen. Die groB-
ten Effekte in unserem Kombinat hat die
Mikroelektronik bei der Losung von Aufga-



ben ermoglicht, die fir die Mikroelektro-
nik selbst unerldBlich, aber auf herk6mmli-
che Weise nicht beherrschbar sind. So ist
beispielsweise mit der Mikroelektronik der
Anspruch an die Hochleistungssysteme der
-Optik enorm gewachsen. Nur durch die
Computertechnik ist es iiberhaupt noch
moglich, derartige Optiken zu berechnen
und herzustellen.

So sind Erzeugung wie auch Anwendung
der Gerite unseres Kombinates durchdrun-
gen von Rechentechnik. Wir wollen nun
genauer anschauen, wodurch diese Durch-
dringung gekennzeichnet ist, und welche
Anforderungen und Perspektiven sich
nicht zuletzt fir mathematikorientierte Be-
rufe aufiun.

Renaissance der Optik
und Mikroelektronik

Vor wenigen Jahrzehnten war man der
Meinung, daB bei der Entwicklung opti-
scher Systeme keine bedeutenden Fort-
schritte mehr moglich sind. Mit den Anfor-
derungen, die die Raumfahrt (Multispek-
tralkamera MKF 6) und die Mikroelektro-
nik an die optischen Systeme stellten, kam
es zu einer Renaissance der Optik. Fiir die
Herstellung hochstintegrierter Schaltkreise
werden Objektive benotigt, die Struktur-
breiten von 0,002, spiter auch bis zu
0,000 5 mm abbilden konnen. Solche Ob-
jektive sind selbst das Entwicklungsergeb-
nis modernster CAD-Technik.

Mikroelektronik im Optischen
Prizisionsgerdtebau

Die Gerite unseres Kombinates sind
hauptsichlich informationsverarbeitende
Geriite. Ihre Bedienung erfordert zuneh-
mend Kenntnisse aus der Informatik. Um-
gekehrt wird die Informatik zunehmend
zur notwendigen Methode, ein Gerit iiber-
haupt erst zu entwickeln. Man kann das
ablesen daran, wie sich die Elektronik-
Dichte in unseren Geriten weiter vollzieht.
Gleichzeitig wiachst auch die Dichte, mit
der Transistorfunktionen in einem Schalt-
kreis untergebracht werden.

Bild 1

Ausschnitt einer Struktur aus dem

64 KBit DRAM-Schaltkreis U2164. Die
Auflésung betrigt etwa 2 Mikrometer, die
Reliefhdhe etwa 1 Mikrometer.

Bild 2

Entwicklung der Elektronikdichte in den Erzeugnissen des Optischen
Prizisionsgeritebaus unseres Kombinates VEB Carl Zeiss JENA. Es ist davon
auszugehen, daB sich die Anzahl der Transistorfunktionen je Gerit durchschnittlich
alle 2 Jahre verdreifacht.
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Bild 3

Wachstum der Komplexitdt bei Schaltkreisen, die im Kombinat VEB Carl Zeiss JENA
zum Einsatz kommen. Bezogen ,auf 1987 = 1 bedeutet dies fiir die Jahre 1988 = 4,
1990 = 15, 1992 = 50 und 1995 = 125fache Komplexitit.

Das entspricht iibrigens auch dem Gesetz von Gordon Moore, wonach sich die in
einem Chip integrierte Bauelementeanzahl alle 2 Jahre verdreifacht bei
gleichbleibender Chipfliche.

140

1204 p
100- /

1 /

80 /
603

10 A~
/

0- T Y
1997 1968 1990
—— Komplexit

T T
1992 1995

Bild 4
Ein anwenderspezifischer Schaltkreis verhindert die Arbeit, die sonst beim Einsatz
vieler herkommlicher elektronischer Bauelemente aufgewendet wiirde.
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Bild 5

Will man eine digitale Schaltung in einen Schaltkreis integrieren, so kann man bis zu
60 % Platz sparen, wenn man vorher eine Optimierung durchfiihrt. -
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Die Spitze eines Eisberges

In unserem Kombinat sind inzwischen alle
Voraussetzungen gegeben, hochintegrierte
und auch Hybrid-Schaltkreise selbst zu
entwerfen und herzustellen. Bei den hoch-
integrierten Schaltkreisen arbeiten wir zur
Zeit mit einem Integrationsgrad von
3000 Gattern je Schaltkreis. 1990 werden
es uber 100000 Gatter je Schaltkreis sein.
Wir bezeichnen solche Schaltkreise als an-
wenderspezifische Schaltkreise. Das beson-
ders Interessante an ihnen ist, daB man da-
mit flir jedes Gerdt oder jeden Anwen-
dungszweck die elektrischen Schaltungen
mafigeschneidert in einen Schaltkreis hin-
einpacken kann, daher auch die Bezeich-
nung anwenderspezifisch. Die Wirkung be-
steht darin, daB das, was bisher in Form
von Baugruppen aufgebaut wurde, nun auf
eine Leiterplatte geht; daB das, was bisher
auf einer Leiterplatte war, nun in einen
einzelnen Schaltkreis geht. Man kann sa-
gen, daB mit einem solchen Schaltkreis ein

bis zwei Leiterplatten oder etwa 100 bis.

200 elektronische Bauelemente eingespart
werden kénnen. Aber man darf das nicht
so verstehen, daB 1 bis 2 Leiterplatten bzw.
100 bis 200 Bauelemente, die bisher da wa-
ren, nun nicht mehr da sind. Vielmehr wird
mit dem Einsatz eines anwenderspezifi-
schen Schaltkreises von vornherein die
Verwendung so vieler Leiterplatten oder
Bauelemente verhindert.

Die Folgen sind also auBer einer Einspa-
rung von Bauteilen auch verringerte Masse,
reduziertes Volumen, geringerer Energie-
bedarf, reduzierter Herstellungsaufwand,
vor allem aber eine Erhohung der Zuverlis-
sigkeit der Schaltung. Als Preis zu zahlen
ist dabei eine vOllig neue Herangehens-
weise beim Entwurf solcher integrierter
maBgeschneiderter Schaltungen. U. a. ist
ein restloses Beherrschen und Verstehen
der elektrischen Schaltung, die in einen
Schaltkreis gepackt werden soll, unum-
ginglich. Hier bekommen Fragen der ma-
thematischen Durchdringung und Model-
lierung solcher Schaltungen eihen hohen
Stellenwert. Beim EntwurfsprozeB miissen
die Schaltungen auf einem Computer si-
muliert werden. Erfahrungen zeigen, daB
im spiteren selbst entworfenen Schaltkreis
alles das funktionieren wird, was vorher im
Computer simuliert wurde, aber von dem,

132 - alpha, Berlin 22 (1988) 6

3 Platzbedingung

T
oph'mal
was nicht simuliert wurde, auch nichts
funktionieren wird. Beim Aufbau einer
Leiterplatte konnen beim Ausprobieren
einzelne Bauelemente notfalls ausge-
tauscht, oder es kbnnen auch einmal ein
paar Drihte noch hineingeldtet werden.
Beim Integrieren geht das nicht —.es muB
dann gef. der ganze Schaltkreis neu herge-
stellt und wieder ausprobiert werden. Wie
wichtig diese mathematische Durchdrin-
gung der in einen Schaltkreis hineinzuinte-
grierenden Schaltungen sein kann, 408t
sich auch folgendermaBen zeigen:
Das wird auch an einem weiteren Beispiel
deutlich: Nach der Herstellung eines sol-
chen Schaltkreises muB er meBtechnisch
iiberpriift werden. Wenn es sich z. B. um
eine rein digitale Schaltung von z. B.
25 Flip Flops handelt, die mit einer Rate
von 10 Millionen mal in der Sekunde ein-
und ausgeschaltet wird, wiirde das Messen
aller dann moglichen Schalt-Zustinde den-
noch eine Zeit von etwa 36 Jahren erfor-
demn. Um solche Testzeiten in die GroBen-
ordnung von einigen Sekunden oder
Minuten zu bringen, sind hochentwickelte,
natiirlich mathematisch fundierte Fahr-
plane fiir solche MeBarbeiten vonnéten.

Computer aus dem Baukasten

Bei der Benutzung von Gerdten unseres
Kombinates gibt es eine Reihe von Aufga-
ben der Bedienung, Steuerung und der
Auswertung von MeBdaten. Bisher wurden
viele dieser Arbeiten vom Menschen ausge-
fiihrt. Aufgrund der Zunahme des Um-
fangs, der notwendigen Schnelligkeit und
der Kompliziertheit dieser Arbeiten miis-
sen diese immer mehr dem Gerdt selbst
iiberlassen werden. Wir sagen dazu, daB
die Gerite durch den Einbau von immer
mehr Mikroelektronik intelligenter gemacht
werden. Ein Weg dahin flihrt iiber die Ver-
wendung mapfgeschneiderter Computer im
Innern der Geriite unseres Kombinates.
Stets geht es dabei darum, aus einem
Grundsortiment solcher Module (z.B. Zen-
traleinheit, MeBwerte verarbeitende Bau-
gruppen, Antriebssteuerungen ausfiihrende
Baugruppen, Speicherbaugruppen u. a. m.)
diejenigen Mikrocomputer mit einer Verar-
beitungsbreite von 8 Bit und 16 Bit zusam-
menzusetzen, die dem Verwendungszweck

des Gerites am besten entsprechen. Die
8 Bit-Computer setzen wir in der Regel in
kleineren Geriten bzw. als Hilfscomputer
in groBeren Baugruppen ein, wihrend die
16 Bit-Computer vorrangig in GroBgeriten
verwendet werden. Ein Beispiel fiir die An-
wendung vieler solcher Baugruppen in
einem GroBgerit ist die elektronische
Steuerung unseres GroBplanetariums COS-
MORAMA.

Womit wir es noch zu tun
haben — Software

Obwohl wir ein Kombinat des Optischen
Prizisionsgeridtebaus sind, wird dennoch
jeder zweite in Forschung und Entwick-
lung arbeitende Kollege direkt mit der
Elektronik zu tun haben. Die Griinde dafiir
wurden bereits dargelegt. Ahnlich wie der
Gebrauch eines Homecomputers nur in
dem MaBe moglich ist, in dem man dafiir
Software zur Verfugung hat, muB man sich
das auch bezgl. der Verwendung der Ge-
rite unseres Kombinates vorstellen. Es
geht also darum, daB unsere Werktitigen
in weitaus groBerem AusmaB in der Lage
sein miissen, Software herzustellen. Im
Grunde genommen miissen sich auch die
Kollegen, die unsere Gerite in der Ferti-
gung in Betrieb nehmen und ausprobieren,
zum praktischen Umgang mit solcher Soft-
ware befihigen. Insgesamt bleiben diese
Anforderungen an die Titigkeit der Werk-
titigen auf unbestimmte Zeit giiltig, da
sich die Mikroelektronik selbst auf unbe-
stimmte Zeit weiter mit héchstem Tempo
weiterentwickelt. Dieses Tempo ist da-
durch zu kennzeichnen, daB sich der Ent-
wicklungsstand der Mikroelektronik, man
kann auch sagen — das Fachwissen — alle 2
bis 3 Jahre erneuert.

Die Aussichten -

Wir haben gesehen, daB sich im Optischen
Prizisionsgeritebau Verinderungen ereig-
nen. Die Optischen Prizisionsgerite wan-
deln sich entsprechend ihrem Verwen-
dungszweck zu Gerdten der Informatik.
Das trifft vor allem auch auf die Hochtech-
nologie-Produkte unseres Kombinates zu.
Gleichzeitig werden zu ihrer Entwicklung
und Herstellung selbst modemste Hoch-
technologien einschlieBlich moderner Re-
chentechnik benétigt. Das Erzeugen einer
immer mehr maBgeschneiderten Mikro-
elektronik in den Geréten, aber auch deren
Ausstattung mit Software erfordert von un-
seren Werktitigen, daB sie sich zuneh-
mend von gewohnten Arbeitsmethoden
trennen und sich mit neuen anfreunden
miissen. Zu den neuen ist in jedem Falle
der Umgang mit Computertechnik ein-
schlieBlich die Herstellung maBgeschnei-
derter Mikrocomputer, das mathematische
Durchdringen verschiedener Entwurfsar-
beiten und das Herstellen oder die Anwen-
dung von Software zu rechnen. So sieht
man, daB sich fiir mathematisch interes-
sierte oder vorgebildete Werktitige eine
Reihe von ausgesprochen interessanten Ar-
beitsmoglichkeiten in unserem Kombinat
ergibt. L. Wolf



Regsechs
und Gleisechs —
zwei Legespiele

Fiinf Dreiecke — ein Sechseck,
ein Fiinfeck, ein Rechteck

Zur Erinnerung: Ein regelmdfiges Sechseck
besitzt sechs gleichlange Seiten, und jeder In-
nenwinkel eines derartigen Sechsecks betrdgt
120°. Die Seitenlénge stimmt mit dem Um-
kreisradius iiberein. /

Zeichnet euch ein regelmaBiges Sechseck
und zerlegt es mit Hilfe spezieller Diago-
nalen in zwei kongruente rechtwinklige
Dreiecke und in drei untereinander kon-
gruente gleichschenklige Dreiecke, so wie
es Bild 1 zeigt.

Bild 1

Bild 2

Versucht dann, aus diesen fiinf Elementen
den in Bild 2 dargestellten Drachen, also
ein Fiinfeck, sowie ein Rechteck und einen
Rhombus zusammenzulegen. Aus dem
Rhombus erhaltet ihr sofort zwei kongru-
ente gleichseitige Dreiecke. Nun ist es

Bild 3

Bild 4

auch ganz leicht, das Haus (Bild 3) und das
Segelschiff (Bild 4) zu bauen.

Leider gelingt es nicht, aus den finf Ele-
menten ein Quadrat zu legen. Das Legespiel
nennen wir Regsechs.

Um das Spiel Gleisechs zu erhalten, wollen
wir von einem Quadrat (Bild 5) ausgehen.
Man verbinde den Mittelpunkt M der Seite
AB mit den Eckpunkten C und D. An-
schlieBend wird das Dreieck CDM in drei
Teildreiecke so zerlegt, daB CS = DS = MS
ist. Wir haben also wieder fliinf Dreiecke,
nimlich die kongruenten rechtwinkligen
Dreiecke ACM und BDM, die kongruenten
gleichschenkligen Dreiecke DMS und CMS
sowie das Dreieck CDS.

Bild §

A ] 8

Legt nun ein gleichseitiges Sechseck, eine
zum Drachen (Bild 2) verwandte Fiinfeck-
figur, einen Rhombus und die Schwalbe
(Bild 6) aus den fiinf Elementen von Glei-
sechs zusammen. Sicher findet ihr noch
weitere interessante Figuren.

Bild 6

Und wenn ihr beim Suchen nach neuen
Kombinationen etwas MuBe findet, so be-
rechnet doch einmal alle Winkel und alle
Seitenldngen der Dreiecke bei beiden
Spielvarianten. Vielleicht kénnen euch da-
bei Geschwister, Freunde oder eure Eltern
helfen.

Ala Welche Innenwinkel besitzt das zu-
sammengelegte gleichseitige (aber nicht re-
gelmiBige) Sechseck?

A2a Wie ist in Bild 5 der Punkt § zu
konstruieren?
Ubrigens: Werden die Dreiecke der Lege-
spiele aus Pappe, Plaste oder Sperrholz an-
gefertigt, dann diirfte dies ein originelles,
schones Weihnachtsgeschenk sein!

W. Schmidt

Kryptogramm

An das Pioniertreffen erinnert unser Kryp-
togramm, bei dem Buchstaben derart
durch Ziffern zu ersetzen sind, daB die Ad-
ditionsaufgabe richtig geldst wird.

Wieviel verschiedene Losungen gibt es?

KARL
+ MARX W. Schmidt,
STADT Greifswald

Knobeleien

(nicht nur)
fiir Klasse 8

Folgende Aufgaben stammen aus der 30. Ma-
thematikolympiade der RSFSR, die im Fe-
bruar dieses Jahres stattfand. Dr. Werge von
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig, zu dieser
Zeit zu einem Studienaufenthalt in der Sowjet-
union, sandte uns diese Aufgaben und wiinscht
euch viel Spaf3 beim Knobeln! Ich natiirlich
auch!

Alphons

ala Koénnen in den Ecken eines regel-
miBigen Achtecks die Zahlen 1,2, ..., 8 so
verteilt werden, daB die Summe der Zahlen
in drei beliebigen benachbarten Ecken

a) grofer als 11,

b) gréBer als 13 ist?

A2 a Teile ein regelmiBiges Sechseck in
acht flichengleiche Stiicke!

A3 a Auf der Seite 4B bzw. der Diago-
nalen AC eines Quadrates ABCD liegen die
Punkte P bzw. Q’so, daB
AP:PB=3:2und
AQ:Q0C=4:1 gilt.
Bestimme die Winkel im Dreieck PQD!

F.
D z__.©
i
a
|
|
l
{
.
A P58

a4 a Uber zwei Hiufchen von Spielstei-
nen ist folgendes bekannt: Werden vom er-
sten 100 Steine auf den zweiten gelegt, lie-
gen auf dem zweiten zweimal mehr Steine.
Wird aber (vom Ausgangszustand) eine ge-
wisse Zahl Steine vom zweiten zum ersten
Hiufchen gelegt, so ist ihre Zahl auf dem
ersten sechsmal groBer als auf dem zwei-
ten.

Wie groB ist die kleinstmogliche Zahl von
Steinen in beiden Hdufchen?

alpha, Berlin 22 (1988) 6 - 133



In freien Stunden - aipha-heiter

Weihnachtliche Kryptarithmetik

Wie miissen die Ziffern der englischen Krypto-
gramme lauten, damit richtig geléste Additionsauf-
gaben entstehen?

a) NOEL b) NOEL ¢ DING
+ NOEL + NOEL DONG
DING

BELL BELLS DONG

+ BELLS

SOUND

aus: Journal of Recreational Mathematics, Farmingdale

alpha-heiter — ernst

Gesucht sind 11 senkrecht einzutragende mathema-
tische Begriffe bzw. Namen von Wissenschaftlern:

1. Zuordnung, 2. Logiker und Mathematiker (1878
bis 1940), 3. Anordnung von Elementen,

4. Zerlegen eines Ganzen in zwei gleiche Teile,

5. sternformige Kurve mit vier Spitzen,

6. Kegelschnitt, 7. Begriinder der Relativitits-
theorie (1879 bis 1955), 8. Spiegelung am Kreis,
9. Relation im Bereich der ganzen Zahlen,

10. Charakteristikum einer Matrix, 11. Begriff aus
der Reihenlehre.

3 14 [ O

E E{"

L_ W R N

Bei richtiger Eintragung der Begriffe bringen die
Anfangsbuchstaben (1 bis 11) und die Buchstaben
der markierten Mittelzeile (v.l.n.r.gelesen) eine
Meinung vieler alpha-Leser zum Ausdruck.

Dr. R. Mildner, Leipzig

134 - alpha, Berlin 22 (1988) 6
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Wiirfellogik

Gehort das angegebene Flichennetz zu einem, zu
zwei, zu drei oder zu keinem der abgebildeten Wiir-
fel? aus: Logigram, Paris

la 1b

iE

o

lc
H EEE
2a
2b 2¢




Was alles in einem Dreieck steckt

Die Figur A ist mit fiinf Schnitten so zu zerlegen,
daf8 aus den entstehenden Teilen die Figur B zu-
sammengesetzt werden kann.

Ing. A. Kérner, ngpzig

Figur 1 Figur 2

|

Knobeleien am Weihnachtsbaum

Ein Weihnachtsbaum wurde mit Glaskugeln in den
Farben rot (), gelb (g), blau (b) und olivgriin (o) so-
wie silbrigen Baumschmuckgirlanden festlich aus-
gestattet. Genau vier Glaskugeln von jeder Farbe
sind sichtbar. Von diesen befinden sich an den
Zweigen keines der vier Quirle sowie auf keinem
der im Bilde geradlinigen Girlandenteile zwei Ku-
geln gleicher Farbe. Von fiinf Kugeln ist die Farbe
angegeben. Welche Farbe haben die iibrigen Ku-

geln? W. Trdger, Dibeln

Lose die Verbindung

Nimm die Hiilse einer Streichholzschachtel und
schneide Ober- und Unterseite ab. Dahinein kom-
men zwei Locher mit einem Durchmesser von etwa
1 cm. Fidele einen Faden (nicht zu kurz) durch die
Locher und knote ihn fest (siehe Bild).

Probiere nun die Teile der Streichholzschachtel
vom Faden zu trennen ohne den Knoten zu 1dsen.

aus: Pythagoras,
Figur 1 :e e ’

Amsterdam

=0

¢

Figur 2

1988 — 1989

Die durch Hintereinanderaufschreiben der Ziffern
dieser beiden Jahreszahlen eptstechende Zahl
19881989 ist in Primfaktoren zu zerlegen. Dabei
benutze man zweckmiBig die Tabelle der Primzah-

len im Tafelwerk und den SR 1!
W. Triger, Débeln

Eine schéne Bescherung

Vor dem Auspacken ihrer in drei Paketen verpack-
ten Weihnachtgsgeschenke stellen die Geschwister
fest: Die drei quaderférmigen Pakete lassen sich zu
einem Quader mit den Kantenlingen 6 dm, Sdm
und 2dm aneinanderlegen. Auch die MaBzahlen
aller Kanten der drei Pakete zur MaBeinheit Dezi-
meter sind ganzzahlig.

Zwei Pakete sind volumengleich, ohne daBl beide
Pakete durchweg gleiche Kantenldngen haben. Das
dritte Paket hat ein kleineres Volumen als diese bei-

den. Welche Abmessungen haben die drei Pakete?
W. Tréiger, Dibeln

DaB dem beriihmten Mathematiker David Hilbert
alles Schmalspurdenken zuwider war, bewies er in
einer Senatssitzung der Universitdt Gottingen. Dort
debattierte man, ob die Mathematikerin Sonja Ko-
walewskaja auf einen ordentlichen Lehrstuhl beru-
fen werden sollte — als erste Frau. Zu ihren Gun-
sten entschied Hilbert: ,Meine Herren, wir sind

doch keine Badeanstalt, sondern ein Senat!“
nach: Lingmann/Schmiedel: Anekdoten, Episoden, Lebensweisheiten,
VEB Fachbuchverlag Leipzig

alpha-heiter - Preisaufgabe Heft 4/88
alpha gratuliert:

Karl Hause, Erfurt
Heike Lehmann, Machern
Ronald Peters, Wismar

L. Orto, Leipzig

{;.ﬁr,) 3
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e

alpha, Berlin 22 (1988) 6 - 135



Wer lost mit?

alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1989

Ma5m2945 In den beiden Bildern wur-
den vom linken Quadrat zwei gleichgrofle
Teilflichen und vom rechten Quadrat vier
gleichgroBe Teilflichen abgeschnitten.
Welche der beiden grauen Fliachen hat den
groBeren Flicheninhalt? Begriinde deine
Feststellung!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

§ §
[\ 8 ©
£ 3
Q o
n =
MaBe in cm ’

Ma 5®m2946 Die vier Mitglieder einer
Familie sind zusammen (in ganzen Jahren)
120 Jahre alt. Hanni ist 10 Jahre dlter als
ihr Bruder Peter. Die Mutter dieser Kinder
ist dreimal so alt wie Hanni. Der Vater ist
zwei Jahre dlter als seine Frau. Wie alt ist
jede dieser vier Personen?

Schiilerin K. Schwartz, Suhl

Ma 5m2947 Lose die folgenden drei Auf-
gaben, ohne eine Multiplikation durchzu-
flihren! )

a) 1987-1988 =a

1988-1987=b
Bestimme a: b!
b) 123456 + 19881987 =v

9876544 — 19871988 = w
Bestimme v + w!
c) 1987-234560 = x
234559-1987 =y
Bestimme x — y!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5®2948 Beweise, daB es unter
irgendwelchen 20 aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen keine drei verschiede-
nen ungeraden Zahlen gibt, die sich durch
5 ohne Rest teilen lassen!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m 2949 Hans und Franz wollten ihr
Geld zusammenlegen und sich ein Knobel-
heft kaufen. Leider fehite ihnen trotzdem
noch etwas Geld fiir diesen Kauf. Hans
fehlten 34 Pf und Franz fehlten 2 Pf an
dem Preis.
Wieviel Geld hatte jeder, und wie teuer war
das Knobelheft?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m 2950 Auf einem Sportplatz be-
trigt eine Runde 400 m. Fritz will mit sei-
nem Hund Mopsi einmal um den Platz
laufen. Beide starten zur gleichen Zeit und
vom gleichen Punkt, aber in entgegenge-
setzter Richtung. Fritz legt in jeder Se-
kunde 3m, sein Hund aber 5m zuriick.
Nach wieviel Sekunden begegnen sich
beide wieder? Wieviel Meter ist dann Fritz
gelaufen?

StR W. Melka, Neubrandenburg

Ma 5m 2951 Die Schiilerinnen Anke,
Birbel, Yvonne und Doreen wohnen in den
Stiddten Berlin, Cottbus, Halle und Leipzig.
Von ihnen wissen wir folgendes:
(1) Biirbel und das Madchen aus Halle wa-
ren zusammen im Ferienlager.
(2) Anke und Birbel schreiben sich mit
den Maidchen aus Berlin und Leipzig
Briefe.
(3) Yvonne und das Midchen aus Berlin
besuchten kiirzlich zusammen ein Trai-
ningslager.
In welcher Stadt wohnen diese vier Schiile-
rinnen?

Schiilerin D. Weyh, Winne

Ma 6 m2952 Zur Familie Meier gehtren
vier Personen. Der Vater ist sechsmal so alt
wie sein jiingster und dreimal so alt wie
sein dltester Sohn. Die Mutter ist 12 Jahre
junger als der Vater. Alle Familienmitglie-
der sind zusammen (in ganzen Zahlen)
123 Jahre alt. Wieviel Jahre ist die Mutter
ilter als ihr jiingster Sohn?

Schiilerin D. Klaus, Aspenstedt

Markus Mdder
Schweinor Uleg 17
Schmallalolen

0 6080

Ha 7
2647

%0

F-Gagarn - 05
Klase 7

150
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alpha-Le-
ser beteiligen.
2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zah! nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. (Die Klassenstufen-
nummer steht vor der Aufgabennummer.)
Schiiler der Klassenstufen 11/12 und Er-
wachsene l6sen die Aufgaben, welche mit
Ma 10/12 oder Na/Te 10/12 gekennzeich-
net sind.
4. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A 4 (siche Muster),
da die eingehenden Losungen aufgaben-
weise sortiert und korrigiert werden. Noch
eine Bitte an die Schulen: Sendet bitte die
Losungen bereits nach Aufgaben sortiert
ein.
5. Teilnehmer, die eine richtige - Losung
(nicht nur Antwortsatz) eingesandt haben,
erhalten von der Redaktion eine Antwort-
karte mit dem Priddikat ,sehr gut gel6st®,
»gut gelost* oder ,gelost”. Anderenfalls er-
halten sie eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,nicht gelost“. Nach dem Einsende-
termin eingehende Losungen werden nicht
mehr bearbeitet!
6. Jeder Teilnehmer sollte einen Durch-
schlag seiner Losungen anfertigen, um sie
mit den jeweils zwei Hefte spiter erschei-
nenden Losungen vergleichen zu kénnen.

Der Jahreswettbewerb 1988/89 liuft von
Heft 5/1988 bis Heft 1/1989. Zwischen
dem 1. und 10. September 1989 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben
der Hefte 5/88 bis 1/89 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.

Eingesandte Antwortkarten werden nur
dann zuriickgesandt, wenn ein Rickum-
schlag mit ausreichender Frankatur bei-
liegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/88 veroffentlicht.

Wer mindestens 10 Antwortkarten (von
den Wettbewerben der Hefte 5/88 bis 1/89)
erhalten hat und diese einsendet, erhilt
eine  Anerkennungsurkunde und ein
alpha-Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden  besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1988/89 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Ur-
kunde zuriick). Schiiler, die schon mehrere
Jahre teilnehmen, senden bitte die zuletzt
erhaltene Urkunde mit ein. Allein anhand

" dieser werden die Teilnehmerlisten aufge-

stellt. Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postserrdungen richtig frankiert sind und
die Postleitzahl des Absenders nicht ver-

gessen wird.

Redaktion alpha



Ma 6 m2953 Ein innerer Punkt P des ab-
gebildeten Quadrates ABCD wurde mit den
vier Eckpunkten des Quadrates verbunden.
Es seien A,, 4,, A;, A, die Flicheninhalte
der Dreiecke AABP, ABCP, ACDP, ADAP.
Es ist nachzuweisen, da8 die Beziehung 4,
+ A;= A4, + A, gilt! Sch.

D c

A 2]

Ma 6 m 2954 Der Nachfolger vom Zweifa-
chen eines Produkts aus zwei aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen lautet 1985.
Um welche beide Zahlen handelt es sich?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6m2955 Unter dem  Querprodukt
einer natiirlichen Zahl versteht man das
Produkt aus den einstelligen Zahlen, die
ihren Grundziffern entsprechen. Gesuct.*
ist die groBte vierstellige natiirliche Zahi,
deren Querprodukt 504 betrigt.
Mathe-Klub, Gotha

Ma 6 m2956 Die neun Punkte des Bildes
seien Eckpunkte von vier Quadraten mit
der Seitenldnge 1 cm. Ermittle die Anzahl
der Geraden, die durch
a) gefhau drei dieser Punkte verlaufen,
b) genau zwei dieser Punkte verlaufen,
c) genau zwei dieser Punkte verlaufen, de-
ren Abstand groBer als 2 cm ist!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 6 m 2957 Ermittle die kleinste sechs-
stellige natiirliche Zahl, die aus lauter ver-

schiedenen Grundziffern besteht und
durch 18 teilbar ist! Sch.
e o o
® e o
e o o
Na/Te6m434 Ein 200m langer Zug

durchfihrt einen Tunnel, der eine Linge
von 1,6 km hat. Wie lange dauert es, bis
der Zug den Tunnel passiert hat; wenn er
mit einer gleichbleibenden Geschwindig-

keit von 15 % fihrt?

Ma 7 m 2958 Sieben Pilzsammler fanden
zusammen 100 Speisepilze. Keine zwei der
Pilzsammler hatten dieselbe Anzahl Pilze
im Korb. Kann man in jedem Fall von den
Pilzsammlern beliebig vier so auswihlen,
daB die Gesamtzahl ihrer Pilze kleiner als
51 ist?

Die Antwort ist zu begriinden.

Ma7w2959 Die Zahl 45 ist in vier
Summanden zu zerlegen, fiir die folgendes
gilt: Addiert man zum ersten Summanden
2, subtrahiert man vom zweiten Summan-
den 2, multipliziet man den dritten
Summanden mit 2, dividiert man den vier-
ten Summanden durch 2, so erhilt man
stets dasselbe Ergebnis.

Sch.

. teilbar ist.

Wie lauten die vier Summanden?
Schiilerin N. Knust, Wormlitz

Ma7m2960 Zeichne ein Dreieck ABC,

‘konstrujere den Mittelpunkt M, von BC

und den Mittelpunkt My von AC. Verlin-
gere nun AM, iiber M, hinaus um sich
selbst bis A" und BM iiber My hinaus um
sich selbst bis B’. Weise schlieBlich nach,
daB die Punkte A’, B’ und C auf einer Ge-
raden liegen. Sch.

Ma7®2961 Die Summe dreier aufeinan-
derfolgender natiirlicher Zahlen ist gleich
dem Produkt aus diesen drei Zahlen.

a) Welche drei Zahlen erflillen diese Be-
dingung?

b) Wie viele solcher Tripel natiirlicher
Zahlen gibt es? Sch.

Ma7m2962 In dem abgebildeten Vier-
eck ABCD, dessen Diagonalen sich im
Punkte S schneiden, seien 4,, A,, 4; bzw.
A, die Flicheninhalte der Dreiecke AABS,
ABCS, ACDS bzw. ADAS. Es ist nachzu-
weisen, daB die Beziehung 4, 4; = 4,- 4,4
gilt! Sch.

c

"<

A 8

Na/Te 7m435 An einem Hebel hingt
links vom Drehpunkt ein Korper mit der
Masse 100 g in einem Abstand von 10 cm
vom Drehpunkt, rechts ein Ko6rper mit
einer Masse von 20g im Abstand von
50cm vom Drehpunkt. Befindet sich der
Hebel im Gleichgewicht? Welche Druck-
kraft wirkt auf das Lager im Drehpunkt?

Na/Te 7m436 Der Zugweg eines Fla-
schenzuges mit paralleler Seilflihrung ist
sechsmal so groB wie der Hubweg. Kann
man mit einer Kraft von 1000 N eine Last
von 4800 N heben?

Ma 8 w2963 Es ist zu beweisen, daB es
a) unter neun aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen keine zwei gibt, die durch 9
teilbar sind,

b) unter zehn beliebigen natiirlichen Zah-
len stets zwei gibt, deren Differenz durch 9
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8m2964 Es sei A ein vorgegebener
Eckpunkt eines Quadrates ABCD, P ein in-
nerer Punkt der Quadratseite BC und Q ein
innerer Punkt der Quadratseite CD. Aus
der Kenntnis der Lage der Punkte A, P
und Q ist das Quadrat ABCD zu konstruie-
ren! Sch.

Ma8®2965 Es sind alle Primzahlzwil-
linge der Form
(2"--1; 2"+ 1), ne N zu finden!
A. Israel, Techn. Rechner,
Karl-Marx-Stadt
Mathematikfachlehrer G. Roesch, Apolda

-Ma8 2966 Gegeben ist ein Rechteck,

dessen eine Seite 10 cm ldnger ist als die
andere. Um wieviel Quadratzentimeter un-

terscheidet sich der Flicheninhalt dieses
Rechtecks von dem eines Quadrates mit
dem gleichen Umfang?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 8 m2967 Das Quadrat der natiirli-
chen Zahl 175 kann man bilden, indem
man die Ziffer 5 streicht, die iibrig blei-
bende Zahl 17 mit ihrem Nachfolger 18
multipliziert und an das erhaltene Produkt
306 die 25 anhéngt, so daB als Ergebnis die
Zah] 30625 zustande kommt. Die Probe
(1752 = 30625) bestitigt dieses Ergebnis.
Kann man mit jeder natiirlichen Zahi, die
auf die Ziffer 5 endet, so verfahren?
Ein Beweis ist zu erbringen!

Sven Hartmann, Berlin

Na/Te 8 w437 Eine Luftmasse nimmt bei
t =24°C einen Raum von V =1000cm?
ein. Welches Volumen hat sie unter glei-
chem Druck bei 0°C? (Die Luft wird als
ideales Gas angenommen.)

Na/Te 8 m438 Mit einem Tauchsieder
(Leistung 1000 W) wird in einem Gefil
1kg Eis geschmolzen und anschlieBend
das Schmelzwasser erwirmt. Welche Tem-
peratur hat das Schmelzwasser 10 min
nach dem Einschalten des Tauchsieders?
Wird diese Temperatur in Wirklichkeit er-
reicht? Begriinde!

Ma9 w2968 AnlaBlich einer Familien-
feier stellt Renate fest, daB ihr Bruder Rai-
ner im Jahre x? genau x Jahre alt wird. Wie
alt wird Rainer im Jahre 19897

Antje Mifibach, Magdeburg

Ma9m2969 Gegeben ist das folgende
Gleichungssystem  (Grundbereich: die
Menge N der natiirlichen Zahlen):

(€Y) x+4y=16

2) S5y—4x=20

3) Jy—4x=12.

Peter will dieses System mit dem soge-
nannten Gleichsetzungsverfahren ldsen
und verfahrt wie folgt: Er stellt jede Glei-
chung nach y um und erhalt

x 4x

(1 y—4—-7, (2) y-4+T,
B) y=4+ %
Nun folgert er daraus:

x 4x x 4x
4—T~4+—, also B bzw.

1 4 . ;

—T=?; er setzt die rechten Seiten der

Gleichungen (2) und (3) gleich und erhilt
1

?=%, und beim Gleichsetzen von (1)
und (3) ergibt sich —%=%. Das sind of-
fenbar drei falsche Aussagen, und daraus
folgert Peter, daB das gegebene Glei-
chungssystem keine Losung in N hat. Sein
Schulfreund sagt ihm aber nach einiger
Zeit, daB er doch eine Losung gefunden
habe, nimlich das geordnete Paar (0;4).
Peter setzt nun in jede Gleichung fiir x =0
und fur y = 4 ein und findet die Losung be-
statigt. Wer hat nun recht, und wodurch
kommt es zu diesen Widerspriichen?

Ing. A. Kérner, Leipzig
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Ma9m2970 Bernd behauptet, daB zur
Numerierung der Seiten eines Buches ge-
nau 43mal die Ziffer Null verwendet
wurde. Es ist zu zeigen, daB diese Behaup-
tung falsch ist.

Dipl.-Math. A. Fittge, Berlin

Ma9m2971 Es ist zu beweisen, daB es
unter fiinf beliebigen natiirlichen Zahlen
stets drei Zahlen gibt, deren Summe durch
3 teilbar ist.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9m2972 Wir notieren eine beliebige
vierstellige natiirliche Zahl und addieren
zu dieser noch drei weitere Zahlen, die ent-
stehen, wenn wir jedesmal die erste Ziffer
streichen und sie an die anderen Ziffern
anhingen. Nun dividieren wir die earhal-
tene Summe durch die Quersumme einer
dieser Zahlen und erhalten 1111. Es ist zu
beweisen, daB man stets dieses Ergebnis er-
hilt, wenn man in der beschriebenen
Weise verfihrt.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Na/Te9m439 An einem Kilowattstun-
denzihler wurde in 5 min eine Zunahme
von 0,03 kWh beobachtet, als ein Draht
mit einem Durchmesser von 1mm und
dem spezifischen elektrischen Widerstand

. 2 )
von 0,42 & 1000 g Wasser erwirmte.

Um wieviel Kelvin wurde das Wasser er-
wirmt und wie lang war der Draht, wenn
ein in den Stromkreis geschalteter Strom-
messer 3,2 A anzeigte?

Na/Te9m440 Ein Aluminiumblock mit
den Abmessungen 20 mm-20 mm- 25 mm
wird in 100 °C heiBes Wasser getaucht und
dann in 200 g Wasser mit der Temperatur
T = 27°C gebracht. Es ergab sich eine Mi-
schungstemperatur von 29,1°C. Wie groB
ist die spezifische Wirmekapazitit des
Aluminiums?

Ma 10/12 m2973 Es sind die Zahlen

zl=J2_+V2—J3_ undzz=V2+J3_

zu vergleichen! W. Trdger, Débeln

Ma10/12m 2974 Es sind alle Zahlen x
anzugeben, fur die
z=5(x—-6)—(x—5)+x(x—4)

Primzahl ist!

Ma10/12m2975 In einem rechtwinkli-
gen Dreieck ABC (rechter Winkel 3 ACB)
teilt die Winkelhalbierende des Winkels
A ABC die gegeniiberliegende Seite AC in
zwei Abschnitte, die 4cm bzw. 5cm lang
sind.

Wie lang sind die Seiten des Dreiecks
ABC? Ing. A.Kéorner, Leipzig

Ma10/12m 2976 Die Summe
§= al988 + bl9!3 + 61988 + dl?ﬂﬂ
ist in ein Produkt umzuformen. Es sind a,
b, ¢, d natiirliche Zahlen, die die Glei-
chung ab = cd erfiillen.

Birgit Breuer, PH Erfurt

Ma 10/12 @ 2977 Es sind alle geordneten
Paare (x;y) natiirlicher Zahlen x und y zu
bestimmen, die die Ungleichung 2x
+ y 2 xyerfiillen! W. Trager, Débeln

138 - alpha, Berlin 22 (1988) 6

StR H.-J. Kerber, Neustreliiz .

Spezialisten-
lager, |
Grethen 1988

Am Haus der Jungen Pioniere , Fritz Siemon*
Markkleeberg  existierten im  Schuljahr
1987/88 vier Arbeitsgemeinschaften Mathe-
matik fiir Schiiler der Klassen 5 bis 7 und drei
Arbeitsgemeinschaften Informatik mit dem
Ziel, mathematisch interessierte und begabte
Schiiler zu fordern.

Héhepunkt des Schuljahres war fiir die Schiiler
der 5. Klassen die Teilnahme am kombinierten
Kreisspezialistenlager - Mathematik/Russisch
vom 9. bis zum 13. Mai in der Jugendherberge
Grethen bei Grimma.

Christiane, eine Teilnehmerin, berichtet euch
dariiber.

Im Spezialistenlager standen flir Mathema-
tik jeweils vormittags und nachmittags 1%
Std. auf dem Tagesplan.

Am ersten Tag nach unserer Ankunft be-
handelten wir zunichst die Graphentheo-
rie. Wenn man sie beherrscht, kann man
auf einen Blick erkennen, ob eine Figur
sich in einem Zuge zeichnen 1iBt. Frau
Dr. DeweB8 von der Karl-Marx-Universitit
Leipzig hat uns-dies einleuchtend und ver-
stindlich erklirt. Dieses Thema fanden alle
sehr interessant.

Nachmittags baute jeder eine Sonnenuhr
nach der Erklirung von Herrn Henke. An-
schlieBend probierten wir sie gleich aus, sie
funktionierte bei allen.

Am nichsten Tag machte uns Herr GeBner
vom Wissenschaftlich-Technischen Zen-
trum der Land- und Nahrungsgiiterwirt-
schaft Markkleeberg, dem Patenbetrieb des
HAIP Fritz Siemon, mit dem Problem der
Kombinatorik bekannt. Die Kombinatorik
untersucht die verschiedenen Méglichkei-
ten der Anordnung von Elementen.

Na/Te 10/12 m 441 Ein Ko6rper mit der
Masse 100 kg wird in einem Fahrstuhl mit
der Beschleunigung von 1m-s™? bewegt.
Wie gro8 ist die Gewichtskraft des Korpers
bei der Aufwirts- und bei der Abwiirtsbe-
wegung? (Fallbeschleunigung 10 m-s-2?)

Na/Te 10/12 w442 Eine Gewehrkugel
verldBt das s = 1,20 m lange Rohr mit einer
Geschwindigkeit v =720 m-s!.

Wie groB ist die durch die Pulvergase er-
zeugte Beschleunigung, wenn man die Wir-
kung der Gase unverinderlich annimmt
und wie lange ist das GeschoB im Rohr?

Zur Verdeutlichung stellte er uns eine in-
teressante Aufgabe:

Kénnte ein Skatspieler simtliche méglichen
Spiele im Laufe seines Lebens spielen?:

Wir versuchten sie zu 16sen. Lange knobel-
ten wir daran und waren dann verbliifft
iiber die Lésung, eine fast unvorstellbare
groBe Anzahl von Spielmoglichkeiten, die
unmoglich in einem Menschenleben zu
schaffen wiéren.

Am Nachmittag besuchte uns die Chef-
redakteurin der alpha und erzihlte uns In-
teressantes aus der Geschichte der Mathe-
matik. Das war alles noch sehr unbekannt
und, ich finde, doch sehr wissenswert, so
zum Beispiel, daB unsere heutigen Zahlen
ihren Ursprung in Indien haben.
Am letzten Tag im Spezialistenlager
schafften wir uns an den verschiedensten
Mathe-Knobeleien, was auch groBen SpaB
bereitete. Nachmittags wurde dann eine
Lagerolympiade iiber die behandelten The-
men durchgefihrt.
Alle Teilnehmer fanden, daB das Speziali-
stenlager sehr gut organisiert war und uns
Hilfe beim weiteren Lernen sein wird. Ich
personlich habe viel dazu gelernt und noch
mehr Interesse fiir Mathematik und andere
Wissensgebiete gewonnen.

Christiane Miiller

Und nun noch eine Aufgabe fiir euch, die die
Schiiler im Lager losten:

In einem Theaterstiick werden von den
Kindern Lutz, Klaus, Peter, Uwe und Tho-
mras abwechselnd die Rollen Schneider-
meister, Schneidergeselle, Kunde, Betriiger
und Gefingniswirter gespielt.

Wieviel verschiedene Moglichkeiten der
Rollenbesetzung gibt es? Uberpriife deine
Aussage, indem du alle Moglichkeiten auf-
schreibst fiir den Fall, daB Lutz den
Schneidermeister spielt!

Buchtips

Chr. Posthoff/G. Reinemann
Computerschach -
Schachcomputer

206 S., 65 Abb., 9 Tab.
Bestell-Nr. 763 664 7
Akademie-Verlag Berlin

Preis: 16,00 M
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Kartenentwiirfe der Erde
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Systematisches Probieren

mit Computerhilfe

Die Verwendbarkeit programmierbarer
Kleincomputer eroffnet die Moglichkeit
der Realisierung algorithmischer Losungs-
methoden.

Algorithmen sind uralter Bestand des Wis-
sens der Menschen, deren Bedeutung als
Problemldsungsvorschriften mit der unmit-
telbaren Ausfihrbarkeit durch geeignete
Maschinen (Computer) heute stark im
Wachsen begriffen ist.

Doch wollen wir es gleich vorwegnehmen:
Wunder konnen selbst Computer nicht
vollbringen! Auch weitere Entwicklungen
informationsverarbeitender Technik (IVT)
werden Maschinen hervorbringen, die vom
menschlichen Nutzer mehr abverlangen als
irgendeine Geste, die dem Computer den
Auftrag andeuten soll, den er i.f. zur vollen
Zufriedenheit des Nutzers zu erfiillen hat.
Moderne IVT kann — bei richtiger Anwen-
dung - intelligenzverstirkend wirken, in-
telligenzgebidrend wirkt sie mit Sicherheit
nicht!

Was es nun heiflt, ein System bestehend
aus Hard- und Software richtig anzuwen-
den, kann an vielen Beispielen verdeutlicht
werden. Ganz besonders eignen sich solche
Aufgabenstellungen, zu deren Bearbeitung
mehrere verschiedene Loésungsideen exi-
stieren. Oftmals werden analytische Me-
thoden verwendet, die solche Verfahren,
die auf ein sinnvolles Probieren hinauslau-
fen, vollig in den Schatten stellen. Die Ur-
sache fur diese Situation liegt auf der
Hand: Bisher verbot sich umfangreiches
Probieren von selbst, denn die praktische
Ausfiihrung kann i.a. nicht vom Menschen
realisiert bzw. fehlerfrei beherrscht werden.
Dies ist schon interessant, man weil3 ganz
genau wie die Aufgabe gelost wird (z. B.
Probieralgorithmus) und kann es ohne
einen Rechensklaven nicht tun.

Im vorliegenden Beispiel vereinfacht sich
der Losungsweg gegeniiber dem analyti-
schen beachtlich, so daB sehr viele Schiiler
in der Lage sein werden, diesen ohne wei-
tere Erlduterungen nachzuvollziehen.

Die Grundidee wurde bereits dargestellt:
Systematisches Probieren in einem abge-
schlossenen Intervall. Die Begrenztheit des
zu betrachtenden Intervalls ist immer dann
zu sichern, wenn alle Losungen gesucht
sind, denn es lassen sich nur endlich viele
Zahlen durchmustern.

ala Eine vierstellige Zahl und die
(ebenfalls vierstellige) Zahl, die entsteht,
wenn man die Ziffern in umgekehrter Rei-

henfolge schreibt, sind beide durch 78 teil-
bar. Wie heiBen diese Zahlen?
10 FOR I=1000 TO 9999

20 IF 1/78 ¢ ) INT (1/78) THEN 98
30 A$=MID$(STR$(I),2): B§="“"
40 FOR K=4 TO 1 STEP -1
50 B$=B$+MID§ (AS,K,1)
60 NEXT K
70 K=VAL (B§)
89 IF K/78 = INT (K/78)

THEN PRINT I
96 NEXT I

Nach etwa 3 Minuten kann das Resultat
abgelesen werden: 2496, 6006, 6942 und
8580 sind zunichst die Programmausga-
ben. Die Zahl 8580 liefert bei Umkehrung
der Ziffernfolge 858 - eine dreistellige
Zahl - und muB daher ausgesondert wer-
den. Folglich sind 2496, 6006 (ein Palin-
drom!) und 6942 die Losungen der Auf-
gabe.

A2 A Gesucht sind alle dreistelligen Zah-
len abc, mit geraden Zahlen a, b und ¢, die
teilbar sind durch das Produkt a¥b¥c!
(Wie viele solcher Zahlen miissen vom Pro-
gramm untersucht werden?)

Da es fir b, ¢ in z = abc (a, b, ¢ sind die
Ziffern von z —_nicht das Produkt ist ge-
meint!) genau 5 Moglichkeiten gibt (0, 2, 4,
6, 8) und a einer der Zahlen 2, 4, 6 oder 8
entspricht, miissen (unter Beachtung der
Reihenfolge) 5%5%4 =100 Zahlen unter-
sucht werden. Diese Uberlegung wollen wir
bestitigen, indem die Testzyklen mitge-
z@hlt werden.

4 N=g
18 FOR I=2 TO 8 STEP 2

20 FOR K=0 TO 8 STEP 2
30 FOR L=0 TO 8 STEP 2
49 N=N+1
50 S=100%I1+10%K+L
60 Q=I%K¥L
70 IF Q=0 THEN 90
80 IF $/Q = INT (S/Q)

THEN PRINT S,
99 NEXTL

168  NEXTK ;
1186 NEXT I
120 PRINT
138 PRINT N

Innerhalb weniger Sekunden werden die
Losungen 224 und 624 ermittelt. N=100
wird bestitigt.

A3 a Eine dreistellige Zahl mit verschie-
denen Ziffern ist gleich einem Fiinftel der
Zahl, die man erhidlt, wenn man die

_ stehen?

Summe aus den dreistelligen Zahlen bil-

det, die durch Umstellung der Ziffern der

Ausgangszahl entstehen.

Wie heifit die Zahl?

Bevor wir zum Computer greifen ist hier et-

was mehr Vorbereitung notig. AuBerdem

konnen ausreichende Voriiberlegungen un-

ter Umstinden den Programmieraufwand

senken bzw. effizientere Programme er-

mdéglichen.

Die Ziffern der Ausgangszahl z seien abe,

also z=100a + 10b + ¢. Dann ist die Zahl

z' gesucht, fiir die gilt 2’=0.2%s mit
=100Q2(b+c)+a)+10Q2(a+c)+ b)
+2(a+ b) +c.

AuBerdem sind natiirlich a{ )0, b{ )0,

¢{ )0 sowie a{ )b, a( )c und b{ )c gefor-

dert.

3 DEFFNFX)=VAL (MID$(A$.,X,1))

16 FOR I=180 TO 999

20 A$=MID$(STR$(1),2)

30 A=FN F(1): B=FN F (2):
C=FN F(3)

40 IF A=B OR A=C OR B=C
THEN 860

50 IF B=@ OR C=@ THEN 80

60 S=100%(2%(B+C)+A) +10%
Q%(A+C)+C)+2%(A+B)+C

70 IF 1=5/5 THEN PRINT I

80 NEXTI

Wie man sieht, gibt es mehrere Zahlen, die
die genannten Forderungen erfiillen: 481,
518, 592 und 629.

Damit sind drei Beispielaufgaben gelGst.
Wir muBten Grundwissen aus der Mathe-
matik und einige Programmierkenntnisse
verwenden. Dann brauchten wir auf die Er-
gebnisse nicht lange zu warten.
Es ging nicht darum zu zeigen, daB die
Verwendung von Computern bewihrte Lo-
sungsmethoden verdringen.
Vielmehr wollten wir demonstrieren, daB
die hier in Beispielen vorgestellte Klasse
von Aufgaben zweckmiBig algorithmisch
zu I6sen ist.
Insofern ist gerade solchen algorithmi-
schen Verfahren und vor allem Denkwei-
sen kiinftig mehr Aufmerksamkeit zu
schenken.
Man beachte dabei aber stets, daB der
,Griff* zum Computer erst dann erfolgt,
wenn die Aufgabe eigentlich schon gelost
ist — nur der konkrete Wert derselben fehlt.
Chr. Wagenknecht

Computer hilft beim Knobeln

Die 30 Preistriger eines Schiilerwettbe-
werbs sollen mit Biichern primiert werden.
Es stehen Biicher zu 30 Mark, 24 Mark
bzw. 18 Mark zur Verfiigung. Jedes Buch
soll vertreten sein. :

Welche Moglichkeiten der Zusammenstel-
lung gibt es, wenn 600 Mark zur Verfiigung
Mathematikolympiade 1965,
Klasse 10, DDR-Olympiade

Programm zur Losung:

18 FOR A=1TO 28

12 FOR B=1TO 28

14 FOR C=1TO 28

16 IF 30%A+24%B+18%C=600
THEN PRINT A;B;C

18 NEXTC,B, A
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In dieser Form bendotigt der Computer etwa
9 Minuten, um die vier Fille zu ermitteln.
Wenn man beachtet, dafl aus
A+B+C=30 und
30%A+24%B+18%C=600 folgt:
B=2%(5—A), dann erkennt man, daB A
hochstens 4 sein kann.
Wird Zeile 14 dahingehend geéndert,
braucht der Computer nur noch 1,3 Minu-
ten! Man erkennt, daB es auf eine sinnvolle
Programmierung ankommt.

H. Pétzold, Waren (Miiritz)

Elektronik macht’s moglich

Dem franzosischen Weber Joseph-Maria
Jacquard war es gelungen, mit einem auf
Lochkarten eingestanzten Programm Web-
stithle automatisch zu steuern und damit
Fiden zu den verschiedensten Mustern
schnell und fehlerfrei zu verkniipfen. Als
der englische Mathematiker und Ingenieur
Charles Babbage das erfuhr, sann er unab-
ldssig dariiber nach, wie auf dhnliche Art
mit sehr vielen Zahlen verfahren werden
konnte, um beispielsweise logarithmische,
statistische und astronomische Werte, de-
ren Berechnung groBte Milthe bereitete, ra-
tionell und exakt maschinell zu ermitteln.
Babbage entwarf 1832 eine Rechenma-
schine, an der er — seine Krifte und Gelder
verausgabend - bis an sein Lebensende
baute, ohne daB sie je funktionierte. Seine
Mitbiirger schimpften ihn ,crackpot*
(Narr). Und tatsidchlich, Jahrzehnte nach
Babbages Tod wurde - beim Versuch,
seine Maschine zu vollenden — nachgewie-
sen, daB sich sein Plan nicht verwirklichen
lieB, jedenfalls nicht mit der Technik, die
ithm zur damaligen Zeit zur Verfligung
stand, den Zahnridern, Schalthebein und
der sonstigen, noch relativ einfachen Me-
chanik.
Bemerkenswert ist aber, daB Babbages Re-
chenautomat aus drei Teilen bestand, die
er store (Vorratskammer), mill (Rechen-
miihle) und control (Arbeitsaufsicht)
nannte. Heute sagt man Speicher, Rechen-
werk und Steuerwerk und meint damit den
prinzipiellen Aufbau eines jeden Compu-
ters der Welt. Der ,Narr” von Cambridge
war es, der diese geniale Idee hatte.
aus: Lingmann/Schmiedel — Anekdoten,
Episoden, Lebensweisheiten — von
Naturwissenschaftlern und Technikern
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Zwei Forscher sind mit einem Ballon ge-
fahren. Durch einen gewaltigen Sturm wur-
den sie weit abgetrieben. Erst nach Stun-
den landeten sie in einer umbekannten
Siedlung und fragten, ohne die Gondel zu
verlassen, einen Passanten:
»Sagen Sie bitte, wo befinden wir uns?“
»Sie befinden sich in der Gondel eines Bal-
lons“, antwortete dieser trocken.
»,Das kann nur ein Programmierer sein“,
bemerkte einer der Ballonpiloten zum an-
deren, ,der eine so pridzise und gleichzeitig
fiir uns so wertlose Antwort gibt.“

A. Halameisdr, Moskau
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Losungen

Losungen zu: Zum Jahreswechsel

Figur 1:

!
Es gibt 3003 = 81'—2' Lesemoglichkeiten.
Figur 2: Pythagoras (von Samos, 580 bis
496 v.u.Z.), Archimedes (von Syrakus,
um 287 bis 212 v.u.Z.), Fermat (Pierre,
1601 bis 1665), Pascal (Blaise, 1623 bis
1662), Euler (Leonhard, 1707 bis 1783),
Gauss (Carl Friedrich, 1777 bis 1855),
WeierstraB (Karl, 1815 bis 1897),
Dedekind (Richard, 1831 bis 1916),
Cantor (Georg, 1845 bis 1918), Hilbert
(David, 1862 bis 1943).
Figur 3: Weg mit groBtmoglicher Zahlen-
summe (= 285):
1+2+3+7+8+9+14+13+12+11
+10+15+16+17+18+21+20+19
+22+23+24.
Weg mit kleinstmoglicher Zahlensumme
(=98):
1+6+11+15+19+22+24.
Weg mit Zahlensumme 100 (einziger
Weg):
1+2+6+11+15+19+22+24.
Zwei Wege mit der Zahlensumme 200 sind
z. B: 1+2+3+7+6+5+10+11+12
+13+14+18+17+16+19+22+24;
1+46+5+10+11+12+17+16+ 15
+19+20+21+23+24.

Figur 4:
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Figur 5:
Eindeutige Losung: 991 + 997 = 1988
Figur 6:
Eindeutige Losung: 991 + 998 = 1989
Figur 7:

Es gibt 128 = 27 Lesemdglichkeiten.

Figur 8: Allen alphalesemn ein frohes Weih-
nachtsfest und ein gesundes glueckliches
neues Jahr!

Losungen zur Schachecke

1) 1. Lg8 (droht 2. Dh7 matt) T:g8 2. Kf7
T:g6 3. f:g6 hS (Oder 3. ... c1D 4. g7+
Kh7 5. g8D matt) 4. g7+ Kh7 5. g8D+
Khé 6. Dg7/Dh8 matt.

2) 1. b4 L:b4 (Erzwungen, da sonst 2.
K:c4) 2. Sc2 und Schwarz verliert mit
dem 3.Zug von Weil den Lb4 oder den
Sc4.

Losungen zu:

Die Tasten , ,

Ala 3) -90°= x=90°%

b) 0°=x=180°¢c) —90°= x =90°

A2 4 2a) Der zuletzt angezeigte Wert ist
das BogenmaB von 45° (0,785 39).

b) Der zuletzt angezeigte Wert ist das de-

zimal geteilte Altgrad zu % 45°).

Ala

x 0° [ 30° |90° | 150° | 180°
sinx |0 |05 |1 |05 |0
x 210° |270° |330° 360°
sinx | -0,5 I -1 | -05 | 0
Ad4a sinx=1

AS5A sinx=0

AbAa x,=32,683639; x,=147,31636

A74 x| x [sin]
0 0
12 12
30 30
80 80/80.000002/
100 80/80.000002/
120 60
140 40
145 35
150 30
170 10
175 5/5.0000001/

sin x = sin (180° — x).

A84Aa Xx;,=71,337075°%

X, = 360° — x, = 288,662 925°

A9a cos(180°+ x)=cos(180° — x)

Al0a a) 14,477512° 165,52249°
b) 44,427004° 135,573° c¢) 30° 150°
d) 120° 240° e) 150° 210°

Aalla

a) Tastenfolge Anzeige

60 60.
cos 0.5
0.5
30.

b) Tastenfolge Anzeige
50 50.
6.4278-01
6.4278-01
[sin] 40.

Al2a
a) 20; b) 60; c) 60; d) 70; .
cos x = sin (90° — x), sin x = cos (90° — x)

4134 2a) 60%Db) 20°% c) 45°



Losungen zur Sprachecke

Ala Finde die GesetzmaBigkeit

Im nachfolgenden Diagramm ordneten wir
ganze Zahlen groBer als 1 in finf Spalten
an. Untersuche die Struktur und finde her-
aus, in welcher Spalte (von links nach
rechts) die Zahl 100 vorkommen wird.
Lésung: In der 2. und 4. Spalte stehen ge-
rade Zahlen, durch 8 teilbare kommen in
der 2. Spalte und durch 4, aber nicht durch
8 teilbare Zahlen in der 4. Spaite vor. Da
100 durch 4, aber nicht durch 8 teilbar ist,
gehort sie in die 4. Spalte.

A2aA Bestimme x und y so, damit die
Zahl 4x5y durch 6 teilbar ist!

Lésung: Die vierstellige Zahl ist durch 6
teilbar, wenn sie durch 2 und durch 3 teil-
bar ist. Eine Zahl ist durch 2 teilbar, wenn
sie gerade ist, d.h. y = {0;2;4; 6;8} . Damit
die Zahl auch durch 3 teilbar ist, muB die
Summe von x und y durch 3 teilbar sein.
Es gibt 17 Zahlen:

4050 4152 4254 4056 4158
4350 4452 4554 4356 4458
4650 4752. 4854 4656 4758
4950 4956

43 a Die Leichtigkeit der Mathematik
John v.Neumann, einer der bedeutendsten
Mathematiker unseres Jahrhunderts, sagte
Ende der vierziger Jahre bei einem Vortrag
iber die zukiinftigen elektronischen Re-
chenmaschinen, daB die Mathematik nur
ein sehr kleiner und sehr einfacher Teil des
Lebens ist. Als die Zuschauer daraufhin in
Bewegung gerieten, fiigte er hinzu: ,Wenn
die Leute nicht glauben, daB die Mathema-
tik einfach ist, dann nur, weil sie nicht be-
greifen, wie kompliziert das Leben ist.“

A4a Man schmilzt 82kg Bronze und
18 kg Silber. Berechne die Dichte der Le-
gierung, wenn die Dichte von Bronze

kg . kg .
8,5 3 und von Silber 10,5 i betragt!
Ldsung:
Berechnung des Volumens der Legierung:
m
y==—
[
82kg °
B V= 2
ronze 85kgdm’ 9,65dm
; 18 kg
r V== ?
Silber 10,5 kg dm> 1,71 dm
Dichte der Legierung:
be m 100 kg — 88k dm™

VT 11 36dm
Die Dichte der Legierung betrigt etwa
88kgdm3.

Losungen zu: Wie man Eier, Brezeln,
Herzen und andere Figuren mit Zirkel
und Lineal konstruiert

Ala

Bild 8 a)

b)

~

o~
~

d)

q}//

&

k)

Ay
T
£

N
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,7/

ah
‘ N

g8)

\_
A24A a)geg:rn
BES.I ry, F3; Pyt
Losung: 1. r, = 2r (siehe Bild 8a)

2. r3=r— \/712_
(Bild 8a; Satz des Pythagoras)
nn=2n-n \/5_
n=n- \/2_)
3.ninin=1:2:2-42)
(wegen 1. und 2.)

b) Die Figur besteht aus:

— einem Halbkreis mit r = rq,

— zwei Achtelkreisen mit r=r,=2-r;,
(Achtelkreise, da die zu diesen Bogen
gehorenden Zentriwinkel jeweils 45°
groB sind - Basiswinkel im gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreieck);

— einem Viertelkreis mit
r=r=r(2—2). (Viertelkreis, da der
zu diesem Bogen gehdrende Zentriwin-
kel ein rechter Winkel ist — Scheitelwin-
kel; Satz des Thales)

1 1
U =7'2Tl‘r1 +2 .E- 2n(2ry)

1
+ 7 2mn@ - 42)

2
U=nr +7r +nr— —5 TN

U=(3—%\/2_)-n-r1

A3 A Wirorientieren uns an dem
Bild 8d.

a) Radius der kleinen Kreise: r
(gegeben)

— Linge der Quadratseite: 2-r
(vgl. Bild 8d)

— Linge der Quadratdiagonalen:

y4r? +4r* (Satz des Pythagoras)
=9y ‘/2_

— Durchmesser des groBen Kreises:

2r-42 +2-r(Bild 8d)
— Radius des groBen Kreises:

2 +r=r(y2 +1)

b) Essei A — Inhalt der grauen Fliche (ge-
sucht), A, - Fldcheninhalt des groBen
Kreises, A; — Fldcheninhalt eines kleinen
Kreises, 45 — Flicheninhalt des Quadrates.

A =A1-(A3+4-%A2)

=me(ry2 + 1) - (2r)2—4-%-nr2

=2 (2+2y2 +1)— 4r2 = 3np2
=r2(3rr+21/-2_7r—4—37r)
A=r227-9)
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Losung zu:
Welche Zahl ist groBer?

Ein moglicher Weg: 171% > 1619
— 2400 = (25)80 = 3280 > 3180

Losungen zu:
Regsechs und Gleisechs

Ala Das regelmiBige Sechseck bei
Regsechs besitze den Umkreisradius 1. Die
gleichseitigen Dreiecke haben dann die
Seitenlingen 1; 1; \/3_ und die Winkel 30°;
30°; 120°. Die beiden rechtwinkligen Drei-

ecke haben die Seitenlingen 3; %; %1/3_ 5

die Winkel betragen 30°; 60° und 90°.

Bei Gleisechs gehe man von einem Quadrat
der Seitenlinge 1 aus. Die rechtwinkligen
Dreiecke AMC und BDM besitzen die Sei-
tenldngen 1; % und %

Aus dem Satz des Pythagoras folgt
TS=DS=M5- 7.

A24 Indem Sechseck Gleisechs betragen
die Innenwinkel 44 bzw. 180° — 24,
d.h. etwa 106,3° bzw. 126,9°,

denn aus cosd = 2 und sing = 2z
Vs Vs

erhillt man mit Hilfe des Taschenrechners
SR1

2 .2
é = arccos—— und u = arcsin——
5 V5

also 8 =26,565051° und u = 63,434 949°,
Der Punkt S im Bild 5 ist der Schnittpunkt
der Mittelsenkrechten auf DM und CM
und CD.

Losungen zu: Knobeleien
(nicht nur) fiir Klasse 8

Ala a)l,8 3 2 7 4,6, 5 (cine der
moglichen Anordnungen)

b) Nein. Weil die Summe 1+2+ ...+ 8
= 36 betrégt, jede Ecke als linker, mittlerer

oder rechter Summand audftritt
(36-3=108), damit im Mittel die Summe
dreier  benachbarter Zahlen gleich

108:8 = 13,5 ist, also die nichstgroBere
ganze Zahl 14 fiir alle Tripel nicht erreich-
bar ist.

A2aA Alle Trapeze in der folgenden Tei-
lung sind flichengleich, weil sie kongru-
ente Hohen haben und die Diagonale bzw.
die Seiten in vier kongruente Strecken ge-
teilt wurden.

A3 a Die FuBpunkte des Lotes von Q auf
AB bzw. CD seien F, bzw. F,. Laut Strah-
lensatz gilt )
AF,:FiB=4Q:QC=4:1
(Strahlenabschnitte) und

‘OF,: CB = 4:5 (Parallelenabschnitte).
Damit folgt

Analog gilt F,D = 35 AB.

Nach sws sind die rechtwinkligen Dreiecke
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AQF,P und AQF,D kongruent. Dariiber
hinaus gilt .
4 DQP = 180° - 4 DQF, — & PQF, = 90°,
und somit ist 2 PQD gleichschenklig-recht-
winklig:
A4 DQP=90°, 5PDQ= xQPD=45°
A 44 Sein die gewisse Zahl, x bzw. y die
Zahl der Steine auf dem ersten bzw. zwei-
ten Hiufchen.
Dann gelten die Gleichungen
3(x —100)=y+ 100 [¢))]
x+n=T7y—-n). )
Wird (2) nach x umgestellt und in (1) ein-
gesetzt, ergibt sich y =20 + %n .
Da y eine ganze Zahl sein muB, fir n =0
aber nicht von Umlegen gesprochen wer-
den kann, ist n = 5. Auf dem ersten Hauf-
chen liegen damit 142, auf dem zweiten
26 Steine.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Weihnachtliche Kryptarithmetik
a) 3250 + 3250 = 6500;
1750 + 1750 = 3500,
4250 + 4250 = 8500;
4750 + 4750 = 9500
b) 9387 + 9387 =18774
c) 1467 + 1567 + 1467 + 1567 + 28993
=35061

alpha-heiter — ernst

1. Abbildung, 2. Léwenheim,

3. Permutation, 4. halbieren, 5. Astroide,
6. Hyperbel, 7. Einstein,

8. Inversion, 9. Teilbarkeit,

10. Eigenwert, 11. Restglied

Meinung: alpha-heiter — interessant

Wiirfellogik
1. Wiirfel c; 2. Wiirfel a, b und ¢

Was alles in einem Dreieck steckt

Figur A

Figur B

Knobeleien am Weihnachtsbaum
grob
borg
obgr
rgbo

Lose die Verbindung

Dieser Aufforderung unsererseits kam Ste-
fan Kage, zum RedaktionsschluB noch
Schiiler der 12. Klasse der EOS Karl Marx,
Leipzig nach. Wenn ihr nicht zum Ziel
kommt, schreibt an uns.

Wir senden euch dann die Lésung, deren
Veroffentlichung in alpha zuviel Platz ein-
nehmen wiirde. ‘

1988 — 1989
19881989 =337- 58997

Eine schone Bescherung

[T T T T 7
[/ VAVAVAY
[ [ [ ]
[ /7 / /|
/
/

Losung zu:
Spezialistenlager Grethen 1988
Es gibt 120 Moglichkeiten.

Losung zu: Titelblatt Heft 5/88

1.Zeile: 1602
2.Zeile: 127 + 62 =90+99
3. Zeile: 52 94
4.Zeile: 161
5.Z¢ile 32 18

Losungen zu: Bindres Zahlenraten

Ala Es miissen sieben Zahlenkarten
verwendet werden (A, B, C, D, E, F, G).
Karte A wird um folgende Zahlen erginzt:
33, 35,37, 39, 41, 43, 45,47, 49, 51, 53, 55,
57,59, 61, 63, 65, 67,69, 71, 73,775,717, 19,
81, 83, 85, 87, 89, 91, 93, 95, 97, 99.
Karte B wird um folgende Zahlen erginzt:
34, 35, 38, 39, 42, 43, 46, 47, 50, 51, 54, 55,
58, 59, 62, 63, 66, 67,70,71, 74, 75,78, 79,
82, 83, 86, 87, 90, 91, 94, 95, 98, 99.
Karte C wird um folgende Zahlen erginzt:
36, 37, 38, 39, 44, 45, 46, 47, 52, 53, 54, 55,
60, 61, 62, 63, 68, 69, 70, 71, 76, 77, 78, 79,
84, 85, 86, 87, 92, 93, 94, 95, 100.

Karte D wird um folgende Zahlen ergiinzt:
40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 56, 57, 58, 59,
60, 61, 62, 63, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79,
88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95.

Karte E wird um folgende Zahlen erginzt:
48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59,
60, 61, 62, 63, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87,
88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95.

Die neu hinzugekommene Karte F enthilt
die Zahlen .

32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43,
44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, S5,
56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 96, 97, 98, 99,
100.

Die neu hinzugekommene Karte G enthilt

. die Zahlen
64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75,
76,717, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87,
88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99,
100.
A2a )
A 1272115 B 2272215
2313 325 2314 3 26
11 17 31 5 11 18 31 6
29 7 919 30 71019
C 4292215 D 81292615
23 14 5 28 27 14 9 28
13 20 31 6 13 24 31 10
30 71221 30 11 12 25
E 16 29 26 23
27 22 17 28
21 24 31 18
30 19 20 25



XXIX. Internationale
Mathematikolympiade

Canberra, 9. bis 21.Juli 1988

1. Preis fir 232 und =42 Punkte

2. Preis fiir 223 und =31 Punkte

3. Preis fur 214 und =22 Punkte.

Es nahmen 268 Schiiler aus 49 Lindern
teil, 9 weitere Linder waren durch offi-
zielle Beobachter vertreten. |

Die Lésungen der Aufgaben senden wir
euch auf Wunsch zu. Legt bitte einen fran-
kierten Riickumschlag bei. Alphons

Aufgaben

1. Man betrachte in einer Ebene zwei
Kreise mit den Radien R und r (R > r) mit
dem gleichen Mittelpunkt. Es sei P ein fe-
ster Punkt auf dem kleineren Kreis und B
ein variabler Punkt auf dem gréBeren
Kreis. Die Gerade BP schneide den groBe-
ren Kreis ein zweites Mal in C. Die Senk-
rechte [ auf BP in P schneide den kleine-
ren Kreis erneut in A4 (falls / eine Tangente
in P ist, dann ist A = P).

(03] Man bestimme die Menge aller
Werte von

BC? + CA*+ 4B*.

Man bestimme den geometrischen
Ort aller Mittelpunkte von AB.
(Kreis = Kreislinie) (Luxemburg)

(I

2. Sei n eine positive ganze Zahl; es seien
A, As, ..., A5, Teilmengen einer Menge
B und es gelte:
a) Jede Menge A; enthilt genau 2n Ele-
mente.
b) Fiir alle Indizes i und j (1si<j=2n
+ 1) enthdlt die Menge 4; N A4; genau ein
Element.
c) Jedes Element von B gehdrt zu minde-
stens zwei der Mengen A4;. Fiir welche
Werte n kann man fiir gegebene Menge B
und ihre Teilmengen A, 4,, ..., A3, + mit
den Eigenschaften a), b) und c¢) jedem Ele-
ment von B eine der Zahlen 0 oder 1 so zu-
ordner, da8 genau n Elementen jeder
Menge A4; die Zahl 0 zugeordnet wird?
(CSSR)

3. Es sei f eine Funktion mit dem Defini-
tionsbereich N={1,2,3,...}.
Es gelte:
fy=1, f(3)=3,
und fir alle ne N
f@2n)=f(n),

Sf@n+1)=2f2n+1) - f(n),

f@n+3)=3f2n+1)—-2f(n).
Man bestimme die Anzahl aller Elemente
ne Nmit n=1988 und f(n) =n.

' (Grofibritannien)

4. Man zeige, daB die Menge aller reellen
Zahlen x, die der Ungleichung

70 k 5

g_
S x—k

geniigen, eine Vereinigung von disjunkten
Intervallen ist, wobei die Summe aller In-
tervallingen 1988 betrigt.

(Irland)

5. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit der Hypotenuse BC; der FuB-
punkt der Héhe auf BC sei D. Die Verbin-
dungsgerade der Inkreismittelpunkte der
Dreiecke ABD und ACD schneidet die Sei-
ten 4B, AC in den Punkten K bzw. L. Es
seien S und T der Fliacheninhalt von 4ABC
bzw. AKL.

Zeige, daB S = 2T ist. (Griechenland)

6. Es seien a und b positive ganze Zahlen,
so daB ab + 1 ein Teiler von a® + b? ist.
al+ b?

ab+1

Man zeige, dafl das Quadrat einer

ganzen Zahl ist. (BRD)

Arbeitszeit: zweimal 4,5 Stunden.
Bei jeder Aufgabe konnen 7 Punkte er-
reicht werden.

Unsere Mannschaft der IMO 88:

Prof. Dr. Burosch, Delegationsleiter

Dr. U. Quasthoff, stellv. Delegationsleiter
Andreas Siebert 1.Preis, 33 Punkte
Martin Welk 2.Preis, 31 Punkte
Dirk Liebscher 2.Preis, 28 Punkte
Gerard Zenker 2.Preis, 27 Punkte
Frank Goring 2.Preis, 26 Punkte

Inoffizielle Linderwertung —

Preisverteilung
Platz Land 1. 2. 3.
1 UdSSR 4 2 -
2 SR Ruminien 2 4 -
3 VR China 2 4 -
4. BRD 1 4 1
5. DDR (5 Schiiler) 1 4 -
6 SR Vietnam 1 4. -
7 USA - 51
8 VR Bulgarien - 4 2
9. Frankreich 1 1 3
10. Luxemburg (3 Schiiler) - 1 2
11. Kanada ' 1 1 2
12. GrofBbritannien -3 2
13. CSSR - 2 2
14. Schweden 1 - 4
15. Israel T 4
16. Osterreich 1 1
2

17. Ungarische VR - 2

Jede Mannschaft bestand aus 6 Schiilem
bzw. der in Klammern angegebenen An-
zah! von Schiilern.

I

%

=% o
@ o *

> 3

e >

aus: Funktio, Helsinki

Buchtip

J.Lehmann

Mathematik —
von der Pflicht zur Kiir

148 S. mit 138 Abb.

Bestell-Nr.666 253 6 Preis: 12,00 M
BSB B.G.Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

In 2. Auflage (1. Aufl. 1987) erscheint der
130. Band der ,Mathematischen Schiiler-
biicherei“ mit einhundert Aufgaben der
schriftlichen AbschluBpriifung Klasse 10
im Fach Mathematik. Gegliedert sind die

. zehn Kapitel des ,Pflicht“-Teils nach in-

haltlichen Schwerpunkten, und ergidnzt
werden sie jeweils durch die ,Kiir:
einhundertflinfzig Aufgaben unterschiedli-
chen Schwierigkeitsgrades, unterhaltsame
Knobeleien und ausgewihlte historische
Mathematikaufgaben. Losungen und L&-
sungshinweise vervollstindigen das Buch.
Die 3. Auflage ist 1989 geplant.

alpha, Berlin 22 (1988) 6 - 143



Binares
Zahlen,raten®

Wohl jeder jugendliche ,Mochtegern-Zau-
berer und an Unterhaltungsmathematik
Interessierte ist ihnen schon begegnet: den
Zahlenkarten, mit deren Hilfe sich eine ge-
dachte natiirliche Zahl (z. B. das Alter
einer Person) ,erraten“ ld0t.

Ist diese Zahl nicht groBer als 31, so bené-
tigt man zu diesem Kunststiick fiinf Zah-
lenkarten (A, B, C, D, E), die wie abgebil-
det beschriftet werden.

A:'1 B: 2 C: 4 D: 8 E:16
3 3 5 9 17
5 6 6 10 18
7 7 7 11 19
9 10 12 12 20

11 11 13 13 21
13 14 14 14 22
15 15 15 15 23
17 18 20 24 24
19 19 21 25 25
21 22 22 26 26
23 23 23 27 27
25 26 28 28 28
27 27 29 29 29
29 30 30 30 30
k) 31 31 k) | 31

Die Vorfilhrung spielt sich dann etwa so
ab: Ein williger Zuschauer wird aufgefor-
dert, an eine beliebige natiirliche Zahl von
1 bis 31 zu denken und festzustellen, auf
welchen der fiinf Zahlenkarten diese ge-
dachte Zahl steht. L8t man sich nun die
betreffenden Karten, die die gedachte Zahl
enthalten, aushindigen, so ist man sofort
imstande, diese gedachte Zahl zu errech-
nen: Man braucht lediglich die Anfangs-
zahlen dieser Karten zu addieren. Kommt
die gedachte Zahl etwa auf den Karten C
und D vor, so handelt es sich um die Zahl
12(= 4 + 8), steht sie z. B. auf den Karten
A, B und E, so wurde an die Zahl 19
(=1+2+ 16) gedacht.

Wer ergriinden will, wie dieses Kunststiick
Hfunktioniert“, ist eingeladen, sich zu-
nichst einmal die Besonderheiten unseres
dezimalen Stellenwertsystems in Erinne-
rung zu rufen: Es werden 10 Ziffern ver-
wendet (0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8,9), und jede
nédchsthdhere Stelle ist das Zehnfache der
vorhergehenden (Wert der 1. Stelle = 1 =
10°, Wert der 2.Stelle = 10 = 10!, Wert der
3. Stelle = 100 = 10%, ... Wert der n-ten
Stelle = 10"~ 1). Daraus folgt, daB sich jede
Zah| dieses Zehnersystems als Summe von
Zehnerpotenzen darstellen 1dBt, z. B.
34240y = 10> + 102 + 10? + 10! + 10! + 10!
+ 10"+ 10° + 10°;
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jede Zehnerpotenz kann dabei bis zu neun-
mal als Summand auftreten.

Die Basis eines Stellenwertsystems muB
aber keineswegs 10 sein. Die kleinstmogli-
che hierfir geeignete Basis ist die Zahl 2.
In diesem Zahlensystem (Zweiersystem,
Binirsystem), das seit der Konstruktion
elektronischer Rechenanlagen groBe Be-
deutung erlangt hat, werden nur zwei ver-
schiedene Ziffern (0 und 1) verwendet, und
jede nichsthohere Stelle ist das Zweifache
der vorhergehenden (Wert der 1. Stelle = 1
= 29 Wert der 2.Stelle = 2 = 2!, Wert der
3.Stelle = 4 = 22, Wert der 4.Stelle = 8 =
23, ... Wert der n-ten Stelle = 2"°Y). In
einem solchen Zahlensystem ist dann jede
Zahl als Summe von Zweierpotenzen dar-
stellbar, wobei aber — im Gegensatz zu vor-
hin - jede Zweierpotenz nur héchstens
einmal als Summand auftreten kann, z.B.
10115 =23+2'+ 2% (Will man wissen,
welcher Zahl des Zehnersystems diese Zahl
entspricht, braucht man bloB die Werte
dieser Zweierpotenzen zu addieren: 8 + 2
+1=11)

Die folgende Ubersicht zeigt den Beginn
der natiirlichen Zahlenreihe in binérer Zif-
fernschreibweise, als Summe von Zweier-
potenzen und in dezimaler Schreibweise.

1p = 2°= 1qqg

10, = 2! = 2a0
11(1) = 2V + 2= 3(10)
100, = 27 = 4
101g, = 2 2= 54
110g, = 2420 = 64
111g = 2+ +20= Ty
10005, =  2° = 840
1001(2) = 23 + 20 = 9(10)
1010(2) = 23 +2! = 10(10)
1011(2) = 23 + 21+ 20 = 11(10)
1100(2) = 23+ 22 = 12(10)
1101(2) = 23+ 22 +20= 13(10)
1110g =  22+2242' =14y,
g =  22+22+21+29=154,
10000, = 2* = 1640,
10001 = 2¢ +20=174q,
10010(2) =24 + 21 = 18(10)
10011(2) =24 +21+ 20 = 19(10)
10100(2) = 24 + 22 = 20(10)
10101(2) = 24 #+ 22 + 20 = 21(10)
10110(2) =24 + 22 + 21 = 22(10)
10111g,=2¢  +22+21+2°=23y,
11000, = 2* + 2° =244,
11001, = 2¢ + 2° +20=25,
110105, =2 +2*  +2! =264
11011(2) = 24 + 23 + 21 + 20 = 27(10)
11100, = 2% + 2° + 22 =28,
11101(2) =24+23422 +20= 29(10)
111104, =2+ 23 + 22+ 2! = 3000

111115 = 24+ 29 + 22 + 21 4 20 = 315y,

Doch nun zuriick zu unseren Zahlenkar-
ten.

Ein Vergleich dieser Ubersicht mit den
Zahlenkarten macht deutlich, nach wel-
chen Kriterien die Zahlen den fiinf Karten
zugeordnet wurden und liiftet so ihr ,Ge-
heimnis*:

Karte A enthdlt alle natiirlichen Zahlen
von 1 bis 31, die in bindrer Ziffern-

schreibweise an der 1.Stelle die Ziffer 1 ha-
ben (die bei der Darstellung als Summe
von Zweierpotenzen den Summanden
2°=1 enthalten;

Karte B enthilt alle natiirlichen Zahlen
von lyg bis 31, die in bindrer Ziffern-
schreibweise an der 2. Stelle die Ziffer 1 ha-
ben (die bei der Darstellung als Summe
von Zweierpotenzen den Summanden
21 =2 enthalten);

Karte C enthilt alle natiirlichen Zahlen
von 1y bis 31y, die in bindrer Ziffemn-
schreibweise an der 3,Stelle die Ziffer 1 ha-
ben (die bei der Darstellung als Summe
von Zweierpotenzen den Summanden
22 = 4 enthalten);

Karte D enthilt alle natiirlichen Zahlen
von 1,4 bis 31, die in bindrer Ziffern-
schreibweise an der 4.Stelle die Ziffer 1 ha-
ben (die bei der Darstellung als Summe
von Zweierpotenzen den Summanden
23 = 8 enthalten);

Karte E enthilt alle natiirlichen Zahlen
von 1 bis 31qg, die in bindrer Ziffern-
schreibweise an der 5. Stelle die Ziffer 1 ha-
ben (die bei der Darstellung als Summe
von Zweierpotenzen den Summanden
24 = 16 enthalten).

ala Eingangs wurde festgehalten, daB
die gedachte Zahl nicht groBer als 31 sein
darf. (Wir sagen jetzt wohl besser: Sie mu8
kleiner als 32 = 25 sein.)

Wie miissen Anzahl und Beschriftung der
Zahlenkarten abgedndert werden, damit
die gedachte Zahl = 100 sein kann?

A2a Jede der finf urspringlichen Zah-
lenkarten enthilt genau 16 Zahlen. Die
Zahlen jeder Karte lassen sich daher in vier
Reihen zu je vier Zahlen anordnen.

Mit etwas Geschick und Ausdauer sollte es
dem Leser moglich sein, dies so zu tun,
daB diese Anordnung jeweils ein magisches
Quadrat darstellt. Als Hilfe ist jeweils die
Position der kleinsten Zahl und die Kon-
stante des magischen Quadrates angege-
ben.

Al E |16
(64) - (94)
B |2
(66)
c|u
(70)
D 8 .
(78) W. Miller



Mersennesche
Zahlen

Die Mathematik entwickelt sich heutzu-
tage — wie auch die meisten modernen
Wissenschaften — mit stark wachsender
Geschwindigkeit. In der Welt erscheinen
hunderte mathematische Zeitschriften, in
denen alljahrlich zehntausende wissen-
schaftliche Arbeiten veréffentlicht werden.
Aber vor 350 Jahren gab es noch keine ma-
thematischen Zeitschriften, und die Ge-
lehrten tauschten ihre Forschungsergeb-
nisse in personlichen Briefen aus.
Nun gab es jemand — den franzdsischen
Ménch Marin Mersenne (1588 bis 1648),
_ der mehr solcher Briefe als andere erhielt.
Mersenne von der Entdeckung eines neuen
Satzes benachrichtigen hieB zugleich, die
Prioritdt zu sichern, denn Mersenne infor-
mierte dariiber in der Regel seine iibrigen
Briefpartner — unter ihnen R. Descartes,
B. Pascal, P. Fermat, Ch. Huygens und andere
Gelehrte der damaligen Zeit. Diese Tatig-
keit des Marin Mersenne trug zur Griin-
dung der Pariser Akademie bei.
Von den eigenstindigen mathematischen
Leistungen Mersennes sind seine Untersu-
chungen der Zahlen der Form
M,=2"-1 (ne N) am bekanntesten.
Wer geomeétrische Reihen kennt, bemerkt
sofort, daB M, gleich der Summe der ersten
n Glieder der geometrischen Reihe mit
dem Anfangsglied 2°=1 und dem Quo-
tienten 2 ist: :
M,=20421422+ +27°1,
Mersenne interessierte, welche der Zahlen
M,=2"—1 Primzahlen sind. Diese Frage
erwuchs aus einem Problem, das bereits
*von den alten Griechen gestellt worden
war. )
Wir kommen darauf noch zuriick.
Primzahlen, die man als Wert des Terms
27— 1 fiir eine natiirliche Zahl n erhilt,
werden auch Mersennesche Zahlen genannt.

Auch wir wollen uns mit dem Problem der
Suche nach Mersenneschen Zahlen etwas
beschiftigen.

‘Wir berechnen einige Zahlen
M,=2"-1(n=12,3,..)

und schreiben sie der Reihe nach in Ta-
belle 1.

Erste Feststellung: Die Zahlen, die in ein
und derselben Spalte stehen, enden mit ein
und derselben Ziffer. Die Zahlen in der er-
sten Spalte enden auf die Ziffer 1, die in
der zweiten Spalte auf 3, die in der dritten
Spalte auf 7 und die in der vierten Spalte
auf 5.

Ala Versuéht, diese Feststellung exakt
zu begriinden!

Das bedeutet, daB die Zahlen M, in der
vierten Spalte alle durch § teilbar sind. Un-
ter ihnen kann sich also keine Mersenne-
sche Zahl befinden.

Zweite Feststellung: Die Zahlen in der zwei-
ten und die Zahlen in der vierten Spalte
sind alle durch 3 teilbar.

Beweis: Die Differenz zweier aufeinander-
folgender Zahlen M, }md M,, , , mit gera-
dem Exponenten n ist .

Myia— My = (22’”2 -1)- (2" -1

= 22k+2 _2Zk= 22.2!(_ 1.22k

=3.2%

Wenn also M;; durch 3 teilbar ist, so ist

auch M,; ., durch 3 teilbar. Da M, = 3 ist,
sind alle Zahlen M, mit geradem n durch 3
“teilbar. )

Es hat deshalb nur in der ersten und in der
dritten Spalte einen Sinn, nach Mersenne-
schen Zahlen (auBer M, =-3) zu suchen.

Dritte Feststellung: Wenn n eine zusammen-

gesetzte Zahl ist (n=k-1l, k>1, I>1),

dann ist M, sowohl durch M, als auch

durch M, teilbar. Dies folgt aus

28-1=2%'-1=(2% -1 und

xm=1=(x-1)(x"" 1+ xm"24+ .
+x+1):

Nebenbei: Aus der dritten Feststellung fol- .

gen die ersten beiden, da alle Zahlen der
-zweiten Spalte durch M, =13 teilbar sind
und alle Zahlen der vierten Spalte durch
M,=15.

Die Zahl 2" — 1 ist héchstens dann eine Prim-
zahl, wenn n eine Primzahl ist. .

Ob aber fiir jede Primzahl p die Zahl M,
prim ist? Die Hoffnung auf eine positive
Antwort wird schnell zerstért:

Schon M,;, = 2047 = 28 - 29 ist eine zusam-
mengesetzte Zahl.

Mersenne selbst gab alle Primzahlen n an,

Tabelle 1

M, = 1 M, = 3 M, = 7 M, = 15
M, = 511 Mp= 1.023 M, = 2047 Mp= 4.095
My = 8.191 M, = 16.383 M= 32767 M= 65.535
M; = 131.071 Mp= 262.143 My, = 524287 My = 1.048.575
M= 2997151 M, = 4194303 M, = 8.388.607 M, = 16.777.215
My = 33554431 My = 67.108.863 M= 134217727 My= 268.435.455

My =1.073.741.823

Mig,-y)

M;, = 2.147.483.647

M;; = 4.294.967.29 5

die nicht gréBer als 257 sind und fur die
seiner Meinung nach die Zahlen
M,=2"-1 prim sind. Er lieferte jedoch
keinen Beweis dafiir. In der Folgezeit
wurde kiar, daB seine Voraussagen fehler-
haft waren. '

An der Suche nach Mersenneschen Zahlep
beteiligte sich auch Leonhard Euler, Mit-.
glied der Petersburger Akademie, einer der
bedeutendsten Mathematiker der Neuzeit.
Im Jahre 1750 entdeckte er die zehnte der
(in natiirlicher Reihenfolge geordneten)
Mersenneschen Zahlen:’
M;;=2147483647.

Wenn friiher die Suche nach Mersenne-
schen Zahlen von Hand gefibrt wurde, so
bezog man im 20.Jahrhundert die moderne
Rechentechnik mit ihrer sehr hohen Ar-
beitsgeschwindigkeit ein. Im Jahre 1952
wurden mit einem Schlag fiinf neue Mer-
sennesche Zahlen entdeckt: Msy;, Mgy,
Mi279, Mzzog und M;zgl; sie sind das 13. bis
17. Glied der Folge der Mersenneschen
Zahlen. Die nidchsten sechs Mersenne-
schen Zahlen wurden in den Jahren 1958
bis 1963 gefunden. Es schlossen sich an
M543y (Nummer 24/entdeckt im Jahre
1971), M,;40; (Nummer 25/1978), M,3209
und M,y (Nummer 26 und 27/beide
1979). Die letzte uns bekannte Mersenne-
sche Zah! fand man 1983: Mg, Es ist
noch ungewiB, ob dies die 28. in der Folge
der Mersenneschen Zahlen ist.

Warum sind nun die Mersenneschen. Zah-
len so interessant? Sie stehen im Zusam-
menhang mit den sogenannten wvollkomme-
nen Zahlen, mit denen sich schon die alten
Griechen beschiftigten. Dies sind Zahlen,
die gleich der Summe all ihrer Teiler (na-
tiirlich mit Ausnahme der betreffenden
Zahl selbst) sind. Die ersten drei vollkom-
menen Zahlen sind 6, 28 und 496
6=1+2+3;

28=1+2+4+7+14; -
496=1+2+4+8+15+31+62

+ 124 + 248).

Schon Euklid bewies:

Wenn 2"— 1 eine Primzahl ist, so ist die Zahl
271 (22— ]) vollkommen. '

A2 A Beweist diesen Satz!

Leonhard Euler hat bewiesen, daB alle ge-
raden vollkommenen Zahlen die Form 27!
(2" — 1) haben, wobei 2" — 1 eine Mersen-
nesche Zahl ist. Und die ungeraden voll-

kommenen Zahlen? Eine ungerade vollkom-

mene Zahl hat noch niemand gefunden,
und niemand hat bisher bewiesen, daB es
solche Zahlen nicht gibt.

nach J. W, Koroljow/0. M. Mamedow,
aus Quant, iibersetzt und bearbeitet
von C. P. Helmholz



Ein interessanter Theodolit

Carl Zeiss Jena, 1908

Die Aufgabe des Geoditen, unter anderem’

von der Erdoberfliche ein dhnliches, maf-
stablich verkleinertes und durch Kartenzeichen
erldutertes Abbild in Form einer Karte her-
zustellen, wurde bis zum Einsatz der Luft-
bildmessung fast ausschlieBlich durch
kombinierte Winkel- und Streckenmes-
sung verwirklicht.
Die iltesten Vermessungsgerite, genutzt
etwa 3000 Jahre v.u.Z. in Agypten bei-
spielsweise bei der Felder-Neueinteilung
nach den jihrlichen Niliiberschwemmun-
gen, waren MeBseile und MeBstangen. Ver-
vollkommnet bzw. auch vereinfacht wurde
die LingenmeBtechnik durch die Einfiih-
“rung des Rades zur Streckenmessung. Na-
hezu 100 Jahre vor unserer Zeitrechnung
beschrieb Heron von Alexandria diese Me-
thode und deutete an, daB man sie schon
seit langem im Einsatz habe. Leonardo da
Vinci (1452 bis 1529) war {ibrigens eben-
falls mit der Konstruktion von Wagen mit
MeBridern und von Schrittzdhlern be-
schiiftigt. Von Interesse diirfte auch sein,
daB schon im romischen Heer Schrittzdh-
ler genutzt wurden, die von Soldaten getra-
gen wurden, die auf ein bestimmites
SchrittmaB eingeiibt waren.
Um das Jahr 1300 kam dann der soge-
nannte Jakobsstab zum Einsatz; ein Gerit,
das sowohl fiir die Strecken- als auch fur
die Winkelmessung eingesetzt werden
konnte. ’
Der Begriff Theodolit fiir ein WinkelmeBge-
rit wurde erstmals von dem Engliander Dig-
ges um das Jahr 1600 eingefiihrt, nachdem
in der Astronomie fiir Winkelmessungen
genutzte Astrolabien auch fiir die Bestim-
mung von Horizontalwinkeln eingesetzt
worden waren. Die Erweiterung dieser Ge-
rite durch Fernrohre, um damit eine Erho-
hung der Ziel- und MeBgenauigkeit zu er-
reichen, war erst nach Einfllhrung des
Fadenkreuzes moglich; das geschah in der
Mitte des 17.Jahrhunderts. -
Mit dem Einsatz des Fernrohres fiir geoda-
tische Zwecke kam natiirlich auch die
Frage nach der Streckenmessung unter
Nutzung optischer Mittel auf. Der Geodit

Bild 2
Bild 1 z

S = Stehachse (vertikale ¢
Drehachse) des Theodolit
und Brechpunkt
des hinteren Prisma

A = Brechpunkt
des vorderen Prisma

Z = Zielpunkt

benotigt fast ausschlieBlich den horizonta-
len Abstand zweier Punkte. Ob mit MeB-
ketten, MeDBseilen, MeBstangen oder MeB-
bindern, stets ist deshalb das Fadenlot ein
unentbehrliches Hilfsmittel bei der mecha-
nischen Streckenmessung. Was nimmt es
Wunder, wenn man diese MeBmethode
durch eine optische abzulGsen trachtete.
Bereits um 1670 versuchte sich der Italie-
ner Montanari mit der optischen’ Strecken-
messung; aber erst 1812 bekam diese durch
Georg von Reichenbach enormen Auftrieb.
Bei den dabei verwendeten sog. Reichen-
bachschen Distanzfiden handelt es sich
utn ein in der Fadenkreuzebene des Fern-
rohres angebrachtes Strichpaar, dessen auf
dem Zielbild einer senkrecht stehenden
und mit Teilung versehenen Latte erzeug-
ter Lattenabschnitt ein MaB fiir die Entfer-
nung darstellt. Der Nachteil dieser MeB-
methode ist, daB sie streng nur 4ur
horizontale Zielungen gilt und daB bei
schrigen Visuren der systematische Fehler-
anteil wichst und auBerdem nur Schrig-
entfernungen gemessen werden.

Unter den vielen Losungsvarianten zur op-
tischen Streckenmessung, die vor und nach
der letzten Jahrhundertwende instrumen-
tell verwirklicht wurden, sei hier nur eine
herausgegriffen, die bei Carl Zeiss, Jena
konstruiert und offenbar nur in ganz wenig
Exemplaren gebaut wurde. Der abgebildete
Theodolit — selbst seine Bezeichnung ist
zur Zeit noch unbekannt - basiert auf
einer Idee von Pulfrich und stammt aus
dem Zeitraum 1907/08. Auffillig an ihm
ist vorerst sein horizontal gelagertes Fern-
rohr (1); eine MaBnahme, die offenbar eine
bequeme Beobachtungsstellung des Mes-
senden auch bei sehr steilen Zielungen er-
moéglichen sollte. In seiner Funktion als
Theodolit werden mit ihm Horizontal- und
Vertikalwinkel gemessen. Zur Bestimmung
dieser Winkel sind Teilkreise eingebaut (3
und 4), die iiber Nonienablesungen eine
Winkelablesung auf 1’ zulassen. Geneigte
Zielungen werden mit dem Geriit durch
ein dem Fernrohr vorgelagertes und um die
Fernrohrachse drehbares Prisma (2) reali-
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nst der Vertikalkreis (3). Aus dieser kon-
struktiven Losung der Vertikalwinkelmes-
sung ergibt sich auch die Eigenart, daB
Zielvisur und Fernrohrachse rechtwinklig
zueinander stehen. Mit dem fest installier-
ten Beobachtungsmikroskop (8) kann je-
derzeit iiber eine. Dosenlibelle die Horizon-
tierung des Geriites kontrolliert werden.
Das Interessanteste aber an diesem Theo-
dolit diirfte seine instrumentelle Ausrii-
stung flir die optische Streckenmessung
sein. Zu diesem Zweck kann am vorderen
Ende des drehbaren Tubus (5) ein zweites
Prisma angeordnet werden, das an den
Drehungen des ersten - teilnimmt. So ent-
steht im Gerit eine Basis b, an deren En-
den . rechtwinklig austretende Zielstrahlen
angeordnet sind. Eine schwenkbare Ab-
deckplatte (6) erlaubt wahlweise durch das
vordere bzw. hintere Prisma den gleichen
Zielpunkt zu beobachten. Der sich dabei
bildende und zu messende kleine Win-
kel € — der sog. parallaktische Winkel — ist
ein MaB fiir die Entfernung, die sich aus
folgender Gleichung errechnen laBt:

e= .b (Siehe Bild 2)

sin¢e

Es zeugt vom praktischen Sinn Pulfrichs,
wenn er diesem Theodolit eine MeB- und
Ableseeinrichtung hinzufiigte, die nicht
den Winkel selbst, sondern an der Trom-
mel (7) ablesbar den fiir die obige Formel
bendtigten Sinus des Winkels ermitteln
lieB. Von der Methode her hatte diese Vari-
ante der optischen Streckenmessung zwei
Vorteile: 1. Der Zielpunkt brauchte nicht
signalisiert und somit nicht begehbar zu
sein und 2. war die ermittelte Entfemung
bereits die Horizontalentfernung. Der
Nachteil aber war — und daran ist offenbar
auch eine Weiterentwicklung gescheitert —
die geringe Genauigkeit. Die fehlertheore-
tische Untersuchung der Gleichung ver-
bunden mit der nur 150 mm betragenden
Geridtebasis b 1dBt das Verfahren nur fur
kurze Distanzen — also nur wenige Me-
ter — zu, und in diesem Bereich liegt nicht
die Menge der gebditischen Arbeiten.
Auch Pulfrich hat diese Schwachstelle er-
kannt und fast zur gleichen Zeit die Basis-
latte entwickelt, die sich bis in unsere Tage
bei geoditischen Arbeiten bewidhrt hat.
Hierbei wird der parallaktische Winkel zu
einer im Zielpunkt aufzustellenden hori-
zontalen Latte gemessen, die zwei in ihrem
Abstand geeichte Zielmarkén trigt. Der
Abstand dieser Zielmarken betrigt heutzu-
tage zwei Meter; zu Zeiten Pulfrichs waren
es drei Meter. Gemessen werden kdnnen
Strecken von iiber 100 Metern, wobei aller-
dings Hilfsfiguren zu bestimmen sind.
Natiirlich ist mit Einfihrung der ‘elektro-
magnetischen bzw. elektro-optischen Strek-
kenmefBgerite auch auf dem Gebiet der
Streckenmessung eine kolossale Wende
eingetreten.
Das Optische Museum der Carl- Zelss Stif-
tung Jena ist gliicklicher Besitzer des zuvor
beschriebenen Theodoliten. J. Toppler
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