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100. Geburtstag
von
A.A.Friedman

Mathematiker, Meteorologe,
Kosmologe

In diesem Jahr ist AnlaB, des groBen sowje-
tischen Wissenschaftlers Alexander Alex-
androwitsch Friedman zu gedenken, der -
neben anderen bedeutenden Leistungen -
die Expansion des Weltalls vorhersagte. Er
wurde am 17. Juni 1888 in Petersburg in
der Familie eines Musikers und Komponi-
sten geboren. Der junge Alexander interes-
sierte sich mehr fiir Mathematik und Na-
turwissenschaften als fiir Musik. Als Schi-
ler auf dem Gymnasium verfalite er -
gemeinsam mit seinem Klassenkameraden
J.D.Tamarkin - seine erste wissenschaftli-
che Arbeit. Sie war einem Problem der
Zahlentheorie gewidmet und erschien 1906
in franzgsischer Sprache in der renommier-
ten Zeitschrift Mathematische Annalen. (Ein
zweiter Teil erschien 1909 im Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik.) Uber
die Nachricht der Verdffentlichung treuten
sich die beiden Freunde so, daB3 sie den
Unterricht storten und den Raum verlassen
mufiten.

Es war nur natiirlich, daB Alexander Fried-
man von 1906 bis 1910 Mathematik an der
Petersburger Universitdt studierte. Der Stu-
dienbetrieb verlief damals und dort vollig
anders als heute und bei uns: er war wenig
durchorganisiert. Die Studenten muBten
sich vieles selbst erarbeiten. Friedman fiel
durch Begabung und FleiB auf. Er betitigte
sich eifrig in fachlichen Studentenzirkeln.
aber ebenso in politischen Zirkeln. Letzte-
res war bei der allgemeinen vorrevolutioni-
ren Stimmung nicht ungewohnlich. Die
folgende Episode ist recht aufschluBreich:

In einem Vortrag Uber die Kandle auf dem
Mars berichtete der Student Friedman, daB
diese Kanile ziemlich plotzlich entdeckt
wurden. Die offenbar kurze Bauzeit fir
diese gewaltigen Anlagen lieBe auf eine so-
zialistische Gesellschaftsordnung auf dem
Mars schlieBen! Nach ausgezeichnetem
Studienabschlul verblieb A. A. Friedman
an der Universitiit; wir wiirden heute sagen
als wissenschaftlicher Assistent. Auch an-
dere Petrograder Hochschulen erteilten
ihm Lehrauftrige. Die geradlinige Lauf-
bahn erhielt im Jahre 1913 eine Wendung
durch die Ansteilung des jungen Wissen-
schaftlers als Physiker am Aerologischen
Observatorium in Pawlowsk. Bis dahin
hatte er schon Arbeiten zur Hydrodynamik
und Aerodynamik verfaBt und arbeitete
sich nun schneil in die theoretische und
praktische Meteorologie ein. Zum Zwecke
der Weiterbildung delegierte man Fried-
man 1914 nach Leipzig zu dem damals
filhrenden Meteorologen Prof. V. Bjerknes.
Leider unterbrach der Beginn des ersten
Weltkrieges diese Entwicklung: Kaum aus
Leipzig zunickgekehrt, zog A. A. Friedman
in den Krieg gegen Deutschland. Er wurde
seinen Fachkenntnissen entsprechend ein-
gesetzt -  als Wetterbeobachter und bei
Bombenzielwiirfen. Selbst diese Zeit
nutzte er, um stindig dazuzulernen; unter
anderem wurde Friedman ein Spezialist
fir technische Fluggerite. SchlieBlich
wurde er sogar, im Jahre 1917, Direktor des
Werkes fiir Flugzeugzubehor Aviapribor in
Moskau. Oktoberrevolution und Kriegs-
ende beendeten diese Titigkeit. Unter der
Sowjetmacht erhielt A. A. Friedman eine
Menge wechselnder Aufgaben, die er stets
mit dem ihm eigenen Elan erfiillte. Seine
Laufbahn wurde zum Spiegel der unruhi-
gen Zeit! Wir erwdhnen nur einige Statio-
nen: Professor fiir Theoretisthe Mechanik
an der Universitdt Perm, Lehrauftrige an
Petrograder Hochschulen, Studienaufent-
halte in Deutschland und Norwegen, im
Jahre 1925 dann Direktor des Geophysika-
lischen Hauptobservatoriums in Pawlowsk.
Bei allen duBeren Funktionen fand er Zeit
fur tiefgriindige wissenschaftliche Arbeit.
In seinem kurzen und bewegten Leben
schrieb Alexander Friedman etwa 50 wis-
senschaftliche Veroffentlichungen. Er pro-
filierte sich zum filhrenden Meteorologen
des jungen Sowjetstaats, der die gesamte
Skala von der Theorie bis zur praktischen
Anwendung beherrschte. Besonders er-
wihnt sei ein Forschungs-Ballonaufstieg in
die Rekordhéhe von 7400 Metern zusam-
men mit einem Ballonpiloten im Jahre
192S. Wihrend des Fluges traten lebensbe-
drohliche Situationen ein. Am Ende gliick-
lich gelandet, hielt Prof. Friedman den aus
einem nahegelegenen Dorf herbeigeeilten
Jugendlichen eine improvisierte Vorlesung
iiber den Ballonflug!

Die wissenschaftlichen Interessen und Ak-
tivitdten erstreckten sich auf viele Gebiete
der Mathematik, Physik und ihrer Anwen-
dungen. So war Friedman einer der ersten
in der Sowjetunion, der die damals recht
neue Allgemeine Relativitdtstheorie Albert
Einsteins verbreitete. Mehr noch. die auf

der Relativititstheorie aufbauenden eige-
nen Arbeiten A.A.Friedmans zur Kosmolo-
gie, d. h. zur Lehre vom Bau der Welt im
GroBen, erwigsen sich als fundamental.
Seine berithmten Artikel Uber die Kriim-
mung des Raumes und Uber die Miglichkeit
einer Welt mit konstanter negativer Kriim-
mung des Raumes erschienen 1922 bzw.
1924 in deutscher Sprache in der Zeitschrift
Sir Physik. Die Ergebnisse waren sensatio-
nell: Das Weltall kann nicht in Ruhe ver-
harren, sondern muB sich entwickeln. Es
dehint sich aus und war vor einer langen
Zeutspanne sehr klein und sehr dicht mut
Masse angefullt. Zwei Fille, die nachein-
ander in den beiden Artikeln untersucht
werden, sind moglich: Das Weltall ist ent-
weder rdumlich endlich (wir sagen heute
geschlossen) oder rdumlich unendlich (wir
sagen offen). Im ersten Fall wird die Ex-
pansion nachlassen und sich eines Tages in
eine Kontraktion umkehren. Im zweiten
Fall hort die Expansion nie auf und dte
Massen im Weltall werden zunehmend ver-
diinnt. Diese ungewohnlichen Erkennt-
nisse fanden damals schwer Aufnahme: so-
gar Einstein kam zunichst nicht mit ihnen
zurecht. Spiter korrigierte er sich und wir-
digte in fairer Weise die Leistung des Kol-
legen. Leider war es Friedman selbst nicht
vergénnt, das Werk weiterzufithren: Er
starb jung, mit 37 Jahren, am 16. Septem-
ber 1925 in Leningrad nach kurzem Kran-
kenlager an Typhus.

Die ihn kannten, schildern Alexander
Alexandrowitsch Friedman als lebhaften
und geselligen Menschen. Er sorgte sich
um die ihm unterstellten Mitarbeiter. Be-
ziiglich der eigenen Person war er beschei-
den und selbstkritisch.

Friedmans Kosmologie ist in den oben dar-
gelegten Grundziigen noch heute giiltig.
Die Vorhersage der Expansion des Weltalls
wurde im Jahre 1929 durch E. Hubble be-
statigt, der aus Himmelsaufnahmen eine
allgemeine Fluchtbewegung der Galaxien
ableitete. Nach dieser Stiitzung durch Be-
obachlungen setzte eine Wirdigung von
Friedmans Beitrag zur Kosmologie ein.
Die Sowjetregierung ehrte den Wissen-
schaftler im Jahre 1931 postum durch den
Leninpreis. Leben und Werk A. A. Fried-
mans wurden durch die Herausgabe seiner
Gesammelten Werke (1966) und durch an-
dere Veroffentlichungen zuginglich ge-
macht. Im Jubiliumsjahr 1988 wird ein
Buch Die Welt Friedmans (in russischer
Sprache) erscheinen, das sich an breite
Kreise wendet und unter anderem mit
neuem Material zur Biographie des Wis-
senschaftlers aufwartet.

Erliuterung einiger Begriffe:

Hydrodynamik = Lehre von den Fliissig-

keiten, .

Aerodynamik = Lehre von den Gasen,

Meteorologie = Wetterkunde,

Geophysik = Physik der Erde,

einschlieBlich der Erdatmosphire,

Expansion = Ausdehnung,

Kontraktion = Zusammenziehung,

postum = nach dem Tode (bei nachtrig-

lichen Ehrungen oder Veréffentlichungen).
R. Schimming

alpha, Berlin 22 (1988) 3 - 49



Bemerkungen zu dem Artikel
, Bin Brief Gerhard Gentzens
an seinen Groflvater®

Im Beitrag Ein Brief Gerhard Genizens an
seinen  Groffvater, alpha, Heft 2/86,
Seite 28729, werden einige geometrische
Lehrsidtze des 13jihrigen begabten Schii-
lers G.Gentzen aus dem Jahre 1922 vorge-
stellt. Sie beziehen sich auf das nachste-
hend nochmais angegebene Bild 1, das
entsteht, wenn man zu einem gegebenen
Dreieck AABC iiber den Seiten AB, BC
und CA gleichseitige Dreiecke AADB,
ABEC, und ACFA konstruiert.

F c E

Bild 1

D
In den dort angegebenen Lehrsitzen 2
und 4 wird nachgewiesen, daB sich die Pe-
reunten AE, BF und CD und alle Umkreise
zu den oben konstruierten gleichseitigen
Dreiecken in ein und demselben Punkt [
schneiden.
Welche Bedeutung hat diese Erkenntnis
und der Punkt I fiir die Mathematik und
deren Anwendung?
Im Jahre 1642 stellte der beriihmte franzg-
sische Mathematiker und Rechtsgelehrte
Pierre de Fermat das folgende Standort-Pro-
blem: Zu drei Eckpunkten A, B, C eines
Dreiecks ist jener Punkt O zu finden, des-
sen Abstandssumme OA + OB + OC am
kleinsten ist.
Diese Aufgabe wurde 1755 in eingekleide-
ter Form nochmals von der englischen
Frauenzeitschrift The Ladies Diary or Wo-
man'’s Almanach gestellt. Die Lésung dieses
Problems war im Prinzip schon im 17. und
18. Jahrhundert bekannt (durch Torricelli
1742, Simpson 1750 u. a.) und damit zu-
gleich auch der oben zitierte Lehrsatz 2
und 4; sie lautet: Ist kein Innenwinkel von
AABC groBer als 120°, so ist die optimale
Lage von O gerade in I.
Dieser Punkt I wird auch als Torricelli-
Punkt oder Vial-Zentrum bezeichnet. Die
von Gentzen als Pereunten bezeichneten
Hilfslinien AE, BF und CD tragen die Be-
zeichnung Simpsonlinien.

50 - alpha, Berlin 22 (1988) 3

Es ist bemerkenswert, da diese Konstruk-
tionselemente auch noch fiir die Lésung
einer anderen nachstehend genannten geo-
metrischen Optimierungsaufgabe von Be-
deutung sind:

Finde zu einem Dreieck AABC das fld-
chengroBte gleichseitige Umdreieck (also
ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seiten je
einen der Eckpunkte 4, B, C enthalten).
Die Antwort lautet: Falls die Innenwinkel
des Dreiecks AABC nicht gréBer als 120°
sind, ist das optimale gleichseitige Umdrei-
eck jenes, dessen Hohen auf den Simpson-
linien zu AABC liegen.

Zur Anregung soll noch ein verwandtes
Problem zur Sprache kommen.

Unter dem Durchmesser D einer ebenen Fi-
gur (Punktmenge) F versteht man den ma-
ximalen Abstand von Punktepaaren aus F.
Ist F ein Dreieck AABC, so ist D gleich
dem Maximum der Lingen der Dreiecksei-
ten

a=BC, b=CA, c=AB.

Als Indreieck des Dreiecks AABC bezeich-
net man jedes Dreieck A4’B’'C’, dessen Ek-
ken A’, B’ und C’ auf je einer der Dreieck-
seiten a, b und ¢ liegen. Wie in Figur 2 sei
A’ auf a, B' auf b, C' auf c.

Bild 2

A ¢ c' 8
Wir behandeln gemeinsam die Aufgabe:
Finde zu einem spitzwinkligen Dreieck
AABC das Indreieck AA'B’C’ kleinsten
Durchmessers.
Wir zeigen: Es gibt ein solches Indreieck
AA'B'C’ kleinsten Durchmessers, und die-
ses ist genau dann optimal, wenn es gleich-
seitig ist und in 4’, B’ und C’ Lote [, /,
bzw. [, zu a, b bzw. c besitzt, die einen ge-
meinsamen Schnittpunkt O haben (vgl.
dazu Bild 2)*.
DaB das optimale Dreieck A4'B’C’ gleich-
seitig sein muB, erkennen wir wie folgt:
Wire AA'B'C’ optimal, aber nicht gleich-
seitig, so wiirde es zwei verschieden lange
Dreieckseiten geben, die gro8te und die
kleinste. Wie im Bild 3 seien diese ¢’ und
b’. Der Durchmesser D von AA’B'C’ wire
also gleich der Lange von c'.

Falll: ¢'>a'zb’.

Ist ¢’ nicht senkrecht zu a, so kbnnen wir
A’ auf BC in eine solche neue Lage 4" ver-
schieben, daB das entstehende neue Indrei-
eck A”B’C’ einen Durchmesser besitzt, der
gleich der Linge von ¢” = B'A” und klei-
ner als D ist. Das kann aber nicht sein, weil
ja schon AA’B‘C’ kleinsten Durchmesser
haben sollte.

Ist ¢’ aber senkrecht zu a, so kénnen wir
analog zu dem Vorhergehenden jetzt B’
auf AC in eine solche neue Lage B” ver-
schieben, daB das Indreieck AB"C'A’ wie-
derum einen kleineren Durchmesser als D
besitzt. Das kann aber nach den Optimali-
titsvoraussetzungen an AA’B’C’ auch nicht
sein.

Fall2: ¢'=a’'>b’".

Bild 3

A c c’ 8
Ist a’ nicht senkrecht zu ¢, so konnen wir
durch geringfiigige Verschiebung von C’
auf AB in die Lage C” ein Dreieck
AA'B’C” erhalten, das den gleichen Durch-
messer D besitzt und den Voraussetzungen
des Falles 1 geniigt. Somit ist weder
AA'B'C” noch AA’B’C’ optimal.
Analog ist die Situation, wenn ¢’ nicht
senkrecht zu a ist. Ist aber sowohl a’ senk-
recht zu ¢ als auch ¢’ senkrecht zu 4, so
wire der Innenwinkel des Dreiecks
AA’B’'C’ zum Punkt B’ groBer als 90°. Das
hitte aber zur Folge, daB b’ eine gréBere
Linge als &’ und ¢’ besitzt im Widerspruch
zur Annahme. Diese Situation kann also
auch nicht eintreten.

Wir verbinden dieses erste Teilresultat der
Gleichseitigkeit des Indreiecks AA'B'C’
mit zwei Aufgaben fiir den Leser:

Ala Zeige konstruktiv, daB zum Drei-
eck AABC genau ein gleichseitiges Indrei-
eck vorgegebener Seitenrichtung gefunden
werden kann! Wir denken uns dabei die
Seiten des Indreiecks im mathematisch po-
sitiven Umlaufsinn durch Pfeile (Vektoren)
orientiert.

a2aA Zeige durch Angabe einer Kon-
struktion mit Zirkel und Lineal, daB es zu
vorgegebenem Dreieck AABC stets ein sol-
ches gleichseitiges Indreieck A4’B'C’ gibt,
dessen durch 4’, B’ bzw. C' hindurchge-
hende Lote /,, [, und /. beziiglich a, b bzw.
¢ einen gemeinsamen Schnittpunkt O ha-
ben!

Unter Benutzung dieser weiteren zwei Re-
sultate zeigen wir nun, daB das gleichsei-
tige Indreieck AA’B’C’ genau dann den
kleinsten Durchmesser besitzt, wenn es der
Konstruktionsvorschrift von Aufgabe 2 ge-
niigt.

Dazu konstruieren wir zunichst jenes spe-
zielle Indreieck AA4A'B'C’ gemiB Aufgabe 2



und den gemeinsamen Schnittpunkt O der
Lote [, I, /.. Nach dem Ergebnis von Auf-
gabe 1 entsteht dann jedes andere gleich-
seitige Indreieck AABC (entsprechend
Bild 4) durch eine Drehung des Drei-
beins 04’, OB’, OC’' um einen Winkel o
zum Drehpunkt O sowie durch Strecken
dieser Seiten zu 04, OB, OC um den ge-
meinsamen Faktor

1 _0d

(]

o,
s>l

coso 04 OB

Bild 4

Damit hat jedes andere Indreieck AABC
einen gréBeren Durchmesser als A4’B'C'.
R. Klotzler

* Dieses Resultat 148t sich sogar fiir simtli-
che Dreiecke AABC bestitigen, deren In-
nenwinkel nicht groBer als 120° sind. Es
wurde vom Autor und seinem Schiiler
G. Jahnel gefunden.

Eine Aufgabe —
verschiedene Losungen

In Heft 1/87 der alpha stellten wir im Rah-
men des alpha-Wettbewerbs folgende Auf-
gabe:

Ma7m2761 Auf welche Grundziffer en-
det die Zahl 121907

In Heft 4/87 verdffentlichten wir einen Lo-
sungsvorschiag. Er lautete:

Esgilt 21=2,22=4,22=8,2°=16,

25 =32, usw., also endet 2*” auf die Grund-
ziffer 6.

Wegen 12190 =1242=124" endet diese
Zahl auf die Grundziffer 6.

® Wir stellen nun die Losung von Christian
Kiihn aus Wismar vor, der Schiiler der
Klasse 7 der Pestalozzi-Oberschule ist.
Christian 16ste diese Aufgabe mit Hilfe von
Zahlenkongruenzen, womit er sich in einer
mathematischen Arbeitsgemeinschaft be-
schiftigt hat, wie folgt:

Es gilt 12! = 2mod 10, 122 =4 mod 10,

123 = 8 mod 10, 124 = 6 mod 10,

12° =2 mod 10.

Daraus folgt 12* *1 =2 mod 10,

124% "2 = 4 mod 10, 12% -? = 8 mod 10,

12% = 6 mod 10. Wegen 12190 = 1225

gilt deshalb 12'% = 6 mod 10.

Die Zahl 1219 endet auf die Ziffer 6.

® Wir stellen nun die Losung von Anja
Walter aus Dohna vor, die Schiilerin der
Klasse 7a der Marie-Curie-Oberschule ist.
Anja 16ste diese Aufgabe wie folgt:

12100 =1210. 1210, .12% djeses Produkt
besteht aus zehn Faktoren 12'°. Jeder Fak-
tor 12° endet auf die Ziffer 4. Nun endet
4 auf die Ziffer 6; deshalb endet auch
12190 auf die Ziffer 6.

® Wir stellen nun die Losung von Sandy
Frassdorf aus Briick vor, die Schiilerin der
Klasse 6 der Hans-Beimler-Oberschule ist.
Sandy 16ste diese Aufgabe wie folgt:

Es gilt 12100 =124'25=(122, Nun endet
12% auf die Ziffer 6, denn 2-2-2-2=16
endet auf die Ziffer 6.

Da jedes Produkt, dessen Faktoren auf die
Ziffer 6 enden, selbst auf die Ziffer 6 en-
det, muB auch 12'% auf die Ziffer 6 enden.

Da etwa 20% der bei uns eingegangenen
Loésungen falsch waren, mochten wir ab-
schlieBend als Training dhnliche Aufgaben
einschlieBlich Losungsvorschligen folgen
lassen.

Aufgaben
Ala Mit
Summe
116+ 126+ 1364 146 + 156 + 16°?
A2a Beweise, daB fir jede natiirliche
Zahl n (n > 1) die Zahl 22" + 1 mit der Zif-
fer 7 endet!
A3 A Auf welche beiden Ziffern endet
das Produkt z = 345926 476°
X125399676%-2100257933776%?

Th. Scholl

welcher Ziffer endet die

AlAa Y Kakux NONyOKpYXHOCTEH, H30-
GpaxkeHHbIA HA PHCYHKe, CyMMa JUTMH 60-
Jblle - Y BEPXHHUX WM Y HUXHHX?

/ i ‘/‘. / N
1/ F ; I"\ ”
Y, (AN
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‘ @

>
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"-u,\:*vzfie:%‘r}'f WS = ot L

aus: Quant, Moskau

alpha-Wettbewerb 1986/87
Fortsetzung aus Heft 2/88

Kerstin Schiiler, Antje Hellmann, Katrin Weber,
alle Steinbach-Hallenberg; Andreas Lange, Sten-
dal; Silvana Seifert, Strausberg; Kerstin Schuster,
Taubenheim; Beate Giinther, Trusetal; Stephan
Marx, Ueckermiinde; Mario Gimpel, Heiko Min-
necke, Yvette Hartisch, alle Unterbreizbach;
Horst Rex, Wihlitz; Simone Wilk, Solweig Mi-
chels, Dirk Beckmann, alle Waren; Manuela
Montag, Bettina Steil, Oliver Auert, alle WeiBen-
schirmbach; Silvio Ladusch, Thomas Westphal,
beide WeiBwasser; Sebastian Steinbach, Werni-
gerode; Ralf Klotzer, Wilkau-HaBlau; Torsten
Gebauer, Wippra; Bernhard Kiithn, Wismar; S6-
ren Schubert, Wittenberg; Christiane Harth, Wit-
tenburg; Jens Miiller, Wolgast; Janet Thom,
Wiinschendorf, Ronny Schwarz, Constanze Sik-
kel, beide Wulflen; Beate Balzer, Zittau

A2a A un carrefour le signal lumineux
est au vert pendant 50 s, 4 'orange pendant
§'s, au rouge pendant 30s.

A 7h le signal passe au vert. Combien de
fois sera-t-il au vert de 7Th a 19 h? H.

Ala Ifa, b, c, d are four positive inte-
gers such that ab = ¢d, prove thata+ b+ ¢
+ d is not a prime number.

aus: Parabola, Australien

A4 A PaccMOTpMM KBampaT CO CTOPOHOM
IUIMHON 4. B ero 4eThipe yria BIHINEM 4Ye-
ThIpE OKPYXHOCTH paauyca 1, Tak Kak Io-
Ka3ano Ha pucyuxke. Jlo6aBum Termeps
OKPYXHOCTb C IIEHTPOM B TOMKE llepeceye-
HMA JIMArOHaNleyl, Kacallylocs 4eTbIpéx
BOHCAHHBIX OKPYXHOCTeH. Brivuiciaurte eé
pazmyc!

nach: Quant, Moskau
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Vier historische

Mathematikaufgaben

Herbert Pieper

HEUREKA

Ich hab’s gefunden

VEB Deutscher Veriog der Wissenschatien

Im VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften erscheint in diesem Jahr ein Buch
mit dem Titel Heureka, ich hab’s gefunden.
55 mathematische Ritsel und Aufgaben
werden darin gestellt und gelost. Jede Auf-
gabe wird nicht nur formuliert, sie er-
scheint vielmehr als Teil eines etwas aus-
fuhrlicher beschriebenen mathematikhisto-
rischen Sachverhalts. Das Buch ist daher
nicht nur eine Sammiung von Mathematik-
aufgaben, sondern gleichzeitig ein Sach-
buch uber Mathematikgeschichte. Einige
Kostproben seien hier vorab vorgestellt.

Die Anzahl aller Primzahlen

Im Jahre 1847 konnte Ernst Eduard Kum-
mer mit neuen von ihm gefundenen zah-
lentheoretischen Methoden den bis dahin
groBten Fortschritt beim Ringen um den
auch gegenwiirtig noch nicht gefundenen
allgemeinen Beweis der Fermatschen Ver-
mutung, daB die Gleichung
XP+ yP = 2P

fiir jede ungerade Primzahl keine Losung
mit von Null verschiedenen ganzen Zahlen
x, y, z besitzt, erzielen. Wihrend bis zu je-
ner Zeil diese Vermutung nur fir die Ex-
ponenten p= 3, 5, 7 bewiesen worden war,
entdeckte Kummer, daB sie fur alle soge-
nannten reguldren Primzahlen giltig ist.
(So sind mit Ausnahme von 37, 59, 67 alle
ungeraden Primzahlen bis 100 regulir.)
Dieses aufsehenerregende Resultat und an-
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dere zahlentheoretische Ergebnisse begrin-
deten Kummers Ruhm als Zahlentheoreti-
ker. Er wurde 1855 an die Berliner
Universitiat berufen und zum ordentlichen
Mitglied der Berliner Akademie der Wis-
senschaflen emannt.

Nach dem Tode von Jacobi (1851) und
Eisenstein (1852) in Berlin,

GauB (1855) und Dirichlet (1859)

in Gottingen wurde Berlin durch die Titig-
keit von Kummer, Kronecker (auch er kam
1855 nach Berlin) und WeierstraB (er
wurde 1856 nach Berlin berufen) ein fiih-
rendes Zentrum der reinen Mathematik in
Deutschland.

In seiner Forschungs- und Vorlesungstitig-
keit widmete sich Kummer neben anderen
Gebieten immer wieder der Zahlentheorie.
Am 25. November 1878 trug er auf der Sit-
zung der physikalisch-mathematischen
Klasse der Akademie einen ,neuen ele-
mentaren Beweis des Satzes, daB die An-
zahl aller Primzahlen eine unendliche ist“
vor. Er sagte:

,Der erste sehr einfache und sinnreiche
Beweis dieses Satzes, welcher von Euklid
herrihrt, stiitzt sich auf keine anderen
Hilfsmittel, als auf die Sitze iiber die Zer-
legbarkeit aller Zahlen in Primfaktoren,
wahrend die spiteren Beweise von Euler
und anderen die Hilfsmittel der Analysis

E. E. Kummer (1810 bis 1893)

namentlich der unendlichen Reihen und
Produkte in Anwendung bringen. Da nun
ein zweiter ganz elementarer Beweis, inso-
fern er die vorliegende Frage von einer
neuen Seite beleuchtet, einiges Interesse
haben méchte, so will ich einen solchen
der Akademie mitteilen. welchen ich schon
seit einer Reihe von Jahren meinen Zuho-
rern in der Vorlesung iiber Zahlentheorie
vorgelragen habe, welcher aber noch nicht
anderweit veroffentlicht ist.
Gesetzt die Anzahl aller in der unendli-
chen Zahlenreihe enthaltenen Primzahlen
sei eine endliche, so miiBte auch das Pro-
dukt aller Primzahlen, welche ich mit P be-
zeichne, eine endliche bestimmte Zahl
sein:
P=2-3-5-7-11-13-...-p.
Diese Zahl P aber miiBte die ganz beson-
dere Eigenschaft haben“ (1): Zu dieser
Zahl kann keine natiirliche Zahl, auBer der
1, teilerfremd sein. Bezeichnet ¢@(n) fir
eine natiirliche Zahl n die Anzahl aller na-
tiirlichen Zahlen a <n mit (a,n) =1, so
miilte @(P) =1 sein. Aus der elementaren
Zahlentheorie ist bekannt, daB
@(p) = p — 1 fir Primzahlen p ist und
@(nmny) = @(n) @(ny),
falls (n,,ny) =1 ist.
Somit wire einerseits @(P) =1 und ande-
rerseits ¢(P) = ¢(2) (3)...@(p)
=2-DA-D...p—-D1D*1.
Kummer: ,Die Annahme, daB die Anzahl
aller Primzahlen eine endliche sei, welche
auf diesen Widerspruch fihrt, ist darum
eine falsche. Also die Anzahl aller Prim-
zahlen ist keine endliche Zahl.
Man kann auch auf eine andere, noch ein-
fachere Weise nachweisen, daBl eine Zahl
P, zu welcher keine Zahl auBer Eins rela-
tive Primzahl (d.h. teilerfremd) wire, nicht
existiert, nimlich daraus, daB je zwei be-
nachbarte Zahlen der Zahlenreihe notwen-
dig relative Primzahlen (teilerfremd) sind.“
Wie?

Das Kistchenproblem

In séinem Buch iiber die Wahrscheinlich-
keitsrechnung (erschienen in Paris im
Jahre 1888) stellte Joseph Bertrand die fol-
gende Aufgabe: Von drei sich duBerlich
vollkommen gleichenden Kistchen mit je
zwei Schubfichern enthalte das erste in je-
dem Fach eine Goldmiinze, das zweite in
jedem Fach eine Silbermiinze, das dritte in
einem Fach eine Goldmiinze, im anderen
eine Silbermiinze. Zufillig werde ein Kast-
chen ausgewihlt.

(1) Welches ist die Wahrscheinlichkeit da-
fir, daB es das Kistchen ist, in dem sich
eine Gold- und eine Silbermiinze befin-
den?

(2) Man hat im ausgewihlten Kistchen ein
Schubfach gedffnet. Darin befinde sich
eine Goldmiinze. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, im anderen Fach des ausge-
wihlten Kistchens eine Silbermiinze zu
finden?

Auf die erste Frage gab Bertrand die Ant-
wort: % Von drei gleichwahrscheinlichen
Fillen ist in der Tat einer giinstig.



. 1
Bei der zweiten Frage liegt die Antwort >

nahe: Das gedffnete Fach enthdlt eine
Goldmiinze. Man kann es nur mit dem er-
sten oder dritten Késtchen zu tun haben
(das zweite Kidstchen ist durch das erlangte
Wissen — Im gedffneten Schubfach ist eine
Goldmiinze — ausgeschlossen), hat wohl die
Wahl zwischen zwei gleichwahrscheinli-
chen Kistchen. )

Bertrand gab diese Losung zunichst auch,
verwarf sie aber sogleich als falsch. Wie
sollte — so fragte er - das Offnen eines
Schubfachs geniigen, um die Wahrschein-
lichkeit zu dndern und von % auf% Zu er-
hoéhen? Bertrand beantwortete nun die
zweite Frage mit %
Der Wiener Mathematiker Emanuel Czu-
ber kritisierte im Jahre 1899 in einem Be-
richt iiber Die Entwicklung der Wahrschein-
lichkeitstheorie und ihrer Anwendung, erstat-
tet der Deutschen Mathematiker-Vereini-
gung, diese Losung:

Nicht das Offnen des Schubfaches, wohl
aber die Wahrnehmung ihres Inhalts iibt
EinfluB aus, weil es unser Wissen vermehrt
und die Anzahl der gleichberechtigten
Fille vermindert. Die einzige richtige Ant-
wort auf die zweite Frage wire doch %;
denn jetzt liegen zwei gleichberechtigte
Fille vor, reprisentiert durch das erste und
dritte Késtchen, eines davon ist giinstig.
In seinem spiter erschienenen Buch iiber
Wahrscheinlichkeitsrechnung  berichtigte
Czuber seinen eigenen FehlschluB: Ber-
trands Antwort (%) ist richtig! Warum?
Ist es nicht trotzdem paradox, daB das
durch das Offnen eines Schubfachs erwor-
bene, gegeniiber der ersten Fragestellung
vermehrte Wissen an der Wahrscheinlich-
keit des erwarteten Ereignisses nichts &n-
dert?

Czuber ergidnzte die Bertrandsche Aufgabe
durch folgendes Beispiel: Enthielten die
Kistchen je drei Schubficher, und diese
drei Schubficher im ersten Kidstchen nur
Gold-, im zweiten Kistchen nur Silber-
minzen, wihrend im dritten Késtchen
zwei Gold- und eine Silbermiinze auf die
Schubficher verteilt widren, so verhielte es
sich anders. Wieder wire % die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dal man bei vollzoge-
ner zufilliger Wah! das dritte Kastchen er-
greift; findet man aber in einem gedffneten
Schubfach eine Goldmiinze, so gehdrt das
Schubfach mit der Wahrscheinlichkeit %
dem dritten Kistchen an. Warum?

Der Streckeniibertrager

Vom 2. bis 12. August 1900 fand in Paris
der 2. Internationale Mathematikerkongre
statt. 226 Wissenschaftler aus vielen Lin-
dern tagten in den Sektionen Zahlentheo-
rie und Algebra, Analysis, Geometrie, Me-
chanik und mathematische Physik, Ge-

schichte und Bibliographie der Mathema-
tik sowie Unterricht und Methodologie der
Mathematik. Am 8. August hielt David Hil-
bert aus Gottingen ein grundlegendes Re-
ferat mit dem Titel Mathematische Pro-
bleme. Hilbert ging in einer allgemein
gehaltenen Einleitung zunidchst auf die in-
teressanten Fragen ein, ,0b es allgemeine
Merkmale gibt, die ein gutes mathemati-
sches Problem kennzeichnen, ...aus wel-
chen Quellen die Mathematik ihre Pro-
bleme schopft, ...welche berechtigten all-
gemeinen Forderungen an die Losung
eines mathematischen Problems zu stellen
sind“. Am Ende dieses einleitenden Teils
formulierte er sein Axiom von der Lisbarkeit
eines jeden Problems, seine ,Uberzeugung,
daB ein jedes bestimmte mathematische
Problem einer strengen Erledigung notwen-
dig fihig sein miisse, sei es, daB es gelingt,
die Beantwortung der gestellten Frage zu
geben, sei es, daB die Unmoglichkeit seiner
Lbésung und damit die Notwendigkeit des
MiBlingens aller Versuche dargetan wird.*
AnschlieBend formulierte und diskutierte
er 23 ungeloste mathematische Probleme
(nur Proben von Problemen, wie er be-
tonte); diese Probleme stellten sich in den
folgenden Jahrzehnten fast alle als mathe-
matische Kernprobleme heraus und iibten
auf die Entwicklurig der modernen Mathe-
matik einen aupBergewéhnlichen Einfluf3
(P.S. Alexandrov) aus.

Eines dieser Probleme, das siebzehnte (es
wurde 1927 von Emil Artin geldst), steht in
einer interessanten Beziehung zu einer
geometrischen Aufgabe. Es handelt sich
um die geometrischen Konstruktionen mit-
tels Lineal und Streckeniibertrager. Diese
wurden schon im Kapitel VII der Grundla-
gen der Geometrie von Hilbert (die Mono-
graphie war Teil der 1899 erschienenen
Festschrift zur Feier der Enthiillung des
Gauf3-Weber-Denkmals in Goéttingen) un-
tersucht. Als Streckeniibertrager bezeich-
nete Hilbert ein Instrument, mit dessen
Hilfe man auf jeder Geraden von jedem
Punkte aus eine gegebene Strecke abtragen
kann.

D. Hilbert (1862 bis 1943)

Die folgende Aufgabe beispielsweise 148t
sich allein mit Hilfe des Lineals und des
Streckeniibertragers 16sen (wie?):

Es ist zu einer gegebenen Geraden eine
Senkrechte zu ziehen.

Im 44. Satz der Grundlagen der Geometrie
gab Hilbert ein notwendiges und hinrei-
chendes Kriterium dafiir an, daB eine vor-
gelegte Konstruktionsaufgabe, die mittels
des Zirkels ausfiihrbar ist, sich auch allein
durch Ziehen von Geraden und Abtragen
von Strecken ausfithren 1a8t. Der Beweis
ist jedoch nicht einfach und erfordert einige
Sdtze zahlentheoretischen und algebraischen
Charakters.

Hilbert konnte sein Kriterium nicht allge-
mein beweisen. Er fuhrte jedoch die geo-
metrische Fragestellung auf ein algebrai-
sches Problem zuriick, das dann in seinem
Pariser Vortrag als stebzehntes Probiem ge-
nannt wurde.

Die Russellsche Antinomie

Gottlob Frege wird als einer der bedeu-
tendsten Logiker aller Zeiten angesehen.
Er sprach wichtige Erkenntnisse erstmals
aus, die heute Allgemeingut der mathema-
tischen Logik geworden sind.

In seinem Buch Grundlagen der Arithmetik
(erschienen 1884) diskutierte er die Fra-
gen, welcher Natur die arithmetischen
Sétze sind und ob und wie man die natiirli-
chen Zahlen definieren kann.

Diese Monographie stellt den programma-
tischen Versuch dar, grundlegende mathe-
matische Begriffe, insbesondere den Zahl-
begriff, auf rein logische Begriffe zuriickzu-
fithren (Logizismus), die Frege fiir sicherer
hilt als die bloBe Anschauung. Das Buch
enthdlt die erste Begriindung des Begriffs
der natiirlichen Zahl.

Im ersten Band des Werkes Grundgeserze
der Arithmetik (1893), mit dem er sein logi-
zistisches Programm der Arithmetik reali-
sieren wollte, schrieb er: ,Und nur das
wiirde " ich als Widerlegung anerkennen
konnen, (...) wenn jemand mir nachwiese,

G. Frege (1846 bis 1925)
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daB meine Grundsitze zu offenbar fal-
schen Folgesitzen flihrten. Aber das wird
keinem gelingen.“ Doch Frege sollte sich
irren.
Am 16.Juni 1902 schrieb Bertrand Russell,
Mathematiker und Philosoph am Trinity
College in Cambridge, einen Brief an
Frege: ,Sehr geehrter Herr College! Seit
anderthalb Jahren kenne ich Ihre ,Grund-
gesetze der Arithmetik‘, aber jetzt erst ist
es mir moglich geworden die Zeit zu fin-
den fir das griindliche Studium, das ich
Ihren Schriften zu widmen beabsichtige.
Ich finde mich in allen Hauptsachen mit
lhnen in vollem Einklang. (...) In vielen
einzelnen Fragen finde ich bei Ihnen Dis-
cussionen, Unterscheidungen, und Defini-
tionen, die man vergebens bei anderen Lo-
gikern sucht. (...) Nur in einem Punkt ist
mir eine Schwierigkeit begegnet.“ Russell
teilt nun Frege mit, wie sich aus diesem
einen Punkte der Grundgesetze ein Wider-
spruch konstruieren 1iBt, ebenso wie es
nicht die Menge aller der Mengen gibt, die
sich nicht selbst als Element enthalten.
Enthidlt diese Menge sich selbst als Ele-
ment? ,Aus jeder Antwort folgt das Gegen-
theil.“ Warum?
Am 22. Juni 1902 schrieb Frege aus Jena
an Russell: ,lhre Entdeckung des Wider-
spruchs hat mich auf’'s Hochste iiberrascht
und, fast mochte ich sagen, bestiirzt, weil
dadurch der Grund, auf dem ich die Arith-
metik aufzubauen dachte, in’s Wanken ge-
rith. (...) Jedenfalls ist Thre Entdeckung
sehr merkwiirdig und wird vielleicht einen
groBen Fortschritt in der Logik zur Folge
haben, so unerwiinscht sie auf den ersten
Blick auch scheint.“
In der Nachfolge Freges versuchte Russell
den Antinomien der Mengenlehre zu be-
gegnen und das Programm des Logizismus
zu verwirklichen. In unserem Jahrhundert
hat sich die Einsicht durchgesetzt, daB sich
die Mathematik nicht auf die Logik allein
griinden ldBt. Der Logizismus hat jedoch
wesentlich zur Entwicklung der mathema-
tischen Logik und zur Kldrung des Antino-
mieproblems beigetragen.

H. Pieper

B. Russell (1872 bis 1969)
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alpha-Mairchen:
Prinz Epsilon
darf heiraten!

Nach erfolgreicher Losung der ersten Auf-
gabe wird Prinz Epsilon vor ein weiteres
schwieriges Problem gestellt (siche alpha,
Heft 2/88). Aber auch dabei kénnen wir
ihm mit dem Schulrechner SR 1 helfen, so
daB er der schonen Prinzessin wieder einen
Schritt ndher kommt.
Im Reich der Zauberer lebt der Magier Riesi-
Jvs. Er ziichtet mit Hilfe seiner Zaubersafte ei-
genartige, gnomhafte Wesen. Riesifos weif zu
berichten, dap seine Wesen, am Anfang gerade
10 cm grof, durch seine Zaubersafte jedes Jahr
um 4,8% ihrer jeweiligen Grofe wachsen. Er
behauptet, daff die Gnome bereits nach sieben
mal sieben Jahren ihre urspriingliche Grife
von 10 cm mehr als verzehnfacht haben. Ob
dies stimme, lautete die Frage an Epsilon.
Ein harter Brocken fiir unseren Prinzen,
doch wir stehen ihm mit dem SR1 zur
Seite:
Die GroBe der Gnome nach einem Jahr
konnen wir schnell berechnen. Der Grund-
wert ist 10 cm und der Prozentsatz 4,8 %.
Nach der bekannten Formel zur Berech-
nung des Prozentwertes W ist dieser
W=%-P also W=0,48cm.
Die neue GroBe G,., in cm ist demnach
G,y + 0,48, also 10,48 cm. Fiir die GroBe
nach dem 2. Jahr ist analog vorzugehen:
Prozentwert berechnen (fiir G ist die neue
GréBe einzusetzen), Addition der GroBe
nach einem Jahr und des Prozeniwertes —
man erhélt die GroBe nach zwei Jahren.
Ein ziemlich miiBiges Verfahren! Nun ist
allgemein jeweils die neue GroBe gleich
der alten vergroBert um den Prozentwert,
also Gu
Gieu 100 48

ist. Das heiBt, wenn wir die zweite Formel
in die erste einsetzen, erhalten wir:

Gpew = G- 0,048 + G, .
Wir kénnen die Formel vereinfachen, in-
dem wir G, ausklammem:

Guew = Gay* (1 +0,048)
bzw. Gpey = Gy - 1,048
Nach dieser Formel kénnt ihr mit dem
SR1 die Berechnung der Tabelle 1 leicht
nachvollziehen.
Immerhin miissen wir auf diesem Wege
49 Berechnungen durchfiihren. Mit einem
Computer geht das in Sekundenschnelle,
aber auch der SR 1 ist uns eine gute Hilfe.
Wir nutzen die Konstantenautomatik! Wir
erinnern uns:
Beispiel: Es soll 3-5-3-3-3-3-3- ... be-
rechnet werden!

G + W, wobei W=

Tabelle 1

GroBe in cm nach ... Jahren

10 AnfangsgroBe
10,48
10,983 04
11,510225
12,062 715
12,641 725

B W N

Nach Eingabe von EI

reicht nun wiederholtes Driicken der

B-Taste, und immer wieder wird der In-
halt des X-Registers (was in der Anzeige
steht) mit 3 multipliziert.

Probiert es aus!

WiBt ihr bereits, wie wir diese Eigenschaft
fiir unser Problem nutzen kénnen?
Richtig, nach Eingabe der Tastenfolge

D@E@reichl

nun jeweils das Driicken der E-Taste
aus, um die GréBe der Gnome nach jedem
Jahr.zu ermitteln, da jedesmal die aktuelle
GroBe (in der Anzeige) mit dem Faktor
1,048 multipliziert wird. Nun braucht ibr
nur noch mitzuzdhlen, wie oft ihr die

[=]-Taste gedriickt habt, und ihr kénnt so
die Behauptung des Zauberers Riesifos
nachpriifen! Riesifos sprach von der Ver-
zehnfachung der GrﬁBe‘ in 49 Jahren!

Wir kénnen dem Prinzen Epsilon und der
Prinzessin jedoch noch viel schneller hel-
fen, die zweite Aufgabe zu 16sen. Dazu be-
zeichnen wir mit G, die AnfangsgroBe der
Gnome und mit G; ihre GroBe nach dem
i-ten Jahr. -

Offensichtlich ist G, = 10 cm und
G,=1,048-G,, G,=1,048-G,,

also G, =1,0482-G,, G; = 1,048 G,,

also G, =1,048%-G,, ... usw.

SchlieBlich ist G4 =1,048*-G,. Mit der
im SR 1 als Standardfunktion vorhandenen
Potenzfunktion erhilt man den Wert G,
durch die Tastenfolge

[1] (] [o} [«] [8] [] [a] [o] [x]
[1] [o]

als G4 = 99,4725 cm. Der Magier Riesifos
hatte nicht Recht, erst nach 50 Jahren sind
die Gnome grofler als 1 m, denn es ist
Gso=104,247 cm.

Ubrigens niitzt euch das Gesagte auch fiir
die Berechnung des Sparguthabens. Solitet
ihr iiber Jahre hinweg euer Konto nicht be-
wegen (also nicht abheben noch draufzah-
len), konnt ihr durch Eingabe des Zinssat-

zes 3%% (als Dezimalzahl) mal eurem

Guthaben durch Driicken der EI-Taste
beobachten, wie euer Guthaben Jahr fiir
Jahr wichst!

Dank eurer Hilfe hat Prinz Epsilon auch
die zweite Aufgabe geldst. Nun steht die
dritte und letzte Aufgabe an.

Im abgelegensten Teil des Kinigreiches leben
die grausamen Drachen. Dorthin soll sich
Prinz Epsilon begeben, um die Behauptung
eines kleinen Erdmdnnchens zu iiberpriifen. Es
gibt dort ndmlich drei gefrdfige Drachen. Der



erste von ihnen frift jeden Tag einen halben
Elefanten und dazu einen viertel Elefanten,
dazu noch einen achtel Elefanten, sowie einen
sechzehntel Elefanter und ... immer noch die
Halfte der vorhergehenden Ration dazu. Der
zweite Drachen frift einen drittel Lowen, dazu
einen neuntel Lowen, einen siebenundzwanzig-
stel Lowen und ... immer noch ein Drittel der
vorhergehenden Ration dazu. Wahrend der
dritte Drachen einen viertel Tiger, dazu einen
sechzehntel Tiger, einen vierundsechzigstel Ti-
ger und ... immer noch ein Viertel der vorher-
gehenden Ration dazu frift, und nie zu fressen
aufhért! Das Erdmdnnchen behauptete, daf
der erste Drachen einen Elefanten pro Tag ver-
speist, der zweite reicht mit einem Lowen zwei
Tage und der dritte frif3t an drei Tagen einen
Tiger auf.

Wollen wir uns zuerst dem Drachen Num-
mer 1 zuwenden. Sein Elefantenverbrauch
pro Tag ldBt sich mit einer Summe von un-
endlich vielen Summanden beschreiben,

nimlich:

1 1.1 1 1 11
. it
PRI ST VI VR T T)
usw.

bzw, da jeder Summand durch die Multi-

- . . .1
plikation seines Vorgiagers mit — hervor-

gehi: 2
1 1 1 1 1 1 1
PR R TR T T T T
+ ... usw,

Da uns Sitze und Methoden der héheren
Mathematik noch nicht bekannt sind, miis-
sen wir uns auf die naherungsweise Berech-
nung dieser unendlichen Summe mit Hilfe
des SR 1 beschrinken.

Berechnen wir einmal die Summe der er-
sten 10, 20, 30 und 40 Summanden! Natiir-
lich — mit dem Rechenablaufplan

[ [ 2 [ [ (] [ [=] 2]
[ 2] [ ] [ 2] [ [3] [+]
[ =] 2] [ L] [+] .

ein zeitaufwendiges Unterfangen. Aber
man sieht hier schon, wie die Summe zwar
stetig wichst, die Zunahme aber immer ge-
ringer wird. Die SR 1-Experten haben aber
lingst einen rationelleren Weg gefunden.
Mit Hilfe der Konstantenautomatik sind
die Summen schnell erzeugt:

WMERKM, E,E, E,
. (] [m+] [Mo+] [m+]

Das Summieren realisiert man durch das
Driicken der Speicher-,+“-Taste an den
mit dem Pfeil gekennzeichneten Stellen.
Nun konnt ihr die folgende Tabelle leicht
nachvollziehen:

‘Tabelle 2

Anzahl Summe
von Summanden

10 0.99902344
20 0.99999904
30 0.99999999
40 0.99999999

Auch nach 40 Summanden nimmt die
Summe weiterhin zu, doch die Summan-
den sind mittlerweile so klein, daB die An-
zeige des SR 1 uns diese Zunahme nicht
mehr mitteilen kann. Die Summanden
werden so klein, daB sie im Rechner zu 0
abgerundet werden. Prinz Epsilon hat da-
von als eifriger Leser der Schiilerzeitschrift
alpha schon etwas erfahren (sieche Chancen
fir Denkfaule? in Heft 2/1985). Er ist des-
halb auch mit einer Aussage vorsichtig.
Mit dem SR 1 oder mit einem Computer
kann man nur eine Idee fur den Wert der
Summe gewinnen, der angezeigte Wert
kann aber durchaus falsch sein. Die Prin-
zessin nickt dem Prinzen jedoch heimlich
zu: Die Summe wird den Wert 1 nie Gber-
steigen, das hat sie in Syratanien in der
Schule gelernt!

Diese Tatsache 148t sich auch geometrisch
plausibel erkliren (Bild 1).

Bild 1
1
_4_ 6—.E.
BE 7 -
© ”
1
<€ 1
4 g b
1 Elefant
2

Der erste Drache friBt und friBt, aber insge-
samt doch nur einen Elefanten pro Tag.
Der jeweils iibrig bleibende Teil des Ele-
fanten wird halbiert. Hieraus erkennt ihr,
daB die Gesamtsumme nie groBer als i
werden kann!

Die erste Antwort zur dritten Frage ist ge-
funden. Um Teil 2 und 3 zu beantworten,
bendtigt ihr nun keine Hilfe mehr. Beach-
tet aber bitte genau, nach welchem Gesetz
die Summanden zu bilden sind! Die FEle-
Sfantenration haben wir im Kreisklub Ma-
thematik in Halle mit einem Kleincompu-
ter berechnet. .

Hier ist das BASIC-Programm:

16 CLS

20 PRINT “SUMMANDEN?”,

“LETZT SUMMAND”, “SUMME"
3¢ PRINT « "
4 S=0:A=1
50 FORI=1TO 50
60 A=A/2
70 S=S+A
80 PRINTLA,S
99 NEXTI

Fiir die Aufgabe mit den Lowen uud den
Tigern ist lediglich der Befehl Nr. 6@ abzu-
‘dndern!

Prinz Epsilon hat alle drei Aufgaben ge-
l6st! Es findet eine groBe Hochzeitsfeier
statt. Die Prinzessin ist Gibergliicklich. So-
gar die Fee, der Magier Riesifos und dax
kleine Erdminnlein kommen, um zu gratu-
lieren ... .

Herrn Dr. Schmidt von der E.-M.-Arndt-
Universitdt Greifswald moéchten wir (ur

Hinweise und Ratschlige danken. Solltet
ihr SpaB an den Aufgaben oder neue ldeen
haben, so schreibt uns bitte iiber:
Redaktion alpha, PSF 14, Leipzig 7027!
U. Siebert

Krysicki, Wlodzimierz
Keine Angst vor x und y

Quadratische Gleichungen
und Gleichungssysteme
MSB Nr.119

108 Seiten, 19 Abb.
Bestell-Nr.666 1867

Preis: 6,50 M

Schreiber, P.
Euklid

Biographien hervorragender
Naturwissenschaftler, Techniker und
Mediziner

59 Seiten, 31 Abb.
Bestell-Nr.666 3758
beide Titel: BSB B.G.Teubner
Verlagsgesellschaft Leipzig

Preis: 7.50 M

Wiederholungsprogramm
Berane /Gértner/Lohse

Gleichungen und Funktionen

214 Seiten, 92 Bilder Preis: 7,80 M
Bestell-Nr. 546 528 2

Naumann/Schuricht
Sensoren -
technische Sinnesorgane?

etwa 160 Seiten, 95 Bilder, 4 Tabellen
Bestell-Nr. 5472466 Preis: 5,50 M
beide Titel: VEB Fachbuchverlag Leipzig

Hofner, G.
Computerbegriffe popular

124 Seiten, zahlr. Abb. Preis: 7,50 M
Bestell-Nr.654 178 5
Urania-Verlag Leipzig

Wolf, D.
Bevor der Film ins Kino kommt

137 Seiten, zahlr. Abb. Preis: 6,80 M
Bestell-Nr.632 709 2

Spittel, Olaf R
Kleines Ritselbuch fiir Kinder

159 Seiten, zahlr. Abb. Preis: 6.00 M
Bestell-Nr.632 5046
beide Titel: Der Kinderbuchverlag Berlin

Ein Teil der Biicher ist beim Buchhandel

vergriffen. Wir weisen auf Moglichkeit der
Ausleihe in Bibliotheken hin.
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Symmetrie
auf einem Band

Sicherlich hast du schnell ein Band zur
Hand, das man zum Einpacken von Ge-
schenken verwendet. Suche dir bitte ein
solches mit einem Muster aus.

o Was fillt dir auf? Welche GesetzmiBig-
keiten erkennst du?

Wir betrachten die Beispiele in Bild 1, 2
und 3.

Es fdllt auf, daB regelmiBig und in glei-
chen Abstinden jeder Teil des Musters
wiederkehrt. Durch eine Verschiebung
lings des Bandes 148t sich also das Muster
zur Deckung bringen. In jedem der drei
Bilder haben wir durch einen Pfeil eine
derartige Verschiebung mit der kleinsten
Verschiebungsweite angegeben.

Diese Eigenschaft ist im allgemeinen
schon durch die technische Herstellung be-
dingt. Wird das Muster aufgedruckt, so
muB sich (spitestens) nach einem Umlauf
der Druckrolle das Muster wiederholen.
Ist v eine Verschiebung, bei der das Mu-
ster des Bandes wieder mit sich zur Dek-
kung kommt, so tritt dies offenbar auch bei
der zu v entgegengesetzten Verschiebung
sowie nach der zweimaligen Ausfihrung
der Verschiebung v ein.

Das Band darf man sich dabei weder mit
einem Anfang noch mit einem Ende vor-
stellen. Dies ist natiirlich nur eine Vorstel-
lung. Jedes real vorliegende Band hat im-
mer einen Anfang und ein Ende. Aber
wenn wir an die drucktechnische Herstel-

Bild 1

lung denken, so bestent natiirlich kein
Grund, daB die Druckrolle nur eine be-
stimmte Anzahl von Umdrehungen aus-
fihrt.

Im folgenden wollen wir unter einem Band-
muster slets ein Muster eines Bandes ver-
stehen, fiir das es eine Verschiebung mit
kleinster Verschiebungsweite gibt, die das
Muster auf sich abbildet.

o Ein Bandmuster mit der beschriebenen
Verschiebungssymmetrie entsteht, wenn
du auf einem Papierstreifen in gleichen
Abstinden ein Motiv mit einem Stempel
aufdruckst oder zeichnest.

Wie miiBte das Motiv auf dem Stempel
(etwa aus einer Kartoffel gefertigt) ausse-
hen, damit auf diese Weise das Muster in
Bild 3 entsteht?

Bandmuster sind dir bereits bei Besichti-
gung von Museen, Schldssern und in élte-
ren Gebiduden aufgefallen. Sie dienen
meist als Abschluf}, als Berandung von
Winden (Wandtapeten) und Decken. Man
nennt sie Friese.

In einschligigen Geschiften werden Zier-
streifen fur dekorative Arbeiten angeboten.
Man findet Zierstreifen auf Vasen und Ge-
schirr. Denkt man sich hinsichtlich dieser
Gegensidande diese Verzierungen abgerolit
vor, so fihrt das wieder zu unseren (endlo-
sen) Bandmustern.

® Gibt es auBer den Verschiebungen noch
weitere Bewegungen des Bandes, die das

Bild 2

Bild 3
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Muster zur Deckung bringen? Betrachte
die Muster in den Bildem 1, 2 und 3 ge-
nauer und vergleiche!

Das Bandmuster in Bild 1 besitzt Symme-
trieachsen, die senkrecht zur Bandrichtung
liegen uad zwischen denen gleiche Ab-
stinde bestehen. Mit anderen Worten, bei
der Spiegelung an diesen (und nur an die-
sen) Geraden kommt das Muster des Ban-
des zur Deckung. Der Abstand zweier be-
nachbarter Symmetrieachsen ist halb so
groB wie die Linge des angegebenen Ver-
schiebungspfeils. In Bild 2 kommen keine
weiteren Bewegungen als die bereits ge-
nannten Verschiebungen in Frage.

Bei dem Muster in Bild 3 haben wir neben
den Verschiebungen und Symmetrieach-
sen, die zur Bandrichtung senkrecht sind,
noch Drehungen um 180°, bei denen das
Muster auf sich abgebiidet wird. Die Zen-
tren dieser Drehungen liegen in gleichen
Abstinden auf ein und derselben Geraden;
der Abstand zweier benachbarter ist halb
so groB wie die Linge des angegebenen
Verschiebungspfeils (Bild 4a). Uberdies
sind die Symmetrieachsen gerade die Mit-
telsenkrechten von je zwei benachbarten
Drehzentren.

Die Drehung um einen Punkt P mit 180°
nennt man auch die Spiegelung am Punkt P.
Und geht dabei das Muster in sich iiber, so
heiBt P ein Symmetriezentrum des Musters.

Wir wollen nun mit Hilfe von Punktspiege-
lungen ein Muster auf einem Band erzeu-
gen und wihlen zur einfacheren Durchfiih-
rung kleinkariertes Papier.

® Markiere auf einer Geraden in Band-
richtung Punkte, die gleiche Abstinde be-
sitzen. Wihle iiberdies ein einfaches Motiv
(Grundfigur), etwa ein F wie in Bild 5a!
Nun spiegeln wir abwechselnd an den vor-
gegebenen Punkten. Es entsteht ein Muster
wie in Bild 5b. Dieses Muster hat als Sym-
metriezentren die vorgegebenen Punkte
(und nur diese), und es gibt auch hier wie-
der eine Verschiebung, die das Musters zur
Deckung bringt. Eine derartige Verschie-
bung mit der kleinsten Verschiebungsweite
wird durch einen Pfeil beschrieben, der
von einem der Symmetriezentren bis zum
ibernichsten reicht (Bild Sb).

An Hand des Bildes 1 kannst du sofort er-
kennen, daB man ein Bandmuster auch er-
halten kann, wenn man senkrecht zur
Bandrichtung Geraden in gleichen Abstén-
den wihlt und an ihnen ein vorgegebenes
Motiv spiegelt.

® Erzeuge auf diese Weise das Muster in
Bild 3! Eine dafiir geeignete - Grundfigur
(Motiv) zeigt Bild 4b.

Wir kehren zuriick zu der Erzeugung mit
Punktspiegelungen.

® Wihle ein Motiv derart, daB als Muster
eine zusammenhingende einfache Linie
wie in Bild 3 entsteht und dieses Muster
keine Symmetrieachse besitzt. Eine mogli-
che Lésung zeigt Bild 6a und 6b.

@ Welches Bandmuster entsteht, wenn du
anstelle des Motivs in Bild 6a das Motiv
aus Bild 6c oder 6d verwendest?
Vergleiche diese Muster hinsichtlich der
moglichen Deckabbildungen mit den bis-
her betrachteten Bandmustern !



Ausgehend von dem Motiv in Bild 6d ent-
steht ein Bandmuster, das neben Symme-
tricachsen senkrecht zur Bandrichtung
auch noch diejenige Gerade a als Symme-
trieachse besitzt, auf der die Symmetrie-
zentren liegen. AuBerdem treten zusitzli-
che Symmetriezentren neben den vorgege-
benen Punkten auf, und zwar die Mittel-
punkte der Verbindungsstrecken, die je
zwei benachbarte der vorgegebenen Punkte
bilden (Bild 6e).

® Wie ldBt sich dieses Muster mit Gera-
denspiegelungen allein herstellen und wel-
che Grundfigur kann dazu gewihlt wer-
den? Das Bild 6f zeigt eine Losung.

® Welche Deckabbildungen besitzt das
Bandmuster in Bild 7? ’

Neben den typischen Verschiebungen gibt
es hier nur eine Geradenspiegelung an
einer Geraden ¢ in Bandrichtung.

Bei den bisher betrachteten Bandmustern
haben wir hinsichtlich der moglichen
Deckabbildungen sechs verschiedene Ty-
pen kennengelernt. Neben den typischen
Verschiebungen gibt es
1. keine weiteren
(Bild 2),

2. nur Spiegelungen an Geraden senkrecht
zur Bandrichtung (Bild 1),
3. nur Punktspiegelungen
und 6b),

4. nur eine Spiegelung an einer Geraden
in Bandrichtung (Bild 7),

5. Spiegelungen an Geraden senkrecht zur
Bandrichtung und  Punktspiegelungen
(Bild 3; die Symmetriezentren liegen dabei
nicht auf den Symmetrieachsen!)

und schlieBlich

6. Spiegelungen an Geraden senkrecht zur
Bandrichtung, Spiegelung an einer Gera-
den in Bandrichtung und Punktspiegelun-
gen (Bild 6e; die Symmetriezentren sind
dabei die Schnittpunkte der zur Bandrich-
tung senkrechten Symmetrieachsen mit
der einzigen in Bandrichtung liegenden
Symmetrieachse).

Deckabbildungen

(Bild 5b

® Auch das folgende Muster in Bild 8 ist
ein Bandmuster.

Besitzt es aber im Vergleich zu irgend-
einem der bisherigen Bandmuster die glei-
che Art von Deckabbildungen?

Dieses Muster kann im Vergleich zu dem
Muster in Bild 2 noch durch die Nachein-
anderausfiihrung der angegebenen Ver-
schiebung ¢ und der Spiegelung an der Ge-
raden g zur Deckung gebracht werden.
Eine derartige Bewegung nennt man eine
Schubspiegelung. Und es ist besonders be-
merkenswert, daB weder die Verschie-
bung ¢ noch die Spiegelung an der Gera-
den g fiir sich allein diese Eigenschaft
besitzen. (Die Schubspiegelung besitzt also
eine eigene Qualitdt! Schubspiegelungen
als Deckabbildungen bestehen (nachtrig-
lich gesehen) zwangsldufig bei den Muster-
typen 4, 5 und 6.)

Uberraschenderweise gibt es nur diese sie-
ben Arten von Bandmustern. (Wenn du
meinst, daB du noch eine neue Art (mit
einem anderen Geflige von Deckabbildun-
gen) gefunden hast, dann schicke uns diese

zu.) Wir kénnen das hier nicht niher be-

griinden. Es war ohnehin nicht die Absicht,
theoretische Grundlagen und Zusammen-
hiinge in den Vordergrund zu stellen. So ist
z. B. von Bedeutung, daB die Nacheinan-
derausfihrung der Spiegelungen an den
Punkten P und Q eine Verschiebung ist,
die doppelt so groB wie PQ ist, und daB die
Nacheinanderausfiihrung der ~Spiegelun-
gen an zueinander senkrechten Geraden
die Spiegelung an ihrem Schnittpunkt ist.
Wir wollten mehr in Form einer spieleri-
schen Beschiftigung dein Interesse gewin-
nen und dir den Blick 6ffnen fiir geometri-
sche GesetzmiBigkeiten.

® Und nun kannst du selbst besonders
schone Bandmuster herstellen, etwa auch
mit Hilfe von Abriebfolien, die im Handel
erhdltlich sind. Oder du betrachtest bewuft
Friese (Wandmuster) in deiner Umgebung.
Viel Spa8 wiinscht dir E.Quaisser

Bild 6a 6b
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

V.Paulauskas

Mathematische Fakultdt

der V.-Kapsukas-Universitdt Vilnius
Leiter des Wissenschaftsbereiches
Analysis

A2908 A In der linken unteren Ecke
eines Schachbrettes steht ein Damestein.
Zwei Spieler setzen abwechselnd den Stein
in ein unmittelbar benachbartes Feld, er-
laubt sind aber nur Ziige nach rechts, nach
oben und in Richtung Nordosten (Diago-
nalzug nach rechts oben)! Es gewinnt der
Spieler, der mit seinem Zug den Dame-
stein in die rechte obere Ecke des Schach-
bretts setzt.

Kann der Spieler, der den ersten Zug aus-
flihrt, gewinnen, unabhingig davon, welche
Zige der andere Spieler macht?

Vigantas Paulauskas wurde am 18.10.1944
im Dorf Burju (Rayon Kelmes) in der Li-
tauischen Sowjetrepublik (UdSSR) gebo-
ren. Schulbesuch in Kaunas. Von 1962 bis
1967 Studium an der Universitit Vilnius
Mathematik, StudienabschluB mit Aus-
zeichnung. Danach  Aspirantur  bei
Prof. Statulev&ius. 1969 Promotion (Kandi-
dat der Wissenschaften). Wissenschaftliche
Arbeit am Lehrstuhl fir Wahrscheinlich-
keitstheorie und Zahlentheorie unter Lei-
tung von Prof. Dr. J. Kubilius (siehe
alpha 5/85; 6/86). 1972 Berufung zum Do-
zenten. 1978 Verteidigung der Disserta-
tion B (Doktor der Wissenschaften). Seit
1981 Professor. Lingere Auslandsaufent-
halte in Goéteborg, Budapest, Dresden,
Prag, Upsala, Stockholm, Koln, Aachen,
Frankfurt/M. und Kiota. Ausgezeichnet
mit dem Ehrenpreis des Komsomol der
LSSR (1972) und dem Litauischen Ehren-
preis fur Naturwissenschaften (1979). Zahl-
reiche wissenschaftliche Publikationen,
darunter eine Monographie (zusammen
mit seinem Schiiler Radkauskas).
Arbeitsgebiet von Prof. Paulauskas: Theorie
der Verteilungen und Grenzwertsitze in
unendlichdimensionalen Ridumen. Ver-
dienste hat sich Prof. Paulauskas um die
Forderung von talentierten Schiilern und
jungen Wissenschaftlern erworben. Er ist
Vorsitzender des Komitees fiir die Mathe-
matikolympiade in der LSSR.
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Wir rechnen
mit dem SR 1

Geschwindigkeiten
in Natur und Technik

Die besten Liufer der Welt legen im Sprint

100 m in weniger als 10 s zuriick. Das ist

eine phantastische Zeit und ganz sicher

eine beachtliche Leistung fur ein Lebewe-

sen, Ihr hittet wohl etliche Miihe, auf dem

Fahrrad dieses Tempo mitzuhalten. Und

doch ist ein ganz gewoOhnlicher Feldhase

noch etwas schneller, er schafft nimlich
km

etwa 40 -

Al a Bestitigt, daB der Hase schnelier

lauft!

Nun sind jedoch nicht alle Lebewesen

Schnelldufer, -schwimmer oder -flieger,
manche bewegen sich im Schnecken-
tempo.

In den nachstehenden Tabellen sind die
Hochstgeschwindigkeiten einiger Tiere an-
gegeben.

Auf dem Lande
Gepard v, =28 %

u2:27%

Schildkréte v; =5 323

Antilope

Schnecke wv,=15,76 %

Mensch vs =10 %

a2 A Berechne die Geschwindigkeiten ;
in kTm und vergleiche sie. Ermittle das
Verhiltnis der Geschwindigkeiten der ge-

nannten Tiere zu der Hochstgeschwindig-
keit des Menschen, also

Uit Us fir i= 1,2,3,4.

Im Wasser m
Schwertfisch ve =37 ry
Thunfisch v, =28 %
Delphin vy =252

Lederschildkréte vy =9,7

- Freistilschwimmer v,q =2 %
A3 a4 Rechne alle Geschwindigkeiten in
% um und bestimme, wievielmal die
Meeresbewohner schneller als der Mensch
im Wasser sind!
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In der Luft

Mauersegler v,; = 80%

Schwalbe v}, =60 %

Brieftaube  v;, = 50 %
km

Buchfink v, =54 B

Der Mensch ist von Natur aus weder auf
dem Lande noch im Wasser extrem
schnell. Der Luftraum ist ihm fiir die
eigene Fortbewegung ginzlich versagt.
Aber seine Fahigkeit, schépferisch zu den-
ken, schuf und schafft ihm Hilfsmittel, die
ihn auch in bezug auf die Geschwindigkeit
weit iiber das Tierreich hinausheben. Mo-

derne Flugzeuge erreichen bis zu 980%.

A4 A Bestimme die Geschwindigkeiten
V11, ¥y, U3 und vy, der Végel und die des
schnellsten Flugzeuges (v,5) und ermittle
die Quotienten v;: v5

fur i=11,...,14 mit dem SR 1!

Auf dem Lande begann der Mensch 1829
das erste vollwertige Hilfsmittel zur deutli-
chen Steigerung seines Fortbewegungstem-
pos einzusetzen, die Eisenbahn. Die Loko-
motive Rocket von Stephenson erreichte
damals mit einem von 36 Personen besetz-
ten Wagen eine Geschwindigkeit von
k
46 Tm Im Jahre 1903 wurde mit einem
elektrisch angetriebenen Versuchstriebwa-
gen eine Geschwindigkeit von 210,2kTm
erzielt. 1936 brachte es eine Dampfloko-
motive (Baureihe 05 der DR) mit einem

197t schweren Zug auf 200,4kTm. In Ja-

pan verkehren seit 1964 Super-ExpreB-
Ziige mit einer Reisegeschwindigkeit von

km
163 h

2101‘Tm betrigt und auf 2701‘Trn erhoht
werden soll. Nach Pressemeldungen sind
sogar Hochstgeschwindigkeitszilge mit Li-

wobei die Hochstgeschwindigkeit

nearmotor geplant, die iiber 400kTm fah-

ren sollen. In Frankreich erzielen die
TGV-Ziige Spitzengeschwindigkeiten von

km
260 o

km
380T.

und bei Versuchsfahrten sogar

A5 A Aufwieviel Prozent wurden bei den
angefiihrten Ziigen die Geschwindigkeiten
gegeniiber der Geschwindigkeit der Loko-
motive Rocket gesteigert? Um wieviel Pro-
zent lag die Hochstgeschwindigkeit der

Dampflokomotive BR 05 (200,4 kTm)
iber der von der Lokomotive Rocker er-

reichten Geschwindigkeit von 46 kTm?

A 6a Dem Kursbuch des internationalen
Verkehrs 1985/86 ist zu entnehmen:

Zug-Nr.: R801 R815
km Station

0 Paris Gar-de-Lyon ab 10.23 11.42
617 Valence an 14.36
742 Avignon an 14.09

Berechne die Reisegeschwindigkeit der
beiden Ziige!

Welche Fahrzeit wiirde die Lokomotive
Rocket fur die Strecke Paris— Avignon
(ohne Zwischenaufenthalt) mindestens be-
notigen?

A 7a Der Stidte-ExpreB Lipsia benbtigt
fiir die 182 km lange Strecke von Berlin bis
Leipzig 2 Stunden und 16 Minuten. Die
Selketalbahn fihrt (zur Freude vieler Harz-
besucher) 10.55 Uhr in Gemrode ab und
trifft 12.10Uhr im 17,5km entfernten
Harzgerode ein. Wievielmal schneller ist
der Stidteexpre8 als die Selketalbahn?

Im StraBenverkehr gelang der Durchbruch
zu auf die Dauer tauglichen Fahrzeugen
erst, als der Verbrennungsmotor zur Verfii-
gung stand. 1885 baute Car! Benz ein mit
Benzinmotor angetriebenes StraBenfahr-
zeug. 1895 betrug beim ersten Automobil-
rennen, das in Frankreich ausgetragen
wurde, die Durchschnittsgeschwindigkeit

24kTm. Schon fiinf Jahre danach wurden
von einem Kraftwagen 105 km erreicht. Es

h

soll hier auch erwihnt werden, daB viele
Rekordjagden nur Reklamewert besitzen
und #duBerst fragwiirdig oder unsinnig sind
und nur des Geschiftes wegen Leben und
Gesundheit von Menschen aufs Spiel set-
zen. Ein trauriges Beispiel dafiir ist der Re-
kordversuch mit dem Spezialfahrzeug Blue
Flame auf einem ausgetrockneten Salzsee
im USA-Staat Utah, bei 1000 kTm schwebt
der Fahrer in Lebensgefahr.

A. Korner/W. Schmidt

Eine Leseranfrage

Liebe Redaktion alpha!

Ich habe mich in meiner Freizeit mit einer
eurer Aufgaben beschiftigt. Die Anregung
dazu erhielt ich durch die FKR Mathema-
tik an meiner Schule. Ich versuchte die
Zahlen 1, 9, 8 und 8 (genau in dieser Rei-
henfolge) mit Hilfe der vier Grundrechen-
arten (Addition, Subtraktion, Multiplika-
tion und Division), vx, x! und mit
Klammem so zu verkniipfen, daB ich die
natiirlichen Zahlen von 0 bis 20 erhielt.
Weitere Versuche endeten bei der Zahl 41.

- AuBerdem fand ich keine Moglichkeit die

Zahl 38 darzustellen. Mich wiirde sehr in-
teressieren, ob fiir die Zakl 38 und die Zah-
len gréBer 41 iiberhaupt Losungen existie-
ren.

Arne Kriiger

Mittelstr. 22

Landgrafenroda

4241
Wenn ihr eine Losung wiBt, schreibt doch

an Ame!
Die Redaktion



Kryptarithmetik

1. Setze natiirliche Zahlen so ein, daB richtig
geloste Aufgaben entstehen!

2. Setze fiir das Zeichen * Ziffern ein, so daB
sich richtig geloste Aufgaben ergeben!
2% 4 %0 = 54
T - * =2
3 x= 4
4* — 9 = 4*
16
Suchbild Konkret

1. Auf zwei Biischen salen 16 Spatzen. Bald
darauf flogen vom ersten Busch 2 Spatzen da-
von und vom zweiten Busch flogen 5 Spatzen
zum ersten hiniiber. Jetzt saen auf beiden
Biischen gleich viel Spatzen. Wieviel Spatzen
waren anfangs auf jedem Busch?

2. Ein Koch soll 4 Liter Milch abmessen. Es
stehen ihm aber nur ein 3-Liter- und ein 5-Li-
ter-GefdB zur Verfligung. Kannst du ihm hel-
fen?

3. Lings einer LandstraBe stehen Telegrafen-
masten in regelmidBigen Abstinden. Vom 1.
bis zum 5. sind es 200 Meter. Wie weit ist es
vom 1. bis zum 10. Mast?

Durch welche neun Anderungen unterschei-
den sich beide Bilder?

NS
s
AR

‘(( ‘(bvlr; > (N

4. In jedem von drei Kérben sind zwei Kohl-
kopfe. Der eine enthilt zwei WeiBkohl-, der
andere zwei Rotkohl- und der dritte einen
WeiBkohl- und einen Rotkohlkopf. Jemand
hatte die Beschriftung vertauscht. Wer schafft
es mit einem Griff, ohne in die Ko6rbe zu
schauen. Einen Kohlkopf nahm er heraus und
konnte nun den Inhalt der anderen richtig be-
stimmen.
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Beobachtungstest

Dieser ungarische Schiiler hat mit seinem
Baukasten ein schones Tor gebaut. Ein Stein
blieb iibrig. Welcher?
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Abstrakt

1. Nur Fiinfen enthilt das Produkt zweier
zweistelliger Zahlen.
Welches sind die Faktoren des Produkts?

2. Die Quersumme einer zweistelligen Zahl
ist 10. Verdoppelt man die Ausgangszahl und
subtrahiert 1, dann erhilt man eine Zahl, die
die Ziffern der ersten in umgekehrter Reihen-
folge enthilt.

3. Der funfte Teil vom Siebzigfachen einer
Zahl ist 420.
Wie heiBt die Zahl?

4. Das Dreifache einer Zahl, vermehrt um ihr
Vierfaches ist 21.

S. Vermindert man das Siebenfache einer
Zahl um 27, so erhilt man ihr Vierfaches.

6. Die Summe der Quadrate zweier aufeinan-
derfolgender Zahlen ist 61.
Wie heilen die beiden Zahlen?

15

Spiele mit Holzchen

1. Von den 13 Quadraten sind vier Holzchen
wegzunehmen, so daB noch acht Quadrate
ubrig bleiben.

2. Nimm von dieser Figur acht Holzchen
weg, so daB nur noch drei Quadrate lbrig
bleiben!

3. In jeder Zahlengruppe ist ein Hélzchen so
umzulegen, daB eine richtig geloste Aufgabe
entsteht.

Lin=n=v_Jvisn=m_ Jvis1-v Jwi-lv=ix ]

Wie viele Flichen siehst du?

1. Wie viele Quadrate und wie viele Dreiecke
findest du in dieser Figur?

2. Wie viele Dreiecke liegen in dieser Figur
iibereinander?

13

60 -
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Irrgarten

Wer findet am schnellsten den Weg von A
nach B?

12

Kiirzeste Wege

1. Monika geht auf kiirzestem Wege von
ihrem Bungalow (W) zum Lagerkino (S§).
Zeige Moglichkeiten!

Y Y T

AL
JUILILIE

A rrs
2. Zwolf Hauser sollen durch Telefonkabel
verbunden werden.
Um Geld zu sparen, ist der kiirzeste Weg
durch die Hiuser zu finden. Das Kabel kann
bei jedem beliebigen Haus beginnen, braucht
nicht zum Ausgangspunkt zuriick.

AL
A000

Ein Blick in die Praxis
1. Marie-Luise lieB einen Fiinfmarkschein
wechseln und erhielt dabei 20 Miinzen zu 35,

10 und 50 Pfennigen.
Wieviel von jeder Sorte waren es?

2. Ein Baum wirft einen Schatten, der 10 Me-
ter lang ist. Ein drei Meter langer Stab wirft
einen zwei Meter langen Schatten.

Wie hoch ist der Baum?

3. Wenn du erraten kannst, wieviel Apfel ich
habe, dann bekommst du die Hilfte weniger
als zwei oder — was dasselbe ist — ein Drittel
und noch einen Apfel dazu.

Wie viele Apfel waren vorhanden, wie viele
sollten verschenkt werden?

4. Vier groBe und drei kleine Pickchen wie-
gen zusammen 2,9 kg. Dagegen haben drei
groBe und vier kleine Pickchen zusammen
ein Gewicht von 2,7 kg.

Wie schwer ist ein groBes und wie schwer ein
kleines Pickchen?

10
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aufgepaBBt — mitgemacht

1. Das Quadrat soll in vier formgleiche (kon-
gruente) Teile zerlegt werden. Jedes Teil soll
zwei kleine Quadrate, zwei Dreiecke und zwei
Kreise enthalten.

o [ala
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m me
B | (o] W
AAl [m

2. Welche beiden Teile gleichen sich voll-
" kommen?

50

@ @
=0
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Die interessante Sieben

Ein altes Legespiel: Paust die sechs Teile ab,
schneidet sie aus und setzt aus ihnen eine
nach dem Muster des Bildes gezeigte Sieben
zusammen!

=N

Lustige Zahlenspielereien

1. Die Zahlen von 0 bis 10 sollen mit jeweils
vier Siebenen oder fiinf Dreien und den ge-
briuchlichen Rechenzeichen dargestellt wer-
den.

Beispiel: 77—7—7=4; 3+33:33=4 usw.
2. Die Zahl 100 ist mit jeweils neun gleichen

Ziffern (von 1 bis 9), die durch beliebige Re-
chenoperationen der vier Grundrechenarten

 zu verbinden sind, darzustellen. Es gibt viele

: Maoéglichkeiten.
- C 1-1-111-1-1-11 =100
‘ =100
=100
=100
55+5+5(5+5—5—55)—100
=100
=100
888 88
T — T +8—-8 =100
=100
6 11
Abstrakt WeiBt du es?

1. Die Zahl 80 ist so in zwei Teile zu zerle-
gen, daB der eine Teil 60 % des anderen bildet.

2. Wieviel sind eineinhalb Drittel von 100?

3. Die Summe zweier Zahlen sei ein ganz-
zahliges Vielfaches von 1000. Der erste Sum-
mand ist 1988. Der zweite Summand ist zwei-
stellig. Berechne ihn!

4. Wie alt ist die Eiche?“, fragten Schiiler
den Férster. ,Nun iiberlegt einmal!“, antwor-
tete er verschmitzt. ,Addiert die groBte ein-
stellige Zahl und die groBte zweistellige Zahl
und die groBte dreistellige Zahl. Von dieser
Summe subtrahiert die kleinste vierstellige
Zahl! Dann wiBt ihr, wie alt die Eiche ist.“

Die Losungen zu dieser Knobel-Wandzeitung
sind auf Seite 69 zu finden. Die Seiten 59 bis
62 koénnen auch, sauber ausgeschnitten und
gefaltet, als Mini-Mathe-Heft verwendet wer-
den.

Viel Freude und Erfolg wiinscht  J. Lehmann

1. Setze fiir die Zeichen Ziffern so ein, daB
richtig geloste Aufgaben entstehen! Gleiche
Zeichen bedeuten gleiche Ziffern.

ys= @
- O
| QOIS 4
2. Setze fiir die Leerstellen Ziffern so ein, daB
richtig geloste Aufgaben entstehen!

L[ -zl Is]
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HERRORGON
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XXVII. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade

6./7. Februar 1988

Olympiadeklasse 7

270731 Vier Mannschaften, A, B, C und
D, trugen ein FuBballturnier aus. Jede
Mannschaft spielte genau einmal gegen
jede andere Mannschaft. Jedes gewonnene
Spiel wurde mit 2 Punkten fiir die Sieger-
mannschaft und mit 0 Punkten fiir die Ver-
lierermannschaft gewertet, jedes unent-
schiedene Spiel fiir beide Mannschaften
mit je 1 Punkt. Weiterhin ist folgendes be-
kannt:

(1) Keine Mannschaft blieb ohne Punkte.
(2) Mannschaft A konnte ihren Turnier-
sieg aus dem vorigen Jahr nicht wiederho-
len, erreichte aber eine hohere Gesamt-
punktzahl als Mannschaft B.

(3) Mannschaft C gewann kein Spiel, er-
reichte jedoch eine geradzahlige Gesamt-
punktzahl.

(4) Mannschaft D spielte in keinem ihrer
Spiele unentschieden und gewann gegen B
sowie gegen den Turniersieger des vorigen
Jahres.

Untersuche, ob aus diesen Angaben ein-
deutig folgt, welche Punktzahlen jedes
Spiel des Tumiers den einzelnen Mann-
schaften erbrachte und welche Gesamt-
punktzahlen sie erreichten!

Ist das der Fall, so trage die Punktzahlen in
die folgende Tabelle ein!

Mannschaft | Erreichte Erreichte
- | Punktzahl Gesamt-
gegen punktzahl
A BCD
A -
B -
C _
D -
270732 In einem Betrieb werden Erzeug-

nisse hergestellt, bei denen die Herstel-
lungskosten fiir jedes Stiick 19,20 M betra-
gen. Der Betrieb hat die Mdéglichkeit, fur
13 500 M eine neue Werkzeugmaschine an-
zuschaffen; mit dieser Maschine wiirden
die Herstellungskosten fiir jedes Stiick nur
noch 13,15 M betragen.

Ein Planziel lautet: Die Summe aus den
Anschaffungskosten der neuen Maschine
und aus den Herstellungskosten der damit
in 3 Jahren hergestellten Erzeugnisse soll
weniger als 80% derjenigen Herstellungs-
kosten betragen, die (fiir ebenso viele Er-
zeugnisse) ohne Nutzung der neuen Ma-
schine entstehen wiirden.

Ermittle die kleinste Stiickzahl pro Jahr,

mit der dieses Planziel zu erreichen ist!

270733 Gegeben sei ein Dreieck 4BC, in
dem die GréBe y des Winkels x ACB klei-
ner ist als die GroBe f§ des Winkels 5 ABC.
Gefordert seien die folgenden von einem
Punkt P zu erfiillenden Bedingungen (1)
und (2):

(1) P liegt auf der Strecke AC.

(2) Der Winkel 5 APB hat die GroBe 2y.
a) Beschreibe hierzu eine Konstruktion;
zeige, daB sie zu jedem Dreieck ABC mit
p < B genau einen Punkt P liefert und daB
die beiden folgenden Aussagen b) und c)
gelten!

b) Wenn ein Punkt P die Bedingungen (1)
und (2) erfillt, dann wird er durch die be-
schriebene Konstruktion erhalten.

¢) Wenn ein Punkt P durch die beschrie-
bene Konstruktion erhalten wird, dann er-
fiillt er die Bedingungen (1) und (2).

270734 Emmittle alle diejenigen geordne-
ten Paare (x;y) natiirlicher Zahlen x, y, fiir
die

x2+ xy + y? =49 gilt!

270735 In einem Dreieck ABC seien CD
und BE die Winkelhalbierenden von
% ACB bzw. X ABC. Der Schnittpunkt die-
ser Strecken CD, BE sei S. Wie uiblich be-
zeichne o die GroBe des Winkels 5 BAC.
Vorausgesetzt werde nun, daB der Winkel
4 BSD die GroBe 4o hat.

Weise nach, daB durch diese Vorausset-
zung die WinkelgréBe o eindeutig be-
stimmt ist, und ermittle o!

270736 In einem Dreieck ABC seien 4D,
BE und CF die drei Seitenhalbierenden.
Sie gehen bekanntlich durch einen ge-
meinsamen Punkt S.

Beweise, daB fir jedes Dreieck mit diesen
Bezeichnungen die Aussage gilt:

Alle sechs Dreiecke BDS, DCS, CES, EAS,
AFS, FBS haben denselben Flacheninhalt!

Olympiadeklasse 8

270831 Wihrend einer Kindergeburts-
tagsfeier spielt man , Geburtstagsdatum er-
raten“. Katrin, das Geburtstagskind, erklart
ihrem jeweiligen Spielpartner: ,Teile dein
Geburtstagsdatum auf in eine Tageszahl
und eine Monatszahl! (Mein heutiger Ge-
burtstag, der 24. Mai, wire z.B. aufzuteilen
in die Tageszahl 24 und die Monatszahl 5.)
Verdopple nun die Tageszahl deines Ge-
burtsdatums, addiere zum Ergebnis 7, mul-

tipliziere die Summe mit 50 und vermehre
das Produkt um die Monatszahl deines Ge-
burtsdatums !“

Nachdem das Ergebnis genannt wurde, war
Katrin in der Lage, das betreffende Ge-
burtsdatum zu nennen. Erkldre, durch wel-
che Uberlegung man das Geburtsdatum in
jedem Fall aus dem Ergebnis der von Ka-
trin geforderten Rechnung finden kann!

270832 Bei einem Schachturnier spielte
jeder der acht Teilnehmer gegen jeden an-
deren genau eine Partie; die von den ein-
zelnen Spielern erreichten Punktzahlen
waren samtlich voneinander verschieden.
Bernd, der den zweiten Platz belegte, ge-
wann so viele Punkte wie die vier Letztpla-
zierten zusammen.

Gerd wurde Dritter und Uwe belegte den
siebenten Platz.

Untersuche, ob aus diesen Voraussetzun-
gen eindeutig folgt, mit welchem Ergebnis
die Partie zwischen Gerd und Uwe endete!
Ist dies der Fall, dann gib das Ergebnis an!
Hinweis: Im Schachsport erhiélt der Spieler
fir einen Sieg 1 Punkt, spielt er unent-
schieden, bekommt er %Punkt. Fiir eine
Niederlage gibt es 0 Punkte.

270833 Es sei k ein Kreis, sein Mittel-
punkt sei M. Diesem Kreis sei ein spitz-
winkliges Dreieck ABC einbeschrieben, bei
dem fiir die GréBen o, § der Winkel
% BAC, % ABC vorausgesetzt werde, daB
o > P gilt. Im Dreieck ABC sei D der FuB3-
punkt der auf AB senkrechten H6he. Der
von C ausgehende Strahl durch M
schneide k in E.

Beweise, daB unter diesen Voraussetzun-
gen der Winkel xDCE stets die GroBe
o — B hat!

270834 Es sei ABM ein Kreissektor, fiir
den die Linge r=MA = MB gegeben ist
und der Zentriwinkel 3 AMB die GroBe
60° hat. Von einer Geraden g, die zu AB
parallel ist und die Strecken MA bzw. MB
in C bzw. D schneidet, sei bekannt, daB der
Umfang u, des Dreiecks MCD gleich dem
Umfang u, der Figur ABDC ist (siehe Bild).

A B

a) Ermittle unter dieser Voraussetzung die
Linge x = MC in Abhiingigkeit von r!

b) Die Linge r sei mit einer Genauigkeit
gemessen, bei der sich auf eine Dezimale
nach dem Komma genau r = 6,7 cm ergibt.
Femner sei zur Berechnung verwendet, da3
auf zwei Dezimalen nach dem Komma ge-
nau = 3,14 gilt.

Beweise, daB man daraus die Ldnge x (in
Zentimetern) auf eine Dezimale nach dem
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Komma genau durch Berechnung von
Schranken ermitteln kann! Wie lautet
diese Lingenangabe x?

270835 Eine quadratformige schachbrett-
artige Tabelle bestehe aus 15 mal 15 Fel-
dern. Eine der beiden Diagonalen des Qua-
drates sei d genannt.

In jedes der 225 Felder der Tabelle kann
eine der Zahlen 1 bis 15 so eingetragen
werden, daB die folgenden Forderungen (1)
und (2) erfiillt sind:

(1) Jede (waagerechte) Zeile enthilt jede
der 15 Zahlen genau einmal.

(2) Fiir je zwei Felder, die symmetrisch zu
d liegen, gilt: Die Zahlen in diesen zwei
Feldern sind einander gleich.

Fiir jede Eintragung kann man die Summe
aus denjenigen Zahlen bilden, die in den
fiinfzehn von der Diagonale d durchquer-
ten Feldern stehen.

Beweise, daB diese Summe durch die Vor-
aussetzungen (1), (2) eindeutig bestimmt
ist, und ermittle diese Summe!

270836 Es sei ABCDS eine gerade Pyra-
mide mit einem Quadrat ABCD als Grund-
fliche und S als Spitze. Der FuBpunkt der
Hohe dieser Pyramide sei E, ferner sei
a=AB und h =ES.
I. Zeichne ein Bild dieser Pyramide mit
den Maflen a = 6¢m, h = 8 cm in schriiger
1 .
7), wobei
die Strecke ES in wahrer Linge erscheinen
soll!
II. Auf der Strecke ES gibt es genau einen
Punkt P, fur den die (im Raum verlaufen-
den) Strecken AP und SP einander gleich-
lang sind.
Leite eine Moglichkeit her, in dem nach I.
hergestellten Bild der Pyramide ABCDS
den Bildpunkt dieses Punktes P zu kon-
struieren; beschreibe diese Konstruktion
und fiihre sie durch!
III. Die Linge a sei beliebig gegeben. Er-
mittle dann in Abhédngigkeit von a alle die-
jenigen Werte A, fir die sich (in der Pyra-
mide mit diesen MaBen q, &) ein Punkt P
auf ES finden ldBt, der die in II. genannte
Bedingung AP = SP erfiillt!

Parallelprojektion (a =45° q=

Olympiadeklasse 9

270931

a) Beweisen Sie, daB die Gleichung

x4 x4 x 13, = 1988 (€]
keine Losung (xy, x,,..., X19g7) besitzt, in
der alle Zahlen x;, x,, ..., X957 natiirliche
Zahlen sind!

b) Beweisen Sie, daB die Gleichung (1)
unendlich viele verschiedene Losungen be-
sitzt, in denen alle Zahlen ganze Zahlen
sind!

Dabei heiBen zwei Losungen (x;, X3, ...,
X1087) und (xj, x3, ..., X}sg;) genau dann
voneinander verschieden, wenn minde-
stens eine der Ungleichungen

Xp# X, X ¥ X5, ..., X1987 ¥ Xoa7

gilt.

270932

I. Untersuchen Sie, ob der folgende Satz

aligemein gilt: Wenn a, b, ¢, d reelle Zah-
len sind, fiir die
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b+0,b+c+0und b+d+0 gilt,
so folgt

aus £<a+c
b b+c
atd

stets auch i<
b " b+d’

II. Untersuchen Sie, ob der folgende Satz
allgemein gilt:

Wenn aq, b, ¢, d positive reelle Zahlen sind,
so folgt

aus £<a+c
b b+ec
a_4*d
stets auch b< bt d

270933 Es sei ABCD ein Sehnenviereck,
dessen Seiten AB und CD so gelegen sind,
daB sich die Verlingerung von AB iiber B
hinaus und die Verlingerung von DC iiber
C hinaus in einem Punkt T schneiden. Die
Winkelhalbierende des Winkels x ATD sei
h. Der Schnittpunkt der Diagonalen AC
und BD sei §; die Winkelhalbierende des
Winkels x ASD sei g.

Beweisen Sie: Aus diesen Voraussetzungen
folgt stets, daB g und h zueinander parallel
sind.

(Bemerkung: Auch in dem Speziaifall, da

g und £ in dieselbe Gerade fallen, werden-

sie als zueinander parallel bezeichnet.)

270934 Jens zeichnet auf ein Blatt Papier
einige Punkte, von denen keine drei auf
einer gemeinsamen Gerade liegen. Er ver-
bindet einige Male irgend zwei dieser
Punkte durch eine Strecke. Dabei kommt
es auch vor, da Punkte jeweils mit mehr
als einem anderen Punkt verbunden sind.

Dirk zdhlt nun die von jedem Punkt ausge-
henden Strecken und ermittelt dann die
Anzahl A aller derjenigen Punkte, von de-
nen jeweils eine ungerade Anzahl von
Strecken ausgeht.

Christa behauptet dann, ohne zu wissen,
wie viele Punkte Jens gezeichnet hat und
welche Punkte er mit welchen anderen ver-
bunden hat, die Anzah] 4 miisse in jedem
Fall eine gerade Zahl sein. Trifft das zu?

270935 Untersuchen Sie, ob es eine na-
tirliche Zahl n = 1 gibt, fir die
2n+2 4 322+1 eine Primzahl ist!

270936 Auf dem Arbeitsblatt ist das Bild
A'B'C'D'E'F'G'H’

eines Wiirfels ABCDEFGH bei einer schri-
gent Parallelprojektion gegeben. Diese ist so
gewihit, daB die Fliche ABFE ohne Ver-
zerrung in wahrer GréBe A'B'F'E’ er-
scheint.

a) Beweisen Sie die folgende Aussage:

Es gibt auf der Strecke EG genau einen
Punkt P, mit der Eigenschaft, daB die
Summe CP,+ P,F kleiner ist als die

H G
|
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e
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Summe CP + PF fur jeden anderen Punkt
P auf EG.

b) Leiten Sie eine Moglichkeit her, das
Bild P, dieses Punktes P, bei der Parallel-
projektion auf dem Arbeitsblatt zu konstru-
ieren! Fiihren Sie die Konstruktion durch!
Beschreiben Sie Ihre Konstruktion!
(Hinweis: CPy, PoF, CP, PF bezeichnen
Strecken im Raum, nicht ihre Bildstrecken
in der Zeichenebene.)

Olympiadeklasse 10

271031 Ermitteln Sie die Anzahl aller
derjenigen Paare (x;y), die die folgenden
Bedingungen (1) bis (4) erfillen!

(1) x und y sind dreistellige natiirliche
Zahlen.

(2) Die drei Ziffern von x sind sidmtlich
voneinander verschieden.

(3) Die drei Ziffern von x sind auch die
drei Ziffern von y, nur in anderer Reihen-
folge.

(4) Es gilt x —y=45.

271032 Es sei a eine gegebene positive
reelle Zahl. Von einer Funktion f, die fiir
alle reellen Zahlen x definiert ist, werde
vorausgesetzt, daB sie die folgenden Bedin-
gungen (1) und (2) erfullt:

(1) Fiir jede reelle Zahl x gilt
fx)+fix+a)y=1.

(2) Es gibt eine reelle Zahl ¢, so daB fir
alle reellen Zahlen x, die c<x=<c+aer-

fullen, f(x) > % gilt.

Beweisen Sie, daBl aus diesen Vorausset-
zungen stets folgt: Die Funktion f ist perio-
disch; es gibt eine kleinstmdgliche Periode
von f. Ermitteln Sie diese kleinstmdgliche
Periode von f1

(Hinweis: Eine Funktion f heiBt genau
dann periodisch, wenn es eine positive re-
elle Zahl p gibt, so daB fiir alle reellen Zah-
len x die Gleichung f(x + p) = f(x) gilt.
Ist das der Fall, so heif8t jede positive reelle
Zahl p, mit der dies gilt, eine Periode

von f.)

271033 Vier Kreise k,, k,, k; und k, mit
den Mittelpunkten M, bis M, und den Ra-
dien r, bis r, mogen so in einer Ebene E,
liegen, daB sich k,, k, und k; paarweise von
auBen beriihren. AuBerdem beriihrt k, die
Kreise k, und k; ebenfalls von auBen und
hat mit k, keinen Punkt gemeinsam.

Die Kreise seien die Grundflichen von vier
geraden Kreiskegeln mit den Hohen h, bis
h, und den Spitzen S, bis §,. Die Punkte
S1,-S, und S; mogen auf der gleichen Seite
von E; (d.h. im gleichen Halbraum beziig-
lich E)) liegen.

Folgende MaBe seien gegeben:
n=r=1lcm.rn=2cm, rn=3cm,
hy=1cm, h,=21cm, hy=4,6cm.

Nun sollen S, S, $3und S, in einer Ebene
E, liegen.

Wie groB muB dann h, sein?

271034 Emmitteln Sie alle diejenigen po-
sitiven rationalen Zahlen x, fiir die
1

2x =
x*=—
2

gilt!



271035 Es sei ABC ein Dreieck, der Mit-
telpunkt von 4B sei S, der Mittelpunkt von
CS sei M, der Schnittpunkt von BC mit der
Geraden durch 4 und M sei P.

Man beweise, dal unter diesen Vorausset-
zungen die Verhiltnisse BF:PC und
AM : MP eindeutig bestimmt sind, und er-
mittle diese Verhiltnisse.

271036 Eine Ebene E sei durch vertikale
und horizontale Geraden in Quadrate der
Seitenlinge 1 cm zerlegt. Diese Ebene soll
mit Rechtecken der Seitenlingen 1cm,
2 cm so ausgefiillt werden, daB folgende
Bedingungen erfiillt sind:

Kein Punkt der Ebene soll frei bleiben,
aber die Rechtecke diirfen sich auch nicht
gegenseitig Gberlappen.

Jede der obengenannten vertikalen und ho-
rizontalen, beliebig herausgegrifTfenen Ge-
raden zerlegt nur endlich viele der Recht-
ecke in kleinere Flichenstiicke.

]

Man untersuche, ob es moglich ist, diese
Bedingungen zu erfiillen.

Olympiadeklassen 11/12

271231 Man ermittle alle diejenigen reel-
len Zahlen x, die das folgende Unglei-
chungssystem (1), (2) erfiillen:

x*—6x2+8=<0, (1)
2x2-3x>0. )

271232 Ein Auto soll einen Rundkurs in
einem  vorgeschriebenen Umlaufsinn

durchfahren. Das zur Verfligung stehende
Benzin reicht genau zum einmaligen
Durchfahren des Kurses, wurde aber vorher
willkiirlich in eine Anzahl n = 1 von Kani-
stern verteilt, die ebenfalls willkiirlich
lings des Rundkurses aufgestellt sind. Der
Tank des A’utos ist zu Beginn leer und be-
sitzt ausreichendes Fassungsvermogen, um
beim Erreichen jedes Kanisters dessen
Benzin aufzunehmen.

Man beweise, daB es méglich ist, den Start-
punkt des Autos so zu wihlen, daB der
Kurs genau einmal durchfahren werden
kann. (Eventuelle Verluste beim Umfiillen,
Mehrverbrauch bei wiederholtem Anfahren
usw. sollen nicht beriicksichtigt werden.)

Von den nachstehenden Aufgaben
271233 A und 271233B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu lésen:

271233 A Man ermittle den gréBten Wert,
den der Flicheninhalt des Bildes eines be-
liebig im Raum liegenden Quaders Q mit

gegebenen Kantenlingen a, b, ¢ bei senk-
rechter Parallelprojektion auf eine Ebene
annehmen kann.

271233B Es sei f diejenige fur alle geord-
neten Paare (x,y) natiirlicher Zahlen x, y
definierte Funktion, die fur alle natiirli-
chen Zahlen x, y die folgenden Gleichun-
gen (1), (2), (3) erfiillt:

SO,y =y+l1,
f(x+1,0) = fix,1),

SO+ 1Ly+1) = f(xf(x+1,y)).
Man ermittle

a) den Funktionswert f(3, 3),

b) den Funktionswert f(4,2).
(Hinweis: Gegebenenfalls kann die Angabe
eines gesuchten Funktionswertes durch
einen rechnerischen Ausdruck mit konkret
angegebenen Rechenoperationen erfolgen,
wenn deren zahlenmiBige Ausfiihrung
ohne Rechenhilfsmittel eine zu lange Re-
chenzeit erfordern wiirde.)

1
@
3

271234 Man beweise fir jedes Dreieck
ABC: Bezeichnen wie iblich b, ¢, A, die
Lingen der Seiten AC, AB bzw. der auf BC
senkrechten Hohe und o« die GroBe des
Winkels 2 BAC, so gilt

h, = bc~cos—;. (0))

Man ermittle alle diejenigen Dreiecke
ABC, bei denen in (1) das Gleichheitszei-
chen gilt.

271235 Man ermitile alle diejenigen Tri-

pel (x,y, z) ganzer Zahlen, die die folgende

Gleichung (1) erfullen:
1243-(1 + yz)
=65-(xyz+ x+ z).

271236 Ein quadratisches Feld @ der Sei-
tenldinge 10 km ist von einem Wassergra-
ben u umgeben. Zur Bewisserung soll Q
durch Anlegen weiterer Griben g vollstin-
dig in rechteckige Teilfelder Fy, F,, ..., F,
zerlegt werden. (Die Breite der Grében
werde vernachldssigt; das Bild zeigt ein
Beispiel fiir eine solche Zerlegung.)
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Ferner werde gefordert, daB jeder Punkt
der Fliche Q nicht weiter als 100 m von
einem Wassergraben (u oder g) entfernt
ist.

a) Man beweise: Wenn diese Forderung
durch Griben g einer Gesamtlinge von L
Kilometern erflillt wird, so folgt stets
L =z480.

b) Man beweise, daB es einen kleinsten
Wert gibt, den L (bei Erfiillung der ge-
nannten Forderung) annehmen kann, und
ermittle diesen Wert.

Kriminalistischer
Spiirsinn
am Schachbrett

Das Schachspiel bietet uns auch die Mog-
lichkeit Probleme und Aufgaben in der
Kniffligkeit zu erweitern, die Verbindung
von mathematischer Logik und schachli-
cher Kombinatorik zu vertiefen. Als Loser
wird man veranlaBt, mit fast kriminalisti-
schem Spiirsinn zwingend logisch zu kom-
binieren, um die Losung korrekt zu bewei-
sen.

a b ¢ d e f g h

Im vorstehenden Diagramm sind 7 Schach-
figuren auf die Felder zu setzen, die mit
einer Ziffer gekennzeichnet sind. Die je-
weilige Ziffer besagt, daB die daraufste-
hende Figur diese Anzahl Moglichkeiten
zum Ziehen hitte. Von den 7 Schachfigu-
ren sind 3 weiB und 4 schwarz. Bei richti-
ger Aufstellung der gesuchten Figuren er-
gibt sich ein Zweiziiger (Matt in 2 Ziigen),
der zu l6sen ist!

H. Riidiger

Stark, B.
Schach macht Spaf3

Ein fréhliches Buch, mit dem Kinder
und Jugendliche das Schachspiel
erlernen kénnen

160 Seiten, 223 Diagramme
Bestell-Nr. 671668 8 Preis: 16,80 M

Karpow/Mazukewitsch

Stellungsbeurteilung und Plan

256 Seiten, 378 Diagramme
Bestell-Nr. 6716725 Preis: 14,00 M
beide Titel: Sportverlag, Berlin
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Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb

Heft 1/88

MaSm2874 AusS-x-y<6S5 folgt
x-y<13. Folgende Zahlenpaare erfiillen
die gegebene Ungleichung: ’

x| 111111111 1
y | 23456789 1011
x| 1 22223

y | 12 345 6 4
Ma S m 2875

Wir rechnen: 28 kin 7 = 196 km;

196 km + 28 km = 224 km;
224km:2=112km; 112km-3 =336 km
(Gesamtlinge der Reisestrecke).

Ma5m2876 Eine mogliche Ldsung ist
die folgende:
567 + 328 + 104 =999

Ma 5 m 2877 Wir stellen eine Tabelle auf:
Lebensalter von

Maik Isolde
gegenwairtig gegenwirtig
6 1
12 2
18 3
Maik Isolde
in 8 Jahren in 8 Jahren
14 9
20 10
26 11
Nur die zweite Zeile der Tabelle erfiillt die
Bedingungen. Maik ist gegenwirtig

12 Jahre, seine Schwester Isolde 2 Jahre
alt.

Ma 5m2878 1209600:(60-60-24)=14.
In 14 Tagen, also am 24. Mai, treffen sich
Walter und Rolf wieder.

Ma5®2879 Fiir den Buchstaben S
konnte die Ziffer 1 oder 2 eingesetzt wer-
den. Fiir S =1 gilt E = 3.

Es sei U=2, also M=6. Da 3-L weder
durch 16 noch durch 26 teilbar ist, entfallt
diese Moglichkeit.

Es sei U=4, also M=2. Dann miiBte

L =7 sein. Daraus folgt weiter P = 4, was
wegen U = 4 nicht moglich ist.

Es sei U=6, also M =8. Dann miiBte
L =9 sein. Daraus folgt weiter P = 8, was
wegen M = 8 nicht moglich ist.

Essei U=17, also M =1, was wegen S=1
nicht moglich ist.

Es sei U=8, also M =4, Dann miiBite
L = 4 sein, was wegen M = 4 nicht méglich
ist.

Es sei U=9, also M=7. Dann miiBte
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L =5 sein. Daraus folgt weiter P =6. Wir
erhalten folgende Lisung:

6591 + 6591 + 6591 =19773.

Fiir S =2 existiert keine weitere Losung,
wovon man sich bei gleichartigem systema-
tischem Vorgehen leicht iiberzeugen kann.

Ma 5w 2880
Mogliche Losungen sind die folgenden:

3:3+43-3=1,3+3+3:3= 7,
3:3+43:3=2,3-3-3:3= 8,
3-3-3-3=3,3-3+3-3=9,
3+43-3-3=5,3-3+3:3=10.
3+3+43-3=6,

Ma6wm2881 Aus (1) und (2) folgt: Elke
ist weder die Frau von Gerd, noch von
Thomas, noch von Sebastian. Folglich ist
Elke mit Alfred verheiratet.

Aus (4) folgt: Simone ist nicht Thomas
Frau. Aus (3) folgt: Die Frau von Thomas
heiBt nicht Monika. Folglich ist Ute mit
Thomas verheiratet.

Aus (4) folgt: Simone ist nicht die Frau
von Gerd. Folglich ist Monika mit Gerd
und Simone mit Sebastian verheiratet.

Gerd
Thomas Simone
Sebastian Alfred
Ute Elke
Monika

Ma6m2882 Das k.g.V. von 2, 3, 4, 5
und 6 ist 60. Folglich miissen es 60x + 1
oder 7y Schiiler sein. Nun gilt

7y=60x+ 1 und 300 < 60x + 1 < 400.
Von den Zahlen 301 und 361 ist nur 301
durch 7 teilbar. Deshalb gilt x =5 und

y=43. Im Ferienlager befinden sich
301 Schiiler.
Ma6m2883 Angenommen, es sind x

Giinse; dann gilt

x x
x+x+7+7+1—100,
11 99-4
T'x—99, == x=36.

Auf dem Teich schwammen 36 Giinse.

Ma 6 w2884 Die Primzahlen zwischen 10
und 20 lauten 11, 13, 17 und 19. Die Mut-
ter kénnte also, da sie 22 Jahre ilter als
Grit ist, 33 oder 35 oder 39 oder 41 Jahre
alt sein. Von diesen Zahlen ist nur 35
durch § teilbar. Die Mutter ist 35 Jahre,
der Vater 36 Jahre, Grit 13 Jahre, Katja
9 Jahre alt.

Ma 6 m 2885 Es gilt z = abba,

also ¢ = 2a + 2b.

Wegen 10a + b =2a + 2b gilt b = 8a.
Wegen 1 =a=9und 0 = b =9 existiert ge-
nau eine Losung, ndmlich a =1, also
b = 8. Die Telefonnummer lautet 1881.

Ma 6 m2886 Die quadratische Grund(la-
che des Bassins bestehe aus a® Kacheln.
Jede Seitenfliche hat dann 2-a Kacheln,
alle vier Seitenflichen also 8-a Kachein.

Nun gilt a*=8-a, also ¢ =8. Das Volu-
men des Bassins betrigt somit
V=a?-2=2a’=2-82Liter

= 128 Liter.

Na/Te6m416

Die Dichte von Blei betrigt 11,3 —2.
cm

Aufgabe kann nur durch inhaltliches L&-
sen gelost werden: Das Volumen betrigt
27 ml, das sind 27 cm? (vgl. LB Physik 6,
S.49). Wenn die Figur aus Blei vollstindig
wire, dann miiBie die Masse 305,1 g betra-
gen. Da die Masse geringer ist als die auf
der Waage bestimmten Masse, muB die Fi-
gur innen z.T. hohl sein. Die Massendiffe-
renz betrigt 26,6 g. Durch Uberlegung ge-
winnt mza. Der Hohlraum hat ein Volu-
men von 2 cm’

Ma7m2887 Dem abgebildeten
gramm ist folgendes zu entnehmen:
(10+x)+ (40 - x)+ x+ (30 - x)
+x+ 20~ x)+{x—10)=100,
also x + 90 =100, x=10.

Alle drei Ballspiclarten werden von 10 Sol-
daten ausg~itht,

FuBball

Dia-

Volleybali

Basketball

Ma7w2888 Verlingert man CD iiber D
hinaus, dann gilt nach dem AuBenwinkel-
satz fiir die Dreiecke ADC und BCD

(3 DAC+ 5 ACD) + (5 DCB + 5 CBD)
=4ADB. ¢

AN

[ N

A 8
Wegen X ACD + 5 DCB = x4 ACB ist damit
die Behauptung bewiesen.

Ma7®2889 ¢ =7min30s=450s;

t,=9min 30s = 570s; v,=v,—4%;

wegen s, = 5, gilt v, - £, =0, 15,
aiso 450-v, =570 (v, — 4),

m .
v = 19T, und somit

§=19-450 m = 8550 m. Der Tauerntunnel
hat eine Linge ven 8550 m.

Ma7m2890 Ein Rhombus ist zugleich
ein Trapez bzw. ein Parallelogramm, aber
kein Quadrat. Folglich handelt es sich bei
dem Viereck um einen Rhombus.
Ma 7 m 2891

1 x 1 51 12x 68
Aus 7 <77 <3 Tolet 554 <204 <204
also 51 < 12x < 68 und somit x = 5.

1

! 5
Deshalb gilt 4 < T < 3



Na/Tew 417 Durch inhaltliche Uberle-
gung gewinnt der Schiiler bei Anwendung
der Gleichung fiir die Hubarbeit und der
Umrechnung der Masse des Korpers in
seine Gewichtskraft: #=125m. Da der
Weg auf dem Brett 4mal so lang ist wie die
Hubhdhe, ist nur % der Kraft notwendig
bei Benutzung der Rampe.

Die Kraft betriigt also 500 N.

Na/Te7m418 Das Gesamtvolumen be-
trigt 3000 m>. Aus der verdringten Wasser-
masse ergibt sich, daB 2500 m* (b) einge-
taucht sind. Folglich sind 500 m’ iiber
Wasser (a).

Ma 8 m2892 Wir stellen eine Tabelle auf:

Familienmitglied Alter in Jahren
Roland x
Ulrich 2x
Mutter Tx
Ingrid y

Vor drei Jahren war Ingrid (y — 3) und Ro-
land (x — 3) Jahre alt.

Nach den Angaben der Aufgabe gilt
y—3=5(x—-3),dh y=5x-12

fir das jetzige Alter von Ingrid.

Wir rechnen:
x+2x+Tx+(5x—12)=63,
15x—12=63, 15x=175, x=5.

Roland ist 5, Ulrich 10, Ingrid 13 und die
Mutter 35 Jahre alt.

Die Probe bestitigt, daB die Aufgabe rich-
tig gelost wurde.

Ma8m2893 Aus g2 — b? =91 folgt
(@+b)(a—->b)=91=1-7-13.
Daraus folgt weiter

a+b=91 oder a+b=13

a—bh=1 a-b= 17
2a=92 2a=20
a =46, also a =10, also
b =45 = 3.

Die geordneten Paare [46;45] und [10;3]
erfiillen die gestellten Bedingungen; es gilt
462 —452=2116 — 2025 =91 und
10°-32=100-9=91.

Ma 8 w2894 Wir stellen eine Tabelle auf:

Platzziffer Anzahl der Punkte

4. x

4. x

S. x—2

2. 2(x—-2)+1 =2x-3
1. 20x—2)+1+8=2x+5
3. 2x—-2)+1-3=2x-6

Nach Addition der Punktzahlen erhilt
man 9x — 6 = 147 bzw. 9x =153,

d.h. x=17.

Es ergeben sich in geordneter Reihenfolge
nachstehende Punktzahlen

Platzziffer Anzahl der Punkte

o W N
g
o0

Die Probe bestitigt die Richtigkeit.

Ma 8 w2895 Dem Bild ist folgendes zu
entnehmen: AABE ~ ACDE, also

a_a .
¢:— =-—:aund somit a = 4c.

2 2
*Fiir den Fliacheninhalt des Trapezes gilt
deshalb
4 =—;—'a-(a+ c)=%-4c-(4c+ c)
=10c2. D ¢ C

Ma8wm2896 Es sei A;=a-b der Fli-
chenin@t des Rechtecks ABCD. Das von
D auf AC gefilite Lot habe den FuBpunkt
G_.ﬁ habe die Linge a, BC die Linge b,
AC die Linge d und DG die Linge h. Aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke AGD und
ACD folgt h:b=a:d, also h =—""1" . Fiir
den Flicheninhalt A, des Rechtecks ACEF
gilt dann a-b

Ay=d b Ay=d- == 4=a"b.

Folglich gilt A, = 4,, w.z.b.w. £

0 c
F ¢ h
b d b
5
A a 8

Na/Te8m419 Es sind x Lampen zu
75W und (45 — x) Lampen zu 40 W vor-
handen. Die Leistungsbilanz ergibt
x-TSW+ (45— x)-40W =2500W,

x = 20. Es sind 20 Lampen zu 75 W und 25
Lampen zu 40 W vorhanden.

Na/Te 8 m 420
Ges.: Linge des Drahtes / (in m)
Gegeben: Masse des Wassers m =200 g,
Temperaturerh6hung 4T = 90 K,
Zeit der Erwirmung ¢ = 3 min = 180s,
Wirmekapazitit des Wassers

J
c= 4,136g_—K, Spannung U =220V,
Spez. Widerst. des Drahtes
¢ =120Q mm?m (Tafelwerk),
Querschnitt des Drahtes 4 = 0,1 mm?,
Wirkungsgrad 7 = 90%.
Zur Erwirmung des Wassers sind
Q=c m-AT= 4,186+K~200g
X 90 K erforderlich.

Die unter Beriicksichtigung des Wirkungs-
grades erforderliche Wirme  betrigt

Q.= % Die notwendige Wirmeleistung
der Heizquelle betriigt
Q. 4,1861-200g-90K-10

Po= == K 18059

=465 % =465W.

Die Leistung mufl vom elektrischen Strom
aufgebracht werden:

2 .
Da Py=-ZL und R = QTI ist, gilt

R
U4
Pu=—r7
mm?-m
=202 V20,1 — - Py=P,
0*vE-0, 1,202 mm?-1 4t
Daraus
2202 ¥2-0,1 mm?-m
= 2 1=28,67
1200 mm- 465w ' |- B6Tm
Beachte: I1W=1V-1A 10=%!

Die Linge des Drahtes mufl etwa 8,7 m be-
tragen.

Ma9m2897 11°=1331=78-17+5;

113 148t bei Division durch 17 den Rest 5.
75=16807=988-17 + 11;

7% 14Bt bei Division durch 17 den Rest 11.
Somit 1Bt 11° + 7° bei Division durch 17
den Rest 5+ 11 =16, also (113 + 7%* den
Rest 167,

16 =65536 =13855-17 + 1; 16* 1iBt bei
Division durch 17 den Rest 1.
z=(113+7%% -1 4Bt deshalb bei Divi-
sion durch 17den Rest 1 — 1 =0, d.h. z ist
durch 17 teilbar.

Ma9m2898 Angenommen, auf dem
Parkplatz sind x Pkw vom Typ Wartburg, y
Pkw vom Typ Lada, also (y + 14) Pkw vom
Typ Trabant abgestellt;

dann gilt x +y+ (14 +y) =89,

also x+2y=75 mit x <y.

Daraus folgt x = 75 — 2y, wobei die Zahlen
x, y und (y + 14) Primzahlen sind.

Aus 75 -2y = xund x < y foigt
75-2y<y,3y>75, alsoy>25.

Aus 75 -2y >0 folgt 2y < 75, also
y=137. Also gilt y =29 oder y =31 oder
y=317

Fir y=31 und y =37 ist y-+ 14 nicht
Primzahl. Deshalb existiert genau eine Lo-
sung, nimlich

y=29, x=17, y+14=43.

Auf dem Parkplatz sind 17 Pkw vom Typ
Wartburg, 29 vom Typ Lada und 43 vom
Typ Trabant abgestellt.

Ma9m2899 In jedem Rhombus sind die
Diagonalen senkrecht zueinander und hal-
bieren einander. Sie zerlegen den Rhom-
bus in vier paarweise kongruente
rechtwinklige Dreiecke. In einem solchen
Dreieck finden wir die Beziehung
2 2

a’= (é) + (%) , wenn a die Linge einer
Seite, e bzw. f die Lingen der beiden Dia-
gonalen des Rhombus bezeichnen.

Wir formen die Gleichung dquivalent um
und erhalten

4
a2=% 4fl

bzw. 4a2=e2+ 2,
womit die Behauptung bewiesen ist.

Ma9m2900 4'=4 endet auf 4; 42=16
endet auf 6; 4° = 64 endet auf 4; 44 =256
endet auf 6; 42" mit n € N und n + 0 endet
auf 6; 42" * ! mit n € N endet auf 4. Es folgt:
4701 endet auf 4.

8! =8 endet auf 8; 82 =64 endet auf 4;
8% = 512 endet auf 2; 8* = 4096 endet auf 6;
85=132768 endet auf 8 usw. (5. 0.)
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g4-250 = g1000 gndet auf 6;
§1000. g3 = 81003 endet auf 6-2 = 12,
also auf 2.

Ma9m2901 Nach den Angaben in der
Aufgabe ist die Kiste 1 m lang, 20 cm breit
und 15 cm hoch.

Wenn der Stab in die Kiste passen soll,
dann darf er nicht linger sein als die
Raumdiagonale der quaderformigen Kiste.
Die Linge dieser Raumdiagonale kann
man mit zweimaliger Anwendung des Sat-
zes des Pythagoras berechnen oder ent-
nimmt der Zahlentafel die Formel
e=+4a?+ b2+ c?, wobei e die Linge der
Raumdiagonale des Quaders und a, b bzw.
¢ die Lingen der Quaderkanten bezeich-
nen. Man erhilt

e =4100% + 20 + 15% cm,

e=+10625 cm, e = 103,07 cm.

Der Metallstab paBt in diese Kiste nicht
hinein!

Na/Te 9m421
Ges.: Anzahl der Stehplitze x
Gegeben: Eigenmasse m, = 7000 kg,
Bremskraft F =62000N,
Anhalteweg s =40 m,

Anfangsgeschwindigkeit v = m

2 m

36 s’
Es wird zundchst die Bremsverzogerung a
berechnet:

2

2-5’
Die Gesamtmasse des Fahrzeuges
m=m,+42-75kg+ x-75kg.
Nach dem Newtonschen Grundgesetz
F = m-a ergibt sich eine Gleichung fiir x.
Es ergibt sich x = 30. Es kénnen also maxi-
mal 30 Personen stehend befordert werden,
wenn der geforderte Anhalteweg gewahrlei-
stet werden soll.

Na/Te9m422 Gegeben: /=85m,

,a=5m-s2.

vi=2:a's5, a=

b=12;t=2,5m, gw=%,

Figenmasse m, = 1750 t.

a) und b) haben die gleiche Losung, denn
nach dem Gesetz von Archimedes ist bei
einem schwimmenden Korper die Auf-
triebskraft so groB wie die Gewichtskraft
der verdriangten Fliissigkeit.

AuBerdem gilt: Bei einem schwimmenden
Kérper sind Auftriebskraft und Gewichts-
kraft gleich groB. Das einfahrende Schiff
verdringt so viel Wasser, wie seine Ge-
wichtskraft betrégt.

Der vollstindig mit Wasser gefiillte Trog
hat eine Masse m von

m=1-h-tpo,+m,
=85m-12m-2,5m~—11n—§+ 1750¢.

Das
m- 107 %

Die Hubkraft betrigt 43- 10N

Ma 10/12 2903 6° =216 endet auf 6.
2712 endet auf dieselbe Grundziffer wie
712 74 = 2401 endet auf 1, 7*" (n € N)
endet auf 1, 712 =743 endet auf 1. Somit
endet 27%2 auf 1.

107'8 endet auf dieselbe Grundziffer wie
718. 74-4 = 716 gndet auf 1, 7> = 49 endet

ergibt eine Gewichtskraft von
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auf 9, 718 = 716. 72 endet auf 1:9=9.
Somit endet 1078 auf 9.

311 =38.33. 34 = 8] endet auf 1, 38 =342
endet auf 1, 3° = 27 endet auf 7,

311 =138.33 endet auf1-7="1.

Also  endet  63-27'2.107'%-311  auf
6-1-9-7 =378, also auf 8.

Ma10/12 w2904 Es handelt sich um
einen zusammengesetzten Korper, und

zwar um zwei gerade dreiseitige Prismen.
Losungsmoglichkeit:

Ma10/12m 2905 a) Man denkt sich
einen beliebigen Punkt P im Innern dieses
100-Ecks und verbindet diesen mit allen
Eckpunkten, so da 100 Dreiecke entste-
hen, deren Innenwinkelsumme 100-180°
= 18000° betrigt. Subtrahiert man davon
die Summe aller Winkel mit dem Scheitel
P (360°), so erhilt man 17 640°.
In einem regelmiBigen 100-Eck sind alle
Innenwinkel gleich groB; die GroBe eines
Innenwinkels betrigt demnach
17640:100 = 176,4°. (In diesem 100-Eck
fallt der Punkt P mit dem Mittelpunkt des
Umkreises zusammen.)
b) Man zerlegt das n-Eck in n gleich-
schenklige paarweise kongruente Dreiecke,
deren Innenwinkelsumme die GroBe von
n+180° hat. Davon subtrahiert man die
Summe aller Winkel an den Spitzen der
gleichschenkligen Dreiecke (360°) und er-
halt
n-180°—360°=(n—2)-180°. Fir regel-
miBige n-Ecke ist nun noch durch die An-
zahl n der Ecken zu dividieren. so daB sich
fiir die GroBe o eines Innenwinkels ergibt:
(n—2)-180°
o =——
n
¢) Essei M der Mittelpunkt des Umkreises
des regelmiBigen 100-Ecks und Spitze
aller 100 gleichschenkligen Dreiecke. Jeder
Schenkel eines Dreiecks ist ein Radius des
Umbkreises. Fiir 'den Flacheninhalt dieses
100-Ecks gilt:
100-r®sin3,6°
— 5
Ajop =~ 13,1395 r2.
Der Flicheninhalt des Umkreises betrigt
Ay=mr?; Ay=~3,1416-r%.
Der Flicheninhalt des regelmiBigen
100-Ecks ist um etwa 0,07 % kleiner als der
des Umkreises.

Ma 10712 m 2906 Durch Probieren findet
man relativ leicht, daf
16-17-18-19=93024 ist, d. h.,

die vier gesuchten Zahlen sind 16, 17, 18
und 19.

Bezeichnet man die kleinste der vier Zah-
len mit x und das Produkt der vier aufein-
anderfolgenden natiirlichen Zahlen mit a,
so gilt allgemein

Ao =

a=x(x+1D(x+2)(x+3); xesNund

x +0. Wir nehmen nun die folgenden
dquivalenten Umformungen vor und erhal-
ten

a=x*+6x>+11x%+6x,
a+1=(x2+3x+1)?,

ya+1 =xt+3x+1,

\/a+ 1 +1,25=x%+3x+225,

Ya+1 +125=(x+1,5)7,
Yya+1+125 =x+15.

Es folgt nun

x=f(a)yya+1 +125 —-15.

An einer Probe zeigen wir auch, wie der
Einsatz des Taschenrechners hier beson-
ders rationell ist.

Es ist 88-89-90-91 = 64 144080.

Nach der Formel verfahren wir in folgen-
den Schriiten:

(1) 64144080 + 1 =64 144081;

(2) y64144081 = 8009;

(3) 8009 + 1,25 = 8010,25;

(4) y8010,25 =89,5;

(5) 89,5-1,5=288.

Die kleinste der vier Zahlen ist 88; die
Zahlen sind 88, 89, 90, 91.

Na/Te 10 m423 Ges.:Kapazitidt-C(inuF)
Gegeben: Pgen =20kW:
cosp = 0,75 — ¢ = 414°

n=0.8S f=50Hz
Aus P, und 5 ergibt sich dem Netz ent-
nommene  Wirkleistung P in W
P= Pmech

n
dem Netz

in VA, S=

. Aus P und cos¢ ergibt sich

entnommene Scheinleistung S
P

cosQ

Aus S und sin @ ergibt sich dem Netz ent-

nommene Blindleistung Q in var

Q= S-sing

tan
=P-tan @ = Ppech- "qJ.

Der Kondensator entnimmt dem Netz fol-
gende Blindleistung:

U? . _ 1
&=y -MitX=7777¢
Q(_: Ulzn-fc
Bei vollstindiger Kompensation ist Q = Q..
Daraus folgt
_ Q
¢ 2-m-fU?
S
C = 1365 uF (1F= 10--“’{—,).

Es ist ein Kondensator mit einer Kapazitit
von etwa 1400 uF parallel zu schalten.

. Werte eingesetzt:

Na/Te 10/12m424 Ges.: Weg s (in m)
Gegeben: Anfangsgeschwindigkeit

50 m T
= 36 < Endgeschwindigkeit
_8 m . _,m
Uy = 36 s Beschleunigung a = 3 R

Ist 7 die benoétigte Zeit zum Beschleunigen,
so gilt
2

s=v1-l+a-7, v,=v,+at
eingesetzt und umgeformt:
vl - vl

5= =50,15m. Es wird ein Weg

von etwa 50 m benotigt.



Losung zu: Springzahlriitsel

Man erhilt die folgenden drei magischen
Quadrate:

10 11 12 13

1012|813

1 2 3 14 15 16 17
6 |1 |8 14 |7 (112
4 5 6 18 19 j20 |21
ERE 15 6 1C |3
7 8 9 22 f23 24 |28
2 |9 {4 a9l s 6

26 [27 [2& [0 a0
24 (10 16} 2 |13

31 32 33 54 35

171 3]14[25] 6

36 [37 |38 (39 [40
15921 7118 4

41 [z |4r (a4 143

g 19| 57|11 |22

16 |47 48 49 <0

1112123 920

Losungen zu: Sprachecke

Ala Von welcher Mehrfachkreislinie,
dargestellt in der Zeichnung, ist die
Summe der Lingen groBer - der oberen
oder der unteren?
Liosung: Sind v und v die Lingen der
Durchmesser der beiden nach oben ge-
wolbten Halbkreise und w, x, y, z die der
nach unten gewdlbten, so ist die Summe
der Lingen der oberen Halbkreisbogen
_n..m

3‘1—711 ¥ —2"1)—7(11'*' v)

und die der unleren

R S S S
ERE) 2 2777

s
=7(w+x+_v+z).

Da laut Zeichnung
u+v=w+x+y+z=A4B ist, [olgt

f( —
§) =8, = 7AB.
Beide Summen sind somit gleich groB.

A2A Ap einer Kreuzung steht die Ver-
kehrsampel fur 50s auf ,Grin“, 5s auf
,Gelb* und 30s auf ,Rot“. Um 7 Uhr
schaltet die Ampel auf ,.Grin“. Wie ofl
steht die Ampel zwischen 7 Uhr und
19 Uhr auf ,,Grin“?

Losung: In den 43200 Sexunden zwischen
7 Uhr und 19 Uhr wird der Zyklus ,,Griin -
Gelb — Rot — Gelb“, der insgesamt 90 Se-
kunden dauert, 480mal geschaltet, d. h.
»Griin“ wird von der Ampel auch 480mal
angezeigt (43200:90 = 480).

A3a Es seien a, b, ¢, d vier positive
ganze Zahlen, fir die gilt: ab = cd. Es ist
zu beweisen, daB a + b + ¢ + d keine Prim-
zahl ist.

Lésung: Es gilt:
a(a+b+c+d)y=a*+ab+ac+ ad
=a’+cd+actad=(a+c)(a+d)
Wenn a+ b+ ¢+ d eine Primzahl wire,
dann miiBte sie entweder ein Faktor von
(a + c¢) oder (a + d) sein. Das ist aber nicht
moglich, da a + b + ¢ + d groBer als jeder
dieser Terme ist. Daraus folgt das Ergebnis.

A4 a Wir betrachten ein Quadrat mit der
Seitenldnge 4. In seine vier Ecken be-
schreiben wir vier Kreise des Radius 1 so
ein, wie es im Bild gezeigt ist. Nun fiigen
wir einen Kreis mit Zentrum im Schnitt-

punkt der Diagonalen hinzu, der die vier
einbeschriebenen Kreise beriihrt. Berechne
seinen Radius!

Lésung: Wir betrachten eine Diagonale des
Quadrates. Thre Linge setzt sich aus vier
Radien der Kreise in den Ecken und aus
vier Radien des Zentrumkreises zusam-
men.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

A2+ 4= r+ 4.

Alsoist r=y2 + 1.

Losungen zu: Ferienmagazin

Titelblatt (S.1)

102 + 923 = 1025 oder 106 + 962 = 1068 .
268 + 805 = 1073 oder 943 + 325 = 1268.
1-9+8+8=8.

Beobachtungstest (S.2)
Ein Baustein G blieb {ibrig.

Konkret (S.3)

1. Auf dem ersten Busch saBen vier, auf
dem zweilen 12 Spatzen.

2. Erst 3 Liter in den S-Liter-Topf; dann
aus dem wieder gefiiliten 3-Liter-Topf den
S-Liter-Topf fiillen; bleibt in dem 3-Liter-
Topf ein Liter zurick. Nun den S5-Liter-
Topf ausgiefen und den im 3-Liter-Topf
verbliebenen Rest hineinschiitten; dann
nochmals 3 Liter hinzugeben. Damit befin-
den sich im S-Liter-Topf genau vier Liter.
3. Der Abstand betriagt 450 m, die sich re-
gelmidBig auf neun Zwischenrdume vertei-
len.

4. Ein Kohlkopf wird aus dem Korb
.WeiBkohl/Rotkohl* entnommen. Ist es
Rotkohl, so ist das andere ebenfalls ein
Rotkohlkopf (Beschriftung stimmt ja nicht
mehr). In dem Rotkohlkorb ist dann der
Weilkoh!l und im WeiBkohlkorb Weikohl
und Rotkohl. (Ist der zuerst herausgenom-
mene Kohl weiBl, muB man entsprechend
liberlegen.)

Spiele mit Holzchen (S. 4)
1 — —l 2.

o [m+n=v ] vi-um=m]|
[Vi—i=v [ v+iv=1ix]

Kiirzeste Wege (S.5)

1. Monika hat die Wahl zwischen 10 We-
gen, die alle gleich kurz smd

.W-C-S§; 2. W-

;2. B-
S; 4. W-
F-K-S
S 8. W-
1-5; 10.
. Eine moégliche Losung (emfachste Lo-
sung): 0—o—o—o
0—0—0
0—0—0—0

»

F-G-
-B-K- A-G-
-A-E- ;6. W-
-D-G- D-F-
-D-E- W-H-

Die interessante Sieben (S.6)
Die Lésung sei dem Leser selbst iiberlas-
sen.

aufgepaBt — mitgemacht (S.7)
1.

i

l

2. Die Teile 3 und 4 sind deckungsgleich.
Abstrakt (S. 8)

60 _
1. 80=x+ To0 X X< S0.

Die beiden Teile sind 30 und 50.
3 300

2. = > 3 -100 = . 50.

Die Zahl heiBt 50.

3. 1988 + x =2000; x=12.

Die zweistellige Zahl heiBt 12.

4. 9+99 + 999 — 1000 = 107.

Die Eiche ist 107 Jahre alt.

Weillt du es? (S.9)

1. Waagerecht:
14:2=7,9-1=8; 5-3=15
2. 19:14=266; 51:17=13;
249 + 41 =290; 81 -22 =159,
400; 94; 618.

Ein Blick in die Praxis (S. 10)

1. Marie-Luise erhielt vier S-Pfennig-
Stiicke, acht 10-Pfennig-Stiicke und acht
Miinzen zu S0 Pfennig.

2. Die Hohe des Baumes verhill sich zur
Lidnge des Schattens wie der Stab zu sei-
nem Schatten. also wie 3:2. Demnach ist
der Baum 15 Meter hoch.

3. 18 Apfel waren vorhanden, 7 sollten als
Belohnung verschenkt werden,

X X
denn7—2—?+1, x=18.

4. Die groBen Pidckchen wiegen je 500 g,
die kleinen je 300 g.

Lustige Zahlenspielereien (S.11)
1.3-3:3-3:3=1;
3-33:33=2:3+3+3-3=13;
3I+(3:3)+3:=5;
(3-3+3-3):3=6; 33-3):3-3=17:

34343-(3:3)=8: .
3+3+43+3-3=9.
.11 1+1+1
T i R A R
747 7.7-7
S=7-5 6=
7-7 7477
7=7 8=
747
9=7+ 7
2 2222+2~2<2 %) =100
3\ 3
3'3(3'34’3—?)*'—3' = 100
4-44—4(4 4+4—7> = 100
66+66-21% 16 _6=100
77+7+7+%=1oo
999 99
-2 499 = 100

alpha, Berlin 22 (1988) 3 - 6¢



Irrgarten (S.12)

Wie viele Flachen siehst du? (S.13)

1. Die Figur enthilt 6 Quadrate und
20 Dreiecke.

2. Es liegen 10 Dreiecke iibereinander.

Suchbild (S.14) -
Die Losung sei dem Leser selbst iiberlas-
sen.

Abstrakt (S.15)

1. Ein Produkt zweier zweistelliger Zahlen

muB drei- oder vierstellig sein. So kommen

nur 5555 oder 555 in Frage.

Ersteres entféllt, denn 5555 = 55-101.

Es bleibt 555. Die einzige mogliche Kom-

bination zweistelliger Faktoren ist

555=15-37.

2. a+b=10; 2(10a+b)—1=10b + a;
a=3; b=17.

70 . .
LgXS 420; x =30. Die Zahl ist 30.
Ix+4x=21; x=3.

Ix—=27=4x; x=9.
.a*+(@+1)?=61; a*+a=130;

2
<a+l) =12—1; a=5;b=6.

2 4

Kryptarithmetik (S. 16)

1. waagerecht: 3+4):1=7;
2:5—-4=6; (1-3)+5=8.
2.24+30=54; 7-4=128
oder 7-3=21; 36:9=4
oder 32:8=4; 49-9=40.

Die Aufgaben zu diesem Heft
entstammen der Sammiung von
J.Lehmann, Leipzig; Dr. R.Mildner,
Leipzig (S.1, 2 Aufg.); L. Penikowa, Prag
(8.1); Fiiles, Budapest (S.2, S.12); Frosi,
Berlin (S.7, S.13 je 1 Aufg.); NBI, Berlin
(S.14); Vignette aus Wurzel, Jena (S.14).

Losungen zu: Angaben

ausreichend fiir Eindeutigkeit?

Heft 1/88

Ala Die zweistellige Zahl sei z.

Dann lautet die sechsstellige Zahl
zz+1z+2,d.h.

z-10000 +(z+ 1) 100+ (z + 2)

=10101z + 102. Da ein Divisor z ist, muBl
jeder Summand durch z teilbar sein. We-
gen 102 =2-3-17 kann z nur 17, 34 oder
51 sein. Da die sechsstellige Zahl halbiert
wurde, ist nur 34 moglich. Sie lautet also
343 536. (Die Hilfte dividiert durch 68 er-
gibt 2526, das sind wieder zwei aufeinan-
derfolgende und nebeneinandergeschrie-
bene zweistellige Zahlen.)

A2 A Die Bildungsvorschrift der finf
Zahlen ist a, 2u, 6a, 18a, 54a, a€e N,
10 =a=99. Die Zahl mit den gleichen
Ziffern ist hochstens vierstellig.
(1) Bei vier gleichen Ziffern gilt
1111-x=11-101"x, (x=1,2, ..., 9). Da

70 . alpha, Berlin 22 (1988) 3

101 Primzahl, muB3 a Vielfaches von 101
sein (Widerspruch zur Voraussetzung).

(2) Bei drei gleichen Ziffern gilt
111'x=3:37-x,(x=1, 2, ..., 9). Da 37
Primzahl ist, kann a, = 37, a, = 74 gelten.
a, entfdllt wegen 37, 74, 222, 666, ... (Wi-
derspruch zur Voraussetzung). Jedoch 74,
148, 444, 1332, 3996 erfiilit alle Bedingun-
gen.

(3) Bei zwei gleichen Ziffern hitte auch die
erste Zahl (wegen 11-x) gleiche Ziffern
(Widerspruch zur Voraussetzung). Somit
ist die in (2) angegebene Folge die einzige
Moglichkeit.

Losung zu: Eine harte NuB§
Heft 1/88
Es gelte die Ungleichung
Bx? sx+1 )
———=x .
(W1+3x-1)°
Der linke Term von (1) ist offenbar nur de-
finiert fir

x;—?

)]

und x#0. 3)
Fiir alle x, die (2) und (3) erfiillen, miissen
dann weiterhin die folgenden untereinan-
der dquivalenten Ungleichungen gelten:

3Ix2(Y1+3x +1)° -
W1+3x-1)'(1+3x+1)

(V1+3x+1)’=3x+3,

24y1+3x =1,

x+1,

X8 =

4)
Nach (2), (3) und (4) ist die Ungleichung

(1) somit fiir alle x mit ——l—g x= ") er-
. k] 4
fiillt.
Losungen zu: Schachecke
Heft 1/88
1. Lc1-b2 LbS5-c4; 2. Lbl-c2
3. Lb2-d4 Lc4-a2; 4. Lc2-d3
5. Ld1-a4 La5-d2; 6. Lad-b5
7. Ld4—c3 La2-b3; 8. Ld3-bl
9. Lc3-a5 Lb3-d1; 10. Lal-c3
11. Lb5-d3 Lcl-a3; 12. Le3-d2
13. Ld3-c4 La3-b2; 14. Lbl-a2
15. Ld2-b4 Lad-c2; 16. Lc4-bS
17. La2-d5 Ld4-al; 18. Lbd—c5
Heft 2/88
Bei der abgebildeten Turmwanderung wer-
den 57 gerade Wegstrecken (Ziige) bené-
tigt. Keine andere Turmwanderung kann
diese Anzahl iibertreffen.

Lc5-b4;
Lb4~a3;
Ld2-cl;
La3-c5;
LdS-b3;
Lb3-a4;
LcS5-d4;
Lb2-cl;
Lc2-b1.

7

Heft 3/88

WeiB: Kf7, Dg3, Sf8.

Schwarz: Kh5, Lf6, Be7, hé.

Die Losung dieses Zweiziigers von Klaus-
Peter Zuncke lautet:

1.Se6 Le5/LgS 2.Dh3/Sg7 matt.

Lésungen zu: Der Kreisklub Mathematik
Halle-Siid stellt sich vor
Heft 1/88

BASIC-Befehle im Pfiffikus
CLOAD, IF THEN

Detektiv Schniiffel kldrt auf
Rudi Reich:

10 CLS:Z=0

20 FOR A=0 TO 50

39 FOR B=6 TO 25

40 FOR C=gTO 18

50 FOR D=@ TO 5

60 FOR E=0 TO 2

70 T=A¥1+B¥2+C¥%5+D¥%10
+E*28
80 IF T=50 THEN Z=Z+1

99 NEXTE,D,C, B, A

109 PRINT “Es gibt”; Z; “Moglich-
keiten.”
116 END
1
rE— H

Sz

s

Laufzeit rund 1 h und 43 min.
Es gibt wirklich 450 Moglichkeiten, Rudi
hat die Wahrheit gesagt.
Steffen Stiirz:

18 CLS

20 FOR X=0 TO 16006 STEP 500

30 T1=X/25

40 S$2=SQR( (16000 — X)*(16000—X)

+ 10080%10000)

5@ T2=S82/18:T=T1+T2

60 MI=INT(T/60)

79 SE=T—-MI*60

80 PRINT X; “m”, MI; “min”; SE; “s”

99 NEXT X
100 END
Mit diesem Programm erhidlt man bei
x = 11500 m die kiirzeste Zeit von 25 min
56,6 s. Untersucht man nun das Intervall
11000 = x=12000 mit der Schritt-
weite 50, erhidlt man bei 11 650 als kiirzeste
Zeit 25 min 56,5s. Man konnte das Inter-
vall weiter verkleinern, aber Stiirz hat of-
fensichtlich die Wahrheit gesagt.
Peter Primel:

19 CLS

20 G=15

30 wW=3

40 G=GtW

58 PRINT 1, G

60 FOR T=2TO 84

70 W=W¥0.9

80 G=G+W

90 PRINTT, G
NEXT T
END
Die GroBe nach 84 Tagen betrug nur
knapp 45 cm. Peter Primel hatte gelogen!



Konstruktion
von
Sonnenuhren

Sonnenuhren dienten unseren Vorfahren
jahrhundertelang als Zeitmesser. Sie nut-
zen die Bewegung der Erde und ihren Um-
lauf um die Sonne. Noch vorhandene Son-
nenuhren aus fritherer Zeit sind wichtige
Kultur-Dokumente, Sonnenuhren unserer
Zeit halten die Tradition aufrecht und sind
Schmuckelemente fiir Gebdude, Girten
und Parkanlagen. Seit es elektronische Ta-
schenrechner gibt, ist die Berechnung von
Sonnenuhren bedeutend einfacher gewor-
den und fir mathematische Arbeitsge-
meinschaften gut geeignet. Das liegt aber
nicht daran, dal die Berechnung schneller
geht, sondern weil mit Formeln gerechnet
wird, wahrend friither zeichnerische Kon-
struktionen iiblich waren. AuBlerdem lie-
fern die Formeln Strecken, wihrend mit
den Zeichnungen Winkel hergestellt wer-
den.

Ein weiterer Vorteil der hier vorgestellten
Konstruktionsweise besteht darin, daB von
vombherein eine Einheitsstrecke, in der Re-
gel die Mittagslinie, festgelegt wird. Wenn
diese Einheitsstrecke im Nenner steht, fillt
sie weg, und der Zihler eines tan bleibt als
Tangentenstrecke ibrig. Dadurch werden
dann auch weitere Formeln einfacher und
iibersichtlicher. SchlieBlich kann ein sol-
ches, auf eine -Einheitsstrecke bezogenes
Zifferblatt als dhnliche Figur durch Multi-
plikation aller Strecken mit demselben
Faktor auf diejenige GroBe gebracht wer-
den, die fur die Sonnenuhr geplant ist.
Winkel bleiben bei solchen MaBstabsinde-
rungen unverdndert.

Vertikale Sonnenuhr
Bonifatiuskirche S6mmerda, 1502

Die hiufigsten Sonnenuhr-Typen

1. Horizontale Sonnenuhr (Hor. SU)
Zifferblatt in der Horizontebene; Schatten-
stab zeigt oben nach dem Himmelsnord-
pol; Stundenlinien sind nach 12 Uhr zu-
sammengedringt; Stunden lahfeq, rechts
herum

2. Vertikal-Siid Sonnenuhr (Vert. SU)
Wand ist genau nach Siid gerichtet; Schat-
tenstab zeigt unten nach dem Himmels-
Siidpol bzw. rickwirts hinter der Wand
nach dem Himmels-Nordpol; Stunden-
linien sind nach 12 Uhr zusammenge-
dringt; Stunden laufen links herum

3. Vertikal-abweichende Sonnenuhr

(Abw. SU)

Wand weicht von der Siidrichtung ab;
Schattenstab zeigt beim Blick auf die
Wand seitwirts abwirts; Mittagslinie je-
doch genau senkrecht; Stundenlinien sind
nach der Substilaren (Linie unter dem
Schattenstab) zusammengedringt. Diese
SU ist formelmiBig interessant!

4. Polare Sonnenuhr (Pol. SU)

Wand genau nach Ost oder West gerichtet;
Schattenstab in einem bestimmten Ab-
stand parallel zur Wand abgestiitzt, parallel
zur Erdachse, zeigt oben nach dem Him-
mels-Nordpol; Stundenlinien parallel zu-
einander und zum Schattenstab

5. Aquatoriale Sonnenuhr (Aqu. SU)
Schattenstab parallel zur Erdachse zeigt
nach dem Himmels-Nordpol; Zifferblatt
bzw. Stundenringebene steht senkrecht auf
dem Schattenstab, liegt also parallel zur
Aquatorebene; Stundenlinien, Stunden-
punkte gleichmiBig (15° voneinander) ver-
teilt

Horizontale
und Vertikal-Siid Sonnenuhr

Diese beiden Sonnenuhr-Typen konnen
zusammengefaBt werden (Bild 1), zumal
der folgende Satz gilt:

Bild 1 :
9 10 M R 13 A
H M

Horizontale
Sonnenuhr

Fl- >
Zifferblatt und v
Schattenstab- 0
dreieck (grau, ]
zur Seite S oben
geklappt) 0

N'-y

Vertikale
Sonnenuhr

B

H M Aqu

9 0 # 1 13 unten

Eine Hor. SU auf der geographischen Breite ¢
hat dasselbe Zifferblatt wie eine Vert. SU auf
der Breite (90°— ). Auf der Breite 45° haben
also beide dasselbe Zifferblartt. Lediglich in der
Beschriftung der Stunden unterscheidet sich
die Hor. SU (rechts herum) von der Vert. SU
(links herum).
Bei der Hor.SU, Vert. SU und auch bei der
Abw. SU gehen der Schattenstab und alle
Stundenlinien vom Koordinatensprung 0
aus. Es sind zu berechnen:
1. Schattenstab (Linge und Richtung)
2. Zifferblatt (Richtung der Stundenli-
nien)
Schattenstab
Seine Linge OC und der Erhebungswinkel
werden nach den Formeln fir das Schat-
tenstabdreieck (Bild 1) berechnet, wobei
sich der Erhebungswinkel bei O aus den
rechtwinkligen Dreiecken OCF oder OCM
ergibt. Eine Kontrolle der berechneten
Werte wird in beiden Fillen mit dem Satz
des Pythagoras vorgenommen.

OF?+ FC2=0C*?

OC2+CM2=1
Der Schattenstab-Endpunkt C ist nur fiir die
Berechnung nétig. In der Ausfiihrung muB
der Schattenstab etwa ein Drittel linger ge-
macht werden, damit der Schatten bei der
Hor. SU im Sommer, bei der Vert. SU im
Winter geniigend lang wird.

Zifferblatt

Der Konstruktion liegt folgender Gedan-
kengang zugrunde: Am 21. Mirz lauft der
vom Schattenstab-Endpunkt C erzeugte
Schattenpunkt von morgens bis abends auf
einer Geraden, der Aquinoktiallinie Aqu,
entlang und trifft um 12 Uhr WOZ auf den
Mittagspunkt M. (Die Abkiirzungen sind
am Ende des Beitrags erklirt.) Auf dieser
Aqu werden die Stundenpunkte H bezeich-
net, indem ihre Abstinde MH (die Tangen-
tenstrecken t) berechnet werden. Zur Her-
stellung des Zifferblattes brauchen dann
nur noch die Stundenlinien von O zu die-
sen Stundenpunkten gezogen zu werden.
Zu Anfang wird die Mittagslinie OM = 1
hingelegt. Durch M wird Aqu senkrecht
nach beiden Seiten gezogen. Wenn die
Tangentenstrecken ¢ von M aus abgetragen
werden, sind die Werte von ¢ in der Nihe
von M noch kleiner als 1; schlieBlich wer-
den sie groBer als 1 und dann so groB, daB
sie sich nicht mehr zeichnen lassen. Des-
halb werden zwischen der Mittagslinie und
Aqu auf beiden Seiten Einheitsquadrate
OMO'M’ angelegt (Bild 2). Tangentenstrek-
ken MH = ¢ < 1 werden dann auf MO’ von
M aus, solche mit ¢t>1 - entsprechend
dem folgenden Satz — auf MO’ von M’ aus
als M'H abgetragen. So ist eine genaue

Bild 2
Mittagslinie OM und Einheitsquadrate
M 1 0 1 M
1
. 1 1
H
/ Aqu 1 g
H o' H M H 1
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Konstruktion auf kleinstem Raum mog-
lich.
Satz: Wenn in einem Quadrat MOM' O’ eine
Seite (z. B. MO’) iiber O' hinaus verldngert
wird, so ist, wenn der von O nach H ausge-
hende Strahl die Strecke O'M" in H' schnei-
det. die Strecke M'H’" gleich dem reziproken
Wert von MH
MY 1

MH = A

Man beweise diesen Satz!

oben

Bild 3 unten

Vertikale Sonnenuhr an einer Siidwand,
konstruiert fur etwa 11° dstliche Linge
—— Anzeige in wahrer Zonenzeit
———— Anzeige in wahrer Ortszeit

Tangentenstrecken-Tabelle

Das Ausrechnen der Tangentenstrecken
t = MH geschieht in einer Tabelle (Tab. 1),
die so viele Spalten enthilt, wie Stunden-
punkte bzw. -linien gewiinscht werden.
Die erste Zeile der Tabelle enthilt die Uhr-
zeiten, die zweite Zeile die zugehorigen
dquatorialen Stundenwinkel T, die 15° je
Stunde betragen.

Abklirzungen

SU Sonnenuhr

Zbl  Zifferblatt

(6] Koordinatenursprung = Ausgangs-

punkt fiir Stundenlinien

und Schattenstab
M Mittagspunkt
OM  Mittagslinie = Einheitsstrecke
Aqu Aquinoktiallinie
H Stundenpunkte (lat. hora) °
Stl  Stundenlinie OH
Zgl  Zeitgleichung
WOZ Wahre Ortszeit
WZZ Wahre Zonenzeit
Hor. SU Horizontale Sonnenuhr
Vert. SU Vertikal-Siid-Sonnenuhr
Abw. SU Abweichende Vert. Sonnenuhr
Pol. SU Polare Sonnenuhr
Aqu. SU Agquatoriale Sonnenuhr
@ Geographische Breite
A Geographische Linge
42 Lingengrad-Fehler

T Stundenwinkel (diquatorparallel)
7(A) Zonen-Stundenwinkel

t Tangentenstrecke auf Aqu

t(A) Zonen-Tangentenstrecke

To Stundenlinienwinkel bei O
7o (1) Zonen-Stundenlinienwinkel
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Ubergang von der WOZ

zur Zonenzeit

Alle grundsitzlichen SU-Probleme werden
in WOZ betrachtet und entwickelt. Erst
wenn die endgiiltise Anzeige bevorsteht,
wird der Ubergang in Zonenzeit vorgenom-
men, denn die SU soll ja eine einigerma-
Ben richtige Zeit anzeigen.

Die WOZ hat zwei Fehler: den Lingen-
gradfehler A1 und die Zeitgleichung Zg|.
Der Lingengradfehler 148t sich leicht aus-
schalten; dabei geht die Ortszeit in die Zo-
nenzeit lber, aber beides sind noch wahre
Zeiten. Durch die Zeitgleichung geht eine
wahre Zeit in eine mittlere liber, z.B. in die
MEZ. Die Zgl. 1Bt sich aber — auBer mit
ganz besonderen Mitteln - bei Sonnenuh-
ren nicht ausschalten. Bei SU bleibt es also
bei der (wenig bekannten) wahren Zonen-
zeit, und dieser Ubergang wird in der drit-
ten Zeile vollzogen, indem der Lingen-
gradfehler zum Stundenwinkel zugezihlt
wird. Es entsteht der Zonen-Stundenwinkel
7(A): dabei sind die Vorzeichen zu beach-
ten (in Tabelle 1, Zeile 3). Die Stunden-
winke! 7 sind vormittags negativ, und der
Lingengradfehler 44 st westlich des
15. Lingengrades — und das gilt fast fiir die
ganze DDR - negativ und umgekehrt. Alle
GroBen, die in diese Zonenzeit umgerech-
net sind, werden durch die Klammer (4)
gekennzeichnet und erhalten den Zusatz
Zonen-. Das gilt fir den Zonen-Stunden-
winkel 7(4) sowie fir die Zonen-Tangen-
tenstrecken t(4), die in Zeile 4 nach der
Formel umgerechnet werden.

Es folgen einige Eigenschaften dieser bei-
den Sonnenuhr-Typen, die zum Teil aus
Zeile 4 des Beispiels in Tabelle 2 hervorge-
hen.

1. Die Mittagslinie muBl
Nord-Siid oder senkrecht
sein.

2. Die 12-Uhr-Stundenlinie liegt bei SU.
die Zonenzeit anzeigen. seitlich von der
Mittagslinie, und zwar ist sie bei SU, die
sich westlich von 15° 6stlicher Lange befin-
den, in Richtung 11 Uhr verschoben. Das
ist das Erkennungsmerkmal, wie eine Son-
nenuhr berechnet und ob sie richtig ange-
bracht worden ist. ’

3. Stundenlinien, die sich um 12 Stunden
unterscheiden, sind die riickwirtig geradli-
nigen Verlingerungen voneinander.

4. Stundenlinien, die sich nur um sechs
Stunden unterscheiden, z.B. 6 bzw. 18 Uhr
gegeniiber 12 Uhr, stehen bei Anzeige in
Zonenzeit nicht genau senkrecht aufeinan-
der.

5. Nordlich von 45° Breite sind die Stun-
denlinien bei Vert. SU stirker nach 12 Uhr
zusammengedringt als bei Hor. SU. Siid-
lich von 45° ist es umgekehrt.

6. Wenn die Stunden der Sommerzeit an-
gezeigt werden sollen, kann dies nur durch
Doppel- oder Umbeschriftung geschehen.
Es wire falsch, sowohl die Zonenzeit als
auch die Sommerzeit durch Drehen des
Zifferblattes oder gar durch Biegen des
Schattenstabes erreichen zu wollen.

7. Auf dem endgiiltigen Zifferblatt sollen
auch die Stundenlinien etwa ein Drittel
iiber Aqu hinaus verlingert werden. AuBer-

stets genau
ausgerichtet

dem brauchen die Mittagslinie, die Aqu,
die Stundenpunkte H sowie der Punkt C
des Schattenstabes auf dem Zifferblatt
nicht zu erscheinen. Lediglich der Mittags-
punkt M sollte angedeutet werden, damit
eine Kontrolle der Anbringung jederzeit
moglich ist.

H . Vilkner

Vertikale Sonnenuhr
Bleicherode, vor 1500

Horizontale Sonnenuhr
auf der Promenade von Heringsdorf

-

Aquatorial-Sonnenuhr
Elterlein/Erzgebirge




Tabelle 1: Tangentenstrecken

10

1. Uhrzeit 9 10% 11 12 13 Uhr
2. Stundenwinkel 7 -45 -30 -22,5 -15 0 15 Grad
3. Zonen-Stundenwinkel 7(4) vormittags nachmittags
westl. 15° —|z|— 44| 7— | 44|
ostl. 15° = |7} + 44 T+ 44
4. Zonen-Tangentenstrecke (1) = tan 7(1)-sin ¢ (Hor. SU)
=tan 7(4) - cos @ (Vert. SU)
Tabelle 2: Beispiel ¢ = 54°, 4 = 12°, 44 = —3°
1. Uhrzeit 4 6 8 10 12 14 16 18 20 Uhr
2.7 -120 -90 -60 -30 O 30 60 90 120 Grad
3. 7(4) —-123 -93 -63 -33 -3 27 57 87 117 Grad
4. t(A) -1,25 ~-1544 -1,59 -0,53 -0,04 0,41 1,25 15,44 1,59 Grad
Hor. SU
—lt-(,l) -0,80 -0,07 -0,63 0,80 0,07 0,63
t(4) -1,15 -0,38 -0,03 0,30 0,91 11,22 Vert. SU
it 1) -0,87 0,09
Formeln
Hor. SU Vert..SU
Mittagslinie . oM=1 OM =
Linge des Schattenstabes OC=cosg 0C =sing
Erhebungswinkel des Schattenstabes tan@ = % = % tan E)" = 2
L _ M
- F0 ~ OC
Stiitzlot CF=singcos ¢ CF=singcosg
Projektion des Schattenstabes OF = cost @ OF=sin? ¢
Reststrecke ' FM =sin’ g FM =cos? @
Schattenweg CM =sing CM =cos g
Tangentenstrecke t=tanrsing t=tanrcos @

Zonen-Tangentenstrecke

Lingengrad-Fehler
Zonen-Stundenwinkel

t(d) =tant(4)

sing
AA=1-15°
TA)=1+42

t(A)=tant(1)
cos @

GrofBplastik mit sieben Sonnenuhren; Stadtpark Dessau, 1976

-
Vertikale Sonnenuhr
Gotha, Rathaus

Die Aufnahmen der Sonnenuhren stellte
uns der Arbeitskreis Gnomonik im Kultur-
bund der DDR zur Verfiigung.

Der Arbeitskreis als Leit- und Meldestelle
fiir die Sonnenuhren in der DDR, zeichnet
fiir die Beschreibung und bildliche Darstel-
lung historisch und kiinstlerisch wertvoller
Sonnenuhren als Dokumente der ZeitmeB-
kunst verantwortlich, arbeitet mit der
Denkmalspflege und den Bauimtern eng
zusammen und berdt bei der Anlage von
Sonnenuhren.

Wer mehr dariiber wissen méchte, kann
sich an den Leiter des Arbeitskreises, StR
A.Zenkert wenden.

Die Adresse lautet:

Astronomisches Zentrum

»Bruno H. Biirgel“

- Planetarium — Beobachtungsstation

Biirgel-Gedenkstitte
Neuer Garten 6
Potsdam

1500

Gorsleben, Kr. Artern
am Friedhofseingang, 1698




Aufgabe zum Titelblatt
Springzahlratsel.:
Zur Satzgruppe
des Pythagoras

Die gesuchten natiirlichen Zahlen, Dezi-
malbriiche (meist als MaBzahlen von Gro-
Ben), geordneten Zahlenpaare (x,y) und
Tripel (x,y, z) — jeweils als Ziffernfolge ge-
schrieben [z. B. 3,61 als Ziffernfolge 361
oder das Tripel (3,4,5) als Ziffernfolge
345] — werden in die in eckigen Klammern
genannten Kistchen aufgeteilt (in der an-
gegebenen Reihenfolge), wobei in jedem
Kistchen mindestens eine Ziffer stehen
muB und hdchstens eine zweistellige natiir-
liche Zahl stehen darf. Es muB sogar fir
jede in einem Kistchen stehende Losungs-
zahl n gelten: 1 < n <25. Zur Textabkiir-
zung s;;ien das Dreieck ABC unserer Rit-
selfigur mit A und die Quadrate iiber den
Katheten a und b mit Q, bzw. Q, bezeich-
net. Die Linge einer Kistchenseite sei da-
bei eine Lingeneinheit (1 LE). MaBzahlen
von auf die Ritselfigur bezogenen Lingen,
Flicheninhalten bzw. Volumina sind dem-
entsprechend in LE, (LE)? bzw. (LE)® anzu-
geben. WinkelgroBen werden in Grad ange-
geben. Wenn von der Linge einer Drei-
ecks-Transversalen (Mittelsenkrechte, Sei-
tenhalbierende, Winkelhalbierende, Hohe)
die Rede ist, so ist stets die Linge des in-
nerhalb des jeweiligen Dreiecks liegenden
Abschnitts dieser Transversalen gemeint.
Die Textbeifiigung (n Stellen) bedeutet, daB
bei sich ergebenden Dezimalbriichen diese
auf n Dezimalstellen zu runden sind.
Durch Mehrfachbelegung mancher Kist-
chen (d.h., die in diesen Késtchen stehen-
"den Zahlen sind Bestandteile mehrerer Er-
gebnisse) ist eine gute Hilfe und Kontrolle
fiir nachfolgende Ergebnisse moglich.
Gesucht sind: [1]: Flicheninhalt von A;
[1,3,20): Pythagoreisches Tripel; [2,3]:
Linge des Hypotenusenabschnitts g von A;
{2,7]: Umfang von A; {3, 4]: Linge (in cm)
der Mittelsenkrechten m, in einem recht-
winklig-gleichschenkligen Dreieck mit den
Schenkeln a=b=17,4cm; [3,8]: Linge
(in c¢cm) einer Winkelhalbierenden eines
gleichseitigen Dreiecks der * Seitenlinge
a=10,3cm (1 Stelle); [4,23]: Losungspaar
(x,y) der Gleichung x2+ y*=130;
[4,15,22]: Linge (in cm) einer Raumdiago-
nale eines Quaders mit den Kanten a=15
=5,16 m und c = 2,58 m; [5,19, 35): Lange
einer Diagonale in @, (2 Stellen);
[5,11,13]: Pythagoreisches Tripel; [6;7]:
Linge des Hypotenusenabschnitts p von A;
[6,12,22]: Flicheninhalt des Teildreiecks

BCD von A; [6,19]: Linge der Seitenhalbie-
renden s, von A (1 Stelle); [7,40]): Linge
der Hohe & in A; [7,25): Flicheninhalt des
Teildreiecks CAD von A; [8,11,18]: Lb-
sungstripel (x,y,z) der Gleichung x? + y?
=z2; [9,17,22): Linge einer Diagonale

von Q, (2 Stellen); [9,17,38): Linge der.

Seitenhalbierenden s, von A (2 Stellen);
[9,24]: GroBe eines Basiswinkels in einem
rechtwinklig-gleichschenkligen  Dreieck;
[10,21,24]: GréBe eines zu einem Basis-
winkel eines rechtwinklig-gleichschenkli-
gen Dreiecks gehdrenden AuBenwinkels;
[10,29]: Linge der Hohe (in cm) eines
gleichschenkligen Trapezes mit den
Grundseiten ¢ = 19 cm und ¢ = 1 cm sowie
den Seiten b=d=15¢m; [11,26]: Volu-
men (in cm®) eines 2,04 m langen Drei-
kantstabes, dessen Querschnittsfliche kon-
gruent zu A ist (1 LE = 1cm); [12,20, 36):
Losungstripel (x,y,z) der Gleichung 52
+ 62+ x2 + y* = z2; [12, 34]: Flicheninhalt
(in ¢cm?) eines Trapezes mit den Grundsei-
ten ¢ =83cm und ¢=27cm sowie den
Seiten b =25cm und d =39 cm; [13,44]:
Flicheninhalt (in cm?) eines Rechtecks,
dessen Umfang 160 cm betriégt und dessen
Seiten einen Lingenunterschied von 34 cm
haben; [14,33]: Volumen (in cm?®) eines
Quaders mit den Kanten a=g¢,cm,
b= b,cm und ¢ = ¢, cm, wobei a, eine ge-
rade Primzahl, b, die groBte einstellige und
¢, die kleinste dreistellige Primzahl ist;
[15,42]): Flicheninhalt eines Achtecks (in
cm?), welches aus einem Quadrat der Sei-
tenlinge a =27 cm dadurch entsteht, da
man seine vier Ecken so, abschneidet, daB
die vier abgeschnittenen Stiicke unterein-
ander kongruente rechtwinklige Dreiecke
sind, deren ganzzahlige Eckseitenlingen
im Verhiltnis 1:5 stehen; {16, 19,25): Vo-
lumen eines Quaders (in ¢m®), wenn eine
Diagonale einer seiner Begrenzungsflichen
55 cm miBt und eine der zu dieser Fliche
senkrechten Kanten 8cm  betriigt;
[17,24,41): die positive Losung der Glei-
chung 2x2+ (129)2=(387)%; [18,32,35]:
Volumen (in cm?) einer geraden rechtecki-
gen Pyramide mit dén Grundkanten
a=16cm und b = 12 cm sowie Seitenkan-
ten der Linge s =26 cm; [19,39]: Maiser-
trag (in dt), der auf 3 ha eines Maisschla-
ges, der die Form eines rechtwinkligen
Dreiecks mit der Hypotenuse von 500 m
und einer Kathete von 300 m hat, erbracht
wird, wenn auf dem gesamten Feld 1236 dt
Mais geerntet werden; [20,48]: Leerinhalt
(in cm?) einer Schachtel, die 31 cm lang,
1,1 dm breit und 30 mm hoch ist; [21,49]:
Linge (in cm) einer Diagonale eines
Rechtecks mit den Seiten a =15cm und
b=36cm; [23,37): Linge der Hoéhe (in
cm) eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn
der Hypotenusenabschnitt ¢ = 7,51 cm und
b =11,88 cm betragen (2 Stellen); [24,45]:
Breite (in m) eines rechteckigen Feldstiik-
kes, das 696 m lang ist und eine Diagona-
lenlinge von 870 m hat; [27,43]: Radius (in
cm) eines Kreises, bei dem eine Sehne der
Linge s=16,8dm einen Abstand von
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6,3dm vom Kreismittelpunkt hat; [28]:
Linge der Hohe A, (in cm) eines Parallelo-
gramms, das einen Flicheninhalt von
208 cm? hat, und die Seite a =13 cm be-
trigt; [30,50): Umkreisradius (in mm)
eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Ka-
theten a=15,84dm und 5=21,12dm;
[31,46): Abstand (in mm), den eine Sehne
der Linge s = 45,6 cm in einem Kreis mit
dem Radius r=28,5cm vom Kreismittel-
punkt hat; [40, 50]: Flicheninhalt (in cm?)
eines Dreiecks mit den Seiten a =39 cm,
b=25cm und ¢ = 56 cm; [41,47]: Hangab-
triebskraft (in kp), die eine kugelférmige
Lawine vom Gewicht G=1015kp an
einem Hang (geneigte Ebene) mit der Stei-
gung 4:3 erfihrt.
Bei richtiger Auflosung ergeben sich drei
magische Quadrate. (In einem magischen
Quadrat gilt: Zeilensummen = Spalten-
summen = Diagonalsummen.)

R. Mildner

Wo ist das fehlende Stiick?

Stelle das- alpha-Heft auf den Koppf'!
E. Quaisser, Potsdam

Visuelle Logik

Zwischen den Zahlen, Zeichen und Buch-
staben besteht ein logischer Zusammen-
hang, der sich durch eine zweistellige Zahl
ausdriicken 1dBt. Wie lautet diese Zahl?
W. Neugebauer, Berlin
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