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Ein Dank an ,,Mathe“-Lehmann

Als Chefredakteur der alpha kann der Ver-
diente Lehrer des Volkes Oberstudienrat
Johannes Lehmann auf eine zwanzigjih-
rige erfolgreiche Arbeit zuriickblicken. Ge-
meinsam mit einem aktiven Redaktions-

kollegium wurde die alpha zu einer
interessanten mathematischen Schilerzeit-
schrift entwickelt, die aus dem Zeitschrif-
tenangebot unseres Landes nicht mehr
wegzudenken ist. Mit Giber 120 alpha-Hef-
ten hat Johannes Lehmann es geschafft,
hunderttausende Schiiler fir die ernsten

und heiteren Seiten der Mathematik zu be-
geistern, Arbeitsgemeinschaften, Kreis-
und Bezirksklubs der Mathematischen
Schiilergesellschaft, Korrespondenzzirkeln
u.a. Anregung fur ihre Arbeit zu geben.
Aber auch fiir den Mathematiklehrer ist
die alpha Anregung und Bereicherung sei-
nes Unterrichts. Die gesammelten Jahr-
gange stellen fiir ihn eine wahre Fundgrube
an mathematischen Denksportaufgaben,
Spielen, historischen Betrachtungen, aber
auch theoretischen, vertiefenden Beitrigen
dar. Die Vertffentlichung der Aufgaben
der Olympiaden Junger Mathematiker der
DDR, zu deren Initiatoren J. Lehmann ge-
hort, sind fester Bestandteil der alpha.
Gleichzeitig erhielten zahlreiche Leser und
Kollektive die Mdoglichkeit, ihre Aufgaben-
vorschlige, Ideen und Erfahrungen bei der
Beschiftigung mit der Mathematik einer
breiten Offentlichkeit zuginglich zu ma-
chen.

Auf diese Weise hat Johannes Lehmann
cinen nicht geringen Anteil an der erfolg-
reichen Entwicklung des Mathematikun-
terrichts und einer lebendigen, auBerunter-
richtlichen Titigkeit, an der Gewinnung
junger Kader fiir eine Wissenschaft, der in
der Entwicklung und Anwendung von Spit-
zentechnologien in unserer Volkswirtschaft
ein besonderer Platz zukommt. Neben sei-
ner Arbeit als Chefredakteur agierte J. Leh-
mann ebenso erfolgreich als Buchautor
oder Herausgeber von unterhaltsamer ma-
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thematischer Literatur. 18 Mathe-LVZ
(Sonderausgaben der Leipziger Volkszei-
tung), 12 unterhaltsame Mathe-Hefte, 80
Lesebogen Junger Mathematiker und neun
Biicher 'haben ihn als ,Mathe-Lehmann®
auch iber die Grenzen unseres Landes
hinaus bekannt gemacht. Kein Wunder,
daB er auch nach dem 65. Lebensjahr der
Mathematik die Treue hilt und weitere
Veroffentlichungen, natiirlich auch in der
alpha, plant.
Mit Wirkung vom 1.1.1988 scheidet J. Leh-
mann nach einem Jahr tatkriftiger Unter-
stiitzung des neuen Chefredakteurs aus der
Redaktion alpha aus.
Fiir das bisher Geleistete sagen wir herzli-
chen Dank, fiir die Zukunft wiinschen wir
Gesundheit, viele neue Ideen und alles
Gute im personlichen Leben.
Die Redaktion alpha
und das Redaktionskollegium

alpha, Berlin 21 (1987) 6 - 121



Die Koordinatenmethode
im Wandel der Zeiten

Zum 350. Jahrestag des Erscheinens

von R.Descartes’ « La Géomeétrie»

Teil 1

Die Koordinatenmethode der Geometrie
gehort seit langem zu den michtigsten und
vielseitigsten Werkzeugen der Mathematik.
Es ist iiblich, ihre Geburt mit den Jahren
1636 bzw. 1637 in Verbindung zu setzen,
in denen zwei grundlegende Arbeiten von
Pierre de Fermat (1601 bis 1665) bzw.
René Descartes. (1594 bis 1650) zur Be-
grindung der spiter als analytische Geome-
trie  bezeichneten Koordinatenmethode
entstanden. Wie so oft in der Geschichte
der Mathematik haben diese Arbeiten eine
bis in die Antike zuriickreichende Vorge-
schichte und eine bis in die Gegenwart
wirksame Folgegeschichte. Sie stehen we-
der am Anfang noch am Ende einer Ent-
wicklung, sondern sie markieren einen ge-
wissen Qualitdtssprung in der Behandlung
einer in der Mathematik von Beginn an
vorhandenen Problematik.

Schon im 4.Jh. v.u. Z. hatten griechische
Mathematiker erkannt, daB die Definition
und Untersuchung spezieller ebener Kur-
ven es erfordert, eine charakteristische Be-
dingung fiir diejenigen Punkte zu formulie-
ren, die auf dieser Kurve liegen, und daB
eine solche Bedingung im allgemeinen die
Form einer Gleichung zwischen Gr6Ben
hat, die durch arithmetische Operationen
wie Addition, Multiplikation oder Verhilt-
nisbildung (eine explizite Division gab es
in der griechischen Mathematik nicht) aus
den Entfernungen der Kurvenpunkte von
bestimmten, der Kurve zugeordneten fe-
sten Punkten oder Geraden gebildet wer-
den. Eine soilche Gleichung nannten sie
ein Symptom der betreffenden Kurve. Eine
Ellipse wurde von ihnen z. B. durch das

Symptom
PX-PX .
m = const, (Bild 1)
Bild 1 P
A o 8
X
eine Parabel durch das Symptom
PX AX .
W = 75 (Blld 2)

beschrieben. Eine Parabel definieren wir

heute meist durch ihre Gleichung
y=ax?. )

wobei y bzw. x die Abstinde des variablen

122 - alpha, Berlin 21 (1987) 6

Bild 2

Vo

Kurvenpunktes P von zwei zueinander
senkrechten, der Parabel zugeordieten Ge-
raden sind: ihrer Symmetrieachse g, und
der dazu im Scheitelpunkt senkrechten Ge-
raden g, (der Scheitelpunkt ist der gemein-
same Punkt der Parabel mit ihrer Symme-
trieachse, Bild 3). Um die geometrische
Bedeutung des Koeffizienten a zu ermit-
teln, hat man x =1 zu setzen: g ist der zu
x =1 gehorige y-Wert. Seine GroBe gibt
also scheinbar die Steilheit der Parabel an.
Dieser Begriff ist jedoch nur in bezug auf
eine gewihlte MabBeinheit sinnvoll. In
Wirklichkeit sind alle (durch verschiedene
Werte von a erzeugten) Parabeln unterein-
ander dhnlich. Verindert man nimlich den
Mafstab durch die Transformation
x*=ax, y*=ay, so geht (1) bei beliebi-
gem a in die spezielle Form y* = x*? iiber.

Bild 3 9

9x

Die Gleichung (1) wire jedoch fiir die grie-
chischen Mathematiker sinnlos gewesen.
Sie verfiigten nicht iiber den Begriff der re-
ellen Zahl. Da sie andererseits schon im
5. Jh. v. u. Z. bemerkt hatten, daB ganze
Zahlen und deren Verhiltnisse (d. h. mo-
dern: gebrochene Zahlen) zur Beschrei-
bung geometrischer Sachverhalte nicht
ausreichen, weil es z. B. keine MaBeinheit
gibt, beziiglich derer Seite und Diagonale
eines Quadrats gleichzeitig ganzzahlige
Lingen haben, faBten sie Streckenlidngen,
Flichen- und Rauminhalte selbst als Gro-
Ben auf, ohne ihnen Zahlenwerte zuzuord-

nen. Addition solcher GréBen wurde durch
Aneinanderlegen entsprechender Repri-
sentanten, Multiplikation von Lingen
durch Bildung des Rechtecks aus den gege-
benen Strecken, Multiplikalion dreier Lin-
gen als Bildung eines Quaders erklirt. Re-
chengesetze fir die solcherart erklirten
Operationen konnten durch geometrische
Betrachtungen begriindet werden.

Zum Beispiel gilt fiir Strecken a, b, ¢ stets
(a+ b)c=ac+ bc, weil das Rechteck mit
den Seiten a + b und ¢ sich durch Anein-
anderlegen aus den Rechtecken mit den
Seiten a und ¢ bzw. b und c ergibt (Bild 4).

Bild 4

a b

Unbekannte Strecken konnten nun in vie-
len Fillen durch geometrische Konstruk-
tion gefunden werden. Ist z. B. von einer
gesuchten Strecke x bekannt, daB x2 = ab
(mit gegebenen Strecken a, b) ist, so findet
man x nach dem Hohensatz fiir rechtwink-
lige Dreiecke als Hohe eines solchen Drei-
ecks mit den Hypotenusenabschnitten a, b
(Bild 5). Dies alles konnte genutzt werden,
um durch Symptome definierte Kurven zu
untersuchen und Sitze iiber sie zu bewei-
sen.

Bild §

In der Auffassungsweise der Griechen wa-
ren jedoch nur Gleicpungen sinnvoll, die
folgenden beiden Bedingungen geniigen:
(a) Es kommen nur Produkte von hoch-
stens drei Streckenfaktoren vor.

(Wie sollten sie sich einen vierdimensiona-
len Quader vorstellen?)

(b) Es kénnen nur GréBen gleicher Dimen-
sion addiert, subtrahiert oder gleichgesetzt
werden.

(In diesem Sinne verlangt also Gleichung
(1) die Gleichheit eines Ranminhaltes mit
einer Strecke.) Obwohl es den griechischen
Mathematikern gelang, Kegelschnitte und
einige spezielle andere Kurven durch Sym-
ptome zu beschreiben, die den Bedingun-
gen (a) und (b) geniigten, erwiesen sich
diese Bedingungen insgesamt als wesentli-
ches Hemmnis fiir die weitere Entfaltung
der griechischen Mathematik, und die auf
den geometrischen GroBenbegriff zuge-
schnittene geometrische Algebra der Grie-
chen, die jede Umformung einer Glei-
chung und jede Losung einer solchen
durch geometrische Betrachtungen recht-
fertigen muBte, war sehr schwerfillig. Den-
noch bildete die genaue Kenntnis der grie-
chischen Mathematik und ihrer Schwierig-
keiten den Ausgangspunkt und eine not-
wendige Voraussetzung fiir die Leistungen
von Fermat und Descartes.



Fermat war Jurist und Beamter. Die Ma-
thematik betrieb er mit Leidenschaft, je-
doch nur als Hobby. Er gehort zu den viel-
seitigsten und bedeutendsten Mathemati-
kern des 17.Jh. AuBer der Koordinatenme-
thode begriindete er die Zahlentheorie, die
Wahrscheinlichkeitstheorie  (gemeinsam
‘mit Blaise Pascal (1623 bis 1662)) und die
kalkilmiaBige Losung von Maximum- und
Minimumaufgaben, aus der sich wenig spi-
ter die Differentialrechnung entwickelte.
Wihrend seines Lebens wurden die mei-
sten seiner Ergebnisse nur durch seinen re-
lativ umfangreichen Briefwechsel bekannt.
Ausgangspunkt seiner geometrischen Un-
tersuchungen war das Bemiihen, die verlo-
rengegangenen Beweise aus der Kegel-
schnittslehre des Apollonios von Perge (um
262 bis um 190 v.u. Z.) zu rekonstruieren
bzw. die iiberlieferten Beweise zu vereinfa-
chen oder durchsichtiger zu gestalten. An
den antiken Prinzipien (b) und im wesent-
lichen auch an (a) hielt er fest, benutzte je-
doch statt der schwerfilligen geometri-
schen Terminologie der Griechen die von
Francois Viéte (Viéta 1540 bis 1603) einge-
fiihrte algebraische Formelsymbolik, die
zwar immer noch viel unhandlicher als un-
sere heutigen Schreibweisen war, jedoch
einen gewaltigen Fortschritt gegeniiber der
antiken Ausdrucksweise bedeutete. Fermat
charakterisierte die Lage von Punkten ein-
heitlich durch ihre Abstdnde von zwei zu-
einander senkrechten Achsen und unter-
suchte nun fiir alle moglichen Typen von
Gleichungen zwischen zwei Unbekannten,
die man unter Beriicksichtigung der Be-
schrinkungen (a) und (b) aufstellen kann,
welche Kurven sich ergeben. Sein Ergeb-
nis: Es kommen auBer Geraden genau alle
Arten von Kegelschnitten heraus. Die fur
die weitere Entwicklung wesentlichste,
wenn auch noch nicht vollig klar formu-
lierte Erkenntnis Fermats kdnnte man mit
heutigen Worten etwa so aussprechen:

Die Koordinatenmethode erschopft sich
nicht darin, fir irgendwelche (z. B. durch
mechanische Vorrichtungen erzeugte) Kur-
ven nachtrdglich Beschreibungen durch
Gleichungen aufzufinden und zur weiteren
Untersuchung dieser Kurven zu benutzen.
Vielmehr definiert nach Wahl eines Paares
zueinander senkrechter Achsen jede Glei-
chung mit zwei Unbekannten eine Kurve,
niamlich die Menge derjenigen Punkte, de-
ren Abstinde zu den beiden Achsen dieser
Gleichung geniigen. Von der Gleichung
ausgehend, kann man die Form und die
sonstigen Eigenschaften dieser Kurve ent-
decken. Uberdies liefert die algebraische
Gestalt der Gleichungen Klassifikations-
prinzipien fiir die entsprechenden Kurven.
Diese Erkenntnisse sind in Fermats in la-
teinischer Sprache verfaBter Schrift Einfiih-
rung in die ebenen und kirperlichen Orter ent-
halten, die 1636 geschrieben und bis 1637
in franzosischen Gelehrtenkreisen be-
kannt, jedoch erst 1679, nach seinem Tode,
erstmals gedruckt wurde. Ebene und korper-
liche Orter bedeutet dabei nicht etwa ebene
und rdumliche (also in keiner Ebene ganz
enthaltene) Kurven, sondern bezieht sich
noch auf die antike Auffassung der Gré-

Ben. Ebene Orter sind bei Fermat solche
Kurven, in deren Gleichungen nur Pro-
dukte zweier Strecken vorkommen. Kor-
perliche Orter sind solche Kurven, in deren
Gleichungen Produkte dreier Strecken vor-
kommen. Kurven, deren Gleichungen von
hoherem Grade als drei sind, nannte Fer-
mat kurioserweise lineare Orter, ohne sich
weiter mit ihnen zu beschiftigen.

Ob und wieweit Descartes von Fermats Er-
gebnissen Kenntnis hatte, bevor 1637 seine
Abhandlung La Géométrie in Leiden ge-
druckt wurde, iibrigens nicht als selbstin-
dige Verdffentlichung, sondern als einer
von drei Anhingen seiner beriihmten phi-
losophischen Programmschrift Discours de
la méthode (Erdrterung iber die Methode),
wollen wir unerdrtert lassen. Jedenfalls ist
sein Beitrag von ganz anderer Art, gera-
dezu komplementir zu Fermats Erkennt-
nissen, und nur beide gemeinsam konnten
wohl die folgende Revolution in der Ma-
thematik auslosen, die innerhalb von
200 Jahren zur vollstindigen gegenseitigen
Ubersetzung geometrischer und arithme-
tisch-algebraisch-analytischer Begriffe,
Sachverhalte und Methoden ineinander
flithren sollte.

Das Hauptverdienst von Descartes um die
Koordinatenmethode besteht aus heutiger
Sicht darin, daB er sie von den beiden anti-
ken Beschrinkungen (a) und (b) befreite.
Descartes erkannte, daB man nach Wahl
einer Einheitsstrecke e das Produkt ab
zweier Strecken a, b durch diejenige
Strecke ¢ reprédsentieren kann, fiir die das
Rechteck mit den Seiten e, ¢ flichengleich
dem Rechteck mit den Seiten a, b ist. Auf
diese Weise fortfahrend kann man das Pro-
dukt beliebig vieler Strecken stets wieder
auf eine Strecke reduzieren und somit jede
Gleichung beliebig hohen Grades und mit
Summanden unterschiedlicher Grade als
Gleichung zwischen Strecken deuten.

Der franzosische Philosoph,
Mathematiker und Physiker

René Descartes (1596 bis 1650)

gilt gemeinsam

mit dem franzosischen Juristen und
Mathematiker Pierre de Fermat
(1601 bis 1665) als Begriinder

der analytischen Geometrie.

Auf eine verzwickte, nicht mit wenigen
Sdtzen zu erlduternde Weise ist dieses
Prinzip gleichbedeutend mit der Moglich-
keit, nach Wahl eines 0- und eines 1-Punk-
tes auf einer Geraden die simtlichen
Punkte dieser Geraden umkehrbar eindeu-
tig den simtlichen reellen Zahlen zuzuord-

" nen, wie jeder es in der Schule lernt und

wie es jeder, heute in den verschiedensten
Praxisbereichen unentbehrlichen graphi-
schen Darstellung funktionaler Zusam-
menhinge zwischen physikalischen, dko-
nomischen oder sonstigen in reellen Zah-
len meBbaren GroBen zugrundeliegt. Diese
Entsprechung zwischen Strecken und ihren
beziiglich einer Mafleinheit zahlenmaBig
ausgedriickten Lingen ist uns heule so
selbstverstandlich, daB es uns sehr schwer
fdllt, uns in die antike Denkweise zuriick-
zuversetzen, die mit Strecken, Flichen und
Korpern umging, ohne damit irgendwelche
Vorstellungen von MaBzahlen zu verbin-
den.
Descartes’ in franzdsischer Sprache ge-
schriebene und im Widerspruch zu seinem
philosophischen Bekenntnis zur menschli-
chen Vernunft nicht besonders klare Ab-
handlung war zur rechten Stunde erschie-
nen, um einem herangereiften dringenden
gesellschaftlichen Bedirfnis zu dienen, der
uneingeschrinkten Behandlung geometri-
scher und damit auch naturwissenschaftli-
cher und technischer Fragen mittels alge-
braischen Formelkalkiils. Schon 1646
wurde sie durch Ubersetzung ins Lateini-
sche einem breiten gelehrten Publikum zu-
génglich.
Weitere Ubersetzungen und Bearbeitungen
folgten rasch, aber es bedurfte noch vieler
inhaltlicher Schritte und der Beitrdge vie-
ler Mathematiker, um der Koordinatenme-
thode jene klassische Form zu geben, die
sie etwa um die Mitte des 19. Jh. erreicht
hatte. Und selbst diese, lange Zeit als voll-
endet angesehene Form hat in unserem
von der Informatik gepriagten Zeitalter we-
sentliche Erweiterungen und Bereicherun-
gen erfahren. Uber diese weitere Entwick-
lung wird im zweiten Teil berichtet.

P. Schreiber

Drei harte Niisse

Ala Ein Autofahrer fihrt'um 12.00 Uhr
von A nach B ab, ein zweiter Autofahrer
fahrt 14.00 Uhr von B nach A. Sie treffen
sich um 16.05 Uhr und kommen beide zur
gleichen Zeit an ihren Zielorten an. Beide
Autos fahren mit konstanter Geschwindig-
keit. Wann kamen sie am Ziel an?

A2a Wiekann man mit Hilfe des Schul-
rechners SR 1 die Gleichung x = cos x un-
ter alleiniger Verwendung einer Taste (ni-
herungsweise, mit Rechnergenauigkeit) 16-
sen?

A3 A Wer findet mit Hilfe des SR 1 Fix-
punkte von anderen Gleichungen durch
ausschlieBliches Betitigen von SR 1-Ta-
sten?

Mr. Doris Gollé, Apothekerin, Wien

alpha, Berlin 21 (1987) 6 - 123



Ein Verfahren zur Gewinnung
aller teilerfremden pythagoreischen

Zahlentripel

aus dem Tripel (3;

4;3)

Drei positive ganze Zahlen bilden ein
pythagoreisches Zahlentripel (a; b; c),

wenn a?+ b2 = ¢? gilt.

Ist (a; b;c¢) ein pythagoreisches Zahlentri-
pel, so ist auch fiir eine beliebige positive
ganze Zahl k das Tripel (ka; kb; kc) ein sol-
ches, denn es gilt dann

k*(a?+ b?) = k2c?,

also (ka)? + (kb)* = (kc)?.

Stellt man die Frage nach allen pythagorei-
schen Zahlentripeln, so geniigt es deshalb,
zundchst nach allen feilerfremden zu su-
chen. )
Alle teilerfremden pythagoreischen Zah-
lentripel ergeben sich aus den Gleichun-
gen
1
a=u-v, b=—Ww?—v?Y,
2 (*)
c=%(uz+ v?),

wenn (u;v) die Menge aller Paare teiler-
fremder ungerader positiver ganzer Zahlen
(im folgenden ,tupgZ“ abgekiirzt) mit
u > v durchlduft. Man kann dies z. B. in
Lietzmann: Der Pythagoreische Lehrsatz
(Mathematische Schiilerbiicherei, Band 6)
nachlesen.

Wie kann man aber alle Paare tupgZ mit
u > v systematisch erhalten? Wir werden
eine Moglichkeit dazu angeben und dabei
erkennen, daB es moglich ist, jedes teiler-
fremde pythagoreische Zahlentripel durch
wiederholtes Anwenden eines Systems von
linearen Gleichungen aus dem Tripel
(3;4;5) zu gewinnen.

Satz 1

a) Ist (&; v) ein Paar tupgZ mit u > v, so ist
auch jedes Paar (&, 0), das mit Hilfe eines
der drei Systeme

(A) u=u+2v B) a=2u+v
v=v v=u

C) #a=2u—-v
v=u

gewonnen wurde, ein solches.

b) Ist (&; v) ein Paar tupgZ mit i > 7, das
verschieden vom Paar (3;1) ist, so 1Bt sich
dieses mit Hilfe genau eines der drei Sy-
steme (A), (B), (C) aus einem Paar tupgZ
mit u >v erzeugen. Das Paar (u;v) ist
durch (ir; ¥) eindeutig bestimmt.

c¢) Durch wiederholte Anwendung des in a)
beschriebenen Schrittes 148t sich jedes
Paar tupgZ (ir; ) mit # > U aus dem Paar
(3;1) gewinnen (siehe Bild 1).
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Bewelis:

a) 1. Da es sich bei den rechten Seiten der
Gleichungen in (A), (B) und (C) aus-
schlieBlich um Summen von Vielfachen
von u und v handelt, gibt es in jedem der
drei Fille genau ein Paar (&) v).

2. Es werden nur ganze Zahlen erzeugt,
denn das Produkt, die Summe und die Dif-
ferenz zweier ganzer Zahlen ist stets wieder
eine ganze Zahl

3. Es werden nur positive Zahlen erzeugt.
Dies ist in (A) und (B) offensichtlich.

Fiir (C) gilt: Wegen u > v ist u — v > 0 und
mit 4 >0 erst recht 2u—v>0.

4. DaB nur ungerade Zahlen erzeugt wer-
den, ist leicht zu erkennen.

5. & und v sind stets zueinander feiler-
fremd. Hitten & und o einen groBten ge-
meinsamen Teiler k mit £ > 1, so hitten in
(A), (B) und (C) auch jeweils die rechten
Seiten der zwei Gleichungen diesen g.g.T.
Haben aber 2x + y und x fiir x, y € Z den
ge.T. k > 1, so teilt k auch y.

In unseren Fillen wiirde gelten g.g.T.
(u,v) =k >1 im Widerspruch zur Voraus-
setzung.

6. Wegen u > v gilt # > 7. In den Fillen
(A) und (B) ist dies wegen der rechten Sei-
ten der Gleichungen sofort einzusehen. Im
Fall (C) folgt aus u>v u—v>0, also
2u — v > uund damit ¥ > 7.

b) 1. Lost man die Gleichungssysteme (A),
(B) und (C) jeweils nach u und v auf, so er-
hélt man

AY u=ua-270 B) u=1v
v=7 v=u-20
CY u=7v
v=20—-@
2. Die rechten Seiten der Gleichungen in

(A", (B) und (C) sind simtlich Summen
von Vielfachen von & und ©. Deshalb lie-
fert fir ein gegebenes Paar (ir; ¥) jedes der

Systeme (A"), (B’), (C’) genau ein Paar
(u; v).

3. Ganzzahligkeit, Teilerffremdheit und
Ungeradheit von 4 und v kénnen genau
wie im Beweis zu a) leicht gezeigt werden.

4. Jedoch ist die Bedingung « > v >0 nur
in genau einem der drei Fille (A"), (B,
(C) erfullt. Wir zeigen dies:

Es ist erkennbar, daB entweder die zweite
Gleichung von (B') oder die zweite Glei-
chung von (C’) fiir v eine negative Zahl lie-
fert. Folglich entfillt eines der Systeme
(B, (C).

Entfillt nun (B') wegen 7 — 20 < 0, so ent-
fallt aus demselben Grunde auch (A"), d.h.
es bleibt nur noch das mit (C’) gewonnene
Zahlenpaar (u;v).

Entfiilt aber (C), so stellen wir weiter fest,
daB sich (A’) und (B’) nur durch Vertau-
schung von ¥ und v voneinander unter-
scheiden. Folglich ist nur fiir eines dieser
Systeme die Bedingung u > v erfillt.

Eine genaue Untersuchung der Erfiillbar-
keit der Forderung « > v > 0 ergibt

im Falle (A") im Falle (B")

u-20>v>0 T>U—-20>0
u>30>210 Iv>ua>270

ii>30

im Falle (C)

v>20—-a2>0

0> —-a>-20

20> u>70

Folglich liefert

nur (C') das Paar (u;v),

wenn U < u < 20 gilt,

nur (B") das Paar (u;v),

wenn 20 < 4 < 39 gilt und

nur (A’) das Paar (u;v),

wenn 3v < ir gilt.

'5. Untersucht man die durch die zuletzt ge-
fundenen Bedingungen nicht erfaBten
Fille #=¢, u=2v und =30, so stellt
man fest: Die Fille i = v und ir = 2v treten
wegen der Teilerfremdheit von # und ¥ nur
fir die Paare (1;1) bzw. (2; 1) ein. Beide er-
fiilllen nicht die Voraussetzung des Satzes,
brauchen also nicht weiter untersucht zu
werden.

Ebenfalls wegen der Teilerfremdheit von &
und 7 gilt 7 = 37 genau fiir das im Satz er-
wihnte Paar (3;1).

Eine Anwendung der Systeme (A’), (B'),
(C") wiirde hier die Paare (1;1), (1;1) bzw.
(1; —1) liefern.

Bevor wir Teil ¢) beweisen, vereinbaren
wir: Ein Zahlenpaar (i;j) heiBe grifer als

Bild 1 (3,1)
(A) (8) {c)
(5;1) (7;3) (5;3)
(7.1) (#:5) [9;5) (B3,3) (7;7) (m:7) (#,3) (13;5) (7,5

ANWAN



das Paar (k;l) genau dann wenn entwe-
der
i=kvundj>1

oder i =1 undj > k
oder j= kundi> |
oder j =1 undi> k &gilt.

‘Wir schreiben (i) > (k; ).

Ein Paar P, ist demnach genau dann gro-
Ber als das Paar P,, wenn unabhingig von
der Bezeichnung und der Reihenfolge der
Komponenien eine Komgponente aus P,
gleich einer Komponente von P; ist, dic an-
dere Komponente von P aber grider ist als
die andere Komponente vori P,.

Wir steller: fest:

1. Fir jedes Paar (ii; v), das gemilR Teil a)
von Satz 1 aus einern Paar tupgZ (ui; v) mit
u > v gewonnen wurde, gilt

(a;0) > (u;v):

Eine der Komponenten von (&; ?) ist ent-
sprechend den zweiten Gleichungen von
(A), (B), (C) gleich einer Komponente von
(u;v), und wegen
ut+2v>u,2utv>v,2u—v>v
(letzteres folgt aus

u—v>0,d.h 2u—-20v>0)

stehen die jeweils anderen Komponenten
in der geforderten Relation.

2. Fiir das gemiB Teil b) von Satz 1 durch
ein Paar tupgZ

(@;0)*+(3;1). mit Z>7 eindeutig be-
stimmte Paar (u; ) gilt

(u;v) < (@;0): War (A’) anzuwenden,

so gilt v = vund u < it, bei Anwendung
von (B) gilt u =Tund v< @,

und schlieBlich gilt bei Anwendung von
(C) u= v und mit 0 < 7auch 20 < 27,
20—u<i,dh v<ir.

Beweise von Teil ¢):

Ist (i; D) ein beliebiges (von (3;1) verschie-
denes) Paar tupgZ mit i > ¥, so kann man
gemiB b) seinen eindeutig bestimmien
Vorlaufer ermitteln, von diesem wieder den
Vorldufer usw. Dieses Verfahren bricht
nach hochstens i + i Schritten ab, da sich
mit jedem Schritt eine der beiden Kompo-
nenten des Paares mindestens um 1 ver-
mindert. Wie aus den Punkten 4. und 5.
des Beweises zu b) ersichtlich isi, liefern
(A", (B), (C’) nur dann keinen Vorlaufer,
wenn das Paar (3;1) erreicht ist.

Die von (&; 0) ausgehende Folge von ge-
mail b) ermittelten Paaren endet also beim
Paar (3;1). Das heifit aber umgekehrt: Aus-
gehend vom Paar (3:1) kann man durch
wiederholtes Anwenden des Schrittes in a)
Jedes Paar tupgZ (i7; v) mit i > Terreichen.
Damit ist Satz 1 vollstindig bewiesen.

Satz 2

Alle teilerfremden pythagoreischen Zah-
lentripel (@; 5; ©) und nur diese werden aus
dem Tripel (3;4;5) durch wiederholte An-
wendung der drei Systeme
(R) @a=a—-2b+2c

b=2a-b+2c

c=2a-2b+3e¢
(S) a=a+2b+2c

b=2a+b+2¢

T=2a+2b+3c

(M a=-a+2b+2c

b=-2a+b+2¢

t=-2a+2b+3c

erzeugt.

Beweis:

Die eingangs genannten Gleichungen (*)
sind unter der Bedingung u > 0 dquivalent

Zu
a

v=—, u?=2b+0vl u'=2c- 0.
u
Durch Addition ergibt sich aus den letzien
beiden Glzichungen
2ut=2p+ 2¢, also u? = b+ ¢, und aus
2_ 2
el

a’ cl-b
p? e —— fo 2 — 1
1 0 olgt v bt e und damit

v2=c— b Folglich gilt
u-v=a, ul=b+c, vi=c-b.
Wir wenden Satz 1 an.

Nach dem Gleichungssystem (A) aus
Satzlgilt t=vund T=u+2v.’

Durch aufeinanderfolgendes Anwenden
der Gleichungen (*), (A) und (* *) ergibt
sich

(**)

Fa=ua-7=(u+2v) v=uv+20v?
=a+2c—b)=a-2b+2c
el o1 2_ 42
b 2(u L)—z((u+2v) v?)
= %(u’+ 4uv + 3v?)
=%(b+c+4a+3c—3b)
=—(4a+4c—-2b)=2a—-b+2¢c
o= (EZ+53)=%((u+2v)2+u2)

(u?+ duv + 5v2)

= M]»—A NI»—- ml._.

(b+c+4da+5c— )

l’—AN

2(4a—-4b+6c)=2a—2b+?,c.

Durch entsprechende Uberlegungen erhilt
man (S) und (T).

e [‘iihrt einige Schritte des im Satz 2 be-
schriebenen Verfahrens aus, und iiberpriift,
ob pythagoreische Zahlentripel entstanden

sind! W. Schultze

Bela Rak, Ungarn

Der Satz
des Pythagoras

Ein Dreieck, lebend voll des Diinkels
des Habens eines rechten Winkels,
sich die Quadrale, artvertraut,

sofort auf jede Seite baut.

Ganz aufgetakelt tut es siehen

und meint, schon sei es anzusehen.
Denn die Katheten, so ¢usdricrt

und danach beide aufsummiar:

sind gieich dem - pach dzs Sutzec
Flusse -

Quadrat von der Hypolenuse

Und der Beweis lduft ohne Mithe
ganz einfach unter'm Wortchen siehe:

b
PSS S —
a A/,/;/’ a |
/
/
/

Pythagoras, verehrt, bewundert,
so lebte v.u. Z. funfhundert.

Dieses kieine Gedicht
sandte uns Frau K. Nither aus Leipzig ein

Der Lehrsatz des Pythagoras zihlt wegen sei-
ner groBen Bedeutung fiir Berechnungen
und Beweisfilhrungen in der Elementart-
geometrie mit Recht zu den berihmtesten
Lehrsitzen der Planimetrie. Seine Entdek-.
kung wird, was mit dieser Absolutheit si-
cher nicht richtig ist, meist Pythagoras von
Samos zugeschrieben. Historisch belegte
Einzelheiten aus seinem Leben sind nur
wenige bekannt.

aus: Kleine Enzyklopddie Mathematik

Ala Fir den Satz des Pythagoras sind
mehr als 100 Beweise bekannt. Im oben
angegebenen Bild wird einer der kiirzesten,
der Zerlegungsbeweis dargestellt.
Vollziehe diesen Beweis nach!

Pythagoras von Samos
(um 580 bis 501 v.u.Z.)

Der aus der Schillerschen Ballade be-
kannte Tyrann Polykrates von Samos soll
einstmals bei einem Gastmahl Pythagoras
gefragt haben, wieviel Schiiler er habe. Die-
ser antwortete: ,Ich will es sagen dir, o Po-
lykrates. Siehe, die Hilfte treibt die treffli-
che Mathematik, dagegen ein Viertel
erforscht die Tiefen der Natur, der unsterb-
lichen, ein Siebentel {ibt noch schweigend
die Kraft der Seele, im Herzen die Lehre
wahrend. ’

Zih!’ drei Jungfrauen hinzu, aus denen
Theano hervorragt, soviel fihr’ ich der
Schiiler zum Born der ewigen Wahrheit.“
Wie viele Schiiler hatte Pythagoras?

aus: Kurzweil durch Mathe,
J. Lehmann
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25 Jahre

ABC-Mathematikolympiaden

Jedes Jahr werden die Schiiler der Klassen
1 bis 4 im Mirzheft der ABC-Zeitung auf-
gerufen, sich an der ABC-Mathematiko-
lympiade zu beteiligen. Die Zeitschrift Die
Unterstufe informiert die Lehrer jeweils zur
gleichen Zeit und verdffentlichi die Aufga-
ben der 2. Stufe (in Klausurform).

Welche Aufgaben haben diese Olympia-
den? — Sie sollen bei den Schiilern von der
ersten Klasse an die Liebe zur Mathematik
wecken, vorhandenes Interesse weiter for-
dern, die Lust an mathematischem Denken
und Knobeln entwickeln helfen und damit
zu einer sinnvollen Freizeitbeschiftigung
beitragen. Alle Schiiler der Klassen 1 bis 4
haben somit die Moglichkeit, ihre Krifte
miteinander zu messen, indem sie die ge-
stellten Aufgaben Idsen, sich in einer
1. Stufe zu Hause und.in einer 2. Stufe in
einer Klausur im Rahmen der Schule, in
zentralen Veranstaltungen der Pionierhiu-
ser, Stationen der Jungen Naturforscher
oder Klubhdusern zu bewihren. Sie geben
Gelegenheit, besonders leistungsstarke
Schiiler zu erkenmen und weiterzufordern,
stellen eine echte Vorbereitung auf die
Olympiaden Junger Mathematiker der DDR
(fur Klassen 5 bis 11/12) dar.

Diese ABC-Mathematikolympiaden kon-
nen auf eine 2S5jdhrige Tradition zurick-
blicken. Sie wurden im Rahmen des Mathe-
matikbeschlusses des ZK der SED vom
17. Dezember 1962 im Jahre 1963 ins Le-
ben gerufen. An dieser Stelle sei den Initia-
toren dieser Hohepunkte auBerunterrichtli-
cher Arbeit, besonders aber den ,Schép-
fern“ der zahlreichen Aufgaben und den
Mitarbeitern der ABC-Zeitung und der Die
Unterstufe, den Lehrern, Arbeitsgemein-
schaftsleitern und auch den Eltern ge-
dankt. Ist es nicht ein schéner Erfolg, wenn
jahrlich an rund 180000 Junge Mathemati-

ker Urkunden fiir vorbildliche Leistungen
iiberreicht werden kdnnen? J.Lehmann

Auswahl von Aufgaben
ABC-Mathematikolympiade
Klassen 3 und 4

Ala Schreibe die groBte dreistellige
Zahl auf! Welche Zahl muBt du zu dieser

- Zah) addieren, um 1000 zu erhalten?

424 Ordne die folgenden Zahlen der
GroBe nach, obwohl einige Grundziffern
(*) unlesbar sind!

34420;. +9»;. +xx1; 83; 1000; 354=1

A3 A Welche Zahlen erfiillen die foigen-
den Ungleichungen?

a) x % 3<10;

b) 43<5x<68;

c) 37> 3x+27>34,

44 a Wenn man die Zahl a um 7 verklei-
nert und das Ergebnis auf das Neunfache
erhoht, so erhilt man 108.

Wie heiBt die Zahl a?

A S A Setze fir A und B Zahlen ein, aber

beachte die Zeichen ,,+*, ,—“ und ,-“!
A+ A B
+ . _
A - A= B
B -B= 0

A6a Erginze das Quadrat so, daB die
Summe in jeder Zeile und Spalte dieselbe
Zahl ergibt!

75 (12 | 57
48
39 21

Aus dem BeschluB des Politbiiros des ZK der SED
und des Ministerrates der DDR vom 17. Dezember 1962

® In allen Jugend- und Kinderzeitschriften sind regelmiBig nach einem genauen Plan in-
teressante Probleme und Aufgaben sowie geeignete Beitrige iiber die geschichtliche Ent-
wicklung der Mathematik und iiber ihre Rolle in Wissenschaft und Technik zu verdffent-
lichen. Mit Unterstiitzung des Ministeriums fur Volksbildung und der Mathematischen
Gesellschaft der DDR sind zu diesem Zweck bei den Redaktionen Fachgruppen zu bil-

den.

® Die Forderung erfolgreicher Teilnehmer der mathematischen Olympiaden und anderer
mathematisch befihigter Schiiler ist eine gemeinsame Aufgabe der Schulen und Volks-
bildungsorgane, der Mathematischen Gesellschaft der DDR, der Wissenschaftler der
Hoch- und Fachschulen, der wissenschaftlich-technischen Kader der Betriebe und For-
schungsstitten sowie der gesellschaftlichen Organisationen.
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A 7a Subtrahiere von 3182100 das Pro-
dukt der Zahlen 56 823 und 56! Um wieviel
ist die Differenz groBer als 10?7

A8 A Vervollstindige die Tabelle!

5 |5 |28 | 8%
=) = &9 S &
=S Lol £EQ 7 v
g: 58 33‘:‘ g‘gﬂ
vz =8 zo 8| as 8
100
204
18
“A%a
a b 300 Nachfolger
vona+b
7 1000
0003 15
9 10
Al0a
34 + a =40
40 : 10 = b
b - a=zc¢

ci(a—b)+44=56
Welche Zahlen muBt du fir a, b und ¢ ein-
setzen?

Alla Zeichne ein Rechteck, das 7cm
lang und 5cm breit ist. Unterteile die
Linge so, daB ein Quadrat und ein Recht-
eck entstehen. Das Quadrat zerlege in 4
kleine Quadrate. Wie lang sind die Seiten
eines kleinen Quadrates?

A 12 A Zeichne ein Quadrat ABCD mit
der Seitenldnge a =4 cm.

Verbinde 4 mit C und B mit D!

Zeichne um jeden Eckpunkt und den
Schnittpunkt von AC mit BC einen Kreis
mit dem Radius r =2 cm!

A 13 A Zerschneide die Figur mit einem
Schnitt so, daB die entstehenden Teile zu
einem Quadrat zusammengesetzt werden
kénnen! Finde zwei Mdglichkeiten!

Al4a Im Schulgarten sollen Striucher
in Reihen von 8 m Linge gepflanzt werden,
in jede Reihe 10 Striucher. Die Schule
kaufte 50 Straucher. Wieviel Meter betrigt
die Gesamtlinge der Reihen, die bepflanzt
werden kdénnen?

A15a Horst fahrt mit dem Fahrrad zur
Schule. Um 7.45Uhr hat er die halbe
Strecke zuriickgelegt. Der Unterricht be-
ginnt um 8 Uhr. Wenn er mit gleichem



Tempo weiterfdhrt, so.ist er 5 Minuted vor
Unterrichtsbeginn in der Schule.

a) Wieviel Minuten Fahrzeit benotigt
Horst fiir die gesamte Wegstrecke?

b) Wann fahrt Horst von zu Hause fort?

al6a In einem Stadtbezirk wurden 260
groBe Wohnungen renoviert. Der zehnte

Teil der Wohnungen hat 56 m? Wohnfli-.

che, der vierte Teil der Wohnungen hat
67 m*? und der Rest 80 m? Wohnfliche pro
Wohnung. Berechne die Gesamtwohnfli-
che aller renovierten Wohnungen!

Al7a Aus 30g Blitennektar entstehen
10 g Bienenhonig.

Wieviel Gramm Bliitennektar sind fiir 1 kg
Bienenhonig notwendig?

A 18 A Fiir 3 Handtlicher vom gleichen
Preis bezahlt Mutter 4,62 Mark.
- Wieviel Mark wiirden 7 Handtiicher dieser
Sorte kosten?

4194 In einem Korb liegen 5 gelbe und
3 rote Kugeln. Man kann in den Korb hin-
eingreifen, aber die Kugeln nicht erken-
nen.

Wie oft muBl man in den Korb greifen, um
ganz sicher 2 Kugeln herauszuholen, die
die gleiche Farbe haben?

A20a Uwe sagt: ,Mein- Vater ist
42 Jahre alt. Mein Vater ist zwei Jahre dlter
als meine Mutter. Meine Mutter ist dop-
pelt so alt wie mein Bruder und ich. Ich
bin zwei Jahre jiinger als mein Bruder.“

Wie alt sind Uwe, sein Bruder und seine

Mutter?

A2l a In einem Bild sollen die Kreise
Eckpunkte von Dreiecken darstellen.

Die neun Zahlen 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9 sol-
len so in die neun Kreise eingetragen wer-
den, daf} die Summe in jedem Dreieck 15
betrigt. (Die Zahlen 1, 8 und 9 wurden be-
reits eingetragen.)

422 a Die Quadrate sind in dem Bild
nach einer Regel angeordnet.

[
LIF[
JIL[E

Welches der Quadrate wiirdest du an Stelle
des Fragezeichens setzen? Schau dir genau

die Zeilen und auch die Spalten an!
Erkennst du die Regel?

i JE
r

D

A 23 A Wieviel Quadrate findest du in
dieser Zeichnung?
Und wieviel Dreiecke sind es?

A24 A In dem Bild ist eine Figur mit 10
gleichen Hélzchen gelegt. Lege ein Holz-
chen so um, daB in der Figur zwei Qua-
drate entstehen!

4254 Jeder von vier Briidern einer Fa-
milie sagt: ,Ich habe zwei Schwestern.“
Wieviel Kinder geh6ren zur Familie?

Zitiert

® Man muB den zukiinftigen Mathemati-
ker von Kindheit an erziehen, je frither, de-
sto besser.
Niemanden verwundert es, daB die Ausbil-
dung einer zukiinftigen Ballerina oder
eines zukiinftigen Musikers meistens
schon in frither Kindheit, im Alter von 6
bis 8 Jahren, beginnt. Das erklirt sich da-
durch, daf} eine erfolgreiche Beherrschung
der Feinheiten der Ballettkunst odéer der
Musik im jugendlichen Alter unmoglich ist
ohne eine spezialisierte Ausbildung in der’
Kindheit. ... Man darf nicht glauben, daB
es in der Wissenschaft und besonders in
der Mathematik anders wire.
W. G. Boltjanski, 1. M. Jaglom,
Moskau

® Wir miissen die Vorziige unseres einheit-
lichen und zugleich gegliederten Bildungs-
wesens noch besser nutzen, um alle Ta-
lente zu entwickeln, darunter vor allem
Spitzenbegabungen.
Prof. Dr. G. Neuner, Prisident
“der Akademie der Padagogischen
Wissenschaften der DDR

Ala
Find a digit to replace each letter.
FIVE
- FOUR
ONE

Each letter stands for only one digit.
(There is more than one possible answer.)

A2 A B mocnemuee BpeMs S MIOTO XOXY
Ha serxax. IlpaBma, mo3aBuepa s mporien
Ha ) kM GoJblle, YeM BYepa, a BUepa Ha
40 KM MeHBILE, YeM [I03aBUEPa ¥ CEroaus
BMecTe. CKONBKO KMWJIOMETPOB S TIPOILLIEN
Ha NbIKAaX ceromus?

A3a .Un bassin est alimenté en eau par
deux robinets; I’'un, en coulant seul, rem-
plit ce bassin en 9 heures; I'autre le remplit
en 6 heures.

a) Quelle fraction du volume du bassin
chacun de ces robinets remplit-il en 1
heure?

b) On ouvre simultane les deux robinets.
Quelle est la fraction de volume du bassin
remplit au bout d’une heure?

¢) Au bout de combien de temps- le bassin
sera-t-il plein?

A4a La pyramide des nombres
Sachant que chaque nombre est égal a la
somme des deux nombres situés dans les
rectanglés au-dessous de lui, reconstituez
cette pyramide arithmétique!

aus: Maximath, Belgien
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Fan-Tan

ein mathematisches
Spiel

Fan-Tan ist ein Spiel fir zwei Personen,
fir das lediglich einige kleine Steine,
Streichhélzer oder dhnliches bendtigt wer-
den. Es stammt vermutlich aus China. Die
wohl bekannteste Variante des Spiels l1dBt
sich wie folgt beschreiben:
Auf einem Tisch werden 15 Steine in drei
Haufen angeordnet.
Der erste Haufen enthdl 7 Steine, der
zweite Haufen S Steine und der dritte Hau-
fen 3 Steine. Die beiden Spieler (nennen
wir sie A und B) nehmen nun abwechselnd
von einem der drei Haufen eine beliebige
Anzahl von Steinen weg. Dabei ist es
gleichgiiltig, von welchem der drei Haufen
die Steine wegpenommen werden, wichtig
ist nur, daB jeweils wenigstens ein Stein
weggenommen wird und alle mit einem
Ma) weggenommenen Steine von ein und
demselben Haufen sind. So wird verfahren,
bis sich kein Stein mehr auf dem Tisch
befindet. Gewonnen hat, wer den letzten
Stein nimmt.
Um den Verlauf einer Partie in iibersichtli-
cher Form darstellen zu konnen, charakte-
risieren wir jede Stellung der Partie durch
a
ein Zahlentripel (az), dessen Kompo-
a;
nenten d,, a; und a, folgende Bedeutung
haben sollen: der erste Haufen enthilt ge-
nau a,, der zweite genau a, und der dritte
genau a, Steine.

An Hand zweier Beispiele soll der Verlauf
einer Partie verdeutlicht werden (iiber dem
Pfeil wird jeweils der zum Zug kommende
Spicler angegeben):

a)

(7A<6>36AOBO
51215 )—=(3]—({3])—(3
)G ()+C)
(235 0)7 ) )
={2}—=[2)=>{1])—={0]}—>{0
2 1 1 1 0
b)
(7>A<6 B /6N A /1\ /0
St={5)1—=13]—(3]—>(3
2()70)°6) )
(3)+6)+))
—>{2})—=>{2)—=10}—>(0
3 2 2 0
Im ersten Beispiel gewinnt A; im zweiten
dagegen B.
Wir wollen uns bei der mathematischen

Untersuchung des Spiels nicht auf den
oben beschriebenen Spezialfall von drei
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Haufen und der Anfangsstellung (5) be-

3
schrinken. Es wird daher vereinbart, da m
Haufen von Steinen gebildet werden, und
zwar enthalte der i-te Haufen (1sism)
zu Beginn des Spiels n; Steine. Eine be-
stimmte Stellung des Spiels wifrd dann in
der Form

dargestellt, wobei g; (1 = i = m) die Anzahl
der Steine im i-ten Haufen angibt. Das
Ziel unserer Untersuchungen ist es, heraus-
zufinden, ob es eine Regel (Gewinnstrate-
gie genannt) gibt, die es einem der beiden
Spieler gestattet, den Gewinn zu erzwin-
gen, und zwar unabhingig von der Spiel-
weise seines Gegners. Da eine Partie stets
nach einer endlichen Anzahl von Ziigen
beendet ist, muB es immer einen Gewinner
und einen Verlierer geben. Es ist also klar,
daB eine solche Gewinnstrategie — im
Falle ihrer Existenz — nur fiir einen der
beiden Spieler anwendbar ist.

Im Ergebnis unserer Untersuchungen wird
sich zeigen, daB stets einer der beiden
Spieler, in Abhingigkeii von der Anfangs-
stellung, den Gewinn erzwingen kann.

Mathematische Thearie des Fan-Tan

Um das Spiel einer mathematischen Unier-
suchung zuginglich zu machen, ist es er-
forderlich, daB wir den zur Beschreibung
verwendeten Begriflen der Umgangsspra-
che eine wohlbestimmte mathematische
Bedeutung geben: Einen konkreten Spiel-
verlauf wollen wir als eine Partie bezeich-
nen. Das Wegnehmen von Steinen durch
einen Spieler entsprechend der Spielregel
heife ein Zug. Der Einfachheit halber wol-
len wir denjenigen Spieler, welcher den er-
sten Zug ausfiihrt, Spieler A und den ande-
ren Spieler B nennen.
Offenbar ist der Stand des Spiels zu jedem
Zeitpunkt einer Partie vollstindig bekannt,
wenn wir wissen:
a) welcher Spieler am Zug ist und
b) wie viele Steine sich in den einzelnen
Haufen befinden.

a;

a;

Das m-Tupel ,wobeiag,(i=1,2,...,m)

am
die Anzahl der Steine im i-ten Haufen sei,
heiBe eine Stellung (ungeachtet dessen,
welcher Spieler am Zug ist). Mitunter wer-
den wir eine Stellung einfach mit einem
unterstrichenen kleinen lateinischen Buch-
staben bezeichnen.

b,
Eine Stellung 6= :bz heiBe von' der
b,
a;
Stellung a= G erreichbar, wenn es
a:”l

moglich ist, mit einem Zug von der Stel-

lung a zur Stellung b liberzugehen. Aus der
Spielregel schlieBen wir, daB die Stellung b
genau dann von der Stellung g erreichbar
ist, wenn es eine Zahl j (1 =/ = m) gibt, so
daB:
a;=b; fir
und
a,- > bj.
Dies bedeutet, daB wir Stellung b aus der
Stellung g erhalten kdnnen, indem wir vom
J-ten Haufen a; — b; Steine wegnehmen.
AlA Welche Stellungen kOnnen in einer
Partie mit der Anfangsstellung
n,
ny

i=1,2,...j-1j+1,...m

(mit n; %0, i=1,2,...,m)

nm
auftreten? Man bestimme die Anzahl aller
moglichen Stellungen!
Wir wollen uns nun der Losung des in
der Einleitung gestellten Problems zuwen-
den. ‘Hierzu werden wir alle — entspre-
chend einer vorgegebenen Anfangsstellung
n
72 — moglichen Stellungen des
nm
Spiels in zwei Klassen, in Gewinn- und
Verluststellungen, einteilen. Dabei wollen

- wir unter einer Gewinnstellung eine solche

Stellung verstehen, die es dem am Zug be-
findlichen Spieler erméglicht, unabhingig
von der weiteren Spielweise seines Gegners
den Gewinn zu erzwingen.

Als Verluststellung wollen wir dann ent-
sprechend eine solche Stellung bezeich-
nen, die es dem am Zug befindlichen Spie-
ler unmdglich macht zu gewinnen, voraus-
gesetzt, sein Gegner spielt verniinftig.

Mit den hier eingefihrten Begriffen Ge-
winn- bzw. Verluststellung verbunden ist
naturgemill die Frage, ob sie dem Spiel
entsprechend liberhaupt einen Sinn haben,
d. h., ob es solche Stellungen iiberhaupt
gibt, und wenn ja, wie man diese charakte-
risieren kann. Man beachte, daB wir sogar
angekiindigt haben, die Mcnge aller mogli-
chen Spielstellungen in Gewinn- bzw. Ver-
luststellungen zerlegen zu konnen, d. h.
von jeder Spielstellung im Vorhinein ent-
scheiden zu konnpen, ob sie zum Gewinn
bzw. Verlust des Spieles fithrt — besser
sollte man wohl sagen: fiihren kann, denn
wir fordern ja immer zusitzlich von dem in
einer Gewinnstellung am Zuge befindli-
chen Spieler, daB er verniinftig (auch dies
wird im Folgenden zu klidren sein) spielt.
Doch wenden wir uns nun endlich der ge-
suchten Zerlegung zu. Hierzu werden wir
ein Verfahren benutzen, welches zuriick-
geht auf den franzésischen Mathematiker
C. L. Bouton (1902) und eine sehr originelle
Anwendung des folgenden mathemati-
schen Sachverhaltes beinhaltet:

Jede natiirliche Zahl n 188t sich auf ein-
deutige Weise als Summe paarweise ver-
schiedener Zweierpotenzen darstellen:
n=og2%+ o 2814 L+ a2+ 20
mit .

=1 bzw. ;=0 (i=0,1,2,... k).
Denjenigen Lesern, welche sich schon ein-
mal mit der Darstellung von Zahlen in



elektronischen Rechenautomaten beschif-
tigl haben, ist dieser Sachverhalt als dyadi-
sche Darstellung (haufig auch bindre oder
duale Darstellung genannt) einer natiirli-
chen Zahl bekannt.

Praktisch erhidlt man die d’yadische Dar-
stellung einer gegebenen natiirlichen Zahl
durch wiederholtes Dividieren mit Rest
(durch 2) und Verwendung der hierbei ent-

stechenden Reste als  Koeffizienten
oo, Oy, ..., 0y fiir die dyadische Darstellung:
Beispiel:

(1)

11=2-5+1 =1

5=2-2+1 o4=1 h3 4 Al A0
2=2.1+0 &,=0 11=23+2'4+2
1=2:0+1 oy=1

(2)

8=2:440 0=0

4=2:2+0 o =0 g =23
2=2-1+0 =0

1=2:0+1 a3=1

Um die gesuchte Zerlegung in Gewinn-
bzw. Verluststellungen vorzunehmen, be-
trachten wir eine beliebige Stellung

a,
a=| 2
am
aus der Menge M aller beziiglich der An-
ny
fangsstellung :12 moglichen Spielstel-
nﬂl
lungen.

Die Zahl 4; (i=0,1,2,...) gebe an, wie oft
27 in den dyadischen Darstellungen der
Zahlen ay, a,, ..., a,, auftritt. Tritt 27 in kei-
ner dieser dyadischen Darsteliungen auf,
so sei d; =0. Zur Verdeutlichung betrach-
ten wir zwei Beispiele:

1 20
2) 21 |2
0 0
5 20422

Hierist dy=2und d,=d,=1.
Alle anderen d; sind null.

3 204+ 21
10

20421422
21 + 23

Hierist dy=2,d,=3und d, =d,=1.
Alle anderen d; sind null.
Die Menge der Stellungen wird nun folgen-
dermaBen in zwei Teilmengen G und V
zerlegt: Zur Menge V gehoren alle Stellun-
gen

a,

mit der Eigenschaft,

1)
I

am
daB alle d; geradzahlig sind.

Die restlichen Stellungen bilden die
Menge G. Die auf diese Weise in M gebil-
deten Teilmengen V und G sind offenbar
disjunkt und erschépfen M ganz. Wir wol-
len nun nachweisen, daB einerseits jede
Stellung aus V eine Verlust- und anderer-
seits jede Stellung aus G eine Gewinnstel-
lung ist. Hierzu zeigen wir:

(1) Die Endstellung gehort zu V.

0

(2) Jede von einer Stellung ae V erreich-
bare Stellung a’ liegt in G.
(3) Zu jeder Stellung a€ G gibt es wenig-
stens eine von @ erreichbare Stellung
aeV.
Bevor wir den Nachweis der Richtigkeit
dieser Aussagen antreten, wollen wir uns
vergegenwirtigen, welche Bedeutung sie
fiir das Spiel haben:
® Gelangt ein Spieler (sagen wir A) in
einer Stellung a€ G zum Zuge, so kann er
gemiB (3) seinem Gegenspieler (B) stets
eine Stellung aus V vorsetzen; letzterer je-
doch bringt (wegen (2)) beim Ziehen den
Spieler A wieder in eine Stellung, die not-
wendig zu G gehort. Somit ist 4 stets in
einer Spielstellung aus G am Zuge und
kann in jedem Fall daftr sorgen (indem er
(3) wiederholt ausnutzt), daB B stets mit
einer Stellung aus V Zugzwang hat. Da
einerseits nur endlich viele Steine zur Ver-
fligung stehen und andererseits in jedem
Zug des Spielverlaufs wenigstens ein Stein
aus einem der Haufen entnommen wird,
muB nach endlich vielen Ziigen die End-

0

stellung entstehen. Weil diese nach

0

(1) zu V gehort, wird sie (bei Einhaltung
der auf (3) orientierten Spieltaktik durch
Spieler A) dem Spieler B vorgesetzt wer-
den. Damit aber verliert B — die Stellung a
war also eine Gewinnstellung.
® Gelangt dagegen der Spieler A in eine
Stellung be ¥V zum Zuge, so ist dies entwe-
der die Endstellung

0

? des Spiels und A hat verloren, oder

0
aber A bringt (gemiB (2)) beim Ziehen sei-
nen Gegenspieler B in eine Stellung aus G.
Nach dem oben Gesaglen verliert dann je-
doch A — vorausgesetzt B benutzt (3) bei
der Wahl seiner Spieltaktik. Folglich war b
eine Verluststellung.
Dies zeigt uns, daB die Aussagen (1)-(3)
hinreichend dafiir sind, die Stellungen aus
G als Gewinn- und die Stellungen aus V
als Verluststellungen auszuweisen. Wir
wollen uns nun dem Beweis der Aussagen
(1)-(3) zuwenden:

0
Zu (1): Ist a= , so sind offenbar alle
0
d; =0 und also geradzahlig.
0

Die Stellung gehort demzufolge zur

0
Menge V.
Zu (2): Ist eine Stellung a’ von der Stel-
lung g erreichbar, so unterscheiden sich a
und ¢’ in der Anzahl der Steine in genau
einem der m Haufen. Da in der dyadischen
Darstellung einer Zahl jede Zweierpotenz

2' hchstens einmal auftritt, unterscheiden
sich die zu a bzw. a’ gehdrenden Zahlen d;
und d; jeweils hdchstens um 1.
Andererseits ist klar, daB nicht [iir alle i
d; = d; sein kann. Gehort nun die Stellung
a zur Menge V, so sind alle d; geradzahlig.
Aus dem oben Dargelegten ergibt sich
dann, dal bei jeder von a erreichbaren
Stellung @’ wenigstens ein ungeradzahliges
d; auftreten muB, d.h. alle von a erreichba-
ren Stellungen gehoren zur Menge G.

a
Zu (3): Gehért eine Stellung a = »:az

an
zur Menge G, so treten gewisse Zweierpo-
tenzen in den dyadischen Darstellungen
der Zahlen a), ..., a,, ungeradzahlig oft auf.
Die groBte dieser Zweierpotenzen sei 2'.
Es sei g, (1 =k =m) eine Komponente
von g, in deren dyadischer Darstellung 2’
auftritt. Wir bezeichnen die ungeradzahlig
oft auftretenden Zweierpotenzen, welche
in der dyadischen Darstellung von a; vor-
kommen mit

t=20 202 2k

Die anderen (also nicht in a;) ungeradzah-
lig oft auftretenden Zweierpotenzen seien

20, ... 2w,

Wir betrachten nun die Stellung
a;

a_’ =l & |,
al

m

mit a,, = a, fur
d=1,2,...,k-1,k+1,...,mund

ay=a =20 — =204 200+ 4+,
Wegen

20=20>2 =1 =220+ .. + 2,

ist @} < a; und somit die Stellung a’ von a
erreichbar. :

Da sich ferner auf Grund der Bildungsvor-
schrift fir ¢’ alle ungeradzahligen d; um
+1 oder —1 gedndert haben, sind die zu a_’
gehorenden d; alle gerade, d. h. a’ gehort
zur Menge V.

Weil der Nachweis der dritten Eigenschaft
recht kompliziert ist, soll er noch an einem
Beispiel verdeutlicht werden:

20+ 2!

k)
a={ 7)=[20421+22
10 2+

Esistdy=2,d;=3undd,=d;=1.Dad,,
d, und d; ungerade sind, geh6rt a zur Menge
G. Die groBte ungeradzahlig oft auftre-
tende Zweierpotenz ist offenbar 2°. Sie tritt
in der dyadischen Darstellung von a; = 10
auf. In der dyadischen Darstellung von a;
treten 2° und 2! auf, 22 dagegen nicht, und
es ist folglich

aj=a;—22-2'+22

=10-8-2+4=4.

Die neue Stellung ist also:

3 20+ 2!
o-(3)-[F5n
4 22

A2 A Im Beispiel (b) der Einleitung un-
terlduft dem Spieler A ein Fehler.
Finde diesen!

Th. Bohme
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Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1988

Ma 5m2840 Robert las am ersten Tag ge-
nau 36 Seiten eines Buches. Am zweiten
Tag las er 12 Seiten mehr als am ersten
Tag. Er hatte nun noch drei Viertel der An-
zahl der Seiten dieses Buches zu lesen.
Wieviel Seiten umfaBt dieses Buch?
Schiilerin N. Konig, Klein Krams

Ma5m2841 Ich denke mir eine Zahl.
Addiere ich 100 dazu, so erhalte ich zehn
mehr als das Zehnfache meiner gedachten
Zahl.
Welche Zahl habe ich mir gedacht?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m2842 Egon Offnet seine Spar-
biichse, um festzustellen, welchen Geldbe-
trag er bereits gespart hat. Die Sparbiichse
enthilt 1-Pf-, S-Pf-, 10-Pf-, 20-Pf- und
50-Pf-Miinzen, keine weiteren Miinzen
oder Geldscheine. Es sind 18 einzelne
Pfennige, zweimal soviel 5-Pf-Miinzen und
dreimal soviel 10-Pf-Miinzen, aber nur
halb soviel 50-Pf-Miinzen wie 1-Pf-Miin-
zen, auBerdem noch neun 20-Pf-Miinzen.
Weichen Geldbetrag hat Egon gespart?
Schiilerin I. Schulze, Zittau

Ma 5m 2843 Jedes der 16 Klassenzimmer
einer Schule hat gleich viele Stiihle. Aus
jedem Klassenzimmer trigt man 8 Stiihle
in die Aula. Nun sind in den 16 Klassen-
zimmern noch soviel Stihle, wie vorher in
12 Klassenzimmern waren. In den iibrigen
Riumen der Schule sind noch weitere
38 Stithle. Uber wieviel Stiihle verfiigt
diese Schule?  SiR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5m2844 Das abgebildete Quadrat
wurde durch drei Strecken in zwei Drei-

ecke (1) und (5) und in vier Vierecke (2),
(3), (4) und (6) zerlegt. Wie viele verschie-
dene Vierecke enthdlt das abgebildete
Quadrat? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m 2845 In dem Schema

MATHE
+ MATHE

ALPHA

bedeuten gleiche Buchstaben gleiche
Grundziffern und verschiedene Buchsta-
ben verschiedene Grundziffern. AuBlerdem
darf keine Ziffer mit 0 beginnen. Diese
Aufgabe besitzt vier Losungen. Versuche,:
alle Losungen zu finden. Sch.

Ma 5w 2846 Ein Quadrat ABCD wurde,
wie aus dem Bild ersichtlich, in vier Recht-
ecke ALFE, LBKH, HKGF und EGCD un-
terteilt, die simtlich den gleichen Flichen-
inhalt besitzen. Wie lang sind die Seiten
dieser vier Rechtecke, wenn die Quadrat-

seite 12 cm lang ist? Sch.
[ 12 cm c

E i G

- H K

A L 8
Ma6m2847 Die Handballmannschaft

einer Schule trug im vorigen Schuljahr
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. 25 Spiele aus. Sie gewann dreimal so viele
2 3 Spiele wie sie verlor. Es waren weniger un-
entschiedene als verlorene Spiele. Wie
1 viele Punkte erreichte die Mannschaft,
wenn jedes gewonnene Spiel 2 Punkte, je-
5 6 des unentschiedene 1 Punkt und jedes ver-
4 lorene 0 Punkte zdhlte?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
Mankus Mdder Ha 7e
Schweinor lleg 17 . ¢-Gagarn - 0S o| 2647
H *
Schmablaloion Klase 7
EY) 6080 150
Pridibat - e

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alpha-Le-
ser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenéen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha
Postfach 14
Leipzig

7027

3. Der jeweiligen Aufgabennummer ist ein
Ma (Mathematik), Na/Te (Naturwissen-
schaft und Technik) und eine Ziffer, z.B. 7
vorgesetzt (d. h. fiir 7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene lésen die
Aufgaben, welche mit Ma10/12 oder
Na/Te 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210mm
X 297 mm) (siche Muster), denn jede Auf-
gabe wird fiir sich, d.h. in einem Zug korri-
giert.

Noch eine Bitte an die Schulen: Sendet
bitte die Losungen bereits nach Aufgaben
sortiert ein.

6. Teilnehmer, die eine richtige Losung
(nicht nur Antwortsatz) eingesandt haben,
erhalten von der Redaktion eine Antwort-
karte mit dem Pridikat ,sehr gut geldst®,
»Eut geldst“ oder ,geldst. Anderenfalls er-
halten sie eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,nicht gelost“. Nach dem Einsende-
termin eingehende Ldsungen werden nicht
mehr bearbeitet!

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1987/88 lauft von Heft 5/1987 bis
Heft 1/1988. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1988 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/87 bis 1/88
erworbenen Karten geschlossen an die Re-
daktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/88 veroffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (von den
Wettbewerben der Hefte 5/87 bis 1/88) er-
halten hat und diese einsendet, erhilt eine
Anerkennungsurkunde und ein alpha-Ab-
zeichen. Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1987/88
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunde zuriick). Schii-
ler, die schon mehrere Jahre teilnehmen,
senden bitte die zuletzt erhaltene Urkunde
mit ein. Wir bitten darauf zu achten, daB
alle Postsendungen richtig frankiert sind
und die Postleitzahl des Absenders nicht
vergessen wird.

Redaktion alpha



Ma 6 w2848 In dem Schema
*9 %9
-+ *9 x

= x () * %

ergibt die Summe aus einer vierstelligen
und einer dreistelligen Zahl eine fiinfstel-
lige Zahl. Wie lautet die richtig geloste Ad-
ditionsaufgabe?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 6 m 2849 Es ist die kleinste natiirliche
Zahl zu ermitteln, die durch 4 und 5 teil-
bar ist und deren Quersumme 36 betrigt!

Sch.
Ma 6 m 2850 Ermittle alle Zahlentripel
L(a,b,0), welche die Gleichung

a- b+ ¢=100 erfillen. Dabei sind a, b, ¢
Primzahlen, und es gilt a< b < ¢.
OL W. Melka, Neubrandenburg

Ma6w2851 In einem rechtwinkligen
Dreieck ABC ist die Hypotenuse AB dop-
pelt so lang wie die Kathete BC. Es sind
die GroBen o und g der beiden spitzen In-
nenwinkel des rechtwinkligen Dreiecks
ABC zu bestimmen!

Schiilerin A. Bothe, Manschnow

Ma 6 m2852 Es sind alle Dreiecke zu er-
mitteln, bei denen die MaBzahlen der Sei-
tenldngen natiirliche Zahlen sind, und die
folgende Bedingungen erfiillen:
(1) Fiir die Seitenldngen a, b, ¢ gilt
a<b<ec.
(2) Das Sechsfache der kleinsten Seiten-
lange ist gleich dem Produkt aus den bei-
den anderen Seitenlingen.

Schiiler Ch. Bélling, Berlin

Na/Te 6 m407 Welche Durchschnittsge-

schwindigkeit hat der Motorkolben eines

PKW vom Typ Trabant 601, wenn der Hub

73 mm betrdgt und in 10s 500 Umdrehun-
gen der Kurbelwelle erfolgen?

aus: Aufgabensammlung Physik,

Volk und Wissen, Berlin

Ma7m2853 Von 32 Schiilern gehort je-
der wenigstens einer der Arbeitsgemein-
schaften Modellbau oder Werken an. In
der AG Werken sind doppelt so viele Teil-
nehmer wie- in der AG Modellbau. Ein
Drittel der Modellbauer beteiligt sich auch
an der AG Werken.
Wie viele Schiiler nehmen an beiden Ar-
beitsgemeinschaften teil?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 7m 2854 Wemer wurde gefragt, wie-
viel Antwortkarten des alpha-Wettbewerbs
er schon erhalten hitte. Er sagte: ,Bis auf
3 Karten hatten alle Karten den Vermerk
,sehr gut gelost’.

Bis auf 7 Karten war der Vermerk ,gut ge-
16st und bis auf 8 Karten war der Vermerk
,nicht geldst’ angegeben.“ Wieviel Karlen
von jeder Art hat Werner erhalten?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7m2855 Zeichne ein gleichseitiges
Dreieck ABC. Lege einen beliebigen inne-
ren Punkt P fest und verbinde ihn mit den
Eckpunkten A4, B und C. Das Dreieck ABC
habe die Seitenlinge a, die Verbindungs-
strecken PA, PB bzw. PC haben die Lin-

gen x, y bzw. z. Weise nach, daB stets gilt

x+y+z>%-a! Sch.
Ma7m2856 Einem Kreis k mit dem Ra-
dius r wurde ein Quadrat einbeschrieben,
d. h., die Ecken des Quadrates liegen auf
der Peripherie des Kreises. Wieviel Prozent
vom Flicheninhalt des Kreises betrigt der
Flicheninhalt des ihm einbeschriebenen
Quadrates? Sch.

Ma 7m 2857 ,Sag mir bitte, wann du in
diesem Jahr Geburtstag hattest“ wird Jiir-
gen von seinem Freund gefragt. Jiirgen li-
chelt und sagt: ,Damit du es gut behiltst,
berechne die flinfstellige Zahl fiir die
*»«87=7-xxx+ gijlt. Dabei besteht die
vierstellige Zahl aus vier aufeinanderfol-
genden Zahlen und ist so groB wie mog-
lich.“

(Bemerkung: Es wire z.B. 21.9.87 ohne die
Punkte eine entsprechende fiinfstellige

Zahl) StR H.-J. Kerber, Neustrelit:

Na/Te 7m 408 Auf einer Kochplatte wird
ein Topf mit Wasser erwirmt. Warum geht
die Erwdrmung von 20°C auf 30 °C schnel-
ler vor sich als die Erwirmung von 80°C
auf 90°C (bei gleicher Wirmeabgabe der
Heizplatte)?
aus: Aufgabensammlung Physik,
Volk und Wissen, Berlin

Na/Te 7m 409 Es soll ein Spiegel an eine
senkrechte Wand so aufgehingt werden,
daB sich ein Midchen (Kd&rpergroBe
170 cm, Augenhohe 160cm) vollstindig
betrachten kann. Wie hoch muf3 die Ober-
kante iiber dem Erdboden hingen und wie
gro muB der Spiegel mindestens sein?

(Losungshinweis: Beachte bei der geometri-
schen Losung, daB Lichtstrahlen sowohl
von den FuBspitzen als auch vom Scheitel
zum Auge gelangen miissen.) R.

Ma 8 m 2858 Gesucht ist wenigstens eine
neunstellige natiirliche Zahl, die aus den
Ziffern 1 bis 9 besteht und in welcher jede
dieser Ziffern genau einmal vorkommt.
Die gesuchte Zahl hat folgende Eigen-
schaften: ’
Die aus den ersten beiden Ziffern gebildete
Zahl ist durch 2 teilbar, die aus den ersten
drei Ziffern gebildete Zahl ist durch 3 teil-
bar, die aus den ersten vier Ziffern gebil-
dete Zahl ist durch 4 teilbar, die aus den
ersten funf Ziffern gebildete Zahl ist durch
S teilbar, die aus den ersten sechs Ziffern
gebildete Zahl ist durch 6 teilbar, die aus
den ersten sieben Ziffern gebildete Zahl ist
durch 7 teilbar, die aus den ersten acht Zif-
fern gebildete Zahl ist durch 8 teilbar, die
aus den ersten neun Ziffern gebildete Zahl
ist durch 9 teilbar.
(Hinweis: Benutze den Taschenrechner!)
Fachlehrer W. Bucher, Gerstungen

Ma8m2859 Gegeben sei ein Trapez

ABCD mit den parallelen Seiten AB und

CD, fur welches

BC=CD=AD=a=5cmund 4B = 2a

gilt!

Berechne die Linge der Diagonalen AC!
Diplomlehrer J. Kreusch, Lébau

Ma 8 m2860 Einem rechtwinkligen Drei-
eck ABC, dessen Hypotenuse BC die Linge
5cm und dessen Kathete 4B die Linge
3cm besitzt, ist ein Halbkreis einzube-
schreiben, dessen Mitielpunkt M auf der
Kathete AC liegt und der die Geraden 4B
und BC beriihrt. Es ist die Liange des Ra-
dius dieses Halbkreises zu bestimmen! Sch.

Ma 8w 2861 Die Ziffernfolge einer finf-
stelligen natiirlichen Zahl werde durch de-
ren Multiplikation mit 4 umgekehrt. Wel-
che natiirliche Zahl erfiillt diese Bedin-
gung? Dipl.-Ing. H. Miethig, Dresden

Ma 8 w2862 FEine Portion Eis mit Sahne
kostet 2,15M. Eine Portion Ananas mit
Sahne kostet 2,55 M. Eine Portion Eis mit
Ananas kostet 2,30 M.

a) Wieviel kostet eine Portion Eis mit Ana-
nas und Sahne?

b) Wieviel kostet jeweils eine Portion Eis,
Ananas bzw. Sahne? 0. Gehring, Dresden

Na/Te8m 410 Ein Hebel ist 2 m lang. An
welcher Stelle muB er unterstiitzt werden,
damit man mit einer Kraft von 20 N.eine
Last von 140 N anheben kann? (Der Hebel
soll als zweiseitiger Hebel wirken!) R.

Na/Te8®411 Ein Federkraftmesser, an
dem ein Korper aus Blei angehingt ist,
zeigt 0,565 N. Nach dem Eintauchen in
Wasser zeigt er 0,515 N. Wie groB ist das
Volumen des Bleikorpers?
(Beachte, daB auf einen Korper von 100 g
Masse eine Gewichtskraft von — anni-
hernd — 1N auf der Erde wirkt.)
aus: Aufgabensammlung Physik,
Volk und Wissen, Berlin

Ma9m2863 Gegeben seien drei Qua-
drate. Zwei davon sind zueinander kongru-
ent. Das dritte Quadrat hat eine um 2 cm
lingere Seite als jedes der zwei kongruen-
ten Quadrate. Sein Flicheninhalt ist um
4 cm? groBer als die Summe der Flichenin-
halte der beiden kongruenten Quadrate.
Wie_lang ist jede Quadratseite?

Schiiler H. Laabs, Berlin

Ma9m2864 Von einem gleichschenkli-
gen Dreieck ABC mit der Basis AB seien
die Héhe h, = 4,0 cm zur Seite 4B und der
Umbkreisradius r = 4,5 cm gegeben. Es sind
Umfarig und Fldcheninhalt des Dreiecks
ABC zu berechnen!

Diplomlehrer J. Kreusch, Lébau

Ma 9w 2865 Das Produkt von fiinf auf-
einanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist
224mal so groB3 wie die Summe aus diesen
Zahlen. Um welche Zahlen handelt es
sich? Sch.

Ma9m2866 Ein Kind hat eine be-
stimmte Anzahl schwarzer und eine be-
stimmte Anzahl weiler Spielsteine, insge-
samt sind es sechs. Das Kind probiert alle
Moglichkeiten aus, diese sechs Spielsteine
in eine Reihe zu legen, wobei jedesmal die
Farben schwarz oder weill verschieden an-
geordnet sind.

Nun findet das Kind heraus, dal es genau
15 derartigpe Moglichkeiten gibt. Wieviel
weile und wieviel schwarze Spielsteine
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hatte das Kind, wenn seine Behauptung
richtig ist? Fr.

Ma9®2867 In dem Bild seien die Strek-
ken mit den Lingen a, b und x paarweise
parallel zueinander. Man finde eine For-
mel, mit der man bei gegebenen Lingen a
und b die Linge x berechnen kann!

Doris Gollé, Wien (Osterreich)

Na/Te m412 Zur Bestimmung der spezi-
fischen Wirmekapazitit des Kupfers er-
wirmte ein Schiiler einen Korper aus Kup-
fer (Gewichtskraft SN) bis auf eine
Temperatur von 100°C und steckte ihn an-
schlieBend in ein Kalorimeter aus Alumi-
nium (Gewichtskraft 0,6 N), das mit 400 ml
Wasser gefiillt war. Die Anfangstemperatur
des Wassers im Kalorimeter betrug 15°C,
die Endtemperatur 24,4°C. Welchen Wert
erhielt der Schiiler fiir die spezifische Wir-
mekapazitit des Kupfers? R.

Na/Te9m413 Welchen Wert muf3 der
Widerstand R, haben, damit durch die
Lampe bei einer Spannung von 60V ein
Strom von 2 A flieBt?

aus: Lindner: Elektroaufgaben

480

220V + 60V/2A L{:]’_‘D'

60R Rx

Ma 10/12 m 2868 Gesucht sind alle vier-
stelligen Zahlen mit folgender Eigenschaft:
Die Summe aus der betreffenden Zahl
selbst, ihrer Quersumme und der zwei ein-
stelligen Zahlen, die durch die erste und
die letzte Ziffer dargestellt werden, betrigt
5900.

Schiilerin B. Bremer, Heiligenstadt

Ma 10/12 w2869 Es ist nachzuweisen, ob
die folgende Aussage wahr oder falsch ist:
Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: Wenn n
eine Primzahl ist, so ist auch 2n — 3 oder
2n + 3 eine Primzahl.

W. Triger, Diobeln

Ma 10/12 w2870 Mit je zwei weiBen und
vier schwarzen Stiben gleicher Linge wer-
den Kantenmodelle eines regelmiBigen
Tetraeders hergestellt.
a) Wieviel verschiedene Modelle gibt es,
von denen keine zwei durch eine rdumli-
che Bewegung zur Deckung gebracht wer-
den konnen?
b) Wieviel Aufstellungen mit verschiede-
nen Ansichten der Tetraeder beziiglich
ihrer gefirbten Kanten gibt es?

Dr. G. Hesse, Radebeul

Ma10/12m 2871 Einer Kugel mit dem
Radius r wurden zwei kongruente Kegel
mit gemeinsamer Kegelgrundfliche so ein-

132 - alpha, Berlin 21 (1987) 6
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beschrieben, daB seine beiden Spitzen die
Kugeloberfliche berihren.
Das Volumen des Doppelkegels soll halb
so groB sein wie das der Kugel. Es ist der
Radius der gemeinsamen Kegelgrundfli-
che zu ermitteln und mit Hilfe von r aus-
zudriicken.

Schiiler M. Gliick, Jossnitz

Ma10/12m2872 In einem konvexen
Viereck ABCD mit nichtparallelen Gegen-
seiten sei E der Schnittpunkt der Geraden
AB und CD und F der Schnittpunkt von
BC und AD. Die Winkelhalbierende des
Winkels 5 BEC sei mit w,, die des Winkels
5 AFB mit w, bezeichnet. Es ist zu bewei-
sen:
Wenn w, und w, senkrecht aufeinander ste-
hen, so ist ABCD ein Sehnenviereck.

W. Triger, Dobeln

Na/Te 10/12m 414 Ein Giiterzug wird
100 m vor einem auf Halt stehenden Signal
m
2
Aufenthalt vor dem Signal dauert 75 s. Da-

gleichmiBig mit 0,20 gebremst. Der

nach wird er mit 0,15% gleichmiBig be-
schleunigt und erreicht eine Geschwindig-
keit von SBkTm. Mit dieser Geschwindig-

keit wird die Fahrt fortgesetzt. Welchen

Weg legt der Zug vom Beginn des Brem-

sens bis zum Erreichen der geforderien Ge-

schwindigkeit zuriick? Welche Zeit wird
dafiir benétigt?

aus: Aufgabensammlung Physik,

Volk und Wissen, Berlin

Na/Te10/12m415 Mit  welcher Ge-
schwindigkeit erreicht ein aus einer Katode
emittiertes Elektron die Anode, wenn die
Spannung zwischen Katode und Anode
einer Rohrendiode 200 V betrigt?
(Hilfe: Von einem elektrischen Feld wird
an einem Korper mit der Ladung Q nach
Durchlaufen der Spannung U die Arbeit
A = U- Q verrichtet.)
aus: Aufgabensammlung Physik,
Volk und Wissen, Berlin

Rosselsprung
ins Neue Jahr

Die alpha-Redaktion sendet Euch zum
Jahreswechsel einen herzlichen GruB, der
in der Gangart eines Springers beim
Schachspiel in die Baumfigur eingetragen
wurde. Viel SpaB beim Ermitteln dieses
Wunschsatzes! Und anbei noch vier Ros-
selspriinge zum Selbstbauen:

In die 7-Figur ist der Begriff
SCHULMATHEMATIKOLYMPIADE,
und in die 8-Figuren sind die Begriffe
OPERATIONSZEICHEN,
NAHERUNGSRECHNUNG

und PROGRAMMSTEUERUNG

im Rosselsprung einzutragen, wobei An-
fangs- und Endbuchstabe jeweils vorgege-
ben sind. Viel SpaB auch bei dieser Knobe-
lei!
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Vervollstindigt jede Zeile zu einer wahren
Gleichung unter Benutzung der Opera-
tionszeichen +, —, - und : sowie des Fakul-
titszeichens ! (n! ist das Produkt aller na-
tiirlichen Zahlen von 1 bis n)! Klammern
diirfen nicht benutzt werden.

Dr. R. Mildner, Leipzig



XXVIII. Internationale
Mathematikolympiade

Havanna, 5. bis 16. Juli 1987

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Luis J. Davidson

Havanna, Rep. Kuba
Sekretir des Organisationskomitees
der XXVIII. IMO

Aufgaben

1. Sei §={1,2,...,n) (n = 1) und sei p,(k)
die Anzahl der Permutationen von S mit
genau k Fixpunkten.

Man beweise:

Y k- pa(k) = n!
k=0

(Hinweis: Eine Permutation f von § ist
eine umkehrbar eindeutige Abbildung von
S auf S. Ein Element € S heiBt Fixpunkt
von f, falls f(i) = i ist.) (BRD)

2. ABC sei ein spitzwinkliges Dreieck. Die
Halbierende des Innenwinkels bei A
schneidet die Seite BC in L und den Um-
kreis des Dreiecks in N (N * A). Seien K
und M die FuBlpunkte der Lote von L auf
AB bzw. AC.

Man beweise: )

Die Fliacheninhalte des Vierecks AKNM
und des Dreiecks ABC sind gleich. (SU)

3. Es seien x,, x5, ..., X, reelle Zahlen mit
xPexi+ L+ xl=1.

Man beweise:

Fiir jede natiirliche Zahl k=2 gibt es
ganze Zahlen ag; (i=1,2,...,n),

fur die

k-1
|ayx;+ azx; + ...+ apx,| g%
gilt, wobei die Nebenbedingungen:
— nicht alle g; sind gleich Null,
— fiir alle i gilt |g;|= k-1

erfiillt sind. (BRD)

4. Man beweise:

Es gibt keine Funktion f: Ny— N,,, welche
fir alle ne N, die Eigenschaft f(f(n))
= n + 1987 besitzt.
(No=1{0,1,2,...}) (Vietnam)
S. Es sei n eine natiirliche Zahl =3.

Man beweise:

Es gibt eine Anordnung von n Punkten in
der Ebene, fiir die je zwei beliebige Punkte
einen irrationalen Abstand haben, und je
drei beliebige Punkte ein nicht entartetes
Dreieck mit rationalem Fliacheninhalt bil-
den. (DDR)

6. Sei n eine ganze Zahl z2.
Man beweise:
Wenn k2 + k + n fiir alle ganzen Zahlen k

T

n . . . .
mitds ks =5 eine Primzahl ist, dann ist

auch k% + k + n fiir alle ganzen Zahlen k
mit 0 < k = n — 2 eine Primzahl. (SU)

Arbeitszeit: zweimal 4,5 Stunden.
Bei jeder Aufgabe kdnnen 7 Punkte er-
reicht werden.

Unsere Mannschaft der IMO 87:
Prof. Dr. Burosch, Delegationsleiter
Prof. Dr. Gronau,

. stellv. Delegationsleiter

1.Preis, 42 Punkte
1.Preis, 42 Punkte
2.Preis, 40 Punkte
2.Preis, 39 Punkte
2.Preis, 37 Punkte

Frank Goring
Gerd Kunert
Uta Hovel
Jorg Jahnel
Gunter Doge
Ingo Warnke

Inoffizielle Linderwertung —

Preisverteilung
Platz Land Punkte 1. 2. 3
1. SR Ruminien 250 5 1 -
2, BRD 248 4 2 -
3. UdSSR 235 3 3 -
4. DDR 231 2 31
5. Usa 220 2 31
6. Ungarische VR 218 - 51
7. VR Bulgarien 210 1 3 2
8. VR China 200 2 2 2
9. CSSR 192 - 4 2
10. GroBbritannien 182 1 2 2
11. SR Vietnam 172 -1 5
12 Frankreich 154 - 3 2
13.  Osterreich 150 - 2 3
14. Niederlande 146 -1 4
15. Australien 143 - 3 -
16. Kanada 139 1 1 1
17. Schweden 134 - 2 2
18. Jugoslawien 132 -1 3
19. Brasilien 116 1 - 2
20. Griechenland 111 - - 4
21. Tiirkei 94 - - 2
22.  Spanien 91 - - 3
23. Marokko 88 - -3
24. Kuba 83 - - 2
25. Belgien 74 - -1
26. Iran 70 - -1
217. Norwegen 69 - - -
Finnland 69 - - 2
29. Kolumbien 68 - =1
30. Mongolische VR 67 - - -
31. VR Polen T55(3) - - 2
32. Island 454 - - -
33. Zypern 42 - - =
34. Peru 41 - - -
35, Italien IS4 - -1
36. Algerien 29 - -
37. Kuweit 28 - -
38. Luxemburg 271y - -1
39. Uruguay 274 - - -
40. Mexiko 17¢6) - - -
41. Nikaragua 13 - - =
42. Panama 7 - - =

3.Preis, 31 Punkte

42873 o Esseien g und b reelle Zahlen,
fur die

-1986<b+1<a
gilt.
Man beweise: Die Gleichung
x2+ ax + b =0 hat keine reelle Losung x,,
die x, = 1987 erfiillt.

Kurzbiographie:

Luis J. Davidson, geboren am 10.9.1921 in
Havanna, 1940 Immatrikulation an der
Universitdt Havanna, 1944 Erlangung des
Titels Doktor der physikalisch-mathemati-
schen Wissenschaften, 1945 bis 1961 Lehrer
fir Mathematik an der Oberschule von
Matanzas, nach dem Sieg der kubanischen
Revolution Nationalinspektor fiir Mathe-
matik, 1974 Ubernahme des Lehrstuhls fiir
wissenschaftliche Forschungen am Zentral-
institut fir pddagogische Wissenschaften,
1982 Erlangung des Titels Doktor der pdd-
agogischen Wissenschaften, zur Zeit Lehrer
am pddagogischen Hochschulinstitut Enri-
que José Varona, Forderer der Olympiade-
bewegung in der Republik Kuba, Initiator
der seit 1963 jdhrlich stattfindenden natio-
nalen Mathematik-Ausscheide, seit der er-
sten Teilnahme der Republik Kuba an der
XIIL. IMO 1971 in der CSSR Delegations-
leiter der kubanischen Mannschaft.

Jede Mannschaft bestand aus 6 Schiilern
bzw. der in Klammern angegebenen An-
zahl von Schiilern.

1. Preis fiir 42 Punkte

2. Preis fir 232 und =41 Punkte

3. Preis fir =18 und =31 Punkte

alpha, Berlin 21 (1987) 6 - 133



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mini-BASIC
fiir alpha-Leser, Teil 7

Computerwiirfel oder:
Zufallszahlen

A 44 4o Gib folgendes Programm in den
Computer ein und starte es mehrmals!
Beobachte den jeweiligen Ausdruck auf
dem Bildschirm!

Programm 9

18 CLS
20 For I=1TO 14
30 X =RND (1)
40 PRINT X
50 NEXT I
60 END
Mit dem Programm 9 druckt der Computer
KC 85/1 zehn nicht vorhersagbare Zahlen
zwischen 0 und 1 auf dem Bildschirm. Sol-
che Zahlen nennt man auch Zufallszahlen.

127313

6.83401 E-03

.96943

1.7514 E- 93

956225

0407678

896609

660212

.554489

.818675
OK
Durch die BASIC-Anweisung
LET X = RND (1) wird die Variable X mit
einer Zufallszahl z zwischen 0 und 1 belegt
(0 < z < 1). Dabei ist natiirlich der Zahlen-
bereich des jeweiligen Computers zu be-
ricksichtigen. So ist z. B. die betragsmiBig
kleinste von Null verschiedene Zahl, die
der KC 85/1 anzeigt 9.40396 E - 39. Mit
Hilfe von RND (1) kann man einen Com-
puler auch als Wiirfel nutzen. Dazu miis-
sen wir allerdings die Zeile 3@ im Pro-
gramm 9 so umschreiben, daB zufillig eine
der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 erzeugt wird.
Das gelingt mit folgender BASIC-Anwei-
sung:
30 X=INT (6%RND (1)+1)

A 45 a Begriinde, warum mit der obigen
Zeile 30 eine Zufaliszah!

X mit X € (1;2;3;4;5;6}

erzeugt werden kann!

Falls der Computer einen idealen Wiirfel
simulierl, miiBte er jede der sechs Wiirfel-
zahlen etwa gleich haufig ausdrucken. Das

134 - alpha, Berlin 21 (1987) 6

kann man natiirlich nur iiberpriifen, wenn
man sehr hiufig wiirfelt bzw. den Compu-
ter veranlaBt, viele Wiirfelzahlen auf dem
Bildschirm zu drucken. Damit wir nicht
zdhlen miissen, wie oft eine 1, 2, 3, ..., 6
gewiirfelt wurde, lassen wir uns auch das
vom Computer angeben.

Ad6a

a) Erweitere das Programm 9 so, daB es
500 Wiirfelzahlen ausdruckt und angibt,
wie oft dabei eine Eins, Zwei, Drei,Vier,
Fiinf oder Sechs ausgedruckt wurde.

b) Gib das erarbeitete Programm in den
Computer ein und iiberpriife, ob der simu-
lierte Wiirfel den Bedingungen eines idea-
len Wiirfels nahekommt! :

447 a Schreibe ein BASIC-Programm
zum Ausflllen eines Telelottoscheines (5
aus 35)!

Der Computer soll aus der Menge
{1,2,3,...,35}

fiinf Zahlen zufillig auswihlen.

Das Programm ist so zu gestalten, daB die
doppelte Ausgabe einer Lottozahl auszu-
schlieBen ist.

A48 4

a) Gib eine BASIC-Anweisung an, mit der
ein Computer eine Zufallszahl Z mit
7 = Z = 12 erzeugt!

b) Notiere eine BASIC-Anweisung, mit der
ein Computer cine Zufallszahl F mit
A £ F =B erzeugt!

(A, B, F sollen natiirliche Zahlen sein.)

Computer als Spielpartner

Wir wollen nun ein Spielprogramm erstel-
len, dem folgende Idee zugrunde liegt: Es
ist eine zweistellige natiirliche Zahl zu er-
raten, die mit Hilfe von RND (1) vom Com-
puter erzeugt werden soll, aber auf dem
Bildschirm nicht ausgedruckt wird.

Nach Eingabe eines Tips soll iiber den
Bildschirm eine Mitteilung erfolgen, ob die
Zahl erraten wurde (Treffer) bzw. ob die
getippte Zah] zu groB oder zu klein ist. Au-
Berdem soll der Spieler dariiber informiert
werden, welche Ziffern der getippten Zahl
in der zu erratenden Zahl vorkommen. Um
die letzte Idee zu realisieren, wird es niitz-
lich sein, die Einer und Zehner der zu erra-
tenden Zahl einzeln erzeugen zu lassen.
Einer: E=INT (10 % RND (1))

Zehner: Z=INT (9% RND (1) + 1)

Die vom Computer zu erzeugende Zahl R
erhilt man wie folgt:

R=Z%10+ E.
Um anzugeben, welche Ziffer der getippten
Zahl T in der zu erratenden Zahl R vor-
kommt, ist es notwendig, von T zunichst
die Einer E1 abzutrennen, um sie mit E
bzw. Z vergleichen zu kdnnen.

E1=T-INT(T/10)% 10
Die Anzahl der Zehner Z 1 erhilt man
durch folgende Anweisung:

Z1=INT (T/19)
Eine Hilfe bei der Erarbeitung unseres
BASIC-Programms  konnte  folgendes
Struktogramm sein:

Erzeugte Zahl R=7Z-10+E

Eingabe: Tip T

Solange T+ R

E1=T-[T:10]-10

Z1=([T:10]
T<R
ja nein
Ausgabe: Ausgabe:
Tip zu klein! Tip zu groB!

Z1=ZoderZ1=E

tue | ja nein

Ausgabe:
Ziffer Z1
kommt vor

El=ZoderE1=E
ja nein

Ausgabe:
Ziffer E1
kommt vor!

Gib neuen Tip T ein!

Ausgabe: Treffer

A 49 o a) Erstelle nun selbst ein entspre-
chendes BASIC-Programm fir die Reali-
sierung der Spielidee!

Gestalte das Programm so, daB bei einem
falschen Tip ein erneuter Versuch moglich
ist!

b) Verbessere das Programm so, daB der
Computer jeweils mit angibt, der wievielte
Versuch gestartet wird!

Der Schwierigkeitsgrad des Spiels kann er-
hoht werden, wenn man drei- oder sogar
vierstellige natiirliche Zahlen vom Compu-
ter verstecken 140t.

Computer als Trainer

Der Computer soll uns nun helfen, die
Quadratzahlen von 10 bis 25 zu lernen.
Dazu ist er so zu programmieren, da auf
dem Bildschirm eine Aufgabe, z. B. 232 er-
scheint.

In Abhingigkeit von der eingegebenen
Antwort soll er mit Richtig oder Falsch rea-

gieren.
Hier ein mogliches Druckbild:
Aufgabe: 132
Losung: 149
Falsch!

Das Problem ist eigentlich schnell geldst.
Die Aufgabe 148t man mit Hilfe der Anwei-
sung
A =INT (16 *RND (1) + 18)

durch den KC stellen.

Die Losung E wird mit dem Quadrat von A
verglichen, und die entsprechende Antwort
Richtig bzw. Falsch ist auszudrucken.
Miihe macht z.T. die Gestaltung des Bild-
schirms. So ist es nicht ganz einfach bei
der Aufgabenstellung 132 die 2 richtig aus-



drucken zu lassen, da sie nicht in dersel-
ben Zeile, sondern eine Zeile zuvor ge-
druckt werden muB.

Hier nun unser Programmvorschlag:

Programm 10

16 CLS
2¢ PRINT
30 A=INT (16% RND (1) + 19)
40 PRINT : PRINT : PRINT
5¢ PRINT “cuuu Aufgabe:“: PRINT
60 PRINT “vuu..uuuuu 2¢
(16 Leerzeichen)
76 PRINT “Uuu...uuu“ A
(13 Leerzeichen)
80 PRINT : PRINT : PRINT
9¢ INPUT “cuuu LOESUNG:“ L
186 PRINT : PRINT : PRINT
116 IF L= A% A THEN PRINT
“ud... uu RICHTIG“
(23 Leerzeichen)
IF L< >A% A THEN PRINT
“Uu...uu FALSCH!“
(23 Leerzeichen)
138 END
Unser Programm 10 kGnnen wir nun noch
weiter verbessern, indem wir jedes falsche
Ergebnis auch noch akustisch anzeigen las-
sen. Das ist mit Hilfe der BASIC-Anwei-
sung BEEP zu realisieren, z.B.:
126 IF L< >A% A THEN PRINT “
FALSCH*“ : BEEP

A 50a Verindere das Programm 10 so,
daB es 10 Aufgaben stellt und nach den
10 Aufgaben angibt, wieviel Aufgaben
falsch gelost wurden!

Wenn das entsprechend der Aufgabe 50
verinderte Programm abgearbeitet wird,
stellen wir einen wesentlichen Mangel fest.
Die . Auswertung der Aufgaben und das
Stellen einer neuen Aufgabe gehen viel zu
schnell. Um das zu verhindern, nutzen wir
die BASIC-Anweisung PAUSE n (n> 0;
neN).

Damit kann man eine Pause von 0,1 -n Se-
kunden in das Programm einbauen.

Die BASIC-Anweisungen

136 PAUSE 58 : GOTO 12

bewirken, daB der Computer nach einer
Pause von 5 Sekunden seine Arbeit in
Zeile 10 fortsetzt.

120

A5l a Entwirf ein Trainingsprogramm
fiir das kleine Einmaleins!
(10 Aufgaben!) L. Flade/M. Pruzina

Losungen

A45a Der Bereich der Zufallszahlen
kann mit der Anweisung LET A =RND
(1) %6 auf das Sechsfache gestreckt wer-
den. Mit der Anweisung LET A =RND
(1) % 6 erhilt man also Zufallszahlen A mit
0 < A < 6. Durch die Anweisung

LET B =INT (RND) (1) %6)

erhilt man ganzzahlige Zufallszahlen B
mit 0=B<6, also ’
Be{0,1,2,3,4,5)

Mit der Anweisung

X=INT (RND (1) %6 +1)

erhilt man nun Wiirfelzahlen X mit
Xe(l,2,3,4,5,6}.

Ad46a 10 CLS

15 E=0:Z=0:D=06:V=0:F
=f:S=4§

20 FOR I=1TO 500

30 X=INT(RND (1)%6+1)

49 PRINT X; )

50 IFX=1THENE=E+1

60 IFX=2THENZ=Z+1

70 IFX=3THEND=D+1

80 IFX=4THENV=V+1

90 IFX=5THENF=F+1

190 IFX=6THENS=S +1

116 NEXTI

126 PRINT : PRINT : PRINT

130 PRINTE,Z D,V,F S

140 END

447 o Eine Moglichkeit:
18 A=INT(RND (1)%¥35+1)
20 B=INT (RND (1) %35+ 1)
30 IF B=A THEN 20
48 C=INT (RND (1)%35+1)
56 IF C=A OR C=B THEN 40
60 D=INT (RND (1) %35+1)
7 IFD=AORD=BORD=C
THEN 60
80 E=INT (RND (1) %35+1)
99 IFE=AORE=BORE=C
OR E=D THEN 8¢
PRINT “TIP FUER TELELOTTO:“
118 PRINT A, B,C,D, E
126 END

A48 a
a) Z=INT (6 %RND (1) + 7)
b) F=INT ((B— A+ 1)%RND (1) + A)

449 o a) Eine Moglichkeit:
18 CLS
20 Z=INT(9%¥RND (1)+1): E
=INT (18 % RND (1))
3 R=Z%10+E
49 INPUT “TIP:; T
45 IF T=R THEN 114
50 E1=T-INT(T/10)%16:2Z1
=INT (T / 10) )
66 IF T <R THEN PRINT “TIP ZU
KLEIN!“ : ELSE PRINT
“TIP ZU GROSS!“
70 IFZ1=ZORZ1=E
THEN PRINT Z1; “KOMMT VOR!“
8¢ IFE1=ZOREl1=E
THEN PRINT E1; “KOMMT VOR!“
90 INPUT “GIB NEUEN TIP EIN!“; T
120 GOTO 45
110 PRINT “TREFFER“: END
b)
1v=1
82V=V+1
85 PRINT “VERSUCH NR.: “; V

A5S0a 1V=1:F=¢0
130 IF L< >A % A THEN PRINT
“FALSCH!“ : F=F+1

100

135 IFV=1THEN V=V +1:
GOTO 10

136 PRINT : PRINT

149 PRINT “VON 10 AUFGABEN

WURDEN®; F; “FALSCH
GELOEST“: END

A 51 A Eine Moglichkeit:

1 A=0

16 CLS

20 FORN=1TO 19

30 A=INT (RND (1)%18+1)

49 B=INT (RND ()% 18+ 1)

58 PRINT “AUFGABE:“; A; “-* B

68 INPUT “LOESUNG:; C

78 IF C= A% B THEN PRINT “RICH-
TIG* : ELSE PRINT “FALSCH*

8¢ NEXT N

96 END

Computergrafiken
von Bernd Griinler, Biirgel

Der Rechenmann

Ach, konnte ich doch zaubemn!

Ich wiinscht’ mir einen Rechenmann,
ich brauchte nicht zu schwitzen,
noch miiBt ich extra ran.

Der Lehrer wiirde staunen,
wenn ich die Eins geschafft
und jede Gleichung lése —
er denkt, aus eigener Kraft.

Die Eltern wiird’ es freuen,

was ich so alles weiB.

Dem Rechenmann spendiert ich
dafiir ein groBes Eis.

Hilke Briining, Frankfurt (Oder)
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In freien Stunden - alpha-heiter

J. Guckuk, LVZ Leipzig .

Domino-Quadrat

Lege die abgebildeten Dominosteine so zu einem
Quadrat, daB die Augensumme auf jeder Quadrat-

seite 18 betrigt!
aus: ND, Berlin

o] 2] 23] 3] -
oo joo ° L
© 0] jo0 o o
|9 B3 [ R

Information aus Dottershausen
und Eiersbach

Im Huthnerdorf Dottershausen legen eineinhalb
Hithner in eineinhalb Tagen eineinhalb Eier. Im
Hilhnerdorf Eiersbach legen zweieinhalb Hithner in
zweieinhalb Tagen zweieinhalb Eier. In jedem Dorf
sind gleich viele Hihner. In einem der beiden Dor-
fer sind die Hiihner fleiBiger. Sie legen an jedem
Tag 40 Eier mehr als in dem anderen Dorf. Wieviel
Eier werden an jedem Tag in jedem der Dérfer ge-
legt?

Oberlehrer W. Melka, Neubrandenburg

Mit 1,2, 3 und 4

Bilde mit den Ziffern 1, 2, 3, 4 zehn Aufgaben, die
15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24 als Ergebnis ha-
ben! Jede der vier Zahlen (Ziffern) mufl dabei ge-
nau einmal verwandt werden und Klammern diirfen
nicht gesetzt werden.

(Beispiel fiir 25: 2-14 —3 oder 31 -2 —4

oder2-3-4+1.)
Schiiler St. Kerber, Saal

Eine interessante Gleichung

Lose die Gleichung
I
Do - 0, SKISKISKISKI...,
wobei der rechts stehende Ausdruck einen periodi-
schen Dezimalbruch und wie iiblich jeder Buch-
stabe eine bestimmte Ziffer im Dezimalsystem dar-

stellt!
aus: MATH STUDENT, London

136 - alpha, Berlin 21 (1987) 6

Zwei weihnachtliche Geduldsspiele

a) Zeichne dir jeweils zwei andersfarbige kleine
Sterne und lege diese — wie das Bild zeigt — auf die
Ecken des Spielfeldes.

Und nun versuche, durch abwechselndes Ziehen
der dunklen und hellen Sterne, deren Platz zu ver-
tauschen. Das soll in 11 Ziigen zu bewerkstelligen
sein. Versucht’s einmal!

b) Schneide dir acht kleine Sterne aus, versieh sie
mit den Buchstaben N, I, K, O, L, A, U, S! Durch
Riicken der Sterne iiber die Sternmitte oder auf
dem Rand, wenn die Mitte besetzt ist, soll erreicht
werden, daB auf dem Rand der Name NIKOLAUS
lesbar wird. Das N oben steht bereits auf dem richti-
gen Platz; das Wort muB im Uhrzeigersinn weiter-

laufen.
Sperling, aus: WE, Kéln




Abschied von 1987

Die Zahlen 0 bis 50 sind durch die Ziffern der Jah-
-reszahl 1987 darzustellen, und zwar dergestalt, daB
bei jeder Zahl mindestens ein Logarithmusaus-
druck enthalten ist. Die Reihenfolge der Ziffern
1987 ist dabei nicht zu verindern. Einige Beispiele
seien aufgefiihrt: v
O=Ilg(1+9)—lg(ld8+7)
1=1gy1+9 +1g(d8+ 7
15=1g(1 + 9)%*7
29=-1++9 (1d8+7)
40=19+1d8’
50=19-1d8-7
Viel Freude und Erfolg wiinscht
’ Ing. K.-H. Milde, Dresden

Kryptarithmetik

Jedes Karo bzw. jeder Buchstabe bedeutet eine Zif-
fer. Gleiche Karos bzw. Buchstaben bedeuten im-
mer gleiche Ziffern.

a) Es sind an Stelle der Karos Ziffern zu finden, die
die waagerechten und senkrechten Aufgaben richtig
16sen.

0 -oooad v

eg — sp = etd

: + -

B bg : g + dh = dd
m=m. Q@ ed + bS~: t = et
bsp — ed + fe = egt

v

b) Es sind an Stelle der Buchstaben Ziffern zu fin-
den, die die waagerechten und senkrechten Aufga-
ben 16sen. ’

Der Weihnachtsmann ist da!

Das Bild stellt neun Einfamilienhduser in einem
groBen Park dar. Der Weihnachtsmann steht vor
dem Eingang A des Parkes und iiberlegt, in welcher
Richtung er laufen soll, um alle neun Familien so
zu besuchen, daB er jedes Haus nur einmal betritt
und den Park beim Ausgang B veriaBt. Wie muB er
entlanggehen?

Mit Kiihnheit und Verstand

Konig Arthur bestellte einen Maler, um seinen
Schild bemalen zu lassen. Er bat ihn, den Schild,
der die Form eines Viertelkreises hatte, mit drei
Farben zu bemalen; mit Gelb als Farbe der Giite,
mit Rot als Farbe der Kiihnheit und mit Blau als
Farbe der Weisheit. Als der Kiinstler den Entwurf
dafiir brachte, stellte der Waffentrdger des Konigs
fest, daB auf dem Bild die Kiihnheit gegeniiber dem

‘Verstand iiberwiege. Der Maler konnte jedoch be-

weisen, daB beide zu gleichen Teilen vertreten wa-
ren. Wie tat er das?

aus: Quant, Moskau, eingesandt von
Oberlehrer R. Bergmann, Dibeln

gelb

rot
blau

gelb

Was alles in einem Dreieck steckt

Aus einem Teil der sieben Buchstaben des Wortes
DREIECK lassen sich 18 neue Substantive bilden.
Wie lauten sie? (Benutze den wichtigen mathemati-
schen Grundsatz und gehe systematisch vor!)
Schiilerin S. Kerber, Saal

Auf einen Blick

Weiche von den acht Weihnachtsbaumkugeln sind
gleichformig?

aus: Fiiles, Budapes:

alpha, Berlin 21 (1987) 6 - 137



Wir arbeiten
mit Resten

Ein Arbeitsmaterial ﬁf? Schiilerzirkel
ab Klasse 7

Thr habt im Mathematikunterricht der
Klasse 7 die Menge Q der raiionalen Zah-
len und - als Teilmenge davon - die
Menge Z der ganzen Zahlen kennenge-
lernt. Wir dehnen unsere Betrachtungen
zur Teilbarkeit und zu Resten bei Division
nun auf die Menge der ganzen Zahlen
aus.!

A 8 A Warum hat es wenig Sinn, derartige
Untersuchungen in der Menge der rationa-
len Zahlen zu fiihren? Uberlege, durch wel-
che Zahl z.B. die Zahl 3 dann nicht teilbar
wire!

Zunichst definieren wir fiir ganze Zahlen a
und b:

b ist ein Teiler von a, bedeutet es gibt eine
ganze Zahl n, so da a=b-n ist.

a ldpt bei Division durch b den Rest r, bedeu-
tet es gibt eine ganze Zahl k, so dap gilt
a=k-b+r 0=sr<|b|).

Die Bedingung 0 =r<|b| bewirkt, daB
auch hier der Rest r, den die ganze Zahl a
bei Division durch die ganze Zahl b 1dBt,
eindeutig bestimmt ist.

Beispiele

14=2-6+2

14 148t bei Division durch 6 den Rest 2.
-14=(-3)6+4

—14 148t bei Division durch 6 den Rest 4.
—14=3-(-6)+4

—14 14Bt bei Division durch —6 den Rest 4.
14=(-2)-(-6)+2

14 14Bt bei Division durch —6 den Rest 2.
Man kann nun den Rest einer Summe,
eines Produkts oder einer Potenz bei Divi-
sion durch eine bestimmte Zahl bestim-
men, ohne diese Terme zu berechnen. Man
benétigt dafiir nur die Reste, die die

Summanden, die Faktoren bzw. die Basis .

bei Division durch die gegebene Zahl las-
sen. Dies ermoglicht oft ein rationelleres
Losen entsprechender Aufgaben (z. B.: Ist
914.412 —2857-19 + 4762

durch 7 teilbar?).

Wir untersuchen, wie man mit Resten rech-
nen kann.

Dazu teilen wir zunachst die Elemente von
Z, also die ganzen Zahlen, in Klassen ein.
Ahnlich wurde in Klasse 6 vorgegangen, als
mit Briichen gerechnet werden sollte (”
LB 6, S.29).

Wir definieren:

a und b liegen (bzgl. m) in derselben Klasse
(a = b(m)), bedeutet a und b lassen bei Di-
vision durch m denselben Rest.

138 - alpha, Berlin 21 (1987) 6

Dies bedeutet aber: Die Differenz b— a ist
durch m teilbar (m|b — a). )
Kurz: a = b(m) bedeutet m|b — a.

Beispiele

10 = 18 (4), denn 4|18 — 10.

—-7= 5(4),denn 4|5-(-7).
—=3= 2(5,denn 5|2 (-3).
11=-3(7), denn 7| -3 - 11.

6= 0(3),denn 3|0-6.

—2% 2(5),denn 5[3—(-2).

Wihlen wir flir m eine feste von 0 verschie-
dene Zahl, z.B. 4, so kénnen wir Z tatsdch-
lich in Klassen einteilen.

Alle durch 4 teilbaren ganzen Zahlen lie-
gen in derselben Klasse, denn ihre Diffe-
renz ist stets durch 4 teilbar. Andere Zah-
len liegen nicht in dieser Klasse.

Wir npehmen nun eine in dieser Klasse
noch nicht erfaBte ganze Zahl, z.B. 1, und
bestimmen alle ganzen Zahlen, die bei Di-
vision durch 4 denselben Rest wie diese
Zahlen lassen. Wir erhalten eine zweite
Klasse. So fahren wir fort, bis keine ganze
Zahl mehr iibrig bleibt.
Insgesamt erhalten wir die in Bild 1 ange-
gebenen vier Restklassen.

Bild 1
e, —12, -8, -4, 0, 4, 8, 12,
o, =11, =7, =3, 1, 5, 9, 13,
.., =10, -6, -2, 2, 6, 10, 14,
o, =9, =5, -1, 3, 7, 11, 15,

Keine dieser Klassen ist die leere Menge
(1), keine zwei Klassen haben ein Element
gemeinsam (2), und jede ganze Zahl liegt
in einer dieser Klassen (3). Deshalb sind
wir berechtigt, von Klassen — und nicht nur
von Teilmengen — zu sprechen.

A 9a Erldutert, daB die Klassen eurer
Schule auch Klassen im mathematischen
Sinne sind! Weist dazu die Eigenschaften
(1), (2) und (3) nach!

A10A Man kann jede gebrochene Zahl
als Klasse von Briichen auffassen., Erldu-
tert, wie in Klasse 6 die Menge aller Brii-
che in Klassen eingeteilt wurde! Weist
nach, daB es sich tatsichlich um Klassen
handelt!

A1l A Teilt die Menge der ganzen Zah--

len in Restklassen beziiglich 5 ein!

A 12 Ao Welcher Zusammenhang besteht
zwischen der Zahl m (m *0), beziiglich
der Z in Restklassen eingeteilt wird, und
der Anzahl dieser Restklassen?

Jedes Element einer Restklasse wird auch
als deren Reprdsentant bezeichnet. Kennt
man einen Reprisentanten einer Rest-
klasse (bei gegebenem m), so lassen sich
leicht alle iibrigen Elemente dieser Rest-
klasse bestimmen. Man kann deshalb
einen Reprisentanten benutzen, um die
gesamte Restklasse zu bezeichnen. Wir
schreiben ihn dazu in eckige Klammemn
und fiigen als Index das jeweilige m hinzu.

Beispielsweise bezeichnet {7], die gesamte
Restklasse

{..,—=9,-5 -1,3,7,11,15, .. }.
Allerdings ist es tiblich, zur Bezeichnung
Reprisentanten x mit 0 = x < |m| zu wih-
len. Es ist demnach [7]; =[3],.

Wie mit Zahlen kann man auch mit Rest-
klassen rechnen. Als Beispiel wihlen wir
wieder m = 4. Zunichst erkliren wir, was
die Summe zweier Restklassen sein soll:

Die Summe [2], + [3], ist diejenige Rest-
klasse, in der die Summe 2 + 3 der Repri-
sentanten 2 und 3 liegt, also die Restklasse
[1}4. SinngemiB werden auch die iibrigen
Summen festgelegt. Ubersichtlich sind sie
in der Verkniipfungstafel im Bild 2 angege-
ben. Da hier keine Verwechslungen zu be-
furchten sind, wurden die Indizes an den
Klarnmern weggelassen.

Biid 2

2.Summand

O | a1 | @ |k

o1 | fo] | 1 | 121 | Bl
(| ) @ | e o
(21 | 21 @31 | 10 | (1
Br | B

1. Summand

A 13 a Uberpriift die Angaben im Bild 2!
Als Produkt zweier Restklassen [a], und
[b). wird diejenige Restklasse [c], defi-
niert, in der das Produkt a- b liegt.

A 14 o Stellt eine Verkniipfungstafel fiir
die Multiplikation der Restklassen beziig-
lich 4 auf?

A 15 a Erldutert, daB man die Addition
bzw. Multiplikation gebrochener Zahlen
als Addition bzw. Multiplikation von Klas-
sen, deren Reprdsentanten Briiche sind,
auffassen kann!

Unsere Festlegungen bediirfen aber noch
einer gewissen Rechtfertigung. Was pas-
siert z. B., wenn wir zur Bezeichnung
zweier zu multiplizierender Restklassen
andere Reprisentanten wihlen? Ist das
Produkt der Restklassen trotzdem eindeu-
tig bestimmt?

Wir iiberzeugen uns zunichst an einem
Beispiel:

[2)4-[3)s ={2)4, denn 2-3 =6 und 6 € [2],.

- Wir wihlen andere Reprisentanten fiir die

Zu multiplizierenden Restklassen:
10e(2]s, =5€(3]s.

Das Produkt 10 - (—5) liegt ebenfalls in der
Restklasse [2],, denn 4|2 — (—50).
Allgemein sei ¢’ €[a], und ¥’ €[b],. Wir
miissen nachweisen, daB ¢’ b’ in derselben
Restklasse bzgl. m liegt wie a- b.
Voraussetzung: m|a —a’, m|b— b’
Behauptung: m|ab — a'b’

Beweis:

Wegen —ab’ +ab’ =0 ist ab—a'b’
=ab—ab’'+ab’ - a*h’'.

Auf je zwei Summanden 148t sich das Di-
stributivgesetz anwenden:

ab—ab' =a(b-b")

und ab’' —a’'b’=(a—a")b’'.



Es ist also
ab—-a'b'=a(b—-b)+(a—-a’)b'.

Jeder der Summanden auf der rechten
Seite der letzten Gleichung ist nach Vor-
aussetzung durch m teilbar, also auch die
Summe.

Folglich gilt m{ab— a’b’, w.z.b. w.

Al6a Beweist, daB auch die Summe
zweier Restklassen unabhingig von den ge-
wihiten Reprisentanten fir die Summan-
den ist! :

Man kann Restklassen auch mit natiirli-
chen Exponenten n (n = 2) potenzieren.

417 o Fiillt die Verkniipfungstafel irn.

Bild 3 aus!
Bild 3
Exponent n
{ald
2 3 4 5 6
< | o
3 (14
2 |
a {31,

Beim Ausfilillen der Verkniipfungstafel fiir
das Potenzieren habt ihr sicher bemerkt,
daBl man nicht unbedingt erst die Potenz
des Repriisentanten der als Basis auftreten-
den Restklasse ausrechnen muf, um dann
die Restklasse, in der die Potenz liegt, zu
bestimmen. Man kann auch zwischen-
durch schon zu kleineren Reprisentanten
itbergehen: )

1 Weg: 36=729=182-4+1,

also [3]5 ={1]4

2. Weg:

[314- 314 = [114

[114- 3]s =314

[3]4- 1314 = [114

[(1)s-[3]a=[3]4

814~ 314 = 14,

also [3]; =[1]s-

Beim 2. Weg wurde das Assoziativgesetz
der Multiplikation von Restklassen ange-
wendet. Dieses ist natiirlich erst Zu bewei-
sen.

Im nachsten Zirkel werden wir uns mit
einigen Eigenschaften der Addition und
der Multiplikation von Restklassen be-

schiftigen und daraus weitere Regeln fiir.

das Rechnen mit Restklassen ableiten.
C.-P. Helmholz

Lésungen

A8 a Zuje zwei rationalen Zahlen a und
b (b + 0) gibt es immer eine rationale Zahl
n,sodal a=b-n ist.

A9a In jede Schulklasse geht minde-
stens ein Schiiler (1), kein Schiiler besucht
zugleich zwei Klassen (2), jeder Schiiler
geht in irgendeine Klasse (3).

Aal0a
sieche LB 6, §.29 und Losungen zu a 15 a.

Alla

..., —15, =10, -5, 0, 5, 10, 15,
.., —14, -9, -4 1, 6, 11, 16,
.., —13, -8, -3, 2, 7, 12, 17,
. —12, =7, =2, 3, 8, 13, 18,
., —11, -6, =1, 4, 9, 14, 19,

a 12 4 Es gibt genau | m| paarweise ver-
schiedene Restklassen beziiglich m.

A13 A ohne Losung

Al4a
2.Faktor

°
o m 2 3
W | [0 [ {0] [0} [0] [0]
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A 154 Jede gebrochene Zahl ist eine
Klasse von Briichen, die durch Kiirzen
oder Erweitern auseinander hervorgehen.
Zur Bezeichnung einer solchen Klasse
wihlt man einen beliebigen Bruch, der in
ihr liegt.

Sollen z.B. die gebrochenen Zahlen % und

1 . .. ..
Taddlert werden, so wihlt man zunidchst

Repridsentanten aus beiden Klassen, die

gleichnamig sind: % und %

Diese Briiche werden addiert:

3 2 5

3 + -6 Summe der gebrochenen
Zahlen % und % ist diejenige Klasse von
Briichen, in der % liegt (Bild 4).

Bild 4

A 16 A Voraussetzung:

a'€laly, d.h. mla—d

b €[bly,, d.h. m|b— ¥

Behauptung: a’ + b’ €[a + b,

dh m|(@+b)—(a'+b)

Beweis: (a + b) — (a"+ b")

=(@a-a)+ (-5

Jeder Summand auf der rechten Seite die-
ser Gleichung ist nach Voraussetzung
durch m teilbar, also auch die Summe.
Folglich gilt
ml(a+b)—(a’'+b"),wz.bw

Al7a

Exponent n
[eld
2 3 4 5 6
. | [0ls | [0ls [0la [0} [0} [OLs
3 | Ok [ (1 [ (1
2 | 2 | 0k [21s (0 (20 [0k
S Bl | M Bl N Bl [

' Siehe alpha 4/86 und alpha 5/86

Leserpost: Chancen
fiir Denkfaule?

Unser Leser Rolf Kamieth aus Kakerbeck
wurde durch den Beitrag Chancen fiir Denk-
faule? (alpha 2, 1985) angeregt, sich niher
mit der harmonischen Reihe zu beschifti-
gen und mit seinem Taschenrechner Zah-
lenexperimente durchzufiihren. Seine Re-
chenergebnisse fiihrten ihn zu der Vermu-
tung, daB fir die n-te und m-te Partial-
summe der harmonischen Reihe

n m

s L= l.)
i=1 1 i=1 1
bei groBen Zahlen n und m gilt:

(d. h. fir a,=

€% - om =~ —

Geht man zu Logarithmen iiber, so lautet
seine Aussage:

a,—a,=~Inn—Inm.
Diese Beziehung ist richtig, sie folgt aus
der bekannten Darstellung

a,=lnn+C+y, (*)
wobei C=0,55721566490... die soge-
nannte Mascheronische Konstante (nach

dem italienischen Mathematiker Lorenzo
Mascheroni, 1750 bis 1800) und y, Ele-
mente einer Nullfolge sind. (C wird auch
Eulersche Konstante genannt!) Die Formel
(») zeigt, daB die Zahlen a, wie Inn fir
groBe n wachsen. Man erhilt als Folgerung
aus dieser Formel die Beziehung

a,, = a,+ a,— Cfiir groBe n, ke N.

Die bemerkenswerte Darstellung (*) fiir a,
ist Ubrigens gerade der im alpha-Artikel er-
wahnte Trick, um bei Benutzung des
Tischrechners K 1002 erst von einem gro-

Ben Index n an die Zahlen —:‘— addieren zu

miissen. Damit gelangte man schnell zu
einer Stelle n;, so daB sich die Partialsum-
men a, fir 2 2 n, nicht mehr inderten.
Es ist oft niitzlich, durch konkrete Zahlen-
rechnungen eine Idee fiir einen theoreti-
schen Sachverhalt zu finden und dann die
gewonnene Aussage exakt zu beweisen.
Das geht mit einem Taschenrechner oder
einem Computer besonders genau und
schnell, weil sich auch viele Beispiele
durchrechnen lassen.

W. Schmidt
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Schachwettbewerb 3

1987

Zum 5. Mal fordert alpha alle Schach-
freunde zur Teilnahme an einem Ldsungs-
wettbewerb auf!

Wiederum sind acht Schachaufgaben mit
unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad vor-
gegeben. Wenn der eine oder der andere
Leser vielleicht auch nicht alle Aufgaben
i6sen kann, so ist dennoch seine Teil-
nahme sehr erwiinscht und wird auch in
der Gewinnverlosung beriicksichtigt. Vor-
dergriindig soll der Wettbewerb SpaB an
den reizvollen Knobeleien auf dem
Schachbrett vermittein und als Anregung
dienen, sich etwas intensiver mit dem k-
niglichen Spiel zu beschiftigen.

In allen acht Aufgaben beginnt Wei und
setzt trotz bester Gegenwehr von Schwarz
in der geforderten Ziigezah! mati. Die je-
weilige Punktzahl, die in etwa den Schwie-
rigkeitsgrad wiedergibt und aus der Be-

punktung der Abspiele resultiert, ist bei .

den Aufgaben mit angegeben. Als vollstin-
dig zilt die Loésung, wenn alle Abspiele bis
zum Matl angefiihrt werden.

Unter allen Teilnehmern, die zumindest
eine Aufgabe richtig geldst haben, werden
Biicher verlost.

Die Teilnehmer, die die volle Punktzahl zu
den Aufgaben Nr.1 bis Nr.7 erreichen, er-
halten eine Urkunde und nehmen an einer
weiteren Verlosung von Buchpreisen teil.
Fiir Teilnehmer bis zum Alter von 14 Jah-
ren reicht schon die volle Punktzahl zu den
Aufgaben Nr.1 bis Nr. 4 aus; um in diese
Verlosung zu kommen.

Die achte Aufgabe ist eine Zusatzaufgabe.
Sie ist fur leistungsstarkere Schachspieler
gedacht und bleibt ohne Punktbewertung.-
Unter den Teilnehmern, die alle Aufgaben
einschlieBlich der Zusatzaufgabe richtig
gelost haben, werden zusdtzlich zwei Bii-
cher verlost. ’

Teilnahmeberechtigt sind alle alpha-Leser.
Die Einsendung der Losungen (jeweilige
Aufgaben-Nummer angeben) ist bitte bis
zum 29. Februar 1988 unter Angabe von
Name, Vorname, Alter und Adresse zu
richten an )

Redaktion alpha

PSF 14, Leipzig, 7027.

Die Losungen sowie die Gewinrner werden
in alpha 4/1988 verdffentlicht.
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Nr.i  Mattin zwei Zigen

Nr.4 Mattin drei Ziigen

Nr.7 Matt in drei Ziigen

6 Punkte

+

3 Punkte




Buchtips

Peter Heblik
Wissensspeicher BASIC

Das Wichtigste fiir Einsteiger und
Fortgeschrittene

302 S., zahlr. Abb.,

Pappband zellophaniert

Bestell-Nr.709 183 5 Preis: 14,50 M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

Helmut Kahnt/Bernd Knorr

BI-Lexikon
Alte MaBe, Miinzen und
Gewichte

214 Textabb., 24 Farbtafeln, 54 Folos
Bestell-Nr.577 8254 Preis: 27,80 M
VEB Bibliographisches Institut Leipzig

Johannes Lehmann

Mathematik -
Von der Pflicht zur Kiir

120 Priifungsaufgaben aus ehem.
AbschluB3priifungen, Klassenstufe 10
sowie iiber 200 z. T. unterhaltsame
Aufgaben mit Losungshinweisen

MSB Nr. 130

1. Aufl. 1987; 2. Aufl. 1988

148 Seiten, 134 Abb.

Bestell-Nr.666 2536 Preis: 12,00 M
BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

Reinhard Zilch
Auf Mark und Pfennig

Aus der Geschichte des Geldes

103 Seiten, zahlr. Illustrationen
Bestell-Nr.631 8604 Preis: 7,40 M
Der Kinderbuchverlag Berlin

Wolfgang Gloede
Vom Lesestein zum
Elektronenmikroskop

248 Seiten, 222 Abb., Tafeln, Leinen
Bestell-Nr.553 5930 Preis: 29,50 M
VEB Verlag Technik, Berlin

Buchreihe:

Wir wiederholen Physik

Band 7: Felder

Bestell-Nr.5472319 Prejs etwa 6,80 M
Band 8: Wellen und Strahlen
Bestell-Nr.547 2327 Preis etwa 6,80 M
beide Titel: VEB Fachbuchverlag Leipzig

Ernst Bonsch

Schachlehre

fir Lehrende und Lernende

Lektionen fiir die Grundausbildung im
Schach, Ubungen zur schachtaktischen
Vervollkommnung, eine Ubersicht iiber Er-
offnungssysteme und Varianten, die Not-
aktionsforschung, die Klassifizierungscrd-
nungen, Regelwerke und Spielsysteme -
das alles findet der interessierte Leser in
der Schachlehre, die erstmalig 1985 er-
schien und in Fachkreisen bereits viel Auf-
merksamkeit fand.

Entsprechend der inhaltlichen Ausrichtung
wendet sich das Buch an Schachtrainer,
Ubungsleiter und Schachlehrer.

Damit liegt erstmalig ein Schachlehrbuch
vor, das den hohen Anspriichen der Anfin-
gerausbildung voll gerecht wird.
Ubungsleiter und Schachlehrer mit gerin-
gerer schachlicher Qualifikation werden
gleichfalls in die Lage versetzt, durch die
vielen praktischen Hinweise zur Gestal-
tung des Schachunterrichts, zur Betreuung
der jungen Schachspieler bis hin zur Vor-
bereitung auf Wettkimpfe das in neun
Lektionen konzeptierte Stoffangebol mii-
helos zu vermitteln.

446 Seiten, 944 Diagramme,
Leinen mit Schutzumschlag
Bestell-Nr.671699 5
Sportverlag Berlin

Preis: 24,00 M

Hans Kleffe
Roboter reisen zu Planeten

78 Seiten, zahlr. Abb.
Bestell-Nr.632356 9
Der Kinderbuchverlag, Berlin

Preis: 8,20 M

Hannelore Kischkewitz

Das Agypten der Pharaonen

132 Seiten, zahlr. Abb.
Bestell-Nr.6307737 Preis: 19,50 M
Der Kinderbuchverlag, Berlin

G.DeweB und M. DeweB

Summa summarum

Kostproben unterhaltsamer Mathematik
92 S., 78 Abb., Festeinband
Bestell-Nr.666 3176 Preis: 15,00 M
BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

H.Kistner und P. G6thner
Algebra - aller Anfang ist leicht
156 S., 30 Abb., kartoniert
Bestell-Nr.666 138 1 Preis: 8,40 M

BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

M. Miller
Rechenvorteile

96 S., 1 Abb., kartoniert
Bestell-Nr.665065 8 Preis: 3,75 M
BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

M. Hasse

Grundbegriffe der
Mengenlehre und Logik

Etwa 84 Seiten mit etwa 7 Abb.,
kartoniert

Bestell-Nr.665084 1 Preis: 3,30 M
BSB B.G.Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

Ein Teil der Biicher ist durch Vorbestellun-
gen bei den Verlagen vergriffen. Sie sind
moglicherweise beim Buchhandel z. Z.
noch vorritig. Wir weisen auf die Méglich-
keit der Ausleihe in Bibliotheken hin.

Plaudereien iiber das Buch

Eine Gruppe von Sachverstindigen, die
1460 die” Erfindung des Johann Gens-
fleisch zu Gutenberg untersuchte, kam zu
dem SchluB, die Buchdruckerpresse sei un-
niitz und habe keine Zukunft. Die Begriin-
dung war einleuchtend: Die Zahl der Per-
sonen, die lesen konnten, sei so gering, daB
die Buchproduktion der kopierenden Mé&n-
che vollig ausreiche.
aus: Harald Weirich/Otto Wilfert,
Auf dem Weg in
die elektronische Kommunikation

Lesen und leben sind durch mehr als
einen Reim verbunden und durch weniger
als einen Konsonanten getrennt.

Hermann Kant

Es wire gut Biicher kaufen, wenn man die
Zeit, sie zu lesen, mitkaufen konnte, aber
man verwechselt meistens den Ankauf der
Biicher mit dem Aneignen ihres Inhalts.
Schopenhauer

Ein Dankeschon
an unsere Verlage

Die Redaktion alpha konnte in diesem
Jahr den Preistrigern des alpha-Wettbe-
werbs 1986/87 wieder viele interessante
Biicher senden. Diese stellten uns zahlrei-
che Verlage zur Verfugung, denen wir an
dieser Stelle herzlichen Dank sagen méch-
ten:

Altberliner Verlag, Berlin;

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig;

VEB Domowina Verlag, Bautzen;

VEB Fachbuchverlag, Leipzig;

Der Kinderbuchverlag, Berlin;
Militdrverlag der DDR, Berlin;
Mitteldeutscher Verlag, Halle;

Buchverlag Der Morgen, Berlin;

Verlag Neues Leben, Berlin;

VEB Postreiter-Verlag, Halle;

Verlag Philipp Reclam jun., Leipzig;
Sportverlag, Berlin;

VE Verlag Technik, Berlin;
transpress-Verlag, Berlin;

Urania-Verlag, Leipzig;

Verlag Volk und Welt, Berlin;

VE Verlag Volk und Wissen, Berlin;

VE Verlag der Wissenschaften, Berlin.
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alpha-
Wettbewerb

Kollektive Beteiligung
am alpha-Wettbewerb
1986/87

Fr.-Engels-OS, E.-Mider-OS, beide Altenburg;
Stadtklub Jg. Math., Altentreptow; E.-Schneller-
0S8, Alt-Siihrkow; K.-Marx-0S, Anklam; OS As-
- bach; Tereschkowa-OS, Aschersleben; OS
W. Lamberz, Bad Berka; H.-Duncker-OS, Bad
Kleinen, H.-Beimler-OS, Bad Kostritz; R.-
Schwarz-OS, Bad Liebenstein; M.-Poser-OS.,
EOS E. Thilmann, A.-Saefkow-OS, 1. OS Dr.
Th. Neubauer, O.-Grotewohl-OS, Stat. Jg. Techn.
u. Naturf.,, alle Bad Salzungen; Zentrale OS
H. Beimler, Barenklau; H.-Heine-OS, Barchfeld;
OS Cl. Zetkin, Barby; O.-Nowack-OS, Bentwisch;
33. 0S L. Grundig, 44. OS F. Erpenbeck, 25. OS
Fr. Mehring, 41. OS L. Weiskopf-Henrich, alle
Berlin; Haus der JP, Berlin-Pankow; OS J.R. Be-
cher, Bernburg; OS C.Fugger, Bernau; A.-Becker-
0OS, Berlingerode; Geschw.-Scholl-OS, Bernsdorf;
OS Cl.-Zetkin, Bischofferode; WSO, Bismark; OS
Fr. Schiller, Bleicherode; F.-Weineck-OS, Blum-
berg; OS Blumenthal, OS Beuren; G.-Dimitroff-
0S, Bohlen; A.-Bebel-OS, Boizenburg; OS
Bockau; Kreis-AG Math., Borna; OS J. Schehr,
Born; OS W. Komarow, Boxberg; OS W. Pieck,
Brand-Erbisdorf; OS H. Beimler, W.-Seelenbin-
der-OS, beide Breitungen; B.-Brecht-OS,
Brehme; OS Dr. Th. Neubauer, Brotterode; KI.-
Gottwald-OS, Burg-Stargard; W.-Pieck-OS, Bu-
row; M.-Poser-OS, Biirgel; W.-Estel-OS, Bultlar;
~ 0.-Koschewoi-OS, Callenberg; Stat. Jg. Naturf. u.
Techn., 5. OS C. Blecher, beide Cottbus; OS
Br.Kiihn, Dambeck; Fr.-Reuter-OS, Kreisklub Jg.
Math., beide Demmin; OS Dersekow; OS Derm-
bach; R.-Breitscheid-OS, Dessau; E.-Weinert-OS,
Deuna; OS Makarenko, Dingelstidt; M.-Curie-
0S8, Dohna; OS A.Matrossow, Dorndorf; K.-Nie-
derkirchner-OS, Domersleben; OS Fr. Engels,
Drebkau; O.-Grotewohl-OS, Dreitzsch; W.-Pieck-
0S8, 100.0S, Pionierpalast W. Ulbricht, alle Dres-
den; OS Diirrr6hrsdorf; W.-Pieck-OS, Kreisklub
Math., beide Eberswalde; W.-Pieck-OS, Eichhof;
OS Eichhorst; 1. OS R. Arndt, Elsterwerda; E.-
Weinert-OS, Empfertshausen; OS 56, Goethe-
0S8, beide Erfurt; 1. OS A. Becker, 2. OS, beide
Falkenberg; Th.-Miintzer-OS, Fambach; E.-Wei-
nert-OS, Flessau; B.-Brecht-OS, Floh; W.-Pieck-
0S, Fehrbellin; Stat. Jg. Techn. u. Naturf., Dr.-
Th.-Neubauer-OS, beide Frankfurt/O:; E.-Thil-
mann-08S, Freital, E.-Thilmann-OS, Friedeburg;
OS I, Friedland; OS G. Dimitroff, Friedrichsthal,;
0S8 V H. Giinther, Fiirstenwalde; Haus der JP,
Gadebusch; K.-Marx-0OS, Gebesee; R.-Arnstadt-
OS, Geisa; E.-Hoernle-OS, Geismar; K.-Marx-
0S8, Gera; E.-Hartsch-OS, Gersdorf; OS Gern-
rode; J.-Gagarin-OS, Geithain; OS Gielow; 7.0S,
Gorlitz; OS Goldberg; Kreisklub Jg. Math., Gra-
fenhainichen; OS J. Gagarin, Grabowhofe; Pesta-
lozzi-08S, Greiffenberg; E.-Thilmann-0OS, Greifs-
wald; OS H. Beimler, GreuBen; Kreisklub Jg.
Math., Grevesmiihlen; A.-Frank-OS, Grimma;
OS W. Seelenbinder, Gréden; A.-Walther-OS,
Gréditz; OS Cl. Zetkin, Groitzsch; OS GroBbart-
loff, OS A. Kuntz, GroB8bodungen; R.-Luxem-
burg-OS, GroB-Nemerow; J.-Gagarin-OS, Griin-
hain; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Guben; Th.-Miint-
zer-0OS, Gumpelstadt; OS H. Giinther, Hachel-
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bich; Stat. Jg. Naturf. u. Techn. H. Reckmann,
Marx-Engels-Schule, beide Halberstadt; M.-
Gorki-OS, Hainichen; Kreisklub Math. Halle-
Siid; Stat. Jg. Techn. u. Naturf. Halle-Neustadt;
OS Hammerbriicke; J.-Fuik-OS, Hartha; OS
Haynrode; J.-Marchlewski-OS, Havelberg; OS
B. Koenen, Hedersleben; Schule d. DSF, Heili-
gengrabe; EOS W. Pieck, Heiligenstadt; OS
M. Gorki, Hillersleben; Goethe-OS, Hohenlei-
pisch; Cl.-Zetkin-OS, Hohenstein-E.; 21. OS
Hoyerswerda; OS E. Egert, Hundeshagen; OS
W. Seelenbinder, Ilfeld; Goethe-OS, Ilsenburg;
G.-Ewald-OS, Ivenack; A.-Becker-OS, Jatznick;
OS M. Poser, OS W. Pieck, beide Jena; Fr.-En-
gels-Schule, Kaltennordheim; H. Beimler-OS,
Karbow; Cl.-Zetkin-OS, Kandelin; OS A.Becker,
Kamsdorf; W1.-Komarow-0OS, Fr.-Matschke-OS,
E.-Schneller-OS, H.-Menzel-OS, Tschaikowski-
0S8, A. Matrossow-OS, Makarenko-OS, Stadtbe-
zirkspionierhaus, alle Karl-Marx-Stadt; OS Kat-
zow; E.-Boberg-OS, Karlsburg, Cl.-Zetkin-0S,
Kaulsdorf; Th.-Neubauer-OS, Kieselbach; OS
Kirchworbis; OS Kitzen; H.-Matern-0S, Klielz;
OS H. Matern, Klockow; W.-Seelenbinder-OS,
Ko6nitz; OS M. Burwitz, Kritzmow; K.-Marx-0S,
Kithlungsborn; OS CL Zetkin, Laage; OS Langen-
wolmsdorf; OS R. Breitscheid, Latdorf; Goethe-
schule, Lauscha; Schulkombinat Lauscha-
Ernstthal; Pestalozzi-OS, Leegebruch; OS E. Wei-
nert, Legefeld; R.-Teichmiiller-OS, Leimbach;
Dr.-S-Allende-OS, E.-Thdlmann-OS, OS R. Lu-
xemburg, EOS K. Marx, K.-Liebknecht-OS, 4.0S
J.C.Fuhlrott, alle Leinefelde; 46. 0S L. Fiirnberg,
Haus der JP A.Saefkow, beide Leipzig; M.-Poser-
OS, Lengfeld; Cl.-Zetkin-OS, Leopoldshagen; E.-
Thidlmann-OS, Leutenberg; O.-Grotewohl-OS,
EOS Prof. Dr. M. Schneider, beide Lichtenstein;
OS W. Wallstab, Loderburg; W.-Seelenbinder-
OS, Lossau; B.-Brecht-OS, Luckenwalde; Haus

der JP Th. Korner, Ludwigslust; Fr.-L.-Jahn-OS,

Liibtheen; Goethe-OS, Ludwigslust; Lenin-0OS,
Magdeburg; Haus der JP Fr. Siemon, Markklee-
berg; J.-Gagarin-OS., Meiningen; OS J. Gagarin,
Merkers; Fr.-Hecker-OS, Milkau; OS H. Rau,
Mieste; OS Mittelstille; E.-Steinfurth-OS, Mit-
tenwalde; Kinderheim Munzig; OS Nachterstedt;
0.-Grotewohl-OS, Naumburg; OS J. Fudik, H.-
Beimler-OS, beide Naundorf; OS W. Bykowski,
Neetzow; 12.0S E.Weinert, Neubrandenburg; F.-

Dziersynski-OS. Neuhaus; M.-Burwitz-0S,
Neuenkirchen; R.-Hallmeyer-OS, Neundorf;
Fontaae-Schule, Neuruppin; Fr.-Schiller-OS,

Goetheschule, W.-Pieck-0S, alle Neustadt; W.-
Seelenbinder-OS, Niederlichtenau; Dr.-Th.-Neu-
bauer-Schule, Niederorschel; OS J.Gagarin, EOS
W.v.Humboldt, beide Nordhausen: OS Nossenti-
ner Hiitte; OS E. Weinert, Oberschonau; Fr.-Fro-
bel-0S, OberweiBbach; OS Olbersdorf; Haus der
JP H. Coppi, Kreisklub Mathe, beide Oranien-
burg; E.-Vogel-OS, Pestalozzi-OS, beide Oschatz;
EOS K.Marx, Oschersleben; OS P. Kmiec, Oster-
nienburg; OS W.Pieck, Osterwieck; OS O.Grote-
wohl, Pappenheim; Haus der JP P. Goring, Par-
chim; E.-Schneller-OS, Penig; OS Dr. Th. Neu-
bauer, Pfaffschwende; OS G. Haak, Pima;
Herbart-OS, Plauen; Spezialistenlager Plauen-
Land; Makarenko-OS, Plessa; OS Pritzerbe; Goe-
theschule II, Pritzwalk; OS E. Schneller, Polle-
ben; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Rackwitz; OS Pesta-
lozzi, 0O.-Buchwitz-OS, beide Radebeul; P.-
Blechschmidt-OS, Raschau; E.-Weinert-OS, Rei-
chenbach; K.-Burger-OS, Reinkenhagen; J.-Ga-
garin-OS, Ribnitz; Stat. Jg. Naturf. u. Techn.
E. Hoernle, Richtenberg; H.-Matern-OS, Spezial-
schule Fr. Engels, beide Riesa; H.-Matemn-OS,
Rochlitz; Joliot-Curie-OS, Rébel; Joliot-Curie-
0S, Ronneburg; K.-Liebknecht-OS, Rositz; Fr.-
Schmenkel-OS, Roskow; Ziolkowski-OS, RoB-
dorf; 66. OS O. Buchwitz, Haus der JP, 37. OS,
alle Rostock; OS S. Kosmodemjanskaja, Rotte-
rode; Kreisklub Jg. Math. Rotta; DSF-0OS, Rudol-
stadt; OS K. Niederkirchner, Saal; E.-Weinert-

OS, Saalfeld; Stat. Jg. Techn. u. Naturf.
E. Thilmann, Salzwedel, Tamara-Bunke-OS, Sa-
nitz; W.-Pieck-OS, Sangerhausen, W.-1.-Lenin-
OS, SaBnitz; OS H. Matern, Schernberg; OS
M. Gorki, Schkélen; G.-Hauptmann-OS, Schleu-
singen; 4. 0S, OS K. Marx, OS J. G. Seume, alle
Schmalkalden; P.-Go6ring-OS, Schmiedefeld;
Schule der DSF, Schneidlingen; Haus der JP
W. Sonneberg, Schénebeck; OS H. Beimler,
Schénhausen; E.-Weinert-OS, Schollene; OS
Kuba, Schule der DSF, Schorssow; R.-Hartmann-
08, Schénberg; OS Fr.Engels, Schwallungen; Le-
nin-0S, Schwarzenberg; OS Schweina; Haus der
JP M. Bohme, M.-May-0S, beide Sebnitz; OS
A. Wolk, Senftenberg; Fr.-Reuter-O8, Siedenbol-
lentin; OS Th. Miintzer, Silkerode; Pionierhaus
Foérderzirkel Math.,, Sémmerda; OS Gliickauf,
0OS W. Pieck, OS A. Saefkow, J.-R.-Becher-OS,
alle Sondershausen; OS H.-A. Eckelmann, Spon-
holz; OS A. Becker, OS K. Marx, beide Sprem-
berg, Wiltig-OS, Staaken; Stat. Jg. Naturf. u.
Techn., Stahnsdorf; I1.OS E. Wolk, Stadtroda; J.-
Fuéik-OS, Steinbach; R.-Luxemburg-OS, Steins-
dorf; Haus der JP Fr. Weineck, Strausberg; Las-
ker-OS, Schule d. DSF, Strobeck; M.-Gorki-OS,
Stiitzerbach; Stat. Jg. Naturf. u. Techn. Tanger-
hiitte; H.-Beimler-OS, Tantow; J.-Gagarin-OS,
Teistungen; OS G. Eisler, Teterow; OS ThobBfell;
K.-Liebknecht-OS, Teuchern; E.-Schneller-OS,
Toplitz; Pestalozzischule, A.-Einstein-OS, beide
Torgelow; OS W. Pieck, Trusetal; E.-Welk-OS,
A.-Nitz-OS, beide Ueckermiinde; H.-Beimler-
0S, Unterbreizbach; E.-Schneller-OS, Urnshau-
sen; A.-Becker-OS, Urdich; OS J. G. Seume, Va-
cha; OS Vierraden; OS Viernau, alpha-Ciub OS
Vitzenburg; OS Volkershausen; A.-Bebel-OS, Vo-
gelsang; Goetheschule, Kreisklub Jg. Math,,
beide Waren; OS Wechmar; Kreisklub Jg. Math.,
WeiBwasser; OS WeiBenborn-L.; R.-Luxemburg-
08§, Werbelow; J.-Gagarin-OS, Werneuchen; OS
A.Giinther, Wernshausen; J.-Harder-OS, Wesen-
berg; OS O. Grotewohl, Westerengel, OS Wip-
persdorf, K.-Kollwitz-OS, Stat. Jg. Naturf. u.
Techn., beide Wittenberg; Stat. Jg. Naturf. u.
Techn., Fr.-Engels-OS, beide Wittstock; OS
H. Heine, Woérmlitz; O.-Buchwitz-OS, Wolken-
burg; Dr.-R.-Sorge-OS, Wollin; Kreis-Mathema-
tiklager, OS W. 1. Lenin, OS 1 H. Wemer, alle
Worbis; OS Th. Miintzer, Wulfen; G.-Walter-OS,
Wustrow; Pestalozzi-OS, Zeithain; Lutherschule,
Zella-Mehlis; Stat. Jg. Naturf. u. Techn.,
Zembschen; W.-Seng-OS, M.-Lenk-OS, beide
Zepernick; F.-Schiller-OS, Zeulenroda; Th.-
Miintzer-OS, Ziesar; OS J. H. Pestalozzi, Zschor-
newitz; OS E. Thidlmann, Steinbach-Hallenberg;
12.0S Dr.R. Sorge, Suhl.

Aus einem Mathematischen Schiilerwett-
streit der Klassen 4 im Kreis Bernau
B-E-R-L-I-N=750
Schreibe 750 als Produkt aus 6 Faktoren derart,
daB jeder néachstfolgende Faktor jeweils eine gro-
Bere oder mindestens eine gleichgroBe Zahl ist
wie der vorhergehende Faktor. Dabei soll der
Faktor 1 hochstens dreimal in einer Gleichung
vorkommen.
Gib moglichst viele Gleichungen an!
Erika Schwerin,
Fachberater im Kreis Bernau

Losung

1. 1-1-1:2- 3-125=1750
2. 1-1-1-2- 5- 75=1750
3. 1-1-1-3- 5- 50=1750
4. 1-1-1-5- 6- 25=1750
5. 1-1-1-3-10- 25=1750
6. 1-1-2-3- 5- 25=1750
7. 1-1-3-5- 5- 10=750
8 1-1-1-5- 5- 30=750



Losungen

Losung zu:
Pythagoras von Samos

Die Anzahl der Schiiler des Pythagdras sei
x. Dann gilt:

1 1 1

= — —x+3=x.

7 X + 1 x+ 7 x+3=x

Es folgt: x = 28.

Pythagoras hatte 28 Schiiler.

Losungen zur Sprachecke

Ala Ersetze jeden Buchstaben durch
einen Einer (d. h. durch eine einstellige
Zahl)!

FIVE (fiunf minus vier
—FOUR gleich eins)
ONE

Jeder Buchstabe steht fiir nur einen Einer.
(Es gibt mehr als eine mogliche Antwort.)

Lésung: Zum Beispiel

8671 8741
—8350 —8350
321 391

A2 A In letzter Zeit laufe ich viel Ski.
Vorgestern bin ich 3 km mehr gelaufen als
gestern, und gestern 40 km weniger als vor-
gestern und heute zusammen. Wieviel Ki-
lometer habe ich heute auf Ski zuriickge-
legt?

Ldsung: Wir bezeichnen mit x die heutige
Kilometerzahl, die gestrige mit y. Dann
wurden vorgestern (y +3)km gelaufen.
Nach der zweiten Angabe gilt
y+40=y+3+ x, also x =37.

A3 a Ein Bassin wird durch zwei Wasser-
hihne mit Wasser gefiillt. Der eine allein
fiillt das Bassin in 9 Stunden, der andere
fiillt es allein in 6 Stunden.

a) Welcher Teil des Volumens des Bassins
wird von jedem Hahn allein in einer
Stunde gefiillt?

b) Man oOffnet gleichzeitig beide Hédhne.
Welcher Teil des Volumens des Bassins ist
nach einer Stunde gefiillt?

¢) Nach welcher Zeit ist das Bassin voll?
Lésung:

a) Der eine Hahn allein fiillt in einer

Stunde 1 des Bassins, der andere fiillt al-

9
lein % des Bassins pro Stunde.
b) Nach einer Stunde sind —+ — = —
) Nach einer Stunde sin 3 9 18

des Bassins gefiillt.
c) Bezeichnet man die gesuchte Zeit (in

Stunden) mit f, so erhdlt man die Glei-
5

chung YR t=1. Das heiBt, daB in ¢ = 1,5—8

Stunden das Bassin gefiillt ist. Also wird

das Bassin durch beide Héhne in 3 Stun-

den 36 Minuten gefiillt.

A4 Zahlenpyramide

Jede Zahl in einem Rechteck dieser Pyra-
mide ist gleich der Summe der Zahlen, die
in den beiden Rechtecken unterhalb von
diesem stehen.

Erginzt die fehlenden Zahlen!

Lasung: 970

455 | 515
| 227 | 228 | 287 |
[ 127 [ 100 | 128 [ 159 |
| 71 [ 56 | 44 [ 84 [ 75 |

Losungen zu: Fan-Tan -
ein mathematisches Spiel

Ala In der Partie mit der Anfangs-

ny
stellung :n’ konnen alle Stellungen
Ry
a,
mit 0=sag,=n (i=1,2,....,m)

am
auftreten. Die Anzahl aller moglichen
Stellungen (einschlieBlich der Anfangs-
stellung) ist
(m+1 (n+1) ... (ny+1).

A2 a Der Fehler unterlduft dem Spieler
A im dritten Zug; statt auf

1 0
(3) miBte er auf (3) ziehen.
3 3

Losung zu: Rsselsprung

In der Baumfigur steht:
WIR WUNSCHEN ALLEN
ALPHALESERN
EIN FROHES WEIHNACHTSFEST
SOWIE EIN GESUNDES, GLUCK-
LICHES UND ERFOLGREICHES
NEUES JAHR!

DIE REDAKTION DER ALPHA

Nis H] [eTiTo ]
cllle] [xv o€l
ZIE N MoP oL

q]: I H A
E10 A] AC L]
TTHP UT T
o/ R'T] SMH

Losung zu: Jahreswechsel
Je eine Moglichkeit ist:

1-9:8-8-=1
1+9 -8 +7 =9
1-9+8 +8 =8
1-9+8 +7 =7
1-9 -8 7=

1-9 -8 :8 =

1-9-8+7 =28
1-9-8 :8=8

Loésungen zu: alpha-heiter
Domino-Quadrat

172 2/4 4/5

172 5/0

2/6 0/4

6/0 0/4 4/4

Information aus Dottershausen
und Eiersbach

Fiir Dottershausen gilt: 1% Hiihner legen
an 1 Tag 1 Ei. )3 Hiihner legen je Tag also
2 Eier.) 1 Huhn legt je Tag % Eier.

Fiir Eiersbach gilt entsprechend: 2% Hiih-

ner legen an 1 Tag 1 Ei. (5 Hiihner legen je
Tag also ebenfalls 2 Eier.) 1 Huhn legt je
Tag % Eier. Ist x die Anzahl der Hiihner
in jedem Dorf, so gilt:

2 2\ _,0 4

"'.(T?)“‘O‘ 15 *= 40,

x =150 (Hithner). Wegen

150-%= 100 und 150~%= 60

gilt 100 — 60 = 40.

Also werden 100 bzw. 60 Eier je Tag in den
beiden Dérfern-gelegt.

Mit1,2,3 und 4

Zum Beispiel: 15=1+2+3-4;
16=34:2-1,17=1-34:2;
18=32-14, 19=12+4+3;
20=23-4+1;21=1-24-3;
22=2-13—-4; 23 =32+ 14;
24=12+3-4.

Eine interessante Gleichung

Es gibt zwei Losungen:
8

7—4 = 0,108 und

5 S
57 = 0,185.
Zwei weihnachtliche Geduldsspiele
a) Die Losung sei dem Leser selbst iiberlas-
sen.
b) M Mitte; R Rand. | - M, L — R,
K-R,I-RO-M,L-R,0O-R,S—M,
A-R,U-R, S—-R.

Kryptarithmetik

a) b)

224:14 =16 14 - 25 — 87 = 263
: . : . : + —
2- 2= 4 15: 5 +30= 33

—_— - + : +

112:28 = 4 23+ 18 : 6 = 26

187 — 23 + 92 =256

Der Weihnachtsmann ist da!

alpha, Berlin 21 (1987) 6 - 143



Mit Kiihnheit und Verstand

Der Halbkreis in der Zeichnung hat einen
Radius, der halb so groB ist, wie der Radius
r des Viertelkreises. Dessen Inhalt A, ist
a=7
Halbkreises A4, ist damit

m=£Ff=””=lﬂ=i&.

r?, der Inhalt des gezeichneten

21\2 2-4 8 2

Die Summe der Flicheninhalte der gera-
sterten und der gepunkteten Schildhilfte
ist somit gleich 4,, dem Inhalt des gezeich-
neten Halbkreises. Der Inhalt der geraster-
ten Teilfliche wird also sowohl durch den
Inhalt der schwarz gemalten Fliache des
Schildes als auch durch den der gepunkte-
ten Fliche zu A4, ergdnz(. Somit gilt die Be-
hauptung des Malers, w.z.b.w.

Was alles in einem Dreieck

steckt

Drei, Dreck, Decke; Deck, Dicker,
Recke; Reck, Rede, Ricke; Ede, Ei, Eid;
Ecke, Erde, Erik; Idee, Ire, Kreide.

Auf einen Blick
Die Kugeln mit der Nr. 4 und 8 sind dek-
kungsgleich.

Losung zu: Wieviel Bonbons sind

am Pfefferkuchenhaus?

38165172,5 — ein Bonbon hat Hinsel also
schon angeknabbert!

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 2/87, Fortsetzung

Ma 10/12 m 2801
scher.

Es waren 7 Dolmet-

Ma 10/12 2802 Es gilt

(1)  sin?x+cos?x=1,

2) 2sin x cos x = sin2x,

3) sin2x=1.

Nun ist (sin x + cos x)?

=sin? x + 2sin x cos x + cos? x

=1+ 2sinx cos x (wegen (1)),

=1+ sin2x (wegen (2)).

Wegen (3) gilt nun (sin x + cos x)?2 2.

Es folgt |sin x + cos x| = \/2_ bzw.
sinx+cosx=vy2,w.zbw

Ma 10/12 w2803 Es mogen beide Korper
die Hohe h haben, dann gilt fir das Volu-

men der Pyramide VP=%~a2-h und fiir

das des Kreiskegels Vi = %-rr- r’-h (a sei

die Bezeichnung [ur die Linge der Grund-
kante der Pyramide).
Da beide Volumina gleich sein sollen,

i LR
glltnun3 al-h 3Trr h.

144 - alpha, Berlin 21 (1987) 6

Nach Division durch %h und Umstellung

nach r erhilt man r= _a_.
Vn
Ma 10/12 w2804 Ein regelmiBiges n-Eck
setzt sich aus n gleichschenkligen und
paarweise kongruenten Dreiecken zusam-
men. Der Winkel an der Spitze eines sol-

. Be-

chen Dreiecks hat die GréBe 360

zeichnen wir einen jeden Basiswinkel mit
o, so gilt nach dem Innenwinkelsatz fir
Dreiecke

180° —

2
winkel des regelmidBigen n-Ecks aus zwei
Basiswinkeln eines Dreiecks zusammen-
setzt, betrdgt seine GroBe 2o Es 1dBt sich
nun die folgende Gleichung aufstellen:

l440°=n~2-(90°— 18n0 )

1440° = 180°- n — 360°,
1800° = 180°- n, 10 = n. Es handelt

360°

o= , und da sich ein Innen-

‘sich um ein regelméBiges Zehneck.

Losungen zu: Mathematiker
in Berlin (von 1708 bis 1855)
Heft 5/87

A la Platon (427 bis 347 v.u.Z)).

Satz von Pythagoras: Ein Dreieck mit den
Katheten a, b und der Hypotenuse ¢ ist ge-
nau dann rechtwinklig, wenn

c2=a%+ blist.

Euklid (4.Jh. v.u. Z)).

A2a Auf 522 Arten kann die Zahl 50 in
sieben verschiedenen Summen zerlegt wer-
den. Leonhard Euler 16ste das Problem u.a.
im 16. Kapitel seines 1748 erschienenen
Buches ,Einleitung in die Analysis des Un-
endlichen, Teil 1% (deutsche Ubersetzung
von H.Maser, Berlin 1885).

A3 a Der Mittelpunkt / der Diagonalen
— +
AC ist I= % der Mittelpunkt K der

Diagonalen BDist K= %

Dann istﬁ\;=¥- a;—y
Ferner gilt BD=6-f§, AC=y - «,
AB=p-a, BC=y-p.
CD=6-y, DA=a—-6.

D-4

C-¢

A-at

Hieraus folgt

|AB[*+|BC* + | CD|* + | DA

=B - Pt |p=BP+16 - yP+|a—oP
=P-w)B-m+-pF-P

O -pP)O-Pr(a—8)(x—-9

und .

| AC|* + | BD|* + (2| IK|)*

=ly—af +|8=BP+|f+ 8= o= yf
G- F-D+ (- HE-P
+Bto-a-p)(B+to-a-7).

Weiteres Ausrechnen beider Ausdriicke be-
stitigt die Gleichheit:

| AB|* + | BC|*+ |CD|* + | DA|?

=|AC|* + |BD]* + 4| IK|*.

Losungen zu: Mathematiker
in Berlin (von 1855 bis 1897)
Heft 5/87

. ct...+¢
Ala Wirsetzen 4 =—1————*

n

und
a=¢—-AfRirl=si=sn.

n n
Dann ist Z a;= (Z c,-) —nd

=

i=1

=nd4 — nA = 0. Damit folgt

woraus die Behauptung folgt.

A2a
Zum Beispiel leisten die Funktionen

f{x)=rc-sin (2Trr x> das Verlangte

(fir jede Konstante ¢ * 0).

A3 a Wirnehmen an, daB f(x) keine be-
liebig kleinen positiven Perioden besitzt.
Dann existiert ein ¢ >0, so daB w > ¢ fiir
alle positiven Perioden w gilt. Da mit zwei
Perioden w’, w auch deren Differenz
w’' — w eine Periode ist, folgt |w’ — w| > c.
Daher muB unter den Perioden von f{(x)
eine kleinste positive Periode w existieren.
Es sei w’ irgendeine weitere positive Pe-
riode. Weiterhin sei # die groBte natiirliche
Zahl mit hw = w'. Wir setzenw, = w’ — hw.
Dann ist 0 < w; < w. Da aber w, auch eine
Periode ist, muB w; =0 gelten. Folglich
sind alle positiven Perioden Vielfache von
w. Da mit w’ auch —w’ eine Periode ist,
sind schlieBlich alle Perioden Vielfache
von w und damit ist f(x) einfach-perio-
disch.

A4 A Nach Voraussetzung existiert eine
Folge w,, w, #0, von Perioden von f(x)
mit lim w, = 0. Wenn f(x) differenzierbar

ist, gilt

X9+ w,) — f(x
fw=mﬂow)ﬂw
fiir jede reelle Zahl x,.
Also ist f'(xp) =0.
Dann ist aber f{x) = c fir eine Konstante
¢. Andererseits hat jede konstante Funk-
tion trivialerweise beliebig kleine Perioden.

A 5 o Die Bedingung ist notwendig: es sei
d der ggT von m und n. Dann ist

a b . m n

- n—O fir a = i b——d.

Ist also das Kroneckersche Produkt von
Null verschieden, muB notwendig d =1
gelten.

Die Bedingung ist hinreichend: Gilt



b
% = fir gewisse a, b, so folgt an = bm.

Da m und n teilerfremd sind, muB a|m
und b|n gelten. Wegen O<a<m,
0 < b < n kann das nicht eintreten.

A6a Wir bezeichnen das Kroneckersche

Produkt n(l—i) mit P(m,n).
m n ’

m—l‘n—l
2 2

Es besteht aus Faktoren.

Dabher ist
L
P(n,m)=(-1) 2 ! P(mn).
Es folgt dann
m-1 n-1
e(nm)=(-1) * 2 e(mn),
was mit der Behauptung gleichbedeutend
ist.
A7a Zur Berechnung von e(m,n) be-
stimmen wir die Anzahl der negativen Fak-

a b
toren — — —. Es ist
n n
a b

a b
———<0e—<—=a<—.
m n m n n

Die Anzahl der natiirlichen Zahlen a mit
bm bm
a <—— ist aber |—|.
n n
Jn
2

da aus b < = sofort b_m<
2 n

Die Bedingung a < — ist auch stets erfiillt,
m

2 folgt.

n—1

2
Daher ist E= Z [bTm] die Anzahl der
: b=1

negativen Faktoren L i'im Kronecker-
schen Produkt. "

Also ist e(m,n) = (—1)E.

A8a Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit sei /> m. Nach Voraussetzung
ist {=m + gn fir eine natiirliche Zahl g.
Da I, m, n ungerade Zahlen sind, muB g
gerade sein: g=2h fur eine natiirliche
Zahl h. Also ist {=m+ 2hn. Auf Grund
der vorangegangenen Aufgabe gilt

n—1

2
e(bn)=(-1)f mit E= ), [ﬂ]

k=1L "

n-1

2 km
e(mn)=(-1)f mit F= ) [—]

k=1L 1

kI km
Aus el + 2hg folgt

n
sich £ und F um eine gerade Zahl.
Also gilt (1) = (-1)F.

ki ki
[—] = [Tm] + 2hg. Daher unterscheiden

Losung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. J. Nietzsch
Heft 5/87

Das Schwerpunktviereck vist zum Viereck
ABCD ihnlich.

Beweis: Nach der Figur seien die Punkte P,
0, R und § so definiert, daB gilt: P hal-
biert «4C, R halbiert BS und S ist der
Schwerpunkt von AABC. Dann gilt: ABQR
ist dem ABSD idhnlich, auf Grund des ge-
meinsamen Winkels 4 QBR und wegen der
Seitenverhiltnisse DB: 0B = SB: RB.

Rund
um den SR 1

Wieviel Bonbons
sind am
Pfefferkuchenhaus?

Seit September 1985 benutzen wir im Ma-
thematikunterricht den neuen Schulrech-
ner SR 1. Die Arbeit mit diesem Rechner
bereitet uns viel Freude, und der SR 1 ist
uns ein guter und schneller Helfer. Unsere
Mathematiklehrerin, Frau Rupp, hat uns
erklirt, daB man mit dem SR 1 auch man-
che Worter schreiben kann, indem man
den Rechner umdreht und die auf Kopf ste-
henden Ziffern als Buchstaben deutet. Wir
vereinbaren:
121,227,32E,42h,528,
72L,84B,92G,0£0.

Anstelle des Buchstabens B wollen wir wie
auf alten Schreibmaschinen ss schreiben.

GroB- und Kleinschreibung beachten wir.

nicl.lt. Wir haben sehr viele Worter so dar-
stellen konnen. In der folgenden Ge-
schichte sind einige versteckt:

Somit ist aber QR | MS und M halbiert PQ.
Weiterhin gilt

WS- 0R =-5D, d.h. DM =375,
Damit ist gezeigt, daB der Schwerpunkt des
Dreiecks AABC das Bild von D bei zentri-

scher Streckung in M mit dem Streckungs-
faktor —% ist.

Analog schlieB8t man fiir die Schwerpunkte
der anderen eingangs genannten Dreiecke,
womit die behauptete Ahnlichkeit bewie-
sen ist. D

)

7
\/

Bemerkung: Man kann jede andere Bezie-
hung fiir die beiden Vierecke zeigen, die
bei Ahnlichkeit erhalten bleiben (z. B. ist
der Schwerpunkt S,5- der Mittelpunkt des
Kreises durch die Schwerpunkte Spcp,
Scpa, Spas, 5o ist D der Mittelpunkt des
Umkreises-von A4BC).

Hiénsel und Gretel lebten mit ihren Eltern
in einem kleinen Haus. Der Vater ging oft
mit dem Beil in den Wald, um Holz zu
hacken. Weil die Eltern sehr arm waren,
schickten sie die Kinder fort. Als es noch
hell war, gab es im Wald viel zu sehen.
Hinsel beobachtete einen Zobel und einen
Igel, Gretel sah einen Zeisig. An einem
See erblickten die Kinder eine Seelilie,
iiber der eine Libelle ihre Kreise zog. Als
es aber dunkel wurde, bekamen sie Angst.
Durch die Baume schimmerte ein gelbes
Licht.
»Ho, ho“, rief Hinsel, aber Gretel meinte:
»Sei leise! Sie standen vor dem Pfefferku-
chenhaus. Hinsel kletterte an einem Seil
auf das Dach und biss in einen Kuchen.
»Los“, rief er, ,hole eine Leiter und eine
Bohle, damit wir Schokolade von der Esse
abbrechen konnen.“ Da aber erschien die
Hexe, sie hatte stechende, boese Augen,
und rief: ,Wer hat von meinem Lebkuchen
gegessen? Kommt her, liebe Kinder, ich
habe Marzipan und Gelee in Hiille und
Fiille fiir euch.“ Die Kinder lieBen sich von
der Hexe tduschen. Gretel muBite nun im
Haus helfen, den Hinsel aber sperrte die
boese Hexe in ein GelaB, das mit einem
Riegel verschlossen war. Er bekam leckere
Speisen, Sosse und Eis, damit er schnell
dick werde. Gretel ahnte Schlimmes, als
sie im Backofen Feuer machen sollte. Sie
tat so, als ob sie das nicht konne, und bat
die Hexe: ,Zeige es mir bitte!“ Die Hexe
band sich ein Seil um den Leib und kroch
in den Ofen.
Hinsel hatte alles beobachtet und rief:
»Schnell, schieb die Olle rein, mach die
Klappe zu und hol mich aus dem Kifig.
Wir haben einen Sieg errungen!“ Die Kin-
der freuten sich und aBen sich satt. Hinsel
stopfte sich Bonbons in die Hose. Dann
wollten die Kinder nach Hause. Vater und
Mutter freuten sich sehr, der Hofhund aber
begriiBte sie mit freudigem Gebell.
Sucht alle Worter, die ihr mit dem SR 1 schrei-
ben kinnt, heraus (die mehrfach vorkommen-
den werden so oft beriicksichtigt, wie sie in der
Geschichte vorkommen). Stelit die Wérter - mit
dem SR 1 dar und addiert die zugehdrigen
Zahlen. Endet ein Wort auf den Buchstaben
0, so wollen wir es als Dezimalzahl 0.%» ...«
darstellen. Dazu kann man den Speicher be-
nutzen (Taste M+ ). Ich habe mir gedacht,
daB die (richtige) Summe die Zahl der Bon-
bons am Hexenhaus sein soll. Habt ihr die Lo-
sung gefunden? Susanne Schmidt, Klasse 9,
E.-M.-Arndt-0S Greifswald




Jahreskalender

Heft 5/87
19 8 8 Letzter Einisendetermin: 11. 1. 1988

Heft 6/87

Letzter Einsendetermin: 8. 3. 1988

Heft 1/88

41118 25 Letzter Einsendetermin: 1.5. 1988

Di 512 19 26
Mi 6 13 20 27
Do 7 14 21 28
Fr 1 8152229
Sa 2 916 23 30

310 17 24 31

Dezember

———————— Mo 51219 26 /
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I = en®a \ M 42128 °m:,u°3 \
/ 4 o, V' Do 22 29 e, O8
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Olympiade Junger Mathematiker

Kreisolympiade: 18.11.1987
Bezirksolympiade: 6. bis 7.2.1988
DDR-Olympiade: 15. bis 19.5.1988

ISSN 002-6395 - albha - Berlin - 21 (1987) 6 - Seiten 121 bis 144



	00
	01_1L
	01_2R
	02_1L
	02_2R
	03_1L
	03_2R
	04_1L
	04_2R
	05_1L
	05_2R
	06_1L
	06_2R
	07_1L
	07_2R
	08_1L
	08_2R
	09_1L
	09_2R
	10_1L
	10_2R
	11_1L
	11_2R
	12_1L
	12_2R
	13_1L
	13_2R
	99

