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Die Ellipse als Normal-

projektion des Kreises

Als die Astronomen zu Beginn des 17. Jahr-
hunderts (um 1610) iiber die ersien noch
recht primitiven Fernrohre als Arbeitsmittel
verfiiglen, machten sie damit innerhalb unse-
res Planetensystems fiir die damalige Zeit
einige héchst iiberraschende Beobachtungen.
Neben der Entdeckung der Phasen der
Venus nach Arl unseres Erdtrabanten und
der vier groBilen Jupitermonde beweglen die
Gemiiter der Astronomen eigenartige henkel-
ahnliche Ansédize am Saturn, deren Aussehen
und Gestalt sich zeitlich dnderte. Erst nach
mehreren Jahrzehnten vermochie Huygens
(1656) diesem am Saturn beobachteten Phi-
nomen die richtige Deulung zu geben. Als
vorsichtiger Wissenschafiler teilte er seine
Vermulung zundchst nur einigen befreunde-
ten Astronomen in Form eines Anagramms
mil, um sich auf diese Weise die Prioritit
seiner Entdeckung zu sichern. Durch die Ver-
besserung der opuischen Hilfsmittel in der
Folgezeit bestdtigle sich immer mehr die
Huygenssche Hypothese, nach welcher der
-Salurn von einem ringférmigen Gebilde
umgeben ist, dessen Ebene gegen die Ebene
der Ekliptik um einen gewissen Winkel (28%)
geneigl ist. Infolge der zeitlichen Anderung
der Relativstellung zwischen Saturn und
Erde innerhalb unseres Sonnensystems ent-
stehen fiir den Beobachter von unserem Pla-
neten aus zu verschiedenen Zeilen unter-

schiedliche Eindriicke von diesem ringférmi-

gen Gebilde.

Die von dem menschlichen Auge durch eine
angenidherte Parallelprojektion registrierten
Bilder des Kreises bezeichnet man als Ellipse.
Da die Abbildung eines Kreises auf eine
Ebene mitlels Parallelprojektion nicht nur
fir Astronomen, sondern auch fir Tech-
niker, Naturwissenschaftler und Kiinstler
von Interesse ist, soll dieser Vorgang hier
einmal konstrukiiv genauer unlersucht wer-
den. Das theoretische Riistzeug dafiir ist
uns bereits in Heft 41968 in dem Beitrag
,-Bestimmung der wahren Geslalt einer ebe-
nen Figur” gegeben worden. Dort wurde
gezeigl, wie man die wahre Gestalt einer
durch Grund- und AufriB vorgegebenen
ebenen Figur nach der Methode des doppelren
Zirkelschlages konstruktiv am einfachsten
bestimmt. Die Anwendung des Verfahrens

beschrinkle sich auf Dreiecke oder Figuren,
die sich in Dreiecke zerlegen lassen. Ein
Kreis ist jedoch nicht in dieser Weise zer-
legbar. AuBerdem gehen wir von der uns
bekannten wahren Gestalt einer ebenen Figur
aus und ermitteln deren Normalprojektion
in eine Bildebene. Das uns veriraute Kon-
struktionsverfahren miissen wir also der
neuen Problemstellung und dem anders-
artigen Objekt unserer Betrachtung anpas-
sen. Zunichst geben wir uns als Trager des
Kreises etwa eine zweitprojizierende Ebene
durch ihre Spuren e, und e, in zugeordneten
Normalrissen vor. (Bild 1)

Diese spezielle Annahme wird getroffen, um
die Konstruktion zu vereinfachen. Ferner
legen wir den Kreismillelpunki M in ¢ be-
liebig im ersten Quadranten fest. Da ¢ zweit-
projizierend ist, liegt M auf ¢,. Nun stellen
wir uns die Aufgabe, um M mit dem Radius a
einen Kreis zu zeichoen, der ganz in ¢ liegt.
Fir den AufriB ist sie schnell gelst. Die

Bild 1 -

Aulrisse aller in ¢ befindlichen Gebilde liegen
auf e,. Folglich brauchen wir nur von M"’
aus die Strecke a nach beiden Seiten auf e,
abzuiragen. Die so erhallene Strecke C”D”
stellt den AufriB des Kreises k dars In diesem
Zusammenhang sei erwihnt: auch der Saturn
nimmt beziiglich der Erde gelegentlich eine
solche Relativsiellung an, daB der den Saturn
umgebende Ring im Fernrohr nur als feiner
Strich sichibar wird. Uber den GrundriB &*
des in ¢ liegenden Kreises k 1Bt sich allgemein
zunichst folgendes sagen:

1. Jeder Kreisdurchmesser (durch M gehende
Kreissehne) geht in einen Ellipsendurch-
messer iiber, der von M’ halbiert wird, da
Teilverhahnisse bei Normalprojektion erhal-
ten bleiben.

2. Tangenten in den Endpunklen eines Kreis-
durchmessers gehen in parallele Tangenten
der Ellipse iiber, da Parallelitit bei dieser
Abbildung erhalten bleibt. Umgekehrt liegen
auch die Berithrpunkte paralleler Tangenten
auf einem Ellipsendurchmesser.

3. Der auf der ersten Hauptlinie durch M
liegende Kreisdurchmesser AB bildet sich in
wahrer GroBe ab. Alle anderen Kreisdurch-
messer werden bei der Abbildung gestauch,
da ihre Neigungswinkel gegen die Bildebene
von 0° verschieden sind. (Unter dem Nei-
gungswinkel einer Geraden g gegen eine
Ebene m versieht  man denjenigen Winkel,
den die Gerade g mit ihrer Normalprojek-
tion g’ auf die Ebene = einschlieBt.)

4. Die stirksie Stauchung erfihrt der zur
ersten Hauptlinie senkrecht liegende Kreis-
durchmesser CD bei Normalprojektion auf

II= f”

fo”
£
Ao 4’
h }
h1, 1
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n,, da dessen Neigungswinkel gegen die
Bildebene am gréBten ist. Jene Geraden, aus
einer Ebene ¢, die mit %, den groBtmoglichen
Winkel einschlieBen, bezeichnet man als
Fallinien der Ebene ¢. Sie durchselzen die
ersien Hauptlinien von ¢ senkrecht. Projiziert
man die durch M gehende erste Hauptlinie A,
und die Fallinie f normal auf n,, so werden
sich ihre Projektionen h; und f' wieder
senkrecht schneiden, da ein Schenkel des
abzubildenden rechten Winkels parallel zur
Bildebene liegl.

Mit den hier getroffenen Aussagen kdnnen
wir folgende Definitionen und Zwischen-
ergebnisse festhallen:

1. Der gréBte Ellipsendurchmesser hat die
Linge des Kreisdurchmessers. Man bezeich-
net ihn als Hauprachse der Ellipse. Die
Hauptachse liegt parallel zur ersten Spur e,
von ¢.

2. Der kleinste Ellipsendurchmesser sieht
senkrecht auf e,. Man bezeichnet ihn als
Nebenuchse der Ellipse.

3. Haupt- und Nebenachse einer Ellipse
stehen aufeinander normal.

4. Die Endpunkte der Hauptachse bezeich-
net man als Hauptscheitel und die Endpunkte
der Nebenachse als Nebenscheitel der Ellipse.

Um auBler den Scheiteln weitere Ellipsen-
punkte zu erhalten, legen wir ¢ nach =, um,
wobei ¢, die Drehachse darstellt. Dem um-
geleglen Kreis &k, werde nun jenes Quadrat
umschrieben, das ein zu ¢, paralleles Sciten-
paar besitzt. Fiihrt man dieses Quadrat in

Bild 2

die Ausgangslage von ¢ zuriick, stelli sein
Grundrifl ein Rechteck dar, dessen Seiten-
lingen mit den Léngen von Haupt- und
Nebenachse der Bildellipse paarweise ber-
einstimmen. Man bezeichnel dieses Rechteck
als Achsenrechieck der Ellipse. Es isl zugleich
ein Tangentenrechteck der Ellipse mit den
Haupl- und Nebenscheiteln als Berithr-
punkte. Ferner umschreiben wir dem Kreis 4,
der umgeleglen Ebene ¢, ¢in Quadrat, dessen
Diagonalen parallel bzw. senkrecht zu e,
liegen. Fiihrl man dieses in die Ausgangslage
von ¢ zuriick, so erscheint der Grundnf
des Quadrates als ein Rhombus. Seine Seiten
stellen gleichfalls Ellipsentangenten mit den
Halbierungspunkien als Berithrpunkle dar.
Nunmehr kennen wir zwei Tangentenvier-
ecke der Ellipse samt ihren Berdhrpunkten.
Damit 1481 sich die Ellipse bereits niherungs-
weise zeichnen. Vor allem bewahren uns die
Tangentenvierecke vor dem grundlegenden
Fehler, eine Ellipse als Kurve mit zwei Spit-
zen in ihren Nebenscheileln darzustellen.
Gentigen fiir unsere Zwecke noch nicht die
beiden Tangentenvierecke der Ellipse, so
kénnen wir uns - von der Umiegung aus-
gehend - beliebig viele weitere Ellipsenpunkte
wie folgl verschaffen: Eine senkrecht zu e,
eingezeichnete Ordnungslinje schneidet den
umgeleglen Kreis 4, in den Punkten 1jund 2,.
Mit Hiife weiterer Ordnungslinien senkrecht
zur RiBachse und Kreisbégen um K als
gemeinsamem Mittelpunkt Ffithren wir die
Punkle | und 2 in den Aufrif.

Bringt man anschlieBend einander entspre-
chende Ordnungslinien durch 1” und 2" bzw.
lo und 2, zum Schnitt, ergeben sich die
Ellipsenpunkte 1" und 2'. Auf diese Art
lassen sich weitere Ellipsenpunkie in belie-
biger Dichle konstruktiv ermitteln. (Vgl.
Bild 1)

AnschlieBend soll nun mit Hilfe riumlicher

ebenen n, und 7, wie oben vorausgeselzi.
AB sei der in der ersten Hauptlinie durch M
liegende K reisdurchmesser. CD sei ein in der
Fallinie durch M liegender Kreisdurchmes-
ser. (Bild 2)

Wir bestimmen die auf der Fallinie durch N
liegenden Kreispunkie. Hierzu drehen wir
den Kreis & um A, parallel zur Bildebene =,.
Es ergibt sich der Kreis k,. Die Fallinie /g
durch N schneidet %) in den Punkten
15 und 2. Mittels einer Ordnungslinie fih-
ren wir zundchst nur l; in den AufmiB.
Durch anschlieBende Drehung von 1 um
hY findet man 1”. Die Ordnungslinie durch
1" mit dem GrundriB /* der Fallinie /' durch
N zum Schnitt gebracht, liefert den Punkt
1”. Dieser ist einerseits der GrundriB eines
Punktes von k. Andererseits kdnnen wir
ihn auch als Punkt einer Ellipse mit A8 als
Hauptachse und C'D’ als Nebenachse an-
sehen.

Der auf f liegende Ellipsenpunkl 146t sich
auch ohne Verwendung des Aulrisses sehr
einfach finden. Die Konstruktion mit Beweis
sei fiir den Punkt 2’ gezeigt: Um M’ zeichnet
man zwei Kreise mit den Radien o= M'A’
(Hauptscheitelkreis) und b=M'C’ (Neben-
scheitelkreis). Einen der Schnittpunkte von
f" mit dem Hauptscheitelkreis (hier 2g) ver-
bindet man mit M’. Durch den Schnitipunkt
der Verbindungsgeraden mil dem Neben-
scheitelkreis zieht man eine Parallele zur
Hauptachse. Diese schneidet f in 2. Wir
behaupten, dal 2'.ein Punkt von &’ ist.
Beweis: GeméaB unserer Konstruktion gilt
die Proportion «: 5 —‘Nflé"i N'T'. Ferner
ist aus der Zeichnung die Proportion ¢ : b
=ﬁ : N2 abzulesen. Da auBerdem die
Punkte 1y und 2 symmetrisch beziiglich der
ersten Hauptlinie /, liegen, somit N’ die
Slrecke—l_(’,—ighalbierl, ist ¥’ auch Halbierungs-
punk( der Strecke 12, 2’ ist also ein Punkt

Y
bo_% Betrachtungen an zugeordneten Normal- von X', was zu beweisen war.
rissen eine einfache und platzsparende, rein  Diese Konstruktion erlaubi bei vorgegebener
planimetrische Ellipsenkonstruktion abgelei- Haupt- und Nebenachse - losgelést von
tet werden. Dabei geht man von Haupt- allen riumlichen Uberlegungen - ein ein-
und Nebenachse als den vorgelegten Bestim-  faches und schnelles Auffinden beliebig vieler
mungsstiicken der Ellipse aus. Zundchst Ellipsenpunkte. Da fiir das Zeichnen der
werde die Lage von & beziiglich der Bild- Ellipse nach dieser Art zwei Kreise (Haupt-
K-l Kot
12
. Bild 3
!
Z FLt!
4
4 ’ e Y
Dl D‘ il ' . )
o lo \ Nebenschertelhres
A B
a
Al I
e h! Hauplscheitelkrers
7

50



scheitelkreis und Nebenscheitelkreis) die Aus-
gangselemente bilden, spricht mun hier auch
von der Zweikreiskonstruktion der Ellipse.
Diese war bereits in antiker Zeit bekannt.
(Bild 3)

Ankniipfend an die letzten Uberlegungen des
bereits zitierten Aufsalzes aus Hefi 4,1968
kénnen wir sagen: Zwischen der Ellipse und
ihrem Hauptscheilelkreis bestcht die geo-
metrische Verwandischafl der perspek tiven
Affinitdr. Die Hauptachse der Ellipse fillt in
die Affinitdrsachse und die Stellung der
Nebenachse gibt die Affinitétsrichtung an.
Auch zwischen Ellipse und zugehdrigem
Nebenscheitelkreis 1aBt sich eine Zuordnung
mittels perspektiver Affinitdt herstellen.
Durch konstruktive Handhabung dieser geo-
melrischen Verwandischaft lassen sich bei-
spielsweise von einem auBerhalb einer Ellipse
liegenden Punk! die Tangenlen an die Ellipse
allein mit Zirkel und Lineal exakt zeichnen.
Die hier behandelte Normalprojektion eines
Kreises, welche uns auf die Ellipse gefithrt
hat, gibt einen kleinen Einblick in die sehr
umfangreiche Lehre von den Kegelschuitien.
Ellipsen entstehen u.a. auch dadurch, daB
man einen Drehkegel in gewisser Weise mit
einer Ebene zum Schnitt bringt. Diese Be-
trachtungen fithren dann auf andere Delini-
.lions- und Konstruklionsmdglichkeiten fiir
Ellipsen.

Nun sollen noch die neu gewonnenen Kennt-
nisse iiber die Ellipse an zwei Beispielen ihre
Anwendung finden:

1. Gegeben sind ein Drebzylinder (Rohr), der
mil einer Mantellinic m die Bildebene
beriihrt, und eine zweitprojizierende Ebene ¢
durch ihre Spuren ¢, und e,. (Bild 4)
"Gesucht sind der GrundriB der Schnittkurve
von ¢ mit dem Zylinder und die wahre Gestalt
des von dem Zylinder aus der Ebene ausge-
schnittenen Flichenstiickes. Begriinde die
Konstruktion und gib dir ahnliche Aufgaben
vor!

2. Gegeben sind Haupt- und Nebenachse

einer Ellipse und ¢in Punkt P. Gesucht sind

die Tangenten von P an die Ellipse.
Anleilung zum Verstandnis der Konstruktion
in Bild 5:

Zur gegebenen Ellipse & zeichnel man den
Hauptscheitelkreis . Entsprechend der zwi-
schen Ellipse und Kreis bestehenden geo-
metrischen Verwandischaft bestimmt man
den Bildpunkt P von P. Aus P legl man in
bekannter Weise (Kreis des Thales!) die
Tangenten £, und 7, mit den Beriihrpunkien
T, und 7, an . AnschlieBend transformiert
man die gefundenen Kreistangenten samt
ithren Beriihrpunkten in das Ellipsenfeld
zurlick. Dabei benutzt man die Eigenschaf-
ten, daB parallele Geraden in parallele Ge-
raden iibergehen und die Punkte der Affini-
tdtsachse bei der Transformation festbleiben.

E. Schrider

Bild 4
£‘=€”
kll
aﬂ
le
s " ,
v v
kmm S m;ﬂ
i A\ : M _l
ko ———
& ~
’ 5 . -
p A
Bild 5

Anagramm von Chr. Huygens (*1629, +1695)

Anagramm von Huygens am SchluB seiner
Kleinen Schrift iiber die Entdeckung ‘der
ersten (hellsien) Saturntrabanten:

Betrifft die richtige Deutung des Saturnringes:
finnnnnnnn 0000 pp q IT s (L uuuLy
Richtige Anordnung der Buchstaben:
Ahhulo cingitur tenui, plano, nusquam co-
haerente, ad eclipticam inclinato

Das heiBt auf deutsch: Er wird von einem
diinnen, ebenen, nirgends (mit Saturn) zu-
sammenhingenden, gegen die Ekliptik ge-
neiglen Ring umgiirlet.

Aufgaben:

Ala Einem Kreis, der in einer zweit-
projizierenden Ebene liegt, soll ein gleich-
seitiges Dreieck einbeschrieben werden.
Was 148U sich iiber den GrundriB des gleich-
seitigen Dreiecks aussagen, wenn eine Drei-
eckseite a) parallel zu =n,, b) parallel zu =,
liegt?

A2a Einem Kreis, der in einer zweit-
projizierenden Ebene liegt, soll ein Quadrat
einbeschrieben werden.

Unter welchen Voraussetzungen ist der
GrundriB des dem Kreis einbeschriebenen
Quadrates

a) ein Rechteck,

b) ein Rhombus,

¢) ein von Rechteck und Rhombus ver-
schiedenes Parallelogramm?
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Mathematik-
olympiaden in der
VR Polen

In der VR Polen werden seit 23 Jahren Mathe-
matikolympiaden durchgefiihrt. Sie rangie-
ren ihrem Alter nach hinter den uhgarischen,
ruminischen und den sowjetischen.

Als nach dem 2. Weltkrieg der Oberschul-
unterricht wieder aufgenommen werden
konnte, standen wir vor groBen Schwierig-
keiten, besonders auf dem Gebiet der Mathe-
malik: Wihrend der ersten Jahre nach der
Befreiung besaBen viele unserer Oberschul-
lehrer keine abgeschlossene Hochschulaus-
bildung. Das Niveau des Unterrichts war
nicht ausreichend. Die von unserem Volks-
bildungsministerium ergriffenen MaBnah-
men - es organisierte zahlreiche Weiterbil-
dungsveranstaltungen - konnten nicht sofort
auf den Unterricht wirker. Da beschlof
man, den Mathematikunterricht durch eine
direkie Aktion zu unterstiitzen: Man wandte
sich an die Schiller selbst. So wurden dic
Olympiaden eingerichtet. Die Polnische Ma-
thematische Gesellschaft erkldrle sich bereit,
sie zu organisieren. Das sind ihre Ziele:

® Das Interesse der Schiiler fur die Mathe-
matik zu wecken,

@ das Niveau ihrer Kennlnisse in diesem
Fach zu erhdhen,

® besonders befihigle Schiiler ausfindig
zu machen und ihnen den Weg in die Hoch-
schulausbildung zu ermdglichen.

Die Mathematikolympiaden wurden also
nicht nur als ein Wettbewerb zwischen den
Besten betrachtel, sondern vielmehr als ein
Mittel dazu, eine gréBere Anzahl von Schii-

lern fiir mathematische Probleme zu inter--

essieren und sie zur personlichen Beschafti-
gung mit der Mathematik anzuregen.

Die Olympiaden werden vom Zentralen
Komitee in Warschau mit Unterstiitzung

durch die Bezirkskomitees geleitet, die es

in unseren acht Universitdtsstidten pgibt.
Ihre Mitgiieder sind Hochschullehrer oder
Lehrer an Oberschulen.

Jihrlich wird eine Olympiade in drei Stufen
durchgefiihrt. Die 1. Stufe lauft vom 1. Ok-
tober bis zum 15. Januar. Anfang Oktober,
November und Dezember erhalien alle Schii-
ler des Landes vom Zentralen Komitee den
Text von je vier Aufgaben, dazu vier Vorbe-
reitungsaufgaben (zur Einstimmung), die bis
zum Ende des betreffenden Monats zu losen
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sind. (Es werden nur Aufgaben fiir Schiiler
der Klassen 11 und 12 gestellt.)

,Wiahrend der drei genannten Monate wird

die Beschaftigung mit den gestellten Pro-
blemen, die vollig freiwillig ist, in keiner
Weise kontrolliert. Die Teilnehmer haben
die Moglichkeit, sich gegenseilig zu beraten
oder sogar gemeinsam zu arbeilen. Der
Lehrer soll nicht helfen, kann die Schiler
jedoch auf mébgliche Fehler aufmerksam
machen.

Sobald die Frist [iir eine Aufgabengruppe
abgelaufen ist, werden den Schulen die zu-
gehdrigen Losungen geschickt. Nun tritt
der Lehrer stirker in Aktion. Er diskutiert
mit den Schilern iiber die Lésungen. Das
Zentrale Komitee gibt jedes Jahr auBer-
dem ein Heft mit ausfihrlichen Losungen
und Erklarungen aller in der Olympiade
gestellten Aufgaben heraus. Darin werden
auch im Zusammenhang mit den Aufgaben
Fragen geklir, die iiber den Schullehrplan
hinausgehen.

Die 2. Stufe der Olympiade wird durch die
Bezirkskomitees geleitet. Jedes Komitee priift
die Arbeiten der Schiiler seines Bezirks und
lidt dann alle digjenigen zum Bezirkswelt-
bewerb ein, die zu der Mehrzahl der Aufgaben
einwandfreie Losungen geliefert haben. Diese
Weitbewerbe finden im Mirz gleichzeitig
in den acht Stadten statt, und zwar an zwei
Tagen. An jedem Tag miissen drei Aufgaben
innerhalb von finf Stunden geldst werden.
Die Aufgaben, die fiir alle Bezirke gleich
sind, werden vom Zentralen Komitee aus-
gewdhit.

Die 3. Stufe der Olympiade findet im April
in Warschau statt. Dazu werden diejenigen
Jungen Mathematiker eingeladen, die bei
den Bezirkswellbewerben am besten abge-
schnilten haben. Die Zusammenstellung der
Aufgaben entspricht der des Bezirksaus-
scheides, der Schwierigkeitsgrad ist aller-
dings elwas hoher. Diejenigen Teilnehmer,
die gute Resuliale erreichen, erhalten das
Olympiade-Diplom. Es berechligt sie, sich
an einer mathematisch-naturwissenschaft-
lichen oder an einer technischen Fakulii
immatrikulieren zu lassen, ohne eine Auf-
nahmepriifung ablegen zu miissen.

Viele Teilnehmer an Olympiaden haben sich
entschieden, Mathemalik zu studieren. Sie
gehdren zu den besten ‘Studenten. Einige
von ihnen haben inzwischen promoviert,
viele sind Dozenten, Lehrer oder Assistenten
an Universitilen oder wissenschafilichen In-
stituten. Die Olympiaden haben augenfillig
dazu beigetragen, den Nachwuchs unserer
jungeén Mathematiker zu stellen. Fir die
Organisatoren der Wellbewerbe ergibt sich
jedes Jahr wieder die Frage nach einer guten
Aufgabenauswahl. Einerseits sollen die Auf-
gaben Beziehungen zu den Sioffgebielen
des Schullehrplans haben, andererseits miis-
sen sie sich wesentlich von den im Unterricht
iiblichen Aufgaben unterscheiden. Denn seit

alle positiven rationalen Zahlen a
’ b

Anfang an ist es die Leitidee der Olympiade
gewesen, die Schiler fiir Probleme zu inter-
essieren, die zwar im Rahmen der Grund-
anforderungen bleiben, aber doch ein gutes
MaB mathemalischer Phantasie und eine
griindlichelogische Ana]ysé verlangen. Solche
Probleme sollten, um ausreichend attraktiv
Zu sein, interessante Eigenschallen von Zah-
len oder Figuren belrelfen. AuBerdem miis-
sen sje sich in fibersichtlicher Weise formu-
lieren lassen. Der Schwierigkeitsgrad der
einzelnen Aufgaben einer Stufe wird unter-
schiedlich gehalten, weil es uns einmal darum
geht, die Schiiler micht durch zu hohe Anfor-
derungen zu entmutigen und zum anderen
doch das Leistungsvermogen zu prifen.
Im allgemeinen bereilen die Probleme aus
der Geometrie die meisten Schwierigkeiten,
wihrend Aufgaben mil kombinatorischem
Charakler leichter bewaltigt werden.
Zum SchluB sei noch erwihnt, dafl der
schwiichste Punkl in den Schiilerarbeiten
die Darstellung der Losungen isl. Richtige
Gedanken sind oftmals unzureichend dar-
gelegt. Bisweilen mufl man viel Mihe aul-
wenden, umn den Gedankengang des Schiilers
herauszufinden. Andererseits aber zeigen sich
die Jungen Mathematiker sehr einfallsreich,
und rechl oft legen sie originelle Losungen
vor, die sich weil von denen unterscheiden,
dic dic Autoren der Aufgaben ins Auge
gefaBt hatten.

S. Straszewics

Aufgaben der XXIH. Mathematik-Olympiade
der VR Polen
(Auswahl)

ala Es ist der Graph der durch den
Ausdruck .

y:\/x+z\/’.\-—1 + \/x—zvi{-'ﬂ

bestimmten Funktion zu zeichnen. wobei der
Definitionsbereich dieser Funktion die Menge
aller reellen Zahlen x ist. fur die dic in diesem
Ausdruck auftretenden Wurzeln reell sind.

A2a Es sci p einc Primzahl Es sollen

wobei

a und b cinander teilerfremde natiirliche
Zahlen sind. ermittelt werden, so daB
atp_a_
hb+p H p
A3a Esseient eine reelle Zahl und o. fi. ¢
die GroBen der Winkel eines Dreiecks. Man
beweise, daR dann stets die Ungleichung

ailt.

1

cos a+t{cosff+cosy) <1 +_r—z

erfiillt ist. 2

A4a Es seien ¢ eine Ebene und 4 und B
zwei Punkte des Raums, die nicht in dieser
Ebene liegen. Es soll die Menge aller Punkte P
der Ebene ¢ ermittelt werden, die die fol-
gende Eigenschaft haben:

Der Winkel, den die Gerade AP mit der
Ebene ¢ bildet, ist gleich dem Winkel, den
die Gerade BP mit der Ebene ¢ bildet.



AS5a Wieviel von Null verschiedenc na-
tirliche Zahlen. die kleiner als 10" sind
(n=1. 2. 3, ...). haben cine Darstellung im
dekadischen Positionssystem. deren Grund-
zillern eine nicht fallende Folge bilden?

(Es soll also die Anzahl derjenigen natiir-
lichen Zahlen z mit 0<z<10" ermittelt
werden. die eine Darstellung

2=(dy_y Uy_a ... ty (oo M dekadischen
Positionssystem mit ¢, Sa,.,<...2¢, =
aq haben.) )

A6 A Gegeben seien sechs Punkte im Raum.
die nicht alle in einer Ebene licgen. Man be-
weise. daB.es dann stets unter den durch
je zwei dieser Punkle bestimmten Geraden
cine Gerade gibt. die zu keiner der iibrigen
Geraden parallel ist.

A74A Es sind alle Losungen (x, y) der
" Gleichung .
T+ x+xt+x3+x%=)?

im Bereich der natiirlichen Zahlen zu er-
mitteln.

484 Man beweise. dall fiir alle natiir-
lichen Zahlen n mit n21 dic [olgende Glei-
chung erfillt ist:

2sin(l+l+...+' ! )E
2 277/ 4
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n Wurzeln

Aus der VR Polen
berichtet

, Mathematikzentrum des RGW

-lop. Aus Warschau kommt die Meldung,
daB ein internationales mathematisches Zen-
trum zur Weiterbildung wissenschalilicher
Kader aus den sozialistischen Lindern ge-
griindet worden ist. Das Institut ist das
derzeit einzige seiner Art in der Well. Es ist

zugleich die ersie Einrichtung dieses Typs,
die auf der Basis eines inlernationalen Ab-

kommens entstand und von einem parititisch
zusammengeselzten inlernationalen Rat ge-
leitel wird. '

Der Direktor der jiingsten Forschungs- und
Lehreinrichtung des RGW, der polnische
Wissenschafiler Prof. Dr. Olech, erliuterte
die Arbeitsweise dieses Zentrums, das 1973
die ersten Horer aufnehmen wird. Einla-
dungen werden sowohl an fithrende Exper-
Len als auch an junge Mathemaliker der Bru-
derlinder ergehen. Sie werden gemeinsam
mit polnischen Wissenschaftlern forschen,
ihre eigenen Probleme vortragen und mit
allen gemeinsam erdriern sowie bestimmle
eigene Vorlesungszyklen bieten. Die Forl-
bildung junger Kader wird im ProzeB brei-
tester Forschungslitigkeit vor sich gehen.
Bereits in diesem Jahr wird das Warschauer
Mathematik-Zentrum ein Symposium mathe-

matischer Methoden in der Okonomie ver-
anstalien. Ohne Zweifel wird das eine gule
Gelegenheil sein, Erfahrungen fir die kiinf-
tige Forschungsarbeit des Zentrums zu sam-
meln.

,.Die Vertie[ung und Vervollkommnung der
wirtschaltlichen und wissenschaftlich-tech-
nischen Zusammenarbeit und Entwicklung
der sozialistischen okonomischen Integra-
tion der Mitgliedslinder des RGW", so
heiBt es im Komplexprogramm, ,.sind ein
von den kommunistischen und Arbeiter-
parteien und den Regierungen der Mitglieds-
linder des RGW bewult und planmiBig
geslalteler ProzeB der internationalen sozia-
listischen Arbeitsteilung.” Die Griindung
des Mathematikzentrums in Warschau ge-
hort zu diesem planmiaBig gestalteten Pro-
zefh.

Aus der polnischen Schulreform

Das gegenwirtige gesamte Bildungssystem
in Polen umfaBt die allgemeinzugingliche
achtklassige Grundschule und das vierjahrige
allgemeinbildende Lyzeum. ..

Zur Forderung der vielseitigen Interessen
der Schiiler dienen im reformierten Lyzeum
(entspricht unseren Klassen 9 bis 12) die
vier fakultativen Unterrichtsstunden wo-
chentlich in der vierten Klasse (entspricht
unserer 12. Klasse), die der Jugend erlauben,
ihre Kennlnisse in den sie interessierenden
Wissensgebieten zu verliefen und zu erwei-
tern. ..

Der Fortschritt auf dem Gebiet der exakten
Wissenschafien wie auch der technische For(-
schritt machen es notwendig, die Anzahl
der Kandidaten zum Hochschulstudium der
mathematisch-physikalischen und techni-
schen Disziplinen zu vergréBern. Zu diesem
Zweck wurden in den allgemeinbildenden
Lyzeen Klassen mil mathemaltisch-physika-
lischem Profil und entsprechend erweitertem
Stundenplan fiir solche Ficher wie Mathe-
matik und Physik organisiert.

Aus einem Interview mit dem Vizeminister fiir

Volksbildung und Hochschulwesen -

der VR Polen

Wissen, Fortschritt, Modernitit

AnliBlich der 25-Jahr-Feier Volkspolens ha-
ben wir cine eingehende Beur(eilung der von
der polnischen wissenschaftlichen Welt er-
zielten Ergebnisse in allen wissenschaftlichen
‘Bereichen vorgenommen. Wir gingen dabei
vom Gesichtspunkl aus, daB die praktische
Rolle der Wissenschaft und ihre Wichtigkeit
davon abhingt, was sic zur gesellschaftlichen
Praxis beitrigt und inwieweit sie den gesell-
schaftlichen Auftrag erfiillt. . .

In der Nachkriegszeit, besonders in den
eréten Jahren, haben wir trotz des duBerst
schwierigen Starts (Zerstdorung der wissen-

Fine Aufgabe von
Lektor

Andrzej Makowski

Fastitui fiir Mathemazik . Universitdt Warschau

49124  Essind alle yvon Nullverschiedenen
natiriichen Zahlen » anzugeben, fir die die
Zahl #' +4" cine Primzahi ist.

schafllichen Werkstitten, riesige mensch-
liche Verluste, durch den Krieg verursachte
Unlterbrechung der Forschungsarbeil) und
der Notwendigkeit, alles von neuem aufzu-
bauen, uns aul die Erkenntnisse und Lei-
stungen der polnischen Gelehrten der Zwi-
schenkriegszeit gestiitzt. Wir haben z. B.
groBe Anstrengungen uaternommen, um die
hohe Position der polnischen Mathematik
aufrechizuerhalten. Die Leistungen der
polnischen mathematischen Schule aul dem
Gebiet der Topologie, Funktionsanalysis und
Mathematischen Logik, Differentialgleichun-
gen, Zahlentheorie und Anwendungen der
Mathematik in vielen anderen Bereichen
sind doch weltbekannt (Bekanntesle Vertre-
ter: Stefan Banach, Waclaw Sierpinski, Kazi-
mierz Kuratowski, d. Red.)
Prof. Dr. Janusz Groszkowski,
Prdsident der Polnischen Akademic der
Wissenschaften

Aus dem Beschluf

des VI. Parteitages der Polnischen
Vereinigten Arbeiterpartei zitiert
Der schoplerische Anteil der Jugend am

sozialistischen Aufbauwerk hingt von ihrer
Beherrschung der beruflichen Fahigkeiten,

"von dem Mitverantworlungsgefithl fiir das

Heute und die Zukunft der Nation, von
der effektiven Arbeit und der Verwirkli-
chung der humanistischen Ideale des Sozia-
lismus im alltdglichen Leben ab. ..

Aufgabe der Partei ist es, der Jugend die
Richtungen der Aktivitdt aufzuzeigen, von
denen vor allem die weitere Entwicklung des
Landes sowi¢ die Schritte abhiingen, die zu
einem dauerhafien Beitrag der jungen Gene-
ration zum Werk der Nation werden kon-
nen.

53



Riickblick auf
die XIII. IMO

Die teilnechmenden Mannschaften
stellten Aufgaben fiir alpha

VR Bulgarien

Kann man die Zahl 4=:13'*"" als Summe von
Dezimalzahlen darstellen, in denen insge-
samt 11...11 Einsen, 22...22 Zweien, ...

k k
schlieBlich 99...99 Neunen und beliebig
— it
k
viele Nullen vorkommen? & sei eine natir-
liche Zahl.

CSSR

Gesucht ist die kleinste Primzahl x mit der
Eigenschafl, daB x* —5x2 eine positive Qua-
dratzahl ist.

DDR

Gesucht sind alle stetigen reellen Funklionen.

die fiir alle x40 die Gleichung f(x)+f] (1—)
fix)? g

XZ

erlilllen.

Frankreich
Man bestimme dic kleinste Zahl # mit der
" Eigenschafl, daB far jede Primzahl p gilt:
p|n genau dann, wenn p—1|n
(a| b bedeutel, daB a ein Teiler von b ist).

Grofbritannien
Es seien ay, a;, . . ., a, paarweise verschiedene
Zahlen und m eine natiirliche Zahl. Weiler
sei ,,,
S= g . H
(ao—a,) (ag—a,). . .(ap—a,)
+ ai et
(@, —ao)(ay—a3). . .(a;—a,)
as

(@,—ag) (@, —ay)- - -(@y,—a,_y)
Man beweise, daB fir m<r S=0 und fir
m=n S=I1 gil.

SFR Jugoslawien

54

In einem Tangentenviereck mit den Seiten
a, b, ¢, d hat der Mittelpunkt des Inkreises
von den Eckpunkten die Abstinde x, y, z, ¢
(s. Abb). Man beweise die Gleichung
(xz+yty* =abcd und leile daraus die Unglei-
chung 4xyzt £abcd her.

Republik Knba

Es ist zu beweisen, daB die Zahl
100!=1-2-3-...-100

keine Quadratzahl ist.

Mongolische Volksrepublik .

An einem Schachturnier nahmen zehn Spieler
teil; jeder spielte einmal gegen jeden anderen.
Keine zwei Spieler erziellen insgesamtl die
gleiche Punkizahl. Die Spieler auf den ersten
beiden Plitzen haben kein einziges Mal
verloren. Die Summe ihrer Punktzahlen
ist um 10 groBer als die Punktzahl des Spic-
lers auf dem dritten Platz. Der Spieler auf dem
vierten Plaiz erzielle ebensoviele Punkie
wie die lelzlen vier Spieler zusammen. Welche
Punktzahlen erziellen die Spieler, die die
Platze 1 bis 6 einnahmen?

Niederlande

Man bestimme alle ganzzahligen Losungen
der Gleichung

2742020
Es ist zu beweisen, daB die Gleichung min-
destens eine nichl ganzzahlige Losung be-
sitzt.
Osterreich
Das Gleichungssystem

Prxp+r=d
2. b)

b

Pys 2= ist zu lésen.
Himweis:  Zuerst betrachte man noch
p=x-+y- z als gegeben und berechne damit
x, ¥, z. Eine Gleichung zur Bestimmung von
p erbalt man dann durch Einsetzen.

VR Polen

Man beweise, daB 2" —1 fiir kein n>1 durch
n teilbar ist.

SR Rumiinien
In der Ebene liegen vier Punkte so, daB der
Abstand von je zwei dieser Punkte min-
destens /2 und hochstens 2 ist. Man beweise,
daB die vier Punkle auf einem Kreis vom
Radius 1 liegen,

Schweden

Man lose das Gleichungssystem
& +ay+x:-0, B +byH x=0

y(a. b gegeben, a= b),

“ohpe eine der tiblichen Eliminationsmethoden

zu benutzen.

Sowjetumion

Gegeben ist ein Dreieck -ABC mit dem
Umkreismittelpunkt 0. Auf eine variable
Gerade ! durch 0 werden von B und C dic
Lote BB, und CC, gefalit (B, und C, licgen
auf J). Das Lol von C, auf 4B moge das Lot
von B, auf AC in M schneiden. Man beweise,

daB der geometrische Ort aller Punkie M
auf einem Kreis liegt.

Ungarische VR

Unter dem harmonischen Mitlel der posi-
tiven Zahlen «,, .. ., «; versteht man die Zahl
i .
H;=———— Es ist zu be-
1 1 .
— =t =
a4, a;
weisen, daB

H 4+ Hy 4 ... +H,<2a, 4 ay+... +a) gilt.

Mitglieder der Mannschaft der DDR, die an
der XII1. IMO teilnashmen, stellten Aufgaben
fiir die aipha-Leser:

® Wolfgang Burmeister: Es sei - eine Lé-
sung der Gleichung

B—3x 110
Man beweise, daB l]— eine L&sung der-
selben Gleichung ist.
¢ Harald Englisch: In ein Dreieck 48C
ist ein Rechteck DEFG mil vorgegebener.
Diagonallinge / einzubeschreiben, so daf3
die Seite DE auf AB, die Punkte F und G
auf BC bzw. AC hegen. ¢

A 0 3 4

Himveis: Lose die Aufgabe zuersl fiir ein
rechtwinkliges Dreieck (a=90).
® Aroulf Mébius: Klaus und Bernd teilen
sich ein dreieckiges Stiick Kuchen. Klaus
gibt aul dem Kuchen einen Punkt an, durch
den Bernd gerade schneiden muB. Bernd
nimmt sich dann das gréBere Stiick. Welchen
Punkt muB Klaus wihlen, um moglichst
viel vom Kuchen zu bekommen?
® Thomas Jentsch: In einem Koordinaten-
system sind die Parabel y==ax’ und die Ge-
rade y—a(a > 0) gezeichnel. Aul dem Parabel-
bogen, im Punkt (¢; 0), stellen wir uas einen
,,Hasen H, auf der Geraden, im Punki
(0; a), einen (sehr gefraBigen) ,,Fuchs™ F
vor. Fiir welche @ kann sich H auf der Parabel
bewegen, ohne dabei auch nur einen Moment
dem.Fuchs F niherzukommen, wenn dieser
in (0; @) ruht?
o Rainer Siegmund-Schultze (TMO-Kandi-
dat 1971): Man zeige, daB man die Zahl 2"
(n sei eine natiirliche Zahl) eindeutig als
Summe zweier Quadralzahlen darstellen
kann!
® Gerhard Spens: Man lose die Gleichung -

log,x* +log,2%=-9.
® Reinhard Wobst: Fiir jede ganze Zahl x
sei der Funkiionswert

Jx)=x2+px+q

(p, g gegebene ganze Zahlen)
eine Quadraizahl. Man beweise, daB man
dann eine Zah!l g so finden kann, daB fir
alle x f(x) -(x+a)® gl



Die Arithmetik

der Binomialkoeffizienten

Teil 2

§ 2 Der Rest bei der Division der Binomial-
koeffizienten durch Primzahlen

In diesem (und auch im néchsten) Paragra-
phen werden wir oft den Satz gebrauchen
.die Zahlen ¢ und b haben glcichen Rest
bei der Division durch p*. Gewshnlich driickt
man diesen Sachverhalt gekiirzt so aus: a=b
(mod p). was also bedeutet, daB sich «-b
durch p teilen Bt So ist z B. 4=1 (mod 3).
99999=22222 (mod 7) usw. Wir erinnern
euch an zwei oflensichiliche Eigenschalten
des Symbols ..=":
I. Wenn a=b (mod p) und k ganzzahlig.
so ist ka=kb (mod p).
2. Wenn a=b (mod p) und b=c¢ (mod p).
so ist a=c¢ (mod p). Es $ei auch noch daran
erinnert, dalb sich jede natiirliche Zahl «
durch eine natiirliche Zahl p mit Rest divi-
dieren ldBt, d. h. « kann man eindeutig in
der Form a=bp+c¢ schreiben. wobei b. ¢
ganze Zahlen mit 0<c<p sind.
Das Hauptziel dieses Paragraphen ist der
Beweis folgender Aussage.

Satz 4 Sei p Primzahl, m und n natiirliche
Zahlen. Seien ferner k und [ die Quoticnten
von der Division der Zahlen m und # durch
p.und s und ¢ — dic Reste (d. h. m=kp+s.
n=Ip+1I. wobei k. I. 5.t — ganzzahlig und
0<s<p. ost<p) Dann gilt C*=C% C:
(mod p). H
Wie wir spéter sehen werden. gestattet dicser
Satz ohne grofle Berechnungen den Rest
von der Division der Binomialkoeffizienten
durch Primzahlen zu finden. Dem Beweis
dieses Satzes schicken wir drei Hilfssiitze
voran.

Hilfssatz | Fir beliebige Zahlen «. b gilt
@ —b=(@-bm(@ '+ 2 b+a 3 b +...
+ab* "2 b5,

Der Beweis ist offensichtlich: wenn wir die
Multiplikation im rechten Teil ausfiihren
und die moglichen Kiirzungen vornehmen,
erhalten wir genau den Ausdruck. der im
linken Teil steht.

Hilfssatz 2 Wenn p eine Primzahl ist und r
eine natiirliche Zahl mit o<r<p. so lift
sich C}, durch p dividieren.

Dies lolgt aus Satz 3: da p Primzahl und
r<p,so sind p und r teilerfremd.

Hilfssatz3 Das Polynom (1+x)?—(1+x*)

1d8¢ sich durch p teilen (d. h. jeder Summand
dieses Polynoms ist durch p teilbar).

Beweis: Wir haben

(14 x)"—(1+x")=1+Chx? 4 ..+ Co7xP!
+XP—1=xP=Chx+...+C7 '\ 1,

und dieser letztc Ausdruck ldBt sich nach
Hilfssatz 2 durch p teilen.

Gehen wir jetzt zum Beweis des Satzes 4
iiber. Wir betrachten das Polynom P(x)
=(1+x)*" — (1 +x) (1 +x?). Aul Grund des
Hilfssatzes 1 kdnnen wir schreiben
P(x)=(1+x) [(1 +x) = (1 + x?]=
=(14+x) [A+xP—=(1+x?)][(1+x)p0" 1
+o (1]

(Wir setzen in thm a=(1+4+x)". b=1+x” und
k=1)

Der zweite Multiplikator liBt sich gemal
Hilfssatz 3 durch p teilen. also auch das
ganze Produkt.

Wir bestimmen jetzt in P(x) den Koecflizienten
bei x*?*!. In (1+x)*** geht das Glied
x****_wic wir schon wissen. mit dem Koeffi-
zienten Cletiein.

Das Produkt (1+x)-(1+4x7) aber ergibt
(I+Clx+C2x2 ..+ XV (1 +CixP+ CEx>r
Fo X)) =1+ Clx+ C2x2+ ...+ X'+ Clx?
+CIC"* L CICExP¥2 4 L 4+ Clx? !
+C2xPP L CICH P+ L CRC2N2PH2 4

+ CIZ_\,Zp-H

FXPL LTI CixIP 2y NI

Da r < p. so tritt in dieser Summe jede Potenz
von x hochstens einmal auf. Der Kacllizient
bei x*** ist, wie man sieht. gleich C4CS (ins-
besondere ist er gleich Null. wenn s>1¢).
Somit ist der Koeffizient bei x*#%% in P(x)
gleich C%21i— CACi Da sich P(x) durch p
teilen 1Bt ist auch C{73i—C4C: durch p
teilbar und Satz 4 ist bewiesen.

Wir wollen zum SchluB des Beweises noch
folgendes bemerken: obwohl nur im Hills-

“salz 2 die Bedingung benutzt wird. daB p

Primzahl ist. ist die Behauptung des Satzes 4
fﬁ; beliebige ganze Zahlen nicht erfiillt.

Wir wollen jetzt zeigen. wic man mit Hilfe
des Satzes 4 den Rest von der Division
der Binomialkoeffizienten durch eine Prim-
zahl finden kann. Demonstrieren wir das
zum Beispiel an der Division des Koelfizien-
ten C,}3 durch 5 vor (den Rest kénnien wir
natiirlich auch finden, indem wir C;}3 mit

Hille der Formel (2) berechnen. aber das
ergibe einc lange Rechnung — immerhin ist
C 33 eine 24stellige Zahl?)

Die Zahlen 33 und 119 durch 5 teilend,
erhalten wir 33=6-5+3 und 119=23-5+4.
Nach Satz 4 ist C,33=C,5-C3 (mod 5).
Genauso untersuchen wir die Zahl C,5:da
6=1-5+1 und 23=4-5+3, so ist C,§
=C} - Cj (mod 5). Infolge der Eigenschaft 1)
des Symbols ..=" ist

C,5C3=C}-C}-C} (mod 5). und infolge
der Eigenschafi 2) haben wir C,33=C} C}
- C2 (mod 5).

Somit hat C,}} den gleichen Rest bei der
Division durch 5 wie C}-Ci-C3=4-3-4
=48.4d h. 3.

Ahnlich findet man den Rest von der Divi-
sion durch andere Primzahlen; z B.

119 =59-2+1, 33=16-2+1
C13=Ci5Ct=C5§ (mod 2);
59 =29-2+1, 16=8-2+40,
Ci§ =C,5CT=C,5 (mod 2);
29 =14-2+1. 8=4-240,
€3 =C\3-CY=C 5 (mod2);
7 =3-2+1. 2=1-240,
C? =CiC®=Cl=3 (mod2).

Also hat C,33 den gleichen Rest bei der
Division durch 2 wie 3, d. h. 1, und C,33 ist
eine ungerade Zahl.

Ein anderes Beispiel:

119 =39-3+2, 33=11-3+0.
C,33=Cl4-C3=C35 (mod 3);
39 =13-34+0, 11=3-3+2,

Ci =C,3-Ci=0 (mod 3).

Wir haben hier benutzt, daB CZ=0 ist
Also ist C;33=0(mod 3), d. h. C,33 146t sich
durch 3 teilen. X

Wir wollen hier bemerken. daB bei der An-
wendung des Satzes 4 auf C7 mit n=m, wenn
wir m=kp+s und n=Ip+t schreiben,
natiirlich /2 k haben; allerdings kénnen wir
nicht voraussehen, welche der beiden Zah-
len s. ¢ dic groBere ist. Wenn gilt s>¢, so ist
C"=CtC;=0 (mod p) laut Satz 4, d h. CT
ist durch p teilbar. Wie wir sahen, mufl man
zur Bestimmung des Restes bei der Division

Bild 2
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von C7' durch p Satz 4 mitunter mehrmals
hintereinander anwenden, und jedesmal kann
cine der oben beschriebenen dhnliche Situa-
tion auftreten, wobei das auch jedesmal be-
deutet, daB C7' durch p teilbar ist Auf diesem
Wege erhielten wir, daB C,73 durch 3 teil-
bar ist.

Wir sehen. daB je groBer n desto wahrschein-
licher C§ durch p teilbar ist. Man kann
leicht die [olgende genauere Aussage be-
weisen: Zahlen CF mit 0<n=<p". 0£mz=n

PFp+2).
ge

gibt es ; von ihnen sind genau

1y
3

nicht durch p teilbar (hier ist

p — Primzahl. ' - eine natiirliche Zahl; der
Beweis stiitzt sich nur auf Satz 3, wir iiber-
lassen ihn dem Leser). )
Wir wollen unterstreichen, dal fur groBe r die
Zapt oA P+
2 2
ist. So lassen sich z B. 26.2 %, der Zahlen C™
mit 01 <3% 0<m=n nicht durch 3 teilen,
bei 0<n<3'® schon nur noch etwa 3,6%,
und bei 0<n <3S nur 0.45Y%,
Zum SchluB noch einige Worte iiber eine
recht anschauliche Interpretation des Sat-
zes 4, die man erhilt, wenn man das ,.Pascal-
sche Dreieck beziiglich mod p* betrachtet.
So bezeichnet man das aus dem Pascalschen
Drejeck hervorgehende Dreieck. indem man
in jenem jede Zahl durch seinen Rest bei der
Division durch p ersetzt. Wir werden beziig-
lich dieses Dreiecks keinerlei Sdtze beweisen,
schlagen euch aber vor, die Zeichnungen
(Bild 1. Bild 2) zu betrachten. auf denen die
Pascalschen Dreiecke beziiglich mod 2 und
mod 3 abgebildet sind. Bild 1 siche Heft 2/72,
Seite 25, Bild 2 siehe vorige Seite unten. Macht
euch bitte mal Gedanken iiber das Aussehen
dieser Dreiecke in dem Teil, der auf den
Zeithnungen schon nicht mehr zu sehen ist
Bemiiht euch. Satz 4 so zu formulieren, dalB
es ¢in Saiz iiber den Aufbau des Pascalschen
Dreiecks beziiglich mod p wird.

um vieles kleiner als

§ 3 Einiges iiber dic Reste bei der Division |

der Binomialkoeffizienten durch Potenzen von
Primzahlen

Wirwollen hier nicht eine in irgendeiner Form
allgemeine Frage nach den Resten bei der
Division der Binomialkoelfizienten durch zu-
sammengesetzte Zahlen stellen. sondern nur
von einer merkwiirdigen. noch nicht véllig
geklirten Erscheinung erzihlen. Wir begin-
nen mit einigen Berechnungen. Mit Hilfe der
Formel (2) fur die Binomialkoeflizienten er-
halten wir

Ci=2, (Ci=s,
CA$=601080 390,
(Ihr alle wiBt natiirlich, daB 1,2,4.8,16.32, ...
aufeinanderfoigende Potenzen von 2 sind).
Die erhaltenen Zahlen selber heben sich
durch nichts besonders hervor. ihre Difle-
renzen offenbaren allerdings iiberraschende

Ci=70. C,5=12870,
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Eigenschalten. Werlen wir einen Blick auf

diese Diflerenzen:

6—2=4=2% 70-6=64=25. 12870-70

'=12800=9%-25. 601080390— 12870

=601067520=2%2- 146 745.

Wir sehen. daf3 sich diese Differenzen durch

recht hohe Potenzen von 2 dividieren lassen.

und zwar durch so hohe, daB es sich hier

kaum um eine zufillige Erscheinung handeln

wird.

Satz 5 Fiir n> 1 140t sich

7,=C3ny:— C37" durch 227*2 tejlen.

Bemerkungen:

1. Die Voraussetzung n>1! ist notwendig.

da «; =4 ist und sich nicht durch 22 !*+?2

=2*=16 teilen l4Bt.

2. Es konnte sich durchaus erweisen, daff

a, fiir n>1 sogar durch 2°" teilbar ist: das

ist der Fall bei n=2, 3, 4 Aber beweisen

konnte das bis heute noch niemand.

Beweis. Wir beginnen mit der allgemeinen

Bemerkung. daB sich Cj. fiir ungerades r

durch 2* teilen 146t. Tatsidchlich, da » unge-

rade und 2" aufler 2 keine Primteiler hat. so

sind r und 2" teilerfremd und unsere Be-

hauptung [olgt aus Satz 3. Wir setzten jetzt

Px)=(1+x2"" —(1—x)*.

Das Polynom P(x) enthilt x>" mit dem

Koeflizienten

Cinpi — C227" =, (Hier benutzen wir. daBl

n>1ist; beim Erheben von (1—x2) = (1+(—x?))

in die Potenz' 2* ethalten wir nicht x*" mit

dem Koeffizienten C2.7", sondern {—x2)2""'

=(—=1)*"""x?", und (—1)*"" ergibt genau 1

bei n>1 und —1 bei n=1).

Wir kénnen aber auch schreiben

P)=(1+x)2""" = (1+x)*" (1—x)>"
=1+ [(1+x* - (1—-x)*].

Dabei ist der Ausdruck in eckigen Klammern

L+ —(1—x2" =L+ 2" = (1 +(-x))*"
=14 Clax+Clax* +Clax¥+...—

—x =1 = Cla(— )= Ca(—x)2—
G~ xP— .. —(—x)=

(da (—x)* gleich x* bei geraden k und —x*
bei ungeraden £ ist) '
=2(Chax+C3 x>+ Clax®+ ...+

+CL X,

Wir weisen noch einmal darauf hin. daB in
dieses Polynom x nur mit ungeraden Poten-
zen eingeht. ’

Wir mdchten wissen. mit was fiir einen Ko-
effizienten x in das Polynom P(x) eingeht.
d. h. in das Produkt

I+ xP" [(1+ 02" — (1-x)*"]
=2(1+Chax+Clax?+ Clax>+ ...
+(ClaXx+ CRax® + Chax®+ ...+
+ChaTix2" T,

Hieraus erhilt man x2" offenbar als Produkt
von x mit x2*71, x2 mit x*" 72, x3 mit x*" 73
usw.. wobei der erste Faktor aus der crsten
und der zweite Faktor aus der zweiten
Summe ist. Also ist der Koeffizient bei x?"
in P(x),der, wie wir bereits wissen, gleich o, ist,
auch gleich

2(Ch.Ch T + Ch.Coa 3+ L+ CIT I CLL).
Wie wir wissen. ist jede der Zahlen C)..
C3., ... C327! durch 2" teilbar. Also ist
jeder Summand in dieser Klammer durch
27-2" = 2%" teilbar. AuBerdem steht eine 2
vor der Klammer und jeder Summand ist
zweimal in der Klammer enthalten. Hieraus
folgt schlieBlich, daB =, durch 22"*2 teilbar
ist und unsere Behauptung ist bewiesen.

Wir holfen, dal es dem Leser von ulpha
gelingt. in diese schwierige Frage der Arith-
metik der Binomialkeeffizienten etwas Licht
zu bringen.

+x27)

D. B. Fuchs (aus Quant 6/70)

Im Dezember 1971 trafen sich die Mitglieder
der DDR-Mannschaft (und Kandidaten) der
XIII. IMO in Leipzig zu einem Erfahrungs-

austausch. Unser Foto: Die FDller und ihre
Giste nach der Besichtigung der Deutschen
Biicherei.




Wir wiederholen die Aufgabe 4 (aus Hefi
6.71):

Aufgabe 4 Welche bzw. wie viele Moglich-
keiten gibt es, zwei Preise an drei Schiiler
zu verteilen?

(1) Bei den Preisen kann es sich z. B. um
Biicher mil verschiedenen Titeln handeln.
Die Preise sind also unterscheidbar.

(2) Bei den Preisen kann es sich z. B. auch
um werltgleiche Geldpramien handeln. Die
Preise sind dann nich! unterscheidbar.

(a) Ein Schiiler kann mehrere Preise erwer-
ben, wie etwa bei einem Sportwettkampf. Er |

kann z. B. im 60-m-Lauf und im Weitsprung
Sieger sein. )

(b) Ein Schiiler kann hdchstens cinen Preis
erwerben, wie etwa bei einer Priufung fiir
eine besondere Leistung. Diese einzelnen
Fille lassen sich wie folgt verbinden:

(1a), (1b), (2a), (2b).

Wir wollen jelzt Aufgabe 4 allgemein formu-
lieren und unier den genannten Bedingungen
((la), (1b), (2a), (2b)) 16sen.

" Aufgabe 8 Welche bzw. wie viele Moglich-
keiten gibt es, m Preise (unter den in Aufgabed
genannien Bedingungen) an n Schiler zu
verteilen?

Versucht, die folgenden vier Ubersichten
euch weilestméglich selbstdndig zu erarbei-
ten! Wir werden im Anschlul an die lelzte
Ubersicht noch einige Bemerkungen hierzu

bringen, die ihr aber auch schon vorher mit

lesen kénnt.
Fall (la) Die Preise seien unterscheidbar;
ein Schiiler kann mehrere Preise bekommen.

Pr. Sch.  Mog. verm. Ges.
1 1 I 1!

1 2 2 2!

1 3 3 3

2 1 1 1%
2 2 4 22
2 3 9 3

3 1 1 1
3 2 8 2%
3 3 27 3
m n n”

Pr.= Anzahl der Preise

Sch. = Anzahl der Schiiler

Mog. = Anzahl der Méglichkeiteﬁ
verm. Ges = vermutete GesetzmaBigkeit

Es gibt »" Méglichkeiten.

Fall (1b) Die Preise seien unterscheidbar; ein
Schiiler kann hochstens einen Preis bekom-
men. lhr werdet bemerken, daf} hier m<n
sein mub.

Pr. Sch. Mog. verm, Ges.
1
1 I = ()
1 (1)
12 2 2=(12>-1z
133 3=(3)-1!
1
2
2 =2}
2 2 2-1 (2>
3
2 3 6 3 z=(2)-2!
4
2 4 1 4-3=(*.2
(z)
303 6 52 1=(3>-3!
3
4
3 4 2 43 2:(3)-3!
5
305 60 5-4-3=(3)-3!
4
4 4 2 4321:(4)-4!
4 5 120 5 4-3-2:(3)-4!
m ] (")-m!
m

Es gibt (">~m! Mbglichkeiten.
m

Fall (2a) Die Preise seien nicht unter- .

scheidbar; ein Schiiler kann mehrere Preise
bekommen.

Pr.  Sch. Modg. verm. Ges.
| 1+1-1
1 1 =
o ()=(7Y)
2 2+1—1
1 2 2 =
2o (=)
3 3+1-1
1 3 =
o ()-007)
2 1+2-1
2 1 =
(-0
3 2421
2 2 3 =
()=
3 6 (4):(3+2—1)
2 2

Pr. Sch. Modg. verm. Ges.

()= ("

3 1 1

|
e (-0
O

m n

(n+m—

Es gibt ("+:_]) Méglichkeiten.

Fall (2b) Die Preise seien nicht unter-
scheidbar; ein Schiiler kann hbchstens cinen
Preis bekommen. Hier gilt wieder einschrin-
kend m=n.

Pr. Sch.  Mdog. verm. Ges.

)

—_ N

—

N W NN .
S N N SN

G W
S e S S

w

m n

o

©~

o
A/—\/"\/\{J“:AA/‘\/‘\

3 2
~—

Es gibt < ) Maglichkeiten.

Wenn ihr diese vier Ubersichten miteinander
vergleicht, so konnt ihr fiir die Losung wei-
terer Aufgaben folgendes lernen:

1. Die ersten drei Zeilen stimmen jeweils
liberein (bis auf Spalie 4). Sie haben also nur
geringen Werl. Wir konnen deshalb den
Fall, daf} die eine Menge nur ein Element
enthilt, kiinftig weglassen.

2. Wir beschrianken uns zunichst auf leicht
unterscheidbare Fille (m=:2, m=3) und
brechen jeweils nach drei oder vier Zeilen ab,
weil dann in Spalte 3 das Bildungsgese(z der
betreffenden Folge sichtbar wird. Im Fall
(1b) kann man die beiden Zeilen fiir m=4
als ,,Kontrollzeilen” auffassen.

3. Die in Aufgabe 4 in den Fillen (1b) und
(2a) jeweils erhaltenen 6 Moglichkeilen be-
ruhen auf unterschiedlichen GesetzmiBig-
keiten. Man muB sich also davor hiiten,
vorschnell zu verallgemeinern.

4. Nachdem jeweils die Spalten 1 bis 3
ausgefillt sind, ist es zweckmiiBig, das Aus-
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fillen von Spalte 4 mit den Fallen m=2 oder
auch m=3 zu beginnen.

5. Wir haben vereinbart, m und # (oder auch
andere kleine Buchstaben) hier als Variable
fiir natiirliche Zahlen zu betrachten. Gewisse
Einschrankungen, wie m<n, miissen dann
ausdriicklich noch genannt werden.

Das Stoffgebiet, in das euch hier ein Einblick
vermiltelt wurde, heiBt Kombinatorik und
gewinnl jetzt im Zusammenhang mit der
wissenschafilich-technischen Revolution
immer mehr an Bedeutung. Wer Freude an
der Kombinatorik gefunden hat, kann noch
einige weitere Aufgaben bearbeiten.

Aufgaben

Anfgabe 9 Wie viele Tipméglichkeiten gibt
es berm VEB Zahlenlotto (5 von 90 Ziffern
sind anzukreuzen)? )
Sind bei einem solchen Problem insbesondere
2 Elemenie auszuwahlen, so kann man das
Ergebnis auch als Summe aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis zu einer bestimmten Zahl
auffassen. Uberlegl euch das anhand der
folgenden drei Aufgaben!

Auigabe 10 Wie viele Handschlage werden
gewechselt, wenn von 5 Freunden je zwei
einander ein einziges Mal die Hand geben?
Ihr konnt euch die Losung so iberlegen:
Trifft beim morgendlichen Schulweg der
Schiiler A seinen Freund B, so geben sich
beide die Hand. Treffen A und B ihren
Freund C, so gibt er A und B die Hand;
der hinzukommende Schiiler D gibt dann
A, B und C die Hand usw.

Aufgabe 11 Wie oft klingen die Glaser, wenn
bei einer Tischrunde von 8 Personen je zwei
ein einziges Mal miteinander anstoflen?

Aufgabe 12 Wie viele Verbindungsgeraden
sind zwischen 6 Punkten einer Ebene hch-
stens moglich, wenn keine drei Punkie aufl
einer Geraden liegen?

Welche Losung ist zu erwarlen, wenn all-

gemein aus n Elementen 2 Elemente ausge-
wihlt werden sollen, so wie das etwa bei den *

Aufgaben 10 bis 12 der Fall ist?

Aufgabe 13 Aul wie viele Arten kann man
aus 7 Schiilern zunichst 2 Schiiler und aus
den verbleibenden 5 Schiilern 3 Schiiler
auswiahlen?

Aufgabe 3 kdnnen wir wie folgt abindern
(sieche Heft 6;71): .
Aufgabe 14 Von 15 Jungen und 10 Midchen
einer Klasse soll eine Delegalion aus 3 Jun-
gen und 2 Madchen gebildel werden. Wie
viele Moglichkeiten gibt es hierfiir?

Aufgabe 15 Welche bzw. wie viele Moglich-
keiten gibl es, beim Kegelspicl insgesamt
0, 1,23, ...,9 Kegel auf die vorgesehenen
9 Felder zu stellen?

Es geniigen sicherlich [olgende Losungshin-
weise:

Zwei Mengen: Kegel, Felder usw.
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Anzahl verringern, etwa 0, 1, 2, 3 Kegel auf
3 Felder.

Beselzt man 3 Felder mit 0 Kegeln, so blei-
ben die Felder frei; es ergibt sich ,,das leere
Kegelbild™, also eine einzige M@dglichkeit
usw.

Aufgabe 15 1481 sich aber auch anders l6sen,
wenn man sich folgendes {iberlegt:

Jedes Feld kann entweder (von einem Kegel)
besetzt oder nicht besetzl sein. Wir kénnen
also die Menge der Felder und eine Zweier-
menge (,,beselzt™, ,.frei**) betrachten, wobei
vereinbarungsgemaB im Zuordnungsschema
die Menge der Felder jetzl oben, die Zweier-
menge unten stehen muB.

Aufgabe 16 Auf wie viele Arten kann man
entlang der dargestelllen Strecken von A
nach B gelangen?

A

8

Aufgabe 17 Auf welche bzw. wie viele Arten
konnen sich 3 unterscheidbare Vogel auf
2 Biume verteilen? (Welche Losung ist allge-
mein zu erwarten - & Vogel, r Baume?)

Aufgabe 18 Auf welche bzw. wie viele Arten
konne sich 3 nicht unterscheidbare Vogel
auf 2 Bdume verteilen? (Welche Lésung ist
allgemein zu erwarten — k Vogel, r Biume?)

Aufgabe 19 Welche bzw. wie viele Mog-

“lichkeiten gibt es, Kraftfahrzeuge - wie bei

uns in der DDR iblich - durch zwei Buch-
staben und zweimal zwei Grundziffern poli-
zeilich zu kennzeichnen?

Aufgabe 20 Welche bzw. wie viele Dreiecke
konnen n 2 3 Geraden einer Ebene héchstens
bilden, wenn dabei weder drei Geraden
durch einen einzigen Punkt gehen noch
zwei zueinander parallel sind? W. Tiirke

Nikolaus Kopernikus (Holzschnitt aus dem
16. Jahrhundert) Zu Ehren des 500. Geburts-
tages (geb. 19. 2. 1473) verdffentlicht alpha
in Heft 5/72 einen umfassenden Beilrag,

d. Red.
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WELTMEISTERSCHAFT IM
ORIENTIERUNGSLAUF

Liebe Pioniere und Jugendfreunde!

Besonders die Sommermonate sind dazu
angetan, zu wandern, Geldndespiele zu orga-
nisicren, Orientierungslaufe durchzulGhren.
Dabei sollte der KompaB unser treuer Be-
gleiter sein.

In Zusammenarbeit mit dem in aller Welt
bekannten Betriecb: VEB Freiberger Prizi-
sionsmechanik stelll die Redaktion alpha
euch den modernsten Kompall unserer Zeit
vor. Er kann zum Preise von 22,50 M in allen
Sportgeschiften erworben werden. Eine
kleine Anleilung soll euch die Vielfall dieses
mathematikintensiven Arbeilsmittels zeigen.
Schneidet an den Linien die Seite auf, legt
die Seiten zusammen und fertig ist ein Beglei-
ter auf euren Wanderungen!

Wir wiinschen euch, sei es in Ferienlagern,
Spezialistenlagern oder im Privatcamping
frohe Erholung und viel Erfolg mit dem

Fluidkompafl Sport 3

Im Jahre 1970 wurden die Weltmeister-
schalten im Orientierungslauf durchgefiihrt.
Unsere Fotos zeigen die zu Ehren dieser
Weltmeisterschaft herausgegebenen Sonder-
briefmarken. Im vergangenen Jahr wurden
auch wieder in unserer Republik internatio-
nale Wettkdmpfe durchgefithrl. In der Zeit
vom 13. bis 17. 9. 1972 finden die Weltmei-
sterschafien in der CSSR stait.
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Technische Daten
Tetlungsringdurchimesser 56 mm
steilung

Einschwingdauer der Magoetnadel

Mittl nspielunsicherheit

der Magnetnadel +0.5°
Lingsteilung 125000
Skalenwert der L. S0m
S¢ ung Sm
Querteilung 60 mm

Querteilung 1 mm
0.2

S

higkeil im Temperatur-
bereich =30 Chis 50 C

parallel zu den Karlenmeridianen (senkrech-
ter Kartenrand) verlaufen und der Doppel-
leuchtstrich nach Karlen-Nord zeigt. Ziehe
mil weichem Bleistift eine Hilfslinie entlang
der Anlegekante durch den Standpunkt in
Richtung der Anlegekante. Diese Hilfslinie
gibt Deine Marschrichtung auf der Karte an.

5. Anlegen der Routenskizze

Die Routenskizze (Seite 7) enthdlt eine an-
nihernd mabBstdbliche Aneinanderreihung
von Marschrichtungszahlen zwischen je zwei
Knickpunkien einer Marschroute. An jede
Seite des auf diese Weise entstehenden ge-
brochenen Linienzuges wird die Marsch-
richtungszahl in Grad und die Streckenlinge

Der FluidkompaB Sport 3

ist ein Sport- und TouristenkompaB, der
insbesondere den Forderungen des Orien-
tierungsiaufes angepaBt wurde. Sein Vorteil
liegt in der besonders schnellen MeBbereit-
schaft und einfachen Bedienung.

In-dic Grundplatte des Sport 3 (Abmessun-
gen: 125 mm x 60 mm X [ 1. mm, Masse: 55 g)
wurde zur Erleichterung des Kartenlesens
eine Lupe mit 3,5facher VergréBerung ein-
gelassen. Eine gleichfalls auf der Grundplatie
angeordnete Schriltmerkscheibe dient als
Hilfsmittel fir die Schrittzihlung beim-Ein-
halten der Routenskizze, beim Umgehen
von Hindernissen oder beim KompaBgang
in unmarkantem Gelédnde. 2

Der FluidkompaB Sport 3
ein Sport- und Touristenkompaf,

den Forderungen des Orientierungslaufes angepaft, besonders
schnelle MeBbereitschaft und einfache Bedienung

einer seiner Lage im Besltimmungsdreieck
ABC entsprechenden Stelle - der Hillspunkt
B markiert. Stelle die Marschrichtungszahl
von B und A auf dem KompaB ein. Lege den
KompaB mit dem Teilungsende des Mi
metersiabes der Anlegekante an den Hilfs-
punkt 8 an und drehe den Kompal so lange,
bis das Nordende der Magnetnadel (Leuchl-
markierung) -zwischen den Doppclleucht-
strichen einspiell. Ziehe von B aus entlang
der Anlegekante eine Gerade.

Die Lage des Blattes darf nun wihrend der
weileren Auswertung nichl verdndert wer-
den.

Trage an der Geraden die Enifernung 4B
(Standlinie) in einem bestimmlen MaBstab
ab.

in Meter oder im Schrittmal} angeschrieben.
Die Knickpunkie werden mil den als Rich-
tungspunkle verwendeten markanten Ge-
lindezielen oder Kontrollposten bezeich-
net.

Die Routenskizze dient sowohl zur Vorberei-
tung einer Marschroute und zur Erleichte-
rung der KompaBarbeit im Gelidnde als auch
zum Fixieren des bereits zuriickgelegien
Marschweges.

6. Bestimmen der Uhrzeit mit

dem Kompaft
Ebenso wie gelegentlich Himmelsrichtungen
mit der Uhr bestimmt werden miissen, kann
beim Versagen der Uhr die Zeit mit dem 6

+ Sfeigung
— . Gefille
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alpha - flir frohe Freizeitgestaltung

Die Idee zu unserem kleinen Hefl entstand
nach einer Ring-frei-Veranstaltung des Kreis-
klubs Junger Mathematiker Débeln, Ein klei-
nes Arbeilskollektiv stellte- euch filr Berg-
feste, Quiz-Nachmiltage, Spezialistenlager
oder Gruppennachmittage Malerial zusam-
men, das eure Mitspieler zum Nachdenken
liber mathematische Problemeanregen soll.

Eine gewissenhafte Vorbereitung sichert den
Erfolg! Jede Aufgabe muB der Spielleiter
vorher selbst durchprobieren! Geeignetes
Arbeitsmaterial (Stoppuhr, Schere, Papier
usw,) muB bereitgelegt werden. Damit auch
die Zuschauer der einzelnen Quiz-Runden

aktiv mitarbeiten, miissen die einzelnen
Aufgaben allen Veranstaltungsteilnehmern
bekanntgegeben werden (z. B. mittels
Lichtschreiber oder Manipermtafel). Wih-
rend die Quizrundenteilnehmer knobeln, soll-
ten alle Zuschauer mitiels mitgebrachter
Arbeitsgeridte (Block, Bleistift) sich ebenfalls
an der Lésung versuchen. Bevor die niichste
Aufgabe gestellt wird, ist jeweils die Lésung
der letzten Aufgabe bekanntzugeben. Auch
hierbei muB der Spielleiter variabel sein und
muB die Zuschauer wieder mit aktiv einschal-
ten. Weiterhin sind jeweils von der Jury
die von den einzelnen Quiz-Rundenteilneh-
mern erreichten Punkte bekannizugeben.
Noch eine Bemetkung sei gemacht, um

1

—

AZA

> =
5 —8
>4
-3

|

~

x> N[~ [To]

a3a Das Loschblatt kann wie folgt ein-
gerissen werden (Bild).

L

-

—

Kiasse 8 -
Ala @.WNHQ,EFM.K.&.Q.T_
Ala a=60°; f=6-240°; y=80°
Ada

rat | pn | dov | ged

bou | geity | 10! | o

e e Nl

(Kl Rl S il

434 Zwei oder mehrere Schiller werden
mit verbundenen Augen vor Wandiafeln
gestelll. Wer kann das eleganteste Quadral,
wer den besten Kreis, das schénsie Trapez
zeichnen? Die Zuschauer entscheiden!

a44 Jeder Mitspieler erhilt ein quadra-
tisches Stilck Papier (mdglichst groB) und
soll durch Falten und ReiBen ein méglichst
schdnes Ornament gestalten. Die Jury ent-
scheidet, wer der Beste ist. (Man kann auch
eine Schere und evil. Scherenschnittpapier
geben). :

Klassenstufe 6

Ala Bestimme die Grundziffer x so, daB
die Aussage 3|472x6 wahr ist!

A2A Zerschneide den Buchstaben A"
geeignet in Teile und setze diese zu einem
Rechteck zusammen.

Ada Die Teilnehmer der Quiz-Runde stel-
len sich in einem Kreis auf, Einer von ihnen
nennt einen mathematischen Begriff. Sein

Klassenstufe 9/10

Ala Die Kennzeichen fiir Kraftfahrzeuge
haben in der DDR. diese Form: AX 08-74,
Wieviele Kraftfahrzeuge kénnen in der DDR
maximal zugelassen werden, wenn alle Fahr-
zeuge verschiedene Kennzeichen haben sol-

‘len?

A2a Berechne x bei gegebenem a! (M, —
M, sind die Mittelpunkte der beiden Kreis-

bogen.) M,

M, a

A3a Je zwei Milspieler silzen an einem
Tisch, auf den vom Spielleiter eine bestimmle
Anzahl blaue und eine bestimmie Anzahl
role Murmeln gelegl wurden. Abwechselnd
haben beide Spieler Murmeln vom Tisch zu
nehmen und zwar bei jedem Zug entweder
eine oder zwei blaue Murmeln oder cine rote
Murmel. Gewonnen hat der Spieler, der mit
seinem letzten Zug die letzte Murmel vom
Tisch nimmt.

Ad4a Auf zwei lings einer Kante zusam-
menstoBenden Flichen eines Pappwiirfels
ist je ein Punkl markiert. Der kiirzeste auf
der Wiirfeloberfliche verlaufende Strecken-
zug, der diese beiden Punkte verbindet, ist

Klassenstufe 7

AlA Setze Worter der angegebenen Be-
deutung in die Spalten ein!

1. natiirliche Zahl mit genau

zwei Teilern, 2. spezielle Be-

wegung, 3. pgeomelrischer

Grundbegrifl, 4. besondere
r Linie im Dreieck, 5. wahre
T Aussage

A2a Eines der beiden kongruenten Qua-
drate ist geeignet in Teilflichen zu zerschnei-
den. Diese Teilflichen sind so an das andere
Quadrat anzulegen, dafl wieder ein Quadral
entsteht.

A3a Jedem Mitspielenden wird ein Lésch-
blatt iiberreicht. Die Mitspieler sollen dieses
5o einreiBen, daB sie durch das L&schblatt
durchkriechen kénnen.

A4 4 Die Teilnehmer der Quiz-Runde wer-
den zu Paaren zusammengefaBt. Auf dem
FuBboden sind méglichst weit voneinander
entfernt zwei Kreidekreise mit dem Durch-
messer 0,5 m markiert. Der eine der beiden

Spieler wird in den einen Kreis gestellt. 6

Nachdemn ihm die Augen verbunden worden
sind, wird er vom Spielleiter mehrere Male
um seine Korperachse gedreht, so daB er die
Orientierung verloren hat. Sein Mitspieler
hat ihn durch Kommandos moglichst schnell
in den anderen Kreis zu dirigieren. Zugelas-
sen sind. nur Kommandos wie: ,,Drehen um

+30°, Drehen um —45°", | Laufe .w.ww

Schritt* und ,,Laufe —2 Schritt*. Erst nach-
dem der zu dirigierende Schiiler ausgerufén
hat ,,Kommando ausgefiihrt*‘, darf sein Mit-
spieler das nachste Kommando geben. Sieger
ist das Duett, das diese Aufgabe am schnell-
sten 16st!

Hinweis. Durch ein Pluszeichen sind Dre-
hungen im mathematisch posiliven Sinn und
Vorwirtsbewegungen gekennzeichnet. Durch
ein Minuszeichen sind Drehungen im mathe-
-matisch negativen Sinn und Riickwirisbewe-
gungen gekennzeichnet.

Klassenstufe 8

Ala 8 FDller tragen ein Schachturnier
aus. Jeder spielt dabei gegen jeden genau eine
Partie. Wieviele Parlien werden ausgetra-
gen?

62



Mathematikolympiaden
in der Republik Kuba

Auf der XIIL TMO erstmalig dabei

In Kuba wurde im.Jahre 1971 dic erste
Mathematikolympiade durchgefiihrt. An der
L. Stufe (Schulolympiade) beteiligten sich
1 100 Schiiler. Daraus wurden [ir die 2 Stufe
25 Schiiler ausgewdhlt und daraus qualifi-
zierten sich wiederum sechs Schiiler. von
denen vier - also noch eine unvollstindige
Mannschalt — an der XIIL. IMO teilnahmen
(siche Foto).

In diesem Schuljahr wurde in der gesamten
Republik Kuba (dhnlich organisiert wie in
der DDR) die 2. MO durchgefiihrt.

Aufgaben der 1. Stufe

Klassenstufe 11/12 (Auswahl)

ala Essci E eine nichtleere Menge. Fer-
net sei zu jeder Teilmenge A von E cine
eindeutige Abbildung f, von der Menge
A in die Menge {0, 1} definiert. so daB

1, wenn xe 4
f"_(x) B {0, wenn x ¢ A.

. 8) Nun seien A4, B beliebige Teilmengen von
E.Essollenf, 0 p(x).f « 4(x).f, U g(x) durch
L4 fp(x), fe(x) ausgedriickt werden.
b) Man beweise, daB zu jeder eindeutigen
Abbildung / von der Menge E in die Menge
{0. 1} eine Teilmenge A4 von E existiert,
so daB fir alle xe E  f(x)=f,(x) gilt
c) Es sei g cine eindeutige Abbildung von
der Menge E in -dic Menge P der reellen
Zahlen, Man beweise, daB dann fir alle
xeE  g()=[g00]?
genau dann gilt, wenn es eine Teilmenge
A von E gibt, so daB

glx)=/4(x)
fiir alle xe £ gilt, wobei f, eine cindeutige
Abbildung. wie oben definiert. ist.
A2a Es seien ABC ein rechtwinkliges
Dreieck mit der Hypotenuse AB.
2s=a+b+c der Umfang dieses Dreiccks und

F sein Flicheninhall. Ferner sei g der Radins ~

des diesem Dreieck einbeschriebenen Kreises,
der dic Hypotenuse in dem Punkt D beriihrt,
und es sei AD=m. DB=n.
Man beweise, dal dann stets gill
F=gs, (n
F=mn. 2
43a Es ist die Basis x mit x<10 eines
x-adischen Positionssystems so zu bestim-
men. daB es zwei patiirliche Zahlen ¢ und

b mit 0<a<x und O<b<x gibt und das
Quadrat der Zahl (aa), gleich (bbbb), ist

El Orientador

Im Jahre 1971 wurde erstmals cin Magazin
far Mathematiklehrer herausgegeben. Es ent-
hilt auch Mathematikprobleme. Wir ver-
Olfentlichen einige Aufgaben fir diejenigen
alpha-Leser. die hohere Klassen besuchen
und sich fiir die L3sung schwieriger Aufgaben
interessieren:

484 In der Menge M aller geordneten
Paare (a -h) von reellen Zahlen g und b
seien eine Addition und eine Multiplikation
von zwei solchen geordneten Paaren wie
folgt definiert:

(@ D) +(c,d)y=(a+c.b+d). 1
(a, b) - (c, dy=(ac—bd, ad + be + 2 bd). 2
a) Man beweise, daB dann das Distributiv-
geselz der Multiplikation in Verbindung
mit der Addition stets erfiille ist. d. h. daB
lir alle geordneten Paare (a, b). (c, d). (/; g)
aus M

(a.b) [, D+ g)l=(a. b)-(c.d) +(a, b)- (f. g)
und )]
[, -+ @)@ b)=(c. d)-(a. B)+(f, )
{e D) gilt ]

Dic vier kubanischen Teilnechmer an der
XIiIL. IMO

b) Man untersuche, ob in der Menge M ein
neuirales Element beziiglich der -Multipli-
kation existiert, d. h., ein Element e=(x, y),
so daB

(a.b)-(x. y)=(a. b)) und (x, y) - (a. b} =(a, b) (5)
fir alle Elemente (g, b) aus M gilt.
Gegebenenfalls bestimme man dieses neu-
trale Element e. .

494 Uber den Seiten ecines beliebigen
Dreiecks ABC seien nach auBen drei gleich-
seitige Dreiecke ABC', BCA’, CAB' kon-
struiert.

Man beweise, daB dann stets gilt:

a) A4’ =BB'=CC.

b) Die Geraden AA’', BB’ und CC’ schneiden
sich in genau cinem Punki, und jede dieser
Geraden halbiert den Winkel, der von den
beiden anderen Geraden gebildet wird.

Unser neuer Auslandskorrespondent
Zwischen dem kubanischen Ministerium fiir
Erzichung, Scktor Mathematik und der Re-
daktion alpha bestehen seit dem ,,Jahr der
Produktivitat™ (1971) freundschaftliche Ver-
bindungen; alpha stellt unseren kubanischen
Auslandskorrespondenten vor:

>

C\%M/C - g
m

63



In freien Stunden 5?@%@% heiter

,,Mit solchen Haaren kommt ihr in die Schule?
,»»Zu Ehren des Kopernikus, Herr Lehrer!™

aus: Karuzela 18 71, Karol Baraniecki

Acht Damesteine

Acht Damesteine stellt man so auf, daB so viele Felder
wie nur moglich vom Schach Frei bleiben. Hier ist eine
der Losungen, bei der 11 Felder frei bleiben:

|

Es gibt noch andere Stellungen der Damesteine. Es
ist noch nicht gelungen, eine andere ausfindig zu
machen, bei der mehr freie Felder entstehen.

Geometrische Diagramme magischer Quﬁﬂrate

Den Aufbau eines jeden magischen Quadrates kann
man mit Hilfe von Diagrammen darstellen, die die
jeweilige Verteilung der Zahlen auf den Feldern dar-
stellen, wobei sich nicht selten diese Linien zu recht
interessanten Figuren vereinigen. Als Skizzen geben

64

wir ein Diagramm eines Quadrates von 4 x4, zweier
Quadrate von 5 x 5 und ein ungewdhnlich symmetri-
sches Diagramm des Quadrates von 8 x 8 an. Den Aul-
bau des letztgenannten Quadrates sollte man ins-
besondere untersuchen, indem man die Zahlen von
1 bis 64 in beliebiger Richtung von den Ausgangs-
punkten nach rechts oder links setzt. '

2

[ 1A 7
72<//

N

.~
| —
\j /

K\_ 4 ><

1EE

Cos nie co$ o 100

100=111—11
100=3 - 334 (3:3)

100=5 - (54+5+5+5)
100=142+3+4+5+6+7+8-9

124+4=16
20—4-—16
4-4=16
64 : 4--16

124+20+4+64=100

100= 1-+8+-27+64=13+2% +3% +43

100=75—:—24+§+~9—

618
99
100=9955

. 38 1
100_94+5+7_6+§



Kryptarithmetik

Ersetze Buchstaben durch Ziffern, so daB wahre Aus-
sagen entstehen. (Gleiche Buchstaben entsprechen
gleichen Ziffern)

ABCDE EMA
+EDCBA ICCIN INU-NU UEMA:MA
FFFFF NTT LNU MA
1CC NUS ™M
1 ANT Ol NU AS :
EM A Auf welchem Weg gelangt der Hund zu.
EM A seinem Herrchen? aus: Polen 5,69, B. Butenko

Figuren in einem Zug zu umreifien

Die folgenden Figuren kann man in einem Zuge um-

reien, ohne dabei auf eine schon gezeichnete Linie
zuriickzukehren:
M) 3%
( ( Wieslaw Fuglewicz,
Ay Wroclaw -
e [ . aus: Polen 5,71
g BT

T
LS

aus: Der volkstiimliche polnische Scherenschnitt
Verlag der Kunst. 1960
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aufgepalit
nachgedacht
mitgemacht

Mathematik und Sport

Klasse 5

54913 Bei einem Skispringen standen die
Zuschauer in dret Reihen an der Sprung-
schanze. In der ersten Reihe standen doppelt
soviel Zuschauer wie in der zweilen, in der
dritten Reihe standen dreimal soviel wie
in der ersten. In der ersten Reihe konalen
genau 82 Personen gezihlt werden. Wieviel
Menschen standen als Zuschauer an der
Sprungschanze?

54914 Welcher Abstand zwischen den ein-
zelnen Hiirden ergibt sich aus den folgenden
Wettkampfbestimmungen [ir den Hiirden-
lauf?

Gesamistrecke: 119,14 m
Anlauf: 13,72 m
Auslauf: 14,02 m
Anzahl der Hiirden: 10

54915 Wieviel Kubikmeler Sand miissen
in einer 2,75 m breiten und 9,60 m langen
Sprunggrube aufgeschiittel werden, wenn
der- Sand 40 cm hoch liegen soll?

54916 Bei den FuBball-Welumeisterschaf-
ten im Jahre 1954 in der Schweiz wurden in
26 Spiclen zusammen 884000 Zuschauer
gezihlt. Im Verlaufe der Spiele wurden
insgesamt 140 Tore geschossen.

a) Berechne die durchschnittliche Zuschauer-
zahl je Spiel!

b) Zwischen welchen ganzzahligen Werten
liegt die durchschnittliche Torquote je Spiel?

54917 Das Ergebnis turnerischer Ubungen
der Meisterklasse ermittell man in ,,offener
Zehnpunktwertung" durch vier Kampfrich-
ter. Von den vier Wertungen wird die héchste
und die niedrigste Wertung nicht gezahls.
Aus den beiden verbleibenden Werten wird
durch das arithmetische Mittel die end-
gilllige Punktzahl errechnet. Berechne die
Punkizahl, wenn die Kampfrichter folgende
Urleile abgaben: ’

9,3; 9,15 9,2; 9,0 Punkte.

54918 Hans und Uwe machen an der
Reckslange Klimmziige. Einer von ihnen
schafft genau zehn Klimmziige. Hans sagl:

»Der dritle Teil der Anzahl meiner Klimm-

66

ziige ist genau soviel wie zweimal der fiinfie
Teil der Anzahl deiner Klimmzige.” Wie
viele Klimmziige schafllt Uwe, wie viele Hans?

Klasse 6

64919 Die Bedingungen fiir das Sport-
leistungsabzeichen verlangen im 100-m-Lauf
[olgende Mindestzeiten:

Mainnper 12,8 s; Frauen 14,6 s.

Um wieviel leistungsfihiger werden Manner
eingeschitzl bzw. welchen Vorsprung miiliien
sie im Ziel haben? s

64920 Der Kurzstreckenlauf ist seit den
altesten Zeiten sehf verbreitel. Bei den Spie-
len zu Ehren der Gottin Hera war der Kurz-
sireckenlauf der einzige Wettkampf fir
Frauen; sie muBten die 192,27-m-Bahn des

Olympia-Stadions zu g durchlaufen. Uber

welche Sirecke ging thr Lauf?

64921 Die Sportler 4, B, C und D sind
die Wettkampler etner 4 - 100-m-StafTel. Wie-
viel verschiedene Moglichkeiten gibt es fur
die Reihenfolge, in der sie laufen?

64922 Eine Ubung eines Leichtathleten
wihrend des Trainings besieht in rhythmi-
schem Gehen mit anschlieBendem Nach-
feden im Stand. Die Lange der Ubungs-
strecke betrigt 30 m. Am Anfang und am
Ende sichen Fahmenstangen. Der Sportler
legt die Strecke auf folgende Weise zuriick:
Zwei Schritte vor; nachfedern; dann einen
Schritt zurick, nachfedem, dann wieder
zwei Schritte vor und so forl, bis er die zweile
Fahnenstange erreichl. Welches ist die ge-
naue Anzahl von Schritten, die er unter den
angegebenen Bedingungen insgesamt macht,
wenn seine Schritlange genau 50 cm be-
ragl?

64923 Nach cinem ScheibenschieBen ver-
glichen vier Sportschiitzen E., R., G. und J.
ihre SchuBleistungen. Es ergabsich folgendes:
a) J. erzielte mehr Ringe als G.

:b) E. und R. erreichten gemeinsam dieselbe

Ringzahl wie J. und G. zusammen.

¢) E. und J. erziellen zusammen weniger
Ringe als R. und G. Es ist auf Grund dieser
Angaben die Reihenfolge der Sportschiitzen
nach fallender Ringzahl zu bestimmen!

Unser Foto: Klaus Ampler beim Zeitfahren
(Quahfikation 1967) - Erfolge des Friedens-
fahrtteilnchmers Klaus Ampler. der jeizi
Student an der Deutschen Hochschule firr
Kéorperkultur und Ubungsleiter far Rad-
sport-Nachwuchs ist:

8 x Teilnehmer der Friedensfahrt

I x Gesamisieger, Einzel 1963

3x Gesamisieger, Mannschafi 1963, 1964,
1969

5 x Etappensieger

Eine Aufgabe von
Klaus Ampler

Deutsche Hochschule
Jur Korperkultur Leipzig

A924a Vier StraBenradrennsportler hatlen
sich vorgenommen, eine 95 km lange Trai-
ningsstrecke in einer durchschnittlichen

Geschwindigkeit von 47‘:1_1.“ zuriickzulegen.

Diese Vierergruppe durchfuhr die Trainings-
sirecke in einer Fahrzeit von 2:04:08 h
(2 Sid., 4 Min. und 8 Sek.). Haben diese
Sporiler ihr Trainingsvorhaben schon er-
reicht?

4A924b Ein Bahnradsportler hat eine
Strecke von 500 m bei einer Ubersetzung
von 91,1 Zoll in einer Zeil von 36,8 s durch-
fahren. Welche Trittfrequenz T entwickelle
der Sportler?

(Hinweis: Die Ubersetzung von 91,1 Zoll
gestattel es, eine Strecke von 7,26 m bel
einer vollen Umdrehung der Tretkurbel zu-
riickzulegen. Unter der Trittfrequenz T ver-
siechen wir die Anzahl der Umdrehungen
der Tretkurbel in einer Minute.)

4924c Einem Bahnradsportler wurde wih-
rend des Trainings die Triufrequenz

T=120£, und die Uberselzung von 91,8
min

Zoll vorgegeben. Welche Zeil benétigle der
Sportler zum Durchfahren der Strecke von
200 m, und mit welcher Durchschnittsge-
schwindigkeit fubr er?




alpha stelit vor
Kerstin Bachmann

Ich heiBe Kerstin Bachmoenn und bin Schii-
lerin der Kiasse 8a der Kréllwitzschule in
Halle;Saale.

Die Zeitschrift alpha lese ich schon seit ihrer

Griindung 1967, obwohl ich damals erst die | :

" 3. Klasse besuchte. In Jjedem neu erscheinen-
den Hefl schlage ich zuerst die Seile ,,alpha
heiter™ auf, die ihr sicher mit gleicher Span-
nung wie ich erwartet. Natiirlich beteilige
ich mich - wic auch mein Bruder - in jedem
Jahr am alpha-Wettbewerb. Dabei freue ich
mich idber jede gefundene Laésung, wenn

ich mitunter auch langer fiberlegen und i -

anderen Biichern nachschlagen muB. Das
Losen dieser Aufgaben hat mir viel geholfen,
mein mathematisches Wissen und Kdnnen
zu erweitern und zu vertiefen. Damit dient
es mir zugleich zur Vorbereitung aul die
Mathematikolympiaden.

AuBer cinigen Preisen im alpha-Wellbewerb
konate ich bisher bei Kreisolympiaden in
der ‘Stadt Halle dreimal cinen 1. Platz und
einmal eimen 2. Plaiz erringen. Meine schdn-
sten Erfolge sind jedoch die zwei 1. Platze
in Klassenstufe 7 und 8 bei den Bezirks-
olympiaden 1971 und 1972.

In meiner Freizeit spiele ich Geige im Ju-
gendsinfonieorchester der Bezirksmusik-
schule’ Halle (Konservatorium). Zu viclen
Anldssen wie z. B. den Handelfestspielen
oder der Einweihung des Hauses des Lehrers
in Halle interpretierten wir Werke von
Hiindel, Haydo, Gerstner u. a. Der ,,Kunsi-

preis der Stadi Halle™, den wir im Oktober
1971 verliehen bekamen, spornt uns zu
weileren Leistungen an. Natiirlich bin ich
in Jugend- und Schiilerkonzerten auch so-
listisch tatig. Erst vor kurzem spielle ich
das Violinkonzert a-moll von J. S. Bach.
Ausgleich und Entspannung von Mathematik
und Musik finde ich beim Malen und Zeich-
nen. Versuche ich einmal selbsi, meine Ge-
danken und Beobachtungen in einem Bild
{estzuhalten, so habe ich - wie beim Lsen
von Mathematikaufgaben und beim Geigen-
spiel - das Gefuih! schopferischer Tatigkeil,
das ich bei all meiner Arbeit nie missen
méchie. Fir die Leser von alpha lege ich
eine Zeichnung und zwei Scherenschnitle
bei!

Meine gesellschaftliche Betdtigung =~ be-
schrankt sich aber nichl nur auf die auBler-
schulische Beschafligung mit Mathematik,
Musik und Zeichnen. Im vergangenen Schul-

jahr war ich Gruppenraisvorsilzende unserer

Klasse. Als schonsten Erfolg unserer gesell-
schafilichen Arbeil mochie ich die Ehren-
urkunde des Zentrairates der FDJ mennen,
die wir als beste Pioniergruppe unserer
Schule erhielten. Inzwischen bin ich als
Miiglied der ZGOL unserer Schule gewihli
worden und habe neue Aufgaben iibernom-
men.

Dén Lesern von alpha mochte ich nun an
einer (von mir selbst gesiellten) Aufgabe
zeigen, wie ich vorgehe, um eine Ldsung
dieser Aufgabe zu finden.

Aufgabe

Einem Quadrat sei ein regelmiaBiges 8-Eck
so einbeschrieben, daB je zwei Ecken auf

_einer Quadratseite liegen (s. Figur). Wie ver-
hilt sich der Flicheninhalt des Quadrates
zum Flacheninhalt des 8-Ecks?

45°

Lisung

1. Ein regelmiBiges 8-Eck der geforderten Art
kann man sich erzeugt denken, indem zu-
nichst zwei kongruente Quadrate der Seiten-
lange « miteinander zur Deckung gebracht
werden. AnschlieBend dreht man das cine
der beiden Quadrate um den gemeinsamen
Mittelpunkt M gegen die Ausgangslage um
45°. Die Berandung des beiden Quadraten
gemeinsamen Gebietes stellt ein regelmaBiges

8-Eck dar, das beziiglich beider Quadrate
die in der  Aufgabenstellung geforderlen
Lagebeziehungen erfiilli. .
2. Die 8 iberstehenden Drejecke in der Figur
sind nach Konstruktion gleichschenklig recht-
winklig. Die Linge der Katheten werde mit
x, die der Hypotenusen mit y bezeichnel.
GemaB der durchgefithrien Drehung gellen
folgende Gleichungen:
y=2, 4]

2x+y=a. 2)
Dies sind zwei Gleichungen mit zwei Unbe-
kannten; Gleichung (1) ist quadratisch und
Gleichung (2) linear in x und y.
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3. Zwecks Bestimmung der Unbekannien
l6se ich zundchst Gleichung (2) nach »
auf und quadriere sie anschlieBend, also:
p=a—2x, P*=a*—dax--4x> (3)
Das Quadrieren slellt keine dquivalente Um-
formung dar. Deshalb ist zu erwarten, daB
die weitere Rechnung auch Losungen liefern
wird, die fir unsere Aufgabe unbrauchbar
sind.
4. Die rechten Seiten von (1) und (3) kann
ich gleichse(zen. Das fithrl auf die quadra-
tische Gleichung
2x%=g® —dax+4x%,
Diese bringe ich auf die Normalform

2
2 =2ax+% =0,
2
5. Die Wurzeln sind nach der fiir quadra-

tische Gleichungen bekannten Auflésungs-
formel

Da nach Konstruktion 0 <x <a gilt, scheidel
x, als Losung aus. Man erhill somil als einzig

2
brauchbare Losung x=¢ (I —i') ;
2

Daraus folgt mit Gleickung (2):
y=§ “2-1.

6. Das regelmiBige 8-Eck liBt sich in 8 kon-
gruente gleichschenklige Dreiecke zerlegen.
Mit dem fiir y gefundenen Werl ergibt sich
fir den Flicheninhalt 4 eines Dreiecks

1 @, =
A=-ay=—(J2-1).
2 4 J

@)

Daraus folgt fiir den Inhalt des regelmiBigen
8-Ecks
A, =2(J/2-)d.
7. Ferner hal das umbeschriebene Quadrat
mit der Seitenlange a den Inhalt 4, =a°.
Folglich besteht lir die Inhalte von Quadrat
und regelmidBigem 8-Eck die Proportion
Ay A =(J2F1) 2.

K. Bachmann
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Losungen

Die Dreiecke ABG und

*10/12*804 1.
CDE sind kongruent, weil sie nach Kon-
struktion in zwei Seiten und dem eingeschlos-
senen Winkel iibereinstimmen. Der Punkt G
hat also von der Seite AB den gleichen Ab-
stand wie der Punkt E von der Seite CD.
(vgl. die Abb.).

D c

A 8

Da M der Mittelpunkt der Strecke EG ist,
hat M von der Parallelen durch G zu 4B den
gleichen Abstand wie von der Parallelen
durch E zu CD; M hat also auch dén gleichen
Abstand von der Seite 4B wie von der Seite
CD. Analog beweist man, daB M auch den
gleichen Abstand von der Seite BC wie von
der Seite AD hat. M ist daher der Mittel-
punkt des Quadrates 4BCD.
Fiihren wir nun eine Drehung uvm M mit
dem Drehwinkel 90° im positiven Drehsinn
aus, so wird wegen MG LM H und MG=MH
der Punkt G in den Punkt H iibergefiihrt;
ferner werden die Punkte A und B in die
Punkte B und C iibergefiihrt. Daraus folgt
AABG=ABCH. Analog beweist man, daB
auch
AABG=ACDE=ADAF gilt.
Daraus folgt die 1. Behauptung:
HC=ED=FA=GB.
2. Bei einer Drehung um M mit dem Dreh-
winkel 180° geht die Gerade HC in die Ge-
rade FA iiber; daraus folgt die 2. Behaup-
tung:
"HC || FA.
3. Bei einer Drehung um M mit dem Dreh-
winkel 90° im positiven Drehsinn geht dic
Gerade HC in die Gerade ED iiber; daraus
folgt HC LED. Analog beweist man. daB auch
FAL1GB gilt, womit die 3. Behauptung be-
wiesen ist.

*10/12*805 Es ist zweckmiBig, zunichst
die Zahl p?> und dann erst die Zahl p abzu-
schitzen. Wir erhalten nimlich

= e 2l
2 4% 62 2n)? 502
Daraus folgt
ol 3 S en-np
22446 (2n—2)2n
492 1
‘ g @
48-50 50
 Nun gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n mit
n>1
@n—17 __ @n—1y
(2n—=2)2n (An*—4n+1)—1-
2
L
@2n-12-1

weil 2n—1)2—1<(2n—1)%
Daher sind in (2) alle Quotienten mit Aus-
nahme des ersten und des letzten groBer als 1,
und wir erhalten

2 11

—-—=L,alsop>i=0,l. (3)
2 50 100 10
Andererseits gilt wegen (1)
2_1-33:557  (@2s-1)@n+1)
PL O (2n)?
49-51 1 )
Sal W @
50% 51

Nun gilt fir alle patiirlichen Zahlen n mit
nx1
(2n—1)(2n+1)=('2n)2—1<

1,
(2n)* (2n)?
weil (2n)2—1<(2n)>.
Daraus folgt wegen (4)
2 1:3 1 3 1 3 6
<— —<>-—=—=—:also
22 51 4 50 200 400

&1 8

400 20

Aus (3) und (5) erhalten wir 0,1 <p<0,123,
womit die Behauptung bewiesen ist.

p< J6 <2—10~2,45 <0,123. (5

von Prof. Dr. Th. Riedrich

AB08 Man iberzeugt sich leichl davon.
daB es geniigt. die Eigenschalt (3) unter den
Voraussetzungen- zu beweisen. dic in der
Zeichnung angenommen wurden. Der Satz
von Pythagoras lielert sofort die Bezichung
¥'=./a*—x* und. wenn ¢ den Winkel der
Strecke QP’ gegen die positive x-Richtung

bezeichnet. gilt tan t=%. Offensichtlich ist
X

nun {QP'j=a—e cos 1.
Aus der bekannten Beziehung

erhalten wir durch Ein-’

COS t=-———
J1+tan?t

setzen von tan t und von ' die Gleichung
x

1
X

Also st iQP‘i=a—e,£. Zum anderen ist
a

X
cost= =
a

(wieder nach Pythagoras)
[SP|=./(x—e)*+ ). woraus wir unter Ver-
wendung von (1) und (2) die Gleichungen



1

2\ 72

ispi={( —')1+b2( -L]
ISP [‘ ) az)

1
- 2 -
(x* = 2ex+ed) + (@ —¢?) (l —'\—2):'2

a

1

- o? 2 ex 5
a’—2ex+—x? =[ a——=
L a* a

ex

=lg——

ex
=q——
ua

erhalten (letztere Gleichung wegen O<x <y
und 0 <e <«). woraus die behauptete Gleich-
heit {SP|={QP’| hervorgeht.

Lésungen zu: aufgepaBt — nachgedacht —
mitgemacht

Mathematik und Sport

54913 In der ersten Reihe standen genau
82 Zuschauer; das waren doppelt soviel wie
in der zweiten. In der zweiten Reihe standen
demnach 82:2=41] Zuschauer. In der dritten
Reihe standen dreimal soviel Zuschauer
wie in der ersten, also 3 - 82 =246 Zuschauer.
An der Sprungschanze standen insgesamt
82+41+246 =369 Zuschauer.

54914 Wir rechnen 119.14 m—1372 m
—1402 m=9140m; der Abstand zwischen
der ersten und zehnten Hiirde betrigt 91.40 m.
Zwischen den zehn Hiirden liegen neun
gleichlange Zwischenrdume. Aus 91.40m:9
~10m folgt, daB der Abstand zwischen
zwei benachbarten Hiirden rund 10m be-
trigt

SA915S V=a-b-c V=275:9,60-040m?

=10,56 m?; es sind rund 10% m? Sand

aufzuschiitten.

54916 884000:26=134000; bei jedem Spiel
waren durchschnittlich 34 000 Zuschauer zu-
gegen.

5-26=130<140<6-26=156;

die Torquote bewegt sich zwischen fiinf
und sechs Toren je Spiel.

54917 Die Punktzahlen 9,3 und 9,0 fallen
wep. (9.14+9.2):2=9,15; es wurden 9,15
Punkte crreicht.

54918 Dic Anzahl der Klimmziige kann
nur durch eine natiirliche Zahl angegeben
werden. Die Auflgabe 10:3 ist im Bereich
der natiirlichen Zahlen nicht 18sbar. Deshalb
gilt (10:5)-2=4 und 4-3=12; Uwe schailte
zehn, Hans 12 Klimmziige.

64919 Frauen miissen 100 m in 14,6 s zu-

riicklegen, d. h. in |'s wenigstens ErrA. In
(146—128) s=18 s (nach Erreichen des
Zieles durch Minner) miissen sie noch
1—m)m~123mlaufen

146

64920 3 19227 m~160.22 m.

64921 Wir nchmen cine lexikographische
Anordnung fiir drei der vier Sportler vor:

A B C, A C B;

B AC B CA;

CAB CBA
Jede dieser sechs Mdglichkeiten fiir die Laul-
folge 14Bt sich mit dem vierten Sportler D
derart kombinieren. daB D einmal vor dem
ersten Laufer. einmal vor dem zweiten. ein-
mal vor dem dritten und einmal nach dem
dritten eingesetzt wird. Wir erhalten ins-
gesami also 6 - 4=24 Moglichkeiten.
64922 Nach drei Schritten (zwei Schritte
vor, einen zuriick) ist der Sportler um genau
einen Schritt, also um 50 ¢m vorangekom-
men. Aus 3000:50=60 und 60 - 3=180 folgt.
daB der Sportler bis zum Ziel 180 Schritte
machen muB.
64923 Bezeichnel man die Ringzahler der
Sportschiitzen mit den Anfangsbuchstaben
ihrer Namen. so erhilt man aus den An-
gaben der Aufgabe folgendes:

(n J>G.
(2) E+R=G+J.
(3) .E+J<G+R

Aus (2) und (3) ergibt sich durch Addition
2E+J+R<2G+J+R. also E<G.
Hieraus und aus (2) folgt R—J=G—-E>0.
also J<R.

Daher gilt R>J>G>E.

Lisung zu:
Eine Aufgabe von Klaus Ampler

A924a Aus t=2h 4min B8s=7448s und
s=95km folgt v =S=—2> XM
t 7448 s
_95:60-60km oo km
7448 h h

Es wurde eine durchschnittliche Geschwin-

digkeit von rund 45.918k—m und somit das
h

Trainingsvorhaben noch nicht erreicht.

4924b Der Bahnradsportler legt einc
Strecke von 7.26 m bei einer Umdrehung

' der Tretkurbel. also S00m bei x Umdre-

hungen der Tretkurbel zuriick. und es gilt

x= ELY Umdrehungen

7,26
~ 6887 Umndrehungen.
In 36,8 s schaffte der Sportler 68,87 Umdre-
hungen der Tretkurbel. in 1s somit y Um-
drehungea. und es gilt
_8887U
368 s
Die Trittfrequenz betrigt somit
=881 80 U 123t
) 3680 min min
A924c  Bei einer Ubersetzung von 91.1 Zoll
legt der Bahnradsportler bei einer vollen
Umdrehung der Tretkurbel 7.26 m, bei der
Ubersetzung von 91,8 Zoll legt er x m zuriick.
und es gilt
=7,26 -91.8 527,329.
91 U 9)

Bei der vorgegebenen Trittrequenz werden
in 1 min somit 120732 m=878,40 m. in y
min werden 200 m durchfahren. und es gilt

y=£ min==13,7s.

5

Weilerhin gilt
pSo 200 9_02 3600km 52.6k_@.
t 137s 13,7 h h

Zum Durchfahren von 200 m benétigte der
Bahnradsportler rund 13,7 s; er fuhr dabei
mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von

rund 52,6k—m.
" h

Losungen zu: Welche — wie viele
Moglichkeiten gibt es?
(Hefl 6/71, 1;72)

9. Es gibt (9(’) =43949 268 Tipmaglich-
keiten,

10. Es werden 1 +2+3+4=(§>= 10 Hand-
schlage gewechselt -

11. Die Gliser klingen 1+2+...+7=<§)
=28mal

12. Es gibt 1+2+3+4+5=(§)= 15 Ver-
bindungsgeraden.

13. Aul (7) : (5)=2l -10=210 Arten.
2] \3
10
14. Es gibt Maoglichkeiten.

Nach der ersten Lﬁsungsart erhalten wir

00 <> O-C-00)
OO0
[OC Q)]

=2-(14+9436+84+126)
=2-256=>512 Mdglichkeiten.
Nach der zweiten Losungsart erhalten wir
folgende Ergebnisse:
0 Felder — 1 Moglichkeit
(..das leere Bild™“)
1 Feld - 2 Mdglichkeiten
(»besetzt®, . [rei“, in Zeichen
b, f, also b und f)
2 Felder — 4 Moglichkeiten
®obfSbS))
3 Felder - 8 Moglichkeiten
(bbb, bbf, bfb. bif. fbb. fbf. fib. ffj) usw.
1. 2. 4. 8.... ist die Folge der Zweierpotenzen.
wobei 2°=1 gesetzt wird.
Wit erhalten also 2°=512 Maéglichkeiten.

8 8
16. Auf (5) = (3) =56 Arten.
17. Aufl 2° =8 (allgemein r*) Arten.

18. Auf 4 Arten (allgemein (r+t_ 1)_

19. Esgibt 26%-10% - 10? =6 760 000 Moglich-

keiten.

20. (;) Dreiecke.
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Sa810 936:4=234; auf jedem Beet wur-
den 234 Pflanzen gesetzt. 234:9=26; auf
einem der Beete gingen 26 Pllanzen ein.
26-15=1390; es gehen voraussichtlich 390
Erdbeeren verloren.

54811 11 Quersumme 2
+23 . 5
+29 i
+41 5
+43 7
+47 " 11
+6! “ 7
+67. " 13
+83 » 11
+89 . 17
494

W 58812 Abbildunga)Das Quadrat ABCD
wurde an der Geraden BC als Symmetrie-
achse gespiegelt A’ ist Bildpunkt von A4, D’
Bildpunkt von D. CD=CD. B_A=ﬁ,
DD’ | BC, AA’ | BC.

Abbildung b) Das Quadrat ABCD wurde in
Richtung der Geraden AB um den Verschie-
bungspleil AB verschoben. B ist Bildpunkt
von A, B’ Bildpunkt von B, C Bildpunkt von
D, C Bildpunkt von C.

Abbildung c) Das Quadrat ABCD wurde um
B als ‘Drehzentrum um einen Drehwinkel
von 90° im mathematisch negativen Sinpe
gedreht. C ist Bildpunkt von 4, D’ Bildpunkt
von D, C' Bildpunkt von C.

W5m813 Gegeben: Lange: a=325m.
Breite: b=25m, *
Hoéhe: c=43m-05m=38m

Gesucht: V=a-b-c=30875 m*~30900 m?

*5*814 DieAbfahrtzeitenin Pillnitzlauten
4.38 Uhr, 453 Uhr, 5.08 Uhr. 523 Uhr,
5.38 Uhr usw. Dic zugehdrigen Ankunlts-
zeiten in Radebeul (89 Minuten spiter) sind
607 Uhr. 622 Uhr. 637 Uhr. 6.52 Uhr.
7.07 Uhr usw. Der um 8.35 Ubr in Radebeul
abfahrende Wagenzug trifft um 10.04 Uhr in
Pillnitz ein.

Der erste Wagenzug des Gegenverkehrs,
dem er begegnet. trifft um 8.37 Uhr in Rade-
beul ein und ist demnach um 7.08 Uhr in
Pillnitz abgefahren; der letzte Wagenzug des
Gegenverkehrs. dem er begegnet. fihrt um
9.53 Uhr in Pillnitz ab. Zwischen diesen bei-
den Wagenziigen des Gegenverkebrs liegt
beziiglich ihrer Abfahrtzeiten eine Zeitspanne
von 165 Minuten. Der in Radebeul abf_ah;
rende Wagenzug trifft demnach auf zwslf
Wagenziige des Gegenverkehrs.

*5%*815 Aus 8-0.] mMim = 0,8 mm und
48 : 08=60 folgl. dai 60 Bogen A4 zu
Notizzetteln zerschnitten werden miissen.

64816 Fiir den Flicheninhalt des recht-
winkligen Dreiecks ABC gilt einerseits

A=%ab, andererseits aber auch A=%ch.

70

Durch Gleichsetzen erhalten wir daraus
%c-h:%a-b bzw. h=£;_—b.

A D 8

L e ]
64817 Aus 87 ml-75 ml=12 ml und
12 ml _:'50=0,24 ml folgt. daB jede der

Stahlkugeln ein  Volumen V=024 ml
=0.24 cm® =240 mm? besitzt.
W6um818 Aus 1;=£=20.ﬂ=20m~s'l

t 10s

folgt v=002-60-60km-h~'=72km-h~ L
Nein. der Fahrer hat die zulidssige Hochst-
geschwindigkeit von 50 km - h™! iiber-
schritten.

W6m819 Aus Ag=6a”> und V=d* [lolgt
wegen Ao =V die Gleichung «® = 6a%. Wegen
a>0 gilt somit a=6. Ein Wiirfel mit einer
Kantenlinge von 6 cm erfiillt die Bedingung
der Aulgabe.

*6*820 In dem gleichschenkligen Trapez
ABCD sind die Diagonalen gleich lang; es
gilt also AC=BD=e¢. Wir zichen durch C
cine Parallele zu BD. ihr Schnittpunkt mit
der Geraden AB sei E. Das Viereck BECD
ist dann cin Parallelogramm. und es gilt
BE=CD=c und EC=BD=e.

0 c C
m
(] e
A o 8 c £
Fir die Seiten des Dreiecks AAEC gilt die
Bezichung

AC+EC> AE bzw. 2e>a+ec.
Wegen m=%(a+c) folgt aus der Forderung

m=e¢ die Gleichung 2e=a+c. die nicht
ierlillbar ist. da stets 2e>a-+c gilt.

*6*821 Da das Zahlenritsel nur echte
Briiche enthilt, folgt aus der Additionsaul-
gabe der letzten Spalte (@ = 1. Nunmehr folgt
aus der letzten Zeile [J] =2. Gemil der
crsten Spalte muB eine von 0 und | verschie-
dene natiirliche Zahl k existieren. so daf
N k=8 und [@-k-[g=[]. also k—1=2
gilt.

Hieraus folgt k=3. Wegen ] >2 und
N 3= muB §]=3 und f|g =9 sein. Aus
der crsten Zeile folgt nunmehr 5§ =7, und
aus-der zweiten Zeilc folgt i =4,

2—1—: =z
3 9
- +
1 1 4
57375
2 2

222412
9 9

74822 4t300kg=4300kg Angenommen,
die Schiiler der Schule C haben x kg Altpapicr
gesammelt, dann gilt ™
(840 + x) + {x — 650) + x =4 300,
3x+190=4300.

Ix=4110.
x=1370.
Schule Altpapier Geldbetrag
in kg in Mark
A 2210 331.50
B 720 108,00
C 1370 205.50

74823 Da der Flicheninhalt des Recht-

ccks ABCD gleich a-b und der des Dreiecks

EBC gleich J--la-b=1al7 ist, gilt fir den
23 6

Flicheninhalt des Trapezes AECD somit

1 5
A=ab——ab==ab.
o Ga 6u

[} a c
b

ia
A £ B

W 7m824 Die kleinste. von Null verschie-
dene. durch 3. 4. 6 und 8 teilbare natiirliche
Zahl ist 24. Die ndchst kleinere Zahl (48) isL
bereits grofer als 30. An der Leistungskon-
trolle waren also 24 Schiiler beteiligt.

1

Aus $-24=8 und L 2426 und ! 24-4
3 3 6

und éa4=3 und 8+6+4+3=21 folgt,

daB 21 Schiiler die Aufgaben fehlerhaft hat-
ten. Demnach hatten 3 Schiiler alle Aufgaben
richtig.

W 7m825 Klaus habe r-mal die Note 1
und k-mal die Note 2 erhalten. Dann gilt
n-l+k-2
n+k
halten wir daraus n+2k=14n+14k.
0.6k=04n,
3k=2n.

Die kleinsten natirlichen Zahlen k und 1. dic
diese Gleichung erfiillen. lauten k=2 und
n=3, also n+k=35. Klaus hat mindestens
finf Klassenarbeiten geschrieben; bei fiinf
Klassenarbeiten erhielt er dreimal die Note 1.
zweimal die Note 2,

=14. Durch Umlormungen er-

*7*826 Es wurden 4-3=12 Spicle aus-
getragen und damit insgesamt 12 Punkie
vergebén. Axel habe a. Bruno b. Dicter d
und Ernst ¢ Punkte erzielt. dann gilt:

b+d=a+e+1. n
d+e=7. 2)
bte=a+d+5. 3

Aus (1)—(3) folgt
d—¢=e¢—d—4 bzw. ¢c—d=2.
Aus (2) und (4) folgt e=4.5 und d=2.5.
Durch Einsetzen der bereits errechneten
Werte in (1) erhalten wir
b—a=3.

C)]
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Fernerhin gilt. da insgesamt 12 Punkte ver-
geben wurden,

b+a=35. (6)
Aus (5) und (6) folgt b=4 und a=1.

Name Punktzahl

Axel t

Bruno 4

Dicter 25

Ernst 45

*7*827 Die sechs aufeinanderfolgenden
Zahlen seien n. n+1. n+2. n+3. n+4 und
n+5. Dann gilt

z;=100(n+2)+ 10(n+ )+n=111n+210.
z,=100(n+3)+10(n+4)+(n+3)
=111n+345

Daraus folgt z,—z,=135 und
Z,+2,=222n4+555=111(2n+35).

84828 1. Von den [inf aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen

p—=2. p—1L p. p+1. p+2
ist genau eine durch 5 teilbar. Das kann aber
nicht die Zahl p sein. da p Primzahl und
grober als 5 ist. Also ist einer der vier Fak-
toren des Produkts durch 5 teilbar: | P.
2. Die Primzahl p ist groBer als 5. also eine
ungerade Zahl; daher sind die beiden Zahlen
p—1 und p+1 gerade. Nun ist von zwei auf-
einanderfolgenden geraden Zahlen stets eine
durch 2 und dic andere wenigsiens durch 4
teilbar. Daraus lolgt. daB das Produki P
durch 8 teilbar ist: 8| P.
3. Die Primzahl p ist nicht durch 3 teilbar.
da sie grofler als 5 ist. Daher sind entweder
die beiden Zahlen p—2 und p+1 oder
die beiden Zahlen p—1 und p+2 durch 3
leilbar, mithin gilt 9| P.
4. Das Produki P ist atso durch 5. 8 und 9
teilbar. Da diese Zahlen paarweise teiler-
[remd sind. ist das Produkt P auch durch
5-8-9=360 teilbar: 360 | P, w.z.b.w.
Bemerkung: a|P bedeutet, daB a Teiler von
P ist.

84829 Da die Quersumme der Zahl z
gleich 300 ist, ist z durch 3, aber nicht durch 9
teilbar. Wire nun z gleich dem Quadrat einer
naliirlichen Zahl. also z=12, so wire auch t
durch 3 teilbar. Dann wire aber z durch 9
teilbar. was nicht méglich ist. da die Quer-
summe von z nicht durch 9 teilbar ist. Daher
ist die Zahl z niemals eine Quadratzahl.

W8m830 Esseien

x die Anzahl der Goldmedaillen.
y die Anzahl der Silbermedaillen.
z die Anzahl der Bronzemedaillen,
die die DDR erhielt.

Daon gilt x+4y+z=32. (1
39

===13. 2

¥=3 @

%<z<35—7. (3)
Aus(3)folgt 61 <2 <72
us olg g<2< g.

also gilt, da z ganzzahlig ist. z=7.

Aus y=13. z=7 folgl wegen (1) x=12. Die
DDR erhielt also 12 Goldmedaillen, 13 Silber-
medaillen und 7 Bronzemedaillen.

W 8 w831 < Wir zeichaen dic Diagonale BD
des Vierecks ABCD (vgl. dic Abb.). Nach
Voraussetzung gilt AE : AB=AH : AD
=2:3. Daraus folgt nach der Umkehrung
des Strahlensatzes EH | BD. Ferner gilt
CF :CB=CG : CD=2: 3 und folglich auch
FG| BD. Aus EH | BD und FG || BD folgt
EH | FG. In analoger Weise 10t sich nach-
weisen. daB auch EF || HG gilt. das heiBt. das
Viereck EFGH ist ein Paralielogramm.

D -q c
b

{a
A £ 8

*8*832 Fiir p=2erhalten wirz=22+1=5.
also ist in diesem Fall z eine Primzahl.

Nunr ist jede von 2 verschiedene Primzahl p
eine ungerade Zahl; also ist auch p* eine
ungerade Zahl und z=p?+1 einc gerade
Zahl. Wegen z>2 kann daher in dicsem
Fall z nicht Primzahl sein. Es gibt also genau
eine Primzahl p. namlich p=2. fir die die
Zahl z=p?+1 eine Primzahl ist.

*§*833 Esscien

x die Anzah! der 50-PI-Stiicke.
) die Anzahl der 20-P[-Stiicke.
z die Anzahl der 10-P{-Stiicke.
u die Anzahl der 5-Pf-Stiicke.
- die Anzahl der 1-Pf-Stiicke.

dic beim Wechseln des Betrages von | M
bendtigt werden.
Dann gilt

50x+ 20y + 10z + Su+v=100, )
wobei x, y, z, u. v natiurliche Zahlen mit

FxE2 p<5, 2510, w20, ¢£100 sind

Wir konnten nun eine Tabelle aufstellen,
aus der alle Losungen von (1) abzulesen sind;
das ist aber sehr umstandlich, da die Anzahl
der Losungen sehr grof ist.

Wir gehen daher anders vor und beach-
ten zunichst, daB die Summen Su+v und
20y + 10z durch 10 teilbar sind und daher nur
die Werte 0, 10, 20. ..., 100 annchmen kon-
nen. Ferner kann x nur gleich 0, 1 oder 2
sejn.

Nun hat die Gleichung 5z +v=0 genau eine
Losung. die den obigen Bedingungen ent-
spricht. nimlich u=v=0;

die Gleichung Su+v=10 genau 3 Losungen.
niamlich u=0, ¢t=10; u=1. v=5; u=2,
v=0;

die folgende Tabelle zeigt jeweils die Anzahl
der Losungen, wobei auch die Anzahl der
Losungen [ir die Gleichung 20y + 10z =100,
90, 80 usw. angegeben ist.

Su+v  Anzahl 20y+10z Anzah]
d. Lb- d:Lo-
sungen sungen

0 1 100 6
10 3 90 5
20 5 80 5
30 7 70 4
40 9 60 4
50 11 50 3
60 13 40 3
70 15 30 2
80 17 20 2
90 19 10 1

100 21 0 -1

Die Anzahl der Losungen der Gleichung (1)
ist also gleich
n=1-Q2I+19+2 - (17+15)+3 - (13+11)
+4-O+D+5-5+3)+6-1
+1-(1149+2-7+5+3-3+1)+1; (2
dabei stehen in der ersten und zweiten Zeile
der rechien Seite dieser Gleichung die Anzahl
der Losungen fiir x=0, in der dritten Zeile fir
x=1 und fiir x=2 (nur 1 Losung). Denn
im Falle 20y+102=0‘odcr 10 erhalten wir
jeweils eine Losung (ir diese Gleichung und
21 Losungen fiir dic Gleichung Su+v=100
sowie 19 Losungen [ir die Gleichung
Su+v=90 usw.
Aus (2) erhalten wir weiter
n=40+64+72+64+40+6+20+24+12+1,
n=343.
Es gibt also genau 343 verschiedene Mog-
lichkeiten, den Betrag von 1 M zu wechseln.

94834 Wirecrhalten
Cz=az+bz=az+|:(a—l)(11+1)]2

2
=u2+(_aﬂ___l(a¢+zaz+1)=(a1+l)2
4 4 2
=(£—_1+1)2=[(a—1)(a+n+]]2.
2 2
=(b+1)7%

womit bewiesen ist. daB ¢=5b+1 eine natiir-
liche Zahl ist.
Ferner erhalien wir [ir
a=3: b= 4, c= 5. also 32+ 4*= 5%
a=5:b=12, c=13. also 52+ 12?=13%;
a=T7:b=24, c=25 also 72+24>=25%;
a=9: b=40. c=41, also 92+402=412 usw.
Bemerkung: Wir haben damit eine Reihe von
pythagoreischen Zahlen erhalten, d. h. von
natiirlichen Zahlen a, b, ¢ die von Null
verschieden sind und fiir die ;
a*+p?=¢?
gilt Wir haben aber nicht alle pythagorei-
schen Zahlen erhalten; denn mit a, b. ¢ sind
auch ka, kb, ke pythagoreische Zahlen, wobei
k eine natiirliche Zahl ist; z B. sind auch die
Zahlen 6, 8 und 10 pythagoreische Zahlen.
Es gibt aber noch weitere solcher Zahlen.
z B. die Zahlen 8, 15 und 17.
Allgemein erhalten wir alle pythagoreischen
Zahlen aus den Gleichungen
a=uv,

0]
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wobei u und ¢ beliebige ungerade natiirliche
Zahlen mit u>v sind,

2__ .2

b="_2;__ (2)
2452

c=L;l. 3)

Dann gilt ndmlich
2_ .22
+(u—i=l (4uto? +u*
4

a?+b =yt
— 20?4+ 1%)
=1 (* + 2707 +0*) .l W+ 622 =c2.
4 4

Fir u=7, v=35 erhalten wir z. B.

4=35. b=12, ¢=137. und es gilt

352 4122=372

Weiteres zu dem Problem der pythagorei-
schen Zahlen finden wir in dem folgenden
Buch:

W, Lietzmann: Der Pythagoreische Lehrsatz
Mit einem Ausblick auf das Fermatsche
Problem. 7. Aull. Leipzig: B. G. Teubner
1965.

W9 mB835a) Es seien n und n+1 die ge-
suchlen aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen. Dann gilt

(417 —n*=2611, )
also  3n?43n+1=2611,

In®+3n—-2610=0,

n2+n—870=0. 2

Diese quadratische Gleichung hat genau
eine positive Losung. ndmlich

n=—1+\/1+870=—1+ 3481
2 Va 2

. )

22
Die beiden gesuchten natiirlichen Zahlen
sind also 29 und 30. Es gilt 30*~29%=

27000—24389=2611.

Bemerkung : Die Gleichung (2) 1aBt sich auch
ohne Anwendung “der Losungslormel fiir
die quadratische Gleichung losen. Wir erhal-
ten ndmlich aus (2)

n(n+1)=870. Nun giit

-n?<n(n+1)<(n+ 1), also

n? <870 <(n+ 1) Daraus folgt

1 <30 und n+1>29.
also n=29 wie oben. Ein solches Verfahren
fithrt insbesondere dann zum Ziel. wenn
wir nicht eine quadratische Gleichung fiir a.
sondern eine Gleichung hodheren Grades
erhalten, wie das bei der Aufgabe b) der Fall
ist.
b) Es'seien n und n+1 die gesuchten natiir-
- lichen Zahlen. Dann gilt
(n+1)*—n*=39775.
[in+ 1)? +1?] [(n +1)* —n*] =39 775,

@r2+2n+1)(2n+1)=39775.
Nun gilt aber
39775=(2r*+2n+1)(2n+1)>2n* - 2n=4n3,

w0 <P 9944 d.h.n<22.

4
Andererseits gilt

0]

also
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39775=02n+2n+ 1) (20 + 1) <(2n* +4n+2)
(2n+2)=4(n+1)°.

also

e+ 1>32772 59043 d. b nt+1>21. also
4

n>20. (5)

Aus (4) und (5) folgt, da »n eine ganze Zahl
ist, n=21.

Die beiden gesuchten natiirlichen Zahlen
sind also 21 und 22. Es gilt

22% -21%=234256— 194481 =139775,

W9 a836 Nachdem Strahlensatz gilt
CG_4G_4AG_2 4G

ED AD ¢ ¢

2
und C__G=B:=EQ=2 BG. Daraus folgt
FD BD ¢ c
2
€6,CG_2-AG+2-BG_AAG+BG)
ED FD ¢ ¢
=262, also CG (L_+‘I;)=2 und somit
¢ ED FD
c6=2E2DF \zbw.
ED+DF
F
c
£
A D 6 8

*9*837 Essecien x bzw. y der Konsum-
tionsfonds bzw. der Akkumulationsfonds am
Ende des 9. Fiinfjahrplans. Dann gilt. da das
gesamte Nationaleinkommen zu diesem Zeit-
punkt 373 Mrd. Rubel betrigt.

x+y=373. (1)
Zu Beginn des 9. Fiinfjahrplans betrigt der
Konsumtionsfonds, da er sich um 41°/. er-
héh, # und der Akkumulationsfonds

- V‘}ir-erhalten daher die Gleichung
1,375

24 Y 2663

141 1375
Aus den Gleichungen (1) und (2) kdnnen wir
nun x und y bestimmen. Wir erhalten aus (1)
y=373—x und aus (2)
1,375x+ 1,41y =2663 - 1,41 - 1.375, also
1.375x + 1,41 (373 —-x)=516.3.
1,375x +5259— 1,41x =516,3,

0,035x=9.6
=28 om
0.035

Ferner erhalten wir

y=374-277=99.
Am Ende des 9. Finfjahrplanes betriigt also
der Konsumtionsfonds rd. 274 Mrd. Rubel
und der Akkumulationsfonds rd. 96 Mrd.
Rubel.

2

*Q9*838 Esseien (vgl. die Abb.)

D [A
e b
A a B

a die MaBzahl der Linge der Seite 4B,

b die MaBzahl der Lange der Seite BC.

e dic MaBzahl der Linge der Diagonale AC

(jeweils in cm). Dann gilt nach

den Voraussetzungen der Aufgabe
a=7-b n
e=b+2 (2)

und nach dem Satz des Pythagoras
a?+b7=¢

Durch Einsetzen erhalten wir
(T=b2+b2=(b+2)%
b*—18b+45=0. Diese

quadratische Gleichung hat die Losungen
by =9+ /81 —45=94+6=15,
by=9—-6=13.

Die Losung b, = 15 entspricht wegen u=7—h

nicht den Bedingungen der Aufgabe.

Dabher gilt b=3, a=7-3=4. e=3+2=5.

Die Probe zeigt. daB fir a=4, b=3, ¢=35 die

Gleichungen (1). (2) und (3) und damit die

Bedingungen der Aufgabe erfiillt sind. Das

Rechieck ABCD hat also die Seitenlingen

AB=4 ¢m, BC=13 cm und die Linge der

Diagonale AC=5cm.

(3

Lisungen zu aipha-heiter

Kryptarithmetik
144 - 12=:1728; 125 - 25 =3125;
3125:25=125
30241 34201 41230 43210
14203 10243 03214 01234
44444 44444 44444 44444

Figuren — in einem Zug zu umreifien

Losung zu zwei Beispielen als Anleitung fiir
die alphu-Leser:

N\




Das vorliegende Material wurde entnommen aus: ,,Arbeilsmaterial
zur Direktive des VIII. Parteilages der Sozialistischen Einheitspartei
Deutschlands zum Fiinfjahrplan far die Entwicklung der Volks-
wirtschaft der DDR 1971 bis 1975, herausgegeben von der Partei-
hochschule ,,Karl Marx™ beim ZK der SED, erschienen im Verlag
Die Wirtschaft, Berlin.

Preis der Mappe 6,20 M geblockt einseitig bedruckt. Auf 62 Tafeln
wird mit mehrfarbigen Schaubildern und graphischen Darsteltun-
gen die Direktive zum Fiinfjahrplan erldutert. Hervorragend fir
Unterricht, auferunterrichtliche Arbeit, insbesondere fiir Wand-
zeitungen geeignet.

Entwicklung der Leichtindustrie

Die industrielle Warenproduktion ist im Bereich des Ministeriums fiir Leichtindustrie auf mindestens 132%,
die Arbeitsproduktivitit auf etwa 135% gegeniiber 1970 zu steigem.

Ausgewihlte industrielle Konsumguter

Y, .
Erzeugnis 1965 | 1970 1975 Index der industriellen Waren-
produktion im Bereich des
) / Herrenoberbekleidung Ministeriums far Leichtindustrie
/ in Mio Stiick . 102 | 110|133 we | .

Damenoberbekleidung

in Mio Stick 18,8 19,b 23/3
- - . . 160
@Elﬂ?ﬂe;&%frbekleldung 1 b, 6|1 8,7 22,1
[ 1760|2697/ 3800

Die Leichtindustrie hat die Produktion von Konsum-
giitern fir die Versorgung der Bevélkerung und

den Export qualitativ und quantitativ so zu steigern,
daB eine stiindig bessere Ubereinstimmung mit dem
wachsenden und sich verandernden Bedarf
gesichert wird.

Entwicklung der Glas- und
keramischen Industrie

ad
Produktion
o 145-148

1910

120

1970

Steigerungsraten
ausgewahlter Produkie
m Amfjahrplan
19711975
(1970-100)

154-158

B i i L 4 ——

- Classeide Produktion

_ Produktion

. und . von - von

. Glasseiden-. - Haushalt- - optischem
. und Hotel- Glas

erzalgnisse‘; ’}

porzellan



DR. KOHLER

Ein weiteres Fachbuch aus der Reihe »ochiilersport™. Der
Stoff ist teilprogrammiert, wodurch die Schiiler die Grund-
lagen des Basketballspiels weitgehend selbstindig erlernen
konnen. Zahlreiche Abbildungen erleichtern den Lern-
proze8 und vermitteln eine genaue Vorstellung vom rich-
tigen Bewegungsablauf. Alle bewidhrten Elemente dieser
gut eingefiihrten Reihe wurden iibernommen : Regelvermitt-
lung, Fehlerkorrektur, Trainingshinweise, Anleitung zur
Selbstkontrolle und zum Anlegen eines Trainingstagebuches
usw. Geeignet auch fiir Sportlehrer und Ubungsleiter im

Kinder- und Jugendsport.

160 Seiten, zahlreiche Fotos und Zeichnungen, 14,2 cm x 20,0 cm,

Pappband, 5,- M

ARR

DR. JAGER/OELSCHLAGEL

Sportverlag

| 108 Berlin,
! Neustidtische Kirch-
strae 15

§

Pappband, 5,- M

erscheint im IV. Quartal 1972

160 Seiten, zahlreiche Fotos und Zeichnungen, 14,2 cm x 20,0 cm,

Bestellungen bitte an den ORTLICHEN BUCHHANDEL richten

Ergebnisse bei Olympischen Spielen

1948 London: 1. USA 2. Frankreich 3. Brasilien
1952 Helsinki: 1. USA 2. UdSSR 3. Uruguay
1956 Melbourne: 1. USA 2. UdSSR 3. Uruguay
1960 Rom: 1. USA 2.-UdSSR 3. Brasilien

1964 Tokio: 1. USA 2. UdSSR 3. Brasilien
1968 Mexiko: 1. USA 2. Jugoslawien 3. UdSSR
1972 Miinchen:

Aus der Geschichte des Basketballspiels

Seine iltesten Vorfahren finden wir schon vor fast
1000 Jahren in Frankreich. Als Korbe dienten damals
flache, mit einem Loch versehene Steine, die an den
die Spielflichen begrenzenden Mauern -angebracht
waren. - Die Grundlage des heutigen Basketball-
spiels schuf Prof. Naismith (USA) im Jahre 1894. Er
lieB in einer Héhe von 10 Full = 3,05 m an der Galerie
der Sporthalle Pfirsichkorbe befestigen, in die der
Ball geworfen und stets wieder mit einer Leiter heraus-
geholt werden muBte. Die begeisterten Zuschauer auf
den Ringen versuchtlen hiufig, auf den Korb gewor-
fene Bille abzuwehren oder hineinzulenken, so daf

spater als Schutz vor dem ,,mitspielenden’” Publikum
Spielbretter angebracht wurden. Erst 1906 15sten
Metallringe mit daran befestigten Korbnetzen die
originellen Pfirsichkorbe ab. '

Basketball (engl. basket, Korb), Hohlball aus Leder
oder Kunststoff, 600 bis 650 g, Umfang 75 bis 80 cm;
Spielzeit 2mal 20 min, Halbzeitpause 10 min, 5 Spieler
(gegen S bis 7 Ersatzspieler austauschbar)



	A72_3-001
	A72_3-002
	A72_3-003
	A72_3-004
	A72_3-005
	A72_3-006
	A72_3-007
	A72_3-008
	A72_3-009
	A72_3-010
	A72_3-011
	A72_3-012
	A72_3-013
	A72_3-014
	A72_3-015
	A72_3-016
	A72_3-017
	A72_3-018
	A72_3-019
	A72_3-020
	A72_3-021
	A72_3-022
	A72_3-023
	A72_3-024
	A72_3-025
	A72_3-026
	A72_3-027
	A72_3-028

