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Liebe Leser! In den vergangenen Monaten er-
reichten uns zahlreiche Leserbriefe, in denen
besorgt nach der Zukunft von ,,alpha“ gefragt
wird. Wir haben uns naturlich uber diese treue
Anhangerschaft gefreut und fiihlten uns zu-
gleich in unseren Bemiihungen um ,alpha® be-
starkt.

Und sie haben sich gelohnt!

Unsere Zeitschrift wird nicht nur weiter beste-
hen, sondern auch den Sprung zu einer gesamt-
deutschen Schiulerzeitschrift wagen.

Mit diesem Heft wird ,,alpha*“ mit Unterstit-
zung des Friedrich-Verlages aus Seelze bei

Wir werden euch den Friedrich-Verlag im Heft
6/90 naher vorstellen. Denn seine Zeitschrift
,2mathematik lehren“ sponsort unseren diesjah-
rigen ,alpha“-Wettbewerb und ab Heft 1/91
wird ,,alpha“ in diesem Verlag erscheinen.
Und dies weiterhin unter der Devise: Rund um
die Mathematik fur jeden etwas, ob Anfianger,
Hobbymathematiker oder Konner. Freuen wir-
den wir uns natiirlich iiber eine auch zukunftig
so aktive Mitarbeit, denn die Beitrage, Hin-
weise, Winsche und Kritiken unserer Leser
helfen uns, eine Zeitschrift fur unsere Leser zu
machen.

Hannover in Westdeutschland eingefiihrt.

(Gardinen fur ein Blumenfenster —
rationell zugeschnitten

Hella Genau bekommt in der neuen Woh-
nung ein eigenes Zimmer. Fur das Fenster,
das 1,40 m hoch und 2,10 m breit ist, will
sie sich eine Riischengardine nahen, die
die Fenstermitte bogenformig freilaBt. Ub-
licherweise rechnet man beim Einkauf:
Storebreite gleich Fensterhohe und Meter-
zahl gleich zweietnhalb- bis dreimal Fen-
sterbreite. ,Das wird zu teuer fiir mich®,
denkt Hella traurig, ,und ich wollt’s doch
so gern allein finanzieren!

Schade auch um das Stick, das ich im
symmetrischen Bogen herausschneiden
wiirde und nicht weiterverwenden konnte;
denn eine Rische, die aus ungleich langen
Streifen zusammengesetzt wiare, sahe gar
nicht gut aus.”

Hella zeichnet und rechnet und findet eine
rationelle Losung fuir den Fall, daB der
Gardinenstoff rechts wie links gleich aus-
sicht; denn sie will die Gardine aus zwei
gleichen Teillen zusammensetzen, und
zwar nicht, indem sie wie iiblich vorm Ni-
hen rechts auf rechts legt, sondern links
auf rechts. (Die kurze Naht soll spiater in
einem Reihfaltchen verschwinden.)

2,70 m

Der von Hella gewahlte Gittertull, der die
genannte Bedingung erfullt, liegt 1,40 m
breit und bietet durch sein klares, recht-
winkliges Muster noch den Vorteil, daB
zum Messen von Abstanden nur das Mall-
band erforderlich ist. Passende Riische gibt
es in einer Breite von 0,25 m.

Hella kauft vom Till 2,70 m und von der

Riische ... Aber das wollen unsere Leser
wohl lieber selbst ausrechnen.

Hier noch einige Hinweise und Hellas Auf-
gabenstellung:

Die Schnittlinie, die den Stoff zentralsym-
metrisch teilen soll, kann aus zwei Kreisbo-
gen oder einer halben Sinuskurve beste-
hen. Anfang und Ende dieser Linie sind so
zu filhren, daf3 man sich die Tangenten in
diesen Punkten senkrecht zu den Schnitt-
kanten vorstellen kann.

Um die optisch und herstellungstechnisch
bessere Variante zu finden, ist fur jede der
beiden Moglichkeiten eine malstabge-
rechte Zeichnung anzufertigen.

Dazu sind folgende Aufgaben zu losen:

1. Wie groB ist in beiden Fillen der Ab-
stand 4 zwischen der Fensterbank und der

S

-
I

1,40 m
Schnittkante
itte schmal siume

Naht

M

Webekante — reihen

Y ‘ . Webekante — reihen I

——————

Mitte
Naht

Schnittkante

schmal siaumen

Dr. Gabriele Liebau

kurzesten Stelle der Gardine, wenn diese
nach dem Ansetzen der Riische an den
Seiten wieder 1,40 m lang sein und genau
bis zur Fensterbank reichen soll?

2. Nenne die Bestimmungslinien fur die
Kreisbogenmittelpunkte!

3. Wie lang muB bei der Kreisbogenvari-

ante die Rusche sein?
4. Stelle fur die Sinuskurvenvariante eine

Funktionsgleichung auf, und vervollstan-
dige die unten begonnene Wertetabelle so
weit wie notig! Beachte dabei, daBl x und y
hier nicht die Abstinde von den (gedach-
ten) Achsen des Koordinatensystems sind,
sondern daB x der Abstand von einer
Schnittkante und y der von einer Webe-
kante 1st.

X o ¥y

0,15m
0,30 m
0,45 m

(Verluste fur Nahte und Sdume sind zu
vernachlassigen.)

J. Heller

Leserpost

Die Losung der Aufgabe 4 des Beitrages
,Einige Folgerungen aus dem Eulerschen
Polyedersatz“ (Hefte 3 und 4/90) 1Bt sich
wesentlich verkurzen.

Die aufwendige Fallunterscheidung bezug-
lich der stumpfen Winkel kann entfallen.
Dazu sei ohne Beschrankung der Allge-
meinheit die Kante SC die lingste Kante
des Tetraeders ABCS. (Gibt es mehrere
lingste Kanten, betrachten wir ebenfalls
SC. Diese Kante sei Schenkel eines stump-
fen Winkels. Ist der stumpfe Winkel der
Winkel BSC (BCS, ACS, ASC), so folgt
|BC| > |SC| (|SB| > |SC|, |AS]| > |SC]|,

|AC| > |SC|). Damit haben wir einen Wi-
derspruch zur Maximalitat der Kante SC
erhalten. Die lingste Kante des Tetraeders
kann also nicht Schenkel eines stumpfen
Winkels sein.

Dr. W, Moldenhauer, Erfurt )

alpha, Berlin 24 (1990) 5 - 97



Orientierung im Raum:

rechts/links

Um sich im Raum zurechtzufinden oder
Gegenstinde raumlich zu ordnen und sich
dariiber mit anderen verstindigen zu kon-
nen, mull man ganz sicher hinsichtlich
rechts und links sein. Ihr wif3t naturlich,
wo rechts und wo links ist. Aber kdnnt ihr
die Begriffe auch definieren? ,,Rechts ist,
wo der Daumen links ist“ — das geht natiir-
lich nicht. Also denkt mal dariiber nach.
Wenn euch nichts einfallt, sucht die Be-
griffe in einem Lexikon auf.

Etwas anderes ist es dann noch, in Strel-
situationen ganz schnell uiber rechts und
links entscheiden zu konnen. Da zeigen
sich Erwachsene oft noch unsicher, wie mir
Autofahriehrer berichteten. Wir wollen
hier also etwas zur Einubung der Bezie-
hungen tun.

Rechts von ... und links von ...

Vor uns auf dem Tisch liegen ein Apfel,
eine Birne und eine Citrone; und zwar
kann man hier sehen, wie sie zueinander
liegen:

B rechts von A und links von C

A links von B und links von C

C rechts von A und rechts von B

Wie sieht Eva, die uns gegeniibersitzt,
diese Beziehungen?

Nimm jetzt drei solche Gegenstinde und
stelle sie so vor dir auf: B rechts von A und
rechts von C. Wie liegen dann A und C zu-
einander?

0 e
Sl

Bild 2

X 48

Hier sind Paare von Schuhen abgestelit
worden.
Welches ist jedesmal der rechte Schuh?

98 - alpha, Berlin 24 (1990) 5

Bild 4

Bild 5
.r'
Y4

Bild 3: Auf welcher Seite der StraBe steht
der Baum? (Was mul ich dazu wissen?)
Bild 4: Die Pfeilspitze zeigt, wie 1ch mich
auf der StraBe bewege. Welche Strallen-
seite ist dann rechts, welche links? — Trage
r und | richtig ein.

Bild 5: Wie muB ich mich auf dieser Strafle
bewegen, damit r und 1 stimmen? (Pfeil-
spitze zeichnen.)

Bild 7

7 {
4
o |
[ 1 %

Bild 6: Das Gebiet 1, r liegt links der
StraBe 1 und rechts der StraBe 2. Be-
zeichne die anderen Gebiete entsprechend.
Bild 7: Welche Richtungen missen diese
beiden StraBen haben, damit r, 1 stimmt? —
Pfeilspitzen zeichnen und die anderen Ge-
biete benennen.

Bild 6

[

3

N\

Das Gebiet 1, |, r liegt rechts der Stralle 1,
links der StraBe 2 und rechts der Stralle 3.
Welche Richtungen haben die drei Stra-
Ben? Wie miissen die anderen Gebiete be-
zeichnet werden?

Diese Aufgabe kannst du selbst vielfach
verindern und dann deinen Freunden stel-

len: a) du gibst wie hier die Stralennum-
mern und ein Gebiet an, b) du gibst Stra-
Bennummern und Richtungen an und laBt
die Gebiete bezeichnen, c¢) du gibst ein Ge-
biet und die StraBenrichtungen an und laBt
die StraBennummern herausfinden.

Kippen nach rechts und nach links

Lege eine Streichholzschachtel vor dir so
auf den Tisch, dafl du die Aufschrift lesen
kannst. Dies ist die Oberseite. Wenn man
die Schachtel aus dieser Stellung nach hin-
ten oder nach vorn, nach rechts oder nach
links kippt, steht sie jedesmal auf einer der
schmalen Seitenflachen.

Bild 9

i

Wotzer

=F

Man kann sie aber auch mehrmals kippen,
bis wieder die Oberseite oder die Unter-
seite oben liegt. In der folgenden Abbil-
dung sollst du ablesen, ob am Ende bei
, O oder U zu sehen ist. Kippe deine

—

Streichholzschachtel entsprechend auf
dem Tisch.
Bild 10
S
T__‘ N
— ————

Diese Kippfolge kann man so aufschrei-
ben:

l-vor-ver-herhel

O

Im folgenden sind noch einige Kippfolgen
notiert. Vollziehe sie mit einer Streichholz-
schachtel nach und schreibe dann O oder
U in das Kéastchen am Ende. Vielleicht
kannst du dir diese Bewegungen aber auch
vorstellen, ohne wirklich zu kippen. Dann
schreibe deinen Freunden entsprechende
Kippfolgen auf und laB sie die Endlage der
Schachtel aus dem Kopf sagen, indem sie
sich die Bewegungen also bloB vorstellen.

l-h-1-v-r-r-h

> L
I"V'I"I"h‘l )C

l-v-r-r-v-l}

© O O O

r-r-r-h-l-l-l)




Ansichten von rechts und von links

Bild 11

“ Y,
—- -
von links von rechts

LA

Du hast einen Spielzeugelefanten vor dir
stehen, so daB er dich ansieht. An den fol-
genden Bildern sollst du entscheiden, wel-
ches die Ansicht von rechts und welches
die von links ist. Welche Seite des Elefan-

ten siehst du von links?
o

Vielleicht hast du so ein dhnliches Stoff-
tier. Stelle es dann so vor dir auf, daB das
folgende Bild die Ansicht von links zeigt:

Bild 13 ( 7

Bild 12

Drehungen rechtsherum
und linksherum

Man sagt, die Zeiger der Uhr drehen sich
rechtsherum. Manchmal kann man aber
auch eine witzige Uhr kaufen (eine ,,Ost-
friesenuhr*), auf der drehen sich die Zeiger
linksherum. Welche Uhrzeit zeigen die fol-
genden Ostiriesenuhren an?

Bild 14

Wie herum mullt du drehen, um einen
Wasserhahn zu schlieBen?

— um einen Marmeladendeckel festzu-
schrauben? — um eine Heizung abzustel-
len? - um eine Schraube festzuziehen?
— um einen Korkenzieher einzudrehen?
Kniffliger: Wie herum dreht sich ein Rie-
senrad auf dem Jahrmarkt?

Rechts- und Linksschraubungen

Beim Zu- und Aufdrehen in den vorigen
Beispielen handelt es sich eigentlich um
Schraubungen; denn beim Handrad oder
bei der Mutter auf dem Gewinde bewegt
man durch Drehen zugleich Rad und
Schraube vorwarts oder nickwirts.

Bild 15

a >

Holzschrauben, Metallschrauben und
-spindeln haben fast immer Rechtsge-
winde. Wenn du das betrachtest, erkennst
du, warum man bel Rechtsdréhung etwas
hineindreht oder schlie[t.

Stelle dazu be1 niachster Gelegenheit noch
einige Beobachtungen an: Wie herum
fihrt eine Wendeltreppe? Wie verlduft die
Treppe in einem mehrstdckigen Wohn-
haus? Wie windet sich ein spitzzulaufen-
des Schneckenhaus? Wie ranken Stangen-
bohnen? — Auch hier noch etwas zum
Nachdenken: Wenn du eine Wendeltreppe
mit . Rechtsschraubung“ hinaufsteigst —,
wie herum drehst du dich? Wie ist das
beim Hinabgehen? Hat dieselbe Wendel-
treppe dann plétzlich , Linksschraubung®?

Es macht dir hoffentlich jetzt SpaB, kiinftig
in deiner Umgebung mehr auf rechts und
links zu achten. H. Besuden

Und nun noch eine Knobelaufgabe fiir alle, die
sich in Sachen rechts“ und ,links" sicher sind.

Was vertauscht der Spiegel

wirklich?

Bekanntlich vertauscht der Spiegel rechts
und links. Aber warum dann nicht auch
oben und unten? Logischerweise ware das
doch zu erwarten: und das tut er auch tat-
sachlich. Den Beweis liefert eine einfache
Uberlegung:

I[ch drehe mich in Gedanken, immer das
Gesicht zum Spiegel gewandt, in eine waa-
gerechte Lage, so daB mein rechter Arm
oben liegt. Da der Spiegel rechts und links
vertauscht, nunmehr auch oben und unten.
Die Frage ist nur, warum bemerkt man das
nicht? Ganz einfach:

Weil das Bild auf der Netzhaut wieder um-
gekehrt wird, wie man in der Physik lernt.

Oder ist an dieser Uberlegung doch irgend-
was falsch? H. Besuden

Buchtip

Oskar R. Meseck

Logisch denken leicht gemacht
Weltbild Verlag Augsburg

Uber 200 Testfragen und Beispiele aus
allen Bereichen der Denkprobleme als
systematisches Denktraining

Arithmetik mit 6

Man setze Operationszeichen +, —, -, :,J—
(Quadratwurzel) oder ! (Fakultit) und ge-
gebenenfalls Klammem, so daB die 20 Re-
chenaufgaben richtig gelost werden.

0 0 0=6 5 5 5=6
0 1 2=6 7 6 5=6
1 1 1=6 6 6 6=6
1 2 3=6 8 7 6=6
2 2 2=6 7 7 7T=6
4 3 2=6 7 8 9=6
3 3 3=6 8 8 B8=6
5 4 3=6 10 9 8=6
4 4 4=6 9 9 9=6
6 5 4=6 10 10 10=6

Dr. W. Schmidt, Greifswald

Alphons logische
Abenteuer (1)

Der Schiler Alphons las in einem Buch,
daBB ,nicht wahr“ dasselbe bedeute, wie
Jfalsch“. Man diirfe deshalb an den Stel-
len, an denen der eine Ausdruck stehe, den
anderen setzen, ,falsch“ also fiir ,nicht
wahr“, und umgekehrt. Gleiches gelte fur
Jnicht falsch“ und ,wahr“. Er nahm sich
vor, in seiner und der Rede anderer darauf
zu achten. Als seine kleine Schwester be-
hauptete, er habe in der Marmelade ge-
nascht, erwiderte er, da das nicht wabhr,
also logisch zwingend falsch sei. Ihrer Mut-
ter sagte sie dann, so recht uberzeugt sei
sie zwar nicht, aber gegen logisch Zwingen-
des sel nichts zu machen.

Was doch Wissen moglich macht, dachte
Alphons und iiberhorte dabei fast, daf3 er
von seiner Mutter angesprochen wurde:
,Du hast deine Schularbeiten gemacht,
nicht wahr?“ Flugs ubersetzte er: ,Du hast
deine Schularbeiten gemacht, falsch?“ Ge-
macht habe ich sie, aber ob falsch? _Das
hoffe ich nicht“, sagte er laut zur Verwun-
derung seiner Mutter, die nun dringender
wiederholte: _ Du hast doch deine Schular-
beiten gemacht, nicht wahr?“ Wir scheinen
uns nicht mehr zu verstehen, stellte Al-
phons betriibt fest. Vielleicht meint seine
Mutter, ob es falsch sei, sich mit dieser
Frage an mich zu wenden? Etwas unsicher
antwortet er: ,,Du kannst mich das fragen.”
Die Mutter verlor die Geduld und forderte
Alphons auf, ihr seine Schulhefte zu zei-
gen, das wiirde er wohl noch richtig verste-
hen. Alphons verstand, es kam ja nichts
zum Ersetzen vor.

Dann ging er zweifelnd in sein Zimmer
und holte sich nochmals das Buch hervor,
aus dem er sich hatte belehren lassen. Tat-
sachlich, er hatte nicht bis zum Ende gele-
sen. Ersetzbarkeit gilt, wenn einer dieser
Ausdrucke zur Behauptung gehort. Der
Satzteil ,Du hast deine Schularbeiten ge-
macht” ist fur sich ein sinnvoller Aussage-
satz, der behauptet werden kann. Aber
seine Mutter hatte nichl behauptet, son-
dern gefragt. Der Ausdruck ,nicht wahr*
ibernimmt hier also die Funktion eines
Fragewortes, und auf diesen Fall bezieht
sich die Ersetzungsregel nicht. _Ich habe
die Schularbeiten gemacht“, rief er seiner
Mutter zu, worauf sie nickte und das sagte,
was ihm eben beruhigend durch den Kopf
ging: ,Na, wir verstehen uns ja doch, nicht
wahr?“

L. Kreiser
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Seltsame Sparkassen

und die Zahl e
Eine Geschichte

Wir stellen uns vor, daB es in einem Land
der Phantasie unendlich viele, mit
=1,2,3,4,... durchnumerierte Sparkas-
sen gibt. Diese sollen unterschiedliche, in
jedem Falle aber sehr glinstige Bedingun-
gen bieten;
Sparkasse 1 verzinst jihrlich mit 100 %,
Sparkasse 2 verzinst halbjihrlich mit 50 %,
Sparkasse 3 verzinst dritteljihrlich mit

10
333A:

usw. Allgemein soll gelten: Sparkasse Nr. n
100 0
0.

n
Jemand will am Jahresanfang ein Konto er-
Offnen und eine ,Phantasiemark“ einzah-
len. Wie hoch wird der Kontostand am Jah-
resende sein? Es handelt sich um ein
sogenanntes Zinzeszinsproblem. Um es zu
losen, arbeitet man besser mit Bruchteilen
anstatt mit Prozentangaben. Es ergeben
sich die folgenden Kontostinde:

Sparkasse 1: 1 + 1 = 2 Phantasiemark
(kurz: PM)

1 1 3\?
Sparkagse 2: (1+ 2)(1+ 2)—(2)
=2,25PM
Sparkasse 3: (1 + -l) (1 + l) (1 + l)
' 3 3 3

4\3
= (—) =2,370370370... PM

verzinst n-mal im Jahr mit jeweils

3
usw. Allgemein gilt:
Auf der Sparkasse Nr. n betrigt das Gutha-
ben am Jahresende

1+ ) (1+2) (14 2) = (14 1)

Phantasiemark. Nach der 1. Verzinsung ist

1

namlich das Konto von 1 auf 1 + " ange-

wachsen, nach der 2. Verzinsung ist es um
denselben Bruchteil angewachsen, also von

1

1 +— auf
n

()l = () ()

1\2
=(1+—) PM
n

usw. bis zur n-ten Verzinsung innerhalb
eines Jahres.
Wir stellen uns weiter vor: Eigentlich will

der Sparer sein  Guthaben von
a, = (1 + -i—) arn Jahresende abheben.

Aus irgendeinem Grunde (vielleicht wegen
Silvester?!) komme es nicht dazu und der
nachstmogliche Auszahltermin sei unmit-
telbar nach der nichstfidlligen Verzinsung

100 - alpha, Berlin 24 (1990) 5

stetige
Verzinsung

Die ideale Sparkasse

im Jahr

Die Sparkassen
und ihre Verzinsungsbedingungen

(d.h. der ersten Verzinsung im zweilten
Jahr des Sparens). Das Guthaben betragt
dann offenbar

n n+1
b,,=(1+-—1-)(1+1)—(1+l) |
n n n

Etwas Mathematik

Durch die obige Geschichte haben wir
zwei sogenannte Zahlenfolgen g, und b,
definiert. Wir berechnen ihre ersten funf

Glieder und dann einige Glieder mit einer
Zehnerpotenz als Nummer n mittels des

Taschenrechners. Der Einfachheit halber
runden wir auf vier Stellen nach dem
Komma.

n n+ 1
n n

1 2 4

2 2.2 500 3,3750
3 2.3 704 3,1 605
4 2.4414 3.0518
5 2.4883 2.9 860
10 2,5937 2,8531
100 2,7048 2.7319
1000 2,7169 2.7196

10000 2,7182 27184

Aus dem Taschenrechner-Experiment lei-
ten wir Yermutungen ab:

a, ist stets kleiner als b,, d. h. a, < b,.
a, steigt mit wachsendem n,
a, > a,_1. /

b, fallt mit wachsendem n, d. h. b, < b, _;.
b, — a, nahert sich mit wachsendem n der
Zahl 0.

d. h.

Die Vermutungen formulieren wir als ma-
thematische Sitze und beweisen diese zum
Telil.

1\" .
Satz 1: Die Zahlenfolge a, = (1 + ?) ist

echt monoton wachsend, d. h. a, > a,-; fur
n=2734,...

Beweis: Wir beginnen mit

- 1 _n*1+ 1  (n—-1+1
n—1 n—-1 n-1 n—1
n
n—1
und gehen zu den Kehrwerten tiber:
1 n—1 1
—_ _1__-
I 1 n n
" n—1

Diese Gleichung multiplizieren wir auf
beiden Seiten mit der positiven Zahl

1 +% und benutzen die 2.binomische
Formel:
1
1+ —
- —(1—l)(1+ 1)—1 L
o1 n n n
14
n—1

Die entstandene Gleichung erheben wir
auf beiden Seiten in die n-te Potenz:

1+~

n 1 \”
1 - (1 nz) |
n—1
Auf die rechte Seite wenden wir die soge-
nannte Bernoullische Ungleichung

(1+p)">1+ np
an. Sie gilt allgemein fur p > —1; wir set-

1+

zen hier p = :2 und erhalten
14—
n 1 1
1 >1+n( nz)_l—?
1+
n—1
_ 1
1
1 n—1

Diese Ungleichung multiplizieren wir auf
beiden Seiten mit der positiven Zahl

(1 + - i 7 ) . Aufgrund der bekannten Po-

tenzgesetze kann man auf beiden Seiten
Kirzungen vornehmen.
Das Ergebnis lautet

1\" 1 n—1
1+__ > 1+ ’ dh an>an_1.
n n—1

1 n+1
Satz 2: Die Zahlenfolge b, = (1 + —)
. n
1st echt monoton fallend,

dh b, <b,_,Tirn=2,3,4,...

Beweis: Wir iibernehmen eine Formel aus
dem Beweis von Satz 1 und rechnen wei-
fer:

1
-+ —
175 1 1 n*-1
L4 L n? n’
" n—1

Wir gehen auf beiden Seiten zum Kehrwert
uber:

1
+
e o onr (nP-D+1
2 _ 2 _
L1 -1 Aol
n



1
nt—1-
Die entstandene Gleichung erheben wir

auf beiden Seiten in die (n + 1)-te Potenz:
1 ntl]

g n+1
n—1 =(1+ 1 ) |
1+ nt -1

n
Auf die rechte Seite wenden wir die Ber-
noullische Ungleichung in der Form
1+p)"*i>1+(n+Dpfirp> -1
an, indem wir

1 1
P=0r 1 " m+D(n-1)
Wir erhalten

1+

einsetzen.

n+l
g4
n—1
1 > 1
g et
n
1 o
R I

Diese Ungleichung multiplizieren wir auf
beiden Seiten mit der positiven Zahl

n+1
n

1
n—1
zen kann gekurzt werden; das Ergebnis lau-
tet

1 n' 1 nt+l
1+ >|1+— , d.h. b,_>b,.
n—1 n

. Aufgrund von Potenzgeset-

1+

Satz 3: Esgilt2=a,<a,<b,< b, =4.

Beweis: Der Teil a, < a, folgt aus Satz 1,
der Teil b, < b, aus Satz 2. Der noch feh-
lende Teil a, < b, folgt aus

n+1
\ (1+l)
' n __1+____

a, (1 N l)" n
n

Fortsetzung der Geschichte

> 1.

Kehren wir noch einmal zum Ausgangs-
punkt zuriick: Der Sparer, der am Jahres-
anfang 1 Phantasiemark einzahlen und am
Jahresende a, Phantasiemark abheben will
(wir nechmen jetzt an, daBB dies moglich
sei), iberlegt erst noch: Auf dem Weg zur
n-ten Sparkasse befallen ihn Zweifel, denn
aufgrund von a,,; > g, wurde er auf der
(n + 1)-ten Sparkasse giinstiger sparen. Er
wendet sich letzterer zu, tiberlegt sich aber,
daB} wegen a,., > a,. die (n + 2)-te Spar-
kasse noch gunstiger wiare usw. Jemand,
der die vorteilhafteste Losung sucht, wird
paradoxerweise uberhaupt nicht sparen,
denn zu jeder Sparkasse gibt es eine noch
glnstigere. Als Ausweg aus dem Dilemma
werde die ,ideale Sparkasse“ eingefuhrt,
welche nicht zu bestimmten festen Termis-
nen verzinst, sondern stiandig, zu jedem
Zeitpunkt! Die ideale Sparkasse arbeitet
nicht so wie im Bankwesen liblich, sondern
die Konten wachsen auf ihr so dhnlich wie
die Pflanzen in der Natur.

e als Grenzwert

Die hohere Mathematik verfigt iiber Be-

griffe, mit denen sie den Ubergang von den
Sparkassen mit den Nummern

n=123,... zu der idealen Sparkasse be-
schreiben kann: Es handelt sich um einen
sogenannten Grenzprozel3 und das Gutha-
ben am Jahresende auf der idealen Spar-
kasse 1st der sogenannte Grenzwert der
Zahlenfolge a,. Man schreibt dafir

e=lim a,= lim (1+—i—) .

Wir geben hier auch die exakte mathemati-
sche Bedingung fur diese Grenzwertbezie-
hung an, ohne sic weiter zu diskutieren:
Fur beliebig kleines positives £ existiert
eine Nummer ng, so dall (g, — e| < ¢ fur
alle Nummern n = n,. Die Existenz des
Grenzwerts wird im vorliegenden Fall
durch folgendes Theorem gesichert — so
bezeichnet man besonders wichtige mathe-
matische Satze:

i— @ n—a

Theorem: Eine monoton wachsende und
nach oben beschrinkte Zahlenfolge besitzt
einen Grenzwert. Ebenso besitzt eine mo-
noton fallende nach unten beschriankte
Zahlenfolge einen Grenzwert.

Aufgrund der Satze 1, 2, 3 ist das Theorem
auf die beiden konkreten Zahlenfolgen a,
und b, anwendbar. Wir bemerken, daB3 a,
durch 4 nach oben beschrankt ist und dal3
b, durch 2 nach unten beschrinkt ist. Man
kann leicht zeigen, dab a, und b, den glei-
chen Grenzwert haben, d. h. es gilt auch

n+1
e= lim b,= lim (1+%) :

Weiter gilt fur jede natiirliche Zah'
a, <e<bh,.

Indem man r hinreichend groB wahlt,
kann man ¢ beliebig genau annahern, und
zwar von unten durch g, und von oben
durch b,. Beispielsweise erhalten wir fiir
n=10000 aus unserer obigen Tabelle e
mit einer Genauigkeit von 3 Stellen nach
dem Komma:

e =2,718... Mit Computern erreicht man
natiirlich hohere Genauigkeiten. Wir fiih-
ren als Beispiel 20 Stellen nach dem

Komma an:
e=2,71828 18284 59045 23536...

n—m|m n—da

Ende der Geschichite

Die Zahl e¢ hat viele interessante Eigen-
schaften. Unter anderem ist sie irrational,
d. h. sie 1dBt sich nicht als Quotient zweier
natiirlicher Zahlen darstellen. Daraus folgt
fur den Sparer in unserer Geschichte: Die
ideale Sparkasse kann den Betrag e am
Jahresende nicht exakt auszahlen, auch
dann nicht, wenn kleinere Untereinheiten
der Phantasiemark eingefuhrt werden.
Denn es werden immer kleinere Unterein-
heiten bendtigt, so daB man mit dem Un-
terteilungsprozeBl und Auszahlungsprozell
nie fertig werden wurde. Der Sparer mufl
sich deshalb mit einem rationalen Nihe-
rungswert von e zufrieden geben, so daf} ef-
fektiv fur ithn die i1deale Sparkasse doch
keinen Vorteil pegeniiber der Sparkasse
mit einer genugend hohen Nummer n auf-
weist!

R. Schimming

A1l A Une succession difficile

Un propriétaire terrien rédige son testa-
ment. I1 veut répartir son terrain entre qua-
tre fils trés pointilleux et trés jaloux, de fa-
¢con i obtenir quatre parties exactement
superposables. Voici le plan du terrain.

Pouvez-vous aider le propriétaire en repré-
sentant le partage sur le plan?
aus: Tangenie, Paris

A2 a The number 1990
The basic numerical structure of this num-
ber is quite simple 1990 =2-5-199, 199 is
a very interesting prime because it 1s the
first prime of a sequence of ten primes that
creates an arithmetical progression, with a
constant difference of 210: 199, 409, 619,
8§29, ...2089 — all these are primes. Show
that the next integer in this progression 1s
not a prime.

aus: Fun with mathematics, Toronto

A3 A Ha necHol nmonsHe cobOpanuchk npy-
3psa: Ilonyran, Ynas, CloHeHOK, TelleHOK,
Kotenox, Mapreiinka B BepbiioXXOHOK.
IMomyranm mauan Bcex MepuTh. OKa3ajloch,
yto CroHeHOK minHHee TeneHka Ha 3 Ilo-
myrasg, BepOnrOXOHOK aJluHHee Map-
TRILIKY TOXe HAa 3 Ilomyras, TeineHok
mniuaHee [lomyras Ha 7 Ilomyraes, Bep-
bmoxXoHoK minHHee Kotenka Ha 6 [lomy-

raes, 2 BCeé OHH YKIaIbIBAKOTCA B TOYHOCTH

Ha Ynaee, mnuHa koroporo 38 Ilomyraes.

Bripasure onuHbl Apy3ed B Ilomyrasx.
aus: Quant, Moskau
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Was Farbtopfe mit der Mathematik
zu tun haben — ein Problem
der Linearen Optimierung

Ein uberaus interessantes Gebiet mit vie-
len praktischen Anwendungsmoglichkeiten
1Ist die Optimierung, ein relativ junger
Zweig am Baum der Mathematik. Diese
Disziplin entwickelte sich im wesentlichen
erst tn den letzten 40 Jahren. Wie auch
viele andere Bereiche der Mathematik ver-
fligt die Optimierung iiber eine Reihe von
Begriften, Methoden und Herangehenswei-
sen, die gegeniiber der ,,Schulmathematik®
vollig neu sind. Es soll deshalb hier ver-
sucht werden, ein typisches Problem der
Linearen Optimierung vorzustellen und
mit einfachsten Mitteln zu 16sen, da sich
dieses Teilgebiet am besten fiir eine Darle-
gung eignet und schon breite Anwendung
gefunden hat.

Problem des Malers: Wie kann man aus
zwel Sorten weiller Farbe, die sich 1n ihrer
Qualitat hinsichtlich Leimanteil, Luft-
durchlissigkeit und Helligkeitsgrad sowie
im Preis unterscheiden, einen Anstrich-
stoff mischen, der bestimmten Mindestan-
forderungen beziiglich der aufgezahlten
Kriterien geniigt und dabei moglichst billig
ist?

Zunichst wollen wir uns mit der genauen
Formulierung sowie der Modellierung des
genannten Problems befassen. Danach wer-
den wir ein grafisches Ldsungsverfahren
beschreiben.

Das ,Problem des Malers“ wird etwas allge-
meiner als Mischungsproblem bezeichnet.
Fir den vorliegenden Fall zweier Farbsor-
ten I und II stellen wir alle notwendigen

Angaben in Form einer Tabelle zusam-
men:

sachlich eine Farbmischung erforderlich
ist. Da es in unserer Aufgabe nicht auf die
Menge, wohl aber auf das Verhiltnis der
beiden Sorten ankommt, fuhren wir die
Variablen x und y ein, die den Anteil der
Farbsorten I bzw. II an der Farbmischung
angeben.

Die Werte dieser beiden GroBen sind uns
zunachst unbekannt und sollen erst durch
das Losen des Mischungsproblems ermit-
telt werden. Wir wissen aber nach Defini-
tion von x und y, daB3

0=x=1dh0%=<100x%=<100%) (1)
und
0=y=1(d.h0%=100y%=<100%) (2)

gilt. Nun wollen wir untersuchen, welchen
Leimanteil der gemischte Anstrichstoff ha-
ben wird. Enthielte er nur Farbe der
Sorte 1, so hitte er 15% Leim, bestinde er
nur aus der Farbsorte II, wiaren es 60 %.
Nehmen wir von jeder der beiden Farben
die Hilfte, erhalten wir einen Leimanteil

von

%- 15 % +—;—-60% =37.5%.

Allgemein betrigt die Leimmenge im An-
strichstoff bei einem Anteil x der Sorte I
und y der Sorte II gerade

15% - x+60%-y.

Dieser Ausdruck muBl, um der Mindestfor-
derung zu geniigen, groBer oder gleich 30 %
sein. Unter Weglassung der ,Mafleinheit®
Prozent kommen wir somit zu der Unglei-
chung 15x+ 60y = 30. (3)
Ahnliche Uberlegungen hinsichtlich der
Eigenschaften Luftdurchlissigkeit (fir die

ebenfalls Additivitdt unterstellt sei) und

Luftdurch-

Leimanteil Helligkeits- Preis
(in %) lassigkeit grad . DM
(in %) (in Punkten) in kg
Farbsorte | 15 50 3 6
Farbsorte 11 60 15 9 4
Mindest-
4

forderungen 30 25

Der Helligkeitsgrad wurde entsprechend
einer Punktskala von 1 (ziemlich dunkel)
bis 10 (sehr hell) bewertet. Diese Skala sei
additiv beschaffen, so daB beispielsweise
bei Mischung gleicher Teile von Farben
der Helligkeitsgrade 1 bzw. 7 eine Farbe
der Helligkeit 4 entsteht.

Schaut man sich die Daten genau an, so er-
kennt man, dafl eine Farbsorte allein den
Anforderungen nicht geniigt, so daB tat-
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Helligkeitsgrad fihren uns auf die Unglei-

chungen
30x+ 15y =25 (4)
und 3x+9y=4. (5)

Damit haben wir fast alle Angaben aus der
obigen Tabelle genutzt und in Form von
Ungleichungen mathematisch beschrieben,
d. h., wir haben das mathematische Modell
des Problems aufgestellt. Es ist allerdings
noch nicht volilstindig, denn bisher wurden

lediglich die Beschrdankungen (Nebenbedin-
gungen) formuliert, denen die Unbekann-
ten x und y genligen miissen. Das Ziel der
Aufgabe aber wurde aufler acht gelassen,
welches darin besteht, eine moglichst bil-
lige Farbe zu mischen. Diese Zielstellung
1aBt sich mittels der (von den beiden Ver-
anderlichen x und y abhingigen) Zielfunk-
tion K(x,y)=6x+4y (6)
ausdriicken, die den Preis der Mischung in
DM

kg
nimmt die Kostenfunktion K(x,y) jewetls
einen bestimmten Wert an. Die Forderung
nach kleinstmdglichen Kosten formuliert
man mathematisch so:

K(x, y) — min,

wobei ,min“ vom Wort Minimum (,,das
Kleinste*) kommt. Nunmehr konnen wir
die zum , Problem des Malers“ gehorige li-
neare Optimierungsaufgabe wie folgt auf-
schreiben: Unter allen den Nebenbedin-
gungen (1) bis (5) genugenden Zahlen x
und y (diese nennt man zuldssig) sind die-
jenigen zu finden, fir die die Funktion (6)
thren kleinsten Wert — thr Minimum - an-
nimmt (die entsprechenden Werte von x
und y nennt man optimale oder bestmogli-
che Losung).

Es ist an der Zeit, den bereits mehrfach
aufgetretenen Begriff ,linear” zu erkliren.
Dieser bedeutet nichts anderes, als dafl die
Unbekannten x und y in den Beziehungen
(1) bis (6) nur linear, also in der 1. Potenz,
vorkommen (und nicht etwa in der Form
x? x-yoder y? usw.).
Wie [4Bt sich nun die Aufgabe (1) bis (6)
16sen? Sicher kann man x und y nicht aus
irgendeiner Formel berechnen. Die Unbe-
kannten lassen sich aber algorithmisch be-
stimmen, ahnlich wie wir es vom LoOsen
eines linearen (wieder ,linear“!) Glei-
chungssystems her kennen (siehe z. B. den
Artikel von W. L. Gutermann in
»alpha“ 4/85). Allerdings brauchen wir
dazu zusitzlich neue Ideen, die ihren ma-
thematischen Ausdruck in der sogenann-
ten Simplexmethode finden. Hier wollen wir
allerdings auf ein grafisches Verfahren zur
Losung des gestellten Problems zuriickgrei-
fen.

Zunichst fihren wir ein x, y-Koordinaten-
system ein, in welches mehrere Geraden
eingezeichnet werden sollen. Wie wir wis-
sen, liBt sich eine Gerade in der Ebene
durch eine lineare Gleichung ax + by = ¢
darstellen, und umgekehrt beschreibt jede
solche Gleichung eine Gerade in der
Ebene.
Nun befassen wir uns mit der Ungleichung
(3). Vorerst machen wir aus ihr eine Glei-
chung, also 15x + 60y = 30, und zeichnen

¥4

angibt. Fiir konkrete Zahlen x und y

Bild 1




die dieser Gleichung entsprechende Ge-
rade in das Koordinatensystem ein. Diese
Gerade ist in Bild 1 dargestellt. Alle auf ihr
liegenden Punkte erfillen die Beziehung
(3) mit Gleichheit.

Welche Punkte erfiillen jedoch (3) als Un-
gleichung? Es ist nicht allzu schwer sich zu
iiberlegen (man kann dies selbstverstind-
lich auch streng beweisen), daB das alle
Punkte sind, die auf einer Seite der Gera-
den (3) liegen. Mit anderen Worten, alle
der Ungleichung (3) genugenden Punkte bil-
den eine Halbebene.

Welche von beiden ist aber die Richtige?
Pas bekommt man ganz einfach heraus,
indem man die Koordinaten eines nicht
auf der Geraden liegenden Punktes in die
Ungleichung (3) einsetzt. Am Ileichtesten
geht das mit dem Koordinatenursprung
(Nullpunkt), weil da am wenigsten zu rech-
nen ist. Verlduft allerdings die betreffende
Gerade durch den Nullpunkt, so muf3 man
einen anderen Punkt wahlen.

Nehmen wir also den Punkt (x,y) = (0,0)
und setzen wir ihn in (3) ein. Im Ergebnis
erhalten wir die offensichtlich falsche Un-
gleichung 0 = 3. Wir schlieBen daraus, daB3
der Ursprung auf derjenigen Seite der Ge-
raden liegt, die dem Ungleichheitszeichen
< entspricht; wir aber benotigen gerade die
andere Seite, die .Nordosthilfte“ der
Ebene. In Bild 1 ist diese durch einen Pfeil
gekennzeichnet. Auch fur die Ungleichun-
gen (4) und (5) lassen sich dhnliche Uber-
legungen anstellen, deren Resultat 1n
Bild 2 durch die mit Pfeilen versehenen
Geraden (4) und (5) dargestellt ist. Schliel3-
lich haben wir noch die Beziehung (1) und
(2) zu beachten, die insgesamt vier Unglei-
chungen verkorpem.

ol

(5)

Alle Punkte, die (1) und (2) gleichzeitig er-
filllen, liegen in dem in Bild 3 eingezeich-
neten Quadrat.

h

4 I

Bild 3

i

0 1 X
Gehen wir den nichsten Schritt. Welche
Variablen x,y geniigen den Beziehungen
(1) bis (5) gleichzeitig und sind somit zu-
lassig? Das sind diejenigen Veridnderli-
chen x und y, fiir die die zugehorigen

Punkte mit den Koordinaten (x,y) in den
(durch Pfeile gekennzeichneten) ,richti-
gen“ Halbebenen fur alle Bedingungen lie-
gen. Die Gesamtheit solcher Punkte ist in
Bild 4 als schraflierte Fliche dargestellt.

So, jetzt wissen wir, welche Punkte zulissig
sind. Wie kann man nun unter thnen opti-
male Punkte finden (das waren solche, fiir
die die Funktion K(x,y) ihren kleinsten
Wert annimmt)? Zunachst interessieren
wir uns fiir folgende Frage: Wie 148t sich
die Menge aller Punkte (x, y) charakterisie-
ren, fur die die Funktion (6) einen festen
Wert hat (oder, wie man sagt, konstant ist)?
Dieser Wert se1 z.B. gleich 12. Um die
Frage beantworten zu kOnnen, miilten wir
die Gleichung

6x+4y=12 (7)
|6sen. Das ist eine Gleichung mit zwei Un-
bekannten; sie hat unendlich viele Losun-
gen. Geometrisch ist der Sachverhalt einfa-

cher zu erklidren: Gleichung (7) beschreibt
eine Gerade in der Ebene (siche Bild 5),

und alle auf dieser Gerade gelegenen
Punkte haben die Eigenschaft, daB fiir sie
der Wert der Funktion (6) gleich 12 ist.
Man nennt (7) Hohenlinie (Niveaulinie) der
Funktion K zur Hohe 12. Setzt man die
rechte Seite in (7) gleich einer anderen
Konstanten, etwa gleich 6, erhialt man eine
andere Hohenlinie, die ebenfalls in Bild 5
eingetragen ist. Man uberlegt sich leicht,
daB beide Hohenlinien parallel verlaufen.

Y
\
Bild 5 \
\\
\ \
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Abnahme- ; -
richtung des 0;\ NN X
Zielfunktions- N \ (6 K= 12
wertes K =0

Die durch den Ursprung gehende Hohenli-
nie gehort offenbar zur Héhe Null. Wie wir
sechen, nimm¢t in unserem Beispiel die zu
den Linien gehorige Hohe in Richtung
~oudwesten“ ab, nach ,Nordosten“ hin
nimmt sie zu.

Nunmehr sind wir geristet, das ,Problem
des Malers® mit geometrischen Mitteln
vollstandig zu lO6sen. Entsprechend der
Aufgabenstellung haben wir unter allen zu-
lassigen Punkten diejenigen (oder denjeni-
gen) zu finden, fur die die Funktion
K(x,y) ihren kleinsten Wert annimmt.
Geometrisch bedeutet das: Nimm eine be-

liebige Niveaulinie und verschiebe sie so
weit wie moglich nach links unten, aber
hochstens so weit, daBl sie den zulassigen
Bereich in noch mindestens einem Punkt
schneidet. Im Ergebnis kommen wir zum
Punkt (x,y) (Bild 6).

Bild 6

%

W7

Um seine genauen Koordinaten zu bestim-
men, mussen wir in den Beziehungen (3)
und (4) anstelle des Ungleichheitszeichens
das Gleichheitszeichen setzen (denn die-
sen Gleichungen entsprechen die sich in
(X, y) schneidenden Geraden) und das ent-
stechende Systerm mit zwei Gleichungen
und zwei Unbekannten

15x +60y= 30

50x + 15x=25
16sen, was jeder selbst tun kann.
Das Ergebnis lautet:

_ 14 _ 15

X = 37 ~(,38, y= 37 ~ (),41.
Damit miilbte unsere Farbmischung zu
38% aus Sorte I und zu 41 % aus Sorte 11
bestehen.
SHalt!“ werden jetzt aufmerksame Leser
rufen.  Hier kann irgend etwas nicht stim-
men. Wenan x und y Anteile an der Ge-
samtmischung bezeichnen, so miissen sie
doch in der Summe 100 % ergeben'“ Recht
haben diese Leser! Eben die Beziehung
x+y=1, die in jedem Fall gelten muB,
haben wir in unserer Modellierung nicht
beachtet. (Hier zeigt sich die allgemein be-
kannte Tatsache, daB man beim Modellie-
ren sehr sorgfaltig zu Werke gehen mubB,
urn wirklich alle wesentlichen Momente zu
erfassen, sonst stimmt das erhaltene Mo-
dell nicht mit der Wirklichkeit {iberein und
die Losung wird falsch sein. Leider 148t
sich Modellieren nicht ,lehren®, da es
einen echt schopferischen ProzeB darstellt;
es ist aber durchaus trainierbar.)
Um nun unser Mischungsproblem endgil-
tig zu losen, haben wir im Bereich der zu-
lissigen Losungen nur diejenigen Punkte
zu betrachten, die auf der der Gleichung
x + y=1 entsprechenden Geraden liegen,
und genauso vorzugehen, wie oben be-
schrieben. Durch die Einbeziehung der
hinzugekommenen Gleichung verringert
sich hierbei die Dimension des zulassigen
Bereichs um Eins, so daB aus der schraf-
fierten Fliche eine Strecke wird. Auf dieser
suchen wir denjenigen Punkt (x* y*), der
den kleinsten Zielfunktionswert liefert,
d. h., wir verschieben wiederum die Hoéhen-
linie soweit wie moglich nach _ Suiidwesten®
(Bild 7). Die endguiltige und tatsiachlich op-
timale Losung lautet

2

w o =
X 7

J
x — T
B 4 7 -
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Y} Bild7

Der zu mischende Anstrichstoff muf3 da-
mit zwei Teile der Farbsorte I und funf
Teile der Sorte Il enthalten; die Kosten be-

32

laufen sich dabei auf —7—=4,57 DM pro

Kilogramm Farbe.

Uberlegt euch, was sich an dem betrachte-
ten Mischungsproblem andert, wenn die
Preise fiir die Farbsorten I und II 5,00 DM
bzw. 6,00 DM pro Kilogramm betragen.
Obgleich schwieriger, lassen sich auch Auf-
gaben mit drei Unbekannten eventuell
noch grafisch 16sen. Fiir Probleme mit vier
und mehr Variablen miissen wir allerdings
auf die Geometrie verzichten und andere
Mittel zu Hilfe nehmen. Diese sind alge-
braischer Natur und bestehen in der bereits
erwahnten Simplexmethode, die freiiich
nur bei kleinen Aufgaben fiir die Rech-
nung von Hand geeignet 1st.

Das behandelte ,,Problem des Malers“ (Mi-
schungsproblem) ist eine ganz typische
Aufgabenstellung der Linearen Optimie-
rung. In praktischen Problemen trifft man
sie bei der Produktionsplanung, der
Fruchtfolgenbestimmung fur die Feldbe-
stellung, der langfristigen Investitionspla-
nung usw. wieder. Dabet kdnnen sehr
grofle Probleme mit Hunderten und Tau-
senden, ja sogar Zehntausenden von Ne-
benbedingungen und Variablen entstehen,
die selbstverstindlich nur noch mit Hilfe
des Computers gelost werden koénnen.

Zum AbschluB seien noch einige typische
Aufgabenstellungen genannt, die auf li-
neare Optimierungsprobleme fuhren:
~Problem des Dispatchers® (Transportpro-
blem):. Wie soll man den Transport von
GroBplatten fiir den Wohnungsbau zwi-
schen zwei Plattenwerken und drei Baustel-
len so organisieren, daB die Gesamtfahr-
strecke der Schwerlasttransporter so kurz
wie moglich wird?

~Problem des Technologen®“ (Zuschnittpro-
blem): Wie kann man aus rechteckigem
Ausgangsmaterial Verkehrszeichen ver-

schiedener Form, die in bestimmten Stuck-
zahlen bendtigt werden, so ausstanzen, dal3

moglichst wenig Originalplatten verwendet
werden mussen?

,Problem des Arbeitsplaners® (Zuordnungs-
problem): Auf welche Weise sollen m vor-
handenen (und flexibel einsetzbaren) Ar-
beitskriften m Arbeitsaufgaben zugeordnet
werden, so dall der durch diese Zuordnung
entstehende Gesamtnutzen maximal wird?

B. Luderer
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LaBt sich der Zufall berechnen?

Teil 3

Nunmehr sollen Wahrscheinlichkeiten bei
zufdlligen Mehrfachversuchen betrachtet
werden.

Das sind zufillige Versuche, die sich als
durch Kopplung von mehreren zufalligen
Versuchen entstanden auffassen lassen.
Die in einen zufdlligen Mehrfachversuch
eingebundenen zufilligen Versuche heillen
zufillige Teilversuche.

Zur Einfuhrung werden 3 Aufgaben vorge-
stellt und anschliellend analysiert:

A 13 A Gleichzeitig oder nacheinander
wird einmal mit einem Idealwiirfel gewlir-
felt und einmal mit einer Idealmunze ge-
worfen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlich-
keit, daBB bei diesem Doppelversuch mit
dem Wiirfel 3 Augen gewurfelt werden und
daB die Miinze das Wappen zeigt? (Eine
Miinze zeigt nach jedem Wurf entweder
Wappen (Elementarereignis F, = {w}) oder
Zahl (Elementarereignis F, = {z}).)

A 14 a Es wird gleichzeitig oder nachein-
ander einmal mit einem schwarzen gezink-
ten Wiirfel und mit einem weiBen Ideal-
wirfel gewiirfelt. Wie grof3 ist die Wahr-
scheinlichkeit, bei diesem Doppelwurf mit
dem schwarzen Wirfel i (i=1,2,...,6)
und mit dem weien Wirfel j
(j=1,2,...,6) Augen zu wirfeln? Die
Wahrscheinlichkeiten, mit dem schwarzen
Wiirfel 1,2,...,5 oder 6 Augen zu wiirfeln,
seien

p1 = p,=0,05,
ps=pe=0,3.

A15aA Ineiner Urne befinden sich 7 rote

und 4 gelbe Kugeln. Aus dieser Urne wird

erst eine und, ohne diese in die Urne zu-

ruckzulegen, noch eine zweite Kugel ohne

Hinzusehen entnommen.

Wie grol} i1st die Wahrscheinlichkeit

a) zwei rote,

b) zuerst eine rote und als zweite eine
gelbe,

c) als erste eine gelbe und als zweite eine
rote und

d) 2 gelbe Kugeln herauszunehmen?

p;=01, p,=0,2 und

Die zufalligen Versuche dieser drei Aufga-
ben kénnen als aus zwei zufilligen Teilver-
suchen bestehend, also als zufillige Dop-
pelversuche aufgefal3t werden:

Der zufillige Doppelversuch der Auf-
gabe 13 besteht in einer losen Kopplung
des zufilligen Versuchs zV, _einmaliges
Wiirfeln mit einem Idealwiirfel* mit den
sechs Elementarereignissen

E,={il (i=1,2,...,6) und des zufilligen
Versuchs zV; ,einmaliges Werfen einer

Idealmiinze“ mit den zwei Elementarereig-

nissen

Fi={w} und F,=1{z}. Zum zufilligen
Doppelversuch gehoren hier 12 Elementar-
ereignisse, die durch die Symbole EF; mit
i=1,2,...,6 und j=1,2 eindeutig fixiert
sind.

Im zufalligen Doppelversuch der Auf-
gabe 14 sind der zufdllige Versuch zV,
seinmaliges Wirfeln mit dem schwarzen
Wiirfel® mit den 6 Elementarereignissen
E;={i} (i=1,2,...,6) und der zufdllige
Versuch zV; ,einmaliges Wirfeln mit dem

weillen Wirfel“ mit den 6 Elementarereig-
nissen

F=1{j} (=1,2,...,6) ebenfalls lose ge-
koppelt. Dieser zufillige Doppelversuch
besitzt 6-6 = 36 Elementarereignisse, die
eindeutig angebbar sind durch
EFmiti=1,2,...,6und j=1,2,...,6. In
diesem Symbol steht das zum 2zV, geho-
rende Elementarereignis stets vor dem zum
zV; gehdrenden Elementarereignis.

Der zufillige Doppelversuch der Auf-
gabe 15 kann als enge Kopplung der bei-
den folgenden zufalligen Versuche aufge-
falit werden:

zV, — Entnehmen einer Kugel aus einer
weillen Urne mit 7 roten und 4 gelben Ku-
geln mit den Elementarereignissen £, = R
und E, =G

zVy - Entnehmen einer Kugel aus einer
schwarzen Urne mit 7 roten und 4 gelben
Kugeln mit den Elementarereignissen
Fi=Rund F,=G.

Die Kopplung legt hier fest, daB die erste
Kugel aus der weiBen Urne zu entnehmen
ist, dal damit automatisch eine mit der
entnommenen Kugel gleichfarbige aus der
schwarzen Urne verschwindet und daB
nunmehr die zweite Kugel aus der schwar-
zen Urne zu entnehmen ist. Zu diesem zu-
falligen Doppelversuch gehoren die 4 Ele-
mentarereignisse

E]F] — RR, E1F2 = RG, EgFl = GR und
EF, = G6G.

Definition 7: Ein zufilliger Versuch heil3t
zufdlliger Doppelversuch, wenn zwei zufil-
lige Versuche, zV, mit den Elementarereig-
nissen E;, E,,..., E, und zV; mit den Ele-
mentarereignissen F,. F,, ..., F,, angebbar
sind, so dall die Elementarereignisse des
zufalligen Doppelversuchs eindeutig durch
die v-w Symbole EF, (i=1,2,..., v;
j=12, ..., w) festgelegt sind.

Analog wie die Eiementarereignisse lassen
sich bei einem zufalligen Doppelversuch
noch andere Ereignisse vorteilhaft durch
Doppelsymbole angeben:



Definition 8: Ist A ein Ereignis des zufilli-
gen Versuchs zV,, B ein Ereignis des zufil-
ligen Versuchs zV; und ist der zufallige
Doppelversuche eine Kopplung des :zV,
und des zV;, so heiBt die Vereinigung aller
Elementarereignisse EJF; des zufilligen
Doppelversuchs, fur die gleichzeitig E, < 4
und F; c B gelten, Ereignis AB des zufilli-
gen Doppelversuchs!

Al6ba Welche Elementarereignisse des
zufillipen Doppelversuchs der Aufgabe 14
sind Teilmengen des Ereignisses AB mit
A=E, v E,uEsund B=F,uU F,?
Ist ein =zufalliger Doppelversuch durch
Koppeln der zufilligen Versuche zV, und
zVy mit den sicheren Ereignissen
Q.= F,uUFE,u...uU E,und
Qr=FuFku...UF, entstanden, dann
wird jedes Ereignis AQ, des Doppelver-
suchs (A ist in diesem Symbol gemiB Defi-
nition 8 ein Ereignis des selbstindigen zu-
falligen Versuchs zV,) auch als Ereignis
des 1m Doppelversuch enthaltenen zufilli-
gen Teilversuchs zTV, bezeichnet. Ebenso
wird jedes Ereignis (),B des Doppelver-
suchs auch als Ereignis des anderen zufil-
ligen Teilversuchs zTV; bezeichnet.
Abkiirzend wird das Ereignis 4 Q,oft Ereig-
nis A des zufélligen Teilversuchs z7V, und
das Ereignis ).B Ereignis B des zTV, ge-
nannt.
Der Durchschnitt der Ereignisse 4Q; und
Q.B der zufilligen Teilversuche ist iibri-
gens das Ereignis AB des Doppelversuchs:
AQnNQ.B=AB
(siche Losung der Aufgabe 14!).
Fur die Wahrscheinlichkeit des Elementar-
ereignisses E.F; eines zufilligen Doppelver-
suchs gilt nach Definition 4

_ _P(E.F)
PEF) = PEQ) piE
= P(E),) - P(Q.F/E Q).
P(E L)) 1st die Wahrscheinlichkeit fiir das
Ereignis E; beim zufilligen Teilversuch
zTV, und P(Q.F/E(),) ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis F
beim zufilligen Teilversuch zTV; bez. des
Ereignisses E; beim zTV,.
Bei allen drei Aufgaben 13, 14 und 15 sind
die beiden =zufallieen Versuche so zu
einem zufdlligen Doppelversuch gekoppelt,
daB fir einen zufidlligen Teilversuch, mit
zITV, bezeichnet,
P(EQ)=PE)furi=1,2,... vgilt
In Worten: Die Wahrscheinlichkeiten fur

das Elementarereignis E; beim zufilligen
Teilversuch z7V, und beim selbstindig

ausgefuhrten zufilligen Versuch zV, sind
gleich (siehe Losungen der Aufgaben 13,
14 und 15).

Bei allen drei Aufgaben kann der zufdllige
Doppelversuch, ohne die Wahrscheinlich-
keiten zu verdndern, so ausgefiihrt werden,
daB der zufallige Teilversuch zTV, vor dem
zTV, ausgeflhrt wird. Dabei lauft der zTV,
ebenso ab, als ob er als selbstindiger zufil-
liger Versuch zV, ausgefiihrt wird.

Bei den Aufgaben 13 und 14 kann jeder
der beiden zufidlligen Teilversuche in die-
ser Weise als erster ausgefiihrt werden.
Hier gilt auf alle Fille noch P(Q.F)
= P(F;). Bei diesen beiden Aufgaben wird
dartiber hinaus die Wahrscheinlichkeit,

mit der beim zuletzt ausgefiihrten zufilli-
gen Teilversuch zTV; ein Ereignis F; ein-
tritt, nicht dadurch beeinfluBt, welches Ele-
mentarereignis E; beim vorher ausgefiihr-
ten zITV, -eingetreten ist: Es gilt
PQ.F/EQ) = P(F;) und die Ereignisse
EQr und Q.F; sind unabhingig (siehe Lo-
sung der Aufgabe 14!). Fiir jeden zufdlli-
gen Doppelversuch gilt wegen

E‘Qf= E,'Fl L E,'Fz Ll s L E,‘Fw

nach den Grundannahmen

P(ECY) = P(E;F)) + P(E;F,) + ...

+ P(E;F,). Nach diesen fir i=1,2,....,v
gultigen Gleichungen ist es naheliegend,
die Wahrscheinlichkeiten eines zufilligen
Doppelversuchs und die zu seinen zufilli-
gen Teilversuchen gehoOrenden Ereignisse
mittels eines gerichteten und bewerteten
Graphen darzustellen (siehe Losung der
Aufgabe 15Y): Den Pfeilen sind die dem an-
gegebenen zufilligen Teilversuch zugehori-
gen Ereignisse zugeordnet und den Knoten
(Endpunkte der Pfeile) die zu den angege-
benen Ereignissen gehdrenden Wahr-
scheinlichkeiten (Bild 9).

Bild 9 allgemein

speziell

P(E;)-P(F)

Al7 A Berechne die Wahrscheinlichkeit
fur das zum zufalligen Doppelversuch der
Aufgabe 14 gehodrende Ereignis 4B mit
A=E,E,UE;und B=F,uU F,!

Die angegebene, die Grundannahmen be-
nutzende Losung der Aufgabe 14 ldB( Jie
Giultigkeit des folgenden Satzes erkennen:
Sarz 8: Ist A ein mit der Wahrscheinlich-
keit P(A) beim zufalligen Versuch zV, ein-
tretendes Ereignis, B ein mit der Wahr-
scheinlichkeit P(B) beim zufdlligen Ver-
such zV, eintretendes Ereignis und sind die
beiden zufalligen Versuche zV, und zV;
lose zu einem zufalligen Doppelversuch ge-
koppelt, so tritt beim zufilligen Doppelver-
such das Ereignis 4B mit der Wahrschein-
lichkeit P(AB) = P(4) - P(B) ein. Dabei
bedeutet ,,lose Kopplung von zV, und zV/“:
Fur die Wahrscheinlichkeiten der Elemen-
tarereignisse

E, (i=1,2,...,v) des zV,,
F,(j=12,...,w) des zV; und

E;F; des Doppelversuchs gelten

P(E;F;) = P(E;) P(F)).

,Lose Kopplung von zV, und zV/* ist
gleichbedeutend mit | Die Elementarereig-
nisse E;Q), des zufilligen Teilversuchs zTV,
und Q.F; des zufilligen Teilversuchs z7V;
sind paarweise unabhangig. Ein zufalliger
Doppelversuch, entstanden durch Koppein
des zV, und des zV/, ist selbst ein zufalliger
Versuch und kann mit einem weiteren zu-
filligen Versuch zV, zu einem zufidlligen
Dreifachversuch gekoppelt werden®“ usf.
Fiir zufallige Mehrfachversuche gilt ein
zum Satz 8 analoger Satz. W. Trager

Eine Aufgabe
von Prof. Dr.

(G. Mandshavidze

Institut fur angewandte Mathematik
der Universitat Tbilissi

Die reelle Funktion f(x, y) sei innerhalb
des Kreises

K={(xy):x*+y?<1}
definiert und stetig.
Weiterhin ist bekannt, daB die Funktion
im Punkte (x,,y,) € K negativ und im
Punkte (x,, y,) € K positiv ist.
Es ist zu zeigen, dal} f(x,y) den Wert Null
in einer unendlichen Anzahl von Punkten
aus K annimmt!

Kurzbiographie

Prof. Mandshavidze wurde am 6. Mai 1924
geboren und studierte 1941 bis 1947 an der
Universitiat Thilissi. Von 1947 bis 1950 war
er Aspirant am mathematischen Institut
Tbilissi, zugehorig zur Akademie der Wis-
senschaften der Georgischen SSR. 1970
wurde er Doktor der Wissenschaften und
1972 erfolgte die Berufung zum Professor.
Nach der Tdtigkeit als wissenschaftlicher
Sekretdr und stellvertretender Direkior fur
Forschung am mathematischen Institut lei-
tet er dort seit 1977 die Abteilung ,Kom-
plexe Analysis und deren Anwendung®.

| e . B

Es gibt kein groBeres Hindernis des Fort-
gangs in den Wissenschaften als das Ver-
langen, den Erfolg davon zu frith verspiiren
zu wollen.

Georg Christoph Lichtenberg
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In freien Stunden - alpha-heiter

Zusammengestellt aus unterhaltsamer mathematischer Literatur

von Hermann-Dietrich Hornschuh, erschienen im MANZ-Verlag Miinchen

Verflixte Wiirfel

Die sieben Wiirfel in der folgenden Anordnung ha-
ben alle eine gemeinsame Eigenschatft.

Wie viele Augen mull demzufolge der Wiirfel ha-
ben, der an die Stelle des Fragezeichens gehort?

8
D)

R

Bunte Kugeln

Eine griine Kugel ist so schwer wie zwei rote Ku-
geln und zwei blaue Kugeln sind so schwer wie eine
rote Kugel.

Wie viele blaue Kugeln sind so schwer wie drei
grune Kugeln?

Mif3brauchte Streichholzer

Liest man die folgende Streichholzanordnung ab,
dann ergibt sich 6 + 3 =7, was offensichtlich falsch

VIFHll=\/

Durch Umlegen eines Streichholzes soll die Anord-
nung in eine Gleichung umgeformt werden.

Neun Neunen

Ist es moglich, 9 Neunen so durch zwei verschie-
dene Rechenzeichen zu verknupfen, dafl der entste-
hende Term genau den Wert 1000 besitzt?
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Etliche Dreiecke

In einem Buch hat Herbert die folgende Figur ge-
funden. Er uberlegt nun, wie viele Dreiecke in die-
ser Figur enthalten sind.

il -

Wie viele Dreiecke kann Herbert hochstens finden?

Die Mathematik ist als Fachgebiet so ernst, dal3
man keine Gelegenheit versiumen sollte, es mog-

lichst unterhaltsam zu gestalten.
B. Pascal

Fehlende Ziffern

Wie viele Zahlen von 1 bis 1000 gibt es, die weder
die Ziffer 0 noch die Ziffer 9 besitzen?

Die Acht

Wenn einer eine 8 sieht

und 8sam 1n Betr8 zieht,

daf3 sie auch, wenn sie kopfsteht,
noch 8bar durch die Welt geht,

so ist die 8, wenn auch verkehrt,
hoch8ungsvoller 8ung wert.

Wenn aber einer hergeht

und eine 8, die hochsteht,

roh von der Seite antippt,

so dal} sie 8los umkippt,

dann wird durch diese Schiandlichkeit
aus einer 8 Unendlichkeit

und bleibt, wie dieses Beispiel lehrt,

hoch8ungsvoller 8ung wert! A. Wittmann



Fatale Verwandtschaft

Peter erzahlt seinem Freund Paul: ,,Der Bruder mei-
nes Onkels ist der Onkel meines Bruders. Kannst
du mir sagen, wie das verwandtschaftlich bei uns
zusammenhangt?*

,Nichts leichter als das“, antwortet Paul seinem
Freund Peter.

Mathematische Zoologie
Anton Oberfrank

Verschiedene Wege

Die folgende Zeichnung zeigt, auf welchen Wegen
man vom Start zum Ziel gelangen kann.

START

ZIEL

Wie viele verschiedene Wege fithren vom Start zum
Ziel?

Die normalverteilte Klasse

Zeichner unbekannt

Komischer Kreis

Welchen Radius hat ein Kreis, der ebenso viele
Zentimeter Umfang wie Quadratzentimeter Fliche
besitzt?

Keiner in der Schule kann mich ausstehen®, jam-
merte der Sohn, ., die Lehrer nicht und die Kinder
auch nicht. Der Busfahrer haBBt mich, der Hausmei-
ster macht mir die Holle hei3. Ich gehe nicht mehr
in die Schule.”

,Du muBt aber gehen®, sagte die Mutter, ,,du bist
gesund. Du muBt noch viel lernen. Aullerdem bist
du jetzt funfundvierzig Jahre alt und der Mathema-
tiklehrer. Du mufit also in die Schule gehen!®

Fatales Mobile

An einem Mobile hiangen Dreiecke, Kreise und
Quadrate. Stiabe gleicher Grofle sind gleich schwer.
Die Fiden haben praktisch kein Gewicht.

|

Welche Symbole mussen an die Stelle des Fragezei-
chens gehingt werden, damit das Mobile im Gleich-
gewicht ist?

Fiir alle, die neugierig geworden sind, die vier Titel,
aus denen wir fiir alpha-heiter ,mausen® durften:

Hermann-Dietrich Hornschuh

Mathe mit Kopfchen, Manzbuch 880

Mehr Mathe mit Kopfchen, Manzbuch 881
Noch mehr Mathe mit Kopfchen, Manzbuch 882
Jedes Buch enthilt einhundert interessante Denk-
sportaufgaben mit oft liberraschenden Losungen.

Humor rund um die Mathematik, Manzbuch 891
Eine Sammlung heiterer Gedichte, Texte, Zeich-
nungen um eine ernste Wissenschaft
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Warum ist
der Kreis nicht
rund?

Diese merkwiirdige Frage stellte Andreas
seinem Vater, nachdem er den Heimcom-
puter KC85/3 mit dem CIRCLE-Befehl
einen Kreis zeichnen lieB. Natiirlich ist der
Kreis, den der Mathematiker definiert,
rund; runder geht es nicht. Anders sieht es
vielleicht schon mit dem Kreis aus, den der
Mathematiker mit dem Zirkel schlagt.
Bose Zungen behaupten, daBl sich unter
den Mathematikern besonders viele Men-
schen befinden, die ,,zwei linke Hande" be-
sitzen. Also ist es nicht verwunderlich, dal3
nach der Anwendung des Zirkels durch
einen Mathematiker kein vollkommen run-
des Gebilde auf dem Papier zu sehen ist.
Um sich nicht beim Kreiszeichnen zu bla-
mieren, wurde der Mathematiker diese Ar-
beit germm dem Computer uberlassen. Doch
wir ahnen nun schon, dall auch Computer-
kreise ihre Ecken haben.

Der Befehl zum Zeichnen eines Kreises fur
den KC85/3 (bzw. den KC85/2 mit Zusatz-
modul M 006 BASIC) lautet

CIRCLE A, B, R

wobel A und B die Koordinaten des Mittel-
punkts sind und R der Radius. Damit der
Kreis vollstindig auf den Bildschirm palt,
wahlt man den Radius so, dafl

R=A, R=B und A+ R =319,

B+ R =255

gilt. Doch der vom Computer gezeichnete
Kreis besitzt 4 auffallige Spitzen in den
Punkten (A*R,B) und (A,B*R) (s.
Bild 1 und 2).

Bild 1

Der vom KC85/3 gezeichnete Kreis in der
Umgebung des Punktes (A, B + R) fur

R = 6 (stark vergrdBert)

Wir wollen im folgenden Abschnitt unter-
suchen, wieso der KC85 eckige Kreise
zeichnet und wie man das Programm leicht
abdndern kann, um rundere Kreise zu er-
halten. AuBerdem lieB sich Andreas mit
der Befehlskette

FOR R=0 TO 127: CIRCLE 128,128 R:
NEXT R

konzentrische Kreise zeichnen, die eigent-
lich den letzten Kreis mit Radius 127 voll-
kommen ausfiillen miiBten (s. Bild 2).
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Bild 2

In Wirklichkeit bleiben einige Punkte
weiB, wobei in der Umgebung der beiden
Geraden y =128 und x=128 der Kreis
sehr gut ausgefiillt wurde. Im ibermaédchsten
Abschnitt untersuchen wir, wieso dies der
Fall ist und wieviel Prozent der Punkte in-
nerhalb des Kreises mit R=127 vom KC85
nicht geschwarzt wurden. Im letzten Ab-
schnitt wird ein Verfahren angegeben, wie
man einfacher als der KC85 bei aer Abar-
beitung des CIRCLE-Befehls Kreise mit
dem Computer zeichnen kann.

1. Die Ecken im Computerkreis

Das Unterprogramm CIRCL ist im KC85/3
in Maschinensprache formuliert und wird
bei dem Kommando CIRCLE A,B,R der
Sprache BASIC aufgerufen. Die Idee die-
ses Unterprogramms besteht in der Berech-
nung des in Bild 3 markierten Achtelkrei-
ses in der angegebenen Richtung. Gesetzt
werden dann alle 8 symmetrischen Punkte.

b Y P4
y= -X X=Y
Fe Pe
X
P, Pz
Bild 3 Pa Ps

Will man diese Idee in ein BASIC-Pro-

gramm umsetzen, so konnte es wie folgt

aussehen:

Programm P1

10 FOR X=0TO R/SQR(2): Y
=INT(SQR(R¥R-X*X))

20 PSET A+X B+Y: PSET A-X,B+Y

30 PSET A+X B-Y: PSET A-XB-Y

40 PSET A+Y.B+X: PSET A-Y,B+X

50 PSET A+Y,B-X: PSET A-Y,B—-X

60 NEXT X

Da die Koordinaten der Bildpunkte ganz-

zahlig sein missen, wird Y als die groBte

ganze Zahl definiert, die kleiner oder

gleich \/R2 — X? jst. Jetzt kbnnen wir uns
schon erkldren, woher der Computerkreis

seine Ecken hat: Fir X=0 ist Y=R, fur
X=1 ist

Y= [\/R2 — 1 ] =R - 1. ([Z] ist das mathe-
matische Symbol flir den ganzen Anteil
von Z, d.h. die groflte ganze Zahl, die
nicht grofer als Z ist.) Auch fur X=2 ist
schon fur R=1

R-1zY=[yR?-4 |z yR2-2R +1
=R —-1,d.h. Y=R~-1. Ebenso zeigt man,
daB fur

1=X=[y2R-1] Y=R-1 ist und fir

X=[y2R-1]+1 Y=R-2. Damit

sieht der Computerkreis in der Umgebung
des Punktes (A ,B+R) entspechend dem
Punktraster des Bildes 1 aus. Der Grund
fur die Ecke im Punkt (A,B+R) ist also
der, daB der sich aus dem Satz des Pytha-

goras ergebende Term \/ R? — X? stets abge-
rundet wird. Wiirde man entsprechend den

Rundungsregeln auf ganze Zahlen runden,
d.h. fir N-0,5sZ=N+0,5 (N ganz-

zahlig) auf N, so wire yR2—1 fiir R=2
auf R aufzurunden. Denn es gilt
R2-1>(R-0,5?=R?-R +0,25.
GewoOhnlich wird fir Z =N + 0,5, fur ge-
radzahliges N ab- und ungeradzahliges N
aufgerundet. Will man mit dem Computer
runden, ist es gilinstiger, die Regel
~L=N+0,5 wird stets aufgerundet” zu ver-
wenden. Denn diese Regel 148t sich durch
INT(Z+.5) einfach realisieren.

Wenn wir nun den Befehl fiir Y im Pro-
gramm P1 abwandeln zu

Y = INT(SQR(R¥R — X¥X) +.5),

so verlieren die Kreise ihre Ecken. Anstelle
von Bild 1 wiirde man z. B. das Bild 4 er-
halten.

)
B+R ——=-
|
i
l
[
I
] .
A A
Bild 4

Der mit abgewandelter Rundungsregel
gezeichnete Kreis in der Umgebung des
Punktes (A,B+ R) firR=26

Ein guter Programmierer macht sich auch
Gedanken, wie er sein Programm gestalten
kann, damit moglichst wenig Rechenzeit
bendtigt wird. Zum Beispiel ist das Wurzel-
ziechen eine im Vergleich zum Addieren

oder Subtrahieren sehr zeitaufwendige
Operation. Deshalb wird 1im Unterpro-
gramm CIRCL der ganze Anteil

W = [JZ ] einer Wurzel nach folgendem
Verfahren, das wir wieder aus der Maschi-
nensprache in BASIC ilibersetzt haben, be-
rechnet:
Programm P2
10 W=—-1: D=-1
20 W=W+1: D=D+2: Z=72-D
30 IFZ> =0 AND Z<2 A 15 THEN
GOTO 20
40 REM W IST DIE GESUCHTE
ZAHL
Da Z=R?2—-X? fur R< 128 =27 stets die
Bedingung Z < 2P erfullt, ist fir Kreise, die
voll auf den Bildschirm passen, der Test



2. <2 A15° ohne Bedeutung. In dem Be-
fehl ,,Z=7Z — D“ nimmt D nacheinander
die Werte 1, 3, 5, 7, ... an.

Nun gilt die Formel
1+3+5+7+...+(2N—-1)=N2,

wie man dem Bild 5 unmittelbar durch
Auszihlen der Kastchen in jedem Streifen
entnimmt. Damit besteht also die Idee in

dem Verfahren zur Berechnung von [\/E ]
darin, dal} im Befehl 30 das grote W ge-
sucht wird, fiir das Z — W? = ( gilt.

RN
| 2N

>N

| N P

Bild 5
1+3+5+7+ ...+ (2N —1)=N?

Durch Anfigen eines Befehls wollen wir

erreichen, daB fir ﬁ— [ﬁ] > 0,5 ﬁ

aufgerundet wird. (Der problematische Fall

ﬁ = [ﬁ ] = (0,5 kann fiir ganzzahliges Z
nicht auftreten, denn aus

JZ =05+ [yZ ] wiirde
Z=025+[yZ]1+[VZ]° folgen. Diese
Gleichung stellt aber einen Widerspruch
dar, da alle Summanden in ihr aufler 0,25
ganzzahlig sind.)

Wir erganzen das Programm P2 durch den
Befehl

3S IFZ+W>=0 THEN W=W+1

Er entspricht dem Test Z + W = (W + 1)?,

nach dem bei positiver Antwort ﬁ aufge-
rundet wird.

Nachdem wir gesehen haben, wie sich Pro-
grammierer gern um das Wurzelziehen
driicken, verbliiffit es uns nicht mehr, dal
in dem Befehl 10 des Programms P1 nicht

wirklich R/ \/Z berechnet wird. Stattdessen
wird 182R/256 gebildet. Der Computer
kann uns sehr schnell die Gute seiner Na-

herung angeben:

1/42 ~0,70710678 und
182/256 = 0,71093750.

Wenn man 1/ 1/2_ durch einen Bruch anni-
hern mochte, bieten sich solche mit kleine-
rem Nenner und Zihler an. Schon
99/140 = 0,70714286 ist ein besserer Nihe-
rungswert. (Wie man solche Briiche kon-
struiert, konnen die Schiler der oberen
Klassenstufen in dem Buch von I. M. Wi-
nogradow ,Elemente der Zahlentheorie“,
DVW Berlin 1955, im §1.4 iiber Kettenbri-
che nachlesen.) Aber der Bruch 182/28 hat
den groBen Vorteil, daB in einer Dualzahl-
darstellung keine echte Division durch 28
vorgenommen werden muf. Es geniigt, das
Komma einfach 8 Stellen nach links zu
verrucken.

Verbliiffen kann uns nur, warum nicht

1/\/2_ durch 181/256 =0,70703125 besser
angenahert wurde. Dadurch passiert es,
dall der Punkt (70,70) auf dem Kreis mit
Radius R = 99 gezeichnet wird, wihrend er

bei der Approximation 1/\/2_ ~= 181/256
wegen der prinzipiellen Abrundung
[99-181/256] = [69,996094) = 69 verloren

ginge.

Und wer noch ein paar Eigenheiten des
CIRCLE-Befehls auf dem KC85/3 kennen-
lernen mochte, zeichne Kreise mit

a) R>255 b) 181 <R =255 und

¢) R<181, Y+R>2550derY—-R <.
Er stellt fest, dall a) der Radius kongruent
Modul 256 auf eine Zahl im Intervall
[0:255) verandert wird, b) durch den Test
2L <2 A15% statt gewisser Teile des Krei-
ses Strecken gezeichnet werden und dall ¢)
Kreistelle, die oben oder unten aus dem
Bildschirm ragen wiirden, unten bzw. oben
auf dem Bildschirm erscheinen. Letzteres
bedeutet also, dal3 auch fiir die Y-Koordi-
nate Kongruenzrechnung Modul 256 ange-
wandt wird.

Die Eigenschaft b) lieBe sich sofort behe-
ben, wenn der Test ,Z <2 A 15% wepggelas-
sen oder durch den wirkungslosen Test
oL <2 An16“ ersetzt wird. Denn wegen
R < 256 = 28 ist stets RZ — X? « 216,

2. WeilBle Flecken im Kreis

Nachdem nun Andreas weil, warum die
Kreise auf dem KC85/3 so eckig sind, ver-
steht er aber noch nicht, warum der eckige
Kreis mit Radius 127 nicht durch die ecki-
gen Kreise mit Radien R=0,1,...,126
vollstandig ausgefiillt wird.

Da wir nun wissen, wie der Heimcomputer
Kreise berechnet, betrachten wir im Bild 6
nur den markierten Achtelkreis. Wir wah-
len ein bestimmtes X, z. B. 10, und berech-
nen R so, dal X =[182R/256] ist.

y

f
B+K

|

A+K

Bild 6

A+X

Wir erhalten also R =15 1in unserem Bei-
spiel bzw. allgemein R = 1/2_ X.

Der durch die Formel Y =[yR2-X2?]
(=11) gegebene Wert erfiillt also Y = X,
Wir stellen fur X = 10 erstaunt fest, dal3
der Punkt mit X = Y = 10 also weil} bleibt.
Nun vergrolern wir bei festem X die R-
Werte und erhalten fir die zugehorigen

Werte Y =[yR2—X2| die folgende Ta-

belle:

X = 10

R 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
26 27 ... 49 50 51 52 ...

Y 11 12 13 14 16 17 18 19 20 21 22
24 25 ... 47 48 50 51 ...

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir
uns ja schon tiberlegt, daB3 genau fiir

[V2R -1 ]2 X, d.h. fiir R = (X% + 1)/2

Y =R -1 gilt.

Also brauchten wir die Tabelle ab R = 27
gar nicht mehr zu berechnen, denn wir wis-
sen, dal3 erst ab

(102+1)/2=50,5 die Differenz R-Y
gleich 1 wird. Die Tabelle zeigt uns, daB
neben dem Punkt (A + 10,B + 10) auf der
Geraden x=A+10 noch die Punkte
(A+10,B+15), (A+10,B+23) und
(A +10,B + 49) weil bleiben.

Wir konnen uns nun erkliii'en, warum fiir
kleine Werte von X, d. h. in der Umgebung
der Geraden x = A, die Fiarbung vollstin-
dig erscheint: Fiir kileines X gilt

Y = [\/R2 - X? ] = R — 1 schon fiir relativ
kleines R. Be1 VergroBerung von R um 1
wird Y um 1 vergroBert. Also sind alle
Punkte (A+X,B+Y) mitY=R - 1= (X?
+ 1)/2 pgeschwirzt. Weiterhin taucht die
Frage auf, wieviel Prozent der Raster-
punkte weill bleiben, wenn der Kreis mit
Radius K mit Kreisen vom Radius
R=0,1,2,...,K — 1 ausgefiillt wird. Natiir-
lich kann man mit dem Computer die ein-
fache Aufgabe 16sen, solche Tabellen wie
die obige zu entwerfen und die Zahl der
ganzzahligen Y-Werte mit

X=Ys=s JKz — X? zu bestimmen, die in
ihnen nicht auftreten. Aber wozu den
Computer so bemiithen, wenn es nur um
die Anzahl der Punkte geht? Da die Ab-
stainde zwischen aufeinanderfolgenden
Quadratzahlen wachsen, liegt in dem Inter-
vall

(R - X2, (R+ 1)?-X? mindestens eine
Quadratzahl. Also gilt

[VRZ—X?2 | < [y(R +1)2~ X2 ] und es ist
kein Zufall, daB in der obigen Tabelle nie 2
gleiche Y-Werte auftreten.

Die Zahl der geschwiarzten Punkte
(A+ X,B+Y) fiir festes X ist also gleich
der Zahl der R-Werte in der zugehorigen
Tabelle. Fir den kleinsten R-Wert gilt

R ~ y2 X, fiir den gréBten R = K. Folglich

werden fur festes X rund K — \/2— X Punkte

geschwirzt. Die Anzahl aller schwarzen
Punkte im Achtelkreis ist damit rund

K+(K-+v2)+(&K-2v2)+...
+ (K- [K/y2 ]¥2).
Der grof3te X-Wert im Achtelkreis betrigt

namlich rund K/ \/2_ .

Wegen der Rundung auf ganze Zahlen ist
die obige Summe bis auf eine Abweichung
von maximal K die Anzahl der geschwirz-
ten Punkte. Die Summe ist etwa die Zahl
der Rasterpunkte in einem Dreieck mit Ka-

thetenlangen I(h,/2— und K, d. h. sie ist un-

gefdahr gleich der Dreiecksflaiche K?/ (2\/2_ )
(s. Bild 7).

K/ 12

Bild 7
K/y2
Zur Berechnung von Z K - \/:2_ X
X =0

alpha, Berlin 24 (1990) 5 - 109



Die Zahl] aller Rasterpunkte im Achtelkreis
mit Radius K ist ungefdhr dessen Fliche,
d. h. K%n/8.

Deshalb ist die Anzahl der weillgebliebe-

nen Punkte rund K2(7/8 — 1/(2\/2_)),
d. h. ihr Anteil ist wegen

(/8 — 1/(242))/(n/8) =1 — /8 /m

=~ (),09968369

knapp 10 %. Der Fehler bei der Berechnung
der Punktanzahl von der GroéB8enordnung
K fallt fir groBe K bei Summen der Gro-
fenordnung K*? nicht mehr ins Gewicht.
Wirden wir einen Computer mit unendlich
groem Bildschirm haben, so wiirde sich

dort der Wert 1 — 1/8_ /mt als Grenzwert des
Anteils der nichtgeschwirzten Bildpunkte
fur gegen Unendlich strebendes K ergeben.
Wenn wir in dem vorgestellten Programm
fur die Kreiskonstruktion nur die Run-
dungsregel fiir Y abidndern, dndern sich die
Punkte, die bei der Konstruktion aller kon-
zentrischen Kreise weiB bleiben. Aber die
zuletzt angestellten Uberlegungen fiir
ihren Anteil treffen weiterhin zu, so dal
fiir groBe K wiederum knapp 10 % nicht ge-
schwarzt werden.

3. Ein anderes Verfahren
fur die Kreiskonstruktion

Zeichnet man mit dem vorgestellten
BASIC-Programm zum  Wurzelziehen
einen Kreis mit dem Radius R = 41, so be-
notigt der KC85/3 etwa 38 Sekunden. Ver-
antwortlich ist vor allem das zeitraubende
Verfahren zum Wurzelziehen, das in
einem Programm in Maschinensprache
viel schneller abgearbeitet wird. Wir wollen
nun eine Methode vorstellen, mit der der
Computer Kreise zeichnet, ohne eine Wur-
zel ziehen zu miissen. Fur einen Kreis mit
Radius 41 bendtigt der KC85 in einem
BASIC-Programm nur noch 4 Sekunden.
Das Verfahren wurde im Heft 12/1985 der
Zeitschrift mc auf Seite 84 vorgestellt und
liefert auch ,eckige” Kreise. Wir stellen es
gleich abgedndert vor, damit die Kreise
runder aussehen:
Programm P3
10 Y=R: X=0: W=R¥R+R
2050 wie im Programm P1
60 IF Y<=X THEN STOP ELSE
X=X+1
70 IF X¥*X+Y*Y>W THEN Y=Y-1:
GOTO 20
Die Idee des Programms besteht darin, dall

man sich innerhalb des markierten Achtel-
kreises von Bild 3 von Punkt zu Punkt wei-

tertastet. Ist ein Punkt der Kreislinie ge-
setzt worden, geht man zum rechten
Nachbarpunkt. Ist dieser mehr als 0,5 von
der idealen Kreislinie X? + Y?=R? ent-
fernt, geht man zum darunterliegenden
Punkt. Ansonsten wird dieser Punkt ge-
schwiarzt. So einfach geht es!

In Wirklichkeit geht es sogar noch einfa-
cher, namlich ohne Multiplikation bei der
Berechnung von X? und Y?: Da in der Ma-
schinensprache Additionen und Subtrak-
tionen viel schneller als Multiplikationen
ablaufen, empfiehlt es sich, nur einmal R?
zu berechnen und damit Y?=R? und
X? =0 fiir den ersten Schritt. Die Werte

110 - alpha, Berlin 24 (1990) 5

(Y-12=Y?’-Y—-Y+1 bzw.
(X+1)2=X2+X+X+1

lassen sich aber schnell nur mit Addition
bzw. Subtraktion berechnen, wenn Y2 bzw.
X? bekannt sind.

Die urspriingliche Version in der Literatur
hatte im Befehl 10 W = R¥%*R stehen. Das
hatte zur Folge, daB3 nie Punkte auBerhalb
der idealen Kreislinie gezeichnet werden
und entspricht dem prinzipiellen Abrun-

den in der Vorschrift Y = [yR2 - X? |.
Deshalb ergaben sich die gleichen nichtge-
schwarzten Punkte beim Zeichnen konzen-
trischer Kreise wie beim CIRCLE-Befehl
des KC85/3.

Wir hoffen, daBl ihr an dem von Andreas
aufgeworfenen Problem gesehen habt, daB
es sehr viele Moglichkeiten gibt, um ein
Computerprogramm 2zu schreiben. Aber
um ein elegantes Programm zu schreiben,
bedarf es Erfahrung und mathematischer
Kenntnisse. Wir wiinschen euch viel Spal3
am Computer!

H.-J. Herrler

Losungsvarianten einer
Wettbewerbsaufgabe

vorgestellt von einem Fruhstarter

Ich heiBe Roland Voigt und bin 9 Jahre alt.
Ich gehe in die 4. Klasse der G.-Dimitroff-
Oberschule Bohlen. Mathematik gehort zu
meinen Lieblingsfichern. Bei uns zu
Hause wird sehr viel geknobelt. Von rmnei-
nen Geschwistern (9. Klasse und 1. Stu-
dienjahr Mathematik) habe ich mir schon
viel abgeguckt.

Am alpha-Wettbewerb nehme ich schon
seit der 1. Klasse teil.

In meiner Freizeit spiele ich auBlerdem
sehr gern und haufig Schach.

Mit der Aufgabe Ma 7 m 3026 (Heft 5/89)
habe ich mich einmal ausfiuihrlicher aus-
einandergesetzt.

Zur Erinnerung:

Gegeben sei ein Rechteck ABCD. Zeichne
ein beliebiges gleichschenkliges Trapez
AECF so hinzu, daB AF || CF gilt, F innerer
Punkt von CD ist und £ auf der uber B
hinaus verlangerten Strecke AB liegt. Be-
weise, dall Rechteck und Trapez flachen-
gleich sind.

D F C G

A | R E
1. Ich betrachte die Dreiecke AFD und
BEC.
Es ist BC= AD (gegeniiberliegende Seiten
des Rechtecks),

AF = CE (da das Trapez gleichschenklig
1st) und

A ADF=90°= x CBE.

Also gilt nach ssw: Dreiecke AFD und BEC
sind kongruent, also haben sie auch die
gleiche Flache.

Aypcp = Aupcr t Aurp

= Agpcr + Apec = Aaecr
2. Ich betrachte wieder die Dreiecke AFD
und BEC.

Es ist wie bei 1. BC= AD,

2ADF= x CBE,

AAFD= x BAF (Wechselwinkel) und

A BAF= x BEC (gleichschenkliges Trapez).
Also gilt

A AFD = A BEC, somit auch

xDAF= x ECB.

Es gilt nach wsw: Dreiecke AFD und BEC
sind kongruent. Weiter wie bei 1.

3. Ich betrachte wieder die Dreiecke AFD
und BEC.

Es gilt BC= AD,

AF=CE,

5 DAF=90°— x BAF,

A BAF= x BEC (gleichschenklig) und

5 BEC=90°—- x BCE.

Also gilt: x DAF = x BCE.

Es gilt nach sws: Dreieck AFD und Dreieck
BEC sind kongruent. Weiter wie bei 1.

4. Es gilt BE= CG= DF
Eeichschenkliges Trapez),
AE+ FC= AB+ BE+ FC= AB+ CG + FC

q.e. d.

= AB+ DF+ FC= AB+ DC
=2-A4B,
1 — __——
AAECF=_2_'(AE+ FC)BC_—-AB'BC
= Aipep. q.e. d. R. Voigt

Fiir die Zusendung nicht mehr bendtigter
,alphas“ bedanken wir uns herzlich bei un-
seren Lesemn:

Juliane Scholz, Heiligenstadt;

T. Eidner, Zeulenroda;

Hannes Pluschei, Eiche;

K.-H. Milde, Dresden;

POS Gilow 2041

und Ingolf Thurm, Dresden. Alphons



Ein Schachklub
stellt sich vor

Ob Dienstag, ob Freitag oder Wochen-
ende — im Schillerfreizeitzentrum Pankow
ticken die Uhren. Doch handelt es sich
hierbei nicht um Wecker oder Kuckucks-
uhren — die Schachspieler sind am Werke.
In den Raumlichkeiten des Freizeithauses
PestalozzistraBe 8a wird hart gearbeitet.
Seit vielen Jahren trainiert und kampft hier
die Sektion Schach der ehemaligen BSG
Stahl Niederschonhausen Berlin — beim
Gang durch die Eingangstlir fiilhlen sich
Jung und Alt bereits heimisch.

Diese Sektion — 1m mannlichen Nach-
wuchsbereich ein erfolgreicher . Schach-
klub - nennt rund 100 Mitglieder ihr
eigen. Mehr als die Hidlfte davon besu-
chen noch die Schule — die Férderung von
Nachwuchstalenten 1m Alter von 7 Jahren
an wird hier groB geschrieben. In vier Ar-
beitsgemeinschaften kénnen alle, die Lust
und Zeit dafur mitbringen, die Regeln des
koniglichen Spiels erlernen, die Er6ffnung
und das Mattsetzen iiben und so die
Grundlagen fur eine intensive Beschifti-
gung mit diesem ,Probierstein des Ge-
hirns“ legen. Fur die Besten unter ihnen
besteht die Moglichkeit, in eine der vier
Leistungsgruppen aufgenommen zu wer-
den, die in den Altersklassen 9/10, 11/12,
13/14 und 15/18 am Wettkampfbetrieb des
Deutschen Schachverbandes teilnehmen.
Die sechs ,Bretter, aus denen jede Mann-
schaft besteht, sind heiB umkiampft. Wer
mochte nicht gern ganz vorne sitzen, von
sich sagen konnen, er sei der Beste in sei-
nem Team?! Manch anderer jedoch will
lieber alle Partien gewinnen und ist mit
einem hinteren Platz zufrieden; dort spie-
len die leichteren Gegner. Den grof3ten Er-
folg aber haben natirlich diejenigen, die
sich von Verlusten nicht abschrecken las-
sen und an die Spitze driangen.

Leicht ist die Arbeit oft weder fir den
Ubungsleiter noch fiir seine Schiitzlinge:
zwel mal zwei Stunden Training pro Wo-

che sind kaum nebenbei zu erledigen, dazu
gibt es regelmiaBig Hausaufgaben, die auch

bei den Kleinen schon eine Stunde zusitz-
lich beanspruchen konnen. Die besten Ju-
gendspieler hingegen setzen sich zu Hause
bereits freiwillig oft ganze Nachmittage ans
Brett, um sich notwendiges Wissen anzu-
eignen. Nicht selten machen sie ihren Trai-
nem dann ernsthaft Konkurrenz.

Doch zur Arbeit gehort auch das Vergnii-
gen. Gemeinsame Freizeitgestaltung, Fe-
rienfahrten ins Ferienlager und viele an-
dere Aktivititen belohnen die tidgliche
Miuhe. Hinzu kommen die Erfolge. Eine
Mannschaft, die sich bis ins Finale der be-
sten Sechs zur DDR-Meisterschaft vor-
kiampfen konnte, weill, wofiir sie gearbeitet
hat. Eine Fahrt zu solchem Wettkampf
wird zum Erlebnis, selbst wenn man ohne
Medaillen zuriickkehren sollte. Und die
Chronik des Klubs kann auf Erfolge ver-
weisen. Mit Claudia und Ronny Gaerths
z. B. hat er Spieler in seinen Reihen, die
schon einmal ganz oben auf dem Siegerpo-
dest gestanden haben. Auch zahlreiche
DDR-Vizemeistertitel und andere vordere
Pliatze lassen aufhorchen. Die heutige Ju-
gendmannschaft konnte 1989 nicht nur
DDR-Meister und Pokalsieger in der Al-
tersklasse 13/14 werden, sondern zudem
auch noch den DDR-Pokal 15/16 knapp
aber sicher nach Hause tragen, ein beson-
ders schoner Erfolg!

Doch der Kampf geht weiter! Neue Ziele
werden in Angriff genommen, neue Vorha-
ben erortert. Nach neuen Wegen mull vor
allem bei der Finanzierung gesucht wer-
den, denn Gelder werden knapp, und kein
Kind kann alle Ausgaben selber tragen. In
diesem Sinne hoffen wir, daB3 die gute Zu-
sammenarbeit mit unserem Tragerbetrieb
ZIM Berlin auch in Zukunft fortgesetzt
werden kann und nicht, wie in vielen Be-
trieben vorgekommen, alle Mittel fiir die
Jingsten ausbleiben.

Doch auch viel Positives kann berichtet
werden. Erste Vergleichskimpfe gegen
Westberliner Mannschaften waren fir
beide Seiten ein langersehntes Erlebnis. In
vielen Dingen ist der Schachverband der
BRD anders aufgebaut als der Unsrige —
wertvolle Erfahrungen lassen sich austau-
schen. Auch das Schulschach ist — z. B. in
Westberlin — breiter entwickelt (alpha wird
in einer der niachsten Nummern dariiber
berichten). In der Zwischenzeit werden be-
reits gemeinsame Trainingsiager, Turniere
und Freundschaftskampfe absolviert, von
denen jeder mit vielen neuen Eindriicken
nach Hause geht.

In Zusammenarbeit mit der Schulschach-
kommission des DSV und dem Stadtbe-
zirksschulrat von Berlin-Pankow mochten
wir das Schachspiel vielen Schiilern niher-
bringen. Erste Schritte auf diesem Wege
sollen im September getan werden. Dann

wird auch an Berliner Schulen der positive
Einflull des Schachspiels auf die mathema-

tisch-naturwissenschaftliche  Ausbildung
uberpriift werden k6énnen — nach einer
kleinen Umfrage von mir waren die Kinder
begeistert.

Bereits jetzt zeigt sich diese Kopplung Ma-
thematik — Schach an den Arbeitsgemein-
schaften des Freizeithauses. Nicht wenige,
die dienstags und donnerstags zum
Schachtraining gehen, sieht man am Mon-
tag oder Freitag im Mathematikzirkel.
Ganz im Gegenteil scheint der relativ
hohe Prozentsatz einer solchen Doppelbe-
legung symptomatisch. In beiden AG?’s
wird nicht nur fur das jeweilige Fach trai-

niert, sondern jeder Schiiler nimmt auch
fir das andere etwas mit.

Auch die Mathematik-Arbeitsgemeinschaf-
ten haben bereits viele Talente hervorge-
bracht, die dann zur weiteren Betreuung in
die Mathematische Schiilergesellschaft de-
legiert werden. ,Das Schonste ist“, so ver-
riet mir die Leiterin des Hauses, Renate
Neubert, ,wenn die GroBlen dann trotzdem
noch unserem Zirkel treu bleiben und im-
mer wieder kommen.“

Dem ist nicht viel hinzuzufiigen. Im rasan-
ten Tempo der heutigen Verinderungen
durfen wir die Weiterentwicklung gerade
der Pddagogik nicht aus den Augen verlie-
ren. Neue Wege miissen bestritten werden,
Gutes, Erprobtes darf nicht verlorengehen.
Gerade das Fortschreiten von Wissenschaft
und Technik 148t es als notwendig erschei-
nen, auf diesem Gebiet frithzeitig mit der
Ausbildung zu beginnen. Die Aktivititen
in Pankow sind ein nachahmenswertes Bei-
spiel dafur.

Wir aber mochten uns an dieser Stelle bei
ZIM Berlin und unserem Schiilerfreizeit-
zentrum fir die vielfaltige Unterstutzung
bedanken und unserer Hoffnung Ausdruck
geben, dall sie in dieser neuen Zeit nicht
anderen, vielleicht als wichtiger eingestuf-
ten Dingen zum Opfer fallt!

Ein ganz herzliches Dankeschon geht aber
auch an alle Eltern, die oft weder Zeit noch
Miihe scheuen, um ihren Sohnen und
ToOchtern diese interessante und lehrreiche

Freizeitbeschaftigung zu ermoglichen.
M. Spindler

Trotz Auflosung der BSG beschlossen wir, die-
sen Beitrag zu veroffentlichen. Wir sind der
Meinung, daf eine so gute Sache (wenn auch
unter anderem Namen) erhaltenswert ist.

Eine Fiille von Mattzugen
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Das oberste Ziel im Schachspiel ist be-
kanntlich der Gewinn einer Partie durch
Mattsetzen des gegnerischen Konigs. Im
abgebildeten Diagramm kann eine maxi-
mierte Anzahl von Mattzigen sofort ausge-
fihrt werden.

Wie viele verschiedene Mattziige (LOosungs-
beispiele: Tbé6 oder Df2) sind in dieser

Stellung fiir Weil und Schwarz zu entdek-
ken? H. Riidiger
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Das Rechnen mit

dem romischen
Abakus

Der Abakus war das wichtigste Rechen-
hilfsmittel in der Antike. Die schriftlichen
Zahlendarstellungen, die damals ublich
waren, erlaubten keine gunstigen Berech-
nungsalgorithmen. So verwendeten die
Griechen ihr Alphabet, um Zahlen zu be-
zeichnen (Bild 1).

6 7 B @
r F V4 Il b
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Finer I | r
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Zchner / A N A Y AY = f) 1
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. |

L

Hunderter I 2F ¥ Y ¢ N ¥ 0
I S

¥

Tausender K7 ooy A K o2 - Y it

Bild 1
Die griechische Buchstabenschrift
(nach Literaturhinweis [2])

Diese Zeichen stellen gewissermalBen die
Ziffern dar und man muB fiir alle die Ein-
maleins-Regeln auswendig kennen. Die
Multiplikation

xy v (23 xX52) z.B. erfordert folgende
Teiloperationen:

X V= 0
% p=u
Yy v=gv
pp= g

Ahnlich ungunstig, obwohl viel weniger
Grundzeichen benutzend, sind die romi-
schen Zahlzeichen. Die gleiche Multiplika-
tionsaufgabe besteht dann aus folgenden
Schritten:

XXIII X LII—=XX XL =M,

3

}ﬂ'*‘QT*':Qq "0t g T 5= 00045

III XL =CL,
XX X 11 = XL,
I[II X II = VI,

M+CL+ XL+ VI=MCXCVI.

Der Abakus ist eine besondere Art der
Zahlendarstellung, und zwar eine gegen-
stindliche. Seine urspriinglichste Form ist
die Salaminische Rechentafel. Von den
unterschiedlichsten Abakustypen sind der
romische Handabakus, die russische
Stschoty und der japanische Soroban die
bekanntesten. Die Nachbildung eines ro-
mischen Abakus ist im Bild 2 gezeigt.
Diese Art der gegenstandlichen Zahlendar-
stellung wurde in Japan fiir den Soroban
ibernommen, der bis in die funfziger Jahre
unseres Jahrhunderts hinein weit verbreitet
war. Abakusrechnen war damals Pflicht-
fach in der Schulausbildung. In Japan gab
es Meisterschaften im Abakusrechnen.
Abakusrechner konnten ihre Geschicklich-
keit in Tests und Wettbewerben nachwei-
sen und Titel erwerben.

112 - alpha, Berlin 24 (1990) 5

L‘-.‘"‘ !

Bild 2
Nachbildung eines romischen Abakus

Das Prinzip der Zahlendarstellung auf dem
romischen (bzw. japanischen) Abakus ist
im Bild 3 dargestellt.

tri ['rl [T| rl i'rI |1'l [!'l ' iTI Q’
S e e e i

0 f o0 B
NI

Bild 3
Der romische Abakus
a) Ausgangsstellung b) Darstellung

der Zahl 21 805

Der Abakus besteht aus Staben (bzw. Nu-
ten), die bewegliche Kugeln fihren. Die

Stabe sind durch eine Querleiste in einen
oberen und einen unteren Teil getrennt.

Im oberen Teil befindet sich auf jedem
Stab eine einzelne Kugel, im unteren Teil
sind es vier. Der Fortschritt der Abakusdar-
stellung einer Zahl gegeniiber den schriftli-
chen Zeichen besteht in der Verwendung
eines dezimalen Positionssystems: in der
rechten Spalte wird die Einerziffer angege-
ben, dann nach links fortschreitend die
Zehner, Hunderter usw. In jeder Spalte
wird die gewlinschte Ziffer durch das Her-
anfihren entsprechender Kugeln an die
Querleiste eingestellt, wobei die obere Ku-
gel fiir eine funf, die unteren Kugeln fur
die Ziftern eins bis vier stehen (vgl. die
Darstellung von 21 805 in Bild 3b).

Fur den konstruktiven Aufbau eines zu-
samnmengesetzten Zeichens bei arithmeti-
schen Operationen mit Hilfe des Abakus
gibt es jeweils einen Algorithmus, der ge-
nau die gleichen Elementaroperationen be-
sitzt, wie wir sie beim schriftlichen Rech-
nen benutzen:

1. Additions- bzw. Subtraktions-Operatio-
nen fur die Ziffern,

2. Multiplikations- bzw. Divisions-Opera-
tionen fur die Ziffern (kleines Einmaleins),
3. Ubertragsbildung und Ubertragsverrech-
nung auf der jeweils linken Nachbarposi-
tion.

Durch Anwenden dieser Elementaropera-
tionen lassen sich beliebige arithmetische
Operationen mit Zahlen (die zusammenge-
setzte Zahlzeichen besitzen) exakt ausfiih-
ren.

Zur Verdeutlichung des Rechnens mit dem
romischen (bzw. japanischen) Abakus sol-
len anhand von Beispielen die Addition,
Multiplikation und Division erlautert wer-
den.

Die Addition auf dem Abakus

Es sind die beiden Zahlen 3908 und 279

Zu addieren.
Zunichst -wird der erste Summand 3 908

auf dem Abakus eingestellt:

n P00

=

I3

Die Reihenfolge, in der die Ziffern des
zwelten Summanden 279 positionsgerecht
mit dem ersten Summanden verrechnet
werden, ist beliebig. Man kann also z. B.
die Ziffern des zweiten Summanden auch
so verrechnen, wie sie der sprachlichen
Darstellung entsprechen: zweihundert -
neun — undsiebzig.

Zur Ziffer 9 auf der Hunderterposition
wird 2 addiert. Da sich auf der betrachteten
Position 2 nicht addieren 146t, wird auf der
links benachbarten 1 hinzugefigt (das ent-
spricht +1000) und von der 9 wird 8 abge-
zogen (das entspricht —800). Auf diese
Weise erhalt man die Ziffer 1 und den
Ubertrag 1.1)

+200:

Da die Einerposition grofer als Null wird,
1st so zu verfahren: Auf der links benach-
barten Position wird 1 hinzugefigt (das

entspricht +10) und auf der betrachteten
Einerposition wird 1 subfrahiert.

+9:

TUU g
i B &
: N N

J33--18

Auf der Zehnerposition wird 7 hinzuge-
figt, d. h. die obere Kugel und zwei untere
werden an die Querleiste geschoben. Da-
mit ist die Addition beendet. Das Ergebnis
lautet 4 187.

+70:

Man erkennt an dieser Vorgehensweise,
daB die einzelnen Schritte denjenigen des
heute iiblichen schriftlichen Addierens
dquivalent sind. Von Vorteil ist, daB man
Summanden, die mundlich genannt wer-
den, sofort, noch wahrend des Sprechens

) Bemerkung zur Darstellungsweise: Die
im betrachteten Schritt neu geschobenen
Kugeln werden durch 0 angegeben, die ge-
genuber dem vorherigen Schritt unveran-
dert gebliebenen Kugeln (die sich an der
Querleiste befinden) durch b.



verrechnen kann. Beim schriftlichen Ver-
fahren mubB der gesamte zweite Summand
erst ausgesprochen und aufgeschrieben
sein, ehe die Rechnung beginnen kann.
AuBerdem mufBl die Addition rechts, bei
der Einerstelle beginnend nach links in
strenger Reihenfolge ausgefuhrt werden,
damit einmal notierte Ziffern der Summe
nicht mehr geandert werden miissen.

Die Multiplikation auf dem Abakus

Es sind die beiden Zahlen 23 und 47 mit-
einander zu multiplizieren.

Zur Erldauterung sollen zunidchst die
Schritte der Abakusmultiplikation denen
des schriftlichen Multiplizierens gegen-
ibergestellt werden:

23 x 47

14 /2 X7

21 /A X7
8 /2X4
12 /3 X4
1081

Abakusmultiplikation
23 X 47 bzw. 23 X 47

21}_,. 161
14 98
12 }/
8

1081
schriftliche Multiplikation

Man erkennt, daB3 sich beide Verfahren nur
in der Reihenfolge der zu bildenden Teil-

produkte unterscheiden.

1. Darstellung der beiden Faktoren auf

dem Abakus;

ARCDEFGHTIJ

2. Begonnen wird mit der Einerstelle des
rechten Faktors, d. h. mit 7. Die 7 wird zu-
nachst mit der hochsten Position des lin-
ken Faktors, d. h. mit 2, multipliziert und
das Ergebnis in der Position I eingetragen.

goooo oo
0 0 0 3 8
iR

A RCDEFGHTIUJ

3. Multiplikation von 7 mit der Einerstelle
des linken Faktors und Eintragen des Er-
gebnisses in Position J. Die Einerstelle des
rechten Faktors kann damit geloscht wer-
den.

P BRBRBRS A A
RARRPRAGRR
QHP__DEFGHIJ

4. Multiplikation der Zehnerposition des
rechten Faktors mit der hochsten Position
des linken Faktors. Das Ergebnis wird in
die Position H eingetragen.

A RCDEFGHTIJ

5. Multiplikation der Zehnerposition des
rechten Faktors mit der Einerposition des
linken und Eintragen des Ergebnisses In
die Position 1. Die Zehnerposition 4 kann
damit geloscht werden und die Multiplika-
tion ist beendet. Das Ergebnis lautet 1081.

ARCDEFGHTJ

Division mit dem Abakus

Die Division mit dem Abakus kann prinzi-
piell genauso erfolgen wie man beim
schriftlichen Rechnen verfihrt. Die Aulf-
gabe 6308 :83 wird so gelost, dal man den
gesamten Divisor betrachtet:
6308:83 =76
381
498
498

0
Die erste Teiloperation z. B. lautet 630: 83.
Bei diesem Algorithmus mufl man die
Vielfachen des Divisors im Kopf bilden,
um die Teiloperationen ausfuhren zu kon-
nen. Die Kirze des Algorithmus wird hier
durch den Mehraufwand beim Kopfrech-
nen (Beherrschen des ,groBen“ Einmal-
eins) erkauft. Es gibt aber auch einen Divi-
sionsalgorithmus, bei dem nur die Kennt-
nis des kleinen Einmaleins zur Ausfiihrung
der Teiloperationen erforderlich ist. Insbe-
sondere dieser letztgenannte Algorithmus
wird beim Abakusrechnen benutzt. Er
kann aber ebenso auch dem schriftlichen
Rechnen zugrunde gelegt werden.
Die Division 6308 : 83 auf dem Abakus ge-
schieht folgendermalien.
1. Darstellung des Divisors und Dividen-
den auf dem Abakus:

T T oo I
ﬂ]—'.'_—l_—l__ﬂ_l_—l—&
%Eﬂdéh?ﬂ'éa
' @0 1 0200
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A RCDEFGHTIJ

2. Vergleich der 8 in 83 mit der 6 in 6308.
Da 8 groller ist als 6, wird sie mit 63 in
6308 verglichen. Sie ist 7mal enthalten und
die 7 wird in Position F eingetragen. Nun
wird

7T X8 =356 von 63 abgezogen und es bleibt
7 1n Position H ubrig.

$IHTHHI

ARCDEFGHTIJ

3. Die 3 in 83 wird mit 7 multipliziert und
von 70 in 708 abgezogen.

h

FRcan?aRil

L4 B oo

ABCDEFGHTIJ
4. Vergleich der 8 in 83 mit 49 in 498. Sie
ist 6mal enthalten. In Position G wird 6
eingetragen und das Produkt
6 X 8 =48 wird von 49 abgezogen.

B EREY R BERE
TP HARRAAS

ARCDEFGHTIUJ

5. Die 3 in 83 wird mit 6 multipliziert und
von 18 abgezogen. Es ergibt sich Null an
der Stelle, wo der Dividend eingetragen
war. Die in den Positionen F und G enthal-
tene Zahl 76 ist damit das Ergebnis.

30~
J-- e

Ein weiteres Beispiel soll den Divisionsal-
gorithmus fur einen komplizierteren Fall
erldutern. Es ist 4698 : 54 zu berechnen. In
schriftlicher Form wiirde der Algorithmus
lauten:

4698 : 54 = 987

486

432

378

378
1. Vergleich der ersten Ziffer des Divisors
(5) mit der ersten Ziffer des Dividenden
(4). Da 5 > 4, wird die erste Ziffer des Divi-
sors mit der Zahl aus den ersten beiden
Ziffern des Dividenden (46) verglichen. Sie
ist 9mal enthalten; 9 wird als die erste Zif-
fer des Ergebnisses notiert.
2. Es wird 9 X 54 gebildet und mit der Zahl
verglichen, die aus den ersten drei Ziffern
des Dividenden besteht. Da 486 > 469,
wird die 9 im Ergebnis gestrichen und
durch die 8 ersetzt.
3. Bildung der Differenz 469 — 8 X 54 =17,
4. Die erste Ziffer des Divisors ist 7mal in
37 enthalten.
5. Mit 378 — 7 X 54 =0 ist die Division be-
endet. Das Ergebnis lautet 87.

Die Abarbeitung auf dem Abakus verlduft
in folgenden Schritten:

1. Darstellung des Divisors und Dividen-
den auf dem Abakus*
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2. Die 5 in 54 ist 9mal in 46 von 4698 ent-
halten.

In Position F wird 9 eingetragen.
Von 46 wird 5 X 9 =45 abgezogen.

ABCDEFGHTIUJ

3. Die 4 in 54 wird mit 9 multipliziert, das
ergibt 36. 36 148t sich aber nicht von 19 in
den Positionen H und I abziehen.

4. Es ist eine Korrektur zu vollziehen. Die
O in Position F wird um 1 vermindert. Da-
mit ist in Position H 1 X 5 hinzuzufiigen.

ABCDEFGHTIUJ

5. Die 4 in 54 wird nun mit 8 multipliziert
und das Ergebnis von 69 in den Positio-
nen H und I abgezogen. Man erhilt 37 in

H und I.

L ]
_

ARCDEVFGHTIUJ

6. Die 5 in 54 wird mit 37 in H und I ver-
glichen, sie ist 7mal enthalten. In Posi-
tion G wird die 7 eingetragen und von 37
wird 5 X 7 =35 abgezogen.

)

T U U002 207,

mgﬁ

ABCDEFGHTIUJ

7. Die 4 in 54 wird mit 7 multipliziert und
von 28 in den Positionen I und J abgezo-
gen. Es ergibt sich Null an der Stelle des
Dividenden. Damit ist das Ergebnis der Di-
vision 87.

s A § .

[HRHIT

ABCDEFGHTIUE

Das Wichtigste, worauf beim Multiplizie-
ren und Dividieren mit dem Abakus geach-
tet werden mub, ist die Eintragung der
Teilergebnisse in die richtige Position. Bei
etwas Ubung im Umgang mit dem Abakus
hat man sich jedoch rasch an die Regeln
gewohnt und kann auch komplizierte
Rechnungen sicher und schnell ausfiihren.
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Wie ist der Abakus in die Geschichte der
Rechentechnik einzuordnen? Kann er als
erste mechanische Rechenmaschine be-
trachtet werden? Die Arbeit mit dem Aba-
kus macht sofort deutlich, daB die eigent-
lichen Rechenoperationen im Kopf auszu-
fihren sind, d. h. alle drei oben genannten
Elementaroperationen mufl der Nutzer des
Abakus beherrschen, um arithmetische
Operationen mit beliebigen Zahlen ausfiih-
ren zu konnen. Der Abakus ist lediglich
ein Hilfsmittel, die Zwischenergebnisse,
die bei der Abarbeitung des Algorithmus
anfallen, zu speichern und mit neuen aus
Elementaroperationen erhaltenen Teilre-
sultaten zu verrechnen. Der Abakus ist so-
mit nichts anderes als eine Form der Zah-
lendarstellung, und zwar eine gegenstindli-
che, die dem schriftlichen dezimalen
Positionssystem, das von den Indern ent-

wickelt wurde, vollkommen dquivalent ist.
E. Klett

Literatur:
[1] Beauclair, W. de:
Rechnen mit Maschinen,
Braunschweig 1968.
[2] Klix, F.:
Erwachendes Denken, Berlin 1980.
3] Kojima, T.:
The Japanese Abacus, Tokyo 1954.

Interessante
Flachenvergleiche

Aufgabenstellungen zur IV. Umschlagseite

1. Wieviel Prozent des Flacheninhalts 4,
des Quadrates ABCD betragt der Flachen-
inhalt 4, des Quadrates PORS?

2. Wieviel Prozent des Flicheninhalts A4,
des Quadrates ABCD betragt der Flachen-
inhalt 4, des Rhombus 4APCQ?

3. Wieviel Prozent des Flacheninhalts A,
des Quadrates ABCD betrigt der Flachen-
inhalt 4, des Dreiecks AEF?

4. Wieviel Prozent des Flicheninhalts A
des Rechtecks ABCD betrigt der Flichen-
inhalt 4, des Vierecks BEDF?

5. Wieviel Prozent des Flicheninhalts A4,
des Quadrates ABCD betrdagt der Flichen-
inhalt 4, des Drachenvierecks BPOR?

6. Wieviel Prozent des Flicheninhalts A4,
des Rechtecks ABCD betrigt der Flichen-
inhalt A;,=2-(A, + A,) der schraffiert dar-
gestellten Teilflichen?

7. Wieviel Prozent des Flacheninhalts A4,
des Quadrates ABCD betrdgt der Flichen-
inhalt 4, des Achtecks

P\P,P,P,PsPcP, Py

8. Wieviel Prozent des Flicheninhalts A
der Sternfigur betriagt der Flicheninhalt A,
des Trapezes?

9. Wieviel Prozent des Flicheninhalts 4,
des Quadrates ABCD betragt der Flachen-
inhalt 4, des achtzackigen Sterns
APHQBRESCTFUDVGW?

J. Lehmann

Unzureichende
Informationen?

Stelle dir vor, du wirst Zeuge des folgen-
den merkwlirdigen Gesprichs zwischen
einem Mathematikprofessor (M) und zwei
seiner Studenten (A und B).

M (zu A und B): ,Ich mochte, daB Sie zwei
naturliche Zahlen erraten, die beide groBer
als 1 und voneinander verschieden sind.
Herrm A werde ich ihre Summe ins Ohr flii-
stern, Herrn B ihr Produkt.*

Nachdem dies geschehen ist:

A: ,Ich weill die beiden Zahlen nicht.“

B: ,Ich weil3 sie auch nicht.”

A: Jetzt weil ich sie!*

B:  Jetzt weil ich sie auch!“

Um welche Zahlen handelt es sich?

An der Sektion Mathematik der Leipziger
Universitat werden zu Ehren bekannter
Mathematiker Aufgabenwettbewerbe ver-
anstaltet.

AnlaBlich des 200. Geburtstages von
A. L. Cauchy fand der Wettbewerb 1989
universitatsoffen statt. In diesem Rahmen
stellte Dr. Brock, an dieser Sektion tatig,
die folgende Version der oben gegebenen,
vor Jahren i1n der sowjetischen Schiilerzeit-
schrift ,,Quant“ veroffentlichten Aufgabe
und sorgte so fur heiBe Kopfe und auch
verschiedenste falsche Losungen.

Stelle dir vor, du warst Zeuge des folgen-

den merkwirdigen Gesprachs zwischen
einemn Mathematikprofessor (M) und zwei

seiner Studenten (A und B).

M (zu A und B): ,, Ich mochte, daB Sie zwei
naturliche Zahlen erraten, die beide grofler
als 1 und kleiner als 100 sind. Herrm A
werde ich ithr Produkt ins Ohr flistern,
Herrn B ihre Summe.“

Nachdem dies geschehen ist:

A: ,Ich weil die beiden Zahlen nicht.”
B: ,Das wulite ich schon!"
A: Jetzt weill ich sie!”

B: Jetzt weiB ich sie auch!“

Um welche Zahlen handelt es sich?

Ubrigens — beide Aufgaben sind trotz
scheinbar unzureichender Informationen
eindeutig 16sbar.
Viel SpaBl beim Knobeln und ausreichende
Widerstandsfahigkeit gegen das vorzeitige
Nachsehen bei den LoOsungen wunscht
euch .
Alphons
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Herbst 1989 das interessante Buch mit dem Titel
,<Mathematische Knobeleien mit und ohne
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Dipl. Math. Uta Schmidt und Dr.sc. Werner
Schmidt von der Emst-Moritz-Amdt-Universitit
Greifswald kennt ihr sicher aus der ,alpha“ als
Verfasser von Aufgaben und Artikeln. Erschie-
nen ist soeben eine 2. Auflage des Buches im
Fachbuchverlag Leipzig, eine Lizenzausgabe
wird vom Aulis-Verlag Deubner & Co in diesen
Tagen in die Buchhandlungen ausgeliefert (Ma-
thematische Knobeleien mit und ohne Compu-
ter).

In ithrem Buch behandeln die Autoren Denk-
sport- und Knobelaufgaben. Hiufig ist deren Lo-
sung nur durch systematisches Probieren zu fin-
den, dieser Weg erfordert jedoch vor allem
Rechenfertigkeit und FleiB (und ist daher lang-
weilig). Da Computer sehr schnell mit jeweils
neuen Zahlen die gleiche Folge von Rechenope-
rationen ausfiihren konnen, sind sie bei der LH-
sung derartiger Aufgaben ein niitzliches Hilfsmit-
tel. Die Autoren empfehlen, Computer als ein
Werkzeug zum Losen von Knobelaufgaben anzu-
wenden. Anhand zahlreicher Beispiele zeigen sie
aber auch, dal dieses wunderbare Werkzeug
Computer logisches Denken und mathematische
Analyse nicht ersetzen kann. Manchmal ist eine
klassische Losung kiirzer und eleganter! Sehr
schon wird an Beispielen erliutert, daB Computer
nicht ginzlich genau rechnen. Die Rundungsfeh-
ler sind oft zu vernachldssigen, fihren aber

manchmal direkt zu ,Computerkatastrophen“.
Das alles konnt ihr selbst in diesem Buch nachle-

sen, das Lothar Otto aus Leipzig treffend illu-
strierl hat.

Bei der Lektiire sind die Losungen vieler Aufga-
ben mit und auch ohne Computer nachzuvollzie-
hen. Das Buch ist auch fiir Arbeitsgemeinschaf-
ten und Computerklubs niitzlich. Und hier eine
Kostprobe:

Auf einer Reise konnte Sindbad beim Kénig von
Sarandib einen wunderbaren Wiirfel bestaunen,
der aus vielen kleinen, untereinander gleich gro-
Ben Goldwiirfeln zusammengesetzt war. Als der
Koénig von den Schwierigkeiten bei der Teilung
des Mosaiks horte, bat er Sindbad, ihm zu helfen.
Es war sein Wunsch, daB jeder seiner Sohne
einen gleich groBen Wiirfel aus den Goldbaustei-
nen gefertigt bekime. Sindbad zahlte schnell die
kleinen Bausteine in des Konigs groBem Wiirlel,
es waren weniger als 500 in jeder Kante. Dann

uberlegte er lange und sagte, daBl eine Teilung
ohne Rest auf gar keinen Fall zu machen sei.
Sindbad bot sich aber an, die Aufgabe zu lésen,
wenn er die iUbrigbleitbenden Bausteine als An-
denken an Sarandib behalten diirfe. Es wiirden
auch hdchstens 5 kleine Goldwiirfel iibrigbleiben
und jeder zu bauende Wiirfel bestande aus weit
mehr als einhundert kleinen Goldbausteinen.
Wieviel S6hne hatte der Kénig und wieviel Gold-
wiirfel erhielt Sindbad? Aus wieviel kleinen Wiir-
feln war des Kdnigs groBer Wiirfel zusammenge-
setzt? Beachtet, daB der KOnig mindestens zwei
und hochstens sieben S6hne besaB.

A. G. Konforowitsch/St. Galina

Logischen Katastrophen auf der Spur
Bestell-Nr. 5475763 Preis: 16,00 DM

Dieses Buch umfaBt 178 Aufgaben aus den Ge-
bieten der Arithmetik, Algebra und Analysis,
Geomeltrie und Logik. Jede Aufgabe enthilt
einen versteckten logischen Fehler, der auf einer
Stufe der Uberlegungen entstand und widersin-
nige Ergebnisse bedingte. Der Verfasser analy-
siert die aus der Geschichte bekanntesten Para-
doxa und gibt mogliche Losungswege an.

Der MANZ-Verlag Miinchen empfiehlt:

H.-D. Homschuh (Hrsg.)
Internationale Mathematikolympiaden

Drei Bande simtlicher Aufgaben der Olympiaden
von 1959 bis 1988 mit ausfiihrlichen Losungen
Manzbuch 358/359/820 Preis: je 21,80 DM

H. Sewerin (Hrsg.)
Mathematische Klausuraufgaben

Sammlung simtlicher Aufgaben mit Losungen,
die bei der Auswah] der BRD-Mannschaft fur die
Internationalen Mathematikolympiaden gestelilt
wurden (1977 bis 1985)

Manzbuch 821 Preis: 15,80 DM

Der Sportverlag empfiehit:

Reihe: Schacherdffnungen im Uberblick

E. Gufeld/N. Kalinitsch,enko

Offene Spiele
Spanisch bis Konigsgambit
Bestell-Nr.: 6718480

Halboffene Spiele

Franzosisch bis Caro-Kann
Bestell-Nr.: 6718499

Halboffene Spiele
Skandinavisch bis Sizilianisch
Bestell-Nr.: 6718608

Preis: 12,00 DM

Preis: 12,00 DM

Preis: 13,50 DM

Geschlossene Spiele

Damengambit bis Reti

Bestell-Nr.: 6718501 Preis: 15,00 DM

Geschlossene Spiele

Nimzowitsch-Indisch bis Hollandisch
Bestell-Nr.: 671 8616 Preis;: 15,00 DM

Preis fur alle 5 Bande: 60,00 DM

Im Eigenverlag erschienen:

A. Halameisar
Mathematik? - Amiisant!

Ein unterhaltsames Lesebuch, in dem der Leser
neue Begriffe und Tatsachen, ungewdhnliche
Methoden zur Losung von ,nichtstandardgemi-
Ben“ Aufgaben in lustiger Formm kennenlernen
kann.

Preis: 13,00 DM (bei Samnmelbestellungen ab
10 Exemplaren 8,00 DM)

Zu bestellen bei Dr. M. Réhr, Alte Salzstr. 110,
7062 Leipzig
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XXIX. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)

Erfurt, Mai 1990

Olympiadekiasse 10

291041 Gegeben seien drei Geraden g, A,
J 1n einer Ebene; keine zwei dieser Gera-
den seien zueinander parallel; kein Punkt
der Ebene liege auf allen drei Geraden. Ge-
geben sei ferner eine Linge a. Gesucht ist
fur jede solche Vorgabe von g, h, j, a die
Anzahl aller derjenigen Kreise ¢, die die
folgenden Bedingungen erfillen:

(1) Der Kreis ¢ schneidet jede der Geraden
g, h,j in zwei Punkten G,, G, bzw. H,, H,
bzw. J,, J,.

(2) Es gilt G,G, = H H,=J,J, = a.

291042 Von zwei reellen Zahlen werde
gefordert: Die Summe aus den Reziproken
der beiden Zahlen und dem Reziproken
des Produktes der beiden Zahlen betragt 1.

Man ermittle alle diejenigen Werte, die
sich als Summe s zweier derartiger Zahlen
ergeben koOnnen.

von den nachstehenden  Aufgaben
291043A und 291043B ist genau eine aus-
zuwahlen und zu losen.

291043A Man beweise die folgende Aus-
sage:
Die Folge (2" —1) (n=1,2,...) enthalt fur
jede beliebige Zahl z einen Abschnitt, des-
sen Linge groBer als z ist und in dem keine
Primzahl vorkommit.
Hinweis: Ist (a,) (n=1,2,...) eine Folge
und sind k=1 und m naturliche Zahlen,
sO heilt das k-Tupel (a,+y, An+2, ...
an+ ) eln Abschnitt der Folge (a,) und k
seine Linge.

291043B Gegeben seien flinf Punkte A,
B, C, D, E. Sie seien so im Raum gelegen,
daB keine vier dieser finf Punkte in einer
gemeinsamen Ebene liegen und dal3 keine
zwel Yerbindungsstrecken von je zwel ver-
schiedenen dieser funf Punkte einander
gleichlang sind.

Ermitteln Sie fiir jede Lagemoglichkeit
derartiger Punkte die Anzahl aller verschie-
denen Polyeder, die genau die funf Ecken
A, B, C, D, E haben!

Dabei seien zwei Polyeder genau dann als
voneinander verschieden bezeichnet, wenn
es keine Drehung und keine Spiegelung
gibt, die das eine Polyeder in das andere
uberfuhrt.

Hinweis: Ein Polyeder ist ein Korper endli-
cher GrdBe, dessen Oberfliche aus ebenen
Vielecken besteht.

291044 1In jedes leere Kistchen des Bil-
des soll eine natiirliche Zahl so eingetragen
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werden, dald in jeder Zeile und in jeder
Spalte eine (filinfgliedrige) arithmetische
Folge steht.

IO
G0
]I
OO0
[HOOIC0d

Ermitteln Sie alle Eintragungen, die diese
Forderung erfiillen!

291045 Ermitteln Sie eine Verteilung von
finf verschiedenen Punkten auf die Fliache
eines gleichseitigen Dreiecks (einschlieB-
lich seines Randes), bei der der kleinste
Abstand zwischen zwei verschiedenen die-
ser Punkte moéglichst grol wird!

291046 Das Bild stellt in senkrechter
Eintafelprojektion ein Polyeder dar, das ge-
nau die Punkte 4, B, C, D, E als Ecken
hat. Die Bildpunkte 4’, B, C’, D’ sind die
Eckpunkte eines Quadrates mit gegebener
Seitenlidnge a, der Bildpunkt E’ ist der Mit-
telpunkt dieses Quadrates.

D’ C 0.E
AL
A g’ 8

Im beigefiigten HohenmaDBstab ist a die

Hohe von D und E iber der von B, und %

ist die Hohe von 4 und C tber der von B.
Beweisen Sie, daB es bis auf Kongruenz ge-
nau ein Polyeder gibt, auf das diese Be-
schreibung zutrifft! Ermitteln Sie das Volu-
men dieses Polyeders!

Olympiadeklassen 11/12

291241 Fir jede reelle Zahl a untersuche
man, ob die Gleichung

a+‘\/a+‘Ja+\/a+3/f_=x (1)

(mindestens) eine reelle Losung x hat, und
ermittle alle reellen Losungen der Glei-
chung (1).

291242 Ein Waldstiick werde durch eine
Strecke CD begrenzt (siche Bild). In derje-
nigen Halbebene, die von der Geraden
durch C und D begrenzt wird und in der
das Waldstuck nicht liegt, befinde sich auf
der durch C senkrecht zu CD gehenden
Geraden ein Hase in einem Punkt 4 und
ein Wolf in einem Punkt B zwischen A4

und C. Dabei sei AB=BC=aund CD= Sa
mit einer gegebenen Linge a.

@ ;
c Q,n, 0

Waold
797

Der Hase laufe geradlinig mit konstanter
Geschwindigkeit vom Punkt 4 zu einem

von 1hm gewidhlten Zielpunkt X der
Strecke CD. Der Wolf kann hochstens halb
so schnell laufen wie der Hase. Der Hase
werde genau dann unterwegs vom Wolf ge-
fafit, wenn die Strecke AX einen Punkt H
enthalt, den der Wolf gleichzeitig mit dem
Hasen oder sogar eher als der Hase errei-
chen kann.

Man ermittle alle diejenigen Punkte X auf
CD, bei deren Wahl als Zielpunkt der Hase
erreicht, dall er nicht unterwegs vom Wolf
gefal3t wird

291243 Man beweise: Zu jedem System
(a, b, ¢, d) von positiven ganzen Zahlen a,
b, ¢, d, die den Bedingungen
a-b=c-dund a + b= c— dgeniigen,
gibt es ein rechtwinklipes Dreieck, dessen
Seitenlingen, in cm gemessen, simtlich
ganze Zahlen als Mafizahlen haben und

dessen Flicheninhalt, in cm? gemessen, die
Maflzahl a - b hat.

291244 Man ermittle alle diejenigen Tri-
pel (x,y, z) natiirlicher Zahlen x, y und z,
die das folgende Gleichungssystem (1), (2)
erfullen:
x+2y’-3z=17, (1)
xt=3y+2z= 9. (2)

291245 Die Ecken eines Wiirfels mit ge-

gebener Kantenlinge a seien wie im Bild

mit A, B, C, D, E, F, G, H bezeichnet. Die
Ebene, in der 4, B, C, D liegen, sei &, die
Ebene, in der B, C, G, F liegen, sei &, ; die
Gerade durch A und den Mittelpunkt M
des Quadrates BCGF sei g genannt.

Man beweise, da3 es unter allen Strecken,
die einen Punkt von &; mit einem Punkt
von &, verbinden und deren Mittelpunkt



auf g liegt, eine Strecke von Kkleinster
Linge gibt. Man ermittle diese kleinste

Lange.

291246A In zwei Umen A4 und B befin-
den sich insgesamt genau m rote und ge-
nau n blaue Kugeln. Die Gesamtzahl der
Kugeln ist groBer als 2; mindestens eine
der Kugeln ist rot. Zu Beginn enthilt A4
alle roten und B alle blauven Kugeln.
Indem nacheinander abwechselnd aus A4
und B jeweils eine zufillig ausgewihlte
Kugel herausgenommen und in die andere
Urne hineingelegt wird, sollen die Kugeln
vermischt werden. Begonnen wird mit der
Entnahme aus Ume A.

Man ermittle alle diejenigen Paare (m;n)
von Anzahlen m und n, bei deren Vorgabe
die vierte umgelegte Kugel mit der Wahr-

C . |
scheinlichkeit £ rot ist.

Hinweis: Enthalt eine Urne genau Z Ku-
geln, so wird hier unter zufalliger Auswahl
einer Kugel verstanden, daB fiir alle Z Ku-
geln die Wahrscheinlichkeit ihrer Auswahl

. 1 ;
gleich — ist. Werden allgemeiner von M

moglichen Ereignissen G als glinstig“ und

M- G als ,unginstig“ angesehen, und

sind alle M Ereignisse gleichwahrschein-

lich, so ist die Wahrscheinlichkeit fur das

Eintreten eines ,gilnstigen“ Ereignisses

leich o

gleich —+.

291246B Man ermittle fiir jede natiirliche

Zahl n mit n > 1 alle diejenigen Funktio-

nen f, die mit dieser Zahl rn den folgenden

Bedingungen (1), (2), (3) geniigen:

(1) Die Funktion f ist fiir alle reellen Zah-
len x definiert.

(2) Die Funktion f ist an der Stelle x =0
stetig.

(3) Fir jede reelle Zahl x gilt
n-f(nx)=f(x)+ nx.

Die Losungen werden im Heft 6/90 veriffent-
licht,

Die XXIX. OJM fand nun schon traditions-
gemadl an der Padagogischen Hochschule
,Dr. Theodor Neubauer“ Erfurt statt. Dies-
mal nahmen 174 Teilnehmer, darunter 22
Maiadchen an dem Wettstreit teil. Der Vor-
sitzende der Jury Prof. Dr. G. Burosch
(Universitdt Rostock) gab in seiner Eroff-
nungsrede einen Uberblick iiber die Ge-
schichte der Olympiadebewegung. Viele
namhafte Mathematiker haben ihre ersten
Beruhrungen zur Mathemnatik der Olym-
piade zu verdanken. In seiner Festrede zur
Siegerehrung forderte Prof Dr. E. Hertel
(F.-Schiller-Universitdt Jena) die Mathe-
matikeleven zum Studium der Mathematik
als der Konigin der Wissenschaften auf.

Angeregt durch die Delegationsleiter und
unterstutzt durch die teilnehmenden Schii-
ler wurde durch das Zentrale Komitee
Olympiade Junger Mathematiker an den
Minister fur Bildung und Wissenschaft
Prof. Dr. Meyer ein Brief gerichtet, in dem
er bei der Durchfithrung der 30. Olympiade
um Unterstiitzung gebeten wurde. Neben
dem ,Bundeswettbewerb Mathematik®

sollte in Zukunft unser Klausurwettbewerb
als eine Moglichkeit eines Leistungsver-
gleiches erhalten bleiben.

Alle Teilnehmer, Lehrer und Hochschul-
lehrer sprachen sich fur die Beibehaltung
der Talenteforderung auf mathematischem
Gebiet aus.

Erste Preise in der Klassenstufe 10 erhiel-
ten: Michael Herrmann (Spezialschule
»C. F. GauB“, Frankfurt/O.), Ulrich Miiller
(E.-Thialmann-OS, Rochlitz, Schiller der
Klasse §8), Julia Kempe (Spezialschule
,H. Hertz®, Berlin), Riidiger KrauBBe (Spe-
zialschule , F. Engels“, Riesa) und Remo
Brandt (Spezialschule Rostock).

Ein erster Preis in Klasse 11 wurde an Mi-
chael Dreher (Spezialklasse, M.-Luther-

Universitat Halle) vergeben.
In Klasse 12 erhielten Tobias Franke,

Astrid Mirle (beide Spezialschule . F. En-
gels“, Riesa) und Thomas Mautsch (EOS
J. W. v. Goethe®, Liibben) erste Preise.

In den 11kopfigen Kader fir die IMO in
China wurden die Schiller Riidiger Belch
(Chemnitz), Frank Schneegal3 (Erfurt) aus
Klasse 10, Raymond Hemmecke (Erfurt)
aus Klasse 11 und Michael Dreher (Halle),
Tobias Franke (Dresden), Astrid Mirle
(Dresden), Thomas Mautsch (Cottbus), Jan
Fricke (Neubrandenburg), Ingrid Voigt
(Leipzig), Torsten Erhardt (Chemnitz) und
Stefan Liebscher (Potsdam) berufen.

Dr. W. Moldenhauer

Inst. f. Math. der Padag. Hochschule
Erfurt

aus: Funktio, Helsinki

LOosungen

Losungen zu: Kuriose Identitaten
Heft 4/90

1. a)W=%M;4‘r=M;4“=m;
m =256
b) %=%M;BT=M;8“=m3;
m=256
2. 3m =5 m'; 33m = m; 3 = {m

m="1729.

Losung zu: Der Sechs-Bahnen-Rock
Heft 4/90

Vorgegeben war die Gleichung
28 +5=92 cm, in der S die Linge der gro-
Beren Sehne ist und s die der kleineren.
Um eine zweite Gleichung mit diesen bei-
den Unbekannten zu bilden, missen wir
die Linge des Lotes a von der oberen Ecke
des Schnittes auf die Webekante ermitteln,
denn S+ 25=92cm — 2a4. Dieses Lot ist
die Gegenkathete des Winkels o« = 10° im
rechtwinkligen Dreieck mit der Hypote-
a

700111;

nuse /=70cm. Also ist sin10° =

a=70cm-sin10° a=12,15cm.

Das Gleichungspaar lautet jetzt:
285+s5s=92cm, S+25=677cm.

Fur die Schnittkonstruktion ist nur die
Linge der groBleren Sehne erforderlich,
denn sie ist die Grundlinie eines gleich-
schenkligen Dreiecks mit den Basiswinkeln
f=p"=80°. Die freien Schenkel schnei-
den sich im Mittelpunkt der beiden kon-
zentrischen Kreisbogen. Man wird deshalb
im o0.a. Gleichungssystem s eliminieren
und erhalt, aufgerundet: S = 38.8 cm.
Zum SchluB ein Hinweis fiir diejenigen,
die diese Aufgabe nicht nur mathematisch,
sondern auch praktisch 16sen wollen:

Man steckt das Papier, aus dem der Schnitt
hergestellt werden soll, lings gefaltet so auf
dem Teppich fest, daB eine Gerade im Tep-
pichmuster die Bruchkante (= Symmetrie-
achse des Schnitts) verlangert. Auf einer
Senkrechten zur Bruchkante markiert man
das Ende der halben Sehne (19.4 cm) und
errechnet mit Hilfe der Tangensfunktion
die Lange der Mittelsenkrechten:

tan 10° = lg’icm;
194cm
h o 10° 110 cm.

S0 ist die Gefahr der Ungenauigkeit, die
sich aus dem GroBenverhiltnis zwischen
den handelsliblichen Winkelmessern und
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den Schnittmaflen ergibt, geringer. Als Zir-
kel fungiert wieder ein MafBlband, besser
ein MetallmaBband. Hella Genau

Losungen zu:
Gardinen fiir ein Blumenfenster

1. Wenn die Gardine mit Riische an den
Seiten wieder die Linge der Stoffbreite ha-
ben soll, muB die Schnittlinie in 0,25 m
Abstand (Riischenbreite) von der einen
Webekante beginnen und in ebendiesem
Abstand von der anderen Webekante en-
den. Die erfragte Differenz zwischen der
kiirzesten und der lingsten Stelle der Gar-
dine betriagt demnach:
d=1,40m—-2-0,25m =0,90 m.

|
g

C
2. Bestimmungslinien fiir den Kreisbogen-
mittelpunkt sind
— die Verlingerung der seitlichen Schnitt-
kante (als Senkrechte auf einer Tangente
im Beniihrungspunkt),
— die Mittelsenkrechte auf der Kreis-
bogensehne.

3. Um die Riischenldnge ! zu berechnen,
mussen der Radius r und der Zentriwinkel
y an einem der Kreisbogen ermittelt wer-
den. Verbindet man die beiden Endpunkte
der Schnittkurve zur Strecke 4B und fillt
von deren Mittelpunkt M aus das Lot mit
dem FuBpunkt F’ auf eine Seitenkante, so
erhilt man mit ABMF ' ein rechtwinkliges
Dreieck, das dem AMCF ihnlich ist.
(X F'BM und x FMC sind als Basiswinkel
im gleichschenkligen Dreieck kongruent.)
Folglich ist auch

5 BMF' = x MCF=-"L.

5 Im ABMF’ sind

die Katheten bekannt:
MF’ = 2’731]1 =1,35m und

F'B= —g— = (0,45 m (vgl. Aufgabe 1.

M_ithin betragt die Linge der Hypotenuse
MB, die zugleich Sehne des Kreisbogens
1st,

s = 1/(1,35 m)2+(0,45m)? =1,423 m

und fiir —2’—’- = x BMF’ gilt:

y 045m 1 5
t — —_— T —  —— -
= 13sm 32 184
y = 36,86°.

Der Kreisbogenradius 148t sich am einfach-
sten mit Hilfe der Seitenverhiltnisse in
den dbnlichen Dreiecken ermitteln.

r'—s—=3'£- ___.5'2_2,0251112_
2 2" d T 09m °
r=225m

118 - alpha, Berlin 24 (1990) 5

Die Linge ! der Rische ist das Vierfache
der Lange des Kreisbogens, also

4 2ray
[=4 360° = 5,80m.
4. Fur die Sinuskurvenvariante muB3 man
sich den Koordinatenursprung im Punkt M
vorstellen und die Abszissenachse als Par-
allele zu den Webekanten. Der Bogen von
A bis M entspricht dem 4. Quadranten
einer Sinuskurve. Fiir den sich anschlie-
Benden ersten Quadranten brauchen wir
die Wertetabelle nicht fortzusetzen, son-
dern nur die fir den 4. Quadranten berech-
neten Abstinde von der anderen Schnitt-
und der anderen Webekante aus zu messen
(Zentralsymmetrie!). Diese Methode ist
auch wegen der Linge des MaBbandes -
1,50 m - glinstiger.

il

Ein Abstand von 0,15 m auf der Abszissen-
Achse bzw. von der linken Schnittkante —
vgl. die begonnene Wertetabelle — bedeu-
tet einen Winkelzuwachs von 10°; und dem

Sinuswert 1 in der ,, Normalkurve“ entspre-

d

chen 5= 0,45m im gegebenen Rechteck.

Damit ist der Koeffizient von sin o gege-

ben. Nun ist noch der Abstand der gedach-
ten Abszissenachse von der Webekante zu

addieren:
y=045m-sinx+0,45m + 0,25 m;
y=0,45m-sina + 0,70 m.

X o y

0,15m| —80° | 0,26 m
0,30 m} —-70° | 0,28 m
045m| —-60° | 0,31 m
0,60m| —50° | 0,36 m
0,75m| —40° | 0,41 m
0,90m| —30° | 0,48 m
1,05m| —20° | 0,55m
1,20m| —-10° | 0,62m

Zur Entscheidung fiir eine der beiden
Losungen

Herstellungstechnisch einfacher ist das
Messen der Abstinde bzw. der Koordina-
ten der Punkte auf unserer Sinuskurve. Um
die Kreisbogenlinie zu zeichnen, braucht
man, selbst wenn man den Stoff quer zu
den Webekanten faltet und zum Zeichnen
des zweiten Kreisbogens umwendet, eine
Arbeitsfliche von mindestens 135m
2,95 m (Radius + halbe Stoffbreite). Er-
schwerend kommt hinzu, daBl das MaB-
band als ,,Zirkel“ zu kurz ist.

Auch optisch gebiihrt der Sinuskurve der
Vorzug: Wir empfinden diese Linie als
schon, wohl weil mancherlei natiirliche
Wellen die Form einer immer wiederkeh-
renden Sinuskurve haben.

Daf} Hella die Riischenlinge fiir die Kreis-
bogenlinie berechnet hat, war nicht ganz
uberfliissig. Beim Vergleich der Zeichnun-

gen sagt 1hr das Augenmal, daB3 die Sinus-
kurve keinesfalls linger, sondern ein wenig
kurzer ist als die Kreisbogenlinie. Die auf-
gerundeten 5,80 m werden also ausreichen,
aber auch nicht viel Abfall ergeben.

Fir welche Variante Hella sich auch ent-
scheidet — sie hat mit ihrer Knobelei fast
die Hilfte Stoff eingespart.

Losung zu: Was vertauscht
der Spiegel wirklich?

Der Spiegel vertauscht in Wahrheit vorn
und hinten. Dagegen bleibt was rechts
liegt, und oben bleibt oben.

Ldsungen zu:
LafBt sich der Zufall berechnen?
Teil 3
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Wirfel )
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b Py Py

Im Venn-Diagramm sind die Ereignisse
Es), und (), F, durch Schraffieren hervorge-
hoben.

Al15A Fir jede der gerade in der Ume
befindlichen Kugeln ist es jeweils gleich-
wahrscheinlich, herausgenommen zu wer-
den. Da urspriinglich in der Ume 7 rote
und 4 gelbe Kugeln sind, ist die Wahr-
scheinlichkeit, beim 1. Teilversuch eine

7

rote Kugel zu ziehen, gleich 11 Um da-

nach beim 2. Teilversuch eine gelbe Kugel

zu ziehen, betriagt die Wahrscheinlichkeit

4

10 denn es sind noch 10 Kugeln in der

Urne, von denen 4 gelb sind. Die Wahr-
scheinlichkeic, zuerst eine rote und danach
eine gelbe Kugel zu ziehen, ist also

7 4
PIRG)=37"70"




IL.aut Venn-Diagramm sind die zum zufalli-

gen Doppelversuch gehorenden Ereignisse
EQy=RR U RGund Q). F, = RGu GG
nicht unabhangig.

ZTVQ R G

7 4

1 11

ZTV{ R R G
7,6 \__ 4.7 \ﬂé
1 10 “# 10 11 10 #1710

Al6a E\F, E,F, EF,, E\F,, E)F,,
E F,

Al a
P(AB)
= P(E\F,) + P(E,F;) + P(E;F))
t P(E\Fy) + P(E,F,) + P(E3F,)
=P(E)) P(F) + P(Ey) - P(Fy)
+ P(E;) P(F;) + P(E,): P(F,)
+ P(Ey) - P(Fy) + P(E3) - P(F,)
=[P(E) + P(Ey + P(E;)]-[P(F)
= P(4)  P(B)

1 1 1
: + + - — —
(0,05 + 0,05 +0,1) (6 + 6) T

+ P(Fy)]

L.Oosungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Verflixte Wurfel

Bei einem Wirfel miissen wenigstens 6
Augen und konnen hochstens 15 Augen
gleichzeitig sichtbar sein. In unserer An-
ordnung fehlen also die Wiirfel mit 8
Augen, 13 Augen und 14 Augen. Da es bei
keinem Wiirfel eine Lage gibt, bei der
gleichzeitig 8 Augen oder 13 Augen zu se-
hen sind, weil die Summe der Augen
zweler Gegenseiten stets 7 betrdgt, fehlt in
der Anordnung somit der Wirfel mit 14
Augen.

Bunte Kugeln

Wenn eine griine Kugel so schwer wie zwei
rote Kugeln ist, dann sind drei grune Ku-
geln so schwer wie sechs rote Kugeln.
Wenn eine rote Kugel so schwer wie zwei
blaue Kugeln ist, dann sind sechs rote Ku-
geln so schwer wie zwolf blaue Kugeln. So-
mit sind zwolf blaue Kugeln so schwer wie
drei griine Kugeln.

MilBlbrauchte Streichholzer

Diese Aufgabe hat, wie die folgenden Ab-
bildungen zeigen, zwei Losungen.

1. Losung: VI + II=VIII

2. Losung: IV + II1=VI]I

Neun Neunen
999 + 999:999 = 1000

Etliche Dreiecke
125 Dreiecke

Sf(x,y)=@(s). Es ist

Fehlende Ziffern

Fir die Einerziffer, Zehnerziffer und Hun-

derterziffer stehen die acht Ziffern von 1
bis 8 zur Verfligung. Es gibt

8 = 8§ einstellige Zahlen,

8-8 = 64 zweistellige Zahlen,

8-8-8 =1512 dreistellige Zahlen,
zusammen also 584 Zahlen zwischen 1 und
1000, die weder die Ziffer 0 noch die Ziffer

9 enthalten.

Fatale Verwandtschaft
Die Onkel sind entweder zwei Brider von

Peters Vater oder zwei Briider von Peters
Mutter.

Verschiedene Wege
70 Wege

Komischer Kreis

Es gilt A = u, also nr? = 2mr,

woraus r = 2 (Zentimeter) folgt.

Die Probe, 4 = m-2? = 471 (Quadrat-
zentimeter) und u=2m-2=4n
(Zentimeter) zeigt, dall die gemeinsame
MaBzahl 4m 1st.

Fatales Mobile

Werden die Dreiecke, Fragezeichen,
Kreise, Quadrate und Stabe mit D, F, K, O
und S bezeichnet, dann lassen sich aus der
Abbildung funf Gleichungen darstellen:
D+20=S+2K+2F, =K+ S,
O0=D+K,3K+D=25+Q+2F,
Q=98+ 2F, woraus sich F= D ergibt.

An die Stelle des Fragezeichens miissen
Dretecke.

Losung zur Schachecke

WeiB und Schwarz konnen aufgrund der
spiegelbildlichen Steliung jeweils mit 34
verschiedenen Zigen mattsetzen.

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. Mandshavidze

Wir verbinden die Punkte (x,,y;) und
(x,,y,) durch einen stiickweise geradlini-
gen Linienzug L mit endlich vielen Rich-
tungsanderungen (,gebrochene Strecke“),
der vollstindig innerhalb von K liegt. Die
Funktion f(x,y) kann auf L als MaB des
von (x;,y;) zuriickgelegten Weges s auf L
betrachtet werden, d. h.

bekannt, dal
@(0) <0 und ¢@(1) >0 gilt, wobei A die
Lange von L ist. Deshalb muB es ein s, ge-
ben, 0 <5y < 4, so daB ¢@(sg) = 0 ist.

Dem entspricht auf L ein Punkt

(xp,¥0) € K mit f(xo,y5) = @(s5) =0

Da wir nun unendlich viele ,gebrochene
Strecken® von (x;,y;) nach (x,,y,) im
Krets K finden, die paarweise keine weite-
ren gemeinsamen Punkte besitzen, so gibi
es auch unendlich viele verschiedene
Punkte im Kreis X, in denen die Funktion
f(x,y) den Wert Null annimmt. q.e.d.

Losungen zur Sprachecke

Al A Ein schwieriger Erbfall
Ein Landbesitzer verfaﬁg sein Testament.
Er will sein Gelinde unter seine vier

Sohne, die sehr kleinlich und eifersichtig

aufeinander sind, aufteilen, und zwar so,

dal er vier Teile erhdlt, die genau dek-
kungsgleich sind. Beiliegend der Gelinde-
plan. Konnt ihr dem Besitzer helfen, in-
dem ihr die Teilung auf dem Plan
vornehmt?

Losung:

L L

A2 A Die Zahl 1990

Die arithmetische Grundstruktur dieser
Zah! ist sehr einfach:

1990 =2-5-199. 199 ist eine sehr interes-
sante Zahl, denn sie ist die erste Primzahl
einer Folge von 10 Primzahlen, die eine
arithmetische Reihe mit der konstanten
Differenz von 210 bilden: 199, 409, 619,
8§29, ..., 2089.

Zeige, dall die ndchste Zahl dieser Reihe

keine Primzahl ist.
Losung: 2089+ 210 =2999=112-19.

A3 A Auf einer Waldlichtung versam-
melten sich Freunde: Papagei, Boa, Elefan-
tenbaby, Kalb, Kitzchen, Meerkatze und
Kamelkind. Der Papagei begann alle zu
messen. Es erwies sich, daf} das Elefanten-
baby 3 Papageildangen lianger war als das
Kalb. Das Kamelkind war ebenfalls 3 Papa-
geillangen langer als die Meerkatze, das
Kalb 7 Papageilingen langer als der Papa-
gei, das Kamelkind 6 Papageildngen langer
als das Katzchen, und alle zusammen wa-
ren sie genau so lang wie die Boa, deren
Lange 38 Papageilingen betrug.

Driickt die Lingen der Freunde in Papa-
geienlangen aus!

Losung: Es sei p die Papageienlange, mp
die Meerkatzenlange und np die Kiatzchen-
lange. Damit ist die

Liange der Boa 38p,

Lange des Kalbs p+ip=8p,
Liange

des Elefantenbabys 8p + 3p=11p,
Linge

des Kamelkindes (m+3)p=(n+6)p.

Folglich betrdgt die Lange der Meerkatze
= (n + 3)p und damit gilt

ptlipt+(n+6)p+8p+(n+3)p+ np

= 38p. Also betragt die Lange des Kitz-

chens np = 3p, der Meerkatze 6p und des

Kamelkindes 9p.

Losungen zu:
Interessante Flichenvergleiche

2

1. x2+ 2x) =a*, Sx*=a?, x?* = i_ ,
1

AI=E2—4..2_.X.2x=a2_4x21

A = a? da? _a® A1 =0,20.

5 5° A4 5
A, betriagt 20% von A,.
2. Aqup = Aupp = Apep = Ap,

1 a a* a’
3o Ap=rarg =" Ap= 1o
al a’
— n2_Q. —
A, =a“— 8 T 3

alpha, Berlin 24 (1990) 5 - 119



x _ 1 = . 1,
4, =3 0,333. A, betrigt 33 3 % von
As.

2 2 2
_ 4, _a a* 3a
S e
x =3 _0,375. 4, betrigt 37,5 % von 4
Aq =3 Y . A, betragt 37,5 % von Ap.
1 a 1
4 =902 _ 2. % 9 2
A, =2a 55 2a 5 a-a,
2 2
_,,_@ a* A, 1 _
A,=2a - T = a5 4,2 0,50.

A, betriagt 50% von Aj.

5_._AB=AE BR:AR=2:1;
AR=x, BR=2x, 5x*=a*,

a’ 1 1
x? = 5 ; E"Ax=AABQ_AABR=§"ﬂ
2a 1 2 2 4
p o i 2 e Ay . g2
3 22Jlr.,.AJ.r r3a 5 @ TR
A, 4 . 2,
4, 15 =0,26. A, betragt 26 3 % von
A,.

+—-a-

— 2 _ 1. . .
6. AS 2a 2 (2 7 3 9 3

2 2a®* Ta? A 7
—n,2_9 _ <4 _ S
AS 2a AR 12

1 a a 1 2.:1)

6 3 6 °’
=0,583. A, betrigt 58%% von Ap.

7. Umkreisradius des Achtecks r = ;;

1 a a . 5
AI—B'?'E-'-I'SIH45 :
PRI

T4 T2 g %
4, 2
A, 2 = (0,176 77.

A, betragt rund 17,7 % von A,.

8. Die dunkle Fliche der Sternfigur ist
gleich der weilen Flache. Untereinander
gleich sind die Fliachen 1, 2, 3, 5, 6, 7 sowie
die Fliachen 4 und 8.

Damit ist die Summe der Flichen 1, 2, 3
und 4 gleich der Summe der Flichen 5, 6,

7 und 8. A4, betriagt 50% von A;.
9. Ax=a2_3'AAHP;
HP: AP=BE: AB=1:2; HP=x,

2 2
AP=2x, 5x R X 20
at 3a* A 3
= 2_ 1 —— I — —_—

A, betrdgt 60 % von A,.

Losungen zu:
Unzureichende Informationen?

Wir bezeichnen die gesuchten Zahlen mit
a und b (a < b), ihre Summe mit S und
ihr Produkt mit P. Ferner bezeichnen wir
die Antworten der beiden Studenten ent-
sprechend ihrer Reihenfolge mit (1) bis (4).
Aus (1) folgt, daB S=7 ist. (Fur S$=4,
S =5 und S = 6 gibt es hochstens eine Zer-
legung!) Wegen (2) enthilt die Faktorzerle-
gung von P mindestens 3 Primfaktoren
und es ist P+ p® sowie P+ p? (p: Prim-
zahl). Fermmer besitzt P mindestens zwei
Faktorzerlegungen, die auf eine Summe
mit mehrdeutiger Zerlegung fiihren.

120 - alpha, Berlin 24 (1990) 5

Aus (3) schlieBen wir: Unter den Zerlegun-
gen von § gibt es genau eine ,,ausgezeich-
nete“ Zerlegung, die auf ein Produkt P’
fuhrt, das mindestens 3 Primfaktoren ent-
hilt, fur das P’ # p? und P’ # p? (p: Prim-
zahl) ist, und dessen Faktorzerlegungen
samtlich auf Summen fiihren, die keine
eindeutige Zerlegung haben. Diese ausge-
zeichnete Zerlegung ist die richtige.

Wir nehmen an, daB S = 13 ist. Dann be-
sitzt 5 die beiden ausgezeichneten (dis-
junkten) Zerlegungen
$S=4+(§—-4)=6+(5—-06).

Somit ist S=12. Mehr als eine ausge-
zeichnete Zerlegung erhilt man auch fur
S=9 §=11und S=12, denn es ist
9=34+6=4+5,11=2+9=3+8

bzw. 12=2+10=4 + 8.

Zu untersuchen sind also noch die Fille
S=7,5=8und §=10.

Nehmen wir zunidchst S = 7 an. Dann folgt
a=3,b=4und P=12. Nach (3) kann B
schluBfolgem:

S<Angenommen, es wiare a=2 und b=06,
also S = 8. In diesem Fall hiatte 4 sich fol-
gendes lberlegt:

,8 besitzt die Zerlegungen S=2+6=3
+ 5. Die Kombination a =3, b =5 kommt
wegen (2) nicht in Frage. Also 1st a = 2 und
b=6."

Ebenso ware 4 im Falle S =7 in eindeuti-
ger Weise auf ¢ = 3 und b = 4 pekommen.“
Also kann sich B nach (3) noch nicht ent-
scheiden. _
Nehmen wir nun S=8 an. Dann folgt
a=2,b=6und P=12.

Nach (3) kann B schluBfolgern:
S<Angenommen, es wiare a=3 und b =4,
also S = 7. In diesem Fall hatte sich 4 fol-
gendes liberlegt:

7 besitzt die Zerlegungen 7=2+5=3
+ 4. Die Kombination ¢ =2, b =5 kommt
wegen (2) nicht in Frage. Also ist a = 3 und
b=4.

Ebenso wire 4 im Falle S = 8 in eindeuti-
ger Weise auf a =2 und b = 6 gekommen.*
Also kann sich B nach (3) noch nicht ent-
scheiden.

Endlich nehmen wir S=10 an. Daraus
folgt a=4, b=6 und P=24.

Nach (3) kann B dann schlufifolgern:
S2Angenommen, es wire a=2 und b =12,
also $ = 14. Dann gibe es die ausgezeich-
neten Zerlegungen
14=24+12=4+10=5+9=6+8

und A4 hitte noch keine Entscheidung fil-
len konnen.

Angenommen, es wiare a=3 und b=28,
also § =11. Dann gidbe es die ausgezeich-
neten Zerlegungen
11=2+9=3+8=4+7=5+6

und A4 hitte ebenfalls noch keine Entschei-
dung fallen konnen.

Also folgt a=4 und b=6."

Somit ist a =4 und b = 6 die einzige Lo-
sung der Aufgabe.

Losung der Version:

Wir bezeichnen die gesuchten Zahlen mit
a und b, ihre Summe mit S und ihr Pro-
dukt mit P. Ferner bezeichnen wir die Ant-
worten der beiden Studenten entsprechend
ihrer Reihenfolge mit (1) bis (4).

Der Gang der Losung 128t sich nun wesent-
lich abkiirzen, wenn man den folgenden,
noch unbewiesenen, zahlentheoretischen
Satz kennt, der bekannt ist unter dem Na-
men Goldbachsche Vermutung: Jede ge-
rade natiirliche Zahl, dic grofer als 4 ist,
laBt sich als Summe zweier ungerader
Primzahlen darstellen. (5)

(Fir naturliche Zahlen, die kleiner als 200
sind, Giberpriift man den Satz ohne weiteres
durch Nachrechnen.)

Aus (1) folgt, daB3 P mindestens 3 Primfak-
toren enthalt. (6)

Aus (2) folgt, daB § keine Darstellung
S =2+ p (p: Primzahl) besitzt. (7)
(Anderenfalls wire ja P=2-p, und die
Faktorzerlegung von P eindeutig, was (1)
widersprache.)

Wegen (2) ist offenbar S= 6. (8)

Wire S gerade, so gibe es wegen (5) eine
Zerlegung S=p, + p,, (P;, P,: ungerade
Primzahlen). Dies widerspricht ebenfalls
(2). Also ist S ungerade. (9)

Wire S=55, so gdbe es die Zerlegung
a=>53, b=85-53. P besiBe dann wegen
der Einschrinkung g, » < 100 nur eine Fak-
torzerlegung, was (2) widersprache. Also ist
S =53.(10)

Zu untersuchen bleiben wegen (8), (9) und
(10) nur die Summen 11, 17, 21, 27, 29, 35,
37, 41, 47, 51 und 53.

Wir haben:

33=41+12=37+16, 51=47+4
=32+19,47=31+16=43 +4
37=32+5=29+8135=32+3
=19+16,27=16+11=19+ 8,
21=16+5=13+8.

Alle diese Summenzerlegungen fiithren auf
Produkte, die genau eine Faktorzerlegung
besitzen, die mit (2) vereinbar ist. Somit
kann sich in diesen Fillen B nicht fur eine
der zwei Summenzerlegungen entscheiden.
Weiter gilt:

41=37+4=32+9 29=16+13
=25+4,11=7T+4=9+2.

Die rechts stehenden Summenzerlegungen
fuhren auf die Produkte 32-9, 25-4 und
9-2, die auBerdem nur noch die Faktorzer-
legungen 96-3, 20-5 bzw. 6-3 gestatten.
Diese Produktzerlegungen fuhren auf die
Summen 99, 25 und 9, die wegen (7) nicht
in Frage kommen. Auch im Falle der links
stehenden Summenzerlegungen und den
zugehdrigen Produkten 37-4, 16-13 und
4 -7 hidtte A nur je eine Produktzerlegung
zur Auswahl. Somit kann in den Faillen
S=41, §=29 und S=11 B keine Ent-
scheidung uber die Zerlegung treffen.
Jetzt sei S=17. Wir betrachten zunichst
die Summenzerlegungen
17=2+15=3+14=5+12
=6+11=7+10=8 + 9. Es gilt
2-15=6-5, 3-14=2-21, 5-12=13-20,
6-11=2-33,

7-10=2-35und 8-9=24-13.

Alle diese Produktzerlegungen sind mit
(1), (2) und (5) bis (9) vereinbar. A kbnnte
also im Falle dieser Zerlegungen keine
Entscheidung fdllen, was (3) widerspriache.
SchlieBlich sei P=52. In diesem Falle
kann A wegen (9) auf die Zerlegung 4-13
schlieBen. Somit ist a=4, b =13 die ein-
zige Losung der Aufgabe.



Die Ludolphsche
Kreiszahl &

Ludolph van Ceulen (1540 bis 1610) wurde
vor genau 450 Jahren in Hildesheim gebo-
ren und starb mit 70 als angesehener Ge-
lehrter an der Universitdt Leiden in Hol-
land. Nach dem Studium war er als Lehrer
fir Mathematik in Breda, Amsterdam,
Delft, Amheim und Leiden tétig, bevor ihn
Prinz Moritz von Oranien auf die neuge-
schaffene Professur fir Kriegsbaukunst in
Leiden berief. Auf seinen ausdriicklichen
Wunsch sind in seiner Grabsteinplatte 36
richtige Ziffern der Kreiszahl 7 eingemei-

Belt, seine mathematische Meisterleistung,
auf die er vollig zu recht sehr stolz war.

Alle seine kleineren und groBeren Schrif-
ten widmen sich vor allem diesem Thema.
Keiner vor thm kam auf so eine hohe Ge-
nauigkeit.

Nur Adriaen van Roomen (1561 bis 1615)
konnte in seinem Buch ,Ideae mathemati-
cae“ von 1593 die Kreiszahl erstmalig im-
merhin auf 17 Stellen nach dem Komma
berechnen. Der Weg dahin ist seit Archi-
medes stets der gleiche: einem Kreis mit
festem Radius werden durch Halbieren der
Seiten an der Kreislinie regelmidBige Viel-
ecke ein- und umbeschrieben. Im allgemei-
nen fangt man mit dem Sechseck, dessen
Seite gleich dem Radius ist, an. Mit stei-
gender Zahl der Seiten wird die Kreiszahl,
das Verhidltnis von Kreisumfang zum
Durchmesser, immer besser eingeschach-
telt. Wiahrend Archimedes bis zum 96-Eck
kam, gingen die oben genannten weit dar-
iber hinaus. Sie konnten dabei auf den
Leistungen von Vieta (1540 bis 1603) auf-
bauen, der bereits 9 genaue Dezimalstellen
berechnete und die ersten Formeln fiir o
als unendliche Produkte und Kettenbriiche
kannte.

Doch immer wieder gab es falsche Prophe-
ten fur die ,Quadratur des Kreises“. In
mehreren Streitschriften muBte van Ceulen
wiederholt die Klinge mit Duchesne und
Scaliger kreuzen, die selbst die altbewidhrte
Abschitzung flir die Kreiszahl von Archi-
medes nicht gelten lieBen

(3 -;% <T<3 %) :

-van den Circkel® ist dann der Titel seines
ersten Buches von 1596, das seine Witwe
Adriana van Ceulen 1615 noch einmal
drucken lieB. Willebrod van Snell (1580 bis
1626) iibersetzte diese und andere Schrif-
ten schon 1615 ins Lateinische mit dem
zusammenfassenden Titel:

,1D€ circulo et adscriptis liber, d. h. das

Buch iiber den Kreis und Dazugehdriges.

Es ist als ein kostbarer Besitz mit einem
sehr schonen Titeldruck in der Greifswal-
der Bibliothek noch vorhanden.

LYDOLPHIA CEVLEN
De

CIRCVLO & ADSCRIPTIS
LIBER

In quo plorimornm polygonorum larera per lrrationsliom aomereram
priphoa, quomm libet satem per umeros ablolatos fesmndum
Algeiviarmm sqoulooom legey explicantur.
] hf#ﬂ '] i | *
Omuis ¢ Pernornls Lating fecit (s comet aviowibus

LVGD. BATAY.
ApudlopocvuiCoLsTsrAnnoi1619.

Mit einem Umfang von 260 Seiten enthilt
die lateinische Ausgabe zahlreiche schone
geometrische Gedanken, Aufgaben und
Beweise. Darunter finden wir die Eigen-
schaften des Sehnenvierecks mit den spe-
ziellen ganzzahligen Seiten 6, 8, 9 und
18 cm. Fiir seinen Flacheninhalt ist wohl
erstmalig in Europa die schon den Indern
bekannte Formel genannt:
F’=@GE—-—a)(s—b)(—c)(s—d)
(a+b+c+d)
2
die Viereckseiten. Wir kennen diese For-
mel mit d=0 als Dreiecksinhalt nach
Heron von Alexandria um 75u.Z.
Eine Fundgrube fur den Geometer ist auch
das zweite Buch van Ceulens, das mit dem

Titel ,,De arithmetische en geometrische
Fondamenten® erst 1615 nach seinem

Tode herauskam und 1619 von Snell ins
Lateinische ibersetzt wurde. Die 36 ge-
nauen Ziffern der Kreiszahl finden wir ge-
druckt auch im Buch von Snell ,,Cyclome-
tricus“ 1621, erst am Ende des 17. Jahrhun-
derts gab es weiterflihrende Berechnungen
auf der Grundlage von Potenzreihen in
England. Die vollstaindige Berechnung der
Kreiszahl van Ceulens hat die Ziffern
m=3,14159 26535 89793 23846
26433 83279 50288
Der Buchstabe m fir die Ludolphsche Zahl
hat sich erst seit Eulers Bemuhungen ein-
gebiirgert, zuerst finden wir ihn bei Wil-
liam Jones 1706.

mit s = ,a, b, cund d sind

AbschlieBlend soll dem Geometer van Ceu-
len zu Ehren noch eine geometrische Na-
herungskonstruktion fiir 7t vorgestellt wer-
den, die mit einer einzigen Zirkeleinstel-
lung auskommt und von G. Pfaff stammt.

Im Schnittpunkt £ zweier Kreise mit glei-
chem Radius r, deren Mittelpunkte auf der
x-Achse im Abstand r liegen, wird der

dritte gleich groBe Kreis gezeichnet. Die
Tangente dieses Kreises in P parallel zur
x-Achse liefert auf der y-Achse einen Ab-

schnitt
NE)

AF = r(l + T)’ d. h. Hohe im gleichsei-

tigen Dreieck BCE mit der Seite r und
dazu EP=r. Die Linge der Strecke vom
Seitenmittelpunkt M zum Punkt D des
zwelten Kreises auf der x-Achse ist schon
eine recht gute Ndherung fiir die Kreiszahl.
Denn nach dem Satz des Pythagoras erhal-
ten wir

(s 32)

und daraus die Wurzel
MD=r-3,141737 = r-7, mit nur weniger
als ein Promille als Fehler.

Aufgabe: Lilt man den Punkt D auf der
x-Achse stetig nach rechts oder links wan-
dern, ohne die Kreise zu verindern, so wird
auch die Konstruktionsstrecke MD verin-
derlich, wir wollen sie y nennen.

1. Welcher Kurventyp wird von y als Ordi-
nate durchlaufen, wenn x sich stetig dndert
(dabei mulBl x nicht nur positiv sein)?

2. Man konstruiere die gesuchte Kurve, in-
dem in jedem Punkt D auf der x-Achse die
Lote mit der Linge MD gezeichnet werden.
3. Wie groB3 muBl der Wert von x sein, da-
mit die Strecke MD die Kreiszahl von Lu-
dolph auf 6 Stellen genau liefert?

J. Buhrow

Wer war naher dran?

Ahmes (agyptischer Schreiber, wahrschein-
lich 18.Jh. v.u. Z.) rechnete mit

(%)
9 b
Archimedes (um 287 bis 212 v.u. Z.) mit
31—0— <7< 3ﬂ
71 70°

Claudius Ptolemidus (um 83 bis 161 u. Z.)

8 30
n=3+ +60-60 und 700 Jahre

60
spiter der Chinese Tsu Chhung Chih mit
355
S TER
Uberpriift es!

mit
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e E G E a E
QIAGE E
2 2 2 2
A a H = B A £ H % B A a .

Interessante Flachenvergleiche

siche Beitrag auf Seite 114
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