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Pseudo-
zufallszahlen

Teil 1

Bei vielen Taschenrechnern und Kleinst-
computern besteht die Moglichkeit, Zah-
lenfolgen mittels eines ,Zufallszahlengene-
rators“ (Kommando ,RAND*) in einer fiir
den uneingeweihten Benutzer ,zufillig“ er-
scheinenden Weise zu erzeugen. Derartige
,Zufallszahlen“ haben z. B. Bedeutung fir
Computerspiele, es gibt aber auch zahlrei-
che Anwendungen in der Mathematik und
bei technischen Fragestellungen. Einige
Probleme, die bei konkreten praktischen
Aufgaben aufgetreten sind, wurden 1984 in
einem Kurs der Mathematischen Schiiler-
gesellschaft an der Emmst-Moritz-Arndt-
Universitit Greifswald behandelt und sol-
len hier mitgeteilt werden.

1. Periodische Vorgiinge

In der Elektrotechnik und in der Elektro-
nik gibt es viele Vorgidnge, die sich nach
einem bestimmten Zeitabschnitt wiederho-
len. Man. nennt einen solchen Zeitab-
schnitt Periode. Durch eine passende Wahl
der Zeiteinheit kann die Periode gleich 1
gesetzt werden. Es bezeichne ¢ die Zeit
und f(¢) eine zu untersuchende, u. U. for-
melmiBig nicht bekannte MeBgroBe zum
Zeitpunkt 7. Nun sei eine positive Zahl 8
gewihlt. Zu den Zeitpunkten 6, 280, 36, ...
werde die MeBgroBe (Funktion) f(e) ,ab-
getastet“, d. h. f(8), f(26), f(36), ... werde
registriert und f(®) daraus ,aufgebaut“. Es
ist auch moglich, daB man sich fir be-
stimmte Eigenschaften, Werte der MeB-
groBe interessiert, z. B. fiir die Vorzeichen
von f(8), f(28), f(36), ..., fir das Integral,
den Maximalwert u. a., und dann vor dem
Problem steht, diese Werte aus den Abtast-
ergebnissen zu ermitteln. (Bild 1)

Bild 1

Als Restteil {x} zu x wird die Zahl x — [x]
bezeichnet. (Bild 2)

Da wir die Periode 1 voraussetzen, gehort
zu den Zeitpunkten k8 und {k6} derselbe
MeBwert, d.h. es ist f(k8) = f({k6}) fur alle
k€ N. Wegen 0 =< {kf} <1 kann man sich
folglich beim Studium der Werte f(k8) auf
das Intervall [0,1[ beschrinken und braucht
nur die Zeitpunkte {k6} zu betrachten.
Die erste Frage betrifft die Wahl von 6.
Welche Punkte des Intervalles [0,1[ sind die
Zahlen {k6} fir k=1, 2, ...? Fiillen sie das
ganze Intervall aus? Liegen die {k6} gleichmd-
Big verteilt, oder liegen sie an manchen Stellen
dichter und an anderen diinner? Gibt es gar
weifle Flecken“ in Gestalt von kleinen Inter-
vallen, in welche keine Zahlen {k6} fallen?

2. Untersuchung der Weyl-Folge

Die Zahlenfolge mit den Elementen
x, = {kB} werde Weyl-Folge genannt — nach
dem Mathematiker Hermann Wey! (1885
bis 1955).

Ist 8 eine natiirliche Zahl, also 8 € N, so ist
stets x, =0 und die Folge ausgeartet, sie
nimmt nur den Wert 0 an. Das Verhalten
der Weyl-Folge wird wesentlich von der
Wahl der Zahl 6 abhingen!

Zunichst soll der Fall betrachtet werden,
daB @ eine positive rationale Zahl ist. In
diesem Fall existieren p,q.€ N, so daB 6 in

der Form 6 =% dargestellt werden kann.

Die Zahlen kp konnen (in eindeutiger
Weise) als kp=mq+r, mit m,r.eN,
0 = r, < q geschrieben werden. Die r, sind
dabei gerade die Reste bei der Division
von kp durch ¢q. Man beachte
m, = [Q] und i={ﬁ} — (K8}, ke N.
L q q
Zur Untersuchung der Folge ({k8}) ist es
niitzlich, die Reste 7, zu betrachten. Ist
z.B. p=3 und ¢ =5, so findet man
f1=3,rz=1,’3=4,r4=2,"5=0, ’6=35
rn= 1, fn=4, r9=2, r10=0, cen

Satz 1: Es gibt eine kleinste natiirliche Zah! w,
die (kleinste) Periode der r,, so daf} w < q und
Ii+w = fliralle k € N ist.

Beweis: Da die r, nur die Werte 0, 1, ...,
g — 1 annehmen kOnnen, muB es wenig-
stens ein Paar 7, r, mit 7, = r, und k * I ge-
ben. Sei r; die erste Zahl, die mit einem r,

Zu jeder reellen Zahl x wollen wir unter
dem Ganzteil [x] die groBte ganze Zahl ver-
stehen, die nicht gréBer als x ist, d.h. es sei
[x] ganz, [x] = x, x <[x] + 1.

. x
Bild2 {x} .
] X [x]+4

i
AN 4{)‘\ -
0 ] \TQ’” w&al-e 66

: t

aus der Reihe r, ..
d.h r,=r und r,
verschieden.

Dann muB j— 1= g sein. Wegen ip = m;q
+r, jp=mgq+r, mit m,m;€ N folgt

 +
(i+1)p=miq+ri+p=(m,-+[r%;£])q

., rj-p Ubereinstimmt,
..., Ij—; sind paarweise

r+tp .
+ 7 = Mm;. 4+ iy, SOWie

6 vr=(m+ [£52] o+ {272)

' q q
=m;.1q + r;+; und daher r;, =1,

und mithin auch ., =14y, ...

Die Annahme i>1 fiihrt analog zu
f;-1=1;-1, was der Definition von r; wi-
derspricht. Also ist i=1. Sei w=j—1.
Dann sind ry, ..., r, paarweise verschieden
und die Zahlen r, .y, ..., 1y, BZW. 13y 1, ...,
ry,. usw. bilden Wiederholungen von ry, ...,
[

Satz 2: Wenn p und q teilerfremd sind, so ist
w = g, und es ist (abgesehen von der Reihen-
folge) {ry,...,n.}={1,...,q — 1,0}. Die Zah-
len {6}, {26}, ... stimmen (bis auf Umordnun-
gen) mit l, 1, ...,q—l,O iiberein.
q9 49 q

Beweis: Es ist p=myq+r, und (w+ 1)p
=m,.1q+ ... Wegen r=r,,, folgt
(my+1 — m)q = wp, und daher ist ¢ Teiler
von pw. Weil p, q teilerfremd sind, kann ¢
nur ein Teiler von w sein. Andererseits ist
0 < w = q, hieraus folgt w = g. Da g Reste
ry, ..., r, auftreten miissen und diese paar-
weise verschieden sind, kommen die ¢
Werte 0, 1, ..., ¢ —1 auch tatsichlich als
Reste vor.

Man iiberlege sich an einem Beispiel, daB
w = q nicht gelten muB, falls p und ¢ nicht
teilerfremd sind. Man kann folgende Aus-
sage beweisen: Wenn t den griften gemeinsa-
men Teiler von p und q (Symbol: ggT (p, @)

bezeichnet, so istw = % die Linge der Periode
der Folge ry,ry, ...

Im Fall 8= %e R werden also durch die

Weyl-Folge  hochstens die  Zahlen
1 qg—1
0, P angenommen.

Wir fihren einen neuen Begriff ein. Es
seien o, fe P mit 0=sa<f<1. Unter
A,([e, B], 8) wollen wir die Anzah! derjeni-
gen x, aus der Reihe x,={6}, ...,
x, = {n8} verstehen, die in [«,f] liegen.
Wenn 6 festgehalten wird, soll dafiir auch
A,([«, B]) geschrieben werden.

Sind p, ¢ teilerfremde natiirliche Zahlen

und 0=%, so bezeichnet A4,(lx,]) im

Sinne der obigen Definition also die An-
zahl derjenigen Zahlen aus der Reihe

oL 41 [ex, A]

q q
(Bild 3)
Man beweist, daB dann
Ane(le, B]) = nA,([ex, B]) sowie
Ang+ (e, B]) = nA ([, B]) + A, ([, B])
firn=1,2,...und 0=r<gq, reN, ist.
Es sei nun M eine groBe natiirliche Zahl,
die wir uns wieder darstellen als
M=ng+r mit0=r<gq. Dann ist
Ayl ) _ nd,([o, B]) + A, (I, )

M ng+r

Al B1) + A, B)

, die in liegen.

I
7
Bei groBen Zahlen M wird auch n gro8, so

1 A .
daB o beliebig klein gemacht werden kann

alpha, Berlin 20 (1986) 5 - 97



durch die Wahlt von geniigend groBen M.
Da A,([« f]) < q ist, unterscheidet sich

L:;ﬂ]) fiir (hinreichend) grofle M (be-
A, ([ B1)
q

liebig) wenig von

Benutzt man das Symbol lim fiir den
Grenzwert, so kann dafiir abkiirzend

Damit wire aber 6 rational, was unserer
Voraussetzung widerspricht.

In Computern lassen sich keine irrationa-
len Zahlen und nur endlich viele rationale
Zahlen darstellen. Irrationale Zahlen kon-
nen durch rationale Zahlen angenéhert
werden. Sei wieder 8 eine positive irratio-
nale Zahl und ¢ € N. Dann existiert ein
p+1

lim Au(le. 8D _ A,(I A p' €N, so daB p7 <0< ist (siehe
M—e M q Bild 4).
geschrieben werden.
Bild 3 B-a
—
L 1 1 [N Il 1 L 1 I I .
O T I AL T | AL T 1 T
1 2 q-1
0 — = o J<] g
9 q q 1
+ i 1
Wir zihlen die Intervalle [% %] . die Bild4 ]
ganz in [a, f] liegen, und die Intervalle —0 +
k k+1 £ 8 241
[;, p ], welche mit [«, f] wenigstens 9 q
einen Punkt gemeinsam haben, und finden p' 1
1 Man setze p = p’, falls 8 ——<— ist,
(A= p)-1)—=p—« Por PIY
;1’ und p = p’ + 1 sonst.
(Aq([“,ﬂ])+l)?§ﬂ_“- Dann gilt: |0—— <2Lq

Hieraus folgt
< Ag(( BY)
o — sf—at+—
B- q p B
Dafiir kénnen wir auch schreiben
1 1 1

—a——=lim —4 =f-a+—

b g = im0 u(lBD = P p

Definition: Wir nennen eine Folge x;, x,,
. gleichmdpig verteilt auf [0,1], wenn fiir
beliebige o, f mit 0 < o < f# <1 die Bezie-

hung lim LAM([a, B =p — & gilt.
Moo M

Das bedeutet: Eine Folge (x,) ist gleichma-
Big verteilt, wenn mit wachsendem M die
relative Anzahl derjenigen Elemente aus
der Menge {x,, ..., xy}, die in [, A] liegen,
sich dem Wert § — o ,nédhert“.

Ist § = %e R und hierbei g ,groB*, so wird

1
7 klein. Die Folge der x, = {k-%} ist so-

mit fiir ,groBe“ ¢ ,fast“ gleichmiBig ver-
teiit.

Betrachten wir nun den Fall einer irratio-
nalen Zahl 8 > 0 (d.h. 8 werde durch einen
unendlichen, nichtperiodischen Dezimal-
bruch dargestellt, bzw. es existiere keine

Darstellung 8 =—§- mit natiirlichen Zahlen

D, q). Es sind sicher einige spezielle irratio-
nale Zahlen wie \f2— R JS_ , M, sin15° e be-
kannt; man weiB, daB es ,viel mehr“ irra-
tionale Zahlen als rationale Zahlen gibt.

Satz 3: Wenn 8 irrational ist (8 > 0), so sind
alle Elemente der Weyl-Folge x, = {k8} paar-
weise verschieden.

Beweis: Angenommen, es wire x;, = x; fur
k < 1. Dann gibt es m,,me N, so daB x;

= k8 — m; und x; =10 — m, ist.
Hieraus folgt
(I~ k)0 =m,— m, und 0=m;+:k

98 - alpha, Berlin 20 (1986) 5

Es bezeichne Q eine obere Schranke flr
die zugelassenen Nenner g. Wir betrachten

nun alle rationalen Zahlen % mit 1=g¢

=Q und p=0,1,... und suchen darunter
eine soiche, die 6 moglichst gut approxi-

miert, d. h. fiir die

o %‘ méglichst klein
ist. Aus unseren Uberlegungen folgt der
Satz 4: Unter den Zahlen % mitl=sqg=Q

und p=0,1,2,.
Zahl—,frdze|0——

. gibt es stets eine solche

< E gilt.

Der Unterschied zwischen 6 und 7 kann durch

hinreichend grof8 gewdhltes Q vorgegeben klein
gemacht werden. Insbesondere existiert zu je-
1
demneNein& mit 0—& <7.
n

Das bedeutet: lim 2= = 6.

n—o Hp

Satz 5: Es seien 8 eine positive irrationale

Zahl und p,, q, natiirliche Zahlen mit lim L}

a—o® n

= 0. Dann kiénnen die Nenner q, nicht be-
schrankt sein, es gibt also zu jeder Zahl z € P
einen Index n,, so daf q, = z fiir alle n 2 n,
ist.
Beweis: Angenommen, es gibe ein Qe N
und unendlich viele ¢, = Q, etwa ¢,, ¢,,, ---
= Q. Um die Bezeichnung zu vereinfa-
chen, werde g, statt ¢, geschrieben. Fiir
geniigend groBe k ist sicher

‘ﬂ— 0‘<1 und daher p, — 8¢, < gx,

/3

also p, < (8 + Dg. = (6 + Q.

Man setze P'=[(6 + 1)Q], dann muB p,
€{0,1,...,P'} sein. Folglich existieren ¢*

€{l,...,0} bzw. p*e{0,...,P’}, so daB

fiir unendlich viele Indizes k stets g, = g*

*
und p, = p* ist. Mithin ist 6= %, also
6 € R. Das widerspricht der Voraussetzung
der Irrationalitiit von 6.

lnm&

a—o Yn

Es sei 0 irrational und 8 =

Vorher wurde

b5- a—ié;iﬂ%n([a,ﬂl,%>

1 .
=f-a+ 7 hergeleitet.

n

Wegen lim 1 =0 finden wir

n—o Gn

Lim lim %AM(['I B, ) =f-a.

Diese Aussage 1Bt vermuten, daB die Be-
ziehung

T | Pn
lim lim — 4 ,—
Jim Lim - u([aeﬂ] q")

= lim %Au(la,ﬂ], 6) = f — o besteht.
Moo

Diese durchaus nicht offensichtliche Glei-

chung ist in der Tat richtig, sie wurde

1914 in einer allgemeineren Fassung von

H. Weyl bewiesen.

Definition: Sei (x;);=1,, . eine Zahlenfolge.
Es bezeichne wieder 4y ([, #]) die Anzah!
derjenigen Folgeglieder x,,...,xy, die in

1

7 Anlla B])

Dichte der Folge (x;) im Intervall [e, B]. Ist

speziell x;, = {kf} die Weyl-Folge zu 8 € P,

so heifit lim %AM([a,ﬁ]) die Dichte der
Moo

Weyl-Folge.
Wir konnen das Resultat (Spezialfall) von
H. Weyl so formulieren:

[e, B] liegen. Dann heiBt lim
Moo

Satz 6: Die Dichte der Weyl-Folge
{6},{26},...,(k8}, ... in einem beliebigen In-
tervall (o, B} € [0,1] ist gleich der Intervall-
lange B — «, falls 0 eine irrationale Zahl ist.

Definition: Eine beliebige Zahlenfolge
X1, X2,... aus [0,1] heiBt gleichmapBig ver-
teilt, wenn fiir jedes Intervall [e, §] S{0,1]
die zugehodrige Dichte gleich der Intervall-
ldnge ist.

Damit gilt also

Satz 7: Die Weyl-Folge {6},{26},...,{k6},...
zu einer Irrationalzahl 0 ist gleichmapig ver-
teilt.

Dieser Satz beantwortet also die eingangs
gestellte Frage nach weiBen Flecken in
[0,1]. Es gibt keine, wenn 6 irrational ist!
In jedem Teilintervall [e, f] positiver Linge
liegt wenigstens ein Element der Folge;
man sagt, die Folge liegt dicht in [0, 1].

3. Stiickweise konstante periodische
Funktionen — eine Anwendung

Es liege wieder die Periode 1 vor. Das In-
tervall [0,1[ zerfalle in links abgeschlos-
sene, durchschnittsfremde Teilintervalle
I,...,1, (der Léngen [y,..., 1), iiber denen
eine Funktion f die Werte wy,...,w, an-



Bild 5

nimmt. Hiufig ist nach dem Wert I;w,

+ ... + Lw, gefragt, der dem Flicheninhalt

der schraffierten Figur in Bild 5 entspricht
1

und mit dem Integral f f(x)dx iiberein-
0

stimmt. Wie kann diese GroBe bestimmt
werden, wenn die Intervallingen /), ..., [,
unbekannt sind?

Dazu seien die x, Elemente einer auf [0, 1]
gleichmiBig verteilten Zahlenfolge, z. B.
der Weyl-Folge x, = {kf} mit irrationalem
6. An den Taststellen x;, x,, ... werden die
Werte f(x,), f(x), ... gemessen. Es sei
daran erinnert, daB Ay (I,) die Anzahl der
xy, ..., Xy bezeichnet, dje in I; liegen. Fiir

groBe M ist daher %AM(I,-) =,

1
genauer: es ist lim WAM(I,-) =1.
Moo
Durch Aufsummation erhalten wir

1
hwm+ .. +lw = 7(W1Au(11) +...

4w A1) = 2= () + .+ )

Genau genommen, gilt

Lw+ ...+ Lw,= lim L(f(x1)+
Mo M

+ fxu)) -
Fiir die Weyl-Folge ist f(x;) = f(k8)
und daher

1
V@ +728) + ..

+hLw,+ ...+ 1w,

Diese Beziehung wird um so besser erfillt,
je groBer M ist!

In der Elektronik ist oft von den MeBgr6-
Ben bekannt, daB diese nur die Werte 0
und 1 (und eventuell 1) annehmen kon-
nen. In diesem Fall lassen sich zur Sum-
mation sehr effektiv (Vor- und Riickwarts-)
Zdhler benutzen. Zum SchluB sei ver-
merkt, daB auch dann

1

 fxydx = Jim —(f(xl) +.
0

gilt,

wenn f eine beschrinkte (Riemann-) inte-
grierbare Funktion ist. Diese Formel er-
laubt, das Integral (ndherungsweise) zu be-
rechnen, wenn zu f keine Stammfunktion
bekannt ist.

+ f(M8)) = L,w,

.+ flxn)

4. Aufgaben

a) Man zeige:
= {x}

fiir g ganz und x € P.

b) Sei # € R, 6 > 0 und n eine ganze Zahl.
Wann gilt

{{x}}=1{x} und {x+g}

n{6} = {n6}

n{6} = {n6}

(6] = n(6], {n6} = {n{6}}?

¢) Man zeige, daB fiir die Glieder x, = {k8}

der Weyl-Folge die Rekursionsbeziehung

Xee1={x+ 0}, k=2,3, ... gilt.

d) Es seien a, 8 € P, 8 >0 und
Ww={a+kf} firk=1,2,

Vergleiche mit der Weyl- Folge X =

und zeige:

{k6}

(I) Wenn 8 =% ein nichtkiirzbarer Bruch

ist, so ist die Folge der y, periodisch mit
der Periode ¢q. Wenn @ irrational ist, so gilt
FY fur k =+ 1.

(II) Wenn sich a, a’ und 0, 8’ jeweils nur
um ganze Zahlen g bzw. h unterscheiden,
so ist {g + k8)} = {a’ + k8'}.

(I1I) ‘Es gilt die Rekursionsbeziehung y, .
={»+6}.

(IV) Man berechne y,, ..
und 8 =2,71.

¢) Gegeben sei ein Winkel o = 82m, durch
dessen Schenkel auf dem Einheitskreis um
die Winkelspitze die Punkte P,, P, ausge-
schnitten werden. Die Punkte P;, Ps, ...,
P,, ... zusammen mit P, mbégen dement-
sprechend zu den Winkeln 2«, 3a, ..., na,
... gehoren. Wann liegen diese Punkte
dicht auf dem Einheitskreis?

0 Stelle die Funktionen y =x, y=[x],

={x}, y= 1/_, = {1/;} und die Werte
der Folge y.= {m grafisch in einem
x-y-Koordinatensystem dar! Zeige, daB die
Folge dieser y, in [0, 1] dicht liegt!
Hinweis: Ist [e, f] irgendein Teilintervall
von [0,1] mit & < #, so gibt es natiirliche
Zahlen n, so daB (f+ n)?— (a + n)?>1

., yg fir a=1,5

ist. Dazu braucht nur nz 26 —a) (ﬁ o ge-
wihit zu werden! Folglich existiert k€ N,
so daB (x+ n)? =k <(f+n)> und daher
oat+n=vyk <Bf+n ist. Hieraus ergibt
sich [\/F] =npund x = {\/;} <p.

g) Berechne zu 8 =% die Weyl-Folge.
Gib die Anzahlen

3 _ _4
5 xz—?, xs—?,
31
?7 x7—?1

Losung: Es ist x; =

2 4
X4 = xs=0, xs= xa=?,

#([72]
([ ]=1ﬁiri=4,...,a,

af[34])-

h) Eine periodische, stiickweise konstante
MeBgroBe der Periode 1 nehme iiber den
Teilintervallen I, I, der Langen [, /, die
Werte w;, w, an (siche Bild 6). An den Stel-
len 6, 20, ... wird £(8), f(28), ... gemessen.
Der Tastabstand # sei ein nichtkiirzbarer

X9 = daher

5

2
5
1
4’
1
4’

N|r—- Nli— I:

nd
)=0 firi=1,2,3,

Bruch 6 = £ mit »groBem“ Nenner g. Wel-

cher Zusammenhang besteht zwischen /;w,
+ Lw, und (dem Grenzwert von)

—i;(f((i) +1Q20) + ... + f(MB))

fiir groBe M (fiir M — «)?
Hinweis: Es ist bekanntlich

Ay(;
I,-—lg lim L')gl,-+l, i=1,2.
q Mo« q
Das bedeutet
. Axnd) 1 m(Ii) 1
lim ——-~—=1I s lim +—.
Moo M q M- M q
Hieraus erhidlt man
Ay() [ wil
M 7 = hw,
. Ay(@) | wi
=w; lim ——+—
Moo M q
i=1, 2, und deshalb

w; lim
Mo

n widyy) + wpdy () |[wi]| + | Wy
im -
Howm M q
+
< Lw, + Lw, < lim widy (1) + wdu(Io)
Moo M
+
+ [ w1] q|Wz| oder
i JO* - + f(MB) [wi] + [ w,|
m _
Moo M q
+...+
shw + Lw, = lim 16) SMB)
Moo M

wp| + | w
AR

q
Bei der praktischen Anwendung dieser Ab-
schitzung konnte iiberall der lim fiir groe
M weggelassen werden! Fiir w; =1, w,=0
ist der Unterschied zwischen den interes-

. . 1
sierenden GroBen dann = ?

1
i) Man berechne das Integral fe""dx
[}

A; l,l furi=1,...,9an! nach Abschnitt 3 mit Hilfe des Taschen-
4’2 X _
rechners, indem man 6 = mw verwendet!
f Bild 6 L. Bittner/W. Schmidt
W,
(| | r—"l
I | | I
I 0 L 26 b T |l »
0 v — v S, \ gy v ——— et
{ { 11 { 12 |
1 : 2 I {1 : 2 l l1 |
VZ L l——j L—_—J ;
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Computer — Algorithmus —
Algorithmische Sprache

Teil 3

Eine Sprache, die ein Computer verstehen
soll, darf nur aus einer genau festgelegten
Menge von Wortern und Zeichen bestehen,
die nur nach feststehenden Regeln verwen-
det werden diirfen. Mit solch einer Sprache
miissen sich die im Teil 2 dieses Beitrages
angegebenen Titigkeiten beschreiben las-
sen, andererseits darf ein mit ihrer Hilfe
formulierter Algorithmus nicht mehr Titig-
keiten fordern, als der jeweilige Computer
ausfiihren kann.

Die im folgenden aufgeschriebenen Algo-
rithmen sollen einen Eindruck von einer
algorithmischen Sprache vermittein. Diese
einfache Sprache reicht zunichst aus, ei-
nige Grundprinzipien zu verstehen. Fiir
die tatsichliche Arbeit mit einem Compu-
ter sind spezielle Programmiersprachen
(z. B. PL-1, PASCAL, BASIC) geschaffen
worden, die der Progammierer exakt be-
herrschen muSB.

ala Seht euch die Algorithmen genau
an, und untersucht, wie sie funktionieren!
Spielt dabei die Rolle des Computers, und
fihrt den jeweiligen Algorithmus fiir die
gegebenen Daten aus! Wenn das nicht so-
fort gelingt, lest die nachfolgenden Erldute-
rungen, und kehrt dann zu den Beispielen
zuriick!

Loésen quadratischer Gleichungen
ax+bx+c=0(a=%*0)

LOSEN QUADRATISCHER GLEI-
CHUNGEN

Eingabe a, b, c

Ausgabe C, x1, x2

Beginn
T d=b'-4-a-c
wenn d <0

dann C:= KEINE LOESUNG*“
sonst C:= , LOESUNG*“

wenn d=0
dann x1:=-b/2/a
x2 :=x1

sonst x1:=(—b+ yd)/2/a
x2:=(—b— yd)/2/a
Verzweigungsende

Verzweigungsende
Ende

Hinweis: Das Zeichen / bedeutet ,geteilt
durch®.

A2 a Fiihrt diesen Algorithmus fiir die
folgenden Zahlentripel (a; b; ¢) aus:
(1,21, ;3;7), (0;4;2)!
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Der Roboter auf dem Schachbrett

In den folgenden Beispielen bewegt sich
ein kleiner Roboter iiber ein Schachbrett.
Mit (x;y) bezeichnen wir die Koordinaten
seines Standortes. Beispielsweise beschrei-
ben wir das Feld e2 durch (5;2) und das
Feld h5 durch (8;5).

Ein Schritt nach oben erh6ht y um 1, ein
Schritt nach rechts erhéht x um 1.

WANDERROBOTER
Eingabe x, y
Ausgabe C

Beginn
solange x=7
Zyklenbeginn

Schritt nach rechts
x=x+1
Zyklenende
solange y=7
Zyklenbeginn
Schritt nach oben
yi=y+1
Zyklenende
C:= ,ANGEKOMMEN*
Ende

A3 A Wendet den Algorithmus auf die
im Bild 1 dargestellte Situation an!
Hier ist (x;y) = (2; 3!

Bild 1 s} .

7

& A

5

X

KLETTERROBOTER
Eingabe y
Ausgabe C

Beginn
solange y<7
Zyklenbeginn
solange rechts keine Felswand
Zyklenbeginn
Schritt nach rechts
Zyklenende
Schritt nach oben
y=y+1
Zyklenende
C:= ,HURRA, ICH BIN OBEN!“
Ende

A4 a4 Wendet diesen Algorithmus auf die
im Bild 2 dargestellte Situation an!

Bild 2 ¢}
7

6

5 =

Teilbarkeit

REST BEI DIVISION
Eingabe x, y
Ausgabe C,

Beginn
C:= DER REST IST*
solange x>y
Zyklenbeginn

=X-y

Zyklenende
r=x

Ende

A5a Wendet den Algorithmus auf fol-
gende Zahlenpaare (x;y) an!
(14;5), (100000; 3), (27;0)

PRIMZAHLTEST
Eingabe x
Ausgabe E

Beginn
E:= ,PRIMZAHL*
yi=2
solange y= \/;
Zyklenbeginn
REST BEI DIVISION
wenn r=0
dann E:=, ZUSAMMEN-
GESETZTE ZAHL“
y=x+1
sonst y'=y+1
Verzweigungsende
Zyklenende
Ende



A6a Wendet den PRIMZAHLTEST auf
die Zahlen 7, 15 und 49 an!

HINDERNISLAUF-ROBOTER
Eingabe x, y
Ausgabe C, g

Beginn

solange y=7

Zyklenbeginn
T wenn oben keine Grube

dann Schritt nach oben

=y+1
< g:=y
sonst wenn x =7
dann Schritt nach rechts

x==K+1
sonst g:=y
yi=8
Verzweigungsende
- Verzweigungsende
Zyklenende
C:=,ICH BIN AUF DER HORIZON-
TALEN NR.“
Ende

Man beachte die Anweisungen g =y und
y:=8. Sie garantieren einen Ausgang aus
dem Zyklus.

A7A Wendet diesen Algorithmus auf die
Situation im Bild 1 an, und vergleicht mit
dem Algorithmus WANDERROBOTER!

Erliuterungen

Am Anfang der Niederschrift eines Algo-
rithmus steht der KOPF. Dieser beginnt
mit dem (in GroBbuchstaben geschriebe-
nen) NAMEN des Algorithmus. Nach dem
Wort Eingabe folgt die Angabe der Varia-
blen, deren Werte man zu Beginn dem
Computer mitteilen muB. Der Kopf wird
abgeschlossen mit dem Wort Ausgabe und
der Aufzihlung der Variablen, deren Werte
mit Hilfe des Algorithmus bestimmt. wer-
den sollen. Fiir Variable, deren Werte Zah-
len sind, haben wir kleine Buchstaben be-
nutzt; ein GroBbuchstabe zeigt an, daB der
Variablen eine Zeichenfolge (ein Text) zu-
gewiesen wird.

Nach dem Kopf steht der Hauptteil des Pro-
gramms. Er fingt mit dem Wort Beginn an,
dann kommen alle Kommandos, den Ab-
schluB bildet das Wort Ende.

Im Hauptteil des Programms haben wir
alle Verzweigungen und Zyklen zusitzlich
grafisch  hervorgehoben. Verzweigungen
wurden durch Pfeile gekennzeichnet. Die
Niederschrift einer Verzweigung beginnt
mit dem Wort wenn und endet mit dem
Wort Verzweigungsende. Nach dem Wort
wenn steht die Bedingung, danach das Wort
dann, dahinter die erste Folge von Kom-
mandos, schlieBlich das Wort sonst und die
zweite Folge von Kommandos. Wir erin-
nern uns, daB bei einer Verzweigung das
Erfiilltsein der Bedingung iiberpriift und
danach entweder die erste Kommandofolge
(wenn die Bedingung erfullt ist) oder die
zweite Folge von Kommandos (im entge-
gengesetzten Fall) ausgefiilhrt wird. Der
Computer wihlt also die von ihm bendtigte
Kommandofolge aus. Ist diese ausgefiihrt,

so geht er zum nichstfolgenden Kom-
mando iiber.

Zyklen haben wir zusidtzlich mit grauen
Kreisen gekennzeichnet. Jeder Zyklus wird
eroffnet durch das Wort solange und abge-
schlossen durch das Wort Zyklenende.
Nach solange steht die Zyklenbedingung,
dann das Wort Zyklenbeginn und danach
die Folge von Kommandos, die im Zyklus
zu durchlaufen sind.

Wir erinnern uns, daB vor dem Abarbeiten
eines Zyklus der Computer zunichst das
Erfiilltsein der Zyklenbedingung iiberpriift.
Ist diese erfiillt, so fiihrt er die Folge der
Kommandos des Zyklus aus und iiberpriift
aufs neue das Erflilltsein der Bedingung.
Ist diese wiederum erfiillt, so wird der Zy-
klus nochmals durchlaufen usw. Das geht
solange, wie die Bedingung nicht verletzt
ist. AnschlieBend geht der Computer zu
dem Kommando iiber, das auf das Wort
Zyklenende folgt. Wenn die Bedingung nie-
mals verletzt wird, kommt der Computer
aus dem Zyklus nicht heraus, er lduft sich
tot. Man muB deshalb stets fiir einen Aus-
gang aus dem Zyklus sorgen.

Ein Hilfsalgorithmus (Unterprogramm) wird
durch seinen Namen aufgerufen. Die Be-
zeichnungen der. in ihm auftretenden Va-
riablen miissen mit den entsprechenden
Bezeichnungen im Algorithmus iiberein-
stimmen.

Wenn alle Kommandos des Programms
ausgefiihrt sind (nach dem Wort Ende),
druckt der Computer der Reihe nach die
aktuellen Werte derjenigen Variablen aus,
die im Kopf des Algorithmus hinter dem
Wort Ausgabe stehen (falls sie berechnet
wurden).

A8a Schreibt die Algorithmen, die ihr

beim Ldsen der Aufgabe im Teil 1 gefun-

den habt, mit Hilfe unserer algorithmi-
schen Sprache auf!

A. P.Jerschow, aus der math.

Schiilerzeitschrift Quant, Moskau,

fiir alpha bearbeitet von

Dr. C.-P. Helmholz, KMU Leipzig

A la Peter, Paul, Penny, Philip and Pa-
tricia are brothers and sisters. Each of them
has a savings account.

One evening, they were sitting together,
talking about their accounts and complain-
ing how little they had. Suddenly, Penny,
who liked to juggle numbers, remarked:
“How interesting! Each account shows a
different whole number of dollars, and the
product of all the numbers is still only 12.”
Suggest what amounts might be showing in
each of the five accounts.

A2a Boccranosure MIPORYLIEHHbIE
uMdphl B PABEHCTBAX HA PHCYHKE.

Ala Opnaxnmsl B ApTeke 3a KpyIUIbIM
CTOJIOM OKa3aJIHCh NATEPO PEOAT POIOM M3
Mockssl, Jlennurpapa, Topekoro, [epmu
u Ceepmnoscka — ¥Opa, Tons, Jlewna, Kons
" Butsa.

MOCKBHY CHIUT MEXAY CBEPLTOBYAHMHOM
W Buredt, nennurpagen — mexay HOpon u
Tounei, a HAMPOTUB HErO CHAAT NEPMSAK M
Newa. Kons Hukorma ue 6pum1 B JleHHH-
rpage, lOpa 6piBan B 'opekom, HO He 6bLl
B CBepIJIOBCKE, a CBepaIOBYaAHMH ¢ Tonei
perylspHO mepemnuchiBatoTcsa. Onpene-
JINTE, KTO U3 pebAT rje XHBeT.

444 Onacommandé 1000 bouteilles de
jus de pomme pour la féte de ’école. Elles
sont livrées en caisses de 12 bouteilles, par
une petite voiture qui peut transporter 15
caisses a la fois au maximum.

Combien faudra-t-il de voyages a la petite
voiture pour transporter les 1000 bouteilles
commandées?
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mini-BASIC
fiir alpha-Leser

Die stiirmische Entwickiung und breite
Anwendung  informationsverarbeitender
Maschinen ist charakteristisch fiir den wis-
senschaftlich-technischen Fortschritt unse-
rer Zeit. Computer steuern Produktionspro-
zesse, stellen Fahrkarten aus, berechnen
den Kurs von Raumschiffen ....

Neben GroBcomputern dringen vor allem
Klein- und Biirocomputer immer mehr in
unseren Alltag ein und helfen den Men-
schen, sich von stereotypen geistigen Ar-
beiten zu befreien.

T

““““““““““““““““““““““““““

o
T T @\
wer TT )

Seit Mirz 1985 ist an der Sektion Mathe-
matik der Martin-Luther-Universitat Halle
ein Computerkabinett mit Kleincomputern
des Typs KC 85/1 eingerichtet worden, in
dem auch interessierte Schiiler im Rahmen
von mathematischen Arbeitsgemeinschaf-
ten Kleincomputer zur Losung von Proble-
men nutzen kénnen.

Eine wichtige Voraussetzung fiir eine sinn- -

volle Nutzung von Kleincomputern ist das
Beherrschen einer Programmiersprache.
Im folgenden wollen wir interessierte al-
pha-Leser mit Elementen der Program-
miersprache BASIC vertraut machen.
BASIC ist eine Programmiersprache, in der
viele Kleincomputer, so auch die in der
DDR produzierten Kleincomputer
KC 85/1 und KC 85/2 programmiert wer-
den konnen.

Aller Anfang ist nicht schwer!
Oder: Wie arbeitet ein Computer?

Ala 1. Zaht 8 4 5

2. Zahl 3 |7 12

Ergebnis

Fiille die letzte Zeile der Tabelle nach fol-
gender Vorschrift aus!

KC 85/1 — hergestellt im VEB ROBOTRON-MeBelektronik Otto Schon, Dresden

Key board des KC 85/2 — hergestellt im VEB Mikroelektronik Wilhelm Pieck,

Miihlhausen
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(1) Multipliziere die erste Zahl mit der
zweiten Zahl!

(2) Dividiere das Ergebnis durch 2!

(3) Schreibe das so erhaltene Ergebnis in
die letzte Zeile der Tabelle!

Mit obiger Vorschrift kann man z. B. den

Fldcheninhalt eines Dreiecks berechnen,

wenn der eine Eingabewert der Zahlenwert

fiir die Linge einer Dreiecksseite und der

andere der Zahlenwert der zugehorigen

Hoéhe ist. (Die MaBeinheiten der Eingabe-

werte miissen natiirlich verniinftig gewahlt

werden! Im genannten Fall miissen sie

iibereinstimmen.)

a2a Uberlege, was man mit obiger Vor-
schrift noch berechnen kann! Gib die Be-
deutung der Eingabewerte an!

Wenn du die Aufgabe 1 geldst hast, so hast
du Eingabewerte entsprechend einer Vor-
schrift (Algorithmus) in Ausgabewerte um-
geformt. Das kann man, wenn es sich bei
den Eingabedaten um Zahlen handelt, in
vielen Fillen auch mit Hilfe des Taschen-
rechners machen. Wenn man z. B. in den

Taschenrechner SR 1 [EI »ein-

setzt“, dann berechnet er nach einem be-
stimmten Algorithmus, den er ,kennt“ und
nicht ,vergiBt“, den Wert von ﬁ? .

Das Besondere beim Computer besteht
nun darin, daB man ihm immer wieder an-
dere Algorithmen ,eingeben“ kann, die er
sich — solange wie wir es wollen — merkt
und damit den Ablauf seiner Titigkeit
selbst steuert. Der Algorithmus muB aller-
dings in einer fiir den Computer verstindli-
chen Sprache geschrieben sein. Zu diesem
Zweck hat man Programmiersprachen ent-
wickelt. Als Programm bezeichnet man
dann einen Algorithmus, der in einer Pro-
grammiersprache notiert ist.

Nun wollen wir — wie schon angekiindigt —
endlich beginnen, den alpha-Leser mit Ele-
menten der leicht erlernbaren Program-
miersprache BASIC (BASIC - Abkiirzung
fir Beginners All-purpose Symbolic
Instruction Code, zu deutsch: Allzweck-
Programmiersprache fiir Anfinger) be-
kannt zu machen, so daB er kleine Pro-
gramme in dieser Programmiersprache
verstehen und selbst entwickeln kann. Die
Worter dieser Programmiersprache sind
dem Englischen entiehnt.

Computer als Taschenrechner

Um z. B. den Kleincomputer KC 85/1 wie
einen Taschenrechner zu nutzen, mufB
man wissen, daB er wie der Taschenrechner
SR1 Vorrangregeln beachtet und man
auBerdem noch Klammem verwenden
kann. Die BASIC-Symbole fiir einige wich-
tige Operationen, Funktionen und Kon-

- stanten sind nachstehender Ubersicht zu

entnehmen.

Mit der Anweisung

PRINT 7+ 4 (print (engl) — drucken),
die iiber die Tastatur des Computers einge-
geben wird, ,druckt“ er nach Betitigung
der Taste ENTER (enter (engl) — eintra-
gen) den Wert des Terms 7 +4 auf dem
Bildschirm des Computers aus. (Der
KC 85/1 hat keinen eigenen Bildschirm. Er



Ubliche mathematische BASIC Bemerkungen

Darstellung Darstellung

+ +

- - Kein Unterschied zwischen Vorzei-
chen und Operationszeichen

. *

: oder Bruchstrich /

V= SQR(X) Variable werden in BASIC mit
GroBbuchstaben
geschrieben

a- AAB

b PI

|x] ABS(X)

kann mit einem Koaxialkabel an den Bild-
schirm eines Fernsehgerites angeschlossen
werden.) Auf dem Bildschirm erscheint
nun folgendes Bild.

OK

>PRINT 7 + 4
11

OK

>0

3,07-10,03
In

nen, so muB man folgende Anweisung

Leintippen:

PRINT (3.87-.83) / (3*P])

An den Beispielen ist ersichtlich, daB

— bei Zahlendarstellungen an Stelle eines

Kommas ein Punkt zu setzen ist;

— als Null das Zeichen # (zur Unterschei-

dung vom Buchstaben O) verwendet wird;

— fiir Zahlen zwischen —1 und 1 die Vor-

komma-Null weggelassen werden kann;

— das Operationszeichen * stets ange-

geben werden muB;

- erst die Betitigung der Taste ENTER

das Rechnen und die Ergebnisanzeige ver-

anlaBt.

Mit diesern Wissen ausgeriistet, konnen

wir an das Losen folgender Aufgaben ge-

hen.

Will man den Term berech-

Aufgaben

A3la Gib fiir folgende Ausdriicke eine
BASIC-Darstellung an!
a) 9,31°

b) 24,02 - 0,32
¢) ¥3,22+4.3?
53

d) ==

2,3:7,2
e) 2m-2,7?
f) —3,72:12,9-10,8]
A4A Welchen Term kann man jeweils

mit folgender BASIC-Anweisung ermit-
teln? Gib den Term in mathematischer
Schreibweise an!

a) PRINT 3.7*%9.81 A2

b) PRINT 2.89/3.7% 21/7.3

c) PRINT (2.89%*.21)/(3.7%17.3)

d) PRINT 4/3*%PI*2 A 3

e) PRINT SQR (ABS (2.83 * —5.3))

Nun wollen wir noch eine neue Funktion
kennenlernen, die uns beim Programmie-
ren groBe Dienste erweisen wird. Dazu ge-
ben wir in einer Tabelle fiir einige Eingabe-

werte jeweils die zugehOrigen Ausgabe-
werte an.

Eingabewert —7,9] -3,1| —2,1] —-1,7

Ausgabewert —8 -3 -2

Eingabewert —1 0 0,7 1,89

Ausgabewert —1 0 0 1
2,1 3,9 52

A5 A a) Vervollstindige obige Tabelle!
b) Versuche anzugeben, wie man jeweils
aus dem Eingabewert den zugehorigen
Ausgabewert erhilt!

Man nennt diese Zuordnung ,Integer-

Funktion“ (integer (engl.) — ganzzahlig)..

Als Symbol verwendet man in der iiblichen
mathematischen  Schreibweise  eckige
Klammern (y = [x]).

Beispiele: [1,8] = 1,[4] =4,

[-191= -8, [-1]= -1

[x] ist die groBte ganze Zahl, die kleiner,
hdchstens gleich x ist. In BASIC schreibt
man fur diese Funktion INT(X).

A 6A Berechne im Kopf, und gib jeweils
eine BASIC-Darstellung fiir die Berech-
nung der Terme an!

a) [3,71:] -6

b) [-3,7]: (—6)

c)4:3-[4:3]

d) 8:2—[8:2]

A 7a Was ist hier falsch?

a) PRINT 3(4%*7.5)

b) PRINT 0.2/(7.1-5.89)

c) PRINT SQR 7.2*@.9

d) PRINT 2PI1*(-3)

Wir beginnen zu programmieren!

AB84 Berechne das Volumen und die
Mantelfliche eines geraden Kreiszylinders,
von dem der Grundkreisradius r und die
Hohe h bekannt sind!

a) Stelle fiir den Taschenrechner SR'1
einen entsprechenden Rechenablaufplan
auf!

b) Fiille folgende Tabelle aus! (Runde auf

Einer!
E;':Zewe o [rGnem) 30 27 |74
& h(incm) |50 |4,8 |3,2

V(incm?) | | |

Ausgabewerte { A, (0 om?) | | |

Um die Ausgabewerte zu ermitteln, muB
man den gleichen Rechenablauf mit dem

SR1 stets von neuem, nur mit anderen
Eingabewerten abarbeiten.

Bei einem Computer ist das anders. Er
kann sich ,merken“, wie jeweils die Einga-
bedaten zu ,verarbeiten“ sind, wenn man
ihn mit einem Programm ,gefiittert“ hat.
In einem solchen Computerprogramm tre-
ten fiir die Ein- und Ausgabedaten zu-
nichst Variable auf (Variable werden in
BASIC mit GroBbuchstaben bezeichnet.)
Ein BASIC-Programm zur Berechnung des
Volumens und der Mantelfliche eines ge-
raden Kreiszylinders aus Grundkreisradius
und Hohe kénnte wie folgt aussehen:

Programm 1:
10 INPUTR
20 INPUTH
39 LETV =PI*R*R*H}
40 LETM =2*PI*R*H
56 PRINTV
60 PRINT M
70 END
Dieses Programm besteht aus sieben Pro-
grammzeilen. Jede dieser Programmzeilen
beginnt mit einer Zeilennummer.

Den Zeilennummern folgen Anweisungen.
Die Zeilennumerierung wird gewohnlich in
Zehnerschritten vorgenommen, um bei Be-
darf weitere Zeilen einzufiigen. Der Com-
puter arbeitet das Programm mit aufstei-
genden Zeilennummern ab. Bei der Ein-
gabe des Programms muB man nach jeder
Zeile die ENTER-Taste betitigen. Ist das
Programm ,eingetippt“, kann man es mit
dem Kommando RUN (run (engl.) - lau-
fen, rennen) ,starten“. In unserem Falle
trifft der Computer als erstes auf eine IN-
PUT-Anweisung (input (engl.) — Eingabe):
Er verlangt die Eingabe von Daten, denn
auf dem Bildschirm erscheint ein Fragezei-
chen. Die Eingabe des Zahlenwertes fiir
den Grundkreisradius (z. B. 3,0) wird mit
der ENTER-Taste abgeschlossen. Nun er-
scheint auf dem Bildschirm erneut ein Fra-
gezeichen. Es ist der Zahlenwert fiir die
Zylinderhohe einzugeben (z.B. 5.9). Nach-
dem die Taste ENTER betitigt wurde, er-
scheinen auf dem Bildschirm zwei Zahlen.
Die erste ist die MaBzahl fiir das Volumen
und die zweite die fiir die Mantelfliche des
Kreiszylinders.

}Dateneingabe

Daten-
bearbeitung

} Datenausgabe

730
750
141.372
94.2478
CK
>0

Was ist passiert?
Auf Grund der zwei LET-Anweisungen (let
(engl.) — es sei), hat der Computer den
Wert des Terms nr2h (bzw. 2mrh) ermittelt
und diesen Wert der Variablen V (bzw. M)
zugewiesen. Man spricht in einem solchen
Fall von einer Wertzuweisung. Durch die
PRINT-Anweisungen (Zeile 58, Zeile 60)
wird der Computer angewiesen, die Werte
der jeweils angegebenen Variablen (in un-
serem Beispiel V' und M) auf dem Bild-
schirm auszudrucken.

L. Flade/M. Pruzina
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Der
physikalische
Glaskasten

Manchem war die Arbeit mit den Fischen
zu umstidndlich, andere haben sich inzwi-
schen einen groBergn Swimmingpool fiir
die Stichlinge zugelegt. So kommt es vor,
daB hier und da ein Aquarium verstaubt.
Fir diesen Fall haben wir etwas anzubie-
ten. Wem fiir die folgenden Beobachtun-
gen und Experimente der Glaskasten fehlt,
der kann sich mit einer quaderférmigen
Plastdose aus der Kiiche behelfen.

Wasserwaagenkontrbl.le

Selbst ein kleines Aquarium hat es in sich,
Wasser nimlich. Nehmen wir eine Grund-
fliche wie ein A4-Blatt (rund 600 cm?) und
eine H6he von 25 cm an, so faBt dieses Ge-
faB 151 oder den Inhalt von anderthalb
Wassereimern. Rechnet nach, ob es
stimmt! Solch gefullter Kasten bringt iiber
15kg auf die Waage. Wie schon feucht,
wenn er uns aus der Hand rutscht, weil die
Scheiben noch naB und deshalb glatt wa-
ren! Unebenheiten der Unterlage solite
man vermeiden, der Auflagedruck kdnnte
an solchen Stellen Werte annehmen, die
der Glasboden veriibelt.

Steht das Aquarium schief, so zeigt der
Wasserspiegel dies unerbittlich an. Er stellt
sich in jederm Fall horizontal, bildet eine
waagerechte Ebene. Damit 14Bt sich sogar
eine Wasserwaage priifen. Halten wir sie
exakt an die Wasserlinie (Bild 1), so 1d8t
sich eine Stahlkugel oder Miinze darauf le-
gen, ohne daB diese wegrollen. Die Wasser-
waage kann auch durch ein Lineal ersetzt
werden.

Wandernde Drucksonde

Ein Aquarium ist zumeist aus Glasschei-
ben zusammengekittet. Man staunt jedes-
mal liber die Festigkeit der schmalen Kleb-
stellen. Hier leistet die Adhésion ganze
Arbeit. Die Belastung der Scheiben ist
nicht iiberall gleich. Der durch die Ge-
wichtskraft des Wassers hervorgerufene
Schweredruck nimmt mit der Tiefe zu, vgl.
Physiklehrbuch KI1. 7, S.102 bis 106.

Zur genaueren Untersuchung bauen wir
eine Drucksonde mit angeschlossenem U-
Rohr-Manometer. Es entsteht eine Kom-
pakt-Anlage aus drei Trinkr6hrchen und
etwas Wasser. Zuerst stecken wir die drei
Rohrchen zusammen. Jeweils ein Ende
wird dazu trichterférmig geweitet, indem
man einen gespitzten Bleistift hinein-
driickt und leicht dreht. Ein Tropfen Duo-
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.. san oder besser Plastkleber (M6kopur) sta-

bilisiert die Verbindungsstelle. Damit das
fertige Rohr wie in Bild 2 aussieht, miissen
wir es an zwei Stellen biegen. In der Nihe
einer Flamme oder in heiBem Wasser wird
die erforderliche Kriimmung vorsichtig
hergestellt. Abkiihlen in Wasser sorgt fiir
schnelles Erstarren des Plastmaterials.

Wir saugen etwas dunkle Fliissigkeit —
Kaffee oder tintengefdrbtes Wasser, jeweils
mit einem Tropfen Fit — in das U-Rohr.
Durch Blasen entfernen wir so viel, da8 sie
sich etwa auf die eingezeichnete Null-
marke einstellt. Das offene Ende B ist die
Drucksonde. Wir tauchen es in Wasser.
Nun muB sich ein Druckunterschied p ab-
lesen lassen, wenn die Rohrchen dicht in-
einander passen. 1 mm Hohenunterschied
zwischen C und D in Bild 2 entspricht
einem Druck von 10Pa bei B. Wir veridn-
dern systematisch die Tiefe A des MeB-
punktes und erfassen die zugehOrigen
Druckwerte in einer Tabelle. Mit den MeB-
wertpaaren zeichnen wir ein Diagramm
(Bild 3).

Bei gleicher Tiefe erhalten wir stets gleiche
Druckwerte, in welcher Ecke des GefdBes
wir auch die Drucksonde ansetzen. Man
kénnte das Aquarium gegen eine Weinfla-
sche auswechseln, die mit Wasser gefiillt
ist. Nur die Hohe des Wasserstandes, nicht
die GefdBform bestimmt, wie gro der
Schweredruck im Wasser ist.

Anders ist die Sache mit den infolge des
Druckes wirkenden Kriften. Sie wachsen
im gleichen Verhdltnis wie die Scheiben-
fliche. Es gilt fiisr sie F=p-A4. Da sich p
von oben nach unten gleichmiBig indert,
setzen wir den mittleren Druck in die For-
mel ein, der in halber Wassertiefe wirkt. In

~Bild 4 wiren das 1000 Pa. Betrigt die Fla-

che der Scheibe z.B. 400 cm?, so wirkt auf
sie eine Gesamtkraft von F =1000Pa

X 400 cm? = 1000% -0,0400 m? = 40N

Das hilt die Glasscheibe aus, auch die
Klebstelle.

Uberlisteter Auftrieb

Eine der niitzlichsten Wirkungen des
Schweredrucks ist der Auftrieb. Wir binden
eine Kartoffel an einen Gummifaden (sog.
Hutgummi) und messen die Linge des
durch die Gewichtskraft der Kartoffel ge-
dehnten Fadens. Wir tauchen dann die
Knolle in Wasser (Bild 5). Der Faden ver-
kilrzt sich so, als ob nichts mehr an ihm
hinge. Er dehnt sich erneut, wenn die Kar-
toffel an ihm aus dem Wasser gezogen
wird.

Die Gewichtskraft F; der Kartoffel scheint
in deren eingetauchtem Zustand kleiner zu
werden. Thr wirkt die Auftriebskraft F, ent-
gegen. Der Gummifaden hat nur noch die
Differenz F; — F, auszuhalten. Fiir dies al-
les ist der Schweredruck verantwortlich.
Unterhalb des Korpers ist der Druck gré8er
als an der Oberseite. So entstehen Kraftwir-
kungen von unten nach oben (Bild 6a).
Schaltet man den Schweredruck unten aus,
gibt es keinen Auftrieb mehr. °

Dieser Fall tritt ein, wenn sich zwischen

Kdrper und GefiBboden kein Wasser be-
findet. Die sich beriihrenden Flichen miis-
sen dazu genau aneinandergrenzen, még-
lichst eben sein. Eine leere Filmdose z. B.
hat einen ziemlich ebenen Deckel. Wir fet-
ten seine Fliche noch etwas ein. Im was-
sergefiillten Aquarium driicken wir die
Dose fest auf den sauberen Glasboden. Die
Verbindung wird durch leichtes Drehen
noch verbessert. Die leere Dose bleibt am
Boden haften, der Auftrieb ist iiberlistet
(Bild 6b).

Schwimmblase als Auftriebsregler

Der Auftrieb hdngt auch von der Dichte
der Fliissigkeit ab, in die der Korper ein-
taucht. Eine Kartoffel, die in normalem
Wasser sinkt, kann in Salzwasser schwim-
men, da dieses eine groBere Dichte hat.
Fiir das Aquarium wire eine Salzwasserfil-
lung zu aufwendig. Wir dndemn die Dichte
mit Hilfe der Temperatur.

Ein Luftballon wird mit warmem Wasser
gefiillt, als VerschluB ein Zehnpfennig-
stiick eingeklemmt. Befindet sich im Aqua-
rium Wasser derselben Temperatur, so
sinkt der Ballon auf den GefdBboden. Ist
das Wasser im Aquarium deutlich kilter,
so schwebt der Ballon unter der Wasser-
oberfliche (Bild 7).

Ballonflieger erwdrmen die Luft im Ballon
mit Hilfe eines Brenners. Die AuBenluft ist
kilter, so kommt ein ausreichender Auf-
trieb zustande.

Ganz gleich, wodurch der Auftrieb beein-
fluBt wird, irnmer gilt das Gesetz des Ar-
chimedes: Die Auftriebskraft ist gleich der
Gewichtskraft der verdringten Fliissigkeit bzw.
des verdringten Gases. Wieviel Flissigkeit
ein Kdrper verdringt, ist mit einem Uber-
laufgefdB zu bestimmen. Hingen wir ein
gebogenes Trinkrohrchen iiber den Rand
des Aquariums, ist ein solcher Apparat fer-
tig. Wir achten darauf, daB das duBere
Rohrstiick 3 cm ldnger als das innere ist.
Letzteres muB ins Wasser eintauchen
(Bild 8). Wir saugen am dufleren Ende
Wasser an. Ist das Rohrchen gefiillt, wirkt
es als Heber, das Wasser lauft von selbst
weiter, bis der Wasserspiegel im Aquarium
die Hohe der inneren Rohroffnung erreicht
hat. Jetzt ist das UberlaufgefiB betriebsbe-
reit. Wir bestimmen mit seiner Hilfe das
Volumen einer groBen Kartoffel oder unse-
rer Faust. Beim Eintauchen wird der Was-
serspiegel angehoben. Der Heber fangt wie-
der an zu arbeiten. Die auslaufende
Fliissigkeit fangen wir in einem MefBbecher
oder -zylinder auf. Ihr Volumen entspricht
demn des eingetauchten Korpers. Mit Hilfe
dieses Verfahrens kénnte man auch das
Volumen eines ins Aquarium gesetzten Fi-
sches bestimmen. Der regelt iibrigens sei-
nen Auftrieb selbstindig. Mit Hilfe der
Schwimmblase kann er sein Volumen ge-
ringfligig vergré68ern oder verringern. Im
ersten Fall verdringt er mehr Wasser, er-
hélt einen groBeren Auftrieb und steigt
nach oben. Abwirts geht es bei kleinerer
Schwimmblase; und dies alles, ohne von
Archimedes je geh6rt zu haben.



Versetzte Kanten

Blickt man von oben in ein Aquarium,
scheint es wesentlich flacher als in Wirk-
lichkeit zu sein. Der Boden bzw. die
schwimmenden Fische wirken angehoben.
Legt man einen langen Stab schrig ins
Wasser, wirkt der Unterwasserteil abge-
knickt. Auch in der Seitenansicht bietet
das Aquarium solche Effekte. Es wirkt viel
schmaler. Regelrecht konfus kann man
werden, wenn man schrég von oben in ein
mit klarem Wasser gefiilltes Aquarium
blickt, denn alle Kanten unter Wasser sind
verschoben, héren irgendwo auf, um seit-
lich versetzt an anderer Stelle wieder auf-
zutauchen.

An alldem ist die Lichtbrechung schuld.
Mit einer Taschenlampe kann man diese
Erscheinung direkt beobachten. Das Was-
ser im Aquarium soll leicht getriibt sein,
z.B. durch etwas eingerithrte Milch. Dann

ist der Lichtweg gut zu verfolgen. Beson-
ders gelungene Ergebnisse erhalten wir mit
einer Versuchsanordnung wie in Bild 9.
Man erkennt die Brechung beim Ubergang
von Luft in Wasser, sieht aber auch, daB
ein Teil des einfallenden Lichtes reflektiert
wird. Hierbei gilt das Reflexionsgesetz
o = o'. Das Brechungsgesetz ist mathema-
sinad ¢

: =—. In unse-
sinf ¢

rem Beispiel wire ¢, die Lichtgeschwindig-
keit in Luft und ¢, jene in Wasser. Im
Tafelwerk, S. 39, findet man hierfir rund

300000% und 225 ooo%. Somit

miiBte fiir die Lichtbrechung an der Was-
serflache
sine _ 300000 km/s

tisch komplizierter

=1,33 sein.

sinf 225000 km/s
Diese Zahl iiberpriifen wir im Experiment
(Bild 10). Gebraucht werden ein Stiick fe-

ste Pappe, zwei Wischeklammem und
Bindfaden. Auf die Pappe zeichnen wir
einen Kreis. Zwei pegeniiberliegende Vier-
tel erhalten eine in 10°-Schritten geteilte
Winkelskale. In den Kreismittelpunkt ste-
chen wir ein Loch ein, stecken den Bindfa-
den durch und bewahren ihn durch einen
Knoten vor dem Durchrutschen. Das
Aquarium ist bis dicht unter den Rand mit
klarem Wasser gefiillt. Wir stellen die
Pappe hinein, klemmen sie am Glasrand
fest und beginnen sofort mit der Messung.

Der Faden wird entlang der Pappe leicht
gespannt und jeweils einer der unter Was-
ser befindlichen Skalenstriche anvisiert.
Wenn Strich und Faden eine Gerade erge-
ben, lesen wir am Faden den Winkel ab. In
Bild 10 wird z.B. # = 50° anvisiert, und der
Faden muB dazu bei a =70° angehalten
werden. So ermitteln wir zu den Bre-
chungswinkeln die Einfallswinkel. Die Si-
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Eine Aufgabe von
Akademiemitglied
Prof.Dr.

A. N. Kolmogorow

Sektion Mathematik der Staatlichen
Lomonossow-Universitat Moskau

Knobeleien
mit dem
Taschenrechner

Die Barrikade

A2693a (1) Die Menge M bestehe aus
drei Elementen, diec Menge N aus zwei Ele-
menten. Wie viele eindeutige Abbildungen
existieren: a) von M in N; b) von M auf N;
c) von N in M; d) von N auf M?

(2) Die Menge M besteht aus m Elemen-
ten, die Menge N aus n Elementen. Wie
viele auf M definierte Funktionen existie-
ren, welche zu N gehorige Werte besitzen?

nuswerte liefert das Tafelwerk oder ein Ta-
schenrechner. Wie es das Brechungsgesetz
sin o

sin 8
hernd konstant. Unser Ergebnis kommt
dem aus den Tabellenangaben berechneten
Wert (1,33) sehr nahe, die Messungen wa-
ren nicht schlecht.

behauptet, ist der Quotient anni-

Farbiger AbschluB

Blickt man unter groBerem Winkel ins
Aquarium, kann man nicht aus den Seiten-
flichen heraussehen. Sie glinzen wie ein
Spiegel und zeigen seitenverkehrte Abbil-
dungen von Dingen, die sich hinter dem
Aquarium befinden (Bild 11). Verantwort-
lich hierfiir ist die Totalreflexion. Sie ent-
steht nur, wenn Licht aus Wasser oder Glas
in Luft iibertritt. Weil hier der Brechungs-
winkel f immer groBer als der Einfallswin-
kel o« ist, erreicht p vor « den Wert 90°.
Weiter geht es nicht, und statt aus dem
Wasser in Luft iiberzutreten, wird das
Licht wieder nach innen reflektiert.

Blickt man durch eine Kante des Aqua-
riums, kann man helle Gegenstinde in al-
len Regenbogenfarben sehen. Besonders
gut 148t sich solch ein Spektrum erzeugen,
wenn man wie in Bild 12 eine kriftig be-
leuchtete, glinzende Stricknadel betrach-
tet. Der dunkel gezeichnete Teil des Was-
sers wirkt wie ein Prisma. Die einzelnen
Farbanteile des weiBen Gliihlampenlichtes
werden unterschiedlich stark gebrochen
und somit voneinander getrennt.

Mit unserem Aquarium lieBe sich noch
viel Physikalisches anstellen. Die Technik
zum Beleuchten, zur Temperaturregelung
oder Beliiftung des Wassers erfordert z. B.
weit mehr als nur jene grundlegenden
Kenntnisse, die wir heute aufgefrischt ha-
ben. Und was die Fische betrifft — wir soll-
ten uns iiberlegen, ob sie nicht doch eine
prichtige Freizeitbeschiftigung abgeben
konnten! D. Wrobel
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.Ala Die Mutter hat vier Zahlen notiert:
91553 704 3571 0.5
Als die Tochter aus der Schule kommt,
nimmt sie schnelil ihren Schulrechner SR 1
und schreibt vier Worter, aus denen sie
einen Auftrag ihrer Mutter abliest. Wit
ihr, um welchen Auftrag es sich handelt?
Wie heiBt das Madchen?

A2 A Ermittle die Ergebnisse der einzel-
nen Aufgaben, schreibe diese auf dem SR 1,
und trage die LOsungsworter in einen
Rhombus ein:

98-(3-33-2)=

3¥+22=

3-5.-9=

402+7-9)-5=

15-2581 =

49945:7 =

10°-(3-102-13) =

3+4-7=

V9 =

A 3 A Schreibt man die Ergebnisse der fol-
genden Aufgaben mit dem SR1 (wie in
alpha Heft 6/1985, S.123), so erhilt man
nacheinander jeweils einen Begriff aus
dem Verkehrswesen, der Geographie, der
Musik, der Miinzkunde, der Chemie, der
Literatur und der Zoologie. Die Anfangs-
buchstaben dieser Worter ergeben einen
Beruf, die Endbuchstaben dieser Worter
nennen euch eine Versteinerung.

3-17-10+ 172+ 90 =

(3-13-1)-100+92+2=

3-10°+8-10' =

122-7=

3022+ 526 =

100- 412602500 + 79 =

85-86+6-7+1=

) Dr. W. Schmidt, Greifswald

(Losungen siehe Heft 6/86, d. Red.)

N

Das Spiel Ohne Fleiff kein Preis (auch Schie-
befax genannt) sei in folgender Abwand-
lung betrachtet:

3 c D 4

E F

In einem Rahmen der GréBe S mal 4 seien
Teile A, B, C, D, E, Fund 1, 2, 3, 4 wie
folgt in Ausgangsposition:
Dabei ist links und rechts vom Teil B je
ein freies Feld der GroBe 1 mal 1. Durch
Verschieben sind diese Teile so umzugrup-
pieren, daB Teil 4 unten in der Mitte
(obige Position der Teile C, D, E, F) er-
scheint. Das wesentliche Problem ist hier-
bei, die Teile 4 und B aneinander vorbei
zu bewegen. Entsprechend nenne ich das
Spiel Die Barrikade.
Ein Zug ist jeweils die Bewegung eines Tei-
les um eine Einheit nach links, rechts,
oben oder unten. Zum Beispiel kdnnten
die ersten zehn Ziige wie folgt aussehen:
BL (Teil B nach links, DO, DR, FO, FO,
4L, DU, DU, FR, FU. Das Spiel erfordert
Geduld zu seiner Losung!
(Dieses Spiel wurde in einem Berliner
Schiilerzirkel als Computerspiel realisiert.)
Wer sendet an die Redaktion alpha mog-
lichst kurze Losungen in traditioneller
Form oder aber mit einem Computer?
Dr. R. Klette,
Akademie der Wissenschaften der DDR
Zentralinstitut fir Kybernetik
und Informationsprozesse, Berlin

Zitiert

® Der echte Schiiler lernt aus dem Be-
kannten das Unbekannte entwickeln.
J. W.v. Goethe

® Drei Dinge richtig begriffen zu haben
bedeutet mehr, als von Dutzend Dingen
oberflachlich gehort zu haben.

H. Duncker

® Man muB mehr sehen als sich sagen
lassen. G. Chr. Lichtenberg
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251041 Beweisen Sie, daB
1281° + 1282° + 12833 + 12843
+ 1285% + 1286% + 12877
639-640 + 641 - 642
+642-643 + 644 - 645
eine durch 7 teilbare natiirliche Zahi ist!

251042 Es sei ABCD ein Quadrat; sein
Fliacheninhalt sei F(4BCD); sein Umkreis
sei k. Beschreiben Sie eine Konstruktion
fiir ein (nicht notwendig regelmiBiges)
konvexes Sechseck PQRSTU, dessen simt-
liche Eckpunkte auf k liegen und dessen
Flicheninhalt gleich F(ABCD) ist! Bewei-
sen Sie, daB jedes Sechseck, das nach Ihrer
Beschreibung konstruiert wird, diese For-
derungen erfiillt!

Von den nachstehenden  Aufgaben
251043A und 251043B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu losen:

251043A Kurt méchte auf einer Holzku-
gel K vier Punkte P,, P,, P,, P, konstruie-
ren, die die Bedingungen
P\P,=P,P,=P,P,=P,P,=P,P,= PP,
erfiillen. Folgende Hilfsmittel stehen ihm
zur Verfiigung:

— Ein ebenes Zeichenblatt B, auf dem eine
Strecke DE gegeben ist, deren Linge gleich
dem Durchmesser d der Kugel X ist,

— ein Zirkel, mit dem man sowohl auf B
als auch auf der Oberfliche der Kugel X
Kreise zeichnen kann (der Zirkel besitzt zu
dieserm Zweck einknickbare, geniigend
lange Schenkel),

— ein Lineal (wie iiblich nur zum Kon-
struieren gerader Linien auf B zu verwen-
den, nicht zur Skalenbenutzung).
Beschreiben Sie eine Konstruktion, die
sich mit diesen Hilfsmitteln ausfiihren
ldBt! Beweisen Sie, daB durch die von
Thnen beschriebene Konstruktion vier
Punkte der geforderten Art erhalten wer-
den!

Hinweis: Unter PP, ist die Linge der im
Raum geradlinig (nicht auf der Kugelober-
fliche) verlaufenden Verbindungsstrecke
der Punkte P;, P; zu verstehen. Ebenso wird
beim Konstruieren eines Kreises auf K die
Zirkelspanne als geradlinige Streckenldnge
festgelegt. ‘

251043B Gegeben seien reelle Zahlen a,,
a,, a;, a,. Man ermittle zu jedem mogli-
chen Fall fir diese a,, ..., a4 jeweils alle
diejenigen Tripel (b,, b,, b;) reeller Zahlen
(bzw. beweise gegebenenfalls, daBl es keine

solchen Tripel gibt), fir die das Glei-
chungssystem

ax3+ a;x+ x3 = b,
x}+a;xl =b,,
x}+a,xl =b,

genau ein Tripel (x;, x,, x4) reeller Zahlen
als Losung hat.

251044 Ermitteln Sie alle diejenigen von
0 verschiedenen reellen Zahlen r, fiir die
die Gleichung
2x 1 = 4x—-r+6
rx+r)  x-2r rix—-2ry(x+r)
a) genau zwei verschiedene reelle
Losungen,
b) genau eine reelie Losung,
¢) keine reelle Losung
besitzt!

251045 Stellen Sie fest, ob es moglich ist,
einen Wiirfel mittels einer Ebene so zu
schneiden, daB als Schnittfigur

a) ein regelmiBiges Dreieck,

b) ein regelmiBiges Viereck,

c) ein regelmiBiges Fiinfeck

entsteht!

251046 Essei F = (ay, a,, a,,...) diejenige
unendliche Folge natiirlicher Zahlen, die
durch die Festsetzungen (1), (2) definiert
ist:

(1) Die ersten vier Glieder der Folge F lau-
tena, =1, a,=9, a,=8, a, = 6; sie bilden
also die Teilfolge (1,9, 8, 6).

(2) Fiir jedes n = 5 ist a, die Einerziffer der
Summe der vier Glieder, die dem Glied a,
in der Folge F unmittelbar vorangehen.
Man untersuche, ob es in der Folge F
auBer der Teilfolge (a,, a,, a3, a,) noch eine
weitere Teilfolge gibt, die aus vier unmit-
telbar aufeinanderfolgenden Gliedern von
F besteht und (1,9, 8, 6) lautet.
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251241 Zu einer Feier erschienen fiinf
Giste. Der Gastgeber stellte fest, dafl unter
je drei von diesen Gisten stets zwei sind,
die sich wechselseitig kennen, und zwei,
die sich nicht kennen.

Man beweise, daB der Gastgeber seine funf
Giste so an einen runden Tisch setzen
kann, daB an beiden Seiten jedes Gastes
Bekannte dieses Gastes sitzen.

251242 Es seien q, ¢, ..., ¢, (n22)
paarweise verschiedene Primzahlen.

Man beweise, daB aus dieser Vorausset-
zung stets

q§+l‘qg+l. 'q:+1<£
gi-1 ¢3-1 g;-1 25
folgt.

251243 Gibt es eine Funktion f, die fur
alle reellen Zahlen definiert ist, reelle
Funktionswerte hat und die folgenden Be-
dingungen (1), (2) erfullt?
(1) Fiir alle reellen Zahlen x und y gilt
fx) + f(»)
fE* N =T 0 f0)

(2) Es gilt f(1) = %

251244 FEs sei A;A;A3A, ein Tetraeder
mit gegebenen Kantenldngen

A Ay =a, J1A3= D, m= [~

A2A3 = d, A2A4 =e, A3A4 =f

Man untersuche, ob es einen Punkt P im
Raum gibt, so daB die Summe s der Qua-
drate der Abstinde des Punktes P von den
Eckpunkten des Tetraeders einen kleinsten
Wert annimmt. Falls das zutrifft, ermittle
man jeweils zu gegebenen a, b, ¢, d, e, f
diesen kleinsten Wert von s.

251245 Es sei (p,) die Folge der ihrer
GroBe nach geordneten Primzahlen, d. h.,
esseip;=2,p,=3,p3=5,p4=7,... Man
untersuche, ob es eine natiirliche Zahl N
derart gibt, daB fiir alle natiirlichen Zahlen
n mit n > N die Ungleichung p, > 4, gilt.

Von den nachstehenden Aufgaben
251246A und 251246B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu losen:

251246A Eine im dekadischen Positions-
system dargestellte natiirliche Zahl sei
»Spiegelzahl“ genannt, wenn ihre Ziffern
symmetrisch aufgebaut sind, d. h., wenn
die erste und die letzte, die zweite und die
vorletzte usw. Ziffer iibereinstimmen.
Zum Beispiel sind die Zahlen 358853,
27672, 44 444 Spiegeizahlen. Man untersu-
che, ob es zu jeder zweistelligen natiirli-
chen Zahl a, deren letzte Ziffer von 0 ver-
schieden ist, eine von 0 verschiedene
Spiegelzahl gibt, die durch a teilbar ist.

251246B Fiir jedes Dreieck ABC be-
zeichne d die Linge des Inkreisdurchmes-
sers, g die groBte Seitenldnge und ¢ die
GroBe des kleinsten Winkels dieses
Dreiecks ABC.
a) Man beweise: Es gibt eine Konstante X,
so daB fiir jedes Dreieck ABC die folgende
Ungleichung (1) gilt:

1 K

d " g-sine’ )
b) Unter allen Konstanten K, fiir die die in
a) zu beweisende Aussage gilt, ermittle
man die kleinste Konstante, falls diese exi-
stiert.
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Ein Besuch in der

Knobelwerkstatt

Teil 7:
Holzchen-Knobeleien

Liebe Freunde! Wir wollen an unser ,Spiel
mit Spielen“, das im Teil 6 unserer Bei-
tragsserie im Mittelpunkt stand, ankniipfen
und Anregungen zum Eigenbau von Holz-
chenspielen (oder Streichholzspielen) ge-
ben. Ein Biindel gleich langer Holzchen
oder eine Schachtel mit Streichhdlzem
sind zwar finanziell gesehen sehr billig,
aber durchaus nicht billig im Sinne von
primitiv sind diejenigen Knobeleien, die
man mit den Hoélzchen gestalten kann;
denn sie erfordern eine gute Auffassungs-
gabe, logisches Denkvermd&gen, Findigkeit
und Ausdauer. Wir wollen hier nicht einge-
hen auf die Funktion der Holzchen als
Baumaterial oder als Spielsteine, obwohl
sie letztere Funktion etwa bei den interes-
santen Nimspielen und ihren Varianten
ausgezeichnet erflillen. Wir wollen mit den

Holzchen  Knobeleien  geometrischer,
arithmetischer und wortspielerischer Natur
gestalten.

Da man mit den Holzchen alle mdglichen
geradlinig begrenzten und unterteilten ebe-
nen Figuren auflegen und diese durch Um-
legen, Wegnahme oder Hinzufiigen von
Holzchen verindern kann, so sind die
Holzchen-Knobeleien natiirlicherweise in
der ebenen Geometrie (Planimetrie) ange-
siedelt. Man kann mit den Holzchen auch
Kongruenz- und Ahnlichkeitsgeometrie
betreiben sowie geometrische Konstruktio-
nen ausfiihren. Die Grundannahme dabei
ist, daB alte H6lzchen gleich lang und (im
Idealfall) vom Querschnitt Null sind, was
bei Streichhblzern annihernd erfiillt ist.
Dadurch sind sie in einem Punkt zusam-
menlegbar, und jedes Holzchen kann die
Rolle der Einheitsstrecke iibernehmen
(1 Hélzchenldnge = 1 LE). Der Flichenin-
halt eines Hélzchen-Quadrats der Seiten-
linge 1LE (Einheitsquadrat) wire dann
die Flicheneinheit (1 FE =1 (LE)?). Wei-
terhin fordert man, daB nur ganze (nicht
zerbrochene oder geknickte) Holzchen auf-
gelegt werden diirfen.

Die hiufigsten Vertreter geometrischer
Holzchen-Knobeleien sind solche, bei de-
nen vorgegebene Holzchen-Figuren, denen
man die stilisierte Form realer Objekte
(z. B. Hiuser, Fahrzeuge, Tiere, Gegen-
stinde) geben kann, in andere (eindeutig
zu beschreibende) geometrische Figuren
(z.B. bestimmte Vielecke) verwandelt wer-
den sollen, und dies durch Wegnahme,
Hinzufiigen oder Umlegen einer bestimm-
ten Anzahl Holzchen (s. Aufg. I bis 4). Auf-
gaben dieser Art lassen sich relativ leicht
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gestalten, indem man markante H6lzchen-
figuren auflegt und Umlegemdglichkeiten
durchprobiert. Auf diese Weise kann man
auch Teilungsaufgaben (5. Aufg. 5) und
»Zaubereien® (5. Aufg. 6) gestalten. Bei an-
deren Knobeleien fragt man nach der An-
zahl der fiir eine Figur notwendigen Holz-
chen bzw. gibt diese vor: So kann man
etwa mit einer bestimmten Anzahl Holz-
chen rechtwinklige Dreiecke auflegen,
nimlich genau diejenigen, deren (ganzzah-
lige) Seitenldngen a, b und ¢ der pythago-
reischen Gleichung a2+ b2 = ¢? geniigen
(s. Aufg. 7). Bei weiteren Aufgaben, z. B.
den bekannten ,,Weideproblemen“, verrin-
gert man die fiir das Auflegen bestimmter
Figuren erforderliche Holzchenanzahl
schrittweise (s. Aufg. 8). Auch kann man
das Problem stellen, wieviel geometrische
Figuren einer bestimmten Art mit einer
vorgegebenen Anzahl Hélzchen hdchstens
auflegbar sind (5. Aufg. 9). Bei Aufgaben
zur Bewegungsgeometrie fordert man eine
Verschiebung, Drehung, Spiegelung, Gleit-
spiegelung oder irgendeine (daraus zusam-
mengesetzte) Bewegung einer Figur durch
Umlegen von Holzchen (. Aufg. [0 und 11).
Und schlieBlich kann man auch die Fla-
cheninhalte aufgelegter Holzchenfiguren
ermitteln lassen (s. Aufg. 12).
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Bild 1

Trigonales Holzchen-Gitter mit (stark
hervorgehobenen) Elementardreieck,
Elementarrhombus, Elementarsechseck
und anderen Teilfiguren

Es ist wohl leicht einzusehen, daB es prin-
zipiell unmdéglich ist, mit Holzchen frei
Hand einen rechten Winkel, ein aus min-
destens 2 Hélzchen bestehendes Geraden-
stiick und somit Quadrate, Rechtecke und
andere Figuren mit rechten bzw. gestreck-
ten Winkeln exakt aufzulegen. Offenbar
lassen sich aber (abgesehen von Ungenau-
igkeiten, die aus der Stirke und der leich-
ten Verschiebbarkeit der Holzchen resul-
tieren) ein aus 3 Holzchen bestehendes
gleichseitiges Dreieck (Elementardreieck)
und somit ein Winkel von 60° exakt aufle-
gen (konstruieren), denn die o0.g. Grundan-
nahme sichert die Gleichseitigkeit des
Dreiecks und damit die 60°-GréBe seiner
Innenwinkel. Folglich ist jede Holzchenfi-
gur, die Teilfigur eines (aus Elementar-
dreiecken bestehenden) trigonalen Gitters
ist, exakt auflegbar (konstruierbar), z. B.
der Elementarrhombus und das Elementar-
sechseck, ebenso der gestreckte Winkel
und somit ein aus mindestens 2 Hélzchen
bestehendes Geradenstiick (s. Abb. 1). Kon-

struiert nun einmal in diesemn Sinne die in
Aufg. 13 genannten Holzchenfiguren (als
Konstruktionsschritte seien nur das Aufle-
gen von Elementardreiecken erlaubt), in-
dem ihr ausreichend viele Holzchen als
Hilfsmittel verwendet, die ihr nach Aus-
filhrung der Konstruktion wieder entfernt!
Wir wollen nun noch einige geometrische
Konstruktionen, die auch mit Zirkel und
Lineal ausfiihrbar sind, ,mit H6lzchen und
Lineal“ (wie iiblich mit Bleistift auf einem
Blatt Papier) durchfiihren. Dabei kon-
struieren wir aus gegebenen Punkten die
neuen Punkte mit Hilfe (ausreichend vie-
ler) Holzchen, und das Lineal dient zum
Ziehen einer Geraden durch zwei gegebene
Punkte. Bei unserer Konstruktion ,mit
Holzchen und Lineal“ seien also die fol-
genden  Konstruktionsschritte erlaubt:
1. Das Ziehen einer Geraden durch zwei
gegebene Punkte (mit dem Lineal), 2. das
Auflegen von Hélzchen auf eine gegebene
Gerade an einen gegebenen Punkt dieser
Geraden, 3. das Anlegen von 2 Hdélzchen
an 2 gegebene Punkte A und B mit
AB < 2 LE derart, daB die beiden Hélzchen
die Schenkel eines gleichschenkligen
Dreiecks ABC werden (hieraus folgt auch
die Konstruierbarkeit von Elementar-
dreiecken und beliebigen Rhomben der
Seitenlinge 1LE). Versucht nun einmal,
die in Aufg. 14 geforderten geometrischen
Grundkonstruktionen ,mit Hélzchen und
Lineal“ auszufiihren!

Nun noch zu anderen Holzchen-Knobe-
leien: Da man mit den Hélzchen auch die
Grundziffern des Dezimalsystems (entspre-
chend den Anzeigeziffern eines Taschen-
rechners bzw. einer Digitaluhr), die Grund-
ziffern des rdmischen Zahlensystems, die
Zeichen fiir die rationalen Rechenoperatio-
nen, Relationszeichen, somit Gleichungen
und Ungleichungen, aber auch Buchstaben
und damit Worte und Sitze duflegen kann,
so 1Bt sich mit ihnen ganz ausgezeichnet
Arithmetik und Wortspielerei betreiben (.
Abb. 2). Beispiele fir Knobeleien hierzu
sind das Richtigstellen falscher Gleichun-
gen (5. Aufg. 15 und 16) bzw. Ungleichun-
gen (s. Aufg. 17) und das Verwandeln von
Briichen in andere Briiche (s. Aufg. 18).
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Bild 2

Holzchenziffern und -zeichen:

a) arabische Ziffern,

b) rémische Ziffern,

¢) Operations- und Relationszeichen,
d) Hoélzchen-Schrift

R. Mildner



Knobel-
Wandzeitung

Geometrische Vielfalt

Ala lLegt in der Figur 2 Holzchen so
um, daB a) § Dreiecke und 2 Quadrate, b)
-5 Dreiecke und 1 Rechteck, ¢) 3 Dreiecke,
1 Rechteck und 1 Rhombus, d) 2 Dreiecke,
3 Quadrate und 1 Trapez sowie e)
2 Dreiecke, 3 Quadrate und 1 Rhombus
entstehen!

ANN
L]

Hélzchen-Lokomotive
A2a
a) Legt in der Figur 3 Hélzchen so um, daB
3 kongruente Rechtecke entstehen! Findet
dafiir 3 verschiedene Umlegemoglichkei-
ten!
b) Wieviel Holzchen miissen in der Figur
umgelegt werden, damit die Lokomotive
die entgegengesetzte Fahrtrichtung ein-
nimmt?

Ll

]

Schiffchen-Spiel

A 3a Legtin der Figur a) 2 Hélzchen, b)
4 Holzchen und c) 6 Holzchen so um, daB
jeweils 1 Dreieck und 2 Rhomben entste-

hen! \
-

Hélzchen-Tischlampe

Ad4a Legt in der Figur jeweils 4 Hélz-
chen so um, daB a) 1 Dreieck und 1 Tra-
pez, b) 1 Dreieck und 2 Trapeze, c)
2 Dreiecke und 1 Trapez, d) 2 Dreiecke
und 2 Trapeze, e) 3 Dreiecke und 1 Trapez
sowie f) 3 Dreiecke und 1 regelmiBiges
Sechseck entstehen!

/ N\
A

Gerechte Teilung
A5A Zerlegt die Randpolygone der 3 Fi-
guren in je 4 kongruente Teilfiguren, und
zwar bei Figur 1 durch Wegnahme, Figur 2
durch Umlegen und Figur 3 durch Hinzu-
fiigen von jeweils 8 Holzchen!
IEIZI i 7
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I | R
0 T T o o I
1 2 3

Aus 2 mach 1

A6Aa Legt in der Figur 6 Hoélzchen so
um, damit aus den beiden Weingldsern nur
1 (dhnliches) Weinglas wird!

\VaY4
L

Rechtwinklige Dreiecke

ATA

a) Legt aus 12 sowie aus 30 Holzchen je-
weils ein rechtwinkliges Dreieck (pythago-
reisches Dreieck) auf!

b) Wieviel Holzchen benétigt man minde-
stens, um die abgebildete Standardfigur
zum Satz des Pythagoras auflegen zu kon-
nen?

Fiinf Vierecke

A8A In der Abbildung wurden mit
16 Holzchen 5 kongruente Quadrate aufge-
legt.

a) Wie kann man bereits mit 15 Hélzchen
5 kongruente Quadrate auflegen?

b) Wie kann man schon mit 14 Hoélzchen 5
kongruente Rhomben auflegen?

Mit 12 Hélzchen

A94 Wieviel Quadrate kann man mit
12 H.élzchen hochstens auflegen (wobei
das Ubereinanderlegen von Hélzchen er-
laubt ist)?

Verschiebung und Drehung

A10A Wieviel Hblzchen muB man in
den beiden Figuren mindestens umlegen,
damit diese a) um 1LE nach rechts ver-
schoben werden bzw. b) um 60° in mathe-
matisch negativer Richtung um den
Punkt 4 gedreht werden?

JAVAVAVAN
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Spiegelung

Alla Wieviel Hélzchen miissen minde-
stens umgelegt werden, damit die abgebil-
dete Holzchenfigur an der eingezeichneten
Achse gespiegelt erscheint?

Flichenberechnung

A12 A Ermittelt die Flicheninhalte der
Randpolygone der in den Aufgaben 1, 3, 4,
5, 8, 10 und 11 dieser Knobelwandzeitung
angegebenen Holzchenfiguren!

Geometrische Konstruktionen

mit Holzchen

A 13 Ao Konstruiert mit Hilfe von Elemen-
tardreiecken (s. Text!) die folgenden Holz-
chenfiguren: a) cine Strecke der Linge
3 LE, b) ein gleichseitiges Dreieck der Sei-

tenlinge 3 LE, c) ein regelmaBiges Sechs-
eck der Seitenldnge 2 LE, d) die Figuren
der Aufgaben 3 und 4 dieser Knobelwand-
zeitung, e) die Mittellinie eines gleich-
schenkligen Trapezes (Grundseiten: 3 LE
und 1LE, Schenkel: 2 LE) und f) minde-
stens vier verschiedene (nicht kongruente)
Polygone, die Teilfiguren eines trigonalen
Gitters sind und jeweils 5 Elementar-
dreiecke umfassen!

Grundkonstruktionen

mit Hélzchen und Lineal

Al4a Fihrt die folgenden Grundkon-
struktionen mit Holzchen und Lineal
(s. Text!) aus und begriindet ihre Richtig-
keit: a) das Halbieren einer gegebenen
Strecke AB (fiir die Streckenlidngen 1,5 LE;
3LE; 45 LE), b) das Halbieren eines gege-
benen Winkels mit dem Scheitel A4, c) das
Ermrichten der Senkrechten in einem
Punkt P einer gegebenen Geraden g und d)
das Zeichnen einer Parallelen g’ zu einer
gegebenen Geraden g im Abstand 2 LE.

Holzchen-Gleichungen

Al15a Lept in jeder der (offenbar fal-
schen) Gleichungen genau 1. Holzchen so
um, daB diese zu wahren Aussagen werden!

THE=15] v - v =
H+2=5 | 1 +vn=v
S+S=10|C -xu=x

Zerlegung der 18

Al6a Die abgebildete Holzchenglei-
chung ist offenbar falsch. Entfernt nun von
3 Ziffern 8 auf der linken Seite der Glei-
chung a) 2 Hdlzchen, b) 3 Holzchen, c)
4 Holzchen, d) 6 Holzchen, e) 7 Hélzchen
und f) 11 Holzchen derart, daBl jeweils
wahre Gleichungen entstehen! Wieviel ver-
schiedene Gleichungen, die nicht nur
durch Vertauschen derselben Summanden
entstehen, sind in jedem Falle erhiltlich?

OO 0Ot
oto+to=10

Holzchen-Ungleichungen

Al7a Legt in jeder der (offenbar fal-
schen) Ungleichungen genau 1 Holzchen
so um, daB diese zu wahren Aussagen wer-
den! Dabei darf das Ungleichheitszeichen
nicht verindert werden. Findet in jedem
Falle mindestens 4 verschiedene Umlege-
moglichkeiten!

[ P
«5-4>5-F
bE=+'-=<E+I
e| 1-¢£>8-3

Hoélzchen-Briiche

A18a Durch Umlegen von je 1 Hélz-
chen sollt ihr die drei abgebildeten Briiche
(in rémischen Ziffem) umwandeln, und
zwar 1/9 in 1/5, 1/17 in 1/8 und 1/101 in
2/51. ' 1 i

T xwi QO
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Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 11.Januar 1987
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Aufgaben aus sowjetischen
Mathematikolympiaden

Ma5m2694 In ein Pionierlager fuhren
drei Freunde: Mischa, Wolodja und Petja.
Es ist bekannt, daB jeder von ihnen einen
der Familiennamen Iwanow, Semenow,
Gerassimow flihrt. Mischa heiBit nicht Ge-
rassimow. Der Vater von Wolodja ist Inge-
nieur. Wolodja geht in die 6. Klasse. Der
Pionier mit dem Familiennamen Gerassi-
mow geht in die 5. Klasse. Der Vater des
Pioniers mit dem Familiennamen Iwanow
ist Dreher. Welchen Familiennamen haben
die Pioniere?

Ma 5m2695 Eine Mutter beauftragt die
Kinder — den Bruder und die Schwester —
ein Paket Pralinen so aufzuteilen, daB am
niichsten Tag zum Mittag fur die Giste die
Hilfte der Pralinen angeboten werden
kann und noch drei Stiick iibrigbleiben.
Zum darauffolgenden Friihstiick soliten fur
die ganze Familie die Hilfte der restlichen
Pralinen und noch drei Stiick und zum
darauffolgenden Abendessen die Hilfte der
verbleibenden Pralinen und noch drei
Stiick vorhanden sein. Die Kinder teilten
die Pralinen so auf, wie es ihnen die Mut-
ter auftrug, und sie behielten noch vier Pra-
linen iibrig, die sie selber essen durften.
Wieviel Pralinen waren im Paket?

Ma5m2696 Erginze die fehlenden
Grundziffern, die durch * gekennzeichnet
sind, und begriinde, wie du sie gefunden
hast! 785 %%x*
T ek
1%k
*ookok
TRk

Ma5wm2697 Eine Raupe kriecht auf
einen Apfelbaum. In der ersten Stunde
klettert sie 10cm hoch; in der zweiten
Stunde sinkt sie um 4 cm herunter; in der
dritten Stunde kriecht sie erneut 10cm
hoch, und in der vierten rutscht sie wieder
4 cm herunter. Auf diese Weise klettert die

Raupe weiter. Um wieviel Zentimeter ist
die Raupe in 11 Stunden hinaufgeklettert?

Ma 5w 2698 Erginze die fehlenden
Grundziffern, und begriinde, wie du sie ge-
funden hast!

63 - k%

*ok

*ok

kxR
Ma 5m2699 Auf einem Kolchos gab es
einige Ferkel gleichen Gewichts und einige
Limmer gleichen Gewichts. Ein Pionier
fragte einen Kolchosbauern, wieviel ein
Ferkel und ein Lamm wiegen. Der Kol-
chosbauer antwortete, daB 3 Ferkel und
2 Limmer 22 kg, aber 2 Ferkel und 3 Lim-
mer 23kg wiegen. Wieviel Kilogramm
wiegt ein Ferkel, wieviel ein Lamm?

Ma6m2700 Aus zwei Neubausiedlun-
gen, die 36 km voneinander entfernt sind,
gehen sich zwei Freunde entgegen. Der er-
ste geht mit einer Geschwindigkeit von

5 kTm, der zweite mit 4kTm. Gleichzeitig

mit dem ersten fahrt ein Junge mit einem
Fahrrad aus dessen Stadt dem zweiten ent-
gegen. Er fihrt mit einer Geschwindigkeit,
die gleich der Summe der Geschwindigkei-
ten der Freunde ist. Wenn er den zweiten
Freund trifft, wendet er und fahrt zum er-
sten zuriick. Trifft er den ersten, dann wen-
det er und fihrt zum zweiten zuriick usw.
Auf diese Weise fihrt der Radfahrer zwi-
schen dem ersten und dem zweiten Freund
hin und her, bis sie sich treffen. Wieviel
Kilometer fuhr der Radfahrer in dieser
Zeit?

Ma6m2701 Ein Gemiiseladen erhielt
5 Kisten Zitronen und Apfelsinen. In jeder
Kiste waren nur Friichte einer Sorte. In der
ersten Kiste waren 100 Stiick, in der zwei-
ten 105, in der dritten 110, in der vierten
115 und in der funften 130 Stiick. Als eine
Kiste verbraucht war, waren dreimal weni-
ger Zitronen als Apfelsinen {ibriggeblieben.
Wieviel Friichte waren iibriggeblieben?

Martus Mdder
Schweinor lleg 17
Schmallalon
6080

Ha 7
¢-Gagarn - 05 2647
Kase 7
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kOnnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Na/Te (Naturwissenschaft und
Technik) und eine Ziffer, z.B. 7, vorgesetzt
(d. h. fir 7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene l6sen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12 oder Na/
Te 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zZu verwenden, Format A4
(210 mm X 297 mm) (sieche Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) L&-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
»Sehr gut gelost®, ,gut gelost oder ,,geldst”.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht gelost“.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1986/87 lauft von Heft 5/1986 bis
Heft 2/1987. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1987 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/86 bis 2/87
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Rickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/87 verdffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/1986 bis 2/87) erhalten hat und
diese einsendet, erhilt eine Anerkennungs-
urkunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1986/87
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und die Post-
leitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. ’

Redaktion alpha



Ma6m2702 Zur Emihrung bendtigen
6 Pferde und 40 Kiihe tidglich 472 kg, aber
12 Pferde und 37 Kiihe tiglich 514 kg Heu.
Wieviel Kilogramm Heu benétigten bei
dieser Emidhrung 30 Pferde und 90 Kiihe
vom 15. Oktober bis zum 25. Mirz ein-
schlieBlich?

(Das Jahr ist kein Schaltjahr.)

Ma6m2703 Bei der Addition von vier
unleserlich geschriebenen Zahlen wurde
bei der ersten Zahl die Hunderterziffer 2
als 5, bei der zweiten Zahl die Tausender-
ziffer 3 als 8, bei der dritten Zahl die Einer-
stelle 9 als 2 und bei der vierten Zahl die
Zehnerziffer 7 als 4 gelesen. Das Ergebnis
der Addition war 28 975. Bestimme den
Fehler, den das Ergebnis hat, und die rich-
tige Summe!

Ma6m2704 Aus einem Korb mit Eiern
entnahm man die Hélfte aller Eier, danach
die Hilfte des Restes, dann die Hilfte des
neuen Restes und zum SchluB noch ein-
mal die Hilfte des letzten Restes. Danach
verblieben im Korb 10 Eier. Wieviel Eier
waren zu Anfang im Korb?

Ma7m2705 Das kleinste gemeinsame
Vielfache zweier Zahlen betrigt 240, und
ihr gr6Bter gemeinsamer Teiler ist 8. Be-
stimme beide Zahlen, wenn bekannt ist,
daB die kleinere der Zahlen nur einmal
den Faktor 5 enthélt und die groBere die 5
nicht enthilt!

Ma7m2706 Von einer Stadt A zu einer
Stadt B fuhr ein Zug 16 Stunden. Auf der
Riickfahrt fuhr dieser Zug mit einer um

20—1(—1'l héheren Geschwindigkeit und war

h

4 Stunden schneller. Mit welcher Ge-
schwindigkeit fuhr der Zug von A nach B,
und wie weit sind die beiden Stidte von-

einander entfernt?

Ma7m2707 Auf einer Seite einer Waage
liegen sechs gleich schwere Teebeutel und
ein 50-g-Stiick. Auf der anderen Seite der
Waage liegen ein gleicher Teebeutel, ein
Gewicht von 100g und ein Gewicht von
200 g. Die Waage befindet sich im Gleich-
gewicht. Bestimme, wieviel Gramm ein
Teebeutel wiegt!

[7

Ma7m2708 Rekonstruiere die fehlenden

Grundziffern bei folgender Multiplikation!
Kook . kokok

o
*%§

*] %k

E

Ma8w2709 Ein Reisender fihrt mit
einem Zug, der mit einer Geschwindigkeit

von 60 kTm fihrt. Er sieht, dal am Fenster

ein entgegenkommender Zug innerhalb
von 4s vorbeifihrt. Welche Geschwindig-
keit hat der Gegenzug, wenn seine Linge
120 m betrigt?

Ma8m2710 In einem konvexen Viereck
ABCD verbindet man die Seitenmitten
nacheinander und erhdit das Viereck
EFGH. Bestimme, welchen Flicheninhalt
das Viereck ABCD im Vergleich zum Fli-
cheninhalt des Vierecks EFGH einnimmt!

Ma 8m2711 Auf einem Tisch liegen drei
Schachteln. In der ersten liegenr 2 schwarze
Kugeln, in der zweiten eine schwarze und
eine weiBe, in der dritten zwei weiBe Ku-
geln. Die Schachteln tragen die Aufschrif-
ten ,,Zwei schwarze“, ,WeiBl und schwarz“
und ,Zwei weiBe“. Doch ist bekannt, daB
keine Aufschrift richtig ist. Wie kann man
durch Herausnehmen nur einer Kugel aus
einer Schachtel die Verteilung der Kugeln
bestimmen?

Ma8§m2712 Man ermittle alle positiven

ganzen Zahlen, fiir die der Bruch
192 +17 . .
TaFil eine ganze Zahl ist.

Ma9m2713 Den Siegern einer Mathe-
matik-Olympiade werden 1., 2. und
3. Preise iiberreicht. Die Anzahl der
1. Preise ist um 12 kleiner als die der
2. Preise. 3. Preise erhielten genau doppelt
so viele Teilnehmer wie erste und zweite
zusammen, doch diese Anzahl ist genau
um 104 kleiner als das Produkt von den
Anzahlen der 1. und 2. Preise. Wie viele
Schiiler erhielten Preise?

ilf:"/anJf“'

Ma9m2714 Um ein  gleichseitiges
Dreieck ABC mit der Seitenlinge
a=12cm wird der Umkreis gezeichnet
und diesem wird ein regelmiBiges Sechs-
eck umbeschrieben. Uber jeder Seite des
Sechsecks wird ein Halbkreis mit der Sei-
tenlidnge als Durchmesser nach aulen kon-
struiert. Man berechne den Flicheninhalt
der so entstehenden Rosette.

Ma9m2715 In einer 8. Klasse sind
40 Schiiler. Jeder von ihnen lernt minde-
stens eine der Fremdsprachen: Englisch,
Deutsch, Franzésisch. 34 Schiiler lernen
mindestens eine der beiden Sprachen: Eng-
lisch, Deutsch. 25 Schiiler lernen minde-
stens eine der beiden Sprachen: Deutsch,
Franzosisch. 6 Schiiler lermen nur Deutsch.
Genau zwei Sprachen, Englisch und
Deutsch, lernen 3 Schiiler mehr als Fran-
zgsisch und Deutsch. Kein Schiiler lernt
Englisch und Franzdsisch. Wie viele Schii-
ler lernen genau eine bzw. genau zwei
Sprachen?

Ma9w2716 Im Innern eines rechtwinkli-
gen Dreiecks ABC mit dem rechten Winkel
bei C sei ein Punkt M derart gegeben, daB
die Dreiecke AMB, BMC und CMA fli-
chengleich sind. Man zeige, daB dann 5
X MC?*=MB?*+ MA? gilt.

Ma10/12 m2717 Zwei Radfahrer fahren
zur selben Zeit los und mit konstanter Ge-
schwindigkeit, einer von A nach B und
einer von B nach A. Das erste Mal treffen
sie sich in einer Entfernung von 40 km von
B. Nachdem sie am Endpunkt angekom-
men sind, fahren sie sofort zuriick und tref-
fen sich ein zweites Mal, 8 Stunden nach
dem ersten Treffen, in einer Entfernung
von 20 km von A. Man ermittle die Entfer-
nung von A und B und die Geschwindig-
keit jedes Radfahrers.

Ma10/12m 2718 In einem Dreieck ste-
hen zwei Seitenhalbierende senkrecht auf-
einander und haben eine Linge von 18 cm
bzw. 24 cm. Man bestimme den Flichenin-
halt dieses Dreiecks.

Ma10/12m2719 Man zeige, daB man
unter beliebigen 39 aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen stets eine findet, deren
Quersumme durch 11 teilbar ist. Man gebe
ein Beispiel an, in dem die Differenz von
zwei aufeinanderfolgenden Zahlen, deren
Quersumme durch 11teilbar ist, genau 39
ist.

Mal10/12m2720 In einem spitzwinkli-
gen Dreieck ABC sei AH, die lingste der
Héhen, gleich lang der Seitenhalbierenden
BM. Man zeige, daB der Winkel xABC
kleiner oder gleich 60° ist.

Aus Naturwissenschaft und Technik

‘Seit 1974 wurden regelméBig neben dem

Mathematikwettbewerb Aufgaben zu Phy-
sik und Chemie verdffentlicht. Insgesamt
gingen zu den 361 gestellten Problemen
rund 95000 Lsungen ein.

Mit diesem Wetttbewerb erweitern wir den
Inhalt, indem wir Aufgaben aus den Natur-
wissenschaften und der Technik anbieten.
Viel Freude und Erfolg beim Knobeln!

alpha, Berlin 20 (1986) 5 - 111



Na/Te 6 m 362 30 kg des Materials A und
40 kg des Materials B kosten insgesamt
320 M. Ein Kilogramm des Materials B ist
um 1M teurer als 1kg des Materials A.
Wieviel kostet 1 kg jeden Materials?

Na/Te 7m 363 Wir haben einen 6 m lan-
gen Kupferdraht in zwei Teile zu untertei-
len, so daB der eine Teil 60 cm ldnger ist
als der andere.

Na/Te7m 364 Lose die folgende Aufgabe
mit dem Taschenrechner! In welchem Ver-
hiltnis steht die relative Atommasse von
Silber (Ag) zur relativen Atommasse von
Kalium (K)? (Sinnvolle Genauigkeit be-
achten!)

Na/Te 8m 365 Die Entfemung zwischen
den Orten C und D betrigt 174 km. Von C
nach D fihrt ein Zug mit einer Geschwin-
digkeit von 30 km/h, von D nach C ein an-
derer Zug mit einer Geschwindigkeit von
57 km/h. Beide Ziige fahren 10.30 Uhr ab.
Wann treffen sie sich?

Na/Te 8 m366 Léose die folgende Aufgabe
mit dem Taschenrechner! Es werden 40 g
Kupfer(Il)-oxid umgesetzt. Berechne die
Masse des entstehenden Oxids!

Na/Te 9m 367 Berechnen Sie die Ge-
schwindigkeit v, mit der ein Draht von
einer Walze (siehe Bild) mit einem Durch-
messer 4 =20 mm abgewickelt wird, wenn
die Drehzahl der Stange, die in die Spindel
einer Maschine eingespannt wurde,
n = 160 min ! betrigt!

L

Na/Te9m368 Bei 300°C werden 1g
Benzol in einem abgeschlossenen Behiiter
mit 4 dm® Sauerstoff volistindig verbrannt.
Welcher Druck herrscht in dem Behilter
pach der Verbrennung, wenn der Anfangs-
druck 127 kPa und die Anfangstemperatur
0°C betrugen?

Na/Te 10/12 m 369 Auf einer Fotografie
hat ein Gebiude eine scheinbare Héhe von
7 cm. Welches ist die tatsichliche Hohe
des Gebdudes, wenn es aus einer Entfer-
nung von 80 m fotografiert wurde und das
Objektiv des Fotoapparates eine Brenn-
weite von 20 cm aufwies?

11

b f )

Na/Te 10/12m 370 Ammoniummagne-
siumphosphat entsteht durch Umsetzung
eines Magnesiumsalzes mit Ammonium-
phosphat und Ammoniak. Wird Ammo-
niummagnesiumphosphat erhitzt, bildet
sich Magnesiumpyrophosphat. Welche
Gleichungen beschreiben diese Reaktio-
nen?

(Die Linsengleichung ist % +
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Computer
in Tips, Fibeln
und Lexika

Kleiner Streifzug
durch populire Angebote 1986
zur Mikroelektronik

Viele Leser fragen uns hiufig nach Litera-
tur zur Mikroelektronik und meinen vor al-
lem Populdres iiber Computer, konkret
Kleincomputer. Die Skala der Wiinsche ist
vielgestaltig. Wir haben uns im fir 1986
vorgeschenen Angebot umgesehen und
fanden dies:

Viele Biicher werden ausgewiesen sowoh!
flir Einsteiger als auch fiir Fortgeschrittene,
wie beispielsweise der Verlag Volk und Wis-
sen seinem Titel Peter Heblik, Wissensspei-
cher BASIC (304 S., 13,50 M), nachsagt,
der die Programmiersprache beschreibt,
Sprachelemente vorstellt und Programme
zu Mathematik, Physik, Technik sowie
Spiele anbietet. Ausdriicklich zum neuen
Rahmenprogramm Mikroelektronik fiir
Schiiler bietet der Verlag an:
Burmeister/Héoppner, Elektronik (Grundla-
gen und Anwendung in MeB- und Nach-
richtentechnik sowie Digitalrechnung,
160 S., 3,40 M).

Der Verlag Technik kiindigt an eine syste-
matische Einfiihrung in BASIC samt Me-
thoden der Programmentwicklung und
zahlreichen Beispielen fiir Ingenieure wie
Amateure (Dieter Werner, BASIC fur Mi-
krorechner; 260 S., 27 M), in der Lexikon-
reihe auBerdem:

Mikroelektronik und deren Bauelemente
(240 S., 19,50 M).

An Leser, die sich noch nicht mit Program-
mieren befaBt haben, wendet sich der Fach-
buchverlag mit Hopfer/Miiller, BASIC -
Einfuhrung in das Programmieren (160 S.,
12 M). Das Buch erldutert die wichtigsten
Befehle, an kleinen Beispielen ist zu erle-
ben, wie ein Programm aufgestellt wird.

-

Ein Anhang enthilt Programme fiir mathe-
matische Aufgaben (Funktionen, Glei-
chungen), Vokabeltrainer, Lottozahlenge-
nerator, die alphabetische Sortierung und
Wiirfelspiele. Selbstverstiindlich sind auch
1986 zwei Hefte Kieincomputer-Tips vorge-
sechen — mit besonderem Augenmerk auf
die in Schule und Berufsausbildung einge-
setzten Kleincomputer.

Im Akademie-Verlag bringt Jiirgen Groh
eine Kleincomputer-Fibel (200 S., 19,80 M),
die beim absoluten Neuling beginnt, Rat-
schlige firs Strippenlegen zu geben und
den KC in Gang zu bringen; ihm dann BA-
SIC beibringt (ausreichend, um selbst aus-
arbeiten zu konnen) und neben Program-
men, die mathematische Probleme an-
schaulich machen, auch das einer Mond-
landung anbietet.

Mit den Anwendungsmoglichkeiten und
eventuellen Grenzen der Mikroelektronik
befaBt sich das akzent-Heft des Urania-Ver-
lags Walter Conrad, Chips, Sensoren, Compu-
ter (128 S., 4,50 M) in der fur die Reihe ty-
pischen Popularitit. Um Prinzipien, tech-
nologische Verfahren und Anwendung geht
es auch bei Rolf Enderlein, Mikroelektronik
im Verlag der Wissenschaften, dazu beson-
ders um die physikalischen Grundlagen
und die dadurch gesetzten Grenzen. Im
Verlag Die Wirtschaft analysiert ein Oko-
nom Softwareprobleme fiir Fachleute und
Laien (Eberhard Prager, Software — was ist
das? 80 S., 5,80 M).

Elektronikamateure wissen selbst, daB sie
Spezialliteratur beim Militdrverlag suchen
miissen. Wir fanden:

Schlenzig/Blasing,

Elektronikbasteln mit dem Alleskdonner 555,
Schlenzig/Jung, Neue Halbleiterbauelemente;
Hertzsch, CMOS-Schaltkreisliste.




Wir arbeiten
mit Resten

Teil 2

Ein Arbeitsmaterial fir Schitlerzirkel
ab Klasse 6

Sind zwei natiirliche Zahlen a und b mit
a > b und b * 0 gegeben, so kann man den
Rest r bestimmen, den a bei Division
durch b 1dBt. Man erhilt dann die Darstel-
lunga=k-b+r(keN;reN,r<b). Bis-
her haben wir diese Darstellungsméglich-
keit genutzl, um Beweise zu fihren. Jetzt
lernen wir ein Verfahren zur Bestimmung
des graften gemeinsamen Teilers d zweier ge-
gebener natlirlicher Zahlen 2 und b ken-
nen, das im wesentlichen auf der Bestim-
mung von Resten beruht. Solch ein
Verfahren ist niitzlich, wenn wir spiter z.B.
diophantische Gleichungen 16sen wollen.
Zwar habt ihr auch im Unterricht gelernt,
wie man den g.g.T. zweier Zahlen bestim-
men kann (7 LB6, S.23), aber fiir groBere
Zahlen wird das recht umstiandlich.

A 5a Erldutere an einem geeigneten Bei-
spiel: Ein gemeinsamer Teiler von ¢ und b
ist genau dann der grifte, wenn er von al-
len gemeinsamen Teilern von a und b ge-
teilt wird.

Man kann den g.g. T. d zweier natiirlicher
Zahlen a und b. auch wie folgt definieren:
distderg.g.T. von a und b. (d = ggT (a, b))
bedeutet

1. d|a und d|b und 2. Fiir jede Zahl
d' e N gilt:

Wenn d'|a und 4’| b, so d’|d.

In dieser Definition wird nur die Relation
ist Teiler von benutzt.

Wir beweisen nun:
Ista=k-b+r(keN;reN, r<b),

so ist jeder gemeinsame Teiler t von a und b
auch ein Teiler von r.

Voraussetzung :
l.a=k-b+r(keN;reN, r<b)
2.t|laund {|b (teN)

Behauptung: t|r

Beweis: Wegen t|a gibt es ein u € N,
sodaBa=u-¢,

wegen t| b gibt es ein v e N,

sodaB b=v-1.

Einsetzen in Voraussetzung 1 liefert
u-t=k-v-t+r.

Daraus folgt r=u-t—k-v-t

(Subtraktion als Umkehrung der Addition),
und durch Anwendung des Distributiv-
gesetzes erhdlt man r=(u— k- v)'t,
wobei u — k-ve N ist.

Also gilt ¢|r, w.z.b.w.

Beispiel: 345=9-36 + 21

Alle Teiler von 345 sind 1, 3, 5, 15, 23, 69,
115, 345. Alle Teiler von 36 sind 1, 2, 3, 6,
9, 12, 18, 36.

Die gemeinsamen Teiler von 345 und 36

sind 1 und 3. 1 und 3 sind auch Teiler von
21.

Da alle gemeinsamen Teiler von a und b
ein Teiler von r sind, ist auch der grifte ge-
meinsame Teiler von a und b ein Teiler
von r: Wenn a=k-b+r (keN; reN,
r<b) und d =ggT (a, b), so d|r. Daraus
folgt aber: d ist ein gemeinsamer Teiler von
bund r.

Im Beispiel:

d =ggT (345, 36) =3, 3|21,

3 ist gemeinsamer Teiler von 36 und 21.

Ob d wohl der griBte gemeinsame Teiler-

von b und r ist?

Wir iiberpriifen dies mit Hilfe der Defini-
tion:

Es sei t ein weiterer gemeinsamer Teiler von b
und r: t|bundt|r.

Wegen a = k- b + rist f dann auch ein Tei-
ler von a, also ein gemeinsamer Teiler von
a und b: t|a und ¢|b. Dann gilt aber
t|ggT(a, b),d.h. t]d.

Wir haben damit nachgewiesen: ggT (a,
b) = ggT (b, r).

Im Beispiel: ggT (345, 36) = ggT (36, 21)

Es ist @ > b > r. Setzen wir der Ubersicht
halber r = r,, und bestimmen wir den Rest
ry, den b bei Division durch r; 14Bt, so ist a
>b>n>n, und es gilt ggT(q,b)
=ggT (b, r) =gegT(r,r). Je kleiner zwei
Zahlen sind, um so leichter findet man i.a.
ihren g.g. T. Wir setzen deshalb unser Ver-
fahren weiter fort. Da die entstehenden Re-
ste ry, ry, ry, ... immer kleiner werdende na-
tiirliche Zahlen sind, muB nach endlich
vielen Schritten der Rest 0 auftreten. Der
letzte von O verschiedene Rest sei r,. Es ist
dann ggT (a,b) =... = ggT (r, 0).

Der groBte gemeinsame Teiler von 7, und 0

ist aber r;.

Im Beispiel: geT

345=9-36+21 (345,36) =geT(36,21)
36=1-21+15 =ggT (21, 15)
21=1-15+ 6 =ggT (15, 6)
15=2- 6+ 3 =ggT (6, 3)
6=2-3+ 0 =ggT(3,00=13

Damit haben wir den Euklidischen Algo-
rithmus! zur Bestimmung des g.g. T. zweier
natiirlicher Zahlen a und b (a > b, b #0)
erarbeitet.

A6a Bestimme mit Hilfe des Euklidi-
schen Algorithmus den g.g. T. von a) 39 und
15, b) 127 und 45, c¢) 1953 und 168, d) 195
und 15! Fiir kleine Zahlen a und b ist das
Finden der Darstellung a= k- b+ r kein
Problem. Ansonsten kann man die Algo-
rithmen zur Bestimmung des Restes r be-
nutzen, die in dem der FuBnote 1) angege-
benen Artikel beschrieben sind. Steht ein
Taschenrechner zur Verfiigung, so ist fol-
gendes Vorgehen effektiv; es liefert auch
den Faktor k: Bezeichnet man mit [x} die
groBte natiirliche Zahl, die kileiner oder
gleich x ist

(z. B. [%] =2,[4,05] =4,[7,91] = 7,[10)

‘o ist k= | -& —a_12].
—10),501stk—[b] und r=a [b] b.

Den Euklidischen Algorithmus zur Bestim-
mung des gréBten gemeinsamen Teilers d
zweier natiirlicher Zahlen a und b kann
man auch durch ein FluBbild beschreiben?:

START

/ mgabe a,b /

Wir nehmen wieder die Zahlen 345 und 36
und arbeiten die im FluBbild angegebenen
Schritte ab. Die jeweiligen Werte der Va-
riablen halten wir in einer Tabelle fest:

1. 2. 3. 4. S5.Durch-
lauf

k 9 1 1 2 2

r 21 15 6 3 0

a | 345 36 21 15 6 3

b 36 21 15 6 3 0

d 3

A7a Arbeite das FluBbild fir die Einga-
bewerte

a) a=345 b)a=7 c¢)a= 0

b= 60 b=0 b=12 ab!
Fiille jeweils eine entsprechende Tabelle
aus!
Falis eure Arbeitsgemeinschaft {iber einen
Kleincomputer verfiigt, konnt ihr ihn den
im FluBbild beschriebenen Algorithmus
nach folgendemm BASIC-Programm ausfiih-
ren lassen:

18 CLS

28 INPUT ,Eingabe A und B:“; A, B
38 PRINT

40 IFB=0 THEN GOTO 118

50 LET K =INT(A/B)

60 LETR=A-K*B

79 PRINT A; =% K; ,*“ B; ,+“ R
80 LETA=B

9% LETB=R

GOTO 40

PRINT

PRINT ,GGT/:“; A

END

"1y Zum Begriff , Algorithmus* siche

Jerschow, A.P.; Computer — Algorithmus —
Algorithmische Sprache, alpha 3/86
) Die Bedeutung des hier verwendeten
Zeichens := ist i Teil 2 des in der
FuBnote 1) angegebenen Artikels
erldutert.

C.-P. Helmholz
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In freien Stunden - alpha-heiter

,Hauen Sie endlich ab! Wir sind nicht vom Fernsehen,
wir sind Landvermesser!

Mit sechs Bewegungen

Man gelange mit dem Wiirfel durch 6 Vierteldre-
hungen zum Feld 7 so, daB auf dem oberen Quadrat
die Augenzahl sechs steht. Der Wiirfel darf nach
oben und nach unten, nach links bzw. rechts jeweils
eine Vierteldrehung machen. Welcher Weg fiihrt
zum Ziel? Aus: Fiiles, Budapest

Zwei Raben und ein Kise

Auf den Spitzen der Sdulen AC und BD sitzt je ein
Rabe. An welcher Stelle auf dem Erdboden AB
miiBte sich ein weggeworfenes Stiick Kése befinden,
wenn die Végel es bei gleicher Fluggeschwindigkeit
zur gleichen Zeit erreichen sollen?

Achtung!

Der Satz des Pythagoras ist hier im Spiel!

¢ Aus einer russischen Zeitschrift (1902)

Interessante Logelei

Albert, Bertram, Carol und Denise, deren Familien-
namen in anderer Reihenfolge Edwards, Ford,
Grant und Hanks lauten, gehen in die Klassen 3, 4,
5 und 6 ihrer Schule. Bei der letzten Priifungsarbeit
im Fach Englisch waren ihre Punktzahlen 55, 60, 65
und 70.

Bestimme aus den folgenden Angaben Klasse,
Punktzahl, Vor- und Zuname von jedem der vier
Schiiler!

1. Grant ist in einer hoheren Klasse als Hanks.

114 - alpha, Berlin 20 (1986) 5

2. Die Jungen erhielten zusammen mehr Punkte in
Englisch als die Mddchen.

3. Der Schiiler bzw. die Schiilerin aus der 3. Klasse
hatte die hochste Punktzahl in Englisch.

4. Als Albert und Hanks ihre Punktzahlen mit der
eines dritten Mitgliedes dieser vier verglichen, er-
klirten sie: ,Wenn jeder von uns seine Klassen-
nummer mit seiner Punktzahl in Englisch multipli-
ziert, dann uberschreiten wir beide die Zahl 260.“
5. Bei einem Schachwettbewerb spielte Bertram ge-

gen Edwards, und Denise schlug Hanks.
Aus: Parobla, N.S. W./Australien

Unterhaltsame Kreisfiguren

a) Einem Kreis k mit dem Radius r werden vier
kongruente Kreise mit dem Radius x so einbe-
schrieben, daB jeder der vier zwei andere von aullen
und den Kreis k von innen beriihrt. Bestimme x
und den Fldchenanteil fiir r = 1! (Taschenrechner
erlaubt!)

b) Lose die analoge Aufgabe fiir drei Kreise vom

Radius x! Dipl.-Lehrer Ch. Werge,
Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

Spiel mit dem Taschenrechner

In das folgende L.Osungsschema sind senkrecht vier-
buchstabige Worter einzutragen, die folgende Be-
deutung haben:

Kiichengerit =5(27-13 - 1);

Kleidungsstiick = 24- 3 - 73;

Saugwurm = (2-43)? - 3;

altes LingenmaBl = 7°-11;

svw. Schlag =2[(2%® + 43721 ];

6. Strick, Leine=(5-18)2—5-18—2-52-18 + 52.
Bei richtiger Losung ergibt sich in der markierten
Waagerechten ein umgangssprachlicher Ausdruck
fiir eine Dummbheit
(=X).X=522-5(5-2(5+2)(5*+6).

U AW



Lésungsschema: (Die Losungsworter ergeben sich,
wenn man die Aufgaben ausrechnet und dann den
Rechner um 180° dreht.)

1 2 3 4 5 6

Magisches Fiinfeck

Setzt in die Teilflichen dieses Fiinfecks die Zahlen
1,2, ..., 11 so ein, daB in allen Dreiecken, in denen
eine Hohe gleich der ,Hohe“ des Fiinfecks ist, die
jeweils eingetragenen Zahlen dieselbe Summe ha-

" m

Dr, Sawin, Mitglied

des Redaktionskollegiums

der mathematischen Schiilerzeitschrift
Quant, Moskau

Wortspiele selbst gefunden

Kennt man bei einem Wortspiel das erste und das
letzte Wort (wie im ersten Beispiel HASE und
POET), so findet man sehr schnell den Losungsweg.
Man braucht ja nur die letzten Buchstaben der
Reihe nach durchzuprobieren.

Nun sind in finf Wortspielen jeweils das erste Wort
vorgegeben. Sucht selbst das letzte Wort! Um zum
richtigen Ziel zu kommen, ist das letzte Wort
scherzhaft angedeutet.

H|A[S|E Z|EIH (N KIA|R|O
Hlo|s|E
Plo[s|E
plofs|T].
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Von Zehn Vom Karo

zum Fressen zum Zerhacken
E|C|K|E Bl1|L|D BIE|ITI|A

Von Ecke zu Vom Bild Von Beta bis

vielen Midchen zum Aussuchen beinahe

Schiiler Matthias Kerber, Saal

Wie viele Kreise?

Finde heraus, wieviel Kreise dieses schone Orna-

ment enthilt!
Aus: In freien Stunden, Verlag fiir die Frau, Leipzig
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Video-Logik

Welche Figur muB logischerweise in das jeweils
ganz rechts stehende Rechteck eingezeichnet wer-

den? Aus: Fiiles, Budapest
eovcelleoce o elléer é ooo’
2R R R XK Xeniex Xe)

Sieben mal drei

Auf dem Bild kommen sieben Gegenstinde je drei-
mal vor. Finde diese! Aus: Troll, Berlin
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Losungen

Losungen zur Sprachecke

Ala Peter, Paul, Penny, Philip und Pa-
tricia sind Briider und Schwestern. Jeder
von ihnen hat ein Sparkonto.

"Eines Abends saBen sie zusammen, spra-
chen iiber ihre Ersparnisse und beklagten
sich, wie wenig sie hatten. Plotzlich be-
merkte Penny, die gern mit Zahlen jon-
glierte: ,Wie interessant! Jedes Konto zeigt
eine andere ganze Zahl von Dollar, und
das Produkt aller Zahlen ist doch nur 12.¢
Welchen Betrag kénnte jedes der flinf Kon-
ten zeigen?

Lésung: Einige von ihnen miissen einen
Minusbetrag haben. Die Betrige kdnnten
sein: =2, —1, 1, 2, 3.

A2 A Ersetzt die fehlenden Ziffern in
den Gleichungen auf der Zeichnung.

Lésung: a) 264:12 =22
oder 264:22 =12
b) 390:13 =130
c) 288 =2-12?
d 10-1-9=1
e) 99+99 =198
i 11-:-91 =1001
g 11-1 =9+2

A3 A Eines Tages befanden sich in Artek
an einem runden Tisch fiinf Kinder, aus
Moskau, Leningrad, Gorki, Perm bzw.
Swerdlowsk:

Jura, Tolja, Ljoscha, Kolja und Witja.

Der Moskauer sitzt zwischen dem Swerdlo-
wer und Witja, der Leningrader, zwischen
Jura und Tolja, und ihm gegeniiber sitzen
der Permer und Ljoscha. Kolja war niemals
in Leningrad, Jura war schon in Gorki,
aber noch nicht in Swerdlowsk, und der
Swerdlower schreibt sich regelmiBig mit
Tolja. Stelle fest, welches Kind wo wohnt!

Léosung: Jura — Moskau, Tolja — Gorki,
Ljoscha - Swerdlowsk, Kolja - Perm,
Witja — Leningrad.

Ad4a Fir eine Schulfeier wurden
1000 Flaschen Apfelsaft bestellt. Sie wer-
den in Kisten zu 12 Flaschen mit einem
kleinen Wagen, der hochstens 15 Kisten
auf einmal transportieren kann, angelie-
fert. Wievielmal muB der kleine Wagen
fahren, um die 1000 bestellten Flaschen zu
transportieren?

Lésung: Es kbénnen jedesmal

12-15=180 Flaschen befordert werden.
1000:180 = 5 Rest 100. Der kleine Wagen
muB also 6mal fahren.

116 - alpha, Berlin 20 (1986) 5

Lésungen zu:

Mini-BASIC fiir alpha-Leser

ala 1.Zahl 8| 4] 5
2.Zahl 3] 7 12

Ergebnis | 12 | 14 | 30

A2 A Beispiel:

1. Zahl: Zahlenwert des Bogens b eines
Kreisausschnittes mit dem Winkel o.

2. Zahl: Zahlenwert des Radius r des ent-
sprechenden Kreises.

Ergebnis: Zahlenwert des Flicheninhalts
A, des Kreisausschnittes.

Ala
a) PRINT 9.31%9.31%9.3]

oder PRINT 931 A3
b) PRINT SQR (24.02 * .32)
c) PRINT SQR (3.2%3.2 +4.3%4.3)

oder PRINT SQR (3.2 A2+43A2)
d) PRINT 5.3/2.3/7.2

oder PRINT 5.3/(2.3%7.2)
e) PRINT 2*PI*2.7%2.7

oder PRINT 2% PI*2.7 A 2
f) PRINT —3.72/ABS (2.9 - 16.8)
Potenzen x2 bzw. x3 sollte man bei Verwen-
dung des Computers als Produkt berechnen
lassen, da damit eine groBere Genauigkeit
erzielt wird.

AdA

a) 3,7-9,812
2,09-0,21

9.9 =3373

€) v¥|2,03-(=5,3)|

E | —3,1| 2,1| 3’9E’2

d)%.ﬂ-.23

ASA a)

al-alalsls
b) Den Ausgabewert erhédit man, indem
man zum Eingabewert x die groBte ganze
Zahl sucht, die kleiner oder gleich x ist.
AbaA
a) 0,5; PRINT INT (3.7)/ABS (—6)

b) %; PRINT INT (—3.7)/-6

c) %; PRINT 4/3 - INT (4/3)

d) 0; PRINT 8/2 - INT (8/2)

ATA

a) Operationszeichen vor der Klammer
fehlt! Falsche Darstellung der Zahl 7,5
(in BASIC 17.5).

b) Falsche Eingabe der Null.

¢) Nach SQR fehlen Klammern.
d) Operationszeichen vor PI fehlt.

A8a

o [x] [ [e] [x] [n]
(=] fom] [x] [£]
[=] Iwr] [x] (2] []
+ L
3

Au
b) r 3,0 2,7 7,4
h 5,0 4.8 32
V 141 110 551
Ay 94 81 149
A9 a Eine Moglichkeit:
19 INPUT R

20 LET V=4/3*P[*R*R*R
38 LET O=4*PI*R*R

49 PRINT V

56 PRINT O

68 END

Loésung zu: Eine Aufgabe von
A.N. Kolmogorow

A2635a (1) a)8;b)6;¢)9;d) 0.
) n™

Losung zu: Barrikade

Losung in 152 Schritten:

1. 2. 3. 4 5 6. 7. 8 9. 10

BL DU DR FU FU 4L DD DD FR FD
BR BR CU CL EU EU FL FL FD BD
BR ER CR CR 3U 4U FL FL DL DL
BD ED EL 2D 2D AR 4U 4U DU DU
FR FU BL BL 2D CR EU 2L CD ER
2U BR BR FD FL DD DD 2L EL CU
BU DR DR FR FR 3D 2D EL EL CL

CL BU FU FR 2R CD 4D CD 4D 1R

BU EU 3U CL 4D 3U CU 1D ER 3U

CU 4L 1D 1D CR CU 3D EL CU 1U

IU 2L FL FD BD AD CR CR ER ER
IU 3U 4U 20 FL FL DL DL BD AD
ED ER 1R 2U 2U AL ED ED CD CD
IR 2R 3R 4U 4U AL EL EU BU DR
DR FR FR AD EL EL CL CL BU FU
151. 152.

FR AR

Losungen zu:
Wir arbeiten mit Resten (Teil 2)

AS5A Wir wihlen a =20 und b=12.
Die gemeinsamen Teiler von 20 und 12
sind 1, 2 und 4. Der groBte gemeinsame
Teiler von 20 und 12 ist 4. Es gilt 1|4, 2|4
und 414.

4 ist der einzige gemeinsame Teiler von 20
und 12, der durch jede der Zahlen 1, 2 und
4 teilbar ist.

A6Aa 3)3 b)1 ¢)21 d)15

A7 A

a)

1 2. 3

k 5 1 3
r 45 15 0
a 345 60 45 15
b 60 45 15 0
d 1

b) ¢) 1. 2.
k k 0 1
r r 12 0
al|7 al 0 12 12
b |0 b |12 12 0
a|1 d 12

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Zwei Raben und ein Kise

Wir verbinden zunichst die Punkte C und
D und fillen in der Mitte von CD die
Senkrechte EF. Der Schnittpunkt F auf der
Linie AB ist die Stelle, wo das weggewor-
fene Stiickchen Kise liegen miiBte, denn
bei den Dreiecken CFE und DFE, die eine
gemeinsame Kathete haben, ist auch die
zweite Kathete gleich: CE = ED. Folglich



sind die Hypotenusen CF und ' FD, das
heiBt die Fluglinien der Raben, ebenfalls
gleich. Jetzt kennen wir den Punkt F, auf
dem der Kise liegen muB, und wollen die
Entfernung vom Punkt 4 ausrechnen. Wir
kennzeichnen die Entfernung AB mit g,
AC mit b, BD mit ¢, AF mit x. Dann er-
gibt sich aus den rechteckigen Dreiecken
ACF und BDF, in denen die Hypotenusen
CF und DF gleich sind, daB

b2+ x2=¢? + (a — x)? und damit

x2=(a’+ c? - b?):2aq ist.

Mit sechs Bewegungen
Man kann z. B. den im Bild gezeigten Weg
wihlen:
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Interessante Logelei

Weil die Jungen mehr Punkte als die Mid-
chen erhielten, bekam einer von ihnen
70 Punkte (2). Dieser Junge ist in der
3.Klasse (3). Das Midchen, bei dem das
Produkt von Klasse und Punktzahl 260 ist,
mufBl in Klasse 4 sein (4). Hanks ist in
Klasse 5, weil er in einer niedrigeren
Klasse als Grant ist (1), aber in einer h§-
heren Klasse als das Midchen aus der
4. Klasse (4). Demzufolge ist Grant in
Klasse 6, heiBt Albert und hat 60 Punkte
(4) und (2). Der Schiiler aus der 3. Klasse
heiBt dann Bertram (2). Der Rest ist aus (5)
leicht zu erkennen. Klasse 3 Bertram Ford

70 Punkte; Klasse S5 Carol Hanks
55 Punkte; Klasse 4 Denise Edwards
65 Punkte; Klasse 6 Albert Grand
60 Punkte.

Unterhaltsame Kreisfiguren

Mit dem Taschenrechner auf drei giiltige
Ziffern genau

a) x sei der unbekannte Radius:

r
O<x<7

x1+x2=(r—x)
x2+2mx—rt=0
x1_z=—rim
—r+rJ2_
(2-Dr
A=4n(y2 —1)’r2~ 2,16
~68,6%

b) x sei der unbekannte Radius:
1 (L2 oo xp 0<x<t
x 3 r—x x<5

X1,2 = (_3 * \/E)’
A=3n(-3+y12)'r2 =

2,03

=~ 64,6 %

Spiel mit dem Taschenrechner

1. 8315 — SIEB; 2. 3504 - HOSE;
3.7393— EGEL,; 4. 3773 > ELLE;
5. 8314 — HIEB; 6. 7135 — SEIL.
Markierte Waagerechte:

137353 - ESELEL

Magisches Fiinfeck
Summe: 28

s
ey

Wortspiele selbst gefunden

ZEHN KARO ECKE
Z AHN KARL ELKE
Z AHL KERL ELLE
MAHL KEIL ELLA
MAUL BEIL ULLA
BILD BETA
WILD BETT
WALD FETT
WALL FEST
WAHL FAST
Wie viele Kreise?
Die Figur enthilt 21 Kreise.
Video-Logik
2 1|[ee®
®Q
is] 2 S

Sieben mal drei

1. Schleife am Hals der beiden Kellner und
des Hundes;

2. Likorgldaser auf dem Tisch und dem Ta-
blett des linken Kellners;

3. Trinkbecher auf diesem Tablett auf dem
obersten rechten Tablett des anderen Kell-
ners und auf dem Fenster;

4. Strohhalm im Glas auf dem vorletzten
linken Tablett und in der Torte auf dem
Kopf des dlteren Kellners sowie in der
Brusttasche des jiingeren;

5. kleiner Kreis als Knopf des jiingeren
Kellners, als Deckelgriff der Teekanne
ganz oben in der rechten Hand des ilteren
und auf dem Etikett der Flasche auf sei-
nem Kopf;

6. Hornchen auf drei Tabletts des dlteren
Kellners;

7. Gldser mit hellem Inhalt auf drei Ta-
bletts des dlteren Kellners.

Lésung zu: Logische Kitty
IV. Umschlagseite

Fiir 20 Meilen brauchen die beiden 7 Stun-
den, also fahren sie mit einer Geschwindig-

keit von E%Meilen/h. Dann sind die Ent-

fernungen
Start 1. Schleuse
8.30 10.00
Meilen 20 3 _30 20 ,_40
72 7 15
Pizza- Nach- Anker-
stube mittag platz
12.00 17.00 19.00
Meilen 20 . _ 100 vz_o.z—ﬂ
7 71T
+
w Meilen = 30 Meilen.

Kitty und Michelle sind 30 Meilen gefah-
ren.

Losungen der Aufgaben
aus dem Commensurator
von Regiomontanus

Heft 4/86, S.75

119. d=+v2-y/4-s2V.131. Es liege
etwa P im Inneren des Winkels < ACB
(Bild 1). Die gesuchte Gerade durch P
schneide ¢=AB in D und b=4C in E.
Mit 4, B, C und P ist auch die Parallele
durch P zu ¢ und deren Schnittpunkt F
mit der Verlingerung von CA bekannt.
Femer bezeichne h;, die H6he des gesuch-
ten Dreiecks beziiglich der Grundseite AE,
h, die Hohe des gegebenen Dreiecks beziig-
lich der Grundseite » und x die Strecke

AD. Offenbar geniigt es x zu kennen, um

die Aufgabe 16sen zu kénnen. Nun gilt:

hl _ X
o =T
(2) hz'b=2'h1'E_.A,
EA «x
o
Bild 1
/NS
F—x
Aus diesen Gleichungen ergibt sich
x? =%‘bc, woraus sich x nach den

Regeln der flichengleichen Verwandlung
von Rechtecken und Quadraten leicht mit
Zirkel und Lineal konstruieren 148t

V.140. Man konstrujere zunichst Dreieck
ABD auf iibliche Weise aus der Hypote-
nuse ¢, der Differenz der Katheten DB und
dem Winkel von 135° bei D (Bild 2, hier ist
der Fall b < a angenommen). Die Verlin-
gerung von BD iiber D hinaus schneidet
den Thaleshalbkreis iiber ¢ (und auch die

alpha, Berlin 20 (1986) 5 - 117



Mittelsenkrechte der Punkte 4, D) in C. Im
Spezialfall a — b = 0 erhélt man mit D= B
so den Punkt C ebenfalls.

Bild 2

A N 8

VIL.29. Die Berithrungspunkte von je drei
gleichen, einander berithrenden #uBeren
Kugeln mit der inneren Kugel bilden auf
der Oberfliche der inneren Kugel ein
gleichseitiges Dreieck. Im Fall einer ge-
schlossenen Hiille von duBleren Kugeln um
die innere Kugel miissen sich diese
Dreiecke zu einem der inneren Kugel ein-
beschriebenen reguldren, von gleichseiti-
gen Dreiecken begrenzten Polyeder schlie-
Ben.

Solche Polyeder existieren aber nur fiir

n = 4 (Tetraeder), n = 8 (Oktaeder)

und n =20 (Ikosaeder).

Um die Aufgaben I1.14, V.104 und VI.42
zu 18sen, ist es notig, sich zundchst mit den
Verhiltnissen einiger Strecken am reguld-
ren Fiinfeck und dem ihm einbeschriebe-
nen Sternflinfeck (Pentagramm) vertraut
zu machen. Da der Winkel < E,ME,, den
zwei benachbarte Eckpunkte E,E, mit dem
Mittelpunkt M des Umkreises bilden,

gleich 2—“, also gleich 72° ist, findet man

leicht die GroBe einer Reihe anderer Win-
kel zu 108°, 36° usw., woraus sich insbeson-
dere die Ahnlichkeit der Dreiecke der
Form E,E,E, zwischen drei aufeinanderfol-
genden Eckpunkten mit den Dreiecken
E,AE, ergibt, die zwei benachbarte Eck-
punkte mit einem Diagonalenschnittpunkt
A bilden (Bild 3). Daher gilt fiir die Seiten-
linge s des Finfecks und die Diagonalen-
linge d
d-—s
s

= %, woraus folgt

Bild 3
£

4 M
108°

N

118 - alpha, Berlin 20 (1986) S

d=%(1+,/5—).

Ubrigens besagt diese Beziehung, daB die
Diagonalen des Sternfunfecks sich gegen-
seitig harmonisch teilen und daB Stern-
fiinfecke mit Zirkel und Lineal konstruier-
bar sind. Um die absolute GroB8e von s und
d bei vorgegebenem Radius des Umbkreises
(den wir der Einfachheit halber gleich 1
setzen) zu erhalten, betrachten wir noch
die in Bild 3 eingetragenen Hilfsstrecken x
und h. Fiir sie gilt:

2
1=(§) +x2,  x=1-h

2
h= ﬂsz'— (g) .
Setzt man in die letzte Gleichung die

schon gefundene Formel fiir d ein, so er-
gibt sich

h=%\/10—2‘/5_

und daraus

5= —“0_22‘/5_ ~1,175 und

d=%\/10—2\/5_(1+‘/5_)zl,902.

Die Fliche des Sternfiinfecks denkt man
sich zweckmiBig aus 10 kongruenten
Dreiecken zusammengesetzt, von denen in
Bild 4 eines schraffiert ist. Seine Grund-
seite ist gleich dem Radius des Umbkreises,
also gleich 1, seine Hohe gleich s — % Da-
mit ergibt sich fir die Gesamtflache die ex-
akte Formel

s(s—§>=%(3—,/?) y10-245

Der untere Teil von Bild 3 deutet an, wie
man den Mittelpunkt M’ eines der 10 kon-
gruenten Kreise, die einen gegebenen
Kreis umhiillen, als Schnittpunkt eines
vom inneren Kreismittelpunkt M ausge-
henden Strahls mit der Winkelhalbieren-
den zwischen dem um 18° benachbarten
Strahl und einer Tangente an den inneren
Kreis konstruieren kann. Um den Radius r
der duBeren Kreise zu berechnen, stellen
wir fest, daB wegen des gemeinsamen Win-
kels von 18° die Dreiecke MBM' und
E,CM ihnlich sind. Daher gilt
r x

r+l1 1°
(Der Radius des inneren Kreises wurde
wieder gleich 1 gesetzt.)
Daraus folgt

P. Schreiber

Loésung zu: Speed

Heft 4/86, Seite 96

Ist I die Lidnge der Strecke in Metern und z
die in Sekunden gemessene Zeit, so erhilt
man die Geschwindigkeit v in km/h nach
der Formel

v= —i 3,6. Im einzelnen ist

(auf 2 Dezimalstellen gerundet)

I= 50m v=2946km/h
I= 60m v=30,68km/h
1=100y v=132,12km/h
I=100m v=3229km/h
1=200m v=23216km/h.

Die groBte Geschwindigkeit erreichte Ma-
rita Koch demnach iber 100 m.

Losungen zu: SpaB mit Sternchen
Heft 4/86, Seite 84

Ala a)In 5%*%* ersetzen wir die Stern-
chen so durch Grundziffern, daB die darge-
stellte Zahl moglichst klein wird. Das trifft
zu fiir 5000. In 4%** ersetzen wir die Stern-
chen so durch Grundziffern, daB die darge-
stellte Zahl moglichst groB wird. Das trifft
zu fur 4999. Wegen 5000 >4999 gilt
S%%% > 4%%*k flir jede beliebige Ersetzung
der Sternchen durch Grundziffern.
b) Die groBte dreistellige Zahl (999) ist
kleiner als die kleinste vierstellige Zahl
(1000). Deshalb gilt 9%* < I*** fiir jede
Ersetzung der Sternchen durch Grundzif-
fern.
c) *¥kk > %99 denn 1000 > 999.
d) Wegen 63999 < 67000 gilt

63%kk < GTHAK
e) Wegen 10000 > 8799 gilt

Hokskok() > §THK,
f) Es sind drei Fille moglich:
(1) Wegen 1991 = 1991

konnte 1%*1 = *99% gelten.
(2) Wegen 1001 < 1991

konnte 1%**] < *99% gelten.
(3) Wegen 1991 > 1990

konnte 1%%] > *99% gelten.
Deshalb lassen sich diese Zahlen nicht fiir
jede beliebige Ersetzung der Sternchen
durch Grundziffern vergleichen.

A2a a) Die erste und dritte Zahl sind
siebenstellig; die zweite und vierte Zahl
sind sechsstellig. Wir vergleichen zunéchst
die beiden sechsstelligen Zahlen. 3%*7%¥
< 9*kkx%%  denn 399799 < 900000. Nun
vergleichen wir die beiden siebenstelligen
Zahlen. 1%91%%% < 2%¥3TH%, denn
1991999<2 003 700. Deshalb gilt fiir alle
moglichen Ersetzungen der Sternchen
durch Grundziffern 3%k7%% < Ghkkkk
< 1HGT*dk < 24Tk,

b) Die dritte Zahl (*¥2*76%) ist sechsstellig,
also groBer als die iibrigen flunfstelligen
Zahlen. Wegen 20760 < 21750 und wegen
21760 >20750 lassen sich die Zahlen
2*76* und 2*75% nicht so ordnen, daB fiir
jede mogliche Ersetzung der Sternchen
durch Grundziffern nur eines der beiden
Zeichen <, >, und zwar stets dasselbe Zei-
chen gilt.

c) Wegen 193 <3001 < 10940 gilt stets
1%3 < 3kk] < *kG4%,



a3a a) Wirrechnen 1 +3 =4,
5+3=8;3+1=4;6+9=15 und
erhalten 15484 — 9133 = 6351.

b) Wir rechnen 7 + 5 = 12 (Ubertrag 1);
1+4+1=6;3+7=10 (Ubertrag 1);
1+ 3+ 8=12 (Ubertrag 1);
1+2+1=4 und erhalten

42062 — 18715 =23347.

¢) Wirrechnen2+1=3;6+8=14
(Ubertrag 1); 1+0+5=6;5+7=12
(Ubertrag 1); 1 + 6 + 1 =8 und erhalten
82643 — 17581 = 65062.

d) Wir rechnen 6 + 7 = 12(Ubertrag 1);
1+1+6=8;, 5+8=13 (Ubertrag 1);
1+3+5=09;2+2=4 und erhalten
49382 — 25867 =23 515.

A4a a) Wegen 8000-2=16000 kann
der zweite Faktor nur 2 sein.

Daraus folgt 83182 =16 636.
'b) Wegen 9-1=09 ist die dritte Grundziffer
des ersten Faktors 1. Wegen 9-2 =18 ist
durch zweite Grundziffer des ersten Fak-
tors 2.

Daraus folgt 821-9 = 7389.

¢) Wegen 4-8 = 32 endet das Produkt auf
die Grundziffer 2. Es bleibt der Ubertrag 3.
Wegen 4-1+ 3 =7 ist die dritte Grundzif-
fer des ersten Faktors 1.

Daraus folgt 7618 -4 = 30472.

d) Wegen 6-2=12 und 67 =42 konnte
der zweite Faktor 2 oder 7 sein. Da das
Produkt auf die Grundziffernfolge 42 en-
det, kann der zweite Faktor nur 7 sein.
Daraus folgt 64442 :7 = 9206,

also 9206 -7 = 64 442.

e) Wegen 8-3 = 24 endet das Produkt auf
die Grundziffer 4. Wegen 8-0+2 =2 und
85+ 2 =42 konnte die dritte Grundziffer
des ersten Faktors 0 oder 5 sein. Wegen
8:8 =64 und 4 + 8 entfillt die Grundzif-
fer 0.

Daraus folgt 4853 -8 = 38 824.

f) Wegen 57 =35 ist der zweite Faktor 5.
Wegen 5-27 = 135 ist die dritte Grundzif-
fer des Produkts 3.

Daraus folgt 6635:5 = 1327,

also 1327-5 = 6635.

g) Wegen 64 = 24 ist der zweite Faktor 6.
Wegen 6 74 = 444 ist die vierte Grundzif-
fer des Produkts 4. Wegen 6:5+4 =134
und 6-0 + 4 = 4 kdnnte die zweite Grund-
ziffer des ersten Faktors 5 oder 0 sein.
Wegen 2574 -6 = 15444 entfillt die 5.
Daraus folgt 2074 -6 = 12 444.

h) Wegen 56 -3 = 168 kann der zweite Fak-
tor nur 3 sein. Wegen 3-9 =27 kann die
vierte Grundziffer des ersten Faktors nur 9
sein.

Daraus folgt 5629-3 = 16 887.

A 5a a)Das zweite Teilprodukt endet auf
die Grundziffer 4. Wegen 2-7 =14 ist die
zweite Grundziffer des zweiten Fak-
tors 2.

Daraus folgt 57-62 = 3534.

b) Wegen 2-95=190 kann die erste
Grundziffer des zweiten Faktors nur 2 sein.
Daraus folgt 95-23 = 2185.

c) Das zweite Teilprodukt **6 endet auf die
Grundziffer 6. Wegen 6:1=6 und
6-6 =136 kann die zweite Grundziffer des
ersten Faktors 1 oder 6 sein.

Wir erhalten zwei Losungen
41-36 und 46-36

123 138
246 276
1476 1656

d) Das zweite Teilprodukt **6 endet auf die
Ziffer 6. Wegen 7- 3 = 21 miiBte das zweite
Teilprodukt auf die Grundziffer 1 enden.
Deshalb besitzt diese Aufgabe keine Lo-
sung.

e) Das Produkt ****4 endet auf die Grund-
ziffer 4. Deshalb endet auch das zweite
Teilprodukt auf 2*** auf die Grundziffer 4
und lautet somit 2**4. Wegen 3-8 =24 ist
die zweite Grundziffer des zweiten Fak-
tors 3.

Daraus folgt 728 -43 = 31304.

Lésungen zu den Aufgaben von
Maik Miihle, Riesa
Heft 4/86, Seite 82

Ala MCB ist ein gleichschenkliges
Dreieck, daher ist < BCM = ¢ BMC. Die
GroBe des Winkels sei mit ¢ bezeichnet.
Die GroBe des Winkels 4 MBA betrigt
dann 2¢ (AuBenwinkelsatz); die GroBe des
Winkels J4MAB betrigt ebenfalls 2¢
(Dreieck AMB ist gleichschenklig).

Fir die GroBe des Winkels 4 AMD gilt
dann @ + 2@ =3¢ als AuBenwinkel des
Dreiecks AMC, q.e. d.

A2a Man zeichnet zuerst den Inkreis
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius
der Linge r = 2,5 cm (MB)). Dann zeichnet
man an den Inkreis in B, die Tangente ;.
Die Parallele zu ¢, durch M schneidet den
Inkreis in B,. Die Tangente ¢, an den In-
kreis in B, schneidet ¢, in C. Auf ¢, legt man
einen Punkt A, beliebig fest und trigt in A,
an den Strahl 4,C den Winkel der GroBe
a = 50° an. Das Lot von M auf den freien
Schenkel des Winkels der Grofe « schnei-
det den Inkreis in B;. Die Parallele zum
freien Schenkel des Winkels der GréBe o
durch B, schneidet ¢; in 4 und ¢, in B.

&
tZ
B,
8, M
\k - « “ ¢
c B, A A\ !

A3 a Man zeichnet durch E die Parallele
zu 4B und durch F die Parallele zu BC.
Diese schneiden DC in Y und BC in X,
Man fihrt den Nachweis, daB die Dreiecke
EXG und FYH kongruent sind:

(1) <HYF= 4EXG (rechter Winkel),

@ FY=EX (Quadratseite),

(3) 4HFY= 4GEX (Winkel, deren
Schenkel paarweise senkrecht
aufeinander stehen, sind kongruent:
FH L EG und FT L EX).

Es folgt die Kongruenz der Dreiecke EXG

und FYH (wsw).

Daraus folgt: EG = HF, q.e.d.

D \H Y c
| —
P/G
£
\ X
A F 8

A4a Wegen (2) kommen die Ziffern 2,
3, 5,7 in Frage. Alle Zusammenstellungen
(Variationen) mit den Ziffern 2, 3, 7 und 3,
5, 7 entfallen, da sie alle keine Primzahlen
sind (Quersumme 12 bzw. 151).

Die Ziffern 2 und 5 kénnen nicht an erster
bzw. letzter Stelle stehen, da sonst keine
Primzahlen entstehen wiirden. Nun biei-
ben nur noch die Zahlenpaare 377; 773
und 337; 733 iibrig. Da 377 keine Primzahl
ist, sind 337 und 733 die einzig méglichen
Telefonnummern.

Wer 16st mit? alpha-Wettbewerb

Heft 1/86, Fortsetzung

Ma 6 m 2645 - Angenommen, die Schiiler
der Klasse 6a erreichten x kg Altpapier,
die Schiller der Klasse 6b also
(2x — 40) kg, die der Klasse 6¢ hingegen
(2x—40)kg:2=(x—20) kg.

Das sind zusammen (4x — 60) kg. Nun gilt
4x — 60 =480, 4x =540, x = 135.

Die Schiiller der Klasse 6a sammelten
135 kg, die der Klasse 6b 230 kg, die der
Klasse 6¢ 115 kg Altpapier.

Ma6m2646 Wir halbieren die Innenwin-
kel 4 CAB und x CBA; die Halbierungsli-
nien dieser Winkel mégen sich in F

c

A 8

schneiden. Wir zeichnen die Parallele zu
4B durch F, die AC in D und BC in E
schneide. Auf Grund der Konstruktion gilt
ADAF= xFABund 3 FAB= X DFA

als Wechselwinkel an geschnittenen Paral-

alpha, Berlin 20 (1986) 5 - 119



lelen, also auch 4 DAF = x DFA. Deshalb
ist das Dreieck AFD gleichschenklig, und
es gilt AD = DF. Analog dazu gilt

BE =FE, also auch AD + BE = DE.

Ma 7 = 2647
al 7 2 b)y49 0 1
8 7 0 0 G=100
1 81 1 0 49
6 9 1
9 9 S§=16
1 96

Ma7m2648 Winkel ABE hat die GroBe
60°, Winkel ABC die GréBe 90°; folglich
hat Winkel CBE die GroBe 30°. Wegen BE
= BC ist das Dreieck CBE gleichschenklig.
Jeder der beiden Winkel BEC und BCE hat
somit die GroBe 75°. Also hat Winkel DCE
die GroBe 15° und somit Winkel CED die
GroBe ¢ = 150°. ’
) ¢
£

8

Ma7®m2649 Winkel FBG habe die GréBe
@; dann hat Winkel BGF die GroBe
90° — @¢. Die Winkel BGF und EGC sind
Scheitelwinkel; folglich hat Winkel EGC
auch die GroBe 90°— @. Wegen xCAB
= X DBA hat Winkel CAB die GrdBe g,
also hat Winkel ACF die GroBe 90° — ¢.
Somit gilt 5 ECG = 1 EGC, also auch EC
=EG, d.h,

Dreieck CEG ist gleichschenklig.

0 [

A
A F 8
Ma7w2650 AQ habe die Linge x, RC
die Linge y, also QD die Linge a —x und
DR die Linge a — y; dann gilt fir den Um-

fang des Dreiecks QRD
Uppp=(@—x)+(a-y)+x+y

1
=2"1='2_'“ABCD§
denn Q4 = 0B und RP=.RC.
Ma 8 m2651 Nach Voraussetzung gilt
aeR,beR,a>0,b>0unda-b=1

Es wird behauptet, daB stets gilt
at+bz2. .

Aus a-b =1 folgt b=%.
Nun ist zu zeigen, daB a + %; 2 ist.

Fiir alle rationalen Zahlen gilt
(@~12=0bzw. a2—2a+120,

a2+lg2a|=a(a*0),a+%§2,
w.Z.b.w.

Ma 8m 2652

Offenbar ist ausschlaggebend, wieviel
Fruchtfleisch zur Verfliigung steht. Das be-
trigt bei der groBen Apfelsine

120 - alpha, Berlin 20 (1986) 5
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=—nd’ V=<q-10°cm?:
V61rd,V6rr100m,
V=15236cm’.

7 kleine Apfelsinen haben insgesamt ein
Volumen von

V=7'%7T'53cm3;

1
V=7‘€n-125 cm®; ¥V =458,1cm?’.

Es ist also besser, die eine groBe Apfelsine
zu kaufen.

Ma 8 m2653 Angenommen, man erhilt x
20-Mark-Scheine, y 50-Mark-Scheine und
z 100-Mark-Scheine ausgehindigt;
dann gilt
20x + 50y + 100z =500 und z<y<Xx.
Daraus folgt weiter
2x + 5y + 10z =50,
Sy=150-10z - 2x,
y=10—-2z - 25_x
Da x, y und z natiirliche Zahlen sind, mu
x ein Vielfaches von 5 sein.
Aus x =5
folgt y=8-2z=2(4-z),
also z =1, 2 oder 3.
Aus x =10
folgt y=6-22z=2(3 - z),
also z =1 oder 2.

Aus x =15
folgt y=4-2z=2(Q2 - 2),
also z=1.

Wegen der Einschrinkung z < y < x besitzt
diese Aufgabe drei Lésungen

Xy z

5 4 2

10 4 1

15 2 1.
Man erhilt entweder fiinf 20-Mark-Scheine
und vier 50-Mark-Scheine und zwei
100-Mark-Scheine oder zehn 20-Mark-
Scheine und vier 50-Mark-Scheine und
einen 100-Mark-Schein oder fiinfzehn
20-Mark-Scheine und zwei 50-Mark-
Scheine und einen 100-Mark-Schein.

Ma8 w2654 Bezeichnet man die MabB-
zahl der Linge der Quadratseite mit x, so
ist x + 1 die Bezeichnung fiir die MaBzahl
der Linge der Diagonalen in einem Qua-
drat mit der geforderten Eigenschaft.
Nach dem Satz des Pythagoras gilt dann
(x+1)?=x2+x? bzw. x2—2x—-1=0.
Diese quadratische Gleichung hat nur eine
positive Lésung, namlich x =1 + 1/2_ .

Der Flicheninhalt dieses Quadrates hat die
MaBzahl 3 + 2 \/2_ . Es gibt genau ein derar-
tiges Quadrat; seine Seite ist etwa 2,41 cm
lang; sein Flicheninhalt betrigt rund
5,83 cm?.

Ma9m2655 Es gilt

l+"_z n_2n+3n’+n’

3 2 6 6

=" 2 _1

=% (n +3n+2)—z-n-(n+1)
(n+2).

Von den drei aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen n, n+1, n+2 ist genau
eine durch 3 und wenigstens eine durch 2
teilbar. Deshalb ist das Produkt n(n + 1) (n
+ 2) durch 6 teilbar und somit die Sumnme

LN i
3 2 6
einer natiirlichen Zahl ganzzahlig.

fiir jede Belegung von n mit

Ma9m2656 Unter der Voraussetzung,
daB eine beliebige natiirliche Zahl n die
Quersumme 33 hat, behaupten wir, daB es
keine natiirliche Zahl k mit der Eigen-
schaft k2 = n gibt. Wir fiihren den Beweis
indirekt und nehmen an, es gibe ein sol-
ches k.

Da die Quersumme 33 durch 3 teilbar ist,
miiBte nach der bekannten Teilbarkeitsre-
gel auch n und damit auch k? durch 3 teil-
bar sein; also gilt auch 3| k.

Aus 3|k folgt 9|k% also 9|n. Wenn n
durch 9 teilbar ist, so muB auch die Quer-
summe von n durch 9 teilbar sein. Nun gilt
aber 9)33. Damit ist ein Widerspruch zur
Annahme, es giibe ein k € N mit k? = n, er-
reicht. Daraus folgt, daB die Annahme
falsch, die Behauptung wahr ist, q.e.d.

Ma 9 m2657

Wegen 312 = 961 < 1000 gilt n = 32.
Wegen 1002 = 10000 > 999 gilt

2=<k=3, also wegen

(2-50)? = 10000 > 999 gilt

32 = n=£49. Ferner gilt

n? — (k- n)*=1000a + 1005 + 10¢

+ d —1000d — 100¢c — 106 — a,

n¥(1 — k%) =999a + 905 — 90¢ — 9994,
n?(1-k»=9-(111a + 106 - 10c¢
—111d). Analog dazu gilt

n?(1 + k?)=11-91a + 10b + 10c + 91d).
Fiir k =2 gilt demnach

n?-(—=3)=9(111a + 106 - 10c - 111d)
und

n?-5=11(91a + 10b + 10c + 91d).

Fiir k =3 gilt

n?-(—8)=9(111a + 10b — 10c — 111d)
und

n?-10=11091a + 105 + 10c + 914d).
Daraus folgt weiter, daB n sowohl durch 3
als auch durch 11 teilbar sein muB. Des-
halb existiert genau eine LOosung, ndmlich
n =33,

und es gilt n2 = 1089

und (3-33)2=992=9801.

Ma 9 m 2658 Der Flicheninhalt des dem
gleichschenkligen Dreieck ABC einbe-
schriebenen Sechsecks DEFGHK betrigt
62,5% des Flicheninhalts des Dreiecks
ABC. )

Ma 10/12 m 2659
V99+7042 — y/99-7042
=49+ 7042 + 50 — {49~ 7042 + 50

=V +542 -y - 542
=T7+5{2 -7+542
=1042

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. A. N. Kolmogorow
(1) a) 8;b) 6;¢) 9;d) 0. .

(2) o™,




Schach — beliebt
bei jung und alt

Die 526 Einsendungen zum 3. al-
pha-Schachwettbewerb erbrachten wie-
derum den Beweis, daB das Schachspiel
gleichermaBen bei jung und alt beliebt ist.
Zu den jiingsten Teilnehmern zihlten
T. Kormer (Dingelstiadt), A. Mirker (Greifs-
wald), beide 6 Jahre, R. Anschiitz (Dom-
dorf) und L. Starck (Dresden), beide
8 Jahre. Axel Mirker erlernte das Schach-
spiel. bereits mit vier Jahren. Er beteiligt
sich aktiv in der AG Schach der Kathe-
Kollwitz-OS Greifswald. Als dlteste Teil-
nehmer konnten wir S. Hase (Zwickau),
83 Jahre, und O.Gotz (Eisenach), 90 Jahre,
begriiBen.

Wir danken allen Einsendern herzlich fiir
ihr Mitmachen!

Losungen
Ala 1.TeS5+ T:e5/5:e5/g5
2. Sf4 matt 1P).
A24a 1.D:A7+ K:f7
2. Lc4 matt (1P).
1.... _ Kh8
2. Dg7/Lg7/LgS matt (1P).
Aala 1. Les S:e5
2.b4 matt @2P).
1. ... beliebig
2. Le7 matt 1P).

Der von mehreren Einsendern angegebene
Versuch 1.Ld4 (2. Lb6 matt) wird durch
die schwarze Verteidigung 1.... Lb7 pa-
riert.

a4a 1 Sg7 g4

2. Dd8 matt 1P).
1.... Lg4

2. Del matt (1P).
1. . Lf7

2. Sf5 matt (1 P).
) beliebig

2. Dh5 matt (1P).

In der Aufgabe von H.le Grand (,Probleem-
blad“, 1953) scheitern die Verfiihrungen
1. Sf6 und 1. Sg3 aufgrund weiBer Selbst-
behinderung an 1. ... g4 bzw. 1. ... Lg4.

AS5a 1.Dg8 D:c6+
2. S:c6 matt (1P).
) S D:e7+
2. L:e7 matt (1 P.).
L s De6
2. De:6 matt (1P).
) — beliebig
2. 815 matt (1P).

Dieser preisgekronte Zweiziiger (Freie
Presse, 1969) stammt von dem ersten
DDR-Meister im Problemschach, Fritz
Hoffmann (WeiBenfels).

Ab6a 1.D:f6 g:f6
2. Lh6+ Kg8 2 P).
3. Ted d4/d:e4/f5
4, Se7 matt 2 P).
3. .. D:c6/Db7/Ta’
4. Tg4 matt @2P).

Das Damenopfer, welches die Mattdro-
hung 2. D:f7 beinhaltet, erzwingt die Off-
nung der schwarzen Stellung fiir das Lau-
ferschach. Mit dem eleganten Opferzug
3. Ted, der gleichzeitig das Feld e7 fiir den
Springer freimacht, wird die unparierbare
Doppeldrohung 4. Se7 und 4. Tg4 aufge-
stellt.

AT7a 1.Tgl Lgbé
2. T:g6 a6/as
3. T:a6/Taé matt @2P).
1.... a6/as )
2. Tal L beliebig
3. T:a6/T:a5 matt @2 P).
1.... Lfs
2. Tg8+ Lc8
3. Tic8 matt 2P.).

Interessant ist es, welche verborgene Wi-
derlegungen in dieser sparsamen Stellung
von W.von Holzhausen (Deutsches Wochen-
schach, 1910) stecken.
Zum Beispiel: 1. Th1? Lg8!; 1. Tal? Ld3
2.b6? Laé!; 1. b6? a5!

AZa 1. Tb7 (droht 2.Sd4+ e:d4

3. TbS matt).

1 s Sg4

2. TbS c2

3. L4 matt.

L v c2

2. Tbb6 Sgd

3. L:ed matt.

Die Versuche 1.Tc7 und 1. Td7 fithren
nach 1. ... c2 bzw. 1. ... Sg4 infolge weiBer
Selbstbehinderung (der weife Turm ver-
stellt jeweils dem weiBen Liufer auf a8 den
Weg nach e4) nicht zum Ziel. Dieses Mei-
sterwerk der Problemkunst komponierte
der sowjetische GroBmeister fir Schach-
kompositionen Lew I. Loschinski.

Die volle Punktzahl erreichten 163 Einsen-
der. Unter ihnen sowie unter jenen bis zum
Alter von 14 Jahren, welche die Aufgaben
Nr.1 bis 4 richtig gel6st hatten, wurden fol-
gende Gewinner ermittelt:

Michael Engel (Thal),

Anne Heyl (Eisenach),

Tanja Kruscha (Greifswald),

Marco Moller (Rotterode),

Michael Potthoff (Dresden).

Weiterhin wurden Preise unter allen Ein-
sendern verlost, die zumindest eine Auf-
gabe korrekt geldst hatten:

Petra Gollewsky (Leipzig),

Jana Herrmann (Schorrsow),

Udo Jungnickel (Geithain),

Reiner Monwald (Sémmerda),

Torsten Schulze (Dahme).

Die zwei Buchpreise fiir die Teilnehmer,
welche alle Aufgaben einschlieBlich der
Zusatzaufgabe richtig gelost haben, gehen
an:

Johannes B6hmer (Gorlitz) und

Hartmut Volkel (Pretzschendorf).

Allen Gewinnern unseren herzlichen
Gli.icl.(_wunsch!

»Es hat mir sehr groBen SpaB gemacht
(S. Hoffmann, Potsdam).

»Ich befasse mich schon seit 40 Jahren mit
dem Problemschach, aber dieses Turnier
hat mir einen ganz besonderen GenuB ver-
schafft“ (K. Pohlheim, Leipzig).

,Macht weiter so, ich freue mich schon auf
den néchsten Schachwettbewerb
(M. Kiihne, Ortrand).

Diese und dhnliche Fazite zogen viele Teil-
nehmer, ob sie nun schon zum dritten
oder erst zum ersten Mal dabei waren, ob
sie nun alle oder nur einige Aufgaben 16-
sten.

»Ein Schachwettbewerb in dieser Zeit-
schrift — das war, ist und bleibt eine gute
Idee!* (M. Wiirker, Miilsen St. Micheln)

Dieser Idee bleibt die alpha-Redaktion
treu und startet in Heft 6/1986 den
4.Schachwettbewerb. Alle alpha-Leser sind
dazu wiederum recht herzlich aufgefordert
mitzumachen!

J. Lehmann/H. Riidiger




LOGISCHE KITTY

uM §.30 vHR BEGANN FUR UM 10 VHR ERREICHTEN SIE DIE ERSTE SCHLEYSE,
iCITTY UMD [HRE FREVNOIN
MICHEWE OFR ERSTE TAG .
IHRES PBOOTSAUSFLUVGES.
- g Z/ Ry =B
w SOLLEN WIR Hi,
HIER HALTEN —
UND ESSENTY @0 -
MICHELLE DIE DEN IANAL 24V OR SIE ERREICHTEN DIE PI22ASTUBE
ASSEN P[L2P(224 VNO TRANKE

EINE GROSSE COLA.
DANACKH FUHIREN
SIE WEITER.

SCHON GEKREUZT HATTE, AWWORTETE .. | | GEGEN MITTAG. K/TTy vND MICHELLE
(4 5

V! WIR ESSEN (
DER PI22ASTUBE. ! Re.

/4 ———————
ZWEIMAL SO WeIT, WIE Wk
BISHER SCHON GEFA({RE

GEGEWN 17 VHR WAREN SIE
20 MEILEN VON DER SCHLEUSE SIE ERREICHTEN IHREN AVKER PLATZ
ENTFERMNT. GEGEN ATVHR. MICHELLE FRAGTE

Iy _

N\, WIE VIELE MEILEN S
—7

g W HEYTE MITOBM
Boor GEFAHREN?

5'_;/’?;:
. ‘, e T e e e ,

SHALS 50 WEIT WIE Vo naRe
Bis 2vR P|Zz24STUBE.”

KAVNST DY HERAVSFIN DEN, WIE
WEIT SIE GEFAHREN WAREWN 2
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