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Vorwort

Die Natur ist ein Buch, das in der Sprache
der Mathematik geschrieben ist.
Galilei

Ohne Mathematik geht es also nicht!

Nun ist das matheFmatische Wissen inzwischen derart angewachsen, dass es der einzelne
unmoglich zu beherrschen vermag. Notgedrungen wird er sich also Spezialisieren. Um aber
seine Wahl verniinftig treffen zu kénnen, hat er sich ein Grundwissen anzueignen, fiir das
er volles Verstandnis jedoch erst dann gewinnt, wenn er auch mit dem Wandel des grund-
legenden Ideengutes vertraut ist. Thm dabei zu helfen, ist Anliegen unserer Plaudereien.

Der Leser soll nicht nur Kenntnisse erlangen, sondern auch einen Blick fiir die fruchtbare
Entwicklung der Mathematik. Damit gewinnt er erst den richtigen Abstand zu den im-
mer neuen Ansétzen, die notig sind, um diese Wissenschaft voranzutreiben. So begreift er
das Wesen der Mathematik wie auch ihre Wirksamkeit zur Veranderung von Natur und
Gesellschaft.

Der B. G. Teubner Verlagsgesellschaft in Leipzig mochte ich fiir die ansprechende Aus-
stattung meinen aufrichtigen Dank aussprechen. Besonderen Dank schulde ich aber dem
Lektor, Herrn Wolfgang Arnold, fiir die unermiidliche Sorgfalt, mit der er auch dieses
Buch betreute!

Greifswald, im Friithjahr 1967 Franz von Krbek
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1 Keplers Hobby

1 Keplers Hobby

Um Keplers Leistungen gebithrend zu wiirdigen, muss man sich den geistigen Tiefstand
seiner Epoche vergegenwartigen.

Am eindruckvollsten gelingt das an Hand der geradezu grotesk anmutenden Vorlesung
seines Zeitgenossen und Brieffreundes Galilei, die dieser im Wintersemester 1587/88 an
der Universitdt zu Pisa hielt. Auf Dante fulend bestimmte er doch allen Ernstes Ort und
Gestalt der Unterwelt folgendermafen:

Wenn man um Jerusalem einen Kreis vom Ra-
1

dius 3 Erdumfang oder rund 3333 Kilometer
schlagt und dariiber einen Kegel mit der Spitze
im Erdmittelpunkt errichtet, hat man die Holle
untergebracht. Auch die Grofle des Hollenfiirsten
wurde von Galilei errechnet.

Wihrend Dante blof 3 Armldngen grofl war,
sollte Luzifer die stattliche Hohe von 2000
Armléngen besitzen. Beachtlich, vor allem der
ganze Unfug, den der reife Galilei bestimmt als

Jugendtorheit abtat, die er 24jahrig beging.

So wie das Hobby des 24jédhrigen Galilei die Holle war, war es fiir den 25jahrigen Kepler
der Himmel. In diesem Alter erschien sein "Mysterium cosmographicum” | das "Weltge-
heimnis” | das bei seinem damaligen Vorgehen ewiges Geheimnis geblieben wére.

Durch seinen Lehrer Maestlin in Tiibingen lernte er das kopernikanische Weltbild ken-
nen, insbesondere, dass sich die damals allein bekannten sieben Planeten in exzentrischen
Kreisen um die Sonne bewegen. Der jugendliche Kepler erdachte dafiir ein Modell, das
vielleicht genial, aber bestimmt falsch war.

Wie auf dem Titelblatt seines
Werkes zu ersehen ist, wurden
Hohlkugeln den fiinf reguldren
Korpern ein- und umgeschrieben,
und zwar so, dass die Hohlkugeln
und die reguliaren Koérper abwech-
selnd ineinandergestellt waren. Die
Dichte der Wandung der einzelnen
Hohlkugeln wurde so gewéhlt, dass
die entsprechende Planetenbahn
gerade hineinpasste.

Beim Merkur wollte und wollte R i =
das nicht gelingen, so dass Kepler : \ NI
sein Prinzip "korrigieren” musste. \
Trotzdem hielt er an seiner Kon-
struktion fest, ja er nahm sie sehr ' ' "
lange Zeit tibertrieben ernst. Doch & Tl
sollte man Kepler dafiir nicht allzu R
streng riigen, denn anderen erging \ BB R s TS ———r
es ahnlich. T




1 Keplers Hobby

Der Philosoph Hegel hat sich mehr als zweihundert Jahre spater in Jena mit einer Arbeit
habilitiert, in der er glaubte bewiesen zu haben, dass es nicht mehr als sieben Planeten
geben kann, und die Astronomen tadelte, weil diese nach weiteren suchten.

Ganz anders sind die spateren Arbeiten von Kepler zu werten. Eine rein mathematische
Schrift, mit der wir beginnen wollen, die "Inhaltslehre von Féssern” enthélt Betrach-
tungen, die zwar nicht streng sind, aber zahlreiche wertvolle Anregungen zur Hoheren
Mathematik darstellen. Die Schrift geht iiber die Behandlung der Rauminhalte von Um-
drehungskorpern weit hinaus.

Wie Kepler auf solche Betrachtungen verfiel, berichtet er 1614:

”Als ich im November des letzten Jahres meine Wieder-
verméhlung feierte, zu einer Zeit, als an den Donauufern bei
Linz die aus Niederosterreich herbeigefiihrten Weinfasser nach
einer reichlichen Lese aufgestapelt und zu einem annehmbaren
Preis zu kaufen waren, da war es die Pflicht des neuen Gatten
und sorgenden Familienvaters, fiir sein Haus den notigen Trank
zu besorgen.

Als einige Fésser eingekellert waren, kam am vierten Tag der Verkdufer mit einer Mess-
rute, mit der er alle Féasser, ohne Riicksicht auf ihre Form, ohne jede weitere Uberlegung
oder Rechnung, ihrem Inhalt nach bestimmte.

Die Visierrute wurde mit ihrer metallenen
Spitze durch das Spundloch quer bis zu den
Réandern der beiden Boden eingefiihrt, und als
die beiden Langen gleich gefunden worden wa-
ren, ergab die Marke am Spundloch die Zahl
der Eimer im Fass.

Ich wunderte mich, dass die Querlinie durch
die Fasshalfte ein Maf§ fiir den Inhalt abgeben
konne und bezweifelte die Richtigkeit der
Methode, denn ein sehr niedriges Fass mit
etwas breiteren Boden und daher sehr viel
kleinerem Inhalt konnte dieselbe Visierldnge
besitzen.

Es schien mir als Neuverméahltem nicht unzweckmaéfig, ein neues Prinzip mathematischer
Arbeiten, ndmlich die Genauigkeit dieser bequemen und allgemein wichtigen Bestimmung
nach geometrischen Grundsétzen zu erforschen und die etwa vorhandenen Gesetze ans
Licht zu bringen.”

Somit diente Kepler doppelt, einmal seiner jungen Frau und zum anderen der Mathema-
tik.

Gleich zu Anfang stellte er Uberlegungen an, bei denen er sich auf Archimedes beruft,
bei dem sie aber nicht stehen und auch nicht stehen kénnen, weil sie Perlen keplerscher
Erfindungsgabe sind.

Der gehéssige Guldin will davon nur soviel wahrhaben, dass: "Kepler zwar den Archimedes




1 Keplers Hobby

zitiert, wenn man aber dessen beide Biicher iiber die Kugel und den Zylinder durchblattert,
so findet man darin nichts davon.” Leider sind solche ungerechten Anwiirfe kein Einzelfall.

Um einen historischen Zugang zu den genannten Uberlegungen zu finden, beginnen wir
(frei nach der Bibel) am besten so:

Am Anfang war auch diesmal das Wort. Es hiefl indivisibile, unteilbar, und wurde vom
nachmaligen Erzbischof von Canterbury, Bradwardine, im vierzehnten Jahrhundert ge-
pragt. In seinen Schriften sucht man freilich vergeblich nach einer genauen Erklarung,
trotzdem er Doctor profundus hieff. Damals war man im Verteilen solcher Ehrentitel frei-
gebig und nannte, um nur zwei weitere Beispiele anzufithren, Thomas von Aquino Doctor
universalis und Raimundus Lullus, der die Erfindung einer Denkmaschine anstrebte, ohne
selber verntinftig gedacht zu haben, Doctor illuminatus.

Man muss an Indianer denken, die ihre Hauptlinge ehedem ”Grofler Bar” oder "Méchtiger
Biiffel” tauften.

Suggestiver war es, von unendlich kleinen Groflen zu reden, obschon diese einen ebenso
wenig prazisen Sinn hatten wie die unteilbaren Gréflen des seligen Erzbischofs. Leider
wird das auch heute noch tibersehen, denn selbst in den besten Biichern iiber Mechanik
werden virtuelle Verschiebungen als unendlich kleine Grofien angesprochen, die es aber in
der euklidischen Geometrie gar nicht geben kann.

Ihre Verwendung fiihrte jedoch zu bedeutenden Erfolgen, mitunter freilich auch zu Miss-
erfolgen, wahrend die Hohere Mathematik, wie sie uns heute zu Gebote steht, nur Erfolge
kennt. Allerdings wirkt sie recht niichtern im Vergleich zum phantasievollen Voranstiirmen
ihrer Pioniere.

Genehmigen wir uns einige Kostproben keplerscher Erfindungskunst.

Man denke sich den Kreis in schmale Sektoren zerschnitten und diese zu einer Geraden
ausgestreckt.

Es entsteht so ein kammformiges Gebilde. Vermehrt man die Anzahl der Zacken ins Un-
gemessene, bis sie unendlich schmal ausfallen, dann bilden sie schliefflich regelrechte Drei-
ecke, die liber einer Strecke von der Lénge des Kreisumfanges aufgebaut sind.

Die Liicken zwischen den einzelnen Zacken sind selbst zackenformig und ergénzen den
Kamm zu einem Rechteck von der Hohe des Kreishalbmessers. Die Fliache, die der Kamm
selber einnimmt, betrigt die Hélfte der Rechtecksfliche.

Das fiithrt unmittelbar auf die Formel fiir die Kreisfliche, zu der ja der Kamm wieder
aufgerollt werden kann. Die Formel fiir den Umfang des Kreises wurde stillschweigend als
bekannt vorausgesetzt.
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Ein zweites Husarenstiick bildet die Uberlegung, mit der das
Volumen eines Ringes, des Torus, bestimmt wird.

Der Ring werde durch senkrechte Ebenen, die strahlenférmig
vom Mittelpunkt ausgehen, in diinne Scheiben geschnitten.
Diese Scheiben fallen auflen etwas dicker aus als innen.

Werden sie durch Anbringen von immer mehr Schnittebenen unendlich diinn, dann kénnen
sie durch tiberall gleich dicke Scheibchen ersetzt werden, denn was diesen auflen an Dicke
fehlt, haben sie innen zu viel. Sie kénnen aufeinander getiirmt werden und bilden dann
einen Zylinder von einer Hohe, die dem Umfang der Mittellinie des Ringes gleich ist. Den
Durchmesser des Zylinders bestimmt dagegen die Ringdicke.

Die Bedeutung der "Inhaltslehre von Fassern” wiirdigte Laplace 1821 mit den Worten:
"Kepler entwickelt in diesem Werk Auffassungen iiber das Unendliche, welche die Revolu-
tion der Geometrie gegen Ende des 17. Jahrhunderts beeinflussten; Fermat aber, den man
als den eigentlichen Begriinder der Differentialrechnung anzusehen hat, griindete seine
schone Methode, Extremwerte zu bestimmen, auf dieses Werk.”

Urspriinglich wollte ja Kepler nur seinen Vorsatz ausfithren und feststellen, wie weit die
Messrute richtige Werte fiir die verschiedenen Fassinhalte liefern konnte. Die Losung fand
er in drei Tagen. Sie nahm sechs Seiten ein. Trotzdem fand er keinen Verleger dafiir, so
bekannt er auch schon damals war.

Damit blieb ihm nichts anderes
iibrig, als die inzwischen auf das
Vielfache seines urspriinglichen
Umfanges angewachsene Schrift
auf eigene Kosten drucken zu
lassen. Die Schrift erschien bei
Plank, der eben eine Druckerei
in Linz eroffnete, als dessen
erster Druck.

Um die Leistungen von Kepler in der Astronomie zu wiirdigen, miissen wir etwas zuriick-
greifen. Die Zeiten, in denen er lebte, beherrschte noch die Inquisition, und so gab es
Verfolgungen Andersglaubiger. Wegen einer Protestantenverfolgung musste Kepler Graz
1600 verlassen und wurde Adlatus von Tycho Brahe in Prag, dann ein Jahr spéater, nach
dessen Tod, sein Nachfolger.

An Hand der sehr viel genaueren Beobachtungen seines Vorgéngers konnte Kepler nach
jahrelangen Rechnungen in der "Neuen Astronomie” 1609 die ersten zwei der nach ihm
benannten Gesetze aufstellen. Das erste Gesetz betrifft die Bahnform und lautet:

Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.
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Das zweite Gesetz, Flachensatz genannt, betrifft die Be-
wegung in der Bahn und lautet:

Die Planeten bewegen sich so, dass die Verbindungs-
i gerade Sonne-Planet in gleichen Zeiten gleiche Flachen
iiberstreicht. Eine Folge davon ist die verdnderliche
Geschwindigkeit, mit der sich die Planeten bewegen; in
Sonnennéhe schneller als in Sonnenferne.

FLANETENB Ay,

A=A
Zehn Jahre spéter, in den ”Weltharmonien” | gelang ihm schlielich, das dritte nach ihm
benannte Gesetz aufzufinden, auf der fortwédhrenden Suche nach dem Bau des Planeten-
systems, dem ja sein Erstlingswerk galt. Dieses dritte Gesetz stellt zwischen Bahngrofie
und Umlaufzeit eine Verbindung her und lautet:

Die Quadrate der Umlaufzeiten der Planeten verhalten sich wie die dritten Potenzen der
groflen Halbachsen ihrer Bahnen.

Wie neuartig den Zeitgenossen die Ellipsenbahnen der Wandelsterne vorkommen mussten,
geht aus der Reaktion von Galilei hervor. In seiner Werbeschrift fiir Weltsysteme aus dem
Jahr 1632, die ihm die Feindschaft des Papstes Urban VIII. und auf dessen Betreiben die
Verurteilung durch die Inquisition einbrachte, nennt er Keplers Entdeckung Kinderei.
Dabei beruft er sich auf Aristoteles, der gelehrt hatte: "Es gibt keine ewige Bewegung
auBer der Kreisbewegung.”

Das sagt derselbe Galilei, der durch seine Versuche die spekulative Mechanik des Aristo-
teles widerlegen konnte, ja die Physik endlich von der Dogmatik iiberhaupt erst sduberte!
Nach allem vermochte sich Galilei doch noch nicht restlos freizudenken.

Wie gewaltig auch die Bedeutung der drei keplerschen Gesetze sein mochte, blieb daran
doch unbefriedigend, dass sie nicht verrieten, warum sie gelten miissen. Diesen Grund hat
erst Newton mit seinem Anziehungsgesetz aufgedeckt.

Heute konnen wir die drei Keplerschen Ge-
setze - das dritte sogar richtiggestellt, was fiir
die Praxis allerdings nicht allzu viel bedeutet
- aus der Formel fiir die Anziehung mit Hil-
fe der Hoheren Mathematik in wenigen Zeilen
herleiten.

Es ist noch von Interesse, auf die Vereinfa-
chung hinzuweisen, welche die Hohere Ma-
thematik im Laufe der Jahrhunderte erfah-
ren hat, dank einer endgiiltigen Prézisierung
ihrer Begriffsbildungen. Anfangs konnten sie
nur fiihrende Geister bewéltigen, wahrend sie
heute bereits Anfingern gelehrt wird.




2 Verfeindete Briider

2 Verfeindete Bruder

Es ist bestimmt selten, dass in einer Familie
in mehreren Generationen hintereinander
bedeutende Mathematiker geboren werden.
Die Schweizer Familie Bernoulli kann diesen
Ruhm fiir sich in Anspruch nehmen. In
der ersten Generation waren es die beiden .
Briider Jakob und der um 13 Jahre jiingere §
Johann, in der zweiten Generation dessen
Sohn Daniel.

Die darauffolgenden Generationen interessieren hier nicht weiter.

Bedauerlicherweise verfeindeten sich die beiden Briider. Die Schuld daran lag bei Johann,
der sich sogar mit dem eigenen Sohn iiberwarf, als dieser den groflen Preis der Pariser
Akademie vor dem Vater gewann.

Wenn auch der Charakter von Johann zu wiinschen iibrigliel, ein Genie war er ohne
Zweifel. Wir wollen hier eine Uberlegung von ihm analysieren, die er anstellte, um eine
Aufgabe zu losen, die er 1696 den Zeitgenossen vorlegte. Die Losung von Johann ist genial,
leistete aber gerade nur das Gewtinschte, wihrend Jakob eine Methode entwickelte, fiir
welche die Aufgabe ein Spezialfall war.

Damit wurde Jakob der Begriinder einer neuen Disziplin innerhalb der Hoheren Mathe-

matik, der Variationsrechnung. Ihr heutiges Gesicht verdankt sie allerdings Lagrange und
Euler.

Johann fragte nach der Gestalt der Bahn, auf der ein
Massenpunkt ohne Reibung unter alleiniger Einwirkung
der Schwere in kiirzester Zeit ankommt von einem Ort
A der Ruhe zu einem Ort B, der mit A in derselben
vertikalen Ebene und tiefer als A liegt.

2 Die Aufgabe wurde von Jakob, dann vom Marquis
I’Hospital, Leibniz, Newton und sehr geistreich von
Johann selbst gelost.

|

¥

Diesem stand keine fertige Methode zur Verfiigung, so dass er auf heuristische Betrach-
tungen angewiesen war. Sein Ansatz bestand aus der Einsicht einer Analogie dieses me-
chanischen Problems mit einem Problem, das in der Optik bereits behandelt wurde, einer
Analogie, die spater von Hamilton und noch spéter von Schrodinger sehr vertieft wurde
und letzteren zur Aufstellung der nach ihm benannten Fundamentalgleichung der Wellen-
mechanik fiihrte.

Zunachst bemerkte Johann, dass die Geschwindigkeit des Massenpunktes zunimmt, wenn
er auf irgendeiner Bahn tiefer gerdt. Ahnliches liegt aber vor - und das war ein Genieblitz
von Johann -, wenn Licht in optisch diinnere Medien gelangt. Das fithrte zu dem Ansatz,
sich eine horizontale Schichtung zu denken, in der das Licht gemafl dem fermatschen Prin-
zip, das Johann ja geldufig war, seine Bahn in kiirzester Zeit zuriicklegt, und analog auch
der Massenpunkt. Es geht jetzt darum, diesen Gedanken in Formeln umzusetzen.

Wir denken uns ein kartesisches Koordinatensystem mit dem Anfangspunkt in A und
einer nach unten gerichteten y-Achse. Das Nullniveau der potentiellen Energie soll durch
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B gehen.

Dann betragt die Gesamtenergie eines Massenpunktes der Einheitsmasse in A yqg, mit ¥
die y-Koordinate von B und mit g die Schwerebeschleunigung bezeichnet. Die Gesamt-
energie setzt sich aus potentieller und kinetischer Energie zusammen und bleibt konstant
= 790g. Im Punkt (z,y) ist daher

1
(Yo —y)g + 51}2 = Yog

wobei v den Wert der Geschwindigkeit bezeichnet. Daraus folgt

v =2yg

Die Geschwindigkeit hangt folglich nur von der Tiefe y ab, in der sich der Massenpunkt
augenblicklich befindet, keineswegs aber von der Gestalt der Bahn, auf der er sich bewegt.
Diese Feststellung bildet die Berechtigung zur Annahme,einer horizontalen Schichtung.

Greift man jetzt auf die Analogie mit dem Licht zuriick, dann wird man homogene diinne
Horizontalschichten annehmen, um das Gesetz von Snellius anwenden zu kénnen. Bezeich-
nen wir die Lichtgeschwindigkeit in den aufeinanderfolgenden Schichten mit v, v/, v”, ...
und die Winkel, die der Lichtstrahl mit der Vertikalen bildet mit «, o/, o, ... dann gilt
nach Snellius
sina  sina’  sina”
= = = ... = Konstante £
v U/ U//

Geht man nun zu "unendlich diinnen” Schichten {iber,
das heifit aber zu einem Medium mit kontinuierlich
verédnderlichem v, dann folgt

sin «

=k
v

in welcher Tiefe man sich auch befindet. Dieser gewagte
Schritt lasst sich mit unseren heutigen Mitteln durchaus
rechtfertigen, Johann aber dachte gar nicht daran, denn
zu seiner Zeit bediente man sich frohlich-frei der unendlich
kleinen Groéflen, um Grenziibergdnge vorzunehmen.
Die Tangente an die Bahnkurve schlieft mit der Vertikalen
den Winkel o, mit der Horizontalen dagegen den Winkel
B = 90° — « ein, so dass cos f = sin « gilt. Es ist auflerdem
1 1

2 .
cos’B=——+5—  also sinfay = —————
p 1+ tan? 3 1+ tan? 3

Setzt man diesen Wert und auBerdem fiir v? den Wert 2gy
in die Gleichung sin? & = k%v? ein, dann folgt

y(1+y?=C

mit C' die Konstante 29% bezeichnet. Das ist aber die Differentialgleichung der Zykloide,

die von irgendeinem Randpunkt eines Rades beim Abrollen beschrieben wird und die

10



2 Verfeindete Briider

Johann bekannt war. Die gesuchte Kurve, Brachistochrone genannt, ist also eine Zykloide.

Wir sprachen vom Brechungsgesetz des Snellius,

i mit biirgerlichem Namen Willibrord Snell van
Royen und dem Prinzip des Fermat. Das erste
stammt aus dem Jahr 1618, das zweite aus dem
_ Jahr 1657, und sie sind gleichwertig. Fermat
wp ' P kniipfte an ein Minimumprinzip des Heron
o e e —> . an, figte aber als neuen Gedanken hinzu, den
on Lichtweg durch die Zeit zu messen, in der er

zuriickgelegt wird.

Heron hatte das nicht notig, weil er Spiegel unter-
suchte, bei denen ja der Lichtstrahl im Medium
verbleibt. Das Prinzip von Fermat kann wie folgt
formuliert werden:

Die Bahn eines Lichtstrahls zwischen zwei Punk-
ten verlduft, dass das Licht auf seinem Weg die
kiirzeste Zeit benotigt.

Gehen wir von diesem Prinzip aus und betrachten den Fall zweier homogener Medien, die
eine gemeinsame Ebene besitzen, und in denen sich das Licht mit der Geschwindigkeit v
bzw. v" ausbreitet.

Vom Punkt A im ersten Medium soll ein Lichtstrahl durch
diese Ebene hindurch zum Punkt B im zweiten Medium
gelangen. Zunachst ist es klar, dass der Lichtweg in beiden
Medien gerade verlaufen muss, weil die Gerade stets den
kiirzesten und darum schnellsten Weg darstellt.

Wir nehmen an, dass A und B in einer zur Trennebene der
beiden Medien senkrechten Ebene liegen. Die Schnittgerade
der beiden Ebenen sei g.

Ist X der Durchstoffungspunkt des Lichtweges mit der Trennebene, dann muss nach dem
fermatschen Prinzip
AX XB
v v’
Minimum sein, weil Weg durch Geschwindigkeit das Maf fiir die Zeit ist, die das Licht
braucht. Die Differentialrechnung beantwortet heute rein routineméfig diese Forderung
dahingehend, dass

sina  sina’

v v’
ausfallen muss, wobei die Winkel, die AX bzw. X B mit der Normalen zu ¢ bilden, mit
a bzw. o/ bezeichnet werden. Das aber ist das Brechungsgesetz des Snellius. Es sei noch
bemerkt, dass vermutlich dieser Anlass Fermat zu seinen Entwicklungen in der Differen-
tialrechnung fiihrte.

Erfreulicherweise gelingt es, den Satz von Snellius aus dem fermatschen Prinzip auch
elementar zu gewinnen, wenn man von einer mechanischen Interpretation ausgeht. Zum

11



2 Verfeindete Briider

Gliick merkte das Fermat nicht, denn sonst hétte er sich um die Differentialrechnung nicht
so bemiiht!

A Wir denken uns die Gerade von vorhin als diinnen Stab,
an dem ein Ring reibungslos entlanggleiten kann. An die-
sem Ring X seien zwei Schniire befestigt, deren Lange
sich nicht andert, und die iiber je eine Rolle reibungs-
los gleiten, die in A und in B befestigt ist. Die beiden
Schniire seien am freien Ende in A" bzw. B’ mit Gewich-
B' ten von der Grofle % bzw. % belastet.

v
Dieses mechanische System befindet sich dann im Gleichgewicht, wenn die beiden Ge-
wichte moglichst tief sinken, mit anderen Worten der Verlust an potentieller Energie

1 1
AA"- -+ BB —
(Y (Y

maximal ausfallt.

! Da die beiden Schniire unausdehnbar sind, bleibt

(A’A+ AX) -i+(BB’+BX)

v

konstant, daher muss in Gleichgewichtslage

1 1
AX -~ +BX -~
v v

minimal ausfallen. Formal liegt also das Prinzip von Fermat vor.
Infolge der mechanischen Deutung gewinnt man aber sofort als Ergebnis die Beziehung
des Snellius durch die Bemerkung, dass im Gleichgewicht die Horizontalkomponenten der
beiden Krafte, die am Ring in X zerren, entgegengesetzt gleich sein miissen, formelmafBig
1. r .,
—-sina = — -sinw
v v
Es ist kein Einzelfall, dass neue Entdeckungen wie vorhin von Fermat, gemacht wurden,
um ein Problem zu meistern, das auch ohne diese Entdeckungen losbar war.

So sollte Archimedes einst im Auftrage seines koniglichen Vetters feststellen, ob dessen
Krone wirklich aus schierem Gold angefertigt wurde.

Er 16ste die Aufgabe durch die Entdeckung des Auftriebs: In Fliissigkeit getaucht, verliert
jeder Korper soviel an Gewicht, wie die von ihm verdrangte Fliissigkeit wiegt.

Die Aufgabe lédsst sich aber ohne Kenntnis dieses Ge-
setzes 16sen. Man legt die Krone zunéchst in einen vor-
her bis zum Rande mit Wasser gefiillten Zylinder. Nach
Entfernen der Krone bestimmt man dann aus der Hohe
des iibriggebliebenen Wassers das Volumen der Krone.
Hinterher hat man nur das Gewicht eines Klumpens aus
reinem Gold vom gleichen Volumen zu wégen, um festzu-
stellen, ob sich nicht unter einer Goldschicht etwa leich-
teres Blei befindet.
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3 Lob der Tragheit

Sollte der Leser durch die Uberschrift
an das Werk ”"Lob der Torheit” des
Erasmus von Rotterdam erinnert
werden, so darf er nicht glauben, dass
wir gegen trage Menschen losziehen
wollen, nein, weder gegen faule, noch
gegen geistig lahme.

Es handelt sich um die Tragheit, einen grundlegenden Begriff der Mathematischen Physik,
oder vielmehr darum, dass man jahrhundertelang nicht in der Lage war, diesen Begriff
genau zu umreiflen.

Das war schon zu einem Skandal der Mathematischen Physik ausgeartet, der auch heute
nicht dadurch behoben wird, dass ihn Autoren unserer Tage einfach iibergehen.

Zum richtigen Verstédndnis des Sachverhaltes gehort allerdings ein Eingehen auf die Grund-
legung der Mechanik. Deren einwandfreien Aufbau verdankt man also letztlich der Tragheit.
Die Anfange der Mechanik sind so alt wie der Mensch selber, dessen primitive Hand-
werkszeuge Vorldufer der modernen Maschinen waren. Die ersten Erfahrungen wurden
mehr unbewusst, wohl zuféllig gesammelt. Viel spéter erst diirfte ein Stadium in der
Entwicklung eingetreten sein, das nach ordnenden Begriffen heischte, um dem Wust von
Erfahrungen nicht zu erliegen. Mit solchen immer umfassenderen Begriffen beginnt dann
die Ara der Wissenschaft. Sie versucht, die Welt in Gedanken nachzubilden, um Vorhersa-
gen zu ermoglichen und aktiv in die Verdnderungen der Gesellschaft einzugreifen. Damit
wird Wissenschaft zum einsatzbereiten Wissen.

Die Wissenschaft kann nicht umhin, Begriffe einzufiihren, denen keine Anschaulichkeit
zukommt. Das wird vielmehr erst durch ein Zusammenspiel von solchen mit anderen, an-
schaulichen Begriffen herbeigefiithrt. Das liegt an der Struktur unseres Geistes, der keine
unmittelbare Nachbildung des Naturgeschehens kennt. Infolgedessen verlegen wir das Ge-
schehen in einen Raum und versehen es mit einer Zeit.

Bei der Zeit handelt es sich um einen grundlegenden Begriff, ohne den kein Bewegungsab-
lauf verfolgt werden konnte. Seinem Wesen nach ist jedoch der Zeitbegriff mathematischer
Art. Erst diese Feststellung erklédrt die Sonderrolle, die die Zeit gegeniiber anderen, phy-
sikalischen Groflen spielt. Das Nichtbeachten davon fiihrte zu einer Schwierigkeit in der
Quantenmechanik, die einer ihrer bedeutendsten Forderer, von Neumann, als ihre Haupt-
schwéche bezeichnete.

Um den Zeitbegriff einzufithren, hat man von einem Fundamentalbegriff moderner Mathe-
matik auszugehen. Es handelt sich um die umkehrbar eindeutige oder kiirzer eineindeutige
Abbildung. Liegen zwei Mengen vor, deren Elemente so gepaart werden koénnen, dass kein
Element leer ausgeht, dann liegt der Fall einer eineindeutigen Abbildung der beiden Men-
gen aufeinander vor.

Einmal im Besitz dieses reichlich abstrakten Begriffs von eineindeutigen Abbildungen,
kann man diese auf den konkreten Fall anwenden, bei dem die eine Menge aus den Punk-
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ten des Kreisbogens einer Uhr besteht, die andere aber aus den Punkten einer Strecke,
die ein Fahrstuhl zuriicklegt, der vom Erdgeschoss nach oben fahrt.

Jedem Punkt des Kreisbogens auf der Uhr wird so
ein Punkt auf der Strecke des Fahrstuhls eineindeu-
tig zugeordnet. Die Zeigerstellung der Uhr auf dem
Kreisbogen bestimmt auf diese Weise den augenblick-
lichen Ort des Fahrstuhls. Damit ist der Inhalt des
Zeitbegriffs ausgeschopft.

Die fiir die Mechanik entscheidende Wendung tritt
nun bei der Frage auf, wieweit die geschilderte
Abbildung zwischen Uhrzeigerbahn und Fahrstuhl-
strecke vom Beobachter abhangt.

Die einfachste Annahme, mit der aber die klassische
Mechanik auskommt, lautet: Die Abbildung ist
unabhéngig vom Beobachter.

Mit anderen Worten besagt das, zwei Beobachter nehmen immer dieselbe Abbildung wahr.
Die Relativitatstheorie, schon die spezielle Relativitatstheorie, fiihrt dagegen zur Auf-
fassung, dass gegeneinander bewegte Beobachter verschiedene Abbildungen erleben. Das
auBert sich darin, dass sie die Dauer eines Geschehens verschieden lang angeben, wéhrend
zwei Beobachter in der klassischen Mechanik fiir die Dauer stets denselben Wert ermit-
teln werden. In der klassischen Mechanik ist die Zeit eben absolut, wie sich Newton
ausdriickte.

Eine Schliisselstellung in der Mechanik nimmt der Begriff der Kraft ein. Durch Kréafte
werden Bewegungsverlaufe bestimmt. Diese Krifte konnen aber erst durch Riickschliisse
ermittelt werden.

Den ersten Ansatz dafiir bildete die Annahme der klassischen Mechanik, dass zwischen
Kraft und Beschleunigung Proportionalitiat besteht. Aus mathematischen Griinden folgt
daraus sofort, dass zwei Beobachter, die sich gleichférmig gegeneinander bewegen, diesel-
ben Krifte wahrnehmen. Im Gegensatz dazu stellen zwei Beobachter, die sich beschleunigt
gegeneinander bewegen, verschiedene Krafte fest.

Wenn es daher gelingt, einen Beobachter - und damit alle zu ihm gleichférmig bewegten
Beobachter - einwandfrei auszuzeichnen, dann sind fiir alle anderen Beobachter zusétzliche
Krafte anzusetzen. Man nennt sie Scheinkrafte, wahrend die ausgezeichneten Beobachter
mit nur eingepréigten oder wirklichen Kraften zu tun haben.

Die Schar dieser gleichformig gegeneinander bewegten Beobachter, die nur eingeprigte
Krifte erleben, reprasentiert die Inertialsysteme, und das Fundamentalproblem verlangt,
diese Inertialsysteme aus allen iiberhaupt moéglichen Systemen auszusieben.
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Ehe wir zur Losung schreiten, ist es aufschlussreich, missgliickte Losungsversuche Revue
passieren zu lassen. Um deren verschiedene Formulierungen zu verstehen, miissen wir
etwas zurtickgreifen.

Gleichformig gegeneinander bewegte Beobachter erleben dieselben Kréfte. Wenn folglich
der zu mir gleichférmig bewegte Beobachter dieselben Kréifte wahrnimmt wie ich, dann
bedeutet das, dass fiir seine Eigenbewegung keine Kraft verantwortlich gemacht werden
darf, da diese von ihm aus betrachtet, unwirksam bliebe.

Das ist der prézisierte Inhalt des Tragheitsgesetzes von Galilei. Insbesondere besagt es,
dass die Bewegung in Abwesenheit von Kréften gleichférmig verlauft. Man erkennt aber
auch, dass es nicht herangezogen werden kann, um die Inertialsysteme auszusieben. Denn
eingepragte Kréifte, die durch Scheinkréfte gerade aufgehoben werden, kénnten Inertial-
systeme vortauschen, solange man die beiden Kraftarten nicht auseinanderhalten kann.

In die philosophischen Spekulationen seiner Epoche verstrickt, glaubte Newton dadurch
ein bestimmtes Inertialsystem nachweisen zu kénnen, dass er die Fiktion eines absoluten
Raumes in seine Mechanik einfiihrte:

"Der absolute Raum bleibt vermoge seiner Natur und ohne Beziehung auf einen &ufleren
Gegenstand stets gleich und unbeweglich” formulierte er und weiter: "Der Ort ist ein Teil
des Raumes, welchen ein Korper einnimmt, und nach Verhéltnis des Raumes absolut oder
relativ” , schlieBlich: "Die absolute Bewegung ist die Ubertragung des Korpers von einem
absoluten Ort nach einem anderen absoluten Ort.”

Nachzulesen in "Mathematische Prinzipien der Naturlehre” in der Ubersetzung von Wolfers
aus dem Jahr 1872.

Der absolute Raum ist nach Newton als Inertialsystem anzusprechen. Doch besteht prin-
zipiell keine Moglichkeit, den absoluten Raum durch physikalische Messungen und aus
diesen gezogenen Schliissen zu ermitteln. Eine Fiktion aber, die sozusagen neben der
Wirklichkeit, ohne ergriindbaren Zusammenhang mit ihr, herlauft, ist als sinnwidrig ab-
zulehnen.

Im Gegensatz hierzu wird man Newton zustimmen koénnen, wenn man seine nachfol-
genden Worte so auslegt, wie das unsere Bemerkung im Anschluss an das prézisierte
Trégheitsgesetz verlangt.

"Die wahren Bewegungen der einzelnen Korper
zu erkennen und von den scheinbaren scharf
zu unterscheiden, ist iibrigens sehr schwer, weil
die. Teile jenes unbeweglichen Raumes, in denen
sich die Korper wahrhaft bewegen, nicht sinnlich
erkannt werden konnen. Die Sache ist jedoch nicht
gianzlich hoffnungslos. Es ergeben sich ndmlich
die erforderlichen Hilfsmittel, teils aus den
scheinbaren Bewegungen, welche die Unterschiede
der wahren sind, teils aus den Kréften, welche
den wahren Bewegungen als wirkende Ursachen
zugrunde liegen.”

Man empfand die Forderung eines absoluten Raumes zwar unbefriedigend, konnte aber
keinen rechten Verbesserungsvorschlag machen. Lange versuchte folgende Erklarung:
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”Von einem bestimmten im Bezugssystem festen Raumpunkt aus schleudern wir nach drei
nicht in einer Ebene liegenden Richtungen drei freie Massenpunkte. Sind deren Bahnen
gerade Linien, so ist das Bezugssystem ein Inertialsystem.”

Gelegentlich redet man an Stelle von freien Massen punkten von solchen, die sich selbst
iiberlassen sind. Wann aber sind Massenpunkte als frei anzusehen? Hinter dieser Frage
versteckt sich diesmal die ganze Schwierigkeit. Sobald man eingepriagte von Scheinkréften
unterscheiden kann und die ersten kennt, ist die Frage beantwortet, aber auch erst dann.

Neumann postulierte einen Alphakoérper und hielt in einer weiteren Veroffentlichung sei-
nen Standpunkt mit dem von Lange tibereinstimmend. Auch erklarte er sein Vorgehen
fiir rein hypothetisch, worin sein einziger Fortschritt iiber Lange hinaus besteht. Damit
eriibrigt sich eine weitere Kritik.

Der 1951 in Miinchen verungliickte Sommerfeld dagegen gibt offen zu: "Praktisch verlassen
wir uns hierbei auf die Astronomen, die uns im Fixsternhimmel hinreichend feste Ach-
senrichtungen und im mittleren Sonnentag eine hinreichend konstante Zeiteinheit liefern.
Theoretisch sind wir aber leider zu einer unerfreulichen Tautologie gezwungen:
Dasjenige Bezugssystem ist das richtige, in dem fiir einen hinreichend kréftefreien Koérper
das galileische Tragheitsgesetz hinreichend genau gilt. Das Tragheitsgesetz wird dadurch
zur formalen Identitit degradiert; als positiver nicht formaler Inhalt desselben bleibt nur
die Behauptung bestehen: Es gibt Bezugssysteme der geforderten Eigenschaft; ein solches
wird, nach all unserer Erfahrung, approximiert durch astronomische Orts- und Zeitbe-
stimmung.”

Eine aussichtslose Situation? Der Ausweg ist sofort da, wenn
man sich entschliefit, die Gravitation in die Grundlegung der
Mechanik einzubeziehen. Sie ist nach der klassischen Mecha-
nik eine Kraft, die untrennbar mit der Materie verkniipft ist.
Daher konnen keine stichhaltigen Griinde geltend gemacht
werden, um diesen entscheidenden Schritt zu verbieten.
Zunéchst greife man auf den Ansatz von Newton zuriick,
der die Anziehung den Massen direkt und dem Quadrat
ihrer gegenseitigen Entfernung indirekt proportional setzt.
Meine Definition fiir Inertialsysteme lautet nun:

In solchen findet man fiir die Gravitation genau diesen
Wert. Nach unseren fritheren Ausfithrungen wird man
dann in allen tbrigen Systemen abweichende Werte fiir
die Anziehung messen. Da weiter in geniigend grofler
Entfernung von tbrigen Koérpern die Formel von Newton
von jeher als hinreichend genau giiltig angenommen wurde,
wollen wir dort als einzige eingepréigte Kraft die Gravitation
postulieren.

Unsere Einfithrung der Inertialsysteme legt zunéchst ein erstes, rein statisches Gedanken-
experiment nahe, um zu entscheiden, ob man sich in einem Inertialsystem befindet.

Man verbinde jede von zwei gleichen Massen, etwa zwei gleiche Kugeln aus homogenem
Material, mit je einer von zwei Federn, die aus gleichem Material, gleich lang und drehbar
so befestigt sind, dass sich die beiden Massen gerade gegeniiberstehen. Durch die Anzie-
hung werden die Federn etwas gespannt.
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In Inertialsystemen bilden sie an jedem Ort zwei Strecken einer Geraden und sind gleich
lang, sonst nicht. Denn eine Beschleunigung in Richtung der Verbindungsgeraden der
beiden Massen wiirde die vordere Feder verléngern, die hintere verkiirzen, eine dazu senk-
rechte Beschleunigung aber die Federn mit der Verbindungsgeraden einen Winkel bilden
lassen. Selbstredend ist die Versuchsanordnung isoliert zu denken.

Selbst eine einzelne Feder wiirde die Inertialsysteme anzeigen, wenn man sie an einem
Ende drehbar befestigt und ihre Léange in verschiedenen Lagen misst.

Wollte man jedoch ein solches Experiment als Erklarung fiir Inertialsysteme heranziehen,
so ware dagegen einzuwenden, dass sie nicht mehr mit Fundamentalbegriffen auskommt,
sich vielmehr auf die Existenz von Federn berufen muss.

Die Forderung, das Gedankenexperiment fithre an jedem Ort zu gleichem Ergebnis, ist
wesentlich. Denn in einem abstiirzenden Fahrstuhl wiirden unsere beiden Massen ein Iner-
tialsystem anzeigen. Zu genau demselben Ergebnis wiirde aber jedes andere mechanische
Experiment fithren, und das mit Recht, denn innerhalb des Fahrstuhls herrschen dieselben
Verhéltnisse wie in Inertialsystemen. Doch sind letztere in jeder Richtung als unbegrenzt
zu denken, im Gegensatz zum Fahrstuhl.

Das fiihrt dazu, die Massen zu berticksichtigen, die das homogene Schwerefeld erzeugen, in
dem der Fahrstuhl frei fallt. Man erkennt so, dass der Fahrstuhl doch kein Inertialsystem
ist.

Ein weiteres Problem bildet es, Korper zu behandeln, die in ihrer Bewegungsfreiheit einge-
schrankt sind. Die ihnen auferlegten Bedingungen, auch Bindungen genannt, sind durch
Krafte zu ersetzen, die Zwangskréfte oder Fithrungskrafte heiflen. Lange Zeit hindurch
beriicksichtigte man ausschlieSlich nur Bindungen in der Art von glatten Flachen, wie
die schiefe Ebene. Hertz wies dann vor ungefihr 70 Jahren nach, dass man damit nicht
auskommt.

Johann Bernoulli machte den Anfang, indem er den Be-
griff von virtuellen Verschiebungen prégte, die mit den
Bindungen vertraglich sind. Mit Hilfe der virtuellen Ver-
schiebungen gelang es dann d’Alembert, sein Prinzip
aufzustellen, das erste allgemeine Prinzip der Mechanik,
wenn man darunter die Zusammenfassung ihres Gehaltes
in eine geeignete Aussage versteht.

Handelt es sich dabei um eine neue Annahme?

Ich konnte bereits vor Jahren zeigen, dass dies nicht der Fall ist, wenn auch vorher das
Gegenteil davon behauptet wurde. Man diskutierte dartiber viel, ohne zur Klarheit zu
gelangen. Jacobi beklagt das mit den Worten:

"Die im obigen enthaltene Ausdehnung ist, wie sich von selbst versteht, nicht bewiesen,
sondern nur als Behauptung historisch ausgesprochen. Dies ausdriicklich zu sagen, scheint
notig zu sein, denn obgleich Laplace diese Ausdehnung in der "Mécanique céleste” eben-
sowenig bewiesen hat, als es hier geschehen ist, sondern sie nur historisch behauptete, so
hat man dies dennoch fiir einen Beweis gehalten.

Poinsot hat gegen diese Meinung eine eigene Abhandlung geschrieben und sagt darin sehr
richtig, dass sich die Mathematiker haufig durch den sehr langen Weg téduschen lassen,
den sie zuriickgelegt haben, zuweilen aber auch durch den sehr kurzen.
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Durch den langen Weg lassen sie sich téduschen, wenn sie durch sehr weite Rechnungen
endlich zu einer Identitdt kommen, dieselbe aber fiir einen Satz halten.

Ein Beispiel von dem Entgegengesetzten gibt unser Fall. Diese Ausdehnung zu beweisen,
ist keineswegs unsere Absicht, wir wollen sie vielmehr als ein Prinzip ansehen, welches zu
beweisen nicht notig ist. Dies ist die Ansicht vieler Mathematiker, namentlich von Gauf3.”

Wie man aber beliebige Bindungen zu beriicksichtigen hat, blieb bis vor 30 Jahren eine
offene Frage. Vor allem die mathematische Behandlung liefl zu wiinschen iibrig.

Im Jahre 1941 zeigte ich dann, dass sich dafiir ein von Holder gegen Ende des vorigen Jahr-
hunderts entworfener Kalkiil eignet, wenn man ihn vorher einwandfrei begriindet. Diese
Begriindung hatte die Berichtigung von grundlegenden Formeln zur Folge. Das Ender-
gebnis aber lautete, dass sich die klassische Mechanik als Ergebnis einer schrittweisen
Erweiterung des zweiten Bewegungsgesetzes von Newton ergab, das uns bereits am An-
fang als Proportionalitdt zwischen Beschleunigung und Kraft begegnete.

Die klassische Mechanik hielt daran fest, dass dieser Proportionalitiatsfaktor, die Masse,
von der Bewegung unbeeinflusst, also konstant bleibt. Versuche von Kaufmann um die
Jahrhundertwende an schnell bewegten Elektronen fithrten aber dazu, dass man diese
Konstanz aufgab. Damit erkaufte man eine Verfeinerung der klassischen Mechanik zur
speziellen Relativitatstheorie.

Merkbar unterscheidet sich diese erst bei hohen Geschwindigkeiten von der newtonschen
Mechanik, doch prinzipiell bedeutet sie einen entscheidenden Fortschritt. Denn sie fithrt
zur Aquivalenz von Energie und Materie, die sich in der Kernphysik inzwischen bewahrhei-
tete und im Uranmeiler die Quelle einer kiinftigen Energiewirtschaft zu werden verspricht.

Eine paradoxe Aussage der speziellen Relativitdtstheorie betrifft das Messen von Lénge
und Dauer, die von einem bewegten Beobachter aus betrachtet, eine Kontraktion bzw.
Dilatation zu erleiden scheinen.

Da Lange und Dauer durch Messen bestimmt werden, unterliegen sie neuartigen Formeln,
den Lorentztransformationen, die den Ubergang aus dem einen in das andere Inertialsys-
tem regeln und so zur genannten Paradoxie fiithren.

Der folgende Trugschluss, der von dem Franzosen Langevin aus dem Jahre 1911 stammt,
bildete zwar seither oftmals den Hohepunkt verschiedener utopischer Erzédhlungen, ist
aber wie eben gesagt, leider ein Trugschluss.
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In meinem Buch "Grundziige der Mechanik” , dessen zweite Auflage 1961 erschien, und
das in allen Einzelheiten mathematisch einwandfreie Darstellungen bringt, was besonders
betont werden muss, wurde neben vielem anderen auch dargelegt, weshalb sich Langevin
irrte.

Er meinte, wenn von Zwillingsbriidern einer im Jiinglingsalter in einem Raumschiff mit
nahezu Lichtgeschwindigkeit erst von der Erde wegbraust, spéter aber wieder zuriickkehrt,
dann der auf der Erde Zuriickgebliebene bereits ein Greis geworden sein sollte, wéhrend
der Weltraumfahrer jugendlich blieb.

Zunéchst ist fur Abfahrt, Umkehr und Landung die spezielle Relativitatstheorie nicht
zustdndig. Den iibrigen Verlauf der Reise kann man aber dann auch so ansehen, dass
der eine der Zwillinge als Reisender mit der Erde wegbrauste, folglich mit gleichem
Recht wie vorhin jung bleiben miisste, im Gegensatz zum Raumfahrer, der diesmal der
Zuriickgebliebene ist!

Wie sollte auch ein Ausflug in den Raum als Reise in die fernste Zukunft enden?

Blieb die spezielle Relativitatstheorie noch auf Inertialsysteme beschrankt, so befreite sie
davon Einstein 1916, indem er in seiner allgemeinen Relativitétstheorie beliebige Koordi-
natensysteme zulief3.

Das gelang ihm dadurch, dass er die Gravitation fiir die Geometrie verantwortlich machte,
die unsere Welt beherrscht und von der Schulgeometrie wesentlich abweicht. Eine solche
mogliche, freilich unter bedenklichen Vereinfachungen eingefithrte Geometrie fiihrt auf
das sich ausdehnende Universum, das endlich, aber selbstredend ohne Grenzen ist. Damit
lasst sich die beobachtete Flucht der Spiralnebel erkléren.

So erfolgreich auch die Relativitdtstheorie war, sie ist auf den Makrokosmos beschrénkt.
Fiir den Mikrokosmos gelten andere Bewegungsgesetze, wie die Gleichung von Schrodinger,
ja es sind vollig neue Begriffe notig.

Das sind gewisse Operatoren und ihr Spektrum, die erst in jiingster Zeit von von Neu-
mann und anderen Mathematikern untersucht wurden und noch werden. Doch scheint es,
dass die Kernphysik, deren Ergriindung heute das Bemiihen der Forscher gilt, zu ihrer
endgiltigen Formulierung noch neuer Begriffe bedarf.

Es verlohnt noch, auf folgende, nur psychologisch zu verstehende Versuche hinzuweisen.
Sie erklédren sich aus der sozusagen Erstgeburtenrolle der Mechanik, die ganz naturgeméf
der erste Zweig der Physik wurde. Die Vertrautheit mit der Bewegungslehre legte es daher
nahe, neue Einsichten darauf zurtiickzufithren.
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So versuchte vor einem Jahrhundert der Schotte Maxwell die nach ihm benannten Glei-
chungen fiir das elektromagnetische Geschehen durch mechanische Modelle zu erlautern.
Warum ihm und spéater dem Wiener Boltzmann das nicht gelang und auch nicht gelingen
konnte, erkennt man sofort, wenn man die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit im feldlosen
Vakuum berticksichtigt.

Erfahrungsgeméaf ist sie vom Beobachter unabhangig. Ein mechanisches Modell wiirde
dann verlangen, dass fiir den Wechsel t' = t und 2/ = x + vt der Inertialsysteme die
Gleichung 22 = ct? fiir die Lichtausbreitung sich in den gestrichenen Gréfen reproduziert,
was aber keineswegs zutrifft.

Eine Auswirkung solcher misslungenen Erklédrungsversuche war der Ausspruch eines Leh-
rers in meiner Jugend, man konne das Wesen der Elektrizitat nicht begreifen.
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4 Geisterreich

Unser Lebensraum ist dreidimensional.
Verstandlich also, wenn man sich zunéachst
damit begniigte, die Geometrie eines dreidi-
mensionalen, Raumes zu entwickeln. Doch
bereits im Altertum begann man, sich tiber
eine vierte Dimension Gedanken zu machen.
Der erste, der darauf verfiel, scheint Plato
gewesen zu sein. In dessen "Staat” belehrt
Sokrates, vielleicht auch darin ein Weiser,
dass er den Schierlingsbecher seiner Xan-
thippe vorzog, Glaukon tiber die Eindriicke
von Menschen, die, von jung auf gefesselt,
mit dem Gesicht zur inneren Wand in einer

Hohle leben.

Auflerhalb der Hohle verlduft ein Weg. Ein Feuer werte die Schatten der Vortibergehenden
durch den Eingang der Hohle auf die gegeniiberliegende Wand, vor der die Gefangenen
sitzen.

Einer von ihnen mége sich befreien. Erblickt er die Auflenwelt zum erstenmal, so wird er
sich in dieser zunéchst kaum zurechtfinden. Denn statt zweidimensionaler Schatten steht
er plotzlich dreidimensionalen Lebewesen gegentiber. Erst allméhlich wird er sich in die
neue Welt einleben.

Sollte ihn dann ein grausames
Missgeschick wieder an seinen al-
ten Ort zuriickverschlagen, wie
konnte er dort seinen Leidensge-
nossen klarmachen, dass zu den
voriiberziehenden Schatten Men-
schen gehoren, die in der Sonne le-
ben? Wiirde man ihn in der Hohle
nicht fiir verriickt halten?
Sokrates schlielt: "Dieses Gleich-
nis, mein lieber Glaukon, musst
du seinem vollen Umfang nach mit
den vorhergehenden Erorterungen
in Verbindung bringen;

die durch das Gesicht uns erscheinende Raumwelt setze der Wohnstétte der Gefesselten
gleich, den Lichtschein des Feuers aber in ihr der Kraft der Sonne; den Aufstieg nach
oben und die Betrachtung der oberen Welt musst du der Erhebung der Seele in das Reich
des nur Denkbaren vergleichen, wenn du eine richtige Vorstellung von meiner Meinung
bekommen Willst, da du sie ja zu héren begehrt hast.”

Der Astrophysiker Zollner in Leipzig ergab sich der vierten Dimension dagegen bedin-
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gungslos und glaubte fest an deren Vorhandensein. Er kniipfte daran in den siebziger
Jahren des vorigen Jahrhunderts paradoxe Bemerkungen.

Ein rechter und ein linker Handschuh kénnten nacheinander die ”Schatten” desselben vier-
dimensionalen Korpers sein. Um das einzusehen, streife man eine Dimension ab. Denke
ich mir den Scherenschnitt des rechten Handschuhs aus der Ebene gehoben und hinterher
mit der Riickseite nach oben wieder auf die Ebene gelegt, dann verwandelte er sich in den
Scherenschnitt eines linken Handschuhs.

Noch verbliiffender wére es, den Schatten eines vierdimensionalen Koérpers in mehreren
Dunkelkammern gleichzeitig aufzufangen. Dann wiirde "einer Vielheit einzelner Erschei-
nungen, die zu ein und derselben Gattung gehoren, trotz ihrer individuellen Verschieden-
heit nur ein einziges Objekt entsprechen.”

Dieses Objekt wére eine Art allgegenwartiger Gottheit. Gewiss, wir konnten das Experi-
ment auch in unserer Erfahrungswelt anstellen, doch gelten dort die verschiedenen Bilder,
im Gegensatz zu den Schatten Platos, nicht mehr als Gegenstande.

Zollner beschéftigte sich eingehend mit
der vierten Dimension, die er spéter zur
Erklarung  spiritistischer  Erscheinungen
heranzog. Die FErklarungen waren schon
richtig, blo3 die Erscheinungen selber nicht.
Zollner wurde das Opfer eines amerikanischen
Taschenspielers namens Slade, der Zoéllners
Hang zur Mystik geschickt ausbeutete und es
verstand, mit dessen Ruf fiir sich Reklame zu
machen.

Das gelang Slade um so leichter, als Zollner stets bereit war, sich voll Gereiztheit auf die
Seite einer vermeintlich unterdriickten guten Sache zu schlagen und dabei unterlief}, diese
vorher unbefangen zu priifen.

Wie es kam, kann man den Erinnerungen des Gottinger Mathematikers Felix Klein ent-
nehmen:

"Kurz vorher hatte ich Zollner gelegentlich eines
rein wissenschaftlichen Gesprachs von Resulta-
ten erzahlt, die ich iiber verknotete geschlossene
Raumkurven gefunden und im Band 9 der 'Ma-
thematischen Annalen’ verdffentlicht hatte.

Es war dies die Tatsache, dass das Vorhandensein
eines Knotens als eine wesentliche, das heifit ge-
gen Verzerrungen invariante Eigenschaft einer ge-
schlossenen Kurve nur insofern betrachtet werden
kann, als man sich im dreidimensionalen Raum
bewegt;

im vierdimensionalen Raume hingegen lasst sich eine geschlossene Kurve von einem sol-
chen Knoten durch blofle Verzerrung befreien; der Knoten hort also auf, eine Eigenschaft
der Analysis situs zu sein, wenn man die Betrachtung aus dem gewohnlichen Raume her-
aushebt.”
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"Diese Betrachtung” , fahrt Klein fort, "nahm Zoéllner mit einem mir unverstédndlichen
Enthusiasmus auf. Er glaubte, ein Mittel in der Hand zu haben, die Existenz der vierten
Dimension experimentell nachzuweisen und veranlasste Slade, die Beseitigung von Knoten
geschlossener Schniire in praxi vorzufiihren.

Slade nahm die Anregung mit seinem gewohnlichen 'we shall try it’ auf, und wirklich
gelang es ihm, das Experiment binnen kurzem zu Zollners Zufriedenheit durchzufiithren.

Dass es sich bei diesem Versuch um eine versiegelte Schnur handelte, auf deren Siegelver-
schluss Zollner beide Daumen pressen musste, moge nur beildufig erwédhnt werden.
Zollner schloss aus diesem Experiment, dass es Medien gébe, die in einer engeren Bezie-
hung zur vierten Dimension stiinden und die Kraft besdflien, Dinge unserer Korperwelt
hiniiber und heriiber zu bewegen, so dass sie fiir unsere Sinne verschwinden und wieder-
erscheinen.”

Die Hexenmeister fritherer Zeiten mogen vor Neid erblassen! Nicht, als hétte Slade mehr
vermocht als sie ehedem, sondern wegen der ihm so freigiebig zugestandenen vierten Di-
mension. Ehe man an deren Existenz glaubt, miissten Beweise vorliegen und nicht zwei-
felhafte Manipulationen.

Zollner lief3 sich durch solche tduschen und stiefl auf begreiflichen Widerstand. Er kampfte
fieberhaft um seine Uberzeugung und verdffentlichte in seinen letzten Lebensjahren téaglich
iiber einen Bogen, das bedeutet 16 Druckseiten!

Seine heftige Natur konnte Widerspruch nicht gut vertragen, und er geriet in grofie Er-
regung, die sein Ende beschleunigt haben mochte. Mitten aus der Arbeit wurde er durch
einen Gehirnschlag fortgerissen.

Das Verschwinden und Wiederauftauchen von Gegenstidnden kann wie folgt verstindlich
gemacht - aber nicht etwa vorgefiihrt! - werden.

Man denke sich Figuren in der Ebene. Hebt man sie aus dieser in die dritte Dimension,
dann verschwinden sie fiir ein flaches Wesen, das in der Ebene lebt. Ahnlich wiirde fiir
uns ein Korper verschwinden, wenn man ihn in eine vierte Dimension verfrachten konnte.
An diese glauben allein Spiritisten, die sie mit Geistern bevolkern.

Durch die vierte Dimension kénnte man Geld aus
einer verschlossenen Kasse holen, einen linken Schuh
in einen rechten verwandeln, das Innere eines Gum-
miballs in das AuBere umkrempeln. Man kann sich
das sofort klarmachen, wenn man eine Dimension
abstreift, wie es hier schon wiederholt geschah. Es
gébe keine Briefgeheimnisse, da man ja den Brief
aus dem Umschlag nehmen koénnte, ohne diesen zu
offnen. Und der Geburtshelfer wiirde das Kind ohne
Geburtswehen aus dem Mutterleib holen. Das alles
durch die vierte Dimension.

Die Physik fasst Raum und Zeit zu einer vierdimensionalen Welt zusammen. Den ersten
Ansatz verdankt man Lagrange, der ihn in seiner "Théorie des fonctions analytiques”
1813 machte.

Der Zeit kommt jedoch in dieser Welt eine Sonderstellung zu. Wir erleben den Augen-

23



4 eisterreich

blick, der einen Querschnitt durch die vierdimensionale Welt des Physikers bedeutet.
Dieser Querschnitt stellt den Inbegriff aller gleichzeitigen Ereignisse dar, wobei die mo-
derne Relativitit der Gleichzeitigkeit nicht weiter beachtet werde. Man kann sich das mit
Fechner, der dariiber 1846 unter dem Pseudonym Dr. Mises mehr zum Spafl schrieb, wie
folgt vorstellen.

"Eigentlich ist alles, was wir erleben
werden, schon da, und was wir erlebt
haben, ist noch da; unsere Flache von
drei Dimensionen, denn es hindert jetzt
nichts, von einer solchen in Bezug zum
Korperraum von vier Dimensionen zu
sprechen, ist nur durch jenes schon durch
und durch dieses noch nicht durch.

Wenn also ein Mensch zu Anfang Kind,
zu Ende Greis, in der Mitte Mann ist, hat
man sich vorzustellen, es erstrecke sich in
die Richtung der vierten Dimension ein
langer Balken hinein, von welchem Balken
die drei Dimensionen im Fortschreiten
immer so viel abschneiden, als in jedem
Augenblicke in sie geht; das gibt dann den
Menschen, der in diesem Augenblicke lebt.

Eine gleich wichtige Anwendung dieser Erfindung wiirde darin bestehen, dass uns die
ganze Buchdruckerkunst hiermit erspart ware.

Jedes Buch, was ein Autor schreibt, verlangert sich namlich auch balkenférmig in die
vierte Dimension hinein, da es ja doch nicht gleich, wenn es der Autor geschrieben hat,
von der Erde verschwindet. Nach voriger Weise aber konnen wir beliebig viele Exemplare
daraus schneiden, die iiberdies alle das Verdienst der Originalhandschrift des Verfassers
haben. Freilich wird jedes dieser Exemplare wieder nur kurze Zeit dauern; aber was tut
das bei Biichern, die ohnehin nur da sind, um neue Biicher danach zu schreiben ; sie
wiirden ihren Zweck, diesen Platz zu machen, nur um so schneller erfillen.”

Nach dieser Abschweifung in die Satire erkennt Fechner von der héheren Warte einer vier-
dimensionalen Welt aus jede Bewegung als nur scheinbar:

"Nattirlich, wenn sich etwas in unseren drei Dimensionen zu bewegen scheint, rithrt dies
nun auch blofl daher, dass der Balken, den es in den Raum der Vier hinausstreckt, schief
gegen die drei Dimensionen gerichtet ist und daher beim Fortgange der Flache von drei
Dimensionen diese immer an anderen Stellen schneidet.

Je schiefer, um so schneller scheint die Bewegung. Ist diese Bewegung krummlinig, so
rithrt das blofl von einer krummen Gestalt des Balkens her.”

Eine systematische Behandlung gleich des n-dimensionalen Raumes verdankt man der
”Ausdehnungslehre” vom Jahre 1844 des Stettiner Gymnasiallehrers Grafimann.

Das Buch war originell aber wenig ansprechend geschrieben, so dass es vom Verfasser
spiter vollstdndig umgearbeitet wurde. Es war ein verdienstvolles Werk, das Grafimann
den berechtigten Wunsch hegen lie}, an einer Universitéit, und zwar in Greifswald, anzu-
kommen. Als ich 1956 zur 500-Jahr-Feier dieser Universitét einiges tiber die Geschichte
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der Mathematik in Greifswald schrieb, veroffentlichte ich das Gutachten des Greifswalder
Professors Grunert von 1862, das den verstandlichen Wunsch von Grafimann fiir immer
vereitelte. Hier der Wortlaut:

"Nachtrédglich will ich indess, um in gewisser
Riicksicht meiner Pflicht zu geniigen, bemerken,
dass der Lehrer Graffimann sich schon ldangst
nach einer Professur sehnt.

Derselbe ist ein sehr tiichtiger Mann und ein gu-
ter Lehrer, wiirde auch vielleicht in Berlin nicht
unangenehm sein, jedoch wiirde bei ihm wohl

nu.r 1/{(311 einer ordentlichen Professur die Rede 5 1'-':?.’:;‘?:’:/ ot ﬁ”?; j‘;:.‘ﬁ_ ;i
sein konnen. | ?.,m, ﬂfﬁy il ﬁ*::“i’;:
Dabei muss ich aber besonders bemerken, dass | 5 ol CE i
. . . | e - “"’""?__/‘:"""#'.T‘ﬁ
sich Herr G. auf seine sogenannte Wissenschaft | 9~m gt it
von der extensiven Grofle oder Ausdehnungsleh- i e w"}iﬁﬁf 2\%@2«
. . . | st J«-grv.-g-f.ﬁé ’ =, -m;-'v" -
re ganz versessen hat und fiir dieselbe tiberall | w S .;ﬁ-‘;/_%z; 2 e S
Propaganda zu machen sucht. /&?ﬂﬂf 1 ,:f::ﬁ/ H“*b
Ich und auch die, welche mit mir dariiber cor- % S “:::;_’
respondirt haben, halten diese ganze Sache, um < {}?Z" ?{% ;:,-’;;_zﬂ?h
mich kurz auszudriicken, fiir héchst unprak- ] e wf;—ﬁ:; ,ev_m-'
tisch, wenn auch nicht ohne Scharfsinn. gl e e %ﬂd 2,
Wir brauchen hier einen Lehrer, welcher die Ko el G o Ay
T e !
Wissenschaft im Grofien und Ganzen nach allen @“”’)’T’*ﬂ?’.”’h 2 LELD
: . : s e fal
Richtungen hin nach den neuesten Ansichten .
lehren kann und zu lehren auch den Willen {/PL AF /%.«L_

hat. \ l\—

Deshalb wiirde ich nicht fiir eine Empfehlung des Herrn G. stimmen, so sehr ich ihm auch
sonst gonne, dass seine grofie Sehnsucht nach einer Professur endlich gestillt werde. Dies
nur beildufig und gewissermafien um mein Herz zu erleichtern.”

Spater, leider zu spét, revidierte Grunert seine Meinung.

Alle diese Rdume besitzen euklidische Struktur. Dasselbe gilt auch noch von einem Raum
von gleich unendlich viel Dimensionen, auf den der Gottinger Mathematiker Hilbert bei
seinen Untersuchungen iiber Integralgleichungen im ersten Jahrzehnt unseres Jahrhun-
derts stiefl. Dieser Raum bildet das geeignete mathematische Instrument fiir die Behand-
lung der Quantenmechanik.

Im Vergleich dazu ist die Relativitatstheorie relativ bescheiden, denn ihre Welt ist blofl
vierdimensional, sie verlangt dagegen eine von der euklidischen grundverschiedene Metrik,
die man dem 1866 verstorbenen Goéttinger Mathematiker Riemann verdankt.

Wenn auch der Mathematiker kein Vorstellungsvermogen besitzt, das tiber unseren drei-
dimensionalen Lebensraum hinausreicht, ist er kraft seiner Schulung doch in der Lage,
alle anderen Raume begrifflich zu erfassen.
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Mit dieser Frage konnte ein Mathematiker einen Mono-
log eréffnen, der dem des Hamlet dhnelt. In ihm wiirde
er sich dann tber die Mengenlehre auslassen und das
Gespenst einer Krise im Denken heraufbeschworen. In
der Tat, vom naiven Standpunkt aus, ist man gegen
Widerspriiche nicht gefeit. Stellt man sich dagegen nicht
auf den naiven Standpunkt, dann schiittet man bei der
Axiomatisierung das Kind mit dem Badewasser aus.
Fatal, aber wahr! Wie ist das zu verstehen?

Fundamental ist der Begriff der Menge, die der Be-
griinder der systematischen Mengenlehre, Georg Cantor,
wie folgt definiert:

Sie sei "eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer
Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente genannt werden) zu einem Gan-

zen.”

Leider umfasst diese "naive” Definition auch widerspruchsvolle Mengen. Um das einzuse-
hen, bemerken wir zunéchst, dass eine Menge von ihren Elementen zu unterscheiden ist.
Betrachtet man darauthin die Menge aller Mengen, so ist das zwar nach Cantor erlaubt,
aber widerspruchsvoll, denn sie miisste sich selber als Element enthalten, was unserer
Bemerkung eben zuwiderlauft.

Als sich Ende des vorigen Jahrhunderts Widerspriiche dieser Art mehrten, versuchte
man, den Mengenbegriff einzuengen. Es wurden verschiedene kunstvolle Begriindungen
der Mengenlehre angepriesen, die aber bisher keinen durchschlagenden Erfolg hatten.

Klaua macht 1964 in seinem Buch ”Allgemeine Mengenlehre” auf Seite 571 das Ein-
gestdndnis: "Die unerreichbaren Zahlen finden Anwendung bei der grundsétzlichen Fra-
gestellung, ob die Cantorsche naive Mengenlehre durch ein Axiomensystem beschrieben
werden kann, oder ob man, wie zunéchst im allgemeinen vermutet wird, und wie wir es
schon in der Einleitung dieses Buches erwdhnt hatten, im Laufe der Entwicklung immer
neue Axiome zu den bereits verwendeten Axiomen hinzunehmen muss. Auf Grund der
Erfahrungen mit dem Existenzproblem fiir unerreichbare Zahlen kommen wir dabei im
folgenden zu dem Schluss, die Cantorsche naive Mengenlehre wird wohl kaum jemals axio-
matisch ausgeschopft werden kénnen.”

Darum verbleiben wir lieber bei der naiven Definition von Mengen und entscheiden uns
damit fiir die "naive” Mengenlehre.

Ein zweiter Fundamentalbegriff ist die Abbildung. Wird jedem Element aus einer Menge
ein Element aus einer zweiten Menge, die mit der ersten Menge zusammenfallen darf,
zugeordnet, dann liegt eine eindeutige Abbildung vor; ein Begriff, der in dieser Allgemein-
heit erst von Dirichlet gepragt wurde.

Die Elemente der ersten Menge heiflen Urbilder, die der zweiten Menge Bilder. Tritt dabei
jedes Element der zweiten Menge als Bild auf, dann redet man von einer Abbildung der
ersten Menge auf die zweite Menge, sonst aber in die zweite Menge. Ist die Abbildung
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speziell so, dass verschiedenen Urbildern immer verschiedene Bilder entsprechen, dann
liegt eine umkehrbar eindeutige Abbildung vor, die man auch eineindeutige Abbildung
nennt. Die beiden Mengen heiflen dann dquivalent, in Zeichen ~. Damit sind wir in der
Lage, das Abzéihlen begrifflich zu erfassen.

Beim Abzdhlen werden den abzuzdhlenden Ge-
genstidnden Zahlworter zugeordnet. Die abzuzdhlenden
Gegenstande bilden die Menge der Urbilder, die ver-
wandten Zahlworter die Menge der Bilder, und das
Abzahlen stellt eine umkehrbar eindeutige Abbildung
der beiden Mengen aufeinander her.

Eine Verallgemeinerungsmoglichkeit leuchtet unmittel-
bar ein. Da es allein auf eine umkehrbar eindeutige
Abbildung der beiden Mengen aufeinander ankommt,
konnen wir von ihrer Endlichkeit absehen. So ge-
langt man zum Begriff der Kardinalzahl oder auch
Machtigkeit.

Sie kann endlich sein, dann handelt es sich um eine
natiirliche Zahl, sie kann aber auch unendlich sein, dann
handelt es sich um eine transfinite Kardinalzahl.

Fasst man alle einander aquivalenten Mengen zu einer
Klasse zusammen, dann kann die Klasse als Zahlwort
gelten.

Betrachtet man die Menge aller natiirlichen Zahlen, dann ist sie d&quivalent der Menge al-
ler geraden Zahlen. Man hat dafiir der natiirlichen Zahl n die gerade Zahl 2n zuzuordnen
und zu bemerken, dass die Abbildung umkehrbar eindeutig ist. Paradox daran ist, dass
eine Menge einer echten Teilmenge dquivalent sein kann, im Gegensatz zum Dogma, das
Ganze ist grofer als ein Teil.

Fiir endliche Mengen gilt allerdings das Dogma, so dass man die unendlichen von den
endlichen Mengen gerade dadurch unterscheiden kann. Einen einfacheren Beweis als es
der klassische ist, findet man in meinem Buch "Uber Zahlen und Uberzahlen” .

Sollen die Kardinalzahlen ihren Namen wirklich verdie-
nen, dann miissen zwei Kardinalzahlen immer entweder
gleich sein, oder die eine kleiner als die andere, mit einer
geeigneten Erklarung fiir das kleiner-grofler Verhaltnis.
Ein Nachweis fiir eine solche Vergleichbarkeit gelingt
mittels einer ganz bestimmten Art von Mengen, den
wohlgeordneten Mengen.

Eine Menge heifit wohlgeordnet, wenn fiir zwei verschiedene Elemente a und b immer
entweder a "vor” b gilt, in Zeichen a < b, oder aber b "vor” a, in Zeichen b < a.

Ferner muss, mit ¢ ein drittes Element bezeichnet, aus a < b und b < ¢ immer a < ¢
folgen. Schliefllich soll jede Teilmenge ein erstes Element besitzen, fiir das also "a vor
allen tibrigen Elementen der Teilmenge” gilt.

Zwei wohlgeordnete Mengen M = {a,b,...} und M’ = {a’,V/, ...} heiBen dhnlich, wenn sie
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umkehrbar eindeutig aufeinander abbildbar sind, so dass aus a < b immer o’ < b’ folgt,
die Bilder durch aufgesetzte Striche bezeichnet. Ist insbesondere M’ Teilmenge von M,
dann kann niemals o’ < a sein. Den Beweisfiithren wir indirekt.

Unter den Elementen, deren Bild vor dem Element selbst liegt, wiirde es dann ein erstes
Element a geben mit ¢’ < a. Da @’ zugleich Element aus M ist, liegt sein Bild (a’)" in M.
Infolge der Ahnlichkeit von M und M’ folgt aus o’ < a aber (a’)’ < d’, so dass a doch
nicht erstes Element aus M ware mit einem Bild vor a.

Bezeichnet man daraufhin die Menge der Elemente, die in der wohlgeordneten Menge M
vor deren Element a gelten mit M, und nennt sie Abschnitt, dann folgt aus dem eben
bewiesenen Satz, dass die Menge keinem ihrer Abschnitte M, dhnlich sein kann. Sonst
wiirde a als Bild ein Element aus M,, das ja vor a gilt, entsprechen. Daraus folgt weiter,
dass zwei verschiedene Abschnitte M, und M, nie dhnlich sind. Sonst wiirde, wenn etwa
a < b gilt, M, Abschnitt von M, sein, nach dem eben Bewiesenen also M, unmoglich
ahnlich.

Damit sind wir in der Lage, nachzuweisen, dass zwei wohlgeordnete Mengen M = {a,b, ...}
und N = {«, (3, ...} entweder ahnlich sind, oder aber die eine einem Abschnitt der anderen
dahnlich ist. Rein formal wéaren dazu vier Félle zu unterscheiden, die sich offensichtlich
gegenseitig ausschlieffen:

1. Zu jedem M, gibt es einen dhnlichen Abschnitt N, und umgekehrt.
2. Zu jedem M, gibt es einen dhnlichen Abschnitt N,, aber nicht umgekehrt.
3. Zu jedem N, gibt es einen dhnlichen Abschnitt M,, aber nicht umgekehrt.

4. Es gibt weder zu jedem M, einen dhnlichen Abschnitt N,, noch zu jedem N, einen
ahnlichen Abschnitt M,.

Im ersten Fall, da es nach dem zuletzt bewiesenen Satz zu M, nur einen einzigen dhnlichen
Abschnitt N, geben kann, wird M durch die Zuordnung von a zu a umkehrbar eindeutig
auf N abgebildet. Diese Abbildung ist ahnlich. Entsprechen ndmlich den Elementen a und
b mit @ < b dabei die Elemente o und 3, dann folgt aus der Ahnlichkeit der Abschnitte
M, und Ng, dass der Abschnitt M, von M, auf einen Abschnitt N,- von Ng abgebildet
und damit o = o* ist, was a <  besagt. Im ersten Fall sind also M und N &hnlich.

Im zweiten Fall gibt es Elemente o aus N so, dass N, keinem Abschnitt von M &hnlich
ist. Unter diesen Elementen a gibt es wegen der Wohlordnung ein erstes o*. Dann gibt
es zu jedem Abschnitt der wohlgeordneten Menge N,« einen dhnlichen Abschnitt von M
und umgekehrt. Damit liegt der vorhergehende Fall vor, so dass M und N} &hnlich sind,
M also einem Abschnitt von N &hnlich ist.

Der dritte Fall wird durch Vertauschen von M mit N auf den zweiten Fall zuriickgefiihrt.
Im dritten Fall ist also N einem Abschnitt von M &hnlich.

Der vierte Fall schlieflich kann tiberhaupt nicht eintreten, wie man mit Hilfe eines indi-
rekten Beweises erkennt.

Denn wére M, der erste Abschnitt, zu dem es in N keinen dhnlichen Abschnitt gibt, und
N, der erste Abschnitt von, N, zu dem es keinen ahnlichen Abschnitt in M gibt, dann
konnte jeder Abschnitt von M,« von M, nur einem Abschnitt von N, ahnlich sein.
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Ebenso ware jeder Abschnitt von N, einem Abschnitt von M, dhnlich. Fir M, und N,
wiirde somit der erste Fall vorliegen, so dass M, entgegen der Annahme einem Abschnitt
von N, namlich N,, dhnlich ware.

Nimmt man an, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann, dann schlieft man wie
folgt auf die Vergleichbarkeit der Kardinalzahlen: Es werden der erste und zweite bzw.
der erste und dritte Fall von soeben zusammengefasst, in Zeichen < bzw. >, wobei das
Gleichheitszeichen der Aquivalenz vorbehalten bleibt.

Im Sinne dieser Erklarung braucht dann nur noch nachgewiesen zu werden, dass sich der
zweite Fall mit Ungleichheitszeichen durch umordnen nicht in den dritten Fall verwandeln
kann. Das aber folgt sofort aus einem dadurch nahegelegten Satz, der nach Felix Bernstein
benannt wird, obschon ihn dieser erst 1897 bewiesen hat, wahrend Dedekind bereits zehn
Jahre vorher einen Beweis fand, der dazu noch den Vorzug besitzt, ohne natiirliche Zahlen
auszukommen.

Der Satz von Bernstein besagt, dass die Mengen M und
N é&quivalent sind, wenn M einer Teilmenge N* von N,
in Zeichen N* C N, und N einer Teilmenge M* von M
aquivalent ist. Damit gleichwertig ist die Aussage, dass
aus M ¢ M’ ¢ M und M” ~ M die Aquivalenz von
M und M’ folgt.

Aus M ~ M" folgt namlich M’ ~ M" c M" Cc M, so
dass M’ einer Teilmenge von M &dquivalent ist. Anderer-
seits ist die Teilmenge M"” von M’ laut Voraussetzung
M é&quivalent, so dass nach dem Satz von Bernstein
M ~ M’ gilt.

Wenn umgekehrt aus M” ¢ M ¢ M und M" ~ M
die Aquivalenz M’ ~ M folgt, dann folgt im Falle
M*C M, N*C N, M*~ N, N*~ M aus M* ~ N die
Aquivalenz M** ~ N* ¢ N ¢ M* C M mit M** C M,
daher M* ~ M, wegen M* ~ N also schliefSlich M ~ N.

Es gentigt daher die als gleichberechtigt erkannte Aussage zu beweisen.

Wir setzen M"” = P, M’ — M"” = @) und nennen die Teilmenge X von M normal, wenn
sie bei der Abbildung f von M auf M” sowohl ihr Bild f(X) als auch @ enthéilt, X D
f(X) U@, mit U die Vereinigungsmenge bezeichnet, die sowohl die Elemente von f(X)
als auch von @) enthélt. M ist offensichtlich eine normale Menge.

Versteht man unter dem Durchschnitt von Mengen sdmtliche ihnen allen gemeinsamen
Elemente, dann ist der Durchschnitt X’ aller normalen Mengen selber normal, und zwar
die kleinste normale Menge. ) C X' trifft namlich offenkundig zu. Bezeichnet man den
Durchschnitt mit N, dann folgt aus

XNnYnZn.ofX)nfY)nfZ)n..=fXnYnzn..)

der noch fehlende Teil der Behauptung.

Die kleinste normale Menge X’ ist nun augenscheinlich f(X’) U @. Aus f(X’) C P folgt
weiter P = f(X') U P*, daher

PUQQ=f(XYUPUQ=X'UP" ~ f(X'YUP" =P
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oder anders geschrieben
M=PUQ~P=M'~M

Sofort erhebt sich die Frage, ob am Ende nicht alle transfiniten Kardinalzahlen gleich
sind. Wir haben ja nur die drei Moglichkeiten nachgewiesen, ohne zu zeigen, dass jede
von ihnen realisierbar ist. Die Frage ist zu verneinen, denn zu jeder Menge gibt es eine
andere Menge von groflerer Méachtigkeit.

Man hat dafiir nur die Menge 9t aller Teilmengen der vorliegenden Menge M zu bilden.
Man bedenke dann zunéchst, dass M auf einen echten Teil von 91 eineindeutig abgebildet
werden kann, indem man jedes Element m aus M mit dem Element aus 901 paart, das
gerade die Teilmenge mit dem einzigen Element m ist.

Bei dieser Paarung bleiben Elemente aus 931 einsam, beispielsweise die leere Menge &, die
kein Element enthélt und als Teilmenge einer jeden Menge gilt. Vielleicht aber kénnte M
durch eine andere Paarung auf die vollstandige Menge 9t umkehrbar eindeutig abgebildet
werden?

Es geht jetzt darum, diese Hoffnung zu zerstoren. Wenn irgendeine Paarbildung vorliegt,
so fasse man diejenigen m, denen Teilmengen zugeordnet sind, die m nicht enthalten, zu
einer Menge N zusammen. Wir behaupten, dass NV einsam bleibt. Sonst ndmlich miisste
N entweder das ihm zugeordnete m enthalten, was der Erklarung von N widerspréche,
oder das ihm zugeordnete m nicht enthalten, entgegen der Vorschrift fiir die Bildung von
N, nach der dann m in N aufzunehmen wiére.

Cantor hielt die Herstellbarkeit der Wohlordnung fiir eine Denknotwendigkeit. Um sie we-
nigstens plausibel zu machen, fihrte er eine Uberlegung, deren Beweiskraft daran schei-
tert, dass sie eine im Endlichen verbindliche Schlussweise ohne Motivierung auf das Un-
endliche tibertragt.

Im 93. Band der ”Acta mathematica” nahm ich mir dann vor, die allgemeine Berechtigung
der Schlussweise zu begriinden. Dazu brauchte ich mich nur auf die vom naiven Stand-
punkt aus einleuchtende Forderung zu berufen, dass sich in jeder vorliegenden Menge ein
Element auszeichnen lasst. Ist man allerdings éngstlich, dann muss man ein viel scharferes
Postulat fordern. Dazu kann man nur sagen, dass dann der Teufel mit Beelzebub ausge-
trieben wird.

Das Postulat stellte Levi bereits 1902 auf, doch blieb seine Veroffentlichung unbeachtet, im
Gegensatz zur Mitteilung von Zermelo zwei Jahre spéter, der dazu von seinem Freund Er-
hard Schmidt angeregt wurde. Das heute nach Zermelo benannte Auswahlaxiom verlangt
die prinzipielle Moglichkeit, aus jeder Gesamtheit von Mengen je ein Element gleichzeitig
auszuwahlen.

Abgesehen davon, dass fithrende Mathematiker wie Perron heute die duflerst weitgehende
Forderung, die das Auswahlaxiom postuliert, mit Skepsis betrachten, erkennt man am
Bemiihen, gleichwertige Aussagen aufzufinden, wie wenig einleuchtend oder tiberzeugend
die Forderung erachtet wird, ganz zu schweigen davon, dass sie anfangs bei bekannten
Mathematikern groben Missversténdnissen begegnete, wie man in der Polemik von Zer-
melo in den "Mathematischen Annalen” 1908 nachlesen kann.

Es seien hier wenigstens einige Aussagen angefiihrt, die dem Auswahlaxiom gleichwertig
sind. Diese Aussagen sind zunéchst das Axiom von Hausdorff-Birkhoff, dann das Axi-
om von Teichmiiller-Tukey, schliellich das Axiom von Kuratowski-Zorn. Alle drei Axiome
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werden heute nach ihren an zweiter Stelle genannten Wiederentdeckern benannt. Das wird
sich wohl auch kaum noch dndern lassen!

Wir schliefen mit dem Problem von Cantor, das bis heute ungelost blieb und Kontinuum-
problem heifft. Die Kardinalzahl der Menge aller rationalen Zahlen, die kleinste transfinite
Kardinalzahl, ist kleiner als die Kardinalzahl der Menge aller reellen Zahlen. Cantor ver-
mutete, dass es zwischen diesen beiden Kardinalzahlen keine Kardinalzahl gibt, die also
grofer als die erstgenannte, dagegen kleiner als die zweitgenannte Kardinalzahl wére. Die
Losung dieses Problems erfordert wohl noch ausstehende Begriffsbildungen.
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Was ist eine Linie? Eine Frage, auf die es viele
Antworten gibt, ein Zeichen dafiir, dass sie eine
Frage ins Blaue war. In der Tat, trotz verntinftiger
Antworten erlebt man Uberraschungen, die schon
fast Sensationen sind. Man verdankt sie unserer
fortgeschrittenen Mathematik.

Im Altertum fehlten dazu noch Begriffe, die erst
mithsam herausgearbeitet werden mussten. IThre
Vorlaufer waren blofl verschwommene Vorstellun-
gen, die man nicht recht fassen konnte. So die
Definition von Euklid, dem Lehrmeister von zwei
Jahrtausenden:

"Linie ist Lange ohne Breite.”

Aufgeweckte Kinder wiirden es so dhnlich sagen, weil sie iiber ein begriffliches Riistzeug
dazu noch ebenso wenig verfiigen wie seinerzeit Euklid.

Die einfachsten Linien, wie Gerade, Kreis, Kegelschnitte und noch andere, waren schon
im Altertum bekannt. Doch bildeten sie lauter Einzel- und keineswegs Spezialfille. Ein
einigermaflen umfassender Kurvenbegriff wurde namlich erst durch die analytische Geo-
metrie herbeigefiihrt, die von Descartes und Fermat voneinander unabhéngig entwickelt
wurde. Legt man dann,wie {iblich, eine differenzierbare Funktion f(x) zugrunde, so wird
die Kurve durch die Abszisse x und die Ordinate f(z) erklért. Die vorhin genannten Li-
nien oder Stiicke von ihnen bilden jetzt Spezialfalle.

Um den Kurvenbegriff weiter zu verallgemeinern, greifen wir am besten auf die Anschau-
ung zuriick. Mit dem Bleistift fahre man tiber ein Blatt Papier. Es entsteht eine Zeichnung,
die den Anlass zu unserer neuen Definition bildet.

In jedem Augenblick ¢ befindet sich die Bleistiftspitze in einem Punkt mit den Koordinaten
x und y, die demnach Funktionen von ¢ sind, z(t) und y(t). So gelangen wir zur folgenden
Definition:

Die Linie ist durch ein stetiges Funktionenpaar gegeben. t heifit Parameter und bleibt auf
ein Intervall beschrinkt. Man kann das noch so ausdriicken, dass die Linie stetiges Bild
des Parameterintervalls ist.

Leider enthélt diese Definition mehr als uns lieb ist. Der Italiener Peano konnte namlich
1890 nachweisen, dass die ganze Flache eines Quadrates im Sinne der soeben gegebenen
Definition als Linie anzusprechen ist. Der auf einer Erholungsreise in Frankreich 1957
unerwartet verstorbene Professor Knapp stellte dazu 1917 eine Uberlegung an, die nicht
nur durchsichtiger ist, sondern auch weiter fiihrt.

Offenbar gentigt es, nachzuweisen, dass ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck als
stetiges Bild der Einheitsstrecke aufgefasst werden kann. Man denke sich dazu das Drei-
eck durch das Lot auf die Hypotenuse in zwei kongruente und wieder gleichschenklige
rechtwinklige Dreiecke zerlegt. Mit jedem der beiden Teildreiecke verfahre man ebenso.
n-maliges Wiederholen fithrt auf 2" kongruente Dreiecke, die dem urspriinglichen Dreieck
ahnlich sind.
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Wir nehmen an, es sei gelungen, die 2" Dreiecke in
eine bestimmte Reihenfolge zu bringen, in der auf-
einanderfolgende Dreiecke eine gemeinsame Seite ha-
ben. Dann lassen sich die 2" + 1 Halb-Dreiecke der
nachsten Unterteilung ebenfalls in eine solche Rei-
henfolge bringen. Denn jedes der 2" Dreiecke hat ent-
weder mit der Vorgingerin oder der Nachfolgerin eine
Kathete gemeinsam.

Im ersten Fall sei dasjenige Halb-Dreieck, das an
die Vorgingerin grenzt, das frithere, im zweiten
Fall dasjenige der beiden Halbdreiecke, das an die
Nachfolgerin grenzt, das spatere.

Da die 2" Dreiecke der n-ten Unterteilung in eine
bestimmte Reihenfolge gebracht werden konnten,
entsprechen sie eindeutig den 2" kongruenten
Teilstrecken des Einheitsintervalls, fiir die ja eine
natiirliche Reihenfolge besteht.

Ineinandergeschachtelten Intervallen, die aufeinanderfolgenden Unterteilungen entnom-
men wurden, entsprechen ineinandergeschachtelte Dreiecke. Das gentigt, um die Stetigkeit
der augenscheinlich eindeutigen Abbildung einzusehen, weiter aber, dass jeder Punkt des
urspriinglichen Dreiecks als Bildpunkt erscheint.

Eine Fléache als Linie anzusprechen widerstrebt aber unserer Anschauung. Die Wurzel des
Ubels liegt darin, dass die Abbildung der Einheitsstrecke auf das Dreieck zwar stetig, aber
nicht umkehrbar eindeutig ist. Ist sie es dagegen, dann ist auch umgekehrt das Parame-
terintervall Bild der Linie, von dem wir zusatzlich annehmen, dass es ein stetiges Bild ist.

Diese Einengung des Kurvenbegriffs nahm
erst der Franzose Jordan vor. Dadurch si-
cherte er das Erfilltsein einer Forderung,
die an geschlossene Kurven zu stellen ist.
Unsere Anschauung verlangt, dass diese, et-
wa dem Kreis dhnlich, ein Inneres und ein
AuBeres haben.

Jordan konnte nachweisen, dass diese
Forderung fiir seine Kurven wirklich erfiillt
ist. Das bedeutet, dass die Kurve auf eine
Gummihaut gezeichnet und diese verzerrt,
das urspriingliche Innere in das Innere der
neuen Kurve iibergeht.

Entsprechendes gilt dann fiir das AuBere. Das folgt einfach, weil die Verzerrung eine wei-
tere umkehrbar eindeutige, in beiden Richtungen stetige Abbildung bedeutet.

Soweit ist alles gut und schon. Aber auch die Jordankurve prasentiert leider eine unlieb-
same Uberraschung.

Es kann vorkommen, dass sie nirgends eine Tangente hat. Kein Wunder, wenn weitere
Definitionen fiir Linien unternommen wurden, die sich aber samt und sonders nicht mit
allen unseren Erwartungen decken. Eine eingehende Kritik solcher Definitionen findet man
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in der "Kurventheorie” von Menger aus dem Jahre 1932.

Zum Schluss wollen wir noch eine Uberraschung besprechen, die uns eine listig konstruierte
Linie bereiten kann. Dazu gehen wir von der Knoppschen Kurve aus.

Fir die Werte von t aus dem Einheitsintervall, 0 < ¢ < 1, nimmt das Funktionenpaar
x(t) und y(t) alle Wertepaare an, die Punkten des urspriinglichen gleichschenkligen recht-
winkligen Dreiecks entsprechen. Wir betrachten jetzt eine Raumkurve, die wir durch

x(t),y(t), z(t) =t, 0<t<1

definieren. Infolge des dritten Koordinatenwertes entsprechen verschiedenen t-Werten ver-
schiedene Kurvenpunkte, so dass die Abbildung der Einheitsstrecke auf die Raumkurve
nicht nur stetig, sondern auch umkehrbar eindeutig ausféllt: es liegt ein schlichter Bogen
Vor.

Die Projektion dieses Bogens auf die (z,y)-Ebene, mit anderen Worten die Gesamtheit
der Wertepaare z(t), y(t) fir 0 < ¢ < 1, fillt aber ein Dreieck aus. Von unten gese-
hen, tiberdacht folglich unsere Linie ein ganzes Dreieck. Als Regenschirm kénnte man sie
trotzdem nicht gut patentieren lassen, da sie den Regen nicht abwehren wiirde.

Den Einwand aber, dass solche Paradoxa nur durch iiberaus komplizierte Konstruktionen
zu erlangen sind, kann man wie folgt widerlegen:

Man betrachte zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke
mit je einer kurzen und einer langen Kathete. An der
Hypotenuse zusammengefiigt, bilden sie einen Streifen
ABCD.

Denkt man sich die Dreiecke aus Papier angefertigt, dann besitzt jedes Dreieck zwei
Fléchenseiten, sagen wir eine weifle und eine schwarze. Man kann nun die beiden kurzen
Katheten auf zweierlei Art zusammenfiigen, wobei dann entweder A mit D und B mit C'
zusammenfallt, oder aber A mit C' und B mit D.

Im ersten Fall grenzen dort dieselben Farben aneinander
wie bei AC, im zweiten Fall aber nicht. Letzteres
besagt, dass man beim Ubertritt an der kurzen Kathete
aus dem einen in das andere Dreieck plotzlich auf der
anderen Flachenseite des Nachbardreiecks landet.

Wenn also eine Ameise vom Mittelpunkt M von AC' aus eine Wanderung antritt, bei der
sie vom Rand stets in derselben Entfernung bleibt, gelangt sie auf einem Weg von der
Lange AD als Antipode nach M. Das bedeutet, dass die Flache nur eine Seite besitzt. Sie
entdeckte Mobius 1858 im Rahmen systematischer Untersuchungen von Polyedern, wobei
Flachen aus Dreiecken gebildet wurden. Den Rand unserer einseitigen Flache bildet eine
einzige geschlossene Linie, ADBC, die aus den urspriinglichen Strecken AD und BC
entsteht.

Nach einer paradoxen Linie und einer noch paradoxeren Flache sei das vielleicht eindruck-
vollste Paradoxon der ganzen Mathematik tiberhaupt genannt, ein rdumliches Paradoxon:
Die Erde ist so in endlich viel Teile zerlegbar, dass diese Teile anders zusammengefiigt,
einen Raum von Erbsengrofie gerade ausfiillen. Die Einzelheiten kann man in einer Verof-
fentlichung der beiden Polen Banach und Tarski in "Fundamente mathematicae” aus dem
Jahr 1924 nachlesen.
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Am Anfang des 4. Jh. v. u. Z. fasste Euklid in seinen "Elementen” alle Erkenntnisse der
zeitgenossischen Mathematik zusammen. Das Geringste aus dem Inhalt dieses Werkes
stammt von ihm selbst, wohl aber die sehr hoch einzuschéatzende Systematik. Er versuch-
te, von moglichst wenigen, mehr oder weniger plausiblen, Grundsitzen ausgehend, alle
anderen Einsichten logisch schlieend zu gewinnen.

Es war ein gewaltiges Unterfangen, das nicht restlos gelang und dessen geometrischer Teil
erst rund 2000 Jahre spater von dem 1942 verstorbenen Gottinger Professor David Hilbert
zu Ende gefiihrt wurde. In der heutigen Terminologie redet man von einem axiomatischen
Aufbau der Geometrie, so wie man Euklids Stellung in Alexandria als Akademiemitglied
bezeichnen koénnte.

Einer der Grundsatze, das Parallelenpostulat des Euklid, erschien bereits seinen Zeitge-
nossen keineswegs einleuchtend.

Um Abhilfe zu schaffen, gingen sie davon aus, dass die Umkehrung des Parallelenpostulats
einfach zu beweisen war. Warum sollte also das Postulat selbst nicht ebenfalls beweisbar
sein, wenn auch wohl nicht einfach, wovon sie sich bald tiberzeugen mussten. Eine tibereilte
Uberlegung, aber die Mathematiker waren damals naiv und blieben es auch noch lange,
nicht so wie heute, wo sie durch tiefere Einsichten gewitzt wurden - wohlverstanden in
der Mathematik - denn im Alltag tappt mancher von ihnen arglos umher.

Was wir sagten, wollen wir belegen. Der Neu-
platoniker Proklos schrieb um 450 einen recht
ausfiihrlichen Kommentar von rund 300 Sei- :
ten zum ersten Buch des Euklid, das selbst &
nur rund 30 Seiten stark ist. Darin heifit es:

"Dieser Satz (das Parallelenpostulat) ist aus
der Reihe der Forderungen (der Grundsétze)
vOllig zu streichen; denn er ist ein Lehrsatz
mit vielen Schwierigkeiten, die zu losen Ptole-
maios in einem Buch sich als Aufgabe stellte.”

Weiter heifit es dann:
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"Von dieser Forderung (dem Parallelenpostulat) betonten wir, dass ihre Zugehoérigkeit zu
den ohne Beweis allgemein anerkannten Sétzen (den Grundsdtzen) nicht von allen Seiten
zugestanden wird.”

Weiter aber:

”Es haben denn auch bereits einige andere diesen Satz (das Parallelenpostulat), den unser
Autor (Euklid) als Forderung nahm, eher als Theorem bewertet und einen Beweis hierfiir
als erforderlich gehalten. Auch Ptolemaios scheint ihn zu beweisen in der Abhandlung
iiber den Satz, dass Gerade, die von Winkeln ausgehen, die kleiner als zwei Rechte sind,
wenn sie verlangert werden, zusammentreffen.”

Nachdem Proklos diesen Beweisversuch analysiert, schlieit er seine Erorterungen dazu
mit den Worten: "Damit wollen wir unsere Bemerkungen zu Ptolemaios beenden. Denn
die Darlegungen zeigen die Schwéche seines Beweises.”

Beginnt man mit der Umkehrung des Parallelenpostulats und seines Beweises so, wie es
von mir in den "Geometrischen Plaudereien” auf Seite 14 durchgefiihrt wurde, so erhalt
man als Ergebnis, dass mindestens eine Parallele existiert. Gibt es auch noch andere?
Das Parallelenpostulat verneint es. Es dauerte dann zwei Jahrtausende, ehe man eine
Geometrie auf der gegenteiligen Annahme aufbaute, Welche recht erheblich von unserer
Schulgeometrie abweicht.

Zunéachst wissen wir noch nicht, ob am Ende nicht auch noch eine gemischte Geometrie
existiert, in der es fiir gewisse Paare von Punkt-Geraden nur eine einzige Parallele gibt, fiir
andere Paare dagegen mehrere Parallelen. Wir werden bald sehen, dass dem nicht so ist
und erkennen, dass das Parallelenpostulat gleichwertig der Aussage ist, die Winkelsumme
in jedem Dreieck betrage zwei Rechte.

Betragt sie dagegen weniger, dann gibt es z.B. aus A immer unendlich viele Parallelen zu
a.

Man koénnte daraufhin versuchen, experimentell zu ermitteln, ob in der Wirklichkeit der
erste oder der zweite Fall vorliegt. Wegen der prinzipiellen Unvollkommenheit von Messun-
gen ware es aber aussichtslos, den Nachweis fiir die Giiltigkeit der Schulgeometrie fiihren
zu wollen. Wenn dagegen in einem Dreieck die Winkelsumme, sagen wir 175° betriige,
dann bestiinde durchaus die Moglichkeit, experimentell nachzuweisen, dass sie weniger
als zwei Rechte betragt.

Es fehlte nicht an Versuchen, das Parallelenpostulat durch eine andere, plausiblere For-
derung zu ersetzen. Wallis lieferte einen interessanten Beitrag dazu, in dem er davon
ausging, dass es zu jeder Figur eine ahnliche gibt, die beliebig grof§ ausfallen darf. Bei
Anerkennung dieser Voraussetzung, lasst sich dann darauf schlieffen, dass es durch einen
Punkt auflerhalb einer Geraden nur eine einzige Parallele zu der Geraden gibt.

So geistvoll diese Betrachtung auch war, geht sie doch an der Frage vorbei, ob das ab-
gednderte Parallelenpostulat zu einer neuen, widerspruchsfreien Geometrie fithrt. Wir
werden uns damit bescheiden miissen, in dieser Richtung wenigstens einen ersten Anlauf
zu nehmen.

Wir beweisen deshalb zwei Sétze, die den Schliissel fiir unsere Ankiindigung bilden. Bei-
de stellte Legendre in verschiedenen der zahlreichen Auflagen ab 1794 seiner "Eléments
de Géométrie” auf. Seine Haltung war dabei zunéchst recht schwankend, ehe er sich zur
Klarheit durchgerungen hat. Der erste Satz lautet:
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Die Winkelsumme betrdgt bei jedem Dreieck
hochstens zwei Rechte. Der Beweis wird indi-
rekt gefithrt. Dementsprechend sei

a+B+y>T7

Wir verldngern die Seite BC' iiber C' hinaus wie-
derholt um sich selbst,

BO - CCl - C'1C'2 = .. = n_gcn_l
In den Punkten C, (Y, ..., C,_; errichten wir den Winkel 5 und zeichnen
OAl - ClAQ — ... = nflAn - BA

Die Dreiecke CA;Cy, C1A3C,, ..., C,_2A, 1C,_1 sind alle dem urspriinglichen Dreieck
BAC kongruent. Daher gilt

ClAl = ... = n—lAn—l = CA und
4001141 = 40102142 = ... = ZCn—2Cn—1An—1 =7 weiter
lACAl = ZA1C'1A2 = ... = lAnflcnflAn =TT — B -

Daher sind auch die Dreiecke ACA;, A;C1 A, ..., A, 1C,,_1 A, einander kongruent, woraus
folgt:
AA = A1Ay= ... = A, 1A,

Nun ist nach unserer Annahme
a+p+y>w , also a>m1—f3—7v

In den beiden Dreiecken ABC und AC' Ay, sind nach allem die Seiten BA und C' A; gleich,
AC eine gemeinsame Seite, der Winkel BAC grofler als der Winkel AC'A;. Dem grofieren
Winkel liegt aber die groflere Seite gegeniiber, AA; < BC.

Der Streckenzug BAA,...A,C,_1 ist langer als die
Strecke BC,,_1, daher

Das ist immer, wie grofl auch die natiirliche Zahl n
sein mag, eine unsinnige Forderung. Daher war die
Annahme o + 8 4 v > 7 falsch.

Sicherlich hatte auch Gauf als angehender Mathematiker die Abhandlungen von Legendre
studiert. Wie das aber auch bei anderen bekannten Mathematikern der Fall war, hat er
einfach vergessen, dass er diesen oder jenen Satz damals dort kennenlernte. So kommt es,
dass in seinen Werken, Band VIII, Seite 190 (aus dem Nachlass abgedruckt), genau der
erste Satz von Legendre und dessen Beweis mit dem Vermerk steht: gefunden 1828. Nov.
18.

Der zweite Satz von Legendre besagt, dass, wenn die Winkelsumme in einem einzigen
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Dreieck zwei Rechte betragt, sie dann in allen anderen Dreiecken ebenso grofl ausfallt.

Zunéachst behaupten wir, dass man vom Dreieck ABC' aus-
gehend, ein neues Dreieck AB’C’ herstellen kann, dessen
Seiten AB’ und AC’ beliebig lang ausfallen, wobei ABB’
und ACC" auf je einer Geraden liegen.

Im Dreieck ABC' sei die Winkelsumme gleich zwei Rechten.

Die Strecke AB tiber B hinaus bis D verdoppelt, errichten wir in B iiber BD den Winkel
« und tragen am anderen Schenkel dieses Winkels die Strecke BE = AC' ab. Dann sind
die Dreiecke ABC' und BDFE kongruent, folglich

/BDE = ZABC =3 und /ZBED = ZACB =~
Aus o + B + v = 7 folgt
LEBC=m—a—-fF=v
so dass die beiden Dreiecke EBC und AC B ebenfalls kongruent sind. Daraus ergibt sich
EC=AB, /BEC=/CAB=«, /BCE=/CBA=
Wird AC' iiber C' hinaus bis F' verdoppelt, erhédlt man
LECF =1—-f—v=«
Folglich sind auch die beiden Dreiecke CEF und ABC' kongruent, und daher gilt
LCEF =p und LOFE =~

Die drei Winkel bei E sind zusammen « + 5+ v = 7, so dass die Punkte D, E, F' auf
einer Geraden liegen. Aus dem urspriinglichen Dreieck entstand so das Dreieck ADF mit
denselben Winkeln und an den Schenkeln von a mit doppelt so langen Seiten. Das hin-
reichend oft wiederholt, ergibt unsere erste Behauptung.

Weiter behaupten wir, dass die Winkelsumme in jedem
Dreieck, in dem ein Winkel gleich « ist, genau zwei Rechte
betragt. In einem Dreieck AP mit dem Winkel o in A
seien in P und ) die Winkel mit ¢ und v bezeichnet. Wie
grofl auch AP und AQ sind, kann man AB’ und AC’ so
grof3 machen, dass AP < AB" und AQ < AC" ausfallen.

Dann liegen B’ und C’ in derselben Halbebene, die von der Geraden bestimmt wird, die
durch die Punkte P und @ geht, so dass sich die Strecken PQ und B’C”’ nicht schneiden.

Das Viereck PQC'B’ zerfillt folglich durch die Diagonale PC” in zwei Dreiecke. Die Win-
kelsumme im Viereck mit den Winkeln €, n, 3, v ist gleich der Summe samtlicher Winkel
in den beiden Dreiecken B’ P(Q und B’QC’, nach dem ersten Satz von Legendre also

e+B+y+n<m4+m=2r
Im Dreieck AB'C’ betriagt die Winkelsumme « + 3 + v = 7. Daraus folgt

T=(a+B+7)+0+0=(a+8+7)+(p+e—7)+ W +¢—m)
=(a+e+¢Y)+(e++y+n—2m) <a+e+9
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Nach dem oben angefithrten Satz kann aber nur das Gleich-
heitszeichen gelten. Damit ist unsere zweite Behauptung
ebenfalls bewiesen.

Hat nun ein beliebiges weiteres Dreieck die Winkel o,
B, +', dann ist nach diesem ersten Satz von Legendre
o + 5 ++" <7, so dass im Hinblick auf « + 8 +~v = 7
nicht zugleich a < o/, 5 < ', v < 7 gelten kann.

Es sei etwa a < . Sollte das Gleichheitszeichen gelten, dann wissen wir bereits, dass
o + B+~ = 7 sein muss. Betrachten wir also den Fall o/ < a.

Im Dreieck ABC' tragen wir an AB den Winkel o an, dessen anderer Schenkel BC' in G
treffen moge. Die Winkelsumme im Dreieck ABC' ist offensichtlich die um 7 verminderte
Summe der Winkelsumme der beiden Dreiecke ABC' und ACC', so dass die beiden letz-
ten Winkelsummen zusammen 27 ausmachen. Nach dem ersten Satz von Legendre kann
aber keine dieser beiden Winkelsummen den Betrag 7 iibersteigen. Folglich haben beide
Winkelsummen den Wert 7.

Wenn aber in einem einzigen Dreieck mit (diesmal) dem Winkel o die Winkelsumme
zwei Rechte betragt, dann gilt, wie wir schon wissen, dasselbe fiir alle Dreiecke, die einen
Winkel von der Grofle o’ besitzen. Damit ist der Beweis des zweiten Satzes von Legendre
beendet. Aus ihm folgt unmittelbar, dass die Winkelsumme entweder in allen Dreiecken
zwei Rechte betragt, oder aber in keinem. Nimmt man noch den ersten Satz von Legendre
hinzu, dann folgt weiter, dass im zweiten Fall die Winkelsumme in allen Dreiecken kleiner
ist als zwei Rechte.

Um jetzt die Winkelsumme in Dreiecken mit
dem Parallelenpostulat in Zusammenhang zu
bringen, machen wir zunéchst die Annahme,
\ ) dass in einem Einzelfall das Parallelenpostulat
e e a gelten soll.

Das bedeutet, dass es zur Geraden a durch den auflerhalb liegenden Punkt A eine ein-
zige Parallele gibt. D sei ein weiterer Punkt auf der Parallelen, wahrend B und C' zwei
Punkte auf a sein sollen. Wie wir wissen, wird die Gerade a von der Geraden AD nicht
geschnitten, wenn

LOBA+ ZBAD =7

ausfallt. Da es durch A zu a eine einzige Parallele
geben soll, gilt fiir diese die obige Gleichung, und
weiterhin

/BCA = /CAD

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt aber, dass
die Winkelsumme im Dreieck ABC' zwei Rechte be-
tragt.

Gibt es dagegen in einem Einzelfall durch A zu a
nicht nur eine Parallele, dann fille man aus A auf a
das Lot mit dem Fuflpunkt P.

Ist dann AD eine zweite, von der Standardparallelen verschiedene Parallele zu a mit ei-
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7 Das Gegenteil ist auch richtig

nem Winkel, der kleiner als ein rechter angenommen werden darf, ZPAD = ¢ < 7, dann
wéhlen wir auf a einen zweiten Punkt (), der mit D auf derselben Seite der Geraden
durch die Punkte A und P liegt. Uber PQ hinaus bestimmen wir den Punkt Q, so, dass
Q01 = AQ ausfillt,dann ()5 so, dass Q1Q> = AQ: wird und so fort.

Die Winkel AQP, AQ1Q, AQ2Q)1, ... der Reihe nach mit «, aq, as, ..., bezeichnet, gilt in
den aufeinanderfolgenden gleichschenkligen Dreiecken AQQ1, AQ1Qs, ... nach dem ersten
Satz von Legendre

o

agta+(r—a)<m also a1§§

(5] (0%

aytas+(m—oy) <m also a2§?§1

schlieflich o, < %.

Nun muss aber ZPAQ, < ZPAD ausfallen, da im Gegensatz zu AQ), die Halbgerade
AD die Gerade a laut Annahme nicht schneidet. Die Winkelsumme im Dreieck PAQ,, ist

folglich kleiner als 7 + ¢ + o, fiir hinreichend grofies n wegen ¢ < 7 also kleiner als 7.

Zusammengefasst besteht demnach folgende Alternative:

Entweder betragt die Winkelsumme in jedem Dreieck genau zwei Rechte und es gilt das
Parallelenpostulat, oder die Winkelsumme in jedem Dreieck betrigt weniger als zwei Rech-
te und zu jeder Geraden gibt es durch jeden auflerhalb liegenden Punkt unendlich viele
Parallelen.
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8 GroBe eines Konigs

In der Gesamtheit aller rationalen Zahlen kann man ad-
dieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren mit
einer rationalen Zahl als Ergebnis. Die vier Grundrech-
nungsarten fithren aus dieser Gesamtheit nicht hinaus.
Dasselbe gilt fiir die Gesamtheit aller reellen Zahlen oder
fiir die Gesamtheit aller komplexen Zahlen.
Allgemeiner kann man Gesamtheiten von Groflen be-
trachten, fiir die vier Arten von Verkniipfungen von der
formalen Beschaffenheit der vier Grundrechnungsarten
erklart sind.

Ist das Ergebnis stets wieder eine Grofle aus der Gesamtheit, dann nennt man diese einen
Korper. Es handelt sich um einen Begriff, der bereits dem jugendlichen Begriinder der
modernen Algebra, Evariste Galois, bewusst war.

Jahrzehnte spéter hat dann der Berliner Mathematiker Kronecker dafiir den treffenden
Namen Rationalitatsbereich geprégt, dessen Verwendung aber im Abklingen begriffen ist.

Da bei den ganzen Zahlen die Division nicht aufzugehen braucht, bildet die Gesamtheit
der ganzen Zahlen keinen Korper. Ahnlich braucht die Division bei Polynomen in einer
Veréanderlichen mit Koeffizienten aus einem Korper nicht aufzugehen. Die Analogie zwi-
schen ganzen Zahlen und Polynomen ist aber noch viel enger. Um das zu zeigen, wollen
wir auf die Division von Polynomen naher eingehen.

Sind F(z) bzw. f(x) zwei Polynome vom m-ten bzw. n-ten Grad mit Koeffizienten aus
einem Korper K, und verschwindet f(z) nicht identisch, dann gibt es genau ein Paar von
Polynomen ¢(x) und r(z) mit, Koeffizienten aus K so, dass

F(x) = f(z) - q(x) + r(z)

gilt. Dabei ist der Grad von r(x) kleiner als n.
Dieser Satz folgt bekanntlich durch Koeffizientenvergleich gleich hoher Potenzen auf den
beiden Seiten. Verschwindet der Rest r(z) identisch, dann heifit F'(x) durch f(z) teilbar,

ahnlich wie bei ganzen Zahlen. Da aber mit F'(z) = f(x)q(x) zugleich F(z) = cf(z)— q(x)
c

gilt, wenn c eine beliebige Grofie aus K darstellt, hat man dquivalente Polynome wie f(x)
und cf(x) zu identifizieren, um eine vollige Ubereinstimmung mit der Teilbarkeitslehre
bei ganzen Zahlen herzustellen.

Wir sprachen hier von identifizieren nach dem Sprachgebrauch fritherer Algebraiker fiir
die heutige Klasseneinteilung.

Man kann darauthin, wie bei ganzen Zahlen, den euklidi-
schen Algorithmus anwenden, um den grofiten gemeinsa-
men Teiler d(x) oder kiirzer d von zwei Polynomen fi(x)
und fo(z), kirzer f; und fo, zu ermitteln. So bildet man
durch fortgesetzte Division

Ji=feqn + f3
fo= f3g2 + fu...
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Die Kette muss abbrechen, denn die Grade der Polynome f3, f4, ... bilden eine abnehmende
Folge nichtnegativer ganzer Zahlen. Es gibt also ein n so, dass

fn—l = ann—l + fn—i—l ) fn = fn+1Qn

gilt. Das Polynom f,,; ist dann der grofite gemeinsame Teiler von f; und f.
Jedes Polynom f, in dieser Kette kann nun in der Form

fl/ = f18V+f2tV

geschrieben werden, mit s, und ¢, Polynome mit Koeffizienten aus K bezeichnet. Zunéchst
gilt fiir v =1 und v = 2

hi=fi-1+f-0 ; fo=fi- 04+ f2-1

Um vollstandige Induktion anwenden zu kénnen, nehmen wir die Richtigkeit bis zu v als
erwiesen an. Dann gilt

fV+l = .fl/—l + fl/q:/—l = (flsu—l + f2t1/—1> - (flsl/ + thZ/)ql/—l
= fi(sv-1 — Suqu—1) + foltuo1 — tuqu—1) = fi15u11 + fotusa

Insbesondere kann also der grofite gemeinsame Teiler f,, ;1 = d in der Gestalt fis + fot
geschrieben werden.

Schliefflich entsprechen Primzahlen irreduzible Polynome, die sich nicht als Produkt von
Polynomen mindestens ersten Grades mit Koeffizienten aus K darstellen lassen. Ahnlich
wie fiir ganze Zahlen folgt, dass ein Polynom entweder selbst irreduzibel oder aber das
Produkt von irreduziblen Polynomen ist. Soviel gentigt, um die Konstruktion von Glei-
chungswurzeln vorzunehmen. f(x) sei ein Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten aus K.
Wenn nétig, dividiere man f(z) durch den Koeffizienten des hochsten Gliedes. Die dann
angesetzte Gleichung f(z) = 0 kann in der Form

= —aq" ' — .. —a,
geschrieben werden. Wir diirfen noch annehmen, dass unser Polynom f(z) irreduzibel
ist, weil wir die Betrachtung sonst an einem seiner irreduziblen Faktoren durchfithren
konnten.

Wir werden eine neue Grofle J einfithren, die zu den Groflen aus K hinzugefiigt bewirkt,
dass in der so entstandenen Korpererweiterung die vier Verkniipfungen weiterhin vorge-
nommen werden kénnen. Insbesondere haben dann die Ausdriicke J" und —a;J" ' —...—a,
einen Sinn.

Es wird sich zeigen, dass sie einander gleich sind. Das
bedeutet aber, dass gilt

J"+a J" V. +a,=0

oder kirzer f(J) = 0. Die neue Grofle J kann also als
Wurzel der Gleichung f(z) = 0 angesprochen werden.

Im Anschluss an den 1913 verstorbenen ungarischen
Mathematiker Julius Konig gelangen wir zu unserem
Ziel wie folgt:
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Wir betrachten alle n-gliedrigen Systeme (go, g1, -, gn—1), (ho, b1, .., Bn—1), ..., mit Grofien
9o, g1, --- aus K, die wir kiirzer mit den entsprechenden groflen Buchstaben G, H, ...
bezeichnen. Um diese Systeme selbst als Groflen aufzufassen, miissen wir zunachst die
Gleichheit fiir sie erklaren. Es soll G = H genau dann gelten, wenn

9o =ho,g1 = h1,...;Gn-1 = hp1
ist. Fir die Summe G 4+ H und die Differenz G — H definieren wir naheliegend

(9o + ho, g1 + hiy ooy g1 + hn—1) bzw. (90 — ho,g1 — h1s ey g1 — Pp1)

Offensichtlich ist die Addition kommutativ und assoziativ. Kunstvoll dagegen ist die Er-
klarung fiir das Produkt GH. Man bilde die Polynome

g(x) =go +qrx + ... + guga™ ! und h(z) = ho +hix + ... + hy_12" !

multipliziere sie miteinander, dividiere dieses Produkt durch f(z) und erhalte

g(@)h(x) = f(z)q(z) + r(z)
Der Rest r(x) hat einen niedrigeren Grad als f(z), daher den Grad n — 1, also

r(x) =ro+rix+ ... +ry_ 2"

Das System R = (rg, 71, ..., 7,—1) wird dann als das Produkt von G mit H erklart, GH = R.
Man kann sofort nachpriifen, dass diese Multiplikation kommutativ und assoziativ ist,
und dass weiterhin auch das Distributivgesetz gilt.

H # (0,0, ...,0) vorausgesetzt, verlangt die Division von G durch H das Auffinden eines
Systems U = (ug, u1, ..., up—1) fiir das G = HU gilt, oder ausfiihrlich

h(z)u(z) = f(z)q(x) + g(z)
Da nach Voraussetzung f(x) irreduzibel ist, ist der groBite gemeinsame Teiler von h(x)
und f(x) eine Konstante, die wir gleich eins setzen diirfen. Es gilt dann, wie wir anfangs
sahen,

1= h(x)s(z) + f(x)t(z)
Die vorhergehende Gleichung mit s(x) multipliziert, folgt
h(z)s(z)u(z) = f(z)s(z)q(z) + g(x)s(x)

Wird fiir h(z)s(x) der Ausdruck 1 — f(x)t(x) eingesetzt, ergibt sich

g9(x)s(z) = f(x)[=s(x)q(x) — t(z)u(z)] + u(z)

Die Division von g(z)s(z) durch f(x) liefert aber den Ausdruck in der eckigen Klammer,
die also ungeachtet dessen, dass u(z) darin vorkommt, als bekannt anzusehen ist. Wird
dieser Ausdruck mit ¢'(x) bezeichnet, so gilt

u(z) = g(x)s(z) — f(z)q (z)

Multipliziert man diese Gleichung mit h(x), dann folgt

h(z)u(z) = g(x)h(x)s(x) — f(x)h(z)d () = g(x)[1 — f(2)i(x)] = f(z)h(z)d (z)
= g9(z) + f(2)[—g(x)i(x) — h(x)q'(v)]
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Die eckige Klammer spielt jetzt die Rolle von ¢(z) in der Ausgangsgleichung dieses Ab-
satzes. Division durch h(z) ergibt dann den gesuchten Quotienten u(x).

Die n-gliedrigen Systeme bilden danach einen Korper K*. Diejenigen unter ihnen, die au-
Ber an der ersten Stelle lauter Nullen enthalten, konnen wir den entsprechenden Groflen
k aus K gleichstellen,

k= (k,0,..,0)

Nun fithren die Verkniipfungsgesetze zu denselben Ergebnissen, gleichgiiltig ob man sie
unmittelbar auf die Grélen aus K oder aber auf ihre Systemdarstellung anwendet. So
erkennt man, dass K* den urspriinglichen Koérper K umfasst, K C K*.

Das System (0, 1,0,0,...,0) werde mit J bezeichnet. Dann folgt

J?*=(0,0,1,0,....0) .. J"'=(0,0,0,0,..,1)

Den GroBen J und J* ! entsprechen danach die Polynome z und 2" . Um das Polynom
zu finden, das J® = J - J"! entspricht, hat man das Produkt der beiden Polynome z und
"= durch f(x) zu dividieren. Der Rest ist dann das gesuchte Polynom. Nun ist

n 1

"= f(x) —ayg—ayx — ... — ap_q12""

der Rest also

—ap — Q1T — ... — Apg ™!

Dieses Polynom entspricht der Grole J™. Im Sinne der Verkniipfungsgesetze ist aber

I sy tgt) |
i ; :
-_=||--q|_“£}_...r|_,'l,||fCL-uT--‘,D_.'l
+If‘:'-':"J"'J'¢q-1,:I o i
={a, 0000 ag.ab gl 1
H-ana8-ghia1g., 00y

S
A 08 OG0 “"
| J

=-a, ":"r:I_---"‘J.-;.-] qa-1

7\ Nwddaot

Die GroBe J ist also eine Wurzel der Gleichung f(z) = 0.

Die Algebra kennt diese Konstruktion von Wurzeln unter dem Namen der symbolischen
Adjunktion. Hier wurde jedoch die Konstruktion ohne Inanspruchnahme der algebraischen
Systematik durchgefithrt. Nun gilt

f(x) = (z = J)f*(2)

wobei f*(z) ein Polynom (n — 1)-ten Grades mit Koeffizienten aus K* ist. Es besteht
durchaus die Moglichkeit, dass f*(z) in Faktoren zerfillt, welche Polynome mit Koeffizi-
enten aus K™ sind, dass es also in K™ nicht irreduzibel ist.
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Wie dem auch sei, entweder an f*(x), wenn es irreduzibel ist, oder an einem der irredu-
ziblen Faktoren wiederholen wir die Wurzelkonstruktion von vorhin, mit dem Ergebnis,
dass von f*(x) ein linearer Faktor « — J* abgespaltet wird und J* im Kérper K** ent-
halten ist, der K* umfasst. Erneute Wiederholungen fiihren schliellich auf die Zerlegung
von f(z) in Linearfaktoren

fle)=(x—=J)(x—=J)(z—=J")

Die Koérper K € K* C K™ C ... bilden eine aufsteigende Folge endlich vieler Glieder,
und samtliche Wurzeln J, J*, ... gehoren dem letzten dieser Korper an.

Mit diesem rein algebraisch gewonnenen Ergebnis kommt man im System der modernen
Algebra aus. Frither nahm seine Stelle der Satz ein, dass J, J*, ... alle bereits in K liegen,
wenn K der Korper der gewohnlichen oder gaufischen komplexen Zahlen ist. Der Beweis
dafir erfordert aber Stetigkeitsbetrachtungen, die der Algebra wesensfremd sind, so dass
dieser sogenannte Fundamentalsatz der Algebra paradoxerweise gar kein Satz der Algebra
ist.

Zum Schluss noch ein Beispiel, das in unserer Wurzelkonstruktion die Weiterfithrung eines
Ansatzes von Hamilton erkennen lasst. Wir betrachten das Polynom

flx)=2"+1

Im Korper K der reellen Zahlen ist es irreduzibel. K* besteht diesmal aus allen zweiglied-
rigen Systemen

(90; gl)y (h(], hl),

dabei sind gg, g1, ho, h1 reelle Zahlen. Die Erklirungen fir die Gleichheit und die vier
Rechnungsarten stimmen im Ergebnis mit den Erklarungen von Hamilton tiberein. Das
sei am Produkt erldutert:

Es ist

(90 + q12) (ho + hiz) = gihi(a® + 1) + (goho — g1h1) + (goh1 + g1ho)x

Wie man sieht, handelt es sich in der Tat um die Hamiltonsche Einfithrung der komplexen
Zahlen.

Es sei aber noch vermerkt, dass Cauchy etwas spéter, etwa 1847, die komplexen Zahlen
genauso einfithrte, wie unsere Wurzelkonstruktion firr f(z) = z? 4+ 1 verlduft.
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9 Streckenrechnung

Bezeichnen x, y, z, u, komplexe Zahlen, dann kann man die Differenzen y — z, z — y, als
gerichtete Strecken oder auch Vektoren in der GauBlschen Zahlenebene deuten, die vom
Punkt X zu Y bzw. Y zu Z reichen. Dabei wurden die Punkte, die den komplexen Zahlen
entsprechen, mit den gleichlautenden grofien Buchstaben bezeichnet.

Zwei Strecken y — x und (y + u) — (z + u) gelten wegen

y—r=y+u) —(r+u)

als gleich. Man sagt, die zweite Strecke entsteht aus der ersten durch eine Verschiebung.
Weiter folgt aus
=y +y—z)=2—-2x
die Giiltigkeit der iiblichen Vektoraddition, in geometrischer Schreibweise, die beiden Sum-
manden vorher vertauscht,
XY+YZ=XZ

Davon sei gleich eine Anwendung auf den Schwerpunkt gemacht.
Der Schwerpunkt S der Punkte

P1:a1+b1i,...,Pn:an+bni

wird durch
1 1 .
S=—(a1+...+a,)+—(by+ ...+ by)i
n n

bestimmt. Den Koordinatenanfangspunkt oder Nullpunkt iiblicherweise mit 0 bezeichnet,
ist

OP; = (a1 + byi) — (0 + 0i), ...,OP, = (a, + byi) — (0 + 0i)
05 = [

1
ﬁ(al + ... 4a,) + ﬁ(bl + ...+ by)i] — (04 0i)
daher

1
0S =—(0OP, +..0P,)
n
Fir OP, =0OS + SPy, ..., OP_OS + SP, eingesetzt, hebt sich OS weg und man erhalt
SP,+..+SP,=0

Um zwei Strecken miteinander zu multiplizieren, verwandelt man sie durch Verschiebung
in Strecken mit dem Anfangspunkt O, also in OX und OY. Als Produkt gilt dann die
Strecke OZ, wenn z = xy ist. Um diese Strecke zu konstruieren, greift man auf die
trigonometrische Darstellung von komplexen Zahlen zurtick.

Aus
x = r(cos ¢+ isin ) ; y=r1"(cos¢' +isiny')

folgt
z=xy=x=rr'(cos(p+ ¢") +isin(p + ¢))

Man gewinnt daher den Punkt Z, wenn man F auf der reellen Zahlenachse im Abstand
eins vom Nullpunkt markiert und die d&hnlichen Dreiecke OEX und OY Z konstruiert.

46



9 Streckenrechnung

Die trigonometrische Darstellung kann in eleganterer Form
geschrieben werden, mit der man auch besser rechnen kann.
Dazu verhilft die Formel:

e’ = cosp +isingp
die Euler 1748 mitteilte. Damit schreibt sich dann

r =re¥

Subtraktion bzw. Division von Strecken konnen als Umkehr-
operationen von Addition bzw. Multiplikation eingefithrt wer-
den. Bei der Division sieht das so aus: Ist

A -
x =re¥ ; y=r'e?

dann wird
T r

2= — = 767;(90_90/)
y 1
Diese Formel fiihrt zur folgenden Konstruktion der Strecke
0Z, die Quotient der beiden Strecken OX und OY sein
soll. Man konstruiert die beiden &dhnlichen Dreiecke OY E

und OXZ. Insbesondere gewinnt man die zu OY reziproke
Strecke OlY = (OZ mit Hilfe der Konstruktion der beiden
ahnlichen Dreiecke OY E und GEZ.

Die so eingefithrte Streckenrechnung erfillt offensichtlich die formalen Rechengesetze, wie
diese fiir reelle oder komplexe Zahlen gelten. Sie ist also kommutativ; assoziativ und
distributiv fiir Addition und Multiplikation.

Wir zeigen jetzt, wie man mit Hilfe der Streckenrechnung
Konstruktionsaufgaben losen kann. Es soll das Dreieck
XY Z gefunden werden, wenn der Schwerpunkt S der
drei Eckpunkte und auflerdem je ein Punkt @) bzw. R
auf den Seiten XY bzw. X Z gegeben sind, die die Seiten
im gegebenen Verhaltnis n bzw. ¢ teilen:

YQ:QX =n ; ZR:RX =¢ (*)
wobei 7 und £ reelle Zahlen sind, beide verschieden von 0 und -1. Es ist

SY =5Q+ QY =5Q +nXQ =5Q +n(XS+5Q)=(1+n)5SQ+nXS und
SZ=SR+RZ=SR+&r=SR+&XS+SR)=(1+§SR+EXS

Diese Ausdriicke in unsere Schwerpunktformel SX + SY +
SZ = 0 eingesetzt, folgt

(n+&+ 15X = (1+1)5Q + (1§)Sk (**)

Sollten etwa S, ), R auf einer Geraden liegen, dann muss 1 + & — 1 verschwinden, da
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sonst nach (x%) auch noch X auf dieser Geraden liegen misste, nach (x) also auch noch
Y und Z, wahrend doch die Punkte X, Y, Z ein Dreieck bilden sollten.

Wenn man daher durch den Schwerpunkt S eine Gerade zieht, welche die Seiten XY bzw.
X7 in den Punkten ) bzw. R schneidet, muss

YQ  ZR
QX RX

sein. Die Umkehrung dieses nebenbei gewonnenen Satzes gilt ebenfalls, denn aus n+¢& =1
folgt aus der Gleichung () sofort, dass das Verhéltnis SQ : SR einen reellen Wert besitzt,
so dass die drei Punkte S, @), R auf einer Geraden liegen.

Wenn dagegen S, ), R nicht auf einer Geraden liegen, dann kann, wie zuletzt gezeigt,
n + & — 1 nicht verschwinden, so dass die Gleichung (x*) die Strecke SX und damit den
Punkt X bestimmt. Darauthin kénnen die Punkte Y und Z aus (x) gefunden werden.

Als Beispiel sei n = 2 und £ = 3 gewéhlt. Dann lautet die
Gleichung (%), wenn man sie noch durch 4 dividiert,

SX = iSQJrSR

Man konstruiere SQ' = %SQ und Q'R’ = SR. Die neuen
Strecken in die rechte Seite eingesetzt, folgt SX = SQ’' +
Q'R = SR', so dass die Punkte X und R’ zusammenfallen. Da
R’ durch Konstruktion bekannt ist, ist damit X auch bekannt.
Die Punkte Y und Z bestimmt man dann aus (%) zu Y@ =
20X, ZR = 3RX.

Bei unserer nichsten Konstruktion brauchen wir eine Formel,
welche die Ahnlichkeit symmetrisch gelegener Dreiecke aus-
driickt. Wir erinnern daran, dass bei der Konstruktion des
Streckenproduktes AC' - AQ), wenn man A durch Verschieben
zum Nullpunkt macht, die beiden Dreiecke AQFE und ABC
gleichsinnig dhnlich ausfallen.

Wenn also zwischen vier Strecken die Proportion

AB_ A
AC  ACY

besteht, bestimme man zunéchst ) aus AC - ;
AQ = AB. Dann gilt auch A'C" - AQ = A'B'. *-
Denkt man sich noch den Punkt A’ durch Ver- = S —
schiebung des Dreiecks A’B’C” in die Lage A ge-
bracht, dann folgt aus den letzten beiden Glei-
chungen

AABC ~ AAQE und AAB'C' ~ AAQE

Daher sind auch die Dreiecke ABC und A’B'C” einander &hnlich. Die Umkehrung davon
gilt ebenfalls, so dass die gleichsinnige Ahnlichkeit der beiden Dreiecke ABC und A’B’'C’
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durch die Formel
AB AC

AIBI = AICI

ausgedriickt werden kann.
Um daraus Formeln fiir die symmetrische Ahnlichkeit zu gewinnen, spiegeln wir das dies-
mal symmetrisch dhnliche Dreieck A’B’C’ an der reellen Achse. Fiuir das so entstandene
Dreieck A”B"C" gilt

A/IB//:b//_a//:y_E:W

den zu P konjugierten Punkt sinngeméif mit P bezeichnet. Da das Dreieck A” B”C" infolge
der Spiegelung dem Dreieck ABC' gleichsinnig dhnlich ist, gilt

AB  AC
AB  AC

Diese Formel bildet den Ausdruck fiir symmetrische Ahnlichkeit.

Die neue Konstruktionsaufgabe lautet nun: Zwei Strecken, die weder gleiche Lénge, noch
denselben Anfangs- oder Endpunkt haben, seien gegeben. Es wird ein Punkt X gesucht,
so dass die Dreiecke ABX und A’B’X symmetrisch dhnlich sind. Nach der letzten Formel
gilt

AX : AX'= AB: AB  daraus folgt  AX-A'B'= AB - (AA+ AX)
Die konjugierte zu dieser Gleichung lautet
AX . A'B = AB - (A'A+ AX)
Aus den letzten beiden Gleichungen berechnet sie AX zu
(AB-AB— A'B'-A'B')- AX = AB - (AA"-AB+ A'B"- A’A’)

Wird die Lange einer Strecke PQ mit |PQ)| bezeichnet, so ist die Koeffizient von AX
gleich |[AB|? — |A’B'|? # 0, und die Aufgabe hat eine Losung.

2 Strahd Um die Konstruktion auszufithren, nehmen wir, ohne
y "S7ahl Einschrinkung der Allgemeinheit,

AA' = AA =1

an. Dadurch verwandelt sich die letzte Gleichung in

(|JAB]* — |A'B'1)AX = AB- (AB + A'B’)

Konstruiert man nun AC = AB, A'B" = (D,
AC+ A'B = AC + AD = AD, dann findet man

(|AB]* — |A'B'")AX = AB - AD
Ist der Koeffizient von AX positiv, dann ist

LAAX = LA'AB + LA'AC = LOAA"+ ZA'AD = ZCAD
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9 Streckenrechnung

so dass ZC'AD im Punkt A an die Seite AA" angetragen, mit dem zweiten Schenkel einen
Strahl liefert, auf dem X liegt. Im Falle eines negativen Koeffizienten dagegen fallt der
Winkel um 180° verschieden aus.

Um einen zweiten Strahl zu finden, auf dem X liegt, beachte man, dass infolge der sym-
metrischen Ahnlichkeit /B'A’X = —/BAX = /X AB sein muss.

Man tragt also den bereits bekannten ZX AB im Punkt A’ an die Seite A’B’ an und hat
im zweiten Schenkel den zweiten Strahl, auf dem X liegt. Die sich kreuzenden Strahlen
wurden in der Zeichnung mit Pfeilen versehen.

K Nach den ersten beiden Konstruktionsaufgaben ersten
’?E\ F Grades sei noch eine Konstruktionsaufgabe zweiten Gra-
AN des behandelt.
f :'*--_ pal Gegeben ist die Seite AB des Dreiecks ABX, das Pro-
/ / Y j(\\ dukt der beiden anderen Seiten, |AX]| - |BX|, und die
4 | ok ‘-w(/ I \T - Differenz o« — 8 der anliegenden Winkel.
\\ T C i ) |
", '\ ; Zunéchst konstruiert man /BAD = a —  und nimmt
\\-.\\\ \ i den Punkt D gleich so an, dass |AD|-|AB]| gleich dem ge-
N gebenen Produkt der beiden Dreiecksseiten ausfallt. Das

Produkt AD - BA ist eine Strecke, die mit der durch A
und B gehenden reellen Achse

ZBAD +180° = a — [ 4 180°
einschlieit; fir das Streckenprodukt AX - BX folgt d&hnlich
/BAX + ZABX = a+ (180° — 3)

so dass die beiden Winkel gleich sind. Da aulerdem |AD| - |BA| = |AX| - |BX] ist, folgt
AD-BA=AX - -BX.

Ist C' Mittelpunkt von AB, also AC' = CB, dann gilt AX = AC+CX, BX = BC+CX =
CX — AC. Nach Multiplikation folgt

CX?— AC?*=AX  -BX =AD-BA=2AD - AC
und daraus, F' auf dem Strahl durch AD so gewahlt, dass AF = 2AD ausfallt

CX2=2AD-CA+ CA®> = CA(CA+2AD) = CA(CA+ AF) = CA-CF

Daher muss 2/ACX = ZACA+ LZACF = ZACF sein.
Dieser Forderung geniigen zwei Winkel, namlich
LACX = %AACF und ZACX' = %AAC’F + 180°.

Die gesuchten Punkte X und X’ liegen somit auf der
Halbierungslinie von ZAC'F zu beiden Seiten von C' in
einem Abstand, der die mittlere Proportionale von |C'A|
und |C'H| ist.
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10 FEin erfinderischer General

10 Ein erfinderischer General

Die Spiegelung am Kreis, speziell am Einheitskreis, kann
am elegantesten in der komplexen Zahlenebene erklért
werden.

Dabei bevorzugen wir den Einheitskreis lediglich, um
Schreibarbeit zu sparen; die Ergebnisse gelten sinngemaf
fiir Kreise mit beliebigem Radius. Es geht dann um eine
Abbildung, die dem Punkt z den Punkt

zuordnet. Erst die Konjugierte, dann die Reziproke ge-
bildet, folgt daraus

1

2

in Worten: Das Bild des Bildes ist das Urbild bei der Spiegelung am Einheitskreis. Eine
solche Abbildung heifit Involution.

Der trigonometrischen Darstellung kann man sofort die geometrische Konstruktion des
Bildpunktes entnehmen.

z =

Aus z = re'? folgt 2/ = Let.

Die Bertihrungspunkte der beiden Tangenten
aus z bilden daher eine Strecke, deren Schnitt-
punkt mit dem Strahl aus 0 durch z den Bild-
punkt 2z’ liefert. Das folgt sofort aus

N0Z'P ~ NOPZ :
wenn man die trigonometrische Darstellung von z und 2’ beriicksichtigt.

Da unsere Abbildung eine Involution darstellt, erkennt man weiter, dass das Innere des
Einheitskreises bis auf den Mittelpunkt umkehrbar eindeutig auf das AuBere, und um-
gekehrt, abgebildet ist. Diese Abbildung lasst sich auch noch auf den Mittelpunkt, den
Nullpunkt, ausdehnen, wenn man in der komplexen Zahlenebene einen einzigen unendlich
fernen Punkt oo einfithrt, wie er sich in der Funktionentheorie bewahrt hat. Dann werden
die Punkte 0 und oo einander zugeordnet.

Die Spiegelung am Einheitskreis ist weiterhin eine Kreisverwandtschaft im Sinne von
Mobius, die Kreise wieder in Kreise verwandelt, wenn man die Geraden zu den Kreisen
zéhlt. Um die Berechtigung davon einzusehen, ziehen wir in die (x, y)-Ebene um. In dieser
ist die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt M = (m,n) vom Radius r

(x =m)* +(y —n)* =1
Entwickelt lautet diese Gleichung
22+ % —2ma —2ny +m?4+n® —r* =0

woraus nach Multiplikation mit a, wenn —2ma = b, —2na = ¢, a(m*+n?—r?) = d gesetzt
wird, fir den Kreis die Gleichung

a(x®* +y*) +br+cy+d=0
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10 FEin erfinderischer General

folgt. Fiir verschwindendes a geht aber diese Gleichung in die Gleichung einer Geraden
iiber, so dass unsere Gleichung Geraden ebenso wie Kreise umfasst. Es ist daraufhin
gestattet, aber auch im Sinne einer einheitlichen Terminologie erwiinscht, die Geraden zu
den Kreisen zu zéhlen.

Die Transformationsformeln schreiben sich jetzt, da
z = (z,y) und 2’ = (2/,y’) auf demselben Halbstrahl
mit dem Ursprung in 0 liegen, als

r
; = m daher o' = \z,v' = \y

/

Weiter ist

L= a2/ = a2 + 2o + g7 = A+ )

1
So folgt fiir A der Wert ———— mit schliefSlich
x? + 3

:C/ — L . y/ — L
12 + y2 ) 72 + y2
Da es sich um eine Involution handelt, gilt auch umgekehrt
x/ . y/
T = 7'2 _l_y/2 ! Y= T2 +y/2

Geht man damit in die Kreisgleichung, dann wird
13/2 + y/2 T y/

a(a:’2+y’2)2 + 22§y +Cx’2—|—y’2 +d=0

nach Multiplikation mit 2’2 + 3% also
a+bx' +cy +d(z”? +y?) =0

wiederum die Gleichung eines Kreises. Die Spiegelung am Einheitskreis ist also wirklich
eine Kreisverwandtschaft.

Diese sei noch ndher untersucht. Das Bild von einer Geraden, die nicht durch den Null-
punkt geht, a = 0, d # 0, ist ein wahrer Kreis, der durch den Nullpunkt geht, denn 2’ = 0,
y' = 0 stellt jetzt eine Losung unserer letzten Gleichung dar.

Das war zu erwarten, wenn der Punkt oo auf jeder Geraden liegen soll, weil dessen Bild,
die 0, dem Bildkreis angehoren muss. Da es sich weiter um eine Involution handelt, gilt
auch das Umgekehrte.

Einem wirklichen Kreis, der nicht durch den Nullpunkt geht, a # 0, d # 0, entspricht
wieder ein wirklicher Kreis.

Jede Gerade, die durch den Nullpunkt geht, a = 0, d = 0, entspricht sich selbst, allerdings
nur als Ganzes und nicht etwa punktweise. Daraus folgt, dass ein Winkelraum mit dem
Scheitel im Nullpunkt in sich iibergeht.
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10 FEin erfinderischer General

Ein Orthogonalkreis, der den Einheitskreis in
zwei Punkten senkrecht schneidet, befindet
sich im Winkelraum, den die aus 0 zum Ortho-
gonalkreis gezogenen verléngerten Tangenten
bilden.

Da er wieder in einen wahren Kreis tibergeht,
wie wir vorhin sahen, der im gleichen
Winkelraum liegen muss und die beiden
Schnittpunkte mit dem Einheitskreis un-
verandert bleiben, fillt der Bildkreis in
diesem Fall mit dem Urbildkreis zusammen.

Es muss folglich fiir den Orthogonalkreis a = d ausfallen. Das ist eine charakteristische
Gleichheit.
Die letzten Einsichten haben wir aus den beiden Gleichungen

a(@® +y) +br+cey+d=0 und a+brtcy +d@?+y*) =0

gewonnen. Fiir eine Anwendung, die wir vorhaben, brauchen wir aber davon nur den Satz,
dass einem Kreis, der durch den Nullpunkt geht, eine Gerade entspricht, die nicht durch
den Nullpunkt geht. Dieser Satz lasst sich nun unmittelbar, ohne die beiden Gleichungen
von vorhin heranzuziehen, wie folgt beweisen:

K sei der Einheitskreis, £ ein Kreis vom Durchmesser OA < 1 durch 0, g eine Gerade, die
auf der Verldngerung von OA iiber A hinaus im Abstand 0A’ = o%4 > 1 senkrecht steht.
Diese Gerade ist dann das Bild von k.

Um das einzusehen, sei P ein beliebiger Punkt auf k
und P’ der Punkt, in dem die Verlingerung von OP

: iiber P hinaus g schneidet. Die rechtwinkligen Dreiecke
/ OPA und OA’P’ sind dhnlich, denn in 0 haben sie einen
Winkel gemeinsam. Daher ist

\ P A
[ gA:gP” woraus OP -OP' = 0A-0A =1
- // q folgt, womit alles bewiesen ist.

Damit sind wir in der Lage, einen Gelenkmechanismus anzugeben, der eine kreisférmige
in eine geradlinige Bewegung verwandelt. Im Maschinenbau kennt man dieses Problem
als Geradfiihrung.

Nach vielen vergeblichen Versuchen glaubte man schlieflich Mitte des vorigen Jahrhun-
derts, dass es unlosbar ist, bis dann 1864 der franzosische General Peaucellier die, richtiger
eine, Losung fand. Einiges aus der Geschichte des Problems und eine andere Losung findet
man in meinem Buch "Geometrische Plaudereien”.

Der Inversor genannte Gelenkmechanismus von Peaucellier besteht aus einem Gelen-
krhombus PQP'R von der Seitenldnge a, an dessen gegentiberliegenden Ecken ) und
R zwei gleichlange Stangen von der Lénge ¢ gelenkig befestigt sind, die sich im festen
Punkt 0 treffen, in dem sie drehbar angebracht sind.
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10 FEin erfinderischer General

Dabei ist ¢ > a. Da gilt
AOQP = AORP

liegt P stets auf der Winkelhalbierenden von ZQOR,
desgleichen ebenfalls P’ wegen

AOQP' = AORP'

so dass 0, P, P’ stets in einer Geraden liegen. Um @
den Kreis mit dem Radius a geschlagen, liegen P und P’
auf diesem Kreis. Die Stange OQ) bzw. ihre Verlangerung
schneiden diesen Kreis in S bzw. T'. Fiir die beiden Se-
kanten OPP’' und OST gilt aber

OP-OP =08 -0T = (c—a)(c+a)=c*—a*

so dass das Produkt OP - OP’ konstant bleibt. Fasst man ¢ bzw. a als Hypotenuse bzw.
Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks auf, dessen zweite Kathete als Mafleinheit dient,
dann folgt OP - OP' = 1, das heifit P und P’ gehen durch Spiegelung am Einheitskreis
um 0 auseinander hervor.

Um dann diesen aus 6 Stangen bestehenden Apparat zur Geradfithrung auszubauen,
bringt man noch eine siebente Stange Z P von der Linge ZO an, die sich im festen Punkt
Z drehen kann und in P gelenkig ist. Danach bewegt sich P auf einem Kreis, der durch
0 geht. Infolgedessen muss sich P’ auf einer Geraden g bewegen, die auf OZ senkrecht
steht.

Damit ist der Inversor im Prinzip gebrauchsfertig, nur kann P nicht tiber 0 hinaus.
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11 Mobius uberfuhrt

Die Transformation

az+b
cz+d

die z in w uberfihrt, heifit lineare Transforma-
tion w = I(z). Gelegentlich wird sie auch nach
dem 1868 verstorbenen Leipziger Mathematiker
Mobius benannt, der sie systematisch untersuch-
te.

Die rechte Seite kann fiir ¢ # 0 in der Form

ad — be 1 a
_ . _i_f
c cz+d ¢

geschrieben werden, aus der man ersieht, dass die Abbildung fir ad — be = 0 ausartet,
indem sie dann der ganzen z-Ebene den einzigen Punkt ¢ in der w-Ebene zuordnet.

Fiir ¢ = 0 wird die Transformation %z + g, wobei sinngeméf} d # 0 anzunehmen ist, damit
nicht der ganze Nenner cz + d der urspriinglichen Transformation verschwindet.

Die allgemeinste lineare Transformation kann durch drei spezielle Transformationen er-
zeugt werden, die hintereinander auszufithren sind, namlich

1
3=cz+d; ng; w=aw+b
d—>
mit o = — 2 Cumd v =2
c c

Die erste und dritte heiflen ganze lineare Transformationen. Eine ganze lineare Transfor-
mation w = az + b kann wiederum in drei Etappen durchgefiihrt werden. Fiir a = re'¥
wird sie erzeugt, wenn man der Reihe nach

3= €%z 0 = r3; w=1w+b

setzt.
Die erste Etappe bedeutet eine Drehung der starren Ebene um den Winkel . Dabei gehen
Geraden wieder in Geraden und wahre Kreise wieder in wahre Kreise iiber. Die zweite
Etappe bedeutet eine Streckung im Verhéltnis r. Die Entfernung von zwei Punkten 3 = rz’
und 3" = rz” wird dabei nach

|3/I _3I’ — |TZI/ _ 7’Zl| — T|Z” _ Z/‘
im selben Verhaltnis gestreckt. Daher gehen wahre Kreise in wahre Kreise iiber. Aus
r+iy=3=rz=r(x+iy) und kx + my +n = 0 folgt weiter

0=kre+mry+rn==~kr+my+rn

so dass Geraden in Geraden tibergehen.
Schliellich bedeutet w = v 4 b eine Translation der starren Ebene, bei der offensichtlich
Geraden in Geraden und wahre Kreise in wahre Kreise iibergehen.
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11 Moébius tiberfiihrt

1
Die Transformation to = — geht aus u =

| =

durch Spiegelung an der reellen Zahlenachse
hervor. Da dabei wahre Kreise und Gera-
den wieder in wahre Kreise und Geraden

iibergehen, die Transformation u = — aber,
wie wir von frither her wissen, eine Kreisver-

1
wandtschaft darstellt, so folgt, dass o = —

3
selbst eine Kreisverwandtschaft ist.

Da nach allem die allgemeine lineare Trans-
formation aus hintereinander ausgefiithrten
Kreisverwandtschaften entsteht, ist sie selber
eine Kreisverwandtschaft.

Durch Auflésung nach z entsteht aus der allgemeinen linearen Transformation wiederum

eine lineare Transformation,
—dw +b
2= —
cw—a
die als z = I"'(w) geschrieben wird. Infolge der Auflésbarkeit nach z bildet also eine
lineare Transformation die komplexe Zahlenebene umkehrbar eindeutig in Form einer

Kreisverwandtschaft auf sich ab.

Es gilt aber noch mehr. Wir betrachten einen Kreisbogen
in der z-Ebene mit dem Anfangspunkt zy und den ihm
entsprechenden Kreisbogen in der w-Ebene mit dem An-
fangspunkt wy. Zieht man Sekanten aus zy nach z bzw.
aus wy nach w, dann gilt

w—woédw ad — be

z— zy dz . " (czo+d)?

d
Fiir zg # —— ist die Ableitung endlich.
c

Die linke Seite ist eine komplexe Zahl, deren Argument

gegen das Argument 9 der festen festen komplexen Zahl
dw

T konvergieren muss. w-Ebene wo
z
z2=z0

Das Argument der linken Seite ist aber die Differenz der Argumente des Zahlers und des
Nenners, das sind aber das Argument ® der Sekante in der w-Ebene und das Argument
¢ der Sekante in der z-Ebene. Es findet also die Konvergenz ® — ¢ — 1 statt.

Nun ist die Grenzlage der Sekanten die entsprechende Tangente, die in der w-Ebene den
Winkel @4 und in der z-Ebene den Winkel ¢y mit der reellen Achse bilden mége, so dass
gilt & — & und p — y. Daraus folgt

Dy — g =1 und Dy = o+

Bilden zwei Kreisbogen in der z-Ebene den Winkel o miteinander, mit anderen Worten,
die Tangenten an die, Kreisbogen im Punkt 2 schlieBen den Winkel « ein, dann ist dieser
gleich der Differenz der beiden Winkel ¢' und ¢”, welche die beiden Tangenten mit der
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11 Moébius tiberfiihrt

reellen Zahlenachse bilden: o = ¢” — ¢'.

Durch die lineare Abbildung verwandeln sich aber, wie wir eben gesehen haben, ¢’ bzw.
¢ in ' = ¢ + ¢ bzw. " = ¢’ + . Daher ist

@"—@’z(g&”+1§‘)—(go’—i—??):go”—go/:oz
Lineare Transformationen sind also winkeltreu.

1
Da die Spiegelung am Einheitskreis 2/ = ~ aus der speziellen

linearen Transformation w = — durch Spiegelung an der

z
reellen Achse hervorgeht, 2’ = w, folgt schlieilich, dass die
= Spiegelung am Einheitskreis eine winkeltreue Abbildung
mit Umlegung der Winkel ist.
Wird der Punkt z durch die Abbildung nicht veréndert,
az+b

cz+d

dann heifit er Fixpunkt. Aus z =

folgt aber cz? — (a — d)z — b = 0, was besagt, dass eine lineare Transformation héchstens
zwei Fixpunkte hat, es sei denn, dass b = ¢ =0 und a = d ist.

Dann handelt es sich um die identische Abbildung, die jeden Punkt fest lasst. Wenn da-
nach eine lineare Abbildung drei Punkte fest ldsst, muss sie die identische Abbildung sein.

Zwei lineare Transformationen hintereinander ausgefiihrt, ergeben wieder eine lineare
Transformation. Die beiden linearen Transformationen seien

az+b az+ U
cz+d . Y 2(2) dz+d

w=1(z)

Dann ist
~ (aad" +bc)z + (ab' + bd')

(e +dc)z + (b + dd')
Die lineare Transformation, die z erst in w und w dann in u tberfiihrt, bezeichnet man

mit IgIl (Z)

Zum Schluss wollen wir noch nachweisen, dass das
Doppelverhéltnis von vier Punkten A, B, C', D

AC  AD

BC "~ BD
bei linearen Transformationen erhalten bleibt. Den vier
Punkten mégen der Reihe nach die komplexen Zahlen

21, 21, 23, 24 entsprechen. Dann ist der Wert des Dop-
pelverhéltnisses

23 —R1 R4 — A1

23—22‘24—22

Darin wollen wir z, durch z ersetzen und den so
erhaltenen Ausdruck mit D(zy, 2, 23, 2) bezeichnen.
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11 Moébius tiberfiihrt

Zunachst behaupten wir, dass die Gleichung
D('I.Ul, W, W3, w) = D(Zb 29, 23, Z)

eine lineare Transformation w = I(z) darstellt. Die rechte wie die linke Seite sind ndmlich
lineare Transformationen I;(z) bzw. I(z), fir die Ir(w) = I;(z) gelten soll, woraus, auf
beide Seiten I, angewandt,

w=I1,"1,(2)

und damit die Behauptung folgt.

Sowohl I; als auch I, fithren die Punkte 21, 25, 23 bzw. wq, wy, w3 der Reihe nach in oo,
0, 1 iiber, so dass I(z) = I;'I;(z) die Punkte 21,2, 23 der Reihe nach in wy,ws, ws
verwandelt.

Wiére nun I’(z) eine zweite lineare Transformation, die 21, 29, 23 ebenfalls in wq, ws, w3
tiberfiihrt, dann wiirde I'~*I(z) drei Fixpunkte z1, 25, 23 besitzen, wire also die Identitét,
woraus I'(z) = I(z) folgt.

Ist daher I(z4) = wy, dann muss wegen der Gleichwertigkeit von w = I(z) und

D(wy, wy, w3, w) = D(z1, 22, 23, 2) die Gleichung D(wq, wq, w3, wy) = D(z1, 22, 23, 24)

gelten. Das Doppelverhéltnis erwies sich damit linearen Transformationen gegeniiber in-
variant.

Es besitzt genau dann einen reellen Wert, wenn die vier Punkte entweder auf einer Geraden
oder auf einem Kreis liegen. Denn

Z3 — 21 24 — 21

bzw. arg
23 — 29 Z4 — R9

arg

ist der Winkel, den die Vektoren z;z3 und 2523 bzw. 2124 und 2924 miteinander einschlieffen.
Im Falle einer Geraden verschwinden diese Winkel, im Falle eines Kreises betrdgt ihre
Differenz nach dem Peripheriewinkelsatz ein Vielfaches von 2.

Der Wert des Doppelverhéltnisses in trigonometrischer Darstellung hat also offensichtlich
in beiden Féllen einen verschwindenden Imaginarteil.
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12 Halbkreise als Geraden

Es geht diesmal darum, in der euklidischen Ebene Gebilde anzugeben, die mit Recht
als Punkte, Geraden usw. anzusprechen sind, weil sie mit Ausnahme des Parallelenpos-
tulates sdmtlichen Axiomen geniigen, die fir die "gewohnlichen” Punkte, Geraden usw.
gelten. Damit hatten wir dann ein Modell der nichteuklidischen Geometrie, das deren
Widerspruchslosigkeit garantiert, weil ein Widerspruch in diesem Modell zugleich einen
Widerspruch in der euklidischen Geometrie bedeuten wiirde.

Der Franzose Poincaré konstruierte 1882 ein Mo-
dell in der vertrauten euklidischen Halbebene.
Bei seiner Erorterung machen wir von unseren
fritheren Ausfiihrungen tiber Spiegelungen und Dop-
pelverhéltnisse Gebrauch.

Da es sich dabei um Gebilde der euklidischen Halb-
ebene handelt, werden wir zu unterscheiden haben,
ob das Gebilde als Bestandteil der euklidischen
Halbebene oder als Punkt, Gerade usw. des Modells
betrachtet wird.

Das kann durch ein vorgesetztes E bzw. N geschehen,
so dass etwa N-Gerade, wie wir sie gleich definieren
werden, einen E-Halbkreis bedeuten kann.

Wir betrachten die gauflsche Zahlenebene. Thre Punkte mit positivem Imaginarteil sind
unsere N-Punkte. Die N-Punkte von E-Geraden, die senkrecht auf der reellen Achse ste-
hen, sowie die N-Punkte von E-Kreisen mit dem Mittelpunkt auf der reellen Achse sind
unsere N-Geraden. Die E-Kreise, deren Teil eine N-Gerade bildet, sind also zur reellen
Achse orthogonal.

Man sieht sofort, dass es zu einer N-Geraden g und
g einem nicht daraufliegenden N-Punkt unendlich viel
N-Geraden gibt, die ¢ nicht schneiden. Ist ndmlich ¢
Teil einer E-Geraden, dann sind es die N-Geraden, die
man gewinnt, wenn im Schnittpunkt des Mittellotes auf
m | der Strecke PP’ ein E-Kreis errichtet wird.
= Dabei ist P’ ein beliebiger E-Punkt auf der E-Strecke,
die durch den E-Fuflpunkt von P und den Schnittpunkt

der E-Triagergeraden von g mit der reellen Achse
begrenzt wird.

Wenn dagegen g Teil eines E-Kreises ist, dann bestimmen die Mittellote der E-Strecken
PU bzw. PV durch ihre E-Schnittpunkte mit der reellen Achse die Mittelpunkte M und
M’ von zwei E-Kreisen, die N-Parallelen zu g liefern.

Dazwischen verlaufen alle iibrigen N-Parallelen, die auf E-Kreisen liegen mit Mittelpunk-
ten auf der Strecke M M.

Zunéachst tberpriifen wir die Axiome der Verkniipfung. Auf g liegen unendlich viel N-
Punkte und durch einen N-Punkt gehen unendlich viel N-Geraden. Auch das dritte Ver-
kniipfungsaxiom ist erfiillt, denn durch zwei N-Punkte geht stets genau eine N-Gerade.
Sie ist entweder die E-Tragergerade der beiden Punkte, oder sie wird mit Hilfe der uns
schon geldufigen Konstruktion eines Mittellotes bestimmt.
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Die E-Anordnung von Punkten iibernehmen
wir fiir die N-Anordnung. Dann folgt unmit-
telbar, dass alle Anordnungsaxiome erfiillt
sind, insbesondere auch das Axiom von
Pasch:

Wird eine Seite eines Dreiecks von einer Ge-
raden geschnitten, die durch keinen Eckpunkt
geht, dann schneidet die Gerade genau eine
der beiden iibrigen Seiten.

Als N-Winkel zweier N-Geraden und ihre Breite S
iibernehmen wir den E-Winkel und seine Breite, unter
dem sich die betreffenden E-Geraden und E-Halbkreise
schneiden.

Das Spiegeln einer N-Geraden an einer N-Geraden
bedeutet eine Spiegelung entweder an einer E-Geraden
oder an einem E-Kreis. Dabei bleiben die Winkel
erhalten, so dass unsere rechten Winkel wieder in rechte
Winkel iibergehen. Das FErgebnis des Spiegelns ist
folglich wieder eine N-Gerade.

Damit sind wir in der Lage, Kongruenzen zu definie-
ren. In der euklidischen Ebene heiflen zwei Strecken
kongruent, wenn sie durch Bewegen der starren Ebene
zur Deckung gebracht werden koénnen. Die Rolle dieser
Bewegungen tibernehmen in unserem Modell die Spiege-
lungen, sei es an einem E-Kreis oder an einer E-Geraden.

Wie steckt man nun auf einem vorgegebenen N-Strahl s von dessen Anfangspunkt A’ die
N-Strecke AB ab?

Zunéchst kann A durch Spiegelung in A’ iiberfiihrt werden. Dabei sind zwei Félle zu un-
terscheiden. Besitzen A und A’ von der reellen Achse denselben E-Abstand, dann spiegelt
man am E-Mittellot der E-Strecke AA’. Andernfalls schneidet die E—Gerade durch A
und A’ die reelle Achse im Punkt M.

Schlagt man um M einen E-Kreis mit dem Radius v MA - M A’, dann geht durch Spie-
gelung an diesem A in A" und der Punkt B in B” tiber. A liegt dabei auf s, B” aber
nicht.

Eine weitere Spiegelung an der Winkelhalbierenden des Winkels mit den Schenkeln s
und der N-Geraden durch A" und B” lasst A" unverdndert, wiahrend sie B” in B’ auf s
iberfihrt.

Es fragt sich nur, ob man durch andere Spiegelungen nicht eine davon verschiedene Losung
erhalten kénnte. Dem ist nicht so.

Liegt zunachst die N-Strecke AB auf einem E-Kreis, der die reelle Achse in den Punkten
U und V schneidet, dann betrachte man das Doppelverhéaltnis D(U,V, A, B). Bei Spiege-
lungen bleibt es, wie wir von frither her wissen, invariant. Dadurch ist aber B’ eindeutig
festgelegt.

Liegt dagegen die N-Strecke AB auf einer E-Geraden, welche die reelle Achse im Punkt U
schneidet, dann betrachtet man das einfache Verhaltnis AU : BU, das aus D(U,V, A, B)
im Sinne der Auffassung von Geraden als Kreisen mit unendlichem Radius fiir V' — oo
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. VA
hervorgeht, weil dann VB — 1.

Bezeichnet man die Kongruenz von N-Strecken durch Gleichheitszeichen (fiir N-Winkel
besteht ja tatsichliche Gleichheit), dann ldsst sich der erste N-Kongruenzsatz wie folgt
einsehen.

Essei AB=A'B'", AC=A'C', /BAC = /B'A'C".

Man fithrt zunédchst die N-Strecke AB durch Spiegelungen in die N-Strecke A’B’ iiber.
Da die Winkelbreiten dabei erhalten bleiben, kommt die N-Strecke AC' auf den N-Strahl
A'C’ zu liegen, oder sie liegt auf der anderen Seite von A’'B’.

Im letzteren Fall fiihrt sie eine weitere Spiegelung an A’B’ auf den N-Strahl A’C’". Wegen
AC = A'C' koinzidieren dann die Punkte C' und C’. Die Dreiecke ABC und A'B'C’
erweisen sich damit in allen iibrigen Stiicken ebenfalls kongruent.

Um dabei eine Ahnlichkeit mit der euklidischen Geometrie herzustellen, sei darauf hin-
gewiesen, dass deren Bewegungen - das Aufeinanderlegen - durch Spiegelungen erzeugt
werden konnen.

Das N-Winkelmafl haben wir bereits eingefiihrt. Es ist das E-Mafl des Winkels. Es fehlt
aber noch ein N-Léngenmaf} fiir N-Strecken. Zunachst muss es bei N-Bewegungen, also
bei E—Spiegelungen, unveréndert bleiben. Es muss aber auch noch additiv sein. Darunter
ist folgendes zu verstehen.

Liegen zunéchst die N-Punkte A, B, C' auf einem E-Kreis, der die reelle Achse in den
Punkten U und V schneidet, in der N-Reihenfolge, die ja zugleich E-Reihenfolge ist, U,
A, B, C, V, dann muss die Summe der N-Langen der N-Strecken AB und BC' gleich der
N-Lénge der N-Strecke AC' sein. Nun gentigt das Doppelverhéltnis D(U, V., A, B) zwar
der ersten Forderung, nicht aber der zweiten, es sei denn wir nehmen den Logarithmus
InD(U,V, A, B).

Dann ist

InD(U,V,A,B)+InD(U,V,B,C) = (hlUA +anB) + (anB —anC)

VA VB VB VC
UA uc
—lnﬁ —lnﬁ —lnD(U,‘/,A,B)

Handelt es sich dagegen um N-Punkte auf einer E-Geraden, welche die reelle Achse im
Punkt U schneidet, und ist die Reihenfolge der Punkte darauf U, A, B, C, dann gilt
UA

UA UB
lnﬁjtln% =(InUA—-InUB)+ (mUB —-InUC) —ln%

| '\
: Ve

Unsere N-Lénge erwies sich damit in
beiden Féllen additiv. So viel moge
geniigen, um den Sinn der scheinbar un-
sinnigen Uberschrift, welche iiber dieser
Plauderei steht, aufzuhellen.
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Nachdem Klein 1871 ein Modell
der  hyperbolischen  Geometrie
innerhalb der projektiven Geome-
trie und Poincaré innerhalb der
euklidischen Geometrie konstruiert
hatte, war es eine folgerichtige
Entwicklung, wenn Hilbert um die
Jahrhundertwende ein Modell der
euklidischen Geometrie innerhalb
der Arithmetik angab.

Bei einem Modell geht es richtig gesehen nicht so sehr darum, eine andere Interpretation
fir Grundbegriffe und Relationen zu schaffen, als vielmehr um die Einsicht, dass ein
Widerspruch, der bei der urspriinglichen Interpretation auftreten wiirde, sich auf die neue
Interpretation iibertragt und damit zu einem Widerspruch im System fiihrt, in dem die
neue Interpretation erfolgte.

Bei dem Modell von Poincaré wiirde das besagen:

Wenn die hyperbolische Geometrie nicht widerspruchsfrei ist, dann gibt es in der eukli-
dischen Geometrie Widerspriiche. Und weiter bei dem arithmetischen Modell der euklidi-
schen Geometrie, die Hilbert angab, wiirden Widerspriiche in der euklidischen Geometrie
Widerspriiche in der Arithmetik aufzeigen. Soweit die Widerspruchsfreiheit der Arith-
metik feststeht, ist damit zugleich die Widerspruchsfreiheit der euklidischen Geometrie
gesichert.

Denkt man weiterhin an das Modell von Poincaré, dann ist zugleich die Widerspruchs-
freiheit der hyperbolischen Geometrie gewéhrleistet. Wie man sieht, geht es jedesmal um
die Zuriickfithrung auf die Widerspruchsfreiheit einer bereits als makellos geltenden Dis-
ziplin.

Die analytische Geometrie weist den Weg zum arithmetischen Modell der euklidischen
Geometrie. Dementsprechend nennen wir ein geordnetes Paar (z,y) von reellen Zahlen
einen Punkt. Fiir x # y ist also (x,y) # (y,z). z und y heiflen Koordinaten des Punktes,
der gelegentlich durch einen grofien Buchstaben bezeichnet wird.

Die Gesamtheit aller Punkte, deren Koordinaten die li-
neare Gleichung

pr+qy+r=20

erfiillen, heif}t eine Gerade, wenn p und ¢ nicht gleichzei-
tig verschwinden. Dieselben Punkte geniigen auch noch
der Gleichung cpx + cqy + cr = 0, mit ¢ eine beliebige
== . reelle Zahl bezeichnet, die hier die Rolle einer multipli-
kativen Konstanten spielt.
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Geniigen die Koordinaten eines Punktes der Gleichung einer Geraden, dann sagt man,
der Punkt liegt auf dieser Geraden, oder auch, diese Gerade geht durch den Punkt.
Durch geeignete Wahl von p, ¢, r kann man erreichen, dass unendlich viel Geraden durch
einen vorgegebenen Punkt gehen. Auflerdem besitzt die Gleichung einer Geraden unend-
lich viel Losungen (z,y), so dass unendlich viel Punkte auf einer vorgegebenen Geraden
liegen. Weiter gibt es auch unendlich viel Punkte, die nicht auf ihr liegen, deren Koordi-
naten also die linke Seite nicht verschwinden lassen.

Die ersten beiden Axiome der Verkniipfung in der Terminologie von Hilbert sind damit
erfiillt.

Das dritte Axiom dieser Gruppe verlangt, dass durch zwei verschiedene Punkte (z1, ;)
und (z9,y2) genau eine Gerade geht. Das trifft ebenfalls zu, denn diese Gerade ist bestimmt
durch

P=Y — Y2 q = Ty, T2, = 2Z1Y2 — T2Y1
Aus pxy + qy1 + r = 0 folgt nadmlich
—r—pn
Y1
Wird dieser Ausdruck in pze 4+ qy2 + 7 = 0 eingesetzt, so ergibt sich

q:

p(l’lyz - 362y1) = 7’(3/1 - y2)

Nun ist die Gleichung der Geraden nur bis auf eine multiplikative Konstante bestimmt, so
dass man eine der Koeffizienten p, ¢, » nach Belieben vorschreiben darf. Wir entscheiden
uns fiir r, und zwar soll r den Wert x1y2 —x2y; haben. Dann folgt aus der letzten Gleichung
p = y1 — yo. Ahnlich gewinnt man ¢ = z1 — x5.Aus

p(zo +qt) + q(yo — pt) +7 = pxo + qyo + 7

folgt, dass mit (zg,yo) zugleich (xg + qt,yo — pt) auf der Geraden liegt. Der Parameter ¢
darf dabei jeden reellen Wert annehmen, —oo < t < 0.

Liegt x,,y.) ebenfalls auf der Geraden, und zieht man die Gleichung pz, + g, * +r =0
von der Gleichung pzg + qyo + r = 0 ab, dann hebt sich r weg, und es gilt —p(z¢ — z.) =
q(Yo — y«). Setzt man fur

L0 7 T t. dann folgt Yo = Y
q —p

=t,
Dabher ist
Ty = T + gt ; Y = Yo — Pl

oder in Worten: Die Parameterdarstellung erfasst alle Punkte
der Geraden.
Da in den beiden Parameterdarstellungen

r =9+ qt, y=y-—pt und

T =Ty +qT, Y = Ys + DT

derselben Geraden t = t, — 7 ist, entsprechen sich t; < ty < t3
und 73 < T < T3 gegenseitig, so dass man die Punkte mit
Hilfe einer beliebigen der Parameterdarstellungen ordnen
kann und die Relation "zwischen” erhalten bleibt.
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Die Punkte mit ¢ > 0 bilden einen, die Punkte mit ¢ < 0 einen zweiten Strahl, die beide
durch den Punkt (z¢,yo) erzeugt werden.

Die Gerade px + py + r = 0 bestimmt zwei "Halbebenen”. In der einen ist die linke Seite
positiv, in der anderen negativ. Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen folgt
sofort, dass die Verbindungsgerade von zwei Punkten aus je einer Halbebene die Gerade
schneiden muss.

Damit sind wir bei der zweiten Gruppe von Axiomen angelangt, bei denen der Anordnung,
die auf Pasch zuriickgehen. Obschon sie zum Aufbau der Geometrie unentbehrlich sind,
sucht man sie bei Euklid vergebens.

Sind (x1,y1) und (9, yo) zwei Punkte auf einer Geraden, dann folgt aus

pr1+qyy +r =20 und pra+qya +1r =10

wenn die erste Gleichung mit A, die zweite mit 1 — A\ multipliziert und zur ersten addiert
wird, die Gleichung

pAT1 + (1 = A)za] + q[Ays + (1 = A)ya] +7 =0
aus der hervorgeht, dass fiir —oco < A < oo jeder Punkt
(Azxy 4+ (1 = XN Ayr + (1 — X)yo)

auf der Verbindungsgeraden von (x1,y;) und (x9,ys2) liegt. Jeder Punkt (z,y) der Verbin-
dungsgeraden kann aber auch wirklich so dargestellt werden. Man hat nur fiir P A zu
setzen. Daraus folgt fiir x der Wert

Az + (1 — Ny

Wird dieser Wert fiir x in die Gleichung der Geraden eingesetzt, so folgt durch Vergleich
mit der letzten Gleichung

qy =a[Ay1 + (1= A)y]  sodass  y=Ayi+ (1 - Ay

gilt. Insbesondere liefern die Werte von A zwischen 0 und 1 die Strecke mit den Endpunkten
(z1,y1) und (x2,ys). Denn mit

To2 —T1
q

T4 qty = Axy + (1 — Mo folgt t=(1-2X)

Fiir die rechte Seite wollen wir ¢(\) schreiben. Nach unserer Definition der Relation "zwi-

schen” kommt es bei der Strecke mit den Endpunkten (z1,y;) und (x2,y2) auf diejenigen
Werte von 1 an, die zwischen ¢(1) = 0 und ¢(0) = e liegen. Diese erhélt man aber,

wenn man fur A alle Werte zwischen 0 und 1 einsetzt.

Werden die Punkte (x1,y;) und (2, y2) mit P, und P, bezeichnet, dann schreibt man fiir
die Gerade, die diese beiden Punkte miteinander verbindet, gebildet von den Punkten

(Az1+ (1 =Nz, Ayr + (1= N)ya) —00 <A< 00

abgekiirzt
AP L+ (1= MNP, —00 < A < 00

64



13 Makellos

Eines der Anordnungsaxiome tragt den Namen von Pasch. Um die Giltigkeit dieses
Axioms in unserem arithmetischen Modell nachzuweisen, sei px + qy + r = 0 eine Gerade
g, die durch keinen der Punkte A = (a,d’), B = (b,V'), C = (¢, ) geht, so dass keiner der
Ausdriicke

pa+qa +r : pb+qb +r : pc+qcd +r

verschwindet. Ihre Werte seien der Reihe nach mit w, w’, w” bezeichnet. Die Schnittpunkte
von g mit den Verbindungsgeraden AB, BC, C'A seien, soweit vorhanden,

A+ (1 - )N)B; uB+ (1 —p)C; vC+(1—-v)A
Werden die Gleichungen
w=patqd+r 5w =pb+qb+r
mit A bzw. 1 — X multipliziert und addiert, so folgt
Aw + (1 = Nw' = p[Aa+ (1 — N)b] + g[Aa’ + (1 = NV] +r

Die rechte Seite verschwindet aber, da der
Punkt

(Aa+ (1 = N)b, A’ + (1 = N\)b)
auf ¢ liegt. So erhalten wir schlieflich
Aw+ (I=Nw' =0

Ahnlich gewinnt man die Gleichungen, die eben
von unserer Sekretéirin abgeschrieben werden:
Nun geht das Axiom von Pasch von der
Annahme aus, dass ¢ eine der drei Verbin-
dungsstrecken AB, BC, C'A trifft. Es sei dies
die Strecke AB.

Das Axiom behauptet dann, dass genau eine der beiden anderen Strecken, also entweder
BC oder C'A, von g ebenfalls getroffen wird. Dabei geht g durch keine der Ecken A, B,
C.

Ist zunachst w’ = w”, dann kann
pw' + (1 — p)w” =w" #0
fiir kein p verschwinden, dagegen geniigt dann v = 1 — X\ der Gleichung
vw"+ (1 =v)w=(1-ANw 4+ w=0

Weil dabei mit 0 < A < 1 zugleich 0 < v = 1 — XA < 1 ausfillt, schneidet g die Strecke
CA. Fiur w = w” wiirde g die Strecke BC' schneiden.

Wenn aber w, w’, w” paarweise verschieden sind, dann haben die mit ihnen angesetzten
Gleichungen alle drei die Losungen

/ "

A:

w' —w
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Da weiter nach unserer Annahme 0 < A < 1 sein soll, trifft zugleich 0 < 1 — X < 1, so

dass der Bruch N positiv ausfallt. Nun ist

1—=X 1—p 1-v

S ) ) () -

Damit die linke Seite negativ ist, muss entweder der zweite oder der dritte Faktor positiv
sein, da der erste Faktor bestimmt positiv ist.

Das besagt aber, dass eine der beiden Zahlen p oder v
zwischen 0 und 1 liegt, die andere jedoch nicht. Damit
ist das Axiom von Pasch aus dem Jahr 1882 in vollem
Umfang bewiesen.

Da dieses Axiom auch fiir die nichteuklidische
Geometrie unerldsslich ist, war das Vorgehen ihrer
Entdecker um 1830 nicht einwandfrei. Selbst ein
Gaufl war dabei nach Zeugnis der Jahreszahlen nicht
unfehlbar.

Das letzte der Anordnungsaxiome verlangt, dass
zwei aneinanderliegende Strecken auf einer Geraden
wieder eine Strecke bilden. Das folgt sofort aus der
Parameterdarstellung der Geraden.

Der Abstand von zwei Punkten (x1,y;) und (x,y2) wird durch die nichtnegative Qua-
dratwurzel aus

(71— 22)* + (11 — v2)°
definiert. Er heifit auch Lange der Strecke mit den Endpunkten (z1,y;) und (22, y2). Wird
die Parameterdarstellung der Geraden etwas abgedndert als

(ZL’O + CLt, Yo + bt)

geschrieben, dann betrigt der Abstand der beiden Punkte A und A’, die den Parameter-
werten t und ¢’ entsprechen,

Vat —at')? + (bt —bt')? = (' — t)Va® + 02

Ist daher A” ein weiterer Punkt auf der Geraden, der dem Parameterwert t” entspricht,
dann ist nach

(t'—=t)Va?+ 02+ (" —t')Va2+ b = (t" —t)Va? + b?
die Lénge von AA” die Summe der Langen von AA" und A’A”. Zwei Strahlen s und s’
(o +at,yo+bt) und  (zo+at,yo+bt') t>0

mit dem gemeinsamen Anfangspunkt (xo, 7o) bilden einen Winkel (ss’) oder auch (s's).
Sind g bzw. ¢’ die Geraden, denen s bzw. s’ angehoren, dann bilden die Punkte, die auf
derselben Seite von g liegen wie s’ und zugleich auf derselben Seite von ¢’ wie s, das Innere

des Winkels (ss').
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Da (x¢+at, yo+0bt) mit beliebigem ¢ alle Punkte der Geraden g liefert, folgt aus z—x¢ = at
und y — yo = bt nach Multiplikation mit b bzw. —a und Addition als Gleichung fiir ¢

b(x —x0) —aly —y0) =0
und entsprechend als Gleichung fiir ¢’
b(z —x0) —d'(y —y0) =0

Die Punkte (z;a’t,yo + 0't) in die vorletzte Gleichung eingesetzt, ergeben das richtige
Vorzeichen der Halbebene, in der s’ liegt, so dass ba't — ab't und b(x — xy) — a(y — yo)
dasselbe Vorzeichen haben. Da t dabei positiv ist, muss der Quotient

b(x - xo) - a(y - yo) _
ba’ — ab’

positiv sein. Ahnlich folgt, dass auch der Quotient

(e — o) — 'y =) _
ba— a'b

positiv ist. Fiir das Innere des Winkels miissen beide Quotienten zugleich positiv ausfallen.

Aus der vorletzten Gleichung folgt
b(x — xy) — o(ba’ — ab’)

a

Y=Y =
Wird das in die letzte Gleichung eingesetzt, erhalten wir
ab/ (x — xg) — a'b(x — x) + od’(ba’ — ab’) = pa(t'a — ab')
also

—(ba" — ab')(x — z¢) + od'(ba' — ab’) = pa(b'a — ab’)

und nach Kirzen durch ba” — ab’ folglich

r=x0+ap+do, p<0,0>0 (*)

entsprechend auch
y=1yo+bp+bo, p<0,0>0 (*)

Umgekehrt liegt fur alle p > 0, 0 > 0 jeder dieser Punkte im Inneren von (ss), weil dann
beide Quotienten

b(x —xo) —aly —yo)  (ba —ab)p+ (ba’ — a'b)o

ba’ — a’b - ba’ 4+ a'b — ¢
V(e —mxo) —d(y—y) (Ba—dbp+ (Vd —adb)o
ba’ — a’b N ba’ 4+ a'b —r

positiv ausfallen. Das Formelpaar (x) stellt also genau das Innere des Winkels (ss’) dar.
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Wir betrachten noch einen dritten Strahl s”
(zo + a"t,yo + 1"t) t>0

mit demselben Anfangspunkt (zg,yo) und nehmen an, dass s’
im Inneren des Winkels (ss”) verlauft. Dann mussen sich, wie
wir eben erkannten, alle Punkte (zq + a't, yo + b't) mit ¢ > 0,
¥ also insbesondere fiir ¢t = 1 der Punkt (2o +a’,y— +¥'), in der
Form (x¢ 4+ ap + a"o,yy + bp + V/o) mit geeigneten positiven
p* und o* darstellen lassen. Das besagt aber

{k‘,J}’OJ

" %

a = ap*+a’o* und V' = bp* + b"o*. Nun stellen

(xo + at, yo + bt) und (xo + ap™t,y bp™t) t>0
(xo +a"t,yo + V't) und (xo + a"o*t,y, b"o"t) t>0

denselben Strahl s bzw. s” dar, so dass wir statt a und b bzw. a” und 0" auch ap* und
bp* bzw. a”"o* und b”c* verwenden diirfen. Wir wollen fir diese neuen Werte die alten
Bezeichnungen a und b bzw. a” und 0" gebrauchen.

Das Innere von (ss’) besteht dann aus allen Punkten mit den Koordinaten

o+ ak+ (a+a")\,  yo+ bk + (b+ ")\ k>0,A>0 (+)

das Innere von (s's”) aus allen Punkten mit den Koordinaten
o+ (a+ad\p+dv, yo+ O+ )pu+0"v; w>0,v>0 (++)

das Innere von (ss”) aus allen Punkten mit den Koordinaten
zo+ap+ad'o, yo+bp+b'o; p>00>0 (+++)

Wie man unmittelbar erkennt, befinden sich alle Punkte aus (+) und (++) unter denen
von (+ + +), zu denen noch die Punkte auf s’ gehoren, die aus den Punkten von (+ + +)
durch p = o hervorgehen.

Damit ist auch das Axiom erfiillt, das verlangt, dass zwei
Winkel aneinandergelegt einen Winkel erzeugen, dessen In-
neres aus dem Inneren der beiden erzeugenden Winkel und
ihrem gemeinsamen Schenkel besteht.

Um ein Winkelma$ fiir (ss’) einzufithren, erinnern wir uns
an die Ungleichung von Cauchy

(aa'+bb’)2 Z (a2+b2)(a/2+b/2)

Daraus folgt mit den positiven Quadratwurzeln sofort

/ /
1< aa’ + bb <41
\/(12 +b2\/a/2 +b/2
so dass man die Bruch cosw gleichsetzen und damit fiur (ss’) ein Winkelmafl w einfithren
kann. Es folgt dann zunéchst
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aa’ + bt
Va2 + b2va? + b2
weil diese Aussage mit der Gleichung cos? w+sin® w = 1 gleichwertig ist, die fiir die beiden
Quotientenausdriicke zutrifft.

Da auf Grund unserer Erklarung Winkel nie grofler als 7 ausfallen, ist das im Ausdruck
fiir den Sinus dadurch zu berticksichtigen, dass der Zahler als Absolutwert eingesetzt wird.

=sinw

EcH Der endgiiltige Ausdruck lautet daher
. lab’ — a’b|
sinw =
5 Va2 +03/a? + b2

Sind s, s, s” die drei Strahlen von vorhin und be-
s — 5 gzeichnen w, W', w” die Mafle der Winkel (ss'), (s's"),
0, ¥0) (ss") = (s"s), dann gilt

a(a+a")+b(b+b") _ |ab” — a”b|
cosw = ; sinw =

VA + R\ J(a+a2+ (b+b)2 VaZ T (a+a")2 + (b+ )2

. (a + CL”)CLH 4 (b 4 b”)b” ' . \ab” _ a”b\
COSwW = ) SiInw =
/a//2 + b”?\/(a + a//>2 + (b + b//)2 /a//2 + b”?\/(a + a//>2 + (b + b//)2
. a// 4 b// ‘ . |ab” o a”b|
COSwW = 3 SInw =

o \/a”2 ¥ b”2\/a2 T2 o \/au2 ¥ b”2x/a2 T2
Berechnet man damit die Ausdriicke sin w cos w’ 4 cos w sin w’ und cos w cos w’ — sin w sin w’

dann ergibt sich deren Gleichheit mit den Ausdriicken fiir sinw” und cosw”. Mit Hinblick
auf die Additionstheoreme fiir den Sinus und Cosinus besagt das aber

sin(w+w') =sinw”  und cos(w + w') = cosw”

woraus w 4w’ = w” folgt, oder in Worten: Die Mafle aneinanderliegender Winkel addieren
sich.

Es wéren nur noch einige wenige Axiome nachzupriifen.

Uber diese Axiome selbst orientiert man sich am besten an deren Zusammenstellung am
Schluss dieses Buches oder in dem Buch von Perron "Nichteuklidische Elementargeometrie
der Ebene”; in welchem vor allem die hyperbolische Geometrie behandelt wird. Bis auf
eines der ausstehenden Axiome erfordert das Nachpriifen lediglich Rechnungen, die aus
der analytischen Geometrie hinlédnglich bekannt sein diirften.

Allein das Parallelenaxiom werde hier noch behandelt:
(',y") und (z”,y") seien zwei Punkte. Der Strahl s moge
vom ersten Punkt ausgehend, den zweiten Punkt treffen:

s= (" +@" =2ty + ' —y)t) >0

der Strahl s’ im ersten Punkt beginnen:

s'= (' +dt,y +bt) t>0
der Strahl §” vom zweiten Punkt ausgehend, den ersten Punkt treffen:

s — (JI// + (J}/ _ x/l)t7 y// + (y/ _ y")t) £>0
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schliefllich der Strahl s” im zweiten Punkt beginnen:
8/// — (x// + a//t’ y// + b//t) t > O

Die Strahlen s und s sollen auf derselben Seite der Verbindungsgeraden durch (z',y’)
und (2”,y") mit der Gleichung

(yl _y/l)x+ (x// _x/)y+x/y// _x//y/ — 0

verlaufen. Damit wird verlangt (fir x und y die Punkte von s und s” eingesetzt), dass
die linke Seite

(y/ _y//)(x/+a/t) + (x// _x/>(y/+b/t) +x/y//_x//yl
bZW. (y/ _ y/l)(x// + a”t) + (I” _ x/)(y// + b”t) + x/y// o x//y/

fiir alle positiven t dasselbe Vorzeichen haben muss. Ausmultipliziert verwandeln sich diese
Ausdriicke in

[a/(yl _ y//) _|_ b/(x// _ x/)]t bZW. [a//(y/ _ y//) _|_ b//(l’// _ :L’/)]t

Die mit p’ und p” bezeichneten eckigen Klammern sollen also dasselbe Vorzeichen haben.
Bezeichnet man die Winkel (ss’) bzw. (s”s”) mit w bzw. &', so gilt

(x// _ a:/)a/ + (y// _ y’)b’

COSW =
\/m\/(x//_x/)2+(y//_y/)2
niod o V(' — "
cose) — a’(z' — ") + V"(y" — y")

\/W\/(ZL‘/ _ :13”)2 + (y/ _ y//)Z

Zu beweisen haben wir: Fiir w + w’ < 7 schneiden sich die Strahlen s’ und s”.
Nun folgt fiir « < 7 und § < 7 aus o < 3 die Ungleichung cos o > cos . Die Ungleichung
w—+ w' < min der Form w < 7 — w’ geschrieben, liefert

cosw > cos(m —w') = — cosw’

womit die Forderung w + w’ < 7 die Gestalt cosw + cosw’ > 0 angenommen hat.

Zunéchst behaupten wir, dass a’'b” — a”b' nicht verschwinden kann. Sonst wére a” = da/q
/!

und b = b'q, und weil p’ und p” dasselbe Vorzeichen haben, wegen 1209/ = ¢ der Faktor ¢

positiv. Werden die Werte a’q bzw. b'q fir ¢’ und b” in die Formeln fiir cosw’ eingesetzt,
wiirde sich
cosw = — cosw

also cosw + cosw’ = 0 ergeben, im Widerspruch zu cosw + cosw’ > 0.
Die beiden Gleichungen, durch die p’ und p” eingefithrt wurden, kénnen dann nach ' —z”
und 3’ — " mit dem Ergebnis

;o a//p/ _ a’p” b b//p/ _ b/p//
z T = a't! — a'b' ’ Y ¥y = a'b' — a'b
aufgelost werden. Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in die Formeln fiir cos w und cosw’,
folgt nach umstédndlicher, aber elementarer Rechnung

’ YouTy) Y2 — a’a’4+b't"
p a Va2+b2
cosw + cosw’ = v ozt
a'bt! —a \/(m’ — "2+ (y — y")?
7] 7] a'a’+b'b
4 vV a + b - 12112
Vva'’?+b

+ ab’ —a't \/(x’ — "2+ (yf — )2
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Nun sind wegen der Ungleichung von Cauchy die Zéhler
des jeweiligen zweiten Faktors positiv und damit auch
der jeweilige zweite Bruch. Da weiter p’ und p” dassel-
be Vorzeichen haben, muss dieses mit dem Vorzeichen
von a'b” — a”b’ ibereinstimmen, damit die rechte Seite
positiv ausfillt. In diese letzte Forderung hat sich die

urspriinglich geforderte Ungleichung w + w' < 7 verwan-
delt.

Damit sind wir am Ziel. Denn ein gemeinsamer Punkt
der Strahlen s’ und s, eben ihr Schnittpunkt, errechnet
sich aus den Gleichungen

¥ +adt=2"+d"v  und y + b0t =vy" +b"u

zu
1/ /

o p LD
- a't! — o't ’ - a'b! — o'y
"

t

mit positiven Werten fiir ¢ und u. Die beiden Strahlen s’ und s” schneiden sich also wirk-

lich, wie es das Parallelenpostulat von Euklid verlangt.

Unser arithmetisches Modell gentigt danach sémtlichen Axiomen. Da alle Sétze der eukli-
dischen Geometrie aus diesen Axiomen ableitbar sind, kann sich kein Widerspruch in der
Schulgeometrie einstellen, denn er miisste sich im arithmetischen Modell widerspiegeln
und damit zu einem Widerspruch in der Arithmetik selbst fithren.
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Gerade und Ebene kénnen sich vom Raum
wesentlich abweichend verhalten. Schon
seit 1833 war bekannt, dass zwei Poly-
gone gleichen Inhalts immer so zerlegt
werden konnen, dass die Teile paarweise
kongruent ausfallen. Dehn gelang dagegen
der Nachweis, dass das fiir Polyeder nicht
mehr zutrifft.

Einen weiteren Unterschied liefert die von
Lebesgue 1904 aufgeworfene Frage nach
einem additiven Maf3.

Auf der Geraden und in der Ebene gelingt es, wie Banach 1923 nachwies, fiir jede Punkt-
menge ein nichtnegatives Maf zu definieren, das fiir die Vereinigung von zwei disjunkten
Mengen die Summe der beiden Mafle, also additiv ist, und fiir Strecke und Quadrat als
Maf} die Lange bzw. den Inhalt darstellt.

Wie Hausdorff dagegen bereits 1914 erkannte, gelingt das im Raum nicht.

Den Grund dieses Unterschiedes von Gerade und Ebene einerseits, vom Raum andererseits
erkannte erst 1929 der amerikanische Mathematiker ungarischer Herkunft von Neumann
in Bezug auf das Mafl in der Auflosbarkeit bzw. Nichtauflosbarkeit der entsprechenden
Bewegungsgruppen.

Er wies auch darauf hin, dass andere Probleme, denen andere Gruppen zugrunde liegen,
sehr wohl im Raum losbar, in der Ebene dagegen unlosbar ausfallen kénnen.

Der Unterschied liegt also nicht an der Dimensionszahl, wie es zunéchst vielleicht den
Anschein hatte.

Nach der Einordnung des Ergebnisses von Dehn in diese Ubersicht wenden wir uns dem
Beweis seiner Behauptung zu, einem Beweis, der 1903 von dem Russen Kagan und an
einer Stelle 1927 von dem Amerikaner Forder inzwischen erheblich vereinfacht werden
konnte. Neuerdings befasste sich damit vor allem der Schweizer Hadwiger sehr eingehend
in seinem Buch "Vorlesungen tiber Inhalt, Oberfliche und Isoperimetrie”.

Wir erinnern an die Definition des Kantenwinkels, den zwei Ebenen, die sich schneiden,
miteinander bilden. Man versteht darunter den Winkel, den zwei Strahlen einschlieflen,
die von einem Punkt der Schnittgeraden ausgehend, senkrecht zur Schnittgeraden in je
einer der Ebenen verlaufen.

Es seien P und P’ Polyeder, die in paarweise kongruente Teilpolyeder P, ..., P, bzw. Pj,
..., P, zerlegt werden konnen,
PP, . P,=P

Man kann das so auffassen, dass aus den Teilpolyedern P, ..., P, einmal P, ein andermal
P’ zusammengesetzt werden kann.

Die Eckpunkte von P; bis P,, die auf einer Seitenfliche von P; liegen, bestimmen ein
Streckennetz, das aus Kanten und Kantenstiicken von ; bis P, besteht.

Diese Strecken mogen Elementarstrecken heiflen. Verlaufen sie im Inneren der Seitenflache
von P; dann ordnen wir ihnen den Winkel 7 zu, sonst aber den entsprechenden Kanten-
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winkel des Polyeders P;.

Bei dem Zusammenbau von Py, ..., P, zu P kommen gewisse Elementarstrecken in die
Kante k; von P mit dem Kantenwinkel o; zu liegen. Die Gesamtheit dieser Elementar-
strecken liefert einen Beitrag n;o;, wobei n; eine natiirliche Zahl ist.

Andere Elementarstrecken geraten beim Zusammenbau in das Innere von P. Sie liefern als
Gesamtbeitrag ein Vielfaches von 27. Die Elementarstrecken schliellich, die im Inneren
von Seitenfléchen des Polyeders P verlaufen, liefern als Gesamtbeitrag ein Vielfaches von
7. Zusammengerechnet ergibt das fiir P die Summe

nioay + ... +ngag + N

WO nq, ..., Nk, N natiirliche Zahlen sind und aq, ..., ap sdmtliche Kantenwinkel von P be-
zeichnen.
Da aber dieselben Polyeder P; bis P, anders zusammengefiigt P’ ergeben, folgt, dass die
P’ entsprechende Summe
nyay + ... +n,.a + N'r

bis auf ein Vielfaches von 7w der Vorhergehenden gleich sein muss. Es gilt also die vom
Franzosen Bricard 1896 angegebene und von Dehn 1900 noch recht umsténdlich bewiesene
Gleichung

niay + ... + npag = njay + ...+ nl ol + N

fiir zerlegungsgleiche Polyeder P und P’, wobei N* eine ganze Zahl bezeichnet.

Mit Hilfe der letzten Gleichung kann man einsehen, dass ein reguliares Tetraeder und
ein Wiirfel von gleichem Volumen nicht zerlegungsgleich sind. Den Nachweis fiihren wir
indirekt.

Samtliche Kantenwinkel des Tetraeders haben dieselbe Grofie 19, simtliche Kantenwinkel
des Wiirfels dieselbe Grole w. Waren nun Tetraeder und Wiirfel zerlegungsgleich, dann
miisste, fiir oy, ... den Winkel 9, fir of, ... den Winkel 7 eingesetzt, eine Gleichung

r) = smw

mit den natiirlichen Zahlen r und s bestehen. Daraus wirde weiter tan 279 = tan s-27 = 0
folgen, oder g = ¢ und 2r = n gesetzt, tan 2ap = 0.

Die Seitenflachen eines reguléren Tetraeders sind gleich-
seitige Dreiecke. Errichtet man daher auf einer Kante
die Hohen in den anliegenden Dreiecken, dann betrigt
die Lange dieser Hohen nach dem Pythagoras

Lol VB
4 2

fiir die Kantenlénge den Wert 1 angenommen. Der von
den beiden Hohen eingeschlossene Winkel, unser 4,
berechnet sich aus dem Dreieck, das die beiden Héhen
und die gegeniiberliegende Kante bilden.

Die Hohe dieses gleichschenkligen Dreiecks betragt zunéchst wieder nach dem Pythagoras

_ V2

92

3

4

B |




14 Aussichtsloses Zerlegen

mit schlieSlich
tan o =

w‘&‘w\»—\
5l-

Da gilt tan 2ny = 0, folgt
cos 2np = cos 2np(1 +i - 0) = cos 2np(1 + i tan 2np) = cos 2ne + i sin 2np

. 2n
= (cos ¢ +isin p)* = cos™ p(1 + itan v)*" = cos®™ @ (1 + Z)

V2
. 2n
. K3 _ cos 2nep
( V2 ) cosp

reell ausféllt. Das heifit, der Imaginéarteil in

(o)

verschwindet. Nach dem Binomialsatz entwickelt, lautet der Imaginérteil, vom Faktor -

V2
abgesehen,
2n 2n }+ 2n i n 2n 1
1 3 )2 5)2% 7 2n — 1) 2n—1

Da dieser Ausdruck verschwinden soll, muss dasselbe fiir seine Vielfachen zutreffen. Sei
2V die hochste Zweierpotenz, die in n aufgeht, also n = 2” - n/ mit ungeradem n’. Den
Ausdruck mit 2777~ multipliziert, wird darin der letzte Summand

so dass

2n !

g Mgy g T
g1 2

wéahrend die tibrigen Zahlen nach der Multiplikation im Gegensatz dazu lauter ganze
Zahlen sind. Der Ausdruck kann daher nicht verschwinden.

Der Widerspruch ergab sich aber aus der Annahme der Zerlegungsgleichheit vom reguldren
Tetraeder und Wiirfel, die folglich nicht zutrifft.
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Selbst Gaufl hatte es noch nicht fir nétig befunden, nachzuweisen, dass eine so einfache
Figur wie das Dreieck ein Inneres hat. Dabei ist das eine Aussage, die - wie jede andere
auch - entweder selbst ein Axiom ist, oder aber aus Axiomen gefolgert werden muss.
Diesmal trifft das letztere zu, und wir werden dafiir einen Beweis fithren, bei dem wir uns
auf das bereits erwahnte Axiom von Pasch berufen. Damit werden wir sogar nachweisen,
dass Polygone iiberhaupt ein Inneres haben.

Darunter ist folgendes zu verstehen. Als Aufieres werden
die Punkte bezeichnet, die tibrig bleiben, wenn man die
Punkte des Polygons und seines Inneren aus der Ebene
entfernt.

Dann muss jeder Weg, der aus dem Inneren ins AuBere
fithrt, das Polygon schneiden.

Der Weg soll dabei ein Streckenzug sein, von dem wir annehmen diirfen, dass er sich
nirgends selbst kreuzt, weil ein Teil, der am Kreuzungspunkt eine Schleife bildet, einfach
weggelassen werden kann.

Alle diese Aussagen und noch mehr, wie wir sehen werden, kénnen aus den Axiomen
der Verknupfung und Anordnung gewonnen werden, die wir bereits beim arithmetischen
Modell der euklidischen Geometrie angefithrt haben. Dabei werden wir nicht in der Art
orthodoxer Axiomatiker vorgehen, sondern eine fliissige Darstellung bevorzugen.

Um uns kirzer zu fassen, sei die Bezeichnung (XY Z) vorausgeschickt, wenn Y im Inneren
der Strecke X Z liegt. Damit wenden wir uns zunéchst dem Dreieck zu und definieren:

Das Innere des Dreiecks ABC' besteht aus den Punkten

Y, fur die (XY Z) gilt, wenn X und Z immer innere

Punkte von verschiedenen Seiten des Dreiecks sind.

Unter den Seiten eines Dreiecks oder Polygons wollen

wir fortan immer nur die inneren Punkte der tblichen
¢ Seiten verstehen.

7 Vi '
Ist Y innerer Punkt, dann schneidet der Strahl AY die Seite XZ des Dreiecks X Z B,
daher nach dem Axiom von Pasch noch eine zweite Seite dieses Dreiecks, die nur BZ sein
kann, sonst wiirde AB auf dem Strahl AY liegen. Da nun der Strahl AY die Seite BZ des
Dreiecks BZ(C' schneidet, muss sie nach Pasch eine zweite Seite dieses Dreiecks schneiden,
die nur die Seite BC' sein kann, sonst wiirde AC' auf dem Strahl AY liegen. Zieht man
also aus einem Eckpunkt einen Strahl durch einen inneren Punkt des Dreiecks, dann trifft
dieser die gegeniiberliegende Seite.

Die Umkehrung davon gilt ebenfalls, so dass man die
inneren Punkte auch dadurch charakterisieren kann. Sei
also Y ein Punkt auf dem Strahl AP mit (BFC). Der
Strahl BY verlauft dann im Winkelraum von ZABC' daher
liegen A und C' auf verschiedenen Seiten des Strahls BY,
so dass man auf AC einen Punkt Z annehmen darf, der im
Winkelraum von ZC'BY auf der Dreiecksseite AC' liegt.
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Die Strecke ZY trifft den Strahl BY in Y, und verlédngert verldsst sie den Winkelraum
von ZC'BY. Nach dem Axiom von Pasch muss sie dann eine zweite Seite des Dreiecks
ABC treffen. Diese kann nur AB sein, weil BC' innerhalb des Winkelraumes von Z/CBY
liegt. Folglich ist (XY Z) und Y damit innerer Punkt.

7 P F’

Ist daher (BFC'), dann liegen alle inneren Punkte der
Dreiecke ABP und APC auf Strahlen, die von A ausge-
hend, die Seiten BP bzw. PC' der beiden Dreiecke tref-
fen, so dass sie zusammen mit der gemeinsamen Seite der
beiden Dreiecke alle inneren Punkte des Dreiecks ABC
darstellen. Das Innere des Dreiecks ABC' setzt sich da-
her aus dem Inneren der beiden Dreiecke ABP und APC
sowie aus deren gemeinsamer Seite zusammen.

Wenn nun Y’ ein zweiter innerer Punkt des Dreiecks
ABC und (YQY") ist, dann ist @) innerer Punkt des Drei-
ecks APP', daher auch des Dreiecks ABP’ und schlief3-
lich des Dreiecks ABC'. Das Innere eines Dreiecks ist also
konvex.

Wenn daher Y innerer Punkt ist und die Strecke YR
das Dreieck schneidet, dann ist R entweder Punkt auf
dem Dreieck oder aber duflerer Punkt.

Weiter folgt daraus, dass die Endpunkte einer Strecke RR’, die das Dreieck zweimal
schneidet, aulere Punkte sind. Die beiden Schnittpunkte mit X und X’ bezeichnet, sei
(XY X'), so dass Y innerer Punkt ist. Dann ist R wegen (RXY') und R’ wegen (Y X'R')

dullerer Punkt.

e —

Ist Y innerer Punkt, dann trifft jede Gerade durch Y das

Dreieck ABC in genau einem Punkt. Als innerer Punkt
liegt Y auf dem Strahl AY, der die Seite BC' in P treffen

muss.

Die Gerade g so gezogen, dass weder der Strahl AP
noch die Ecke B auf ihr liegen, trifft g die Seite AP
des Dreiecks ABP in Y, muss also nach dem Axiom

von Pasch eine zweite Seite des Dreiecks ABP treffen,

entweder AB oder BP und damit die Seite AB bzw.
BC des Dreiecks ABC.

Ist Y innerer Punkt im Dreieck ABC und trifft die
Strecke Y'Y’ das Dreieck ABC' nicht, dann muss Y’
ebenfalls innerer Punkt sein.
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Denn die Gerade durch Y und Y’ trifft das Dreieck, wie wir es eben gesehen haben, in
genau zwei Punkten X und X’. Da nach unserer Annahme weder (Y XY”) noch (Y X'Y”)
zutrifft, miissen Y und Y’ innere Punkte der Strecke X X’ sein, so dass (XY'X’) gilt,

daher Y’ innerer Punkt im Dreieck ABC ist.

Daraus folgt unmittelbar, dass die Strecke QR, wenn () ein innerer, R aber ein auflerer

Punkt ist, das Dreieck treffen muss.

BAC.

= kelrdume angehoren.

Daraus folgt, dass ein dulerer Punkt R entweder auf den
Strahlen AA’, BB’, CC’ liegt, oder aber in einem der Win-
kelraume von LA'AB', /B'BC", ZC'CA'.

Nimmt man noch einen zweiten dufleren Punkt R’ hinzu,
dann liegen R und R’ entweder in ein und demselben Winkel-
raum, die Schenkel diesmal bis auf die Strecken AB, BC', C'A
dazugerechnet, oder in zwei verschiedenen Winkelraumen.
Im ersten Fall schneidet die Strecke RR’ das Dreieck nicht,
im zweiten Fall wahle man nach Belieben einen dritten
aufleren Punkt R” auf dem gemeinsamen Schenkel der
beiden Winkelrdume, in denen R bzw. R’ liegen. Der
Streckenzug RR"R' trifft dann das Dreieck nicht. Man
kann also zwei aulere Punkte stets durch einen Streckenzug
miteinander verbinden, der aus lauter dufleren Punkten
besteht. Man sagt dazu auch, dass der Streckenzug ganz im
AuBeren des Dreiecks verlduft.

Nach ihrer Charakterisierung als gewisse Punkte auf Strahlen
aus den Ecken des Dreiecks ABC' sind die inneren Punkte
zugleich Punkte der Winkelrdume der Winkel ABC, ACB,

Man sagt auch, dass sie dem Durchschnitt dieser drei Win-

c‘!

Sind R und R’ &uBere Punkte, und schneidet die Gerade g das Dreieck ABC' in keinem
Eckpunkt, dann schneidet g das Dreieck ABC' entweder tiberhaupt nicht, oder aber in

zwei Punkten X und X', die im Inneren der Strecke RR' liegen.

Denn wenn ¢ das Dreieck im Punkt X einer Seite schnei-
det, muss sie nach dem Axiom von Pasch noch eine zwei-
te Seite in einem Punkt X’ treffen. Es kann aber weder
(XRX'), noch (XR'X') zutreffen, weil sonst R bzw. R’
innere Punkte wéren. Folglich miissen X und X' innere
Punkte auf der Strecke RR' sein.

Soviel vom Dreieck. Bevor wir uns den Polygonen zu-
wenden, beweisen wir einen vorbereitenden Satz.

Sind endlich viele Punkte Ai,...,A, in der Ebene
gegeben, dann kann stets eine Gerade ¢ so gezogen
werden, dass alle diese Punkte auf der einen Seite von
g liegen. Zieht man némlich aus einem weiteren Punkt
0 die Strahlen aus 0 nach Aq,...A, und eine Gerade ¢,
dann treffen diese die Strahlen in hochstens n Punkten.
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Wird 0 mit einem von diesen Schnittpunkten verschiedenen Punkt auf ¢’ verbunden, so
liegt auf dieser neuen Geraden ¢” keiner von den Punkten Ay, ..., A,. Auf ¢” liegen endlich

viele Schnittpunkte mit den
auf ¢”.

i
/"/i_,_ Y"fx .

i

Strecken A;Aj. Sie liegen in einer bestimmten Reihenfolge

Einen weiteren Punkt A auf ¢” angenommen, der, sagen
wir links von allen diesen Schnittpunkten liegt, enthélt
der linke der beiden Strahlen, in die A die Gerade ¢”
teilt, keinen der Schnittpunkte, so dass dieser Strahl s
keine der Strecken A;Aj schneidet.

Sei (BAB'), wobei B’ noch immer links von allen
Schnittpunkten von ¢” mit den Strecken A;Aj liegt.
Wird durch B’ eine von ¢” verschiedene Gerade gezogen,
so liegen deren Schnittpunkte mit den Strahlen s; aus A
nach A; auf ihr in ganz bestimmter Reihenfolge. Daher
kann man auf dieser Geraden die Punkte C' und C’ so
annehmen, dass (CB'C’) ist und die Strecke C'C" kein
s; schneidet.

Da A wegen (BAB') innerer Punkt des Dreiecks BC'C" ist, schneidet jeder Strahl s; dieses
Dreieck. Denn die Gerade, auf der s; liegt, schneidet die Seite BB’ sowohl des Dreiecks
BB'C als auch des Dreiecks BB'C’, nach dem Axiom von Pasch folglich noch eine zweite
Seite. Die Schnittpunkte von s; miissen aber auf BC' oder auf BC' liegen, weil ja kein s;

die Strecke CC’ trifft.

Beide Seiten, BC wie BC’, miissen Schnittpunkte enthalten,
weil sonst simtliche Punkte Ay, ..., A,, auf nur einer Seite von
g" liegen wiirden. Die Schnittpunkte der s; auf BC' seien von
links nach rechts P, ... und auf BC’ ebenfalls von links nach
rechts P, ...

Der Winkelraum, der von den beiden Strahlen aus A nach
Py bzw. P begrenzt wird, ist daher frei von den s; und
damit frei von den Punkten A4, ..., A,,.

Auf dem Strahl von A nach P; bzw. P/ mogen die Punkte
A; bzw. Ay, liegen. Da die Strecke A; A, die Gerade g” rechts
von A schneidet, muss ZP; AP] kleiner als ein gestreckter
Winkel ausfallen. Daher gibt es durch A eine Gerade ¢”
so, dass samtliche Punkte A;,..., A, rechts von ¢” in der
Halbebene liegen.

Hétten wir uns bei dem Beweis nicht auf den alleinigen
Gebrauch der Verkniipfungs- und Anordnungsaxiome
beschrankt, sondern in der iiblichen Weise der Schule
geschlossen, dann hatten wir weniger Miihe gehabt. Denn
die endlich vielen Punkte Aq, ..., A, konnen in einen Kreis
eingeschlossen werden. Jede Tangente an diesen Kreis kann
die Rolle von ¢ iibernehmen.
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Wir definieren:

Bei einem festen Polygon p oder auch mehreren py, ..., pr heift der Punkt R aus dem
Punkt @ erreichbar, wenn es einen Streckenzug gibt, der in () beginnt und in R endet,
ohne dass - vom Anfangs- und Endpunkt vielleicht abgesehen - ein Punkt von p bzw.
p1, ..., P auf diesem Streckenzug liegt.

Genauer sagen wir, der Punkt R ist in bezug auf p bzw. py, ..., pr aus @ erreichbar. Wie
wir anfangs bemerkten, brauchen wir nur Streckenziige zuzulassen, die sich selbst nicht
kreuzen. Unter p brauchen wir ebenfalls nur Polygone zu verstehen, die sich selbst nicht
kreuzen, weil sonst das Polygon in mehrere Polygone zerféllt, fiir die unsere Einschrankung
einzeln zutrifft.

Sei R ein aus @) erreichbarer Punkt auf der Seite A;A;,; des Polygons p = A;...A,. Ist
PR die letzte Strecke des Streckenzuges von () nach R, dann ziehe man durch A; und die
iibrigen Eckpunkte von p Geraden, welche die Strecke RP moglicherweise treffen.
Jedenfalls gibt es hochstens endlich viele Schnittpunkte, die auf der Strecke die Reihen-
folge P...BR haben mogen. Sei (BP'R), dann liegt auf der Strecke A;P’ kein von A;
verschiedener Eckpunkt von p. Dasselbe gilt von der Strecke A; R. SchliefSlich liegt auf der
Strecke P’'R iiberhaupt kein Eckpunkt von p.

Aiyq Auf dem Dreieck A;RP’ liegt also kein von A; verschie-
dener Eckpunkt A von p. Aber auch im Inneren nicht.
Denn sonst wiirde die Gerade durch A; und A; die Sei-
te P’ R schneiden, entgegen unserer Konstruktion von P’.

Ai-1

Weiter kann keine Polygonseite Ay A1, k # i@ — 1,4, durch A; oder R gehen, weil es
fiir p keine Selbstiiberschneidungen gibt, auch nicht durch P’, weil P’ auf dem Stre-
ckenzug liegt, der bis auf die Endpunkte frei ist von Punkten des Polygons. Daher muss
ApAgy1, wie wir schon bewiesen haben, das Dreieck A; RP’ entweder iiberhaupt nicht,
oder gleich in zwei Punkten treffen. Die Seite A; R kann Ay A1 nicht treffen, weil p ohne
Selbstiiberschneidungen ist, die Seite RP’ nicht, weil RP’ Teilstrecke auf dem Streckenzug
von () nach R ist.

Folglich schneidet AzAj ;1 die Seite und damit die Strecke A; P’ nicht. Das besagt, dass
der urspringliche Streckenzug in @)...PP’A;, abgeandert, bis auf die Endpunkte frei von
Punkten des Polygons bleibt, so dass man den Endpunkt in die Ecken der Polygonseite
verschieben kann, auf der der Streckenzug urspriinglich miindete.

Das Umgekehrte trifft auch zu. Um das einzusehen, unter-
scheiden wir zwei Félle.

Im ersten Fall moge die letzte Strecke P; des Streckenzuges im
Winkelraum von £A; 1 A;A; 1 verlaufen und in A; enden. R
sei im Inneren der Strecke A;A;,; beliebig angenommen. Aus
R durch alle Polygoneckpunkte bis A; und A;y; ziehen wir
Geraden, welche die Strecke PA; in hochstens endlich vielen
Punkten treffen. Daher diirfen wir P’ auf dieser Strecke so
annehmen, dass die Strecke A; P’ von keiner dieser Geraden
getroffen wird. Fir das Dreieck A;RP’ konnen wir dann
dahnlich schliefen wie vorhin mit dem FKErgebnis, dass p die
Strecke P’'R nicht schneidet.

Im zweiten noch moglichen Fall verlauft P A; auflerhalb des Winkelraumes von ZA; 1 A; A; 14
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und endet in A;. Auf der Verlingerung der Polygonseite A;_1A; iiber A; hinaus nehmen
wir C' so an, dass [C'A;) weder Punkte von p, noch Schnittpunkte mit den Geraden aus
R zu den Polygonecken bis auf A; und A;,; enthalt.

Die Strecke RC kann dann von keiner Polygonseite AyAgi1, k # i — 1,4, geschnitten
werden, weil der eine Eckpunkt der betreffenden Strecke innerer Punkt im Dreieck A;C'R
wére, und die Gerade aus R durch diesen Eckpunkt die Seite A;C' schneiden miisste,
entgegen unserer Konstruktion von C.

A
R ! Auf der Strecke PA; wahlen wir dann P’ so, dass
keine der Geraden aus C' durch die Polygoneckpunkte
A/ _ (A;P'] trifft. Fir das Dreieck A; RP' kénnen wir unsere
¢ Ai-q Uberlegung zum drittenmal wiederholen mit dem
2 Ergebnis, dass [P'R) von p nicht geschnitten wird.
P

Beide Male gelang es also, die letzte Strecke PA; durch eine geknickte Strecke zu ersetzen,
die bis auf R frei von Punkten des Polygons ist und im gewiinschten Punkt R miindet.
Damit konnen wir den Nachweis erbringen, dass jeder Punkt von p erreichbar ist, wo der
"Weg” auch beginnen mag.

Sei () ein beliebiger Punkt, aus dem wir einen Strahl nach irgendeinem Punkt von p
ziehen, und auf diesem Strahl @’ ein erster Punkt von p. Dann ist (QQ') frei von Punkten
des Polygons.

Sei R ein weiterer Punkt auf p. Dann konnen wir die zunachst einzelne Strecke Q@' nach-
einander durch Streckenziige ersetzen, die bis auf den Anfangs- und Endpunkt keine wei-
teren Punkte von p enthalten, und zunéichst von @)’ zu einem Eckpunkt der Polygonseite,
auf der @' liegt, dann von diesem Eckpunkt zu einem inneren Punkt der anschlieen-
den Polygonseite, und so fort, fithren, um auf diese Weise den wiederholt abgeénderten
Streckenzug im gewiinschten Punkt R miinden zu lassen.

Es sei wiederum (A;RA;41). Wird eine Gerade durch R gezo-

gen, so konnen auf beiden Seiten der Strecke, das heifit auf der b
Geraden durch A; und A;,; je ein Punkt P” bzw. P"” so ange- /

nommen werden, dass p weder (RP”) noch (RP") schneidet. A g/A=———4;,
Ist nun @ ein Punkt, der nicht auf p liegt, dann fithrt, wie pn P

wir eben gesehen haben, ein Streckenzug nach R, der bis auf

R keinen Punkt von p enthélt. P

Die letzte Strecke PR befindet sich dann entweder mit P” oder mit P” in derselben
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Halbebene, die durch die Gerade bestimmt ist, auf der A; und A;,; liegen. Wir nehmen
an, dass sich PR mit P” in derselben Halbebene befindet.

Werden aus P” sdmtliche Strahlen nach den Polygoneckpunkten gezogen, so kann der
Punkt P" auf PR so angegeben werden, dass keine dieser Strahlen [P’'R) schneidet. Dann
liefert die uns schon gelaufige Uberlegung auf das Dreieck RP’P” angewandt, dass p die
Strecke P'P" nicht schneidet. Daher kann @ schliefllich mit P” durch einen Streckenzug
Q...PP'P" verbunden werden, auf dem kein Punkt von p liegt.

Damit haben wir erkannt, dass jeder Punkt (), der nicht auf p liegt, entweder aus P” oder
aus P erreichbar ist. Somit zerfillt die Ebene, aus der p entfernt zu denken ist, in zwei
Punktmengen. In die eine gehoren alle Punkte, die aus P”, in die andere alle Punkte, die
aus P erreichbar sind.

Geraden oder Strahlen, die durch keinen Eckpunkt von p gehen, nennen wir Ausweichge-
raden oder Ausweichstrahlen. Eine Strecke, die auf einer Ausweichgeraden liegt, nennen
wir Ausweichstrecke. Ist nun QQ'Q”...T ein Streckenzug, der keinen Punkt von p enthélt,
dann konnen wir ihn so abandern, dass er aus lauter Ausweichstrecken besteht, ohne einen
Punkt von p zu enthalten.

Dazu ziehen wir aus ) Geraden durch sdmtliche Eckpunkte von p. Sie schneiden die
Strecke Q'Q)” in hochstens endlich vielen Punkten. Daher kann auf dieser Strecke ein
Punkt S so angegeben werden, dass die Strecke ('S von keiner der Geraden getroffen
wird.

Die uns langst geldufige Uberlegung auf das Dreieck QQ'S angewandt, ergibt, dass QS eine
Ausweichstrecke ist, auf der kein Punkt von p liegt. Die geknickte Strecke QQ'S ersetzen
wir daraufhin durch @S, um den neuen Streckenzug QSQ”...T zu erhalten, dessen erste
Strecke eine Ausweichstrecke ist. Das wiederholt, erhilt man schliellich einen Streckenzug
QSS'...T, der aus lauter Ausweichstrecken besteht und ebenfalls keinen Punkt von p
enthalt.

Eine Ausweichgerade trifft p entweder tiberhaupt nicht oder in einer geraden Anzahl von
Punkten. Wenn sie ndmlich die Polygonseite A;A;,; trifft, liegen die beiden Ecken auf
verschiedenen Seiten der Ausweichgeraden, auf der ja laut Erklarung keine Polygonecke
liegt. Daher endet der Streckenzug A;As,... der Polygonseiten genau dann auf der Seite,
auf der A; liegt, wenn die Zahl der Uberquerungen gerade ausfiel.

Ein Winkel, dessen Scheitelpunkt auf p liegt, und dessen Schenkel Ausweichstrahlen sind,
schneidet p entweder tiberhaupt nicht oder in einer geraden Anzahl von Punkten.
Schneidet nédmlich der Winkel eine Polygonseite in einem Punkt, dann muss der eine
Endpunkt dieser Polygonseite im Winkelraum, der andere auflerhalb liegen, wenn man
bedenkt, dass der Winkelraum der gemeinsame Teil von zwei Halbebenen ist. Daher lie-
gen auch die Endpunkte beide im Inneren des Winkels, wenn der Winkel die Polygonseite
nicht schneidet und beide auflerhalb des Winkels, wenn der Winkel die Polygonseite in
zwei Punkten schneidet.

Diese Einsichten auf den Streckenzug A;A,... = p angewandt, folgt die Behauptung des-
halb, weil die Anzahl der Seiten, die vom Winkel einfach geschnitten werden, eine gerade
Zahl sein muss, damit man dort enden kann, wo man angefangen hatte, wihrend die
iibrigen Polygonseiten offenbar eine gerade Zahl von Schnittpunkten als Gesamtbetrag
liefern.

Hat der Streckenzug QQ'Q"...T keinen Punkt mit p gemein, und gibt es einen Ausweich-
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strahl aus @ nach U, der das Polygon in einer ungeraden Anzahl von Punkten schneidet,
dann trifft dasselbe fiir jeden anderen Ausweichstrahl aus ) und jeden Ausweichstrahl
aus 1" zu. Denn der zweite Ausweichstrahl aus () bildet mit dem Strahl QU zusammen
einen Winkel, der p in einer geraden Anzahl von Punkten schneidet.

Da QU nach Voraussetzung eine ungerade Anzahl von Schnittpunkten mit p aufweist,
muss dasselbe fiir den anderen Schenkel zutreffen, damit die Gesamtzahl der Schnitt-
punkte gerade ausfallt.

Um die Behauptung auch noch fir T zu beweisen,
ersetzen wir zunédchst den Streckenzug QQ'Q"...T" durch
einen anderen, (QSS’...T, mit lauter Ausweichstrecken.
Liegen U, @, S auf einer Geraden, dann schneidet der
gestreckte Winkel den Winkel UQS als Gerade p in
einer geraden Anzahl von Punkten.

Da auf dem Strahl QU nach Voraussetzung eine ungerade Zahl von Punkten des Polygons
liegt, muss dasselbe fir QS zutreffen, damit die Gesamtzahl gerade ausfallt.

Wenn dagegen U, (), S nicht auf einer Geraden liegen, betrachte man den Winkel UQ.S,
dessen Schenkel Ausweichstrahlen sind. @) liegt nicht auf p, und der Strahl QU schneidet
p nach Annahme in einer ungeraden Anzahl von Punkten, daher auch der Ausweichstrahl
QS. Wird der Punkt X auf der Verlangerung der Ausweichstrecke (.S iiber S hinaus
angenommen, dann trifft der Ausweichstrahl QX das Polygon in einer ungeraden Anzahl
von Punkten, weil auf der Strecke Q.S kein Punkt von p liegt.

Die Strahlen SX und SS’ betrachtet, und X’ auf der Verlangerung der Strecke SS’ iiber
S’ hinaus angenommen, folgt weiter, dass der Ausweichstrahl S’X’ das Polygon in einer
ungeraden Anzahl von Punkten schneidet.

So weiterschlieend, folgt, dass der Ausweichstrahl 7Y, wenn Y auf der Verlingerung der
letzten Strecke in QSS’...T iiber T hinaus liegt, p ebenfalls in einer ungeraden Anzahl
von Punkten trifft. Dann aber folgt, wie wir bereits zu Anfang erkannt haben, dasselbe
fiir jeden Ausweichstrahl mit dem Anfangspunkt in 7.

Nun sind wir so weit, um mit Aussicht auf Erfolg definieren zu kénnen:

Ein Ausweichstrahl, auf dem eine ungerade Anzahl von Punkten des Polygons liegt, geht
von einem Punkt aus, der innerer Punkt von p heifft. Die tibrigen Punkte, wenn sie nicht
auf p liegen, heiflen d&uflere Punkte. Wenn ) ein innerer Punkt ist, und 7" aus () erreichbar,
dann ist nach unserem letzten Ergebnis T ebenfalls ein innerer Punkt.

Weiter folgt, dass alle Ausweichstrahlen, die in einem &dufleren Punkt beginnen, p in einer
geraden Anzahl von Punkten treffen missen, wenn sie p tiberhaupt treffen.

Wir wollen jetzt nachweisen, dass es sowohl innere, als auch duflere Punkte gibt, und kein
innerer Punkt aus einem dufleren Punkt erreichbar ist. Man sagt dazu, dass p die inneren
von den dufleren Punkten trennt.

Sei R ein Punkt auf p, der kein Eckpunkt ist. Wird R mit allen Polygonecken verbunden,
dann gibt es aufler diesen endlich vielen Geraden noch eine weitere Gerade g durch R, die
dann Ausweichgerade ist.

Trifft ¢ das Polygon der Reihe nach in den Punkten X,,,..., X1, R, Y1, ...,Y,, dann liegt
auf den Strecken X; R bzw. RY] ein Punkt (X; X R) bzw. (RY'Y)) so, dass die Strecke X R
bzw. RY bis auf R frei von Polygonpunkten ist.

82



15 Polygon als Grenze

Schneidet der Ausweichstrahl aus X nach R das Polygon
in einer ungeraden Anzahl von Punkten, und 16scht man
aus diesem Strahl [XY), dann schneidet der verbleibende
Ausweichstrahl p offenbar um einen Punkt weniger, also in
einer geraden Anzahl von Punkten. Das besagt, dass X ein
innerer, Y ein duBerer Punkt ist. Ahnlich folgt, dass Y ein
innerer Punkt ist, wenn sich X als duflerer Punkt erwies.

Von einem inneren Punkt aus ist weiterhin kein duflerer Punkt erreichbar, und umgekehrt,
wie das sofort aus einem fritheren Ergebnis folgt, nach dem auf Ausweichstrahlen aus den
Endpunkten eines von p-Punkten freien Streckenzuges zugleich eine ungerade Anzahl von
Schnittpunkten mit p liegen muss, und folglich auch zugleich eine gerade Anzahl.

Wie wir bereits wissen, ist jeder Punkt, der nicht auf p liegt, entweder aus X oder aus Y
erreichbar. Gelangt man aus dem inneren Punkt P bzw. P" auf dem Streckenzug PP;...X
bzw. P'P|...X nach X, dann ist P’ auf dem durch Vereinigung der beiden Streckenziige
entstehenden Streckenzug PP;...X...P/P" aus P erreichbar.

Ahnliches gilt fiir duBere Punkte. Man sagt dazu, dass Inneres wie Aufleres von p je
ein Gebiet darstellen. Darin ist die Aussage enthalten, dass von einem inneren Punkt P
aus auf jedem Ausweichstrahl eine Strecke PP” angegeben werden kann, die aus lauter
inneren Punkten besteht. Fiir die endlich vielen iibrigen Strahlen aus P gilt dasselbe, und
Entsprechendes trifft fir &ulere Punkte zu.

In der Schule wiirde man das mit Hilfe eines kleinen Kreises um P formulieren, was wir
nicht konnen, weil uns der Entfernungsbegriff nicht zur Verfiigung steht, ohne den man
nicht von Kreisen reden kann.

Sind pq,...,pr endlich viel Polygone, dann betrachte man ihre sdmtlichen Ecken. Wir
hatten nachgewiesen, dass es eine Halbebene gibt, die von allen diesen Punkten, daher
auch von allen Punkten, die auf den Polygonen liegen, frei ist. Folglich gibt es Geraden,
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die ganz in der Halbebene und damit aulerhalb aller dieser Polygone verlaufen.

Wir schlieffen mit dem Nachweis, dass die beiden Polygone p und ¢ zusammenfallen, wenn
sie dasselbe Innere haben.

Ist R ein Punkt auf p aber nicht auf ¢, dann gibt es eine Strecke @)S durch R, die p nur in
R schneidet und ¢ iiberhaupt nicht. Letzteres aber besagt, dass () und S entweder beide
dem Inneren oder beide dem AuBeren von ¢ angehéren. Dem Inneren von p kann dagegen
nur einer dieser beiden Punkte angehoren, so dass das Innere von p und ¢ doch nicht
iibereinstimmen wiirde.

Der Widerspruch ergab sich aus der Annahme, dass es auf p einen Punkt gibt, der nicht
auf ¢ liegt. Diese Annahme ist folglich falsch: p und ¢ stimmen Punkt fiir Punkt tiberein.

Einen ganz anderen Nachweis fiir Inneres und AuBeres der Polygone, den wir hier jedoch
nicht bringen wollen, verdankt man dem Amerikaner Veblen.
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Die Ausdriicke Ausweichgerade, Ausweichstrahl und Ausweichstrecke sind uns bereits be-
kannt. Nun nennen wir noch den Eckpunkt A; des Polygons p = A;...A,,, das sich nicht
iiberschneidet, isolierbar, wenn es eine Ausweichgerade gibt, die nur die beiden angren-
zenden Seiten, also A; 1 A; und A;A;;1 schneidet.

Zunachst wollen wir nachweisen, dass jedes Polygon mindestens eine isolierbare Ecke be-
sitzt. Durch einen beliebigen Punkt irgendeiner Seite A;A;;; kann eine Ausweichgerade
g gezogen werden, die p der Reihe nach in den Punkten Py, P, ..., P, treffen moge. Da g
mit den Geraden A, Ay, h # k, endlich viele Schnittpunkte hat, gibt es auf g einen Punkt
0 mit (OP, P,,) so, dass alle diese Schnittpunkte auf dem Strahl s aus 0 nach P liegen,
und daher auf jedem Strahl aus 0 nach einem Polygoneckpunkt allein dieser Eckpunkt
liegt.

Sei M die Menge aller Polygonecken auf der einen Seite von g,
M’ auf der anderen Seite. Die Strahlen durch Punkte aus M
seien der Reihe nach mit s}, ..., s} bezeichnet. Die Reihenfolge
wird durch die Reihenfolge der Schnittpunkte dieser Strahlen
mit einer Geraden bestimmt, die s} und s} schneidet.

Dann verlduft der Strahl s’ fiir i < j < k innerhalb des
Winkels, den s; mit s) bildet.

Ahnlich seien die Strahlen aus 0 nach Punkten von M’ als sy, ..., sil, durchnumeriert. Als
Ausweichstrahl kann s die Strecken mit einem Endpunkt aus M und mit dem anderen
aus M’ nur in inneren Punkten treffen, daher liegt s im Inneren jedes Winkels mit den
Schenkeln s} und s7. Da auerdem jeder Strahl s bis auf s} und jeder Strahl s7 bis auf
si im Inneren des Winkels liegt, den s, und s/ bilden, folgt, dass samtliche Ecken und

folglich auch sdamtliche Punkte von p auf dem Winkel selbst oder in seinem Inneren liegen.

Wir ziehen den Strahl s” aus 0 nach einem Punkt im
Winkelraum der Strahlen s;_; und s;. Da auf jedem der
beiden Schenkel je ein Eckpunkt A; bzw. Ay, liegt, schneidet
die Gerade, auf der s” liegt, jeden Streckenzug, der A; mit
A, verbindet.

Der Schnittpunkt muss aber auf s” liegen, denn kein Punkt von p liegt aulerhalb des
Winkels mit den Schenkeln s; und s/, innerhalb dessen sich " befindet, im Gegensatz zum
erganzenden Strahl. Daher muss s das Polygon schneiden.

Da s” innerhalb des Winkels mit den Schenkeln s, ; und s; bleibt, kann auf s kein
Polygoneckpunkt liegen, so dass s” ein Ausweichstrahl ist. Da weiter s das Polygon

schneidet, liegt ein innerer Punkt von p auf s”.

"

Sei A; die (einzige) Ecke auf s;. Da es zwischen s;_; und s, keine Ecken gibt, gilt dasselbe
erst recht fiir s und s}. Demnach befinden sich alle von A; verschiedenen Polygonecken
im Winkel mit den Schenkeln s und s/, so dass auf der einen Seite von s die einzige
Ecke A; liegt, wahrend sich alle iibrigen Ecken auf der anderen Seite von s befinden.

Da auf s ein innerer Punkt von p liegt, schneidet die Gerade, auf der s liegt, p in
mindestens zwei Punkten, die aber alle auf dem Strahl s selber liegen miissen, weil p
im Winkel mit den Schenkeln s, und s/, verbleibt. Wenn aber s zwei verschiedene Seiten

von p schneidet, miissen diese den gemeinsamen Eckpunkt A; besitzen. Da p sich nicht
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tiberschneidet, kann s nicht mehr als diese beiden angrenzenden Seiten schneiden, so
dass A; isolierbar ist.

Damit sind wir in der Lage, nachzuweisen, dass p in lauter Dreiecke zerlegt werden kann,
also triangulierbar ist. Darunter versteht man folgendes:
Es gibt endlich viele Dreiecke, deren Punkte zusammen mit ihrem Inneren eine Punkt-
menge bilden, die mit der Punktmenge genau iibereinstimmt, die aus den Punkten von
p und seinem Inneren besteht. Man redet auch dann noch von Zerlegung, wenn es sich
anstatt um Drei- ecke allgemeiner um Polygone handelt.

Befinden sich zunédchst auf oder im Dreieck
A;1A; A1 Eckpunkte von p, dann ziehen wir
Strahlen von A;;; aus nach diesen Eckpunkten.
Auf einem von diesen endlich vielen Strahlen liegt
dann die Ecke Ay so, dass sich kein Eckpunkt von
p mehr im Winkel mit den Schenkeln A; ;A; und
i+1A; befindet. Im Inneren des Dreiecks A; A; 1 Ag
gibt es dann keine Ecke und damit auch keinen
Punkt von p mehr. Die Seite A; A, liegt dabei im
Inneren des Dreiecks A; 1 A;A; 1.

Ist £ = i+ 2, dann betrachten wir die Polygone
d= AiAi+1Ai+2 und p/ = AZ+2A1+3AHAZ

Ist aber k # i+2, dann betrachten wir die Polygone d = A; A; 1 Ay und p’ = A; 1 Aiyo.. Ay

Befindet sich dagegen weder auf noch in dem Dreieck A; 1A;A; .1 ein Polygoneckpunkt,
dann kann es in seinem Inneren keinen Punkt von p geben. Denn die Seite von p, auf
der dieser Punkt liegen sollte, diirfte die Seiten A; 1 A; und A;A; 1 nicht schneiden, weil
p sich nicht iiberschneidet. Daher miisste das eine Ende dieser Polygonseite im Dreieck
liegen, entgegen der Annahme, dass sich kein Polygoneckpunkt darin befindet.

In diesem Fall betrachten wir die Polygone d = A; _1A;A;y 1 und p' = A1 A0, Ay Ay

Das Dreieck und p’ haben eine neue gemeinsame Seite,
wahrend die beiden anderen Dreieckseiten nicht zu p’
gehoren.

Daher besitzt p’ eine Seite weniger als p. Wenn noch
ein zweites Polygon p” zu beriicksichtigen ist, dann
haben p’ bzw. p” mit d die neue Seite A;, 1Ay bzw. A; A,
gemeinsam, so dass p’ und p” insgesamt nur eine Seite
mehr als p besitzen, weil die Dreieckseite A;A; ;1 weder
zu p’ noch zu p” gehort.

Daher haben p’ wie p” weniger Seiten als p. Dasselbe zunachst auf p’ und p” angewandst,
verringert man die Seitenzahl erneut, bis man nach wiederholter Anwendung zu lauter
Dreiecken heruntersteigt.

Wir wollen nachweisen, dass diese p triangulieren.

Wir nehmen jetzt an, dass wir an einer isolierbaren Ecke A;, diesen Anfang machten. Da
der Ausweichstrahl s dann p in genau zwei Punkten schneidet, gibt es einerseits einen
Punkt P darauf, der im Inneren von d liegt, andererseits aulerhalb p’ und p”. Da es nach
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Konstruktion im Inneren von d keinen Punkt von p gibt, aber alle inneren Punkte von d
aus P erreichbar sind, liegt das Innere von d auflerhalb von p’ und p”. Das ist unsere erste
Feststellung.

Da A; isolierbar ist, gibt es einen Punkt P, der sowohl im Inneren von d als auch von p
liegt. Da alle inneren Punkte von d aus P erreichbar sind, liegt das ganze Innere von d
im Inneren von p. Das ist unsere zweite Feststellung.

Wie wir wissen, gibt es in der abgewandten Halbebene Punkte P, die zugleich auflerhalb
d, p', p”, p liegen. Befindet sich P’ auerhalb d, p’, p”, dann ist er aus P in bezug auf
die eben genannten Polygone erreichbar, folglich auch in bezug auf p. Daher liegen alle
inneren Punkte von p in oder auf d oder p’ oder p”. Das ist unsere dritte Feststellung.

Liegt P in p/, dann ist ein Punkt R auf der gemeinsamen Seite von d und p’ aus P in bezug
auf p erreichbar. Denn der Streckenzug, der P mit R verbindet, und bis auf R aus inneren
Punkten von p’ besteht, kann p nicht schneiden. Sonst wiirden Punkte von p im Inneren
von p liegen. Diese Punkte konnten nur auf Seiten von p liegen, die p’ nicht angehoren.
Nun bilden diese Seiten einen Streckenzug, der bis auf die beiden Endpunkte p’ nicht trifft.
Danach miissten alle Punkte auf diesen Seiten, insbesondere die Dreieckseite A;A;,1 zum
Inneren von p’ gehéren, und man konnte diesen Streckenzug von irgendeinem Punkt auf
A;A;y1 durch Hinzufiigen einer weiteren Strecke so fortsetzen, dass die neue Strecke ins
Innere von d fithrt und das Innere von p’ nicht verlésst.

Im Widerspruch zu unserer ersten Feststellung wére aber der Endpunkt der neu hinzu-
gekommenen Strecke innerer Punkt von d und p’ zugleich. Folglich ist R aus P in bezug
auf p wirklich erreichbar, daher auch jeder innere Punkt von d.

Mit Hinblick auf unsere dritte Feststellung folgt daraus, dass jeder innere Punkt von p’
auch innerer Punkt von p ist. Ahnlich schlieBt man fiir p”. Das ist unsere vierte Feststel-
lung.

Ein Streckenzug, der aus inneren Punkten von p’ besteht, kann p” nicht schneiden, wie wir
vorhin erkannten. Sollten folglich p’ und p” einen gemeinsamen inneren Punkt besitzen,
dann wéren alle inneren Punkte von p’ auch in bezug auf p” erreichbar.

Da auch die Umkehrung davon gilt, haben p’ und p” dieselben inneren Punkte. Dann aber
folgt p’ = p”, wie wir schon wissen. Zusammen mit unserer ersten Feststellung besagt das,
pist in d, p', p” zerlegt. Wiederholung fiithrt dann zur behaupteten Triangulation.

Es ist darauthin naheliegend, den Inhalt von Polygonen mit
Hilfe der Triangulation als Summe der Dreiecksinhalte zu de-
finieren. Die Schwierigkeit besteht dann im Nachweis, dass der
Inhalt von der speziellen Triangulation unabhéngig ist.

Ein Kunstgriff fithrt dagegen rasch zum Ziel. Man versehe
Dreiecke, die mit einem vorgegebenen Vieleck P mit den Ecken
Ay, ..., A, eine Seite gemeinsam haben, mit positivem oder
negativem Vorzeichen, je nachdem sie in der unmittel-

baren Nachbarschaft der gemeinsamen Seite mit P auf derselben oder entgegengesetzten
Seite liegen. Dadurch sind die Inhalte der Dreiecke

Dl - OAlAQ, ceey Dn - OAnAl

wenn 0 nicht auf P liegt, samt Vorzeichen festgelegt. Ist P insbesondere das Dreieck
A1 A5 A3, dann besitzen OA; A und O A Az positiven, O A3 A; dagegen negativen Inhalt,
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so dass der Inhalt des urspriinglichen Dreiecks A; A; A3 gleich ist der algebraischen Summe
der Dreiecke OA1 Ay, OA3A3 und OA3A;.

Man trenne von p das Dreieck A;A;1A4;,2 ab. Es ent-
steht ein Polygon p’ mit einer Seite weniger. Betrachtet
man die Dreiecke D), ...,D! | mit der Ecke 0 und
jeweils einer Seite von p’, dann besitzt der Inhalt von
0A;A; > dabei entgegengesetztes Vorzeichen wie der
Inhalt desselben Dreiecks in bezug auf das abgetrennte
Dreieck A;A;11A;12. Wenn also die algebraische Summe
der Inhalt von Dj, ..., D!, den Inhalt von p’ darstellt,
dann folgt, dass die algebraische Summe der Inhalte
von Dy, ..., D, den Inhalt von p darstellt. Da die
Voraussetzung fur p/ = A; Ay Az zutrifft, gilt die letzte
Behauptung im Sinne vollstandiger Induktion fiir jedes
Polygon.

In die Definition des Vorzeichens der Dreiecke Dy, ...,
D,, in bezug auf p geht der Begriff des Inneren von p
ein, indem von der unmittelbaren Nachbarschaft der
gemeinsamen Seite von p mit Dy, die Rede ist.

Auf Grund der vorhergehenden Plauderei sind wir dazu berechtigt. Mochte man dagegen
davon keinen Gebrauch machen, dann kann man nach Perron wie folgt vorgehen:

"Ist ABC ein Dreieck und bezeichnet man seinen Inhalt mit J(ABC') und wahlt man dann
in der Ebene innerhalb oder auflerhalb des Dreiecks irgendeinen Punkt P, so beweist man
leicht die Formel

J(ABC) = +J(PBC) £+ J(PAC) 4+ J(PAB)
wobei vor dem Summanden J(PBC') das Plus- oder Minuszeichen steht, je nachdem der
Punkt P auf derselben Seite der Geraden BC' liegt wie der Punkt A oder auf der anderen
Seite. Analog bei den anderen Summanden. Hat man jetzt ein Polygon A;A,...A, 1A, A,
irgendwie in Dreiecke zerlegt, und driickt man jeden Dreiecksinhalt mittels ein und des-
selben Punktes P in der obigen Weise aus und addiert dann alle Inhalte, so kommt, wenn
zwei Dreiecke im Inneren des Polygons mit einer Seite GH aneinander stoflen, vom einen
Dreieck der Summand +J(PGH) und vom anderen der Summand —J(PGH).
Wenn zwei Dreiecke nicht mit einer ganzen Seite aneinander stoflen, muss man die Seiten
erst in Teilstrecken zerlegen; das macht keine Schwierigkeit. Ubrig bleiben dann nur die
Inhalte derjenigen Dreiecke, bei denen die dem Punkt P gegeniiberliegende Seite auf dem
Rand des Polygons liegt, und diese lassen sich zusammenfassen in

4 J(PAAy) £ J(PAyAs) £ ...+ J(PA,_ 1 A,) + J(PALA,)

Da kommt nun die spezielle Zerschneidung gar nicht mehr vor, das Resultat ist also von
ihr unabhéngig.”

Zunachst kann man aus dem Zitat die Worte “im
Inneren des Polygons” einfach weglassen. Dann kann
die im Zitat angedeutete Fortfithrung der Triangulation
wie folgt erfolgen:
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Liegen auf den Seiten des Dreiecks FFGH weitere Ecken E, E’, E”, von Dreiecken, dann
verbinde man irgendeinen inneren Punkt ) des Dreiecks FGH der Reihe nach mit F
G, H, E, E', E’, ... Fiihrt man das bei allen Dreiecken der Triangulation durch, dann
entsteht eine Unterteilung, bei der keine Ecken mehr auf Seiten anderer Dreiecke liegen.
Es sei noch vermerkt, dass man eine Zeitlang glaubte, den Polygoninhalt nicht ohne ein
neues Axiom behandeln zu kénnen.
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Der 1909 verstorbene Gottinger Mathematiker Minkowski fiihrte geometrische Methoden
in die Zahlentheorie ein, um bis dahin unlésbaren Problemen beizukommen. Einiges dazu
findet man in meinem Buch ”Uber Zahlen und Uberzahlen”.

Hier wollen wir uns von vornherein bescheiden und statt eines Problems eher ein Pro-
blemchen mit Hilfe eines Gitters behandeln.

A S T R B Unter einem Gitter versteht man die Punkte der Ebe-

ne mit ganzzahligen Koordinaten. Schlagt man um den
‘ Koordinatenanfang (0,0) einen Kreis K" mit dem Radius
V/n firn =0,1,2,..., dann enthilt dieser im Inneren und
auf dem Rand alle Gitterpunkte (x,y), fir die

0<z’+y*<n

gilt. Da (z,y) und (y, ) fir x # y verschiedene Gitter-
punkte sind, gelten

2y =k und v+ at =k

als verschiedene Losungen der Aufgabe, k als Summe von zwei Quadraten darzustellen.
Die nach der geometrischen Interpretation so ganz naturgeméfl anfallenden Losungszahlen
von

=k

seien fiir jedes k mit t(k) bezeichnet, so dass die Anzahl der ganzzahligen Losungen von
22 + y? < n durch die Summe
t(0) + ... + t(n)

angegeben wird. Diese Summe werde mit 7'(n) bezeichnet.

Wir machen jeden Gitterpunkt zum Mittelpunkt eines achsenparallelen Quadrats von der
Seitenldnge 1. Diese Quadrate fiillen die Ebene liickenlos aus. Schlagt man den Kreis K’
um (0,0) mit dem Radius y/n + %, dann ragen daraus nur die Quadrate um die 7'(n)
Gitterpunkte nicht heraus. Daher ist der Gesamtinhalt dieser Quadrate kleiner als der
Inhalt von K’,

T(n) < <\/ﬁ+ \2)2

Schlagt man um (0,0) einen Kreis K” mit dem Radius /n — %, dann ist er in der
Gesamtheit der T'(n) Quadrate von vorhin ganz enthalten, ja diese Gesamtheit ragt sogar
aus K" heraus,

T(n) > <\/_— \}§>27r

Nun ist 7v/2 < 5 und fir n > 3 weiter 5 < NLD , daher

!Ohne den numerischen Wert von 7 zu kennen, wiirde man wie folgt vorgehen: Sind N’ bzw. N zwei
hinreichend groBe natiirliche Zahlen, dann gilt 7v/2 < N’ bzw. g < /n fiir n > N’ daher weiter
T(n) N +n

mn— (N"+1)v/n < T(n) < mn+ (N + 1)y/n fir n > N” und damit |—= Tn
n
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1\?
7r<\/ﬁ+\/§> = 7n + 1V2/n < T+ 6y/n
und

7r<\/_—\/1§>2:7m—7r\/§\/5<7m—6\/ﬁ

Nach dem Zusammenziehen beider Ungleichungen erhalten wir
mn — 6y/n < T(n) < n+6yn

und daraus weiter

T |6
n Vn

Die rechte Seite der Ungleichung konvergiert fiir n — oo gegen Null. Setzt man fir 7'(n)

die Summe ¢(0) + ... + ¢(n) ein, dann folgt zunachst

t(0) 4 ... + t(n) ' n+1
n+1 n

—

und weil der zweite Bruch gegen eins konvergiert, schliefSlich

t(0) 4 ... +t(n) .
n+1 T

In Worten: Der Mittelwert von ¢(n) konvergiert gegen m. Anfangs merkt man davon freilich
wenig, wie man sich an Hand von ¢(0) = 1, t(1) = 4, t(2) =4, t(3) = 0, t(4) = 4, t(5) = 8,
t(6) =0, t(7) =0, t(8) =4, t(9) = 4, t(10) = 8 tiberzeugen kann.

Wir wollen noch T'(n) berechnen. Dazu teilen wir die Losungen von 0 < 22 +1y? < min
Klassen nach dem Wert von z ein, so dass alle Losungen mit demselben x-Wert derselben
Klasse angehoren sollen. Fiir z = 0 muss y? < n, daher |y| < y/n sein, so dass zu z = 0
genau 1+ 2[/n] y-Werte gehoren. Die eckige Klammer soll dabei ausdriicken, dass es sich
um die grofite ganze Zahl handelt, die kleiner oder gleich der in der eckigen Klammer
stehenden Zahl ausféllt.

Ist dagegen x = k # 0, dann muss k? < n, daher |k| < y/n sein und y? < n — k% Die
Anzahl dieser y-Werte betragt 1 + 2[v/n — k2|. Damit gewinnt man schliefllich fiir 7'(n)
die Summe

V7l vl
14+2[vn]+2> 1+2[Vn—k]=1+4) [Vn—k?|

Fir n = 100 betrdgt der Wert [v/100] = 10, so dass gilt
T(100) = 1+ 4([v100] + [V99] + [V/96] + [V91] + [V84] + [V/T5] + [V64] + [V51]
+[V36] + [V19) =1+4(10+949+9+9+8+8+T7+6+4) =317
Damit ergibt sich

£0) + ...+ ¢(100)  T(100) 317
= = =0 = 3,1386...
101 01 101 > 1980

Wir schlieBen mit einer Aufgabe, die der Pole Steinhaus 1957 stellte. Es sollte nach-
gewiesen werden, dass es fiir jede natiirliche Zahl n einen Kreis K, gibt, der genau n
Gitterpunkte enthalt.
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Die Losung gelingt durch Angabe eines Punktes P, der selbst kein Gitterpunkt ist, und
von dem alle Gitterpunkte lauter verschiedene Abstidnde haben. Dann kann man die
Gitterpunkte nach wachsendem Abstand von P zu einer Folge P;, P, ... ordnen. Schlagt
man um P einen Kreis mit einem Radius, der zwischen dem Abstand PP, und PP,
liegt, dann stellt er den gewiinschten Kreis K, dar, in dem genau die n Gitterpunkte
Py, ..., P, liegen.

Es geht also nur noch um die Angabe des Punktes P. Der

1
Punkt <\/§, 3) leistet das Gewiinschte. Denn sollte der

Abstand der beiden Gitterpunkte (x,y) und (2/,y') von P
derselbe sein, dann folgt aus

(x— V27 + (y—;>2= (' — V2)? + (y’_1>2

die Gleichung

p
20 —a)V2=a"+y? -2 -y + sw—v)

Da /2 irrational ist, muss = &’ sein, damit die sonst irrationale linke Seite im Sinne
der Gleichung nicht widerspruchsvoll zugleich rational ist. Wenn aber 2’ — z verschwindet,
muss gelten

0=y’2—y2+§(y—y’)Z(y’+y)(y’—y)+§(y—y’)Z(y’—y) (y’+y—§)

Der zweite Faktor kann nicht verschwinden, weil y + 3/ eine ganze Zahl ist, daher muss
der erste Faktor verschwinden. Das fithrt zur Gleichheit y = ¢/. P ist also richtig.
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1782 hat der Englander Waring, ohne
weitere Begriindung, angegeben, dass sich
jede natiirliche Zahl als Summe von k-ten
Potenzen nichtnegativer ganzer Zahlen
schreiben ldsst, wobei die Anzahl K der
Summanden lediglich von k& abhéngt. Fiir
k = 2 gab Waring den Wert K = 4 an, fiir
k = 3 den Wert K = 29, fiir £ = 4 den

Den Beweis in vollem Umfang dafir zu
erbringen gelang bis heute noch nicht.
Hilbert konnte 1909, urspriinglich mit Hilfe
eines 25fachen Integrals, nur die prinzipielle
Richtigkeit des Satzes nachweisen in der
Form, dass es fir jedes k eine dazugehorige
natiirliche Zahl K gibt.

Vorher, und Waring sicherlich bekannt, war von Lagrange 1770 im Falle £ = 2 der Wert
K = 4 nachgewiesen werden wahrend Wieferich erst 1909 fiir £ = 3 den Wert K = 9
schaffte. Im tibrigen vermutete schon Bachet de Méziriac 1621, was ein gutes Jahrzehnt
spater Fermat bereits wusste, dass ndmlich fiir £ = 2 der Wert K = 4 gilt.

Anstelle des Waringschen Theorems werden wir hier die viel bescheideneren Sétze k = 2,
K =4und k =4, K = 50, aber dafiir elementar, beweisen.

Der damals noch jugendliche sowjetische Mathematiker Linnik hat zwar 1943 die prinzi-
pielle Richtigkeit des Waringschen Theorems ebenfalls elementar bewiesen, doch wiirde
sein Beweis unser Programm iiberfordern.

Zunéchst der Fall £ = 2, K = 4. Die Identitat von Euler

(@ + 0+ +d) (2 + P+ + 1% = (ae +bf +cg+dh)? + (af — be + ch — dg)*
+ (ag — ce + bh — df)* + (ah — de + bg — cf)?

lasst erkennen, dass das Produkt von zwei natiirlichen Zahlen, deren jede die Summe von
vier Quadraten ist, ebenfalls eine Summe von vier Quadraten darstellt.

Nun ist jede natiirliche Zahl, wenn sie nicht selbst Primzahl ist, das Produkt von Prim-
zahlen. Daher geniigt es, nachzuweisen, dass der Satz fiir Primzahlen gilt. Da weiter
2 = 0% 4+ 0% + 12 + 12 ist, brauchen wir den Beweis nur nach fiir ungerade Primzahlen zu
fithren.

Zunéchst weisen wir nach, dass das m-fache einer ungeraden Primzahl p sich als Summe
von vier Quadraten schreibt. Dazu bemerken wir, dass

p—1\?
o (220
2

durch p dividiert, lauter verschiedene Reste liefern. Denn werden irgend zwei dieser Zahlen
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mit a? und b? bezeichnet, wobei a > b > 0 sei, dann gilt

1 1
O<a+b<——+——=p—1<p

O<a—-b<a+b<p
0<a®—b"=(a+b)(a—0b)

Da rechts keiner der beiden Faktoren durch p teilbar ist, gilt von ihrem Produkt dasselbe.
Wenn dagegen a® und b? denselben Rest nach p hitten, miisste ihre Differenz durch p
teilbar sein. Daher ergeben auch die Zahlen

—1\?2
1+02,1+12,...,1+<792>

nach p lauter verschiedene Reste. Dasselbe gilt fiir die Zahlen

p—1\?
o (25
2

-1
Da die Gesamtzahl der Zahlen in den letzten beiden Reihen insgesamt 2 (1 + 2) =

p+ 1 betragt, muss mindestens ein und derselbe Rest r in beiden Zahlenreihen auftreten.
Es seien 1 + a® und —b* die beiden Zahlen, fiir die das zutrifft. Dann gilt 1 + a®> = jp+r
und —b? = kp + r, daher

O<l+a*+b=0G—-kp=0+1>+a>+1*
so dass sich das (j — k)-fache von p als Summe von vier Quadraten schreibt.
Erheblich mehr Miihe macht es, nachzuweisen, dass man berechtigt ist, 7 — k durch 1 zu
ersetzen. Auf Grund des eben Bewiesenen gehen wir davon aus, dass
mp=a®+ b+ +d*

ist. Dabei sollen a, b, ¢, d nichtnegative ganze Zahlen darstellen, von denen eine, sagen

wir a, nicht durch p teilbar ist, und m die kleinste natiirliche Zahl ist, fiir die eine solche

Darstellung zutrifft. Diejenigen von den Resten r bei der Division von a, b, ¢, d durch p,
P P

die nicht kleiner als £ sind, ersetzen wir durch p —r < £. Dann gilt, wenn man die so

gemeinten Reste mit «, 3,7, d bezeichnet:
a=dp=+a, b="bp+p, c=cpL, d=dp+é woalus

CAP+E+d=Npta?+ 52442+ 2
folgt, wobei N eine ganze Zahl ist. Daher ist auch

2
a2+52+72—|—52<4(g> = p?

durch p teilbar. Die linke Seite ist aber im Hinblick darauf, dass p mit a zugleich auch «
nicht teilt, wegen der zustdandigen Minimaleigenschaft von m nicht kleiner als mp, so dass
0 <m < p folgt.
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Um m = 1 nachzuweisen, fiihren wir einen indirekten Beweis und nehmen m # 1 an.
Damit wére dann 1 < m < p. Ahnlich wie vorhin diirfen wir

a=a"ptad, b="0b"p+p, c=cdpEt, d=d"p+ ¢

annehmen, diesmal aber mit zugelassenem Gleichheitszeichen,

, _m
a < —

: ¢ <
2

, _m , _m m

<= < = =
P35 Y=, 5
weil m gerade sein kénnte. Fiir die neuen Reste gilt wieder, dass o/? + 32 +~"? + 6" durch
m teilbar ist, also gleich mn.
Ware n = 0, dann miissten o/, 5,7/, ¢’ verschwinden, daher a, b, ¢, d durch m teilbar sein,
woraus die Teilbarkeit von

G+ +E+dE=mp

durch m?, daher die Teilbarkeit von p durch m folgen wiirde, obschon p eine Primzahl ist.
n muss also eine natiirliche Zahl sein.

Sollten in den Ungleichungen oben lauter Gleichheitszeichen gelten, dann miisste m zunachst
gerade sein, m = 2k, so dass

a=adm+ao =2d"k+k=Fk2d+1)=FkK
und ahnlich b = kk”, ¢ = kK", d = kk"". Damit wére
mp = 2]{?]7 — CL2 + b2 4 C2 +d2 — kQ(kIQ 4 k”2 4 k/l/2 + k//l/2>

also 2p = k(k? + k"™ + k" + k")

Da Quadrate von ungeraden Zahlen selbst ungerade ausfallen, steht in der Klammer eine
Zahl, die durch 4 teilbar ist. Dann miisste aber die ungerade Primzahl p durch 2 teilbar
sein. Es muss folglich mindestens eine der Ungleichungen, sagen wir die erste, eine echte
Ungleichung sein, also

In der Identitat von Euler setzen wir

e=ad =a—-md", f=B=b-mb", g=+=c—md, h=§=d—-md",
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Die Ausdriicke in den Klammern rechts berechnen sich dann zu

ad +bB' +cy +dé' = a® + b+ A+ d* — m(aa” +bb" + e’ + dd")
=m(p—aad’ —bb" — e’ —dd") =mt

bzw. mu, mv, mw, wobei t, u, v, w ganze Zahlen sind. Setzt man alles ein, dann folgt
mp -mn = (mt)? + (mu)? + (mv)? + (mw)?
und weiter
np = t* + u? +v° + w?

Es konnen nicht alle Zahlen ¢, u, v, w durch p teilbar sein, weil die natiirliche Zahl n
kleiner als p ist und die Primzahl p daher nicht teilt. Wegen der Minimumeigenschaft von
m miisste aber mp < np sein, was der Ungleichung n < m widerspricht.

Die Annahme m # 1 fithrte also zum Widerspruch, so dass m = 1 und damit die Dar-
stellbarkeit jeder ungeraden Primzahl als Summe von vier Quadraten gilt. Daraus folgt
dann, wie anfangs ausgefiihrt, die Darstellbarkeit jeder natiirlichen Zahl als Summe von
vier Quadraten.

L pory s Doyl e ooz e [z ) (b e (e
Lyaz} etz ey ey vt 2w fz-w)

Damit sind wir so weit, nachzuweisen, dass sich jede natiirliche Zahl als Summe von 50
Biquadraten schreiben lésst, £ = 4 und K = 50. Wiederum gehen wir von einer aus,
die schon vom Franzosen Liouville herangezogen wurde. Zunachst betrachten wir mit 6n
nattirliche Zahlen, die durch 6 teilbar sind. Dann gilt nach dem Satz von Lagrange

n=a’+b+c+d* und a=a2>4+y*+ 22+ uw?
Aus der Identitdt von Liouville folgt damit
6a* = aj + ... + aty

wobei ay, ..., a1 nichtnegative ganze Zahlen sind. Entsprechendes gilt fiir 602, 6¢2, 64%. Eine
durch 6 teilbare Zahl kann folglich als Summe von 4 - 12 = 48 Biquadraten geschrieben
werden.

Eine natiirliche Zahl die nicht grofler als 95 ist, ergibt nun durch 16 = 2* dividiert, einen
Rest r < 16, wahrend der Quotient ¢ < 5 ausfillt, so dass sie 2%q + r ist.

Werden ¢ und r als Summen von lauter Einsen geschrieben, die als Biquadrate aufzufassen
sind, 1 = 14, folgt daraus, dass sich natiirliche Zahlen < 95 als Summe von 5 + 15 = 20
Biquadraten schreiben lassen.
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Fiir natiirliche Zahlen m > 95 von der Form m = 6q + r ist ¢ > 15 und 0 < r < 5. Die
Zahlen q, ¢ — 2, ¢ — 13 sind folglich positiv, daher fiir r = 0,1,2,3,4,5 der Reihe nach

m==6q m = 6q+3 =6(q— 13) + 3%,
m = 6q+1 , m = 6q+4=6(q—2)+2%
m==6q+1*+1* | m=6q+5=06(q—2)+1*+2*

Da nach dem schon Bewiesenen die ersten Summanden rechts Summen aus 48 Biquadraten
sind, zu denen dann noch zwei weitere Biquadrate hinzutreten, ist schliefSlich £ = 4 und
K = 50 nachgewiesen.

Begniigt man sich dagegen mit K = 53, dann kann man unmittelbar an die Darstellbarkeit
durch 6 teilbarer Zahlen ankniipfend wie folgt schlieflen: Jede natiirliche Zahl N gibt durch
6 dividiert einen Rest kleiner als 6, der mithin die Summe von hochstens 5 Biquadraten
11 =1 ist.

Daher ist N durch hochstens 48 + 5 = 53 Biquadrate darstellbar. So verlief der Beweis
von Liouville, den er um 1840 am College de France vortrug.

Weder das Ergebnis, noch unser Vorgehen sind sonderlich befriedigend. Letzteres deshalb
nicht, weil es Kunstgriffe anwendet, die nicht weiter ausbaufidhig sind. Doch fiihrte unser
Vorgehen immerhin zum Ziel, wenn auch nicht zu dem von Waring angegebenen Wert fiir
die Anzahl der Biquadrate.

In der Zahlentheorie, insbesondere der additiven Zahlentheorie, ist man diesen Kummer
schon ldngst gewohnt. Unsere Kenntnisse sind eben noch immer recht mangelhaft darin.
Nach Ansicht fiihrender Mathematiker besafl dagegen Fermat Einsichten, die den unseren
weit iiberlegen waren. Sein Vorhaben, eine Zahlentheorie zu schreiben, fiihrte er leider
nicht aus. Wir verdanken ihm Séatze, zu denen Beweise erst viel spater, nur zum Teil und
unter grofiten Schwierigkeiten erbracht werden konnten.

Selbst in neuester Zeit begegnet man der Behauptung, Fermat habe auch seine Vermu-
tungen als Satze hingestellt, fiir die er aber keine Beweise hatte. Zur Begriindung fiithrt
man immer wieder an, er habe behauptet, der Ausdruck

22" +1

ergabe fiir jede nattrliche Zahl n eine Primzahl, wahrend Euler spéter zeigen konnte,
dass fiir n = 5 eine zusammengesetzte Zahl erhalten wird. Inzwischen wurden weitere
45 Exponenten n gefunden, die ebenfalls zusammengesetzte Zahlen liefern, unter denen
n = 1945 der grofite Exponent ist, der eine Zahl mit mehr als 10°2 Ziffern bildet. [

In einem Brief von Fermat vom 29. 9. 1654 an Pascal steht aber: "Es ist das eine Eigen-
schaft (dass 22" + 1 stets eine Primzahl ist), fiir deren Wahrheit ich einstehe; der Beweis
ist sehr unangenehm, und ich bekenne, dass ich ihn noch nicht vollstdndig zu erledigen
im Stande war.”

Wie man sieht, hat Fermat, wenn er eine Behauptung temperamentvoll aufstellte, fir die
er noch keinen Beweis hatte, das offen zugegeben.

2*) Wenn jede Ziffer nur einen Millimeter breit wire, wiirde die Zahl hingeschrieben linger als 3 - 10°63

Parsec ausfallen, eine Lange, vor der selbst der Astronom kapituliert. Besitzt doch unsere Milchstrafie
eine Ausdehnung von "nur” 2,5 - 10*“ Parsec! [1 Parsec (pc) = 3,26 Lichtjahre (L.J.) ~ 3 - 10' km]
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18 Keiner kam hinter seine Schliche

Somit geschieht also Fermat heute noch ebenso Unrecht, wie es ihm schon zu Lebzeiten
geschah. In einem Geheimbericht iiber ihn, der als Jurist Parlamentsrat in Toulouse wur-
de, an den Minister Colbert heift es:

"Fermat hat einen allseitigen wissenschaftlichen Verkehr, ist ziemlich geldgierig, kein gu-
ter Berichterstatter, konfus, gehort auch nicht zu den Freunden des Présidenten.”

Die letzten Worte verraten schon, woher der Wind wehte. Dass aber einer der scharf-
sinnigsten Mathematiker aller Zeiten als konfus bezeichnet wurde, einer, hinter dessen
Methoden man bis heute noch nicht kam, ist vernichtend - fiir den Verfasser des Geheim-
berichts!
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19 Universallange

Der Franzose Lebesgue hatte in seiner Doktorarbeit 1902 eine neue Art von Integralen
eingefiihrt, die fiir die Mathematik von heute unerlésslich wurde. Damit riickte er sofort
in die vorderste Reihe fithrender Mathematiker auf. Zwei Jahre spéter stellte er dann die
Frage, die mit seinem Integralbegriff eng zusammenhéngt, ob es moglich sei, ein Maf§ so
einzufithren, dass dieses flir Punktmengen wie Strecke oder Quadrat mit der Lange bzw.
dem Inhalt iibereinstimmt, aber dariiber weit hinausgehend, fiir jede Punktmenge einen
bestimmten Wert besitzt.

Die Frage wurde von Banach 1923 fiir Gerade und Ebene bejahend beantwortet. Warum
sie im Raum mit einem Nein zu beantworten ist, dafiir hat, wie wir schon berichteten,
Neumann den gruppentheoretischen Grund aufgedeckt.

Wir werden von einer Banachschen Spielart von Integra-
len ausgehen, deren Anwendung auf die charakteristischen
Funktionen dann zum Ziele fithrt. Diese Wendung, erst
das Integral und hinterher das Mafl einzufiihren, ist die
Umkehrung des von Lebesgue eingeschlagenen Weges, die
auch noch spéter mit Erfolg, insbesondere von dem Un-
garn Friedrich Riesz bei seinem Aufbau der Lebesgueschen
Theorie, beschritten wurde.

Es geht dabei um neue Disziplinen, die erst in unserem
Jahrhundert entstanden sind, obwohl ihre Wurzeln ins vo-
rige Jahrhundert zuriickverfolgt werden kénnen. So hatten
bereits Volterra und Hadamard Integrale als Funktionale
aufgefasst.

Wie neuartig solche Gedankengéange wirkten, ersieht man
aus der Reaktion von Zeitgenossen. Einer der bedeutends-
ten Mathematiker um die Jahrhundertwende, der Franzose
Poincaré, klagte: "Wenn man frither neue Funktionen
einfithrte, dann geschah es, um sie anzuwenden; heute
dagegen konstruiert man sie, um Schlussweisen unserer
i Vorgénger zu widerlegen, Und niemals wird man sie auch
zu etwas anderem verwenden.”

Andere bedeutende Mathematiker sprachen sogar in diesem Zusammenhang von Anarchie.

X sei eine Menge, fiir deren Elemente x, 2/, eine Addition x + 2’ erklart ist, weiter die
Multiplikation von links mit reellen Zahlen p, pz. Die beiden Operationen sollen den
formalen Regeln gentigen, die man aus der Vektorrechnung kennt. X heifit dann reelle
lineare Menge.

Unter einem Funktional in X versteht man eine Funktion, die auf X definiert ist und
reelle Werte besitzt. Das Funktional F(x) soll homogen sein:

F(px) = pF(x)

Gilt die Gleichung nur fiir p > 0, dann heifit das Funktional positiv-homogen. P(z) sei
ein solches positiv-homogenes Funktional, das aulerdem noch subadditiv sein soll:

P(x + ') < P(x) + P(z2')
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Gilt nur das Gleichheitszeichen, dann heifit das Funktional additiv. Das soll fiir P(x) der
Fall sein.

Von einem subadditiven Funktional P(z) ausgehend, konnte Banach ein Funktional F'(z)
konstruieren, das von P(x) majorisiert wird: F'(X) < P(X).
Zunéchst ist im Nullpunkt O von X

P(O)=P0x)=0-P(z)=0

So definieren wir F' fiir O durch F(O) = 0.

Wir erinnern an den Schluss von n auf n + 1, den man auch als Induktionsschluss be-
zeichnet. Im Sinne dieser Schlussweise geniigt es, um die Giiltigkeit einer Aussage fiir jede
natiirliche Zahl einzusehen, wenn man zweierlei zeigt:

Erstens, dass die Aussage fiir die erste naturliche Zahl, also die Eins, zutrifft.

Zweitens, dass die Aussage, wenn sie fiir die natiirliche Zahl n zutrifft, fiir die ndchstgrofere
nattirliche Zahl n + 1 ebenfalls zutreffen muss.

Diese Schlussweise kann {iber die Folge der natiirlichen Zahlen hinaus fortgesetzt werden.
Das beruht darauf, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann, und folglich ein schritt-
weises Ausschopfen, wie es der Induktionsschluss vorsieht, auch bei beliebigen unendlichen
Mengen, insbesondere bei unserem X, zum Ziele fiithrt.

Das so verallgemeinerte Verfahren nennt sich dann transfinite Induktion, von der wir jetzt
bei der Konstruktion von F(x) Gebrauch machen werden.

Der erste Schritt ist getan, denn wir haben ja bereits F'(O) definiert. Dabei denken wir
uns X wohlgeordnet, mit 0 als erstem Element. Das diirfen wir, weil man O erst aus X
entfernen, dann die Restmenge wohlordnen und nach Vereinigung mit O diese O von X
fiir das erste Element in X erklaren kann. Im Sinne der transfiniten Induktion bleibt dann
noch folgendes zu zeigen:

Ist die Banachsche Konstruktion bereits bis zur linearen Teilmenge X’ von X fortgeschrit-
ten, und bezeichnet ' das Element aus X, das erstes Element der Menge X — X’ im Sinne
der Wohlordnung ist, dann kann man F auf X’ + pz’ so definieren, dass es mit dem auf
X" schon definierten F' iibereinstimmt und dabei auf der neuen reellen linearen Menge ein
homogenes additives Funktional ist, das dort von P(x) majorisiert wird.

Es seien 2" und 2’ zwei beliebige Elemente aus X'. Aus
F(w//) + F(Z_///) — F(‘/L‘” +(L‘///) S PI:(I/ + x//) + (_x/ +x///):|
S P(x/ +x//) + P(_x/ + x///)
folgt
F(ZL‘W) . P(—ZIZ’—‘;—I‘”’) < —F(x”) —|—P(ZL‘/ —i—:L‘H)

daher
a =sup[F(z") — P(—2' + 2")] < inf[-F(2") + P(z' +2")] = b

dabei wurden Supremum und Infimum fir alle Elemente aus X’ gebildet.
Mit einem festen ¢ zwischen a und b definieren wir dann F' auf X’ + px’ mit Hilfe der auf
X' schon definierten Werte wie folgt:

F(z" + pa') = pe+ F(2")
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Wie sofort ersichtlich, stimmt F dann auf X’ mit den dort bereits definierten Werten
tiberein, auflerdem ist F' auf ganz X’ + px’ homogen und additiv. Es bleibt noch zu
zeigen, dass F' auf X’ + pz’ von P majorisiert wird.

Dazu sei zunachst p > 0. Dann ist

F(a" + pr') = po+ F(&) < pb+ F(&') [ P(2) (e )] ran
= —F(a")+ P(a" + pz') + = P(z" + pa’)
Fir p < 0 folgt aus a < ¢ ganz dhnlich
F(z" + px') < P(2" + pa')

so dass F' auf X' + px’ von P majorisiert wird.

Mit diesem Ergebnis kann man wie folgt ein Integral definieren. X sei diesmal die Menge
aller beschrankten reellwertigen periodischen Funktionen x(t¢) von der Periode 1, die kiirzer
auch mit z bezeichnet werden. Wir setzen

n

1
sup 7Zx<t+ak>:p(‘r;alv'”7an)
—oo<t<+oo T k=1

wobei aq, ..., a, reelle Zahlen sind, und weiter
inf p(z; a4, ..., a,) = P(x)

wobei das Infimum sich auf alle moglichen Wertekomplexe ag, ..., a, mit beliebigem n
bezieht.

Offensichtlich ist P(z) positiv-homogen. Um auch die Subadditivitit nachzuweisen, seien
a1, ..., ap und by, ..., b : m zwei Wertekomplexe, fiir die

p(x;aq, ..., a,) < P(m)—i—% und  p(a’; by, ..y bin) gP(q;’)+%

gilt. Wir setzen c¢;, = a; 4+ b,. Dann gilt einerseits

Plx+2") <plx+ 12 c11, s Com) (*)
andererseits
1
plx+asc11, oy Com) = —  sup Y _[x(t+ cp) + 2 (E+ cul
nm —oco<t<+oo ik
<L sup > x(t+cw) + L sup > ' (t+ cip)
C MM —co<t<too z‘,k ' MY —oo<t<too ' i Z
S—Zsup Z (t+ b +a;) + Zsup—z (t + a; + by)
m = mi
Da jede der Summanden
1 n m ,
sup — Z (t + b + a;) bzw. sup—Zm(t—i—ai—i-bk)
n m =
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19 Universallinge

den selben Wert p(z;aq, ..., a,) bzw. p(2; by, ..., by,) besitzt, weil t + by bzw. t + a;, darin
die Rolle von ¢ iibernimmt, folgt fiir die letzte Summe weiter

= p(wv at, .., an) +p(x/a bh ] bm) < P(l’) + P(xl) t+e (**)
Da ¢ beliebig klein ist, liefert (x) und (*%) zusammen
P(z +2') < P(z) + p(a')

Nach unserem Ergebnis von vorhin existiert also ein von P majorisiertes Funktional F'.
Nun folgt aus z(t) > 0 sofort P(z) > 0 und P(—z) < 0. Da f(x) = —F(—xz) > —P(—x)
ist, folgt

—P(-x) < F(x) < P() (***)
daher F(z) > 0. Setzt man 2" (t) = z(t+ty) —x(t) und ap, = (k— V)to fir k=1, ...,n+1,
dann ist

P(a") < p(a"; a1, ... ani) = sup[z(t) + (n + 1)to — =(?)]

n+1
Die rechte Seite konvergiert fir n — +oo offensichtlich gegen Null, so dass P(z") < 0
folgt und dhnlich P(—x") < 0, daher wegen (x * ) schlielich F'(z") = 0.

Fiir 2(t) identisch 1 erhélt man P(x) = 1 und P(—z) = —1, so dass wegen (xx*x) F(z) = 1
ist. Definiert man daraufhin des Integral durch

mit x*(t) = z(1 — t), dann kann man damit die Resultate wie folgt formulieren:

1 1 1
1. /[Tm(t) + 7’2 (t)] dt = T/x(t) dt + T’/x'(t) dt, mit den reellen Zahlen r und r’.
0 0 0
2Ausx()>0folgt/ t)dt > 0.
. 1
3. Fir jedes tg gilt /x t+1tp)dt = /x(t)dt.
0 0
1
4. /x (1—-t)d /x
0 0
1
5. Aus z(t) identisch 1 folgt /x(t) dt = 1.

Mit Hilfe dieses Integrals gelingt es, fiir samtliche Punktmengen e aus [0, 1] ein additives
MaB m(e) zu definieren.
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Sei .(t) die charakteristische Funktion der Menge e, die in den Punkten aus e den Wert 1
annimmt, sonst aber verschwindet. Mit diesem niitzlichen Begriff des Belgiers de la Vallée
Poussin definieren wir das Mafl m(e) durch

/1 x(t) dt

Aus den aufgezahlten Eigenschaften des Banach-Integrals folgt dann fiir das Maf§ sofort

1. Fiir zwei disjunkte Mengen e und ¢’ gilt m(e + ¢") = m(e) + m(e’).
2. m(e) > 0.

3. Fiir zwei kongruente Mengen e und ¢’ gilt m(e) = m(e’).

4. m([0,1]) = 1.

Ersetzt man die erste Forderung durch die strengere der Totaladdivitéit, welche die Addi-
tivitdt fiir abzahlbar viele paarweise disjunkte Mengen verlangt, dann kénnen nicht alle
Punktmengen messbar sein, wie der Italiener Vitali 1905 nachgewiesen hat.

Die Konstruierbarkeit von F' mit Hilfe von P versetzt auch in die Lage, einen Grenzwert
fir alle beschrénkten Folgen = = (x1, 9, ...), 2’ = (2], 2%, ...) zu definieren. Wir setzen

p(z;ng,...,n;) = nh—>noloZ Z o und P(z) = inf p(z;n4, ..., n;)
wobei das Infimum fiir alle endlichen Komplexe von natiirlichen Zahlen n, ..., n; gebildet
werde. Das Funktional F' liefert dann durch die Festsetzung
lim z,, = F(x)

n—o0

einen verallgemeinerten Grenzwert, der mit dem gewohnlichen tibereinstimmt, falls letz-
terer existiert, und der auflerdem folgenden Bedingungen gentigt

I
i 1M(rx+r %)= 1l Xt rflom X}, .

Moo

'.!J Xe2@ ){uxdf}:aﬁfﬁ Z:q,xn}f}
‘. % "—%m xnr-t.— Lo, XVL \\\/
‘%Mﬂ&“i@ﬁfém%@f?#ﬂf;}l f}

n+m

i3
T En 2 Enne Tone, > den unteren und oberen Limes in dem Sinne
| { verstanden, wie sie in den Anfangsgriinden
| der Hoheren Mathematik erklart werden.
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20 Die Axiome

Axiome der Verkniipfung:

Axiom 1. Ist a eine Gerade, so gibt es unendlich viele Punkte, die auf a liegen, und auch
unendlich viele Punkte, die nicht auf a liegen.

Axiom 2. Ist A ein Punkt, so gibt es unendlich viele Geraden, die durch A gehen, und
auch unendlich viele Geraden, die nicht durch A gehen.

Axiom 3. Zu zwei verschiedenen Punkten A und B gibt es genau eine Verbindungsgerade.
Axiome der Anordnung:

Axiom 4. Wenn B zwischen A und C' liegt, dann liegt B auch zwischen C' und A. Axiom
5. Von drei Punkten A, B, C einer Geraden hat genau einer die Eigenschaft, dass er
zwischen den zwei anderen liegt.

Axiom 6. Sind A und B zwei Punkte, so gibt es auf der Verbindungsgeraden unendlich
viele Punkte C' zwischen A und B, in Zeichen (ACB), ebenso unendlich viele Punkte D
mit der Anordnung (ABD) und unendlich viele Punkte E mit der Anordnung (BAFE).

Axiom 7. (von Pasch) Sind A, B, C drei Punkte, die nicht auf ein und derselben Geraden
liegen, und ist g eine Gerade, die durch keinen der drei Punkte geht, aber mit der Strecke
AB einen Punkt gemein hat, dann hat g auch einen Punkt mit der Strecke AC' oder mit
der Strecke BC', aber nicht mit beiden gemein.

Axiom 8. Durch eine Gerade g zerfillt die Gesamtheit aller nicht auf ¢ liegenden Punk-
te in zwei Klassen, die Halbebenen, derart, dass die Verbindungsstrecke zweier Punkte
der gleichen Klasse keinen Punkt mit g gemein hat, wahrend die Verbindungsstrecke von
einem Punkt der einen Klasse mit einem Punkt der anderen Klasse einen Punkt mit g
gemein hat.

Axiom 9: Ist P ein Punkt einer Geraden g, so zerfillt die Gesamtheit aller anderen Punkte
von ¢ in zwei Klassen, die Halbgeraden, derart, dass P zwischen jedem Punkt der einen
Klasse und jedem Punkt der anderen Klasse liegt, aber nie zwischen zwei Punkten der-
selben Klasse.

Axiom 10. Wenn man zu zwei Punkten Agy, A; auf ihrer Verbindungsgeraden auf Grund
von Axiom 6 einen Punkt As mit der Anordnung (AgA;As) hinzufiigt, dann haben die
Strecken AgA; und A; A, keinen gemeinsamen Punkt; ferner besteht die Strecke AgAs aus
den Punkten der beiden Strecken AgA; und A;As und aus deren gemeinsamem Endpunkt

A

Axiom 11. Ist (g1 92) ein Winkel und ist g3 ein von seinem Scheitel ausgehender Strahl der-
art, dass go im Inneren des Winkels (g;g3) liegt, dann hat das Innere von (g;g-) mit dem
Inneren von (gog3) keinen Punkt gemein, und das Innere von (g;g3) setzt sich zusammen
aus dem Inneren von (g192), dem Inneren von (gog3) und dem gemeinsamen Schenkel g,
dieser beiden Winkel.

Axiome der Messung und der Kongruenz:

Axiom 12. Jede Strecke hat eine ganz bestimmte Lénge, die eine reelle positive Zahl ist.
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20 Die Axiome

Axiom 13. Wenn eine Strecke von der Lange a um eine Strecke von der Lange b verlangert
wird, so hat die Gesamtstrecke die Lange a + b.

Axiom 14. Ist r irgendeine positive Zahl, so gibt es auf jedem Strahl mit dem beliebigen
Anfangspunkt P einen und nur einen Punkt, der von P den Abstand r hat.

Axiom 15. Ein Halbkreis, dessen Endpunkte auf zwei verschiedenen Seiten einer Geraden
liegen, hat mit dieser wenigstens einen Punkt gemein.

Axiom 16. Ein Halbkreis, von dem der eine Endpunkt im Inneren, der dndere im AuBeren
eines Kreises liegt, hat mit diesem wenigstens einen Punkt gemein.

Axiom 17. jeder Winkel hat eine bestimmte Breite, die eine reelle positive Zahl < 7 ist.
Ein gestreckter Winkel hat die Breite 7.

Axiom 18. Wenn ein Winkel von der Breite a um einen Winkel von der Breite 3 verbrei-
tert wird, dann hat der entstehende Gesamtwinkel die Breite v + f3.

Axiom 19. Sei « eine Zahl zwischen 0 und 7. Ist dann g ein von einem Punkt P ausge-
hender Strahl, so gibt es auf jeder Seite von der den Strahl g tragenden Geraden einen
und nur einen von P ausgehenden Strahl i derart, dass der Winkel (gh) die Breite a hat.

Axiom 20. Wenn bei zwei Dreiecken AABC und AA’B’'C’ die Beziehungen a = a’, b =V,
~v = v bestehen, dann sind die Dreiecke kongruent.

Zu diesen 20 Axiomen in der Aufstellung von Perron tritt noch das Parallelenaxiom hinzu.
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Nachwort

Wer die drei Bénde - den vorliegenden, die ”"Geometrischen Plaudereien” und den Band
"Uber Zahlen und Uberzahlen” - verarbeitet hat, der weiB, was die Mathematik soll und
kann, ohne zu wissen, was sie ist. Das weif3 ndmlich bis heute noch keiner, wie Blaschke
es in seinen "Reden und Reisen eines Geometers” 1961 ausfiihrt. Mochte der Leser noch
mehr wissen, dann hat er sich bereits fiir die Mathematik entschieden und muss nunmehr
systematisch studieren. Dazu wiinsche ich ihm guten Erfolg!

Ich war um eine gefillige Darstellung bemiiht. Boltzmann erklirte zwar, Eleganz wére
Sache der Schuster und Schneider, in Paris wurde ich jedoch eines besseren belehrt. Wer
aber am Plauderton Anstof3 nimmt, dem ist nicht zu helfen, denn er leidet an notorischem
Ernst. Lichtenberg ging noch weiter und meinte: "Die Mathematik ist eine gar herrliche
Wissenschaft, die Mathematiker aber taugen oft den Henker nicht!” | was nicht heiflen
soll, dass wir ihm vorbehaltlos zustimmen.
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