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ARITHMETIK, ALGEBRA UND ANALYSIS

A. Die quadratische Funktion
und die quadratische Gleichung

1. Funktionen

1. Funktionen

a) Das rechtwinklige Koordinatensystem
1. Das xy-Achsenkreuz

Beobachtungsreihen kann man zeichnerisch darstellen, z. B. die Lufttemperatur an
einem Ort zu bestimmten Zeiten eines Tages (Abb. 1), die Korpertemperatur eines

'Temperaturachse
& ye C. ...

Bhbpape b
b 12h b wh omh b
i s |  FBiE S

Abb. 1. Lufttemperatur an einem Oktobertag



6 Funktionen

Kranken an mehreren aufeinanderfolgenden Krankheitstagen (Abb. 2), die Kérper-
linge eines Kindes in aufeinanderfolgenden Lebensjahren (Abb.3) usw. Man zeichnet
dazu in einer Ebene zwei aufeinander senkrecht stehende Zahlengerade mit gemein-
samem Nullpunkt. Aus den beiden Zahlengeraden werden durch diesc gegenseitige
Verkniipfung Zahlenachsen.

Temperaturachse
; 4
Name: geb. Beruf Datum
Monalstag 236. | 246. | 256 | 266. | 276 286. | 296. | J06. 12 27 37 4.7
KrankhTag | 1 | 2 | 3 « | 5 5 7 | & 9 0 | n |2
Montg. | Dienstg | Mitiw_|Jomersy| Freitg, [Somstq | Sonntg.| Monlg | Diensty | Mittw |Gonnersty| Freity.
r [
47°
o 2 a A
w 7
29° I\ / f\/ V4 /
yA\"4 J vV VvV TVY [\ A
s N\
\/1\
37° VI N /

36"
35"/

Krankheitstage
X

T 2 3 4 &5 6 7 8 9 10 11 12 Zeifachse

Abb. 2. Ficberkurve eines Kranken

Abb. 3



Funktionen K

Die waagerecht liegende Achse
heit x-Achse, die lotrecht lie-
gende y-Achse. Beide Achsen zu-
sammen bilden einrechtwinkliges
xy-Achsenkrenz. I (- +)
Das Achsenkreuz teilt die Ebene in
vier Achsenfelder oder Quadran-
ten?), den I, IL, III. und IV. Qua-
dranten, abgekiirzt 1, IT, ITI und IV % 3 2 7 7 s 5 ¢ s X%
(Abb. 4). 7
Strecken gleicher Linge, die in der

B (x,;y,) oder
BIN B4

I(++)
y,u"

B LI N

Xz 45 ——=

Zeichnung von demselben Anfangs- 4

punkt aus nach entgegengesetzten me--) 3 V-
Richtungen laufen, unterscheidet %

man durch die Vorzeichen plus und

minus: +5und —5; +4 und —4; Abb. 4
+aund —a. .

Wir legen im Achsenkreuz fest (Abb.4): Die positive a-Richtung zeigt vom
Nullpunkt aus nach rechts, die positive y-Richtung vom Nullpunkt aus
nach oben.
Den Nullpunkt des Koordinatensystems nennt man seinen Ursprung und bezeichnet
ihn mit 02).
2. Der Punkt im 2y -Achsenkreuz, das 2y-Koordinatensystem.

Ein Punkt P ist im zy-Achsenkreuz durch seine Abstinde von den Achsen bestimmt.
Diese lassen sich auch auf den Achsen messen. Der z-Abschnitt heiBt die Abszissea:3),
der y-Abschnitt die Ordinatey*) des Punktes P. g
Abszisse und Ordinate eines Punktes heiBen die Koordinaten®) des Punktes P, man
schreibt P(z;y). Das rechtwinklige Achsenkreuz als Bezugssystem zu diesen Ko-
ordinaten heiBt daher auch rechtwinkliges Koordinatensystem (Abb. 4).

b) Veriinderliche und Funktion

1. Veriinderliche

GroBen, die verschiedene Werte anneh ko , heien veriinderliche Griien

oder Veriinderliche.
In den Beobachtungsreihen der Abb. 1, 2 und 3sind die Zeitpunkte der Beobachtungen
und die gemessenen Beobachtungswerte untereinander verschieden oder verénderlich.
Die Veriinderliche, iiber die wir willkiirlich oder frei verfiigen konnen, heiBt die will-
kiirliche oder unabhiingige Veriinderliche ; sie ist in den obigen Beobachtungsreihen

1) Quadrant (lat.) heiBt Vierteil, Achsenfeld.

2) Anfangsbuchstabe des lateinischen Wortes origo oder Ursprung.

8) abscindere, lies: ab-scindere, (lat.) heiBt abschneiden, abtrennen. Abszisse (lies: Ab-szisse) ist das
auf der z-Achse abgeschnittene Stiick, der ,,2-Abschnitt des Punktes*.

4) ordinare (lat.) heiBt zuordnen. Ordinate ist der einer Abszisse zugeordnete ,,y-Abschnitt eines
Punktes‘.

5) coordinare (lat.) heift einander zuordnen, nebenordnen.




8 Funktionen

der Zeitpunkt der Messung. Die Verinderliche, iiber die wir nicht frei verfiigen
kénnen, heiBt die abhiingige Verinderliche y; sie ist in den angefiihrten Beispielen der
zum gewihlten Zeitpunkt zugehorige MeBwert der Beobachtung.

2. Darstellung von Funktionen

In den Beispielen der Abb. 1, 2 und 3 hiingt die GroBe y von » ab. Jedem frei ge-
wihlten Wert der unabhingigen Verinderlichen » kann ein bestimmter Wert der
abhiingigen Veréinderlichen y zugeordnet werden. Fiir dieses Abhéngigkeitsverhéltnis
sagt man in der Mathematik:

y ist eine Funktion?) von .

Die Abhéingigkeit der Verinderlichen y von der unabhiingigen Verénderlichen # ist
in den gewithlten Beispielen durch messende Beobachtung festgestellt. In allen
drei Beispielen ist die Zeit die unabhingige Veriinderliche # (Abb. 1, 2, 3). Zur bild-
lichen Veranschaulichung dieser Funktionen zeichnet man zu frei gewéhlten Zeit-
punkten als Abszissen die beobachteten Werte als Ordinaten in ein rechtwinkliges
2y-Achsenkreuz ein und verbindet die entstandenen Beobachtungspunkteals ,,Marlk-
steine* durch Strecken. Die beobachtete und gemessene Abhiingigkeit wird in der
zeichnerischen Darstellung durch eine Kurve?) — in den Abb.1, 2,3 je durch einen
geknickten Streckenzug — wiedergegeben.

Indengraphischen?) Darstellungender Abb.1, 2und 3entsprechendiegeknickten Strek-
kenziige nicht genaudem tatsiichlichenVerlaufder Funktionen. Dieser wird im allgemei-
nen nicht durch einen geknickten Streckenzug, sondern durch einen gekriimmten
Linienzug dargestellt, wie ihn z.B. selbstregistrierende Apparate aufzeichnen
(s. Aufgabe 7 und Abb. 7). Da wir aber das Bildungsgesetz dieser Funktionen nicht in
einen mathematischen Ausdruck fassen konnen, konnen wir den Verlauf der Kur-
ven zwischen den beobachteten ,,Marksteinen‘ ohne weitere Zwischenmessungen
nicht zuverlissig und richtig erginzen. Aus diesem Grunde, aber auch des leichteren
Zeichnens wegen, benutzt man bei derartigen Funktionen den geknickten Streckenzug
als Bild der Funktion.

Analytische Darstellung einer Funktion. Bei anderen Funktionen ist die Ab-
hiingigkeit der Veriinderlichen y von der unabhiingigen Verinderlichen 2 durch eine
mathematische Abhéingigkeitsvorschrift zwischen y und « gegeben, nach der
jedem z-Wert ein Funktionswert y zugeordnet werden kann. Man nennt diese Vor-
schrift die analytische?) Darstellung der Funktion. In vielen Fillen 1é8t sie sich durch
einen geschlossenen mathematischen Ausdruck zwischen yund zdarstellen.

Beispiel: y = 22+ 2 — 2.

Geometrische Veranschaulichung des Verlaufs einer Funktion. Um den
Verlauf der Funktion % = 2® 4+ x — 2 in einem gewissen Bereich, z.B. von
2 = — 4 bis ¥ =+ 4, geometrisch veranschaulichen zu konnen, stellen wir eine
Wertetafel der Funktion oder Funktionstafel auf. In diesem Bereich kann # jeden

1) Funktion (lat.) heift Verrichtung.

2) linea curva (lat.) heiBt gekriimmte Linie.

3) graphisch (gr.) heiBt zeichnerisch.

4) Analysis (gr.) heiBt Auflésung. Die Analysis behandelt die Losung einer mathematischen Auf-
gabe durch Feststellung des Zusammenhangs der veranderlichen Grofen.



Funktionen 9

Wert zwischen — 4 und 4 4 annehmen. Wir beschriinken uns vorerst auf ganz-
zahlige Werte der unabhiingigen Verinderlichen  in diesem Bereich :

z | —4] -8 —-2] =1 o] 1 | 2| 3] 4
y [ +10] +4] o] -2 -2 0o | ¢ | 10 | 18

Zeichnen wir die zusammengehérigen
Wertepaare von z und y in ein rechtwink-
liges zy-Achsenkreuz ein, so erhalten wir
zu jedem Wertepaar (z; ) der Funk-
tionstafel einen Punkt P (x; y) im
Achsenkreuz. Die Verbindung der gefun-
denen Punkte im Achsenkreuz durch einen
gekriimmten Linienzug nennt man die
Kurve der Funktion y = a* 4+  — 2 oder das
Funktionsbild (Abb.5).

Die Funktionskurve ist eine zeichnerische
Veranschaulichung des Verlaufs einer Funk-
tion in einem gewissen x-Bereich.

Funktionsbild und Funktionstafel sind
anschauliche und praktische Hilfsmittel
zum Arbeiten mit einer Funktion. Beide
werden in Technik und Physik oft an-
gewandt,.

i

| i \ ”’F’ - *

Abb. 5. Die Funktion y=gz*+7—2

Aufgaben

I. Das rechtwinklige Koordi) ystem

1. Bestimme die Lage der folgenden Punkte im
zy-Achsenkreuz: (1; 1), (+ 1; —1), (— 1;
—1), (—1;+ 1), (0;1), (—1;0), (0;0),
(—4;0), (4;—4), (—4;—4)! In welchen
Quadranten liegen die Punkte?

2. Welche Koordinaten haben die Ecken der
Dreiecke und Vierecke in Abb. 6? In wel-
chen Quadranten liegen die einzelnen Eck-
punkte?

: Abb. 6
II. Veriinderliche und Funktion

3. Stelle eine Fieberkurve nach Angaben aus dem értlichen Krankenhaus dar!
Anleitung in Abb. 2. Der Pfeil in Abb. 2 vom Punkt der ersten Temperaturmessung zu
der Bezeichnung 35° T besagt nicht, daB die Temperatur des Kranken bei der Einlieferung
in das Krankenhaus 35° betrug, sie ist nur der Hinweis, daB die gezeichnete Kurve zu den
Ordinatenwerten 35°; 36°; 37°; .. .; 41° gehort,



10

Funktionen

4. Im Laufe eines Sommertages erhielt man durch zweistiindlich durchgefithrte Messungen der

&

-

Lufttemperatur die folgende Zahlentafel :

Uhrzeit 0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24h,
Temperatur 14 11,5 95 10 14 22 26,6 27,6 27 255 22 19 17,5°C.

a) Stelle den Temperaturverlauf wihrend des Tages zeichnerischdar! MafBistab: 1 Std. £ 0,5¢m;
1°C £ 0,5cm.

b) Wie groB ist die Temperaturschwankung des Tages (Differenz zwischen der héchsten und
der tiefsten Temperatur)?

€) Zu welchen Zeiten treten das Temperaturmaximum und -minimum des Tages auf?

d) Schitze die Durchschnittstemperatur des Tages nach dem Funktionsbild!

Die Messung der relativen Feuchtigkeit zu denselben Uhrzeiten am gleichen Beobgchtungs-
ort und gleichen Tage ergab die folgende Wertetafel :

Uhrzeit 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24h,
rel. Feuchtigkeit 72 73 76 75 68 60 55 53 53 55 60 65 68%.

a) Stelle die Zahlentafel zeichnerisch dar!

b) Zu welchen Tageszeiten treten das Maximum und das Minimum der relativen Feuchtigkeit
auf?

¢) Vergleiche die zeichnerische Darstellung der relativen Feuchtigkeit mit der Darstellung
des Teémperaturverlaufs der Aufgabe 4!

Die barometrische Hohenmessung beruht auf der Abnahme des Luftdrucks mit zunehmender
Entfernung des MeBortes von der Erdoberfliche. Verschiedenen Héhen sind die folgenden
Barometerstinde zugeordnet :

Hohe in km S0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10,
Barometerstand in Torr 760 674 598 530 470 417 370 328 201 258 229.

a) Stelle die Abhiingigkeit des Barometerstandes von der Hohe des MeBortes zeichnerisch
dar!

b) Welcher Barometerstand herrscht unter Normalumstinden auf dem Gipfel der Zugspitze
(2970 m)?

¢) In welcher Héhe befindet sich ein Beobachter, wenn sein Hohenmesser einen Druck von
500 Torr anzeigt?

Zur fortlaufenden Beobachtung einer zeitlich verinderlichen GréBe verwendet man in der
Wissenschaft und Technik selbstregistrierende!) Apparate, insbesondere dann, wenn die Vor-
giinge so langsam oder so rasch verlaufen, daB sie sich einer direkten Beobachtung mit ge-
wohnlichen Hilfsmitteln entziehen. Als Beispiele seien erwihnt: der Thermograph zur Auf-
zeichnung von Temperaturkurven, der Barograph zur Messung des Luftdrucks, der Indikator
zur Aufzeichnung des Dampfdrucks im Zylinder einer Expansionsdampfmaschine.

Abb. 7 zeigt den von einem Thermograph aufgezeichneten Temperaturverlauf wihrend
einer Juniwoche.

;

1) Selbstregistrierende Apparatesind Gerite, die Vorginge selbsttiitig aufzeichnen, z.B. Ande-
rungen der Temperatur, des Luftdrucks, des Feuchtigkeitsgehalts, aber auch Erdbeben,
Wasserstinde usw. Bei selbstregistrierenden Apparaten iibertrigt ein fiir die Veranderungen der
MeBgréBe empfindliches Konstruktionselement seine Bewegungen auf einen als Hebel aus-
gebildeten Zeiger, an dessen Ende sich ein Schreibstift befindet. Das auf einer Trommel aufge-
spannte Koordinatenpapier wird durch ein Uhrwerk unter dem Schreibstift bewegt.
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. &) Zu welcher Zeit erreicht die Temperatur an
jedem Tage ihr Maximum und ihr Minimum?

E:;;;ugggggéi;l;;m;;,;;.m,;;gﬂiiiiiiiiiiiiiiii.'"iiiiiiiiiiigggiijj;,,

i i : i
N '“IIIH |||"HH=HHIIU!III mmm“IHIIIIIII“HHIH{ o b) Wie groB waren die Temperaturschwankun-
Hll umlﬂ.'iﬂlgnmﬂﬂ'.'!' IIHIHI‘!‘{I’I‘{H“H Il H“H“H“l |II=| gen an jedem Tage?
o H:IIIHHHHHH'“HHmﬁi““ﬂmmnHmﬂmHEHIIIHHHHHHIIIH ¢) Welches war die hochste und die tiefste Tem-
R il S
53 fI "Imilll i il :E“h“‘:ﬂ“ d) Schitze die Durchschnittstemperatur an
|=""Hm||||“m" mlllll lIllIIuIIIII{Hi |||||||IIIII|=HHH|' jedem Tage und innerhalb der Woche!
ﬂ“l’IIIIHHHl'l'HH"ﬂlIlliI'l'l'HIIII'HHHHI'HIIIIIIII}HHHHHH,H €) An welehen Tagen treten plétzliche, starke
‘:l"“ll'll'HH,'!'"lIlH" ""I“Hm= ||||"{"Hi"“lllmﬂ“ﬂ i Temperaturschwankungen auf? Um welche
- EIHHHH}}H'Hﬂiﬂﬂlﬂ,.l,' Iﬂ}}:{;}}::ﬁﬂ{l}l‘l'ﬂiﬂf«m i' T Tageszeit treten sie auf? Auf welche Ursachen
E 'H“I]"HHH|=I|Hm=mHHHHH}H:HHHmmﬂmﬂmmmlﬂ sind sie vermutlich zuriickzufithren ?
H""!HI ""'""']HI""“""""""""“"HIHHHHHH“ f) Warum sind die Ordinaten im Koordinaten-
S H“ ; J - Hmugmﬂnululllﬁfl papier selbstregistrierender Instrumente Kreis-
% =,,,Huu i bégen ?
]

8. Ein volkseigenes Stahlwerk meldete 1949 in
zwei aufeinanderfolgenden Monaten fiir die
Thomasstahlerzeugung die folgenden Sollerfiil-
lungen in Prozentsitzen :

i
il d}{" 1

Tag des Monats 1. Monat 2. Monat
8 12 14
6. 25 27
it 9. 34 41
i it i @ . W
i 15. 57 59
it Al 18, 70 73
A i
i 2 o %
Al ST qih . 1
T il
‘ ||||||||||| 'HH....HHIIIIIIIII.'}IIH..nn--;:ﬂllﬂmu 27. 108 112
I }HﬂHnlnllﬂumﬂif{"lli IlIumn|m|||||||||||lﬂﬂlﬂ{}}{,“|||mﬂﬂ 30. 120 196
S IHHH“H{H“HII!III":IiHIHHHHH"HHHHHIIlIIIII:I“HHHIHHH 31. 125 =
gt A g il i ) sil
s I:HIH;IIIIlIHIII'HH"l‘jHI""""““““'I"""IHHHHHH’HII"I“IHH Stelle die monatliche Erfiillung zeichnerisch
3 i A dar!
ESIS g I T o
IS gl T
¥ I““‘H"" 'L‘SEIHHFHHHI"I‘“IIHIH"FIIIIHIIII Hmiiﬂll 9. Im Wettbewerb der Stahlwerke Hennigsdorf
ity Ny e it und Riesa der VESTA sind 1949 fir Siemens-
||IIHHHH"IIIIIHHHHlilﬂlllllll '||HIHH'HHH |H=ml|“ Martin-Stahl die folgenden Sollerfiillungen in
LR i i S e tlsenden Sllrllungen in
ot A ot
S '},'{{,'}H{mﬂﬂlm gt |umm!{HI{I{H“iﬂlulﬂmﬂ Tag des Monats ~ Hennigsdorf ~ Riesa
Mt e e L 5 e 5
S iyt AN gt e e .
A St o 0 i
iy i AT il . 30 36
i L e i - -
i 5
""IIIH“I"""IIIIII|||| Hi lI"mﬂmmulun||||'l=||||llll 18. 71 71
s T e 1 81 81
Iy iy A s
S i 2 o5 o
3 e A o v R g 27. 113 105
}}}HHnmﬂiifnllﬂﬁﬂl“ﬂ! i ,,}IHHHIH“HIHHHI 30. 126 117
n Wl il i i
S A 3L 130 120

Abb. 7. Temperaturverlauf in einer Juniwoche Stelle das Ergebnis zeichnerisch dar!
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10. Tm Wettbewerb der Profilstahlwalzwerke der VESTA sind 1949 fiir mittelschwere Profile in
einem Monat die folgenden Sollerfiillungen in Prozentsatzen des Monatssolls gemeldet worden :

Tag des Monats ~ Maxhiitte Hennigsdorf Finow
3. 9 3,7 1
6. 21 9 4
9. 34 14 17

12. 48 22 42
15. 57 33 44
18. 62 45 44
21. 67 63 55
24. 76 68 83
27. 84 86 107
30. 90 104 110
31. 106 104 110

Stelle das Ergebnis in einem Diagramm dar!

11. Um den Nullpunkt eines zy-Achsenkreuzes ist ein Kreis mit dem Radius 7 = 1 beschrieben.
Eine Parallele zur y-Achse wird von der Stelle £ = — 4 lings der 2-Achse bis zur Stelle
2= -+ 4 verschoben.

a) Wie groBist die Anzahl der Punkte, die der Parallelen und dem Keis fiir die einzelnen
z-Stellen des Bereiches gemeinsam sind?

b) Stelle die Anzahl dieser Punkte in Abhingigkeit von 2 fiir den Bereich # = — 4 bis
2= + 4 in einem zweiten Achsenkreuz zeichnerisch dar!

Anleitung: Die Anzahl dieser Punkte seiY; das zweite Achsenkreuz sei ein # Y-Achsen-
kreuz. Dann kann jedem z-Wert des Bereiches ein bestimmter Y-Wert zugeordnet werden,
Y ist eine Funktion von 2.

Wertetafel der Funktion im Bereich 2 = — 4 bis 2 = +- 4:

Stelle & . ...ouounnns e | —4] -3 —2|—1] o] 1] 2]|s]4

UG — | ol of of 1fl2l1fofo]o
s |—12] —1]—o08|—08|—04|—02| 0 |o2]os|os]0s]10]1e
Y| o] 1] 2] 2 2] 2zfelefz]fz]z]1 o

Das Funktionsbild ist keine zusammenhangende Kurve. Aus wieviel Einzelteilen besteht sie?
Aus welchen Einzelteilen?

12. Lése dieselbe Aufgabe fiir r= 2!
13. Die Funktion y = 22+ # — 2 ist geometrisch darzustellen (vgl. Abb. 5)!

14. Zeige fiir die Funktion y = 22+ 2 — 2 den Verlauf der Funktionskurve im Bereichz= — 1
bis z= -+ 1! (Man driickt diesen ~ 2-Bereich formelmaBig folgendermaflen aus:
—1<z=<+41; liest —1 kleiner oder gleich # kleiner oder gleich + 1.)

Anleitung: Bestimme zu den Punkten (— 1; —2), (0; — 2), (1; 0) die Zwischenpunkte
fir =+ 0,1; & 0,2; ;s + 0,9 (Wertetafel) und stelle sie geometrisch dar! Verbinde die
Punkte (— 1; — 2), (05 —2), (15 0) miteinander a) durch Strecken: geknickter Streckenzug,
b) iiber die Zwischenpunkte: Linienzug, Kurve der Funktion!

15. Stelle die folgenden Funktionen geometrisch dar:
a) y=22—2—2 b) y=2a*4+2z—6 ¢) y=22—z—86
d) y=2+22—3 e) y=22—2z—3!
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16. Die Funktion y = 2 — 132 + 12 st geometrisch darzustellen,
a) indem fiir die y-Werte derselbe MaBstab wie fiir & gewihlt wird,
b) indem fiir die y-Werte der MaBstab auf den 10. Teil verkiirzt wird !

Ergebnis: EineMaBstabsinderung der y-Achse indert nichts an den Bereichen
des Steigens oder Fallens einer Kurve, nichts an der Lage ihrer Schnittpunkte mit der
z-Achse und nichts an der @-Stelle ihrer Hoch- und Tiefpunkte (Maxima und Minima);
aber die Stiirke des Steigens und Fallens wird geéindert.

17. In gleicher Weise sind die Funktionen a) y = 28— 7z — 6, b) y=2a3— 172 46,
€) y =2%— 13z — 12 geometrisch darzustellen!

III. Mittelwert oder Durchschnitt

18. Mittelwert zu einer Reihe von Einzelwerten heiBt die Zahl, fir welche die Summe der
Uberschiisse der griBeren Einzelwerte gleich der Summe der Fehlbetrige der kleineren
Einzelwerte ist.

Beispiele: Welches sind die Y
Mittelwerte zu 4 und 6; 4, 5

und 6; 23, 37,49 und 31; a, b, ¢ b-m

und d? Stelle fiir jedes Beispiel I o Jie-m

die Einzel werte und den Mittel- m-d
wert  zeichnerisch in einem b
Streifendiagramm dar! (Anlei- L ¢
tung in Abb. 8). Wie gro8 sind
die Uberschiisse der groBeren
Einzelwerte iiber den Mittel- )
wert? Wie groB die Fehlbe- X
trage der kleineren Einzelwerte
bis zum Mittelwert? Bilde die
Summe der Uberschiisse und
der Fehlbetrige! Welche Gleichung fiir m ergibt sich aus dem Begriff des Mittelwertes?
Erklire das Wort Durchschnitt und Mittelwert zeichnerisch und rechnerisch!

S—— ]

Q

Abb. 8

Man erhalt den Mittelwert 2u einer Reihe von Einzelwerten, indem man die Summe
der Einzelwerte durch ihre Anzahl dividiert.

m=a+b+cﬂ+d+....

19. Stelle den monatlichen Gas- und Elektrizititsverbrauch des eigenen Haushaltes wihrend
eines Jahres zeichnerisch dar! Berechne und veranschauliche durch Zeichnung das Monats-
mittel des Jahres! Stelle den Mehr- bzw. Minderverbrauch jedes Monats zum Monats-
mittel (als 4 bzw. —) dar! Wie entsteht die Kurve des monatlichen Mehr- bzw. Minder-
verbrauchs aus der urspriinglichen Verbrauchskurve? Welche rechnerische Vereinfachung
ergibt sich daraus fiir die Berechnung des Mittelwertes?

Zusatz: Dieser Mittelwert wird genauer arithmetischer Mittelwert genannt.

20. Bestimme rechnerisch und zeichnerisch die Mitten zu den folgenden Punktpaaren:
(0;0) und (1;0), (0;0) und (0;1), (0;0) und (— 1;0), (0;0) und (0; — 1), (0;0) und
(13 1), (050) und (— 1;— 1), (0;0) und (— 1;4 1), (050) und (+ 1;— 1), (0;0) und
(4;6), (0;0) und (—4;+6), (1;1) und (3;5), (1; — 1) und (—3;5), (—2;4+3) und
(+4;—15), (— 3; — 4) und (2; — 3), (2; — 3) und (3; — 1)!

2
—_

Durch Einsatz von Arbeitsinstrukteuren im Bergbau eines Steinkohlengebietes wurden
u. a. die Schichtleistungen dreier Hacker in einer Woche folgendermaBen gesteigert:
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Schicht- Schichtleistungen in m?
Hacker
norm 4. 12, 5.12. 6. 12. 7.12 8. 12. 9. 12. 10. 12.
A 6,5 m?® 5,3 6,5 6,2 8,4 7.8 12,1 8,9
B 6,5 m? 5,0 6,0 6,2 7.3 8,7 75 8,5
C 6,5 m? 6,3 6,5 4,2 7,0 10,5 8,5 8,5

!
Stelle die wochentliche Schichtleistung jedes Hackers zeichnerisch dar! Berechne die durch-
schnittliche wochentliche Schichtleistung jedes Hackers!

22, Im Erntejahr 1949/50 wurden die folgenden Kalimengen je ha im Bereich der Deutschen

Demokratischen Republik verbraucht:

Gesamtanbaufliche 4 930 000 ha, je ha 30 kg. Dariiber hinaus wurden zusitzlich verbraucht:
fiir Zucker- und Futterriiben, Olfriichte, Faser-

pflanzen, Gemiise ............ooenenns
s Tabakl: «ovswnononassie e .
,» Vermehrungsanbau ............ rioior oo nioie
s Neuland oo vogevmneanaenss s sos

... auf 752 000 ha Anbaufliche je ha 30 kg,

..., 14000 ha 3 je ha 200 kg,
..., 270000 ha " jeha 20kg,
<.+ 5 81000 ha ” jeha 60kg.

Berechne die durchschnittliche Kalidiingung je ha, bezogen auf die Gesamtanbaufliche!

23. Wir messen die KorpergroBe der Schiiler unserer Klasse und bestimmen die Durchschnitts-
groBe. Welches sind die groBten Abweichungen vom Durchschnittsma? Wieviel Schiiler
liegen mit ihrer KorpergroBe unter und wieviel iiber dem Durchschnittsma8?

24, Wir wigen simtliche Schiiler unserer Klasse
und bestimmen das Durchschnittsgewicht.

25. Bei zehn EinzelreiBversuchen an einer Spule
Wollkammgarn Nummer 24/3fach riff der
Faden bei den folgenden Belastungen
(Festigkeitswerte in p): 790, 585.790,710, 890,
765, 665, 855, 905, 750 p. Berechne a) den
Mittelwert der Festigkeit, b) die Abweichun-
gen vom Mittelwert!

2. Die lineare Funktion y = mx + n
a) Die lineare Funktion y =mx +n
1. Lineare Funktionen X
Wir untersuchen eine Funktion 1. Grades
von @, z.B. y = 2x +1. Stellt man die
TFunktion geometrisch dar, so zeigt ihr
Funktionsbild (Abb. 9):

Die Kurve einer Funktion 1. Grades
ist eine gerade Linie.
Die Funktionen 1. Grades heilen daher

lineare Funktionen. Da eine Gerade durch
zwei Punkte bestimmt ist, geniigen zwei

Abb. 8
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Punkte zur zeichnerischen Dar-
stellung einer linearen Funk-
tion.

2. Die gerade Liniey =mx + n

GroBen, die verschiedene
Werte annehmen konnen,
nennt man Verénderliche;
GroBen, die einen bestimm-
ten Wert besitzen, nennt man
Konstante!). Veriinder-
liche bezeichnet man im.
allgemeinen mit den letzten
Buchstaben des Alphabets,
z. B. @, y, z; Konstante
durch Anfiigen eines Index2),
z. B. @y, y1, 21, oder mit Buch-
staben vom Anfang des Alpha-
bets, z.B. a, b, ¢ oder m, n
oder p, q.

Die Kurve y=maz+n ist
eine gerade Linie. Alle Punkte
P(xz;y) der Ebene, zwischen
deren Koordinaten z und y
die Gleichung y = ma + n be-
steht, liegen auf dieser ge-
raden Linie, und alle Punkte
P (x;y) der geraden Linie er«
fiille n mit ihren Koordinaten
@ und y die Gleichung y = ma + n. Man nennt daher y = ma + n die Gleichung
der geraden Linie. ma heiBlt das lineare Glied in @, n das absolute?3) Glied. m
heiBt der Koeffizient4) des linearen Gliedes.

Welche Bedeutung haben die Konstanten m und # fiir die gerade Linie y = ma + n?

Wir stellen dazu die linearen Funktionen

y= z+1, y= 2x41, y= 3z+1
und y=—2a+1, y=—2z+1, y=—3x+1

in demselben Achsenkreuz geometrisch dar (Abb. 10).

Jeder Kurve einer Funktion legt man einen bestimmten Durchlaufungssinn zu.
Schreitet man fiir die Werte der unabhiingigen Veranderlichen & vom Negativen zum

1) constans (lat.) heillt stets gleichbleibend, fest; Konstante sind feste, gleichbleibende Zahlen-
grofen.

2) Index (lat.) heilit der Anzeiger, das Kennzeichen, das Unterscheidungsmerkmal; Mehrzahl:
die Indizes.

3) absolutus (lat.) heiBt losgeldst ; absolutes Glied ist ein von & losgeldstes oder 2-freies Glied.

4) Koeffizient (lat.) heiBt die Vorzahl, der Zahlenfaktor einer Veréinderlichen oder Unbekannten.
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Positiven fort, also auf der a-Achse in der positiven 2-Richtung, so durchliuft der
Kurvenpunkt die Kurve in einem bestimmten Richtungssinn.

Dem wachsenden & ordnet man den Durchlaufungssinn einer Kurve zu. Hierdurch wird die
Kurve einer Funktion zu einer orientierten Kurve (Abb. 10).

Die Kurven der in Abb. 10 dargestellten linearen Funktionen zeigen :

In der Gleichung y = max + n gibt der Koeffizient m den Anstieg der Geraden
an. Ist m grofer als Null oder positiv, so steigt die Gerade; ist m kleiner als Null
oder negativ, so fillt die Gerade.

Das absolute Glied n gibt den Abschnitt der Geraden auf der y-Achse an. Die
Gerade schneidet die y-Achse oberhalb oder unterhalb des Nullpunkts des Achsen-
kreuzes, je nachdem das absolute Glied n positiv oder negativ ist.

Die Kurve y = ma -+ n ist eine gerade Linie vom Anstieg m und dem Abschnitt n auf
der y-Achse.

b) Entwickelte und unentwickelte Form einer linearen Funktion

Wenn eine Gleichung zwischen x und y nach y aufgelost ist, heiBt sienach 2 ent-
wickelt, wenn aber x und y auf derselben Seite der Gleichung stehen, heiit sie
unentwickelt.

¥
Eine lineare Funktion kann auch in unentwickelter Form 4x-2ye3=0

durch eine lineare Gleichung zwischen x und y gegeben sein, ye2x+15
z.B. +42—2y+3=0.

Man entwickelt dann % nach x und erhiilt die entwickelte
Form der Funktion.

—2y=—4x—3, X

y= 2z415.

Wertetafel und Kurve einer Funktion lassen sich aus der
unentwickelten Form in gleicher Weise gewinnen wie aus der Abb. 11
entwickelten. Fiir die Aufstellung einer Wertetafel aus der

unentwickelten Form ist es vorteilhaft, leicht berechenbare ganzzahlige 2-Werte aus-
zuwihlen, z.B. 2 =0; z=+1; a=—1.

Beispiel (Abb.11):

unentwickelte Form: entwickelte Form der Funktion:
4x—2y+3=0, y=2x+15

z | —1] 0 | +1 z | —1] 0 | +1

y | —05] 15 |+35 y | —05] 15 [ +35

Die Kurve 4z — 2y + 3 = 0 stimmt mit der geraden Linie y = 2z +1,5 iiberein
(Abb. 11).
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Aufgab(-n

1. Stelle die folgenden linearen Funktionen geometrisch dar und bestimme aus dem Funk-
tionsbild durch Ausmessen ihren Anstieg:
a) y=ux; b)y=2z; ¢)y=3z; Q) y=1z;
e y=—uz: 0)y=—2z g)y=—3z; h)y=—1}z!

2 —2
Anleitung zu b: Setze den Koeffizienten 2 gleich T (zu f: — 2 gleich ‘1); dann gilt

2
fiir alle Punkte der geraden Linie % = T!
2. Stelle die folgenden linearen Funktionen geometrisch dar:
a)y=uz; bD)y=z-+1; e)y=z-+2; d)y=z+43;
0) y=2z; Dy=2z+1; gy=2x-+2; h) y=2z -4 3!

Wie verlaufen die Geraden a bisd und e bis h zueinander? Durch welche Be w egungen
lassen sie sich ineinander iberfithren?

3. Stellg die folgenden Geraden geometrisch dar:
Ny=—2 y=—1; y=+1; y=+2;
b) z=—2; z=—1; z=+41; z=+42!
Durch welche Bewegungen lassen sie sich ineinander iiberfiihren? Welche Gleichungen haben
die z-Achse und die y-Achse?

4. Welche der folgenden Punkte der Ebene liegen auf der Geraden y==2z+1:

Py(—2; —8), Py(—1; —1), Py(— %3 0), Py(1: 1), Pg(2;5), Pg(3;6), P,(0;1)?
5. Eine Schraubenfeder hat eine Lange von 6 cm. Belastet man sie mit 5 p, so dehnt sie sich
um 1,3 em. Bei einer Belastung mit 10 p dehnt sie sich um 2,6 cm, bei 15 p um 3,9 cm.

a) Um wieviel dehnt sich die Feder bei einer Belastung mit 1 p, mit 2 p, mit zp?
») Wie lang wird sie bei einer Belastung mit 5 p, 10 P, 15p, 1p, 2p, zp?
¢) Stelle ihre Liange y als Funktion der Belastung z dar! Zeichne das Diagramm!
d) Lies aus dem Diagramm die Belastung ab, die eine Dehnung um 1 em hervorruft!
©) Kann man fiir die Belastung  beliebig groBe Werte annehmen (Elastizitiatsgrenze)?
6. Ein Energiebezirk stellt elektrische Energie fiir Kleinabnehmer zu folgenden Tarifen zur
Verfiigung:

1. Haushalttarif (H 8). Der Strompreis setzt sich aus einem Grundpreis und einem Arbeits-
preis fiir die abgenommene elektrische Energie zusammen. Die Hohe des Grundpreises richtet
sich nach der Zahl der beleuchteten Riume. Als monatliche Teilbetrige des Grundpreises
werden erhoben:

fir 1 Raum 1,10 DM, fiir 5 Riéume 3,50 DM, ~

» 2 Rdume 1,30 ,, , w 6 s 450 55,

2918 g 1,78 2 »» jeden weiteren Raum 1,20 DM.
» 4 4 2,50 ,, ,

Der Arbeitspreis betrigt 0,08 DM/kWh.,

2. Kleinstabnehmertarif. Der Strompreis setzt sich aus einem Arbeitspreis von 0,40 DM
fir die kWh und einem Grundpreis fir den Elektrizititszihler in Hohe von 0,25 DM je
Monat zusammen.

a) Stelle die Abhingigkeit der monatlichen Stromrechnung (y) vom kWh-Verbrauch
(z=1;2;3;...; 10 kWh) je Monat fiir beide Tarife fest unter Zugrundelegung einer 3-Zimmer-
wohnung!

! [2046]
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b) Zeichne die Diagramme der beiden Funktionen in dasselbe Achsen-
kreuz ein!
¢) Bei welchem kWh-Bezug sind beide Tarife gleich giinstig?

d) Welchen Tarif wird man wihlen, wenn der monatliche Durchschnitts-
verbrauch 3 kWh, 10 kWh betriigt?

7. I-Stahl (Doppel-T-Stahl) hat einen Querschnitt, wie ihn Abb. 12 zeigt.
h bedeutet die Trigerhohe, b die Flanschbreite. In DIN 1025') sind  gpp, 12, I-stahl
die genormten Abmessungen fiir die Hohe und die Flanschbreite der  nach DIN 1025

verschied Typen a

Beeichnung  I| 8| 1o| 12| 14] 16] 18] 20| 22| 24| 25| 26| 28
Abmessungen h | 80| 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200 | 220 | 240 | 250 | 260 | 280
o etiis b| 42| 50| 58| 66| 74| 82| 90| 98106 | 110 | 113 | 119
Bezeichnung I 301 32| 34| 36| 38| 40| 42} 45| 47}| 50| 55| 60
Abmessungen kb 300|320 340 | 360 | 380 | 400 | 425 | 450 | 475 | 500 | 550 | 600
g b | 125 131 | 187 | 143 | 149 | 155 | 163 | 170 | 178 | 185 | 200 | 215

Die Flanschbreite b ist von der Trigerhohe & abhangig; b ist eine Funktion der Trigerhohe k.

a) Trage die in der Tafel einander zugeordneten Werte von & und b als Koordinaten in ein
rechtwinkliges Achsenkreuz ein! (MaBstab der Abszissenachse k: 100 mm £ 20 mm, [1:5];
MaBstab der Ordinatenachse b: 100 mm £ 50 mm, [1:2].)

b) Welcher Art ist die Kurve im Bereich 80 << & <C 250 und im Bereich 250 < & < 600?

¢) Ist die in der Tafel angegebene Abhangigkeit durch eine einzige Gleichung darstellbar?

d) Welche allgemeine Form haben die Gleichungen der Kurve in den beiden Bereichen?

€) Bringe die beiden Funktionskurven durch Riickwirtsverlingerung zum Schnitt mit der
Ordinatenachse und bestimme das absolute Glied der beiden Kurvengleichungen!

f) Bestimme aus der Zeichnung den Anstieg jeder Geraden und damit den Koeffizienten von 13
jeder Kurvengleichung!

g) Welche Gleichung ergibt sich aus den in e und f gefundenen Werten fiir die Kurve in
jedem der beiden Bereiche?

3. Die lineare Gleichung

a) Funktion und Gleichung

Gibt man in einer Funktion, z. B. in der linearen Funktion y = 22 + 1 (Abb.9),
der Veriinderlichen y den Zahlenwert Null, also y = y; = 0, so geht die Funktion

1) DIN ist die Abkiirzung fiir ,,Das ist Norm!* — Norm (lat.) heiit Regel, Vorschrift, Mafvor-
schrift. Tn den Normblattern (z. B. DIN 1025) sind die Ergebnisse der Arbeiten des Deutschen
Normenausschusses (DNA) niedergelegt. Diese haben zum Ziele, an Stelle der technisch und wirt-
schaftlich unzweckmiBigen Vielheit in den Ab und Ei haften industrieller Er-
zeugnisse eine technisch erforderliche und wirtschaftlich tragbare Auswahl zu setzen.
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y=2x+1 in eine Bestimmungsgleichung fir die unbekannte
GroBe z iiber, 25+ 1=0.
Zur linearen Funktion y = 2 + 1 gehort die lineare Gleichung 22+ 1= 0;
sie hat eine Losung, 2, = —0,5.

b) Nullstellen einer Funktion

Die Stellen einer Funktion, an denen y den bestimmten Wert y1 = 0 annimmt,
heilen die Nullstellen der Funktion. Sie sind in der geometrischen Darstellung der
Funktion die Schnittpunkte der Funktionskurve mit der x-Achse. Die Nullstellen
einer Funktion sind die Losungen der zugehérigen Bestimmungsgleichung. Die
lineare Funktion y = 22 4 1 besitzt ¢ine Nullstelle 2y = — 0,5. Diese ist der
Schnittpunkt der Funktionskurve, (Gleichung y = 2z -+ 1), mit der a-Achse,
(Gleichung y = 0).

Aufgaben
I. Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten
1. Die folgenden linearen Gleichungen sind zeichnerisch und rechnerisch zu losen:

a) —2z+44=0 b) 42—2=0 ¢ —le+1=0
d) —22—2=0 G)%z—[—z:O!

II. Lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten

Zeichnerische Lisung

2. Bewegliche Punkte und feste Punkte einer Kurve. Durch welchen gemeinsamen Punkt
gehen die Kurven:
a) y=u2; y=2z; y=38z D) y=zt+l;y= 224 1; y=38z41,
Q) y=—z—1liy=—2z—1;y=—38zx—1?
Bewegliche Punkte einer Kurve werden mit P(z;y) bezeichnet; die laufenden Koor-
dinaten (z; y) eines beweglichen Kurvenpunktes sind Verinderliche.

Feste Punkte einer Kurve werden durch einen Index bezeichnet, z. B. Py(2y; yo), P,(,; wn,
Py(24 yy), usw.;ihre Koordinaten sind Konstante.

3. Lose zeichnerisch und rechnerisch die folgenden linearen Glelchungen mit zwei Unbekannten:

) y=—a2+1 b) y=42—2 ) y=—2z—2 d)y=2z—2
y=—22—1 y=2z++4 y=—3%z+4+1 y=5x—11

e) z—y=1 ) z—2y=—14 g) 2+ 3y=3 o
r+4y=26 3x—y=3 z—3y=29

h) 4..z——7y—8=0 i) z2—2y=0 k) 3z+2y—5=0
32 —T7y4+1=0 224+ y=0 2z 4+ y—3=0!

Anleitung: Die Aufgabe, aus zwei Gleichungen die beiden Unbekannten z und ¥ zu bestim-
men, ist gleichbedeutend mit der Aufgabe, die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden
Funktionskurven zu finden.

4. Die Aufgabe, die Gleichung 224 1= 0 zu losen, 1iBt sich geometrisch dadurch veran-
schaulichen, die Nullstelle der Funktion y = 22+ 1 zu finden! Zeige die Richtigkeit dieser
Aussage!

2%
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Rechnerische Lisung
Lose die folgenden linearen Gleichungspaare!

5. Einsetzungsverfahren

a) 4z+y—40 b) 7z—y=199 ¢) rz+2y—13=0
z—y= 2z —y=24 z—2y— 1=0
d) 2r+7y—41=0 e) 2z —y—14=0 ) 4z—9y+47=0
4r— y— 7=0 y=z—2 4r=—3y+ 85
g) 524 3y —42=0 h) 62+ 5y = 27 i) 42— 7y—283=0
5x+ 8y —57=0 3xr=—4y+ 18 8z —21y—25=0
k) 11z —8y —59=0 1) 62—5y—9=0 m) 4z+ 3y = 26
8z42y—37T=0 r _ 4 e 7
y 8 y 8

6. Additionsverfahren
a) 3z 5y=95 b) 5z+ 4y= 40 ¢) 7z+ 3y=127 d) 524 Ty=176

3z —5y=25 bz — 4y =20 4+ 3y= 97 5r—3y= 46
¢) 10z —3y=220 1) 3z 2y= 22 g) 4o—7y=41 h) 82+ 3y= 30

10z 4 8y = 330 2z 4 5y =33 5z 4 3y = 63 3r—d4y= 1
i) 122 —8y=14 k) 42+ 15y =+ 99 1) 152 —32y+ 81=0

18z — 15y =3 6z — 17y= —49 352 — 20y —16=10
m) 26z — 51y +1=10 n) 35z2—88y+3=0

39z — 34y —1=10 — 63z 4 5Ty —6=0

Anleitung: Prife zuerst, ob sich die gegebenen Einzelgleichungen noch durch Division
durch einen Zahlenfaktor vereinfachen lassen. Beispiel: Aufgabei!
7.a) 4y- (102 —3)— 52+ (8y + 7)+165=0 b)16-(4y— 1)+ 3 (50— 12y) —259= 0
9z (4y — 7) + 3y (5—122)+ 114 =0 — 5.9z +7)+ 14 (55— 3y)+20=10
©) 10z (2y+3) —3-(4y+ 5 —4y - (52+2)=0
(8z+ 5)-(2y—38)—38z-(2y—1)=10
d) (6z+ 1) (10y — 4) — 15z (4y — 1) =0
(5z —4)- (6y—+ 1) —5- (424 y) — 15y - (22— 3)=10
z+y+} 3 b) 3z+5y+3 3y—T7z _y—x—2 w

5

8.8 i~ 37+ 6y—8 4 L e
z—y+1_ 1 5043y—13 _ 8 5y—9 2¢x+1 243y
z+y+1 3 5z+ 3y+13 21 15 24 ' 40
2y—z 4z+7y+6 5.z+2 83—z T7-(z—y) 4x— 5y

) = === = § T
6y+z 34:—16_3011—:; 5x—T7y 2:-(y—4)_zr+y
18 14 63 T3 T 8% 55

9.2) z+y=7a b) 24+ y=2a ¢) z+y=a+d
z—y=3a z—y=2>b z—y=a—0>

d) 42+ 6y = 10a —2b
6z — 4y = 2a -+ 10b
10. Warum haben die folgenden linearen Gleichungspaare keineoder keine eindeutigen Losungen:

a) 20 —y+1=0 b) 62 —2y+4+5=0 ¢) 6x—3y+9=0
2z2—y—1=0 3r— y+2=0 2z— y+38=0



d) 3z=y+5
6z —2y—10=0

Die lineare Gleichung

e) —4z4+2y—3 =0
— 62+ 3y —4,5 =07

21

Anleitung: Stelle die Gleichungen zeichnerisch dar und versuche sie zu losen!

Zur Besti

von zwei Unbek

& und y sind zwei voneinander unabhingige

Gleichungen erforderlich. Die Gleichungspaare a, b und ¢, d, e zeigen:

Ein Gleichungssystem hat keine oder keine eindeutigen Lésungen, wenn die Gleichungen
sich widersprechen oder identisch sind.

III. Lineare Gleichungen mit drei und mehr Unbekannten

Lése die folgenden linearen Gleichungssysteme:

11.a) z+ y—z=2
3z — 2y =0
6z —382=0

12, a) 52— 6y=38
— b5z} 42=14
6y + 4z = 36

13.a) 42— 8y-+4 92=5
6z 4 12y — 5z = 37
24z — 2z=1T1

14.a) 62+ 8y — 5z= 40
9z + 12y + 112= 60
14r — 18y + 192 = 20

d) 42— By+ 7z= 3
6r — 12y 4 9z= .3
5z 4 13y — 11z = 53

16. 8) 224 3y + 22 =21
37+ 2y + 2u=23
224 224 3u= 33
2y+ 3z 4 2u =35

IV. Angewandte Aufgaben

b) 2+ 2y+ 32= 04

z4 2y =43
+3y+ z=62
b) 52+ Ty=45
9z 4 2z = 30
Ty — 2z =23

b) 52— 9y+4 B8z=13
724 6y — 122 = 23
3y— 22= 6

b) 92 — 12y — 152= 6
47+ 16y + 20z = 56
S5z — 10y + 9z2= 38

e) z+ y+4 32=19
224 3y 4 42= 31
3z 4 4y 52= 40

¢) z—5y+ 92= 136
Y+ 32= 102
x —z=—4

©) 10z — 9y = 32

22+ 42 = 26
—Ty+4z2= 2
¢) 1224 10y — 4z= 92
4z — 5y = 4

8z —15y+ 32= 3

e) 3z — 5y —6z=27
2z+ 4y—92= 3
x4 13y + 32= 24

f) 40— 8y+ 7z= 3
5z +4 13y — 11z = 53
6r —12y4 9z= 3

b) z—2y+ 82— du=— 2
z—3y+ 52— Bu=— 4
z—4y+4 Bz— 8u 9
& —T7y+ 102 — 10u = — 13!

16, Berechne die Belastung der beiden Achsen eines beiadenen Lastkraftwagens, wenn die Lage

seines Schwerpunkts zwischen den Achsen bekannt ist!

a) b)
@ 3200kp 5700kp
a 325m 3,6 m
0,91 m 1,02 m

Gesamtgewicht des beladenenWagens
Achsstand
Abstand des Schwerpunkts von der Hinterachse ................ b

Anleitung zur Herstellung der Ansiitze von Gleichungen: Wir wihlen die gesuchten GroBen
der Aufgabe als Unbekannte # und y und driicken die in den Aufgaben gemachten Angaben
durch z und y aus.— In Aufgabe 16 verteilt sich das Gewicht auf beide Achsen. Die Produkte
aus den Achsdrucken und den zugehdrigen Schwerpunktsabstinden miissen gleich sein.

17. Berechne die Schwerpunktsabstinde der Achsen einer StraBenwalze mit dem Achsstand a

und den Achsdrucken P (vorn) und @ (hinten)!
P=10000kp, Q= 14000 kp
P= 7000kp, Q= 9000kp

a) a=3m,
b) a= 2,80 m,
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18. Abb. 13 zeigt einen Auszug aus dem Fahrplanblatt der Bahnstrecke Halle—Leipzig Hbf.
Erklire den graphischen Fahrplan! Bestimme die mittlere Geschwindigkeit a) von D 84,
b) von D183, ¢) von P 442, d) von P 459 (Sa.)! Kann man aus einem graphischen Fahrplan
ersehen, ob die Strecke ein- oder zweigleisig ist?

19, 17.45 fihrt ein D-Zug von Berlin Anh. Bf. nach Halle (Ankunft 20.51). 19.05 fihrt ein D-Zug
von Leipzig-Hbf. nach Berlin Anh. Bf. (Ankunft 22.10), Entfernungen 162 bzw. 165 km. Die
Entfernung Bitterfeld—Halle betrigt 30 km, Bitterfeld—Leipzig 33 km. Um welche Zeit
und in welcher Entfernung von Berlin begegnen die Ziige einander? Es wird mit gleich-
bleibender Durchschnittsgeschwindigkeit gerechnet. Priife mit einem Kursbuch, zwischen
welchen Stationen die Ziige sich begegnen!

20. Stelle an Hand eines Kursbuches einen graphischen Fahrplan fir eine Hauptstrecke und fiir
eine Strecke des Heimatbezirkes auf!

Auszug aus Fahrplanblatt:
e 11Al€ (Saale) —  Leipzig Hbf

1 von Bf 2u Bf, [km 566 509 362 466 524 240 357 780
2.vom Ausgangs-| S 2 & 2 3 5 X 3
punkt der Bahn| S s § 8§ 8 g § ¢ g
8 c
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II. Die quadratische Funktion

4. Die quadratische Funktion y = % + px + ¢q
a) Die quadratische Funktion

1. Wie éndert sich der Flicheninhalt eines Quadrates mit seiner Seite ?

Seite und Flicheninhalt des Quadrats sind hier veréinderliche Gréfien (Abb.14). Die
Quadratseite ist in der Aufgabe als unabhiingige Veriinderliche x festgelegt. Der
Flicheninhalt des Quadrats ist die abhiingige Verinderliche y. Er ist eine Funktion
von # und nach den Formeln der Geometrie gleich 2 Die analytische Darstellung
der Funktion lautet also y = a2

Eine Wertetafel der Funktion ist:

x | -5 —-4]|—-3]—-2]|-1]0] 1] 2]|3]| 4| 5
y | 25| 16| 9| 4] 1] o] 1] 4]0

Die Kurve der Funktion ist in Abb. 14 dargestellt.
2. Gegeben ist ein Quadrat mit der Seite 3 cm. Wie éindert sich der Flicheninhalt des
Quadrats bei Verlingerung oder Verkiirzung der Quadratseite ?

T

. 5 F 5 o 1

o g

EaaERaEE e

I F R B T
] R s E f"z“

Abb. 14. Die Funktion y = z* Abb. 15. Die Funktion y = (z + 3)*—9

55 8 i i
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Die Verinderlichen dieser Aufgabe sind die Verlingerung z der Quadratseite und
die Flicheninhaltszunahme y. Bei Verkiirzung der Quadratseite nehmen # und Y
negative Werte an (Abb. 15). y ist eine Funktion von «, ihre analytische Darstellung
lautet y = (x + 3)2— 9. Stelle eine Wertetafel der Funktion auf und zeichne das
Funktionsbild! Die Kurve der Funktion hat dieselbe Form wie in Beispiel 1, sie liegt
aber anders im Achsenkreuz.

In beiden Beispielen haben wir Funktionen 2. Grades von .

Funktionen 2. Grades heilen quadratische Funktionen. Ihre Kurven heien Parabeln.

b) Die quadratische Funktion y = x2

Die Funktion y = 2? ist die einfachste quadratische Funktion von . Zwei Wertepaare
der Funktionstafel geniigen nicht mehr zur Zeichnung der Funktionskurve. Die Funk-
tionskurve ist eine gekriimmte Linie, eine Parabel. Die Kurve y = 22 heit Einheits-
oder Normalparahel (Abb. 14). Thr tiefster Punkt (0; 0) heiBt Scheitel; er ist die Stelle
der groBten Kriimmung der Kurve. Die Normalparabel ist achsensymmetrisch. Ihre
Symmetrieachse ist die y-Achse, sie schneidet die Kurve im Scheitel.

¢) Die quadratische Funktion y = (x + d)2+ e

Zur Auswertung des zweiten Beispiels stellen wir die folgenden Funktionen
nebeneinander geometrisch dar (Abb. 16):

a) y = a3, b) ¥y = (x + 3)2, c) y=(x+3)?%—4.

Samtliche Funktionen sind quadratische Funktionen von z. Ihre Bildkurven
sind trotz der verschiedenen analytischen Darstellungen untereinander kongruent,

(170 3 S T ) L

:
O
$rtnlaaod:

alpyex?

: - 1 e i
% ]1 ; R i RN RETALY
bt bt : T "

Abb. 16. a) y=u*; b) y = (¢ +3)*; )y = (x +3)°—4
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ihre Funktionskurven sind simtlich Normalparabeln. Aber die Lage der Normalparabeln
im zy-Achsenkreuz ist infolge Parallelverschiebung verschieden. Thre Scheitel
liegen

a) im Punkt (0;0), b) im Punkt (— 3;0), ¢) im Punkt (— 3; —4),
Verschiebung der Parabel Verschiebung der Parabel
langs der 2-Achse, lings der x- und y-Achse.

Allgemein ergibt sich:

Die Kurve der quadratischen Funktion y = (x4 d)2 + e ist eine Normalparabel mit dem
Scheitel (— d; e) und der Symmetrieachse parallel zur y-Achse.

d) Die quadratische Funktion y = x>+ px + ¢
Die quadratische Funktion y = (« + d)?+ e liBt sich durch Quadrieren der Klam-
mer und Zusammenfassen der a-freien Glieder vereinfachen.
y=a2~4+2d -2+ d? + e,
y=a*+ p-x4+ gq.
Die letzte Darstellung fiir  heiBt die Normalform der quadratischen Funktion. Sie ist
ein mehrgliedriger Ausdruck von z. a? heiBt das quadratische Glied, + pa das

lineare, + ¢ das absolute Glied der Normalform der quadratischen Funktion.
Wo liegt der Scheitel der Parabel y = a2+ px + q?

Die Kurve der Normalform der quadra‘fischen Funktion y = 22 4 px 4 q ist eine Normal-
L. (I"'

parabel mit dem Scheitel {— 53 T q)] und der Symmetrieachse parallel zur y-Achse.

Aufgaben
Zeichne die Kurven der folgenden Funktionen :
Ly=a% y=a241; y=a2—1; y=a2>+4+ 2; Yy=122—2; y=a2243; y=2z2—3!
Zy=@—1% y=@—2% y=e+1% y=@+2% y=(2—3)% y=(x+ 32

hy=@—12+4+2; y=(z—2°+2; y=(z+ 1)+ 2; y= (z+ 2)2+ 2;
y=(243)*—2; y=(+12—2; y= (z—1)2—2; Yy=(x—2)2—2;y =(r —3)2—2;
Y=(@+2*—3; y=@+ 832+ 3; y=(@@—1)2—3; y==(r—2)2+3!

4doy=22—20+1; y=12—4x+4; y= 224 424 4; Yy=2a2—6x+9; y=2z2+ 62+ 9!
Soy=at—22+438; y=22—42+46; y=2a2+ 42+ 1; y=a?— 62+ 6; Y=+ 62+10!

Anleitung: Zeichne die Funktionskurven a) punktweise nach einer Wertetafel, b) durch
Scheitelbestimmung und Parallelverschiebung einer Normalparabel im
Achsenkreuz! Benutze dazu eine selbstgefertigte Pappschablone einer Normalparabel, auf der
Scheitel und Symmetrieachse gekennzeichnet sind! Welche Zeichenart ist einfacher?

5. Die quadratische Funktion y = ax® 4+ bx + ¢

a) Die allgemeine quadratische Funktion

Gegeben sind ein Rechteck, dessen Hohe doppelt so groB wie seine Grundseite z
ist, ein Quadrat von gleicher Seite # und ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck
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von gleichen Katheten z wie die Rechteckseite. 2
Wie éndern sich die Flicheninhalte der drei
Figuren mit den Seiten z?

Lésung (Abb. 17): Die unabhiingige Verdnder-
liche ist stets die Seite «, der Flicheninhalt der
Figuren ist die abhingige Veriinderliche y. Die
analytischen Darstellungen fiir die Flichenin-
haltsfunktionen sind fiir das

Rechteck y =222
Quadrat y=2a,
Dreieck y =3}t

Thre Funktionsbilder sind in Abb. 17 dar-
gestellt.  Samtliche Funktionskurven sind
Parabeln. Sie haben alle denselben Scheitel
(0; 0), aber die Form der Parabeln ist
verschieden.

b) Die quadratische Funktion y = a2, (a>0) _Rechteck Z?uw{imti preieck|
iy.?,,z. . y,r,z { yHx2
Der Koeffizient @ des quadratischen Gliedes i K e F

einer Funktion y = @a? iindert die Art der
Funktionskurve nicht, sie bleibt eine Parabel;
aber die Form der Parabel wird durch den
Koeffizienten @ veriindert.

Abb. 17, y=22% y=2a* und y= i Y

Ist @ =1, so ist die Funktionskurve eine Normalparabel. Ist @ >1, z.B. gleich 2,
so wird jeder Ordinatenwert y der Normalparabel auf das Doppelte vergroBert, die
Normalparabel wird senkrecht zur g-Achse im Verhﬁl’cnis% gedehnt. Ist @ <1,
z.B. gleich 1, so wird jeder Ordinatenwert y der Normalparabel auf die Hilfte
verkleinert, die Normalparabel wird senkrecht zur a-Achse im Verhiltnis § ge-
staucht. (Sieche Abb. 17 fiir die z-Werte —1;0; +1; +2.)

a >1 Dehnung der Normal- a=1 N a< 1 Stauchung der Normal-
parabel senkrecht zur x-Achse Normalparabel. parabel senkrecht zur x-Achse
im Verhiiltnis -+ im Verbiiltnis -+

¢) Die quadratische Funktion y = — az?, (a>0)

Wir zeichnen die Kurven der Funktionen y = 222 und y = — 22? in ein gemein-
sames Achsenkreuz (Abb. 18a). Die Funktionskurve y = + aa?® wird durch Um-
klappen um die z-Achse in die Funktionskurve y = — ax? iibergefithrt und

umgekehrt, beide Funktionskurven liegen s p iegelbildlich zur z-Achse. Der
Scheitel (0; 0) und die Symmetrieachse sind beiden Parabeln gemeinsam.
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Abb.18. a) y =242 und y=—22%; b)y=2(z+3)%; ¢) y=2(x+ 3)2—1

d) Die quadratische Funktion y = ax® + b + ¢
Wir stellen die folgenden quadratischen Funktionen geometrisch dar (Abb. 182, b, ¢):
a) y = 2a? b) y=2-(x+3)% c)y=2-(x+ 3)2—4.

In allen drei Fillen erhalten wir als Bildkurven Parabeln derselben Form, aber
die Parabeln sind im @y-Achsenkreuz parallel zueinander verschoben. Thre Scheitel

liegen

a) im Punkt (0; 0), b) im Punkt (— 3;0), c¢) im Punkt (— 3; — 4).
Verschiebung der Parabel Verschiebung der Parabel
lings der a-Achse, . lings der - und y-Achse.

Die letzte Gleichung y = 2 - (« + 3)2— 4 1iBt sich durch Ausmultiplizieren in die

S y=2a+122 +14

bringen, oder allgemein y=ar*+ bx+ec.

y = ax®+ bax 4 ¢ heiBt die allgemeine Form der quadratischen Funktion. Sie 148t sich
durch Division durch a stets in die Normalform der quadratischen Funktion iiberfiihren.
Yy =224+ 12z + 14 Allgemeine Form: y=0x*4bx ¢
Yy _ Y_ 2, 0 <
= 224 6a+4+ T 7_x+az+a

)
Y= 224 62+ 7 Normalform: Y= 2®+px 4g¢
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Diese Uberfithrung in die Normalform wird
geometrisch veranschaulicht als Uberfithrung
der Parabel y = 2a%+ 12 + 14 in die Normal-
parabel Y = a?+ 6x+ 7 durch Verkiirzen
des y-MaBstabes auf die Hilfte (¥ = g siehe

Abb.19).

Aufgaben

1. Die Funktion y = ax*®

1. Bestimme fiir die Parabeln der Abb.17 die Ordi-
naten zu den Abszissenwerten ;= 1; Ty= 2;

Tg= 0 2= —1; = — 2! Wie verhalten sich ey

die Ordinaten der drei Parabeln fiir jeden gemein- T

samen z-Wert? . =
e

2, Stelle die quadratischen Funktionen y = 3 22;
y =a?; y = }2? geometrisch dar! Durch welche
geometrischen Transformationen entstehen die
Kurven y = 322 und y = }22% aus der Normal-
parabel y = 22?

Abb. 19
II. Die Funktion y = — ax®
Stelle die folgenden quadratischen Funktionen geometrisch dar:
3.y=2% und y= —2* 4. y= 322 und y= — 322
5.y=122 und y=—%a? 6.y=(r—1) und y= — (z—1)?
7y=(z+ 2)? und y= — (z+ 2)*
8.y=(z—22+1 ud y=—(z—2)2—1!

Durch welche Transformationen lassen sich die Kurven jeder Aufgabe ineinander iiber-
fithren? Wie liegt jedes Kurvenpaar zur z-Achse?

III. Die Funktion y= ax*-+ bx- ¢

9. Die quadratischen Funktionen y = 22%; y=2.(r— 2)% y=2.(r— 2)>+4 3 sind
a) durch Aufstellen einer Wertetafel und Zeichnen der Kurve aus Kurvenpunkten,
b) durch Scheitelbestimmung und Verschiebung der Kurve y = 222 geometrisch darzustellen!
Anleitung: Benutze zum Verschieben der Parabel y = 222 eine Pappschablone mit Kenn-
zeichnung des Scheitels und der Symmetrieachse!

10. Die Funktionen y =2 (z — 1)+ 2 und y= 2 (z — 1)* — 2 sind
a) durch Wertetafel und Zeichnen der Kurven aus Punkten,
b) durch Scheitelbestimmung und Verschiebung der Parabel y = 222 geometrisch darzu-
stellen!

6. Gerade und ungerade Funktionen

a) Die Funktion 2. Grades y = x> (Abb.14 und 16a)

Die Kurve der quadratischen Funktion y = 22 ist eine Parabel, genauer eine Parabel
2. Grades oder quadratische Parabel. Die quadratische Parabel y = 2% ist achsensym-
metrisch, ihre Symmetrieachse ist die y-Achse. Umklappen der Parabel um die
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y-Achse oder Spiegelung an der y-Achse
bringt die Kurve mit sich selbst zur Dek-
kung. Funktionen, deren Kurven achsen -
symmetrisch zur y-Achse liegen,
heiflen gerade Funktionen. Die quadratische
Funktion y = a? ist eine gerade Funktion.

b) Die Funktion 3. Grades y = a3

Wie éindert sich der Rauminhalt eines Wiir-
fels mit seiner Kante ?

In dieser Aufgabe ist die Wiirfelkante die
unabhiingige Verinderliche #, der Raum-
inhalt die abhiingige Verinderliche y. Die
analytische Darstellung fiir den Raum-
inhalt y des Wiirfels als Funktion der Wiirfel-
kante z lautet y = 23.

Die Funktion y = 23 ist vom 3.Grad in « ALD. 20. Die Funktion y =2
oder — wegen ihrer geometrischen Be-
deutung — kubisch!). Die Kurve der . . B
Funktion y = 2® nennt man eine Parabel EL V72 W
3. Grades oder kubische Parabel (Abb. 20). I f S o
Sie liegt zentrischsymmetrisch zum L
Nullpunkt (0;0) als Symmetriezentrum. i
Dreht man die Kurve um 180° um den R D R I e
Nullpunkt des Achsenkreuzes, so deckt sie
sich selbst. Funktionen, deren Kurven zen - : ; ;
trischsymmetrischzumNullpunkt [ s g e G
liegen, heillen ungerade Funktionen. Die ku- i 3 i
bische Funktion y = a® ist eine ungerade : i L
Funktion. ) & ST A "1

i e |

et

i . Abb. 21. Die Funktion y =z
¢) Die Funktion 4. Grades y = 2+

Die Kurve der Funktion y = a* heiBt eine Parabel 4. Grades. Sie liegt achsensym-
metrisch zur y-Achse. Umkl appen der Kurve um die y-Achse bringt die Parabel
mit sich selbst zur Deckung. Die Funktion y = a* ist eine gerade Funktion (Abb.21)

d) Das Funktionszeichen f (x)

DaB fir irgendeine Funktion deren Verinderliche ¥ zur unabhiingigen Veriinder-
lichen @ in irgendeiner mathematischen Abhiingigkeitsbeziehung steht, driickt man
symbolisch durch das Zeichen

y=1(x) (lies: y ist gleich f von x) aus.

1) Kubus (lat.) heiBt der Wiirfel.
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Hierin ist f keine Gré8e, sondern ein Operationszeichen. Dieses Zeichen f(x) gilt fiir
alle moglichen’ Rechenoperationen in @. Ist 7 z.B. eine lineare Funktion von , so
ist unter f(x) der lineare z-Ausdruck m® + n zu verstehen, es ist y = f(z) = ma + n.
Ist y die einfachste quadratische Funktion von @, so ist unter f(z) der quadratische
2-Ausdruck 22 zu verstehen, es ist y = f(x) = a2 Fiir die einfachste Funktion 3. Gra-
des ist f(z) = 3, fiir die einfachste Funktion 4.Grades ist f(z) = 2* usw. In dem
Funktionszeichen f(z) wird die unabhiingige Veriinderliche » eingeklammert, um
jede Verwechslung mit der Multiplikation f - « auszuschlieBen.

Aufgaben

1. Welche Symmetrieverhiltnisse besitzen die Kurven y = —a?% y= —2° und y= — z4?
Wie liegen sie zu den Kurven y = + 2% y = + 2® und y = 4 2%?

2, Die einfachsten geraden und ungeraden Funktionen und ihre Symmetrieverhiltnisse sind
zusammenzustellen.

3. Zeige an den Kurven y = 2% y=a*; y= —2hy=—gtund y=2; y=12% y=—;
y=—a
a) daB bei Achsensymmetrie Umklappen der Kurve um die Symmetrieachse,

b) daB bei zentrischer Symmetrie Drehen der Kurve um das Symmetriezentrum um
180° die Funktionskurve mit sich selbst zur Deckung bringt!

o

Zeige an den Kurven y = #* und y = 22 daB bei Achsensymmetrie auchSpiegelung
der Kurve an der Achse die Funktionskurve mit sich selbst zur Deckung bringt.

Welche Punkte a) der Kurve'y = 22, b) der Kurve y = z* liegen symmetrisch zur y-Achse
und werden durch diese ineinander gespiegelt? Welche analytischen Beziehungen bestehen
zwischen den Abszissen z; und z, und den Ordinaten y, und y, zweier zur y-Achse sym-
metrischer Punkte Py (2,5 ¥,) und Py (zy;y,) dieser Funktionskurven (gerad e Funktionen)?
Welche Ei; haft hat der Scheitel (0; 0) beider Parabeln?

2

6. Dieselbe Aufgabe fiir die Kurven a) y = —2? und b) y = — 2%

Welche Punkte der Kurve y = 23 liegen symmetrisch zum Zentrum (0; 0)? In welchen
Richtungen liegen diese Kurvenpunkte zum Nullpunkt? Welche analytischen Beziehungen
bestehen zwischen den Abszissen z; und z, und den Ordinaten y, und y, zweier zum Null-
punkt symmetrischer Punkte dieser Kurve (ungerade Funktion)? Welche Eigenschaft
hat der Punkt (0; 0)?

S

Dieselbe Aufgabe fiir die Kurve y = — a3

© »

Aus einer rechteckigen Stahlblechplatte von 2m und 4 m Seitenlinge sollen an den vier Ecken
gleiche Quadrate ausgeschnitten werden und nach Hochbiegen der iiberstehenden Seitenteile
ein oben ofiener Wasserbehilter hergestellt werden. Stelle a) die fiir den Wasserbehiilter
benétigte Menge Blech (m?), b) den Rauminhalt des Wasserbehilters (m®), ¢) den Abfall
an Blech durch Ausschneiden der Quadrate als Funktionen der Quadratseite analytisch und
geometrisch dar! Welche Symmetrieverhiltnisse herrschen bei den Funktionskurven?

Anleitung: Die Quadratseite ist die unabhéngige Verinderliche z. Stelle die Funktionen
zu @ und ¢ in einem gemeinsamen Achsenkreuz, die Funktion zu b in einem gesonderten
Achsenkreuz dar. Welche Funktionskurven sind achsensymmetrisch, welche ist zentrisch-
symmetrisch?
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IIL. Die quadratische Gleichung

7. Die rein-quadratische Gleichung 2 — q =0

a) Die quadratische Gleichung

Wie groB ist die Seite eines Quadrats mit dem Flicheninhalt 4 cm?2?
Es muB 2= 4 oder 2*> — 4 = 0 sein. Dies ist eine Bestimmungsgleichung 2. Grades
oder eine quadratische Gleichung fiir die Unbekannte a.

b) Die quadratische Funktion y = 22 — q und die quadratische Gleichung 22— g =0

Aus der quadratischen Funktion y =a? —4 erhilt man die quadratische
Gleichung a® — 4 = 0 dadurch, dal man in der Funktion fiir y den Zahlenwert 0

einsetzt. Die Losungen der quadratischen Glei-
chung 2? — 4 = 0 sind die Nullstellen der
quadratischen Funktion y = a® — 4. Diese
werden durch die Schnittpunkte der Funktions-
kurve y = 22 — 4 mit der 2-Achse (Gerade y = 0)
zeichnerisch dargestellt (Abb. 22).

Die quadratische Gleichung a?— 4 = 0 besteht
nur aus dem quadratischen Glied 22 und dem
absoluten Glied — 4, ein lineares Glied in @ fehlt.
Eine quadratische Gleichung der Form a?— ¢ =0
heilt eine rein-quadratische Gleichung.

Lisung der rei dratischen Gleichung 22— 4 =0

q

Zeichnerische Losung (Abb. 22)

Die Losungen einer quadratischen Gleichung
nennt man die Wurzeln der quadratischen Gleichung.
Die rein-quadratische Gleichung 22 — 4 = 0 hat
zwei Wurzeln,
=42
und z,=-—2,

Rechnerische Losung

22—4 =0
‘Wir ordnen die Gleichung: Br=o44,
Wir ziehen auf beiden Seiten die Quadratwurzel:
Ty 0 =k %/1
oder =42
und Ty=—2,

Abb. 22, Die Funktion y=2%—4

Welche Losung kommt fir die gestellte geometrische Aufgabe nur in Frage?
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Mache die Probe auf die Richtigkeit der Losung durch Einsetzen der Wurzeln
2, und gz, in die Ausgangsgleichung! Was bedeutet diese Probe fiir die Punkte
(213 0) und (y; 0) und die Funktionskurve y = f(z) = 2* — 4!

Zur rechnerischen Losung wiederholen wir: Quadratwurzel aus einer Zahl @
heiBt die Zahl, deren Quadrat gleich der gegebenen Zahl a ist. Beachte das dop-
pelte Vorzeichen der Quadratwurzel !

Die rein-quadratische Gleichung 22 — g = 0, (¢ > 0), hat zwei Wurzeln, x;= +7q una
xo=—Vq.
Aufgaben
1. Wie groB sind die Quadrate der folgenden Zahlen:

15; 1,5; 0,15; 1505 1 500; 19; 1,9; 0,19; 190; 1 900; 0,37; 3,7; 37; 370; 3 700; 0,26; 2,6; 26;
260; 2 600; 901; 90,1; 9,01; 0,901; 762; 76,2; 7,62; 0,762?

Anleitung: Mache fiir jede Aufgabe zuerst einen Uberschlag! Benutze fiir die groferen
Zahlen die Quadrattafel (Schillkes Tafeln)! Stellenzahl: Wieviel Stellen der Quadratzahl
entstehen aus je einer Stelleder Grundzahl? Was wird aus der vordersten Stelleder Grundzahl?

(&

. Wie groB sind die Quadratwurzeln aus den folgenden Zahlen:
81; 324; 25; 0,25; 256; 2,56; 0,0256; 400; 4; 0,04; 144; 1,44; 225; 529; 7,84; 12,96; 42,25;
0,6724; 0,9604; 0,9801; 0,2704; 62,41; 0,7921; 0,009 025; 2; 3; 5; 6; 10; 0,1; 0,4; 0,9; 2,5;
1,6; 6,47 L
Anleitung: Mache fir jede Aufgabe zuerst einen Uberschlag! Benutze die Quadrattafel
(auf 3 Stellen genau)! Stellenzahl: Wieviel Stellen der Wurzel entstehen aus je zwei Stellen
des Radikanden?)? Abteilen des Radikanden vom Komma aus in Gruppen zu je zwei Stellen!

3. Lise zeichnerisch und rechnerisch die folgenden rein-quadratischen Gleichungen:

2) 22 —1=0 b) a2 —9=0 o =71
Q) 22 —5=0 e) 22— 8=0 1) 22—2=0!
Anleitung:

Zeichnerische Losung. Zeichne die Funktionskurve y =2%—gq durch Scheitelbestimmung
und Parallelverschiebung der Normalparabel y = 22 (vgl. Abb. 22).
Rechnerische Losung. Ist das absolute Glied der Gleichung keine Quadratzahl, so sind die
Niiherungslosungen auf drei Stellen genau anzugeben (Quadrattafel).

Beispiel: 22— 10= 0. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung sind
z=+ f/'iﬁ , Niherungslésungen 2, =~ + 3,16 (lies: z; angenihert gleich plus 3,16),
,,-2=_f/m, 2y = — 3,16.
Mache fiir die Niherungslésungen die Probe durch Einsetzen in die Gleichung! Was be-
deutet die Probe fiir die Funktion y = 2?—10?
4. Lose die folgenden Gleichungen :
a) (x4 2)-(z—2)+3=0 b) @+ @—pH—2=0
) z+ 7 (e—9+(@—17)-(z+ 9+ 101=0

25+ 13+2,

O —r—z"

1) Radikand (lat.) ist die Zahl, aus der die Wurzel gezogen werden soll.
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5. Wie groB muBl der Durchmesser eines Baumstammes, aus dem ein Balken mit dem recht-
eckigen Querschnitt 18+ 24 em? geschnitten werden soll, mindestens sein?

6. Aus einem Stiick Rundstahl von 28 mm Durchmesser soll ein quadratischer Zapfen von
moglichst grofem Querschnitt hergestellt werden. Wie groB wird die Quadratseite?

7. Ein Schiff ist mit einer Echoloteinrichtung ausgeriistet. Diese besteht aus einem an Backbord
befindlichen Schallerreger S und einem an Steuerbord befindlichen, mit einem Kurzzeit-
messer ausgestatteten Schallempfinger E. Die Breite des Schiffsrumpfes ist b= 20 m
(22,4 m); die Schallgeschwindigkeit im Meerwasser betriigt ¢ = 1 510 m/s. Die Zeitmessung
wird bei ruhendem Schiff ausgefiihrt. Der Meeresboden werde als waagerecht angenommen.
Ermittle die Meerestiefe fiir einen Zeitunterschied von ¢t = 0,054 s (0,046 s)!

8. Die gemischt-quadratische Gleichung >+ px + q =0
a) Die quadratische Gleichung x>+ px =0

Wir untersuchen als Beispiel die quadratische =iy 1=
Gleichung 22+ 22 = 0. Sie besteht aus dem ]
quadratischen Glied 2% und dem linearen Glied 2z, !
das absolute Glied g ist gleich Null.

V3
£

Zeichnerische Losung der Gleichung 2* + 22 = 0 - {» s ( I /

Die Nullstellen der quadratischen Funktion = \ g
y = f(x) = 2*+ 22 ergeben die Wurzeln der qua-

dratischen Gleichung 2?+ 22 = 0. Diese sind | : i e T
nach Abb. 23 ;=0 und z,=— 2. E

Rechmnerische Losung der Gleichung a® + 2 = 0 |
Durch Ausklammern der Unbekannten a laBt |71 "1~ / ]
i
L

sich der z-Ausdruck der linken Gleichungsseite = 5 =
in Faktoren zerlegen, :

z-(x+2)=0.
Ein Produkt %-» kann nur dann gleich Null
werden, wenn entweder der erste Falktor » oder
der zweite Faktor » gleich Null ist. Gleicherweise kann die linke Seite der Gleichung
nur dann gleich Null werden, wenn entweder der erste Faktor & oder der zweite
Faktor (x 4 2) gleich Null ist. Die quadratische Gleichung spaltet sich also durch
Faktorenzerlegung in zwei lineare Gleichungen,

2=0 und 242=0,
auf, deren Wurzeln 2, =0 und Xp=—2 sind.

Abb. 23

Die quadratische Gleichung ®2 4 px = 0 hat zwei Wurzeln, ; = 0 und XLy = —P.

b) Die gemischt-quadratische Gleichunq‘ 24+ px 4 q= D:X

1. Die quadratische Gleichung (x 4+ 1)% = 4

Um welchen Betrag mufl man den Radius eines Einheitskreises vergrdBern, damit
sein Flicheninhalt viermal so gro wird ?

3 [2040]
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Einheitskreis nennt man einen Kreis mit
dem Radius 1, gemessen in der festgelegten R e,
Liingeneinheit. Der Flicheninhalt des 1
Einheitskreises ist F=mr2=nx. Ver-
groBert man den Radius des Einheits-
kreises um den Betrag z auf (x + 1), so
wiichst der Flicheninhalt des zugehori-
gen Kreises auf w(x +1)%. Es muB
also sein (Abb. 24):

I
5

S e
=1

gocpops

w-(x+1)2=4x.

i

!

Da die Zahl zz von Null verschieden ist,
kann die Gleichung durch z dividiert
werden.

=

R B
+

4 ET R £

(x+12=4

oder

i
I
I

@+ 12 —4=0.

i
!
i

{7}

1
Ll

Aus dieser quadratischen Gleichung ist
die Unbekannte  zu bestimmen !

i
1

Abb. 24

Zeichnerische Lisung (Abb. 24).
Wir erhalten als Wurzeln ;=41 und 2z, = —3.

Rechmerische Lisung

Da auf beiden Gleichungsseiten volle Quadrate stehen, ziehen wir beiderseits die
Quadratwurzel,

z+1=42,
und erhalten als Wurzeln der Gleichung
Ty, o=—1+2
oder n=+1
und Z, = — 3.

Zur rechnerischen Losung: Geniigen beide Losungen als Antwort auf die gestellte
Frage den Bedingungen der Aufgabe ?

Zur zeichnerischen Losung (Abb. 24): Die Bedingungen der gestellten Aufgabe
grenzen fiir die unabhiingige Veriinderliche # aus dem gesamten Bereich der z-Achse
den Geltungsbereich & > 0 ab. In diesen fillt nur die Losung 2, =1.

Wodurch unterscheidet sich nur die quadratische Gleichung (z +1)2= 4 von der
rein-quadratischen Gleichung 2?= 4? Durch welche analytische Umformung kann
man die Gleichung (# + 1)®> = 4 auf die rein-quadratische z? = 4 zuriickfiihren?
Durch welche Bewegung wird diese Umformung geometrisch veranschaulicht
(vgl. Abb. 22 und 24)?
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2. Die gemischt-quadratische Gleichung @2 4 2 — 3 = 0

Die quadratische Gleichung 2+ 22 — 3 =0 besteht aus dem quadratischen
Glied 2%, dem linearen 22 und dem absoluten Glied — 3. Quadratische Glei-
chungen der Form 2% + pax + ¢ = 0 heilen gemischt-quadratische Gleichungen.
Zeichnerische Lisung der Gleichung

Die Kurve der quadratischen Funktion y = f(x) = 2 + 22 — 3 ist eine Normal-
parabel mit dem Scheitel (— 1; — 4). Thre Nullstellen sind 2=+ 1und z,= —3;
die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung a2 + 22 — 3 = 0 sind also

z=+1 und z,= —3.

Rechnerische Losung der Gleichung
224 22— 3 0
Wir ordnen die Gleichung: a2+ 2x =4 3.

Wir ergiinzen die linke Gleichungsseite zum vollen Quadrat und addieren die
quadratische Ergiinzung auf beiden Gleichungsseiten:

22+ 20+1=+3-+1.
‘Wir schreiben die linke Seite als volles Quadrat:

(@ +1)=+4,
und ziehen auf beiden Seiten der Gleichung die Quadratwurzel:
x+1=-42.
Die Wurzeln der Gleichung sind Ty o=—142
oder o =+1
und Ty = — 3.

Beide  Beispiele, (x + 1)2= 4 und
2?4 20 — 3 = 0, fithren trotz anfiinglich
verschiedener &uBerer Form auf die Lo-
sung derselben quadratischen Gleichung
(z +1)2= 4. Wie entstehen die beiden For-
men (x+1)2=4 und a?2+2x—3=0
auseinander ? Welchen Vorteil hat die erste
Form fiir die zeichnerische Losung? Wie
kann man die gemischt-quadratische Glei-
chung 2?4 22 —3=0 auf eine rein-
quadratische zuriickfiihren ?

3. Die Normalform der quadratischen Gleichung,
> pr+q=0

Die Normalform der quadratischen Funktion

ist y = f() = 2®+ pa + ¢. Ihr Funktions-

bild ist eine Normalparabel mit dem Scheitel

[_ %; - (%z — q)] (vgl. Abb. 25). Aus der ‘Abt;. 25

R
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Normalform der quadratischen Funktion entsteht durch Einsetzen des Zahlen-
wertes 0 fiir y die Normalform der quadratischen Gleichung a*+ px + q =0.

Zeichnerische Losung
Die Nullstellen der Funktion ergeben die Wurzeln der Gleichung. Diese sind nach

Abb. 25
2 e
x1=—%+1/%—q

und xn=—%—‘/%i—q.

Rechnerische Losung
Wir ordnen die quadratische Gleichung:
"ot pr=—gq.
Wir ergéinzen die linke Gleichungsseite zum vollen Quadrat und addieren die qua-
dratische Erginzung + (:;)2 oder + p{ auf beiden Gleichungsseiten:

2+ pa + (%)2= %2 —q.

Wir schreiben die linke Seite der Gleichung als volles Quadrat,
2 g2
(+E-T-o

und ziehen auf beiden Seiten der Gleichung die Quadratwurzel,

RSN -

Als Wurzeln der Gleichung erhalten wir

22V

oder = — % o= V({f _ q)

===l

Die Normalform der quadratischen Gleichung x2 4+ px 4+ q = 0 hat zwei Wurzeln,

und

53

2

w2V - B-VEd (-dpe

4, Die allgemeine Form der quadratischen Gleichung ax®4+bx4c=0.

Aus der allgemeinen Form der quadratischen Funktion y = f(z) = az®+ bz + ¢
ergibt sich fir y=0 die allgemeine Form der quadratischen Gleichung
ax® +bx +¢c=0. ¢

Die allgemeine Form der quadratischen Funktion y = aa®+ ba + ¢ lait sich durch
Division durch @, (@ #0; lies: a ungleich Null), stets in die Normalform
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der quadratischen Funktion y = a®+ px + ¢ iiberfithren. Hierbei bleiben die
Nullstellen der Funktion erhalten (vgl. Abb.19). Folglich lifit sich die
allgemeine quadratische Gleichung @a?+ bx 4+ ¢ = 0 durch Division der Gleichung
durch @, (@ == 0), in ihre Normalform iiberfiihren.

aa?+ bx+ ¢ =0
b c
2 =
B 5= 0
22 pr4 g =0.
Hierbei bleiben die Wurzeln der quadratischen Gleichung erhalten.

Aufgaben
I. Die quadratische Gleichung x*-+ px= 0
1. Zerlege die folgenden Ausdriicke in Faktoren:

22— 52; 22+ 27; a?+ax; a?—z; 22— Fw; 2P—aw; 24 pao;
22% — 3x; 32— 2z; 32%— 6z; 222+ 4x; 4224 6x; 6o 4!

2. Lose die folgenden quadratischen Gleichungen:
2?4 2=0; 2?2 —22=0; 2*=2; 2= 42; 2®=azx; 224 pr=0!
Anleitung: Mache die Probe auf die Richtigkeit der Losungen durch Einsetzen der
Wurzeln z, und , in die Ausgangsgleichung! Wie liegen die Punkte (z;;0) und (z;0) zur
Funktionskurve y =22+ pa?
II. Dia\gemischl-qundruzische Gleichung a®- px-+q = 0
3. Lose zeichnerisch und rechnerisch die folgenden quadratischen Gleichungen:
a) (@—1)?—1=0 b) (z+ 1)2—1=0 ¢) (x4 22 —1=0
d) (z—2)2=4 e) (r—382—4=0 D (x—12=4!
4. Ergiinze die folgenden Ausdriicke zu vollen Quadraten:

a) 224 42, 22— 6z, % — 2z, 22— 10z, a°4 8z, 22— 122, 224 16z

b) 2%4- 2, 22—, 24 3, 22— 5w, 224 9z, 22— Tz, 22— 13z
z 5z 132 11z 9z 172 15
¢) z24 =, 227 B TRE L —— 2 g?— 5 2 g
) B2t g g S S, Pt e
8z 102 10z 12z 18z 262 24w
d) 22+ % 2 o g, o O 24 —°% ) 97y
) Bt B, S, B, Sy Aoy e

" " 8 " 8\2 2
Anleitungzud: Nimm als quadratische Erginzung zu 22 4 % nicht (—G—) , sondern (%) 3

262

26\2 3\2 .
zu 2% — T nicht (z—g) , sondern (%) usw. Erst kiirzen, dann quadrieren! Warum?

5. Ergiinze die folgenden Ausdriicke zu vollen Quadraten:
a) 224 2aw, a°*— 20z, a®4 4az, a®— daw, a?— 16bx, 224 24bx;

5
b) 224 az, 224 pao, x*—a—;. x2+€3z—. 22— 3azx, 22— ;z;
2ax daz baz 12ax 24ax 26ax
2 R 2 R 2 —— IS i e ¢ Petmusnninall |
c)z+3,z+3,x+5,z 5 @ s @ 7!
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6. Lose zeichnerisch und rechnerisch die folgenden quadratischen Gleichungen:

a) 22— 8r4 15=0 b) 2*— 12¢+ 85=0
d) 224 182 —40=10 e) 2246z —16=0
g) 224 1dz=15 h) 224 122 = — 27
k) 224+ 2—6=0 1) 22— 52— 36=0
n) zﬂ—%z-l—l:O 0) x”+%x——2=0
W a—5—3=0 o zz—”T’”+4=o

e) 22— 22— 63=0
f) 22— 102 = — 24
i)a*—ar—2=0
m) 22+ 152+ 56 = 0

p) zz—%x—9=0

5) z2+227’—3=0!

Anleitung zur zeichnerischen Lésung: Zeichne die Kurve der quadratischen Funktion
y = (z +d)>+ ¢ durch Scheitelbestimmung und Parallelverschiebung der Normalparabel
y = 22! Mache bei jedem Beispiel die Probe durch Einsetzen!

II1. Die gemischt-quadratische Gleichung ax*+- bx - ¢= 0

Die folgenden quadratischen Gleichungen sind rechnerisch zu lésen!

7.8) 22— 5742=0 b) 2224 72— 4=0
d) 322+ 262 — 9= 0 e) 22°— 52— 18=0
g) 42°— z—5=0 h) 1222— 2—20=0
k) 522 — 120=9 1) 322 — 142= 49
n) 622 — 192= — 15 0) 1022 — 472 = — 42

e) 3224 17— 6=10
f) 32— 2—30=0
i) 1022 — 3z=1

m) 42*— 172= — 15
p) 12224+ 2=+ 35

Anleitung: Bringe die quadratischen Gleichungen zuerst auf die Normalform! Mache bei
jedem Beispiel die Probe durch Einsetzen der Wurzeln #; und z, in die Ausgangsgleichung!

Lose die Aufgaben a bis f auch zeichnerisch!

8.a) (z—2) (@—4)+ (z—3): (z—1)=11
b) 2z —38)-(8z—2)— (z41)- (82 —7) = 13
¢) 3z+2) (22 —3) —(4z—3). (z—1)—3=0
d) Bz —4)-(4c—1)— (52— 6) - (20— 1) —2=10

9 (z+2: (—3+ (@+1: @—2)—(@—1 -(z+3=0
H @+49 @—3— @+3): @+4H)—(z—5) -(z+6=0

9.8) (434 (¢+5°— (¢+ 72=0 b) @—22— (x—4)2= (z—3)2
¢) (z+ 32+ (3z— 1)?= (3z+ 1)? d) (124 12— (3z+ 1)2= (22 + 1)?
e) (2z+ 1)2— (22 — 1)*= (32 — 2)? f) Bz+ 12+ (z+ 2)2= (224 3)2

g) Bz—5)2— (z+1)?— (z43)°=0

h) Bz— 42— @z+ 2= (z—1)-(z+ 11) — (22 + 1)?

10. a) 1222 — 10az 4+ 2a2=0 b) 1222 — 202 — 242 =0
€) 12224 20z — 2a2=0 d) 1222 — az— 6a2=0
e) 42°— 16az+ 15a2=0 f) 42— daz—15a2=0
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1L 8) (@ —2)+ (2 — = (a— b b) @+ @+ @+ b= @ — b
) (@— )+ @+ b= @+ b8
0) @t @ D @) @) = 2etat b2
e) (z—a)3?+ (z—a): (x—b)+ (— b= (a —b)?

Gleichungen mit Briichen

5z—2 3z+410 b ga:+5__7a:—15 222 —42+5 B22—6Bx+5

12. 1) 3zf1 4z—5 z—2 25—6 ) T —6r—3— 62"—9z—5
z+4 3 2z—17 1 z—1 z—4 1
B o s~ 85—6 5" R T T
gy 48—8 ., 1 g 2r—d- w2, 2
9 eFi Bs—10T 10— il TR R
14. ] 3z—2 1622+ 102+ 5 242 ») ?,z+5_212+5”"1_,1,9
48 oo™ T 2iet— 54 12—6 62 —9 af—o9 27
4z —3_ 402+ 2045 2243 o 1 1 _ 2 1
9 6wt 4 bdzt—24 9z —6 22 —1 2*—z 16z a+ta
3 4 3
18.8) gtz 5—3="
7 8 27
o o S
) eriti=zors
1 1 i
16-18) x+a+z—a=3_a

r4a z—a__LO
z—a'z4a 8

)

IV. Angewandte Aufgaben

17. Zur Eindeichung eines Flusses kann man rund 1800 m® Erde auf je 100 m Deichlinge aus
dem FluBbett und seiner Umgebung gewinnen. Wie hoch kann man damit jeden der Dimme
machen, wenn die Kronenbreite der Dimme 3 m und ihr Boschungswinkel 45° betragen soll ?

Anleitung:

a) Herstellung des Ansatzes der Gleichung: Wir wiihlen die gesuchte Hohe des Dammes als
Unbekannte z, driicken den Rauminhalt des Dammes nach den in der Aufgabe gemachten
Angaben durch # aus und stellen den Ansatz fiir die Gleichung her.

b) Rechnerische Lisung der Gleichung: Nicht immer geniigen alle Losungen der im Ansatz
gebildeten Gleichung den in der Aufgabe geforderten Bedingungen. Daher ist fiir jede Losung
der Gleichung am Aufgabentext nachzupriifen, ob sie als Antwort auf die gestellte Frage den
Bedingungen der Aufgabe geniigt.

¢) Zeichnerische Lisung der Gleichung: Die Bedingungen der Aufgabe grenzen fiir die
unabhingige Verinderliche 2 einen bestimmten Geltungsbereich ab, in den oft nur eine Lo-
sung fillt. Die andern Losungen, die wohl dem Ansatz, aber nicht den Bedingungen der
Aufgabe geniigen, gelten nur bei Erweiterung des durch die Aufgabe begrenzten Geltungs-
bereiches von z (vgl. Abb.14, 15, 20, 22 und 24). Man teilt deshalb die 2-Achse in zwei
Bereiche ein, 1. in den durch die Aufgabe bedingten Geltungsbereich von z, 2. in den Bereich
derjenigen z-Werte, die als Losungen der Gleichung den Bedingungen der Aufgabe nicht
geniigen.
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18. Um einen oben offenen Wasserbehiilter mit quadratischer Grundfliche und einem Fassungs-
vermdgen von 450 1 herzustellen, werden aus einem quadratischen Stahlblech an den
vier Ecken Quadrate von 20 cm Kantenlinge ausgeschnitten. Die iiberstehenden Recht-
ecke werden rechtwinklig zur Grundfliche umgebogen und die aneinanderstoBenden Recht-
eckkanten verschweiBt. Wie gro muf} die Kante des quadratischen Blechs gewihlt werden?

19. Das Produkt aus einer Zahl und der um 17 kleineren Zahl betrigt 60. Wie heifien die beiden
Zahlen?

20. Die Summe zweier Zahlen ist 29, die Summe ihrer Quadrate 433. Wie grof sind die beiden
Zahlen?

21. a) Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, dessen eine Kathete um 1 c¢m kleiner als die andere
Kathete ist und dessen grofiere Kathete wieder um 1 cm kleiner als die Hypotenuse ist. Wie
grof sind die Katheten und die Hypotenuse des Dreiecks?

b) Wie groB sind die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks, wenn der Seitenunterschied a cm
betrigt?

22, Die Klemmenspannung zwischen zwei Punkten eines elektrischen Stromkreises bleibt 12 Volt.
VergroBert man den Widerstand zwischen den beiden Punkten der Leitung um 5 Ohm,
so sinkt die Stromstirke um 0,2 Ampere. Wie grofi war der urspriingliche Widerstand ?

23. Die Klemmenspannung zwischen zwei Punkten eines elektrischen Stromkreises bleibt 220 Volt.
Verkleinert man den Widerstand zwischen den beiden Punkten der Leitung um 100 Ohm,
so steigt die Stromstirke um 0,11 Ampere an. Wie grol war der urspriingliche Widerstand ?

9, Zeichnerische Lisung von Gleichungen

a) Die Gleichung 2. Grades oder quadratische Gleichung

Eine quadratische Gleichung in ihrer Normalform a2+ pa + ¢ = 0 li3t sich zeichne-
risch auf eine zweite Art 16sen. Liegt z. B. die quadratische Gleichung 22 —22—3=0
zur Losung vor, so fithren wir fiir 2 die Verinderliche y ein. Dann ist

y=2 und y—20—3=0,
y=2x+ 3.

Die Kurve der quadratischen Funktion y = 2? ist
fiir jede quadratische Gleichung a*+ px+4¢=0
eine feste quadratische Normalparabel mit dem
Scheitel (0;0), die Kurve der linearen Funk-
tion y = 2x + 3 ist eine gerade Linie vom
Anstieg 2 und dem y-Abschnitt 4 3. Beide
Funktionskurven zeichnen wir in dasselbe
z y-Achsenkreuz (Abb. 26). Die Abszi der
Kurvenschnittpunkte ergeben die Wurzeln der qua-
dratischen Gleichung, ;=43 und xa= —1,
denn nur die Koordinaten (x;; ;) und (z,;: y,)
der Kurvenschnittpunkte geniigen beiden
Funktionsgleichungen. Mache die Probe durch
Einsetzen der Wurzelwerte a; und =z, in die
Gleichung 2 —22—3=0 und in die Funk-
tionen y =22 und y=2x+ 3!




Zeichnerische Losung von Gleichungen 41

b) Die Gleichung 3. Grades oder kubische Gleichung

Diese zeichnerische Losungsmethode ist auch auf 1
Gleichungen 3. Grades anwendbar, wenn die Glei- .
chung in der reduzierten — d.h. vom quadra-
tischen Glied aa? freien — Form 2% 4 px + ¢ =0
vorliegt.

Beispiel:  a®— Tz +6=0. Bl EaE

Wir fithren fiir 23 die Veriinderliche y ein. Dann ist

y=2% und y—Ta+6=0, Bl
y="Tz—6. i

kubische Gleichung 2® + pa + ¢ =0 eine feste
kubische Parabel mit dem Mittelpunkt (0; 0), die
Kurve der Funktion y = Tz — 6 ist eine gerade
Linie. Beide Funktionskurven zeichnen wir in
dasselbe @y-Achsenkreuz (Abb. 27). Die Abszissen der Kurvenschnittpunkte ergeben
die Wurzeln der kubischen Gleichung, @ = + 1; xy = + 2; 3 = — 3.

Die Kurve der Funktion y = 2® ist fiir jede | / i e

Abb. 27

¢) Zeichnerische Losung von Bestimmungsgleichungen

Die zeichnerische Losung von Bestimmungsgleichungen liefert fiir die Wurzeln der
Gleichungen im allgemeinen N @ herungs werte, deren Abweichung von den genauen
Werten durch die Genauigkeit der Zeichnung bestimmt ist. Sind die Wurzeln der
Gleichung kleine ganze Zahlen wie in den bisherigen Beispielen, so ist die rechne-
rische Losung einfacher und genauer als die zeichnerische. Bei groBeren Zahlen und
fiir den Fall, daB die auftretenden Quadratwurzeln sich nicht ausziehen lassen, ist die
zeichnerische Losung im allgemeinen einfacher. Der Hauptwert der zeichnerischen
Losung von Gleichungen liegt einmal in ihrer Anschaulichkeit und Ubersichtlichkeit
und zum andern darin, daB dieses Verfahren sich auch auf Gleichungen hoheren
Grades in , z.B. 3. und 4. Grades, anwenden lift.

Aufgaben

Lose auf zeichnerische Weise wie in Abh. 26 und 27 die folgenden Gleichungen:
1l.224+22—8=0; 22+ 2—2=0; 22°4+2—6=0
2.8) 2 —1=0; 22— 4=0; 22—1=10; 2*—2=0; 22— 3=0

b) 2*+2=0; 22— 22=0; 2°— 32=0; x2+%=0

€) 224624 9=10; 22— 42+ 4=0; 224224+ 1=0; 22—22+1=0
3.2 —T2—6=0; 2*— 132+ 12=0; 2°— 132 — 12= 0!

Mache die Probe durch Einsetzen der Wurzelwerte in die Gleichungen und in die
Funktionen!
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IV. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung

10. Die Wurzeln quadratischer Gleichungen
a) Reelle Zahlen

Die Zahlen des bisher behandelten Zahlenbereichs — positive und negative, ganze
Zahlen und Briiche — fat man als reelle Zahlen zusammen.

b) Die Wurzeln quadratischer Gleichungen

Wir 16sen die folgenden drei quadratischen Gleichungen:
La2—2z—-3=0, II. 22— 22 +1=0, . 42— 20+ 5=0.

Zeichnerische Losung der drei Gleichungen

Die zeichnerische Losung der drei Gleichungen ist
in Abb. 28 in einem gemeinsamen z y-Achsenkreuz
durchgefiihrt. Die Kurven der drei quadratischen
Funktionen

sind quadratische Normalparabeln. Thre Scheitel
haben dieselbe Abszisse x,= -1, liegen aber in
verschiedenen Hohen zur z-Achse,
L bei yp=— 4,

IIL. bei yp= 0,

III. bei yo=+ 4.
DieNullstellen der Funktionen ergeben die Wurzeln
der Gleichungen.
I. Der Scheitel der Kurve I liegt unterhalb der
z-Achse, Kurve I schneidet die z-Achse. Funk-
tionI besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen
und Gleichung I zwei verschiedene reelle Wurzeln,

@.o=+1+2 oder ,=+3 und z,=-—1.

Abb. 28

II. Verschiebt man Kurve I liings ihrer Achse nach oben, so riicken die Nullstellen
der Funktion auf der Kurve immer dichter an den Scheitel heran. Schliellich be-
rithrt die Funktionskurve die a-Achse, Kurve I ist in IT iibergefiihrt. Die Null-
stellen fallen mit dem Scheitel zusammen, es wird #,,,=+1 4 0. Gleichung IT
besitzt zwei gleiche reelle Wurzeln oder eine Doppelwurzel,

2,o=+1+0 oder a;=ax,=1.
TIT. Verschiebt man Kurve II lings ihrer Achse weiter nach oben bis zur Deckung

mit Kurve ITI, so kann die Funktionskurve durch ihre Lage oberhalb der z-Achse
Nullstellen nicht mehr ausbilden. Gleichung III besitzt keine reellen Wurzeln.
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Rechnerische Losung der drei Gleichungen

Lar—2x—-83=0 IL 22— 22 +1 =0 IOI 22— 22+ 5=0
Ordnen:
22— 22 =3 22— 22 =-1 a?— 22 =—5
Hinzufiigen der quadratischen Erginzung:
2?—2z+1=3+1 2?—2r4+1=—1+1 =2z +1 =—5+1
(@—1p=4 (z—12=0 (8 —1p=—14
Ausziehen der Quadratwurzel:
x—1=42 #—1=40 z—1=2§—4
Wurzeln: @;,,=1+2 Zy,0=140 Die Quadratwurzel aus
o5 =3, #y=wy=1 —4 ist nicht vorhanden!
Xg=—1
2 verschiedene reelle Wurzeln 1 Doppelwurzel Keine reellen Wurzeln

Die Wurzeln einer quadratischen Gleichung kénnen sein
2 verschiedene reelle Wurzeln, die Funktionskurve schneidet die z-Achse;
1 Doppelwurzel, - 35 berithrt  ;
keine reellen Wurzeln, = - symeidet

2 5

2 » .

Aufgaben

Lése die folgenden quadratischen Gleichungen jeder Aufgabe nebeneinander:

l.a®—2z2— 8=0 2 —2z4 1=0 22— 224 10=0

2. 0%+ 22— 7=0 224224 1=0 224224 9=0

3. 224 4z =0 22442+ 4=0 224+ 4+ 8=0

4.2°— 4o — 5=0 2—dr— 1=0 22— 4z 4=0 22— 4x+4 13=10

b.at—6z+ 5=0 22—6r+4 7=0 22—6z+ 9=0 22— 6x 4 13=0

6. 22—82+ 7T=0 22—8zx+12=0 22— 8z 14=0 22— 8x+15=10
22— 82+ 16=0 22— 824+ 17=0 22— 8z 4 20=0

72— 2— 2=0 4da®—d4zx4 1=0 222 — 224 5=0!
Anleitung: Bringe die quadratischen Gleichungen zuerst auf die Normalform! Stelle die
quadratischen Funktionen jeder Aufgabe in einem gemeinsamen Achsenkreuz geometrisch
dar! Berechne i/é, i/g auf 3 Stellen genau (Quadrattafel)!

11. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung 2 + px + q =0

a) Zeichnerische Untersuchung der Wurzeln einer quadratischen Gleichung

Wann hat die quadratische Gleichung 22+ pa + q = 0 zwei verschiedene reelle
Waurzeln, wann eine Doppelwurzel und wann keine reellen Wurzeln ?
Die zeichnerische Losung der quadratischen Gleichungen in Abb. 28 zeigt, daB die
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Art der Wurzeln einer quadratischen Gleichung
nur von der Lage der zugehorigen Funlktions-
kurve zur z-Achse abhingt. Der Abstand des
Scheitels der Bildkurve y = f(z) = 2+ px 4 ¢
von der a-Achse ist (Abb. 25 und 29)

2
w=—(E—-q)
I. Ist der Zahlenwert der Klammer %'_q

groBer als Null, so ist der Scheitelabstand y,
negativ. Der Scheitel der Normalparabel liegt
unterhalb der z-Achse, die Funktionskurve
schneidet die z-Achse in zwei reellen Nullstellen,
die quadratische Gleichung hat zwei verschiedene
reelle Wurzeln.

2
I1. Ist der Wert der Klammer (PT — q) gleich

Null, so ist der Scheitelabstand y, der Normal-
parabel gleich Null. Der Scheitel der Parabel
liegt auf der a-Achse, die Funktionskurve
berithrt die a-Achse, die quadratische Gleichung
hat zwei gleiche reelle Wurzeln oder eine Doppel-
wurzel.

‘
i
E
5

2
TII. Ist der Wert der Klammer (:ﬂT — q) Kkleiner als Null, so, ist der Scheitelabstand

#, der Parabel positiv. Die Parabel liegt oberhalb der w-Achse, die Funktionskurve
meidet die z-Achse, die quadratische Gleichung hat keine reellen Wurzeln.

2
Die Grofle D = (!;— - q) nennt man die Diskriminante!) der quadratischen Glei-

chung. Entscheidend fiir die Art der Wurzeln einer quadratischen Gleichung ist allein die

/

Diskriminante D = k% = q),

" >0 so hat die
Ist D= (pT — q) =0 4§ quadratische
<0 Gleichung

1 Doppelwurzel,

2 verschiedene reelle Wurzeln,

keine reellen Wurzeln.

b) Rechnerische Untersuchung der Wurzeln einer quadratisehen Gleichung

Wir losen die quadratische Gleichung 22+ pa + ¢ =:0 rechnerisch.

2?4+ pr4q=0

x2+px+(%>2=+pf:—q

m+%=+

1) discriminare (lat.) heiBt entscheiden, unterscheiden.

p?

=9
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Wurzeln : Z1;2=—%ii/(%i—9) oder x1=—%+ (%_q),

g g
__ P »*

Ta= _T_V(T_q)‘

Der Radikand der Quadratwurzel ist die Diskriminante D = (L: - q).

Ist (pTz — q) > 0, so ist der Radikand der Quadratwurzel eine positive Zahl, die
Quadratwurzel liB3t sich ausziehen, die Gleichung hat
2 verschiedene reelle Wurzeln;

({—z - q) =0, so ist die Quadratwurzel gleich Null, die Gleichung hat eine
Doppelwurzel ;

2
(T —_ q) < 0, soist der Radikand der Quadratwurzel eine negative Zahl, die
Quadratwurzel ist nicht vorhanden, die Gleichung hat
keine reellen Wurzeln.

Eine solche kritische Erorterung iiber die Art der Losungen einer quadratischen
Gleichung nennt man eine Losungsdiskussion!) der quadratischen Gleichung.
Vergleiche hierzu den Anhang: Nomogramme zur quadratischen Gleichung
224 pr+ g =0 auf Seite 276 bis 280!

Aufgabe

Untersuche, welcher Art die Wurzeln der Aufgaben 1 bis 7 von Abschn. 10 sind! Benutze
dazu auch die Nomogramme der quadratischen Gleichung in Abb.305 und 306!

12. Wurzelfaktoren
a) Wurzeln und Gleichung

Aus einer gegebenen quadratischen Gleichung lassen sich durch Losen der Gleichung
ihre Wurzeln finden. LiBt sich umgekehrt aus zwei gegebenen Wurzeln auch die zu-
gehorige quadratische Gleichung finden ?

Beispiel: #;=+1und x,= — 3 seien die Wurzeln einer quadratischen Gleichung.
Wie heift die zugehorige quadratische Gleichung f(z) = 0 in Normalform ?

b) Wurzelfaktoren

Die gesuchte quadratische Gleichung f(x) = 0 muB vom 2. Grad in z sein (quadra-
tische Gleichung) und muB fiir # = 41 und fiir & = — 3 gleich Null werden (qua-
dratische Gleichung).

Wir bilden die Wurzelfaktoren (2 — ;) und (« — ,) und ihr Produkt (x — ;) (x—w,),
fiir das gewiihlte Beispiel (z —1), (z+3) und (z —1)-(x + 3). Das Produkt
der Wurzelfaktoren (z —1) - (x + 3) ist vom 2. Grad in 2 und wird fiir # = + 1 und
fir # =—3 gleich Null. Die Gleichung (¢ — 1). (z 4 3) = 0 ist die gesuchte

1) Diskussion (lat.) heiBt kritische Erorterung.
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quadratische Gleichung in Produktform. Durch Ausmultiplizieren erhalten wir die
Normalform der quadratischen Gleichung a* 4+ 22 — 3 = 0 (vgl. Abb. 28, Kurve I).
Jede quairatische Gleichung @2+ px + ¢ = 0 mit den Wurzeln @y und a5 liBt sich in
Wurzelfaktoren zerlegen. (x — &)« (€ — @p) = 0 ist die Produktform der quadratischen
Gleichung.

Aufgaben

1. Von welchem Grad in z ist jeder einzelne Wurzelfaktor? Warum nennt man die Wurzelfak-
toren einer quadratischen Gleichung auch Linearfaktoren?

2. Warum muB in der Produktform einer Gleichung jeder Wurzelfaktor fiir sich gleich Null
werden?

o

Lose die folgenden quadratischen Gleichungen:
a) (z—1)-(z—2)=0; (z+ 1) (24 2)=0;
(—1)-(z24+2=0; (x+1):-(z—2)=0
b) (z+1)-(z+3)=0; (—2)-(2+3)=0; (t—3)-(z+2)=0
e)z-(r—2)=0; z-(z+2)=0; 2-(z4+1)=0; z-(1—x)=0
) @E—1)(z—1)=0; (z+2?2=0; (—22=0; (z+38?2*=0; 2?=0
e 22—2=0; 22— 4z=0; 2°+42=0; 224 3x=0
HDE—1)-@+1)=0 (z—2) (¢+2)=0
g) (z—a)-(z+a)=0; (z—a)?=0!
Anleitung: Lose die Gleichungen zuérst durch Nullsetzen der einzelnen Wurzelfaktoren!
Lose die Gleichungen dann durch Ausmultiplizieren und Auflésen der Normalform! Welche
rechnerische Lésung ist einfacher?

'S

. Welcher Unterschied besteht zwischen den Gleichungen #— 1= 0 und (z — 1)2= 0;
24+1=0 und (z+1)2=0; 24+ 2= 0und (z+ 2)2=0; (zr—2) =0 und (z—2)2=07
Anleitung: Wie heilen die Funktionen y =/f, (x) und y =f,(z), aus denen man fir
y = 0 die zugehorigen Gleichungen f; (x) =0 und f,(z) =0 erhilt? Welche Kurven ge-
héren zu den Furktionen y = f, (x) und y = fy(x)? Zeichne die beiden Kurven in ein ge-
meinsames Achsenkreuz und bestimme ihre Nullstellen! Gib Anzahl und Werte der Wurzeln
jeder Gleichung an!

b. Wie heiflen die quadratischen Gleichungen zu den folgenden Wurzeln:

a) zy=+8und 2,=—2; ;;=+4 und 2,=+42; 7;=-+42 und r,=—1;
=+ 1und 2,=—2; zy=—1 und 7,=—3

b) zy=+1ud 2,=—1; 23=—1 und =+ 1; 2;,=—38 und 2,=-+3;
=42 und 2= —2; ;=4 2,5und =+ 2,5

€) =2 und z,= ;=0 und T,=—4; 7;=0 und T,= —1;
;=0 und 7,=—2; &3=1und z,=0; 2= —2,5 und 2,=10

)o=2,=1; py=2,=—1; [=2=—2; 5, =7,=25; 2, =12,=0

e zy=a und ¥,=—a; f=aund 2,=0; 2,=0 und T,= —a; 2, = T,=a;

o= Ty3=—a?

13. Vietascher Wurzelsatz

Welche Beziehungen bestehen zwischen den Wurzeln z; und @, und den Koeffizien-
ten p und q einer quadratischen Gleichung?

Zu den beiden Wurzeln @; und z, gehort in der Normalform eine quadratische
Gleichung.
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Diese lautet in Produktform Thre Normalform ist
(x— ) (x — a,) =0. B pr+qg=0.
Beide Formen miiissen identisch sein,
(x— @) - (t —x) = a2+ px + ¢ (= lies: identisch gleich),
oder nach Ausmultiplizieren
P— (2t 2 c 21 = 224 px + q.
Die Tdentitit beider Gleichungsseiten ist nur erfiillt, wenn a; 4 @y — — p und

ay - Xy = g ist,
Zwischen den Wurzeln @y und xp und den Koeffizienten p und q einer quadratischen
Gleichung x> 4 px + q = 0 bestehen die Beziehungen: X4 Xo=—p; x1T2=¢q .

\ e — Iy *1°%2= 44
Der Satz heiBlt nach seinem Entdecker Vietascher!) Wurzelsatz.

Aufgabe

Lose die Aufgaben 5 in Abschn. 12 auch nach dem Vietaschen Wurzelsatz und zeige die
Ubereinstimmung beider Ergebnisse. Vergleiche hierzu die Nomogramme der quadrati-
schen Gleichung 22+ pz+¢ =0 in Abb. 305 und 306!

B. Die Potenzfunktion und ihre Umkehrung

a) Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

V. Potenzen mit positiven ganzzahligen Exponenten

14. Die Potenz an
a) Die Potenz

Wie schreibt man in kiirzerer Form 8 + 3 +3 + 3; a + @ + @ + a? Was heiBt
Multiplizieren ? Wie schreibt man in kiirzerer Form 3-3-3-3;a-a-a - a? Was be-
deutet 43, a5, " ?

Ein Produkt gleicher Faktoren heilt Potenz. Wir setzen
n Faktoren

T i SO
a.a.a-a-a=ad%; @e@+@: ...+a=a" (neine positive ganze Zahl).

Der Faktor a heilt Grundzahl oder Basis®), die Anzahl n der Faktoren Exponent?).
@ heiBt die n-te Potenz?) von a.

1) Viéta oder Francois Vidte, 1540—1603, Paris, franzosischer Mathematiker, Begriinder der
Buchstabenrechnung.

2) Basis (gr.) heit Grundlage, Grundzahl.

3) exponere (lat.) heifit heraussetzen; Exponent ist die herausgesetzte Zahl.

4) potentia (lat.) heiBv Macht, Fihigkeit.



48 Potenzen mit positiven ganzzahligen Exponenten

Die auszufithrende Rechenart heiit Potenzieren. Das Potenzieren ist eine neue
Rechenart neben dem Addieren und Subtrahieren und dem Multiplizieren und Divi-
dieren. Potenzieren ist mehrfaches Multiplizieren derselben Grofe.

Beispiel: 3:3:3.3 = 3*= 81. Die auszufiihrende Rechcnoperation heifit: 3 ist
mit 4 zu potenzieren oder 3 ist in die 4. Potenz zu erheben.

b) Vorzeichcn.
1. Das Potenzvorzeichen
Eine Potenz hat wie jede relative Zahl ein Vorzeichen, z.B. 4 33 cder — 33; + a”
oder — a®. Welchen Zahlenwert hat + 32 welchen — 3%? Wo liegt auf der Zahlen-
geraden die Zahl + 3%, wo — 3%
2, Das Basisvorzeichen
Auch die Grundzahlen kénnen verschiedene Vorzeichen haben.
Eine Potenz mit positiver Basis ist z. B. (4 3)3; dies bedeutet
(+3) (+3) (+ 3=+ 3
Eine Potenz mit negativer Basis ist z.B. (— 3); dies bedeutet
(=3) (=3 (=3 =—3°
Wie hiingen Potenzvorzeichen und Basisvorzeichen miteinander zusammen ? Erklire
die folgenden Gleichungen:
(—3)2=+432; (—4)i=+44 (—a)t=+a* (—a)=+2t
(3= — 3 (—4P=—d5 (—af=—a (—zP=—

3. Gerade und ungerade Potenzen

Eine Potenz heibt gerade, wenn ihr Exponent gerade ist. Eine Potenz heilit ungerade, wenn
ihr Exponent ungerade ist. Gerade Potenzen sind z.B. 22, a*, (— a)® oder allgemein
a", ungerade Potenzen sind z.B. 23, a3, (— a)’ oder allgemein @®"+1,

Jede Potenz von (4 1) ist gleich 4 1, (+DHr =+ 17
also ist (+ a)" = + an.
Jede gerade Potenz von (— 1) ist gleich 4- 1, (- 1)2" =413
also ist (—a)*"= 4 a*",
Jede ungerade Potenz von (— 1) ist gleich — 1, (—n2r+l= _q,
also ist (—a)?n+l=_gq?n+1,

Beweis: Eine gerade Anzahl negativer Faktoren (— @) 1aBt sich stets paarweise
zusammenfassen, (— @) (— a)s(—a) - (—a)«...s(— a)-(— a). Jedes Faktoren-
paar und damit die aus ihnen entstehende Potenz wird positiv.

Bei einer ungeraden Anzahl negativer Faktoren bleibt bei paarweiser Zusammen-
fassung ein einzelner Faktor (— a) ibrig, (—a)-(—a)«(—a) (= a)....
« (—a) - (— a)s (— a). Dieser liefert bei Multiplikation mit den positiven Faktoren-
paaren einen negativen Wert fiir die sich ergebende Potenz.
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Aufgaben

1. Berechne
a) (2a)%; (32)% (ab)®; (zy)%; (2ab)* b) (%)a: (%)a; (%)4; (%)x:

c) (a—2)% (a+b)% (a—0b)% (24 9)% (22— 3)% (3z—2)2; (B3z— 4%
8z — 2y)% (3z — 4y)% (424 3y)% (1—2)% (z— 1)

(2 2

\

Anleitung zu c: Klammerfaktoren!
2. Berechne
a) 0% 0% 04 07; 125 135 145 17 (4 1% (+ 1% (- 2)% (+a); (+ 22)% (4 8a)®
b) (— 1) (— 1)¥; (— 2% (— 3)% (— 2% (—2a)4; (— 32)
€) (— 1% (— 1)1 (—2)% (— 2)% (— a)%; (—2)%; (— abd)?; (— 24)°
@) — (1% — (+ 1)% —(— 1% —(— 1% — (— )% —(—1)%
T2 — (=2 F (—a)% —(—a)% + (—a)% — (—a)!

15. Die Potenzfunktion y = f(x)=xn

a) Potenz und Potenzfunktion

Die Potenz a*, in der die Basis a eine positive oder negative Zahl und der Exponent n
eine ganze positive Zahl ist, ist eine positive oder negative Zahl.

Die Funktionen y =22 y=2% y=a2a% ..., y=2" nennt man die Potenz-
funktionen y =f(ax) =a", (n =2, 3, 4, ...). Ihre Kurven heien Parabeln.

b) Die Potenzfunktionen

1. Die geraden Potenzfunktionen y = f(x) = x>, (n=1,2,3,...)

Fiir n = 1 erhiilt man die Potenzfunktion y = f(z) =22 Ty

.

Sie ist die einfachste quadratische Funktion von z, i ] ‘

wir nennen sie 2, Potenzfunktion. Thre Funktionskurve e Jibs

ist eine Parabel 2. Grades oder quadratische Parabel ¢ 5] N 'z“f
; ~

(Abb. 14).

Fiir n =2 erhiilt man die Potenzfunktion y = f(z) = a1
Sie ist die einfachste Funktion 4. Grades von x, wir
nennen sie 4. Potenzfunktion. Thre Funktionskurve ist
eine Parabel 4. Grades (Abb. 21).

In Abb.30 ist die Folge der geraden Potenzfunktionen
y=f(x) =", (n=12,3,...), fir n =1, 2,3 geo-
metrisch dargestellt; sie ergibt die Kurvenschar =
y=2z'; y=a*; y=2a®;.... Die Kurven sind Parabeln | \ | ‘

i

5% g i s
iy g o =

1 et

2.,4.,6., ... Grades. Siimtliche Kurven gehen durch den T
Nullpunkt (0;0) als Scheitel und durch den Fest- . o ]
punkt (1;1). Sie verlaufen im II. und I. Quadranten il
des Achsenkreuzes und liegen symmetrisch zur n— L .
y-Achse. y=2iy=a'iy=2"

4 [2046]
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2. Die ungeraden Potenzfunktionen y = f(x) = x*"+1,

n=123,..)
Fiir » =1 erhilt man die Potenzfunktion y = f(z) = a3
Sie ist die einfachste Funktion 3. Grades von , wir nennen
sie 3. Potenzfunktion. Thre Funktionskurve ist eine Parabel
3. Grades oder kubische Parabel (Abb. 20).

In Abb. 31 ist die Folge der ungeraden P funktionen
y=f(x)=x*"+1, (n=1,2,8,...), fir »n=1,2,3 geome-
trisch dargestellt; sie ergibt die Kurvenschar y =23%; y = a5;
y = a7; .... Die Kurven sind Parabeln 3.,5.,7.,... Gra-
des. Sidmtliche Kurven gehen durch die Festpunkte (0; 0)
und (1;1) und verlaufen im IIT. und I.Quadranten des
Achsenkreuzes. Sie liegen symmetrisch zum Nullpunkt (0; 0)
als Symmetriezentrum.

3. Die Potenzfunktion y = f(x) = x!

a! hat nach der Erklirung der Potenz keinen Sinn, da ein
Produkt gleicher Faktoren mindestens zwei Faktoren be-

Abb. 31. Die ungeraden

sitzen muB. Man definiert!): a' = a. Potenziunktionen
=2 y=23;
Durch diese Festsetzung wird die Funktion y = f(z) = ! Hem g=;’:

in der Folge der ungeraden Potenzfunktionen y = a2%+1

die 1. ungerade Potenzfunktion fiir » = 0. Ihre Kurve (Abb. 31) ist eine gerade
Linie durch die Punkte (0;0) und (1;1). Sie liegt im ITI. und I. Quadranten des
Achsenkreuzes und verliuft symmetrisch zum Nullpunkt (0;0). Durch die ge-
troffene Definition ordnet sich die Funktion y = ' = & der Folge der ungeraden
Potenzfunktionen und ihrer Kurvenschar als 1. Potenzfunktion ein.

4. Die Potenzfunktionen y = f(x) = 2", (n=1,2,3,...)

Die Bildkurven simtlicher Potenzfunktionen sind zusammenhingende Kurven durch
die Festpunkte (0;0) und (1;1) und heiBen Parabeln. Die Kurvender gerad en Potenz-
funktionen liegen symmetrisch zur y-Achse, die der ungeraden Potenzfunktion
symmetrisch zum Nullpunkt (0; 0).

Die Kurve der Potenzfunktion y = ! ist eine ausgeartete Parabel, eine gerade
Linie.

Aufgaben
1. Zahlenfolgen und Funktionenfolg
1. Zahlenfolgen
a) Setzedieaufgefithrten Zahlenfolgen fort: 1,2,8,...;1,8,5,...;2,4,6,...5 2, 8,4,...3
2, 4,8,0045 13, 1% 1%, o0 20,72Y 24,5 5 83,0885 o iy 108 10% 108,55 «3 02, 6%, 680 <

Pastant gioob

1) definieren (lat.) heiBt nidher bestimmen, Definition ist eine

Festsetzung.

Eine math
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b) Durch welche Rechenoperation entsteht in den einzelnen Zahlenfolgen jedes Glied der
Folge aus dem vorangehenden?
¢) Durch welches Bildungsgesetz wird jede einzelne Zahlenfolge dargestellt?

Erklirung: Eine gesetzmiBige Aufeinanderfolge von Zahlen heift Zahlenfolge. Die ein-
zelnen Zahlen heiBen Glieder der Folge.

Setze die aufgefithrten Zahlenfolgen fort: 22 24,28, ...; 32 34 35,...; 10% 104 10%...;
a% atal, ...; 28,2527, ...; 39,35, 37,...; 108, 105 10%,...; @% a%a’,...!

a) Durch welche Rechenoperationen tehen die Glieder der einzelnen Folgen aus den
vorangehenden?

b) Durch welche Bildungsgesetze werden die Zahlenfolgen dargestellt?
Funktionenfolgen
Erklirung: EinegesetzmiBige Aufeinanderfolge von Funktionen heiBt Funktionenfolge.

a) Wie heiflen die Einzelfunktionen der Funktionenfolgen
y=a" (n=2,8,4,...); y=22",(n=1,2,3,...); y= £+, (n=1,2,8,...)1

b) Durch welche Rechenoperationen entstehen die Einzelfunktionen der Folgen aus den
vorangehenden ?

" ¢) Diedrei Funktionenfolgen sind die Folge der Potenzfunktionen y = z*, (n=2,3,4,...),

II

'S

&

4*

dis Folge der geraden Potenzfunktionen y = 22", (n =1, 2, 3, ...), und die Folge der unge-
raden Potenzfunktionen y = 227*1, (n=1,2,38,...).

Die Potenzfunktionen

Untersuche a) den Verlauf und b) die Symmetrieeigenschaften der Kurve y = x2!
Anleitung (Abb. 14):

a) Verlauf der Kurve y = z%: Im Bereich # << 0 fillt die Parabel y = 2? bestéindig mit
wachsendem 2, im Bereich # > 0 steigt die Kurve bestéindig mit wachsendem z (sieche Werte-
tafel und Funktionsbild!). Wie verliuft die Kurve an der Stelle = 0? Scheitel der Kurve!

b) Symmetrieeigenschaften der Kurve y = 2?: Welche Umlegung bringt die Kurve
mit sich selbst zur Deckung? Achsensymmetrie! Wie verliuft die Symmetrieachse? Welches
sind die Koordinaten von Kurvenpunkten, die symmetrisch zur Achse liegen?

Untersuche a) den Verlauf und b) die Symmetrieeigenschaften der Kurve y = 23!

Anleitung (Abb. 20):
a) Verlauf der Kurve: Wie verliuft die Kurve im Bereich £ << 0, wie im Bereich >0
(Wertetafel und Funktionsbild!); wie an der Stelle 2 = 0?

b) Symmetrieeigenschaften der Kurve: Welche Bewegung bringt die Kurve mit sich
selbst zur Deckung? Zentrische Symmetrie! Mittelpunkt der Kurve! Welches sind die
Koordinaten zum Nullpunkt symmetrischer Kurvenpunkte?

Stelle die Folge der geraden Potenzfunktionen y = 2*", (n=1, 2,3, ...),firn= 1, 2, 8 geo-
metrisch dar! (Abb. 30.)

Stelle die Folge der ungeraden Potenzfunktionen y= z**+1, (n=0, 1, 2, ...), fir
n= 0,1, 2, 3 geometrisch dar (Abb. 31)!
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8. Zeichne die Kurvenschar y= 2" (n=1,2,3,...), fir n=1,2,3,4,5,6 im Bereich
—1=z<=+1!

Anleitung (Abb. 32): Wihle als Lingeneinheit auf beiden Achsen 5cm!
Wertetafel fiir die Kurvenschar (auf 2 Stellen genau):

z —1| —09 |—o08] ... | o |0,1 | 02 ‘ e || 09 | 1
y=2' | —1| —o0.90 o |ow ]| . . |oso| 1
y=22 | +1| + 081 0o | o001 | . . |os1| 1
y=2 | —1| —0,73 0o | 000 . . o] 1
=z + 1| 4 0,66 0 0,00 . . 0,66 1
y=25 | —1| —0,59 0o | 000 . . lose| 1
y=2% | +1| +0,53 o | o000 | . . 03| 1

o

Abb. 32
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I1I. Zwisch halten von Funktic verten, Interpolieren?)

9. a) Stelle die Funktion y = 2® im Bereich 0= z< 4 tabellarisch und ceometrisch dar
(Wertetafel fir z= 0, 1, 2, 3, 4)!

b) Ersetze die Kurvenstiicke in den Teilbereichen 0<2<1, 1<2<2, 2<z<3,
3= 2= 4 durch die geradlinigen Verbindungen der jeweiligen beiden Endpunkte!

¢) Wie unterscheiden sich in diesen Teilbereichen die Funktionswerte y der Kurve von
den y-Werten der geradlinigen Ersatzstiicke an denselben 2-Stellen? Wo ist der Unter-
schied am kleinsten, wo am gréfBten?

d) In welchem dieser Teilbereiche kann man mit guter Anniherung an die Zeichnungsgenauig-
keit das geradlinige Ersatuzstiick zum Einschalten von Zwischenwerten benutzen, in
welchem nicht?

) Bestimme fiir die Werte 2= 0,5; 2 = 1,5; = 2,5; 2= 3,5; v = 3,3; 2 = 3,7; o = 3,1;

z = 3,9die zugehorigen y-Werte 1. aus der Wertetafel durch Interpolieren, 2. aus der Kurven-

gleichung y = #* durch Ausrechnung! Stelle die interpolierten Niherungswerte und die

errechneten genauen Werte fiir y in einer Tafel zusammen!

f) Erklire die Quadrattafel in der Logarithmentafel und deren Tafeldifferenzen D!
10. Erklire in gleicher Weise die Tafel der 2

Kuben in der Logarithmentafel! A= Quadratzah! n

T “ 9 16 1

1

g

. Benutze den Rechenstab als Quadrat-
tafel!

UR

Anleitung (Abb. 33): Stelle auf der o’ 2 3 Iy
unteren Teilung D des Stabes die Grund- =

zahlen n einj; lies auf der oberen Tei- 0= Grundzahl n

lung A des Stabesdie Quadratzahlen n2ab! Abb. 33

16. Das Rechnen mit Potenzen
a) .Die Rechenarten

An Rechenarten haben wir kennengelernt:

1. Rechenarten der ersten Stufe, Addieren und Subtrahieren.

Die Subtraktion ist die Umkehrung der Addition. Beispicle fiir Addition und Subtraktion
sind 7+5=12und 12—-5=7; 3a+4a="T7a und 7¢a — 4a = 3a.

2. Rechenarten der zweiten Stufe, Multiplizieren und Dividieren.

Die Multiplikation entsteht aus der Addition. Multiplizieren ist mehrfaches Addieren
derselben GroBe, z.B. 34+3+3+3=4.3; ata+a+a=4 a.

Die Division ist die Umkehrung der Multiplikation. Beispiele fiir Multiplikation und
Divisionsind 4-3 =12 und 12:3=4; 4.4 =4g und 4a:0 = 4.

Multiplizieren und Dividieren sind Rechenarten héherer Stufe als Addieren und Sub-
trahieren, sie sind Rechenarten der zweiten Stufe.

1) interpolare (lat.) heiBt einschalten, dazwischenschalten.
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3. Das Potenzieren

Abschn. 14 brachte die Erweiterung der Rechenarten durch Hinzunahme des Poten-
zierens. Die Rotenz entsteht aus der Multiplikation. Potenzieren ist mehrfaches Multi-
plizieren derselben Grife,z.B. 3-3.3.3=3% a-a-a-a=at

Potenzieren ist eine Rechenart hoherer Stufe als Multiplizieren und Dividieren, es ist
eine Rechenart der dritten Stufe. Wie rechnet man mit Potenzen ?

b) Addition und Subtraktion von Potenzen

Man kann nur gleichartige GroBen durch Addition oder Subtraktion zusammen-

fassen.

Beispiele: a+a+a+a=4a; 20+32x=2+2 + 24+ 2+ 2 =5q;
20@+y) +3@+y) = (@+y) + (@+y) + (@+y) + (@+y) + (@+y) =5@+y).

Man kann nur gleichartige Potenzen durch Addition oder Subtraktion zusammen-
fassen.

Beispiele: 2a®+ 3a?= 5a?; 2254 325= 525;
2-(z4+yP+3 @+yP=>5 w+yp

¢) Multiplikation und Division von Potenzen, die Potenzgesetze

1. Potenzen von gleicher Basis
1. Potenzgesetz : Man multipliziert Potenzen von gleicher Basis, indem man ihre
Exponenten addiert.

am.aq’=aqm+n,
m Faktoren a

e

Beweis: At=a-a ... q
n Faktoren a

e

P=a:G.er B

m Faktoren @  n Faktoren a

at-a'"=a-a-... @ s @-@G ... Q
(m + n) Faktoren a

= A0 Q

am.gn = gmtn

2. Potenzgesetz: Man dividiert Potenzen von gleicher Basis, indem man ihre
Exponenten subtrahiert.

am™ § am 1 &
-aT=a"'-'I fir m >n, = gnow lirm<n,

m Faktoren g
m——

B — a™ a-a-....a
ewean @ T d.a....a

il el
n Faktoren a



Das Rechnen mit Potenzen 55

Ist m > m, so lassen sich n Faktoren a | Ist m < , so lassen sich m Faktoren a
im Zihler und Nenner kiirzen. Es bleiben | im Zihler und Nenner kiirzen. Es bleiben

(m — n) Faktoren @ im Zihler stehen. (n — m) Faktoren a im Nenner stehen.
o~ am-n fiir m> el fwm<
= ir m > n. = gl m<a.

2. Potenzierung eines Produkts und eines Bruches

3. Potenzgesetz: Man potenziert ein Produkt, indem man jeden Faktor potenziert.
(@a-b)y"=an.b",
n Faktoren (a . b)
Beweis: (@-b)"= (@ -b)-(@-b)..... (@ b)

n Faktoren @  n Faktoren b

(@.b)"= a". b*

Umkehrung: am- b" = (a - b)".
4. Potenzgesetz: Man potenziert einen Bruch, indem man Ziihler und Nenner
potenziert.
a\ a"
=%
a
n Faktoren (?) n Faltoren o
Bewels: a\* (a AW ey _@.a-....a a
B L R R o
ar  [a\n
Umkehrung: b7=(7) .
3. Potenzierung einer Potenz
. Potenzgesetz : Man potenziert eine Potenz, indem man die Exponenten
multipliziert.
(arn)n = amﬂl.
n Faktoren (a™) n Faktoren a™
Beweis: (@)= (@™) - (@™) - .. .. (@) = am.agm..... am

n Summanden m
e,
= gmtmteetm

(am)n=am-n
Umkehrung: amn= (gm)"  oder (gn)m.

Man kann eine Zahl mehrmals nacheinander in beliebiger Reihenfolge potenzieren.
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4. Hauptregel der Potenzrechnung
L, 2. und 5. Potenzgesetz lassen sich in die folgende Hauptregel zusammenfassen :

Beim Rechnen mit Potenzen von gleicher Basis wird mit den Exponenten die
niichstniedere Rechenart ausgefiihrt.

Aufgaben
I. Die Rechenarten
1. Erklire die Zahlenbeispiele 7+ 5=12und 12 -~ 5= 7; 4.3 = 12 und 12: 3 — 4;2¢= 16
an der Zahlengeraden! (Vgl. Abb. 43.)

2. Berechne die folgenden Zahlenausdriicke: 4-5— 2.6; 8.3 2. 5; 8.3— 2. 44 2.5
224 23; 244 34 4.5% 1 4.52—-2.102;8.32—2. 42+ 2. 52! Welche Rechenart ist zu-
erst auszufithren, welche an zweiter Stelle, welche am SchluB?

II. Addition und Subtraktion von Potenzen

3. Vereinfache die folgenden mehrgliedrigen Ausdriicke:
a) 32% — 42% 4 723 — 212%; 9a' — 7a' — 5at; ad+ ad; 22— 2?; 3at— 3at
b) 722y — 3a2y— 122%°; Tay* 3’y — Sxyd— 32%y; 124%h — Gabi— 5a*b+6ab?—7a2b
€8 (z—1)—4-(z—1)2+4 2. (z — 1) 7To(2?—y%)2 — 4 (2 — Y224 3. (a2 — y2)2
Anleitung: Was versteht man unter ,,gleichartigen Potenzen*? Worin stimmen gleich-
artige Potenzen iiberein ?

III. Die Potenzgesetze
4. Zeige die Richtigkeit des 1. Potenzgesetzes fiir 25 . 23; 105 . 10%; a5 . a3; a™ . g}
b. Zeige die Richtigkeit des 2. Potenzgesetzes fiir
a) 2°:2%; 10%:10% a®:a’%; a™:a" (m>n) b) 2%:25; 10%: 105; ad:a%; a™:an, (m<n)!
6. Welcher Unterschied besteht zwischen
a) 2.3 und (2-3)% 2.2° und (2-2)% a-b% und (a.b)?
b) %ﬂ und (;)2, %3 und (%)a, %ﬂ und (%—)3?
7. a) Zeige die Richtigkeit des 3. Potenzgesetzes fiir (2 - 8)3; (2. 10)3; (a-b)3; (a-b)n!
b) Erklire die Umkehrung a” - b" = (a - b)*! Welche GroBen der Potenzen a” und b" sind

hier gleich, welche verschieden? Wodurch unterscheidet sich die Umkehrung des 3. Potenz-
gesetzes vom 1. Potenzgesetz?

Slere s & 2\8 2)\3 a\? a\*

8. a) Zeige die Richtigkeit des 4. Potenzgesetzes fiir (§> 5 (ﬁ)) 5 (7) 5 (?) !

n n ‘
b) Erklire die Umkehrung ;,ZT = (%) und vergleiche sie mit dem 2. Potenzgesetz!

9. Was bedeuten (10%2 und 1003; (2%)2 und 239; (3%)2 und 3G9; 223, (22)3 ynd 2027
Wie groB sind ihre Zahlenwerte?

10. Zeige die Richtigkeit des 5. Potenzgesetzes fiir (2%)2%; (10%)%; (a%)2; (am)n)

11. Der Wortlaut der Potenzgesetze ist nicht vollstiindig. So miiBte z.B. zum 1. Potenzgesetz
noch der Zusatz hinzugefiigt werden: ,,... und die Basis mit der Summe der Exponenten
potenziert.* Warum kann man diesen weglassen? Wie wiirden die anderen Potenzgesetze
in vollstindigem Wortlaut heiBen?
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IV. Aufgaben zu den P
b 8 Patemgesetz
12, 32.8%; 52.5; 2%.27; a%.q; 32.31.35; cB.c%.¢4; y.y?. ys;

(a4 b)2 (B+ b)s; (z—2y)°- (’F - "y 3 (5p—39)'(5p — 3¢9)*(5p — 8¢)
13. 0% b™m; g7.g5; a® - a; bU-1. B2 ya-2. yat2
14. (u — 50)™ . (u — 50)%P. (u — 5v); (Tc+ 3d)*- (Tc+ 3d)2% . (Tc 4 3d)V

15. 322 52%; 2a5.7a%; 9a®.b2. 7a2h; 3(x — 52)™. 12(x — 52)M—1;
8(3u + v)22+1. 5(3u 4 v)?Y-1

16. Klammere den gemeinsamen Faktor aus: 27+ 2% — 2%; 1542 — 2143 4~ 27at;
14m + 42m®+ 21m®; 3(a — b)2+ 18(a — b)*; 5a™ — 15zMm+1 L 20zm+2;
6atb® 4 9a3b*; 0,7pg®— 1,4¢%!

2. Potenzgesetz
17.573:6%; 21042%; a¥:a?; 45147 90:0%
152%  260° 30p%¢°
5227 650% 135pg3
5 2 18pP¢?

180 b4: 0% al4:af;

19. 50 ot % Tr 55 572%:192% (6 —b):(a —b)®
am ==l pmiigl 18y" 2P
200 55— PR Bggm=e 21(2p+ @)™*1:85(2p+ )™

9a®b%c  Tp'q®r* = 1352My2"~% 35a2"b0cP1

35p%g°r® 18aSb%c3’ T5adam—1b3 | 25cPymaR

192M (@ —y)"~1 57z'(a—y)"  T2(p—g"~? 5i(p— gt
Tam¥ipt  ° T 2lambt  ° 17(u+ 20) 68 (u  20)hF1

21.

3. Potenzgesetz

Berechne im Kopf:

22, (3:5)% (22)% (—3m)t; [—(a+ D) — (3Bm)

23, (2p-59)% (Baby)t; [z-(a+ 20)P; [(a+4b)-(a— D)
24,9555 2.5 5 (— o)t (39)* (— D™ (— 5O (;b)”-(
25. (z - y)"; (2ab)*; (— 8p)**; (— 5¢)*"~1; [8(8p+ @I™

26. (2a)° - (5b)%; 36(m + n)%- 25(m — m)%; p” - (p+ )% (a-+ b)™(a— b)™!

4 bﬂ):

ad

4. Polenzgeselz

41\%, 1%, 1\ [(a-2b\* [(5zy\"
2. (5)3 (2)5 (5)5 (55) ()
15% 124 142.35°% 1\8 raye :
B g qw (g):(q) o1t oer
(2p%)® . (a®—0%3 (z—2y)%(z+ 2y)% (u2—0?)?
TG (a0’ @—4y* 7 o—up
5. Potenzgesetz
30. (2% (3a)% (=04 (— e [(p—9°F
3L. (a™P; (w1 (—o)% (— o) [(p+ @™
35_)‘ (c?—l)ﬁ; (uax+1)2; (CB)D--I; (u2)31‘+1; (_ uh:'{-l)ﬂ; (_ u!)lz+1
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33, Wie grof ist 2, wenn 2 = 16 ist? Wie groB ist 387

[zty)rrap-a (21 a2p3¢4)?
[(z+y)?-apta’ (14a'b3c?)?
35. Zerlege a®™ — b2" in ein Produkt aus zwei Faktoren!

34, (2mrv)E-v; [(2m)z+ve=v;

a%% — p2v a?% — p2v ci? — cie i
a®—0bV @t oV (P c9) (¢P—o0)

36.
V. Das Rechnen mit Ungleichungen
37. Welches ist die groBte Zahl, die man mit zwei Ziffern schreiben kann (Potenzschreibweise
zugelassen) ?
Anleitung:
a) In Frage kommen die folgenden Zahlen:
in ausgerechneter Form 99, in unausgerechneter Form 9.9 und 99.
Hiervon ist 9-9 < 99, denn esist 9-9< 911, und 99 < 9°, denn es ist 9- 11 <9:-9
b) Abschitzung des Wertes der Zahl 99.
Es ist 8:101<C9:9; 7-102<9-9-9; 6:10°<C 9% 5.100<< 0% ...; 108 << 99,

Also ist  10°<C 99 < 10°. Die Zahl 9° liegt also zwischen 100 000 000 und 1 000 000 000.
Ihr genauer Wert ist 99 = 387 420 489.

38. Welches ist die groBte Zahl, die man mit drei Ziffern schreiben kann (Potenzschreibweise
zugelassen) ?
Anleitung:
a) In Frage kommen die folgenden Zahlen:
in ausgerechneter Form 999,
in unausgerechneter Form 9-9-.9; (9:9)%; 999 99: 999 oder (99)° und 9(°),
b) Die Zahlen 999= 9. 111 << 9%, 9. 9.9 =93 ynd (9+9)° = (92)9= 918 scheiden aus, denn
sie sind kleiner als die anderen Zahlen.

Ferner ist 999 < 999, denn es ist 81 <C 99, also auch 98! << 999,
Ferner ist 999 < 999; denn es ist 9.11 < 91,

also ist auch (9-11)° < (911)0

oder 999 < 999,
Endlich ist 990 < 9(8°), denn es ist 9.11< 99,

also ist auch ~ 99-11 < 9 ")

oder 9% < 919°),

Ergebnis: Die groBte Zahl, die man mit drei Ziffern schreiben kann, ist die Zahl 98,
¢) Abschiatzungdes Wertes der Zahl 9(9°),

Nach Aufgabe 37 ist 9(9") = 93742049, Um uns einen Begriff von dieser Riesenzahl zu machen,
schitzen wir die Anzahl ihrer Ziffern ab.

Es ist 3.108<C 90 < 4-108

Also ist auch 93:10° < g(0") < gi-10°

oder (99)10° << 9(9°) < (98)10*,

Es ist aber 100 < 93 und 94 << 104
Also ist 19820 <9 < 1041,

Ergebnis: 9(%) ist eine Zahl mit mehr als 2 - 10° und weniger als 4 - 10° Ziffern, oder mit
mehr als 200 000 000 und weniger als 400 000 000 Ziffern. 9(%) ist eine Zahl von rund
870 000 000 Ziffern. Man kennt von der Zahl auf Grund von Untersuchungen der hoheren
Mathematik die ersten und die letzten Ziffern.
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V1. Zahlensysteme
39, Driicke die Zehnerzahlen 10, 100, 1 000, . .., 1000 000 000 als Potenzen der Basis 10 aus!

40. Unser Zahlensystem ist dekadisch!) oder dezimal?), d. h. jede ganze Zahl unseres Zahlen-
systems 1iBt sich darstellen als Summe von Produkten aus den Einerziffern 1 bis 9 und aus
Potenzen der Basis 10, die man als die Stufenzahlen des dezimalen Systems bezeichnet.
Beispiel: 956 = 900+ 50 + 6= 9- 100+ 5-10 + 8

=9.10% + 5. 101+ 6.
Stelle in gleicher Weise die Zahlen 9 856; 243 728; 1256 304; 1048 350; 27 005 326 975}
1030050; 3004 005; 5030700 dar!

41. Das Dezimalsystem ist nicht das allein mogliche Zahlensystem. Es lassen sich Zahlensysteme

mit beliebiger Basis X und den Einerziffern 1, 2, 3,..., X — 1 aufbauen.

a) Welches sind die Stufenzahlen eines Zahlensystems mit der Basis N'?

b) Wieviel Einerziffern besitzt ein Zahlensystem mit der Basis N ?

¢) In welcher allgemeinen Form 1Bt sich eine beliebige Zahl 4 in einem Zahlensystem mit
der Basis N darstellen, wenn man die Einerziffern mit @, ay, . . ., @, _; bezeichnet?

'S
(5]

. Das Dualsystem?). '
a) Welches sind die Stufenzahlen eines Zahlensystems mit der Basis 27
b) Wieviel Einerziffern besitzt das System?
¢) Driicke die Zahlen 1 bis 12 in Potenzen der Basis 2 aus!
d) Eine einfachere Darstellung einer Zahl unter Weglassung der Stufenzahlen erhilt man,
wenn man festsetzt, daB man an die erste Stelle von rechts die Zahl der Einer, an die zweite
Stelle die Zahl der in A enthaltenen Stufenzahlen 21, an die dritte Stelle die Zahl der in A
enthaltenen Stufenzahlen 22 usw. schreibt und fehlende Stufenzahlen durch 0 - 2" ersetat.
Beispiel: 5=224+1=1:2240-2141;19= 1-2¢40.2240-2241-214 1.
Die Schreibweise der Zahlen 5 und 19 im Dualsystem wire [101]; [10011]. Welche Form
haben die Zahlen 1 bis 12 im Rualsystem?
43. Die Verwandlungszahlen®unserer MaBeinheiten geben an, wieviel Einheiten des niedri-
geren MaBes gebraucht werden, um das nichsthohere MaB zu erhalten.
a) Wie heiBen die verschiedénen MaBeinheiten der Linge? Driicke die hoheren Einheiten als
Zehnerpotenzen der niedrigeren Einheiten aus!
b) Leite aus den MaBeinheiten der Linge durch Potenzieren die MaBeinheiten der Flichen-
und Raummessung ab!
©) Schreibe in entsprechender Weise die Gewichtsma@e hoherer Ordnung als Zehnerpotenzen
der MaBeinheiten niedrigerer Ordnung!
44. Die Lichtgcschwindigkeit betragt 299 860 km/s.
a) Welchen Niherungswert prigt man dem. Gedéchtnis ein? Driicke den Wert mit abge-
trennten Zehnerpotenzen aus!
b) Desgl., wenn man an Stelle der Benennung km/s die Benennungen m/s benutzt!

45. Eine astronomische Lingen einheit ist das Lichtjahr, d.i. der Weg, den das Licht in
einem Jahr zuriicklegt.

a) Rechne 1 Lichtjahr angeniihert in km, in m um! Runde die Zwischenergebnisse und
scheide aus dem Endergebnis eine moglichst hohe Zahl von Zehnerpotenzen aus!

b) Der Stern Arktur ist 41 Lichtjahre von der Erde entfernt. Wie gro8 ist seine Entfernung
in km (auf 3 Stellen genau)?

1) deka (gr.) heiBt zehn. 2) decem (lat.) heiBt zehn. 8) duo (lat.) heiBit zwei.
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46. Aus den Grundeinheiten unserer MaGe und Gewichte lassen sich dezimale Einheiten hoherer
Ordnung durch Vorsetzen der nachstehenden Silhen bzw. durch Vorsetzen der entsprechenden
Buchstaben vor die Kurzzeichen bilden:

Dekal) = D; Hekto!) = h; Kilol)=k; Megal)= M.
Driicke die groferen Einheiten in Zehnerpotenzen der Grundeinheit aus!

47. Astronomische Zahlen. Gib diefolgenden GroBen unter Verwendung der Schreibweise mit
abgetrennten Zehnerpotenzen in km und in m an:

Sonnendurchmesser ............ 1391 000 km
mittlerer Erddurchmesser ....... 12 740 km
Monddurchmesser ............. 3476 km

48. Physikalische Konstanten. Gib die folzenden Konstanten in der Schreibweise mit ab-
getrennten Zehnerpotenzen an!

a) 1 cm? eines beliebigen Gases enthiilt bei 0° Temperatur und 760 Torr Druck 27,0 Trillionen
Molekiile (Loschmidtsche Zahl). 3

b) In 1 Mol Wasserstoffgas (2 g) sind rund 605 000 Trillionen Molekiile enthal ten.

VL Potenzen mit negativen ganzzahligen Exponenten

17. Die Potenzfunktion y = f(x) = x-n

a) Der Exponent 0 und negative Exponenten

L. Die Zahlenfolge a® (n=4,3,2,...)

In der nach fallenden Exponenten geordneten Zahlenfolge a", (n =4,3,2,...),
nimmt der Exponent % in jedem folgenden Glied um 1 ab:

at; ad; a?; al.
Andererseits entsteht jedes Glied der Folge aus dem vorangehenden durch Division
desselben durch @, (a == 0),
at uS a?
B gt e

= a’; =a% - =al.

at;
a a a

Setzt man die Zahlenfolge fort, so wir@man auf die Exponenten 0, —1, — 2, ..
gefiihrt,
al; a®; al; @ ...

Andererseits ergibt die Division jedes Gliedes durch a

aly 2 . .
’a a a.a_ a®

1) deka (gr.) heiBt zehn; hekto (gr. hekaton) hundert; kilo (gr. chilioi) tausend; mega
(gr. Vorsilbe) groB, sehr groB (1 000 000).
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m
2. Die Division ‘;—" , (@40)

LiBt man in der Divisionsaufgabe azT': , (@ = 0), fiir festes m = 4 die Zahl n die Werte

- s . at 5 5
1, 2, 3, ... durchlaufen, so fiillt im Quotienten . der Exponent mit fortschreiten-
dem n nach dem 2.Potenzgesetz jedesmal um 1; es ist
at at at
— a3 — a2 =¥
A=Y a=Y =4
. » at at at
Setzt man die Folge fort, so erhilt man — =a® = =a1; — =a%
at ad ab ’
. . ’ P at at 1 at 1
Andererseits ergibt die Division =1 L =3
a a’ a at  a®

Was bedeuten die Potenzen a°, a~1, @~ ...? Fiir den Exponenten n = 0 und fiir
negative Exponenten n = —1, — 2, ... verliert die Erklirung der Potenz als eines
Produkts von n gleichen Faktoren ihren Sinn.

Man definiert: a® soll fiir jeden von 0 verschiedenen Wert von @ gleich 1 sein,
a®=1, (a=0).

Es soll sein a = a—ln-, (a==0).

b) Die Funktionen y = f(x) = «° und y = f(x) = x-"

Fiir die Funktionen y = 2% und y = @~ " ergibt sich aus diesen Definitionen:

Die Funktion y = ¥ hat fiir jeden_yon 0 verschiedenen Wert der Veriinderlichen x den Wert 1.
Fiir & = 0 fithrt die Funktiorm auf die sinnlose Form y = 0°. Die Funktion y = a°
ist fiir = 0 nicht erklirt, sie existiert an der Stelle = 0 nicht.

Unter der Funktion y = x~" ist die Funktion y = _l.n, (x ==0), zu verstehen.
X

Hierbei ist fiir die Veriinderliche z der Wert 2 = 0 auszuschlieBen, da die Division
durch 0 keinen Sinn hat. Die Funktion y = 2-# ist fiir @ = 0 nicht erklirt, sie
existiert an der Stelle = 0 nicht.

¢) Die Kurven y = 2% und y = "

Die Kurve y = 2° ist eine Parallele zur z-Achse im Ab-
stand 1 (Abb. 34), denn es ist stets a%=1, (x == 0).

Die Kurven y =z " oder y= 5}‘ y (n=1,2,3,...),
heifen Hyperbeln. Je nachdem n ungerade oder gerade
ist, zerfallen sie in zwei Gruppen.

Die Kurvenschar y = z~2"+1), (n =0,1,2,...). InAbb.35
sind fiir 7 = 0 und » =1 die Potenzfunktionen y = x-1

Abb. 34.
und y = z-3 geometrisch dargestellt. Die Hyperbeln Die Potenzfunktion y = &9



62 Potenzen mit negativen ganzzahligen Exponenten

i

Abb, 36, Die geraden Potenziunktionen

y=2-% y=2-*

i o . i bestehen je aus zwei kongruenten Asten,
o R o die im ITL. und im I. Quadranten verlau-
: el . fen. Sieliegensymmetrisch zum Nullpunkt

(0; 0) und gehen séimtlich durch den Fest-

Abb. 35. Die ungeraden Potenzfunktionen
y=a—% y=a"2

punkt (1;1). Die Funktionen sind unge-
rade Potenzfunktionen.

Die Kurvenschar y = a=2%, (n=1,2,3,...). In Abb. 36 sind fir n =1 und » = 2
die Potenzfunktionen y = x~2 und y = 2~ geometrisch dargestellt. Die Hyperbeln
bestehen je aus zwei kongruenten Asten, die im IL. und im I. Quadranten verlaufen.
Sie liegen symmetrisch zur y-Achse. Siimtliche Kurven gehen durch den Festpunkt
(1;1). Die Funktionen sind gerade Potenzfunktionen. Die Kurve y = 2° ordnet sich
der Kurvenschar y = 272", (n =0, 1,2,...), fir n =0 ein.

d) Die Potenzfunktionen y = f(x) = 2", (n eine positive oder negative ganze Zahl)

Die ZweckmiBigkeit der Erweiterung der Potenz-
funktion y = " von positiven Exponenten iiber
den Exponenten 0 zu negativen Exponenten
durch die gegebenen Definitionen zeigt sich
geometrisch besonders deutlich bei zusammen-
fassendem Betrachten der Potenzfunktionen
y=2a", (n eine positive oder negative ganze Zahl).
1. Die geraden Potenzfunktionen y = x>",
m=..,—2,—1,0,+1,4+2,...)
Thre Kurven (Abb. 37) sind
fiir positives n  Parabeln,

fir n =0 die Parallele zur z-Achse
im Abstand 1,

fiir negatives » Hyperbeln.

Simtliche Kurven verlaufen im IT. und I. Qua-
dranten und liegen symmetrisch zur y-Achse.

Abb. 37. Die geraden Potenzfunktionen
y=2", (n=—2; =1; 0; 1; 2)
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2. Die ungeraden Potenzfunktionen y = x2"
m=..,—2—1,0,+1, +2.

Ihre Kurven (Abb. 38) sind
fiir positives » Parabeln,
fir n =0 die Gerade y = z,
fiir negatives n Hyperbeln.

Simtliche Kurven verlaufen im ITI.und I. Qua-
dranten und liegen symmetrisch zum Null-
punkt (0; 0).

Simtliche Potenzfunktionen gehen durch den
Festpunkt (1; 1).

e) Die Rechengesetze fiir Potenzen mit nega-
tiven Exponenten und dem Exponenten 0

Die Einfiithrung von Potenzen mit negativen
Exponenten durch die getroffene Definition S

ist erst dann voll gerechtfertigt, wenn sich AbD. 38, Die ungeraden Potenatuuktionen
diese Potenzen den Rechengesetzen einord- y=at (1==2 -1 0;1)
nen, die fiir Potenzen mit positiven Exponenten gelten — Prinzip von der
Permanenz!) der Rechengesetze in der Arithmetik —.

Fiir Potenzen mit negativen Exp ten gelten dieselben Rechengesetze wie fiir Potenzen
mit positiven Exponenten. Die Beweise ergeben sich in jedem Fall, indem man auf die
Definition zuriickgeht.

L 1 =@ (M+8) = g=-m=1 — g—m+(-n),

. gm.gn— Lt 1 _
1.Potenzgesetz: a ™ .a " = o =

W -
_aa_-" =0 lm =a " -a"=g "t = g-m-(-n),

an
Durch die Einfiihrung negativer Exponenten wird die Ausfithrung der Division zweier
Potenzen von gleicher Basis vereinfacht. Gleichgiiltig, ob m oder n gréBer ist, gilt
stets nur das eine Gesetz

2. Potenzgesetz:

m
a__=a,"‘"'
an :

1 1 1 1

— =a"-b-" und Umkehrung.

3.Potenzgesetz:  (ab)~" = G Fr

1
4. Potenzgesetz: (—:—)_”= % = al—" = ::—: und Umkehrung.
G &
5.Potenzgesetz: (a~™)"" = (a_lm)n = 11 — = + = g und Umkehrung.
BT &

1) permanere (lat.) heiBt verbleiben, erhalten bleiben. Das Permanenzprinzip ist 1867 von
Hermann Hankel (1839—1873, Leipzig und Erlangen) als leitender Gesichtspunkt der Arith-
metik aufgestellt worden.
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Ist im 1., 2. und 5. Potenzgesetz nur ein Exponent negativ, so lassen sich die Beweise
in gleicher Weise durchfithren (siehe Aufgabenl15 bis 18).

Um nachzuweisen, daBl die Potenzgesetze auch fiir den Exponenten n = 0 gelten, setzt
man nach der Definition fiir a® den Wert 1 ein. Man findet beim 1.und 2. Potenzgesetz

m m
& =2 _ gn=an-o,

a® 1
Ist auch der andere Exponent m = 0, so sagen die beiden Gesetze nur aus, daf

1.1=1und % = 1 ist. Gleiche Formen nehmen das 3.und das 4. Potenzgesetz an,

wenn der auftretende Exponent n gleich 0 wird: 1 =1.1 und 1= % Beim

5. Potenzgesetz erhilt man beiderseits den Wert 1, gleichgiiltig, ob m oder n oder m
und 7 gleich Null werden.

am.-a@®=qm.1 =am=am+0;

Daraus, daB auch die Potenzgesetze erhalten bleiben, ergibt sich die volle Zweck-
miBigkeit der Erweiterung des Potenzbegriffs iiber den Exponenten 0 auf negative

Exponenten durch die Definitionen ¢®=1 und ¢ " = %, (@ +=0).

Fiir positive und negative ganze Exponenten lauten also die Potenzgesetze:

1. a™m.a"=am+n, 2, Z-;: = am-n, 3. (@-b)"=a".b",
% (%)" = ;—:, 5. (@m)n = am:n,
Aufgaben

I. Der Exp 0 und negative Exp

1. Setze die Zahlenfolgen 21, 22, 23, .. .; 10', 102 109, ... und a, a, a3, . . . weiter fort! Welche
Veriinderung erfiihrt der Exponent bei jedem neuen Glied ? Durch welche Rechenoperation
entsteht jedes Glied der Folge aus dem vorangehenden?

2. Setze die Zahlenfolgen 2%, 25, 2%, .. .; 105, 105, 104, ... und @5 a5 a4, ... weiter fort!
Welche Verinderung erfihrt der Exponent bei jedem neuen Glied? Durch welche Rechen-
operation entsteht jedes Glied der Folge aus dem vorangehenden? Auf welche Exponenten
kommt man schlieBlich?

3. Eine Zahlenfolge a” kann nach steigenden Exponenten n, (z.B. n=1,2,3,...), und nach
fallenden Exponenten n, (z.B.n=6,5,4,...), geordnet werden. Bilde Zahlenbeispiele fiir
beide Fille!

4. Ordne die Folge der Potenzfunktionen y = z"
a) nach steigenden Exponenten n=1, 2, 3, ..., b) nach fallenden Exponenten n= 4, 3,2, ...!

Welche Veranderung erfihrt dabei jedesmal der Exponent #? Auf welche Exponenten kommt
man im Fall b? Durch welche Rechenoperationen entstehen die Einzelfunktionen auseinander?

II. Die Kurven y = x° und y = x~"
8. Zeichne die Kurven y = 2! und y = 2° Durch welchen Punkt gehen beide Kurven?

Anleitung fir die Kurve y = 2° (Abb. 34). Fiir eine Wertetafel setze 2 = — 5, — 4, — 3,
—2,—1,+1,4+ 2,4+ 3,44, + 5. Wie groB ist stets y = 2°? Fiir = 0 ist die Funktion
y = a° nicht erklirt; die Kurve y = 20 existiert an der Stelle # = 0 nicht.
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6. Zeichne die Kurve y = 2—1und beschreibe Verlauf und Symmetrieeigenschaften der Kurve!
Anleitung (Abb. 35): Wertetafel der Funktion fiir o= +1,42,48,44,... und far
s= fr 2 ok £ ok g ;
Kurvenverlauf.

a) Aus wieviel kongruenten Ast en besteht die Hyperbel? In welchen Quadranten liegen die
Aste der Hyperbel?

b) Wie &ndert sich die Kurve, wenn man auf der z-Achse von = — 5 bis — 0,1 und von
Z = 4 0,1 bis 4 5 fortschreitet ?

Schreitet man auf der z-Achse von z = -+ 5 weiter nach z= 4 6, =+ 7, ..., so nihert sich
der positive Ast der Hyperbel bestindig der 2-Achse, ohne jedoch mit dieser zusammen-
zufallen. Das gleiche gilt fiir den negativen Hyperbelast fiir Werte z = — 5, — 6, — 7, ...
Die Kurve nihert sich asymptotisch der z-Achse, oder die Hyperbel hat die z-Achse
zur Asymptote.l)

¢) Fir 2= 0 ist die Funktion nicht erklirt, an dieser Stelle existiert die Kurve nicht.
Wieist der Verlauf der Kurve bei Annéiherun g an die Stelle = 0? Dazu stellen wir eine
Wertetafel der Funktion fiir 2 — =+ 1;40,1; 4 0,01; % 0,001;. . . auf.

2| —1]—01]—001]|—0001]| —00001 o _+0,0001 |+ 0,001 [+0,01 ]| 0,141
9] —1]—10 =100 [—1000]— 10000 +10000 |+ 1000]+ 100 [ 10 |+ 1

Die Wertetafel zeigt, daB y iber alle Grenzen wichst, wenn z sich dem Wert 0 nihert. Die

1 1
Funktion y = — hat fir 2=0 eine Ausnahmestelle, die Funktion y=-5 exi-
stiert an der Stellez =0 nicht.

d) Nihert man sich von negativgn z-Werten her dem Nullpunkt, z.B. von = —1; —0,1;
—0,01;..., so sind die Ordingtenwerte y der Funktion negativ; nihert man sich von

positiven z-Werten her dem Nullpunkt, z. B. von £ — + 1;4-0,1; 4+ 0,01;. . ., so sind die
Ordinatenwerte y der Funktion positiv. Schreitet man vom Abszissenwert = — 5 aus
allmihlich zu Abszissenwerten z — — 4, —3, — 2, —1 fort, so éndern sich die Ordinaten-

werte y auch allmihlich. Das gleiche geschieht, wenn man vom Abszissenwert =45
allmihlich zu Werten o= + 4, + 3, + 2, + 1 zuriickschreitet. Von einem zum andern
Kurvenpunkt dieser Bereiche ist ein stindiger Zusammenhang der Kurve vorhanden. An der
Stelle z = 0 reiBt dieser Zusammenhang ab, an der Stelle 2= 0 existiert die Kurve nicht!
Symmetrieeigenschaften.

Zentrische Symmetrie der beiden Kurveniiste zueinander. Welcher Punkt ist das Sym-
metriezentrum? Drehung der Kurve um das Symmetrieze.r}t.rum um 180°!
Achsensymmetrie: Zu welcher Geraden liegen beide Aste der Kurve symmetrisch? Zu
welcher Geraden liegt jeder Kurvenast symmetrisch?

Die Kurve y = 21 oder y — o heiBt eine gleichseitige Hyperbel.
y z

7. Durch welche Gleichungen zwischen # und y kénnen die Funktionen y=zly=z"2
y=2"%; ... in unentwickelter Form auch gegeben sein?

8. Zeichne die Kurve y = 2—2 und beschreibe ihren Verlauf und ihre Symmetrieeigenschaften!
Anleitung (Abb. 36): Wertetafel der Funktion fiir z — +1,42,4+38,44,... und fir
s=xtf bt h T g+ B
Kurvenverlauf. Aus wieviel kongruenten Asten besteht die Kurve? In welchen Qua-

dranten liegen diese? Wie dndert sich die Kurve mit wachsendem z? An der Stelle z= 0 ist
die Funktion nicht erklirt; an der Stelle z = 0 existiert die Kurve nicht!

Symmetrieeigenschaften. Achsensymmetrie, Umklappen der Kurve um die y-Achse!

) asy mptotos (gr.) heiBt nicht zusammenfallend.

[2046]
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9. Stelle die Folge der geraden Potenzfunktionen y = z=2% (n= 0,1, 2,...), fir n=10.1, 2
geometrisch dar (vgl. Abb. 36)!

10. Stelle die Folge der ungeraden Potenzfunktionen y= 2z~@"+1), (n=0,1,2,...), fir
n=0, 1, 2 geometrisch dar (vgl. Abb. 35)!

III. Die Potenzfunktionen y = x", (n eine positive oder negative ganze Zahl)

11. Stelledie Folge der geraden Potenzfunktioneny = z*", (n=...—2,—1,0,4+ 1,4 2,..
fir n=—2, —1, 0, 4+ 1, 4+ 2 geometrisch dar (vgl. Abb. 37)!

12. Stelle die Folge der ungeraden Potenzfunktionen y = 22"+, (n =...—2,—1,0, 41,
+2,...), firn=—2,— 1,0, + 1, 4 2 geometrisch dar (vgl. Abb. 38)!

13. In den I.Quadranten eines Achsenkreuzes ist ein Einheitsquadrat so eingezeichnet, daB es
den beiden Koordinatenachsen anliegt. Verwandle das Quadrat in flichengleiche Rechtecke,
die gleichfalls den beiden Koordinatenachsen anliegen! Wo liegen die freien Ecken dieser
Rechtecke?

Js

14. Zeichne die Kurven y=2z"1;y=2.2"4y=8.2";y=4-21in dasselbeA‘;hsenkreuz!
Welche Ei haft zeigt die Kurv har zy =0, 1 =1,2,8,...)?
Anleitung. Wertetafel :

z —3[—2 1=t =]+ 42 +1]+2]+s
y= «'| . |—% | —1 . . 4 2 1 .
y=2.271 o =1 —2 . . 8 4 2 o .
y=38.z1| . |—1}| —38 . . 12 6 3
y—d.ezt| . |—2 | —4| . : '16 8 i

Wie kann man die Kurvenschar zy=mn, (n =1, 2, 3,...), als Multiplikations tafel
verwenden? Schalte freihiindig die Kurven zgyg= 1,5; vy = 2,5; 2y = 3,5 in der Kurven-
schar dazwischen! Durch welche geometrische,r_ansformation entstehen die Hyperbeln

=2, gy gt der H bel =1
y=—3 Y=~ Y= ausder Hyperbel y = -2

IV. Die Rech fiir P mit iven E: und dem Exp 0

‘P

15, Die Zweckmi Bigkeit der Erweiterung de'Pohenzbegnﬁes auf die Exponenten 0 und — n
1
durch die Definitionen a®=1 und o= " = ° (a=£0), sieht man am eindringlichsten durch

das Gegenbeispiel einer unzweckmi Bigen Festsetzung. Auf welche Widerspriiche

wiirden z. B. die Definitionen a®=0 und ¢ "= —a" (a==0), schon fir a=2 und

n=3; 2;1; 0 fihren?
16. Erlautere das 1. Potenzgesetz fiir

a) 2-5.273; 10~%-107% a%-a % a™.a7" b) 25.273; a®-a7%; 107°.10% o~ ™.qa"!
17. Erliutere das 2. Potenzgesetz fir

2_5 10—3 a—ﬁ a—m 5 aﬁ 105 a-m

) = 1078 @ o LY S
18. Erliutere

a) das 3. Potenzgesetz fiir (2-3)~3; (2-10)7% (a-b)"% (a-b)™"

. 2\-3 2\-3 a\-*3 a\-"
b) das 4. Potenzgesetz fiir (?) 3 (Td) i (T) 3 (?)
¢) das 5. Potenzgesetz fir (a%~% (a=%% (a3)~% (a—™)~"!
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) at a®
19. Zeige die Giltigkeit der Potenzgesetze fiir a3-a% a-5. q"; o

20. Auf welche Identititen fiihren nach den Potenzgesetzen die folgenden Aufgaben:
0 0
@om (§)5 @%@ @%@ % @und b
V. Das Rechnen mit Potenzen negativer Exponenten
Berechne
21. a; a?; (—a); (—a)? —al; —a?
22,178 17% (— )7, (— 1)y — 17 — 12

23. 371; 374 473; (— 3t — 34

1\~ 13\-2
= & (=] i “h 0,377 1,271
(2) ’ ( 4) i Dl ¢

25, 27825 275.2% 27%.25% (vy)~% x-y-?
26. p°- (p9)=% PP (p)™% 5 (P73 PO (pg)% pmm:(pg)h
27. (a+b)7% aP(a—0)"% a®:(a—b)~%; (a4 b)(a—0b)~1; am. (a4 b)-"

28. (—:—)_9; u“-(%)qv; 31)5:(%)_;; 2515:(5%)4: (M)”‘(?)q‘

29, (ab)~—tm; (%)_”; (5zy)—’":(—130g)_m; 2(a?— p2)-m. (27;72)‘“

30, (5 (@) (@9 [(}, [(;)’J’
3L [20) 7 [2a1% [Ea)-" [(2am]n  [(2a)y-m]n

=8 2 -3 -1
32, 2193+ 3552 — 14y0 4 28y-1; 2—4—*%) o (,;) = (_ ;)

z

10
L2

34. Schreibe die Summe ’
7-10°4 910+ 4.101 4 2. 10°4 7-10714- 3. 10=2+ 5. 1073 in kiirzester Form!

35. Schreibe die folgenden Zahlen als Summen von Zéhnerpotenzen: 953,1; 70,52; 0,364; 0,002 85!
Welches allgemeine Gesetz wird bei den Regeln fiir die Addition und Subtraktion von
Dezimalbriichen angewandt?

36. Schreibe die folgenden Zahlen mit abgetrennten Zehnerpotenzen:

a) 9530005 72000; 1040 000; 762000 000; 340 000 000; 300000; 299800
b) 0,364; 0,00364; 0,000 364; 0,000 036; 0,000 009!
Anleitung: 895000 = 3,95 - 105; 0,000 525 — 5,25+ 104; 0,000 004 = 4 - 10-¢.

37. Gib die Langeneinheiten 1 = 1 Mikron?!) = 0,001 mm,

1 mp = 1 Millimikron = 0,000 001 mm,
1 AE = 1 Angstrom-Einheit ) = 0,000 000 01 cm = 0,1 my,
1 XE= 1 X-Einheit = 0,001 AE

in Zehnerpotenzen von m, cm und von mm an!

1) mikron (gr., von mikros, Vorsilbe mikro-) heiBt klein.
2) A.J.Angstrom (1814—1874), Schweden, ein um die Spektralforschung verdienter Physiker.

5%
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VI

38.

39.

40.

41.

42,

Potenzen mit negativen ganzzahligen Exponenten

Angewandte Aufgaben

Zuweilen werden die Einheiten der Geschwindigkeit und Beschleunigung in der Form
m- s~ und m - s~2 geschrieben. Erklire die Bedeutung und Entstehung dieser Bezeichnungen!

Die umstindliche Schreibweise sehr kleiner Griofen in Dezimalbruchform ersetzt man oft
durch ein Produkt aus einer einstelligen Dezimalzahl und abgetrennten Zehnerpotenzen mit
negativen Exponenten (vgl. Aufg. 36). Benutze diese Schreibweise fiir die Angabe der Wellen-
linge des gelben Lichtes (D-Linie) von 0,000 589 mm!

Dichte einiger Gase.

1 Liter Luft hat bei 0°C und 760 Torr die Masse 1,293 g;

1 ,, Wasserstoff ,, ,, o 5 » = ,» 0,09 g, (Molekulargewicht 2);
1, Sauerstoff T ' B s W oW o » 1,438, ( » 32);
1, Stickstoff o o owm o owm w oww 1,268 ( " 28);
1 ,, Kohlendioxyd ,, ,, . «w . » 1,98g, ( » 44);
1, Chlor wow o wm s mw » 3,228, ( o 71);
1 ,, Kohlenoxyd ., . 4 o » » w . 1,25g, ( » 28).

Gib die Dichte in g/em? unter Abtrennung von 10-3 an!

Berechne aus der Loschmidtschen Zahl N (N = 2,70 - 101® Molekiile eines beliebigen Gases
sind bei 0°C und einem Druck von 760 Torr in 1 ¢cm?® enthalten) und den in Aufgabe 40 er-
mittelten Gasdichten die Masse eines Wasserstoffatoms in g! Wieviel Molekiile enthilt ein
Mol eines Gases (ein Mol eines Sbof{es sind soviel g, wie sein Molekulargewicht angibt)?

Stofferfillter Raum. Auf Grund von Versuchen und Berechnungen hat man den
Durchmesser eines Wasserstoffatoms zu .d = 1,06 - 10~% cm ermittelt. (Ndherungswert
&~ 1AE=01mpu.)

a;) Wie groB wire der Rauminhalt eines Atoms, wenn man sich dieses als kleine Kugel vor-

~ stellt? (z=~3.)

43.

44,

45.

b) Bedenke, daBl 1 em® Wasserstoffgas bei 0°C und 760 Torr 2,70 - 10'® Molekiile zu je zwei
Atomen enthilt! Wie gro wiire dann der von den Molekiilen erfiillte Teil fiir 1 em3? Da die
Atome keineswegs stofferfiillte Kugeln sind, ist auch dieser errechnete Wert noch viel zu gro8.

Masse des Elektrons.

a) Die Masse eines Wasserstoffatoms ist nach Aufgabe 41 gleich 1,6727 - 10—24 g. Schreibe diese
Zahl als Zehnerbruch und mit abgetrennten Zehnerpotenzen in kg!

b) Die Masse eines Elektrons, des kleinsten Elektrizitéitsteilchens, ist davon etwa der 1838. Teil.
Wie groB ist sie in g und in kg (auf 2 Stellen genau)?

Astronomische Zahlen. Sonnendurchmesser 1391000km, mittlerer Erddurchmesser
12 740 km, Monddurchmesser 3 476 km; mittlere Entfernung der Erde von der Sonne
149 500 000 km, mittlere Entfernung des Mondes von der Erde 384 400 km.

Gib unter Verwendung abgetrennter Zehnerpotenzen die obengenannten Zahlen als Bruch-
teile des Sonnendurchmessers an (auf\Z Stellen genau)!

Gib die Entfernung der Erde von der Sonne in Lichtjahren an! Vgl. dazu Abschn. 16. Aufg. 45!
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b) Potenzen mit gebrochenen Exponenten

VII. Die Wurzelfunktion

18. Die Wurzelfunktion y = f (x) =}z

a) Die Zahl Ja
1. Die 2. Wurzel oder Quadratwurzel

Beispiel: Wie groB ist die Seite eines Quadrats von 16 em? Flicheninhalt ?

69

Als Ansatz erhilt man die Bestimmungsgleichung 22 =16, als Losung der Aufgabe

x = 4.
Die zweite Losung der Gleichung, #,= — 4, geniigt wohl dem Ansatz, aber nicht
den Bedingungen der Aufgabe.
Wir betrachten die Identitit 42=16.
Als Potenz betrachtet ist die Basis 4 und der Exponent 2 gegeben, der Wert der
Potenz gesucht, es ist 2=y
Umgekehrt kann der Potenzwert 16 und der Exponent 2 gegeben sein, dann ist
die Basis gesucht, es ist y2=16.
Man schreibt dann fiir die Basis Y= ]E/TG , (lies: zweite Wurzel aus 16).
Die gesuchte Basis y kann man in zwei Formen darstellen,
Potenzexponent Wurzele‘xponent
in Potenzform y = 16 und inWurzelform y = §16.
Balsis Poterlxzwen Wurzlelwcrt Budi'kand

Die 2. Wurzel nennt man wegen ihrer geometrischen Bedeutung Quadratwurzel.
Quadratwurzel aus einer Zahl @ heilt die Zahl, deren Quadrat gleich @ ist.

2
In Wurzelform y= l/ a, N in Potenziorm y2=a;
oder (7a)h= a.

Man erhilt die Quadratwurzel aus einer Zahl @, indem man @ in zwei gleiche Fak-
toren y zerlegt: y - y = a. Der Faktor y ist die Quadratwurzel aus a, es ist y = 2,’5 i

Zerlegt man eine positive Zahl, z. B. a= 36, in zwei gleiche Faktoren ¥, so erhilt man

(+6) - (+ 6) = 36, d.h. y, =+ 6, aber auch (— 6) - (— 6) = 36, d.h. y— —

Es ist also i/§6 =46 (lies: plus oder minus 6), ebenso ist %/TG =14

6.

Die Quadratwurzel aus einer positiven Zahl a ergibt zwei Werte, die sich durch das Vorzeichen

unterscheiden. s ist y = -+ i’ﬁ, (@a>0).
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Durch das Wurzelvorzeichen + oder — wird festgelegt, welcher Wert der Quadrat-
wurzel gemeint ist. Steht vor dem Wurzelzeichen kein Vorzeichen, so ist der
positive Wurzelwert gemeint.

Eine negative Zahl, z. B. @ = — 36, 1i8t sich nicht in zwei gleiche Faktoren
zerlegen, denn sowohl (+ 6) - (+ 6) als auch (— 6) - (— 6) sind gleich + 36.

Die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl existiert nicht.

2. Die 3.Wurzel oder Kubikwurzel

Beispiel: Wie gro8 ist die Grundkante eines Wiirfels von 8 em?® Rauminhalt ?
Als Ansatz erhiilt man die Bestimmungsgleichung 2*= 8, als Losung der Aufgabe

y= 3}@ (lies : dritte Wurzel aus 8) oder a;= 2.
Die 3. Wurzel nennt man wegen ihrer geometrischen Bedeutung auch Kubikwurzel®).

Dritte Wurzel (Kubikwurzel) aus einer Zahl a heilt die Zahl, deren dritte Potenz
gleich a ist.

g~
In Wurzelform y= Va 5 s in Potenzform y3=a;
—\3
oder (Va) =a.
Man erhiilt die dritte Wurzel aus einer Zahl @, indem man @ in drei gleiche Faktoren y
zerlegt: y-y-y = a. DerFaktor yist die 3. Wurzel aus @, esist y = “VE X

3. Die n-te Wurzel
n-te Wurzel aus einer Zahl a heift die Zahl, deren n-te Potenz gleich a ist.

n
In Wurzelform y= Va, in Potenzform: y"=a;
n—
oder (]'a,= a.

Bei der Quadratwurzel 1it man zur Vegginfachung den Wurzelexponenten 2 weg.

4. Das Radizieren

Die Rechenart des Wurzelziehens heit Radizieren?). Die Zahl unter dem Wurzel-
zeichen heiBt Radikand?). Das Radizieren ist eine Umkehrung des Potenzierens.
Radizieren und Potenzieren einer Zahl mit demselben Exponenten heben einander auf,
es ist

(’i'ﬁ)":a und 7ir’ﬁ=a.

Ist der Wurzelexponent gerade, so heit auch die Wurzel gerade. Beispiele sind

]/E; 4]/?1 B 5550 27i/?z, (n=1,2,3,...). Ist der Wurzelexponent ungerade, so heiBt
auch die Wurzel ungerade. Beispiele sind %/E 3 ‘i/ﬁ % sy Z"H]/E, = 1,2,8,. ..J).

1) Kubus (lat.) heift der Wiirfel.
2) radix (lat.) heiBt die Wurzel. Radikand (lat.) ist die Zahl, aus der die Wurzel gezogen werden soll.
Das Wurzelzeichen ™ ist aus dem Anfangsbuchstaben von radix entstanden.
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b) Irrationale Wurzeln

1. Rationale und irrationale Zahlen

An Zahlen haben wir ganze Zahlen, gemeine Briiche und Dezimalbriiche kennen-

gelernt. Beispiele sind +7; —15; + %; — —‘Z’ B o= %, +02; —033...;
—2,5; +366....

Ganze Zahlen lassen sich als Briiche mit dem Nenner 1 darstellen, z. B.
+7=+,:; —15=_L15.

Dezimalbriiche konnen endlich oder unendlich sein, z. B. 4+ 0,2; — 2,5 und
—0,33...; +366.... Jeder endliche Dezimalbruch liBt sich in einen ge-

meinen Bruch 7‘711 verwandeln. Hierin sollen p und ¢ ganze Zahlen sein, die keinen

gemeinsamen Teiler haben oder teilerfremd sind; der Bruch g 1iBt sich also nicht

mehr kiirzen. Beispiele sind + 0,2 = + %; —25= _%.
Unendliche Dezimalbriiche sind entweder periodisch oder unperiodisch, z. B.
—03...; +06... und 0,145...; — 0,827 ... . Jeder periodische Dezi-

malbruch liBt sich in einen gemeinen Bruch P verwandeln, (pund ¢ teilerfremde

odischen unendlichen Dezim¥@riichen folgen die Ziffern hinter dem Komma
ohne erkennbare Ordnung aufeiMnder. Unperiodische Dezimalbriiche lassen sich
nicht in gemeine Briiche verwandeln.

ganze Zahlen). Beispiele sind %‘den Aufgaben 7 und 8 behandelt. Bei unperi-

Jede ganze Zahl und jeder gemeine Bruch aus zwei ganzen Zahlen lassen sich als
Quotient 2, (p und g teilerfremd), schifiben. Zahlen, die sich als Quotient P pweier

teilerfremder ganzer Zahlen darstellen I§ssen, heilen rationale’) Zahlen. Die ganzen
Zahlen und gemeinen Briiche sind ratiopale Zahlen, jeder endliche und jeder peri-
odische Dezimalbruch ist eine rationale Zghl.

Jeder unperiodische unendliche Dezimalbruch heilt eine Irrationalzahl?).

Irrationalzahlen lassen sich nicht als Quotient £~ zweier ganzen Zahlen darstellen.
Wie entstehen solche Irrationalzahlen ? g

2. Irrationale Quadratwurzeln

Rationale Quadratwurzeln. Die Quadratwurzel aus einer Quadratzahl ergibt
stets rationale Zahlen als Wurzelwerte. Rationale Quadratwurzeln sind z.B.
Vi=21; J4=+2; Y81=29; Vi==3%; JLé4=L12usw.

Welchen Wert hat /2? 12 ergibt als Wurzelwert sicher keine ganze Zahl, denn
12=1 ist als Radikand zu klein und 22= 4 bereits zu groB.

1) ratio (lat.) bedeutet das Verhiltnis einer Rechnung, das Zahlenverhiltnis, der Quotient zweier
ganzen Zahlen.
2) irrational (lat.; ir-, in- als Vorsilbe der Verneinung) heiBt nicht-rational.
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Wir wollen annehmen, ]/§ sei gleich einem gemeinen Bruch % , wo g1
ist und p und g teilerfremde ganze Zahlen sind. Dann ist

in Wurzelform 2 = V2, in Potenzform (%)a= 2.

_

Aus(Z)= E; = 2 wiirde folgen, da} p* durch ¢% und damit p durch ¢ teilbar wire.
Da ¢ nicht gleich 1 ist, miilte ¢ gegen p sich kiirzen lassen. Die getroffene

Annahme fiihrt also zu einem Widerspruch, d. h. V§ kann nicht gleich einem ge-
meinen Bruch 2 sein.

12 ergibt keine rationale Zahl, 2 ergibt keinen endlichen oder periodischen
Dezimalbruch. }2 ergibt einen unperiodischen unendlichen Dezimal-
bruch. ]/§ ist eine irrationale Quadratwurzel, ihr Wurzelwert ist eine Irrationalzahl.

Berechnung des Wertes von J2 durch Einschachteln. Der Wert einer
irrationalen Quadratwurzel liBt sich durch planvolles Einschachteln
zwischen rationale Quadratwurzeln mit jeder geforderten Genauigkeit bestimmen.

Als Beispiel sei y = }/2 bestimmt.

Der Radikand 2 liegt zwischen den Quadratzahlen | Alsoliegt der Wert von /2 zwi-
; schen den rationalen Zahlen

12 und 22 oder 1 und 4; i 1 und 2;

es ist 1<2<4. 1<yz<a2.

1,42 und 1,52 oder 1,96 und 2,25; 14 und 1,5;

es ist 1,96 < 2 < 2,25. 14 <y2<15.

1,412 und 1,422 oder 1,9881 und 2,0164; 1,41 wund 142;

es ist 1,9881 < 2 < 2,0164. 141 <2 <142.

1,414% und 1,4152 oder 1,999396 und 2,002225; 1,414 und 1415;

es ist 1,999396 < 2 < 2,002225. 1,414 <72 <1,415.

Dies Verfahren kann man beliebig weit fortsetzen; jede neue Stelle des Wurzel-
wertes 1aBt sich aus den vorangegangenen Quadratzahlen durch Interpolieren ab-
schitzen.

Ergebnis: }/2 ist eine irrationale Quadratwurzel. Thr Wurzelwert ist eine Irratio-
nalzahl und 148t sich mit jeder geforderten Genauigkeit bestimmen, ]/Q =1414....
Fiir praktisches Rechnen stellt man ihren Wurzelwert je nach der geforderten Ge-
nauigkeit durchihrerationalen Niherungswerte dar;auf 3 Stellen genau (Rechen-

stab) ist /2 =1,41, auf 4 Stellen (Quadrattafel) 2 =1,414.

Irrationale Quadratwurzeln. In glejcher Weise kann man zeigen: Die Quadrat-
wurzel aus jeder positiven Zahl, welche keine Quadratzahl ist, ist irrational.
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Die Ziffern einer Irrationalzahl bilden einen unperio-
dischen unendlichen Dezimalbruch. In diesem folgen
die Ziffern hinter dem Komma einander nach einem
bestimmten Bildungsgesetz, wie es die Berechnung
von }/2 zeigt, die Ordnung der Ziffernfolge ist jedoch
nicht erkennbar.

Jede irrationale Quadratwurzel 1iBt sich durch eine
Strecke geometrisch veranschaulichen. In Abb. 39
sind z. B. Strecken von der Liinge 1/5 cm nach
dem pythagoreischen Lehrsatz und dem Katheten-
satz geometrisch konstruiert. Die Diagonale eines
Quadrats von der Seite 1 em hat eine Liinge von
Y2cm. In dhnlicher Weise liBt sich jede irrationale ARE

Quadratwurzel nach dem pythagoreischen Lehrsatz, dem Kathetensatz oder Hohen-
satz durch eine Strecke geometrisch veranschaulichen. (Vgl. dazu Abschn. 29.)

3. Irrationale Wurzeln

Kubikwurzeln. Die Kubikwurzel aus einer Kubikzahl ist rational. Rationale

3

Kubikwurzelnsind z.B. ¥8=2; Y27 =3; J6d=4; =27 = - 3; | =3;
-

i 1 AT . 4 —Tman
J=E=-1; ¥I3I=11; =178 =—12 usw.
Die Kubikwurzel aus jeder positiven oder negativen Zahl, die keine Kubik-
zahl ist, ist irrational. Der Wert einer irrationalen Kubikwurzel 148t sich durch Ein -
schachteln zwischen rationale Kubikwurzeln mit jeder geforderten Genauigkeit
bestimmen. Als Beispiel sei y = J/10 bestimmt.

Der Radikand 10 liegt zwischen den Kubikzahlen | AlsoliegtderWertvon %/ﬁ) Zwi-
schen den rationalen Zahlen

28 und 32 oder 8 wund 27; 2 und 3;

es ist 8 <10 < 217. 2<y10< 3.

2,13 und 2,282 oder 9,261 und 10,648; 2,1 und 22;

es ist 9,261 < 10 < 10,648. 21 <0< 2,2.

2,15 und 2,163 oder 9,938375 und 10,077696; 2,15 und 2,16;

es ist 9,938375 < 10 < 10,077696. 2,15 <‘i/ﬁ) < 2,16.

2,1543 und 2,1553; 2,154 und 2,155;

esist  9,993948264 < 10 < 10,028423875. 2,154 < J/10 < 2,155.

Dies Verfahren 1Bt sich beliebig weit fortsetzen ; jede neue Stelle des Wurzelwertes
1Bt sich aus den vorangegangenen Kubikzahlen durch Interpolieren abschitzen.
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‘i/i)ist eineirrationale Kubikwurzel, esist 3l/F): 2,154.... Niherungswerte
von 1/T6 fiir praktisches Rechnen sind auf 3 Stellen gehau (Rechenstab) a]/F) = 2,15,
auf 4 Stellen (Kubiktafel) §/10 = 2,154.

Die Ergebnisse fiir Quadratwurzeln lassen sich auf simtliche geraden Wurzeln,
die Ergebnisse fiir Kubilkwurzeln auf simtliche ungeraden Wurzeln iibertragen.

4. Die reellen Zahlen

Auf der Zahlengeraden liegen alle positiven und negativen ganzen Zahlen, ge-
meinen Briiche, endlichen und periodisch-unendlichen Dezimalbriiche, das heilt
alle rationalen Zahlen; auBerdem alle positiven und negativen unperiodisch-
unendlichen Dezimalbriiche, das heiBt alle irrationalen Zahlen. Rationale und
irrationale Zahlen heilen reelle Zahlen.

Die Zahlengerade triigt die Gesamtheit der reellen Zahlen, sie heifit daher auch
die reelle Zahlengerade.
¢) Die Wurzelfunktion y = f(x) =}z

1. Die Funktion y = + V=
Wertetafel der Funktion:

z|—5|—4|—3]—2|-1]0] 025] 050 075 1] 2 | 3 | 4] 5
y|  nicht vorhanden 0]+ 0,5 Ii0,71|i0,87|:l:1Ii1,41|i1,73li2\:&2,2&

Zu negativen z-Werten gibt es keine reellen y-Werte. Die Funktion y= -_l-V;
ist nur fiir positive x-Werte erklirt. Zu jedem positiven x-Wert gehoren
zwei Werte der Quadratwurzel, die Funktion ist im Bereich 2> 0 zwei-
deutig. Die Funktion y = 4 7'z ist eine mehrdeutige Funktion.

Die Kurve y = 4y ist in Abb. 40 dargestellt. Sie besteht im erklirten Bereich aus
zwei Zweigen. Zu demselben z-Wert gehért
ein Funktionswert y > 0 fiir den positiven
Zweig y = + Jx der Kurve (I Quadrant)
und ein Funktionswert y < 0 fiir den nega-
tiven Zweig y = — }/; der Kurve (IV. Qua-
drant). Beide Zweige der Kurve hiingen im
Nullpunkt zusammen. Die Funktionswerte »
des positiven Zweiges der Kurve heiBlen die
Hauptwerte der Funktion.

DieKurve y = + ]/E ist eine quadratische Pa-
rabel, die symmetrisch zur z-Achse liegt. Thr
Scheitel ist der Nullpunkt (0;0). Der posi- e

tive Zweig der Kurve geht durch den Fest- EELEAL R RS D R
punkt (1;1). Abb, 40. Dic Funktion y= + Jz
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2n — i i
2, Die geraden Wurzelfunktionen y = + 'i/m, albemtiy 4 B e 1
n=1,238,..) .

Ihr Verhalten und ihr Kurvenverlauf entsprechen !
dem der Funktion y = = /= (siche Abb. 41). L

-

2n+
3. Die ungeraden Wurzelfunktionen y = }/au,
m=123..))

.
. . 3, . ie F < o e ¥
Die Funktion y = J/z. Wertetafel der Funlktion: Abb. 41. Die Funktiony = & }'»

—5|-45|—-4]-35|—38|-25]| —2 |-175]|— 15 |-1,25| -1
Y |—1,71|— 1,65|— 1,58 1,52|— 1,44|— 1,36 |— 1,26 |— 1,20|— 1,14|— 1,08| — 1

% |—075]—05 |—0,25] 0 |+0.25|4+05 [+075] +1 |+1,25]—15|...
Yy [—091]—0,79|—0.63] 0 [+0,63/+0,79[+0,91] 41 | ... | ... |...

Zu jedem z-Wert gehort ein y-Wert. Die Funktion y = ay/x ist eine eindeutige Funk-
tion und fiir den ganzen x-Bereich erklart.

Die Kurve y = :i; (Abb. 42) liegt
im IIL. und I. Quadranten, sym-
metrisch zum Nullpunkt als Sym-
metriezentrum. Sie ist fiir wachsen- 2 ]
des « bestindig steigend.
Kurvenverlauf und Eigenschaften LA e
der ungeraden Wurzelfunktionen Tk

2n+1

= Vx m=2,3,...), ent- 3 e L
bprechen dem der Funktion y = Vx o , .
(Abb. 42). Abb. 42, DieFunktionen y= J/z und y= |z

B

e

—
y

Aufgaben
1. Die Zahl a
1. WiegroBist die Seite eines Quadrats mit dem Flicheninhalt
a) dem? ) 2em? ) Lem? @) Lemr o) 025cm2 ) L44cm®  g) 400 cm??
2. Wie heiBlen die folgenden Gleichungen in Wurzelform:
yi=16; y>= 81; y2= 144; y®=400; y%= 256; y*= 1%; ¥?=10,25; y*=0,01; y?=a?
3. Wie heiBen die folgenden Gleichungen in Potenzform:
y=479;  y=+V61; y=481; y=+]T0; y=--120; y=-73%;
y=+73%5; y=+Y100: y=41000; y=+J040; y=£70.08; y=Lja?
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4. Zerlege die folgenden Zahlen in zwei gleiche Faktoren: 36; 49; 121; 196; 169; 1 600; 2 500;
4900; 0,81; 0,09; 0,04; 144; 1,44; 225; 2,25; 625; 6,25; 6 400; 64; 0,64; a2! Warum heiBen
die Zahlen Quadratzahlen? Wie groB sind ihre Quadratwurzeln?

5. Zerlege die folgenden Zahlen in drei gleiche Faktoren: 8; 27; 125; — 8; — 64; — 216;
1000; — 8000; 2700 0,001; — 0,008; 0,027; + a®; — a3! Warum heiBen diese Zahlen
Kubikzahlen? Wie groB sind ihre Kubikwurzeln?

4 —
6. Wie groB sind die folgenden Wurzeln: y = -}16; Y= i‘}fﬁ; y= :]:4}/625 5
— —— — - — o 8= —
y=5V243; y=:|:B}/256; y=5]'/32; y=-+"Yat; y=?/a5; y=-+Vad; y='i’a"?
II. Irrationale Wurzeln

7. Verwandle die folgenden periodischen Dezimalbriiche in gemeine Briiche:

2) Reinperiodische Dezimalbriiche 0,3...; 0,6...; 2,63...; 3,00.. ; 4,27...; 5,405...
b) Vor periodische Dezimalbriiche 0,3i8...; 4,745.. .3 2,0405...!
Anleitung: 354... 5;287 v »
o 1052 e[
—ootpdilioyl b 1000z = 227,2727 . .. | 4
992 = 54 990z = 225
54__ 8 _225_ 5
T=nTn =T
= 6 > . &8
354...=33 5227...=52

8. Warum lassen sich unperiodische unendliche Dezimalbriiche nicht in gemeine Briiche
verwandeln?

9. Wie groB sind die Quadratwurzeln aus den folgenden Zahlen:

a) 529; 5,20; 0,0529; 3481; 34,81; 0,3481; 0,9025; 90,25; 9025; 324 900; 688900; 65,61;
0,7744; 0,002 809?

b) 67,08; 6,708; 73,44; 7,344; 1 232; 12 320; 3 204; 32 040; 9082; 0,5256; 74,13; 7242; 53;
22; 24,5; 55,27
©) 26,66; 64,88; 55,1: 75,1; 37,49; 48,68; 2; 10; 3; 5; 7; 0,2; 0,3; 0,4; 0,9?

Anleitung: Mache fiir jede Aufgabe zuerst einen Uberschlag! — Stellenzahl: Wieviel Stellen
der Wurzel entstehen aus je 2 Stellen des Radikanden? Abteilen des Radikanden vom Komma
aus in Gruppen zu je 2 Stellen! — Benutze zur Bestimmung der Wurzel werte die Quadrat-
zahltafel! Mache fiir einige Aufgaben die Probe auf die Genauigkeit der Niherungswerte
durch Ausmultiplizieren!

10. Benutze den Rechenstab als Quadratzahltafel zur Berechnung der Aufgaben 9¢!

Anleitung in Abb. 33: Stelle auf Skala A den Radikand ein, lies auf Skala D den
Wurzelwert ab! Vergleiche die Genauigkeit der Ergebnisse des Rechenstabes und der
Quadratzahltafel miteinander!

11. Berechne durch Einschachteln die Quadratwurzeln aus 2, 12, 19, 24, 47, 70, 79, 51, 52 auf
4 Stellen!

Anleitung: Niherungswert 79 = 8,888. Kann 8,8. .. der Wurzel wert sein?
12. Berechne durch Einschachteln die Kubikwurzeln aus 10, 15, 31, 40, 63, 70, 78 auf 4 Stellen!
3 p
Anleitung: Niherungswert 78 = 4,272. Kann 4,27. . . der Wurzelwert sein?
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13. Wie groB sind die Kubikwurzeln aus
a) 729; 0,343; 0,125; 512; 64; 0,2162
b) 364; 243; 62 100; 8 615; 4 252; 300 800; 578 000; 852 000; 907 000; 0,439; 0,493; 0,148;
0,0105; 0,0184; 0,0455?
¢€) 2; 3; 6; 20; 100; 200; 400; 7505 0,1; 0,8; 0,27; 0,64; 0,01; 0,08; 2,7; 6,4; 12,5?
Anleitung: Mache zu jeder Aufgabe zuerst einen Uberschlag und bestimme die Stellen-
zahl der Wurzel! Wieviel Stellen der Wurzel entstehen aus je 3 Stellen des Radikanden?
Abteilen des Radikanden vom Komma aus in Gruppen zu je 3 Stellen, z. B. V0,045500!

14. Lose die folgenden quadratischen Gleichungen, schreibe die Gleichungen in Produktform und
priife den Vietaschen Wurzelsatz nach:

a) a*— 10z+4 13=0 2?— 6rx— 23=0 22— 42— T71=0

22— 8z— 29=0 22— 122— 14=0 22— 1424 37=10
b) S@4 22— T=0 22— 4z— 41=0F 224 624 1=0
! 224 102+ 13=0 224 8z— 11=0 224+ 182+ 31=10
¢) 9s*— 7204132=0 42— 402+ 94=0 322+ 1824 25=0

4224 482+ 69=10 4224 482} 148 =10 622+ 122+ 9=10
d) 1822 — 242 — 19=0 162°— 2424+ 3=10 1208+ 120— 1=0

182% + 24z — 73 =0!

15. Wie lassen sich die Irrationalzahlen V3; V5; V10; 22; V—; als Strecken geometrisch veran-

schaulichen ?

Anleitung: Zeichne mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes, des Kathetensatzes oder

des Hohensatzes Strecken von J3cm, VE em; s Y—:cm (vgl. Abb. 39)!

16. Besitzen Seite und Diagonale eines Quadrats von 1cm Seitenlinge ein gemeinsames MaB?

17. Fiir welche Zahlen wird die Linge der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks eine
ganze Zahl, wenn die Lingen seiner Katheten ganze Zahlen sind? (,,Pythagoreische
Zahlen*, rechtwinklige Dreiecke mit 3 Seiten mit gemeinsamem Ma8.)

18. Wie 1iaBt sich die Irrationalzahl 4}’? als Strecke geometrisch veranschaulichen?
Anleitung: a) Die Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Hypotenusenabschnitten
1cm und %/écm wird nachdem Hijhensahzgleich 4Vécm. b) Die Kathete eines rechtwinkligen
Dreiecks mit der Hypotenuse }2 cm und dem zugehorigen Hypotenusenabschnitt 1 cm wird
nach dem Kathetensatz gleich lﬁcm.

1IL Die Wurzelfunktion y—= f(x) =1z, (n= 2, 3, 4, ...)

19, Zeichne die Kurve y = =+ Jz (Abb. 40)!
a) Welche Niherungswerte ergibt die Kurvendarstellung fir V1,5; V25; V3,5; V45?
Vergleiche diese Naherungswerte mit denen des Rechenstabes und der Quadratzahltafel!
b) Beschreibe Verlauf und Symmetrieeigenschaften der Kurve!

20, Verfahre in gleicher Weise fiir die Kurve y = - 4}@ (Abb. 41)!

21. Zeichne die Kurve y=3}’_z (Abb. 42)!

B G .

*  a) Welche Niherungswerte ergibt die Kurve fiir 3}’— 4; J—3; é}”— 2 und fir !}'/2; ?/5; ‘.i/Z?
Vergleiche die Niherungswerte der Zeichnung mit denen des Rechenstabes und der
Kubikzahltafel ! :

b) Beschreibe Verlauf und Symmetrieeigenschaften der Kurve!
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19. Die Potenzfunktion y = f(x) = @" und ihre Umkehrfunktion
a) Die Rechenarten
An Rechenarten haben wir kennengelernt:

1. Rechenarten der ersten Stufe, Addieren und Subtrahieren
Die Subtraktion ist die Um-

745212 e Addjtion
— — .

kehrung der Addition. Beispiele = f s S
fiir Addition und Subtraktion q——"lm ;
(Abb. 43) sind 7 + 5 = 12 e —
ﬁig 171 —_ 54: l :; c; + 4a="Ta :JJJ_J:: " Multiplikation
¥ 5 5 B
2. Rechenarten der zweiten Stufe, e 5
Multiplizieren und Dividieren — = . S
2:3=

Multiplizierenist mehr-

faches Addieren dersel- p— e
ben GroéBe. Die Division ) z . . , .

ist die Umkehrung der Multi-
plikation. Beispiele fiir Multi- — »
plikation und Division sind = . RagigiEcel
4.3=12 und 12:3 =4; V=2
4.-a=4a und 4a:a=4. Abb. 43

3. Rechenarten der dritten Stufe, Potenzieren und Radizieren

Potenzieren ist mehrfaches Multiplizieren derselben GroBe. Das
Radizieren ist eine Umkehrung des Potenzierens. Beispiele fiir Potenzieren und Ra-
dizieren sind 2¢=16 und 1’16 =2; (2a)®= 8a® und VS?’: 2a.

Zum Radizieren tritt als zweite Umkehrung des Potenzierens noch das Logarith-
mieren hinzu (Abschn. 23 und 24).

b) Stammfunktion und Umkehrfunktion

Gibt es entsprechende Umkehrungen auch bei Funktionen ? Welche analytischen und
geometrischen Zusammenhiinge bestehen zwischen der Ausgangs- oder Stamm-
funktion und ihrer Umkehrfunktion, zwischen Stammkurve und Umkehr-
kurve?

1. Die Funktion y= f(x) = 22 und ihre Umkehrung

Die Stammfunktion ist analytisch in der nach 2 entwickelten Form gegeben,

y=1@) = 2a.



Die Potenzfunktion y = f(z) =2" und ihre Umkehrfunktion

Die Bildkurve der linearen Stammfunlktion ist in Abb.44
dargestellt. Die Stammkurve ist eine Gerade vom
Anstieg 2 durch den Nullpunkt des y-Achsenkreuzes.
Wir kehren nun in der Gleichung y = 2z die Bedeutung
der Verinderlichen xund y um. y wird als unabhiingige
und 2 als abhiingige Veriinderliche festgesetzt und «
als Funktion von y entwickelt.

2z= 1y
=gy =+

z=g(y)=:'2i heiBt die Umkehrfunktion

Stammfunktion y = f(x) = 22. Die Bildkurve der
Umkehrfunktion, die Umkehrkurve « = g(y), ist in
Abb. 45 dargestellt. Da y jetzt die unabhidngige und z
die abhiingige Veriinderliche ist, bildet y jetzt die hori-
zontale und 2z die vertikale Achse eines ya-Achsen-
kreuzes. Die Umkehrkurve ist eine Gerade vom
Anstieg 1 durch den Nullpunkt des yz-Achsen-
kreuzes.

zur

Man nennt aber die unabhiingige Veréinderliche einer
Funktion gewohnlich z, so daf} die horizontale Achse im
Funktionsbild die z-Achse des Achsenkreuzes darstellt.
Wir wechseln daher in der analytischen Darstellung
der Umkehrfunktion noch die Bezeichnung der Veréin -
derlichen. Fiir die unabhiingige Verinderliche — bis-
her y — setzen wir z, fiir die abhiingige Veriinderliche —
bisher z — setzen wir y und erhalten als Umkehrfunktion

Fiir die Bildkurve der Umkehrfunktion bedeutet
dieser Wechsel der Verinderlichen in der ana-
lytischen Darstellung der Funktion: Wir lassen die
Umkehrkurve in ihrer Form und ihrer Lage im Achsen-
kreuz unveriindert, legen sie aber aus dem ungebriuch-
lichen ya-Achsenkreuz in ein #y-Achsenkreuz (Abb. 46).

In den analytischen Darstellungen der Stamm- und
der Umkehrfunktion ist jetzt gleicherweise z die un-
abhiingige und y die abhiingige Verénderliche, beide
Funktionskurven liegen in rechtwinkligen 2y-Achsen-
kreuzen und lassen sich in einem gemeinsamen Achsen-
kreuz vereinigen (Abb. 47).

Stammfunktion Umkehrfunktion

y =[@) = 2, y=g(@ =7
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2. Die Funktion

Die Wurzelfunktion

’/* /‘
y=f@) == ! o i &
Die Stammfunktion B Die TUmkehrfunk- j/
ist y = f(z) = . P tionist y = g(a)= . . pr
Die Stammkurve Die Umkehrkurve ik
y = wist in Abb.48 y=zistinAbb.49
dargestellt. At 48 dargestellt. .

In Abb. 50 sind Stamm- und Umkehrkurve in einem gemein-
samen xy-Achsenkreuz vereinigt. I'iir die lineare Funktion y =z
sind Stamm- und Umkehrfunktion identisch.

3. Stammkurve und Umkehrkurve

Abb. 47 und 51 zeigen: Die Umkehrung einer Stammfunktion
wird geometrisch durch eine Spiegelung (Umklappung)
der Stammkurve veranschaulicht. Fir die Funktion y = x
werden Stamm- und Umkehrkurve in sich ge-
spiegelt. Die Gerade y =z heiBt daher auch
Symmetriegerade. Thre Einzeichnung in das
Funktionsbild der Abb. 47 zeigt, daB die Umkehr-
kurve sich zeichnerisch aus der Stammkurve durch
Spiegeln an der Geraden y = x oder durch Um- "
klappen um diese ergibt und umgekehrt (Abb. 51). W/, g
Die Umkehrung einer Funktion wird geo- L
metrisch durch Spiegelung der Funktionskurve A1 x

// y
an der Geraden y — g dargestellt. /,/T/-/

Abb. 51

4. Die Funktion y = f(x) = x> und ihre Umkebrung

Die Stammfunktion ist y = f(z) = 2% | Die Umkehrfunktion ist y=g(x)= :‘ﬁ@.

Sie ist die 2. Potenzfunktion von z. Thre | Sie ist die 2. Wurzelfunktion von z. Ihre
Bildkurve ist in Abb. 52 dargestellt. Kurve (2Zweige!) istin Abb.53dargestellt.

Stamm- und Umkehrkurve liegen spiegelbildlich zur Geraden y = (Abb.54).

-
r
y 3 y y
n
a
a W
ym gz~
1 1t =" "
/ 7
Tox = x AN ¥
S~al 7 SSuing
- y -

Abb. 52. Die Stammfunktion
y=f@)=a*

Abb. 53. Die Umkehrfunktion
1 _
y=g@==xVz

Abb. 54. y =1 (2)=2* und
il
y=g@==+Vz



Die Potenzfunktion y = f(z) =2" und ihre Umkehrfunktion 81
5. Die Funktion y = f(«) =% und ihre Umkehrung

Die Stammfunktion ist | Die Umkehrfunktion ist

y=f(2) =2 y =g =Y.
Sie ist die 3. Potenz- | Sieistdie 3.Wurzelfunk-
funktion von z. tion von z.

Stamm- und Umkehrkurve liegen spiegelbildlich
zur Geraden y = x (Abb. 55).

Die Wurzelfunktionen sind die Umkehrungen der 3.
Potenzfunktionen. Abb.55. y=F(x) =2 undy=g(@)= |z

Stammfunktion y = f(x) = a", Umkehrfunktion y = g {x) = ’]l/ x.

1
¢) Bruchpotenzen, die Wurzelfunktion y = f(x) =a"

Welcher Zusammenhang besteht zwischen Wurzelexponent und Potenzexponent ?
Erste Erweiterung des Wurzelbegrifts. Man definiert: ﬁ/; =a.

Die ZweckmiBigkeit dieser Erweiterung ergibt sich aus dem Begriff der Wurzel. Fiir die

Whurzelfunktion ist:

Wurzelform |...}y=i‘V§:’y=aﬁ:'
| | I

Potenzform l ss
Zweite Erweiterung des Wurzelbegrifis. Man definiert:

1
a™ = ']'/a , (n eine positive ganze Zahl).
3
Die Schreibweise @™ ordnet sich den bisherigen Potenzregeln ein, denn es wird

1\n 1
o LT . -
(a”) =a" =da'=a und (Ya)" =Va* = a.
4
Potenzen der Form a” heilen Potenzen mit gebrochenem Exponenten oder Bruch-
potenzen. Bruchpotenzen sind eine andere Schreibweise fiir Wurzeln.

Die ZweckmiBigkeit dieser Einfiihrung der Bruchpotenzen sei an der Funktion
y = f(x) = a* gezeigt. Die Umkehrung der Stammfunktion y = f(z) = 2* fithrt als
Umkehrfunktion auf die beiden moglichen Formen

y=g@)=x2 und y=g@) ==
6 [2046]
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Abb. 56

Abb. 57
Zur Stammkurve y = a? gehort jedoch nur eine Umkehrkurve mit zwei Z“ eigen
im Bereich x > 0 (Abb. 56), es ist
3 21—
y=9@) =Lz =17
Die Wurzelfunktion 1iBt sich also analytisch in den folgenden Formen darstellen:

in entwickelter Form in unentwickelter Form

als Wurzel  und  als Bruchpotenz, als Potenz durch die Gleichung
1
y=7yx und y=1=z", Y= a.
Zusammenstellung der Potenz- und Wurzelfunktionen (Abb. 57):
Stammfunktion y==a' | y=a2 Y= Yy=an
als Wurzel y=YVe|y==2Ya |y=Tz| ... ="z
Umkehrfunktion ! 1 ve|y i/ ol
’ 1 1 S
als Bruchpotenz | y=2a' |y=d42% |y=2®| ... | y=2a"

Dritte Erweiterung des Wurzelbegriffs. 7 und n seien positive ganze Zahlen. Dann definiert
man: m o -
n / m “n

a) a =], a und h) @ Tieee

n

a

-

Fiir gerades » muB hierin @>> 0 und fiir b) mub @ == 0 sein.
m
Die Potenzfunktion y = f(x) = «" werde am Beispiel m = 3, n = 2 erliiutert.
Die Funktion y = f(z) = xg lifit sich darstellen
in entwickelter Form in unentwickelter Form

als Bruchpotenz und  als Wurzel, durch die Gleichung

3 -
y=[(2)=22’ ¥ =f(2) =272, yP=ad.
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Als Wertetafel der Funktion ergibt sich auf 2 Dezimalstellen genau:

z|— 3| —2|—1]0]|+05

+1/+15 |42

+ 25 |+ 3

=221 —8] —1[0[+ 0,125 1

+3375] + 8

+ 15,63 |+ 27

y| nicht vorhanden [ 0 |:‘ 035 | 1
3

Die Funktion y = + 2 ist nur fiir positive

v-Werte erklirt. Sie ist im Bereich ¢ > 0 zwei-

deutig. Die Funktion y = -+ xg =+ }a® ist eine
mehrdeutige Funktion.

Die Bildkurve der Funktion ist in Abb.58 dargestellt.
Sie besteht im erklirten Bereich aus zwei Zweigen, dem

3
positiven Zweig y = + »* mit y > 0 im I. Quadran-
3

ten und dem negativen Zweig y — — 2 mit y <0
im IV. Quadranten. Beide Zweige hingen im Null-
punkt (0; 0) in einer Spitze zusammen. Die Funktions-
kurve geht als Potenzkurve durch die Festpunkte
(0;0) und (1;1).

3
Die Kurve y = 2* ist eine Parabel vom Grad

3. Sie
heiit Neilsche Parabel.

Aufgaben

I. Rechenarten

1. Erklire die Zahlenbeispiele 7+ 5= 12 und 12 — 5 — 7;

24 = 16 und 7ﬁ= 2 an der Zahlengeraden (vgl. Abb. 43)!

I1. Stammfunktion und Umkehrfunktion

+184 | +283

=395 |+ 520

4.3

Abb. 58

=12 und 12:3 =4,

2. Spiegele die folgenden Punkte an der Geraden y = weinesrechtwinkligen 2y - Achsenkreuzes:

(051), (3; 0), (25 1), (85 2), (1; 1), (4; 4), (05 0), (— 2; 3),
(85— 4), (— 1;— 1), (— 3;— 4!

Welche Bildpunkte ergeben sich bei der Spiegelung \*\4‘
(vgl. Abb. 51)? Y ¢
3. Wie heiBen die Umkehrfunktionen zu den folgenden ‘/,“ ,,('"
Stammfunktionen : 7 Q\‘»‘
\ . %
2) y=z+2, y=32, 6 y=3z+2, R
M) y=220+3,"¢) y= 20— 37 f S A
Wie liegen Stamm-' und Umkehrkurve zueinander & 7
(vgl. Abb. 59)? / v .
4. Welche Wertepaare der Koordinaten x;y bleiben bei /s yd
Umkehrung der Funktion y= 2? erhalten? Welche Vi 4
Punkte (z; y) werden bei Spiegelung der Stammkurve ’ v
y=2% an der Geraden y=z (Umklappung der yd
Stammkurve um die Gerade y = ) in sich gespiegelt
(Ruhepunkte)? Abb. 59

6*
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5. Fithre dieselben Untersuchungen fiir die Funktion y = 2% durch!

6. Gegeben ist die Funktion y = 2~ 1.
a) Wie heiBt ihre Umkehrfunktion?
b) Spiegele die Stammkurve an der Geraden y = 2 (Umklappen um diese)! Welche Eigen-
schaft hat die Funktion y = 2~1? Wie liegt die Symmetriegerade y = z zur Funktion y =21
(vgl. Abschn. 17, Aufg. 6 und Abb. 35)?

ITI. Bruchpotenzen
7. Berechne und zeichne die Umkehrfunktion zur Stammfunktion y = 23 (vgl. Abb. 55)!

8. Stelle in einem gemeinsamen rechtwinkligen #y-Achsenkreuz die folgenden Funktionen

geometrisch dar: y = 2% y = a', y = 2% y= 2% und ihre Umkehrfunktionen (vgl. Abb. 57)!

9. Zeichne die Kurven y = 29 y = z%, y=-4 z% und y = 2! in ein gemeinsames zy-Achsen-

kreuz! In welcher Weise ordnen sich die Bruchpotenzfunktionen den beiden andern Potenz-
funktionen ein (vgl. Abb. 57)?

3

10. Zeichne die Kurven y = 2!, y = -~ 2°> und y= 2® in ein gemeinsames zy-Achsenkreuz!

In welcher Weise ordnet sich die Neilsche Parabel den beiden andern Kurven ein (vgl. Abb. 58)?

3
11. Wie heiBt die Umkehrfunktion zur Funktion y = -+ z2?

5 .
Anleitung: Spiegele daie Funktionskurve y = - &> an der Geraden y= & (Umklappen der

Stammkurve y = -+ 2% um die Gerade y=x)! — Berechne die Umkehrfunktion und zeichne
ihr Bild nach einer Wertetafel (Rechenstab)! )

-1
12, Welches ist die Stammfunktion zur Umkehrfunktion y = 4~z 2? Zeichne die Kurve der
-1
Funktion y = 4z ® als Umkehrkurve durch Umklappen der Stammkurve um die Ge-

rade y =z und als Wurzelfunktion y = -+ % nach einer Wertetafel!
'z

IV. Aufgaben aus der Geometrie

13. Stelle geometrisch dar (z = 3,14):
a) den Kreisumfang als Funktion des Halbmessers r (Durchmessers 27);
b) den Halbmesser (Durchmesser) als Funktion des Kreisumfangs!

14. a) Um wieviel Meter verlingert sich der Erdiaquator bei VergroBerung des Erdradius um
1m?
b) Um wieviel Meter mufl der Erdradius verlingert werden, wenn der Erddquator um 1km
linger werden soll? (Die Erde ist als Kugel anzunehmen [vgl. Abschn. 39]; == 3,14).

15. Stelle fiir ein Quadrat mit der verénderlichen Seite s dar:
a) den Flicheninhalt als Funktion der Seite, b) die Seite als Funktion des Flicheninhalts!

16. Um welchen Betrag mufl man die Seite eines Quadrats vergréBern, damit sein Flicheninhalt
a) zweimal, b) viermal so grofl wird ?
Anleitung zu den Aufgaben 13 und 15. Funktionale Abhingigkeiten unter-
sucht man zweckmifBig folgendermaBen: 1. Welche verinderlichen GréBen sollen auf ihre
Abhingigkeit voneinander untersucht werden? 2. Welche mathematische Beziehung besteht
zwischen den Verinderlichen? 3. Welche GriBe soll die unabhéiingige Verinderliche z, welche
die abhingige Verinderliche y werden? 4. Stelle y = f(z) analytisch dar und zeichne die
Bildkurve der Funktion!
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20. Das Rechnen mit Wurzeln

a) Wurzel aus der Zahl 0

Jede Wurzel aus Null ist gleich Null.
1

Esist J0=0,denn0"=0, und 0" = 0, denn 0"=0.

Die Kurven simtlicher Wurzelfunktionen gehen durch den Nullpunkt (0;0) des
Achsenkreuzes (Abb. 40, 41, 42 und 57).

b) Wurzeln aus + 1 und — 1

1. Ungerade Wurzeln

Jede ungerade Wurzel aus 4 1 ist gleich + 1, aus — 1 gleich — 1.

Esist 4 l=-+1, demn (+D1¥H =41, (n=0,12..)
2n4+1——

und J=1=—1, demn (—D##i= (1 (=1)=—1.

Die Kurven siimtlicher ungerader Wurzelfunktionen gehen durch die Punkte

(+1;+ 1) und (—1; —1), siche Abb.42; die Kurven liegen symmetrisch zum

Nullpankt (0; 0).

2, Gerade Wurzeln

Jede gerade Wurzel aus + 1 ist gleich 4 1.

Esist J+1=+1 demn (+D1)*=+1, pmal =15 2,8, .0
und  (—1)2r= (= 1)2 (—1)2..... (= 1)P= + 1.

Die Kurven simtlicher gerader Wurzelfunktionen gehen durch die Punkte (4-1; +1)
und (41; —1), siehe Abb. 40 und 41; die Kurven liegen symmetrisch zur x-Achse.

Die Quadratwurzel }/— 1 ist nicht vorhanden.

¢) Die Wurzelgesetze

Was ergeben }8a +}3a; J8a— y2a; V8 - 12a; ;’Z V8@ - y2a; 'V/Ea

2a za
In diesen Beispielen sind Wurzeln aus allgemeinen Zahlen auszurechnen. Die Werte
der Radikanden sind unbestimmt. Die Ausdriicke lassen sich aber durch Rechnung
noch umformen und vereinfachen. Dieses Rechnen mit Wurzeln behandeln
die Wurzelgesetze. (Vgl. Abschn. 16, die Potenzgesctze.)

1. Addition und Subtraktion von Wurzeln

Man kann nur gleichartige Wurzeln durch Addition oder Subtraktion zusammen-
fassen.
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2. Radizierung eines Produkts und eines Bruches, Multiplikation und Division von Wurzeln

n—— n— n— L 4.z

1. Wurzelgesetz : ]/a- b= }/a . ]/b P in Bruchpotenzform (a.b)™ =a™.b".

- 11 =

Umkehrung: %-'i/b:i/a‘b, a” b" =(a-b)".

(3.Potenzgesetz fiir den Exponenten - )
n
Beweis:
Die Wurzelzeichen hindern daran, die Richtigkeit des Gesetzes zu erkennen. Wenn
das 1. Wurzelgesetz richtig ist, muB es auch richtig bleiben, wenn man auf beiden
Seiten der Gleichung gleiche Rechenoperationen vornimmt. Um die n-ten Wurzeln
fortzubringen, potenzieren wir beide Gleichungsseiten mit 7. ’

(a0 = -1, - ler ),

1\n n
= (Ja)™ (¥5)",  (3.Potenzgesetz), = (a 'L) (b") ,
a-b a b ab = a b.
Die Identitiit der Gleichung zeigt die Richtigkeit des 1. Wurzelgesetzes.
g g g
1
a ']I/(_l a S 7
2. Wurzelgesetz : == in Bruchpotenzform (b—>" = a—l-.
Vo o
1
Ya_i/@  _jaye
. = -_— n
Umkehrung : " Vb 5 5= (?) :
T

(4,P0tenzgesetz fiir den Exponenten %)

Der Beweis ergibt sich in entsprechender Weise wie beim 1. Wurzelgesetz.
1. und 2. Wurzelgesetz entsprechen dem 3. und 4. Potenzgesetz.

3. Radizierung einer Potenz und einer Wurzel

Welcher Unterschied besteht zwischen /43 und (]’4)3; 9% und (]/5)3; 7/a® und (1/&)3;
V@ und @’8)2; :i/@ und (%/Gi)z; 3]/&"’ und ({]/a)z ? Welche Ergebnisse erhiilt man ?
3. Wurzelgesetz : ’ll’a—"' = ('i;)m = a"—.
Beweis: Wir potenzieren mit » und erhalten nach dem 5. Potenzgesetz
m
(= [T ="

ar . = am  =am.
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Br5— T . 30— 3—
‘Welcher Unterschied besteht zwischen I/VS und l/sl/S; / 13/9 und I/% ; VVG-’L und
P 8
Va‘/ﬁfi; ]/31/81 und WSI ? “'Welche Ergebnisse erhilt man?

1
n—— m—— —_— =
4. Wurzelgesetz: [/ a = V’]‘/a =" Yo=a™",

Beweis: Wir potenzieren mit 7 - % und erhalten

VT — 7T - - o)

a a = a = Q.

Il

m

d) Das Rechnen mit Bruchpotenzen a”

Wir haben gezeigt, daB fiir Bruchpotenzen dieselben Rechengesetze wie fiir
Potenzen mit ganzzahligen Exponenten gelten. Nach dem Permanenzprinzip
m

der Arithmetik findet damit die Einfithrung der Potenz " durch die getroffenen
Definitionen ihre volle Rechtfertigung. Der Vorteil des Rechnens mit Bruchpotenzen
liegt in der Einfachheit gegeniiber dem Rechnen mit Wurzeln.

m
Fiir Potenzen a" lassen sich das 3. und das 4. Wurzelgesetz zusammenfassen:
m

In der Potenz a" kann der Exponent? beliebig in Faktoren zerlegt, erweitert oder gelkiirzt
werden.

Aufgaben
I. Wurzeln aus 0 und 1

1. Berechne die folgenden Wurzeln:
w75, 15, 15, of, of, o
w ¥ =1, i1 =1, =91, —i=1, -1, —1=1
o Vi Vi L i, &4 4

I1. Die Wurzelgesetze

2. Addition und Subtraktion von Wurzeln. Berechne
a) 213+ 373 — 173, 2)3+s)3—773, 234sim—7l8, 2y3+s.93—7.18
W 2lat slat 4Va, ofo+sia+ 4z, 2lo+sietale, 2fatsiatale
©) 2V2z+ 3Y2z+ 4Y2=, 2V3z+ 3V3z+ 4Y3z,  2Jz+ 32z + 4)3z!

3. Radizierung eines Produkts und Umkehrung. Zeige die Richtigkeit des 1. Wurzelgesetzes fiir

a) Ya-b=Ya-Yb und die Umkehrung Va-)b=Va-b,

wiao=ta¥5 , . . Ja¥s=fas,
[ | — 77’7 n_ 7"7 ”— n,

e) Ya-b=Va-Vb , . . Va - Vb=YVa B!
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4. Radizierung eines Quoti Zeige die Richtigkeit des 2. Wurzel fiir

= =
ol e e,
l/b ’ V [ b
5. Radizierung einer Potenz.
a) Welcher Unterschied ist zwischen ¥ und (}9)?, y16% und (y16)3, ?/87 und (%)2.
- 3 w 4 \3 n__ ¢
%/64E und (%’84)2, i/wa und (V16)3, Ya™ und (Wa)m? Welche Ergebnisse erhélt man?
b) Zeige die Richtigkeit des 3. Wurzelgesetzes fiir Va3, i/Eﬁ, 'll/aT"!
¢) Berechne auf zweierlei Weise 23, V33, ?/E“, i/i‘, :’VE‘, ya, yest

F R @, @
6. Radizierung einerWurzel. Berechne auf zweierlei Weise ]/‘7/1’6, ver, V"}"Eﬁ, V?/G—L i/2V§.'

7. Stelle a) die Pot b) die Wurzel in Wurzelform und Bruchpotenzform
zusammen !

III. Das Rechne‘n mit Bruchpotenzen
8. Berechne
o) vz, |fisi, |fiaoo, VV'}’/M, ‘/]/‘?/81

3

w Ve, (), (V). Ve, Vie o Vora, Vaten, Jore, Yoda

IV. Aufgaben zu den Wurzelgesetzen

1 ‘Wurzelgesetz

Ziehe in den Aufgaben 9 bis 15 die Wurzeln soweit wie moglich aus den Radikanden! ,, Teil weises
Ausziehen der Wurzeln !

0. Vo, Vary, Voo, Yoty e

10. Via, V25a%, (2i6uSet, Vedzbye, YeTain

11. y18, Y48, 'yi80, Y98, =2y112, 3y80, 11y28, 2y204, 3.Y108, 4.}128,
5.150, 2.54, 3.V250, sy126, 27242, 37686

12, Vi5-452%2, V341843, 24 5457, 66 jan-ig . szi=i

13. V454 V80— V125, 8/18—4)845/32, 254+ 5/250— 37686, mVpg—nipg®+ 175,
2/98 — 318 — 2/50+ 3Y8, 4/12+4 V363 — 375+ 3748 — {507

PE3)160 — 5-V00+ 4.Yu, 5yY2haty— 3z)9z. 48

15. Yu'%, Jure+i, Vurz=1, yYu2—63, Yutz+iv,  Yyre—1v

Vereinfache die folgenden Produkte:

16. y3.y27, y2-y3-y6, V5-V45, Vi2-V75, V2.Y18, V2.Y6-Vi2, V6-18.175
17. y15.Y90, V21-V33, yB-Yi4, Yi2-yi5-Y35, V8.YiB.}50

18. [y4ab® - Y25a%, V6pq-V5ipg, Viutv.y128uive

19. (7Y3 —3y7) (7¥3— 3y7),  (7y8—3y7). (7Y3+3y7), (a—Vb) (a +7Vb)

20. (/15 —y21)-V3, (V354 V28)-V7, (Vu + V»)- (2Vu — 3}2)

2L (V2o + V59, (/Tm —3ya)%  (/8pg+13pg), (pVa —uip)?
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V=g

ool v e jF @, Tp— i |PEY, | u

23. Berechne |8, ¥18, ¥32, V50, VTZ, Y200, V450 auf 4 Stellen genau!
Anleitung: Entnimm den Niherungswert von J2 auf 4 Stellen genau der Quadratzahl-

tafel! Berechne daraus J8, 18, ...! Priife die gefundenen Werte auf ihre Genauigkeit mit
der Quadratzahltafel nach!

24, Berechne 12, V27, V48, ¥75, V108, V300, J675 auf 4 Stellen genau!
25. Klammere den gemeinsamen Faktor aus! Y2— }6, 163 — /28, V15421, J12+ y48—}75,
V7—Vli+ V21, Yaz+ Voo + Yoz, Vuto—Vo%u, "VaB®+'V5ac!

26. Bringe den Faktor vor der Wurzel unter die Wurzel !

— T .3 s/
2y3, 5ay7, V4, 3, 4Y0,125, ZuV»4-u, 2V3, al/a—,,
3 s . 1/312 4273
2 (1+7y2)VY3—2y2, (3 2_23‘1/-?——!
(2473) - 2+y3 +712) V3 —z2y2, (3y2—2)3) T
27. Bestimme mit der Quadratzahltafel die folgenden Quadratwurzeln auf 4 Stellen genau:
y0,85, 0,085, 70,0085, V0,61, V0,061, V0,0061, 10,0057, J0,0069, 70,069,
V48,96, V9,1, V819, V6,3, 10,63, y2,5!

2. Wi urzelgesetz

—1 [T V> V> V 1622 /49 p? gt
81’ 121' 22 ]/316’ 59> Y90 Y Ve | osmene

S5 3 p
2a2b P/4ab® 3 4/16x%z5y8 ucz 63y |
DoV se V1EEEs, | V27us: 64ss, l/ ey

35 ST, B B .. ¥y
29, ]/}/122 Vli;’ VZ%:V3%, V15:7¥5, 'i/ab:Vb, ?b"‘la:l/%
¥

1 3 5
30. Rechne den Wert des Bruches — auf 4 Stellen genau aus! Warum ist diese Berechnung
2
unbequem? Wie kann man die Form eines Bruches indern, ohne seinen Wert zu
. " o 1
4ndern? Welche GréBe mufl man zu dieser Formianderung fiir den Bruch -—— verwenden, wenn

man im Nenner an Stelle der Wurzel eine ganze Zahl erhalten will? Warum ist die Berechnung
dann einfacher? — Die Beseitigung einer Wurzel aus dem Nenner eines Bruches nennt man
Rationalmachen des Nenners. *

2 3 8 7 2 3 2 3 4
13 ¥5 V8’ V10’ ¥7 32 473 V6 z2/2’ sy5

31. Mit welchem Ausdruck muB man den Bruch

+ 1 1
Berechne in entsprechender Weise —

1 5 AT "
7 erweitern, damit die Wurzel im Nenner

wegfiillt? Mit welchem Ausdruck muB man den Bruch .- erweitern, damit der Nenner
rational wird ? —®

Mache in den Aufgaben 32 bis 38 die Nenner der Briiche rational!

39, 5 10 31/7 7V5 715 2V3  6)5 4Y6 3y8 =24y50 fVﬁ
5 Y5 Y15 ¥7 517 3y 5Y15 5y8 416 25)12 Ji8
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1 a z 5 20a

u?—v? w40 4a2—9b%  4a?— 9B J2a+F 3D 3z — 5v 3z + 5v

34. ) 5 s s s ,
Vu—v YuPfv®  Y2a+ 3D Y2a —3b y2a—3b Y3z —5v Y3z — 50
g5 1 4 1 1 1 —4 2 3 4
V5—2 y5—1 1—95 14+y5 V5+1 1+y5 y5+2 3—2y2 3—75
36, 1 5 21 12 276
“Va+17 Y8—y3 Jis+y11 3.y2—2y3 2/5—3)2
L 31T JE—V5 a—yF Ya+tyo
3—V7 Vi2+V5 a+Vb Vu—1o
3Y7—2yY5 5y15+4+4Y3 3Y5—5)3 ay3z+by7y |
"3y7+2Y5 s8yi2—3Y8  y5—y3  byiZz+alfidy
3. Wurzelgesetz
39. V81, yem, fsz:, fies, jem
40. Y@y, Ve, Yaneye, e, Tjme
a3t gt (8, (977 ()"
2 0505 Gm)) ()™ (o)
4. Wurzelgesetz
a3. Yy@p, War, Vi, Vs, Vs, Y
3 _ 3
44. |/2yz, T/a%, /asVa, Vs%
3 e ) )
45, /f/aTb’- /?’u“_b‘, ‘/;—g u‘v“:‘[/l/ﬁ%u*%”
PRTCARTN i
] vz’ ] iz’ |1z
V. Bruchpotenzen
11z 3 7 1
47. Berechne die Bruchpotenzen 92; 273; 83; 256%; 10"4T°, 0,362—; 1,69%; 0,02751
48, Berechne als Bruchpotenzen 4-4]/@, ?’I;, ?/?5, yas, yu—1, _1/132, Vz—3!
2 1 2 2 —13 1 12
49. Berechne 85 25°4 2713—10003—(116) ; 92+1e%_1‘—27§!
1 3
3 3 9 f.d 3 (1 3
50. a) a®.a5 a*.a%, a%.a‘*, az,a?‘\ » 2, “_l’ a®
L Y

9@ @D (D DL DL DL O
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VI. Quadratische Gleichungen

3 G -
51. Berechne die Wurzeln Y25, J—8, V2, J—10, V8, Jis, y3!
Was versteht man hier unter der Bezeichnung ,,Wurzel*‘?

Welches sind die Wurzeln der folgenden quadratischen Gleichungen:
a) 2 —4=0 2?—9=0 ®2—2=0 @ —§=0

b) 22— 22 —8=0 2°—22—1=0 2 — 224+ 1=0 22— 22— 11 =0
2 —6x+5=0 22— 6z+7=0 22— 6z+ 9= 10 22—6xr— 9=0?

Was versteht man hier unter der Bezeichnung ,,Wurzel*‘?

53. Lose zeichnerisch und rechnerisch die folgenden quadratischen Gleichungen:

a) 2> — 22— 8=10 22— 2r— 5=0 22—224+1=0
22— 254 2=0 2t — 224+ 10=0

b) a®— 624+ 5=0 22— 6r+ 7=0 ?—6r+9=0
22— 6z + 10= 0 22— 6x+ 13=10

e) 2*—22— 8=0 2?4 2x— 7=0 4224+ 1=0
2?4224 2=0 ?+4+ 22+ 3=0

d) 2?4+ 6z— 7=0 224 6r+ 1=0 22+ 6+ 9=0
224 6z 10=10 224 624 17=0

e) 4+ 42=20 a*+4z+ 4=0 2+ 4r—4=0

f) 2 — 42— 8=0 2?—dzx4 4=0 2t — 4x—4=0!

54. Wie heiBen die Produktformen der quadratischen Gleichungen der Aufgabe 53? Weise fiir
diese Gleichungen die Identitiit der gegebenen quadratischen Gleichungen mit ihren Produkt-
formen nach!

55. Wie heillen die quadratischen Gleichungen zu den folgenden Wurzelpaaren:

a) 1+2, 142, 1£0, 1£1, 14212
b) —1+2/2, —1k2 —1£0 —1£V2, —1£13
¢) 23-2y3, 242 240, 24212, 24 2/3°?

56. Lose die Aufgaben 55 a) durch die Produktform der quadratischen Gleichung, b) nach dem
Vietaschen Wurzelsatz! Warum miissen die beiden Ergebnisse iibereinstimmen? .

57. Lose zeichnerisch und rechnerisch die folgenden quadratischen Gleichungen:

a) 42° — 4z — 3=0 42°—4r=0 42°— 424+ 1=0 4da®— 424 3=0
b) 822 —22— 1=0 42°— 2=0 642°— 1624+ 1=0 82— 424 1=0
¢) 922 —6r— 17=0 32*— 62r=0 922 — 624+ 1=0 92°— 62+ 17= 0!

58. Lose die folgenden quadratischen Gleichungen:

1 1 1 1 i 1 1 6
a) x+?—88=0, x-‘,———z—GE——O, z+;—2—6——0, :c—zr—67—0
2 29 3 40 1
2 - = o e
b)-x+z_5, Sz $_7,z T 1
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VII. Biquadratische Gleichungen

59. Lose zeichnerisch und rechnerisch die folgenden biquadratischen Gleichungen:
a) o — 52°+ 4=0 2t — 102+ 9=0 24— 13224+ 36=0

b) #t— 11224 18=0 27— 18284 32=0 ai— 8a*4 12=0
4 12224+ 32=10

¢) a'— 1024 16=10 ot — 1422+ 48 =0  2'— 2622 144=10
d) 18zt — 11224+ 1=0!

Anleit ungzur Aufgabe 2! — 82% 4 12=10

Zeichnerische Lisung:

Die Nullstellen der Funktion y = f(z) = 2% — 822+ 12 ergeben die Wurzeln der biquadra-
tischen Gleichung z* — 822+ 12 = 0. — Wir stellen fir die Funktion eine Wertetafel auf.

z A | =81 =2 j —1 t 0| +1 42 48 +4W
P 16 9 4 1 0 1 4 9 16
24 256 81 16 1 0 1 16 81 256
—822| —128 | —72 | —32 | —8 0| —8'| —82 | —72 | —128
y | 4140 | 421 | —4 | 45 | 412 | 45 | — 4| 421 | 4140

Wir zeichnen die Kurve y = z* — 82% + 12; MaBstab fiir y ist 1: 5 (Abb. 60).

Ergebnis: Die Wurzeln der biquadratischen Gleichung liegen symmetrisch zur y-Achse,
—lC < —2; —2<y<—1; 1<z <2; 2< <.

Naherungswerte sind ;= — 2,4; g, =— 1,4; =4 1,4; z=+4 24.

Rechnerische Losung:

In der gegebenen Gleichiung fithren wir fiir 2 eine neue
Unbekannte z ein.
I 22—82+412=0, IL 22=2.
Wir losen die gemischt-quadratische Gleichung I fiir z.
I 22— 8z=—12
=465 2=+ 2.
Wir lésen die rein-quadratischen Gleichungen II fiir z.
IL 2=+ 6, a*=+2.
Ergebnis: z,=+16; 23=-+12;
z=—16; z¢=—ﬁ~
Niherungswerte auf 3 Stellen genau sind
z =+ 2,45; w,= — 2,45 my=+ 1,41; gz=—1,41.
Mache die Probedurch Einsetzen der Wurzeln indie Ausgangsgleichung bzw.Funktion y = f (z)!

I~

e R

Abb. 60

Warum nennt man diese Gleichungen biquadratische Gleichungen? Stelle die beiden
quadratischen Funktionen I y= fi(2)=2*—82z412 und IL 2= f,(2) = 2* in einem
2y- bzw. zz-Achsenkreuz zeichnerisch dar! Welcher Zusammenhang besteht zwischen zu-
sammengehorigen Werten von z, z und y?
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VIII. Gleichungen mit Wurzeln
60. Quadriere die folgenden Ausdriicke:
a) Yz, —y2z, Y3z, —V@@+2), V@+?), —)2@+2), V5@+3), —yerf2,
Y5z 43
b) Yz+1, —y2z—2, V3245, —Je+2)+1, Vz+3)—2, —J2(z+2)+3,
V2zr2—1, V5(z+3)—3, V5z+3—3
O Va+V25, V2E— V35, —Vi+V3rFE, +IrTE4VE—2, JriE—fo—¢
Y2z 2—V2z—2, —V5(z—3) +V5(x+3)!

Bei welchen Ausdriicken verschwinden die Wurzeln durch das Quadrieren?

61. Lose zeichnerisch und rechnerisch die Wurzelgleichungen
I +Yz—2=0; IL +Yz+42=0!

Anleitung: Die Quadratwurzeln }z sind hier mit dem Vorzeichen + gegeben (man kénnte
dieses beim 1. Glied der Gleichungen auch weglassen). Die Quadratwurzel Jz darf man
hier nicht mit doppeltem Vorzeichen - ansetzen; die gegebene Quadratwurzel darf man
nur mit dem gegebenen Vorzeichen benutzen!
Rechnerische Lisung:
Durch welche Rechenart kann man die Wurzel in den Gleichungen wegbringen? Welche
Umformung miissen wir dazu mit den Gleichungen vor dem Quadrieren vornehmen? Merke
fiir das Losen von Wurzelgleichungen: Erst die Wurzeln isolieren, dann quadrieren!
Isolieren: L +Vz=+2, II. +yz=—2.
Quadrieren: =4, b o=+ 4.
Wir machen die Probe auf die Richtigkeit durch
Einsetzen der gefundenen Losungen in die Aus-
gangsgleichungen. Im Fall I stimmt die Probe, der
gefundene Wert z, ist eine Losung der Aufgabe I.
Im Fall II stimmt die Probe nicht, der gefundene
Wert x; = 4 ist keine Losung der Gleichung IT.
Gleichung I1. 4 Yz = — 2 ist unméglich. Durch
das Vorzeichen 4 der Quadratwurzel ist fir Yz der
positive Wurzelwert vorgeschrieben. In der Glei-
chung -+ Jz = — 2 steht links eine positive GroBe,
rechts aber eine negative. Eine positive Grofe
kann nicht gleich einer negativen sein.

Zeichnerische Losung:

Wir stellen die Funktionen I. y = + Jz — 2 und
IL. y = + Yz + 2 geometrisch dar.

Wertetafel der beiden Funktionen:

z —-2|—1 0 1 2 3 4 5 6

Ly — —2 | —1| —059 | —027| 0 | +024 | +045
IL y | Yorhanden | o |4 5| 454y | 1873 | 44| +424 | + 445

Beide Funktionen sind nur im Bereich £ = 0 erklirt. Aus welchen Linienstiicken bestehen die
Funktionskurven? (Abb. 61.)
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Die Nullstellen der Funktionen I und II ergeben die Losungen der Bestimmungsgleichungen
I und II. Kurve I, vom Punkt (0; — 2) aus im erklirten Bereich bestiindig steigend, schneidet
die z-Achse an der Stelle 2, = 4; Gleichung I hat die Lésung #; = 4. Kurve II, vom Punkt
(054 2) aus im erkliirten Bereich bestiindig steigend, verliduft vollstindig oberhalb der z-Achse.
Gleichung II hat keine Lésung; Gleichung II ist unméglich.

Zum Verlauf der Kurven vergleiche Abb. 40. Durch welche Bewegungen entstehen die Linien-
stiicke der Kurven I und IT aus dem positiven Zweig der Kurve y = 4-yz (Abb. 61)?

62. Lose zeichnerisch und rechnerisch die folgenden Wurzelgleichungen:

a) L—Jz —2=0 IL—YVz +2=0

b) L+Y3z—3=0 IL+V324+3=0
UL —y3z—3=0 IV. —Y3z+4+3=0

¢) L+yzf1—2=0 m+yz+14+2=0
. —yz+1—2=0 V. —JzF142=0

d L yi3z—4—3=0 . y18z—4+4+3=0
L —}132—4—3=0 IV. —J13z— 4+ 3=0

e) L Jizf2 —4=0 . J7z2+2 4+4=0
IH. —J72F+2 —4=0 IV. — 7z} 2 +4=0!

Anleitung zur Aufgabengruppe e:
Rechnerische Lisung:
Die b Wurzelgleichungen haben:

I. eine Losung, II. keine Losung, III. keine Lésung, IV. eine Losung.
Die Gleichungen sind unmaglich.

Zeichnerische Lisung in Abb. 62:

Alle vier Funktionen y = f (z) sind nur im Bereich 2= — 2
erklirt. Kurve I und IV schneiden die 2-Achse; Glei-
chung I und IV besitzen je eine Losung z; = + 2.
Kurve IT und III schneiden die z-Achse nicht. Kurve IT
verliuft, vom Punkt (— 2; + 4) aus im erklirten Be-
reich bestiindig steigend, vollstindig oberhalb der z-Achse.
Kurve ITT verlauft, vom Punkt (— %; — 4) aus im er-
klirten Bereich bestdndig fallend, vollstindig unterhalb
der z-Achse. Gleichung IT und III besitzen keine Lo-
sungen, Gleichung IT und III sind unméglich.

Durch welche Bewegungen entstehen die Linienstiicke
der Kurven I, IL, III und IV aus den beiden Zweigen
der Kurve y =+ yz?

63. Lose zeichnerisch und rechnerisch die folgenden Wurzel-

gleichungen :

a) VTz+2—Y52+6=0 Viz+2+V5zF6=0 tittito ittt
—Viz+2—)52+6=0 —)TaF2+V52+6=0 Abb, 62

b) 4-V7z—3—5.V5z =0 4.V72—345.Y52—4=0
— 4. Y7z —3—5.V52— 0 —4.Y72—3845.Vs0—4=0

@ 6-)22+9—5.Y52—4=0 6-Y22+9—5-Y50—4=0
—6-Y22+9—5.V50—4=0 —6-Y22+9—5.)52— 4= 0!
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64. Lose zeichnerisch und rechnerisch die folgenden Wurzelgleichungen :

a) I Vszf2d+yVz+4 —4=0 IL V5az+24—YzF4 —4=0
I —y5z+24+YzF+4 —4=0 V. —Yszf24—yJz+4 —4=0
b) L Yiz—124+J18—8x —5=0 I VTz—12—J13—8z—5=10
L —y7z—124J13 —82 —5=10 IV. —72—12—}13—38z — 5= 0!

Anleitung zur zeichnerischen Losung der Aufgabengruppe a in Abb. 63, b in Abb. 64.
65. Eine in einer Funktion

oder einer Gleichung ge- LYy fpips pooy
gebene Quadratwurzel P e gt
darf man nur mit dem
gegebenen Vorzeichen
benutzen. — Geht man 7~ i
aber im Verlaufe einer ; AR
Rechnung (z. B. beim 74
Losen von quadratischen | i
oder biquadratischen Glei- el
chungen) zum Quadrat-
wurzelziehen iiber, so mufl
man bei diesen Quadrat-
wurzeln das  doppelte
Vorzeichen Plus oder
Minus (&) benutzen. Er- B B, Sl e B on e
liutere dies an den Lo- :
sungen der Aufgaben 60
bis 64!

Abb, 64

IX. Angewandte Aufgaben Abb. 63

66. Eine Strecke a soll so geteilt werden, daB die Summe der Quadrate iiber ihren Teilstrecken
a) die Hilfte, b) % des Quadrates iiber der ganzen Strecke ist. Wie groB sind die beiden Teil-
strecken? Fiir welche Werte von n erhilt man nur reelle Losungen?

67. Zerlege die Zahl 3 in zwei Faktoren, deren Summe 5 ist!

68, Welche Zahl ist doppelt so groB wie ihr Kehrwert ?

69. Die Summe aus einer Zahl und ihrem Kehrwert ist gleich 2%. Wie 2
heifit die Zahl?

70. Fir Vierkant- und Sechskantmuttern steht die Schliisselweite s in
einem bestimmten Verhiiltnis zum EckenmaB e (Abb. 65). e
a) Bestimme die Schliisselweite s, wenn das EckenmaB e bekannt ist !
b) Bestimme das EckenmaB e fiir eine gegebene Schliissel weite s!
©) Zeichne in Kreise von 50mm, 80 mm und 120 mm Durchmesser je ein Quadrat und ein regel-
miiiges Sechseck! Berechne nach den unter a) und b) abgeleiteten Formeln die Schliissel-
weiten und aus diesen wieder die Eckenmaflie! Vergleiche die errechneten Werte mit den
MaRen der Zeichnungen!

71. Bei Verwendung einer neuen Sorte Rundstahl fiir eine Fertigung konnen 259 an Gewicht
eingespart werden. Eine Faustformel fir das Gewicht von 1 m Rundstahl von d ¢em Durch-
messer ist G =~ d*- 612, (d in cm; G in p).

a) Begriinde die angegebene Faustformel!

b) Wieviel mm kleiner kann der Durchmesser der verwendeten Rundstihle gegeniiber den
friiheren gewithlt werden, damit die vorgesehene Ersparnis erzielt wird ?

€) Berechne den Durchmesser, der an Stelle von O-Stahl 95 mm (O-Stahl 45 mm; O-Stahl
35 mm) verwendet werden kann!

Abh. 65
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VIIL Algebraische Funktionen

21. Einfache algebraische Funktionen

1. Die Kurve 2 4 y2=1

Eine Funktion sei in unentwickelter Form durch die Gleichung

a2+ y?=1

gegeben. In dieser sind beide Verinderlichen z und y vom 2. Grad. Entwickelt man

y nach x, so erhiilt man die Funktion
y=f(2) =£yl—2%

Die Funktion y = f(z) = + /1 — a? ist nur im Bereich
— 1< a< + 1 erklirt. Sie ist eine mehrdeutige Funk-
tion.

Die Bildkurve der Funktion (siehe Aufg. 1) ist ein Kreis mit
dem Radius 1 um den Nullpunkt des Achsenkreuzes als
Mittelpunkt (Abb. 66). 22+ y2=1 nennt man daher die
Mittelpunktsgleichung des Einheitskreises.

Die Richtigkeit dieser Aussage ergibt sich folgender-
maBen: Verbindet man irgendeinen Punkt P(x;y) der

Abb. 66. Die Kurveg®+*=1

Kurve mit dem Nullpunkt des Achsenkreuzes, dann ist nach dem pythagore-

ischen Lehrsatz (Abb. 66) 22+ »2 = 12,

2, Die Kurve 22 —y2 =1

Eine Funktion sei in unentwickelter Form durch die Gleichung

22— yt=

gegeben. Auch in dieser Gleichung sind
beide Veriinderlichen z und yvom 2. Grad.
Entwickelt man y nach , so erhilt man
die Funktion

y=f(z) =% ya"—1.

Fiir z- Werte zwischen 2 = — 1 und

y

x =+ 1 ergeben sich fiir y keine reellen
Werte; die Funktion ist fiir den Bereich
—1 < <+1 nicht erklirt.

DieBildkurveder FunktionistinAbb. 67ge-
zeichnet. Sie besitzt im Bereich — 1<z <41
keine Kurvenpunkte. Die Kurve ist nicht
geschlossel;, sie besteht aus zwei getrennt

1L
\

liegenden Asten. Abb. 67. Die Kurve =yt =1
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Die Kurve a? — %2 =1 hat dhnliche Gestalt wie die gleichseitige Hyperbel zy =1
in Abschn.17, Aufg.6 (Abb. 35); sie liegt aber anders im Achsenkreuz. Sie ist um
den Nullpunkt des Achsenkreuzes um 45° gedreht. Diese andere Lage der Kurve
zur x- und y-Achse bewirkt, dal ihre Gleichung eine andere Form als die gleich-
seitige Hyperbel zy =1 hat.

Die Kurve 22—y?=1 ist eine gleichseitige Hyperbel.

3. Algebraische Funktionen
In den vorigen Beispielen sind die Funktionen analytisch folgendermafen dar-
gestellt:

Einheitskreis Gleichseitige Hyperbel

y=[f) =%y -2, y=Jf(=) =% ya*—1.

Funktionen y = f(x), die aus der Veriinderlichen # durch Anwenden algebraischer
Rechenarten — d.h. der Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, des Poten-
zierens und des Radizierens — auf z entstanden sind, gehdren zu den alge-
braischen Funktionen.

Aufgaben
I. Die Kurve 2+ y*=1

1. Stelle die Funktion y = +}T — 22 geometrisch dar!
Anleitung (Abb. 66). Wertetafel der Funktion (Rechenstab als Quadratwurzeltafel):

—
o
)

z —3|—2[—1—0,9 |— 0,8 [—0,6 ]—0,4 ’—0,2 | 0 ‘ 0,2 ‘

3 9 4| 1| 0,81 0,64 0,36 0,16 0,04

o

0,04].../1 4| 9

1—2? |—8/—3| 0 019 0,36 0,64 0,84 0,96 1 0,96/.../0|—3|—8

y = +Y1—22nicht vor-| 0--0,44/+ 0,6 [+ 0,8 |+ 0,92/4 0,98/+ 1/2-0,98|...| 0 nicht vor-
handen handen

=)

2, Warum besitzt die Kurve 22+ y2= 1 auBerhalb des Bereiches — 1= 2=+ 1 keine Kurven-
punkte?

Anleitung: In welchem z-Bereich liefert die Funktion y = = }1 — 22 reelle y-Werte? In
welchem Bereich ist die Funktion y?= = }J1 — a2 erk[ﬁirt? In welchem Bereich liegt die
Kurve 224 y2=1? Vergleiche die Funktionen y = =4}z und y=+ Y1 — 22 miteinander!

3. Welchen Verlauf und welche Symmetrieeigenschaften hat die Kurve 2® 4 y* = 1?

4. Stelle die Kurven 2?4 y®= 12, (r eine positive Konstante), fir »=2 und r= 3 dar!
Welche Kurven erhilt man?

5. Zeige, daBl z® + y* = r* die Mittelpunktsgleichung eines Kreises mit dem Radius 7 um den
Nullpunkt als Mittelpunkt ist!

T [2048]
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I1. Die Kurve x* —y?=1

6. Stelle die Kurve 2? — y* = 1 zeichnerisch dar!
Anleitung (Abb. 87) Wertetafel der Funktion (Rechenstab als Quadratwurzeltafel):

s |—3|-25|-2 |—15|—1—05]0] 05]1] 15] 2| 25|3
2 9| e625| 4| 225/ 1| o025l0| o2s5/1] 225 4| 625 o
@—1 | 8| 52| 8| 125 0 |—0,75—1|—0.75|0| 125 3 | 525 8
y::‘;}/m‘i 2,8+ 2,3 |4-1,7|+-1,1 | 0 | nicht vorhanden O‘i 1,1 ‘i 1,74+ 2,3 }iZ,B

7. 2) Warum besitzt die Kurve 22 — y? = 1 im Bereich — 1 << # << + 1 keine Kurvenpunkte?
b) Welchen Verlauf und welche Symmetrieeigenschaften hat die Kurve 2® — y% = 1?

8. Vergleiche den Einheitskreis 22 + y2 = 1 und die gleichseitige Hyperbel 2? — y? = 1 mit-
einander und zeichne beide in ein gemeinsames Achsenkreuz!

9. Stelle die Kurven z® — y® = a?, (a eine positive Konstante), fir a= 2 und a = 3 dar!
Welche Kurven erhilt man?

IIT. Quadratische Gleich mit 2 Unbek
10. Lose die folgenden Gleichungssysteme durch Zeichnung und Rechnung:

a) 224 y?=25 2?4y =25 2?4 y2=25 2?4yt =25
3x—4y=0 42— 3y=20 x4 4y—25=0 424+ 3y—25=0
ty=1 2 yi=2 2 yt=1 224-y2=10
r—y+2=0 z—y+2=0 T—y+2=0 r—y+2=0

b) 22— y?=16 2t y* =16 2t —yi=16
r4+y—6=0 r—3y—4=0 52— 3y—16=0
22— yr=9 P—yt=9 2 —yt=1
z—2y—3=0 — 524 4y—9=0 32— 2y=0
a?— y*=16 P yr=9
r—y—2=0 z—y—4=0 z—y—3=0

©) 2*—y*=16 22— 2= 16 2?— y? =16
2?4 y? =48 2t L yt=16 2?4+ y2=38
- yt=1 2 — = 2B—yt=4
2+ yt=12 a? yt=4 2 Lyt=2
P — =12 2 — Y=
2t 4 y? = 20 2t y* =13

d) 224 y2=1 2 —yt= 224 y2=1
2 yt=4 2?— y?= 16 y=+4YV1—2a!

Rechnerische Losung

Ist eine der gegebenen Gleichungen linear, so fiihrt die Einsetzungsmethode stets zum
Ziele. Ist (2% =+ y*) und die Differenz (¢ — ¥) gegeben, so berechnet man die Summe (z -+ y)
und umgekehrt. Sind 2%+ »? und 2®— y®gegeben, so wendet mandie Additionsmethodean.
Zur Bestimmung von zwei Unbekanntensind zwei voneinander unabhingige Gleichungen
notwendig. Ein Gleichungssystem hat keine oder keine eindeutigen Losungen, wenn
die Gleichungen sich widersprechen oder identisch sind (Aufgaben d).
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IV. Gleichungen mit Wurzeln

11.

Lose zeichnerisch und rechnerisch die folgenden Gleichungen:

a) 1—a22—1=0 J1—=224+1=0
b) JaP—1—1=0 JB—1+1=0
¢ V2PF1—1=0 22+ 14+1=0
d) z-Y1—22—2=0 z-Y1—2*4+2=0
e z-Y2*—1—2a=0 2 JP—142=0
f) Y22+ 1—2=0 z J2?F 1+ 2= 0!

Anleitung zur zeichnerischen Losung der Aufgabe a: Durch welche Bewegung entsteht die
Kurve y = 4 J1 — 2% — 1 aus dem positiven Zweig der Kurve y = 1 —a2?

V. Angewandte Aufgaben

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Damit eine Hohlsiule aus GrauguB dieauf ihr ruhende Last tragen kann, ist eine tragende Fliche
von 471 em? erforderlich. Wie groB sind bei kreisformigem Querschnitt der Sdule und einer
Wanddicke von 6 cm der dufere und der innere Durchmesser der Siule zu wihlen?

Aus einem 2 m langen Stiick Flachstahl soll ein rechtwinkliges Stiitzdreieck so gebogen werden
daB die eine Kathete doppelt so lang wird wie die andere. Wie lang muBl man den Tragarm
den Wandarm und die Stiitze machen?

Zwei Wasserleitungsrohre werden aus einem Hauptrohr gespeist, dessen Durchmesser 900 mm
betrigt. Welche Durchmesser miissen die beiden Zweigrohre haben, wenn die Wassergeschwin-
digkeit in den drei Rohren gleich sein soll und das stirkere Zweigrohr doppelt soviel Wasser
fithren soll als das kleinere?

In einer Blechstanzerei sollen aus kreisrunden Abfallscheiben von 12 em Durchmesser
Rechtecke mit 54 em? Fliche ausgestanzt werden, deren Diagonale gleich dem Kreisdurch-
messer ist. Welche MaBie mull der Schnittstempel erhalten?

Aus einem 0,5 m®groBien Stahlblock soll ein 5 m langes, nahtloses Stahlrohr mit einer Wand-
dicke von 6 cm gezogen werden. Wie groB werden der duBere und der lichte Durchmesser des
Rohres?

Der Umfang eines Baumes wird in 2 m Hohe mit 2,83 m gemessen. Wie groB wird die Grund-
kante eines Balkens von gréftem quadratischem Querschnitt und 2 m Linge, der aus dem
Baume geschnitten werden kann?

Wie groB miissen die Seiten eines Rechtecks von 1 m? Fliche sein, damit das Quadrat iiber
der kleineren Seite halb so groB wie das Quadrat iiber der groBeren Seite wird ?

a) Berechne die Seiten auf Millimeter! b) Bestimme das Seitenverhiiltnis des Rechtecks!

¢) Falte das Rechteck parallel zur kleineren Seite und bestimme das Seitenverhiltnis des
Teilrechtecks!

d) Bestimme das Verhiltnis der Quadrate iiber den Seiten des Teilrechtecks!

e) Welche MaBe ergeben sich durch fortgesetztes Falten des Grundformats fiir die Seiten der
Teilrechtecke (in Millimetern)?

Das in der Aufgabe bestimmte Rechteck ist vom Deutschen NormenausschuB nach DIN 476
als Grundformat fiir Blattgrofen der Reihe A (DIN A) gewihlt worden. Durch fortgesetztes
Falten des Grundformats ergeben sich die Teilformate der BlattgréBen der Reihe A. Die Anzahl
der ausgefithrten Faltungen bezeichnet die Klasse des Teilformats. DIN A 4 bedeutet z. B. das
Format, das durch 4fache Faltung aus dem Grundformat entsteht (Briefbogen). DIN A5 ist
das Format dieses Mathematiklehrbuches.
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C. Die Exponentialfunktion und ihre Umkehrung

IX. Die Exponentialfunktion und ihre Umkehrung

22. Die Exponentialfunktion

a) Die allgemeine Potenzfunktion y = f(x) = @, (n eine reelle Zahl)
Rationale Exponenten n. Ersetzt man in der Potenz y = a” die Basis a durch
die Veriinderliche « und versteht unter n eine bestimmte rationale Zahl 2, so
erhilt man die Potenzfunktion y = f(z) = 2", (n eine rationale Zahl %) .

Irrationale Exponenten n. Ist n eine Irrationalzahl, so stellt man n mit
der geforderten Genauigkeit durch ihren rationalen Niherungsdezimalbruch dar und
erhiilt dadurch die Potenzfunktion y = f(z) = a" fiir irrationales » mit der ge-
forderten Genauigkeit.

b) Die Exponentialfunktion y = f (x) = a*

1. Die Funktion y = f(x) = a*, (a>0)

Gibt man in der Potenz y = a" dagegen der Basis @ einen bestimmten Zahlen-
wert, z. B. 1, 2 oder 10, ersetzt aber den Exponenten n durch die unabhiingige Ver-
inderliche @, so erhiilt man die Funktionen

y=1% y=27 y=10° allgemein y=a® (a> 0).

Diese Funktionen heifen Exponentialfunktionen zur Basis 1, 2, 10, a. Damit die Funk-
tion u = a@® einen Sinn hat, mufl die Basis @ eine positive Zahl sein. Ver-
gleiche dazu Aufgabe 3. Der Exponent « kann simtliche positiven und negativen

reellen Zahlenwerte annehmen. Wird » negativ,z.B. 2, = — 1, gy,= — 2, a3=—3,...,
so ist
1 1 1
) e =0%= =
h=0l=1 Yh=0 =15, p=0l=5, ...

Tiir irrationale Werte von « stellt man den Exponenten mit der geforderten
Genauigkeit durch seine rationalen Naherungswerte dar und schlieBt damit die
Werte von a? fiir irrationale Exponenten z an die rationalen Werte an.

Zusammenfassung. Aus der Potenz y = a”, (n eine reelle Zahl), entsteht

die Potenzfunktion, wenn die Exponentialfunktion, wenn _
die Basis veriinderlich wird, a= 2, und die Basis @ konstant bleibt (¢>0) und
der Exponent n konstant bleibt. der Exponent veriinderlich wird, n =x.

y=a". y=a% (a>0).
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2. Die Exponentialkurve y = a*, (a > 0)

In Abb. 68 sind die Exponentialfunktionen

L =12 I, y=23,
geometrisch dargestellt. Die Kurve y =17 ist
eine Parallele zur z-Achse im Abstand 1. Die
Exponentialkurven y = a®, (> 0) verlaufen
im II. und I. Quadranten. Sie schneiden die
y-Achse im Punkt (0;1), denn es ist 10=1,
20=1, 10°=1, a®=1. Die Exponentialfunk-
tionen y=a?% (e¢>1) sind im ganzen z-Be-
reich erklirt, sie sind eindeutige Funk-
tionen, ihre Kurven sind bestéindig steigend.
Schreitet man vom Nullpunkt aus auf der z-
Achse zu Werten —1, —2, — 3, ..
kurven asymptotisch der a-Achse.

3. Das Additionstheorem der Exponentialfunktion

0L y=10¢ .

101
ERESEEgr N SREnE
NN

i

i +

i =
AN T —

N

Abb. 68. Die Exponentialfunktionen
y=1%; y=2%; y=10%

. zuriick, so nihern sich diese Exponential-

Fiir zwei beliebige Werte ; und a, der Verinderlichen gilt das Additionstheorem!)

der Exponentialfunktion

a*ie @5 = @atx

Veranschauliche das Gesetz an den Exponentialkurven der Abb. 68.

Aufgaben

1. Stelle die Exponentialfunktion y = 17 geometrisch dar (Abb. 68)!

2. Stelle die Exponentialfunktionen y = 2% und y = 10% geometrisch dar!

Anleitung (Abb. 68).

Wertetafel fir die Exponentialfunktion y = 2% (auf 2 Dezimalstellen genau):

s |=¢ |=s |-z |=1 Jo

1
2

1] g2 §]s] «

Y ' 0,06} 0,13 | 0,25| 0,5 ‘ 1

1,41

2

2,S3| 4 |5,66| 8 I 16

Wertetafel fir die Exponentialfunktion ¥ = 107 (auf 2 Dezimalstellen genau):

x —3 |——2 l—l

-3 |o

1

%|%|1|§} 2

v 0,00 | o01| o1 | 081 1

3. Stelle die Funktion y = (— 1) geometrisch dar!

1,78

3,16l 5,62 l 10 |31,62] 100

Anleitung (Abb.69). Wertetafeln fiir die Funktion y = (— 1).
Wertetafel fiir gahzzahlige Werte von  (vgl. Abschn. 14, b):

% _5[_4|_3|—2]—1| 0 l 1 | 2 ’ 3 I 4[5

v _1|+1‘_1‘+1’—1|+1|—1|+1!—1J+1[~1

1) Theorem (gr.) bedeutet mathematischer Grundsatz, Rechengesetz.
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Wertetafeln fiir Bruchwerte von z (vgl. Abschn. 20b):
z=0, % % 3, ... z=0, 4, %

alo| 4 [1] % J2] 5 |s slofy|slufs]s]e

y |+1| nicht |—1| nicht |41| nichs [—1 yl+1\—1\+11—11+ll—1\+1
vor- vor- vor-
handen handen handen

2=0 } 3 3 ...
slo|3]g=4]2|1]8|2=2]2

1
Yy |+1 nicht -1 nicht =1
vorhanden vorhanden

b

Abb. 6¢. Die Funktion y =

Abb. 70. Die Exponentialfunktionen y=1"7;
y=2"%; y=10"

Das Bild der Funktion y = (— 1)* besteht nur aus einzelnen reellen Punkten (Abb. 69). Die
Funktion springt zwischen den Werten 4+ 1 und — 1 dauernd hin und her. Das Bild der
Funktion y = (— 1)® ist keine Kurve mehr. Ahnlich verhalten sich die Funktionen
y=(—27 =27 (—1)% y=(— 10)* =107 (— 1), y= (—a)* =a?. (— 1)7.

Die Exponentialfunktion y=a® ist nur fiir eine posiliue Basis a erklirt: y=a%, (a>0).
4. Stelle die Funktionen I.y= 1-%; IL y= 2-2; IIL. y = 102 geometrisch dar! Wie liegen

die Exponentmlkurven y=1 und H—= 1. I, y=2% und y =272, y = 10% und y = 10~*
zueinander? (Abb. 70 und 68.) Welches sind steigende, welches fallende Exponentialkurven?

23. Die Umkehrung der Exponentialfunktion, die Logarithmusfunktion
a) Der Logarithmus einer Zahl n

1. Praktische Bedeutung der Logarithmen

In der Potenz y = 2" setzen wir fiir den Exponenten n die Zahlenwerte
n=0,1,2 ... 20 ein und stellen eine , Exponententafel zur Basis 2 auf.
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512‘1024
3|4‘5‘6’7’s|9|m\11112

2048‘ 4096

y=2|1] 2] 4|8 |16]82]64|128] 256
o|1]e2

y=2" | 8192 |16384|32768|65536| 131072 | 262144 | 524288 | 1048576

" 13|14 15‘16‘17‘18’19|20

Wie kann man aus dieser Tafel die Ergebnisse der folgenden Rechenaufgaben ab-
lesen: 4096.128, 524288 : 32768, 643, i/1048576? Gilt dieses fiir beliebige Zahlen n ?

2. Der Logarithmus einer Zahl n
a) Die Basis 2.

Setzt man in der Potenz y = 2" fiir den Exponenten » die Zahlenwerte 1, 2, 3, ...
ein, so erhiilt man durch Anwenden der Potenzrechnung fiir die gesuchten Potenz-
werte y die Gleichungen

y=2=2, y=2=4, y=2=8,

Kehrt man die Rechnung um, d. h. ist der Potenzwert gegeben, dagegen derExponent
gesucht (gleich y), so erhilt man fiir die Exponenten die Gleichungen

C =2, 2'=4, 2'=38,

Aus diesen Gleichungen, z. B.aus 2" = 8, 1i8t sich der unbekannte Exponent y durch
die bisherigen Rechenarten —etwa durch Wurzelziehen!—nicht berechnen. Nur durch
Vergleichen mit den vorigen Ergebnissen oder durch Probieren kann man fiir den
Exponenten den Zahlenwert y = 3 finden.

Zur Berechnung des Exponenten y filhrt man eine neue Rechenart, das
Logarithmieren, ein. Man schreibt

Yy =2log8, lies: Logarithmus von 8 zur Basis 2.

Die Zahl 2, die Basis der urspriinglichen Potenz, heiBt auch Basis des Logarithmus,
der urspriingliche Potenzwert 8 heifit jetzt Numerus?), der Exponent y Logarithmus.

= - Exponent q 5
Urspriingliche | Neue Lngmlchmm
Exponentialform 2¥ = 8. Logarithmusform  y = 2log8.

| | | |
Basis Potenzwert Basis Numerus

Logarithmus einer Zahl n zur Basis 2 nennt man den Exponenten y, mit dem man 2 poten-
zieren mufl, um den Numerus n zu erhalten.

Exponentiaifform 2Y=mn, | Logarithmusform  y = 2logn.

Logarithmus bestimmen heiBt Potenzexponenten zur gegebenen Basis finden!

1) numerus (lat.) heift die Zahl. Die Mehrzahl von Numerus heift ,, Die Numeri*.
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b) Die Basis 10.

Setzt man in der Potenz y = 10" fiir den Exponenten » die Zahlenwerte 1, 2, 3, ...
ein, so erhiilt man durch Anwenden der Potenzrechnung fiir die gesuchten Potenz-
werte y die Gleichungen
y=10'= 10, y=102=100, ¥ =10%= 1000,

Kehrt man die Rechnung um, d.h. ist der Potenzwert gegeben, dagegen der Ex-
ponent gesucht (gleich ), so erhiilt man fiir die Exponenten y die Gleichungen

10"=10, 10" =100, 10"=1000, ...,
oder unter Verwendung des Rechenzeichens log die Gleichungen

y =1ogl0, y =1"logl00, y =log 1000,

Logarithmus einer Zahl » zur Basis 10 nennt man den Exponenten y, mit dem man
10 potenzieren muB, um den Numerus n zu erhalten.

Exponentialform 10Y=n, | Logarithmusform y =101og n,

c) Die Basis a.

In der Potenz y = a" ist der Exponent n zur Basis « gegeben, der Potenzwert y ge-
sucht. Es ist y=a% (@>0 und a=1).

Kehrt man die Rechnung um, d.h. ist der Potenzwert gegeben (gleich n), dagegen
der Exponent zur Basis @ gesucht (gleich y), so erhiilt man die Gleichung

a?=n oder, unter Verwendung des Rechenzeichens log,
y=ogn (lies: Logarithmus von » zur Basis a).

Logarithmus einer Zahl n zur Basis @ nennt man den Exponenten y, mit dem man a@ poten-
zieren muB, um n zu erhalten.

Exponentialform @ =n, Logarithmusform y = %logn.

Das Logarithmieren ist die zweite Umkehrung des Potenzierens.

b) Die Logarithmusfunktion
1. Die Logarithmusfunktion y =%log =

Die Exponentialfunktionen y = 2%, y =10%, y = a* als Stammfunktionen haben
die Umkehrfunktionen y =2logx, y =2ogx, y =-"logz.

Diese Funktionen heiBen Logarithmusfunktionen zur Basis 2, 10, a, (¢ >0 und @ =1).

Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrung der Exponentiaifunktion.

Stammfunktion y = f(z), Umkehrfunktion y = g().
Exponentialfunktion Logarithmusfunktion
y=f)=2° y=g,(x) = %ogx
y = [(x) =10" y = g,(x) =1log x

y=flz) = a5 (a,SOund a+l), y=g(x) = oga.
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2. Die Logarithmuskurve

In Abb. 71 sind die Funktionen
y =%ogx und y ='%ogxz geome-
trisch dargestellt. Die Logarithmus-
kutve ist die Umkehrung der
entsprechenden Exponentialkurve.
Stamm- und Umkehrkurve liegen
spiegelbildlich zur Geraden y = z.
(Siehe Abb. 72 und 73.) Die Log-
arithmuskurven verlaufen nur imIV.
und I. Quadranten, sie sind bestiin-
dig steigend.

Abb.72. y=f(z) =27 und y=g(x)=togz Abb.73. y =f(2) = 10" und y=g(z)=lga

Die Kurve y =og z oder 1?= z ist eine Parallele zur y-Achse im Abstand x =1
(Abb. 74 und Aufg.12). Die Funktion y =og x ist nur an der Stelle z =1 er-
klirt und kann fiir z =1 jeden (positiven oder

negativen) y-Wert annehmen. a = 1 ist als logarith-

mische Basis unbrauchbar.

Die Funktion y =“logx, (@ >0 und a@==1), ist nur

fiir positive x-Werte erkliirt.

Alle Logarithmuskurven schneiden die z-Achse im

Punkt (1;0), denn es ist
2logl =0 oder 2°=1,
Wogl-=0 oder 10°=1,
dogl =0 oder a°=1

e

log

(a>0). Abb. 74, y=1(2) =17 und y=g(z) = Yogz
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3. Die Logarithmusfunktion y = Ig

Die Logarithmusfunktion zur Basis 10 ist besonders iibersichtlich (vgl. Aufg.11).
Ihre Funktionswerte werden Zehnerlogarithmen oder dekadische) Logarithmen ge-
nannt und mit Ig @ bezeichnet. Es ist
Igx="1gx.

Fiir negative x-Werte und fiir « = 0 ist die Funktion y = Ig« nicht erklirt,
Logarithmen negativer Numeri gibt es nicht. Fiir jeden positiven Wert von z ist die
Funktion y = lgz erklirt, zu jedem positiven Numerus  gehdrt ein Wert von
y =lgz (Abb.71). Man kann also jede positive Zahl 2 in Exponentialform mit
der Basis 10 darstellen; es ist

x=10¥, wo y=Igx ist.

¢) Die dekadischen Logarithmen der positiven ganzen Zahlen

1. Der Logarithmus Ig n, (n eine positive ganze Zahl)

Abb.71 zeigh fiir die dekadischen Logarithmen der ganzen Zahlen: Logarithmen
negativer Zahlen gibt es nicht. Der Logarithmus von 1 ist gleich 0. Die Log-
arithmen aller Zahlen n > 1 ergeben positive Zahlenwerte.

Die Logarithmen der meisten ganzen Zahlen sind Irrationalzahlen.

Beispiel: Beweis der Irrationalitit von Ig 2.
Der Zahlenwert von Ig 2 muBl zwischen den ganzen Zahlen 0 und 1liegen (Aufg.16),

o<lig2<l, denn es ist 10°< 2 <10' oder 1 <2 <10.

Ig 2 kann also keine ganze Zahl sein. — Wir nehmen an, Ig 2 sei gleich einem
Bruch % . Ig2= % , (pund q ganze Zahlen und teilerfremd).

P
Dann miiite 107 = 2 oder, mit ¢ potenziert, 10?= 27 sein. Die Gleichung
107 = 29, (p und ¢ ganze Zahlen), ist aber nie moglich, denn 27 ergibt stets Zahlen
mit der letzten Ziffer 2, 4, 6 oder 8, dagegen 10? stets Zahlen mit der letzten Ziffer 0.

Ig 2 kann also auch nicht ein Bruch 2 oder eine rationale Zahl werden.

lg 2 kann nur eine Irrationalzahl werden. g 2 lifit sich mit jeder geforderten
Genauigkeit durch einen rationalen Niherungsdezimalbruch darstellen; auf 2 Stellen
genau ist Ig 2 = 0.30 (Aufg. 16), auf 4 Stellen genau ist Ig 2 = 0.3010.

Der Logarithmus einer Zahl n besteht aus zwei Teilen, der Zahl vor dem
Komma oder Kennzahl und der Ziffernfolge hinter dem Komma oder Mantisse?).
Die Kennzahl des Logarithmus héingt nur von der Stellenzahl des Numerus ab; sie
ist um 1 kleiner als die Stellenzahl der Numeri (siehe Aufg.18 und 19).

1) deka (gr.) heiBt zehn. Die dekadischen Logarithmen heiBen auch gewthnliche oder Briggssche
Logarithmen, nach Henry Briggs, 1556—1630, Oxford, der sie als einer der ersten berechnete.

2) mantissa (lat.) heiBt Zugabe, Anhingsel.
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Die Mantisse hiingt nur von der Ziffernfolge des Numerus ab. Fiir Rechnungen
wird die Mntisse gewohnlich auf 3 oder 4 Stellen angegeben.

Kennzahl und Mantisse eines Logarithmus werden gewéhnlich nicht durch ein Komma,
sondern durch einen Punkt getrennt. Die Rechnung wird néimlich iibersichtlicher,
wenn die Dezimalstellen der Numeri durch Kommata, die Dezimalstellen der
Logarithmen aber durch Punkte abgetrennt werden.

2. Die Logarithmentafel

Die Logarithmen aller Numeri zur Basis 10 bilden das dekadische Logarithmensystem.
Zum Aufsuchen der Logarithmen zu gegebenen Numeri und umgekehrt dient die
Logarithmentafel. Thre Angaben sind nicht auf zeichnerischem Wege bestimmt, sondern
mit den Hilfsmitteln der héheren Mathematik berechnet. Die dekadische Logarithmen-
tafel enthiilt nicht die Logarithmen, sondern nur die Mantissen der Logarithmen;
die Kennzahlen sind in jedem Einzelfall selbstiindig zu bestimmen. Die Logarithmen-
tafel gibt die rationalen Niherungswerte der Logarithmen auf 4 Stellen genau
an; Berechnungen mit ihrer Hilfe sind Rechnungen mit Nitherungsdezimalbriichen
von 4 Stellen Genauigkeit. .

Aufgaben
I. Der Logarithmus einer Zahl n
1. Stelle fiir die Potenz y = 2" eine Exponententafel zur Basis 2 fir n=1,2,3,..., 20
auf und berechne die folgenden Zahlenausdriicke:
65536 524 288

1024° 2048 "
d) 32768; V65536; [1048576; |262144; J16884; 1655303

a) 512-256; 2048.128; b)

€) 323; 16%; 2562: 10242
9 —
V262 144!
2. a) Kann man aus der Exponententafel zur Basis 2 auch die Ergebnisse der folgenden Auf-
F
gaben ablesen: 499 -256; 36 536:1024; 29%; }4000? Warum nicht?
b) Wie miite man fiir beliebige ganze Zahlen y die Exponententafel zur Basis 2 erweitern?
€) An welcher Funktionskurve kann man die fehlenden Exponentenwerte ablesen? Welche
Ixponenten x gehoren danach zu den Zahlen y = 3, 5, 6, 7, 9, 10 (vgl. Abb. 68)?
d) Stelle fiir die Zahlen n =1, 2, 3, .. ., 10 eine solche Tafel auf! Was ist iber die Genauig-
keit einer solchen Exponententafel zu sagen?

3. Logarithmen zur Basis 2. Wie groB sind die Exponenten y in den folgenden Gleichungen:
20=12; 2= 8; 2¥=16; 2¥= 64; 2¥= 256; 2V= 2048; 2V= 8192; 2V = 65 5367
Schreibe die Gleichungen in Logarithmusform!

4. Logarithmen zur Basis 10.
a) Stelle eine Exponententafel zur Basis 10 auf! Welche einfachen Ergebnisse findet man?
b) Entnimm aus der Funktionskurve y = 10% (Abb. 68) die z-Werte fiir die Zwischen-
werte ¥y = 2, 3,4,5,...,10 und stelle sie in einer Exponententafel zusammen! Was ist
tber die Genauigkeit dieser Exponententafel zu sagen?

5. Wie groB sind die Exponenten y in den folgenden Gleichungen: 10Y= 10, 10 = 1 000,
10¥ = 10 000, 10¥ = 1 000 000? Schreibe die Gleichungen in Logarithmusform!

6. a) Wie groB sind Ig 100, Ig 1 000, 1g 100 000, Ig 10, 1g 1?
b) Erklire die Identititen: 101219 —= 100, 10181000 — 1 000, 101810 = 10, 102! = 1!
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II. Die Logarithmusfunktion y = ®log x

7. Zeichne die Kurve y = *log & und beschreibe ihren Verlauf und ihre Eigenschaften!
Anleitung (Abb.71). Wertetafel der Kurve y="2log z oder 2=x (auf 2 Dezimalstellen genau).

12 = 1,41 2

1 i_ 71_ x__
z ﬁ=0,06|§_0,13‘ 4“0,25’ l=o0s5 ‘ 1

4'8

y | —4 | —s | -2 | -1 [ o | 1=0s [1]z2]s
8. Zeichne die Kurve y = ®log z als Umkehrung der Exponentialkurve y = 27 (vgl. Abb.72)!

9. Zeichne die Kurve y = lg # und beschreibe ihren Verlauf und ihre Eigenschaften!
Anleitung (Abb.71). Wertetafel der Kurvey=Igzoder 10=x (auf 2 Dezimalstellen genau).

= 1 ¢ 1.1 3 .
z |10-? =0,01/10-1 = 0,1| 10 %= 0,32(100 = 1/10* = }10/10% — y10/10* =1 000 | 10
=178 =3,16 = 5,62 =10
y| —2 | =1 | —os | o | oz | e | om 1

10. Zeichne die Kurve y = lg z als Umkehrung der Exponentialkurve y = 107 (vgl. Abb. 73)!
11. Warum ist die Funktion y = lg & besonders iibersichtlich (vgl. Aufg. 4, 5, 6)?

12. Zeichne die Kurve y = logz oder 1V=u2
a) punktweise iiber eine Wertetafel ; b) als Umkehrung der Exponentialkurve y = 17 (Abb. 74)!

13. Warum ist @ = 1 als logarithmische Basis unbrauchbar?

14. Warum sind alle negativen Zahlen als logarithmische Basis unmaéglich?

Anleitung: Vergleiche Abschn. 22, Aufgabe 3 und Abb. 69. Wie sehen die Umkehrkurven
zu den Stammkurven y = (— 1)%; y = (— 2)%; y = (—10)%; ... aus?

III. Die dekadischen Logarithmen der positiven ganzen Zahlen

15. Beschreibe den Verlauf der Kurve y = Ig #, wenn man auf der 2-Achse von der Stelle z = 1
a) fortschreitet zu Werten = 2, 8, ..., b) zuriickschreitet gegen den Nullpunkt! Welcher
Geraden nihert sich die Kurve, wenn man beim Zuriickschreiten sich dem Nullpunkt niihert ?
€) Wie groB sind die Logarithmen der positiven ganzen Zahlen n, wenn n= 1; n > 1ist?
d) Gibt es Logarithmen negativer Numeri?

16. Stelle die Funktion y = lg # fiir den Bereich 1 < 2 < 10 geometrisch moglichst genau dar

und stelle nach der Zeichnung eine Wertetafel der dekadischen Logarithmen zu den Numeri
=1,2,38,...,10 auf!

Anleitung: Wihleals 2-Einheit 1cm, als y-BEinheit 5 cm. Zeichengenauigkeit 2 Dezimalstellen.

17. Stelle die Ergebnisse der Aufgabe 16 in Logarithmusform und in Exponentialform zusammen!

Anleitung:
Exponentialferm
Logarithmusform
Exponent ausgerechnet Exponent unausgerechnet
lg 1=0 1=10° 1= 1011
lg 2=0.30 2 = 100-% 2 = 102
lg 9=0.95 9= 1009 9= 10%°
lg10=1 10 = 10! 10 = 10510




18.

19.

2

=

21.
22,
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Identititen. Wodurch unterscheiden sich voneinander
a) 7-5und 35; 6-8und 48; 16:2und 8; 24:4 und 6; 24:8, 12:4, 6:2 und 3?
b) 5% und 125; 74 und 2 401; 2% und 32; 3% und 729;

4 V8T und & 90; V2 und & 1,414; V64 und 4; 7§10 und 2,154?

¢) 1g 1000 und 3; Ig 100 und 2; lg 10 und 1; Ig 2 und 0.3010; Ig 3 und 0.4771; Ig4
und 0.6021; Ig5 und 0.6990; Ig 8 und 0.9031; Ig9 und 0.9542?

d) 1022 und 105 10" und 10% 1079 und 10% 108190 und 10%; 10%? und 100-%;
105 und 10%7; 10#3 und 10%* (auf 2 Dezimalstellen genau)?

e) Wie groB sind die ausgerechneten Zahlenwerte der Aufgabe d?
) Erklire die Identititen 10%%= 2, 10%?®=3, 108 =5, 10%"=n!

g) Jede positive Zahl n 1d8t sich in der Exponentialform n = 10%” darstellen!

Zwischen welchen Grenzen liegen die dekadischen Logarithmen aller einstelligen, zweistelligen,
dreistelligen ... ganzen Zahlen?

Anleiﬁun‘g (Ig z auf 1 Dezimalstelle genau):

einstellige | zweistellige dreistellige vierstellige Zahlen
o 1hod 0 | 100.0 99 [ 1000 .. 000 1000 § ...
lgz 0. 0.9‘ 1.0 19| 26L..0 20 3| e

Welche Form haben die dekadischen Logarithmen aller einstelligen, zweistelligen, dreistel-
ligen . .. ganzen Zahlen?

Anleitung: :
; Beispiele lg 2= 0.3010, lg 9= 0.9542.
; Beispiele Ig11= 1.0414, Ig 99 = 1.9956,
;  Beispiele 1g 101 = 2.0043, g 999 = 2.9996.

Einstellige ganze Zahlen: Igz=0, -
Zweistellige ganze Zahlen: lg = 1,

Dreistellige ganze Zahlen: lgz = 2,
Beweise die Irrationalitit von Ig 3, lg 4, 1g 5, g 6!

Welche Zahlenwerte haben die folgenden Logarithmen:

a) lg 15, 1g 27, 1g 67, Ig 57, Ig 96, 1g 12

b) lg 500, Ig 50, 1g 5, 1g 700, 1g 70, 1g 7, 1g 200, 1g 20, 1g 2, Ig 4, 1g 8, g 16, 1g 32, 1g 64
¢) lg 106, Ig 103, 1g 105, 1g 203, Ig 576, 1g 476, Ig 376

d) 1g 1026, 1g 1 056, g 1049, 1g 1028, 1g 1 098, 1g 1 073, 1g 1 029, g 1079, Ig 1 097

©) lg 4147, 1g 4 342, 1g 4 558, lg 4 273, 1g 2 147, 1g 2 178, Ig 2 846, 1g 7 874, Ig 8 656, Ig 7 246,
Ig 6 066, Ig & 954

1) 1g 1867, 1g 2 058, 1g 1 588, lg 7 946, Ig 5 018, 1g 1 999, Ig 2 517, Ig 3 168, Ig 3 987, Ig 5 0157
Anleitung zum Aufschlagen von Logarithmen, Beispiel y = Ig 2 643.

I.Bestimmen der Kennzahl: ... (sprich: ,,drei Punkt...).

II. Aufschlagen der Mantisse mit der Logarithmentafel :

Die drei ersten Ziffern ergeben: lg 264 (sprich: ,,26 Spalte 4*) = 3.4216. .
Der Logarithmenwert der vierten Ziffer 3 wird interpoliert. Der Numerus 2643 liegt zwischen

2640 und 2650 (Numerusdifferenz 10), also liegt der Logarithmus zwischen 4216 und 4232
(Tafeldifferenz D = 16).
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10 entspricht die Tafeldifferenz 16, allgemein 10 entspricht die T afeldifferenz D,
3 s ,» Eigendifferenzd. n 5 ,» Eigendifferenzd.
10 = 16 0 =~ D
3 = a n 2= d
3.16 .
Eigendifferenz d = S 4,8 Eigendifferenz d = "—wlz

III. Runden der Eigendifferenz beim Interpolieren: Bei 0, 1, 2, 3, 4

hinter dem Komma wird die Eigendifferenz d ab gerundet, bei 5, 6, 7, 8, 9 hinter dem
Komma a ufgerundet. Also ist lg 2 643 = 3.4221.

23. Wie groB sind die Numeri z der folgenden Logarithmen:

a) lg 2= 0.9031 lg x = 2.5611 lg z = 2.8344 lg x = 0.8451
lg z = 2.5729 lg & = 3.3711 lg z = 4.6990 Ig z = 4.9320
b) lg z = 3.0306 lg z = 3.0103 lg £ = 3.0310 lg 2 = 3.0406
Ig z = 8.0187 Ig x = 3.0410 lg z = 3.0013 lg 2 = 3.0000
¢) lg z = 3.0086 lg z = 3.8027 lg 2 = 3.9313 lg z = 3.3480
Ig z = 3.1070 lg z = 3.4169 lg 2 = 3.6080 lgx =3.7550
d) lg z = 3.6125 Ig x = 3.2038 Ig z = 3.5310 g z = 3.9028
Ig z = 3.7922 lg # = 3.2300 Ig # = 4.3800 Ig 2 = 4.6900
e) lg x = 3.4405 lg » = 3.2010 Ig = 3.5005 Ig z = 3.0202
g z = 3.0401 lg z = 3.9002? lg x = 4.7800 Igz = 4.9000?

Anleitung: Bestimme I. die Stellenzahl des Numerus aus der Kennzahl des Log-
arithmus, II.die Ziffernfolge des Numerus aus der Mantisse des Logarithmus !

24. Das Rechnen mit Logarithmen

a) Einfiihrung

Berechne mit den bisherigen Rechenmitteln die folgenden Zahlenausdriicke:

a) ©=15252.5 und 2=525,2:5, b)x=>5252% und z=i’525,2, c) 1,71* = 5!
Die Aufgaben a lassen sich duich Multiplizieren und Dividieren ausrechnen.
Die Berechnung der Potenz 2 = 525,2% ist durch mehrmaliges Anwenden der Multi-
plikation mit 525,2 langwierig, aber ausfithrbar. Bei der Wurzelaufgabe x = 5|r’525,2
und der Exponentialaufgabe 1,717 =5 versagen die bisherigen Rechenmittel. Die

Losung der beiden letzten Aufgaben erfordert die Anwendung der Logarithmen-
rechnung.

Wie rechnet man mit Logarithmen ? Die Rechengesetze fiir Logarithmen werden im
folgenden fiir dekadische Logarithmen abgeleitet, sie gelten jedoch fiir jede
positive Basis a, (a ==1).

b) Die Rechengesetze fiir Logarithmen

Die Rechengesetze fiir dekadische Logarithmen leiten sich aus den Potenzgesetzen
fiir die Basis 10 her.
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1. Die Logarithmengesetze
a)Logarithmiereneines Produktsundeines Quotienten oder Bruches.

1. Logarithmengesetz oder logarithmisches Hauptgesetz :
lIg(a-b) =lga-+Igb (Produkt).
2. Logarithmengesetz : Ig% = lga—1Igb (Quotient, Bruch).
Beweis des logarithmischen Hauptgesetzes :
Jede positive Zahl 1i8t sich als Potenz mit der Grundzahl 10 darstellen. Es ist

a = 1018¢a
und b = 1012®,
Also ist (@ - b) = 10'82. 1012® =100ga+1g%)  (Additionstheorem der
Logarithmiert Ig(a.b)=1lga+1gb. Exponentialfunktion).

In gleicher Weise liBt sich das 2. Logarithmengesetz beweisen.
Fiir n Faktoren a,, @y, a, . . ., @, lautet das logarithmische Hauptgesetz:
Ig (ageag. ... a;) =lgay+lgas +.-« +lga,.

b) Logarithmiereneiner Potenz und einer Wurzel.

3. Logarithmengesetz : lga” =n.lga (Potenz).

4, Logarithmengesetz : Ig "Va_l = 1_11 «lga (Wurzel).
Beweis des 3.Logarithmengesetzes, Es ist a = 10129
und a™ = 10"182 (5. Potenzgesetz).
Logarithmiert lga"=n.lga.

3

Im 4. Logarithmengesetz ist % =a,
also ist nach dem 3.Logarithmengesetz  Ig i/ﬁ = % -lga.

2, Logarithmieren von Summen und Differenzen

Logarithmenrechnung ist Exponentenrechnung zur Basis 10. Die Rechenzeichen
+ und — unterbrechen die Logarithmenrechnung. Vgl. dazu Abschn. 16, die Potenz-
gesetze!

¢) Die Logarithmen der Zahlen n > 1, positive Kennzahl
1. Die geltenden Ziffern einer Ziﬂei‘nfolge

Die Zahl 4365000 hat die Ziffernfolge 4, 3, 6, 5, 0, 0, 0. Die Zahl 0,004365 hat die
Ziffernfolge 0, 0, 0, 4, 3, 6, 5.

LiBt man die Anfangs- und Endnullen einer Ziffernfolge weg, so erhilt man die
Folge der geltenden Ziffern. Die Zahlen 4365000 und 0,004365 haben dieselbe
Folge der geltenden Ziffern, nimlich 4, 3, 6, 5. Ehenso haben die Zahlen 3004000
und 0,003004 dieselbe Folge der geltenden Ziffern, 3,0, 0, 4.
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2. Multiplikation eines Numerus mit 10, 100, 1000, . ..

Wie wirkt die Multiplikation eines Numerus mit 10, 100, . . . auf den Logarithmus ?
Als Numerus sei z. B. die Zahl n = 4365 gewiihlt.

Numerus Logarithmus
4365 | lg 4365 = 3.6400
4365. 10= 43650 | lg 43650 =1g(4365.10) = lg4365-+Ilg10
= 3.6400 4+ 1 = 4,6400

4365- 100= 436500 lg 436 500 = 1g (4365 - 100) = Ig 4365 -+ 1g 100
6400 4 2 = 5.6400

43651000 = 4365000 | lg4365000=Ilg(4365.1000) = lg 4365 + g 1 000

—=3.6400 + 3 = 6.6400
Multipliziert man einen Numerus mit 10, 100, 1000, . . ., so wichst nur dieKenn-
zahl des Logarithmus um 1, 2, 3, ... . Die Mantisse bleibt unverindert.

3. Division eines Numerus durch 10, 100, 1000, ...

Wie wirkt die Division eines Numerus durch 10,100, 1000, . . . auf den Logarithmus ?
Als Numerus sei wieder die Zahl n = 4365 gewiihlt.

Numerus Logarithmus
4 365 lg 4 365 = 3.6400

i‘%:ﬂﬁ,s Ig 436,5 =1g%=1g4365—1g 10

=3.6400 — 1 =2.6400
4 365 4 365
Soo. = 4365 Ig 43,65 = Ig . = lg 4 365 — Ig 100

=3.6400 — 2 =1.6400
4 365 z
2800 Ig 4,36 =3 = = 0.
1000 4,365 g 4,365 3.6400 3 0.6400

Dividiert man einen Numerus durch 10, 100, 1000, so fillt nur die Kennzahl
des Logarithmus um 1, 2, 3. Die Mantisse bleibt unveréindert.
4. Die Logarithmen der Zahlen n > 1, positive Kennzahl

Die Kennzahl eines Logarithmus hiingt nur von der Stellenzahl des Numerus vor dem Komma
ab, die Mantisse nur von der Folge der geltenden Ziffern des Numerus und umgekehrt.

Merkregel fiir die Logarithmen der Zahlen n > 1, positive Kennzahl

Numerus gegeben, Logarithmus gesucht: Logarithmus gegeben, Numerus gesucht:
Die Kennzahl des Logarithmus ist um Die Stellenzahl des Numerus vor dem
1 kleiner als die Stellenzahl vor dem Komma ist um 1 groBer als die Kenn-
Komma. zahl.

Die Logarithmen aller Zahlen 7 > 1 ergeben positive Zahlenwerte.
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d) Die Logarithmen der positiven Zahlen n < 1, negative Kennzahl.

1. Weitere Division eines Numerus durch 10, 100, 1000, . ..

Welchen Wert erhiilt der Logarithmus, wenn man den Numerus 4,365 weiter durch
10, 100, 1000,. . . dividiert ?

Numerus Logarithmus
4365 Ig 4 365 = 3.6400
4365
43685 _ sa6,5 1g436,5 =lg 4355 _ 36400 — 1 = 2.6400
0 . 10
436,5 436,5
o= 143,65 1g43,65  =lg—o~ =2.6400 — 1 = 1.0400
43,65 43,
= 4365 1g4,365 =lg 43,65 _ 16400 — 1 = 0.6400
10
4,365
1 = 04365 1g 0,436 5 =1g‘%f5=o_e4oo_| — — 0.3600
4,365 4,365
100, = 0.04365 150,043 65 =lg—7 o = 0.6400 — 2 — — 1.3600
4,365 4,365
Lo = 0-004 365 1g 0,004 365 = lg o= = 0.6400 — 3 = — 2.3600

Die Logarithmen der positiven Zahlen n <1 ergeben negative Zahlenwerte.

2. Negative Kennzahlen von Logarithmen

Die Logarithmen der positiven Zahlen n <1 kann man in unausgerechneter
Form als Differenzen oder in ausgerechneter Form als Zahlen mit nega-
tivem Vorzeichen darstellen.

Beispiele: 1g4,365 = 0.6400, 1g4,365 = 0.6400;
10,4365 = 0.6400 — 1, 12 00,4365 = — 0.3600;
1g 0,04365 = 0.6400 — 2, 1g 0,04365 = — 1.3600;
1g7 = 0.8451, 1g7 = 0.8451;
10,7  —0.8451 —1, 1g0,7 — —0.1549;

1g0,07 —=0.8451 —2, 10,07 = — 1.1549;

Schreibt man die Logarithmen als Differenzen, so bleibt die Mantisse des Log-
arithmus unveriindert, nur die Kennzahl wird negativ.

Schreibt man dagegen die Logarithmen in ausgerechneter Form als Zahlen mit
negativem Vorzeichen, so éindern sich die Mantissen der Logarithmen ; aus 6400 wird
3600, aus 8451 wird 1549 usw. Bei dieser Schreibweise miite man in der Log-

8 [2046]
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arithmentafel zur Ziffernfolge eines jeden Numerus zwei Mantissen angeben, die eine
fiir den Numerus n> 1, die zweite fiir n < 1. Das ist praktisch nicht durchfiihrbar.
Auch fiir praktisches Rechnen hat die Schreibweise mit negativer Kennzahl fiir die
Logarithmen der positiven Zahlen n< 1 entscheidende Vorteile (siche Aufg.12).

3. Die Logarithmen der positiven Zahlen n< 1.

Die Logarithmen aller positiven Zahlen n< 1 besitzen negative Kennzahlen. Die
negative Kennzahl eines Logarithmus hiingt nur von der Anzahl der Nullen des Numerus
vor und hinter dem Komma ab, die Mantisse nur von der Folge der geltenden Ziffern des
Numerus und umgekehrt.

Merkregel fiir die Logarithmen der positiven Zahlen n < 1, negative Kennzahl.

Numerus gegeben, Logarithmus gesucht: Logarithmus gegeben, Numerus gesucht:
Die negative Kennzahl des Logarith- Die Anzahl der Nullen des Numerus
mus ist gleich der Gesamtzahl der Nul- vor und hinter dem Komma ist gleich
len vor und hinter dem Komma. der negativen Kennzahl.

e) Das Rechnen mit Logarithmen

1. Logarithmische Ausrechnung von Zahlenausdriicken

GroBiere Zahlenausdriicke lassen sich mit Hilfe der Logarithmen niiherungsweise
ausrechnen (Aufgaben 17 bis 19). Die Rechenzeichen + und — unterbrechen
die logarithmische Ausrechnung eines Zahlenausdruckes, Addition und Subtraktion
miissen mit den Numeruswerten selbst ausgefiihrt werden.

2. Exponentialgleichungen
Wie 16st man die Bestimmungsgleichung 1,712 = 5 von Seite 110, Beispiel c?

An Bestimmungsgleichungen fiir die Unbekannte  sind bisher aufgetreten:

Gleichungen 1.Grades oder lineare Gleichungen in @, z.B. ¢ —3=0, 22 —5=0,

Gleichungen 2. Grades oder quadratische Gleichungen in @, z.B.
@—20—1=0, 1622— 40z +7 =0,

Gleichungen 3. Grades in z, z.B. 2®— Ta +6 =0,

Gleichungen 4. Gradesinz, z.B. 2% — 3522+ 216 =0 (biquadratische Gleichung).

In allen Gleichungen kommt die Unbekannte « als Basis einer Potenz mit positiven,
ganzen Exponenten vor, die Koeffizienten der einzelnen Glieder sind rationale Zahlen,
die zugehorige Funktion y=/(x) ist eine ganze rationale Funktion von a.
Bestimmungsgleichungen dieser Art heilen algebraische Gleichungen. Die hochste Po-
tenz von & gibt den Grad der algebraischen Gleichung an. Algebraische Gleichungen
1. bis 4. Grades lassen sich algebraisch lésen, d. h. unter Verwendung der alge-
braischen Rechenarten Addition—Subtraktion, Multiplikation—Division und
des Potenzierens und Radizierens. Thre Losungen oder Wurzeln sind rationale oder
irrationale Zahlen. Lose die angegebenen Gleichungen (siehe auch Aufgabe 20)!

Die Bestimmungsgleichung 1,71 = 5 ist keine algebraische Gleichung." Glei-
chungen, in denen die Unbekannte z im Exponenten steht, heien Exponential-
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gleichungen. Exponentialgleichungenlassensichimallgemeinennicht durch Anwenden
der algebraischen Rechenarten — (etwa durch ,,Ziehen der x-ten Wurzel!*) — 16sen.
Zur Auflésung nach 2 logarithmiert man die gegebene Gleichung und erhilt
z-1gl7l =1g5.
Setzt man fiir die Logarithmen ihre Zahlenwerte (Niherungswerte) ein, so erhilt man
0,2330 - & = 0,6990,
x = 3,000.
Die Losung ist eine Niherungslésung. Warum mufl man @ = 3,000 schreiben und
nicht  =3? (Siehe auch Aufgabe 21.)
Die Loésungen von Exponentialgleichungen sind Irrationalzahlen — bis auf gewisse
Sonderfille, wie z. B.die Gleichungen 2% = 8;10°=10000; 7° = 49, in denen 8 = 23;
10000 =10%; 49 = 72 ist und damit o = 3; 2 = 4; v = 2 wird.

f) Die logarithmische Teilung und die logarithmische Funktionsskala

1. Die logarithmische Teilung

Trigt man auf einer Strecke von 10 em als Einheit die Werte der dekadischen Log-
arithmen der ganzen Zahlen von 1 bis 10 auf, also 1g1=0, 1g2=0,301, 1g3 =0,477,
..., 1g10 =1 (Abb. 75), benennt aber die Teilstriche nicht mit Ig @, sondern mit den
Nutheri z = 1, 2, 3, ..., 10, so erhiilt man eine logarithmische Teilung von 10 cm
Teilungslinge. Der Nullpunkt der Teilung triigt jetzt die Zahl 1, der Einheitspunkt
die Zahl 10.

: |
3 4

|

Abb. 75. Logarithmische Teilung

R
]
Das Kennzeichen einer logarithmischen Teilung ist die ungleichmiBige An-
ordnung ihrer Teilpunkte, diese riicken nach gréBeren Zahlenwerten zu
immer dichter aneinander.
2, Die logarithmische Funktionsskala )
Erweitert man die Teilung der Einheit in gleicher Weise nach rechts und nach
links, so erhiilt man kongruente logarithmische Teilungen hinzu,
nach rechts fiir 10; 20; 30; .. .; 100 oder fiir die Einheit (1, 2, 3, ..., 10)- 10,
nach links fiir 0,1; 0,2; 0,3; ...; 1 oder fiir die Einheit (1, 2, 3, ..., 10)-10-1.
Setzt man den z-Werten 1, 10, 100, ... der logarithmischen Teilung noch die
y-Werte0,1,2, ... hinzu, so erhilt man eine zeichnerische Wertetafel oder eine Skala?) fiir

1) scala (lat.) heifit Leiter, hier ,,Funktionsleiter.
8*
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die Funktion 7 = lg «, eine logarithmisehe Funktionsskala. In Abb.76 und 77a und b
sind drei logarithmische Teilungen von 5 bzw. von 1 em Teilungslinge dargestellt.
Wo liegen die Nullpunkte der zugehérigen logarithmischen Funktionsskalen? Wie

—

Abb. 76. Logarithmische Teilung

laufen die Teilungen der logarithmischen Funktionsskalen zu Abb. 76, 77a und 77b?
Die beiden ersten Skalen sind logarithmische Funktionsskalen mit normallaufender
logarithmischer Teilung. Skala 77b ist eine logarithmische Funktionsskala mit gegen-
liufiger logarithmischer Teilung.

= = . o
M 2 oot ] m-’ ar? 03 04 05 10~6 07 e
040040 0. . Ot GOLGOOL. .l

Abb. 77. a) Normallaufende logarithmische Teilung, b) gegenliufige logarithmische Teilung

(.3

3. Zwei gegeneinander verschiebbare logarithmische Teilungen
Triigt man auf einen Pappstreifen eine logarithmische Teilung von 25 cm Teilungs-
linge auf und schneidet den Streifen in der Liingsrichtung der Teilung auf, so erhilt

Abb, 78

man zwei gegeneinander verschiebbare, kongruente logarithmische Teilungen C
und D (Abb. 78). Wie kann man mit C und D weitere Teilpunkte fiir ihre Teilungen
gewinnen (siehe Aufgabe 29 und Abb. 90)? Wie kann man mit den beiden gegen-
cinander verschiebbaren logarithmischen Teilungen einfache Multiplikationen und
Divisionen ausfiihren ?

g) Der logarithmische Rechenstab

1. Die Teilungen des logarithmischen Rechenstabes
Der logarithmische Rechenstab besteht aus drei Teilen, dem Stab, der Zunge
und dem Liufer mit Ablesestrich (Abb.79).
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N

SAL

SoF

Abb. 79. Rechenstab; S = Stab, Z = Zunge, L = Liufer mit Ablesestrich

Der am hiufigsten benutzte Rechenstab hat eine Liinge von 25 cm. Er trigt zwei
Paare gegeneinander verschiebbarer logarithmischer Teilungen C, D und A, B.
D und A sind Stabteilungen, C und B Zungen teilungen. Die Teilungen C und D
sind untereinander kongruent, sie umfassen jede auf ein er logarithmischen Teilungs-
einheit von 25 cm Teilungsliinge den Bereich von 1 bis 10; die Teilungen A und B sind
gleichfalls untereinander kongruent, aber sie umfassen jede auf 25 cm Gesamtlinge
zwei logarithmische Teilungseinheiten von je 12,5 em Teilungslinge, den Bereich
von 1 bis 10 und den Bereich von 10 bis 100.

Das Kennzeichen des Rechenstabes ist die ungleichmiiBige Art der Unter-
teilung der logarithmischen Einheit.

Teilungen C und D: Wie ist die Teilung zwischen den Zehnteln in den
Bereichen 1 bis 2, 2 bis 4 und 4 bis 10? Wieviel geltende Ziffern kann man in
diesen Bereichen ablesen, welche geltende Ziffer mull man schiitzen?

Teilungen A und B: Wie ist dic Teilung zwischen den Zehnteln in den Bereichen
1 bis 2, 2 bis 5 und 5 bis 10?2 Wieviel geltende Ziffern kann man in diesen Be-
reichen ablesen, welche geltende Ziffer mufl man schiitzen?

Das Schiitzen der letzten geltenden Ziffer. Beim Rechenstab wird das Ergebnis einer
Rechnung mit dem Ablesestrich des Liufers (dem , Liuferstrich”) markiert. Die
beiden ersten geltenden Ziffern werden abgelesen (fiir Zahlen1... der
Teilungen C und D die drei ersten geltenden Ziffern), die nichste geltende
Ziffer wird geschiitzt.

Beim Schiitzen ist von der Mitte des freien Feldes auszugehen und die letzte
geltende Ziffer in Zehnteln zu schiitzen (Zehntelschitzung!). Von der Eigenart der
logarithmischen Teilung, da} die Teilstriche nach rechts zu enger aufeinanderfolgen,
ist beim Schiifzen kein Gebrauch zu machen, es ist linear zu interpolieren!

Genauigkeit des Rechenstabes. Beim Rechnen mit dem Rechenstab liest man
auf diesem mit Sicherheit die beiden ersten geltenden Ziffern ab, fiir Zahlen 1 ...
der Teilungen C und D die drei ersten geltenden Ziffern. Die nichste geltende
Ziffer muB geschiitzt werden. Die Ablesegenauiglkeit auf den Teilungen C und D
ist doppelt so groB wie die auf den Teilungen A und B. Die Genauigkeit des Rechen-
stabes geniigt fiir die meisten Iille des praktischen Rechnens in der Mathematik
und Technik.

2, Das Rechnen mit dem Rechenstab

a) Allgemeine Regeln fiir das Stabrechnen. Um den Rechenstab mit voller
Genauigkeit auszuniitzen, wird moglichst auf den Grundteilungen C und D
gerechnet. .

Stellenzahl und Kommastellung des Rechenergebnisses sind vor der Einstellung
des Rechenstabes zu bestimmen. Dazu ist vor jeder Einstellung am Rechenstab die
Aufgabe in die Schreibweise der Zahlen mit abgetrennten Zehner-
potenzen umzuformen und eine Uberschlagsrechnung durchzufiihren, die nur
50 genau zu sein braucht, dafl diec Kommastellung des Ergebnisses entschieden ist.
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e s 0,523 . 17,14
Beispiel: %= I3 00d%"
Schreibweise der Zahlen 5,23-1071-1,714.10' _ 523.1,714 102
mit abgetrennten Zehnerpotenzen: 4,56-4,32.102 4,56 .4,32
Uberschlag: w~22.100-05.100= 5.,
Stabrechnung: z = 45,5 (auf 3 Stellen genau).

b) Zur Abkiirzung bezeichnen wir Punkt 1 auf Teilung D mit D1; Punkt 2 auf D
mit D2; Punkt @ auf D mit Da. Es bedeuten C1 Punkt1 auf Teilung C; C2 Punkt 2
auf C; Cb Punkt b auf C usw.

¢) Multiplikation. Beispiel: x = 0,1762.34,3 (Abb.80).

Schreibweise der Zahlen mit

abgetrennten Zehnerpotenzen: 1,762 . 3,43, Ubelschlag: BB 5 6
Stabrechnung: Einstellen C1 itber D1762; Liuferstrich auf C343.
Ablesen auf D unter C343; x = 6,04.

Beweis: Nach dem 1. Logarithmengesetz ist g a + 1g b = 1g (ab) (Abb.80).

4
Einstellen

a-b

Ablesen

Abb. 80

d) Multiplikation mit Riickschlag. Liegt bei der Einstellung Cb rechts von
D10 in der rechten Nachbarteilung, so wird die Zunge durchgeschoben (Abb. 81).
aund b werden in der kongruenten linken Nachbarteilung eingestellt, das Ergebnis
in der Hauptteilung abgelesen. Man nennt diese Stabrechnung Multiplikation mit
Riickschlag.

Beispiel (Abb. 81): x = 4,05-0,0725.
Schreibweise der Zahlen mit ‘ A
abgetrennten Zehnerpotenzen: 4,05-7,25-10-2, Uberschlag:  =~0,2..
Stabrechnung: Einstellen C10 itber D405;  Liuferstrich auf C725.

Ablesen auf D unter C725; x = 0,294,
Die Notwendigkeit zum Riickschlag der Zunge ergibt sich aus dem Uber-
schlag.
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¢) Division. Beispiell(Abb.82): z— %"5

Schreibweise der Zahlen mit 7.75

abgetrennten Zehnerpotenzen : 515 - 102, Uberschlag.: z=1..,.

Stabrechnung: Einstellen C515 iiber D775;  Liiuferstrich auf C1.
Ablesen auf D unter C1; x =150,5.

Einstellen
Abb, 82
Beispiel IT (Abb.83): o= 055355
Schreibweise der Zahlen mit 4,35 -
abgetrennten Zehnerpotenzen : 8,75 -107%, Uberschlag 2@ ~0,004..
Stabrechnung: Einstellen C875 iiber D435; Liuferstrich auf C10.
Ablesen auf D unter C10; z = 0,00497.

Riickschlag der Zunge ist nicht notwendig.
Beweis: Nach dem 2. Logarithmengesetz ist lga —1g b = 1g bi (Abb. 82 u. 83).

a __ Einstellen
Ablesen

Abb. 83

f) Multiplikation und Division. z= “T” (Abb. 84).

Andie D1v1snon —— 1Bt sich die Multiplikation mit ¢ ohne neue Zungeneinstellung an-

sch]ieBen.—Regel: Beginne beim Ausrechnen von T ° stets mit der Division!

a-c

Beweis: lga—Igb+1gc= ]g =2 (Abb.84).

_€ Ablesen

Abb. 84
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g) Quadrieren und Wurzelziehen;2. Potenz und 2. Wurzel.

Wir setzen jetzt die Teilungen A und D (B und C) zueinander in Beziehung. Die
Lingeneinheit von Teilung A ist gleich 12,5 ecm; von D gleich 25 cm. Der MaB-
stab der Teilung A ist 4 vom MaBstab der Teilung D. Dasselbe gilt fiir
Teilung B und C.

Stellt man senkrecht iibereinander auf Teilung D eine Zahl d und auf Teilung
A eine Zahl a mit dem Lauferstrich ein, so gilt in Richtung

Abliren

Abb. 85 Einstellen

Ablesen
Abb. 86

vonD nach A (Abb.85) Iga = 2-1gd, von A nach D (Abb.86) Igd =Llga,

(3. Logarithmengesetz) g a = lg d?, (4. Logarithmengesetz) lgd =Igya,
Quadrieren a = d. Wurzelziehen d=1va.
Beispiele: x = 0,1642, r = ]’0:-1 .
Schreibweise der Zahlen mit abgetrenn- -
ten Zehnerpotenzen: (1,64 - 10-1)2 Y40 - 10-21)
Uberschlag: x ~0,02.. x=~06..
Stabrechnung: x = 0,0269 % = 0,632

Wie kann man mit den Teilungen D, B und A die 3. Potenz und die 3. Wurzel?)
berechnen ? Sieche Abb. 87!

Ablesen
o

'
Einstellen sy, g7

1) Abteilen des Radikanden der Quadratwurzel vom Komma aus in Gruppen zu je zwei Stellen!
2) Manche Rechenstibe fithren auf dem Stab iber der Teilung A eine dritte Teilung, die
Kubikteilung K. K enthilt die Kubikzahlen von D, D die Kubikwurzeln von K. Wie ist
die Unterteilung von K?
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h) Proportionen. Die Berechnung einer Proportion ist ein Hauptanwendungs-
gebiet des Rechenstabes, auf dem er alle anderen Rechenhilfsmittel iibertrifft. Der
Rechenstab 16st mit einer Verhiiltniseinstellung — der Einstellung des Schliissels
der Proportion — nicht nur die vorgelegte Aufgabe, sondern die Gesamtheit der
mdoglichen Aufgaben der ganzen Fragestellung. (Aufgaben 29, 33 und 34.)

Beispiel: Fiir beliebige Winkel soll Gradmaf in Bogenmall umgerechnet werden !

Es verhilt sich (vgl. Abschn. 32d) & ol ol B lio s

180° F11

B

180 it der Schliissel der Propor-

tlon, seine Einstellung auf dem
Rechenstab 16st alle Umrechnun-
gen von GradmaB in Bogenmaf}
und umgekehrt (Abb. 88 und Auf- Abb.g8,
gabe 39).

Aufgaben
1. Die Rechengeset:e fiir Ig x

1. Priife das logarithmische Hauptgesetz an den folgenden Zahlenbeispielen nach: lg (2 - 3),
Ig (3 - 5), lg 24, g 72, 1z 36, 1220, 1g 96, 1g 64!
Anleitung: Zerlege 24 in 212, 3.8, 4.6, 2.2.2.3!

q l 100,

Zahlenbeispielen nach: lg— lg—4 lg o

9, Priifedas 2. Logarith anden fol

3. Beweise das 3. Logarithmengesetz mit dem logarithmischen Hauptgesetz!
Anleitung: Zerlege a®=a-a-a-...-a (n Faktoren a)!

4, Priife das 3. Logarith fiir die folgenden Zahlenbeispiele nach: Ig 23, 1g 52, 1g 35!
5. Priife das 4. Logarithmengesetz nach fiir 1g V84, Ig %Ti, Ig i"ﬁi. lg ?’67, lglfl(ﬁ!
2 2
6. Welcher Unterschied ist zwischen Ig (2 - 3) und lg 2 - 3, lg% und Lgai, Ig 2% und (Ig 2)3,

Ig 2]/5 und ?/@? Wie schreibt man 1g2 -3 und lg 2: 3 eindeutiger?

II. Dekadische Logarithmen mit positiver Kennzahl

7. Wie lautet die Folge der geltenden Ziffern fiir die Zahlen
a) 34 000; 0,0340; 23 450; 0,002 345 b) 2005; 200 500; 0,200 500; 0,030 4507

8. Wie indert sich der Logarithmus, wenn der Numerus a) 2, b) 52, ¢) 263, d) 5624 mit 10,
100, 1 000, . . . multipliziert wird? Was dndert sich am Logarithmus, was bleibt unverindert?

9. Wie indert sich der Logarithmus, wenn der Numerus 708 000 durch 10, 100, ..., 100 000
dividiert wird? Was dndert sich am Logarithmus, was bleibt unverindert?

10. Welche Zahlenwerte haben
a) lg 2,996; 1g 16,99; lg 229,8; lg 8 094; 1g 9,395; Ig 489,7; Ig 73,94; Ig 319 900
b) lg 7,048; g 17,78; lg 316,8; lg 7,945; lg 147,9; lg 2,348; Ig 371,9; Ig 66 080;
lg 558 900; 1g 437.800; 1g 8008; lg 57570; lg 346800; lg 501800
€) 1g 1,073; 1g 10,26; 1g 109,8; 1g 1,077; 1g104,9; 1g1029; 1g 1079?
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11. Wie groB sind die Numeri der folgenden Logarithmen:

a) lg z = 0.3004 lg z = 2.5402 lg v = 0.4711 lg z = 0.9002
lg z = 2.9503 g 2 = 0.7008 lgz = 1.7807 lg o = 3.4435

b) lg z = 1.6019 Ig z = 2.9029 Ig z = 0.1758 Ig z = 0.3975
lg = 0.0395 1g 2 =0.0789 lg z = 0.0643 lg 2 = 0.0567?

III. Dekadische Logarithmen mit negativer Kennzahl

12. Wie &ndert sich der Logarithmus, wenn der Numerus a) 20;b) 52; ¢) 26,3; d) 56,24 durch
10, 100, 1000, ... dividiert wird? In welchen beiden Formen kann man den Logarithmus
schreiben, wenn der Numerus # <C 1 wird? Welche Form ist vorteilhaft, welche unvorteilhaft ?

13. Man berechne den Zahlenausdruck 173,8 0,043 65 - 708 - 0,001 862, indem man fiir die
Logarithmen der Zahlen » <C 1 a) negative Kennzahlen, b) die Zahlenwerte mit negativem
Vorzeichen benutzt !

14. Wie groB sind
a) 1g 0,705 1g 0,040 9; 1g 0,005; Ig 0,88; 1g 0,050 9; 1g 0,007 88; 1g0,0123; Ig 0,537

b) 120,699 8; 1g 0,439 3; 1g 0,739 6; Ig 0,005 391; Ig 0,007 925; Ig 0,003 979; Ig 0,107 7;
1g 0,109 8; 1g0,001028; 1g0,001048; 1g 0,107 650; lg 0,102870

¢) lg 7,689; 1g 0,756; lg 4,356; 1g 0,079 2; 1g 90,85; lg 9,777; 1g 0,903 1; 1g 0,098 762

15. Berechne z aus

a) lgz=0.7782 — 1 lgo=04771—2 lgz=0.6571—1
lg 2= 0.4456 — 1 lg z=0.9165— 3 lgz = 0.8756 — 2
b) lg z = 0.9002 — 1 lg & = 0.5401 — 2 lg & = 0.6002 — 1
lg z = 0.3003 — 1 lg = 0.6900 — 2 lgz=0.7401 — 1

¢) lg z = 0.0306 lg z = 0.0216 lg = 0.0050 lg z = 0.0060!
16. Berechne .

a) 1g 0,363 6; 1g 0,063 4; 1g 0,005 7; 1g 0,003 8; 1g 0,4677

b) lg 2= 0.7000; lgz= 0.8101; lgz = 0.6700; lg z = 0.8028!
IV. Das Rechnen mit Logarithmen

Berechne die folgenden Zahlenausdriicke:

469.7  7,543%.21,000 3 /7321F

17, 2) 2,385.11,05.17,81; bit —apaee b V104.6
0,43 [ e
b) 0,738 .0,0846; 0—07766; 0,0744%; 10,0436; %,02342; 70,456%; 4V0,5reﬂ

¢ 7,547%- 21,09 1,093°.128,5 2,456 17,852
) 15,122 54,93 .2,435%° 1,033 - 5,183

@ “’/458,5~?3,222. 51/4.332796,87 C§/B84z 2648 J/ 1677 . § [adero B 9,
S P T ] 7. 412’ ' 2 S =
104,7 8,176 - 3,041 45,01 - Y96 456 - 184 600 377 . 8563

Anleitung:

Mache zuerst einen Uberschlag mit abgetrennten Zehnerpotenzen! Entwirf dann fiir jede
Aufgabe mit Buchstaben einen Plan fiir die logarithmische Berechnung der Zahlenausdriicke!



Das Rechnen mit Logarithmen 123

et .
8.0 2z Vatsrs: w ) Te; VBVTL) V;V?‘ l/"%%
19. a) V7562—V09 Vzgae 14 _[/?@_O;T

V12 160 Y96

B 1e—1s: Je—12115; Vz—l/2+1/2+1/3
o Ve—1z; Je—12riE; VZ—V2+V2+V§

Vergleiche hierzu Abschn. 31, Aufg. 35.

V. Exponentialgleichungen

20. Lose die folgenden algebraischen Gleichungen in z:
) 2—83=0,2+8=0,22—5=0, 324+4=0
b) 2*—9=0,22—3=0,22—22—2=0, z’—‘— 1=0, 1622 — 402+ 7=10
) 2°—8=0,23—83=0, 88— 70+ 6=0, 25— 222 — o+ 2=0
d) 2 — 222 —2=0, ' — 42+ 2= 0, o' — 1022+ 9= 0, 2% — 3522 + 216 = 0!
Anleitung zu c: Zerlege in Faktoren!
P—Trt+b6=2"—2—624+6=2-2°—1)—6-(z—1)=(z—1) 22+ z— 6);
B—20— o4 2=2" (2—2)— (2 — 2)= (z — 2) (2% — 1)!

21. Lése die folgenden Exponentialgleichungen :
a) 27=8; 2= 64; 57=25; 5°T= 125; 3%= 81, 102¢=100, 10%¢= 1000, 103 = 100
b) 102=0,01; 27 =j; 7= u:é
€) 10*= 3,162; 2= 180 9; 10% = 210; 27 — 108
d) 1,717 = 5; 10 =1,380 4; 7% = 129,6; 10%® = 5,754; 2% = 6!
Anleitung: Die Exponentialgleichung 1,71% = 5 hat die Losung « = 3,000. Die Lsung
ist eine Niherungslosung auf 4 Stellen genau. Warum mufB man z= 3,000 schreiben und
nicht = 3? Probe: Durch Ausmultiplizieren der Potenz erhilt man 1,713 = 5,000 211!
Ein genauerer Niherungswert von z ist # = 2,999 921. z ist eine Irrationalzahl.

V1. Die logarithmische Teilung und die logarithmische Funkti kal

22, Stelle logarithmische Teilungen von &) 10 cm, b) 12,5 cm, ¢) 25 cm Teilungslinge her!
(Abb. 75 und 76.)

23. Stelle logarithmische Funktionsskalen von 1cm Teil linge &) mit normallaufender, b) mit
gegenldufiger logarithmischer Teilung her! Wo liegen die Nullpunkte der logarithmischen
Skalen? (Abb. 77.)

24, Stelle auf einer logarithmischen Teilung die Metereinteilung km — m — (dm, em) — mm —
— my — pp zeichnerisch dar ! Wo liegt auf der Skala die Angstrém-Einheit 1 AE = 10-10 m?
Wo die X-Einheit 1 XE = 10-# m? ~

25. Stelle auf einer logarithmischen Teilung das elektromagnetische Wellenspektrum zeichnerisch
dar! Wellenlingen: elektrische Wellen 107.--10~% m, infrarote Wellen oder Wirmewellen
5-107%...8 . 10~7 m, optische Wellen oder sichtbares Licht 8 - 10~7...4 . 10~7 m, ultraviolettes
Licht 4-10-7.,-10~% m, Rontgenlicht 10~7...10~ m, p-Strahlen 10~!1...10~12 m, kosmische
Hohenstrahlung << 10712 m.

Anleitung: Wihle 1c¢m als Lingeneinheit und stelle das Wellenspektrum auf normal-
laufender und auf gegenliufiger logarithmischer Teilung dar!
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26.

27,

28.

Stelle die folgenden GroBen auf logarithmischen Teilungen dar :

a) Radien der Himmelskérper in km! Sonne 695 - 10%; Merkur 2,40 - 10%; Venus 6,11 - 103;
Erde 6,37 - 10%; Mond 1,74 - 10%; Mars 3,40 - 10%; Jupiter 71,8 - 10%; Saturn 61,0 - 10%;
Uranus 24,8 - 10%; Neptun 26,5 - 10%; Plutoks 2,5-10% Von welcher Grofenordnung sind
die Radien dieser Himmelskorper?

b) Durchmesser von AtomgréoBen ! Mittlerer Atomdurchmesser (Elektronenbahn) d= 10='9m;
Atomkern d== 10~ m. Von welcher GroBenordnungsind die Durchmesser dieser AtomgroBen ?
¢) Geschwindigkeiten in m/s ! FuBgiinger 1,4; Schnellzug 22;Verkehrsflugzeug 50 bis 100; Schall
in Luft 333; Lichtwellen und elektrische Wellen 2,998 - 10%; Gasmolekiile bei 0°: Ny== 0,5 - 10,
H,~ 1,8 10%; Erddrehung am Aquator 465; Erdumlauf um die Sonne 29,6 - 10 Stelle die
einzelnen Grofenordnungen zusammen!

d) Magsen in g! Sonne 1,983 - 10%; Merkur 0,221 - 10%7; Venus 4,96 - 10*"; Erde 5,97 - 10%7;
Mond 71,6 - 1024; Mars 0,659 - 10%7; Jupiter 1901 - 10*7; Saturn 568 - 10%; Uranus 87,2 - 10%7;
Neptun 101 - 10*7; Pluto 0,66 - 10%”. — H-Atom 1,662 - 10~ %¢; Elektron 0,911 - 10~%". Stelledie
Grofienordnungen zusammen !

Die Kurve y = 10 - Ig z ist in m rechtwinkligen Achsenkreuz dargestellt. Fillt man von
den Kurvenpunkten zu den A sen £ =1, 2, 3, ..., 10 die Senkrechten auf die y-Achse,
so erhilt man auf ihr eine logarithmische Teilung. Wo liegen Nullpunkt und Einheitspunkt
der logarithmischen Teilung der y-Achse? Wie grof3 ist die Teilungslinge?

Anleitung: Man erhilt auf der y-Achse eine gleichférmige Teilung 0, 1,2, ..., 10
und eine ungleichférmige logarithmische Teilung 1, 2, 3, ..., 10, zusammen
eine Funktionsskala fiir die Funktion y =10-lga.

Einfache logarithmische Gitterteilung. Trigt man in einem rechtwinkligen
Achsenkreuz auf der z-Achse eine gleichformige Teilung, auf der y-Achse eine ungleich-
formige logarithmische Teilung auf, so erhilt man eine einfache logarithmische Gitter-
teilung (Abb. 89). Zeichne in dieses Achsenkreuz die folgenden Funktionen ein (Abb. 89):

a) y=10% b) y =5-10% ¢) y = 107%,d) y = 5 - 10*%. Durch welche Bewegungen entstehen
die Kurven b, ¢, d geometrisch aus der Kurve a?

Bemerkung: Papier mit eingedruckter einfacher logarithmischer Gitterteilung heiBt
einfaches Logarithmenpapier oder Exponentialpapier !). Warum?

¥
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Abb, 80. Einfache logarithmische Gitterteilung

1) Zu beziehen durch Firma Gebr. Wichmann, Berlin NW 7, Marienstr. 19/20.
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29, Stelle aus einem Pappstreifen zwei gegeneinander verschiebbare, kongruente logarithmische
Teilungen C und D von 25 ¢m Teilungslinge her (Abb. 78)!
a) Wie kann man aus den Teilungspunkten 1, 2, 3,..., 10 neue Teilpunkte fiir 1,5; 2,5;
3,5; 4,5; fir 1,25 1,4; 1,6; 1,8 gewinnen? Wie kann man weitere neue Teilpunkte der beiden
Teilungen gewinnen? (Abb. 90.)
b) Wiekann man mitden beiden verschiebbaren Teilungen C und D einfache Multiplikationen
und Divisionen ausfithren, z.B.: 2. 3; 3-1,5; 8: 4; 7,5: 5 usw. (vgl. Abb. 90)?

2 1o 16 s

Abb. 90

VII. Der logarithmische Rechenstab

30. Die Teilungen des Rechenstabes. Wie ist auf den Teilungen C und D die Teilung zwischen
den Zehnteln in den Bereichen 1 bis 2, 2 bis 4, 4 bis 10? Wie auf den Teilungen A und B?

31. Stelle auf Teilung D die folgenden Werte mit dem Liuferstrich ein:
a) 2,5; 4,8; 1,9; 7,6; 9,4; 3,5; 84; 99; 75; 12; 95; 135; 175; 185; 22; 224; 62; 625
b) 1,74; 1,27; 1,55; 179; 2,54; 3,72; 2,38; 334; 5,35; 7,25; 8,45; 665; 935; 775
e) 1,745; 1,235; 1,835; 2,53; 3,47; 3,13; 267; 413; 747; 58,7; 94,8; 65,4; 77,3; 97,8
d) 4,5; 4,05; 1,7; 1,17; 1,8; 1,18; 2,5; 2,05; 7,3; 7.03; 1,3; 10,3; 1,4; 104; 11,7; 17,7;
3,4; 30,4; 65; 6,5; 60,5; 28; 2,8; 20,8; 38,6; 36,8; 22,8; 28,2; 1,8; 1,18!

32, Stelle mit dem Léuferstrich auf Teilung A ein: 1,72; 17,2; 1,14; 11,4; 2,65; 26,5; 256;
4,75; 47,5; 475; 1,43; 14,3; 10; 100; 6,75; 67,5; 4,83; 48,3; 65,7; 6,57!

33. Stelle C 1 iiber D 1,1! Welche Teilpunkte auf D stehen den folgenden Teilpunkten von C
gegeniiber: C1; 1,1; 1,2; 1,3;...; 25 C2; 2,2; 2,4;...; 4; C4; 4,5; 5;...; 10!

34. Dieselbe Aufgabe fiir a) C1 ither D 1,2; b) C 1 ither D 1,5; €¢) C 1 itber D 2.

35. Multipliziere mit den Teilungen C und D:
a) 1,84 - 3,54; 2,48-1,58; 0,415 14,7; 645-0,0111; 176-47,5; 475.1,68
b) 0,405.0,162; 19,3 -164; 0,255 0,164; 455-1,44; 84,5.67,5; 3,66.2,78
¢) 110,8 - 0,086 5; 22,3 -0,343; 335 34,5; 26,5.47,4; 2,25-28,7; 33,7445
d) 5,2.0,86; 465-525; 765-535; 0,434 -0,076; 0,247 -0,287; 874 - 236
e) 5,25-0,835-1,76; 22,8-0,374-5,65; 124 -0,94 - 372!
Anleitung zur technischen Handhabung des Rechenstabes. Man bedient die Zunge an
beid en Enden, damit man die Einstellbewegung jederzeit bremsen kann. Um leichte und
glatte Bewegung der Zunge zu erhalten, legt man einen Finger unter den Stab, so daB er sich
etwas offnet.

36. Dividiere mit den Teilungen C und D:
a) 4:1,72; 6,3:3,4; 384:2,38; 0,615:0,374; 86,5:224; 97,5:0,485; 3,86:2,24
b) 11,2:13,6; 274:32,8; 0,376:28,4; 2,74:3,28; 17,4:2,78; 153:55,5; 0,175:1,96
¢) 45,5:62,5; 775:83,5; 0,435:765; 4,35:22,5; 12,6:18,2; 0,1765: 45,4; 67,4 :41,2!
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37. Berechne mit den Teilungen C und D

Die Exponentialfunktion und ihre Umkehrung

2463 244425 244075 244.2,12 86,5 27,4
8,55 8,55 8,55 8,55 6,5
86,5 41,5 86,5 - 65,5 86,5 -71,5 . 2,34.2,46.2,58
D s ) 465 465 ) ~G885- 0,023

38. Berechne

a) 1,9%; 366%; 0,905%; 0,244%; 0,425%; 60,5%; 1 056%; 0,0345%; 0,002 55%; 0,003 45%; 0,0085%;

0,007 152

b) V6,4; V64; Y225; V2.25; J0,.4;
/0,070 5 ;
0,55 - 0,312;

1,742
0,645%

yizr; iz1;
€) (3,04 - 27,2)?;

O (i) (il

V1,21 3
(4,55 . 0,815)2;

3,857
0,6152°

V0,045 ¥2,3; ¥23; V4,9; V49; V6,25; 1625;
10,705
4,55%.7,752

e) V1,87.1,45; 10,26.515;

5.
D Vm

39. Proportionen.

%5, 046, (o5

y37,2.7,25;

146" Y274’ V6,35

V1,45.37,7; 161,5-Y0,755; V62,5-719,8

a) Wie groB sind 360°; 180°; 90°; 60°; 30°; 10°; 5° 1° im BogenmafB?

b) Wie groB sind die BogenmaBe 0,1;

1; L,5; 2; 2,5; 3 im Gradmall?

40. Wertetafeln von Funktionen. Berechne die y-Werte der Funktionen

a) ¥y =2nz, b) yzﬁ, ¢ zy=28, d) zy=2 fir z=1; 1,5; 2; 2,5; ..

Anleitung zu a: Es ist % =
Zu c: Schiebedie Zungegegenldufig
in den Stab (Abb. 91) und stelle C 1
gegenliufig iber D 8 oder C 8 gegen-
liufig iiber D 1 ein. Dann ist fiir
jedes zusammengehérige Wertepaar
(3 9)

Igz+lgy=1Igs,

lg(z-y)=Ig8,

z-y= 8.

«5 101

2
#. Stelle A # und B 0,5 iibereinander ein (Schliissel)!

| ! ] ‘

¥ 1
Ablesen Einstellen

Abb. 91.

Warum nennt man eine eingearbeitete gegenliufige Teilung der Zunge zwischen den Teilungen
B und C eine Reziprokteilung R')? Begriinde ihre Zweckmi Bigkeit beim Stabrechnen!

VIII. Angewandte Aufgaben

Berechne die folgenden Aufgaben mit der Logarithmentafel auf 4 Stellen genau und mit dem
Rechenstab auf 3 Stellen genau und vergleiche die Ergebnisse miteinander!

1) reciprocare (lat.) heiBt umkehren. Reziproke Wertesind Kehrwerte, z. B. 2 und 4, 8 und § usw.
Die Reziprokteilung R der neueren Rechenstibe zwischen den Zungenskalen B und C ist
gewohnlich rot beziffert, sie ist der Stabskala D kongruent, aber entgegengesetzt gerichtet.
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41. Wieviel wiegen die folgenden Quadratstihle:
a) 1,15 m O-Stahl 8 mm, b) 17.5 m O-Stahl 12 mm, €) 6,75 m [OJ-Stahl 15 mm,
d) 4,65 m O-Stahl 22 mm, €) 24,25 m [OJ-Stahl 26 mm, f) 7,28 m O-Stahl 35 mm?
Anleitung: Berechne im Uberschlag zunichst stets das Gewicht fir 1m Quadratstahl, da
dieses das Schiitzen und die Ubersicht erleichtert.

-
©

Wieviel wiegen die folgenden Flachstiihle: 70|
a) 2,75 m Flachstahl 60-10 mm, b) 8,50 m Flachstahl30-8 mm
€) 17,25 m Flachstahl 40 - 12 mm?

43. Zur Gewichtsberechnung von winkligen Profilstihlen!) denkt
man sich diese in Flachstihle gleicher Linge verwandelt. Warum
ist diese Umrechnung moglich?

Beispiele (simtliche Angaben in mm): 50
a) Winkelstahl: L-Stahl 50-50-10 = ==-Stahl 90.10 (Abb. 92)
b) T-Stahl: |-Stahl 30.30 -4 = c=-Stahl 564 (Abb. 93)

44, Wieviel wiegen die folgenden Profilstéihle:

a) 11,50 m L_-Stahl 30 - 30 - 4 (gleichschenXkliger Winkelstahl)
b) 12,75 m L-Stahl 40 - 40 - 5 (gleichschenkliger Winkelstahl)

€) 18,30 m L-Stahl 30 .60 -5 (ungleichschenkliger Winkelstahl)
d) 2,75m L-Stahl 45 - 45.5,5 (hochstegiger 1-Stahl)

€) 65,50 m L-Stahl 60 -30.5,5 (breitfiiBiger 1-Stahl)?

Wieviel wiegen die folgenden Rundstiihle: 30

a) 25 m O-Stahl von 9 mm Durchmesser, Abb.93. .
b) 72,50 m O-Stahl von 13 mm Durchmesser,

€) 12,50 m O-Stahl von 16 mm Durchmesser, d) 75 m O-Stahl von 26 mm Durchmesser?

50

®

(o]
70

30

'S
o

46. Die Wichte von rhombischem Schwefel soll nach der Wasserverdringungsmethode bestimmt
werden. In vier Versuchen wurde festgestellt :
Gewicht 63,648 p;  95,340p;  75555p; 84,872 p,
Rauminhalt 30,6 cm®; 45,4 cm®;  36,5cm® 41,2 cm®.
Wie groB ist die Wichte des rhombischen Schwefels?

47. Das Gewicht einer wisserigen Natronlauge wurde mit 71,980 p festgestellt, ihr Rauminhalt
mit 64,91 cm® gemessen. Wie groB ist ihre Wichte?

25. Praktische Mathematik
a) Genauigkeit und Niitherungswerte

In der Wissenschaft und Technik spielt die Lingenmessung unter allen Messungen
eine besondere Rolle. Aus Liingen wird der Inhalt einer Fliche und der Raum-
inhalt eines Korpers berechnet. Die Lage eines Punktes, einer Fliche, eines Korpers
in der Ebene oder im Raum wird durch Bestimmung von Koordinaten festgelegt.
Der Liingenmessung folgt an Bedeutung die Massen- und Gewichtsbestimmung durch
Wiigung.

Die MaBzahlen, die wir feststellen, sind infolge der Ungenauigkeit der MeBeinrich-
tungen stets mit Fehlern behaftet, es sei denn, es handle sich um das Aus-
zithlen fertig gegebener Einheiten. Unsere Messungen sind Niherungswerte

1) Profil (franz.) bedeutet Seitenansicht, Querschnitt von Walzwerkserzeugnissen.
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der wirklichen Gréfen, die wir nicht kennen und mit denen wir trotzdem rechnen
miissen. Hierzu ist es notwendig, bei den MaBzahlen anzugeben, mit welcher Ge-
nauigkeit gemessen worden ist, und den Fehler abzuschitzen.

Ahnlich liegen die Verhiltnisse bei der Herstellung von Bauteilen und Maschinen in
der Technik. Hier sind auf Grund von Berechnungen und Zeichnungen die genorm-
ten ,,SollmaBe bekannt (,,NennmaBe®). Von diesen werden fiir die Fertigung im
,IstmaB‘ eingegrenzte Abweichungen — sog. AbmaBe oder Toleranzen?!) —
zugelassen (,,PaBmafBe®), da die NennmaBe mit den besten Hilfsmitteln nicht genau
erreichbar sind (DIN 7182).

In der Mathematik werden Lehrsiitze iiber Zahlen und Zahlenverbindungen auf-
gestellt. Die Zahlen gelten dabei als fehlerfrei und werden symbolisch durch Buch-
staben bezeichnet, um die Allgemeingiiltigkeit der Sitze auszudriicken. Wir sprechen
von einer systematischen Mathematik oder auch ,,Prizisionsmathe-
matik“2).

In der praktischen Mathematik wird mit den Zahlen selbst gerechnet. Diese
werden gewdhnlich als Dezimalzahlen geschrieben. Wir rechnen stets mit endlich vielen
Ziffern und schreiben auch Dezimalzahlen stets mit einer endlichen Anzahl von Stel-
len hin. Damit ist die Genauigkeit fast jeder Zahlenrechnung begrenzt. Wir sprechen
daher auch von einer ,,Approximationsmathematik‘2).

Die Genauigkeit einer Rechnung kennzeichnen wir durch die Angabe, wieviel
Stellen des Ergebnisses sicher richtig sind.

Den groBtméglichen Fehler eines berechneten Niaherungswertes z koénnen wir als
absoluten Fehler mit Aa abschitzen oder als relativen Fehler in Pro-

zenten mit ( 100)% angeben3).

Der absolute Fehler A4 x eines Niiherungswertes ist stets kleiner als 5 Einheiten der Stelle,
welche auf die als Genauigkeitsgrenze angegebene folgt, Begriinde diese Aussage nach
den Regeln fiir das Runden einer Dezimalzahl! Aus welcher Proportion folgt die
Angabe fiir den groBtmoglichen relativen Fehler eines Niherungswertes ?
Beispiele:

a) = )/2 = 1,41 ist der Wert der Quadratwurzel x — /2 auf 3 Stellen genau oder
auf 2 Dezimalstellen genau.

Fehlerabschiitzung: Der absolute Fehler A dieses Niiherungswertes ist kleiner als
5 Einheiten der 3.Dezimalstelle oder 5 - 10-3, Ax < 5.10-3. Der relative Fehler
(47‘ ; 100) o), ist Kleiner als 21 1% o/ oder rund 0,35 %, (7 100)% <0,359%.

1,41
Man sagt, /2 = 1,41 ist mit einer Unsicherheit von hochstens 5 - 10~* oder 0,005
bestimmt, oder }/2 = 1,41 ist zu 0,35 % unsicher.

1) toleratio (lat.) bedeutet die Moglichkeit des Ertragens. Toleranz bedeutet hier die zulissige
Abweichung vom genauen MaB, das zuliissige Abma8.

2) Beide Begriffe stammen von Felix Klein, 1849—1925; Erlangen, Géttingen. — proximus (lat.)
heiBt der nichste, sehr nahe; Approximation heillt Niherung.

3) 4 (groB Delta, gr.) bedeutet Differenz, Unterschied, Anderung.
Az (lies: ,,Delta z*) bedeutet Differenz zweier 2-Werte, 42 = 2,— x,. Hier ist Az die Diffe-
renz der moglichen Abweichungen z, und z; des gefundenen Niherungswertes z.
Ay (lies: ,,Delta y*) bedeutet Differenz zweier y-Werte, Ay = y, — y,.
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b) 2= }/2 = 1,4142 ist der Wert der Quadratwurzel o = /2 auf 5 Stellen genau.
Fehlerabschiitzung: Der absolute Fehler dieser Angabe ist Az < 5105, der rela-
tive Fehler (—% : 100)% < 0,0035%. J2 = 1,4142 ist nur zu 0,0035 % unsicher!

c)In # =1g2=0,30 ist 2 =1g 2 auf 2 Dezimalstellen genau angegeben.
Fehlerabschiitzung : Der absolute Fehler dieser Angabe ist 4 < 5. 10-3, der rela-

tive Fehler (% . 100) % < 1,7%. lg2 = 0.30 ist zu 1,7 %, unsicher.

d)In » =1g 2 = 0.3010 ist v =1g 2 auf4 Dezimalstellen genau angegeben.
Fehlerabschiitzung : Der absolute Fehler dieser Angabe ist Az < 5 - 1075, der rela-
tive Fehler (A?z . 100) % < 0,017%,. 1g 2= 0.3010 ist nur zu 0,017 %, unsicher!

In der praktischen Mathematik ist z.B. zwischen den Angaben 2,5 und 2,50 ein
wesentlicher Unterschied. Die Angabe « = 2,5 ist auf 2 Stellen genau. In ihr ist die
Zahl x zwischen die Grenzen 2,45 und 2,55 eingeschlossen. x ist mit einer Unsicherheit
von hochstens 5 - 10-2 oder 0,05 bestimmt, es ist zu 2 9, unsicher!

Die Angabe @ = 2,50 dagegen ist auf 3 Stellen genau. In ihrist die Zahl  zwischen die
Grenzen 2,495 und 2,505 eingeschlossen.  ist mit einer Unsicherheit von hochstens
5 - 10-3 oder 0,005 bestimmt, es ist nur zu 0,2 9, unsicher!

Mit wieviel Stellen eine Rechnung durchzufiihren ist, héingt davon ab, wieviel Stellen
im Ergebnis verlangt werden und welchen Einflu Ungenauigkeiten der gegebenen
GroBen auf das Ergebnis ausiiben.

bh) Uberschlag

Beim Uberschlagsrechnen runden wir die Zahlen bis auf die erste geltende Ziffer.
Gleichzeitig schreiben wir die Zahlen mit abgetrennten Zehnerpotenzen.
Beispiele fiir Addition und Subtraktion:
387500 + 28975 + 32519 +161335 =~ (39 + 3 + 3 +16) - 10* ~ 60 - 104,
~ 600000 (genau 610 329).
15962,71 —1442,18 — 7351,49 — 2576,86 ~ (16 —1 — 7 — 3) - 10® =~ 5 - 103,
~5000 (genau 4592,18).
Beispiele fiir Multiplikation und Division:
823,73 - 37,59 = 8.102- 4. 10" =~ 32- 108,
~ 32000 (genau 30964,01).
1974675: 6825 =~ 2-10°:7-10° =~ 20-10°: 7-10° = 3 - 103,
~ 300 (genau 289,339).

¢) Abhiingigkeit der Genauigkeit von den gegebenen Zahlen

1. Entsprechend der Genauigkeit der gegebenen Zahlen haben wir alle Rechnungen
mit ihnen auszufithren. Gehen in eine Rechnung Zahlenwerte verschiedener
Genauigkeitsstufen ein, so ist fiic die Genauigkeit des Ergebnisses die Zahl mit der
geringsten Genauigkeit maBigebend. Vor jeder Zahlenrechnung haben wir deshalb

9 [2046]
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zu itberlegen, mit wieviel Dezimalstellen sie zweckmiBig durchzufiihren ist. Beson-
ders bei der Berechnung von Tabellen und der Auswertung von Versuchsergebnissen
ist eine solche Uberlegung erforderlich, um Tiuschungen iiber die Genauigkeit des
Ergebnisses zu vermeiden.

Beispiele:

a) 3,875 + 2,56 +19,33 =~ 3,9 + 2,5 +19,3 =~ 25,7.

Dabei betriigt der groBtmogliche Fehler A2 = 0,05 4+ 0,05 + 0,05 = 3-0,05 = 0,15.
b) 1,8-1,3 = 2,3; dagegen 1,80-1,30 =~ 2,34.

Im ersten Fall liegt der Wert entsprechend der Ungenauigkeit der Faktoren zwischen
den Grenzen 1,75 - 1,25 =~ 2,19 und 1,85 - 1,35 = 2,50; im zweiten Fall aber zwischen
den Grenzen 1,795 - 1,295 =~ 2,32 und 1,805 - 1,305 ~ 2,36.

c) 7,3:47 =1,6; dagegen 7,30:4,70 = 1,55.

Schwierig ist die Ungenauigkeit einer Zahl zu beurteilen, die sich als Differenz
zweier nahezu gleichgroBer Zahlen ergibt. Der absolute Wert des griBtmog-
lichen Fehlers kann hier zwar klein sein, der relative Fehler aber sehr grof3.

Beispiel: 2,735 — 2,733 = 0,002. Das Ergebnis ist auf drei Dezimalstellen genau.
Im ungiinstigsten Falle ist der absolute Fehler Az = 0,0005 + 0,0005 = 0,001, der
relative Fehler aber 50 9%,! Das Ergebnis ist zu 509, unsicher! Vergleiche dazu
Abschn. 35, Aufgabe 29 bis 31. .

2. Berechnung von Wertetafeln einer Funktion

Genauigkeit einer Wertetafel. Als Beispiel soll eine Wertetafel des Kreisum-
fanges u = nd fird =1, 2, 3, ..., 30 auf zwei Dezimalstellen genau berechnet
werden. (Vgl. Abschn.31, Aufg.16.) Wiihlen wir 7 = 3,14, so wird sich die in diesem
Wert enthaltene Ungenauigkeit entsprechend dem Wachsen des Durchmessers ver-
vielfachen. Da die MaBzahlen des Durchmessers in die Zehner iibergehen, rechnen
wir mit 7z = 3,1416 und runden erst am Schlu auf zwei Dezimalstellen.

d u=3,14-d u = 3,1416 - d
1 3,14 3,14
2 6,28 6,28
3 9,42 9,42
4 12,56 12,57
5 15,70 15,71
10 31,40 31,42
20 62,80 62,83
30 94,20 94,25

Im ersten Fall wissen wir, daB} in der zweiten Dezimalstelle eine nicht bekannte Un-
genauigkeit enthalten sein kann; im zweiten Falle, daB diese genau ist.
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Bei der Berechnung von Tabellen rechnen wir moglichst mit, einer groBeren Stellen-
zahl und runden am SchluB auf die geforderte Stellenzahl.

Differenzentafel. Beim Berechnen der Wertetafel einer Funktion y = f(z) 1iBt
eine Differenzentafel der y-Werte Rechenfehler leicht erkennen und Ungenanig-
keiten abschitzen.

Beispiel: Fiir drei Funktionen y = f;(2); y = fo(¥) und y = f;(x) seien zu den
Werten » = 3,0; 3,1; . . .; 4,0 die zugehorigen y-Werte auf 2 bzw. 3 Dezimalstellen be-
rechnet worden (siehe unten). Man bildet dann aus je zwei benachbarten y-Werten
4, und y,_; die ersten Differenzen (3, — y,_,) und nennt sie A1y (lies: ,,Delta eins y*‘);
aus diesen in gleicher Weise die zweiten Differenzen A2y (lies: ,,Delta zweiy®, nicht
Delta Quadrat y!); aus diesen die dritten Differenzen A3y (,,Delta drei y*) usw.

z y=f,(z)[ Aty | Aty Tz |y=[a)| Ay Ay A%y
3,0 9,00 | | 30 | 2m00 |———
8,1 9,61 + 0.02 3,1 29,79 : + 0,19
+ 0,63 + 2,08 0,00
3,2 10,24 + 0,11 3,2 | 32,77 + 0,19 -
+ 0,74 + 3,17 0,00
3,3 10,98 — 0,18 3,3 | 3504 + 0,19
+ 0,58 + 3,36 0,03
3,4 11,56 + 0,11 3,4 | 39,30 + 0,22
+ 0,69 + 3,58 + 0,08
3,5 12,25 + 0,02 3,5 | 42,88 + 1,20
+ 0,71 + 4,78 — 2,99
3.6 12,96 |————| 4+ 0,02 36 | 47,66 — 1,79
+ 0,73 + 2,99 + 3,02
3,7 13,69 + 0,02 3,7 | 50,65 + 1,23
28 | a4t |27 TG0z a8 | saer |22 o L— 200
3‘9 15‘21 0.7 + 0'02 3‘9 59‘32 amic + 0,23 '_Io,oo
. 2 + 0,79 3 — + 4,68 _.J
4,0 16,00 4,0 | 64,00
z |y=[fiz)| Ay Ay
3,0 0,477 |———|
+ 0,014
3,1 0,491 [—————| 0,000
+ 0,014 |———
3,2 | 0505 |[———— — 0,001
+0,018 |———
33 | 0518 [—————| 4 0,001
+ 0,014
3,4 0,582 —————| + 0,008
+ 0,022 |-I——
3,5 | 0,554 — 0,020
+ 0,002
3,6 0,556 + 0,010
+ 0,012
3,7 0,568 0,000
———| + 0,012
3,8 0,580 — 0,001
+ 0,011
3,9 0,501 0,000
+ 0,011
4,0 0,602

Die Differenzentafeln zeigen sofort Fehler in den Wertetafeln an. Wo liegen diese in
den drei obigen Tafeln ?

9%
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Die Exponentialfunktion und ihre Umkehrung

Es ist deshalb zu empfehlen, zu jeder gewonnenen Funktionstafel, mag sie aus Be-
rechnungen oder aus Messungen hervorgegangen sein, eine Differenzentafel zu
bilden. Man gewinnt dadurch ein gutes Urteil itber die Zuverlissigkeit der gefundenen
Funktionswerte.

In den Beispielen der drei obigen Wertetafeln handelt es sich um die Funktionen
y=[fi(@) =22 y=fo(x)=2a% und y=f,(x) =lga im Bereich 3,0 <2 <40
auf 2 bzw. 3 Dezimalstellen genau. Vgl. Abschn. 15, Aufg. 9, 10 und Abb. 30,
31 und 71. Berichtige in allen drei Fiillen die Fehler in den obigen Funktionstafeln
und stelle korrigierte Differenzentafeln der drei Funktionen auf (vgl. Aufgabe 13,14,15)!

3. Interpolieren

Als Funktionstafeln haben wir die Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen und die
Logarithmentafel kennengelernt. In ihnen wird linear interpoliert, d.h. Zwi-
schenwerte werden linear eingeschaltet. Auch beim Rechnen mit dem Rechen-
stab wird die geschiitate letzte geltende Ziffer linear interpoliert. Vergleiche
Abschn. 15, 23 und 24! Lineare Interpolation ist in einer Funktionstafel zulissig,
wenn die interpolierten Werte von gleicher Genauigkeit wie die Tafelwerte selbst sind.

d) Abgekiirztes Rechnen

Ist fiir das Ergebnis einer Rechnung eine bestimmte Genauigkeit vorgeschrieben, so
bringt abgekiirztes Rechnen bei groBeren Aufgaben eine wesentliche Zeiterspar-
nis und verhindert nutzlose Rechenarbeit. Im einzelnen wird dazu auf die Auf-
gaben 16 bis 25 dieses Abschnittes verwiesen.

e) Uberblick iiber die Rechenarten

Rechenarten der I. Stufe II. Stufe III. Stufe
Direkte Rechenart | Addition Multiplikation Potenzieren
Umkehrung Subtraktion Division 1. Radi- 2. Logarith-
zieren mieren
Die zu verkniipfen- | Summanden Faktoren Basis
den Zahlen heillen Exponent
Minuend Dividend Radikand Numerus
Subtrahend Divisor Wurzel- Basis
exponent
Das Ergebnis heifit | Summe Produkt Potenz
Differenz Quotient, Wurzel Logarithmus
(Bruch) (Bruchpotenz)
(Verhéltnis)

Das Rechnen mit Logarithmen war das Rechnen der Wissenschaftler und Tech-
niker, bis der Rechenstab und die Rechenmaschine, zu vollgiiltigen Hilfsmitteln ent-
wickelt, an die Stelle des Rechnens mit Logarithmen traten (Abb. 94). Der Wissen-
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Abb. 94, oben: Rechenmaschine , Triumphator CR

*“, unten: Rechenmaschine ,Mercedes Buklid*

schaftler und Techniker verwendet heute alle ihm zur Verfiigung stehenden Rechen-

hilfsmittel so, daf er mit dem geringsten Aufwand an Arbeit und Zeit den groBten
Erfolg erzielt.

Aufgahen
I. Genauigkeit und Niherungswerte

1. Bestimme auf zwei und auf vier Stellen genau den Wert von a) y3, b) /5, ¢) y7! Fehler-
abschiitzung : Wie groll kann der absolute und der relative Fehler im Hochstfall werden?
Gib den groBtmoglichen Fehler des auf 4 Stellen genauen Wertes in einem Prozentsatz des
auf 2 Stellen genauen Wertes an!

2. Wie grof ist die Unsicherheit einer Lingenmessung, die a) mit 2,3m, b) mit 4,35 m,
€) mit 23 cm, d) mit 14,2 cm, €) mit 25,3 mm festgestellt worden ist?

3. Rundedie folgenden Werte a) 48
auf eine geltende Ziffer!

3 h) 19,114 7; €) 126,355 8; d) 37,983 6 nach und nach
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I1. Uberschlagsrechnen
Berechne im Uberschlag
4. a) 47464 319+ 12254 6291 4 875, b) 31714+ 296 + 15759 4 4 823 4 8116;
5. a) 35748 — 9154 — 835 — 11 867 — 2 144,
b) 196 459 — 48 920 — 5 347 — 72 300 — 6 918;
6. a) 427,355 296,19, b) 3,719.0,074 2, €) 28,753 0,174 6, d) 0,034 50,007 9;
7.a) 473,11: 28 744,5, b) 3,74:0,089 2, €) 34,777: 697,25, d) 0,0345:0,0079!

III. Genauigkeit bei Berechnungen

8. Auf wieviel Dezimalstellen muB eine Preisherechnung erfolgen, wenn der Einheitspreis in DM
und Pf und die Menge a) in m und cm, b) kg und g, €) m® und dm?, d) Stiick gegeben ist?

9. Das Volumen eines Kérpers ist mit 23,729 cm® bestimmt. Seine Wichte betriigt a) 2,75,
b) 7,85, ¢€) 0,97, d) 2,96, €) 11,3 p/cm®. Auf wieviel Dezimalstellen muB das Gewicht bestimmt
werden? Berechne es abgekiirzt ! Wie groB kann der relative Fehler werden?

10. Die Linge einer Eisenbahnschiene wurde mit einem 2 m langen MaBstab gemessen, der
12} mal angelegt wurde. Bei jedem Anlegen ist mit einem Fehler von 2 mm zu rechnen. Wie
groB ist der mogliche Fehler des Ergebnisses (absolut und relativ)?

11. Die Gelenkwelle eines Lastkraftwagens wurde von zwei Lehrlingen unabhiingig voneinander
mit 1,752 und 1,755 m gemessen. Um wieviel Prozent ist die Messung unsicher?

IV. Berechnen von Wertetafeln

12, Stelle eine Wertetafel fiir den Kreisinhalt = ar® fiir =1, 2, 3, .. ., 30 auf zwei Dezi~

malstellen genau auf! Priife die Wertetafel auf ihre Richtigkeit mit einer Differenzentafel !
13. Priife die Tafel der Quadrate in Schiilkes Tafeln mit einer Differenzentafel nach

a) waagerecht im Bereich 3,00; 3,01; . . .; 3,10; b) senkrecht im Bereich 3,0; 3,1;. . .; 4,0!
14. Lose dieselbe Aufgabe

a) waagerecht im Bereich 5,00; 5,01; .. .; 5,10; b) senkrecht im Bereich 5,0;5,1;...;6,0!

15. Lise dieselben Aufgaben a) fiir die Kuben; b) fiir die Logarithmen lg z!

V. Abgekiirztes Rechnen

16. Addiere abgekiirzt auf 3 Stellen genau
) 25,756 4 1,327 4 - 3,473 4 116,14; b) 145,257 + 3,775+ 126,19 - 25,714 5!
Anleitung: 1. Uberschlag. 2. Runde die groBte Zahl auf 4 geltende Ziffern! Bei den iibrigen
Zahlen sind nur soviel Stellen beizubehalten. als durch die letzte geltende Ziffer der grofSten
Zahl bestimmt wird! 8. Runde das Ergebnis auf 3 geltende Ziffern!

17. Subtrahiere abgekiirzt auf 3 Stellen genau
a) 25,115 — 9,821 — 3,1452 — 3,119 — 0,052 34;
b) 337,185 — 92,137 — 10,00145 — 12,015 — 164,57!
Anleitung: 1. Uberschlag. 2. Runde die grofite Zahl auf 5 geltende Ziffern! Warum?
3. Sonst entsprechend Aufgabe 16.
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18. Multipliziere abgekiirzt auf 4 Stellen genau
a) 78,528 4 - 43,734; b) 746,258 - 19,135; ¢) 349,256 - 273,135; d) 716,248 - 122,481!

Anleitung zu 384267-24,738. 1. Stelle die Kommastellung durch Uberschlag fest,
z=9..,.! 2. Bringe den 2. Faktor ,,auf Einerstelle! Dazu wird der 2. Faktor durch 10
dividiert, der 1.Faktor dafiir mit 10 multipliziert, 384,267 - 2,473 8! 3. Multipliziere abge-
kiirzt auf & Stellen und runde das Ergebnis auf 4 Stellen!

384,26 |7-2.4738
768 53
153 71
26 90
115
31
950,60

auf 4 Stellen gerundet 950,6 (genaues Ergebnis 950,599 704 6).

19. Dividiere abgekiirzt auf 4 geltende Ziffern
a) 6543,215: 3143,742; b) 8,333...:22,6307; €) 7,4567 :57,666...; d) 59,347 :22,4879!

Anleitung zu 7448,525:2159,726. 1. Stelle die Kommastellung des Ergebnisses durch

Uberschlag fest, = 8,...! 2. Bringe den Divisor ,,auf Einerstelle*! 8. Trenne im Divi-
dend und Divisor die entbehrlichen Stellen durch Striche ab und dividiere abgekiirzt auf
4 Stellen!
7,448 525:2,159(|726=28,449
6 479 ;
Bl (genaues Ergebnis 3, 4 4 8 8 2. ..)
969
86 4
105
86
19
19

20. Was kosten a) 17,35 m, wenn 1 m 9,25 DM kostet, b) 5,785 kg, wenn 1kg 2.33 DM kostet?
Auf wieviel Stellen genau muf gerechnet werden?

21. Der Rauminhalt eines Korpers betrigt a) 18,726 cm?, seine Wichte 7,83 p/em?, b) 2,619 cm?,
seine Wichte 2,76 p/em?® Auf wieviel Stellen genau mufl das Gewicht berechnet werden?
Berechne es abgekiirzt !

22. Ein Grundstiick ist 21,75 m breit und 31,35 m lang. Berechne abgekiirzt a) die Fliche auf m?,
b) auf dm? genau!

23. Ein Grundstiick besitzt 847,38 m? Fliche und ist 22,43 m breit. Berechne abgekiirzt die Linge
auf em genau!

24. Fiir 25,375 kg einer Ware werden 1 476,18 DM bezahlt. Was kostet 1 kg?

25. Ein Doppel-T-Stahl 20 nach DIN 1 025 hat einen Querschnitt von 33,5 cm? und ist 3,25 m
lang. Er wiegt 85,5 kp. Wie grof ist a) sein Volumen in dm?, b) die Wichte?
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D. Ahnlichkeit

X. Ahnlichkeitslehre

26. Freie Ahnlichkeit

a) Verhiiltnis zweier Strecken

1. Verhiiltnis zweier Zahlen
Das Verhiiltnis zweier Zahlen @ und b 1iBt sich darstellen

in der Form als Quotient als Bruch
a
a:b, a:b, =3
lies: azub, a durch b, @ durch b.

Jedes Verhiltnis besteht aus zwei Gliedern, dem ersten und zweiten Glied oder
dem Vorder- und Hinterglied. In Bruchschreibweise sind Zihler und Nenner des
Bruches das erste und zweite Glied des Verhiiltnisses.

Beispiele: 12:18; 10:15; 0,8:1,2; 3,2:4,8; 4:5; 8:10; 1,2:1,5; 20:25; a:b.
Driickt man ein Verhiiltnis in den kleinsten ganzen Zahlen aus, so nennt man diese
Form den Wert des Verhiltnisses, z. B. 12:18 — 2 :3; 3,2:48=2:3; 8:10
=4:5; 20:25=4:5. Setzt man zwei Verhiiltnisse desselben Wertes einander
gleich, so entsteht eine Verhiiltnisgleichung oder Proportion?). Beispiele sind

12:18 =3,2:4,8; 8:10=20:25; a:b=c:d.

Jede Proportion 1iBt sich darstellen

als Quotientengleichung und als Bruchgleichung.
12:18 = 3,2: 4,8 i2_ 52
’ 187 48
tb=g¢: = 2
a:b=c:d, =7

Die Glieder der Proportion heifien 1., 2., 3. und 4.Proportionale. 1. und 4. Glied heiBen
die AuBenglieder, 2. und 3. Glied die Innenglieder der Proportion.
Aus der Bruchgleichung % = % folgt die Produktengleichung @ .d = b . ¢.

In jeder Proportion ist das Produkt der AuBenglieder gleich dem Produkt der Innenglieder.

1) proportio (lat.) heift EbenmaB, hier Verhiltnisgleichheit.
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2. Verhiiltnis zweier Strecken

Zahlen @ und b kann man durch Strecken von @ und bem Linge geometrisch ver-
anschaulichen.

Die gréBte Strecke m, die in zwei Strecken @ und b gleichzeitig als MaB enthalten
ist, heiBt das gemeinsame Mal dieser Strecken. Ist m in der Strecke @ p-mal, in der
Strecke b g-mal enthalten,soista = p-m und b=gq-m.

Dann gilt die Proportion -»Z— = 2; » (pund ¢ ganze, teilerfremde Zahlen).
Zwei Strecken mit gemeinsamem MaB heien kommensurabel 1), ihr Verhiiltnis
stellt eine rationale Zahl dar. Zwei Strecken ohne gemeinsames MaB heiBen in-
kommensurabell), ihr Verhiltnis stellt eine irrationale Zahl dar.

Beispiel: Die Diagonale eines Quadrats mit einer Seite von @ em Liinge ist
a-y2 y

— =12

Das Verhiiltnis der beiden Strecken d und @ stellt die Trrationalzahl ]/E dar, beide
Strecken sind ohne gemeinsames Mafl. Da man jede Irrationalzahl mit geforderter
Genauigkeit durch einen rationalen Niherungsdezimalbruch ersetzen kann (siehe
Abschn. 18), so kann man auch Strecken o hne gemeinsames MaB mit gewiinschter
Genauigkeit durch Strecken mit gemeinsamem MaB ersetzen.

d=a}2 cm lang. Also ist g =

b) Strahlensiitze

1 G trische Grundgebilde der Ebene s

Alle Strahlen einer Ebene, die durch einen Punkt S gehen,

bilden ein Strahlenbiischel. S heiBt der Scheitel des Bii-

schels. Alle Punkte einer Ebene, die auf einer Geraden g

liegen, bilden eine Punktreihe (Abb. 95).

Strahlenbiischel und Punktreihe bilden die geometrischen

Grundgebilde der Ebene. Triger eines Strahlenbiischels ist

der Punkt S, durch den alle Strahlen des Biischels gehen. ——o——t———o—— g
Triger einer Punktreihe ist die Gerade g, auf der alle R —
Punkte der Reihe liegen. und Punktreihe

2. Die Strahlensiitze

Werden zwei Strahlen T und II eines Biischels von zwei Parallelen geschnitten
(Abb. 96), so heiflen die Abschnitte SA, und SA,, SB, und SB,, 4,B; und 4,B, auf
den Strahlen gleichliegende Abschnitte. Sie haben je gleiche Lage zum Biischel-
scheitel S.

Die beiden Strahlen I und IT schneiden auf den Parallelen die Abschnitte 4,4,
und B, B,ab. Zur Parallelen A, 4,sind S4, und SA4,, zur Parallelen B, B,sind SB, und
8B, die zugehorigen Abschnitte auf den Strahlen I und II. Die den Parallelen zu-
gehdrigen Abschnitte auf jedem Strahl werden stets vom Scheitel des Biischels
aus gemessen und benannt.

1) mensura (lat.) heiBt MaB; mensurabel bedeutet meBbar; commensurabel mit gleichem Maf
meBbar, mit gemeinsamem MaB; incommensurabel nicht mit gleichem MaB meRbar, ohne ge-
meinsames Mal.
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Erster Strahlensatz: Werden zwei Strahlen eines Biischels
von zwei Parallelen geschnitten, so verhalten sich die Ab-
schnitte des einen Strahls wie die gleichliegenden des andern.

Beweis (Abb.96): 84, und 4, B; mbgen m als gemeinsames
MaB besitzen. m lasse sich auf SA4; p-mal, auf 4, B, g-mal
abtragen. (In Abb.96 ist p =5 und ¢ = 4.)

Dann ist S4,=p-m und A, Bi=gq-m

und L O , (pund q ganze, teilerfremde Zahlen).
4, B, q

Legt man durch die Teilpunkte von S84, und 4,B, des

Strahles I Parallele zu 4,4,, so erhiilt man auf Strahl IT Abb. 06

fiir SA4, und A4,B, ebenso viele untereinander gleiche Teile

wie auf Strahl I fiir S4, und A4, B,. Man erhilt fiir S4,und 4,B, ein anderes gemein-

sames MaB} n, das sich auf S4, p-mal, auf 4,B, g-mal abtragen liBt.

Es ist SA,=p-n und A,B,= q-n

und By _ L (p und ¢ ganze, teilerfremde Zahlen).
AKBZ
54,

Es ist also

4B, AyBy

Sind S4, und 4,B, ohne gemeinsames MaB, so ersetzt man die Strecke mit irratio-
naler MaBzahl durch eine solche, deren MaBzahl der Niherungsdezimalbruch von
geforderter Genauigkeit ist. Man erhilt dadurch fiir beide Strecken ein gemeinsames

MaB von Millimetern oder Zehntelmillimetern oder Hundertstelmillimetern, je nach
der geforderten Genauigkeit, und schlieBt dann wie im ersten Fall.

In gleicher Weise ergeben sich die Beweise fiir die folgenden Zusammenstellungen der
gleichliegenden Strahlenabschnitte (siche Aufgabe 6):

SB, _ 8B, S4,_ 54,
4,8, 4,B,’ SB,~ SB,

Zweiter Strahlensatz: Werden zwei Strahlen eines Biischels
von zwei Parallelen geschnitten, so verhalten sich die Ab-
schnitte der Parallelen wie die zugehdrigen Abschnitte auf
den Strahlen.

Beweis (Abb. 97): Wir ziehen als Hilfslinie durch 4, die Par-
allele 4,C, zu SB,. Dann ist 4,0, B,A4, ein Parallelogramm
und C, B, ist gleich 4,4,.

Nach dem ersten Strahlensatz ist fiir B, als Biischelscheitel
und fiir 4;C; und SB, als Parallele

G By _ 48
BB, B,S
A4, S4,

ader BB, — SB, Abb. 97
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3. Strahlensiitze und Verhiiltnisgleichungen

Bestimmen der vierten Proportionalen.
Soll zu drei Zahlen oder Strecken a, b, ¢ die
4.Proportionale « gefunden werden, so muf} die
Proportion

bestehen.

|
w|o

Geometrisch findet man die 4.Proportionale x
nach dem 1. Strahlensatz (Abb.98), rechnerisch

durch Auflgsen der Verhiltnisgleichung % —

Abb. 98

o 8o

Die Produktengleichung lautet a-x==b-
- b-c
“a

>
also ist T =

Die Strahlensatzfigur ist die geometrische Veranschaulichung einer Verhiltnis-
gleichung.

Korrespondierende Addition und Subtraktion. Addiert oder subtrahiert

man in der Verhiltnisgleichung % = % beiderseitig 1, so erhélt man

%+1=-;+1 und %—1:%—1.
. a+b _c4d a—b _ c—d
Hieraus folgt =" und 5 =—a
korrespondierende Addition korrespondierende Subtraktion,
a4+b_ cH4d

und aus beiden

a—b c—d’
korrespondierende Addition und Subtraktion?).

v
Die geometrische Veranschaulichung der drei %
Verhiiltnisgleichungen der korrespondierenden o
Addition und Subtraktion zeigt die Strahlen- 3"
satzfigur der Abb. 99.
¢) Khnliche Figuren ’ a—
1. Ahnlichkeit i
Geometrische Figuren einer Ebene kénnen mit- Abb. 09

einander iibereinstimmen (Beispiele in Abb. 100)

in der FlichengréBe, dann heilen sie gleich (Zeichen = ), in der Gestalt,
dann heiBen sie dhnlich (Zeichen ~ 2), in der FliachengroBe und in der
Gestalt, dann heiBen sie kongruent3) (Zeichen =, d.h. gleich und é&hnlich).

1) respondere (lat.) heiBt entsprechen, iibereinstimmen; cor-respondere (von con-respondere,
lat.) heiBt beiderseitig entsprechen oder iibereinstimmen.

2) Das Zeichen ~ ist ein li des u kehrtes S, von similis (lat.) oder d&hnlich.

3) kongruent (lat.) bedeutet miteinander iibereinstimmend in GroBe und Gestalt, deckungsgleich.
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Figuren, die durch maBstibliche VergroBe-
rung oder Verkleinerung auseinander her-
vorgehen, heiBen éihnlich.

Was bleibt bei VergroBerung oder Ver- I
kleinerung einer Figur gleich, was wird

verhiltnisgleich? In den éhnlichen Fi- gleich (=)

guren der Abb.100 sind ay= oy, fo=4,,

y2=%1, 0, =26, ..., d. h ent-
sprechende Winkel sind gleich. Ferner
werden \
R NG
2

a,
ot [ S == =2 =k, ¢,
Ty L.} &

d. h. entsprechende Strecken werden
verhiltnisgleich.

In ihnlichen Figuren sind entsprechende
Winkel gleich und entsprechende Strecken L
verhiiltnisgleich. a,

éhnlich (~.)
Das Verhiiltnis zweier entsprechender
Strecken éhnlicher Figuren heiflt Ahn-
lichkeitsverhiiltnis k. Es gibt die Ver-
groferung oder Verkleinerung an, welche
die Strecken der urspriinglichen Figur
erfahren, oder den MaBstab k, in dem das
Bild gezeichnet ist.

A p

Wie groB ist & bei kongruenten
Figuren? Kongruenz ist der Sonder-
fall der Ahnlichkeit mit dem Ahnlich- kongruent (=)

keitsverhiltnis (MaBstab) k= - ! Abb. 100. Gleich (=), ihnlich (~)
1 und kongruent (=)

2. Ahnliche Dreiecke

Dreiecke, die in allen entsprechenden Winkeln und im Verhéltnis aller entspre-
chenden Seiten iibereinstimmen, sind éhnlich.

Diese sechs Bedingungen fiir ihnliche Dreiecke sind jedoch nicht unabhiingig von-
einander. Warum nicht? Gib einen Grund z.B. fiir die Dreieckswinkel an! In ent-
sprechender Weise wie bei den Kongruenzsiitzen kommt man bei der Zeichnung
dhnlicher Dreiecke mit weniger Bedingungen aus. Aufgabe 22 zeigt, daB z. B. zwei
gleiche entsprechende Winkel zur Zeichnung éhnlicher Dreiecke geniigen. Ent-
sprechend den 4 Kongruenzsiitzen ergeben sich 4 Ahnlichkeitssitze (Aufg. 21 bis 24).

Ahnlichkeitssiitze fiir das Dreieck. Dreiecke sind iihnlich, wenn sie iiberei

a) im Verhiltnis der drei Seiten,

b) im Verhiilinis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel,

¢) im Verhiiltnis zweier Seiten und dem Gegenwinkel der grifieren Seite,
d) in zwei Winkeln (Haupt-Ahnlichkeitssatz fiir das Dreieck!).
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Die Beweise fiir die Alnlichkeitssitze erbringt man dadurch (Abb.101a bis d), daBl
man Dreieck 4,B,0; zu einem dhnlichen Dreieck 4,B,C, vergroBert und die Kon-
gruenz von A A3B;C3 und A A4,B,0, zeigt.

GG Ci=C;
Ay 8
%] )
Az B A 8,
c d

Abb.101a bisd

Beweis fiir den Hauptﬁhnlichkeitssatz (Abb. 101c u. d). Gegeben sind zwei
Dreiecke 4, B,C; und 4,B,C,, die in den Winkeln « und y iibereinstimmen. Es ist
%= 0y und Ya= Yr¢

Im Dreieck 4, B,C, verlingert man C;4, und O, B, und macht Cy4, gleich C,4, und
C3B; gleich CyB,. Dann ist A 4 B:,Os A A2B202 (sws).

Folglich ist a3= «, und damit auch ay= «;. In den Dreiecken 4,B,C; und 4,B,0,
sind somit a; = oy, y; = 7, f; = f,. Die Winkel «; und «, sind ihrer Lage nach Ge-
genwinkel, daher ist A B, || A;B;. Nach dem 2. Strahlensatz verhilt sich dann
4,B, C4, G B

und A 4, ByC, stimmen somit in allen entsprechenden

4,8, G4~ GiB

‘Winkeln und im Verha.ltms 1hrer Seiten iiberein. Es ist A 4;B,C; ~ A A3B,C;.
Es ist also AA,B,C; ~ AA3By0,

und A A3BsCs = A A,B,05.

Also ist auch A A;B,Cy ~ A A4,B,C,.

Die Flicheninhalte ihnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate entsprechender
Strecken.

Beweis: A 4,B,Cyund A 4,B,C, sind dhnlich. Die Flicheninhalte der Dreiecke sind

_ ke, _ Cy-he, Fy ¢y he, .
F,= s F,= e also velha.lt sich T =k
In den #hnlichen Dreiecken verhilt sich hi = %, % ist gleich dem MaBstab .
"l 1 1
F, cy?
Also ist 2= =2
Fl l

Die FlichenvergrdBerung dhnlicher Dreiecke ist gleich dem Quadrat ihrer
StreckenvergroBerung. Der Flichenma Bstab ihnlicher Dreiecke ist gleich
dem Quadrat ihres StreckenmaBstabs.

3. Ahnliche Vielecke

Ahnliche Vielecke lassen sich durch entsprechende Diagonalen in Paare iihnlicher
Dreiecke zerlegen. Umgekehrt entstehen ihnliche Vielecke durch Zusammenfiigen
entsprechender Paare @hnlicher Dreiecke. Daraus ergeben sich die folgenden Siitze:
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In ihnlichen Vielecken verhalten sich irgend zwei entsprechende Strecken wie ein Paar
entsprechender Seiten.

Das Seitenverhiltnis % = k (Abb.100) gibt die VergréBerung oder Verkleinerung der
Strecken der urspriingllichen Figur oder den MaBstab an, in dem das Bild gezeichnet ist.

Die Umfiinge iihnlicher Vielecke verhalten sich wie ein Paar entsprechender Strecken.
Die Flicchen iihnlicher Vielecke verhalten sich wie die Quadrate entsprechender Strecken.

Die FlichenvergroBerung éhnlicher Vielecke ist gleich dem Quadrat der
StreckenvergroBerung.

Aufgaben
I. Verhdltnis zweier Strecken
1. Zeichne zwei Strecken, die das gemeinsame MaB8 a) 10 cm, b) 1c¢m, €¢) 1 mm, d) 0,1 mm,
€) 0,01 mm ... haben!
2. Welches ist das gemeinsame MaB der folgenden Streckenpaare:
a) 12 cm und 16 ¢m, b) 16 mm und 20 mm, €) 4,4 mm und 4,8 mm, d) 4,04 mm und 4,08 mm?

3. Welches Verhiiltnis besitzen
a) Diagonale und Seite eines Quadrats? b) Hohe und Seite eines gleichseitigen Dreiecks?
¢) Hypotenuse und Kathete eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks?

II. Die Strahlensitze
4. Zeichne Streckenpaare vom Verhaltnis a) 2:8,'b) 4:9, ¢) 3:4, d) 1:2!

5. Trage auf einem Strahl eines Biischels vom Scheitel aus zwei Strecken @ und b vom
Verhilltnis %, auf einem zweiten Strahl desselben Biischels auch vom Scheitel aus zwei
Strecken ¢ und d von anderer Linge, aber demselben Verhiiltnis ab! Was folgt fiir die Strecken-
paare a, b und ¢, d?

6. Beweiseden erstenStrahlensatz fiir die folgenden gleichliegenden Strahlenabschnitte (Abb. 96):

S SB, S84, Sd4,
¥ 4B,=4p, 58758,

84, 4B, S84, SB, SB,_ 4,B,

S4,  A4,B," S4, SB,” SB, A4,B,

7. Beweise den zweiten Strahlensatz fiir (Abb. 97)

44y _ 54y,
BB, 8B,

8. Verliingert man die Strahlen eines Biischels tiber den Schei-
tel, so entsteht aus dem Strahlenbiischel ein Geraden-
biischel (Abb. 102). Beweise die beiden Strahlensitze fiir
das Geradenbiischel ! I Abb. 102

9. Auf zwei Strahlen eines Biischels trage man a) vom Scheitel aus, b) hintereinander zwei
Streckenpaare @, b und ¢, d von verschiedener Liinge, aber gleichem Verhiiltnis § ab. Welche
Verhiltnisgleichungen bestehen zwischen den vier Strecken? Verbinde die Endpunkte
der gleichliegenden Strecken! Wie liegen die Verbindungslinien zueinander?

b)

10. Umkehrung des ersten Strahlensatzes: Werden zwei Strahlen eines Biischels von zwei Ge-
raden so geschnitten, daB zwei Abschnitte des einen Strahls sich verhalten wie die gleich-
liegenden des anderen, so sind die schneidenden Geraden parallel.

Anleitung zum Beweis: Indirekter Beweis.
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14.

15.

16.

1

18.
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Verallgemeinerung des 1. und 2. Strahlensatzes: Wird ein Strahlenbiischel
von einer Parallelenschar geschnitten, so verhalten sich

a) die Abschnitte eines Strahls wie die gleichliegenden Abschnitte jedes anderen Strahls,

b) die Abschnitte einer Parallelen wie die gleichliegenden Abschnitte jeder anderen Parallelen.
Anleitung zum Beweis: Bilde fortlaufende Proportionen fiir die Strahlen und Parallelen!

. Ein Strecke a ist in a) zwei, b) fiinf, €¢) zehn gleiche Teile zu teilen.

; 5
Eine Strecke a ist im Verhiiltnis a) é— ,/lﬂ ;, ©) % zu teilen.

Anleitung in Abb. 103: Jeder Teilabschnitt beginnt beim
Teilpunkt € und reicht bis zu den Grundpunkten A
und B. Er wird in dieser Anordnung auch benannt. Die Teil-
abschnitte der Strecke 4B sind also CA und C B, das Teil-
HBIHRE 1 c4A_ 2

verhéltnis ist BT 3"
Die vierte Proportionale. Wie groB ist die 4. Proportionale zu a) 2, 3, 4; b) 2, 4, 3;
€)3,24;d)34,2; €4,23; )43 27

Anleitung: Wiederhole und beweise die Regel tiber die Vertauschbarkeit der Innen- und
AuBenglieder einer Verhiltnisgleichung !

Abb. 103

Zeichne die 4. Proportionale zu den folgenden Strecken:
a)a=2cm,b=3cmc=4cm;b)a=4cm b=2cm c=3cm!

Bilde neue Verhiltnisgleichungen aus den folgenden Proportionen durch korrespondierende
Addition und Subtraktion: < :

3 9 4 @ m—2 n—3 a-4b c+d'
Vg=y Dg=ug Y5 Y77

Zwischenschalten von Funktionswerten, Interpolieren.

Von einer Geraden durch den Nullpunkt eines zy-Achsenkreuzes ist zur Abszisse z; der
Funktionswert y, bekannt. Wie groB ist der Funktionswert 7, an der Stelle x,?

a) 7= 4 yy =12 z,=1; 2; 3,

b) 2, =—+4 n==8 Ty=—1;—2;—3,

¢) 5, =32 =48 @y=1;2; 8; 0,5; 1,5; 2,5; 8,5; 4; 4,5,

1) z,=—08 h=—12 Zy=— 0,2; — 0,45 — 0,6; — 1; — 1,2; — 2.

Anleitung: Stelle jede Aufgabe geometrisch dar und berechne y, mit Hilfe der Strahlensiitze!
Von einer linearen Funktion y = f() sind die Werte (z,;¥,) und (z,;¥,) gegeben. Schaltet
man zwischen z; und , einen Abszissenwert z, ein, (z, < x5 < &,), so schiebt sich fiir y ein
Funktionswert y, = f(2;) zwischen y, und ¥, ein. Um wieviel nimmt der Funktionswert y
von ¥, bis ¥, zu bzw. ab, wenn man fir z von z; bis z, fortschreitet? Wie grof ist der Funk-
tionswert y,?

a) (7;2 ), (8;6 ), =715 b) (7;2,4), (8;6,4), z,=176

e) (7;2,8), (8;63), z,=72;74;78 d) (7;2,8), (8;6,4), x3=7,5;72;74;77
Beim Benutzen einer Tafel der Quadrate, der Kuben und einer Logarithmentafel interpoliert
man in gleicher Weise wie bei linearen Funktionen. Warum ist lineare Interpolation fiir diese
Tafeln zuliissig? ( Vergleiche Abschn. 15, Aufgabe 9 und 10 und Abschn. 25, Aufgabe 13 und 14.)
Wie groB sind

a) die Quadrate von 8,756; 75,43; 231,5; 1 847; 0,967 5

b) die Kuben von 3,456; 37,65; 765,4; 4 765; 1,865; 0,145 6

¢) die Quadratwurzeln aus 70; 7; 8 400; 840; 0,65 0,06

d) die Kubikwurzeln aus 514; 53; 6; 900 000; 35 000; 6 000

@) lg 7 586; Ig 31,62; 1g 5,012; g 398,1

) die Werte von z fiir g 2 = 0.4000; lg z = 1.9000; Ig = 2.4000; lg z = 1.6500?
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I11. Ahnliche Figuren
a, b _ o 2

21. Zeichne drei Paar verschieden lange, verhiltnisgleiche Strecken ek e und
2 2 2
zeichne zwei Dreiecke 4, B,C, und A4,B,C, aus ay, by, ¢, baw. ay, by, c,! Was lifBit sich
iiber die Grofe entsprechender Winkel und iiber die Form der beiden Dreiecke aussagen?

22. Zeichne zwei Dreiecke von verschiedenier GroBe aus zwei gleichen Winkelpaaren a; = x,= 60°
und fi; = f,= 70°! Was liBt sich iiber die GroBe der Verhiiltnisse entsprechender Seiten
und iiber die Gestalt der beiden Dreiecke aussagen?

23. Zeichne zwei Dreiecke von verschiedener GroBe, welche iibereinstimmen
a) im Verhiltnis der drei Seiten a;:b;:¢;=ay:by:¢,=17:4:6,
b) im Verhiltnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel,
@by =ay:by,="T:4, y=yp,=70°
¢) im Verhiltnis zweier Seiten und dem Gegenwinkel der groBeren Seite,
ay:by=0ay:0,=2:3, B =p,=060°,
d) in zwei Winkeln, &y =&y = 50°, f; = f, = 60°!

24, Beweise die Ahnlichkeitssiitze fiir zwei dhnliche Dreiecke, wenn diese iibereinstimmen
a) im Verhiltnis der drei Seiten,
b) im Verhiltnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel,
¢€) im Verhiltnis zweier Seiten und dem Gegenwinkel der grifieren Seite!

25. Warumnennt man den Satz: »Dreieckesind dhnlich, wenn sie in zwei Winkeln iibereinstimmenc
den Haupt-Ahnlichkeitssatz fir Dreiecke?

26. Wann sind gleichseitige, gleichschenklige, rechtwinklige, gleichschenklig-rechtwinklige Drei-
ecke #ihnlich?

27, Wann sind Quadrate, Rechtecke, Rhomben, Parallelogramme #hnlich?

A dung der Ahnlichkeitssitze auf dhnliche Dreiecke

28. In dhnlichen Dreiecken verhalten
sich irgend zwei entsprechende
Strecken wie ein Paar entsprechen-
der Seiten. Beweise (Abb. 104):

hey 82\ Wn_ G
hey @y Twy, @

Sey Qg Ta__ Gg
ke B i)
Se¢ G T G
a.
L:_ %y Abh. 104
(4] LY =

Anleitung zu den Beweisen: Es sind stets Teildreiecke vorhanden, die dhnlich sind und
in denen diese Stiicke als Seiten liegen.

29. Die Umfiinge ahnlicher Dreiecke verhalten sich wie ein Paar entsprechender Seiten. Zeichne
die Strahlensatzfigur zu diesem Satz und beweise ihn!

30. Das Verhiltnis irgend zweier entsprechender Strecken ahnlicher Figuren gibt die VergréBerung
(Verkleinerung) an, welche die Strecken der Ausgangsfigur erfahren. Diese ist gleich dem
Mafstab £, in dem die zweite Figur, das Bild, gezeichnet ist. Was heilit es, der MaBstab

eines Bildes sei a) % oder 1:5, b) % oder 5: 1, €) % oder 1:2, d) % oder 2:1, €) 1:25 000
) 1:100 000, g) 1:300000, h) 1:1 0000007

31. VergroBere ein gegebenes a) Dreieck, b) Viereck, ¢) Rechteck auf den MaBstab 5: 3!
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Gestalt: Grofe:
32. Zeichne ein Dreieck aus a) a:b, y e) hoip, p a) ¢ €) s,
b) a:b, ¢ f)a:w,,, b) %, Do
©) a:b,« (@>b) g c:r, B o p ) s
d) a:k,, y h) c:0, d) ¢ h) w,

Anleitung: Aus den Angaben unter ,,Gestalt* zeichne jedesmal ein dem gesuchten ihn-
liches Dreieck 4, B,Cy; darauf aus dem Stiick unter ,,GroBe* ein dem gesuchten kon-
gruentes Dreieck 4 BC. Sind alle Zusammenstellungen von Dreiecksstiicken bei ,, Gestalt**
und ,,GréBe’ verwendbar? Kann zur Bestimmung der GréBe ein Winkel gegeben sein?

33. VergroBere ein gegebenes Dreieck auf das Streckenverhiltnis 2: 1! In welchem Verhiltnis
wird die Fliche vergroBert? Beweise die FlichenvergroBerung auch anschaulich durch Zer-
legen der Fliche des Bilddreiecks in vier kongruente Ausgangsdreiecke !

34, Verkleinere ein gegebenes Dreieck auf das Streckenverhiltnis 1: 2! In welchem Verhiltnis
wird die Flache verkleinert? Beweise die Flachenverkleinerung anschaulich!

Anwendung der Ahnlichkejtssitze auf ein Dreieck.
35. Von den Hohen eines Dreiecks: Die Hohen eines Dreiecks
verhalten sich umgekehrt wie die Seiten. Beweis !

36. Von den Seitenhalbierenden eines Dreiecks : Die Seitenhal-
bierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt
und teilen sich im Verhiltnis 2: 1. Der Punkt ist der
Schwerpunkt des Dreiecks. Beweis! (Abb. 105.)

IV. 4 dte Aufgaben. Ahnlichkeitsk ki

37. An Eisenbahnstrecken und gelegentlich auch an StraBen
findet man bei Beginn einer Steigung eine schrig in die
Richtung der Steigung zeigende Tafel nach Art eines Weg-
weisers (Abb. 106) aufgestellt, auf der ein Verhiltnis und
eine Weglinge angegeben sind, z.B. 1:125, 1500 m. Die
Angabe bedeutet, daB auf je 125 m waagerechter Strecke
des Steigungsdreiecks die Erhebung 1 m betriigt und daB
dies fiir eine Linge von 1 500 m gilt.

a) WiegroBist die Gesamterhebung am Ende der Steigung?
b) Bestimme durch eine maBstibliche Zeichnung den Stei-
gungswinkel und die Enderhebung!

¢) Driicke den Anstieg in Prozenten aus!

38. Boschungslehren. Die Steilheit einer Damm-
oder einer Grabenbdschung wird durch das
Verhiiltnis von Dammhéhe (Grabentiefe) zu
Boschungsbreite bestimmt. Vor der Ausfiih-
rung einer Dammschiittung oder eines Graben -
stichs werden die Boschungen durch sog.
Boschungslehren aus Pfihlen und Latten
festgelegt (Abb. 107). Der Pfahlabstand be-
trage 80 cm (90 ¢m; 100 ¢m), das untere Ende
der Latte sei 20 cm vom Erdboden befestigt.
Wie hoch liegt die obere Befestigungsstelle
bei einem Boschungsverhiltnis von 1: 1,5
(1:2;1:2,5)?

10 [2046]

0

EaviN

A F 8

m

Abb. 105

Abb.106. Steigungstafel
der Reichsbahn

Abb. 107, Boschungslehre
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39. Der GrundriB eines Gebiudes in einem Bauplan (MaBstab 1: 200) hat die Form eines Recht-
ecks, das 6,5 cm lang und 4,8 cm breit ist.
a) Wie lang und wie tief ist das Gebiiude in Wirklichkeit ?
b) Wie groB ist die bebaute Fliche im Plan und in Wirklichkeit?
¢) Vergleiche die FlichenvergriBerung mit der Streckenvergroferung!

40. Bestimme die Linge des Obergurts, der Diagonalen und der Senkrechten der in Abb. 108
dargestellten Dachbinder! Simtliche MuBzahlen sind in mm angegeben!

“1600—-1
— 4000

- 7300.1
5200 12000

Abb. 108. Dachbinder a) Pultdachbinder, b) Englischer Daca)hinder

41. Schneide von einem Rechteck mit den Seiten @ = 4 em und b= 3 cm durch eine Parallele
zur kleineren Seite ein Rechteck ab, dessen Seiten sich wie die des gegebenen Rechtecks ver-
halten! Bestimme die kleinere Seite des gesuchten Rechtecks a) durch Rechnung, b) durch
Zeichnung!

42. Legt man in einem Rechteck besonderer Gestalt durch die Mitte der lingeren Seite eine Par-
allele zur kiirzeren Seite, so erhilt man durch Faltung in der Parallelen zwei dem Ausgangs-

hteck dhnliche Teilrechteck
a) In welchem Verhiltnis zueinander miissen dazu die Seiten des Ausgangsrechtecks stehen?
In welchem Verhiltnis zueinander stehen dann  b) die Seiten der Teilrechtecke,
¢) entsprechende Seiten des Ausga htecks und der Teilrechteck
d) die Flichen des Ausgangsrechtecks und der Teilrechtecke,
(BlattgroBen nach DIN 476, Reihe A! Vergleiche Abschn. 21, Aufgabe 19!)
43. Wie groB (in mm) sind die Seiten eines Rechtecks, dessen Fliche 1 m? betrigt und dessen

Seitenverhiltnis ebenso groB ist wie das Seitenverhiltnis der durch Falten nach Aufg. 42
aus dem Ausgangsrechteck entstehenden Teilrechtecke? (Format DIN A0.)

44. Bestimme die GroBen und das Verhiltnis der Seiten derjenigen Rechtecke, die durch weiteres
Falten der in Aufgabe 43 erhaltenen Teilrechtecke entstehen (Blattgrofen DIN A 0; A 1;
A2;A8;A4;...)!

Nomogramme

45. Teile eine Strecke von 8 cm in 3 (4; 5) gleiche Teile a) durch parallele Strahlen (Parallel-
projektion), b) durch Strahlen von einem festen Punkt O aus (Zentralprojektion)!

46. In welchen Abstinden von einem festen Punkt O muf man drei verschiedene, nach Réaumur,
Celsius und Fahrenheit geeichte Thermometer aufstellen, damit die Quecksilberkuppen bei
jeder beliebigen Temperatur auf einer durch den Punkt O gehenden Gerad en liegen,sofern
auch die Eispunkte der Thermometer (0° R £ 0°C £ 32° F) auf einer durch O gehenden G e-
raden liegen? Die Thermometerskalen sind in gleichem MaBstab ausgefithrt, die Siede-

“ punkte der drei verschiedenen Thermometer liegen bei 80° R = 100° C = (180 4 32)° F.

47. Zeichne nach Aufgabe 46 ein Bild zur graphischen Umrechnung der drei Thermometerskalen !
Ein solches Bild nennt man eine Rechentafel oder ein Nomogramm').

1) Nomogramm (gr.) heiBt Rechentafel.
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48. Geschwindigkeiten werden in der Physik und Technik in verschiedenen MaBeinheiten an-
gegeben, z.B. Windgeschwindigkeiten, Schall-, Lichtgeschwindigkeit in m/s, Fahrzeug-
geschwindigkeiten in kmj/h, Schiffsgeschwindigkeiten in Knoten oder sm/h (Seemeilen
je Stunde, 1sm = 1,852 km).

a) Berechne die Umrechnungsverhiltnisse von m/s in sm/h und in km/h!
b) Berechne die Geschwindigkeit 10 m/s in den MaBeinheiten sm/h und km/h!
¢) In welchen Abstinden vom Punkte O missen in

Abb.109 die in gleichem MaBstab ausgefiihrten Skalen fiir /s sm/h km/h
sm/h und km/h der Skala fir m/s parallel gezeichnet 50
werden, damit einander entsprechende Geschwindigkeits- -
werte der verschiedenen Skalen stets auf einer durch O
gehenden Geraden, der Fluchtlinie durch O, liegen? 30
d) Wie findet man aus dem Nomogramm zur Umrech- 2
nung der Geschwindigkeiten die einander bei den ver-
schiedenen MaBeinheiten zugeordneten Werte? Welche 10
Geschwindigkeit in m/s bzw. in km/s entspricht einer Ge-
schwindigkeit von 12 Knoten? 4

Abb. 109

Entfernungs- und Hohenmessung

49. Wie hoch ist ein Turm, der einen Schatten von 12 m wirft,
wenn zur gleichen Zeit ein lotrecht stehender Fluchtstab
von 2 m Linge einen Schatten von 80 cm wirft? 304,

50. Bestimmung der Entfernung eines unzuginglichen Punk-
tes X vom Beobachtungsort 4 (Abb.110): Stecke im
zuginglichen Gelinde von A aus mit Fluchtstiben eine
Strecke 4 B und eine zu ihr parallele Gerade g ab! Peile
von A und B aus den Punkt X an und markieredie Schnitt-
punkteder Peilstrahlen mit g durch Einfluchten von Stéiben
in C und D! Messe AB=m, CD=mn und AC= a!
Bestimme durch Zeichnung und Rechnung die gesuchte Abb. 110
Strecke AX=2z! (m =15,00 m; » =9,50 m; @ =7,35 m.)

51. Zwei Orte 4 und B sind durch einen Bergriicken getrennt und sollen durch einen geradlinigen
Tunnel miteinander verbunden werden. Der Durchstich wird gleichzeitig von beiden Orten
aus in Angriff genommen. Die Richtung, in welcher der Durchstich gefiihrt werden muB,
und die geradlinige Entfernung der beiden Orte 4 und B
ist zu bestimmen.

4 G

Anleitung in Abb. 111: Man bestimmt einen Punkt C, von r @ A 4
dem aus die beiden Orte 4 und B sichtbar sind, und er- 200
mittelt dessen Entfernungen von 4 und B. Dann bestimmt m ]0‘000
man fiir einen beliebigen Punkt D auf AC das Teilverhilt-
nis m: n und teilt die Strecke BC im gleichen Verhiltnis. roH
Die Verbindungslinie der Teilpunkte D und E wird durch 0 (3
(4

eine dritte, durch C gehende Gerade im Punkte F ge- n
schnitten. Man bestimmt auf ihr die Strecke F@ als vierte
Proportionale aus DC: DA = FC: F@. Die Peillinie AG

gibt die gesuchte Richtung an, in der der Durchstich Abb. 111

vom Punkte 4 aus zu fithren ist. In entsprechender

Weise legt man auch im Punkte B die gesuchte Richtung fest. (A4C = 4200 m;
BC =5040 m; DE=1900 m; FC =1350 m; m:n=9:5)

a) Beweise, daB die Verlingerung von AQ@ durch den Punkt B hindurchgeht! (Indirekter
Beweis!)

b) Bestimme durch Zeichnung und Rechnung die Entfernung AB!

10*
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Mef- und Zeichengerdte

-
©

Die Gesetze der Ahnlichkeitslehre kommen vielfach in MeBgeréiten und solchen Zeichen-
gerdten zur praktischen Anwendung, die zur Anfertigung von Zeichnungen in vergroflertem
oder verkleinertem MaBstab dienen.

Der MeBkeil (Abb. 112) wird zur Messung kleiner Abstinde, z.B. des lichten (inneren)
Durchmessers von Rohren, ver-
wendet. Sein Querschnitt ist ein
rechtwinkliges Dreieck, dessen Ka-
theten 10 em und 1 em lang
sind. Der Keil ist durch Parallele
zum Keilriicken in 1em Abstand
unterteilt. Abb, 112, MeBkeil

a) Beschreibe die Anwendung des MeBkeils!

b) Fertige auf Millimeterpapier eine genaue Zeichnung des MeBkeils an! Wie grofB ist die
Ordinate, die zur Abszisse 5,8 cm gehort ?

©) Wie groB ist der lichte Durchmesser der Glasréhre in Abb. 1122

d) Welche Ablesegenauigkeit ist mit dem MeBkeil erreichbar?

Der Keilausschnitt (Abb. 113).
a) Beschreibe die Anwendung des
Keilausschnitts zur Dickenmessung
von Platten!

b) Wie groB ist in Abb. 118 die Dicke ol T4
der Platte?
¢) Welche Ablesegenauigkeit ist mit: Abb. 113. Keilausschnitt

dem Keilausschnitt erreichbar?

Der ProportionalmaBstab oder TransversalmaBstab ist ein Gerit zur Messung von
Strecken, die mit dem Stechzirkel in Zeichnungen oder Gelindekarten abgegriffen werden.
Abb. 114 zeigt einen TransversalmaBstab fiir eine Karte im MaBstab 1: 500. Er hat die
Form eines Rechtecks, das durch Parallele zu den Seiten in Liings- und Querstreifen unterteilt
ist. Der Kopf des MafBstabes (auf der linken Seite) ist ein Rechteck 4 BC D, dessen Linge

—={1cm,

10m 20m 30m 40m 50m
Abb. 114. TransversalmaBstab fiir eine Karte 1: 500

10 Einheiten umfaBt und dessen Breite beliebig lang und in 10 gleiche Teile geteilt ist. Durch
die Teilpunkte der Breite 4D sind horizontale Parallele gezogen. Durch Verbindung der
Teilpunkte von 4 B mit den um eine Einheit nach links verschobenen Teilpunkten von €D
erhilt man die schrigen Parallelen oder »Transversalen!), nach denen der MaBstab als
»TransversalmaBstab* bezeichnet wird. Die Parallelen zur Grundseite 4 B sind von unten
nach oben mit 1,2,...,10, die Transversalen von B aus beginnend nach links mit
0,1,2,...,9 beziffert.

1) transversus (lat.) heiBt schiriig.
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Abb. 116, MeBtisch mit Kippregel.
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a) Wie lang ist das im Dreieck BCG liegende Stiick der 7. Horizontalparallelen?

b) In welchem Zusammenhang steht die Bezifferung an den horizontalen Parallelen mit der
Linge ihrer Abschnitte im Dreieck BCOG?

¢) Wie lang sind die in der Abb. 114 eingetragenen Strecken in Wirklichkeit?

d) Zeichne Strecken, die den Entfernungen 15,4 m; 28,7 m; 10,4 m entsprechen!

e) Zeichne einen Transversalmalfstab fiir das Verkleinerungsverhiltnis 1: 1000!

) Wie lang muf die Grundseite des Kopfrechtecks eines TransversalmaBstabes sein, der fiir
ein MeBtischblatt (1:25000) bzw. fir eine Landkarte im MaBstab 1:100 000 verwendet
werden soll?

Der Proportionalzirkel (Abb. 115) wird beim technischen Zeichnen benutzt, um Strecken
einer vorliegenden Zeichnung nach einem vorgeschriebenen MaBstab zu vergrofiern oder
zu verkleinern. Er besteht aus zwei Schenkeln mit einem verschiebbaren Drehpunkt.

Abb. 115. Proportionalzirkel

#) Auf welchem Ahnlichkeitssatz beruht die Wirkungsweise des Proportionalzirkels?

b) Wie ist der Zirkel bei VergroBerungen bzw. bei Verkleinerungen zu verwenden?

¢) Berechne die Teilung fir die Lage des Drehpunktes bei verschiedenen Umzeichnungsver-
hiltnissen, wenn der Spitzenabstand eines Schenkels 20 cm betrigt!
Umzeichnungsverhiiltnisse: 2:1, 8:1,4:1,5:1,10:1, k;1:2, 1:3, ..., 1:k.

d) Wie erhiilt man von einer Originalzeichnung bei Verwendung eines Proportionalzirkels ein
vergroBertes oder verkleinertes Bild in vorgeschriebenem MaBstab?

Der MeBitisch und die MeBtischaufnahme. Zur kartographischen Aufnahme eines Ge-
lindestiicks verwendet man den MeBtisch. Er besteht aus einer auf einem Dreiful ruhenden
und um eine lotrechte Achse schwenkbaren quadratischen Platte, die mit Zeichenpapier iiber-
spannt wird. Zur Festlegung der Peilrichtungen dient ein Lineal mit aufmontiertem Ferarohr,
dieKippregel. Mittels einer Wasserwaage wird die Tischplatte waagerecht eingestellt (Abb.116).
In dem aufzunehmenden Gelinde sei die waagerechte Entfernung zweier Punkte 4 und B
bekannt. Die ,,Standlinie 4 B wird in dem gewiinschten MaBstab (gewohnlich 1: 25 000) als

1. DreifuB-Stativ,
MeBtischplatte,

Lineal der Kippregel,
Fernrohr der Kippregel,
Hohenkreis,
Magnetnadel,
Wasserwaage

B



150

57.

Strecke A’ B’ auf das
MeBtischblatt iibertragen
(Abb.117). Um die Lage
eines dritten Punktes C in
der Zeichnung festzulegen,
stellt man den MeBtisch zu-
niichst in 4 so auf, daB 4’
lotrecht iiber 4 liegt und die
Richtung von 4’B’ in die
Richtung von 4 B fillt. Mit
der Kippregel legt man die
Richtung von 4’ nach dem
Punkte C in der Zeichnung
fest. Dann stellt man den

Ahnlichkeitslehre

Abb. 117. MeBtischaufnahme

MeBtisch im Punkte B so auf, daBi B’ lotrecht itber B liegt und B’A’ mit der Richtung B4
zusammenfillt. Die Richtung von B’ nach €' wird durch den Peilstrahl nach € bestimmt und
in der Zeichnung festgelegt. Beide Peilstrahlen schneiden sich in der Zeichnung im Punkte C".
Wiederholt man dieses Verfahren fiir eine Reihe von Gelindepunkten, so erhilt man auf dem
MeBtischblatt ein éhnliches Bild des Gelindes im gewiinschten MaBstab.

a) Beweise, dal das Bild A’B'C" auf dem
MeBtischblatt dem Geliéndedreieck 4 BC
dhnlich und im gewiinschten Mafstab
verkleinert ist!

b) Ube das MeBtischverfahren vor seiner
praktischen Anwendung im Gelinde zu
Hause ein! Als Gelinde nimmt man eine
Tischplatte, als MeBtisch einen Zeichen-
block, als Standlinie markiert man an der
Tischkante eine Strecke 4B, die man auf
das,,MeBtischblatt** in einem passend ge-
withlten Verkleinerungsmafbstab (1 : 10)
iibertragt (Abb.118). Drei beliebig in die
Tischplatte eingesteckte Stecknadeln
(Fluchtstibe C, D, E) ersetzen die Ge-
lindepunkte C, D, E. Beweise die Ahnlich-
keit des MeBtischdreiecks €, D, E; mit dem
,»Gelindedreieck*“ CD E!

Das Forsterdreieck (Abb. 119) ist ein
gleichschenklig - recht winkliges Dreieck,

das man zur schnellen Bestimmung der

Hohe von Biumen, Masten, Tiirmen usw.
benutzt.

a) Beschreibe seinen Gebrauch!

b) Welchen Zweck hat das an einer Ka-
thete herabhiingende Lot und warum ist
es notwendig?

¢) Die Hohenbestimmung wird auf die
Messung einer zugiinglichen Grofe zu-
riickgefithrt. Welche Gréfie mull gemessen
werden?

d) Welche geometrischen Gesetze kommen bei der Hohenbestimmung zur Anwendung?

Abb. 119. Messungen von Hohen mit dem Forsterdreieck.

a Augenhdhe des Beobachters;
d des zu

e) Welche Korrektur ist an dem MeBergebnis anzubringen?

f) Bestimme mit einem Forsterdreieck die Hiohe eines Hochspannungsgittermastes, eines

Turmes, eines Hausgiebels usw. (vgl. ¢)!
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58. Ein schon im Mittelalter bekanntes Gerit zur Hohen-
und Entfernungsmessung ist der Jakobstab (Abb. 120).
Auf einem mit MaBeinteilung versehenen Stab 4 B ist ein
zu ihm senkrecht stehender Stab C'D verschiebbar. Die
Entfernungen der Marken C und D von der Mittellinie der-
MeBstangesind gegeben (gew 6hnlich gleich 10 Einheiten).

a) Um die Hohe eines Turmes zu messen, hilt man 4 B
in horizontaler Richtung, peilt die Turmspitze durch das
Diopter 4 iiber die Marke C an und verschiebt den StabCD
so lange, bis der Peilstrahl die Turmspitze trifft. Welcher
Ahnlichkeitssatz kommt fiir die Berechnung der Hohe in :

Anwendung? Welche Gréfie muf (aufer dem am Jakob- Abb. 120. Jakobstab
stab abgelesenen Verhiltnis) der Messung zugiinglich sein?

b) Bestimme die Hohe und die Entfernung eines unzuginglichen Turmes durch Anpeilen der
Turmspitze von zwei hintereinanderliegenden, 29,40 m voneinander entfernten Beobach
stellen! Die am Jakobstab abgelesenen Verhiltnisse betragen 10: 21 und 10: 28.

©) Wie benutzt man den Stab zur Bestimmung waagerechter Entfernungen? Warum arbeitet
man dabei mit der ganzen Stablinge CD?

27. Figuren in Ahnlichkeitslage
a) Khnlichkeitslage
1. Schattenwurf, Bildwurf und Projektion

Schattenwurf. Eine Punktlichtlampe P entwirft nach Abb.121 von einem Quadrat,
das sich auf einer mit Gitterteilung versehenen Glasplatte e befindet, ein Schatten-
bild auf dem Schirm &. Welche Lage

miissen Glasplatte e und Bildschirme

zueinander haben, damit das Schat- (3
tenbild wieder ein Quadrat ist, oder
welche Lage muB die Bildebene ¢
zur Ebene ederabzubildenden Figur
haben, damit Original und Bild e
dhnlich sind ?

Abb. 121, Schattenwurf
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Bildwurf. Abb.122 zeigt dasselbe Quadrat im Bildwurf cines Projektionsapparates
unter Fortlassung des mathematisch Unwichtigen. P ist die Abbildungslinse des
Apparates. Welche Lage
miissen auch hier Ebene e
der abzubildenden Figur
und Bildebene ¢ zueinander
haben, damit Original und
Bild éhnlich sind?

Projektion. Schatten-
wurf und Bildwurf nennt
man auch Projektion?).
P heiBt das Projektions-
zentrum. Die Lichtstrahlen
von P zu entsprechenden
Punkten der Figur und
ihres Bildes heiflen Projek-
tionsstrahlen. Die verwen-
dete Projektionsart heif3t
Zentralprojektion.

Liegt das Projektionszen-
trum auBerhalb der Ver-
bindungsstrecke je zweier
entsprechender Punkte von
Original und Bild, so
spricht man von duBerem
Projektionszentrum (Schattenwurf, Abb.121); liegt es innerhalb, so spricht man
von innerem Projektionszentrum (Bildwurf, Abb. 122).

Abb. 122. Bildwurf

2. Ahnlichkeitslage

Damit Original und Bild bei Abbildung durch Zentralprojektion dhnlich sind, muB die
Bildebene ¢ parallel zur Ebene ¢ des abzubildenden Gegenstandes stehen. Dann
sind die entsprechenden Seiten der Ausgangsfigur und ihres Bildes verhiltnisgleich
und auBerdem parallel und die entsprechenden Winkel gleich und auBer-
dem in ihren Schenkeln parallel.

Ahnliche Figuren, deren entsprechende Seiten parallel laufen, sind in ,,Ahnlichkeitslages.

b) Figuren in Ahnlichkeitslage

Figuren sind in Ahnlichkeitslage, wenn entsprechende Seiten parallel sind und die Verbin-
dungsgeraden entsprechender Punkte durch denselben Punkt P gehen.

Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte #hnlich-liegender Figuren nennt
man Ahnlichkeitsstrahlen, ihren gemeinsamen Schnittpunkt Ahnlichkeitspunkt,

1) proicere (lat.) heiBt vorwirts hinwerfen.
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1. Riiumliche und ehene Ahnlichkeitslage
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Nach der Lage der beiden Figuren zueinander unterscheidet man

riumliche Ahnlichkeitslage

Beide Figuren liegen in parallelen
Ebenen, ¢ || ¢; Abb. 123.

Abb. 125. (e | &)

Abb. 127 (e || &)

und ebene Ahnlichkeitslage.

Beide Figuren liegen in derselben
Ebene, ¢ = ¢; Abb. 124.

Abh. 124, (e =¢)

Der Ahnlichkeitspunkt P liegt alsduBerer
Ahnlichkeitspunkt auBerhalb (Abb. 125
und 126), als innerer Ahnlichkeitspunkst
innerhalb (Abb. 127 und 128) der Ver-
bindungsstrecke je zweier entsprechender
Punkte 4, und 4, von Original und Bild.

Abb. 128, (¢=8)
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Vergleiche Ahnlichkeitspunkt und Projektionszentrum, Ahnlichkeitsstrahlen und
Projektionsstraklen, Ahnlichkeitslage von Original und Bild und Projektion des
Originals vom Zentrum P aus miteinander! Durch welche Bewegungen ent-
steht die ebene Ahnlichkeitslage aus der riumlichen Ahnlichkeitslage? Vergleiche
die Abbildungen 123 und 124, 125 und 126, 127 und 128 miteinander!

2. Das Ahnlichkeitsverhiltnis

Sind A4, und 4, entsprechende Punkte zweier Figuren in Ahnlichkeitslage, so nennt
man das Verhiltnis ﬂ % das Ahnlichkeitsverhiltnis % der beiden Figuren. Das Ahn-
lichkeitsverhéltnis hat fur alle entsprechenden Punkte zweier éhnlich-liegender Fi-
guren denselben konstanten Wert (Abb. 125 bis 128), es ist

P4, PB,  PC,

P4, ~ PB,  PC,

=...=k (L Strahlensatz).
Das Verhiiltnis entsprechender Strecken dhnlich-liegender Figuren hat denselben
Wert wie das Ahnlichkeitsverhéltnis & (Abb. 125 bis 128), denn es ist

A4,B, _ P4,
4,8, ~ P4,

=k (2. Strahlensatz).

Das Ahnlichkeitsverhiltnis % gibt also auch die VergréBerung (oder Verkleinerung)
der Strecken des Originals oder den MaBstab des Bildes an. Vergleiche dazu Abschn. 26.

Die Betrachtungen iiber die Ahnlichkeitslage zweier Figuren gelten nicht nur fiir ge-
radlinig begrenzte Figuren, sondern lassen sich auf krummlinig begrenzte Figuren
erweitern. Zwei beliebige Kreise mit verschiedenen Radien z.B.sind stets in Ahnlich-
keitslage. Welches sind entsprechende Punkte der beiden Kreise ? Welches sind ent-
sprechende Strecken der beiden Kreise ? Wo liegt der innere und der duBere Ahnlich-
keitspunkt der beiden Kreise (vergleiche Aufgabe 5)?

¢) Kirper in Ahnlichkeitslage

Auch Korper konnen éhnlich liegen. Dazu miissen ihre begrenzenden Flichen paar-
weise in Ahnlichkeitslage sein (vergleiche Aufg.8). Wie miissen z. B. zwei verschieden

roBe Wiirfel zueinander liegen, damit entsprechende Seitenflichen paarweise in
ihn]lchlxeltslage sind ?

Aufgaben
1. Projektion

1. Wie éndern sich in Abb. 121
a) die GroBe des Schattenbildes (Bildes),
b) der BildmaBstab,
¢) der Verlauf der Projektionsstrahlen,
wenn die Punktlichtlampe oder das Projektionszentrum P von der Originalfigur immer weiter
wegriickt? Wann wird aus der Ahnlichkeit von Original und Bild eine Kongruenz
der beiden? Was wird dann aus der Zentral projektion?
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Anleitung:

1. Projektionsarten. Es gibt die folgenden beiden Projektionsarten:
Zentralprojektion. Alle Projektionsstrahlen gehen von einem endlichen festen Punkt,
dem Projektionszentrum P, aus. Abbildung durch Zentralprojektion liegt z.B. beim Schatten-
wurf bei kiinstlicher Beleuchtung vor.

Parallelprojektion. Alle Projektionsstrahlen laufen parallel. Abbildung durch Par-
allelprojektion liegt z. B. beim Schattenwurf bei Sonnenbeleuchtung vor.

2. Ahnlichkeit und Kongruenz Stehen Ebenee des abzubildenden Gegenstandes
und Bildebene & parallel zueinander, so liegen Original und Bild bei Abbildung durch
Zentralprojektion dahnlich, bei Abbildung durch Parallelprojektion kongruent
zueinander.

II. Figuren in Ahnlichkeitslage

o

Zwei verschieden lange, parallele Strecken konnen auf zweierlei Weise in Ahnlichkeitslage
gebracht werden. Zeichne die Ahnlichkeitsstrahlen und die Ahnlichkeitspunkte! Welche
Figuren ergeben sich? Welche Satze ergeben sich aus dem Ahnlichkeitsverhiltnis £?

w

. Beweise den zweiten Strahlensatz fiir den Fall, daB die beiden Parallelen zu verschiedenen
Seiten des Biischelscheitels liegen.
Anleitung (Abb. 102): Der Biischelscheitel ist innerer Ahnlichkeitspunkt zu den Parallelen-
abschnitten! Die Parallelenabschnitte sind entsprechende Strecken in Ahnlichkeitslage!

P

Verbinde in einem Dreieck je zwei Seitenmitten miteinander! Warum liegt das entstehende
Dreieck zum gegebenen &hnlich? Wo liegt der Ahnlichkeitspunkt? Welche Linien des Aus-
gangsdreiecks biiden die Ahnlichkeitsstrahlen? Wie groB ist das Ahnlichkeitsverhaltnis?
Welcher Satz wird durch die Ahnlichkeitslage beider Dreiecke bewiesen? (Abb. 128).

. Warum sind zwei Kreise mit verschieden groBen Radien dhnlich?
Anleitung: Zwei beliebige Kreise liegen stets dhnlich zueinander. Entsprechende Punkte
sind z. B. die Mittelpunkte beider Kreise, die Endpunkte paralleler Durchmesser und Halb-
messer, die Berithrungspunkte paralleler Tangenten usw. Zeichne Ahnlichkeitsstrahlen und
finde die Ahnlichkeitspunkte zweier Kreise ! Wieviel Ahnlichkeitspunkte haben zwei Kreise?

o

ol

Wie verhalten sich a) die Umfinge, b) die Flichen zweier Kreise mit den Radien 7 und ry,
(ry=Rmy)?

. Eine Pyramide wird in der Mitte der Pyramidenhthe durch eine zur Grundfliche parallele
Ebene geschnitten.

=1

a) Wie liegen Schnittfigur und Grundfliche zueinander?

b) Wie groB ist das Ahnlichkeitsverhiltnis der beiden Figuren? In welchem Verhiltnis stehen
entsprechende Strecken der beiden Figuren?

¢) Wie verhalten sich die Flichen der beiden Figuren?

III. Kérper in Ahnlichkeitslage
8. Welcher Kérper entsteht durch maBstébliche VergroBerung a) eines Wiirfels, b) einer Kugel
vom Korpermittelpunkt aus auf das Ahnlichkeitsverhiltnis %?
9. Warum sind a) zwei Wiirfel, b) zwei Kugeln stets dhnlich?

10. Zwei ihnlich-liegende Wiirfel haben die Kantenlingen 1 em und 2 cm. Wie groB ist a) ihr
Ahnlichkeitsverhiiltnis, b) ihr Kantenverhiiltnis? Wie verhalten sich €) je zwei entsprechende
Seitenflichen der Wiirfel, d) ihre Rauminhalte? Wie oft hat der kleine Wiirfel im grofien Platz?
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IV A dn A 7 Ahnlichkeitsk Lz,

11. Schattenwurf. Bei der Durchfithrung eines physikalischen Versuches soll eine 12,5 em
(12 em; 8,5 em) lange durchsichtige Teilung eines MeBgeriites auf eine 2,1 m (1,8 m; 2,4 m)
dahinter gestellte Bildwand durch Schattenwurf so abgebildet werden, daB sie in einer
GroBe von 50 em (60 cm; 40,5 cm) erscheint.

a) Berechne die Entfernung, in der man die Lichtquelle vor der Teilung aufstellen muB!
b) Wie miissen beim Schattenwurf Bildwand und Ebene der abzubildenden Teilung zuein-
ander liegen, damit Teilung und Bild einander dhnlich werden (vergleiche Abb. 121)?

12, Bild wurf. Durch eine a em von einem Gegenstand entfernte Linse wird & cm hinter der
Linse ein d cm hohes Bild erzeugt. Wie hoch ist der Gegenstand ¢ (vergleiche Abb. 122)?

Beispiele: a) a=26,2cm b=845cm d=224cm
b) a=15,0cm b=13,5cm d=352cm
€) a = 429,0 cm b= 6,6cm d= 32cm

13. Von einem ¢ cm hohen Gegenstand wird durch eine Linse auf einem e cm entfernten Schirm
ein d cm hohes Bild entworfen. Berechne die Gegenstandsweite @ und die Bildweite b und

1 1 1
aus beiden nach der Linsenformel die Brennweite f! Linsenformel: +F T=F"

f
Beispiele: a) c=42cm d= 21,0 cm e= 72,0cm
b)) c=38cm d= 38,0 cm e= 302,5 cm
€) ¢c= 3,5cm d= 70,0 cm e= 661,5cm

14. Zeichne ein beliebiges Viereck und mit Hilfe eines Ahnlichkeitspunktes ein im MaBstab 1: 2
verkleinertes Bild des Vierecks!

a) Welche Beziehung besteht zwischen den Flicheninhalten des Originals und seines Bildes?

b) Man kann die Verkleirierungszeichnung auch riumlich als Darstellung dhnlicher Vierecke
in parallelen Ebenen deuten, die von der gleichen Zahl Lichtstrahlen einer im Ahnlich-
keitspunkt aufgestellten punktférmigen Lichtquelle getroffen werden (vgl. Abb. 125, 126 und
127, 128). Welche Folgerung ergibt sich aus dem Ergebnis in a) fiir die Beleuchtungsstirke
der beiden Flichen?

15. Das Giebelfeld eines Satteldaches soll eine recht-
eckige Fensterdfinung erhalten, deren Ecken 1 m Ab-
stand von den Dachsimsen haben und deren Seiten
(Breite : Hohe) sich wie 4: 3 verhalten. Die MaBe
des Satteldaches sind aus Abb. 129 zu entnehmen.
Lage und MaBe der Fensteréffnung sind zu
bestimmen.

Anleitung: Da die Ecken der rechteckigen Fen-
steréffnung 1 m Abstand von den Dachsimsen
haben sollen, miissen sie auf den Parallelen zu den Abb.129.

Simsen in 1 m Abstand liegen. Die Aufgabe ist

damit auf die geometrische Aufgabe zuriickgefithrt: In das gleichschenklige Parallel-
dreieck 4,B,C, ist ein Rechteck so einzubeschreiben, dal zwei Ecken auf der Basis 4,5,
die beiden andern Ecken auf den Schenkeln 4,C; und B,C liegen und daf seine Seiten sich
wie 4: 3 verhalten.

Zeichnet man iiber der Basis 4,B, ein Rechteck 4,B,DE, dessen Seiten sich wie 4: 3 ver-
halten (Abb. 129), so liegt dieses Rechteck dhnlich zum gesuchten Rechteck A,B,D,E,.
A\C, ist die Verbindungsgerade der einander entsprechenden Rechteckpunkte 4, und 4,.
B,C, die Verbindungsgerade der einander entsprechenden Rechteckpunkte B; und B, usw.
Die Ahnlichkeitsstrahlen 4,4,. B,By, DD,, E B, gehen durch C,!
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a) Wo liegt der Ahnlichkeitspunkt der beiden ahnlich-liegenden Rechtecke?

b) Wie erhilt man die den Eckpunkten D und E entsprechenden Eckpunkte D, und E,
der Fensterofinung?

¢) Fertige eine Bauzeichnung im MaBstab 1:100an! Entnimm der Zeichnung Lage und MaBe
der Fensteréfinung!

d) Berechne Lage und MaBe der Fensteroffnung mit Hilfe der Ahnlichkeitssitze!

Zeichne zu einem gegebenen Viereck mit Hilfe eines d geleg Ahnlichkeitspunktes
ein ahnlich-liegendes Viereck im MaBstab 3: 2! Vergleiche dieses Verfahren mit der An-
wendung des Proportionalzirkels in Abschn. 26, Aufgabe 55! Welches Verfahren ist be-
quemer ?

-
5]

ich le fiir dhnlick-liegende Umzeich von Figuren

Der Storchschnabel (Abb. 130) ist ein Zeichengerit zur unmittelbaren Umzeichnung ebener
Figuren in vergroBertem oder verkleinertem MaBstab. Er besteht aus 4 Stiben, die in
den Punkten 4, B, C, F gelenkig miteinander
verbunden sind und ein Gelenkparallelo-
gramm AF BC bilden. Die Punkte P, F,Z
milssen stets in einer Geraden liegen. Der
Punkt P, der Pol des Storchschnabels, wird
auf dem Zeichentisch befestigt. Eine durch
ihn gefiihrte und auf der Zeichenebene senk-
recht stehende Achse ist die Drehachse fiir
die Bewegungen des Storchschnabels. Um-
fahrt man mit dem in F' befestigten ,,Fahr-
stift** die zu vergroBernde Originalfigur, so
beschreibt der in Z befestigte ,,Zeichen-
stift* das dhnlich-liegende vergroBerte Bild
(Abb. 130).

a) Zeichne den Storchschnabel in seiner Abb. 130. Storchschnabel

Endlage, wenn der Fahrstift die Strecke FF” .
beschrieben hat! Zeige, daB die Punkte P, F' und Z’ wieder in einer Geraden liegen und
daB die von Z beschriebene Linie Z Z’ auch eine Gerade ist !

b) Beweise, daB das Verhiltnis PF: PZ bei der Bewegung unveriindert bleibt!

€) In welchem MaBstab ist die Strecke ZZ’ in Abb. 130 vergroBert ?

d) Durch welche Umstellung kann man mit dem Geriit Figuren auf den MaBstab1:2 ver-
kleinern?

€) Beweise, daB die von Z beschriebene Bildfigur zur Originalfigur dhnlich liegt!

1) Wo liegt der Ahnlichkeitspunkt? Welches sind die Ahnlichkeitsstrahlen?

g) Durch welche in Abb.130 c c

€
angedeutete Einrichtung des
Storchschnabels kann der Ma B-
stab derUmzeichnung geiindert )
werden ? 8

A ]
A
A

(Abb. 131)!
i) Stelle ein Modell eines p f Z P F 2 P Z F
Storchschnabels aus Papp- 3:1 2:1 1:4
streifen her! Abb, 131, Strich zum § bel

h) Fertige Strichzeichnungen
zum  Storchschnabel fir die
VergroBerungen 4:1; 5:1;
5:4 und fir die Verkleinerun-
gen 1:2; 1:3; 1:5; 4:5 an
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18. Der Pantograph!) (Abb. 132) ist eine andere Ausfithrungsform des Storchschnabels. Seine
Wirkungsweise ist aus der Strichzeichnung in Abb. 133 ersichtlich. P ist der festgehaltene
Pol, F und Z sind Fahrstift und Zeichenstift. P, F' und Z liegen stets auf einer Geraden.
Der Stab AB ist parallel verschiebbar.

a) Bestimme in der Strichzeichnung die Figur, welche die VergroBerung der Zeichnung festlegt !
b) Fertige Strichzeichnungen fiir die BildmaBstibe 2:1; 3:1; 4:1; 5:45 1:2;5 1:3;
1:5; 4:5 an!

5:2

Abb. 132. Pantograph Abb. 133, Strichzeichnung zum Pantograph

19. Das Quadratnetzverfahren. Man iberspannt das abzubildende Original mit einem
Quadratnetz als Raster und zeichnet zu diesem ein zweites Quadratnetz im gewiinschten
Mafistab. In die-
ses trigt man das
Bild ein. Erklire Al-
brecht Diirers Bild:
,,Die  Glastafelme-
thode** (Abb. 134).
Das Quadratnetz-
verfahren wird in
der  Kartenkunde
hiufig verwandt, um
Gelindekarten auf
einen kleineren Maf-
stab umzuzeichnen.
Begriinde die Rich-
tigkeit dieser Ar-
beitsweise!

Abb. 134,
Albrecht Diirer,
Die Glastafelmethode

28. Geometrische Transformationen, Kongruenz und Ahnlichkeit

a) Geometrische Transformationen

Eine Zuordnung, bei der jedem Punkt P der Ebene ein Punkt P’ der selben Ebene
entspricht und umgekehrt, nennt man eine geometrische Transformation aller Punkte
der Ebene. P und P’ heiBlen entsprechende Punkte. Den Punkt P’ nennt man
das Bild des Punktes P und umgekehrt. Uberfiihrt man eine Figur F' durch eine
geometrische Transformation ihrer Punkte in eine Figur F”, so nennt man F’ das
Bild des Originals F.

1) Pantograph (gr., pan : alles; graphein : zeichnen) heifit ,, Allzeichner.
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b) Kongruente Transformationen

Welche Transformationen der Ebene iiberfiihren eine beliebige Figur # in ein kon-
gruentes Bild ' ?

1. Parallelverschiebung

Strecken vonbestimmter GroB8e und Richtung nennt man Vektoren?).
Vektoren werden mit deutschen Buchstaben bezeichnet, a, b, .- oder durch Anfangs-

— —
und Endpunkt dargestellt, 44’, BB’, ..., PP".
Bei Parallelverschiebung einer Figur F
in ihrer Ebene werden alle Punkte von F in
gleicher Richtung um das gleiche Stiick ver-
schoben. Verschiebungsrichtung und Gro8e
der Verschiebung bestimmen den Verschie-
bungsvektor a (Abb. 135).

Jede Parallelverschiebung ist durch ihren Ver-
schiebungsvektor a eindeutig festgelegt. Es gibt
keinen Punkt, der bei Parallelverschiebung an
seinem Ort oder in Ruhe bleibt. Jeder Punkt P der Figur hat bei Parallelverschiebung

Abb. 135. Parallelverschiebung

—>
den Verschiebungsvektor PP’ = a als Bahnkurve. Die Bahngeraden verschiedener
Punkte der Figur sind parallel und gleichgerichtet oder gleichsinnig- parallel?).
Eine Parallelverschiebung iiberfithrt jede Figur F in ein kongruentes Bild F’, ent-
sprechende Strecken von F' und F’ sind gleichsinnig-parallel. Kongruente Figuren,
deren Seiten gleichsinnig-parallel sind, heilen gleichliegend-kongruent.

Jede Parallelverschiebung iiberfiihrt eine Figur F' in ein gleichliegend-kongruentes Bild F”.

2. Drehung um einen festen Punkt

Bei Drehung einer Figur F um einen festen Punkt ihrer Ebene, das Drehungszen-
trum O, werden alle Strahlen von O zu Punkten der Figur um den gleichen Drehungs-
winkel ¢ und in gleichem Drehungssinn gedreht. Die Bahnkurven aller Punkte der
Figur sind Bégen konzentrischer Kreise um O von gleichem Zentriwinkel ¢ (Abb.136).
Original F und Bild F” sind kongruent, aber im
allgemeinen nicht mehr gleichliegend.

Jeder ebenen Figur F kann man einen Um-
laufssinn zulegen. Bleibt dieser Umlaufssinn
bei Uberfiithrung von F in F’ erhalten, so spricht
man von gleichsinnigen Figuren (Abb.136);
wird er geiéindert, so spricht man von un-
gleichsinnigen Figuren. Kongruente Figuren
mit gleichem Umlaufssinn heilen gleichsinnig-
kongruent, mit verschiedenem Umlaufssinn un-
gleichsinnig-kongruent.

Abb. 136. Drehung um einen festen Punkt O

Jede Drehung um ein festes Zentrum O iiberfiihrt eine ebene Figur F in ein gleichsinnig-
kongruentes Bild F” (Abb.136).

1) Vektor (lat.) heiBit PfeilgroBe.
2) Das mathematische Zeichen fiir gleichsinnig-parallel ist $4, fiir ungleichsinnig-parallel 4.
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Drehung um 180°. Dreht man eine Figur F um ein Zen-
trum O um 180°, so geht jede Strecke OP in die entgegen-
gesetzt gerichtete Strecke OP’ von gleicher Linge iiber.
Entsprechende Strecken von Original und kongruentem 7

Bild sind parallel, aber entgegengesetat gerichtet, sie sind [/ / /4y [
ungleichsinnig-parallell) (Abb.137). Der Umlaufs- | I X{)
sinn der Figur F bleibt im Bild F* erhalten. 1N

Abb. 138, Strahlig-symmetrische Figuren

Strahlige und zentrische Symmetrie.
Eine Figur, die bei Drehung um einen festen
Punkt O um einen bestimmten Winkel ¢ mit
sich selbst zur Deckung kommt, heiit
strahlig-symmetrisch. Beispiele in Abb. 138.

Eine Figur, die bei Drehung um 180° um einen
Punkt O mit sich selbst zur Deckung kommt,
heiBt zentrisch-symmetrisch zu diesem Punkt.
Das Drehungszentrum heift Symmetriezentrum
oder Mittelpunkt der Figur. Beispiele in Abb. 139. Abb, 139. Zentrisch-symmetrische Figuren

3. Transformationsgruppen

Transformationen durch Drehung um einen Punkt 0. Uberfithrt man
eine Figur F' durch Drehung um ein Zentrum O um einen Winkel ¢, in F’ und
danach F’ durch eine zweite Drehung um O um einen
Winkel @, in F”, so kann man F auch durch eine einzige
Drehung um O um den Winkel @3 = @, + ¢, in F" iiber-
fithren (Abb.140). Die Drehung um ¢, heiit die resultierende
Drehung zu den beiden gegebenen Drehungen um ¢, und g¢,.
Zwei hintereinander ausgefiihrte Drehungen um einen
festen Punkt O kénnen stets durch eineresultierende Drehung
um O ersetzt werden.

Uberfiihrt man eine Figur F durch eine Drehung um den
Winkel ¢, in F’, so kann man F’ durch eine Riickdrehung um
den Winkel — ¢, wieder in die Figur F' zuriickfithren. Diese
Riickdrehung nennt man die inverse2) Drehung zur ersten.
Zu jeder Drehung um O gibt es die inverse Drehung.

1) S. Anmerkung 2) von Seite 159.
2) invertere (lat.) heift umkehren, umdrehen; invers umgekehrt. Abb. 140
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Fiihrt man mit einer Figur F eine Drehung um ¢, und anschlieBend mit F eine
inverse Drehung um ¢, = — ¢, aus, so gehen zuerst die Punkte von F in die Punkte
von F" iiber, kehren dann aber an ihren alten Platz zuriick. Die resultierende Drehung
ist in diesem Fall eine Drehung um den Winkel 0°, es ist Ps=@1+ Q=0 —@, =0.
Beidieserresultierenden Drehung bleiben alle Punkte von Fin Ruhe,die Ori ginalfigur
wird insich iibergefiihrt. Die Transtormation einer Figur in sich heiBt identische Trans-
formation. Unter allen Drehungen um O ist die iden-
tische Drehung enthalten.

Dieselben Eigenschaften besitzt die Schar der
Transformationen durch Parallelver-
schiebung.
Zwei nacheinander ausgefiihrte Parallelverschie.
bungen kénnen stets durch eine resultierende Paralle]-
verschiebung ersetzt werden, (a, + a,= ay; Abb. 141).
“Zu jeder Parallelverschiebung gibt es die inverse Ver-
schiebung (a, = — q,).
Unter allen Parallelverschiebungen ist die identische
Verschiebung enthalten (Parallelverschiebung um den Abb, 141
Vektor az=a; —a; = 0).

EineSchar von Transformationen bildet eine Gruppe, wenn sie den folgenden
Bedingungen geniigt:

Zwei nacheinander ausgefiihrte Transformationen der Schar kénnen stets durch eine resul-
tierende Transformation der Schar ersetzt werden.

Zu jeder Transformation der Schar gibt es die inverse Transformation.

Die Schar enthiilt auch die identische Transformation.

Alle Transformationen durch Parallelverschiebung und durch Drehung
um einen Punkt O bilden je eine Transformationsgruppe.

4. Die gleichsinnig-kongruenten Transformationen, die Gruppe der Bewegungen

Die Drehungen um verschiedene Punkte der Ebene bilden keine Gruppe. Fiihrt
man z.B. zwei Drehungen um verschiedene Zentren O, und O, um je 180° oder um +

und — @ nacheinander aus (Abb. 142a und b), so kann man die Originalfigur F mit
ihrem kongruenten Bild F"durcheine Parallelverschiebung zur Deckung bringen,
daalle entsprechenden Seiten von F und F” gleichsinnig-parallel sind. Die resultierende

Abb. 142a Abb. 142b

11  [2046]
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Transformation zu den beiden Drehungen ist in beiden Fillen keine Drehung, sondern
eine Parallelverschiebung.

Dieses Ergebnis liBt erwarten,da die Drehungen und Verschiebungen zu-
sammen eine Gruppe bilden werden. Zwei nacheinander ausgefiihrte Drehungen
‘um verschiedene Zentren ergeben stets zwei gleichsinnig-kongruente Figuren
Fund F’. Zwei gleichsinnig-kongruente Figuren lassen sich jedoch stets durch eine
resultierende Parallelverschiebung (¥ und F”
gleichliegend ; Abb. 142) oder durch eine resultie-
rende Drehung (F und F” nicht gleichliegend :
Abb. 143) miteinander zur Deckung bringen.
Auch die Zusammensetzung einer Drehung mit
einer Parallelverschiebung oder umgekehrt 1a8t
sich resultierend durch eine einzige Drehung er-
setzen. Siehe dazu in Abb.142 die Uberfiihrung
von F" iiber F”in F und umgekehrt.

Die Resultierende zweier Drehungen um ver-
schiedene Zentren ist also entweder eine Drehung
oder eine Parallelverschiebung ; die Resultierende
einer Drehung und einer Parallelverschiebung
ist eine Drehung; die Resultierende zweier
Parallelverschiebungen ist wieder eine Parallel- Abb, 143
verschiebung (Abb. 141).

Die Schar der Transformationen durch Drehungen und Verschiebungen hat
also die folgenden Eigenschaften: Dieresultierend e Transformation ist stets in
der Schar enthalten. Zu jeder Transformation der Schar gibt es die inverse Trans-
formation. Die Schar enthilt auch die identische Transformation, nimlich die
Drehung um 0° oder die Verschiebung um a = 0.

Alle Drehungen und Verschiebungen zusammen bilden eine Transformationsgruppe.
Drehungen und Verschiebungen faBt man als Bewegungen zusammen. Die Gruppe
der Transformationen durch Drehungen und Verschiebungen heiBt daher die Gruppe
der Bewegungen. Die Gruppen der Drehungen um einen Punkt Q und die Gruppe
der Parallelverschiebungen sind Untergruppen der Bewegungsgruppe.

Die Transformationen der Bewegungsgruppe iiberfilhren eine gegebene Figur F in eine
gleichsinnig-kongruente Figur F’.

5. Die ungleichsinnig-kongruenten Transf: tionen, die Uml

Spiegelung an einer Achse oder Umklappung um diese. Bei Spiegelung
einer Figur F an einer Achse g liegen Original F und Bild F’ symmetrisch zur
Achse g (Abb. 144). Spiegelung der Figur F an einer

Achse ¢ kann man auch durch Umklappen von F um die A |
Achse g erzeugen. Hierbei bleiben Punkte auf der Achse 8 @y i
in Ruhe; jeder Punkt P der Figur, der nicht auf der i !
Achse liegt, beschreibt einen Kreisbogen von 180° in einer H
zur Achse senkrechten Ebene. Original F und Bild F” sind
kongruent, aber ihr Umlaufssinn ist verschieden.
Bei Spiegelung einer Figur an elner Achse sind Original und Bild

|
|
i

Abb. 144
ungleichsinnig-kongruent. Spiegelung an einer Achse g
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Achsensymmetrie. Eine Figur F,
die bei Spiegelung an einer Geraden g
mit sich selbst zur Deckung kommt,
heillt achsensymmetrisch zur Geraden g.
Die Gerade ¢ heiBit Symmetrieachse.
Beispiele in Abb. 145.

Schubspiegelung. Die Spiegelungen
an verschiedenen Achsen bilden
keine Gruppe. Fithrt man mit der
Figur F z. B. zwei Spiegelungen an
zwei parallelen oder sich schneidenden
Achsen g, und g, hintereinander aus,
8o sind F und F" gleichsinnig-kon-
gruent (Abb. 146). F und F" lassen
sich nicht durch eine resultierende Spie-
gelung zur Deckung bringen, die resul-
tierende Transformation muf wegen
der gleichsinnigen Kongruenz von F
und F” eine Bewegung sein. Sie ist

Abb. 146a und b

im ersten Fall eine Parallelverschiebung, im zweiten Fall eine Drehung um den
Schnittpunkt O der beiden Achsen als Zentrum (sieche Abb. 146a und b).

Auch die Spiegelungen zusammen mit den Verschicbungen bilden keine Gruppe.
Setzt man z.B. eine Spiegelung an einer Achse g
mit einer Parallelverschiebung in Richtung der
Achse g zusammen, so lassen sich F und F” weder
durch eine resultierende Verschiebung noch durch
eine resultierende Spiegelung ineinander iiber-
fithren (Abb.147). Man erhilt eine neue Trans-
formation, die Schubspiegelung. Bei Schubspiege-
lung sind Original F und Bild F” ungleichsinnig-
kongruent.

Abb. 147. Schubspiegelung

Die ungleichsinnig-kongruenten Transformationen. Spiegelungen und
Schubspiegelungen fat man als Umlegungen zusammen. Bei diesen Transformationen
wird die ganze Ebene um die Achse g umgelegt. Bei einer Umlegung sind Original
und Bild ungleichsinnig-kongruent. Alle Umlegungen zusammen bilden die Schar der
ungleichsinnig-kongruenten Transformationen. Sie bilden keine Transformationsgruppe.

11*
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6. Die kongruenten Transformationen, die Gruppe der Bewegungen und Umlegungen

Die ungleichsinnig-kongruenten Transformationen (Umlegungen) zusammen mit den
gleichsinnig-kongruenten Transformationen (Bewegungen) bilden die Gruppe der
kongruenten Transformationen (Gruppe der Bewegungen und Um-
legungen). Durch Transformationen der Gruppe der Bewegungen und Umlegungen kann
man jede Figur F in eine kongruente Figur F” iiberfiihren.

¢) Ahnlichkeitstransformationen

Eine geometrische Transformation, bei der eine ebene Figur F in ein #hnliches
Bild F iibergefithrt wird, heifit eine Ahnlichkeitstransformation. Bleibt bei der Trans-
formation der Umlaufssinn des Originals im Bild erhalten, so heiBt sie eine gleich-
sinnige, im entgegengesetzten Fall eine ungleichsinnige Ahnlichkeitstransformation.

1. Streckung von einem festen Punkt aus, zentrale Streckung

Jede VergroBerung oder Verkleinerung einer ebenen Figur I von einem festen PunktO
aus ist eine Ahnlichkeitstransformation, man nennt sie Streckung vom PunktO aus.
O heiBt das Streckungszentrum, die Transformation heilit daher auch zentrale Streckung.

Bei zentraler Streckung wird jede Figur F in ein ihnlich-liegendes Bild F” iibergefiihrt. Trans-
formationen durch zentrale Streckung sind gleichsinnige Ahnlichkeitstransformationen,

Das Bild P’ eines beliebigen 40 40 o)
Punktes P des Originals liegt auf ,;?/// Y ’,////
dem Strahl OP (Abb. 148). Das .5 b /’,j/// /;@/?
4 Lt 5 -
Verhiiltnis %1;7 hat fiir alle ent- . /@/[ ] b &
= / /
sprechenden Punkte von 7' und F ) / @ / /
einen festen Wert k. & heiB3t der P K=1 Kt
MaBstab der Streckung, g
or /
k= 0P Abb, 148,
Eine Streckung ist durch das K >1 Zentrale Streckung im MaBstab %, (k> 0)

Streckungszentrum O und ihren

MaBstab % festgelegt. Sie ist auch gegeben, wenn man das Streckungszentrum o
und ein Paar entsprechender Punkte P und P’ kennt, da dann der MaBistab & der
Streckung bekannt ist.

Ist % >1, so wird die Figur F bei der Streckung vergroBert. Ist & <1, so wird
die Figur F bei der Streckung verkleinert. Ist & =1, so bleiben alle Punkte von
Fin Ruhe; man nennt diese Transformation die identische Streckung(Abb.148).
Bei positivem MaBstab k ist das Streckungszentrum O duBlerer Ahnlichkeits punkt
von Original ¥ und Bild F’ (Abb. 148). Ist der MaBstab k& der Streckung negativ,
so wird das Streckungszentrum innerer Ahnlichkeitspunkt von Original F' und
Bild F’ (Abb. 149). Bei negativem & ergibt |k| > 1 eine VergréBerung der Figur,
|k| <1 eine Verkleinerung der Figur. Ist k = —1, so liegen Original ¥ und
Bild F” zentrisch-symmetrisch zum Ahnlichkeitspunkt O.

Fiihrt man vom festen Streckungszentrum O aus zwei Streckungen mit verschiedenen
MaBstiben k, und %, nacheinander aus, so ist die resultierende Transformation
der beiden Streckungen wieder eine Streckung von 0 ausim MaBstab ky= &y - ks,
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Abb. 149. Zentrale Streckung im MaBstab &, (k < 0) Abb. 150

K< 0; K,<0 Ki<0, K,>0 K >0, K,<0 Ki<0
Abb, 151 Abb, 152

_opr _opP OP 0P OP T o

T 0P T o0P 0P T 0P op — "1

Zu jeder Streckung im MaBstab %, gibt es die inverse Streckung im MaBstab ky= %

1

Unter allen Streckungen vom Zentrum O aus ist die identische Streckung ( k= % = 1)

denn es ist (Abb. 150, 151, 152) k.

enthalten.

Die Streckungen mit festem Streckungszentrum O bilden eine Gruppe. Original F' und
Bild F” dieser Gruppe liegen ihnlich (¢ == +-1) oder kongruent (k = - 1).

2. Zentrale Streckung und Parallelverschiebung, die ihnlich-liegenden Transformationen

Fiihrt man an einer ebenen Figur F zwei Streckungen von verschiedenen Strek-
kungszentren O, und O, nacheinander aus, so liegen Original F und Endbild F” ent-
weder dhnlich (k3= k, - by == +1; Abb.153) oder kongruent (ky=ky- = +1;
Abb. 154). Im ersten Fall kann man F in F”durch eine resultierende Streckung
vom Zentrum O, aus, im zweiten Fall durch eine resultierende Parallelverschiebung
iiberfiihren. Die Streckungen und Verschiebungen zusammen werden also moglicher-
weise eine Gruppe bilden.
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K=K, K1 K =K, -K,=1
Abb.153 Abb. 154

Tiir die Schar der Tramsformationen durch Streckung und Verschiebung finden wir:
Zwei Streckungen ergeben als resultierende Transformationen eine Streckung
(Abb.153) oder eine Parallelverschiebung (Abb.154). Eine Streckung und eine Parallel-
verschiebung (oder umgekehrt eine Parallelverschiebung und eine Streckung) haben
als Resultierende eine Streckung (Abb. 154). Zwei Parallelverschiebungen ergeben
resultierend eine Parallelverschiebung (Abb. 141).

Die inversen Transformationen einer Streckung oder einer Parallelverschiebung sind
wieder eine Streckung (k, = %) oder eine Parallelverschiebung (a, = — a;).

In der Transformationsschar "sind die identischen Transformationen enthalten
(identische Streckung k= + 1; identische Parallelverschiebung a = 0).

Die Transformationen durch zentrale Streckung und Verschiebung bilden eine
Gruppe, die Gruppe der dhnlich-liegenden Transformationen. Alle Figuren, die durch
Transformationen dieser Gruppe erzeugt werden, liegen dhnlich oder kon-
gruent zueinander. Alle Transformationen durch zentrale Streckung und Ver-
schiebung sind gleichsinnige Ahnlichkeitstransformationen.

3. Zentrale Streckung und Drehung, Drehstreckung

SchlieBt man an eine Streckung der Originalfigur F im MaBstab & vom Zentrum O
aus (I iibergefithrt in F’) eine Drehung von F' um den Winkel ¢ um dasselbe
Zentrum O an (F” iibergefiihrt in F”; Abb. 155),s0 nennt man die resultierende Trans-
formation aus Streckung und Drehung (Original F unmittelbar itbergefiihrt in Bild )
eine Drehstreckung. Man kann eine Drehstreckung auch als resultierende Transformation
einer Drehung und einer Streckung vom Drehungszentrum O aus ausfiihren.

Die Drebstreckung enthilt die reine
Streckung (p = 0; k == 0) und die
reine Drehung (p & 0; k= +1) als
Sonderfille. Vgl. Aufgabe 30.

Bei einer Drehstreckung wird jede ebene
Figur F in eine gleichsinnig-dhn-
liche Figur F" iibergefithrt (Abb. 156).
Transformationen durch Drehstreckung
sind gleichsinnige ZKhnlichkeitstransforma- °
tionen. Abb. 155. Drehstreckung  Abb. 156. Drehstreckung
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4.Die Gruppe der gleichsinnigen Ahnlichkeitstransformationen

Zwei gleichsinnig-ihnliche Figuren F und F”, deren entsprechende Seiten par-
allel sind, lassen sich stets durch eine Streckung oder eine Verschiebung ineinander
iiberfithren (Abb. 153, 154).

Zwei gleichsinnig-ihnliche Figuren F und F’, deren entsprechende Seiten nicht
parallel sind, lassen sich stets durch eine Drehstreckung ineinander iiberfithren.
Beweis (Abb. 156): Die Figur F liBt sich durch Streckung stets in eine Figur F”
iiberfithren, die " kongruent ist. F’ 1iBt sich dann durch eine Bewegung in F*
iiberfithren. Da bei Transformation durch Streckung und Bewegung der Umlaufssinn
der Figuren erhalten bleibt, muB die resultierende Transformation, die F' direkt in
F" iiberfiihrt, eine glelchsmn1geAhnhchkeltstransformatlon sein. Die resultierende
Transformation von F in F” kann aber nyir eine Drehstreckung sein, da nur bei
Transformationen durch Drehstreckungen entsprechende Seiten von ¥ und F” im all-
gemeinen nicht parallel laufen.

Eine gleichsinnige Ahnlichkeitst tion ist entweder eine Drehstreckung oder eine

Parallelverschiebung.

Die gleichsinnigen Ahnlichkeitstransformationen umfassen die gleichsinnige Kon-
gruenz, da sie Verschiebungen und Drehungen enthalten, und die  gleichsinnige
Ahnlichkeitdurch Hinzunahme der Streckungen zudenVerschiebungen und Drehungen.

Die Anschauung zeigt : Zwei Drehstreckungen oder eine Drehstreckung und eine Ver-
schiebung (und umgekehrt) oder zwei Verschiebungen, je nacheinander ausgefiihrt,
iiberfithren eine ebene Figur F stets in eine gleichsinnig-iihnliche Figur F”. Zu zwei
nacheinander ausgefiihrten Transformationen durch Drehstreckung oder Verschiebung
gibt es also stets eine resultierende Drehstreckung oder Verschiebung, die F' direkt
in F" iiberfithrt.

Zu jeder Transformation durch Drehstreckung oder Verschiebung gibt es die inverse
Transformation. Zur Schar der Transformationen durch Drehstreckung und Ver-
schiebung gehort die identische Drehstreckung (¢ = 0; & = +1) und dle identische
Verschiebung (a = 0).

Die Drehstreckungen und Parallelverschiebungen bilden eine Gruppe, die Gruppe der gleich-
sinnigen Ahnlichkeitstransformationen.

5. Die ungleichsinnigen Ahnlichkeitstranst tionen

Spiegelt man eine Figur F' an einer Achse g und unterwirft
anschliefend das Spiegelbild F' der Streckung von
einem PunktO der Achse aus (Abb.157), so ist die
resultlerende Transformation, die F in F" iiberfiihrt, eine
unglei ige Ahnlichkeitstransformation, eine Streckspiege-
lung. Eine Streckspiegelung kann man auch ausfiihren,
indem man an eine Streckung vom Punkt O aus eine
Spiegelung an einer durch O gehenden Achse
anschlieft.

Die ungleichsinnigen Ahnlichkeitstransformationen fiir
sich bilden (ebenso wie die ungleichsinnig-kongruenten AT
Transformationen) keine Gruppe. Fithrt man ndmlich Streckspiegelung
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an einer Figur F z B. zwei
Streckspiegelungen nacheinan-
der aus (Abb. 158), so erhiilt
man ein zum Original F' gleich-
sinnig-éhnliches Bild F”. Die
resultierende Transformation zu
zwei ungleichsinnigen Ahnlich-
keitstransformationen ist keine
ungleichsinnige, sondern eine
gleichsinnige  Ahnlichkeits-
transformation. In Abb. 158 ist
sie eine Streckung vom Zen- Abb, 158
trum O, aus.

6. Die Hauptgruppe der Ahnlichkeitstransformationen

Die ungleichsinnigen Ahnlichkeitstransformationen (Streckspiegelungen) und die gleich-
sinnigen Ahnlichkeitstransformationen (Drehstreckungen und Parallelverschiebungen)
bilden zusammen eine Gruppe, die Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen.

Diese Gruppe heilt die Hauptgruppe der Ahnlichkeitstransformationen.

Aufgaben
I. Kongruente Transformationen

1. Verschiebe eine Figur #' in ihrer Ebene a) um den Vektor a;, b) um den Vektor a,, €) nach-
einander um die Vektoren a, und a,. Welche Bilder entstehen (Abb. 135 und 141)?

2. Durch welche geometrische Transformation lassen sich zwei gleichliegend-kongruente Figuren
F und F’ derselben Ebene stets zur Deckung bringen ?

Drehe eine ebene Figur F um ein Zentrum O um den Winkel ¢ ®) von 60°, b) von 90°,
¢) von 150° d) von 210°. Welche Bilder entstehen (Abb. 136)?

4. Durch welche geometrische Transformation lassen sich zwei gleichsinnig-kongruente Figuren
F und F’derselben Ebene stets zur Deckung bringen? Fiihre die Transformation durch!

5. Drehe eine ebene Figur F um ein Zentrum O um 180°. In welcher Beziehung stehen Original #
und Bild 7’ zueinander (Abb. 137)?

6. Durch welche geometrische Transformation lassen sich zwei gleichsinnig-kongruente Figuren
derselben Ebene, deren entsprechende Strecken ungleichsinnig-parallel sind, ineinander iiber-
fithren?

7. Zeichne dreistrahlig-, vierstrahlig-, fiinfstrahlig-, sechsstrahlig-symmetrische Figuren
(Abb. 138)! T

8. Wie nennt man zweistrahlig-symmetrische Figuren?

9. Zeichne zentrisch-symmetrische Figuren (Abb. 139)!

10. Welches ist dieresultierendeTransformation zu zwei hintereinander auszufithrenden Drehungen
einer ebenen Figur 7' um ein Zentrum O um a) 30° und 60°, b) 90° und 90°, €) 90° und — 90°,
d) 180° und 180° (Abb. 140)?

11. Welches ist die inverse Transformation zur Drehung einer ebenen Figur F um ein Zentrum O
um den Winkel a) 30° b) 90°, ¢) 180°?

12. Welche Drehung unter allen Drehungen einer ebenen Figur F um ein Zentrum O um
einen Winkel ¢ ist die identische Transformation?

13. Erlidutere durch Zeichnungen, daf die Schar der Transformationen durch Drehung einer
Figur F um einen festen Punkt O eine Transformationsgruppe bildet!
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14. Erliutere durch Zeichnungen, daB die Schar der Transformationen durch Parallelver-
schiebung einer ebenen Figur F' eine Transformationsgruppe bildet!

15. Stelle die Transformationen der Bewegungsgruppe zusammen! Warum liefern alle Trans-
formationen dieser Gruppe gleichsinnig-kongruente Bilder?

16. Welche Bilder einer Figur F erhilt man durch eine Transformation der Bewegungs-
gruppe, wenn die Bewegung ) aus einer Parallelverschiebung, b) aus eirer Drehung um einen
festen Punkt O, ¢€) aus einer Drehung und einer Parallelverschiebung besteht?

17. Uberfithre zwei beliebige gleichsinnig-kongruente Figuren ¥ und F’ derselben Ebene durch
geometrische Transformationen ineinander! Welche Fille konnen auftreten? Welche Trans-
formationen gehoren zu diesen Fillen?

18. Spiegele eine beliebige ebene Figur F' a) an einer Geraden g;, &an einer zu g, parallelen Ge-
raden ¢,, €) an einer zu g, senkrechten Geraden g,, d) an einer beliebigen Geraden g,. Welche
Bilder ergeben sich in den vier Fillen?

19. Zeichne achsensymmetrische Figuren mit ihren Symmetrieachsen (Abb. 145)?

20. Spiegele ein beliebiges Dreieck ' durch nacheinander ausgefiihrte Transformationen
a) an zwei zueinander parallelen Achsen g, und g,,
b) an zwei zueinander senkrechten Achsen g; und g,,
€) an zwei beliebigen, sich schneidenden Achsen g, und g, derselben Ebene.
Durch welche resultierenden Transformationen lassen sich F und F” in den drei Fillen inein-
ander iiberfithren (Abb. 146)?

}1 Gegeben sind zwei kongruente Dreiecke ' und F” derselben Ebene.
ﬂ) F und F’ sind gleichsinnig-kongruent und entsprechende Strecken von F und F” gleich-
sinnig-parallel (oder # und F’ sind gleichliegend-kongruent).
b) F und F’ sind gleichsinnig-kongruent, entsprechende Strecken ungleichsinnig-parallel.
¢€) F und F’ sind gleichsinnig-kongruent, entsprechende Strecken nicht parallel.
d) F und F’ sind ungleichsinnig-kongruent.
Durch welche geometrische Transformation wird in jedem Fall F' in F’ und F” in F iiberge-
fithrt? Zeichnerische Ausfithrung der Transformationen!
Anleitung zu d): Konstruiere zuerst die Achse g der Spiegelung bzw. Schubspiegelung! Wie
verliuft g zu den Verbindungslinien entsprechender Punkte (Abb. 144 und 147)?

22, Warum bilden a) die Transformationen durch Spiegelung an verschiedenen Achsen (Abb.146),
b) die Umlegungen jede fiir sich keine Transformationsgruppe?

23, Stelle simtliche Moglichkeiten der Uberfithrung einer ebenen Figur F in ein kongruentes
Bild F” derselben Ebene zusammen! Fiihre die Transformationen zeichnerisch durch!

\2{ Zwei Transformationen 4 und B einer Figur ' kann man nacheinander in der Reihen-

folge AB oder BA ausfithren. Zeige an Beispielen aus der Gruppe der Bewegungen und
Umlegungen, daBl fiir zwei nacheinander auszufithrende Transformationen 4 und B die
Transformation 4 B im allgemeinen nicht zu demselben Ergebnis wie die Transformation
BA fithrt. Das kommutative Gesetz!) oder Vertauschungsgesetz 4 B = BA gilt im all-
gemeinen nicht fir geometrische Transformationen!
Beispiele: a) A: Verschiebung um q,, B: Verschiebung um a, (Abb.141); b) A: Dre-
hung um O um ¢, B: Drehung um O um @, (Abb.140); ¢) A: Verschlebung um a,
B: Drehung um O um 90°; d) A: Verschiebung um a, B: Spiegelung an gy, (g, | a);
e) A: Drehung umO um 90°, B: Spiegelung an gy, (7, geht durch 0). (Zud und e vergleiche
Abb. 1461)

25. Drei nacheinander auszufithrende Transformationen A, B und C einer Figur F kann
man als Transformation (4 B)C und als Transformation A (BC) durchfithren. Zeige an
Beispielen aus der Gruppe der Bewegungen und Umlegungen, daB fiir drei nacheinander
auszufithrende Transformationen 4, B und C die Transformation (4 B)C zu demselben

1) commutare (lat.) heiBt vertauschen.
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J. 8

Ergebnis wie die Transformation 4 (BC) fithrt. Das assoziative Gesetz!) oder Verbindungs-
gesetz (4 B)C = A (BC) gilt fir geometrische Transformationen!

Beispiele fir 4 und B wie in Aufgabe 24, a bis e, dazu: a) C: Verschiebung um b;
b) C: Drehung um O um a; ¢) C: Drehung um O um— 90°; d) C': Spiegelung an g,,
(95 11 9,); €) C: Spiegelung an g, (9, geht durch O und ¢, | g;). (Zud und e vergleiche
Abb. 146!)

Ahnlichkeitstransfor
‘26, Strecke eine ebene Figur F vom Zentrum O aus im MaBstab

2 =L =i —i el —

a) k=, b)k_zy e) k T d) k& T e) k gy Dk=—7!

28.

30.

31.

Welche Bilder entstehen in den Fillen a, b, ¢ (Abb. 148) und d, e, f (Abb. 149)?

Durch welche Transformationen kann man zwei dhnlich-liegend e Figuren F und F’ der-
selben Ebene ineinander iiberfithren? Fithre die Transformationen zeichnerisch durch!
MaBstab fir F':  8) k= b) k=41 ) k=+%
=2 =— f=—1
@) b=—< e) k 1 k= =
Uberfiihre eine ebene Figur ¥ durch zwei nacheinander auszufithrende Streckungen vom
leichen Streck trum O aus mit den MaBstaben k; und k, in ein Bild F”! Durch
welche resultierende Transformation lassen sich die beiden Streckungen in den einzeluen
Fillen ersetzen?

3 2 3 2
a) k1=+% ky=+75 W h=—7 k=—5 ¢ "1=_T ]‘"z=+i;’
O h=+F h=—1b Oh=+7 kh=+1 1 h=+3 b=—2
g) hh=—21 I,=—2 N ik=—1 k=—1  (VglAbb.150, 151, 152!)

2 1
Uberfiihre eine ebene Figur F' durch zwei nacheinander auszufithrende Streckungen von
verschiedenen Zentren O; und O, aus mit den MaBstiben k, und k, in ein Bild F”! Welche
Bilder erhalten wir? Welcher Art ist die resultierende Transformation (Abb. 153, 154)?

L 2
a) k1=+';‘ ka=+% b) "1=+§ "z=+% ) "1=_}§ l'x=+T
) k1=—% "a=+% - e) kl=-—_l7 1"a=—% 1) ]"1=—% kgz_“l’.

Uberfiihre eine ebene Figur F durch eine Drehstreckung vom Zentrum O aus um den Winkel @
im MaBstab & in ihr Bild 7! Welche Bilder F” erhalten wir in den einzelnen Fillen? Wie

liegen Figur F und Bild F” zueinander (Abb. 155, 156)?

2) g= 90° k=2 b) g= 00° k=1 &) p=180° k=23
0 p=180° k=1 ) g= 90° k=—2 D=0 k=-1
B =180 k=—2 1) g=18° k=—1 i) g=0° =1
k) p=180° k=—1 ) g= 0° k=.§ m o= 0° k=1

Uberfithre zwei gleichsinnig-ihnliche Dreiecke F' und F” derselben Ebene durch eine geo-
metrische Transformation ineinander! Welche Transformation leistet dieses in den einzelnen
Fillen? Fithre die Transformationen zeichnerisch durch!

a) F und F” liegen dhnlich, der MaBstab von F” ist k = 1,

b) F und F” liegen dhnlich, der Maistab von F” ist k = 1,

€) F und F” sind gleichsinnig-ihnlich, entsprechende Strecken von F und F” aber nicht par-
allel, der MaBstab von F” ist k = 1.

d) Wie c, aber der MaBstab von F” ist k= 12—

Anleitung zu ¢ und d: Konstruiere zuerst das Zentrum O der Transformation aus zwei
Paaren entsprechender Punkte 4, A” und B, B"!

1) associare (lat.) heiBt miteinander verbinden.
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.
32, Welche Transformation erhillt man fiir eine ebene Figur F durch eine Drehstreckung von F

um den Winkel ¢ = 0° a) im MaBstab k = 1, b) im Mafstab k = — 1?
33. Uberfiihre ein Dreieck F durch eine Streckspiegelung im MafBstab a) k= + _f_. b) k= %.
¢) k=—1,d) k= —%, e) k=41 in ein Bild F”! Welche Bilder erhilt man?

34. Transformiere ein Dreieck F durch zwei nacheinander auszufithrende Streckspiegelungen mit
den MafBstiben k, =% und ky, = é— und parallelen Achsen g, und g,! Welches Bild F” er-
hiilt man (Abb. 158)?

35. Beweise, daB zwei ungleichsinnig-ihnliche Figuren F und F” derselben Ebene, die nicht kon-
gruent sind, sich stets durch eine Streckspiegelung ineinander iiberfithren lassen!
Anleitung zum Beweis (Abb. 157): Zeige zuerst, daB es iiberhaupt eine ungleichsinnige
Ahnlichkeitstransformation gibt, die # in F” iiberfithrt ! Zeige dann, dal diese ungleichsinnige
Ahnlichkeitstransformation eine Streckspiegelung sein muf!

36. Warum bilden die ungleichsinnigen Ahnlichkeitstransformationen fiir sich keine Transfor-
mationsgruppe (Abb. 158)?

37. Durch welche Transformationen lassen sich zwei dhnliche Dreiecke F' und F' derselben
Ebene ineinander iiberfithren? Stelle simtliche moglichen Fille zusammen und fiihre die
Transformationen zeichnerisch durch!

38. Welche Transformation fithrt man bei Umzeichnung einer ebenen Figur mit dem Storch-
schnabel oder Pantographen aus? Welche bei Umzeichnung mit dem Proportionalzirkel?

39, Welche Transformation fithrt man bei VergréBerung oder Verkleinerung einer Gelindekarte
nach dem Quadratnetzverfahren aus (Abschn. 27, Aufg. 19)?

III. G ische Transformati von Funktionskurven
3

40. Stelle die Funktionen jeder folgenden Aufgabengruppe in einem gemeinsamen « y-Achsen-
kreuz geometrisch dar!
a) y=z; y=w+42; y=r—2 (vgl Abb.59);
b) y =a2; y=a2+4; 2 —4 (vgl. Abb. 14 und 22);
e) y=u% y=(@—238?% y=(r+3)? (vgl.Abb.16); g
d) y=2% y=(@—1)? y=@—1)2—4; y=(@—1)>2+4 (vgl.Abb.28);
e) y==222% y=2.(r+3)? y=2 (x4 8)2—4 (vgl Abb.18);
f) y=-+Vr; y=+Vr+2; y=-+Vr—2 (vgl Abb.61). ;
Durch welche geometrischen Transformationen lassen sich die Kurven jeder Aufgaben-
gruppe ineinander iiberfithren?

41, Zeichne die Kurven 22—y2=1 und y2—=2%=1 in ein gemeinsames xy-Achsenkreuz.
Durch welche geometrische Transformation lassen sich die Kurven ineinander iiberfithren?
(Vgl. Abschn. 21, Aufg. 6 und 11.)

42, Stelle die Funktionen jeder folgenden Aufgabengruppe in einem gemeinsamen Achsenkreuz
zeichnerisch dar!

a) y=« und y=—=z (vgl. Abb.10); b)g.1=.r+2 und y = — (z 4 2);

¢) y =2z und y=—2z (vgl. Abb.10); d) y=22+42 und y=— (22 }2);
e) y=2% und y =—2% f) y=(z—28)2 und y =— (z — 3)%;
g) y=(@@—38)24+2 und y=— z—3)*—2;

h) y =222 und y =—222 (vgl.Abb.18); i) y=2(zr—3)?+4und y =—2(z—3)2—4;
k) y=+Vz und y=—Yz (vgl. Abb. 40 und 61).
Durch welche geometrischen Transformationen lassen sich die Kurven jeder Aufgaben-
gruppe ineinander iiberfithren?

43. Zeichne die Kurven 22+ y2=1; 224+ y2=4; 22+ y2=9 und 224 y%?= i in ein ge-
meinsames Achsenkreuz. Durch welche geometrischen Transformationen lassen sich die
Kurven ineinander iiberfithren? (Vgl. Abschn. 21, Aufg. 1, 4 und 5.)
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29. Die mittlere Proportionale

a) Mittlere Proportionale und Quadratwurzel

Aus den Gleichungen 22 =4 .16 und 2> =@ - b (Produktengleichungen) lassen sich
die Proportionen 4 : x = 2 :16 und @ : 2 = x : b bilden. In beiden Proportionen sind
die Innenglieder gleich. Man nennt & die mittlere Proportionale zu @ und b (4und 16).
Aus den beiden Produktengleichungen folgt durch Wurzelzichen o — 7416 und
2 = Jab. In der Proportion a:z — z:b ist die mittlere Proportionale 2 nur eine
andere Darstellungsform der Quadratwurzel & = 1ab. Wie kann man die mittlere
Proportionale zu ¢ und b geometrisch veranschaulichen ?

b) Geometrische Darstellung der mittleren Proportionalen

1. Die mittlere Proportionale am rechtwinkligen Dreieck

Jedes rechtwinklige Dreieck 4 BC wird durch die Héhe zur Hypotenuse in zwei dem
Ausgangsdreieck #hnliche Teildreiecke ACD und CBD zerlegt (Abb. 159). Ent-
sprechende Seiten in den éhnlichen Dreiecken sind

AABC ANACD ACBD

c b a  (Hypotenusen),
a h p  (Gegenseiten von a,
kiirzere Katheten),
b q h (Gegenséiten von 90° — a,
lingere Katheten). Abb. 159

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ergeben sich die folgenden Proportionen mit mitt-
leren Proportionalen: e¢:a=a:p, e:b=b:q und q:h=h:p
oder a=]‘v”'P, _’,)=]’c.q und h=}/l"q.

Kathetensatz: Im rechtwinkligen Dreieck ist jede Kathete mittlere Proportionale zur Hy-
potenuse und dem zugehirigen Hypotenusenabschnitt.

Héhensatz: Tm rechtwinkligen Dreieck ist die Hihe mittlere Proportionale zu den Hypo-
tenusenabschnitten.

Nach den beiden Sitzen 1Bt sich die mittlere Proportionale  zu den GréBen ¢ und
b als Strecke von 2 em Liinge zu Strecken von ¢ und b cm Linge am rechtwinkligen
Dreieck geometrisch veranschaulichen (Abb. 160, in @. nach dem Kathetensatz, in
b. nach dem Héohensatz).

I

IR

Lt

b.

Abb. 160
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2. Mittelwerte

Unter einem Mittelwert m zu zwei verschiedenen GréBen ¢ und b, (@ > b), ver.
steht man einen Wert, der zwischen beiden GroBen liegt. Ein Mittelwert m ist groBer
als der kleinere gegebene Wert b und kleiner als der groBere gegebene Wert a, es ist

b<m <a.
Arithmetischer Mittelwertm,. Unter dem arithmetischen Mittelm,, zweier verschie-
dener Grofen a und b versteht man den Durchschnittswert m, = = "

Eine geometrische Veranschaulichung des arithmetischen Mittels zu @ und b findet
sich in Abb. 161a.

Ng

a —b—
== Z
a b. [
Abb. 161. Mittelwerte. a) Ari isches Mittel, b) g i Mittel,

¢) arithmetisches und geometrisches Mittel

Geometrischer Mittelwert m,. Die mittlere Proportionale zu den GroBen
@ und b liegt in ihrem Zahlenwert zwischen den GroBen @ und b. Die mittlere
Proportionale ist ein Mittelwert.

Unter dem geometrischen Mittel m, zweier verschiedener Grofen @ und b versteht man die
mittlere Proportionalezu @ und b, @:mg=mg:b oder my= Ja.b (Abb. 161b).

Das arithmetische und das geometrische Mittel der GroBen aund b (@=-b) sind stets
voneinander verschieden. Ein Vergleich beider Mittel ist in den Aufgaben 8, 9, 10
durchgefiihrt. Das geometrische Mittel zweier GroBen ¢ und b (@ = b) ist stets
kleiner als ihr arithmetisches Mittel (Abb.161c).

3. Die mittlere Proportionale am Kreis

Zieht man von einem Punkt P auBerhalb eines Kreises eine Sekante und eine der
beiden Tangenten (Abb.162), so nennt man P4 und PB die Sekantenabschnitte,
PT den Tangentenabschnitt.

Tangentensatz: Zieht man von einem Punkt auflerhalb eines Kreises eine Sekante und eine
Tangente, soist der Tangentenabschnitt die mittlere Proportionale zu den Sekantenabschnitten.
Beweis (Abb. 162). Wir vergleichen A TPB :

mit A APT.

Die beiden Dreiecke stimmen in zwei Win-
keln iiberein; es ist <x TPB= < APT
(er ist beiden Dreiecken gemeinsam) und

X TBP =< ATP (Umfangswinkel und 8 n P
Sehnentangentenwinkel iiber demselben Bo- o 16
gen TA). Also ist A TPB ~ A APT. R

+
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Entsprechende Strecken in den dhnlichen Dreiecken sind PBund PT, PT und PA.
Also besteht die Verhiiltnisgleichung PB : PT = PT : PA.

Der Zusammenhang zwischen der Darstellung der mittleren Proportionalen am Kreis
und am rechtwinkligen Dreieck wird in Aufgabe 15 erldutert und bewiesen.

¢) Teilung einer Strecke
1. Innere und iiuflere Teilung einer Strecke in einem gegebenen Verhiltnis _:Tn

Liegt auf einer Strecke 4B ein Teilpunkt C'innerhalb der Endpunkte 4 und B,
sospricht man von innerer Teilung der Strecke 4 B

durch C. Liegt der Teilpunkt auBerhalb c

der Endpunkte 4 und B, so spricht man Aol §
von #uBerer Teilung der Strecke AB durch D D

(Abb. 163). Die Streckenendpunkte heilen 2 7

Grundpunkte 4 und B, im Gegensatz zu den
Teilpunkten ¢’ und D.

Zu jedem Teilpunkt gehdren zwei Teilabschnitte. Jeder Teilabschnitt beginnt beim Teil-
punkt und reicht bis zum Grundpunkt 4 bzw.B. Er wird in dieser Anordnung auch
benannt. Die Teilabschnitte der inneren Teilung der Strecke 4B sind C'4A und
OB, der iiuBeren Teilung DA und DB.

DasVerhé,Itnis der Teilabschnitte, die zu einem Punkt der Strecke 4 B gehéren, heiBt

Teilverhiiltnis der Strecke. Bei innerer Teilung von 4B ist das Teilverhéltnis

Abb. 163

CA
B’
bei duBerer Teilung % .

Die innere und &uBere Teilung einer Strecke 4 Bin einem gegebenen Teﬂverh&l’cms —
ist in den Aufgaben 18 und 19 durchgefiihrt (siche Abb. 168).

2. Stetige Teilung einer Strecke

Man kann eine Strecke AB innen so teilen, daB der gréBere Teilabschnitt
mittlere Proportionale zur Grundstrecke und dem kleineren Teilab-
schnitt wird. Diese besondere innere Teilung heilt stetige Teilung der Strecke A B.

Aufgabe: Eine Strecke AB= a ist stetig zu
teilen.

Geometrische Losung (Abb. 164): Der gesuchte
groBere Teilabschnitt CA sei gleich @, dann ist
der kleinere Teilabschnitt CB = @ — x. Es muB
die Verhiltnisgleichung @:2 = a:(a — ) be-
stehen. Errichtet man im Grundpunkt B auf
der Strecke AB die Senkrechte, schligt mit

BO = - um O den Kreis und zieht vom Grund-

punkt A durch O die Sekante, so ist der Se-
kantenabschnitt 4D der gesuchte Teilabschnitt a.
AB

5 ., BEA
Beweis: Nach dem Tangentensatz ist IE=4D oder -

By
+
8
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Durch korrespondierende Subtraktion erhilt man % 20 : -

Vertauscht man die Innen- und AuBenglieder der Verhiiltnisgleichung miteinander,
80 erhilt man die Proportion a¢:2 = z: (¢ — z).

Aufgaben
I. Mittlere Proportionale und Quadratwurzel

1. Wie groB ist die mittlere Proportionale zu den folgenden Zahlen:
a) 2und 18, 4 und 9, b) 2 und 32, 4 und 16, 9 und 16, ¢) 1 und 2, d) 16 und 18, ) 8 und 9?

Berechne die irrationalen Wurzeln auf 3 Stellen genau (Rechenstab)! Die mittlere Pro-
portionale z liegt stets zwischen den Werten a und b, (a 5=b).

2. Wie grof3 ist die mittlere Proportionale zu den folgenden Strecken:
a) lemund 9cm, b) 4cmund 9cm, €) 1cmund 2em, d) 2cm und 4 cm?
I1. Die mitdere Proportionale am rechiwinkligen Dreieck

3. Berechne und veranschauliche geometrisch die mittlere Proportionale zu a) 1 und 4, b) 1und 2,
€) 1und 3, d) 1und 6, €) 2und 3, f) 1,5 und 4, g) a und b!

4. Lose die folgenden rein-quadratischen Gleichungen und veranschauliche sie geometrisch:

a) %= 4 b) #2=2 ¢) 2= 3 d) 22=6
e) 2%= 4a2 1) 2= 2a® g) 22 = 3a? h) 22=a-b!
5. Stelle die folgenden irrationalen Wurzeln durch Strecken von & em Liinge geometrisch dar:
a) 2=12 b) z2=13 ¢) =186 d) z=2)2
= < 2
e) z =32 t)z=}% g)x=g!

6. Durch welche Ahnlichkeitstransformationen lassen sich in Abb. 159 die &hnlichen Dreiecke
ABC, ACD und C BD ineinander iiberfiilhren? Welchen Umlaufssinn haben A ACD und
A CBD im Vergleich zu A ABC? Fiihre die Transformationen zeichnerisch durch!

7. Lehrsatz des Pythagoras: Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iber der Hy-
potenuse gleieh der Summe der Quadrate iiber den beiden Katheten. ¢ =a? -+ b2 (Abb. 159).
Beweise den pythagoreischen Lehrsatz mit Hilfe des Kathetensatzes!

III. Mittelwerte
8. Berechne das arithmetische und das geometrische Mittel zu
a) lund 4 b) 4und 9 ¢) 9und 16 d) 16und 18 ) 48und 49 ) Sund 9
g) lund2 h) 1und3 i) 2und 3 k) 1,5und4 1) L,2und 5 m) 1und 6
n) aund b (a==0)!
Stelle beide Mittelwerte in einer Tafel zusammen! Begriinde, daB beides Mittelwerte sind!

Anleitung (auf 3 Stellen genau, Rechenstab):

a 1 4 9 ce. 48 8 1 - a
m, 48,5 . 1,5

m, 48,4 s 1,41

b 4 9 16 49 9 2 - b
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9. Stelle einige der arithmetischen und geometrischen Mittelwerte der Aufgabe 8 geometrisch
dar (vgl. Abb. 161)!

10. Das geometrische Mittel zweier GriBen aund b, (a == b), ist stets kleiner als das arithmetische!

Anleitung zum rechnerischen Beweis:

Wir behaupten my < mg. Wir setzen fiir m, und m,
ihre Werte ein und erhalten Yab < #, (a==b)-
2 2
Wir quadrieren die Ungleichung ab< mgbi,
multiplizieren beiderseits mit 4 d4ab< a®- 2ab+ b?
und subtrahieren beiderseits 4ab 0< a®— 2ab+ b2,
Wir erhalten 0<(a— b2 Diese Ungleichung ist richtig, da
a==0b ist.

Fir den rechnerischen Beweis des obigen Satzes gehen wir von der letzten Formel als richtig
erkannter Aussage aus und durchlaufen den angefithrten Rechnungsgang riickwirts. —
Stelle zusammen, wie man mit Ungleichungen rechnet!

Anleitung zum zeichnerischen Beweis in Abb. 161.

11. In welchem ausgearteten Fall werden arithmetisches und geometrisches Mittel einander
gleich? Liegen dann'noch Mittel werte vor?

IV. Die mittlere Proportionale am Kreis

12, Sehnensatz Zieht man durch einen Punkt innerhalb eines Kreises Sehnen, so sind die
Produkte aus den Abschnitten jeder Sehne konstant. Beweis!

Anleitung (Abb. 165a): Beweise den Sehnensatz fiir zwei Sehnen! Welche Dreiecke im
Kreis sind dhnlich? Warum? Bilde das Verhiltnis entsprechender Seiten und die Produkten-
gleichung! Durch welche Ahnlichkeitstransformation lassen sich die beiden Dreiecke inein-
ander tberfihren?

13. Sekantensatz. Zieht man durch einen Punkt auBerhalb eines Kreises Sekanten, so sind
die Produkte aus den Abschnitten jeder Sekante konstant. Beweis!
Anleitung (Abb. 165b): Beweise den Sekantensatz fiir 2 Sekanten! Welche Dreiecke sind
ahnlich? Warum? Bilde das Verhiltnis entsprechender Seiten und die Produktengleichung!
Durch welche Ahnlichkeitstransformation lassen sich die beiden Dreiecke ineinander iiber-
fithren?

8,

Abb. 165. a) Sehnensatz b) Sekantensatz

14. Beweise den Tangentensatz als Grenzfall des Sekantensatzes!
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15. Zusammenhang zwischen der mittleren Proportionalen am Kreis und am recht-
winkligen Dreieck. Zeige, a) daB der Kathetensatz ein Sonderfall des Tangentensatzes,
b) daB der Hohensatz ein Sonderfall des Sehnensatzes ist !

Abb. 166. Kathetensatz und Tangentensatz Abb. 167, Hohensatz und Sehnensatz
Anleitung. a) (Abb.166): Drehe die Se- b) (Abb.167): Drehe die Sehnen I und 1T
kante I um P in die Sonderlage II! um P in die Sonderlagen III und IV!

V. Innere und dupere Teilung einer Strecke

16. Teile eine Strecke 4 B in a) 3, b) 5, ¢€) 10 gleiche Teile! Welche Teilverhiltnisse sind den
einzelnen Teilpunkten zugeordnet?

17. Verlingere eine Strecke 4 B a) iiber 4, b) iiber B einmal, zweimal, dreimal, viermal um sich
selbst! Welche Teilverhiiltnisse gehéren zu den Endpunkten der Verliangerungen?

18. Teile eine Strecke 4 B innen im Teilverhiltnis a) ,g,‘ b) %, €) %, d) : ) %, f) %, 2) 71 !
19. Teile eine Strecke 4B auBen im Teilverhiltnis

)DL g2l 92 nl @b, e

20. Kann man eine Strecke 4 B auBen im Teilverhilt- S
i 1 LT 2
nis - teilen? £ TR - )
21. Anwendung auf das Dreieck. Von den Winkel- \/
halbierenden eines Dreiecks. Beweise den Lehrsatz

Abb. 168

des Apollonius?'): Die Halbierungslinien eines Drei-
eckswinkels und seines Nebenwinkels teilen die
Gegenseite innen und auBlen im Verhiltnis der an-
liegenden Seiten!

Anleitung zum Beweis (Abb.169): Ziehe durch
B die Parallele H,K, zu AC! Dann sind H,BC
und K,;BC gleichschenklige Dreiecke, denn ihre
Basiswinkel sind je gleich. Es ist also

HB=CB=a und K;B=CB=a.

Hy Abb. 169
V1. Stetige Teilung
22. Eine Strecke von a) 1cm, b) 2cem, €) 10 cm, d) a cm Liinge ist stetig zu teilen! Berechne
die Linge der Teilabschnitte!

1) Apollonius von Perga (Pamphylien) lebte um 210 v.d.Ztr. in Alexandria.
12 [2048]
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23. Zeige an Abb. 164, daB die Sekante AE durch D auch stetig geteilt wird!
Anleitung: Nach dem Tangentensatz ist (Abb. 164) a—jl:f = %. Was bedeutet diese

Proportion fiir die Sekante AE und ihren Teilpunkt D?

24, Zeige, daB die stetige Teilung einer Strecke @ auch mit einem Kreis von beliebigem Durch-
messer 27, (27 > a), durchgefithrt werden kann, wenn statt-der Zentrale A E eine Sekante
gewihlt wird, deren Sehne gleich der stetig zu teilenden Strecke a ist!

Anleitung: Bedingung fiir die zeichnerische Losung der stetigen Teilung einer Strecke a
ist, daB der gewihlte Kreisdurchmesser 27 = a ist. Warum ist der Sonderfall 27 = a fiir die
zeichnerische Ausfithrung der stetigen Teilung einer Strecke a der giinstigste Fall?

Die stetige Teilung nennt man auch ,,goldenen Schnitt ‘ (sectio divina oder aurea).

XI. Kreis und Kreisteilung

30. Regelmiifiige Vielecke

a) RegelmiiBige Vielecke und Kreis, strahlig-symmetrische Figuren
1. Das regelmiiiige Sechseck

Lege an ein gleichseitiges Dreieck A BO ein kongru-
entes Dreieck soan,daB ihre Spitzen und ein Schenkel
gemeinsam sind (Abb.170)! Wie oft kann man das An-
legen wiederholen ? Warum muB beim sechstenmal der
zweite Schenkel des angelegten Dreiecks auf den ersten
Schenkel des Ausgangsdreiecks fallen ?

Wie kann man durch Drehen des Ausgangsdrei-
ecks ABO dieselbe Figur erhalten? Um welchen
Punkt als Zentrum und um welchen Zentriwinkel ¢
mufB man jedesmaldrehen ? Warum fillt beidersechsten
Drehung um @g=60° der zweite Schenkel des gedreh- Abb. 170
ten Dreiecks auf den Schenkel OA des Ausgangs-
dreiecks ?

Das entstandene Vieleck besteht aus sechs gleichen
Seiten s; und sechs gleichen Winkeln ag=120°. Es
heiBt regelmiiBiges Sechseck mit der Seite sq.

Das regelmiBige Sechseck liegt strahlig-symmetrisch
zum Symmetriezentrum O. Jede Drehung eines regel-
miiBigen Sechsecks umdasZentrumOum gg= ?2—0 =60°
bringt es mit sichselbst zur Deckung. Das regelmiBige
Sechseck ist sechsstrahlig-symmetrisch. Um jedes regel-
mifBige Sechseck laBt sich ein Kreis beschreiben
(Abb. 171). Abb. 171
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Das gleichseitige Ausgangsdreieck 4 BO heifit Bestimmungsdreieck des regelmiBigen
Sechsecks. Seine Seiten sind 7, r und sg.
Die Seite eines regelmiBigen Sechsecks ist gleich dem Radius seines Umkreises. Sg=".
Die Winkel des Bestimmungsdreiecks sind der Zentri-
winkel des regelmiBigen Sechsecks gy = = = 60°
und die beiden halben Innenwinkel des Sechs-
i gy i
ecks 5 = 60°.

Aus einem regelmiifigen Sechseck erhilt man
durch Uberschlagen der 2., 4., 6. Ecke das regel-

mﬁBigeDreieck(%:‘z%: 3(;00), durch Halbieren

der Zentriwinkel das regelmiBige Zwolfeck
_ g 360°) @ 360°)

(Pa=B="5)s 24-Bok (pu=T2=5F); ...

(Siehe Abb. 172.)

2. Das regelmiiflige Viereck

Wie oft kann man an ein gleichschenklig-recht-
winkliges Dreieck A BO ein kongruentes Dreieck . .
unter Beibehaltung der Spitze anlegen, bis der eine
Schenkel des angelegten Dreiecks auf das Ausgangs-
dreieck fiillt (Abb.173) ? Wie kann man durch Drehen
des Ausgangsdreiecks 4 BO dieselbe Figur erhalten ?
Um welchen Punkt als Zentrum und um welchen
Zentriwinkel p mufl man jedesmal drehen ? Wievielmal

" 3 0°
muB man insgesamt um den Winkel ¢, = 3607 _ 900 =
drehen ? - Abb. 173

Das entstandene Vieleck besteht aus vier gleichen Seiten s, und vier gleichen Winkeln
@y = 90°. Es heit regelmiiBiges Viereck oder Quadrat mit der Seite s,. Das regel-
mifige Viereck liegt strahlig-symmetrisch zum Zentrum O, es ist vierstrahlig-
symmetrisch. Um jedes regelmiiBlige Viereck liBt sich ein Kreis beschreiben.

Das Bestimmungsdreieck des regelméBigen Vierecks besteht aus den Seiten 7, 7, s,
und den Winkeln ¢, = 3(10 = % = R, %‘ = 45° und (\—2‘ = 45°. Die Seite des
regelméBigen Vierecks als Funktion seines Umkreis-

radius 7 ist nach dem pythagoreischen Lehrsatz

si=fi()=r)2.
Aus einem regelmiiBigen Viereck entstehen durch
Halbieren der jeweiligen Zentriwinkel das regelmiiBige

Achteck (fPs — % = 36800 ) d
16-Eck (g =% = 3;’:)
(Siehe Abb. 174.) Abb. 174

12+
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3. Regelmiifige n-Ecke

Ein Vieleck mit gleichen Seiten s, und gleichen Winkeln «,, heiBt regelmiiiges Vieleck

oder regelmiiBiges n-Eck.

Um jedes regelmiBige Vieleck 1iBt sich ein Kreis beschreiben. Der Mittelpunkt dieses

Umbkreises ist das Symmetriezentrum O des Vielecks. Das Bestimmungsdreieck

eines regelmiBigen n-Ecks ist ein gleichschenkliges Dreieck mit den Schenkeln 7,
360° 4 H

der Basis s, und dem Zentriwinkel ¢, = —— =

— an der Spitze.

Die Summe der Innenwinkel eines regelmiifigen n-Ecks ist gleich (2n — 4) R.

Beweis: In jedem Bestimmungsdreieck ist die Summe der Winkel gleich 2 R. Legt
man 7 Bestimmungsdreiecke mit den Schenkeln aneinander, so erhdlt man
als Winkelsumme n-2R oder 2nR. Hiervon entfallen 4 R auf die Summe der
n Mittelpunktswinkel, der Rest (2nR—4R) oder (2n—4)R auf die » Innen-
winkel des n-Ecks.

(ﬂn =8 p
Jeder Innenwinkel eines regelmiiligen n-Ecks ist «,= ———

b) Ahnlichkeitslage regelmiiBiger Vielecke

Regelmaﬁlge Vielecke gleicher Eckenzahl sind stets &hnlich und lassen sich stets
in Ahnlichkeitslage bringen.

¢) Konstruktion regelmiiiger n-Ecke in einem Kreis

1. Zeict mit dem Wink Niiher konstruktionen
Legt man in einem Kreis mitdem Radius 7 gleichsehenklige Dreieckemitden Schenkelnr
und den Winkeln an der Spitze (pD_ ——=40° gy= _3% = 24°, gg= ﬁ_ =D0°

9mal, 15mal, 18 mal aneinander, oder dreht man in einem Kreis mit dem Radlus r
Bestimmungsdreiecke mit dem Mittelpunktswinkel ¢, = ? (n =9, 15, 18)
n-mal nacheinander um den Winkel ¢,,, so erhélt man regelmiBige 9-Ecke, 15-Ecke,
18-Ecke.

Diese Zeichnungsart regelmiiBiger n-Ecke sind Nitherungskonstruktionen, die unter Be-
nutzung eines Winkelmessers hergestellt werden. Thre Genauigkeit hingt von der
Genauigkeit der Winkelmesserteilung und der Zeichnung ab.

2. Zeichnung mit Zirkel und Lineal, Kreisteilung

Gewisse regelméBige Vielecke kann man in einem Kreise ohne Benutzung des Winkel-
messers, allein durch Teilung des Kreises mit Zirkel und Lineal herstellen.

Die regelmaBlgeanIecke der Folge 3:2*, (»n=0,1,2,...).

Triigt man in einem Kreis den Kreisradius sechsmal nachemander als Sehne ab, so
erhiilt man ein regelméBiges Sechseck. Aus diesem erhiilt man das regelmiiBige Dreieck
und das regelmiBige 12-Eck, 24-Eck, 48-Eck usw. Auf diese Weise kann man dfe regel-
miBigen Vielecke der Folge 3+ 2", (n =0, 1,2,...), durch Kreisteilung zeichnen.
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DieregelmiBigen Vieleckeder Folge 4.2 (n=0,1,2,...).

Verbindet man die Endpunkte zweier senkrecht aufeinanderstehender Durchmesser
cines Kreises (¢, = @ =), so erhiilt man ein regelmiBiges Viereck, aus diesem das
regelmiiBige 8-Eck, 16-Eck, 32-Eck usw. Auf diese Weise lassen sich die regelméBigen
Vielecke der Folge 4+27, (n=0, 1, 2, ...), durch Kreis-

teilung zeichnen.

Die regelmiBigen Vielecke der Folge 5.2m,

(n=0,1,2,...).
In einen Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelmiBiges
Zehneck durch Kreisteilung zu zeichnen.

Losung (Abb. 175): Das Bestimmungsdreieck 4 BO des
regelmiBigen Zehnecks ist ein gleichschenkliges Dreieck
mit den Schenkeln r, dem Zentriwinkel ¢,y = 3600 _ 360

10
180° — 36° — 790,

Zieht man im Bestimmungsdreieck die Winkelhalbierende
AL des Basiswinkels 04 B, so erhiilt man drei gleich-

und den Basiswinkeln

Abb. 175
schenklige Dreiecke (warum ?),
A OAB, A ABL und A LOA
mit den Seiten &os T B BL, 8,4, 8y, 7, 85y 8ip

und den Winkeln ~ 36°, 72°, 72° 36°, 72°, 712° 108°, 36°, 36°.
Also ist BL = r — s,.
Nun ist A OAB ~ A\ ABL (Hauptihnlichkeitssatz). Es verhilt sich also
OB: AB= AB: BL oder r:8,=85:(r— 8.
Die Zehneckseite s;q ist der griBere Abschnitt des stetig geteilten Radius 7.
Aus dem regelmiiBligen Zehneck erhiilt man durch Uberschlagen der 2., 4., 6., 8.,
10. Ecke das regelmiflige Fiinfeck, durch Halbieren der Zentriwinkel das regel-

miBige 20-, 40-, 80-Eck usw. Auf diese Weise lassen sich die regelmiBigen Vielecke
der Folge 5+ 27, (n =0,1,2,...), durch Kreisteilung zeichnen.

Dieregelmiiligen Vielecke der Folge 15 - 2%, (n=0,1, 2,...). Subtrahiert man
in einem Kreis die Zentriwinkel eines regelmiiBigen Sechsecks und Zehnecks von-
einander,so erhiilt manden Zentriwinkel und da-
mitdie Seite eines regelmiiBigen Fiinfzehnecks.

Beweis (Abb. 176):
1 1 1
6 10 15
4R iR 4R
6 10 15
Pe— P10= P15
Aus dem Fiinfzehneck lassen sich durch Hal-
bieren der Zentriwinkel das 30-Eck, 45-Eck usw.,
d.h. die regelmiiBigen Vielecke der
Folge 15+ 27, (n =0,1,2,...), zeichnen. Abb. 176
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Kreisteilung. Die bisherigen Kreisteilungskonstruktionen der regelmiiBigen
Vielecke waren bereits im griechischen Altertum bekannt. Gibt es auBer den Folgen
3.2 4.2 5-2715-2% (n=0,1,2,...), noch weitere Vielecksfolgen, die sich
durch Kreisteilung mit Zirkel und Lineal ausfiihren lassen ?

C.F. GauB!) hat bewiesen, daB auler den Folgen der regelmiiBligen 3-, 4-, 5-Ecke
sich z. B. auch noch das 17-Eck, das 257-Eck und ihre Folgen 17 - 2, 257 . 27,
(n=0,1,2,...), daB ferner auBer dem bereits bekannten 3-5- oder 15-Ecksich z. B.auch
nochdas 3.17- oder 51-Eck, das 5. 17- oder 85-Eck und ihre Folgen durch Kreisteilung
zeichnen lassen. Fiir das regelmiflige 17-Eck hat Gauf3 die Konstruktion durch Kreis-
teilung selbst angegeben.

Durch Kreisteilung mit Zirkel und Lineal lassen sich nicht zeichnen z.B. das regel-
miBige 7-, 9-, 11-, 13-, 19-Eck und ihre Folgen.

Die Beweise dazu und die allgemeine Losung des Problems der Kreisteilung lassen
sich mit den Hilfsmitteln der Schulmathematik nicht durchfiihren.

d) Berechnung regelmiifiger n-Ecke in einem Kreis

Die Seiten der durch Kreisteilung konstruierbaren regelméBigen Vielecke und da-
mit ihre Umféinge und Flichen lassen sich aus dem Radius » ihres Umkreises alge-
braisch durch Ausdriicke berechnen, die nur Quadratwurzeln enthalten. Hier sollen
nur einige einfache Beispiele durchgefiihrt werden (auf 3 Stellen genau).

1. RegelmiiBige Vielecke der Folge 3.27 (n=0,1, 2,...)

Das regelmiiBige Sechseck (Abb. 171). Es ist

a) sg=7; b) hg= 771/3; c) ug=3-2r; d) fo= L;/g st 2,597,
Das regelmiBige Zwolfeck (Abb. 177). A DAF ist rechtwinklig. Also ist

a) 8t=(r —he)-2r  b) hyy— - AF

2
8% = (r— %3) <2 Ty = ;
2 a g by 1
st=r- (2 ]/3) hyp = 2
sp=r-)2 —V3; hmzé.

0) uy = 2r- 62 — Y3~ 310 2r;
d) flﬂ

Abb. 177

3.2

1) Carl Friedrich GauB, geboren 1777 in Braunschweig, gestorben 1855 als Professor in Gattingen,
Das Kreisteilungsproblem ist 1796 von Gaul gelost worden.
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2. Regelmiifige Vielecke der Folge 4-2", (n=0,1,2,...)
Das regelmiBige Viereck (Abb.173). Es ist

a) s,=rY2; b)lL‘,:ﬂ;

c) ug=2r-272=282-2r; d)f=20
4 ¥

Das regelmiiBige Achteck (Abb.178). ADAF ist recht-
winklig. Also ist

a) sg=(r—hy)-2r b) hy= ~ AF ADD- 178
3) I
8¢ = r—%)-% : h8=%.1/(1'+h4)-2r

& =r-)2—72; ],s=7;_,]‘/24_;7/<_>;
) ug = 2r-4}/2 — /2 =~ 3,06 - 27; d) fy=1"-2Y2~=282: 1
3. Das regelmiiBige Zehneck

Der groBere Abschnitt des stetig geteilten Radius 7 ist die Seite des regelmiBigen
Zehnecks, 8= r(ﬁé_—l) (vergleiche Abschn. 29, Aufg.22). Aus diesem Wert er-

rechnet man in gleicher Weise wie beim Zwolf- und Achteck Umfang und Fliche
des regelmiiBigen Zehnecks.

hag=1 )10+ 255 upp=5r- (5 —1)=3,00.2r; fm=wx2,93-r‘l.

4.7 tellung der regelmiiBigen n-Ecke
n Sn Uy In
n=4 Y2 2)2.2r=~282.2r 2.12=2. 12
n==6 T 8.2r= 3. 2r E;Erzz&sg-r?
n=g8 | rjz—y2 472 —y2.2r~3,06.2r 29212~ 2,82 12
=, /5 — 3 110 — 215
n=10 T(“‘ ) 5051 5, _500.2r 5110 —2V5 L, oo3.00
2 2 m
n=12 | rj2_y3 612 —y3.2r~310.2r 3.12=3. 12
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e) Ergebnisse der Kreisteilung

Ist einem Kreis mit dem Radius r ein regelmiBiges n-Eck einzubeschreiben, so liBt
sich nur fiir die besprochenen Fille (n = 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20 usw.)
die Seite des n-Ecks aus dem Radius 7 geometrisch durch Kreisteilung mit Zirkel und
Lineal konstruieren und algebraisch durch Ausdriicke berechnen, die nur Quadrat-
wurzeln enthalten. Die geometrische Konstruktion eines regelmiBigen n-Ecks kann
man auch so auffassen, daB sie die Moglichkeit gibt,

360°

n

= %? durch Kreisteilung mit { e

Zirkel und Lineal — also ohne Benutzung des Winkel- \Y=%

messers — zu zeichnen.

einen Winkel ¢, =

Die Seiten und Umfinge aller regelmiiBligen Viel-
ecke gleicher Eckenzahl hingen nur vom Radius r
(Durchmesser 2r) ihres Umkreises, ihre Flichen nur
von 72 ab. In Abb. 179 sind die Verhéltnisse y = g |
und y = % regelméBiger n-Ecke in Abhiingigkeit von e Y
der Eckenzahl n fiir n = 4, 6, 8, 10, 12 zeichnerisch
dargestellt.

Abb, 179

Aufgaben
1. Das regelmiifiige Sechseck

1. Zeichne ein regelmiiBiges Sechseck von der Seite s;= 3 cm!
Anleitung: Zeichne ein Bestimmungsdreieck des regelmiBigen Sechsecks und a)lege dieses
unter Beibehaltung der Spitze (Symmetriezentrum!) sechsmal aneinander, b)drehe dieses
sechsmal um 60° um das Symmetriezentrum O (Abb. 170 und 171)!

2. Um ein regelmiBiges Sechseck von der Seite sq ist der Umkreis zu zeichnen!

3. Einem Kreis vom Radius 7= 3 cm ist ein regelmiiBliges Sechseck einzubeschreiben !
4. Berechne a) den Zentriwinkel ¢g, b) die Innenwinkel «g eines regelméBigen Sechsecks!
5. Wie groB ist die Summe der Innenwinkel eines regelmiBigen Sechsecks?

6. Einem Kreis vom Radius 7= 8 cm ist ein regelmiBiges
Sechseck a) einzubeschreiben (Ineck des Kreises, regel-
miiBiges Seh hseck), b) u beschreiben (Umeck
des Kreises, regelmiiBiges Tangentensechseck)! Wie liegen
Ineck und zugehériges Umeck zueinander? Wie groB sind
die Seiten der regelmiBigen Sechsecke? (Abb. 180.)

7. Wie groB sind die Stiicke der Bestimmungsdreiecke des
einem Kreis mit dem Radius r a) einbeschriebenen,
b) umbeschriebenen regelmiBigen Sechsecks? Wie groff
sind die Hohen?

8. Warum liegen einbeschriebenes und zugehériges umbe-
schriebenes Sechseck der Aufgaben 6 und 7 ihnlich zueinander? Welches sind die Ahnlich-
keitsstrahlen? Welches ist der Ahnlichkeitspunkt? Wie groB ist das Ahnlichkeitsverhiltnis?
Durch welche geometrische Transformation entsteht das Ineck aus dem Umeck und um-
gekehrt? Wie groB sind die MaBstibe der Ahnlichkeitstransformationen?

Abb. 180

9. Zeichne in einen Kreis mit dem Radius r ein regelmiiBiges a) Sechseck, b) Dreieck, €) Zwolf-
eck, d) 24-Eck (Abb. 172)!

10. Berechne a) die Zentriwinkel, b) die Innenwinkel der regelmi Bigen n-Ecke aus Aufgabe 9!
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11. Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelmiiBiges a) Sechseck, b) Dreieck, ¢) Zwolfeck
umzubeschreiben! Durch welche geometrischen Transformationen entstehen die Umecke aus
7 den zugehorigen Inecken des Kreises? Wie groB sind die MaBstibe der Transformationen?
12. In der Technik benutzt man bei Sechskantstiihlen und Sechskantmuttern fiir das Verhaltnis
zwischen Schliisselweite s und EckenmaB e die folgenden Formeln (Abb. 65): Schliisselweite
gleich EckenmaB mal 0,866, s = 0,866 ¢, und EckenmaB gleich Schliisselweite durch 0,866,
6= 0’%& oder e= 1,155 s. Begriinde diese Formeln!
13. Zeichne in Kreise von 50 mm, 80 mm, 120 mm Durchmesser je ein regelmiBiges Sechseck!
Berechne nach den Formeln der Aufgabe 12 die Schliisselweite s und aus diesen wieder die
EckenmaBe ! Vergleiche die errechneten Werte mit den MaBen der Zeichnungen!

II. Das regelmdfige Viereck

14. Zeichne ein regelmiBiges Viereck von der Seite s, = 4 cm (Abb. 173)!

15. Um ein regelmiBiges Viereck von der Seite s, ist der Umkreis zu zeichnen!

16. Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelmiBiges Viereck einzubeschreiben! Stelle die Vier-
eckseite s, als Funktion des Radius 7 geometrisch dar (y =sga=r)!

17. Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelmiBiges Viereck umzubeschreiben. Berechne und
zeichne die Seite des umbeschriebenen Quadrats! Stelle die Viereckseite S, als Funktion des
Radius 7 in einem rechtwinkligen Achsenkreuz zeichnerisch dar!

18. Warum liegen einbeschriebenes und zugehoriges umbeschriebﬁnes Quadrat eines Kreises
ihnlich? Welches sind die Ahnlichkeitsstrahlen? Welches ist der Ahnlichkeitspunkt? Wie grofl
ist das Ahnlichkeitsverhiiltnis? Durch welche geometrische Transformation entstehen beide
auseinander? Welches ist der MaBstab der Transformation?

19. Wie verhalten sich a) die Umlinge, b) die Flicheninhalte der einem Kreis mit dem Radiusr
um- und einbeschriebenen regelmiBigen Vierecke und Sechsecke?

20. Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelméBiges a) Viereck, b) Achteck, ¢) Sechzehneck
einbeschrieben. Wie groB sind die Zentriwinkel und die Innenwinkel der Vielecke (Abb.174)?

21. Berechne die Zentriwinkel eines einem Kreis einbeschriebenen regelmiBigen a) Dreiecks,
h) Vierecks, €) Sechsecks, d) Achtecks, e) Zwélfecks, f) 16-Ecks!

22, Tst jedes einem Kreis einbeschriebene Dreieck a) mit gleichen
Seiten, b) mit gleichen Winkeln ein regel mi Biges Dreieck? L/
Begriindung (Symmetrieverhiltnisse)!

23. Ist jedes einem Kreis einbeschriebene Viereck a) mit gleichen
Seiten, h) mit gleichen Winkeln ein regelmii Biges Viereck
(vgl. Abb. 181)? Begriindung (Symmetrieverhiltnisse)!

24, Ist jedes einem Kreis umbeschriebene Dreieck a) mit gleichen S -
Seiten, b) mit gleichen Winkeln ein regel mi figes Dreieck? Abb,181
Begriindung!

25. Ist jedes einem Kreis umbeschriebene Viereck a) mit gleichen
Seiten, b) mit gleichen Winkeln ein regelmiBiges Viereck
(vgl. Abb. 182)? Begriindung!

III. Das regelmiifige Zehneck Abb. 182

26, Einem Kreis mit dem Radius r ist ein regelmdiBiges Zehneck einzubeschreiben ! Wie grof ist
die Seite des regelmiiBigen Zehnecks? Stelle die Zehneckseite s, als Funktion von 7 in
einem rechtwinkligen Achsenkreuz zeichnerisch dar! (Vgl. Abb. 175 und 176.)

27. Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelmiifiges a) Fiinfeck, b) Zehneck, €) 20-Eck ein-
zubeschreiben. Wie grof3 sind die Zentriwinkel der Vielecke?
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IV. Das regelmdfige Fiinfzehneck

28, Einem Kreis mit dem Radius r ist ein regelmifiges Finfzehneck einzubeschreiben
(Abb.176)!

29, Wie kann man in einen Kreis ein regelmiBiges a) 51-Eck, b) 85-Eck einbeschreiben? (Nur
algebraisch!)

. 1 b 1 1 3 1
leit : a) —— == S S
Anleitun g ) 6 34 51 b) 10 34 85

V. Niherungsk Feti regelmifiger Vielecke mit dem Winkelmesser

30. Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelmiiBiges a) Neuneck, b) Achtzehneck einzube-
schreiben !

31, Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelmiBiges a) Siebeneck, b) Elfeck, ¢) Dreizehneck
einzubeschreiben !

V1. Kreisteilung

32, Wie groBsind die Seiten, Umfiinge und Flicheninhalte der einem Kreis mit dem Radius 7 ein-
beschriebenen regelmiBigen Sechsecke?

33. Wie groB sind die Seiten, Umfiinge und Flicheninhalte der einem Kreis mit dem Radius?
einbeschriebenen regelméBigen a) Zwdélfecke, b) Dreiecke? (Vgl. Abb.177.)

34. Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelmiBiges a) Vier- F
eck, b) Achteck einzubeschreiben. Wie groB sind Seite, Um-
fang und Flicheninhalt der Vielecke? (Vgl. Abb. 178.) J/

35. Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelmiBiges Zehneck ,’ r
einzubeschreiben ! Wie groB sind Seite, Umfang und Flichen- //
inhalt des Zehnecks? Fay %

36. Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelmiBiges n-Eck // 4 h
mit der Seite s, einbeschrieben. LiBt sich aus 7 und s, die 4 (4
Seite s,, des einbeschriebenen 27-Ecks berechnen? Welche A C B 1
Formel ergibt sich fiir s,, (Abb.183)? E: i)

37. Berechne nach der Formel fiir s,, die Seiten des einem Kreis i 2
mit dem Radius 7 einbeschriebenen regelmiBigen Zwdélfecks, =8|
24-Ecks, 48-Ecks (auf 3 Stellen genau)! Abb. 183

31. Der Kreis
a) Ahnlichkeitslage von Kreisen

Zwei Kreise von verschiedenen Radien r, und r, liegen stets éhnlich. Thre Flichen-
inhalte verhalten sich wie die Quadrate entsprechender Strecken, z.B. wie die Qua-
drate ihrer Radien. Es ist also

F_n? F_ T,
BT 0 T
) SR i ... F P, r
Diese Verhiiltnisgleichung gilt fiir alle Kreise, es ist FE=,a= v =m
1 2

Der Verhiltnisfaktor E‘; hat fiir alle Kreise denselben Zahlenwert. Man nennt ihn s,
r2

Zur Berechnung der Zahl z ist die Bestimmung des Kreisinhalts F notwendig.
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b) Bestimmung des Kreisinhalts durch Eingrenzung

1. Eingrenzung des Kreisinhalts mit regelmiBigen Vielecken

Wird einem Kreis mit dem Radius 7 ein regelmiiBiges
Zwolfeck einbeschrieben, so ist der Flicheninhalt des
Zwdllecks fi, = 37 Wird demselben Kreis ein regel- |
miBiges Viereck umbeschrieben, so ist der Flicheninhalt
des Vierecks F; = 472 (Abb. 184). Zwischen beiden Werten
liegt der Flicheninhalt F' des Kreises. Es ist \

3rP<F < 4r? : \
5 .
oder 3< o <4 o eimafi poad]
fo—— §,=2r
Es ist <7 <4. ’

zv liegt zwischen den ganzen Zahlen 3 und 4. A8

2. Eingrenzung des Kreisinhalts mit Parallelstreifen
Teilung eines Viertelkreises durch Parallelstreifen.

Wir zeichnen einen Viertelkreis vom Radius » = 5cm auf Millimeterpapier und
teilen ihn in 7 gleich breite parallele Streifen (Abb. 185). Jeder Streifen hat die Breite

Az = % (lies: Delta x gleich ...)!). In Abb. 185 ist n gleich 5 gewiihlt, jeder Streifen
hat also die Breite Ax =1cm.

Lrlrlml e !
: 5 rreiml o r
“D K AR e AN e A »e A X~ tA Xeth Xom Ok -sa AN A X+

Abb.185 a und b

1) 4 (groB Delta, gr.) bedeutet Differenz, Unterschied, endliche Apderung einer GroBe.
Az ist die Differenz zweier verschiedener Werte der Abszisse 2, Az — (2 — ),
AT die Differenz zweier verschiedener Werte des Flicheninhalts F, AF = (Fg— Fy),
A8 die Differenz zweier verschiedener Werte der Summe S, A4S = (S;— Sy).
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Jeder Streifen des Viertelkreises wird nun durch das Rechteck, das gerade in
den Streifen paBBt (Innenrechteck des Streifens, Abb.185a), und durch das Recht-
eck, das gerade um den Streifen paBt (AuBenrechteck des Streifens, Abb. 185b),
ersetzt.

Bilden wir fiir den Viertelkreis die Summe der Flécheninhalte aller Innenrechtecke
(Untersumme §;) und die Summe der Flicheninhalte aller AuBenrechtecke
(Obersumme 8,), so liefern die vierfachen Werte F,=4S, und F,=448, eine
untere und eine obere Schranke fiir den Fliicheninhalt F des Vollkreises.

F
Si<j<’gu,
48, <F <48,
F,<F <F,.

Auszihlung der Flicheninhalte der Parallelstreifen fiir n = 5.

In Abb. 185 wird die Millimeterteilung zur Flicheninhaltsbestimmung benutzt, die
Flicheninhalte der Streifenrechtecke werden ausgeziihlt. Da die Breitseiten der
Rechtecke in allen Streifen gleich 1 c¢m sind, geben die MaBzahlen der Hohen —
Y1> Yas Y3 Ya und y5 = 0 fiir die Innenrechtecke, y,=r, ¥y, ¥, ¥3, ¥4 fiir die AuBen-
rechtecke — die Werte der Rechteckflicheninhalte in em? an.

Fiir die fiinf Parallelstreifen des Viertelkreises (Abb. 185a und 185b) ist
die Summe der Flicheninhalte der Innenrechtecke ;= 16,5 cm? (Untersumme),
die Summe der Flicheninhalte der AuBenrechtecke §,= 21,5 cm? (Obersumme).

Aus 8, und 8, ergibt sich fiir den Flicheninhalt ' des Vollkreises
als untere Schranke F; = 4.8, = 66 cm?, als obere Schranke F, = 4.5, = 86 cm?.

Nun ist F,<F<F,,
. F, _F _F, .
also ist a<a< e Durch Einsetzen der Zahlenwerte

von F;, F, und r erhalten wir fiir rﬁz die Eingrenzung

\

264 < <344 (dritte Stelle unsicher).

Erstes Ergebnis der Kreiseingrenzung: o liegt zwischen 2,6 und 3,4,

Das arithmetische Mittel beider Zahlenschranken liefert einen ersten Niherungswert
fiir den Proportionalititsfaktor #. 7 ~ &;—334 =3,0.

Wir erhalten als ersten Niiherungswert fiir 7 (auf 1 Stelle genau): =3,

Fiir diesen ersten Niherungswert werden die Streifen des Vier t el kreises durch 5 par-
allelliegende, einbeschriebene Trapeze von 1c¢m Breite, der Vollkreis wird durch ein
einbeschriebenes ynregelmiiBiges 20-Eck ersetzt.



Der Kreis 189

AX AX AX AX DX AX AX AX AX AX >:0 DX AX DX AX AX DX AX AX AX AX

0 I TONYWWWEZT

Abb.186 & und b

Auszihlung der Flicheninhalte der Parallelstreifen fiir » =10.

Zur Gewinnung einer verbesserten Eingrenzung fiir den Kreisinhalt teilen wir
den Viertelkreis vom Radius »= 5cm in 10 gleich breite Streifen, wir machen
n=10. Jeder Streifen hat jetzt die Breite 4 = 0,5 cm.

Fiir die zehn Parallelstreifen des Viertelkreises (Abb. 186a und b) ist

die Summe der Flicheninhalte der Innenrechtecke S, = 7—%;’—6 cm? (Untersumme),

die Summe der Flicheninhalte der AuBenrechtecke S, = ? cm? (Obersumme).

Beide Summen unterscheiden sich um den Inhalt des groBten AuBenrechtecks. Esist

10

AS=8,—8;=4z-y,= T"J = , im vorliegenden Zahlenfall ist 48 = - om?.

w
Fiir den Flicheninhalt F des Vollkreises erhilt man
als untere Schranke F; = 4 S, = 72,6 cm?, als obere Schranke F, = 4.5, = 82,6 cm2.

Es ist wiederum Py P < F,,
. F, _F _TF, :
also ist = Ly Durch Einsetzen der Zahlenwerte

von F,, F, und r erhalten wir 2,904 < % < 3,304 (vierte Stelle unsicher).

Zweites Ergebnis der Kreiseingrenzung: o liegt zwischen 2,90 und 3,30,
Das arithmetische Mittel beider Zahlenschranken liefert einen zweiten verbesserten
Niéherungswert fiir 7.

e 2,90—}2— 3,30 — 3,10.
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Zweiter verbesserter Nitherungswert fiir & (auf 2 Stellen genau) : = = 3,1.

Fiir den zweiten Néherungswert werden die Streifen des Viertelkreises durch 10 par-
allelliegende, einbeschriebene Trapeze von 0,5 cm Breite (Trapezanniiherung), der
Vollkreis durch ein einbeschriebenes, unregelmiBiges 40-Eck (Vielecksannéherung)
ersetzt.

Fehlerabschiitzung. Der Fehler, den wir bei dieser Art der Eingrenzung fiir
den Flicheninhalt des Viertelkreises machen, ist in jed em Fall kleiner als der Unter-

schied 48 = %2 der beiden Rechtecksummen. Fiir den Flicheninhalt des Voll-
kreises ist der Fehler A F kleiner als 4.4 8, esist AF < %:.

Fiir einen Kreis mit festem Radius 7 ist der Fehler A F in seiner GroBenordnung
nur abhiingig von dem gewiihlten Zahlenwert fiir n. Durch geniigend groe Wahl von n
kann man den Fehler unter jeden geforderten Betrag herabsetzen und den Kreisinhalt
mit jeder geforderten Genauigkeit eingrenzen.

Eingrenzung des Kreisinhalts mit Parallelstreifen fiir » = 20.

Radius r =5cm ist bei » =10
die Auswertung der Kreiseingren- // <
zung durch Zeichnung und Aus- P M \
zithlung an der Grenze ihrer Pl
Genauigkeit angelangt. Fiir n = 20 S ‘s %
wollen wir daher die Flichen- s KN
inhalte berechmnen. Die Breit- P \\
seiten der Anniherungsrechtecke Z
sind Adw = 7’ = 210 (Abb. 187), i
ihre Hohen o, %1, Yas-- ¥n ki o

sind nach dem Hohensatz auf gt T - "

4 Stellen genau: b ke

Abb. 187

Fiir einen Kreis mit dem festen —7?
A\
] N

T

Yo=1 = —.20,

ylzl/(r+%).(7_%>=%.V(n+1).(n_1)=§%]/21.19:210,19,93,

o= VOB (0= B = g5 - RO+ F)- (20 — By #=0,1,2,...m),

Yo=Yt n) - (n—n)=0.

Aus Az und y, ergeben sich die Zahlenwerte fiir die Flicheninhalte der Anniiherungs-
rechtecke (Aufg. 4).
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Die bisherige Eingrenzung
ersetzt die Parallelstreifen
des Viertelkreises durch
ihre Innen- und AuBen-
rechtecke. Bei dieser An«
niherung sind die Fehler
fiir die erste Hiilfte der
Streifen gering, fiir die
zweite Hiilfte groBer (siehe
Abb. 186a und b). Zur
Vermeidung der grofien
Fehler beschriinken wir
uns auf die erste Hilfte
der Parallelstreifen und
berechnen die Anniihe-
rung nicht fiir den Vier- H
telkreis, sondern fiir den ey I IV 7 WX

i

Kreisausschnitt 40C | i
der Abb. 188. Wie groB ist L Rar]
der Kreisausschnitt 40C'?

Die Hohe y;0=CD des Abb. 188

10. Streifens ist Mittel-

senkrechte auf O B=r. A OB ('ist ein gleichseitiges Dreieck mit der Seiter, und Zentri-

winkel COB ist ¢z = 60°. Der Zentriwinkel ¢, des Kreisausschnitts 40 C ist daher
4R 4R 4R 4R

Pu=pa—ggoder—-=-"r—-r=1o. Kreisausschnitt 40C istein Zwolftelkreis.

Tiir die Eingrenzung des Zw61ftelkreises 40 gelten die folgenden Beziehungen:

Summe 7'; der Innentrapeze = Summe S, der 10 Innenrechtecke — Dreieck ODC,
Summe 7', der AuBentrapeze = Summe §, der 10 AuBlenrechtecke — Dreieck ODC.

Untersumme 7', = S; — x '8V3 ,  Obersumme 7', = S, — s '8V3 .
i - g2
In Zahlenwerten 7T, = ;o - (189,95 — 86,61), T, = 555 - (192,63 — 86,61);
_ 103,34 y® _ 106,02 72
T 400 ¢~ 7400

Fiir den Fliicheninhalt F' des Vollkreises erhiilt man hieraus durch Multiplikation
mit 12 als untere Schranke F;= 3,1002 72, als obere Schranke F, = 3,1806 r2.

Es ist P, P< R,
F,; .
also 7 < i:; & % Durch Einsetzen der Werte von

F;und F, erhalten wir 3,1002 < f; < 3,1806(fiinfte Stelle unsicher).
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Drittes Ergebnis der Kreiseingrenzung: v liegt zwischen 3,100 und 3,150.

Das arithmetische Mittel beider Zahlenschranken liefert einen dritten verbesserten
- 3,100 4 3,180

Niherungswert fiir zz. T = 3,140.

Dritter Niitherungswert fiir v (auf 3 Stellen genau): = 3,14.
Fiir den dritten Niherungswert werden die 10 Streifen des Zwd1ftelkreises durch

einbeschriebene Trapeze (Trapezanniiherung), der Vollkreis wird durch ein ein-
beschriebenes unregelmiBiges 120-Eck (Vielecksanniiherung) ersetzt.

3. Die Zahl

Durch das angegebene Eingrenzungsverfahren liBt sich die Zahl 7 des Kreises
mit jeder geforderten Genauigkeit berechnen. s liBt sich nicht durch einen Bruch

P p und ¢ teilerfremde ganze Zahlen), darstellen, 77 ist keine rationale Zahl.
q q g

7t ist eine Irrationalzahl, & = 3,14 159 .... Gute Néiherung:';werte fiir z sind auf
2 Dezimalstellen genau & = 3,14 und zx = 31, auf 4 Dezimalstellen 7z = 3,1416.

Der Flicheninhalt eines Kreises vom Radius » ist F = m»2,

¢) Der Kreisumfang

Der Flicheninhalt eines Kreises liBt sich mit jeder
geforderten Genauigkeit durch die Flichen einbe-
schriebener Vielecke von geniigend hoher Eckenzahl
ersetzen.

Wir ersetzen die Kreisfliche durch n aneinandergesetzte
Bestimmungsdreiecke eines einbeschriebenen regel-
méBigen n-Ecks (Grundseiten s,, Hohen &,,
Abb. 189). '

DieFliiche jedes Bestimmungsdreiecks ist f= bn '2}"" .
die Fliche des n-Ecks ist also ~ f,=n-f="" s;' n, Abb.180

Hierin ist » - s, der Umfang u, des n-Ecks, also ist [, =1 u, h,.

Je groBer wir # withlen, um so mehr nihert sich f, dem Kreisinhalt . Dabei niihern
sich A, immer mehr dem Kreisradius » und %, immer mehr dem Kreisumfang u.
Der Kreisinhalt F ist also ~ F=}ur

3 2F 2mr?
und der Kreisumfang U= = ~q—;7 = 2ar.

Der Umfang eines Kreises mit dem Radius 7 ist w=2xr.

d) Kreissektor und Kreishog

Bei festem Radius » wird die Fliche eines Kreisausschnitts oder Kreissektors!)
durch seinen Zentriwinkel ¢ bestimmt. Der Vollkreis ist ein Kreissektor mit dem

1) sector (lat.) heiBt Ausschnitt. Man unterscheidet Kreissektor und Kugelsektor.
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Zentriwinkel 360°, ein Halbkreis ein Kreissektor mit dem Zentriwinkel 180°, ein
Viertelkreis ein Kreissektor mit dem Zentriwinkel 90° usw. (Abb. 190).

Die Fliichen eines Kreissektors und des zugehirigen Voll-
kreises verhalten sich wie ihre Zentriwinkel.

Fs_‘P s __ @
7o 09T =5 =550

Hieraus 1iBt sich die Fliche F,; des Kreissektors be-

rechnen,

Die Liinge eines Kreisbogens b mit dem Zentriwinkel ¢
(Abb. 190) erhélt man aus der Verhiltnisgleichung

b _ ¢ b ¢ Abb. 190
w360 oder Sar 360
Hieraus 1d8t sich die Liinge des Kreisbogens b berechnen, b = 1'178'—(;"-
= F, b br
Aus den Formeln fiir F, und b folgt e by oder F,= 5
Der Flicheninhalt eines Kreissektors vom Radius » und dem Bogen b ist Fy = #-

Mit welcher Flicheninhaltsformel hat diese Formel Ahnlichkeit? Wie erklirt sich
dies ?

Aufgaben

I. Besti ng des Kreisinhalts durch Eing ng

1. Einem Kreis mit dem Radius 7 ist a) ein regelmiBiges Zwolfeck einbeschrieben, b) ein regel-
miiBiges Viereck umbeschrieben. Wie grof sind die Flicheninhalte beider Vielecke? Zwischen
welchen Schranken liegt der Flicheninhalt des Kreises? Zwischen welchen ganzen Zahlen liegt

- F
der Proportionalititsfaktor = = des Kreises?

2. Ein Viertelkreis vom Radius 7= 5 cm ist auf Millimeterpapier gezeichnet. Er wird nach
Abb. 185a und b in n = 5 gleich breite Parallelstreifen zerteilt, und jedem Streifen wird das
Innenrechteck einbeschrieben und das AuBlenrechteck umbeschrieben. Die Flichen-
inhalte der Anniherungsrechtecke sind mit der Milli teilung ihlen

a) Zwischen welchen Schranken liegt der Flicheninhalt S des Viertelkreises? Zwischen
welehen Schranken liegt der Flicheninhalt F des Vollkreises? Zwischen welchen Zahlenwerten

liegt der Verhiltnisfaktor z = % des Kreises?
b) Welchen ersten Niherungswert erhilt man hieraus fiir #? Mit welcher Genauigkeit? Wo-
durch sind Viertelkreis und Vollkreis bei dieser Anniherung ersetzt?

¢) Unterhalb welcher Schranke liegt der Fehler, den man bei dieser Anniiherung fiir den
Viertelkreis und fiir den Vollkreis macht?

3. Lose dieselbe Aufgabe fiir die Unterteilung » = 10 (Abb. 186a und b)!
13 [2046]
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4. Eingrenzung des Flicheninhalts eines Kreises mit dem Radius r= 5cm durch gleich breite
Parallelstreifen fiir die Unterteilung # = 20. (Abb. 187 und 188.)
a) Fehlerabschitzung. Unterhalb welcher Schranke liegt bei dieser Art der Eingren-
zung der Fehler A F fiir den Vollkreis? Welche Beziehung besteht fiir A F fiir n = 5, 10, 20?
b) Berechne die Flicheninhalte der ersten 10 Anniherungsrechtecke des Viertelkreises!
€) Welche Zahlenwerte ergeben sich hieraus als untere und obere Schranke fiir die Eingren-
zung der Flicheninhalte des Z wolftelkreises und des Vollkreises?
d) Welchen 3. Niherungswert erhalten wir daraus fiir die Zahl z des Kreises? Mit welcher
Genauigkeit ?
Anleinung zu b: Die Hohen der ersten 10 Annéherungsrechtecke sind auf 4 Stellen genau:

Yo o205 gy = . 10,98; yz_— 19,90; J,—~ 19,77 y‘—— 19,60; y,__o 19,37;
=1.1008; gy=— 1874; T .18,33; .17,86; 17,32
Yo=35q1908; 91=55 !la—— Yo= 20 Yo =755 17,32

5. Untersuche die folgenden Naherungswerte der Zahl  auf ihre Giite:
a) auf 2 Dezimalstellen genau = 3,14 (Rechenstab), 7 = 3 —7—und 7w = 3 20 (Axchlmedes‘)),
b) auf 4 Dezimalstellen genau @ = 38,1416 (Logarithmentafel)!

II. Der Flicheninhalt des Kreises
6. Wie groB ist der Flicheninhalt eines Kreises mit dem Radius
a) r=1cm, b)r=2cm, ¢) r=>5cm, d) r=10mm, ) r= 7,5dm, f) r=12,5m?
7. Wie gro8 ist der Flicheninhalt eines Einheitskreises (r= 1, gemessen in der gewiihlten
Lingeneinheit)?
8. Wie groB ist der Flicheninhalt eines Kreises vom Durchﬁlesser
a)d=2cm, b) d=4cm, €) d=1cm, d)d=3dm, e)d=2m, §)d=10m, g)d=7,5m?

2
Anleitung: F = 7% Benutze zur Ausrechnung den Rechenstahb!

9. ,, Quadratur des Kreises*. Ein Einheitskreis ist in ein Quadrat zu verwandeln. Wie groB
wird die Quadratseite, gemessen in der gewihlten Lingeneinheit?

10. Ein Kreis mit dem Radius 7 ist in ein Quadrat zu verwandeln. Wie groB wird die Quadratseite?

III. Der Kreisumfang

11. Wie groB ist der Umfang eines Kreises
a) mit dem Radius lem, 2em, 5em, 7,5em, 1dm, 1m, 1km, 55mm?
b) mit dem Durchmesser 2cm, 4cm, 10cm, 1em, 3cm, 7,5e¢m, 1mm, 1dm, 1m?
Anleitung zub: u=nad.

12. ,,Rektifikation des Kreises*. Einen Kreis rektifizieren 2) heiBt: Eine Strecke bestimmen, deren

Linge gleich dem Kreisumfang ist. Da @ eine Irrationalzahl ist, ist die Rektifikation eines
Kreises nur niherungsweise mit jeder gewiinschten Genauigkeit méglich.

13. Ein Einheitskreis ist zu rektifizieren. Wie lang ist der Kreisbogen eines halben Einheitskreises,
gemessen in der gewahlten Lingeneinheit?

14. Ein Kreis mit dem Radius a) 1dm, b) 2dm, €) 2 cm, d) 5 cm rollt auf einer Geraden. Wie
lang ist die abgerollte Strecke bei einmaliger Umdrehung des Kreises? .

1) Archimedes lebte von 287 bis 212 v.d. Ztr.; Syrakus.
2) rectus (lat.) heiBt gerade, facere (lat.) machen; rektifizieren bedeutet geradestrecken.
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15. Ein Kreis mit dem Radius 7, = 2 e¢m rollt auf dem Umfang eines Kreises mit dem Radius
7,= 10 cm. Wieviel volle Umdrehungen macht der rollende Kreis bei einem Umlauf um
den groBen Kreis? Erklire die Zahnradiibertragung in der Technik (,, Ubersetzungsver-
hiltnis*)!

16. Stelle fiir einen Kreis geometrisch dar:

a) den Umfang u als Funktion des Radius 7, b) den Flicheninhalt F' als Funktion des Radius ,
¢) den Umfang « und d) den Flicheninhalt F als Funktionen des Durchmessers d!
Welche Kurven erhilt man?

17. a) Zeichne in einen Kreis ein regel- e
miiBiges Sechseck, zerschneide den I
Kreis in 6 gleiche Sektoren (I, IT, . . .,
VI) und lege diese wie in Abb. 191a Iy o
aneinander! Halbiere den linken éuBe- - :
ren Kreissektor I (Abb. 191a, Ia und =7 =
Ib) und lege die abgeschnittene Ug
Halfte Ib an Sektor VI an! Welche 2
Figur entsteht aus dem Sechseck?
Welchen Flicheninhalt hat sie? Wie Siz [\ S \ S [\ S Si2 [\ Sr [
unterscheidet sich der Flicheninhalt I Jirg o juauig bd puig
des zerschnittenen Sechsecks von dem o 7 o h,
des Kreises? I; I l
b) Zeichne aus dem regelmiBigen
Sechseck das dem Kreis einbeschrie- Uy,
bene regelmiBige Zwélfeck und fiige En
es in gleicher Weise wie das Sechseck Abb.191a und b
aneinander (Abb. 191b)! Welche
Figur entsteht aus dem Zwdélfeck? Welchen Flicheninhalt hat sie? Wie unterscheidet sich
der Flicheninhalt des zerschnittenen Zwolfecks von dem des Kreises?
¢€) Gegen welche Werte streben bei fortgesetzter Teilung die Lingsseiten der Rechtecke, ihre
Hohen, ihre Flicheninhalte? Welche Beziehung ergibt sich daraus fiir den Kreis?

I

IV. Kreissektor und Kreisbogen

18. In einen Kreis mit dem Radius r sind die Zentriwinkel ¢ = 180°, 90°, 60°, 45° 30°, 1° ein-
gezeichnet.
a) Welchen Teil der ganzen Kreisfliche macht der zugehorige Kreissektor aus?
b) Welchen Teil des ganzen Kreisumfangs macht der zugehérige Kreisbogen aus?

19. Wie groB ist 1. der Flicheninhalt eines Kreissektors, 2. die Linge eines Kreisbogens vom
Radius 7 und dem zugehérigen Zentriwinkel a) @ = 180°, b) ¢ = 90°, ¢) ¢ = 60°,
d) p=45° € p=30° [) p=1° g) p=10°?

20, Wie groB sind im Einheitskreis a) der Flicheninhalt eines Kreissektors, b) die Linge eines
Kreisbogens mit den zugehérigen Zentriwinkeln ¢ = 360°, 180°, 90°, 60°, 30°, 1°, a°?

21. Welche Zentriwinkel gehoren zu den Kreisbogen a) b=2x, b) b=a, ¢) b=—721,
) b=%, €) b=%, f) b=%, g b=1, h) b=2, i) b= 3 eines Einheitskreises?

22, Auf einer Geraden rollt eine Kreisscheibe vom Durch =10 cm zu 1l2’ %’ %, %.
%, % ihres Umfangs ab. Wie lang sind die abgerollten Kreisbogen?

13*
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V. Angewandte Aufgaben

23.

25.

26.

Forme aus einem Draht von der Liinge u = 1,20 m die nachfolgend genannten Figuren,
berechne die Seitenlingen der Vielecke und ihre Flicheninhalte! Vergleiche die Inhalte der
umfanggleichen Figuren miteinander! a) Gleichseitiges Dreieck, h) Quadrat, €) regelmiBiges
Sechseck, d) regelmiBiges Achteck, e) Kreis.

Stelle den Umfang  und den Flicheninhalt F' eines Kreises a) als Funktionen des Radius ,
b) als Funktionen des Durchmessers d geometrisch dar! Zeichne die Kurven fiir % und die
fir F' je in ein gemeinsames Achsenkreuz! Welche Kurven erhilt man in jedem Achsen-
kreuz? == 3,14.

a) Wieviel Meterlinger wiirde der Erdédquator bei VergroBerung des Erdradius um 1 m werden?

b) Wieviel Meter linger miiBte der Erdradius gemacht werden, wenn der Erdiquator um
1 km linger werden soll?

¢) Stelle fiir Aufgabe a die Verlingerung des Erdiquators als Funktion der VergroBerung
des Erdradius geometrisch dar!

d) Stelle fiir Aufgabe b die VergréBerung des Erdradius als Funktion der geforderten Ver-
lingerung des Erdiquators geometrisch dar!
Die Erde ist als Kugel anzunehmen (r = 6 370 km). 7z = 3,14.

Anleitung: Lies aus den Kurven die Ergebnisse bei VergroBerung des Erdradius um 1,2,
3,...,10m bzw. bei Verlingerung des Erdiquators um 10, 20, 30, . .., 100 m ab! Beide
Funktionen sind unabhiingig vom Kreisradius 7!

Wir stellen uns vor, ein Mensch gehe auf dem Aquator um die Erde. Um wieviel ist der
Weg, den sein Kopf in Augenhéhe zuriicklegt, linger als der, den seine Fiifle beschreiben ?
Die Erde ist als Kugel anzunehmen, r = 6 370 km; mittlere Entfernung des Kopfes in
Augenhihe von den FuBisohlen z = 1,60 m. 7 = 3,14.

Der Radius 7 eines Kreises wird um 1, 2, 3,..., 10 cm verlingert. WiegroBsind die Zunahmen
des Kreisumfangs? Stelle diese Zunahmen als Kreise mit dem Radius z dar!

Aus Blechtafeln sollen Wellbleche geformt werden, deren Querschnitt sich aus anein-
andergefiigten Halbkreisen von gleick Radius zusa (Tragerwellbleche),

a) Wie lang miissen die Blechtafeln genommen werden, wenn die Wellbleche 2 m lang werden
sollen und der Durchmesser ihrer Halbkreise 4 cm (6 cm, 7 em, 8 cm, 10 cm) betriigt?

b) Berechne die Linge « der Blechtafel, die man laufend fiir 1 m Wellblech braucht, wenn der
Durchmesser der Halbwelle d ¢em betriigt! (@ = 4 cm, 6 em, 7 cm, 8 em, 10 cm.)

¢) Welchen Einflul hat der Durchmesser d der Halb-
wellen des Wellblechs auf die gesuchte Linge z der
ebenen Blechtafel ? ‘

d) Vergleiche die fiir das Wellblech erforderliche
Liinge  der ebenen Blechtafel mit derjenigen, die er-
forderlich ist, um die Linge ! des Wellblechs in
einem Halbkreishogen zu iiberspannen!

Zierformen, die in der Baukunst und im
Kunsthandwerk verwendet werden, sind oft
auf die Konstruktion regelmiBiger Vielecke und
auf Kreiskonstruktionen zuriickzufithren. Eine Zier-
form des romanischen Baustils ist der DreipaB.
Seine Konstruktion zeigt Abb. 192. Abb, 192. DreipaB




30.

33.

34.

35.

36.
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Ein in Zierfenstern oft verwendetes Muster ist das Fisch-
blasenmuster Abb. 193.

a) Wieviel Meter Bleifassung sind in den Fenstern fiir die
in Abb. 192 und 193 angegebenen Zierformen zu verwenden ?
b) Wie groB ist der Flicheninhalt der einzelnen Felder?
(r=50cm.)

Berechne die Bogenlingen und die Fliche eines normalen
(nicht iiberhéhten) gotischen Spitzbogens mit den in
Abb. 194 angegebenen Maflen!

Im Hoch- und Tiefbau werden kreisrunde Mauer- Abb. 193. Fischblase
teile hiufig verwendet. Bei ihnen ist die duBere Linge
der Mauer gréBer als die innere. Der Unterschied ist um
so gréBer, je dicker die Mauer und je kleiner ihr Rundungs-
radius ist. Bei Verwendung normaler Mauerziegel der
Abmessung 25cm-12c¢m- 6,5cm (DIN 105) kann eine
Rundung der Mauer nur durch keilformige Fugen erzielt
werden. Die Stirke dieser Fugen soll an der AuBenseite
nicht gréBer als 2 em, an der Innenseite nicht kleiner als
0,8 cm sein (DIN 1057). Welches ist der kleinste Rundungs-
radius, der mit Normalziegeln unter Einhaltung der oben-
genannten Fugenmalfe erreicht werden kann? Mauerdicke
25 cm (1 Stein starke Wand).

Anleitung: Welche Verhiltnisgleichungen bestehen,
wenn die Ziegelsteine mit ihrer Lingskante a) tangential, Abb. 194, Gotischer Spitzbogen
b) radial zur Rundung liegen?

r—o

Um Mauern mit kleinerem Rundungsradius herzustellen, verwendet man Ringziegel, die
aullen und innen verschieden breit sind und sich runden Mauerteilen gut anpassen. Der
Ringziegel Rz 2503 (DIN 1057) z. B.hat bei einer Linge von 25 cm eine dullere Breite von
16 cm und eine innere Breite von 10 em.

a) Wie grof ist der Rundungsradius, der mit normalen StoBfugen von 1 c¢m erreicht wird?
b) Wie grof ist der kleinste Rundungsradius, der ohne Uberschreitung der zulissigen Fugen-
stirken (vgl. Aufg. 32) mit diesen Ziegeln gemauert werden kann? '

Ein Handwerker berechnet den Umfang von Kreisscheiben nach einer Faustformel, indem
er den Durchmesser der Kreisscheibe mit 3 multipliziert und zum erhaltenen Produkt 5%,
desselben addiert. Welchen Niiherungswert von & benutzt er?

Wir sollen nachpriifen, ob ein Fahrrad kilometerzahler bei einem wirksamen Raddurch-
messer von 69 cm die zuriickgelegte Wegstrecke richtig angibt, wenn das fiinfzackige Rad des
Zihlers bei jeder Radumdrehung durch einen an einer Radspeiche angebrachten Dorn um
eine Zacke weiter gedreht wird und 92 Umdrehungen des Zackenrades erforderlich sind,
damit der Zihler 1 km mehr anzeigt.

a) Wie groB ist die bei einer Radumdrehung zuriickgelegte Wegstrecke?

b) Wieviel m hat das Rad zuriickgelegt bei 92 Umdrehungen des Zackenrades?

¢) Wieviel Prozent betriigt der relative Fehler in der Anzeige des Kilometerziihlers?

Ein Kraftwagen biegt an einer rechtwinkligen StrafBenkreuzung nach rechts ein; das rechte
Hinterrad beschreibt dabei einen Viertelkreis mit dem Radius 3,5 m. Der Kraftwagen hat
eine Spurweite von 1,20 m.

a) Wie lang sind die von den Hinterridern beim Einbiegen beschriebenen Kreishogen?

b) Wie oft muB sich jedes der beiden Hinterrider auf seiner Kreisbahn drehen, wenn der
Durchmesser der Hinterrider 60 cm betrigt?

¢) Welchen Zweck hat das Differentialgetriebe der Hinterrider bei Hinterradantrieb eines
Kraftwagens?



198 Kreis und Kreisteilung

7. Welche Belastung kann a) eine Rundstahlstange von 80 mm Stirke, b) eine Rundstahl-
stange aus FluBstahl von 60 mm Durchmesser mit Sicherheit tragen, wenn die zulissige
Druckbeanspruchung bei ruhender Last fiir @ 1200 kp/em?, fiir b 1800 kp/cm? betrigt?

38. Eine Siule aus Grauguf hat einen AuBendurchmesser von 120 mm und einen Innendurch-
messer von 90 mm. Die von der Siule zu tragende Gesamtlast betrigt 72 000 kp.
a) Wie groB ist der Siulenquerschnitt?

b) Ist die der Siule zugemutete Druckbeanspruchung zulissig? (Zulissige Druckbeanspru-
chung fiir GrauguB ist 900 kp/cm?.)

39, Das Verhiltnis mehrerer GroBen zueinander wird oft durch Kreissektoren geometrisch
dargestellt. Benutze dieses Verfahren zur Veranschaulichung der Wiirmebilanz eines Motors!

a) Fiir einen Zweitaktgasmotor sind die folgenden Verhiltnisse ermittelt worden:

Im Kithlwasser werden 459, der zugefithrten Wirme abgefiihrt,
mit den Abgasen werden 30% o ,» ausgestoBen,
in nutzbare mechanische Arbeit werden 25%, ., 5 ,» umgewandelt.

b) Stelle die Wirmebilanz des Motors durch Flichen von Vollkreisen dar!

40, Zur Uberwolbung von Tiir- und Fenstersfinungen werden in der Baukunst vielfach Bogen
verwendet, z. B. Rundbogen, Spitzbogen, Segmentbogen (Flachbogen) und Korbbogen.
Der Korbbogen ist aus 3 Kreisbdgen zusammengesetzt und stellt eine Verbindung von
Rund- und Segmentbogen dar. Er wiichst aus dem Mauerwerk als Rundbogen heraus (Radiusr,
Abb. 195) und geht dann in einen flacheren Segmentbogen iiber (Radius R, in Abb. 195 ist
R = 3r). Seine Stichhche & (Bogenhohe) ist geringer als beim Rundbogen gleicher Spann-
weite s, aber groBer als beim gleichweit gespannten Segmentbogen vom Radius R.
Korbbogen haben duBlerlich eine ellipsenihnliche Form, sind aber mit Ellipsen nicht zu ver-
wechseln. Thre Konstruktion ist mit Zirkel und Lineal ausfithrbar. Abb. 195 zeigt die Kon-
struktion eines Korbbogens.

a) Welche Bogenliinge hat die in Abb. 195 gezeich-
nete Korbbogenlinie?

L
|

B

b) Wie groB ist die ven der Korbbogenlinie und

ihrer Spannweite umschlossene Fliche? ¢) Wie = f 2y /609
#ndern sich Form und Bogenlinge der Korbbogen- <A (]
linie und die Fliche zwischen Korbbogenlinie und
Spannweite, wenn s in 5 gleiche Teile geteilt und ©

.|||i
h

3 =% bzw. R = 47 werden?

d) Leite aus Abb. 195 ein einfaches Verfahren zur Abb. 195, Korbbogen
Konstruktion von Kerbbagen ab!

41, Die geradlinigen Bahnstrecken einer nach NormmaBen hergestellten Aschenlaufbahn sind
beiderseitig“durch Korbbégen geschlossen, die aus Kreisbogen mit den Radien 7= 24 m
und R = 48 m gebildet werden. Die Breite einer Bahn ist 1,25 m.

a) In welcher Entfernung voneinander sind die parallelen, geradlinigen Bahnstrecken an-
zulegen? .

b) Wie lang miissen die parallelen Bahnstrecken werden, wenn die Gesamtlinge der inneren
Laufbahn (in 30 cm Abstand von der Innenkante der Kampfbahn gemessen) nach inter-
nationaler Vereinbarung 400 m betragen soll?

¢) Wie groB ist der Unterschied der inneren und duBeren Bahnlinge?

d) Wie groB ist der Flicheninhalt des von der Kampfbahn umschlossenen Feldes?
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42, Die fiir Kanalisati verwendeten Z Ghren
haben einen eilinienférmigen inneren Querschnitt.
Auch eine Eilinie ist aus Kreisbdgen zusammenge-
setzt. Thre Konstruktion ergibt sich aus Abb. 196 Der
Oberteil der Eilinie ist ein Halbkreis um 4 mit dem
Radius 7. Daran schlieBen sich Kreisbdgen mit dem
Radius 37 an, deren Mittelpunkte B und C von der
Symmetrieachse die Entfernung 2rhaben und auf dem
verlingerten Durchmesser des Halbkreises liegen. Der
Mittelpunkt D des die Eilinie unten abschlieBenden
Kreisbogens liegt auf der Symmetrieachse der Ei-
linie in der Entfernung 1} unter dem Mittelpunkt 4

%. Berechne auf

Abb. 196. Kanalisationsrohr

3 Stellen genau mit eilinienformigem Querschnitt

a) die Bogenlinge der Eilinie,

b) den Strémungsquerschnitt fiir drei genormte GroRen (DIN 1201):

1. lichte Breite 2r= 50 cm, 2. lichte Breite 27 = 70 cm, 3. lichte Breite 27 = 100 cm!

Anleitung: Bestimme Winkel 4 BD durch Zeichnung und Ausmessung!

des Halbkreises; sein Radius ist

43. Triebrider von Lokomotiven. Die wichtigsten Lokomotivarten der Deutschen Reichs-
bahn haben die folgenden Triebraddurchmesser und Héchstgeschwindigkeiten :

Triebraddurchmesser ~ Hochstgeschwindigkeit

Bezeichnung: in m: in km/h:
2 C 1-Schnellzuglokomotive 2,00 120
2 C 2-Personenzuglokomotive 1,75 100
1 E-Giiterzuglokomotive 1,40 70

a) Welche Strecke legt jede Lokomotive bei einer Triebradumdrehung zuriick?
b) Wie oft drehen sich die Rider bei einer Fahrstrecke 1. von der Liange einer Schiene (15 m,
neuerdings 30 m), 2. von 1000 m?

¢€) Rechne die Hochstgeschwindigkeit in m/s um und berechne, wie oft sich die Réder in einer
Sekunde drehen miissen, um diese Geschwindigkeit innezuhalten!

44. Ein doppelgleisiger Eisenbahndamm beschreibt einen 540 m langen Kreisbogen mit einem

Kriimmungsradius von 600 m, bezogen auf die Mittelachse des Dammes.

a) Bestimme den zugehorigen Zentriwinkel durch Rechnung und Zeichnung!

b) Die Mittelachsen der beiden Gleise haben im Bogen einen Abstand von 1,90 m von der
Mittelachse des Dammes. Um wieviel ist der Bogen des AuBengleises linger als der des Innen-
gleises?

45. Eine Autobahnstrecke dndert an einer Stelle ihre Richtung um 40°. Bei Planung der Strecke
hat man zwischen den beiden Moglichkeiten zu entscheid den Kriim dius des
Bogens entweder 800 m oder 1 200 m lang zu wihlen (bezogen auf die Mittelachse der Bahn).
a) Bestimme fiir beide Werte des Radius die Bogenlingen durch Rechnung und Zeichnung!

b) Um wieviel ist in beiden Féllen die AuBenkante der 12m breiten Fahrbahn linger als die
Innenkante?

46. Berechne den Umfang einer Riemenscheibe von
a) 25cm, b) 40 cm, €) 50 cm, d) 240 cm Durchmesser!
47, Welchen Weg legt ein Punkt auf dem Rande einer Schmirgelscheibe von 35 cm Durchmesser

bei einmaliger Umdrehung zuriick? Welchen Weg in der Minute, wenn die Scheibe 850 Um-
drehungen in der Minute macht?
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48, Die Hinterrider eines Wagens haben 1,10 m Durchmesser, die Vorderréder 0,90 m Durch-
messer. Die Eisenreifen zu den Rédern sind aus Flachstahl 50 - 15 mm.
a) Wie lang sind die Eisenbeschlige zuzuschneiden?
b) Wieviel Meter sind zum Beschlag der vier Rider erforderlich?
¢) Wie groB ist das Gewicht des Beschlags, wenn 11fd. m des Flachstahls 5,89 kp wiegt?

49, Riemen- und Ketten iibertragung. Bei einer Riemeniibertragung hat die treibende
Scheibe einen Durchmesser D, die getriebene einen Durchmesser d; der Achsabstand ist a.
a) Zeichne fiir die angegebenen MaBe den Riemenantrieb in geeignetem MaBstab!

b) Berechne die Riemenlinge! (Entnimm fehlende Stiicke der Zeichnung!)

©) Wie oft dreht sich die kleine Scheibe, wenn die groBe eine volle Umdrehung macht? Wie
grofl ist also die Ubersetzung?

L.D= 50cm, d=25cm, a=50cm; 2.D=240cm, d= 40cm, a= 400 cm.

50. Der Treibriemen einer Nihmaschine liuft iiber ein groBes, durch eine Tretvorrichtung an-
getriebenes Treibrad und iiber ein kleines, vom Riemen angetriebenes Rad am Oberteil
der Maschine. Jeder Umdrehung des kleinen Rades entspricht ein Stich der Maschine.

a) Mif an einer Nahmaschine die Durchmesser der beiden Réder und berechne daraus, wieviel
Stiche die Maschine bei einer Umdrehung des Treibrades macht!

b) MiB auBerdem den Abstand der Achsen, zeichne die Rider in geeignetem MaBstab und
entnimm der Zeichnung die Riemenlinge!

51, MiB an einem Fahrrad folgende GroBen: den Durchmesser des vollaufgepumpten Hinter-
rades, die Linge der Tretkurbel, die Durchmesser der beiden Kettenrider, den Achsabstand
der beiden Kettenrider!

a) Welchen Weg legt das Fahrrad bei einer, bei zehn Umdrehungen des Hinterrades zuriick?
Wie oft dreht sich das Hinterrad auf einer Strecke von 100 m?

b) Zeichne die beiden Kettenrider in geeignetem MaBstab und stelle die Liinge der Kette fest!
Welche Ubersetzung besteht zwischen den beiden Kettenradern?

52, Seilscheiben. Der Durchmesser der Seilscheibe eines Férderturmes betriigt 6 m (5,8m; 5 m).
a) Wie oft dreht sie sich wihrend einer Seilfahrt bei einer Teufe (Tiefe) von 408 m (575 m;
380 m)?

b) Wie oft dreht sie sich in einer Sekunde bei einer Fordergeschwindigkeit von 4 m/s (5,5m/s;
7 mfs)?

. Der Trog des Schiffshebewerkes Niederfinow im Land Brandenburg hingt an 256 Seilen, die
zu je zweien iiber Seilscheiben von 3,5 m Durchmesser laufen.

a) Wie oft dreht sich eine Seilscheibe bei dem 85,71 m hohen Auf- oder Abstieg des Troges?
b) Um wieviel Grad dreht sie sich wihrend einer Sekunde, wenn die ganze Bergfahrt 5 Min.
dauert?

5

1

54, Kreisringe. Erginze die folgende Tabelle fiir nahtlose Gasrohre (Angaben in mm)!

D t d q f D ¢ d q f
0 | 2 26,75 | 2,75
13,25 2,25 33,5 3,25
16,75 2,25 B 42,25 3,25
21,25 2,75 T 48,25 3,5
Erklirungen: D = AuBendurchmesser, = Innendurchmesser, t = Wanddicke

Jf = lichter Rohrquerschnitt, ¢ = Wandquerschnitt
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V1. Schiitzen von Griflenordnungen

55. Wieviel Menschen haben auf einer kreisrunden Fliche a) von 1km, b) von 100 m Radius
Platz, wenn man vier Personen auf 1 m? rechnet?

56. Der hochste Berg der Erde ist der Tschomolungma (Mount Everest) mit 8880 m, der héchste
Berg Europas der Mont Blanc mit 4810 m. Wie hoch muf man bei einem Globus von einem
Meter Durchmesser diese Berge machen, wenn das Relief nicht iiberhéht werden soll?

57, Drei Seen von a) 1 km, b) 4 km, ¢) 8 km Liinge verlaufen in ihrer Richtung von Norden nach
Siiden. Wie grof ist die Herauswolbung der Seen in ihrer Mitte iiber der Ebene, die Nord-
und Siidufer verbindet? -
Anleitung: Ist z die gemessene Linge des Sees in der Nord- Siid-Richtung, r der Erdradius

z
5 27 <Kreisb0gen

(6370km) und y die gesuchte Herauswélbung, so verhilt sich y: % =
;ersetzt durch Sehne %) Beachtedie Zunahme derWertefiiry ! Stelley =f(x) zeichnerischdar!

E. Geometrie der Lage

32, Harmonische Punkte und Strahlen
a) Das Teilverhiiltnis
1. Innere und iiuBere Teilung einer Strecke

'
Liegt auf einer Strecke 4 B ein Teilpunkt innerhalb der Grundpunkte 4 und B, so
spricht man von innerer Teilung der Strecke A B, liegt er auBerhalb der Grund-
punkte 4 und B, so spricht man von #uBerer Teilung der Strecke A B durch den Punkt.
Zu jedem Teilpunkt gehoren zwei Teilabschnitte (siche Abb. 197 und 198). Die Teil-
abschnitte
derinneren Teilung der Strecke 4 B sind der &uBeren Teilung der Strecke 4 B

C4 und OB, . DA und DB.

2. Das Teilverhiiltnis
Das Verhiiltnis der Teilabschnitte, die einem Punkt der Strecke 4 B zugeordnet sind,
heiBt Teilverhiiltnis der Strecke 4 B. Das Teilverhiltnis der Strecke 4 B ist

A DA
B’ DB’
Vorzeichen des Teilverhiltnisses. Jeder Teilabschnitt hat, vom Teilpunkt aus
beginnend, eine bestimmte Richtung. Die Richtung einer Strecke wird analytisch

bei innerer Teilung I bei duBerer Teilung

A C B8 A C 8
i re— ‘ T po—
= ¥ = ¥

A 8 0 0 A 8
= b
b i ] ——— 7

Abb. 197a und b Abb. 198a und b
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durch ihr Vorzeichen gekennzeichnet. Entgegengesetzten Richtungen von Strecken
entsprechen entgegengesetzte Vorzeichen. Abb. 197 und 198 zeigen, daB die Teil-
strecken bei innerer Teilung von A B zueinander stets entgegengesetzte Richtungen,
bei duBerer Teilung stets dieselbe Richtung haben. Das Teilverhiltnis einer Strecke
hat bei innerer Teilung negatives, bei &uBerer Teilung positives Vorzeichen.

3. Verhalten des Teilverhiiltnisses bei Projektion

Zentralprojektion. Wir projizieren die innere und die &uBere Teilung einer
Strecke 4 B vom Punkt P aus auf eine beliebige Gerade (Abb. 199 und 200). P ist das

Abb. 199 Abb. 200

Projektionszentrum, PA, PB, PC und PD sind die Projektionsstrahlen. Abb. 199
und 200 zeigen:

Bei Zentralprojektion wird das Teilverhiiltnis einer Strecke im allgemeinen veriindert,
nur bei parallelen Geraden bleibt es unverindert. *
Die Erhaltung des Teilverhéltnisses par-
alleler Geraden bei Zentralprojektion wird
durch Anwendung des 2.Strahlensatzes auf
Abb. 200 bewiesen.

Parallelprojektion. Riickt das Projek-
tionszentrum P der Abb. 199 von 4B immer
weiter fort, so wird aus dem Biischel der Pro-
jeltionsstrahlen eine Schar von Parallelen
durch die Punkte 4, B, C und D (Abb.201).
Die Zentralprojektion geht in Parallelpro-
jektion iiber.

Bei Parallelprojektion bleibt das Teilverhiltnis
einer Strecke unverindert.

/A /8 /D
1.Strahlensatzes (Abb. 201). Abb, 201

Der Beweis erfolgt durch Anwendung des
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b) Das Doppelverhiiltnis

1. Das Doppelverhiiltnis von 4 Punkten einer Punktreihe

Liegen auf einer Strecke A B zwei Teilpunkte C und D, so nennt man den Quotienten ihrer

Teilverhiiltnisse das Doppelverhiiltnis der 4 Punkte. 4 und B bilden die Grundpunkte,

C'und D die Teilpunkte der Strecke (Abb. 202). Fiir das Doppelverhiiltnis der 4 Punkte
. CA DA

A, B; C, D schreibt man (A4,B; C,D) = CE'DE"

Durch die Vorzeichen der Teil- —

verhiiltnisse erhélt das Doppel- i A _m

verhiiltnis ein bestimmtes Vor- R

zeichen, und zwar positives =

Vorzeichen, wenn beide Teil- =

punkte gleichzeitig innerhalb Al e

oder auBerhalb der Strecke 4B b €= o

liegen (Abb.202a und b), nega - L7 1

tives Vorzeichen, wenn ein

Teilpunkt innerhalb, der andere
aber auBerhalb der Strecke 4B c A

0
liegt (Abb. 202¢). R )

Abb. 202a,b, ¢

2. Verhalten des Doppelverhiiltnisses hei Projektion

Die Punkte 4, Bund C, D in Abb. 202 sind 4 Punkte einer Punktreihe, sie bilden die
Punktreihe 4, B; C, D. Zur Punktreihe 4, B; C, D gehort das Doppelverhiiltnis
(4, B; C,D).

Projiziert man die Punktreihe 4, B; €, D vom Projektionszentrum P aus auf eine
beliebige, zu A B nicht parallele Gerade (Abb. 203), so erhiilt man eine zweite Punkt-
reihe 4', B'; €', D’ mit dem Doppelverhiiltnis (4’, B'; ¢", D’). In welcher Beziehung
stehen die beiden Doppelverhiltnisse (4,B; C,D) und (4'B’; (", D') zueinander ?
Ausmessung der Doppelverhiltnisse der beiden Punktreihen ergibt

(4,B; 6,D)= (4, B'; C',D').
Bei Zentralprojektion bleibt das Doppelverhiiltnis von 4 Punkten einer Punktreihe unveriindert.

Wir wollen diese wichtige Eigenschaft des P
Doppelverhiiltnisses beweisen. Wir zichen
durch B’ die Parallele zu AD (Abb.203).
Bei Zentralprojektion bleiben die Teilver-
héltnisse paralleler Geraden unveriindert;
es ist

ca_crar o DA _ DA

cs~ow " DB DB’

Die Division der Verhiltnisgleichungen
durcheinander ergibt

a) (4,B; C,D)=(4",B’; C",D"). Abb.203
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Wir ziehen weiterhin durch B’ die Parallele zu PA. Dann ist nach den Strahlen-
siitzen fiir das Strahlenbiischel

durch ¢" durch D’ durch 0" durch D"
c4 A'P lﬂ _ AP, oA A”P D4 _ AP
CBF~ BF' DB~ BE’ ¢’ T BF’' D'B BE

Die Division der Verhiiltnisgleichungen durcheinander ergibt
GrA, M - B'E c'4” D'A” _BE
C'B DB~ BF’ C"B""D'B°~ BF
oder  (4,B;0,D)=2F, @",B;0,D)=5%.
Also ist b) (4, B'; ¢',D")=(4",B'; C",D").
Aus a) und b) folgt (4,8: C,Dy=1(4",B"; €. D),

3. Das Doppelverhiiltnis von 4 Strahlen eines Biischels

Werden 4 Punkte A, B; C, D einer Punktreihe von einem Projektionszentrum P aus projiziert,
so entsteht ein Biischel von 4 Strahien P (4,B; C, D), P ist der Scheitel des Biischels,
PAund PBsinddie Grundstrahlen, PCund PDdieTeilstrahlen des Biischels.

Unter dem Doppelverhiiltnis von 4 Strahlen eines Biischels versteht man das Doppelverhiltnis
ihrer Schnittpunkte mitirgendeiner Geraden, die nicht durch P geht.

Der Satz iiber das Doppelverhiltnis von 4 Punkten einer Punktreihe 1iBt sich nach
dieser Festsetzung auch folgendermaBen fassen:

Bei Zentralprojektion bleibt das Doppelverhiiltnis von 4 Strahlen eines Biischels unverindert.

¢) Harmonische Teilung
1. Harmonische Teilung im bestimmten Verhiiltnis %

Die harmonische Punktreihe. Wir teilen eine Strecke 4 B innen und auBen in
demselben Verhiltnis 3 und bestimmen den Wert des Doppelverhiltnisses:
. CA DA [ 3\.(, 3\ _

(4,8;0,D) = gz pp={—3):(+3)=—1
Wird eine Strecke innen und auBien in demselben Verhiiltnis geteilt, so heiBt die
Strecke harmonisch?) geteilt. Es entsteht eine Punktreihe von 4 harmonischen

Punkten oder eine harmoniseche Punktreihe A, B; C, D.

Der Wert des Doppelverhiiltnisses einer harmonischen Punktreihe ist gleich — 1.
Allgemeiner Beweis (Abb. 204): Fiir jede harmonische Teilung ist
CA DA CA DA
CE="DB oder 0B DB
In Abb. 204 ist die Strecke 4 B harmonisch im Verhiiltnis § geteilt. Wir vertauschen

nun die Grundpunkte mit den Teilpunkten und berechnen die entstehenden Teil-
verhiltnisse und das neue Doppelverhiltnis. Es sind

=(4,B;0,D)=—1

1) harmonisch (gr.) heiBt tbereinstimmend, im Einklang miteinander. Hier bedeutet es innen
und auBen iibereinstimmend oder in demselben Verhiltnis geteilt.
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die Teilverhiltnisse das Doppelverhiiltnis ist
BC 1 Ac 1 . BC . AC
B =~ " et (G053 BA) = 55t 3 ==L

Die Grundpunkte 4 und B und die Teilpunkte C
und D einer harmonischen Punktreihe heiBlen ein-
ander zugeordnete Punkte. Die Strecke 4B wird
durch die Teilpunkte ' und D harmonisch geteilt,
aber auch die Strecke CD durch die Grundpunkte B

P

und A. Ai1cC|2/8 10 0
Harmonische Punktreihe: Es ist V Abb. 204
(4,B; C,D) = (C,D; B,A) = — 1.
Allgemeiner Beweis (Abb.204): Die Strecke 4B wird durch € und D har-
) ? . . _ CA D4
monisch geteilt. Es ist (4,B; C,D) = —1 oder TB=—DE’
Wir vertauschen die Innenglieder der Proportion und wechseln die Richtungen der
Teilstrecken, d.h. aus €4 wird — AC, aus CB wird — BC usw. Wir erhalten
4c_ _ BC .. BC __ AC
4D ~ T BD BD — T 4D
Das harmonische Strahlenbiischel. Projiziert man eine harmonische Punlkt-
reihe 4, B; ¢, D vom Projektionszentrum P aus, so erhilt man ein Biischel von
4 harmonischen Strahlen oder ein harmonisches Strahlenbiischel P (4, B; C, D).
Ein harmonisches Strahlenbiischel wird von jeder Geraden, die nicht durch den
Scheitel des Biischels geht, in 4 harmonischen Punkten geschnitten. Der Beweis
folgt aus der Unveriinderlichkeit des Doppelverhéltnisses von 4 Strahlen eines Biischels.
Die Grundstrahlen P4 und PB des harmonischen Biischels werden von den Teil-
strahlen PC und PB harmonisch geteilt und umgekehrt. PA und PB einerseits
und PC und PD andererseits heilen zugeordnete Strahlen des harmonischen
Biischels P (4, B; C, D).

Harmonisches Strahlenbiischel: Esist (4,B; C,D)= (C,D; B,A) = — 1.

oder (0,D; B,A)=-—1.

2. Harmonische Teilung bei veriinderlichem Teilverhiiltnis

Fiir die feste Grundstrecke 4 B einer harmonischen Punktreihe 4, B; ¢, D ist die
Lage der Teilpunkte Cund D vom gewiéhlten Teilverhiiltnis abhingig und umgekehrt.
Wir wollen die Lage der
Teilpunkte ¢ und D zu
festen Grundpunkten 4
und B bei bewegli-
chen Teilpunkten fiir
eine harmonische Punkt-
reihe und ein harmoni-
sches Biischel untersu-
chen (Abb. 205). b, %05

Der innere Teilpunkt C' .

einer harmonischen Punktreihe A4,B; O,D laufe vom festen Grundpunkt B
iiber die Mitte M/ der Grundstrecke AB zum festen Grundpunkt 4 hin. Welche
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Bewegung fithrt dabei der 4. zugeordnete harmonische Punkt D aus? Welche
Teilverhiiltnisse gehoren zu den einzelnen Teilpunktlagen ?
Der innere Teilstrahl PC eines harmonischen Biischels P(4,B; C,D)drehe sich vom
Grundstrahl PB aus iiber den Mittelstrahl PM zum Grundstrahl P4 hin. Welche
-Bewegung fithrt dabei der 4. zugeordnete harmonische Strahl PD aus? Welche
Teilverhiiltnisse gehdren zu den einzelnen Teilstrahllagen ?
Riickt der innere Teilpunkt C' einer harmonischen Punktreihe 4, B; €, D vom Grund-
punkt B aus nach C}, so wandert der zugehorige duflere Teilpunkt in entgegengesetzter
Richtung von B aus nach D; (Abb. 205). Die zugehorigen Teilverhéltnisse sind in ihrem
absoluten Wert grofer als 1, fiir 0} und D, der Abb. 205 z. B. gleich —% und 4 %-
Riickt der innere Teilpunkt in die Mitte M der Grundstrecke, so wandert der &uBere
Teilpunkt auf 4B ins Unendlich-Ferne, in den Fernpunkt von 4B.

Dem Mittelpunkt der Grundstrecke A B einer harmonischen Punktreihe entspricht der Fern-
punkt von AB als zugeordneter harmonischer Punkt.

Dem Mittelstrahl eines har ischen Strahlenbiischels entspricht der Parallelstrahl zur
Grundstrecke A B als zugeordneter harmonischer Strahl.

Das zur Mitte M zugehorige Teilverhiltnis der Strecke 4B ist -;i; =—1.
Wandert bei &uBerer Teilung der Grundstrecke 4B der Teilpunkt D auf ABin den
Fernpunkt, so werden die Teilstrecken DA und DB immer mehr einander gleich; das
Teilverhiltnis —D—g nithert sich in seinem Wert immer mehr + 1, man schreibt

D
DA . DA
=+ 1 (11es.DB strebt gegen +1).

DB

Riickt der innere Teilpunkt von M aus weiter zum Grundpunkt 4 hin, so wandert
der duBere Teilpunkt von der entgegengesetzten Seite herankommend auf denselben
Grundpunkt 4 zu. Die zugehérigen Teilverhiltnisse sind in ihrem absoluten Wert
kleiner als 1, fiir Cy und D, in Abb. 205 z.B. gleich — % und + }.

3. Harmonische Teilung im Dreieck (Abb. 206)

Zieht man in einem Dreieck A B C die Winkelhalbierenden eines Dreieckswinkels (z. B. ») und
seines Nebenwinkels, so erhiilt man ein harmonisches Strahlenbiischel C (4, B; H, K).

Beweis (Abb. 206): Der Satz behauptet, daB im Dreieck A BC durch die beiden
Winkelhalbierenden ¢ H und C K die Punktreihe 4, B; H,K eine harmonische
Punktreihe und das Biischel C (4, B; H,K)
ein harmonisches Strahlenbiischel werden.

Wir ziehen durch den Grundpunkt B der
Punktreihe A, B; H,K die Parallele zum
iuBeren Teilstrahl CK des Biischels. Wir
machen also CK zum Parallelstrahl fiir die
Punktreihe 4,, B; H,, Fernpunkt. Soll das
entstandene Biischel ein harmonisches
Biischel sein, so muB der innere Teilstrahl CH;
fiir diese Punktreihe Mittelstrahl sein. —
Dieses ist der Fall, denn die Dreiecke BCH,
und 4,CH, sind einander kongruent (sww).
Dreieck 4,BC ist ein gleichschenkliges Drei- Abb. 206
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eck und H, die Mitte von 4, B. Das Biischel C (4, B; H, K) eines Dreiecks ist also
ein harmonisches Strahlenbiischel.

Der Satz 1ifit sich auch folgendermaBen verallgemeinern:
Die Schenkel eines Dreieckswinkels und seine innere und suBere Winkelhalbierende bilden
ein harmonisches Strahlenbiischel.

Zwei Strahlen eines Biischels und die Halbierungslinien ihrer Winkel bilden ein har-
monisches Strahlenbiischel.

In welchem Verhiltniswird die Strecke 4 B eines Dreiecks durch die Teilpunkte H
und K der Winkelhalbierenden harmonisch geteilt 2
Wir ziehen in Abb. 206 noch B4, parallel HC. Dreieck O’ B4, ist auch gleichschenklig,
denn seine Basiswinkel sind gleich. Es sind also C4, =CB als Schenkel des gleich-
schenkligen Dreiecks CBA, und CA,=CB als Schenkel des gleichschenkligen Drei-
ecks CBA,. Nach dem ersten Strahlensatz verhiilt sich dann:
fiir den Strahlenausgangspunkt 4 und die Parallelen HC und B4,
HA CA CA HA . E song e . .
HB=CA,~CB’ B ist aber das Teilverhiiltnis der inneren Teilung von 4 B,
fir den Strablenausgangspunkt 4 und die Parallelen KC und BA,
K4 Cc4 cC4 K4 . « P . .
KB=C4—0B' KB ist aber §as Teilverhiltnis der &uBeren Teilung von A B.
\,
Die Strecke 4 B des Dreiecks ist also harmonisch im Verhiiltnis der anliegenden Seiten
geteilt. Wir haben den Lehrsatz des Apollonius?) gefunden:

Die Halbierungslinie eines Dreieckswinkels und seines Nebenwinkels teilen die Gegenseite
eines Dreiecks harmonisch im Verhiltnis der anliegenden Seiten.

Welche Besonderheit besteht in der Lage der zugeordneten Strahlen dieses
harmonischen Biischels eines Dreiecks zueinander ? :

Die zugeordneten Grundstrahlen CA4 und CB bilden miteinander den Dreieckswin-
kel y, dessen GréBe éindert sich mit den Seiten C4 und CB. Der Winkel HCK zwi-
schen den zugeordneten Teilstrahlen CH und CK des Biischels ist nach Abb. 206:

S HCK = %+90°_%=90=.

Die zugeordneten Teilstrahlen C H und C K des harmonischen Biischels C (A, B; H, K) eines
Dreiecks stehen aufeinander senkrecht.

Der Kreis des Apollonius. Winkel HOK als rechter Winkel iiber der Hypotenuse

HEK ist Winkel im Halbkreis itber HK (Satz des Thales). Die Spitze C eines Dreiecks

ABC liegt also auf dem Kreis iiber HK, und alle Punkte C' dieses Kreises haben
wrw o OA HA CA K4

von 4 und B dasselbe Entfernungsverhiltnis - bzw. CB= KB’

CB~ HB
(Siehe Abb. 213 und Aufg.19 bis 22.)

Der geometrische Ort fiir alle Punkte C, deren Entfernungen von zwei festen Punkten 4 und B
ein gegehenes Verhiiltnis haben, ist der Kreis iiber der Strecke H K als Durchmesser. Hierbei
teilen die Punkte H und K die Strecke A B harmonisch im gegebenen Verhiiltnis.

1) Apollonius von Perga (Pamphylien), neben Euklid und Archimedes der bedeutendste griechische
Mathematiker, lebte um 210 v.d. Ztr. in Alexandria. Sein Hauptwerk behandelt die Kegel-
schnitte.
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d) Vollstiindige geometrische Figuren

1. Geometrische Grundgebilde der Ebene

Die ebene Geometrie ist in ihrem Wesen Dreiecksgeometrie. Viele grundlegende
Beziehungen und Siitze werden am Dreieck abgeleitet und dann durch Zusammen-
setzen von Dreiecken oder Zerlegen in Dreiecke auf andere Figuren — Vierecke, Par-
allelogramme, aber auch wieder Dreiecke — itbertragen. Auch dort, wo man das Drei-
eck zuerst gar nicht vermutet, z. B.in der Lehre vom Kreis, tritt es in einer Sonderform
auf. Wie kommt das Dreieck zu dieser beherrschenden
Stellung in der Geometrie ?

Strahlenbiischel und Punktreihe sind die geometrischen Grund-
gebilde der Ebene.

Triiger eines Strahlenbii- Triger einer Punktreihe ist
schels ist der Punkt P, die Gerade g, auf der
durch den alle Strahlen des alle Punkte der Reihe lie-
Biischels gehen (Abb. 207). gen (Abb. 207). Strahlenbischel und Punkt P

Aus Punkten und Geraden oder aus Strahlenbiischeln und ==
Punktreihen werden abgegrenzte ebene Figuren, vollstindige ~ funktrehe und Gerade g
geometrische Figuren zusammengesetzt. Abb. 207

P

2, Das vollstiindige Dreieck und Dreiseit

Das vollstindige Dreieck. Aus einem Punkt oder einer Geraden gewinnt man
keine abgegrenzte geometrische Figur, auch nicht aus zwei Punkten oder zwei Ge-
raden. Bei drei verschiedenen Punkten 4, B, C, die nicht in einer Geraden liegen,
1iBt sich von jedem Punkt ein Biischel von zwei Strahlen zu den beiden andern
Punkten ziehen. Die Punkte heillen die Ecken des entstehenden vollstindigen
Dreiecks, ihre Verbindungsgeraden seine Seiten (Abb. 208).

Das vollstindige Dreiseit. Bei drei verschiedenen Geraden @, b, ¢, die nicht
durch einen Punkt gehen, lassen sich je zwei Gerade in einem gemeinsamen Punkt
zum Schnitt bringen. Die Geraden heiflen die Seiten des entstehenden vollstindigen’
Dreiseits, ihre Schnittpunkte seine Ecken (Abb. 208).

Wir vergleichen Dreieck, vollstéindiges Dreieck und vollstindiges Dreiseit miteinander
(Abb. 208). Das vollstiindige Dreiseit ist trotz seiner anderen Entstehungsweise die-
selbe Figur wie das vollstindige Dreieck. Dreieck und Dreiseit sind die einfachsten
vollstindigen Figuren der Ebene. Das Dreieck, das vollstindige Dreieck und das voll-
stiindige Dreiseit stimmen miteinander iiberein. Alle drei Figuren haben 3 Ecken
und 3 Seiten.

Diese Ubereinstimmung und die damit zusammenhiingende Eigenschaft des Dreiecks
als statisch fester Figur erkliren die beherrschende Stellung des Dreiecks in der
ebenen Geometrie.

A—T8 4 < B

Abb. 208. Dreieck vollstandiges Drejeck vollstindiges Dreiseit
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3. Das vollstiindige Viereck und Vierseit

Das vollstindige Viereck. Bei vier verschiedenen Punkten 4,, 4,, 44, 4,, von
denen je drei nicht eine Punktreihe bilden, 1i8t sich von jedem Punkt aus ein Biischel
von drei Strahlen zu den drei andern Punkten ziehen. Die Punkte 4,, 4,, 4, 4,
werden die Ecken eines vollstiindigen Vierecks, ihre siimtlichen Verbindungsgeraden
seine Seiten. Das vollstiindige Viereck hat 4 Ecken und 6 Seiten (Abb. 209).

Das vollstindige Vierseit. Von vier verschiedenen Geraden @, a,, a,, a,, von
denen je drei nicht ein Biischel bilden, lassen sich je zwei in einem gemeinsamen
Punkt zum Schnitt bringen. Die Geraden a,, a,, ay, @, werden die Seiten eines voll-

Abb. 209. Viereck vollstindiges Viereck vollstindiges Vierseit

stiindigen Vierseits, ihre séimtlichen Schnittpunkte seine Ecken. Das vollstindige
Vierseit hat 4 Seiten und 6 Ecken (Abb. 209).

Abb. 209 zeigt zum Vergleich ein Viereck, ein vollstéindiges Viereck und ein vollstéin-
diges Vierseit. Viereck und Vierseit stimmen nicht miteinander iiberein, sie stehen
aber in enger geometrischer Beziehung zueinander.

4. Dualitiit beim vollstiindigen Viereck und Vierseit

Das vollstindige Vierseit. Ein vollstindiges Vierseit (Abb. 210b) kénnen wir
uns aus zwei Teilen zusammengesetzt denken: Der ,,Rumpf® des Vierseits ist das
Viereck 4,4,4,4,; an diesem sitzen, den ,,Beinen® vergleichbar, die beiden drei-
eckigen Anstitze 4;4,4, und A;4,4,. Die Ecke A, ist das ,,Haupt** des Vierseits.
Die vier Seiten des Vierseits sind @, d,, @3, @y. Die Ecken des Vierseits gehoren als
Gegenpunkte paarweise zusammen. Das erste Gegenpunktpaar besteht aus der
Hauptecke 4, und ihrer Gegenecke A4,; A, und 4; heifien die AuBlenecken, 4;
und Agdie Nebenecken des Vierseits.

Die Verbindungsgeraden der zusammengehorigen Ecken heillen die drei Diagonalen
des Vierseits, die Hauptdiagonale d,, die AuBlendiagonale d, und die Nebendia-
gonale d,. Die drei Diagonalen schneiden sich in den Diagonalpunkten H, I, K des
Vierseits.

Das vollstiindige Viereck. Die vier Ecken des Vierecks sind A4,, 4,, 4,, 4,
(Abb.210a). Die Seiten des Vierecks gehoren als Gegenseiten paarweise zusammen,
a, und @, a,und a;, @, und ;. Die Schnittpunkte zusammengehoriger Gegenseiten
heilen die Diagonalpunkte D;, D, und Dj, deren Verbindungslinien die Diagonallinien
D,D,, D,D; und D, Dydes vollstindigen Vierecks.

14 [2046]



210 Geometrie der Lage

Dualitit. Wirstellen die entsprechenden Stiicke der beiden Figuren zusammen.

Vollstiindiges Viereck: Vollstindiges Vierseit:
4 Ecken A,, 4,, 45, 44, 4 Seiten a,, a,, a,, a,,
6 Seiten a,, a; @y, a5} ag, @, 6 Ecken A,,4,; 4,,4;; 45,4,
3 Diagonalpunkte D,, D, Dy, 3 Diagonalen d,, dy, dg,

3 Diagonallinien D,D,, D,D;, D,Dy. | 3 Diagonalpunkte H, J, K.

Welche wechselseitigen geometrischen Beziehungen bestehen zwischen entspre-
chenden geometrischen Gebilden des Vierecks und Vierseits ?

Jeder Diagonalpunkt eines vollstiindigen Jede Diagonale eines vollstiindigen
Viereckstriigt4 harmonischeStrahlen: Vierseits trigt 4 harmonische
die durch den Diagonalpunkt gehenden Punkte: die auf der Diagonaleliegen=
Seiten und Diagonallinien. den Ecken und Diagonalpunkte.

Abb, 210. a) Vollstindiges Viereck b) Vollstiindiges Vierseit

Beweis fiir das vollstindige Vierseit (indirekter Beweis; Abb.210b): Wir
nehmen an, aufder Diagonalen d, gehore zu den drei Punkten 4,, A;; H als vierter zu-
geordneter harmonischer Punkt nicht K, sondern K,. Dann wiire 4,(4,, 45; H, K,)
ein harmonisches Strahlenbiischel, aber auch 4,(4;, 44; I, K, ) miiBite ein harmonisches
Biischel sein [Scheitelbiischel zu A,(A4,,4;; H, K,)]-

Fiir den Scheitel 4, miiiten damit zu den drei gemeinsamen Strahlen 4,4,, 4, Hund
A, A; zwei verschiedene harmonische Biischel desselben Teilverhiltnisses gehoren,
das Biischel 4,(4,,4;; H, K,) und das Biischel A4,(A4;,4,; I, K;). Zu drei Strahlen
eines harmonischen Biischels gibt es aber stets nur einen 4. harmonischen Strahl.
Unsere Annahme ist also nicht moglich. Der 4. zugeordnete harmonische Punkt zu
A,,A;5; H muB K sein,und K, und K, miissen im gemeinsamen Punkt K zusammen-
fallen; es muB 4, K, = A;K,= 4, K sein.

Die Diagonalen d,, d, und d; des Vierseits tragen also die drei harmonischen Punkt-
reihen 4,,4,; I,H, A,,A;; H,K und A4;,44 I,K

Der Beweis fiir das vollstindige Viereck ergibt sich durch Projektion der
vier harmonischen Punkte jeder Diagonalen in Abb.210b vom gegeniiberliegenden
Diagonalpunkt aus und Ubertragung der entstehenden harmonischen Biischel von
Abb. 210b auf Abb.210a.
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Ahnliche geometrische Wechselseitigkeitsbeziehungen sind in der Ebene auch noch
beim Kreis, ferner in entsprechender Weise im Raum vorhanden; man nennt sie
Dualitiit.

e) Mafig trie und G trie der Lage

Es gibt zwei Arten der Betrachtung und Behandlung geometrischer Gebilde. Bei der
ersten Behandlungsart untersuchen wir die GréBen der gegebenen geometrischen
Figur im Zusammenhang mit ihrer Gestalt, z.B. die Summe der Winkel eines Drei-
ecks, die GroBe der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks, den Flicheninhalt eines
Vierecks usw. Beider zweiten Art sehen wir von der Gré8e der geometrischen Figuren
ab, betrachten nur ihre Gestalt, vor allem aber die gegenseitige Lage der geo-
metrischen Gebilde.

Die erste Behandlungsart umfaBt die MaBgeometrie. In ihr wird gemessen und ge-
rechnet. Sie wendet die Rechenverfahren der Arithmetik auf geometrische Frage-
stellungen an. Sie erfaBt die geometrischen Probleme analytisch.

In der Geometrie der Lage wird nichts gemessen, es wird hochstens Gleichheit oder
Ungleichheit festgestellt. Bei ihr liegt die Fragestellung in der Erorterung und Fest-
legung der Lage entsprechender Gebilde zueinander, in Wechselseitigkeitsbeziehun-
gen der Lage, wie sie in den Beispielen dieses Abschnittes ihren Ausdruck finden.
Die Bedeutung des Doppelverhdltnisses von vier Punkten einer Punktreihe
oder vier Strahlen eines Biischels besteht darin, daB es die Briicke von der Geo-
metrie der Lage zur MaBgeometrie schligt.

Aufgaben
I. Das Teilverhiltnis

1. Teile eine Strecke AB a) in vier, b) in zehn gleiche Teile! Welche Teilverhiltnisse (Vor-
zeichen und Zahlenwert) sind den einzelnen Teilpunkten zugeordnet?

2, Verlingere eine Strecke 4 B a) iiber B, b) iiber A einmal, zweimal, dreimal, viermal um sich
selbst! Welche Teilverhiltnisse (Vorzeichen und Zahlenwert) gehoren zu den Endpunkten
der Verlingerungen? '

3. Zeichne die Teilpunkte einer Strecke A B fiir die folgenden Teilverhiltnisse: — ,;,, —

1 3 2 48 _1 B ey
+§’+T’_s'+2' 2t 1

mle

I1. Das Doppelverhiltnis
4. Eine Strecke 4 B ist in den Verhiiltnissen — % und -+ 2 geteilt. Zeichne die Teilpunkte C
und D, bestimme das Doppelverhiltnis (4, B; C, D).
5. Eine Strecke A B ist innen und auBen in demselben Verhiiltnis % zu teilen. Wie groB ist das
Doppelverhiltnis (4, B; C, D)?
6. Eine Strecke 4 B ist in den Verhiiltnissen a) ——% und —%, b) +% und +% geteilt.
Zeichne die Teilpunkte und bestimme die Doppelverhiltnisse!

7. Welche Lage haben die Teilpunkte C und D einer Strecke 4 B zueinander, wenn das Doppel-
verhiltnis (4, B; C, D) gleich + 1 ist?

14*
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8. Vertausche in Aufgabe 5 die Grundpunkte und die Teilpunkte miteinander und stelle den
Wert des entstehenden Doppelverhiltnisses fest! Ist (4, B; C, D) gleich (C, D; A, B)?

II1. Harmonische Teilung
2
9. Teile die Strecke 4B harmonisch im Verhiltnis n)¥ b) —;—, €) ) Bestimme die
Werte der Doppelverhiltnisse! 2

10. Zu drei Punkten einer har-
monischen Punktreihe ist der
vierte zugeordnete harmoni-
sche Punkt zu finden (vgl.
Abb. 211)!

11. Die Strecke 4 B ist harmonisch
im Verhéltnis é geteilt. Ver-
tausche die Grundpunkte mit Abb, 211
den Teilpunkten und berechne
die entstehenden Teilverhiltnisse und das entstehende Doppelverhiltnis (vgl. Abb. 204).

12. Gegeben sind drei Punkte E, F, @ einer harmonischen Punktreihe. Zeichne den zugeordneten
Punkt a) zu E, b) zu F, ¢) zu G!

Anleitung zu Aufgabe c: Welches ist die Grundstrecke in Aufgabe ¢? Was fiir ein Punkt
der harmonischen Punktreihe wird G? Wie liegt Teilpunkt & zur Grundstrecke EF? Wie muB
der zugeordnete Teilpunkt H zur Grundstrecke EF liegen?

Ausfithrung der Zeichnung: Lege die Parallelestets durch einen der Grundpunkte (Abb. 211).

13. Gegeben sind drei Strahlen PE, PF, PG eines harmonischen Biischels. Zeichne den zu-
geordneten Strahl zu a) PE, b) PF, ¢) PG!

14. Folgende Sitze sind zu begriinden:
a) Zu drei Punkten einer harmonischen Punktreihe gibt es nur einen vierten harmonischen
Punkt (Abb. 211).
b) Zu drei Strahlen eines harmonischen Biischels gibt es nur einen vierten harmonischen
Strahl (Abb. 211).
¢) Schneiden vier Strahlen eines Biischels eine Gerade in vier harmonischen Punkten, so
schneiden sie jed e andere Gerade in vier harmonischen Punkten.

15, Wie liBt sich die Grundkonstruktion der harmonischen Teilung einer Strecke 4 B in Abb. 204
und 211 auch mit Hilfe der Sitze iiber die harmonische Punktreihe begriinden?
Anleitung: Durch B laufen zwei harmonische Punktreihen: 4, B; C', D und
D', C'; B, Fernpunkt.

16. Bestimme auf der Seitenhalbierenden 4 M eines Dreiecks A4 BC den 4. harmonischen Punkt D
zu den Grundpunkten 4 und M und zum Schwerpunkt S als innerem Teilpunkt! Wie
liegen die Geraden CD und BD zu den Dreiecksseiten? Welche harmonischen Punktreihen
und Biischel entstehen?

17, Wo liegt auf der Diagonalen BD cines Parallelogramms 4 BC D, deren Mitte @ ist, der 4. har-
monische Punkt zu den Grundpunkten B und D und dem Teilpunkt G? Welche harmonischen
Punktreihen und Biischel entstehen (Abb. 215)?

18. Nebenbiischel und Scheitelbiischel. Beweise die folgenden beiden Sitze:
a) Die Verlingerung eines Randstrahls eines harmonischen Biischels und die drei andern
Strahlen bilden wiederum ein harmonisches Strahlenbiischel, ein Nebenbiischel zum
ersten (Abb. 212a).
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b) Ein Randstrahl eines
harmonischen Biischels
und die Verlingerungen
der drei anderen Strah-
len bilden wiederum
ein harmonisches Strah-
lenbiischel, ein Schei-
telbiischel zum ersten
(Abb. 212b). —
Erklire die Bezeichnun-
gen ,,Randstrahl eines
Biischels,Nebenbiischel,
Scheitelbiischel*“! Wel-
che Winkel bilden ent-
sprechende Strahlen bei-
der Biischel mitein-
ander?

19. Gegeben ist ein Dreieck 4 BC. Ziehe von C die Seitenhalbierende CM = s, und die
Parallele zu A B! A, B; M, Fernpunkt ist eine harmonische Punktreihe und
C (4, B; M, Fernpunkt) ein harmonisches Strahlenbiischel des Dreiecks. Beweis! Wie grof
ist das Teilverhiltnis?

20. Gegeben ist ein Dreieck 4 BC. Ziehe von A die Seitenhalbierende A M (Schwerpunkt S) und
verlingere 4 M um sich selbst bis D! Ziehe von € die Strahlen C'S und CD!

A, M; 8, D ist eine harmonische Punktreihe und C (4, M; S, D) ein harmonisches Strahlen-
biischel des Dreiecks. Beweis! Wie gro8 ist das Teilverhiltnis?

21. Gegeben ist ein Dreieck 4 BC. Ziehe von C' die Winkelhalbierende CH des Dreiecks-
winkels ¢ und die Winkelhalbierende C'K des Nebenwinkels (180°—y). 4, B; H, K ist eine
harmonische Punktreihe und C (4, B; H,K) ein harmonisches Strahlenbiischel des Drei-
ecks. Beweis! Wie groB ist das Teilverhiltnis? Wie liegen die Teilstrahlen CH und CK
zueinander ?

22, Gegeben ist ein Dreieck 4 BC. Teile die Grundstrecke 4 B durch die Teilpunkte H und
K harmonisch im Verhiltnis b:a der anliegenden Seiten des Dreiecks. Welche Dreiecks-
linien sind die Teilstrahlen C H und C'K des harmonischen Strahlenbiischels C (4, B; H, K)?
Wie liegen die Teilstrahlen C'H und C K zueinander?

23. Stehen die Teilstrahlen in den Aufgaben 19 und 20 im allgemeinen senkrecht aufein-
ander? In welchem Sonderfall? Welche andere Dreieckslinie ist dann gleichzeitig die Seiten-
halbierende s, des Dreiecks?

Abb. 212, a) Nebenbiischel, b) Scheitelbiischel

IV. Kreis des Apollonius

24, Gegeben ist die Strecke A B eines Dreiecks ABC'.
Wo liegen alle Punkte C des Dreiecks, deren
Entfernungen von 4 und B das Verhiltnis §
haben?

Anleitung (Abb. 213): 1. Zeichne zuerst zu 4 B
mehrere Einzelpunkte Cy, Cy, Cy, . . . der gefor-
derten Eigenschaft ! Wihle dazu willkiirlich Ma -
stibe m,, my, My, . . . und schlage mit 5m; und
3my, 5my und 3my, 5my und 3my, ... um A4
und B Kreise! 2. Teile die Grundstrecke 4 B
harmonisch im Verhiltnis 3, die Teilpunkte
seien // und K, und zeichne iiber H K den Kreis
des Apollonius! Abb. 213
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25. Welche Gestalt nimmt der Kreis des Apollonius an, wenn das geforderte Seitenverhiltnis
—} ist? Welche Gestalt hat dann das Dreieck?

26, Drei Punkte 4, B, C liegen in gerader Linie. Wo liegen alle Punkte, von denen aus die
Strecken AB und BC' unter gleichen Winkeln erscheinen? a) 4B == BC, b) AB= BC.
Anleitung zu a: 1. Zeichne zuerst zu 4, B, C mehrere Einzelpunkte Py, P,, P, ... der
geforderten Eigenschaft! Zeichne dazu auf durchsichtiges Papier beliebige Winkel Vis Voo
¥3s - .. und ihre inneren Winkelhalbierenden und verschiebe die Winkel iiber den Punkten
4, B und C so lange, bis jedesmal ihre Schenkel und die Winkelhalbierende durch 4, C und B
gehen! Die Scheitel Py, Py, Py, ... dieser Winkel sind Einzelpunkte der geforderten Eigenschaft.
2. Teile die Grundstrecke AC aufien im Verhiltnis ﬂ, duBerer Teilpunkt sei D! Zeichne
iiber BD den Kreis des Apollonius! BC

Anleitung zu b: 1. Verfahre wie bei a. 2. B ist jetzt die Mitte der Grundstrecke 4C.

Wo liegt der éuBere Teilpunkt D? In welche Linie artet der Kreis des Apollonius aus?

27. Zeichne ein Dreieck aus
a) c,a:b,f b) c,a:b,h, €) c,a:b,r 4) ¢, a:b,w, e) ¢c,a:b,y!

V. Das vollstindige Viereck und Vierseit

28. Zeichne vollstindige Vierseite, ihre Diagonalen und Diagonalpunkte (Abb. 210 b)!
Zeichnungsanleitung: Zur zweckmiiBigen Zeichnung eines Vierseits fingt man mit
der Hauptecke A, an, zieht von ihr die beiden AuBenseiten zu den AuBenecken
A, und A4y und von diesen nach
passender Wahl der Nebenecken A
und 4, die noch fehlenden Neben-
seiten.

29, Zeichne zu drei gegebenen Punkten
A, B; H einer Punktreihe nur mit
Hilfe des Lineals den 4.-harmo-
nischen Punkt (Abb.214a)!

30. Zeichne zu drei gegebenen Strahlen
eines Biischels nur mit Hilfe des
Lineals den 4. harmonischen Abb, 514 b.
Strahl (Abb. 214 b)!

31, Projiziert man das Parallelogramm AB CD (Abb. 215) von einem Raumpunkt P aus auf
eine gegen seine Fliche geneigte Bildebene ¢, so erhilt man bei passender Wahl von P
und e ein vollstindiges Viereck bzw. Vierseit als Bild. Stelle fiir Parallelogramm und Vier-
eck und fiir Parallelogramm und Vierseit die einander entsprechenden harmonischen Punkt-
reihen und Strahlenbiischel nach Abb. 215 zusammen!

C2

Abb. 215, Parallelogramm Viereck Vierseit
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F. Abbildung durch Parallelprojektion

XII. Stereometrie und darstellende Geometrie

33. Parallelprojektion

Die Stereometrie!) beschiftigt sich mit réumlichen geometrischen Gebilden, mit
K érpern. Da man sich Modelle von Raumgebilden nicht in allen Fillen schaffen
kann, ist es notwendig, diese riumlichen Gegenstinde auf eine Ebene abzu-
bilden. Geometrische Gebilde mit drei Dimensionen miissen in einer Zeichenebene
mit zwei Dimensionen dargestellt werden. Diese Aufgabe lost die darstellende Geo-
metrie.

a) Abbildung von Korpern durch Projektion
1. Zentralprojektion

Jede durch Strahlen bewirkté Abbildungeinesréumlichen oderebenen
Gegenstandes auf eineZ eichenebene heifit Projektion (vgl. Abschn.27).
Geschicht die Abbildung von einem Punkt O aus, so heiit die Projektionsart Zentral-
projektion. O ist das Projektionszentrum, die Strahlen von O zu entsprechenden Punkten
des Gegenstandes und seines Bildes sind die Projektionsstrahlen. Die Zeichenebene
heiBt Bildebene oder Bildtafel ¢ . Der dem Raumpunkt P entsprechende Bildpunkt wird
mit P’ bezeichnet. Zentralprojektion liegt z. B. beim Schattenwurf bei kiinstlicher
Beleuchtung vor.

2. Parallelprojektion

Riickt das Projektionszentrum O vom abzubildenden Gegenstand immer weiter fort,
so werden die Projektionsstrahlen schlieBlich einander parallel: Die Zentralprojek-
tion geht in Parallelprojektion iiber. Bei Parallelprojektion laufen alle Projektionsstrahlen
zueinander parallel. Parallelprojeltion liegt z.B. beim Schattenwurf bei Sonnen-
beleuchtung vor. \

3. Grundeigenschaften der Abbildung
durch Parallelprojektion

Bei Zentral- und Parallelprojektion werden Punkte
als Punkte, Gerade als Gerade und Strecken als Strecken
abgebildet, wenn die Geraden oder Strecken nicht
zufiillig in Richtung eines Projektionsstrahls verlaufen
(vgl. Abb. 199, 200, 201).

Bei Abbildung durch Parallelprojektion bleiben parallele
Gerade parallel (Abb. 216) und die Teilverhiiltnisse von
Strecken unveriindert (vgl. Abschn. 32).

1) stereos (gr.) heiBt korperlich. Abb, 216



216 Stereometrie und darstellende Geometrie

Liegt im Sonderfall eine ebene Figur F
parallel zur Bildtafel e, so liefert die
Abbildung durch Parallelprojektion ein
kongruentes Bild 7’ des Gegenstandes F
(Abb. 217, Parallelverschiebung der Fi-
gur Fim Raum! Vgl. Abschn. 27 und 28).

4. Arten der Parallelprojektion

Nach dem Winkel ¢, unter welchem die
Projektionsstrahlen die Bildebene ¢ tref-
fen, unterscheidet man

Abb. 217

senkrechte Parallelprojektion,
esist ¢ =90° (Abb. 218),

p \.,
und  schriige Parallelprojektion,
esist ¢ ==90° (Abb. 219). " M

b) Senkrechte Parallelprojektion, ¢ =90°
Abb, 218 Abb. 219

1. Senkrechte Eintafelprojektion

Projiziert man einen riumlichen Gegenstand senkrecht auf eine Bildtafel &, SO er-
hélt man eine senkrechte Eintafelprojektion des Gegenstandes als Bild. Die Bildebene &
nennt man dann auch Grundebene &.

Je nach der Lage der Grundebene & zum abzubildenden Korper unterscheidet man

Grundrig (,,Draufsicht”):  die Bildebene ¢ liegt waagerecht unter dem Korper,
AufriB (,,Vorderansicht”): die Bildebene ¢ liegt lotrecht hinter dem Korper
und Seitenrif (,,Seitenansicht*‘): die Bildebene & liegt lotrecht neben dem Korper.

In Abb.220 ist der Grundri eines dreiseitigen
Prismas oder eines Keils dargestellt. Die
Schneide des Keils ist der Bildtafel zugekehrt

und ihr parallel. Die sichtbaren Kanten des
Bildes werden als Vollinien stark ausgezogen,

die fiir den Beschauer unsichtbaren Kanten

des Korpers werden als Strichlinien schwiicher
dargestellt (vgl. Aufg.10).

Aus einem RiB kann man die Héhe der Bild-
punkte iiber der Grundebene nicht ersehen, e
durch einen RiB ist ein riumlicher Gegen-
stand in seinen MaBen nicht bestimmt. Ver- Abb. 220
gleiche dazu die Aufgaben 7 bis 15!

2. Zweitafelverfahren

Zur Bestimmung eines Korpers entwirft man von diesem neben seinem Bild als
Grundri durch senkrechte Parallelprojektion des Kérpers auf eine lotrechte Bild-
tafel noch ein zweites Bild als Aufrif. Die Koppelung zweier senkrechter Eintafelprojek-
tionen desselben Kirpers in Grund- und Aufrif nennt man Zweitafelverfahren.,

Die waagerechte Bildtafel hei$t GrundriBtafel €1, die lotrechte Bildtafel heiBt Auf-
ribtafel £ (Abb.221). Die Schnittgerade beider Bildtafeln heiBt Bildachse. Man klappt
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Abb. 221, Zweitafelverfahren; ¢ = GrundriBebene, &, = AufriBebene

ferner die GrundriBtafel &, aus ihrer waagerechten Lage
um die Bildachse nach unten um, so da8 Grundriflebene ¢,
und AufriBebene ¢, eine einzige Zeichenebene ¢
bilden (Abb. 221 und 222).

Das Bild eines Raumpunktes P wird im Grundrif} durch
einen oben angesetzten Strich mit P’, im Aufri durch
zwei oben angesetzte Striche mit P’” bezeichnet. In ent-
sprechender Weise werden die Risse von Geraden und
Strecken benannt.

Grundrif P’ und Aufrif P” eines Punktes P liegen in der
Zeichenebene £ auf einer Senkrechten zur Bildachse, einer
Ordnungslinie. Beweis in Abb. 222.

Der Grundrif eines riumlichen Gegenstands gibt sein
Bild in senkrechter Parallelprojektion bei lotrechter

Abb, 222

Blickrichtung (,,Ansicht von oben*!), der Aufri8 bei waagerechter Blickrichtung
(,,Ansicht von vorne*!) wieder. Aus der Kopplung von Grund- und AufriB wird
eine anschauliche Vorstellung von der Gestalt und Lage des Gegenstandes im Raum

gewonnen.

¢) Schriige Parallelprojektion, ¢ == 90°

Ist der Winkel ¢ der Projektionsstrahlen gegen eine lotrecht stehende Bildtafel
nicht gleich 90°, so weist das durch schriige Parallelprojektion entstehende Bild des

Korpers nicht mehr die zeichnerische Einfachheit
wie bei senkrechter Parallelprojektion auf, aber
es vermittelt dafiir einen anschaulicheren Ein-
druck des rdumlichen Gegenstandes. Das Bild
eines Korpers in schriger Parallelprojektion 1Bt
sich als Schattenbild deuten, das von dem
Korper durch schriig einfallende Sonnenstrahlen
auf einer lotrechten Bildtafel ¢ entworfen wird
(Abb. 223). Meist denkt man sich bei dieser Ab-
bildungsart die Sonnenstrahlen schriig von oben
auf die lotrechte Bildtafel auffallend.

Abb. 223
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1. Abbildungsregeln fiir schriige Parallelprojektion.

Ebenen des Korpers, die parallel zur Bildtafel liegen, heillen Frontebenen. Strecken
in Frontebenen heiBen Frontstrecken. Frontstrecken verlaufen parallel zur Bildtafel.

Strecken, die senkrecht zur Bildtafel stehen, heilen Tiefenstrecken.

a) Frontstrecken erscheinen im Bild in wahrer GroBe und Richtung.

b) Tiefenstrecken werden im Bild auf denselben Winkel « gegen die Waagerechte geneigt
und in demselben Verhiiltnis ¢ verkleinert, (g < 1).

o« heiBlt der Verzerrungswinkel, ¢ das Verzerrungsverhiltnis, a und ¢ die Ver-
zerrung. Alleanderen Strecken des Gegenstandes werden im Bild in nicht so
einfach zu bestimmender Weise verzerrt.

Beweis zu a: Frontstrecken liegen parallel zur Bild-
tafel. Sie liefern bei Abbildung durch Parallelprojektion
kongruente Bilder (Parallelverschiebung im Raum).

Beweis zu b (Abb. 224): A, B, C' seien drei beliebige
Raumpunkte, A’, B’, ¢ ihre Bildpunkte bei Abbildung
durch schrige Parallelprojektion. 4D, BE und CF seien
Tiefenstrecken von den Raumpunkten 4, B und C' auf
die Bildebene ¢; sie sind untereinander parallel. A4’'D,
B’E und C'F sind die Bilder dieser Tiefenstrecken auf
der Bildtafel; sie sind auch untereinander parallel,
denn parallele Gerade bleiben bei Abbildung durch
Parallelprojektion parallel.

Die Dreiecke A’ AD, B’ BE, O’ CF liegen éhnlich zueinander. Also sind 4’'D, B'E, C'F,
und damit die Bilder aller Tiefenstrecken auf denselben Winkel o gegen die Waage-
rechte geneigt, und es verhilt sich

AID BE CE __ Bild der Tiefenstrecke

AD T~ BE — CE — Tiefenstrecke

Abb. 224

2. Verzerrung

Die Verzerrung («, ) hiingt von der Richtung der einfallenden Projektionsstrahlen
ab. Fiir die geometrische Darstellung ebenfliichiger Korper in schriiger Parallelpro-
jektion ist o = 45°, ¢ = } am gebriuchlichsten. Bei dieser Verzerrung wird z.B. aus
einem Quadrat mit zwei waagerechten Front- und zwei Ticfenstrecken im Bild ein
Parallelogramm mit den Seiten ¢ und @ - ¢ = % , die rechten Winkel des Quadrats’
werden auf den Winkel « = 45° gegen die
Waagerechte geneigt (Abb. 225).

Fiir ebenflichige Korper entspricht dieser
Fall der Abbildung durch schrige Par-
allelprojektion am besten unserer Raum-
anschauung, er ist auch zeichnerisch am
giinstigsten. (Siehe die Aufgaben 19, 20.)
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Aufgaben
I. Darstellung durch Projektion

1. Zeige,dal bei Abbildung durch Parallel- und Zentralprojektion a) Punkteals Punkte, b) Gerade
alsGerade, ¢) Strecken alsStrecken abgebildet werden, wenn dieGeraden oder Strecken nicht zu-
fallig in Richtung eines Projektionsstrahls verlaufen (vgl. Abb. 199. 200, 201)! In welcher Weise
wird eine Gerade oder Strecke abgebildet, die in Richtung eines Projekti ahls verlduft ?

. Beweise, daB bei Abbildung durch Parallelprojektion die Teilverhiltnisse von Strecken er-
halten bleiben (Abb. 201)! Bei Abbildung durch Parallelprojektion bleibt Mitte einer Raum-
strecke auch Mitte im Bild!

3. Zeige, daf bei Abbildung durch Parallelprojektion parallele Gerade parallele Bilder besitzen !

4. Welches sind die Grundeigenschaften der Abbildung durch Parallelprojektion?

5. Welches ist die Grundeigenschaft der Abbildung durch Zentralprojektion? Bleiben bei dieser
Parallelitit und die Teilverhiltnisse von Strecken im allgemeinen auch erhalten?

6. Jede zug Bildtafel parallele ebene Figur F hat a) bei Abbildung durch Parallelprojektion ein
kongruentes Bild # (Abb. 217), b) bei Abbildung durch Zentralprojektion ein #hnliches
Bild F’ (Abb. 123, 125, 127). Liegt im Sonderfall eine ebene Figur F parallel zur Bild-
tafel g, so wird a) bei Abbildung durch Parallelprojektion Kongruenz, b) bei Abbildung
durch Zentralprojektion Ahnlichkeit als geometrische Verwandtschaft zwischen dem
Original F' und seinem Bild F” vermittelt. Welche raumlichen Transformationen iiberfithren
hierbei 7 in #”? In welchem Sonderfall bleiben bei Zentralprojektion Parallelitiat und die Teil-
verhiltnisse von Strecken erhalten?

o

I

~

Senkrechte Eintafelprojektion

&

Zeichne Grundrifl, Aufrifi und SeitenriB eines Wiirfels
a) in ,,Parallelstellung® (Abb. 226), b) in . Ubereckstellung** zur Aufrifebene (Abb. 227)!

Abb, 226 ) Abb. 227

8. Zeichne GrundriB, AufriB und Seitenri} eines Quaders
a) in Parallelstellung (Abb. 226),  b) in Ubereckstellung zur AufriBebene (Abb. 227)!
9. Zeichne ein regelmii Biges dreiseitiges Prisma im GrundriB, im AufriB und im Seitenrif}!

10. Anleitung zur zeichnerischen Darstellung von Kérpern. Verschiedenartige Linien verdeut-
lichen die zeichnerische Darstellung eines Kérpers. Man unterscheidet folgende Stricharten
und Strichdicken (DIN 15):

a) Vollinien. Sichtbare Kanten und Umrisse von Flichen und Korpern werden durchstarke
Vollinien dargestellt. Die Strichdicke richtet sich nach der geometrischen Bedeutung der
Linien. Vorn liegende Kanten werden gewdhnlich stirker ausgezogen als weiter zuriick-
liegende Kanten. Hilfslinien werden als fein e Vollinien dargestellt.

b) Strichlinien.Unsichtbare (verdeckte)Kanten und Umrisse werden durchStrichlinien gekenn-
zeichnet. Die Strichlinie ist diinner als die Vollinie. Der letzte Strich endet an der Kérperkante.
c) Strichpunktlinien. Siedienen als Mittellinien und geben die Achs e n eines Korpers an.
Um Verwechslungen mit Kérperkanten zu vermeiden, werden Strichpunktlinien iiber den
Rand des ich 1 Kérpers hi fiihrt. Fette Strichpunktlinien bezeichnen den Verlauf
eines Schnittes durch einen dargestellten Korper.

11. Zeichne in geeignetem MaBstab Grundril und AufriB
a) eines Dammes von 20 m Liinge, 3 m Hohe, Breite: unten 8 m, oben 4 m,

b) eines Satteldaches von 24 m Linge, 7 m Hohe und 8 m Breite,
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¢) einer Siule mit quadratischer Grundfliche von 60 cm Kantenlinge und mit 5 m Hohe,
d) eines Zeltes mit quadratischer Grundfliiche von 1,40 m Kantenlinge und mit 1 m Hohe,
€) des Kastens eines Wagens von 3,5 m Liinge, 1,5 m Hohe, Breite unten 1.2 m, oben 2 m!
Anleitung zum Mafistab: Bei der Wahl von Mafstiben fir zeichnerische Darstellungen ist
einheitlich zu verfahren; auch MaBstibe sind genormt. VergréBerungen: 2:1; 5:1; 10: 1.
Verkleinerungen: 1:2,5; 1:5; 1:10; 1:20; 1:50; 1:100; 1:200; 1:500; 1: 1 000.
Zeichne in geeignetem Malstab
GrundriB, Aufrif und Seitenrif
eines Giiterwagens der Deutschen
Reichshahn  fiir ~ Schiittgiiter!
Lings- und Querschnitt des
Wagens in Abb. 228, Mafle in cm,
etwas vereinfacht.

12

Malle in cm

Abb, 228

III. Zweitafelverfahren; Grund- und Aufrif} eines Kérpers

13. Zeichne Grund- und AufriB eines Wiirfels a) in Parallelstellung, b) in Ubereckstellung zur
Bildachse!

14, Zeichne Grund- und Aufrif eines Quaders a) in Parallelstellung, b) in Ubereckstellung zur
Bildachse!

15. Zeichne Grund- und AufriB der folgenden Korper bei beliebiger Hohe: a) quadratische Siule,
b) Sechskantsiule mit regelmiBiger Grundfliche, €) regelméBiges dreiseitiges Prisma!

IV. Schrige Parallelprojektion

16. Zeichne das Bild eines Wiirfels in schriiger Parallelprojektion bei Parallelstellung des Wiirfels
zur lotrechten Bildebene fiir die folgenden Verzerrungen :

a) a=30°, ¢=1 b) a=30°, ¢g=1%

€) a=45°, ¢=1 d) a=45°, ¢g=% e) a=45°, g¢g=1
f) a=160° ¢=1 g) a=60°, ¢g=3% h) a=60° ¢g=1
) a=90° ¢—1!

Welcher Fall entspricht am besten unserer Raumanschauung von ebenflichigen Kérpern?
Welcher 148t sich am einfachsten zeichnen? Welcher Fall ist der gebriuchlichste?

17. Lose dieselbe Aufgabe fiir Ubereckstellung eines Wiirfels zur lotrechten Bildebene (Ahb. 227)!

18. Zeichne das Bild eines Quaders in schriger Parallelprojektion a) bei Parallelstellung,
b) bei Ubereckstellung des Kérpers zur lotrechten Bildtafel (Verzerrung: o = 45°, g= »;-)1
(Abb. 226 und 227, Anleitung zu Abb. 227 in Abb. 229.)

19. Zeichne das Bild eines regelmiBigen dreiseitigen Prismas in schriger Parallelprojektion
(Verzerrung & = 45° q = %)1 (Anleitung in Abb. 230.)

20. Zeichne das Bild einer regelmifBigen sechsseitigen Siule in schriger Parallelprojektion!
(Anleitung in Abb. 231.)

Abb, 229 Abb. 230
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21, Zeichne Grund- und AufriB einer ansteigenden dreistufigen Treppe, deren Lingsachse senk-
recht zur Bildachse liegt; Stufenlinge 1,20 m, Stufenhéhe 20 cm, Stufenbreite 25 cm! Stelle
die Treppe in schriiger Parallelprojektion dar (x = 45°, ¢ = Jz—)!

V. Angewandte Aufgaben

Dachformen mit ebenen Dachflichen sind (Abb. 232): a) Pultdach, b) Siigedach, c) Sattel-
dach, d) Walmdach, e) Kriippelwalmdach, f) Mansardendach, g) Zeltdach. Die obere waage-
rechte Schnittkante benachbarter Dachebenen heiit First des Daches, aufsteigende Schnitt-
kanten des Daches heilen Grate, die unteren waagerechten Riinder der Dachflichen, an
denen die Regentraufen befestigt werden, heifien Traufkanten.

Abb. 232. Dicher: a) Pultdach, b) Sigedach, c) Satteldach, d) Walmdach,
e) Kriippelwalmdach, £) Mansar ¢h, g) Zeltdach

22, Zeichne einen Schuppen nach Abb. 232a im Grund- und Aufrif!
Mafle des Schuppens: Linge 5m, Tiefe 3 m, Héhe vorn 3 m, hinten 4 m. Das Pultdach
steht vorn 15 ¢m vor, an den Seiten 10 cm iiber. (MaBstab 1: 100.)

23. Zeichne ein Bild des Schuppens in schriger Parallelprojektion (x = 45°, ¢ = %)!

24, Zeichne das in Abb. 232 ¢ dargestellte Haus im Grund- und Aufrif in passendem MaBstab!
MaBe des Hauses: Linge 12 m. Tiefe 9 m, Hohe der Traufkante 6,60 m, Hohe des Firstes
11 m iiber dem Erdboden. Die Traufkanten stehen um 0,30 m vor.

25. Zeichne ein Bild des Hauses in schriger Parallelprojektion!

26, Zeichne das Walmdach aus Abb. 232d 8) im Grund- und AufriB, b) in schrager Parallelpro-
jektion ! MaBedes Walmdaches: Lange 12,80 m, Breite 9,50 m, Firstlinge 6,80 m, Firsthéhe 3m.
¢€) Wieviel laufende Meter Dachrinne werden gebraucht? d) Wie lang sind die Gratbalken?
) Wieviel ,,Biberschwéinze* werden zur Bedachung benotigt, wenn ein Biberschwanz eine
Fliche von 15 - 15 cm? deckt und mit 59, Abfall gerechnet wird ?

27. Ein Wohnhaus ist 12,70 m lang und 9,40 m tief Es ist mit einem Kriippelwalmdach gedeckt
(Abb. 232¢). Die Traufenkanten liegen 6,60 m, der Dachfirst 11,40 m iiber dem Erdboden. Die
Giebelwand ist 9,30 m hoch, der
First 8 m lang. Die Dachtraufen

stehen um 0,40 m vor. Zeichne in ge- 7m

eignetem Maflstab (ohne Einzeich- /<" —" —""'“"g
nung der Fenster und Tiiren): ~
a) Grund- und AufriB des Hauses, = e
b) ein Bild des Hauses in schriger 7§
Parallelprojektion (x = 30° ¢ = })! Om — A

28. Zeichne in geeignetem MaBstab:
a) Grund- und AufriB des Mansarden-
daches nach Abb. 233, 22m
b) ein Bild des Daches in schriger
Parallelprojektion (x = 80°, g = })! Abb. 233, Mansardendach
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29, Zeichne einen | -Profilstahl 30- 30 -4 von beliebiger Linge in geeignetem MaBstab a) im
Grund- und AufriB, b) in schriger Parallelprojektion, wenn 1. der Full des Profils, 2. der Steg
des Profils parallel zur Aufrifiebene liegt (vgl. Abb. 234, MaBe in mm)!

304 30—

0+
4+

s

Abb. 234, Abb. 235. Zapfen mit Schlitz

30. Um eine einfache Rahmenverbindung herzustellen, verwendet man den einfachen
Schlitz (Abb. 235). Die waagerecht liegenden Querstiicke werden mit einem Zapfen, die
aufrechtstehenden Rahmenhélzer mit einem Schlitz versehen. Die Dicke des Zapfens bzw.
Schlitzes betrigt ein Drittel der Holzdicke. Fertige eine Werkzeichnung fiir eine Rahmenver-
bindung an: Grund- und Aufrif von Zapfen und Schlitz mit eingetragenen Mafen!
Anleitung zur MaBeintragung: MaBe werden in der Regel in mm angegeben. Wird davon
abgewichen, so ist hinter die MaBzahl die MaBeinheit zu schreiben. Die MaBzahlen sollen von
vorn oder von rechts zu lesen sein.

3% Ebenfliichige Korper: Wiirfel, Prisma, Pyramide
a) Der Wiirfel
Ein Korper, der durch sechs gleiche Quadrate hegrenzt wird, heilit ein Wiirfel.

Der Wiirfel ist ein regelméBiger Korper. An jeder Ecke des Korpers stoBen drei
gleiche regelmiBige Vierecke (Quadrate) zusammen. Der Wiirfel besitzt acht Ecken,
sechs Flichen (Quadrate) und zwolf gleich lange Kanten.

Als Raumeinheit benutzt man den Einheitswiirfel; dies ist ein Wiirfel von der
Kantenléinge 1, gemessen in der jeweils gewiihlten Lingeneinheit.

Die RaummaBeinheit ist das Kubikmeter!) m®. 1 m?ist der Rauminhalt eines Wiirfels
von 1 m Kantenlinge. Zur Bestimmung groBer Rauminhalte verwendet man Viel-
fache des Kubikmeters, zur Bestimmung kleiner Rauminhalte Teile des Kubikmeters,
z.B. dm3, em3, mm3.

In den Sitzen und Formeln der Stereometrie unterbleibt die Angabe der Lingen-,
Flichen- und Raumeinheiten. Die Siitze sind unabhiingig von der Wahl der Einheiten.
Zu beachten ist, daB fiir die Berechnung von Fliicheninhalten und Rauminhalten die
zugrunde liegenden Liingeneinheiten die gleichen sein miissen (vgl.z.B. Aufg.20).

1.-Geometrische Darstellung eines Wiirfels

Abbildung eines Wiirfels durch Parallelprojektion. In Abb. 236 und 237
sind die Bilder eines Wiirfels in senkrechter Parallelprojektion im Zweitafelverfahren
(als Grund- und AufriB) und in schriiger Parallelprojektion (Verzerrung o = 45°, ¢ =
geometrisch dargestellt.

1) cubus (lat.) heiBt der Wiirfel.
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Abb, 237

Abb. 236

Abwicklung eines Wiirfels in die Ebene.
Die Abwicklung eines Wiirfels in die Ebene setzt
sich aus Grund- und Deckfliche und den Mantel-
flichen des Wiirfels in ihrer wahren GroBe zu-

sammen.
Grund- und Deckfliche entnimmt man in wahrer
Grofe dem GrundriB, die Mantelflichen dem Abb. 238

GrundriB und AufriB (Abb. 238). Aus der Ab-
wicklung des Kérpers liBt sich durch Zusammenfalten ein Flichenmodell des
Wiirfels herstellen.

2. Riumliche Transformationen, Symmetrie im Raum

a) Parallelverschiebungim Raum. Jede Parallelverschiebung eines Raum-
gebildes B tiberfiihrt R in ein gleichliegend-kongruentes Gebilde R'.

b) Drehungum eine feste Achse. Jede Drehung eines Raumgebildes R um eine
feste Achse iiberfithrt R in ein gleichsinnig-kongruentes Gebilde R’.
Parallelverschiebungen und Drehungen im Raum faBt man als Bewegungen im
Raum zusammen. .

Symmetrieachsen eines Wiirfels. Verbindet man die Mittelpunkte zweier gegen-
iiberliegender Wiirfelflichen durch eine Gerade und dreht den Wiirfel um diese
Verbindungsgerade als Kérperachse um die Winkel @ =90° 2¢ =180°, 3p =270°
und 4¢ = 360°, so kommt der Wiirfel bei jeder Drehung mit sich selbst zur
Deckung. Die Drehachse nennt man eine Symmetrieachse des Wiirfels. Ein Wiirfel
hat dreisolche vierzithligen Symmetrieachsen. Bei einer vollen Umdrehung des
Wiirfels um eine Symmetrieachse kommt der Wiirfel viermal — bei @ = 90°
2¢ = 180°%, 3p = 270° und 4¢ = 360° — mit sich selbst zur Deckung.
Zentrische Symmetrie im Raum, zentrische Symmetrie eines Wiirfels.
Ein Kérper heilt zentrisch-symmetrisch zu einem Punkt 3, wenn man jedem Punkt P
des Korpers einen Punkt P’ desselben Korpers so zuordnen kann, daB die Ver-
bindungsgerade PP’ durch M geht und M P gleich — M P’ ist. Das Symmetriezentrum
heilt der Mittelpunkt des Korpers.

Ein Wiirfel ist zentrisch-symmetrisch zum Schnittpunkt 3 seiner drei Sym-
metrieachsen. M ist der Mittelpunkt des Wiirfels (Abb. 237).

c)Riumliche Spiegelung oder Spiegelung an einer Ebene. An dio
Stelle der Spiegelung einer ebenen Figur F an einer Achse (ebenen Spiegelung von F)
tritt im Raum die Spiegelung eines Raumgebildes R an einer Ebene
(réumliche Spiegelung von R). Zwei Raumgebilde R und R’ liegen sym-
metrisch zu einer Ebene, wenn sie durch Spiegelung an dieser Ebene auseinander
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hervorgehen: Die Abstinde entsprechender Punkte P und P’ von der Symmetrie-
ebenesind gleichlang, aber entgegengesetzt gerichtet, esist PD = — P’ D; die Abstiinde
liegen auf einer Geraden PP’. Alle entsprechenden. Stiicke des Raumgebildes R
und seines Spiegelgebildes R’ sind gleich, die Gebilde B und R’ lassen sich aber
nicht durch eine Bewegung im Raum (Parallelverschiebung und Drehung im Raum),
sondern nur durch eine Spiegelung an der Symmetrieebene miteinander zur Deckung
bringen. Die Raumgebilde R und R’ sind spiegelbildlich-kongruent.
Symmetrieebenen eines Wiirfels. Eine Schnittebene heilt Symmetrieehene eines
Kirpers, wenn der Korper durch Spiegelung an dieser Ebene mit sich selbst zur
Deckung kommt. Ein Wiirfel hat zwei Arten von Symmetrieebenen: drei Sym-
metrieebenen durch die Mitten von vier parallelen Wiirfelkanten (Mittelschnitte
des Wiirfels) und sechs Symmetrieebenen durch zwei gegeniiberliegende parallele
Wiirfelkanten und die verbindenden Flichendiagonalen (Diagonalschnitte des
Wiirfels).

d) Schnitte eines Wiirfels. Durch einen Wiirfel lassen sich zwei Arten von Sym-
metrieschnitten legen, Mittelschnitte (siehe Abb.236) und Diagonalschnitte. Abb. 237
zeigt einen Diagonalschnitt eines Wiirfels in wahrer Grofe, in ihm liegen die Fliichen-
diagonale f und die Kérperdiagonale d.

3. Berechnung des Wiirfels
Der Rauminhalt eines Wiirfels mit der Kante @ ist ¥V = a?, seine Oberfliche O = 6 a2,

h) Das Prisma
Ein Korper, der durch kongruente Vielecke als Grund- und Deckfliche und durch Parallelo-

gramme als Seitenflichen begrenzt wird, heiBt Prisma.

Der Abstand zwischen Grund- und Deckfliche heif3t Hohe h des Prismas.

Man teilt die Prismen ein:

1. nach den Grundflichen indrei-, vier-, fiinf-, . .., n-seitige Prismen — ihre Grund-
flichen sind Drei-, Vier-, Fiinf-, . . ., n-Ecke — und in regelmiBige oder unregelmiBige
Prismen — ihre Grundfliichen sind regelmiBige oder unregelmiiBige n-Ecke;

2. nach der Lage der Seitenkanten zur Grundfliche in gerade oder schiefe
Prismen — die Seitenkanten stehen senkrecht oder schief auf der Grundfliche.
Prismen nennt man je nach ihrer Form und ihrer Verwendung Siulen, Balken,
Triiger, Keile, Quader. Ein Quader ist ein gerades vierseitiges Prisma mit recht-
eckiger Grundfliche. Was fiir ein Prisma ist ein Wiirfel 2

1. Geometrische Darstellung von Prismen

In Abb.239 ist ein gerades, regelmiiBiges dreiseitiges Prisma, in Abb.240 ein Quader,
in Abb. 241 ein gerades, regelmiBiges sechsseitiges Prisma im Grund- und Aufril und

< =t

h iy

b
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2

Abb, 239
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Abb. 240

in schriiger Parallelprojektion geometrisch dargestellt. Daneben sind die Abwicklungen
der Korper in die Ebene gezeichnet. Fiir diese entnimmt man Grund- und Deckfliichen
der Korper in wahrer GréBe den Grundrissen; die wahre GroBe der rechteckigen
Seitenflichen ergibt sich aus dem GrundriB (Liingskanten der Seitenfliichen) und
dem AufriB (Hohen der Seitenflichen). Aus den Abwicklungen lassen sich Flichen-
modelle der Korper zusammenfalten.

Abb. 241

Symmetrieeigenschaften gerader Prismen. Ein Quader hat drei zweiziih-
lige Symmetrieachsen ; nach Drehungen um diese Achsen um die Winkel ¢ = 180° und
2¢ = 360° kommt der Korper mit sich selbst zur Deckung. Ein Quader ist zen-
trisch-symmetrisch zum Schnittpunkt M seiner drei Symmetrieachsen; M ist der
Mittelpunkt des Quaders (Abb. 240). Durch einen Quader lassen sich drei Symmetrie-
ebenen legen, diese schneiden einander in den drei Symmetricachsen des Korpers.
Ein regelmiBiges dreiseitiges Prisma hat eine dreiziihlige Symmetrieachse;
Drehungen um 120°, 240°, 360° um diese Achse bringen das Prisma mit sich selbst zur
Deckung. Ein regelmiBiges sechsseitiges Prisma hat eine sechszithlige Sym-
metrieachse.

Die Verbindungslinie der Mittelpunkte der Grundfliiche und der Deckfliche eines
regelméBigen Prismas nennt man die Achse des Korpers. Jeder Schnitt durch eine
Seitenkante und die Korperachse heilt Achsenschnitt des Korpers. Ein regelmiBiges
dreiseitiges Prisma hat drei, ein regelmiBiges sechsseitiges Prisma sechs untereinander
kongruente Achsenschnitte.

Ein regelmifiges dreiseitiges Prisma besitzt keinen Mittelpunkt. Ein regelméBiges
sechsseitiges Prisma hat einen Mittelpunkt, den gemeinsamen Mittelpunkt 3 aller
seiner Achsenschnitte (Abb. 241); das regelmiiBlige sechsseitige Prisma ist zentrisch-
symmetrisch zum Punkt 27.

Schnitte gerader Prismen. In Abb. 240 ist ein Diagonalschnitt eines Quaders,
in Abb. 239 und 241 sind Achsenschnitte eines regelméBigen dreiseitigen und eines
regelmiiBigen sechsseitigen Prismas in wahrer GréBe dargestellt. Erklire die Strecken-
bezeichnungen der Schnitte.

15 [2046]
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2. Berechnung gerader Prismen
Der Rauminhalt eines Quaders ist Vo= Gy b,
wobei Gy die Quadergrundfliche und h die zugehérige Quaderhéhe ist.
Jeder Quader 1Bt sich durch einen Diagonalschnitt in zwei inhaltsgleiche gerade
Prismen mit kongruenten rechtwinkligen Dreiecken als Grundfliichen und gleicher
Héhe hzerlegen (Abb. 240). Der Rauminhalt. Vp jedes dieser recht-
winkligen dreiseitigen Prismen ist
Vomik V=305
—Gpe b,
wobei G, die Grundflichen der rechtwinkligen dreiseitigen Prismen
und / die gemeinsame Prismenhdhe sind.
Jedes beliebige dreiseitige Prisma 1Bt sich aber in zwei dreiseitige
Prismen mit recht winkligen Dreiecken &, und @, als Grundfliichen
und gleicher Hohe 4 zerlegen (Abb. 242). Der Rauminhalt ¥, des
beliebigen dreiseitigen Prismas in Abb. 242 ist also
Va=0Gy - h+Gy- b =(G1+ Gy) - h =G .h.
Hierin ist G die Grundfliiche des beliebigen dreiseitigen Prismas und
h die Prismenhohe.
Jedes beliebige n-seitige Prisma liBt sich in (n — 2) dreiseitige
Prismen zerlegen (Abb. 243). Der Rauminhalt ¥, des n-seitigen Prismas
ist daher

Abb, 242

Abb. 243

Vi=0Gr-h+ G h+GCu-bh+Gy bt 4Gy b,
= (Gr+ Gu+ G+ Gy + + - - + Gy - by
=@ h.
Der Rauminhalt eines geraden Prismas mit der Grundfliiche G und der Héhe hist V= G «h.

Die Oberfliiche eines geraden n-seitigen Prismas setzt sich aus den Flicheninhalten der
Grundfliche, der Deckfliche und der n rechteckigen Seitenflichen zusammen. Sie
kann mit Hilfe der Flicheninhaltsformeln berechnet werden.

¢) Der Lehrsatz des Cavalieri

Kérper kann mansich in diinne parallele Schichten zerlegt denken (Abb. 244 a). Ver-
schiebt man die Schichten gleichmiiBig gegeneinander, z. B. mit ein®m Lineal, so
erhiilt man einen ,,Treppenkérper von gleichem Rauminhalt wie der Ausgangs-
korper (Abb.244b). Denkt man sich die Schichten immer diinner, so nihert sich
die Form des Treppenkérpers der Form einer schiefen Siule von gleicher Grund-
fliche und Héhe, ohne daB der Rauminhalt sich éindert. Beisehr vielen, sehr diinnen
Schichten kann mansich den Treppenkérper schlieBlich durch eine schiefe Siule
von gleichem Rauminhalt wie die gerade ersetzt denken.

Grundebene €

Abb, 244
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Wiihlt man fiir dieGrundfliche des Ausgangskérperseine inhaltsgleiche Flicheanderer
Form (Abb. 244 ¢), so erhélt man nachdem Verschieben in gleicher Weise wie vorher
ein schiefes Prisma von gleichem Rauminhalt wie das gerade (Abb. 244 4). Simtliche
vier Korper der Abb. 244 besitzen also gleichen Rauminhalt. Diese SchluBfolgerung
ist allgemein in dem Lehrsatz von Cavalieri') zusammengefaf3t:

Lassen sich Korper so auf eine Grundebene stellen, daB sie durch jede Parallelebene zur
Grundebene in inhaltsgleichen Flichen geschnitten werden, so sind die Rauminhalte der
Kirper gleich.

Der Lehrsatz des Cavalieri 1d8t sich vollstindig nur mit Hilfsmitteln der hoheren
Mathematik, der Integralrechnung, beweisen.

Die Formel fiir den Rauminhalt gerader Prismen gilt also auch fiir den Rauminhalt
schiefer Prismen, allgemein fiir jedes Prisma.

Der Rauminhalt eines Prismas mit der Grundfliche G' und der Héhe h ist V=G h.
Prismen mit inhaltsgleichen Grundflichen und gleichen Hohen haben gleichen Rauminhalt.

d) Die Pyramide

Ein Koérper, der ein n-Eck als Grundfliche und 7 in einem Punkt § zusammenstoBende
Dreiecke als Seitenflichen hat, heiBt eine n-seitige Pyramide. Der Punkt S heiBit die Spitze
der Pyramide. Das Lot von der Spitze S auf die Grundfliche heiBt die Héhe A der
Pyramide (siehe Abb. 245 bis 248). Sind die Seitenkanten gleich lang, so heiBt die
Pyramide gerade. Ist die Grundfliche ein regelmiBiges Vieleck, so heiBt die
Pyramide regelmiiBig.

1. Geometrische Darstellung von Pyramiden

Im Grund- und AufriB und in schriiger Parallelprojektion sind in Abb. 245
eine gerade, regelmiBige dreiseitige Pyramide, deren Seitenkante gleich der Grundkante
ist, oder ein Tetraeder?), in Abb.246

eine gerade, regelmifBige vierseitige .
Doppelpyramide mit gleicher Seiten- §
kante wie die Grundkante oder ein - — :
Oktaeder®) und in Abb. 247 eine H A >

, 4
gerade, regelmiiBige sechsseitige Py- : o’ j\\
ramide geometrisch dargestellt. > 7 LA

In den Abbildungen 245 bis 247 T T
sind gleichfalls die Abwicklungen Abb. 245

H \%

a a
) Aob. 246
1) B. Cavalieri, 1598?—1647, Bologna.
2) Tetraeder (gr.) heilit (regelmiBiges) Vierflach. 3) Oktaeder (gr.) heiBt (regelmiBiges) Achtflach.

15%
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der Korper in die Ebene gezeich-

net. Aus den Abwicklungen las- \ >

sen sich Flichenmodelle der \ ' ‘
Koérper zusammenfalten. R t=3

Symmetrieeigenschaften
gerader regelmiBiger Pyra- VAV

miden. Die Verbindungslinie der

Spitze einer geraden regelmii- Abb. 247

Bigen Pyramide mit dem Mittel-

punkt ihrer Grundfliche heiit die Achse der regelmiiBigen Pyramide. Die Korper-
hohe einer geraden regelmifligen Pyramide ist gleichzeitig Achse des Korpers.
Jeder Schnitt durch eine Seitenkante und die Kérperachse liefert einen Achsen-
schnitt der regelmiBigen Pyramide.

Dreht man ein Tetraeder um eine seiner Achsen (Abb. 245), so kommt der Korper
bei Drehungen um die Winkel ¢ =120°, 2¢ = 240°, 3¢ = 360° mit sich selbst
zur Deckung. Ein Tetraeder hat vier dreiziihlige Symmetrieachsen. Ein Tetra-
eder hat sechs Symmetrieebenen. Diese sind je durch eine Tetraederkante und durch
die beiden Seitenhalbierenden von den Endpunkten dieser Kante nach der Mitte
der gegeniiberliegenden Kante bestimmt. Jede Symmetrieebene des Tetraeders
ist gleichzeitig ein Achsenschnitt. Ein Tetraeder ist kein zentrisch-symmetrischer
Korper.

Dreht man ein Oktaeder um eine seiner Achsen (Abb. 246), so kommt der Korper
bei Drehungen um die Winkel ¢=90°, 2¢ =180°, 3¢=270°, 4¢=360° mit sich
selbst zur Deckung. Ein Oltaeder besitzt drei vierziihlige Symmetrieachsen. Ein
Oktaeder ist zentrisch-symmetrisch. Durch jede Achse eines Oktaeders gehen zwei
Paare von Symmetrieebenen, niimlich zwei Mittelschnitte durch die Mitten zweier
gegeniiberliegender Kanten der zugehdrigen Grundfliche des Oktaeders und zwei
Diagonalschnitte (Achsenschnitte) durch eine der beiden anderen Achsen.

An Schnitten sind in den einzelnen Abbildungen dargestellt: fiir das Tetraeder
ein Diagonalschnitt (Abb. 245), fiir das Oktaeder ein Mittelschnitt (Hohen-
schnitt) und ein Diagonalschnitt (Seitenkantenschnitt, Abb.246), fiir die sechs -
seitige Pyramide ein Diagonalschnitt (Abb.247).

2. Berechnung von Pyramiden

Stellt man zwei Pyramiden von verschiedener Gestalt, aber inhaltsgleichen Grund-
flichen ¢ und gleichen Hohen’ auf eine Grundebene und schneidet beide Korper
durch eine zur Grundebene parallele
Ebene in beliebigem Abstand x von den
Spitzen (z < h), so bestehen die beiden
Verhiltnisgleichungen (Abb. 248)

Fy z? F, z?

T S e g

Aus beiden Gleichungen folgt

Fi=Ty. Abb, 248
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Die beiden Pyramiden werden durch jede Parallelebene zur Grundebene in inhalts-
gleichen Flichen F, und F, geschnitten. Nach dem Cavalierischen Lehrsatz sind
also ihre Rauminhalte gleich.

Pyramiden von inhaltsgleichen Grundflichen und gleichen Hohen haben gleichen Rauminhalt.

Zur Berechnung des Rauminhalts einer dreiseitigen Pyramide ergiinzt man die
Pyramide zu einem dreiseitigen Prisma (Abb. 249a). Dessen

Rauminhalt ist ) I B
Versma =G - k. v
F
8
8
y//4

<

a Abb. 249 b

»
Jedes dreiseitize Prisma it sich in drei rauminhaltsgleiche Pyramiden zerlegen.

Beweis (Abb.249b): PyramideI (Spitze D, Grundfliche 4 BC'; abgekiirzt D(4B¢))
und Pyramide IT oder B(DEF) haben gleiche Rauminhalte, denn beide Pyramiden
haben inhaltsgleiche Grundflicchen und gleiche Hohen. Es ist

Vi="Vn.
Pyramide IT D(BEF) und Pyramide III D(FCB) haben auch gleiche Rauminhalte,

denn sie haben inhaltsgleiche Grundflichen (A BEF = A FC B) und dieselbe Héhe
(beide Pyramiden ergeben zusammengesetzt die vierseitige Pyramide D (CBEF)). Esist

Viu="Vm.
Alle drei Pyramiden sind demnach untereinander rauminhaltsgleich:
Vi=Vu="Vu.
Die Rauminhalte aller drei Pyramiden zusammen sind gleich dem Rauminhalt G - %
des dreiseitigen Prismas.
Vi+Vu+Viu=G-h
oder 3Vi=G-h.

Also ist der Rauminhalt der dreiseitigen
Pyramide I mit der Grundfliche ¢ und
der Hohe

Vi=}6G- h

Jede n-seitige PyramideliBt sich in (n —2)
dreiseitige Pyramiden von verschiedenen Abb. 250
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Grundflichen Gy, G,, . . ., G, _,, aber derselben Hohe h zerlegen (Abb. 250). Deren
Rauminhalte sind Vy =} G, -k, Vo=3Gy-h, -+, Vy_y=1} Gy_g - h. Der Raum-
inhalt der n-seitigen Pyramide ist also:

V=36 -h+34G -h+---+1G, b,
FO A+ Gyt o+ Gyn) o By
= 3Gk,

Der Rauminhalt einer Pyramide mit der Grundfliche G' und der Hohe h ist V = 1Gh,

I

Aufgaben
I. Der Wiirfel

1. Wieviel Flichen stoBen an jeder Ecke eines Wiirfels zusammen? Welche Form hat jede
Wiirfelfliiche?

2. Wieviel Kanten stoBen an jeder Ecke eines Wiirfels zusammen? Unter welchen Winkeln
stofen sie zusammen und wie lang sind die Kanten?

3. Wieviel Ecken, Flichen und Kanten hat ein Wiirfel?

4. Begriinde, daBl der Wiirfel ein regel ma Biger Korper ist, und zwar ein regelmiBiges Sechs-
flach cder Hexaeder.

5. In welcher MafBeinheit miBt man das Volumen eines Wiirfels a) von 4 cm, b) von 8dm, €) von
2m Kantenlinge? Wie kann man die Rauminhalte der Wiirfel bestimmen ? Wie groB sind die
Rauminhalte? Wie muB man die Einheitswiirfel wiihlen, um einen Wtirfel von d) 2,1 cm,
e) 2,01 cm, f)2,01dm Kantenlinge auszufiillen? Wie gro8 sind die Rauminhalte der Wiirfel?

6. Stelle einen Wiirfel, der in Parallelstellung zur AufriBtafel steht (Abb. 236),

a) im Grund- und AufriB} (Zweitafelverfahren),
b) in schriiger Parallelprojektion (Verzerrung o = 45°, ¢ = 4) geometrisch dar!
Zeichne einen Mittelschnitt in beide Projektionsdarstellungen und fiir sich in wahrer Gro8e!

7. a) Stelledie Sy m me trieeigenschaften eines Wiirfels zusammen ! Welche Symmetriea ¢ hs en
hat ein Wiirfel? Drehe Wiirfelmodelle um eine Symmetrieachse! Zeichne die Symmetrie-
achsen im Schriigbild eines Wiirfels ein! Zu welchem Punkt ist ein Wiirfel zentrisch-
symmetrisch? Welche Symmetrieebenen hat ein Wirfel? Zeige ihren Verlauf an
Wiirfelmodellen! Zeichne sie in Schrigbilder eines Wiirfels ein!

b) Zeichne Mittel- und Diagonalschnitte eines Wiirfels!

¢) Welche Raumgebilde R’ entstehen 1. durch Parallelverschiebung eines Wiirfels R;
2. durch Drehungdes Wiirfels # um eine Symmetrieachse um 90°, 180°, 270°, 360°, 30°, 45°, 60°;
3. durch Spiegelung von R an einer Symmetrieebene? Welche geometrischen Ver wandtschaften
bestehen zwischen R und R’?

8. Stelle einen Wiirfel, der in Ubereckstellung zur Aufriftafel steht, im Grund- und Aufrif und in
schriger Parallelprojektion geometrisch dar! Wie verliuft ein Diagonalschnitt des Wiirfels
in beiden Projektionen? Zeichne einen Diagonalschnitt in wahrer GroBe! (Abb. 237).

9. Wie groBl sind die Flichendiagonale f und die Kérperdiagonale d eines Wiirfels mit der
Kante a (Abb. 237)? (@ =2cm; 3 cem; 75¢m; 1,20 m)

10. Aus der Abwicklung eines Wiirfels in die Ebene ist a) ein Flichenmodell, b) ein Kantenmodell
des Wiirfels herzustellen. Welches Schattenbild gibt das Kantenmodell des Wiirfels im Sonnen-
licht auf einer lotrechten Bildtafel? (Abb. 238.)

11. Gegeben ist ein Wiirfel von der Kantenlinge a = 6 cm (10 em; 1,5 cm; 2,5 cm; 2,5 dm).

a) Wie groB ist sein Rauminhalt in cm3? b) Wie groB ist sein Rauminhalt in Litern?
©) Zeichne die Abwicklung eines Wiirfels in die Ebene, Wie grof ist seine Oberfliche in cm??
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12. Stelle in demselben Achsenkreuz geometrisch dar:
a) die Korperdiagonale d, b) die Oberfliche O, ¢) den Rauminhalt V eines Wiirfels als Funk-
tionen der Wiirfelkante #! Welche Kurven ergeben sich?

13. Gibt es Wiirfel, firr welche die MaBzahl der Oberfliche gleich der MaBzahl des Volumens ist?
Warum ist es falsch zu'sagen: Bei diesen Wiirfeln ist ,,der Rauminhalt gleich der Oberflache*?

14, ,,Verdoppelung des Wiirfels*. Wie lang muB man die Kante eines Wiirfels machen, damit
sein Rauminhalt doppelt so groB wie der eines Wiirfels von 1 cm Kantenlinge wird ? Li Bt sich
die Kante des gesuchten Wiirfels mit Zirkel und Lineal als Strecke geometrisch darstellen?

15. Vergleiche die folgenden drei geometrischen Probleme miteinander:
a) Rektifikation des Einheitskreises (Abschn. 31, Aufgabe 12, 13),
b) Quadratur des Einheitskreises (Abschn. 31, Aufgabe 9),
¢) Verdoppelung des Einheitswiirfels.

II. Das Prisma

16. Stelle ein gerades, regelmiBiges dreiseitiges Prisma a) im Grund- und AufriB, b) in schriger
Parallelprojektion (x = 45° ¢ =}) geometrisch dar! Zeichne die Abwicklung des Prismas
in die Ebene und einen Diagonalschnitt des Prismas (Abb. 239)!

17. Die Abwicklung des dreiseitigen Prismas der Aufgabe 16 ist zu einem Flichenmodell des
Korpers zusammenzufalten. Wie kann man aus der Abwicklung auch ein Kantenmodell des
Korpers herstellen? Zeige am Modell eines geraden, regelmiBigen dreiseitigen Prismas seine
Symmetrieeigenschaften : Kérperachse, Symmetri h Symmetrieeb: Ach hnitte!

18. Zeichne einen Diagonalschnitt des dreiseitigen Prismas aus Aufgabe 16
a) in seine Darstellung in schriiger Parallelprojektion ein, b) in wahrer GréfBe als Schnittfigur!
Erscheint der Diagonalschnitt im Projektionsbild in wahrer GroBe? Wie grof sind die Seiten
des Diagonalschnitts? Wie verlauft die Achse des Korpers im Diagonalschnitt?

19. Ein Quader ist a) im Grund- und Aufri, b) in schriiger Parallelprojektion geometrisch dar-
sustellen. Wie verliuft sein Diagonalschnitt? Zeichne diesen in wahrer GroBe! Zeichne die
Abwicklung des Quaders in die Ebene und falte sie zu einem Flichenmodell des Korpers zu-
sammen (Abb. 240)! Zeige am Modell eines Quaders seine Symmetrieeigenschaften! Besitzt
jeder Quader einen Mittelpunkt?

20, Wie lang sind Flichendiagonale, Kérperdiagonale, Oberfliche und Rauminhalt eines Quaders
mit den Seitenkanten a, b und ¢?

a) a= 6cm, b= 4cm, ¢c=>5cm
b) a=2,5dm, b= 1,2dm, ¢= 80 cm
¢) a=8,74dm, b= 528dm, c= 8,42dm
d) a= 38 mm, b= 4,5cm, c=12dm

21. Ein gerades regelmiBiges a) vierseitiges, b) sechsseitiges Prisma ist in Grund- und Aufrif und
in schriger Parallelprojektion geometrisch darzustellen. Wie verliuft ein Achsenschnitt
jedes Korpers? Zeichne diesen in wahrer GroBe! Welche Symmetrieverhiltnisse haben die
Korper? Zeichne die Abwicklung der Korper in die Ebene und stelle Flichenmodelle der
Korper her (Abb. 241)!

22, a) Wieviel Liter Wasser fafit ein prismatischer, in seiner Grundfliche rechteckiger Behilter
aus 1,5 mm-Stahlblech, der 2,50 m lang, 1,25 m breit und 1,25 m hoch ist?
b) Wieviel m® Blech sind fiir den Behiilter notwendig (oben offen)?
¢) Wie groB ist das Gewicht des Behiilters (1 m? Blech wiegt 12 kp)?

23. Die Grundkante eines geraden, regelmiBigen dreiseitigen Prismas ist @ = 4 c¢m, seine Hohe
= 20 cm. Wie grof sind Rauminhalt und Oberfliche des Prismas?
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24,

25,

26.

Der Rauminhalt eines geraden, regelméBigen sechsseitigen Prismas von der Hohe b — 36 m
ist ¥ = 875 m® Wie groB sind Grundkante und Oberfliche?

Die Oberfliche eines geraden, regelméBigen achtseitigen Prismas ist 0= 7 400 m?, der Durch-
messer des Umkreises der Grundfliche 2r=18,5 m. Wie groB ist der Rauminhalt des Prismas?

Aus einer geraden, regelmiiBigen sechsseitigen Siule mit der Grundkante a und der Hohe h
ist die groBte dreiseitige Séule von gleicher Hohe herzustellen. Wie groB sind deren Grundkante
und Rauminhalt?

Aus einer geraden, regelmiBigen dreiseitigen Siule mit der Grundkante a und der Héhe b
ist die groBite quadratische Siule von gleicher Hohe herzustellen. Wie groB sind deren Grund-
kante und Rauminhalt?

Wieviel Ecken, Flichen und Kanten haben a) eine regelmiBige dreiseitige, b) eine regel-
miBige vierseitige, ¢) eine regelmiBige sechsseitige, d) eine regelmaBige achtseitige, e) eine
regelmiBige n-seitige Siule? Stelle die Ergebnisse in einer Tabelle zusammen! Welcher Zu-
sammenhang besteht zwischen den Anzahlen der Ecken und Flichen und der Anzahl
der Kanten prismatischer Korper?

Anleitung fir e).

Anzahl der Ecken: 2n. Warum?

Anzahl der Flichen: n Seitenflichen und Grund- und Deckfliche, also (n -+ 2) Flichen.
Kantenzihlung nach den Ecken: Jede Ecke des Kérpers trigt 3 Kanten, 2n Ecken also
3 - 2n Kanten. Hierbei ist jede Kante zweimal gezihlt, da jede Kante zwei Ecken verbindet.
Also ist die Anzahl der Kanten gleich 3 - n. d

Kantenzihlung nach den Flichen: Jede Seitenfliche des Kérpers wird von 4 Kanten be-
grenzt, n Seitenflichen also von 4m Kanten; Grund- und Deckfliiche zusammen werden
von 2n Kanten begrenzt. Simtliche Flichen des Kérpers besitzen also zusammen 67 Kanten.
Hierbei ist jede Kante zweimal gezihlt, da jede Kante zwei Flichen begrenzt. Also ist die
Anzahl der Kanten gleich 3n.

VA tel s
usammenstellung. itine St Knsaiiiaas
8! Ecken | Flichen | Kanten
n 2n n-4 2 3n
2n + n4-2 = 3n 4 2
d.h. Anzahl der Ecken + Anzahl der Flichen = Anzahl der Kanten 4 2
(Eulerscher Satz) E + F = K + 2

III. Lehrsatz des Cavalieri

29,

Schneide aus einer Papptafel 20 kongruente Rechtecke, schichte sie senkrecht aufeinander
und stecke durch die Mittelpunkte aller Rechtecke eine Stricknadel!

a) Welchen Korper erhiilt man bei senkrechtem Aufschichten der Rechtecke?

b) Welcher Korper entsteht, wenn die Stricknadel (Achse des Kérpers) schief zur Grund-
ebene gestellt wird? Welche Bewegung filhrt man dabei mit jeder Schicht aus?

¢) Wie verhalten sich die Rauminhalte beider Korper?



30.

31,

32,
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Stelle aus gleich dicken Papptafeln in gleicher Weise a) 20 kongruente Dreiecke, b) 20 Qua-
drate, ¢) 20 regelmiBige Sechsecke von gleichen Flicheninhalten wie die Rechtecke her!
Welche Korper erhilt man durch senkrechte Aufschichtung? Welche Kérper entstehen,
wenn die Achsen der Korper schief zur Grundebene gestellt werden? Welche Bewegung fithrt
man dabei mit jeder Schicht aus? Was 148t sich iiber die Rauminhalte aller Prismen von
inhaltsgleichen Grundflichen und gleichen Hohen aussagen?

Begriinde die Formel fiir den Rauminhalt eines
Prismas V= @ -h! Was versteht man unter der
Hohe eines Prismas? Andert sich die Hohe, wenn
aus dem geraden Prisma durch gleichméBige Par-
allelverschiebung seiner Schichten gegeneinander
schlieBlich ein schiefes Prisma wird ?

Ein Stiick Stahl hat die in Abb. 251 wiedergegebene
Gestalt (MaBe in mm). Wie berechnet man am
einfachsten seinen Rauminhalt?

IV. Die Pyramide

33.

34,

35.

36.

37.

38.
39.

40.
41.
42,

43.

44,

Zerlege ein gerades, regelmii Biges dreiseitiges Prisma von einer Ecke aus in drei inhaltsgleiche
dreiseitige Pyramiden (Modell! Siehe Aufg. 34)! Stelle das Prisma, seine Zerlegung und die
drei Pyramiden in schriiger Parallelprojektion geometrisch dar (vgl. Abb.249b)! (Zur Er-
zielung einer iibersichtlichen Figur ist als Verzerrung o = 120°, ¢ = % zu nehmen.)

Zeichne die Abwicklungen des Prismas und der drei Pyramiden aus Aufg. 33 in die Ebene
und stelle Flichenmodelle der vier Korper her! Veranschauliche mit den Kérpermodellen
a) die Gleichheit der Rauminhalte der drei Teilpyramiden,

b) die Zusammensetzung der drei Pyramiden zum Prisma!

Die Kanten einer geraden quadratischen Pyramide haben simtlich dieselbe Linge a. Stelle
die Pyramide in schriiger Parallelprojektion

a) bei Parallelstellung zur lotrechten Bildebene (x = 30°, ¢ = %),

b) bei Ubereckstellung zur lotrechten Bildebene (x = 45°, ¢ = 4) geometrisch dar!

Wie groB sind Oberfliche und Rauminhalt des Kérpers (@ = 4 cm)?

Stelle ein Oktaeder mit der Grundkante a in schriiger Parallelprojektion a) bei Parallelstellung,
b) bei Ubereckstellung zur lotrechten Bildebene geometrisch dar (Abb. 246)!

Zeichne einen Mittelschnitt und einen Diagonalschnitt eines Oktaeders mit der Seitenkantea!
Welche Schnittfiguren entstehen, wie groB sind die Seiten und Diagonalen der Schnittfiguren ?
Warum nennt man den Mittelschnitt eines Oktaeders auch Hohen- oder Rhombenschnitt und
den Diagonalschnitt auch Seitenkantenschnitt oder Quadratschnitt?

Wie grof} sind Hohe, Rauminhalt und Oberfliche eines Oktaeders mit der Grundkante a?
Das Oktaeder ist ein regelmifBiges Polyeder oder Vielflach. Von welchen und von wieviel
kongruenten regelmifBigen n-Ecken ist es begrenzt? Wieviel regelmiBige n-Ecke stoBen an
jeder Ecke des Korpers zusammen ?

Stelle ein Tetraeder in schriger Parallelprojektion geometrisch dar (Abb. 245)!

Zeichne einen Achsenschnitt eines Tetraeders! Wie gro8 sind die Seiten und die Héhe der
Schnittfigur?

Wie grof} sind Hohe, Rauminhalt und Oberfliche eines Tetraeders mit der Grundkante a?
Das Tetraeder ist ein regelmifiges Polyeder. Von welchen und von wieviel kongruenten
regelmiBigen n-Ecken ist es begrenzt? Wieviel regelmiBige n-Ecke stoBen an jeder Ecke
zusammen ?

Zeichne die Abwicklungen a) eines Oktaeders, b) eines Tetraeders in die Ebene! Stelle
daraus Flichenmodelle beider Korper her!
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45. Wieviel Ecken, Flichen, Kanten haben Tetraeder, Oktaeder, Wiirfel?
Anleitung. Zusammenstellung:

[ RegelmaBige Polyeder Jede Ecke trigt Beken A"FZ]Z‘C‘L:;' Kanten
Tetraeder 3 regelmiBige Dreiecke
Oktaeder 4 regelmiBige Dreiecke
Wiirfel 3 regelmiBige Vierecke . 12
(Quadrate)

Auch fiir diese Korper finden wir den Eulerschen Polyedersatz bestitigt:
Anzahl der Ecken 4 Anzahl der Flichen = Anzahl der Kanten + 2.
46. Stelle eine gerade, regelmiBige sechsseitige Pyramide im Grund- und Aufrif und in schriiger

Parallelprojektion (x» = 45° ¢ = %) geometrisch dar!
Pyramide in wahrer Grofe und die Abwicklung der Pyramide in die Ebene (Abb. 247)!

Zeichne einen Achsenschnitt der

47, WiegroBistder Rauminhalt einer geraden, regelmi Rigensechsseitigen Pyramide mit der Grund-
kante @ und der Héhe k (¢ = 4 cm, h = 5 cm)?

48, Wieviel Ecken, Flichen und Kanten haben a) eine regelmiflige dreiseitige, b) eine regel-
miBige vierseitige, €) eine regelmiBige sechsseitige, d) eine regelmiBige achtseitige, e) eine
regelmiiige n-seitige Pyramide? Welcher zahlenmiBige Zusammenhang besteht zwischen
den Anzahlen der Ecken und Flichen und der Anzahl der Kanten?

Anleitung fiir e:

Anzahl der Ecken:
Anzahl der Flichen:

n+4 1.
n-4 1.

Anzahl der Kanten: Kantenzihlung nach den Ecken. Jede Ecke der Pyramidengrund-
fliche trigt drei Kanten, n Ecken also 3n Kanten. Die Spitze der Pyramide trigt » Kanten.
Insgesamt also (3m+ n) oder 4n Kanten. Hierbei ist jede Kante zweimal gezihlt, da jede
Kante zwei Ecken verbindet. Also ist die Anzahl der Kanten gleich 2n.
Kantenzihlung nach den Flichen. Jede Seitenfliche der Pyramide wird von drei Kanten
begrenzt, n Seitenflichen also von 37 Kanten. Die Grundfliche wird von n Kanten begrenzt.
Insgesamt also 37+ n oder 4n Kanten. Hierbei ist jede Kante zweimal geziihlt, da jede
Kante zwei Flichen begrenzt. Also ist die Anzahl der Kanten gleich 2n.

Zusammenstellung:

Eulerscher Polyedersatz

g . Anzahl der
nseltige Fyramide Ecken | Flichen | Kanten
n n—4 1 n41 2n
ntl4ndb1 = 2n 4

E

+ F = K +

Gelten die Ergebnisse auch fiir nicht-regelméBige Pyramiden?

49. Wieviel Ecken, Flichen und Kanten haben eine regelmiBige a) dreiseitige, b) vierseitige,
¢) sechsseitige, d) achtseitige, ) n-seitige Doppelpyramide mit gemeinsamer Grundfliche?
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V. Angewandte Aufgaben

50.
51,

52,

53.

o
&

56.

o
=

@

59.

Ein Stahlwiirfel hat eine Kantenlinge von 74 mm. Wieviel wiegt er?

Wie groB sind die Kanten von Wiirfeln, die alle das gleiche Gewicht 500 p haben, aber aus
verschiedenem Material bestehen: a) Holz (Eiche, trocken), b) Aluminium, e¢) Stahl,
d) Messing, e) Blei?

Anleitung: Die Wichte von Eichenholz, trocken, ist 0,9 p/em? von Messing 8,6 p/cm?.
Die Wichte von Aluminium, Stahl und Blei entnehme man Tabellen (Logarithmentafel).

Wieviel wiegen die folgenden Vierkant-Stabstihle (Quadratstihle):
a) 1m O-Stahl 6 mm, b) 1m O-Stahl 12 mm,
¢) 20 m O-Stahl 18 mm, d) 17,5 m O-Stahl 13 mm,
e) 25 m [O-Stahl 25 mm, f) 16,25 m O-Stahl 30 mm?

Anleitung: Mache zu jeder Aufgabe zunichst stets einen Uberschlag (y == 8 p/em?)!
Berechne im Uberschlag zuerst das Gewicht fiir 1 m Quadratstahl, da dieses das Schitzen
und damit die Ubersicht erleichtert!

Wieviel wiegen die folgenden Flachstihle:

a) 1m ==-Stahl 254, b) 17 m ==-Stahl 50 - 8,

¢) 9,50 m ==-Stahl 30 - 5, d) 60 m ==-Stahl 60 - 10?

Die Angaben fiir die Querschnitte der Flachstihle sind simtlich in mm gemessen!

Zur Gewichtsberechnung von winkligen Profilstihlen denkt man sich diese in Flachstihle
von gleicher Linge und flichengleich Querschnitt verwandelt. Warum ist dies zuldssig?
Beispiele (siémtliche Angaben in mm):

a) L-Stahl (lies: Winkelstahl) 60 - 60 - 10 ist gleich ==-Stahl 110 - 10,

b) L-Stahl (lies: T-Stahl) 20203 ist gleich ==-Stahl 37-3.

Vergleiche Abschn. 24, Aufgabe 43 und Abb. 92 und 93!

Wieviel wiegen die folgenden Profilstihle:

gleichschenkliger Winkelstahl: a) 20 m L-Stahl 60 - 60 - 10, b) 25,75 m L-Stahl 25.25- 5,
ungleichschenkliger Winkelstahl: ¢) 18 m L -Stahl 30 - 60 - 5; 10 m L-Stahl 40-80- 8,
hochstegiger T-Stahl: d) 17,5 m L-Stahl 30 - 30 - 4; 12m L-Stahl 80-80- 9,

breitfiiBiger T-Stahl: ) 65,75 m L-Stahl 6030 - 5,5; 5m L-Stahl 100- 50 - 8,5?

Beim Bauen wird als Faustregel fiir Materialverbrauch gerechnet, da man fir 1 m®
Mauerwerk aus Mauersteinen im Normalformat 400 Mauersteine und 2801 Martel verbraucht.
Priife die Richtigkeit dieser Faustregel nach!

Anleitung: Die MaBe fiir einen Mauerstein im Normalformat sind 2512 . 6,5 cm?® Die
Stirke der Stoflfugen (lotrecht stehend) betrigt in normalem Mauerwerk 1 cm, die Stirke
der Lagerfugen (waagerecht liegend) 1,2 cm.

Eine zwei Stein starke Ziegelmauer von 8 m Hohe iiber einer Toreinfahrt soll durch einen
Eisentriiger von 4 m Stiitzweite abgefangen werden. Die Ziegelmauer ist beiderseits 1,5 cm
dick mit Putz versehen.
a) Wieviel wiegt das Mauerwerk (Wichte y = 1,8 p/em?)?
b) Wieviel wiegt der Putz, wenn 1 m* Wandputz, 1 cm dick, 17 kp wiegt?
¢) Welche Gesamtlast ruht auf dem Eisentriger?
Anleitung: Eine zwei Stein starke Mauerwand hat die folgende Dicke:

din em = 25 ¢cm + 1 em (StoBfuge) + 25 em = 51 em.
Vierkant- und Sechskantstabstihle, deren Querschnitte Quadrate bzw. regelmiBige Sechs-
ecke sind, werden nach DIN 176 mit den Schliisselweiten s= 6 mm; 8mm; 10 mm; 15 mm;
20 mm hergestellt. Wieviel wiegt ein Meter jeder Stahlsorte (vgl. Abb. 65)?
Ein Kanal von trapezformigem Querschnitt ist oben 4,5 m, an der Sohle 3 m breit und 2 m
tief. Das Wasser flielt mit einer Geschwindigkeit von 0,7 m/s bei einer Tiefe von 1,10 m,
Wieviel Kubikmeter Wasser liefert der Kanal in der Sekunde?
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60. Das Traufenviereck eines Turmes von quadratischem Querschnitt ist ein Quadrat von 5m
Kantenlinge. Der Turm soll ein Zeltdach von 8 m Hohe erhalten (Abb. 232 g).
a) Stelledas Turmdach im Grundrif und AufriB und in schrager Parallelprojektion dar! (MaB-
stab 1:200, Verzerrung o = 45°, ¢ = 1.)
b) Bestimme aus der Zeichnung und durch Rechnung die Linge der Gratbalken!
¢) Wieviel Quadratmeter Blech sind zur Bedachung des Turmes erforderlich unter Beriick-
sichtigung eines Zuschlags von 59, der errechneten Fliche fiir Uberlappung?
d) Wie greB ist der vom Turmdach umschlossene Raum?

61. Die Achse eines schiefen Prismas mit quadratischer Grundfliche (Grundkante a) und der
Hohe h ist unter dem Winkel f gegen seine Grundfliche geneigt (@ =6 cm, =5 cm, p=145°.
a) Wie groB ist der Rauminhalt des schiefen Prismas?
b) Zeichne Grund- und Aufrifl des Prismas!
¢) Zeichne ein Bild des Prismas in schriiger Parallelprojektion (x = 80°, ¢ = %)!
d) Zeichne die Abwicklung des Prismas und stelle ein Flichenmcdell des Korpers her!
6) Wie grof ist die Oberfliiche des schiefen Prismas?

35. Die regelmiiBigen Polyeder
a) Die kirperliche Ecke

Von einem Punkte S des Raumes mégen » Strahlen ausgehen, von denen keine
drei in einer Ebene liegen. Durch je zwei aufeinanderfolgende Strahlen wird ein
Ebenenstiick bestimmt. Vom Punkt S des Raumes gehen also auch » Ebenen-
stiicke aus. Das aus den » Strahlen und den » Ebenenstiicken zusammengesetzte
Raumgebilde heilit eine n-seitige kirperliche Ecke.

Der den Strahlen und Ebenenstiicken gemeinsame Punkt S heiBt der Scheitel der
Ecke; die Strahlen bilden die Kanten, die Winkel zwischen je zwei aufeinanderfolgen-
den Kanten bilden die Seiten der Ecke. Jede n-seitige korperliche Ecke triigt n Kanten
und 7 Seiten.

Wir beschrinken uns im folgenden auf konve xe?) kérperliche Ecken. Korperliche
Ecken, die ganz auf einer Seite eines jeden Ebenenstiicks liegen, heiBen konvexe
korperliche Ecken. Bei konvexen korperlichen Ecken sind alle Seiten kleiner als 2R .

Die Summe der Seiten einer konvexen kirperlichen Ecke ist kleiner als 4 R .
Der Beweis dieses Satzes ist in den Aufgaben 6 bis 8 gegeben.

Korperliche Ecken, die vollstindig miteinander iibereinstimmen, heiBen kongruent.

b) Der Eulersche Satz

1. Der Eulersche Satz fiir ebene Vielecksnetze

Vielecke ohne einspringende ebene Ecken heiBen konvexe Vielecke. Bei konvexen
Vielecken sind alle Innenwinkel kleiner als 2 R (vgl. Aufgabe 11).

Eine beliebige Anzahl konvexer Vielecke sei liickenlos zu einem ebenen Vielecks-
netz zusammengesetzt (Abb. 252). Die Anzahl der Ecken dieses Netzes sei &, die
der Vieleckskanten K, die der Vielecksfliichen F. Dann gilt der Eulersche Satz fiir
ebene Vielecksnetze: E4F = K+41.

1) convex (lat.) heift sich herauswélbend, gewdlbt.
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Beweis (Abb. 252):
Vieleck I allein besitze n, Ecken und n, Kanten. Fiir Vieleck I

ist B, =n,, F;=1 und K, = n,. Fiir Vieleck I gilt der Satz v
E+F=K-+1.

Vieleck IT hiingt mit einer Ecke am Ausgangsnetz I. °
Vieleck IT bringt 7, Ecken, 1Vieleck, n,+ 1 Kanten zum bis«
herigen Netz I hinzu, es ist By=n,, Fo=1und K,= n,+1.
Fiir Netz I+ 1T gilt der Satz E+F=K+1.

Abb. 252.

Vieleck ITT hingt mit zwei Ecken oder einer Kante am Ebenes Vielecksnetz
bisherigen Netz I+ II. Vieleck IIT bringt n; Ecken, 1 Vieleck,

75 -+ 1 Kanten zum bisherigen Netz I 4 I1 hinzu, esist By=ny, Fy=1 und K;=ny+1.
Fiir Netz I + IT + IIT gilt der Satz £ + F = K4-1.

Vieleck IV hiingt mit drei Ecken oder zwei Kanten am bisherigen Netz. Vieleck IV
bringt n, Ecken, 1 Vieleck, 7,+ 1 Kanten zum bisherigen Netz I4-1I+1III hinzu,
es ist By=mny, Fy=1 und K,= ny+1. Fiir Netz I+II4IIT 41V gilt der Satz
E+F=K+1.

Beim Hinzufiigen eines jeden neuen Vielecks ist stets der Zuwachs an Ecken und
Fliichen gleich dem Zuwachs an Kanten. Also gilt der Eulersche Satz allgemein fiir
jedes ebene Netz konvexer Vielecke.

2. Dor Eulersche Satz fiir konvexe Polyeder oder Eulersche Polyedersatz

Ein Kérper, der von ebenen Fliichen begrenzt wird, heiBt Polyeder?). Polyeder, die
ganz auf einer Seite jeder ihrer Begrenzungsebenen liegen, heiien konvexe Poly-
eder. Konvexe Polyeder besitzen nur konvexe Ecken.

Eulerscher Polyedersatz. Ist E die Anzahl der Ecken, F die der Flichen, K die
Anzahl der Kanten eines konvexen Polyeders, so ist ’

E+F = K+2.

Beweis: Wir stellen das gegebene Polyeder so, daB keine seiner Fléichen zu einer
Bildtafel & senkrecht verliuft und bilden es durch senkrechte Parallelprojektion auf
diese Bildtafel ab. Im Bild verschwindet dann keine Ecke, Fliche oder Kante des
Polyeders. Wir erhalten zwei im Korperumrif3 zusammenhéingende, iibereinander-
liegende ebene Vielecksnetze I und II (siehe z. B. Abb. 253 fiir einen Wiirfel).

Der UmriB beider Netze ist ein konvexes Vieleck, fiir
ihn ist B, =K,.

N

Fiir jedes Vielecksnetz gilt der Eulersche Satz, es ist
B +Fi=K+1 und Ey+Fy=K;+ 1.

Alsoist Ey+Ey +Fi+Fu=K +Ky + 2. §/

In dieser Gleichung sind die Ecken und Kanten des
Umrisses zweimal gezihlt, nimlich fiir jedes Vielecks- T
netz einmal.

1) Polyeder (gr.) heiBt Vielflach, ebenflichiger Kérper. Abb. 253
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Nun ist E,=K,.
Also ist Ei+Ey—EB, +F;+F;=K +K;—K, 4+ 2. Dieses heit fiir
das Polyeder: E + F = K + 2.

3. Der Eulersche Satz

Der Eulersche Satz E -+ F =K1 gilt nicht nur fiir ebene Vielecksnetze, sondern
fiir alle ebenen und riumlichen offenen Vielecksnetze, d.h. Vielecksnetze, welche
ein Polyeder nicht allseitig begrenzen. Der Beweis ist in 2. enthalten.

Der Eulersche Polyedersatz E 4 F = K + 2 gilt fiir alle geschlossenen Vielecksnetze kon«
vexer Polyeder.

Beide Sitze zusammen lassen sich in die Form bringen:

E+F—K=1I.
Hierin hat die Zahl I (Invariante I) fiir alle offenen Vielecksnetze den Wert 1,
fiir die geschlossenen Vielecksnetze aller konvexen Polyeder den Wert 2.

Der Eulersche Satz 1iBt sich fiir nicht-konvexe Korper verallgemeinern; I hat dann
unter Umstéinden einen anderen Zahlenwert als 2 (siche Aufgabe 15).

¢) Die regelmiiBigen Polyeder

Ein Polyeder, das von kongruenten regelmiBigen Vielecken begrenzt wird und
kongruente regelméBige Ecken besitzt, heiBt ein regelmiiBiges Polyeder.

Es gibt viele regelmiBige Vielecke. Gibt es auch viele regelméBige Polyeder ?

1. Die regelmiiBigen Polyeder

An jeder Ecke eines regelmiiBigen Polyeders miissen mindestens drei regel-
miiige Vielecke zusammenstoBen. Ferner muf die Summe der Seiten jeder Polyeder-
ecke kleiner als 4R sein. Ein regelmiiBiges Polyeder kann daher nur von den
folgenden regelmiBigen Vielecken begrenzt sein :
a) von regelmiBigen Dreiecken. Dann sind die Seiten jeder Ecke je gleich 60°,
An jeder Ecke konnen zusammenstoBen:
3 regelmiiBlige Dreiecke, denn es ist 3-60°<<4 R, oder
4 regelmiiBige Dreiecke, denn es ist 4 - 60° <4 R, oder
5 regelmiiBige Dreiecke, denn es ist 5 - 60° < 4 R.
6 regelmiiBige Dreiecke kénnen an einer Ecke nicht zusammenstoBen, denn
6 - 60° ist nicht kleiner als 4 R, sondern gleich 4 R.
b) von regelmiBigen Vierecken. Dann sind die Seiten jeder Ecke je gleich 90°.
An jeder Ecke kénnen 3 regelmiBige Vierecke zusammenstoBen, denn es ist
3:90°<4R.
4 regelmiilige Vierecke konnen an einer Ecke nicht zusammenstoBen, denn
4 - 90° ist nicht kleiner als 4 R.
c) von regelméBigen Fiinfecken. Dann sind die Seiten jeder Ecke je gleich ? oder 108°,

An jeder Ecke konnen 3 regelmifige Fiinfecke zusammenstoBen, denn es ist
3-108°<4R.
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Regelmiiflige Sechsecke, erst recht regelmiBige Sieben-, Acht-,....Ecke
konnen als Flichen regelmiBiger Polyeder iiberhaupt nicht auftreten, denn schon fiir
Sechsecke erhielte man als Summe der Seiten einer dreiseitigen Ecke 3 - 120° = 4 R!
Es gibt nur fiinf regelmiifige Polyeder.

2. Die Bestimmung der fiinf regelmiiligen Polyeder

Wie sehen die fiinf regelméBigen Polyeder aus? Dazu miissen wir die 3 Unbekann-
ten B, F, K fiir jeden Einzelfall durch drei Gleichungen bestimmen.,

a) Dreieckige Flichen (gleichseitige Dreiecke).

Dreiseitige Ecken. An jeder Ecke stofen 3 gleichseitige Dreiecke zusammen.
Nach dem Eulerschen Polyedersatz ist E+F=K+ 2 (1. Gleichung).
Kantenzithlung nach den Ecken: Jede Ecke triigt 3 Kanten, £ Ecken des Kérpers
tragen 3 £ Kanten. Hierbei ist jede Kante doppelt geziihlt, denn sie verbindet 2 Ecken.
Es ist also 2K=3E (2. Gleichung).
Kantenziihlung nach den Flichen: Jede Fliche wird von 3 Kanten begrenzt,
F Tlichen von 3F Kanten. Hierbei ist jede Kante doppelt geziihlt, denn sie begrenzt
2 Flichen. Es ist also 2K =3F (3. Gleichung).

Die drei linearen Gleichungen ergeben E=4, F=4, K=6.

Der erste regelmiBige Korper besitzt 4 regelmiiige Dreiecksfliichen, 4 dréiseitige
Ecken und 6 gleich lange Kanten; er heiBt ein Tetraeder!) (Abb. 245).

Vierseitige Ecken. An jeder Ecke stoBen 4 gleichseitige Dreiecke zusammen. Es
gelten die folgenden drei linearen Gleichungen:
Nach dem Eulerschen Polyedersatz ist E-+F =K+ 2 (1.Gleichung),

Kantenzihlung nach den Ecken 2K=4F (2. Gleichung),
Kantenzihlung nach den Flichen 2K=23F (3. Gleichung).
Die drei linearen Gleichungen ergeben E=6, F=8, K=12.

Der zweite regelmiBige Korper besitzt 8 regelmiBige Dreiecksfliichen, 6 vierseitige
Ecken und 12 gleich lange Kanten; er heift ein Oktaeder!) (Abb. 246).
Fiinfseitige Ecken. An jeder Ecke stofien 5 gleichseitige Dreiecke zusammen.
Nach dem Eulerschen Polyedersatz ist
E+F=K+ 2 (1.Gleichung),
Kantenzihlung nach den Ecken
2K=5E (2. Gleichung),
Kantenzithlung nach den Flichen
2K=3F (3. Gleichung).
Die drei linearen Gleichungen ergeben
E=12, F=20, K=30.
Der dritte regelmiilige Korper besitzt 20 regelmiiBige Drei-

ecksflichen, 12 fiinfseitige Ecken und 30 gleich lange Kan-
ten, er heillt ein Ikosaeder!) (Abb. 254).

Abb. 254. Tkosaeder

1) Tetra-eder (gr.) heiBt Vier-flach; Okta-eder Acht-flach; Ikosa-eder Zwanzig-flach.
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b) Viereckige Fliichen (Quadrate).

Dreiseitige Ecken. An jeder Ecke stolen 3 Quadrate zusammen.
Nach dem Eulerschen Polyedersatz ist E+F=K+ 2 (1. Gleichung),

Kantenzithlung nach den Ecken 2K=3E (2. Gleichung),
Kantenziihlung nach den Flichen 2K =4F (3. Gleichung).
Also ist E=8, F=6, K=12.

Der vierte regelmiiflige Korper besitzt 6 Quadratflichen, 8 vierseitige Ecken und
12 gleich lange Kanten, er heil3t ein Hexaeder!) oder Wiirfel.
c) Fiinfeckige Flichen (regelmiBige Fiinfecke).
Dreiseitige Ecken. An jeder Ecke stoen 3 regelmiiBige Fiinfecke zusammen.
Nach dem Eulerschen Polyedersatz ist
E+F=K+ 2 (I Gleichung),

Kantenziihlung nach den Ecken

2K=3E (2 Gleichung),
Kantenzihlung nach den Flichen

2K=5F (3. Gleichung).
Also ist E=20, F=12, K=30.
Der fiinfte regelmiiBige Korper besitzt 12regelmiBige

Fiinfecksfliichen, 20 dreiseitige Ecken und 30 gleich
lange Kanten, er heillt ein Dodekaeder!) (Abb. 255).

Abb. 255. Dodekaeder

3. Ubersicht iiber die regelmiBigen Polyeder

Die regelmiBigen Art der = Anzahl der
Polyeder begrenzenden Flichen Jedo Beko tragh Ecken |Flichen |Kanten
Tetraeder Gleichseitige Dreiecke |3 Flichen |3 Kanten 4 4 6
Hexaeder

(Warfel) Quadrate 3 ., 8 8 6 je 12
Oktaeder Gleichseitige Dreiecke |4 4 6 8
Dodekaeder RegelmiBige Fiinfecke (3 8 20 12 -
Tkosaeder Gleichseitige Dreiecke |5 ,, 5, 12 20 ke

4. Geometrische Darstellung der regelmiiBigen Polyeder

Die geometrische Darstellung der regelmiBigen Polyeder und die geometrischen Zu-
sammenhiinge der fiinf regelmiiBigen Korper untereinander werden in den Auf-
gaben 20 bis 33 behandelt.

Aufgaben
1. Die korperliche Ecke

1. Beschreibe a) die Ecken eines regelmiifigen Dreiecks, Vierecks, Fiinfecks usw.: Ebene Ecken!
b) die Ecken eines Wiirfels, Tetraeders, Oktaeders, einer regelmiBigen sechsseitigen Pyramide
usw.: Korperliche Ecken!

1) Hexa-eder (gr.) heiit Sechs-flach; Dodeka-eder Zwolf-flach; Poly-eder Viel-flach.
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2. Welches ist die Mindestanzahl der Seiten und der

Kanten einer kérperlichen Ecke?
3. Gib fir einen Wiirfel, ein Tetraeder, ein Oktaeder
und eine regelmiiBige sechsseitige Pyramide a) die
Anzahl der Seiten und Kanten jeder Ecke, b) die
GroBe der einzelnen Seiten an!
NN

Ecken! Einspringende Ecken heifien nicht-konvexe

i 4 8 : Abb. 256. Nicht-konvexe Polyeder
Ecken, die Korper heiffen nicht-konvexe

Korper.
Anleitung: Setze z.B. zwei Streichholzschachteln nach Abb. 256 aneinander! Die Seiten
der beiden einspri den dreiseitigen Ecken des entstehenden nicht-konvexen Korpers sind

270°, 90°, 90°.

5. Sind alle Ecken a) eines Wiirfels, Tetraeders, Oktaeders; b) einer regelmiBigen vierseitigen,
sechsseitigen, achtseitigen Pyramide untereinander kongruent?
Anleitung: Ecken, die vollstéindig miteinander ithereinstimmen, heiflen kongruent.
a) Wieviel Seiten und Kanten gehen von jeder Ecke der Korper aus? Wie grof sind die Seiten
jeder Ecke? b) Wieviel Seiten und Kanten gehen von der Spitze einer Pyramide als korper-
licher Ecke, wieviel Seiten und Kanten von einer Ecke ihrer Grundfliche aus?

6. Falte die folgenden konvexen Ecken: a) eine regelmi B ige dreiseitige Ecke,
b) eineregelmi Bige vierseitige Ecke, ¢) eineregelm i Bige sechsseitige Ecke!
Unterhalb welches Winkelbetrages muB die Summe der Seiten einer konvexen kérperlichen
Ecke stets liegen?

o

Falte eine a) dreiseitige, b) vierseitige, €) sechsseitige, konvexe korperliche Ecke! Unterhalb
welches Winkelbetrages muBl die Summe der Seiten jeder Ecke liegen?

@

. Welche obere Grenze hat die Summe der Seiten einer n-seitigen, konvexen kérperlichenEcke?

9. Eine dreiseitigze Ecke hat die Seiten a) 140° und 140°, b) 120° und 120°, ¢) 108° und 108°,
@) 90° und 90°, €) 60° und 60°. Zwischen welchen Schranken liegt die dritte Seite? Fiir welche
Fille sind regelmi Bige dreiseitige Ecken moglich? Falte diese regelmiiBigen Ecken als
Raummodelle!

Anleitung: 60° ist der Innenwinkel eines regelmiBigen (gleichseitigen) Dreiecks, 90° eines
regelmiBigen Vierecks (Quadrats), 108° eines regelmiBigen Fiinfecks, 120° eines regelmiBigen
Sechsecks, 140° eines regelmiBigen Neunecks (vgl. Abschn. 30).

0. Welche geraden Pyramiden mit regelmiBiger Grundfliche kénnen an der Spitze Winkel von
a) 108° b) 90°, ¢) 60° haben?

II. Der Eulersche Satz

1

1

1

1. Wie groB sind die Innenwinkel der folgenden konvexen Vielecke:
a) eines regelmifBigen Dreiecks (gleichseitigen Dreiecks), b) eines regelmifBigen Vierecks
(Quadrats),
¢) eines regelmifigen Finfecks, d) regelmiBigen Sechsecks, e) regelmiiBigen n-Ecks?

2. Wie groB sind die Seiten und Winkel der nicht- —
konvexen Vielecke in Abb. 257? Zeichne weitere /

nicht-konvexe Vielecke! \

1

. Miissen alle regelmidfBigen Vielecke konvexe

Vielecke sein? Beweis!
14. Nenne konvexe Polyeder!

15. Zeichne nicht-konvexe Polyeder (vgl. Abb. 256

1

Abb. 257, Nicht-konvexe Viclecke
und 258)!

6 [2046]



242

16.

Stelle die bisher gefundenen Einzelergebnisse fiir
den Eulerschen Polyedersatz bei konvexen Kor-
pern zusammen (vgl. Abschn. 34, Aufg. 28; 45;
48; 49)!

III. Die regelmifigen Polyeder

17.

18.

21.

09

Ist ein Tetraeder ein regelmiifBiges Polyeder? Be-
grindung!

Ist ein Doppeltetraeder mit gemeinsamer Grund-
fliiche ein regelmiiBiges Polyeder (Abb. 259)? Zeichne
die Abwicklung des Kérpers und stelle daraus ein
Flichenmodell des Korpers her!

Sind Wiirfel und Oktaeder regelmiflige Polyeder?
Begriindung!

Zeichne die Abwicklung ~eines Tkosaeders in
die Ebene und stelle daraus ein Flichenmodell
des Korpers her! Welche Symmetrieachsen und
Symmetrieebenen besitzt das Ikosaeder (Abb.254)?

Anleitung in Abb. 260: Je fiinf an einer Ecke
zusammenstofende gleichseitige Dreiecke bilden
eine gerade, regelmiBige fiinfseitige Pyramide mit
offener Grundfliche. Zeige am
Flichenmodell des Korpers die
12 mit ihren Seitenflichen in-
einandergreifenden fiinfseitigen
Pyramiden!

Stercometrie und darstellende Geometrie

Abb, 258. Nicht-konvexe Polyeder™

Abb. 259. Doppeltetraeder
mit gemeinsamer Grundfliche

Verfahre in  der  gleichen
Weise mit einem Dodekaeder.
(Abb. 255)!

Anleitung in Abb. 261: Wiihle
fiir die ,,untere regelmiiBige fiinf-
seitige Schale** aus 6 regelmiBi-
gen Fiinfecken eine andere Farbe
als fir die ,,obere fiinfseitige
Schale*! Setze beide Schalen
mit den ein riumliches Zehneck
bildenden freien Kanten an-
einander!

Zeichne das Bild

a) eines Ikosaeders,

b) eines Dodekaeders

in schriger Parallelprojektion!

Anleitung: Wihle als Ver-
zerrungen a) x = 90°, = %;
b) &= 45°% ¢=1% (Abb. 254
und 255)!

Abb. 260. Abwicklung des Ikosaeders

Abb, 261, Abwicklung des Dodekaeders
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23, Einem Wiirfel von gegebener Grundkante w ist ein Tetraeder einzubeschreiben. Wie grof§
ist die Tetraederkante ¢?

Anleitung (Abb. 262): Das Tetraeder hat halb soviel Ecken wie der Wiirfel, nimlich 4!

24, Einem Wirfel von gegebener Grundkante w ist ein Oktaeder einzubeschreiben. Wie groB
ist die Oktaederkante 0?

Anleitung (Abb. 263): Das Oktaeder hat soviel Ecken wie der Wiirfel Flichen, nimlich 6!

AC.

Abb. 262. Wiirfel und Tetraeder Abb, 263. Wiirfel und Oktaeder Abb. 264. Wiirfel und Ikosaeder

25. Einem Wiirfel von gegebener Grundkante w ist ein Ikosaeder einzubeschreiben. Zeichne das
Bild der beiden ineinanderliegenden Korper in schriiger Parallelprojektion !

Anleitung in Abb. 264 : Das Ikosaeder hat doppelt soviel Ecken wie der Wiirfel Flichen,
niimlich 12 Ecken. Je 2 Ecken des Ikosaeders (und damit 6 seiner Kanten)liegen in den Wiirfel-
quadraten. Ein Ikosaeder liBt sich daher ,,in eine wiirfelfésrmige Kiste so verpacken, daB es
in dieser unbeweglich liegt‘’. Die Ikosaederkante ¢ ist der grioBere Abschnitt der stetig ge-
teilten Wiirfelkante w.

26, Einem Wiirfel mit der Grundkante w ist ein Dodekaeder
einzubeschreiben.

Ausfithrung in Abb.265: Das Dodekaeder hat 20 Ecken. Da-
von liegen 12 Eckén (und damit 6 Kanten) des Dodekaeders
auf dem umbeschriebenen Wiirfel des Dodekaeders; die
iibrigen 8 Ecken des Dodekaeders sind die Eckpunkte des dem
Dodekaeder einbeschriebenen Wiirfels von der Kantenlinge /
(w— d). AuBlen- und Innenwiirfel des Dodekaeders liegen
dhnlich. Beide Wiirfel haben denselben Mittelpunkt. Die Dode-
kaederkante d ist der kleinere Abschnitt der stetig geteilten
Wiirfelkante w. Auch das Dodekaeder liBt sich ,,in eine
wiirfelférmige Kiste so verpacken, dal es unbeweglich liegt*.

Abb. 265.
Wiirfel und Dodekaeder

Einem Oktaeder mit der Grundkante o ist ein Wiirfel einzubeschreiben. Zeichne ein Bild der
beiden ineinanderliegenden Korper in schriger Parallelprojektion! Wie groB ist die Wiirfel-
kante?

©
a

Anleitung: Der Wiirfel hat soviel Ecken wie das Oktaeder Flichen, nimlich 8.

28, Die Mittelpunkte der Flichen a) eines Wiirfels, b) eines Oktaeders sind die Ecken
a) eines Oktaeders, b) eines Wiirfels. Beweis! Stelle jeden Kérper mit dem ihm einbeschrie-
benen in schriger Parallelprojektion zeichnerisch dar!

16*
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29. Die Mittelpunkte der Flichen a) eines Ikosaeders, b) eines Dodekaeders sind die Ecken
a) eines Dodekaeders, b) eines Ikosaeders. Beweis! Stelle jeden Korper mit dem ihm einbe-
schriebenen in schriiger Parallelprojektion zeichnerisch dar!

Anleitung: Zeichne in die Bilder der Kérper aus Aufgabe 22 die einbeschriebenen Kérper!
Zum Beweis: a) Verbindet man die Mittelpunkte benachbarter Seitenflichen jeder regel-
miiBigen fiinfseitigen Pyramide eines Ikosaeders, so erhilt man stets ein regelmifBiges Fiinf-
eck! b) Verbindet man die Mittelpunkte benachbarter Seitenflichen jeder regelmiBigen
,fiinfseitigen Schale** des Dodekaeders,so erhilt man stets eine regelmi Bige fiinfseitige Pyra-
mide (ohne Grundfliche)! — Ikosaeder und Dodekaeder sind regelmiiBige Polyeder! Ver-
gleiche die Anzahl der Ecken und Flichen beim Ikosaeder und Dodekaeder!

IV. Vermischte Aufgaben iiber die regelmifligen Kirper

30. Einem Wiirfel mit der Grundkante w ist ein Tetraeder einbeschrieben. Wie verhalten sich
a) die Grundkanten, b) die Oberflichen, €¢) die Rauminhalte der beiden Korper?
Anleitung: Zeichne zur Berechnung einen Diagonalschnitt der ineinanderliegenden Korper!

31. Einem Oktaeder mit der Grundkante o ist je ein Wiirfel umbeschrieben und einbeschrieben.
Wie verhalten sich a) die Grundkanten, b) die Oberflichen, ¢) die Rauminhalte der drei
Kérper?

Anleitung: Zeichne zur Berechnung Mittelschnitte und
Diagonalschnitte der drei ineinanderliegenden Korper. Wie
grof sind die einzelnen Strecken jeder Schnittfigur?

32. Einem Tetraeder mit der Grundkante! ist ein Oktaeder einzu- \\

beschreiben. Wie verhalten sich a) die Grundkanten, b) die \
Oberflichen, ¢) die Rauminhalte der beiden Korper?
Anleitung in Abb. 266: Das Oktaeder hat soviel Ecken
wie das Tetraeder Kanten, niimlich 6! Wie liegen die Oktaeder-
flichen zu den Tetraederflichen? Zeichne einen Diagonal- A%, 536 .
schnitt des Tetraeders; welcher Schnitt des einbeschriebenen Tetraeder und Oktacder
Oktaeders liegt in diesem Diagonalschnitt des Tetraeders?

36. Die Ellipse als Bild des Kreises in Parallelprojektion

a) Abbildung eines Kreises durch Parallelprojektion

Einekreisférmige Pappscheibe liegt in einer waagerechten Ebene. Thre Bilder im Grund-
und AufriB sind in Abb. 267 dargestellt. Welche Form hat das Schat-
tenbild der Kreisscheibe im Sonnenlicht auf einer lotrechten
Bildebene ?

Ein Kreis liegt in einer waagerechten Ebene. Seine Bilder in senk-
rechter Parallelprojektion im Grund- und Aufri} sind in Abb. 267
dargestellt. Welche Form hat das Bild des Kreisesinschriger
Parallelprojektion ? Abb. 267

b) Die Ellipse als Bild eines Kreises in sehriiger Parallelprojektion

Bei Abbildung durch schriige Parallelprojektion erscheinen Frontstrecken im Bild
in wahrer GréBe und Richtung, werden Tiefenstrecken im Bild auf denselben
Winkel « gegen die Waagerechte geneigt und in demselben Verhiiltnis ¢ verkleinert.
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Fiir die Abbildung des gegebenen Kreises
(Abb. 268 und 269) sind 4B und siimtliche Par-
allelen zu A B Frontstrecken, sie erscheinen im
Bild in wahrer Grofe und Richtung. €D und
simtliche Parallelen zu CD dagegen sind Tiefen-
strecken, sie werden im Bild simtlich auf den
Winkel & gegen die Waagerechte geneigt und im
Verhiiltnis ¢ verkiirzt.

Das Bild des Kreises in schriiger Parallelprojek-
tion ist in Abb. 268 fiir die Verzerrung

a =90°% ¢ =}, in Abb. 269 fiir die Verzerrung
o = 45° q = } gezeichnet.

Das Bild eines Kreises in schriiger Parallelprojektion
heiBt Ellipse.

Die Abb.268 und 269 lassen sich auch deuten
als Drehung des Kreises um die Achse 4B
aus lotrechter Stellung in waagerechte Lage
und Abbildung dieses Kreises durch schriige
Parallelprojektion auf eine lotrechte Bildtafel.
Die Ellipse ist eine geschlossene Kurve.
Der Mittelpunkt des Kreises wird bei Abbil-
dung durch schriige Parallelprojektion Mittel-
punkt der Ellipse, Durchmesser des Kreises wer-
den Durchmesser der Ellipse (z. B. Durchmes-
ser AB des Kreises wird Durchmesser 4 B der
Ellipse, C' D wird ¢’ I, Abb. 268, 269 und 270).
Zwei aufeinander senkrechte Durchmesser
des Kreises sind z. B. AB und CD, ihre Bil-
der AB und C'D’ heillen konjugierte!) Durch-
messer der Ellipse. Konjugierte Durchmesser
ciner Ellipse stehen im allgemeinen nicht
senkrecht aufeinander (z. B. 4B und C'D’
in Abb. 269 und 270).

Von allen konjugierten Durchmesserpaaren
einer Ellipse ist ein Paar extrem, d.h. der
eine Durchmesser erreicht den gréBtmog-
lichen, der konjugierte Durchmesser den
kleinstmoglichen Wert. Nur dieses Paar
konjugierter Durchmesser der Ellipse steht
senkrecht aufeinander (8, S, und 8, S, in
Abb. 270, vgl. Aufg. 6). Das senkrecht aufein-

Abb. 270

anderstehende extreme Paar konjugierter Durchmesser einer Ellipse bildet die
Achsen der Ellipse. Die groBe Achse heiBt Hauptachse, ihre Liinge bezeichnet man
mit 2¢; die kleine Achse heillt Nebenachse, ihre Linge bezeichnet man mit 25

(Abb.270: /S, = 2a, Sy Sy = 2b).

Die Ellipse ist eine zentrisch-symmetrische Kurve. Drehung der Ellipse um
ihren Mittelpunkt O als Symmetriczentrum um 180° bringt die Kurve mit sich selbst

1) conjugare (lat.) heiBt zusammenkniipfen, verkniipfen, zuordnen.
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zur Deckung. In Abb 270 liegen z. B. die Punkte ¢’ und I, S5’ und 8, A und ‘B,
Sy und S, symmetrisch zum Zentrum 0.

Die Ellipse ist auch eineachsensymmetrische Kurve;sie liegt symmetrisch
zur Haupt- und zur Nebenachse. Spiegelung der Ellipse an der Hauptachse 24
oder an der Nebenachse 25 bringt die Kurve mit sich selbst zur Deckung. Auch
Umklappen der Ellipse um die Haupt- oder um die Nebenachse bringt diese
Deckung mit sich selbst hervor. In Abb.270 liegen z. B. die Punkte Sy’ und S,/
symmetrisch zur Hauptachse 2, S;" und 8’ symmetrisch zur Nebenachse 2b.

¢) Zeichnung der Ellipse als Kreishild

1. Zeichnung der Ellipse aus einem Paar konjugierter Durchmesser, (« == 90°)

Zu jedem konjugierten Durchmesserpaar ge- P ¢
hort eine Ellipse (siehe Aufg. 7). 2 \/ X
Die Zeichnung der Ellipse aus einem Paar 7SN RN \\
konjugierter Durchmesser AB und C'D’, e 5e
(a £90° g<1), ist in Abb. 271 dargestellt. 7"«
Simtliche Abbildungsdreiecke PP’Q) liegen A oy
dhnlich zueinander, fiir simtliche Abbildungs- iy @ e /0 #
dreiecke ist 7o T

o SR JEW B

PQ : g NN
Beachte, daB Kreis und Ellipse sich iiber- P
schneiden (vgl. auch Aufg.8)! * il 0 .

Abb, 27

2, Zeichnung der Ellipse aus-den Achsen, (z = 90°)

Bei Abbildung mit der Verzerrung « = 90°, ¢ < 1 stehen die beiden konjugierten

‘Durchmesser der Ellipse senkrecht aufeinander. Die Ellipse ist dann aus den beiden

Achsen, der Hauptachse mit der Linge 2a und der Nebenachse mit der Liinge 2b,

zu zeichnen. ’
1. Lésung: Fiir die Verzerrung « =90°, ¢<1
sind simtliche Tiefenstrecken QP des Kreises
nur im Verhiltnis ¢ zu verkiirzen (Abb. 268
fiir g = %).

2. Losung: Zeichnet man um O einen Hilfs-
kreis mit der halben Nebenachse b = aq als
Radius und verbindet den abzubildenden
Kreispunkt P mit O (Abb. 272), so liegt
der Bildpunkt P’ der Ellipse auf der Senk- T
rechten von P auf die Hauptachse 2a (Front- !
strecken bleiben erhalten!) und auf der Par-
allelen durch R zur Hauptachse 2a (Tiefen-
strecken werden verkiirzt!).

Abb. 272

T i PQ RO _ b aq _
Beweis: Nach dem 1. Strahlensatz ist P T e q.

Tiir den Verzerrungswinkel a = 90° iiberschneiden sich Kreis und Ellipse nicht.
Warum nicht (Aufgabe 9)?
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Aufgahen
1. Abbildung eines Kreises durch senkrechie Parallelprojektion in Grund- und Aufriff

1. Zeichne Grund- und Aufrif} eines Kreises a) in waagerechter, b) in lotrechter Lage!

II. Abbildung eines Kreises durch schrige Parallelprojektion _

2. Zeichne das Bild eines Kreises in schriiger Parallelprojektion fiir die folgenden Verzerrungen :
B) a=90°% g=% ) a=090° g=1 ¢) a=90° ¢g=11
Anleitung (Abb. 268): Die Punkte 4, B und €', D' nennt man die Scheitel der Ellipse.
A und B heiBen die Hauptscheitel, €' und D’ die Nebenscheitel der Ellipse. In den Haupt-
scheiteln ist die Ellipse am stérksten gekriimmt, in den Nebenscheiteln am wenigsten. Achte
auf die Rundung der Ellipse an den Hauptscheiteln!

3. Zeichne das Bild eines Kreises in schriger Parallelprojektion fiir die folgenden Verzerrungen :
8) a=30°% g=% M a=45 g=% ©a=45 g=3 da=060° g=13!
Anleitung (Abb. 269): Zeichnung vieler Ellipsenpunkte erhoht praktisch nicht die Ge-

nauigkeit der Zeichnung! — Die Ellipsen iiberschneiden in den Hauptscheiteln den
Kreis. Achte auf die Rundung der Ellipse an den Hauptscheiteln!

'S

. Stelle die Symmetrieeigenschaften der Ellipse zusammen! Welche geometrischen Trans-
formationen iiberfithren die Ellipse in sich?

Anleitung: Warum nennt man die Linge der Hauptachse einer Ellipse 2a, der Neben-
achse 2b? Wie liegen die Hauptscheitel der Ellipse zueinander, wie die Nebenscheitel ?
Zeichne Ellipsenpunkte, die symmetrisch zum Mittelpunkt O, zur Hauptachse 2a, zur Neben-
achse 2b liegen! Fithre die Transformationen mit einer Pappschablone praktisch durch!

o

Zeichne Paare aufeinander senkrechter Durchmesser eines Kreises! Die Bilder jedes senk-
rechten Kreisdurchmesserpaares in schriiger Parallelprojektion heillen konjugierte Durch-
messer der Ellipse. Stehen konjugierte Durchmesser der Ellipse im allgemeinen senkrecht
aufeinander (Abb. 269 und 270)?

6. Drehe ein senkrechtes Kreisdurchmesserpaar um den Kreismittelpunkt O um 90°!

a) In welcher Weise drehen sich bei Abbildung des Kreises in schriiger Parallelprojektion
die konjugierten Durchmesser der Ellipse im Ellipsenbild mit? Welchen Winkel bilden die
konjugierten Durchmesser miteinander am Anfang der Drehung, welchen am Ende?

b) In welchem Sonderfall stehen auch ¢fodconjugierten Durchmesser einer Ellipse aufeinander
senkrecht ? Wie nennt man dieses besondere Paar konjugierter Durchmesser der Ellipse?

Anleitung in Abb.270: Die Anfangslage der aufeinander senkrechten Kreisdurchmesser ist
ABund CD. Die Anfangslage der abgebildeten konjugierten Durchmesser der Ellipse ist 4B
und C'D’. a) Das Kreisdurchmesserpaar drehe sich gleichméBig um O um -+ 90°; AB wird
in DC, C D in 4B iibergefiihrt. Die konjugierten Durchmesser der Ellipse als Bilder des Kreis-
durchmesserpaares drehen sich dabei ungleichmiBig um O; AB wird in D'C’ durch
Drehung um«, (x<<90°); "D’ in AB durch Drehung um 180° — «, (180° — & > 90°), iiber-
gefithrt. Der Winkel zwischen den konjugierten Durchmessern der Ellipse ist am Anfang der
Drehung « (in Abb.270 ist & = 45°), am Ende der Drehung 180°—« (in Abh. 270 ist
180° — & = 135°).

b) Zwischen Anfangs- und Endstellung muB eine Stellung liegen, in welcher der Winkel
zwischen den konjugierten Durchmessern der Ellipse gleich 90° ist. Dies ist in der Sym-
metrielage der Durchmesser zur Kurve der Fall. Dieses konjugierte Durchmesserpaar der
Ellipse ist extrem, es sind die Achsen der Ellipse!
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II1. Die Ellipse als Bild eines Kreises in schriger Parallelprojektion

7. Begriinde den Satz: Zu jed e m konjugierten Durchmesserpaar gehirt eine Ellipse!
Anleitung (Abb. 270): LaB Durchmesser AB konstant und verindere den konjugierten
Durchmesser C'D’, (C"D’ < AB), a) in seiner Linge bei gleichbleibender Richtung, (x kon-
stant, ¢ veranderlich), b)in seiner Richtung bei gleichbleibender Liinge, (x verinderlich,
¢ konstant). Jedem Fall entspricht ein Bild des Kreises mit dem Durchmesser 4B in
schriiger Parallelprojektion bei wechselnden Verzerrungen.

8. Zeichne eine Ellipse als Bild eines Kreises in schriiger Parallelprojektion aus einem Paar
konjugierter Durchmesser fir die Verzerrungen a) « = 30° ¢= 3 Da=4r g=13;
€) x=60°g=1}!

Anleitung (Abb. 271): Was wird bei der Abbildung durch schriige Parallelprojektion aus
dem umbeschriebenen Quadrat des Kreises im Ellipsenbild ?

9. Zeichne eine Ellipse als Bild eines Kreises in schriiger Parallelprojektion aus den Achsen fiir
die Verzerrung o = 90° und a) =14, b) g=14, ¢) ¢=}!
Anleitung (Abb. 268 und 272): Was wird in diesem Fall der Abbildung aus dem umbe-
schriebenen Quadrat des Kreises im Ellipsenbild? Konnen sich Kreis und Ellipse
iiberschneiden ?

10. Wo liegen die Teilpunkte 0°, 30°, 45° 60°, 90° ..., 180° einer Kreislinie bei Abbildung durch
schriige Parallelprojektion mit der Verzerrung a)x= 90°, q:%, b) x = 45°, q:%
(Abb. 273)?

37. Drehkirper: Gerader Zylinder und gerader Kegel
a) Der Zylinder
1. Der gerade Zylinder als Drehkirper

Dreht man ein Rechteck von den Seiten 27 und s um eine Sym-
metrieachse, so entsteht ein gerader Zylinder (Abb. 274). Die Dreh-
achse wird Kérperachse. Die Seite s (parallel der Achse) erzeugt
bei der Drehung die krumme Mantelfliche des Zylinders als Dreh-
fliiche, die Seiten 27 (senkrecht zur Achse) erzeugen die kreisférmige
Grundflicheund die kreisférmige Deckfliche des Zylinders. Die Fliche
des Rechtecks erzeugt den Zylinderkdrper als Drehkérper. s ist eine Abb. 274
Mantellinie des Zylinders; sie ist gleich der Hohe 2 des Zylinders.

Die Korperachse ist eine Symmetrieachse des Zylinders, jede Drehung des Korpers
um sie bringt diesen mit sich selbst zur Deckung. Jede Ebene durch die Zylinder-
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Abb. 275

a

achse ist Symmetrieebene desZylinders. Jed er ebene Schnitt durch die Kérper-
achse ergibt einen Achsenschnitt des Zylinders als Schnittfigur. Jeder Achsenschnitt
eines geraden Zylinders ist ein Rechteck mit der Mantellinie s = A und dem Grund-
kreisdurchmesser 27 als Seiten (Abb. 275¢).

Jeder Zylinder ist zentrisch-symmetrisch zum gemeinsamen Mittelpunkt 3
aller seiner Achsenschnitte. Jeder Zylinder hat einen Mittelpunkt 3.

Die krumme Mantelfliiche eines geraden Zylinders istin die Ebene abwickelbar. Der ab-
gewickelte Zylindermantel ist ein Rechteck mit den Seiten % und 2zr. In Abb. 275d
ist die Abwicklung eines geraden Zylinders in die Ebene gezeichnet, aus ihr liBit sich
ein Flichenmodell des Korpers herstellen.

2. Geometrische Darstellung eines geraden Zylinders

In Abb. 275a ist ein gerader Zylinder im Grund- und Aufrif} geometrisch dargestellt.
Abb. 274 zeigt das Bild eines geraden Zylinders in schriiger Parallelprojektion fiir
die Verzerrung o = 90°, ¢ = §, Abb. 275b fiir « = 45°, ¢ = }.

3. Berechnung des Zylinders

Rauminhalt des Zylinders. Wir vergleichen einen geraden Zylinder mit einem
quadratischen Prisma gléichen Grundflicheninhalts 77 72und gleicher Hohe A (Abb. 276,
Aufg.9). Beide Kérper Werden durch jede Parallelebene zur Grundebene ¢ in inhalts-
gleichen Flichen geschnitten. Nach dem Cavalierischen Lehrsatz sind ihre Raum-
inhalte gleich, es ist V=G.h.

Der Rauminhalt eines Zylindersist V= nr2.h,

‘ > —
k-»ﬂ

Ahb, 276
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Mantelfliche und Oberfliche des geraden Zylinders (Abb. 275d).

Der Mantel eines geraden Zylinders ist M= 2x» h, seine Oberfliche O =2mxrh+ 2712,
Hierin ist 7 der Grundkreisradius und % die Hohe des Zylinders.

Gerade und schiefe Zylinder. Die bisherigen Er-
gebnisse sind fiir gerad e Zylinder abgeleitet worden.
Bei geraden Zylindern steht die Zylinderachsesenkrecht
auf der Zylindergrundfliche. Steht die Zylinderachse
schief zur Zylindergrundfliche, so erhiilt man einen
schiefen Zylinder (Abb. 277). Die Formel fiir den
Rauminhalt V eines Zylinders gilt auch fiir schiefe Abb, 277

Zylinder. Gib eine Begriindung dafiir (Abb. 277)! Die

Formeln fiir den Mantel M und die Oberfliche O eines geraden Zylinders gelten
nicht fiir schiefe Zylinder.

Die betrachteten Zylinder sind Kreiszylinder. Es gibt noch weitere Zylinder, z. B.
elliptische Zylinder (Aufgabe 48).

b) Der Kegel
1. Der gerade Kegel als Drehkirper

Dreht man ein gleichschenkliges Dreieck von der Basis 27, den Schenkeln s und der
Héhe A um seine Symmetrieachse, so entsteht ein gerader Kegel (Abb. 278). Die
Drehachse wird Kérperachse des Kegels. Die Schenkel s des Dreiecks
erzeugen bei der Drehung die krumme Mantelfliche des Kegels, die
Basis 27 erzeugt die Grundfliche des Kegels oder seinen Grundkreis.
Die Fliiche des Dreiecks erzeugt den Kegelkorper als Drehlorper. s ist
eine Mantellinie des Kegels, Sseine Spitze, /2 die Hohe des Kegels.

Die Korperachse ist die Symmetrieachse des Kegels. Jede Drehung
um sie bringt den Kérper mit sich selbst zur Deckung. Jede Ebene
durch die Kegelachse ist eine Symmetrieebene, jeder ebene
Schnitt durch die Kegelachse ergibt einen Achsenschnitt des Kegels.
Jeder Achsenschnitt eines geraden Kegels ist ein gleichschenkliges Dreieck mit der
Basis 27, den Schenkeln s (Mantellinie des Kegels) und der Héhe .

Die krumme Mantelfliche eines geraden Kegels ist in die Ebene abwickelbar. Der ab-
gewickelte Kegelmantel ist ein Kreissektor mit dem Radius s und der Bogenlinge
b= 2zr (Abb. 279d). Die Abwicklung eines geraden Kegels in die Ebene ist in
Abb.279d gezeichnet ; aus ihr 1dBt sich ein Flichenmodell des Kérpers herstellen.

Abb, 279
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2. Geometrische Darstellung eines geraden Kegels
In den Abb.278 und 279a, b sind die Bilder eines geraden Kegels im Grund- und

AufriB und in schriiger Parallelprojektion fiir die Verzerrungswinkel & = 90° und
o = 45° dargestellt.

3. Berechnung des Kegels

Rauminhalt des Kegels. Wir vergleichen einen geraden Kegel mit einer regel-
miiBigen sechsseitigen Pyramide gleichen Grundflicheninhalts 772 und gleicher Hohe A
(Abb. 280; Aufg. 22). Beide Korper wer-
den durch jede Parallelebene zur Grund-
ebene ¢ in inhaltsgleichen Flichen ge-
schnitten,nach demCavalierischenLehr-
satzsind ihre Rauminhalte gleich, es ist

V=3G: h.
Der Rauminhalt eines Kegels ist
V=13ar2.h.

Hierin ist » der Grundkreisradius und
h die Hohe des Kegels. Abb. 280

Mantelfliche und Oberfliche des geraden Kegels (Abb. 279d).
Der Mantel eines geraden Kegels ist M = b—és =aqrs, seine Oberfliche O = nrs 4 wr2,

Hierin ist » der Grundkreisradius und s die Mantellinie des Kegels.

Gerade und schiefe Kegel. Die bisherigen Ergebnisse sind fiir gerad e Kegel ab-
geleitet worden. Bei geraden Kegeln steht die Kegelachse senkrecht auf der Kegel-
grundfliche. Steht die Kegelachse schief zur Kegel-
grundfliiche, so erhiilt man einen schiefen Kegel
(Abb. 281). Die Formel fiir den Rauminhalt V eines
Kegels gilt auch fiir schiefe Kegel. Gib eine Begriin-
dung dafiir! Die Formeln fiir die Mantelfliche M und
die Oberfliche O eines geraden Kegels gelten nicht
fiir schiefe Kegel.

Die betrachteten Kegel sind Kreiskegel. Abb. 281

Aufgaben
I. Der Zylinder

1. Schneide aus Pappe Rechtecke verschiedener Form und Grofe und drehe die Rechtecke um
eine Symmetrieachse! Welche Drehkorper entstehen?

2. Wie kann man auf der Drehbank einen zylindrischen Korper herstellen? Welche Symmetrie-
eigenschaften hat ein gerader Zylinder?

3. Stelle Zylinder von quadratischem Achsenschnitt durch Drehung her! Wie verhalten sich
Grundkreisradius und Hohe zueinander?



252 Stereometrie und darstellende Geometrie

4. Stelle einen lotrecht stehenden Zylinder a) mit rechteckigem, b) mit quadratischem Achsen-
schnitt im Grund- und Aufrif} geometrisch dar! .

5. Zeichne das Bild eines Zylinders mit rechteckigem bzw. quadratischem Achsenschnitt in
schriger Parallelprojektion fiir die folgenden Verzerrungen:

2) oa=90°%¢=1 b) a=90°%g=1
¢) o= 30° =%- d) &= 45°, =%— e)oc=60°,q=13~l

Welche Darstellungen entsprechen am meisten unserer Raumanschauung von Drehkérpern?
Welche sind zeichnerisch am einfachsten (Abb. 274 und 275 b)?

6. Zeichne die Abwicklung eines geraden Zylinders a) von rechteckigem, b) von quadratischem
Achsenschnitt in die Ebene und stelle Modelle der Zylinder her! Wie sehen die abgewickelten
Mantelflichen der Zylinder aus?

7. Zeichne auf die abgewickelte Mantelfliche eines geraden Zylinders a) von rechteckigem,
b) von quadratischem Achsenschnitt eine Schar von Mantellinien und senkrecht
dazu eine zweite Schar paralleler Gerader! Was ergeben die beiden Parallelen-
scharen auf dem aufgewickelten Zylindermantel ? Bleibt der rechtwinklige Schnitt der beiden
Kurvenscharen bei Aufwicklung des Mantels erhalten?

8. Zeichne auf die Mantelfliche eines geraden, lotrecht stehenden Kreiszylinders eine Schar
vonHéhenlinien und eine Schar von Fallinien! Beide Scharen schneiden sich auf
jeder Fliche rechtwinklig. Was ergeben beide Kurvenscharen bei Abwicklung des Zylinder-
mantels in die Ebene?

9. Ein gerader Kreiszylinder vom Grundkreisradius r und der Héhe & und eine gerade quadra-

tische Saule haben gleiche Grundfliicheninhalte und gleiche Hohen. Wir stellen beide Korper
auf eine Grundebene & (Abb. 276). .

a) Wie groB ist die Grundkante der quadratischen Siule?
b) Wie verhalten sich die Schnittfliichen beim Schnitt beider Kérper in gleicher Hohe par-
allel zur Grundebene? Wie verhalten sich die Rauminhalte beider Kérper?

10. Berechne Rauminhalt, Mantel und Oberfliche eines Zylinders mit quadratischem Achsen-
schnitt und dem Grundkreisradius 7!

11. Die Achse eines schiefen Kreiszylinders vom Grundkreisradius 7 und der Hohe k ist unter
45° gegen die Grundfliche geneigt.

a) Zeichne einen Achsenschnitt, Grund- und AufriB und ein Bild des Korpers in schriger
Parallelprojektion (x=90°% ¢= 1)! b) Wie groB ist der Rauminhalt des schiefen Zylinders?

12, Die in der Technik benutzten Formeln fiir den Rauminhalt und den Mantel eines geraden
Zylinders benutzen an Stelle des Grundkreisradius r oft den leichter meBbaren Durchmesser
d = 2r. Wie heiflen dann die Formeln fiic ¥, M und O des geraden Zylinders?

13. Stelle Hohe, Mantel und Rauminhalt eines Zylinders mit quadratischem Achsenschnitt als
Funktionen a) des Grundkreisradius, b) des Grundkreisdurchmessers analytisch und zeich-
nerisch in gemeinsamen Achsenkreuzen dar!

II. Der Kegel

14. Schneide aus Pappe gleichschenklige Dreiecke verschiedener Form und GroBe und drehe die
Dreiecke um ihre Symmetrieachse! Welche Korper entstehen ?

15. Wie kann man auf der Drehbank einen kegelformigen Korper herstellen? Welche Sym-
metriecigenschaflten hat ein gerader Kegel ?
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Stelle Kegel von gleichseitigem Achsenschnitt durch Drehung her! Wie driicken sich Mantel-
linie s und Hohe k dieser Kegel durch ihren Grundkreisradius r analytisch aus?

Stelle einen lotrecht stehenden Kegel a) mit gleichschenkligem (s = 87), b) mit gleich-
seitigem Achsenschnitt im Grund- und Aufril geometrisch dar!

Zeichne die Bilder der geraden Kegel aus Aufgabe 17 in schriger Parallelprojektion fiir die
folgenden Verzerrungen:

a) a=90¢=1% b) a=90°9=1%

) a=30°%¢=1% ) a=4559=14% €) a=60°¢q=1!

Welche Darstellungen entsprechen am meisten unserer Raumanschauung von Drehkérpern?
Welche sind zeichnerisch am einfachsten?

Zeichne die Abwicklungen der Kegel aus Aufgabe 17 in die Ebene und stelle Modelle der
Korper her! Wie sehen die abgewickelten Mantelflichen der Kegel aus?

Zeichne auf den abgewickelten Mantel eines geraden Kegels, a) dessen Hohe, b) dessen Mantel-
linie gleich dem Grundkreisdurchmesser ist, je eine Schar von Mantellinien und eine
Schar von Kreisbdgen um die Kegelspitze S! Beide Linienscharen schneiden einander
rechtwinklig (warum?). Was ergeben die beiden Linienscharen auf den aufgewickelten Kegel-
miinteln? Bleibt der rechtwinklige Schnitt der beiden Kurvenscharen bei Aufwicklung der
Miintel erhalten?

Zeichne auf die Mantelfliche eines geraden Kegels eine Schar von Hohenlinien und eine
Schar von Fallinien! Beide Scharen schneiden sich auf jeder Fliche rechtwinklig. Was
ergeben beide Kurvenscharen bei Abwicklung des Kegelmantels in die Ebene?

Ein gerader Kreiskegel vom Grundkreisradius 7 und der Hohe b und eine gerade sechsseitige
Siiule haben gleiche Grundflicheninhalte und gleiche Hohen. Wir stellen beide Korper auf
eine Grundebene & (Abb. 280). 5

a) Wie grof ist die Grundkante der sechsseitigen Siule?

b) Wie verhalten sich die Schnittflichen beim Schnitt beider Kérper in gleicher Héhe par-
allel zur Grundebene?

¢) Wie verhalten sich die Rauminhalte beider Korper?

Berechne Rauminhalt, Mantel und Oberfliche
a) eines Kegels mit gleichseitigem Achsenschnitt und dem Grundkreisradius 7,
b) eines geraden Kegels mit der Hohe & = r!

Die Achsenschnitte dreier Kegel von gleichen Grundflichen sind a) ein gleichseitiges, b) ein
gleichschenkliges, ¢) ein ungleichseitiges Dreieck. Zeichne die Grund- und Aufrisse und die
Bilder der Kegel in schriiger Parallelprojektion (x = 90°, ¢ = })! Welche Kegel sind gerade,
welches sind schiefe Kegel? Wie grofl ist der Rauminhalt des schiefen Kegels?

Die in der Technik benutzten Formeln fiir den Rauminhalt und den Mantel eines geraden
Kegels enthalten an Stelle des Grundkreisradius r oft den leichter meBbaren Durchmesser
= 2r. Wie heiBlen dann die Formeln fir ¥, M und O des geraden Kegels?

Stelle Hohe, Mantel und Rauminhalt eines Kegels von gleichseitigem Ach hnitt als
Funktionen

a) des Grundkreisradius r,  b) des Grundkreisdurchmessers d
analytisch und geometrisch in einem gemeinsamen Achsenkreuz dar!
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III. Vermischte Aufgaben

27. Einem Kegel von gleichseitigem Achsenschnitt und dem Grundkreisradius r ist eine regel-
miiBige a) dreiseitige, b) vierseitige, €) sechsseitige Pyramide gleicher Hohe einbeschrieben.
Wie grof sind die Grundkanten und Rauminhalte der Pyramiden? Wie verhalten sich die
Rauminhalte des Kegels und der Pyramiden?

Anleitung: Zeichne die beiden ineinanderliegenden Korper in zweckmi Biger Lage im Grund-
und AufriB und in einem fiir die Berechnung zweckmiRigen Schnitt!

28. Einem Kegel von gleichseitigem Achsenschnitt und dem Grundkreisradius r ist eine regel-
méBige a) dreiseitige, b) vierseitige, ¢) sechsseitige Pyramide gleicher Hihe umbeschrieben.
Wie groB sind die Grundkanten und Rauminhalte der Pyramiden? Wie verhalten sich die
Rauminhalte des Kegels und der Pyramiden?

29, Einem Kegel von gleichseiti Ach hnitt und dem Grundkreisradius 7 ist ein Zylinder
von quadratischem Achsenschnitt einbeschrieben. Wie groB sind Grundkreisradius (g) und
Rauminhalt des Zylinders? Wie verhalten sich die Rauminhalte von Kegel und Zylinder?

Anleitung: Stelle die beiden ineinanderliegenden Kérper im Grund- und AufriB und in
schriger Parallelprojektion (x = 90°, ¢ = .13) geometrisch dar! Zeichne einen Achsenschnitt
der beiden ineinanderliegenden Korper!

30. Einem Oktaeder mit der Grundkante a ist a) ein Zylinder mit quadratischem Achsenschnitt,
b) ein gerader symmetrischer Doppelkegel mit gemeinsamer Spitze und gleichseitigem
Achsenschnitt einbeschrieben. Wie groB sind Grundkreisradius und Rauminhalt der ein-
beschriebenen Korper? Wie verhalten sich die Rauminhalte der ineinanderliegenden Korper?

31. Einem Tetraeder mit der Grundkante a ist ein Zylinder mit quadratischem Achsenschnitt
einbeschrieben. Wie groB sind Grundkreisradius und Rauminhalt des Zylinders? Wie ver-
halten sich die Rauminhalte beider Korper?

1V. Angewandte Aufgaben

32. Ein zylindrisches Standglas soll als MeBzylinder geeicht werden. Der Boden des Standglases
ist eben, sein lichter Durchmesser betrigt 26 mm.
a) Wie hiingt der Inhalt der Zylinderfillung vom Bodenabstand des Fliissigkeitsspiegels ah?

b) Stelle diese Abhiingigkeit geometrisch dar und entnimm dem Funktionsbild die Teilung
des Zylinders fiir 5, 10, 15, . . ., 100 cm?!

¢) Zeichne ein Bild des MeBzylinders mit Teilung im AufriB!

33. Ein Gasrohr aus GrauguBl von 2% mm Wanddicke hat einen lichten Durchmesser von
2 Zoll (3"). Wieviel wiegt ein Meter Gasrohr?
Anleitung: 1 Zoll = 25,4 mm.

34, Wieviel wiegt eine 850 mm lange Stahlwellg vom Durchmesser 125 mm?

35. In der Technik bestimmt man das Gewicht eines laufenden Meters Rundstahl oft durch die
Faustformel G = 612 d* wobei d in cm eingesetzt wird und das Ergebnis in p berechnet ist.
Fiir Uberschlagsrechnungen rundet man 612 auf 600. Begriinde die Richtigkeit dieser Faust-,
formel!

36. Wieviel wiegen die folgenden Rundstihle:

a) 1 m O-Stahl 30 mm Durchmesser b) 75 m O-Stahl 35 mm Durchmesser
¢) 6,75 m O-Stahl 45 mm Durchmesser?
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38.

39.

40.
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Lokomotivkessel. Kessel der wichtig- l_[ M

sten Lokomotivarten der Deutschen Reichs-
bahn (Abb. 282). Zwischen der Feuer- Rauch—
buchse und der Rauchkammer liegt der kammer
Hauptteil der Kesselanlage, der zylindri-
sche Kessel. Er ist in seinem oberen Teil

von Rauchrohren, im unteren Teil von Abb, 282.
Heizrohren durchzogen. L eines L ivkessels, v
Siamtliche MaBlangaben in em ]
Kessel- Heizrohre Rauchrohre
Bezelchnun.g der Durch- Durchmesser Durchmesser
Lokomotiven Linge <. |Anzahl Anzahl
eser innen |auflen innen |aullen
2 C 1-Schnellzuglok. ...... 580 190 129 4,9 5,4 43 13,56 | 14,3
2 C 2-Personenzuglok.. . ... 470 180 155 4,5 5,0 41 12,5 | 13,3
1 E Giiterzuglok. . 580 190 127 4,9 5,4 43 13,5 | 14,3

Berechne a) den Wasserinhalt des Kessels unter der Annahme, daf§ drei Viertel des zylin-
drischen Kesselteils mit Wasser, der restliche Raum mit Dampf gefiillt sind,
b) die Heizfliche (Summe der Oberflichen simtlicher Heiz- und Rauchrohre)!

Dampfzylinder der gleichen Lokomotiven wie in Aufgabe 37:

Zylinder-
Bezeichnung der Duglchmesser Hublinge
Lokomotiven
cm cm
- 0 66 66
2 C2umnvw s 60 66
L E oo s o e 72 66

Gib den Hubraum fiir jeden Zylinder an!

Wasserschlosser. Zum Ausgleich plotzlich auftretender Druckschwankungen sind in die
Druckwasserleitungen des Pumpspeicherwerkes Niederwartha bei Dresden zwei Stahlblech-
zylinder als Wasserschlosser eingebaut. Thre Durchmesser betragen 17 m, ihre Héhen 35 m.

a) Wieviel m® Wasser fassen beide Behiilter?

b) Wieviel m? Stahlblech sind zu ihrem Bau verwendet worden?

Nahtlose Stahlrohre fiir hohe Drucke werden aus einem Stiick gezogen.

a) Wie lang muB ein Stahlblock von quadratischem Querschnitt (200 - 200 mm?) sein, wenn
man aus ihm ein 12 m langes Stahlrohr mit einem lichten Durchmesser von 150 mm und
einer Wanddicke von 4 mm ziehen will?

b) Aus einem 50 em langen Stahlblock mit quadratischem Querschnitt (200 - 200 mm2) wird
ein Stahlrohr mit einer Wanddicke von 5 mm und einem lichten Durchmesser von 120 mm
gezogen. Wie lang wird es?
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41.

43,

44,

46.

Ein Einflammrohr-Dampfkessel ist 450 cm lang und hat einen Durchmesser von 150 em.
Der Durchmesser des Flammrohres betrigt 75 cm und ist aus Stahlblech von 7 mm Stirke
gefertigt.

a) Wie groB ist die Heizfliche des Flammrohres?

b) Wie groB ist die fiir das Flammrohr bendtigte Menge Stahlblech und sein Gewicht, wenn
fiir Nieten und Laschen ein Zuschlag von 159, gerechnet wird ?

€) Um wieviel vergriBert sich die Heizfliche des Flammrohres, wenn an Stellé von glattem
Stahlblech gewelltes Stahlblech verwendet wird (vgl. Abschn. 31, Aufgabe 28)?

d) Zeichne den Dampfkessel in einem Lﬁngsséhnitt und einem Querschnitt!
Eine Boje hat die Form eines Doppelkegels mit gemeinsamer Grundfliiche. Thre Gesamthohe
ist 1,50 m, der Durchmesser der gemeinsamen Kegelgrundfliche ist 0,60 m.

a) Wieviel m? Stahlblech werden zu ihrer Herstellung gebraucht (ohne Beriicksichtigung der
SchweiBnihte)?

b) Wie schwer ist die Boje, wenn sie aus Stahlblech von 3 mm Stiirke hergestellt ist ?

¢) Mit welchem Gewicht muB die Boje belastet werden, damit sie zur Hilfte unter Wasser
tauchend schwimmt (Wichte von Meerwasser y = 1,02 p/em?)?

@) Stelle die Boje im Grund- und Aufri und in schriger Parallelprojektion

(x = 90° ¢ =1}) geometrisch dar!

Aus einem 75 mm langen runden Messingstab von 20 mm Durchmesser soll ein Senklot her-
gestellt werden, das die Form einer Walze mit zwei aufgesetzten Kegeln hat. An einem Ende
des Messingstabes wird ein Kegel von 20 mm, am andern ein solcher von 5 mm Héke ab-
gedreht.

a) Wie groB ist der Rauminhalt des Senklotes?

b) Wieviel Abfall entsteht beim Abdrehen der Kegel?

¢) Wieviel wiegt das Senklot (Wichte von Messing y — 8,8 p/em?)?

d) Zeichne das Senklot in einem Lingsschnitt und einem Querschnitt!

Ein Silo hat die Form eines Hohlzylinders mit aufgesetztem Kegel. Seine Gesamthihe betriigt
8 m. Die Héhe des Zylinders ist % der Gesamthéhe, sein innerer Durchmesser 4,80 m.

a) Wie groB ist das Fassungsvermogen des Silos?

b) Wieviel m? Blech wurden zu seiner Herstellung verbraucht ?

¢€) Wie groB ist sein Gewicht, wenn 5 mm dickes Zinkblech verwendet wurde, von dem 1 m?
35,9 kp wiegt?

Wie groB ist der lichte Durchmesser einer Kapillare, die nach Einfiillung eines 8 cm langen
Quecksilberfadens ein Mehrgewicht von 0,268p aufweist ? (Die Wichte des Quecksilbers bei 18°
ist y = 13,551 p/em3.)

Um einen genormten Glastrichter mit Filtrierpapier auszulegen, faltet man einen Kreis
(Radius 7) aus Filtrierpapier zweimal rechtwinklig, so daB das Papier die Gestalt eines Viertel-
kreises annimmt, und wiolbt das zusammengefaltete Papier zu einem Kegel auf.

a) Welchen Durchmesser hat der Grundkreis des Kegels?

b) Welche Gestalt hat ein Achsenschnitt des Kegels?

¢) Welche Gestalt und welchen Offnungswinkel haben genormte Glastrichter?

d) Wie grof ist das Fassungsvermogen genormter Trichter mit einer Trichterweite von
4,5 cm; 7 cm; 10 em; 15 em; 25 em bei einer Fiillung?

€) Als Fassungsvermégen dieser Trichter werden 20 em?; 75 em?; 225 em®; 750 cm?; 3,51 ange-
geben. Wie groB sind die relativen Fehler dieser Angaben in Prozenten?
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47. Genormte Kochtopfe aus Aluminium haben nach den DIN-Vorschriften u. a. folgende

Abmessungen :
Flache Form Hohe Form i
Durchmesser (innen) dem 22 24 26 22 24 26
Héhe (auBen) hem 14 15 16 18,5 20 21,5
Wanddicke smm 2.1 2,1 2.9 2.1 2,1 2,2
Angegebener Inhalt Vinl 5,25 6,75 8,5 @ 9 11,5

Berechne den Rauminhalt der GefiBe auf 3 Stellen genau! Wie groB ist der relative Fehler

der angegebenen Rauminhalte in Prozenten?

48, Eine GieBkanne hat die Form eines geraden Zylinders mit elliptischer Grundfliche, eines
elliptischen Zylinders. Die Achsen der elliptischen Grundfliche sind 2a = 24 cm und
2b = 18 cm; die Hohe der GieBkanne ist 24 cm (innen gemessen). Ihre Wanddicke ist 3 mm.

Ihr Fassungsvermdgen ist mit 81 angegeben.

a) Wie groB ist das Fassungsvermdgen der GieBkanne auf 3 Stellen genau?

b) Wie groB ist der relative Fehler des a b Fassungsver

in Prozenten?

Anleitung: Der Flicheninhalt einer Ellipse mit den Achsen 2a und 2b ist F = mab.

49. Fisser und Tonnen. Den Rauminhalt von Fissern und

Tonnen berechnet man mit guter Annéherung wie den eines Boden

Zylinders gleicher Hohe mit mittlerem FaBdurchmesser d,,
(Keplersche Fafiregell), Abb. 283).

Unter dem mittleren Durchmesser eines Fasses oder einer
Tonne versteht man das arithmetische Mittel zwischen dem Bo-
denkreisdurchmesser d; und zwei Spundkreisdurchmessern dj,

d _ditdotdy d 4 2d,
m=TT g o 8

Boden
a) Begriinde die Formel fiir den mittleren Durchmesser d,,

eines Fasses!

b) Zeige, daB der mittlere Durchmesser eines Fasses auch
dy=dy+ §(dy—dy) ist!

¢) Zeige, daB der mittlere Radius eines Fasses r,, = %2” oder 7, =1+

d) Leite die Naherungsformel fiir den Rauminhalt eines Fasses ab:
Vp=ar,*.-h oder Vg z%dmz -h!

50. Wieviel Liter fassen die folgenden Fisser:

Spunddurchmesser d, a) 80cm b) 55cm €) 52cm
Bodendurchmesser d; 70 cm 47 cm 40 cm
Hohe & 100 cm 90 cm 66 cm

Die Wanddicke der Fisser ist durchweg 2 cm.

Abb, 283,
Liingsschnitt eines Fasses

2.(r,—1,)

2 "
ist!
3

d) 35cm
28 em
55 cm

1) Johannes Kepler, 1571—1630, Astronom, Graz, Prag, Linz, Ulm, Regensburg. (Nova stereo-

metria doliorum vinariorum, 1619.)
17 [2046]
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38. Korperstiimpfe
a) Korperstiimpfe

Schneidet man einen Koérper oberhalb seiner Grundfliche durch eine Ebene, so
zerfillt der Vollkérper in zwei Teile, den Kérperstumpf und den Ergiinzungskorper
dieses Stumpfes. Ein Korperstumpf heilt gerade, wenn der zugehérige Vollkérper
gerade ist. .

b) Pyramidenstumpf

Schneidet man eine gerade Pyramide durch eine zur Grundfliiche parallele Ebene,
so zerféllt sie in einen Pyramidenstumpf und die Ergiinzungspyramide dieses Stumpfes.
Die zur Grundfliche parallele Schnittfliche heifit Deckfliche des Stumpfes. Der Ab-
stand zwischen Grund- und Deckfliche heiBlt Hohe h des Stumpfes.

1. Geometrische Darstellung eines Pyramidenstumpfes

In Abb. 284 ist ein quadratischer Pyramidenstumpf im Grund- und Aufri und
in schriiger Parallelprojektion und die Abwicklung des Stumpfes in die Ebene
geometrisch dargestellt. Die Abwicklung 148t sich zu einem Flichenmodell des
Korpers zusammenfalten.

Abb, 284

2. Berechnung des Rauminhalts eines Pyramidenstumpfes

Der Rauminhalt eines Pyramidenstumpfes ist (Abb. 284)
V=31G-(h+2)—}g-2,
V=34Gh+x- (G—y).

Die Hohe x der Ergiénzungspyramide miissen wir nun anderweitig berechnen und
ihren Wert einsetzen. Es verhilt sich

¢ (htap
7T
Va_h+z.

oder

ﬁ_z
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Durch korrespondierende Subtraktion oder durch Ausmultiplizieren und Aus-
klammern von  erhalten wir

Ve—vg_ &
Vg
h-Yg
&= L2 N
(v6 —vy)
Wir machen den Nenner rational, =z = w

G—yg

Diesen Wert von z setzen wir in die Gleichung fiir ¥ ein und erhalten

Vo leny tayy (640 = 5@+ V05 +9).

Der inhalt eines Pyramid pies ist V=%(G+1/G_g+g).

¢) Kegelstumpf

Schneidet man einen Kegel durch eine zur Grundfliiche parallele Ebene, so zerféllt
der Vollkegel in einen Kegelstumpf und den Ergiinzungskegel dieses Stumpfes. Der
Abstand zwischen Grund- und Deckfliiche heilt Hohe h des Kegelstumpfes. Der Teil
der Mantellinie eines geraden Kegels zwischen Grund- und Deckfliche heiit Mantel-
linie s des geraden Kegelstumpfes.

1. Geometrische Darstellung eines Kegelstumpfes

In Abb. 285 ist ein gerader Kegelstumpf mit dem Grundflichenradius 7, dem Deck-
fliichenradius o und der Hohe & im Grund- und AufriB und in schriger Parallelpro-
jektion geometrisch dargestellt.

Der Achsenschnitt eines geraden Kegelstumpfes ist ein gleichseitiges Trapez mit den
parallelen Seiten 27 und 20 und der Héhe A. Dreht man das Trapez um seine Achse,
so wird der Kegelstumpf als Drehkérper erzeugt. Bei der Drehung erzeugt die Mantel-
linie s die krumme Mantelfliche des Kegelstumpfes als Drehfliche, der Radius r die

Abb, 285

17¢
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Grundfliche, der Radiusp die Deckfliche (Abb. 285). Die krumme Mantelfliche eines
geraden Kegelstumpfes ist in die Ebene abwickelbar. Der abgewickelte Kegelstumpf-
mantel ist ein Kreisringstiick mit den Radien z und s 4 z, der Breite s und den Bogen-
lingen 27p und 277 (Abb. 285).

Aus der Abwicklung léiBt sich ein Fliichenmodell des Kegelstumpfes herstellen.

2. Berechnung des Kegelstumpfes

Das Volumen des Kegelstumpfes ist (Abb. 285)
V= %mm (h +2) — %ﬂ9’x= W

Wie beim Pyramidenstumpf miissen wir die Hhe # des Ergiinzungskegels anderweitig
berechnen und einsetzen.
h

Inéihnlichen Dreiecken ist (Abb. 285) g -,

o

0-h

T=F—a’

Setzen wir diesen Wert von z in die Gleichung fiir V ein, sq erhalten wir

V=n-[r’h+glz-(r+g)]= rzh‘(1'2+rg+92).
3 3

. (r2 2
Der Rauminhalt eines Kegelstumpfes ist V=w.

Hierin sind » und p die Radien der Grund- und der Deckfliche und % die Héhe
des Kegelstumpfes. .

Man kann den Kegelstumpf vergleichen mit einem Pyramidenstumpf von gleichem
Grundfliicheninhalt ¢ = 772, gleichem Deckfliicheninhalt g = 0% und gleicher Hohe A
(Abb. 280). Die Rauminhalte beider Kérper sind nach dem Cavalierischen Lehrsatz
gleich. Der Rauminhalt des Kegelstumpfes ist

h e h
V=5 @+7V@+9) =F 02+ ro + 7).
Der Mantel eines geraden Kegelstumpfes ist (Abb. 285)
M=aqr-(s+2z)—mo -z,

=m-[rs+z(r—p)].

In dhnlichen Dreiecken ist Mg &
(- r—e
0-8
z2= = .
r—g
Also ist M=a(rs + 09)
=7as(r+g).

Der Mantel eines geraden Kegelstumpfes ist M = xs (r 4 g).

Hierin sind » und ¢ die Radien und s die Mantellinie des geraden Kegelstumpfes.
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Aufgaben
1. Pyramidenstumpf

1. Stelle einen quadratischen Pyramidenstumpf a) im Grund- und AufriB, b) in schriger
Parallelprojektion (x = 45° ¢ = 4) geometrisch dar  Abb, 284)!

2. Zeichne einen Mittelschnitt und einen Diagonalschnitt des quadratischen Pyramidenstumpfes
aus Aufgabe 1!

3. Zeichne die Abwicklung des quadratischen Pyramidenstumpfes aus Aufgabe 1 in die Ebene
und falte sie zu einem Flichenmodell des Kérpers zusammen (Abb. 284)!

4. In der Technik wird der Rauminhalt von Pyramidenstiimpfen oft durch die Niherungsformel

berechnet Ve ~G,,-h.

Hierin ist @,, die mittlere Grundfliche, @, = g_—:j Unter welchen Bedingungen ist diese
Niherungsformel mit guter Anniiherung zuli -? Welche trische Bedeutung hat die
Niherungsformel ?

Anleitung:

Es soll werden % @ +V8g+9) ~ (#) -h,

2G + 2)Gg + 29 ~ 3G + 3g.
Es muB sein VGg z(i;_j

Wenn G und g wenig voneinander verschieden sind, ist V(}_gxa—;lq (geometrisches

Mittel = arithmetisches Mittel; vgl. ,,Mittelwerte* in Abschn. 29 und Abb 161).

II. Kegelstumpf

5. Drehe a) ein Rechteck, b) ein Quadrat, ¢) ein gleichschenkliges Dreieck, d) ein gleichseitiges
Dreieck, €) ein gleichschenkliges Trapez je um eine Symmetrieachse! Welche Drehkérper ent-
stehen durch Drehung der erzeugenden Flichen? Welche Symmetrieverhiltnisse bestehen
beiden einzelnen Drehkérpern? Welche Drehflichen entstehen durch Drehung der erzeugen-
den ,,Mantellinien*? Zeichne Achsenschnitte der Drehkérper und benenne ihre Seiten (r, 0,8h)!
Welche geometrischen Zusammenhiinge bestehen zwischen den Seiten der Achsenschnitte
jedes einzelnen Korpers?

=

. Stelle einen geraden Kegelstumpf a) im Grund- und AufriB, b) in schriiger Parallelprojektion
(x = 90°, ¢ = 1) geometrisch dar (vgl. Abb. 285)!

-1

Zeichne einen Achsenschnitt des Kegelstumpfes aus Aufgabe 6! Wie groB sind die einzelnen
Strecken des Achsenschnitts?

@

. Zeichne die Abwicklung des Kegelstumpfes aus Aufgabe 6 und stelle ein FlicHenmodell des
Stumpfes daraus her!

&L

In der Technik wird fiir den Rauminhalt eines Kegelstumpfes oft die Naherungsformel benutzt ;
Vg=PF,, h.

Hierin ist F,, die mittlere Grundfliche des Kegelstumpfes, sie wird aus dem mittleren Durch-
wm? 27+ 20

T Vo m=—_17"5
Bedingungen ist die Niherungsformel mit guter Annéherung zulissig? Welche geometrische
Bedeutung hat der mittlere Durchmesser m im Achsenschnitt des Kegelstumpfes (Abb. 285)?
Welche geometrische Bedeutung hat die Niherungsformel ?

messer m errechnet; es ist F, =

=r+4p ist. Unter welchen
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10. Der Mantel eines geraden Kegelstumpfes i Bt sich auch durch die Formel ausdriicken

11.

M =anams.

Hierin ist m der mittlere Durchmesser des Kegelstumpfes. Ableitung der Formel! Welche
geometrische Bedeutung hat diese Formel? Die Formel M = zm s ist kein e Niherungsformel!

In einem geraden Kegelstumpf mit dem Grundkreisradius r ist der Deckkreisradius gleich
dem halben, seine Hohe gleich dem ganzen Grundkreisradius. Stelle a) die Mantellinie, b) den
Mantel, €) den Rauminhalt als Funktionen von r analytisch und geometrisch dar!

II1. Vermischte Aufgaben

12, Ein Wassereimer hat den oberen Durchmesser 28,5 cm, den unteren Durchmesser 19,5 cm

13.

14,

15.

16.

und die Hohe (innen gemessen) 25,5 cm. Sein Fassungsvermégen ist mit 111 angegeben. Wie
groB ist das Fassungsvermogen des Eimers (ohne Beriicksichtigung der Wanddicke)

a) nach der genauen Formel fiir das Kegelstumpfvolumen,

b) nach der Niherungsformel fiir das Kegelstumpfvolumen (auf 3 Stellen genau)?

€) Wie groB ist der relative Fehler des angegebenen Fassungsvermogens in Prozenten?

Eine Milchkanne hat unten die Form eines Hohlzylinders (d = 30 cm, k = 20 cm), verengt
sich dann kegelstumpfartig bei einer Mantellinie von 10 ¢cm auf einen Durchmesser von 18 cm
und endigt in einen zylinderférmigen Aufsatz von 10 cm Héhe. Thr Fassungsvermogen ist
mit 201 angegeben. Wieviel Liter faBt die Milchkanne (auf 3 Stellen genau)? Wie groB ist
der relative Fehler des angegebenen Fassungsvermdogens in Prozenten?

Ein Hochofen hat die in Abb. 287 angegebenen MaBe. Wie groB ist der nutzbare Rauminhalt
des Hochofens, der sich aus den Rauminhalten des Gestells, der Rast und des Schachtes
zusammensetzt (auf 3 Stellen genau)?

Die Durchmesser eines Baumstammes (ohne Rinde) sind 48c¢m und 88 c¢m, der Stamm ist 10m
lang.

a) Wieviel Festmeter Holz liefert der Baumstamm nach der genauen Formel und nach der
Niherungsformel fiir das Kegelstumpfvolumen?

b) Wieviel Prozent betrigt der relative Fehler der Naherungsldsung (auf 3 Stellen genau)?

Ein Baumstamm von 6 m Liinge hat einen oberen Umfang von 2,50 m und einen unteren
Umfang von 3,20 m (ohne Rinde). Wieviel Festmeter Holz liefert er (auf 3 Stellen genau)?

Abb. 286. Gesamtanordnung eines Hochofenwerkes
a) Schrigaufzug, b) c) Wi itzer, d) Staubsack,

) £
¢) Blektr, Gascinzug, f) GieBhiitte Abb. 287. Hochofen
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39. Die Kugel
a) Die Kugel als Drehkorper

Dreht man einen Kreis um eine Achse NS (Abb. 288), so er-
zeugt die Kreisfliche einen Kugelkérper als Drehkorper und die
Kreislinie die Kugeloberfliche als Drehfliche. Der Kreismittel-
punkt wird Kugelmittelpunkt O, simtliche Kreisradien » werden
Kugelradien 7.

Die Kugel ist der geometrische Ort fiir alle Punkte im Ranm, die von einem Abb, 288
festen Punkt, dem Kugelmittelpunkt, gleiche Entfernung haben.

Die Kugel ist zentrisch-symmetrisch zum Kugelmittelpunkt 0. Jede Sehne
durch den Mittelpunkt nennt man einen Durchmesser der Kugel. Jeder Durchmesser
ist Symmetrieachse der Kugel. Jede Drehung um eine Kugelachse iiberfiihrt die Kugel
in sich. Jede Ebene durch den Kugelmittelpunkt ist Symmetrieebene der Kugel, Spie-
gelung an ihr ergibt wieder die Kugel.

Jede Ebene durch den Kugelmittelpunkt schneidet die Kugel in einem gréBten
Kugelkreis, einem GroBkreis der Kugel mit dem Radius r. Jeder GroBkreis ist ein
Achsenschnitt der Kugel.

Die Endpunkte einer Kugelachse nennt man Pole N und S der Kugel. Die Bezeichnung
rithrt von der Erdkugel) her (Nordpol N und Siidpol S). Der zu einer Kugelachse
senkrechte GroBkreis (Symmetrieschnitt) heilt A quator.

b) Geometrische Darstellung einer Kugel

In Abb. 289a sind Grund- und Aufri einer Kugel mit lotrecht stehender Kugel-
achse NS dargestellt. In Abb. 289b ist ein Kugelbild mit geneigter Kugelachse NS
in senkrechter Parallelprojektion auf eine AufriBebene ¢, und in Abb.289 ¢ ein
Kugelbild mit lotrecht stehender Kugelachse NS in schriiger Parallelprojektion
(Verzerrung o =45°, ¢ = }) gezeichnet. Fiir Abbildungen insenkrechter Parallel-
projektion ist der Kugelumri} ein Kreis mit dem Kugelradius » (Abb.289a und b),

b c

Abb. 289. Abbildung einer Kugel. a und b: durch senkrechte,
¢ durch schriige Parallelprojextion

1) Die Abplattung der Erde ist so gering (z 311)6)' daB sie
in verkleinerten Zeichnungen der Erdkugel nicht bemerkbar
ist. Sie betriigt z. B. fiir eine gezeichnete Erdkugel von 10 cm

a Radius annihernd 0,03 cm oder 1% mm!
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fiir Abbildungen in schriger Parallelprojektion eine Ellipse mit der Haupt-
achse 2@ > 27 und der Nebenachse 2b = 2r (Abb. 289c¢).

Das Bild der Kugel in schriiger Parallelprojektion (Abb. 289c) erscheint uns ver-
zerrt, da wir gewohnt sind, den Kugelumri3 als Kreis zu sehen. Die gebriuchlichste
Abbildung einer Kugel ist daher ihre Abbildung durch senkrechte Parallelprojek-
tion, sie ist auch zeichnerisch die einfachste geometrische Darstellung einer Kugel.
Sobald der Aquator einer Kugel im Bild als Ellipse und nicht als Gerade erscheint,
liegen die Bilder der Pole bei senkrechter und schriiger Parallelprojelktion nicht
mehr auf dem KugelumriB (siche Abb. 289 b und c).

Die krumme Kugeloberfliche ist nicht in die Ebene abwickelbar. Man kann daher kein
wirklichkeitstreues Abbild der Kugeloberfliche und der Figuren auf ihr in der Ebene
entwerfen,

¢) Berechnung der Kugel

1. Berechnung der Rauminhalte einer Halbkugel und einer Kugel
Eingrenzung des Halbkugelvolumens. Wird einer Halbkugel vom Radius » ein
Zylinder gleicher Grundfliiche und Héhe um bheschrieben und ein Kegel gleicher Grund-
flicheund Héhe einbeschrieben, so ist das Halbkugelvolumen Vy; gréBer als das Kegel-,
aber kleiner als das Zylindervolumen (Achsenschnitte der Kérper in Abb. 290). Es ist

mrd 3ars

3 <Vu<7g
Das Halbkugelvolumen liegt zwischen {773 und 3 773. i r
Um den Rauminhalt der Halbkugel zu bestimmen,
suchen wir einen Koérper R von gleicher Grundfliche i
und Hohe wie die Halbkugel, dessen Parallelschnitte zur
Grundfliche denselben Flicheninhalt haben wie die ent-
sprechenden Schnittflichen der Halbkugel und dessen Rauminhalt wir mit den bis-
herigen Formeln berechnen kénnen. Auf die Halbkugel und diesen Kérper R wenden
wir dann den Cavalierischen Lehrsatz an.
Halbkugel und inhaltsgleicher Restkorper R. Die Schnittfliche eines
ebenen Schnitts durch die Halbkugel, parallel zur Halbkugelgrundfiiche im Ab-
stand z von dieser, ist ein Kreis mit dem Radius g (Abb. 291), seine Fliche ist

F = mp2.

Abb. 291, Halbkugel und Restkorper
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Hierin ist 0?=12—2% (pythagoreischer Lehrsatz),
also ist F =g (12— 22) = mr?— 722,
Dieser Ausdruck fiir I stellt geometrisch die Fliche eines Kreisrings mit den Radien
und z dar. Solche Kreisringe entstehen als Schnittflichen in jeder Hohe z, wenn
man den umbeschriebenen Zylinder einer Halbkugel (Schnittkreis z72) durch einen
mit der Spitze nach unten liegenden Kegel von gleicher Grundfliche und Hohe
(Schnittkreis 72?) aushohlt (siehe Abb. 291). Ein derartiger ausgehohlter Kérper
heiBlt ein Restkirper R.
Die Halbkugel und der betrachtete Restkérper R besitzen in jeder Héhez Schnitt-
flichen verschiedener Form, aber gleichen Flicheninhalts, die beiden Korper sind
nach dem Cavalierischen Lehrsatz rauminhaltsgleich. Es ist

Va="Vy.

Der Rauminhalt des Restkérpers 1i8t sich berechnen, er ist

1 2q73
— b L
Ve =ar g 7 3
Also ist der Rauminhalt der Halbkugel
2mrd
Vin="5"
- " " . Admrd
Der Rauminhalt einer Kugel vom Radius » ist ¥V =-——.

3

2. Berech der Kugeloberfliche

Wird einer Kugel ein beliebiger konvexer Korper mit n ebenen Flichen umbe-
schrieben und werden alle Ecken des Kérpers mit dem Kugelmittelpunkt verbunden,
so entstehen # Pyramiden, die alle gleiche Hohe » haben. Thre Rauminhalte sind

Vi=3G :r, Vy=13Gy-r, ..., Va=3G;-7.
Die Summe ihrer Rauminhalte ist
Vit Vot oo + V=5 (G1+CGy+ - - - +G,) - 7.

VergroBert man » immer mehr, so nihert sich die Summe der Grundflichen immer
mehr der Kugeloberfliche O und die Summe der Rauminhalte immer mehr dem

Kugelvolumen V= 4,;,-3 .

5 4mr3 1
Es ist also o =§.0.,~,
oder O=4nar.

Die Oberfliche einer Kugel vom Radius » ist O = 4 x22,

Das durchgefithrte Verfahren zur Berechnung des Rauminhalts einer Kugel stamm#
von Archimedes?).

1) Archimedes, von etwa 287 bis 212 v.d. Ztr., Syrakus (vgl. auch die Berechnung eines guten Niihe-
rungswertes fiir die Zahl zz durch Angabe einer oberen und unteren Schranke, 3%< <l 3:.2
in Abschn. 31, Aufgabe 5).

18 [2046]
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Aufgaben
I. Geometrische Darstellung einer Kugel

1. Drehe eine kreisformige Pappscheibe um einen Durchmesser NS als Achse! Welchen Kérper
erzeugt die Kreisfliche bei der Drehung? Welche Fliche erzeugt die Kreislinie bei der
Drehung?

2. Beweise die folgenden Sitze durch Drehen eines Kreises um eine Achse NS:

a) Schneidet eine Ebene eine Kugel, so ist die Schnittfigur der Ebene mit der Kugel ein Kreis.
b) Jede Ebene durch den Kugelmittelpunkt ist eine Symmetrieebene der Kugel.
©) Die Schnittfigur einer Symmetrieebene mit einer Kugel ist ein GroBkreis!

3. Beweise: Schneiden zwei Kugeln einander, so ist die Schnittfigur der beiden Kugeln ein Kreis!
Anleitung: LaB zwei sich schneidende Kreise um ihre Zentrale als Drehachse sich drehen!
Welche Korper erzeugen die beiden Kreisflichen bei der Drehung? Welche Schnittfigur
erzeugt die gemeinsame Sehne beider Kreise bei der Drehung?

4. Beweise: Zwei verschiedene GroBkreise einer Kugel halbieren sich stets!

Anleitung: LaB den einen GroBkreis um den gemeinsamen Durchmesser der beiden
GroBkreise sich drehen!

5. Beweise: Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte auf der Oberfliche einer Kugel mit
dem Radius 7 ist der GroBkreisbogen durch diese Punkte! GroBkreise auf einer Kugel-
fliiche entsprechen geraden Linien in der Ebene!

Anleitung: Jede Ebene durch die beiden Kugelpunkte P; und P, schneidet die Kugel in
einem Kreis vom Radius g = r. Welcher von allen moglichen Kreisbogen mit dem Radius
o = r durch zwei feste Punkte P; und P, hat die kiirzeste Bogenlinge?

6. Stelle eine Kugel mit lotrechter Kugelachse NS in senkrechter Parallelprojektion im
Grund- und Aufrif dar und zeichne ihr Bild in schriger Parallelprojektion (o = 45°
¢ =1)! Beachte die Lage der Pole N und S im Aufri und in der Abbildung durch
schrage Parallelprojektion (Abb. 289a und c)!

7. Abwickelbare und nicht-abwickelbare krumme Flichen.

a) Stelle die krummen Flicheh zusammen, die in die Ebene abwickelbar sind! Welche
Formen haben die Abwicklungen dieser krummen Flichen in die Ebene? In welcher Weise
werden diese abwickelbaren krummen Fliichen als Drehflichen erzeugt (Geradenflichen)?
b) Die krumme Kugelfliche ist nicht in die Ebene abwickelbar. In welcher Weise wird die
Kugelfliche als Drehfliche er- ~90°

zeugt?

8. a) Zeichne auf die Mintel
eines lotrecht stehenden ge-
raden Kreiszylinders und eines
lotrecht stehenden geraden
Kreiskegels ein Netz sich senk-
rechtschneidender Hohenlinien
und Fallinien! Welche Kurven
entstehen auf den Mantel-
flichen der Kérper?

b) Zeichne ein Netz von
Hohenlinien und Fallinien auf
die Oberfliche einer Kugel!
Welche Kurven entstehen auf | 30°

der Kugelfliche? L__0° +120°

9. Bilde das Gradnetz der nord- +90°
lichen Erdhilfte von 30° zu
30° durch senkrechte Parallel- _nordl. Breite +
projektion ab (Abb. 292)! Abb, 202

-120°

-150°

180°

0°
b +150°
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10. Bilde das Gradnetz der &st-
lichen Erdhilfte von 30° zu
30° durch senkrechte Parallel-
projektion (Abb. 293)!

11. Diese Abbildungen je "einer
halben Erdoberfliche durch
senkrechte Parallelprojektion
auf eine waagerechte Bild-
ebene (Aufg. 9) oder eine lot-
rechte Bildebene (Aufg. 10)
nennt man orthographische!)
Projektionen der Erdkugel.
Bleiben bei Abbildung durch
orthographische  Projektion
Flichen in ihrer GréBe und Ge-
stalt und Winkel inihrer GréGe
im Bild erhalten, sind Erd-
karten in orthographischer Pro-
jektion flichentreu und
winkeltreu?

Abb. 293

II. Berechnung der Kugel

12, Zeichne die Abwicklung des Restkérpers R aus Abb. 291 in die Ebene und stelle daraus ein
Flichenmodell des Restkorpers her!

13. Die in der Technik benutzten Formeln fir den Rauminhalt und die Oberfliche einer Kugel
enthalten an Stelle des Kugelradius 7 oft den leichter meBbaren Kugeldurchmesser d = 27.
Wie heiBen dann die Formeln fiir ¥ und O der Kugel?

14. Stelle Oberfliche und Rauminhalt einer Kugel als Funktionen a) des Kugelradius 7,
b) des Kugeldurchmessers d = 2r analytisch und geometrisch dar!

15. Bei Uberschlagsrechnungen rundet man in der Technik den Rauminhalt einer Kugel vom
Durchmesser @ oft auf ¥ =1 d* Begriinde diese
Niherungsformel ! P8

16. Vergleiche die Oberfische einer Kugel mit dem (
Mantel des ihr umbeschriebenen Zylinders! £ 7

17, Vergleiche den Mantel einer Halbkugel a) mit
dem Mantel des ihr umbeschriebenen Zylinders,
b) mit dem Mantel des umbeschriebenen Kegel-
stumpfes, der die Halbkugel im Begrenzungs-
kreis seiner mittleren Grundfliche F,, berithrt
(vgl. Abschn. 38, Aufg. 9 und Abb. 204)!

18. Ein Zylinder, eine Halbkugel und ein Kegel Abb. 204
haben gleiche Grundflichen und Héhen. Wie
verhalten sich a) die Rauminhalte, b) die Mintel, ¢) die Oberflichen der drei Korper
(,,Archimedische Kérper*)?

19. Ein Zylinder, eine Kugel und ein Kegel haben gleiche Radien und gleiche Hohen. Wie ver-
halten sich die Rauminhalte der drei Kérper?

1) orthographisch (gr.) heiBt senkrecht gezeichnet ; eine orthographische Projektion ist eine senk-
rechte Parallelprojektion.

18*
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III. In- und Umbkugel von Korpern

Stereometrie und darstellende Geometrie

20. Wie groB sind Radius und Rauminhalt 1) der einbeschricbenen, 2) der umbeschriebenen
Kugel a) eines Zylinders mit quadratischem Achsenschnitt, b) eines Kegels mit gleichseitigem
Achsenschnitt und je dem Grundkreisradius 7? Wie verhalten sich die Rauminhalte der in-

einanderliegenden Kaorper?

Anleitung: Zeichne Achsenschnitte der ineinanderliegenden Kérper!

21, Wie groB sind Radius und Rauminhalt 1) der einbeschriebenen, 2) der umbeschriebenen
Kugel a) eines Wiirfels, b) eines Tetraeders, ¢) eines Oktaeders je mit der Grundkante a?

Iv.

Wie verhalten sich die Rauminhalte der ineinanderliegenden Korper?

Angewandte Aufgaben

22, Wie groB ist das Gewicht einer Kugel aus GrauguB von 200 mm Durchmesser?

23.

24,

25.

Eine Boje aus Stahlblech soll Kugelform erhalten und 150 kp
wiegen. Wie groB miissen Durchmesser und Wanddicke gewiihlt
werden, wenn die Boje im Meerwasser zur Hilfte eintauchen soll
(mittlere Wichte von Meerwasser y = 1,02 kp/dm?)?

Zum Vorwirmen der in einen Hochofen gepreBSten Frischluft
dienen 3 bis 5 Winderhitzer (Abb. 286 und 295). In diesen geben
die aus dem Hochofen kommenden Abgase (Gichtgase) ihre
Wirme an ein Schamottegitterwerk ab. HeiBluft von einer
Temperatur bis 800° wird dann dem Hochofen zugefiithrt. Abb. 295
zeigt einen Winderhitzer im Léings- und Querschnitt.

a) Wie groB ist der gesamte Hohlraum des Winderhitzers?

b) Wie groB ist der fiir Warmespeicherung ausnutzbare Raum
des Winderhitzers?

Genormte Rundkolben aus Glas (Kugelform mit Hals) haben
nach den DIN-Vorschriften u. a. die folgenden Durchmesser: 9 em,
10,5cm, 12cm. Thr Kochinhalt wird mit 300 cm?, 500cm?, 750 cm?®
angegeben.

a) Wie groB ist der wirkliche Rauminhalt der Rundkolben?

b) Welcher Teil des Rauminhaltes (in Prozenten) bleibt bei obiger
Inhaltsangabe ungefiillt (auf 3 Stellen genau)?

Moderne Gasbehilter werden als Hochdruck-Kugelgasbehiilter

16m. 30cm

Abb. 205 .Winderhitze:

oder als Kolbengasbehilter ausgefithrt. Kugelgasbehilter haben
kugelférmige Gestalt, in ihnen kann das Gas unter hohem Druck
stark zusammengepreft werden. Im Kolbengasbehilter (Abb. 296,
Lingsschnitt) wird das Gas unten seitlich eingefiihrt und hebt
dabeiden kuppelférmigen AbschluBikolben, der genat in die Boden-
wilbung des Behilters paft.

a) Wie groB ist das Fassungsvermogen eines Hochdruck-
Kugelgasbehiilters von 21,3 m Durchmesser? Auf wieviel Atmo-
sphiren wird das Gas in ihm zusammengepreBt, wenn sein
nutzbarer Rauminhalt mit 25 000 m® angegeben ist ?

b) Wie groB ist das nutzbare Fassungsvermégen des Kolbengas-
behilters aus Abb. 296?

T

AL

135m

=
1

Abb. 296.
Kolbengasbehiilter

— 1563m

-
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Uberschlagsrechnungen : Erst schitzen, dann berechnen (auf 2 Stellen genau)!

27. Bei einer Planung kann ein Gasbehilter von 1000 m® Fassungsvermogen als Kugelgas-
behélter oder als Kolbengasbehiilter ausgefiithrt werden.

a) Wieviel m? Stahlblech braucht man schitzungsweise fiir jede Ausfiihrung, wenn fiir den
nutzbaren Raum des Kolbengasbehilters seine Héhe zum Durchmesser im Verhiltnis 3: 2
stehen soll und wenn fiir den Kolben der nutzbaren Héhe noch % zuzuschlagen ist ?

b) Wieviel m* Stahlblech wiirde man brauchen, wenn der Gasbehiilter als Wiirfel ausgefiihrt
werden sollte?

28, Kann ein Mensch eine Korkkugel von 1 m Radius aufheben? (Wichte des Korks
= 0,2 p/em?® = 200 kp/m?.)

29, Wie groBist die Oberfliche der Erde, wenn wir die Erde als Kugel mit dem Radius r = 6370 km
ansehen?
30. Wie grof sind die Massen der folgenden Himmelskorper:
a) Erde (Radius 7 = 6 370 km; mittlere Dichte 5,55 g/em?);
b) Mond (Radius 7= 1 738 km; Dichte 3,3 g/cm3);
¢) Sonne (Radius r = 695 300 km; Dichte 1,4 g/em?)?

Anleitung: Schreibe die gegebenen GréBen mit abgetrennten Zehnerpotenzen, schitze
zuerst und rechne dann aus!

40. Kugelteile
a) Kugelteile als Drehkorper

1. Drehkirper: Kugel t und Kugelsektor

Dreht man ein Kreissegment (Kreisabschnitt) von der Hohe 7 und dem zugehérigen
Kreisradius 7 um seine Achse, so entsteht ein Kugelsegment (Kugelabschnitt) von der
Hohe % und dem zugehérigen Kugelradius » (Abb. 297).
Dreht man einen Kreissektor (Kreisausschnitt) von der Héhe # und dem Kreis-
radius » um seine Achse, so ent-
steht ein Kugelsektor (Kugelaus- ~— = & = ————5————_
schnitt) mit dem Kugelradius »
(Abb. 298).
Ein Kugelsektor setzt sich aus dem e e
gehorigen Kugelsegment von der
Hohe A und dem Ergiinzungskegel
zusammen, der den Schnittkreis
des Kugelsegments zur Grund-
fliche und den Kugelmittelpunkt
zur Spitze hat. Unter der Hohe
eines Kugelsektors versteht man die
Hohe A des zugehorigen Kugel-
segments. Kugelsegment und Ku-
gelsektor bezeichnet man als
Kugelteile. Abb. 208, Kugelsektor
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2. Drehflichen: Kugelkappe

Bei der Drehung eines Kreissegments um seine Achse erzeugt der Bogen des Kreis-
segments die Mantelfliche, die Sehne den Schnittkreis des Kugelsegments. Die
krumme Mantelfliche eines Kugelsegments nennt man Kugelkappe (Abb. 297). Die
Oberfliche eines Kugelsegments setzt sich aus seiner Kugelkappe (krumme Mantel-
fliche des Kugelsegments) und seinem Schnittkreis (ebene Grundfliche des Kugel-
segments) zusammen.

b) Berechnung der Rauminhalte der Kugelteil

1. R inhalt eines Kugelsegments

Die Uberlegungen von Abschn. 39¢ gelten nicht nur fiir eine Halbkugel, sondern auch
fiir ein Kugelsegment von der Héhe &, (h < 7). Es ist also

Rauminhalt eines Kugelsegments = Rauminhalt des zugehdrigen Restkorpers.

Der Restkérper besteht in diesem Fall aus einem Zylinder vom Grundkreisradius »
und der Héhe A, der durch einen umgekehrt liegenden Kegelstumpf mit dem Grund-
kreisradius 7, dem Deckkreisradius z =7 — & und der Hohe % ausgehohlt wird
(siehe Abb. 291). Es ist also

Rauminhalt des ] - { Rauminhalt des } _ { Rauminhalt des

Kugelsegments | — | Zylinders Kegelstumpfs.
wh
VSegment = mrth - % [r24r(r— h)+ (r— h)?,
wh?®
=3 (37 — h).
2
Der Rauminhalt eines Kugelsegments ist Vo none = % @Br—h).

Hierin ist  der Kugelradius und 4 die Segmenthohe.

2. halt eines K tors

Ein Kugelsektor setzt sich aus dem zugehtrigen Kugelsegment und dem Ergiinzungs-
kegel zusammen (Abb. 298). Es gilt also fiir die Rauminhalte der drei Korper:

Kugelsektor = Kugelsegment + Erginzungskegel,

wh*(3r— k) me(r—h
Veektor = — 3 + 9(3 ),

Im Kreis mit dem Radius r ist nach dem Sehnensatz p2= & (2r — k).

Alsoist  Vsator= " -[b- 3r —h) + @7 — ) (r = )] = % r2h,

92
. . Teol s =7
Der halt eines K tors ist Vgepqor = Tﬂh.

Hierin ist » der Kugelradius und % die zugehorige Segmenthohe,
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3. Ki ment und K

tor von beliebiger Hohe h, (0< k< 27)

Bei den Ableitungen fiir die Rauminhalte eines Kugelsegments und eines Kugelsek-
tors hatten wir A <<r vorausgesetzt. Die Formeln gelten auch fiir 4 = r, allgemein
fir 0O< b < 2.

Beweis fiir den Rauminhalt 7’ eines Kugelsegments mit
der Héhe b/, (r<h' <27):
7 h? (31 — h)

Es ist (Abb. 299) V= f’;_" —zre

Hierin ist A= 27— &’. Also ist

V=2 [ (@r— ) (r 4 )] = TGP D),

Beweis fiir den Rauminhalt V" eines Kugelsektors mit Abb. 299

der Hohe &', (r = &' =27):

Esist (Abb.299) ¥"=270 _ Z";i = w Hierin ist 2r — b = .
Also ist V'= @

Eine Halbkugel ist ein Kugelsegment bzw. Kugelselktor mit der Héhe # = 7.

, Tt (8r—7) 2qrs »  2mrd
| 7L oL s ¢ P==—s

3 3’ 3

Eine Vollkugel ist ein Kugelsegment bzw. Kugelsektor mit der Hohe & = 2.

47r? . (83r — 27) 4mrs »__ Amrs
O 2 PNS S B = & = .
V= 3 8 ! v 3

Wie groB werden in diesen Sonderfillen die Ergiinzungskegel ?

¢) Berechnung der Flichen der Kugelteile
1. Kugelkappe

Die Oberfliche eines Kugelsektors setzt sich aus seiner Kugelkappe und dem
Mantel des Erginzungskegels zusammen.

Der Flacheninhalt einer Kugelkappe K 1iBt sich aus dem zugehorigen Kugelsektor
in derselben Weise wie die Kugeloberfliche aus dem Kugelkérper berechnen. Ver-
gleiche dazu Abschn.39 ¢! i
VSEk':Ul' = gK oy

2nrth _ K.r
3 g
K=2arh.

Die Fliiche einer Kugelkappe ist K=2zrh.

Hierin ist » der Kugelradius und % die zugehérige Kappenhéhe,
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2, Kugelzone

Der ringférmige Teil der Kugelober-
fliiche zwischen zwei parallelen Schnitt-
kreisen einer Kugel heilt eine Kugelzone
(Abb. 300). Der Abstand der beiden
Parallelkreise heillt Hohe h der Kugel-
zone. Die Fliiche einer Kugelzone Z 1iB3t
sich als Differenz zweier Kugelkappen
von den Hohen (« + &) und 2 berechnen.
Esist Z =2nr(x+h) —2nre=2nrh.

Die Fliiche einer Kugelzone ist Z =2xrh.
Hierin ist » der Kugelradius und % die zugehorige Zonenhéhe.

Abb, 300, Kugelzone

Kugelkappe und Kugelzone haben gleiche Flichenformeln,
K =2nrk und Z=2mrh.

Was bedeutet % in jeder Formel ? Bei welchem Korper findet sich die gleiche Fléichen-
formel ? Welche Korper haben Kugelkappen mit den Héhen & = r bzw. A = 272

Aufgaben

I. Kugelteile als Drehkirper

1. Drehe a) ein Kreissegment, b) einen Kreissektor um ihre Achsen! Welche Drehkérper und
Drehflichen werden erzeugt (Abb. 297 und 298)?

2, Stelle a) ein Kugelsegment, b) einen Kugelsektor im Grund- und AufriB dar und zeichne
Bilder beider Korper in schriger Parallelprojektion (x = 90°, ¢ = %)!

3. Wie groBsind a) die Fliche des Schnittkreises eines Kugelsegments, b) die Mantelfliche des
Erginzungskegels eines Kugelsektors von den Héhen h = 7 und dem Kdgelradius 7?

4. Wie groB werden a) die Fliche des Schnittkreises eines Kugelsegments, b) die Mantelfliche
des Erginzungskegels eines Kugelsektors von den Hoéhen A und dem Kugelradius 7, wenn %
gleich 27 wird ?

II. Fliich leichung und Kartenkunde

5. Die Formeln fiir die Flichen einer Kugelkappe von der Héhe % und einer Kugelzone von
gleicher Hohe b sind K = 2arh und Z = 2arh; fir dieselbe Kugel ist K = Z = 2xrh.
Welche geometrische Folgerung ergibt sich aus dieser Gleichheit von K und Z (Abb. 301)?

e -

N A, \
\1 :.:: lﬁ%@ T _ \
= L \

Abb. 3012 und b
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6. Legt man um eine Kugelzone (Kugelkappe) von der Hohe k und dem Radius 7
a) einen Zylinder vom Grundkreisradius 7 und der Hohe k, b) einen Kegelstumpf von der
Hohe h, dessen Mantel die Kugelzone (Kugelkappe) in der Kreislinie seiner mittleren Grund-
fliche berithrt (siehe Abb. 301), so haben Kugelzone (Kugelkappe), Kegelstumpf und Zy-
linder inhaltsgleiche Mantelflichen. Beweis (Abb. 301b)!

III. Berechnung von Kugelteilen

7. Stelle fiir eine Einheitskugel (r= 1, gemessen in der gewihlten Lingeneinheit) a) den Raum-
inhalt eines Kugelsektors, b) den Rauminhalt eines Kugelsegments als Funktionen der Hohe &
in einem gemeinsamen Achsenkreuz geometrisch dar!
Anleitung: Betrachteter Bereich 0= & = 2. Welche Punkte haben beide Kurven ge-
meinsam?

8. Stelle fiir eine Einheitskugel (r = 1) a) die Fliche einer Kugelkappe, b) die Mantelfliche des
Ergiinzungskegels als Funktionen der Hohek in einem gemeinsamen Achsenkreuz geometrisch
dar!

9, Fiir welchen Sektor einer Kugel mit dem Radius 7 ist seine Kugelkappe flichengleich
dem Mantel seines Erginzungskegels?

10. Eine Halbkugel ist durch eine Ebene parallel zur Grundfliche so zu schneiden, daB die ab-
geschnittene Kugelkappe zur verbleibenden Kugelzone sich wie a) 1:1, b) 1:2, ¢) 1:4
verhilt. Wie sind die einzelnen Schnitte zu legen?

IV. Angewandte Aufgaben

11. Eine Kugel vom Radius 7 wird durch eine punktformige m
Lichtquelle beleuchtet, die in der Entfernung @ vom Kugel- 7
mittelpunkt steht (r= 40 em, @ = 100 cm, Abb. 302).
a) Welchen Teil der Kugelfliche beleuchtet die Lichtquelle? I //
b) Wie groB ist der beleuchtete, wie groB der beschattete “ j

Teil der Kugelfliche? e
¢) Welcher Bruchteil der gesamten Kugelfliche wird be- = 4
leuchtet ?
Abb. 302
d) In welcher Entfernung vom Kugelmittelpunkt muf RERE
1 2 I
die Lichtquelle stehen, damit sie T T der Kugelfliche beleuchtet?

12, Stelle fiir eine Einheitskugel (r = 1) die Hohe A der beleuchteten Kugelkappe aus Aufgabe 11
(Abb. 302) als Funktion der Entfernung a der Lichtquelle vom Kugelmittelpunkt analytisch
und geometrisch dar! Wann wird 1, &, 4, 3, 4 der Kugelfliche beleuchtet?

13. Eine Kugel vom Radius 7 wird von einer punktférmigen Lichtquelle beleuchtet, deren Ent-
fernung vom Kugelmittelpunkt n-mal so groB ist wie der Kugelradius 7.
a) Wie groB ist die Hohe der beleuchteten Kugelkappe und die beleuchtete Fliche selbst?
b) In welchem Verhiltnis steht der beleuchtete Teil der Kugelfliche zur gesamten Kugel-
fliche?
¢) Wie groB wird dieses Verhiltnis fir »=1, 2,3, ..., 10, 100, 1 000, . . oF

14. Wie groBist der Teil der Erdoberfliche, den man aus einem Flugzeug in a) 1 000 m, b) 7 000 m
Haohe iiberblicken kann?

15. Wie groB ist der von der Sonne beleuchtete Teil der Erdoberfliche, wenn man die Sonneals
punktformige Lichtquelle ansieht? (Die mittlere Entfernung der Sonne von der Erde ist der
Tafel der astronomischen Konstanten in der Logarithmentafel zu entnehmen.)



274
16.

17,

Welcher Bruchteil der von
der Sonne ausgestrahlten
Gesamtlichtmenge fillt auf
die Erde, wenn man die
Sonne als punktférmige
Lichtquelle und die Erde
als Kugel auffaBit (auf
3 Stellen genau)?

Stereometrie und darstellende Geometrie

Anleitung in Abb. 303.
Abb. 303 ist nicht maBstab-
gerecht gezeichnet!

Im Volk und Wissen Ver-
lag Berlin/Leipzig ist ein
Modellbogen zum Selbstbau
eines Globus im MaBstab
1 : 50 000 000 erschienen.
Hierbei wird die Kugel-
fliiche des Globus durch ein

Abb. 303. (Erde stark vergroBert)

72-Flach ers et zt, das aus 12 aneinandergesetzten kongruenten Streifen nach Abb, 304 (MaBe

in mm) gebildet wird.

a) Berechne den Radius des Modells aus der Seite
des regelmiBigen Zwolfecks, welches dem Aquator ein-
beschrieben ist.

b) Wie groB wirde der Radius eines Globus vom an-
gegebenen MaBstab werden?

¢) Wie groB ist der relative Fehler des Modellradius

gegeniiber dem nach b berechneten wirklichen Glob
radius?

d) Wie groB ist die Oberfliche des Modells?
€) Wie gro8 wire die Oberfliiche eines Globus als Kugel
mit einem Radius nach b?

) Wie groB ist der relative Fehler der Fliche des Modells
gegeniiber der nach e berechneten wirklichen Kugelfliche
(in Prozenten, auf 3 Stellen genau)?

Abb.304. MaBstab 1:6
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41. Affine Abbildungen

Zwei groBe Gebiete der Geometrie haben uns bisher beschiftigt, die Lehre von der
Kongruenz und die Lehre von der Ahnlichkeit. Diese wurden ergiinzt durch die zu-
gehorigen Gruppen geometrischer Transformationen, die Gruppe der kongruenten Trans-
formationen (Bewegungen und Umlegungen) und die Hauptgruppe der AKhnlichkeits-
transformationen.

Fiir riumliche Gebilde traten Abbildungen der Raumgebilde auf eine Bildebene &
durch senkrechte und schriige Parallelprojektion hinzu. Bei beiden Abbildungsarten
werden die Winkel des Originals im Bild im allgemeinen verind ert,die Abbildungen
durch Parallelprojektion konnen also nicht zu den &hnlichen Abbildungen
gehoren.

Wir haben uns daher nun mit einer Gruppe von Abbild und Transformati zu
beschiiftigen, welche—iihnlich wie die Hauptgruppe der Ahnlichkeitstransformationen
die Gruppe der kongruenten Transformationen umschliefit — ihrersejts die Gruppe
der éhnlichen Abbildungen als Sonderfall umfassen wird. Die eine Haupteigenschaft
der Abbildung durch Parallelprojektion haben wir kennengelernt: Parallele Ge-
rade bleiben im Bild parallel! Diese Art von Abbildungen nennt man da-
her parallelverwandte oder affine Abbildungen?). Die Lehre von der Affinitiit wird
daher als niichstes Gebiet der Geometrie im 10. Schuljahr behandelt werden.

1) affinis (lat.) heiBt verwandt, affinitas (lat.) Verwandtschaft. Hier bedeutet affin parallelver-
wandt und Affinitit Parallelverwandtschaft.
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Anhang:
Nomogramme zur quadratischen Gleichung 2+ px +q =0

Nomogramme sind Rechentafeln zur zeichnerischen Losung analytischer Aufgaben.
Nomogramme zur quadratischen Gleichung a2+ px + ¢ = 0 haben den Zweck, aus
ihnen Naherungslésungen fiir 2 bei gegebenen Koeffizienten p und q abzulesen.

a) Rechentafel (Netztafel) zur Losung der quadratischen Gleichung a2 + px +q9=0

1. FaBt man in der Normalform der quadratischen Gleichung 22+ px 4+ ¢ = 0 den
Koeffizienten p als unabhiingige Veriinderliche und ¢ als abhiingige Verinderliche
auf und entwickelt fiir festes 2 ¢ als Funktion von P, so erhilt man die Funktion

¢=9q(p) = —xp—a2

Fiir feste Zahlenwerte von .z, also fiir « =, = ¢, stellt ¢g=q(p) = —cp—c
die Gleichung einer geraden Linic in einem pg-Achsenkreuz vom Anstieg m = — ¢
und dem g-Abschnitt n = — ¢ dar.

Setzt man in der Gleichung ¢ = — 2p — 2? fiir & nacheinander die Zahlenwerte

2=0,1,2,3,... und =0, —1, —2,... ein und stellt die zugehdrigen geraden
Linien in einem rechtwinkligen pg-Achsenkreuz dar (Abb.305), so erhilt man eine
Schar gerader Linien 2 =¢, c=...—2, —1, 0,1, 2, ...) im pg-Netz; man er-
hélt eine Netz- oder Rechentafel zur Losung der quadratischen Gleichung
2%+ px 4 ¢ = 0. Den Werten pund ¢ einer quadratischen Gleichung ist im Achsenfeld
ein Punkt (p; ¢) zugeordnet, dessen a-Werte sich in der Netztafel ablesen lassen.

2. Beispiele:

a) Zur quadratischen Gleichung 22+ 62+ 8 =0 gehort der Punkt (6;8) im
pg-Achsenkreuz. Dieser liegt in der Netztafel auf den Netzgeraden x,= — 2

und 2= —4. Die Losungen der quadratischen Gleichung sind @ = — 2 und
2= — 4 (2 verschiedene reelle Wurzeln).

b) Zur quadratischen Gleichung 2? — 4,52 — 9 = 0 gehért der Punkt (— 4,5; — 9)
im pg-Achsenkreuz. Dieser liegt in der Netztafel auf den Netzgeraden ;= — 1,5
und 2, = + 6. Die Losungen der quadratischen Gleichung sind @, = — 1,5 und

2= + 6 (2 verschiedene reelle Wurzeln).

¢) Zur quadratischen Gleichung 2* — 5z + 3 = 0 gehort der Punkt (— 5; + 3) im
pq-Achsenkreuz. Dieser besitzt die z-Werte 2~ 4,3 und x,~ 0,7. Niiherungs-
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Rechentafel (Netztafel) zur Lésung der quadratischen Gleichung
X px4q=0

Abb. 305. Rechentafel (Netztafel) zur Losung der quadratischen Gleichung 2* 4+ pz + ¢ = 0
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I8sungen der quadratischen Gleichung sind 2; = 4,3 und @,= 0,7 (2 verschicdeno
reelle Wurzeln).

d) Zur quadratischen Gleichung 2*— 42 + 4 = 0 gehort der Punkt (— 4; 4 4) im
pq-Achsenkreuz. Dieser liegt nur auf der Netzgeraden x, = x,= 2. Die Lésungen
der quadratischen Gleichungen sind ;= 2,=2 (2 gleiche reelle Wurzeln oder
1 Doppelwurzel).

e) Zur quadratischen Gleichung 22— 42 + 5 = 0 gehort der Punkt (— 4; -+ 5) im
pg-Achsenkreuz. Dieser liegt nicht mehr innerhalb der Geradenschar, er liefert keine
Losungswerte fiir «. Die quadratische Gleichung 2 — 4z + 5 = 0 hat keine recllen
Losungen.

3. Von der Geradenschar = ¢ wird eine Parabel mit der Gleichung %ﬂ —q=0

umbhiillt. Man nennt diese Kurve die Diskriminantenkurve D der quadra-
tischen Gleichung. Liegt der Losungspunkt (p; ¢) der quadratischen Gleichung

unterhalb der Diskriminantenkurve D, so ist g: — g > 0; die quadratische
Gleichung hat 2 verschiedene reelle Wurzeln;

auf der Diskriminantenkurve D, so ist —I; —¢=0; die quadratische Gleichung
hat 2 gleiche reelle Wurzeln oder eine Doppelwurzel;

oberhalb der Diskriminantenkurve D, so ist %z — ¢ <0; die quadratische
Gleichung hat keine reellen Wurzeln.

Vgl. dazu Abschn. 11, Seite 44 und 45.

b) Fluchtlinientafel zur Lésung der qund;'atischen Gleichung 22+ px + q =0

1. In Abb.306 fluchtet man auf der p- und der g-Skala die gegebenen Zahlenwerte
pund ¢ der quadratischen Gleichung durch eine gerade Linie ein. Die Schnitt-
punkte dieser Fluchtlinie mit der z-Kurve ergeben die Losungen z; und a, der
quadratischen Gleichung 22 + px + ¢ = 0.

2. Beispiele:

a) Fluchtet man fiir die quadratische Gleichung 22+ 62 + 8 = 0 die Punkte p==6
und g = 8 der p- und der ¢g-Skala mit einem Lineal ein, so schneidet die Fluchtlinie
durch diese Punkte die z-Kurve in den Werten z, = — 2 und @, = — 4 (Abb. 306).
Diese Werte sind die Losungen der quadratischen Gleichung a2+ 6z + 8 = 0.

b) bis e) Fiihre die Beispiele b bis e aus Teil a) entsprechend durch.

3. Wie kann man an der Fluchtlinientafel die Bedeutung der Diskriminante
D = %2 — ¢ fiir die quadratische Gleichung 22+ pa + ¢ = 0 geometrisch veran-

schaulichen ?
Drehe dazu eine Fluchtlinie um den Punkt p =1 fiir ¢ =0,1,2,...; um p=2
fir ¢=1,2,3,...; ump=3 fir g=2,3,4,...; um p=4firg=3,4,5,...!
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Abb. 306, Fluchtlinientafel zur Losung der quadratischen Gleichung 2 + pz + ¢ =0
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Welche Losungen fiir 2 ergeben sich bei jeder Drehung ?

>0, so schneidet die Fluchtlinie die a-Kurve zweimal; die quadra-
tische Gleichung hat 2 verschiedene reelle Wurzeln fiir 2.

st 2 =0, so beriihrt die Fluchtlinie die 2-Kurve; die quadratische Glei-
st —4 chung hat 2 gleiche reelle Wurzeln oder 1 Doppelwurzel fiir z.

<0, so meidet die Fluchtlinie die 2-Kurve; die quadratische Glei-
chung hat keine reellen Wurzeln fiir a.
¢) Losungsverfahren fiir grofe Zahlenwerte von p und ¢

Besitzen die Koeffizienten p und ¢ der quadratischen Gleichung a?+ pa + q = 0
zu groBe Zahlenwerte, z.B. 2>+ 152 — 450 = 0, so ersetzt man 2 durch eine neue
Unbekannte 2z, z.B. nach der Beziehung « =10z.

Dann wird 10022 4150z — 450 = 0.
Die Normalform ist 224152 —45=0.

Als Losungen der quadratischen Gleichung fiir z finden wir in der Netz- oder der
Fluchtlinientafel die Werte 2z = + 1,5 und z,= — 3.

Also ist ;=15 und a,= — 30.






