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Erlduterungen zur Arbeit mit dem Buch

Der Lehrstoff wurde in die Kapitel A, B, C und D aufgegliedert. Zu jedem
Kapitel gehort ein Inhaltsverzeichnis.

Die Kapitel wurden wiederum in numerierte Lerneinheiten unterteilt.
Am Rand jeder Seite findest du eine farbige Marke. Diese Marken wieder-
holen sich auf dem Vorsatz. Sie sollen dir helfen, die einzelnen Kapitel
schnell aufzufinden. Das Vorsatz enthdlt auBerdem eine Ubersicht iiber
den Inhalt des Buches.

Innerhalb der einzelnen Lerneinheiten werden Beispiele, Auftrdge und
Merksétze durch folgende Zeichen besonders hervorgehoben:

B Beispiele
@ Auftrdge
P Merksdtze

Beispiele, Auftrage und Merksdtze sind numeriert.

Am Ende der Lerneinheiten findest du einen Hinweis darauf, welche Auf-
gaben zu dem soeben behandelten Stoff gehéren. Die Aufgaben stehen
dann in den Kapiteln a, b, c und d im zweiten Teil des Buches.

Wenn du einen bestimmten Begriff suchst, so schldgst du zuerst das Re-
gister am SchluB des Buches auf. Es enthdlt Stichwérter. Diese helfen dir,
den gesuchten Begriff schneller zu finden.
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Wiederholung

1 Die Folge der natirlichen Zahlen

Wenn wir von 0 ausgehend fortlaufend die Zahl 1 addieren, so erhalten wir die
natiirlichen Zahlen 0,1, 2,3, ...

Zu jeder natirlichen Zahl a gibt es einen eindeutig bestimmten Nachfolger
a + 1. Man nennt die Zahl a auch den Vorgdéinger von a + 1.

Zu jeder natiirlichen Zahl a, ausgenommen die Zahl 0, gibt es einen eindeutig
bestimmten Vorgdnger a —1.

a—1 a—+1
Vorgdnger von a, Nachfolger von a
fallsa =0

Es gibt zwar eine erste natirliche Zahl, die Zahl 0, aber keine letzte natirliche
Zahl; denn zu jeder Zahl a kann man den Nachfolger a + 1 bilden.
Fur die Darstellung dieser unendlich vielen Zahlen kommt man jedoch mit end-
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lich vielen Zeichen aus. Im dekadischen Positionssystem sind dies die Grund-

ziffern 0", 1", ..., , 9"

Die Zahl Achtzehntausendfiinfhundertvierundzwanzig z. B. wird durch die
Ziffer ,,18 524" dargestellt. Diese Ziffer enthdlt die Grundziffern ol 205 B,
5", .,8". Den Stellenwert der einzelnen Grundziffern kann man in einer Tabelle

Ubersichtlich darstellen.

104 10° 102 10!
10000 1000 100 10 1
1 8 5 2 4

Aufgaben a 1 bis 4

2 Grundrechenoperationen mit natiirlichen Zahlen

Addition

die Summe a + b
a+b=b+a

@+b)+c=a+(b+0c

a+0=0+a=a

uneingeschrankt ausfihrbar, d. h., zu beliebigen natirlichen Zahlen a und b
' gibt es immer

Fir alle natirlichen Zahlen g, b und ¢ gilt
(Kommutativitdt)
(Assoziativitat)

a-(b+¢)=a-b+a-c
(Distributivitdt)

| Multiplikation

I das Produkta- b
I ab=b-a

| @b)c=a-(b-9

a'1=1:a=a

X = b — a bedeutet
a4+ x=boderx+a=5b

Die Subtraktion natirlicher Zahlen
ist nur dann ausfihrbar, wenn der
Subtrahend kleiner als der Minuend
ist oder wenn beide gleich sind.

Die Subtraktion natirlicher Zahlen
ist nicht ausfihrbar, wenn der Sub-
trahend gréBer als der Minuend ist.

a:0=0-a=0
Subtraktion Division
Umkehrung der
Addition Multiplikation

nicht uneingeschrinkt ausfihrbar

x=b:a (a = 0) bedeutet
a'x=boderx-a=0>b

Die Division natirlicher Zahlen
ist nur dann ausfilhrbar, wenn es
eine einzige solche Zahl x mit
a:x = b gibt, d. h., wenn der
Dividend ein Vielfaches des
Divisors ist.

Die Division durch 0 ist demnach
nicht ausfihrbar.




Fur beliebige Zahlen a gilt

a—0=a a:1=a

a—a=0 a:a=1 e
0:a=0 o9

Sy Beachte!
-a—b=b—a a:b=b:a

gilt nur fira=b gilt nur fir a = b, falls a und

damit auch b von 0 verschieden ist.

Es soll die Ausfihrbarkeit der Operationen in folgenden Féllen Gberprift
werden. '

a) x =17 —9 bedeutet ¢) x = 35:7 bedeutet
9 4+x=17. 7-x=35.
Die Subtraktion ist ausfihrbar, Die Division ist ausfihrbar,
denn 9 ist kleiner als 17. denn 35 ist ein Vielfaches von 7.
Es gilt: x =8, denn Es gilt: x =5, denn
948 =17. 7:5=235.

b) x =12 —15 bedeutet d) x = 81:13 bedeutet 3
15 + x =12. 13:x = 81.
Die Subtraktion ist nicht Die Division ist nicht
ausfihrbar, denn 15 ist ausfihrbar, denn 81 ist nicht
gréBer als 12. : Vielfaches von 13.

Die Division durch 0 ist deshalb nicht ausfihrbar, weil a: 0 fir keine Zahl a ein
eindeutig bestimmtes Ergebnis hatte.

Dazu betrachten wir folgende Beispiele, in denen der Dividend a einmal gleich
0 und einmal von 0 verschieden ist. Wir suchen in beiden Féllen ein eindeutig
bestimmtes Ergebnis der Division.

a)a -+ 0: x =5:0 bedeutet 0- x = 5.

Eine solche Zahl x gibt es aber nicht, da 0 - x immer gleich 0 ist und daher
nicht gleich 5 sein kann.
5: 0 hdtte also dberhaupt kein Ergebnis.

b)a=0: x = 0:0 bedeutet 0+ x = 0.

Das gilt aber fir alle natirlichen Zahlen.
0: 0 hdtte also unendlich viele Ergebnisse.

Aufgaben a 5 bis 29



Teilbarkeitssdtze
3 Der Begriff der Definition

Wir haben schon hdufig Zahlen miteinander verglichen. Dabei haben wir
Worter wie ,,gréBer”, , kleiner", ,,Vielfaches' verwendet, ohne ausfihrlich zu
erkldren, was diese Wérter bedeuten sollen. In der Mathematik muB man aber
wie in allen anderen Wissenschaften die Bedeutung aller benutzten Fachwérter
genau kennen, da sonst Irrtimer und schwerwiegende Fehler vorkommen
kénnen. Das Wort ,,gerade’* z. B. kann in verschiedenen Bedeutungen benutzt
werden. Wir missen also genau festlegen, was wir mit folgenden Feststellun-
gen Uber bestimmte Zahlen, Punkte oder Kérper meinen:

1) Die Zahl a ist gerade.

2) Die Verbindungslinie der Punkte A und B ist gerade.

3) Der Kegel ist gerade.

In Klasse 4 haben wir festgelegt, was wir unter einer geraden Zahl verstehen
wollen. Wir sagen: Wir haben den Begriff ,,gerade Zahl* definiert. Eine
solche Festlegung nennen wir eine Definition. Sie lautet in diesem Fall:

DEFINITION: Eine natirliche Zahl heiBt gerade, wenn sie durch 2 dividiert
werden kann.

Wir kénnen auch die Zahl 0 durch 2 dividieren: 0.2 — 0.

Das bedeutet nach Definition 1, daB 0 eine gerade Zahl ist.

Wir wollen nun mit Hilfe der Addition definieren, was es bedeutet, wenn wir
sagen: Die natirliche Zahl a ist kleiner als die natirliche Zahl b.

DEFINITION: Die natirliche Zahl a heiBt kleiner als die natirliche Zahl b,
wenn wir eine natUrliche Zahl x = 0 finden kénnen, so daB gilt:

a+ x=b. )

Wir schreiben: a < b (lies: ,,a ist kleiner als b").

Es st Ublich, fUra < bauch b > a zu schreiben (lies: , b ist gréBer als a**).

4 Definition der Teilbarkeit natiirlicher Zahlen

Ahnlich wie in Definition 2 kdnnen wir mit Hilfe der Multiplikation eine Bezie-
hung zwischen natiirlichen Zahlen a und b definieren, die etwas iber die Teil-
barkeit aussagt. Dabel wollen wir zundchst annehmen, daB die Zahlen a und b
beide von Null verschieden sind.

DEFINITION: Die natUrliche Zahl a heiBt Teiler der natirlichen Zahl b,
wenn es eine natirliche Zahl x gibt, so daB gilt: '

a-x=b.

Ist a ein Teiler von b, so schreibt man dafir: a|b

(lies: ,,a ist Teiler von b oder ,,a teilt b** oder ,,b ist durch a teilbar* oder,,b ist ein
Vielfaches von a“).
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Gibt es eine Zahl x fiir die Zahlen a und b, so daB a - x = b gilt, dann ist diese
Zahl x ebenfalls ein Teiler von b. Die Zahl b ist dann sowohl Vielfaches von a
als auch Vielfaches von x.

a) Es gilt 12| 204 (12 st ein Teiler von 204).
Begriindung: Es gibt eine natirliche Zahl x, fir die 12 - , = 204 gilt, némlich
die Zahl 17. '
b) Es gilt nicht 13 | 85 (13 ist nicht Teiler von 85).
Begriindung : Es gibt keine natirliche Zahl x, fir die 13- x = 85 gilt.
Aufgaben a 30 bis 34

5 Wahre und falsche Aussagen

In den uns bisher bekannten Definitionen haben wir bestimmten Zahlenarten
oder Beziehungen zwischen Zahlen Namen gegeben.

So nennen wir Zahlen, die den Teiler 2 haben, ,,gerade Zahlen*'. Wir hitten sie
jedoch ebensogut auch anders nennen kénnen, z. B. ,,glatte Zahlen". Fir die
Wahl eines Namens oder anderer Festlegungen in einer Definition gibt es oft
mehrere Moglichkeiten. Je nach ZweckméBigkeit entscheidet man sich fiir eine
davon. Es hat also keinen Sinn zu fragen, ob eine Definition falsch oder richtig
ist. Man muB vielmehr fragen, ob sie zweckméBig ist.

Anders ist es in folgenden Beispielen:

1) Die Zahl 7 ist gerade.

2) Jede Zahl ist gerade.

3) 0ist die kleinste natirliche Zahl.

4) 5 ist der Nachfolger von 4.

Wir sagen: Die Feststellungen 1) und 2) sind falsche Aussagen, und 3) und 4)
sind wahre (richtige) Aussagen.

Priife, welche Aussage wahr bzw. falsch ist! Begriinde deine Entscheidung!
a) 30 ist gerade. b) 7|104
c) 119 ist nur durch 1 und durch sich selbst teilbar.

Die wahren Aussagen in der Mathematik werden Sétze genannt.

Beachte die unterschiedliche Bedeutung des Wortes ,,Satz'* in der Mathematik
und in der Sprachlehre!

6 Der Beweis der Wahrheit einer Aussage

So wie in anderen Wissenschaften benutzt man auch in der Mathematik Aus-
sagen, deren Wahrheit feststeht, um zu neuen Erkenntnissen zu gelangen. Dazu
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muB man aber mit Sicherheit wissen, ob eine Aussage, aus der man Folgerungen
ziehen mochte, wahr ist.

Um das fiir die Aussagen a), b) und c) im Auftrag 1 festzustellen, kdnnen wir
Uberprifen, ob die betreffenden Zahlen tatsichlich die behaupteten Eigen-
schaften besitzen.

Bei Aussage a) muB man nach Definition 1 feststellen, ob 30 durch 2 teilbar ist.
Die Aussage b) iiberpriift man, indem man eine Zahl x sucht, fiir die 7 - x = 104
gilt, d.h.,indem man probiert, ob die Division 104 : 7 ausfihrbar ist. Ob die Aus-
sage c) wahr ist, erkennt man dadurch, daB man fir alle Zahlen von 2 bis 11
nachprift, ob sie Teiler von 119 sind.

Wenn wir auf eine geeignete Weise, z. B. wie bei den Aussagen a) bis c), nach-
gewiesen haben, daB eine Aussage wahr ist, sagen wir: Wir haben diese Aus-
sage bewiesen oder einen Beweis dieser Aussage gefihrt.

Wir dirfen erst dann eine Aussage weiter verwenden und aus ihr Folgerungen
ziehen, wenn sie bewiesen worden ist.

Bei der Feststellung der Wahrheit von Aussagen missen wir uns vor unvorsich-
tigen Verallgemeinerungen hiiten.

Wir setzen zum Beispiel in die Summe x - x + x + 11 fir x der Reihe nach die
natirlichen Zahlen 0,1, 2, ..., 9 ein.

x 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
x-x+x+11 1 13 17 23 31 41 53 67 83 | 101

Aus der Tatsache, daB sich in allen Féllen eine Zahl ergibt, die nur zwei Teiler
hat, ndmlich 1 und sich selbst, diirfen wir aber keineswegs schlieBen, daB das
fur alle natirlichen Zahlen x gilt. Setzen wir namlich die Zahl 10 fir x ein, so
erhalten wir fir die Summe die Zahl 121, die auBer den Teilern 1 und 121 noch
den Teiler 11 hat.

Gleichzeitig erkennen wir aus diesem Beispiel, daB wir eine Aussage iiber alle
natirlichen Zahlen nicht dadurch beweisen kénnen, daB wir sie fir eine Anzahl
natirlicher Zahlen nachprifen. =

Es soll folgende Aussage bewiesen werden:

Jede natirliche Zahl ist durch 2 teilbar, wenn sie durch 4 teilbar ist.

Beweis: Wir benutzen bei den folgenden Uberlegungen unsere Kenntnisse
Uber die Teilbarkeit natirlicher Zahlen.

Wir betrachten irgendeine durch 4 teilbare Zahl a.

Nun wissen wir aber, daB es auf Grund von Definition 3 eine natiirliche Zahl x
gibt, so daB

b-x=a
gilt.
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Dafiir kénnen wir auch schreiben:

2:2.x =a.
Nun ist aber2 . x wieder eine natirliche Zahl. Wir nennen siey . Benutzen wir
diese Abkiirzung in der letzten Gleichung, so ergibt sich

2 = a.
Das heiBt aber, daB a auch durch 2 teilbar ist.
Wir haben jetzt also die GewiBheit, daB die von uns getroffene Aussage wahr ist;
denn a bedeutete eine beliebige, durch 4 teilbare Zahl. Fiir a kénnen wir uns
jede natirliche Zahl eingesetzt denken.
Wir kénnen jetzt sagen: ,,Wir haben diese Aussage bewiesen' oder ,,\Wir haben
einen Beweis dieser Aussage gefihrt”. Es ist iblich, am SchluB eines Beweises
zusagen:,,..., waszu beweisen war." (Schriftliche Abkirzung:,,w. z. b. w.")

Wir kénnen noch viele dhnliche Aussagen iiber die Teiler natiirlicher Zahlen

formulieren.

a) Wenn eine Zahl a durch 10 teilbar ist, so ist sie auch durch 2 teilbar.

b) Wenn eine Zahl a durch 10 teilbar ist, so ist sie auch durch 2 und durch 5
teilbar.

c) Wenn eine Zahl a durch 2 teilbar ist, so ist sie auch durch 10 teilbar.

d) Wenn eine Zahl a durch 2 und durch 5 teilbar ist, so ist sie auch durch 10
teilbar.

e) Wenn eine Zahl a durch 5 und durch 10 teilbar ist, so ist sie auch durch 50
teilbar.

Stelle fest, welche der Avusscgen wahr bzw. falsch ist! Begriinde deine Behaup-
tung bzw. gib Gegenbeispiele an!

Zusammenfassung:

Wir mussen zwischen einer Definition und einem Satz unterscheiden.

Eine Definition ist eine Festlegung. Sie wird oft nach ZweckmaBigkeit ge-
troffen. Man kann von einer Definition nicht sagen, daB sie wahr oder falsch
ist.

Ein Satz ist eine wahre Aussage.

Die Wahrheit eines Satzes muf3 durch einen Beweis nachgewiesen werden.

7 Zusammengesetzte Zahlen und Primzahlen

Stelle fest, ob folgendes gilt!

3|3; 321|321; 1|8 1]15; 15|1
SATZ: Fir jede natiirliche Zahl a -+~ 0 gilt:
alaund1|a.



Begriindungen: a|a,denna-1=a;
1]a,denn1-a0=a.

Wenn wir von den Teilern einer Zahl sprechen, wollen wir von jetzt an diese
Zahl selbst und die Zahl 1 stets mit zu den Teilern rechnen.

Satz 4 besagt, daB jede natiirliche Zahl a = 0 sich selbst und die Zahl 1 als
Teiler besitzt. Es gibt aber natirliche Zahlen, die dariiber hinaus noch weitere
Zahlen als Teiler haben. Andererseits gibt es natiirliche Zahlen, die nur durch 1
und durch sich selbst teilbar sind.

a) Die Zahl 12 hat die Teiler 1; 2; 3; 4; 6; 12
b) Die Zahl 13 hat nur die Teiler 1 und 13.

112 (3|45|6|7|89|10
%rzum 2 2:3 24 3 2,5
M2 | 13|71 |77 177879 |20
%;ce{z;tz/iche f,’g 27| 35 254 gf g 2% g

DEFINITION: Jede natirliche Zahl, die gréBer als 1 ist und die nur durch 1
und durch sich selbst teilbar ist, heiBt Primzahl.

Fihre die Tabelle im Bild A 1 fir die natirlichen Zahlen bis 50 fort!

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Alle anderen natirlichen Zahlen nennt man auch zusammengesetzte Zah-
len.

Unter den Teilern einer Zahl treten stets auch Primzahlen auf.
a) Die Zahl 30 hat die Teiler 1; 2; 3; 5; 6;10; 15; 30. Davon sind 2; 3; 5 Prim-
zahlen,

b) Die Zahl 13, eine Primzahl, hat die Teiler 1 und 13. Davon ist nur 13 eine
Primzahl,

Wir stellen jetzi die Frage, ob 0 ein Vielfaches von 4 sein kann.

Wir stellen fest: 0 ist ein Vielfaches von 4 bzw. 4 ist ein Teiler von 0, denn es
gilt: 4-0=0.

Priife, ob folgendes gilt:

16]0; 1]0; 9|0!

Wir wollen jetzt die Beziehung a | b fiir den Fall b = 0 definieren. Die Gleichung
in der Definition 3 nimmt dann die Form a - x = 0 an.

SATZ: Fir jede natirliche Zahl a gilt: a | 0.
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Wenn wir auch das Nullfache einer Zahl ein ,,Viel“faches nennen, kénnen wir
auch hier sagen: 0 ist ein Vielfaches von a.

Aufgaben a 35 bis 40

Zusammenfassung:
a<b (aist kleiner als b) | a|b (ateilt b)
bedeutet :
Es gibt eine natirliche Es gibt eine natirliche Zahl x,
Zahl x == 0, so daB sodaB a- x = b gilt.
a+ x = b gilt.

Fir jede natirliche Zahl a gilt:
a|a denna-1=gq,
a|0,denna:0=0,
1|a,denn1:a=a.

Gilt a > 1 und ist a nur durch 1 und durch sich selbst teilbar, so heift a
Primzahl.

8 Mengen

Um Zusammenhénge zwischen der Teilbarkeit verschiedener Zahlen und auch
zwischen anderen Eigenschaften natiirlicher Zahlen Gbersichtlich darstellen zu
kdnnen, ist es vorteilhaft, alle solche natiirlichen Zahlen, die eine gemeinsame
Eigenschaft besitzen, auszuwéhlen und zu einer Gesamtheit zusammenzufassen.
Aber nicht nur Zahlen kénnen wir zusammenfassen, sondern oft ist es nijtzlich,
auch Gesamtheiten anderer Objekte mit gemeinsamen Eigenschaften zu be-
trachten.

Eine solche Gesamtheit heiBt Menge. Die Objekte, die zu einer Menge zusam-
mengefaBt sind, heiBen Elemente dieser Menge.

Beispiele fir Mengen sind:

(1) Die Menge aller der Schiiler einer Klasse, die im Jahre 1957 geboren sind
(2) Die Menge aller geraden Zahlen zwischen 67 und 74

(3) Die Menge aller Lastkraftwagen eines Kraftverkehrsbetriebes

(4) Die Menge aller geraden Primzahlen

(5) Die Menge aller durch 3 teilbaren natiirlichen Zahlen

(6) Die Menge der Punkte eines bestimmten Kreises

Wir missen zwischen der Bedeutung des Wortes ,,Menge" in der Mathematik
und der Bedeutung desselben Wortes in der Umgangssprache unterscheiden.
In der Umgangssprache benutzt man es hdufig an Stelle des Wortes ,,viel".
Beachte den Unterschied!
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a) In unserer Schulbiicherei haben wir eine Menge Biicher.

b) Die Menge der Mathematikbiicher in unserer Schulbicherei

Zur Bezeichnung von Mengen wollen wir groBe (lat.) Buchstaben verwenden,
an die wir mitunter noch Zeichen zur Unterscheidung anschreiben. Dazu ver-
wendet man meist kleine tiefgestellte Ziffern. Die Mengen im Beispiel 8 wollen
wir in der entsprechenden Reihenfolge mit Mi. Ma, Ms, My, Ms, Mebezeichnen.

Im Beispiel 8 haben die Mengen M, Mz, Ms und M, endlich viele Elemente, die
Mengen Ms und Mg unendlich viele Elemente.

Um festzulegen, welche Objekte als Elemente zu einer bestimmien Menge ge-
héren sollen, kann man in vielen Féllen die Elemente dieser Menge aufzéhlen.
Wenn man diese Aufzéhlung niederschreibt, schlieBt man die Zeichen fir die
Elemente in geschweifte Klammern ein.

a) M; = 68,70, 72| Diese Menge enthdlt drei Elemente
b) My = (2} Diese Menge enthdlt als einziges Element die einzige
gerade Primzahl.

Oft ist diese Art, eine Menge anzugeben, umstdndlich, da die Menge zu viele
Elemente enthdlt, oder gar unméglich, da zur Menge unendlich viele Elemente
gehoren. Dann gibt man in Worten oder mathematischen Symbolen die Eigen-
schaften an, die allen Elementen der betreffenden Menge gemeinsam sind.

Ms ist die Menge aller der Zahlen a, fir die man eine Zahl x finden kann, so daB
3-x = agilt.

Im folgenden werden wir nur noch Mengen von Zahlen betrachten.

Um auszudricken, daB eine Zahl a Element einer Menge M ist, schreibt man
a = M (lies: ,,a ist Element von M").

70=My; 2eMi; 66Ms; 99 Ms
Aufgaben a 41 bis 44

9 Die Teilbarkeit von Summen und Differenzen

Wenn wir die Teiler zweier gegebener natirlicher Zahlen b und ¢ kennen, so
konnen wir auch etwas iber die Teilbarkeit der Summe b + ¢ aussagen.

Wir wéhlen b = 8und ¢ = 12und damitdie Summe b + ¢ = 20,

Firdie Zahlen a =1, 2, ..., 12 ergibt sich folgende Tabelle:

a i | 6
R
alb ja nein[nein| ja nein | nein | nein | nein
afc ja | ja [ ja | ja |nein| ja [nein| nein | nein [ nein | nein | ja
alb+c| ja ja |nein| ja ja |nein|nein| nein | nein ja nein | nein




Aus dieser Tabelle kénnen wir erkennen, daB die Zahlen, die sowohl zur Menge
der Teiler von b als auch zur Menge der Teiler von c gehéren, auch Teiler der
Summe b + csind.

Uberpriife in der gleichen Weise die Teiler von b = 28, ¢ = 35ynd b 4 ¢ = 63!
Die fir die Zahlen des Beispiels getroffene Feststellung gilt fiir alle natiirlichen
Zahlen. Es 1aBt sich namlich fir beliebige Zahlen a, b und c beweisen:

SATZ: Wenn a ein Teiler sowohl von b als auch von c ist, so ist a auch
ein Teiler der Summe b + c.

Beachte: Ist a ein Teiler der Summe b + c, so ist a nicht unbedingt auch Teiler
von b und Teiler von c.
Beispielsweise ist 13 ein Teiler von 12 4 14 = 26, aber weder ein Teiler von 12
noch ein Teiler von 14.

Ist die Subtraktion b — c ausfishrbar, so gilt ein entsprechender Satz auch fiir die
Differenz zweier Zahlen b und c.

SATZ: Wenn a ein Teiler sowohl von b als auch von c ist, so ist a auch
ein Teiler der Differenz b —c.
Dabei darf ¢ nicht gréBer als b sein, da wir sonst die Differenz b — ¢ nicht
bilden kénnen.

Aufgaben a 45 und 46

10 Die Teilbarkeit von Produkten

Wir kénnen auch aus der Teilbarkeit zweier natiirlicher Zahlen auf die Teilbar-
keit ihres Produktes schlieBen.

Wir betrachten wiederum wie in der Lerneinheit 9 die Zahlen b = 8 ynd ¢ = 12,
Ihr Produktist b-c = 96,

Fir die Zahlen a =1, 2, 3, ..., 12 ergibt sich folgende Tabelle:

a g

alb ja ja [nein| ja |nein|nein|nein| ja | nein | nein | nein | nein
alc ja ja ja ja [nein| ja |nein| nein | nein | nein | nein | ja
a(b-c ja ja ja ja |nein| ja [nein| ja nein | nein | nein | ja

Auch hier kann man beweisen, daB fiir beliebige natiirliche Zahlen a, b und ¢
gilt:
SATZ: Wenn a entweder ein Teiler von b oder ein Teiler von c oder ein

Teiler von beiden ist, so ist a auch ein Teiler des Produktes b - c.

Wenn wir also wissen, daB a ein Teiler von b ist, so wissen wir damit auch, daB
jedes Produkt, das den Faktor b enthdlt, ebenfalls durch a teilbar ist.

Aufgaben a 47 und 48
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Zusammenfassung:
Fir beliebige natirliche Zahlen g, b und c gilt:
1) Wenna|b und a|c, soa|b+ csowie
a|b—c, falls die Differenz b — c existiert.
2) Wenna|b oder a|c, soa|b:ec.

11 Teilbarkeit durch 10 und 5

Wenn wir die Frage beantworten wollen, ob eine natiirliche Zahl a zur Menge
der Teiler einer natiirlichen Zahl b gehért, miissen wir untersuchen, ob es eine
natiirliche Zahl x gibt, fir die a- x = b gilt.

Dazu versuchen wir, diese Zahl x zu ermitteln,indem wir die Division b: a (a = 0)
auf Ausfiihrbarkeit priifen. Erhalten wir einen Quotienten, so wissen wir, daB es
eine solche Zahl x gibt, sie ist ndmlich gerade gleich diesem Quotienten.

Wir kénnen aber auch oftmals feststellen, ob es eine solche Zahl x gibt, ohne
daB wir sie ausrechnen. Dazu dienen uns besonders bei groBeren Zahlen
Sdtze iiber die Teilbarkeit.

Wir werden Sétze fir die Teiler a =2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 kennenlernen. Wir
wollen sie aber nicht alle beweisen. Die angefihrten Beispiele sind keine
Beweise!

Alle durch 10 teilbaren Zahlen b lassen sich in der Form 10 - x = b darstellen.

Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und ergdnze sie!

x 1 2 3 4 5| 6 7 8 20
b 10 20 200

Wie fiir diese Beispiele gilt fir alle natirlichen Zahlen:

SATZ: Alle Zahlen, deren Ziffern auf ,,0¢ enden, sind durch 10 teilbar. Alle
anderen Zahlen sind nicht durch 10 teilbar.

Stelle fest, welche Zahlen durch 100, 1000 usw. teilbar sind!

Alle durch 5 teilbaren Zahlen b lassen sich in der Form 5 x = b darstellen.
Bilde die Finffachen der Zahlen 1 bis 20!

So wie in diesen Beispielen gilt fir alle natiirlichen Zahlen:

SATZ: Alle Zahlen, deren Ziffern auf ,,0‘‘ oder ,,5‘ enden, sind durch 5 teil-
bar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 5 teilbar.

Aufgaben a 49 bis 52



12 Teilbarkeit durch 2, 4 und 8

Wir kénnen leicht nachpriifen, daB die Zahlen 0, 2, 4, 6, 8 und 10 durch 2 teilbar
sind.

AuBerdem ist jedes Vielfache von 10 durch 2 teilbar; denn jedes Vielfache von
10 ist ein Produkt 10 - x. Da der Faktor 10 durch 2 teilbar ist, ist nach Satz 9
auch das ganze Produkt durch 2 teilbar.

Da nun jede Zahl als Summe eines Vielfachen von 10 und einer der Zahlen 0,
1,..., 9 dargestellt werden kann, brauchen wir nur die Teilbarkeit der Einer zu
untersuchen.

a) 96 ist durch 2 teilbar.
96 =90 + 6 ; 90istals Vielfaches von 10 durch 2 teilbar. 6 ist nach unserer
Uberpriifung auch durch 2 teilbar, also ist nach Satz 7 auch
90 + 6 durch 2 teilbar.
b) 1035 ist nicht durch 2 teilbar.
1035 =1030 + 5 ;1030istals Vielfaches von 10 durch 2 teilbar.
Waire 1035 auch durch 2 teilbar, so miiBte nach
Satz 8 auch 1035 — 1030 =5 durch 2 teilbar sein.
Das ist aber nicht der Fall, also ist 1 035 nicht durch
2 teilbar.

SATZ: Alle Zahlen, deren Ziffern auf ,,0¢, ,,2¢°, , 4, ,,6‘ oder ,,8‘ enden,
sind durch 2 teilbar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 2 teilbar.

Da wir die durch 2 teilbaren Zahlen gerade Zahlen genannt haben, besagt
dieser Satz, daB die geraden Zahlen stets eine der Endziffern ,,0", ,,2", ,,4*, ,,6"
oder ,,8" besitzen.

Bilde die Vierfachen der Zahlen 1 bis 25!

Ist a eine durch 4 teilbare Zahl, so endet die Ziffer von a auf,,0“, ,,2, ,,4", ,,6*
oder ,,8". Es sind aber nicht alle geraden Zahlen durch 4 teilbar. So ist z. B. 36
durch 4 teilbar, aber nicht 26 und 86. Ebenso ist 20 durch 4 teilbar, aber nicht
70 und 90.

Jedes Vielfache von 100 ist durch 4 teilbar. Es ist némlich 4 ein Teiler von 100
und damit nach Satz 9 auch ein Teiler aller Vielfachen von 100. Wir brau-
chen also bei einer Zahl, die gréBer als 100 ist, nur die aus den letzten beiden
Grundziffern dargestellte Zahl auf Teilbarkeit durch 4 zu untersuchen.

Die Zahl 87 748 ist durch 4 teilbar, weil 87 700 als Vielfaches von 100 und auch
48 und daher nach Satz 7 auch ihre Summe 87 748 durch 4 teilbar sind. Die Zahl
87 778 ist nicht durch 4 teilbar, weil zwar 87 700 durch 4 teilbar ist, nicht aber
78.

SATZ: Alle Zahlen, bei denen die letzten beiden Grundziffern eine durch 4
teilbare Zahl darstellen, sind durch &4 teilbar. Alle anderen Zahlen sind
nicht durch 4 teilbar.
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Ebenso ergibt sich der Satz fiir die Teilbarkeit durch 8.

SATZ: Alle Zahlen, bei denen die letzten drei Grundziffern eine durch 8
teilbare Zahl darstellen, sind durch 8 teilbar. Alle anderen Zahlen sind
nicht durch 8 teilbar.

a) Die Zahl 6 748512 ist durch 8 teilbar, weil 512 durch 8 teilbar ist.
b) Die Zahl 6 748 532 ist nicht durch 8 teilbar, weil 532 nicht durch 8 teilbar ist.
Aufgaben a 53 bis 60

13 Teilbarkeit durch 9, 3 und 6

Bei der Division durch 9 mit Rest lassen 10=9- 141
die Zahlen 10; 100; 1 000; 10 000 usw. 100=9- 11 41
den Rest 1. 1000 =9- 111 41

10000 =9 -1 111 41

Dividieren wir nun Vielfache von 10; 100; 30=9- 343

1000 usw. mit Rest durch 9, so bleiben 700=9- 77 47
die gleichen Vielfachen von 1 als Rest. 5000=9- 55545

Es soll festgestellt werden, ob die Zahl

7146 durch 9 teilbar ist. Um diese Frage

zu beantworten, zerlegen wir die gegebene

Zahl folgendermaBen: 7146 = 7000 + 100 4 40 + 6

7000=9-777+ 7

100=9- 1141
40=9- 44 4

Nun bilden wir auf beiden Seiten die 6=9- 046

Summen und erhalten: 7146 =9-792 418

Die Summe 18 der Reste ist eine durch 9 teilbare Zahl. Ebenso ist 9 - 792 durch
9 teilbar, wie es die Form 9 - x dieses Produktes zeigt. Damit ist aber auch die
Summe 9 - 792 4 18 = 7 146 durch 9 teilbar.

Die Teilbarkeit einer beliebigen Zahl durch 9 héngt nur davon ab, ob dieSumme
der Reste durch 9teilbar ist. Diese Reste werden aber auch von den Grundziffern
der gegebenen Zahl dargestellt, ihre Summe nennen wir Quersumme.
DieQuersumme von 7146 istalso7 +1 4+ 4 4+ 6 =18,

SATZ: Alle Zahlen, deren Quersumme durch 9 teilbar ist, sind durch 9 teilbar.
Alle anderen Zahlen sind nicht durch 9 teilbar.

Ebenso wie bei der Division mit Rest durch 9 lassen die Zahlen 10; 100; 1 000
usw. auch bei der Division mit Rest durch 3 den Rest 1.

18



Durch die gleiche Uberlegung, wie sie im Beispiel 16 durchgefihrt wurde,
finden wir einen Satz fir die Teilbarkeit einer Zahl durch 3.

SATZ: Alle Zahlen, deren Quersumme durch 3 teilbar ist, sind durch 3
teilbar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 3 teilbar.
Alledurch 6 teilbaren Zahlen b lassen sichin der Form 6 - x = b darstellen. Das
ist dasselbe wie 23 - x = b. Diese Zahlen sind also sowohl durch 2 als auch
durch 3 teilbar. Umgekehrt 1Bt sich aber auch jede natiirliche Zahl b, diedurch
2 und durch 3 teilbar jst, in der Form

2.3.x=b
darstellen. Es gibt also dann eine natiirliche Zahl x, so daB gilt:

6.x=hb.
Durch Zusammenfassen der Sétze fir die Teilbarkeit durch 2 und durch 3 ergibt
sich ein Satz fir die Teilbarkeit einer Zahl durch 6.
SATZ: Alle Zahlen, die gerade sind und deren Quersumme durch 3 teilbar

ist, sind durch 6 teilbar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 6 teilbar.
Aufgaben a 61 bis 72

14 Beziehungen zwischen Mengen

Wie wir wissen, ist jede Zahl, die durch 4 teilbar ist, auch durch 2 teilbar. Wenn
wir nun die Menge aller durch 4 teilbaren Zahlen mit Ms und die Menge aller
durch 2 teilbaren Zahlen mit M, bezeichnen, so kénnen wir sagen:

Jede Zahl a, die Element von M, ist, ist auch Element von M;, d. h.:
Wenn a € My, s0 a e M,.
M, =0, 4 8 12 16 20,...)

l | |

| |
M, =0, 2 4, 6 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22,..)

Umgekehrt gibt es aber Zahlen in My, die nicht Element von My sind. Das kdn-
nen wir mit den Worten ,,nicht jede durch 2 teilbare Zahl ist auch durch 4 teil-
bar* feststellen.
Wir sagen_M; ist eine Teilmenge von M; und schreiben dafiir:

Mic M, (Iies: M, ist Teilmenge von M;).
Bild A 2 veranschaulicht diese Beziehung
zwischen den Mengen M, und M.
In ihm sind die Mengen als Fldchen dar-
gestellt,von denen die eine Teilfldcheder
anderen ist. Die Form und die GroBe
dieser Flachen kann beliebig gewdhlt
werden, wenn nur diejenige Fldche, die
die Teilmenge Ms von My veranschaulicht,
ganz innerhalb der Fldche liegt, die die
Menge M, darstellt.
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@ Veranschauliche durch Diagramme die Beziehungen zwischen folgenden

Mengen!

a) Menge der durch 3 teilbaren Zahlen; Menge der durch 9 teilbaren Zahlen
b) Menge der durch 3 teilbaren Zahlen; Menge der durch é teilbaren Zahlen
c) Menge der durch 2teilbaren Zahlen; Menge der durch 6 teilbaren Zahlen

Es soll die Menge M aller ungeraden Zahlen, die zwischen 40 und 45 liegen, und
die Menge N aller Primzahlen zwischen 40 und 45 gebildet werden.

M = {41, 43}

N = {41, 43}

Wir stellen fest, daB M und N dieselben Elemente enthalten. Wir sagen: ,,Die
Mengen M und N sind gleich*, und schreiben:
M = N.
Bei der Gleichheit von Mengen kommt es nicht auf die Reihenfolge ihrer Ele-
mente an. So ist z. B. {2, 7, 9} dieselbe Menge wie {7, 2, 9}.

Aufgaben a 73 bis 78

Gemeinsame Vielfache — gemeinsame Teiler

15 Zerlegen natiirlicher Zahlen in Primfaktoren

Wenn wir eine Zahl in Faktoren zerlegen, die s@mtlich Primzahlen sind, so
sprechen wir von einer Zerlegung in Primfaktoren.

Bei der Zerlegung in Primfaktoren beginnen wir am besten mit der kleinsten
Primzahl unter den Teilern dieser Zahl.

Zerlegung in Primfaktoren

= 2 - ? =2 - 3
[ e
<2 -3 -7 | <2 -2 - B
- [~
=2 -3 -7 “e - 2@ ..
=2 .2 -2 -3 -3

A3

Es soll die Zahl 315 in Primfaktoren zerlegt werden.

Da 315 ungerade ist, enthélt 315 nicht den Teiler 2. An der Quersumme 9 erken-
nen wir aber, daB 315 durch 3 teilbar ist. Die Zahl 3 ist also in diesem Fall die
kleinste Primzahl unter den Teilern dieser Zahl.
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315 = 3-105
N\
=3:3:35
e
=3.3-5:7
3M5=3-3:57
Ahnlich wie bei der Zerlegung einer Zahl in Primfaktoren kénnen wir auch

Zahlen in Summanden, die alle Primzahlen sind, zerlegen. Dabei gibt es ver-
schiedene Méglichkeiten:

a)18= 5+13=7+1

b)30=11+19= 7 + 23
S A

=245 4+5474+1
Im Gegensatz dazu gilt fiir die Zerlegung in Primfaktoren der folgende Satz:
Jede natirliche Zahl 1Bt sich nur auf eine einzige Art in Primfaktoren zer-
legen.
Dabei wollen wir von der Reihenfolge, in der die Primfaktoren aufgeschrieben
werden, absehen.
Aufgaben a 79 bis 82

16 Primfaktorenzerlegung in Potenzschreibweise

Aus der Zerlegung einer Zahl in Primfaktoren kénnen wir alle Primzahlen in
der Menge ihrer Teiler sofort ablesen; denn das sind ja gerade die in der Zer-
legung auftretenden Primzahlen.

Wir kénnen diese Primzahlen zu einer Menge zusammenfassen.

a) Menge der Primzahlen unter den Teilern von 42: {2, 3,7}

b) Menge der Primzahlen unter den Teilern von 72: {2, 3}

c) Menge der Primzahlen unter den Teilern von 315: (3,5, 7)

Ermittlung der Teiler

- 2.2:2:3°3 = 2-3% 2 und 3§

2:2+2-3-3 =~ 4 -8B 4 und 18
= 2-2-2-3-3 = 8 3 8 ud 9
= 2:2-2+3°3 = 2% 3 2% und 3
* 2:+2-2+3+:8 = R~§ 2 wd §
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Wir kénnen durch die Primfaktorenzerlegung einer Zahl aber nicht nur die
Primzahlen unter ihren Teilern feststellen, sondern auch ermitteln, welche weite-
ren Teiler diese Zahl hat, indem wir auf alle méglichen Arten die Primfaktoren
zu Produkten zusammenfassen.

Es sollen die Teiler der Zahl 72 ermittelt werden (Bild A 4). Die ibrigen, noch
mdglichen derartigen Zusammenfassungen ergeben keine neuen Teiler. AuBer
den gefundenen Teilern hat 72 natiirlich noch die Teiler 1 und 72.

Die Menge der Primzahlen unter den Teilern von 72 ist also eine Teilmenge der
Menge aller Teiler dieser Zahl.

Bei der Zerlegung in Primfaktoren kdnnen gleiche Primzahlen auch mehrmals
als Faktoren auftreten. Ein Produkt mit gleichen Faktoren kénnen wir in ab-
gekiirzter Form schreiben.

a)2:2:2=2° (lies: zwei hoch drei)

b)3-3-3-3 =234 (lies: drei hoch vier)

In dieser Form geschriebene Produkte heiBen Potenzen. Die kleine hoch-
gesetzte Zahl heiBt Exponent. Die untenstehende Zahl heiBt Basis. Der Expo-
nent gibt an, wie oft die Basis als Faktor zu setzen ist.

Mit Hilfe der Potenzschreibweise kénnen wir die Primfaktorenzerlegungen
kiirzer schreiben.

a) 315=32-5-7 b) 72 = 2% - 32 c) 432 =243
Aufgaben a 83 bis 88

17 Gemeinsame Teiler und gemeinsame Vielfache

Eine natirliche Zahl kann Teiler auch von zwei oder von mehr als zwei natiir-
lichen Zahlen sein.

a) 4ist Teiler von 20, denn 20 = 4 -5, also 4| 20.
4 ist Teiler von 32, denn 32 = 4-8, also 4|32.
AuBer den Zahlen 20 und 32 gibt es noch andere Zahlen, die den Teiler 4
besitzen, z. B. 4, 16, 80, 104.

b) Die Zahl 7 ist Teiler z. B. von 21, 35, 63, 147, 4 711.

Eine natiirliche Zahl, die Teiler von zwei oder von mehr als zwei Zahlen
ist, heiBt gemeinsamer Teiler dieser Zahlen.

Da die Zahl 1 Teiler einer jeden Zahl ist, ist sie auch stets gemeinsamer Teiler
zweier beliebiger Zahlen. Wir wollen sie deshalb bei der Aufzdhlung gemein-
samer Teiler nicht auffihren.

Natiirliche Zahlen, die auBer 1 keinen gemeinsamen Teiler haben, heiBen
zueinander teilerfremd.

Eine natirliche Zahl kann Vielfaches auch von zwei oder von mehr als zwei
natirlichen Zahlen sein.
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Die Zahl 72 ist Vielfaches der Zahl 6; denn es gilt:

72=12-6
Die Zahl 72 ist aber auch Vielfaches der Zahl 8, denn es gilt:
72=9-8

AuBer der Zahl 72 gibt es noch weitere Vielfache der Zahlen 6 und 8, z. B.:
96; 240; 24; 120.
Gib weitere Vielfache von 6 und 8 an! Wieviel Vielfache dieser Zahlen gibt es?
Eine natiirliche Zahl, die Vielfaches von zwei oder von mehr als zwei
natiirlichen Zahlen ist, heiBt gemeinsames Vielfaches dieser Zahlen.
Da die Zahl 0 Vielfaches (némlich das Nullfache) von jeder Zahl ist,ist die Zahl 0
auch gemeinsames Vielfaches von 6 und 8. Die Zahl 0 ist also stets gemein-
sames Vielfaches zweier beliebiger Zahlen. Daher wollen wir bei der Bildung
gemeinsamer Vielfacher die 0 nicht beriicksichtigen.

Aufgaben a 89 bis 94

18 Das kleinste gemeinsame Vielfache (k. g. V.)

Unter allen gemeinsamen Vielfachen der Zahlen 6 und 8 gibt es ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches, ndmlich die Zahl 24. Es gibt zwar noch kleinere
Vielfache von 6 und auch kleinere Vielfache von 8, aber kein kleineres gemein-
sames Vielfaches.

In den folgenden Tabellen erkennen wir die Vielfachen und das kleinste ge-
meinsame Vielfache der Zahlen 6 und 8. ’

Vielfache von 6 12 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Vielfache von 8 12 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Vielfache von 6 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
Vielfache von 8 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Wir kénnen auch gemeinsame Vielfache von mehr als zwei Zahlen bilden.
Es sollen gemeinsame Vielfache von 4, 9 und 10 ermittelt werden.
a) 180 = 45-4=20-9=18-10
b) 360 = 90-4=40-9=236-10
€) 720 =180 4=80-9=72-10
Auch hier gibt es beliebig viele gemeinsame Vielfache; denn jedes Vielfache von
180 ist wieder gemeinsames Vielfaches von 4, 9 und 10.
Fir die Zahlen 4, 9 und 10 ist 180 das kleinste von allen gemeinsamen Viel-
fachen.
DEFINITION: Das kleinste gemeinsame Vielfache (k.g.V.) gegebener natiir-
licher Zahlen ist die kleinste von Null verschiedene Zahl, die durch alle
gegebenen Zahlen teilbar ist.

Aufgaben a 95 und 96
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19 Ermitteln des k. g. V.

Das Produkt gegebener Zahlen ist stets ein gemeinsames Vielfaches dieser
Zahlen, aber meistens nicht das kleinste gemeinsame Vielfache.

Ein gemeinsames Vielfaches von 6 und 8istz. B. 6-8 =48, das k. g. V. aber
ist 24.

ir das k. g. V. mehrerer Zahlen!

1. Schritt: Zerlege die 6=2-3

gegebenen Zahlen in Primfaktoren! 8=2-2-2

2, Schritt: Schreibe die Produkte 6=2-3 =23
in Potenzschreibweise! 8=2-2.-2=23

3. Schritt: Schreibe von den 6=2-3 =2-3
Potenzen mit gleicher Basis jeweils 8=2-2:2=2°
die mit dem gréBten Exponenten 2.3
heraus!

(Primfaktoren, die nur einfach und nicht als Potenzen auftreten, werden in jeder
Spalte einmal ausgewdhlt.)

Da die Zahl 8 im k. g. V. als Faktor enthalien sein muB, missen wir 23 fir das Bil-
den des k. g. V. auswdhlen,

Weiterhin muB aber auch die Zahl 6 im k. g. V. als Faktor enthalten sein, d. h., das
k.g.V. muB die Faktoren 2 und 3 enthalten. Der Fakior 2 ist schon in der bereits
ausgewdhlten Potenz 2* enthalten. Deshalb brauchen wir nur noch den Faktor 3 zu
beriicksichtigen.

4. Schritt: Bilde das Produkt der 6=2-3 =2-3
ausgewdhlten Potenzen! 8=2:2-2=2°
k.g. V. 29.3=12

Dieses Verfahren ist besonders zweckmaBig, wenn man das k. g. V. gréBerer
Zahlen berechnen will.

Es soll das k. g. V. von 840; 126 und 225 ermittelt werden.
840=2-2-2-3:-5-7=2°-3 -5 .7

126 =2-3-3-7 =2-3 .7

225=3-3-5-5 = 3252
k.g.V.: 23.32.52.7 =12600

Die Zahl 12 600 ist ein gemeinsames Vielfaches der gegebenen Zahlen. 12 600
ist aber auch das kleinste gemeinsame Vielfache. Wiirden wir auch nur einen
Primfaktor fortlassen, so wire die gefundene Zahl nicht mehr ein gemein-
sames Vielfaches der gegebenen Zahlen. Streichen wir aus der Zahl 12 600
z. B. einen Faktor 2, so ist die Potenz 2° und damit die Zahl 840 nicht mehr als
Faktor in der Zahl 12 600 enthalten.

Beim Kiirzen von Briichen miissen wir solche Zahlen finden, durch die Zahler
und Nenner teilbar sind. Diese Zahlen miissen also gemeinsame Teiler von
Zéghler und Nenner sein.
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Es soll der Bruch 2 gekiirzt werden.

Dazu suchen wir alle gemeinsamen Teiler von 56 und 84.

Teiler von 56 1,2, 4 7; 8 14 28 56
EEEEET - >

Teilervon84 | 1; 2; 3; 4; 6; 7; 12; 14; 21; 28; 42; 84

Gemeinsame

Teiler 2; 4; 7; 14; 28

Damit haben wir die Zahlen gefunden, durch die wir % kiirzen kénnen.

36 kijrzen durch 2: 2 32 kiirzen durch 14: +
35 kiirzen durch 4: 4t 3% kiirzen durch 28: %
35 kiirzen durch 7: &

Unter allen gemeinsamen Teilern von 56 und 84 ist die Zahl 28 der gréBte ge-
meinsame Teiler.

Wir kénnen sagen:

Der grofte gemeinsame Teiler (g.g. T.) gegebener natiirlicher Zahlen ist die
groBte Zahl, die alle gegebenen Zahlen teilt.

Wenn wir einen Bruch scweit wie méglich kirzen wollen, um im Zghler und
Nenner méglichst kleine Zahlen zu erhalten, miissen wir den gegebenen Bruch
durch den g.g.T.von Zéhler und Nenner kiirzen. Im gekiirzten Bruch sind dann
Zghler und Nenner zueinander teilerfremd.

Zum Ermitteln des g.g.T. gegebener Zahlen brauchen wir nicht .alle ge-
meinsamen Teiler dieser Zahlen aufzusuchen. Ahnlich wie bei der Berechnung
des k. g. V. kénnen wir ndmlich auch den g. g. T. mit Hilfe der Primfaktoren-
zerlegung finden.

Aufgaben a 97 bis 104
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B. Gebrochene Zahlen
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1 Der Bruchbegriff

Um Bruchteile von Ganzen angeben zu kénnen, haben wir aus den natiirlichen
Zahlen Briiche gebildet.

DEFINITION: Ein in der Form ,, ¢ geschriebenes Paar natirlicher Zah-

b

len a und b (b == 0) heiBt (gemeiner) Bruch. Die Zahl a heiBt Zdhler, die
Zahl b Nenner des Bruches.
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Der Nenner eines Bruches gibt an, in wieviel gleiche Teile ein Ganzes geteilt
wurde. Der Zaghler gibt an, wieviel solcher Teile durch den Bruch gegeben sind.

ol

B1

Briiche, bei denen der Zdhler kleiner als der Nenner ist, heiBen echte Briiche.
Alle anderen Briiche heiBen unechte Briiche.

Gib Beispiele fur unechte Briiche an!

DEFINITION: Man erweitert einen Bruch mit einer von 0 verschiedenen
natiirlichen Zahl,indem man Zéhler und Nenner dieses Bruches mit dieser
Zahl multipliziert.

Man kiirzt einen Bruch durch eine von 0 verschiedene natiirliche Zahl,
indem man Zéhler und Nenner dieses Bruches durch diese Zahl dividiert.
Jeder Bruch kann mit einer beliebigen von 1 verschiedenen Zahl erweitert
werden. Aber nur solche Briiche, deren Zéhler und Nenner nicht teilerfremd
sind, kénnen durch eine von 1 verschiedene Zahl gekiirzt werden.

Aufgaben b 1 bis 4

2 Gebrochene Zahlen

Um festzustellen, ob zwei gegebene Briiche durch Kiirzen oder Erweitern aus-
einander hervorgehen, benutzen wir folgenden Satz

SATZ: Wenn fir Briche % und % (b=+0undd==0)
a-d=b-c gilt,
so gehen sie durch Kiirzen oder Erweitern auseinander hervor.
Gilt jedoch a-d=+b-c,
so gehen sie nicht durch Kisrzen oder Erweitern auseinander hervor.

s | 5 a-d b-c | 5 a-d bigs
T % 20 20 2|+ 14 12
9 6 5 S

2] 8 18 18 i3 40 35

5 20 18 9

I 20 20 i || s 36 45
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Alle Briiche, die durch Kiirzen oder Erweitern auseinander hervorgehen,
fassen wir zu einer Klasse zusammen.

DEFINITION: Alle Briche, die durch Kirzen oder Erweitern auseinander
hervorgehen, bilden eine Klasse. Jede solche Klasse heiBt gebrochene Zahl.
Wenn wir z. B. von der ,,gebrochenen Zahl 3 sprechen, so meinen wir also
diejenige Klasse von Briichen, in der u. a. der Bruch 1, aber auch die Briiche Z,
2 usw. liegen.

Sprechen wir von dem ,,Bruch 3, so meinen wir nur das aus den natirlichen
Zahlen 1 und 2 gebildete geordnete Paar.

Die verschiedenen Briiche 3 und % geben dieselbe gebrochene Zahl an, also

dieselbe Klasse von Briichen. Wir kénnen deshalb schreiben: % = %

Héufig wird zur Angabe einer gebrochenen Zahl derjenige Bruch benutzt,
dessen Zdhler und Nenner teilerfremd sind.

Das Kiirzen oder Erweitern eines Bruches bedeutet, daB man von diesem Bruch
zu einem anderen Bruch aus derselben Klasse Ubergeht, d. h. dieselbe gebro-
chene Zahl durch einen anderen Bruch angibt (Bild B 2).
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B2

Bezeichnen wir die Menge der gebrochenen Zahlen etwa mit R¥, so gilt z. B.:
1 .0
FERY SeR%

Um gebrochene Zahlen an einem Zahlenstrahl darzustellen, gehen wir folgen-
dermaBen vor:

Wir tragen vom Anfangspunkt eines Strahls aus eine Strecke mit beliebiger
Ldnge ab (Einheitsstrecke). An den Anfangs- bzw. Endpunkt dieser Strecke
schreiben wir die Briiche % bzw. 1 zur Bezeichnung der entsprechenden ge-
brochenen Zahlen. Von dem Endpunkt der Einheitsstrecke ausgehend, tragen
wir Strecken mit derselben Ldnge fortlaufend ab und schreiben an die erhaltenen
Punkte der Reihe nach die Briiche 2, 2, £, usw. (Bild B 3). Durch Abtragen von
Bruchteilen der Einheitsstrecke finden wir entsprechend die Punkte, die be-
liebigen anderen gebrochenen Zahlen zugeordnet sind. Dadurch wird jeder

gebrochenen Zahl ein Punkt des Strahls zugeordnet.
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Im Bild B 4 sind nur solche Briiche zur Angabe der entsprechenden gebrochenen
Zahlen benutzt, bei denen Zdhler und Nenner teilerfremd sind.

A 11 1 1 1 1 1] 1 1 11 1 1
o 111 3 1 3 M2 3z 44 85
1 432 4 1 2 1M1 7 8 11 4 1
B4

Aufgaben b 5 bis 10

3 Dezimalbriiche

Briiche, die die Zahl 10 oder eine Potenz 10" (n € N, n>> 1) als Nenner be-
sitzen, nennen wir Zehnerbriiche. Diese Zehnerbriiche kénnen wir auch als
Dezimalbriiche schreiben, indem wir die Stellentafel des dekadischen Positions-
systems nach rechts erweitern.

108 102 | 10' 1 e T T
e 0 5 0,5
-5 0 5 0 0,50
P 0 1 3 6 0,136
L7 1 2 7 5 8 127,58

Wir kénnen also solche gebrochene Zahlen, die sich durch Zehnerbriiche an-
geben lassen, auch durch Dezimalbriiche angeben. Briiche mit gleichen Nennern
heiBen gleichnamig. Die Stellen eines Dezimalbruches hinter dem Komma
heiBen Dezimalstellen. Gleichnamige Dezimalbriiche haben die gleiche Anzahl
von Dezimalstellen.

Aufgaben b 11 bis 14

Ordnung gebrochener Zahlen

4 Vergleichen gebrochener Zahlen

Wir haben die natirlichen Zahlen durch die Kleiner-als-Beziehung geord-
net. Nun wollen wir auch die gebrochenen Zahlen ordnen und dadurch einen
Vergleich zweier gebrochener Zahlen miteinander méglich machen.

Dabei richten wir uns nach der Darstellung der gebrochenen Zahlen am
Zahlenstrahl. Wie bei den natiirlichen Zahlen soll auch jetzt wieder von zwei
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verschiedenen gebrochenen Zahlen diejenige kleiner genannt werden, der der
auf dem Zahlenstrahl weiter links liegende Punkt zugeordnet ist.

Wir sagen kiirzer: Von zwei verschiedenen gebrochenen Zahlen soll diejenige
die kleinere sein, die auf dem Zahlenstrahl links von der anderen liegt.

Stelle an einem Zahlenstrahl die folgenden gebrochenen Zahlen dar!

6. 10 6.10, 16

DR E 18 h DRTE R R =8 S

Aus dem Verfahren zur Darstellung gebrochener Zahlen am Zahlenstrahl er-
gibt sich, daB von zwei durch gleichnamige Briiche angegebenen gebrochenen
Zahlen nach unserer Festlegung diejenige kleiner ist, deren Bruch den kleineren
Zéhler hat.

Es gilt also:
1 2 2 5 5 6 6 10. i i K 2 5 6 10
0 3<3 3<3 33< 3 3 <5 kirzer: 3<3<3<3< 5
1 3 3 6 6 10 10 16 ., M s A 3 6 10 16
b) #< & <% <% T <3 kirzer: <3< <<

Fiir je zwei gebrochene Zahlen 5 und ¢ aus dem Beispiel 4, fir die ¢ < £ gilt,
giltaucha-b<b-c.

Q) 2< % und 2:3<3-5
b) £< A und 6-4<4-10

Wir legen daher die Ordnung fir gebrochene Zahlen 4 und 4, die durch
Briiche mit beliebigen Nennern b = 0 und d == 0 angegeben sind, folgender-
maBen fest:

DEFINITION: Wenna-d< b-c, so soll gelten % < %
b0,
Wenn a-d> b-¢, so soll gelten o > 5 diﬂ
Wenn a-d = b-c, so soll gelten - = 5
a) %<%. denn 5- 8< 8- 7 (40< 56)
b) <o denn 7-13<11- 9 (91< 99)
) 2>, denn 55> 3-3 (5> 9
d)—131=%. denn 17-12 = 3-68 (204 = 204)

Durch Definition 5 haben wir den Vergleich gebrochener Zahlen also auf den

Vergleich natirlicher Zahlen zuriickgefihrt.

Fir zwei beliebige gebrochene Zahlen ¢ und 5 gilt immer nur einer der drei

Fille: <4 $=49/ 3> 7-
Aufgaben b 15 bis 18
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5 Der Hauptnenner

Wir kénnen gebrochene Zahlen erst dann addieren oder voneinander sub-
trahieren, wenn sie durch gleichnamige Briiche angegeben sind.

Es istimmer méglich, gegebene gebrochene Zahlen durch gleichnamige Briiche
anzugeben.

5 2 und £ sollen durch gleichnamige Briche angegeben werden.

DIe gegebenen Klassen im Bild B 5 enthalten auch Briche, die jeweils die
gleichen Nenner huben Zu den Briichen -5 und 12 gehen wir dadurch iber,
daB wir 2 mit 4 und 3 mit 3 erweitern. Daruber hlnuus gibt es belieblg v:ele
weitere Bruche aus dlesen Klassen mit gleichen Nennern, z. B.: 2% und -

2 ynd 42 2 ynd -

Unter diesen Nennern gibt es jeweils einen kleinsten. Das ist das k. g. V. der
Nenner der gegebenen Briiche.

DEFINITION: Das k. g. V. der Nenner gegebener Briiche heiBt der Haupt-
nenner (HN) dieser Briche.

Das Bild B 6 veranschaulicht diesen Sachverhalt fir drei gegebene Briiche.

Bé6

Will man Briiche gleichnamig machen, so ist es meist zweckmdBig, sie auf den
Havuptnenner, d. h. auf den kleinsten gemeinsamen Nenner, zu bringen.

Die Briiche -, = und 5 sollen gleichnamig gemacht werden.
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Ermitteln des Hauptnenners:
Erweiterungsfaktoren:

=225 =22 -5 2:3=6 A
1.4 2

2%=2-2:2-3=23 5 Z_m

60=2-2:3-5=22-3-5 2 Hal

HN: 2°.3:5=120

Mitunter lassen sich Briche auch durch Kurzen gleichnamig machen.

Die Briiche 2, 2 und - 2 sollen gleichnamig gemacht werden.
B =3 (gekirzt durch 5)
A =7 (gekrzt durch 3)
=1 (gekurztdurch 4)

Aufgaben b 19 bis 28

6 Gebrochene Zahlen und natiirliche Zahlen

Wie wir wissen, kdnnen wir uns beim Vergleichen gebrochener Zahlen, die
durch gleichnamige Briche dargestellt sind, auf das Vergleichen der Zdhler
dieser Briche beschrdnken. Wir kénnen daher beim Vergleichen gebrochener
Zahlen auch wie im folgenden Beispiel vorgehen.

Es sollen 3 und 31 miteinander verglichen werden.

Der Huupfnenner beider Briche ist 14.

Wir gehen in der Klasse des ersten Bruches zu dem Bruch mit dem Nenner 14
Uber (Bild B 7).

Nun vergleichen wir 12 und 13- miteinander und stellen fest: 33 < i

Wir wollen nun diejenigen gebrochenen Zahlen betrachten, die durch Briche
mit dem Hauptnenner 1 darstellbar sind. Dazu vergleichen wir einen Zahlen-
strahl, auf dem die natiirlichen Zahlen veranschaulicht sind, mit einem Zahlen-
strahl, der die gebrochenen Zahlen veranschaulicht.

Jeder gebrochenen Zahl, die sich durch einen Bruch mitdem Nenner 1 angeben
l&Bt, entsprlcht eine natirliche Zahl und umgekehrt. Dabei ist der gebrochenen
Zahl 7 die natirliche Zahl a zugeordnet. Diese gebrochenen Zahlen verhalten
sich belm Vergleichen wie die ihnen zugeordneten natiirlichen Zahlen (Bild B8).
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g 1 2 3 & & & 7 8 9§ 10 1

7 7 1 1 1 1 1 7 7 1 7 7

B8
Gebrochene Zahlen $<3 < | 4<d |82 13
Natiirliche Zahlen 0<5 | 2<3 | 4<8 | 6>0|7>5

Wenn wir gebrochene Zahlen miteinander vergleichen, kénnen wir deshalb
von jetzt an z. B.
4 5 2 5 1 0 1

4 statt 1, 2< Fstatt $ < 5 oder 0 < 5 statt T < 155
schreiben.
SATZ: Beim Vergleichen verhalten sich gebrochene Zahlen, die sich durch
Briche mit dem Nenner 1 angeben lassen, wie die ihnen zugeordneten
natirlichen Zahlen.

Nach Satz 7 kénnen die natirlichen Zahlen und die ihnen zugeordneten ge-
brochenen Zahlen beim Vergleichen gegenseitig ersetzt werden (Bild B 9).
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T T

L
T
5 6 7
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B9
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8
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,\,l‘\,\‘._

Gebrochene Zahlen, die sich durch echte Briiche angeben lassen, heiBen echt
gebrochene Zahlen. Gebrochene Zahlen, die sich durch unechte Briiche an-
geben lassen, heiBen unecht gebrochene Zahlen. Alle echt gebrochenen
Zahlen sind kleiner als alle unecht gebrochenen Zahlen, denn die echt ge-
brochenen Zahlen sind kleiner als 1, und die unecht gebrochenen Zahlen sind
gréBer als 1 oder gleich 1.

Gebrochene Zahlen in Dezimalbruchdarstellung vergleichen wir, indem wir die
Dezimalbriiche zunéchst gleichnamig machen und dann diese ohne Beriick-
sichtigung des Kommas wie natirliche Zahlen vergleichen.

Es sind zu vergleichen:

a) 12,4 und 13,38 b) 7,08 und 7,3
Gleichnamig machen: Gleichnamig machen:
12,40 und 13,38 7,08 und 7,30
Es gilt: 12,40 < 13,38, d. h. Es gilt: 7,08 < 7,30, d. h.

1240 - 133, I8 - 130,
100 100 ’ 100 100 *
denn 1240 < 1338, denn 708 < 730,
also 12,4 < 13,38. also 7,08 < 7,3.

Aufgaben b 29 bis 58
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Zusammenfassung:

Gebrochene Zahlen ¢ und 5 (b = 0, d == 0) kénnen verglichen werden,

a) indem man die Produkte a - d und b - ¢ vergleicht,

b) indem man sie durch gleichnamige Briiche darstellt und deren Zéhler ver-

gleicht.
Gebrochene Zahlen, die durch Dezimalbriiche gegeben sind, werden
gleichnamig gemacht und ohne Bericksichtigung des K wie natiirliche

Zahlen verglichen.

Von zwei verschied gebroch Zahlen liegt auf dem Zahlenstrahl die
kleinere links von der gréBeren.

Alle gebrochenen Zahlen, die sich durch Briiche mit dem Nenner 1 angeben
lassen, kénnen beim Vergleichen durch natiirliche Zahlen ersetzt werden.
Die Zahl 0 ist die kleinste gebrochene Zahl.

Addition und Subtraktion gebrochener Zahlen
7 Die Addition gebrochener Zahlen

Die Addition gebrochener Zahlen wird durch die folgende Definition auf die
Addition natiirlicher Zahlen zuriickgefihrt.

DEFINITION: Gebrochene Zahlen werden addiert, indem man zu ihrer
Angabe gleichnamige Briiche wihlt und nur deren Zéhler addiert. Den
gemeinsamen Nenner behdlt man bei.

TEE =S w0

7 25 28 25 + 28 53
ntwv = wte= w — @

Im Bereich der gebrochenen Zahlen ist die Addition stets ausfiihrbar, da wir
gebrochene Zahlen stets mit gleichnamigen Brichen angeben und die im
Zdhler stehenden natiirlichen Zahlen stets addieren kénnen.

Briiche mit dem Nenner 0 stellen keine gebrochenen Zahlen dar. Wiirde z. B.
2 eine gebrochene Zahl darstellen, so wire die Forderung sinnvoll, auch die
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Summe % + —g— zu berechnen. Dazu miBten wir die Erweiterung von Briichen
mit Null zulassen, da wir diese Briche nicht anders gleichnamig machen kénn-
ten. Der ,,Hauptnenner* wére némlich Null. Wenn wir aber mit Null erweitern
dirften, kénnten wir alle Briiche auf die Form 3 bringen. Dann wiirden alle
Briiche in derselben Klasse wie der Bruch  liegen. Es géibe also nur eine einzige
gebrochene Zahl. Das ist aber sinnlos und steht auch im Widerspruch zu
unserer praktischen Erfahrung.

Wie im Bereich der natUrlichen Zahlen gelten fur die Addition gebrochener
Zahlen folgende Sétze, die wir nur durch Beispiele erldutern, aber nicht be-
weisen.

SATZ: In einer Summe gebrochener Zahlen mit zwel Summanden sind die
Summanden vertauschbar.

TtS=5+% (b+0,d=0) (Kommutativitdt der Addition)
5 7 15 14 15 4+ 14 14 4 15 14 15 7 5
stw=wtw=—=w ~—=w “wtw=wts

SATZ: Die Reihenfolge von zwei Additionen gebrochener Zahlen ist be-
liebig.

(F+5)+5=5+(F+F=1+5+% (b+0,d=0,f+0)
(Assoziativitidt der Addition)

FHi)+e="+e =T = =+ S =3+ (5+7)

Aufgaben b 59 bis 74

8 Die Subtraktion gebrochener Zahlen

Die Subtraktion gebrochener Zahlen legen wir so fest, daB sie wie bei den
natirlichen Zahlen die Umkehrung der Addition ist.
DEFINITION: Gebrochene Zahlen werden subtrahiert, indem man zu
ihrer Angabe gleichnamige Briche wéhit und nur deren Zdhler subtra-
hiert. Den gemeinsamen Nenner behélt man bel.

T-5-F G40

Die Subtraktion gebrochener Zahlen 5 und ¢ ist nur ausfihrbar, wenn die
Subtraktion der natiirlichen Zahlen a und ¢ ausfihrbar ist, also wenn ¢ nicht
gréBer als a ist. Das bedeutet aber, daB auch bei den gebrochenen Zahlen der

Subtrahend & nicht gréBer als der Minuend § sein darf.
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)3—5="5 =33
11 7 5 14 55 — 14 41

D T—w=m " ®w~" =‘:F

¢) & — 2 nicht ausfhrbar, da - T (10-9<13:7).
Das zeigt sich auch, falls wir zu rechnen beginnen:
107 %0 91 _ 9%0—9

B ST = (90 — 91 ist nicht ausfuhrbar).

Auf Grund der Definition 11 ist auch im Bereich der gebrochenen Zahlen die
Subtraktion die Umkehrung der Addition, wie das folgende Beispiel zeigt.

Wir Uberprifen die Aussage:

x _3 1 x 1 _3
5 =T bedeutet dasselbe wie |+ =7 .

s R
Nun ist T—a—u T =72 dlso y=-.

Setzen wir 1, fur 7 als Summanden ein, so erhalten wir

W+13='i§z'+ R T R
Also bedeutet auch die Subtraktion gebrochener Zahlen, wie im Bereich der
natirlichen Zahlen, die Bestimmung des zweiten Summanden aus der Summe
und einem gegebenen Summanden.

Aufgaben b 75 bis 86

9 Addieren und Subtrahieren gebrochener Zahlen
in verschiedenen Darstellungen

Auch wenn die gebrochenen Zahlen in Form von Dezimalbriichen gegeben
sind, kénnen wir die Addition und die Subtraktion gebrochener Zahlen auf die
entsprechenden Rechenoperationen mit natirlichen Zahlen zurtckfihren. Das
Rechnen mit gebrochenen Zahlen in Dezimalbruchform wollen wir kinftig auch
kirzer ,,Rechnen mit Dezimalbriichen' nennen.

Es soll folgende Summe berechnet werden.

0,5 + 1,25 + 0,018 Wir machen zundchst gleichnamig:
0,500+ 1,250+ 0,018 Gehen wir nun zu Zehnerbrichen Uber,
so erhalten wir:
1250 _ 500 + 1250 + 18
1ooo + Tooo + Tow +1ooo =

Die Addition der natirlichen Zahlen im Zdhler kénnen wir schriftlich aus-
fihren:

500 Wir erhalten also 7% = 1,768.
1250
+ 18
1768
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Zum gleichen Ergebnis gelangen wir, wenn wir die gleichnamigen Dezimal-
briiche untereinander schreiben und diese wie natirliche Zahlen addieren:
0,500
1,250
+ 0,018
1,768

Da Nullen beim Addieren keinen EinfluB auf die Teilsummen haben, kénnen
wir auch schreiben:

0,5

1,25

+ 0,018

1,768
Wenn wir Dezimalbriiche addieren wollen, schreiben wir die Summanden so
untereinander, daB Stellen mit dem gleichen Stellenwert jeweils untereinander
stehen. Das bedeutet, daB Komma unter Komma stehen muB. Wir addieren
stellenweise wie bei den natiirlichen Zahlen. Im Ergebnis setzen wir das Komma
zwischen dieselben Stellen wie in den Summanden.

Bei der Subtraktion von Dezimalbriichen verfahren wir wie bei der Addition:

a) 34,56 — 13,478 34560  b) 1647 —65321 —12,05 164,700
— 13,478 — 65,321

21,082 — 12050

87,329

Manchmal sollen gebrochene Zahlen addiert werden, von denen einige durch
gemeine Briiche, andere durch Dezimalbriiche gegeben sind.

a) 2 43,87 + § + 0,004

Hier kénnen wir alle auftretenden gemeinen 0,4
Briiche als Dezimalbriiche schreiben. 3,87
1,125
+ 0,004
5,399

b) 134+ 2 ++ +28
Hier kénnen wir nicht alle gemeinen Briiche als Dezimalbriiche schreiben.
Der Bruch 7 liegt ndmlich in einer Klasse, in der keine Zehnerbriiche ent-
halten sind.
Deshalb schreiben wir umgekehrt die Dezimalbriiche als gemeine Briiche.

7 4 7 4 28
Bh+s+5+28="C+ 1+ 5+
__ 402+70+2+8 _ 580
D
Bh+T+5+28=2
Gebrochene Zahlen, die sich durch Briiche mit dem Nenner 1 angeben lassen,
verhalten sich bei der Addition und bei der Subtraktion wie die ihnen zugeord-

neten natiirlichen Zahlen (Bild B 11).
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L 1 1 L L
o 12 3 &' '5 6§ 7 & 3§ W 1
11 1317 1 1891 173 1 1 17 17 831
4 Z 2 5 4
B 11
Gebrochene Zahlen :—+%=% T+“—z=% 2 __’1l=$
Natiirliche Zahlen 1+6=7 9412 =21 42 —27 =15

SATZ: Bei der Addition und bei der Subtraktion verhalten sich gebrochene
Zahlen, die sich durch Briiche mit dem Nenner 1 darstellen lassen, wie die
ihnen zugeordneten natiirlichen Zahlen.

Auf Grund von Satz 12 kénnen die natiirlichen Zahlen und die ihnen zugeord-
neten gebrochenen Zahlen beim Addieren und Subtrahieren gegenseitig ersetzt
werden (Bild B 12).

! ol " Il L PR | n 1 1
- 1 v T T % ¥ T U 1 % 1
0 31 14 2 33l 24wk 5 T 6
B 12

Unecht gebrochene Zahlen werden in der Praxis manchmal als sogenannte
»gemischte Zahlen'* geschrieben.

52 (lies: ,,Fiinf zwei Drittel"') bedeutet 5 + 1. Es gilt also:
sj=S+3=f+i-¥+i-%

Durch gemischte Zahlen vermeidet man unnétig groBe Zéghler. AuBerdem
kann man gebrochene Zahlen in dieser Schreibweise leichter vergleichen. So
erkennt man sofort, daB z. B. 14 2 zwischen 14 und 15 liegt. In der Darstellung
%5 derselben Zahl erkennt man dies nicht ohne weiteres.

Die gemischten Zahlen sind keine neue Art von Zahlen. Es handelt sich vielmehr
um eine andere Schreibweise gebrochener Zahlen.

) ph3+r=2ty =g
THsti=tw
b) 75 + 5+ Uberschlag: 8 4+ 6 = 14
Tp45y =124 B
=124+
/=130
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s =2
=% 60
232
=%
Aufgaben b 87 bis 114
Zusammenfassung:

Um gebrochene Zahlen zu addieren bzw.zu subtrahieren, stellt man sie
durch gleichnamige Briche dar und addiert bzw. subtrahiert deren Zéhler.
Der gemeinsame Nenner wird beibehalten. Die Subtraktion ist nur ausfuhr-
bar, wenn der Subtrahend nicht gréBer als der Minuend ist.

Gebrochene Zahlen, die durch Dezimalbriche gegeben sind, werden
unter Bericksichtigung der Stellenwerte (Komma unter Komma) wie natir-
liche Zahlen addiert bzw. subtrahiert.

Die Addition gebrochener Zahlen ist kommutativ und assoziativ.
Gebrochene Zahlen, die durch Briiche mit dem Nenner 1 darstellbar sind,
kdnnen beider Addition und bei der Subtraktion durch natiirliche Zahlen er-
setzt werden.

Multiplikation und Division gebrochener Zahlen

10 Die Multiplikation gebrochener Zahlen

Belm Vergleichen, Addieren und Subtrahieren verhalten sich die gebrochenen
Zahlen, die sich durch Briche mit dem Nenner 1 angeben lassen, wie die
natUrlichen Zahlen. Mit ihnen konnten wir also beim Vergleichen, Addieren
und Subtrahieren wie mit natirlichen Zahlen umgehen.

Wir wollen nun die Multiplikation so festlegen, daB sich diese gebrochenen
Zahlen auch wieder durch die natiirlichen Zahlen ersetzen lassen.

Die gebrochenen Zahlen 4 und £ sollen multipliziert werden.

4.5

. —'
Ty

1 1

Da 45 =20 gilt, setzen wir fest: 4.3 =2

Nach diesem Beispiel kann man zundchst denken, daB sich fir dle Multiplikation
eine dhnliche Regel ergibt wie fir die Addition. Das Ergebnis 2 kénnen wir ja
dadurch erhalten, daB wir die Zdhler der gegebenen Briiche mulﬂpllzleren und
den gemeinsamen Nenner 1 beibehalten.

Wir k6nnen aber die gegebenen gebrochenen Zahlen z. B. auch durch die
Briiche & und 4> angeben. Multiplizieren wir nach der vermuteten Regel, so

erhalten wir: %. _172 = 80
Der Bruch & gibt aber nlcht dieselbe gebrochene Zahl wie der Bruch 2 an.

Daher ist dle vermutete Multiplikationsregel nicht verwendbar.
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Nun kénnen wir aber das Ergebnis 2 aus + und £ auch dadurch erhalten, daB
wir sowohl die Zdhler als auch die Nenner mltelnander multiplizieren. Gehen
wir Jetzt zu anderen Darstellungen der gegebenen Zahl iber, so erhalten wir
auf diese Art stets dasselbe Ergebnis.

4 5 _ 4 20 20 25 _20.25 _ 50 _ 20
T 7570719 5 5 LER e S i
8 10 _8.10 _8 _ 20 12 3 _ 12.35 420 _ 20
22 T 2.2~ 4 1 3 e TR A’ ;i

Wir setzen deshalb fest:
DEFINITION: Gebrochene Zahlen werden multipliziert, indem man je-
wells die Zéhler und die Nenner der darstellenden Briche multipliziert.

.. S=7=5 (b+0,d=0)

Zeige, daB auf Grund der Definition 13 die Multiplikation gebrochener Zahlen
uneingeschrdnkt ausfihrbar ist!

Es ist zweckmdBig, vor dem Ausrechnen der Produkte so weit wie méglich zu

kirzen.
Gemischte Zahlen wandeln wir vor dem Multiplizieren in unechte Briiche um.

56 15 56 . 15 7.5 35
Q5

4 8
R e R T e T

Aufgaben b 115 bis 134

11 Multiplizieren gebrochener Zahlen in Dezimalbruch-
darstellung

Um eine praktische Regel fir die Multiplikation von Dezimalbriichen zu ge-
winnen, gehen wir zu Zehnerbrichen Uber.
46 . 27 46 . 27 1242
a) 4,627 =51 = 50— = oo = 12:42
721 308 721 - 308
b) 0,721 0,308 = <55 * To06 = Toovoon” = 0:222068
Q17,3129 =1L B _ [BE 5P 501,99

Diese Belisplele weisen einen Weg fir eine bequeme Methode:

SATZ: Man multipliziert Dezimalbriche miteinander, indem man sie zu-
ndchst ohne Ricksicht auf das Komma wie natirliche Zahlen multipliziert.
Das Komma setzt man so, daB das Ergebnis so viel Dezimalstellen hat wie
die beiden Faktoren zusammen.

Auf diese Weise vereinfachen sich die drei Rechnungen im Beispiel 25.
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a) 4,6-2,7 b) 0,721 - 0,308 c) 17,31-29

92 2163 3462
322 5768 15579
12,42 0,222068 501,99

Wenn wir nach der Multiplikation das Komma setzen wollen, so miissen wir
manchmal vor das Ergebnis noch Nullen schreiben, um die richtige Anzahl von
Dezimalstellen zu erhalten.

0,051 - 0,003
0,000153

Dagegen kénnen wir Nullen fortlassen, die hinter der letzten von Null ver-
schiedenen Dezimalstelle stehen. Das bedeutet nichts anderes, als daB das End-
ergebnis gekiirzt wird.

Begriinde das, indem du das Produkt 8,64 - 14,5 berechnest!
Kirze das Ergebnis!

Besonders einfach ist die Multiplikation von Dezimalbriichen mit 10; 100;
1000 usw.

3,78 - 10 = 37,80 37,8

3,78- 100 = 378,00 378

3,78- 1000 =3780,00 = 3780

3,78 -10 000 = 37 800,00 = 37 800

SATZ: Man multipliziert einen Dezimalbruch mit 10, 100, 1000, ..., indem
man das Komma um 1, 2, 3, ... Stellen nach rechts versetzt.

Aufgaben b 135 bis 138

12 Kommutativgesetz, Assoziativgesetz, Distributivgesetz

Wir haben die Multiplikation gebrochener Zahlen so festgelegt, daB die folgen-
den Sdtze gelten. Wir wollen diese Sétze hier nicht beweisen, sondern nur an
Beispielen erldutern.

SATZ: Bei der Multiplikation verhalten sich gebrochene Zahlen, die sich
durch Briiche mit dem Nenner 1 darstellen lassen, wie die ihnen zugeord-
neten natirlichen Zahlen.

Auf Grund von Satz 16 kénnen die natirlichen Zahlen und die ihnen zugeord-
neten gebrochenen Zahlen beim Multiplizieren gegenseitig ersetzt werden.
Im folgenden Beispiel wird 3 durch 2 ersetzt.

7 7 3 21 2 b 4 7-3 2
v 3=5-7=7%: kirzer T 3=—5=3



Ebenso wie im Bereich der natirlichen Zahlen gelten auch im Bereich der ge-
brochenen Zahlen die Kommutativitdt und die Assoziativitdt der Multiplika-
tion sowie die Distributivitét fir die Multiplikation einer Summe.

Den Beweis dieser Behauptung wollen wir hier nicht fiihren.

SATZ: In einem Produkt gebrochener Zahlen mit zwei Faktoren kénnen
die Faktoren vertauscht werden.

% . %=% . % (Kommutativitit der Multiplikation)
3.7 _3.7_7.3_7 3

9 ris=rm s —"%

b) 75-013 =7 X % .7 _013-75

SATZ: Die Reihenfolge von zwei Multiplikationen gebrochener Zahlen ist
beliebig.

E & 22 (5 =05 =0

(Assoziativitdt der Multiplikation)

b) (83 - 12.4) - 0,25 = (35 - %) o5

0 10 100
_ 8 (1% 25)
=10 ( 10 100

(8,3-12,4) - 0,25 =8,3- (12,4-0,25)

SATZ: ¢ - (S+ 3 =0 -S+5 F (Distributivitat)
7 4 2 7 4 7 2
Felptg=5 -3+g-3

Zum Nachweis rechnen wir die beiden Seiten aus:

7 4 2 7 36 10 7 4 7 2 28 14
v Ft+3)=3(w+wm) 35t s=wtw
I 46 252 70

=3'% =75 t 1

7 4 2 322 L4 4 3 2 322

T+ = sty =

SATZ: Es gilt fir beliebige gebrochene Zahlen -:-:

a - &

—5--0=0 und -1 =4

5 5 0 5.0 0

7 0=5 -5=57=5=0

5 fmleita Sl 8

9 =9 T TTe9 1T 9

Aufgaben b 139 und 140
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Zusammenfassung:

Gebrochene Zahlen, die durch gemeine Briche gegeben sind, werden multi-
pliziert, indem man jeweils die Zdhler und die Nenner der Briiche multi-
pliziert.

Gebrochene Zahlen in Dezimalbruchdarstellung multipliziert man wie
natirliche Zahlen. Das Produkt hat so viel Dezimalstellen wie beide Faktoren
zusammen.

Die Multiplikation gebrochener Zahlen ist uneingeschrdnkt ausfihrbar.

Die Multiplikation gebrochener Zahlen ist kommutativ und assoziativ. Multi-
plikation und Addition sind durch das Distributivgesetz verbunden.
Gebrochene Zahlen, die sich durch Briche mit dem Nenner 1 angeben lassen,
kénnen bei der Multiplikation durch natirliche Zahlen ersetzt werden.

13 Die Division gebrochener Zahlen

Vertauschen wir in einem Bruch, dessen Zghler ungleich Null ist, Zdhler und
Nenner, so erhalten wir wieder einen Bruch. Jeder der beiden Briiche stellt eine
gebrochene Zahl dar, die ungleich Null ist.

2

1
3 und

3 4
und , ;

7 7
701 7und 3

DEFINITION: Ist : eine von Null verschiedene gebrochene Zahl (also
a | 0und b | 0),so heiit die gebrochene Zahl ,:, das Reziproke der gebro-

chenen Zahl §-.

SATZ: Das Produkt aus einer beliebigen von Null verschiedenen gebro-
chenen Zahl und ihrem Reziproken ist gleich 1.
a b a-b

Beweis: ; - =3 —=1 (a+0,b+0)

Die Division im Bereich der gebrochenen Zahlen soll wieder die Umkehrung
der Multiplikation in diesem Bereich sein.

x

Essollenalso = =2 . ¢ und = . < =< dasselbe bedeuten.
Y b d y ] b

Es soll der Quotient > = 2 % berechnet werden.

x 5 x 5

T=ar § bedeutet 5 L=

Wir miissen also die Zahl finden, die mit 2 multipliziert - ergibt.

Da das Produkt einer jeden gebrochenen Zahl auBer Null mit ihrem Rezi-
proken gleich 1 ist, ist - - 3 die gesuchte Zahl.

3 d=iB Y=d 1=



v

wle

Es gilt also & = &

“w

Aus und X = 5. 3 folgt -3 :%:i .

<[Ix
=
olm

k)
Wile in diesem Beispiel setzen wir allgemein fest:

DEFINITION: Gebrochene Zahlen werden dividiert, Indem man den Divi-
denden mit dem Reziproken des Divisors multipliziert.

TiE=2 = (b+0,c40,d0)

8,5_8 9 _8.9_8-3 2%
)3 =7 T E =1 5=3

1,4 _ 17 8% _ 17 5 _17.5 1.5 _ 5
bbgibs=F'FT=0 w=Tm=711=%

Aufgaben b 141 bis 154

14 Ausfihrbarkeit der Division gebrochener Zahlen

SATZ: Bei der Division verhalten sich gebrochene Zahlen, die man durch
Brilche mit dem Nenner 1 angeben kann, wie die ihnen zugeordneten
natirlichen Zahlen.

Auf Grund von Satz 24 kénnen die natiirlichen Zahlen und die ihnen zugeord-
neten gebrochenen Zahlen beim Dividieren gegenseitig ersetzt werden.

7 T t— % P _7_' = il ____7‘
O gid=gi5=5 g=7 kirzer $:3=g5=13

L3612 36 _ 12 13 _ 13, . L% _ 12.13
B)12: = : g=— =5 kirzer 12: 35 =5~

. 2 _ 0 2_ 9 3_0 _
C)O‘G_T's’_T z'_z_o

Fir jede gebrochene Zahl {- - 0 gilt, ebenso wie im Beispiel 35¢, 0: § = 0.

Durch die Definition 23 wird im Bereich der gebrochenen Zahlen jede Division
auf eine Multiplikation zuriickgefiihrt. Da aber die Multiplikation gebrochener
Zahlen uneingeschrankt ausfihrbar ist, kénnen wir jetzt jede Divisionsaufgabe
(mit Ausnahme der Division durch Null) I6sen. Es gilt also allgemein:

SATZ: Im Bereich der gebrochenen Zahlen ist die Division mit Ausnahme
der Division durch Null uneingeschrénkt ausfilhrbar.

Durch die Zahl Null kénnen wir ebenso wie bei den natirlichen Zahlen nicht
dividieren.

45



a) Der Dividend ist ungleich 0.
3= 2:0; das bedeutet - 0 = 2. Eine solche gebrochene Zahl > glbtes
aber nicht.

b) Der Dividend ist gleich 0.

5 =0:0; das bedeutet - 0 = 0. Das gilt aber fiir alle gebrochenen Zahlen.

15 Die natirlichen Zahlen als Teilbereich der gebrochenen
Zahlen

Die gebrochenen Zahlen, die durch Briiche mit dem Nenner 1 darstellbar sind,
verhalten sich beim Vergleichen und bei allen Rechenoperationen wie natiir-
liche Zahlen. Deshalb kénnen wir diese gebrochenen Zahlen durch die ihnen
zugeordneten natiirlichen Zahlen ersetzen. Umgekehrt kdnnen wir auch alle
natiirlichen Zahlen durch die entsprechenden gebrochenen Zahlen ersetzen.

I=R_N_5-1 pocy P<h2<h P<F
9F<T1E<TiH<i

B Fpmpiegong k6 0 Gl
e .3i—6-4_¢.5 9 2: % —90:18=10:72

Suche in allen Beispielen noch andere jeweils gleichwertige Schreibweisen!

Nach dem Ersetzen eines Teils der gebrochenen Zahlen durch die ihnen zu-
geordneten natiirlichen Zahlen kénnen wir sagen (Bild B 13):

Die natijrlichen Zahlen bilden einen Teilbereich der gebrochenen Zahlen.

Natiirliche Zahlen - Teilmenge der gebrochenen Zahlen

ap

Bereich der natiirlichen Zahlen  Bereich der gebrochenen Zahlen ™

Nun kénnen wir jede Division natirlicher Zahlen auch als Division gebroche-
ner Zahlen schreiben.

3:8=3:7=7"5=

3.5 8 =3
5 also 3:8=3

e
|
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Danmit ist jede Division natirlicher Zahlen (auBer die Division durch Null)
innerhalb des Bereichs der gebrochenen Zahlen ausfiihrbar.

Oder umgekehrt: Jeder Bruch kann als Quotient natiirlicher Zahlen geschrieben
werden.

Es gilt also fur beliebige natirliche Zahlen a und b (b = 0):

Da wir einen Bruch beliebig erweitern oder kiirzen kénnen, dirfen wir auch
stets in einem Quotienten den Dividenden und den Divisor mit derselben Zahl
multiplizieren oder durch dieselbe Zahl dividieren.

a)l=i=£=’—33 und 2:3=4:6=6:9=20:30

by 2 =121=2 und 24:6=12:3=4:1=4

Die gebrochenen Zahlen bilden also einen Bereich, in dem wir uneingeschrénkt
addieren, multiplizieren und dividieren (auBer durch 0) diirfen, ganz gleich, ob
dabei Zahlen auftreten, die aus dem Teilbereich der natiirlichen Zahlen stam-
men oder nicht. Ebenso wie im Bereich der natirlichen Zahlen kénnen wir
aber gebrochene Zahlen nur dann subtrahieren, wenn der Subtrahend nicht
gréBer als der Minuend ist.

16 Die Dichtheit des Bereichs der gebrochenen Zahlen

lede natiirliche Zahl hat einen Nachfolger. Zwischen einer natiirlichen Zahl
und ihrem Nachfolger liegt keine weitere natiirliche Zahl.

Jedoch gilt:

Keine gebrochene Zahl hat einen Nachfolger.

Die Zahl 45 hui keinen Nachfolger.
So kann z. B & nicht Nuchfolger von - sein; denn wir kénnen Zahlen er-
mitteln, die zwischen % und £ liegen. Wir bilden z.B. das arithmetische
Mittel von % und &
) 0 5 _ 3
(w+):2=w:2=% =7
Esgilt: H<2 (7:4<10-3) und 2<E (3-10<4-8),
also: T <i<S (BildB14).

Nun kénnfen wir das arithmetlsche Mittel von - und % bilden, um zu zeigen,
daB auch 2 nicht Nachfolger von - ist.

Auf diese Welse kénnen wir fir ]ede beliebige gebrochene Zahl, die gréBer als
- ist, nachweisen, daB sie nicht Nachfolger von -7- ist. Das bedeutet, daB -Z-
keine gebrochene Zahl als Nachfolger hat.
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Wenn wir mit der Berechnung der urnhmeiischen Mlﬂel genigend lange fort-
fahren, kénnen wir zeigen, daB zwischen 7 und -5 beliebig viele gebrochene
Zahlen ,.elngeschoben sind.

Das gilt nicht nur fir % und &, sondern fir zwei beliebige gebrochene Zahlen.
Wir sagen dazu: Die gebrochenen Zahlen liegen Uberall dicht.

17 Variable fiir gebrochene Zahlen

Bisher haben wir kleine Buchstaben als Variable fir natirliche Zahlen ver-
wendet, d. h., der Grundbereich der Zahlen, die wir fir die Variablen einsetzen
konnten, war der Bereich der natiirlichen Zahlen. Damit wollten wir deutlich
zeigen, daB die Briiche aus zwei natirlichen Zahlen, dem Zdhler und dem
Nenner, bestehen. Das hatte jedoch den Nachteil, daB die Eigenschaften der
Rechenoperationen nur sehr unibersichtlich mit Hilfe von Variablen aufge-
schrieben werden konnten.

Wir wollen deshalb jetzt Buchstaben als Variable fir gebrochene Zahlen ver-
wenden, d. h., an Stelle der Variablen ,,a", ,,b", ,,c*, ,,x", ,.,y*", ,,z'"* usw. kénnen
wir jetzt die Zeichen fiir gebrochene Zahlen wie ,, 3 oder ,,0,3" schreiben.
Meist sagt man dafir kiirzer:

Fir die Variablen kénnen wir jetzt gebrochene Zahlen einsetzen.

Der Grundbereich der Variablen ist also der Bereich der gebrochenen Zahlen,
der den Bereich der natiirlichen Zahlen als Teilbereich umfaBt.

a b a+b a:b a<b
7 7 5 26 13 7 5 76 21 N
T % 7ts=% =73 7 E =75 =5 nein
03+ L =055 03:1=03-%
0,3 —1“— N nein
=3 =12
8 808 8 8 1
8 o+ 8= w:8=10 T
o 8 1 la
=8,08 =1




Die Eigenschaften der Rechenoperationen kénnen wir nun folgendermaBen
formulieren.
Fir beliebige gebrochene Zahlen a, b, c gilt:

a+b=>b+a a-b=b-a
(@+b)+c=a+(b+c) (@-b)y:c=a-(b-¢c)

a-(b+c)=a-b+a-c

Wir hatten festgestellt:
Wir kénnen an Stelle von Briichen auch Quotienten aus natiirlichen Zahlen mit
einem Divisionsdoppelpunkt schreiben, z. B. % = 537.
Diese Tatsache hatten wir unter Verwendung von Variablen fiir natiirliche
Zahlen formuliert.
Wir setzen nun fest: Fiir beliebige gebrochene Zahlen a und b (b == 0) soll gelten:

+ =a:b

Q

. e
P b=2

ol

=72:5 =20
=7°'%

m|m|va[\|

a

Es ist Ublich, auch jetzt,,
nen nicht um Paare natiirlicher Zahlen handelt, da ,,a"* und ,,b" ja Variable fir
gebrochene Zahlen sind. Oft spricht man auch von einem ,,Doppelbruch*’. Man
muB unbedingt das Gleichheitszeichnen neben denjenigen Bruchstrich setzen,
der a und b trennt (Hauptbruchstrich), da sonst Fehler entstehen, wenn Zghler
und Nenner nicht beide natiirliche Zahlen sind.

a=T7; b=4

einen Bruch zu nennen, obwohl es sich im allgemei-

F=—=1:4

N

Dagegen: = =7:

e =14 Hier gilt:a =7; b=

Da wir fiir beliebige gebrochene Zahlen a und b (b == 0) den Bruchstrich in +
durch das Divisionszeichen ,,:* ersetzen kénnen, bedeutet die Erweiterung
des Bruches ¢ mit einer gebrochenen Zahl, daB Dividend und Divisor in a: b
mit derselben Zahl multipliziert werden.

a) 7:4=14:8=70:40 b) 13,753: 21,45 =137,53: 214,5 =1 375,3: 2145
Den Satz: ,,Keine gebrochene Zahl hat einen Nachfolger* kénnen wir nunmehr
mit Hilfe der Variablen fiir gebrochene Zahlen und unter Verwendung des
Zeichens ,,R* fir die Menge der gebrochenen Zahlen auch folgendermaBen
formulieren:

Gilt ac R*und b € R* und a < b, so gibt es stets mindestens ein ¢ mit c € R*
unda<c<b.

Wir sagen auch: Die gebrochene Zahl ¢ liegt zwischen den gebrochenen

Zahlen a und b.
Aufgaben b 155 bis 178
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18 Dividieren gebrochener Zahlen in Dezimalbruch-

darstellung

Ahnlich wie bei der Multiplikation kénnen wir auch bei der Division von ge-
brochenen Zahlen eine bequeme Regel anwenden, falls die gebrochenen Zahlen
als Dezimalbriche gegeben sind.

Die folgenden Beispiele zeigen, wie wir bei der Division von Dezimalbriichen
vorgehen miissen. Dabei betrachten wir zundchst nur Félle, in denen der Divisor
eine natirliche Zahl ist.

a)

b)

50

296,48 : 17 Uberschlag: 300: 20 = 15

.49 _ 29648 17 _ 29648
296,48:17 w0 "1 T 100-17

Den letzten Bruch kiirzen wir durch 17:
296,48:17 = ——’9"1’&: 7 = 1B 17,44,

Schriftliche Rechnung

ohne Komma mit Komma
29 648:17 = 1744 296,48:17 = 17,44
126 126
74 74
68 , 68
0 0
17,5: 4 Uberschlcg: 16:4 =4
415 & s
175:4 =20, 2 15

Wir kénnen den letzten Bruch nicht durch 4 kiirzen, da 175 nicht durch 4 teil-
bar ist. Deshalb erweitern wir zundchst mit 100 und kiirzen dann durch 4:

17.5:4 = 173008 _ 475 _ 4 375

Schriftliche Rechnung

ohne Komma mit Komma
17 500: 4 = 4 375 17,500: 4 = 4,375
15 15
30 730
20 20
0 "o

Wir kénnen diese Division auch ausfiihren, ohne den Dezimalbruch vorher
zu erweitern, d. h., ohne im Dezimalbruch die Nullen anzufiigen. Es geniigt,
die Nullen bei den entsprechenden Teildivisionen zu schreiben.



17,5: 4 = 4,375
16
15
12
T30 <
28
720 <
20
0
Wenn der Dividend ebenfalls eine natiirliche Zahl ist, kénnen wir ebenso wie
im Beispiel 46 verfahren; denn eine natirliche Zahl kénnen wir auch als Dezi-
malbruch schreiben, dessen Dezimalstellen alle gleich Null sind.

13 = 13,0 = 13,00 = 13,000 usw.

13:8
13:8 =% ? %= 11~Ja = ul)zow-oe == 13103:013 =% =1625
Schriftliche Rechnung
ohne Komma mit Komma
13000:8 =1 625 13:8 =1,625
50 750 «
20 720 -
40 40 <
0 0
Bei der Division eines Dezimalbruches durch einen Dezimalbruch multiplizieren
wir den Dividenden und den Divisor mit 10, 100, ..., so daB das Komma im
Divisor beseitigt wird.
a) 5,25:1,5 Uberschlag: 6:2 =3

Wir multiplizieren den Dividenden und den Divisor mit 10:
5,25:1,5 =52,5:15.
Jetzt kdnnen wir wie im Beispiel 45 b weiterrechnen.
52,5:15=35
75
0
b) 4,97 : 12,425 Uberschlag: 5:10 = 0,5
Wir multiplizieren den Dividenden und den Divisor mit 1000:
4970:12425 = 0,4
49700
To
Man dividiert einen Dezimalbruch durch einen Dezimalbruch wie folgt:

(1) Man beseitigt zunéchst das Komma im Divisor, indem man Dividend
und Divisor mit 10, 100, ... multipliziert.
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(2) Man dividiert nun den Dividenden wie eine natirliche Zahl.
(3) Im Quotienten wird das Komma gesetzt, wenn die Einer des Dividenden
dividiert worden sind.
Besonders einfach ist die Division durch 10, 100, 1000 usw.
4264 : 10 = 42,64
426,4: 100 = 4,264
426,4: 1000 = 0,4264
426,4:10000 = 0,04264
Man dividiert durch 10, 100, 1000, . . ., indem man das Komma im Dezimal-
bruch um 1, 2, 3, ... Stellen nach links versetzt.
Aufgaben b 179 und 180

Gemeine Briiche und Dezimalbriche

19 Endliche und unendliche Dezimalbriiche

Wie wir wissen, kénnen wir Briiche, die durch Erweitern oder Kiirzen in Zeh-
nerbriiche iibergehen, auch als Dezimalbriiche schreiben.

a) 3 ist als Dezimalbruch b) 32 ist als Dezimalbruch
zu schreiben zu schreiben.
3 113 2825
B 1000 = 0375 T = 1o = 2825

Wir kénnen fir solche Briiche die Dezimalbruchdarstellung auch dadurch
erhalten, daB wir die Briiche als Quotienten schreiben und diese nach den
Regeln fiir die Division von Dezimalbriichen ausrechnen.

2-3:8 18— 113: 40
3:8 =0375 113;40 = 2825
3 330
60 100
40 7200

0 0

Auch Briiche, die sich nicht zu Zehnerbriichen erweitern lassen, kénnen wir als
Quotienten schreiben, z. B.: % = 2:9. Wir versuchen, diese Division auszufijh-
ren:

SIS lo[n
N
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Dieses Verfahren bricht im Gegensatz zu den friheren Beispielen nie ab, denn
wir erhalten bei jeder folgenden Teildivision den Rest 2. Daher ergibt sich
intmer wieder die Ziffer 2 in den folgenden Dezimalstellen. Die drei Punkte
hinter der letzten geschriebenen 2 sollen dies andeuten.

Der Bruch 2 1dBt sich also nicht wie bisher in einen Dezimalbruch verwandeln.
Durch die folgenden Ungleichungen kdnnen wir jedoch zeigen, wie man sich
mit Dezimalbriichen Schritt fir Schritt der gebrochenen Zahl Z beliebig weit
néhern kann.

02 =2 <!< & =03, da 2: 9<10-2vund
2-10< 9-3

Entsprechend kann man prifen:

022 =& <l< 45 =02

0222 = 2 <1< {5 =022

9

0,2222 = 222~ 1 < 12 _0,2223

10000 9 10000

So kénnen wir fortfahren und dabei feststellen, daB einerseits jeder Dezimal-
bruch, dessen Dezimalstellen alle gleich 2 sind, immer kleiner als % ist, so viel
Dezimalstellen wir auch bericksichtigen. Andererseits Ubertreffen wir jedesmal
%, wenn wir die letzte Dezimalstelle auch nur um 1 von 2 auf 3 erhéhen.
Einerseits kann also % nicht gleich einem Dezimalbruch sein, der endlich viele
Dezimalstellen 2 besitzt. Andererseits kann % auch nicht gleich einem Dezimal-
bruch sein, der auch nur eine einzige Dezimalstelle besitzt, die groBer als 2 ist.
Die gebrochene Zahl % kann also erst durch unendlich viele Dezimalstellen, die
alle gleich 2 sind, angegeben werden:

Damit haben wir gefunden:

1=022...
Wir wollen deshalb 0,22. .. auch als Dezimalbruch bezeichnen.

DEFINITION: Ein Dezimalbruch, der entweder vor oder hinter dem
Komma eine letzte von 0 verschiedene Stelle besitzt, heiBt endlicher Dezi-

malbruch.
Ein Dezimalbruch, der keine letzte von 0 verschiedene Stelle besitzt, heiBt

unendlicher Dezimalbruch.

Durch Anwendung des schriftlichen Divisionsverfahrens kénnen wir nun jeden
gemeinen Bruch in einen Dezimalbruch verwandeln.

a) = ist als Dezimalbruch zu schreiben.

Es tritt immer wieder der Rest 8 auf. Daher erhalten wir einen unendlichen

Dezimalbruch mit der stets wiederkehrenden Grundziffer 6'—157— = 0,4166. ..
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5:12 = 0,4166. ..
50
20
80
80

8

b) 2 ist in einen Dezimalbruch zu verwandeln.

117:55 = 2,12727.. .. B =1212727...
70
150
400
150
400
15

Fihren wir weitere Teildivisionen aus, so treten abwechselnd immer wieder die
Reste 15 und 40 auf. Das bedeutet, daB im Ergebnis in den weiteren Dezimal-
stellen fortlaufend die Ziffern 2 und 7 erscheinen.

In den letzten Beispielen sind die Ergebnisse unendliche Dezimalbriiche, in
deren Dezimalstellen bestimmte Grundziffern oder Gruppen von Grundziffern
immer wiederkehren. Diese sich wiederholenden Ziffern heiBen Perioden.
DEFINITION: Ein unendlicher Dezimalbruch, in dessen Dezimalstellen
Perioden auftreten, heiBt periodischer Dezimalbruch.

Die Ergebnisse in den letzten Beispielen sind die periodischen Dezimalbriiche

0:22. ... mit der Periode 2;
0,4166. .. mit der Periode 6;
2,12727.... mit der Periode 27.

Nach der Anzahl der Grundziffern in einer Periode spricht manvon 1;2;3; .. .;
n-stelligen Perioden. So ist in den Dezimalbriichen 0,22... und 0,4166... die
Periode einstellig und im Dezimalbruch 2,12727. .. zweistellig.

Fir periodische Dezimalbriiche gibt es eine abgekiirzte Schreibweise. Man
setzt iber die Ziffern, die eine Periode bilden, einen waagerechten Strich.

Fir 0,22... schreibt man 0,2 (lies:,,Null - Komma — Zwei; Periode
Zwei).

Fir 0,4166. .. schreibt man 0,416 (lies: ,,Null - Komma - Vier — Eins —
Sechs; Periode Sechs").

Fir 2,12727. .. schreibt man 2,127 (lies: ,,Zwei — Komma - Eins - Zwei

- Sieben; Periode Zwei — Sieben*’).
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Fir 12,32534534. ..  schreibt man 12,32534 (lies: ,,Zwdlf - Komma — Drei -
Zwei - Fiinf - Drei - Vier; Periode Finf - Drei - Vier*).

Wir kénnen nunmehr jeden gemeinen Bruch ¢, in dem Zghler und Nenner

teilerfremd sind, durch Ausrechnen des Quotienten a: b in einen Dezimalbruch
umwandeln. Enthdlt der Nenner b nur die Primfaktoren 2 und 5 bzw. Potenzen
dieser Zahlen, so erhalten wir einen endlichen, in allen anderen Féllen einen
periodischen Dezimalbruch.

SATZ: Jeder gebrochenen Zahl ist ein endlicher oder periodischer Dezimal-
bruch zugeordnet.

Umgekehrt kann man jeden endlichen oder periodischen Dezimalbruch in
einen gemeinen Bruch umwandeln.

Fir die endlichen Dezimalbriiche haben wir dazu schon ein Verfahren kennen-
gelernt. Auf die Umwandlung der periodischen Dezimalbriche in gemeine
Briiche wollen wir hier nicht ndher eingehen.

SATZ: Jedem endlichen oder periodischen Dezimalbruch ist eine be-
stimmte gebrochene Zahl zugeordnet.

Es gibt auch unendliche Dezimalbriche, die nicht periodisch sind, z.B.
0,5005000500005.. . . Diese stellen aber keine gebrochenen Zahlen dar.

Aufgaben b 181 bis 188

20 Abbildung gebrochener Zahlen auf dem Zahlenstrahl

Beider Abbildung der gebrochenen Zahlen aufdem Zahlenstrahl wird jeder Zahl
ein Punkt des Zahlenstrahls zugeordnet. Wir kénnen nun die Dezimalbriiche
benutzen, um die Lage eines solchen Punktes auf dem Zahlenstrahl zu be-
schreiben.

Dazu denken wir uns jeden Abschnitt mit der Lénge 1 zwischen zwei aufein-
anderfolgenden natiirlichen Zahlen entsprechend unserem dekadischen Posi-
tionssystem in zehn gleich lange Teilstrecken geteilt, diese wiederum in jeweils
zehn gleich lange Teile usw.

Die Lénge der Teilstrecken betrdgt also nach der ersten Teilung < nach der
zweiten Teilung 135 der Einheitsstrecke usw. (Bild B 15).

Wir kénnen diese Einteilung natirlich nur so weit tatsdchlich aufzeichnen, wie
es die Prézision unserer Zeichengerdte zuldBt. Nach jeder Teilung numerieren
wir die entstandenen Teilstrecken jeweils von 0 bis 9 und schreiben die Nummer
an den linken Endpunkt der betreffenden Teilstrecke (Bild B 15). Die natirliche
Zahl vor dem Komma eines Dezimalbruchs und seine Dezimalstellen sollen nun
der Reihe nach die Nummer derjenigen Strecke mit der Lange 1, - 4 - .-
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angeben, in der der betreffende Punkt liegt. Dabei liegt jede Teilstrecke inner-
halb der durch die vorangegangene Nummer bezeichneten Strecke. Ist der
Dezimalbruch endlich, so gibt er den auf dem linken Endpunkt derjenigen Teil-
strecke liegenden Punkt an, dessen Nummer die letzte von 0 verschiedene
Dezimalstelle ist.

Ist der Dezimalbruch periodisch, so werden die durch die Dezimalstellen an-
gegebenen Teilstrecken immer kirzer, so daB wir den betreffenden Punkt mit
immer groBerer Genavigkeit eingrenzen kénnen. Je mehr Stellen eines periodi-
schen Dezimalbruchs wir also beriicksichtigen, desto genauer kénnen wir die
diesem Punkt zugeordnete gebrochene Zahl angeben.

a) 1,35 (Bild B16a) b) 02 (Bild B 16 b)

a) .]135
0 1 2 E/i Vo 6 7 g
O A HA | ) | . L L .

D
=D
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]
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~
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21 Periodische Dezimalbriche

Bisher haben wir nur solche Aufgaben gel&st, bei denen endliche Dezimalbriiche
auftraten.

Treten in einer Aufgabe periodische Dezimalbriiche auf, so werden diese haufig
gerundet.

Dadurch erhalten wir im allgemeinen nicht das genaue Ergebnis, sondern nur
einen Ndherungswert. Je mehr Stellen des periodischen Dezimalbruchs wir
dabei beriicksichtigen, desto besser ist der jeweilige Néherungswert fir das
genavue Ergebnis.

Auch beim Rechnen mit Dezimalbriichen, die wir als MeBwerte erhalten haben,
erhalten wir nie ein genaues Ergebnis; denn die MeBwerte sind stets mehr oder
weniger ungenau. Es ist daher sinnlos, im Ergebnis mehr Stellen anzugeben, als
der Ausgangswert mit der geringsten Stellenzahl hat.

a) Es soll das Produkt ; 3 - 1,2 berechnet werden.
Berechnung in Berechnung durch Umwandeln
Dezimalbruchschreibweise in gemeine Briche

Auf 5 5 gerundet:

23-12 Wie wir durch Division nach-
T3 prifen kénnen, gilt:
46 =23
2,76
AuBerdem ist:
Wir runden auf 2,8; denn die 6 12=2 =%
in der letzten Stelle tduscht
eine nicht vorhandene Genavig- Wir haben also zu rechnen:
keit vor, wie die folgenden eg= =28

weiteren Ndherungen zeigen.
Auf ) 73 gerundet:
2,33-1,20
233
4660

2,7960
Runden auf 2,80
Auf 9 533 gerundet:
2,333 - 1,200

2333
466600

2,799600
Runden auf 2,800
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b) Es sollen 1,09 und 1,83 multipliziert werden.

Berechnung in Berechnung durch Umwandeln
Dezimalbruchschreibweise in gemeine Briiche

Auf 1,1 und 1,8 gerundet: Es gilt: 42 =1,09;

1118 =198~ 20 B =183

Auf 1,09 und 1,83 gerundet: 109-183=12.4 2

1,09 1,83 =1,9947 ~ 1,99

Auf 1,091 und 1,833 gerundet:
1,091 - 1,833 = 1,999803

B ~ 2,000
c) Es soll 5,7 durch 0,6 dividiert werden.
Berechnung in Dezimalbruch- Berechnung durch Umwandeln
schreibweise in gemeine Briiche
Auf 0,7 gerundet: Es gilt:

10

=814 57:06=73:

—%.3_1m _
~8 =¥ .3_1m _gss,

57:07=57:7 £ =57;2=0%
2
3

Auf 0,67 gerundet:

5,7:0,67 = 570: 67
= 8,507
~ 85

Auf 0,667 gerundet:
5,70: 0,667 = 5700: 667
= 8,5457
~ 8,55
Auf 0,6667 gerundet:
5,700:0,6667 = 57000: 6 667
= 8,54957
~ 8,550
Wenn man den Divisor rundet, so ergibt die Probe nur einen Néherungswert
fir den Dividenden.

@ Fihre die Probe fiir jede Division im Beispiel 52 c) durch!

Es kann auch der Fall eintreten, daB sich bei der Division endlicher Dezimal-
briiche als Quotient ein periodischer Dezimalbruch ergibt. Dann geben wir die
Periode an, falls ihre Stellenzahl nicht zu groB ist und wir sie deshalb nur mit
groBem Rechenaufwand ermitteln kénnen, oder wir runden das Ergebnis auf
die der geforderten Genavigkeit entsprechende Stellenzahl.
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a) 234,36:19,8 Beseitigung des Kommas im Divisor ergibt:
2343,6:198 = 11,836
198
7363
198
1656
1584
720 - Von hier an wechseln die Reste 72 und 126
594 stdndig, so daB wir die Periode 36 erhalten.
1260
1188
T720 <

b) 711,56 : 94

Bei dieser Division ergibt sich ein periodischer Dezimalbruch, dessen Periode
in der dritten Dezimalstelle beginnt und 33 Stellen hat. Wir wollen da-
her das Ergebnis mit derselben Anzahl der Dezimalstellen wie im Dividen-
den angeben, ndmlich zwei. Dazu berechnen wir drei Dezimalstellen und
runden dann.
711,56 : 94 = 7,569 Wir erhalten 711,56 : 94 ~ 7,57.
658
535
470
"656
564
920
846
74

Aufgaben b 189 bis 244
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Einfihrung in die Gleichungslehre

1 Terme, Gleichungen, Ungleichungen

Beim schriftlichen Ausfihren von Rechnungen verwenden wir Schriftzeichen, mit
denen wir Zahlen bezeichnen. So benutzen wir Ziffern, wenn wir eine bestimmte
Zahl bezeichnen wollen, und Buchstaben, die Variablen, wenn wir die betreffende
Zahl noch beliebig aus einem gegebenen Bereich wéhlen kénnen.

Beim Bilden von Summen, Differenzen, Produkten und Quotienten gebrauchen
wir ferner die Zeichen ,,+*, ,,—", ,,-* und ,,:*, die man Operations- oder
Rechenzeichen nennt.

Ziffern, Variable und Zusammensetzungen aus ihnen mit Hilfe der Rechen-

zeichen bezeichnen wir als Terme.

Terme sind z. B.:
w395 00" 8755 LT W27 X W (6 —4): 8
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Beim Ldsen von Aufgaben treten standig Ausdriicke auf, in denen zwei Terme
durch ein Gleichheitszeichen verbunden sind.

Q) 547=12 b)b+x=55 ¢2:-8=2 d)3-x=21

3
DEFINITION: Ausdriicke, in denen zwei Terme durch ein Gleichheits-
zeichen verbunden sind, heiBen Gleichungen. Die Terme heiBlen linke bzw.
rechte Seite der Gleichung.

Neben den Gleichungen kennen wir auch Ausdriicke, in denen zwei Terme
durch eines der Zeichen ,,<<** oder ,,>"* verbunden sind.

a)5+3<12 b)b+x<55 ¢ 2-8>12 d)3.x>18

DEFINITION: Ausdriicke, in denen zwei Terme entweder durch das
Kleiner-als-Zeichen oder durch das GréBer-als-Zeichen verbunden sind,
heiBen Ungleichungen. Die Terme heiBen linke bzw. rechte Seite der Un-
gleichung. )

Bei der Behandlung von Gleichungen und Ungleichungen miissen wir zwei
Félle unterscheiden.

1. Fall: In der Gleichung bzw. Ungleichung kommt keine Variable vor.
a)5+7=12 b) 5=7

54+3<12 15> 2
2. Fall: In der Gleichung bzw. Ungleichung kommt eine Variable vor.
a) 4+x=55 b) 3-x=21

>—x<15 09-x>2
In Gleichungen und Ungleichungen kénnen auch mehr als nur eine Variable
auftreten.

Aufgaben ¢ 1 bis 6

2 Gleichungen und Ungleichungen mit Variablen

Gleichungen oder Ungleichungen, in denen keine Variable auftritt, sind ent-
weder wahre oder falsche Aussagen. So sind die Gleichung und die Unglei-
chung im Beispiel 4 a) wahre Aussagen, im Beispiel 4 b) falsche Aussagen.

Von Gleichungen oder Ungleichungen mit Variablen kénnen wir weder sagen,
daB sie wahr sind, noch daB sie falsch sind. Sie sind keine Aussagen. Wenn wir
aber an Stelle der Variablen Ziffern schreiben, so entstehen entweder wahre
oder falsche Aussagen. Wir wollen wieder kiirzer sagen, daB wir fir die Varia-
blen Zahlen einsetzen.

a) Wir setzen in die Gleichungen 4 + x = 5,5und 3 - x = 21 fiir x Zahlen ein.
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£3 4+ x=55 : J-x=21

0 44+ 0 '=55 falsch 3:0 =21 falsch
% 4+ 3 =55 falsch 3-2 =21 falsch
1.5 44+15=25,5 wahr 3:1,5=21 falsch
7 4+7 =55 falsch 3:7 =21 wahr

b) Wir setzen in die Ungleichungen % —x<15und 0,9 x> 2 fiir x Zahlen
ein.

x 3—x<15 09-x>2

0 % —0 < 1,5 falsch 09:0 > 2 falsch
1 % —1 <15 falsch 09:1 > 2 falsch
2 3—2 <15 wahr 09-2 >2 falsch
2,5 +—25<15 wahr 09-25>2 wahr

DEFINITION: Wird eine Gleichung oder eine Ungleichung durch das Ein-
setzen einer Zahl zu einer wahren Aussage, so sagt man: Diese Zahl erfiillt
die betreffende Gleichung oder Ungleichung.

Welche gebrochenen Zahlen x erfiillen folgende Gleichungen?

Q) 2x=6 b)tx=5 2% +1=5 d)9x=6

Gib gebrochene Zahlen x an, die folgende Ungleichungen erfiillen!

e) x<<2 f)3&x<15 g)25x+01<26

Manche Gleichungen bzw. Ungleichungen werden von keiner Zahl, andere von
nur einer Zahl und wieder andere von mehreren Zahlen erfillt.
DEFINITION: Eine Gleichung bzw. Ungleichung mit einer Variablen lésen
bedeutet, alle Zahlen zu finden, die die gegebene Gleichung bzw. Un-
gleichung erfiillen. Jede solche Zahl heiBt eine Lésung der gegebenen Glei-
chung oder Ungleichung.

Die Menge aller Lsungen einer Gleichung oder Ungleichung heiBt deren
Lésungsmenge.

Wenn wir die Lsungen einer Gleichung oder Ungleichung bestimmen wollen,
missen wir wissen, aus welchem Bereich wir Zahlen fir die Variablen ein-
setzen dirfen, d.h., es muB der Grundbereich der Variablen festgelegt sein.
Die Anzahl der Losungen einer Gleichung oder Ungleichung kann ndamlich bei
verschiedenen Grundbereichen unterschiedlich sein.

Wenn wir beim Einsetzen von Zahlen fiir eine Variable z. B. die Einschrdnkung
vornehmen, daB nur natirliche Zahlen eingesetzt werden diirfen, so ergibt
sich hdufig der Fall, daB die Gleichung keine Lésung hat.

Welche natiirliche Zahl x erfiillt die Gleichung 3x = 4?

Es gibt keine natiirliche Zahl, die mit 3 multipliziert 4 ergibt. Die Gleichung ist
im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht I6sbar.
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Im Bereich der gebrochenen Zahlen dagegen hat die Gleichung die Lésung +.

Priife die folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen auf Lésbarkeit! Gib im
Falle der Lésbarkeit die jeweiligen Lésungsmengen an! Beachte den jeweils
angegebenen Grundbereich!

a) 24+x<8 (xeN) b) 5-x =19 (xeN)

) 5-x=19 (x € R¥) d)17>5-x+20 (xeN)

e) 17>5-x+20 (x € R¥)

Damit wir in jedem Fall von der Lésungsmenge einer Gleichung oder Unglei-
chung sprechen kénnen, sagen wir auch, daB die Lésungsmenge einer unlés-
baren Gleichung bzw. Ungleichung kein Element enthilt, oder auch, daB sie leer
ist. So sind z. B. die Lésungsmengen im Auftrag 2 b), d) und e) leer. In jedem
dieser Fdlle handelt es sich um dieselbe Menge. Wir geben ihr einen besonderen
Namen.

DEFINITION: Die Menge, die kein Element enthiilt, heilt leere Menge. Sie
wird mit ,,0¢ bezeichnet.

3 Lésen von Gleichungen der Form ,,a- x = b** (a + 0)

Die Lésung einer Gleichung kann man in einfachen Féllen durch Probieren fin-
den. In den meisten Fllen ist dieses Verfahren jedoch sehr umstdndlich. So wird
man beispielsweise die Lésung der Gleichung

2x — 37,11 = 85,9
kaum durch Probieren finden. Die Lésung ist ndmlich 713,458.

Setze in die Gleichung
2x—37,11 =859
fir x die Zahl 713,458 ein und Uberprife die Aussage!

Das Ermitteln der Lésung einer Gleichung ist besonders einfach, wenn auf der
einen Seite nur die Variable und auf der anderen Seite ein Term ohne Variable
steht.
a) x= %

Wir erkennen sofort, daB Z die Lésung dieser Gleichung ist. Durch Ein-

sefzen ergibt sich namlich die wahre Aussage: - = Z.

3
b) x= "1—5
Wir kénnen den Bruch kirrzen: %% =3

12 3
Durch Einsetzen der Zahl 3 ergibt sich die wahre Aussage: 3 = *22.

Aus jeder gegebenen lésbaren Gleichung 1&Bt sich nun durch Umformen eine
Gleichung der Form ,,x = ¢"* oder ,,c = x"* gewinnen, die dieselbe Lésung wie
die urspriinglich gegebene Gleichung hat. Dieses Umformen bezeichnet man als
Auflgsen der Gleichung nach der betreffenden Variablen oder als Isolieren der

64



Variablen. Diese Variable ist oft der Buchstabe ,,x*, aber auch andere Buch-
staben, wie ,.y*', ,.z", s, Wt WUt v LW, werden verwendet.

Wir wollen Gleichungen der Form ..o x = b" (a - 0) durch Umformen nach
der Variablen ,,x** auflésen.

Die Gleichung 5 x = 35 soll ndch ,,x"* aufgelost werden.

Da die Division die Umkehrung der Multiplikation ist, ist die Gleichung

(1) 5:x =235 gleichbedeutend mit der Gleichung

(2) x=235:5.

Wir erhalten Gleichung (2) aus Gleichung (1), indem wir in dieser beide Seiten
durch 5 dividieren oder, was dasselbe ist, mit % multiplizieren. Wir schreiben
am Ende der Gleichung hinter einem senkrechten Strich auf, welche Rechen-
operation mit beiden Seiten der Gleichung auszufilhren ist.

§-x=35 lis5 oder 5:x=235 |
(5:x):5=235:5 1:5-x=1-35
x=7 x=7

Jetzt kdnnen wir aus der letzten Gleichung sofort ablesen, daB die Zahl 7 Lésung
der gegebenen Gleichung ist, denn 7 = 7 ist eine wahre Aussage. Deshalb be-
trachten wir die gegebene Gleichung als gelést, wenn wir sie auf diese Form
gebracht haben.

Wenn wir uns beim Umformen aber verrechnet haben, dann ist die Lésung der
Endgleichung im allgemeinen nicht Lésung der gegebenen Gleichung. Wir,
setzen daher die aus der Endgleichung abgelesene Lésung stets noch einmal in
die gegebene Gleichung ein, um eine Kontrolle unserer Rechnung durch-
zufihren:  5:7 =35.

Wir sagen: Wir machen die Probe.
Wir erhalten auch hier eine wahre Aussage, also ist die Zahl 7 tatsdchlich
Losung der gegebenen Gleichung.

Es sollen die folgenden Gleichungen gelést werden.

q) %.y=0,3
%.y=0_3 |§. Probe:%-0.1¢=0,3
@ pii=03:3 301 =03
%.y.%=o,3.% 03=03

y =04

3.04=03isteine
wahre Aussage.
Die Losung der gegebenen Gleichung ist also die Zahl 0,4.

b) 0,6t =0,75 Nebenrechnung: Probe:
06t=075 |:06 075:06=75:6=125 06-1,25=0,75
t=1075:0,6 15 0,75 = 0,75
t=125 30
0
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Wir haben in den Beispielen 9 und 10 gesehen:

Beim Lésen von Gleichungen kénnen wir beide Seiten der jeweils gegebenen
Gleichung mit derselben gebrochenen Zahl multiplizieren oder durch dieselbe
Zahl (ungleich Null) dividieren.

Im Bereich der gebrochenen Zahlen kann Jede Division durch eine Zahl a
(a + 0) als Multiplikation mit + aufgefaBt werden. Andererseits kann jede
Multiplikation mit einer Zahl b (b #0) als Division durch { aufgefaBt
werden. Daher kénnen wir sagen:

Wir lésen eine Gleichung a:x=b (a=0):

(1) Wir dividieren beide Seiten dieser Gleichung durch a.

(2) Wir erhalten dann x = b:a oder, anders geschrieben, x = %.

Aufgaben c 25 bis 28

4 Losen von Gleichungen der Form ,,= = b* (a == 0; b + 0)

Mit den in der Lernemhen 3 verwgndeien Rechenoperationen kénnen wir auch
Gleichungen der Form , 5 = b* Iésen. In solchen Gleichungen steht die Variable,
nach der aufgelést . werden soll, im Nenner eines Bruches. Die gebrochenen
Zahlen a und b sollen dabei stets ungleich 0 sein. Daraus folgt, daB auch die

Lésungen solcher Gleichungen ungleich 0 sein miissen.

Es soll die Gleichung 2 = 7 geldst werden.

Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung mit x, d. h. mit derselben ge-
brochenen Zahl, und erhalten dadurch eine Gleichung der Art, wie wir sie in
der Lerneinheit 3 geldst haben.

q -5 |.x Nebenrechnungen: Probe:
017 =5:x|:5 0,17:5 = 0,034 %%:5
0,034 = x 17 5=5

x = 0,034 _20

0,17:0,034 =170:34 = 5
0
b)+ :x =3 |- x Probe

L5, :2 .65
5~ & ‘4 5 Y25 = 4
% B 4.5 _ 5
S ° % 5 16 4
1 5 5
R=x T %%
r=2 fei
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Wir I8sen eine Gleichun % =b (a=0;b=0):

(1) Wir multiplizieren beide Seiten dieser Gleichung mit x.

(2) Wir dividieren dann beide Seiten der entstandenen Gleichung
a=b-xdurchb.

(3) Wir erhalten dann die Gleichung =% oder, anders geschrieben,
x=a:b.

Wenn wir die Lésung einer Gleichung ermittelt haben, fihren wir in jedem

Falle die Probe durch, indem wir die Lésung in die Ausgangsgleichung ein-

setzen. Dadurch vermeiden wir Rechenfehler.

So lésen wir Gleichungen wie =7
Multipliziere beide Seiten mit x! 31=7 |x
3=7-x
Vertausche die Seiten! 7-x=3
Dividiere beide Seiten durch 7! T-x=8 |[:7
x=3
> 3
Mache die Probe! == 7
7
7
3:3=7
T=7
Proportionalitdt u rhéltnisgleichungen

5 Zahlenfolgen

Bei wissenschaftlichen Untersuchungen werden héufig Messungen vorgenom-
men. Wir kennen solche Messungen auch aus dem Physikunterricht. Dort
haben wir z. B., um das Verhalten des Wassers bei Erwérmung kennenzulernen,
in regelméBigen Zeitabstdnden Temperaturmessungen vorgenommen. Um die
MeBergebnisse besser auswerten zu kénnen, ordnet man sie Ubersichtlich in
Form einer Tabelle an.

Wenn wir die Einzelmessungen numerieren, erhalten wir eine Tabelle, die
etwa folgendermaBen aussehen kann:

Laufende
Nummer
der Messung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Temperatur

in °C 49,1 | 56,7 | 62,3 | 70,4 | 80,0 | 88,2 | 94,5 | 98,3 |100,0(100,0
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Durch diese MeBreihe wird jeder Nummer einer Messung, d. h. jeder natiir-
lichen Zahl von 1 bis 10, eine gebrochene Zahl als MaBzahl der betreffenden
Temperatur zugeordnet. Dabei sind die MeBwerte, also die zugeordneten
Zahlen, nicht unbedingt auch natiirliche Zahlen. Das richtet sich nach der jewei-
ligen MeBgenavuigkeit.

Um uns mathematische Kenntnisse anzueignen, die wir bei der Auswertung
solcher MeBreihen bendtigen, wollen wir zundchst von physikalischen o. d. An-
wendungen absehen. Wir betrachten also nur Zahlen und ordnen stets jede
dieser Zahlen wie in der Tabelle oben den natiirlichen Zahlen zu.

a) Jeder natiirlichen Zahl n (n > 0) soll ihre Hélfte zugeordnet werden.

Natiirliche Zahl (n) 1 2 3 4 L3 6 7

Halfte der natiirlichen

2 AR REARREAR:
(%-n) =1 =2 =3

Wir kénnen selbstverstdndlich nicht alle natiirlichen Zahlen und auch nicht
alle ihnen zugeordneten Zahlen aufschreiben.

b) Jeder natiirlichen Zahl n von 1 bis 12 soll die Zahl zugeordnet werden, die
man erhdlt, wenn man die betreffende natirliche Zahl von 20 subtrahiert.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 [10 |11 ] 12

20—n| 19|18 |17 | 16|15 14|13 |12 |11 |10]9 |8

In jedem der Beispiele 13 a) und b) haben alle Zahlen in der unteren Tabellen-
zeile eine Nummer, ndmlich gerade diejenige natiirliche Zahl, der sie jeweils
zugeordnet sind. Wenn wir die zugeordneten Zahlen in der Reihenfolge ihrer
Numerierung aufschreiben, so erhalten wir eine Zahlenfolge. Jede Zahl
einer Zahlenfolge heiBt Glied dieser Zahlenfolge. Die Nummer eines Gliedes
ist diejenige natirliche Zahl, der dieses Glied zugeordnet ist.
Aus den Tabellen im Beispiel 13 entnehmen wir die folgenden Zahlenfolgen.
DLy
7 ist das Glied mit der Nummer 5. Zyr Nummer 13 gehért das Glied .
b) 19;18;17; 16; 15; 14; 13;12;11;10; 9; 8
19 ist das Glied mit der Nummer 1. Zur Nummer 3 gehért das Glied 17.

In der Mathematik spricht man meist nur dann von Zahlenfolgen, wenn jeder
natiirlichen Zahl eine Zahl zugeordnet ist, wenn es also kein letztes Glied in der
Zahlenfolge gibt. Um eine solche Zahlenfolge handelt es sich im Beispiel 14a).
Auch die Dezimalstellen eines periodischen Dezimalbruchs bilden z. B. eine
solche Zahlenfolge. Wir wollen aber auch bei einer endlichen Anzahl von
Gliedern, wie im Beispiel 14 b), von Zahlenfolgen sprechen.

Aufgaben ¢ 33 bis 40

)
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6 Zueinander proportionale Zahlenfolgen

Wir wollen Zahlenfolgen miteinander vergleichen, indem wir jeweils die ein-

ander entsprechenden Glieder der Zahlenfolgen miteinander vergleichen.

Dabei sollen diejenigen Glieder einander entsprechen, die innerhalb der Zah-

lenfolgen die gleiche Nummer haben.

a) 1. Folge: 5; 10; 15; 20; 25; 30 b) 1. Folge: 2;

I L1 I

2 Folge:;;13;1|9;25:31;37 2. Folge: 4;

Beim Vergleichen stellen wir fest:

In beiden Beispielen ist jedes Glied der zweiten Folge gréBer als das entspre-

chende Glied der ersten Folge.

Im Beispiel b) erhalten wir jedes Glied der zweiten Folge durch Multiplikation

des entsprechenden Gliedes der ersten Folge mit 2. Oder umgekehrt: Jedes

Glied der ersten Folge ergibt sich durch Multiplikation des entsprechenden

Gliedes der zweiten Folge mit 4.

Das ist bei den Folgen im Beispiel 15 a) nicht der Fall.

Der Beziehung zwischen den beiden Folgen im Beispiel 15 b) geben wir den

Namen Proportionalitit.

6; 8; 10;12
L]

+12;16; 20; 24

QO =

DEFINITION: Zahlenfolgen heiBen zueinander proportional, wenn sich jedes
Glied der einen Folge aus dem entsprechenden Glied der anderen Folge
durch Multiplikation mit einem einheitlichen Faktor ergibt. Dieser Faktor
heiBt Proportionalitétsfaktor.

Um festzustellen, ob zwei Zahlenfolgen zueinander proportional sind, bilden
wir die Quotienten je zweier entsprechender Glieder. Sind diese Quotienten
alle einander gleich, so sind die Zahlenfolgen zueinander proportional.

Stelle fest, welche der gegebenen Folgen zueinander proportional sind! Gib den
Proportionalitétsfaktor an!

a) 1;2; 3; 4; 5; 6; 7 und b)

%; 2 %; 4;10 und
8;9:10; 11;12; 13; 14 i

30
7250175, 4, 1,8

P67y
Aufgaben c 41 bis 58

7 Zueinander proportionale GréBen

Zueinander proportionale Zahlenfolgen treten sehr hdufig in der Technik und
in den Naturwissenschaften auf.

Eine automatische TaktstraBe bearbeitet eine bestimmte Art von Werkstiicken
(Bild C 1). Jeweils nach einer Stunde sind bei ununterbrochenem Einsatz der
TaktstraBe 30 Werkstiicke fertig. Die folgende Tabelle gibt an, wieviel Werk-
sticke bei diesem Dauerbetrieb jeweils nach 1, 2, 3, ... Stunden fertig sind.
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Arbeitszeit t (in h) 1 2 3 4 5 6 7 8

bearbeitete Werkstiicke n
(in Stiick) 30 | 60 | 90 120 | 150 | 180 | 210 | 240

In dieser Tabelle stehen zwei Folgen von MaBzahlen zweier GréBen. Jeder MaB-
zahl der einen GréBe ist die entsprechende MaBzahl der anderen GréBe zu-
geordnet. Zum Beispiel ist der MaBzahl 5 (in h) die Stickzahl 150 zugeordnet.
Aus der Tabelle entnehmen wir: Die Anzahl der in einer bestimmten Zeit be-
arbeiteten Werkstiicke kann durch Multiplikation der Arbeitszeit mit dem Faktor
30 berechnet werden. Das geht jedoch nur, weil die Arbeitsweise der Maschine
regelméBig ist. Wenn dagegen die TaktstraBe ab und zu angehalten werden
muB und sie demzufolge nicht in jeder Stunde die gleiche Anzahl von Werk-
sticken bearbeitet, so kénnen wir nicht die Anzahl der bearbeiteten Werkstiicke
berechnen. Die folgende Tabelle gibt einen solchen Verlauf wieder.

Arbeitszeit t (in h) 1 2 3 4 5 6 7 8

bearbeitete Werkstiicke n
(in Stiick) 30 | 58 | 72 | 118 | 150 | 193 | 205 | 220

Bei einem regelmdBigen Arbeitspr.ozeB der TaktstraBe kénnen wir die Anzahl
der Werksticke nach der Gleichung berechnen, d. h., die Folge der
MaBzahlen fir die Arbeitszeit und die Folge der MaBzahlen fiir die verrichtete
Arbeit sind zueinander proportional.
Fir 7 Stunden ergibt sich beispielsweise: n =307,

n =210,

also 210 Werkstiicke.
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Sind je zwei beliebig ausgewiihlte Folgen von einander zugeordneten MaB-
zahlen zweier GroBen stets mit dem gleichen (Proportionalitdts)faktor
proportional, so heiBen diese Gréfen zueinander proportional.
Als Zeichen fir die Proportionalitit verwenden wir das Symbol ,~*
(lies: ,,proportional zu*).
a) Die Anzahl der produzierten Werkstiicke n ist proportional zur Arbeitszeit :
b) Die Entlohnung p eines Genossenschaftsbauern ist proportional zur Anzahl
der verrichteten Arbeitseinheiten n:
p~n
c) Die Masse m eines Kérpers ist proportional zum Volumen V:

m~V
Mit Hilfe der Proportionalititsfaktoren kénnen wir diese Proportionalitdten
auch als Gleichungen schreiben:
a) n=230-1t Der Proportionalitdtsfakior 30 ist die Anzahl der Werksticke

in1h.

by p=k-n Der Proportionalitdtsfaktor k ist die Entlohnung fiir 1 Arbeits-
einheit.

gm=y-V Der Proportionalitdtsfakior ;» gibt die Masse von 1 Volumen-

einheit an, d. h., y ist die Dichte.

Aufgaben ¢ 59 und 60

8 Das rechtwinklige Koordinatensystem

Je zwei einander entsprechende Glieder zweier Zahlenfolgen bilden ein Zahlen-
paar. So bilden die im Beispiel 15 jeweils Ubereinander stehenden Zahlen
solche Zahlenpaare.

Wenn festgelegt wird, welche Zahl eines Zahlenpaares als erste genannt wer-
den soll, so nennen wir ein solches Zahlenpaar geordnet.

Es sollen aus den Elemenien von M und N alle méglichen geordneten Paare
(x; y) gebildet werden, wobei xe M und y € N gilt.

M=(2;3:07} Geordnete Paare: (2;1,5); (2:9): (33 1.5): (3:9): (0.7:1.5);
N ={1,5;9) 0.7:9)

Wir kénnen geordnete Paare auch in TabeMen anordnen.

Es sollen die geordneten Paare aus Beispiel 18 in Tabellenform aufgeschrieben
werden.

x| 2| 2 +] 4 ]orfo7
y |15 9 (5] 9 [15] 9
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Ahnlich wie wir die gebrochenen Zahlen durch Punkte auf einem Teil einer
Geraden, ndmlich auf einem Zahlenstrahl, dargestellt haben, kénnen wir auch
geordnete Zahlenpaare durch Punkte in einem Teil der Zeichenebene graphisch
darstellen.

Dazu zeichnen wir zwei senkrecht aufeinander stehende Zahlenstrahlen mit
gemeinsamem Anfangspunkt O. Diese beiden Zahlenstrahlen nennen wir ein
rechtwinkliges Koordinatensystem. Jeder der beiden Strahlen heiBt Koor-
dinatenachse. Die Achsen bezeichnen wir haufig mit ,.x"* und ,,y*. Die mit ,,x**
bezeichnete Koordinatenachse heiBt Abszissenachse, die mit »y'" bezeichnete
Ordinatenachse (Bild C 2). c2

Rechtwinkliges Koordinatensystem

lroordinatenacsen

Um nun ein geordnetes Zahlenpaar (x;y) in einem Koordinatensystem dar-
zustellen, markieren wir auf der Abszissenachse die erste Zahl und auf der
Ordinatenachse die zweite Zahl des Paares durch je einen Punkt. In Jedem dieser
beiden Punkte errichten wir die Senkrechte auf der betreffenden Achse. Der
Schnittpunkt dieser Senkrechten ist dann die graphische Darstellung des be-
treffenden geordneten Zahlenpaares. Diesen Schnittpunkt bezeichnen wir mit
P(x;y).

Wir nennen die Zahlen x und y die Koordinaten des Punktes P (x;y). Die
Zahl x heiBt Abszisse des Punktes P, und die Zahl y heiBt Ordinate des
Punktes P.

Es sollen die geordneten Zahlenpaare (3; 5) und (5;3) in einem Koordinaten-
system veranschaulicht werden (Bild C 3).

Die Abszisse des Punktes Py ist 3, seine Ordinate 5.

Die Abszisse des Punktes P, ist 5, seine Ordinate 3.

Welche Koordinaten hat der Schnittpunkt O der Achsen?
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Veranschaulichen von Zahlenpaaren im Koordinatensystem

9 Darstellen von Proportionalitdten im Koordinatensystem

Der Zusammenhang, in dem zwei GréBen stehen, 1dBt sich in einem Koordi-
natensystem graphisch darstellen. Dazu wéhlen wir fir jede der beiden GréBen
eine Achse, bezeichnen diese mit der entsprechenden Variablen und tragen die

Ci4 €5
i

Zusammenhang zwischen Arbertszeit und Arbeitsergebnis
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Paare einander entsprechender MaBzahlen als Punkte in das Koordinaten-
system ein. Dabei ist es mitunter giinstig, auf beiden Achsen verschieden groBe
Einheitsstrecken zu wdhlen.

Es soll der Zusammenhang zwischen Arbeitszeit und verrichteter Arbeit aus
Beispiel 16 graphisch dargestellt werden.

Alle Punkte der graphischen Darstellung dieser Proportionalitét liegen auf
einer gemeinsamen Geraden, die durch den Anfangspunkt O geht (Bild C 4). Das
trifft fir die graphischen Darstellungen aller Proportionalitéiten zu. Den Beweis
fir diese Behauptung kdnnen wir erst spéter filhren. Liegt keine Proportionalitdt
vor, so liegen die Punkte der graphischen Darstellung auch nicht auf einer
solchen Geraden (Bild C 5).

Aufgaben ¢ 71 bis 76

10 Direkte und umgekehrte Proportionalitit

Wir untersuchen die Zahlenfolgen
() 5;10;15;20;25;30 und

0 2% E k34
auf Proportionalitdt. Dazu missen wir feststellen, ob sich jedes Glied der einen
Folge aus dem entsprechenden Glied der anderen Folge durch Multiplikation
mit demselben Faktor ergibt. Es gilt aber z. B.:

2=1:5und =20

Die ersten und die vierten Glieder gehen also durch Multiplikation mit ver-
schiedenen Faktoren auseinander hervor. Ohne noch weitere Glieder unter-
suchen zu miissen, wissen wir damit, daB die beiden Folgen nicht proportional
zueinander sind.

Nun dndern wir die Folge (I) ab, indem wir alle ihre Glieder durch deren
Reziproke ersetzen.

(9 % % & & & &
m a3
letzt gehen die Glieder der Folge (Il) aus den entsprechenden Gliedern der
Folge (la) durch Multiplikation mit einem einheitlichen Faktor, ndmlich mit 10,
hervor. Die Folgen (la) und (Il) sind also zueinander proportional.

Wir kénnen auch die Folge (Il) durch Ubergang zu den Reziproken ihrer Glieder
abdndern.

(0] 5; 10; 15; 20; 25; 30

() 3 15 5 25 3 3

Die Folgen (I) und (lla) sind ebenfalls zueinander proportional, da sich die
Glieder der Folge (lla) aus den entsprechenden der Folge (l) durch Multipli-
kation mit ; ergeben.
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Diese Beziehung zwischen den urspriinglichen Folgen (I) und (Il) nennt man
umgekehrte Proportionalitit.

DEFINITION: Zwei Zahlenfolgen heiBen zueinander umgekehrt proportional,
wenn sich jedes Glied der einen Folge aus dem Reziproken des entsprechen-
den Gliedes der anderen Folge durch Multiplikation mit einem einheit-
lichen Faktor ergibt.

Im Unterschied zur umgekehrten Proportionalitdt nennt man die von uns zuerst
untersuchte Proportionalitdt auch direkte Proportionalitt.

Um festzustellen, ob zwei Zahlenfolgen zueinander umgekehrt proportional
sind, bilden wir die Produkte je zweier entsprechender Zahlen. Sind dann diese
Produkte alle einander gleich, so sind die beiden Zahlenfolgen zueinander um-
gekehrt proportional.

Aufgaben ¢ 77 bis 80

11 Zueinander umgekehrt proportionale Gréen

Ebenso wie die direkte tritt auch die umgekehrte Proportionalitdt hdufig in der
Praxis auf.
DEFINITION: Zwei GrofBen heiBen zueinander umgekehrt proportional,

wenn je zwei beliebig ausgewdhlte Folgen von einander zugeordneten MaB-
hlen mit dem gleichen Faktor umgekehrt proportional sind.

Zwei Stddte liegen 60 km voneinander entfernt. Legt man diese Entfernung mit
einem Omnibus zuriick, der mit der gleichbleibenden Geschwindigkeit von
60"T'“ fihrt, so bendtigt man 1 h fir diese Strecke. Féhrt man auf einem Moped
und hdlt die Geschwindigkeit 30“—;‘" ein, so bendtigt man 2 h. Ein Radfahrer
wiirde bei der Geschwindigkeit 15 kTm sogar 4 h bendtigen.

Die folgende Tabelle gibt den Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit
und der Zeit an, die man bendtigt, um die Strecke von 60 km zuriickzulegen.
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Geschwindigkeit v (in ™ 10 | 15 | 20 | 30 | 40 [ 50 | 60
Zeit t (in h) 6 4 3 2 3 L 1

Wir ergdnzen nun die Tabelle durch die Reziproken der MaBzahlen fiir die

Geschwindigkeit.

Geschwindigkeit v (in —kT"') 10 15 20 30 40 50 60
Reziprokes der

Geschwindigkeit + s | sl x| s[5]35]3
Zeit t (in h) 6 4 3 2 15 [ 1.2 1

Geschwindigkeit ~Zeit - Diagramm

cé

t=s-1 oder t=-1.

[2

letztgehen die MaBzah-
len der Zeit in der drit-
ten Zeile durch Multi-
plikation miteinemein-
heitlichen Faktor aus
den Reziproken der
MaBzahlen fiir die Ge-
schwindigkeit hervor.
Es gilt also:
1

t~+.

Die Zeit und die Ge-
schwindigkeit sind also
zueinander umgekehrt
proportional. Der Pro-
portionalitdtsfaktor 60
ist die MaBzahl der
zurickgelegten Entfer-
nung. Bezeichnen wir
ihn mit s, so erhalten
wir:

Durch die graphische Darstellung der umgekehrten Proportionalitdt erhdlt man
Punkte, die nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Das Bild C 6 zeigt das

Diagramm fir den Sachverhalt im Beispiel 22.
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"12 Verhdltnisse von GréBlen

Der durchschnittliche Ernteertrag an Weizen betrug in der DDR im Jahre 1963
rund 30 dt je Hektar, 1965 aber rund 36 dt je Hektar. Wir wollen die Ertrége
vergleichen.

Dazu kénnen wir die Differenz der Zahlen bilden, die die Ertrdge angeben. Wir
stellen fest: 1965 wurden je Hektar 6 dt mehr geerntet als im Jahre 1963.

Wir kénnen aber auch den Quotienten der beiden Zahlen bilden und erhalten

dann g—g. anders geschrieben 30:36. Diesen Quotienten kénnen wir kiirzen:

g—g = %. Wir sagen: Die Ertrdge der Jahre 1963 und 1965 verhalten sich wie 5
zu 6. Den Quotienten - bzw. 5: 6 (lies: ,,5 zu 6") nennen wir das Verhdltnis

dieser Ertrdge.

Beim 100-m-Lauf legte ein Schiler die Strecke in 12's zuriick. Bei normalem
Wanderschritt benétigt man fir 1 km durchschnittlich 12 min. In welchem Ver-
hdltnis stehen die Zeiten, die beim Kurzstreckenlauf und beim Wandern fir
100 m bendtigt werden? Beim Wandern benétigt man fiir 100 m Strecke 1,2 min.
Wir rechnen in gleiche Einheiten um (1,2 min =72s) und bilden das Ver-
1

i 12
hdltnis 33 = <.

Die beiden Zeiten verhalten sich wie 1:6.

a) Es soll das Verhéltnis der Zahlen 5,6 und 8,4 angegeben werden.
56:84=32=2=2=2:3

b) Es soll das Verhdltnis der Zahlen 5 und 3 angegeben werden.

sl B
4:3=4:5=08

Zwei GroB gaben ko mitei der verglichen werden, indem man
den Quotienten ihrer MaBzahlen bildet. Diesen Quotienten nennt man
auch das Verhdltnis dieser Zahlen. Dabei miissen Zahlenangaben fir ein
und dieselbe GréoBe in der gleichen Einheit verwendet werden.

Es ist Giblich, die Verhdltnisse mit méglichst kleinen natiirlichen Zahlen anzu-
geben. Verhiltnisse sind als Quotienten gebrochener Zahlen selbst gebrochene
Zahlen. Sie kénnen also auch als Dezimalzahlen geschrieben werden.

AUTgaDe

13 Verhdltnisse bei zueinander direkt proportionalen
Folgen

Um weitere Eigenschaften zueinander proportionaler GréBen herauszufin-
den, betrachten wir noch einmal die beiden Tabellen aus dem Beispiel 16.

t (Arbeitszeit in h) 1 2 3 4 5 6 7 8

n (Anzahl der Werkstiicke)| 30 | 60 | 90 | 120 | 150 | 180 | 210 | 240
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1 (Arbeitszeit in h) 1 2 3 4 5 6 7 8
n (Anzahl der Werkstiicke) [ 30 | 58 | 72 | 118 [ 150 | 193 | 205 | 220

Wenn wir in der ersten Tabelle in jeder Spalte die Verhdltnisse aus der Anzahl
der bearbeiteten Werkstiicke und der Anzahl der erforderlichen Arbeitsstunden
bilden, so erhalten wir:

2 -2
9 =30
0 _30

Wir wollen nun verschiedene Glieder innerhalb jeder der beiden Zahlenfolgen
miteinander vergleichen.

In der ersten Tabelle bilden wir dazu Verhdltnisse aus zwei Zahlen der ersten
Zeile und den ihnen zugeordneten Zahlen der zweiten Zeile:

a) 2 und 325 b) 2 und 2.
a) b)
[ v ¥ 1

t (Arbeitszeit in h) 1 2 3 4 5 6 7 8

n(Anzahl der Werksticke)[ 30 | 60 | 90 | 120 | 150 [ 180 | 210 | 240
L ot I

In beiden Fdllen gehen die Verhdltnisse durch Erweitern bzw. Kiirzen ausein-
ander hervor, so daB wir das Gleichheitszeichen setzen kdnnen.

60 8 __ 240
120 b) 5 T 150

Bilde auf die gleiche Weise weitere Verhdltnisse!

Bei zueinander proportionalen GréBen ist das Verhdltnis aus zwei be-
liebigen MaBzahlen der einen GréBe gleich dem Verhdltnis der entsprechenden
MaBzahlen der anderen GréBe. Daraus geht hervor:

Wenn die MaBzahlen der ersten GroBe verdoppelt, verdreifacht, vervierfacht, . .. wer-
den, so werden auch die zugeordneten MaBzahlen der zweiten GroBe verdoppelt, ver-
dreifacht, vervierfacht, . ..

u)%:

Ebenso gilt:

Wenn die MaBzahlen der ersten GréBe halbiert, gedrittelt, geviertelt, ... werden, so
werden auch die zugeordneten MaBzahlen der zweiten GroBe halbiert, gedrittelt,
geviertelt, ...

Wir sagen auch:

Die MaBzahlen der beiden GréBen wachsen bzw. fallen im gleichen Verhdltnis.
Es genigt nicht, wenn wir feststellen: ,,Proportionalitdt liegt vor, wenn gilt:
Je groBer die eine MaBzahl, desto gréBer auch die zugeordnete MaBzahl.**
Weise das nach, indem du die zweite Tabelle im Beispiel 16 Gberprifst!

Aufgaben c 83 bis 88
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14 Verhdltnisse bei zueinander umgekehrt proportionalen
Folgen

Ebenso wie wir in der Lerneinheit 13 zueinander direkt proportionale GréBen
untersucht haben, wollen wir das jetzt mit zueinander umgekehrt proportio-
nalen GréBen tun. Dazu benutzen wir die Tabelle aus dem Beispiel 22.

v (Geschwindigkeitin X) | 10 | 20 | 30 [ 40 | 50 | 60
t (Zeit in h) 6 | 3| 2 |15(12] 1

Bilden wir wieder wie in der Lerneinheit 13 Verhdltnisse aus den MaBzahlen
der zweiten GréBe und den zugehérigen MaBzahlen der ersten GrofBe, so
konnen wir feststellen, daB sie alle verschieden sind.

§ @ 2

5= m=@ w=

Es gilt nicht t~v.

Wie in der Lerneinheit 13 bilden wir nun Verhltnisse zweier Zahlen der ersten
Folge und der ihnen zugeordneten Zahlen der zweiten Folge.

10 6 60 1
a) mund 7 b) 55 und 15

a) b)
| ¥ 2 1
v (Geschwindigkeit in k—:') 10 | 20 [ 30 | 40 | 50 | 60
t (Zeit-in h) 6 3 2 [15]12] 1
& | | 1

Je gréBer die Geschwindigkeit ist, desto weniger Zeit wird benétigt.

Die Verhiltnisse einander entsprechender Zahlen sind in diesem Falle also
nicht gleich. Kehren wir aber in einem der beiden Verhdltnisse die Reihenfolge
der Glieder um, so erhalten wir:

a) Bund 2 b) 2 und 12

Jetzt sind die Verhéltnisse gleich, und wir kénnen schreiben:
0 _ 2 60 _ 12

VDp=% b) %=

Bilden wir statt der Verhéltnisse der einander zugeordneten MaBzahlen deren
Produkte, so erhalten wir:

6:10=3:20=2-30=15-40=1,2-50 =160 = 60.

Alle diese Produkte sind gleich dem Proportionalitdtsfaktor s = 60. Das hdtten
wir auch an der Gleichung t = s - X erkennen kénnen. Multiplizieren wir nam-
lich beide Seiten dieser Gleichung mit v, so ergibt sich: t-v =s.

Daher nennen wir zueinander umgekehrt proportionale GréBen auch produkt-
gleich.

Will man priifen, ob zwei GréBen zueinander umgekehrt proportional sind,
darf man sich nicht auf die Feststellung beschrdnken: ,Je gréBer die MaBzahl
der einen GréBe ist, desto kleiner ist die MaBzahl der anderen GréBe."
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[2s] Im Klassenschrank lag urspriinglich ein Vorrat von 50 Heften. Je nach Bedarf

wurden davon Hefte an Schiiler ausgegeben.

Anzahl der Hefte im Schrank 45 | 40 | 30 | 26 | 21 15 | 10

Anzahl der ausgegebenen Hefte | 5 | 10 | 20 | 24 [ 29 | 35 40

Auch hier gilt: Je groBer die Anzahl der ausgegebenen Hefte ist, desto kleiner
ist die Anzahl der Hefte im Schrank.

Priife selbst nach, ob im Beispiel 25 umgekehrte Proportionalitét vorliegt, indem
du die Produkte der jeweils zugeordneten Zahlen bildest!

Aus der Produkigleichheit zweier zueinander umgekehrt proportionaler Grs-
Ben folgt:

Werden die MaBzahlen der einen GréBe auf das Doppelte, Dreifache, Vierfache usw.
vergroBert, so werden die zugeordneten MaBzahlen der anderen GroBe auf die Hiilfte,
ein Drittel, ein Viertel usw. verkleinert.

15 Anwendungen zur direkten
und umgekehrten Proportionalitdt

Bei der Untersuchung von Anwendungsbeispielen werden wir kiinftig zwei

Félle unterscheiden:

(1) Wir wissen bereits, daB bei dem betreffenden Sachverhalt Proportionalitét
vorliegt (vgl. Beispiel 16), oder wir nehmen Proportionalitét zur Verein-
fachung an (vgl. Beispiel 26).

(2) Wir misssen einen Sachverhalt erst daraufhin berpriffen, ob Proportionalitit
vorliegt (vgl. Beispiel 27). Dieser Notwendigkeit werden wir auch hdufig
im Physikunterricht begegnen.

Ein PKW féhrt eine ldngere Strecke auf der Autobahn. Seine Geschwindigkeit
ist nahezu gleichbleibend (konstant) und betragt 90"T

Jeder MaBzahl der ersten GréBe (Fahrzeit) ist genau eine MaBzahl der zweiten
GroBe (zurickgelegte Strecke) zugeordnet. Wenn wir gleichbleibende Ge-
schwindigkeit voraussetzen (in Wirklichkeit handelt es sich dabei nur um einen
Durchschnittswert), besteht Proportionalitdt zwischen der zuriickgelegten
Strecke s und der hierfir erforderlichen Zeit t: s~1.

Der Proportionalitétsfaktor ist gleich 90. Damit wird die Proportionalitét durch
die Gleichung s = 90! ausgedriickt. Wir erkennen, daB der Proportionalitts-
faktor gleich der MaBzahl der Geschwindigkeit ist, wenn man sie in Kilometer
je Stunde miBt. Messen wir dagegen die Geschwlndlgkelt in Kilometer je
Minute, so wird die Proportionalitdt wegen £ -k— =15 dyrch die Glei-

chung s =1,5-1 angegeben.

mln
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Wir sehen, daB zwei verschiedene Gleichungen denselben physikalischen
Sachverhalt beschreiben. Damit nun keine MiBverstdndnisse entstehen, werden
in der Physik und in der Technik die Proportionalitdtsfaktoren mit den jeweiligen
Einheiten angegeben In diesem Beispiel ist dann der Proportionalitdtsfaktor
gleich 90— oder 1,5 ™ Das bedeutet, daB die Zeit in der ersten Gleichung in
Stunden und in der zweiten Gleichung in Minuten zu messen ist.

min*

Bei einem Versuch wurde eine Schraubenfeder aus Stahl gedehnt. Und zwar
wurde die Feder schrittweise stirker belastet und dabei jeweils die Verldnge-
rung gegeniiber der unbelasteten Feder g

Es ergab sich die folgende Tabelle.

Belastung F (in p) 50 | 100 | 150 | 200 | 300 | 400
Verldngerung I (incm) | 1,5 | 3,0 | 46 | 61 | 92 | 131

Jeder MaBzahl der ersten GréBe (Belastung) ist genau eine MaBzahl der zweiten
GroéBe (Verlidngerung) zugeordnet.

Wir priifen, ob Proportionalitét vorliegt:

Wir bilden die Verhdltnisse i aus einander zugeordneten MaBzahlen.

£~ 333433 LY o 326~ 33 2~ 326~ 33
o333~ 33 %st.smsa ;g‘;~305

Im Bereich bis 300 p liegt Proportionalitdt vor. Der Proportionalitdtsfaktor
betrdgt mit der entsprechenden Einheit etwa 33 ‘L;‘ und besagt, -daB sich die
Feder durch jede zusdtzliche Belastung mit 33 p jeweils um 1 cm verldngert.

Die Abweichungen, die bei der Bildung der Verhdltnisse im Bereich von 50 p
bis 300 p avuftreten, sind auf MeBungenauigkeiten zuriickzufihren. Mit 400 p
wurde die Schraubenfeder offensichtlich iiberbelastet. Die Feder dehnte sich
bermdBig aus.

Fiir den Bereich von 50 p bis 300 p folgt:

F~I.
Unter Verwendung des Proportionalitétsfaktors 33— gilt fir diesen Bereich:

F=33-1

Zusammenfassung:

Vergleich der direkten und umgekehrten Proportionalitét

Direkte Proportionalitit Umgekehrte Proportionalitét
1(2]3]35[10]% 2112|5710
6 |12|18| 21|60 |75 18] 9 |45]| 2 |1.2]09

Je gréBer die Werte von a sind, e groBer die Werte von x sind,

desto groBer sind die Werte von b. desto kleiner sind die Werte von y.
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Werden die Werte von a ver-
doppelt, verdreifacht usw., so
werden auch die entsprechenden
Werte von b verdoppelt, verdrei-
facht usw. i

Werden die Werte von a

halbiert, gedrittelt usw., so werden
auch die entsprechenden Werte
von b halbiert, gedrittelt usw.

Die Werte von b ergeben sich aus
den entsprechenden Werten von
a durch Multiplikation mit k.

b~a

b=k-a
Beispiel: k = 6
Die Verhdltnisse einander zugeord-
neter Zahlen sind alle gleich dem
Proportionalitétsfaktor k.

LIS

a
Das Verhdltnis zweier beliebiger
Werte von a ist gleich dem Ver-
héltnis der zugeordneten Werte
von b.

Beispiel: % =1

Werden die Werte von x ver-
doppelt, verdreifacht usw., so
werden die entsprechenden Werte
von y halbiert, gedrittelt usw.

Werden die Werte von x halbiert,
gedrittelt usw., so werden die
entsprechenden Werte von y ver-
doppelt, verdreifacht usw.

Die Werte von y ergeben sich aus
den Reziproken der entsprechenden
Werte von x durch Multiplikation

mit c.

Vo

y=c'y
Beispiel: c = 9
Die Produkte einander zugeord-
neter Zahlen sind alle gleich dem
Proportionalitétsfaktor c.

xy=¢
Das Verhiltnis zweier beliebiger
Werte von x ist gleich dem rezi-
proken Verhéltnis der zugeordne-
ten Werte von y.

Beispiel: % = {2

Grafische Darstellung

Alle Punkte liegen auf einer
gemeinsamen Geraden.

Es liegen immer nur zwei Punkte
auf einer gemeinsamen Geraden.

c7

cs

Dirgkte Proportionalitdt

Umgekehrte Proportionalitit
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16 Verhdltnisgleichungen

Das Turbinen-Propeller-Flugzeug IL18 hat eine Reisegeschwindigkeit von
6001;1. das Diisenverkehrsflugzeug TU 104 eine Reisegeschwindigkeit von
800 “™ (Bild C 9 und Bild C 10).

c9 c10

Beide Geschwindigkeiten verhalten sich wie 800 : 600. Wir kiirzen und erhalten:
800 _ 120 __ 60 _ 20 _ &

600 90 ~ 45~ 15 3°
Entsprechend kénnen wir auch erweitern:

Wir erhalten eine Kette gleicher Verhéltnisse. Aus ihr wollen wir zwei beliebige
herausgreifen, etwa _g%o' und %
Dann gilt folgende Gleichung:

% 4

Wir lesen: ,,120 (verhdlt sich) zu 90 wie 4 zu 3."
Eine solche Gleichung wird Verhdltnisgleichung (oder Proportion) genannt.
Die Verhéltnisgleichung

2 — % oder in anderer Schreibweise 120:90 =4:3
ist eine wahre Aussage; denn beide Seiten dieser Gleichung stellen dieselbe
gebrochene Zahl dar.
Wenn wir beide Seiten dieser Gleichung mit dem Produkt 90 - 3 multiplizieren,
erhalten wir wieder eine wahre Aussage.

120.90-3 _%0-3-4

%0 3

120-3 =90-4.
Priife, ob die folgenden Verhdltnisgleichungen wahre Aussagen sind!
a) 3:4=6:8 b)10:2=8:5 ¢ i=L dF¥=2

Stellen zwei Verhéltnisse a:bundc:d (-Eund) (b, d=+0) dieselbe
gebrochene Zahl dar, so gilt die Verhdltnisgleichung

a _ ¢

5 = bzw. a:b=c:d.
a) Es ist die Verhdltnisgleichung % =2 bzw. x:3=8:6 zu lésen.
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Dividiere beide Seiten durch den Faktor
der Variablen!

Vereinfache Ji; Lésung!
Mache die Probe !

b) Es ist die Verhdltnisgleichung & =22 bzw. 6:x =18:3 zu I5sen.

Multipliziere beide Seiten mit x!
Dividiere beide Seiten durch den

Fakfor der Variablen!

Vertausche die Seiten!
Mache die Probe !

Aufgaben c 89 bis 96

17 Aufstellen und Lésen von Verhéiltnisgleichungen
(direkte Proportionalitét)

Zwischen den beiden GréBen Arbeitszeit t und Anzahl der Werkstiicke n im
Beispiel 16 bestand im Falle gleichbleibender Arbeitsweise der Maschinen
Proportionalitét. Aus der zugehérigen Tabelle konnten wir entnehmen, daB das
Verhdltnis zweier beliebiger einander entsprechender Werte von n und t stets
gleich 30 war. Es galt also stets n: t = 30. Wenn wir dieses Verhdltnis, also den
Proportionalitétsfaktor, kennen, dann kénnen wir fir jede beliebig gegebene
Arbeitszeit t die zugehérige Anzahl n der Werkstiicke berechnen.

Wieviel Werkstiicke werden in 5,5 h bearbeitet?

Ansatz: Die gesuchte Anzahl von Werkstiicken soll n sein.

Dann gilt: n:5,5 = 30.

Wir l6sen diese Gleichung.

n:55 =230 |+55
n=30-55
n =165

Antwort: In 5,5 h werden 165 Werkstiicke bearbeitet.

Wenn wir schon vorher wissen, daB zwei GréBen zueinander proportional
sind, dann benétigen wir keine gréBere Tabelle, um den Proportionalitdtsfaktor
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zu ermitteln. Dazu geniigen dann schon zwei einander entsprechende MaB-
zahlen der beiden GroBen.

Angenommen, es werden 210 Werksticke in 7 h bearbeitet.

Wieviel Werkstiicke werden in 5,5 h bearbeitet?

Aus der Erfahrung wissen wir: Arbeitszeit und Produktionsergebnis sind bei
kontinuierlicher Arbeit zueinander proportional; denn bei doppelter (drei-
facher) Arbeitszeit wird doppelt (dreifach) soviel geschafft.

Arbeitszeit 1 (in h) 55| 7
Anzahl der bearbeiteten Werkstiicke n n | 210

Wegen der Proportionalitdt ergibt sich die Verhéltnisgleichung

=20 oder n:55=210:7.
Die Zahl —’;—" ist der Proportionalitétsfaktor.
Wir lgsen die Gleichung.

L= |58
n=¥~5.5
n =165

Wir hétten aus der verkirzten Tabelle auch andere Verhiiltnisgleichungen auf-
stellen kénnen, z. B.: ,
55:n=7:210; 210:7 =n:55; n:210=55:7.
Sie fihren alle auf dieselbe Gleichung
7-n=210-55.
Daraus ergibt sich nach Division durch 7 die Gleichung

n=¥-5,5.

Eine quaderformige Platte aus GuBstahl von 45 mm Dicke hat eine Masse von
3,5 kg. Dabei ist die Masse der Platte zur Dicke proportional. Die Platte wird
auf 40 mm Dicke abgehobelt. Wie groB ist dann ihre Masse?

Ansatz: Dicke (inmm) | 45 [ 40

Masse (inkg) | 35 [ x

Uberschlag: Die Dicke wird etwa um 5 von 45 mm verringert. Also nimmt auch
die Masse um etwa 3 von 3,500 kg ab

(35— 0,35) kg = 3,15 kg.

Verhdltnisgleichung :
x:40 =3,5:4,5 | - 40
x =358
X = %

Antworisalz: Die Platte wiegt nach dem Abhobeln 3,1 kg.
Aufgaben ¢ 97 bis 116

85



18 Aufstellen und Lésen von Verhéltnisgleichungen
(umgekehrte Proportionalitiit)

Im Beispiel 22 wurden in der Tabelle die erforderlichen Zeiten zum Durch-
fahren einer Strecke von 60 km in Abhdngigkeit von der gewdhlten Geschwin-
digkeit angegeben. Es bestand umgekehrte Proportionalitat: t~1

20 [ 30 | 40 [ 50 | 60

Der Proportionalitatsfaktor ist 60, also gilt:

t=60"%
Daraus folgt bei beiderseitiger Multiplikation mit v:

vt =460,
d. h., das Produkt aus zwei einander zugeordneten MaBzahlen ist stets gleich
dem Proportionalitétsfaktor 60.
Wir wollen nun die erforderliche Zeit t im Falle einer beliebigen anderen
Geschwindigkeit berechnen.
Das Produkt aus der gegebenen MaBzahl der Geschwindigkeit und t muB wie
bei den in der Tabelle im Beispiel 22 angegebenen Zahlen wieder 60 ergeben.

Welche Zeit benétigt ein Radfahrer fiir eine Strecke, der mit der Geschwindig-
keit 15— féhrt?
Ansatz: 15-1 = 60
Wir I5sen diese Gleichung. 15-t=60  |:15

t==4
Antwort: Der Radfahrer legt die Strecke von 60 km bei einer Geschwindigkeit
von 15— in 4 h zuriick.

Wenn wir schon vorher wissen, daB zwei GréBen zueinander umgekehrt
proportional sind, benétigen wir nur zwei zugeordnete MaBzahlen beider
GroBen. Diese beiden MaBzahlen reichen aus, um aus ihnen durch Multi-
plikation das einheitliche Produkt als Proportionalitétsfaktor zu ermitteln.
Angenommen, ein Radfahrer legt bei einer Geschwindigkeit von 12— die
Entfernung zwischen zwei Stddten in 5 h zuriick. Wieviel Stunden benohgt ein
anderer Radfahrer, der mlfderGescthndlgkeHZO féhrt, fir diese Strecke?
Aus der Erfahrung wissen wir: Geschwindigkeit und benétigte Zeit fir eine
bestimmte Strecke sind zueinander umgekehrt proportional; denn bei doppelter
(dreifacher) Geschwindigkeit benétigt man nur die Halfte (den dritten Teil) der
Zeit.

Ansatz: 12 ] 20
5 t
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Uberschlag: Die Geschwindigkeit wird auf das etwa 13fache (3fache) erhsht.
Also wird nur das etwa Zfache der Zeit benétigt.

% ‘5~3
Losung:
Wegen der Gleichheit der Produkte ergibt sich:
12:5=20-t |:20
12 -5 =t
0
t=3

Antwortsatz: Der schnellere Radfahrer benétigt fir diese Strecke nur 3 h.

Bemerkung: Wir haben in diesem Beispiel nicht ausgerechnet, wie groB die Entfernung
ist. Das ist auch nicht erforderlich, wenn nicht danach gefragt wird.

Aufgaben ¢ 115 bis 144

Avus der Geschichte der Zahlen und Rechenmethoden

Die ersten Zahlenschreibweisen und Rechenverfahren sind schon sehr alt. Wo immer
die Menschen sich in Staat hl muBten sie zdhlen und rechnen
lernen. Bei Ausgrabungen in Agypten und in Mesopotamien, einem Gebiet, auf dem
heute der Staat Irak liegt, fand man auf Papyrusrollen, Tontéfelchen und Inschriften
an Wénden auch mathematische Aufzeich-
nungen. Diese waren in uns unbekannten
Schriftzeichen verfaBt, die aber in mihe-
voller Arbeit entziffert werden konnten
(Bild C 11). Auf diese Weise wurde be-
kannt, daB man schon vor ungefdhr
4000 Jahren sehr gut mit Briichen rech-
nen konnte. Das alte Griechenland, das
im 4. Jahrhundert v. u. Z. die fihrende
Stellung im Mittelmeergebiet einnahm,
bernahm diese sehr frihen arithmeti-
schen Kenntnisse und entwickelte sie be-
deutend weiter. Aber bereits unter den
Rémern, die die Griechen besiegten und
unterwarfen, trat ein Verfall ein. Im Mittel-
alter dann wurden besonders die Natur-
wissenschaften von der herrschenden
christlichen Kirche miBachtet. Dagegen
war der Stand der Naturwissenschaften

Bild C11: Ausschnitt aus einer dgyptischen Lederrolle mit Bruchrechnung. Ungefdhr
1700 v. u. Z. angefertigt.
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und der Mathematik um diese Zeit in arabischen und asiatischen Ldndern sehr viel
héher als in Europa. Erst im 13. und 14. Jahrhundert begann auch in Europa die
Mathematik wieder aufzublihen.

Durch die Ausdehnung des Handels und durch die Kreuzziige lernte man die
Schétze der arabischen Wissenschaft kennen. Die europdischen Vélker iibernahmen
z. B. von den Arabern die Zeichen fir die Ziffern (Bild C 12), die diese ihrerseits bei
den Indern kennengelernt hatten.

(47T

Bild C 12: Das fritheste Auftreten der arabischen Ziffern in Europa. Aus einem Manuskript,
das im Jahre 976 in Spanien geschrieben wurde. Ein groBer Teil Spaniens war damals von
den Arabern besetzt.

- = gesogen o bebreifder ungen oder iudfher
% e 2is glad als oilin (idh be(dlieffen als die raffel
92 |XCIl  léoco |vies imquabdrat/welde danndie ander gefene ot
93 thlllh e t,;{l‘; alsdann biebernad) iethdye an i felbft foxm
95 scco 10 Heeldbenbefdhreiben it .
96 |XCVI |licoce| X®
97 | XCVII |[20000| X X0
98 |XCVIIT |{30co0| XX X4
99 [XCIX |[14c0 | CCC
1co |C D 1Ic
1a1 |CIE 1500 |{Dy VC
o2 (CII @M D
103 |CIII 1514 |/ VC XIII]
04 |CIIT 1600 | DC
i3 (Evi ez [ Vicx
1 161
107 |CVIT {1700 mbcg '—qz-i;— o8
108 [CVITT @ Vie 9[181=7]3645|54i63[72[31]
S |2 ax :;é: %‘;,‘é 2 Zexnwolmit fleif das cmmalen Sowie
XVI [l |CXT M Vil Viralle redynu n
XVi 12 |CXIl 1182 [(yVIIC
XVIIL fins gélllk 1900 | MMVIINC
(XX co [CCC
XXU ldos |CCCC ||em madk mag fiu
LXXXIL |Isco |VC i
XX VIC ander levnen evclena
LXXXfl7co [VIC  flond redyen.
e[ e
& LXXXV[I*?:G o (A \er
83 VIl 2cco (20 -
g9 LXX XX 3ecol 112> oTie
Bild C 13: Eine Tafel zum Erlernen der Bild C 14: Das Einmaleins in einem in
Zahlenschreibweise mit den arabischen Deutschland gedruckten Rechenbuch vom
statt mit den rémischen Zahlzeichen. Aus Jahre 1500. Achte auf das Spriichlein ,,Lern
einem deutschen Rechenbuch vom Jahre wol mit fleiB das ein mal ein, So wirt dir alle
1524. rechnung gemein‘* (d. i. soviel wie leicht,
zugdnglich).

Wir nennen ja, wie lhr wiBt, unsere heutigen Ziffern arabische Ziffern. Nach und
nach verdrdngten die arabischen Ziffern die zum Rech sehr ungeeigneten ré-
mischen Zahlzeichen (Bild C 13).
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Aber auch die teilweise iiberlieferten Schriften der Mathematiker des alten Griechen-
land wurden von den Wissenschaftlern wiederum studiert. Es war die Zeit der
,,Renaissance*’, die Zeit der .\Wiedergeburt' antiker Errungenschaften.

Neue Anforderungen wurden auch an die mathematischen Fdhigkeiten der Men-
schen gestellt. Viele muBten die damals fir auBerordentlich schwierig gehaltene
Kunst des Rechnens erlernen. Es galt, die vielen verschiedenen Wdhrungen der
Ldnder und Stddte, die unterschiedlichen MaBeinheiten fir Gewicht, Wegldngen,
Fldcheninhalte, Rauminhalte usw. ineinander umzurechnen, Zinsen muBten berech-
net werden und vieles andere mehr. In dieser Zeit, also im 15. und 16. Jahrhundert,
hat man Verfahren fiir verschiedene Rechenoperationen entwickelt, von denen lhr
einige schon kennt.

Bild C 15: Das Erlernen des Rech auf dem Rechentisch um 1514,

Die Grundlage war natiirlich auch damals schon das Einmaleins (Bild C 14). Ge-
rechnet wurde anfangs hauptsdchlich auf dem Rechenbrett oder Rechentisch (in
lateinischer Sprache hieB er abacus), wobei man sogenannte Rechenpfennige auf
verschiedenen Linien auflegte, die die verschiedenen Einheiten von MaB und Ge-
wicht bezeichneten (Denkt an Eure Kinderrechenmaschine!) (Bild C 15). Diese
Rechenmethode nannte man daher ,,Rechnen auf den Linien. Das schriftliche
Rechnen mit den arabischen Ziffern nannte man dagegen ,,Rechnen auf (d.i.
mif) den Federn* (Gansekiel!). Die Regeln fur das Rechnen mit gebrochenen Zahlen,
wie Ihr sie heute erlernt, wurden ebenfalls in dieser Zeit ausgearbeitet. SchlieBlich
entwickelte man im 16. Jahrhundert auch die Darstellung der gebrochenen Zahlen
mit Hilfe von Dezimalbriichen. Bereits damals wurden auch die Zeichen ,,+* und
,,—- fur die Addition bzw. Subtraktion eingefiihrt.

89



g o e B WS W NSRS
e et e e T
s 15 Py . .

e

o




D. Planimetrie

Seite
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Wiederholung

Ebene Figuren - Abbildungen - Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen -
G i Eig haften von Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen

Bewegung und Kongruenz
Begriff der Bewegung - Eigenschaften von Bewegungen - Begriff der Kon-
gruenz - Strecken- und Winkelkongruenz

Beziehungen zwischen Winkeln
Scheitelwinkel und Nebenwinkel - Stufenwinkel - Wechselwinkel - Entgegen-
gesetzt liegende Winkel - Umkehrungen

Dreiecke

Einteilung der Dreiecke - Satz iiber die Innenwinkel eines Dreiecks - Sdtze Uber
die AuBenwinkel eines Dreiecks - Symmetrieeigenschaften gleichschenkliger
Dreiecke - Seiten-Winkel-Beziehungen - Dreiecksungleichung

Kongruenz von Dreiecken
b

A dung des Kongr griffes auf Dreiecke - Eigenschaften kongruenter
Dreiecke - Kongruenzsdtze (s ws) und (wsw) - Kongruenzsdtze (sss) und
(s s w) + Dreieckskonstruktionen + Geometrische Grundkonstruktionen -
Eigenschaften von Parallelen - Eigenschaften von Mittelsenkrechten - Eigen-
schaften von Winkelhalbierenden - Besondere Linien im Dreieck - Dreiecks-
konstruktionen mit Hilfe von Teildreiecken

Vierecke und Vielecke

Vierecke, Winkelsumme im Viereck - Trapeze - Die Mittellinie im Trapez -
Gleichschenklige Trapeze - Parallelogramme - Rhomben - Rechtecke und
Quadrate - Drachenvierecke - Vielecke

Fldcheninhalt und Umfang von Vielecken

Inhalt von Rechtecksfldchen - Fldchengleichheit - Fldcheninhalt von Parallelo-
grammen - Fldcheninhalt von Dreiecken - Fldcheninhalt von Trapezen -
Fldcheninhalt von Vielecken - Umfang von Vielecken
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Wiederholung
1 Ebene Figuren

Die Planimetrie ist ein Teilgebiet der Geometrie. In der Planimetrie werden
Punkte, Geraden und andere Figuren betrachtet, die in ein und derselben
Ebene liegen (Bild D 1).

Bezighungen fiir Punkte und Geraden

A liegt auf a.
a geht durch A.

b S

liegt nicht auf a.
a  geht nicht durch A.

D1

Durch zwei Punkte A und B geht genau eine Gerade. Wir bezeichnen sie als
Gerade AB. Zwei Geraden sind entweder zueinander parallel oder sie
schneiden einander in einem Punkt.

Zu jeder Geraden a gibt es durch jeden Punkt A auBerhalb dieser Geraden
genau eine Gerade b, die zu a parallel ist.

Von drei Punkten einer Geraden liegt genau einer zwischen den beiden
anderen.

Jeder Punkt A einer Geraden a zerlegt diese Gerade in zwei Strahlen. Strahlen,
die auf zueinander parallelen Geraden liegen, nennen wir auch zueinander
parallel. Bei zueinander parallelen Strahlen unterscheiden wir Strahlen mit
gleichem Richtungssinn und Strahlen mit entgegengesetztem Richtungs-
sinn (Bild D 2).

D2

Gleich gerichtete Strahlen Entgegengesetzt gerichtete Strahlen

i
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Zwei Punkte Aund B legen auf der Geraden AB die Strecke AB fest. Ihr gehéren
auBer den Punkten A und B alle und nur die Punkte an, die auf der Geraden AB
zwischen den Punkten A und B liegen.

Eine Strecke AB kann man auch mit BA bezeichnen. Wenn man aber festlegt,
daB einer der beiden Punkte A bzw. B vor dem anderen kommt, so heifit die

=
Strecke orientiert. Wir haben dann zwischen den orientierten Strecken AB und

A(E zu unterscheiden.

Ein Paar von Strahlen h und k, die denselben Anfangspunkt A haben, nennen wir
einen Winkel. Die Strahlen h und k heiBen die Schenkel, der Punkt A heiBt der
Scheitel des Winkels, den wir mit Winkel (h, k) oder < (h, k) bezeichnen.
Einen Winkel mit dem Scheitel A und den Punkten B bzw. C auf seinen Schenkeln
h bzw. k bezeichnen wir auch mit Winkel BAC bzw. < BAC. Liegen die Schenkel
eines Winkels auf ein und derselben Geraden und fallen sie nicht zusammen, so
sprechen wir von einem gestreckten Winkel.

Jedem Winkel kénnen zwei Ebenenteile zugeordnet werden (Bild D 3).
Manchmal ist es zweckmdBig, unter einem Winkel (h, k) das Strahlenpaar h
und k einschlieBlich der Punkte eines der beiden Ebenenteile zu verstehen. Dann
zeichnen wir in den betreffenden Ebenenteil einen Kreisbogen ein.

Einteilung der Winkel nach ihrer Groie

spitze rechte stumpfe gestreckte uberstumpfe Voll-
Winkel Winkel Winkel Winkel Winkel winkel

D3

Einen Winkel (h, k) kann man auch mit (k, h) bezeichnen. Wenn man aber
festlegt, daB einer der beiden Schenkel h bzw. k der erste sein soll, so heiBt der

Winkel orientiert. Wir haben dann zwischen den orientierten Winkeln (ﬂ)

und (l‘;.\k) zu unterscheiden. Die Orientierung eines Winkels kann man durch
einen Kreisbogen mit Pfeilspitze kennzeichnen.
Erfolgt die Orientierung eines Winkels so, daB der Kreisbogen mit Pfeilspitze
den entgegengesetzten Drehsinn eines Uhrzeigers angibt, so heiBt der Winkel
positiv orientiert, andernfalls negativ orientiert. Zwei Winkel heiBen gleich
orientiert, wenn sie entweder beide positiv orientiert oder beide negativ
orientiert sind.

Aufgaben d 1 bis 14
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2 Abbildungen

Wir zeichnen von einem Punkt Z aus Strahlen, die durch die Punkte eines Drei-
ecks ABC gehen. Auf diesen Strahlen tragen wir von Z aus jeweils die Strecken

mit der doppelten Ldnge der Strecken ZA, ZB, ZC, ZD usw. ab. Wir erhalten die
Punkte E, F, G, H usw. (Bild D 4). Auf diese Weise wird jedem Punkt des Dreiecks
ABC ein Punkt der Ebene zugeordnet. Einige Paare der einander zugeordneten
Punkte sind im Bild D 4 angegeben.

Eineindeutige Abbildungen Eindeutige Abbildungen

Originalpunkte: Originalpunkte:
A BCD APGQBRC
Bildpunkte : Bildpunkte:
EFGH Sty §2, 83, 84, 83,52
D4 D5

In unserem Beispiel wird jedem Punkt einer geometrischen Figur ein Punkt
einer anderen geometrischen Figur zugeordnet. Wir sprechen von einer Ab-
bildung.

Bei Abbildungen unterscheiden wir Originale und Bilder. In unserem Bei-
spiel ist jedem Originalpunkt P genau ein Punkt P* als Bildpunkt zugeordnet.
Umgekehrt gehért zu jedem Bildpunkt P’ genau ein Originalpunkt P. Eine
solche Abbildung heiBt umkehrbar eindeutig oder eineindeutig.

Wir zeichnen zueinander parallele Strahlen, die von den Punkten eines Dreiecks
ABC ausgehen und die eine Gerade a schneiden. Jedem Punkt des Dreiecks
ordnen wir den Schnittpunkt des von ihm ausgehenden Strahls mit der
Geraden a zu. Einige Paare der auf diese Weise einander zugeordneten Punkte
sind im Bild D 5 angegeben.

In diesem Beispiel ist zwar jedem Originalpunkt wiederum genau ein Punkt als
Bildpunkt zugeordnet. Umgekehrt gibt es jedoch Bildpunkte, die zu mehr als
einem Originalpunkt gehdren. Eine solche Abbildung heiBt eindeutig.
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Wir zeichnen ein Quadrat ABCD und )
bestimmen das Bild des Quadrates bei Abb”‘?“”gen Ja it mergen
auf sich selbst

einer Drehung um den Schnittpunkt der
Diagonalen mit einem Drehwinkel von
90°. Durch die angegebene Abbildung
ist jedem Punkt des Quadrates ABCD
genau ein Punkt desselben Quadrates
zugeordnet. Einige Paare der einander
zugeordneten Punkte sind im Bild D 6
angegeben.

In diesem Beispiel ist durch die Ab-
bildung jedem Punkt der gegebenen

geometrischen Figur genau ein Punkt Originalpunkte :
derselben geometrischen Figur als Bild- ABCDE
punkt zugeordnet. Wir sagen, daB file Bildpunkts:

gegebene geometrische Figur auf sich BCDAF

selbst abgebildet wird.

Aufgaben d15und 16 D6

3 Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen

Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen sind Beispiele fiir eineindeutige
Abbildungen der Ebene auf sich selbst.

Konstruiere das Bild eines Dreiecks ABC bei einer selbstgewdhlten Verschie-
bung!

Welche Eigenschaft besitzen die Geraden, die einander zugeordnete Original-
und Bildpunkte verbinden?

Nenne weitere Eigenschaften von Verschiebungen!

DEFINITION: Unter Verschiebungen versteht man eineindeutige Abbil-

dungen der Ebene auf sich mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Geraden AA’ und BB’, die die Originalpunkte A bzw. B mit den
ihnen zugeordneten Bildpunkten A’ bzw. B’ verbinden, sind zueinander
parallel.

(2) Die Strahlen AA’ und BB’ sind gleich orientiert.

(3) Die Strecken AA’ und BB’ sind gleich lang.

Was verstehst du unter der zu einer Verschiebung entgegengesetzten Ver-
schiebung?
Begriinde, daB es zu jeder Verschiebung eine entgegengesetzte gibt!

Konstruiere das Bild eines Dreiecks bei einer selbstgewdhlten Drehung!
Nenne Eigenschaften von Drehungen!
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b DEFINITION: Unter Drehungen um einen Punkt M versteht man einein-

deutige Abbildungen der Ebene auf sich mit folgenden Eigenschaften:

(1) Das Bild A’ eines Punktes A (A verschieden von M) liegt auf dem Kreis
umM mit dem Radius MA.

(2) Die Winkel AMA’ und BMPB’, die durch die Punkte A bzw. B und ihre
Bilder A’ bzw. B’ bestimmt werden, sind gleich orientiert.

(3) Die Winkel AM A’ und BMB’ sind gleich groB.

(4) Der Punkt M wird auf sich selbst abgebildet.

@ Was verstehst du unter der zu einer Drehung entgegengesetzten Drehung?
Begriinde, daB es zu jeder Drehung eine entgegengesetzte gibt!

@ Konstruiere das Bild eines Dreiecks ABC bei einer Spiegelung an einer Ge-
raden!
Nenne Eigenschaften von Spiegelungen!

b DEFINITION: Unter Spiegelungen an Geraden a versteht man eineindeu-

tige Abbildungen der Ebene auf sich mit folgenden Eigenschaften:

(1) Jeder Punkt A, der nicht der Geraden a angehért, liegt mit seinem Bild-
punkt A’ auf verschiedenen Seiten der Geraden a.

(2) Jede Gerade A A’ schneidet die Gerade a in einem Punkt L unter einem
rechten Winkel.

(3) Die Strecken LA und LA’ sind gleich lang.

(4) Jeder Punkt der Geraden a wird auf sich selbst abgebildet.

@ Welche Eigenschaften besitzen diejenigen Geraden bei der Spiegelung an
einer Geraden a, die die Gerade a unter einem rechten Winkel schneiden?
Avufgaben d 17 und 18

4 Gemeinsame Eigenschaften von Verschiebungen, Drehun-
gen, Spiegelungen

Es gibt Eigenschaften, die nur fir Verschiebungen oder nur fir Drehungen
oder nur fiir Spiegelungen gelten. Es gibt aber auch Eigenschaften, die fir alle
genannten Abbildungen gemeinsam gelten.

@ Zeichne!
a) eine Strecke;  b) ein Dreieck; c) zwei zueinander parallele Geraden
Konstruiere jeweils das Bild bei einer Verschiebung, bei einer Drehung, bei
einer Spiegelung!

Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen haben u. a. folgende gemein-

same Eigenschaften:

(1) Das Bild einer Geraden ist stets wieder eine Gerade; Bild D 7 (1).

(2) Liegt ein Punkt A auf einer Geraden g, so liegt auch der Bildpunkt A’ auf der
Bildgeraden a’; Bild D 7 (1).
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(3) Liegt ein Punkt B zwischen den Punkten A und C, so liegt auch der Bild-
punkt B’ zwischen den Bildpunkten A’ und C’; Bild D 7 (1).

(4) Sind zwei Geraden zueinander parallel, so sind auch ihre Bilder zuein-
ander parallel; Bild D 7 (2).

Verschiebung Drehung Spiegelung

D7

Erldutere an Hand einer Zeichnung, daB die Nacheinanderausfihrung

a) zweier Verschiebungen durch eine einzige Verschiebung,

b) zweier Drehungen um ein und denselben Punkt M durch eine einzige Dre-
hung um M

angegeben werden kann!

Untersuche die Nacheinanderausfihrung zweier Spiegelungen
a) an ein und derselben Geraden,

b) an zwei Geraden, die einander schneiden,

¢) an zwei Geraden, die zueinander parallel sind!

Bewegung und Kongruenz

5 Begriff der Bewegung

Je zwei Verschiebungen, zwei Drehungen bzw. zwei Spiegelungen kénnen
nacheinander ausgefiihrt werden. Man kann aber auch Verschiebungen und
Drehungen oder Verschiebungen und Spiegelungen oder Drehungen und Spie-
gelungen in beliebiger Reihenfolge nacheinander ausfihren.

Das Dreieck A’'B'C’ ist das Bild des Dreiecks ABC bei der Verschiebung P-é, das
Dreieck A”B"”C" ist das Bild des Dreiecks A'B'C’ bei der Drehung um den
Punkt M mit einem positiv orientierten rechten Winkel als Drehwinkel (Bild D 8).
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Die Nacheinanderausfilhrung der Verschiebung und der Drehung ergibt eine
Abbildung, bei der das Dreieck A”B"C"” das Bild des Dreiecks ABC ist.

Wir ermitteln die Bilder zweier beliebiger Punkte A und B, die voneinander
verschieden sind, indem wir nacheinander eine Verschiebung, eine Drehung

D8 und eine Spiegelung ausfilhren. Auf

diese Weise erhalten wir die Bild-

Nacheinanderausfihren einer punkte A" und B, die ebenfalls von-
Verschigbung und einer Orehung einander verschieden sind (Bild D 9).

Wir stellen fest:

Bei jeder Nacheinanderausfilhrung von
Verschiebungen, Drehungen und Spie-
gelungen wird jedem Punkt P der Ebene
genau ein Bildpunkt P’ zugeordnet. Um-
gekehrtgehértzu jedem Bildpunkt P’ ge-
nau ein Originalpunkt P. Fihrt man die
genannten Abbildungen nacheinander
aus, so wird also die Ebene ebenfalls um-
kehrbar eindeutig auf sich abgebildet.

derausfiihrung einer Verschiebung, einer Drehung und einer Spiegelung

D9

DEFINITION: Unter Bewegungen versteht man:
(1) Verschiebungen,

(2) Drehungen,

(3) Spiegelungen und die

(4) Abbildungen, die man erhiilt, wenn man endlich viele Verschiebungen,
Drehungen oder Spiegelungen nacheinander ausfihrt.

Aufgaben d 19 bis 26
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6 Eigenschaften von Bewegungen

Wiederhole die in der Lerneinheit 4 genannten gemeinsamen Eigenschaften von
Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen!
Was vermutest du?

SATZ: Bei jeder Bewegung gilt:

(1) Das Bild einer Geraden ist stets wieder eine Gerade.

(2) Liegt ein Punkt A auf einer Geraden a, so liegt auch der Bildpunkt A’
auf der Bildgeraden a'.

(3) Liegt ein Punkt B zwischen den Punkten A und C, so liegt auch der Bild-
punkt B’ zwischen den Bildpunkten A’ und C'.

(4) Sind zwei Geraden zueinander parallel, so sind auch ihre Bilder zuein-
ander parallel.

Begriinde die in Satz 5 genannten Eigenschaften, indem du die in Definition 4
aufgezéhlten Félle untersuchst!

SATZ: Zu jeder Bewegung gibt es eine ent tzte B

Wir zeichnen das Bild AB’ der Strecke AB bei einer Bewegung, die sich aus
einer Verschiebung und einer Drehung zusa tzt. Umgekehrt ist dann die
Strecke AB das Bild der Strecke A'B’ bei der Nacheinanderausfihrung der ent-
gegengesetzten Drehung und der entgegengesetzten Verschiebung (Bild D 10).
Diese Abbildung ist nach Definition 4 ebenfalls eine Bewegung.

D10

Vergleiche bei einer Bewegung

a) die Ldnge einer Strecke AB mit der Lénge ihrer Bildstrecke A'B’,
b) die GréBe eines Winkels mit der GroBe seines Bildes!
Was stellst du fest?

Aufgaben d 27 und 28
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7 Begriff der Kongruenz

Bei Bewegungen ist das Bild einer Strecke (eines Winkels, eines Dreiecks usw.)
wieder eine Strecke (ein Winkel, ein Dreieck usw.).

Zeichne ein Quadrat ABCD und ein Rechteck EFGH!
Ermittle ihre Bilder bei der Bewegung, die sich aus der Spiegelung an der Ge-

raden AB und aus der Verschiebung EF zusammensetzt!
Vergleiche jeweils die Originalfigur mit ihrem Bild!

DEFINITION: Geometrische Figuren heiBen kongruent (deckungsgleich)
genau dann, wenn es eine Bewegung gibt, die eine Figur auf die andere ab-
bildet.

Sind zum Beispiel zwei Dreiecke ABC und A'B’C’ kongruent, so schreiben wir:
»AABC= AAB'C' * (lies: ,,Dreieck ABC kongruent Dreieck A'B'C’' *).

a) Bild D 11 zeigt zwei Dreiecke ABC und A'B'C'. Sie sind kongruent, denn es
gibt eine Bewegung, bei der das Dreieck A'B’C’ das Bild des Dreiecks ABC
ist. Diese Bewegung setzt sich aus einer Verschiebung und einer Spiegelung

zusammen.
¢ [

A 8 B A b1

b) Bild D 12 zeigt das Quadrat ABCD und das Rechteck EFGH. Beide Figuren
haben gleichen Fldcheninhalt. Sie sind jedoch nicht kongruent, denn es gibt
keine Bewegung, durch die das Quadrat ABCD auf das Rechteck EFGH ab-

gebildet wird.
6
F

D12

D ¢

A B

8 Strecken- und Winkelkongruenz

Sind zwei Strecken AB und C_Dkongruenf, so schreiben wir:
B CD".

100



Kongruente Strecken sind gleich lang.

Umgekehrt: Gleich lange Strecken sind kongruent.

Mit anderen Worten: Sind die Strecken AB und CD nicht gleich lang, dann sind
sie auch nicht kongruent.

Entweder ist dann AB kirzer oder ldnger als CD. Wir schreiben dafir:
AB< CD" (lies: ,,Die Strecke B ist kleiner als die Strecke CD")

oder:

AB > CD" (lies: ,,Die Strecke AB ist gréBer als die Strecke CD").

SATZ: Fir je zwel Strecken AB und CD gllt entweder
AB < CD oder
AB=CD oder
AB > CD.
Sind zwei Winkel (h, k) und (I, m) kongruent, so schreiben wir:
W (h, k)= < (I, m)"* (lies: ,,Winkel (h, k) kongruent Winkel (I, m)").
Kongruente Winkel sind gleich groB.
Umgekehrt: Gleich groBe Winkel sind kongruent.
Mit anderen Worten: Sind die Winkel (h, k) und (I, m) nicht gleich groB, so
sind sie auch nicht kongruent.
Entweder ist dann < (h, k) kleiner oder gréBer als < (I, m).
Wir schreiben dafir:
< (h, k) < < (I, m)* (lies: ,,Der Winkel (h, k) ist kleiner als der Winkel (I, m)*)
oder:
<X (h, k) > < (I, m*) (lies: ,,Der Winkel (h, k) ist gréBer als der Winkel (I, m)").

SATZ: Fir je zwei Winkel (h, k) und (I, m) gilt entweder

< (h, k) < < (I, m) oder

< (h, k) = < (I, m) oder

< (h, k) > < (I, m).
Wir haben die Kongruenz nur fir geometrische Figuren in ein und derselben
Ebene erkldrt. Den Begriff der Kongruenz kann man auch fiir geometrische
Figuren im Raum erkldren, wenn man von rdumlichen Bewegungen ausgeht.

Aufgaben d 29 bis 34

bestimmten Elgcnsehaﬁen

M.gunnen kénnen nu:heinond-r ausgefihrt werden.

Zu jeder Bewegung gibt es eine entgegengesetzte Bewegung.

Wenn eine Figur durch eine Bewegung auf eine undcre Figur abgebildet
wird, so sind die beiden Figuren kongruent.

Umgekehrt gibt es zu zwei kongruenten Figuren stets eine Bewegung, bei
der die eine das Bild der anderen ist.
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Beziehungen zwischen Winkeln
9 Scheitelwinkel und Nebenwinkel

Zeichne einen spitzen (rechten, stumpfen) Winkel ABC und bestimme sein Bild
bei einer Drehung um B mit einem gestreckten Winkel als Drehwinkel!
Erldutere dein Vorgehen!

Zwel Winkel mit g i Scheitel, deren Schenkel jeweils eine Ge-
rade bilden, heiBen Scheitelwinkel. Jeder der beiden Winkel heiBt der
Scheitelwinkel des anderen.

Aligemein gilt:

Sind zwei Winkel Scheitelwinkel, so ist der eine das Bild des anderen bei einer
Drehung um den gemeinsamen Scheitel mit einem gestreckten Winkel als
Drehwinkel (Bild D 13).

SATZ: Scheitelwinkel sind kongruent.

Zeichne zwei Winkel, die einen Schenkel gemeinsam haben und deren andere
Schenkel eine Gerade bilden!

Scheitelwinkel

Zwei Winkel, die einen Schenkel gemeinsam haben und deren andere
Schenkel eine Gerade bilden, heiBen Nebenwinkel. Jeder der beiden
Winkel heiBt ein Nebenwinkel des anderen.

SATZ: Die Summe zweier Nebenwinkel betrdgt 180°.

a) Zeichne zwei Geraden, die einander schneiden! Stelle alle Winkelpaare zu-
sammen, die Scheitelwinkel bzw. Nebenwinkel sind!

b) Zeichne einen Nebenwinkel je eines spitzen, stumpfen bzw. rechten Winkels!
Vergleiche jeweils die beiden Nebenwinkel!

Ein Winkel ist ein rechter Winkel genau dann, wenn er einem seiner Neben-
winkel kongruent ist.

Aufgaben d 35 bis 46
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10 Stufenwinkel

Schneiden zwei Geraden einander, so entstehen Winkelpaare, die den Scheitel
gemeinsam haben.

Schneidet eine Gerade zwei andere Geraden, so entstehen auBerdem Winkel-
paare, deren Winkel voneinander verschiedene Scheitel besitzen. Dabei darf
die schneidende Gerade nicht durch den Schnittpunkt der geschnittenen Ge-
raden gehen.

Die Schenkel der Winkel o und f, die auf der schneidenden Geraden AB liegen,
sind gleich orientiert. Die Schenkel auf den geschnittenen Geraden liegen auf
derselben Seite der Geraden AB (Bild D 14).

Stufenwinkel Kongruente Stufenwinkel

D14 D15

Stelle alle Winkelpaare zusammen, die den im Beispiel 5 genannten Bedingun-
gen geniigen! (Bezeichne dazu die Winkel in geeigneter Weise!)

Zwel Winkel an geschnitienen Geraden heiBen Stufenwinkel, wenn sie

folgende Eigenschaften besitzen:

(1) Sie haben verschiedene Scheitel.

(2) Die Schenkel auf der schneidenden Geraden sind gleich orientiert.

(3) Die Schenkel auf den geschnittenen Geraden liegen auf derselben Seite
der schneidenden Geraden.

Zeichne zwei zueinander parallele Geraden a und b, die von einer dritten
Geraden ¢ geschnitten werden!
Vergleiche jeweils zwei Stufenwinkel! Was vermutest du?

SATZ: Sind zwei Winkel Stufenwinkel und
sind die geschnittenen Geraden zueinander parallel,
so sind die beiden Winkel kongruent.

In dem Satz 12 wird vorausgesetzt, daB zwei Winkel Stufenwinkel und die
geschnittenen Geraden zueinander parallel sind. Unter diesen Voraussetzungen
wird behauptet, daB die beiden Winkel kongruent sind. Wird eine Behauptung
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aufgestellt, so muB sie auch bewiesen werden. Zum Beweis werden bereits
bekannte Eigenschaften oder Sdtze bzw. Definitionen verwendet.

Beweis desSatzes 12: o und ff seien zwei beliebige Stufenwinkel mit den Scheiteln
A und B, die geschnittenen Geraden a und b zueinander parallel (Bild D 15).
Bei der Verschiebung AB gilt:

(1) Die Gerade AB wird auf sich selbst abgebildet.

(2) Die Gerade b ist das Bild der Geraden a.

(3) Der Scheitel B ist das Bild des Scheitels A.

(4) Die Schenkel des Winkels /3 sind die Bilder der Schenkel des Winkels o.

Der Winkel g ist also das Bild des Winkels o. Also gilt: oo f, w.z. b.w.

11 Wechselwinkel

Die Schenkel der Winkel « und f, die auf der schneidenden Geraden AB liegen,
sind entgegengesetzt orientiert. Die Schenkel auf den geschnittenen Geraden
liegen auf verschiedenen Seiten der Geraden AB (Bild D 16).

Wechselwinks! Kongruente Wechselwinkel

D16 D17

Stelle alle Winkelpaare zusammen, die den im Beispiel 6 genannten Bedingun-
gen genigen!

Zwei Winkel an geschnittenen Geraden heiBen Wechselwinkel, wenn sie fol-

gende Eigenschaften besitzen:

(1) Sie haben verschiedene Scheitel.

(2) DieSchenkel auf der schneidenden Geraden sind entgegengesetzt orien-
tiert.

(3) Die Schenkel auf den geschnittenen Geraden liegen auf verschiedenen
Seiten der schneidenden Geraden.

SATZ: Sind zwei Winkel Wechselwinkel und
sind die geschnittenen Geraden zueinander parallel,
so sind die beiden Winkel kongruent.
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Beweis: « und f3 seien zwei beliebige Wechselwinkel mit den Scheiteln A

und B. Die geschnittenen Geraden a und b seien zueinander parallel (Bild D 17).

Dann ist # das Bild von « bei einer Bewegung, die sich

(1) aus der Verschiebung A_é und

(2) aus einer Drehung um B mit einem gestreckten Winkel als Drehwinkel zu-
sammensetzt.

Also gilt: & =~ f, w.z.b.w.

12 Entgegengesetzt liegende Winkel

Die Schenkel der Winkel « und f, die auf der schneidenden Geraden AB liegen,
sind entgegengesetzt orientiert. Die Schenkel auf den geschnittenen Geraden
liegen auf derselben Seite der Geraden AB (Bild D 18).

Entgegengeset zt
(feg%n%e /inkel

Kongruente entgegengesetzt
I/eggnda Wr’nlrulq i

D18 D19

Zwei Winkel an geschnittenen Geraden heiBen entgegengesetzt liegende

Winkel, wenn sie folgende Eigenschaften besitzen:

(1) Sie haben verschiedene Scheitel.

(2) DieSchenkel auf der schneidenden Geraden sind entgegengesetzt orien-
tiert.

(3) Die Schenkel auf den geschnittenen Geraden liegen auf derselben Seite
der schneidenden Geraden.

SATZ: Sind zwei Winkel entgegengesetzt liegende Winkel und
sind die geschnittenen Geraden zueinander parallel,
so betragen die beiden Winkel zusammen 180°.

Beweis: « und 8 seien zwei beliebige entgegengesetzt liegende Winkel mit den
Scheiteln A und B. Die geschnittenen Geraden a und b seien zueinander par-
allel (Bild D 19). .
Bei der Verschiebung AB ist der Winkel y das Bild des Winkels .. Der Winkel y
ist Nebenwinkel des Winkels §. Die Summe der Winkel y und f betragt 180°.
Da y und o kongruent und damit gleich groB sind, betragen auch die Winkel a
und B zusammen 180°, w.z.b. w.

Aufgaben d 47 bis 50
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13 Umkehrungen

In dem Satz

Wenn o ein rechter Winkel ist, dann ist x einem seiner Nebenwinkel kon-
gruent

wird vorausgesetzt, daB o ein rechter Winkel ist, und behauptet, daB « einem
seiner Nebenwinkel kongruent ist.

Wir vertauschen Voraussetzung und Behauptung und erhalten die

Umkehrung des Satzes:

Wenn « einem seiner Nebenwinkel kongruent ist, dann ist « ein rechter
Winkel.

Wir kénnen uns den Zusammenhang zwischen einem Satz und der Umkehrung
des Satzes wie folgt veranschaulichen:

Voraussetzung 'Bchaupﬁmy

« ist ein rechter Winkel. | « ist einem seiner Neben-
winkel kongruent.

« ist einem seiner « ist ein rechter Winkel.
Nebenwinkel kongruent.

Der Satz 11 in der Lerneinheit 9 lautet:

Die Summe zweier Nebenwinkel betrdgt 180°.

Wir kénnen ihn auch so formulieren:

Wenn & und 8 Nebenwinkel sind, dann betréigt ihre Summe 180°.

Die Umkehrung dieses Satzes lautet:

Wenn die Summe der Winkel « und 8 180° betréigt, dann sind « und B Neben-
winkel.

Voraussetzung Behauptung
« und f§ sind Neben- «+ f = 180°
winkel.
a+ B =180° aundfsind Nebenwinkel.

Die Umkehrung des Satzes 11 ist nicht wahr. Es gibt namlich Winkel « und 8,
deren Summe zwar 180° betrédgt, die aber keine Nebenwinkel sind (Bild
D 20). Mit anderen Worten: Es gibt Winkel, fir die die-Umkehrung nicht zu-
trifft.

Die Umkehrung eines Satzes ist also nicht immer auch ein Satz. Deshalb muB
stets Uberprift werden, ob die Umkehrung eines Saizes gilt.

Es gibt Sdtze mit mehreren Voraussetzungen. Zu solchen Sétzen gibt es mehrere
Umkehrungen.
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Es sollen Umkehrungen zu Satz 12 ge-

bildet werden. Dieser lautet:

Sind zwel Winkel Stufenwinkel und sind

die geschnittenen Geraden zueinander par-

allel, so sind die beiden Winkel kongruent.

D20 o =60°% p=120°
1. Umkehrung zu Satz 12:

Sind zwei Winkel an geschnittenen Parallelen kongruent, so sind die beiden Winkel
Stufenwinkel.

Diese Umkehrung trifft nicht zu.

2. Umkehrung zu Satz 12:

Sind zwei Stufenwinkel kongruent, so sind die geschnitt Geraden zueinand
parallel.

Diese Umkehrung, die fir den Nachweis der Parallelitdt zweier Geraden ver-
wendet werden kann, |&Bt sich beweisen. Auf den Beweis verzichten wir an
dieser Stelle.

@ Wiederhole den Satz 14 und bilde Umkehrungen dieses Satzes!

Welche Umkehrung trifft zu?

Zusammenfassung:

Schneiden zwei Geraden einander, entstehen
Scheitelwinkel und Neb
Scheitelwinkel sind kongruent.

Nebenwinkel betragen zusammen 180°.
Werden zwei Geraden von einer dritten ge-
schnitten, so entstehen Stufenwinkel, Wec
selwinkel und entgegeng liegend
Winkel.

An geschnittenen Parallelen sind Stufen-
winkel und Wechselwinkel kongruent, ent-
gegengesetzt liegende Winkel betragen zu-
sammen 180°.

Dreiecke

14 Einteilung der Dreiecke

In einem Dreieck ABC seien die Winkel mit «, £,y und die Seiten mit g, b, ¢, wie
im Bild D 21, bezeichnet.
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Wir sagen dann, daf8

dem Winkel o die Seite a
dem Winkel g die Seite b
dem Winkel y die Seite ¢

bzw. umgekehrt gegenijberliegen

der Seite a der Winkel «

der Seite b der Winkel

der Seite c der Winkel y

und

der Seite a die Winkel § und y

der Seite b die Winkel « und y anliegen.

der Seite ¢ die Winkel & und

Wird in einem Dreieck ABC zum Beispiel die Seite b iber den Eckpunkt A hinaus

verldngert, so entsteht ein Nebenwinkel o, des Winkels o (Bild D 21). Dieser
Nebenwinkel des Winkels « heiBt AuBenwinkel des Dreiecks ABC.

Suche noch weitere AuBenwinkel des Dreiecks ABC!

Die Winkel , # undy eines Dreiecks ABC nennt man auch seine Innenwinkel.

AulBenwinkel und Jnnenwinkel

Die Menge aller gleichseitigen Dreiecke ist eine Teilmenge der Menge aller
gleichschenkligen Dreiecke, d. h., jedes gleichseitige Dreieck ist auch gleich-
schenklig (Bild D 22).

a) Bilde die Umkehrung des folgenden Satzes!
Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, so ist es auch gleichschenklig.
b) Untersuche, ob diese Umkehrung gilt!

Die Menge aller spitzwinkligen Dreiecke, die Menge aller rechtwinkligen Drei-
ecke und die Menge aller stumpfwinkligen Dreiecke besitzen kein gemeinsames

Element (Bild D 23).
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D23

Einteilung der Dreigcke nach Seiten

unregelmiBig gleichschenklig Yleichseitig

Seiten paarweise ein Paar alle Seiten
verschieden lang gleich langer Seiten gleich lang
D 24
Einteilung der Drerecke nach Winkeln
spitzwinklig rechtwinklig stumpfwinklig

alle Winkel spitz ein rechter Winkel ein stumpfer Winkel

D25
Aufgaben d 63 bis 66

15 Satz iiber die Innenwinkel eines Dreiecks

a) Zeichne ein spitzwinkliges, ein rechtwinkliges und ein stumpfwinkliges Drei-
eck!

b) MiB in jedem Dreieck die Innenwinkel und bilde jeweils ihre Summe!

¢) Vergleiche die Summen! Was vermutest du?

SATZ: In jedem Dreieck betrigt die Summe der Innenwinkel 180°.
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Beweis: o, 8 und y seien die Innen-
winkel eines beliebigen Dreiecks
ABC.

Durch C gibt es genau eine Parallele
zur Geraden AB. Die zu « bzw. § ge-
hérigen Wechselwinkel bezeichnen
wir mit o’ bzw. 8’ (Bild D 26).

Jnnenwinkelsatz

Dann gilt: o +f +y =180° als gestreckter Winkel
a=0o als Wechselwinkel an
B =P8 | geschnittenen Parallelen

Daraus folgt: « +f +y =180°, w.z. b.w.

Begriinde, daB ein Dreieck héchstens einen rechten bzw. héchstens einen

stumpfen Winkel haben kann!
Aufgaben d 67 und 68

16 Séitze Uber die AuBenwinkel eines Dreiecks

Jedem Innenwinkel eines Dreiecks
sind zwel AuBenwinkel zugeordnet.
Wenn wir von den drei AuBenwin-
keln eines Dreiecks sprechen, so sind
AuBenwinkel gemeint, die zu ver-
schiedenen Innenwinkeln gehéren

(Bild D 27).

AuBenwinkel eines Dreigcks

SATZ: Jeder AuBenwinkel eines
Dreiecks ist gleich der Summe der

beld. tehtanli d 1

winkel.
D 27
Aus o+ 7 =180° als Nebenwinkel
und a4/ +7 =180° Summe der Innenwinkel
folgt o+7% =a+/ +7 unddamit
v =pF+7, w.z. b.w.
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Begriinde die einzelnen Schritte dieses Beweises!

Aus Satz 16 folgt:

Jeder AuBenwinkel eines Dreiecks ist gréBer als jeder der beiden nichtanliegen-
den Innenwinkel.

SATZ: In jedem Dreieck betrigt die Summe der AuBenwinkel 360°.

Beweise den Satz 17 mit Hilfe des Satzes 16!
Aufgaben d 69 bis 80

17 Symmetrieeigenschaften gleichschenkliger Dreiecke .

Ein Strahl m heiBt Winkelhalbierende des Winkels (h, k), wenn er folgende
Eigenschaften besitzt (Bild D 28):
(1) Sein Anfangspunkt ist der Scheitel des Winkels.
(2) Er verléuft innerhalb des Winkels.
(3) Winkel (h, m) und Winkel (m, k) sind kongruent,
also < (h, m)=< <X (m, k).

Winkelhalbierende Mittelsenkrechte

D28 D 29

Ein Punkt M einer Sirecke AB heiBt Mittelpunkt der Strecke, wenn die Be-
ziehung AM =2 MB gilt.

Die Senkrechte im Mittelpunkt einer Strecke AB auf die Gerade AB heiBt Mittel-
senkrechte der Strecke (Bild D 29).

a) Begrinde, daB die Gerade, auf der die Winkelhalbierende eines Winkels
liegt, Symmetrieachse des Winkels ist!

b) Begrinde, daB die Mittelsenkrechte einer Strecke Symmetrieachse der
Strecke ist!

SATZ: Jedes gleichschenklige Dreieck ist axialsymmetrisch.

Wie man zeigen kénnte, ist die Winkelhalbierende des Winkels an der Spitze,
die zugleich Hohe auf die Basis ist, Symmetrieachse des gleichschenkligen
Dreiecks.
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Begriinde, daB die Basiswinkel eines beliebigen gleichschenkligen Dreiecks
kongruent sind (Bild D 30)!

Gleichschenklige Drejecke

D 30

Satz 18 gilt auch fir gleichseitige Dreiecke; denn jedes gleichseitige Dreieck
ist zugleich ein gleichschenkliges Dreieck.

Da jede Seite eines gleichseitigen Dreiecks Basis eines gleichschenkligen Drei-
ecks mit den beiden anderen Seiten als Schenkel ist, gibt es in jedem gleich-
seitigen Dreieck drei Symmetrieachsen. Sie schneiden einander in einem
Punkt (Bild D 31).

Begriinde, daB in jedem gleichseitigen Dreieck jeder Innenwinkel 60° betrdgt!

) A

Gleichseitige Dreiecke

Aufgaben d 81 bis B4

18 Seiten-Winkel-Beziehungen

Zeichne ein unregelméBiges Dreieck! MiB die Seiten und Winkel! Ordne die
Seiten nach ihrer Lénge! Ordne die Winkel nach ihrer GroBe!

Was stellst du fest?

SATZ: In jedem Dreieck liegt der gréBeren von zwei Seiten auch der
gréBere Winkel gegeniber.
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Ebenso gilt:

Umkehrung zu Satz 19: In jedem Dreieck liegt dem gréBeren von zwei

Winkeln auch die gréBere Seite gegeniber.

Auf die Beweise fir Satz 19 und fir seine Umkehrung verzichten wir an

dieser Stelle.

Begriinde die folgenden Aussugen'

a) In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Seite, die dem rechten Winkel
gegeniberliegt, gréBer als jede der beiden anderen Seiten.

b) In jedem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck betrdgt jeder der beiden
Basiswinkel 45°.

19 Dréiecksungleichung

Zeichne je ein beliebiges spitzwinkliges, rechtwinkliges und stumpfwinkliges
Dreieck! MiB in jedem Dreieck die Seiten! Bilde fir jedes Dreieck die Summen
aus den Ldngen je zweier Seiten! Vergleiche sie jeweils mit der Lénge der
dritten Seite! Was vermutest du?

Sind g, b und c die Ldngen der Seiten eines Dreiecks, so gelten folgende Un-
gleichungen:

a+b>c¢; at+c>b; btc>a

Also gilt: )

SATZ: In jedem Dreieck ist die Summe zweier Seiten gréBer als die dritte
Seite.

Auch auf den Beweis des Satzes 20 verzichten wir an dieser Stelle. Die in diesem
Satz angegebene Beziehung zwischen den Seiten eines Dreiecks heift die
Dreiecksungleichung.

a) Ermittle die Differenz zweier Seiten eines spitzwinkligen, eines rechtwink-
ligen bzw. eines stumpfwinkligen Dreiecks!
b) Vergleiche jeweils die Differenz mit der dritten Seite! Was stellst du fest?

Aufgaben d 85 bis 90

Zusammenfassung:

Dreiecke lassen sich sowohl nach ihren W|nkaln
als auch nach ihren Seiten einteilen.

Die § der | inkel eines Dreiecks
betrégt 180°.

Jeder AuBenwinkel eines Dreiecks ist gleich
der S der beiden nichtanliegenden Innen-
winkel.
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Der groBeren von zwei Seiten eines Dreiecks
liegt auch der groBere Winkel gegeniiber und
umgekehrt.

Die Seiten eines Dreiecks geniigen der Drei-

leich

Gleichschenklige Dreiecke sind axialsymme-
trisch.

Kongruenz von Dreiecken

20 Anwendung des Kongruenzbegriffs auf Dreiecke

Wiederhole die Definition fiir die Kongruenz zweier geometrischer Figuren!

Zwei Dreiecke sind kongruent genau dann, wenn es eine Bewegung gibt, bei
der das eine Dreieck das Bild des anderen ist. Ve

Das Dreieck A’'BC ist das Bild eines Dreiecks ABC
bei der Spiegelung an der Geraden BC (Bild D 32). g
Die Dreiecke ABC und A'BC sind also kongruent.
Wir schreiben: ,,/A ABC =~ /A A'BC".
Zeichne ein Dreieck ABC! Zeichne mit Hilfe von
Transparentpapier ein Bild A'B'C’ dieses Drei- A 8
ecks!
D 32
a) Gib eine Bewegung an, bei der das Dreieck A'B’C’ das Bild des Dreiecks

ABC ist!
b) Schneide die Dreiecksfliche A'B'C’ aus! Lege sie aufdie Dreiecksfldche ABC!

Aufgaben d 91 bis 94

21 Eigenschaften kongruenter Dreiecke

Die Kongruenz von Dreiecken ist eine Beziehung zwischen jeweils zwei Drei-
ecken. Wenn /A ABC = A PQRist, so gibt es eine Bewegung, bei der das Dreieck
P@R das Bild des Dreiecks ABC ist.

Es sei /A ABC =~ A PQR. Das Dreieck PQR ist das Bild des Dreiecks ABC bei
der Verschiebung AP (Bild D 33).
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Stelle in einer Tabelle fir das Beispiel 10 Q
die Paare der einander zugeordneten Eck-
punkte, Seiten und Winkel zusammen!

™

Gibt es zu jeder Seite (zu jedem Winkel) P
eines Dreiecks ABC eine zu ihr kon-

gruente Seite (einen zu ihm kongruenten

Winkel) eines Dreiecks PQR und um- ¢ A
gekehrt, so sagen wir, daB die beiden p 33

Dreiecke in den Seiten (in den Winkeln)
Ubereinstimmen.

SATZ: Wenn zwei Dreiecke kongruent sind, dann stimmen sie in den Seiten
und in den Winkeln iberein.

Ein Beweis dieses Satzes ergibt sich durch die Anwendung der Definition fiir die
Kongruenz (Definition 7). Sind némlich zwei Dreiecke kongruent, so gibt es
eine Bewegung, bei der jeder Seite des Originaldreiecks genau eine Seite des
Bilddreiecks und jedem Winkel des Originaldreiecks genau ein Winkel des
Bilddreiecks zugeordnet ist. Die einander zugeordneten Seiten bzw. Winkel
sind dann kongruent. Die beiden Dreiecke stimmen also in den Seiten und in
den Winkeln Gberein.

Es gilt auch:

Umkehrung zu Satz 21: Wenn zwei Dreiecke in den Seiten und in den Win-

keln iibereinstimmen, dann sind die Dreiecke kongruent.

Um diesen Satz zu beweisen, miiBte gezeigt werden, daB es auf Grund der in

dem Satz genannten Voraussetzungen stets eine Bewegung gibt, bei der das eine

Dreicck das Bild des anderen Dreiecks ist.

Wir verzichten an dieser Stelle auf einen Beweis.

In der Planimetrie hat man hdufig die Kongruenz zweier Dreiecke nachzu-

weisen.

Wir haben dazu zwei Méglichkeiten:

1. Wir weisen nach, daB es eine Bewegung gibt, bei der das eine Dreieck das
Bild des anderen ist.

2. Wir weisen nach, daB die Dreiecke in allen Seiten und in allen Winkeln
Ubereinstimmen.

Das zweite Verfahren kann vereinfacht werden.

Zundchst Uberzeugen wir uns an Beispielen davon, daB zwei Dreiecke im

allgemeinen nicht kongruent sind, wenn sie nur in

a) einem Stiick bzw. b) zwei Stiicken iibereinstimmen.

Die drei Seiten und die drei Innenwinkel eines Dreiecks nennt man seine

Bestimmungsstiicke, kurz Stiicke.

a) Die beiden Dreiecke ABC und PQR im Bild D 34 stimmen zwar in den Seiten
AB und PQ iiberein, sind jedoch nicht kongruent.
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R b) Die beiden Dreiecke ABC und PQR im
Bild D 34 stimmen zwar einerseits in
¢ den Seiten AB und PQ sowie anderer-
seits in den Seiten BC und QR iiberein,
sind jedoch nicht kongruent. Der Win-
kel CAB ist némlich ein rechter Winkel
A 5 P 2 und der Winkel RPQ ein spitzer Win-
D 34 kel.
Stimmen zwei Dreiecke in drei Stiicken iberein, so kénnen sie kongruent sein.
Diese Fdlle wollen wir im folgenden untersuchen.

22 Kongruenzsitze (s w s) und (w s w)

Wir betrachten zundchst den Fall, daB
zwei Dreiecke in zwei Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel Gbereinstimmen
(Bild D 35). Diesen Fall bezeichnen wir
mit (s w s).

.+Ein Winkel wird von zwei Seiten ein-
geschlossen'* bedeutet, daB die Seiten
auf den Schenkeln des Winkels liegen.

(sws)

D 35

KONGRUENZSATZ (sws): Zwei Dreiecke, die in zwei Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel Ubereinstimmen, sind kongruent.

Damit wir sicher sind, daB der Kongruenzsatz (s w s) fiir alle méglichen Paare
von Dreiecken zutrifft, die den Bedingungen (Voraussetzungen) des Satzes ge-
niigen, missen wir ihn unabhdngig von Beispielen beweisen. Wir zeigen dazu,
daB es auf Grund der im Satz genannten Voraussetzungen eine Bewegung gibt,
bei der das eine Dreieck das Bild des anderen ist.

Beweis des Kongruenzsatzes (s w s):

Fir zwei beliebige Dreiecke ABC und PQR seien folgende Bedingungen erfillt
(Bild D 35):
AB=2PQ; < ABC= < PQR; BC= QR.
1) Wegen ¢ ABC =< < PQR gibt es eine Bewegung, bei der
a) der Punkt Q das Bild des Punktes B,
b) der Strahl QP das Bild des Strahls BA und
) der Strahl QR das Bild des Strahls BC ist.
2) Bei dieser Bewegung ist
a) wegen AB = PQ der Punkt P das Bild des Punktes A und

b) wegen BC = @R der Punkt R das Bild des Punkfes C.
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Das Dreieck PQR ist also Bild des Dreiecks ABC bei dieser Bewegung. Demnach

gilt: A ABC=~ A PQR, w.z.b.w.

Fir die beiden Dreiecke im Bild D 36
nehmen wir an, daB sie in einer Seite
und den beiden anliegenden Winkeln
iibereinstimmen. Diesen Fall bezeich-
nen wir mit (w s w).

KONGRUENZSATZ (w s w): Zwei
Dreiecke, die in einer Seite und den
anliegenden Winkeln bereinstim-
men, sind kongruent.

Beweis des Kongruenzsatzes (w s w):
Fir zwei beliebige Dreiecke ABC und PQR seien folgende Bedingungen erfiillt
(Bild D 36): o
< CAB=2  RPQ; AB==PQ; <t ABC=z < PQR.
1) Wegen <L CAB =~ < RPQ gibt es eine Bewegung, bei der
a) der Punkt P das Bild des Punktes A,
b) der Strahl PQ das Bild des Strahls AB und
¢) der Strahl PR das Bild des Strahls AC ist.

&

2) Bei dieser Bewegung ist
wegen AB = PQ der Punkt Q das Bild des Punktes B.
3) Das Bild C' von C bei dieser Bewegung liegt auf dem Strahl PR.
Aus < ABC = < PQC' und der Voraussetzung <t ABC== <& PQR
ergibt sich <C PQC’ = < PQR. Daraus folgt C' = R.
Das Dreieck PQR ist also das Bild des Dreiecks ABC bei dieser Bewegung.
Demnach gilt: A ABC= /A PQR, w.z.b.w.

a) Uberprife, ob es bei der Kombination ,,2 Winkel; 1 Seite" weitere Méglich-
keiten fur die gegenseitige Lage der Seite und der beiden Winkel gibt!

b) Untersuche gegebenenfalls diese Mdglichkeiten!
(Anleitung: Beachte dabei den Satz Uber die Summe der Innenwinkel!)

23 Kongruenzsiitze (s s s) und (s s w)

Fir die beiden Dreiecke im Bild D 37 nehmen wir an, daB sie in den drei Seiten
Ubereinstimmen. Diesen Fall bezeichnen wir mit (s s s).

KONGRUENZSATZ (s s s): Zwei Dreiecke, die in den drei Seiten Uber-
einstimmen, sind kongruent.
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B is des Kongr zes (sss):

Fir zwei beliebige Dreiecke ABC und PQR seien folgende Bedingungen erfiillt

(Bild D 38):

AB=PQ; BC= QR; CA=RP.

AuBerdem sei AB die groBte Seite im Dreieck ABC und damit auch PQ die groBte

Seite im Dreieck PQR. Dann sind aber die Dreieckswinkel, die den Seiten AB

bzw. PQ anliegen, spitze Winkel.

1) Wegen AB=~ Egibt es eine Bewegung mit folgenden Eigenschaften:

a) Der Punkt P ist das Bild des Punktes A,

b) der Punk, Q ist das Bild des Punktes B,

¢) das Bild C’ von C und der Punkt R liegen auf verschiedenen Seiten der
Geraden PQ (Bild D 38).

2) Die Dreiecke PRC’ und QRC'’ sind jeweils gleichschenklig. Dann gilt einer-
seits ¢ PRC' = < PC'R und andererseits <z C'RQ =< <- RC'Q. Daraus folgt
< PRQ== X PC’'Q.

3) Die Dreiecke PRQ und PC'@sind nach dem Kongruenzsatz (s w s) kongruent.
Demnach gibt es eine zweite Bewegung, bei der das Dreieck PRQ das Bild
des Dreiecks PC'Q ist.

4) Bei der Bewegung unter 1) wird das Dreieck ABC auf das Dreieck PQC’ ab-
gebildet. Bei der Bewegung unter 3) wird das Dreieck PQC’ auf das Dreieck
PQR abgebildet.

Das Dreieck PQR ist demnach das Bild des Dreiecks ABC bei der Nachein-
anderausfihrung beider Bewegungen.

D 39 Folglich gilt:

A ABC== A PQR, w.z.b.w.

(ssw

Fir die beiden Dreiecke im Bild D 39
nehmen wir an, daB sie in zwei Seiten
und dem Winkel, der der groBeren Seite
gegenuberliegt, iibereinstimmen. Diesen
Fall bezeichnen wir mit (s s w). Fir
ihn gilt der folgende Satz, den wir nicht
beweisen.
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KONGRUENZSATZ (ssw): Zwei Dreiecke, die in zwei Seiten und dem
Gegenwinkel der gréBeren Seite Ubereinstimmen, sind kongruent.

Zeige an je einem Beispiel, daB in den folgenden Féllen die beiden Dreiecke

nicht kongruent zu sein brauchen!

a) Zwei Dreiecke stimmen in zwei Seiten und dem Winkel, der der kleineren
Seite gegeniiberliegt, Uberein.

b) Zwei Dreiecke stimmen in den drei Winkeln Uberein.

24 Dreieckskonstruktionen

Unter der Konstruktion eines Dreiecks verstehen wir die Ermittlung seiner
Eckpunkte mit Hilfe von Zirkel und Lineal aus gegebenen Stiicken. Eine Kon-
struktion heiBt eindeutig ausfilhrbar, wenn je zwei beliebige Dreiecke, die
aus den gegebenen Stiicken konstruiert werden

kénnen, kongruent sind. Gs
Es ist ein Dreieck zu konstruieren, dessen Seite AB G

eine Ldnge von 3 cm und dessen Winkel o eine e

GroBe von 50° haben soll. /

Eine Konstruktion ist zwar ausfiihrbar; sie ist je-

doch nicht eindeutig ausfihrbar. Es gibt ndmlich

beliebig viele Dreiecke, die zwar den genannten A 3cm
Bedingungen genigen, aber nicht kongruent sind

(Bild D 40). D40

Von praktischem Interesse sind diejenigen Dreieckskonstruktionen, die ein-
deutig ausfihrbar sind.

Es soll ein Dreieck ABC konstruiert werden. Gegeben seien die Seiten aund b
und der Winkel y (s ws).

Konstruktionsbeschreibung (Bild D 41):

(1) Wir zeichnen den Winkel y mit dem Scheitel C.

(2) Wir tragen von C aus auf einem Schenkel des Winkels die Strecke b ab und
erhalten den Punkt A.

(3) Auf dem anderen Schenkel des Winkels y tragen wir die Strecke a ab und
erhalten den Punkt B.

Das Dreieck ABC ist das gesuchte Dreieck.

Die Konstruktion des Dreiecks ABC ist aus den gegebenen Stiicken auf Grund
des Kongruenzsatzes (s w s) eindeutig ausfihrbar.

Es soll ein Dreieck ABC konstruiert werden. Gegeben seien die Seite a und die
Winkel fundy (wsw).
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Konstruktion eines Dreiecks Konstruktion eines Drejecks
nach (s w s) nach (w s w)
 Gogeben: Gegeben :!
: 4
Planfigur g
A -

D41

Konstruktionsbeschreibung (Bild D 42):

(1) Wir zeichnen die Strecke a und erhalten die Punkte B und C.

(2) In Btragen wir an den Strahl BC den Winkel 8 an. Wir erhalten den Strahl h.

(3) In Ctragen wir an den Strahl CB den Winkel ¥ so an, daB der Strahl k, den
wir erhalten, und der Strahl h auf derselben Seite der Geraden BC liegen.
Der Schnittpunkt beider Strahlen ist der Punkt A.

(4) Das Dreieck ABC ist das gesuchte Dreieck.

Die Konstruktion ist auf Grund des Satzes iiber die Innenwinkel nur dann aus-
fuhrbar, wenn die Summe der gegebenen Winkel kleiner als 180° ist. Dann ist
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Konstruktion eines Dreiecks
nach (s s w)

Konstruktion eines Dreiecks
nach (s s s)

el S SRR ¢

——

Planfigur

D 44

D 43

die Konstruktion auf Grund des Kongruenzsatzes (w s w) eindeutig ausfihrbar.
Essoll ein Dreieck ABC konstruiert werden. Gegeben seien die Seiten a, b, c (s s').

Konstruktionsbeschreibung (Bild D 43):
(1) Wir zeichnen die Strecke c und erhalten die Punkte A und B.

(2) Wir zeichnen um A den Kreis mit dem Radius b.
(3) Wir zeichnen um B den Kreis mit dem Radius a. Falls die beiden Kreise
einander schneiden, bezeichnen wir einen der beiden Schnittpunkte mit C.

Das Dreieck ABC ist das gesuchte Dreieck.
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Die Konstruktion ist nur dann ausfishrbar, wenn die gegebenen Strecken der
Dreiecksungleichung geniigen. Dann ist aber die Konstruktion auf Grund des
Kongruenzsatzes (s s s) eindeutig ausfihrbar.

Es soll ein Dreieck ABC konstruiert werden. Gegeben seien die Sziten aund b

(a> b) und der Winkel & (s s w).

Konstruktionsbeschreibung (Bild D 44):

(1) Wir zeichnen den Winkel o mit dem Scheitel A.

(2) Wir tragen auf einem Schenkel des Winkels o von A aus die Strecke b ab
und erhalten den Punkt C.

(3) Wir zeichnen um C den Kreis mit dem Radius g, der den anderen Schenkel
des Winkels o im Punkte B schneidet.

Das Dreieck ABC ist das gesuchte Dreieck.

Die Konstruktion des Dreiecks ABC ist aus den gegebenen Stiicken auf Grund
des Kongruenzsatzes (s s w) eindeutig ausfihrbar, das heiBt also, wenn
a gréBer als b ist.

Konstruiere ein Dreieck aus AC = 6 cm, BC = 4 cm und Winkel CAB = 75°!

Sind zwei Seiten und ein Winkel, der der kleineren Seite gegeniiberliegen soll,
gegeben, so gibt es drei Fdlle:

1. Fall: Wir erhalten zwei verschiedene Dreiecke.

2. Fall: Wir erhalten ein eindeutig bestimmies Dreieck.

3. Fall: Wir erhalten kein Dreieck.

Welcher der drei Fdlle jeweils zutrifft, richtet sich nach der GréBe der einzelnen

Stiicke. Aufgaben d 95 bis 114

25 Geometrische Grundkonstruktionen

Neben den Dreieckskonstruktionen sind in der Planimetrie oft gegebene
Strecken bzw. Winkel zu halbieren, in gegebenen Punkten von Geraden die
Senkrechten zu errichten bzw. von gegebenen Punkten auf gegebene Ge-
raden die Lote zu féllen. Diese Konstruktionsaufgaben nennen wir geome-
trische Grundkonstruktionen. Sie kénnen ebenfalls mit Hilfe der Kon-
gruenzsdtze begriindet werden.

Es soll die Strecke AB halbiert werden.
D 45

Konstruktion des Mittelpunktes einer Strecke
Gegeben: T
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Konstruktionsbeschreibung (Bild D 45):

(1) Wir zeichnen um A einen Kreis mit einem Radius r, der gréBer als die halbe
Lénge der gegebenen Strecke sein muB.

(2) Wir zeichnen um B einen Kreis mit demselben Radius r. Die Schnittpunkte
der beiden Kreise sind die Punkte C und C'.

(3) Die Gerade CC’ schneidet die Gerade AB im Mittelpunkt M der Strecke AB.

Begriindung: Die Dreiecke ACC’ und BCC' [vgl. (3)] sind nach dem Kongruenz-

satz (s s s) kongruent. Daraus folgt: < ACC' =2 4 BCC'. Dann sind die Dreiecke

ACM und BCM nach dem Kongruenzsatz (s w s) kongruent. Daraus folgt:

AM =2 BM. Der Punkt M ist also der Mittelpunkt der Strecke AB.

Es soll ein Winkel halbiert werden.

Konstruktion einer Winkelhalbierenden

D 46

Konstruktionsbeschreibung (Bild D 46):

(1) Wir zeichnen um den Scheitel A einen Kreis mit einem beliebigen Radius r
und erhalten auf den Schenkeln des Winkels die Punkte B bzw. B'.

(2) Wir zeichnen um B und um B’ je einen Kreis mit dem Radius r (r > —"Tr' s
Die Kreise schneiden einander in einem Punkt, den wir mit C bezeichnen.

(3) Der Strahl AC ist die gesuchte Winkelhalbierende.

Begriindung: Die Dreiecke ABC und AB'C [vgl. (3)] sind nach dem Kongruenz-

safz (s s s) kongruent. Daraus folgt: <r BAC =< < B'AC. Der Strahl AC ist also

Winkelhalbierende des gegebenen Winkels.

Es soll eine Senkrechte in einem Punkt A einer Geraden errichtet werden.

Konstruktion der Senkrechten zu einer Geraden

D 47
Konstruktionsbeschreibung (Bild D 47):

(1) Wir zeichnen um A einen Kreis, der die Gerade in den Punkten B und C
schneidet.
(2) Wir zeichnen um B einen Kreis mit einem Radius r > AB.
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(3) Wir zeichnen um C mit demselben Radius r einen Kreis und erhalten als
Schnittpunkt beider Kreise den Punkt D. Die Gerade DA ist die Senkrechte
auf der gegebenen Geraden im Punkte A.

Begriindung: Die Dreiecke ABD und ACD sind nach dem Kongruenzsatz (s s s)

kongruent. Da dann die Winkel BAD und CAD zueinander kongruente Neben-

winkel sind, ist jeder der beiden ein rechter Winkel. Die Gerade DA steht also

im Punkt A senkrecht auf der gegebenen Geraden.

a) Beschreibe und begriinde die Konstruktion des Lotes von einem Punkt auf
eine Gerade (Bild D 48)!

b) Zeichne einen Strahl | und einen Winkel (h, k)! Trage den Winkel an den
Strahl | an! Begrinde die Konstruktion!

Konstruktion des Lotes auf eine Gerade

Aufgaben d 115 bis 132

26 Eigenschaften von Parallelen

Zeichne die Parallele zu einer Geraden a durch einen Punkt A, der nicht auf
der Geraden a liegt! Wahle auf der Parallelen einen von A verschiedenen
Punkt B und vergleiche die Abstédnde der Punkte A und B von der Geraden a!

SATZ: Sind zwei Geraden zueinander parallel, dann haben alle Punkte
der einen Geraden gleichen Abstand von der anderen Geraden.

Beweis: Wir wdhlen zwei beliebige zueinander parallele Geraden a und b und
auf a zwei beliebige Punkte A und B. Wir fdllen von A und B die Lote auf b und
bezeichnen ihre FuBpunkte mit Ly bzw. L, (Bild D 49).
Dann sind die Dreiecke ALiL, und L:BA nach dem Kongruenzsatz (w s w) kon-
gruent. Also gilf: AvI: o L:_B Die Punkte A und B haben also von b denselben
Abstand, w.z. b. w.
8 Die Parallele zu einer Geraden a durch einen
Punkt A ist also eine Menge von Punkten, die alle
den gleichen Abstand von a haben.

[5)
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27 Eigenschaften von Mittelsenkrechten

a) Zeichne eine Strecke AB! Konstruiere ihre Mittelsenkrechte!
Wahle auf der Mittelsenkrechten einen beliebigen Punkt C! MiB seine Ent-
fernungen von den Punkten A und B!

b) Wahle einen beliebigen Punkt D der Ebene, der nicht auf der Mittelsenk-
rechten liegt! MiB seine Entfernungen von den Punkten A und B!

) Sprich deine Vermutung in einem Satz aus!

SATZ: Wenn ein Punkt C auf der Mittelsenkrechten einer Strecke AB liegt,
dann sind die Strecken AC und BC kongruent.

Beweis: C sei ein beliebiger Punkt der Mittelsenkrechten einer Strecke AB. Der
Mittelpunkt der Strecke sei M.

Die Dreiecke AMC und BMC sind nach dem Kongruenzsatz (s w s) kongruent.
Also gilt: AC=~BC, w.z.b.w.

Diejenigen Punkte C der Ebene, die nicht auf der Mittelsenkrechten einer
Strecke AB liegen, haben von A und B verschiedene Entfernungen. Fir sie gilt
deshalb nicht die Kongruenz der Strecken AC und BC.

Die Mittelsenkrechte einer Strecke AB ist also eine Menge von Punkten, die je-
weils von A und B gleich weit entfernt sind.

Zeichne eine gemeinsame Senkrechte zweier zueinander paralleler Geraden
a und b und bezeichne die Schnittpunkte mit A und B!

Konstruiere die Mittelsenkrechte der Strecke AB!

Welche Eigenschaft besitzen die Punkte der Mittelsenkrechten?

DEFINITION: Eine Gerade, deren Punkte von zwei zueinander parallelen
Geraden denselben Abstand haben, nennt man Mittelparallele oder Mittel-
linie dieser parallelen Geraden.

Aufgaben d 133 und 134

28 Eigenschaften von Winkelhalbierenden

a) Konstruiere die Winkelhalbierende eines Winkels (h, k)! Wahle einen be-
liebigen Punkt der Winkelhalbierenden! MiB seine Abstinde von den
Schenkeln des Winkels!

b) Wahle einen beliebigen Punkt der Ebene, der nicht auf der Winkelhalbieren-
den liegt! MiB seine Abstdnde von den Schenkeln des Winkels!

¢) Sprich deine Vermutung in einem Satz aus!

SATZ: Wenn ein Punkt auf der Winkelhalbierenden eines Winkels liegt,
dann hat er von den Schenkeln des Winkels gleichen Abstand.
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Beweis: A sei ein beliebiger Punkt der
Winkelhalbierenden eines Winkels (h, k)
mit dem Scheitel S. Die FuBpunkte der
Lote von A auf die Schenkel seien Ly und
L, (Bild D 50).

Die Dreiecke L;AS und L,AS sind kon-
gruent, denn dieser Fall 1aBt sich auf den

D 50 h

Kongruenzsatz (w s w) zuriickfihren. Folglich sind die Strecken AL, und AL,
kongruent. Der Punkt Ahat also von den Schenkeln denselben Abstand, w.z.b. w.

Wie lautet die Umkehrung zu Satz 29? Begriinde sie!

Diejenigen Punkte der Ebene, die nicht auf der Winkelhalbierenden eines
Winkels liegen, haben nicht gleichen Abstand von den Schenkeln des Winkels.

29 Besondere Linien im Dreieck

(1) Mittelsenkrechte des Dreiecks

Die Mittelsenkrechten m,, m,, m_der Seiten a, b, c eines Dreiecks ABC nennt man
die Mittelsenkrechten des Dreiecks.

SATZ: Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden einander in einem
Punkt.

Beweis: Wir nehmen an, daB der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der
Seiten @ und b eines beliebigen Dreiecks ABC der Punkt M sei (Bild D 51).
Dann gilt einerseits BM= MC und andererseits MC= AM. Daraus folgt:
BM = AM. Der Punkt M ist also von den Punkten A und B gleich weit entfernt
und liegt deshalb auch auf der Mittelsenkrechten der Seite c. Mit anderen
Worten: Die Mittelsenkrechte von c geht ebenfalls durch M. Die Mittelsenk-
rechten schneiden also einander im Punkt M, w.z.b.w.

(2) Hahen des Dreiecks

Die Lote h,, h,, h. von den Eckpunkten eines Dreiecks ABC auf die gegeniiber-
liegenden Seiten g, b, c oder deren Verldngerungen nennt man die Héhen des
Dreiecks. Die FuBpunkte dieser Lote heiBen die HohenfuBpunkte (Bild D 52).
Unter der Ldnge einer Héhe verstehen wir den Abstand des betreffenden Eck-
punktes von der gegeniiberliegenden Seite.

SATZ: Die Hohen eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt.

Der Satz 31 kénnte mit Hilfe von Satz 30 bewiesen werden.
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(3) Seitenhalbierende des Dreiecks

Die Geraden s,, s,, s, durch die Eck-
punkte eines Dreiecks ABC und die
Mittelpunkte der jeweils gegeniber-
liegenden Seiten a, b, ¢ nennt man die
Seitenhalbierenden des Dreiecks
(Bild D 53).

SATZ: Die Seitenhalbierenden eines
Dreiecks il der in ei
Punkt.

hneid.

Den Satz 32 kénnen wir mit den bisheri-
gen Kenntnissen noch nicht beweisen.

Der Schnittpunkt der Seitenhalbieren-
den eines jeden Dreiecks liegt stets
innerhalb der zugehorigen Dreiecks-
flache. Er heiBt der Schwerpunkt des
Dreiecks.

(4) Winkelhalbierende des Dreiecks

Die Winkelhalbierenden w,, w;, w, der
Innenwinkel «, $, ¥ eines Dreiecks ABC
nennt man die Winkelhalbierenden
des Dreiecks (Bild D 54).

SATZ: Die Winkelhalbierenden eines
Dreiech hneid thanderinel
Punkt.

Beweis: W sei der Schnittpunkt von w,
und wj eines beliebigen Dreiecks ABC.

Dann hat W einerseits von den Seiten b
und c sowie andererseits von den Seiten
a und c denselben Abstand. Also hat W
auch von den Seiten a und b denselben
Abstand. Dann liegt W aber auch auf
w,. Die Winkelhalbierenden schneiden
einander also in einem Punkt,

w.z. b.w.

Besondere Linien im Dreieck

Mittelsenkrechte

Seitenhalbierende

Winkelhalbierende

W

D 51, D 52, D 53, D 54

Aufgaben d 135 und 136
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30 Dreieckskonstruktionen mit Hilfe von Teildreiecken

Zur Konstruktion von Dreiecken kénnen neben Seiten und Winkeln auch ihre
Héhen, Seitenhalbierenden, Winkelhalbierenden bzw. Mittelsenkrechten ge-
geben sein. Wir konstruieren dann zuerst Teildreiecke.

Es soll ein Dreieck ABC aus der Seite AC = 4 cm, der Hohe h, =3 cm und der
Seite AB = 6 cm konstruiert werden.

Den HéhenfuBpunkt bezeichnen wir mit D. Fir das Teildreieck ADC sind zwei
Seiten und der Winkel, der der gréBeren gegeniiberliegt, gegeben. Die Kon-
struktion erfolgt nach dem Kongruenzsatz (s s w) entsprechend der Konstruk-
tionsbeschreibung im Beispiel 16. Sie ist eindeutig ausfihrbar.

Der Punkt B liegt erstens auf dem Strahl AD und zweitens auf dem Kreis um A
mit dem Radius r = 6 cm. Das Dreieck ABC ist das gesuchte Dreieck.

Aufgaben d 137 bis 144

Zusammenfassung:
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie
a) in 2 Seiten und dem eingeschlossenen Winkel
(s w s) oder
b) in 1 Seite und den beiden anliegenden Winkeln
(w s w) oder
c) in den 3 Seiten (s s 5) oder
d) in 2 Seiten und dem Winkel, der der gréBeren
Seite gegeniiberliegt (s s w),
Ubereinstimmen.
Jedes Dreieck |&Bt sich eindeutig konstruieren,
wenn die gegebenen Sticke einem der Félle a)
bis d) entsprechen.

Die g Grundk uvktionen,
Halbieren einer Strecke,

Halbieren eines Winkels,

Errichten der Senkrechten in einem Punkt
einer Geraden,

Féllen des Lotes von einem Punkt auf eine
Gerade,

kénnen mit Hilfe der Kongruenzsdtze begriindet
werden.

Die Punkte einer jeden von zweizueinander par-
allelen Geraden haben von der anderen den-
selben Abstand.




Vierecke und Vielecke

31 Vierecke, Winkelsumme im Viereck

Drei Punkte A, B und C, die nicht auf ein und derselben Geraden liegen, kénnen

nur auf eine Weise durch drei Strecken miteinander verbunden werden.

a) Wabhle in der Ebene vier Punkte A, B, C und D, von denen je drei nicht auf
ein und derselben Geraden liegen!

b) Zeige durch Beispiele, daB es verschiedene Méglichkeiten gibt, diese Punkte
durch vier Strecken miteinander zu verbinden!

DEFINITION: Unter einem Viereck ABCD versteht man eine Punkt-

ge mit folgenden Eig haften:
(1) Von den Punkten A, B, C, D liegen je drei nicht auf ein und derselben
Geraden.

(2) Der Punkitmenge gehéren genau die Punkte der Strecken A_B, B-C. cD
und DA an.
Diese Strecken heiBen die Seiten des Vierecks.

Die Strecken AC und BD heiBen Diagonalen des Vierecks ABCD. Ein Viereck,
in dem beide Diagonalen innerhalb der Vierecksfldche liegen, heiBt konvex.
Wir betrachten nur konvexe Vierecke. Je zwei Seiten eines Vierecks, die keinen
gemeinsamen Eckpunkt haben, nennen wir Gegenseiten. Je zwei Seiten mit
einem gemeinsamen Eckpunkt heiBen benachbart.

Wie bei den Dreiecken unterscheiden wir auch bei den Vierecken Innenwinkel
und AuBenwinkel. Je zwei Innenwinkel eines Vierecks, deren Scheitel End-
punkte ein und derselben Diagonalen sind, heiBen Gegenwinkel. le zwei
Innenwinkel eines Vierecks, deren Scheitel Endpunkte ein und derselben Seite
sind, heiBen benachbart. Die Seiten, Diagonalen und Innenwinkel eines Vier-
ecks sowie die Winkel, die von je einer Seite und einer Diagonalen mit einem
gemeinsamen Eckpunkt bestimmt werden, nennt man die Stiicke des Vier-
ecks.

Werden die Eckpunkte eines Vierecks D 55
mit A, B, C und D bezeichnet, so bezeich- " |
e T Viereck |
nen wir die Seiten AB, BC, CD, DA auch
mit a, b, ¢, d, die Diagonalen AC, BD
mit e, f sowie die Innenwinkel mit den
Scheiteln A, B, C und D mit «, #, , 0
(Bild D 55).
Eine Diagonale zerlegt ein Viereck in
zwei Dreiecke. Fir die Konstruktion
eines dieser beiden Dreiecke werden
drei geeignete Sticke, fir das andere
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Dreieck dann nur noch zwei geeignete Stiicke benétigt. Ein Viereck 1dBt sich
also aus finf geeigneten Stiicken konstruieren. Unter den finf gegebenen
Sticken muB mindestens eine Seite oder Diagonale sein.

Es ist ein Viereck ABCD aus den Seiten g, b, ¢, d und dem Winkel « zu konstru-
ieren.

Die Seiten a und d sowie der Winkel « bestimmen das Dreieck ABD. Die Kon-
struktion dieses Dreiecks erfolgt entsprechend dem Beispiel 13 auf Seite 119.
Der Punkt C liegt erstens auf dem Kreis um B mit dem Radius b und zweitens
auf dem Kreis um D mit dem Radius c.

a) Konstruiere ein Viereck ausa = 3,0cm; d = 3,5 cm; o = 62°; f =73 und
e=150cm!

b) MiB die beiden anderen Innenwinkel!

¢) Bilde die Summe der Innenwinkel des Vierecks!

SATZ: Die Summe der Innenwinkel eines Vierecks betrégt 360°.

Beweis: Wir wihlen ein beliebiges Viereck ABCD. Die Diagonale Rzerlegt
das Viereck in die Dreiecke ABC und ACD.

Die Summe der Innenwinkel jedes der beiden Dreiecke betrégt 180°. Die Win-
kel der beiden Dreiecke bilden zusammen die Innenwinkel des Vierecks; ihre
Summe betrdgt also:  180° + 180° = 360°, w.z. b. w.

Aufgaben d 145 bis 148

32 Trapeze

Wir untersuchen nun verschiedene Teilmengen der Menge aller konvexen
Vierecke.

DEFINITION: Jedes konvexe Viereck mit einem Paar zueinander par-
alleler Gegenseiten heiBt Trapez.

Besitzt ein Trapez genau ein Paar zueinander paralleler Gegenseiten, so heiBien
sie seine Grundseiten. Die beiden anderen (nicht parallelen) Gegenseiten

D 56

Trapeze
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werden Schenkel des Trapezes genannt. Die Verbindungsstrecke der Mittel-
punkte der Schenkel heiBt die Mittellinie im Trapez. Das Lot von einem Eck-
punkt auf die gegeniiberliegende Grundseite oder deren Verldngerung nennt
man Hohe im Trapez. lhre Lénge ist gleich dem Abstand dieses Eckpunktes
von der gegeniiberliegenden Grundseite (Bild D 56).

Begriinde die folgende Aussage!
Ein Trapez ldBt sich bereits aus vier geeigneten Stiicken eindeutig konstruieren.

a) Wiederhole die Sétze iiber die Winkel an geschnittenen Parallelen!
b) Beweise den folgenden Satz!

Die Innenwinkel eines Trapezes, die ein und d Iben Schenkel anliegen, be-
tragen zusammen 180°!
Aufgaben d 149 und 150

33 Die Mittellinie im Trapez

a) Konstruiere in einem Trapez die Mittelpunkte der Schenkel!
b) Zeichne die Mittellinie!
c) Welche Eigenschaft besitzt die Mittellinie in einem Trapez?

SATZ: In jedem Trapez ist die Mittellinie parallel zu den Grundseiten.

Beweis: E und F seien die Mittelpunkte der ro c Vv
Schenkel AD und BC in einem beliebigen o N
Trapez ABCD (Bild D 57). Wir errichten in I -

E und F die Senkrechten auf der Geraden EF 2 4
und bezeichnen ihre Schnittpunkte mit den

Geraden AB und CD entsprechend Bild D 57 L] A
mit X, Y, U bzw. V. L v B

1) Die Dreiecke AXE und DYE sind nach dem Kongruenzsatz (w s w) kongruent.
Daraus folgt: XE =~ YE. Entsprechend folgt: UF = VF.

2) Bei der Spiegelung an EF ist also Y das Bild von X und V das Bild von U. Dem-
nach sind die Winkel EXU und EYV kongruent. Da sie auBerdem als ent-
gegengesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen zusammen 180°
betragen, ist jeder von ihnen ein rechter.

3) Aus der Kongruenz der Stufenwinkel XEF und XYV an den geschnittenen
Geraden EF und CD folgt die Parallelitdt der Geraden EF und CD. Entspre-
chend ergibt sich die Parallelitét der Geraden EF und AB, w.z.b.w.

SATZ: In jedem Trapez ist die Mittellinie halb so lang wie die Summe der
beiden Grundseiten.
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S D 58

Beweis: Wir wdhlen ein belleblges Trapez ABCD mit den Grundseiten a und ¢
sowie mit der Mitfellinie m = EF. Das Trapez A'B'C’'D’ sei das Bild des Trapezes
ABCD bei der Drehung um F mit einem positiv orientierten Drehwinkel von
180°. Der Bildpunkt E’ liegt auf der Geraden EF, der Bildpunkt D’ auf der Ge-
raden AB (Bild D 58).

Die Dreiecke EAD’ und D'E’E sind kongrueni Damit ergibt sich die Beziehung
EE' = AD'. Wegen EE' =m +m' und AD' =a + ¢ erhalten wir

m+4m =a+c.

Wegen m' = m und ¢’ = c gilt also:

2:m=a+c oder m=27° w.zb w

34 Gleichschenklige Trapeze

Gleichschenklig heiBt ein Trapez mit genau einem b ¢
Paar paralleler Gegenseiten, dessen Schenkel gleich

lang sind.

Begrinde die folgende Aussage!

Ein gleichschenkliges Trapez |&Bt sich bereits aus A 8
drei geeigneten Stiicken konstruieren. D 59

SATZ: In jedem gleichschenkligen Trapez sind die Winkel, die ein und der-
selben Grundseite anliegen, kongruent.

Beweis: Wir wdhlen ein beliebiges gleichschenkliges Trapez ABCD, dessen
Grundseite AB gréBer als die Grundseite CD sel. Die FuBpunkte der Lote von
D und C auf die Seite AB bezeichnen wir mit L, bzw. L, (Bild D 59).

Dann sind die Dreiecke ALiD und BL:C nach dem Kongruenzsatz (s s w) kon-
gruent. Damit ergibt sich die Kongruenz der Winkel DAB und CBA. Die Kon-
gruenz der Winkel ADC und BCD folgt aus der Kongruenz der Winkel ADL. und
BCLy, w.z.b.w.
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Beweise, daB die Verbindungsgerade der Mittelpunkte der Grundseiten eines
gleichschenkligen Trapezes seine Symmetrieachse ist!

Aufgaben d 151 bis 158

35 Parallelogramme

DEFINITION: Jedes Viereck mit zwei Paaren paralleler Gegenseiten heifit
Parallelogramm.

Biés Paralletogramme

D 60

Menge aller
Parallelogramme

Demnach ist jedes Parallelogramm ein Trapez, aber nicht umgekehrt jedes
Trapez ein Parallelogramm.

Die Menge aller Parallelogramme ist in der Menge aller Trapeze enthalten
(Bild D 60).

Das Lot von einem Eckpunkt auf die gegeniiberliegende Seite oder deren Ver-
ldngerung heiBt eine zu dieser Seite gehdrende Hahe im Parallelogramm.
Ihre Lange ist gleich dem Abstand des Eckpunktes von der gegeniberliegenden
Seite (Bild D 61).

Begrinde die folgende Aussage!

Ein Parallelogramm 1dBt sich aus drei geeigneten Stiicken konstruleren.
a) Konstruiere ein Parallelogramm aus a = 5 cm; d =3cmund o =70°!
b) Beschreibe die Konstruktion!

SATZ: Wenn ein konvexes Viereck ein Parallelogramm ist, dann sind in
diesem Viereck jeweils die Gegenseiten gleich lang.

Beweis: Wir wihlen ein beliebiges Parallelogramm ABCD.
Da dann A ABC= A CDA gilt, sind einerseits die Strecken AB und CD sowie
andererseits die Strecken BC und DA kongruent und damit gleich lang, w.z.b.w.

Es gilt auch die folgende Umkehrung, die wir ohne Beweis anfilhren.
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Umkehrung zu Satz 41: Wenn in einem konvexen Viereck jeweils die
Gegenseiten gleich lang sind, dann ist es ein Parallelogramm.

SATZ: Wenn ein konvexes Viereck ein Parallelogramm ist, dann halbieren
die Diagonalen einander.

Beweis: Wir bezeichnen den Schnittpunkt der Diagonalen eines beliebigen
Parallelogramms mit M.

Dann sind die Dreiecke AMB und CDM kongruent. Folgllch sind einerseits die
Strecken AM und CM und andererseits die Strecken BM und DM kongruent und
damit gleich lang, w.z.b. w.

Der Schnittpunkt der Diagonalen eines Parallelogramms heiBt der Mittelpunkt
des Parallelogramms.

Begriinde die folgende Umkehrung zu Satz 42!

Wenn in einem konvexen Viereck die Diagonalen einander halbieren, dann ist es ein
Parallelogramm.

SATZ: Wenn ein konvexes Viereck ein Parallelogramm ist, dann sind je-
weils die Gegenwinkel gleich groB.

a) Beweise Satz 43!
b) Formuliere die Umkehrung zu Satz 43!
<) Beweise, daB diese Umkehrung eine wahre Aussage ist!

Aufgaben d 159 bis 162

36 Rhomben

DEFINITION: Jedes Parallelogramm mit einem Paar gleich langer be-
nachbarter Seiten heit Rhombus.

Begrinde, daB zur Konstruktion von D 62
Rhomben jeweils zwei geeignete Stiicke Rhomben
geniigen (Bild D 62)!

SATZ: Wenn ein Parallelogramm
ein Rhombus ist, dann stehen die
Diagonalen senkrecht aufeinander.
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Beweis: Wir bezeichnen den Schnittpunkt der Diagonalen in einem beliebigen
Rhombus ABCD mit M.

Da dann die Dreiecke ABM und ADM kongruent sind, sind die Winkel AMB und
AMD kongruente Nebenwinkel. Jeder dieser Winkel ist also ein rechter. Die
Diagonalen stehen demnach senkrecht aufeinander, w.z.b.w.

Es gilt auch die folgende Umkehrung.

Umbkehrung zu Satz 45: Wenn in einem Parallelogramm die Diagonalen
senkrecht aufeinanderstehen, dann ist es ein Rhombus.

Beweise die Umkehrung zu Satz 45!
Aufgaben d 163 und 164

37 Rechtecke und Quadrate

DEFINITION: Jedes Parallelogramm mit einem rechten Winkel heiBt
Rechteck.

SATZ: Wenn ein Parallelogramm ein Rechteck ist, dann gilt:
(1) Die Gegenseiten sind gleich lang.

(2) Die Diagonalen halbieren einander.

(3) Alle Winkel sind rechte Winkel.

(4) Die Diagonalen sind gleich lang.

a) Beweise Teil (4) des Satzes 47!
b) Formuliere die Umkehrung zu Teil (4) des Satzes 47!
c) Beweise, daB diese Umkehrung eine wahre Aussage ist!

DEFINITION: Jedes Parallelogramm mit einem rechten Winkel und einem
Paar gleich langer benachbarter Seiten heiBt Quadrat.

Jedes Quadrat ist also sowohl ein Rechteck als auch ein Rhombus.

a) Stelle Satze zusammen, die fir jedes Quadrat gelten!
b) Bilde die Umkehrungen dieser Sdtze und begriinde sie!

38 Drachenvierecke

DEFINITION: Jedes konvexe Viereck mit zwei Paaren benachbarter
gleich langer Seiten heiBt Drachenviereck.

a) Wieviel geeignete Stiicke benétigt man zur Konstruktion eines Drachen-
vierecks?
b) Begriinde, daB Rhomben und Quadrate spezielle Drachenvierecke sind!
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SATZ: Jedes Drachenviereck besitzt eine Sym- D
metrieachse.
Bewels: Wir wihlen ein beliebiges Drachenvier- A °

eck ABCD mit AB = BC und DA = DC (Bild D 63).
Die Mittelsenkrechte der Strecke AC geht dann so-
wohl durch B als auch durch D. Demnach ist die
Diagonale BD des Drachenvierecks gemeinsame
Symmetrieachse der beiden gleichschenkligen Drei-
ecke ACB und ACD und damit auch Symmetrieachse
des Drachenvierecks ABCD, w.z. b. w.

D 63

SATZ: In jedem Drachenviereck stehen die Diagonalen senkrecht auf-
einander.

Auf den Bewels des Satzes 51 wollen wir an dieser Stelle verzichten.

Aufgaben d 165 und 166

39 Vielecke

Ein Vieleck oder n-Eck ABC... MN ist eine
ebene Figur mit den Eckpunkten A, B,
C, ..., M und N. Je drei aufeinanderfol-
gende Eckpunkte liegen nicht auf ein und
derselben Geraden.

Dem Vieleck gehdren alle und nur die
Punkte der Strecken AB, BC, ..., MN, NA
an. Diese Strecken heiBen die Seiten des
Vielecks.

D 64

Dreiecke und Vierecke sind spezielle Vielecke oder n-Ecke. Mit anderen Wor-
ten: Die Menge der Dreiecke und Vierecke ist eine (echte) Teilmenge aller Viel-
ecke.

le zwei Eckpunkte, die nicht Endpunkte ein und derselben Seite sind, bestimmen
eine Diagonale des Vielecks (Bild D 64). Vielecke kénnen nach der Anzahl
ihrer Eckpunkte bezeichnet werden. Man nennt z. B. ein Vieleck mit sieben Eck-
punkten ein Siebeneck.

a) Zeichne ein konvexes Sechseck mit allen seinen Diagonalen! Wieviel Diago-
nalen sind es?
b) Uberlege, wieviel Diagonalen ein konvexes n-Eck besitzt!
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Obersicht Uber die Arten der Vierecke

Viereck

Drachenviereck

Ny
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Jedes Vieleck, dessen Seiten gleich lang und dessen Winkel gleich groB sind,
heiBt regelméBiges Vieleck.

Begrinde, daB gleichseitige Dreiecke und Quadrate regelmdBige Vielecke
sind!

Die Konstruktion (konvexer) Vielecke kann auf die Konstruktion geeigneter
Teildreiecke zuriickgefiihrt werden.
Aufgaben d 167 und 168

Zusammenfassung:

In jedem Viereck betrdgt die Winkelsumme 360°.

In jedem Trapez gibt es ein Paar zueinander paralleler Gegenseiten.
Die Mittellinie verlduft parallel zu den Grundseiten.
Sie ist halb so lang wie die Summe der Lange der Grundseiten.

In jedem Parallelogramm sind jeweils die Gegenseiten zueinander parallel
und gleich lang.
Gegenwinkel sind gleich groB.
Die Diagonalen halbieren einander.

In jedem Rhombus stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander.

In jedem Rechteck sind die Diagonalen gleich lang.

Jedes Quadrat besitzt alle genannten Eigenschaften.

Fldcheninhalt und Umfang von Vielecken

40 Inhalt von Rechtecksflédchen

Wir unterscheiden zwischen einem Vieleck und der von ihm begrenzten Viel-
ecksfldche.

Eine Rechtecksfldche wird gemessen, indem sie mit einer Fldcheneinheit ver-
glichen wird. Die Zahl, die angibt, wieviel Fldcheneinheiten (oder geeignete
Bruchteile von ihr) die betreffende Fldche enthélt, heiBt die MaBzahl dieser
Fldche bei der gegebenen Fldcheneinheit oder ihr Inhalt. Hat eine Rechtecks-
fldche beispielsweise einen Inhalt von 50 cm?, so schreiben wir: ,, A = 50 cm2.

Eine Rechtecksflache ABCD enthalte 12 Flécheneinheiten (beziiglich der Ein-
heit 1 cm?). lhr Inhalt betrdgt 12 cm2 Wir schreiben: , A = 12 cm?"*.

Bezeichnet man die Ldngen zweier benachbarter Seiten eines Rechtecks mit
g und h, so l&Bt sich der Inhalt der Rechtecksfldche aus den Seitenldngen wie
folgt berechnen: A=g- h.

Aufgaben d 169 bis 172
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41 Flidchengleichheit

Flichengleich heiBen zwei Flichen mit folgend Eig haften:

(1) Sie sind kongruent oder

(2) sie kénnen in paarweise kongruente Teilfldchen zerlegt werden oder

(3) sie lassen sich durch paarweise kongruente Teilflichen zu kongruenten
Fldchen ergdinzen.

Sind zwei Fliachen A und A, fldchengleich, so haben sie gleichen Inhalt.
Wir schreiben: , Ay = A",

Begriinde, daB die beiden Fldchen im Bild D 65 flachengleich sind!

42 Fldcheninhalt von Parallelogrammen

a) Zeichne ein Parallelogramm ABCD!

b) Fille von den Endpunkten der Seite AB die Lote auf die Gegenseite oder
deren Verldngerung!

©) Untersuche die auf diese Weise entstehenden Figuren auf Flachengleichheit!

Wir nennen die Seite AB des Parallelogramms ABCD im Auftrag 65 Grundseite
der zugehérigen Parallelogrammflédche. Als Grundseite kann jede Seite gewdhlt
werden.

SATZ: Jede Parallelogrammfldche ist flichengleich einer Rechtecksflache, die als
Seiten eine Seite und die zugehdrige Héhe der Parallelogrammflache hat.

Beweis: Wir wahlen ein beliebiges Par-
allelogramm ABCD mit der Grundseite
AB und fdllen,von B und A die Lote auf
die Gerade CD. Wir bezeichnen die
FuBpunkte der Lote mit F bzw. E. Nur
der Punkt E liege zwischen den Punkten
C und D (Bild D 66).

Jnhalt von Parallelogrammfldchen

D 66
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Die Fldchen ABCD und ABEF haben die Teilflache ABED gemeinsam:. Die Teil-
fldchen BCE und ADF sind kongruent. Die beiden Flichen ABCD und ABEF sind
also flédchengleich, w.z.b. w.

Die Flle, in denen die gegenseitige Lage der Punkte anders gewdhlt wird,
lassen sich ebenfalls beweisen.

Um unsere Aussagen zu vereinfachen, wollen wir vereinbaren, im folgenden
an Stelle von ,,Parallelogrammfldche”, ,,Dreiecksfldche'* usw. kurz von ,,Paral-
lelogramm*, , Dreieck'* usw. zu sprechen.

Bezeichnet man die Lénge der gewdhlten Grundseite eines Parallelogramms
mit g und die Lénge der zugehérigen Héhe mit h, so 1dBt sich der Fldcheninhalt
des Parallelogramms nach dem vorhergehenden Satz wie folgt berechnen:
A=g-h

SATZ: Der Flécheninhalt A eines Parallelogramm:s ist gleich dem Produkt
aus den Lingen einer Seite und der zugehdrigen Hohe.
A=g-h

Begrinde den folgenden Satz!

Parallelogramme mit gleich langen Grundseiten und gleich langen Héhen auf diesen
Seiten sind flichengleich.
Aufgaben d 173 bis 180

43 Fldcheninhalt von Dreiecken

a) Zeichne ein Dreieck ABC!
Zeichne durch den Mittelpunkt von AC die Parallele zur Geraden AB! Flle
die Lote von A, B und C auf die Parallele! Bezeichne ihre FuBpunkte mit D, E
und F!

b) Untersuche die Beziehungen zwischen den entstehenden Teilfldchen!

Wir nennen die Seite AB des Dreiecks ABC im Auftrag 67 Grundseite des
Dreiecks. Als Grundseite kann jede Dreiecksseite gewdhlt werden.

SATZ: Jedes Dreieck ist flichengleich einem Rechteck mit einer Seite und der zu-
gehérigen halben Héhe des Dreiecks als Rechtecksseiten.

Beweis: Wir wihlen ein beliebiges Dreieck ABC mit der Grundseite AB und féllen
vorr A, B und C die Lote auf die Parallele zur Geraden AB durch den Mittelpunkt
der Seite AC. Wir bezeichnen die FuBpunkte der Lote mit D, E und F sowie
die Schnittpunkte der Parallelen mit dem Dreieck mit S, und S,.

Der Punkt E liege zwischen den Punkten S; und S,, die ihrerseits zwischen den
Punkten D und F liegen mégen (Bild D 67).
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Das Dreieck und das Rechteck haben
die Teilfldche ABS;S, gemeinsam.

Aus A CS{E == A AS,D und

A\ CS;E == A BS;F ergibt sich dann die
Flédchengleichheit des Dreiecks und des
Rechtecks, w.z.b.w.

DieFdlle,in denen die gegenseitige Lage
der Punkte D, E, F, Sy und S; anders ge-
wahlt wird, lassen sich ebenfalls be-
weisen.

Fldcheninhalt von Dreigcken

D67

Bezeichnet man die Lange der gewdhlten Grundseite eines Dreiecks mit g und
die Lange der zugehdrigen Hohe mit h, so 1&Bt sich der Fldcheninhalt des
Dreiecks nach dem vorhergehenden Satz wie folgt berechnen:

A=2t,

SATZ: Der Flicheninhalt A eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt
aus den Léngen einer Seite und der zugehérigen Hohe.
A=z

Begriinde den folgenden Satz!
Dreiecke mit gleich langen Grundseiten und gleich langen Héhen auf diesen Seiten
sind flichengleich.

Aufgaben d 181 bis 188

44 Fldcheninhalt von Trapezen

a) Zeichne ein Trapez ABCD und félle von den Mittelpunkten E bzw. F seiner
Schenkel die Lote auf die Grundseiten!

b) Untersuche die Beziehungen zwischen den auf diese Weise entstehenden
Flachen! 3

SATZ: Jedes Trapez istflichengleich einem & 1
Fldcheninhalt von Trapezen I

Rechteck mit der Mittellinie und der Hohe
des Trapezes als Rechtecksseiten.

Bewelis: Wir wdhlen ein beliebiges Tra-
pez ABCD mit den Grundseiten AB und
CD. Die Seite AB sel ldnger als die

Seite CD.
Wir fdllen von den Mittelpunkten E bzw.
F der Schenkel die Lote auf die Grund-

D é8
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seiten bzw. deren Verldngerung und bezeichnen die FuBpunkte mit G und H
bzw. K und L (Bild D 68).

Die Flachen ABCD und GKLH haben die Teilfliche GKFCDE gemeinsam.

Aus A AGE =2 A DHE und A BKF = A CLF ergibt sich dann die Flachen-
gleichheit der Trapez- und der Rechtecksfldche, w.z. b.w.

Bezeichnet man die Lénge der Mittellinie im Trapez mit m und die der Héhe
mit h, so |@Bt sich der Inhalt der Trapezfldche nach dem vorhergehenden Satz
wie folgt berechnen: A =m- h.

Da die Ldnge der Mittellinie in einem Trapez gleich der halben Summe aus den
Ldngen der Grundseiten ist, ergibt sich fir den Inhalt eines Trapezes mit den
Grundseiten a und c folgende Beziehung: A = “""#

SATZ: Der Flacheninhalt A eines Trapezes ist gleich dem halben Produkt
aus der Summe der Ldngen der Grundseiten und der Linge der

Hghe, A=f2*2F
Begriinde den folgenden Satz!
Trapeze mit gleich langen Mittellinien und gleich langen Hahen sind fldchengleich.

Aufgaben d 189 bis 192, 195 und 196

45 Flécheninhalt von Vielecken

Die Berechnung des Fldcheninhalts eines beliebigen Vielecks kann entweder
auf die Berechnung der Flacheninhalte von Dreiecken (Dreiecksmethode)
oder auf die Berechnung der Flécheninhalte von Dreiecken und Trapezen
(Trapezmethode) zuriickgefiihrt werden.

Der Flécheninhalt eines Siebenecks soll nach der Dreiecksmethode ermittelt
werden (Bild D 69).

Wir zerlegen das Siebeneck durch Diagonalen in die Dreiecke 1 bis 5, berech-
nen deren Fldcheninhalte und bilden die Summe. Ist A der Fldcheninhalt des
Siebenecks und sind Ay bis As die Fldcheninhalte der Dreiecke 1 bis 5, so gilt:
A=A+ A + A + A + As.




Der Flédcheninhalt des Siebenecks aus Beispiel 23 soll nach der Trapezmethode
ermittelt werden (Bild D 70).
Wir zerlegen das Siebeneck durch eine geeignete Diagonale in zwei Teilfldchen.
Von den Eckpunkten des Siebenecks, die nicht Endpunkte der Diagonalen sind,
féllen wir die Lote auf die Diagonale. Wir erhalten vier (rechtwinklige) Drei-
ecke und drei Trapeze. Ist A der Fldcheninhalt des Siebenecks und sind A, bis A,
die Fldcheninhalte der Teilflachen 1 bis 7, so gilt:
A=A + A+ A+ A+ As + As + A,

In der Praxis wird die Trapezmethode hdufig bevorzugt, da hierbei weniger
Einzelmessungen erforderlich sind als bei der Dreiecksmethode.

Aufgaben d 193 und 194

46 Umfang von Vielecken

Der Umfang eines Vielecks ergibt sich aus der Summe der einzelnen Seiten-
ldangen.

Ist ein Dreieck ABC mit den Seiten g, b und c gegeben und soll der Umfang u des
Dreiecks berechnet werden, so addieren wir die Ldngen der drei Seiten.
Wir schreiben dafiir: ,u =a + b + ¢".
Die Basis eines gleichschenkligen Dreiecks sei c, ein Schenkel sei a. Der Umfang
ergibt sich dann aus der Lénge der Basis und dem Doppelten der Ldnge eines
Schenkels: v = ¢ 4+ 2+ a. Der Umfang u eines gleichseitigen Dreiecks mit der
Seiteaistu =3-a.

Aufgaben d 197 bis 210

i
Fldchen , :
e % =
A=a-b u=2-(a+b)
A=a-hy u=2-(a+b)
c-hy
A e T u=a+b+c
A _a;c h u=a+b+c+d
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Aus der Geschichte der Geometrie

Wenn lhr Euch mit Strecken, Winkeln, Dreiecken, Fldchen oder Kérpern beschiftigt,
so treibt Ihr Geometrie. Das Wort ,,Geometrie'* ist schon sehr alt. Schon vor
2500 Jahren bezeichneten die griechischen Gelehrten diesen Teil der Mathematik
mit ,,Geomeirie".

Weértlich Ubersetzt heiBt Geometrie soviel wie ,,Erdvermessung, Feldvermessung**
(diese Wissenschafi nennen wir heute Geodésie). Damit weist das Wort ,,Geometrie**
auf den Ursprung der Mathematik hin. Die Griechen wuBten, daB die Geometrie aus
praktischen Bedirfnissen hervorgegangen ist. Sie hatten selbst aus Agypten und
Mesopotamien geometrische Kenntnisse ibernommen. In Agypten iiberschwemmte
der Nil sehr oft die Felder und spilte die Grenzmarkierungen weg. Wenn das
Hochwasser zuriickgegangen war, muBten die Felder neu vermessen und abge-
steckt werden. Hierzu benétigte man geometrische Kenntnisse und feldmesserische
Methoden. Schon vor etwa 4000 Jahren konnte man Dreiecke, Vierecke und ver-
schiedene Korper berechnen. In Mesopotamien gab es ebenfalls weiterentwickelte
geometrische Kenntnisse, allerdings konnten sie auch dort nur von ganz wenigen
Menschen ausgeiibt werden.

Man fand in den Ruinen der alten Stddte unter anderem geometrische ,,Lehr-
bicher", Felderpldne, Grundrisse von Stddten und Anleitungen zur Fldchenberech-
nung von Feldern, Segeln und noch vieles andere.

Die griechischen Gelehrten haben ungefdhr um 500 v. u. Z. aus der Vielzahl der
geometrischen Einzelkenninisse eine wirkliche Wissenschaft geschaffen. Es wurde
definiert, was unter Strecke, Trapez, Parallelogramm, Fldcheninhalt, Kongruenz,
Quader, Kegel usw. zu verstehen sei, und man ging dazu iber, Lehrsdtze aufzu-
stellen und zu beweisen.

Einer der berUhmtesten Mathematiker heiBt EukLeiDEs. Er lebte etwa von 365 bis
300 v. u. Z. und verfaBte eine ausfiihrliche Darstellung der Mathematik seiner Zeit,
darunter auch der Geometrie. Dieses Werk hieB Elemente. Es ist ein recht schwieriges
Buch, und es gibt fir Euch noch viel von dem zu lernen, was schon EUKLEIDES
wuBte.

Dieses Buch ist viele Jahrhunderte immer wieder durch Abschreiben vervielfdltigt
worden, weil es als Leitfaden der Geometrieausbildung diente. So kommt es, daB
der Text der Elemente erhalten geblieben ist.

Dieses berihmteste mathematische Lehrbuch hat, wie andere Mathematikbiicher
jener Zeit, die unruhigen Jahrhunderte, die nach dem Niedergang des alten Grie-
chenland folgten, iberstanden.

Als man sich in der Renaissance auf die antiken Errungenschaften besann, erlebte
auch dieses Buch eine ,,Wiedergeburt'. Es war eine aufregende Zeit. Buchdruck
und SchuBwaffen setzten sich durch, die Bauern wehrten sich gegen die Unter-
drickung durch die Feudalherren, Amerika und viele andere ferne Ldnder wurden
entdeckt, unbekannte Tier- und Pflanzenarten lernte man kennen.

Im 15. und 16. Jahrhundert wurden viele Maschinen erfunden und neue technische
Verfahren entdeckt. Auch die Mathematik wurde vor viele neue praktische Probleme
gestellt. Insbesondere muBten bessere Verfahren der Vermessung gefunden werden.
Sie wurden fir militdrische Zwecke, z. B. beim Richten der Geschitze und beim Bau
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von Befestigungen, aber auch bei der Orientierung auf hoher See und bei der Er-
schlieBung der neu entdeckten Lander bendtigt (Bilder D 71 und D 72).

D 72: Vermessungswesen beim Militar (1607).
Beachte die Verwendung der MeBlatten!

Die Geometrie hat sich daher gerade im 15. und 16. Jahrhundert rasch weiter-
entwickelt. Eine gegen friher weitaus groBere Anzahl von Menschen benétigte gute
geometrisch-mathematische Kenntnisse, so z. B. Kapitdne, Astronomen, Ingenieure,
Feldmesser, Architekten, Markscheider. Mit Hilfe des Buchdrucks konnten die drin-
gend bendtigten alten und neuen mathematischen Kenntnisse geniigend rasch ver-
breitet werden.

10 [00 06 03] 145



Aufgaben

a) Teilbarkeit natirlicher Zahlen 146

b) Gebrochene Zahlen 153

c) Einfihrung in die Gleichungslehre; 170
Proportionalitdt

d) Planimetrie 184

a) Teilbarkeit natiirlicher Zahlen

Gib von den folgenden Zahlen jeweils den Nachfolger und den Vorgdnger an!

1.7, 23; 458; 20 000; 45 831 769 2. 5;17; 376; 40 000; 47 832 679

Schreibe die folgenden Zahlen im dekadischen Positionssystem!

3. a) Viermillionendreihundert- 4. a) Dreimillionensechshundert-
achtundzwanzigtausend- dreiundvierzigtausend-
sechshunderteinunddreiBig dreihunderteinundzwanzig

b) Sechsmilliardenviermillionen- b) Dreimilliardensiebenmillionen-
finfunddreiBigtausend- achiundzwanzigtausend-
dreiundachtzig vierundfinfzig

5. Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft!

Setze dann in die freien Spalten das richtige Zeichen (<, >, =) bzw. fir x und y passende
Zahlen ein! Gibt es keine passende Zahl fir y, so setze in die beiden letzten Spalten einen
Strich!

a b a+b=x a+y=>b y=b—a
30 63
52 52
32 18
73 72
456 546
0 13

~

6. Welche Zahl muB man jeweils zu 76 . Welche Zahl muB man jeweils zu 53
addieren, um 79 (92, 103, 117, 123) zu addieren, um 59 (72, 102, 127, 101) zv

erhalten? erhalten?

8. Addiert man zu einer Zahl 47, so erhdlt 9. Addiert man zu einer Zahl 39, so erhdlt
man 55 (72, 83, 92, 109). man 57 (66, 75, 96, 113).
Wie heiBt jeweils diese Zahl? Wie heiBt jeweils diese Zahl?
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Ermittle x so, daB jede Gleichung erfiillt wird! Stelle x als Differenz dar!

10. a) 90 + x = 100 11. a) 80 + x = 100
b) 87+ x=123 b) 22+ x =101
) 211 +x=213 c) 314 + x = 315

12.a) x+ 14= 73 13. a) x+ 43= 60

b) x + 287 = 1009

b) x + 533 = 2530

c)x+ 12= 12 lé+ x= 14

Uberprife die Losbarkeit der folgenden Aufgaben!
Gib die Zahl fur x an, falls die Aufgabe I6sbar ist!

14. a) x= 25— 13 15. @) x= 35— 17
by x= 34— 4 b) x= 768 768
c) x= 852 852 c)x= 37— 44
d) x = 3562 — 3652 d) x=4781 4871
16. a) x= 91: 7 17. @) x= 91: 13

b) x= 28: 5 by x= 26: 7
c)x=137: 9 c) x=143: 9
d) x = 56:336 d) x = 47:235

Fir welche Gleichungen gibt es Zahlen x, die diese Gleichungen erfillen? Stelle ge-
gebenenfalls diese Zahlen als Differenzen dar!

18. a) 9+ x =101 19. a) 1334+ x =140
by x+91= 19 by x4+ 193 =141
) x+27= 127 ) 24 x= 22

Ermittle x so, daB jede Gleichung erfiillt wird! Stelle x als Quotient dar!
20.a) 5- x= 120 2M.a) 6 x= 750

b) 16+ x = 1440 b) 13- x = 6500
22. a) x-13=1040 23. a) x-14=1120
b) x- 5= 0 b) 1- x= 27

Ordne die folgenden Zahlen nach der GréBe! Beginne mit der kleinsten Zahl!
24. 13;7; 856; 7 999; 0; 8 001 25)15; 6; 789; 798; 0; 5999; 6 001

Setze zwischen die folgenden Zahlen die richtigen Zeichen (<, >, =)!
26. 3 und 12; 143 und 141; 27.5 und 15; 138 und 136;

7 482 und 32160; 0 und 80; 7999 und 12310; 60 und 0;
432 und 423 587 und 578

Waihle von den folgenden Zahlenpaaren [a; b] alle diejenigen aus, fir die a < b (a = b)

gilt!

28. [3, 51; [12, 4]; [75,15];
[5, 26]; [36, 36]; [20, 10]

29 [4, 8]; [80, 16]; [24, 24];
[30, 15]; [4, 14]; [13,19]



Stelle fest, ob a ein Teiler von b ist! Trifft dies zu, so stelle b in der Form a - x dar!

30. | q 5 3 3| 90 3.1 q 5 3 3| 70
b| 45| 18| 12| 18 bl 35| 15| 18 14
a| 8 9 5 5 al 7 9 6 5
b| 56| 36| 72| 165 b| 56| 45| 36 (135
al 9| 11| 15| 18 a|l 1 9| 13| 18
b| 172 | 154 | 180 | 312 b| 187 | 216 | 169 | 314

32. Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und ergénze sie! Setze dabei fur x
passende Zahlen ein! Gibt es keine solche Zahl, so setze einen Strich!

a b a'b a|b()°,) a-x=b xlb(la_)
nein nein

9 72 648 ja 9:8=172 ja

1 13

22 9

17 17

9 144

27 9

Stelle fest, ob folgendes gilt! Begriinde deine Feststellungen!
33.a) 339 b) 486 <) 1[17 34. a) 3|42 b) 4|82 <) 1|19
d) 171 e) 1717 1) 19157 d) 191 ) 1919 ) 17]136
Ermittle alle Teiler von jeder der folgenden Zahlen! Unterstreiche jeweils die Primzahlen!
35.12; 18; 14; 64; 48; 84; 90; 92; 34.15; 24; 21; 72; 63; 96; 80; 98;
240; 160; 360; 210 180; 150; 480; 720

Schreibe alle Primzahlen auf, die zwischen den folgenden Zahlen liegen!

37.a) Ound20 b) 20und 30 38. a)10und 20 b) 30und 40
c) 40 und 50 d) 60 und 70 c) 50und 60 d) 70und 80
e) 80 und 90 ) 100 und 110 e) 90 und 100  f) 110 und 120

Wieviel verschiedene Primzahlen sind unter den Teilern von jeder der folgenden Zahlen?
Bilde von jeder Zahl die Summe der Teiler!

39. 6; 47; 63; 144; 64; 101 40. 18; 43; 28; 324; 81; 103

Bilde folgende Mengen und zdhle ihre Elemente auf!

41 a) Menge der durch 8teilbaren Zahlen  42. a) Menge der durch 4 teilbaren Zahlen

zwischen 1 und 100 zwischen 1 und 100
b) Menge der durch 9 teilbaren Zahlen b) Menge der Primzahlen zwischen 1
zwischen 1 und 100 und 100
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Ermittle von den folgenden Zahlen jeweils die Menge aller Teiler und die Menge aller
Primzahlen unter den Teilern!

43. 24; 462; 650; 858; 665 @48: 231; 510; 1122; 805

Stelle fest, ob folgendes gilf! Begrinde deine Feststellungen!

45. a) 7|28 + 35 b) 2|18 + 11 46. a) 7|21 + 28 b) 2|16 + 13
c) 3|48 — 21 d) 5[35 + 13 ) 3|51 — 36 d) 5[48 + 25

47. a) 7|28-41  b) 584 48. a) 735-31  b) 59 -6
c) 35126 d)6[9-8 c)3J57-28 d) 6|15-4

Untersuche, welche der folgenden Zahlen durch 10 teilbar sind! Schreibe diese Zahlen in
der Form b = 10+ x!

49. 25036; 8300; 174802; 53460; 34 610; 7 436; 186 104; 48 200;
94 300; 60000; 84206; 0 76 200; 400 000; 53 604; 0

Stelle fest, welche der folgenden Zahlen durch 5 teilbar sind! Schreibe diese Zahlen in der
Forma = 5" x!

17.375; 39706; 40250; 97 874; 52. 29 604; 16825; 39750; 228977;
66 555; 125973; 306025; 2458 98 734; 33 555; 1728; 204015

53. Nenne finf dreistellige Zahlen, die 54. Nenne funf vierstellige Zahlen, die
a) durch 2 teilbar, g a) durch 2 teilbar,
b) nicht durch 2 teilbar sind! b) nicht durch 2 teilbar sind!

55. Welche der folgenden Zahlen sind  56. Welche der folgenden Zahlen sind
durch 4 teilbar? durch 8 teilbar?
Schreibe diese Zahlen in der Form Schreibe diese Zahlen in'der Form
a=4-x! a=28-y!
48; 42; 724; 5032; 37952; 36; 54; 916; 3056; 43752;
524 598; 24 607 348 346 978; 26 305188

57. Nenne funf sechsstellige Zahlen, die  58. Nenne funf sechsstellige Zahlen, die
durch 8 teilbar sind! durch 4 teilbar sind!

59. Nenne finf sechsstellige Zahlen, die 60. Nenne finf sechsstellige Zahlen, die
nicht durch 8, aber durch 4 teilbar sind! nicht durch 4, aber durch 2 teilbar sind!

Gegeben seien die folgenden Zahlen:

61. 24036; 311201; 20088; 26743; 62. 31 046; 221602; 40023; 43189;
987 644; 8213 421; 539 820; 879 464; 2831 214; 398 520;
9864 291; 37 415214; 874854 6849 912; 74153 241; 485478

a) Bilde die Quersummen dieser Zahlen!
b) Welche der Zahlen sind durch 9 teilbar? Schreibe sie in der Form a = 9 - x!
¢) Welche der Zahlen sind durch 3 teilbar? Schreibe sie in der Form a = 3-y!
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Untersuche, welche der folgenden Zahlen durch 6 teilbar sind!
Schreibe diese Zahlen in der Form a = 6 - x!

63. 756; 2847; 9462; 5344; 378961; 64. 576; 4287; 9552; 3454; 387 691;
214 872; 7392; 30462 212784; 9732; 30624

Gib jeweils funf natirliche Zahlen an, die folgende Bedingungen erfiillen!

65. a) n>1000; 9n 66. a) n>10000; 3|n
b) n>100; 3|n und 9 nicht b) n > 100000; 3 nicht
Teiler von n Teiler von n
c) n>1000; 6|n c) n>1000; 4|n

Untersuche mit Hilfe der Teilbarkeitsregeln, ob die folgenden Zahlen durch 2, 3, 4, 5, 8,9
oder 10 teilbar sind!

67. 3678; 14586; 67 924; 23456 100; 68. 7 638; 41586; 76 924; 32265 300;
8896 500; 7 653 000 9985 500; 6 852000

Uberprife die folgenden Aussagen auf ihre Wahrheit!
69. a) 13]221 b) 15130 ) 17263 70. a) 17]221 b) 18[150 «¢) 19[293

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

71. @) Wenn eine Zahl durch 8 teilbar ist, 72. a) Wenn eine Zahl durch 9 teilbar ist,

so ist sie auch durch 4 teilbar. so ist sie auch durch 3 teilbar.

b) Wenn eine Zahl durch 4 teilbar ist, b) Wenn eine Zahl durch 3 teilbar ist,
so ist sie auch durch 8 teilbar. so ist sie auch durch 9 teilbar.

c) Wenn eine Zahl durch 6 teilbar ist, c) Wenn eine Zahl durch 3 teilbar ist,
so ist sie auch durch 3 teilbar. so ist sie auch durch 6 teilbar.

d) Wenn eine Zahl durch 5 teilbar ist, d) Wenn eine gerade Zahl durch 3
so ist sie auch durch 10 teilbar. teilbar ist, so ist sie auch durch 6

teilbar.

Bilde folgende Teilmengen M der natiirlichen Zahlen von 1 bis 50!

73, a) M,: Die Teilmenge aller durch 3 74, a) M;: Die Teilmenge aller durch 2

teilbaren Zahlen teilbaren Zahlen

b) M,: Die Teilmenge aller durch 6 b) M,: Die Teilmenge aller durch 5
teilbaren Zahlen teilbaren Zahlen

c) Veranschauliche die Beziehungen c) Veranschauliche die Beziehungen
zwischen N und M, bzw. M, durch zwischen N und M, bzw. M, durch
Diagramme! Diagramme!

Veranschauliche durch Diagramme die Beziehungen zwischen den folgenden Mengen!

75, Menge der natirlichen Zahlen; Menge  76. Menge der natiirlichen Zahlen; Menge
der durch 3 teilbaren Zahlen; Menge der durch 4 feilbaren Zahlen; Menge
der durch 9 teilbaren Zahlen der durch 8 teilbaren Zahlen

77. Gegeben sei die Menge der durch 4 78, Gegeben sei die Menge der durch 3
teilbaren Zahlen zwischen 1 und 70. teilbaren Zahlen zwischen 0 und 60.
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a) Ordne die Elemente dieser Menge nach der Gréfe!

b) Bilde von dieser Menge Teilmengen, indem du jeweils Jedes 2., jedes 3., jedes
4. Element auswdhlst!

c) Was |&Bt sich iiber diese Teilmengen aussagen?

Zerlege die folgenden Zahlen in Primfakforen!

79. 25; 42; 48; 50; 81; 121; 152; @6: 28; 36; 54; 81; 100; 225;
240; 440; 625; 840; 960 306; 504; 720; 900; 1000

Zerlege die folgenden Zahlen in Primfaktoren! Gehe dabei jeweils von zwei verschie-
denen Ausgangszerlegungen aus und vergleiche die Ergebnisse!

81. 120; 160; 200; 150 82. 180; 320; 220; 80

Ermittle durch Zerlegen in Primfaktoren die Teiler folgender Zahlen!

83. 180; 256; 372; 2200 84. 120; 128; 348; 1400

Schreibe die folgenden Produkte als Potenzen!

85.a) 2-2-2-2 86.a) 2-2-2-2-2
b) 3-3-3-3-3 b) 3:3:3:3 )
c) bob-b-b4 €) 999 9919
d) 10-10-10-10-10-10 d) 10-10-10-10-10
Rechne die folgenden Potenzen aus!
B7.12% 5% 8% 4% 10% 88. 2%; 3% 10%; 6% 72
Ermittle in den folgenden Aufgaben die gemeinsamen Teiler!
Gib an, welcher von ihnen der groBte ist!
89.70) 12und 18 b) 21 und 28 90. a))60 und 45 b) 20 und 24
c) 72 und 63 d) 80 und 64 ) 42 und 56 d) 120 und 96
91.p) 12,18 und 40 b) 16, 36 und 52 92. B) 26, 25 und 130  b) 48, 84 und 150
c) 24,28, 36 und 84 c) 44, 56, 63 und 112
Schreibe von den folgenden Zahlenpaaren [a, b] diejenigen heraus, bei denen a und b
zueinander feilerfremd sind!
93. [8; 22, [41; 164], [19; 58], 94. [19; 82], [23; 47], [11; 143],
[21; 63], [256; 105] [36; 105], [243; 140]

Ermittle das k. g. V. von folgenden Zahlen!

95.a) 4und 6 b) 9und12 96.1a) 4und10 b) 12und 15
c) 4und 5 d) 24und 27 c¢) 2und11 d) 14und 35
e) 25und 35 f) 60 und 80 e) 27 und 36 f) 20 und 45
g) 18und 48 h) 4,9, 24 g) 40und 60 h) 7,12, 21
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Ermittle durch Zerlegen in Primfaktoren das k. g. V. der folgenden Zahlen!

97. a) 6,8,10,12; 12,15,18, 24 98. aJ)6, 9,12, 15; 12,16, 20, 24
b) 187, 44,102; 221, 26, 6 143,78, 44; 221, 34,6

In der folgenden Tabelle steht in der ersten Zeile jeweils das k. g.V. zweier Zahlen a und b.
Ermittle die kleinste Zahl, die fur b méglich ist!

99. | keg.V. | 24 | 105 | 180 M0 k.g.V. | 36 | 105 | 180
a 6 | 15| %0 a 12 | 21| 60
b b

Ermittle durch Zerlegen in Primfaktoren alle gemeinsamen Teiler der folgenden Zahlen!
101. a) 28,119, 63 b) 36, 72, 81, 126 102.4) 35,112, 56 ') 24, 48, 16, 128

Ermittle durch Zerlegen in Primfaktoren den g. g. T. der folgenden Zahlen!

103. a) 100, 125, 180 b) 700, 750, 875 104. ) 225, 250, 324 b) 350, 910, 875
c) 5083, 11 339, 1 955 c) 4301, 13 464, 4 625

Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

Gib eine Darstellung fir a an!

1. a) asei Element der Menge der geraden 2. a) a sei Element der Menge der durch

Zahlen. S teilbaren Zahlen.
b) a sei Element der Menge der durch b) a sei Element der Menge der un-
3 teilbaren Zahlen. geraden Zahlen.

Stelle fest, ob folgendes gilt! Begrinde deine Feststellungen'!

3.a) 430 +14 b) 9]63—18 4 a) 4[10+18 b) 9|81 27
<) 18[54-43  d) 1339 41 ) 17|51-37  d) 13[52-43

Welche der folgenden Produkte sind durch 10 teilbar?

Versuche, die Entscheidung zu treffen, ohne die Produkte auszurechnen! Uberlege, welche

Primzahlen unter den Teilern des Produktes sein missen, wenn es durch 10 teilbar sein

soll!

5. 24-36; 24-15; 356-17; 4328-15; 6. 12-48; 16-25; 428-19; 3422-305;
2001 -375; 553-1266; 7-420; 0-23 3001 -225; 427-1844; 9:-310; 47 -0

Untersuche mit Hilfe der Teilbarkeitsregeln, ob die folgenden Zahlen durch 2, 3, 4, 5, 8,
9 oder 10 teilbar sind!

7.7690; 33872; 7683500; 7653300; 8. 6970; 15694; 3856700; 7835500;
977 648; 54 897 225 779 648; 45789135
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Beweise die folgenden Sdtze!

9. a) Die Summe dreier aufeinander-
folgender Zahlen ist durch 3 teilbar!
b) Die Summe zweier gerader Zahlen
ist eine gerade Zahl.

10. a) Das Produkt von drei aufeinander-
folgenden Zahlen ist durch 6 teilbar!
b) Die Summe zweier ungerader Zah-

len ist eine gerade Zahl.

Ermittle das k. g. V. von folgenden Zahlen!

11. a) 5und 8 b) 24, 36, 48
c) 40, 24,15  d) 27, 36, 54

12. a) 3und 8
c) 63,18, 14

b) 8, 24, 30
d) 21, 56, 35

Kiirze die folgenden Briiche, bis Zéhler und Nenner jeweils teilerfremd sind!

4 9 12 48 8 12 18 54

3. 0) 37 e 4. a) 573 553 457 &
225 . 240 5 270 « 27 b 216 . 250 . 300 il 66
b) 250 ' 360 ' 360 ' 999 ) 240 375 450 ' 440

b) Gebrochene Zahlen

Kiirze die folgenden Briiche so weit wie moglich!

15 64 87 12 70 513
Lag bg 9 2.0)5 by g
1000 7 70 105 1" 130
5% 9w D o 5w g
123 5.370 . 17.3:9 504 7 .80 18.8.37
NDw MNwsw Desos Ds New Do

Erweitere die folgenden Briiche so, daB ihr Nenner 48 wird! Welche Aufgaben sind nicht
lésbar?

2 1 6 3 9 8

hays B @7 @) By €y
1 25 7 48 7

Dw 9=u D a5 9% N

Ermittle in den folgenden Paaren von Briichen die Zahl x (x € N) so, daB die Briiche
durch Kiirzen auseinander hervorgehen! Gib die natirliche Zahl an, mit der jeweils ge-
kirzt worden ist! Welche Aufgaben sind nicht I8sbar?

10 1 16 L 75 3 34 17

5. a) 3z und = b) g und ¢ 6. a) 5z und | b) 5 und
35 x 9 999 x 75 x 100

) 5y ound 5 d) 7 und 57 5 und y ) 7 und 5
21 1 * 5 x 5 12 132

€) g und 5= 1) 57 und 3¢ €) 7 und 55 ) 5~ und 7

Stelle fest, ob die folgenden Paare von Briichen jeweils in derselben Klasse liegen!

1.h0) 4
)

e)

i
7

22
23

49 (] 50 16 80 27 62
und 57 b) 3 und 5 8. b) 45 und 1x b) 5 und 5

300 0 10 0 5 30
und 555 d) 7 und 75 ) gy und 55 @) g und 5

84 15 80 21 35 17 34
und 57 ) 5z und 5 e) 5z und 5 ) 5y und 73
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Welche der folgenden Briiche liegen jeweils in derselben Klasse?

0 15 50 S5 3 1 12 12 36
9.9 70 7 B @ 10.0) 72 7 % % %
21 63 1 7 5 20 40 55 ]
b) ¥ 5 & 7 W b) T 15 T T 7w
12 16 25 i 132 9 18 3 12 9
)T 3 2 w0016 )T B T e T
Stelle die folgenden Briche als Dezimalbriche dar!
3 3 7 2
. 0) 55 b) 55 ©) 750w 12. a) 1o *b) <) To00000
5 3 12 2 1 1
7z o5 5 s o7 )
32 7 & 21 9 3 17
N MNw )= 9w MNw ) we

Stelle die folgenden Dezimalbriche als gemeine Briiche dar, deren Zéhler und Nenner
zueinander teilerfremd sind!

13. @) 0,25 b) 072 <) 0,111 14._a) 04 b) 075 «c) 0,325
d) 27 e) 155 f) 0,77 d) 35 e) 84  f) 0,02
g) 0,002 h) 405 i) 2,75 g) 0,015 h) 1,024 i) 0,0016

Stelle fest, ob durch die folgenden Paare gemeiner Bruch — Dezimalbruch jeweils dieselbe
gebrochene Zahl dargestellt wird!

15. a) 4 und 0,28 b) - und 0,06 16. a) <5 und 0,16 b) — und 0,875
©) wund22 d) 2 und 1,625 ©) = und 0,25 d) g und 0,4
e) 7und 07 f) < und 0,375 e) yund25 f) +und1,6

Zeichne einen Zahlenstrahl und trage auf ihm die in den folgenden Aufgaben gegebenen
gemeinen Briche und Dezimalbriiche ein!

17. a) Aufgabe 9 b) Aufgabe 15 18. a) Aufgabe 10 b) Aufgabe 16

Mache die folgenden Briiche gleichnamig!

3 3 8 55 2 3 2 8
19. a) sund = b) 57 und 5 20. a) und5  b) 5 und 3
7 3 5 3 5 7 1 3
€) qgund o d) 5 und 5 €) 57 und 5 d) 3 und +
15 1 1 7 3 2 3 4
21. a) 5z und 5 b) 5 und & 22) a) 5z und 5z b) 7 und 3
1 12 o 3 15 7
€) 5z und 53 d) 5 und 55 €) 43 und oz d) % und =
2 3 4 102 3
23. a) 3,z und ¢ 24. a) 5, zund ¢
1.3 7 10 3 4 5 6
b) 515w und 55 b) 75 7% 7o Y4 Toom
7 011 13 9 s 7 s 11
25. a) 45 45 75 und 55 26. a) 571 3¢+ 73 nd 555
2 6 27 15 17 5
b) 7 5 7 5 und ¢ b) % & 5 70 vnd 45
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27. a) 0,8und 0,75 b) 0,12 und 0,2 28.Ja) 0,6 und 0,64 b) 0,15und 0,5
c) 0,215und 0,3 c) 0,4 und 0,444
d) 5.4; 1,82; 0,007 und 3,0 d) 8,2; 15,25; 0,0007 und 4,7

Vergleiche die folgenden Paare gebrochener Zahlen! Begrﬁnde die Ergebnisse!

3 4 9 7 1
29. a) zundg b) W und 5 30. a) 5 2 und 1 3 b) 35 und %
)
o Tund ¥ d) g5 und 4y o vundt d) 3 undqg
e) Zund ¥ 1) yundF e) Sundy ) 5 und+
7 2 s 3 7 3 13 7
31. a) qgund 5 b) g7 und ¢ 32. a) 5y und 7 b) 55 und 55
7 1 [ 0 8 0 15 11
c) 30 und 35 d) 55 und o c) 35 und 55 d) 3z und 5

Stelle fest, welche der folgenden gebrochenen Zahlen kleiner als % und welche groBer als

T oder gleich + sind!

Vergleiche die folgenden Paare gebrochener Zahlen miteinander!

35. a) 0,38 und 0,37 b) 0,4 und 0,05 36. a) 0,71 und 0,72 b) 0,07 und 0,6
c) 0,045 und 0,4 c) 0,125 und 0,215
d) 0,00485 und 0,0005 d) 0,0007 und 0,69

Vergleiche folgende gebrochene Zahlen miteinander, indem du jeweils den Dezimal-
bruch in einen gemeinen Bruch verwandelst!

37. a) % und 025 b) 0,6 und + 38. a) 79 und 0,91 b) ¢ und 0,375
) 095und % d) 2,55 und - ) +und0125  d) - und 077
) = und 0,255 ) 0,99 und 137 ) 0,66 und 1= 1) 0,98 und =

Vergleiche folgende gebrochene Zahlen miteinander, indem du jeweils den gemeinen
Bruch in einen Dezimalbruch verwandelst!

39. a) =und 09  b) 5 und 1,49 40. a) 3 und 076  b) 55 und 0,54
¢) 2 und 0,58 d) 0,237 und = c) 1,007 und 4= d) 0,48 und o=

Ordne die folgenden Zahlen nach der GréBe! Beginne jeweils mit der kleinsten Zahl!

27 16 14 25 6 13 12 5 0 29
4. a w' A A AN 42. ) 37 3 I W T
5 5 S 1 1 1" " 1"
b) WW?WT; b) 50 7w = W
1 3 5 0 5 5§ 1 F 1" 7 8 8 12
DT T T TTT ©) T i 9 T 2t 3 1
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5 T 5 17 7 7 1 8 23 2 101

3. 0) 5 5 7 e % Uh. @) 350 930 T 25 T oo
5 4 7 13 9 1 2 19 41 15
b)) w5 7 7 b) 5 T 5 5 T
3 5 0 98 42 1 5 1 0 1
)T T 30 000 150 )T T T T
45. a) 0,284; 0,079; 0,987; 0,015 46. a) 0,045; 0,054; 0,0082; 0,00037
b) 0,021; 0,54; 0,054; 0,21 b) 0,004; 0,040; 0,400; 0,0004
) 0,0007; 0,7; 0,007; 0,07 ) 0,528; 0,285; 0,0825; 0,00852

Ordne die folgendgn Zahlen nach der GréBe! Beginne jeweils mit der gréBten Zahl!

14 41 .- 13 k1 25 15 19 51 91 37
47. a) O 48. a) SOE ST ST ST
1 2 3 4 5 T 7 % 7 7
by 3T by 3w w7
97 41 1 59 21 6 5 4 3 2
©) T @ 17 B W VT T TT%
49/ a) 0,278; 0,0785; 0,00875; 0,782 50.\a) 0,0481; 0,00184; 0,0841; 0,0814
b) 2,81; 821; 21,8; 12,8; 18,2 b) 3,41; 34,1; 431; 431; 13,4

Gib jeweils funf gebrochene Zahlen an, die zwischen den folgenden Zahlen liegen! Gibt
es jeweils noch weitere solcher Zahlen?

51. a) % und % b) % und % 52. a) % und % b) % und %
c)%und% d)%und% c)%und% d)—:}und%
e) 0,42 und 0,43 f) 0,7 und 0,9 e) 0,38 und 0,83 f) 0,11 und 0,12

Fir welche x (x € N) gelten folgende Ungleichungen?
X 2
53. ) §<+<§ b 3<i<y S6oa)3<3<v br<i<i
4 5 9 8
55.0) <3 <3 b)F<E<T(x+0) 56 a) w<i<t b)E<iolig)
57. Denke dir eine gebrochene Zahl, die als gemeiner Bruch dargestellt ist! Der Zéahler
soll gréBer als Null, der Nenner soll gréBer als 1 sein.

a) VergroBere den Zédhler um 1 und lasse den Nenner unveréndert!
b) VergroBere den Nenner um 1 und lasse den Zéhler unverdndert!
c) VergréBere Zdhler und Nenner jeweils um 1!

d) Verkleinere den Zahler um 1 und lasse den Nenner unverdndert!
e) Verkleinere den Nenner um 1 und lasse den Zdhler unverdndert!
f) Verkleinere Zé&hler und Nenner um 1!

In allen sechs Fllen erhdltst du wieder eine gebrochene Zahl. Vergleiche diese ge-
brochenen Zahlen mit der gedachten Zahl!

58. Wenn man bei einem gemeinen Bruch Zdhler (ungleich 0) und Nenner vertauscht, so
erhdlt man einen Bruch, der im allgemeinen nicht zu derselben Klasse gemeiner
Briche wie der urspriingliche gehort.

Nenne Beispiele dafir, daB nach Vertauschen von Zéhler und Nenner eines gemeinen
Bruches trotzdem dieselbe gebrochene Zahl dargestellt ist!
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Berechne und kiirze so weit wie méglich!

1 1 4 1 1 5
9.907t7 Bytw vt
1 1 5 5 3 1
dzts eowmty Nty
3 7 1 5 2 3
6l.aygts bty sty
3 2 1 7 3 1
d7+ts ezt HNwtw
34 24 1 L]
63. a) 55 + 355 b) 7 + 4z
3 13 7 6
9t w d) 5+
2 1
65. a)-‘z-+—15+~1— b) T+ ¥5
5 3 3 3 2 7
gstetzy dztyt
1 18 4 3 9 1"
67. a) wt+tmt+ 3 b)s+g+w
8 7 55 3 5 7
avtstsw dsty+s
1 4 3 r4 9 5 9
9. o)+t ts+tstm st
4 3 5 19 1 5 3
bstwtamtwtstets

8 g a7 1 x 1
b2 S u)?+?=~s b)Tr+'ﬁ'=1—1
CAE 5 x 1
gyty=7v. dwtw=7%

x 1 12 2

1
_1 1-—
mtoTr O ts=s
3
73. a) 7

1
Owtz=7 dwts=

3 ) 1 3 1 1
75.8)7—7 B)3~w W
1 3 3 4 1
d3-7 g~ 7w Nw~%
1 5 7 5
M.a)g~¢ bw 7w
5 7 5
"8 9T %
115 81 10 1
e)fw % )i~
29 12 15 17
.aw-®m ba e
35 25 1 12
V" DWW
21 5 1
. a) w77
39 50 11 8
b)4g T "% T W
Sy ot

60.
62,
64,
.
68.

70.

72.

74,

76.

78.

80.

82,

d)
a)
d)
a)
9
a)
B}
a)
)

a)
b)

e)

b)

e)

1 17
wtwty

6 7 4“1
7tetam

folgenden Aufgaben!
2
a)

o )
S < 3
BIER

-
~

3 5 5 7 2 1
Ttstetwtste

[~ oo
+ +
O

3|

%

+

ol .
3|

1" 19 27
wtmwtw

drt+s+d

4 1 9 5 16 1 4
Ttetwtuwtatats
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Ermittle in den folgenden Aufgaben x (x € N; wenn x im Nenner, x == 0)!

5 x 3 7 x 7 5 2 8 x 0
8. a)g-—g=7% b)w-—w=vw B8Ps—3=3 b yg—ar=1r
1 x S x 1 1 13 x 1 17 2 17
Iwm—r=m% Dw—e=7% Iw-5=w Dw—w==
x 2 0 18 15 3 x 4 1 15 2 9
8. a) g—5=7 BDxE—5=7 8. o) g~ =7 BP)F—r=7
5 x 13 12 1 7 8 1 1 13 x 15
9w =% V5-3=% O~ w6=7w Du—3=7
Berechne! Gib die Summe auch als gemeinen Bruch an!
87. a) 0,3 4+ 0,77 + 1,82 88. a) 0,7 + 0,33 + 1,98
b) 0,7 4+ 0,89 + 11,2 + 7,23 b) 0,93 + 9,712 + 4,3 + 0,2 + 0,1
) 1,39 + 0,09 + 27,2 + 0,801 <) 12,19 + 11,2 + 0,002 + 0,77
+ 0,309 + 11,01
d) 18,28 + 19,72 + 0,43 + 5,55 d) 0,041 + 13,82 + 0,55 + 7,22
+ 10,02 ¢) 0,17 + 0,00017 + 0,017
e) 0,021 + 0,0021 + 0,21 + 0,00021 + 0,0017 + 1,7
Berechne!
89. a) 2,88 —0,33 — 1,47 90. a) 3,07 —0,98 — 2,07
b) 0,044 — 0,013 — 0,009 — 0,018 b) 0,0098 — 0,0002 — 0,0076 — 0,001
c) 23,8 —20,9— 2,09 — 0,209 c) 33,4 —28,7— 2,87 — 0,287
91. a) 2,074 —1,382 — 0,377 — 0,298 92. a) 1,021 —0,8074 — 0,0928 — 0,1
b) 15,008 — 7,403 — 0,0201 — 3,004 b) 11,003 — 2,807 — 5,041 — 3,027
c) 2700,4 — 328,9 — 1999,8 — 32,07 c) 2500,8—1328,7—13,5—1111,1
Gib die Summe als gemeinen Bruch an, der sich nicht weiter kiirzen laBt!
93.a) 2+07 b) 5+ 368 9. a) 19+ % b)) 126
) 09++ d) 06+ = ) o +089 d) 039+ 1r
127+ 5+ &) T+ 15+
) o + 0,35 + 045 + o f) 5 + 147 + 326 +
Verwandle den Dezimalbruch in einen gemeinen Bruch und berechne!
95. a) 0,8—45 b) 092—% 96. ) 06—~y b) 0,68— 5
Q) =07 d) 25—0,85 =09 d) = _o,92
Schreibe als gemischte Zahl!
7" 13 8 3
97.'a) & b5 )5 98.)a) 5> b2 o=
27 58 112 31 81 257
d7 9w O d5 9w N
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Schreibe die folgenden Zahlen als gemeine Briiche, die sich nicht mehr kirzen lassen!

99.a) 4% b) 2§y <) 6%
9 1 38
d) S+ e) 114 )85
Berechne!
101. a) 25 + 75 b) 145 + 975
) 5% +2%  d)104 437
103.'a) 35 —2%+  b) Mz=17
11 25 1 1
Q) Sqy— 29 d) Ty —67
105. Die Summe zweier gebrochener Zah-

107

109

len sei ¢7-. Der eine Summand sei
23 5 8 4 11
V% D7 9% Vw5 9w

Wie groB ist der andere Summand?

. Ermittle die Zahl, die um
8 3 7 3 1
a)z b7 95 d) 5 e =

= 1"
groBer als -5 ist!

. Ein Schiler, der sich zu Hause fur den
Unterricht auf den néchsten Tag vor-
bereitet, beschdftigt sich & h mit
Deutsch, %— h mit Mathematik und % h
mit Geschichte. Wie viele Minuten war
er insgesamt beschéftigt?

100.

102.

104.

106.

108.

110.

a) 25 b) 8% o) 5y
2% 8 69
d) 757 e) 95 f) 1055
a)3% 427  b) 4T 453
Q) 6x+3%  d)Sy+25
a) 54—4+  b) 135105
10 100 2 3
)8 —xm d)6éw—33
Die Differenz zweier gebrochener

Zahlen sei % Der Minuend sei
4 7 7 17 1
A3 g 97 I o

Wie groB ist der Subtrahend?

Ermittle die Zahl, die um

1 1 3 7 1"
a7 b3z 97 dy

e)T

kleiner als % ist!

Auf einem Felsen (43,4 m iber dem
Meeresspiegel) wurde ein Leuchtturm
gebaut. In einer Hohe von 22,5 m vom
FuBpunkt des Leuchtturmes befindet
sich ein Scheinwerfer. Wie hoch liegt
dieser Scheinwerfer iber dem Meeres-
spiegel?

111. Zwei Wanderer laufen einander von  112. Zwei Radfahrer starten von einem
zwei Orten aus entgegen. Der erste Ort aus gleichzeitig. Der erste erreicht
legt die Entfernung zwischen den bei- das gemeinsame Ziel in 9 h, der zweite
den Orten in 8 h, der zweite in 6 h zu- in 6 h! Um welchen Teil der gesamten
rick. Um welchen Teil der gesamien Strecke ist der zweite Radfahrer nach
Strecke ndhern sie sich einanderin1h? 1 h dem ersten voraus?

113. Finf Eisenbahnwaggons sind mit Stein- 114, Die Fischfangflotte unserer Republik
kohle beladen. Die Tabelle gibt die konnte ihre Fangergebnisse standig er-
einzelnen Ladungen an. héhen. Die Tabelle enthdlt Zahlen-

angaben in Tausend t.
Waggon| 1 2 3 4 5 195 1960 1965 1967
t 15,75|12,09|18,78 | 14,65 14,82 26,6 Y068 219,9 279,7
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a) Wieviel Tonnen betrégt die Ladung a) Wieviel
der finf Waggons zusammen?

b) Wieviel Tonnen hat der Waggon
mit der gréBten Ladung mehr ge-

Tausend Tonnen Fisch
wurden in jedem der angegebenen
Jahre mehr gefangen als 19502

b) Stelle die Fangergebnisse graphisch

laden als jeder der anderen Wag- dar!
gons?
Berechne!
15. a) 33 b3t Ot 1. a) 32 B3y ol
D+t 9rs N33 SR S S
.75 Bk 977 1. 057 By 95F
9t a3l 0t G35 ofd mpis
W EE BE a8 maplpii oRi
D33 dTm D37 DT ATE Dww
Kirze so weit wie maglich, bevor du multiplizierst!
2. a) o2 BT 3o 1222 0) 5 9r bt oIk
05 % 9% B 0B obE ot okl
123. 0) 7-5¢ b)1g-17 ©) 25 ey 126 a) w3 b) .5 3220
Ermittle in den folgenden Gleichungen x bzw. y (x,y € N; y + 0)!
5. @) $i=g B 7 Ig 6. 0) 3 3= B FF=7
9w F=1 Dy =3 v =% Der-i
wagi=t Weted  modF-k wii-d
ati-% aiias 934=]  @ti-}

Ermittle in den folgenden Gleichungen einige Losungen fiir x und y (x, y € N; y + 0), dar-
unter immer die, in denen x und y zueinander teilerfremd sind!

woadied wiied  moiief nijed
95 =T D3eg SEF=ir BT

Berechne!

Wbl B matid wigd
OwwEDITT VETF o

Berechne und kontrolliere das Ergebnis!

moafEel) wEEY  @ed (i wifed
9w (=3 95 (%) 9% (m—%) Ow(E*3)

160



Gib das Produkt sowohl als Dezimalbruch als auch als méglichst weit gekirzten gemeinen
Bruch an!

135. ) 0,3:0,5 b) 0,7-0,15 136. a) 0,4-0,7 b) 0,6-0,18
<) 0,12-0,12 d) 0,125-0,5 <) 0,15-0,15 d) 0,125:0,8
(37. a) 0,36 - 0,75 b) 0,75-1,2 138.)a) 0,24 - 0,25 b) 0,85-1,4
c) 33,2 0,072 d) 0,0038 - 11,2 <) 15,7-0,018 d) 0,0084 - 13,7
139. @) 0,2:0,5:0,8 b) 0,12-0,4-0,05  T40, 2‘) 03:0,4-0,5 L) 0,15-0,6-0,07
c)1,2:-08-1,1 d) 81,4-0,6 4,5 r.\ 17,8-0,2-0,04 a 74,4-0,68 - 2,1
e) 0,01-0,01-0,01 f)0,1-1,0-0,01 €)02-20-002 f)02:0,2-0,2

Bilde das Reziproke folgender gebrochener Zahlen!

) 7 4 s 2 1
vy £ s %) 5 B2 el
141, a) ¢ b) 3 ) 5 142. a) 3 _")3 ) 7
1 3 15 2 7 o
Dz 9w D d7 &35 Ny
Berechne und kontrolliere das Ergebnis!
1.1 1. "1 1.1 1.9 9 .1
1.4 1. M1 o 1.4 1.9 B
1163.0)‘.3 b)6'1z c)1.6 144. a) ¢:¢ u)s.u ()12‘8
2.1 3.2 1.1 4.1 3.9 3.3
digiy Qg Dgig d7iw Svise ODgin
. 0.3 8 7 19 . 38 181 "4 13, 169
2.3 2807 . Yo) 2l L A2 56
145. a) 573 b) w3 ) 77 Q)53 b)wiwm Jwis
81 . 18 45,9 97 . 35 517 | 2% 68 0.3
Vwiswr Ouw'w Dw'iw Dwiw Ow'w Nz
63 . 54 63,18 6. 2 R o €5, BB L6 .32 63 3
W a)qgiqr D wiw 9wiw S PMwiew Jwim
12 28 3,86 ich, D 420 | 84 L9322 3.2
dY = o — 3 —_— U — Nt S et e) 8 ey f 3
N arim b 579 Dwisg ©23:7 fégig
Ermittle in den folgenden Gleichungen x bzw. y (x, y € N, y == 0)!
2. x_ 10 5.3 25 3.x_ 6 7.5 %
4 BEn e A T S Seimseaot Ry Led a2V
149.°a) gig=vr b} 7iy=T2 57 Y Iy T
x .3 _ 4 4.5 1 x 2 1 3.9 2
VDwie=3 Dyiw=% )wmiz=7 9y iw=3

Ermittle in den folgenden Gleichungen einige L&sungen fir x und y (x,y €N, y = 0),
darunter immer die, in denen x und y zueinander teilerfremd sind!

4  x 8 x 25 3 x 9 9 . x 27
—_—lrl—==— s e S s 52 _——— -_—
151 a) 2 2=F by $:i= 152 a) riZ=2 b) 222
x .5 _ 25 x, 1 _ 2 x.9_ 11
)piy=ny d)ig=y Ayig=w7 Dyiw=z

Schreibe den berechneten Quotienten als Dezimalbruch und als so weit wie méglich ge-
kirzten gemeinen Bruch!

153. @) 3:4 b)7:8 <) 15:12 154, f) 7:5 b) 5:2  «¢) 18:15
d) 76:80 e) 55:88 )a88:55 d) 75:120 <) 48:60 1) 60:48
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Berechne! Gib durch einen waagerechten Strich an, welche Aufgabe nicht |&sbar ist!

155. a b a+b|a—b| b—a a-b a:b b:a a-a b-b
1 1
7 E)
3 4
3 H
1" 7
g 3
3 5
s kD
7 4
20 s

Berechne aus den folgenden Zahlenangaben jeweils nacheinander!

a+b; b+a; a+b+¢c; a—b; b—c;
(@+b)y:-c; (@—b):c; a+b-c; a—b-c
156.a)a=3; b=1; c=5
7 2, _ 2
b) a =473 b=?. =45
2 5 3
ga=5; b=+ c=4
Berechne!
1 3 3
3 % 4
158. a) 7= b) & <) 3
i 5 3
3 15 8
T 16 T
160. a) 7= b) 7g ©) 3
2 a5 33

a-b;

157.

159.

161.

a-c; a-b-c; a:b; a:c;
5 5 2
a) a=4; b=§; c=z
s . [ 7
b)a=q7i b=1i c=+5
4, s . 7
a=gi b=4 c=v
1 3 3
% 7 2
a7 b))z o3
3 3 %
s 12 5
B 13 T
a) 2 b)) ©) 1
2 39 22

Gib mindestens drei Zahlen fiir x (x € R*) an, fir die folgende Ungleichungen gelten!

8
7
1 1
5 <x<-3

1 3 7
162. a) 7<x<7 b)j7<x<
17 5
)z >x>3 d)

3 5 1 1
e) S3>x>3 f) 7>x>77

2 3 i 8
163. a) 7 <x<7 b) g<x<75

Ermittle in den folgenden Aufgaben x (x € R¥)!

16&.0)—;—+x=-§- b)%—x:%
gx+s=2 gx—5=2
166. a) 2o x=-% by x-2=2
g iix=2 gxi=1i

15 9 25 24
7 <X<7z d)FT>x>7%

3 6 1 1
e) bz >x>7 f) §>x>7

Das Produkt zweier gebrochener Zahlen sei % Der eine Faktor sei

1 3 5 7
168. a) 33 b) 7 <) 75 d) 7

2

165 u)%+x=% b)T—x=%
7 15 3 1

€) Ximgimiy d)A=T=F
167. ) 5 x =9 b)X'3=%
4, 5 A 15

o yix=3 d)yXg=3%

2 1. 4, 13
169. a) 35 b) 573 ¢) 357 d) 3o

Wie groB ist jeweils der andere Faktor?
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170. Der Quotient zweier gebrochener 171. Der Quotient zweier gebrochener

Zahlen sei —% . Der Dividend sei Zahlen sei % . Der Divisor sei

1 2 4 5 1 1 2
a) 3 b) 75 ©) 3i d) 3i €) 5 a) i b) 33 o) =i d) %5 e) X
Wie groB ist der Divisor? Wie ist groB ist der Dividend?

172. Das Produkt zweier gebrochener Zah-  173. Der Quotient zweier gebrochener

len sei Zahlen sei
a) kleiner b) gleich c) groBer a) kleiner b) gleich ¢) gréBer
als der eine Faktor. Was l&Bt sich je- als der Dividend bzw. der Divisor. Was
weils iiber den anderen Faktor aus- 1&Bt sich jeweils iber den Divisor bzw.
sagen? den Dividenden aussagen?

174. Dividiere 12 nacheinander durch 12, 8, 6, 4, 3, 2, 1, 5, 5> +» +» 5 und 75 !

Lege folgende Tabelle an! Trage alle Ergebnisse ein! Vergleiche die Folgen der
Divisoren und der Quotienten miteinander!

Divisor 12 sé 8 3

N

Quotient 1 o | 144

In den folgenden Gleichungen sind x, y und z gebrochene Zahlen.

175. x+y=12 176. x—y =1z

Bilde Aufgaben mit jeweils

a)x>1undy<1 b)x<lundy<1 c¢)x<lundy>1 d)x<tundz>1
e) x<lundz<1 f)y>1undz<1 g)x>1undz<1 h)y>1undz<1!

Berechne jeweils die dritte Zahl z bzw. y bzw. x! Einige Aufgaben sind nicht 1&sbar. Be-
grinde jeweils die Nichtlésbarkeit!

In den folgenden Gleichungen sind r, s und t gebrochene Zahlen.

177.r:s=t 178. r-s =1t

Bilde Aufgaben mit jeweils

a)yr<tunds<1 b)r>1unds>1 cgr>1unds<1 d)yr<iunds>1
eyr<tundt>1 f)r>1undt<1 g)s<lundt<1 h)s>1undt<1!

Berechne jeweils die dritte Zahl t bzw. s bzw. r!

179. a) 0,4:02  b) 7,5:0,5 180. a) 0,7:0,35  b) 11,4:0,4
) 13,2:33 d) 0,77:7,7 ) 0,84:0,12 d) 0,84:1,2
e) 0,28:0,07 f) 1,35:4,5 e) 0,054:0,72 ) 2,88:1,2

Gib an, welche Art von Dezimalbruch jeweils vorliegt!

181. a) 0,75  b) 0,75 ) 0,8181 182. a) 0,43  b) 0,43 ) 0,5252
d) 0,30300300003... e) 0,8 d) 0,002020020002... ) 0,5
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183. a) 0,431 b) 09444 ) 0,9% 184. a) 0,528 b) 0,7222 <) 0,72
d) 0,538 e) 0,538 f) 0,538 d) 0,721 e) 0,721 f) 0,721

Wiederhole die Regeln fir das Runden von natirlichen Zahlen! Runde folgende Dezimal-
briche jeweils nacheinander auf drei Stellen, auf zwei Stellen, auf eine Stelle nach dem
Komma!

185..q) 0,457 b) 0,3864 c) 0,347 186. a) 0,2758  b) 0,7756 <) 0,456

d) 0,328 e) 0,5 f) 0,47 d) 0,217 e) 0,9 f) 0,53
187. a) 0,3728  b) 0,5457 188. a) 0,5043  b) 0,2774
c) 0,28047 d) 2,5105 c) 3,02305 d) 0,47028

L&se schriftlich! Runde das Ergebnis sinnvoll!

189. a) 0,28:0,35 b) 0,28:0,42 190. a) 0,72:0,45 b) 0,72:0,14
c) 8,44:1,22 d) 5,2:0,39 c) 6,28:512 d) 17,5:2,8
e) 3,77:0,14 f) 52,7:0,023 e) 17,24:15,2 f) 0,047:0,33

Berechne und kiirze das Ergebnis so weit wie méglich!

3 4 7 3 4 4.3 8 3 5
191.a) §+5—75 b)2—F—% 192.4) 3+ 53— b)5-33-2
7 5 7 8 1
Q)3+ y—25—a 8-5-21-3
U N . I
dg-—z+7-3v*% e
1 3 138 2 3 1,17 %
e) 9—7——~S——37TW~—27 6)87_7_2?*TD‘—W
Berechne schriftlich!
193. @) 15,72 —3 + 0,82 — 11,97 194. a) 17,03 —5,87 —11 + 0,24
b) 357,4 + 37 — 35,74—21,8 b) 583,7 — 11 — 235,42 — 350,71
) 91,724 — 2,587 ~ 1,723 — 91,724 c) 100 —0,025 - 0,25 — 2,5 - 25
d) 200 — 0,45 — 0,045 — 45 — 4,5 d) 63,004 — 23,97 — 18,4 — 15,03
Berechne jeweils das arithmetische Mittel!
195. a) 12; 13; 14; 15 196. a) 17; 18; 19; 20
b) 0,42; 0,24; 0,35; 0,53 b) 0,82; 0,28; 0,31; 0,13
<) 0,0100; 0,1000; 0,0010; 0,0001 c) 0,2500; 0,0250; 0,0025; 0,00025
d) 42,7; 42,6; 42,7; 42,7; 42,8 d) 18,7; 18,8; 18,6; 18,7; 18,7
e) 1,071; 1,068; 1,070; 1,068; 1,068 e) 2,408; 2,410; 2,409; 2,408; 2,410

Ermittle x (x € R*) so, daB Zéhler und Nenner zueinander teilerfremd sind!

197. a) b) ++x=% 198.a) $+x=1 b)feix=3
3 1" 2 3 5 2

c) d) z+x= 4 ) g+x=7 d)-1—z—+x=3

3 2 1 1 4 1 ¥ 4 11

199. a) x+ 5 =5 b) x+43=1% 200. a) x+ gz =17 b) x+- 7 =5
5 2 4 1 3 1 1 1
D@m—x=g dDx-—z=3 Qs—x=3 dx—3=7
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Berechne und kirze das Ergebnis so weit wie mdglich!

3 .2 13 1 4 3
201.a) 3-5 b) 3:6 ) 48 202.a) 57 b) 33 <) 515
5 3 25 3 4 14
d) 7.5 @ by ) 1-F d) b-% ) 5o )9
9) 2.6 h) 3110 i) 12.7 g) 358 h)25.8 i) 15
203.a) $:6 b) 6:5 ) §:2 204. @) £:20 b) 20:4 ©) 5:3
d)5:3 e 55 N1 d) 413 e T4 1y
2 4 4 ks 5 5
25. 0) o= b) 5 O - 26. @) = b) 5 )
T 7 s 3
1 5 3 7
1 7 7 3 z 3
F - e ) == d) —— —=
§E g N T &5 Dy
3 1
3, § 2 5 4 5 4 2 5 9
207.a) v 35 b) 36 45 208.0) 3595 b) 778 7%
5.3\, 5 5 (3.5 4.8\, 7 4. (8.7
o (§:%):w O 7:(57) 9 (7:3):% D Fi(3:%)
3 9 3 9 5 20 5 20
o (F:5):% N 3:(5:7) o (3:7):q N 5:(7: %)
] 4 6 4 9 8 9 .8
9) (2%:5):5 h) 2 i(3:3) 9) (36:3):5 h) 35:(%:3)
Berechne schriftlich und runde das Ergebnis sinnvoll!
209. a) 15,2+14,85,3 210. a) 12,8-13,2-4,7
b) 402546 b) 5,03-4,4-8
<) 4,02 540 - 6,00 c) 5,03 - 4,40 - 8,00
d) 3,217 - 4,028 - 5,304 d) 8,042 - 4,021 - 2,010
211. a) (3,288:4,11):2,00 212. a) (2,877:4,11):3,50
b) 3,288 (4,11 :2,00) b) 2,877:(4,11:3,50)
c) (24,3:8,1):3,0 ) (36,0:7,2):5,0
d\ 24,3:(8,1:3,0) d) 36,0:(7,2:5,0)

Stelle fur die folgenden Aufgaben fest, ob es sich jeweils um eine Summe, eine Differenz, ein
Produkt oder einen Quotienten gebrochener Zahlen handelt!
Berechne und kiirze so weit wie méglich!

1. 0) (2+2)-5 b (35 % 24 ) (2-3) 2 b) (3+9) %
B Y R

.0 (F-%) K B -3 F  Mea(z-7)F 0 (-9 F
o%-43 oB-)st oG-It pi-w)E

woo (E-d) 9 iE-d Mo b(-D) il
93 (-3 @ 32-3 ) 3 (6—7) & 3 4—F
)23 (3-2) f25.5-2 e) bi-(F=5) 0 4355
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3,2
1,1y, 7 Z' s
221. a) (?Jf?).W b) 25
15
4 1
.1
4 5 62 7 14
9 (5+ar)ier @ 5
1
1 3
il
< £ T o i)
223. a) (?7?),? b -
3
5.2
8 2 39 7
9 (w-3)® 95
225 18 4 1 b 7"%
-0 (4w P
17
1 1 2 y 15 4
) g=gtny ‘A~
221. a) 5-3: 3 b) 3. 5
1,1\ (11 d,. 9 -1
)(z+3):(z+s) Dt
9 4
%5 9 4 3
e 32 Dz—5igt
F
5 1% 1" 5 " 1
2. 9) (35):¢ O 3:(e%)
3
2.2
5,11\ 1 5
<) (T- )‘T 4 —
15
231. a) (%5)1‘5_ b)%:(g%)
4 2 21
7 2 4 12
<) 5 d>7-T

Berechne schriftlich und runde sinnvoll!
233 a) 5,28-3,17 — 11,28

b) 5,28+ (3,17 — 11,28)

<) 5,28+ (3,17 —1,28)

17,13 | 1713 4455
d) 5z +455 e —
17,13
) 5,42 + 4,55

235. a) 3,28- 4,21 + 17,21 - 2,08
b) 3,28 - (4,21 + 17,21) - 2,08
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222.

224,

226.

228.

230.

232.

234,

236.

T2
) 1 1  §
R S
3 1
3,4
5 iy, 8 577
a) (3+7).? b) 7
12
7+5
1 13 5 L&,
<) (T+T) w 9=
7
U
1 1 3 3 3
O (z-3)w ©—%
2
S
1 9\ 20 5
(5 -T)iw 9 —
19
g
13 17 2
a) (T_6)'19 b) 7
16
5 3 .1 1" 9
) %150 d)T-5~7
2 8 2 8
R b) gigr—4
2 3\.(4 . 5 3.4 .5
) (3+3):(3+2) Driiset
4 1
5% 9 4.2
®) 77 ) 1—3i5+%
i
4 3).6 4 (3.6
9 (F3):7 B3 (3:9)
1
3.1
4 3 6 4
Vra)T D
%
4 .gq) 10 4 (o 10
a) (?‘8) = m?‘(&T)
3 2%,
8 9 3 9
=3 Vg

a) 6,37 - 2,74 12,43
b) 6,37 + (2,74 — 12,43)
<) 6,37 - (2,74 — 2,43)

25,98 25,98 + 5,62
9 T +562 o) oy
) 25,98
6,32 + 5,62

a) 5,34-2,07 + 11,03 - 4,2
b) 5,34 - (2,07 + 11,03) - 4,2



237.

240.

241.

242.

243,

w

244,

) 5% 108 d) S28+7.08 c) B4 10 ) B+ 1107
235 e 133 + 5,44 507 T a5 507 + 454
o) 5:28:(433+7.08) o) B4 (507 £ 11.07)

54k 454
Denke dir eine gebrochene Zahl 238. Denke dir eine gebrochene Zahl a!
a> 1! Bilde daraus eine zweite gebrochene
Bilde —° ! Dann erhdltst du eine Zahl b, indem du den Zéhler von a bei-

a—1 behdltst und als neuen Nenner die
zweite gebrochene Zahl b. s Zéhl 4N
Bilde a+ b und a - b! Vergleiche a+ b e T ennE nend
'.' Y : wahlst! Vergleiche die Differenz von
gDz a und b mit dem Produkt von a und b!

. Eine Rasenfldche von 5 800 m2 GroBe soll erneuvert werden. Wieviel Kilogramm Gras-

samen werden dafir bendtigt, wenn man fir 1 Ar 1,85 kg braucht?

Eine Tischtennisplatte hat etwa die folgenden MaBe: Lange 2,74 m, Breite 1,53 m. Wie
groB ist die Spielfldche? Runde sinnvoll!

Ein rechteckiges Weizenfeld ist 823 m lang und 437 m breit. Proben haben ergeben,
daB auf diesem Feld mit einem durchschnittlichen Hektarertrag von 47,8 dt gerechnet
werden kann. Wie hoch ist der voraussichtliche Gesamtertrag?

Ein volkseigener Erfassungs- und Aufkaufbetrieb hatte in der ersten Oktoberwoche
die folgenden Kartoffeleingdnge und -ausgdnge:

Tag Eingdnge in dt Ausgdnge in dt Bestand in dt
- - 116,0
1.10.19.. 173,2 195,1
2.10.19.. 1991 207,1
3.10.19.. 2234 232,3
4.10.19.. 182,5 178,9
5.10.19.. 248,9 227,7
6.10.19.. 234,5 219,2

a) Wie groB war der Bestand am Ende eines jeden Tages?

b) Wie hoch waren insgesamt die Kartoffeleingdnge und die Kartoffelausgdnge?

c) Wieviel Dezitonnen Kartoffeln wurden durchschnittlich jeden Tag ein- und aus-
geliefert?

Die Arbeitsbreite einer Mdhmaschine mit Traktor betrdgt 2,1 m. Welche Fléche
ernten drei Mdhmaschinen mit Traktor in 6 Stunden Arbeit ab, wenn die Durch-

schnittsgeschwindigkeit des Traktors 4,5 k_;n betrdgt? (Runde das Ergebnis auf eine

Genavigkeit von 1 ha!)

In der folgenden Ubersicht wird die landwirtschaftliche Nutzfléche, die von den LPG
bewirtschaftet wird, der Anzahl wichtiger Maschinen gegenibergestellt.

Auf wieviel Hektar kam in den einzelnen Jahren je eine Mdhmaschine? (Rechne auf
eine Dezimalstelle genau!)
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1960 1962 1964 1967
Landwirt-
schaftliche :
Nutzflache 5408780 ha | 5473115ha | 5459080 ha | 5450159 ha
Traktoren 43170 53 205 101 806 118 371
Méhdrescher 3241 4146 11213 15878
Kartoffel-
vollernte-
maschinen 3228 3266 5352 7 516

Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

Mache die folgenden Briiche gleichnamig!

1.a) yund+ b)g3und g 2.0) sundg  b) 5 und &
7 1 5 8 8 8 3 5
€) g und 3 d) Fund 5 €) sund 555 d) Gund 5
5 9 12 15 1 3 17 21 100 7
e 5% & 7o % VN 5 ) 557 720 T80 YN 5
f) 0,024; 0,1754; 0,3 und 0,57 f) 0,001; 0,4782; 0,1 und 0,25
Vergleiche die folgenden Paare gebrochener Zahlen miteinander!
3.0)5undy  b) 5 und 4 oa)5unds b) 5 und
€) 0,007 und 0,06 ¢) 0,01 und 0,002
d) 0,628 und 0,63 d) 0,0527 und 0,123
5.a) Yund1,24  b) 0,004 und 5z 6. a) 1,36 und+  b) 0,005 und 55
€) 0,076 und &  d) 0,5 und 5 €) 0,2374 und 5 d) 0,41 und &
Fur welche x (x € N, wenn x im Nenner, x == 0) gelten folgende Ungleichungen?
T.a) o<3<% 8.a) p<i<y
1 7 15 1" 9 13
b) z<+<m b) 3<x<m

Berechne und kirze so weit wie méglich!

3 1" 1" 7 8 4 3 2 1 5
9.9) 5 R*x B)wtyoa 10.0) =55 b gig+y
1 7 194_ 3 5 13 5 5 kil 8 3 1 1"
VE TR TH BT Vw s B BTTTRTR
" 7 5 17 111 7 8 4 1 161 23
D n s w0 O RTRS T -k -
67 1 1" 53 9 1 7 70 25 3 101 203 9
O mwnw o n B % o nm w7 "wm
Berechne!
11. a) 132,7 + 18,54 + 11,41 + 1258 12. a) 114,73 + 97,27 + 101,01 + 20,02
b) 154,1 —15,4—1,5—0,1 b) 98,7 — 9,87 — 0,98 — 0,09
c) 0,05824 — 0,00528 — 0,04516 c) 0,08208 — 0,00987 — 0,07102
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13.0) 3 +1.7 b) 09+
) 0725—5 d) 550,581

15. Um wieviel ist die Summe der Zahlen
% und ';‘ gréBer als ihre Differenz?

Berechne!
7 1 24 10 9 8
7.a9) 7 55 B35 5 7
115 92 500 . 300
) 5w d) 75 ¢ w5

14, a) Z + 8,436
c) 0875— %

b) 2439 + 5
d) H-19

46, Um wieviel ist die Differenz der Zahlen
3,75 und % kleiner als ihre Summe?

6 1 70 8 7 6
B.a)g 75 b7 5 %
500 200 1000 125
DR D s Al

19. Berechne! Gib durch einen waagerechten Strich an, welche Aufgabe nicht I&sbar ist!

5 4
3 3
12 5
(K] 7
7 9
0 0
18 3
25 s

Ermittle in den folgenden Aufgaben x (x € R¥)!

b) 5 —

d) x -

20.0)%«x=

w|= w|w
o wo| =

X
3 5
€7 x= %

M.a)s:x=3 b)3-x=1
4 2 3 3
7 x=3 dx =3

22. Nenne Paare gebrochener Zahlen, deren Produkt ebenso groB wie ihr Quotient ist!

Berechne und kontrolliere die Ergebnisse!

23.a) 21,6 : 2,4
c) 0,592 : 0,05

b) 1,36 : 0,17
d) 14,6 : 0,4

2. a) 15,4 : 1,4
¢) 0,571 : 0,08

b) 4,65 : 0,15
d) 25,2 : 0,25

Forme folgende gemeine Briche in Dezimalbriiche um! Gib jeweils an, welche Art von

Dezimalbruch vorliegt!

4

%.a0)+ b+ 3 d
1 8 15 24

e)g Nm D= M

50 35 10 54

N KWz D M3y

1 2 3 4
2.0); by op di
7 4 45 3

)z 7 9)x hgz

DT KWs NE Mg
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Lose schriftlich! Runde das Ergebnis sinnvoll!
27. a) 52,8 : 13,2 b) 500,1 : 0,203 28. a) 48,4 : 1,21 b) 702,3 : 15
c) 800,4: 20 d) 1,08 : 0,041 c) 1000,2 : 0,021 d) 3,04 : 0,202

Ermittle x (x € R*) so, daB Zdhler und Nenner zueinander teilerfremd sind!

29.0) x+3=27 b)x+e=1 30.a) x+3=3 b)x+3=2
3 _ 4 12 1 2 _ 3 1% 1
x—5=75 d)yzmp—x=5 ) x—5=5 d)g—x=¢
Berechne und kiirze das Ergebnis so weit wie mdglich!
5 3 5 1 . 7
3. a) b)—1— ) 5 32. a) & b)T <) 5
T 5 % KA
17 9 13 2 2 11 1 8
d) 20 - 5 ' 3 e) iz 5 - 105 d)15 5 53 €) 555 - 108
5 3 4 1
3 5 N %
33. @) 77 b) 2 <= 34. a) 57— b) 3 - —
T 6 5 87 16
3.9 3. (9 5 .15 5. (15
d(gim -8 dgifz-8 (7w 4 (x4

35. Das Produkt aus drei gebrochenen Zahlen sei gleich einem der drei Faktoren. Was
kannst du Uber die beiden anderen Faktoren aussagen?

36. Denke dir zwei gebrochene Zahlen r und s mit r < s!
Bilde
a)r+s b)yr—s ¢ s—r d)r-s e)% f)%!
Mindestens eine dieser sechs Aufgaben ist nicht Isbar. Welche dieser Aufgaben ist nicht
|8sbar, wenn genau eine nicht lésbar ist?
Kénnen auch zwei dieser sechs Aufgaben nicht lésbar sein?

Kénnen auch drei dieser sechs Aufgaben nicht Iésbar sein?

‘c) Einfihrung in die Gleichungslehre; Proportionalitiit

Setze zwischen die folgenden Terme die richtigen Zeichen (< ; > oder =)

1.a)5+4 <11 by 3++ B 2.0) 4+3 <13 By S42s 8
b) 2,38+ 0,4  1,41+1,07 b) 1,83+0,5 7 1,14+ 1,07
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Setze zwischen die folgenden Terme die richtigen Zeichen (>, < oder =), wenn fir x
der Reihe nach jeweils die Zahlen 1; 3; -:—; 0,2 eingesetzt werden

5.0)24x 2 b) x—4 + 6.a)3+x 39 b)x—v +
6 4 9 3
dE* F dx 7

Welche Zahlen x erfiillen die folgenden Gleichungen?

7.0) 2+ x=4x2Db) 3-x=7 8.a)3+x=5 b)2-x=9
<) x~%=%" d) —x—% c) x—%=% d)—:—x=%

Setze in die folgenden Gleichungen fir x nacheinander die Zahlen 2; & 2 3 ‘ 47—+ s' 1,2;
0,4 ein und stelle fest, ob dadurch eine wahre oder eine falsche Aussage entsteht!

9. a) 3x =12 b) gx =2 10. a) 4x = 8 b) +x =1
Q49+ x=61 d)x=06 ) 51+x=63 d)3x=03

Setze in die folgenden Ungleichungen fir a nacheinander die Zuhlen =i1:0; = 5 + 153 %; 3;
% ein und stelle fest, ob dadurch eine wahre oder eine falsche Aussage entsteht!
1I.u)a>1 b)a+1<35 12. @) a> 2 b)a+1<3,0

) 2a<1  d)3a>225 ) sa<15 d)2a>15

Welche Zahlen x erfiillen die folgenden Ungleichungen? Gib mindestens je 3 Zahlen an!

13. a) x<1 b) 3x+2>5 M»u)x<'; b) 2x+3>5
O 2x+y<g d) 03x>14k O 3x+g<yg ) 0hx>136

Priife die folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen auf ihre Lésbarkeit im angegebenen
Grundbereich! Gib die Lésungsmengen an!

15. a) 3x=7; xeN b)3x=7; xeR* 16. a) 2x=5; xeN b) 2x=15; xeR*

17. a) %x=%: xeN b) 3x=;; xeR* 18. a)%x=f—:; xeN b)4x=%: xeR*
19. a) x—3=1; xeR* 20. a) x—4=2; xeR*
b) x+3=1; xeR* b) x+4=2; xeR*

21. a)12>3x; xeN b)3x<2; xeN 22. a)12>4x; xeN b) 4x< 3; xeN
23. a) 3x< 2; xeR* 24. a) 4x < 3; x€eR*
b) $x>17; xeR* b) +x>1,3; xeR*

Lése die folgenden Gleichungen!
4

25. @) 4x = 12 b)7a=7 26. a)3x =9 b) 9% =1
€) 0,25z =24 d)27x=21,6 <) 05w =48  d) 2,3x = 18,4
e) 5 =238 f) 27 =015 &) =19 f) o5 = 0,05
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Stelle je drei Gleichungen der Form a - x = b auf, die folgende Lésungen haben!

27.

Q) x=2 b) x=% ) x=gp

Lése die folgenden Gleichungen!

29.

Stelle je drei Gleichungen der Form

31.

=2 b X=12

ix=% d) 072=028:x

a)
D

o> x|

o

7
7

a) x=3 b) x=% ) x=1

28.a) x=3 b)x=% c)x=1—77
30.q0) =3 b) 2 =15
) %:)(:-ii d) 0,54 =0,21: x

= b auf, die folgende Lésungen haben!

32.0) x=2 b) x=5 <) x=1

Gib von den nachstehend gekennzeichneten Zahlenfolgen jeweils die ersten acht Glieder
sowie das 10., 12. und 15. Glied an!

33.

35.

37.

39.

Jeder natirlichen Zahl wird ihr Dop-
peltes zugeordnet.

Jeder natirlichen Zahl wird die Zahl
zugeordnet, die man erhdlt, wenn man
sie mi’% multipliziert.

Jeder natirlichen Zahl wird ihr Drei-
faches, vermindert um 2,5, zugeordnet.

leder natirlichen Zahl wird ihr Qua-
drat zugeordnet.

34, Jeder natiirlichen Zahl wird ihr Drei-

36.

38.

40.

faches zugeordnet.

Jeder natiirlichen Zahl wird die Zahl
zugeordnet, die man erhdlt, wenn man

. TR TR
sie mit 3 multipliziert.

Jeder natirlichen Zahl wird ihr Dop-
peltes, vermindert um 1,5, zugeordnet.

Jeder natirlichen Zahl wird ihre dritte
Potenz zugeordnet.

Stelle fest, ob die unter jeweils | und Il genannten Zahlenfolgen proportional sind!
Begrinde deine Feststellungen!
Gib den jeweiligen Proportionalitétsfaktor an!

a1,

I 1; 2; 3; 4; 5; 6
I 3; 6; 9; 12; 15; 18
| 2; 4; 6; 8; 10; 12
I 3; 5 7; 9; 11; 13
| 48; 42; 36; 30; 24; 18
Il 24; 21; 18; 15; 12; 9
1 3; 5,7, 9, 11
2 130: %; 6; %
S, 7, 9, H. 18
I35t 9i 505
3.5, 7.9, 4
373w ®

42.

44,

46.

48.

50.

11525 33 4; 5; 6
Il 4; 8; 12; 16; 20; 24
43 3 55 7 9: 11
I 2; 4; 6; 8; 10; 12
| 46; 40; 34; 28; 22; 16
Il 23; 20; 17; 14; 11; 8
I 2; 5; 8 11; 14
s Rz P
3, 5,7, 9.1
30 20 % % 1w
T
LR 2 T T

Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und ergdnze sie! Stelle jeweils fest, ob
Proportionalitdt vorliegt!
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sifi] « [1]2]sf4]s]e| @ 1] x [1|2]s]4]5]s
1| 2x i 3x

ssf o] p [2]e]e]s[ro]r2] Gfi] e [1]a]s]7]9 ][
I |p—% |-+

Gegeben ist eine Zahlenfolge und ein Proportionalitdtsfaktor k. Schreibe jeweils zu der
gegebenen Zahlenfolge die zu ihr proportionale auf!

55.%: 2; 1—;; 6; 82 56. 3; %: %; 8; 93
a)k=3 b)k==2 a)k=4 b)k=-+

Elemente der Menge N sollen den Elementen der Menge M jeweils so zugeordnet wer-
den, daB Proportionalitdt entsteht (Bilder c1 und c 2). Gib den jeweiligen Proportionali-
tdtsfaktor an!

N M N
57. : i (8)

c2

€1

Die Anzahl der von einem Automaten produzierten Werksticke ist proportional zur
Arbeitszeit.

Die Zeit werde in Stunden gemessen. Den Proportionalitdtsfaktor bezeichnen wir mit k.

59. k = 43 60. k = 47

a) Wieviel Werksticke werden in 3; 8; 7,5; 15; 24 Stunden produzieri?

b) Stelle die Gleichung fir den Zusammenhang z.wischeri der Anzahl der produzierten
Werkstiicke und der Zeit (gemessen in Stunden) auf!

c) Wie heift die Gleichung, wenn die Zeit in Minuten gemessen wird?

Bilde alle méglichen geordneten Zahlenpaare (x;y), wenn x Element der Menge M und y
Element der Menge N ist!
e.m={3; 04 3} N={z 3 2.M={2 08 3 N={3 3}

} s M=1{2 ¢ N={oe; 1; 2

w3 s

a.m={3 7 N={o3 1

65. Stelle die ermittelten Zahlenpaare in einem rechtwinkligen Koordinatensystem dar!

66. Gib fir einige der im Bild c 3 dargestellten Punkte die Abszisse und die Ordinate an!
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c3

67. Suche die Punkte mit ungeraden Zahlen  68. Suche die Punkte mit geraden Zahlen
(z. B. Py, P3) heraus! (z. B. Py, P,) heraus!

69. Die Punkte Py, P, und P, sollen auf der  70. Die Punkte Py, P, und P, sollen auf der

x-Achse liegen. Ihre Abszissen heiBen y-Achse liegen. |hre Ordinaten heiBen
3 17 .3 17

2; undy. 2; zundy.

a) Wie heiBen ihre Ordinaten? a) Wie heiBen ihre Abszissen?

b) Zeichne diese Punkte in einem rechtwinkligen Koordinatensystem!

Stelle jeweils den Zusammenhang zwischen den Zahlenfolgen | und Il in einem rechtwink-
ligen Koordinatensystem dar!
Ermittle fir die zueinander proportionalen Zahlenfolgen den Proportionalitdtsfaktor!

MN.a)l 95 2; 3; & 55 6 72.a) | 1; 2; 3; 4; 5; 6
I 3; 6; 9; 12; 15; 18 I 2; 4; 6; 8; 10; 12
by I 2; 3,5; 5; 65; 8 by | 2; 45; 7; 9,5; 12
Il 3; 525; 7,5; 9,75; 12 Il 3; 675; 10,5; 14,25; 18
c) | 2; 4; 6; 8; 10 cy |25 4; 6; 8; 10
Il 18; 9; 6; 45; 3,6 il 12; 6; 4; 3; 2,4

Im Bild ¢ 4 ist durch die Strahlen (a), (b), (c), (d) der Zusammenhang je zweier zueinander

proportionaler Zahlenfolgen dargestellt.

73. a) Gib fir den Strahl (a) von jeder 74. a) Gib fir den Strahl (c) von jeder
Zabhlenfolge fiinf Glieder an und er- Zahlenfolge finf Glieder an und er-
mittle den Proportionalitéisfaktor! mittle den Proportionalitétsfaktor!
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b) Fihre die gleichen Schritte fir den
Strahl (b) aus!

b) Fuhre die gleichen Schritte fir den
Strahl (d) aus!

fd)

c4 B s ExRsaRe:

In den Bildern ¢ 5 und c 6 sind jeweils fir zwei verschiedene Sachverhalte die Zusammen-
hénge graphisch dargestellt. In welchem Fall liegt Proportionalitét vor, in welchem nicht?
Bestdtige deine Antwort auch rechnerisch, indem du aus den graphischen Darstellungen
zusammengehorige Zahlenpaare abliest und diese Zahlenfolgen untersuchst!

75 e SI3

cé
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Untersuche, ob die

Do PR S hlenfe

y4

umgekehrt proportional sind!

9

zueinander proportional oder zueinander

M.a) | 5; & 251 0.5 01 78.a) | 5; 4; 2; 1; 04; 0,2
I 0,2; 0,25; 0,5; 1; 2; 10 I 04; 05; 1; 2; 5; 10
b) | 2; 4; 6; 8; 10; 20 b) I 2; 6; 10; 20; 40; 60
w Yy M, A . o 3 e, AL, gl
I 0,25 i 473 767 005 45 I 0,25; i 0,05 - 45+
1., 1 1 1 1
60’ 200 120’ 160’ 200
cy | 3; 7; 12; 18; 20 c) | 5; 9; 15; 24; 30
7 20 ) 2%
o1 55 4 6 7 1 5 35 6

Ordne die Elemente der Mengen M und N einander so zu, daB die Zahlenmengen zu-
einander umgekehrt proportional sind (Bilder ¢7 und c8)!

80. M

N

Bilde das Verhdltnis der folgenden Zahlen!
b) % und %

d) 0,84 und 0,36

b) 5 und 5

d) 0,72 und 0,48

81. a) 6 und 4

% 17
c) zund 3

82. a) 4und 6

39 13
c) gund 7

Die folgende Tabelle gibt den Kraftstoffverbrauch in Kilogramm je Stunde fiir Motoren in
Abhdngigkeit von deren Leistung an.

83. 84.
Leistung Leistung
(in PS) 5 10 25 50 100 (in PS) 4 8 20 40 80
Kraftstoff- Kraftstoff-
verbrauch verbrauch .
(inkgjeh) | 1,6 3,0 7,0 13,0 250 (inkgjeh) | 1,2 2,0 45 8 15

a) Wie é&ndert sich der Kraftstoffverbrauch mit der Leistung des Motors?
b) Ist der Kraftstoffverbrauch der Leistung des Motors proportional?

Stelle mit Hilfe des Proportionalitdtsfaktors fir die folgenden zueinander proportionalen

GroBen eine Wertetabelle auf! Fertige zu jedem Beispiel eine graphische Darstellung an!

86. ,,SchuBzahl' beim Weben und Ldnge
des gewebten $toffes; Proportionalitdts-
faktor: 2200 ,,SchuB* je 1 m Stoff.

85. Saatgutmenge bei Mais und GroBe des
bestellten Feldes; Proportionalitétsfak-
tor: 25 kg Mais je 1 ha des Feldes.
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Fertige geeignete Wertetabellen an und berechne jeweils das Ve'ldhnis einander entspre-
chender Zahlen!
87. Eine Gruppe Junger Pioniere legt auf 88. Der Fahrpreis fir 1 km betrdgt bei der

einer Wanderung in %h eine Strecke Deutschen Reichsbahn in der 2. Klasse
von 3,3 km zurick. 8Pf und in der ersten Klasse 11,6 Pf.

Priife, ob die folgenden Verhdltnisgleichungen wahre Aussagen sind!

i}
2

24 _ 21 33 3 1.
2 b) 75 =13 90. @) ¢ =57 b) 5:

€) 10:1,2=125:3

89. a) =1

<)

NN
o] =
o =

e

olm no
oo =

w]=
o

Lése die folgenden Verhdltnisgleichungen!

9. a) x:15=4:12 b) S=% 92.0) X =2 b) 6:x=18:3
93.a)8:1=2:x b) Six=pig M a)b:i9=x:36 b) >ix=n:ip
95.u)x:?7°=:2:§ b)';‘i';=x'3' 96.0))('::‘;:; b);:::xzj

97. Fur viele Zweitaktmotoren werden Ben-  98. Fur einige Zweitaktmotoren werden
zin und Ol im Verhdltnis 33:1 ge- Benzin und Ol im Verhdltnis 25:1
mischt. gemischt.

a) Wieviel Liter Benzin muB man in Aufgabe 97 (bzw. 98) mit 1,5 | Ol mischen?
b) Wieviel Liter Ol muB man in Aufgabe 97 (bzw. 98) mit 120 | Benzin mischen?

99. Welchen Hohenunterschied iberwindet  100. Welchen Hohenunterschied iberwin-

eine Treppe, deren Stufen eine Hohe
von 15cm und eine Breite von 35cm
haben, bei einer waagerechten Ent-
fernung von 2,45 m?

101.

55 kWh Elektroenergie kosten 4,40 M.
Wiéviel Mark kosten 75 kWh?

103. Fur 800 Hefte bendtigt man 68,8 kg
Papier. Wieviel Kilogramm Papier
werden fir 1200 Hefte verbraucht?

12 (00 06 03)

02.

104.

det eine Treppe, deren Stufen eine
Héhe von 18 ¢cm und eine Breite von
30 cm haben, bei einer waagerechten
Entfernung von 2,70 m?

72 m*® Stadtgas kosten 11,52 M. Wie-
viel Mark kosten 106 m? Stadtgas?

151 Petroleum wiegen 12,3 kg. Wie
groB ist die Masse von 35 | Petroleum?
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In 100 m? Luft sind 21 m®auverstoff enthalten. Wieviel Kubikmeter Sauerstoff sind in einem
_Raum mit folgenden Abmessungen (Lénge |, Breite b, Hohe h) enthalten?

105. | =10m, b=8m, h =*3,25m 106, | =10m,b=6m,h=275m

Fertige fir die folgenden Aufgaben graphische Darstellungen an (Millimeterpapier)!
Ermittle die gesuchten GréBen jeweils graphisch!

35 dt Siebbrandkohle kosten 94,50 M.  108. 150 dt Riiben ergeben 25dt Zucker.

Wieviel Mark koslen 20 dt? Wieviel Wieviel Dezitonnen Zucker ergeben

Dezitonnen erhdlt man fir 54 M? 60 dt Riben? Wieviel Dezitonnen Ri-
ben ergeben 15 dt Zucker?

Aus 5 dt Leinsamen kénnen 165 kg Ol gewonnen werden.

109. Ermittle die erforderliche Leinsamen- 110. Ermittle die erforderliche Leinsamen-

menge fiir 3 dt OI! menge fiir 2 dt OI!

111. Ein Arbeiter erhdlt einen Zeitlohn von  112. Ein Autorennfahrer fdhrt bei einer
2,70 M je Stunde. Wie hoch ist sein bestimmten Durchschnittsgeschwindig-
Lohn fiir eine 40stindige Arbeit? Wie keit eine Strecke von 400 km in 2% h.
lange hat er fOr 13,50 M Lohn. ge- Wie lang ist die Fahristrecke bei 2 h?
arbeitet? Ermittle die Fahrzeit fir 450 m!

Ein Verkehrsflugzeug mit Kolbenmotoren legt 500 km in 90 min zuriick. Das sowjetische
Disenverkehrsflugzeug TU 104 benétigt fur die gleiche Strecke 40 min. Ermittle fur jedes
der beiden Flugzeuge die Flugzeit fur folgende Strecken!

113. a) 300 km b) 600 km <) 1000 km 114. a) 500 km b) 800 km <c) 900 km

Welche Strecke legt jedes Flugzeug in folgenden Flugstunden zurick?

115. a) 3h b) Sh ¢) 8h 116. @) 2h b) 4h «¢) 6h
In den folgenden Beispielen fir umgekehrte Proportionalitdt ist mit Hilfe des gegebenen
konstanten Produktes eine Wertetabelle fur die g ten GroBen auf: llen. Gib diesen

GroBen dabei richtige Benennungen!,

117. Anzahl der Tiere und Liegefliche je  118. Geschwindigkeit und Fahrzeit eines
Tier in einem Rinderstall; konstantes Kraftwagens; konstantes Produkt:
Produkt: 180 m? StallgroBe. 36 km Fahristrecke.

In den folgenden Aufgaben sind die GréBen jeweils zueinander umgekehrt proportional.
Stelle jedesmal eine Wertetabelle auf und bestimme das konstante Produkt! Gib dem
Produkt nach Méglichkeit auch eine sachliche Deutung!

119. Fassungsvermogen eines LKW und  120. Anzahl der laufenden Drehmaschinen

Anzahl der Fahrten beim Abtransport und Arbeitszeit fir eine bestimmte
von Schutt: Bei 1,75 m® F gsver- Produkti flage: Wenn 3 Dreh-
mdgen sind 16 Fahrten nétig. maschinen laufen, bendtigt man 60 h.
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121.

123.

Abstand und Anzahl der Pflanzen fir
eine bestimmte Beetumrandung: Bei
einem Abstand von 10cm braucht
man 160 Stick.

Futterverbrauch je Tag -und Anzahl
der Futtertage bei einer bestimmten
SilogréBe : Bei einem Tagesverbrauch
von 8 dt reicht der Vorrat fir 200
Tage.

122.

124.

Breite und Anzahl der Bretter zur Her-
stellung einer bestimmten Bretter-
wand: Bei 20 cm breiten Brettern be-
nétigt man 36 Stick.

Treibstoffverbrauch eines. Motors je
Betriebsstunde und Anzahl der Be-
triebsstunden bei einem bestimmten
Tankinhalt: Bei einem Verbrauch von
3 kg je h reicht der Tankinhalt 120 h.

Mehrere Rechtecke mit den Seiten a und b haben jeweils den gleichen Fldcheninhalt A.
Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und ergdnze sie!

125.

A=12m?

126.

A=18m?

Ldnge
der Seite a
(in m)

Lénge
der Seite b
(in m)

Ldnge
der Seite a
(in m)

Ldnge
der Seite b
(in m)

NO®ONWN =

-

a) Welche Beziehung besteht zwischen den MaBzahlen von a und b?

b) Formuliere diese Beziehung in Form einer Gleichung!

Bei einer Kundgebung ist eine Kolonne, die in Zwélferreihen marschiert, etwa 120 m lang.
Welche Ldnge hdtte sie bei folgender Marschordnung?

127.

129.

a) Sechserreihen
b) Zehnerreihen

5 Schiiler graben im Schulgarten eine
Versuchsfldche in 12 h um. In welcher
Zeit schaffen bei gleicher Durch-
schnittsleistung die gleiche Arbeit

a) 6 Schiiller
b) 10 Schiiler
€) 4 Schiiler

d) 8 Schiiler?

128. a) Reihen zu 18

130.

b) Dreierreihen

4 Schiler graben die Halfte des Schul-
gartens in insgesamt 18 h um. Die
andere Halfte des Gartens soll in
a) 8h b) 9h

c) 6h d) 12h

umgegraben sein. Wieviel Schiiler
missen bei gleicher Durchschnitts-
leistung graben?
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131,

133,

135.

In welcher Zeit durchfdhrt ein Rad-
fahrer mit einer durchschnittlichen
Geschwindigkeit von

a) 125 b) 157

eine Strecke von.11 km?

o) 2047

Ein Personenkraftwagen verbraucht
auf einer Fahrt von 100 km im Durch-
schnitt 8,51 Benzin. Wie groB ist bei
diesem durchschnittlichen Verbrauch
der Verbrauch an Benzin auf einer
Fahrt von
a) 140 km

b) 70 km c)170 km?

Ein Mdhdrescher vom Typ E 175 mdaht

eine Fldache von 2,2 ha in 5% h.

a) Welche Fldche mdht er im Durch-
schnitt in 1 h?

b) Wie lange braucht er, um eine
Fldache von 1 ha zu mdhen?

132,

134.

13

o

Wieviel Zeit benétigt ein Motorrad-
fahrer bei einer Durchschnitts-
geschwindigkeit von

a) 6057 b) 80T ¢) s0km

fur eine Strecke von 11 km?

Ein Radfahrer fihrt von Halle nach
Sangerhausen im Durchschnitt
a)14,4km b)18km <) 20 km

in 1h. Um 15 Uhr war er 3,6 km
hinter Halle. Wann kann er jeweilsin
Sangerhausen eintreffen (Entfernung
zwischen beiden Stddten 50,4 km)?

Ein Mdhdrescher vom Typ E 512 mdht
eine Flache von 3 ha in 217 h.

a) Welche Fldche mdht er im Durch-
schnittin 1 h?

b) Wie lange braucht er, um eine
Fldche von 1 ha zu mdhen?

137.

139.

141.
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Ein Hektar Zuckerriiben muB in der
Wachstumszeit mindestens 4 000 000 |

Wasser bekommen. Wieviel Liter
Niederschldge je Quadratmeter sind
das? "
Ein Gestit ist mit 63 Pferden b.Jseizt.
sein Futtervorrat reicht fir 72 Tage.
9 Pferde werden verkauft. Wie lange
reicht jetzt der Futtervorrat?

Beim Handmelken rechnet man mit
0,8 kg Milch je Minute.

138.

14

142.

e

Die durchschnittliche Niederschlags-
menge betrug im Jahre 1967 fir Mag-
deburg 543 | je Quadratmeter. Wieviel
Liter Niederschldge erhielt eine Fldche
von 1 ha?

Ein Gestit ist mit 35 Pferden besetzt,
sein Futtervorrat reicht fir 36 Tage.
5 Pferde werden verkauft. Wie lange
reicht jetzt der Futtervorrat?

Aus 20 | Milch 8Bt sich 1,1 kg Butter
erzeugen.



143.

a) Wieviel Kilogramm Milch melken
3 Melker in & h?

b) In welcher Zeit werden 12 kg
Milch von 3 Melkern gemolken?

Eine Brigade von 9 Monteuren er-

fillte einen Arbeitsauftrag in 46 h.

a) In welcher Zeit kann der Auftrag
bei gleicher Durchschnittsleistung
von 15 Monteuren erledigt werden?

b) Welche Zeit wirden bei gleicher

Durchschnittsleistung 7 Monteure

dafiir bendtigen?

-

Wieviel Arbeitsstunden werden ein-
gespart, wenn 8 Monteure den Auf-
trag ebenfalls in 46 h erledigen?

C

<

144,

a) Wieviel Kilogramm Butter kann
man aus 78 | Milch erzeugen?

b) Wieviel Liter Milch bendtigt man,
um 3 kg Butter zu erzeugen?

Mit 12 gleichartigen Drehmaschinen
kann eine Serie von Kleinmaschinen-
teilen in 22 h gefertigt werden.

a) Wieviel Stunden dauert die Ferti-
gung, wenn 2 Drehmaschinen we-
gen notwendiger Reparaturen fir
diesen Auftrag ausfallen?

b) Um wieviel Stunden verschiebt sich
der AbschluB der Fertigung?

Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

Prife die folgenden Gleichungen auf ihre Losbarkeit im Grundbereich! Gib die Lésungs-

me
1.

ngen an!
a) 0,3x + 1,42 = 2,82; xg*l
b) 0,2x—1,2=1,3; xeR*

2. a) 03x - 1,34 = 2,44; xeN
b) 0,2x —1,4=1,5; xeR*

Gib jeweils alle geraden Zahlen an, die die folgenden Ungleichungen erfillen!
Gib jeweils alle natirlichen Zahlen an, die die Ungleichungen erfiillen!
Vergleiche jeweils die beiden Mengen!

3.

a)2+x<14 b)3Ix—1<19

L&se die folgenden Gleichungen!

a) 1hc =154 b) 2x =13
x x 3
)os=8 dz=xzn
7
2 1 3 52
a =3 b) - =1%

4 oa) b+x<16 b) 2x—3<11
20
6. a) 13c =143 b) 4x =73
x _ 4
€) gs=4 d =5
%
3 _ 1 8
8.a) =1 b)%=%

Durch welche Zahlen muB man die folgende Tabelle ergdnzen, damit zwei zueinander
proportionale Zahlenfolgen entstehen?

25| % 5| B

| 05 0,64| 1 2,02

0,37| 1 2,02
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11. Die Ordinaten der Punkte P,; P,; P, und

P4 heiflen a.
a) Wahle beliebige Abszissen
zeichne die Punkte fir die Félle

und

a=3unda= g!
b) Was |dBt sich iiber die Lage der
Punkte aussagen?

12. Die Abszissen der Punkte Py; P,; Py und

P4 heiBen a.
a) Wahle beliebige Ordinaten
zeichne die Punkte fir die Félle

und

a=3unda=11
b) Was |aBt sich iber die Lage der
Punkte aussagen?

Ermittle den Proportionalitdtsfaktor!
2 8, 11, 14

3,6, 9

LN H i S % | 5555 3
5 1 3 9 15
W1z 4 707 Iz 3 7 6 7

Bilde je drei Paare von Zahlen mit folgenden Verhdltnissen!

15.a@) 2:3 b)7 <) 04 16.a)3:2 b)5 ¢) 03
Stelle mit Hilfe des Proportionalitdisfaktors fir die folgenden zueinander proportionalen
GrofBen sine Wertetabelle auf! Fertige zu jedem Beispiel eine graphische Darstellung an!

18. Menge des 1967 in der DDR produzier-
ten Roheisens; Proportionalitétsfaktor:
7,1 Tausend Tonnen je Tag.

17. Kubikmeter geférdertes Wasser und
Pumpzeit einer Pumpe; Proportionali-
tdatsfaktor: 9,8 m® Wasser je Sekunde
Pumpzeit.

Lose die folgenden Verhiltnisgleichungen!

19.0) =% b)52:62=2:x 20.a) +=2 b)48:24=3:x
Stelle auf drei verschiedenen Landkarten mit den MaBstdben 1:10000; 1: 50 000 und
1:100 000 bei folgenden Entfernungen in der Natur die entsprechenden Streckenldngen

auf den Karten fest!

21.a) 1km b) 600m c) 850m 22. @) 100m b) 800m ¢) 500 m
Der MaBstab einer Landkarte sei 1:25000. Wie groB sind die Entfernungen in der Natur,

denen auf der Karte folgende Streckenldngen entsprechen?

23.a) 2ecm b) 5cm ) 3,5cm 24. a) 3cm b) 4cm ) 2,5cm
Gib fur die folgenden natiirlichen Zahlen in Tabellen jeweils alle Méglichkeiten an, die
betreffende Zahl als Produkt aus zwei natiirlichen Zahlen zu schreiben! Welchen Zusam-

menhang zwischen den Faktoren kannst du aus der Tabelle ablesen?

25. a) 396 b) 256 c) 800 26. a) 252 b) 888 c) 400

Fir einen Neubau wird eine Baugrube fiir das Fundament von einem Bagger ausgehoben.
Das Erdreich wird durch Lastkraftwagen ohne Hénger abgefahren. Nachdem 10 Fahr-
zeuge insgesamt 48 h lang gefahren sind, ist etwa die Hdlfte der Grube ausgehoben. In
wieviel Stunden ist der Rest abgefahren, wenn man fir die zweite Hdlfte die folgenden
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Anzahlen von Lastkrafiwagen mit Hangern einsetzt (LKW und Hdnger mégen jeweils die
gleiche Ladeféhigkeit haben)? ,

27.0) 6 b)8

29. In der DDR wurden im Jahre 1967

31.

durchschnittlich je Kopf der Bevolke-

rung 220 Eier verbraucht.

a) Wieviel Eier wurden in der Haupt-
stadt Berlin (1 080 754 Einwohner)
unter Beachtung dieses Durch-
schnitts verbraucht?

b) Wieviel Eier wurden im Bezirk Halle
(1933 300 Einwohner) unter Be-
achtung dieses Durgigchnitts ver-
braucht?

1967 gab es in der DDR durchschnitt-
lich 60 Fernsehempfénger je 100 Haus-
halte.

a) Wieviel Fernsehempfdnger gab es
bei Zugrundelegung dieses Durch-
schnitts im Bezirk Leipzig (rund
619 000 Haushalte)?

b

Wieviel Haushalte kommen bei Zu-
grundelegung dieses Durchschnitts
auf 1 000 Fernsehempfdanger?

~

28.

30.

32.

a) 4 b) 12

-

In der DDR lebten 1967 rund 17 000 000

Einwohner.

a) Die Anzahl der Arzte betrug 22 735.
Wieviel Arzte kommen auf 10 000
Einwohner?

b) Die Anzahl der Zahndrzte betrug
6753.

Wieviel Zahndrzte kommen
10 000 Einwohner?

auf

1967 gab es in der DDR durchschnitt-

lich 37,8 KiihIschrdnke je 100 Haushalte.

a) Wieviel Kiihlschrdnke gab es bei
Zugrundelegung dieses Durch-
schnitts in der Hauptstadt Berlin
(rund 492 000 Haushalte)?

b) Wieviel Haushalte kommen bei Zu-
grundelegung dieses Durchschnitts
auf 1 000 Kihlschranke?




d) Planimetrie

1. a) Zeichne eine Gerade AB!
b) Zeichne einen Strahl AB!
c) Zeichne eine Strecke AB!

Ubertrage die folgenden Bilder in dein Heft!

3. a) Verbinde im Bild d 1 jeweils 2 Punkte
durch eine Gerade! g

b) Wieviel Geraden kannst du ziehen?

c) Bezeichne jede Gerade!

2. a) Zeichne eine Gerade EF!
b) Zeichne einen Strahl EF!
¢) Zeichne eine Strecke EF!

4. a) Verbinde im Bild d 2 jeweils 2 Punkte
durch eine Gerade!
b) Wieviel Geraden kannst du ziehen?

c) Bezeichne jede Gerade!

oA

oB

oH

mo

of

d1 d?2

Zeichne folgende Strecken!
5.a) RS =58cm

b) CD=7,2cm

c) KL =1,3dm

7. Zeichne auf einer Geraden EF

a) zwei gleich gerichtete Strahlen EK
und FL,

b) zweientgegengesetzt gerichtete Strah-
len ER und FS!

o Gegeben seien zwei zueinander parallele
Geraden AB und CD.

a) Zeichne die gleich gerichteten Strah-
len BK und CL!

b) Zeichne die entgegengesetzt gerich-
teten Strahlen BR und CS*

Zeichne folgende Winkel!
1. a) & (e. ) = 78°
b) Winkel RST = 118°
€) a=152°, 8 = 41°
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6. a) GH ="%,7 cm

b) ST =83cm
c) BC =1,2dm
8. Zeichne auf einer Geraden PQ
a) zwei gleich gerichtete Strahlen PU
und @V,
b) zwei - entgegengesetzt gerichtete

Strahlen PA und QB!

10. Gegeben seien zwei zueinander par-
allele Geraden EF und GH.

a) Zeichne die gleich gerichteten
Strahlen EK und HL!

b) Zeichne die entgegengesetzt gerich-
teten Strahlen ER und GS!

12. a) < (g, h) = 108°
b) Winkel ABC = 74°
c) y=37°0=156°



17 Gegeben sei ein Quadrat ABCD mit

einer Seitenldange von 3,0 cm.
Fiihre die Verschiebung A& mit der
Verschiebungsweite 4,5 cm durch!

b) Drehe das Quadrat um den Punkt B
um den Drehwinkel x = 100°!

c) Spiegele das Quadrat an einer Ge-
raden g, die parallel zur-Geraden
BD durch den Punkt A geht!

19. Fuhre fur die Strecke AB die Verschie-

- A

bung PQ und fur die Strecke A'B" die
-

Verschiebung RS durch (Bild d 7)!

d7

Schreibe alle positiv orientierten Winkel auf!

Sind folgende Abbildungen eindeutig oder umkehrbar eindeutig?

18, Gegeben sei ein Dreieck EFG mit einem

rechten Winkel bei E.

QFUhre die Verschiebung E_f; mit der
Verschiebungsweite 4,0 cm durch!

b) Drehe das Dreieck um den Punkt E
um den Drehwinkel § = 110°!

c) Spiegele das Dreieck an einer Ge-

raden h, die parallel zur Geraden
FG durch den Punkt E geht!

2% Fihre fur das Dreieck ABC die Ver-

d8

p
schiebung RS wund fir das Dreieck

A'B'C' die Verschiebung TU durch
(Bild d 8)!

8

/Qg
P R
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21,

23

Drehe die Strecke CD = 2,8 cm um den
Punkt C mit einem Drehwinkel & = 35°
und die Strecke C'D’ um den Punkt C’
mit einem Drehwinkel § = 50°!

. Spiegele die Strecke EFander Geraden's

(Bild d 9)!

g

o T

s

Spiegele nacheinander!
25 )a) Strecke ST an der Geraden g

r

b) Bildstrecke S'T' an der zu g paralle-
len Geraden h (Bild d 11)

g h
d11

Zeichne ein Rechteck ABCD mit 4,2 cm

Ldnge und 2,3 cm Breite!

a) Spiegele dieses Rechteck an der Ge-
raden BC!

b) Fihre fir das Rechteck A'B'C'D’ die
Verschiebung Da’ mit der Verschie-
bungsweite 5,0 cm durch!

¢) Drehe das Rechteck A”"B"'C''D"" um
den Punkt B” um einen Winkel von
120°!

d) Vergleiche bei Ausgangsfigur und
Endfigur Streckenldngen und Win-
kelgréBen!

Zeichne ohne Winkelmesser!

29.

186

a) zwei kongruente Winkel
(a, b) und (¢, d)

22.

2

=

2

28,

30.

o

Drehe das gleichseitige Dreieck EFG
(s = 3cm) um den Punkt E mit einem
Drehwinkel y = 65° und das Dreieck
E'F'G’ um den Punkt E’ mit einem Dreh-
winkel § = 105°!

. Spiegele das Dreieck ABC an der Ge-

raden AB (Bild d 10)!

IS
d 10

a) Strecke EF an der Geraden a
b) Bildstrecke E'F’ an der zur Geraden
a parallelen Geraden b (Bild d 12)

I/

Zeichne ein Rechteck ABCD mit 1,5 cm

Ldnge und 3,8 cm Breite!

a) Drehe dieses Rechteck um den
Punkt C um einen Winkel von
110°!

b) Fihre fir das Rechteck A'B'C'D’ die

—
Verschiebung B'A’ mit der Verschie-
bungsweite 3,0 cm durch!

c) Spiegele das Rechteck A'’B"'C"'D" an
der Geraden D"A"'!

d) Vergleiche bei Ausgangsfigur und
Endfigur Streckenldngen und Win-
kelgréBen!

a) zwei kongruente Winkel
(e, f) und (g, h)



b) zwei Winkel, fiir.die gilt: b) zwei Winkel, fur die gilt:
L@ h <Xk TP >x(ns)

Gib an, welche Beziehungen (>, <, <) zwischen folgenden Winkelpaaren bestehen!
31. Im Bild d 13 32. Im Bild d 14

p A E\
d14 q T e

a) <X (a, b) und < (c, d)
b) < (c, d) und <X (e, f)
c) < (¢, d) und X (g, h)

a) < (p,q) und < (r, 5)
b) < (p, q) und < (1, v)
c) < (p. q) und < (x,y)

; : \\ /A\
s

Zeichne folgende Winkel!

33.

35.

37.

39.

.

a)x= 34° b)y=96" 34. a) x = 41° p) y =82°

c) f=134° d) 6 =84° c) f=142° d) 6 =98°

Ein Winkel eines Nebenwinkelpaares 36. Ein Winkel eines Nebenwinkelpaares
sei stumpf. Was fir ein Winkel ist der sei ein rechter. Was fiir ein Winkel ist
andere? der andere?

Ein Winkel eines Nebenwinkelpaares Ein Winkel eines Nebenwinkelpaares
sei viermal so groB wie der andere. Gib sei finfmal so groB wie der andere. Gib
die GréBe jedes dieser Winkel an! die GroBe jedes dieser Winkel an!

Im Bild d 15 gelte: 40. Im Bild d 16 gelte:
< ABC =~ < CBD. < EFG ~ < GFH.
Sprich iUber die Winkel ABE und DBE! Sprich iber die Winkel EFK und HFK!

Von den zwei Winkeln x und f eines Nebenwinkelpaares sei der Winkelx bekannt.

a) Zeichnex! b) Konstruiere und miB ! c) Berechne f!
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Ubertrage folgende Tabelle in dein Heft und ergénze sie!

[ 15° 28° 45° 74° 90° 115° 142° 165°

P gemessen

B berechnet

42, Zwei Geraden schneiden einander und bilden die Winkel «, 8, ¥ und d. Winkel a sei
gegeben.

a) Zeichne! b) Berechne die ibrigen Winkel fir jedes x!

Ubertrage folgende Tabelle in dein Heft und ergdnze sie!

* 20° 38° 65° 90° 122° 135° 160°

Die folgenden Bilder zeigen jeweils drei Geraden mit gemeinsamem Schnittpunkt. Schreibe
alle Scheitelwinkelpaare auf! Welche Winkel ergeben zusammen 180°?
MiB alle Winkel und Uberprife deine Antworten!

43, LN

Ve
Nos

d 17 d18

45. Drehe einen Winkel von 38° um seinen  46. Spiegele einen Winkel von 90° an einem
Scheitelpunkt um 180°! seiner Schenkel.
Was stellst du fest? Was stellst du fest?

Stelle alle Stufenwinkelpaare, alle Wechselwinkelpaare, alle Paare entgegengesetzt lie-
gender Winkel zusammen!

47. 48.
AN
v

d19
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Bezeichne und berechne alle iibrigen Winkel!

49, /f
h
/ gllh g

51. In Bild d 23 seien x = 68° und = 112",

Mache eine Aussage iber die Geraden

d21

g und h!
[,
[5/
7 g
d 23
53. Zwei Geraden e und f schneiden

einander unter einem Winkel von 50°.
Zeichne eine Parallele zu der Gera-
den e (Winkelmesser)!

50. \
S
\ z
rlls g9

52. In Bild d 24 seien » = 104° und § = 76°.

Mache eine Aussage iiber die Geraden
runds!

d 24

54. Zwei Geraden a und b schneiden
einander unter einem Winkel von 110°,
Zeichne eine Parallele zu der Gera-
den a (Winkelmesser)!

Die Geraden a und b werden durch eine dritte Gerade g geschnitten. Wie kannst du durch
Winkelmessung die Parallelitdt der Geraden a und b feststellen?

55.

d 25

56.

a~ d26

Zeichne ein beliebiges Dreieck ABC! Zeichne die Parallele zu AB durch den Punkt C!

57. Kennzeichne Stufenwinkel!

58. Kennzeichne Wechselwinkel!

Uberpriife, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind!

59. a) Haben zwei Winkel einen Schenkel
gemeinsam, so sind sie Neben-
winkel.

60. a) Haben zwei Winkel den Scheitel-
punkt gemeinsam, so sind sie
Scheitelwinkel.

189



b) Werden zwei Geraden von elner
dritten geschnitten, so entstehen
Stufenwinkel.

c) Ist die Summe zweier entgegen-
gesetzt liegender Winkel groBer als
180°, so sind die geschnittenen Ge-
raden nicht zueinander parallel.

b) Werden zwei zueinander parallele
Geraden von einer dritten geschnit-
ten, so entstehen Wechselwinkel.

) Sind zwei Stufenwinkel gleich groB,
so sind die geschnittenen Geraden
nicht zueinander parallel.

Die Geraden g und h seien parallel. Ermittle den Winkel x! Gib deine Uberlegungen an!

61.

\___

35°

& \ P

63. Im Bild d 29 sind 8 Dreiecke dargestellt.
Teile sie ein
a) nach den Winkeln,
b) nach den Seiten!
(Nimm den Zirkel zur Uberprifung
der Seitenldngen zu Hilfe!)

d29

64.

Das Bild d 30 stellt einen Dachbinder
dar, wie er hdufig in Lagerhdusern und
Scheunen verwendet wird. Was fir
Dreiecke treten bei diesem Dachbinder
auf? Bezeichne die Dreiecke und stelle
eine Tabelle nach Seiten (nach Winkeln)
zusammen!

Uberprife, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind!

65. a) Ein rechtwinkliges Dreieck hat zwei
spitze Winkel.
b) Wenn ein Dreieck unregelmdBig ist,
so ist es stumpfwinklig.
€) Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, so
ist es nicht gleichschenklig.

66.

a) Ein stumpfwinkliges Dreieck hat
zwei spitze Winkel.

b) Wenn ein Dreieck gleichschenklig
ist, so ist es spitzwinklig.

c) Wenn ein Dreieck rechtwinklig ist,
so ist es nicht stumpfwinklig.

Berechne in Dreiecken mit den Innenwinkeln «, B, y jeweils den dritten Innenwinkel!
68. 'a) x = 84°; B = 48°

61.a) x=57° f= 75
b) f=23% y=109°
) a=90° y= 43°
d) y=38; f= 4°
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b) x = 27°; y = 104°
€) f=52°; a= 90°
d) B= 66°; y = 17°



Berechne die drei AuBenwinkel, wenn zwei Innenwinkel bekannt sind!

69. a) &« = 42°; y= 83
b) f=77° y= 59°
)a=21°; =113
d) f=17° a= 36

71. In einem rechtwinkligen Dreieck sei
einem der spitzen Winkel der AuBen-
winkel von 141° zugeordnet. Wie groB
istjeder der beiden spitzen Innenwinkel?

73. In Bild d 31 gelte: y ~ 4.
Beweise, daB f ~ =!

75. In Bild d 33 seien die Geraden AB und
CD parallel. Ermittle den Winkel BMD'!

4 0
77. Die Summe zweier AuBenwinkel eines
Dreiecks betrage 258°. Wie groB ist

der Innenwinkel, der keinem der bei-
den AuBenwinkel anliegt?

70. @) B =45 y= 78°
b) y =86°; x= 57°
) a=24 f=115°
d) x =39 y= 14°

72.)1B einem. rechtwinkligen Dreieck sei
#inem der spitzen Winkel der AuBen-
winkel von 127° zugeordnet. Wie groB
istjeder der beiden spitzen Innenwinkel?

74 1In Bild d 32 gelte: x ~ .
Beweise, daB f ~ ¢!

A B
d 32

76. In Bild d 34 seien die Geraden EF und
GH parallel. Ermittle den Winkel GPE!

G H

E F

78 Die Summe zweier AuBenwinkel eines
Dreiecks betrage 237°. Wie groB ist
der Innenwinkel, der keinem der bei-
den AuBenwinkel anliegt?
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Einer der AuBenwinkel eines Dreiecks sei

79.

spitz.

80. stumpf.

Was fir Winkel sind dann die ibrigen AuBenwinkel des Dreiecks? Begrinde deine Ant-

wort!

81.

83.

Kann ein AuBenwinkel an der Basis
eines gleichschenkligen Dreiecks ein
rechter, ein spitzer, ein stumpfer Win-
kel sein?

Gib die GroBe dér AuBenwinkel eines
gleichschenklig-rechtwinkligen  Drei-
ecks an!

84,

82. Kann ein AuBenwinkel an der Spitze

eines gleichschenkligen Dreiecks ein
rechter, ein spitzer, ein stumpfer Winkel
sein?

Die AuBenwinkel eines Dreiecks be-
fragen alle 120°. Was fir ein Dreieck
ist das?

Berechne jeweils die iibrigen Winkel eines gleichschenkligen Dreiecks!

85. 86. a) Basiswinkel: 58°

b) Basiswinkel: 33°

<) Winkel an der Spitze: 28°
d) Winkel an der Spitze: 122°

a) Basiswinkel: 76°
b) Basiswinkel: 29°
c) Winkel an der Spitze: 44°
d) Winkel an der Spitze: 108°

Uberlege, ob aus den folgenden Strecken Dreiecke konstruiert werden konnen!

87.a) a=8cm; b=4cm; c=5cm @‘u)a=7cm; b=3cm; c=8cm

b) a=6cm; b=6cm; c=6cm b) a=4cm; b=9cm; ¢c=3cm
c)a=5cm; b=9cm; c=3cm €)a=6cm; b=5cm; c=4cm
89. Ubertrage folgende Tabelle in dein Heft und ergénze sie!
Dreieckswinkel | Seitenbeziehungen Art des Dreiecks
o B y laZblaZc|bZc| nach Winkeln nach Seiten
72° 65°
75| 30
31° 59°
gleichseitig
100° gleichschenklig
56° a=c

90., Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft! Setze an die freien Stellen solche Strecken-

ldngen, die die Dreiecksungleichung erfillen!

Dreiecksseiten Kontrolle durch Dreiecksungleichung

a. b & @Q+rb>c a+c>b b+c>a
9,2¢cm | 7,5¢cm
3,8cm 3,8cm
1.5¢m | 8,7 cm
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91. Zeichne ein Dreieck MNO mit einem 92. Zeichne ein Dreieck XYZ mit einem

stumpfen Winkel bei N! Spiegele dieses rechten Winkel bei Y! Spiegele dieses
Dreieck an der Geraden MN! Dreieck an der Geraden XY!
Vergleiche die Dreiecke MNO und Vergleiche die Dreiecke XYZ und
MNO’ miteinander! XYZ' miteinander!

93. Zeichne ein beliebiges Quadrat ABCD! 94. Zeichne ein beliebiges Rechteck EFGH!

Zeichne beide Diagonalen ein! Vergleiche die entstand Dreiecke miteinander!
Begriinde deine Aussage!

Konstruiere Dreiecke ABC, die in folgenden Stiicken iibereinsti ! Wieviel L&
erhdltst du?

95. a) Seite ¢ = 5,4 cm (96] a) Winkel § = 65°
b) Seite a = 4,5cm; Winkel § = 55° b) Seite a = 4,8cm; Seite b = 4,2 cm

Konstruiere Dreiecke ABC aus folgenden Stiicken! MiB die Winkel und kontrolliere die
Winkelsumme! Gib die Arten der konstruierten Dreiecke an!

97.a=57cm; c=49cm; =173 98.b=72cm; ¢=68cm; & =85

99.y=90° a=45cm; b=60mm 100. a =77 mm; B =90° c=153cm

Konstruiere Dreiecke ABC aus folgenden Stiicken! Gib die Arten der konstruierten Drei-
ecke an! Uberlege, wie groB die fehlenden Winkel sind! MiB und vergleiche!

‘\101. a) a=52cm; b=52cm; y =75 \102 a)\\b =45mm; ¢ = 45 mm; x = 82°
b) b=44cm; c=4bcm; x=90° ~  b)a=63cm; b=63cm; y=90°
c)a=38cm; c=238cm; x=60° c)a=58cm; c=58cm; y=60°

(103. a))a = 5,2¢cm; f=64° y=56" 104 a) a=36cm; a =92 f=48°

by b = 4,8 cm; x = 46°; B = 96° b=6,1 cm; B =60° y = 60°
(<)

()b =7.6cm; y =457 f=90° a=72cm; & =40° f=100°

LéBt sich ein Dreieck ABC aus folgendeh Sticken konstruieren?

105. a=7,0cm; x =73 B=115° 106. b= 6,8cm; f =86 y =98°

Konstruiere Dreiecke KLM aus folgenden Stiicken!

107k =45cm; | =6,1cm; 108. a) k =63ecm; | = 52cm;
m=53cm m=172cm

k =33mm; | =22mm; b) k =45cm; | =60cm;
m = 44 mm m=45cm

c)k =50cm; | =13,0cm; c)k =2 mm; | =40mm;
m=12,0cm m = 32 mm

13 [00 06 03] 193



Konstruiere gleichseitige Dreiecke mit folgenden Seitenldngen!

109. u)s=2./u:m b)s=55mm 110. a) s = 49 cm b)ys=1dm

Konstruiere gleichschenklige Dreiecke XYZ aus folgenden Stiicken!

111, a) x=36cm; y=z=351cm 112. a) x=28cm; y=z=42cm
byy=6hcm; x=1z=48cm byy=57cm; x=2z=43cm
)¥=50cm; x=y=65cm c)z=60cm; x=y=250cm

Konstruiere Dreiecke ABC aus folgenden Stiicken!

113. u)a=70mm; c=55mm; a = 90° 114. Cl)a=65mm; b=75mm; f = 48°
bya=39cm; b=239cm; =65 byb=4kcm; c=4bem; B =55
c)b=64cm; c=72cm; B =66 cya=61cm; b=73cm; a=90°

Halbiere die folgenden Strecken!

Ermittle zundchst jeweils den Mittelpunkt der Strecke durch Schdtzen!
Konstruiere, miB nach und vergleiche mit dem Ergebnis des Schétzens!
Beschreibe die Konstruktion!

115.a=43cm; b=24cm; c=70mm (16, a=47cm; b=58cm; c=66mm

Teile die folgenden Strecken der Reihe nach in 2, 4, 8 gleiche Teile!

117. Strecke AB = 129cm 118. Strecke cD = 14,3 cm

Zeichne folgende Winkel und konstruiere jeweils die Winkelhalbierende!

119. o) = 58° p)f =130° 120. a)x = 64° p)f =150°
)y =90° .dy0=157° )y =180" g)d =113

Zeichne folgende Strecken und konstruiere jeweils die Mittelsenkrechte!

121. o) AB=3,9cm ) CD=75¢cm 122. a) AB = 43cm p)EF =81 cm
c)E=9,7cm d)T(T. = 58cm C)Eﬁ=5,5cm d)ﬁ =99cm
123, Zeichne ein Paar Nebenwinkel! 124, Zeichne ein Paar Scheitelwinkel!

Halbiere beide Winkel! Was fur einen Winkel schlieBen die beiden Winkelhalbieren-
den miteinander ein? Beweise deine Aussage!

125. Zeichne einen gestreckten Winkel! 126. Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck
Halbiere ihn! ABC mit einer Seitenlénge von 7,5 cm!
Wie groB sind die entstandenen Win- Halbiere den Winkel «!
kel? Wie groB sind die entstandenen Win-
Halbiere die entstandenen Winkel und kel?
miB jedes Mal nach! Halbiere die entstandenen Winkel und

miB jedes Mal nach!
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Zeichne mit Hilfe eines Winkelmessers die folgenden Winkel!
127. x = 74°; f = 52° 128. B = 112°; » = 58°
Konstruiere mit Hilfe von Zirkel und Lineal!
a) Winkelx + 8 b) Winkel x —f a) Winkel 8+ b) Winkel #—»
129. Zeichne ein beliebiges Rechteck
EFGH! Zeichne die Diagonale EG

ein! Fdlle von den Punkten F und H

130. Zeichne ein beliebiges Viereck
ABCD! Zeichne die Diagonale BD
ein! Fdlle von den Punkten A und C

jeweils das Lot auf EG! jeweils das Lot auf BD!

Konstruiere Rechtecke ABCD aus folgenden Sticken!

131. a) a=27cm; b=45cm 132. a) a=33cm; b=56cm
b) a=35mm; b=232mm b) a =44 mm; b=233mm
c)a=50cm; e=65cm cya=72cm; f=81cm

N

[E}_,!Zeichne zwei beliebige zueinander Li_s_;)leichne ein beliebiges Rechteck ABCD!
parallele Geraden a und b! Kon- Konstruiere die Mittellinien!
struiere dazu die Mittellinie m!

135.

[

Zeichne je vier beliebige spitzwinklige,
stumpfwinklige, gleichschenklige Drei-
ecke ABC!

Konstruiere in je ein Dreieck der verschiedenen Dreiecksarten alle Winkelhalbieren-
den, in das jeweils zweite Dreieck alle Seitenhalbierenden, in das jeweils dritte Drei-
eck alle Mittelsenkrechten und in das jeweils vierte Dreieck alle Héhen!
Vergleiche die Lageidieser besonderen Linien in den Dreiecken!

136. Zeichne je vier beliebige spitzwink-
lige, rechtwinklige, gleichseitige Drei-
ecke ABC!

Konstruiere Dreiecke ABC aus folgenden Sticken!
137. b=6,4cm; x=54°; h,=52cm 138. a=58cm; B=66° h,=52cm

139.a=33cm; b=4hem; h.=29cm 140. c=47cm; b=53cm; h,=4bcm

142. Drei StraBen schlieBen ein Wiesen-
stick ABC einer LPG ein. Der StraBen-

141. Eine LPG hat eine dreieckige Pferde-
koppel. Eine Seite wurde mit 125 m ge-

messen. |hr gegeniberliegender Eck-
punkt ist der Scheitel eines Winkels
von 84°, Eine andere Seite ist 96 m
lang.

Konstruiere das Bild dieser Koppel im
MaBstab 1:1 000!

MiB die Winkel!

abschnitt AB hat eine Ldnge von1,4km,
desgleichen der Abschnitt AC. Der
StraBenabschnitt BC hat eine Ldnge
von 0,7 km.

Konstruiere das Dreieck, das von den
StraBen gebildet wird, im MaBstab
1:20 000! MiB die Winkel!
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Es so

Il die Entfernung zwischen zwei Punkten gemessen werden, zwischen denen sich ein

Gebdude befindet. Von einem dritten Punkt werden die Entfernung zu den beiden Punkten
und der Winkel gemessen, unter dem die beiden Punkte angepeilt werden.

143.

144,

Entnimm dem Bild d 35 die MaBe,
zeichne das Dreieck ABC in einem geeigneten

MaBstab und ermittle die Ldnge von AB!

Suche im Geldnde zwei Punkte, zwischen

denen ein Hindernis liegt!

Ermittle die Entfernung zwischen den beiden

Punkten!

Konstruiere Vierecke ABCD aus folgenden Sticken!

145. b ja = 48cm; d = 4,0cm;
« =75 p=85; 6=100°
b) b=4,2cm; e =55cm;
B =82°; y=105° a = 80°
147. ¢=3,5cm; e=50cm;
f=58cm; y=95; 6 =112°

f46. a) b=48cm; c=4,0cm;
y = 65° 6 =125° B = 95°

b) a=42cm; f=55cm;
o = 105°; B = 90° & = 85°

148. d =3,3cm; e = 58cm;
f=55cm; a =92° 6 =99

Konstruiere Trapeze ABCD (AB || CD) aus folgenden Stiicken!

149, a' a = 6,1cm; f = 63°;
a=90° b=42cm
b) c=88cm; h=32cm;
& =95 f=125°
c) a=46cm; e=60cm;
B =100° ¢=95cm

150. a) a = 7,3cm; B = 90°;
x=61°; d=4,0cm
by c=80cm; h=36cm;
y =75 6 =80°
c) a=55cm; f=59%9cm;
«a=102°; c=73cm

Kon:
daB

151.

153.

196

struiere ein gleichschenkliges Trapez ABCD (AB || CD) aus folgenden Stiicken ! Begriinde,
die Konstruktion eindeutig ausfuhrbar ist!

a=56cm; h=28cm; f=72° 152. a=52cm; h=30cm; e=45cm
Das Bild d 37 zeigt die Balkenkon-

struktion an einer Bricke.

Fir den Bau eines Dammes ist eine 154,
Zeichnung herzustellen. Es sind die
folgenden Sticke bekannt: Damm-

sohle 13 m, Dammkrone 4 m, Damm-

hohe 3,4 m (Bild d 36).

Fertige die Konstruktion in einem ge-
eigneten Mafstab an! (Bedenke: Die
Hahe kann iberall eingezeichnet wer-

den!)

Entnimm der Zeichnung die MaBe und
fuhre die Konstruktion aus!

Welche Figuren erkennst du an der
Zeichnung?



Boschungs- ¢ £

Dammsohle B D 144
d36 437

" Grabenbreite

Grdben und Kandle haben im allgemeinen
als Querschnitt ein gleichschenkliges Trapez

(Bild d 38). Fertige fir folgende Kanalbauten Orabensohle

die Konstruktionszeichnungen an! Beschreibe d 38 breite

die Konstruktion!

155. \Grabenbreite 5,4 m 156. Grabensohle 32m
Grabentiefe 2,6m Grabentiefe 22m
Bdschungsldnge 3,2 m Béschungswinkel 28°

Konstruiere ein rechtwinkliges Trapez ABCD (AD || BC) aus folgenden Sticken!
Konstruiere die Mittellinie! Berechne ihre Lédnge, miB nach und vergleiche!

157. a = 3,7cm; = 90°; 158. b = 6,3cm; B = 90°;
b=43cm; d=155cm e=70cm; d=37cm

Im Parallelogramm ABCD sei jeweils der folgende Winkel bekannt. Berechne in jedem Fall
die Ubrigen Winkel!
159. a) x = 68° b) =74 160. a) x = 124> b) B = 95°

) y=118 d) § = 60° c) y= 75° d) §=45°

Konstruiere Parallelogramme ABCD aus folgenden Stiicken!

161. a) a=58cm; b=36cm; 162. a) a =2,7cm; b=55cm;
e=45cm f=45cm
b) a=24cm; b=48cm; b) a=36cm; d=26cm;
B =74 B =110°
€) b=125cm; e=48cm; ¢)d=28cm; f=45cm;
B = 98° x = 78°

Konstruiere Rhomben ABCD aus folgenden Stiicken!

162. 0)) a = h6cm; f = 64° 164. a) o = hhem; o = T74°
L) e=50cm; f=236cm b) e=52cm; f=28cm
c) e=54cm; y=120° c) b=282cm; B =130°
d) a=37cm; e=60cm d) f=86cm; a=50cm
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Konstruiere Drachenvierecke ABCD aus folgenden Sticken!

165. a) a=2,2cm; b= 3,6 cm; f = 145°

b) a=61cm; b=28cm;

e=7,0cm
c) e=10,2cm; & = 124°; y = 42°

166. a) a =2,5cm; b= 4,2cm; x = 76°
b) ¢c=18cm; d =4,2cm;

e=150cm
c) e=95em; a =38 y=112°

Ubertrage die folgenden regelméBigen Vielecke in dein Heft!

Errichte auf allen Seiten die Mittelsenkrechte! Verbinde den Schnittpunkt S aller Mittel-
senkrechten mit den Eckpunkten des Vielecks! Was stellst du fest? Begrinde deine Aus-
sagen!
Berechne die Innenwinkel der entstandenen Dreiecke!

167.

E A d 39

168.

Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und ergdnze sie!

169.

171.

198

-
170. ||
Flachen- | Lédnge der | Ldnge (/ Flachen- | Ldnge der | Lénge
inhalt des Seite a der inhalt des Seite a der
Rechtecks Seite b Rechtecks Seite b
(A) (A)
56 cm 0,2m 42 cm 2,1 dm
52a 130 dm 63 a 210 cm
360 ha 0,4 km 104 ha 0,21 km
72 mm 1dm 640 mm 10,2 cm

Eine quaderférmige Transportkiste ist
1,2m lang, 75cm breit und 60cm
hoch. Boden und Seitenwdnde wer-
den, um Beschddigungen des Trans-
portgutes zu vermeiden, vollstindig
mit starkem Papier ausgekleidet. Wie-
viel Quadratmeter Papier werden ins-
gesamt fiir 20 solcher Kisten bendtigt?

172.

Die Verpackung eines Fernsehgerdtes
ist aus Wellpappe und hat folgende
MaBe:

Lédnge: 0,65 m; Breite: 35cm;

Hohe: 5 dm.

Wieviel Quadratmeter Pappe werden
insgesamt fir die Verpackung von
30 Fernsehgerdten bendtigt?



Konstruiere ein Parallelogramm ABCD aus folgenden Sticken!
Verwandle das Parallelogramm in ein fldchengleiches Rechteck gleicher Hohe und Grund-
seitenldnge!

/Be)(eise die Fldchengleichheit mit Hilfe der Kongruenzsdtze!

173.)a = 52cm; h, = 28cm; & = 68° 174. ¢ = 6,1 cm; h, = 3,2cm; x = 108°

Konstruiere das Rechteck ABCD aus folgenden Stiicken!

Verwandle dieses Rechteck in ein fldchengleiches Parallelogramm gleicher Hohe und

Grundseitenldnge!

175. Rechteck:a = 6,2cm; e = 7,2cm 176. Rechteck:a = 5,4cm; f = 6,3 cm
Parallelogramm: b = 4,5 cm Parallelogramm: b = 4,2 cm

Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und ergdnze sie!

177. 178.
Flachen- Lédnge Ldnge Flachen- Ldnge Lédnge
inhalt des der der inhalt des der der
Parallelo- | Grundseite [ Hohe (hg) Parallelo- | Grundseite | Hohe (h,)
gramms (A) (9) gramms (A) (9@
2,7 cm 0,9cm 3,1 cm 0,8cm
1 % m 2% m 1 % m 3% m
240 m 0,2 km 270 m 0,3 km
340 ha 0,17 km 510 ha 1,7 km
0,42 a 10,5dm 0,46 a 11,5dm

Berechne die Fldcheninhalte folgender Parallelogramme!

179. @) Jo = 37,3 cm; h, = 41,5cm (180.30) a = 9,5cm; h, = 52cm
b) ¢ =6,5m; h, =27 m b) d=11,6m; h, = 104 m
€) d=114km; hy = 0,9 km ©) b=0,95dm; h, = 0,62dm

Konstruiere ein Dreieck ABC aus folgenden Stiicken!
Verwandle das Dreieck in ein flachengleiches Rechteck gleicher Grundseitenldnge!
Beweise die Flachengleichheit mit Hilfe der Kongruenzsdtze!

181. ¢ =51 cm; & = 38°; f=72° 182. a = 48cm; b= 45cm; x = 74°

Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und ergdnze sie!

183. @
Fldchen- Ldnge Ldnge Fldchen- Ldnge Lénge
inhalt einer der zuge- inhalt einer der zuge-
des Seite hérigen des Seite hérigen
Dreiecks (A) (9) Hahe (h,) Dreiecks (A) (9) Héhe (h,)
1,7m 0,8m 2,4dm 0,8m
31,6 cm 60,4 cm Z%m 1%m
46 dm? 20 cm 2% a “240 dm )
10,2 ha 0.3 km 0,3 ha 0,075 km
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Berechne die Fldcheninhalte folgender Dreiecke!
185. a) a = 4,5cm; h, = 2,8cm 186. a) a =19,8cm; h, = 14,1 cm
b) b =8,6cm; h, = 22dm b) b= 21,6 m; h, = 43dm
Unter welcher Bedingung gilt fir den Flécheninhalt eines Dreiecks ABC folgende Formel?

b.-c
188. A= 23

Konstruiere ein rechtwinkliges Trapez ABCD (AB || CD) aus folgenden Stiicken!
Verwandle das Trapez in ein fldch Rechteck gleicher Hohe!
Beweise die Fldchengleichheit mit Hllfe der Kongruenzsétze!

189. a = 6,5cm; h=232cm; c=29cm 190. a=63cm; h=30cm; e=51cm

Ubertrage die folgenden Tabellen fir Trapeze (AB || CD) in dein Heft und ergdnze sie!

194 Seite a Seite ¢ Mittellinie m Hghe h Flédcheninhalt A
22cm 3,8cm 55cm
21m 13 m 10,2 m
3,5dm 2,7dm 1,4dm
3,6 km 750 m 0,8 km
i o 2m 3m 12m
102 cm 88 cm 440 cm?
A92: Seite a Seite ¢ Mittellinie m Héhe h Flécheninhalt A
6,5cm 4,3cm 21cm
44 m 21m 11,4 m
23dm 3,3dm 1,2dm
1,2 km 850 m 0,4 km
35 m 28m 16m
12cm 16 cm 240 cm?

Ermittle den Flécheninhalt der Vielecke in den folgenden Bildern (MaBstab 1: 100)!

193. E . 194,

d 41
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195. Welchen Flécheninhalt hat der trapez-  196. Welchen Fldcheninhalt hat der trapez-

formige Querschnitt eines Deiches, férmige Querschnitt eines Kanals, der
dessen Sohle 44 m, dessen Krone 16 m oben 13,80 m, unten 10,40 m breit und
und dessen Hohe 11 m betrdgt? der 3,80 m tief ist?

Berechne die Umfinge folgender Parallelogramme!

197.a) a=27m; b=31m 198. a) a=3,5m; b=28m
b) b = 60cm; ¢ = 40cm b) b=50cm; ¢ = 60cm
c) c=112km; d = 10,6 km c) ¢=20,7km; d =11,8km

Berechne die Umfdnge folgender Dreiecke!

199. a) a = 2,7cm; b=35cm; 200. a) a =3,2cm; b=45cm;
¢ =46cm c=41cm
b) a=235m; b=41dm; b) a = 6,1¢cm; b=0,21dm;
¢ =420cm ¢ =42mm
c)a=b==6cm; c=10cm c)a=c=67m; b=58m
dya=b=c=46cm d) a=b=c=>556mm
201. Bild d 43 zeigt den GrundriB eines 202. Bild d 44 zeigt den GrundriB eines
Gartens im MaBstab 1 : 1000! neu anzulegenden Parks im MaBstab
a) Berechne den Fldcheninhalt in Ar 1:10000! -
nach der Dreiecksmethode! a) BerechnedenFldcheninhaltin Hekt-
b) Der Garten soll einen Zaun aus ar nach der Trapezmethode!
Maschendraht erhalten. Wieviel b) Am &duBeren Rand entlang soll eine
Meter Maschendraht sind zu be- Hecke gepflanzt werden. Wieviel
stellen? Meter Hecke ergibt das?

l: d 43 d 44 :: :

203. Welches der im Bild d 45 dargestellten  204. Beweise, da3 der Streckenzug ABDE
Vielecke ABCD und ABFGD hat den kirzer als der Streckenzug ACE ist
groBeren Umfang? Begriinde! (Bild d 46)!

0D 6 ¢ £
A
u 8 [
8 ¢
A d 45 d 46
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205.

Bild d 47 zeigt die Giebelseite eines
Hauses. Die Wand besteht aus Holz
und muB neu mit Olfarbe gestrichen
werden.

a) Berechne den Fldcheninhalt der
Giebelseite!

Wieviel Mark kostet der Anstrich,
wenn man einschlieBlich aller
Nebenarbeiten fir das Quadrat-
meter 2,45 M rechnen muB?

o

b

-~

d 47

78m

d 48 I
1S
=)
o)

206. Bild d 48 zeigt die Giebelseite eines

Hauses.

a) Berechne den Fldcheninhalt der
Giebelseite!

b) Wieviel Mark kostet das Verputzen
dieser Fldche, wenn je Quadrat-
meter 4,50 M berechnet werden?

102 m

0am

Berechne die Fldcheninhalte der in den folgenden Bildern angegebenen Bleche (MaBe in
Millimetern)!

207. z
&
g
0
| 710 |
d 49
209. Eine dreieckige Weidefldche (Seite

202

310 m; zugehdrige Hohe 185 m) wird

mit 8,7 dt Kunstdiinger bestreut.

a) Entwirf eine'Skizze!

b) Berechne den Fldacheninhalt in
Hektar!

c) Wieviel Dezitonnen Diinger wur-
den je Hektar gestreut?

d 50

1750

800

210. Von einem Feld wurden 192 dt Kar-

toffeln geerntet. Das Feld ist dreieckig,
eine Seite ist 160 m lang, die gegen-
Uberliegende Ecke ist 120 m von dieser
Strecke entfernt.

a) Entwirf eine Skizze!
b) Berechne den Fldcheninhalt!
c) Berechne den Hektarertrag!



Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

Spiegele nacheinander!

1. Strecke GH an den Geraden s und 1 2. Strecke AB an den Geraden e und f

(Bild d 51). (Bild d 52).
H 7‘
¢ Y
6
d 51 d 52

Die folgenden Bilder zeigen jeweils Original und Bild eines geometrischen Gebildes.
Nenne die zugehdrige Bewegung! Begriinde deine Antwort!

3 4 ‘
Y X
D
|
7 |
A 8 8 A A
71
bj b 1 |
) i X ) e D J
|
\ = 0, B N
c) Y c) ‘
¢ ’
A B |
[ —¢
R =R A B8
d 53 d 54

Ermittle in den Bildern d 55 und d 56 die GréBe folgender Winkel!
5. a) Winkel x b) Winkel z 6. a) Winkel y b) Winkel v
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d 55

. B d 56
Fihre alle dargestellten Dreiecke auf!
7. ¢ 8. 4
i E
A D 8 )
d 57 d 58 L

Berechne alle Innen- und AuBenwinkel der folgenden Dreiecke ABC!
9. Innenwinkel y = 46° Innenwinkel g = 38°
AuBenwinkel gy = 73° AuBlenwinkel ay = 81°

Wie groB sind die AuBenwinkel eines Dreiecks ABC, dessen Innenwinkel «, 8,  sich wie
folgt verhalten?

M.a:f:iy=12:3:5 12, x:f:y=2:3:4

Zeichne ein beliebiges Dreieck ABC!

13. Konstruiere die drei Winkelhalbieren- 14. Konstruiere die drei Mittelsenkrechten!
den!

Uberlege, ob aus den folgenden Strecken Dreiecke konstruieri werden kénnen!

15. a) a=2cm; b=3cm; c=4cm 16. @) a=3cm; b=3cm; c=5cm
b) a=3cm; b=7cm; c=4cm b) a=2cm; b=8cm; c=5cm

Konstruiere Dreiecke ABC aus folgenden Stiicken!

Gib die Arten der konstruierten Dreiecke an!

Uberlege, wie groB die fehlenden Winkel sind! MiB und vergleiche!

17. @) b= 3,6 cm; &« = 115°; c = 4,1 cm 18. a) y =102°; a =3,2cm; b= 51cm
b) ¢ = 6,4cm; & = 60°; f = 60° b) ¢ =58cm; a = 55°; B = 62°
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19.a) b=57cm; c=52cm; f=72° 20. a) 0 =10,5cm; c =8,2cm; & = 72°
b) a =35mm; b=78mm; b) a = 0,55dm; b = 0,3dm;
c=40mm c=109dm
21, Zeichne ein beliebiges Quadrat ABCD! 22. Zeichne ein beliebiges Rechteck ABCD!
Halbiere die Seiten! Bezeichne die Mittelpunkte der Seiten mit M, N, O und P! Verbinde

M mit N, N mit O, ...! Was kannst du iiber die entstandenen Dreiecke sagen?
Begrinde deine Aussagen!

Konstruiere mit Hilfe von Zirkel und Lineal die folgenden Winkel!

23. a) 45° b) 22,5° c) 67,5° 24. a) 135° b) 22,5° c) 112,5°

Zeichne ein beliebiges gleichseitiges Dreieck ABC! Fdlle das Lot von C auf c!

25. Sprich Uber die Eigenschaften dieser be-  26. Lege auf dieser besonderen Linie den
sonderen Linie in diesem Dreieck! Punkt D beliebig fest! Verbinde ihn mit
A und B! Sprich iber das Dreieck

ABD! Begriinde deine Aussagen!

Konstruiere Dreiecke ABC aus folgenden Stiicken!

27. b=4,8cm; a=56cm; h, = 40cm 28. a=42cm; b=54cm; h, =33cm

Stelle den im Bild d 59 dargestellten Winkelpeiler aus
einem Winkelmesser und einem Lot her!

Mit diesem Gerdt kann man zum Beispiel den Winkel
messen, den die Peilrichtung zu einer Turmspitze mit der
waagerechten Richtung einschlieft.

MiB auf diese Weise den Winkel zur waagerechten Rich- =

tung von folgenden Gegensténden! d 59 7

29. a) Obere Kante eines Fensters 30. a) Spitze eines Telegrafenmastes
b) Spitze eines Turmes b) Spitze eines hohen Baumes

Konstruiere Vierecke ABCD aus folgenden Stiicken!

31.a) a=45cm; b=35cm; 32, a) b=45cm; ¢ =3,5cm;
e=50cm; f=63cm; x =72° e=50cm; f=65cm; § =75°
b) a=70cm; h=39cm; b) a=75em; h=42cm;
« = 55°; B =90° AB|| CD « = 90°; B =58° AB| CD
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3.) Ein rechteckiges Feld ist 105 m lang und
210 m breit. Ein danebenliegendes
rechteckiges Feld hat die gleiche Lange,
aber nur % der Breite des Nachbarfel-
des. Zwischen beiden Feldern fihrt ein

34. Ein rechteckiges Gartengrundstiick ist

42 m lang und 25 m breit. Ein daneben-
liegendes, ebenfalls rechteckiges, un-
genutztes Geldnde hat die gleiche Ldnge,
ist aber um die Halfte breiter als das

3 m breiter Fahrweg entlang.
a) Wieviel Hektar Flédcheninhalt

das erste Feld?
b) Wieviel Hektar
das zweite Feld?
Wieviel Hektar
hdlt man, wenn
umgepfligt wird?

35. Bild d 60 zeigt den GrundriB einer
Weide im MaBstab 1: 1000.

erste. Dazwischen fihrt ein 2 m breiter
Wiesenweg entlang.

hat
a) Wieviel Ar Fldcheninhalt hat das
Flacheninhalt hat Garengrundstiek?
b) Wieviel Ar Fldcheninhalt hat das
. sy
Casanitfiache e ungenutzte Geldnde?
der Fahrweg mit c) Wieviel Ar kénnten insgesamt ge-

nutzt werden, wenn das ungenutzie
Geldnde und der Wiesenweg zum
Gartengrundstick hinzu kdmen?

I
d 60

D

a) Gib die wahre Ldnge der Seiten in

Metern an!

b) Berechne den Flédcheninhalt in Hekt- 3

ar!

c) Wieviel Meter elektrischer Weide-

zaun werden gebraucht, wenn er
zweimal gespannt werden soll?

Bildnachweis:

Bild C 11: Reproduktion aus:
Bild C 12: Reproduktion aus:
Bild C 13: Reproduktion aus:
Bild C 14: Reproduktion aus:

B. L. van der Waerden: Science awakening. Groningen 1954, S. 32;
D. E. Smith: History of Mathematics. Vol. Il. New York 11958, S. 75;
K. Menninger: Zahlwort und Ziffer. 2. Aufl. Géttingen 1958, S. 101;
D. E. Smith: Rara arithmelica. Boston/London 1908, S. 37; Bild C 15:

Reproduktion aus dem Original: J. K&bel: Rechenbichlein. Augsburg 1514; Bild D 71: Reproduktion
aus: O. Fabrio: L'Uso delle Squadra Mobile. Trent 1752; Bild D 72: Reproduktion aus: D. E. Smith:

History of Mathematics. Vol. |
Bilder auf Seite 83: Heinz A. F. Schmidt; |

. New York, 11958, S. 361; Bilder auf Seiten 70, 180: Zentralbild;

|: Zentrale der D hen Reichsbahn;

Kapitelbild A, C, D und Riickentitel: Zentralbild; Kapitelbild B: Rolf Vetter.
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Register

Wie findest du was?

Angenommen, du willst wissen, was eine Quersumme ist. Du suchst das Stichwort und
findest ,,Quersumme A 18 (1> 15, [> 16, [>17)". Der Buchstabe A sagt dir, daB du die
Information im Kapitel A findest. Du suchst mit Hilfe der Marken auf der rechten Seite
das Kapitel A und schlégst die Seite 18 auf. Mit der Angabe (> 15, [> 16, [> 17) erhaltst
du gleich einen Hinweis auf Definitionen oder Sdtze, die mit diesem Stichwort in Zusam-

menhang stehen.

Abbildungen D 9%
eindeutige — D 9%
umkehrbar eindeutige - D 9%

Abszisse c72
—-nachse c72

Addition
- gebrochener Zahlen B 35 (> 8)
- natirlicher Zahlen A6

Assoziativitat
— der Addition B 36 (> 10)
- der Multiplikation B 43 (> 18)

Aussagen
falsche - A9
wahre — A9

AuBenwinkel D 108,110,111 (>> 16, > 17)

Basis A 22
Bewegung D 97, 98 (> 4)
Beweis A 10,11
Bild D 9%
Definition A8
Dezimalbriiche
endliche - B 53 (> 26)
gleichnamige - B 30
periodische — B 54 (> 27)
unendliche - B 53 (> 26)
Dezimalschreibweise B 30

Diagonalen D 129, 134, 135 ([> 42, 1> 45)

Distributivitat B 43 (> 19)
Division
- gebrochener Zahlen B 45 (> 23)
- natirlicher Zahlen A6

Drachenviereck
D 135, 136 (> 49, > 50, [> 51)

Drehung D 9% (1> 2)
Dreieck D 107
Fldcheninhalt des —s D 140, 141 (1> 53)
kongruente —e D 114, 115, 116 (1> 21)
Dreiecksmethode D 142

Dreiecksungleichung D 113 (>> 20)
Element A13,14
Entgegengesetzt liegende Winkel

D 105 (> 14)
Erfillen C63 (>3, >4)
Exponent A 22
Flachengleich D 139
Gleichung C62,63(>1,>3>4)
GroBen

zueinander proportionale — C 69, 70, 71
zueinander umgekehrt proportionale —

C75(>8)
G.g. T. A25
Grundbereich B 48, C 63

Grundkonstruktionen D 122,123,124

Halbieren
- von Strecken D 122,123
- von Winkeln D123
Hauptnenner B 32 (> 6)
Héhen D131
Innenwinkel D 108, 109, 110 (> 15)

Kleiner-als-Beziehung

- fur gebrochene Zahlen B 31 (> 5)

- fur natirliche Zahlen A8 (>2)
K.g. V. A 23 (> 18)
Kommutativitét

- der Addition B 36 (>9)
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Kommutativitat

— der Multiplikation B 43 (> 17)
Kongruenz

-sdtze D 116, 117, 118, 119

(> 22, > 28, > 24, > 25)

Koordinaten c72

-achse c72

rechtwinkliges -system C71,72,73
Lésen C63 (> 4)
Lésung C63 (> 4)
Lésungsmenge C63 (> 4)
Lot D 124

Féllen eines —es D 124
Menge(n) A 13, 14,19, 20

leere — C 64 (> 5)
Mittellinie D 131,132 (> 37, > 38)
Mittelsenkrechte D 111,122,123,126 (> 30)
Multiplikation

— gebrochener Zahlen B 41 (> 13)

- natirlicher Zahlen A6
Nebenwinkel D 102 (> 11)
N-Eck D 136, 138, 142, 143
Ordinate c72

-nachse c72
Original D 9%
Parallelen

geschnittene — D 103

Parallelogramm
D 133, 134 (>> 40, [> 41, > 42, [> 43)
Flacheninhalt des —s D 139, 140 (1> 52)

Potenz A 22
-schreibweise A 22
Primfaktoren A2
Zerlegung in - A 20,21, 22
Primzahl A11,12(> 5)
Proportionalitat C69 (> 6)
umgekehrie - C74,75(>7)

Proportionalitétsfaktor C69 (> 6)

Quersumme A 18 (> 15, > 16, > 17)

Rechteck D 135, 138 ([> 46, [> 47)

Flédcheninhalt des -s D138
Reziproke B 44 (> 21, D> 22)
Rhombus D.134, 135 (D> 44, [> 45)

Satz A9
Scheitelwinkel D102 (> 10)
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Schenkel
- des gleichschenkligen Dreiecks D 111
- des Trapezes D 130, 131, 132,133
- des Winkels D 93
Seitenhalbierende D 127 (> 32)
Senkrechte D 134, 135, 136 (> 45, > 51)

Errichten einer -n D 123,124
Spiegelung D 96 (> 3)
Stufenwinkel D103 (> 12)
Subtraktion

- gebrochener Zahlen B 36 (> 11)

- natirlicher Zahlen A6
Symmetrieachse D 136 (> 50)
Teilbar A8,9 (>3
Teilbereich B 46
Teiler A8,9 (>3

gemeinsame — A 22, 24,25
Teilerfremd A 22
Teilmenge A19,20
Term Ce61,62(>1,>2)
Trapez D 130 (1> 36)

Fldcheninhalt des —es D 141, 142 (0> 54)
gleichschenkliges — D 132, 133 (> 39)

Trapezmethode D 142,143
Umfang D 143
Umkehrung D 106
Ungleichung C62,63(>2 >3, >4)
Verhltnis D77

—gleichung C 83, 84
Verschiebung D95 (> 1)
Vieleck D 136, 138
Vielfache A23

gemeinsame — A23
Viereck D 129, 130, 137 (1> 34)

Wechselwinkel D 104 (> 13)
Winkelhalbierende D 111,123,125 (> 29)
Winkelpaar D 102
Winkelsumme D 102, 105, 109, 110, 111

(> 11, > 14, > 15, > 16, > 17)

Zahlenfolgen C 67,68
zueinander proportionale - C 69
zueinander umgekehrt proportionale -

C74,75(>7)

Zahlenpaar C71,72,73

Zehnerbriche B 30



Direkte
Proportionalitat

C10

Umgekehrte
Proportionalitit

c1o

\

Verhdltnis-
gleichungen

01

Primzahlen A7
e i T —— e
| i
I I
e ] '
; ; L
Teilbarkeit — A4) =4 Addition Subtraktion eo-{ Hauptnenner 55
sel AW 42,87 2,558 :
Multiplikation Division i
Vielfache A7 A2 811 A2, B14
Terme

Ungleichungen

c7

,,,,



Geraden

Strahlen 7| Strecken oy
) J
Winkel o1

Winkelpaare
03,10,1177
10,7112

Vielecke

Kongruenz

Nacheinander- Kongruenzsdtze fir Dreiecke
ausfihrungen von D22, :
Verschigbungen, Dreigckskonstruktionen
Drehungen, D24
Spiegelungen Grundkonstruktionen
04 D25
- Sdtze dber Vierecke
- 031
y
Flicheninkalte D41
Dreiecke D43
Vierecke D42, 44
Vielecke D45, 46
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