


Erlduterungen
zur Arbeit
mitdiesem Buch

Das Randregister auf dem AuBenrand der
Seiten dient dem bequemen und schnellen
Auffinden der Kapitel. Auf dem Vorsatz finden
Sie hierzu eine Ubersicht uber die einzelnen
Kapitel.

Der Lehrteil gliedert sich in die Kapitel A bisE,
der Aufgabenteil in die Kapitel a bis e. Dabei
enthalt zum Beispiel das Kapitel b die Aufgaben
fiir das Kapitel B im Lehrteil.

Jedes Kapitel ist durch Zwischentberschriften
und durch eine fortiaufende Numerierung mit
schwarzen halbfetten Ziffern in Lerneinheiten
untergliedert.

Innerhalb der Lerneinheiten werden die
Beispiele, Ubungen und Definiti durch
folgende Marken gek ichnet:

M Beispiele,

® Ubungen,

P> Definitionen und Satze.

Durch die Ziffern in den Marken werden auch
die Ubungen, Beispiele und Sitze numeriert,
Samtliche Numerierungen werden jeweils durch
ein Kapitel fortlaufend gefiihrt. Zu Beginn eines
jeden Kapitels beginnen dann alle
Numerierungen von neuem. Hinweise auf
Lerneinheiten, Beispiele usw. werden im laufenden
Text mit dem Buchstaben des betreffenden
Kapitels angegeben.

Zum Beispiel: 2

Lerneinheit C 11 ist die Lerneinheit 11 des
Kapitels C,

Beispiel D 5 ist das Beispiel 5 im Kapitel D,
Ubung A 13 ist die Ubung 13 im Kapitel A.

Die Aufgaben wurden folgendermaBen
untergliedert:

Nebeneinanderstehende Aufgaben, wie zum
Beispiel die Aufgaben a 87 und a 88, behandeln
jeweils das gleiche mathematische Problem und
sind im allgemeinen vom gleichen
Schwierigkeitsgrad.

Mit kursiver Numerierung wurden zusatzliche
Aufgaben gekennzeichnet, die sich auf manchen
Seiten des Aufgabenteils befinden. Bei diesen
Aufgaben ist der Schwierigkeitsgrad im
allgemeinen hoher als bei den normalen,
halbfett numerierten Aufgaben.
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A. Vollstandige Induktion,
elementare Folgen
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Begriff der Zahlenfolge - Monotonie, Schranken und Grenzen von Folgen - Arith-
metische und geometrische Folgen - Partialsummen . Anwendungsbeispiele

Blendenzahlen und VerschluBizeiten an Fotoapparaten bilden Folgen, genauer sog.
endliche geometrische Folgen. Sie sind derart aufeinander abgestimmt, dal der Uber-
gang zur nichstgroBeren Blende beim gleichzeitigen Ubergang zur néchstkleineren
Belichtungszeit die gleiche Belichtung des Films gewdhrleistet.

Geometrische Folgen bilden in Form der sog. Vorzugs- oder Normzahlen die Grund-
lage fiir die Typisierung von Hauptabmessungen in der Technik und ermdglichen die
Wahl zweckmiBiger GréBenstufungen bei Drehzahlen, Vorschiiben, Gewindedurch-
messern u. dgl. mehr.




Avufbau der Zahlenbereiche, Schranken und Grenzen

1 Zur Wiederholung des Aufbaus der Zahlenbereiche

In der Mathematik versteht man unter einer Menge die gedankliche Zusammen-
fassung wohlbestimmter und wohlunterschiedener Objekte der Realitit oder
des Denkens. Die Zugehorigkeit eines Objektes x zu einer Menge M driickt
man aus: sprachlich durch ,,x ist Element von M*, symbolisch durch ,,x e M*<.
Trifft das nicht zu, so sagt man ,,x ist nicht Element von M* und schreibt
WX & M

Gibt man eine Menge an, indem man ihre Elemente auffiihrt, so setzt man ge-
schweifte Klammern. So kann man z. B. die Menge P, aller Primzahlen, die
nicht groBer sind als 10, schreiben als P,y = {2; 3; 5; 7}, und es gilt u. a.

2€Pio, 3€Pig, 9¢Pp.

Es gibt Mengen, die nur ein Element enthalten, sogenannte Einermengen, und
eine Menge, die kein Element enthilt, die leere Menge. So ist z. B. die Menge P,
aller geraden Primzahlen eine Einermenge; die Menge aller rationalen
Zahlen x, fir die x> — 3 = 0 gilt, ist die leere Menge.
Wenn alle Elemente einer Menge M, auch Elemente einer Menge M, sind, so
sagt man,, M, ist Teilmenge von M,* und schreibt ,,M, = M,*.
Dabei werden zwei Fille unterschieden.
a) M, hat noch weitere Elemente:

M, ist echte Teilmenge von M,, M, = M,.
b) M, hat keine weiteren Elemente:

M, ist unechte Teilmenge von M,, M, ist gleich M,, M, = M,.
So ist z. B. die Menge P,, eine Teilmenge der Menge Pr aller Primzahlen
P S Pr, und zwar sogar eine echte Teilmenge: P,, < Pr.
Die Menge P, aller Primzahlen, die nicht groBer sind als 9, ist eine Teilmenge

von Pyo: Py & Pyo; und da 10 selbst keine Primzahl ist, ist sie unechte Teil-
menge von P,,, identisch mit Pyy: Py = P,.

Ein Zahlenbereich ist eine Menge von Zahlen, in der eine Ordnung und gewisse
Rechenoperationen erkldrt sind. Ein Zahlenbereich kann andere Zahlen-
bereiche als Teilmengen enthalten (Bild A 1).

Bei der Betrachtung im Bild A 1 wurde der Bereich G der ganzen Zahlen nicht
beriicksichtigt. Entwerfen Sie eine entsprechende Ubersicht fir N G = R < P!

Der Bereich der reellen Zahlen wird schrittweise aufgebaut, indem der jeweils

vorhandene Bereich erweitert wird. Dadurch kénnen Unvollkommenheiten des

zu erweiternden Bereichs, wie zum Beispiel

« unzureichendes Erfassen und Losen praktischer Probleme,

 nicht uneingeschrinkte Ausfiihrbarkeit von Operationen,

« Liickenhaftigkeit der (rationalen) Zahlengeraden, d. h. Existenz von Strecken
ohne MaBzahl,

beseitigt werden. Die folgende Tabelle gibt diesen Sachverhalt und die schritt-

weise Vervollkommnung im Falle der Erweiterung von N iiber R* und R zu P

wieder.
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Z bereich Unei sinkt ausfiihr- Geometrische Veranschaulichung
bare Rechenoperationen

Natiirliche Zahlen | Addition, Multiplikation Zu jeder natiirlichen Zahl gehort
genau ein (isolierter) Punkt des
Zahlenstrahls.

Die Umkehrung gilt nicht.

Gebrochene Addition, Multiplikation, Zu jeder gebrochenen Zahl gehort
Zahlen Division (Divisor == 0) genau ein Punkt des Zahlenstrahls.
Die Umkehrung gilt nicht.

Rationale Zahlen Addition, Subtraktion, Zu jeder rationalen Zahl gehort
Multiplikation, genau ein Punkt der Zahlengeraden.
Division (Divisor == 0) Die Umkehrung gilt nicht.

Reelle Zahlen Addition, Subtraktion, Zu jeder reellen Zahl gehort
Multiplikation, genau ein Punkt der Zahlengeraden.
Division (Divisor == 0) Zu jedem Punkt der Zahlengeraden

gehort genau eine reelle Zahl.

Auch der Bereich der reellen Zahlen hat noch Mingel: Nicht alle Gleichungen
n-ten Grades haben Losungen in P. So gibt es z. B. schon keine reellen Zahlen,
die Gleichungen der Form x? + ¢ = 0 mitg > 0 befriedigen; denn zu negativen
Zahlen existieren keine Wurzeln im Bereich P. Dieser Mangel wird erst in einem
Erweiterungsbereich von P behoben, dem Bereich der komplexen Zahlen.

Aufgaben a 1 bis 8

P: Bereich der reellen Zahlen

- 1
J2ep; —15€p; 5 €P; 2€P

R: Bereich der rationalen Zahlen
= 1
V2&R; —75€R; —€R; 2€R

R ist eine Teilmenge von P: RS P
R ist sogar echte Teilmenge von P: R— P

R*: Bereich der gebrochenen Zahlen
= 1
V2€R*; —75&R* - €R*;2€R*
R*CRCP

N: Bereich der natiirlichen Zahlen
= 1
J2éN; —715¢6N; S EN; 26N

NcR*CRcP

Al

2 Das Prinzip der Zahlenbereichserweiterungen

Die drei Erweiterungen von N zu R*, von R* zu R und von R zu P verliefen im
wesentlichen si@mtlich nach den gleichen (Schritten und) Prinzipien. Wir wollen
sie uns an dem Beispiel R* — R vergegenwirtigen.



Allgemein:

Ziel: Der Ausgangsbereich soll sich
schlieBlich als Teilbereich des neuen
Bereichs erweisen (vgl. 5). Im neuen
Bereich soll ein gewisser Mangel
des urspriinglichen Bereichs be-
hoben sein.

1. Aus den Zahlen des vorhandenen
Bereichs werden neue Objekte ge-
bildet.

2. In der Menge dieser Objekte wird
nach einer von Fall zu Fall wech-
selnden Vorschrift eine Klassen-
einteilung vorgenommen, d. h. eine
Einteilung derart, daB jedes Objekt
in genau eine Klasse gehort. Die
Objekte selbst werden auch als
Reprdasentanten der Klassen be-
zeichnet.

3. Diese Klassen werden als die
neuen Zahlen definiert. Zur Be-
zeichnung einer solchen Zahl kann
jeder Reprisentant der Klasse ver-
wandt werden.

Gegebenenfalls werden fiir die
neuen Zahlen auch neue, von einem
ausgezeichneten Reprisentanten ab-
geleitete Bezeichnungen eingefiihrt.

S

. Ordnung und Rechenoperationen
werden fiir die neuen Zahlen mit
Hilfe ihrer Reprisentanten und
mittels Ordnung und Rechenope-
rationen des vorhandenen Bereichs
erkldrt: Die Operationszeichen und
Zeichen fiir die Ordnungsrelation
miissen (jedenfalls zundchst, vgl.6.)
von den entsprechenden Zeichen
im Ausgangsbereich unterschieden
werden.

Die Erklirungen miissen so er-
folgen, daB die Ergebnisse der
Rechenoperationen und des Gro-
Benvergleichs von den jeweils ge-

Beispiel:
Es soll gelten:
R*c R
In R soll die Subtraktion uneinge-
schrinkt ausfiihrbar sein.

Es werden alle geordneten Paare
[a; b] gebildet mit a € R* und b € R*.

Zwei geordnete Paare [a;b] und
[c; d] kommen genau dann in die
gleiche Klasse, wenn gilt:

a+d=b+ec

= 9. 13
So gehdren z. B. [3; 5] und [7; T]
zur gleichen Klasse; [%, 0] ist Re-

prisentant einer anderen.

Jede derartige Klasse heilt rationale
Zahl; das Paar [a; b] reprisentiert die
rationale Zahl r[a; b].

In jeder Klasse gibt es genau ¢in Paar,
in dem die 0 auftritt. HeiBt dieses
Paar [a; 0] mit a + 0, so bezeichnen
wir die rationale Zahl mit +a, heiBt es
[0; a], so bezeichnen wir sie mit —a,
und heiBt es [0; 0], so nennen wir die
betreffende rationale Zahl +0. So sind

z.B. [3;5] und [9 13

702
tanten der rationalen Zahl
[ 37

3 st 3
10; TJ’ [T ,O] reprisentieren + T

Def.: r[a; b] @ r[c; d] genau dann,
wenna +d<b+e
Def.:

rla; b] ® rle; d] = rla + ¢; b + d].

Fir die Subtraktion als Umkehr-
operation der Addition ergibt sich

rla;bl ©rle;d] = rla + d; b + c].

] Reprisen-
-2,

Esseiz.B.ry = ~2,r, = +%, also
P % I—— [10; 3—7].

Wegen 3 +¥ <54 10 gilt



5.

N

wihlten Représentanten fiir die zu
verkniipfenden oder zu verglei-
chenden Zahlen nicht abhingen.

In dem neuen Bereich gibt es eine
echte Teilmenge, deren Elemente
sich den Zahlen des alten Bereichs
eineindeutig zuordnen lassen unter
Erhaltung von Ordnung und Opera-
tionen.

. Die Existenz einer solchen Teil-

menge berechtigt dazu, Ordnung
und Operationen im neuen Bereich
als Fortsetzung derjenigen des alten
zu betrachten und den Teilbereich
des neuen gegen den urspriing-
lichen Bereich auszutauschen.

Erst dann kann man von einer
Zahlenbereichserweiterung  spre-
chen und sagen, daB der Ausgangs-
bereich ein echter Teilbereich des
neuen ist.

3
-2Q@ + 7T
Ferner ist

3 37
(-2 ®(+T) =r[3 +10;5+ 3

57 5
—r[13, T] ==

(-2) 6(+%)=r[3+%;5+10]

[49
=r

. L0
o

15] -
Zum jeweils gleichen Ergebnis kommt
man, wenn man fiir r; und r, andere

Reprisentanten, etwa %; %] und
[%; 0], nimmt.

Entsprechendes gilt fiir Multiplika-
tion und Division.

Alle rationalen Zahlen +a, d.h.
alle rationalen Zahlen, die durch
Paare [a; 0] reprisentiert werden
konnen, bilden zusammen mit +0
eine echte Teilmenge von R. Die Ele-
mente dieser Teilmenge von R lassen
sich durch +a<a bzw. £ 00
den Elementen von R* eineindeutig
zuordnen.

Dann gilt:

+a @ +b genau dann, wenn a < b,
(+a)® (+b) = +c¢ genau dann,
wenn a + b = ¢, und entsprechend
fiir die anderen Operationen.

Die rationalen Zahlen +a werden
durch die gebrochenen Zahlen a,
die rationale Zahl + 0 durch die
gebrochene Zahl 0 ersetzt. Die Zei-
chen @, ®, ©, ... werden durch <,
+, —, ... ersetzt, und die Verwen-
dung der gleichen Namen ist ge-
rechtfertigt.

Es gilt: R* < R.

Da die Subtraktion sich nur auf die
in R unbeschrinkt ausfiihrbare Addi-
tion griindet (vgl. 4.), ist sie in R un-
eingeschrinkt ausfiihrbar.




A

@ Versuchen Sie, auch die Multiplikation rationaler Zahlen so zu definieren, daf

sie ,,Fortsetzung* der Multiplikation im Bereich der gebrochenen Zahlen ist!
Untersuchen Sie daraufhin die Division als Umkehroperation der Multiplikation!

Aufgaben a 9 bis 15

3 Schranken und Grenzen

In der Tabelle auf Seite 5 war als einziger Unterschied zwischen den Bereichen R
und P angegeben worden, daB durch die Elemente von R noch nicht jeder Punkt
der Zahlengeraden eine Zahl zugeordnet erhilt, wohl aber durch die Elemente
von P.

Mit Hilfe zweier neuer Begriffe soll dieser Unterschied jetzt noch etwas niher
untersucht werden. Dazu betrachten wir folgende Teilmengen von P:

Pr - Menge aller Primzahlen

G - Menge aller ganzen Zahlen

R~ - Menge aller negativen rationalen Zahlen

M, - Menge aller rationalen Zahlen r mit 0 < r £ 1
M, — Menge aller rationalen Zahlen r mit 0 < r < 1

M; - Menge aller rationalen Zahlen

1
5 (neN,n =+ 0)

M, - Menge aller rationalen Zahlen

Kein Element von Pr ist kleiner als 2 und daher erst recht nicht kleiner als die
Zahlen, die ihrerseits kleiner als 2 sind.

Man nennt die Zahl 2 und alle Zahlen, die kleiner als 2 sind, untere Schranken
fir Pr.

DEFINITION:
S'ist eine untere Schranke der Menge M =p, Fiir jedes x€ M gilt: S < x.1

Hat eine Menge eine? untere Schranke, so heiBt sie nach unten beschrinkt. Anderenfalls heiBt
sie nach unten unbeschrinkt.

Auch die Menge M, ist nach unten beschrinkt; untere Schranken sind z. B.
0 und 1. Ein Unterschied gegeniiber Pr besteht darin, daB es keine untere
Schranke gibt, die selbst Element von M, ist.

Untersuchen Sie auch die iibrigen genannten Mengen auf ihre Beschrinktheit
nach unten! Begriinden Sie bei den nach unten beschréinkten Mengen fiir Je zwei
Zahlen, daf sie untere Schranken sind, und versuchen Sie, jeweils Schranken zu
finden, die der Menge selbst angehoren! Wieviel solcher Schranken kann es Sfur
Jede Menge hochstens geben?

! Das Zeichen =p¢ wird gelesen ,,bedeutet nach Definition®.

* Es sei darauf hingewiesen, daB im mat i ,.¢ine* stets im Sinne von
»mindestens eine'* benutzt wird. DaB aus der Existenz einer unteren Schranke die Existenz belicbig vieler
weiterer Schranken folgt, ist fir die Definition ohne Belang. Wire ,,eine und keine weitere" gemeint, so maBte
es heifien ,,genau cine*,
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DEFINITION: S ist eine obere Schranke von M =p; Fiir jedes x€ M gilt: x < S.

Hat eine Menge eine obere Schranke, so heilit sie nach oben beschrinkt.

Ist eine Menge nach oben und unten hriinkt (bzw. iinkt), so sagt man auch kurz:
Die Menge ist (beiderseitig) beschrinkt (bzw. unbeschrinkt).

Auch die leere Menge wird als beschrinkt bezeichnet; fiir sie ist jede Zahl
(untere und obere) Schranke.

Pr ist nach oben unbeschrinkt, denn es gibt beliebig groBe Primzahlen. Fiir
R- hingegen sind alle positiven Zahlen obere Schranken; R~ ist also nach oben
beschrinkt, hingegen nicht nach unten.

Nennen Sie von den angegebenen Mengen diejenigen, die nach oben beschrinkt
sind! Begriinden Sie jeweils fiir zwei verschiedene Zahlen, dafs sie obere Schranken
dieser Mengen sind! Nennen Sie die Mengen, die beiderseits beschrinkt sind !

Vergleichen Sie die Mengen M, und M, sowie Ms und M, beziiglich ihrer
Schranken!

4

Soll man fiir eine Menge eine untere Schranke angeben, so sucht man meist
unwillkiirlich nach einer moglichst groBen. So wird bei M, meist die Zahl 1 als
Schranke angegeben. Ganz entsprechend ist es bei den oberen Schranken; hier
versucht man, eine kleinste zu finden. Fiir R~ ist das z. B. die Zahl 0. Eine solche
kleinste obere (bzw. groBte untere) Schranke bezeichnet man als obere (bzw.
untere) Grenze.

obere Grenze |

untere Grenze | """ Menge M

DEFINITION: Eine Zahl G ist :

.. .. | kleinste aller oberen Schranken

=pr Gistdie | grofite aller unteren Schranken } von M.
Eine Voraussetzung fiir die Existenz einer unteren (bzw. oberen) Grenze ist also
die Beschrinktheit der Menge nach unten (bzw. oben). Wihrend sich fiir jede
Menge mit einer Schranke beliebig viele weitere Schranken angeben lassen,
kann jede Menge nur hdchstens eine untere und hochstens eine obere Grenze
haben.

Sowohl die Menge M, als auch die Menge M, haben als untere Grenze 0 und
als obere Grenze 1. Wihrend aber M, seine Grenzen selbst als Elemente ent-
hilt, ist dies bei M, nicht der Fall.
1
M 4 hat als untere Grenze oL als obere Grenze 1.
M, hat als untere Grenze 1, als obere Grenze 2.

Um zu zeigen, daB eine Zahl G obere Grenze einer Menge M ist, muBl man
zweierlei nachweisen: Erstens, daB G eine obere Schranke ist, und zweitens,
daB jede noch so dicht unterhalb von G liegende Zahl G’ keine obere Schranke
mehr ist, d. h. von mindestens einem Element von M iibertroffen wird. Auf
derartige Nachweise fiir die Mengen M, bis M, wird an dieser Stelle verzichtet.

Welche Schritte sind fiir den Beweis, daf G untere Grenze ist, notwendig?
Aufgaben a 16 bis 23

9
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5 Der Satz von der oberen (unteren) Grenze

Auf Seite 9 Mitte wurde festgestellt, daB eine Menge héchstens dann eine
obere Grenze haben kann, wenn sie nach oben beschrinkt ist. Das fiihrt zu der
Frage, ob eine nach oben beschrinkte Menge stets mindestens eine (und damit
dann genau eine) obere Grenze hat, d. h., ob es unter all ihren oberen Schranken
stets eine kleinste gibt.

Wir betrachten die Menge Q aller rationalen Zahlen, deren Quadrate kleiner
als 2 sind:

x € Q genau dann, wenn x € R und x2 < 2.
Diese Menge ist gewiB nach oben beschrinkt, etwa durch 1,5. Denn wegen

1,5% = 2,25 > 2 miissen alle x € Q kleiner als 1,5 sein. Die Zahl 1,5 ist aber
noch nicht obere Grenze, vielmehr gilt die

Behauptung: /2 ist obere Grenze fiir Q.

Beweis:

Es gilt (v/2)* = 2 > x2 fiir alle x € 0.

Da die Funktion f(x) = x? fiir positive x monoton wichst, gilt x < \/5 fiir alle
x € Q, /2 ist also eine obere Schranke fiir 0.

Es bleibt zu zeigen, daB es keine kleinere obere Schranke gibt, daB also eine
beliebige Zahl G’ < /2 (sei sie rational oder irrational) keine obere Schranke
sein kann: B

Aus G’ < /2 folgt, daB die beiden Dezimalbriiche fiir G’ und /2 an irgendeiner
Stelle erstmals voneinander abweichen, und zwar muB an dieser Stelle bei G’
eine kleinere Ziffer als bei /2 stehen. Ersetzen wir dann bei /2 von der néichsten
Stelle ab alle Ziffern durch Nullen, so erhalten wir eine rationale Zahl r mit

G’ < r <+/2 und damit r? < 2, also reQ.

(Es sei z. B. G’ = 1,41421355976; wegen \/i = 1,414213562 ... erhalten wir
nach dem erlduterten Verfahren r = 1,41421356.)
G’ wird also von einem Element ‘aus Q iibertroffen, kann also nicht obere

Schranke von Q sein; mithin ist \/2 die obere Grenze von Q, w.z.b.w,

Bekanntlich liegt zwischen je zwei rationalen Zahlen stets (mindestens) eine
weitere rationale Zahl. Die im Beispiel A 4 an G' und /2 durchgefiihrten Uber-
legungen lassen sich dahingehend verallgemeinern, daf3 sich auch zwischen einer
reellen (d. h. rationalen oder irrationalen) Zahl s und einer irrationalen Zahl z
stets (mindestens) eine rationale Zahl r befindet. Durchdenken Sie eine Beweis-
Siihrung dafiir, daf8 zwischen zwei reellen Zahlen stets eine Irrationalzahl liegt!

Die Beweisfiihrung im Beispiel A 4 zeigt gleichzeitig, daB es links von \/i keine
groBte rationale Zahl gibt, und ebenso gibt es rechts von \/2 keine kleinste
rationale Zahl. Damit ist aber Q eine nach oben beschriinkte Menge rationaler
Zahlen, die keine obere Grenze hitte, wenn der Bereich der rationalen Zahlen
nicht zum Bereich der reellen Zahlen erweitert worden wire.

Ermitteln Sie die untere Grenze von Q!

Entsprechendes gilt auch fiir die Beschrdnkung nach unten und die Existenz
einer unteren Grenze. Allgemein hat jede Menge rationaler Zahlen, die eine

10
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Irrationalzahl als obere (bzw. untere) Grenze hat, im Bereich der rationalen
Zahlen keine obere (bzw. untere) Grenze.

SATZ: Esgibt Mengen rationaler Zahlen, die nach oben (unten) beschriinkt sind, aber im Bereich
der rationalen Zahlen keine obere (untere) Grenze haben.

6

Nach diesen Erfahrungen mit dem Bereich der rationalen Zahlen kénnte man
es fiir moglich halten, daB es auch im Bereich der reellen Zahlen beschrinkte
Mengen ohne Grenzen gibt. DaB das nicht der Fall ist, besagt der wichtige
Satz von der oberen (unteren) Grenze.

SATZ: Jede nichtleere, nach oben (unten) beschriinkte Menge reeller Zahlen besitzt eine obere
(untere) Grenze.

Warum mup die leere Menge ausdriicklich ausgeschlossen werden?

Wir wollen diesen Satz hier nicht beweisen, ihn uns vielmehr nur veranschau-
lichen:
Triigt man eine nach oben beschrinkte Menge M und die Menge S(M) ihrer
oberen Schranken auf der Zahlengeraden ab (im Bild A 2 ist dies fiir O ge-
schehen), so werden die beiden zugehorigen Punktmengen durch einen einzigen
Punkt P getrennt. Da zu jedem Punkt der Zahlengeraden eine reelle Zahl gehort
(gerade das galt ja bei den rationalen
A2 Zahlen nicht!), ist diese Zahl die
kleinste obere Schranke und damit
die obere Grenze. Dabei ist es gleich-
giiltig, ob diese Zahl Element der

P Menge M ist oder nicht, ob P also
R 1 Ep— I Y AN beiden Punktmengen gehort oder
Q §(Q) nur zu der der Schranken.

. Der Bereich P der reellen Zahlen ist nach beiden

Seiten unbeschrankt.

Die reellen Zahlen liegen dicht, d. h., zwischen

je zwei reellen Zahlen liegt (mindestens) eine

weitere.

. In P hat jede nach oben (unten) beschrinkte
Menge eine obere (untere) Grenze.

L

w

R
1. Der Bereich R der rationalen Zahlen ist nach
beiden Seiten unbeschrénkt.
2. Die rationalen Zahlen liegen dicht.
3.In R hat nicht jede nach oben (unten) be-
6 R* schrinkte Menge eine obere (untere) Grenze.

11



=
Y
o

. Der Bereich R* der gebrochenen Zahlen ist

nach oben unbeschrinkt; sein kleinstes Ele-
ment und damit untere Grenze ist 0.

Die gebrochenen Zahlen liegen dicht.

In R* hat nicht jede nach oben (unten) be-
schrankte Menge eine obere (untere) Grenze.

[N

. Der Bereich G der ganzen Zahlen ist nach

beiden Seiten unbeschrankt.

. Jede ganze Zahl hat genau einen Nachfolger

und genau einen Vorginger. In G hat Jjede
nichtleere nach oben (unten) beschrinkte
Menge ein groBtes (kleinstes) Element.

»

w

o

- Der Bereich N der natiirlichen Zahlen ist nach

oben unbeschrinkt; sein kleinstes Element und
damit untere Grenze ist 0.

Jede natiirliche Zahl hat genau einen Nach-
folger und mit Ausnahme der 0 auch genau
einen Vorginger.

. In N hat jede nichtleere Menge ein kleinstes

Element. Jede nichtleere, nach oben be-
schrinkte Menge natiirlicher Zahlen enthilt
eine groBte.

Aufgaben a 24 bis 33

Beweisverfahren der volistiindigen Induktion

7

Den Gegenstand der nichsten Lerneinheiten

bildet ein wichtiges Beweis-

verfahren fiir Aussagen iiber natiirliche Zahlen, dessen Grundlage das . Prinzip

der vollstindigen Induktion*
der natiirlichen Zahlen ableiten, die

ist. Dieses Prinzip 1iBt sich aus einer Eigenschaft

in der Zusammenfassung am Ende der

Lerneinheit A 6 als wesentliches Merkmal des Zahlenbereichs N herausgestellt
wurde. Es ist der anscheinend selbstverstindliche, aber dennoch letztlich un-
bewiesene Satz von der kleinsten Zahl. Wegen seiner Bedeutung soll er noch
einmal deutlich als unbewiesener Grundsatz formuliert werden :

G4

GRUNDSATZ: Jede (nichtleere) Menge natiirlicher Zahlen hat ein kleinstes Element.

Uberlegen Sie, warum die leere Menge ausgeschlossen werden muf!

Mit diesem Grundsatz 4Bt sich beweisen der

0€ M;
Wenn k € M, so auch k41 € M.

(6]
2)

SATZ: Es sei M eine Menge natiirlicher Zahlen mit den Eigenschaften

Dann enthilt M alle natiirlichen Zahlen, es gilt M = N,

12



Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt, indem wir annehmen, es gibe natiir-
liche Zahlen, die nicht zu M gehdren. Sie bilden dann die (nichtleere) Menge A7.
Nach dem Grundsatz A 6 gibt es in M ein kleinstes Element; es sei /7.

GewiB ist /7 =+ 0, denn nach der Voraussetzung von Satz A 7 liegt 0 in M.
Dann hat aber 7 genau einen unmittelbaren Vorginger /7 — 1. /m — 1 kann
nicht in M liegen, weil /n das kleinste Element aus M ist. /i — 1 kann aber auch
nicht in M liegen, da sein Nachfolger /7 nach Voraussetzung von Satz A 7
dann auch in M liegen miifte.

Der Vorginger von /i wire also eine natiirliche Zahl, die weder in M noch in
M lige. Das ist aber nicht méglich; wir miissen also unsere Annahme fallen
lassen, daB es eine natiirliche Zahl gibt, die nicht zu M gehdrt.

Zu betrachten sind die Aussageformen
H(n): n<n?,
H,(n): 2n = 3n,
H(n): 4 ist ein Teiler von 2n,
H(n): 2" < 27+,

M(i =1, ..., 4) sei die Menge derjenigen natiirlichen Zahlen k, fur die H(k)
wahr ist. M, sei die Menge derjenigen natiirlichen Zahlen k, fiir die H,(k) falsch
ist.

Bestimmen Sie die acht Mengen M, und M, und ermitteln Sie fiir jede die kleinste
Zahl!

Von besonderer Wichtigkeit sind gewiB solche Aussageformen H(n), die fiir
alle natiirlichen Zahlen gelten, fiir die also die Aussage

Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt H(n)

wahr ist.

Das sind offenbar gerade diejenigen H(n), fiir die M leerist, d. h. firdie M = N
ist. Demzufolge kann man den Nachweis der Giiltigkeit fiir alle z fiihren, indem
man zeigt, daB M die beiden Bedingungen aus Satz A 7 erfiillt.

Prinzip der vollstindigen Induktion

Die Aussage ,,Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt H(n) ist wahr, wenn folgendes gilt:

1. H(n) ist richtig fiir n = 0

2. Aus der Giiltigkeit von H(n) fiir n = k folgt stets die Giiltigkeit fiir » = k + 1. Dabei ist k
eine beliebige natiirliche Zahl.

Fiir den Beweis der Aussage ,,Fiir alle natiirlichen Zahlen » gilt H(n)* durch
vollstindige Induktion sind also zunichst zwei Beweisschritte notwendig.

1. Induktionsanfang: Man zeigt, daB H(0) gilt.
2. Induktionsschritt: Man zeigt, daB aus der Richtigkeit von H(k) (Induktions-
voraussetzung) die Richtigkeit von H(k + 1) (Induktionsbehauptung) folgt.

Dabei miissen die Schliisse so erfolgen, daB sie an kein spezielles & gebunden
sind, d. h. daB man sich fiir £ jede beliebige natiirliche Zahl eingesetzt denken
darf.

Unter Anwendung des Prinzips der vollstindigen Induktion kann man dann
die Giiltigkeit von H(n) fiir alle n folgern.

13
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Manchmal ist es iiblich, den Induktionsschritt ohne Verwendung eines neuen
Symbols & direkt mit » auszufiihren. Daher trigt der Beweis durch vollstindige
Induktion auch den Namen SchluB von # auf n + 1.

Es ist nachzuweisen, dal die Summe der natiirlichen Zahlen von 0 bis 7 stets
1 . . 2

M betréigt. Zu beweisen ist also die Aussage

n(n+ 1)

Fir alle natiirlichen n gilt 0 + 1 + 2 + 3 + ... + n = 3

Beweis durch vollstindige Induktion:
1. Induktionsanfang :
Fiir n = 0 ist die Formel richtig: 0 = %

2. Induktionsschritt: Es wird nun gezeigt, daf fiir jedes natiirliche & aus der
Richtigkeit der Formel fiir n = k ihre Richtigkeit fiir n = & + 1 folgt.

Induktionsvoraussetzung: Die Formel sei fiir n = k richtig, also

0+1+2+3+...+k=k(/‘+1).

Induktionsbehauptung: Die Formel gilt auch fiir » = k + 1, also
0414243+ +G+n=E3DETD

Beweis der Induktionsbehauptung aus der Induktionsvoraussetzung: Nach
Induktionsvoraussetzung ist

Der Term auf der rechten Seite wird umgeformt:
k(k + 1) k(k+1)+2(k+1)=(k+l)(k+2)
2 2 2 :
Das ist aber gerade die in der Induktionsbehauptung aufgestellte Formel, und

nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion gilt wegen des Induktions-
anfangs die behauptete Formel fiir alle natiirlichen Zahlen 7.

+k+1)=

a) Erliutern Sie, inwiefern innerhalb des Beweises durch vollstindige Induktion
gewissermaflen nochmals ein Beweis steckt!

b) Nehmen Sie Stellung zu folgendem Einwand gegen das Beweisverfahren der
vollstéindigen Induktion: ,,Beim Beweis wird die Behauptung benutzt*!

Beim Beweis durch vollstindige Induktion, vor allem auch bei seiner Formu-
lierung, muB man sich vor einem groben logischen Fehler hiiten, der den in
Ubung A 12 unter b) genannten Einwand zu Recht bestehen lieBe: Man beachte,
daB der Induktionsschritt lautet:

Fiir beliebiges k gilt: Aus H(k) folgt H(k + 1).
Er heifB3t nicht etwa:
Aus [H(k) gilt fiir beliebiges k] folgt H(k + 1).

14



In diesem Falle wire nimlich die ,,Induktionsvoraussetzung* [H(k) fiir be-
liebiges k] bereits gleichbedeutend mit der zu beweisenden Aussage, und die
Induktionsbehauptung brauchte gar nicht mehr bewiesen zu werden — was fiir
,,beliebiges* k gilt, gilt natiirlich auch fiir & + 1.
Dieser Tatsache muB man sich stets bewuBt sein, auch wenn man den Beweis
durch vollstindige Induktion in verhiltnismaBig kurzer Form niederschreibt.
Fiir alle natiirlichen Zahlen #n gilt 2" > n.
Beweis durch vollstindige Induktion:
. Induktionsanfang:

Fiir n = 0 gilt die Aussage: 2° > 0.
2. Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: 2* > k

Induktionsbehauptung: 2¢+1 > k + 1

R

—

Tndnkfioncheh

is der ptung aus der Induktionsvoraussetzung: Es ist
2k+1 = 2.2%; also gilt nach Induktionsvoraussetzung 2! > 2k. Wegen
2%k =k + k = k + 1 fiir k > 0 gilt dann 2*** > k + 1.

Da der Induktionsschritt aber nur fiir & > 0 durchgefiihrt wurde, kann der
Fall n = 0 nicht als Anfang genommen werden. Es ist also nachtriglich noch
n = 1 zu betrachten: 2! = 2 > 1. Erst damit ist die behauptete Formel fiir
alle natiirlichen Zahlen bewiesen.

Erliutern Sie, warum die folgende Beweisfithrung im Induktionsschritt unzu-
ldssig ist:

Aus 21 >k +1(k=1)
folgt 2-2*>k +1,
also 2¥+2¥>k+1.

Nach Induktionsvoraussetzung ist 2° > k, und da 2* > 1 ist, ist der Beweis er-
bracht.

Liegt der Induktionsanfang nicht bei 0, sondern erst bei einer anderen natiir-
lichen Zahl n, > 0, so ist nach dem Induktionsschritt der betreffende Satz
auch nur fiir alle natiirlichen Zahlen n = n, nachgewiesen. Solche Fille treten
auf, wenn die betreffende Aussage fiir n < n, falsch oder sinnlos ist.

Nicht immer muB beim Beweis einer Aussage iiber natiirliche Zahlen das
Verfahren der vollstindigen Induktion angewandt werden, es gibt sogar Fille,
in denen das Verfahren iiberhaupt nicht anwendbar ist.

Fiihren Sie zwei Beweise — einen davon mittels vollstindiger Induktion — fiir
die Aussage: n* — 1 ist fiir jedes ungerade natiirliche n durch 8 teilbar.

9

Die Beispiele aus den Lerneinheiten A7 und A 8 haben deutlich gemacht:
Soll das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion angewandt werden, so
muB die zu beweisende Aussage als Vermutung bereits vorliegen. Eine solche
Vermutung gewinnt man meist durch Untersuchen einiger Spezialfille.

15



Gesucht ist eine Formel fiir die Summe der ersten » ungeraden Zahlen, also
14+3+54+ -+ 2n—1),mitn > 0.
Um die Formel erst einmal vermuten zu kénnen, betrachten wir nacheinander
einige Spezialfille:
w=1¢ 1= 1(=1?,
n=2: 14+3= 4(=2?,
n=3: 1+3+5= 9(=3?,
n=4:1+34+5+7=16(=4%.
Daraus vermuten wir allgemein:
1+ 3+ 5+ + (2n — 1) = » fiir alle natiirlichen n > 0.
Den Beweis fiihren wir durch vollstindige Induktion:

1. Induktionsanfang :

Fiir n = 1 ist die Formel gewiB richtig. Wir haben sie ja durch Verall-
gemeinerung aus Einzelfillen erhalten, in denen der Fall n = 1 enthalten
war.

2. Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: 1 + 3 + ... + (2k — 1) = k2
Induktionsbehauptung: 1 + 3 + ... + (2k — 1) + 2k + 1) = (k + 1)2
Beweis der Induktionsbehauptung:

Nach Induktionsvoraussetzung ist
L+3+5+ . +Ck—1) |+ @+ 1)=+(2k+ 1).

Es ist aber gerade k2 + (2k + 1) = (k + 1)%.
Damit ist die Induktionsbehauptung und folglich auch die vermutete Formel
bewiesen.

Hat man allerdings durch Untersuchung von Einzelfillen eine falsche Ver-
mutung gewonnen, so wird dieser Fehler durch einen Beweisversuch hiufig
offenkundig.
Gesucht ist eine Formel fiir die Summe der Potenzen von 2, also
Sp=20+21 4 ... 427
n=0: so=1, n=1: s, =3.
Voreilig wird vermutet, daB s, = 2n + 1 gilt.
Es wird der Versuch unternommen, diese Beziehung durch vollstindige In-
duktion zu beweisen.

1. Induktionsanfang: Gesichert durch die Anfangsbetrachtung.
2. Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: 2° + 2! 4 ... + 28 =2k + 1.
Induktionsbehauptung: 2° + 2! 4 ... 4 281 = 2k 4+ 3,

Nach der Induktionsvoraussetzung ist
2+ 20+ .+ 2|2 = [ 2k 1 |4 2k,




Diese Folgerung stimmt aber nur dann mit der Induktionsbehauptung iiber-
ein, wenn 2¢*! = 2 ist. Das ist aber nur fiir k = 0 der Fall. Die Tatsache, daB
aus der (angenommenen) Richtigkeit der vermuteten Formel fiir k& + 0 ihre
Unrichtigkeit fiir & + 1 folgt, zeigt, daB die Formel nicht fiir alle n gilt.!

Ermitteln Sie durch Untersuchung weiterer Fille (n = 2;n = 3) die zutre ffende
Formel fiir s,, und beweisen Sie diese durch vollstindige Induktion!

Aufgaben a 34 bis 45

10 Induktion und Deduktion

Die Bezeichnung ,,vollstindige Induktion legt die Frage nahe, ob es auch eine
unvollstindige Induktion gibt. Dazu betrachten wir die folgenden Beispiele:

a) JOHANNES KEPLER? beobachtete lange Zeit die Bewegungen der (damals
bekannten) Planeten, verarbeitete diese Beobachtungen in Berechnungen
und schloB daraus u. a.:

,,Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die
Sonne steht. ¢

b) Isaac NEwToN? folgerte aus den KEPLERschen Gesetzen und Beobachtungen
tiber das Fallen von Koérpern auf der Erde das Gravitationsgesetz:

,,Zwei (beliebige) Korper ziehen sich mit einer Kraft an, die ihren Massen
proportional und dem Quadrat ihrer Entfernung indirekt proportional ist.*
(Daraus ergeben sich die KEpLERschen Gesetze, wenn man als Korper speziell
Sonne und Planeten betrachtet.)

¢) HENRY CAVENDISH* bestimmte den I
Proportionalititsfaktor, die so-
genannte Gravitationskonstante @
(Bild A 3): Er befestigte an einem Ky
Draht einen Stab mit den K&rpern ks
K, und K, , niherte ihnen die Kor-
per K; und K, und maB die Ver-

drillung des Drahtes. Seinem Ver- £
suchlagalsoder SchluB zugrunde: A3

,,Wenn sich zwei beliebige Korper anziehen, dann miissen es auch die
Korper K, und K5 bzw. K, und K, in einer entsprechenden Versuchsanord-
nung tun.**

d) Anfang des 19. Jahrhunderts beobachtete man, daB die Bewegungen des
Planeten Uranus nicht so verliefen, wie man es auf Grund der Gesetze er-
wartete. Man schlof:

,,Nach dem Gravitationsgesetz miissen diese UnregelmiBigkeiten von einem
noch unbekannten Planeten verursacht werden.*
Der Franzose LEVERRIER® berechnete aus den Abweichungen des Uranus
die Bahnelemente des angenommenen Planeten, und der deutsche Astro-
1 Allerdings folgt auf diese Weise nicht, daB die Formel fir alle von 0 und 1 verschiedenen n falsch ist.
* Jonannes KEPLER (1571 bis 1630), deutscher Astronom
8 Isaac NEWTON (1643 bis 1727), englischer Naturforscher

4 Henry CAVENDISH (1731 bis 1810), englischer Chemiker und Physiker
8 UrBAIN JEAN JOSEPH LEVERRIER (1811 bis 1877), franzdsischer Astronom
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nom GALLE! fand ihn am berechneten Ort. Der Planet erhielt den Namen
Neptun.

Ein Vergleich der vier Schliisse, der hier freilich nicht in Einzelheiten gehen kann
und daher etwas ungenau bleiben muB, zeigt:

KEepLER schloB von Einzelbeobachtungen auf Gesetze, die nicht nur fiir die
beobachteten Fille gelten, sondern fiir alle gleichgearteten, ohne daB dariiber
im einzelnen Tatsachenmaterial vorlag. Die SchluBweise NEWTONs ist ganz
entsprechend vom Einzelnen, Besonderen zum Allgemeinen, Umfassenderen
(wenn auch sein Ausgangsmaterial bereits allgemeiner Natur war).

Derartige Schliisse nennt man induktiv; KEPLER und NEWTON gewannen ihre
Aussagen also durch Induktion?.

In c) und d) dagegen wurde das (allgemeine) Gravitationsgesetz auf Einzelfille
angewandt. Der Schluf3 erfolgte also in umgekehrter Richtung. Beide Aussagen
wurden durch Deduktion® gewonnen, das Vorgehen war deduktiv.

Uberlegen Sie, wie Sie in fritheren Schuljahren die folgenden A ge
haben und ob die entsprechenden Schliisse mduktw oder deduktiv waren
a) Fir alle natiirlichen Zahlen a und b gilt

a+b=>b+a.
b) Wenn zwei Dreiecke in drei Seiten iibereinstimmen, so sind sie kongruent.
¢) Im gleichseitigen Dreieck betrigt jeder Innenwinkel 60°.
d) Fiir alle reellen Zahlen a und b gilt

(a + b)?* = a® + 2ab + b

e) Jede natiirliche Zahl n > 1 ist entweder Primzahl oder besitzt eine (bis auf
die Reihenfolge) eindeutige Darstellung als Produkt von Primzahlen.

Auch bisher haben wir schon des dfteren sowohl induktiv als auch deduktiv
geschlossen:

Im Beispiel A 7 sahen wir, daB die gesuchte Summe fiir n = 0, 1, 2, 3 die Werte
1, 4, 9, 16 hat, und schlossen von diesen Einzelfillen — also induktiv - auf alle
Fille:

1+3+5+..+@+1)=@m+DA
Beim Beweis von Satz A 7 schlossen wir aus der Tatsache, daB jede (nichtleere)
Menge natiirlicher Zahlen eine kleinste enthilt, darauf, daB auch die spezielle
Menge M ein kleinstes Element hat — also deduktiv.

Wie steht es nun mit der Wahrheit der durch Induktion bzw. Deduktion ge-
wonnenen Aussagen? Mit Sicherheit 1dBt sich sagen:

Von wahren Aussagen gelangt man durch deduktives SchlieBen stets wieder zu wahren Aussagen.

Diese Erkenntnis liegt dem sogenannten logischen Beweis zugrunde und macht
gerade ihn so iiberzeugend. Anders ist es bei der Induktion. Auch wenn die
Ausgangssitze als wahr erkannt sind, ist die Giiltigkeit der auf induktivem
Wege erschlossenen Aussagen nicht vollig verbiirgt. Es wohnt ihnen nur eine
mehr oder minder groBe Wahrscheinlichkeit inne.

1 JoHANN GOTTFRIED GALLE (1812 bis 1910)
2 inducere (lat.), hineinfiihren
3 deducere (lat.), herabfihren, ableiten
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Von wahren Aussagen gelangt man durch induktives SchlieBen nicht immer zu wahren Aussagen.

Welches Zutrauen man einer induktiv erschlossenen Aussage entgegenbringt,
hingt weitgehend davon ab, ob das Ausgangsmaterial vielseitig und charakte-
ristisch ist. Andererseits wird die Aussage wesentlich erhdrtet, wenn sich de-
duktive Folgerungen aus ihr durch die Praxis bestédtigen lassen. So wurde durch
den Versuch von CAVENDISH das Gravitationsgesetz gestiitzt, an dem schon
seit langem niemand mehr zweifelte. Deshalb wurde es ja auch nicht ver-
worfen als ihm die Praxis in Form der Uranusbewegungen scheinbar wider-
sprach, sondern fiihrte im Gegenteil zu neuen Entdeckungen.

Induktives SchlieBen ist nicht die einzige Form, in den Wissenschaften zu neuen
Vermutungen und Hypothesen zu kommen. Wenn man z. B. aus der Erkennt-
nis, daB bei allen regelmiBigen Vielecken der Umfang proportional zur be-
stimmenden Seite ist, zu der Vermutung gelangt, daB der Umfang des Kreises
proportional zum Radius ist, so liegt ein AnalogieschluB vor. In allen diesen
Fillen (Induktion, Analogie u.a.) spricht man vom reduktiven' Schliefen.
Demgegeniiber spricht man in allgemeinerem Sinn von Deduktion auch immer
dann, wenn logische SchluBregeln zur Anwendung kommen. Das oben beschrie-
bene Vorgehen vom Allgemeinen zum Besonderen ist also in diesem Sinne ein
spezielles deduktives Verfahren. Bei (in weiterem Sinne) deduktiv erschlossenen
Aussagen ist die Wahrheit in dem MaBe verbiirgt, in dem sie fiir die Ausgangs-
sitze verbiirgt ist. Sind diese reduktiv gewonnen, so gilt das oben Gesagte;
sind sie ebenfalls deduktiv gewonnen, so tritt eine abermalige Vorverlegung auf
usw. Jedes deduktive SchlieBen muB seinen Ausgangspunkt aber schlieBlich
bei Sitzen haben, die ihrerseits nicht deduktiv erschlossen, sondern, meist auf
Grund mehr oder weniger weitgehender Abstraktionen, aus der Erfahrung
gewonnen worden sind. Das bedeutet, daB auch das deduktive SchlieBen seine
‘Wurzeln letztlich in der Realitit hat.

Induktion ist also stets unvollstindig und daher unzuverldssig, weil man dabei
von Einzelfillen auf die Gesamtheit schlieBt. Sie konnte allenfalls dann voll-
stindig und damit zuverldssig sein, wenn die Einzelfille die Gesamtheit er-
schopfen. Wenn man z. B. feststellt, daB sich die Briiche 1—10, %, %, s 119
nicht kiirzen lassen und dann sagt, daB3 alle Briiche 2 it natiirlichen p,qg*0
und p + ¢ = 11 unkiirzbar sind, so ist auch das ein Ubergang von (allen) Einzel-
fillen zur Gesamtheit. Ein solcher SchluB ist aber relativ uninteressant.

Beim Verfahren der vollstindigen Induktion wird nun aber nicht so vorge-
gangen. Vielmehr schlieBt man auf die Gesamtheit der Fille mit Hilfe bewiese-
ner Sitze (Satz A 7 bzw. Prinzip der vollstindigen Induktion), wendet einen
fiir alle Aussagen bewiesenen Satz auf eine spezielle Aussage an.

Das Verfahren der vollstiindigen Induktion ist ein ives Verfahren.

Sein Name ist also eigentlich irrefiihrend, hat sich aber in der Mathematik all-
gemein eingebiirgert. Eine gewisse Rechtfertigung fiir diese Bezeichnung kann
man auch darin sehen, daB mittels vollstindiger Induktion hiufig eine durch
Induktion gewonnene Vermutung bewiesen und damit der InduktionsschluB
gewissermaBen vervollstindigt und abgeschlossen wird.

Aufgaben a 46 bis 53

1 reducere (lat.), zurickfithren. - Es sei bemerkt, daf8 ives und i i in vielen Fallen der
Erkenntnisgewinnung nicht scharf voneinander zu trennen sind.
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11 Induktive Definitionen

In engem Zusammenhang mit dem Beweisverfahren der vollstéindigen Induktion
stehen die induktiven Definitionen, auch rekursive' Definitionen genannt. Durch
induktive Definitionen konnen Funktionen f erklirt werden, deren Definitions-
bereich die Menge der natiirlichen Zahlen ist: f(n) mit n e N.

Auch hier gibt es durch Festlegen von f(0) einen Anfang und ferner einen
»Schritt von 7 auf n 4+ 1, indem man den Funktionswert f(k + 1) festlegt
mit Hilfe des Funktionswertes f(k).

Dieses Verfahren der induktiven Definition soll uns zunéchst zur Einfiihrung
einer besonders wichtigen zahlentheoretischen Funktion, der Fakultiits-
funktion, dienen:

DEFINITION von f(n) = n! (n€ N):
Die Funktion, die aus allen Paaren [n; n!] besteht?, ist diejenige Funktion f; fiir die gilt:

(¢)] f(0) = 1 (Rekursionsanfang)
(2)  flk + 1) = (k + 1) f(k) fiir alle natiirlichen % (Rekursionsschritt)

Der Funktionswert f(5) = 5! ist zu berechnen:
5!=5-41=5-4-31=5-4-3-21=5-4-3-2-1!
=5:4-3-2:1-01=5-4-3-2:1-1=120.
Die induktive Erklirung der Funktion f(n) = n! ist gerechtfertigt, weil man
zeigen kann:

Es gibt genau eine Funktion f, die den Gleichungen (1) und (2) geniigt. Auf
den Beweis dieser Tatsache (ebenfalls auf der Grundlage des Prinzips der voll-
standigen Induktion) kann hier nicht niher eingegangen werden.

Der Definition A 12 kann man auch eine Kurzform geben:

[o1=1; (n+1)!=(n+1)-n!]

Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, daf fiir alle natiirlichen n > 0 gilt:
Sp=1-114+2-21 4331+ .. +n-nl=@m+1)! - 1.

12

Die Verwendung des Symbols n! geht auf LEoNHARD EULER® zuriick als

,»Abkiirzung* fiir das Produkt der natiirlichen Zahlen 1 bis n, also
nl=1:2:3-...-(n—1)-n.

Eine solche Erklirung erfordert freilich eine gesonderte Definition von 0! = 1

und 1! = 1.

Verglichen mit der induktiven Definition erscheint eine solche Erklirung

auch weniger prizise, lediglich als Ubertragung eines bei festen natiirlichen

Zahlen berechtigten Vorgehens auf die Variable n. Sie bietet damit auch

keine so verldBliche Grundlage fiir Beweise wie etwa in Ubung A 17.

1 recurrere (lat.), zuriicklaufen

2 n! (lies ,,n-Fakultat*)
3 LEoNHARD EULER (1707 bis 1783), Schweizer Mathematiker
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Ganz dhnlich verhilt es sich aber auch mit der uns bisher allein bekannten
Erklirung der n-ten Potenz reeller Zahlen a fiir natiirliche Zahlen n = 2 als
Produkt von n gleichen Faktoren a.
a"=a-a*..*a (neN,n=2).
n Faktoren

Und schlieBlich bildet diese Erkldrung ja die Grundlage fiir die Erkldrung der
Potenzen mit ganzen, rationalen und letztlich sogar beliebigen reellen Expo-
nenten. Auch diese relativ unbefriedigende Erklirung der Potenz kann aber
durch eine rekursive Definition ersetzt werden.

DEFINITION von f(n) = a" (a€ P, n€ N):
Fiir jedes reelle a == 0 ist die Funktion, die aus allen Paaren [ #; a"] besteht, diejenige Funktion,
fiir die gilt:

f(H=a"=1 0" = 0 fiir alle n > 0.
fin+1)=a"*'=a-a"

Warum muf3 der Fall 0° aus der allg inen Definition aus hi werden ?
5

Mit Hilfe der rekursiven Definition der Potenz kénnen nun auch die Potenz-
gesetze fiir natiirliche Exponenten exakt bewiesen werden, deren Giiltigkeit
bisher lediglich durch Ausrechnen fiir gewisse Spezialfille (beispielsweise
a’ - b5 = (a- b)®) gezeigt wurde.

Zeigen Sie durch vollstindige Induktion iiber n, daf fir alle reellen Zahlen
a,b,a=+ 0,b = 0,gilt

a - b" = (a-b),
a ( a)n
b \b)"
Auch die Potenzgesetze, in denen zwei — nicht notwendig verschiedene -

Exponenten n und m auftreten, kénnen durch vollstindige Induktion bewiesen
werden:

Zu beweisen ist, daB fiir alle reellen Zahlen @ = 0 und fiir alle natiirlichen
Zahlen n, m gilt
(am)n . am-'l.
1. Induktionsanfang: (¢™)° = 1 =a° = a™° da mit a % 0 auch fiir alle
natiirlichen m gilt a™ # 0.
2. Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: (a™)* = a™*
Induktionsbehauptung: (a™)k+! = gm&+D
Beweis der Induktionsbehauptung:

(amk+t = g™ - (@) (It. Definition der Potenz; Rekursionsschritt)
= g™ a™* (It. Induktionsvoraussetzung)

Um zur Induktionsbehauptung zu gelangen, bendtigt man jetzt das Gesetz
iiber die Multiplikation von Potenzen mit gleichen Basen, damit man
am - @"* = g™ schreiben darf.
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@ a) Beweisen Sie das im Beispiel A 12 benétigte Potenzgesetz, und vervoll-

stdndigen Sie damit den Beweis!
b) Versuchen Sie, den Beweis von (a™)* = a™ ™ auch durch vollstindige Induktion
siber m durchzufiihren!
Aufgaben a 54 bis 62

13 Das Summenzeichen

In den Beweisen, die in den Lerneinheiten A 7 bis 9 mittels vollstindiger
Induktion gefiihrt wurden, ging es hiufig um Summen. Zur bequemen Schreib-
weise solcher Summen hat EULER das Zeichen Z eingefiihrt’, dessen Benutzung
nicht nur der Kiirze dient, sondern auch fiir die eindeutige Festlegung der
betreffenden Summen vorteilhaft ist.

Die Summe 2° + 2! + ... + 2" (Beispiel A 8) wiirde mit Hilfe dieses Zeichens

geschrieben als )" 2% (gelesen: Summe 2* iiber alle k£ von 0 bis 7).

k=0
Die bewiesene Formel im Beispiel A 6

0+1+2+3+...+n=w
lautet in dieser Schreibweise:

S ki n(n;— 1) )

k=0

Auf die an sich notwendige Einfijhrung des Summenzeichens mittels einer induktiven
Definition soll hier verzichtet werden.

Welche der folgenden Terme stellen jeweils die gleiche Zahl dar ?

8 7 8 5 8
) Yk Yk+8,1+Yk Yhk+Yk
k=1 K k=2 k=1 k=5
1

1
n—1

1
om+ 1"

e

iMe

10 4 1
b) - =
);Z:l” n=21

n

w LM

s 4 3
€ Y2y Yok Yy 2m 232k
k=2 =1 k=0

n=0

Fiir alle natiirlichen Zahlen 7 > 0 und alle reellen a, b (a + b) ist a" — b”
durch @ — b ohne Rest teilbar:

[@—i@—0=a'+a 2%+t ar? Lyt |

Beweis durch vollstdndige Induktion:
‘Wir schreiben die Behauptung in der Form

n n n
a" —b =Y @it
a—-5b 5
1 Das Zeichen 3 ist der griechische Gr ,»Sigma*, Es icht dem S in der lateini: Schrift.
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g, @=b o0 gteipin
1. Induktionsanfang: n = 1: a_b—l—ab —;a b
2. Induktionsschritt:
Indukti zung : et = S ak-ipi-1
Ta—b ,;
R TR att - B KR e
In ptung: =35 = Z a b

i=1
Beweis der Induktionsbehauptung:

Esempfiehlt sich, von der rechten Seite der Induktionsbehauptung auszugehen,
und diese unter Ausnutzung der Induktionsvoraussetzung umzuformen:

k+1 k ak — bk
Z ak+1—lbl—l =a- ak—lbl—l + bk =q- + bk
i=1 i=1 a—b
ak+1 —_ abk + abk - bk+1 ak+1 _bk+1
N a—b T a-b

Fiir alle ungeraden n ist a" + b" durch a + b ohne Rest teilbar. Ermitteln Sie
den Quotienten durch Untersuchen der Spezialfille n = 1;3; 5, und beweisen
Sie den allgemeinen Sachverhalt durch vollstindige Induktion!

Aufgaben a 63 bis 65

14 Binomialkoeffizienten

Formen Sie (a + b)fiirn = 0, 1, 2, 3,4, 5 durch fortgesetztes Multiplizieren
in eine Summe um! Geben Sie die Anzahl der Summanden in Abhdngigkeit von
n an, und lesen Sie ein Bildungsgesetz fiir die Exponenten ab!

Entwickeln Sie aus den gefundenen Summen die entsprechenden Terme fiir
(a — b)"!

Stellen Sie fiir die Beispiele aus Ubung A 23 die Koeffizienten in Form des
PascALschen' Dreiecks dar! Erldutern Sie das zugrunde liegende Bildungs-
gesetz, und ergénzen Sie das Dreieck um weitere drei Zeilen!

a) Welchen Vorteil bietet das PASCALsche Dreieck gegeniiber dem sukzessiven
Ausmultiplizieren ?

b) Legen Sie dar, wie Sie nach beiden Methoden vorgehen miifiten, um (a + b)*’
umzuformen!

¢) Beurteilen Sie das Vorgehen beim Aufstellen des PASCALschen Dreiecks auf
Grund Ihrer Erkenntnisse aus Lerneinheit A 10!

Die Ermittlung der n-ten Potenz eines Binoms @ + b nach dem PAscALschen
Dreieck bietet gegeniiber dem sukzessiven Ausmultiplizieren zwar gewisse
Vorteile; doch muB man auch hier zur Ermittlung der Koeffizienten von
(a + b)* erst alle vorangegangenen Zeilen aufgestellt haben. Ein weiterer,
wichtiger Mangel besteht jedoch darin, daB sowohl das PascALsche Dreieck
wie auch das Bildungsgesetz der Exponenten durch (,,unvollstindige*) In-
duktion gewonnen wurden. Beide Mingel sollen jetzt behoben werden.

3 BLAIsE PASCAL (1623 bis 1662), Osi iker und Phi
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Zunichst bendtigt man eine Darstellung der Koeffizienten, der sogenannten
Binomialkoeffizienten, die nur von dem Exponenten #» und der Stelle p ab-
hingt, an der der betreffende Koeffizient steht; dabei gilt ne N, pe N, und
der Koeffizient von a" habe die ,,Stelle 0%, also 0 < p < n. Der Koeffizient,
der bei (¢ + b)" an der Stelle p steht (also der Koeffizient des (p + 1)-ten

Gliedes der Entwicklung), wird mit (;), gelesen: ,,n iiber p*, bezeichnet; so ist

en s 510

a) Driicken Sie mit Hilfe des Symbols ( ") die »»Symmetrie* innerhalb einer Zeile

des PAscALschen Dreiecks (d. h. bei gleichem n) aus!

b) Driicken Sie das Verfahren der Koeffizientenbestimmung (Addition der beiden
benachbarten Koeffizienten aus der dariiberstehenden Zeile) durch eine
Gleichung zwischen drei Binomialkoeffizienten aus!

Betrachten wir speziell (a + 5)®, so ergibt sich

=015 =05t G015 (-

Diese Koeffizienten lassen sich auch folgendermaBen schreiben:
6! 6! | 6! 6!

=" 6= 15=—: 20=—0_

0le6!’ 115’ 2141 313"
F’ DEFINITION:

n n!
(p)zm nEN,pEN,p=<n

@ Uberpriifen Sie auch fiir n = 2, 3,4, 5, ob die Definition A 14 die Koeffizienten
aus dem PASCALschen Dreieck liefert !

Fiir die so erklirten Binomialkoeffizienten gelten auch die in Ubung A 26
erkannten wichtigen Beziehungen:

o) (:>=(..f,,) und (2) (;)+(p:1)=(::) fie n>p

Beweis fiir (2):

n n n! n!
e TPt GEDm- i) MachDef A4

n! n!
TPe-pe—p-DI T GFDa=p =D
(nach Def. A 12)

_ (p+ Dn!+ (n—pn!
S+ DI =P —p— DI
_(p+1+n—-pn!

T+ DI =)

_ (n+1)!
VESICES - (p+ 1)

(nach Def. A 12)

(nach Def. A 12)
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(:) i (p :— 1> ™ (: 1 ;) (nach Def. A 14)

Zeigen Sie, daf die Giiltigkeit der Beziehung (1) fir alle n, pe N mit p < n
sofort aus Definition A 14 folgt!
Aufgaben a 66 bis 76

15 Der binomische Satz

Die endgiiltige Bestéiitigung dafiir, daB die gemdB Definition A 14 erklirten
Zahlen (n auch wirklich die in der Entwicklung von (a + b)" an der Stelle p

stehenden Koeffizienten, also die Binomialkoeffizienten, sind, liefert freilich
erst der Beweis des sogenannten binomischen Satzes.

Binomischer Satz:
Fiir alle reellen a, b sowie fiir alle natiirlichen » gilt!

n n - BY n _— n
(a+ b) =(°)a +(l)a ‘b+<2)a b? + +<n_l)ab ‘+(n)b"

oder unter Ver dung des

(a+b)y = 2"1 (:) a"-rb?

=0
Beweis durch vollstindige Induktion ( /Lerneinheit A 8):
1. Induktionsanfang:
Wegen (a + b)° = (g) a°h° = 1 gilt der Satz fiir n = 0.

2. Induktionsschritt: Es wird gezeigt, daB fiir beliebiges natiirliches k aus der
Richtigkeit der Formel fiir n = k die Richtigkeit fiir n = k& + 1 folgt.
Induktionsvoraussetzung:

k
k—1 k
s+ (5]

k k k
k — k k-1 k-2p2
(a + b) —(O)a +(1)a b+(2)a b +...+(
Induktionsbehauptung:

(a+ b+t = (k-(i)— 1)41"“ + (k-l'— 1)a"b + o+ (k;: l)ab" +(I]: I i)b"“.

k
k—1

Beweis der Induktionsbehauptung:

Es ist (a + b)**' = (a + b) (a + b)*. Deshalb multiplizieren wir in der In-
duktionsvoraussetzung auf beiden Seiten mit (a + b). Dabei ordnen wir die
Glieder so an, daB3 die durch Multiplikation mit @ entstandenen vorangehen
und gleiche a'b’ untereinanderstehen:

(3 B+om (I(;) R (ll\) @bt sk (kI: 1)“217"_! + (:) ab*

% (é’)akb i (T)ak—lbz T (kli l)abk + (ll:)bm’

1 Hier bedeutet a® — 5% = 1 auch fir den Fall, daB a = 0 oder b = 0 ist. Diese Festsetzung gilt jedoch nicht
allgemein.
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[=]

Die Induktionsbehauptung ergibt sich daraus durch fortgesetztes Anwenden der

. k k \_(k+1 e, i k\ _(k+1
Beziehung (p) + (p 3 l) = (p + 1) und Beriicksichtigung von (0) = ( 0 )

und(k)— (k+ 1)
kK \k+1/)
Also gilt der Satz fiir alle natiirlichen 7.

Formulieren Sie den Beweis unter stindiger Benutzung des Summenzeichens!

Stellt man die Binomialkoeffizienten (;) fiir (a + b)® graphisch dar, wobei auf
der Abszissenachse p aufgetragen wird, so ergibt sich das Bild A 4.

A4

Stellen Sie entsprechend die Binomialkoeffizienten fiir (a + b)°, (a + b)'° und
(a + b)** dar! Nehmen Sie Stellung zum Verbinden der erhaltenen Punkte in der
graphischen Darstellung !

Es ist 3,977 auf drei geltende Dezimalstellen genau zu berechnen. Das kann
mittels des binomischen Satzes nach 3,977 = (4 — 0,03)” geschehen. Zweck-
miBigerweise werden die einzelnen Glieder der Entwicklung zunichst auf
fiinf Dezimalstellen genau berechnet, um das Endergebnis auch in dem Fall
auf drei Dezimalstellen genau runden zu kénnen, in dem sich in der vierten
Dezimalstelle eine 5 ergeben wiirde.
‘Wie es beim Arbeiten mit Ndherungswerten iiblich ist, wird statt ~ das Gleich-
heitszeichen verwandt, sobald die Abweichung unter der geforderten Genauig-
keit liegt.
3,977 = (4 — 0,03)7

. 7 4 7 6. 7 5. 2 7 4 . 3

= (0)4 (1)4 0,03 + (2>4 0,03 (3)4 0,03
74
6

7

7 3. 4 7 2 o > % 6 __ 7
+(4)4 0,03 (5)4 0,03 +()4 0,03 (7)0,03
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= 16384 — 7-4096 - 0,03 + 21 - 1024 - 0,0009
— 35-256-0,000027 + 35 - 64 - 0,00000081
— 21-16-0,0000000243
Offensichtlich ist es iiberfliissig, weitere Glieder zu berechnen, da sie keinen
Beitrag mehr zur fiinften Dezimalstelle liefern.
3,977 = 16384 + 1024 - 0,0189 + 64 - 0,000028 53
— (4096 - 0,21 + 256 - 0,000945 + 16 - 0,0000005103)
= 16403,35541 — 860,40193
= 15542,953
Man beachte: Falls 3,97 selbst als Naherungswert mit drei geltenden Ziffern

anzusehen ist (beispielsweise auf Grund einer Messung), sind fiir 3,977 auch
nur drei Ziffern zuverlissig, also 3,977 = 1,55 - 10°.

Aufgaben a 77 bis 86

Elementare Folgen

16 Der Begriff ,,Zahlenfolge*

Eine zentrale Stellung in der gesamten Mathematik nehmen die Funktionen
ein. Sie treten immer dann auf, wenn zwischen verschiedenen Objekten (z. B.
in Wissenschaft und Technik) eine eindeutige Zuordnung besteht oder her-
gestellt wird.

Eine Funktion ist eine Menge geordneter Paare [x; y], die man erhilt, wenn
jedem Element x einer Menge X genau ein Element y einer Menge Y zuge-
ordnet wird.

Die Menge X heifit Definitionsbereich der Funktion f. Alle Elemente von Y,
die in den Paaren [x; y] auftreten, bilden den Wertevorrat von f.

Bei welchen der folgenden Mengen geordneter Paare handelt es sich um Funk-
tionen? Bestimmen Sie bei diesen Definitionsbereich und Wertevorrat!

a) Menge aller [x; y] mit xe N, ye Nund x + y = 6,

b) Menge aller [x; y] mit xe Nund y = 7x + 3,

¢) Menge aller [x; yJmitxeN,0 < x <10,yeNund y > x,
d) Menge aller [x; y] mit xe G und y = x?,

e) Menge aller [x; y] mit x e G und x = y?,

—

f) Menge aller [x; y] mit xe Rund y = =
g) Menge aller [x; y] mit xe Pund y = 35 = %2,
h) Menge aller [x; yJmitxeP,yeGundx — 1 <y < x.

Eine Teilmenge aller Funktionen sind die Folgen.

DEFINITION: Eine Folge ist eine Funktion [k; f( k)], deren Definitionsbereich eine Menge na-
tiirlicher Zahlen ist. Die Elemente f(k) des Wertevorrats heiBen Glieder der Folge, und statt
f(k) schreibt man a, . Die ganze Folge wird hiufig durch (a,) symbolisiert.
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Je nachdem, ob der Definitionsbereich unendlich viele oder nur endlich viele
natiirliche Zahlen enthilt, spricht man von einer unendlichen oder endlichen
Folge. Sind auch die Elemente des Wertebereichs Zahlen, so handelt es sich um
eine Zahlenfolge.
a) Die Funktion a) in Ubung A 31 ist eine endliche Zahlenfolge:
ap=6;a, =5 a,=4;a3=3;a,=2;as=1;a,=0
(@) =(6—k), k=0;1;2;...;6
b) Die Funktion b) in Ubung A 31 ist eine (unendliche) Zahlenfolge:
ay=3;a, =10;a, = 17;...;a, = Tk + 3; ...
Sie kann auch in der Form
(ay) = (Tk + 3), ke N geschrieben werden.

Schreiben Sie entsprechend die Zahlenfolgen, die aus den Funktionen der Bei-
spiele c) bis h) in Ubung A 31 entstehen, wenn man den Definitionsbereich auf
natiirliche Zahlen einschrénkt!

Die Vorschrift, nach der zu jedem Wert der unabhingigen Variablen x aus
dem Definitionsbereich der zugehdrige Wert y der abhingigen Variablen fest-
gelegt ist, wird bei Funktionen hdufig in Form einer Gleichung y = f(x) ge-
geben. Bei Zahlenfolgen spricht man hier auch von einer expliziten Bildungs-
vorschrift; in ihr wird durch eine Gleichung angegeben, wie man das Glied gy,
hiufig als allgemeines Glied bezeichnet, aus der natiirlichen Zahl k erhilt.

a) Die Folge
0;1;4:9;16;...5k%; .
kann durch die explizite Bildungsvorschrift
(1) (@) mitag, = k*und ke N
charakterisiert werden. Dies geschieht hiufig auch in der Form
(2) (a) = (k*) mit k natiirlich.
b) Die Folge
2; —10;17; ...; (= D¥Tk + 3); ...
kann geschrieben werden als
(a) mit gy = (—1)"(7k + 3) und ke N
oder
(@) = (=D¥7k + 3)), keN (. Beispiel A 16 b).
Da es bei der Betrachtung von Zahlenfolgen vor allem auf die Glieder und

deren Aufeinanderfolge ankommt, ist die Wahl des Definitionsbereiches in
gewissem Sinne eine Frage der ZweckmiBigkeit. So meint man hiufig,

3) (@) =(k—=1)*) mit k>0

stelle dieselbe Folge dar wie (1) und (2) im Beispiel A 17a, obwohl die ent-
sprechenden Paarmengen nicht identisch sind. Die eine enthilt z. B. [2;4],
die andere [2; 1], und zwischen ihnen besteht, strenggenommen, derselbe Unter-
schied wie zwischen den Funktionen y = x> und y = (x — 1)2.

Wo keine Irrtiimer mdglich sind, werden Angaben wie ,,k € N** oder ,,k > 0
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meist weggelassen. Bei endlichen (n-gliedrigen) Folgen tritt an ihre Stelle eine
Angabe wie .k = 1;2;...;n*. Meist wird als Definitionsbereich die Menge
der natiirlichen Zahlen ohne die Null gewdhlt; dann hat das erste Glied die
Bezeichnung ;. Auch im folgenden soll i. a. so verfahren werden; auf einen
Beginn mit @, wird durch den ausdriicklichen Zusatz k = 0 oder k € N hin-
gewiesen.

Statt k werden als ,,Jaufender Index‘ hiufig auch andere Buchstaben, besonders
n, verwandt. Ebenso benutzt man auch statt a andere Buchstaben, insbesondere
dann, wenn man mehrere Folgen (), (by), ... untersucht.

Die explizite Bildungsvorschrift mittels eines allgemeinen Gliedes legt eine
Folge eindeutig fest. Bei endlichen Folgen kann man auf sie verzichten, wenn
man simtliche Glieder angibt. Bei unendlichen Folgen hingegen ist die Angabe
des allgemeinen Gliedes — mit Formeln oder auch in Worten — unbedingt
notwendig, denn endlich viele Glieder kénnen stets auf unendliche viele
Weisen zu einer unendlichen Folge erginzt werden. So ist beispielsweise die
Angabe (a;) = 1;2;3; ... eigentlich nicht ausreichend; denn alle Glieder
a, mit k > 3 sind unbekannt. Wie man auch die Folge fortsetzt, stets gibt es
ein Polynom! in k als Bildungsgesetz, dessen Ermittlung allerdings in der
Schule nicht behandelt wird. Ist mit (@) = 1;2;3; ... die Folge der natiir-
lichen Zahlen k > 0 gemeint, so muB die Angabe

(@) =1;2;3; .5 k; ... oder (a) mit a, = k oder (a) = (k)
lauten. Als Beispiel fiir die unendlich vielen anderen Folgen mit dem Anfangs-
stiick 1; 2; 3 sei hier nur die Folge
(ay) = (k> — 6k? + 12k — 6)
genannt.
a) Bestdtigen Sie, daf3 1; 2; 3 die Glieder a,; a,; ay der Folge
(@) = (k* — 6k* + 12k — 6) = (k=2 +2)
sind, und ermitteln Sie auch die Glieder a, und as!

b) Erliutern Sie, warum aus der Tatsache, daf8 zu Jjeder vorgegebenen endlichen
Folge ein Polynom als Bildungsgesetz existiert, folgt, daf es sogar unendlich
viele verschiedene solcher Bildungsvorschriften gibt!

Es ist also eigentlich unzulissig, die (eindeutige) Fortsetzung einer Folge zu
verlangen, von der endlich viele Glieder gegeben sind, bzw. die Aufstellung der
expliziten Bildungsvorschrift zu fordern, weil diese nicht eindeutig bestimmt
ist. Wenn trotzdem bei Ubungen und in Aufgaben zu Ubungszwecken eine
solche Forderung erhoben wird, muf man sich dieser Sachlage stets bewuft
sein. Es handelt sich dabei um Folgen, bei denen eine relativ ,einfache* Bil-
dungsvorschrift leicht durch Probieren zu finden ist.

Versuchen Sie, fiir die nachstehenden Zahlenfolgen eine explizite Bildungs-
vorschrift zu ermitteln, und berechnen Sie demgemap die jeweils folgenden Sfinf
Glieder!

A 0; =25 —4; —65 ... c) I;
b) —7; =35 1;5; ... d) 0;

n
1 ggxn a4 agxn=t 4 o+ apyx + an = X aixnl mit reellen @ (und gy 0) heiBt ,,Polynom
(n-ten Grades) in x*'. i=0
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e) I1;2;4;8;16;5 ... k) 1,15 0,9; 1,015 0,99; 1,001; ...

l.o1.1 . 1 > =
) 1;7;?;1_6;5; e )] \/2; 25 2\/2; e
) J PONL S O R
Ot T T E

o 55 ;L1.4.9 16 25

k) —3;65 —9; 12; —15; 18; ... n) 0’2’6’7’%’70""
o190 18
i) 1,7,'27;---
17

Neben der Festlegung einer Folge durch eine explizite Bildungsvorschrift
gibt es auch die Mdoglichkeit einer rekursiven Bildungsvorschrift, also der
induktiven Definition der Funktion f in g, = f(k) (vgl. Lerneinheit A 11).
Hier muB auBer dem Anfangsglied a, angegeben werden, wie man jedes Glied
a4y aus seinem Vorginger a, (bzw. anderen vorangehenden Gliedern) erhilt.
a) Die rekursive Bildungsvorschrift

a =3 aqy=a+k

liefert die Folge

354;56;9513; 185 .0
b) Die Folge g, = 1;2;3;...(/Seite 29) hitte auch fortgesetzt werden

konnen zu

a,=1;2;3;5;8;13; ...

mit der rekursiven Bildungsvorschrift

ay =158, = 25 342 = G4y + a.
Der Nachweis, daB eine rekursive und eine explizite Bildungsvorschrift die

gleiche Zahlenfolge darstellen, 1Bt sich mittels vollstindiger Induktion
fiihren.

Die rekursive Bildungsvorschrift
ay =2;a,, =a, + (2k + 1)

und die explizite Bildungsvorschrift
(b) = (* + 1)

liefern die gleiche Zahlenfolge, beginnend mit
25 55105 175 e

Beweis durch vollstindige Induktion:

1. Induktionsanfang :

by=12+1=2=a,
2. Induktionsschritt:
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Induktionsvoraussetzung: b, = k* + 1 = a;
Induktionsbehauptung: b, ., = (k + 1)> + 1 = a4

R Tndnktiancheh

is der H
b=k +1)2+1=k+2k+2=GK(+1)+ @2k +1)=a
Beide Bildungsvorschriften stellen also dieselbe Folge dar.

Geben Sie eine rekursive Bildungsvorschrift fiir die Folge e) in Ubung A 34 an! Be-
weisen Sie mittels vollstindiger Induktion, daf diese rekursive Bildungsvorschrift
gleichwertig mit der von Ihnen in Ubung A 34 angegebenen expliziten ist!

Aufgaben a 87 bis 96

18 Monotonie, Schranken und Grenzen von Folgen

Untersuchen Sie die Funktionen aus Ubung A 31 auf Monotonie, und geben Sie
gegebenenfalls M ieintervalle an!

Da Folgen spezielle Funktionen sind, lassen sich auch die Eigenschaften von
Funktionen speziell fiir Folgen aussprechen.

DEFINITION:

| wachsend
| fallend

ay < @y

Eine Z folge (a;) heiBt & Sillice

} =py Fiir jedes k gilt {

Neben dieser, mitunter auch als ,,streng* bezeichneten, Monotonie wird auch
von einer ,Monotonie im weiteren Sinn“ gesprochen, wenn a, < @y, ab-
geschwiicht ist zu @ < @iy bZW. Gk > Gy ZU 4 > ay,, fur alle k.

Eine Zahlenfolge (a,) mit @, = ay, fiir alle k bezeichnet man als konstante
Zahlenfolge. Sie 1Bt sich auch in der Form (a;) = (¢) (mit reellem ¢) angeben
und ist im weiteren Sinne monoton, und zwar sowohl wachsend als auch
fallend.

Zur Untersuchung von () auf Monotonie betrachten wir jeweils die Differenz
Agy1 — G-

a) Die Folge (a,) mit @; = 3 und a4y = %ak fdllt monoton:
1 1
Gay = G = 5 @k — G = = 74 < 0,

denn alle Folgenglieder @, sind als Produkt positiver Zahlen selbst positiv.
@y, — @ < 0 ist aber gleichbedeutend mit a;, > @y .
Damit ist (a,) natiirlich erst recht monoton fallend im weiteren Sinn.

b) Die Folge (k® — 3k> + 2k) ist im weiteren Sinne monoton wachsend.
Zum Beweis ist zu untersuchen, ob fiir jedes k gilt a; < @4y, d. h.
@,y — a; = 0. Das ist aber der Fall:

G = (k+ 1% =3k + 12 + 2k + 1) = k* — k
a = k3 — 3k* + 2k
Gesr — @ = 3k — 3k = 3k(k — 1)
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Fiir k = 0 und k = 1 ergibt sich a;,, — a, = 0; fiir k > 1 ist Ay — @
als Produkt positiver Zahlen selbst positiv. Also gilt a;,, — a, = 0 fiir jedes k.

¢) Die Folge ((—1)“ %) ist nicht monoton im weiteren Sinn und damit erst
recht nicht (streng) monoton:

Fiir jedes gerade k gilt ¢, > 0 > a4,
fiir jedes ungerade & gilt @, < 0 < ay,,.

Untersuchen Sie die Folgen aus Ubung A 34 auf Monotonie!

So, wie Funktionen oftmals nur in gewissen Intervallen ihres Definitions-
bereiches das gleiche Monotonieverhalten zeigen, so konnen Folgen erst von
einer gewissen Stelle ab monoton wachsen bzw. fallen.

a) Die Folge (k® — 3k* + 2k) (Beispiel A 20) ist von der Stelle k = 2 ab
monoton wachsend.

b) Die Folge (9% — k?) ist fiir k = 5 monoton fallend.
Denn es gilt:
Gy — @y =9k + 1) — (k + 1)> — (% — k?)
=(—k*+ 7k + 8) — (% — k?) =8 — 2k

Damit ist @y, — a; < 0 genau dann, wenn 2k > 8 ist, also fiir alle k > 5.
Zum gleichen Ergebnis kommt man durch folgende Uberlegung:

Die Funktion y = 9x — x? hat als Bild eine nach unten gedffnete Parabel
mit dem Scheitelpunkt S (4,5;20,25). Sie ist im Intervall 4,5 < x < o
monoton fallend, also ist auch die Folge (9 — k2) monoton fallend fiir
k = 5.

19

In den Lerneinheiten A 3 und A 4 wurde iiber Schranken und Grenzen von
Mengen gesprochen. Da die Glieder einer Zahlenfolge eine Menge bilden,
lassen sich diese beiden Begriffe auch auf Zahlenfolgen anwenden, und statt
von ,,Schranken fiir die Glieder einer Folge* spricht man kurz von ,,Schranken
fiir eine Folge*:.

untere Schranke
obere Schranke

a

DEFINITION: S heiBit { a
o

einer Folge (a,) =p, Fiir jedes k gilt {g §

Hat eine Folge eine unter (obere) Schranke, so heiBit sic nach unten (oben)
beschriinkt. Man nennt eine Folge beschriinkt (unbeschrinkt), wenn sie nach
beiden Seiten (keiner Seite) beschrinkt ist.

tere G 3
DEFINITION: G heift {:Zei';e(;,:’;',’;e} einer Folge ()
grapte aller unteren |

kleinste aller oberen | Schranken von (ay).

=p¢ G ist die {
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Jede (auch im weiteren Sinn) monoton wachsende Folge ist nach unten be-
schrinkt. Kein Glied ist kleiner als das erste, das somit untere Grenze ist.
Entsprechendes gilt fiir die obere Grenze monoton fallender Folgen.
Interessanter ist die Frage nach oberen Schranken und oberer Grenze monoton
wachsender Folgen, bzw. nach unteren Schranken und unterer Grenze monoton
fallender Folgen.

Die Folge (%) ist auf Monotonie, Beschrinktheit und Grenzen zu untersuchen.

Die Folge fillt monoton, denn es gilt

w1 _k=G+D _ 1o
U= =TT T T R+ D kKE+D

fiir alle £ > 0.

Damit ist die Folge nach oben beschriankt, und a, = 1 ist obere Grenze.

Da die Glieder alle positiv sind, ist (¢;) auch nach unten beschriankt, und zwar
sind alle negativen Zahlen und 0 untere Schranken.

Wir zeigen jetzt durch einen indirekten Beweis, daBB 0 die groBte aller unteren
Schranken, also untere Grenze ist. Dazu ist nachzuweisen, daB jede noch so
kleine positive Zahl ¢ keine untere Schranke ist.

Angenommen, es gibe eine Zahl ¢ > 0, die untere Schranke ist. Nach den
Uberlegungen von Lerneinheit A 5 (/ Beispiel A 4 und Ubung A 7) kénnen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, das & rational ist, also

e=L (pgeN;p+ 09+ 0).
Demnach wire %— & % fiir jedes k.

Firk =q + lergibtsichaber%;%> q-:-l =%.
Fiir k = g + 1 (und wegen der Monotonie von (g,) fiir alle gréBeren k) gilt

also @, = Ilc_ < % = ¢, d. h. die Annahme, ¢ > 0 wire untere Schranke, muB3

fallengelassen werden. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Die Elemente der in den Lerneinheiten A 3 und A 4 untersuchten Mengen M,
und M, sind die Glieder der Folgen (" 2 1 ) bzw. (” : l) (1 + ) In

Beispiel A 3 wurden die Grenzen von M; und M, angegeben; auf einen Be-
weis wurde dort verzichtet.
Jetzt soll nachgewiesen werden, daB die Folge (a,) = (

) die untere Grenze
1+ 1

% und die obere Grenze 1 hat.

a)a; = % ist das kleinste Glied von (a,) und damit untere Grenze. Diese Aus-

sage beweisen wir, indem wir zeigen, daf3
liefert, je groBer n ist:

n n+m
<

n+1 n+m+1

Beweis: n(n + m + 1) = n*> + nm + n
m+Dm+m=n>+nmm+n+m

1 eine um so groBere Zahl

Behauptung : fiir alle natiirlichen Zahlen n# 0, m 0
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Alsoist n(n + m + 1) < (n + 1) (n + m) und damit

n n+m
® n+1 n+m+1
b) Obere Grenze von (a,) ist 1. Die Schrankeneigenschaft von 1 ergibt sich aus

n < n + 1 und damit 2

= a, < 1 fiir alle n. Es bleibt nur noch nach-
n+1

zuweisen, da8 jede Zahl G’ < 1 keine obere Schranke von (a,) ist. Bei der
Beweisfiihrung kdnnen wir — wie in Beispiel A 22 — G’ als rational voraus-
setzen.

Behauptung: Zu beliebigem rationalem G’ < 1 gibt es ein Glied a,, von
(a,) mit a,, > G'.

Beweis: G = %;p eine ganze Zahl,0 < geN,p < gq
p < q ist gleichbedeutend mitp < g — 1

p e, B o (=71 q
AlsoG'==-<*"——<
q q q+1

= a, € (a,)

[wegen (1) in a].

Mit a, haben wir also ein solches Glied, das G’ iibertrifft, ge-
funden.

a) Beweisen Sie entsprechend, daf8
Grenze 2 hat!

b) Benutzen Sie die Ergebnisse von Beispiel A 22 und Ubung 38a, um fiir die

Folgen
((— I+t ) und (n 2-: ! ) die Grenzen anzugeben!

Als spezielle Funktionen kdnnen Zahlenfolgen auch graphisch dargestellt

werden. Da der Definitionsbereich eine Teilmenge von N ist, ergeben sich als
Funktionsbilder Mengen isolierter Punkte. (Man vergleiche die Darstellung

der endlichen Folge (a,) mit a, = (187) im Bild A 4 der Lerneinheit A 15!)

(" il ) die untere Grenze 1 und die obere

n+1

Stellen Sie Folgen aus Ubung A 34 in Achsenkreuzen mit geeignet gewdhlten
Einheiten graphisch dar! (Dabei kann gegebenenfalls fiir mehrere Folgen das
gleiche Achsenkreuz benutzt werden.)
Wie duflert sich die ein- oder beidseitige Beschrinktheit einer Folge in der
graphischen Darstellung?

Aufgaben A 97 bis 103

20 Arithmetische und geometrische Folgen

Unter den monotonen Folgen, die nur nach einer Seite beschrinkt sind, sind
besonders einfach diejenigen, bei denen sich alle Glieder von ihren unmittel-
baren Vorgingern um ein und dieselbe Zahl, die Differenz d, unterscheiden.
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DEFINITION: Eine Folge (a,) heiBt arithmetische Folge genau dann, wenn es eine feste (d. h.
von k unabhiingige) Zahl d gibt, so daB fiir jedes k gilt: a,,, = a; + d.

Jede Einmaleinsfolge, jede konstante Folge und die Folge der natiirlichen
Zahlen selbst sind solche Folgen.

a) Stellen Sie fest, welche der Folgen in Ubung A 34 arithmetische Folgen
sind!

b) Begriinden Sie den Namen ,.arithmetische Folge* mit Hilfe des Begriffs
,.arithmetisches Mittel*!

Obwohl die Definition A 20 eine Rekursionsgleichung enthilt, braucht man
bei arithmetischen Folgen zur Bestimmung von @, nicht @, zu kennen.

Arithmetische Folgen sind Folgen (a,) mit a, = a; + (k — 1)d

a) Beweisen Sie, daf diese Erklidrung die gleichen Folgen erfafit wie die Defi-
nition A 20!

b) Wie indert sich die Beziehung a, = a, + (k — 1) d, wenn das erste Glied mit
a, bezeichnet wird?

Eine arithmetische Folge: ist demnach eindeutig festgelegt durch eines ihrer
Paare [m; a,,] und die Differenz d oder durch zwei ihrer Paare [m; a,] und
[n; a,), (m = n).

Von dhnlicher Einfachheit sind die geometrischen Folgen. Bei ihnen ist der
Quotient ¢ zweier aufeinanderfolgender Glieder stets der gleiche.

DEFINITION: Eine Folge (a;) heiBit geometrische Folge genau dann, wenn es eine feste Zahl
g =+ 0 gibt, so daB fiir alle & gilt: a,,, = a; - ¢ (a; 5= 0).

a) Geben Sie die geometrischen Folgen aus Ubung A 34 an!
b) Begriinden Sie den Namen ,.geometrische Folge* mit Hilfe des Begriffs
,.geometrisches Mittel**!

Geometrische Folgen sind Folgen (a;) mit a, = a; - ¢** (a; == 054 == 0)
a) Beweisen Sie, daf diese Erklirung mit der Definition A 22 gleichwertig
ist!

b) Wie dindert sich die Beziehung a, = a, - g*=*, wenn das erste Glied der Folge
mit a, bezeichnet wird?

Wiihrend bei arithmetischen Folgen die Frage nach Monotonie und Beschrankt-
heit relativ uninteressant ist, trifft das fiir geometrische Folgen nicht zu. Sie
konnen, je nachdem welche Werte @, und ¢ haben, recht unterschiedliches
Verhalten zeigen.

In der Folge (2¢-1) = {1;2;4;8;16;32; ...} (e aus Ubung A 34) ist a, = 1
und ¢ = 2. Sie wiichst monoton und ist nach oben unbeschrinkt.

SATZ: Eine geometrische Folge (a,) mit @, > Ound g > 1 wiichst monoton und ist nach oben
unbeschriinkt.

Beweis:

a)Wegeng > listay = @, "1 < @ = Gyq-
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b) Angenommen, die Folge hat eine obere Schranke S, d. h., es gelte
a, = a,-g~' < S fiir alle k.
Dann miiBte auch geltenlg a, + (k — 1)lgg < lg S und wegenlg g > 0
k< IgS —l1ga, + lgq
lggq

Das bedeutet aber, daB die Folge (k) der natiirlichen Zahlen =0 beschrinkt
sein miifite; die Annahme ist also falsch.

SATZ: Eine geometrische Folge (a;) mit @; > 0 und 0 < g < 1 fillt monoton und hat 0 als
untere Grenze.

Beweis:

a)Wegen0 <g<listag, =a,°1>a, q=a,,,.

b) 0 ist untere Schranke, da alle g, positiv sind als Produkte positiver Zahlen.
Angenommen, es gibe eine untere Schranke ¢ > 0, also
0<¢=a=a, ¢! fir alle .
Dann miiite auch gelten Ige —Iga, < (k—1)lgg und damit
W>kwegen lgg < 0.
Das ist aber ebenfalls ein Widerspruch zur Unbeschrinktheit der Folge (k)
der von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen.

Durchdenken Sie das Verhalten geometrischer Folgen fiir die anderen sechs
Fille, die sich durch Kombination der Moglichkeiten a; > 0,a, <0, ¢ < —1,
—-1<¢g<0,0<qg<1undq>1ergeben!

Aufgaben a 104 bis 109

21 Partialsummen

In den Lerneinheiten A 7 bis A 9 waren hiufig Summen zu bestimmen, so im
Beispiel A 7

1+3+5+...+(2n_1)=2(2k—1).
k=1

In allen derartigen Fillen kann man die Summanden auch als die Glieder
a,, a,, ..., a, einer n-gliedrigen Folge auffassen.

Mitunter nennt man eine solche endliche Folge auch einen Abschnitt der
(unendlichen) Folge (a,) (k € N; k > 0). Die Summe selbst heiBt eine Partial-
summe' dieser Folge (a;).

n
DEFINITION: s, = @, + a; + -+ + @, = X @ heibt n-te Partialsumme der Folge (ay);
sie hat » Summanden (Glieder). k=

Die Partialsumme s,, der Folge (2*~!) ist zu berechnen. Nach Ubung A 17 ist
11
si= Y 21 =21 — 1 = 2047

k=1

1 pars (lat.), - Teil

36



22

Fiir gewisse Folgen, u. a. fiir alle arithmetischen und geometrischen Folgen,
lassen sich allgemeine Formeln fiir die Partialsummen angeben.
Schreibt man z. B. die Partialsumme s5 einer arithmetischen Folge in der Form

ss = a, + (ay +d) +(ay + 2d) + (a, +3d) + (a, + 4d),
so 1Bt diese sich umformen zu
ss = S5a; + (1 + 2+ 3 + 4)d = 5a, + 10d.

n—1
Daraus l4Bt sich verallgemeinern zu s, = n - a; + ( > k) -d
k=1

SATZ.: Fiir jede arithmetische Folge (a;) = (a; + (k — 1)d) gilt

(n—l)nd i

1) s,,:kéla,,zn'a,—k )

Beweis:

-1
Induktionsanfang: s, = 1-a, + 0—2—d =a

Induktionsvoraussetzung: s, = ka, + i—# d
Induktionsbehauptung: sp.; = (kK + 1) a, + L;I) d
Beweis der Induktionsbehauptung:
Ske1 = Sk + Gyr = kay +(L_21ld+ a, + kd
ok + Doy + K= DEF2K l)2k+2kd
=+ Doy + HEXD Da

Wir nutzen a, = a, + (n — 1)d aus und formen um zu

(12) |5 =@ +a)

a) Fiihren Sie diese Umformung aus!

b) Der neunjiihrige GAuss' soll die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis 100
durch das Produkt 50 - 101 ermittelt haben. Welcher der beiden Formeln ent-
spricht sein Vorgehen?

¢) Wie dndern sich die beiden Darstellungen von s,, wenn das erste Glied der Folge
mit a, bezeichnet wird, s, also n + 1 Summanden hat?

1 CarL FrIEDRICH GAUSS, 1777 bis 1855
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Fiir die Summe s einer geometrischen Folge kann man analog vorgehen:
Ss =a; + a;q + a,q* + a,¢° + a,q*
9° =1
qg—1
[nach Beispiel A 13 fira =g; n=5; b = 1 gilt:
@ -D:@-D=¢"+¢+¢*+q+1]
Allerdings muB hier ¢ = 1 vorausgesetzt werden; doch ist der Fall q = 1 ohne-
hin uninteressant; fiir ihn ist 55 = 5a,. Daraus liBt sich verallgemeinern:

=a(l+g+¢+¢+q9)=a

SATZ: Fiir jede geometrische Folge (a,) = (a,4*~") mit g = 1 gilt
n 7 —1 1—¢

@ :"=kgxak=al q—1 =aqu

a) Beweisen Sie diesen Sachverhalt durch vollstiindige Induktion!
b) Erliutern Sie, unter welchen Bedingungen man zweckmdpigerweise die erste
bzw. die zweite Form zur Berechnung benutzen wird!

a) Leiten Sie die Beziehung

a,'q—a,

@) |s="""5

aus der Beziehung (2) im Satz A 28 her!

b) Wie dndern sich die beiden Darstellungen von s,, wenn das erste Glied der Folge
mit ay bezeichnet wird?

Auch fiir andere als arithmetische und geometrische Folgen lassen sich zuweilen
Partialsummenformeln aufstellen.

Zu ermitteln ist eine Partialsummenformel fiir die Folge (@) der Quadratzahlen:
(@) = (k*), (k 2 0).

Betrachtet man die bisher auf Partialsummen untersuchten Folgen, so wird
deutlich: Ist die explizite Bildungsvorschrift von (@) linear in k, so ist die Dar-
stellung der Summe quadratisch in k (bzw. n). Dies gilt auch fiir die Beispiele
(und Aufgaben) in den Lerneinheiten A 7 bis A 9:

@ =® $u= 3 k= (% + n) ( Beispiel A 5)
k=0

@ =@k=1) 5,=3@k—1)=n® ( Beispicl A7)
k=1

n
Das legt fiir s, = ) k2 die Vermutung nahe, es handle sich um ein Polynom
k=0
dritten Grades in n. Deshalb setzen wir an:
Sy =an® + bn®> + cn + d.

Die Werte s, = 0;5, = 1;5, = 5;5; = 14 liefern ein System von vier linearen
Gleichungen in den Variablen a, b, c, d:

0= d
1= a+ b+ c+d
5= 8a+4b+2c+d
14=27a+9 + 3c+d
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Daraus kann man a, b, ¢, und d ermitteln. Formt man das so erhaltene Polynom
um, gewinnt unsere Vermutung die Form

2") k2 = 2” k2=in(n+1)(2n+l)
k=0 k=1 6

a) Zeigen Sie, daf die Losung des angegebenen Gleichungssystems auf den Term
%n (n+ 1) @n + 1) fihrt!
b) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, dafi dieser Term tatsdchlich die

Partialsummen s, der Folge (k*) darstellt, die Beziehung also allgemeingiiltig
ist!

Gewinnen Sie in analoger Weise die Partialsummenformel

n 2
z" k= ¥ k3 = <_n(r12;1)) fiir die Folge der Kubikzahlen!
k=0 k=1

n
Man vergleiche diese Summe mit 'y, k.
k=1
Aufgaben a 110 bis 120

23 Anwendungsbeispiele

Arithmetische und geometrische Folgen treten bei vielen Problemen in Natur-
wissenschaft, Technik und Wirtschaft auf. Bei ihrer Losung beachte man die
Wahl von k& = 0 oder k = 1 als Anfang je nach ZweckmaBigkeit.

220 m Papier (Stdrke 0,2 mm) werden auf eine Rolle mit dem Radius 7,5 cm
gewickelt.

a) Wieviel Lagen ergeben sich?
b) Welchen Durchmesser hat die Rolle zum Schluf3?

Lésungsiiberlegung :

Offenbar ergibt sich die Gesamtlinge von 220 m = 220000 mm als Summe der
Kreisumfinge «, in den einzelnen Lagen. Sie bilden wegen

Upyy = 27(r, + 0,2) = 22r, + 0,47 = w, + 0,47
eine arithmetische Folge (). Die Radien r, bilden ebenfalls eine arithmetische
Folge, deren n-tes Glied die Hilfte des endgiiltigen Durchmessers ist.

a) (u) b) ()
Gegeben: u; = 2775 Gegeben: r; = 75
d, = 0,4n d, =02
s, = 220000 n (nach Losung von a))
Gesucht: n Gesucht: 2r,
Losung:

n
-1
a) Auss, = ) U =n-u; +(L2l~d,,
=1

k
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ergibt sich durch Einsetzen eine quadratische Gleichung in n:
220000 == 7 - 1507 + n?- 0,27 — n - 0,27
mit der positiven Lésung n ~ 326.

b) Aus r, = r; + (n — 1)d, ergibt sich durch Einsetzen

2r326 = 2+ (75 + 325-0,2) = 280
Ergebnis:

Es ergeben sich also 326 Lagen, und die Rolle hat schlieBlich 28 cm Durch-
messer.

Uberlegen Sie, welche vereinfachende Annahme bei der Losung dieser Aufgabe
gemacht wurde !

24

Das Bild A 5 zeigt im Schnitt eine Rotationskapselpumpe. An den Saug-
stutzen S wird der Rezipient mit einem Volumen von 3000 cm? angeschlossen.
Durch den exzentrischen Vollzylinder Z kénnen je Drehung 200 cm3 Luft zum
Druckstutzen D beférdert werden.

a) Wie groB8 ist der Druck im Rezipienten nach 5 und nach 10 Umdrehungen,
wenn der urspriingliche Druck 1000 mb betrigt?

b) Wieviel Minuten muB die Pumpe bei 50 Umdrehungen je Minute laufen,
um einen Druck von 10-¢ mb zu erreichen?

Lésungsiiberlegung :
Nach dem Gesetz von BOYLE-MARIOTTE ist (unter der Annahme konstanter
Temperatur) das Produkt von Druck p und zugehdrigem Volumen ¥ konstant.

Demnach gilt fiir den Anfangsdruck p, und den Druck P nach der ersten Um-
drehung

AS
Py 3200 = p, - 3000
15
Py =po- 16
und allgemein p,,, = p, —1%
Demzufolge ergibt sich eine geometrische Folge (p,).
Gegeben: p, = 1000 Gesucht: a) ps; p,,
=}—2 b)t=—5%mitp,,=10‘5
Losung:
a) Aus p, = p, * ¢" ergibt sich durch Einsetzen
15\3 15\*°
7y = 1ooo-<ﬁ) Bl 1000~(1—6)
ps =124 Pio = 525
LS5

b) Aus p, = 1000 ( ) = 10-¢ ergibt sich durch Umformen

16
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R=i6—1gi5 — 21

t=W~64

Ergebnis:
Nach 5 Umdrehungen betridgt der Druck 724 mb, nach 10 Umdrehungen

525 mb, und die Pumpe muB 6,4 min laufen, damit im Rezipienten ein Druck
von 10-¢ mb herrscht.

Innerhalb einer Planperiode von 5 Jahren soll das jihrliche Milchaufkommen
von anfinglich 900 kg je ha landwirtschaftlicher Nutzfliche auf 1125 kg je ha LN
gesteigert werden.

Wie hoch ist das jihrliche Aufkommen im vierten Jahr, wenn eine gleichblei-
bende prozentuale Jahressteigerung angenommen wird?

Losungsiiberlegung :
Eine prozentuale Jahressteigerung um p%, bedeutet von Jahr zu Jahr einen Zu-

wachs von G auf G + G- 2 G(l +

100 Ist der Ausgangswert G,
so ergibt sich

o)

nach einem Jahr G, = G, (1 + %)
nach zweiJahren G, = G (1 + L) G (1 + L)z
S 100 ¢ 100/ *
nach drei Jahren G; = G, (1 + L) G (1 & L)3 e
: 100 P 100 &
allgemein nach n Jahren G, = G, (1 + 11(;0) :

Es handelt sich also um eine geometrische Folge (G,) mit dem Quotienten

‘1‘”100

Gegeben: G, 900 Gesucht: G4(= G, - ¢*)
Gs = 1125 (= Gogq°)

1
G Gs\5

5 R Iy R R 5

Lésung: Gs = Go* q°5 ¢ Go’q (Go)

4
5

G
4
Ig Gy =12 G, +§(lg Gs — 1g Gyo)
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1g G, =1g900 + %(lg 1125 — 1g 900)

n 1g Gy = 2,9542 + %(3,0512 — 2,9542)

= 2,9542 + 0,0776 = 3,0218
G, = 1051
Ergebnis:

Bei Annahme gleichbleibender prozentualer Jahressteigerung betrigt das jihr-
liche Milchaufkommen im vierten Jahr etwa 10501 je ha LN.
a) Ermitteln Sie den Prozentsatz p der jihrlichen Steigerung !

b) Wie groff ware bei weiterer gleichbleibender Steigerung das Milchaufkommen
nach 5 weiteren Jahren ?

Aufgaben a 121 bis 132
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B. Grenzwerte

Seite
44 Grenzwerte von Zahlenfolgen

Einleitende Beispiele - Konvergente Zahlenfolgen - Divergente Zahlenfolgen -
Sitze iiber konvergente Zahlenfolgen - Teilfolgen konvergenter Zahlenfolgen -
Konvergenzverhalten monotoner Folgen; geometrische Folgen . Reihen -
Geometrische Reihen - Periodische Dezimalbriiche als Reihen

63 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Grenzwerte von Funktionen - Grenzwertsitze fiir Funktionen . Stetige Funk-
tionen - Stetigkeit in einem Intervall - Sitze iiber stetige Funktionen

Michtige Kesselanlagen liefern den Dampf fiir die Turbinen der Wirmekraftwerke.
Bei der Projektierung miissen die erforderlichen Dampfmengen, ihre Temperatur
und ihr Druck in Rechnung gestellt werden. Fiir den Betriebsdruck ist eine obere
Grenze festgelegt, die nicht iiberschritten werden darf. Mit MeBgeriten wird, wie
hier im modernen Kraftwerk Vetschau, die Einhaltung der Kennziffern stindig
iiberpriift.
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Grenzwerte von Zahlenfolgen

1 Einleitende Beispiele

l_T_] Gegeben sei die Zahlenfolge (a,) mit a, = i ; ] (n > 0), also die Folge

3 T T
] 1
B1

(Bild B 1). Diese Folge wdchst monoton, d. h., fiir jede natiirliche Zahl n mit
n > 0ist a, < a,,, bzw.

B-{
B
B

B

n—1 n
LA WY
n n+ 1
Diese Ungleichung ist aber fiir » + 0 mit der Ungleichung

(n>0).

n*—1<n?

dquivalent. Da die letzte Ungleichung von jeder natiirlichen Zahl erfiillt wird,
gilt fiir jede natiirliche Zahl n mit n > 0

n—1 n
—<_,
n n+1

n—1

d. h., die Folge ( ) wachst monoton.

Die Folge (n -1 ) ist nach oben beschrdinkt, denn fiir jede natiirliche Zahl n
mit n > 0 gilt
et U B
n

Folglich ist 1 eine obere Schranke der Folge.
-1
Da die Folge ("

sich ihre Glieder mit wachsendem 7 ,,immer mehr*‘ der Zahl 1. Was meinen wir
aber mit dieser wenig prizisen Redeweise ,,die Glieder der Folge nihern sich
mit wachsendem » immer mehr der Zahl 1¢?

Das soll heilen: Wenn ¢ eine noch so kleine positive Zahl ist (also 1 — ¢ eine
Zahl, die nur wenig kleiner ist als 1), so gibt es doch stets ein Glied der Folge,
das grofer als 1 — ¢ ist. Da die Folge monoton wichst, sind auch alle folgenden
Glieder groBer als 1 — e. Alle diese Glieder liegen demnach innerhalb des
Intervalls (1 — &; 1).

Wir wollen zeigen, daf3 diese Eigenschaft fiir jede positive Zahl ¢ gilt, auch wenn
sie noch so klein ist.

) nach oben beschrinktistund monoton wichst, ,,nidhern*
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Wihlt mane = 11—0, so ist bereits das Glied a,, = %grél}er als 1 — 11—0 =

1
Folglich liegen alle Glieder a, der Zahlenfolge mit » > 10 innerhalb des Inter-

valls (0,9; 1. AuBerhalb liegen nur die Gliedera, =0, a, = %, Y —9—
(Bild B 1). 10
Ist e = 1(1)—0, so ist das kleinste Glied der Zahlenfolge, das groBer als
1 99 . . .
=100 = 100 ist, das Glied mit der Nummer 101.

_ 100 100 _ 99
(0 = Tor+ 701 > o0
des Intervalls (0,99; 1). Dann liegen aber nur endlich viele Glieder, ndmlich
100, auBerhalb des Intervalls (0,99; I).

Wir wihlen jetzt ¢ = =l und fragen, fiir welche » die Glieder a, der Zahlen-

). Alle Glieder a, mit n > 100 liegen innerhalb

500
folge innerhalb des Intervalls (1 - ;W; 1> liegen. Wir haben also festzu-
stellen, fiir welche n die Ungleichung
n—1 = 1
w500
gilt. Wegen L ; LN 1- —'11— ist diese Ungleichung dquivalent mit
1.1
n 500"

Diese Ungleichung gilt fiir alle # mit » > 500. Das heiBt: Alle Glieder a, der
Zahlenfolge mit » > 500 liegen innerhalb des Intervalls (1 - %)-; 1>. AuBer-
halb dieses Intervalls liegen nur wieder endlich viele Glieder, nimlich 500.
Unsere bisherigen Betrachtungen zeigen, da es fiir einige positive Zahlen &
jeweils eine natiirliche Zahl n, derart gibt, daB fiir alle folgenden natiirlichen
Zahlen die Glieder a, der Zahlenfolge innerhalb des Intervalls (1 —&;1)
liegen.

PO | ; _ _ 1
Fiir T ist n; = IO—I.
10
Fir ¢ = 1 ist ny = 100——1
ir & =455 1 1= ==
100
" 1 i _ 1
Fiir ¢ = 300 ist n, =500 = o
500

Wir wollen jetzt zeigen, daB diese Aussage fiir jedes positive & gilt, d. h., daB
es zu jedem positiven ¢ eine natiirliche Zahl n, derart gibt, daB fiir alle natiir-

lichen Zahlen n > n, die Glieder a, der gegebenen Folge (n =k ) innerhalb
des Intervalls (1 — &; 1) liegen. n
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Anmerkung: Wenn wir beweisen wollen, daB eine gewisse Aussage fiir jedes
positive ¢ zutrifft, miissen wir zeigen, daB diese Aussage fiir ein beliebiges
positives ¢ zutrifft.

Bei gegebenem & > 0 erhalten wir die gesuchte Zahl n, als die kleinste natiirliche

Zabhl, die gleich oder groBer als elist. Ist ndmlich & eine beliebige positive Zahl,

so liegen nur die Glieder a, der Zahlenfolge im Intervall (1 — &; 1), fiir die
die Ungleichung a,, > 1 — & bzw.
n—1
n

>1-—e¢

erfiillt ist. Diese Ungleichung ist aber mit den folgenden dquivalent:

l—L>l—s
n

1
Also gilt fiir alle n mit n > -

"_1>1—s.

Fiir jedes gegebene positive & gibt es also eine natiirliche Zahl n, (nimlich die
kleinste natiirliche Zahl, die gleich oder gréBer als —i— ist) derart, daB fiir alle

mit n > n, die Glieder a, der Zahlenfolge innerhalb des Intervalls (1 — ¢, 1)
liegen. Nur fiir endlich viele n (n < n,) liegen die Glieder a, auBerhalb des
Intervalls (1 — &; 1).

Anmerkung: Wenn eine gewisse Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen mit Aus-
nahme von endlich vielen gilt, so wollen wir sagen, daB die betreffende Aussage
fiir fast alle natiirlichen Zahlen gilt. Wenn eine gewisse Aussage iiber natiirliche
Zahlen nur fiir endlich viele natiirliche Zahlen nicht gilt, so gibt es unter diesen
endlich vielen Zahlen stets eine groBte Zahl n,, fiir die die betreffende Aussage
nicht gilt. Eine gegebene Aussage iiber natiirliche Zahlen gilt also fiir fast alle
natiirlichen Zahlen, wenn es eine natiirliche Zahl n, gibt, so daB die Aussage
fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n > n, gilt.

So gilt beispielsweise: Fast alle natiirlichen Zahlen sind groBer als 1025,
Somit kénnen wir das Ergebnis der Uberlegungen im Beispiel B 1 auch folgender-
maBen formulieren:

Nach Wahl einer beliebigen positiven Zahl ¢ gilt fiir fast alle natiirlichen Zahlen n

a,e(l —e;l).

Bestimmen Sie, fiir welche n die Glieder a, der Zahlenfolge

1 1
. . 7 !
des Intervalls a) (l ~ o 1>, b) (1 ST 1> liegen!

n—1
n

) innerhalb

Aus den Betrachtungen im Beispiel B 1 geht hervor, daB die Zahl 1 die kleinste

obere Schranke, also die obere Grenze der Folge (” ; 1 ) ist.
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Wir kénnen die auf Seite 32 gegebene Definition fiir die obere Grenze einer
Folge (Def. A 19) auch folgendermaBen formulieren:

G ist die obere Grenze von (@,) =p¢

1. Fiir alle n gilt: a, < G.
2. Fiir jede positive Zahl ¢ gibt es eine natiirliche Zahl » mit a, > G — e.

2

Gegeben ist die Zahlenfolg

3456 1 nxl
4’6’ 82100 12777 2n 77T
Zeigen Sie, daf diese Zahlenfolge monoton fillt!

1

il hat die obere Grenze 1 und die untere

Die Zah]enfolge (a,) mit a, = 2
Grenze = (7 Ubung A 38b, S. 34). Da fiir alle natiirlichen Zahlen n (n > 0)

i<n+l
2 2n

gilt, liegen alle Glieder a, der Zahlenfolge im Intervall (%, 1\
/

<1

Wir wihlen wieder eine beliebige positive Zahl & und zeigen, daB fiir fast alle n

gilt
el )
272
Fiir jede natiirliche Zahl n (n > 0) ist
1 < + 1
2 2n
Wir haben also nur noch festzustellen, fiir welche n die Ungleichung
n+1 1
-———2" < 7 + e

erfiillt ist. Diese Ungleichung ist aber mit den folgenden dquivalent
n+1<n+2en
1< 2en
monslk
2¢
Ist also ¢ eine beliebige positive Zahl, so liegen alle Folgenglieder a,, fiir die
n> 21_2 gilt, innerhalb des Intervalls <l, % + e) Das sind aber wiederum fast
alle Glieder der Zahlenfolge, da es nur endlich viele natiirliche Zahlen » mit

L,
&=
n< % gibt.
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B

Die Zahlenfolge

1 11 1 1 "
-1, 2T "5 e ey (=1 w
hat die untere Grenze —1 und die obere Grenze = (B]ld B2). Die Glieder der

Zahlenfolge nihern sich mit wachsendem » ,,von beiden Seiten* der Zahl 0.
Damit meinen wir, daB bei jedem & > 0 fiir fast alle # gilt a, e (—¢, ¢).

=d 1
7 8
L L Ll 1 Ll L L 1
T T T =0 T T T T
4 2 ol g 403 3
3 § 9 06 4 2
B2
Istz.B.e = %, so erkennt man, daf alle Folgenglieder auBer @; = —1 und
1. 11y
a = 5 im Intervall (— 35 7) liegen.
AuBerhalb des Intervalls (— Tlo—; %) z. B. liegen nur die Glieder a;, = —1
1
bis a,p = 10"

Ist nun ¢ eine beliebige positive Zahl, so muB fiir alle Glieder a,, die im Intervall
(—¢, €) liegen, gelten

—e < (—1)"% <& bzw. l(—])"%’ <e.

9 | ’
Nun ist [(— l)"l = i, und es gllt — < ¢ genaudann, wenn n > %wt Das

heiBt: Ist & eine belleblge positive Zahl so liegen alle Glieder a, mit n > l
(und das sind fast alle) im Intervall (—¢, ¢).

DEFINITION: Ist € eine positive reelle Zahl, so versteht man unter der e-Umgebung' einer

Zahl x; (geschrieben ,,U, (xo)*) das Intervall (xo — €, xq + €).

U (xo) ist also die Menge derjenigen Zahlen x, fiir die die Ungleichung
Xo—E<X<Xg+& bzw. |x —xo| <e

erfiillt ist (Bild B 3).

Fiir die in den Beispielen betrachteten Zahlen- Xo=€ Xy Xot€
folgen erhalten wir demnach: B3
Bei jedem positiven ¢ gilt fiir fast alle n
-1
bei der Zahlenfolge (a,) = ("T) a,e UL (1),
. n+ 1), 1
bei der Zahlenfolge (a,) = ( o ) a,e U, (E—),

1
bei der Zahlenfolge (a,) = ((— 1" 7): a,e U, (0).
1 An Stelle von ,,e-Umgebung* sagen wir oft kiirzer ,,Umgebung®.
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Anmerkung: Bei gegebenem & > 0 heiBt das Intervall (1 — &;1) eine links-
seitige Umgebung von 1 und das Intervall <%, % + s) eine rechtsseitige Um-

gebung von R

Aufgaben b 1 bis 3

3 Konvergente Zahlenfolgen

DEFINITIONEN:
Die Zahlenfolge (a,) hat die Zahl g als Grenzwert =p; Bei jedem positiven e gilt fiir fast
alle 7: a,€ Uy(g), (d.h.: fiir fast alle n ist g — ¢ < a, < g + &, baw. |a, — g| <¢).

Eine Zahlenfolge (a,) heiBt konvergent, wenn es eine Zahl g gibt, so dal g Grenzwert von
(a,) ist.

Mit Definition B 2 gleichwertig ist auch:

Die Zahlenfolge (a,) hat die Zahl g als Grenzwert =p, Bei jedem positiven £ gilt nur fiir endlich
viele n: a, ¢ U,(g).

Ue(g) Us(gs)
A .

B4  gre @ g€ g0 % %0

Aus der Definition B2 geht unmittelbar hervor, daB eine Zahlenfolge nicht
zwei verschiedene Grenzwerte haben kann. Hétte ndmlich die konvergente
Zahlenfolge (a,) die beiden voneinander verschiedenen Grenzwerte g, und g,,
so konnte man stets eine e-Umgebung von g; und eine §-Umgebung von g,
finden, die keine gemeinsamen Elemente haben (Bild B 4). (Man wihle etwa

g=g= %lgl — &|). Ist nun g, Grenzwert von (a,), so gibt es nur endlich

viele natiirliche Zahlen » mit a, ¢ U(g,). Dann gibt es auch nur endlich viele
natiirliche Zahlen »n mit a, € Us(g,). Folglich kann g, nicht Grenzwert der
Zahlenfolge sein. Der Grenzwert einer konvergenten Zahlenfolge ist also ein-
deutig bestimmt.

Hat die Zahlenfolge (a,) den Grenzwert g, so schreibt man

(gelesen: limes! g, fiir #n gegen unendlich gleich g.)

Man sagt dann auch: Die Folge (a,) konvergiert gegen g. Die Folgen in den
Beispielen B 1, B2 und B 3:

() (5) e (cor3)

sind konvergent, und es ist

n+1 1 . .
= lim ((—1) 7)_0.

n—»oco

im Z=Lo 1, b

n—sco n>oo 2

Eine Zahlenfolge mit dem Grenzwert 0 heiBt Nullfolge.
1limes (lat.), Grenze
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Aus der Definition B 2 folgt, daB jede konstante Folge (a,), bei der also fiir
jedes n gilt a, = c, konvergent ist, denn hier liegen auBerhalb jeder e-Umgebung
von ¢ nur endlich viele Glieder (ndmlich gar keine). Also ist

lim a, = c.

n—>oo

. 4n
Die Zahlenfolge (Zn T3

Nach Definition B 2 haben wir zu zeigen:
Ist ¢ eine beliebige positive Zahl, so gilt fiir fast alle

4n
2n+ 3

Nun ist

) hat den Grenzwert 2.

—2|<e.

4n _
2n+3
Die Ungleichung
2n+3
ist mit den folgenden dquivalent:
2n+3 _ 1

5 &

2|-

dn—4n—-6|_ 6
2n + 3 T2+ 3

1/6
n>—2—(;—3).

Da es nur endlich viele natiirliche Zahlen n mit n < %(% - 3) gibt, gilt also

fiir fast alle # [ndmlich fiir alle » mit n > n,, wobei als n, die kleinste natiirliche
Zahl genommen wird, die gleich oder groBer als% (% - 3) istJ:

4n

W32

<e&.

Da & > 0 beliebig gewihlt war, gelten diese Betrachtungen fiir jede positive
Zahl ¢. Folglich ist die Zahl 2 der Grenzwert der gegebenen Folge.

n+1

a) Zeigen Sie, daf die Zahlenfolge ( ) den Grenzwert 1 hat!
S
b) Zeigen Sie, daf} die Zahlenfolgen (,1—1), (— L) uhd (%) Nullfolgen sind!

Wir nehmen an, die Folge (@,) habe den Grenzwert g. Betrachten wir eine be-
liebige e-Umgebung von g, so muB also fiir fast alle » gelten:

g—&e<a,<g+e.
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Dann gilt aber auch fiir fast alle n:
—e<a,—g< +e.
Das bedeutet: Liegt a, in einer e-Umgebung von g, dann liegt @, — g in der

entsprechenden e-Umgebung von 0 (Bild B 5). Bei gegebenem & > 0 gilt also
fiir fast alle n:

a, — ge U, (0). O-g an

TN PR

B5 ¢ 0 e _q'-s g gt8

Da ¢ beliebig gewihlt war, gelten diese Betrachtungen fiir jede e-Umgebung
von g bzw. von 0.

Ergebnis:

Ist lim a, = g, so ist (a, — g) eine Nullfolge.
Entsprechend iiberlegt man sich, daB gilt:
Ist (a, — g) eine Nullfolge, so ist lim a, = g.

Somit erhdlt man:

Es ist lim a, = g genau dann, wenn (a, — g) eine Nullfolge ist.
n—sco

Aufgaben b 4 bis 7

4 Divergente Zahlenfolgen

DEFINITION: Jede nicht konvergente Zahlenfolge heiBt divergent.

Die Zahlenfolge f(n) = (—1)"*! — J’: :
obere Grenze 1 und die untere Grenze —1 (7 Ubung A 38, Seite 34). Ihre
ersten Glieder sind:

1 23 45 7 _8

2° 34 56 g8’ 9’7"
Alle Glieder dieser Zahlenfolge mit ungeradzahligem (geradzahligem) n sind
positiv (negativ). Die Betrige der Glieder nehmen monoton zu.
In jeder e-Umgebung sowohl von 1 als auch von —1 liegen jeweils unendlich
viele Glieder der Folge. Ist ¢ eine beliebige positive Zahl, so gilt ndmlich fiir alle

ist divergent. Die Zahlenfolge hat die

pt
=

(1) ungeraden n mitn > % -1: a,e U, (1),

(2) geraden nmitn >%—1: a,e U, (—1).

Keine der Zahlen +1 und —1 ist demnach Grenzwert der Zahlenfolge. Aus
unseren Betrachtungen geht ferner hervor, daB es auch zwischen +1 und —1
keine Zahl geben kann, die Grenzwert der Folge ist. Ebenso gibt es auch keine
Zahl g mit |g| > 1, die Grenzwert der Folge ist.
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SRC,

Beweisen Sie die Aussagen (1) und (2)!

Auch die monoton wachsende Zahlenfolge (a,) mit a, = 2" ist divergent. Diese

Zahlenfolge ist nach oben nicht beschrinkt, d. h.: Fiir jede noch so groBe

Zahl K gibt es natiirliche Zahlen n derart, daB8 2" > K ist. Ist K eine beliebige

positive Zahl, so ist 2" > K genau dann, wenn n - 1g2 > lg K.

Ig K
Ig2 Ig

endlich viele natiirliche Zahlen n gibt, fir die 2" < K ist (n =< lg_Z) gilt:

Also sind alle Glieder a, der Zahlenfolge mit n > groBer als K. Da es nur

Fiir fast alle n ist 2" > K. Das gilt fiir jede Zahl K, auch wenn sie noch so gro
ist. Demnach gibt es keine Zahl g derart, daB3 bei einem beliebigen ¢ > 0 nur
fiir endlich viele n gilt: a, ¢ U, (g).

DEFINITION: Die Zahlenfolge (a,) {‘E‘;:‘tﬂ} unbeschrinkt =p, Bei jedem positiven K
|

G i n > K,
gilt fiir fast alle n :a = _K'I

Wiichst bzw. fillt (a,) unbeschrinkt, so sagt man auch, daB (a,) gegen + oo
bzw. gegen — oo divergiert und schreibt

lima, =+ bzw. lima, = —c.
Es ist zu beachten, daB +co und — oo keine Zahlen sind. Die Schreibweise
,lim a, = + oo soll nur bedeuten, daB die Folge (a,) unbeschrinkt wichst.

n— oo

Statt ,,+ 0o schreibt man auch kiirzer ,,00¢,

Zeigen Sie, daf3 die Folge (a,) mit a, = (—1)" divergent ist!
Aufgaben b 8 und 9

5 Sé&tze Uber konvergente Zahlenfolgen

SATZ: Der Grenzwert g einer konvergenten Zahlenfolge (a,), die nur positive Glieder hat,
ist nicht negz‘iv.

Der Grenzwert g einer konvergenten Zahlenfolge (a,), die nur negative Glieder hat, ist nicht
positiv.

Beweis fiir den zuerst genannten Fall: Die Zahlenfolge (a,) sei eine konvergente
Folge, die nur positive Glieder hat. Wir zeigen, daB der Grenzwert von (a,)
nicht negativ sein kann. Wir nehmen an, es sei g < 0 und wihlen ein ¢ > 0
mitg + & < 0.

- . 1
(Ein solches ¢ existiert stets; wir nehmen z. B. ¢ = Elgl.)

Damit hitten wir eine e&-Umgebung von g derart, daB fiir kein » gilt: a, € U.(g)
im Widerspruch zur Definition des Grenzwertes. Folglich kann g nicht negativ
sein, w.z. b. w.

SATZ: Ist der Grenzwert g einer konvergenten Zahlenfolge (a,) { e yt:" }
a,> 0|

alle n: {Bn Zof
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Beweis fiir den zuerst genannten Fall: Die Zahlenfolge (a,) sei eine Folge mit
positivem Grenzwert g. Wir wihlen ein & > 0 mit g — & > 0. Nach Definition
des Grenzwertes gibt es nur endlich viele 7, so daB a, ¢ U.(g). Dann gibt es auch
nur endlich viele » mit a, < 0. Das heiBt aber: Fiir fast alle » ist a, > 0,

w. z. b. w.

6 Teilfolgen konvergenter Zahlenfolgen

Gegeben sei die Zahlenfolge

1 1 1 1
O a-= I,a2=?,a3=?,a4=2—,...,a,,=-n—,...

Es sei (m,) die Folge der Quadratzahlen. Betrachten wir nur die Glieder von (1),
deren Nummer eine Quadratzahl ist, so erhalten wir die Folge

'
s ey Omy = Qn = =5 eee

Y2
ay, = az =
> Um, n

@ am=a=1,a,=a= .

ENE
o| =

DEFINITION: Ist (a,) eine beliebige Zahlenfolge und (m,) eine monoton wachsende Folge
natiirlicher Zahlen, so nennt man die Folge (a,,,) = (a,) eine Teilfolge der Zahlenfolge (a,).

: 1} . ; 1 .
Die Zahlenfolge (717) ist also eine Teilfolge der Zahlenfolge (;) Die Zahlen-

LNe., = . ) S R

folge (7> ist eine Nullfolge. Auch die Zahlenfolge (F) ist eine Nullfolge, denn
es gilt der
SATZ: Jede Teilfolge (a,) einer konvergenten Folge (a,) ist konvergent und hat den gleichen
Grenzwert wie (a,).

Bevweis: Die Zahlenfolge (a,) habe den Grenzwert g. Dann gibt es fiir jedes e > 0
nur endlich viele natiirliche Zahlen » mit a, ¢ U/(g). Dann gilt erst recht: Fiir
jedes e > 0 gibt es nur endlich viele natiirliche Zahlen 7 mit an ¢ UJ(g), denn bei
der Auswahl der Folge (a;) aus der Folge (a,) kann die Anzahl der Glieder, die
auBerhalb von U,(g) liegen, hochstens geringer werden. Folglich hat (a;) eben-
falls den Grenzwert g, w. z. b. w.

Nach Satz B 10 ist jede Teilfolge einer Nullfolge wiederum eine Nullfolge. Da
(%) Nullfolge ist, sind beispielsweise auch die Zahlenfolgen

(%) (%) (n]T> (k cine natiirliche Zahl), (ZL) (%) (7117)

als Teilfolgen von (%) Nullfolgen.
Die Folge (;L—) ,.konvergiert schneller als die Folge (%)

Das soll heiBen: Bei jedem e mit 0 < & < % ist die Zahl der Glieder, die auBer-

halb von U, (0) liegen bei der Folge (—:T) grofer als bei der Folge (—an) Ist

so liegen auBerhalb von U, (0)

- . 1
beispielsweise ¢ = 0
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bei der Folge (%) alle Glieder a, mit n < 10*

bei der Folge (nl—z) alle Glieder a, mit n < 102,

7 Konvergenzverhalten monotoner Folgen;
geometrische Folgen

Die Frage, ob eine gegebene Zahlenfolge (a,) konvergiert oder nicht, ist im
allgemeinen sehr schwer zu beantworten. Noch komplizierter ist im allgemeinen
die Bestimmung des Grenzwertes einer konvergenten Folge. Wir haben des-
wegen (und werden das auch weiterhin tun) nur sehr einfache Beispiele be-
trachtet. Relativ einfach ist bei monotonen Folgen zu entscheiden, ob sie kon-
vergieren oder nicht.

SATZ: Jede aach oben beschriinkte hsende Zahlenfolge (a,) konvergiert gegen
ihre obere Grenze. Die obere Grenze ist nicht Glied der Folge.

Beweis: Da (a,) nach Voraussetzung nach oben beschrinkt ist, existiert nach
Satz A'5 (/ Seite 11) die obere Grenze g der Folge. Wir haben zu beweisen,
daB lim @, = g ist,und daB es kein » mit a, = g gibt. Da g obere Grenze von

(a,) ist, gilt:

(1) Fir allenist a, < g.

(2) Ist ¢ eine beliebige positive Zahl, so gibt es wenigstens eine natiirliche
Zahl N mit ay > g — e.

Da (a,) monoton wichst, ist dann aber

g—e<ay<ayy <ay,<..<g.

Man sieht also: Fast die gesamte Folge (a,) liegt im Intervall (g — &, g>. Mit
anderen Worten: Bei jedem & > 0 gilt fiir fast alle n: a, € U, (g). Folglich ist
lim a, = g.
n—oo
Da (a,) monoton wichst, gibt es keine Zahl m mit a,, = g, denn sonst wire
a, > g fiir alle n > m im Widerspruch zu (1).
Damit ist der Satz B 11 bewiesen.
Analog beweist man den folgenden

SATZ: Jede nach unten beschriinkte monoton fallende Folge (a,) konvergiert gegen ihre untere
Grenze.

Jede beschrinkte monotone Folge ist also konvergent. Eine Folge, die zwar
beschrinkt, aber nicht monoton ist, braucht nicht konvergent zu sein, wie das
Beispiel B 5 zeigt.

Die beiden Sitze B 11 und 12 sichern zwar die Existenz des Grenzwertes einer
nach oben bzw. nach unten beschrinkten monoton wachsenden bzw. monoton
fallenden Folge, liefern aber keine Hilfsmittel zur effektiven Berechnung der
Grenzwerte.

Begriinden Sie: Jede nach oben bzw. nach unten nicht beschréinkte monoton
wachsende bzw. monoton fallende Folge (a,) divergiert gegen +oo bzw.
gegen — 0/
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Im Kapitel A wurde gezeigt (/ Satz A 25, Seite 36), daB jede geometrische
Folge (¢") mit 0 < ¢ < 1 monoton féllt und O als untere Grenze hat. Aus
Satz B 12 folgt dann, daB alle diese Folgen Nullfolgen sind. Ferner wurde ge-
zeigt, daB jede geometrische Folge (¢") mit ¢ > 1 monoton wichst und nach
oben unbeschrinkt ist. Also wachsen alle diese Folgen unbeschrinkt ( / Ubung
B6).

So gilt beispielsweise: Alle Folgen

(0,9, (0,99, (0,999, ...
sind Nullfolgen, und alle Folgen
(1, 17, (1,017), (1,0017), ...

divergieren mit wachsendem n gegen co.

Die zuerst genannten Folgen konvergieren relativ langsam, d. h., bei einem
gegebenen ¢ > 0 ist die Anzahl der Glieder, die auBerhalb der e-Umgebung
von 0 liegen, relativ groB. Je weniger sich g von 1 unterscheidet, desto lang-
samer konvergiert die Folge (¢") mit 0 < g < 1.

a) Ermitteln Sie, fiir welche n die Glieder der Folgen (0,9") und (0,99") auferhalb
von U,0) liegen, wenn & = 10~ ist!

b) Es sind néiherungsweise die Glieder der Folge (0,999") fiir n = 10, n = 102,
n = 10% und n = 10* zu berechnen.

¢) Fiir welche n gilt: 1,01" > 10°?

Ist g = 0, so ist die Folge (¢") eine Nullfolge. Fiir ¢ = 1 erhalten wir die kon-
stante Folge (1) mit dem Grenzwert 1. Man kann sich leicht {iberlegen, daB
auch alle Folgen (¢") mit —1 < ¢ < 0 Nullfolgen sind, denn die Folgen (|¢|") sind
fiir —1 < g < 0 Nullfolgen. Ferner sind alle Folgen (¢") mitg < —1 divergent.
Diese Ergebnisse und die aus dem Beispiel B 7 fassen wir in dem folgenden
Satz zusammen.

SATZ: Die geometrischen Folgen (¢") sind fiir —1 < ¢ =< 1 konvergent und fiir 4 > 1 und
g = —1 divergent.
Beweisen Sie: Ist (a,) eine Nullfolge, die nur positive (negative) Glieder hat, so
' 1 ..
wdchst (fillt) die Folge ( ) unbeschrankt!
n

[

8

Aus den Zahlenfolgen

@ 1 %, %, % T%’ 17—2 %

erhalten wir durch Addition der Glieder mit jeweils gleichem Index die Folge

5 8 11 14 17 3n—1
3 1 T e s8I0 12 T
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Die Zahlenfolgen (1) und (2) sind konvergent. Es ist

. o n—1 ..o n+1 1 B
rll—lfl;loT—l und nle TR (/ Seite 49, unten)

Wir zelgen daB auch die Folge (3) konvergent ist und den Grenzwert = hat
Dazu weisen wir nach, daB die Folge

(3n—1_i)_<3n—1 3n (_1
2n 2]\ 2n Zn) H)

eine Nullfolge ist. Die Folge (— %) ist eine Nullfolge ( * Ubung B 3b, Seite 50).

Dann ist auch die Folge ( —%) als Teilfolge von (—\l—) eine Nullfolge.
Also gilt %

. 3n-1 3

lim

ive 2 2

Man erhilt offenbar den Grenzwert der Folge (3), indem man die Grenzwerte
der Folgen (1) und (2) addiert.

SATZ: Wenn lim a, = a und lim b, = b, so konvergiert auch
n—>co n—>oo
(a, + b,), und es ist lim (a, + b,) = a + b.
nso

Beweis: Es sei
(1) lima,=a und (2)limb, =b.

n—oo n—oo

Ferner sei ¢ eine beliebige positive Zahl. Dann ist aber auch = = &' eine positive
IZ\Izlélh der Definition des Grenzwertes einer Folge gilt dann fiir fast alle n
wegen (1): a, € Uy (a) und wegen (2): b, € Uy (b).
Das heiBt aber:
Bei einem beliebigen e > 0 gibt es natiirliche Zahlen n, und n, derart, daB gilt:
(3) firallen >n,ista—¢ <a,<a+¢ ., &
(@) firallen > nisth—¢ <b<b+e | 05 =7
Es sei nun »* die groBere der beiden Zahlen », und n,. Dann erhilt man
wegen (3) und (4):
Bei einem beliebigen ¢ > 0 gilt fiir alle n > n*
a+b—¢e<a,+b,<a+b+e (e = 2¢).
Das heif3t:
Bei einem beliebigen ¢ > 0 gilt fiir fast alle n
a, + b,eU,(a+b).
Die Folge (a, + b,) ist also konvergent und hat den Grenzwert a + b,
Der folgende Satz wird hier ohne Beweis mitgeteilt: vz b

SATZ: Wenn lim a, = a und lim b, = b, so konvergiert auch
n—>co n—>oco
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(1) (@, — b,), und es ist lim (a, — b,) =a— b,
n—roo

() (a, - b,), und es ist lim (a, - b,) =a"b,
n—>c0
q a

@A) s [b, == O fiir alle n, (b,) keine Nullfolge]', und es ist lim T,
b, n—rco Dn b

9

Mit Hilfe der Sitze B 13 und B 14 lassen sich die Grenzwerte gewisser Folgen
relativ einfach berechnen.
9 lim > = lim (5'712)=5‘°=°’

denn (niz) ist eine Nullfolge, und die konstante Folge (5) hat den Grenzwert 5.

. 5y . 5
b) llm(3——n7>= lim 3 — lim > =3

n—eo n—»oco n—co

o Hm 2=l = tim (1—l)=1
n n

n—»co n—o

2 5 S
& g P +2n—5_hm3+7"7_,}L”i(3+__?)_3
. = -
n—>c0 N Tn + 1 ""°°5——7—+—12- 11m(5——+L2> 5
n n n—oo n
3n?+2n-5 2
L, EEmms 3
Beaglites Fivn = 0in 2L T A0 L = AN
’ 5> —Tn+1 5S5n2=Tn+1 7 1
——— Y&
n n ' on

Es ist durch vollstindige Induktion zu beweisen: Wenn lim a, = a, so ist auch
n—rco
(a) (m eine natiirliche Zahl) konvergent, und es gilt lim a' = a™.

n—oo

Aufgaben b 10 bis 21

10 Reihen

In der Lerneinheit A 21 haben wir bei einigen speziellen Folgen Partialsummen
gebildet. Ist z. B. die geometrische Folge

2 3 -1
a, aq, aq*, aq’, ..., aq""’, ...

gegeben, so erhalten wir fiir jede natiirliche Zahl 7 eine solche Partialsumme,
namlich

1 Von diesen V ist nur i daB (b,) keine Nullfolge ist. Ist b == 0, so gilt ja fiir fast
alle n: b, & 0. Die eventuell vorhandenen endlich vielen Glieder b, mitb, = 0 haben auf das Konvergenz-

q,
verhalten der Folge (b—") keinen EinfluB.
N
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e Vg1 gl 4
s,.—,;aq _al_q.
Gegeben sei jetzt die Nullfolge
" e S WS TR, S
12’2334 45 " an+ 1)’
Wir bilden der Reihe nach die Partialsummen

—

. -
17122
s——1 +—1 —l+L—2-
2T1-2723° 276 3
Gmt el g 12 L. B
127237347 371271
1 1 1 1 3 1 4
s=tTatratiatas~7tm~7%
1 1 1 1 1 4 1 S
B=tztz3tiatistsEs~stw"%
1 1 1 1 1 n
L O T vl okl iy
i 7 #
i 1 i
S, T
: fa 1
53 3.2, 1
4]372]
S % 3,1
54]20] f
55 7 +
%L-%rv l1
% T T
78ta |
S b
-5 57_i,

B6

Das Bild B 6 zeigt eine geometrische Veranschaulichung fiir die ersten 6 Partial-
summen und die Partialsumme s5,. Je mehr Glieder der gegebenen Folge wir
in der angegebenen Weise addieren, um so weniger unterscheidet sich die be-
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treffende Summe von der Zahl 1. Wir kdnnen demnach die Zahl 1 mit jeder
gewiinschten Genauigkeit durch solche Partialsummen annihern.
Da wir fiir jede natiirliche Zahl » eine eindeutig bestimmte Partialsumme s,
erhalten, bilden die Zahlen

1 2 3 4 n

S =7 Sz=-3—, Ss—-?, S4 = 5:---,5.. T
eine neue Zahlenfolge (s,), die wir die Folge der Partialsummen der gegebenen

1
Folge (n(n ¥
vorhergehenden durch Addition einer bestimmten Zahl der Folge (1), denn es

) nennen. Dabei entsteht jedes Glied dieser Folge aus dem

ist s, =

i l 3> und fiir jede natiirliche Zahl n mit n > 1 gilt:
1
nn+1)°

Die Folge (s,) ist konvergent, denn es ist

Sp = Sp—1 +

lim s, = lim

n—>o n—soo N n—>o 1

nennt man die/Summe der Glieder der Folge/(1).

Beachten Sie ganz besonders, daB es sich hier um einen vollig neuen Begriff
handelt, der nichts mit der in der Arithmetik definierten Addition von reellen
Zahlen zu tun hat, denn es ist unméoglich, unendlich viele Zahlen zu addieren!

Man schreibt

1 1 1 = 1
==t sata gt

tim == ! Fo = Y =]
e n+1 1-2 723734 an + 1) RRCED)
und nennt

& 1 1 1 1 1

rwrn -T2 teatrat ettt
eine Reihe. Die Zahl lim ﬁ = 1 heiBt die Summe dieser Reihe.

Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, daf3 fiir jedes n folgende Gleichung gilt !

1 1 1 1 n

S=tatzstsa Tt Taer

Man erhélt nun zu jeder gegebenen Zahlenfolge (a,) durch fortgesetzte Addition
der Glieder dieser Folge eine eindeutig bestimmte Folge von Partialsummen

(sn) = (; av),

fiir die man, auch wenn sie nicht konvergent ist, schreibt

atatazt ot a =Y a,.

y=1
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b DEFINITION: Ist (a,) eine Zahlenfolge, so versteht man unter der Reihe

v};]a,za. +a,tays+ o+ @y oo

die Folge der Partialsummen (s,) = ( 2" a,) o
v=1

m
Die Reihe E a, heifit dann und nur dann konvergent, wenn die Folge (s,) konvergiert.

Ist lim s, = s, so heiBt s die Symme der Reihe 2 a, und man schreibt

n—>co

S=vzlﬂy=“1+ﬂz+"'+ﬂn+'"

-]
Wir benutzen also das Symbol ,, )" a,* in zwei Bedeutungen: Einmal bezeichnet

r=1
es die Reihe, also die zu der Folge (a,) gehdrende Folge der Partialsummen

( Z a,|, zum anderen bezeichnet es die Summe dieser Reihe, also den Grenz-

wert der Folge Z a,|. Ist die Reihe nicht konvergent, so hat das Symbol

- Z a,* nur die zuerst genannte Bedeutung.

Zeigen Sie, daﬁ die Reihe

1 e e e 96 s o
vzl 2"‘ 2 4 8 2t
konvergiert!
Die Reihe

Y (=D =1 =141 =1+

v=1

konvergiert nicht, da die Folge der Partialsummen
15 0; 157051500

keinen Grenzwert hat.

11 Geometrische Reihen

Ist die geometrische Zahlenfolge
a,aq,aq?, ...,aq"" ", ...

gegeben, so erhdlt man durch Bildung der Partialsummen
sy =a
s, =a+aq
ss = a + aq + ag*
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sy =a+aqg + ag* + - + ag"*

die geometrische Reihe

I™Mse

ag~! = a + aq + ag* + - + ag"' + -

v=1
Die geometrische Reihe
1 1 1

=’ 1
EIFX——1+7+I+"'+2"—_1+'“

ist konvergent (/ Ubung B 11).

SATZ: Die geometrische Reihe E ag’! konvergler( genau dann, wenn |g| < 1 ist. Die Summe
der konvergenten geometrischen Renhe Z ag”~ ! ist

oo
Beweis: Die Reihe ) ag’~' konvergiert genau dann, wenn die Folge
n v=1
(s) = (z aq”“) konvergiert. Fiir g & 1 ist

v=1

s, =a+ aq + ag* + - + ag""! =all:qq
Ist |g] < 1, so konvergiert die Folge (¢"). Dann konvergiert aber auch die
Folge (s,). Ist die Folge (¢") nicht konvergent (|| > 1 oder ¢ = —1), so kann
auch die Folge (s,) nicht konvergieren.

Fiir ¢ = 1 ist (s,) = (na) offensichtlich nicht konvergent. Damit erhalten wir:

a
—m(l"‘”-

oo
Y ag’-* konvergiert ganau dann, wenn lgl < 1ist.
y=1

Ist |g| < 1, so ist (¢") eine Nullfolge, und man erhilt

n a
"Erlsn—llm l—(l—q) T—2

s w.z.b.w.

Die geometrische Reihe

1 1
213"_ tyt ot t
konvergiert, da g = l3 < 1 ist. Thre Summe ist
PR S 1
- T I 2
3
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12  Periodische Dezimalbriiche als Reihen

Gegeben sei die geometrische Reihe

= 3 3 3 3 3
Tttt et
Dag = 110 < list, konvergiert die Reihe. Ihre Summe ist
3
s=_9 _ 1 -
T1-q 1_1 3
10

ist nur eine andere Schreibweise fiir den periodischen

® 3
Die Reihe Y —
& 10

Dezimalbruch 0,3 = 0,333 .... Die Zahl %, die durch den periodischen Dezimal-

bruch 0,3 dargestellt wird, ist die Summe dieser Reihe bzw. der Grenzwert
der Folge

0,3;0,33; 0,333; ..
Wir haben somit ein Verfahren kennengelernt, mit dessen Hilfe periodische
Dezimalbriiche in gemeine Briiche umgewandelt werden konnen. Bricht man
0,3 nach der n-ten Stelle ab, so entsteht ein Fehler, den wir mit r, bezeichnen.

Dann ist
1 3 3 3 3
?=[w T'*WJ’"'*W]’L’"’
also
1 3 3 3
=g [ﬁ T"""’"l_()"]
1_13 L L+...+_1_)J
3" [_0( 10 © 102 10T

mit Hilfe der Formel s, = a 11 —

Wir berechnen die Summe i 12)’
erhalten wir: =0

3|0, T 3|09
10 10

1 1 1 1 1 1 1 1 1

=?‘?(1‘lon)—?‘ﬂ?'w—?'w

ﬁ konvergiert gegen Null, d. h., je mehr Stellen
des unendlichen Dezimalbruches 0,3 wir beriicksichtigen, desto geringer wird
der Fehler des Naherungswertes.

Die Folge (r,) mit r, =
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E] Der periodische Dezimalbruch 0,3527 soll in einen gemeinen Bruch umgewandelt

werden.
= 35 27 27 27 1
03T =+ Tttt (1=1w)
35 « 27
=— 4+ s
0T 2,10
27 27
= 35 10* 35 10*
0’3527=W+1—____1__=W+ 2
102 102
35 27 35 3 35-11+3 _ 97

+

=trt 99107 702 T 1T 102~ 11-10° 275

Aufgaben b 25 bis 44

Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

13 Grenzwerte von Funktionen

Wir kennen bereits Funktionen, die an gewissen Stellen nicht definiert sind.
Ist f eine Funktion, die in einer Umgebung der Stelle x, mit Ausnahme dieser
Stelle selbst definiert ist, so mdchte man doch wissen, wie sich die Funktions-
werte von f bei Anndherung an die Stelle x, verhalten. Dazu betrachtet man
eine Folge (x,) von Zahlen aus dem Definitionsbereich von f mit dem Grenz-
wert x,. Zu jeder Zahl x, einer solchen Folge gibt es genau eine Zahl y, aus
dem Wertevorrat von f mit [x,; y,] €f. Demnach ist jeder Folge (x,), deren
Glieder alle zum Definitionsbereich von f gehdren und von x, verschieden
sind, eindeutig eine Folge (y,) = (f(x,)) zugeordnet. Durchlduft also x die
Folge (x,), so durchlduft f(x) die Folge (f(x,)). Mit Hilfe solcher Folgen (f(x,)
kénnen wir das Verhalten der Funktion f in einer Umgebung von X, charak-
terisieren.

IE] Gegeben sind die Funktionen
2 _ A
fo=2=1  und 5() =251,

die beide an der Stelle 1 nicht definiert sind. Wir wollen untersuchen, wie sich
diese Funktionen bei Anniherung an die Stelle 1 verhalten. Dazu betrachten
wir eine Folge (x,) mit lim x, = 1, aber x, # 1 fiir alle n, z. B. die Folge

(xs) = (1 - %) Die Fo?ééoiier zugehorigen Funktionswerte ist die Folge
(fGxa)) (8(x2))
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mit mit

Die Folge (f(x,)) ist konvergent, denn  Die Folge (g(x,)) ist konvergent, denn
es ist es ist

lim f(x,) = lim (2 -%) =3, limg(x,) = lim %— 0.
i —

Wir betrachten nun die Folge (x},) mit xj, = 1 + i die ebenfalls den Grenz-
wert 1 besitzt.
Die zu (x},) gehorende Folge der Funktionswerte ist

(fxen)) (g(xn)
mit mit
1 2
i (1+7) =1 1 , Lol
fGp)=——— =2 4 —, g(xn) =2 =2m,
1 n
14+—-1
n
Die Folge (f(xy) ist konvergent, denn  Die Folge (g(xy)) ist divergent, denn
es ist es ist
lim (2 * ) 2 lim 27 =

Man erhilt den gleichen Grenzwert Man erhilt eine unbeschrinkt wach-
wie bei der Folge (f(x,)). sende Folge.

Da sich die Funktionen f und g bei Anniherung an die Stelle 1 véllig unter-
schiedlich verhalten, je nachdem die Anndherung von rechts oder von links er-
folgt, sollen die weiteren Untersuchungen getrennt gefiihrt werden.

Es sei jetzt (x,) eine beliebige gegen 1 konvergierende Folge, deren Glieder alle
groBer als 1 sind. Die Folge der zugehdrigen Funktionswerte bei der Funktion g
ist die Folge (g(x,)) mit

1
gx) =277
Nun ist nach Voraussetzung (x, — 1) eine Nullfolge, die nur positive Glieder
hat. Folglich ist (
Ist K eine beliebige posmve Zahl, so gilt fiir fast alle n

eine unbeschrinkt wachsende Folge. Das heifBt:

=K.

X, =1
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Da nun stets 2* > x ist, gilt:
1

Fiir fast alle n ist 21 > > K.

=

1
Also wiichst die Folge (2 =1 ) ebenfalls unbeschrinkt. Damit haben wir:
Fiir jede gegen 1 konvergierende Folge (x,) mit x,, > 1 fiir alle n wdchst die Folge
der zugehirigen Funktionswerte (g(x,)) unbeschrinkt.
Entsprechend zeigt man:
Fiir jede gegen 1 konvergierende Folge (x,) mit x, < 1 fiir alle n konvergiert die
Folge der zugehirigen Funktionswerte (g(x,)) gegen 0.

| I N N |

; ‘: 0 1 Ix
— —
N
0 T x
|
B7 B8
Das Bild B 7 zeigt das Bild von g(x) = 23—_1 in einer Umgebung der Stelle 1.

Es sei jetzt (x,) eine ganz beliebige gegen 1 konvergierende Folge von Zahlen
aus dem Definitionsbereich von f. Die durch (x,) eindeutig bestimmte Folge
der zugehorigen Funktionswerte ist die Folge (f(x,)) mit

foy= Bl Gat DG = 1)

X, — 1 Xp— 1
Demnach ist

Hmf(x,) = lim (x, + 1) = 2.

=x,+1 (x, £ 1).

Damit haben wir:

Fiir jede gegen 1 konvergierende Folge (x,), deren Glieder dem Definitionsbereich
von f angehiren, konvergiert die Folge der zugehirigen Funktionswerte (f(x,))
gegen 2.

Das Bild B 8 zeigt das Bild der Funktion f(x) = = 11 . Die Funktion f

stimmt fiir alle x mit x # 1 mit der Funktion /2 mit 4(x) = x + 1 iiberein. Die
Funktionen f'und 4 sind aber nicht identisch. Da f'an der Stelle 1 nicht definiert
ist, enthilt f nicht das Paar [l;2], das aber zur Funktion & gehort. Der
Punkt P, (1;2) ist also kein Punkt des Bildes von f.

E] Gegeben sei die Funktion
|x]

o ==,

X

x2 —
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die an der Stelle 0 nicht definiert ist.

Fiir alle x mit:i Z 8} ist ‘/;83 1_1

Das Bild B9 zeigt das Bild der Funktion f.

Ixl Die Punkte P,(0; 1) und P,(0; —1) gehdren
fkl=%"  nicht zum Bild dieser Funktion. Fir jede
1 1 Nullfolge (x,), die nur aus positiven bzw.
-1 0 1 X negativen Gliedern besteht, konvergiert die

Folge (f(x,)) der zugehdrigen Funktionswerte
7 -1 gegen 1 bzw. gegen —1.
B9 Wihlen wir die Folge (x,) mit x, = (—l)"%,

so erhalten wir als Folge der zugehdrigen
Funktionswerte die divergente Folge

=11, =1, 1, ..., (=1) ...

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion f(x) = x° bei Anniherung an die
Stelle 0!

Aufgabe b 45

14

DEFINITION: Die Funktion f hat an der Stelle x, den Grenzwert g
(geschrieben: lim f(x) = g) =p¢

x> x,

(1) fist in einer Umgebung von x, (evtl. unter AusschluB der Stelle x,) definiert.
(2) Fiir jede gegen x, konvergierende Folge (x,) (x, = x, fiir alle n), deren Glieder dieser Um-
gebung angehdren, konvergiert die Folge der zugehdrigen Funktionswerte (f(x,)) gegen g.

Hat die Funktion fan der Stelle x, den Grenzwert g, so bedeutet das anschau-
lich, daB das Bild von f'sowohl von links als auch von rechts in den Punkt (x,; g)
einmiindet, ganz unabhdngig davon, ob fan der Stelle x, definiert ist oder nicht.

x2 —1
x—1

a) Die Funktion f(x) =
spiel B 13), d. h., es ist

x2—1

hat an der Stelle 1 den Grenzwert 2 ( Bei-

li =2,
=1

1
b) Die Funktion g(x) = 2*~T hat an der Stelle 1 keinen Grenzwert ( / Beispiel
B 13). Auch die Funktion f(x) = ’—);I hat an der Stelle 0 keinen Grenzwert.
¢) Die Funktion f(x) = x? hat an der Stelle 2 den Grenzwert 4. Ist nimlich (x,)
eine beliebige Folge mit ll)rrgo X, = 2 und x, # 2 fir alle n, so gilt fiir die

Folge der zugehorigen F\:nktionswerle (f(xn) = (x2)

lim f(x,) = lim x2 = (lim x,)? = 4, und folglich ist limz)c2 =4.
n—> X

n—oo n—
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Aus der Existenz des Funktionswertes f(x,) darf man keineswegs folgern, daB
auch der Grenzwert llm /(x) existiert und mit f(x,) iibereinstimmt, wenn das

auch bei den meisten Fuukuonen, die wir kennen, zutrifft. So hat aber beispiels-
weise die Funktion

x2 fir x + 2
1) = ls fiir x = 2
den Grenzwert lim f(x) = 4, wihrend ihr Funktionswert an dieser Stelle
fQ2) = 5ist. #22
d) Jede fiir alle x definierte konstante Funktion f(x) = c hat an der beliebigen
Stelle x, den Grenzwert
lim f(x) = c.

€) Die Funktion f(x) = % (x + 0) hat an der Stelle 0 keinen Grenzwert. Ist
ndmlich (x,) eine beliebige Nullfolge, die nur positive (negative) Glieder hat,
50 ist XL) eine unbeschrinkt wachsende (fallende) Folge.

f) Die Funk"tion f(x) = x° hat an der Stelle 0 den Grenzwert 1 ( / Ubung B 12),
es ist also
limx° = 1.

x—0

Ermitteln Sie den Grenzwert der Funktion a) f(x) = x, b) f(x) = 5x an einer
beliebigen Stelle x,!
Aufgaben b 46 bis 48

Die Funktion

I—x+1 fir x<<3
f&x)=
|7x+2 fir x=3

(Bild B 10) hat an der Stelle 3 keinen Grenzwert. Betrachten wir nimlich eine beliebige gegen 3

konvergierende Folge (x,), deren Glieder alle groBer bzw. kleiner sind als 3, so gilt fir die
Folge (f(x,)) der zugehorigen Funktionswerte

1 5
lim f(x,) = lim (—x,‘+1) == J |
i nroo \ 2 2 | |

bzw.

. . 1 7 - |
lim f(x,) = lim 7x,,+ 2) = 5
n—>oo n>co

2

L |
B10 0 1 X

Wir erhalten also bei dieser Funktion je einen Grenzwert bei Anndherung an die Stelle 3 von

S ; 5
links bzw. von rechts, die aber nicht {ibereinstimmen. Man nennt die Zahl £ den linksseitigen
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Grenzwert der Funktion f und die Zah] —- den rechtsseitigen Grenzwert der Funktion f an
der Stelle 3 und schreibt

5
lim f(x) = 7 bzw. lim f(x) = =
x—3 x—>3
x<3 x>3

Fiir die Funktion f(x) = I—;]— (x # 0) gilt (/Beispiel B 14):

limf(x) = =1 und limf(x) =
x>0 x>0
x<0 x>0

15 Grenzwertsitze fiir Funktionen

Die Funktion u(x) = x* hat an der Stelle 2 den Grenzwert 4 (/Beispiel B 15¢).
Die Funktion v(x) = 5x hat an der Stelle 2 den Grenzwert 10 (/Ubung B 13b).
Hat auch die Funktion y = x* + 5x an der Stelle 2 einen Grenzwert?
Ist (x,) eine beliebige Folge mit

lim x, = 2 und x, + 2 fiir alle n,
so ist (y,) = (x2 + 5x,) die Folge der zugehdrigen Funktionswerte. Nach Vor-
aussetzung ist

limx2 =4 und lim5x, = 10.

n—co n—oo

Folglich gilt

lim y, = lim x2 + lim 5x, = 14.
n—>c0 n—co n—>w
Also ist

limy = lim (x? + 5x) = 14.
12" x—2

SATZ: Ist lim u(x) = g, und lim v(x) = g,, so existiert an der Stelle x, auch der Grenzwert
—>x x>

der Funktixon
(1) s(x) = u(x) + v(x), und es ist lim [u(x) + v(x)] = g, + g2,

(2) d(x) = u(x) — v(x), und es ist lim [u(x) — v(x)] = g, — g2,

3) p(x) = u(x) - v(x), und es ist lim [u(x) - v(x)] = g, - g2,
@) gx) = ) HE) 0], andesistlim 0L _ B pneo 1,
(. x>z, V(X)) g2

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus den Sétzen B 13 und B 14.
Aus llm u(x) = g, und hm v(x) = g, folgt, daB eine Umgebung U von x,

extstlert in der uund v deﬁmert sind, und daB fiir jede Folge (x,) mit
(1) limx, = xo und x, # X, fiir alle » und alle x, e U gilt

n—co

lim u(x,) = g, und hm v(x,,) =g3.

n—oo
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Es sei (x,) eine beliebige Folge, die der Bedingung (1) geniigt. Die Folge der
zugehorigen Funktionswerte der Funktion s = u + v ist

(5Cen)) = (u(x) + v(xn).

Dann gilt
lim s(x,) = lim u(x,) + lim o(x,) = g1 + &>.
n—o n—rco n—o

Also ist
lim s(x) = lim (u(x) + v(x)) = g1 + &2
X=X, X=Xy

Analog erhdlt man die Aussagen fiir die Funktionen 4, p und g.

a)llm(x3—3x +2x—7)—11mx3—3]1mx2+2]1mx—7
x—>2 x—>2
=8—-12+4—T=-7
(Beachte: lim %% = lim (x*<x))
x—>2
b) lim = —llm(x+1)—2
x—>1 X — x—>1
Esist 2L _ G- DEFD _ g mrattex 1.
-1 x—1
C hmx2 % = lim x_s—’l‘l_l’n(x_S) —i
) o X% + 8x ,_.ox+8 lim(x + 8) 8
x=0
2—-5x x-5
(Beachte Fiir x # 0 ist m S 8)
2 _ a2 2 _ 2
Dim Gt B =% o, B Db bR = A o 4 Ry =0
=0 -0 h =0

Aufgaben b 49 bis 51

16 Stetige Funktionen

Das Vorhandensein des Grenzwertes einer Funktion f an einer Stelle x, ist
unabhiingig davon, ob die Funktion f an dieser Stelle definiert ist oder nicht.
Das liegt daran, daB bei der Definition des Grenzwertes llm f(x) der eventuell
existierende Funktionswert f(x,) nicht verwendet w1rd Das Beispiel B 15¢
(/ S.66) zeigt, daB der Grenzwert der Funktion f(x) = x? an der Stelle 2 mit
dem Funktionswert f(2) iibereinstimmt. Funktionen, bei denen der Grenzwert
an einer beliebigen Stelle x, mit dem dort existierenden Funktionswert iiberein-
stimmt, sind fiir die Mathematik und ihre Anwendungen von besonderer
Bedeutung.

DEFINITION: Die Funktion fist an der Stelle x, stetig =p,
(1) fist an der Stelle x, definiert, (2) lim f(x) existiert, (3) lim f(x) = f(x,).
x>x, x> xq
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Ist eine der drei Bedingungen dieser Definition nicht erfiillt, so heiBt f an der
Stelle x, unstetig.

a) Die Funktion f(x) = x? ist an der Stelle 2 stetig, denn es gilt
llm x* =4 = f2).

b) D1e lmeare Funktion f(x) = x ist fiir jedes x stetig (/Ubung B 13a).

¢) Die Funktion f(x) = = 11 ist ander Stelle I nicht stetig, da sie an dieser

Stelle nicht definiert lst Nun existiert aber der Grenzwert lim f(x) =

(/Beispiel B 15a). Wir bilden eine neue Funktion g mit ¢l
f(x) fiir x = 1
8) = firx=1,

die an der Stelle 1 stetig ist. Diese Funktion g stimmt mit der oben er-
wihnten Funktion % mit A(x) = x 4+ 1 (/Seite 65) iiberein. Man spricht
in diesem Falle von einer hebbaren Unstetigkeit der Funktion f.

—x+ 1firx <3

— | =

d) Die Funktion f(x) = ist an der Stelle 3 nicht stetig,

7x+2fﬁrxg3

da der Grenzwert an dieser Stelle nicht existiert ( /Beispiel B 16).

e) Die Funktion f(x) = %(x + 0) ist an der Stelle O nicht stetig, da sie an

dieser Stelle nicht definiert ist. Bei Anndherung an die Stelle 0 wachsen bzw.
fallen die Funktionswerte unbeschrinkt.

[0, wenn x ganzzahlig

f) Die Funktion f(x) = | 1, wenn x nicht ganzzahlig

(Bild B11) hat unendlich viele Un- Vi
stetigkeitsstellen. Fiir jede ganze Zahl x, 1
gilt lim f(x) = 1 + 0 = f(x,). sl L TN N g
x—xp
Zeigen Sie, daf die Funktion h 8-z 0) 1 203 hx
a) y = |x| an der Stelle 0 stetig, B1l
—:lz—x +1 fur x<3
b) y= 1 an der Stelle 3 nicht stetig ist!
> fiir x=3

Aufgabe b 52

17 Stetigkeit in einem Intervall

Andert man die Definition B 19 ab, indem man nur die Existenz des links-
bzw. rechtsseitigen Grenzwertes von f an der Stelle x, fordert, so spricht man
von links- bzw. rechtsseitiger Stetigkeit an der Stelle x,, wenn f an der Stelle
X, definiert ist und wenn gilt:
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lim f(x) = f(xo) bzw. limf(x) = f(x,).
i<n P
——x +1 fir x <3

So ist beispielsweise die Funktion f(x) = an der Stelle 3
Iix + 2 fir x=3

rechtsseitig stetig, denn es ist nicht linksseitig stetig, denn es ist
. 7 . 5
lim f(¥) = 5 = /), lim () = 3 + /0.
i>3 iza

DEFINITION: Eine Funktion fist in einem Intervall I stetig =p fist fiir jedes x aus 7 stetig.!

DEFINITION: Eine Funktion f ist stetig =p, f ist im gesamten Definitionsbereich stetig.

So sind beispielsweise alle konstanten Funktionen (f(x) = ¢ fiir jedes x) und
auch die lineare Funktion f(x) = x stetige Funktionen. Auch die Funktion

f(x) =— 1st eine stetige Funktion, denn fiir jedes x, + 0 gilt
lim — = L el f(xo)
,Lx.x_limx_ et

Ist eine Funktion an einer Stelle x, unstetig, so ist ihr Bild an dieser Stelle
unterbrochen. Ist f jedoch in einem endlichen Intervall stetig, so kann man ihr
Bild fiir dieses Intervall in einem Zuge — also ohne abzusetzen — zeichnen.
Selbstverstindlich kann diese Plausibilititsbetrachtung nicht als Ersatz fiir
die Definition der Stetigkeit betrachtet werden.

18 Siitze Uber stetige Funktionen

SATZ: Sind die Funktionen # und v in x, stetig, so sind auch die Funktionen
s(x) = u(x) + v(x), d(x) = u(x) — v(x),

p(x) = u(x) - v(x), q(x) = —% mit v(xo) 3= 0

in x, stetig. (Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem Satz B 18.)
Wenn die Funktionen u und v in x, stetig sind, so gilt
lim u(x) = u(x,) und lim v(x) = v(x,).

X,

Dann ist aber beispielsweise
11m s(x) = 11m (u(x) + v(x)) = u(xo) + v(xo) = s(xo).

Also ist s in x, stetlg Analog folgt die Stetigkeit fur die Funktionen d, p und ¢
in xq.

31st I = {a, b) ein abgeschlossenes Intervall (a < b), so soll fin a rechtsseitig und in b linksseitig stetig sein.
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Die Funktion f(x) = x ist fiir jedes x stetig. Jede konstante Funktion ist eben~
falls fiir jedes x stetig. Daher sind auch die Funktionen

L) =cx; fi(x) = x* =x-x; ful¥) =x3=x2-x
fiir jedes x stetig. Ebenso ist die Funktion f5(x) = x* — 5x + 1 fiir jedes x stetig.
Aufgabe b 53

19

SATZ: Ist feine in {a, b) stetige Funktion und haben f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen, so
hat fin (a,b) (mindestens) eine Nullstelle, d. h., es existiert eine Zahl x, mit a < xo, < b und
f(xo) = 0 (Bild B 12).

Y Y

f(b)

fla)

7 )Mib % H/ bx
B12
Beweis:

Vorbemerkung: Aus dem Satz B 8 erhélt man fiir Funktionen den folgenden Satz:

(*) Existiert I|mf(x) £ und ist 'g = 0} so gibt es eine Umgebung von x, derart, daB fiir
alle x #= xo aus dieser Umgebung gilt: l;g; z g 3
Aus diesem Satz folgt fur stetige Funktionen der Satz:
(**) Ist fin x, stetig und gilt {ﬁiogig}, so gibt es eine Umgebung von x, derart, daB3
u. ) o) <0J" s> 0
fir jedes x aus dieser Umgebung gilt: ) <of

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes B 23:
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei f(a) > 0 und f(b) < 0 (a < b, Bild B 12). Es sei
M die Menge derjenigen Zahlen x aus <a, b> mit f(x) > 0. Diese Menge ist nicht leer, denn
es gilt f(a) > 0. Ubrigens gibt es wegen der Stetigkeit von fin {a, b) nach Satz (**) zu a be-
nachbarte Zahlen x > amit f(x) > 0. Da f(b) < 0ist, ist b eine obere Schranke von M. Nach
Satz A5 (/' Seite 11) existiert fiir die nichtleere nach oben beschrinkte Menge M die
obere Grenze g (a < g < b). Wir zeigen, daB diese Zahl g Nullstelle von f ist. Da g die obere
Grenze von M ist, gilt

(1) Fiirjedesx€ Mistx<g,

(2) Jede Umgebung von g enthilt wenigstens eine Zahl aus M.

Wire nun f(g) > 0, so gibe es nach Satz (**) eine Umgebung von g derart, daB fiir alle x
aus dieser Umgebung f(x) > 0 gilt. Dann enthielte die Menge M aber noch Zahlen x mit
x > g im Widerspruch zu (1).

Wiire f(g) < 0, so gibe es nach Satz (**) eine Umgebung von g derart, daB fiir alle x aus
dieser Umgebung f(x) < 0 gilt. Da M nur solche Zahlen x enthilt, fir die f(x) > 0 ist, hétten
wir eine Umgebung von g, die keine Zahl aus M enthdlt im Widerspruch zu (2).

Folglich gilt: f(g) = 0, d. h., die Funktion f hat im Intervall (a, b) eine Nullstelle.
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Die Funktion f(x) = x* — 5x + 1 ist stetig. Es ist f(0,2) = 0,008 und
£(0,3) = —0,473. Folglich hat f im Intervall (0, 2; 0,3) eine Nullstelle.

Eine Verallgemeinerung des Satzes B 23 ist der Zwischenwertsatz:

Ist f eine in {a, b) stetige Funktion und ist f(a) == f(b), so gilt: Fiir jedes y mit f(a) < y < f(b)
oder f(a) > y > f(b) existiert ein x aus (a, b) mit f(x) = y (Bild B 13).

o, 0y
fla) Ly
N
N
fib) j’ la)
0 a x b x 0 a x; X, X3 b x
Flx) =y Flxa) = Flxz) = Flxs) =y,
B13

Man sagt dafiir auch:

Ist f in <a, b) stetig und ist f(a) + f(b), so nimmt f jeden zwischen f(a) und
f(b) liegenden Wert an mindestens einer Stelle des Intervalls (a, b) an.

a) Die Funktion f(x) = x? ist stetig. Wir betrachten das Intervall <0, b (b eine
beliebige positive reelle Zahl). Es ist f(0) = 0 = b? = f(b). Dann gibt es
nach dem Zwischenwertsatz zu jeder reellen Zahl y mit 0 < y < b? eine
Zahl x aus (0, b) mit x> = y. Es ist dies die Zahl x = /3.

1 =
—x+1 firx<3
b) Bei der Funktion f(x) = 1 sind alle Zahlen y mit
7 +2 firx=3
—;— Sy< % nicht Funktionswerte der Funktion. Diese Funktion ist ja auch
an der Stelle 3 nicht stetig (/Bild B 10).
Aufgabe b 54

20

Ist der Wertevorrat einer in einem Intervall 7 definierten Funktion f'beschrénkt,
d. h., gibt es Zahlen m und M derart, daB fiir alle x aus 7 gilt m =< flx) = M,
so sagen wir kiirzer: fist im Intervall 7 beschrénkt. Ist eine Funktion fin einem
Intervall I beschrinkt, so existiert nach Satz A 5 (/Seite 11) fiir die Menge
ihrer Funktionswerte in diesem Intervall sowohl die obere als auch die untere
Grenze. Obere bzw. untere Grenze der Funktion brauchen aber nicht Funktions-
werte von f in 7 zu sein, d. h., f braucht im Intervall I keinen groften bzw.
kleinsten Funktionswert zu haben. Gibt es jedoch ein x, € I, so daB f(x,) die
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obere (untere) Grenze von f in I ist, so heiBt J(xo) Maximum (Minimum)*
von fin I. So ist beispielsweise die Funktion f(x) = x im offenen Intervall
(1; 2) beschrénkt. Die obere bzw. untere Grenze ihrer Funktionswerte fiir dieses
Intervall ist 2 bzw. 1. Die Zahlen 2 und 1 sind nicht Funktionswerte von
Jf(x) = xim Intervall (1; 2). Mit anderen Worten: f(x) = xhatim Intervall (1;2)
keinen kleinsten und keinen gréBten Funktionswert,

Die Funktion

x+1 firx <3

JSx) =

firx > 3

(SIS ST

B14 ol 7 x
(Bild B 14) ist im Intervall <0; 5) beschriinkt. Die untere Grenze von f im
Intervall €0; 5) ist %, die obere Grenze%. Die Zahl%
wert von f in ¢0; 5). f hat also im Intervall <0; 5) ein Minimum, aber kein

Maximum.
Fiir stetige Funktionen gilt jedoch folgender Satz:

ist aber nicht Funktions-

SATZ: Der Wertevorrat einer in <{a, b> stetigen Funktion f ist beschriinkt. Obere und untere:
Grenze des Wertevorrates sind stets Funktionswerte von fin {a, b) (Bild B 15).

"ne 10 N2 ;)

f(b) m flx)
la) " te)
0] a=x, bex; x 0 a\u x5 b x 0f a x bx, x
fixy)
fla) ist Minimum Flx,) ist Minimum Flx,) ist Maximum
f(b) ist Maximum F(x;] ist Maximum £(b) ist Minimum

B15

Auf den Beweis dieses Satzes verzichten wir.

Wir kénnen diesen Satz auch folgendermaBen formulieren: Eine in {a, b)
stetige Funktion f hat in (g, b) stets ein Maximum und ein Minimum.,

Die Abgeschlossenheit des Intervalls {a, b) ist notwendig fiir die Giiltigkeit

des Satzes B 25. So ist beispielsweise die Funktion y= % in (0; 1) stetig,

sie ist dort jedoch nicht beschrinkt. Die Funktion y = x ist in (0; 1) stetig
und beschrinkt, jedoch hat sie in diesem Intervall weder ein Maximum noch
ein Minimum (s. 0.).
Ermitteln Sie das Maximum und das Minimum der Funktion y=x?—4x+1
im Intervall {0; 5)!

Aufgabe b 55

! maximum (lat.), das groBte; minimum (lat.), das kleinste.
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c.
Einfiihrung in die Differentialrechnung

Seite

76

91

107

Ableitung einer Funktion

Anstieg einer Geraden (- einer Kurve in einem Punkt) - Zwei physikalische Pro-
bleme - Differenzierbarkeit - Ermittlung der 1. Ableitung - Stetigkeit und Differen-
zierbarkeit - Ableitung einer Summe, eines Produktes, eines Quotienten, der
Potenzfunktionen y = x"(n ganz) - Ableitungen hoherer Ordnung

Rationale Funktionen

Differentiation der rat. Funktionen - Nullstellen . Zerlegen ganzer rationaler
Funktionen in Linearfaktoren . Berechnung von Nullstellen «+ Grenzwerte von
Funktionen - Verhalten im Unendlichen - Pole

Kur 1 ; Extremwer

Lokales monotones Verhalten - Der Satz von RoLLE - Der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung - Lokale Extrema - Hinreichende Kriterien - Lokale Konvexi-
tit und Konkavitit - Kurvendiskussionen . Untersuchung einer gebrochenen
rationalen Funktion - Extremwertaufgaben

Die Volkspolizei fithrt Geschwindigkeitskontrollen mit Hilfe von Radargeréten durch,
wobei die Geschwindigkeit eines Fahrzeugs zu einem Zeitpunkt ermittelt werden kann.
Dagegen liefert die Messung der fiir eine bestimmte Strecke As bendtigten Zeit At
und die anschlieBende Errechnung des Quotienten As: At nur eine Durchschnitts-
geschwindigkeit in der Zeitdifferenz A7, denn die Bewegung eines Autos ist ungleich-
miBig.
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Ableitung einer Funktion

1 Anstieg einer Geraden

@ Welche Bedeutung hat der Parameter m in der Gleichung y =mx + b? Wie
verlaufen die Bilder der betreffenden Funktionen fiir m 202

Unter dem Anstieg m einer Geraden g, die nicht mit der y-Achse parallel ist,
versteht man den Tangens des Neigungswinkels (Bild C 1) dieser Geraden:

m = tan «x.

- R L

Jede Gerade ist durch zwei ihrer Punkte, die nicht identisch sind, eindeutig
bestimmt. Sind Py(Xo; yo) und Py(x,; ;) (xo * x;) zwei beliebige Punkte einer
Geraden g, so ist deren Anstieg (Bild C 2):

Yi—JYo Ay
m=tan e = =—
X — Xo Ax
Y 5 Y
Yr¥otBy
N p
p Yi=yo*dy tane =~tano’

Yo
D\
X X;Xotdx X % ¥ \(

Cc2
@ Gegeben sei das Bild der Funktion f(x) = x2. Berechnen Sie die Anstiege der-
Jenigen Geraden, die durch die Punkte Po(1;f(1)) und P(1 + Ax; f(1 + Ax))
mit Ax = +1; +0,1; +0,01; +0,001 gegeben sind!
Aufgaben c 1 bis 5

2 Anstieg einer Kurve in einem Punkt

Ist das Bild einer nicht linearen Funktion gegeben (Bild C 3), so kann man nicht
mehr von dem Anstieg dieser Kurve sprechen.
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Wir konnen zwar fiir zwei beliebig herausgegriffene Kurvenpunkte Po(xo3 o)

Y1

und P,(x,;y,) mit Hilfe des Quotienten }—-—);) den sogenannten mittleren
=

0

Anstieg der Kurve im Intervall {x,, x,), (der gleich dem Anstieg der Geraden
durch P, und P, ist), berechnen, jedoch dndert sich dieser mittlere Anstieg von
Intervall zu Intervall. AuBerdem liefert er nur ein sehr ungenaues Bild von dem
Verlauf der Kurve in dem betreffenden Intervall. Man miifite die herausge-
griffenen Kurvenpunkte schon relativ dicht beieinander liegend wihlen, um
annihernd brauchbare Aussagen iiber den Verlauf der Kurve in dem betref-
fenden Intervall machen zu kénnen. Es erhebt sich nun die Frage, ob man
wenigstens von dem Anstieg der Kurve in einem gegebenen Punkt sprechen
kann. Wie sollte dann aber dieser Anstieg definiert werden? Diese Frage soll
hier beantwortet werden.

Jede der in Ubung C 2 gegebenen Geraden P, P ist eine Sekante der Parabel
y = x? (im Bild C 4 fiir Zx = 1), deren Anstieg m, wir wie folgt berechnen

konnen: p P =t
y A+ 4x) = A1)
M= s S
_ (1 +4%)* -1
- Ax
_2-4x + (Ax)?
A%

Offenbar erhalten wir fiir jedes Ax =+ 0 genau eine Sekante der Parabel y = x?
durch die Punkte Py(1;1) und P(1 + Ax; (1 + Ax)?) (Bild C5). Zu jeder
dieser Sekanten, d. h. zu jedem Ax #+ O gehort ein eindeutig bestimmter An-
stieg m,. Die Menge D der geordneten Paare [Ax; m,] (Ax # 0) ist also eine
Funktion. Diese Funktion D ist fiir 4x = 0 nicht definiert. Es existiert aber der
Grenzwert von D an der Stelle Ax = 0, denn fiir Ax = 0 gilt

0 )2
7 4y _ D(Ax) = 2-4x + Ax)?

Ax Ax =2 e
und folglich
im 22 = lim D(A%) = lim 2 + 4x) = 2.
4x204%X  gx—0 Ax—>0

Welche Bedeutung hat nun dieser Grenzwert fiir den Verlauf der Parabel
y = x? an der Stelle x, = 1?
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@ Zeichnen Sie die Parabel y = x? und die Gerade durch den Punkt Po(1; 1) mit
dem Anstieg m = 2! Uberzeugen Sie sich durch Rechnung davon, daf die ge-
zeichnete Gerade die Parabel im Punkt Po(1; 1) beriihrt! (Anleitung: Die Gerade,
die durch den Punkt Py(1; 1) geht und deren Anstieg m = 2 ist, hat die Glei-
chungy = 2x — 1.)

Y

yex?
fxo+h)
Flxy)

C.35 Cé6
Xp Xoth  x

Wir wollen nun die aufgeworfene Frage nach der Bedeutung des Grenzwertes
}imo D(Ax) beantworten. Es sei das Bild einer beliebigen Funktion f; die in
einem Intervall (a, b) stetig ist, gegeben.
Fiir jedes i % 0! ist durch die Kurvenpunkte

Po(x3 f(xo)) und P(x + h; flxo + h) (@<xo<ba<x,+h< b)
genau eine Sekante der Kurve gegeben. Das Bild C 6 veranschaulicht dies
fiir ein festes 2 > 0.
Fiir den Anstieg m, jeder dieser Sekanten gilt
_ J(xo + h) = f(xo)
- h )

my ist der mittlere Anstieg der Kurve im Intervall {xgyxo + h) (h > 0) bzw.
im Intervall {xo + A, xo) (h < 0).

m; = tan

b DEFINITION: Fiir & <= 0 nennt man die Zahl
Sf(xo + h) — f(xo)
h

den zu h gehbrigen Differenzenquotienten der Funktion f an der Stelle x,.2

Bei festgehaltenem x, ist die Menge D, die alle geordneten Paare [h; mg]
(h+0,a<x,<b,a<x,+ h<b)und nur diese enthilt, eine Funktion.
Existiert fiir diese Funktion D der Grenzwert
SCxo + h) — f(x0) Lt

) ts

so nennen wir m, den Anstieg der gegebenen Kurve an der Stelle x,.
Die Gerade durch P, mit dem Anstieg m, heiBt die Tangente an die Kurve im

lim D(h) = lim
h—0 h—0

! Statt ,,4x" schreibt man haufig kirzer , 4",
* Wir setzen natirlich voraus, daB f im Intervall (x,, x + k) bzw. im Intervall {x, + h, xo) definiert ist.
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Punkt P, (Bild C 7). Ist «, der Neigungs-
winkel der Tangente, so gilt also M
m, = tan «,.

Mit Hilfe der Tangente konnen wir den
Verlauf der Kurve an der betrachteten

Stelle x, beschreiben. Wihrend eine Se-

kante den Verlauf der Kurve im Intervall B A

{Xo, Xo + ) bzw. im Intervall {x, + h, Xo) fr

nur anndhernd beschreibt, charakterisiert flxo)

die Tangente den lokalen Verlauf der Kurve

an der Stelle x,. Je groBer beispielsweise 17Ty &

der Anstieg der Kurve an der Stelle x, ist, c7

desto steiler verlduft die Kurve in einer

Umgebung dieser Stelle.

Demnach hat die Parabel y = x? an der Stelle x, = 1 den Anstieg 2, bzw. die
Gerade durch Py(1; 1) mit dem Anstieg 2 ist die Tangente an die Parabel an der
Stelle x, = 1.

Wie ist in der Elementargeometrie eine Tangente an einen gegebenen Kreis
definiert? Warum ist diese Definition fiir beliebige Kurven unbrauchbar?

Aufgaben ¢ 6 bis 9
3 Zwei physikalische Probleme

Bei gewissen physikalischen Bewegungsvorgingen ist es notwendig, fiir jeden
beliebigen Zeitpunkt die augenblickliche Geschwindigkeit des bewegten Korpers
zu kennen. Was versteht man nun aber unter der Augenblicksgeschwindigkeit
eines bewegten Korpers? Wir wollen hier der Einfachheit halber nur gerad-
linige Bewegungen betrachten. Erfolgt die Bewegung mit konstanter Ge-
schwindigkeit v, so ist unsere Frage beantwortet. Dann ist nimlich diese kon-
stante Geschwindigkeit » auch die Augenblicksgeschwindigkeit. Bewegt sich
der Korper nicht mit konstanter Geschwindigkeit, so kann man fiir ein Zeit-
intervall {t,, t,) bzw. (1., t,) eine mittlere Geschwindigkeit

s, —8 _ ds

t, —t; At

angeben, wobei s, und s, die zu den Zeitpunkten (Bild C8) #, bzw. ?, zu-
riickgelegten Wege (gemessen von einem Anfangspunkt 0, an dem sich der
Kérper zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet) sind. Welche momentane Geschwindig-
keit hat der Korper aber zum Zeitpunkt 7, ?

Der Zusammenhang zwischen ¢ und s sei '

durch die Funktion 0 s=f(t;) soflt) s

s=f{0); (tz0) cs

D=

z.B.s=f()= %tz) gegeben. Bei gegebenem ¢, ist die Menge der Paare

[At;7] (At + 0) eine Funktion. Als Augenblicksgeschwindigkeit zum Zeit-
punkt #, definieren wir den Grenzwert, falls er existiert:
im 25 _ i 01 +40 = 1)
a—0 At a0 At

= v(ty).
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m Ist s =f(t) = %!1 (12 0), so erhilt man die Augenblicksgeschwindigkeit

zum Zeitpunkt ¢, folgendermaBen:

1t + 02—

o(ty) =411‘To Vil (4t £ 0)
_& . 24t 4+ (4D g . _g _
= ?AII]LHOT = 74]’1_1110(2& + 4t) = ?Ztl = gt,.

(Dieses Ergebnis erhélt man auch aus der Formel v = af fiir die gleichmaBig
beschleunigte Bewegung.)

@ In einer Spule tritt eine Induktionsspannung auf, wenn sich der magnetische
FluB @ innerhalb der Spule dndert. Der magnetische FluB maoge sich in der Zeit
At =1, —t, um AP = @, — @, indern. Diese zeitliche Anderung werde
durch die Funktion @ = f(¢) beschrieben. Hat die Spule nur eine Windung,
so erhdlt man wéhrend der Zeit A7 die mittlere Spannung

AP fi + 40 — (1)

U=-7 At @40
Die Augenblicksspannung zum Zeitpunkt #, wird definiert als der Grenzwert
. AD
U= — Alll_n;lo T

vorausgesetzt, daBl dieser Grenzwert existiert.
Aufgaben ¢ 10 bis 13

4 Differenzierbarkeit einer Funktion

Die betrachteten Beispiele zeigen, daB wir mit Hilfe von Grenzwerten gewisser
Differenzenquotienten das lokale Verhalten gewisser Funktionen beschreiben
konnen. Begriffe wie ,,Anstieg einer Kurve*, »Augenblicksgeschwindigkeit<
und noch viele andere (z. B. ,,Wachstumsgeschwindigkeit eines Organismus*
oder ,chemische Reaktionsgeschwindigkeit* zu einem festen Zeitpunkt)
werden durch solche Grenzwerte definiert. Es erscheint daher gerechtfertigt,
von der konkreten Aufgabenstellung in den betrachteten Beispielen zu ab-
strahieren und das mathematische Problem, das in allen Beispielen das gleiche
ist, weiterzuverfolgen. Dieses mathematische Problem 1Bt sich folgendermaBen
charakterisieren:

1. Gegeben ist eine Funktion £, die in einer Umgebung von X, definiert ist.!
2. Bei festgehaltenem x, ist die Menge D, die aus allen geordneten Paaren
[h; D(h)] mit D(h) =M und nur aus diesen besteht,? eine

Funktion, die in einer Umgebung von /4 = 0 mit Ausnahme dieser Stelle selbst
definiert ist.?

! In den physikalischen Beispielen war das Argument mit ,,t* bezeichnet und die feste Stelle, an der die Funk-
tion untersucht wurde, mit ,,f,%.

* In den physikalischen Beispielen hatten wir ,,41* an Stelle von 1»h** geschrieben.

® Da fin einer Umgebung von x, definiert ist, existiert stets eine Umgebung von & = 0, in der D definiert ist.
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3. Wir fragen nach der Existenz des Grenzwertes

Slxo + h) — f(xo)
—_——

lim D(h) = lim
h—0 h—0

DEFINITION: Die Funktion fist an der Stelle x, differenzierbar =p,
(1) fist in einer Umgebung von x, definiert.
h) —
() Der G ¢ lim 0B — fx0)

h
h—>0
Dieser mit f’(x,) bezeichnete Grenzwert heiit die 1. Ableitung der Funktion f an der Stelle x,.

Sf(xo + h) — f(xo)

") = Ti
f'(x0) lm 7

existiert.

Die geometrische Bedeutung der 1. Ableitung einer Funktion fan der Stelle x,
ergibt sich aus der Lerneinheit C2 (/Bild C 7). Jeder Differenzenquotient
f(th}:_—@(h =+ 0) bestimmt den Anstieg einer Sekante, und zwar
derjenigen, die durch Py(xo; f(x0)) und P(x, + h; f(xo + h)) festgelegt ist.
f"(xo) ist der Anstieg der Tangente an die Kurve im Punkt P,. Die Definition
der Tangente an eine Kurve im Punkt P, kdnnen wir unter Verwendung der
Definition 2 folgendermaBen formulieren:

Wenn die Funktion f an der Stelle x, differenzierbar ist, dann heiBt die Gerade durch den
Punkt Po(xo; f(x0)), deren Anstieg gleich der 1. Ableitung f”(x,) ist, die Tangente an die Kurve
(an das Bild der Funktion) im Punkt Py.

Existiert also die 1. Ableitung einer Funktion an einer Stelle x,, so existiert

auch stets die Tangente an die entsprechende Kurve an der Stelle x,.

Die 1. Ableitung einer Funktion f an der Stelle x, nennt man auch den Diffe-

rentialquotienten dieser Funktion an der Stelle x,. Als Bezeichnungen fiir die

1. Ableitung an der Stelle x, sind gebriuchlich:
dy

S'(xo) oder y'|x—x, oder I - oder

Oft ist es zweckmaBig, an Stelle der Funktion

df(x)
d

x=x,

oty = A+ 1) =t —_
mit der Funktion
Doy = F0 =S o

X =Xy

zu arbeiten, die man erhdlt, wenn man x, + k& = x, also h = x — x, setzt.
Dann ist

S'(xo) = lim
h—0

= tim [0 = fx0)

x—x, X — Xg

fxo + k) — f(x0)
h

Die 1. Ableitung der Funktion f(x) = x? an der Stelle x, = 1 ist f'(1) = 2.

Zeigen Sie, dap fiir jedes x, gilt:

a) Die 1. Ableitung der Funktion f(x) = x an der Stelle x, ist f'(xo,) = 1.
b) Die 1. Ableitung der Funktion f(x) = x* an der Stelle x, ist f'(xo) = 2x,.
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5 Ermittlung der 1. Ableitung

E Die 1. Ableitung der Funktion f(x) = x> — 5x + 7 an der Stelle x, = —1,5
ist zu ermitteln.

Losung:

1) Aufstellen des Differenzenquotienten:
Es ist

Sxo) = x2 — 5x0 + 7
Sxo + h) = (xo + ) = 5(x0 + h) + 7

firo + M=) _ o b IR = Sra + W4T = (= St04T) g .

2) Geeignete Umformung des Differenzenquotienten:
S(xo + h) — fixo) _ X} + 2x0h + h* — 5xo — Sh + T — x2 + 5%y — 7
h N h

_ 2xoh 4+ h* — 5h
- h
3) Bestimmung des Grenzwertes des Differenzenquotienten:

m Lo + Iz) = f(x0)

h—-O

=2 +h—=35

11m xo +h —5)

['(x0) = 2xo —:5
Ergebnis: Fir x, = —1,5 erhdlt man f'(—1,5) = —8.

E| Die 1.Ableitung der Funktion f(x) = —, (x + 0) an der Stelle x, = \/2
ist zu ermitteln.
Losung:
1 1
h) — Yo+ xo
1 f(xo + h) SGxo) _ Xo + ;1 Xo Bkl )
2) S(xo + h) — f(xo) _Xo—(+h __ h
h Xo(Xo + h)h Xo(¥o + W)
_ 1
Xo(xo + h)
. S + ) —f(xu) 1 1
9 ll.l_r.r:) h ;.ll.o Yo% + h) xZ
1
f'(xo) = — —
Ergebnis: Fiir x, = /2 erhilt man f'(\/2) = — %

E] Die Funktion f(x) = |x| (Bild C9) ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar.
Fiir 4 + 0 und x, = 0 gilt:
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ﬁ= 1 firk>0
S+ B —fixo) _10+H =10 _| &
L % —£=—1 firh < 0.
h
im G0+ 0 = fx)) _| 1 fogn e 0
o h -1 fiir & < 0.

Fiir die Funktion D(h) = M (h % 0) existieren an der Stelle 0

nur der links- und der rechtsseitige Grenz-
wert. Da beide voneinander verschieden sind,
hat die Funktion D an der Stelle # = 0 keinen
Grenzwert. Die Funktion f(x) = |x| ist daher
an der Stelle 0 nicht differenzierbar.

Fordert man in der Definition C 2 nur die Existenz des rechtsseitigen bzw. linksseitigen Grenz-
wertes

lim fxo + h) —flxo) bzw. lim fxo + h) — flxo) )
>0 h "0 h
h>0 h<0

so heiBt fin x, rechtsseitig bzw. linksseitig differenzierbar.

Der entsprechende Grenzwert heiBt die rechtsseitige bzw. linksseitige Ableitung von fan der
Stelle xq.

Dabeibraucht man nur vorauszusetzen, daB fin xo und in einer rechtsseitigen bzw. linksseitigen
Umgebung von x, definiert ist.

Demnach ist die Funktion f(x) = |x| an der Stelle 0 sowohl rechtsseitig als auch linksseitig
differenzierbar.

Die Beispiele C 4 und C 5 zeigen, daB
die Funktion f(x) = x* — 5x + 7 fiir jedes x

und die Funktion f(x) = 1 fir jedes x mit x + 0

differenzierbar ist. X

DEFINITION: Die Funktion f ist in dem Intervall (a, b) differenzierbar =p; f ist fiir jedes x
aus (a, b) differenzierbar.!

Ist f eine im Intervall (a, b) differenzierbare Funktion, so ist die Menge f” aller
geordneten Paare [x;f'(x)] mit x € (a, b) eine Funktion. Diese Funktion f*
heiBt die 1. Ableitung von f in (a, b). Man schreibt dann auch

fx) = lmw [xe(a,b), x + he(ab), h + 0].

DEFINITION: Die 1. Ableitung der Funktion f ist diejenige Funktion f”, fiir die gilt:

(1) Der Definitionsbereich von f” ist die Menge aller x, fiir die f differenzierbar ist.
(2) Fiir jedes x aus dem Definitionsbereich von f” gilt: f’(x) ist die 1. Ableitung von f an der
Stelle x.

1 Die Di ierbarkeit in einem Intervall setzt an den Intervallenden die Existenz der ent-
sprechenden einseitigen Ableitungen voraus.
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Demnach ist die 1. Ableitung der Funktion
f(x) = x* — 5x + 7 die Funktion f'(x) = 2x — § (/Beispiel C 4, Seite 82)

und die 1. Ableitung der Funktion f(x) = L., (x # 0) die Funksionf"(x) = —
(x # 0) (/Beispiel C 5, Seite 82). .

An Stelle von ,,die Ableitung einer Funktion f bilden* sagt man auch ,,die
Funktion f ableiten* oder ,,die Funktion f differenzieren*,

x%*

Welchen Anstieg hat die Parabel y = x> — 5x + 7 an der Stelle i? Deuten
Sie das Ergebnis geometrisch! 2

Aufgaben c 14 bis 20

6 Zusammenhang zwischen Stetigkeit und
Differenzierbarkeit

SATZ: Fiir jede Funktion fgilt: Ist f in x, differenzierbar, so ist fin x, stetig.

Beweis: Es sei f eine beliebige Funktion, die an der Stelle X differenzierbar ist,
d. h., fiir diese Funktion f existiert

lim S0 + h) — f(xo0) =f'(x0).

B0 h
Wir haben zu zeigen, daB f an der Stelle x, stetig ist.
Fiir h % 0 gilt

fCvo + ) = fxg) = &M T

Dann ist
lim [f(xo £ h) _f(xo)] = lim (M . h) =f’(xu) 0=0
h—>0 =0 2

Folglich gilt
lim f(x, + k) — lim f(x,) = 0, also
h—0 h—0

lim f(xo + h) = f(x,).
h—0

Diese Gleichung besagt aber, dal f'an der Stelle x, stetig ist. Setzt man namlich
in Definition B 19 (7 Seite 69): x = xo + & (h # 0), so ist lim f(x) dqui-
valent mit 31_1’1% S(xo + h). i

Der Satz C 5 ist im allgemeinen nicht umkehrbar, d. h., aus der Stetigkeit folgt
im allgemeinen nicht die Differenzierbarkeit. So ist beispielsweise die Funktion
f(x) = |x| an der Stelle 0 zwar stetig (,Ubung B 14, Seite 70) aber nicht
differenzierbar ( /Beispiel C 6, Seite 82).

Die Stetigkeit (einer Funktion fan der Stelle x,) ist deshalb keine hinreichende
Bedingung fiir die Differenzierbarkeit (von fin x,).

Der Satz C 5 ist dquivalent mit:

Fur jede Funktion f gilt: Ist f in X, nicht stetig, so ist f in x, nicht differenzier-
bar.

Die Stetigkeit (von f an der Stelle x,) ist demnach eine notwendige Bedingung
fiir die Differenzierbarkeit (von fin xo) ( “Anhang, Seite 199).
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ZUSAMMENFASSUNG:

Eine Funktion f heiBt

an der Stelle xo an der Stelle xg im Intervall (a, b)
stetig, differenzierbar, differenzierbar,

genau dann, wenn gilt

(1) fistin einer Umgebung| (1) fist in einer Umgebung fist fiir jedes x im Inter-

von x, definiert, von x, definiert, vall @ < x < b differen-
zierbar.
(2) der Grenzwert (2) der Grenzwert
lim f(x) i Sf(xo + h) — f(x0)
X—>Xq ’ll_l::) h
existiert, existiert.
(3) lim f(x) = f(xo). Die 1. Ableitung von fan Die 1. Ableitung von f
x—>Xq der Stelle x, ist die Zahl im Intervall (g, b) ist die

fxo+h)— f(xo) Funktion f’, die alle ge-
S ordneten Paare [x; f'(x)]

f'(x0) = lim
e mit x € (a, b) enthilt.

0

Die Stetigkeit von f an der Stelle x, ist notwendig, aber
nicht hinreichend fiir die Differenzierbarkeit von fin xo.

7 Ableitung einer Summe

Differentiationsregeln ermoglichen es, die Ableitungen gewisser Funktionen aus
schon bekannten Ableitungen einfacherer Funktionen zu berechnen.

SATZ: Jede in einem Intervall! (a, b) konstante Funktion f(x) = c ist in (a, b) differenzierbar,
und es gilt fiir jedes x aus (@, b):  f'(x) = 0.

Beweisen Sie den Satz C 6, und deuten Sie ihn geometrisch!
SATZ: Sind die Funktionen u und v in x, differenzierbar, so ist auch die Funktion s mit
s(x) = u(x) + v(x) in x, differenzierbar, und es gilt:

s'(x0) = w'(xo) + v'(x0)-

Beweis: Nach Voraussetzung existieren

(%) = lim Uxo+ ) = ulxo) g V'(xo) = lim Wxo + 1) = v(xo)
O a0 h e h ’
Es ist
s(xo + H) — s(x0) _ u(xo + k) + v(xo + h) — u(x,) — v(xo)
h - h

_ o+ W) —ulxg) | oo + B) = olxo)
- h h '

1 Das Intervall (g, b) kann auch die ganze x-Achse sein.
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Nach Satz B 18 ist

s(xo + '2 — 5(xo) - lim u(xo + hz — u(x,) + lim v(xo + h)— v(x,)

lim
h—0 l/ h—>0 h

h—0

= u'(xo) + v'(x,).

s(xo + h) — s(x,)
h

Folglich existiert der Grenzwert }lim0 = 5'(xo), d. h., die

Funktion s ist in x, differenzierbar, und es gilt
5'(x0) = u'(x0) + '(xo), w.z. b.w.

Die Funktionen u(x) = x> und u(x) = x sind fiir jedes x differenzierbar; es
ist u'(x) = 2x und v'(x) = 1 (/Ubung C 5, Seite 81).

Dann ist auch die Funktion s(x) = x2 + x fiir jedes x differenzierbar, und es
gilt

s'(x) =2x + 1.

Ist u eine im Intervall (a, b) differenzierbare Funktion, so sind nach Satz C 6
und Satz C 7 auch alle Funktionen

S(x) = u(x) + ¢ (c beliebig reell)
in (a, b) differenzierbar, und es gilt fiir jedes x aus (a, b)

S'(x) = u(x).
Funktionen, die sich nur um eine additive Vb yex2er
Konstanteunterscheiden, haben also gleiche F Y Xz'
Ableitungen. Das bedeutet geometrisch ¥=x"—

(Bild C 10), daB die Bilder solcher Funk- y=x*1§
tionen an einer beliebigen Stelle x, parallele B
Tangenten haben. Das ist auch anschau-
lich klar, denn die Bilder von Funktionen,
die sich um eine additive Konstante
unterscheiden, gehen durch Verschiebung

lings der y-Achse auseinander hervor. L
Aus Satz C 7erhélt man durch vollstindige
Induktion den | g /
w 1 X
SATZ: Sind die Funktionen f,,fs,,f, in xo
differenzierbar, so ist auch die Funktion -
flx) = ’Elf;(—t)
- /

in x, differenzierbar, und es gilt:

"
f'(x0) = X filxo).
Fi0r0)= 27 (o) Aufgabe ¢ 21
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8 Ableitung eines Produktes

SATZ: Sind die Funktionen # und v in x, differenzierbar, so ist auch die Funktion p mit
p(x) = u(x) - v(x) in xo differenzierbar, und es gilt: p'(xo) = u'(xo) * v(x0) + #(xo0) - v'(xo0).

Beweis: Es ist
p(xo + 1) = p(xo) _ u(xo + ) - v(xo + h) — u(xo) - v(xo)
h - h

Dieser Differenzenquotient muB so umgeformt werden, daB wir die Differen-
zenquotienten der Funktionen  und v erhalten. Das erreichen wir, indem wir
im Zihler das Produkt u(x,) - v(xo + k) addieren und subtrahieren:

P(xo + B) — p(xo)
h

_u(xo + Wu(xo + 1) — u(xo)v(xo + M)+ u(xo)v(xo + h) — u(xo)v(xo)
- h

- "("0—"”2_&1,(% + 1) + u(xo)
Nach Voraussetzung existieren die Grenzwerte
lim u(xo + h) — u(xo) _
h—0 h
Da die Funktion v in x, differenzierbar ist, ist sie dort auch stetig. Also ist
lim v(xo + h) = v(xo).
=0

v(xo + h) — v(xo)
h

u'(x,) und ;].T:: L(—l‘ﬁhl)l——u(x")— = '(xo).

Nach Satz B 18 existiert dann auch
Jim P&o + 1) = p(xo)
h—0 h

und es ist p'(xo) = '(xo) v(xo) + u(Xo) V'(xo), W. 2. b. w.

= p'(x0),

Die 1. Ableitung der Funktion f(x) = x* = x? - x soll ermittelt werden.
Man erhélt: f/(x) = 2x - x + x* - 1 = 3x%
Ermitteln Sie die 1. Ableitung der Funktionen y = x* und y = x°!
Aus Satz C 9 erhélt man unter Verwendung von Satz C 6 als Spezialfall den
SATZ: Ist v eine in x, differenzierbare Funktion, so ist auch die Funktion p mit
p(x) = ¢ - v(x) (c eine beliebige Konstante) in x, differenzierbar, und es ist:

P'(x0) = ¢ v'(x0)-
Die 1. Ableitung der Funktion f(x) = x* — 5x + 7 ist zu ermitteln. Nach
Satz C 8 bestimmen wir die Ableitungen der Funktionen

u(x) = x%, v(x) = —5x und w(x)=7.
Esist u/(x) = 2x, v'(x) = —5-1 (SatzC10) und w'(x) =0.
Also f'(x) = 2x — 5 (/Beispiel C 4, Seite 82).

Aufgaben ¢ 22 und 23
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9 Ableitung eines Quotienten

SATZ: Sind die Funktionen x und v in x, differenzierbar und ist v(x,) == 0, so ist auch die

Funktion g = -:- mit g(x) = % in x, differenzierbar, und es gilt:
u'(x0) - v(x0) — u(xo) - v'(x,)
q'(x0) = v2(x0) .

Beweis: Es ist
u(xo + h) u(xo)

o) q(xo + h) — g(xo) _ v(xo + B) "~ u(x,)
h h :

Nach Voraussetzung ist v in x, differenzierbar und damit in Xo stetig
(lim v(x, + &) = v(x,)). Wegen v(x,) + 0 existiert daher eine Umgebung von
h—0

Xo, so daB fiir alle x dieser Umgebung v(x) + 0 gilt. Somit ist (1) in einer Um-
gebung von 4 = 0 mit Ausnahme dieser Stelle selbst definiert. Durch Umfor-
men erhélt man
90 +h) — q(x0) _ u(xo + h) v(x0) — v(xo + ) u(xo)
h v(xo + h) v(x,) h

_ Ulxo + 1) v(x0) — u(xo) v(x0) + u (x0) v(xe) — v(xo + &) u(x,)

N v(xo + h) v(xo) A

_ 1 u(xo + h) — u(xo)

(X0 + 1) v(xo) h
Nach Satz B 18 existiert der Grenzwert
9(x0 + h) — q(xo)

h

0(x0) — u(xo)w

lim
h—0

= g'(x,), und es ist

7'(x) = ' (xo) U(xo,)ﬂ;:)(xo) v'(xo) , W2 B

Insbesondere folgt aus Satz C 11 fiir die 1. Ableitung der Funktion
1
q(x) = m
an der Stelle x,:

q'(x0) = — :;gz;

a) Von der Funktion f(x) = :j; :_f soll die 1. Ableitung gebildet werden:
) = 3(x2 + 1) — 3x — 5)2x _ —=3x*+10x+3
- (x% + 1) - (x2 + 1)

b) Von der Funktion f(x) = % (x # 0) soll die 1. Ableitung gebildet werden.

r@=-%--2 x+0

x* o
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ZUSAMMENFASSUNG

Die Regeln fiir die Differentiation einer Konstanten, einer Summe, eines Produktes
und eines Quotienten (* Sitze C 6,7, 9, 10, 11) merkt man sich in folgender Kurzform:

(¢)’ =0, (c eine Konstante) w@+o)y=u+0v
(W) = u'v + w’ (e)) = cv’ (c eine Konstante)

u\' wo—w' 1Y v’

v) 2 v I
Selbstverstandlich gelten sie nur fiir solche Argumente, fiir die die Funktionen « und »
differenzierbar sind.

Aufgabe ¢ 24

10 Ableitung der Potenzfunktionen y = x” (n ganzzahlig)

Aus den bisher betrachteten Beispielen entnehmen wir:

(x) =1 @) =-x? (x+0)
(x?) = 2x (x2) = =2x3 (x +0)
%) = 3x3.

SATZ: Die Potenzfunktionen y = x" mit ganzzahligen Exponenten sind fiir jedes x aus ihrem
Definitionsbereich differenzierbar, und es gilt:

%)’ =0
@) =nx"1' (a0; x=+0, fallsn<0)

Beweis:

1) Dlie Funktion y = x° = 1 hat nach SatzC6 fiir jedes x die Ableitung
{)?Vir d%ﬁnieren die Funktion f(x) = x° auch an der Stelle 0, indem wir setzen
f(0) = 1 (/Beispiel B 15f).

2) Fiir natiirliche Exponenten n = 1 beweisen wir den Satz C 12 durch voll-
stindige Induktion iiber n.

a) Der Satz C 12 gilt fiir n = 1, denn
y = x* ist fiir jedes x differenzierbar, und es gilt
y=1=1-x"1=1-x° (,UbungCS5, Seite 81).

b) Unter der Voraussetzung, daB der Satz C 12 bereits fiir einen beliebigen

Exponenten » mit n > 1 gilt, zeigen wir, daB er dann auch fiir den Ex-
ponenten n + 1 gilt. Wir haben also zu zeigen:

Wenn fiir jedes x gilt: (x")' = nx"~' (n > 1),
so gilt auch fiir jedes x: (x"*!)" = (n + 1) x".

Aus
yp=xMl =y g
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folgt fiir jedes x
Y= x+x"(x)=nx"1-x+x"1
=nx" + x"
=+ 1)x"
Folglich gilt der Satz C 12 fiir alle natiirlichen Exponenten n mit n = 1.
3)Essein = —m(m > 0).
Dann erhilt man fiir die Funktion

y=xm=m @0

als Ableitung
mxm-1t

x2m

! =

(x +£0) bzw. Y = —mx™1,

womit der Satz C 12 auch fiir alle negativen ganzzahligen Exponenten

bewiesen ist.
Aufgaben c 25 bis 32

11 Ableitungen héherer Ordnung

Die 1. Ableitung f’ einer Funktion f sei an der Stelle x, differenzierbar. Das
ist genau dann der Fall, wenn gilt:

(1) f' existiert nicht nur an der Stelle x,, sondern auch in einer Umgebung

von X,
o h) — f" .
(2) der Grenzwert lim MZ—M existiert.
Man nennt diesen Grenzwert die Ableitung zweiter Ordnung oder kurz die
2. Ableitung der urspriinglichen Funktion f an der Stelle x, und bezeichnet ihn
mit

dzy

dx? [

f"(xo) oder

gelesen: ,,f zwei Strich von x,‘ bzw. ,,d zwei y nach dx Quadrat an der Stelle
Xo*“.
Ist die 1. Ableitung f* einer Funktion fdifferenzierbar,' so nennt man die 1. Ab-
leitung von f” die zweite Ableitung oder den zweiten Differentialquotienten der
urspriinglichen Funktion f und schreibt:
T dzy

V=) =g
Allgemein kann man fiir eine natiirliche Zahl » = 2 die Ableitung n-ter Ord-
nung oder kurz die n-te Ableitung einer Funktion f durch

@ =) = o = (e

1 Fiir jedes x aus (a, b) oder fiir jedes x des Definitionsbereiches von f.
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definieren, vorausgesetzt, daB die Funktion f und ihre Ableitungen bis zur
(n — 1)-ten Ordnung differenzierbar sind.

d3y
dx3”

Fiir n = 3 schreibt man: "' = f"""(x) = Fiir Ableitungen mit einer
Ordnung n = 4 verwendet man die in der Gleichung (*) schon benutzte
4

Schreibweise, also z. B. y® = f®(x) = :‘lix{

usw.

["] Die Funktion f(x)=4x% — 7x* + 8x® — J2x2 + x —% soll wiederholt

differenziert werden, bis man eine Ableitung /™ erhilt, bei der fiir jedes x gilt:
S®(x) =0.2

Fi(x) = 20x* — 28x% + 24x? — 2/2x + 1

F7(x) = 80x> — 84x? + 48x — 24/2

(%) = 240x* — 168x + 48

F9(x) = 480x — 168

f®(x) = 480

fOx) =0

Aufgabe ¢ 33

Rationale Funktionen

12 Definition der rationalen Funktionen

Die einfachsten Funktionen, die fiir jede reelle Zahl x definiert sind, sind die
konstanten Funktionen und die sogenannte identische Funktion i, bei der fiir
jedes x gilt: i(x) = x. Aus diesen Funktionen erhalten wir mit Hilfe der Ope-
rationen Addition, Subtraktion und Multiplikation z. B. folgende Funktionen:

die linearen . Funktionen y = mx + b,
die quadratischen Funktionen y = ax? + bx + ¢,
die Potenzfunktionen y = x" (n eine natiirliche Zahl).

Lassen wir noch die Division zu, so erhalten wir auch

die Potenzfunktionen y = %(x =+ 0, n eine natiirliche Zahl).

b DEFINITION: Die Funktion fist eine ganze rationale Funktion =p; Es gibt eine natiirliche
Zahl n und reelle Zahlen a, ay, ..., a, mit a, == 0 derart, daB fiir jedes x aus dem Definitions-
bereich von f gilt?:

n
f@) = a,x"+ @ x" 1+ -+ ax?+ayx +ap = Eo a,x.
=
1 In diesem Falle sagt man: ,.f(" verschwindet identisch*. Man beachte, daB es Funktionen gibt, die nicht

beliebig oft differenzierbar sind.
* Der Definitionsbereich soll — wenn keine Einschrinkung erfolgt — stets die Menge der reellen Zahlen sein.
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Man kann beweisen, daB es fiir eine ganze rationale Funktion genau eine
solche Darstellung gibt. Demnach sind zwei ganze rationale Funktionen

f(x) = ¥ a,x’ und g(x) = Y. b,x" genau dann gleich, wenn gilt n = m und
0 v=0

a,=b,flirv=0,1,...,n

Man nennt die reellen Zahlen a,(i = 0, 1, ..., n) die Koeffizienten und die natiir-
liche Zahl n den Grad der ganzen rationalen Funktion f. Wie man unmittelbar
erkennt, erhdlt man jede ganze rationale Funktion in endlich vielen Schritten
aus konstanten Funktionen und der identischen Funktion mit Hilfe der Opera-
tionen Addition, Subtraktion und Multiplikation. Lineare bzw. quadratische
Funktionen sind ganze rationale Funktionen ersten bzw. zweiten Grades.
Konstante Funktionen y = ¢(c =+ 0) sind ganze rationale Funktionen mit dem
Grad Null. Ganze rationale Funktionen sind z. B. die Funktionen

) y=5x5—%x3+\/§x2 + x — 7 und

@ ry=0x2+40(x+1)—3(x-35)°+1.

Die Funktion (2) hat, wie man sich durch Ausrechnen der Klammern iiberzeugen
kann, den Grad 5.

Nennen wir auch noch die Funktion £, bei der fiir jedes x gilt: f(x) = 0, eine
ganze rationale Funktion (dieser Funktion wird kein Grad zugeordnet), so
sind mit « und v stets auch # + v,  — v und u - v ganze rationale Funktionen.
So ist beispielsweise die Summe bzw. das Produkt der Funktionen

u(x) = 2x3 + 5x2 - 7
und
ox) = -2x3+x -1,
die Funktion
s(x) =5x* +x— 8
bzw. die Funktion
p(x) = —4x° — 10x5 + 2x* + 17x3 — 5x2 = Tx + 7.
Hat u den Grad » und » den Grad m, so hat die Funktion u- v den Grad
m + n.

DEFINITION: Die Funk