MATHEMATIK










MATHEMATIK

Lehrbuch fiir Klasse 10

Vorbereitungsklassen

<«

Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin
1968




Autoren:

Dietrich Richter — Kapitel A

Prof. Dr. Werner Renneberg, Gerlinde WuBling — Kapitel B, C, b, ¢
Prof. Oskar Mader — Kapitel D, d

Dietrich Kind — Kapitel a

Dr. Hans WuBling — Historische Abschnitte

‘Wissenschaftliche Anleitung und Betreuung:

Dr. Dieter Ilse und Dipl.-Math. Werner Tietz

Vom Ministerium fiir Volksbild
der Deutschen Demokratischen Republik
als Schulbuch bestiitigt.

1. Auflage

Ausgabe 1968

Lizenz Nr. 203 - 1000/68 (E)

ES 11G

Redaktion: Siegmar Kubicek, Karlheinz Martin
Zeichnungen: Heinz Grothmann

Ausstattung: Joachim Bethmann

Gesamth llung: Grafischer GroBbetrieb Vélkerfreundschaft Dresden I11/9/1
Gesetzt aus der Bodoni Antiqua
RedaktionsschluB3: 1. Februar 1968

Bestell-Nr. 00 10 51—1 - Preis: 3,—




A. Winkelfunktiopen

Seite
4  Winkel und Winkelmessung 21 Die Bilder der Tangens-
7 Die Funktionen y = sin x und und Kotangensfunktion
y=cosx 22 Symmetrieeigenschaften, gerade und
8 Spezielle Funktionswerte ungerade Funktionen
9 Graphische Darstellung der Sinus- 23 Beziehungen zwischen den
und Kosinusfunktion Funktionswerten bei gleichem Winkel
11 Die Funktionen y = a sin x 25 ‘bpcncllc Werte der Winkelfunktionen
12 Die Funktionen y i 27 winkelbeziel
14 Die Funktionen y 28 Dle Tafeln der Wi ml\elfunklmnen
15 Die Funktionen y = a sin (bx -+ 29 Winkel im Intervall — 5° = o = 5°
16 Superposition von Sinuskurven 30 Quadrantenbeziehungen
18 Die Funktionen y = tan x und 31 Gebrauch der Tafeln fiir
y =cotx beliebige Winkel
19  Tangens und Kotangens 33 Bestimmen der Winkel bei gegebenen
am Einheitskreis ‘Winkelfunktionswerten

Zur Uberpriifung und Fehlersuche verwendet man vielfach MeBeinrichtungen, die die
MeBergebnisse charakteristischer Groflen auf einer Bildréhre oder auf einem Papier-
streifen als Kurven wiedergeben. Mit diesen Oszillographen kann man schnell wechselnde
Vorgiinge, z. B. Stréme in elektrischen Anlagen, Krifte in Maschinen, messen.

Das Bild zeigt ein solches Priifgeriit, in em Fall einen Lichtschreiber aus dem

VEB MeBgeritewerk Zwonitz, beim Aufzeichnen des Krifteverlaufs an einem Walzwerk.




Winkel und Winkelmessung
1

Wir haben Winkel durch Drehung eines Strahls in mathematisch positiver Dreh-
richtung um seinen Anfangspunkt erzeugt. Das Original h und das Bild k bei einer
solchen Drehung bilden ein geordnetes Paar von Strahlen (h, k). Dementsprechend
legen wir fest:

DEFINITION: Ein Winkel ist ein geordnetes Paar von Strahlen mit gemeinsamem
Anfangspunkt.

Nach dieser Definition gibt es zu je zwei Strahlen h und k genau zwei Winkel, nim-
lich die geordneten Paare (h, k) und (k, h).

Denkt man sich eine Drehung, die dem Winkel < (h, k) entspricht. praktisch
durchgefiihrt, so dreht sich dabei der Strahl h im mathematisch positiven Dreh-
sinn um S bis zur Deckung mit &k (Bild A 1). Hierbei wird das Gebiet E, iiber-
strichen. Im Falle des Winkels <t (k, h) dreht sich der Strahl k um S bis zur
Deckung mit h, wobei er das Gebiet E, iiberstreicht.

Schenkel

Scheitel

Al

Auf Grund der Definition einer Funktion als Menge geordneter Paare kiénnen
wir einen Winkel als geordnetes Paar einer Funktion auffassen; denn bei einer
Drehung der Ebene im mathematisch positiven Sinn wird jedem Strahl eindeutig
wieder ein Strahl zugeordnet.

Beschreiben Sie im Bild A 2 alle durch je zwei beliebige Strecken bestimmten
Winkel a) mit dem Scheitel 4 und b) mit dem Scheitel S mittels Drehung, und

bezeichnen Sie die Winkel in der im Bild A 1 angegebenen Weise!
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Jedem Winkel wird eine reelle Zahl als Maf zugeordnet. Der identischen Drehung
(die Schenkel des Winkels fallen zusammen) wird die Zahl 0 zugeordnet.

Beim sogenannten Gradma8 wird dem Vollwinkel (ein Schenkel hat die Ebene ein-
mal vollstindig iiberstrichen) die Zahl 360 zugeordnet. Dem n-ten Teil eines Voll-

winkels wird die Zahl 890 (n reell und gréBer Null) zugeordnet. Die Einheit des
n

GradmaBes ist also der 360ste Teil des Vollwinkels und wird mit 1° bezeichnet.
Durch fortgesetzte Konstruktionen von Winkelhalbierenden erhilt man Winkel

1
mit den MaBen 90° > (n=0,1,2,...), aus denen man Niherungswinkel fiir alle

Winkel zusammensetzen kann. Auf diese Weise liBt sich jedem Winkel mit
beliebiger Genauigkeit ein Maf3 zuordnen.

Man kann zeigen, dal durch dieses Verfahren jedem Winkel genau eine reelle Zahl
zugeordnet wird.

Erweiterung des Winkelbegriffs

1. Ein Strahl moge die Ebene teilweise oder auch ganz zum zweitenmal iiber-
streichen und sich in einer Lage befinden, der bei der ersten Umdrehung das
MaB « zugeordnet war'. Dann wird dem durch diese Drehung entstandenen
Winkel das MaB« +- 360° zugeordnet, bei der dritten Umdrehung x -+ 2 - 360°,
bei der (n + 1)-ten Umdrehung « + n - 360° (Bild A 3 a).

2. Entsteht ein Winkel durch Drehung im mathematisch negativen Drehsinn, so

wird dieses durch Vorsetzen eines Minuszeichens vor die MaBzahl gekenn-
zeichnet (Bild A 3 b).

positive Winkel ) ey negative Winkel

Ausgangslage

3.00+2-360°

-.Endla 3
; g
| 2.06,=- 35%360°)
3. 053=-3522.360"|

Winkel, deren GradmaBe sich nur um ein Vielfaches von 360° unterscheiden,
heilen dquivalente Winkel und bilden jeweils eine Klasse.

In jeder Klasse dquivalenter Winkel gibt es einen, dessen MaB x zwischen 0° und
360° liegt (0° = & < 360°). Das MaB dieses Winkels wird Hauptwert der jeweiligen

Klasse dquivalenter Winkel genannt.

1 Wir bezeichnen oft den Winkel selbst und sein GradmaB durch gleiche Variuble (im allgemeinen durch griechische
Buchstaben).




a) Winkel von 2652° und 1572° sind #dquivalent, denn es ist
2652° — 1572° = 1080° = 3 - 360°.

b) Winkel von 1370° und 5204° sind nicht dquivalent, denn es ist
5204° — 1370° = 3834°, und 3834 ist nicht durch 360 teilbar.

¢) Winkel von — 3280° und 320° sind dquivalent, denn
320° — (— 3280°) = 3600° = 10 - 360°.

Untersuchen Sie, ob Winkel mit folgendem GradmaB iiquivalent sind!

a) 537°; 928°

b) 1370°; 2090°
¢) 2783°; — 4583°
d) — 6345°; 8415°

Das Bogenma8 arc x (arkus alpha) eines Winkels « ist die MaBzahl der Bogen-
linge, die dieser Winkel o als Zentriwinkel in einem Kreis mit dem Radius 1 LE
aus dem Kreis ausschneidet. Da hiernach ein Vollwinkel von 360° das Bogen-
maf} 2 7 besitzt, ergibt sich fiir einen beliebigen Winkel vom GradmaB « die
are x

PE

Hieraus ergeben sich die beiden Umrechnungsformeln

Beziehung # =

180°

n
arcx = —— = arc x
180°

Auf Grund dieser Formeln ist jedem beliebigen Winkel (auch solchen, deren Grad-
maB kleiner als 0° oder groBer als 360° ist) umkehrbar eindeutig eine reelle Zahl
als BogenmaB zugeordnet.

a) x = 90° b) x =1° €) a = 3524°
k44 o _ % s e T o
arcx = W-QO arc o« = Ja5s 1 arc & = Jo0s 3524
7 7T 3
= LT 1= . 4000 =
arc ) arc « 180 U 200 4001 60
arcx ~ 1,5708 arc & A 0,0175 arcx &~ 61,67
Ed
d) arca = - e) arcx = 1 f) arca = —23
180° 180° >
_— 80° =« - 80‘1 /x=~——180 .93
7 3 n n
. 180
o = 60° « ~ 57,3° U: — +20=1200
& ~ —1317°

Aufgaben a 1 bis 25



Die Funktionen mit den Gleichungen y = sin x und y = cos x
2

Bei einem auf einer geneigten Ebene befindlichen Korper mit dem Gewicht Fg
gelten die folgenden Beziehungen (Bild A 4):

F, _h
Fe 1
h
F=(7) R
und
R_*
F¢ ]
b
Fz—(T)'FG A4 | b* J

Hierbei sind F; und F, die Komponenten des Gewichtes F¢. Diese beiden Kom-
ponenten hiingen bei gegebenem Gewicht F¢ nur vom Winkel ab, unter dem die

h b
Ebene geneigt ist. Die Verhiltnisse — und T sind néimlich auf Grund des Strahlen-

1
h  h* #

satzes bei gegebenem Winkel konstant (—I— =T % = ?—')
Jedem Winkel ist also jeweils ein bestimmter Wert des Quotienten ]IL bzw. % zu-
geordnet, d. h., dieseQuotienten sind demnach Funktionen des Winkels. Diese Ab-
hingigkeit der Verhiltnisse vom Winkel wird durch keine der uns bisher be-
kannten Funktionen erfaBt.
In einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit gleichgeteilten Achsen sei ein
Kreis mit dem Radius von r Lingeneinheiten gegeben (Bild A 5). Der Schenkel k
des Winkels < (u, k) mit dem MaB x moge den Kreis im Punkt P schneiden, der
die Abszisse u und die Ordinate v besitzt.
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DEFINITION: sin x = —
Def T

€08 x

Def T

(x beliebig reell)
(r > 0, reell)

Durch die Gleichungen y — sin x und y = cos x sind auf der Grundlage dieser
Definition zwei Funktionen bestimmt, namlich die Menge der geordneten Paare
[x, sin x] bzw. [x, cos 2] mit — 00 < x < + 0. Sie werden Sinusfunktion bzw.

Kosinusfunktion genannt.

Die Definitionshereiche dieser Funktionen sind Mengen von reellen Zahlen, also
keine Winkel. Da aber in diesem Fall die reellen Zahlen als MaBzahlen von
Winkeln aufgefaBt werden, kann man diese Funktionen auch Winkelfunktionen

nennen.

Aufgaben a 26 bis 28

Spezielle Funktionswerte
3

. 3
Die Funktionswerte fir x — —

(7 Bild A5). =

a) x:%n,also P(0;—r)

v —r
siny = —=—=—1
r r
u 0
csx=—=—=0

r r
7
c) x:—E,also P(0;—r)
v —r
siny =—=—=—1
r r
u 0
cosx =—=—=1_
¥ g

7T 4
7, * =@, x = — — sollen ermittelt werden

2

b) x = =, also P (—r;0)

sin x

cos x

EEEE Y

0
= — =10

r
et A

r

Begriinden Sie in gleicher Weise und unter Nutzung der Kenntnisse iiber dqui-
valente Winkel die Angaben der folgenden Tabelle!

k —4 —3 —2 | —1 0 1 2 3 4
4
£ 3 Ed Ed 3
x—k-2 —2z 7| —= =5 0 = |5 2n
sin x 0 )| 0| —1 0 1 0] —1 0
cos x N 1 0 —1 0 1 0 —1 0 1




k an 4n + 1 4n 4 2 4n + 3

T o ki N - 3
x:k~? n ne2x+ 5 n-2n+an n-2n+5n
sin x 0 1 0 =1
cos x 1 0 —1 0

Graphische Darstellung der Sinus- und Kosinusfunktion

4

Wir wihlen einen Kreis, dessen Radius eine Lingeneinheit miBt, bei dem also die
MaBzahl der Linge des Radius gleich 1 ist (r = 1). Dann nehmen die Definitions-
gleichungen fiir den Sinus und den Kosinus eine besonders einfache Form an:

v

sin x = — =

r

e

u
€08 x = — =
r

K]
Il
s

(r=1)

A6

=sinx; 05x S2q
J i

™
il

e J

4

ir 2 2 x

5

&I

X 57

£

Xs( X809

[

Man kann die Funktionswerte direkt
als Ordinate v bzw. als Abszisse u des
Punktes P (u; v) der Zeichnung ent-
nehmen. Ein Kreis, dessen Radius die
Linge einer Einheit besitzt, wird Ein-
heitskreis genannt (Bild A 6).




Funk lauf im Grundintervall 0 = x < 2

. " Eud Eid 3 3
Definitionsbereich 0£x§7 ?gxgn nixf?n §1§x§2n
‘Wertevorrat 0=sinx=1 Zsinx=0|0=sinx —1 <sinx
von y = sin x =—1 =0
M ieverhal monoton monoton monoton
von y = sin x wachsend fallend fallend wachsend
‘Wertevorrat 1=cosx=0|0=cosx —1=cosx |0 =cosx
von y = ¢€os X =>—1 =0 <1
M . hal monoton
von y = cos X fallend fallend wachsend wachsend

Wir untersuchen die genannten Eigenschaften der Sinusfunktion im Intervall
0<x=< —in Bei VergroBerung des WinkelmafBes x vergroBert sich kontinuierlich
die Ordinate v des Schnittpunktes des Schenkels k mit dem Einheitskreis, d. h..
die Funktion ist monoton wachsend. Gilt x < —;L, soist v < 1 und folglichsinx < 1.
Giltx = —g,soistv = r=1und damitsin x = 1. Dastets gilt v < r,istsinx < 1.

Alle reellen Zahlen y (0 =< y =< 1) werden im Intervall 0 < x < % von der Sinus-
funktion tatsichlich angenommen.

Es sei y, eine beliebige Zahl aus diesem Intervall. Die Gerade v = y, schneidet den
Kreis (Bild A 7) bzw. beriihrt ihn im Fall y = 1. Durch diesen Schnittpunkt ist
der Schenkel eines Winkels <t (u, k) eindeutig festgelegt. Zu diesem Winkel gibt

es genau eine reelle Zahl xy mit 0 < x, < g als BogenmaB} dieses Winkels. Diese

Zahl x, hat die Eigenschaft, daB gilt sin xy = y,. Fiir dquivalente Winkel erhilt
man gleiche Funktionswerte, da dquivalenten Winkeln der gleiche Schnittpunkt P
mit dem Einheitskreis entspricht.

A7

In den Intervallenk-27 = x < (k + 1) 27 (k ganzzahlig) erhalten wir dem-
nach den gleichen Funktionsverlauf wie im Grundintervall 0 < x < 2 (Bild A8).
Man sagt, die Funktionen sind periodisch mit der kleinsten Periode 2. Das kann
folgendermaBen ausgedriickt werden:

sin (x + k*27) = sin x3 cos (x + k*27) = cos x

10



Y
= 1 | | |
! i | 1 ‘
-1 o o 7% SN
] I I

Bestimmen Sie im gesamten Definitionsbereich der Sinus- und der Kosinus-
funktion deren Wertevorrat und deren Monotonieverhalten!

Entscheiden Sie auf Grund Ihrer Kenntnis iiber den Wertevorrat, welche der
folgenden Gleichungen eine Losung hat!

1
a) sinx = —3 b)2cosx:5 ¢) sinx-cosx =0
d) 4sinx +3cosx=8 e) —5cosx+4=0 f) sinx-cosx =1

Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Gleichungen!
a) sinx = 1 b) cosx =0 c) cosx=—1 d) sinx=10

Aufgaben a 29 bis 36

Funktionen mit Gleichungen der Form y = a sin x; a reell
5

y=asinx a reell

y=15sinx

Y=05sinx

5 X
ONT~2E i gssin
NV
Y -
N~ Y=-15sinx
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Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = 2 sin x, indem Sie, ausgehend vom Bild
der Funktion y = sin x, jeweils dle Funktionswerte durch Verdopplung der
Ordinaten ermitteln!

Wie erhilt man das Bild der Funktionen y = —sinx,y = 4sinx,y — — 3sinx
aus dem Bild der Sinusfunktion ? Orientieren Sie <1ch am Bild A 9!

Zeichnen Sie folgende Paare von Funktionen im Intervall 0 < x < 27 in ein
gemeinsames Koordinatensystem!

1
a) y =sinx b) y = 3sinx c) y= 3 sin x

<

y = —sinx y=—3sinx v:-—;sinx

Aufgaben a 37 bis 43

Funktionen mit Gleichungen der Form y = sin bx; b + 0 reell
6

Die Funktiony = sin 2 x soll im Intervall 0 < x < 27 graphisch dargestellt wer-
den (Bild A 10).

b#0, reell

__y=sin2x
—

7%
 Definitiongbereish: ===< x < oo, Wertevorrat: ~15y 57
ke e

Alo
7 i 3 5 3 7
x 0 T 5 Tn n -4—.-1 ?7 2n
i 3 5 7
2x 0 2 L. ?n 2 " 3n —n| 4n
sin 2x 0 1 0 —1 0 1 0 —1 0
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Betrachten wir ein belichiges Argument x, des Intervalls, so erkennen wir, daB

. " " . . . Xo
der Funktionswert, den y = sinx bei x; annimmt, von y = sin 2 x bei £ an-
genommen wird :

. X .
sin 2 (70) = sin xg.
Die kleinste Periode der Funktion y = sin 2 x ist folglich .
Weisen Sie nach, daB8 der Funktionswert, der von y = sin x bei xo angenommen
wird, von y = sin T bei 2 xy angenommen wird! Zeichnen Sie die Funktion im

Intervall —4 7 < x < 47, und bestimmen Sie die kleinste Periode!

Die kleinste Periode der Funktion y = sin bx; (b > 0) ist 2b—n Es ist ndmlich

sin b - (2—”) = sin 27, und bei x = 27 ist das Grundintervall der Sinusfunktion

b

2
zu Ende, folglich das Grundintervall von y = sin bx bei %’
Bestimmen Sie die kleinste Periode der folgenden Funktionen!
1 =
a) y = sin3x b) y = sinax c)y:sinﬁx d) y=sin)/2x

Die Funktion y = sin (— x) soll im Intervall —27 <x <2x graphisch dar-
gestellt werden (Bild A 11).

X ) X Y=sin(-x)

All

Y=sinx
5 U N O N DL OO e S a 3al 2a
2 2 2 2
—x 2z %:v E ki 0 *% =it 7%1 —2w
sin (— x) 0 —1 0 1 0 —1 0 1 0

Die Funktion y = sin (— x) nimmt an der Stelle x, den gleichen Funktionswert
an, den y = sin x bei — x, d. h. fiir die entgegengesetzte Zahl, annimmt.

Man erhiilt folglich das Bild von y = sin (— x) durch Spiegelung von y = sin x
an der y-Achse.

Man erhilt allgemein das Bild von y = sin (— bx) aus dem Bild von y = sin bx
durch Spiegelung an der y-Achse.

Welche kleinste Periode hat die Funktion y = sin bx; (b < 0)?
Aufgaben a 44 bis 53
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Funktionen mit Gleichungen der Form y = sin (x + c); (c reell)
7

= x =< 27 graphisch dar-

Die Funktion y = sin (x + %) soll im Intervall —
gestellt werden (Bild A 12).

n
4

x | S Sl Lo
4 4 4 4°
xw’f% 0 % n —% 2
sin(x+£) 0| 1 o |—1 | o
4

Die Funktion y = sin (x + %) nimmt schon bei xy den gleichen Wert an, der

von y = sin x erst bei x, % angenommen wird.
Man erhilt folglich das Bild von y = sin (x -+ %)7 indem man die Sinuskurve

T, . 0 i
um - in der negativen Richtung der x-Achse verschiebt.

7

a) Weisen Sie nach, da8 das Bild der Funktion y = sin (x —z) die um % in
der positiven Richtung der x-Achse verschobene Sinuskurve ist!

b) Welche kleinste Periode haben Funktionen mit Gleichungen der Form
y=sin(x +¢)?
Aufgaben a 54 bis 62
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Funktionen mit Gleichungen der Form y = assin (bx + ¢)
8

In den Lerneinheiten 5 bis 7 wurden Spezialfille behandelt, fiir die folgendes gilt :

Der Faktor a bei y = asin x bewirkt eine Stauchung oder Streckung der Sinus-
kurve in Richtung der y-Achse. Ist a < 0, so wird die Sinuskurve zusitzlich
an der x-Achse gespiegelt. Die Periode ist unverindert 27, der Wertevorrat
—la| <y = la].

Der Faktor b bei y = sin bx bewirkt eine Verinderung der Periode. Die kleinste
27
16|

genommen werden. Der Wertevorrat ist unverindert —1 < x < 1.

Periode ist ——. Ist b < 0, so muB zusitzlich eine Spiegelung an der y-Achse vor-

Der Summand ¢ bei y = sin (x - ¢) bewirkt eine Verschiebung der Sinuskurve
in Richtung der x-Achse. Die Verschiebung erfolgt um ¢ Einheiten in der negati-
ven Richtung der x-Achse, wenn ¢ > 0 ist, und um |c| Einheiten in der positiven
Richtung der x-Achse, wenn ¢ < 0 ist. Die Periode ist unverindert 2 77, der Werte-
vorrat —1 < x = 1. Im Bild A 13 wird das ganz allgemein fiir Funktionen
y = f(x) bzw. y = f(x + ¢) veranschaulicht.

y y=flesc] y-flxec)
el )
/
/

7@ lel

Die Funktionsgleichung y = sin 3 (x e %) erhilt man. indem in der Gleichung

y = sin 3 x die Variable x durch x +4- % ersetzt wird. Also erhilt man das Bild der
Funktion -

y=sin3 (x —‘r—:;—),
indem man das Bild von y = sin 3x um ; in der negativen Richtung der x-Achse
verschiebt. =

15




Die Funktion y = 2 sin (Zx + %) soll im Intervall 0 < x < 27 graphisch
dargestellt werden:

Wir gehen von der Sinuskurve aus und fiihren nacheinander die Verinderungen
aus, die den einzelnen Konstanten entsprechen (Bild A 14).

_ -3 y=2sin2x
4) [y-2sinfex+ )|
=2) y=sin2x

~7 y=sinx

a) Wir stauchen die Sinuskurve in Richtung der x-Achse, so daB sich als kleinste
Periode 7 ergibt. Wir erhalten so das Bild der Funktion y = sin 2 x.

b) Wir strecken das Bild der Funktion y = sin 2 x in Richtung der y-Achse, so
daB sich als Amplitude 2 ergibt. Wir erhalten so das Bild der Funktion
y=2sin2x.

¢) Wir verschieben das Bild der Funktion y = 2 sin 2 x um % in der negativen

Richtung der x-Achse; denn die Gleichung y = 2 sin (2 x4+ %) 1Bt sich um-

formen zu y = 2 sin 2 (x + ? ., woraus man die Verschiebung ablesen kann.

Wir konnen die angefiihrten Transformationen auch in anderer Reihenfolge aus-
fithren oder aber die Funktionswerte rechnerisch (unter Benutzung der Tafel)
ermitteln.

Aufgaben a 63 bis 65

Superposition von Sinuskurven
9

Aus den beiden Funktionen y = sin x und y = sin 2 x kann man eine neue Funk-
tion gewinnen, deren Funktionswerte gleich der Summe der Funktionswerte der
beiden gegebenen Funktionen sind. Die neue Funktion hat demnach die Gleichung
y=sinx + sin 2 x.

16



J e
2} y=sin2x+sinx
ik y=sin2x
1 /\
0 L — T —r—t T T
NN
-1+ y=sinx
s . .
Al5

Da die Summanden sin 2 x und sin x fiir jede reelle Zahl x existieren, ist diese
Funktion fiir alle reellen Zahlen x definiert. Man sagt, die neue Funktion sei die
Summe der beiden gegebenen Funktionen.

Die graphische Darstellung der Funktion y = sin 2 x + sin x kann in der Weise
erfolgen, daB die Funktionen y = sin 2x und y = sin x in einem gemeinsamen
Koordinatensystem dargestellt werden und daB die Summe sin 2x +- sin x zeich-
nerisch ermittelt wird (Bild A 15). Man spricht bei diesem Verfahren von Uber-
lagerung (Superposition) von Sinuskurven.

Stellen Sie die Funktion y = sin x - sin (.\' + %) graphisch dar!

Sinusfunktionen der Form y = a sin bx kann man zur mathematischen Erfassung
periodischer Vorginge benutzen.

a) Elongation bei harmonischer Schwingung: y = yp,. sin ot
(¥max Amplitude; o Kreisfrequenz, wobei gilt w = 2xf; t Zeit)

b) Momentanwert der Wechselstromstirke: I = I, sin ot
(I Augenblickswert der Stromstiirke; t Zeit; I, Maximalwert der Strom-
stiirke)

Hiufiger treten in der Praxis jedoch Vorginge auf, die auf Uberlagerungen von
Sinusschwingungen beruhen und mathematisch durch Summen von Sinusfunk-
tionen erfallt werden kénnen.

Durch Uberlagerung reiner Sinusschwingungen mit gleicher Frequenz erhilt
man eine reine Sinusschwingung mit gleicher Frequenz

[# Ubung A 14: y = sin x + sin (.t - %)]

Durch Uberlagerung reiner Sinusschwingungen mit unterschiedlicher Frequenz
erhilt man Schwingungen mit veriinderlicher Amplitude innerhalb einer Periode
(A y =sin2x 4 sin x im Bild A 15).

Aufgaben a 66 bis 68

2 [001051] 17




Die Funktionen mit den Gleichungen y = tan x und y = cot x
10

Aus den beiden Funktionen y = sin x und y = cos x bilden wir mit Hilfe folgen-
der Definition zwei weitere Funktionen:

DEFINITION: | tan x = — x4+ 2k + 1) = (k ganze Zahl)
Def €08 X 2
cot x = c‘og x 4 k= (k ganze Zahl)
Defﬂl.n x

‘Warum sind bei diesen Definitionen fiir die MaBe x der Winkel Einschrinkungen
erforderlich ?

0_51110_ 0 =g
a) tan0 = os 0 1
n
cos —
2 0
b) DOt_:ﬁ:T70
sin

x 0 -:-oi n %n 2n
sin X 0 1 0 —1 0
cos x 1 0 —1 0 1
tan x 0 — 0 = 0
cot x = 0 —_ 0 S

18



Tangens und Kotangens am Einheitskreis
1

Die Tangente an den Einheitskreis im , /k
Punkt S (1; 0) heit Haupttangente R
(Bild A 16). Y

SATZ: Am Einheitskreis ist tan x gleich X Haupt-
der Ordinate des Punktes R, P p |tangente
der sich als Schnittpunkt des einen
Schenkels k des Winkels (bzw. seiner si10)
Verliingerung iiber 0 hinaus) und der - X L
Haupttangente ergibt. 4 Q 0 ] 7 u

Wir beweisen den Satz P
fiir das Intervall 0 < x < . - L o
Fiir das Intervall z < x < 27 verlduft

der Beweis analog. A6

R
1. Intervall 0 < x g%
2% jst. Auf Grund des Strahlen-

si
cosx

Es ist zu zeigen, daB die Ordinate von R gleich
satzes gilt

= 2

) 00 0S

Da sin « gleich der Ordinate von P und cos « gleich der Abszisse von P ist, gilt
PQ = |sinx| LE, 0Q = |cos x| LE.

Da wir einen Einheitskreis gewiihlt haben, ist OS = 1 LE. Setzen wir diese
Beziehungen in (1) ein, erhalten wir:

—c _ |sinx| LE
S |cos x| LE 1LE
o |sin 7|

RS |cos x|

Da sin x und cos x im Intervall 0 < x < —;z positiv sind, gilt

|sin x| = sin x und |cos x| = cos x
und folglich
—= sinx
= LE,
. cos x .

d.h., die Ordinate von R ist gleich

sin
cosx’

2* 19




Fiir x = 0 ist R = S, d. h. die Ordinate von R gleich 0.

i 0 0
Da fiir x = 0 gilt = & = — =0, ist auch in diesem Fall die Ordinate
cosx  cos0 1
ln x

von R g]emh
Fiir x = ; ist der Schenkel k gleich der positiven Hilfte der v-Achse. Es gibt

5 o s z . . .
keinen Schnittpunkt mit der Tangente, d. h. tan 0 ist nicht definiert.

k24
Intenmll —ZLBLER

Es ist zu zeigen, daB die Ordinate von R’ glelch
satzes ist wieder

1~t Auf Grund des Strahlen-

FS=-Y2.08
[
TS - |sin x|
|cos x| .
Da R’ unterhalb der x-Achse liegt, ist die Ordinate von R’ gleich — {sm \'!.
cOoS X

Im Intervall E < x < 7 ist sin x positiv und cos x negativ, folglich gilt

|sin x| = sin x und |cos x| = — cos x, und wir erhalten fiir die Ordinate von R
|sin x| sin x sin x
- |COS X’ = ;ACOSJ\T T cos x
Die Tangente an den Einheitskreis “
im Punkt S (0; 1) heiflt /Vebefr k
Nebentangente (Bild A 17). g ‘.5{0 1) fangente -
R" 1) R

SATZ: Am Einheitskreis ist cot x
gleich der Abszisse des Punktes R,
der sich als Schnittpunkt des einen

Schenkels k des Winkels (bzw. T ] v
seiner Verlingerung iiber 0 hinaus) W,
und der Nebentangente ergibt.
-l N

Dieser Satz soll hier nicht bewiesen -1 k
werden.

Al7
12

Aus der folgenden Tabelle geht der Funktionsverlauf der Funktionen y = tan x
und y = cot x im Intervall 0 < x < z hervor. Die Tabelle wurde in #hnlicher
Weise aufgebaut wie die Tabelle fiir die Sinus- und Kosinusfunktion auf Seite 10.

20



% T

0 0< x<— 5 - <x<n= n
‘Wertevorrat 0 I<y< 4+ o — —oo<y<0 0
von y = tan X
Monotonieverhalten monoton monoton
von y = tan x wachsend wachsend
‘Wertevorrat — too>y>0 0 0>y>—o0 —_
von y = cot x
Monotonieverhalten monoton monoton
von y = cot x fallend fallend

Folgendermafen kénnen wir uns iiberlegen, daB jede reelle Zahl im Wertevorrat
der Tangensfunktion auftritt. Zu jeder beliebig gegebenen reellen Zahl y, gibt es
auf der Haupttangente an den Einheitskreis einen Punkt R mit dieser Zahl y, als
Ordinate (Bild A 16). Die durch R und 6 gelegte Gerade bildet mit der positiven
Richtung der u-Achse einen Winkel xo, fiir den gilt: tan xy = . Also ist die belie-
big gegebene Zahl y, ein Wert der Tangensfunktion, liegt also in deren Werte-
vorrat.

Da y, beliebig grofl bzw: beliebig klein gewiihlt werden kann, bedeutet das, daB die
Tangensfunktion beliebig grole bzw. beliebig kleine Werte annehmen kann. Je

. . B kg . . :
weniger sich x von 5 bzw. von = unterscheidet, desto gréBer bzw. kleiner

werden die Werte von tan x.

Die Bilder der Tangens- und Kotangensfunktion
13

Auf Grund der beiden Sitze A 4 und A 5 kann man die Funktionswerte fiir dic
Tangens- und Kotangensfunktion unmittelbar am Einheitskreis entnehmen
(Bilder A 18 und A 19).

Aus der Definition folgt:

SATZ: Tang und K gensfunktion sind periodisch mit der kleinsten
Periode 7.

Die fiir das Grundintervall 0 = x < 7 genannten Tatsachen gelten damit in jedem
Intervall k7 < x =< (k + 1) 7 (k ganzzahlig).

a) Geben Sie die Monotonieintervalle der Tangens- und Kotangensfunktion an!

b) Beschreiben Sie das Verhalten der Tangensfunktion an den Stellen (2 k +1) —-:
und der Kotangensfunktion an den Stellen kx (k ganzzahlig)! B
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A19

Vergleichen Sie die Sinus- und Kosinusfunktion einerseits und die Tangens- und
Kotangensfunktion andererseits hinsichtlich ihrer Eigenschaften!

Aufgaben a 69 bis 77

Symmetrieeigenschaften der Funktionsbilder,
gerade und ungerade Funktionen

14
y =tan x | tan(—x) = —tanx | ungerade | Zentralsymmetrie beziiglich des
Koordinatenursprungs
y =cotx cot (— x) = — cot x | ungerade | Zentralsymmetrie beziiglich des
Koordinatenursprungs




y =sin x sin (—x) = —sinx | ungerade | Zentralsymmetrie beziiglich des
Koordinatenursprungs (Bild A 20)

y = cos x cos (—=x) = cosx gerade Axialsymmetrie beziiglich der
y-Achse (Bild A 21)

sin (-x) = =sin x 608 (~x) = cos x
A20 A2l
a) Beweisen Sie die Beziehungen sin (—x) = —sinx und cos (—x) = cos x

auf der Grundlage der Definition am Einheitskreis!

b) Folgern Sie aus diesen Beziehungen die Symmetrieeigenschaften der Sinus-
und Kosinuskurve!

: . - 3 s sinx cos x
Beweisen Sie durch Riickgang auf die Definition tanx = bzw. cotx = ——,
cos x sin x
daB die Tangens- und die Kotangensfunktion ungerade sind : tan (— x) = —tanx

bzw. cot (— x) = —cot x!

Beziehungen zwischen den Funktionswerten
bei gleichem Winkel
15

SATZ: Fiir alle Zahlen x gilt:

(1) (sin x) + (eos x)> = 1

Beweis: Wir beweisen den Satz fiir Winkel im ersten Quadranten. Auf Grund des
Satzes des Pyruacoras gilt im Dreieck /\ O DP (Bild A 22)

PD* 4+ 0D* = 0P




4

Es gilt ferner im Einheitskreis
2) PD = [sin x| LE

Da die gleiche Lingeneinheit 1 LE vorliegt, kénnen wir mit den MaBzahlen rech-
nen. Wir setzen die Beziehungen (2) in die Gleichung (1) ein und erhalten

|sin x|2 + |cos x|2 = 12,

Wegen |sin 2|2 = (sin x)?, |cos x| = (cos x)> geht diese Gleichung iiber in
(sin x)2 4 (cos x)? = 1.

Auf Grund der Vereinbarung (sin x)? = sin? x und (cos x)2 = cos? x schreibt
man fiir (1):

Fiir die anderen Quadranten verlauft der Beweis analog.

SATZ: Fir alle x, fiir die sowohl die Tangens- als auch die Kotangensfunktion

definiert ist, gilt:
(sin x) (cos x)
cos x, sin x

tan x - cot x Beweis: tanx - cot x

inx-cosx

cosx - sin x
=1

Auf der Grundlage der beiden Beziechungen

sin®x 4 cos2x = 1 und tan x - cot x = 1

in x cosx
und cot x =

S1
und der Definitionen tan x = >
cosx sin x

Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen herleiten :
.

lassen sich die folgenden

sin® x cos? x tan® x cot® x
=g 1 ' tan?x 1
sin? x — cos®x —— —_—
1+ tan®x 1 -+ cot?x
" 1 o 1 cot?x
cos® x — sin®x
1+ tan?x 1+ cot®x
1
tan®ix cot®*x
cos®x 1
cot? x — 6] o
sin®x 1 — cos®x tan®x




Untersuchen Sie bei allen Beziehungen der Tabelle, welche Einschrinkung fiir
@ 8
die Zahlen x gemacht werden muf3!

Wir beweisen die Beziehung

tan2x . i .
5 = sinx x4 (2k + 1) - ; (k ganzzahlig)
1 + tan2x 2
Wir formen um:
sin%x sin?x
tan®x cos?x cos®x sin®x sin?x

1 +tan®x sin®x co:

x  cos?x +sinlx 1

cos®x cos?x

Aufgaben a 78 bis 89

Spezielle Werte der Winkelfunktionen

16
0 Z z £ Z
= 6 1 3 2
0 30 45° 60 90°
t = 1
sin x 0 3 %Vl 5 V3 1
1 = | 1
cos x 1 V3 71/2 o5 0
L o
tan x 0 V3 1 V3 —
cot x [ l
— V3 1 V3 0

Es werden im folgenden einige Funktionswerte der Tabelle berechnet.

Auf Grund der Definition des Sinus, bezogen auf den Einheitskreis, ist sin % bzw.
sin 30° die Ordinate des Punktes P im Bild A 23. Durch Ergénzung zu einem
1

Ed 2

Die Berechnung von sin e bzw. sin 45° erfolgt entsprechend dem Bild A 24. In
dem rechtwinkligen gleichschenkligen Dreieck /\ ODP ist 0D — DP, und auf
Grund des Satzes des Pyruacoras gilt PD? 4 0D? = 1 (LE)2.

Wegen 0D = DP folgt

S— E
gleichseitigen Dreieck ergibt sich PD — ) LE und folglich sin % =



Pleos 60° sin 609
Pleos 4535in 45°)

A2

2 PD% =1 (LE)?
PD2= % (LE)?
— i 1.~
PD =VELE:EV2 LE
1_,= -
Folglich ist die Ordinate des Punktes P gleich?]/Z und somit sin% = %V2 .
Auf Grund des Bildes A 25 ergibt sich fiir sin % = sin 60° folgende Rechnung:

PD: = 0P2—0D*
= 3
PD2 — 1 (LE) —%(LE)’ == (LEp
— 3 I
PD :VZLE=?1/3 LE
1 — -
Die Ordinate des Punktes P ist gleich — V'3, also ist sin % = %Vﬁ& X

Die Werte der anderen Winkelfunktionen konnen aus diesen Funktionswerten
mit Hilfe der Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen berechnet werden.

a) cosz%: I—sme% o sin%
b) tan— =
§ 1 3 6 n
cos K:I_I:Z A
7 3 I 1
| At T 1
tan— =5 =z ]/3
Da die Kosinusfunktion im Inter- — V3_

vall0 = x = % positiv ist, gilt

c) cot%: R =73

= _13_lyy anl
6 Va4 2 6

@ Berechnen Sie die anderen Funktionswerte der Tabelle!

Aufgaben a 90 bis 121
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Komplementwinkelbeziehungen
zwischen einer Winkelfunktion und ihrer Kofunktion
17

SATZ: Fiir alle Zahlen x gilt:

o (§— =) o x | cn(G— o) -
s 2—X = CO08 X 08 2— = Sin x

Fiir alle Zahlen x (x k%) gilt:

7
——x):cotx cnt(?——x)flnnx

Mit der folgenden Vereinbarung erhilt der Satz eine oft benutzte sprachliche
Formulierung.

DEFINITION: Zwei Winkel mit den MaBen x, und x, heiBen zueinander komple-

mentiir genau dann, wenn gilt x;, + x, = %

Nach dieser Definifion sind Winkel mit den MaBen % — x und x zueinander

Komplementwinkel. Der Satz erhilt damit folgende Formulierung:

SATZ: Der Sinus eines Winkels ist gleich dem Kosinus seines Komplementwinkels,
der Kosinus eines Winkels ist gleich dem Sinus seines Komplementwmkels

1 Lol

Der Tangens eines Winkels ist gleich dem K gens seines Komp 5
der Kotangens eines Winkels ist gleich dem Tangens seines Kompl inkel

Man sagt deshalb auch, Sinusfunktion und Kosinusfunktion bzw. Tangensfunk-
tion und Kotangensfunktion sind zueinander komplementire Funktionen oder
Kofunktionen.

‘Wir beweisen den Satz fiir Argumente x

k14 3 X ) si X
im Tntervall 0 < x < % (Bild A 26). Es 0, (ﬁm{f i3]
gilt A OD,P, =~ A OD,P, demn es : o sjons)
handelt sich um rechtwinklige Dreiecke =
mit kongruenten Winkeln bei 0. AuBler- x
dem ist die Hypotenuse in beiden Fillen 7 -
u

gleich dem Radius des Kreises. A 26
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Folglich ist die Abszisse von P, gleich der Ordinate von P; und die Ordinate von
P, gleich der Abszisse von P,.

(J ) d
cos | ——ux) =sinx
2

)~
sm 2—x = Ccos Xx

Den Beweis fiir beliebige Zahlen x fiithren wir hier nicht. Auf Grund der Definition
von Tangens und Kotangens ergeben sich die Beziehungen fiir diese Funktion:

. (7
sin (7 — x)
. 2 cosx
tan | —— x| =—7—— = = cotx
2 4 sin x
cos|, —a
4
cos [——x .
7 2 sin x
cot | >-—x)= = = tan x
2 4 cosx
sin (- —«x

Aufgaben a 122 und 123

Die Tafeln der Winkelfunktionen
18

Die Winkelfunktionswerte lassen sich mit Mitteln der Mathematik, iiber die wir
noch nicht verfiigen, durch endliche Dezimalbriiche beliebig genau annihern. Die
genauen Funktionswerte zu den meisten in der Tafel als endliche Dezimalbriiche
gegebenen Argumenten sind irrationale Zahlen. Ausnahmen sind :

sin 0° = 0; sin 30° = 0,5; sin 90° = 1

cos 0° = 1; cos 60° = 0,5; cos 90° = 0

tan 0° = 0; tan45° = 1 ; cot 45° = 1; cot 90° = 0

Obwohl wir also eigentlich z. B. sin 35° ~ 0,5736 schreiben miiten, wollen wir
doch stets wie bei den Logarithmen das Gleichheitszeichen verwenden. Das
Gleichheitszeichen gibt dann die Gleichheit im Rahmen der Genauigkeit der vor-
liegenden Tafel wieder.

Auf Grund der Komplementheziehung kann man fiir die Sinus- und die Kosinus-
funktion bzw. fiir die Tangens- und die Kotangensfunktion jeweils eine gemein-
same Tafel benutzen.

Es gilt sin 42,6° = cos 47,4°, wegen 42,6° + 47.4° = 90°.

Untersuchen Sie, ob die in der Tafel fiir tan 60° und fiir sin 60° angegebenen Zah-
len grofler oder kleiner als die genauen Werfe sind!

Sind die Winkel im Bogenmall gegeben, so muB} zunichst in das GradmaB um-
gerechnet werden, um die Tafel verwenden zu kénnen.
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sin 0,2 & sin 11,5° arca = 0,2

180°

are x

sin 11,5° = 0,1994 N
57,3°- 0,2 = 11,46°

Fiir die Logarithmen der Winkelfunktionen gibt es gesonderte Tafeln. In diesen
Tafeln sind alle Logarithmen mit negativer Kennzahl auf die Kennzahl — 10
gebracht worden, die aus drucktechnischen Griinden im Tafelwerk fehlt. Es muf3
dort also jeweils — 10 ergiinzt werden. Diese Tafeln ersparen ein zweimaliges
Aufsuchen; denn sonst miiten wir zur Ermittlung von Ig sin x, zunichst sin x,
aufsuchen und dann noch den Logarithmus von sin x; aus der Logarithmentafel
entnehmen.

Es ist ein Naherungswert fiir lg sin 35° zu bestimmen.

Wir entnehmen der Tafel fiir die Logarithmen der Sinusfunktion

Ig sin 35° = 9,7586 — 10 = — 0,2414.

Zu dem gleichen Ergebnis wiirden wir durch zweimaliges Aufsuchen in zwei
Tafeln kommen:

Aus der Tafel der Sinusfunktion entnchmen wir

sin 35° = 0,5736.

Aus der Tafel fiir die Logarithmusfunktion entnehmen wir

1g 0,5736 = 9,7586 — 10.

Begriinden Sie, warum man fiir die Logarithmen der Kosinusfunktion die gleiche
Tafel benutzen kann wie fiir die Logarithmen der Sinusfunktion!

Anfgaben a 124 bis 163

Winkel im Intervall —5° < ¢ < 5°
19

Fertigen Sie nach dem folgenden Schema eine Tabelle an!
(—10° = & = 10°, MaBzahl von « ganzzahlig)

« are x sin & tan x I arca —sinx | arca — tanx

Man kann fiir dem Betrag nach kleine Winkel x (— 5° < x < 5°) innerhalb einer
vorgegebenen Genauigkeit sin x und tan x durch arc x ersetzen.

Es gilt: sin x ~ x ~ tan x fiir — 0,0873 < x < 0,0873
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Geometrisch bedeutet diese Tatsache,
daB die Sinus- und die Tangenskurven
in hinreichend kleiner Umgebung
des Nullpunktes, d. h. fiir dem
Betrage nach kleine Argumente,
angenihert wie y = x verlaufen.

Sie schneiden die x-Achse im
Nullpunkt unter einem Winkel

von 45° (Bild A 27).

v ,y-hmx

|

/
/
/

=X
/ y=sinx
0 X
7
/

/

!

[ A21
Aufgabe a 164

Quadrantenbeziehungen
20

Zwischen Funktionswerten von Winkeln aus verschiedenen Quadranten gelten
die folgenden sogenannten Quadrantenbeziehungen :

sin (7 —x) =sinx

cos (1 —x) = —cosx
sin (7 + x) = —sinx
cos (m + x) = —cosx
sin 27 —x) = —sinx

cos (27 —x) = cos x

n
P
(OSI_Z)

Der Beweis fiir die Sinus- und
Kosinusfunktion ergibt sich auf
Grund der Gleichungen auf Seite 9.
Wegen der Symmetrie gelten fiir die
Koordinaten der Punkte P;, P,,
P;, P, folgende Beziechungen

(Bild A 28):

30

tan (x —x) = —tanx
cot (z—=x) = —cotx
tan (7 4 x) = tanx
cot (7 + x) = cotx
tan (27 —x) = —tanx
cot 27 —x) = —cotx

(0§x<%ﬁi:tanx)

(0<x§-§ﬁk cotx)

[

e
B [eos(m-x) sin(r—x)]
A

%x \//
5 (cos x; sin )

27-X

@@mﬁw‘xbx/hﬁr% f[ﬂdx—x);s:h(?x—ﬂk

-1

A28



Durch Vergleich der Koordinaten von P, und P, ergibt sich:
sin (7 — x) = sin x, cos (7 — x) = — cos x.
Durch Vergleich der Koordinaten von P, und P, ergibt sich:
sin (7 + x) = —sin x, cos (7 + x) = — cos x.
Durch Vergleich der Koordinaten von P, und P, ergibt sich:
sin (27 —x) = —sin x, cos (27 — x) = cos x.

Entnehmen Sie die Quadrantenbeziehungen der graphischen Darstellung der
Sinus- und Kosinusfunktion, indem Sie die Symmetriceigenschaften der Kurven
ausnutzen (Bild A 29)!

¥ Y

0 (m+x) _(290=x) 1\ (r-x) T (1+x) /[/] X
X (m-x) fE /2 X X W (2xx) 2%
A29

Beweisen Sie durch Riickgang auf die Definition von Tangens und Kotangens
(7 Seite 19, Definition A 3) die Quadrantenbeziehungen fiir die Tangens- und
Kotangensfunktion!

S

Entnehmen Sie die Quadrantenbezichungen der graphischen Darstellung der
Tangens- und Kotangensfunktion im Intervall 0 < x < 2z, indem Sie die
Symmetrieeigenschaften der Kurven ausnutzen!

Aufgaben a 165 und 166

Gebrauch der Tafeln fiir beliebige Winkel
21

In der Tafel sind nur die Winkel x im Intervall (0°; 90°) aufgefiihrt. Falls
die Winkelfunktionswerte oder ihre Logarithmen von Winkeln im Intervall
(90°; 360°) ermittelt werden sollen, miissen wir zunichst die Quadranten-
beziehungen anwenden. Wir fiithren dadurch die Funktionswerte im Intervall
(90°;360°) bzw. %
bzw. <0; %> zuriick.

= 2n> auf Funktionswerte von Winkeln im Intervall {0°; 90°)

—

1. Fall: % < x <7 (90° < & < 180°)

« = 145° = 180° — 35°

sin 145° = sin (180° — 35°) = sin 35°

cos 145° = cos (180° — 35°) = — cos 35°
tan 145° = tan (180° — 35°) = — tan 35°
cot 145° = cot (180° — 35°) = — cot 35°
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2 Fall:z <x< %n; (180° < x < 270°)

o = 227° = 180° +47°

sin 2277 in (180° + 47°) = — sin 47°
cos 227° = cos (180° + 47°) = — cos 47°
tan 227° = tan (180° + 47°) = tan 47°
cot 227° = cot (180° + 47°) = cot 47°

3
3. Fall: Erz < x < 2733 (270° < & < 360°)

x = 314° = 360° — 46°

sin 314° = sin (360° — 46°) = — sin 46°
cos 314° = cos (360° — 46°) = cos 46°

tan 314° = tan (360° — 46°) = — tan 46°
cot 314° = cot (360° — 46°) = — cot 46°

Sollen die Winkelfunktionswerte oder ihre Logarithmen von Winkeln iiber 360°
ermittelt werden, so nutzen wir die Periodizitit der Winkelfunktionen aus und
wenden dann die Quadrantenbeziehungen an.

a = 817° = 2 - 360° 4 97°
sin  817° = sin (2 - 360° + 97°) = sin 97°

Im Falle negativer Winkel nutzen wir die Eigenschaft der Winkelfunktionen,
gerade bzw. ungerade zu sein.

o = — 328°
sin (— 328°) = — sin 328° tan (— 328°) = — tan 328°
cos (— 328°) = cos 328° cot (— 328°) = — cot 328°
Beide Uberlegungen werden im folgenden Fall nacheinander angewandt.
sin (— 1990°) = — sin 1990°

= —sin (5 - 360° + 190°)

= — sin 190°

= — sin (180° + 10°)

= — (—sin 10°)

= sin 10°

Da die Logarithmusfunktion nur fiir positive Zahlen definiert ist, existieren die .
Logarithmen der Winkelfunktionswerte nicht in jedem Fall.

a) Wie lautet der Logarithmus von b) Wie lautet der Logarithmus von

sin 1236° ? tan 854°?

sin 1236° = sin (3 - 360° + 156°) tan 854° = tan (2 - 360° + 134°)
= sin 156° = tan 134°
= = tan (180° — 46°)

= — tan 46°

Ig sin 24° = 9,6093—10 Da tan 46° positiv ist, also — tan 46°

= —0,3907 negativ, ist der Logarithmus von

tan 854° nicht definiert.
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Welche der folgenden Gleichungen ist lésbar und welche nicht ?

a) Igsin x = 4

b) Igtanx = 4
c) Igcosx = —0,3
d) Igcotx =0
e) Igsin x = —20
f) lgcosx=1

Aufgaben a 167 bis 195

Bestimmen der Winkel bei gegebenen Winkelfunktionswerten
22

Die Gleichung sin x = 0,7237 ist zu lésen (Bild A 30).
Der Tafel fiir die Sinusfunktion entnehmen wir
0,7230 = sin 46,3°

0,7237 = sin x

0,7242 = sin 46,4°

87
yd 5 ) L %
2x -7 -1 N

[Bg6e-50% &

A30

X
S

ax

133,64°+360°)

Wir erhalten einen Niherungswert fiir eine Losung der Gleichung, indem wir den-
jenigen Winkel der Tafel wihlen, dessen Funktionswert dem vorgegebenen Funk-
tionswert am niichsten liegt, also x &~ 46,4°. Durch Interpolation kann man die
Genauigkeit etwas erhohen.

0,7242 — 0,7230 = 0,0012 entspricht 46,4° — 46,3° = 0,10°

0,7237 — 0,7230 = 0,0007 entspricht 0,0y°
O
10 12
7-10
= —— =6
12

Wir erhalten als Niherungswert x = 46.36°.

Die Gleichung sin x = 0,7237 hat jedoch beliebig viele Losungen. Da die Sinus-
funktion die kleinste Periode 27 hat, sind alle Winkel

x = 46,36° + k- 360° (k ganzzahlig)

Losungen der Gleichung. Es gibt auBlerdem im Intervall 90° < x < 180° einen
Winkel, fiir den sin x = 0,7237 gilt. Diesen Winkel erhilt man durch folgende
Uberlegung.
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Wegen der Quadrantenbeziehung ist sin 46,36° = sin (180°—46,36°) = sin 133,64°.
Folglich ist sin 133,64° = 0,7237 und damit x = 133,64° eine weitere Losung der
Gleichung sin x = 0,7237.

Alle Winkel

x = 133,64° + k- 360° (k ganzzahlig)

sind dann Lésungen der Gleichung. Weitere Losungen gibt es nicht.

Die Gesamtheit der Losungen der Gleichung

sin x = 0,7237

besteht aus den Winkeln

x= 46,36° + k- 360° ?

x— 133,64° + k- 360° ] (k ganzzahlig)

Die Gleichung cos x = — 0,4521 ist zu lésen (Bild A 31).
Wir ermitteln zuniichst eine Losung fiir die Gleichung
cos x = 0,4521

mit Hilfe der Tafel im Intervall 0° < % < 90°.

0,4524 = cos 63,1° Interpolation:

0,4521 = cos & 0,4524 — 0,4509 = 0,0015 entspricht 0,10°
0,4509 = cos 63,2° 0,4524 — 0,4521 = 0,0003 entspricht 0,0y°
i . ¥ _ 00003
Faoil 10 — 0,0015

mit Interpolation
= 63,12°

3
y=q5-10=2

Wegen der Quadrantenbezichung ist
cos (180° — 63,12°) = — cos 63,12°
und

cos (180° + 63,12°) = — cos 63,12°

Dacos 63,12° = 0,4521 gilt, ist

cos 116,88° = — 0,4521

und

cos 243,12° = — 0,4521

und somit sind x = 116,88° und x = 243,12° Lésungen der Gleichung

cos x = — 0,4521.

Da die Kosinusfunktion die kleinste Periode 2 7 besitzt, besteht die Gesamtheit der
Lésungen aus

x = 116,88° + k- 360°

x— 24312° 1 k- 360° } (kiganmcalili)

34



Die Gleichung tan x = — 3,435 ist zu lésen (Bild A 32).
Wir lésen zunichst die Gleichung tan # = 3,435 im Intervall 0° < & < 90°.

3,420 = tan 73,7° Interpolation:

3,435 = tan & 0,022 A 0,10°

3,442 = tan 73.8° 0,015 A 0,0y°
2 o 2 _15
x~ 73,8 0= 22

mit Interpolation _15-10 7
i=T3.87 ¥="a ¥

Wegen der Quadrantenbezichung ist

tan (180° — 73,87°) = — tan 73,87°.
Da tan 73,87° = 3,435 gilt, ist

tan 106,13° = — 3,435

und folglich

x = 106,13°

eine Losung der Gleichung

tan x = — 3,435.

Da die Tangensfunktion die kleinste Periode 7 besitat, bestcht die Gesamtheit der
Liosungen aus

x = 106,13° + k- 180° (k ganzzahlig)

A32 1 J I
: ------ ]
|
L |
|
}
T |
i
1 o/ 1}
(%=7387% 4 x
A
106,18° - 180°

o —

)

Die Gleichung Ig sin x = — 0,4230 ist zu losen.

Wir betrachten zunichst das Grundintervall 0° < x < 360°. Als Lésung kommen
nur Werte x in Frage, fiir die sin x positiv ist, d. h. die im Intervall 0° < x < 180°
liegen.
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Zur Anwendung der Tafel wird umgeformt: — 0,4230 = 9,5770 — 10
Ig sin x = — 0,4230 = 9,5770 — 10

x; = 22,2° (ohne Interpolation)

x, 180° — 22,2° = 157,8°
Die Gesamtheit der Losungen besteht ans
x = 22,2° + k- 360°
x = 157,8° + k- 360°

I

(k ganzzahlig)

Die Gleichung Ig cos x = — 0,7385 ist zu lésen.
Wir betrachten zuniichst das Grundintervall 0° < x < 360°.
Die Kosinusfunktion ist in den Intervallen 0° =< x << 90° und 270° < x < 360°
positiv. Umformung zur Anwendung der Tabelle: — 0,7385 = 9,2615 — 10
Ig cos x = 9,2615 — 10
x, = 79,5° (ohne Interpolation)
x, = 360° — 79,5° = 280,5°
Die Gesamtheit der Losungen besteht aus

— 79,5° + k- 360° .
%= 2805 J+r k - 360° ] (k ganzzahlig)

Die Gleichung Ig cot x = 1,523 ist zu lésen.
Wir betrachten zunichst das Grundintervall der Kotangensfunktion
0° < x < 180°.
Die Kotangensfunktion ist im Intervall 0° < x = 90° positiv.
Niherungswert aus der Tafel x = 1,7°
Die Gesamtheit der Losungen besteht aus
x=1,7° 4+ k-180° (k ganzzahlig)
Aufgaben a 196 bis 244
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B. Kérperberechnung

Seite

38 Zur Wiederholung
40 Pyramidenstimpfe
42  Gerade Kegelstiimpfe
44 Kugelteile

Fiir die kurzfristige Lagerung von Zement, Futter, Zuschlagstoffen in Industriebetrieben,
in der Landwirtschaft und an Baustellen setzen sich Silos durch, die ein schnelles Fiillen
und Entleeren ermoglichen. Auch fiir den Transport zahlreicher Giiter werden in immer
groBerem Umfang Behilter eingesetzt, dic ein schnell hselseitiges Umsetzen zwischen
Lkw, Eisenbahn und Schiff erméglichen. Dabei kommt es auf eine optimale Konstruktion,
d. h. auf ein giinstiges Verhiltnis von Volumen und Materialaufwand und auf

giinstige Transportfihigkeit an.
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Zur Wiederholung
1

In den Formeln fiir die Kérperberechnung stehen die Variablen fiir GroBen-

ben (Volumina, Flicheninhalte, Lingen). Eine GroBenangabe wird formal als
Produkt aus Mapzahl und Einheit aufgefaBt, wobei die MaBzahl von der verwen-
deten Einheit abhéngt.

Grundflicheninhalt: 4¢ = 1200 mm?2 = 12 cm? = 0,12 dm?

Im folgenden bedeuten:

a, b, c Kanten A Grundflicheninhalt
h Kérperhshe Ay Mantelinhalt
s Mantellinie Ao Oberflicheninhalt
g Kreis(Kugel-)radius v Volumen (Rauminhalt)
d Kreis(Kugel-)durch-
messer

Die Formeln zur Kérperberechnung kénnen als Funktionsgleichungen aufgefaBt
werden.

4
a) Die Gleichung V' = Eid % mit der unabhingigen Variablen r ist die Gleichung

einer Potenzfunktion. Durch die Funktionsgleichung werden Zahlen aus dem
Definitionsbereich fiir r eindeutig Zahlen aus dem Wertevorrat fiir ¥ zu-
geordnet.

b) In der Gleichung Ay = 27 r h treten zwei unabhingige Variablen, r und h,
auf. Durch die Funktionsgleichung werden Zahlenpaaren (r; k) aus dem De-
finitionsbereich eindeutig Zahlen aus dem Wertevorrat fiir 45 zugeordnet.!

Bei der Korperberechnung werden Oberflicheninhalte und Volumina mit Hilfe

1
von Konstanten (z. B. ?,:z) und Streckenlingen errechnet. Fiir praktische

Ubungen ist es giinstig, solche Formeln zu wihlen, bei denen alle erforderlichen
Stiicke unmittelbar gemessen werden konnen. So wird beispielsweise beim
regelmiBigen sechsseitigen Prisma (Sechskantprofil) statt der Grundkante a
die Schliisselweite s; verwendet, die gleich dem Durchmesser des Inkreises ist
(Bild B 1).

Geben Sie Formeln fiir den Oberflicheninhalt und das Volumen fiir a) die Kugel,
b) den Zylinder, ¢) das gerade, regelmiBige sechsseitige Prisma an, und zwar so,
daB alle erforderlichen Stiicke unmittelbar gemessen werden kénnen!

1 Derartige Funktionsgleichungen werden bis zur 12. Klasse nicht untersucht.
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Bei Berechnungen wird so lange wie moglich nur mit Variablen gearbeitet. Vor
dem Einsetzen miissen die Einheiten der GroB gab feinander abgestimmt
werden.

Das Volumen einer Pyramide mit rechteckiger Grundfliche soll genau 1 dm? be-
tragen. Die Hohe soll eine Linge von 10 cm haben, eine Grundkante soll eine
Liinge von 20 cm haben. Es soll die Linge der anderen Grundkante berechnet
werden.

Gegeben: V = 1dm?®; h = 10 cm; a = 20 cm. Gesucht: b.
Abstimmen der Einheiten: V = 1000 cm®, h = 10 cm, @ = 20 cm

V=%Ach Agc=a-b

V=%~a-b-h
37 3-1000cm® 3000

T4k 20cm-10cm 20-10

Ergebnis: Die andere Grundkante hat eine Linge von 15 em.

cm = 15 cm

Aufgaben b1 bis 6

Bei allen Berechnungen mit Niherungswerten (z. B. allen durch Messung ermittel-
ten GroBenangaben) richtet sich die Anzahl der geltenden Ziffern im Ergebnis
nach der Anzahl der geltenden Ziffern in den Niherungswerten. Der Niherungs-
wert mit der geringsten Genauigkeit entscheidet iiber die Genauigkeit des Er-
gebnisses.

Bei einer schiefen Pyramide, deren Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck mit der
Seite a = 6,0 cm ist, befinde sich die Spitze senkrecht iiber einer Ecke der Grund-
fliche, in der Hohe b = 8,0 cm. Es sollen a) der Oberflicheninhalt, b) das Vo-
lumen berechnet werden.
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Lisung:
Zur Berechnung des Mantelinhalts wird die Hhe by
der einen Seitenfliche benotigt (Bild B 2).

_\2 2
klzz(gV;x) +h2:3%-rh2

2 =
hy = 3% + h? = Vs 436 cm? + 64 cm?

— V91 em® ~ 9,539 em

Da im Radikanden zwei geltende Ziffern vorhanden sind, kommen fiir das Ergeb-
nis ebenfalls zwei geltende Ziffern in Betracht. Bei Zwischenergebnissen ist es
jedoch iiblich, eine Ziffer mehr zu beriicksichtigen.

Ergebnis: h; ~ 9,54 cm.

Fiihren Sie die weitere Berechnung zum Beispiel B 4 selbst durch!

Aufgaben b 7 bis 30

Pyramidenstimpfe
3

Wird eine Pyramide durch eine zur Grundfliche parallele Ebene geschnitten, so
zerfillt sie in einen Pyramidenstumpf und die zum Stumpf gehérende Erginzungs-
pyramide (Bild B 3 a). Der Abstand der Grundfliche von der Deckfliche ist die
Héhe h des Pyramidenstumpfes.

Pyramidenstumpf

- Ergiinzungspyramide
© "ganzungspy! o ()

,ﬁf\\\\\\JIBIbﬁscﬁenkhpe
A AN

w(Irapeze
\, q 4

Pyramidenstumpf

B3
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Beweisen Sie, daB Grund- und Deckfliche des Pyramidenstumpfes dhnliche Viel-
ecke sind! :

Anleitung: Wenden Sie den Strahlensatz auf jedes Strahlenbiischel an, das in einer
Seitenfliche liegt!

Fiir die Berechnung des Oberflicheninhalts 4o und des Volumens V eines
Pyramidenstumpfes gilt:

h ——
Ap = Ag + Ap + Ay VZE(AG+VA(;AD+AD)

Die Volumenformel wird hier nicht bewiesen.

Driicken Sie mit Worten aus, wie man nach dieser Formel das Volumen eines
Pyramidenstumpfes berechnen kann!

Der Stumpf einer geraden quadratischen Pyramide habe die Grundkanten
a = 4,00 m, die Deckkanten b = 2,00 m und die Héhe h = 1,50 m. Es sollen der
Oberflicheninhalt und das Volumen berechnet werden.

" Lisung:

Die Flichenhéhe der gleichschenkligen Trapeze kann mit Hilfe des Satzes des
PyTHAGORAS errechnet werden (Bild B 4).

B4

s 2
h,=|/hz+("2 ”) =VY22%Bme+1im?=)325mt~ 1,80 m

AM=4-GT+b-h,=2hl(a+b)= 3,60 m - 6,00 m = 21,6 m?

Ao = A¢ + Ap + Ay = 16,0 m? + 4,0 m? + 21,6 m? = 41,6 m?
h I
V= —3‘(As +V 4eAp + Ap)

= 0,50 m (16,0 m® + J/16,0 m®- 4,0 m® + 4,0 m?)
= 0,50 m - 28,0 m? = 14,0 m®

Ergebnis: Der Oberflicheninhalt betrigt 41,6 m? und das Volumen 14,0 m®.

‘Wie konnten bei einem Stumpf einer geraden gleichseitig-dreieckigen Pyramide
der Oberflicheninhalt und das Volumen bestimmt werden ?

Aufgaben b 31 bis 35 °
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Gerade Kegelstimpfe
4

Wird ein gerader Kegel durch eine zur Grundfliche parallele Ebene geschnitten,
so erhiilt man einen geraden Kegelstumpf und den Erginzungskegel des Stumpfes
(Bild B 5 a).

Der Abstand zwischen Grund- und Deckfliche ist die Hohe k des Kegelstumpfes.
Der Mantel ist in die Ebene abwickelbar (Bild B 5 c). Der Inhalt des Kegel-
stumpfmantels ist die Differenz der Flicheninhalte zweier Kreissektoren. Dabei
ist der eine Sektor die Abwicklung des Mantels des Vollkegels mit dem Radius r,
und der Mantellinie (s - s,), der andere ist die Abwicklung des Mantels des Er-
ginzungskegels mit dem Radius r, und der Mantellinie s,.

Ay = ary (s + 85) — 7rys,

Ay = aarys + ar s, — 7rys, 1)

In dieser Formel kommt die GroBle s, vor, die am Kegelstumpf nicht auftritt. Sie
kann aber eliminiert werden, denn nach dem Strahlensatz gilt die Proportion:

riry=(s+ )8,
18y = Tg8 + TgSp 2)
Wir setzen (2) in (1) ein und erhalten:

Apr = qarys + a(rys + ToSy) — ArySy
Anr = arys + arys + arys, — 7AryS,

I

Ay = arys + args

Grundfliche
Kegelstumpf

BS
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Ay =7 s (r, 4 1) oder AMZ?(d, + di)

Zeichnen Sie die Abwicklung des Kegelstumpfes mit den Radien r; = 3,0 cm,
ry = 2,0 cm und der Hohe h = 4,0 cm! Stellen Sie daraus das Flichenmodell des
Kegelstumpfes her!

Der Stumpf eines geraden Kreiskegels (Bild B 6) hat als oberen Durchmesser
d, = 108 mm, als unteren d; = 180 mm und als Hohe h = 48 mm. Es soll der
Oberflicheninhalt berechnet werden.

Losung:
n n k4
Ao=zd1’ +'4‘d22 -f—Es(dl +dy)

Die Mantellinie s erhalten wir aus der Beziehung
d,\2

=it (3—3)
180 mm 108 mm

2
s 482 mm? (T_T) = 2304mm? + 1296 mm? = 3600 mm?

s = 60 mm
do= %- 1802 mm? + %- 1082 mm? + % 60 (180 -+ 108) mm?
Ao = 25450 mm? + 9161 mm? + 27140 mm? = 61751 mm?
Ergebnis: Der Oberflicheninhalt betriigt rund 617,5 cm?

Das Volumen des Kegelstumpfes ergibt sich als Differenz der Volumina des zum
Stumpf gehorenden Vollkegels und des Erginzungskegels (Bild B 5 b).

n 7
V:E—rlz-(h-i-x)—%-rzz-x
.
V= = r?h + x (2 —r,?)
Die Hohe x wird mit Hilfe des Strahlensatzes durch r,, r, und h ausgedriickt:

x:rg=(h+2):n,
h-r,

rn—r,

x=
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Damit wird

[ ,, , hry
V= ‘5[’1“ h + e s (P — r.zz)]

V:%[r,m + hry (ry + rg)].

nh nh
V= %(rﬁ + rry + r,2) oder V= %(dl2 + d,d, + d,?%)

Setzen Sie in der Volumenformel und in der Mantelinhaltsformel fiir den Kegel-
stumpf a) r; = ry, b) r, = 0! Deuten Sie das Ergebnis!
Aufgaben b 36 bis 41

Kugelteile
6

Jede Schnittebene durch eine Kugel zerlegt diese in zwei Kugelabschnitte oder
Kugelsegmente (Bild B 7 a). Der krummlflichige Teil der Segmentoberfliche heifit
Kugelkappe oder Kalotte.

[} Kugelabschnitt (] Kugelausschnitt

(Kugelsegment) (Kugelsektor)




Nach dem Héhensatz gilt (Bild B 7b):
0*=h(@2r—h)

und nach Umformung

h® —2rh + 0% = 0.

Lésen Sie die vorstehende Gleichung einmal nach k und dann nach r auf! Begriin-
den Sie, warum sich fiir h zwei Werte ergeben!

In dieser Lerneinheit werden die Flicheninhalts- und Volumenformeln ohne Be-
weis mitgeteilt.

Kugelabschnitt: o o
V= E112(3r—h) oder V = 'th (3d —2n)

Kugelkappe:
Ay — 27 rh oder Ayy = a2 dh

Zeigen Sie, daB die Formel fiir das Kugelvolumen als Spezialfall fiir h = 2r aus
der Formel fiir das Volumen eines Kugelsegments hervorgeht!

Das Bild B 7c¢ zeigt einen Kugel hnitt oder Kugelsektor. Die Hohe h des
Kugelsegments gl]t zugleich als Hohe des zugehiorigen Kugelsektori

Kugelausschnitt: 2
=
V= 3" r*h oder V = Edzh

a) Fiir welchen Sektor einer Kugel mit dem Radius r ist der Flicheninhalt einer
Kugelkappe flichengleich dem Mantelinhalt seines Erginzungskegels ?

b) Wie nennt man einen Kugelabschnitt, bei dem die Hohe h gleich r ist ?
‘Wie nennt man einen Kugelabschnitt, bei dem die Hohe gleich 2r ist ?

Wird eine Kugel von zwei zueinander parallelen Ebenen geschnitten, so wird der
zwischen den Ebenen liegende Korper als Kugelschicht bezeichnet (Bild B 7d).
Der gekriimmte Mantel der Kugelschicht heit Kugel

Je nachdem, ob der Mittelpunkt innerhalb oder auBerhalb liegt (Bild B 7e. f), gilt:
h=Yr—o2+Vrr—o? (.=
Kugelschicht:

v— % h (3 0,2 + 30,2 - h?)
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Kugelzone:
Ay =2nrh oder Ay — 7 dh

a) Fiir 0, = 0 wird die Kugelschicht zum Kugelabschnitt.
Bestimmen Sie auf diese Weise sein Volumen!
Anleitung: Driicken Sie g, durch die GréBen r und h aus (Bild B 7b)!

b) Die Formeln fiir den Flicheninhalt einer Kugelkappe und einer Kugelzone bei
gleicher Hohe h und gleichem Radius r sind gleich. Welche geometrische Be-
deutung ergibt sich aus dieser Gleichheit (Bild B 8)?

Aufgaben b 42 bis 52



C. Trigonometrie

Seite
48 Anwenden der Winkelfunktionen auf das rechtwinklige Dreieck
50 Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck
51 Bereck am gleichschenkligen Dreieck
52 B 1 am 1méBi, "‘Eck
53 Anwendungsaufgaben
55 Beliebige ebene Dreiecke, der Sinussatz
57 Die Flichenformeln
59 Der Kosinussatz
B

60 1 an beliebigen ebenen Dreieck
62 Anwendungsaufgaben
64 Zur Geschichte der Trig rie

Der Uberseehafen Rostock ist mit modernen Drehbockkrinen aus dem VEB Kranbau
Eberswalde ausgeriistet. Diese Kriine ermoglichen wegen ihrer groen Beweglichkeit
einen schnellen Warenumschlag.

Die Tragfihigkeit eines Kranes hiingt von der Stellung des Auslegers ab. Die Druck- bzw.
Zugkrifte in Ausleger und Abspannseilen dndern ihre Grole bei Verinderung dieser
Stellung auch dann, wenn die Belastung des Kranes konstant bleibt. Berechnungen
hierzu kénnen wir mit den Mitteln der Trigonometrie durchfiihren.
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Anwenden der Winkelfunktionen
auf das rechtwinklige Dreieck
1

Das Dreieck OQP im Bild C1
ist rechtwinklig. In bezug auf den
Winkel QOP werden PQ

als Gegenkathete und 0Q als Ankathete
bezeichnet. Nach den Definitionen A 2
auf Seite 8 gilt dann fiir spitze
Winkel mit dem MaB x:

Linge der Gegenkathete  (la)
Linge der Hypotenuse

Linge der Ankathete (1b)

X =— Ccl1
cosx Linge der Hypotenuse

sin x =

Diese Beziehungen gelten allgemein fiir rechtwinklige Dreiecke. So kann z. B. das
Dreieck 4 BC im Bild C 2a so transformiert werden, daB B mit dem Koordinaten-
ursprung O eines rechtwinkligen uv-Koordinatensystems zusammenfillt und a in
der positiven u-Achse liegt (Bild C 2b). Um B wird der Kreis mit dem Radius ¢

gezeichnet. Auf Grund von (1a) gilt dann: sin § = i
c

Transformieren Sie das Dreieck 4BC im Bild C 2 so, daB der Punkt 4 auf 0 zu
liegen kommt und b in der positiven u-Achse liegt!

SATZ: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Sinus eines spitzen Winkels der Quotient
aus der Liinge der Gegenkathete dieses Winkels und der Liinge der Hypotenuse.

. _a . _ b 000
sinx = — Slnﬂ-fc (y = 90°)
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SATZ: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Kosinus eines spitzen Winkels der
Quotient aus der Liinge der Ankathete dieses Winkels und der Liinge der Hypo-
tenuse.

o|e

Cosx =

cosf = = 90°)

sin x COSX . 3 T .
Datanx = und cotx = ist, gelten im rechtwinkligen Dreieck unter
cosx x

Benutzung von (1a) und (1b) fiir spitze Winkel x die Bezichungen

Liinge der Gegenkathete x Liinge der Ankathete (2a; 2b)

tanx — : =
anx Linge der Ankathete Linge der Gegenkathete

SATZ: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Tangens eines spitzen Winkels der
Quotient aus der Linge der Gegenkathete und der Linge der Ankathete dieses
Winkels.

a b 5
tang =~ !anﬂ:: (y = 90°)

SATZ: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Kotangens eines spitzen Winkels der
Quotient aus der Liinge der Ankathete und der Liinge der Gegenkathete dieses
Winkels.

b
cotx =— | cotff =— (y = 90%)
a

Auf Grund der Sitze C 1 und C 2 gelten im rechtwinkligen Dreieck folgende Be-
ziehungen:

aic= sinx = cosf bi:c=cosx = sinf

o
a:b—tanx —cotf} bia=cotx = tanf (eweils y = 90°)

Im rechtwinkligen Dreieck sind im Falle y = 90° die Winkel « und 8 Komplement-
winkel (7 Seite 27, Satz A 10).
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@ Zeigen Sie, daB der Flicheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Formel

berechnet werden kann! Gehen Sie hierzu von der Formel 4 — L ab aus, und
wenden Sie die im Satz C 1 aufgefiihrten Formeln an! 2

Aufgaben ¢ 1 und 2

Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck
3

Da im rechtwinkligen Dreieck immer der rechte Winkel gegeben ist, sind zur Be-
rechnung dieses Dreiecks nur noch zwei weitere Stiicke nitig. Gehen wir dabei nur
von den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln «, f, y aus, so kénnen wir vier Grundauf-
gaben unterscheiden, bei denen die Dreiecke eindeutig konstruierbar sind (Kon-
gruenzsiitze) und die fehlenden Stiicke eindeutig berechenbar sind.

Gegeben sind

1) die Hypotenuse und ein Winkel,
2) eine Kathete und ein Winkel,

3) eine Kathete und die Hypotenuse,
4) die beiden Katheten.

@ Stellen Sie fiir das Dreieck im Bild C 2a alle méglichen Fille zusammen!

Die Berechnung wird durch die Verwendung der Logarithmentafel oder des
Rechenstabes vereinfacht.

m (1. Fall der obigen Zusammenstellung):
Gegeben: ¢ = 51,90 m; o = 52,55°.
Gesucht: 1) a’(in m); 2) b (in m); 3) f (in Grad); 4) 4 (in m?).
Lasung: Bei der Genauigkeit von vier geltenden Ziffern ist Tafelrechnen nétig.

1) sina == B lgn
Py 51,90 1,7152 (
e sin 52,55° 0,899 —1{ ()
a=4121m 41,21 1,6150

P) e

D s 51,90 1,7152
b=c-cosa cos 52,55° 07830 —1 ()
b = 51,90 m - cos 52,55
b=315m 31,56 1,4991
3) f=90°—«

B = 90° — 52,55° = 37,45°
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4) A— %ab £ lgn
2 0,5 0,6990 — 1
= —+41,21m-31,56 m 41,21 1,6150 (+)
2 31,56 1,4991
A = 650,3 m?
650,3 2,8131

Ergebnis: a = 41,21 m; b = 31,56 m; = 37,45°; 4 = 650,3 m2

Zur Kontrolle der rechnerisch ermittelten Losungen kann eine maBstibliche Zeich-
nung angefertigt werden. Im vorliegenden Fall empfiehlt sich eine Zeichnung im
MaBstab 1:1000.

Aufgaben ¢ 3 und 4

Berechnungen am gleichschenkligen Dreieck
4

Ein gleichschenkliges Dreieck kann durch seine

[
Symmetrieachse in zwei kongruente AN
rechtwinklige Dreiecke zerlegt werden (Bild C 3).
Die Berechnung fehlender Stiicke im
gleichschenkligen Dreieck kann also auf die a «
Berechnung der Seiten und Winkel im
rechtwinkligen Dreieck zuriickgefiihrt werden.

P - A
A ¢ B

Gegeben: a = b = 15,2 cm; y = 76,8°.

Gesucht: 1) « (in Grad); 2) ¢ (in cm); 3) A4 (in cm?).

Lisung: Bei der Genauigkeit von drei geltenden Ziffern reicht die Genauigkeit des
Rechenstabes aus. Deshalb wird das kombinierte Tafel-Stab-Verfahren ange-
wendet.

o i e ] 14 c
= — 2 = —ia=—
1) &« =90 ) ) sin 2 2 i1¢=35;
= 90° — 38,4° — 51,6°
o« = 90° — 38, 51,6 @ 2a'sin7;

¢ =2-15,2 cm - sin 38,4°
1 ¢~ 2-152cm- 0,621 ~ 18,9 cm
3)A:Evhc he=a-sinx

1 1
A= Fcar sin o & T 18,9 ¢m - 15,2 em - sin 51,6°
18,9 -15,2 - 0,784
LA R e o
2
Ergebnis: o = 51,6°; ¢ = 18,9 cm; A4 = 112,6 cm?®

m? A 112,6 cm?

R

Aufgaben ¢ 5 bis 9
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Berechnungen am regelméBigen n-Eck
5

Von einem Punkt O aus seien n Strahlen in einer Ebene so gezogen, daB je zwei
360°
nebeneinanderliegende Strahlen einen Winkel von ¢ — T miteinander bilden.

Wird diese Figur, wie im Bild C4a angedeutet, um den Punkt O um den Winkel

o

@ = gedreht, so geht sie in sich iiber.

n

C4

.Verbindcn wir die im Bild C 4 angegebenen entsprechenden Punkte 4, B, C, D, E
der Reihe nach miteinander durch Strecken, so entsteht ein Vieleck, in dem alle
Seiten und Winkel einander gleich sind, denn sie gelangen durch Drehung um den

Winkel ¢ = 350 zur Deckung (Bild C 4b).

Ein Vieleck, dessen Seiten und Winkel untereinander gleich sind, heiBt regel-
miiflig. Dreht man das regelmiBige Vieleck A BCDE um den Punkt O um den

60°
Winkel ¢ = i

‘Winkel zur Deckung, sondern es decken sich auch die Strecken 04, 0B, ..., OF

und ebenso die von O auf die Seiten gefillten Lote OF, OG, ..., OK. Der Punkt 0
ist demnach von allen Eckpunkten und allen Seiten des regelmiBigen Vielecks je-
weils gleich weit entfernt.

oder um Vielfache davon, so gelangen nicht nur seine Seiten und

Allgemein gilt:

Jedem regelmiiBligen Vieleck 1iiBt sich ein Kreis umbeschreiben (Umkreis) und ein
Kreis einbeschreiben (Inkreis), fiir den die Seiten Tangenten bzw. Sehnen sind.

Ein regelméBiges n-Eck kann in n gleichschenklige, untereinander kongruente
Teildreiecke zerlegt werden (Bild C 5). Ein solches Teildreieck wollen wir Bestim-
mungsdreieck des regelmiBigen Vielecks nennen.
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Regelmdlige n-Ecke

c
regelmaBiges 7-Fek - regelmafiges 5-Fok

C5

Gegeben ist die Seite eines regelmiBigen Zwolfecks mit s, = 6,41 dm.

Gesucht sind: 1) ¢ (in Grad); 2) r, (in dm); 3) r; (in dm); 4) uy, (in dm); 5) 4,
(in dm?). (Zur Vereinfachung wird im folgenden s,, = s gesetzt.)

Lisung: Wir wenden das Tafel-Stab-Verfahren an.

& N @ 360° @ s
D= 0—gie=7 =30¢ 3)00t?:ri:5
e =180°—g¢ 3 %
e = 180" — 30° = 150° r‘:E"‘Ut?
) 6.41 - 3,73
2) sin%:.—i:ru andm
B - s 6,41 ri ~ 12,0 dm
Y= . P ~ 2-0.259 dm &~ 12,4 dm
2-sin —
2
4) up, = 125 .
Uy = 12 - 6,41 dm 5) A =12 s
Uy, = 76,92 dm ~ 76,9 dm Ay~ 6+ 6,41 dm - 12,0 dm ~ 462 dm?

Ergebnis: £ = 150°; ry ~ 12,4 dm; r; &~ 12,0 dm; uyy &~ 76,9 dm; 4;, ~ 462 dm?

Aufgaben ¢ 10 bis 14

Anwendungsaufgaben
6

Bei der Losung von Anwendungsaufgaben mit Hilfe der Trigonometrie sucht man
zuniichst nach einem fiir die Berechnung geeigneten rechtwinkligen Dreieck.

Welchen Anstiegswinkel hat eine Schraube mit metrischem Gewinde, deren Ge-
windedurchmesser d = 11,4 mm und deren Ganghéhe h = 2,00 mm betrigt ?
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Lisung: Aus Bild C 6 ergibt sich:
tany = =
2,0 mm
7+ 11,4 mm”
Mit Hilfe des Rechenstabs berechnet

man tanx = 0,0559 und liest in der
Tafel ab: & = 3,2°.

tanx =

Ergebnis: Die Schraube hat einen Anstiegswinkel von 3,2°.

In der Technik wird die Gestalt eines konischen Zapfens durch die Fachbezeich-
nung ,,Kegel 1:x* angegeben. Das bedeutet, daB der Durchmesser D sich auf
einer Zapfenlinge von x mm um 1 mm vermindert (Bild C 7a). Der Kegel im Bild
C7b hat die Lange I. Er verjiingt sich von D auf d, d. h. um (D — d). Wendet
man den Strahlensatz auf die Figur im Bild C 7b an, so gilt:

lix=(D—d):l

D—d
Die Verjiingung betrigt also v = -
Die Gestalt und damit die Verjiingung kann

durch den Offnungswinkel x gekennzeichnet

werden (Bild C 8). cs
Der im Bild C 9 dargestellte Bolzen soll
auf einer Drehmaschine gedreht werden. &
i : ; S
‘Wie groB ist der Kegelwinkel x ? i 2 ;
— tw
Lisung: Allgemein gilt: co
_D—d, 1 D—d
BT m g
d. h., der Tangens des halben Kegelwinkels ist gleich der halben Verjiingung.

2 0]

2710
Aus der Tafel ergibt sich % A~ 5,71° und damit & ~ 11,42°.

Im vorliegenden Fall ist tan

Ergebnis: Der Kegelwinkel betrigt etwa 11,42°.
Aufgaben c 15 bis 50
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Beliebige ebene Dreiecke, der Sinussatz
7

Jedes ebene Dreieck konnen wir durch wenigstens eine gecignete Hohe in zwei
rechtwinklige Dreiecke zerlegen. Wir konnen also auch jedes nichtrechtwinklige
Dreieck mit den bisherigen Mitteln berechnen, indem wir eine solche Zerlegung
anwenden.

Entnehmen Sie dem Bild C 10

die MaBe eines spitzwinkligen Dreiecks,
und berechnen Sie die Linge der Seite c,
die GroBe der Winkel # und y sowie den
Flicheninhalt 4!

MabBstab 7:4

Es ist nun rationeller, fiir die Berech-
nung beliebiger ebener Dreiecke Sitze
und Formeln herzuleiten und an-
zuwenden, statt die Zerlegung bei jeder
Aufgabe von neuem vorzunehmen.

c10

Betrachten wir also die Zerlegung mit Hilfe der Hohe hc. Es sind nun drei Fille zu
beriicksichtigen (Bild C 11).

1. Fall: & < 90°. 2. Fall: « = 90°.

Es gelten: Es gelten:

he=a-sinf 1) he=a-sinf

he="b-sinx 2) h,=b.

Wir setzen gleich und erhalten: Wir setzen gleich und erhalten:

a-sinff=b-sinx (3) a-sinf =b.

oder, als Proportion geschrieben, Wir kénnen schreiben:

a:b=sino:sinp. 4) a-sinff = b-sinwx, denn sinx = 1.
Damit erhalten wir wieder die
Gleichungen (3) und (4).

o (2]
4
b b \& b=h, 4
@ 0 o=90°
A B :
Pkt | 4 F 8




3. Fall: & > 90°.

Es gelten he = a - sin § und he = b - sin (180° — x).

Wir setzen gleich und erhalten:

a-sin ff = b - sin (180° — ).

Da sin (180° —a) = sin «, erhalten wir wieder die Gleichungen (3) und (4).
Entsprechend finden wir, wenn wir im Dreieck die Hohe hq bzw. hy, betrachten,

bic=sinf:siny (5)
bzw.

c:a=siny:sinw, (6)
Schreiben wir die Proportionen (4) und (5) folgendermaBen:

a b .
sina  sin f§ (#2)
und

b c -
Wnf sy o
so wird deutlich, daBB

a b c

— = —— = — 0]
sinx sinfl siny
oder, als fortlaufende Proportion geschrieben,

Ia:b:c:sinzx:sinﬂ:siny 8)
gilt.

Die Gleichungen (7) und (8) werden als Si der eb Trig rie be-
zeichnet.

SATZ: In jedem ebenen Dreieck verhalten sich die Lingen zweier Seiten wie die
Sinus der gegeniiberliegenden Winkel.

Da der Sinus im I. und II. Quadranten positiv ist, gehéren zu einem positiven
Sinuswert mit Ausnahme von sin ¢ = 1 stets ein Winkel ¢, im I. Quadranten und
ein Winkel ¢, im II. Quadranten ( Seite 33, Beispiel A 22). Beide Winkel sind
zuniichst als Rechenergebnisse méglich, und es bedarf einer besonderen Unter-
suchung, ob sie auch beide als Losungen der betreffenden Aufgabe in Frage
kommen. Mit Hilfe des Sinussatzes vereinfacht sich die Berechnung des Dreiecks
in der Ubung C 4 folgendermaBen:

Gegeben: a = 16,0 cm; b = 12,8 cm; x = 78°.
Gesucht: 1) f (in Grad); 2) y (in Grad); 3) ¢ (in cm).
Lisung:
1) a: b=sina:sinf
b-sina 12,8 ¢m - sin 78° =
sin ff = T 16,0 om = 0,8-0,9781 ~ 0,7825
By ~ 51,5°; By ~ 180° — 51,5° = 128,5°
Da die Winkelsumme im Dreieck 180° betrigt und die
Summe x + f, = 78° 4 128,5° = 206,5°
bereits grofler als 180° ist, entfallt f,.
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2) 7, =180° —(x + f)
7, = 180° — (78° + 51,5°) = 50,5°

3) a:c=sinx:siny n Ign

a-siny
c= r 16,0 1,2041 } ()

16,0 em - sin 50,5° sin 50,5 9,8874 — 10
e

sin 78 Ziihler 11,0015 —10]
¢~ 12,6 cm sin 78° 9,9904 —10 { )
12,62 1,1011

Ergebnis: f ~ 51,5°; y ~ 50.5°; ¢ ~ 12,6 cm
Aufgaben c 51 und 52

Die Fldchenformeln
8

1
Wir werden nun aus der Flicheninhaltsformel fiir das Dreieck 4 = 5 gh, die

Hohe eliminieren, so daf die Berechnung des Flicheninhalts eines Dreiecks ohne
Kenntnis einer der drei Hohen maglich ist.

1. Fall: )\ ABC ist spitzwinklig.
1
Es gilt 4 = - ahound auch hy = b * sin y.

Durch Substitution erhalten wir

=

A= — ab siny O]

2

2. Fall: A ABC ist rechuvinklig mit y = 90°.
1

Es gilt 4 = Eabund sin y = sin 90° = 1.

Wir sind also in diesem Fall berechtigt,

1 1 ;
3 ab = 1 ab sin y
zu setzen. Somit gilt die Gleichung (9) auch im rechtwinkligen Dreieck.
3. Fall: )\ ABC ist stumpfwinklig mit y > 90°.
1
Es gilt 4 = 5} ah, und auch hy = b - sin (180° — y).

Da sin (180° — y) = sin y, gelangen wir wie im ersten Fall zur Gleichung (9).
Entsprechend finden wir, wenn wir nicht von h,, sondern von hy bzw. he ausgehen:
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=

A= —besinx bzw.

2

A:%acsinﬁ

(10)

an

b SATZ: In jedem Dreieck ist der Flicheninhalt gleich dem halben Produkt aus den
Lingen zweier Seiten und dem Sinus des eingeschlossenen Winkels.

Ferner gilt fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks:

c? sinosinf
a==-.———F
2 siny
4 o sinfsiny
2 sin
A:b_z.sinzzsina
2 sin

a2

(13)

(14)

Leiten Sie diese drei Gleichungen her, indem Sie z. B. fiir Gleichung (12) von

Gleichung (11) und Gleichung (6) ausgehen!

Von einem Dreieck sind gegeben:
a=17,6cm; o = 27,6°; y = 129,4°.

Gesucht sind: 1) g (in Grad); 2) b (in cm); 3) ¢ (in cm); 4) 4 (in cm?).

Lésung:

1) f=180° — (x + )
B = 180° — (27,6° + 129,4°) = 23,0°

- n Ign
2yl
sin o 7,6 0,8808
76 cm - sin 23° sin 23° 9,5919—10f (1)
“in 27,6°
b~ 641 cm 10472710}
' sin 27,6° 9.6659 —10 ] ¢
6,400 0,8068
P 7.6 0,8808
8) =i sin1204° | 9.8880—10] ()
6 cm - sin 129,4°
Gl % 10,7688—10] o
3 e — 101
¢ ~ 12,67 cm sin 27,6 9,6659 — 10
12,67 1,102
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1 3,8 0,5798
4) d=—-abisiny 6,41 0,8068 l (+)
pa 7,6 cm - 6,41 cm - sin 129,4° sin 129,4° 9,8880 —10
- 2
— 38641 - si o 11,2746 — 10
A= 3,8-6,41 - sin 129,4° cm? 18,82 ‘ 12746

A~ 18,82 cm?
Ergebnis: f = 23,0°; b~ 6,4 cm; ¢ ~ 12,7 cm; 4 ~ 18,8 cm?

Konstruieren Sie das Dreieck aus Beispiel C 7, und iiberpriifen Sie die Ergebnisse !

Aufgaben ¢ 53 bis 57

Der Kosinussatz
9

Sind in einem schiefwmkligen Dreieck die drei Seiten bzw. zwei Seiten und der ein-

hl ‘Winkel g so kann der Sinussatz nicht zur Berechnung der
fehlenden Stiicke herangezogen werden. In diesem Fall fiihrt die Anwendung eines
weiteren trigonometrischen Satzes zum Ziel.

‘Wir betrachten wieder ein Dreieck A BC und beriicksichtigen dabei die drei Fille:
1. spitzwinkliges Dreieck, 2. rechtwinkliges Dreieck, 3. stumpfwinkliges Dreieck
(~ Bild C11).

1. Fall: x < 90°.
Es gelten nach dem Satz des PyTaAGORAS
he? = b2 —u? und he® = a?— o2
Gleichsetzen und Umordnen ergibt
b3 —ul — g2 — o2
a? = b2 4 0% — u?
Wegen v = ¢ — u wird
a?=b% 4 (c—u)?—u?
a? = b2 4 ¢2—2cu
Da cosx = i’ also u = b+ cos x, erhalten wir

b

|a2:b‘2+c2—2bccosa (15)

2. Fall: x = 90°.
Es gilt nach dem Satz des Pyruacoras a® = b2 4 ¢%

Da in diesem Fall cos « = cos 90° = 0, bleibt die Gleichung richtig, wenn wir
schreiben :

a? = b2 + ¢2 — 2bc cos 90°.

Wir kommen also auch in diesem Fall auf die Gleichung (15).
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3. Fall: x > 90°.

Es gelten nach dem Satz des Pyruacoras

he® = a®—v? und he? = b2 — ul

Wir setzen wieder gleich, ordnen um und erhalten

a? = b2 —u? |02

Wegen v = ¢ + u, also v2 = ¢2 -+ 2cu + u?, wird

a? = b2% -+ ¢? 4 2cu.

Da cos (180° —«) = % und cos (180° — x) = — cos &, folgt:

a? = b2 + ¢2 — 2bc cos .

Entsprechend finden wir, wenn wir jeweils die Hohe h, bzw. hy betrachten:

[bzza2+c2~—2accosﬂl

bzw.

I c =a2+b2—2abcosy|

(16)

a7

Die drei Gleichungen (15), (16) und (17) werden als Kosinussatz der ebenen

Trigonometrie bezeichnet.

Da der Kosinus im I. und II. Quadranten verschiedene Vorzeichen hat, ist die
Berechnung eines Dreieckswinkels nach dem Kosinussatz eindeutig.

Berechnungen an beliebigen ebenen Dreiecken

10

Das Berechnen der GroBe von Seiten und Winkeln in einem beliebigen Dreieck
kann je nach der Auswahl der gegebenen Stiicke auf vier Grundaufgaben zuriick-
gefithrt werden, die auf den vier Kongruenzsitzen beruhen.

Gegeben Losungshinweise
eine Seite und zwei Winkel sww Sinussatz
wsw
zwei Seiten und der der groBleren Seite ssw Sinussatz
gegeniiberliegende Winkel
zwei Seiten und der eingeschlossene sws Kosinussatz und Sinussatz
‘Winkel
drei Seiten 588 Kosinussatz und Sinussatz
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Bei jeder Aufgabe muB untersucht werden, ob und wie viele Loésungen vorhanden
sind-(Determination). Die Determination wird erleichtert, wenn man neben dem

Rechengang die geometrische Konstruktion ausfiihrt.

Werden die unbekannten Stiicke des schiefwinkligen Dreiecks logarithmisch be-
rechnet, so hat der Kosinussatz gegeniiber dem Sinussatz den Nachteil, daB die
logarithmische Rechnung unterbrochen werden muB. Andererseits hat er aber den

Vorteil, daB die Winkelberechnung eindeutig ist.

Gegeben: a = 24 cm; b= 13 cm: ¢ = 15 cm.
Gesucht: 1) a3 2) f; 3) y; 4) A (in cm?).
Lisung:

1) a® = b% + ¢ — 2bc cos x

b2 4 2 —q2
cosy = —————

2bc
s — 169 cm? + 225 cm?2 — 576 cm?
SRS 2-13- 15 cm?
182 7
= — 355 = — 15 = — 04667

« = 180° — 62,18° = 117,82°

2) a:b =sinx:sinf - lgn
b sin
sinf =—— 13 1,1139
“ sin 62,18° 0.9466 —1 [ (1)
. , 13 cm-sin 117,82°
M = 24 cm Ziihler 1,0605 } o
. 13 cm - sin 62,18° 24 1,3802
sinf = —— "
e sin f 0,6803 —1
By = 28,62°

o= 180° — 28,62° = 151,38°

Der Winkel f, entfillt als Losung, da bereits Winkel & stumpf ist.

3) y=180°—(x +f)

= 180° — 146,44° — 33,56° n i
. 0.5 0,6990 — 1
4) A= _—absiny 24 1,3802
2 13 11139 ()
; s
= % -24cm-13 om-sin33,56°  °n33,56 0,7426 —1
86,24 1,9357

A ~ 86,24 cm?

Ergebnis: a =24 cm; b = 13 em;c = 15 cm;a &~ 117,8°; f & 28,6°; 7 &~ 33,6°;

A ~ 86 cm?

Aufgaben c 58 bis 62
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Anwendungsaufgaben
1

Ermitlung von Hoh hied c
Um die Héhe eines Berges

zu messen, wird in der Ebene h
eine Standlinie AB = s = 113 m
abgesteckt, deren Richtung genau

auf die Bergspitze hinweist

(Bild C12).

C12

An den Enden der Standlinie werden die Erhebungswinkel o; = 24,29° und
&y = 19,80° gemessen. Wie hoch erhebt sich der Berg iiber der Ebene ?

h
Lisung: Es ist tan ;) = — und tan &, = L

e e +s
Die zweite Gleichung wird nach h aufgelost, die erste nach .
Wir erhalten

h=e tanx, + s- tanx, und e, =

tan o,
Durch Einsetzen erhalten wir:
ke
_h-tan a2—|-s~tan<xz n Ign
. tane 113 2,0531
h (1 = ﬂ) s tan 24,20° | 06545 — 11 (+)
tan &, tan 19,80° | 0,5563 —1
= (s tan ap) : tanioy —tanag
- o tan o Zihler 1,2639 ©)
po Stanog - tanx, Nenner 0,9605 — 2
B tanx, — tano, o
_ 113m-tan24,29°-tan19,80° 2011 [ 2,3034
tan 24,29° — tan 19,80°
tan 24,29° = 0,4513
— tan 19,80° = 0,3600
Nenner = 0,0913
h=201,1m

Ergebnis: Der Berg erhebt sich rund 201 m iiber die Ebene.

Bestimmung von Kriften

Der 5,20 m hohe Mast am Ende einer elektrischen Grubenbahn ist durch eine
waagerechte Seilspannkraft von 1020 kp belastet und durch ein schriges Draht-
seil am Boden gegen Biegung verankert (Bild C 13). Es sollen zeichnerisch und
rechnerisch ermittelt werden:
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1020kp

Ankerseil

¢ s
8
@
7 £
Co
N&E
700m
C13 L
a) die Spannkraft im Ankerseil,
b) die Belastung des Mastfundamentes (Gewicht des Mastes: F — 800 kp).
Lisung : Wir rechnen mit dem Stab
7,00 m
tano = 5.20m ~ 1,35
&~ 53,5°
k;
a) sina:% b) tana:m
b
1020 kp 1020 _ 1020kp 1020 K
T Sin53,5° ~ 0,804 7= tan535° N 135 P
x ~ 1270 kp y ~ 156 kp

Ergebnis: Die Spannkraft im Ankerseil betrigt 1270 kp. Die Belastung des Mast-
fundamentes betriigt 1556 kp.

Besti eines Brechungswinkels

Ein Lichtstrahl fillt unter dem Einfallswinkel x = 15° aus Luft in Wasser

4
(Brechungszahl n= ?) Berechnen Sie den zugehérigen Brechungswinkel !

sin o
Brechungsgesetz: —— =n

sin
Lisung: sin f = %—o‘-
3 - sin15°
sin f = %5 ~ 0,75+ 0,259 A 0,194
B~ 11,2°.

‘Ergebnis: Der Brechungswinkel betrigt 11,2°.

Aufgaben c 63 bis 122
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Zur Geschichte der Trigonometrie

Im Laufe einer langen Zeit ist die Trigonometrie in miihevoller Gedankenarbeit aus der gesell-
schaftlichen Praxis heraus entwickelt worden.

Vor 4000 Jahren stand die Geometrie im alten Agypten auf einer schon recht beachtlichen Héhe.
Sie war aus der Notwendigkeit heraus entstanden, die durch jihrliche Niliiberschwemmungen
unkenntlich gewordenen Feldergrenzen jedesmal neu zu vermessen. Die Knotenleine mit Ab-
schnitten von drei, vier und fiinf Einheiten war ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Vermessungs-
arbeiten. Besonders eindrucksvolle Zeugen fiir den hohen Stand der Ingenieurkunst jener Zeit
sind die Pyramiden, die Grabstiitten der dgyptischen Kénige, deren Bau Hunderttausenden von
Sklaven und mit Gewalt zur Arbeit getriecbenen Bauern das Leben kostete. Simtliche Pyramiden
weisen iibereinstimmende Merkmale auf, woraus auf ein planvolles Arbeiten und hervorragen-
des meBtechnisches Konnen hl werden kann. So sind die Seitenflichen der Pyramiden
im allgemeinen mit einem Winkel von 52° zur Grundfliche geneigt. AuBerdem sind die Pyramiden
recht genau nach den Himmelsrichtungen orientiert, und die Kantenlingen ihrer quadratischen
Grundflichen weichen nur um einige 10 Zentimeter voneinander ab, obwohl z. B. die griofite
Pyramide, die um 2680 v.u.Z. gebaute sogenannte Cheopspyramide, eine Seitenlinge von
227,5 m bei einer Hohe von 146,6 m besal3.

Unter den erhaltenen Schriftstiicken des alten Agyptens befinden sich auch einige mathematischen
Inhalts. In einem in Moskau aufbewahrten mathematischen Papyrus wird z. B. die Berechnung
des Vol eines Pyr lenstumpfes mit quadratischen Deckflichen véllig richtig vorgenom-
men; dieser mathematische Korper trat als Teil der Verkleidung der Pyramiden auf. Aus den
mathematischen Papyri geht auch hervor, daB feste Fachausdriicke fiir den Begriff ,, Winkel* und
fiir das Verhiltnis von Seitenlingen an Pyramiden existierten, d. h. die ersten Vorstufen trigono-
metrischer Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck.

Auch bei den Chinesen, einem der iltesten Kulturvilker, reichen die geometrischen Kenntnisse,
darunter auch trigonometrische, weit zuriick. Schon um 1100 v. u. Z. wurden rechte Winkel mit
Hilfe des Zahlentripels 3; 4; 5 abgesteckt, Hohen durch Messen der Schattenlinge bestimmt sowie
Tiefen- und Entfernungsbestimmungen mit Hilfe rechtwinkliger Dreiecke vorgenommen. Leider
sind unsere Kenntnisse iiber die friihe chinesische Mathematik recht gering, da ein chinesischer
Kaiser im Jahre 213 v. u. Z. alle schriftlichen Aufzeichnungen verbrennen lief}. Nur ganz wenige
Dokumente sind dieser Zerstorung entgangen.

s e x_._.....—‘ﬂ
Bild C14: Pyramide und Totentempel des MYKERIMOS (um 2600 v. u. Z. )
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Bild C15: Originaltext der Pyramidenstumpf- Bild C16: Babylonische Keilschrifttafel
aufgabe des Moskauer Papyrus mit Dreiecksberechnungen

Die babylonische Mathematik stand im Vergleich zu der dgyptischen Mathematik auf einem
wesentlich hoheren Niveau. Dies betrifft insbesondere die Algebra, aber auch die Geometrie und
Tri rie. Tontifelch mlt Keilschrifttexten iiberliefern uns mathematische Probleme aus
einer etwa 5000 Jahre zuriickl den Zeit. Bewi kanile B gebaut werden; denn
in Mesopotamien, dem Gebiet zwischen Euphrat und Tigris, war Ackerbau nur bei kiinstlicher
Bewiisserung moglich. So wurden fiir die erforderlichen Dimme die Neigung der Boschung und
die Breite der Dammkrone berechnet. Daher spielte in den Rechnungen ein solches Verhiiltnis von
Seitenlingen eine groBe Rolle, das auf den Kotangens hinausliuft und das als ,,Boschungswert**
bezeichnet wurde.

Derartige Probleme aus der Praxis fiihrten auch zu tiefen theoretischen Einsichten. Die Propor-
tionalitit der entspr den Seiten in dhnlichen Dreiecken wurde erkannt und der Satz des
PYTHAGORAS aufgestellt. Eine enge Verkniipfung der babylonischen Mathematik bestand mit der
Astronomie. Von riesigen, zu Tempelanlagen gehorenden Tiirmen beobachtete man den Himmel
und glaubte, aus dem Lauf der Planeten z. B. Anzeichen kommender Diirren oder den Ausgnng
eines geplanten Kriegszuges ablesen zu konnen. Auch der berithmte Turmbau von Babel war eine
solche ,,Sternwarte*. Zwar wurde die babylonische Astronomie immer stirker mit Aberglauben
durchsetzt, d. h., sie wurde vielfach zur Astrologie; aber auch echte astronomische Kenntnisse
wurden gewonnen. Uber v1e1e Jahrhunderte hinweg fortgesetzte Beobachtungen zeigten die

Periodizitat der Hi 1 h sowie die rcgeLmange ‘Wiederkehr von Sonnen- und Mond-
fi i und des Z flens von Planeten in bestimmten Txerk.relszexchen usw. Es
sind sogar Zahl bell halten geblieben, die bei der Bereck g periodischer astr 1

Vorgiinge verwendet wurden. Wenn man diese Zahlenwerte — was die damaligen Astronomen
natiirlich noch nicht taten — in ein Koordinatensystem iibertriigt, so erhilt man ganz deutlich
das Bild einer Sinuskurve.

Ungefiihr 1000 Jahre vor Beginn unserer Zeitrechnung boten nicht mehr die Binnenlinder wie
Agypten und Mempn!amxen die gunsngsten Entwicklungsbedingungen fiir Wirtschaft, Handel
und Wi haft in Vi d mit der Entwicklung des Schiffbaues die Kiistenlinder.
Daher wurden die in Griechenland, auf den égiischen Inseln und in Kleinasien ansissigen grie-
chischen Stimme um die Mitte des 1. Jahrtausends v. u. Z. fiir den Raum des éstlichen Mittel-
meeres politisch, 6konomisch und auch auf dem Gebiete der Wissenschaft bestimmend.
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Bild C17: Babylonischer Felderplan
Die griechische Mathematik verdankt ihren engen Beziel zu Mesop. ien und Agypten

sehr viel. Ergebni haftlicher Arbeit wurden iiber und A gen fiir neue
Erkenntnisse empfangen. THALES VON MILET (624 ?—548? v. u. Z.) soll die Hohe der Pyramiden
dadurch bestimmt haben, daB er ihre Schattenlinge in dem Augenblick maB, als sein eigener
Schatten genauso grofl war wie er selbst. In Milet bestimmte er, ebenfalls mit Hilfe dhnlicher Drei-
ecke, die Entfernung der Schiffe vom Hafen. Von Babylonien wurden auch die Sonnenuhr, die
Zeiteinteilung und der G iiber Der G das iilteste astronomische Instrument,
diente zur Bestimmung der Siidrichtung. Ein senkrecht stehender Stab wirft auf eine waagerechte
Ebene seinen Schatten und erméglicht so die Messung der jeweiligen Schattenlinge, die sich bis
Mittag verkiirzt und dann wieder linger wird. Die Winkelhalbierende jedes Winkels, der von paar-
weise gleich langen Schatten gebildet wird, erstreckt sich in der Nord-Siid-Richtung. Dariiber hin-
aus ermoglicht der G die M g der S hihe aus der Linge des Stabes und seines
Schattens, was auf den Tangens des Hohenwinkels fiihrt.

Die griechische Mathematik erreichte spiiter eine erstaunliche Hohe. Aber sie geriet mehr und mehr
unter den Einflu der idealistischen Philosophie, insbesondere der Schule PLaToNs. Dadurch rif}
die Verbindung der Mathematik zur Praxis ab. Ja, man hielt es nicht einmal mehr fiir nétig, die
Methoden der praktischen Mathematik, wozu Trigonometrie und FeldmeBkunst gehorten, schrift-
lich nied 1 In der Skl hal llschaft galt jede praktische Tatigkeit, sogar die des
bildenden Kiinstlers, trotz der Vorliebe der griechischen Sklavenhalter fiir Sk Ip . als minder-
wertig.

Andererseits kann man aus erhalten gebliebenen Bauwerken der griechischen und rémischen
Antike hen, daf} die d ligen T ieure ein bed des Wissen, auch auf dem Gebiet der
praktischen Geometrie, besessen haben. So wurde z. B. um 530 v. u. Z. zur Wasserversorgung der
Stadt Samos unter dem Baumeister EUPALINOS ein 1 km langer geneigter Tunnel durch einen Berg
gebohrt. Der Stollen wurde von den beiden Eingéingen aus vorgetrieben, und die beiden Seiten
verfehlten einander nur um 3 m: eine Glanzleistung. Spiiter hat HERON VON ALEXANDRIA (um
100 u. Z.) auch die feldmesserischen Geriite beschrieben, insb dere den Diopter
(Sehrohr). Mit Zahnridern und Schrauben war er in zwei zueinander senkrechten Ebenen verstell-
bar. Um Héhenunterschiede zu messen, wurde das Gelinde genau wie heute mit MeBlatten ab-
gesteckt. AuBerordentlich wichtig fiir den spéiteren Aufbau einer systematischen Trigonometrie
waren Beitrige von ARCHIMEDES (287?212 v.u. Z.), dem bedeutendsten Mathematiker des
Altertums.
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Als in den letzten Jahrhunderten vor unserer Zeitrechnung Grofreiche und spiter das romische
Weltreich entstanden, stiegen die Anforderungen an die Landv Diese Ver gen er-
forderten verbesserte astronomische Kenntnisse. Die astronomische Forschung erhielt so neue
Impulse. In Verbindung damit machte auch die Trigonometrie, das wichtigste mathematische
Hilfsmittel der Astronomie, Fortschritte.

ARISTARCHOS (um 270 v. u. Z.) vi hte auf tri ischem Wege, das Verhiltnis der Ent-
fernungen Erde—Mond und Erde—Sonne zu bestimmen, indem er den ‘Winkel o« zwischen Mond,
Erde und Sonne bei Halbmond maB, wenn also bei C ein rechter Winkel auftritt. Da er aber «
wegen der mangelhaften Instrumente nicht genau bestimmen konnte, erhielt er fiir dieses Verhilt-
nis nur 1:19 und nicht den richtigen Wert 1:370. HrppArRcHOS (180 7—125? v. u. Z.) berechnete
eine Sehnentafel, d. h. eine Tafel der Sehnenld bei hsendem Bogen.

[\ Mond

SchlieBlich faBte PTOLEMATOS VON ALEXANDRIA (857—165? u. Z.) alle fritheren Ansiitze und
Methoden der Astronomie in einer Darstellung des geozentrischen Weltbildes zusammen, einem
Buch mit dem Titel .,Die GroBe Zusammenstellung*. Die Araber verstiimmelten spiiter den grie-

chischen Titel zu Almagest. Da PTroLEMAIOS weder den Si noch den Kosi kannte,
zerlegte er beliebige Dreiecke in zwei rechtwinklige Dreiecke.
Die Um dl der Trig rie unter Ver dung der Seitenverhiltnisse Sinus, Kosinus,

Tangens und Kotangens am rechtwinkligen Dreieck wurde von den arabischen Gelehrten im
9. Jahrhundert vollzogen. Der Almagest war schon 833 ins Arabische iibersetzt worden. Wihrend
in Europa durch den kulturfeindlichen EinfluBl der christlichen Kirche auch die Wissenschaften
darniederlagen, bliihte die arabische Kultur auf. Noch heute spiegeln die Mérchen aus 1001 Nacht
jene glanzvolle Zeit wider.

Auch die Mathematik, insbesondere Algebra und Trigonometrie, erfuhren eine bedeutende For-
derung. TABIT IBN QURRA (826—901) fand den Sinussatz am rechtwinkligen Kugeldreieck. Unter
dem EinfluB des groBen Astronomen AL-BATTANT (850 ?—929) entschied man sich endgiiltig fiir die
Sinus-Trigonometrie. ABU NASR (um 1000) fand den Sinussatz der ebenen Trigonometrie. Das
ganze nun hl Lehrgebiude der Trig rie wurde schlxeBl.u:h von Atr-Tusi (1201 bis
1274) erstmals faBt. Auch umf: eiche astr he und tri rische Tafeln
wurden berechnet z. B. tabulierte ULUG BEG (1392—1449) die tngonomelnschen Funktionen mit
einer G igkeit von 17 Dezimalen. Die indische Tri rie und A ie standen auf
einem dhnlich hohen Niveau.

Diese groBartigen trigonometrischen Kenntnisse gelangten aber nur zu einem ganz geringen Teil
nach Europa, so dal man dort noch einmal von vorn anfangen mufite. Erst im 15. Jahrhundert
konnte die europiische Mathematik wenigstens in Teilen die antike Mathematik erreichen und
iibertreffen. Die neuen Ergebnisse wurden erzielt, weil das gesellschaftliche Leben Probleme auf-
warf, deren Losung auch den Einsatz neuer mathematischer Methoden erforderte. Dies betraf auch
die Trigonometrie. Im SchoBe der Feudalgesellschaft wuchs eine neue Klasse, die Bourgeoisie,
heran. Sie war an der Forderung des Handels interessiert, sie betrieb in ihrem eigenen politischen
und Gkonomischen Interesse die Kolonisierung, die ErschlieBung neuer, in Ubersee gelegener
Mirkte. Man fand den Seeweg nach Indien, und man entdeckte einen neuen Erdteil. Der Handel
nach Ubersee warf ungeheu.re Profite ab. Die Navigation auf hoher See erfordert aber ein bedeu-
tendes Maf} astr her und tri; rischer Kenntnisse.

Auch die Astronomie stellte an die Trigonometrie hohe Anforderungen. Indem man mit verbesser-
ten astronomischen Instrumenten, dem Jakobsstab und dem Mauerquadranten, genaue Messungen
am Himmel anstellte, bemerkte man, daB3 das ptolemiische geozentrische Weltbild nicht richtig
sein konnte. Den entscheidenden Schritt, der eine wissenschaftliche GroBtat ersten Ranges dar-
stellt, vollzog der polnische Gelehrte NIKOLAUS KOPERN[KUS (1473—1543). In seinem Todesjahr
erschien sein wissenschaftliches Hauplwerk De revol ibus orbium coelestiy (d. i. Uber die
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Bild C19:

Verwendung des von dem
jiidischen Gelehrten

LEvVI BEN GURsSON (1288—1344)
erfundenen sogenannten
Jakobsstabes zur Winkel-
messung. —

Aus dem Titelblatt einer
Abhandlung (1533) von

P. Apian

Umdret der Hi Iskorper), in dem das heliozentrische Weltbild begriindet wurde. Freilich
erst in einem erbitterten opferreichen Kampf gegen die Kirche — G. BRuno wurde verbrannt,
G. GALILET wurde bis zu seinem Tode von der Inquisition gefangengehalten — konnte der Wahr-
heit zum Siege verholfen werden.

Auch die Ausriistung der Heere mit Kanonen machte die Entwicklung des Vermessungswesens und
damit der Trigonometrie dringend notwendig. Um die Geschiitze sorgfiltig zu richten, bedurfte es

Bild C20:

Mauerquadrant (gemauerter
Viertelkreis mit Winkelteilung).
Die Sternhihe kann gemessen
werden, indem der Beobachter
durch einen Spalt

(links oben)

den Stern anvisiert. —

Die Darstellung zeigt den
dénischen Astronomen

TycHo BRAHE bei Messungen
auf seiner Sternwarte

in Uraniborg




Bild C21:

Militérisches Vermessungs-
wesen. —

Abbildung aus L. ZUBLERS
Kurzem Bericht von den
neuen geometrischen
Instrumenten, 1602

Entfer besti im Gelinde. Hierzu wurde das Vorwirtseinschneiden nach
zwei Punkten entwickelt.
Auf Grund dieser und noch anderer praktischer Anforderungen entwickelte sich die Tri rie

im 15., 16. und 17. Jahrhundert rasch. Schon JOHANNES vON GMUNDEN (1380 ?—1442), Magister an
der Universitit Wien, und sein Nachfolger GEORG VON PEURBACH (1423—1461) beschiftigten sich
mit der Neuberechnung erweiterter trigonometrischer Tafeln. Dieses umfangreiche Werk voll-
brachte schlielich REGIOMONTAN (1436—1476). Von ihm stammen Sinustafeln, die von Minute zu
Minute fortschreiten, sowie eine gradweise fortschreitende Tangententafel.

REGIOMONTAN war ohne Zweifel der fithrende europmsche Mathemauker seiner Zeit. In seinem
allerdings erst im Jahre 1533 gedruckten Werk De trianguli. libri quinque (Fiinf Biicher
iiber alle Dreiecke) fate REGIOMONTAN alle vorhandenen trigonometrischen Verfahren, Siitze und
Hilfstabellen zur Trigonometrie zusammen. Dort wird der Sinussatz ausfiihrlich verwendet und
zum erstenmal der Kosinussatz ausgesprochen. Durch REGIOMONTAN war nun auch in Europa die
Trigonometrie zu einer einheitlichen Wissenschaft geworden. Dem mathematischen Inhalt nach
hatte sie schon damals das heutige Niveau erreicht.

In der Folgezeit wurden die Tafeln noch wesentlich verbessert, so durch den Wittenberger Mathe-
matiker RHAETICUS (1514—1576), den Franzosen VIETA (1540—1603) und den groBen Astronomen
JOI{AVNES KEPLER (1571—1630). Seit KEPLER wurden auch die Methoden des logarithmischen

I in der Tri rie verwendet.

Bild C22:
REGIOMONTAN
(1436—-1476)
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Die heute verwendeten Bezeich in der Tri rie sind freilich erst in spiterer Zeit ein-
gefiihrt worden. Im wesentlichen haben sich die von dem genialen schweizerischen Mathematiker
LeoNHARD EULER (1707—1783) verwendeten Bezeichnungen durchgesetzt: 7 als MaBzahl des
Einheitshalbkreises, e fiir 2,718 .. ., a, b, ¢ fiir die Dreiecksseiten, die Symbole sin, cos, tan fiir
die trigonometrischen Funktionen.

Von den groBen Mathematikern und Geodéten des 18. und 19. Jahrhunderts wurde die Trigono-
metrie als Hilfsmittel der Erdver g weiter ausgeb So konnte z. B. der Franzose P. L. M.
DE MAUPERTIUS (1698—1759) durch Messung eines Lingenkreises die Abplattung der Erde an den
Polen nachweisen. Neu entdeckte Linder wurden in allen Einzelheiten kartographi

men. Der groBte deutsche Mathematiker, C. F. GAuss (1777—1855), entwickelte schlieBlich nnch die
sogenannte Methode der kleinsten Quadrate, mit der es maglich ist, sich in den SchluBberechnun-
gen weitgehend von den unweigerlich auftretenden Beobact fehlern frei zu h

Bild C24:
LeEoNHARD EULER
(1707—-1783)
g Bild C25:
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Bild C23:

Tuschzeichnung aus dem 17. Jahrhundert
in einer japanischen Darstellung
trigonometrischer Verfahren.

Ein Beispiel fiir die als Ergebnis
praktischer Anforderungen

entwickelte Trigonometrie anderer Linder
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D. Darstellende Geometrie

Seite

72 Das raumliche kartesische 89 Hohenlinien und Fallinien
Koordinatensystem 92 Neigungswinkel einer Ebene —

73 Schragbilder (Wiederholung) . wahre GroBe einer ebenen Figur

75 Die Grundgebilde Punkt, Gerade 94 Schnitt einer Ebene mit einer Geraden—
und Ebene Senkrechte und Lot

76 Orth litit und Parallelitat 96 Die senkrechte Zweitafelprojektion —

78 Winkel im Raum Punkt und Gerade

80 Der Begriff ,,Projektion 99 Neigungswinkel einer Geraden —
(Wiederholung) wahre Linge einer Strecke

82 Eigenschaften der senkrechten 100 Gegenseitige Lage zweier Geraden
Parallelprojektion 101 Héhenlinien und Frontlinien

82 Die senkrechte Eintafelprojektion — 105 Neigungswinkel einer Ebene —
Punkt und Gerade wahre GréfBle einer ebenen Figur

86 Neigungswinkel einer Geraden — 106 Gegenseitige Lage zweier Ebenen
wahre Linge einer Strecke 109 Schnitt eines Korpers

88 Gegenseitige Lage zweier Geraden mit einer Ebene

Das photographische Bild entspricht einer Zentralprojektion, bei der das
Projektionszentrum ein Punkt im Linsensystem des Photoapparates ist. Bei dieser
Projektionsart werden zueinander parallele Geraden, soweit sie nicht parallel zur
Bildtafel liegen, nicht als Parallelen abgebildet. Ein solches Bild ist anschaulich, aber
wenig geeignet zur schnellen Entnahme der Mafle. Aus diesem Grunde wird fiir
technische Zeichnungen eine allerdings wenig hauli ierte Parallelp
vorgezogen.

o
jektion
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Das rdumliche kartesische Koordinatensystem
1

Die darstellende Geometrie hat die Aufgabe, GesetzmiiBigkeiten fiir die zeichneri-
sche Darstellung riumlicher Gebilde zu untersuchen.

Das Prinzip der darstellenden Geometrie ist die Abbildung von Punkten des
Raumes auf die Punkte der Zeichenebene.

Durch ein zweiachsiges kartesisches Koordinatensystem wird jedem Punkt der
Ebene ein geordnetes Paar reeller Zahlen umkehrbar eindeutig zugeordnet. Der
Punkt P; mit der Abszisse x; und der Ordinate y; wird wie folgt bezeichnet:
Py (x5 y1).

Mit Hilfe eines dreiachsigen kartesischen Koordinatensystems (Bild D 1 a) kon-
nen wir Punkte im Raum festlegen. Die erforderliche dritte Koordinatenachse
(z-Achse) steht senkrecht auf der Ebene (7 Lerneinheit D 5), in der die Abszissen-
achse (x-Achse) und die Ordinatenachse (y-Achse) liegen, und hat den gleichen
Ursprung wie diese Achsen. Die ihr entsprechenden Koordinaten werden auch
Koten genannt (und zwar dann, wenn sie Hohen angeben). Der Punkt P; mit den
Koordinaten x4, y; und z wird wie folgt bezeichnet: P; (%45 ye5 %),

Rdumliches kartesisches Koordinatensystem

Linkssystem | Rechtssystem
0 (]

D1

Analog zur Ebene gilt fiir den Raum der

SATZ: Durch ein dreiachsiges rechtwinkliges Koordi y wird jedem

Punkt des Raumes ein geordnetes Tripel reeller Zahl kehrbar deutig zu-
geordnet.

Je nach dem Richtungssinn der dritten Achse (in unseren Uberlegungen der z-

Achse) in bezug auf das von den beiden anderen Achsen gebildete Achsenkreuz

werden zwei Arten dreiachsiger rechtwinkliger Koordinatensysteme unter-
hieden: Rechtssy und Linkssy ]
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D2b D2¢c

Wenn wir dem Daumen die positive x-Richtung, dem Zeigefinger die positive
y-Richtung und dem Mittelfinger die positive z-Richtung zuordnen und diese
Finger rechtwinklig gegeneinander spreizen, so gibt die rechte Hand ein Rechts-
system und die linke Hand ein Linkssystem an (Bild D 1b, c). Das Koordinaten-
system im Bild D 1 a ist somit ein Rechtssystem.

In der darstellenden Geometrie werden wir ein Rechtssystem anwenden, bei dem
die «,y-Ebene die GrundriBtafel und die y,z-Ebene die AufriBtafel bildet. Damit
fillt die y-Achse des Koordinatensystems mit der RiBlachse zusammen, und die
x-Achse liegt in Tiefenrichtung (Bild D 2). Das «,y-Achsenkreuz erscheint im
Vergleich mit der Lage, die wir beim graphischen Darstellen von Funktionen ein-
halten, um 90° im Uhrzeigersinn gedreht.

Ist ein Punkt P im Raum gegeben, so finden wir seine Koordinaten, indem wir
uns nach Bild D 2 ¢ einen Quader konstruiert denken, dessen Kanten parallel zu
den Achsen sind; die Koordinaten entsprechen den Kantenlingen.

Sind die Koordinaten eines Punktes gegeben,so werden durch sie die Kantenlingen
des in Bild D 2 ¢ dargestellten Quaders bestimmt. Es ist gleichgiiltig, in welcher
Reihenfolge die den Koordinaten entsprechenden Strecken auf den Parallelen zu
den Achsen angetragen werden.

Vergleichen Sie die Bestimmung der Koordinaten eines gegebenen Raumpunktes
mit der Bestimmung der Koordinaten eines Punktes der Ebene!

Aufgaben d 1 bis 7

Schrigbilder (Wiederholung)
2

Fiir die Darstellung von Objekten in Kavalierperspektive gelten folgende Regeln:

— Als Bildebene dient die Aufritafel.

— Strecken und Figuren, die in der AufriBtafel oder in einer Parallelebene zu die-
ser liegen, werden in wahrer Linge bzw. in wahrer GriBe abgebildet.

— Strecken senkrecht zur AufriBtafel werden gegeniiber der Richtung, die in der
Abbildung der Vertikalen entspricht, unter einem Winkel von 45° und auf die
Hilfte verkiirzt abgebildet.
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- Darstellung eines gegebenen Dreiccks Ay By G, I)l'/‘(ﬂl/@/[&l‘pd’[’ﬁﬁkfl‘ke
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Die Bilder von Strecken, die nicht parallel oder senkrecht zur AufriBtafel sind,
bestimmen wir, indem wir die Endpunkte der abzubildenden Strecken mittels
Hilfsstrecken in der AufriBtafel und senkrecht zur Aufriitafel, d. h. in Tiefenrich-

tung, ermitteln (Bild D 3).

Aufgaben d 8 bis 11

Sind die darzustellenden Gegenstinde durch die Koordinaten geeigneter Punkte
gegeben, so ist es zweckmiBig, als Hilfsstrecken fiir die Konstruktion jene Strek-

ken zu wihlen, die den Koordinaten entsprechen.

Gegeben : Die Eckpunkte einer vierseitigen
Pyramide durch ihre Koordinaten:
A(2;—0,4;0), B(4; 1,7;0), C(2;2,4:0),
D (0,7; 0,35 0), S (25 1,35 2,8).

Gesucht : Es ist das Schriigbild dieses Korpers
in Kavalierperspektive zu entwerfen

(Bild D 4 a).

=3

2 S
|

11
1
!

1

Bemerkung : Die Punkte 4, B, C. D

haben die Kote 0, sie liegen also in der
GrundriBtafel ; der Punkt 4

hat eine negative Ordinate, er liegt

(vom Standpunkt des Betrachters aus)
links von der x-Achse.

Die Kavalierperspektive ist ein Sonderfall
der Schrigbilddarstellung mit x = 45°
und dem Verkiirzungsverhilinis ¢ = 1: 2.
Wenn wir die Lage des Karpers oder

die Richtung der Projektionsstrahlen
verindern, erhalten wir verschiedenartige

Schrigbilder. Das Bild D 4 b stellt die
im Beispiel D 1 angefiihrte Pyramide
im Schrigbild mit dem Winkel x = 60°
und dem Verkiirzungsverhiltnis
q=1:3 dar.
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Die Kavalierperspektive eignet sich besonders fiir das Zeichnen von Gegenstinden,
bei denen die Vorderansicht (der AufriB) das Wesentliche enthilt. Nach den
Regeln der Kavalierperspektive konnen wir bei entsprechender Wahl des Rich-
tungssinnes der Achsen auch Ansichten von links oder von unten entwerfen.

Stellen Sie einen Wiirfel in Kavalierperspektive dar entsprechend einer Ansicht
a) von links oben, b) von rechts unten!

Aufgaben d 12 bis 19

Die Grundgebilde Punkt, Gerade und Ebene
3

Im Raum unterscheiden wir als geometrische Grundgebilde Punkte, Geraden und

Ebenen. Der Anschauung entnehmen wir folgende Grundtatsachen:

a) Zwei Punkte, die nicht fallen (d. h. hieden sind),
genau eine Gerade; jede Gerade enthiilt mind zwei verschied Punkte.

b) Eine Gerade, die zwei Punkte mit einer Ebene gemeinsam hat, liegt ganz in
dieser Ebene. ;

c) Drei verschiedene Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, besti genau
eine Ebene; jede Ebene enthiilt mindestens drei nicht in einer Geraden liegende
verschiedene Punkte.

d) Es gibt mindestens vier Punkte, die nicht in einer Ebene liegen.
€) Zu einer Geraden gibt es durch einen beliebigen Punkt genau eine Parallele.

Bemerkung: Parallele Geraden sind als Geraden gleicher Richtung definiert.
Zusammenfallende Geraden sind dementsprechend parallel.

Mit Hilfe dieser Grundsiitze kénnen wir feststellen:

Eine Ebene wird bestimmt durch

— drei verschiedene Punkte, die nicht in einer Geraden liegen,

— eine Gerade und einen nicht in der Geraden liegenden Punkt,
— zwei verschiedene Geraden, die einen Punkt gemeinsam haben,
— zwei verschiedene parallele Geraden.

Uber die gegenseitige Lage von zwei verschiedenen Geraden im Raum gelten
folgende Beziechungen:

Zwei verschiedene Geraden liegen entweder in einer Ebene oder nicht. Liegen die
Geraden in einer Ebene, dann haben sie entweder genau einen Punkt gemeinsam,
d.h., sie schneiden einander, oder sie haben keinen Punkt gemeinsam, dann sind
sie parallel. Der gemeinsame Punkt zweier Geraden heift Schnittpunkt.

DEFINITION: Zwei Geraden, die nicht in einer Ebene liegen, heiBen windschief
(oder kreuzend).
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Uber die gegenseitige Lage von zwei verschied Eb gelten folg

hungen:

Zwei verschiedene Ebenen haben entweder einen Punkt gemeinsam oder keinen
Punkt gemeinsam. Haben die Ebenen einen Punkt gemeinsam, dann haben sie
auch eine Gerade gemeinsam, d. h., sie sch einander ; die gemeinsame Gerade
zweier Eb, heiBt Schnittgerade. Haben die Ebenen keinen Punkt gemeinsam,
dann sind sie parallel (1 Definition D 7).

Uber die gegenseitige Lage einer Ebene und einer Geraden im Raum gelten folgende
Beziehungen:

Entweder die Gerade liegt in dieser Ebene oder sie liegt nicht in dieser Ebene.
Liegt die Gerade nicht in dieser Ebene, so haben Gerade und Ebene entweder
genau einen Punkt gemeinsam, d. h., sie schneiden einander, oder sie haben keinen
Punkt gemeinsam. Der gemeinsame Punkt der Ebene und der Geraden heifit
Schnittpunkt. Haben Ebene und Gerade keinen Punkt gemeinsam, dann sind sie
parallel (7 Definition D 10).

de Bezie-

Aufgaben d 20 bis 23

Wir betrachten Geraden, Ebenen, auch gekriimmte Linien und Flichen als
Punktmengen. Sie bilden echte Teilmengen des gleichfalls als Punktmenge auf-
gefalten Raumes.

Liegt ein Punkt P in einer Geraden g, so ist P ein Element von g, geschrieben
P €g; liegt der Punkt Q nicht in der Geraden g, s ist Q & g.

Entsprechendes gilt fiir die Lage eines Punktes in bezug auf eine Ebene.

Liegt eine Gerade g in einer Ebene ¢, so sind die Punkte der Geraden Elemente
von ¢ und g ist eine echte Teilmenge von ¢, geschrieben g C &.

Zwei einander schneidende Geraden g und h haben den Schnittpunkt S gemein-
sam. Es ist somit S e gund S € h.

Entsprechend lassen sich die Schnittgerade s zweier Ebenen ¢ und 6 durch
sceunds Co

und der Schnittpunkt D einer Ebene & und einer Geraden g durch

D € gund D € ¢ ausdriicken.

Orthogonalitdt und Parallelitat
5

DEFINITION: Eine Gerade heifit senkrecht zu einer Ebene, wenn sie auf allen
Geraden der Ebene, die durch ihren Schnittpunkt mit der Ebene gehen, senkrecht
steht.

SATZ: Eine Gerade ist senkrecht zu einer Ebene, wenn sie auf zwei Geraden der
Ebene, die (urch ihren Schnittpunkt mit der Ebene gehen, senkrecht steht.
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Mit dem Satz D 5 hingen auch die folgenden Sitze zusammen:
@ In einem Punkt einer Ebene gibt es nur eine Senkrechte zu dieser Ebene.
® Von einem Punkt auBerhalb einer Ebene gibt es nur ein Lot auf die Ebene.

SATZ: Zwei verschiedene Geraden, die auf einer Ebene senkrecht stehen, sind
parallel.

Bemerkung (Bild D 5): A A
Die Geraden g, und g, haben keinen B
Punkt gemeinsam; es ist zu zeigen, /
daB sie in einer Ebene liegen. N

N,

..\_

4 1
I 52-58

D5

Wir verbinden den Schnittpunkt S; von g, mit der Ebene ¢ mit dem Schnitt-
punkt S, von g, mit & und legen in ¢ durch S, die Senkrechte zu S;S,. Auf dieser
Senkrechten und auf g, werden von S, bzw. von S, gleiche Strecken angetragen,
ihre Endpunkte seien 4 (auf der Senkrechten zu S,S, in &) und B (auf g,). Die
Dreiecke AS;S, und BS,S, sind kongruent, daraus folgt die Kongruenz der Drei-
ecke BS; 4 und AS,B. Da der Winkel BS,4 ein rechter ist, gilt dies auch fiir den
Winkel A4S, B. Die Gerade S, 4 steht somit senkrecht auf S,S, (nach Vorausset-
zung), auf g, und auf S, B; also liegen diese Geraden und damit auch g; und g, in
einer Ebene.

Mit dem Satz D 6 hiingt auch der folgende Satz zusammen:

@ Steht von zwei parallelen Geraden die eine senkrecht auf einer Ebene, so gilt

das auch fiir die andere.

DEFINITION: Zwei Ebenen heiien parallel, wenn die Lote der einen Ebene zu
den Loten der anderen Ebene parallel sind.

Bemerkung : Zusammenfallende Ebenen sind dementsprechend parallel.

SATZ: Zu einer Ebene gibt es durch einen beliebigen Punkt genau eine Parallel-
ebene.

Bemerkung (Bild D 6):

Wir fillen das Lot I vom Punkt P
auf die Ebene ¢ und legen durch !
eine Ebene; sie schneidet ¢ in der
Geraden g. Die Parallelebene zu ¢
durch P schneidet die zu ¢ senkrechte
Ebene in der Geraden s, einer
Parallelen zu g. Die Annahme
mehrerer Parallelebenen fiihrt zu
einem Widerspruch mit Satz D 2e.

SATZ: Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten Ebene geschnitten, so sind
die Schnittgeraden parallel.
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Bemerkung: Die Schnittgeraden zweier verschiedener Parallelebenen mit einer
dritten Ebene liegen in einer Ebene und haben keinen Punkt gemeinsam.

DEFINITION: Eine Gerade heifit parallel zu einer Ebene, wenn sie zu einer
Geraden in dieser Ebene parallel ist.

Bemerkung : Liegt die Gerade in der Ebene, dann ist sie dementsprechend auch
parallel zur Ebene.

Aufgaben d 24 und 25

Winkel im Raum
6

SATZ: Sind die Schenkel zweier Winkel paarweise parallel und haben sie gleichen
Richtungssinn, so sind die Winkel kongruent und liegen in parallelen Ebenen.

Bemerkung (Bild D 7):

Wir verbinden die Scheitel S; und S, der
beiden Winkel, tragen auf den gleichgerichteten
Schenkeln gleiche Strecken an und verbinden
die entsprechenden Eckpunkte miteinander.
Mit Hilfe der Eigenschaften der dabei
entstehenden Parallelogramme kann der Satz
bewiesen werden.

DEFINITION: Als Neig inkel einer Geraden g mit einer Ebene ¢ (g nicht

parallel ¢) wird der hischstens rechte Winkel bezeichnet, den die Gerade mit jener
Geraden der Ebene einschliefit, die durch den Schnittpunkt der Geraden mit der
Ebene und den FuBipunkt des Lotes von einem Punkt der Geraden auf die Ebene
bestimmt ist (Bild D 8).

Bemerkung : Steht die Gerade auf der Ebene senkrecht, so ist die in der Ebene
liegende Bezugsgerade nicht eindeutig bestimmt; der Neigungswinkel ist in
diesem Falle ein rechter Winkel (7 Definition D 4).

SATZ: Wenn eine Gerad llele Ebenen schneidet, so schneidet sie diese unter

P

gleichen Neigungswinkeln.

DEFINITION: Als Neigungswinkel zweier nicht paralleler Ebenen wn'd der Imcl:-
stens rechte Winkel bezeichnet, den die in den beiden Eb li

die durch einen Punkt der Sc‘mlltgeraden der Ebenen gehen und auf dleser Schmtt-
g krecht stehen, mitei inschlieBen (Bild D 9).
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.lf-‘erqdc gegen Ebene 3 e | Ebene gegen Ebene

Bemerkung : Ist der Neigungswinkel zweier Ebenen ein Rechter, so werden die
Ebenen als zueinander senkrecht bezeichnet.

SATZ: Steht eine Gerade auf einer Ebene senkrecht, so steht jede die Gerade ent-
haltende Ebene auf jener Ebene senkrecht.

Mit diesem Satz hiingen auch die folgenden Sitze zusammen:

@ Stehen zwei Ebenen aufeinander senkrecht, so ist jede zur Schnittgeraden der
Ebenen senkrechte Gerade der einen Ebene eine Senkrechte zur anderen Ebene,

@ Stehen zwei nichtparallele Ebenen senkrecht auf einer dritten Ebene, so ist
ihre Schnittgerade senkrecht zu dieser Ebene.

SATZ: Wenn eine Ebene parallele Eb hneidet, so schneidet sie diese unter
leichen Net, -
B ¥ = o

DEFINITION: Als Winkel zwischen zwei windschiefen Geraden wird der héck
rechte Winkel bezeicl den die Parallelen zu den zwei Geraden durch einen
Punkt des Raumes einschlieBen (Bild D 10).

)

Die Definition griindet sich auf Satz D 11. Der Punkt kann beliebig, z. B. auch
auf einer der beiden Geraden, angenommen werden.

Aufgaben d 26 bis 29
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Der Begriff ,,Projektion* (Wiederholung)
7

Grundlage der darstellend-
geometrischen Abbildung ist die
Projektion. Hierbei bilden sich die
Punkte des Raumes durch gerade Linien,
die Projektionsstrahlen, auf die

Punkte einer Ebene, der
Projektionsebene oder Bildtafel, ab.
Der Schnittpunkt des Projektionsstrahls
durch einen gegebenen Punkt P

mit der Bildtafel heiBt Projektion P’
(auch Bildpunkt genannt, Bild D 11).
Bei der Abbildung durch Projektion
entspricht jedem Punkt P des Raumes
genau ein Bildpunkt P’ der Bildtafel,
d. h., es gilt der D11

SATZ: Die Abbildung durch Projektion ist eindeutig.

Der Punkt P’ ist jedoch nicht nur die
Projektion des Punktes P. Jeder beliebige
Punkt des Projektionsstrahls durch

P hat P’ zur Projektion (Bild D 12).
Dem Punkt P’ der Bildtafel ist

somit kein bestimmter Raumpunkt
eindeutig zugeordnet.

D12

SATZ: Die Abbildung durch Projektion ist nicht umkehrbar eindeutig.

Es gibt mehrere Projektionsarten.

Bei der Zentralprojektion gehen alle Projektionsstrahlen durch einen festen

Punkt Z (Bild D 13 a). Bei der Parallelprojektion verlaufen die Projektions-

strahlen parallel. Betrigt bei der Parallelpm]ektmn der Nelgungswmkel der

Projektionsstrahlen 90°, so sprechen wir von k Parallel

(Bild D 13 b). Llegt der Neigungswinkel der Projektionsstrahlen zmschen 0° und

90°, so sprechen wir von schiefer Parallelprojektion (Bild D 13¢).

An das Bild eines Gegenstandes stellt man drei Anforderungen:

a) Anschaulichkeit, d. h., es soll weitgehend dem Bild entsprechen, wie wir es
mit dem Gesichtssinn wahrnehmen kénnen;

b) MaBgerechtigkeit, d. h., es soll zur Entnahme der MaBe aus der Zeichnung ge-
eignet sein;

c) geringe Konstruktionsschwierigkeit.
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Einige Projekticnsarten

Zenffh?prq‘éﬂlbn 5 S Sankeestte Para)lelpr'q/bkflbn Schiefe Parallelprojektion

Von einem einzigen Verfahren lassen sich alle drei Forderungen gleichzeitig nur
in begrenztem MaBe verwirklichen. Deshalb greift man je mach Verwendungs-
zweck auf das eine oder das andere Verfahren zuriick.

Die Zentralprojektion ist sehr anschaulich, MaBe kénnen jedoch nur in besonderen
Fillen der Zeichnung unmittelbar entnommen werden. Die Konstruktion ist im
allgemeinen schwierig. (Auch die Abbildung mittels einer photographischen
Kamera ist, geometrisch betrachtet, eine Zentralprojektion.)

Das Bild D 14 a zeigt einen Wiirfel
in Zentralprojektion. Es ist anschaulich,
aber die beim Wiirfel gleich langen
Kérperkanten werden je nach Lage
verschieden lang abgebildet.

Die Parallelprojektion liefert

bei allgemeiner Lage der Korper
verhiltnismiBig anschauliche
Abbildungen, die jedoch oftmals
verzerrt wirken (Bild D 14 b).

Die Darstellung im Schrigbild ist auf
die Abbildung durch schiefe
Parallelprojektion zuriickzufiihren.
Die senkrechte Parallelprojektion ergibt
bei besonderer Lage

im allgemeinen Bilder geringer
Anschaulichkeit. Die Mafle kénnen
unmittelbar oder durch einfache
Konstruktion entnommen werden.
Die Zeichenverfahren

sind verhiltnismiBig einfach.

Zentralprojektion

6 [00 10 51] 81




Eigenschaften der senkrechten Parallelprojektion
8

Figuren, die in der Projektionsebene liegen, ergeben bei allen genannten Projek-
tionsverfahren Bilder, die mit den Originalen zusammenfallen.

Figuren, die in Paralleleb zur Projektionsebene liegen, ergeben

— bei der Parallelprojektion Bilder, die kongruent zu den Originalen sind,

— bei der Zentralprojektion Bilder, die dhnlich gegeniiber den Originalen sind.
Der Vorteil der Parallelprojektion im Hinblick auf die MaBgenauigkeit ist da-
durch begriindet, daB bei spezieller Lage der Figuren die Bilder und die Originale
kongruent sind.

Bei senkrechter Parallelprojektion kommen noch die einfache Konstruktions-
weise und die Moglichkeit hinzu, daB Figuren, die auf Grund ihrer geneigten Lage
zur Projektionstafel keine kongruenten Bilder ergeben, ohne Miihe in die Parallel-
lage zur Bildtafel gebracht werden kénnen. .

Zwischen der Linge des Originals I, der Linge des Bildes I’ und dem Neigungs-
winkel « gegen die Tafel besteht folgender Zusammenhang (Bild D 15):

[

Die senkrechte Eintafelprojektion - Punkt und Gerade
9

Wird bei der senkrechten Projektion die Bildtafel horizontal angenommen, so
sprechen wir vom Grundriiverfahren. Wir bezeichnen die Bildtafel als Grundri8-
tafel 7, und die Projektion des Punktes P als Grundrif P'.

Die Abbildung auf die GrundriBtafel , ist nicht eineindeutig ( Satz D 19). Des-
halb muf3 die Lage eines Punktes P im Raum auBler durch seinen Grundrif} P’
durch ein zusitzliches Bestimmungsstiick angegeben werden. Wir wissen bereits,
daB hierfiir ein HohenmaBstab, der den Abstand des Raumpunktes von der
GrundriBtafel nennt, geeignet ist. Dabei werden Punkten, die unter der Grundrif-
tafel liegen, negative Hohenwerte zugeordnet.
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Die Punkte der Grundritafel haben die Héhe 0; bei diesen Punkten fallen Grund-
riBl und Original zusammen (Bild D 16). Das Zusammenfallen von Original und
RiB wird im Bild oftmals durch die Identititsbeziehung gekennzeichnet (z. B.
R’ = R, gesprochen: R’ identisch R).

Eintafelprojektion mit Hoh Astab

(0] o )
of! P

o8 0k

PI 3
& 27 sp!
ReR,0 2
q

Ist die raumliche Lage von Punkten durch kartesische Koordinaten angegeben,
so legen wir die x,y-Ebene des Koordinatensystems in die GrundriBtafel und
lassen die y-Achse vom Standpunkt des Betrachters aus mit ihrem positiven
Richtungssinn nach rechts weisen (f Lerneinheit D 1). Die z-Koordinate gibt
dann die Hohe des Punktes beziiglich der GrundriBitafel (Kote) an; sie wird auf
dem HohenmaBstab angetragen (Bild D 17).

4 [
z;

D17

Aufgaben d 30 bis 35
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B

gen einer Gerade bezug auf die drifitafe

Die Gerade schneidst dis Tafel Die Gerade ist parallel zur Tafel | - Die Gerade liegt in der Tafel

g
‘ & 2L
Diese Gerade hat keinen
Grundrifispurpunkt
’ (] 7
g /
. 76 .
0 0

D18

Eine Gerade wird im Grundrif8 als Gerade abgebildet; ausgenommen sind die Gera-
den, die auf der GrundriBtafel senkrecht stehen (Bild D 18).

SATZ: Der GrundriB einer durch zwei Punkte bestimmten Geraden ist die Verbin-
dungsgerade der Grundrisse dieser zwei Punkte.

Bemerkung : Fallen die Grundrisse der zwei Punkte zusammen, so ist der gemein-
same Punkt auch der Grundri3 der Geraden.

Grundaufgabe: Konstruieren des GrundriBspurpunktes einer Geraden
Gegeben : Eine Gerade g durch die Grundrisse und die Hohen zweier Punkte P,Q

(g nicht senkrecht auf z,; Bild D 19).
Gesucht: Der Grundrilspurpunkt G, von g, d. h. der Schnittpunkt von G und ;.

projizierende Ebene

©



Voriiberlegung : Die Projektionsstrahlen der Punkte der Geraden g erfiillen eine
Ebene, die projizierende Ebene. Die projizierende Ebene durch g enthilt auch den
Grundrifl g'. Der Schnittpunkt von g und g’ liegt somit auch in dieser Ebene, er
ist der gesuchte Spurpunkt G,. Ebenso sind in der projizierenden Ebene die Pro-
jektionsstrahlen PP’ und QQ’ enthalten.

Um die Konstruktion auf dem Zeichenblatt ausfithren zu kénnen, klappen wir
die projizierende Ebene in die Grundriitafel. Bei dieser Klappung bleibt g (als
Klappungsachse) fest. PP’ und QQ' stehen auf g’ senkrecht; diese Beziehung
bleibt bei der Klappung erhalten.

Ausfiihrung: Wir zeichnen in den Punkten P’ und Q' Senkrechten zu g’ und
tragen auf diesen Senkrechten die Hohen OP bzw. 0Q auf (unter Beachtung des
Richtungssinns der Hohenangaben). Die Punkte, die wir dabei erhalten, sind die
Umklappungen der Punkte P und (), wir bezeichnen sie mit [ P] bzw. [Q] (gespro-
chen: P umgeklappt, Q umgeklappt). Die Verbindungsgerade [P] [Q] ist [g], die
Umklappung von g. Der Schnitt von [g] und g’ ist der gesuchte GrundriBspur-
punkt G,.

Gegeben : Eine Gerade g durch
zwei Punkte P, Q (Grundrisse, Hohen).

, 1
Auf g liegt ein dritter Punkt R, ; °q
dessen Grundril R’ gegeben ist. ] ‘P
Gesucht : Die Hihe des Punktes R ’ ?
(Bild D 20). |
0

Voriiberlegung : Die projizierende Ebene durch g enthilt auBler den Projektions-
strahlen PP’ und QQ' auch RR’; die Strecke RR' ist die gesuchte Hohe.

Ausfiihrung: Wir konstruieren die Umklappungen [P] und [Q] und damit die
Umklappung [g] der Geraden. Der Schnitt von [g] mit der Senkrechten zu g’ in R’
ist die Umklappung [R]; die Strecke R’ [R] ist die gesuchte Hohe.

Gegeben : Eine Gerade g durch
zwei Punkte P, Q (Grundrisse, Héhen).

Gesucht : Der Grundrif} eines Q - i
Punktes R von g, dessen Hohe X WR
gegeben ist (Bild D 21). BRIN 1P
(PN ?H

Q |

[hIN

> 0+

D2l \ !

Voriiberlegung : In der projizierenden Ebene durch g liegen die Punkte mit der
gegebenen Hohe in einer Parallelen zu g', deren Abstand von g’ die gegebene Hohe
ist. Der Schnittpunkt dieser Parallelen h mit g ist der gesuchte Punkt R. In der
Umklappung ist [k] eine Parallele zu g'.
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Ausfiihrung : Wir konstruieren die Umklappung [g] und zeichnen [h] als Parallele
zu g’ im entsprechenden Abstand. Der Schnittpunkt von [g] und [h] ist [R]; das
Lot von [R] auf g’ ergibt den gesuchten Grundri R'.

Unter welchen Bedingungen (Lage der Geraden gegeniiber der GrundriBtafel) sind
die in den Beispielen D 3 bis D 5 dargestellten Aufgaben nicht oder nicht ein-
deutig lésbar ?

Aufgaben d 36 bis 41

Neigungswinkel einer Geraden - wahre Léinge einer Strecke
10

Eine Strecke hat bei der senkreck Eintafelprojektion als Bild

eine zu ihr kongruente eine verkiirzte Strecke, einen Punkt, wenn sie
Strecke, wenn sie eine zur wenn sie gegen die Tafel senkrecht auf der Tafel
Tafel parallele Lage hat. einen Neigungswinkel « steht.

mit 0° < o < 90° hat.

Mit der im Beispiel D 3 erliuterten Methode der Klappung einer projizierenden
Ebene durch eine Gerade lassen sich auch die folgenden Grundaufgaben kon-
struieren.

Grundaufgaben:

Konstruieren des Neigungswinkels einer Geraden gegen die Tafel
Konstruieren der wahren Liinge einer Strecke

Gegeben : Eine Gerade AB durch die Punkte 4, B (Grundrisse, Hshen).

Gesucht : Der Neigungswinkel x; dieser Geraden gegen die GrundriBtafel und die
wahre Linge der Strecke AB (Bild D 22).

Neigungswinkel




Liegen die Punkte so im Raum, daB der GrundriBspurpunkt der Geraden weit
entfernt ist, kann man sich zur Tafel eine Parallelebene denken und die Klappung
der projizierenden Ebene in diese Parallelebene vornehmen. Der Neigungswinkel
der Geraden gegen diese Parallelebene ist gleich dem Winkel gegen die Tafel
(7 Satz D 13).

Gegeben : Eine Gerade PQ durch die Punkte P, Q (Grundrisse, Hohen).

Gesucht : Der Neigungswinkel «, dieser Geraden gegen die GrundriBtafel und die
wahre Lange der Strecke PQ (Bild D 23).

Voriiberlegung : Es ist zweckmiBig, die Parallelebene durch einen der gegebenen
Punkte zu legen.

B Gegeben : Eine Gerade CD durch die Punkte C, D (Grundrisse, Hohen).

Gesucht: Die Grundrisse der Punkte der Geraden, die von D einen gegebenen
Abstand [ haben (Bild D 24).

Voriiberlegung : Die gesuchten Punkte, die zu beiden Seiten von D liegen, seien E
und F. In der Umklappung liegen die Punkte [E] und [F] auf [g]; die Strecken
[DI [E] und [D] [F] haben die gegebene Linge.

B

Y \ \ oo
Ty} |

D 24 o L

l

Ausfithrung : Wir konstruieren [g] und tragen auf [g] von [D] aus die Strecken
gegebener Linge ab. Von [E] und [F], die wir erhalten, fillen wir die Lote auf g'.
Dadurch werden die Grundrisse und die Hohen der gesuchten Punkte gewonnen.

Aufgaben d 42 bis 46
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Gegenseitige Lage zweier Geraden
1

Zwei eis d hneidende Geraden haben genau einen Punkt, den Schnittpunkt,
gemeinsam. Der Grundrifl des Schnittpunktes ist der Schnittpunkt der Grund-
risse der Geraden (sofern diese Grundrisse nicht zusammenfallen); umgekehrt
kann jedoch aus dem Vorhandensein eines Schnittpunktes der Grundrisse zweier
Geraden nicht gefolgert werden, daBl die Geraden einander schneiden, sie kénnen
auch windschief sein.

Gegeben: Zwei Geraden AB und CD (Grundrisse und Hohen der Punkte).
Es ist zu untersuchen, welche gegenseitige Lage die Geraden haben (Bild D 25).

Voriiberlegung : Da die Grundrisse der Geraden einander schneiden, kénnen die
Geraden nicht parallel sein. Dem Schnittpunkt der Grundrisse 4’B’ und C'D’ ist
auf AB ein Punkt, bezeichnet mit P, und auf CD ein Punkt, bezeichnet mit P,
zugeordnet. Fallen P; und P, zusammen, so schneiden die Geraden einander, fal-
len P; und P, nicht zusammen, so sind die Geraden windschief. Kriterium fiir das
Zusammenfallen dieser Punkite ist die Gleichheit ihrer Héhen.

Ausfiihrung : Die projizierenden Ebenen durch 4B und CD werden in die Grund-
riBtafel geklappt; wir ermitteln die Hohen von P, und P, nach Beispiel D 4 und
vergleichen diese Hohen. In diesem Beispiel haben P, und P, gleiche Hohe,
esist P, = P, =S, d. h., AB und CD schneiden einander in S.

Zwei parallele Geraden, die nicht zusammenfallen, haben als Grundrisse entweder
zwei parallele Geraden oder eine Gerade oder zwei Punkte.

Charakterisieren Sie die Lage der beiden Geraden im zweiten und dritten
Fall!

Aus dem Vorhandensein paralleler Grundrisse zweier Geraden kann jedoch um-
gekehrt nicht gefolgert werden, daB8 die Geraden parallel sind, sie konnen auch
windschief sein.
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D26

Gegeben : Zwei Geraden PQ und RS (Grundrisse und Hohen der Punkte).

Es ist zu untersuchen, welche gegenseitige Lage die Geraden haben (Bild D 26).
Voriiberlegung : Da die Grundrisse der Geraden im Bild D 26 parallel sind, kin-
nen die Geraden einander nicht schneiden. Kriterium fiir die Parallelitit bei
parallelen Grundrissen ist, da8 die Geraden auch in der Umklappung parallel
sind. Dann haben sie auch gleiche Neigungswinkel gegen die Tafel. Schneiden
einander die Geraden in der Umklappung, so sind sie windschief.

Ausfiihrung : Die projizierenden Ebenen der Geraden PQ und RS werden in die
GrundriBtafel geklappt; wir priifen nach, ob [P][Q] und [R][S] parallel zu-
einander verlaufen. Wir vergleichen hierzu die Neigungswinkel gegen die Tafel.

Welche gegenseitige Lage konnen zwei Geraden haben, deren Grundrisse zusam-
menfallen ?

Aufgaben d 47 bis 53

Hohenlinien und Fallinien
12

Eine Ebene wird im allgemeinen auf die gesamte GrundriBitafel abgebildet, d. h.,
die Grundrisse der Punkte der Ebene nehmen die ganze Projektionsebene ein.
Eine Ausnahme stellen die projizierenden Ebenen dar, deren Grundrisse Geraden
sind (Bild D 27). Durch die GrundriBspur allein ist eine Ebene nicht eindeutig

Die Ebene sohneidet die Tafel Die Ebene ist paralle! zur Tafel | Die Ebene liegt in der Tofel
(o) o . 0

.53 J e

Diese Ebene ¢ hat keine
GrundriBspur

GrundriBspur

D217
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bestimmt. Deshalb ist es notwendig, noch ein weiteres Bestimmungsstiick der
Ebene anzugeben. Als ein weiteres Bestimmungsstiick der Ebene kann eine
Héhenlinie angegeben werden. Eine Hohenlinie ist eine Gerade der Ebene, deren
Punkte von der GrundriBtafel gleichen Abstand haben, d. h. eine Schnittgerade
der Ebene mit einer zur Grundriltafel parallelen Ebene gegebener Hohe. Wir
bezeict die Hohenlinien mit h oder mit jener Ziffer, die die Hohe (Kote)
angibt.

Die Hohenlinien einer Ebene sind nach Satz D 9 zu deren GrundriBspur parallel,
auch ihre Grundrisse sind Parallelen zu dieser Spur. Das Bild D 28 a zeigt die Dar-
stellung einer Ebene durch ihre GrundriBispur und einige Hohenlinien (hy; hy; hy);
die GrundriBspur kann als Hohenlinie mit der Kote 0 angesehen werden.

Fertigen Sie eine dem Bild D 28a entsprechende Skizze an, und erginzen Sie die
Darstellung der Ebene durch einige Hohenlinien mit negativen Koten!

AuBer der Schar der Hohenlinien ist fiir die darstellende Geometrie noch eine
weitere Schar paralleler Geraden der Ebene von Bedeutung: die Fallinien.

Fallinien sind Geraden, die auf der GrundriBspur (und damit auch auf den Héhen-
linien) senkrecht stehen. Der GrundriB einer Fallinie ist gleichfalls eine Senk-
rechte zur GrundriBspur und zu den Grundrissen der Hohenlinien (Bild D 28 b).

Bemerkung: ,,Hohenlinien” und ,,Fallinien werden auch bei gekriimmten
Flichen unterschieden, sie sind dann im allgemeinen jedoch keine Geraden. Ein
anschauliches Beispiel dafiir bilden die Hohenschichtlinien und die Schraffuren
bei topographischen Karten.

Aufgaben d 54 bis 57
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13

Gegeben : Eine Ebene durch drei Punkte 4, B, C (Grundrisse, Hohen). (Diese
Punkte liegen nicht in einer Geraden.)

Gesucht : Die GrundriBspur und eine Hohenlinie (Hohe gegeben) der Ebene (Bild
D 29).

Voriiberlegung : Die Spur der Ebene enthilt die Spurpunkte der Geraden, die in
der Ebene liegen: zu diesen Geraden gehoren die Verbindungsgeraden der gegebe-
nen Punkte. Da eine Gerade durch zwei Punkte bestimmt wird, geniigen zur Be-
stimmung der gesuchten Spur die GrundriBspurpunkte zweier Geraden.

Ist die Spur gefunden, so geniigt zur Konstruktion der gesuchten Hohenlinie ein
Punkt mit der gegebenen Hohe; durch ihn verliuft die Hohenlinie parallel zur
Spur.

Ausfiihrung: Wir konstruieren
nach Beispiel D 3 die
Grundrifspurpunkte der Geraden
AC und BC; die Verbindungsgerade
dieser Spurpunkte ist die gesuchte
Spur der Ebene. Der Spurpunkt

der Geraden 4B dient der Kontrolle
der Zeichengenauigkeit.

Um den Grundri} der Hghenlinie
von gegebener Hohe zu ermitteln,
suchen wir auf der Geraden AC

den Punkt mit der betreffenden
Héohe nach Beispiel D 5 auf;

die Parallele zur Spur durch den
Grundrifl dieses Punktes ist der T
Grundrif3 der gesuchten Hohenlinie. / 1cl,
Zur Kontrolle der
Zeichengenauigkeit kann ein Punkt
der betreffenden Hohe auf

einer anderen Geraden — etwa

BC — herangezogen werden.

D29




Ist die Ebene durch zwei (einander schneidende oder parallele) Geraden be-
stimmt, so werden Grundrispur und Héhenlinien auf die gleiche Art wie im
Beispiel D 11 konstruiert. Sind von einer Ebene eine Gerade und ein Punkt aufer-
halb der Geraden gegeben, so wird durch diesen Punkt und einen bekannten
Punkt der gegebenen Geraden eine Hilfsgerade gelegt; damit ist dieser Fall auf
die Bestimmung der Ebene durch zwei einander schneidende Geraden zuriick-
gefiihrt.

Wie wird die GrundriBspur einer Ebene ermittelt, wenn sich die Grundrisse der
sie bestimmenden Geraden decken ?

Soll von einem Punkt einer gegebenen Ebene, dessen GrundriB bekannt ist, die
Hohe gefunden werden, so legt man durch ihn in der Ebene eine Hilfsgerade, die
die Spur der Ebene und die gegebene Hohenlinie (oder, falls die Ebene durch zwei
Geraden bestimmt wird, diese Geraden) schneidet.

Gegeben: 1. Eine Ebene durch ihre GrundriBspur und eine Héhenlinie, 2. der
Grundrifl eines Punktes P dieser Ebene.

Gesucht : Die Hohe von P (Bild D 30).

Voriiberlegung : Die als Hilfsgerade gewiihlte Fallinie der Ebene durch P schneidet
die GrundriBspur und die Hohenlinie der Ebene. In der projizierenden Ebene
durch diese Fallinie liegt auch der Projektionsstrahl des Punktes P. Aus der Um-
klappung dieser projizierenden Ebene kann die gesuchte Hshe OP entnommen
werden.

Ausfiihrung : Die Umklappung der projizierenden Ebene wird nach Beispiel D 3
konstruiert.
Aufgaben d 58 bis 63

Neigungswinkel einer Ebene -
wahre GroBe einer ebenen Figur
14

Der Neigungswinkel einer Ebene gegen die GrundriBtafel ergibt sich nach Defi-
nition D 14 als Winkel zwischen einer Fallinie der Ebene und ihrem GrundriB.
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Grundaufgabe: Konstruieren des
Neigungswinkels einer Ebene
gegen die Tafel

Gegeben : Eine Ebene & durch
ihre Spur e; und eine Hohenlinie h.

Gesucht : Der Neigungswinkel or;
der Ebene gegen die Grundrif3tafel D31
(Bild D 31).

Voriiberlegung : Die projizierende Ebene durch eine Fallinie enthilt deren Grundri8
und damit auch den gesuchten Neigungswinkel als Winkel zwischen der Fall-
jinie und ihrem Grundri.

Ausfiihrung : Wir fiihren die Klappung der projizierenden Ebene durch eine be-
liebig angenommene Fallinie um deren Grundrif8 aus.

Ebene Figuren, die zur Grundri3tafel keine parallele Lage haben (oder die nicht
in der GrundriBitafel liegen), werden nach den Gesetzen der senkrechten Projek-
tion nicht in wahrer Grofle abgebildet; firr die Losung von Konstruktionsauf-
gaben, vor allem fiir eine MaBentnahme aus der Zeichnung, ist jedoch die Kennt-
nis ihrer wahren Gréfle erforderlich.

Grundaufgabe: Konstruieren
der wahren GriBe eines Dreiecks

Gegeben : Ein Dreieck A BC durch
die Grundrisse und Héhen seiner

Eckpunkte. & = e —
Gesucht : Die wahre Grofle des % /
Dreiecks (Bild D 32). E 5 NI - v

§7
Voriiberlegung : Das Dreieck \ 5y |
ABC bestimmt eine Ebene. / “ V4
Wird diese Ebene um ihre Spur — - e

in die GrundriBtafel geklappt,
so ergibt sich in der

Umklappung die Figur in
wahrer Grofle.
8
¢
A
0
D32
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Bei dieser Klappung bewegen sich die Punkte der Ebene 4 BC auf Kreisen, deren
Ebenen senkrecht auf der Spur der Ebene 4BC stehen und deren Mittelpunkte
in dieser Spur liegen (die Spur ist somit Achse dieser Kreise); die Grundrisse der
kreishogenformigen Bahnen sind Senkrechte zur genannten Spur. Die Punkte der
Klappungsachse, d. h. der Spur von ABC, verindern ihre Lage bei der Klappung
nicht.

Ausfiihrung : Wir ermitteln nach Beispiel D 11 die Grundrispur e, der Ebene 4 BC
und konstruieren nach Beispiel D 13 die Umklappung der auf ¢, senkrecht stehen-
den projizierenden Ebene durch einen Punkt der Ebene A BC (im Bild D 32 der
Punkt B). In der Umklappung der projizierenden Ebene — die Umklappung
von B erhilt das Symbol (B) — zeichnen wir die kreisbogenférmige Bahn des
Punktes B bei der Klappung der Ebene ABC um e,; der Endpunkt [B] dieser
Klappungsbahn ist der Schnitt des Kreishogens mit der Senkrechten zu e,
durch B'.

Haben wir [B] gefunden, so konnen die Umklappungen weiterer Punkte meist
nach folgender Uberlegung ermittelt werden:

Die Geraden BC und B'C’ schneiden einander in einem Punkte von e;; durch
diesen Punkt geht auch die Gerade [B][C]. Die Verbindungsgerade des Schnitt-
punktes von B’C’ mit e, und des Punktes [B] ist somit die Gerade [B] [C]. Der
Schnitt des Lotes von C’ auf e, mit [B] [C] ergibt den Punkt [C]. Der Punkt [4]
wird auf die gleiche Weise ermittelt. Das Dreieck [4] [B] [C] gibt die wahre GroBe
des Dreiecks 4 BC wieder. ’

Aufgaben d 64 bis 68

Schnitt einer Ebene mit einer Geraden - Senkrechte und Lot
15

Gegeben: 1. Eine Ebene ¢ durch ihre Grundrispur und eine Hohenlinie, 2. eine
Gerade g durch zwei Punkte P, Q (Grundrisse, Héhen).

Gesucht : Der Schnittpunkt von g mit ¢ (Bild D 33).

D33

Voriiberlegung : Die projizierende Ebene y durch g schneidet die Ebene ¢ in der
Geraden s; der Schnittpunkt von g und s ist der gesuchte Schnittpunkt S von
gunde.
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Ausfiihrung : Wir konstruieren die Umklappung [g] der gegebenen Geraden nach
Beispiel D 3 und ermitteln die Umklappung [s] der Schnittgeraden von y und &.
Der Schnittpunkt von [g] und [s] ist [S], die Umklappung des gesuchten Schnitt-
punkts. Aus [S] werden S’ und die Hohe OS gewonnen.

Welche Lage hat im Beispiel D 15 die Gerade g gegeniiber der Ebene ¢, falls g
und s einander nicht schneiden ?

Grundaufgabe: Konstruieren der Senkrechten in einem Punkt auf eine Ebene

Gegeben: Eine Ebene & durch ihre Spure, und durch einen Punkt P (GrundriB,
Hohe).

Gesucht : Grundri3 s’ und [F]l [s] 27
Spurpunkt S; der Senkrechten zu ¢ : s
im Punkt P (Bild D 34). //S,/

Voriiberlegung : Die gesuchte Senkrechte
liegt in derjenigen projizierenden Ebene
durch P, die senkrecht auf e, steht. Diese
projizierende Ebene schneidet die Ebene
in der Fallinie f; die gesuchte Senk-
rechte s ist nach Definition D 4 auch
Senkrechte zu f. D34

Ausfiihrung: Wir zeichnen durch P’ eine Senkrechte zu e;; sie ist sowohl der
gesuchte Grundrif} s’ als auch der GrundriB f'. Um diese Gerade wird die Klap-
pung der projizierenden Ebene ausgefiihrt. In [ P] wird auf [f] die Senkrechte er-
richtet; diese Senkrechte ist [s], die Umklappung von s. Der Schnittpunkt von [s]
und s ist der gesuchte Spurpunkt S; der Senkrechten.

Grundaufgabe: Konstruieren des Lotes von einem Punkt auf eine Ebene

Gegeben : 1. Eine Ebene ¢ durch ihre Spur e, und eine Hohenlinie h sowie 2. ein
Punkt Q auBerhalb der Ebene (Grundri, Héhe).
Ly
’a

Gesucht : Der GrundriB des Lotes [ & H
von Q auf ¢ sowie Grundrifl und Hohe
des LotfuBpunktes L (Bild D 35).
04~

Voriiberlegung : Das gesuchte Lot [
liegt in der projizierenden Ebene

g U N L
durch Q, die senkrecht auf e, steht. g
Diese projizierende Ebene schneidet 7 ~
die Ebene ¢ in der Fallinie f; ~ U] [f
List das Lot von Q auf f, Q]

sein FuBpunkt L ist der Schnittpunkt
von [ und f. D 35

Ausfiihrung: Wir zeichnen durch Q' eine Senkrechte zu e,; sie ist sowohl der
gesuchte Grundrifl /' als auch der GrundriB f”. In der Umklappung konstruieren
wir [Q] und [f], féllen von [Q] das Lot auf [f] und erhalten damit [L]. Aus [L]

ermitteln wir den GrundriB L’ und die Hohe OL.
Aufgaben d 69 bis 78
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Die senkrechte Zweitafelprojektion — Punkt und Gerade
16

An Stelle des HohenmaBstabs kann fiir die Kennzeichnung der Lage eines Punk-
tes gegeniiber der Grundritafel auch die senkrechte Projektion auf eine zweite,
zur GrundriBitafel senkrechte Bildtafel gewihlt werden. Diese Bildtafel be-
zeichnen wir als AufriBtafel 7, und die Projektion des Punktes P auf diese Tafel
als AufriB P".

Fiir das Zeichnen wird bekanntlich die Aufritafel um die Schnittgerade der bei®
den Bildtafeln, die RiBachse, in die GrundriBtafel geklappt.

Dann ergeben sich folgende Siitze:

1. Liegt ein Punkt iiber der Grundri- Liegt ein Punkt vor der AufriB3tafel,

tafel, so liegt sein Aufrif iiber der Rif3-
achse; liegt ein Punkt unter der
Grundriitafel, so liegt sein Aufril
unter der RiBachse. Punkte in der
Grundrifitafel haben ihren Aufrif in
der RiBachse.

. Der Abstand des Grundrisses von der

RiBachse gibt den Abstand des Punk-
tes von der AufriBtafel an.

so liegt sein Grundri unter der Ril3-
achse; liegt ein Punkt hinter der Auf-
riltafel, so liegt sein Grundrif iiber
der RiBachse. Punkte in der Aufrif3-
tafel haben ihren GrundriB in der Ri83-
achse.

. Grundril P’ und Aufri8 P"" des Punktes P liegen auf einer zur RiBachse senk-
rechten Geraden, einer Ordnungslinie.

Der Abstand des Aufrisses von der
RiBachse gibt den Abstand des Punk-
tes von der Grundrifitafel an.

Der Anschaulichkeit wegen werden fiir das Zeichen folgende Vereinbarungen ge-
troffen:

Im Grundrifl werden Linien und Flichen
von den iiber ihnen liegenden Elementen
verdeckt, d. h., die Sichtbarkeit ent-
spricht dem Blick von oben gegen die
GrundriBitafel.

Im AufriB werden Linien und Flichen
von den vor ihnen liegenden Elemen-
ten verdeckt, d. h., die Sichtbarkeit
entspricht dem Blick von vorn gegen
die AufriBtafel.

Ist die rdumliche Lage von Punkten durch kartesische Koordinaten angegeben,
so legen wir die x,y-Ebene des Koordinatensystems in die GrundriBtafel und die
y.z-Ebene in die AufriBtafel (7 Lerneinheit D 1, besonders Bild D 2).

Aufgaben d 79 bis 87

Eine Gerade wird im allgemeinen sowohl im Grundrif} als auch im Aufrif} als Gerade

bgebild sind die Gerad

stehen (Bild D 36).

die auf einer der RiBtafeln senkrecht
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Die Garade schreidet boite Tafeln

Einige Lagen einer Geraden in bezug auf diz RiBtafeln

Dig Gerade ist parallel zu singr Tafz!

Dig Gerade liegt ineiner Tafs!

7 [001051)
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Im allgemeinen ist eine Gerade durch ihre Risse eindeutig bestimmt. Eine Aus-
nahme bilden nur Geraden, deren Risse zusammenfallen und senkrecht auf der
RiBachse stehen. Sie liegen in einer zur RiBachse senkrechten Ebene (Bild D 37).

Tz

&/

BY 7-g"
[/

&

D37

@ Zeichnen Sie als Erg g die folgenden Lagen einer Geraden!

a) Die Gerade g ist parallel zur AufriBtafel und steht senkrecht auf der Grundri-
tafel.

b) Die Gerade ist parallel zur RiBachse.
Ist eine Gerade durch zwei Punkte festgelegt, so gilt der

SATZ: Der GrundriB einer durch zwei Punkte bestimmten Geraden ist die Verbin-
dungsgerade der Grundrisse dieser Punkte, ihr Aufrif die Verbindungsgerade der
Aufrisse dieser Punkte.

Bemerkung: Fallen die gleichnamigen Risse der zwei Punkte zusammen, so ist der
gemeinsame Punkt auch der entsprechende RiB der Geraden.

Weiterhin gilt der

SATZ: Liegt ein Punkt in einer Geraden, so liegen seine Risse in den gleichnamigen
Rissen der Geraden.

Liegen die Risse eines Punktes in den gleichnamigen Rissen einer Geraden, so ge-
hort der Punkt der Geraden an. (Eine Ausnahme bildet der oben erwihnte Fall,
~ Bild D 37.)

Gegeben: Eine Gerade g durch die Risse zweier Punkte P, Q. Auf der Geraden liegt
ein dritter Punkt R, dessen Grundrif} gegeben ist.

Gesucht: Der Aufri dieses

Punktes (Bild D 38). Ly

Voriiberlegung: Da R ein Punkt von g
ist, liegt sein Aufril R" in g"’.
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Ausfiihrung: Wir verbinden P’ mit Q' und P mit Q" und erhalten damit die
Risse g’ und g'’ der Geraden g. Wir tragen in g' den gegebenen GrundriB R’ ein.
Der Schnittpunkt der Ordnungslinie durch R’ mit g"’ ergibt den gesuchten
Aufrif R".

Lisen Sie die in Beispiel D 18 gestellte Aufgabe, wenn von einem Punkt der Gera-
den der Aufril gegeben und der GrundriB gesucht ist!

Gegeben: Eine Gerade g durch die Risse zweier Punkte P, Q.
Gesucht: Die Spurpunkte G, und G,
dieser Geraden (Bild D 39).

Voriiberlegung: Der erste Spurpunkt G, hat seinen Aufri G, in der RiBachse;
G,'" ist somit der Schnittpunkt von g" mit der Rilachse. Der zweite Spurpunkt G,
hat seinen Grundrif8 G,' in der RiBachse, G’ ist der Schnittpunkt von g’ mit der
RiBachse.

Bemerkung: Die Spurpunkte kénnen auch in den verdeckten Teilen der RiBtafeln
liegen; vergleichen Sie hierzu Bild D 36b!

Aufgaben d 88 bis 93

Neigungswinkel einer Geraden - wahre Lénge einer Strecke
17

Grundaufgaben: Konstruieren des Nei; inkels einer Geraden gegen die Tafel.

b )

Konstruieren der wahren Liinge einer Strecke

Gegeben: Eine Gerade g durch die Risse zweier Punkte P, Q.

Gesucht: 1. Die Neigungswinkel der Geraden gegen die RiBtafeln sowie 2. die
wahre Linge der Strecke PQ (Bild D 40).

Voriiberlegung: Die erstprojizierende Ebene durch g enthilt den Neigungswinkel o,
der Geraden g gegen die GrundriBitafel als Winkel zwischen g und g'; die zweit-
projizierende Ebene durch g enthilt analog den Neigungswinkel x, der Geraden g
gegen die AufriBtafel als Winkel zwischen g und g". Jede der projizierenden

Ebenen enthilt die Strecke PQ.
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Ausfiihrung: Die Konstruktion der Neigungswinkel «; und «, erfolgt auf gleiche
Weise wie in Beispiel D 6; die Abstinde der umzuklappenden Punkte werden da-
bei nicht einem Hohenma@Bstab, sondern dem betreffenden Ri} entnommen.

Die wahre Linge der Strecke P(Q kann unabhingig voneinander in beiden
Rissen durch Umklappung ermittelt werden. Das ermoglicht eine Kontrolle der
Zeichengenauigkeit. (Im Bild D 40 wurde nur die Umklappung von PQ in die
GrundriBitafel angegeben.)

Bei Platzmangel kann die Klappung der projizierenden Ebenen auch in eine
Parallelebene zur RiBitafel vorgenommen werden ( Lerneinheit D 10, Beispiel
D 7).

Fiihren Sie bei der im Beispiel D 20 gestellten Aufgabe die Konstruktion durch
Klappung der projizierenden Eb in die Paralleleb zu den Rifitafeln durch
den Punkt P aus!

Aufgaben d 94 bis 97

Gegenseitige Lage zweier Geraden
18

der achneidenden Ceorad

Bei zwei ei sind der Schnittpunkt ihrer Grundrisse
und der Schnittpunkt ihrer Aufrisse die gleich benannten Risse des Schnittpunktes
der Geraden; sie liegen auf einer Ordnungslinie (Bild D 41a).

Liegen der Schnittpunkt der Grundrisse und der Schnittpunkt der Aufrisse zweier
Geraden nicht auf einer Ordnungslinie, so entsprechen dem Schnittpunkt der
Grundrisse zwei verschiedene Punkte der zwei Geraden; das gleiche gilt fiir den
Schnittpunkt der Aufrisse; die Geraden sind windschief. In der Zeichnung wird
nach den Regeln der Sichtbarkeit die verdeckt liegende Gerade an der Kreuzungs-
stelle unterbrochen (Bild D 41b).

Zwei parallele Geraden haben parallele Grund- und parallele Aufrisse, sofern die
Risse nicht Punkte sind.

Aufgaben d 98 bis 105
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egenseitige Lage zweier Gerade,

einander schneidend windschigf
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Hohenlinien und Frontlinien
19

Eine Ebene wird im allgemeinen sowohl auf die gesamte Grundri3tafel als auch
auf die gesamte AufriBitafel abgebildet. Eine Ausnahme stellen die Ebenen dar,
die auf einer RiBtafel oder beiden RiBtafeln senkrecht stehen (Bild D 42).

Liegt die Ebene zu keiner der Rifltafeln parallel, so haben die Grundri- und die
Aufrilspur der Ebene

entweder einen Punkt der RiBlachse gemeinsam (Bild D 42a, b)

oder beide Spuren sind parallel zur RiBachse

oder beide Spuren fallen in die RiBBachse.

Uberlegen Sie sich die Lage der Ebene in bezug auf die RiBtafeln in den beiden
zuletzt genannten Fillen!
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Liegt die Ebene zur GrundriBtafel parallel, so ist sie eine projizierende Ebene be-
ziiglich der AufriBtafel und hat keine Grundrispur. Die Ebene wird in diesem Fall
Hohenebene genannt (Bild D 42¢). Liegt die Ebene zur AufriBtafel parallel, so
ist sie eine projizierende Ebene beziiglich der GrundriBtafel und hat keine Aufri3-
spur. Sie wird in diesem Fall Frontebene genannt.

Durch die GrundriB- und die Aufrispur ist eine Ebene im allgemeinen eindeutig
bestimmt. Eine Ausnahme bilden die Ebenen, die die RiBachse enthalten, d. h.,
deren Spuren mit der RiBachse zusammenfallen.

20

Beim GrundriBverfahren haben wir zur Darstellung einer Ebene Hohenlinien,
d. h. Parallelen zur Grundrispur, verwendet. Fiir das Zweitafelverfahren haben
dariiber hinaus Geraden eine Bedeutung, deren Punkte von der AufriBtafel
gleichen Abstand haben, d. h. Parallelen zur AufriBspur. Diese Geraden heiflen
Frontlinien, wir bezeichnen sie mit k. Fiir die Abbildung der Spurparallelen
gelten folgende SATZE:
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Der GrundriB einer Hohenlinie ist Der AufriB einer Frontlinie ist par-
parallel zur GrundriSispur, ihr Auf- allel zur Aufrispur, ihr Grundriff
riB ist parallel zur RiBachse. ist parallel zur RiBachse.

Das Bild D 43 zeigt die Darstellung einer Ebene mit Hohen- und Frontlinien.
Die Frontlinien diirfen nicht mit den Fallinien der Ebene verwechselt werden;
Fallinien sind Senkrechten zur GrundriBspur (# Lerneinheit D 12).

%2

Bei welcher Lage der Ebene gegeniiber den RiBtafeln sind die Frontlinien gleich-
zeitig Fallinien ?

Héhen- oder Frontlinien kénnen verwendet werden, wenn, wie im folgenden Bei-
spiel, ein Punkt einer gegebenen Ebene bestimmt werden soll.

Gegeben: 1. Eine Ebene ¢ durch ihre Spuren e;, e, und 2. der Grundrif} eines Punk-
tes P dieser Ebene.

Gesucht: Der Aufri3 dieses Punktes P (Bild D 44).

,
£
3 &,
o oo v pr
P~ 1
2
3 a
P
D44 b
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Voriiberlegung: Wird durch den Punkt P in der Ebene ¢ eine Hilfsgerade gelegt,
so enthilt ihr GrundriB den GrundriB P’ und ihr AufriB den gesuchten AufriB P’’.
Die Spurpunkte dieser Hilfsgeraden liegen auf den gleichnamigen Spuren der
gegebenen Ebene. Als Hilfsgerade kann jede fiir die Konstruktion giinstig liegende
Gerade gewihlt werden.

Ausfithrung: Wir zeichnen durch P’ den GrundriB der Hilfsgeraden (wir wihlen
eine Hohenlinie), ermitteln ihren Spurpunkt und mit Hilfe dieses Spurpunktes den
Aufri. Der Schnittpunkt der Ordnungslinie durch P’ mit dem AufriB ' der
Héhenlinie ist der gesuchte Aufri} P''.

Losen Sie die in Beispiel D 22 gestellte Aufgabe durch die Annahme
a) einer Frontlinie,
b) einer Fallinie als Hilfsgerade!

Gegeben: Eine Ebene ABC durch die Risse dieser Punkte und der AufriB eines
weiteren Punktes D dieser Ebene.

Gesucht: Der GrundriB8 D' des Punktes D (Bild D 45 a).

E" D"
\
il ad
" Z "
o -
Al A
} |
A ] A— |
L 5 o
iz 13
)4 D45a D 4sb S

Voriiberlegung: Eine durch den Punkt D gehende Gerade der Ebene A4 BC schneidet
(mindestens) zwei Verbindungsgeraden der Punkte 4, B und C.

Ausfiihrung: Wir zeichnen den Aufril der Hilfsgeraden durch D' und bringen ihn
mit den Aufrissen zweier Verbindungsgeraden der gegebenen Punkte zum Schnitt.
Durch die Grundrisse dieser Schnittpunkte geht der GrundriB der Hilfsgeraden.
Der gesuchte GrundriB D' ist der Schnittpunkt des Grundrisses der Hilfsgeraden
mit der Ordnungslinie durch D'’. Die Konstruktion vereinfacht sich, wenn, wie
in Bild D 45b, die Hilfsgerade durch einen der gegebenen Punkte gelegt wird.

Losen Sie die im Beispiel D 23 gestellte Aufgabe mittels einer Frontlinie als Hilfs-
gerade!
Aufgaben d 106 bis 112,
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Neigungswinkel einer Ebene -
wahre GroBe einer ebenen Figur
21

Als Neigungswinkel einer Ebene gegen die Aufrifitafel bezeichnet man den Winkel
zwischen einer in der Ebene liegenden Senkrechten zur Aufrispur und dem Auf-
rif} dieser Senkrechten.

Grundaufgabe: K i der Neigungswinkel einer Ebene gegen die beiden
Tafeln

Gegeben: Eine Ebene ¢

durch ihre Spuren e, e,.

Gesucht: Der Neigungswinkel

der Ebene gegen die Grundriitafel,
bezeichnet mit «;, sowie der
Neigungswinkel der Ebene gegen die
AufriBtafel, bezeichnet mit x,

(Bild D 46).

Voriiberlegung: Eine projizierende Ebene in bezug auf die GrundriBtafel senkrecht
zu e, enthilt «; als Winkel zwischen der Senkrechten zu e; und ihrem Grundri};
eine projizierende Ebene in bezug auf die AufriBtafel senkrecht zu e, enthilt «,
als Winkel zwischen der Senkrechten zu e, und ihrem AufriB.

Ausfiihrung: Wir klappen nach Beispiel D 13 die projizierenden Ebenen in die be-
treffenden RiBtafeln.

Wie 148t sich der Neigungswinkel «, gegen die GrundriBtafel bei einer Ebene, die
senkrecht auf der AufriBtafel steht, auf einfache Weise finden ?

Grundaufgabe: K ieren der wal Grofe eines Dreiecks

B

Gegeben: 1. Eine Ebene & durch ihre Spuren und 2. die Grundrisse der Eckpunkte
eines in ¢ liegenden Dreiecks A BC.

Gesucht: Die wahre GroBe von ABC (Bild D 47).
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Voriiberlegung: Die Ebene kann
entweder in die GrundriBtafel
oder in die Aufrifitafel geklappt
werden. Da die Grundrisse der
Eckpunkte 4, B, C des Dreiecks
gegeben sind, ist die Klappung
in die GrundriBtafel
zweckmiBig.

Ausfiihrung: Wir bestimmen die Spurpunkte der Fallinie f eines der gegebenen
Punkte (im Beispiel Punkt B) und konstruieren nach Beispiel D 13 die Um-
klappung der erstprojizierenden Ebene durch f'mit Hilfe des zweiten Spurpunktes
von f, der mit F, bezeichnet sei. Mittels dessen Umklappung (F,) wird nun nach
Beispiel D 14 die Konstruktion zur Klappung von & um e, ausgefiihrt; wir
erhalten [F,]. Durch diesen Punkt geht [e,], die Umklappung der zweiten Spur.
Weitere Einzelheiten sind aus Bild D 47 zu ersehen (7 Lerneinheit D 14).
Da eine ebene Figur auch dann in wahrer Grof3e abgebildet wird, wenn sie parallel
zu einer RiBitafel liegt, kann ihre wahre GroBe auch durch Drehung ihrer Ebene
in eine solche Parallellage ermittelt werden.

Aufgaben d 113 bis 117

Gegenseitige Lage zweier Ebenen
22

Qehnedd, . M

zwei Eb: so haben sie genau eine Gerade gemeinsam. Fiir
die Konstruktion dieser Schnittgeraden miissen zwei verschiedene Punkte gefun-
den werden, die beiden Ebenen gemeinsam sind; durch diese Punkte wird die
Schnittgerade der Ebenen bestimmt.

Gegeben: Zwei nichtparallele Ebenen & und ¢ durch ihre Spuren.
Gesucht: Die Risse der Schnittgeraden von & und 8 (Bild D 48).
Voriiberlegung: Die Schnittgerade von & und 4 ist durch den Schnittpunkt S, ihrer
Grundrifispuren e;, d; und den Schnittpunkt S, ihrer Aufrispuren e,, d, be-
stimmt.
Sind die Ebenen parallel, so sind nach Satz D 9 ihre gleichnamigen Spuren parallel,
und umgekehrt.

Aufgaben d 118 und 119
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Bei der Bestimmung der gegenseitigen Lage einer Geraden und einer Ebene wird
durch die Gerade eine Hilfsebene gelegt, die die gegebene Ebene schneidet. Ist die
entstehende Schnittgerade parallel zur gegebenen Geraden, so ist nach Satz D 10
die Gerade zur Ebene parallel; schneidet jene Schnittgerade die gegebene Gerade,
so ist dieser Schnittpunkt der Schnittpunkt der Geraden mit der Ebene. Damit
kann der Schnitt einer Geraden mit einer Ebene auf den Schnitt zweier Geraden
zuriickgefiihrt werden.

Gegeben: 1. Eine Ebene ¢ durch ihre Spuren e,, e, und 2. eine Gerade g durch ihre
Risse.

Gesucht: Der Schnittpunkt von g und ¢ (Bild D 49).

D49

]

Voriiberlegung: Wir wiihlen als Hilfsebene die projizierende Ebene durch g beziig-
lich der Grundriitafel. Diese Ebene schneidet ¢ in der Geraden s. Ihr Grundri8 s’
fallt mit g’ zusammen. Der Schnittpunkt von s und g ist der gesuchte Schnitt-
punkt von g und .

Ausfiithrung: Wir konstruieren den AufriB 5" der Schnittgeraden der Ebene & mit
der Hilfsebene durch g und bringen s’ mit g" zum Schnitt. Dadurch erhalten wir
den AufriB S des gesuchten Schnittpunktes; sein GrundriB S’ liegt auf der
entsprechenden Ordnungslinie. Eine Kontrolle der Zeichengenauigkeit ist durch
Annahme einer zweiten Hilfsebene moglich.
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Bei der Konstruktion der Senkrechten in einem Punkt einer Ebene und des Lotes
von einem Punkt auBerhalb der Ebene auf diese Ebene gehen wir davon aus, daB§
der GrundriB der Senkrechten auf der GrundriBspur und der Aufri der Senk-
rechten auf der Aufriispur der Ebene senkrecht steht.

Grundaufgabe: Konstruieren der Senkrechten in einem Punkt auf eine Ebene ¢

Gegeben: & e
1. Eine Ebene & durch ihre Spuren e,, e, s
sowie P s
2. der Grundrifl P’ eines Punktes von &.

5"
Gesucht: Die Risse der Senkrechten s
auf ¢ in P (Bild D 50). / N

Voriiberlegung: Der Grundrif s’ geht durch P’
und steht auf e; senkrecht, der Aufri s”

geht durch P und

steht auf e, senkrecht.

D50

Ausfiihrung: Wir konstruieren P'' nach Beispiel D 22 und zeichnen durch P’ und
P'" Senkrechten zu den entsprechenden Spuren von e. Diese Geraden sind die
gesuchten Risse der Senkrechten. (Sichtbarkeit beachten!)

Grundaufgabe: K i des Lotes von einem Punkt auf eine Ebene

Gegeben:

1. Eine Ebene ¢ durch ihre Spuren e, e,

sowie

2. ein Punkt Q auBerhalb ¢ durch seine Risse.

Gesucht: Die Risse des Lotes [
von Q auf ¢ und die Risse
des LotfuBpunktes L (Bild D 51).
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Voriiberlegung: Der Grundrif} I' des gesuchten Lotes geht durch Q' und steht senk-
recht auf e;; sein Aufrifl I' geht durch Q" und steht senkrecht auf e,. Der FuB-
punkt L ergibt sich als Schnittpunkt von / und e.

Ausfiihrung: Wir zeichnen durch Q' und Q" Senkrechten zu den entsprechenden
Spuren von &; diese Geraden sind die Risse des gesuchten Lotes I. Sein FuBBpunkt L
wird nach Beispiel D 27 als Schnittpunkt von ! und ¢ ermittelt.

Aufgaben d 120 bis 123

Schnitt eines Kérpers mit einer Ebene
23

Der Schnitt einer Ebene mit einem Korper kann in der Regel auf den Schnitt von
Korperkanten (oder anderer Geraden der Begrenzungsflichen des Kérpers) mit
der schneidenden Ebene zuriickgefiihrt werden.

Gegeben: Eine vierseitige Pyramide 4 BCDS durch ihre Risse sowie eine projizie-
rende Ebene ¢ beziiglich der Aufrifitafel durch ihre Spuren e,, e, ABCDS wird
von & geschnitten.

Gesucht: Der Grundrifl und die wahre GroBe der Schnittfigur (Bild D 52).




®

Voriiberlegung: Die Ebene ¢ schneidet Kérperkanten; ihre Schnittpunkte mit die-
sen sind die Eckpunkte der Schnittfigur. Durch Klappung von ¢ in die
GrundriBitafel ergibt sich die wahre GroBe der Schnittfigur. Da & eine projizierende
Ebene ist, lassen sich Risse und Umklappung der Schnittfigur auf einfache Weise
konstruieren.

Ausfiihrung: Wir ermitteln die Aufrisse der Schnittpunkte der Kérperkanten mit &
und aus den Aufrissen die zugeordneten Grundrisse. Die Konstruktion zur Klap-
pung von ¢ um ihre erste Spur e, kann der Lage der Ebene wegen in der AufriBitafel
ausgefiihrt werden, da diese Tafel zu e, senkrecht steht.

Uberlegen Sie, welche Moglichkeiten zur Kontrolle der Zeichengenauigkeit bei der

in Beispiel D 30 beschriebenen Konstruktion bestehen!
Aufgaben d 124 bis 127
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a) ‘Winkelfunktionen

1. Gegeben sind die Geraden g, h, I, die sich in 2. Gegeben sind die Geradeng, h, I, k (Bilda 2).

einem Punkt schneiden (Bild al). Der Der Winkel < (I, k) habe das MaB 25°, der
‘Winkel < (h, I) hat das MaB 50°. Bestim- Winkel < (I, g) das MaB 65° und der Win-
men Sie die MaBle der Winkel < (g, I) und kel < (k, h) das MaB 80°. Welche MaBe ha-
< (L h)! ben die Winkel <t (k, ) und < (g, k)?
h
g
l k
A
al a2 L

3. Ermitteln Sie die GroBe des Winkels, der 4. Bestimmen Sie in einem Dreieck 4 BC mit

durch die Winkelhalbierenden eines Neben- dem Winkel y = 47° das MaB des Winkels
winkelpaares gebildet wird! <X (hgs hy)!

5. Konstruieren Sie die folgenden Winkel! 6. Konstruieren Sie die folgenden Winkel!
a) o, = 60° b) o, = 30° a) f, = 90° b) B, = 45°
€) oy = 15° d) o, = 37,5° ©) f3 = 22,5° d) B, = 112,5°

1. Konstruieren Sie die Winkel y, = 75°, 3, = 37,5%, 75 = 105°, y, = 82,5°! Geben Sie verschie-

dene Konstruktionsméglichkeiten an!

[V

!‘sttimmen Sie die Hauptwerte zu den folgenden Winkeln o!

\

a) 4380° b) 367,5° 8 a) 515,6° b) 758,4°
c) 2713,4° d) —1573° " Te) 438,5° d) —47,6°
e) —15,7° f) —479,7° ) 3205,6° ) — 3721°
\ /9. Fiihren Sie in der angegebenen Menge von ~ 10. Ermitteln Sie, welche Winkel in der ange-
/ Winkeln eine Einteilung nach Aquivalenz- gebenen Menge jeweils dquivalent sind!
klassen durch!
{ 48,5°; 1093,6°; 13,6°; — 311,5°; 768,5°; { 67,5°; — 647,5°; 327,5°; — 1012,5°;
735,6°; — 1066,4°; 15,6°; 408,5°; 704,4°; 1407,5°; — 3532,5°; 72,5°; 7527,5%;
70,5%;5 1528,5°; 630,5°; — 1031,5°; 432,5°; 1012,5° |
—459,5° )

Berechnen Sie die Bogenliinge b fiir einen Kreisbogen mit dem Radius r und dem Zentriwinkel o!
11. a) r = 5 cm; o = 40° 12. a) r = 12,8 cm; o = 42,3°

b) r =4,7cm; o = 15° b) r= 2,7cm; a = 82,7°
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Berechnen Sie den Radius r fiir einen Kreisbogen b mit dem Zentriwinkel a!

13. a) b = 14,8 cm; o = 9,4° 14. a) b = 19,5 cm; o = 183,4°
b) b = 24,7 cm; o = 34° b) b=22cm; a= 90°

2. Fertigen Sie sich eine Ubersicht iiber die Bogenlingen fiir die WinkelgroBen 1°, 1’, 1", bei
Kreisen mit dem Radius 1 m bzw. 1 km an!
Berechnen Sie auch die Radien der Kreise, fiir die bei den gegebenen Winkelgroen die Bogen-
linge 1 m ist!

3. Stellen Sie die Bogenlinge eines Kreisbogens in Abhingigkeit vom Zentriwinkel dar! Geben
Sie eine graphische Darstellung! Welche Bedeutung hat der Radius?

4. Es gilt arca = f(a)!
a) Geben Sie die Funktionsgleichung an!
b) Zeichnen Sie die zugehonge Kurve!

c) Lesen Sie aus der hen Darstellung Nak gswerte fiir arc « ab! (z = 20°, 30°,
, 340°, 350°, 360°)

Berechnen Sie das Bogenmal fiir die folgenden Winkel!

15. a) o« = 15° b) % = 72° 16. a) o = — 30° b) o = 200°
) o = 42° d) o = 18° ¢) o = 102° d) o = 144°

J

Berechnen Sie unter Ver g der entsprechenden Tafel im Tafelwerk das Bogenma8 fiir fol-

gende Winkel!
17. a) o = 43,78°  b) o = 72,53° 18. a) o = 138,00°  b) o = — 47,58°
¢) a = 221,75° d) o = — 30,45° c) a = 216,73° d) « = — 219,05°

Berechnen Sie das GradmaB fiir die folgenden Winkel! (Bemerkung: Die Aufgaben konnen teil-
weise auch mit Hilfe der Tafel auf Seite 28 im Tafelwerk gelost werden.)

19. a) arca = 3,746 20. a) arco = 2,734
b) arca = 1,476 b) arca = — 5,638
¢) arco = 0,937 ¢) arco = — 2,348
d) arca = 4,843 d) arco = — 0,375
e) arco = 0,84 e) arca = 0,36
f) arcoa = — 0,95 f) arco = 1,16

Bestimmen Sie die Hauptwerte fiir die folgenden Winkel!

21. a) arca=10—3—n b) a.rcrz=~l¥ 22, a) arcz—lin b) arca:?Tn
== 22 =4 7
¢) arca :# d) arca :-.:-}n ¢) arce = — 2 d) arco = l;n

Bestimmen Sie die Hauptwerte der folgenden Winkel! (z = 3,14)

23. a) arca = 12,35 b) arca = —9,43 24. a) arco = — 2,16 b) arco = 314
¢) arco = — 14,75 d) arco = 15,89 ¢) arca = 21,39 d) arca = — 1,78
25. Fiihren Sie in der folgenden Menge von Winkeln eine Einteilung nach Aquivalenzklassen
durch!
{1,35; 2,38; 9,80; — 8,94; — 2,765 7,63; 0,84; 8,06; 10,77}
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26.

29.

Gegeben ist ein u,v-Koordinatensystem
und ein Kreis mit dem Radius r = 5 cm
um O. Entsprechend Bild A 5 auf Seite 7
schneidet der Strahlk den Kreis, Bestimmen
Sie die Koordinaten der Schnittpunkte P
im Falle x = 10°, 20°, ..., 360°!

27. Gegeben ist ein x,y-Knordinatensysl’em

und ein Kreis mit dem Radius r = 5 cm
um O. Bestimmen Sie fiir die Punkte
P; = (x;; y;) die zweite Koordinate und

den Winkel, den der Strahl 07’,-; mit der
x-Achse bildet!

=G ») Pz = (4.5 y:),
= (x3; 4), P, = (v3 — 1,5)
(Achten Sie auf Vollstandlgkelt der Lésun-
gen!)
Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius r = 4 cm um den Ursprung eines Koordinatensystems.
Bestimmen Sie die Intervalle fiir die Koordinaten der Punkte P;, wenn P; die Schnittpunkte
der Geraden durch den Koordinatenursprung mit dem Kreis sind! Fiir die Schnittwinkel der
Geraden und der Abszissenachse gilt 0 = o < 2 7!

Stellen Sie die Abhingigkeit der Fliche 4 eines Rhombus A BCD mit der Sextenlange a=dcm
vom Winkel <¢ DAB graphisch dar! U, hen Sie, unter ‘welch flichen-
gleiche Rhomben entstehen!

Ermitteln Sie durch eine Zeichnung Niherungswerte fiir die Sinus- und die Kosinusfunktion

der Winkel x =n - —(n ganzzahlig)! Stellen Sie die Ergebnisse in einer Wertetabelle zu-
sammen!

Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius r, dessen Mittelpunkt mit dem Ursprung eines rechtwink-
ligen Koordinatensystems zusammenfillt. Berechnen Sie die Sinus und Kosinus der Winkel «

(0 < « < 2 ), die ein Strahl OP mit der u-Achse bildet!

Geby

en Sie unter Verwendung der Tabelle aus Aufgabe 30 an, in welchen Intervallen die Winkel

liegen!

31.

a) r = 5; Py (35 1)

b) r = 13,5; P, (uo; 4,2)
c) r=13; P, (5,3; v)
d) r =3,1; Py (—3,1; 1)

32. a) r = 3,65 Py (— 1,55 v,)
b) r = 3,4; P, (—2,5; vy)
c) r = 8,4; P, (uy; — 2,6)
d) r = 4,7; P, (uy; 3,1)

Ermitteln Sie unter Verwendung der Tabelle aus Aufgabe 30, in welchen Intervallen die Winkel
—
liegen, die die Strahlen O P; mit P; (x;; y;) mit der x-Achse bilden!

33.

a) P (2,4; 3,6)

b p(—1y5 11)
¢) P(—48; —5,6)
d) P (/5; /6)

34.a) P (%Vs_ 2)
b) P (0,38; — 0,76)
o 21 1y3)
o p(-Lrar)

Bestimmen Sie niherungsweise durch Konstruktion die Winkel x!

35.
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a) sinx = 0,55 36: a) sinx = 0,7
b) cosx = 0,3 b) cosx = 0,6

8 ¢) sinx = — 0,4
c) sinx = T )
d) cosx = —0,7 ) cosx = 8



37. Im Bild a 3 wird ein Verfahren

zur Konstruktion des Bildes 7
der Funktiony = a sin x
gezeigt.

Beschreiben und begriinden

Sie dieses Verfahren! 3 ,7[ _g
o
| A
A
~
‘ ]
; a3
G
Konstruieren Sie die Bilder der folgenden Funktionen!
38. a)yz'%sinx b) y=—})2sinx 39. a)y=%sinx h)y=%ﬁsinx
Ermitteln Sie unter Verwendung der in Aufgabe 30 aufgestellten Tabelle die Funktionswerte!
L 0 . Sm .7 . 3%
% =Llin® B)y=08sn>" 41. =1 5un - Sk
.40n)y i) ) ¥ 085m6 a) y ISsm12 b) y [/751114

Bestimmen Sie unter Verwendung der Tabelle aus Aufgabe 30 die Intervalle, in denen die Winkel
@ liegen!

42. a) 25=3sing b) 2,7=19sing 43. a) 0,8 = 1.5sinp b) 0,3 =2sing
Konstruieren Sie die Kurven zu den Funktionen mit der Gleichung y = sin bx!
“.a)b=2 b)b=n e)b:% 45.a) b=05 b)b=3 c)b=;’_0

Bestimmen Sie die Funktionswerte fiir die Winkel x! (Verwenden Sie die Tabelle aus Aufgabe 30!)

.1 = s Sn 11z

3 = g« 47. =gin4.2" 3 =s8in5.—"
46. a) y = sin 7% a) y = sin % 48. a) y =sin5 v
i L4 L n — sing.3%
b)y-—sm3~ﬁ b) y =sin5 3 b) y =sin2 %

Bestimmen Sie die Intervalle, in denen die Winkel x liegen! (Verwenden Sie die Tabelle aus Auf-
gabe 30!)

9. a) 0,7 = sin%x 50. a) 0,45 = sin 0,l9x 51. a) 0,6 = sin (— 2x)
. —aa
b) 0,3 = sinwa b) 0.8 = sin 35 b) 0,35 =g

Konstruieren Sie die Kurven der Funktionen mit den Gleichungen y = a sin bx!

52.a) a=2;b=3 bya=—2;b=15 53 a)a=3;b=2 b)a=n;b=%

5. Die Schwingung eines Fadenpendels kann durch die Gleichung y = y, sin wt beschrieben wer-
den. Darin bedeuten y die Elongation, y, die Amplitude, » die Kreisfreq und ¢ die Zeit.
Geben Sie die Schwingungsgleichung an, und konstruieren Sie die zugehérige Kurve, wenn die
Schwingungsdauer T = 0,5 s und die Amplitude 5,2 mm betrigt!
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Konstruieren Sie die Bilder der Funktionen mit den Gleichungen y = sin (x -+ c)!

sa)c—7 b) =05 55.a)¢=2T" b) =2
f.] Sm 11z i
=— d == =——= =
c)c 3 ) ¢ 2 c)c T} d) ¢ 3
Bestimmen Sie die Nullstellen der folgenden Funktionen!
56. a)y:sin(x—%) 57. a) y = sin (x+ST”) 58. n)y=sin(x-%—)
b)y:sm(x-f-%') b)y:sin(x—l—a?n) b) y = sin (x -+ 37)
Fiir welche Winkel gilt y, = 1 und fiir welche Winkel gilt y; = —1?
59.a)y=sin(x+i;—) m.a)y=sin(x+§2'l) 61.n)y=sin(x+g)
b)y=sin(x—%) b)y:sin(x—%) b)y:sin(x-ﬁ»%)
62. Fiir eine Funktion y = sin (x + ¢) wurden die folgenden Nullstellen ermittelt.
a)x(,:l—lon-l»kn ) %= 05+ k= ) w=2+tkn
B m=—2+ka =2 tka f)xn=56“+k..-c

Geben Sie die Gleichungen der Funktionen sowie die Winkel x; fiir die y; = 1 bzw.y, = —1

an! k

63. Wie erhilt man die Bilder der Funktionen mit folgenden Gleichungen aus der Sinuskurve ?
Bestimmen Sie Wertevorrat und kleinste Periode!

a)y:3sin($x—%) b) y = 2,5 sin (zx + /2) ¢) y=asin(x—1)

Konstruieren Sie die Bilder der Funktionen mit der Gleichung y = a sin (bx + ¢)!

64.a) a=—2;b=2;¢c=2 65.a)a:1,8;b=1,5;c:%
b)a=}72; b=3;6‘=% b)a:—2;5=4;c=—%
c)a=)3; b:—l;c=—% c)a=3;b=—2;c=¥

66. Konstruieren Sie in einem gemeinsamen 67. Konstruieren Sie in einem gemeinsamen
Koordinatensystem die Kurven fiir die Koordinatensystem die Kurven fiir die
Funktionen mit den Gleichungen Funktionen mit den Gleichungen
yy = 2sin 2x und y;; = sin 2x! s P
Bilden Sie die Summe yp;; = yp + yy! yp =sin{x+ T) und
‘Wie heifit die Gleichung der neuen Funk- =
tion ? Welchen Wertevorrat hat sie ? Yy = sin (x £ ?)’

a) Bilden Sie die Summe
Ym =¥ + !

b) Ermitteln Sie aus der Darstellung die
Amplitude und die Phasenverschiebung
gegeniiber der Kurve y = sin x!

¢) Geben Sie die Gleichung fiir die neue
Funktion an!
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68.

Konstruieren Sie in einem gemeinsamen Koordinatensystem die Kurven fiir die Funktionen
y; = sinx und yp; = sin (x + 7)!

a) Bilden Sie die Summe y = y; + yp;!

b) Geben Sie die Gleichung fiir die neue Funktion an!

B

N

Konstruieren Sie die Kurven zu den folgenden Funktionen!
Fiihren Sie die Konstruktionen im Intervall — 27 =< x < 2z durch!

a)y=-sinx+%‘sinz h)y:%sinx-(hsin(x-\—%)

£) y = sinx + sin 2x d)y:sin%x—!——;—sinx
e)y:sin%x+sin1;—x f)y=2sm(x+%)+zsin(z—%)
Die Amplitude einer Federschwmgung betrigt a = 52 mm, die Schwingungsdauer T = 3 s.

a) Geben Sie die Gleick der an, und zeichnen Sie die Kurve!

b) Ermitteln Sie aus der graphischen Darstellung die Elongationen fiir t; = 1,55, 4, = 2,45,
ty=33s,t, =425 und t; = 5,1 s!
Erliutern Sie Ihr Ergebnis!

Zur Besti der Sternhéhen bzw. der S

waurde bis ins 18. Jahrhundert hinein

der Jakobsstab benutzt (Bild a 4).

Senkrecht zu einem Stab AB war ein zweiter Stab CD beweglich angebracht. Durch Ver-
schieben des Stabes CD konnte der eine Stern iiber AB und der zweite iiber AC oder AD an-
visiert werden. Auf dem Stab 4B konnte dann der Sternabstand abgelesen werden.

a) Begriinden Sie dieses Verfahren zur Winkelmessung!

b) Konstruieren Sie ein Modell fiir den Jakobsstab!

69.

70.

Bestimmen Sie aus den Kurven der Funktionen y = tanx und y = cot x die Werte fiir
tan x = cot x!

Ermitteln Sie durch Konstruktion eine 71. Ermitteln Sie durch Konstruktion eine
Wertetabelle fiir die Tangensfunktion fiir Wertetabelle fiir die Kotangensfunktion
die Winkelwerte x = k « 10° (k ganzzahlig)! fiir die Winkelwerte x = k- 10° (k ganz-

zahlig), und vergleichen Sie diese mit der
Wertetabelle der Tangensfunktion in Auf-

gabe 70! |
Bestimmen Sie jeweils das Vorzeichen!
72. a) tan—} b) cotlsv 73. a) tan% b) cot.lsT”
¢) tan 15° - cot 210° ¢) tan 250° - tan 120° - cot 120°
d) tan 750° - tan 320° - tan 420° d) cot 430° - tan 20° - cot 790°
e) cot 210° - cot 350° « cot 10° €) tan (— 70°) - tan 770°
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74. Welche Vorzeichen haben die Funktions- 75. Welche Vorzeichen haben die Funktions-

werte von werte von
in (% + 41), tan (7 + o) cos (27t —a), cot (577: + a()
und cot (% + a), und tan (% o+ zx),
wenn0<a<%gilt? wenn 32—n<m<2ngilt?
Fiir welche A e sind die folgenden Terme definiert ? In welchen Intervallen sind die Vor-
zeichen der Terme positiv, in welchen negativ ?
76. a) tan x - sinx b) S 77. a) tanx - cos x b) tfmx
X tan x sin x
¢) cotx - cosx c) tmuc-L
cotx
Welche der folgenden Funktionen sind gerade ?
78. a) y = cosx b) y = tanx 79. a) y = cos%x b) y = cot®
¢) y = sinx d) y = tan’x €) y = sin’x d) y =cotx
Bestimmen Sie die Funktionswerte fiir die anderen Winkelfunktionen!
80. a) sinx=% b) cosx=% 81.\) sinx=—l—53 *h) cosx=%
¢) tanx = )3  d) cotx=18 %) tanx= 7z d) cotx =15
l&\a) sinx = 0,6 \Q) cosx = Om 83. a) sinx=%ﬁ b) cosx = 0,7
¢) tanx = 1,5 d) cotx =3 c)tanx =}5 d) cotx=3
Vereinfachen Sie die folgenden Terme! (Bestimmen Sie jeweils die Definitionsbereiche!)
84. a) sinx - tanx 85. a) sin%t 4 cos®x + cotZx 86. a) 14 tan®x
b) cosx - cotx b) 1 —sinx-cotx-cosx 1+ cot®x
_— tan?x
. [ 2 . 2y . (1— —_—
c) cosx - /1 —cos?x ¢) (1 + cosx)-cot®-(1—cosx) ) 1 tanix
1
87. . 88, 1 + tan®x) (1 t 3 _—
7. a) tanx = a) (1 + tan®) (1 + cot®x) 89. a) l+cosx+1—cosx
b) /1 + tan%x - sinx b) (1 — sin%x) - tan x b) cotx— —S05%
1+ sinx
Berechnen Sie méglichst einfach!
90, o) OtEFtaDL p =t Ol;a) SOBEE ML b el
cot x — tan x 5 cotx 3
tan x a2 1 cosx + sinx .
— = b) — L "~ f =
)cotx—}—tanxfmsmx 2 ) tan x EEEObE =3
o) MuEd 00t oy D ) B OO e SIS
sin x — cos x 4 cos x
¢ S
9. Beweisen Sie,daB — 22 . U2 —1_ g i o fir die der Ausdruck definiert ist!
1—tan®x cotx

10. Beweisen Sie die Identitit fiir (sm x + cos x)? + (sm x—cos x)? = 2!
—cosx
!

11. Beweisen Sie die Identitit fur —=
—sinx tan x
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An welchen Stellen sind die folgenden Funktionen nicht definiert ?

1 1 sin’

2. = 93. - . - S
2.8y 1+ cosx 0y 1—sinx Hs8) 7 0,5 sin (x — 5,5)
B e __cotx _tanx—1
) ¥ sin 2x b) y 1—cotx b) y tanx + 1

sin x cosx —1
)= 1—sinx = 1+ sinx

Bestimmen Sie fiir folgende Funktionen jeweils den Definitionsbereich!

95. a) y = J/sinx 96. a) y = J/3—3 cos (x + 1) 97.a) y = )|l —cosx|
b) y =)Ig cosx b) y =1+ tanx b) y = Jtanx - Jcotx
= e _ 14 sinx L otac) |
¢) y=2cosx—J5 c)‘y_—l+cosx ¢) y=sinx—|tanx
Ermitteln Sie die groBten und die kleinsten Werte der folgenden Funktionen!
98. a) y =1—sin 3x 99. a) y = J/3—}3cos (x + 1)
b) y = J/2—cos 2x b)y=%(cosx—sinx)
c)y=3+%si.n2x ) y= tan(x )

12. Bestimmen Sie jeweils den Definitionsbereich!
l)y.__zeolx h)y=2-inx c)y=al’—"“" (,,4;0) d)y=bo,5(3+|inx) (b:f:O)

Welche der folgenden Funktionen sind gerade und welche ungerade ?

100. n)y=tan% 101. a) y = x? 4 cosx 102. a) y = x® 4 cosx
2 .
b =% + cosx b =x—|—smx — _
) ¥ 3 ) ¥ T —coon b) y = sin 3x — cos 2x
¢)y=2x+sinx c)y=Lcosx
x—cosx

Fiir welche Intervalle gelten die folgenden Ungleichungen ?

103. a) sinx > —; 104. a) sinx > cosx 105. a) tanx > cotx
1 1 8 1
pu e b =9 Al
b) tanx—1> 0 b) cotx + 3 <= ) cosx > sinx——

Bestimmen Sie ohne Benutzung einer Tabelle das Vorzeichen der folgenden Terme!
106. a) cos 43° — cos 42° 107. a) cot 225° —cot 224°  108. a) sin 330° 4+ sin 210°
b) tan 15° — tan 16° b) tan 153° — tan 154° b) tan 153° 4 tan 26°

¢) sin % —sin 1 ¢) cos 60° — cos 119° ¢) sin 1,2° — tan 1,2°

Ermitteln Sie die Intervalle, fiir die die folgenden Ungleichungen erfiillt sind!
109. a) |sinx | >% b) | cosx | > % 110. a) |cosx| <%V3_ b) | cos 2x | <—;~

O ltnx| <1 & |eosx|<3VT o |eotz|>1  d) [tanz|>V3
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Geben Sie fiir jede der folgenden Funktionen die Monotonieintervalle an!

111. a) y = sin 2x b)_y=sin(x+%) 112. n)y=%cos<x+%) b) y=|sinx |

1
¢) y=—tanx d)y=cos(ix—£— c)y=cotix d) y=|tanx|
2 3 3 3
Untersuchen Sie die folgenden Gleich auf ihre Losbarkeit!
113. a)—;—sinx-l»3=2 114. a) tanx —sinx = 14 115. a) 3sinx + 4cosx = 3
b) %sinx-}-O,S:l b) cosx —sinx = 1 b) %cosBx:O,’?S
Losen Sie die folgenden Gleichungen!
116. a) sin x = sin 30° 117. a) —cotox = —cot x 118. a) sinx = —cosx
b) cosx = cosf b) sin260° = sin%x b) cosx = sinx
¢) tan 1,268 = tan x ¢) cos®x = cos’a ¢) sina = cosx
119. a) cot x = tan 120° 120. a) tan®(— a) = tan% 121. a) sinx + cosa =0
b) sinx = sina b) cot?x = cosx b) tanx—cotx =0
¢) cosa = cosx ¢) sin?x = cosZx €) tanx + cotx = 0

122. Ermitteln Sie die Werte der folgenden Terme!
a) sin 45° + cos 30° — tan 45° + cot 135°
—gind ] 2
b) 3 sm3+2cos4+3!an N

4 —2 tan? 45° 4 cott 60°

9 3 sin 90° — 4 cos 60° -+ 4 cot 45°

123. Stellen Sie fest, ob der Winkel x die drei Gleichungen gleichzeitig erfiillt!

a) shx:—%; cosx = 1—53; tanx=—2~§—

b) sinxz—%; cosx:—~%; tanx:%

c) sinx——i' cosx*——i' tan x = —3
5 5" 4

Beweisen Sie die Identitét in den folgenden Gleichungen!

13. a) sin (45° + x) = cos (45° — x) b) cos (45° + x) = sin (45° —x)
14. Zeigen Sie, daf sin (% + x) = cos (g- — x), wenn o und f Supplementwinkel sind!

15. Beweisen Sie, daB
tan 10° - tan 20° - tan 30° - tan 40° - tan 50° - tan 60° - tan 70° - tan 80° = 1!
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Bestimmen Sie die Funktionswerte!

124. a) sin 15° 125. a) cos 18° 126. a) tan 43° 127. a) cot 28°
b) sin 43° b) cos 89° b) tan 24° b) cot 34°
¢) sin 84° ¢) cos 49° ¢) tan 67° ¢) cot 73°
d) sin 7° d) cos 37° d) tan 9° d) cot 54°

128. a) sin 13,5° 129. a) cos 43,6° 130. a) tan 4,7° 131. a) cot 21,4°
b) sin 17,8° b) cos 41,7° b) tan 39,5° b) cot 36,4°
c) sin 34,8° ¢) cos 54,8° c) tan 43,8° ¢) cot 57,4°
d) sin 73,6° d) cos 9,6° d) tan 27,1° d) cot 81,3°

132. a) sin 42,31° 133. a) cos 36,94° 134. a) tan 23,75° 135. a) cot 49,73°
b) sin 31,84° b) cos 53,48° b) tan 48,87° b) cot 7,69°
) sin 67,53° ¢) cos 67,59° ¢) tan 13,75° c) cot 31,43°
d) ‘sin 5,64° d) cos 46,46° d) tan 3,68° d) cot 83,74°

136. Ermitteln Sie durch Interpolation die Werte fiir tan x im Intervall 89,00° =< x = 89,10°
(von hundertstel zu hundertstel Grad)!
Vergleichen Sie Thre Werte mit den in der folgenden Tabelle gegeb Werten, die einer
genaueren Tafel entnommen sind!

x | 89,00° | 89,01° | 89,02° | 89,03°

89,06° | 89,07° | 89,08°
tanx | 57,29 | 57,87 | 58,46 | 59,06 | 59,68 | 60,31 | 60,95 | 61,60 | 62,27
x| 89,09° | 89,10°

89,04° I 89,05°

tan x | 62,96 | 63,66

Begriinden Sie die Abweichungen, und ziehen Sie SchluBlfolgerungen fiir die Moglichkeiten,
in den verschiedenen Intervallen zu interpolieren!

Ermitteln Sie die Funktionswerte!

137. a) sin 0,18 138. a) cos 0,47 139. a) tan 0,45 140. a) sin 0,42
b) sin 0,53 b) cos 1,34 b) tan 0,91 b) sin 0,37
¢) sin 0,24 ¢) cos 0,37 c) tan 1,43 ¢) tan 0,49
d) sin 1,39 d) cos 0,97 d) tan 0,84 d) cos 0,53

141. a) sin 0,345 142. a) cos 0,482 143. a) tan 0,437 144. a) sin 0,734
b) sin 0,673 b) cos 1,83 b) tan 0,384 b) cos 1,95
¢) sin 1,473 ¢) cos 0,843 ¢) tan 1,74 ¢) tan 0,497
d) sin 0,945 d) cos 1,38 d) tan 1,253 d) tan 0,376

145. a) sin % 146. a) cosal—g 147. a) tan 0,047 148. a) sin [T
b) sin-% b) cos 2731 b) tan 0,05 7 b) sin% V3
c) sin%% ¢) cos 0,02 7 c) tan—’é— c) tm%ﬁ
d) sin 0,07 7 a cos T 4 tan:i—: 4 co:lioy’s‘
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149. a) Ig sin 84,5°
b) Ig sin 8,9°
¢) Ig sin 23,4°
d) Ig sin 46,7°

150. a) Ig cos 9,8°
b) Ig cos 83,6°
¢) Ig cos 67,7°
d) Ig tan 23.6°

151. a) Ig tan 48,7°
b) Ig tan 83,6°
¢) Ig cot 58,4°
d) Ig cot 63,7°

Ermitteln Sie die Logarithmen der Winkelfunktionen fiir die in den aufgefiihrten Aufgaben ge-

nannten Winkel!

152. Aufgabe 128 153. Aufgabe 129 154. Aufgabe-130 155. Aufgabe 131
156. Aufgabe 132 157. Aufgabe 133 158. Aufgabe 134 159. Aufgabe 135
160. Aufgabe 137 161. Aufgabe 138 162. Aufgabe 139 163. Aufgabe 140

164. Zeich Sie in ein i Koordi y die Bilder der Funktionen y = arc x,

y = sinx und y = tan x fiir — 10° < x < 10°!
‘Wiihlen Sie als Einheit 1 LE = 100 mm! Untersuchen Sie insbesondere den Verlauf der
Kurven in der Umgebung von x = 0°! Begriinden Sie Ihre Feststellung!

165. Beweisen Sie die Beziel su: x = 008 (90° — x) und tan x = cot (90° — x)!
Wie heilen die entspr d ischen sin x und cos (90° + x) bzw. tan x und
cot (90° + x)?
166. Leiten Sie Bezichungen zwischen sin x und cos (270° — x) bzw. cos (270° + x) her!
16. Stellen Sie in Anlehnung an Aufgabe 166 entsprechende Bezieh ischen der T
und der Kotangensfunktion her!
17. Nutzen Sie die in den Aufgaben 165 und 166 sowie 16 gewonnenen Beziehungen zur Bestim-

mung der Funktionswerte aus!
a) cos 94,9° ¢) cot 97,3°
b) cos 277,5° d) cot 275,3°

e) cos 105,6°
) cos 284,3°

g) cot 102,6°
h) cot 292,2°

Ermitteln Sie die Funktionswerte!

167. a) sin 150°
b) cos 225°
¢) sin (— 30°)

d) cos (— 150°)

171. a) sm 10

b) cos 9T

15
¢) sin Tn

&
d) cos —32

175. a) sin 234,6°
b) sin 123,7°
c) sin 348,5°
d) sin 516,7°
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168. a) tan 335°

169. a) sin 270°

b) cot 210° b) cos 330°
¢) tan 450° ¢) sin (— 420°)
d) cot 390° d) cos (— 750°)
172. a) tan#T" 173. a) sin( =)
23 13
b) cot T” b) cos ( n)
) man” . sin( )
a) cotiz"— d) cos (~1—3")

176. a) cos 438,9°
b) cos 215,7°
¢) cos 148,9°
d) cos 276,5°

177. a) tan 193,4°
b) tan 293,4°

¢) tan 321,7°
d) tan 299,5°

170. a) tan 120°
b) cot 240°
¢) tan(—225°)
d) cot (—315°)

174. a) tan (—IOT")
b) cot (—%)
>3]

d) cot(—0,017)

178. a) cot 367,5°
b) cot 221,4°
¢) cot 99,5°
d) cot 187,5°



179. a) sin 301,7° 180. a) cos 187,4° 181. a) tan 154,7° 182. a) cot 104,6°

b) sin 94,3° b) cos 210,4° b) tan 324,9° b) cot 293,5°
¢) sin 215,6° ¢) cos 394,6° c) tan 215,8° ¢) cot 156,5°
d) sin 180,9° d) cos 218,6° d) tan 91,4° d) cot 309,7°

183. Geben Sie die Intervalle an, in denen die Funktion y = lg sin x definiert ist! Stellen Sie die
Funktion graphisch dar!

184. Untersuchen Sie die Funktionen
a) y=Ig|sinx|, b) y =1g|cosx]|, ¢) y=Ig|tanx]|, d) y=1Ig|cotx|!
Geben Sie die kleinste Periode fiir diese Funktionen an, und zeichnen Sie jeweils die zu-
gehorige Kurve!

Ermitteln Sie die Funktionswerte!

185. a) Ig sin 94,3° 186. a) Ig tan 87,4° 187. a) Ig | tan 297,5° |
b) Ig | sin 213,5° | b) Ig | tan 115,6° | b) Ig tan 215,6°
¢) Ig | cos 99,5° | ¢) lg | sin 316,5° | ¢€) Ig | cot 143,6° |
d) Ig | cos 231,5° | d) Ig | sin 271,6° | d) Ig | cot 324,7° |

188. a) lg sin 123,5° 189. a) Ig cos 253,6° 190. a) Ig tan 93,7°
b) lg sin 273,6° b) Ig cos 328,2° b) Ig tan 177,6°
¢) Ig cos 73,4° ¢) lg cot 137,4° ¢) lg cot 199,6°
d) Ig cos 144,7° d) Ig cot 183,7° d) Ig cot 259,7°

Berechnen Sie die folgenden Terme!

tan? 30° 1 — cos® 37° __cot?24®
191. a) I/m w20 | 198w g

1 sin 83,5°
b) tan 37,5° b) 1 283,5°
sin 34,5° - sin 83,6° ) cos 215,6° - tan 94,3° cos 94,9° — tan 0,7°
9 cos 3L 5y Feos BT O cot 51,6°
tan 24,3° sin 216,7° - cos 67,5°
194 a) sin 17,3° + cos 19,5° 195. #) cos 37,6°
cos 83,6° - tan 2,4° b tan 237,8° - cos 48,2°
sin 37,1° ) o5 184,6° - sin 19,7
tan 94,6° 4 cot 19,4° cos 93,6° - sin 86,4°
cos 94,6 - sin 154,6° 9 tan 266,4°
18. Bestimmen Sie die folgenden Funktionswerte!
a) y = cos(z—1) b) y=x-tanx ﬁirx-——';—}/z_
¢) y = tan (z — 2) - tan (x — 3) d) y =tanx —cot x fi'u-x:%
e y=x+sinx firx =05 f) y = cosx + sinx fiirx=%
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19. Bestimmen Sie die Funktionswerte!

in 3
a) y = sin®0,5 - (cot? 0,5 — 2) c)y=mn3+2‘;3
b _ cot 0,6 - cos 0,6 — sin 0,6
Dy 2 cos 0,6

d) y = cos (x — 0,5) - sin (z + 0,5)
20. Priifen Sie, ob x =  Lésung der Gleichung tan x + tan 2 x = tan 3 x ist!

21. Weisen Sie nach, daB die Gleichung tan x + cot x = 4 fiir tanx — 2 £ J/3 erfiillt ist!

Ermitteln Sie die Argumente (0° < x < 90°)!

196. a) sinx = 0,2470 197. a) sinx = 0,9816 198. a) sin x = 0,8965
b) cosx = 0,9026 b) cosx = 0,6921 b) cosx = 0,8453
¢) tanx = 2,050 ¢) tanx = 0,1871 ¢) tanx = 5,005
d) cotx = 2,145 d) cotx = 3,060 . d) cotx = 0,9930
199. a) sinx = 0,5140 200. a) sinx = 0,9580 201. a) sinx = 0,7925
b) cosx = 0,9648 b) cosx = 0,2510 b) cosx = 0,5123
¢) tanx = 0,5300 ¢) tanx = 0,3614 ¢) tanx = 3,235
d) cotx = 0,1340 d) cotx = 0,3435 d) cotx = 1,349
202. a) sinx = 0,3582 203. a) cosx = 0,4825 204. a) sinx = 0,2831
b) cosx = 0,4343 b) cos x = 0,4050 b) cotx = 0,4323
¢) tanx = 1,205 ¢) tanx = 2,150 ¢) cosx = 0,4777
d) cotx = 0,4324 d) cotx = 0,4383 d) tanx = 1,053

Ermitteln Sie die Argumente (0 Ll —275') !

205. a) sinx = 0,1395 206. a) cosx = 0,9801 207. a) tanx = 3,9033
b) sinx = 0,7141 b) cosx = 0,7248 b) tan x = 1,7036
¢) sinx = 0,9967 ¢) cosx = 0,6216 c) tanx = 0,6841
d) sinx = 0,0998 d) cosx = 0,2579 d) tan x = 0,1923

208. a) sinx = 0,4325 209. a) cosx = 0,4327 210. a) tanx = 1,9173
b) sinx = 0,8437 b) cosx = 0,2837 b) tan x = 0,9428
¢) sinx = 0,9117 ¢) cosx = 0,9514 ¢) tanx = 0,0347
d) sinx = 0,1237 d) cosx = 0,6467 d) tan x = 0,4391

211. a) sinx = 0,4725 212. a) cosx = 0,4827 213. a) tanx = 1,151
b) sinx = 0,6328 b) cosx = 0,1538 b) tan x = 0,4999
¢) sinx = 0,8484 ¢) cosx = 0,2345 ¢) tanx = 0,9432
d) sinx = 0,2345 d) cosx = 0,8497 d) tan x = 0,2837
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Ermitteln Sie die Arg zu den folgenden Funktionswerten im Gradmaf!

214. a) sinx = 0,3716 215. a) sinx = 0,4328
b) cosx = 0,8415 b) cosx = 0,3928
c) tan x = 0,9416 c) tanx = 1,243
d) cotx = —0,6899 d) cotx = 0,4517
216. a) sinx = — 0,2837 217. a) sinx = 0,9117
b) cosx = —0,6837 b) cosx = —0,6713
¢) tanx = — 1,346 ¢) tanx = — 0,2364
d) cotx = —0,3716 d) cotx = 0,6713
218. a) sinx = — 0,4521 219. a) sinx = — 0,8493
b) cosx = 0,4823 b) cosx = —0,5714
¢) tanx = — 0,4388 ¢) tanx = — 1,531
d) cotx = 0,9494 d) cotx = —2,138
Ermitteln Sie die Arg; e zu den f den Funktionswerten im BogenmalQ!

(Bemerkung: Hierbei kann die entsprechende Umrechnungstabelle im Tafelwerk benutzt werden.)

220.

224,

225.

a) sinx = 0,2860 221. a) sinx = 0,7030 222, a) sinx = — 0,7568
b) cosx = —0,3233 b) cosx = 0,1789 b) cosx = —0,8481
c) tanx = — 0,2464 ¢) tanx = 2,2958 ¢) tanx = 1,5574
d) cotx = 0,2377 d) cotx = 0,7712 d) cotx = 0,5403
Suchen Sie im Tafelwerk auf Seite 74 die Formeln fiir die Steigzeit, die Steighéhe und die

Wurfweite auf!

a) Berechnen Sie die Steigzeit, die Steighthe und die Wurfweite fiir eine Anfangsgeschwin-
digkeit vy = 100 m - s~ fiir die Steigungswinkel & = 0°, 10°, 20°, ..., 90°!
b) Stellen Sie die Ergebnisse graphisch dar und deuten Sie die Ergebnisse!

Berechnen Sie den Steigungswinkel fiir ein Geschol mit einer Anfangsgeschwmdjgken

vy = 765 m - s~ und einer SchuBweite von 1500 m (der Luftwid d soll vernachlassigt
werden)!
Die Fallbeschleunigung ist von der geographischen Breite abhingig. Es gilt

1
8o = 8g0 (1 —To1° cosz(p) mit gy = 983,09 cm - s~%
Berechnen Sie fiir die Breiteng = 0°,10°%, ..., 90° die Werte der Fallbeschleunigung!

. Die Gleicl fiir die har ische Welle ist:

y =y, sin [27: (—'T_%)]

Darin bedeuten y, die Amplitude (der griBite Ausschlag) in m, T die Schwingungsdauer
in s, 2 die Wellenlinge in m, ¢ die Zeit in s. Berechnen Sie das Argument x fiir die
Amplitude zur Zeit ¢t = 35 s, wenn die Ausbreit hwindigkeit der Welle ¢ = 78 ms—1
und die Frequenz 9 Hz betriigt!
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Zur Wiederholung

226. In einem Kreis mit dem Radius r ist eine Sehne von der Liinge I mit dem zugehérigen Zentri-
winkel « gezeichnet. Das Lot vom Kreismittelpunkt halbiert den Zentriwinkel und die Sehne.
a) Stellen Sie die Funktion auf, welche die Beziehung zwischen dem halben Zentriwinkel, der
halben Sehne und dem Radius ausdriickt!
b) Wie grof ist in einem Kreis mit dem Radius r = 7 cm die Sehne zum Zentriwinkel
= 20°; 40°; 140°?

227. a) Es gilt tanx-cotx =1 (x == k-90°). Leiten Sie daraus eine Bezichung zwischen
Ig tan x und Ig cot x her!
b) Stellen Sie entsprechende Beziehungen fiir andere Winkelfunktionen her!

228. Bestimmen Sie die Winkel x (im GradmaB8) zu den folgenden Funktionswerten!

a) sinx = 0,0000238 b) tanx = 0,0000104
¢) sinx = 3,76 - 10~° d) tanx = 9,83 .10-7

229. Durch welche Verschiebung geht die zu der Funktion y = cos x gehirige Kurve in die zur
Funktion y = cos (x —%) iiber ?

230. Die Kurve der Funktion y = sinx wird um 0,5 in der positiven Richtung der x-Achse
verschoben. Sie wird dann weiter im Verhiltnis 4:3 senkrecht zur y-Achse gestreckt und
schlieBlich im Verhiiltnis 3:5 senkrecht zur x-Achse gestreckt.

Geben Sie die Funktionsgleichung an!

231. Berechnen Sie!

(2 sin%)z — (3 tan%)‘ + (2 cos%)z — (2(:01%)‘

232. Berechnen Sie!

R L AN a 80

3 sin’ ) 21m4 4 cos 6+3cm. 3

233. Vereinfachen Sie!
1 — sin%x
. 2. (1 — _— .

a) (1 + cosx) - cot?x - (1 — cos x) b) T costc tan X cot X
Beweisen Sie die Identitat!
234. a) cos'x + sin'x + 2 sin%c - cos®x = 1

b) (tan x + cot x)> — (tan x — cot x)* = 4
235. a) sin‘x — cos'x = sin’x — cos’x b) cot?x — cos?x = cot2x - cos?x

236. Der Sinus eines spitzen Winkels eines Parallelogramms ist 0,75. Bestimmen Sie den Kosinus
des stumpfen Winkels!

237. Der Kosinus eines der Winkel eines Sehnenvierecks ist%.

Bestimmen Sie den Sinus des gegeniiberliegenden Winkels!
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t
238, Zeigen Sie, daB fiir alle x des Definitionsbereiches stets oo L% > ¢ 41
sinx + tanx

2a—3
239. Welche Bedingungen muBl der Parameter a erfiillen, damit die Gleichung sin x = 4—‘1__—
losbar ist ? 2 %
2 e < : s 5 5b—2
240. Wie lauten die Losbarkeitsbedingungen fiir die Gleichung cos x = =33 ?
241. Zeigen Sie, daB (tan x + cot x)* = 4 gilt!
242, U; hen Sie Definitionsbereich, Wertevorrat, Periodizitit und Nullstellen der Funktion
= sin x — cos x!
Stellen Sie die Funktion graphisch dar!
243. Bestimmen Sie die M iei valle fiir die folgenden Funktionen!

a) y=cos0,5x b) y=sin2x ¢) y = cos(0,3x —1,57)

-

244. In welchen Intervallen fallen die folgenden Funktionen

1
n)y=sinx
1
l')y=cos:a:

Skizzieren Sie den Verlauf der zugehérigen Kurven!
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b)

K&rperberechnung

1.

L

2

Leiten Sie aus den Formeln fiir das Prisma
spezielle Formeln fiir den Quader her, der
ein Spezialfall des Prismas ist!

Geben Sie Formeln zur Berechnung des
Ok heninhalts und des Vol eines
Hohlzylinders an!

Stellen Sie eine Formel auf, mit der dasVo-
lumen eines Wiirfels bei gegebenem Ober-
flicheninhalt unmittelbar errechnet werden
kann!

Wieviel wiegen 13 500 mm L-Stahl

30 mm % 30 mm x4 mm (Bild b 1)?
=185g - cm2

bl

2. Leiten Sie aus den Formeln fiir das Prisma
spezielle Formeln fiir den Wiirfel her, der
ein Spezialfall des Prismas ist!

4. Geben Sie Formeln zur Berechnung des
Oberflicheninhalts und des Vol einer
Hohlkugel an!

6. Ein Wiirfel hat ein Volumen von 55 em?.
Wie grof3 ist sein Oberflicheninhalt ?

8. Wieviel wiegen 12 000 mm T-Stahl
45 mm x 45 mm % 5,5 mm (Bild b 2)?

e=1785g- cm?
55
-t
b2 45 ]

Es handelt sich bei den Bildern b 1 und b 2 um Vergroberungen; denn tatsichlich sind mehrere
Ecken abgerundet.

9.

10.

11.

12,

Stellen Sie in ein und d

kreuz die Abha

SR
keit

a) der Kérperdiagonalen ¢,
b) des Oberflicheninhalts A,

¢) des Volumens ¥ eines Wiirfels von der Wiirfelkante x graphisch dar!

Beweisen Sie, daB sich die Raumdiagonalen eines Quaders alle in einem Punkte schneiden!

Welches Volumen hat ein Sechskantstahl von der Schliisselweite 90 mm und der Liinge

1000 mm ?

Das Dach eines Schuppens hat die Form
einer Pyramide mit rechteckiger Grund-
fliche. Die Grundkanten sind a = 8,00 m,
b = 6,00 m, die Hohe h = 3,00 m.

Wieviel Quadratmeter Dachpappe werden
zum Decken des Daches benétigt, wenn mit
einem Verschnitt von 5%, gerechnet wird ?
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13. Das Volumen einer geraden quadratischen

Pyramide von 15 cm Hohe betrigt 380 cm3,
a) Wie groB§ ist ihr Oberflicheninhalt ?

b) Um wievicl Zentimeter miifite die Hohe
verringert werden, damit bel glclchem
Grundflicheninhalt der Oberfl i

um 15 9%, kleiner wird ?




Berechnen Sie jeweils den Inhalt der gerasterten Schnittfliche!

14. a) Bildb3a b) Bildb3ec 15. a) Bildb3b b) Bildb3d

(1]

16. Von einem Wiirfel mit der Kantenlinge a wird eine Ecke durch eine Ebene abgeschnitten, die
durch drei dem Scheitelpunkt der Ecke achst li de Eckpunkte des Wiirfels geht
(Bild b 4).

a) Der Flicheninhalt der Schnittfigur und der Abstand
des Scheitelpunktes der Ecke von der Schnittebene 4
sind zu berechnen.

b) Wie grof3 ist das Volumen Vj; des Restkorpers ?

b4

17. Weshalb betrigt der Flicheninhalt der Schnittfigur nur ein Viertel des Flicheninhalts der
Grundfliche, wenn durch eine Pyramide in halber Héhe ein Schnitt parallel zur Grundfliche
gefiihrt wird ?

Zur Berechnung eines geraden Kreiszylinders sind von den fiinf GréBen r, h, Ay, Ap, V jeweils
zwei gegeben. Berechnen Sie jeweils die fehlenden drei!

18.a) r =40cm  b)

r 3,0 cm 19. a) h =8,0m b) ¥V =2501
h=6,5m V=1

5 cm? Ay = 25 m? h =05m

20. Ein zylindrischer Behilter von 1,20m  21. Ein zylindrisches Standgefil von 30 mm

Durchmesser enthilt 3000 kg Natronlauge lichter Weite soll mit Teilstrichen fiir je
der Dichte 1,250 g - em~3, Wie hoch steht 1 cm?® Fassungsvermégen versehen werden.
die Lauge im Behilter ? In welchen Abstinden inander miissen

diese angebracht werden ?
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22. Betrachtet wird eine Schar gerader Kreiszylinder konstanter Hohe h.
a) Geben Sie das Volumen ¥ als Funktion des Mantelinhalts 4, an!
b) Stellen Sie diese Funktion fiir h = 2,50 m graphisch dar!

€) Welches Volumen hat ein zylindrischer Kessel von der Linge 2,50 m, dessen Mantel
7,00 m? mifit ?

23. Aus einem kreisformigen Stiick Blech von 24, Eine Viertelkreisfliche vom Radius 40 em

1,00 m Radius wird ein Stiick unter dem wird zu einem Kegelmantel aufgebogen.
Zentriwinkel 135° ausgeschnitten und zu Wie groB sind a) der Grundkreisradius,
einem Kegel zusammengerollt. Wie grof3 b) die Héhe und ¢) das Volumen des ent-
sind Radius, Hohe und Volumen des ent- stehenden Kegels ?

stehenden Kegels?

25. Die handelsiiblichen Einfiilltrichter sind so geformt, daB sich in ihren kegelformigen Teil ein
kreisrundes Filterpapier nach imali Falten und anschlieBendem Offnen zu einem
Kegel glatt einlegen liBt. Die eine Hilfte des eingelegten Blattes besteht dann aus einfachem,
die andere Hilfte aus dreifachem Filterpapier. Wie groB miissen Durchmesser und Seitenlinge
(des kegelférmigen Teiles sein, wenn der Trichter 11 fassen soll ?

Von den drei GroBen r, Ay, ¥ einer Kugel ist eine gegeben. Berechnen Sie die anderen!

26. a) r = 4 cm b) Ap = 1dm? 27.a) r=08m b) 4y = 0,09 m?

Beweisen Sie, daB8 die R fiillung bei dick Kugelpackung den angegebenen Prozentsatz

hat! Anleitung: Berechnen Sie das Gesamtvolumen aller Kugeln bzw. Kugelteile im Wiirfel!

28. Kubisch flichenzentriertes Gitter 74 % 29. Kubisch raumzentriertes Gitter 68 %,
(Bild b 5). (Bild b 6).

é'k'\w RN

' b5 b6

(Die groBen Punkte deuten die Mittelpunkte der Kugeln an.)

1
30. Welches Volumen hat eine Kugel von 11371- cm? Oberflicheninhalt? Wie erklart sich das

< 2 5 22
im ersten A blick sonderbar heinende Zahl bnis ? Anl : Setzen Sie 7 & T!

Berechnen Sie das Volumen und den Oberflicheninhalt von dreiseitigen Pyramidenstiimpfen, von
denen die folgenden Liingen bekannt sind!

31. Grundkante: a = 8,0 cm 32. Grundkante: a = 7,8 cm
Deckkante: b = 5,0 cm Deckkante: b = 5,9 cm
Hohe: h =7,0cm Seitenkante: s = 10,4 cm
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33. Eine gerade Pyramide hat als Grundfliche ein Quadrat von 6,0 cm Seitenlinge und die Seiten-
kante s = 5,0 cm. Die Pyramide wird in halber Héhe von einer Ebene durchschnitten. Berech-
nen Sie den Oberflicheninhalt des Pyramid umpfes!

1. Aus einem rechteckigen Stiick Blech von 50 em bzw. 80 cm Seitenlinge werden aus den
Ecken Quadrate von 10 cm Seitenlinge her hnitten. Durch Hochbi der iib hen-
den Teile entsteht ein Kasten von der Form eines Quaders. a) Wie grof8 ist sein Volumen ?
b) Wie andert sich das Volumen, wenn man fiir die an den Ecken herausgeschnittenen Qua-
drate der Reihe nach die Seitenlingen 5 cm, 6 cm, 7 cm und so fort bis 15 cm wihlt ? ¢) Die
Anderung des Volumens ist durch eine graphische Darstellung zu verdeutlichen.

2. Eine hohle kupferne Kugel (0, = 8,9 g - cm~2) mit d = 20 cm &uBerem Durchmesser sinkt
genau bis zur Hilfte in Wasser (o, = 1 g - cm~3) ein. Wie dick ist ihre Wand ?

3. Beweisen Sie die Vol formel =5
des Pyramidenstumpfes!

4. Das Dach eines Turmes, dessen Grund- und Aufri
aus dem Bild b 7 zu ersehen sind, e,%;
besteht aus einem quadratischen Pyramidenstumpf _;N
mit der Grundkante a = 10,00 m,
der oberen Kante b = 5,50 m
und der Hohe h, = 3,00 m. [\

Seine Seitenkanten sind so abgeschnitten, | .%
daB aus der oberen Grundfliche ein regelmifiges =
Achteck wird. Uber diesem Achteck erhebt sich
eine gerade achtseitige Pyramide |
von h, = 9,00 m Héhe. |
Gesucht sind N
a) das Volumen,
b) der Oberflicheninhalt des Dachraumes.
5-357
|- a=1
b7 Mal3e in cm

34. Das Volumen eines Kegels soll durch einen  35. Der Flacheninhalt des Mantels eines Ke-
Schnitt parallel zur Grundfliche halbiert gels soll durch einen Schnitt parallel zur
werden. In welcher Hohe muf der Schnitt Grundfliche halbiert werden. In welcher
erfolgen ? Héohe muB der Schnitt erfolgen ?

36. Ein Kegel wird durch einen Schnitt parallel zur Grundfliche so in zwei Teile zerlegt, daB dabei
die Kérperhihe halbiert wird. Wie verhalten sich a) die Volumina, b) die M linhalte beider
Kérperteile zueinander ?

37. Ein Baumstamm von 6,00 m Linge hat 38. Ein Waldarbeiter mifit mit der Kluppe die
einen oberen Umfang von 2,50 m und einen Durchmesser eines 10 m langen Baum-
unteren Umfang von 3,20 m (ohne Rinde). stammes am oberen und unteren Ende mit
Wieviel Festmeter (fm) Holz liefert er ? 38 cm und 48 cm. Wieviel Festmeter (fm)

Holz hat der Baumstamm (auf drei Stellen
genau) ?
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39. Ein 25 m hoher Schornstein hat die Form eines Kegelstumpfes. Die unteren Durchmesser
(auBlen — innen) sind 11,3 m bzw. 3,5 m, die oberen Durchmesser 1,8 m bzw. 1,5 m. Wieviel
Kubikmeter Mauerwerk enthilt der Schornstein ?

Berechnen Sie jeweils das Volumen!

40. Bildb 8 41. Bildb9 42. Bild b 10
2195
~20 g o1
5 e
320 1 S 1IN
T A
Rohrverbindung @350 Zementsilo MeBbecher
b8 b9 b10

5. In der Volumenformel fiir Kegelstimpfe werden h und r, als konstant betrachtet
3
(z‘ B.r;=1dm,h = = dm). Die Formel gibt dann fiir eine Schar von Kegelstiimpfen mit

gleicher Grundfliche und Héhe das Volumen an.

a) Diskutieren Sie die durch diese Gleichung dargestellte Funktion (Definitionsbereich,
Wertevorrat, Nullstellen, Umkehrbarkeit)! Stellen Sie die Funktion graphisch dar

(V auf % verkii:zt) !

b) Beschreiben Sie, wie sich die Gestalt des Kérpers mit zunehmendem r, dndert!

43. Welche Fliche in Quadratkilometern konnte der erste Raumschiff
Kosmonaut GAGARIN aus seiner Gipfelhshe von 302 km
iibersehen, wenn die Erde als Kugel mit dem
Radius 6370 km angenommen wird (Bild b 11)?

Anmerkung: Die Hohe h der Kugelkappe
ist nach dem Satz des EUKLID
zu berechnen: r? = (r + H) (r — h).




4.

45.

46.

47,

49.

50.

1
Wie hoch muB eine Rakete steigen, damit von ihr susmder Erdoberfliche im Bild auf-
genommen werden kann ?

‘Welche Hohe hat eine Kugelzone von 230 dm? Flicheninhalt, wenn der Kugelradius 20 dm ist ?

Die nordliche gemiBigte Zone der Erde liegt zwischen dem nérdlichen Polarkreis und dem
Wendekreis des Krebses. Der Abstand der beiden Kreisebenen betrigt rund 3300 km, der
Erdradius 6370 km. Welchen Flicheninhalt hat die Zone ?

Zwei parallele Ebenen schneiden aus einer 48, Von einer Kugel mit 10 cm Durchmesser

Kugel von 40 cm Durchmesser eine 8 cm sind an zwei gegeniiberliegenden Stellen
dicke Schicht (Bild b 12) aus. Der erste durch parallele Schnitte zwei Kugel-
Kugelabschnitt hat eine Héhe von 3 cm. segmente von je 1 cm Héhe abgeschnitten.
Das Volumen der Kugelschicht ist zu be- ‘Wie groB sind fiir die iibrigbleibende Kugel-
rechnen. schicht a) die beiden Halbmesser g, und g,

der Endflichen, b) das Volumen ¥'?

Bei der Hirtepriifung nach BRINELL wird eine Kugel vom Durchmesser D aus gehirtetem
Stahl unter einer Belastung F in eine ebene Fliche des Materials gedriickt. Nach der Ent-
lastung wird der Durchmesser d des Eindrucks ermittelt. Die Harte ist durch die Beziechung

H= Ai (in kp/mm?) definiert, wo A, der Oberflicheninhalt der Kalotte ist.
M
2F
a) Beweisen Sie, daB H = ————————ist!
) Beweisen Sie, D (D— ]/m) isf
b) Welche Brinellhirte hat eine Aluminiumknetlegierung, wenn bei F = 250 kp und
D = 5mm d = 2,0 mm gemessen wurden ?

2
Beim Nieten wird aus dem iiberstehenden Teil 2
des zylindrischen Schaftes des Niets ein Kérper > A
geformt, der die Form eines Kugelsegments hat 5,
(Bild b 13). Warum darf der Niet weder zu kurz /)
noch zu lang sein ? N

b13
d

a) Bestimmen Sie die notwendige Liinge I des Schaftes, wenn zwei Bleche mit der Gesamt-
dicke g verbunden werden ( als Funktion von ¢, d, ¢ und h)!

b) Berechnen Sie die erforderliche Linge I des Niets, wenn ¢ = 14mm, d = Tmm, 2p = 12mm
und h = 3,8 mm sind!

o

o

Beweisen Sie die Vol formel der Kugelschicht!
Anleitung: Berechnen Sie das Volumen als Differenz zweier Kugelabschnitte!
Eine Kugel erhilt eine zylindrische Bohrung von 12 ¢m Liinge, deren Achse durch den Kugel-

mittelpunkt geht. Bestimmen Sie das Volumen des Restkirpers und diskutieren Sie das
Ergebnis!
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c) Trigonometrie

Berechnen Sie die Seiten, Winkel und Flacheninhalte der rechtwinkligen Dreiecke 4 BC (y = 90°),
von denen folgende Stiicke gegeben sind! Welche Grundaufgabe liegt jeweils vor ?

Dfa) a=12,7cm; b = 4,9 cm
b) a=420m; c = 645 m
¢) ¢ = 125 m; a = 35,60°
d) a = 63 mm; o = 40,30°
e) a=250m; A = 420 m?

In einem rechtwinkligen Dreieck (Bild ¢ 1)
sind zwei Stiicke gegeben. Berechnen Sie
jeweils die fehlenden Seiten, die Winkel

und den Flicheninhalt, und konstruieren Sie
die rechtwinkligen Dreiecke!

I ayc =18,50m; p = 4,20 m
b) h=q=35cm
¢) p=10,2 em; o = 37,50°

2. a) a=1585m; b = 74,54 m
b) a = 14,54 cm; ¢ = 29,08 cm
¢) ¢ = 10,50 cm; 8 = 40,30°
d) b = 80,70 m; f = 62,30°
e) a=1548m; 4 = 74,52 m?

4.8) ¢ =18,50m; h = 4,30 m
b) h =22,42m; b = 25,30 m
¢) p=18,18m; q = 3,88 m

In einem gleichschenkligen Dreieck (7 Bild C 3 auf Seite 51) sind zwei Stiicke gegeben. Berechnen
Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie den Flicheninhalt, und konstruieren Sie die gleich-

schenkligen Dreiecke!

5.a) a=2510m; ¢ = 14,30 m
b) ¢ =125m; h, = 85m
¢) ¢ = 19,64 m; y = 55,40°

7. Berechnen Sie im Rechteck mit den Seiten
a=55m und b=4,2m die Winkel,
welche die Diagonalen mit den Rechteck-
seiten bilden, und den von beiden Diagona-
len eingeschlossenen Winkel!

6. a) a=370m; ¢ = 2,50m
b) h, = 4,786 m; y = 32,10°
¢) ¢ = 75,92 dm; o = 52,62°

8. Von einem Rechteck ist die Diagonale
¢=6,50m und der von beiden Diagonalen
eingeschlossene Winkel & = 55° gegeben.
‘Wie groB sind die Seiten des Rechtecks ?

9. Von einem Rhombus sind die Seite @ = 12,5 cm und der Winkel o = 45° gegeben. Berechnen

des Rh

bus und den Flich

Sie die Linge der beiden Di 1

Berechnen Sie Seite, In- und Umkreisradius sowie Flich

10. a) n =7; s =13,2cm
b) n=5;r,=174dm
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inhalt!

inhalt fiir folgende regelméBige n-Ecke!

11. a) n = 10; r, = 23,5 cm
b) n =8; 4 = 23,47 m?



12. a) Einem Kreis vom Radius r = 1,00 dm ist ein regelmiBiges n-Eck einbeschrieben. Wie grof§
sind seine Seite s,,, sein Umfang u,, und sein Flicheninhalt a,, fiirn = 3; 45 5; 657;8; 9;
10?
b) Einem Kreis vom Radius r = 1,00 dm ist ein regelmaBiges n-Eck umbeschrieben. Wie groB3
sind seine Seite S,, sein Umfang U, und sein Flicheninhalt 4, fiir n = 3; 4; 55 ...; 10?
c) Stellen Sie in einem rechtwinkligen Achsenkreuz, bei dem auf der Abszissenachse die
Indizes n abgetragen sind, die GroBen s, und S, u, und U, a, und 4,, aus Aufgabe a)
und b) in Abhingigkeit von n graphisch dar!

Die Seite eines regelmiBigen n-Ecks sei s, = 270 mm.

Bestimmen Sie die Radien des einbeschrieb und des umbeschrieb Kreises fiir die folgen-
den Werte von n!
13.a) n=3 b)n=35 e)n=1 14. a) n =4 b)n=6 ¢)n=28

15. Von einem Drachenviereck 4 BCD sind die  16. In einem gleichschenkligen Trapez sind die

Seiten beiden parallelen Seiten @ = 5,25 cm und
AB = A4D = 6,3 cm ¢=3,75cm sowie der spitze Winkel
und o = 65,82° gegeben. Berechnen Sie

BC = CD = 2,8cm

sowie die Diagonale DB = 4,2cm gegeben.
Berechnen Sie die Viereckswinkel, die
Winkel, welche die Diagonalen mit den
Seiten bilden, und die Linge der Diagona-

a) die Viereckswinkel,
b) die Winkel, welche die Diagonalen mit
den Seiten bilden,

¢) den von den Diagonalen eingeschlosse-
nen Winkel sowie die Linge

len AC! d) der Schenkel,

€) der Héohe (des Abstandes der parallelen
Seiten) und
f) der Diagonalen!

17. Zwei Kreise beriihren einander von auflen. Ihre Durchmesser verhalten sich wie a) 1:2,
-~ b)1l:3,¢)1:4.
Unter welchem Winkel schneiden die beiden @uBeren Tangenten einander ?

18. a) Berechnen Sie die zu einem beliebigen
Zentriwinkel gehérige Sehne s, den zugehorigen
Kreisbogcni und die Pfeilhéhe h (Abstand ‘ T
der Bogenmitte von der Sehne) eines Kreises < “ h

N__§ £

mit Radius r als Funktionen des Zentriwinkels, V

&)

und stellen Sie diese Funktionen graphisch dar
(Bild ¢ 2)!
b) Wie lauten die analytischen Darstellungen
fiir die Funktionen s (2); b (z) und h (2) im
Einheitskreis ? 5
c

dflich leich

19. Bei einer schiefen Pyramide, deren Gr ein itiges Dreieck mit der Seite
a = 6,0 cm ist, liegt die Spitze senkrecht iiber einer Ecke der Grundfliche. Die Kérperachse
schlieBt mit der Grundfliche den Neigungswinkel ¢ = 66,59° ein. Es sind a) der Oberflichen-
inhalt, b) das Volumen zu berechnen.

20. Die Grundfliche einer geraden Pyramide ist ein Quadrat mit der Seite a = 24,4 cm, die
Seitenkanten haben eine Neigung von 68,5° gegen die Grundfliche. Es sind a) die Seiten-
kanten, b) die Hohe, ¢) das Volumen, d) der Oberflicheninhalt der Pyramide zu berechnen.
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21.

Grund- und Deckfliche eines geraden Py-
ramidenstumpfes sind Quadrate mit den
Seiten 7,5 cm und 3,8 cm. Die Seitenkante
bildet mit der Grundfliche einen Winkel
von 72°.

a) Wie groB8 sind Volumen und Ober-
flicheninhalt des Kérpers ?

b) Wie dndert sich die Hohe des Pyrami-
denstumpfes, wenn der Winkel o nicht
der Neigungswinkel der Seitenkante mit
der Grundfliche, sondern der Neigungs-
winkel der Seitenflichen gegen die
Grundfliche ist?

22. Von einem Pyramidenstumpf kennt man

die quadratische Grundfliche (a = 20 cm)

und die Kérperhéhe h = 6 cm, auBerdem

den Winkel o = 60°, unter dem die Seiten-
flichen gegen die Grundfliche geneigt sind.

a) Berechnen Sie das Volumen und den
Oberflicheninhalt!

b) Wie éndert sich die Kantenlinge der
Deckfliche, wenn der Winkel o nicht der
Neigungswinkel der Seitenfliche gegen
die Grundfliche, sondern der Neigungs-
winkel der Seitenkante gegen die
Grundkante ist ?

Es ist der Neigungswinkel ¢ einer Mantellinie eines geraden Kreiskegels gegen die Grundfliche
zu berechnen, wenn die folgenden GroBen gegeben sind.

23.
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a) r = 4,4 cm; Ay = 108,3 cm?
b) s =7,0cm; 4) = 30 7 cm?

24. a) h = 7,9 cm; ¥ = 200 cm?

b) s = 5,18 cm; A4, = 44,01 cm?

Offnungswinkel eines Kegels ist der Winkel an der Spitze des Achsenschnittes.

Beieinem geraden Kreiskegel ist der Mantel-
inhalt doppelt so groB wie der Grund-
flicheninhalt.

Wie groB ist sein Offnungswinkel ?

26. Der Mantelinhalt eines geraden Kreiskegels

betrigt 694 cm2, sein Offnungswinkel
o = 34°, Wie grof} sind Grundflicheninhalt
und Oberflicheninhalt ?

27. Eine kegelformige Abraumhalde hat bei einem Boschungswinkel von 45° eine Hohe von 23 m
erreicht. Geben Sie das Volumen der Abraummenge an!

28. Eine Holzkugel von 8,0 cm Durchmesser wird auf ein kegelférmig zugespitztes Rundholz auf-
geleimt. Sie muf3 deshalb mit einer A ung versehen werden, die die Form eines Sektors
mit dem Kegeloffnungswinkel 60° hat. Der Materialabfall ist anzugeben.

29. Am duBeren Ende eines Tragarms mit Zug-
stange hingt eine Last F = 400 kp

30. Am Ende eines Tragarms mit Stiitze hingt
eine Last F' = 400 kp (Bild ¢ 4).

136

(Bild ¢ 3).

2

F=400kp

c3

a) Bestimmen Sie geometrisch durch eine
maBstibliche Zeichnung GréBle und
Richtung der auf den Tragarm und auf
die Zugstange wirkenden Teilkrifte fiir
die Neigungswinkel o = 30°; 45°; 60°
der Zugstange gegen den Tragarm!

b) Handelt es sich um Zug- oder um
Druckkrifte ?

¢) Berechnen Sie trigonometrisch die
Grifle der Teilkrifte fiir die angegebe-
nen Neigungswinkel!

2

c4
F=400kp

a) Bestimmen Sie geometrisch durch eine
maBstibliche Zeichnung GroBe und
Richtung der auf den Tragarm und auf
die Stiitze wirkenden Teilkrifte fiir die
Neigungswinkel o = 30°; 45°; 60° der
Stiitze gegen den Tragarm!

b) Werden Tragarm und Stiitze auf Zug
oder auf Druck beansprucht ?

¢) Berechnen Sie die GroBle der Teilkrifte
fiir die angegebenen Neigungswinkel !



31,

32.

34.

35.

10

Ein Ausleger soll 2000 kp tragen und ist
mit einem Seil von 5000 kp Tragfihigkeit
abzufangen (Bild ¢ 5).
WiegroBmufldasMaf x mindestens werden,
wenn die Tragfihigkeit des Seiles nicht
iiberschritten werden soll ?

n einem Braunkohlentagebau arbeitet ein
Eimerkettenbagger im Tiefschnitt (Bild c6).
Die Linge der Eimerleiter sei I, die Hohe
der Arbeitsebene h. Welchen Winkel bildet
die Eimerleiter mit der Horizontallinie fiir
1=29m;h=15m?

Eine Kiste mit einem Gewicht von 220 kp
wird mittels einer Schrotleiter abgeladen
(Bild ¢ 7).

Bei welchem Winkel o beginnt die Kiste zu
gleiten, wenn zur Uberwindung der Reibung
17 kp erforderlich sind ?

Aus einem Rundstahl mit dem Durch-

messer d = 60 mm soll ein regelmiBiges

Fiinfkant gefriist werden (Bild c 8). Be-

stimmen Sie

a) die Seite s; des Fiinfkants,

b) den prozentualen Verlust an Quer-
schnittsfliiche!

[00 10 51]

33.

36.

Seil 5000kp Tragkraft

¢S

F=2000kp

}Ein Forderband von der Linge [ bildet mit
der Horizontallinie den Winkel o. In
welche Héhe wird das Fordergut gebracht,
wenn das untere Ende des Forderbandes
die Hohe h, iiber dem Erdboden hat?
Zahlenbeispiel: I = 12 m; h; = 1 m;

o = 35°%

=1

) h
ch 7 £
R=17kp
SO
¥
c? G=220kp

Welchen Durchmesser muf3 ein Rundstahl
haben, damit aus ihm ein Sechskant mit
80 cm? Querschnitt gefrist werden kann?
Bestimmen Sie den prozentualen Verlust
an Querschnittsfliche!

_l_ [’

c8




Berechnen Sie fiir die folgenden im Bild dargestellten Riementriebe
a) die Umschlingungswinkel o und £,
b) die erforderliche Riemenlinge I (102 %, des errechneten Ergebnisses)!

37. Offener Riementrieb (Bild c 9). 38. Gekreuzter Riementrieb (Bild ¢ 10).

i

c9

Von einer Welle mit dem Durchmesser d (Bild
¢ 11) wird das schraffierte Stiick abgefriist.
Wieviel Prozent betriigt der Materialabfall ?

cll
39. a) d = 100 mm; s = 75 mm 40. a) d = 100 mm; s = 60 mm
b) d = 160 mm; Bogenhéshe des b) d = 160 mm; Bogenhohe des
abgefriisten Stiickes h — 35 mm abgefristen Stiickes h = 20 mm

41. Berechnen Sie fiir die in Bild ¢ 12 dar- 42, Berechnen Sie fiir das in Bild ¢ 13 darge-
gestellte  Schwalbenschwanzfithrung  das stellte  Fiihrungsprisma die fehlenden
MaB ! Mafe!

740

43. Unter welchem Winkel steigt eine geradlinige Strale gleichmiBig an, wenn zwei MeBpunkte
A und B auf ihr 810 m voneinander entfernt liegen (in der StraBenmitte gemessen) und einen
Héh chied von 40,80 m i der aufweisen ? Zeichnen Sie einen malBstiblichen
Gelindeschnitt, und lésen Sie die Aufgabe auch geometrisch!

Welche Breitenausdehnung hat ein Kérper,der einem Beobachter in der Entfernung d unter dem
Sehwinkel 17 erscheint ? (Sehwinkel ist der Winkel, den die Visierlinien nach der Begrenzung des
Kérpers miteinander bilden.)

44. a) d =1m b) d = 1km 45. a) d = 100 m b) d = 10 km
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46.

&

Ein elektrischer Leitungsmast wirft bei 47. Ein 23 m hoher Gittermast einer Hoch-

einer Sonnenhiche von « = 52,7° in der spannungsleitung wirft in der Horizontal-
Horizontalebene einen [ = 16,76 m langen ebene einen 16,76 m langen Schatten. Un-
Schatten. Die Hohe des Leit es ter welchem Winkel fallen im Zeitpunkt der
ither der Erde ist zu bestimmen. Lisen Sie Beobachtung die Sonnenstrahlen ein ?

die Aufgabe a) trigonometrisch, b) geo- Liésen Sie die Aufgabe a) trigonometrisch,
metrisch! b) geometrisch!

Von einem Standpunkt P aus sicht man  49. Eine neue Eisenbahnlinie wird gebaut. Sie

einen Turm unter dem Sehwinkel verlduft in einer Ebene senkrecht zu einer
o = 29,82°. Der Standpunkt P ist horizon- bereits bestehenden Bahnlinie, iiber die sie
tal um d = 240 m vom Turm entfernt und mittels einer Briicke von 8,50 m Hohe
liegt um h, = 19,40 m héher als der Fuf3 gefiithrt werden soll. Wie lang muf die
des Turmes. Wie hoch ist der Turm ? Rampe mindestens sein, wenn der Anstiegs-
Lésen Sie die Aufgabe a) trigonometrisch, winkel nicht mehr als 1° betragen soll 7

b) geometrisch!

~

153

w

-~

. In cinem regelmiBigen n-Eck ist a) der Umkreisradius r,., b) der Inkreisradius r; gegeben.

Zeigen Sie, dafl der Flicheninhalt des regelmiBigen n-Ecks
180° 180° 180°
im Falle a) a,, = nr,*sin - cos ——, im Falle b) 4, = nr;* tan " ist!

. a) Wie groB ist der Flicheninhalt des Kreissegments zum Zentriwinkel ¢ = 54° in einem

Kreis mit dem Radius r = 1,00 dm?
b) Berechnen Sie die Pfeilhohe h des Segments in Aufgabe a)!

¢) Von einem Segment sind die Sehne s — 5,40 m (Spannweite s) und die Pfeilhche h = 0,50 m
(Bogenhihe h) gegeben. Berechnen Sie den Flicheninhalt des Krei ts und den
zugehorigen Zentriwinkel!

. Stellen Sie den Flicheninhalt

a) des Sektors zum Bogen’i)\ eines Einheitskreises,

b) des gleichschenkligen Dreiecks iiber der Sehne s als Basis, dessen Spitze im Mittelpunkt
des Einheitskreises liegt,

¢) des Kreissegments iiber der Sehne s, das von dem Kreisbogen 0 begrenzt wird,

als Funktionen des Zentriwinkels o analytisch und graphisch dar!

. Durch eine Grundkante einer geraden regelmifligen dreiseitigen Pyramide (Grundkante a,

Héhe h) wird eine Ebene gelegt, die mit der Grundfliche den Winkel « bildet. Unter bestimm-

ten Bedingungen zerlegt sie den Korper in zwei Teile.

a) Werden a und o fest gewihlt, so sind 1. die Hohe h, des unteren Teils, 2. das Volumen ¥V,
des unteren Teils, 3. das Volumen ¥, des oberen Teils Funktionen von h. Geben Sie Funk-
tionsgleichungen fiir hy = f; (k), ¥, = f; (h) und ¥, = f; (k) an!

b) Diskutieren Sie die Funktionen h, (), ¥, (h) und ¥, (k) (a = 1,00 dm; 2 = 45°)! Geben
Sie Definitionsbereich und Wertevorrat an! Stellen Sie die Funktionen graphisch dar!

Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel der Dreiecke, von denen die folgenden Stiicke
gegeben sind! Kontrollieren Sie Ihre Ergebnisse, indem Sie die Dreiecke konstruieren!

50/ a) a = 4,0 cm b)'c = 1,46 m 51. a) a = 5,6 cm b) b = 8,5cm
=43° « = 20,2° B = 83,8° B = 44,2°
y =585 B =143 7 = 26,5° 7 = 54,5°
@) ¢ = 121,56 cm d) a = 44,8 cm ¢) b=2389km d)c=0649m
B = 13,47° o = 59°10' o =39°17 o = 42°43'
y = 101,25° B = 41°18’ f = 68° 28 y = 102°19'
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Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie den Flicheninhalt! Achten Sie dabei darauf,
ob der gegebene Winkel der groBeren oder der kleineren Seite gegeniiberliegt!

52. a) b = 3,8 cm b) a =170cm 53. a) a =357m b) a = 323 cm
¢ =45cm b =58cm ¢ = 26,48 m ¢ = 36,6 cm
¥ = 53,6° B =43,7° o = 93,57° a = 55,7°

c¢) a=125lm d) a = 30,4 cm ¢) b=43cm d) b=249m
b =12783m c=278cm ¢ = 4,6 cm c=172m
f = 109,24° o= 67°23 y = 20° 35’ =117 4

Berechnen Sie den Flicheninhalt des Dreiecks, von dem die folgenden Stiicke gegeben sind!

54.a) a =8,7cm b) a = 34,76 m 55. a) a =52,85cm  b) b = 4,475 km
b=71cm B =59°10' ¢ =17523cm B = 5927
» = 44,6° y = 179° 33 B = 56,91° 7 = 41,31°

56. Berechnen Sie die Seiten des Dreiecks, von dem 2 — 81,91°, f = 41,54° und r = 258,4 cm
gegeben sind!

Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie die Dreiecksfliche!

57. a) a = 6,1 cm b) b =17,18m 58. a) a =123,5m b) a = 2459 m

¢ =4,7cm ¢ =1385m b=1342m b =392,5m

B =63,2° o = 74,32 y = 102,16° y=471°43
¢) a=538m d) a =27,18m c) a=2458km d) a = 8,754 km
b=19Tm b = 33,88 m b = 3,019 km b = 6,672 km
c=47m ¢ =3503m ¢ = 1,389 km ¢ = 8,386 km

Drei Kreise mit den folgenden Radien beriihren einander gegenseitig von aullen. Welchen Winkel
schlieflen je zwei Zentralen miteinander ein? (Die Zentrale zweier Kreise ist die Verbindungs-
gerade ihrer Mittelpunkte.)

59. r; = 6,5cm;ry = 5,2 cm; ry = 3,8 cm " 60. 1 =95cm;r, =17,6cm;ry =51 cm

61. Ein gleichseitiges Dreieck wird in Kavalierperspektive abgebildet.
a) Bestimmen Sie im Bilddreieck die Winkel 1) darstellend-geometrisch, 2) trigonometrisch!

b) Fiihren Sie die gleiche Aufgabe an einem gleichschenkligen Dreieck mit dem Basiswinkel 75°
durch!

Von den Endpunkten 4 und B einer bekannten Basis a werden die Punkte C und D anvisiert und
dabei die Winkel CAD, DAB, CBA und DBC gemessen. Es soll hieraus die Linge von CD
berechnet werden.

62. a = 60 m, <x CAD = 52°, 63. a = 25m, < CAD = 58,58°,
< DAB = 126° 2', <¢ CBA = 66° 52/, < DAB = 146,14°, <t CBA = 60,50°,
<X DBC = 34° 52' <. DBC = 41,60°

64. Berechnen Sie die Horizontalentfernungen e, und e, eines Turmes von den Standorten St. 1

und St. 2 und die Hohe h der Turmspitze iiber NN (Bild ¢ 14)!

a) Gemessen sind die Grundlinie b = 247,290 m, die Horizontalwinkel ¢ = 110,99° und
@2 = 34,90° (Vorwiirtseinschneiden).

b) Gegeben sind die Hohen der Standorte H, = 145,02 m iiber NN;; H, = 139,04 m iiber NN
sowie die Hohen der MeBinstrumente i, = 1,30 m; i, = 1,20 m. Gemessen sind die Hohen-
winkel o; = 19,12° und «, = 12,80°.

¢) Beack Sie die Rechenkontrolle fiir h!
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Berechnung der Turmhihe

cl4.

Von einem Viereck 4 BCD seien die folgenden Stiicke bekannt. Ermitteln Sie jeweils die Liinge
der Seite CD !

65. AB = 85m, < ABC = 57,12°, 66. AB = 72 m, % ABC = 39° 43/,
< ABD = 34,24°, & BAC = 44,37°, X ABD = 25°21', X BAC = 62° 5/,
% BAD = 122,19° < BAD = 118° 24’

Zwei StraBen stoflen geradlinig unter einem Winkel von 120° aufeinander. Zur Verbesserung der
StraBenfiihrung sollen beide durch einen Kreisbogen mit folgendem Radius verbunden werden.
Um wieviel Meter wird durch den Bogen der Straflenzug verkiirzt ?

67. r = 300 m 68. r = 500 m

69. Von einer Klasse wird ein LPG-Feld vermessen (Bild ¢ 15).
MeBergebnisse:

Basis AB = 125 m;

X BAC = «, = 35,1°; < ABC = f, = 87,8°;
< BAD = o, = 58,1°; <t ABD = i, = 71,9°;
< BAE = o, = 112,0°; <X ABE = f; = 26,1°;
X BAF = o, = 121,0°; & ABF = §, = 33,6°;
X BAG =« 64,0°; X ABG = fi; = 84,2°,
Der Flicheninhalt des Feldes ist zu berechnen.

cl5
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70.\Ym Geliinde ist eine Basis AB = 225 m vermessen worden. Ein dritter Punkt im Gelinde ist G,
er von 4 und B aus nicht zuginglich ist. Mit dem Theodoliten wurden
< CAB = o = 75° 20’ und <t CBA = f§ = 42° 40’

ermittelt.

Wie lang sind dic Strecken AC und BC (Bild ¢ 16)?

71. Wieviel Hektar Land werden durch die Trockenlegung der in Bild ¢ 17 skizzierten feuchten

72)

‘Wiese ABCD gewonnen ?

Bemerkung: AD und DC sind nicht begehbar.
AB = 470 m; BC = 675 m; a = 115°; f; = 26°; fi, = 72,5°

Zwischen zwei durch einen Wald getrenn-
ten Orten A und B soll fiir eine Hochspan-
nungsleitung eine Schneise geschlagen wer-
den. Die Orte A4 und B liegen gleich hoch
und sind von einem in gleicher Hohe liegen-
den Gelindepunkt C aus beide sichtbar.
Die Peilstrahlen CA und CB werden zu
2,380 km und 3,450 km bestimmt. Der
Winkel < ACB betrigt 38,7°.

a) Wie groB ist die Horizontalentfernung
A4AB?

b) In welchen Richtungen von 4 und B
aus ist die Schneise zu schlagen ?

¢) Lisen Sie die Aufgabe auch geometrisch
durch eine mafstibliche Zeichnung!

73,

Schacht

N

2.Strecke

1 Strecke

In einem Bergwerk sind von derselben
Wand eines Schachtes aus in gleicher Hohe
zwei horizontal verlaufende Strecken vorge-
trieben worden, deren Einginge um 4,00 m
voneinander entfernt liegen (Grundrif3 der
Schachtanlage: Bild ¢ 18). Die erste Strecke
ist 350,00 m lang und verliuft senkrecht
zur Schachtwand. Die zweite Strecke ist
420,00 m lang und verliuft unter einem
‘Winkel von 125° gegen die Schachtwand.
Die Enden beider Strecken sollen durch
eine dritte Strecke miteinander verbunden
werden,

a) Wie lang wird die Verbindungsstrecke ?

b) In welchen Richtungen ist die Verbin-
dungsstrecke von den beiden Strecken-
enden vorzutreiben, wenn sie von den
Endpunkten aus gleichzeitig in Angriff
genommen werden soll?

¢) Lisen Sie die Aufgabe auch geometrisch
durch eine maBstibliche Zeichnung!



4.

75.

Ein Leitungsmast wird unter einem Winkel P
von 105° mit 70 kp und 40 kp Zug be-
ansprucht (Bild ¢ 19).

Besti S hnerisch und rechnerisch
GroBe und Richtung der Resultierenden! cl9 Tokp W5~ Ykp

Ein Drehkran (Bild ¢ 20) trigt am Aus- 76. Drei Krifte, F, = 50kp, F, = 60kp,

legerkopf B eine Last F' = 3000 kp. Was Fy = 80 kp, deren Wirkungslinien in einer
fiir Kriifte treten in der Strebe S und in der Ebene liegen, greifen in einem Punkt an
Zugstange Z auf? Wie grof sind diese? und halten sich das Gleichgewicht. Welche

Winkel schlieBen ihre Wirk linien mit-

einander ein ?

Zur Wiederholung

77.

78.

Leiten Sie aus dem Kosinussatz der cbenen Trigonometrie den Satz des PYTHAGORAS her!
Anleitung: Gehen Sie von einem belicbigen ebenen Dreieck A BC aus, und fiihren Sie es in ein
rechtwinkliges Dreieck iiber (y = 90°)!

Weg A: Die Lingen der Seiten a und b bleiben unverindert.

Weg B: Die Linge der Seite ¢ wird fest gelassen.

In einem beliebigen ebenen Dreieck wird der Winkel « nach dem Kosinussatz berechnet:
b2 4 ¢ — a®

Teosa =T g -

79.

Angenommen, a sei die groBte Seite des zu berechnenden Dreiecks. In welchen Fillen ist «
ein spitzer, ein stumpfer oder ein rechter Winkel ?

Gegeben ist eine quadratische Pyramide mit der Grundkante a und der Héhe h.

a) Leiten Sie Beziel her zur Besti der Winkel
(1) zwischen Seitenk und Grundflich
(2) zwischen Seitenk und Grundkante.

(3) zwischen Seitenfliche und Grundfliche,
(4) zwischen zwei Seitenflichen, die in einer Seitenkante aneinanderstoflen!

b) Diskutieren Sie, ausgehend vom Fall h = a, an Hand der von Thnen aufgestellten Bezie-
hungen, wie sich die vier Winkel @ndern, wenn die Hohe h grofier (kleiner) wird! Welche
Winkel ergeben sich aus den Beziel in den Grenzfillen, in denen die Pyramide in ein
Prisma bzw. ein Quadrat iibergeht ?

¢) Bestimmen Sie die vier Winkel fiir a = 4 em, h = 5,6 cm
(1) darstellend-g: risch, (2) trig trisch!
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80. Eine gerade regelmiBige dreiseitige Pyramide (a = 10 cm; h = 15 cm) steht auf der Grund-
rilebene. Sie wird von einer Ebene geschnitten, die auf der AufriBiebene senkrecht steht und
mit der GrundriBebene den Winkel a) & = 30°, b) & = 45° bildet. Der Mittelpunkt der Grund-

fliiche der Pyramide hat von der Achse den Abstand 10 em.

, von der Grundrispur der Ebene

den Abstand 8 cm. Eine Grundkante der Pyramide verlauft parallel zur GrundriBspur der
Ebene und ist dieser zugewandt. Bestimmen Sie die Seiten, Winkel und Flicheninhalte der

Schnittfiguren (1) d llend-g

81. Berechnen Sie die Hohe einer Fabrikesse,
deren Standort nicht zuginglich ist (Bild
¢ 21). Die Liinge einer MeBstrecke AB auf
einer Geraden durch den FuB der Esse ist
52,80 m. Von den Endpunkten der MefB-
strecke aus wird die Esse unter Sehwinkeln
o = 15,5° bzw. = 19,5° gesehen. Die
Héhe des Instruments zur Winkelmessung
betrigt i = 1,05 m.

Die Héhe der Fabrikesse wurde auf 50 m
geschitat. Wie groB ist der Schitzfehler in

Prozent ?
U
o B M
Aly B8l g o
7
—t ]
c2l

risch, (2) tri

risch!

82. Die Entfernung eines Wasserturms, dessen
Standort unzuginglich ist, wird vom End-
punkt A einer MeBstrecke 4B = d aus ge-
sucht (Bild ¢ 22). Die Ergebnisse der Mes-
sungen sind: d = 12,0 m; « = 78,75°,
B =93,5°
Die Entfernung wurde auf 670 m geschitat.
Geben Sie den Schitzfehler in Prozent an!

[viseton > %

5. Beweisen Sie mit den Mitteln der Trigonometrie, daf die Winkelhalbierende im Dreieck die
Gegenseite im Verhiltnis der beiden anliegenden Seiten teilt!

83. Bestimmen Sie die gestreckte Liinge eines

laufenden Meters Wellblech nach Bild ¢ 23!
a) r=3,2cm;a = 10,0 cm
b) r = 7,2 cm; a = 20,0 em

84. Wie groB ist in dem in Bild ¢ 24 dargestell-
ten Gewindeprofil eines metrischen Gewin-
des der Flankenwinkel o, wenn ¢ — 0,8660 h
ist?

e24



85. Unter der Horizontalparallaxe eines Ge-
stirns versteht man den Sehwinkel, unter
welchem der Erdradius einem Beobachter
vom Gestirn aus erscheinen wiirde. Berech-
nen Sie die Horizontalparallaxe des Mondes
(Entfernung Erde—Mond 384 . 109 km;
Erdradius 6370 km)!

87. Eine Schraube ist selbsthemmend, wenn
die parallel zur schiefen Ebene wirkende
Reibungskraft R gleich oder grofier als der
Hangabtrieb H ist (Bild c 25).

Wie hoch darf die Ganghdhe h einer Stahl-
schraube von d = 52 mm Durchmesser im
Hachstfall sein, damit die Schraube selbst-
hemmend ist? Der Reibungswinkel von
Stahl aufStahl (bei Olfettung) ist o = 8,50°.,

.c 25

89. Das Verbindungsstiick zweier Rohre ist der
Mantel eines Kegelstumpfes (Bild ¢ 27). Be-
rechnen Sie s im Falle A, = 3 4,!

c27

86. Zur Berechnung der Entfernung eines Zie-
les werden zwei Telegrafenmasten ange-
peilt, die stets ¢ = 50 m Abstand vonein-
ander haben. Der Sehwinkel betrigt 3°.
Wie weit ist der Beobachter von den Ma-
sten entfernt? (Die Telegrafenleitung soll
etwa senkrecht zur Blickrichtung ver-
laufen.)

88. Die Achsen zweier Kegelriider stehen auf-
einander senkrecht (Bild ¢ 26). Ihre groflen
Durchmesser sind D; = 150 mm  und
D, = 120 mm. Die Linge der ineinander-
greifenden Zihne ist s = 30 mm.

a) Welche Neigungswinkel o und f bilden
die Mantellinien der beiden Kegel-
stiimpfe mit ihren Grundflichen?

b) Wie grof sind die kleinen Durchmesser
d, und d, der beiden Kegelriider ?

¢) Wie hoch sind die beiden Kegelriider ?

d) Stellen Sie die Kegelrider in einer maf3-
stiiblichen Zeichnung dar, und lésen Sie
die Aufgabe geometrisch!

90. Berechnen Sie aus Bild ¢ 28 die fiir das An-
reilen zweier Bohrungen eines Werkstiickes
notwendigen MafBe x, und x,!

S
«%

>
-

c28

145



91. Berechnen Sie im Bild ¢ 29 die gerasterte  92. Berechnen Sie im Bild ¢ 30 die gerasterte
Abfallfliche fiir den Fall, daBl r = % gilt, Querschnittsfliche eines Zementrohres!

a) ausgedriickt mit Hilfe von a,
b) in Prozenten!

c29 c30

B

93. Das Bild c 31 zeigt eine oben und unten 94. Berechnen Sie fiir die im Bild ¢ 32 darge-
i

offene Schurre. Die (obere) Aufnahme- stellte Rauch haube die Neigung
fliche betrigt 0,4 m?, die (untere) Abgabe- winkel der Seitenbleche gegen die Grund-
fliche betrdgt 0,25 m®. Berechnen Sie die fliiche!

MaBe fiir by, by, Iy, I, f!
00 250 wo

r-—.”’ fe— IQ_>‘IA4 M|

Xy

S

< |

&, |

|y,
T/ /I Lo TOO -

c3l c32

95. Berechnen Sie fiir den Keilriementrieb im  96. Berechnen Sie fiir das Walmdach im
Bild ¢ 33 den Umschlingungswinkel £ im Bild ¢ 34 die Winkel o und f, die die Dach-
Falle d =140 mm, D = 224 mm und flichen mit der Bodenfliche bilden! Die

Héhe des Daches betrigt 4000 mm.

a = 500 mm!
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97.

99.

101.

102.

103.

Ein Eisenbahnwagen wird von einem  98. Eine Kraft vom Betrag 5,2 kp soll in zwei

neben dem Gleis fahrenden Traktor mit Komponenten zerlegt werden, deren Rich-
einer Kraft von 1400 kp gezogen (Bild tungen aufeinander senkrecht stehen, und
¢ 35). Das Seil bildet mit den Gleisen einen eine von ihnen soll mit der Kraftrichtung
Winkel von 18°. Welche Kraft wirkt in einen Winkel o &~ 46° einschliefen. Be-
der Bewegungsrichtung? (Projektions- rechnen Sie die Betrige der beiden Kom-
satz beachten!) ponenten!
3‘17/ g
¢35

Ein Lichtstrahl fillt unter dem Einfalls- 100, Ein Lichtstrahl geht schrig durch eine
winkel a) o = 40°, b) o = 28° aus Luft in planparallele Glasplatte. Wie groB ist die
Wasser. Die Brechungszahl fiir den Uber- seitliche Parallelverschiecbung b, wenn die

X . sino 4 Platte d = 26 mm dick ist und die Bre-
gang von Luft in Wasser ist Y 3 L

=2 gt ? in-
Berechnen Sie den Brechungswinkel f! chungszahl sin 15 betrdgt ? Der Ein

fallswinkel ist a) o = 30°, b) o = 60°.

Auf ein Glasprisma (Brechungszahl = %) , dessen brechende Flichen einen Winkel e = 60°
bilden, fillt ein Lichtstrahl unter dem Einfallswinkel o, = 45° ein (Bild ¢ 36).

a) Bestimmen Sie geometrisch den Gang des Lichtstrahls!

b) Bestimmen Sie rechnerisch die Gesamtablenkung § des Lichtstrahls!

Die Sparren 4B und BC eines Dachstuhls schlieBen mit dem horizontalen Balken AC jeweils
den Winkel o ein (Bild ¢ 37). Am Endpunkt B greift eine Kraft F' an. Bestimmen Sie

a) die Kraft F§, deren Richtung entlang dem Sparren AB verliuft, und

b) die Kraft F;, deren Richtung entlang dem Balken AC verliuft!

c36 c37

Ein Ruderer iiberquert einen Fluf so, dafl er das Ruderboot quer zum Fluf} stellt und die
Ruder mit solcher Kraft bewegt, dafl er in stehendem Wasser mit einer Geschwindigkeit
v~ 0,3m-s~! fahren wiirde. Um welchen Winkel wird das senkrecht zur Stromung bewegte
Boot auf dem Flusse abgetrieben, wenn sich dieser mit einer Geschwindigkeit v, ~ 1,0 m-s~*
bewegt ?
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104. Durch eine Grundkante @ = 6,4 cm eines geraden regelmiBigen dreiseitigen Prismas wird
eine Ebene gelegt, die gegen die Grundfliche unter dem Winkel 2 = 51,3° geneigt ist. Welches

Volumen hat die abgeschnittene Pyramide ?

105. Bestimmen Sie das Volumen eines Quaders, dessen Raumdiagonale die Linge e hat! Sie bilde
mit der Ebene der Grundfliche den Winkel 2, mit der Ebene der griBeren Seitenfliche den

Winkel f.

Untersuchen Sie in den Aufgaben 106 bis 118 dic erhaltene Lsungsformel!!

106. In einem regelmiBigen dreiseitigen Prisma verlaufe durch eine Seite der Grundfliche eine
Ebene, die die Ebene der Grundfliche unter einem Winkel « schneidet. Die Seitenlinge der

107.

Bestimmen Sie in den folgenden beiden Aufgaben den Flicheninh
figur, und

109.

111.

Grundfliche sei a.

a) Bestimmen Sie den Flicheninhalt der Schnittfigur!

b) Untersuchen Sie die erhaltene Losungsformel!

In einem geraden vierseitigen Prisma sei
die Grundfliche ein beliebiges Viereck
mit dem Flicheninhalt A, der Flichen-
inhalt der Diagonalenschnitte sei gleich
A, bzw. A,, der Winkel zwischen den Dia-
gonalenschnittebenen o. Bestimmen Sie
das Volumen des Prismas!

hen Sie die Lo £

‘mel!

In einer regelmiBigen vierseitigen Pyra-
mide sei die Grundkante gleich a, die
Seitenkanten schliefen mit der Ebene der
Grundfliche den Winkel « ein. Von einem
Eckpunkt der Grundfliche verlaufe eine
Ebene senkrecht zur gegeniiberliegenden
Seitenkante. Die Ebene bildet mit den im
Eckpunkt zusammenstoBlenden Grund-
kanten gleich groe Winkel.

In einer regelmiiBigen dreiseitigen Pyra-
mide sei die Linge der Seitenkanten gleich
s, der Winkel, den diese mit der Ebene der
Grundfliche einschlieBen, gleich o. Be-
stimmen Sie den Flicheninhalt der
Schnittfigur, die durch den Schnitt der
Pyramide mit einer Ebene entsteht, die
durch die Spitze der Pyramide parallel zu
einer Grundkante und unter einem Win-
kel f# zur Ebene der Grundfliche geneigt
verliduft! (Betrachten Sie zwei Fille!)

108. Der Flick

inhalt zweier Seitenflich
eines geraden dreiseitigen Prismas sei
gleich 4, bzw. A,,der Winkel zwischen den
Ebenen dieser Seitenflichen gleich a.

a) Bestimmen Sie das Volumen des Pris-
mas, wenn seine Seitenkante die
Liinge s hat!

b) Berechnen Sie den Oberflicheninhalt
des Prismas!

1

der entstehenden Schnitt-

110. In einer regelmiBigen vierseitigen Pyra-

mide sei der Schnittwinkel zweier benach-
barter Seitenkanten gleich o und die
Grundkante gleich a. Durch die Diagonale
der Grundfliche verlaufe eine Ebene senk-
recht zur gegeniiberliegenden Seitenkante.

In einer regelmiiBigen vierseitigen Pyra-
mide habe die Héhe die Linge h und bilde
mit einer Seitenkante den Winkel . Durch
eine der Diagonalen der Grundfliche ver-
laufe eine Ebene, die mit der Ebene der
Grundfliche einen Winkel ¢ einschlieBt.
Bestimmen Sie den Flicheninhalt der
Schnittfigur!

1 Hier und im folgenden verstehe man unter dem Untersuchen der Losungen Folgerungen aus der Aufgabenstellung. Man
bestimme die Menge aller zuliissigen Werte der Variablen, das heiBt, man erklire, unter welchen Voraussetzungen Figuren
existieren, die in der Aufgabe betrachtet werden,
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113.

115.

116.

117,

119.

120.

121.

122,

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein 114, Die Grundfliche einer Pyramide sei ein
Rech hhb

Quadrat mit der Seite a. Zwei der Seiten- k. Zwei b te Seiten-
flichen stehen senkrecht zur Grundfliche, flichen stehen senkrecht zur Grundfliche,
die beiden anderen bilden mit ihr den die beiden anderen bilden mit ihr die Win-
Winkel o. Bestimmen Sie den Ober- kela bzw. . Die Hohe der Pyramide sei h.
flicheninhalt der Pyramide! Bestimmen Sie den Mantelflicheninhalt

der Pyramide!

In einem regelmifigen vierseitigen Pyramidenstumpf seien die Seitenlingen der Grund- und
Deckfliche gleich a bzw. b (a > b). Der spitze Winkel der Seitenfliche sei a.

a) Bestimmen Sie das Volumen! b) U hen Sie die Lo formel!

In einem Zylinder mit einem Quadrat als Achsenschnitt und dem Radius r der Grundfliche
sei ein Punkt auf der Peripherie der Deckfliche mit einem Punkt auf der Peripherie der
Grundfliche verbunden. Diese Verbindungsgerade bilde mit der Ebene der Grundfliche den
Winkel 2.

a) Bestimmen Sie den Abstand dieser Geraden von der Zylinderachse!

b) U hen Sie die Lésungsformel!

Einer Kugel mit dem Radius r sei ein 118. Bestimmen Sie den Oberflicheninhalt der
Kegel einbeschrieben, dessen Mantel- Kugel, die einem Kegel mit der Hohe h
linien mit der Héhe den Winkel o bilden. und mit dem Winkel ¢ zwischen Mantel-
Bestimmen Sie das Volumen des Kegels! linie und Ebene der Grundfliche einbe-

schrieben ist!

Die Entfernung Sonne—Erde betrigt im Mittel 149 - 10° km, die Entfernung Erde—Mond
384 - 10° km. Der scheinbare Durchmesser der Sonne ist rund 32’, der des Mondes rund 31’.
Berechnen Sie aus diesen Angaben den wahren Durchmesser der Sonne und des Mondes!

Ein Schiff liuft den folgenden Kurs, Ver haulichen Sie den Kurs geometrisch!
a) N 45° 0 b) S 60° W ¢) N30°W d) N 30°0

An der Kiiste eines Hafenortes ist eine horizontale Standlinie 4B = 830 m abgesteckt. Von

ihren Endpunkten aus wird ein voriiberfahrendes Schiff zum gleichen Zeitpunkt angepeilt.

Die Peilrichtungen bilden mit der Standlinie die Winkel o = 86,40° und f = 78,50°.

a) In welcher Entfernung von 4 und B und in welchem Abstand von der Standlinie befindet
sich das Schiff zum Zeitpunkt der Beobachtung ?

b) Lésen Sie die Aufgabe auch geometrisch durch eine mafstibliche Zeichnung!

Ein nach Wismar auf geradem Kurs fahrendes Schiff hat eine Geschwindigkeit von 8,5 kn.
Vom Schiff aus wird das Leuchtfeuer bei Timmendorf (Poel) unter 32° 50’ und das Leucht-
feuer bei Hohen Wischendorf unter 184° angepeilt (Winkelangaben von N iiber 0). Aus
der Seekarte wird die Entfernung Schiff — Timmendorf mit 1,85 sm festgestellt.

In welcher Richtung verliuft die Fahrrinne, wenn 12 min spiter Timmendorf unter 337° und
Hohen Wischendorf unter 268° gesehen werden ?
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d) Darstellende Geometrie

Vorbemerkung: Fiir das Zeich im Ub heft ist den Koordi gaben als Li inheit
das Zentimeter zugrunde gelegt. Die Angaben sind so getroffen, daB — bei geeigneter Wahl des
Koordi prungs auf dem Zeichenblatt — fiir die Konstrukti ich im allgemei

die Seite eines Heftes im Format A 5 ausreicht.

1. Wo liegen die Punkte, deren Abszisse gleich 2. Welche Abszisse haben die Punkte der y,z-
0ist? Ebene ?

3. Welches ist der geometrische Ort aller 4. Welches ist der geometrische Ort aller
Punkte mit der Kote 27 Punkte mit der Kote — 17

‘Welche der folgenden Punkte liegen in einer Koordinatenachse oder in einer von zwei Koordinaten-
achsen aufgespannten Ebene ?

5. A(1; 0; 0), B(0: 2; 3), 6. G (1305 —1), H(0; 0; 2),
C (3:—1;0), D(0;0; 4), I (—2;5—150),0 (0;—1;1),
E (2;4;1), F (0; 3; 0) K(@3;—1;—1), L (0; —1;0)

7. Geben Sie die Koordinaten von drei Punkten an, die in einer (beliebig angenommenen)
Parallelen

a) zur x-Achse,
b) zur y-Achse liegen!

Stellen Sie die folgenden in Grund- und Aufril gegebenén Kérper im Schrigbild (Kavalier-
perspektive) im MaBstab 2:1 dar! Berechnen Sie den Oberflicheninhalt und das Volumen!

8. Bildd 1 9. Bildd 2




1. Welche Koordinate ist allen Punkten gemeinsam, die diejenige Parallelebene zur x,z-Ebene
erfiillen, in der der Punkt P (2; 3; 4) liegt ?

)

Geben Sie die Koordinaten dreier Punkte an, die in einer zu keiner Achse parallelen Geraden
Jiegen!

10. Zeichnen Sie das Schrigbild (Kavalierper- 11, Zeichnen Sie das Schrighbild (Kavalier-

spektive) eines Wiirfels a) in Parallelstel- perspektive) einer geraden Pyramide mit
Jung gegeniiber der Bildtafel, b) in Uber- regelmiBig-dreieckiger Grundfliche in einer
Eck-Stellung, d. h. gegeniiber der Parallel- Stellung, bei der keine der Grundkanten
stellung um eine vertikale Achse um den gegeniiber der Bildtafel parallel oder senk-
‘Winkel von 45° gedreht! recht ist!

Zeichnen Sie im Schriigbild (Kavalierperspektive) das Achsenkreuz eines riumlichen kartesischen
Koordinatensystems, und tragen Sie die Punkte mit den folgenden Koordinaten ein!

2. A (2;3;3), B(0; 3:5) 13. P (0 3; —2), Q (4 63 0)
C (650;1), D (5; 8; 0) R(—2;—4;1), S (4;0; —2)

Zeichnen Sie die Strecke PQ im Schriighild mit o = 45°; q — l) (Kavalierperspektive) und im
Schrigbild mit 2 = 60°; q¢ = Ly

=3!
14. a) P (4;0;2), Q(1;6;5) 15. a) P(3:3;3), Q(7;6; —2)
b) P(0;0;5), Q(4;8;—2) b) P(—2;—4;—3), Q(8;8;6)

16. a) Stellen Sie ein gerades Prisma (Kanten-  17. Von einem schiefen Prisma ist die Grund-
modell) im Schrigbild (Kavalierper- fliche ABC durch folgende Koordinaten
spektive)dar,dessen Grundfliche 4 BCD gegeben: A (6;0;0), B (8;3;0),C(5;5;0),
die Koordinaten von der Deckfliche ist der dem Punkt A
A(5;1;0), B(8;4;0), entsprechende Punkt D (0; 1; 5) bekannt.
C (65 8;0), D (0;3;0) Zeichnen Sie das Schriigbild dieses Kérpers

hat und dessen Hohe h = 6 betrigt!
b) Stelten Sie denselben Korper im Schriig-

a) in Kavalierperspektive, b) mit 2 = 30°

1 und g = ?!
bild mit « = 30° und ¢ = - dar! . .
2 ¢) Berechnen Sie das Volumen des Pris-
¢) Berechnen Sie das Volumen und den mas, indem Sie die erforderlichen MaBe
Oberflicheninhalt des Prismas, indem niherungsweise aus dem Grundrif} des
Sie die erforderlichen MaBle niherungs- Kérpers entnehmen!
weise aus dem Grundriff des Kérpers
entnehmen!

18. Stellen Sie folgende quadratische Pyramide  19. Stellen Sie folgende gerade regelmifBig-
1 2 ; A
a) im Schriighild mito = 45° q = - (Ka- iec}lsﬁcklgeQP):famnde (Kantenmodell) bei

z ik der Bild-
valierperspektive) und b) im Schrigbild tafel im Schrigbild (Kavalierperspektive)
2 L. s dar!
mit « = 60°; g = i beliebiger Stellung Mittelpunkt der Grundfliche M (6; 6; 0),
zur Bildtafel dar! Radius des Umkreises der Grundfliche
Mittelpunkt der Grundfliche M (8; 5; 0), =3
Linge der Grundkante a = 5, Héhe des Korpers h = 6.

Hihe des Korpers h = 7.




20.

22,

28.

Gegeben sind vier Punkte, die nicht einer
Ebene angehéren und von denen keine drei
in einer Geraden liegen. Wie viele Geraden
und wie viele Ebenen sind durch diese
Punkte bestimmt ?

Gegeben sind fiinf Punkte, die nicht einer
Ebene angehéren und von denen keine
drei in einer Geraden liegen. Wie viele Ge-
raden und wie viele Ebenen sind durch diese
Punkte bestimmt ?

‘Weshalb haben Stative fiir Vermessungsgeriite meist drei, Tische aber meist vier Beine ?

Gegeben sind drei Geraden durch einen Punkt, die nicht in einer Ebene liegen. Wie viele

Ebenen werden durch sie bestimmt ?

Wie viele Senkrechten kann man in einem
Punkt einer Geraden auf dieser errichten ?

Zeigen Sie an einem Freihandmodell, daf}
der Neigungswinkel einer Geraden gegen
eine Ebene der kleinste Winkel ist, den die
schneidende Gerade mit einer durch den
Schnittpunkt gehenden Geraden der Ebene
einschlieBen kann!

Geben Sie an Hand des Schriigbildes eines
dreiseitigen geraden Prismas Beispiele fiir
Paare windschiefer Kanten, die einander
unter einem rechten Winkel kreuzen!

. Wie viele Lote kann man von einem Punkt

aullerhalb einer Geraden auf diese fillen?

Zeigen Sie an einem Freihandmodell, daB
es bei jedem beliebigen Schnitt einer Gera-
den mit einer Ebene mindestens eine
Ebene durch die schneidende Gerade gibt,
die auf der gegebenen Ebene senkrecht
steht!

Gegeben sind zwei windschiefe Geraden.
Zeigen Sie an einem Freithandmodell, da
es eine Gerade gibt, die beide gegebenen
Geraden unter einem rechten Winkel
schneidet!

®

-

Zeichnen Sie im Schriigbild (Kavalierperspektive) einen Wiirfel mit abgestumpften Ecken!
Wiihlen Sie (auf der Grundlage von Skizzen) eine Stellung des Kérpers gegeniiber der Bild-

tafel, bei der die Flichen gut sichtbar sind!

. Zeichnen Sie A ein dreiseitiges Prisma und B einen Wiirfel im Schriigbild, bezeichnen Sie die

Kanten, und geben Sie an, welche Kantenpaare a) parallel verlaufen, b) windschief sind,

¢) einander schneiden!

Zeichnen Sie Grundrifl und HohenmaBstab der folgenden Punkte!

30.

32.

A (3;1; 4), B(4;050),
C(0;—1;2),D(2;—3;—1)

Zeichnen Sie den Grundrif} der Strecke PQ
und den Héhenmafstab ihrer Endpunkte!

a) P(2:1;4), 0355 —1),
b) P(3; —2;5), Q(1;6;0)

31. A(1;0; 1), B(3; 4; 0),

C(—2;2;2),D(3;4;—1)

33. Zeichnen Sie den Grundri3 des Dreiecks

ABC und den HohenmaBstab seiner Eck-

punkte!

a) A(4;1;3), B(3;7;0),C(1;4;2)

b) A (5;—1;—2), B(6:4;3),
C(—2;2;,—2)

Zeichnen Sie den GrundriB der dreiseitigen Pyramide 4 BCD! Beachten Sie dabei die Sichtbarkeit

(die Korper sind als Flichenmodelle aufzufassen)!

35. a) 4(5;2;2), B(7;7;4),

34.
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a) A (6;1;2), B(1;8;4),
C (15 4;1), D (55 5; 6)
b) 4 (7;2;4), B(4;4;2),
C (658;4),D(9;5;7)

C (0;4;1),D(5;4;
b) A(1;1:1), B(6; 6; 6),
C (6515 6), D (1565 1)



[

. Zeichnen Sie den GrundriB mit HohenmaBstab einer auf der GrundriBtafel stehenden vier-
seitigen Pyramide, die in halber Kérperhohe abgestumpft ist (Daten beliebig)!

=N

. Zeichnen Sie den Grundri mit HohenmaBstab eines dreiseitigen schiefen Prismas (Daten
beliebig)!

Bestimmen Sie den GrundriBspurpunkt der Geraden 4 B!

36. a) 4 (2;1;5), B(6; 652 37. a) A (6;3;1), B(l;5;6)
b) A(1;0;4), B(4; 7; —2) b) A (13 1;—2), B(4; 3; 5)

38. Es ist der Punkt der Geraden AB zu be- 39. Es ist der Punkt der Geraden CD zu be-
stimmen, dessen Hohe h = 4 betragt. stimmen, dessen Hohe h = 3 betrigt.
A@3;1;—1), B(4;7;6) C(4;5;2),D(1;1;—2)

Ermitteln Sie aus den Koordinaten der Punkte A und B, ob die Gerade AB gegeniiber der
GrundriBtafel eine besondere Lage (Parallelitit, Orthogonalitit) einnimmt!

40. a) A (4;1;4), B(1;1;0) 41. a) C(2;5; —1), D(7;5;4)
b) 4 (2;4;0), B(2: 4;5) b) C(6;1;0), D (6;1;5)
c) A(0;0;3), B(0;6;3) ¢) C(2;—2;—2),D(2;4;—2)
d) A(3;5;—1), B(3;5;4) d) C(0;652), D(5;6;2)

Bestimmen Sie den Neigungswinkel der Geraden 4 B gegen die GrundriBtafel!

42. a) A (2;2;5), B(6;7;2) 43. a) 4 (8;2;1), B(1;5;6)
b) A (1;1;4), B(4;8;—2) b) A(1; —1;—2), B(4;2;5)

Bestimmen Sie die wahre Linge der Strecke AB !

44. a) A (4;1;2), B(1; 8;5) 45. a) A (0;2; —2), B(6;7;4)
b) A (1;3;0), B(1; 3; 6) b) A (1545 3), B(5;0;3)
¢) A(1;2;6), B(6;8;0) €) A(1;0;—3), B(1;0;3)

46. Auf der Geraden 4B ist vom Punkt B aus in fallendem Richtungssinn eine Strecke von der
Linge [ = 5 anzutragen. Bestimmen Sie Grundril und Héhe des zweiten Endpunktes der
Strecke!

a) A (4;1;0), B(8;8;:5)
b) A (2;—1;—1), B(1;8;4)

R

Bestimmen Sie den geometrischen Ort der Spurpunkte aller Geraden durch den Punkt
A (5; 5; 4), die gegen die GrundriBtafel unter einem Winkel von 45° geneigt sind!

o

Die Strecke mit den Endpunkten R (1;9;4) und S (8; 2; 0) wird von R aus im Verhiiltnis 3: 4
geteilt. Bestimmen Sie den Grundrif3 des Teilungspunktes!
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Ermitteln Sie die gegenseitige Lage zweier Geraden bei den in den folgenden Bildern b
Fiillen!

47) Bilderd 3 a, b, ¢

RE

48. Bilderd 4 a, b, c

o (-]
5 i Q q
P : //S\‘/
A D g g ] PR
0 0 s
] BN al P

Gegeben ist das Geradenpaar 4 B und CD. In welchem der folgenden Fille schneiden die Geraden
PN

, in welchen sind sie windschief ? Zeick Sie die Grundrisse der Geraden!

49. a) A (6;1;0), B(0;6;4), 50. a) A (6;0;0), B(0; 65 3),

C(452;4),D (2: 55 3) C(4;154), D (5555 3)
b) A (65150), B(2;9;4), b) A(7;—1;0), B(3;7;4),
C(152;3),D(7;8;1) C(2;053),D(8;6;1)

51. Bestimmen Sie den Schnittpunkt der 8
Geraden 4B und CD bei der im Bild d 5 ¢
gekennzeichneten Lage der Grundrisse
dieser Geraden!

0
A

ds

Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden AB und CD!

52. A(5;1;5), B(2;7;2), 53. 4(2;1;1), B(2;9;3),
C(4;3;1), D (3;5;5) C(2;7;0), D (2;3;4)

9. Gegeben sind eine Strecke AB und ein Punkt C. Es ist der Spurpunkt der Geraden durch den
Punkt C zu bestimmen, welche 4B in ihrem Mittelpunkt schneidet.
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54. Von einer Ebene sind die Grundrillspur
und ein Punkt mit der Héhe h = 4 ge-
geben (Annahme der Grundrisse dieser

Bestimmungsstiicke beliebig).

Zeichnen Sie die Hohenlinien der Ebene fiir

h=1;2;3;4;5!

56. Gegeben ist eine dreiseitige Pyramide

ABCS.

a) Zeichnen Sie den Grundrif} des Korpers
einschlieBlich der Hohenlinien fiir die
Héhen h = 1;2; 3; 4; 5 auf den Seiten-

flichen!
A (45 15 0), B (65 65 0),
C (0;5;0), S (3; 4; 6)

b) Betrachten Sie die Hohenlinien fiir die

Hohe h =4 als Schnittfigur

Schnittes parallel zur Grundriftafel!
Berechnen Sie das Volumen des Pyra-

midenstumpfes und des Restkorpers!

58. Die Grundrisse zweier einander schneiden-
der Geraden fallen zusammen. Welche Lage
gegeniiber der Grundrifitafel hat die Ebene,

die durch diese Geraden bestimmt wird ?

eines

55.

57.

Von einer Ebene sind ein Punkt der Grund-
riflspur und die Hohenlinie mit der Hohe
h = 4 gegeben (Annahme der Grundrisse
dieser Bestimmungsstiicke beliebig).
Zeichnen Sie die Spur und die Héhenlinien
fiirh = 1;2; 3; 4; 5!

Gegeben

ABCDS.

a) Zeichnen Sie den Grundrifl des Kérpers

inschlieBlich der Héhenlinien fiir die
Héhen h = 1; 2; 3; 4; 5; 6 auf den
Seitenflichen!
A (4;0;0), B(853;0),

C(5:8;0), D(1;4;0), S (5;4;7)

b) Betrachten Sie die Héhenlinien fiir die
Hiheh = 3 als Schnittfigur eines Schnit-
tes parallel zur Grundriitafel! Ver-
gleichen Sie die Volumina des dadurch
entstehenden Pyramidenstumpfes und
des Restkérpers miteinander!

ist eine vierseitige Pyramide

Die Grundrisse zweier paralleler Geraden
fallen zusammen. Welche Lage gegeniiber
der Grundriitafel hat die Ebene, die durch
diese Geraden bestimmt wird ?

Gegeben ist eine Ebene durch zwei Spurpunkte Gy, H, und einen weiteren Punkt P. Es sind jene
Punkte auf der Geraden G, P und H, P zu bestimmen, welche die Hohe h haben.

60. G, (6:2;0), H, (6;8;0), P(1:5:6).h — 4

62. Gegeben sind 1. eine Ebene durch z

61.

G,(6:1;0), Hy(1;7;0), P(132;2),h=—1

vei Punkte G, H, ihrer Grundrifispur und einen weiteren

Punkt P sowie 2. der Grundrifl A' B’ einer Geraden A B der Ebene. Es sind der Spurpunkt von
AB und die Héhen von 4 und B zu bestimmen.
G, (10; 15 0), Hy, (1; 95 0), P (5;3; 1), A' (3; 15 0), B' (4;5; 0)

63. Gegeben ist ein Dreieck A BC, dessen Secite 4B in der GrundriBitafel liegt (Daten beliebig).
Zeichnen Sie in den Grundrif3 der Figur einen Raster von Hohen- und Fallinien im Abstand
von 1 Einheit ein; dabei soll eine Fallinie durch C gezeichnet werden!

10. Bestimmen Sie die GrundriBspur der Ebene DEF!

a) D (0;4;3), E(5;6;1), F(0;7:5)
b) D (4; 3; 4), E (85 1; 5), F (2:4; 0)

64. Gegeben ist eine Ebene durch die Spurpunkte G, (1; 1; 0), H, (65 7; 0) und einen weiteren
Punkt C (5; 2; 4). Bestimmen Sie den Neigungswinkel der Ebene gegen die Grundriftafel!

Gegeben ist ein Dreieck 4 BC. Bestimmen Sie die wahre Grofle dieser Figur und den Neigungs-

winkel ihrer Ebene gegen die Grundrifitafel!

65. a) A (6;3;1), B(4;8;0), C(1;5;6)
b) 4 (3;3;2), B(8;6;2), C(3;7;5)
€) A (6:2;1), B(1; 75 2), C(2; 65 0)

11*

66.

a) A (7;4;2), B(4;2;1), C(3;650)
b) A (65 3;2), B(1;8;0), C(2; 7;5)
€) 4 (4:2:1), B(6;7;1), C(2;7;6)
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67.

Ein pyramidenférmiges Zelt mit quadrati-
scher Grundfliche ist aus Bahnen zusam-
mengesetzt, welche die Form gleichseitiger
Dreiecke mit 2,5 m Seitenlinge haben. Wie
hoch ist die Zeltspitze, welche Neigung
haben die Seitenwinde des Zeltes gegen-
itber der Standfliche ? Welchen Raum um-
schlieBt das Zelt? Lisen Sie die Aufgabe
zeichnerisch und rechnerisch!

68. Auf der GrundriBtafel steht eine gerade

quadratische Pyramide (Linge der Grund-
kanten a = 4, Héhe des Korpers h — 5).
Bestimmen Sie die wahre GroBe ihrer Sei-
tenflichen, den Neigungswinkel der Seiten-
flichen und den Neigungswinkel 2 der
Seitenkanten gegeniiber der Grundrifitafel!

11.

12,

Gegeben ist eine Ebene durch ihre GrundriBspur und eine Hohenlinie (Annahme der Daten
beliebig). Klappen Sie die Ebene in die GrundriBitafel um! Zeichnen Sie eine beliebige Figur
in die umgeklappte Ebene ein und bestimmen Sie durch Riickklappung den Rif der Figur!

Eine Ebene enthiilt ein Quadrat. Die Ebene wird um ihre GrundriBspur gedreht, so daf ihr
Neigungswinkel gegeniiber der GrundriBtafel a) 30°, b) 60°, ¢) 75° betragt. Zeichnen Sie die
Grundrisse des Quadrats fiir die unter a) bis ¢) angegebenen Lagen der Ebene! (Annahme der
Daten beliebig, jedoch soll keine Quadratseite parallel zur Spur der Ebene sein.)

Gegeben sind 1. eine Ebene durch zwei Spurpunkte 4, B und eine Héhenlinie, die durch den
Punkt C der Ebene geht, sowie 2. eine Gerade DE. Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden
mit der Ebene!

69.

71.

73.

7.

A(8;2;0), B(1;9:0). C (1565 1),
D (3;1;1), E(4; 8;5)

Bestimmen Sie den Schnittpunkt einer
Geraden mit einer projizierenden Ebene

(Daten beliebig)!

Gegeben ist eine Ebene durch die Spur-
punkte G, (65 1;0), H, (2; 9; 0) und einen
weiteren Punkt P (2; 3; 1). In P ist die
Senkrechte zur Ebene zu errichten und von
P aus in steigendem Richtungssinn eine
Strecke von der Linge | = 5 anzutragen.

Gegeben ist eine Ebene durch die Spur-
punkte G, (15 2;0), H, (7; 65 0) und einen
weiteren Punkt P (2; 5; 2). Vom Punkt
A (4;2; 3) ist das Lot auf die Ebene zu fil-
len. Bestimmen Sie den 'FuBpunkt des
Lotes!

70.

72.

4.

76.

A(1:1:0), B(7:8:0), C (5: 2; 3),
D (652;2), E(2;7;6)

Bestimmen Sie den Schnittpunkt einer
Geraden mit einer Parallelebene zur Grund-
rifitafel (Daten belicbig)!

Gegeben ist eine Ebene durch die Spur-
punkte G, (15 1;0), H, (9; 5; 0) und durch
einen weiteren Punkt P (2; 4; 4). Im
Punkte Q (5: 3; z) der Ebene sind auf einer
Senkrechten zur Ebene nach beiden Seiten
Strecken von der Linge | = 4 anzutragen.

Gegeben ist eine Ebene durch die Spur-
punkte G, (1; 8; 0), H, (9; 2; 0) und einen
weiteren Punkt P (5; 3; 2). Es ist der Ab-
stand des Punktes Q (6; 6; 6) von der
Ebene zu bestimmen.

Eine dreiseitige Pyramide ist durch die Eckpunkte 4, B, C ihrer Grundfliche und die Spitze S
gegeben. Bestimmen Sie Hohe und HohenfuBpunkt des Kérpers!

7.
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A(1;2;0), B(7;8;0)
C(752;6), S (15 8; 6)

78.

4(4;2;1), B(7;9; 1)
C(2;6;5), S (854;5)



Zeichnen Sie den Grundrifl und Aufri8 der folgenden Punkte!

79. A (2;2; 4), B (25 4; 2), 80. 4 (1;0; 1), B(1;1;0),
C (3; 0 0), D (05 3; 0) C(0;1:1), D(—2:2;2),
E(—1;3;0), F(2; 2), E(4;3;1), F (4; —3; — 1),
G (0;0; —2), 11(—1 —3;—2) G (—4;3;—1), H(0; —1; 0)

81. Welche Koordinaten haben die in Bild d 6 angegebenen Punkte ?

V4
J¢ A EE" HH"
) 2+ i ; 4
G 1 B
P o 7 5
= | .
- JRE T
| 0 7 8 DO FF ¥
KK" 2 T
M J' A
2 ]
u i
a6 U S i iy
82. Wo liegen die Aufrisse aller Punkte der 83. Wo liegen die Grundrisse aller Punkte der
Grundrifitafel ? Aufriitafel ?
84. Zeichnen Sie die Risse der Strecke AB! 85. Zeichnen Sie die Risse des Dreiecks KLM!
a) A(2;1;3), B(5;6;5) a) K (4;1;2), L (5;8;3), M(1;5;6)
b) A (1;4;2), B(6;1;2) b) K (4;—2:2),L(2;8;6), M(0;3;0)
€) A@2;4;—1), B(1;5;3) ¢) K (5:4;0),L(0;7;9), M (3:9;6)
d) A(—1;1;—2), B(1;8; —1) d) K(7;0;7),L(5:8;—1),M(0;4;7)

86. Zeichnen Sie die Risse der dreiseitigen Pyramide A BCD!
a) A (7;2;2), B(7;654), C(5;10:2), D (1;4;8)
b) A (6;2;6), B (8; 4; 8), C (4; 85 4), D (2; 63 2

87. Zeichnen Sie die Risse eines schiefen Prismas mit der Grundfliche A BC und der Deckfliche
DEF; gegeben sind die Punkte A4, B, C und der dem Punkt A der Grundfliche entsprechende
Punkt D der Deckfliche! Berechnen Sie das Volumen und den Oberflicheninhalt der Prismen,
indem Sie die Mafle der Zeichnung entnechmen!

a) A (6315 0), B (3; 8;0), C(13 55 0), D (8; 2; 6) — Kantenmodell
b) A (003 0), B (4:5:0), C(—1;7;0), D (3; 2; 5) — Fliichenmodell

13. Wo liegen die Punkte im Raum, bei denen Grundrifl und Aufri} zusammenfalien ?

14. Wo liegen die Punkte im Raum, bei denen Grundrifl und Aufrif} den gleichen Absland von der
RiBachse haben, aber nicht zusammenfallen ?




Bestimmen Sie die Spurpunkte der Geraden g bei der in den folgenden Bildern gek ichneten
Lage der Geraden!

88. Bilder d 7a bis d

0/ 0/
T

(g
\9\
89. Bilder d 8a bis ¢
o ° o
\ » g
x / 7

Bestimmen Sie die Spurpunkte der Geraden PQ!

90. a) P(1;2;2), Q(7;7;06) 91. a) P (6;0;4), Q(2;6;2)
b) P(4;1;1), Q(1;8;06) b) P(2;2;4),0@2;2;—1)
c) P(4;3; 0),0(2;6;2) c) P(3;2;2), Q(—1;8;5)

Ermitteln Sie aus den Koordinaten der Punkte R und S, ob die Gerade RS gegeniiber den Rif3tafeln
eine besondere Lage (Parallelitiit, Orthogonalitiit) einnimmt!

92. a) R (4;1;6), S (4;7;06) 93. a) R(0;1;1),S(0;8;1)
b) R (8;5; —1), 5 (0;5;2) b) R (8;1;4), S(2;7;4)
¢) R(4;3;1), S (4;3;6) €) R(0;6;1), S(7:6;1)

Gegeben sind die Spurpunkte G, und G, einer Geraden g. Es sind Grundril und Aufrifl von g zu
zeichnen und die Neigungswinkel von g gegeniiber den RiBtafeln zu bestimmen.

94. a) G, (1;4;0), G, (0; 8;4) 95. a) G, (2;5;0), G, (0575 7)
b) G, (2;6;0), G, (0;9; —2) b) G, (—2;8;0), G, (0;5;5)

Bestimmen Sie die wahre Liinge der Strecke AB bzw. CD !

96. a) 4 (1; 6;5), B(3;0;0) 97. a) C (2;4;2), D (7;6;0)
b) 4 (2;2;0), B(2;2;5) b) C (6;4; —2), D (6; 45 4)
¢) A(8:1:1), B(3:7;1) ¢) C (0;0;0), D (5; 635)
d) 4(2;0;3), B(2:8;—1) d) C (2;8;,—1),D(8;0;—1)
e) A(5;6;—1),B(7;3:;4) e) C(3;1;7),D(3;7;0)
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Ermitteln Sie die gegenseitige Lage der beiden Geraden a, b bzw. m, n bei den in den folgenden
Bildern gekennzeichneten Lagen der Grund- und Aufrisse der Geraden!

98. Bilder d 9a bis d

(-]

0
]
)
><
’

0
b

Q

™

99. Bilder d 10a bis d

__% A
7
n' n'
=
m'n'
g m' :

Gegeben ist das Gerad AB und CD. Zeict Sie die Risse der Geraden, und stellen Sie fest,
ob es unter den g en Fillen einand hneidende Geraden gibt!
100. a) A (6; 15 2). B (0; 6; 6), 101. a) A (7;—3; —1), B(3;5;3),
C (4:2;6), D (3;5;4) C(2;—2;2),D(8;4;0)
b) A (6;151), B (2;955), b) 4(2;1;1), B(2;9;3),
C (1;2;4), D (75 8;2) C (2;7;0), D (2;3;54)
©) A (1;2;1), B(5;4;0), €) A(4;0; —1), B(654;0),
C (1;2;1), D (2;8;4) C(3;—2;3),D(5;52;1)

Zur Geraden PQ ist durch den Punkt R die Parallele zu legen. Gesucht sind die Risse der Parallelen.
102. a) P (4;2;2), Q(0:6;4), R(4;451) 103. a) P(5;—1;2), Q(—1;5;6), R(2;2;2)
b) P(5:2:5) Q (1373 1), R(3:3;6) b) P(4;1;4),Q(1;6;51), R(2;4;4)

104. Kénnen zwei Geraden, deren Grundrisse 105, Kénnen von zwei verschiedenen Geraden
oder deren Aufrisse zusammenfallen, sowohl die Grundrisse als auch die Aufrisse

windschief sein ? zusammentfallen ?

106. Welche Lage gegeniiber den RiBtafeln hat ~ 107. Welche Lage gegeniiber den RiBtafeln hat

die Ebene, die durch zwei parallele Ge- die Ebene, die durch zwei einander schnei-
raden bestimmt wird, deren Aufrisse zu- dende Geraden bestimmt wird, deren
sammenfallen ? Grundrisse zusammenfallen ?
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108. Gegeben sind eine Ebene durch ihre Spu- 109, Gegeben sind eine Ebene durch ihre Spu-

ren und der Grundrif eines Punktes P ren und der Aufrif3 eines Punktes P dieser
dieser Ebene. Bestimmen Sie den Aufrif3 Ebene. Bestimmen Sie den GrundriB die-
dieses Punktes in den im Bild d 11 ange- ses Punktes in den in Bild d 12 angegcebe-
gebenen Fillen! nen Fillen!

(4] - 0@ (]

/ 3 ~ (2
\
N B 3
) & .
op op! o
& e
e (] 0 O 73 @
op
Pre ® op* e
opt
/ \51
“ & & :

110. Gegeben ist cine Ebene durch ihre Spuren (Daten beliebig). Zeichnen Sie in diese Ebene ein
Dreieck ein, a) dessen AufriB, b) dessen GrundriB Sie willkiirlich wihlen!

111. Gegeben sind eine Ebene durch ihre Spu-  112. Gegeben sind eine Ebene durch ihre Spu-

ren und der Grundrif einer Geraden in ren und der Aufrif} einer Geraden in dieser
dieser Ebene. Bestimmen Sie den Aufrif3 Ebene. Bestimmen Sie den Grundrif der
der Geraden (Daten beliebig)! Geraden (Daten beliebig)!

~
3

5. Zeichnen Sie die Risse des Parallelogramms A BCD, von dem die Koordinaten dreier Eck-
punkte gegeben sind!
a) 4 (6;3;1), B(1;5;6), C(4;8;0) b) B (7;4:2), C(5;9; —1), D (3; 6; 3)

In den folgenden Bildern ist jeweils eine Ebene durch ihre Spuren e,, e, gegeben. Gesucht sind die
Neigungswinkel «,, o, gegen die RiBtafeln.

113. Bilder d 13a bis d

(4] (] 2] (]

&, / &,
&
x , / % \15'




114. Bilder d I14a bis d

o ) 6 —*— o

&2 & &

2N

115. In einer Ebene liegt ein Dreieck 4BC  116. In einer Ebene liegt ein Viereck PQRS
(Bilder d 15 a und b). Bestimmen Sic seine (Bilder d 16 a und b). Bestimmen Sie seine
wahre Grofle! wahre Gréfie!

§"

A d1s d16 P ]

117. Nehmen Sie eine nichtprojizierende Ebene an, zeichnen Sie ihre Spuren und bestimmen Sie
die Risse eines in dieser Ebene liegenden Quadrats (allgemeine Lage, Seitenlinge beliebig)!

16. Nehmen Sie cine nichtprojizierende Ebene und einen Punkt in dieser Ebene an. Dieser
Punkt sei Mittelpunkt eines regelmifBigen Sechsecks, das in dieser Ebene liegt. Bestimmen
Sie die Risse dieser Figur!
(Daten beliebig)
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In den folgenden Bildern sind jeweils zwei Ebenen durch ihre Spuren e,, ey, d,, d; gegeben. Ermit-
teln Sie die Schnittgerade der beiden Ebenen bei den gekennzeichneten Lagen!

118. Bilder d 17a bis ¢

a d, & e dz &2 e a, 2
&2
o q &
(A & /
q

119. Bilder d 18a bis ¢

0 d, & e dy ) o

[

] P 5

&

& 7 d, !
y %

In den folgenden Bildern sind jeweils 1. eine Ebene durch ihre Spuren e,, e;und 2. ein Rif} eines
Punktes P dieser Ebene gegeben. Gesucht ist die Senkrechte auf die Ebene in diesem Punkt.

120. Bilder d 19a, b 121. Bilder d 20a, b
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In den folgenden Bildern sind jeweils 1. eine Ebene durch ihre Spuren e, ¢, und 2. ein Punkt P
durch seine Risse P', P'' gegeben. Gesucht sind FuBpunkt und Linge des Lotes von diesem
Punkt P auf die gegebene Ebene.

122. Bilder d 21a, b 123. Bilder d 22a,b

& P pr

4 Z
0 g 15 0 o { 0 3

P P
. &
() & y i (21

17. Gegeben sind zwei . o
Dreiecke 4 BC und
DEF nach der
Skizze in den
Bildern d 23a
und b.

Bestimmen Sie den %

\ O

LA

Schnitt der
beiden Figuren!

18. Gegeben sind zwei parallele Ebenen
durch ihre Spuren (Bild d 24).
Es ist der Abstand dieser Ebenen zu bestimmen.
d24

19. Gegeben ist ein Dreieck 4BC. Gesucht ist die Senkrechte in seinem Schwerpunkt.
A(13151), B(6;7;0), C(0;4;4)
Bemerkung: Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist der Schnittpunkt der drei Schwerlinien,
d. h. der Verbind aden der Sei itten mit den iiberli den Eckpunkten.

A/
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124,

126.

Ein vierseitiges gerades Prisma wird von
einer gegen seine Grundfliche um 30° ge-
neigten Ebene geschnitten. Bestimmen Sie
die wahre GroBe der Schnittfigur (Daten
beliebig, Schnittebene senkrecht zur Auf-
riltafel)!

Eine dreiseitige Pyramide wird von einer
gegen seine Grundfliche um 45° geneigten
Ebene abgestumpft. Bestimmen Sie die
Risse und die wahre GréBle der Schnitt-
figur (Daten beliebig, Schnittebene senk-
recht zur AufriBitafel)!

125.

127,

Ein dreiseitiges schiefes Prisma wird von
einer gegen seine Grundfliche um 45° ge-
neigten Ebene geschnitten. Bestimmen
Sie die wahre Grofe und die Risse der
Schnittfigur (Daten beliebig, Schnitt-
ebene senkrecht zur AufriBtafel)!

Eine fiinfseitige Pyramide wird von einer
gegen seine Grundfliche um 60° geneigten
Ebene abgestumpft. Bestimmen Sie die
Risse und die wahre GréBe der Schnitt-
figur (Daten beliebig, Schnittebene senk-
recht zur AufriBtafel)!

20. Bestimmen Sie die wahre GroBe des Schnittes eines geraden Kreiszylinders mit einer gegen-
iiber seiner Grundfliche um 60° geneigten Ebene!
(Daten beliebig, Schnittebene senkrecht zur Aufrifitafel.)

Zur Wiederholung

128. Stellen Sie den im Bild d 25 im MaBstab 1:2 abgebildeten Kérper

129.

a) im Schrigbild mit « = 45°, ¢ =
b) im Schriigbild mit a = 60°, q

¢) in Zweitafelprojektion dar!

BT

Zeichnen Sie das Schrigbild in Kavalier-
perspektive des im Bild d 25 im Maf-
stab 1:2 dargestellten Kérpers, und zwar
in Ubereckstellung zur Bildtafel!

130.

(Kavalierperspektive),

Das Bild d 26 stellt einen Kérper in Ka-
valierperspektive im MaBstab 1:2 dar.
Stellen Sie den Korper in Zweitafelprojek-
tion im MaBstab 2:1 dar!

131. Bestimmen Sie den Neigungswinkel der Geraden PQ gegen die GrundriBitafel und die wahre
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Linge der Strecke PQ!
a) P(1;2;4), Q(7;654)
b) P (7;0;0), Q (2;8; —2)



132. Eine dreiseitige Pyramide ist durch die Eckpunkte 4 (4; 25 1), B (7:9:1), C (2;6: 5 ihrer
Grundfliche und die Spitze S (8; 4; 5) gegeben. Bestimmen Sie das Schriigbild dieses Kérpers
in Kavalierperspektive! Beziehen Sie auch einen Teil des Achsenkreuzes in die Schrigbild-
darstellung ein!

133. Auf einer Ebene, gegeben durch die Spur und eine Hohenlinie, steht ein gerades Prisma,
dessen Grundfliche ein regelmifiges Sechseck ist. Der Mittelpunkt der Grundfliche ist P.
Zeichnen Sie den Grundril des Korpers! (Daten beliebig.)

134. Ermitteln Sie aus den Koordinaten der Punkte P und Q, ob die Gerade PQ gegeniiber der
GrundriBtafel oder der Aufriitafel eine besondere Lage hat (Parallelitit, Orthogonalitit)!
a) P(2;0:4), Q(3;0;1)
b) P(—1;5:3). Q(—1;:—1;7)

135. In den Bildern d 27 a bis d ist jeweils eine Ebene durch die Grund- und Aufrisse dreier

Punkte (eines Dreiecks) bestimmt. Ermitteln Sie die Spuren der Ebene bei den gekennzeich-
neten Lagen!

IR
z

136. In den Bildern d 28 a bis c ist jeweils eine Ebene durch ihre beiden Spuren gegeben.
Konstruieren Sie fiir jeden Fall die Neigungswinkel a; und a,!

0 (1]
&2
&, &
& \
d2g8

&1

137. In den Bildern d 29 a bis d wurde jeweils ein Dreieck im Zweitafelverfahren dargestellt.
a) Ermitteln Sie die wahre Grofle der Dreiecke!

b) Bestimmen Sie jeweils den Neigungswinkel, den die Ebene, die durch das Dreieck be-
stimmt wird, mit der GrundriBtafel bildet!

¢) Bestimmen Sie jeweils den Neigungswinkel, den die Ebene, die durch das Dreieck be-
stimmt wird, mit der AufriBtafel bildet!
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138.

166

d29

Gegeben ist ein Dreieck 4 B C. Bestimmen Sie die wahre GroBe dieser Figur und die Neigungs-
winkel ihrer Ebene gegen die Rif3tafeln!

a) 4 (7;4;2), B(3;9; —1), C(0;4;6)
b) A (6;3;2), B(1;8;0), C(2;7:5)
€) 4(2;2;1), B(5;2;5), C(7;2;3)
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