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A. EINFUHRENDE WIEDERHOLUNG

I. Zahlen, MaB3e

1. Verwandlungsiibungen

. a) 3,263 - 10 (100, 1000) b) 6375:10 (100, 1000)
¢) 0,0634 - 10 (10000, 100) d) 24,73 :100 (10, 1000)

. a) 370-0,1 (0,01, 0,001) b) 1,72:0,1 (0,01, 0,001)
e) 1295-0,01 (0,1, 0,001) d) 0,635:0,01 (0,1, 0,001)
e) 35,2-0,1 (0,001, 0,01) f) 96.4:0,001 (0,01, 0,1)

. Nenne die dir bekannten Teilbarkeitsregeln!

4. Untersuche mit Hilfe der Teilbarkeitsregeln, ob die folgenden Zahlen

durch 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10, 25, 125 teilbar sind!

a) 2112 b) 12000 c) 6050 d) 1230

e) 71160 f) 21320 g) 1908 h) 2168

i) 10080 k) 12330 1) 10110 m) 884745
. Zerlege die folgenden Zahlen in Primfaktoren und verwende dabei die

Potenzschreibweise !

a) 24, 75, 54, 70, 36 b) 96, 105, 144, 112, 120

e) 108, 175, 160, 135, 126 d) 225, 196, 216, 192, 400

. Verbinde die nebeneinanderstehenden Zahlenausdriicke durch die

Zeichen > oder <!

a) 32,25 — 46,93; —19,66 + 26,15

b) 255 —27%; —187 416}

¢) 2-(75 —36) +15; 3 - (18 — 20) + 60

d) 4- (145 —125) +35; 5-(105 —127) 225
e) (=5)-(7.2); (—6)-(—55)

f) 8- (—1,17); 6-(—1,44)

g (—9)-85; (—12)-625

h) 145 (—1,25); (—3,75) -5+

b ()3 30



Rechenarten
7. Verwandle durch Erweitern oder durch Dividieren in endliche Dezi-
malzahlen !
a) 22, 62, 9%, 122 157 b7, 33, 103, 135, 162
©) 41, 114, 183, 2145, 2550 d) 84, 53, 192 3012 99 %

8. Verwandle in eine Dezimalzahl! Rechne, bis die Periode erkenntlich

ist, hochstens aber bis zur vierten Dezimalstelle, und runde auf 3 Dezi-
malstellen !

1 1 1 6 1 5 2 4 1 1 5 T
Vg 5w 7 o v ow M3 o7 o o= W W
5 b 5 1 p | 1 2 1 1 13 8
9% 7 1 ow o w w VT o m T w1

9. Stelle eine Ubersicht iiber die Léngen-, Flichen-, Raum-, Gewichts-

und HohlmaBe auf und gib die Verwandlungszahlen benachbarter MaBe
an!

10. Verwandle folgende MaBangaben in die néchstniedere MaBeinheit.!

1

a) 083m b) 6 gdm ¢) 0,06cm?® d) 5km? e) 2%km2

3 dm 1,s 1 2%a 0,625 m3 105 a
1,70 m? 0,174 3,575 kg 0,09a 6+ dz
34 ha 281 g 2,4 dz 2,60 cm? 0,005 ha
5,3 m? 35 hl 134t 4ig 0,004 ¢
1. Schreibe in der hoheren MaBeinheit :

a) 4km + 17m b) 0,5t + 0,4 dz ¢) 0,5cm + 7mm
17 dm + 8 cm 1,8a + 19 m? 0,2 m? + 20 dm?
8ha 4+ 5a 5 km? -+ 43,5 ha 4,2 m® 4 750 dm?
35 cm? 4 25 mm? 6 dm® - 80 cm3 0,1 dm?® + 80 cm?
7km? + 6 ha 2 em?® + 50 mm? 0,4 hl + 1501

II. Rechenarten

2. Addition und Subtraktion

1. Rechne vorteilhaft im Kopf!
a) 3,37 + 0,47 + 0,63 b) 34,62 + 15,94 + 30,38 + 39,06
c) 389,42 4 3895 + 610,58 ) 31,487 4 35,75 4 13,513 -+ 253,25
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Addition und Subtraktion

e) 963 4 14,95 - 85,05
g) 4368 — 3571 4+ 1632

5

f) 196,4 + 38,473 + 803,6 + 2,527
h) 83972 4 31845 — 73972

. a) Welche Zahl muB man um (—5,75) vermehren, um

i) 8374 — 386.5 4 1126 k) 5364 + 12682 — 30364

- 2) (+8) + (+5) b) (+7) = (=9) — (+5) + (=8)
¢) (+8) — (+5) d) (+2) — (+13) + (—14) — (=15)
¢) (+8) + (—5) ) (+27) — (=29) + (+15) — (+46)
8 (+8) — (—5) h) (—3.8) + (—7.6) — (—6.4) — (+9.2)
i) (—8) + (+5) k) (+0,18) — (—0,96) + (+1,14) + (—0,77)
1) (—8) — (+5) m) (+4,5) 4 (+6.9) — (+8,7) — (—5.3)
n) (—8) + (—5) o) (+25)—(—17) +(—63) —(+3%)
P) (—8) — (—5) W (=35)+(—65)—(—35) +(+73)
. Setze untereinander und ergénze zum Minuenden!

a) 16234,51 DM — 2603,52 DM — 4583,01 DM — 4321,77 DM
b) 65030,41 DM — 6284,98 DM — 1357,98 DM — 5684,24 DM
¢) 2749,86 DM — 458,06 DM — 580,27 DM — 653,21 DM — 431,00DM

.2) 95 +75 b) 85 +75 ¢ 105 + 23 d) 4l 4 22
©) 3y +55 D165 +77 g 8% + 55 h) 6+ — 7%
)65—35% k) TH+65 1) 337 — 65 m) ol —11l

L8) 84T b) 95 +67 154+ 34 d) 85— 5%
)65 —94 N 55 —34% g 65— 65 h) 61— 72
)77 +65 k) 65 —9¢ 1) 25 — 55 m) 9n_12°

12,50 zu er-
halten?

b) Welche Zahl muB man um (—5,75) vermindern, um 12,50 zu er-
halten?

¢) Welche Zahl mul man um (—5,75) vermehren, um (—12,50) zu
erhalten?

d) Welche Zahl muB8 man um (—5,75) vermindern, um (—12,50) zu
erhalten?

. Was erkennst du an den beiden folgenden Beispielen?

8—T+17—8; 84 (=7)=(-7+38



6 Rechenarten

3. Multiplikation und Division
Rechne im Kopf!

1. a) (+3.5) - (+4) b) (+3,5) - (—17) ) (+2,3)- (=7)
d) (—=5.6) - (+9) e) (—84)-(+8) f) (—0.18) - (+43)
2) (—7,3)'(-6) h) (+6.8) - (—5) i) (+0 27) (+5)

2. a) (+0.8)-(—0.8) b) (—0.4) - (+0,7) ¢) (—0,7)- (—0,6)

d) (4+0.3)-(—0.4) ¢) (—0.2) - (+0.5) f) (=0.1)-(—1.2)
g8) (+0.22)- (+200)  h) (+0,53) - (—30) i) (—1,80) - (+80)

8-9) (+3)(-3) " (=3)-(—3) c) (+3)- (—%)
) (=) (+7) o (+9)-(+3) D(-3)(—+
g (+55) (=9 h) (—43)-(—6) i) (+39)- (+8)

4. Berechne die folgenden Dreieckflichen !

Uber der schriftlichen Losung ist der Weg des Uberschlags zu notieren !
(Das Ergebnis auf zwei Dezimalstellen runden!)

s I s hs 8 hs
a) 545m 4,74m b) 10,64 m 18,35 m e) 35,50m 19,87m
d) 7,24m 9,65 m e) 1348m 15,95 m f) 21.94m 18,59m
g) 815m 6,14m h) 26,57m 17,32 m i) 3147m 20,96 m

5. Berechne die folgenden Trapezflichen!

a c h a c h
a) 564m 376m 357m b) 91,7m 219m 73,1m
¢) 219m 80,1m 59.1m d) 30.8m 442m 853m
e) 372m 484m 60,3m f) 500m 624m 96,5m

6. Berechne den Gesamthubraum der Zylinder der folgenden Kraftréider
und Kraftwagen !

Kraftrider

RT 125 AWO0425 | EMWR 35 BK 350
Zahl der Zylinder. .. 1 1 1 2
Bohrung in mm .. .. 52 68 72 58
Kolbenhub in mm .. 58 68 84 65

Personenkraftwagen Lastkraftwagen

Fs F9 EMW 340 | Granit 27
Zahl der Zylinder. .. 2 3 6 4
Bohrung in mm .. .. 76 70 66 85
Kolbenhub in mm .. 76 78 96 118




Multiplikation und Division

Rechne im Kopf!

7.a) (—1 5) (+4)
qa) ( (— )
g) (+35 —17)
k) (-|-180

c) (+39) (=13)

1) (—50): (+2,5)
D (5144 (r24)
m) (—7):(—2)

¢) 02m in 24 m
f) 04m in 1,6 m
i) 0,6 m in 3,6 m
m) 0,8m in 48m
P) 1.2m in 9,6 m

9. Uberschlage vorher die GroBenordnung des Ergebnisses!

a) 442775 DM : 7
d) 636,25DM: 5
g) 912,64 DM : 4
k) 482,13DM: 3

10.a) 30004: 72
d) 58616: 19
g) 123916: 43
k) 731584: 95
n) 78234:141
q) 284314:216
t) 655498 : 987

11.q) 2222

8,2
9 555
2,5 + 8,3

8 %3
8,4
k) 2,6 +52
45—3,2
n) 11+15

12. a)

b) (+5,50) : (450)
e) (+3 6):(—1,2)
h) (—9,0): (+1,8)
1) (—7,2):(—2,4)
b) (—3):(+2)
e) (+3):(=3)
b) (—15):(=5)
) (+5):(+4)
0) (—2):(—3)
b) 3,932km:4
¢) 10,950 km : 6
h) 5.460km:5
1) 12,390 km : 7

b) 74326: 87
) 62745: 68
h) 500600: 64
1) 825375: 25
0) 61508:304
r) 284315:216
u) 579244 : 809

b)
e) SoeE
h)
)} 4“_

3,2 + 2,8
0) o

c) 16478 kg:2
f) 11,370 kg: 6
i) 8,750kg:5
m) 16,184 kg:8

¢) 46307: 54
f) 83576: 82
i) 485637: 82
m) 715998: 98
p) 82716:732
§) 700000 : 341
v) 584408 : 638

C) 0.3 - 72,8

7 5
f) 35-04
o 3.8+09
i) 1,01
7,2
25,3 — 7,3
54—12
P) 2,2+2

m)

Welche Zahl muB ich durch 1,5 dividieren, um 16 zu erhalten?

b) Welche Zahl muB ich mit 1,5 multiplizieren, um 16 zu erhalten?
¢) Welche Zahl muB} ich durch (—1,2) dividieren, um (—60) zu er-

halten?

d) Welche Zahl mufl ich mit

erhalten?

(—1,2) multiplizieren, um (—60) zu



Rechenarten

4. Formen des Zahlenvergleichs

Beispiel: 24 und 120

a) 24 ist um 96 kleiner als 120 120 ist um 96 grofer als 24
b) 24 ist ein Fiinftel (der fiinfte 120 ist fiinfmal so groB wie (das

Teil) von 120 Finffache von) 24
) 24="1von120=20 von120 | 120 = % von 24 =5 von 24
24 = 20% von 120 120 = 500% von 24
d) 24:120=1:5 120:24 =5:1
. Vergleiche in dieser Weise die folgenden Zahlenyaare !
a) 20 und 200 b) 4 und 80 ¢) 18 und 60
d) 12 und 48 e) 13 und 39 f) 48 und 300

. Berechne den Wert der folgenden Zahlenverhiltnisse (hochstens 3
geltende Ziffern)!

a) 26:57 b) 65:12 e) 2,8 :20,5 d) 36,5 :16,1
e) 119:41 1) 178:34 g) 6,28: 7,04 h) 19,74:17,36
. Bestimme den Wert der Unbekannten !

a) 3:2=6:12 b) 8:2=16:48

e) v:10=12:24 d) 2:14 =50:70

e) 24y =3:1+ f) 0,14:114 = 2: 57

g) 9:17 = 2:51 h) 26:32 =52:x

i) 3:4=18:x k) «:18 = 54:108

1) 32,5: 2 = 250: 100 m) 2:105 = 16:24

n) 8:4=16:x 0) 3:x=4:7

. Berechne ‘den Prozentsatz, nachdem du seine Gréfenordnung durch
Uberschlag festgestellt hast!

a) 36 DM von 180DM b) 9,2kg von 36,8 kg ¢) 50ha von 620ha

d) 45hl von 300hl e) 8,4dz von 60dz f) 40p von 150 p
g) 90DM von 150DM h) 5hl von 700hl i) 30DM von 40DM
k) 9,6t von 320t - 1) 320DM von 200DM m) 600 DM von 200 DM

n) 84kg von 60kg  0) 160DM von 120DM p) 920 DM von 500 DM
() 74ha von 30ha r) 900kl von 240hl 8) 246 dz von 450dz
. a) 4%% von 216¢ b) 25% von 450DM €) 20% von 955 kg
d) 335% von 74lkm ) 10% von 962t f) 6% von 3361
g) 75% von 928DM  h) 125% von 448hl i) 662 % von 4594
k) 80% von 568hl 1) 163 % von 396kp  m) 8% von 252DM



Verhiltnisgleichheit — Produktgleichheit 9

6. a) 230% von 640DM b) 310% von 862hl  ¢) 560% von 711
d) 510% von 980kg e) 750% von 74DM  f) 480% von 190kp
g) 120% von 120g h) 160% von 240kg i) 350% von 530 DM

7. Berechne den Grundwert!

a) 6% = 39 kg b) 45% =18 hl €)55% £27,50a
d) 5% = 42 DM e) 35% = 20 ha f) 1+% = 25 DM
2) 4+% =24dz h) 53% <2550 DM i) 3,1% = 18,6 hl

8. Eine Versammlung von 100 Personen wird auf 95 Personen geschatzt.
Eine andere Versammlung von 1995 Personen wird auf 2000 Personen
geschitzt. Vergleiche die prozentualen Schitzungsfehler!

9. Beim Entfernungsschitzen nennt jemand 80 m statt 100 m, 170 m
statt 150 m, 300 m statt 340 m, 190 m statt 150 m. Vergleiche!

10. Wie lang muB das Modell eines GrauguBzylinders von 1200 mm Linge
werden, wenn das SchwindmaBl von GrauguBl 1% betragt?

11. Die Produktionskosten fiir eine Werkzeugmaschine betrugen nach
9 prozentiger Senkung noch 1274 DM. Wie hoch waren sie frither?

12. Ein Metallarbeiter senkte die Arbeitszeit beim Bohren eines Werk-
stiicks von 33 auf 26 Minuten.
a) Um wieviel Prozent verminderte er seine Arbeitszeit?
b) Welchen Bruchteil der Bohrarbeit an dem Werkstiick kann er
jetzt in den eingesparten 7 Min. zusitzlich schaffen? Um wieviel
Prozent erhohte er also seine Leistung?

13. Zur Herstellung eines Blechbehiilters wurden 2,8 m? Blech verbraucht.
Die tatsichlich eingebaute Blechfliche betrug nur 2,5 m2 Wieviel
Prozent betrug der Verschnitt?

14, 2,5 kg Lagermetall enthalten 1,6 kg Zinn (Sn), 0,5kg Blei (Pb),
0,3 kg Antimon (Sb) und als Rest Kupfer (Cu). Berechne die Anteile
in Prozenten!

15. WeiBmetall besteht aus 10% Sn, 15,5% Sb, 1% Cu und dem Rest Pb.

Wieviel von jedem Metall werden zur Herstellung von 24 kg Weil-
metall gebraucht, wenn beim Schmelzen 3,5% verlorengehen?

5. Verhiiltnisgleichheit — Produktgleichheit

1. In ein Zahnrad mit 60 Zihnen greift ein zweites mit 72 Zdhnen ein.
Das erste Zahnrad macht in der Minute 48 Umdrehungen. Wieviel
Umdrehungen in der Minute kommen auf das zweite Zahnrad?
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10.

11.

12.

Rechenarten

. An ein Zahnrad mit 60 Zihnen, das in der Minute 48 Umdrehungen

ausfiihrt, soll ein zweites mit SOE angeschlossen werden. Wieviel
Zihne mul es haben?

. Nimmt man von einer Zahl die Hilfte, vom Rest wieder die Hilfte und

von diesem Rest noch einmal die Héilfte, so bleibt nur 1. Wie heiit
die Zahl?

. 231 Benzin fiillen ein zylindrisches GefdaB bis zu einer Hohe von

7,8 em. Wie hoch stehen in demselben Gefda 207172

. Ein Personenzug braucht bei 40— Reisegeschwindigkeit fiir eine

Strecke 3 Std. Wie lange braucht em D-Zug zur gleichen Strecke bei
einer Rrelsegeschmndlgkelt von 60*’3

1458 verliBt der Pannonia-ExpreB den Dresdner Hauptbahnhof in
Richtung Berlin. 2 Min. vorher ist in Berlin ein Personenzug nach
Dresden abgefahren. Er benutzt die gleiche etwa 189 km lange Strecke.
Welcher von beiden Ziigen ist Berlin am nichsten, wenn sie sich treffen?

. IThr seid hintereinander angetreten. Du bist der achte von vorn und

der zwanzigste von hinten. Wieviel Jungen seid ihr?

. Eine quadratische Fliche kann mit 288 Fliesen bedeckt werden.

Wieviel Fliesen einer anderen Sorte werden benétigt, wenn deren
. 4 44
GroBe nur - der ersten Sorte betrigt?

. In welcher Zeit konnen 5000 Personen, die zu einem Sportfest erschie-

nen waren, mit der Straflenbahn (je ein Triebwagen mit 2 Anhéingern)
im 3-Min.-Verkehr nach der Stadt zuriickgebracht werden? Auf der
gleichen Strecke kénnen sonst im 15-Min.-Verkehr (1 Triebwagen und
1 Anhinger) in der Stunde 560 Personen beférdert werden.
Auf 25mm eines Metallsdgeblattes kommen bei grober Teilung
16 Zihne, bei mittlerer Teilung 22 Zihne, bei feiner Teilung 32 Zihne.
a) Wieviel Ziahne haben 300 mm lange Sigeblétter bei den 3 Teilungen?
b) Wieviel Millimeter (2 Dezimalstellen) kommen auf einen Zahn?
Zur Herstellung feinen Milchglases werden zu 15 kg Kiessand 5 kg
Pottasche und 1kg Kreide genommen. Man will 48 kg Milchglas
herstellen.
Bei einem Fahrrad hat das vorn befindliche grofiere Kettenrad
48 Zihne, das hintere kleine Kettenrad nur 18. Der Umfang der Lauf-
rider milt je 2,2 m.
a) Wieviel Umdrehungen der Laufrider sind fiir 1 km Wegstrecke
notig? 3
b) Wieviel Umdrehungen macht dabei das grofie Kettenrad?



B. ARITHMETIK

III1. Allgemeine Zahlsymbole

6. Zur Einfiilhrung allgemeiner Zahlsymbole

1) Ein rechteckiges Stiick Ackerland ist 72 m lang und 38 m breit. Um
seinen Flicheninhalt zu berechnen, miissen wir bekanntlich die MaB-
zahlen von Linge und Breite miteinander multiplizieren und dem Produkt
die entsprechende MaBeinheit beifiigen.

Wir rechnen: 72 - 38 = 2736; MaBeinheit m?.

Das Produkt der beiden Mafzahlen gibt uns die MaBzahl des Flichen-
inhalts des Rechtecks an. Die in Worten ausgedriickte Rechenanweisung
kénnen wir in abgekiirzter Form schreiben. Dabei verwenden wir fiir den
Flicheninhalt die Abkiirzung F, und fiir die Léinge und Breite setzen
wir @ und b. Daraus ergibt sich F = a - b.

Man kann nach dieser Kurzform den Flicheninhalt eines jeden Recht-
ecks berechnen. Solche allgemeingiiltigen Rechenanweisungen werden in
allen Teilgebieten der Mathematik und in den Naturwissenschaften,
besonders in der Physik und in der Chemie, angewendet. Man nennt
sie Formeln. Sie geben uns die Moglichkeit, mathematische Zusammen-
hinge einfach, mit wenigen Zeichen allgemeingiiltig auszudriicken. Die
Zeichen a und b stehen dabei fiir die zunichst unbestimmten Gréfen der
Linge und Breite. Im Einzelfall setzt man fir « und b die gegebenen
Zahlen mit ihren Benennungen ein. Davon haben wir bereits in der Geo-
metrie Gebrauch gemacht.

Buchstabenzeichen fiir Zahlen werden in der Praxis und in der Wissen-
schaft hiufig verwendet. Sie werden vor allem dann benétigt, wenn man
vom Einzelfall absehen und eine Berechnung allgemein ausfiihren will.
Daher werden Buchstabenzeichen fiir Zahlen auch allgemeine Zahlsymbole
genannt.

2) Wenn wir das Nettogewicht einer Ware mit &, das Verpackungs-
gewicht (Tara) mit 7' und das Gesamtgewicht (Brutto) mit B bezeichnen,
so gilt die Rechenanweisung

N+ T=B,

das heiBt, die Summe aus Nettogewicht und Tara ist gleich dem Brutto-
gewicht. Auch hier kann man fir N und fir 7' irgendwelche Werte ein-
setzen, durch die B eindeutig bestimmt wird. Wenn man eine solche
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Rechenanweisung aufstellt, muB man die Bedeutung der allgemeinen
Zahlsymbole angeben. Man muB z. B. sagen, daB w den Prozentwert,
p den Prozentsatz und g den Grundwert bedeuten sollen.

In einem Rechenausdruck bedeuten gleiche Symbole auch gleiche Zah-
len. Als allgemeine Zahlsymbole wihlt man zumeist lateinische Kleinbuch-
staben, und zwar entweder die ersten Buchstaben des Alphabets oder
fiir geometrische, physikalische und andere GroBen die betreffenden
Anfangsbuchstaben (z. B. s fiir Seite, % fiir Hohe, ¢ fiir Zeit von lat. tempus,
g tir Grundwert, p fiir Prozentsatz). Fiir unbekannte Zahlen werden im
allgemeinen die letzten Buchstaben des Alphabets, vor allem 2, y und z,
verwendet.

3) Mit allgemeinen Zahlsymbolen kann man alle Rechenoperationen aus-
tiihren, die wir schon vom Rechnen mit bestimmten Zahlen her kennen.

Soll @ um 1 vermehrt werden, so erhalten wir @ + 1. Auf diese Weise
kénnen wir von a aus beliebig weit vorwiirts und riickwiirts zihlen.

.a—3,a—2,a—1l,a,a+1,a+2,a+3...
- Die Zahl a liegt also zwischen den Zahlen @ — 1 und @ + 1.

Soll @ verdoppelt werden, so erhalten wir 2 - a (vgl.: Das Doppelte von
5 ist 2 - 5= 10). Die Halfte von a ist 5. Der Ausdruck - y - z gibt somit
das Produkt der Zahlen 2, y und 2 an.

Da fiir die Multiplikation der uns bekannten Zahlen das Vertauschungs-
gesetz und das Verbindungsgesetz gelten, kann man auch in Produkten,
in denen allgemeine Zahlsymbole auftreten, die Faktoren vertauschen und
sie (bei mehreren Faktoren) beliebig zu Teilprodukten zusammenfassen.
Esista4=4-aund 1,6 -2-45-2 = 16-45-2-2=72-2-2.

Es ist iiblich, bei Produkten zuniichst die mit Ziffern geschriebenen
Faktoren zu einem Teilprodukt zusammenzufassen, das Ergebnis nieder-
zuschreiben und die mit allgemeinen Zahlsymbolen bezeichneten Faktoren
alphabetisch geordnet anzufiigen (siehe Beispiel).

4) FallsIrrtiimer ausgeschlossen sind, kann der Punkt als Multiplikations-
zeichen weggelassen werden : T
T2 -w2="T22x2
a-b-c-d=abcd
Merke : Plus- oder Minuszeichen sowie die Divisionszeichen (Doppelpunkt
oder Divisionsstrich) diirfen auch beim Rechnen mit allgemeinen Zahl-
symbolen niemals weggelassen werden !
Zusammenfassung:

1. Beim Rechnen mit bestimmten Zahlen verwendet man als Symbole die
Ziffern 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 0.
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Beim Rechnen mit allgemeinen Zahlsymbolen verwendet man als
Symbole Buchstaben, z. B. a, b, c.

. Die Bedeutung der einzelnen allgemeinen Zahlsymbole muf eindeutig
festgelegt sein. Daraus ergibt sich, welche Zahlen fiir das einzelne all-
gemeine Zahlsymbol eingesetzt werden kinnen.

. Die Wahl der Symbole ist beliebig, jedoch bedeuten in einem Rechen-
ausdruck gleiche allgemeine Zahlsymbole stets die gleiche Zahl. Fiir
verschiedene Zahlen miissen auch verschiedene allgemeine Zahlsymbole
gewiihlt werden.

Aufgaben
. Welche Zahl ist
a) um 1 grofer als 23, 99, 1000, a, =
b) um 3 groBer als 23, 99, 1000, a,
¢) um a grofer als 23, 99, 1000, a, z
d) um 2b groBer als 17, 28, 62, a, 2
. Welche Zahl ist
a) um 1 kleiner als 23, 99, 1000, a, «
b) um 3 kleiner als 23, 99, 1000, a, =
¢) um a kleiner als 23, 99, 1000, a, =
d) um 27 kleiner als 49, 51, 2a, 2r, 3r, 2s?

. Zwischen welchen beiden benachbarten Zahlen liegen

a) 3,9, —12,0,2,k, b)a+2,y—3,0—7,2+9,y—1,2—11?
In diesen Aufgaben bedeuten @, k, a, y, b, z ganze Zahlen.

. Vergleiche die Zahlen!

a) 18 und 12 b) a und a + 2
— 6und 6 x—3 und ¢ —5
—13 und —8 m-+5 undm—5

Ound 9 a und @ — 4

. Zihle von p — 6 bis p + 5, b — 7 bis b — 12, f — 3 bis f + 2,
t+3 bist—10, 3+ shis =3 +s, —6 — x bis 1 — z!

. Um wieviel ist

a) « + 5 groBer als @, x 4 5 grofer als 5, a groBer als b,
b) 7,5 groBer als y, y groBer als 7,5, 9z grofer als 4,227

. Um wieviel ist

a) z kleiner als « + 7, y — 4,4 kleiner als y, 52 kleiner als 15z,
b) a kleiner als b 4 a, b kleiner als @ + b, « kleiner als 3z + 3y?
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8. Welche Zahl ist

9

10.

11.

13.

14.

15.

16.

17.

a) 3mal, 4mal, 9mal, 16mal, 23mal so groB wie 36,

b) 5mal, 12mal, 17mal, 29mal so groB wie x,

¢) 4mal, 12mal, amal, pmal, smal so grol wie 72,

d) amal, kmal, mmal, zmal, ymal so grofl wie b?
. Welche Zahl ist

o 101 4 9

a) die Hilfte von 3, 8, 255, ¢, &, 47> @, @,
b) der dritte Teil von 12, 36, 111, &, £, 21, b, y,
¢) der n-te Teil von 9, 14, 21, —g, ;, d, k,n?
Wie groB ist der Flicheninhalt eines Quadrats in cm?, wenn eine Seite
a) 2cm, 3cm, 5cm, 30cm, b) acem, xzem, 2y cm, 0,4y cm lang ist?
Wie groB ist der Flicheninhalt eines Rechtecks mit den Seiten
a) 5cm und 3 em, 25 cm und 35cm, 5,6 cm und 7,3 em,
b) @cm und bem, 6 cm und d em, 3,52 cm und 5,6z cm?

. Ein Dreher stellt in einer Schicht durchschnittlich 6 Werkstiicke her.
Wieviel Werkstiicke fertigt er in 5, 2, 6, a Schichten?

1kg einer Ware kostet 1,12 DM. Wieviel kosten 3 kg, 6 kg, « kg?
Welche Werte kann  annehmen?

Berechne aus folgenden Angaben den Preis fiir 1 kg!

a) 3 kg kosten 42,00 DM, b) 27 kg kosten 54,00 DM,
¢) 38 kg kosten 104,50 DM, d) 18,500 kg kosten 27,75 DM,
e) 12 kg kosten ¢ DM, f) akg kosten b DM.
Welcher Hektarertrag von Roggen wird erzielt?

a) 17 ha ergeben 374 dz, b) 13 ha ergeben 325 dz,

¢) 9ha ergeben 252dz, d) aha ergeben cdz.
Berechne den Preis fiir 8 m Stoff, wenn

a) 3 m Stoff 15 DM kosten, b) 11 m Stoff 79,75 DM kosten,
¢) 13 m Stoff e DM kosten, d) fm Stoff ¢ DM kosten.

¢) Welcher Preis wire fiir g m zu zahlen, wenn f m Stoff e DM kosten?

Folgende Rechenaufgabe sei gestellt: , Denke dir eine Zahl, ziihle 5
hinzu, verdreifache die Summe, ziehe die gedachte Zahl ab und ziehe
schlieBlich 15 ab! Wer richtig gerechnet hat, mufl das Doppelte der
gedachten Zahl erhalten! Weise nach, dal diese Aufgabe bei jeder
beliebig gewihlten Zahl zum angegebenen Ergebnis fiithrt!



15
7. Auswertung von Ausdriicken mit allgemeinen Zahlsymbolen

‘Allgemeine Zahlsymbole stehen fiir bestimmte Zahlen. Sie sollen einen
Rechengang festlegen, der fiir sehr viele Einzelfille vorgeschrieben ist.
Wollen wir einen Einzelfall berechnen, miissen wir fiir die allgemeinen
Zahlsymbole bestimmte Zahlen einsetzen.

Beispiel: Wir berechnen die Fliche eines Rechtecks nach der Formel
F = a-b. Ein Rechteck wird aus den Seiten ¢ = 2,3 cm und b = 1,5 cm
gebildet. Berechne die Fliche!

F=a-b 23-1,6
F=23-15cm? 23

. 115
F = 3,45cm | 345

Die Fliche betrigt 3,45 cm?.

Aufgaben

1. Berechne den Flicheninhalt eines Rechtecks mit den Seiten
a) a= 45cm, b=38cm, b) a=18m, b=27cm,
¢) a=>523mm, b=3,06mm!
2. Setze in die Formel N + 7' = B fiir N und 7T folgende Werte einund
berechne das Bruttogewicht!
a) N=265ks, 7T =30kg b) N=158kg, T =89kg

3. Welchen Wert haben die folgenden Rechenausdriicke, wenn man
=24, m = 20, n = 16, p = 12 und r = 10 setzt?

a) l+m b) Il —m e)l+m+mn d) I-m e) l:p
l4+n l—n L+ p—+r l-p lL:r
l+4p l—p m-4+ p4r m-r m:n
L+ l—r n4+ 1 4r m-p m:p

4. Setze in die folgenden Rechenausdriicke fiir @ die Zahl 4 und fiir b die
Zahl 6 ein und berechne ihren Wert!

a) 2a+ 6 b) 36— 9 ¢) 4a + 2b d) 9¢ — 3b

e) 5 ++ ) 2 4+2 g 3ta+25b h) 8356 —12a
b. Setze fiir die allgemeinen Zahlsymbole die gegebenen Werte ein!

a) b=12: 9b, 12b, 21b, 133b, 2b, 875b, 15-b, 0,375b

z z x 3z 9z bx 23z

b) 2=36: 3, 3, w T W B a
—qks 1 A A VA T A S |
¢) y=13: 4y, 339, 3§ g1 T “m 35 3y
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.a+b—c a) a =25 b =17 c=32
b) a =149 b = 31,07 c= 18,75
¢) a=+ b=g c=

1 7 3
d) a=10 b =5y c=Tg¢

. 4x—3m+5n a) =10 m= 9 n =13

b) x =153 m = 20,4 n = 18,5
2 3 7
c) x= 6 m= 3 n= by

3o 483w+ 92 0 —104y
a) v= 8 w=12 z= 6 y= 16
b) v=—4 w= 8 = —12 y= —16
= & =, 92 2= 2 - 1%
¢) v 2 WE= oy 4 y= 2

. Wie groB ist der Wert des Rechenausdrucks %, wenn fir # und y

die folgenden bestimmten Zahlen eingesetzt werden?

a) z= 16 b) e=5 ¢) =85 d) o =144
y = 144 y=4 y= 17 y= 12
e) = 2 f) v=25 g) v = h) a= 0
y= § Y= — y=1+ y beliebig

(auBer Null)

In dem Rechenausdruck y = 4 + 2 soll # nacheinander die Werte
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 annehmen. Zu diesem Zweck legen wir eine
Wertetafel folgenden Musters an:

y=4x+2
x|+1\+2§+3|+4]+5}+6I+7]+8\+9"+10
A EF T ——

Trage die fehlenden Werte fiir y ein! 4

Vervollstindige nach dem Beispiel der Aufgabe 10 die Wertetafel fiir
z = a + 3! Dabei soll a die Werte von —5 bis +5 durchlaufen.

r=a-+3

IS5
|
=
|
'S
|
w0
|
o
|
—
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12. Lege fiir die folgenden Rechenausdriicke Wertetafeln an! Dabei soll
jeweils die ganzen Zahlen von -1 bis -8 durchlaufen.

) y=22 b y="L o y=o d) y=22*8
Q) y="72 ) y=27E gyt p) gy Ve B

13. Zeichne die Strecken @ = 5cm, b =3cm, ¢ =4 cm und d = 2 em!
Konstruiere die Strecke e!
a) e=a-+b b) e=a—1b c) e=at+b—c d) e=2d-+b
e) e=c—2d f) e=a—b+2¢c g) e=2a—>b h) e=2b-+2d

MiB die ,,Ergebnisstrecke* e und vergleiche das MeBergebnis mit dem
rechnerischen Ergebnis!

14. Wir bezeichnen die Linge eines Quaders mit a, die Breite mit b und
seine Hohe mit ¢. Bilde die Formel fiir den Rauminhalt ¥ und be-
rechne das Volumen folgender Quader!

a) a=23cm b) a=325m €) a=27cm d) a =951dm
= 14 cm b =613dm b = 316 mm b=2825m
¢ = 20 cm ¢ =19,7dm ¢ =54dm ¢ =736 cm

8. Addition und Subtraktion

In jeder Additionsaufgabe kann man die Summanden vertauschen,
ohne dafB sich der Wert der Summe #ndert:

3+ 2 = 5, 24 3 =5, also 34 2 = 2 4 3,
(=8)+(+9)=(+1), (+9)+(=8)=(+1), also (—8)-(+9)=(+9)+(—8).

Mit Hilfe der allgemeinen Zahlsymbole kénnen wir dieses Rechengesetz
allgemein darstellen. Wir bezeichnen den einen Summanden mit a, den
anderen mit b. Dann gilt stets

a+b=>b+a.

Dieses Rechengesetz ist uns als das Vertauschungsgesetz (Kommutativ-
gesetz) der Addition bekannt.

Es sei a irgendeine beliebige Zahl. Sie kann positiv oder negativ oder
gleich Null sein. Dann versteht man unter —a die zu « entgegengesetzte
Zahl. Tst @ positiv, so ist —a negativ; ist a negativ, so ist —a positiv;
ist @ = 0, so ist auch —a = 0.

Beispiele: Es sei @ = +5, dann ist —a = —5;
es sei @ = —5, dann ist —a = +5;
es seia = 0, dann ist —a = 0.

2 [00803]
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Das Minuszeichen vor a ist ein Vorzeichen. Es gibt an, da} die zu a ent-
gegengesetzte Zahl gemeint ist.

Wie vor bestimmten Zahlen, so kann man auch vor allgemeinen Zahl-
symbolen das Vorzeichen 4 weglassen, wenn dadurch keine MiBverstind-
nisse moglich sind. +65=5 ta=a

Die Subtraktion einer Zahl kann durch die Addition der entsprechenden
entgegengesetzten Zahl ersetzt werden. Auf diese Weise erhilt man Aus-
driicke, die nur Summen enthalten; man nennt sie algebraische Summen.

Beispiele: 5—3=5+4(-3)

—2—4=(-2)+ (—4)
b—a=b+ (—a)

Zur Unterscheidung von den algebraischen Summen auf den rechten
Seiten der Beispiele nennt man die Form auf den linken Seiten ,,gemischte
Ausdriicke*.

Bei den algebraischen Summen kénnen die Glieder nach dem Kommu-
tativgesetz vertauscht werden.

Beispiel: 5a — 9b + 2a = 5a + (—9b) + 2a

—5a+2a + (—9b)

Die Glieder 5a und 2a unterscheiden sich nur durch die Faktoren 5
und 2; sie sind gleichartig. Dagegen sind die Glieder 5a und 96 ungleich-
artig.

Gleichartige Glieder kann man zusammenfassen.

at+at+a+t+a+a + a+a="Ta
5a =+ 2a ="Ta

Wir bilden die Summe (Differenz) gleichartiger Glieder, indem wir die
bestimmten Zahlenfaktoren addieren (subtrahieren).

Die Aufgabe ergibt also:

5a 4+ (—9b) + 2a = Ta + (—9b)
Wird das Ergebnis als gemischter Ausdruck geschrieben, so lautet es:
Ta — 9b
TUngleichartige Glieder kénnen nicht zusammengefat werden, da @ und b
verschiedene Zahlen darstellen. Ohne Kenntnis der Werte dieser Zahlen
ist ein weiteres Zusammenfassen nicht méglich.

Wenn in einer Aufgabe mehrere Additionen und Subtraktionen aus-
gefithrt werden sollen, so kann man die Reihenfolge beliebig verindern.

Beispiel: 6a + 9b + 5¢c + b — 2a — 4c¢
Ordnen : =6a —2a+ 9b+ b+ 5¢c — 4c

Zusammenfassen: = ‘Zz- + 106 + ¢
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Zusammenfassung:

1. Die Glieder einer Additionsaufgabe konnen vertauscht werden:
a 4 b = b+ a (Kommutativgesetz).
2. Die zu a entgegengesetzte Zahl ist —a. Ist a negativ, so ist —a positiv.
3. In einem Ausdruck kann man die Reihenfolge, in der die Additionen und
Subtraktionen ausgefiihrt werden, veriindern.
4. Gleichartige Glieder kinnen zusammengefaBt werden.
Aufgaben
1. Setze @ = 2 em, b = 3 cm und stelle die Rechenvorgiinge und Losungen
an der Zahlengeraden dar!
a) a-+ta b) b+0 c)a—a d)b—>
e) 2a + a f) 20 —0b g)a-+bd h)a—1b
2. a) Welche Zahl muBt du von a subtrahieren, um @ — b zu erhalten?

b) Von welcher Zahl muBt du b subtrahieren, um @ — b zu erhalten?

. Welche Differenz ist ihrem absoluten Betrag nach groBer,

a) die der Zahlen 5 und 3 oder die der Zahlen 3 und 5,
b) die der Zahlen —9 und 4 oder die der Zahlen 4 und —9,
e) die der Zahlen @ und b oder die der Zahlen b und a?

Mache dir zur Losung der Aufgaben a) und b) die Beziechungen an
der Zahlengeraden klar!

Ordne und fasse zusammen :

4.

2%

a) 357 — 69143+ 260—15 b) 478 —82—43 —178—68

¢) 29-+-7b+33b d) 65z +142—38 120782418
¢) 84a+67—15a-+33—100 1) 3¢+38—17-+9c—c+17

g) 460+86—132+14—30x  h) —30k-- 98+ 16k -2 —99+15k

.a) —bx—12—4m —3xz+ 14 92 — 5m + 10m + 11

b) +7b —5¢—3b—9¢c —8a+3¢c—T7b+ 9a

e) 27m — 31ln + 92 — 31lm — 32 4+ 21n 4+ 5m + 9n — Tz
d) 28m + 45n + T3p — 54p — 28n — 53n + 23m — 19p

e) 19 —26a + 15y — 31z + y — 28 4 40z — 30

f) 44a + 18d — 12¢ + 34b — 16a + d +. ¢ — 33b

g) 189 — Tc+ 150 — 4h + 86k — 13k + 249 1+ 44 — 23 L}
h) » — 19s + 65 + 15¢ — 13u — s + 36r — 80 — Tu -+ 85¢

. a) 63b+15c —19d + 33b — To¢c + 20d

b) 18 +55p—g+33r—63—13p 4187 £ 55r
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©) —svtSwt+ 147 —320 4+ Tiv+ 185w+ 5w 4 5a
d) 14tc—100d+ 25 —b52e + 142 f— T3+ 182 —9ld—61et2f

.a) 430+ 33y + 31 b) T4a +31b+22a
¢) 65d+Tie—55d—25¢  d) lim+5in—om+3n
) 610 —87b+152¢c—125¢+ 1020 —32a
f) 107241612 — 305y — 1552 + 22000 + 37w + 320y + 61w

. a) 6,5c+ 13,84 — 4,49¢ b) 13,2252 + 10,086y — 13,222
¢) 7,3a + 1,63b + 2,96a — 0,78b — 8,06
d) 19,0065¢ — 13,618¢ — 34,7586/ -+ 35,193f — 16,26¢ + 15,518
e) 6,75a + 1,48b + 60c — 3,785b + 87,3¢ — 3a — 12,678¢

9. Monom und Binom

Der Umfang u eines Rechtecks wird aus den vier Seiten gebildet (Abb. 1).
u=a+bt+tat+b=a+ta+b+b=2a-+2b

0 c=a ¢ Der Ausdruck 2a + 2b ist eine Summe aus
zwei ungleichartigen Summanden. Man nennt
einen solchen Ausdruck ein Binom. Im Gegen-
=b p satz dazu nennt man einen eingliedrigen Aus-
druck, z. B. @, 3z oder paz, ein Monom. All-
gemein wird ein mehrgliedriger Ausdruck
A = g Polynom genannt.

Abb. 1

Polynome

Monome: z. B. 4b; %x; 0,75y
Binome: z.B.2a +b; 4ab— 3cd; %x—l—%
Ausdriicke, die aus mehr als zwei Gliedern bestehen :

z.B.2a 4+ b —¢; 3,9a® + 2,1ab — 3,2a + 0,56

Aufgaben

1. Nenne a) 3 Monome, b) 3 Binome, ¢) 3 Ausdriicke mit mehr als zwei
Gliedern!

2, Bilde mit Hilfe von w, z, 2y, 3z a) 3 Monome, b) 3 Binome,
¢) 3 Ausdriicke mit mehr als zwei Gliedern!
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10. Klammern

In einem Polynom, in dem nur Additionen vorkommen, kénnen die
Glieder beliebig zu Teilsummen zusammengefaBt werden (Assoziativgesetz
der Addition).

Beispiele: 15+8+5=(15+8)+5=15+ (8 +5),

a+b+c=(@a +b+c a-+ (b+c).

Enthilt dagegen ein Polynom auch Subtraktionen, so konnen die
Glieder nicht beliebig zu Teilausdriicken zusammengefal3t werden.

' 15—8+5
(15—8)+5 15 — (8 + 5)
=7 +5=12 =15— 13 =2
Also: (15 — 8) + 5% 15 — (8 + 5).

Mitunter ist in einem Ausdruck die Bildung von Teilausdriicken von
vornherein durch Klammern vorgeschrieben. Die Klammern bedeuten
dann, daB erst die von ihnen eingeschlossenen Teilausdriicke zusammen-
gefalBt werden sollen. Man sagt dafiir: Die Klammer wird ,,ausgerechnet‘.

Beispiel: 25 — (8 +4) =

25— 12 =13

Beim Rechnen mit allgemeinen Zahlsymbolen kann man héufig nicht
die Klammer ausrechnen, weil sie ungleichartige Glieder enthilt. Dann
wendet man das ,,Aufldsen der Klammern an. Betrachten wir hierzu
vier Beispiele.

Beispiel 1: Es treten nur Pluszeichen auf.
154+ (8+5)=15+8-+5=28
at+b+c)= a+b+c
Wegen des Assoziativgesetzes der Addition
a+(b+e)=(@a@+b+c=a+b+tc
kann man die Klammern einfach weglassen.

Beispiel 2: Vor der Klammer steht ein Pluszeichen, in der Klammer

steht ein Minuszeichen.
15 + (8 — 5)

at (-0
Wir fithren die Subtraktion auf die Addition der entgegengesetzten
Zahl zurick:
15 + (8 — 5) = 15 + [8 + (—3)],
atb—0=a+ b+ ()l



29 Allgemeine Zahlsymbole

Damit ist Beispiel 2 auf Beispiel 1 zuriickgefiihrt:

16+ (8—5)=15+ [84+(—5)] =15-+8+ (—5)=15+8—5
atb—c)=a+b+(—0) = a+b+(—c)= a+b—e.

Man kann also auch hier die Klammern einfach weglassen.

Beispiel 3: Vor der Klammer steht ein Minuszeichen, in der Klammer
steht ein Pluszeichen.

15— (8 + 5)
a— (b4 c)

Zu dem Ergebnis kann man auf zwei Wegen gelangen:

a) Von 15 sollen 8 und 5, also b) Von 15 sollen 8 und 5 sub-
insgesamt 13, subtrahiert trahiert werden. Also sub-
werden. trahiert man zuerst 8 und

15 — (8 + 5) erhilt 7. Von 7 subtrahiert
=15— 13 —2 man dann 5 und erhilt 2,

15 — (8 + 5)
=15—-8—5 =2
Fiir den Rechenausdruck mit allgemeinen Zahlsymbolen muB die zweite
Form verwendet werden.
a—((b+c)=a—b—ec.
In diesem Falle kann man also die Klammer nicht ohne weiteres weg-

lassen. Man muB vielmehr beim Auflésen die Addition in der Klammer in
die Subtraktion umkehren.

Beispiel 4: Vor der Klammer steht ein Minuszeichen, in der Klam-
mer steht ebenfalls ein Minuszeichen.
15 — (8 — 5)
a— (b— ¢)
Wir iiberlegen dhnlich wie bei Beispiel 3:
15— (8—5)=15—8 45,
a—b—c)= a—>b+c.
Wie im Beispiel 3 mu man beim Auflésen der Klammer die Rechen-
operation in der Klammer umkehren.

Vergleichen wir die Beispiele 1 bis 4 miteinander, so stellen wir fest:

Steht vor der Klammer ein Pluszeichen, so kann man die Klammer weg-
lassen. Steht vor der Klammer ein Minuszeichen, so muB man heim Auf-
losen der Klammer die Zeichen in der Klammer in die entgegengesetzten
Zeichen veriindern,
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i

Oft haben wir beim Kopfrechnen mit Klammern gerechnet, ohne da8
wir uns dessen bewuBt waren. Wir haben damit Rechenvorteile aus-
genutzt.

Beispiele:

a) 687 + 225 = 687 + (200 -+ 25) 687 + 200 + 25 = 887 + 25 =912
a+ (b+c) a + b +c=(@+b+c

b) 290 + 395 = 290 + (400 — 5) =290 4 400 — 5 =690 — 5= 685
a+ (b—c¢) =a + b —c=(@+b—c

¢) 547 — 112 = 547 — (100 + 12) = 547 — 100 — 12 = 447 — 12 = 435
a— (b+c¢)=a — b —c=(@=b—c

d) 350 — 197 = 350 — (200 — 3) = 350 — 200 + 3 =150 + 3 =153
a— (b—c¢) a — b +c¢c=@—0b+c

Il

f

Zusammenfassung :

Beim Auflosen einer Klammer miissen wir folgende Regeln beachten:

at (b+e)=a+b+te,
at+(b—c)=a+b—ec,
a— (b+c)=a— b—c,
a—(b—c)=a—b+tec.

Die Zeichen in der zu bildenden Klammer bleiben unveriindert, wenn ein

Pluszeichen vor ihr steht, sic sind in die entgegengesetzten zu veriindern,
wenn ein Minuszeichen davorsteht.

Aufgaben

1. Die Richtigkeit der Klammerauflosung bei der Verwendung allgemeiner
Zahlsymbole kann man nachpriifen, indem man bestimmte Zahlen
einsetzt. Man berechnet dann den Ausdruck nach beiden Formen des
unter Beispiel 3 angegebenen Losungsweges.

Setze in dem Ausdruck a) a — (b + ¢), b) a — (b —¢)
a=5,b=2und c=1!

2. a) 48 + (24 + 12) b) 97 — (38 + 15)
¢) 120 — (34 — 17)— (28 —15)  d) —17 + (38 — 21) + (16 + 81)
e) —(—18 + 26) — (49 + 11) — (333 — 14)
f) 85 + (16 — 10) — 50 — (23 — 12)
g) 154 (18 — 7+ 11) — (26 — 13 + 9)
h) (14 — 16 + 21) — (33 — 20 + 6) + 10
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. Ordne bei den folgenden Ausdriicken die beiden letzten Glieder in eine

Klammer ein, vor der einmal ein Pluszeichen und dann ein Minus-
zeichen steht!

Beispiel: 324-8—-9—=32-4(.) 32+8—9=32_(.)

a) 32 —8+9 b) 58 —19 4+ 7 e) 98 — 27 — 12
d) 59+4+78—62 e) 4a + 3b + 6¢ f) 9a — 5b + 6¢
g) Ta — 3b — 6¢ h) 3a 4+ 5b — 2¢ i) 4a — 2b — 3¢

Lose bei den Aufgaben 4 bis 7 zunéchst die Klammern auf, ordne nach

gleichartigen Gliedern und fasse diese zusammen !

4.

a) 152 — 2z + 5) b) 14a + (15 — 4a)
¢) 38 — (16 + 36) d) 70 — (3b + a)
e) 2a + (3a —b) f) 19y — (18y + 2)

g) 2a + (Ba—4b+c)  h) (18z+ 152) — (122 4 62)

. a) 10z + 32 — 2y) + (2y — 132)

b) (16a — 26b + 13¢) — (12a — 27b + 12¢) — b
¢) (4k 4+ 71— B5m) + (6k — 51 — 3k) — (—5k + m — 21)
d) (24a 4 16b — 13¢ + 17d) + (—13a + 4b + 20¢ — 14d)

. a) 17%m — (4%(1 + 12%m)

B) (1058 — 12550+ 557) + (—112s — 257 4 1654
©) T65e —(—233e+45f—63g) + (—4%e+55f)

. a) 157 + (6,75 + 2,57) — 9,8¢ — (—10,25¢ 4 14,957 — 6,055)

b) —(15,7a + 9,85¢ — 0,19b) 4 (20,8a + 1,81b + 9,85¢)

e) (7,32 — 19,5y + 16,72) — (4,92 + 2,5y + 2,62) + 34

d) (25,7a + 13,60) — (14¢ + 13,2a) — (2,3a — 14,7 — 13,7¢)
e) (21,8k — 15,657 + 18,06m) — (—15,16m + 20k + 18m)

. Schreibe die folgenden Aufgaben mit Klammern !

a) Addiere zur Summe der Zahlen 19 und 16 ihre Differenz!

b) Addiere zur Differenz der Zahlen @ und b ihre Summe!

¢) Subtrahiere von der Differenz der Zahlen @ und b ihre Summe!
d) Addiere zur Differenz der Zahlen & und y ihre Differenz!

e) Subtrahiere von der Differenz der Zahlen x und y ihre Differenz!

. Driicke folgende Rechenausdriicke in Worten aus und vereinfache sie!

a) =+ (x—y) b) = — (z+y) ©) (z+9)+ (@ + )
H@E—y+E+y ¢ @ty —(@+y I (@+y—(=x—1y)
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11. Multiplikation von Monomen

Ein Produkt aus bestimmten und allgemeinen Zahlsymbolen wird ge-
bildet, indem man zunéchst die bestimmten Zahlen multipliziert und dann
die allgemeinen Zahlsymbole in alphabetischer Reihenfolge anfiigt.

Beispiele: 45 =20x
43y =122y
3a-b-b=3ab?

Mehrere gleiche Faktoren kénnen als Potenz geschrieben werden.
Bei der Berechnung eines Produktes muB man die Vorzeichenregel
beachten.
3a-(—b)-b= —3ab?
(+4a)- (—3b) = —12ab
(—=7c) - (—3d) - de = 84cde

Beispiele:

Ein Produkt ist gleich Null, wenn wenigstens ein Faktor gleich Null ist.

Beispiele:’
3:0=0 0:5:0=0 a-0-2b-3c=0
Aufgaben
1. Schreibe die folgenden Summen als Produkte !
a) 3+3+4+3+3 b)at+a+a+a+ta
c) 4o + 4o + 42 d) rs + rs + s
2. Schreibe die folgenden Produkte als Potenzen!
a) 3:3-3-3 b) 2-2-2 ) yy-y-y
d) (@a+d)-(a+b):(a+b) e) (ab):(ab):(ab)-(ab) 1) 2(e+f)(e+])
g) (m —mn)-(m —mn)-(m—mn):(m—mn) h) 5(z+ y) (v + )
3.a) 3.-4a b) 19-7b c) 42-6 d) 17r-9
e) 24-3y f) 46k-7 g) 19-3,8p h) 14,7¢-26

i) 165 mn-1150 k) 91,5¢k - 3210 1) 137 cd-12,8¢f m) 26,1255r- 155 tu

4, Fasse die folgenden Ausdriicke soweit wie moglich zusammen!
a) ba + ba b) a® + a® ¢) 5a-ba
d) 5a + a® + 5a e)  +a+ 3z +4x+ 2
f) v-a-3x-4z-w g)r +rt+at+ a2t 4o
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5. a) 19ab - 2lac b) 3bay - 12yz c) 18vw - Tlow
d) 1rab-13bc-25ad e) 3oz 2 yz 6o
f) 4%am . 2»: an - I%ap g) 19,8abc . l2,9acd . 8,25abd
6. Vereinfache die folgenden Produkte !
a) a-(—b) b) (—m) - (—n) c) (—c)-d
d) 6a-(—4) e) (—9)-(—3b) f) (—=12)-(—122)
g) (—8a)- (—T7b) h) 3¢-9d i) 0-12y

k) (—16abc) - (—3bc) 1) 13ay - (—13ayz) m) (—4abe)- (—16bcd)
7. Rechne wie bei Aufgabe 6!

a) a- (—b) —c) b) ( (— )+ (—2)

e) { 371 4p d) 5a 2b)-0-4d

e) (—lOm) 4n-(—3p)-(—5q) 1) (_3;m~)~(-§vw)-5§wx-§2xy

8. Welche Zahl ist a) um 16 kleiner, b) um 17 gréBer als das Produkt
der Zahlen  und y?

9. Multipliziere das doppelte Produkt der Zahlen a und b mit dem
Vierfachen der Zahl a!

10. Multipliziere das Dreifache von 2 mit dem vierfachen Produkt der
Zahlen z und y!

11. Multipliziere das doppelte Produkt der Zahlen y und z mit dem Drei-
fachen der Zahl y und mit der Hilfte der Zahl z!

12. Division von Monomen

Eine Divisionsaufgabe kann in Bruchform geschrieben werden. Zum
Beispiel ist 3:4 gleichbedeutend mit —}. Das gilt auch, wenn Dividend
und Divisor durch allgemeine Zahlsymbole angegeben werden :

a
a.b=fb».

Dem Dividend entspricht der Zihler, dem Divisor der Nenner des
Bruches.

Bei der Division ist zu beachten, daf} der Divisor nicht gleich 0 sein
darf; denn eine Division durch 0 ist nicht moglich.

Dividend und Divisor konnen auch Produkte sein. Treten dabei
gemeinsame Faktoren auf, so kann man diese gemeinsamen Faktoren
nach den Regeln der Bruchrechnung kiirzen.
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Beispiel 1:
25a:5=21 =% =50 Probe: 5a-5=25-a = 25a

Der gemeinsame Faktor 5 im Zihler und Nenner des Bruches wird
gekiirzt. :

Beispiel 2:
28a:a = 2% =21—5=25, wenn @ 3= 0 ist. Probe:25-a = 25a.

a
Der gemeinsame Faktor @ im Zihler und Nenner wird gekiirzt.
(Bedingung: a = 0)

Beispiel 3: %_ 1a,. 4

T 1.a

Eine von Null verschiedene Zahl, durch sich selbst dividiert, ergibt
stets 1. Vergleiche % =1

Beispiel 4:
2y R BT 5:.5.2-2-y _ 5
25:45-3/.5xy-=~5_:”_§’=_5ﬁ_7z

Probe: 57”-59:1/2=Ef—“j’/'”—"’=25ac“’y

Auch bei Divisionsaufgaben mufl die Vorzeichenregel beachtet werden.

(—3a@): (+4a) =T = —fa;  (=3a%):(—da)= [T =474

Aufgaben

1. a) 6a:6 b) 92:9 ¢) 16b:4 d) 15y:5

e) 20ab:4 f) 144¢:16 g) 12a:12 h) 100yz:25
2.a) z:2 b) 2m:m ¢) 30bc: 156 d) 18ef:18e

e) 24xy:3y f) 22mno:2mo g) 32klm:32km h) 36pq: 9pg
3. a) 24c:12¢ b) 1.22:0,6 ) 8nt:in d) 9,6ab : 8ab

e) 55b:13 1) 8792:44  g) llgay:17ay h) 2a:31b

4. Vereinfache folgende Quotienten!

a) 42np: (—6p) b) (—169a%%): 13ab
e) (—72cd?): (—9cd) d) 85m*n?: (—17m?n)

15 abe —104 7%t —62,5e*fgt 09 . —aby*
) Ssaw ) —w 8 o,se'ma h) —1,::;' ) a'b'c”'
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5. a) szé‘zv b) ﬁxg- 4y c) Ez-az d) ?7a;bc»40
6. a) Dividiere das Produkt der Zahlen 6 und 7 durch 21!
b) Multipliziere die Zahl @ mit 9 und dividiere das Produkt durch 18!

13. Verhindung der vier Grundrechenarten

Addition und Subtraktion werden als Rechenarten erster Stufe, Multi-
plikation und Division als Rechenarten zweiter Stufe bezeichnet. Wegen
der Form der Operationszeichen spricht man auch von Strichrechnen und
Punktrechnen. Treten in einer Aufgabe mehrere Rechenarten auf, so
werden zunichst die Operationen der zweiten Stufe ausgefithrt.

Beispiel 1: Beispiel 2:
36 —10-3 15a — 3a -2
=36— 30 =6 =15a — 6a = 9a
Beispiel 3: 6a-2c+3b-2d +b-5d —2a-5¢
Multiplizieren: = 12ac + 6bd + 5bd — 10ac
Ordnen: = 12ac — 10ac + 6bd + 5bd
Zusammenfassen: = 2ac + 11bd
Beispiel 4: 16a2b : 4ab — 6ab: 2b + 24ab? : 1262
= 4a — 3a + 2a
= 3a
Aufgaben
1.a) 3¢ —12-2 4 16:4 b) 95:19—33:11 +2-5
) 144 — 120:15 + 4 - 21 d) 40 —42 .42 131 .22
e) 14 +30 0 — 65 -5 1) 19,75 —0,294: 14 + 5, 608:0,08
2. a) 16a — 9a:3 b) 212+ 352 ¢) 29y —20-y
d) 4-3y— 10y e) 162-4 + 62 f) 8b:2 — 4b
g) 13f-4 + 8f h) 42p:21 — p i) 197 -2s — 387s
3.a) 8ly:3— 17y b) 11b:22+1%b e) Tm — 14m: 2

d) 14n:7 —n o) Th:la—% f) 50p — 20p: 20
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4. a) 24a:12 + 962 :32 b) 180 :6 —21b:7 ¢) 222-2 4 3 -4z
d) 30y- 3— 2y-5 e)282z:7T+ 6-42 1) 60y:5y+ 8y:2y

5.a) 3x-4y +2y-2z2—5y-2x 482y

b) 6m-3n —3n-2m + 3q- 5r — b6r-¢q

¢) 4a-2b — 8b-a + 16¢-2d — 2d - 15¢

d) 28e-4f+ 19¢-2f — 159 - 2h + 25h - 2¢

e) 21yz — 132z + 523y + 8z - 22 — wz + 24yz
6. a) 25a%b:5ab — 10ab : 2b + 20ab? : 5b2

b) 60a2y2z: 1522y + 122%y: 3w + 42 -2y

e) 8q-4r + 40¢rs?: 10¢s® + 36qr?s: 12¢qrs — 38qr

d) 169ab: 13ab — 5ab - 4ab + 9ab - 2a - 5ab + 9a?b*

7. Stelle fest, ob die Klammern das Ergebnis dndern!

a) 12a- 3b :4 b) 32a:33y -2z
(12a- 3b):4 ' 35x:(33y - 32
12a - (3b : 4) (3%x:3%y)~%z

8. Lose moglichst vorteilhaft die folgenden Aufgaben!

a) 36b-13cd: 40 b) 10422y - 7523 : 132y

e) 12rst:32xy - 96xyz d) 9,7m?n :1,Trs - 15,3 st

e) 96efg: 16e - 3g f) 14422y :6bx — 122y

g) 16,8a%b%c?: 2,8ab? - 3,5¢* h) 4% uow? %uw . l%vw

14. Multiplikation von Polynomen mit Monomen

Beim miindlichen Multiplizieren groBerer Zahlen zerlegen wir die Fak-
toren. Die Aufgabe 574 berechnen wir, indem wir 74 in 70 + 4 zer-
legen und die Glieder einzeln mit 5 multiplizieren.

574 =
5(70 +4) =570 + 5 - 4 = 350 + 20 = 370.
Diese Umformung nennt man Ausmultiplizieren.

Sie wird durch das Verteilungs- oder Distributivgesetz mit allgemeinen
Zahlsymbolen ausgedriickt :

a(b+c)=ab+ ac
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Das Distributivgesetz kann man fiir positive Zahlen a, b und ¢ am
Flicheninhalt eines Rechtecks veranschaulichen (Abb. 2).
D C Das Rechteck 4 BC'D mit dem Flichen-

f inhalt F = a(b + ¢), setzt sich aus dem
ac S Rechteck A BEF mit dem Flicheninhalt
£ ab und dem Rechteck FECD mit dem
F Flicheninhalt ac zusammen.
; = Esist aber
& i ABCD = ABEF + FECD,
a(b+c) = ab + ac.

A 3 3 Die Abbildung 3 veranschaulicht die
Abb.2 Multiplikation eines Monoms mit einem

Binom, das eine Differenz darstellt:

! a(b—c)=ab—ac.

‘o

Die Faktoren @ und (b + ¢) kénnen nach
dem Kommutativgesetz vertauscht werden :

H
a(b+c)y=ab+ac
(b+c)a=ab+ac
a a(b—c)=ab—ac
Abb. 3 (b—c)a=ab—ac

Fiir die Berechnung derartiger Ausdriicke merke dir folgende Regel:

Ein Polynom wird mit einem Monom multipliziert, indem man nachein-
ander die einzelnen Glieder des Polynoms mit dem Monom multipliziert.
Die Vorzeichen werden nach der Vorzeichenregel fiir die Multiplikation
ermittelt.

Beispiele: 2a(3b + ¢) = 6ab + 2ac

(3b —c¢)2a = 6ab — 2ac
2a(3b + 2¢ — d) = 6ab + 4ac — 2ad

Aufgaben
1. a) (@a+b)14 b)) (6 —y)(—21) e) (13+c)d d) (a+0b)4
e) 12(z — y) f) o(m + n) g) z(xz — y) h) b(3a + b)
i) (—m) (4n — 3¢c) k) (—107) (4s + 15¢) 1) 18k (3% + 41)
m) (14z — 12y) (—6y) 1) 25a(5a + 3b) 0) Bie—25y)=
2. a) (92 + 12y) - (—3¢) b) (24ab — 12ac) - 3a

¢) (—r — 3s) - (—4t) d) (—3,5m + 0,12n) - (—Tk)
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e) (—0,6z) - (—0,8zy> — 0,52%) 1) (—55ow?) (—3wz + 5wy)

g) (12§pq = 3%pq2) -10py h) ¢ (12a2bc — 16ab%c)

3. a) 11(4a — 5y + 10) b) m(n 4+ p—q)
e) (—r) (8 —t+u—0) d) (6m + 142 — 102) 2,50
©) (Tm— 9n + 0) (—4; a) f) 6,40 (30 — 0,8p + 3,1q)
g) (—32) (252 + 2,1y — 0.52) h) (50 — 3p + 6q) 40p

4. Lose bei den folgenden Aufgaben zuniichst die Klammern auf, ordne
die Glieder und fasse sie zusammen! Beachte dabei, daB man die ein-
zelnen Glieder immer alphabetisch ordnet!

Beispiel: 2 —y)— 3@+ y)— 9z + y)+ 12(x — y)
Auflosen der Klammern: =2z —2y—3x—3y—9x—9y-+ 122 — 12y
Ordnen: =2r—32—9x+122—2y—3y—9y— 12y
Zusammenfassen: =2x—26y

a) 2(a — b) — 4(a + b)

b) 12(22 + y) + (x — 2y) 4

¢) T(—2a -+ 3b) + 4(—2a + 5b)

d) 3(a+b)—6(@—>b)+5(a—>b)—2(a+b)

e) 4m(—2n — 4k) — 3n(—4m + 6k) + 2k(5m — 6n)

f) 4022 —y) — 3y(6x —5y) + (82 — y)

g) a(2a — 3b) + b(4a — Tb) — 6(5 — ab)

h) ;a(x —2y) —%x(3a —y)+ 173 (12a — 7x)

i) 0,25¢(1,3d + 4,2¢) — 0,85d(—2,7¢c — 3,1e) 4 1,5¢(3,8¢ — 4,2d)

5. a) (13a+2b)4a—3b(—2a—0b)— 9b*— (6a> 4 4b*—3ab)+(—a+b)2a
b) (8x — y) 3w + 9y — (102* + 4y* — wy) + 2y(—=x + 4y)
¢) 4m(—3m + 2n) + 6mr — (3m® 4 9mn + mr) — (8m + 47) 2n
d) (—6/+39)49+(9f—29—1*) + 8/(2f/—9)+3f*—99*—(39°+4fg—10/?)

15. Division von Polypomen durch Monome

Auch beim Dividieren wenden wir im Kopfrechnen Rechenvorteile an,
um uns den Losungsweg zu erleichtern. Wir wollen z. B. den Quotienten
der Zahlen 192 und 16 bestimmen. Der Dividend 192 wird in die Summe
160 + 32 zerlegt und jeder Summand durch den Divisor 16 dividiert.
Die Summe der Teilquotienten ergibt die Losung der Divisionsaufgabe.

1@ _ 160+32 160 32 -
192:16 = (160 +32):16 =122 _ 1% L % _ 1904 212
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Schreiben wir dies mit allgemeinen Zahlsymbolen, so ergibt sich:
(@+byre=2tr — 2 2,
Probe: (=+—+)e=2"F L —atb

Wir miissen dabei beachten, daB ¢ nicht gleich Null ist: ¢ & 0.

Eine entsprechende Form ergibt sich, wenn wir bei der Division 144 : 16
den Dividenden in die Differenz (160 — 16) zerlegen. Minuend und Sub-
trahend werden durch den Divisor dividiert, und die Differenz der Teil-
quotienten ergibt dann die Losung der Aufgabe.

144:16 = (160 — 16): 16 =P 16 10 _ 16 _19_7_9

16 16 16
Allgemein gilt: (a—0b): C—a;tbz%——f-,
Probe: (%—% ce=2_2—a—b

Beispiele fiir groere Aufgaben:

N __ 24ab 36 b 2 3
(24ab — 36bc) : 12abc = 0 — l—)a% == —=
Probe: (% = ~) 12abec = ﬂ = ﬂ = 24ab — 36b¢
(18aaz — 2Tbyz + 8layz): (—92) = — 2% + ""W _ S8layz

9z

. —2a.x + 3by — 9ay
Probe: (—2ax + 3by — 9ay) - (—92) = 18aaz — 27byz + 8layz
Ein Polynom wird durch ein Monom dividiert, indem man jedes Glied

des Polynoms durch das Monom' dividiert. Dabei ist die Vorzeichenregel
zu beachten.

Aufgaben
1. Berechne folgende Quotienten und fithre jeweils die Probe durch!

a) (65 + 39):13 - b) (120 — 45):15

¢) (85 — 34):17 ' d) (242 —12y):3

¢) (63a + 77b):7 f) (32a2 — 120?): 16

g) (28 + T0cy): 14 h) (95by — 57cy): 19y

i) (60ac + 108): 12 k) (10ad — 35d): 5d

1) (2322 + 92ba?): 2322 m) (54a*x — 18a?): 9a2

2. a) (—36abx — 18bcx): (—18x) b) (27m? + 63mn): (—9Im)
e) (—T75c¢*x — 105¢a?): 15¢ca d) (—33a — 121a?): (—1la)
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¢) (48mn? -+ 64m?n): (—16mn) f) (40ars — 120brs) : 20rs

g) (917s2 — 1177%s): (—13rs) h) (42€%f — 98ef): 14ef
3. a) 22y + xy):%xy b) (lObc+3cd):(—%c)
e) (Z%cd-f—l__,i?de): %d d) (]—lﬁxgyz-l—l%zygz):(—%xyz)
4. a) (21a% 4 152® — 9x): 32 b) (16ab + 12ac — 20ad) : (—4a)
¢) (5,6kn + 0,72k*n — 3,2k — 24kn?) : (—0,8kn)
5. a) (42mn — 18nr + 6n):6n + (45my + 27ry — 18y): 9y

10.

11.

b) (12ah 4 6% hr — 22R):5h — (35ab — 15br + 3B): (—50)

. a) (2,122 4+ 049ay — 3522y 4 6,32): T

b) (82,8a%? + 4,77ab* — 22,5ab — 4,5a%b) : Yab
¢) (15,6a2y — 2522y — 40.82%y%) : (—122y)
a) (3,75mn? + 7,56m*n — 9,5m*n?): (—5mn)

. Dividiere die Differenz der Zahlen 135 und 75 durch 15 und multi-

pliziere den Quotienten mit der Summe der Zahlen 20 und 5!

. Dividiere die Summe der Zahlen 99 und 45 durch 12 und multipliziere

den Quotienten mit der Differenz der Zahlen 10 und 2!

. Vermehre 6z um 3 und dividiere die Summe durch 3!

Dividiere die Differenz der Produkte 18azund 36a*durch 9a! Welchen
Wert darf @ nicht haben?

Dividiere die Differenz der Produkte 22y und z? durch das Produkt
der Zahlen z und y! Welche Bedingung besteht fiir die Zahlen x und y?

16. Die Multiplikation von Polynomen mit Polynomen

Der Flicheninhalt eines Rechtecks soll berechnet werden. Die Linge
setzt sich aus den Strecken @ und b, die Breite aus den Strecken ¢ und d
zusammen (Abb. 4a). Wenn alle MaBangaben tbereinstimmen, kann man
die Betrige in die Flichenformel F = a - b einsetzen:

F
F

Linge Breite Beachte hierbei, daBl das a der Flichen-
=(a+b) - (c+4d) formel eine andere Bedeutung hat als das
= ac + ad + be + bd a der Lingenangabe!

3 [00803]
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Abb. 4

Enthalten die Klammern Differenzen, so ermittelt man die Vorzeichen
der Teilprodukte nach der Vorzeichenregel.

Es ergeben sich beim Ausmultiplizieren von Binomen 4 Fille, die in
der Abbildung 4a bis d geometrisch veranschaulicht werden:

1. (a4 b):(c+d)=a(c+d) +b(c+d)=ac+ad+ be+ bd
2. (a—b)-(c+d)=a(c+d) —b(c+d)=ac+ad—bec—bd
3. (a+b):(c—d) =a(c—d) 4 b(c—d) =ac—ad+ bec—bd
4. (a—b)-(e—d)=a(c—d) —b(c—d)=ac—ad —bec+ bd
Mehr als zwei Ausdriicke werden miteinander multipliziert, indem man
zunichst das Produkt zweier Faktoren bildet, dieses mit dem dritten
Faktor multipliziert und entsprechend fortfiihrt.
(@+b) (c+d) (e +/) = (ac + ad + be + bd) (e + 1)
= ace + acf 4 ade + adf 4 bece + bef
+ bde + bdf

Aufgaben

1. Uberpriife die Richtigkeit der mit allgemeinen Zahlsymbolen aus-
gedriickten Rechenregel fiir die Multiplikation eines Binoms mit einem
Binom! Setze in die Aufgabe (a + b) (¢ +d) =ac 4+ ad + be + bd
folgende Werte ein!
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a) a =38, b=6, ¢c=7, d=5
b) a=—4, b=+2, oc=-3, d=-b5

. Vereinfache die folgenden Ausdriicke!

a) 7(3m — 5n) + (4n — 5m) 6 + 2 (Tm + 3n)

b) 4(7a — 3) — 12a — 3(2b — a) + 21b

¢) 8z(8x — by) — by(2ax — Ty) + 6x(lle — 9y) — Ty(4z — 3y)
d) 6a(da — 2b) + (—4a + 2b) 3b — (a + 5b) 4a + b(—5a — b)

3.a) (12+2)-(8+3) b) (5—4)-(9+6) ¢) (12+8)-(6—1)
d) 8—6)-(6—-3) e (@a+3)(—2) f) (m + 4) (n + 5)
g) @—T7)(6—y) h) 8—c¢)(9+d) i) (2b — 3) (4a + 6)
k) 9z +1) (3 —4y) 1) (3f+49) (19 — k) m) (3¢ —2d) 3a —b)

4. a) (6a — 2b) (9a —b) b) (57 + 25) (37 + Ts)

e) (z—4y) 4y + 2) d) (8a + b) (3a — b)
) (3%x—2%y)(3x+4y) f) (4‘3-v+5w)(3u+2§w)

5. a) (3a — 2b + ¢) (4a — 5b) b) 9z — 10y) 2z + 3y — 2)
€) (3¢ —2r —6s8)(—g+7+9)

d) (—4v + 5w — 32) (+4v — 6w + 22)
¢) 6(bc — 3ad + 4bd — 2ac) + (3a — 2b) (4¢ + d)

6. a) b+ 6)(b—5)(b—4) B) B+ @) (6 + 2) (5 — 2)
¢) (@a—1)(@—2)(a—3) d) (4m + 6) (3m — 2) (m + 5)
¢) (3+2y) 4+ 6y)(8—3y) ) (3a —b) (4a + 2b) (@ — 6D)

7. Vergleiche die Ergebnisse der folgenden Aufgaben!

a) (4a + 2b)3 und 4a 4+ 2b-3

b) (2m — 3n) (3m + 2n) und 2m — 3n - 3m + 2n

¢) 4(156z — 12y) und 4 - 152 — 12y

d) (3a + 4b — 2¢)a + @* und 3a+4b—2¢-a -+ a?
8. a) (bc + 2¢d — ac) + (2a — 3b) (c + d)

3%

b) 5ax — (3az + 4yz — 6ay) + (2 — 3y) (4a + 52)

c) 4a(8a — 2b + 4c) + 3a® — 10ab + (6a + 2b) (3a + ¢) — 4bc

d) Bz +9y) 2z — 4y +2) + 2(42* — y* + 3ay) — 82y + 232)
e) (a+ b) (a—|—b)—6a2—|—3b2—9ab—8a(2a+b)+(a+b)(a—b)
1) (@ + b) (@ — b) + 19ab + 6a® — 120* — (3a + 2b) (3a + 2b) + 6b°
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9. a) Multipliziere die Summe der Zahlen 5 und 8 mit deren Differenz
und dividiere das Produkt durch 64!

b) Vermehre @ um 3 und multipliziere die Summe mit der Differenz
der Zahlen @ und 5! Das Produkt sollst du um 8a vermindern !

¢) Multipliziere die Summe der Zahlen 3@ und 5b mit 8 und subtrahiere
vom Produkt 10a!

d) Multipliziere das Polynom 3ay -- 542 — 3%z mit 4 und dividiere
das Produkt durch 2y!

e) Multipliziere die Differenz der Produkte 4ab und 5b¢ mit deren
Summe und dividiere das Produkt durch 2!

10. Driicke die folgenden Rechenanweisungen mit Worten aus und ver-
einfache sie soweit wie méglich!

a) (4 + 3y)6:12 b) (2a + 3b) (2a — 3b) + 6a2

17. Die binomischen Formeln

Wir haben gelernt, wie mehrgliedrige Ausdriicke miteinander multi-
pliziert werden. Drei besondere Fille wollen wir uns gut einpréiigen:

(a+b)2=(a+b)(a—l—b):a2+ab+ab+b2=a2+2ab+b2,

(@ —bp=(a—0b)(a—b)=a*>—ab—ab+b>=a?— 2ab + b2,
(@+0b)(a—b) =a*—ab + ab — b2 = a% — b2
Kurzform: 1. (a + b)? = a® 4 2ab + b2
2. (@ — b)?2 = a% — 2ab + b2

3. (a+ b)(a—b) =a%2— b2

Mit Hilfe dieser binomischen Formeln kann man in besonderen Fillen das
Rechnen beschleunigen.

(22 +3y)2=(22) +2 22 -3y + (3y)2 = 4a? + 122y + 942

(@ + b= a> +2 a b+ b2

Bm —3n)2=(3m)*—2 -3m-3n + (3n)2 = 9Im2 — 18mn + 9n?

(@ — b)2=a> —2 a b+ b2

(57 + 638) (57 — 65) = (57)2 — (65)2 = 25¢% — 3652

(@ + b)(@a — b)= a2 — b2

In dem folgenden Beispiel muB man beachten, daB das Symbol @ in der
Formel eine andere Bedeutung besitzt als in der Aufgabe (desgl. b).

(4a + 7b)* = (4a)2 4 2 - 4a-Tb + (7b)® = 16a2 + 56ab 1 4952
(@ + b)P=a> +2 a b+ b2
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Mit Hilfe der binomischen Formeln ergeben $ich oft Rechenvorteile.
Wir betrachten dazu einige Beispiele:

= (30 + 4)?
(30 + 4)2 =302 4 2-30 -4 + 42 = 900 + 240 + 16 = 1156
582 = (60 — 2)2
(60 — 2)2 =602 — 2-60 -2 + 22 = 3600 — 240 + 4 = 3364
23.17 = (20 + 3) (20 — 3)
(20 3) (20 — 3) = 202 — 32 =400 — 9 = 391
Aufgaben
. a) (m + n)? b) (r+ 3)? ¢) (a + 9)? a) (2 + )2
e) (20 + 6)2 f) By +2)2 g) (c —ay h) (k— 4)
i) (s — )2 k) (9 — p)2? 1) (4c—12) m) (6e — f)?
.a) (c+3)(c—3) b) (19— a)(19 + a) ¢) (¢ + 15) (v — 15)
d) (@ —y)(@+y) ¢ Ba+4)(3a—4) f) (2d +b) (2d —b)
. a) (4a + 3b)2 b) (3a + 2b) (3a — 2b) ¢) (22 — 32)?
d) (11m 4 122)*  e) 2z —4y) (2z +4y) ) (97 — 10s)?
a) (4ya— 20  b) (3b+9) o (s+32) (-39
O (20 +5) ) F+HE-F 9 (§y+—2)
) (03¢ — 0,1) b) (2,7 4+ 1,92)
¢) (092 —25y) (0,92 + 2,5y) d) (2,1a + 1,6m)?
) (0,75¢ — 3%,‘)2 f) (7,6¢ + 5,84) (7,6¢ — 5,8d)

Lose die Aufgaben 6 bis 9 mit Hilfe der binomischen Formeln!

. 312, 422, 522, 432, 542, 652, 53%, 612, 622, 712, 722, 832, 932, 1022
. 292, 372, 482, 392, 492, 572, 682, 592, 672, 782, 872, 982, 1082, 1192, 1372
. 43-37, 4951, 5248, 42-58, 64-76, 71-69, 85-95, 97-83, 109 - 111
. 372 — 172, 362 — 192, 43% — 212, 512 — 62, 632 — 582, 602 — 382

. Vereinfache die folgenden Rechenausdriicke soweit wie moglich!

a) (x + y)2 + (v — y)? b) (3a — 2b)2 — (a + 4b)? + 6ab — b2
¢) (6m — 2n)2 — (9m® — 10mn — n?) + (m + 5n)2
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d) (Tc+ 4d)* — (3¢ + 2d) (3¢ — 2d) — (¢ — 5d)> + 19¢* — d?
e) (6r — 58) (67 + 55) — (6r — 55)> — (6r — 58) + (6r + 5s)2
f) (4p +39) (92 —29) — (p + 69 — (p + q) (6p — 59)
+ 9p +24) — 16p* + 11¢*

(v — 159" + (25 + 334

— (1597 -|— 16yz — 922)

(1,5a + 2,1d) (1,5a — 2,1d) + (2,8a + 2,5d)?
— (3,9a2 — 6,7ad + 4,3d2)

8 23y +39" +
h) (3a — 0,6d)% —

11. a)’ Quadriere die Summe der Zahlen m und 7 und vermindere das
Produkt um das doppelte Produkt dieser beiden Zahlen!
b) Multipliziere die Summe der Zahlen  und s mit deren Differenz!

18. Das Ausklammern von Faktoren

Im Kapitel 14 lernten wir das Ausmultiplizieren kennen.
Wir wollen nun die Umkehrung hierzu lernen, das Ausklammern.

Ausmultiplizieren Ausklammern
a(b+ ¢) =ab + ac ab + ac = a(b + ¢)
2a(3a 4 5b) = 6a® 4 10ab 6a® + 10ab = 2a(3a + 5b)
Beim Ausklammern wird aus einer Summe ein Faktor, der in allen Sum-

manden enthalten ist, herausgestellt. Die Summe wird in Klammern ge-
setzt.

Probe: Das Ergebnis wird iiberpriift, indem man wieder ausmultipli-
ziert. Wende die Probe stets an, da hiufig die Vorzeichen veréindert werden
miissen !

Beispiele:

1. 48a?bc — 108ab®c — 132a*b* = 12ab(4ac — 9bc — 11ab)

2. ab+b=>b(a+1). Beachte, daBl b als 1 -b betrachtet werden kann!

Der ausgeklammerte Faktor kann auch ein Polynom sein.

3. Ba—b)c+ (Ba—b)d=(3a—10)(c+d)

Mitunter enthalten nicht alle Glieder einen gemeinsamen Faktor.

4. 2y — a2z — ax + az

Aus den beiden ersten Gliedern klammern wir den Faktor a aus:

xy — xz —ay + az = x(y — 2) — ay + az.
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Die beiden letzten Glieder enthalten den gemeinsamen Faktor a. Wenn
wir jedoch eine Klammer bilden wollen, die mit der eben entstandenen
(y — z) tibereinstimmen, muB der Faktor — a ausgeklammert werden:

Yy —az—ay +ax=2z(y —z)—a(y —=z).
Von der Richtigkeit iiberzeugen wir uns durch die Probe:
—a(y —z) = —ay + az.

Die beiden Summanden z(y — z) und —a(y — z) enthalten den ge-

meinsamen Faktor (y — z). Diesen Faktor klammern wir jetzt aus:
_ aly —2) —aly —2) = (z —a) (y — 2).
Also ist 2y —az—ay +az = (x —a) (y — 2).

Zusammenfassung:

=y

. In einem Polynom kann man Faktoren, die in allen Gliedern enthalten
sind, ausklammern.

2. Man klammert einen Faktor aus, indem man jedes Glied durch diesen
Faktor dividiert, das Ergebnis in Klammern einschlieBt und den Faktor
vor oder hinter die Klammer setzt.

Aufgaben

Klammere gemeinsame Faktoren aus!

1. a) 6a + 6b b) 152 + 15y ¢) ab + ac
d) 7a® + 4a e) 5a — 20b f) 28a 4 350
g) —65ax + 39by h) 5a + 206 — 10d i) ax — ay + az
k) 24am — 16an — 32a0 1) 50mn 4 25m — T6n
2. a) 8ax + 32ay — 88az b) 24by* — 120b%y + T2bz
¢) —13ab — 14b% — 16bc d) 63ce + 35¢f — T0eg
e) 25ab + 5ac — 10ad f) —18abc + 20bcd — 22cde

g) 96m’n — 24mn? — 120m2n*  h) —42a*bc — Tab®c — 49a?b2c®

Zerlege die Ausdriicke in den Aufgaben 3 bis 5 mit Hilfe der binomischen
Formeln in Faktoren!
Beispiel: 16 +-8z - 22=42+2.4. 2+ 22 = (4 4 2)?
3. a) a® — 2ab + b2 b) a® — b2 ¢) a® + 2ab + b2
d) 9— 62+ a2 e) 4 4 22y 4+ 121 f) 49¢2 — 6442
g) 4a* — 122y + 9%  h) a? 4 10y + 2542 i) a®* — 169
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4.2) £ —32a4+2 b)) E oyt ) —-a? — bt
d) 324m2 — 36102 ) Ha*—13%ab+ 9k ) 22—}

g) a® —1 h) 1 — 1652 i) a® —2a +1
b.a) a? —4x+ 4 b) 1—|—5%y+7%y2 c) 1%072—;—282
d) 9a2 — 6ab + b2 e) 2% — 8a%y -+ 1642 f) 1 — %zz
g) 9a%?® 4 24abx + 16222 h) 16m*n® — 48amn + 3642

6. a) 3(a + @) + 4(a + 2) b) (2 4+2)9 — (v +2) 11
e) x(@a—0b)—yla—>b)+z@—>b) d) 3al2m —n)— (2m — n)4b
e) (42 + y) 6b + (422 + y) 2a f) 4m(2a—3b)+3n(3b—2a)
7. a) ac + bc + ad + bd b) am — an — bm + bn
¢) 8ax — 12bx — 20ay -+ 30by d) 3ab + 9bc — 14da + 21ex

19. Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

. Die folgenden Paare von Ausdriicken sollen durch das Gleichheits-

zeichen verbunden werden. Stelle jeweils fest, womit der zweite Aus-
druck multipliziert werden muB, damit er dem ersten gleichgesetzt
werden kann!

Loésungsbeispiel: 3a?bc? und abe; 3a2be? = abe - 3ac

a) 6a%yz und 2az b) 35mno® und 7no?
3 7. 1 1
¢) 3 vwixr und 1vw? d) 8 a'de? und 3 a%?
e) 20%:::"7/322 und 3%1"“1/% f) 7%prs4 und 1% rs?
. Welchen Wert nimmt @ an, wenn z = a — (b + c) gelten soll?
a) a=25 b=10, c¢c=5 b) a=12, b=15  ¢=3
©)a="T7, b=13%, c=23 d) a =16,05, b=21,15, ¢ = 5,1

. a) Vermehre 3¢ um die Summe der Zahlen 2a und 35!

b) Vermindere die Summe der Zahlen 4b und 2¢ um die Differenz der
gleichen Zahlen!

¢) Vermehre die Summe der Zahlen 13 und 11y um die Differenz der
Zahlen 19y und 14z!
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Kiirze die folgenden Briiche!

65 2y 85 acd 21 7%st° 70arz® 96 c*de® 12a*be
a) 104y ) 17ad ) 63 7% d) 126 az’z 0) 80d’ef f) 40 cde*

Multipliziere aus und fasse zusammen!

a) 6(2a +4y) +9(Bx — 4y) — 3(4o — by)

b) 12(—4a + 3b) — 6(3a — 4b) — 9(a — b)

¢) 5a(—2c — 3d) — 4c(3a + 4d) + 5d(2a — 5c)

d) 2r(5s 4 4t) — 2t(—r — Bs) + ys(4r — 21)

e) (0,152 — 2,25y) 3,81z + 1,65y (—1,36z + 4,762)
— (4,23y + 2,152) 0,85

. Forme die folgenden Ausdriicke in Produkte bzw.in Potenzen um!

a) a2 — bz — 3a + 3b b) max 4+ ma + nx — na
¢) 8lab -+ 27bc + 45bd — 189bf

d) 36a2 — 4902 e) 8la— 180xy + 1002 f) tm? — in?
g) 225b2 4 90ba + 922 h) 0,16a® — 0,49¢? ) SR
k) 1697n* — %vz 1) 36abc — 72abd + 144abe — 108abf

m) a2 — Bay 4 Ly n) 30am — 15a — 24bm + 12b

. Wende die binomischen Formeln an!
a) (1+ ap b) (@ — 9 ¢ (12—0) (12+0)
d) Ba + z)? e) (4ax + 9by)? f) (19uv — 23vw)*
g (s+20)(s—20) B (52— i) (22 —259)
k) (in + 3m)* D) (z+ 9P+ (@ — 9
m) (v —v)> — (v +v)* n) (2a + 6)* — (6 + 2a)?
0) 1—9y)2 + Oy+112 p) @+ 4) — [@— )

. Vereinfache die folgenden Ausdriicke!

a) (9a — 3b)2 — (15a% — 3ab — 6%) + (2a — b)? + (a — 4b) (@ + 4b)
b) —(Om2 — 16mn + 25n%) + (3m — 4n)2 — (2m + n)?

+ (m — 8n) (m + 8n)
¢) (8u 4 v) (8u — v) — 2002 — (Buv+ 602) + (2u + 3v)2— (3u— 20)?
d) (52 — 13y)* — (3z + 12y) (32 — 12y) — y(288y — 907)
e) (u+ ) — (u — )+ 2(u + v) (u — v) + 422
f) (3a 4 4b)® + (3a — 4b)* + T(a + b) (a — b)
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. Kiirze die folgenden Quotienten soweit wie méglich!

a) 15ab: (—3a) b) (—2.4ay):0,8y
) 25mn: 3m d) (—201g?) : (—5/g)
¢) (64xy — 11,222): (—1,62) f) (15ed — 2¢): 2e

a) (104mp — 65mr) : (—13m) — (1052p — 165nr) : 150

b) (3ab — 2bc)a:ab + 27(a — ¢) — (15ad + 21cd): 3d

) (2,122 4 049ay): « + (35222 + 6,32): Ta

d) (9,6a% — 8,4ab?) : (—12ab) + (36422 — 60ab) : 1,2ab

a) Vermehre das Dreifache der Zahl ¢ um b, dividiere die Summe
durch das Produkt aus der Zahl 6 und der Zahl ¢!

b) Vermindere die Zahl « um das Fiinffache der Zahl y und dividiere
die Differenz durch die Summe aus der Zahl m und dem Doppelten
der Zahl n!

¢) Das um 10 verminderte Produkt der Zahlen ¢ und d wird durch
das vierfache Produkt der Zahlen @ und b dividiert.

Formuliere folgende Rechenanweisungen in Worten !

8) L2 by L2rv ©) - —a d) ab +

Bilde die Summe, die Differenz, das Produkt und den Quotienten
aus den Zahlen

a) 18 und 5; b) 10 und 12; ¢) @ und 3; d) 5 und z;
¢) zund y; f) 10ab und 12ab; g) 6%y und 3ay!

Vereinfache!

a) (4a — 3b + 2¢) — (12a — 10b 4 ¢)

b) (18c—16d+21e—9f) + (15c—13d +19¢+10f) — (c+ d— 3e)
€) 26r — (157 + 12t) — (s — 11¢) + (47 + 5s) — 10s + 21¢

d) 200 — 10w + (242 + 19y — 152) — 18w (11v + 4z + 882)

e) lo%m—Q%n — (41;70 — IO%n) = (Q%m — Si—‘jo — 4%m + l%n)
f) 35,50 + (19,3k — 4,81 + 9,6m) — (4,4m + 3,91) — (6,7k — 9,21)

Vereinfache die folgenden Ausdriicke!

a) 6a(3b — 2¢ + 4d) — 4b(3a + 4¢ — d) + 5¢(2a — 3b + 6d)

b) 17b(—3@ + 4y — 62) — (—92 — 5y + 2) 15b — 84bz — 143by
¢) 35pr + 19ps — 3s (14p + 157) + 21ps + 3(s + 10p) 18ps



16.

17.

1.

2.

Aufgaben zur Wiederholung 43

a) Stelle eine Formel fiir die Berechnung der Wichte y auf! (Verwende
fiir das Gewicht und das Volumen die Kurzzeichen G und V.)

b) Welche Zahlen kénnen fiir G und V eingesetzt werden?

¢) Ermittle die Formel zur Berechnung des Volumens eines Quaders,
wenn @, b und ¢ die Kantenlingen sind! Wie berechnet man die
Wichte eines quaderférmigen Korpers?

d) Ein Stab von der Form eines Quaders hat die Male @ = b =15 mm,
¢ = 160 mm; er wiegt 220 p. Wie groB ist die Wichte des Materials
und um welches Material konnte es sich handeln?

Nach dem Hebelgesetz ist bei Gleichgewicht das Produkt aus der
ersten Kraft P, und deren Kraftarm a, gleich dem Produkt aus der
zweiten Kraft P, und deren Kraftarm a,.

a) Stelle die Formel auf!

b) Uberlege, welche Bedeutung negative Werte von P,, P,, @, und
a, haben! Stelle dazu die Krifte P, und die Last P, als Pfeile
dar und deute eine negative Hebelarmlinge als Drehung des Hebel-
arms um 180°!

¢) WelchederZahlen P,, P,,a,und a, kénnen den Wert Nullannehmen?

IV. Lineare Gleichungen

20. Aufgaben zur Wiederholung

a) Die Gleichung 1-2-3-4 -5 =120 konnen wir auch in der Form
120 = 1- 2+ 3 - 4 - 5 schreiben. Auf Grund welchen Gesetzes aus der
Gleichungslehre ist das moglich?

b) Bilde andere Gleichungen dieser Art!

Aus der Gleichung 144 = 12-12 kann man folgende neue Glei-
chungen herleiten: a) 150=12-12+46

b) 140=12-12 — 4

¢) 1440 — 12 - 120

) 712=12-6

Wie lautet das Grundgesetz der Gleichungslehre, das bei der Bildung
der Gleichungen benutzt wurde? Bilde weitere Beispiele !
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3. a) Was verstehst du unter einer Bestimmungsgleichung? Bilde solche
Gleichungen!

b) Erklire die Grundregel: Beim Losen einer Bestimmungsgleichung
muB man die Unbekannte isolieren!

¢) Welche Schritte miissen nacheinander durchgefiihrt werden, um
eine Bestimmungsgleichung nach der Unbekannten aufzulésen?

4. Bei den folgenden Bestimmungsgleichungen sind die angegebenen
Losungen ermittelt worden. Uberpriife, ob die Lésungen richtig sind!
In den Fillen, bei denen dies nicht der Fall ist, bestimme die richtige
Losung!

a) 152 =57 — 92 4 5z; =3
b) 14 — 82 =19 — 3z, o=1
©) 291w+ 141 =32%2; a2—¢
d) 2 =91 —T762x — 35+ 272+ 47+ 92+ 33 +Ta; ax=4
e) 5l —45 4+ 71 — 9z =2 — 145 + 39 — 47a; x:l%
5. Lose folgende Bestimmungsgleichungen und mache jeweils die Probe !
a) 17 — 52 =32 — 23 b) 98 — 092 = 042 + 0,7
e) 73z —26—8la+41+172=25+438x— 97
d) 192 — 17— 32+ 72=12 + 92 — 25 + 4 + 83
e) 5%x:1=7:4 f) 3%:4::4%-}—2%.%

2i. Das Lisen von Bestimmungsgleichungen (Erweiterungen)
Wir wollen uns jetzt Bestimmungsgleichungen zuwenden, die als

gegebene Groflen auch allgemeine Zahlsymbole enthalten.

1) Der Koeffizient (Zahlenfaktor) von x ist eine bestimmte Zahl.

Beispiel: 52+ a=2b— 3a —a
Ordnen : bz =2b—4a H
Isolieren: s 2040

Probe: Linke Seite: 5- 2b'_;‘l—”—|-a=2b—4(1—}-zz=2b—3at
Rechte Seite: 2b—3a

Vergleich : 2b—3a=2b—3a
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Die Unbekannte x ist mehrmals enthalten und hat gleiche allgemeine
Zahlsymbole als Koeffizienten.

Beispiel: 2mp — 3,6ma = 8mq — 5,5mx — 4mp ‘ —2mp + 5,56ma
Ordnen: —3,5max + 5,56ma = 8mqg — 4mp — 2mp

Zusammenfassen: 2max = 8mg — 6mp L :2m
Isolieren : 2ma:2m = (8mg — 6mp) : 2m
x=4qg—3p

Probe: Linke Seite: 2mp— 3,5m(4q — 3p)=2mp — 14mg+10,5mp
=12,5mp — 14mq
Rechte Seite: 8mg — 5,56m(4q — 3p) — 4mp = 8mq — 22mq
-+ 16,5mp — 4mp = 12,5mp — 14mgq
Vergleich: 12,5mp — 14mgq = 12,6mp — 14mq

Die Unbekannte 2 ist mebrmals enthalten und hat verschiedene all-
gemeine Zahlsymbole als Koeffizienten.

Beispiel: x —ba—bax 4+ 1= —6a + Tb — 6ax + bxr — 6b

|+6a—1+6ax—ba
Ordnen: x — bax + 6ax — bx = —6a + 7b — 6b + 5a — 1
Zusammenfassen: x+ar—br=—a-4b—1

Wir konnen die Unbekannte « leicht isolieren, wenn sie nur in einem
Glied als Faktor enthalten ist. Das erreichen wir durch Ausklammern.

2(l4+a—0)=—a-+b—1
Der Koeffizient von « ist (1 + @ — b). Er wird durch Division beseitigt.

—a+b—1

Isolieren: P

Der Bruch auf der rechten Seite laBt sich kiirzen, wenn im Zahler
(oder im Nenner) —1 ausgeklammert wird.
—(14+a—b)
1+a—0b
x=—1

Probe: Linke Seite: —1 — 5a —5a-(—1) +1
=—-1—5a-+5a4+1=0
Rechte Seite: —6a +7b — 6a- (—1) +b-(—1) — 6b
=—6aL7b+6a—b—6b=0
Vergleich: 0=0
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4) Die Bestimmungsgleichung enthilt Klammern.

Beispiel 1: z — (82 — 69) + (62 — 50) = 22 — (z — b)
Auflosen der Klammern: © — 8% + 69 + 62 — 50 =22 — a2 4+ 5
Zusammenfassen: —x+19=2+5 —19—2
Ordnen: —2z=—14 1 (—2)
Isolieren: =1

Probe: Linke Seite: 7T—(8.-7T—69) 4 (6.7 — 50)

—7— (56 — 69) 1 (42 — 50)

=7 (—13) 4+ (—8)=7+13—8=12
Rechte Seite: 2:7T—(1T—5)=14—-2=12
Vergleich : 12=12

Beispiel 2: 322+ 9) —9(4 + 2) =3(5 4+ @) — 2(x + 6)
Ausmultiplizieren: 6 + 27 — 36 — 9 = 15 4+ 32z — 22 — 12

Ordnen und —32—9 =3+« —x+9
Zusammenfassen : —4x =12 :(—4)
Isolieren: = —3

(2:(—3)+9)—9- (44 (—3))
3(—6+9)—9-(4—3)=3-3—9:1=0
Rechte Seite: 3 - (5 + (—3)) — 2((—3) + 6)
=3-(6—3)—2(—3+6)=3-2—-2:-3=0
Vergleich: 0=0

Probe: Linke Seite: 3 -

Zuerst werden stets die Klammern beseitigt. Das geschah im Beispiel 1
durch Auflésen und im Beispiel 2 durch Ausmultiplizieren.

Beispiel 3: B8—a)(x—5)=(6—2)(x—4)
Ausmultiplizieren: 8x — 40 — 22 4 5ax = 6 — 24 — 22 + 4
— 2?2+ 132 —40= —a? 4 102 — 24

Ordnen und + 2%+ 40 — 102
Zusammenfassen: 3z =16 :3
Isolieren: x=5621

Probe: Linke Seite: (8 — ﬁ) .
Rechte Seite : (6 — %) . (‘6 .

©|o | w|o
o) |
©|w ©|w

Vergleich: =
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Bei diesem Beispiel ist neu, daB sich beim Ausmultiplizieren zweimal
@* ergab. Diese beiden Glieder haben sich allerdings ,,weggehoben .
Wiire das nicht der Fall gewesen, so hiitten wir die Gleichung mit
unseren bisherigen Kenntnissen nicht losen kénnen.

Die Bestimmungsgleichung enthilt einen gréBeren Bruch.

Beispiel: bz 4 7=10+D

Wir beseitigen den Bruchstrich, indem wir beide Seiten der Gleichung
mit dem Nenner des Bruches multiplizieren :

17017+ 2)
Sbx+ 17 =g -19
19(5z 4 7) = 14742 . 19
19(5x + 7) = 17(17 4 =)

Ausmultiplizieren: 95z + 133 = 289 4 172 | —172 — 133
Ordnen und
Zusammenfassen: 78x = 156 178
Isolieren: z=2

Probe: Linke Seite: 5-247=1047 =17
o, 1700742) _ 17.19
Rechte Seite: —— =1 =17
Vergleich: 17 =17

Die Bestimmungsgleichung hat die Form einer Proportion.

Beispiel: 4:(x —3)=3:(x—5)
Produkigleichung: 4 -(x — 5) =3 (z — 3)
Ausmultiplizieren:  4x — 20 =32 — 9 + 20 — 3z
Ordnen: 4x —3x=—9+20

x =11

Probe: Linke Seite: 4:(11 —3)=4:8 =

Rechte Seite: 3:(11 —5)=3:6 =

Vergleich: % =

to| o] 1 to]

Hierbei beginnt das Umformen mit dem Aufstellen der Produkt-
gleichung. Die Probe muf aber trotzdem an der Ausgangsform, also
der Proportion, durchgefiihrt werden.
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7) Die Bestimmungsgleichung steht in der Bruchform der Proportion.

Bei iel: z+3 _ x-7
eispiel . e
Die Gleichung zwischen zwei Briichen wird in eine Verhéltnisgleichung
umgeformt, wobei die Glieder der Proportion in Klammern zu setzen
sind.

(x4+3):(x—2)=(x—T):(x —4)

(x + 3) (x —4) =(x—2)(x—17)
a2+ 3w —4dxr—12 =22 — 20 —Tao+14 | —a?+ 224 Ta 12
8z = 26 08
x:3%

Die Probe ist an der Ausgangsform durchzufiihren:

5%+3 ﬁ% 24
Linke Seite: = =—F =55 =05
g——9 1 *
1 1
1 3
8T -7  —3—
. 1 1 15-4
Rechte Seite : =—F= =5
1 3 13
3 —4 —
1 1
Vergleich : 5=5

Zusammenfassung:

1. Eine Bestimmungsgleichung wird aufgelost, indem die Unbekannte auf
einer der beiden Seiten isoliert wird. Das geschicht schrittweise durch
Umiformen der Gleichung. Die Schritte werden zweckmiBigerweise in
folgender Reihenfolge durchgefiihrt:

a) Beseitigen von groBeren Bruchstrichen bzw. Ersetzen der Propor-
tion durch die Produktgleichung,

b) Beseitigen von Klammern,

¢) Zusammenfassen der Glicder auf jeder der heiden Seiten,
d) Ordnen der Glieder und erneutes Zusammenfassen,

e) Isolieren von x.

2. Nach der Ermittlung der Losung mu8 deren Richtigkeit durch die Probe
iiberpriift werden. Diese ist stets an der Ausgangsform der Gleichung
durchzufiihren.
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Aufgaben

In den folgenden Aufgaben sind alle Gleichungen nach z aufzuldsen.

. a) x4+ a=100 b) 2 —6=0 ¢) -8+ a=c
d) 25+ 2=k e) 0,15a = 22 — 1,85a

) to+Ta=b g) *+4a=1la+ 2

h) 3a + 116 = 5b + 32 )32b+to=0630

k) 20 —a=2a+ 2 Hatp=r
.a)2z—a=b+ 2 b) 50 —3x=4a+ b — 5z

c) 19a 4 26b + 142 + 13b — 33a + 42
=5z —b+32a 4+ 10b — z 4 30b — 4a
d) 0 =24b + 10¢c — 19b + 42 — 3c + 5a — 20¢
— 102 + 5b + 13¢
e) 50 —ba+3b—a—Tb=3a+4b—Ta + 32
f) 10z —5a+ Tb+ =170 — 3a + 5b — 82 4 4b

ca) re—dtar=ar+ 1310 b) aby+ 24 abe =10 abe + 2 abf
e) 53a% 4 %ax = 10a -+ 5ab d) 4p%s -+ 24p>r= 3,8p2r + 0,1p%
o) 12t +4lat=at—15bt 1) —lo+4jad=a—130

g) 5ab? + 10a%h = abw — 9,1a?b h) 22 — L = *’2_”_“_;

. a) 17ma — 3am + 5bm — 8ma 4 4bm = 10ma — 5am + Tbm + ma
b) 9ab — Tb2 — 11bx + 12b* — 5ab — 3bx — ab + b + 11bx =0
¢) ldabx + 15a%b — Tab® + abx — 13ab? = 19abx 4 3a?b — 12ab?

. a) (824 5) 1+ (5r—8) +7=10z —(3 — 2z — 8)
b) o —(Tax—69) + (62 —50) =22 — (v —8)

) Ta —(8+6x—2a)= bz —4)—(x—3x+9)

d) * — (Te — 6b — 9a) + (6 — 5b) = 22 — (x — 8a)

e) (Tm —ba) — (bn — 17x) — (82 + Tm — 5n) =0

f) 51 — [l4z — Bz — 2)] = 122 — [(4 + 3) — 6]

g) 62— [52 — (37 + 2¢)] = Tp + [12¢ — (62 — 3p)]

h) 8r — {6z — [3r — (2 + 59)]) = 4o — {27 + [22 — (3z + 89)]}
ca) (@—1(@@—2)=(@—3)(+1)

b) J0-1-3)(225-+-5) 2z —1)(x+17)

¢) (x -+ 1) (4o — 25) = (22 — 5) (22 — 8)

[00803)
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) Bz+1)(dz—5)— 6z +1) (2 + 1) = 3z — 3) 2x — 1)

e) (22— (x4 12=9 1) (1—2)(:::——4)_(:&:—5) z
g) (x—1p2=(7T—a)p h) B+a)(z—1)=(z+1)(x—2)+2

32— 5 ’
7. a) 2::5 =% b) za 7 =3 o) au;;m _ %
722+ 56 82 +5 <
) === =5 ) ==z f) 2t =2z
g) z;518‘=%x h) 21:;21 = —:Fx i) 2,41;4‘8 - %x
8. 1) 2(3z+2)7—3(z—3) —4 b) ,3(6—Z> — x_7£
- 3 5
¢) 1s+(45z 8)2 =a+7d d) (az+_4>_2 +_
1 »
12(-2——}-2:) 16 T(az—5)
O)T=4z—ﬁ f)—5\=—2x-|-1_10
9.a) 12:8=15:2 b) 3:11=63:x
c) 168:84=42:2 d) 14a:21b = 26a2: «
e) 2:6=6:2 f) 95:38=38:z2
1 L [ 1,45 3,
g) 11:25 21 h) 43:12 =834
10. a) 22:5=28:10 b) 32:80=09:15
) 42:5,6=252:10 d) 35:4t —124:2
€) 3,6z:24=1:3 f) 12:1,50=05:75
9.162 _ 5.3 _ 1.3
835 =5'1% h) g:i4=5:3e
11.-a) (. —3):6 = (z 4 6):8
b) (:1:—]—2):5:(90—4):%
e) (x—02):51=(xz+ 0,6):5,7
1 1 1 1
d) 65:15 = (o +35): (v —63)
e) Bz+8):(z+4)= Bz —T7):(x—2)
1), 1\ __ (32 1\ (= 2
DE-9:GE-38=(F-3:G-3
38 5 7 8,5 5
12. 2) 7= b =y 9=
+4 7 3 2 6 7
) :+5 =3 ) 55 = 723 D= 3z+8
. — . ﬂ. ﬂ_ D.
13. a) 0,75p%: 0,5pr = 1,5¢%: 2 b) g:o=3:2

e) 9rs%:127rst = 127st: d) 2a2:0,2a2 = 02a%: z
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22. Der Grad der Bestimmungsgleichung; die Bezeichnung der Unbekannten

1) Man unterscheidet Bestimmungsgleichungen danach, in welcher
hochsten Potenz die Unbekannte vorkommt.

Beispiele:
Gleichung }‘I?océ:f: Bezeichnung
3z —5= %x + 10 ® Bestimmungsgleichung 1. Grades oder

lineare Bestimmungsgleichung

6 — 2224 18=0 «? Bestimmungsgleichung 2. Grades oder
quadratische Bestimmungsgleichung

152 —32z=15+ a2 g Bestimmungsgleichung 3. Grades

Wir lernen im 8. Schuljahr nur Bestimmungsgleichungen 1. Grades
kennen. Auch das 3. Beispiel aus 4) und das Beispiel aus 7) im
Kapitel 21 sind Gleichungen 1. Grades, weil sich das quadratische
Glied 2? weghebt.

2) Die Unbekannten werden meist mit den allgemeinen Zahlsymbolen z,
y oder z bezeichnet. Wir haben bisher stets z als die Unbekannte be-
trachtet. Mitunter kommt es aber vor, daB die Unbekannte durch ein
anderes allgemeines Zahlsymbol dargestellt wird. -

Beispiel: Die Unbekannte sei x.
3z +a=2b —a
3x=2b—a :3
e BO—0
3
Probe: Linke Seite: 3 - 2—”3——” +a
=2b—a+a=2b
Rechte Seite: 2b
Vergleich : 2b=2b

Wire in dieser Aufgabe a oder b die Unbekannte, hitten wir die
Gleichung nach @ bzw. b auflésen miissen.

Die Unbekannte sei a. Die Unbekannte sei b.
3z +a=2b | =3 3z +a=2b |:2
a=2b—3x 3"2+”=b
b= 8zta

2
4%
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Werden z. B. Bestimmungsgleichungen nach Berechnungsformeln
wie F'=a-b oder F = ”Th— aufgestellt, so muB man jeweils nach der
gesuchten GroBe auflésen. Um Unklarheiten zu vermeiden, muB man
dabei stets festlegen, welches Zahlsymbol die Unbekannte darstellt.

23. Das Lisen von Anwendungsaufgaben mit Hilfe
von Bestimmungsgleichungen

Wiederholungsbeispiel:
Die Deutsche Demokratische Republik steht an der Spitze der Kali-

férderung in der Welt. Von rund 1600000 t reinem Kali (das ist etwa 25%
der Weltforderung), die im Jahre 1957 abgebaut werden konnten, wurde
das 1,6fache des Eigenverbrauchs exportiert. Wieviel Tonnen betréigt der
Eigenverbrauch?

a)

b)

c)

d)

Wir 16sen solche Aufgaben in einzelnen Arbeitsschritten.

Wir iiberschlagen zunichst im Kopf das Ergebnis: Da rund das I%fache
des Eigenverbrauchs exportiert wird, verhélt sich der Eigenverbrauch
zur exportierten Menge wie 2:3. Der Eigenverbrauch betrigt also
rund % der abgebauten Menge. Das sind % von rund 1500000 t, also
etwa 600000 t.

Wir bezeichnen den Zahlenwert der gesuchten GroBe, das heiBt die
Menge des Eigenverbrauchs, mit « und fiigen die entsprechende Be-
nennung dazu: Es werden z t Reinkali in der DDR verbraucht.

Alle anderen Angaben des Aufgabentextes, soweit sie fiir die Losung
von Bedeutung sind, werden in mathematische Zeichen iibertragen.
Dabei versuchen wir eine der vorkommenden GroBen zweimal aus-
zudriicken :

Wenn der Eigenverbrauch a't betrigt, ist der 1,6mal so groBe Export
1,6 x t. Beide zusammen miissen die Forderung ergeben. Diese ist also
2t + 1,62 t. Andererseits ist sie aber nach den Angaben des Aufgaben-
textes 1600000 t. (Die Zahlenangabe 25% und die Jahreszahl 1957
sind fiir die Berechnung ohne Bedeutung.)

Die beiden Angaben, die dasselbe bedeuten, kénnen wir als Bestim-
mungsgleichung niederschreiben. Sind alle Benennungen in Uberein-
stimmung, so schreiben wir die Gleichung nur mit den Zahlenwerten.
In unserem Falle bedeuten @t 4 1,6zt einerseits und 1600000 t
andererseits dasselbe, niamlich die geférderte Kalimenge. Da alle
GroBen in Tonnen angegeben sind, schreiben wir die Zahlenwert-

gleichung z + 1,62 = 1600000

und lésen sie nach 2 auf.
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2,6 = 1600000
x = 1600000:2,6
v ~ 615380

Die Division ergibt an sich einen periodischen Dezimalbruch, doch
ist es notig, ihn sinnvoll zu runden.

e) Wir vergleichen mit dem anfangs notierten Ergebnis des Uberschlags.
Wir stellen dabei die Ubereinstimmung in der GréBenordnung fest.
Jetzt erfolgt die Probe am Text:

Die exportierte Menge betriigt 1,6 - 615380t~984610t. Zusammen mit
dem Eigenverbrauch von 615380 t ergibt das 1599990 t ~ 1600000 t,
wie es die Aufgabe verlangt.

f) Ergebnissatz: Im Jahre 1957 betrug der Eigenverbrauch an Reinkali
in der DDR rund 615000 t.
Bei der Losung von Anwendungsaufgaben mit Hilfe von Bestimmungs-
gleichungen miissen wir also folgende Arbeitsschritte ausfithren: -

a) Uberschlagen des Ergebnisses im Kopf und Niederschreiben des er-
mittelten Wertes.

b) Festlegen der Unbekannten  einschlieBlich ihrer Benennung.

¢) Ubertragen aller wichtigen Angaben der Aufgabe in mathematische
Zeichen, wobei eine Grofle auf zweierlei Weise ausgedriickt werden
muB.

d) Niederschreiben dieser beiden gleichwertigen Ausdriicke als Bestim-
mungsgleichung, wobei bei gleichen Benennungen nur mit den Zahlen-
werten gearbeitet wird, und Auflésen dieser Gleichung nach .

e) Vergleichen des Rechenergebnisses mit dem Ergebnis des Uberschlags
und Bestitigen durch die Probe an Hand des Aufgabentextes.

f) Ergebnissatz.

Aufgaben
Zahlenriitsel
1. Vermindert man 76 um eine gewisse Zahl, und multipliziert man die
Differenz mit 3, so erhilt man 210. Wie heit die Zahl?
2. Helga sagt: ,,Ich bin fiinf Jahre élter als mein Bruder Klaus. Vor vier
Jahren war ich gerade doppelt so alt wie er.” Wie alt ist Helga?

3. Die Summe zweier Zahlen ist 20. Multipliziert man die eine Zahl mit 3,
und vermindert man die andere Zahl um 16, so erhilt man gleiche
Werte. Wie heilen die beiden Zahlen?
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10.

11.

12.

13.

14.

Lineare Gleichungen

. Eine Zahl ist ihrem Wert nach genauso groB wie das Ergebnis, das

ich erhalte, wenn ich diese Zahl um 12 vermehre und die Summe
halbiere. Wie heifit die Zahl?

. Dieter ist heute 16 Jahre alt, sein Vater 37 Jahre. In wieviel Jahren

wird Dieters Vater gerade doppelt so alt sein wie Dieter?

. Ich habe mir zwei Zahlen aufgeschrieben, von denen die eine um 2 klei-

ner ist als die andere. Wenn ich die groBlere mit 4, die kleinere mit
3 multipliziere und die beiden Produkte addiere, ergibt sich 57. Wie
heiflen die beiden Zahlen?

Anleitung: Wenn du eine der beiden Zahlen als Unbekannte a festlegst,
geniigt es nicht, nur von ,,der einen Zahl“ zu sprechen. Du muBt dich vielmehr
entscheiden, ob du die ,,kleinere‘* oder die ,,gréBere** mit « bezeichnen willst.
Lose zur Ubung die Aufgabe auf zwei Wegen!

. Ich habe mir eine Zahl notiert. Wenn ich 12 addiere, die entstandene

Summe mit 3 multipliziere und vom Produkt 19 subtrahiere, so erhalte
ich das um 3 verminderte Vierfache der notierten Zahl. Welche Zahl
habe ich mir aufgeschrieben?

. Wenn man zu jeder der vier Zahlen 42, 30, 46, 33 die gleiche Zahl

addiert, kann man eine Proportion bilden.

. Welche gleiche Zahl mufl man von 10, 11, 34, 38 subtrahieren, wenn

die Reste eine Proportion bilden sollen?

Welche gleiche Ziffer muB man an 1, 2, 7, 12 héngen, damit eine
Proportion entsteht?

Welche Zahl muB man mit 4bc multiplizieren, um 1046%3d zu er-
halten?

Steffen sagt zu Klaus: ,,Denke dir eine Zahl, addiere 4, multipliziere
das Ergebnis mit 5, subtrahiere 12, ziahle 27 hinzu, ziehe das Fiini-
fache der gedachten Zahl ab!“ Ohne daB Klaus ein SchluBergebnis
sagte, wulite es Steffen.

Steffen sagt: ,Denke dir eine Zahl; verdopple sie, zihle 4 hinzu,
halbiere das Ergebnis, zihle 7 hinzu, multipliziere das Ergebnis mit 8,
ziehe 12 ab, dividiere durch 4, ziehe 11 davon ab!‘‘ Klaus nennt als
Ergebnis 18! Steffen rechnet nun (18 — 4) : 2 und sagt: ,,Du hast dir
die Zahl 7 gedacht.” Wie ist das méglich?

In den folgenden Aufgaben ist die Bestimmungsgleichung gegeben.
Stelle dazu einen Text in Form eines Zahlenritsels zusammen und
berechne z! f

a) 3(5 + 32) = 10w b) 4(z —3) = 9(x — 2)
¢) 12 + 22 = 8(x — 8) d) 32z + 6) = 102 — 10
) 4(3z + 7) = 5(dx — 12) f) To=(11—2)6—1
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Aus der sozialistischen Landwirtschaft

15.

16.

17,

18.

19.

Zwei MTS-Traktoristen, Ernst und Giinther, erreichten zusammen
eine Jahresleistung von 2628 ha mittleres Pfliigen, Ernst insgesamt
64 ha mehr als Giinther. Welche Jahresleistung erreichte jeder?

Die Reparaturwerkstatt einer MTS hatte wihrend des Winters 124
Zweischar- und Dreischarpfliige instand zu setzen, wobei insgesamt
262 Schare nachzusehen waren. Wieviel Pfliige von jeder Art muBten
repariert werden?

Eine LPG bezog insgesamt 119dz Dinger (Thomasphosphat und
Kali) fiir 996,80 DM. 1 dz Thomasphosphat kostete 5,20 DM, 1 dz
Kali 9,70 DM. Wieviel Doppelzentner Diinger jeder Sorte wurden
geliefert?

Auf einem VEG konnten die Kosten fiir die Aussaat durch Einsatz
von Maschinen um 22,5% auf 5140 DM gesenkt werden. Wie hoch
waren die Kosten im Vorjahr?

Ein Rind erhilt téglich 25 kg Gérfutter, ein Schwein 12 kg. Wieviel
Rinder und wieviel Schweine stehen in Futter, wenn an die 63 Tiere
insgesamt 990 kg je Tag verfiittert werden?

Aus der sozialistischen Industrie

20.

21.

22.

23.

Eine 24 em dicke Wand aus Hohllochziegeln (Wichbe 1,2 %) hat die

gleiche Wirmeddmmfihigkeit wie eine 36,5 cm dicke Wand aus Voll-

ziegeln (Wichte 1,8 dl:%).

a) Berechne fiir jede Ziegelart das Steingewicht einer Wand von 1 m?
Fliche!

b) Wieviel Prozent betrigt die Gewichtsersparnis durch das Ver-

wenden von Hohllochziegeln?

Eine 3,25 m lange Stahlstange wird in Stiicke zu 125 mm zersiigt.
Die Schnittbreite betrigt 3 mm. Wieviel Prozent betréigt der Abfall,
wieviel Prozent die Ausbeute?

An einer Stockschere ist der Hebelarm fiir die Handkraft 500 mm
lang. Der Rundstahl wird so eingelegt, daB der Hebelarm fiir die
Schneidekraft 60 mm lang ist. Wie groB ist die Schnittkraft, wern
die Hebelkraft 12 kp betrigt?

Bei jeder Schleifscheibe gibt der Herstellerbetrieb neben dem Durch-
messer d in mm die hochstzulassige Umfangsgeschwindigkeit » in i:—
an.

Beispiel: d = 30 mm, v = 32 % Berechne daraus die maximale Dreh-

zahl n in — !
min
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25.

26.

27.

28.

29,
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Dient die Scheibe zum Schneiden, so bezeichnet man die Umlaufs-
geschwindigkeit auch als Schnittgeschwindigkeit. Berechne die Werte
fir die offenen Felder der folgenden Tabelle!

Durchmesser d in mm 24 30
Schnittgesehwindigkeit v in % 250 380
Drehzahl 7 in 1800 | 2100

min

Ein Stahlseil hat einen Querschnitt von 25 mm? Auf Zug darf es
héchstens mit 70 kp/mm? belastet werden. Wieviel Prozent der Maxi-
malbelastung betrigt ein Zug von 1400 kp?

Beim Training auf dem 8,730 km langen Sachsenring fuhr die TFA
RT 125 eine Runde in 4 Min. 41 Sek. Berechne die durchschnittliche
Geschwindigkeit in km/h!

Fiir das vordere Blattfederpaket des PKW IFA F 9 sind von Stab-
stahl (45 mm X 5 mm) 14 Lagen mit folgenden Rohmaflen zu schnei-
den: 1.Lage 915 mm, 2. Lage 1120 mm, 3.Lage 1062 mm, 4. Lage
1070 mm, 5.Lage 892mm, 6.Lage 784 mm. Die folgenden Feder-
lagen sind jeweils 70 mm kiirzer als die vorhergehenden.

Wie groB ist das Gewicht des Federpakets (y = 17,85 dm,), wenn fiir
die Verbindung der Einzelteile 0,550 kp hinzuzurechnen sind?

Als Ubersetzung i zweier miteinander kimmender Zahnrider be-
zeichnet man das Verhéltnis der Drehzahl n, des treibenden Rades
zur Drehzahl n, des getriebenen Rades = % Die Motordrehzahl
eines Kraftwagens betragt 3200-Y- i+ Die Gelenkwelle hat in den
einzelnen Giéngen folgende Drehzahlen: 1. Gang 930—— min, 2. Gang

18902, 3. Gang 3200-2-, R-Gang 830‘ Wie groB sind die Uber-

min ? min ’
setzungen z:1 in den einzelnen Gangen?

Der Gefrierpunkt des Kiihlwassers kann durch Zusatz von Frostschutz-
mitteln herabgesetzt werden. Beispiel:

Gefrierpunkt Wasser : Frostschutzmittel | verhaltnis
(in Raumteilen)

—12°¢C 5 1 5
—15°C 5 2 2,5
—17°¢C 7 3
—20°C 2 1
—25°C 6 4
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31.

32.

33.

34.

3b.
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a) Erginze die fehlenden Werte!

b) Ein Kraftfahrzeug soll bei einer Temperatur von mindestens
—25°C (—30° C) eingesetzt werden. Das Kiihlsystem faBt 121
(251). Wie ist zu mischen?

Ein glisernes Mefigefdl (Pyknometer), das genau 50 ml faBt, wiegt
32,4 ¢. Nach dem Einfiillen einer Schwefelsiure werden 114,6 g als
Gewicht festgestellt.
a) Bestimme die Dichte dleser Séaure !
b) Die Dichte einer Kalilauge ist mit 1,1 %angegeben.

Wieviel Gramm wiegt das gefiillte Pyknometer?

Bei einer Losung gibt die Prozentzahl meist die Gewichtsmenge des
gelosten Stoffes in 100 Gewichtsteilen der Losung an. Es soll eine
15prozentige Natronlauge hergestellt werden. Wieviel Gramm Atz-
natron (NaOH) sind in 250 g Wasser zu losen?

120 g Kochsalzlésung enthalten 20 g Kochsalz (Natriumchlorid NaCl).
Wievielprozentig ist die Losung?

In der Versandabteilung eines volkseigenen Kalkstickstoffbetriebes
werden 100 kg Kalkstickstoff mit einem Stickstoffgehalt von 24%
angefordert. Es ist aber nur ein Kalkstickstoff mit einem Gehalt von
21% vorhanden. Wieviel Kilogramm dieses Diingemittels mufl das
Werk verschicken, damit die geforderte Stickstoffmenge geliefert
wird?

Bohrung im Oelsnitzer Revier (Erzgebirge). Ansatzpunkt des Bohr-
loches 415,00 m i. NN:
Gesteinsart Michtigkeit
Lockeres Gebirge ............ 46,00 m
Rotliegendes v.o.oovvonnnn... 396,00 m
Kohlengebirge ............... 183,00 m
Phyllit (Urtonschiefer) ....... 15,00 m

a) Welche Tiefe erreichte das Bohrloch?

b) Wie groB ist der Hohenunterschied zwischen NN und den einzelnen
Schichtfugen?

Eine Grube forderte in einem Jahr 907200 t Kohle. AuBlerdem muften

in der Minute durchschnittlich 8,750 m?® Wasser gehoben werden.

a) Wieviel Kubikmeter Wasser kamen auf jede Tonne geforderter
Kohle (1 J. = 360 Tg.)?

b) Fiir die Wasserhaltung wurden im Jahr 453600 DM ausgegeben.
Mit welchem Betrag belasten diese Kosten jede Tonne Kohle?
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

Lineare Gleichungen

Eine Kreiselpumpe fordert in der Minute 5,4 m® Wasser. Sie driickt
es in eine Rohrleitung von 9 dm? Querschnitt. Welche Geschwindig-
keit hat das Wasser in der Rohrleitung?

An einem zweiseitigen Hebel mit den Hebelarmen 21 cm und 9 ecm
ist eine Last um 60 p groBer als die andere. Berechne beide Lasten!

Brauneisenstein enthélt etwa 60 % Eisen. Wieviel Tonnen Brauneisen-
stein sind no6tig, um 20 t Roheisen mit einem Kohlenstoffgehalt von
4% herzustellen?

Wieviel Wasser mu8 im Gradierwerk aus je 100 kg einer 7prozentigen
Sole verdunsten, damit die Sole 25prozentig wird?

Um Weichlot herzustellen, wurden 12 kg Zinn (Sn), 0,6 kg Antimon

(Sb) und 27,4 kg Blei (Pb) zusammen eingeschmolzen.

a) Berechne die Gewichtsteile als Prozente des Gesamtgewichts!

b) Wieviel Kilogramm Weichlot entstehen bei einem Schmelzverlust
von 3% ?

Duraluminium, eine Legierung von stahlihnlicher Festigkeit und
Hirte, setzt sich aus 4% Kupfer (Cu), 1% Mangan (Mn), 0,5% Ma-
gnesium (Mg) und 94,5% Aluminium (Al) zusammen. Unter Beriick-
sichtigung von 1,56% Abbrand sind 250 kg Duraluminium herzustellen.

Invarstahl (Stahl mit 36% Nickel) eignet sich wegen seiner ge-
ringen Verinderung bei Temperaturschwankungen fiir Prizisions-
instrumente und -maBstibe. 3 PrizisionsmaBstibe von je 2,75 kg sind
herzustellen. Wieviel Kilogramm Stahl und Nickel sind erforderlich,
wenn mit einem Abbrand und GieBverlust von 0,7% zu rechnen ist?

Aus verschiedenen Gebieten

43.

4.

45.

46.

Die langen Seiten zweier flichengleicher Rechtecke
sind 8,56 cm bzw. 11,9 cm lang. Die kurzen unter- b
scheiden sich um 1,4 cm. Wie groB sind sie?

Ein Rechteck ist 2 cm linger als breit. VergroBert
man jede Seite um 4 cm, so wichst sein Inhalt
um 72 cm? Berechne die Seiten!

In welchem FlichenmafBstab wird ein Kleinbild-
negativ (24mm X 36 mm) vergroBert, wenn eine Ver-
groBerung im Format 6 cm X 9 cm hergestellt wird?

Wie gro8 ist die Breite b und die Dicke d des in
der Abbildung 5 wiedergegebenen Stahls T 50 (I lies: I
Doppel-Te), wenn die Héhe b 500 mm betrigt? T
Ermittle den MaBstab aus der Abbildung! Abb. 5

MW
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49,

50.

51.

b2.

Abb. 6

47.

48.

Wie groB ist die quadratische Sitzfliche des in der
Abbildung 6 dargestellten Hockers und wie dick
sind die Beine, wenn die Héhe 480 mm betrigt?
Ermittle den MaBstab aus der Abbildung!

Die Bahnstrecke von Schierke nach dem Brocken
hat im Mittel eine Steigung von 1 : 30 bei einer Linge
von rund 13,5 km. Der Bahnhof Schierke liegt 680 m
ii. NN. Berechne die Hohe der Endstation auf dem
Brocken! Zeichne ein ,,Steigungsdreieck® mit dem
Kathetenverhiltnis 1:30 und iiberzeuge dich, daf
es bei dem gerundeten MeBwert 13,5 km gleichgiiltig

ist, ob man ihn tatsiichlich als Fahrtstrecke (Hypotenuse) oder als
waagerechte Entfernung (groBere Kathete) ansieht!

An einer StraBle steht das auf der Abbildung 7 ab-
gebilde{e Verkehrszeichen. Was bedeutet es? Die be-
treffende StraBe ist rund 720 m lang. Rechne!

Die Schwingungszahlen der Téne jeder Dur-Tonleiter
stehen im Verhéltnis 24:27:30:32:36:40:44:48.
Der Kammerton @, hat die Schwingungszahl 440 Hz.
Bestimme die Schwingungszahlen fiir die C-Dur-Ton-

leiter!

Abb. 7

Die folgenden Gleichungen bzw. Formeln sind jeweils nach der an-
gegebenen GroBe aufzuldsen; diese ist also als Unbekannte anzusehen.

(Auflésen nach a)

(Auflosen nach k,)

(Auflosen nach Wichte y)
100 (Aufldsen nach Grundwert g)
100 (Auflosen nach Prozentsatz p)

f) « + f+p =180° (Auflésen nach f)

a) F=a-b
c-h,

b) F=~g

) G=y-V

Hw:g=p:

Q) w :g=p :

g)v =+

h) v =+

(Geschwindigkeit bei gleichférmiger
Bewegung; Auflésen nach Weg s)
(Auflésen nach Zeit ¢)

Der Pro-Kopf-Verbrauch in der DDR wird den in Westdeutschland
bis zum Jahre 1961 einholen bzw. iiberholen. Berechne aus der Tabelle
fir das Jahr 1957 den Vergleichsfaktor, indem du die Frage 16st:
Wievielmal so groB ist der Pro-Kopf-Verbrauch der Bevélkerung der
Deutschen Demokratischen Republik im Verhéltnis zu Westdeutsch-

land?
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53.

b4.

55.

56.

Lineare Funktionen

Westdeutschland Deutschf‘g)irﬁﬁlﬁratlsche
Butter 7.2 kg 10,4 kg
Margarine 12,7 kg 12,1 kg
Fleisch 50,2 kg 48,0 kg
Zucker 28,3 kg 28,7 kg
Schlachtfette 5.9 kg 8,3 kg

Zu den Schiffen der Deutschen Seereederei (DDR) gehérten im No-
vember 1958 11 groBe Frachtschiffe der Klassen 3000 t und 10000 t
mit einer gesamten Wasserverdringung von 89000 t. Wieviel Schiffe
gehorten zu jeder Klasse?

Die Sowjetunion schreitet im Aufbau des Kommunismus rasch voran.
Mit 112 Millionen Tonnen lag die Forderung von Erdsl im Jahre 1958

um rund —’3— hoher als 1956. Berechne die Produktion von 1956!

Wie lange braucht ein Kraftwagen mit einer Geschwindigkeit von
50 %, um einen 2 Stunden frither abgefahrenen Kraftwagen mit der

Geschwindigkeit von 40% einzuholen?

Ein Autobus hatte vor einem spiiter abgefahrenen Motorrad einen
Vorsprung von 3 km. In welcher Entfernung vom Abfahrtsort holte
das Motorrad den Bus ein, wenn sich ihre Geschwindigkeiten wie 5 : 8
verhielten?

V. Lineare Funktionen

24. Aufgaben zur Wiederholung

- Bestitige die Richtigkeit folgender Gleichungen !

a) 14+34+5+7+9+11=3.12

b) 100 —50 —30 —10=10-(10 —5 —3 — 1)
€) 3:44+5-6=06-(2+5)

d) (a+ b + (@ — b = 2(a2 + B?)

) e(ta —2qy)=1
L)-é-c(laL——.,y)_scx—cy

f) (4mn 4 04m):4m =n + 0,1

. Die folgenden Gleichungen sind nur richtig, wenn du fiir  einen ganz

bestimmten Zahlenwert einsetzt ! Bestimme ihn und bestiitige, daB dann
das Gleichheitszeichen zu Recht besteht!
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2) 3z 4+08—4(5+03)=01 b F-1=2_21
¢) 2z+3):(ba+1)=5:6 d) § (T2 —10) — + (50 — z) = 20

3. Stelle folgende Sachverhalte durch Streckendiagramme dar:
a) die Strecken, die von einem Kraftwagen bei einer Geschwindjgkeit
km

von 60 =~ in verschiedenen Zeiten (10, 20, 30 ... Min.) zuriick-
gelegt werden,

b) die Zeiten, in denen 30 km von einem PKW bei 80 =™~ km Geschwin-
dxgkelt elnem LKW bei 40 X Geschwindigkeit, emem Radfahrer
bei 18 5™ Geschw-mdlgkelt und einem Fulginger bei 6— Ge-
schwmdlgkelt zuriickgelegt werden,

¢) die Flicheninhalte von Kreisen mit verschiedenen Durchmessern
(1,2,3, ... cm).

4. Worin unterscheiden sich die Gleichungen
3:5=15 und 52 49 = ;a?

25. Der Begriff ,,Funktion*

Wir wollen jetzt eine neue Art von Gleichungen untersuchen.

1. Beispiel: Aus einem Brett von 2,25 m Linge sollen geschnitten
werden

a) 2 Bretter von 0,80 m und 1,45 m Linge;
b) 2 Bretter, von denen das eine 1,50 m lang ist;
¢) 2 Bretter von beliebiger Linge.

Berechne bzw. iiberpriife die MaBe der Bretter!

Wir stellen fest (alle Mafle in m):

bei a) 0,80 + 1,45 = 2,25

Ergebnis: Die Aufteilung ist moglich.

bei b) Wenn die Linge des 1. Brettes festgelegt ist, so steht auch das

MaB fiir das 2. Brett 2m fest, da beide Bretter zusammen die Linge von
2,25 m haben miissen.

1,50 + = = 2,25
x =225 — 1,50
xr = 0,75

Ergebnis: Das zweite Brett wird 0,75 m lang.
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bei e¢) z+y=225
Ergebnis: Die MaBzahlen 2 und y fiir die Lingen der beiden Bretter sind
nicht eindeutig bestimmt; es gibt viele Moglichkeiten. Wir stellen einige
davon in einer Wertetafel zusammen :
z | 1,90 1,75 1,50 1,25 1,15

y 0,35 0,50 0,75 1,00 1,10

Diese Wertetafel liBt sich noch durch unzihlige Wertepaare erweitern.

Im Fall a) bestitigt uns die Gleichung nur, daB die verlangte Auf-
teilung des Brettes moglich ist.

Im Fall b) ermoglicht es die Gleichung, die Linge des zweiten Brettes
zu berechnen. Man kann fiir # nicht jede beliebige Zahl einsetzen. Die
Linge des Reststiickes ist durch die Liinge des gesamten Brettes und durch
die Léinge des geforderten Stiickes bestimmt. Es liegt eine Bestimmungs-
gleichung vor.

Im Fall ¢) finden wir einen vollig neuen Sachverhalt. Die Gleichung
enthilt zwei nicht gegebene GréBen z und y. Trotzdem ist es keine Be-
stimmungsgleichung; denn es ist nicht méglich, aus ihr eindeutige ,,Losun-
gen® fiir 2 und y zu bestimmen. Es gibt vielmehr viele Paare von Zahlen,
die beim Einsetzen an Stelle von « und y stets eine richtige Gleichungent-
stehen lassen. Wir wollen das fiir einige solcher Paare iibersichtlich zusam-
menstellen.

z J y z+y =225
1,90 | 0,35 1,90 + 0,35 = 2,25
1,75 | 0,50 _— 1,75 + 0,50 = 2,25
1,50 | 0,75 _— 1,50 + 0,75 = 2,25
1,25 | 1,00 _ 1,25 + 1,00 = 2,25
1,15 | 1,10 e 1,15 + 1,10 = 2,25

Die nebeneinanderstehenden Zahlen dieser Wertetafel diirfen allerdings
nicht beliebig gewihlt werden, sondern sie miissen ,zueinander passen‘
oder miissen einander zugeordnet sein. Man sagt, daB Paare einander
zugeordneter Zahlen die Gleichung ,erfiillen‘‘ oder ,,befriedigen, oder daB
sie der Gleichung geniigen. Bei beliebigen Zahlen entsteht meist eine Un-
gleichung:

z | y z+y =225

070|050  — 070 40,50 + 2,25

Aus der Wertetafel geht hervor, daB einander zugeordnete Zahlen von-
einander abhingen; denn beide miissen zusammen immer die Liinge des
Brettes (2,25 m) ergeben. Legen wir fiir « einen Wert zwischen 0 und 2,25
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fest, so ist durch y = 2,25 — z auch y festgelegt. Wir sagen: y ist von x
abhiingig. Das gilt auch umgekehrt. Legen wir zuerst y fest, so ist nun «
nicht mehr frei wiihlbar, denn = 2,25 — y. In diesem Falle ist x von y
abhiingig. Diese Abhiingigkeit, die durch die Vorschrift der gegenseitigen
Zuordnung bedingt ist, gilt also wechselseitig.

Wenn zwei GréBen « und y derartig einander zugeordnet sind, daB sie
wechselseitig voneinander abhingen, sagt man, sie bilden eine Funktion.
y ist eine Funktion von x, aber auch « ist eine Funktion von y.

Wir iiberprifen unsere neuen Erkenntnisse an einer weiteren Aufgabe.

2. Beispiel: Von einem gréBeren Feld soll ein rechteckiges Stiick von
3a als Versuchsfeld abgegrenzt werden.

a) Das Versuchsfeld soll 30 m lang und 10 m breit werden.

Da 3a =300m? sind, gilt (alle Angaben in m bzw. m2):
30 - 10 = 300
Ergebnis: Die vorgeschriebenen MaBe sind moglich.

b) Das Versuchsfeld soll 20 m lang werden.

Durch die Léngenangabe ist auch die Breite des Feldes (z m) bestimmt.
Wir konnen sie durch folgende Bestimmumgsgleichung ermitteln :

20 - z = 300
800,
20
x=15

Ergebnis: Das Versuchsfeld muB bei 20 m Linge 15 m breit werden.

¢) Das Versuchsfeld unterliegt keinen besonderen Vorschriften fiir die
Linge und Breite.

Die MaBzahlen z und y fiir die Linge und Breite des Versuchsfeldes
miissen die Gleichung « - y = 300 erfiillen. Sie lassen sich nicht eindeutig
angeben. Es gibt viele Moglichkeiten, da beide eine Funktion bilden.

Einige Wertepaare stellen wir in einer Wertetafel zusammen :

| 20 25 30 50 60
y| 15 12 10 6 5

Aus den Beispielen ersehen wir: Bilden die beiden GréBen eine Funktion,
so kénnen sie oft eine beliebig groBe Zahl von Wertepaaren annehmen,
die man in einer Wertetafel zusammenstellen kann. Innerhalb dieser Tafel
éndern x und y stéindig ihren Wert. Man nennt sie deshalb Veriinderliche
oder Variable. Man bezeichnet sie meist durch 2 und y. Die Gleichung,
die den Zusammenhang zwischen den Veréinderlichen (das ,,Gesetz* oder
die ,,Vorschrift* ihrer Zuordnung) darstellt, heiBt der analytische Ausdruck
der betreffenden Funktion.

Beim ersten Beispiel war 2 + y = 2,25, beim zweiten Beispiel z - y = 300
der analytische Ausdruck der betreffenden Funktion.
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26. Der Proportionalitiitsfaktor

Funktionale Zusammenhinge zeigen sich iiberall in unserer Umwelt.

Zwischen Warenmenge und Warenpreis besteht auch eine Funktion;
denn jeder Warenmenge ist ein bestimmter Preis zugeordnet und um-
gekehrt. Bei den meisten Waren besteht Proportionalitiit zwischen Menge
und Preis. Dann ist das Verhiltnis aus dem Zahlenwert des Waren-
preises ¥ mit dem Zahlenwert der Menge @ immer konstant. Diese Kon-
stante ist der Proportionalititsfaktor k, also y: 2 = k. Er gibt den Preis
fiir die Mengeneinheit, z. B. fiir 1kg, an. Wenn von einer Apfelsorte
1 kg 1,20 DM kostet, ist der Zahlenwert des Proportionalititsfaktors eben
1,20. Dann gilt fiir diese Apfelsorte im Verkauf

y:x=120 oder y=120x.

Setzen wir jetzt fir @ die Zahlenwerte beliebiger Apfelmengen ein,
z. B. (in kg) 1, 1% , 2, 3 usw., so kénnen wir mit Hilfe dieser Gleichung
die Zahlenwerte der zugeordneten Preise berechnen, nédmlich (in DM)
11,20 = 1,20; 121,20 = 1,80; 2+ 1,20 = 2,40 usw.

Dann entsteht die folgende Wertetafel, die einen anschaulichen Uber-
blick iiber die Funktion zwischen Warenmenge und Warenpreis gibt.

x| 1 13 2 3 +

y| 120 1,80 240 3,60 480

Die zugrunde liegende Gleichung y = 1,20« regelt die Zuordnung der
2- und y-Werte, sie ist also der analytische Ausdruck dieser Funktion.

27. Weitere Beispiele fiir funktionale Zusammenhiinge

1) Wir konnen uns leicht iiberlegen, daB jede proportionale Beziehung
zwischen zwei Grofen eine Funktion darstellt. Aber nicht alle Funktionen
sind der Ausdruck von Proportionalititen. So bilden z. B. auch produkt-
gleiche Grofen eine Funktion.

Beispiel: Wenn der Dreher bei einer Drehmaschine eine konstante
Schnittgeschwindigkeit einhalten will, muB er die Ubersetzung je nach
dem Durchmesser d des Werkstiickes withlen. Die Umdrehungszahl n
der Drehmaschine ist nimlich eine Funktion des Werkstiickdurchmessers,
die durch den analytischen Ausdruck n-d = ¢ wiedergegeben ist. Die
Verinderlichen dieser Funktion sind #» und d. Wir kénnen sie deshalb
auch mit den Zahlenwerten « und y bezeichnen und z - y = ¢ schreiben.
¢ ist der feste Wert, der sich aus der gewiinschten Schnittgeschwindig-

keit » ergibt und von den gewiihlten MaBeinheiten fiir n, d und » ab-
U

hiingt. Wenn wir 7 in Umdrehungen je Minute (ﬁﬁ), d in mm und v in
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o= messen, so wird mit einem Néherungswert ¢ = 318-v. Fiir v =161
wird also die Funktion zwischen & und y durch den analytischen Aus-
druck 2 -y = 4770 wiedergegeben.

Daraus errechnen wir die Wertetafel fiir verschiedene Durchmesser # mm
und die zugeordneten Drehzahlen y % in Abrundung auf Ganze:

x | 30 50 80 100 150

y | 159 95 60 48 32

2) Ein an beiden Enden gelagerter FluBstahltriger erfahrt in der Mitte
eine Durchbiegung y cm, die von seiner Lénge zm (gerhessen von Lager
zu Lager) abhingig ist. Bei einer bestimmten konstanten Belastung wird
die Durchbiegung nach der Gleichung y = 0,063 ermittelt. Die Durch-
biegung ist also eine Funktion der Lénge, die sich durch die folgende
Wertetafel veranschaulichen lift. Ebenso kann man natiirlich auch sagen,
daB die Liinge eine Funktion der Durchbiegung ist.

x | 1 2 3 4 5

v | 006 048 162 384 75

Zusammenfassung:

1. Wir kennen jetzt drei verschiedene Arten von Gleichungen: Gleichungen
mit bestimmten Zahlenwerten, Bestimmungsgleichungen und ana-
lytische Ausdriicke von Funktionen.

134

. In den analytischen Ausdriicken von Funktionen kommen zwei Ver-
dnderliche x und y vor. Uber diese kann zwar frei vertiigt werden, doch
nur so, daB immer zu einem beliebig gewidhlten Wert von x ein ganz
bestimmter Wert von y gehort und umgekehrt.

3. Die GroBen x und y sind einander zugeordnet, sie sind gegenseitig
voneinander abhiingig und bilden eine Funktion (a ist eine Funktion
von y, aber auch y ist eine Funktion von x).

4. Die Zuordnungsvorschrift zwischen x und y kann als Gleichung nieder-
geschrieben werden. In dieser kommen neben hekannten Grofen auch
die beiden Veriinderlichen x und y vor. Die Gleichung heit der ana-
lytische Ausdruck der Funktion. Sie kann auch als Wertetafel dargestellt
werden.

b. Auch proportionale oder produktgleiche GroBen stehen in diesem Sinne
jeweils in funktionaler Beziehung zueinander.

=l

[00803]
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Aufgaben

1. Folgende Gleichungen sind analytische Ausdriicke von Funktionen.
Entwirf jedesmal eine Wertetafel und beriicksichtige dabei auch nega-
tive und gebrochene Zahlen!

a) 2z + 0,5y = 10 b)) re+3y—1=0
¢) y=2x2+4+3 d) =2y +3
) a=3b ) m=gn
(Verinderliche: @ und b) (Veréinderliche : m und n)
g) y=5—2x — 3a? h) x=4—3y —4°
i)u-v—10=0 k) 2:9y=2:3
(Verénderliche : % und v)
) 3@+y+1)=2(y—3) m) (z—y):2=(z+y):3
Anleitung: Die Ausdriicke a), b), i), k), 1), m) sind vor der Berechnung von

Wertepaaren fiir die Wertetafel erst nach einer der beiden Veréinderlichen auf-
zulosen.

2. In den folgenden Sachverhalten stehen die beiden angegebenen GréBen
immer in einem bestimmten Verhiltnis, d. h., sie sind proportional.
Bezeichne den Zahlenwert der einen mit #, den der anderen mit y!
Schreibe dann den funktionalen Zusammenhang zwischen  und y
als analytischen Ausdruck auf! Berechne nun eine Wertetafel und
achte dabei darauf, dafl die GroBen die richtigen Benennungen be-
kommen !

a) 1 Brotchen kostet 0,05 DM.
b) Ein Biigeleisen verbraucht in 2% Std. 1 kWh elektrische Energie.

¢) Aus 5 kg Trauben ergeben sich 3,51 Traubensaft.

d) Ein Abraumbagger in einer Kohlengrube rdumt in 20 Min. 100 t
Abraum ab.

e) Fiir eine Beeteinfassung braucht man 3 Pflanzen auf je 50 cm.

3. Die GroBen in den folgenden Aufgaben sind produktgleich. Verfahre

genauso wie in Aufgabe 2!

a) Wenn téglich 15 Briketts verfeuert werden, reicht der Vorrat
200 Tage.

b) Man kann ein Stiick Land mit den gelieferten WeiBkrautpflanzen
in Reihen von 50 cm Abstand bei einem Pflanzenabstand von
40 cm bepflanzen.

¢) Man kann aus einem Brett 20 Leisten von 9 mm Stérke schneiden.

d) Bei der Einstellung eines. regelbaren Widerstands auf 45 Q betrigt
die Stromstirke 5 Ampere.
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4, Wie heiBen die analytischen Ausdriicke fiir die Funktionen zwischen
folgenden Veréinderlichen? Stelle jedesmal eine Wertetafel auf!
a) Seite und Umfang eines gleichseitigen Dreiecks,
b) Seite und Umfang eines Quadrats,
¢) Seite und Umfang eines regelmiBigen n-Ecks,
d) Seite und Fliche eines Quadrats,
e) Kante und Oberfliche eines Wiirfels,
f) Kante und Volumen eines Wiirfels.

5. Driicke die Abhiingigkeiten in den folgenden Sachverhalten durch
einen analytischen Ausdruck aus! Fir die Variablen kannst du auch
andere allgemeine Zahlsymbole als  und y wihlen. Uberlege dabei,
ob man von der Sache her die eine Variable als unabhingige und
die andere als abhiingige verinderliche bezeichnen sollte! Vor dem
Niederschreiben des analytischen Ausdrucks notiere mit der richtigen
MaBbezeichnung, was die einzelnen allgemeinen Zahlsymbole bezeichnen!

a) Bei Rettungsarbeiten verbraucht ein Bergmann aus der mitgefiihr-
ten Sauerstoffflasche in % Std. 701 Sauerstoff (Inhalt der Flasche
etwa 3 hl Sauerstoff bei 760 Torr).

b) Eine Drahtspirale von 100 mm Lénge dehnt sich bei Belastung mit
10 p um 16 mm, bei Belastung mit 20 p um 32 mm usw. aus.
Nimm als abhingige Variable die Gesamtlinge der Spirale!

¢) Fir 1 m*> Wand (11,5 cm dick, Format der Ziegel NF 52) braucht
man 48 Ziegel (341 Mortel).

d) Bei 24 cm dicken und noch dickeren Winden ermittelt man den
Materialbedarf nach dem Volumen des Mauerwerks.

Fiir 1 m? solchen Mauerwerks rechnet man 384 Normalziegel (NF 52)
und 2721 Mortel.

¢) Um die Linge einer Mauer zu bestimmen, zihlt man die neben-
einanderliegenden Ziegelkopfe. Das MaB eines Ziegelkopfes setzt
sich bei einem Normalziegel (NF 52) aus 11,5 cm Ziegelbreite und
1 cm StoBfuge zusammen. Das Produkt aus der Anzahl der Ziegel-
képfe und der Kopfbreite ergibt die Lénge der Mauer, wenn sie
an einer Seite angemauert ist (Anbau). Steht aber die Wand frei
(Pfeiler), so fehlt eine StoBfuge. Ist die Mauer beidseitig angemauert
(Nische), so kommt 1 cm fiir eine StoBfuge hinzu. Stelle danach
die drei Formeln fiir die Anbaulédnge, Pfeilerlinge und Nischen-
breite auf!

f) Bei NF 52 kommen auf 1 m Wandhéhe 12 Ziegelschichten. (Die
Wandhohe & soll die abhéngige Variable sein.)

g) 5 kg Roggenmehl geben durchschnittlich 8 kg Brot.

5*
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h) Fir 1 kg Brot muB man 1,1 kg Brotteig nehmen.

i) Fiir das Errechnen der Normzeit (ty) beim Schneiden von Spindeln
gewihrt man zur eigentlichen Bearbeitungszeit eine Vorbereitungs-
zeit ¢y (30 Min.). Die eigentliche Bearbeitungszeit ist von der An-
zahl n der Spindeln und von der Stiickzeit ¢, = 12 Min. je Stiick
abhingig. (Abhingige Variable ist die Normzeit.)

k) Weitere Beispiele : Vorbereitungszeit Stiickzeit
Avufpassen einer Handkurbel
auf eine Vierkantspindel 12 Min. 8 Min.
Einbau von Kupplungen 40 Min. 50 Min.

1) Der Leistungsgrundlohn ist 115% des Zeitlohnes.

m) Der Leistungslohn richtet sich nach dem Leistungsgrundlohn und
danach, mit wieviel Prozent der Arbeiter seine Norm erfiillt.

n) Befihrt ein Kraftwagen eine Steigung, so hat er einen zusitzlichen
Widerstand zu tberwinden. Der Steigungswiderstand (W,) in kp
ist vom Gewicht des Wagens in kp und der Steigung in Prozent
abhingig. Nimm als Steigung den Wert 6% an!

28. Die grafische Darstellung von Funktionen
im rechtwinkligen Koordinatensystem

1) Mit Hilfe der Wertetafel konnen wir jede Funktion grafisch dar-
stellen. Wir kennen schon sehr verschiedene Arten der grafischen Dar-
stellung, z. B. figiirliche Darstellungen, Kreisdiagramme (besonders in der
Prozentrechnung), Streifendiagramme, Streckendiagramme. Wir wollen
uns jetzt ausschlieBlich mit Streckendiagrammen beschéftigen und diesen
eine andere Deutung geben.

1. Beispiel: Aus Weizen gewinnt man beim Mahlen 70% Mehl. Die
anfallende Mehlmerge y kg ist also eine Funktion der Kérnermenge « kg.
Der zugrunde liegende analytische Ausdruck ist y = 0,7 - 2.

Eine Wertetafel ergibt:

z \ 1 2 3 4 5 10 15 20
Y |0,7 14 21 28 35 7 105 14

Diese Zahlen haben wir bisher in einem Streckendiagramm so dar-
gestellt, da8 die MaBzahlen der einzelnen Mehlmengen als senkrechte
Strecken in regelméfBigen Abstinden auf einem Strahl stehen (Abb. 8). An
den Anfangspunkt des Strahles haben wir dabei immer die Zahl 0, an-die
FuBpunkte der Senkrechten die MaBzahlen der zugeordneten Kérnermengen
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geschrieben. Die Endpunkte der Strecken kénnen wir geradlinig ver-
binden. Diese Gerade geht dabei durch den Anfangspunkt des Strahles.
Jeder MaBzahl y entspricht im Diagramm eine Strecke.

2) Die senkrechten Strecken sind nicht das Wesentliche an den Strecken-
diagrammen. Sobald wir niimlich, wie in Abbildung 8, eine Hilfsgerade
mit der MaBeinheit fiir die Mehlmengen einzeichnen, geniigen bereits die
Endpunkte der Strecken, um alle Werte ablesen zu kénnen. Die Ab-
bildung 8 vereinfacht sich dann zur Abbildung 9. In ihr sind lediglich noch
die beiden Grundgeraden eingezeichnet, auf denen die MaBeinheiten ab-
getragen sind.

Die beiden Grundgeraden nennt man Achsen. Statt mit ,,Kérnermenge*
beziehungsweise ,Mehlmenge* werden sie mit 2 bzw. mit y bezeichnet.
Deshalb spricht man auch von der x-Achse und von der y-Achse. Dabei
zeichnet man die z-Achse meist waagerecht, die y-Achse senkrecht dazu
nach oben. Den Schnittpunkt der beiden Achsen nennt man den Nullpunkt
oder Ursprung. Man bezeichnet ihn mit dem Buchstaben 0.

Jedem Punkt der Zeichenebene sind dann nach Festlegung der beiden
Achsen und ihrer MaBeinheiten eindeutig zwei Zahlen zugeordnet. So
gehoren z. B. zu dem in Abbildung 9 als @ bezeichneten Punkte die beiden
Zahlen 1,5 und 4. Man findet sie, indem man von @ auf die beiden Achsen
lotet und dort die Zahlenwerte abliest.

Dieser Punkt liegt nicht auf der eingezeichneten Geraden, weil die
Werte 2 und y nicht der dargestellten Wertetafel entnommen sind. Zu
z = 1,5 wirde y = 0,7 - 1,5 = 1,05, aber nicht y = 4 gehoren. Zu y = 4
gehort 4 = 0,7z, also = 4:0,7 = 52, aber nicht z = 1,5.

Von den beiden zu @ gehérenden Zahlenwerten nennt man stets zuerst
die auf der 2-Achse abgelesene Zahl und schreibt dafiir kurz Q (1,55 4).
Entsprechend ergibt sich aus Abbildung 9 noch P(3;2,1) und R(4;1,5).

Die beiden Zahlen, die einen Punkt bestimmen, nennt man die Koordi-
naten des betreffenden Punktes. Die auf der xz-Achse abgelesene Zahl
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heiBt die Abszisse, die auf der y-Achse abgelesene Zahl die Ordinate. Aus
diesem Grunde nennt man die z-Achse auch die Abszissenachse, die
y-Achse auch Ordinatenachse.

Beide Achsen zusammen bilden die Koordinatenachsen oder das Ko-
ordinatensystem. Da die Koordinatenachsen senkrecht aufeinander-
stehen, bilden sie in diesem Falle ein rechtwinkliges Koordinatensystem.
Der Schnittpunkt der beiden Achsen heiBt auch der Koordinatenursprung.

3) So wie zu jedem Punkt der Ebene eindeutig zwei Zahlen (seine beiden
Koordinaten) gehoren, bestimmen auch umgekehrt zwei Zahlen eines
Zahlenpaares eindeutig einen Punkt in der Ebene, wenn wir die zwei
Zahlen als Koordinaten dieses Punktes auffassen. Das trifft auch zu auf
die zusammengehorenden Zahlen einer Wertetafel. Auf diese Weise kénnen
wir die ihr zugrunde liegende Funktion durch eine Folge von Punkten
in einem festgelegten Koordinatensystem grafisch darstellen.

Dabei kommt es vor, daB auch negative oder gebrochene Zahlen als
Koordinaten von Punkten gedeutet werden miissen. Das erfordert eine
Erweiterung des Koordinatensystems.

2. Beispiel: An ilteren Thermometern finden wir zwei Temperatur-
skalen. Die eine heiBit die Celsiusskala, die zweite die Réaumurskala. Beide
haben dieselben Nullpunkte, doch sind die ibrigen Zahlenwerte einander
so zugeordnet, daB Celsiuswert zu Réaumurwert sich immer wie 5 zu 4
verhilt: C:R—=5:4

4C =5R

Beide bilden also eine Funktion, und 4 C =5 R ist der zugrunde
liegende analytische Ausdruck. Die Verénderlichen sind dabei mit C'und R
bezeichnet.

Die Wertetafel muB in diesem Falle auch negative Zahlen umfassen,
da ja auch Temperaturen unter 0° beriicksichtigt werden miissen. Wir
ermitteln Zahlenpaare, indem wir beispielsweise fiir R eine Reihe von
Zahlen einsetzen und jeweils die zugehérige Zahl fiir C' berechnen.

R =16; 4-0:5-161:4 R=—6; 4:-C=5-(—6)] :4

516 5-6
0= J O =g
=20 C=—15
So ergibt sich die folgende Wertetafel:
R ‘ —20 —16 —10 —6 0 +4 +14 440
c | _95 —20 —125 —75 0 +5 +175 +50

Wenn wir diese Zahlenpaare durch Punkte in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem darstellen wollen, miissen wir die Achsen tiber ihre
Nullpunkte hinaus verlingern und zu Zahlengeraden erweitern. Das ist



Grafische Darstellung von Funktionen 71

in Abbildung 10 ausgefiihrt fa

worden. Auf jeder der Ach-

sen ist mit Hilfe einer will-

kiirlich gewihlten Einheit

eine Skala mit ganzen (posi- 44 Ptass)

tiven und negativen)Zahlen 3

eingezeichnet worden. Die o, z 5

MafBeinheiten sind auf bei- = 4 =SEEED CTTT e = o

den Achsen gleich grof ge- ¥
wihlt worden. Das ist zwar nicht nétig, 3
aber zweckmiflig. Die Halbachsen "
mit den positiven Skalenwerten wollen
wir kﬁ_nftig immer durch einen Pfeil Parer Q, R
kennzeichnen.

Um jetzt z. B. den Punkt P (4; 5) 0
zu zeichnen, ziehen wir von den
Punkten +4 der R-Skala und +5 der
C-Skala jeweils die Senkrechte zu der
betreffenden Achse; der Schnittpunkt
ist der gesuchte Punkt. Dasselbe ist noch I
einmal fiir @ (—6; —7,5)gezeichnet. Wir B8(-2;+2)
erkennen, dafl diese Senkrechten (in
Abb. 10 Q,Q bzw. @,Q) zusammen mit
den Abschnitten auf den Achsen vom -5 -4-3-2-1 [ 1 2 3 4 % 6«
Nullpunkt bis zu den Punkten, die mit -1
den betreffenden Koordinaten beschrif- % Of#5=2)
tet sind (in Abb.10 0Q, baw. 0Q,), immer & = &
ein Rechteck bilden. In diesem sind die -
MafBzahlen der Seiten gleich den Ko- c551 5
ordinaten des betreffenden Punktes.

Durch die erweiterten Koordinatenachsen wird die ganze Zeichenebene
in vier Viertel, die vier Quadranten, aufgeteilt. Wir wollen sie so numerie-
ren, wie es Abbildung 11 zeigt.

Beachte besonders: Die Koordinaten eines Punktes, z. B. @, sind nicht
dasselbe wie die Strecken @,Q = 0@, und Q,Q = 0Q,. Die Koordinaten
sind Zahlen. Sie werden durch diese Strecken, die mit einer beliebigen -
MafBeinheit gezeichnet werden kénnen, veranschaulicht.

Abb. 11

I

L T

A(+3;+1)

4) Im Laufe eines Sommertages erhielt man durch Messen der Luft-
temperatur alle 2 Stunden die folgende Wertetafel:

Uhrzeit | 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24Uhr

Temper&tul‘l 14 11,6 956 12 14 22 26,56 27,6 27 25,5 22 19 16°C
Stelle den Temperaturverlauf wihrend des Tages grafisch dar!
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Hier liegt ebenfalls eine Funktion vor. Denn jeder Uhrzeit ist eine be-
stimmte Lufttemperatur zugeordnet, oder die Temperatur und die Uhr-
zeit sind voneinander abhingig. Es ist aber nicht méglich, zu dieser
Funktion ein Gesetz in Form eines analytischen Ausdrucks zwischen
Temperatur und Uhrzeit niederzuschreiben. Infolgedessen kénnen wir
auch die Zahlen dieser Wertetafel nicht wie bei den anderen Beispielen
berechnen, sondern sind zu ihrer Ermittlung auf Naturbeobachtungen
angewiesen.

Auch diese durch Beobachtung erhaltene Wertetafel kénnen wir durch
Punkte in einem Koordinatensystem grafisch darstellen (Abb. 12). Da
in unserem Beispiel nur Temperaturwerte iiber 9° auftreten, ist die Skala

¥

Temperatur
SR IINY

h
. . ! . X
2 % 16 18 20 22 2 Uhreit

fe}
N
=~
o}
®
3

Abb. 12

der Temperaturachse erst bei 8° begonnen worden. Bei dieser Abbildung
miissen wir aber bedenken, da uns nur die Punkte bekannt sind, deren
Koordinaten die Beobachtungstafel enthélt. Wir diirfen nicht etwa schlieBen,
daB die Temperatur um 7 Uhr 13° gewesen sei.

Die einzelnen Punkte kénnen durch kurze Strecken verbunden werden,
um die Anschaulichkeit zu steigern. Die Punkte diirfen nicht durch eine
gekriimmte Kurve verbunden werden.

Zusammenfassung:

1. Funktionen konnen mit Hilfe von Wertetafeln grafisch dargestellt
werden, indem man einander zugeordnete Werte als Koordinaten (Ab-
szisse und Ordinate) je eines Punktes auffaBt. Die Wertepaare der
Wertetafeln werden dann durch diese Punkte dargestellt.

2. Die Grundlage sind zwei rechtwinklig zueinander stehende Koordinaten=
achsen (Abszissen- oder x-Achse und Ordinaten- oder y-Achse), auf
denen MaBskalen abgetragen werden. Nach Moglichkeit werden die
Nullpunkte beider Skalen in den Schnittpunkt der Achsen, den Koordi-
natenursprung oder Nullpunkt gelegt.

3. Negative Werte der Koordinaten erfordern die Ausdehnung der Achsen
zu Zahlengeraden. Dadurch entstehen vier Quadranten. Das Ganze
heiBt rechtwinkliges Koordinatensystem.
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4. Die Punkte, die den Wertepaaren einer Wertetafel entsprechen, kénnen
zur besseren Veranschaulichung durch Strecken verbunden werden. Das
Ersetzen des gebrochenen Streckenzuges durch eine gekriimmte Kurve
ist aber nur dann erlaubt, wenn der Wertetafel ein analytischer Aus-
druck zwischen den Veriinderlichen zugrunde liegt, der das Berechnen
beliebig vieler Zwischenwerte erlaubt.

5. Koordinaten (Abszissen und Ordinaten) sind Zahlenwerte und keine
Strecken (Lote oder Abschnitte auf den Koordinatenachsen). Diese

dienen nur zur bildlichen Darstellung der Koordinaten.

Aufgaben

1. Bestimme die Lage der folgenden Punkte im rechtwinkligen Koordi-
natensystem: (1; 1), (+1; —1), (—=1; —1), (=1; +1), (0; 1), (=15 0),
(0; 0), (—4; 0), (4; —4), (—4; —4)! In welchen Quadranten liegen
die Punkte?

2. Stelle die in Aufgabe 1a) bis m) von 8. 66 berechneten Wertetafeln
grafisch dar!

Verfahre ebenso mit den Aufgaben 2a) bis e) von S. 66!
. Verfahre ebenso mit den Aufgaben 3a) bis d) von S. 66!
. Verfahre ebenso mit den Aufgaben 4a) bis f) von S. 67!

S ST B W

. Die Messung der relativen Feuchtigkeit an einem Tage ergab die fol-
gende Wertetafel:

Uhrzeit | 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24Uhr

rel. Feuchtigkeit j 72 73 76 75 68 60 55 53 53 55 60 6568 %
Stelle die Wertetafel grafisch dar!

7. Bilde auf Grund der folgenden Tatsachen den analytischen Ausdruck
und stelle die Abhingigkeit grafisch dar!

a) Beim Abbau von Gestein entstehen aus 5 m® Gestein 8 m3 Hauf-
werk.

b) Eine Schraubenfeder von 30 mm Lénge verlingert sich bei einer
Belastung von 1kp um 11 mm, bei einer Belastung von 2 kp um
22 mm, usw.

Nimm als abhéingige Verinderliche die Gesamtlinge der Schrauben-

feder!
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8. Entnimm aus den Abbildungen 13 und 14 die Koordinaten der Punkte
und stelle sie in einer Wertetafel zusammen!

o

Krankheitstage
x

y
Name: geb. Beruf Datum
Monotstag | 236 [ 24.6. [ 256 | 266 | 276 | 266 | 296 [ 306 | 1.7 | 2.7 | 27 | 4.7
Kankh-logl 1. | 2 | 3 | 4 | 5 [ 6 | 7 | & | 9 [ 10 [ 1 [%
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29. Die lineare Funktion

1) Wir wollen jetzt ausschlieBlich Funktionen untersuchen, denen ein
analytischer Ausdruck zugrunde liegt. Damit berechnen wir eine Werte-
tafel, und diese stellen wir grafisch in einem rechtwinkligen Koordi-
natensystem dar. Es gibt also neben der in Worten gefaBten Zuord-
nungsvorschrift drei Moglichkeiten, solche Funktionen darzustellen:

a) durch einen analytischen Ausdruck,

b) mit Hilfe der Wertetafel,

¢) als Diagramm in einer grafischen Darstellung.

Der analytische Ausdruck muB neben bekannten GroBen stets auch die
Veriinderlichen z und yenthalten. Je nachdem,durch welche arithmetischen
Operationen diese GroBen verbunden sind, ergeben sich Funktionen ver-
schiedenster Art.

Aus der Ubersicht auf S. 51 ersahen wir, daB es Bestimmungsgleichungen
verschiedenen Grades gibt. Auch Funktionen werden durch ihren Grad
unterschieden.

Beispiele:
Funktionen 1. Grades
(lineare Funktionen) 3z —4y+56=0
=2
Funktionen 2. Grades y ol

(quadratische Funktionen) y = 22%+ 2 +1
r—3y+y* =28
Funktionen 3. Grades . 43+ y—2x=26
y=a%—2224+ a2 —3
Wir wollen uns zunichst nur mit Funktionen 1. Grades beschiftigen.
Eine Funktion 1. Grades kann demnach nur ein Glied mit 2! =z,
ein Glied mit ! = y und ein von « und y freies Glied enthalten. Dieses
nennt man absolutes Glied.
Beispiel: 22 —3y +6=10 :
Um eine Wertetafel zu bestimmen, kénnen wir zwei Wege einschlagen:
1. Weg: Wir setzen fiir y beliebige Zahlen ein und berechnen jeweils die
zugehorigen a-Werte.
Die Berechnung wird bequemer, wenn wir von vornherein den gegebenen
analytischen Ausdruck nach ' auflésen:

22 —3y+6=0 +3y—6
20 =3y —6 : 2
x=%y—3

In diesem Falle nennt man y die unabhéingige Verénderliche und x die
abhingige Verianderliche.
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2. Weg: Wir setzen fiir & beliebige Zahlen ein und berechnen jeweils
die zugehoérigen y-Werte.

Auch hier wird die Berechnung bequemer, wenn wir den analytischen
Ausdruck nach y auflosen.

20 —3y+6=0 — 2286

—3y=—22—6 : (—3)
y=;x+2

In diesem Falle nennt man « die unabhingige Verinderliche und y die
abhingige Verinderliche.

Wir wollen die Berechnung der Wertetafel nach beiden Wegen gegen-
iiberstellen.

1. Weg 2. Weg
x=%y—3 y=%x+2
h1=+2 | o =5 (+2) —3 T=+3 |y =7 (+3)+2
2, =3—3 ‘y1=2—|—2
;=0 |9 =4
|
=0 [z=2(0)—3 gy=+1| g =5 (+1) +2
T =0-—3 y2=%+§
@y = —3 yp=2%
Ya=—2|z3=5(—2)—3 Tg=—1|yy=5(-1)+2
Zg=—3-—3 ys=—§+—§-
|z3=—6 ys=]_%
y

Die Wertepaare werden in einer Werte-
3 tafel zusammengestellt.

z|—4 -3 —-2—-1 04142 +3

! R R

% 3 -2 -1
/ 1 Daraus ergibt sich das Diagramm der
Abb.15 . & Abbildung 15,
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2) Fir jede Funktion 1. Grades kann in derselben Weise eine Werte-
tafel aufgestellt werden. Dabei ist es iiblich, # als unabhiingige und y als
abhiingige Veréinderliche aufzufassen, also die Gleichungen nach y auf-
zuldsen.

Beispiele: 3x4+4y—8=0 4 —2y=3
y=——%x+2 y=2x—%
Der analytische Ausdruck nimmt also dann die allgemeine Form an:
y=mx+n

Sowohl der Koeffizient von x(m) als auch das absolute Glied (n) kénnen
dabei ganze oder gebrochene, positive oder negative Zahlen sein.

Stehen in dem analytischen Ausdruck alle Glieder mit den Verénder-
lichen auf der einen Seite der Gleichung und auf der anderen nur ein
absolutes Glied oder 0, so nennt man das die implizite (unentwickelte)
Form des analytischen Ausdrucks.

Beispiele: 4 — 5y +4+7=0; 224 3y =15.
Wird der Ausdruck aber nach einer der Veriinderlichen aufgelést, so
spricht man von einer expliziten (nach z baw. y entwickelten) Form.

Beispiele: x=%y—%; y=—§x+5.

Auch die allgemeine Form y = ma + n des analytischen Ausdrucks
einer Funktion 1. Grades ist demnach eine explizite Form.

3) Wir wollen die Funktion 1. Grades jetzt in der expliziten Form
genauer untersuchen. Dazu miissen wir systematisch erforschen, welchen
Einflu die beiden Konstanten 7 und n auf Gestalt und Lage der Kurve
im Diagramm haben.

Wir untersuchen zunichst den EinfluB von m, indem wir fiir % einen
moglichst einfachen Wert, z. B. n =0, withlen. Dann nimmt der analytische
Ausdruck die einfache Form y = m * « an. Schreiben wir durch Division
beider Seiten durch z dafiir % = m, so heiBt das, daB einander zugeord-
nete Werte von @ und y immer dasselbe Verhiltnis haben:

Y1: 8 =Y By =Yg T3 =Yy &y =+ -+ =M.

Der analytische Ausdruck der Funktion 1.Grades in der einfachen
Form fiir n = 0, also y = ma, stellt demnach die Proportionalitit zwi-
schen 2 und y dar.

Wir untersuchen nun den EinfluB von m auf die jeweilige Gerade
(Abb. 16):

Eine Gerade ist durch zwei Punkte festgelegt. Einer davon ist auf jeden
Fall der Koordinatenursprung mit den Koordinaten (0; 0). Denn zu x — 0
gehort stets y = m -0 = 0, unabhingig davon, welchen Zahlenwert m
hat. Alle Geraden gehen also durch den Ursprung des Koordinaten-
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systems. Ein zweites, leicht berechenbares Wertepaar erhalten wir fir
2 =1. Dann ist y =m -1 =m, also:
m=2; y=2ux;

Abb. 16

Punkte: (0; 0); (1;2),
Punkte: (0; 0); (1; %),
Punkte: (0; 0); (1; —2).

Zur Konstruktion der Geraden er-
halten wir die zweiten Punkte, die
alle die Abszisse 1 haben, sehr leicht
auf einer Hilfsgeraden, die im Ab-
stand 41 parallel zur y-Achse ver-
lauft. Auf ihr brauchen wir jeweils
nur die Werte von m vom Schnitt-
punkt mit der z-Achse aus abzutra-
gen, um den zweiten Punkt der
betreffenden Geraden zu erhalten.
Verbinden wir ihn mit dem Koordi-
natenursprung, so ist die dem betref-
fenden Werte von m zugeordnete
Gerade gefunden (Abb. 16).

An der Abbildung 16 erkennen wir folgendes: Den Proportionalitéts-
funktionen mit dem analytischen Ausdruck y = ma entsprechen Geraden
durch den Koordinatenursprung. Man spricht von einem Geradenbiischel.
Die Richtung der einzelnen Geraden hingt vom Werte des Proportio-
nalitiatsfaktors m ab. Ist er positiv, verlduft die Gerade im 1. und 3. Qua-
dranten, ist er negativ, so verlauft sie im 2. und 4. Quadranten. Je groBer
der Absolutbetrag |m| ist, desto steiler verlduft die Gerade in bezug auf
die x-Achse. Man nennt den Proportionalititsfaktor m deshalb auch den
Richtungsfaktor oder den Anstieg der Geraden. Beachte vor allem folgende

Besonderheiten :
m ”’nA"‘ulsy;!i‘zcclfr Lage der Geraden
1. +1 y=2x Halbierende des 1.und 3. Quadranten
2. -1 y=—2x Halbierende des 2. und 4. Quadranten
1 =1
3. +3 y=3# symmetrisch zur Halbierenden y = «
+2 y=2zx
1 = /A .
4 +3 y=3 symmetrisch zur 2-Achse und zur
4 1 1 -Achse
-5 y=—5% Y
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Die symmetrische Lage bei 3. und 4 gilt nicht nur fiirm = + 2 und
m=+; ! bzw. fiir m = 45 landm=—1 , sondern fiir jeden Zahlenwert k,
alsofurm kundm—-~bzw m= +kundm——k

4) Jetzt untersuchen wir die Bedeutung des absoluten Gliedes ». Dazu
wihlen wir einen moglichst einfachen Rlchtungsfaktor z.B. m= l,
also den analytischen Ausdruck y= —x + n. Wahlen wir zunichst
7 =0, so errechnen wir zu y = —x lelcht folgende Wertetafel:

z|—8 —2 -1 0 +1 42 43

y ‘—15 -1 —3 0 43 +1 +1%
Geben wir jetzt n einen anderen Wert, z. B. 3, so ergibt sich die neue
Wertetafel fiir y = %x + 3 aus der fir y = %z, indem wir alle y-Werte
der ersten Tafel um -3 vergroBern:

@ -8, —2 -1 0 41 +2 +8

y=1z 17 -1 -3 o0 +1 41 41}

=32+3 [+13 +2 +2% 43 431 44 44l

Da also die Ordinaten alle um den gleichen Betrag +3.groBer geworden
sind, miissen die ihnen entsprechenden Punkte alle um das gleiche Stiick
in Richtung der positiven y-Achse verschoben werden (vgl. Abb. 17). Die ge-
samte zu y = %z gehorende Gerade wird also parallel zu sich selbst um
+3 in Richtung der positiven y-Achse verschoben, wenn sie in die zu
y= %x + 3 gehérende iibergeht. Auch zu y = %x + 3 gehort also als

Diagramm eine Gerade.

Entsprechendes gilt fiir an- y=3x+3
dere Werte von n (Abb. 18). y
Das absolute Glied 7 gibt den
Betrag der Parallelverschie- +3

bung der Geraden y = ma an.

Sein Wert ist auf der y-Achse n=3

zu erkennen. Man nennt = +3
deshalb den Abschnitt auf der +32
y-Achse. Die Gesamtheit aller ! -
Funktionen 1. Grades, deren
analytische Ausdriicke das-
selbe m (in Abb.18 m = 1), Abb. 17

1
i
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ab

gibt als Diagramm demnach
eine Schar paralleler Geraden.

(y

eine gerade Linie ergibt, nennt
man die Funktion 1. Grades

au

4.

. Jede Funktion 1. Grades er-

Lineare Funktionen

er verschiedene n haben, er-

Da jede Funktion 1. Grades
= ma + n) als Diagramm

ch lineare Funktion.

Zusammenfassung: /

gibt als Diagramm eine ge-
rade Linie. Sie heift deshalb
auch lineare Funktion.

Abb. 18

. Der analytische Ausdruck kann entweder in der impliziten Form (z. B.

3x 4+ 7y 4 2=0) oder in der expliziten Form (z.B.x=2y — 1)
angegeben werden. )

. In der expliziten Form y = max + n bestimmt m die Richtung der

Geraden (Richtungsfaktor oder Anstieg), n die Verschiebung lings der
y-Achse (Abschnitt auf der y-Achse).

Fiir n = 0 entsteht der analytische Ausdruck y = mx. Durch ihn ist
die Proportionalitit zwischen x und y gekennzeichnet. Der Richtungs-
faktor m heiBt dann Proportionalitiitsfaktor. Die Proportionalitit ist
also ein spezieller Fall der linearen Funktion.

Aufgaben

. Zeichne die Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems und die

Geraden fir y = 2 und y = —a! Dadurch entstehen 8 Achtel der
Zeichenebene. Markiere farbig die Achtel, in denen Geraden y = mx
verlaufen, fiir die die Absolutwerte der Richtungsfaktoren |m| > 1sind,
andersfarbig diejenigen, in denen Geraden mit |m| << 1 verlaufen!

. a) Setze in 22 4 3y — 6 =0 zuerst statt 2, dann statt 3 die Zahl 0!

Zeichne die entsprechenden Geraden und schreibe die Gleichungen
daran! Sprich das Ergebnis in Worten aus!

b) Zeichne die Geradenschar y = a fiir verschiedene Werte fiir a!
Sprich das Ergebnis in Worten aus!

¢€) Zeichne die Geradenschar x = b fiir verschiedene Werte fiir b!
Sprich das Ergebnis in Worten aus!

. Gib den analytischen Ausdruck der linearen Funktion an, die

a) durch die @-Achse b) durch die y-Achse als Gerade dargestellt wird !
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4. Stelle die folgenden Scharen von Funktionen grafisch dar!
a) y+ax—n=20 b)) y—ax—n=0 ¢)3y—xz—n=0
d 2y +2—n=0 e) y—mx—1=0 ) y—mae+1=0
g) y—mw+25=0 h) y —max —25=0
Anleitung : Setze jeweils fiir » bzw. m eine Anzahl beliebiger Zahlen-
werte ein!

b. Stelle die folgenden linearen Funktionen grafisch dar!
a) y=ua b) y =2« e) y =3z d)y:éx
) y=—a Dy=-2¢ gy=-3x h)y=—ja
Wie verlaufen die Geraden? Durch welche Bewegungen lassen sie sich
ineinander iiberfithren?

6. Stelle die folgenden linearen Funktionen grafisch dar!
) y==ax h)y=a+1 ¢y=a+2 dy=a+3
e) y=22 H)y=2r+1 g y=20+2 h) y=2x+3
Wie verlaufen die Geraden a) bis d) und e) bis h) zueinander? Durch
welche Bewegungen lassen sie sich ineinander iiberfiithren?

7. Stelle folgende Funktionen grafisch in ein und dem-
selben Koordinatensystem dar !
y= x+1 y= 2z+41 y= 3z+41
y=—x-+1 y=—2z2+1 y=—-3z+1
Vergleiche die analytischen Ausdriicke und die Lage

. der Geraden!

8. Stelle die folgenden Geraden grafisch dar!
a) y=—2 y=—1 y=+1 y =2
b) x=—-2 x=—1 z=+1 =42
Durch welche Bewegungen lassen sie sich ineinander
iiberfithren?

9. I-Stahl (Doppel-T-Stahl) hat einen Querschnitt, wie ihn Abbildung 19
zeigt. b bedeutet die Traghohe, b die Flanschbreite. In DIN 1025 sind

die genormten Abmessungen fiir die Hohe und die Flanschbreite der
verschiedenen Typen angegeben.

Bezeichnung |1 8 10 12 14 16 18 20 22 24 25 26 281

Abmessungen | A | 80 100 120 140 160 180 200 220 240 250 260 280 |

| in mm b| 42 50 58 66 74 82 90 98 106 110 113 119

6 [00803]
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Lineare Funktionen

Bezeichnung | T | 30 32 34 36 38 4042}

45 475 50 55 60

Abmessungen

k| 300 320 340 360 380 400 425 450 475 500 550 600

in mm b | 125 131 137 143 149 155 163 170 178 185 200 215

Jeder Flanschbreite b ist eine Traghéhe & zugeordnet; b ist eine Funktion
der Traghéhe .

a) Veranschauliche die in der Tafel einander zugeordneten Werte
von h und b in einem rechtwinkligen Koordinatensystem! (MaB-
stab der Abszissenachse h: [1:5]; MaBstab der Ordinatenachse

10.

b:[l:2])

b) Welcher Art ist die Kurve im Bereich 80 < & < 250 und welcher

Art im Bereich 250 < b < 600?

¢) Ist die in der Tafel wiedergegebene Zuordnung durch einen ana-

lytischen Ausdruck darstellbar?

d) Welche allgemeine Form haben die
analytischen Ausdriicke der Funk-
tionen in den beiden Bereichen?

e) Bringe die beiden Kurven zum
Schnitt mit der Ordinatenachse
und bestimme die absoluten Glie-
der!

f) Bestimme aus der Zeichnung den
Anstieg m jeder Geraden.

Lies aus dem Diagramm der Abbil-
dung 20 zu den angegebenen Abszissen
die Ordinaten ab! Zeichne dazu zuvor
die Abbildung 20 sorgfiltig auf Milli-
meterpapier, damit du die Werte recht

9

=3

9

%

- genau ablesen und die Geraden notfalls hinreichend verlingern kannst!
a) Gerade g;: z, =0; Zy=—15;
b) Gerade g,: »;,=—3; a,= 424;

11.

¢) Gerade g,: ;= -|-2%; @y = —2;

d) Gerade g,: »,=—2,5; 2,=0;

Bestimme zu den a.ngegebenen Ordinaten die Abszissen !

a) Gerade g;: y, =0; = +2;

b) Gerade g,: 7, = —2; .7/2= 12’ Y3 =0;

e) Gerade g;: y, = +1%; Yo=0;
d) Gerade g;: y,=+1; y,=0;

Abb. 20
z3=+4; =z,=-+4+02
z3=—%; =0
2,=0; = +3,8
z3 = +5; ry =417
Ys= —35; ys=-+08

Y= +3
ya—"3: yd=’_1%
%B=—33; nu=-+42



C. GEOMETRIE

VI. Dreieckskonstruktionen und Kongruenz

30. Das Dreieck als stabile Figur

1) Die Abbildung 21 zeigt drei 4
Holzleisten, die durch Splinte zu
einem Dreieck verbunden sind. Ob-
wohldie Verbindungen der Holzleisten
untereinander nicht fest sind, kann
ein solches Dreieck in seiner Form
nicht verindert werden. Diese Eigen-
schaft des Dreiecks wird in der Tech-
nik dazu benutzt, Briicken. Dicher,
Tiren, Winde, Gerite usw. zu sta-
bilisieren (zu festigen).

Die Abbildungen 22 bis 24 zeigen
die Verwendung des Dreiecks zur
Stabilisierung (zur Festigung). Die
Abbildung 22 zeigt Balkenverbindun-
gen bei einem Fachwerkhaus, die
Abbildung 23 eine Stehleiter und
die Abbildung 24 eine Briicken-
konstruktion.

Im Gegensatz zum Dreieck ist z. B.
das Viereck keine stabile Figur. Ein
Viereck aus vier Holzleisten, die durch
Splinte verbunden sind, kann man in
seiner Form verindern (Abb. 25).

Dreiecke mull man oft aus be-
stimmten MaBangaben konstruieren.
Damit wollen wir uns im folgenden
beschéftigen.

2) Die fiir eine Dreieckskonstruk-
tion angegebenen Strecken und Win-
kel werden auch Bestimmungsstiicke
oder kurz Stiicke genannt. Bei den ‘ .
folgenden Konstruktionsaufgaben ist Abb. 22

6%
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Abb. 23 Abb. 24

entweder nur ein Stiick oder es sind
zwei Stiicke gegeben.

Aufgaben

1. Konstruiere Dreiecke aus dem einen
gegebenen Stiick!

a) c=5cm b) @ =4cm
e) b=3,5cm d) ¢c=6cm ek -
e) o =75° f) g = 63° —U U
g) y = 112° h) f = 27° Abb. 25
2. Konstruiere Dreiecke aus den zwei gegebenen Stiicken !
a) b=6cm, a=4cm b) y = 63°, b=3,5em
e¢) c=5b6cm, a=28cm d) b=49cm, p=13°
e) a ="T72° B = 45° f) y =112°, b=3,5cm

31. Die Konstruktion von Dreiecken aus den drei Seiten

Aus dem vorigen Kapitel haben wir erkannt: Man kann aus einem
Stiick oder aus zwei Stiicken viele Dreiecke unterschiedlicher Form kon-
struieren, die jedoch alle die jeweils geforderten Stiicke enthalten.

Im folgenden sollen Dreiecke aus drei Stiicken konstruiert werden. Bei
allen Dreieckskonstruktionen iiberlegen wir vorher, ob die Konstruktion
itberhaupt ausfithrbar ist. Wir zeichnen dazu ein beliebiges Dreieck als
Uberlegungsfigur und kennzeichnen' in ihm nur die Stiicke, die uns in
der Aufgabe gegeben sind. Dann untersuchen wir, ob fiir jeden der drei
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Dreieckspunkte auf Grund der gegebenen ¢

Stiicke zwei Bestimmungslinien gefunden

werden konnen. a
Beispiel: Konstruiere ein Dreieck aus

a=5cm, b =4cm, c=3,5cm!

_ Uberlegung: (Vergleiche Abbildung26!) , = 8
Die Punkte 4 und B sind als Endpunkte

der Strecke 4 B = ¢ bestimmt. Bestim- Abb. 26
mungslinien fiir den Punkt C sind: (s

1. der Kreis mit b um A4,

2. der Kreis mit ¢ um B.

Konstruktionsbeschreibung: Ich a
zeichne 4 B = ¢= 3,5 cm. Nun schlage ich
mit b=4cm um 4 und mit @ = 5cm
um B Kreise, die einander in den Punk- B
ten C; und C, schneiden. Ich verbinde 4
und B mit C; und C,. Die Dreiecke 4 BC,
und 4 BC, sind die verlangten (Abb. 27).

Die beiden Dreiecke sind achsensym-
metrisch zueinander. Sie haben die gleiche
Form und Grofe. Wenn bei der Kon- G
struktion von Dreiecken zwei Dreiecke

3 d : Abb. 27
entstehen, die achsensymmetrisch zuein-
ander sind, so wird meist nur eines von beiden gezeichnet.

Es ist stets zu priifen, ob das konstruierte Dreieck auch wirklich das
in der Aufgabe verlangte ist. Man iiberzeugt sich, ob die Konstruktions-
zeichnung die in der Aufgabe gegebenen Stiicke in der geforderten GréBe
auch tatsichlich enthilt. Erst dann kann man als SchluBsatz formulieren,
daB das konstruierte Dreieck das verlangte ist.

Bei allen Konstruktionen sind stets anzugeben: Aufgabe, Uberlegungs-
figur, Uberlegung, Konstruktionszeichnung und Konstruktionsbeschreibung.

Bei der Konstruktion eines Dreiecks aus seinen drei Seiten kann der
Fall eintreten, daB sich die Kreise um 4 und B nicht schneiden und kein
Dreieck entsteht (zum Beispiel bei den MaBen @ = 1,5cm, b =1 cm,
¢ = 3,5 cm). In diesen Fillen widersprechen die MaBangaben fiir die drei
Seiten dem Satz, daB im Dreieck die Summe zweier Seiten grofier ist
als die dritte Seite. Solche Strecken kénnen deshalb nicht die Seiten eines
Dreiecks sein.

Zusammenfassung: Aus der Angabe der drei Seiten kann genau ein
Dreieck konstruiert werden; das dazu achsensymmetrische Dreieck wird
nicht betrachtet. Die Lingen der drei Seiten diirfen jedoch nicht dem
Satz widersprechen, dafl im Dreieck die Summe zweier Seiten stets groBer
ist als die dritte Seite.
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Aufgaben
. Konstruiere ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken !
a) a=4 cm b=5 cm c=6 cm
b) a = 3,6 em b=48cm ¢=6,5cm
¢) a=53cm b =6,8cm ¢c="73cm
d) a =4,0cm b=5"7cm ¢=59cm
e) a =4,8cm h=39cm ¢=39cm

2. Konstruiere ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken !

a) a = 3,7 cm b=4,5cm ¢ = 6,8cm
b) a =3,8cm b=24cm ¢=4,7cm
¢) a=65cm b="74cm ¢=28cm
d) a=42cm b=6 cm ¢=5,5cm
e) a=0b==6cm, c=4cm f)a=b=c=48cm

3. Ermittle in den Dreiecken der Aufgabe 2 die GroBe der iibrigen Stiicke !

32. Die Konstruktion von Dreiecken aus zwei Seiten und dem von dicsen
Seiten eingeschlossenen Winkel

Beispiel: Konstruiere ein Dreieck aus ¢ = 5 cm, b = 4 cm, o = 63°!

Uberlegung: (Vergleiche Abbildung 28!) Die Punkte A4 und B sind
als Endpunkte der Strecke 4 B = ¢ bestimmt. Bestimmungslinien fiir den
Punkt C sind:

1. der freie Schenkel des Winkels «, angetragen in 4 an A B,

2. der Kreis mit b um 4.

Konstruktionsbeschreibung:
Ich zeichne AB=c=5cm. In 4

trage ich an A B den Winkel a = 63° £
an. Um 4 schlage ich mit b = 4 cm
c
Abb. 28 b

Abb. 29
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einen Kreisbogen, der den freien Schenkel des Winkels « im Punkt C
schneidet. Ich verbinde C mit B und erhalte das verlangte Dreieck ABC
(Abb. 29).

Die MaBangaben von ¢ und b kénnen vollig beliebig, der Winkel & mufl
kleiner als 180° sein. Dann fiihrt die Konstruktion in jedem Falle zu genau
einem Dreieck. Der freie Schenkel des Winkels « ist ein Strahl, also an
einer Seite unbegrenzt. Deshalb gibt es immer einen Schnittpunkt mit
dem Kreisbogen um 4, wie groB b auch sein mag.

Zusammenfassung: Aus der Angabe von zwei Seiten und dem von
ihnen eingeschlossenen Winkel kann genau ein Dreieck konstruiert werden,
sofern der eingeschlossene Winkel kleiner als 180° ist.

’

Aufgaben

1. Konstruiere ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken!
a) b=3,6cm, ¢ =4,5cm, o= T4°
b) a = 4,9 cm, b= 3,6 cm, y = 112°
¢) a=53cm, ¢ = 6,7 cm, p= 176°
d) b =58cm, a = 5,1 cm, y = 65°
e) a=6 cm, b=5 cm, y= 90°

2. Konstruiere ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken!
a) a =49 cm, b= 6,3 cm, y = 62°
b) b =24 cm, ¢= 1,5cm, o = 43°
¢) a=6 cm, b=6 cm, y = 60°
d) a=6 cm, ¢c=6 cm, B =90°
e) b=7 cm, ¢=4,9cm, a = 39°

3. Ermittle in den Dreiecken der Aufgabe 2 die GroBe der iibrigen Stiicke !

33. Die Konstruktion von Dreiecken aus einer Seite und zwei Winkeln

Hier gibt es zwei Moglichkeiten. Die Winkel kénnen beide an der ge-
gebenen Seite liegen (z. B. ¢, «, f oder b, y, «). Es kann aber auch nur
einer der gegebenen Winkel an der gegebenen Seite liegen (z. B. ¢, «, y
oder b, «, f). Da die Summe der Innenwinkel im Dreieck 180° betrigt,
kann der dritte Winkel stets aus den beiden gegebenen Winkeln berechnet
oder durch Konstruktion ermittelt werden. Es kann also jede dieser Auf-
gaben auf die Konstruktion eines Dreiecks aus einer Seite und den beiden
anliegenden Winkeln zuriickgefiihrt werden.
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Beispiel: Konstruiere ein Dreieck aus ¢ = 5 cm, o = 43°, f = 65°!

* Uberlegung: (Vergleiche Abbildung 30!) Die Punkte 4 und B sind
als Endpunkte der Strecke 4B = ¢ bestimmt. Bestimmungslinien fiir
den Punkt C sind:
L. der freie Schenkel des Winkelsa,
angetragen in 4 an 4 B,
2. der freie Schenkel des Winkels g,
angetragen in B an A4 B.

4

A c 8 A c B
Abb. 30 Abb. 31

Konstruktionsbeschreibung: Ich zeichne AB = ¢ — 5 cm. An A B
trage ich in A den Winkel a = 43° und in B auf der gleichen Seite den
Winkel f = 65° an. Die beiden freien Schenkel schneiden einander im
Punkt C'. Das Dreieck 4 B(C' ist das verlangte (Abb. 31).

Bei dieser Aufgabe kann die gegebene Seite beliebig lang sein. Die
Summe der beiden gegebenen Winkel muB kleiner als 180° sein.

Zusammenfassung: Sofern die Summe der zwei gegebenen Winkel
kleiner ist als 180°, kann aus einer Seite und zwei Winkeln genau ein
Dreieck konstruiert werden.

Aufgaben

1. Konstruiere ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken !
a) a=9 cm, f="75°y=>52° b) ¢c=12 cm, o = 105°, B = 37°
) b=49cm,y=60°a="75° d) ¢c=54cm, g = 102°, g = 22°
€) b=35cm,a=37°y="78 ) a="73cm, f= 45°, y = 90°

2. Konstruiere ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken!
a) a=81lcem,a =28°9y="T4° b) c=4 cm, o = 45°, B = 45°
¢) b=>55cem,a=060°y=60° d) c=5 cm, y = 90°, # = 60°
e) b=48cm,«=>53°y=37° 1) a=32cm, a =72° B = 63°

3, Bestimme in den Dreiecken der Aufgabe 2 die GroBe der tibrigen Stiicke !
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34. Die Konstruktion von Dreiecken aus zwei Seiten und einem von diesen
Seiten nicht eingeschlossenen Winkel

Hier sind zwei Fille moglich: Entweder liegt der Winkel der groBeren
oder er liegt der kleineren der gegebenen Seiten gegeniiber. Wir unter-
suchen zunichst den ersten Fall.

1) Beispiel: Konstruiere ein Dreieck aus ¢=27cm, b=4cm,
p = 54°!

Uberlegung: (Vergleiche Abbildung 32!) Die Punkte A4 und B sind
als Endpunkte der Strecke 4B = ¢ bestimmt. Bestimmungslinien fiir
den Punkt C sind:

1. der freie Schenkel des Winkels f, angetragen in B an 4 B,

2. der Kreisbogen mit b um 4.

Konstruktionsbeschreibung: Ich
zeichne AB=c¢=27cm. In B an AB b
trage ich den Winkel f = 54° an. Um 4
schlage ich mit b = 4 cm einen Kreisbogen,
der den freien Schenkel des Winkels f , J 8
im Punkt C schneidet. Ich verbinde C £
mit A4 und erhalte das verlangte Drei-

eck 4 BC (Abb. 33). %c

Diese Konstruktion fithrt immer genau
zu einem Dreieck, wenn der gegebene
Winkel kleiner als 180 ° ist und der groeren
der beiden gegebenen Seiten gegeniiber-
liegt. Dann schneidet der Kreisbogen mit
b um 4 den freien Schenkel des Winkels 8
in genau einem Punkt.

Zusammenfassung: Aus zwei Seiten
und dem der groBeren Seite gegeniiber-
liegenden Winkel kann genau ein Dreieck
konstruiert werden. Der gegebene Winkel 4
mul kleiner als 180° sein. Abb. 33

2) Beispiel: Konstruiere ein Dreieck
ausc =3 cm, b =2cm, f§ = 25°!
Uberlegung:(Vergleiche Abbildung34!)
Die Punkte 4 und B sind durch die b
Strecke 4 B = ¢ bestimmt. Bestimmungs-
linien fiir den Punkt C' sind: 1. der freie
Schenkel des Winkels £, angetragen in B A ¢ g
an A B, 2. der Kreisbogen mit b um A4, Abb. 34
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c Konstruktionsbeschreibung:

2 Ich zeichne AB=c¢=3cm. In B
an A B trage ich den Winkel = 25°
an. Um 4 schlage ich mit b = 2 cm
einen Kreisbogen, der den freien
Schenkel des Winkels § in zwei Punk-
ten, Cyund C,, schneidet. Ich verbinde
A mit C; und C,. Es entstehen zwei
verschiedene Dreiecke 4 BC; und
A BC,, die aber beide die gegebenen
Stiicke ¢, b und f in der geforderten
GroBe enthalten. Die Dreiecke 4 BC,
und A BC, sind die verlangten
(Abb. 35).

Wir fithren nun folgenden Versuch
durch: Wir zeichnen auf ein Blatt
Papier die Strecke AB=c¢ = 3cm
und um A einen Kreisbogen mit
b = 2 cm. Nun legen wir einen Papp-
streifen durch den Punkt B. Diesen
Pappstreifen konnen wir als freien Schenkel des Winkels § betrachten.
Wenn f = 25° ist, schneidet der Pappstreifen den Kreisbogen in zwei
Punkten. Wir lassen jetzt den Winkel f langsam grofer werden; wir
drehen den Pappstreifen nach rechts. Die beiden Schnittpunkte mit dem
Kreisbogen wandern dabei aufeinander zu. SchlieBlich fallen sie in einem
Punkt zusammen. Bei dieser GroBe des Winkels § entsteht bei der Drei-
eckskonstruktion nur ein Dreieck. Wenn wir den Winkel § noch gréfer
werden lassen, entsteht schlieBlich iiberhaupt kein Dreieck mehr (Abb. 36.)

Zusammenfassung: Ob aus zwei Seiten und dem der kleineren Seite
gegeniiberliegenden Winkel ein Dreieck konstruiert werden kann, héiingt
von der GroBe der gegebenen Stiicke ab. Es kann bei dieser Konstruktion
genau ein Dreieck oder gar keins, es konnen aber auch zwei verschiedene
Dreiecke entstehen.

Aufgaben
1. Konstruiere ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken!
a) a= 6 cm, ¢=24cm, « = b3°
b) a = 4,9 cm, b=24cm, &= 51°
¢) b= 33cm, c= cm, y = 106°
d) a= 3,7cm, ¢c=6 cm, y = 106°

e) a =112 cm, b=5 cm, o= 118°
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2. Konstruiere ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken!

a) a = 4,5cm, b="74cm, p= 33°
b) a=5 cm, b=4 cm, o= 50°
e) b=6 cm, c=4 cm, B = 120°
d) a=18cm, c=4,1cm, y= 79°
e) a = 3,5cm, =2 cm, a = 69°

3. Versuche, ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken zu konstruieren!

a) a =4,7cm, c=29cm, a = 104°
b) b =39 cm, ¢=48cm, g= 12°
¢) a=6,7cm, b=52cm, p= 45°
d) a=3 cm, b=4,5cm, o= 45°
e) b=28cm, ¢c=2,.8cm, p= 50°

4. Bestimme bei den Dreiecken der Aufgabe 2 die GroBe der iibrigen
Stiicke !

35. Der Begriff ,,Kongruenz*

Die Abbildung 37 zeigt zwei zueinander achsensymmetrische Dreiecke.
Beim Umklappen um die Symmetrieachse s kommen die beiden Dreiecke
zur Deckung. Zueinander achsensymmetrische Figuren haben gleiche
Form und Grofe.

Die Abbildung 38 zeigt zwei Dreiecke, die ebenfalls die gleiche Form und
GroBe haben, jedoch nicht achsensymmetrisch zueinander sind. Durch
einmaliges Umklappen sind diese Dreiecke nicht zur Deckung zu bringen.
Wenn man jedoch das Dreieck 4’ B’C’ verschiebt, so kann man es eben-
falls mit dem Dreieck 4 BC zur vollstindigen Deckung bringen.

(4] 5
‘AB ,A,
e} AI
2 8'
: ; "
Abb. 37 " Abb. 38
G (ol
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Das Dreieck 4’ B'C’ der Abbildung 38 kann mit dem Dreieck A'BC
der Abbildung 37 zur Deckung gebracht werden, wenn man es zunichst
umklappt und dann verschiebt.

Erklarung: Figuren, die man in irgendeiner Weise zur Deckung
bringen kann, nennt man deckungsgleich oder kongruent.

Die bei der Deckung kongruenter Figuren zusammenfallenden Punkte,
Strecken und Winkel heiBen gleichliegende Punkte, Strecken und Winkel.

Das Zeichen fiir Kongruenz ist =~.

Achsensymmetrische Figuren sind immer kongruent. Kongruente
Figuren konnen wir uns sehr einfach herstellen. Wir legen mehrere Blitter
Papier iibereinander und schneiden dann die Figur gleichzeitig auf allen
Blittern aus. Auch beim Durchpausen einer Zeichnung oder beim Uber-
tragen eines Schnittmusters entstehen kongruente Figuren.

Satz 1: In kongruenten Figuren sind die gleichliegenden Strecken und
gleichliegenden Winkel einander gleich.

Aufgaben

1. Falte ein Blatt Papier mehrere Male zusammen und stelle durch Aus-
schneiden kongruente Dreiecke her! Bezeichne gleichliegende Seiten
und Winkel durch gleiche Buchstaben !

2. Falte ein Blatt Papier mehrmals zusammen und stelle durch Aus-
schneiden kongruente Fiinfecke her! Bezeichne gleichliegende Seiten
und Winkel durch gleiche Buchstaben !

3. Zeichne zwei kongruente Dreiecke, die nicht achsensymmetrisch zu-
einander sind! Bezeichne gleichliegende Stiicke gleich !

4, Zeichne ein Quadrat 4 BCD! Ver- ¢
binde 4 mit C'!

a) Priife, ob die entstandenen Drei-
ecke A BC und ACD kongruent

sind!

b) Priife, ob die beiden Dreiecke
achsensymmetrisch  zueinander 4 )
sind !

¢) Bezeichne gleichliegende Stiicke
mit, gleichen Buchstaben ! Abb. 39
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5. a) Konstruiere ein Dreieck aus ¢ = 4 em, b = 3 em, ¢ = 2 em!

b) Wihle die Seite BC als Symmetrieachse und konstruiere das zu

A BC symmetrische Dreieck BA’C (Abb. 39)!

¢) Wihle die Seite A’C als Symmetrieachse und konstruiere das zu
BA’C symmetrische Dreieck A’ B'C (Abb. 39)!
Stelle fest, ob das Dreieck 4’ B’ C achsensymmetrisch zum Dreieck
ABC ist!
Priife, ob die drei Dreiecke kongruent sind ! Bezeichne gleichliegende
Stiicke mit gleichen Buchstaben!

d

-

¢

~

36. Die Kongruenzsiitze

Kongruente Dreiecke stimmen in den gleichliegenden Winkeln und in
den gleichliegenden Seiten, also in allen sechs gleichliegenden Stiicken
iiberein. Wenn umgekehrt von zwei Dreiecken feststeht, daB sie in allen
sechs gleichliegenden Stiicken iibereinstimmen, so kénnen wir mit Sicher-
heit behaupten, daB sie kongruent sind. )

Wir wollen untersuchen, ob auch schon aus der Ubereinstimmung in
weniger als sechs gleichliegenden Stiicken auf die Kongruenz von Drei-
ecken geschlossen werden kann. Wir wissen :

1) Aus drei Seiten konnen zwei Dreiecke konstruiert werden, die zu-
einander achsensymmetrisch und folglich auch kongruent sind. Die Drei-
ecke, die von den Schiilern einer Klasse aus drei angegebenen Seiten kon-
struiert werden, sind alle kongruent.

Satz 2 (L. Kongruenzsatz): Wenn Dreiecke in den drei Seiten iiberein-
stimmen, so sind sie kongruent (s s s).

2) Aus zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel kann
genau ein Dreieck konstruiert werden. Die Dreiecke, die von den Schiilern
einer Klasse aus der Angabe von zwei Seiten und dem eingeschlossenen
Winkel konstruiert werden, sind alle kongruent.

Satz 3 (II. Kongruenzsatz): Wenn Dreiecke in zwei Seiten und dem ein-
geschlossenen Winkel iibereinstimmen, so sind sie kongruent
(s w s).

3) Auch die Dreiecke, die von den Schiilern einer Klasse aus einer Seite
und zwei gleichliegenden Winkeln konstruiert werden, sind alle kongruent.

Satz 4 (IIl. Kongruenzsatz): Wenn Dreiecke in einer Seite und zwei
gleichliegenden Winkeln iibereinstimmen, so sind sie kongruent
(s w w).
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4) SchlieBlich hatten wir Dreiecke aus zwei Seiten und einem Winkel
konstruiert, wobei der Winkel von den beiden gegebenen Seiten nicht ein-
geschlossen wurde. Dabei hatten wir zwei Fille zu unterscheiden. Wenn
der gegebene Winkel der gréBeren der gegebenen Seite gegeniiberliegt, so
entsteht bei der Konstruktion stets genau ein Dreieck. Die von Schiilern
zu einer Aufgabe gezeichneten Dreiecke sind alle kongruent.

Satz 5 (IV. Kongruenzsatz): Wenn Dreiecke in zwei Seiten und dem der
groBeren Seite gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen, so
sind sie kongruent (s s w).

5) Wenn ein Dreieck aus zwei Seiten und dem der kleineren Seite gegen-
iiberliegenden Winkel konstruiert werden soll, so kann die Konstruktion
auf zwei verschiedene Dreiecke fiihren, die nicht kongruent sind. Es gibt
also Dreiecke, die in zwei Seiten und dem der kleineren Seite gegeniiber-
liegenden Winkel iibereinstimmen und nicht kongruent sind. Die Abbil-
dung 40 zeigt zwei derartige Dreiecke.

Aus der Ubereinstimmung in zwei Seiten und dem der kleineren Seite
gegeniiberliegenden Winkel kann also nicht auf die Kongruenz der Drei-
ecke geschlossen werden.

Zusammenfassung: Dreiecke werden kongruent genannt, wenn man
sie zur Deckung bringen kann. In kongruenten Dreiecken sind gleichliegende
Stiicke gleich gro. Der Wert der Kongruenzsiitze besteht darin, dal man
schon aus der Ubereinstimmung in jeweils drei bestimmten Stiicken die
Kongruenz von Dreiecken feststellen kann. Man wei dann, daB diese
Dreiecke auch in allen iibrigen Stiicken iibereinstimmen.

Mit Hilfe der Kongruenzsitze kann man viele praktische Aufgaben
16sen. Ferner werden die Kongruenzsiitze oft zum Beweis der Richtigkeit
neuer geometrischer Lehrsitze benutzt.

4
D. [4 F
4 Abb. 40
A (]
A Abb. 41 /
) 3 8 A c 8

Aufgaben

1. Zeichne ein Dreieck 4 BC und die Parallelen zu den Dreiecksseiten
durch die gegeniiberliegenden Eckpunkte des Dreiecks (Abb. 41)!
Zeige, daB die Dreiecke A BC und CF B kongruent sind! (Benutze
die Sitze iiber Winkel an geschnittenen Parallelen!)
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2. Konstruiere ein Dreieck aus den gegebe-

B nen Stiicken !

a) b=3,5cm, ¢ =44cm, a = 120°
b) ¢=5 cm, a =30°, y = 105°
¢) a=36cm, b=48cm, ¢c=6,5cm
d) a=44cm, b=52cm, p =T74°

e) b=28cm, ¢c=74cm, y=20°

f) b =42cm, f =47°, y = 86°
g)a=83cm, b= 8cm, ¢c= Tem

. Konstruiere ein Dreieck aus den gegebe-
nen Stiicken!

a) a=4cm, b=5cm, y=230°
b) ¢ = 6cm, a = 60°, p = 45°
¢) a=4cm, b=>5cm, ¢c= 6cm
d) @ =3 cm, b=4cm, yp=290°
e) a=45cm, b=52cm, f=90°
f) c=6 cm, a=5 cm, f=90°
g) ¢c=58cm, b=35cm, a=90°

Es soll die Entfernung zwischen zwei

Punkten gemessen werden, zwischen denen

ein Hindernis liegt. Von einem dritten

Punkt wird die Entfernung zu den beiden

Punkten und der Winkel gemessen, unter

dem die beiden Punkte angepeilt werden

(Abb. 42).

a) Entnimm der Abbildung 42 die MaBe, zeichne das Dreieck 4 BC
in einem geeigneten MaBstab und ermittle die Léinge von 4 B!

b) Suche im Gelinde zwei Punkte, zwischen denen ein Hindernis liegt !
Ermittle die Entfernung der beiden Punkte!

. Unter der ,,Sonnenhohe‘‘ versteht man den Winkel, den die Sonnen-
strahlen mit einer waagerechten Ebene bilden. Die Sonnenhohe kann
man folgendermafien messen: Man stellt einen Stab senkrecht auf den
Erdboden, mifit seine Liénge und die Linge seines Schattens. Diese
beiden Strecken schlieBen einen rechten Winkel ein. Nun kann man das
Dreieck in einem geeigneten MaBistab konstruieren und aus der Zeich-
nung die GréBe des Winkels, die Sonnenhohe, entnehmen.

Mif die Sonnenhéhe um 13.00 Uhr, 14.00 Uhr, 15.00 Uhr, 16.00 Uhr
und stelle die Werte in einer Tabelle zusammen!

. Stelle den in der Abbildung 43 dargestellten Winkelpeiler aus einem
Winkelmesser und einem Lot her. Mit diesem Gerit kann man zum
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Beispiel den Winkel messen, den die Peil-
richtung zu einer Turmspitze mit der waage-
rechten Richtung einschlief3t.

Mif mit Hilfe des in der Aufgabe 6 be-
schriebenen Winkelpeilers den Winkel, un-
ter dem du a) die obere Kante eines Fen-
sters, b) die Spitze eines Turmes, ¢) die
Spitze eines Telegrafenmastes in bezug auf
die waagerechte Richtung siehst!

Die Hohe eines Baumes soll festgestellt
werden. Wir legen die Strecke 4 B fest,
messen sie und bestimmen vom Punkt 4
aus die GroBe des Winkels a (Abb. 44).
Durch Konstruktion des Dreiecks 4 BC in
einem geeigneten Mafstab kénnen wir die
Liinge der Strecke BC ermitteln. Wenn wir
zu dieser Linge noch die Augenhohe addie-
ren, so erhalten wir die Hohe des Baumes.
Entnimm der Abbildung 44 die MaBe, kon-
struiere das Dreieck in einem geeigneten
MaBstab und ermittle die Hohe des Baumes!

Bestimme mit Hilfe des in der Aufgabe 8 beschriebenen Verfahrens
die Hohe einer Fensterbriistung iiber dem Erdboden! Kontrolliere das
Ergebnis durch Messen eines heruntergelassenen Fadens!

Die Entfernung zwischen zwei Punkten, zwischen denen ein Hinder-
nis liegt, kann man auch direkt im Gelinde ohne die Messung von
Winkeln bestimmen. Man markiert durch einen Fluchtstab einen
Punkt C, der von 4 und B aus angepeilt werden kann (Abb. 45).
Man peilt nun je einen Fluchtstab in die Verlingerung von BC und
von AC ein. Auf diesen Verlingerungen trigt man die Entfernung
BC beziehungsweise AC mit einem BandmaB. ab und erhilt die
Punkte B’ und A4’
a) Weise mach, daB 4’ B’ = A B ist!
b) Fiihre eine derartige Messung zusammen mit einem Schulkame-
raden, zum Beispiel auf dem Schulhof, durch! Mif die Entfernun-
gen, eventuell durch Abschreiten!

Die Abbildungen 46 und 47 zeigen zwei Balkenkonstruktionen, wie

sie beim Bau von Briicken oder Dichern Verwendung finden.

a) In der Abbildung 46 ist ACD ein gleichschenkliges Dreieck. Der
Balken BD soll senkrecht auf 4 C stehen. 4 C ist 10 m und BDist



Die Kongruenzsitze 97

3 m lang. Stelle durch Konstruktion des Dreiecks 4 BD in einem
geeigneten MaBstab fest, wie lang die Balken 4D und CD und
wie groB die Winkel « und y sein miissen!

b) In der Abbildung 47 sind die Dreiecke 4 BC und D EF kongruent.
Entnimm der Zeichnung die Mafle und stelle durch Konstruktion
und durch Uberlegung die Linge aller Balken und die GréBe aller
Winkel fest!

(& F

la—— 6m ———{ |=4,5m
yprad B AN 50° Y

L
W’FZ B D (3
Abb. 47 /

Abb. 46

12. Es soll der Abstand eines Turmes von einer annéihernd geradlinig und
eben verlaufenden LandstraBe bestimmt werden. Eine direkte Messung
ist nicht moglich, da ein FluB dazwischenliegt. Man steckt auf der
LandstraBle eine Strecke A B mit bestimmter Linge ab. Dann peilt
man den Turm von den zwei Endpunkten der Strecke aus an und
miBt die Winkel der Peilrichtung mit der Strecke (Abb. 48). Entnimm
der Abbildung 48 die MaBe und konstruiere das Dreieck 4 BC in
einem geeigneten MafBstab! Ermittle dann den Abstand des Punktes C
von 4 B! (Konstruiere das Lot von C auf 4 B! Beachte den MaBstab!)

13. Die Breite eines Flusses kann man auch nach dem Verfahren be-
stimmen, das in der Abbildung 49 skizziert ist.

a) Erliutere die Abbildung 49!

b) Entnimm der Abbildung 49 die MaBe, fiihre die Konstruktion in
einem geeigneten MafBstab aus und ermittle die FluBbreite!

4 C (Baum am Ufer)
///l //,\ @ /////////// /////l \//////4
AN
, -
N
5/A l.\ ;3a°\
A B

80m

Abb. 48
7 [00803]
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. Um die Héhe eines Hauses zu finden, hat man aus einer Entfernung
von 6 m die oberste Kante des Daches angepeilt und mit der waage-
rechten Richtung einen Winkel von 49° gemessen. Die Augenhihe
betrug 1,40 m. Fertige eine Skizze an und ermittle die Hohe des
Hauses! c

Durch einen Berg soll zwischen
den Punkten 4 und B ein Tunnel

gebaut werden. Man will auf beiden
Seiten gleichzeitig mit dem Bau
beginnen. Es ist festzustellen, wie

lang der Tunnel wird. Man be-
stimmt im anschlieBenden Gelinde m
einen Punkt C so, da3 von ihm 4 A @
und B zuginglich sind (Abb. 50).
Wir wenden dann das in der Auf-
gabe 4 beschriebene Verfahren an.
Lose die Aufgabe durch eine Kon-
struktion unter Verwendung eines

geeigneten MafBstabes! Abb. 50
a) AC = 55 m, BC = 80m, y = 115°
b) AC="176m, BC =110 m, y = 85°

37. Besondere Linien im Dreieck

1) In dem Dreieck 4 BC (Abb. 51) schneidet die Halbierungslinie des
Dreieckswinkels « die gegeniiberliegende Dreiecksseite im Punkt D. Die
recke AD wird mit w, bezeichnet. Diese Strecke nennt man kurz die
inkelhalbierende des Winkels .

8 A

Abb. 52
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In einem Dreieck kann man drei Winkelhalbierende zeichnen, die man
mit w,, wg und w, bezeichnet.

2) In dem Dreieck 4 BC der Abbildung 52 ist vom Punkt C das Lot
auf die gegeniiberliegende Dreiecksseite gefillt. Das Lot schneidet diese
Seite im Punkt D. Die Strecke CD
heilt Hohe vom Punkt C aus und wird
mit %, bezeichnet. Entsprechend sind
h, und b, die Hoéhen von den Punk-
ten 4 beziehungsweise B auf die jeweils
gegeniiberliegende Dreiecksseite. Wenn
der Winkel o stumpf ist, schneidet &,
die Seite 4 B nicht, sondern nur deren
Verlingerung (Abb. 53). Auch in diesem
Falle wird die Strecke CD = h, als
Hohe des Dreiecks vom Punkt C' aus
bezeichnet. Wenn der Winkel o = 90°
ist, so fallen h, mit der Seite b und
Abb. 53 hy mit der Seite ¢ zusammen (Abb. 54).

¢

3) In dem Dreieck der Abbildung 55 ist die Seite AC = b halbiert.
Der Halbierungspunkt D ist mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt des
Dreiecks verbunden. Die Strecke BD wird Seitenhalbierende der Seite b
genannt und mit s, bezeichnet. Entsprechend sind s, und s, die Seiten-
halbierenden der Seiten a und c.

Die Winkelhalbierenden, Hohen und Seitenhalbierenden eines Dreiecks
verbinden jeweils einen Eckpunkt des Dreiecks mit einem Punkt der
gegeniiberliegenden Seite beziehungsweise deren Verlingerung.

Die Hohen, Winkelhalbierenden und Seitenhalbierenden werden oft als
Stiicke fiir die Konstruktion von Dreiecken angegeben.

c

Abb. 54 Abb. 55
%
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Aufgaben

Konstruiere ein Dreieck aus @ = 8 ¢cm, b= 5cm, ¢ =7 em! Kon-

struiere die drei Winkelhalbierenden und mif ihre Lingen !

Konstruiere ein Dreieck aus a = 5.5 cm, y = 105°, f# = 30°! Kon-

struiere die drei Winkelhalbierenden und mif ihre Lingen!

Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck aus a = 90°, @ = 6 cm,

b =4 cm! MiB die Lingen von w,, w; und w,!

a) Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck aus @ = ¢ = 5 cm, f = 41°!

b) Zeichne ein gleichseitiges Dreieck aus @ = 6.8 cm!

¢) MiB in den Aufgaben a) und h) die Lingen von w,, w; und w,!

Konstruiere ein Dreieck aus ¢ = 7.5 em, b = 4,5 cm, ¢ = 6,5 cm!

Konstruiere die drei Hohen und mif} ihre Lingen!

Konstruiere ein Dreieck aus @ = 5,5 cm, ¢ = 4 em, p = 112°! Kon-

struiere die drei Hohen k,, k. b, und miB ihre Lingen! Verlingere

die Héhen so, daB sie einander schneiden!

Konstruiere ein Dreieck aus y = 90°, ¢ = 6 ecm, b = 5 em! MiB die

Léngen von h,, hy und h,!

a) Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck aus ¢ = b = 6 ecm, o = 50°!
Ermittle die Lingen von k4, & und h,!

b) Zeichne ein gleichseitiges Dreieck aus & =5 cm! Ermittle die
Lingen von h,, hy und h,!

) Zeichne ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck (y = 90°) aus
¢ =6 cm! Ermittle die Lingen von k,. h; und h,!

Konstruiere ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken !

a) a=5 cm, b="Tcm, ¢ = 8cm
b) b = 5,5 cm, a = 105°, y = 30°
e) o =90° ¢=4cm, a = 6cm d) « =c=55cm, f=100°

Halbiere in den Dreiecken der Aufgaben 9a) bis d) jede Seite ! Zeichne
die Seitenhalbierenden s,, s, und s, ein und ermittle ihre Léngen!

Zeichne a) ein spitzwinkliges Dreieck, h) ein stumpfwinkliges Dreieck,
¢) ein rechtwinkliges Dreieck, d) ein gleichschenklig-spitzwinkliges
Dreieck, €) ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck, f) ein gleich-
seitiges Dreieck ! Zeichne die Mittelsenkrechten der Dreiecksseiten ein!

Zeichne ein Dreieck 4 BC und seine drei Héhen! Konstruiere durch
jeden Eckpunkt des Dreiecks die Parallele zu der gegeniiberliegenden
Seite! Diese Parallelen schneiden einander und bilden ein neues
Dreieck DEF. Konstruiere in diesem neuen Dreieck die Mittelsenk-
rechten der drei Seiten! Beschreibe, was du feststellst!
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1) Aus der Losung der Aufgaben des Kapitels 37 ergibt sich die Ver-
mutung, daB die drei Winkelhalbierenden, die drei Hohen, die drei Seiten-
halbierenden und die drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks jeweils ein-
ander in einem Punkt schneiden. Es soll deshalb untersucht werden, ob
folgende Behauptung richtig ist:

Behauptung: In allen Dreiecken schneiden die drei Winkelhalbieren-
den einander genau in einem Punkt.

In der Mathematik versucht man stets, solche Behauptungen mit Hilfe
schon bekannter Lehrsiitze zu beweisen. Gelingt das, so weil man mit
Sicherheit, daB die aufgestellte Behauptung fiir jedes Dreieck zutrifft.

Beweis: Zur Veranschaulichung zeichnen wir uns ein beliebiges Dreieck
A BC und in ihm die Winkelhalbierenden w, und w; (Abb. 56). Diese bei-
den Winkelhalbierenden schneiden einander mit Sicherheit in einem Punkt
innerhalb des Dreiecks. Den Schnittpunkt bezeichnen wir mit P.

Wir wissen, dal die Winkelhalbierende
die Bestimmungslinie der Punkte ist, deren
Abstinde von den Schenkeln eines Winkels
einander gleich sind. Der Punkt P als
Punkt von w, hat demnach von den
Schenkeln des Winkels « den gleichen
Abstand. Gleichzeitig hat P als Punkt der
Winkelhalbierenden w; von den Schenkeln
des Winkels 8 den gleichen Abstand.

Die Schenkel des Winkels & sind 4 Bund
AC, die Schenkel des Winkels § sind 4 B und BC. Der Punkt P hat dem-
nach von 4 B, von BC und von AC, also von allen Dreiecksseiten, den
gleichen Abstand. Dann mufl P aber auch auf der Winkelhalbierenden
des Winkels y liegen, denn er hat auch von den Schenkeln dieses Winkels
(AC und BC) den gleichen Abstand. Die Winkelhalbierende w, muf} also
durch P verlaufen; die drei Winkelhalbierenden schneiden einander
genau in einem Punkt. Das war zu beweisen.

Dieser Beweis ist allgemein gefithrt worden. Er gilt fiir jedes Dreieck,
gleichgiiltig, welche Form und Grofle es hat. Die Behauptung ist damit
mathematisch bewiesen und kann nun als Lehrsatz formuliert werden.

Abb. 56

Satz 6: Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden einander genau
in einem Punkt.

2) Behauptung: Die Mittelsenkrechten der drei "Seiten eines Drelecks
schneiden einander immer genau in einem Punkt.

Beweis: Zur Veranschaulichung zeichnen wir ein beliebiges Dreieck
A BC und die Mittelsenkrechten der Seiten 4 B und AC. Diese Mittel-
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c senkrechten schneiden einander in einem
Punkt. Diesen Schnittpunkt wollen wir
mit P bezeichnen (Abb. 57).

Wir wissen, daB die Mittelsenkrechte
einer Strecke die Bestimmungslinie fiir
P alle Punkte ist, deren Entfernungen von
den Endpunkten der Strecke jeweils ein-
ander gleich sind. Deshalb gilt fir P als
Punkt der Mittelsenkrechten auf 4 B, daB
Abb. 57 AP = BP ist, und als Punkt der Mittel-
senkrechten auf AC, daB AP = CP ist.
4 Daraus folgt: BP = C'P. Der Punkt P
ist also auch von den Endpunkten der
Strecke C'B gleich weit entfernt. Dann
mufl P auf der Mittelsenkrechten der
Strecke BC' liegen. Anders ausgedriickt:
Die Mittelsenkrechte von BC' muf durch
Bl s den Punkt P gehen. Das war zu beweisen.
Der Schnittpunkt der drei Mittelsenk-
rechten ist ein sehr wichtiger Punkt. Er
ist von den drei Eckpunkten des Dreiecks
gleich weit entfernt. Die Bestimmungslinie
fir alle Punkte, die von einem festen
Abb. 58 Punkt P die Entfernung r haben, ist der
Kreis mit 7 um P. Folglich liegen die Punkte
A, Bund C auf dem Kreis mit dem Radius r = PC' = PB = P4 um P.

Dieser Kreis wird der Umkreis des Dreiecks 4 BC genannt (Abb. 58).

Satz 7: Die Mittelsenkrechten der drei Seiten eines Dreiecks schneiden sich
genau in einem Punkt. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt des Um-
kreises.

n
©

;S
Y

Auch dieser Lehrsatz wurde allgemein bewiesen. Dabei ist es véllig
gleichgiiltig, ob der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten innerhalb
oder auBerhalb des Dreiecks liegt.

3) Wir haben schlieBlich vermutet, daB auch die drei Seitenhalbierenden
und die drei Hohen eines Dreiecks stets einander genau in einem Punkt
schneiden. Das ist auch tatséichlich der Fall. Die Richtigkeit dieser Be-
hauptung wollen wir jedoch an dieser Stelle nicht beweisen.

Aufgaben

1. Beweise Satz 7 fiir den Fall, daB der Schnittpunkt der Mittelsenk-
rechten auBerhalb des Dreiecks liegt! Fithre den Beweis an Hand der
Abbildung 59!
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2. Beweise allgemein folgende Behaup-
tungen!

a) Im gleichschenkligen Dreieck ist die
Hohe auf der Basis gleichzeitig die
Mittelsenkrechte der Basis. d

b) Im gleichschenkligen Dreieck ist die

Héhe auf der Basis gleichzeitig die <

Winkelhalbierende des Winkels an

der Spitze. ‘L
N—

V/

¢) Im gleichschenkligen Dreieck ist die A
Hohe auf der Basis gleichzeitig die
Seitenhalbierende der Basis. Abb. 59

3. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck aus
a = 8 em! Konstruiere die Héhen und die Winkelhalbierenden! Be-
schreibe, was du feststellst! Formuliere aus dieser Feststellung einen
Lehrsatz!

4, Zeichne ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck aus a = 6 cm,
¢ = 6cm, f = 90°! Konstruiere die drei Hohen! Ermittle deren Schnitt-
punkt! Fasse das Ergebnis in einem Lehrsatz zusammen !

5. Konstruiere im Dreieck der Aufgabe 4 die drei Mittelsenkrechten!

6. a) Konstruiere ein Dreieck aus ¢ = 6 cm, a = 50°, f = 80°! Kon-
struiere die Parallele zu A B durch C und die drei Hohen!

b) Der Punkt C soll jetzt auf der Parallelen zu 4 B nach links wandern.
Deshalb vergroBiern wir den Winkel « um 20°. Dabei veriandert sich
auch gleichzeitig der Winkel 5. Der Schnittpunkt des freien Schen-
kels mit der Parallelen wird mit C; bezeichnet. Konstruiere die
Hohen in dem Dreieck 4 BC,!

¢) VergroBere den Winkel a weiter schrittweise um 20° bis 130°! Er-
mittle jeweils den Héhenschnittpunkt in dem neuen Dreieck!

7. Konstruiere Dreiecke aus den gegebenen Stiicken ! Ermittle dann jeweils
den Radius des Umkreises und zeichne den Umkreis ein!

a) a=6cm, b=4cm, « =60° b) ¢ =3 cm, a = 60°, f = 45°
¢) b=5cm, ¢c=4cm, f=66° d) a =3 cm, a = 87°, f =42°

8. Zeichne ein beliebiges Dreieck auf ein Stiick festen Karton ! Konstruiere
den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden! Schneide das Dreieck aus
und stiitze es im Schnittpunkt der Seitenhalbierenden mit einer Steck-
nadel! Beschreibe, was du feststellst! Lege das Dreieck mit einem
anderen Punkt aut die Stecknadelspitze. Was stellst du nun fest?
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39. Die Konstruktion von Dreiecken mit Hilfe der besonderen Linien

Bei der Konstruktion von Dreiecken unter Verwendung von Hohen,
Winkelhalbierenden und Seitenhalbierenden als Stiicke kann man sehr
haufig nicht sofort das ganze Dreieck konstruieren. Man konstruiert dann
zunichst ein Teildreieck.

Beispiel: Konstruiere ein Dreieck ¢
aus ¢=48cm, h = 3,2cm, f=40°!

Abb. 60 Abb. 61

Uberlegung: (Vergleiche Abbildung 60!) Es ist zuniichst das Teil-
dreieck D BC zu konstruieren. Dieses Teildreieck ist nach dem TII. Kon.
gruenzsatz (s w w) durch k,, Winkel CD B = 90° und f bestimmt. Be-
stimmungslinien fiir den Punkt 4 sind:

1. die Verlingerung von BD iiber D hinaus,

2. der Kreisbogen mit ¢ um B.

Konstruktionsbeschreibung: Ich zeichne ¢'D — h,=3,2cm. An
CD trage ich in D den Winkel 90° und in € den Winkel 90° — g — 50°
an. Die beiden freien Schenkel schneiden einander im Punkt B. Tch ver-
lingere BD iiber D hinaus und schlage mit ¢ = 4,8 cm um B einen Kreis-
bogen, der die Verlingerung im Punkt 4 schneidet. Ich verbinde 4 mit C
und erhalte das verlangte Dreieck 4 BC (Abb. 61).

Aufgaben

1. Konstruiere ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken !

a) ¢ =45cm, h, = 3,2 cm, o = 70°

b) h, =4 cm, a =.55°, p =176°

e) ¢ =4,5cm, S, = 3,8 cm, B = 74°

d) a =42cm, b =53cm, $,= 3,8 ecm
e) w,=5cm, o = 50°, ¢ =6cm

f) ¢ =5cm, h.= 4 cm, a = 6 cm
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Konstruiere ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken!

a) a=6 cm, h,= 3,2 cm, w,= 3.5 cm
b) a=8 cm, hy=3 cm, s, =4 cm
¢) a=>5 cm, h.=4 cm, w,=5 cm
d) b=48cm, h.=4 cm, sy =6 cm
e) b=48cm, h.=4 cm, w,= 4,5 cm

40. Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

. Konstruiere aus den gegebenen Stiicken ein Dreieck!

a)a =52cm b)b =31lcm ¢) ¢ =63cm d)c =71cm
p =47° ¢ =48cm b =54cm a = 45°
y = 83° a = 26° c =42cm p = 45°
e)b =46cm f)a =6cm g)b =4cm h) a =8cm
¢ =24 cm h, =5 cm ¢ =T7cm h. = 6 cm
B = 90° b =T7cm y = 63° y =T75°
i)b =18cm k)¢ =9cm ) a =7cm m) a =45 cm
p ="18° w,= T cm w, =5 cm b = 6,6 cm
y = T78° a = 67,5° y =T75° =4 cm
n) b =7cm 0)a =27cm p)b =3cm q) @ =45cm
s =4 cm b =49cm @ =5cm p =67°
B = 10° B =67° ¢ =5cm y =67°
Scherzaufgabe

a) Zeichne ein gleichseitig-rechtwinkliges Dreieck mit der Seitenlinge
4 cm!

b) Zeichne ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge ¢ = 4 ¢cm
und dem Winkel y = 45°!

. An welcher Stelle miifite ein UKW-Sender stehen, der von den Stidten

Neustrelitz, Schwerin und Wittenberge gleich weit entfernt ist?

a) Lege ein Blatt Papier auf den entsprechenden Landkartenaus-
schnitt! Pause die Punkte fiir die angegebenen Stidte durch und
ermittle den gesuchten Punkt!

b) Markiere auf dem durchsichtigen Papier das Gebiet, in dem dieser
Sender bei einer Reichweite von 100 km gehért werden kénnte!
Nenne Orte, die in diesem Gebiet liegen !

. Konstruiere ein Dreieck aus den gegebenen Stiicken !

a) ¢ = 8 cm, p = 50°, b=170% von ¢
b) @ = 4 cm, b= 6cm, ¢ =120% von b
¢) a=6cm, « = 90°, p= 60% von a
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5. Von der Spitze eines 70 m hohen Turmes peilt man einen Ort 4 unter
einem Winkel von 20° zur Waagerechten an.
a) Wie weit ist der Ort 4 vom Sockel des Turmes entfernt?
b) Wie weit ist der Ort 4 vom Beobachter entfernt?

6. Stecke mit Hilfe von Winkelpeilern, MeBband und Fluchtstiben auf
dem Schulhof Dreiecke mit den folgenden Stiicken ab:
a) a=25m, b=40m, y = 43°,
b) ¢c=15m, a =10m, b = 20 m!

7. Bestimme die Hohe des Klassenzimmers! Welche Verfahren kannst
du anwenden und welche Messungen muBt du dazu vornehmen?

8. Es soll die Hohe eines Berges
gemessen werden. Die Abbil-
dung 62 enthilt die gemessenen
Werte.

a) Erliutere an Hand der Ab-
bildung 62, welche Messungen
man vornehmen muB und wie
man die Hohe ermittelt!

b) Entnimm der Abbildung 62
die gemessenen Werte und
ermittle die gesuchte Hohe!

9. Zeichne Gegens.tiinde oder Teile = =r
von Bauten, bei denen Dreiecke
zur Stabilisierung von Flichen  Abb. 62
verwendet werden!

10. Zeichne ein Rechteck 4 BCD mit den Seiten 4B = 6 cm und
AD = 3 cem! Verbinde 4 mit C!

a) Priife, ob die entstandenen Dreiecke kongruent sind!
b) Priife, ob die entstandenen Dreiecke achsensymmetrisch sind!
¢) Bezeichne gleichliegende Stiicke mit gleichen Buchstaben!

11. Erkldre schriftlich, welches Viereck man ein Trapez nennt!

12. Schreibe auf, was du iiber die Achsensymmetrie im gleichschenkligen
Trapez und die daraus folgenden Eigenschaften dieser Figur weiBt!

13. Konstruiere gleichschenklige Trapeze aus den gegebenen Stiicken !

a) b) ¢) a)
GroBe Grundseite : 8 ecm 6,5 cm 9 em 12 cm
Kleine Grundseite : 5 cm 4,5 cm 4 cm 8 cm

Hohe : 6 cm 3 cm 4 cm 6 cm
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41, Aufgaben zur Wiederholung

1. Was verstehst du unter kongruenten Vielecken?

Beantworte die Frage so, daB du a) den anschaulichen Begriff
»deckungsgleich®, b) den Begriff ,,gleichliegende Stiicke‘ verwendest !

2. Unter welchen Bedingungen sind zwei Dreiecke kongruent, und zwar
a) beliebige, b) rechtwinklige, ¢) gleichschenklige, d) gleichseitige ?
3. Jedes Viereck, das keine einspringenden Ecken besitzt, 1iBt sich durch
seine beiden Diagonalen in vier Dreiecke zerlegen. Nenne und zeichne
Vierecke, in denen a) keine, b) je zwei, ¢) alle vier der entstehenden

Dreiecke kongruent sind!

4. Unter ,gleichen* Vielecken versteht man in der Mathematik solche
mit gleichem Flicheninhalt. Unter welchen Bedingungen sind zwei
a) beliebige Dreiecke, b) gleichseitige Dreiecke, ¢) Parallelogramme,
d) Quadrate flichengleich?

5. Zeichne ein Dreieck 4 BC' mit den Seiten 50 mm, 60 mm und 90 mm
und dazu
a) ein kongruentes 4, B, C, in gleicher Lage,

b) ein kongruentes 4, B, C, in spiegelbildlicher Lage,

¢) eine Anzahl flichengleicher Dreiecke !

Verwende zur Niederschrift bei a) und b) das Symbol der Kon-
gruenz (=)!

6. Verfahre wie bei Aufgabe 5 mit einem Parallelogramm 4 BCD mit
den nichtparallelen Seiten von 50 mm bzw. 80 mm Lénge und dem
eingeschlossenen Winkel von 60°!

42, Kongruenz, Gleichheit, Ahnlichkeit

"

1) Schneiden wir zwei kongruente 0
Vielecke aus dem Zeichenblatt aus, //
so konnen wir sie so innerhalb der 7
Zeichenebene verschieben,daBsie sich T _F
vollstindig decken. Manchmal geniigt P T T
dazu eine Verschicbung der Art, O v ST
daBl sich die einzelnen Eckpunkte p B »
auf untereinander parallelen Geraden E -~

bewegen. (Parallelverschiebung oder
Schiebung oderTranslation ; Abb.63.) A Abb. 63
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Mitunter ist aber auch eine Drehung
der einen Figur um einen bestimmten
Winkel nétig (Abb. 64). Die einzelnen
Eckpunkte bewegen sich dabei auf
konzentrischen Kreishogen.

Es gibt aber auch kongruente Viel-
ecke, die sich nicht durch Schiebung
oder Drehung zur Deckung bringen
lassen (Abb. 65). Ubertragen wir diese
Figuren auf ein Zeichenblatt und
schneiden sie aus, so kénnen wir sie

0 Abb.64 nur dadurch zur Deckung bringen, daB

wir das eine ausgeschnittene Vieleck

aus der Zeichenebene herausheben und umwenden, so daB die obere Seite
der Figur zur unteren Seite wird. Zeichnerisch bedeutet das, daB wir die
eine Figur an einer Achse spiegeln miissen. Die beiden Figuren liegen
also diesmal achsensymmetrisch. Sie konnen nicht durch Schiebung oder
Drehung zur Deckung gebracht werden, da die entsprechenden Eck-
punkte einmal linksherum, das andere Mal rechtsherum aufeinanderfolgen.
Man sagt, daB der Umlaufsinn dieser beiden kongruenten Figuren in der
urspriinglichen Lage der Abbildung 65 verschieden oder daf sie ungleich-
sinnig kongruent seien. Durch die Spiegelung wird der Umlaufsinn
wie bei den kongruenten Vierecken in den Abbildungen 63 und 64 jeweils
derselbe. Solche Figuren wollen wir gleichsinnig kongruent nennen.

Gleichsinnig kongruente Figuren kénnen wir also stets durch eine Schie-
bung oder eine Drehung zur Deckung bringen. Bei ungleichsinnig kon-
gruenten Figuren ist eine Spiegelung erforderlich. Mitunter muB bei
solchen Figuren neben der Spiegelung noch eine Schiebung ausgefiihrt
werden (Schubspiegelung, Abb. 66).

2) Kongruente Figuren stimmen in der GréBe und in der Form (Ge-
stalt) iiberein. Sie miissen also zwei verschiedene Bedingungen zugleich

— D

D' Abb. 65 Abb. 66 (8]
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0 ; ¢ £ ¢ ¢ A

F Abb. 67 J

erfiillen. Diese beiden Bedingungen wollen wir jetzt getrennt niher unter-
suchen.

Zwei Figuren konnen die gleiche GréBe besitzen und doch verschiedene
Formen haben. In Abbildung 67 wird gezeigt, wie wir ein Rechteck 4 BCD
lings der Diagonale 4 C halbieren und die beiden Hilften in verschiedener
Weise zu neuen Figuren zusammensetzen konnen. Diese haben alle die-
selbe GroBe, aber verschiedene Formen. Solche Figuren nennt man
flichengleich oder kurz gleich und schreibt dafiir das Symbol =. Es
ist also in Abbildung 67:

Rechteck 4 BCD = Parallelogramm 4 BE (' = Parallelogramm F BCA
= Dreieck G H €' = Dreieck AIC.

Beachte dabei, daB wir diese Figuren in der Mathematik gleich nennen
und das Gleichheitszeichen zur Kennzeichnung benutzen, obwohl wir im
téglichen Sprachgebrauch dazu neigen, bei gleichen Gegenstinden auch die
Gleichheit der Gestalt vorauszusetzen, also an kongruente zu denken.

3) Oft entsteht die Aufgabe, zu einem gegebenen Vieleck ein gleiches
von anderer (vorgeschriebener) Gestalt zu zeichnen. Man sagt dafiir: das
gegebene Vieleck soll in ein anderes (flichengleiches) verwandelt werden.

Beispiel 1: Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten 5cm und
8cm soll in ein gleichschenkliges verwandelt werden, so daB dessen Basis
gleich der Hypotenuse des Ausgangsdreiecks wird.

Wir iiberlegen uns an
Hand der Abbildung 68
folgendes: Alle Drei-
ecke, die in der GroBe
einer Seite und der zu-
gehorigen Hohe iiberein-
stimmen, sind flichen-
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gleich (F = "2"‘). Das wenden wir in Abbil-

dung 69 an: Wir ziehen zur Hypotenuse A4 C

Abb. 70 l‘-_ .

A g 8

des gegebenen Dreiecks die Parallele durch die gegeniiberliegende Ecke B
und finden auf dieser Parallelen mit Hilfe der Mittelsenkrechten auf 4 C' die
Spitze B; des gesuchten flichengleichen gleichschenkligen Dreiecks 4 B, C'.

Beispiel 2: Ein Parallelogramm ist a) in ein Rechteck, b) in einen
Rhombus zu verwandeln (Abb. 70).

Fiir das Parallelogramm (F = g - h) gelten dieselben Uberlegungen wie
fiir das Dreieck im 1. Beispiel : Es entstehen lauter flichengleiche Parallelo-
gramme, wenn wir die zur Grundseite A B = g parallele Seite CD lings
ihrer Verlingerung beliebig verschieben, z. B. nach C,D,. Unter diesen
Parallelogrammen befindet sich auch ein Rechteck (4 BC,D, mit
BC, 1 AB) und ein Rhombus (4 BC;D; mit BC; = A B; Kreisbogen
mit 4 B um B!).

4) Zwei geometrische Gebilde konnen auch dieselbe Form besitzen,
ohne die gleiche GréBe zu haben. Dieser Zusammenhang tritt uns im
taglichen Leben besonders oft entgegen.

Beispiel 1: Oft werden Ausschnitte aus technischen Zeichnungen in
einem groferen MaBstab hergestellt, um gewisse Einzelheiten besser zu
zeigen. In diesen Fillen zeigen die auf der Teilzeichnung wiedergegebenen
Teile dieselbe Form wie auf der Gesamtzeichnung, jedoch in anderer GroBe.
Dasselbe gilt von Landkarten desselben Gebietes, die in verschiedenen
MaBstaben (1:5000; 1:25000; 1:100000 usw.) hergestellt sind.

Beispiel 2: Wenn wir ein ebenes Gelindestiick, z. B. unseren Schulhof,
,,vermessen‘‘, um seine GréBe und Gestalt festzustellen, so halten wir das
Ergebnis in einer Zeichnung fest, die wir in. irgendeinem MaBstab her-
stellen. Diese Zeichnung muB dann zwar nicht dieselbe GroBe wie das
Gelindestiick in der Natur, wohl aber dieselbe Gestalt haben.
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[ Gy
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0 bs

8 A 8 4 b Ay B A, 8,
Abb. 71

Um zu untersuchen, unter welchen Bedingungen zwei Figuren dieselbe
Form haben, betrachten wir die in Abbildung 71 dargestellten Dreiecke.
Die Anschauung sagt uns, daB die Dreiecke 4, B,C, und 4, B, C, dieselbe
Form wie 4 BC haben, nicht aber 4;B,0, und 4, B,C,. Der Grund ist
offenbar der, daBin 4, B, C; und 4, B,C, nicht alle entsprechenden Winkel
die gleiche GréBe wie im Dreieck 4 BC haben, was fiir die Dreiecke A,B,C,
und 4, B, C, zutrifft. Bei den Dreiecken 4;B;C; und 4, B; Cg erschwert
ihre Lage einen unmittelbaren anschaulichen Vergleich mit dem Dreieck
A BC. Wir miiBten in diesem Falle die Dreiecke A, B; 05 und Ag By Cg aus-
schneiden und sie dann in eine Lage zu bringen versuchen, die der des
Dreiecks 4 BC' entspricht. Beim Dreieck A;B;Cy ist das durch eine
Drehung zu erreichen, beim Dreieck Ag By C; ist aber auBerdem eine Spie-
gelung an einer Symmetrieachse erforderlich. Der Grund ist der gleiche
wie bei der Kongruenz : Die Dreiecke A BC und 4; B; Cy sind gleichsinnig,
die Dreiecke 4 BC und Ag By Oy aber ungleichsinnig in der Anordnung
ihrer Eckpunkte.

Figuren, die die gleiche Form oder Gestalt besitzen, nennt man &hnliche
Figuren. Zur Symbolisierung dient das Zeichen ~ . In Abbildung 71 gilt
also

AABC~ AAIBICI ~ AA4,B,C, ~ A 45 By Oy ~ A Ag B .
Aus der Anschauung

setzen wir fest: B 0,

Vielecke sind dhnlich, / i
wenn alle gleichliegen- ; G 2
den Winkel jeweils die D

gleiche GrioBe haben.

. . 7%
In Abbildung 72 sind - 5 @ Py

zwei Vierecke gezeich-

net, fiir die alle gleich- A & A2
liegenden Viereckswinkel Apb. 72

[23

82
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(N G2 &

G

/N % < - &
A, 8,
Abb. 73
jeweils einander gleich sind: &; = a,; a
B = Ba; y1=1y2; 0, = 0,. Es scheint also i
s0, als ob die Ahnhchkmtsbedm gung erfiillt ; -
'3

sei. Trotzdem haben sie ganz verschie-
dene Gestalt. Den Grund erkennen wir Abb. 74
an Abbildung 73. Zur Ahnlichkeit war gefordert worden, daB alle gleich-
liegenden Winkel jeweils gleich groB sein miissen. Dazu gehéren auch
die Winkel zwischen den Diagonalen und zwischen den Diagonalen und
den Seiten. Abbildung 73 zeigt, daB das aber fiir 4, B, ¢, D, und 4, B,C, D,
nicht zutrifft: o’ F ay'; &, F a5 86" F &'; &6 + &'’

Wenn wir aber auch noch die Gleichheit dieser Winkel fordern, dann
ergibt sich tatsichlich ein Viereck derselben Form (Abb.74):

o' =ag; &) =03 o s'=¢g'; &'=¢&";

folglich : Viereck 4, B, C, D, ~ VlerecLA B;C;D;.

5) Wir haben drei verschiedene Arten von Figurenpaaren kennen-

gelernt: Flichengleiche Figuren ... Symbol: =

Ahnliche Figuren......... Symbol :
Kongruente Figuren...... Symbol : =~
Ahnlichkeit und Kongruenz haben dabei besondere Bedeutung. Man
spricht in diesen Fillen auch von geometrischen Verwandtschaften
zwischen den betreffenden Figuren. In Abbildung 75 sind vier verschie-
dene Parallelogramme P,, P,, P,;, P, gezeichnet; wir wollen feststellen,
welche Beziehungen zwischen ihnen bestehen.

2

Beziehung zwischen den Figuren

Vergleich -
Gleichheit | Ahnlichkeit | Kongruenz

P, mit P, | P,=P, =
P, mit P, | P, =P, -

P, mit P, — - i
P, mit P, | P, =P, P, ~ P, Py P,
P, mit Pa —_ P,~ P, =

P, mit P, — P,~ P, —

L
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Abb.T5 4 5 4 % A 3

Wir erkennen: Figuren, die zugleich flichengleich und #hnlich sind,
sind auch kongruent. Die Kongruenz ist also eine engere Beziehung als
Gleichheit oder Ahnlichkeit, sie vereinigt diese beiden in sich. Das zeigt
sich auch im Symbol =, das aus den Symbolen fiir die Gleichheit (=)
und fiir die Ahnlichkeit (~) zusammengesetzt ist.

Zusammenfassung:

. Zwei Figuren konnen ohne Riicksicht auf ihre Form flichengleich oder
kurz gleich (=) sein.

. Zwei Figuren kionnen ohne Riicksicht auf ihre GroBe gleiche Form
haben. Dann heiBen sie dhnlich (~). Vielecke sind dann #hnlich, wenn
sie in siimtlichen gleichliegenden Winkeln iibereinstimmen.

. Figuren, die zugleich #hnlich und gleich sind, konnen durch Parallel-
verschiebung (Translation), Drehung, Spiegelung oder Schubspiegelung
zur vollstindigen Deckung gebracht werden. Sie heiBen kongruent.

. Wenn bei zwei kongruenten oder dhnlichen Vielecken die Eckpunkte
in demselben Umlaufsinn angeordnet sind, heiBen sie gleichsinnig kon-
gruent beziehungsweise dhnlich, im andern Falle ungleichsinnig kon-
gruent beziehungsweise dhnlich.

Aufgaben

. a) Unter welchen Bedingungen sind
aa) gleichseitige, ab) gleichschenklige, ac) rechtwinklige ;
ad) gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke kongruent?
b) Unter welchen Bedingungen sind sie &dhnlich?
[00803]
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10.
11.

13.

14.

Die Ahnlichkeit

a) Unter welchen Bedingungen sind
aa) Quadrate, ab) Rhomben, ac) Rechtecke, ad) regelmiBige Sechs-
ecke, ae) Kreise kongruent?

b) Unter welchen Bedingungen sind sie dhnlich?

. Zeichne verschiedene dir bekannte Fotoformate, z. B. 24mm X

24mm; 24 mm X 36 mm; 4%cm X 6em; 6em X 6em; 6ecm X 9em;
9em X 12cem; 74 mm X 105 mm! Welche von ihnen sind dhnlich?

. Zeichne einen rechteckigen Bilderrahmen von 2cm Breite, dessen

duBere Kanten 8 cm und 6 cm lang sind! Sind die beiden ineinander-
liegenden Rechtecke des Rahmens éhnlich? Begriinde deine Antwort!

. Verwandle ein Rechteck mit den Seiten 50 mm und 70 mm in einen

flichengleichen Rhombus!

. Verwandle ein Dreieck mit den Seiten 40 mm, 55 mm und 80 mm je

auf drei verschiedene Arten: a) in flichengleiche rechtwinklige, b) in
flichengleiche gleichschenklige Dreiecke !

. Verwandle das Dreieck der Aufgabe 6 in ein flichengleiches Parallelo-

gramm und dieses dann in ein Rechteck!

Anleitung: Wenn du das Dreieck um 180° gedreht nochmals an das gegebene
ansetzt, erhéltst du ein Parallelogramm mit doppeltem Flacheninhalt. Aus diesem
kannst du ein Parallelogramm mit dem Flicheninhalt des Dreiecks herstellen.

. Schlage bei verschiedenen deiner Biicher und Hefte je eine beliebige

Seite auf und vergleiche sie miteinander! Welche sind a) kongruent,
b) éhnlich?

. a) Falte einen Bogen DIN A 4 in der Mitte der gréBeren Seite zu-

sammen. Ist das neu entstehende Rechteck dem ersten dhnlich?
'b) Fahre mit dem Zusammenfalten fort und iiberpriife weiter auf
Ahnlichkeit !
Vergleiche die Offnungen eines Fahrradschliissels!

Vergleiche Original und Lichtpause eines Schriftstreifens! Vergleiche
auch Original und Fotokopie davon!

. Unter welcher Voraussetzung sind Kreisausschnitte des gleichen

Kreises kongruent? Durch welche Bewegung konnen solche Ausschnitte
zur Deckung gebracht werden? i

Was muBt du nachpriifen, um festzustellen, ob Abschnitte des gleichen
Kreises kongruent sind?

Zeichne drei kongruente Drachenvierecke ! Im ersten ziehe die groBe
Diagonale, im zweiten die kleine, im dritten beide Diagonalen! Sind
dadurch kongruente oder dhnliche Teildreiecke entstanden?



115

43. Der Hauptiihnlichkeitssatz fiir Dreiecke;
dhnliche Dreiecke in Ahnlichkeitslage

1) Wir untersuchen zunichst die Ahnlichkeit von Dreiecken genauer.
Wir werden dabei oft auf die entsprechenden Untersuchungen iiber die
Kongruenz von Dreiecken zuriickgreifen. Wir wissen: Zwei Dreiecke
heien dann kongruent, wenn sie in simtlichen gleichliegenden Seiten
und Winkeln (also 6 Stiicken) iibereinstimmen. Um aber-diese Kongruenz
zu gewihrleisten, geniigt es, wenn die Ubereinstimmung in nur drei (ge-
eignet ausgewéhlten) Stiicken nachgewiesen wird. Das ist der Inhalt der
vier Kongruenzsitze. Entsprechendes gilt fiir die Ahnlichkeit.

Um die Ubereinstimmung in allen drei Winkeln sicherzustellen, geniigt
bereits die Ubereinstimmung in zwei Winkeln, z. B. « = «’; 8 = f’. Denn
dann ist wegen des Winkelsummensatzesy = 180° — o — f8;

y' =180°— '’ — p’ = 180° — a — 3, also auch y =y".
Zwei Dreiecke sind ihnlich, wenn sie in zwei gleichliegenden Winkeln
iibereinstimmen.

Dieser Satz heifit der Hauptihnlichkeitssatz.

2) Mit Hilfe des Hauptihnlichkeitssatzes kénnen wir zu einem ge-
gebenen Dreieck andere, dazu dhnliche konstruieren. Das kann auf zwei
Arten geschehen.

1. Art (Abb. 76): Wir entnehmen dem gegebenen Dreieck 4 BC zwei
beliebige Winkel, z. B. « und #, und tragen sie an einer beliebigen Strecke
¢’ # ¢ in deren Endpunkten 4’ und B’ an. Thre Schenkel schneiden sich
in dem dritten Eckpunkt C’ des Dreiecks A’ B’C’, das zum gegebenen
A BC dhnlich' ist.

. i

2. Art (Abb.77): Wir zeichnen
die Dreiecke nicht getrennt wie
in Abbildung 76, sondern so
iibereinander, daB einer der
Winkel zugleich in beiden Drei-
ecken liegt. Dann ziehen wir zu der

a gegeniiberliegenden Seite BC
8*




116 Die Ahnlichkeit

eine Parallele. Thre Schnittpunkte mit den Schenkeln des Winkels er-
geben die Eckpunkte B’ und C’ eines Dreiecks A’ B’ ", das dem Dreieck
A BC éhnlich ist. Denn # und p’ sowie y und 3’ sind dann Stufenwinkel
an geschnittenen Parallelen und daher auch einander gleich.

In beiden Fillen ist es méglich, die GroBe des zweiten Dreiecks durch
Vorschreiben eines weiteren Stiickes (z. B. ¢/ = 60 mm; oder b’ = 2 b)
von vornherein genau festzulegen.

3) Die Lage der beiden dhnlichen Dreiecke im zweiten Fall ist dadurch
ausgezeichnet, daB sie durch den gemeinsamen Eckpunkt 4 = A’ und
durch die gemeinsamen Geraden durch 4 (nach B und B’ beziehungs-
weise nach C und ') miteinander zu einer einzigen Figur gekoppelt sind.
Man sagt in diesem Fall: Die beiden #hnlichen Dreiecke befinden sich
in Ahnlichkeitslage.

Als verkoppelnden Punkt kénnen wir jeden beliebigen Punkt P der
Zeichenebene wihlen (Abb. 78). Wir ziehen dabei von P aus durch die
drei Eckpunkte des gegebenen Dreiecks A BC Geraden und weiter von
einem beliebigen Punkt einer dieser Geraden, z. B. von A’ aus, Parallelen
zu A C und 4 B. Diese ergeben auf der Verlingerung von P B den Schnitt-
punkt B’, auf der Verlingerung von PC den Schnittpunkt ¢”. Verbinden
wir noch B’ mit (', so ist das Dreieck A’ B’C’ dhnlich zu 4 BC; denn
auch hier ist « = a’, f = f’ und y = y’. Das 1aBt sich z. B. fiir « und &
durch Zusammensetzen der Stufenwinkel <t PA B = < PA'B’ beziehungs-
weise SLPAC = <X PA' (' beweisen:

LPAB— L PAC=a=<LPA'B' — LPA'C =«
Entsprechend verlduft der Beweis fiir g = .

Abb. 82 A’
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Man nennt P den Ahnlichkeitspunkt und die von ihm nach den
Eckpunkten der Dreiecke fithrenden Geraden die Ahnlichkeitsstrah-
len. Die Abbildungen 79 bis 82 zeigen weitere Lagen des Ahnlichkeits-
punktes. Liegt P zwischen 4 und 4’, B und B’ bzw. C und (', so
spricht man von einem inneren Ahnlichkeitspunkt (Abb. 81 und 82), im
anderen Fall (Abb. 78) von einem duBeren Ahnlichkeitspunkt.

Zusammenfassung:

1. Zwei Dreiecke sind dihnlich, wenn sie in zwei gleichliegenden Winkeln
iibereinstimmen (Hauptihnlichkeitssatz).

2. Wenn zwei dhnliche Dreiecke so liegen, daB die Verbindungsgeraden
entsprechender Eckpunkte durch einen gemeinsamen Punkt P gehen
und gleichliegende Seiten parallel verlaufen, so befinden sich die Figuren
in Ahnlichkeitslage. P heiBt der Ahnlichkeitspunkt, die durch P ver-
laufenden Geraden die Ahnlichkeitsstrahlen.

3. Je nachdem ob P auf den Ahnlichkeitsstrahlen innerhalh oder auBer-
halb der Abschnitte 44’, BB’, CC’ liegt, nennt man ihn inneren oder
iuBeren Ahnlichkeitspunkt.

Aufgaben

1. Zeichne zwei Dreiecke von verschiedener GréBe aus zwei gleichen
Winkelpaaren a; = «, = 60° und f, = , = 70° in beliebiger Lage!

2. Zeichne zwei Dreiecke von verschiedener GrofBe, welche iibereinstimmen
in zwei Winkeln, o) = a, = 50°, f; = f, = 60°, in Ahnlichkeitslage
a) mit einem inneren Ahnlichkeitspunkt, b) mit einem duBeren Ahn-
lichkeitspunkt !

3. Zeichne ein Dreieck mit den Seiten ¢ = 50 mm, b = 60 mm und
¢ = 80 mm und dazu mit Hilfe des Hauptihnlichkeitssatzes ein &hn-
liches a) mit der Seite a’ =30 mm, b) mit der Seite b’ = %b!

4. Zeichne zu einem beliebigen Dreieck 4 BC ein dhnliches, das etwas
groBer ist, mit Hilfe eines Ahnlichkeitspunktes, der mit dem Mittel-
punkt von A B zusammenfillt!

5. Zeichne ein Dreieck nach den MaBen von Aufgabe 3! Ziehe innerhalb
dieses Dreiecks zu Seite b sieben Parallelen durch die in 8 Teile geteilte
Seite c. Vergleiche die entstandenen Dreiecke !

6. Zeichne in ein gleiches Dreieck wie in Aufgabe 3 a) ein dhnliches,
dessen parallele Seiten von den gegebenen jeweils einen Abstand
von 5 mm haben, b) ein zweites mit 10 mm Abstand!

Anleitung: Wenn du durchscheinendes Millimeterpapier dabei verwendest,
kannst du die Lage der Parallelen leicht durchstechen.
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7. Zeichne im MaBstab 1 : 10 die Formate DIN A 0 1189 mm X 841 mm,
DIN A1 841 mm X 594 mm, DIN A 2 594 mm x 420 mm, DIN A 3
420 mm X 297 mm, DIN A 4 297 mm X 210 mm und DIN A 5 210 mm
X 148,5 mm! Die Rechtecke sollen so ineinandergeschoben werden, da
sie in einem rechten Winkel aufeinanderliegen und jeweils die ent-
sprechenden Seiten gleichgerichtet sind.

a) Was fiir eine Linie entsteht, wenn du die freien Eckpunkte mit
" dem gemeinsamen Eckpunkte verbindest?
b) Auf was fiir eine geometrische Verwandtschaft kannst du daraus
schliefen?

44. Die Seitenverhiiltnisse bei dihnlichen Dreiecken

1) In einem maBgerechten Lageplan eines Ortsteils sind alle Flichen
den wahren Flichen dhnlich. Auf dem Plan und in der Natur stehen ent-
sprechende Strecken in dem Verhiltnis, welches der MafBstab angibt.
Die Winkel bleiben gleich. Wir wollen nun untersuchen, ob das allgemein
fiir dhnliche Dreiecke gilt.

Beispiel: Zeichne ein ¢
Dreieck mit den Seiten
a =65 mm, b= 50mm, \
¢=95mm und dazu ein

dhnliches in Ahnlichkeits= " N\_
lage mit 4 = A’ als <
Ahnlichkeitspunkt, in dem -

¢ = 4 ist! Wie gro8 sind Y B3
a’und b'?

In Abbildung 83 ist zum Abb. 83
Ausgangsdreieck 4 BC das
dhnliche A’B’C’ wie iiblich konstruiert worden. Um die GréBen von
A'C’' = V' beziehungsweise B’C’ = a’ zu bestimmen, ziehen wir. durch
(" die Parallele zu 4 B. Diese schneidet BC in D, und es entsteht das
Parallelogramm BD C’'B’. In diesem sind die Gegenseiten paarweise
gleich, also B’B = ("D und B'C' = BD.

Offenbar sind auBerdem die Teildreiecke A’ B’C” und €’ D C kongruent.
(XC'A'B =< CC'D; < AC'B =<CCD; A'B' =B B=C'D).

Folglich sind aber auch 4’C’ = ¢'C und ¢’ B’ = CD = BD. Infolge-
dessen ist a’ (= B'C") =3 a (= BC) mnd b/ (= 4'C")=7 b (=% 4A0).
Alsoist c:¢’ =b:b' =a:a’' =2:1.

In diesem Falle stehen also alle entsprechenden Seiten der beiden #hn-
lichen Dreiecke im gleichen Verhiltnis 2: 1 zueinander.
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4 Y 8 A
/ Abb. 84 Abb. 85

2) Wir kénnen das Ergebnis auch noch anders ausdriicken (Abb. 84):
Zieht man durch den Mittelpunkt M einer beliebigen Dreieckseite die
Parallelen zu den beiden anderen Seiten, so werden durch diese Parallelen
auch die anderen beiden Seiten halbiert. Aus A M = C M folgt BX = CX
und AY = BY. Diese Parallelen nennt man Mittelparallelen des
Dreiecks.

Diesen Satz kann man auch auf Trapeze iibertragen (Abb.85). Zieht
man durch den Mittelpunkt M des einen Schenkels eines Trapezes die
Parallele zu den Parallelseiten, so wird durch diese Parallele auch der
andere Schenkel halbiert. Aus AM = DM folgt BX = CX. Diese Parallele
nennt man Mittelparallele des Trapezes.

Zum Beweis ziehen wir durch M die Parallele zu BC. Dann 148t sich
zeigen, daB A AEM = A DFM ist. Folglich ist MF = ME. Da
ME =XBund MF = XC, ist auch XB = X (. X ist also tatsichlich
der Mittelpunkt von BC.

3) Ausden Sitzen iiber die Mittelparallelen im Dreieck und im Trapez
ergibt sich folgende Figur (Abb. 86): In einem beliebigen Dreieck 4 BC'
halbieren wir die eine der
drei Seiten, zum Beispiel
A B = ¢ fortgesetzt, so da
nacheinander zweimal -,
viermal |, achtmal < usw.
entstehen. Ziehen wir durch
die Teilpunkte von A B
einmal die Parallelen zu
BC = a, zum anderen die
Parallelen zu AC = b, so
wird durch die ersteren b,
durch die zweiten @ in
gleicher Weise unterteilt,
namlich halbiert, gevier-
telt, geachtelt usw. Zu-
gleich entstehen wegen der
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gleichbleibenden Winkel lauter idhnliche Dreiecke. Greifen wir zwei
beliebige heraus, zum Beispiel 4 B,C; und das Ausgangsdreieck 4 BC,
s0 sind deren Seiten:

b c . .
a = %; by = §; ¢; = ¢ beziehungsweise a; b; c.

Bilden wir die Verhiltnisse gleichliegender Seiten, so erhalten wir stets
den gleichen Wert, néimlich

a:a=g:a=1:8, blzb=§:b=1:8, Gic=5:c=1:8.

Genauso kénnen wir mit anderen dhnlichen Dreiecken aus der Ab-
bildung 86 verfahren.

Wir stellen fest:

Bei irgendwelchen dhnlichen Dreiecken stehen entsprechende Seiten
stets in demselben Verhiltnis. Es gilt also stets:

aI:aII=b/:b)l=c/:cll=k

Der Wert k dieses Verhiltnisses ist dabei je nach den gewihlten Drei-
ecken verschieden. Er heit der MaBstab der dhnlichen VergroBerung
beziehungsweise Verkleinerung oder das Ahnlichkeitsverhiiltnis.

Die Verhiltnisgleichheit a,:a, = b, : b, = ¢;: ¢, = k gilt fiir beliebige
dhnliche Dreiecke 4,B,C, und 4,B,C,, da beide dhnlichen Dreiecke
so unterteilt werden konnen, daB eine hinreichend genaue Berechnung
der Verhiltnisse gleichliegender Seiten méglich ist.

4) Wir haben erkannt: Wenn in zwei Dreiecken gleichliegende Winkel
gleich sind, dann stehen gleichliegende Seiten im gleichen Verhiltnis.
Wir fragen, ob auch die Umkehrung gilt, das heifit, ob dann, wenn bei
zwei Dreiecken gleichliegende Seiten im gleichen Verhiltnis stehen, auch
gleichliegende Winkel gleich sind.

Wir untersuchen diese Frage zunichst zeichnerisch. Dazu zeichnen wir
ein beliebiges Dreieck 4, B, C; und dazu ein zweites 4, B, C, , dessen Seiten

G zu den gleichliegenden von 4, B,

& in einem beliebig gewihlten Ver-
héltnis stehen (Abb. 87). Wir wollen

das gegebene Dreieck 4, B, C, das

Original, das neu gezeichnete

A, B, 0, das Bild nennen. Ferner

wollen wir vereinbaren, daB das

Ahnlichkeitsverhaltnis % stets das

Verhiltnis der Seiten des Bildes

4 8, zu denen des Originals (nicht um-
gekehrt!) bedeuten soll. In Ab-

bildung 87 ist das Verhiltnis 3:2

4 & verwendet worden.

Abb. 87
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Es ist also:
@y:a, =by:by =c¢y:¢,=3:2 oder a2=%a1; bz=%b1; czzz»;cl.
Aus a,, b, , ¢, konstruieren wir dann das Dreieck 4, B, C,. Jetzt messen wir
die Winkel a;, By; 71 und o, fs, 7, mit dem Winkelmesser. ITm Rahmen
der dabei moglichen Genauigkeit werden wir feststellen, daB tatsichlich
& = &y, f; = f» und y, =y, sind, daB also die Dreiecke &hnlich sind.
Dieses Ergebnis kann man noch durch weitere Dreiecke mit anderen
Seitenverhiltnissen bestitigen.

Wir folgern daraus:
Wenn bei zwei Dreiecken die Verhiiltnisse gleichliegender Seiten immer
denselben Wert haben, so sind auch die gleichliegenden Winkel jeweils
gleich, das heiBt, die Dreiecke sind dhnlich.

Unsere Zeichnungen lassen zwar die Richtigkeit dieser SchluBfolgerung
vermuten, sie sind aber kein Beweis.

5) Wir haben gelernt, daB es zwei gleichwertige Kennzeichen fiir die
Ahnlichkeit zweier Dreiecke gibt:

1. die Gleichheit gleichliegender Winkel,

2. das konstante Verhiltnis gleichliegender Seiten.

Jede Moglichkeit fiir sich geniigt, um die Ahnlichkeit zu gewéhrleisten.

Da Vielecke stets durch geeignete Diagonalen in Dreiecke zerlegt wer-
den kénnen beziehungsweise aus aneinandergesetzten Dreiecken auf-
gebaut werden konnen, gilt diese Erkenntnis auch fiir beliebige Vielecke.

Auch in éhnlichen Vielecken sind simtliche gleichliegenden Winkel
jeweils gleich, und die Verhiltnisse gleichliegender Seiten haben einen
konstanten Wert, das Ahnlichkeitsverhiltnis k.

Zusammenfassung:

1. Verbindet man in einem Dreieck die Mittelpunkte zweier Seiten, so ver-
liuft die Verbindungsstrecke parallel zur dritten Seite (Mittelparallele
des Dreiecks).

2. (Umkehrung zu 1.) Zieht man durch den Mittelpunkt einer Dreieck-
seite die Parallele zu einer der anderen Seiten, so halbiert diese Parallele
die dritte Dreieckseite.

3. In iihnlichen Dreiecken und Vielecken sind jeweils gleichliegende Winkel

gleich, und die Verhiltnisse gleichliegender Seiten haben einen konstan-
ten Wert, das Ahnlichkeitsverhiltnis k.
Aufgaben
1. Zeichne drei Paar verschieden lange, verhiltnisgleiche Strecken
LR R % und zeichne damit zwei dhnliche Dreiecke 4, B, C;

==

@y by
und 4, B,C,!
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2. Zeichne ein beliebiges Dreieck und zu ihm ein dhnliches mit dem
Ahnlichkeitsverhiltnis
a) b, =2:1 b) ky=1:2!
Verwende dazu als duBeren Ahnlichkeitspunkt P
aa) einen Eckpunkt des Dreiecks,
ab) einen Punkt auf einer Dreieckseite,
ac) einen Punkt auBerhalb des Dreiecks,
ad) einen Punkt innerhalb des Dreiecks!
3. Zeichne zu einem Dreieck ein zweites mit dem Ahnlichkeitsverhéltnis
1:1! Sprich das Ergebnis in Worten aus!

4. Zeichne ein beliebiges Viereck und mit Hilfe eines éuBeren Ahnlich-
keitspunktes ein im MaBstab 2 : 3 verkleinertes Bild des Vierecks!

5. Wie hoch ist ein Turm, der einen Schatten von 12 m wirft, wenn zur
gleichen Zeit ein lotrecht stehender Fluchtstab von 2 m Lénge einen
Schatten von 80 em wirft? Entwirf von Turmschatten und Turm eine
Zeichnung im MaBstab 1: 250!

7

[
. | 7
’% 2 % Abb. 88 = 52 —j ’

6. In Abbildung 88 sind zwei Dachbinder gezeichnet. Die angeschriebenen

MaBe sind in m angegeben.

a) In welchen MaBstiben sind die Zeichnungen wiedergegeben?

b) Bestimme durch Abmessen die Linge des Obergurts, der schrigen
und der senkrechten Streben!

7. Bestimme die Entfernung eines unzuging-
lichen Punktes X vom Beobachtungsort A
(Abb. 89)! Stecke im zugiinglichen Gelinde
von A aus mit Fluchtstiben eine Strecke
A B und eine zu ihr parallele Gerade g ab!
Peile von 4 und B aus den Punkt X an und
markiere die Schnittpunkte der Peilstrahlen
mit g durch Einfluchten von Stiben in
C und D! MiB AB=m, CD =n und
AC = a! Bestimme durch Zeichnung und
Rechnung die gesuchte Strecke 4 X — x!
(m=15,00m; n=9,50m; a = 7,35 m.)
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8. Schattenwurf: Bei einem physikalischen Versuch soll eine 12,5 cm
(12 em; 8,5 cm) lange durchsichtige Teilung eines MeBgerites auf eine
2,1 m (1,8 m; 2,4 m) dahinter gestellte Bildwand durch Schattenwurf
so abgebildet werden, daB sie in einer GroBe von 50 cm (60 cm; 40,5cm)
erscheint.

a) Entwirf eine Zeichnung in einem geeigneten MaBstab!
b) Berechne die Entfernung, in der man die Lichtquelle vor der
Teilung aufstellen muB!

45. Die vier Ahnlichkeitssiitze beim Dreieck

1) In Abbildung 90 sind zwei éhnliche Sechsecke dargestellt. Fiir ihre
Seiten gilt:
a:a,=b:by=cp:c,=dy:dy=¢yie,=f,: f =k.
Wir kénnen dafiir auch sagen: Die Seiten der dhnlichen Vielecke sind
einander proportional.

&

a

A a . B Ay a, 8,

Wir erkennen daraus die enge Beziehung zwischen dem arithmetischen
Begriff der Proportionalitit und dem geometrischen Begriff der Ahnlich-
keit. Ahnliche Figuren sind gewissermaBen die geometrische Datstellung
der Proportionalitit. Der Proportionalititsfaktor wird dabei zum Ahnlich-
keitsverhéltnis &.

2) Aus der Verhiltniskette kénnen wir viele einzelne Proportionen
bilden :

ay:ay,=by:by, by:

@y:Gy=C :Cy, by:

ayia,=dy:dy, byiby=e:¢€, c:c="f:]f,

by=1¢€:Cy, C:iCp =20y :dy,
by=dy:dy, €1:Cy=€1:€, ens
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Bei jeder dieser Proportionen kénnen wir die Innenglieder vertauschen.
Dann erhalten wir:
a:by=ay:by, biiey=0by:0,, c¢;:dy=c,:d,,
@10 =ay: 0 byidy=0b,:dy, ciie;=cyie,, ...
ayidy=ay:dy, by:e =b,:e,, Gih=¢:f,,

In dieser Form besagen die Proportionen:-Bildet man das Verhiltnis
von irgendzwei Seiten des einen Vielecks, so ist dieses jeweils genauso grof3
wie das Verhiltnis der gleichliegenden Seiten im shnlichen Vieleck. Solche
Verhiltnisse nennt man ,,entsprechende Verhéltnisse,

In dhnlichen Vielecken sind demnach die gleichliegenden Winkel und
alle entsprechenden Seitenverhiltnisse jeweils gleich groB.

Statt der vielen einzelnen Proportionen schreibt man unter Zusammen-
fassung kiirzer:

@ :byioyidye i fi=ay:by:0:dyc,:0,.

Das Symbol : wird dabei ebenfalls als ,,zu* gelesen und das Gleichheits-
zeichen = als ,,wie‘. Einen solchen Ausdruck nennt man eine fortlaufende
Proportion.

Die fortlaufende Proportion ist also eine andere Form, um die Proportio-
nalitédt zweier GréBen (hier der Seiten #dhnlicher Vielecke) darzustellen.

3) Fir zwei dhnliche Dreiecke 4 BC und 4’ B'¢" (Abb. 91) gelten dem-

nach folgende Bezichungen:

W a=asp=F5y=y

2)a:a’=b:b'=c:¢' =k

(B) @a:b:c=a’:b":¢ oder

a:b=a:b;bic=0b':¢';a:c=a’:¢
Die Ahnlichkeit dieser Dreiecke ist bereits gewihrleistet, wenn sie
in zwei gleichliegenden
Winkeln iibereinstimmen
(Hauptihnlichkeitssatz).

Daraus folgt die Gleichheit
aller Winkel (1) und die Pro-
portionalitéit der Seiten (2).
Andererseits geniigt es fiir
die Ahnlichkeit, die Pro-
portionalitit der Seiten
festzustellen (2). Daraus
folgt (1). Da aber aus (2)
auch (3) folgt und um-
gekehrt, sind zwei Dreiecke
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auch dann mit Sicherheit dhnlich, wenn entsprechende Seitenverhiltnisse
gleichsind:a:b=a":b';b:c=b":¢';a:c=a:c.

Von diesen Proportionen ist aber die dritte eine Folge der beiden an-
deren.

Begriindung: a:b=a’:b’ konnen wir schreiben als
b:c=1b":c¢ koénnen wir schreiben als

Wir multiplizieren jetzt die entsprechenden Selten beider Gleichungen
miteinander : il oo (8L ol

Hier kénnen wir links mit b und rechts mlt, b’ kiirzen und erhalten
tatsichlich die dritte Proportion: % = ;—
Daraus ergibt sich:
‘Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in zwei entsprechenden Seitenverhilt-
nissen iibereinstimmen. (Zweiter Ahnlichkeitssatz.)

Infolgedessen muB sich die Gestalt eines Dreiecks ermitteln lassen,
wenn zwei Seitenverhiltnisse gegeben sind.

Beispiel: a:b=2:5;b:c=3:2.

Zur Losung stellen wir aus diesen beiden Proportionen eine fortlaufende
Proportion @ : b : ¢ her. Das ist nur méglich, wenn der beiden Proportionen
gemeinsamen Grofe b auch rechts in beiden Proportionen derselbe Zahlen-
wert entspricht. Das ist in unserem Beispiel nicht der Fall (einmal 5 und
einmal 3). Wir erweitern deshalb die rechten Seiten der Proportionen so,
daB statt 5 beziehungsweise 3 das kleinste gemeinsame Vielfache aus diesen
Zahlen, also 3 +5 = 15, steht:

a:b=6:15;b:¢c=15:10
Jetzt konnen wir schreiben: a:b:c=6:15:10.
Zur Konstruktion des Dreiecks wihlen wir zunichst eine beliebige
Streckeneinheit e (Abb. 92) und zeichnen es mit a =6-¢; b =15-¢;
c=10"e.

€
—_—

a- be
—

b-15e

c= l0e

Abb.92 4
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4) Die Konstruktion der Abbildung 92 stimmt weitgehend mit der
Konstruktion eines Dreiecks aus drei gegebenen Seiten nach dem Kon-
gruenzsatz sss iiberein. Der Unterschied ist lediglich der, daB dort die
Seiten gegeben waren, wihrend jetzt nur die Seitenverhiltnisse vor-
geschrieben sind. Das heiflt, daB wir jetzt eine beliebige Einheit e zur
Konstruktion verwenden und damit die GroBe des Dreiecks frei wihlen
konnen.

Wir wollen nun auch in den anderen Kongruenzsiitzen an Stelle der
fest gegebenen Seiten Seitenverhiltnisse verwenden. Dadurch gewinnen
wir weitere Ahnlichkeitssitze.

Aus drei Seiten a, b, ¢ konnen wir zwei (eigentlich drei) Seitenverhalt-
nisse bilden: @:b; b:c (eigentlich noch a:¢).

Aus zwei Seiten @, b kénnen wir nur ein Seitenverhiltnis @ :b bilden.
Aus einer Seite @ konnen wir gar kein Seitenverhiltnis bilden.

So entsteht
aus dem Kongruenzsatz der Ahnlichkeitssatz
wws w,, w, (1. oder Hauptihnlichkeitssatz)
es8s 8118y, 818y (2. Ahnlichkeitssatz)
sws 8118y, wy (3. Ahnlichkeitssatz)
ssw 8,18y, wy (4. Ahnlichkeitssatz)
(w: Gegenwinkel der (w,: Gegenwinkel der gréBeren

groBeren der beiden Seiten) der beiden Seiten; s; > s,)

Der 3. und der 4. Ahnlichkeitssatz lauten in Worten :
Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie im Verhiiltnis zv 2ier Seiten und
dem eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen.
Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie im Verhiiltnis . veier Seiten und
dem Gegenwinkel der gréBSeren Seite iibereinstimmen,

Wir verzichten auf einen Beweis dieser beiden Sitze.

Aufgaben

1. Bilde aus den folgenden Proportionen jeweils eine fortlaufende Pro-
portion!

a) a:b=3:7;b:c=14: 9

b) a:b=6:5;a: c= 9:13

e) r:8=8:9; t: s= 5: 6

d)u:v=2:3; v:w= 5: 6; w:z= 9:8

e) g:h=5:6; i: k= 2: 3; k:h= 9:8
f)a:b=6:7;a:c= 8: 9; a:d=12:13;d:e=13:4



Besondere Linien und Flachen ahnlicher Vielecke 127

2. Zeichne zwei Dreiecke von verschiedener GroBe, welche iibereinstimmen
a) in zwei Seitenverhiltnissen a;:b; = a,:b, = 7:4 und
byieg=0b:¢c,=2:3,
b) im Verhiltnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel
ay:by=a,:b,=7:4,y, =y, ="T0°
¢) im Verhiltnis zweier Seiten und dem Gegenwinkel der groBeren
Seite a,:b, = a,:0, =2:3, f; = f, = 60°!

3. Stelle Ahnlichkeitssitze auf fiir a) gleichseitige, gleichschenklige, recht-
winklige, gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke, b) Quadrate, Recht-
ecke, Rhomben, Parallelogramme, Kreise !

4. An Eisenbahnstrecken und gelegentlich auch
an StraBen findet man bei Beginn einer Steigung
eine schrig in die Richtung der Steigung
zeigende Tafel nach Art eines Wegweisers (Ab-
bildung 93) aufgestellt, auf der ein Verhiltnis
und eine Weglinge angegeben sind, z. B. 1 :125,
1500 m. Die Angabe bedeutet, daB auf je 125 m
waagerechter Strecke die Erhebung 1 m be-
trigt. Die Waagerechte des Steigungsdreiecks
ist 1500 m lang.

a) Wie groB ist die Gesamterhebung am Ende der Steigung?

b) Bestimme durch eine maBstéibliche Zeichnung den Steigungswinkel
und die Hoéhe des Steigungsdreiecks!

¢) Driicke den Anstieg in Prozenten aus!

Abb. 93

46. Flichen und besondere Linien #hnlicher Vielecke

1) Das Ahnlichkeitsverhéltnis % zweier dhnlicher Dreiecke bezieht sich
auf alle gleichliegenden Strecken oder Linien, zum Beispiel auch auf die
Hohen, die Winkelhalbierenden, die Seitenhalbierenden (Abb. 94). Dal
auch fiir diese Strecken dasselbe Ahnlichkeitsverhiltnis wie fiir die Seiten
gilt, folgt aus der Ahnlichkeit folgender Teildreiecke :

fiir die Hohen fir die Winkel- fiir die Seiten-
halbierenden halbierenden
A4, H,C~A4,H, 0, AA,W,0,~AA4, W,0, A4,8,0,~ AA4,8,C,
by:iby="lhe: hy,=k by:by=w, 1w, =k byiby=8,:8,=Fk

Entsprechend gilt bei dhnlichen Vielecken das Ahnlichkeitsverhiltnis
auch fiir gleichliegende Diagonalen.
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Abb. 94

2) Auch die Umfiinge dhnlicher Vielecke stehen in demselben Ahnlich-
keitsverhiltnis wie gleichliegende Strecken. Wir beweisen das fiir zwei
Dreiecke (Abb. 94).

. . a, a,
Sicher gilt: =%

Wir addieren auf beiden Seiten dieser Gléichung 1 und bringen die
linke wie die rechte Seite je auf einen gemeinsamen Nenner.

THl=341
@ b ay 2
wtu =5t
@ +by A+ by
b b
Durch Umstellung ergibt sich:

@ +by by
ay + by by

Nun gilt aber in dhnlichen Dreiecken weiterhin:

ha

by ey
e T a+b __ e a +b _ ay+b,
Folglich: s, %, oder S

Mit dieser Gleichung verfahren wir wie oben:
ay + by __ ay+ b
=a ==+l
@y +bit+e a4 by+cy
¢ = cy
Folglich: (a, + b; + ¢;): (@ + by + ¢,) = ¢, : ¢,, das heiBt
ul:u2=cl:c2=k
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Die Fliacheninhalte dhnlicher Vielecke stehen aber nicht in demselben
Verhiltnis wie gleichliegende Strecken. Sie verhalten sich wie die
Quadrate gleichliegender Strecken. Ist das Ahnlichkeitsverhéltnis der
Seiten k, so gilt: s o é
F11F2=cld202 =k

3) Wir nennen zum Schlul drei wichtige Sétze, deren Beweise mit
Hilfe dhnlicher Dreiecke gefiihrt werden kénnen.

1. Lehrsatz: Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander senkrecht
stehen, sind gleich.

2. Lehrsatz: Zwei Hohen eines Dreiecks verhalten sich umgekehrt wie
die zugehorigen Seiten, also z. B, hy: h, = b:a.

3. Lehrsatz: Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden (der Schwer-
punkt S) teilt diese Seitenhalbierenden im Verhiltnis 2: 1,
und zwar liegen die zwei Teile jeweils zwischen dem Eck-
punkt und S.

Aufgaben
1. Zeichne ein Dreieck aus
Gestalt : GroBe : Gestalt: GroBe:
a) a:b, y c b) a:b, « (@ > b) Wq
e) a:b;c:a he d) a:h,, y S

Anleitung: Aus den Angaben unter,,Gestalt* zeichne jedesmal ein dem gesuchten
ahnliches Dreieck 4, B, C,; darauf aus dem Stiick unter ,,Gréfe« ein dem gesuchten
kongruentes Dreieck 4 BC'! Warum ist zur Bestimmung der GroBe niemals ein
Winkel gegeben?

. VergroBere ein gegebenes Dreieck im Streckenverhiltnis 2:1! In
welchem Verhiltnis wird die Fliche vergrofert? Veranschauliche
die FlichenvergroBerung durch Zerlegen der Fliche des Bilddreiecks in
vier kongruente Ausgangsdreiecke !

3. Verkleinere ein gegebenes Dreieck im Streckenverhiltnis 1:2! In
welchem Verhéltnis wird die Fliche verkleinert? Veranschauliche
die Flichenverkleinerung durch Zerlegung des Originals!

. Wie verhalten sich a) die Umféinge, b) die Flichen zweier Kreise mit
den Radien r, und r, (1 & 7,)?

w

'S

47. Der Strahlensatz

1) Wir zeichnen mehrere dhnliche Dreiecke in Ahnlichkeitslage (Abb. 95):
ACA, B, ~ACA4,B, ~/A\CA3B; ~/\ CA,B,. Dann gilt zum Beispiel
CA,:C4, = CB,: CB,. Wir verindern diese Gleichung wie folgt:

o4 0B,

c4, CB

C42—C4 __ CB. — CB
C4, - CB

9 [00803]
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A
Abb. 95 Abb. 97

Die Figur zeigt: 04, — CA, =A,4, und CB, — C B, = B, B,. Daraus
folgt: 4,4,:CA, = B, B,: CB,.

Die Proportionalitéit besteht also nicht nur zwischen den Dreieckseiten,
sondern auch zwischen den durch die Eckpunkte 4,, 4,, A;, A, bzw.
By, B,, By, B, entstehenden Teilabschnitten auf den Schenkeln des
Winkels 4, C B,.

AuBerdem gilt 4, B, : A,B, = CA4, : CA,. Die parallelen Abschnitte
zwischen den Schenkeln des Winkels sind also auch proportional zu den
zugehorigen Dreieckseiten.

Wir kénnen der Figur auch die Gestalt der Abbildung 96 geben und diese
Erkenntnisse als Strahlensatz aussprechen.

Werden zwei von einem Punkt S ausgehende Strahlen von einer Schar
von Parallelen geschnitten, so verhalten sich

a) irgendzwei Abschnitte auf dem einen Strahl wie die gleichliegenden
auf dem anderen, und

b) die Parallelenabschnitte zwischen den Strahlen wie die zugehorigen
Strahlenabschnitte, die aber dabei stets vom Ahnlichkeitspunkt S aus
zu messen sind.

Der Strahlensatz stellt nur eine andere Formulierung der Ahnlichkeits-
beziehungen dar. Das Wesentliche an ihm sind auch die ahnlichen Dreiecke
mit ihren Seitenverhiltnissen.

Beispiele zu a) (Abb. 96) S4; :S4, = 9B, : SB;

A,4,: A, A; = B\ B,: B, B,

Beispiele zu b) (Abb. 96) 4,B,: AyBy; = S4,: 84,

A;Bg: A, B, = 5B;: 8B,
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2) Der Strahlensatz kann in zweifacher Weise erweitert werden.

1. Erweiterung (Abb. 97): Setzen wir mehrere Figuren der Abbil-
dung 96 aneinander, so wird aus dem Strahlenpaar ein Strahlenbiischel.
Dadurch éndert sich die Aussage des Strahlensatzes nicht, sofern wir bei
b) stets Parallelenabschnitte zwischen denselben zwei Strahlen ins Ver-
hiltnis setzen.

2. Erweiterung: In den Abbildungen 95, 96 und 97 war C bezichungs-
weise § stets ein duBerer Ahnlichkeitspunkt fiir die dhnlichen Dreiecke.
Wiihlen wir statt dessen einen inneren Ahnlichkeitspunkt, so wird aus
der Abbildung 97 die Abbildung 98, und das Strahlenbiischel wird zum
Geradenbiischel. Auch dadurch indert sich an der Aussage des Strahlen-
satzes nichts, wenn statt von ,,Strahlen jetzt von ,,Geraden* gesprochen
wird.

3) Anwendungen der Strahlensatzfigur:

a) Konstruieren der 4. Proportionale (Abb. 99).

Soll zu drei GréBen a, b, ¢ eine vierte a bestimmt werden, so daB

die Beziehung a: b = c: @ erfiillt ist, so nennen wir x die vierte Pro-

portionale zu a, b und c.

b

-~

Teilen einer Strecke im gegebenen Verhiltnis m : n (Abb. 100).

Soll die Strecke 4 B = a zum Beispiel im Verhiltnis 2:3 geteilt
werden, so ziehen wir durch 4 und B zwei beliebige, aber unterein-
ander parallele Geraden und tragen auf ihnen nach verschiedenen
Seiten von @ die Strecken 2e bezichungsweise 3¢ ab (e ist eine beliebig
gewihlte Einheit). Durch Verbinden der Endpunkte der Strecken
entsteht die Strahlensatzfigur und in C' der gesuchte Teilpunkt.

o
~

Teilen einer Strecke in n gleiche Teile.

Mit Hilfe des Strahlensatzes kénnen wir jetzt eine Strecke mit Zirkel
und Zeichenwinkeln auch in eine beliebige Anzahl gleicher Teile teilen.

Abb. 98
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Abbildung 101 zeigt die Teilung einer Strecke in sieben gleiche Teile.
Dazu wurde in einem Endpunkt der Strecke ein beliebiger Strahl an-
getragen und auf ihm eine ebenfalls beliebige Einheit e siebenmal ab-
getragen. Die Verbindung des siebenten Punktes mit dem andern
Endpunkt der gegebenen Strecke gibt die Richtung der Parallelen-
schar an. Zum Zeichnen der Parallelenschar kann man ein Blatt durch-
scheinendes Millimeterpapier verwenden. Letzteres legt man so auf die
Zeichnung, daB eine Schar paralleler Rasterlinien in Richtung der
gesuchten Parallelenschar zu liegen kommt. Jetzt kann man die
Schnittpunkte der Parallelen mit der zu teilenden Strecke mit einer
Nadel durchstechen. In der Praxis wird das Teilen einer Strecke meist
mit Hilfe eines Millimetermafstabs ausgefiihrt.

4) Umkehrung des Strahlensatzes.

Mit Hilfe des Strahlensatzes wird aus dem Schnitt eines Strahlen- oder
Geradenbiischels durch eine Schar von Parallelen die Verhiltnisgleichheit
gleichliegender Abschnitte gefolgert. Wir fragen jetzt, ob umgekehrt aus
der Verhiltnisgleichheit gleichliegender Abschnitte darauf geschlossen
werden kann, daf} die schneidende Geradenschar eine Schar von Parallelen
ist. Wir untersuchen das fiir zwei Strahlen und zwei schneidende Geraden.

1. Umkehrung (Abb. 102): Wir setzen voraus, daB die Proportion
@by = a,: b, erfillt” ist. Dann ist A A, B,C~AA4,B,C nach dem
3. Ahnlichkeitssatz. Damit ist aber a; = a,. Infolgedessen sind die Ge-
raden 4, B, und 4, B, parallel.

Wir stellen fest:

Werden die Strahlen oder Geraden eines Biischels von einer Schar von
Geraden so geschnitten, daB die Verhiltnisse irgendwelcher Abschnitte
auf dem einen Strahl gleich sind den Verhiiltnissen der gleichliegenden Ab-
schnitte auf einem anderen Strahl, so sind die schneidenden Geraden unter-
einander parallel.

2. Umkehrung (Abb. 103): Diesmal setzen wir voraus, daB die Pro-
portion @, :¢; = a,: ¢, erfillt ist. Die Figur zeigt, daB unter dieser Be-
dingung die schneidenden Geraden parallel sein konnen, aber nicht parallel

A NN T W XY Y3

o a

Abb. 101




Der Strahlensatz 133

zu sein brauchen. Das hingt davon ab, ob ¢,
als A, B, oder als 4; B, in die Figureingetragen
wird. Der Grund ist folgender: Um die Ahnlich-
keit der Dreiecke 4;B;C und A4,B,C nach-
zuweisen, muB der vierte Ahnlichkeitssatz
(8, : 83 wy) verwendet werden. Die Ahnlichkeit
ist aber dabeinur gewihrleistet, wenn der Win-
kel der gréBeren der beiden Seiten gegeniiber-
liegt. Das ist bei der in Abbildung 103 gewihlten
GroBe von y, ay, ¢;, a, und ¢, nicht der Fall.

Die zweite Umkehrung des Strahlensatzes
ist also nicht richtig.

Die Proportionalitit zwischen den Abschnit-
ten auf den Strahlen und den Abschnitten auf
der schneidenden Geradenschar gewihrleistet  App. 103
nicht deren Parallelitit.

Zusammenfassung:

1. Die Proportionalitiit zwischen den Seiten ihnlicher Dreiecke liBt sich
auch in Form des Strahlensatzes (Schnitt eines Strahlenpaares durch
eine Schar von Parallelen) aussprechen.

2. Der Strahlensatz erlaubt zwei Erweiterungen, auf ein Strahlenbiischel
(duBerer Ahnlichkeitspunkt) und auf ein Geradenbiischel (innerer
Ahnlichkeitspunkt).

3. Sind in einer Proportion drei Glieder bekannt und das vierte unbekannt,
80 heiBt dieses die vierte Proportionale zu den drei hekannten.

Aufgaben

1. Zeichne die 4. Proportionale zu den folgenden Strecken:
a) a=2cm, b=3cm, c=4cm
b) a=4cm, b=2cm, ¢c =3 cm
¢) p=18mm, ¢ = 45mm, » = 38 mm!
2. Eine Strecke @ ist in a) zwei, b) fiinf, ¢) zehn gleiche Teile zu teilen.
Fithre die Teilung in 2 Teile auf zweierlei verschiedene Weise durch!
3. a) Teile eine Strecke @ einmal im Verhiltnis 2 : 5 und einmal im Ver-
héltnis 5:2! Beschreibe die Lage der Teilpunkte !
b) Verfahre genauso mit den Verhiltnissen 1:2 und 2: 1!
4. Verlidngere eine Strecke A4 B iiber B hinaus einmal, zweimal, dreimal,

viermal um sich selbst! In welchem Verhiltnis teilt der Punkt B jeweils
die entstandene gesamte Strecke?
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48. Verschiedene Anwendungen der Ahnlichkeit

1. Zwei Orte A und B sind durch einen Bergriicken getrennt und sollen
durch einen geradlinigen Tunnel miteinander verbunden werden. Der
Durchstich wird gleichzeitig von beiden Orten aus begonnen. Die
Richtung, in welcher der Durchstich gefiihrt werden muB, und die
geradlinige Entfernung der beiden Orte 4 und B ist zu bestimmen
(Abb. 104).

Man bestimmt einen Punkt C', von dem aus die beiden Orte 4 und B
sichtbar sind, und ermittelt deSsen Entfernung von 4 und B. Dann be-
stimmt man fiir einen beliebigen Punkt D auf 4 C das Teilverhiltnis
m : nund teilt die Strecke B im gleichen Verhiltnis. Die Verbindungs-
linie der Teilpunkte D und E wird durch eine dritte, durch C' gehende
Gerade im Punkte F' geschnitten. Man bestimmt auf ihr die Strecke F @
als vierte Proportionale aus DC: DA =F(C:F@. Die Peillinie 4@ gibt
die gesuchte Richtung an, in der der Durchstich vom Punkt 4 aus zu
fiihren ist. In entsprechender Weise legt man auch im Punkte B die ge-
suchte Richtung fest. (40 = 4200 m; BC = 5040 m; DE =1900 m;
FC=1350m; m:n=9:5.

Bestimme durch Zeichnung und Rechnung die Entfernung 4 B!

2. Der MeBkeil (Abb. 105) wird zur Messung kleiner Abstinde, z. B. des
lichten (inneren) Durchmessers von Réhren, verwendet.

a) Wie groB ist der lichte Durchmesser der Glasrohre in Abbildung 105?
b) Welche Ablesegenauigkeit ist mit dem MeBkeil erreichbar?
3. Der Keilausschnitt (Abb. 106).

a) Beschreibe die Anwendung des Keilausschnitts zur Dickenmessung
von Platten!

b) Wie groB ist in der Abbildung 106 die Dicke der Platte?
¢) Welche Ablesegenauigkeit ist mit dem Keilausschnitt erreichbar?

4. Der ProportionalmaBstab oder TransversalmaBstab ist ein Gerit zur
Messung von Strecken, die mit dem Stechzirkel in Zeichnungen oder

D W d 3
B Abb. 105 o
) 4
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Gelindekarten abgegriffen werden. Die Abbildung 107 zeigt einen Trans-
versalmafstab fiir eine Karte im MaBstab 1 :500. Der Kopf des MaB-
stabes (auf der linken Seite) ist ein Rechteck A BCD, dessen Linge
10 Einheiten umfaBt und dessen Héhe beliebig lang und in 10 gleiche
Teile geteilt ist. Durch die Teilpunkte der Héhe A D sind horizontale
Parallelen gezogen. Durch Verbindung der Teilpunkte von 4 B mit den
um eine Einheit nach links verschobenen Teilpunkten von C'D erhilt
man die schrigen Parallelen oder ,Transversalen*, nach denen der
MaBstab bezeichnet wird. Die Parallelen zur Grundseite 4 B sind von
unten nach oben mit 1, 2, ..., 10, die Transversalen von B aus be-
ginnend nach links mit 0, 1, 2, ..., 9 beziffert.
a) Wie lang ist das im Dreieck BC@ liegende Stiick der 7. Horizontal-
parallelen?
b) In welchem Zusammenhang steht die Bezifferung an den horizon-
talen Parallelen mit der Liinge ihrer Abschnitte im Dreieck BCG?
¢) Wie lang sind die ecingetragenen Strecken in Wirklichkeit ?
d) Zeichne Strecken, die den Entfernungen 154 m; 28,7m; 10,9 m
entsprechen !

. Das Forsterdreieck (Abb. 108) ist ein gleichschenklig-rechtwinkliges

Dreieck, das man zur schnellen Bestimmung der Hohe von Biiumen,
Masten, Tirmen usw. benutzt.

a) Beschreibeseinen Gebrauch |

b) Welchen Zweck hat das an A
einer Kathete herabhin- ' §
gende Lot und warum ist g

\,
.
Q

es notwendig?

¢) Die Hohenbestimmung wird
auf die Messung einer zu-
ginglichen Grofie zuriick-
gefithrt. Welche Grofie muf3
gemessen werden? Abb. 108

A
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]
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d) Bestimme mit einem Forsterdreieck die Hohe eines Hochspannungs-
gittermastes, eines Turmes, eines Hausgiebels usw. (vgl. ¢)!

6. Zur kartografischen Aufnahme eines Gelindestiickes verwendet man
den MeBtisch. Er besteht aus einer auf einem Dreiful ruhenden und
um eine lotrechte Achse schwenkbaren quadratischen Platte, die mit
Zeichenpapier iiberspannt ist. Mit einer Wasserwaage wird die Tisch-
platte waagerecht eingestellt (Abb. 109). In dem aufzunehmenden Ge-
linde sei die waagerechte Entfernung zweier Punkte 4 und B bekannt.
Die ,,Standlinie 4 B*“ wird in dem gewiinschten MaBstab (gewdhnlich
1:25000) als Strecke A’ B’ auf das MeBtischblatt iibertragen. Um die
Lage eines dritten Punktes C in der Zeichnung festzulegen, stellt
man den MeBtisch zunichst in 4 so auf, daBl A’ lotrecht iiber 4 liegt
und die Richtung von A’ B’ in die Richtung von 4 B fillt. Die Richtung
von A’ nach dem Punkt C legt man in der Zeichnung fest. Dann stellt
man den MeBtisch im Punkte B so auf, dal B’ lotrecht iiber B liegt
und B’A4’ mit der Richtung BA zusammenfillt. Die Richtung von B’
nach C wird durch den Peilstrahl nach C bestimmt und in der Zeichnung
festgelegt. Beide Peflstrahlen schneiden sich in der Zeichnung im
Punkte C’. Wiederholt man dieses Verfahren fiir eine Reihe von Ge-
lindepunkten, so erhilt man auf dem MeBtischblatt ein dhnliches Bild
des Gelidndes im gewiinschten MaBstab.

a) Beweise, dall das Bild 4’ B’ " auf dem MeBtischblatt dem Gelinde-
dreieck 4 BC dhnlich und im gewiinschten MaBstab verkleinert ist!

b) Fiihre mit einer behelfsmiBigen Vorrichtung (ReiBbrett) eine MeB-
tischaufnahme im Freien durch!

——  Abb. 109

7. Der Storchschnabel (Abb. 110) ist ein Zeichengerit zur unmittelbaren
Umzeichnung ebener Figuren in vergroBertem oder verkleinertem
MaBstab. Er besteht aus 4 Stiben, die in den Punkten 4, B, C, F
gelenkig miteinander verbunden sind und ein Gelenkparallelogramm
AF BC bilden. Die Punkte P, F, Z liegen stets in einer Geraden.
Der Punkt P, der Pol des Storchschnabels, wird auf dem Zeichen-
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g P F 2 P 2 F
Abb. 110 2:1 3:1 1:4

tisch befestigt. Eine durch ihn gefithrte und auf der Zeichenebene senk-
recht stehende Achse ist die Drehachse fiir die Bewegungen des Storch-
schnabels. Umfihrt man mit dem in F befestigten ,,Fahrstift* die zu
vergroBernde Originalfigur, so beschreibt der in Z befestigte ,,Zeichen-
stift¢ das dhnlich liegende vergroBerte Bild.

a) Stelle ein Modell eines Storchschnabels aus Pappstreifen her!

b) Wie muBt du den Aufbau des Storchschnabels indern, wenn andere

MaBstibe (1: 2; 1 : 3) zugrunde gelegt werden?

8. Halte am gestreckten Arm den abgespreizten Daumen lotrecht,
schlieBe das eine Auge und visiere mit dem anderen am Daumen
rechts und links vorbei nach einem entfernten Gelindestiick! Du wirst
beobachten, daB ein gewisser Gelidndestreifen vom Daumen iiberdeckt
wird. Bestimme jetzt die Breite deines Daumens und (mit Hilfe eines
Freundes) die Entfernung des Daumens vom offen gehaltenen Auge!
Die Abbildung 111 zeigt dir zwei Mdglichkeiten der Anwendung dieses
Verfahrens der ,,Daumenbreite® (4 : Auge; d : Breite
des Daumens; @ : Abstand des Daumens vom Auge). b
a) Kennst du die Entfernung e des beim Visieren
iiberdeckten Gelindestiicks, so kannst du seine
Breitenausdehnung b berechnen.

b) Kennst du die Breitenausdehnung b des iiber-
deckten Gelindestiicks (oder kannst du sie schitzen),
so kannst du die Entfernung des iiberdeckten Ge-

lindestiicks berechnen. Y
Fiihre das Verfahren praktisch aus und ermittle
selbst Zahlenwerte fir @, ¢ und e beziehungs- Abb. 111

weise b!

9. Daumensprung: Halte dazu wie bei Aufgabe 8 deinen Arm mit dem
abgespreizten Daumen, diesmal moglichst genau vor die Mitte zwischen
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deinen Augen! Visiere erst mit dem einen und
dann mit dem anderen Auge an demselben Daumen-
rand (links oder rechts) vorbei nach einem Gelinde-
stiick, ohne dabei die Armhaltung zu verindern! Der
Daumenschatten »Springt um eine gewisse Gelinde-
breite g zur Seite. Jetzt 1aB von einem Freund noch
die Entfernung deiner beiden Pupillen messen! Nun
kannst du nach Abbildung 112 dieselben beiden Auf-
gaben wie in Aufgabe 8 lésen. (Py, P,: die beiden
Pupillen; p: ihr Abstand; g: Gelindebreite; a und e
wie in der Abbildung 111). Fiihre auch dieses Verfahren
praktisch durch! Abb. 112

49. Anwendungsaufgaben

- In einem Dreieck 4 BC ist die Seite a 36 mm lang und der Winkel y

betrigt 55°. Durch den Punkt D auf der Seite BC, der 20 mm von ¢
entfernt ist, wurde zu der Seite ¢ eine Parallele von 30 mm Linge ge-
zogen. Berechne ¢ und iiberpriife das Ergebnis durch Konstruktion !

. Zur Seite c eines Dreiecks 4 BC ist eine Parallele gezogen. Sie trifft die

Seite @ in D (CD =16mm; DB = 31 mm; ¢ = 56 mm). Bestimme
durch Rechnung und Zeichnung die Linge der Parallelen!

. In einem Dreieck 4 BC ist durch den Punkt B’ auf 4 B die Parallele

zu BC gezogen. Sie schneidet 4C in ¢’ (@ =50 mm; b =70 mm;
¢=90mm; 4B = 40 mm). Wie lang sind die Seiten des Dreiecks
A B'C" und die des Trapezes B’ BCC'? Rechne und zeichne |

Eine StraBe verliuft rechtwinklig zur Blickrichtung. Der Abstand
zweier Telefonstangen (Abstand 50 m) wird gerade durch 1 (1%, 2,
2%) Daumenbreite gedeckt. Wieviel Meter sind es bis zur StraBe ?

Anmerkung: Nimm das Verhiltnis der Armlinge a zur Daumenbreite d mit 30 an |

Wie breit ist ein Gelindestreifen, wenn er in einer Entfernung
von 800 600 850 1000 1200 1000 m
von 1 2 l% 3 2% 1 Daumenbreiten
gedeckt wird? (a:d = 30)

. Die Baume einer rechtwinklig zur Blickrichtung fithrenden StrafBe

haben einen Abstand von 10 m. Ein Daumensprung geht iiber 5 (8, 9,
16, 12, 20) Baume. Wieviel Meter sind es bis zur StraBe?

Anmerkung: Nimm das Verhiltnis von Armlénge @ zum Augenabstand p mit
10 an!
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10.

11.

13.

14.

. Berechne die Breite g des Daumensprunges

. Die Abbildungen 113 und 114 zeigen, wie

Anwendungsaufgaben 139

Wie breit ist der Gelindestreifen, den dein
Daumensprung in 600, 1000, 1800, 2800,
3000 m Entfernung iiberstreicht?

bei p = 6,5 cm, a=65cm und e=1000m!

man FluBbreiten ermitteln kann. An den
mit Kreisen bezeichneten Stellen stehen
Fluchtstibe. Bestimme & durch Zeichnung
und Rechnung!
m n c
Abbildung 113: a) 35m 17m 8m
b) 2m 12m 6m

m n r
Abbildung114: ¢) 34m 24m 20m 4
d) 30,5m 243m 16,5m Abb. 114

Die drei Punkte 4, B, C liegen auf einer Karte (MaBstab 1 : 100000)
auf einer Geraden. Die Strecke 4 C miBt 5 cm, die Strecke A B mifit
3 cm. Am Punkt A4 steht die Hohenzahl 750 m ii. NN, am Punkt C
650 m ii. NN. Wie hoch darf Punkt B hochstens liegen, wenn 4 von C
aus eingesehen werden kann?

Kann C von 4 aus eingesehen werden, wenn auf einer Karte im MaB-
stab 1:25000 die folgenden Zahlenwerte vermessen wurden?

Hohenlage des Punktes i. NN

A B c AB BC
a) 625m 570 m 550 m 32 cm 16 cm
b) 750 m 720 m 710 m 32 cm 8 cm
c) 1225m 1170 m 1140 m 20,4 cm 18,8 cm
d) 775 m 660 m 625 m 18,8 cm 5,2 cm

. Auf einer Fotografie des Volkerschlachtdenkmals wird dessen

Hohe mit 8,5 cm gemessen. Wie hoch ist es in Wirklichkeit, wenn der
Apparat bei der Aufnahme 160 m von der Mittelebene des Denkmals
entfernt war und die Brennweite des Objektivs 15 cm betrug?

Steffen hilt mit ausgestrecktem Arm (60 cm) ein Zehnpfennigstiick
so, daB es gerade den Dresdner Gasometer (Durchmesser 62 m) ver-
deckt. Wieviel Meter stand er vom Gasometer entfernt?

Ein Kiistenschutzboot der Seepolizei steuert bei einer Geschwindigkeit
von 10 kn (lies: Knoten) den Kurs N. Um 10.25 gibt es einem
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anderen KS-Boot, das zu diesem Zeitpunkt 10 sm in Richtung O von
ihm steht, den Befehl, mit 20 kn Geschwindigkeit auf kiirzestem Weg
zu ihm zu stofen. Wann treffen die Boote zusammen und welchen
Fahrweg legt jedes von ihnen bis dahin zuriick?

Anleitung: Zeichnerische Losung! 1kn = 1sm/Std; 1sm = 1,852 km

15. Das Objektiv einer Kamera fiir Luftbildaufnahmen hat eine Brenn-
weite von 75 cm. Das Bildformat ist 30 cm X 30 em. Wie hoch muB
das Flugzeug fliegen, damit gerade 1km? aufgenommen werden kann?

16. a) Aus welcher Entfernung miiBten wir ein Projektionsbild von der
Breite 2m (1,80 m; 3,50 m; 1,20 m) betrachten, damit es dem
Auge genauso groB erscheint, wie eine Fotografie von 9em
Breite in normaler Sehweite (25 cm)?

b) Wie breit miiite jeweils ein Projektionsbild mit der unter a) be-
rechneten Entfernung sein, damit es dem Auge genauso groB er-
scheint wie ein Bild vom Format 24mm x 36 mm (als Hochbild)?

¢) Wie hoch miiite jeweils das Projektionsbild sein?

VIIL Die Satzgruppe des Pythagoras

50. Der Lehrsatz des Pythagoras

1) Beispiel: Ein Quadrat mit der Seite a ist in ein anderes Quadrat zu
verwandeln, dessen Fliche doppelt so groB ist.

Loésung: Die Abbildung 115 zeigt die Losung der Aufgabe.

Damit wir den Nachweis fiir die Richtigkeit der Losung liefern kénnen,
ziehen wir in dem urspriinglichen Quadrat die. Diagonalen (Abb. 116).
Dadurch entstehen vier kongruente rechtwinklige Dreiecke, die nach

al b Abb. 115 Abb. 116
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auBen geklappt werden. ¢
So entsteht das neue
Quadrat, das acht kon- e
gruente rechtwinklige a
Dreiecke enthilt. Also
ist

e = 2at. A a 8 a
Das Ergebnis €2 =2q? o
wollen wir uns noch
auf andere Weise veran-
schaulichen. Ausder Ab- Abb. 118 |
bildung 116 erkennen
wir, da3 die Seite des neuen Quadrates gleick der Diagonalen im ur-
spriinglichen Quadrat ist. Das Quadrat mit der Seite ¢ wird durch die
Diagonale ¢ in zwei gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke geteilt (Abb. 117).
Die beiden Seiten im rechtwinkligen Dreieck, die den rechten Winkel
einschlieBen, heiflen Katheten. Die Seite, die dem rechten Winkel gegen-
iiberliegt, nennt man Hypotenuse. In unserem Beispiel ist im rechtwinkligen
Dreieck A BC die Seite ¢ die Hypotenuse. Die Seiten a sind die Katheten.
Aus der Abbildung 118 erkennen wir, daB das Quadrat iiber der Hypo-
tenuse gleich e* ist. Das Quadrat iiber jeder Kathete ist gleich a2 Folg-
lich ist das Quadrat iiber der Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate
iiber den beiden Katheten: & — 22

2) Dieser Satz gilt auch fiir jedes beliebige rechtwinklige Dreieck.

Beispiel: Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten
@ =4cm und b = 3 cm! Ermittle die Summe der Quadrate iiber beiden
Katheten!

Losung:

Wir konstruieren ein Quadrat A BC D mit der Seite d = a + b = 7 cm.
Zu AB und AD zeichnen wir im Abstand von b = 3 cm die Par-
allelen EF und GH. Die Parallelen schneiden sich in dem Punkt M.
Dadurch sind das Quadrat A H M E mit der Seite b = 3 ¢cm und das Qua-
drat M FCG mit der Seite @ = 4 cm entstanden. AuBierdem wurden die
Rechtecke H BF M und EMGD mit den Seiten ¢ = 4 cm und b = 3 cm
gebildet. Beide Rechtecke sind kongruent (Abb. 119a).

Ziehen wir in beiden Rechtecken je eine Diagonale, und zwar HF und
E@, dann entstehen vier kongruente rechtwinklige Dreiecke. IThre Hypo-
tenusen nennen wir ¢ (Abb. 119a). Thre Katheten sind die Seiten @ und b.

Wir erhalten die Summe der Quadrate a? und b2, wenn wir die vier recht-
winkligen Dreiecke wegnehmen. Wir kénnen die Dreiecke aber auch von
den Ecken des Quadrates 4 BC'D wegnehmen (Abb. 119b).
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Abb. 120

Erklire, inwiefern die vier rechtwinkligen
Dreiecke wiederum kongruent sind !

Wollen wir nachweisen, daB iiber der Hypo-
tenuse ¢ ein Quadrat entstanden ist, miissen
wir folgende Uberlegung an Hand der Ab-
bildung 119b anstellen :

In dem rechtwinkligen Dreieck H BF zum
Beispiel sei der <t FHB = «. Dann ist
XL HFB =90° — «. Diese Winkel treten
auch in den anderen rechtwinkligen Drei-
ecken auf. Da nun bei H drei Winkel liegen
und zwei davon Komplementwinkel sind,
muB der dritte ein rechter sein ; denn alle drei
bilden zusammen einen gestreckten Winkel.
Weise das gleiche fiir #, 7 und K nach! Also
ist iiber der Hypotenuse ¢ das Quadrat c?
gebildet worden.

Haben wir auch hier die vier rechtwink-
ligen Dreiecke weggenommen, dann erhalten
wir ebenfalls die Summe der Quadrate

2 2.
= a? + b2 = ¢

Legen wir die Abbildung 119b so auf die
Abbildung 119a, daB sich die Dreiecke 2
decken, wihrend die Dreiecke 1, 3 und 4
fortfallen, dann erhalten wir die anschauliche
Lésung des Beispiels (Abb. 120). Ebenso
kann man mit jedem anderen rechtwinkligen
Dreieck verfahren. Also gilt:

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat

iiber der Hypotenuse gleich der Summe der

Quadrate iiber den beiden Katheten.

c® = a® 4 b2,
Dieser Satz ist der Lehrsatz des Pytha-
goras?,
Aus der Erkenntnis ¢ = a2 + b2 kénnen
wir ableiten : )
a® = ¢ — b2 und
b2 = ¢ — a

! Pythagoras: griechischer Mathematiker, 580
bis 501 v. u. Z.
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3) Lassen wirin der Abbildung 120 denrechten Winkel zueinem stumpfen’
Winkel werden, ohne dafl die Seiten @ und b sich é#ndern, dann wird die
Seite ¢ grofer und damit auch ¢ Daraus folgt: ¢2 > a2 -+ b2. Verindern
wir den rechten Winkel zu einem spitzen Winkel, dann wird die Seite ¢
kleiner und damit auch ¢2. Es ist also ¢ < a? + b2 Untersuche das an
entsprechenden Zeichnungen !

Daraus ergibt sich die Umkehrung des pythagoreischen Lehrsatzes:
Tat {n clnem Dreieck die Summe der Quadrate zyweier Seiten gleick dewy
Quadrat iiber der dritten Seite, dann ist es ein rechtwinkliges Dreieck.

Positive ganze Zahlen, die die Gleichung a® 4 b® = ¢2 erfiillen, nennt
man pythagoreische Zahlen, wie 3, 4, 5 oder 6, 8, 10 oder 5, 12, 13.

Aufgaben

1. Lege aus 12 Streichhdlzern ein rechtwinkliges Dreieck !
2. In einem rechtwinkligen Dreieck sind b = 15 ecm und ¢ = 17 em.
a) Stelle fest, wie groB das Quadrat iiber der Kathete a ist!

b) Konstruiere @?, indem du zur Konstruktion den MaBstab 1:5
wiihlst!

3. Zeichne ein Quadrat nach selbstgewiihltem Maf! Konstruiere ein
Quadrat, das gleich der Hilfte des gegebenen ist!

4. Konstruiere ein Quadrat, das gleich der Summe zweier Quadrate ist,
deren Seiten 4,2 em und 5,8 cm messen !

5. Zeichne ein Quadrat mit der Seite « = 2 cm und daneben Quadrate,
die doppelt, dreimal, viermal, fiinfmal, sechsmal so grof sind! MiB die
Seiten der entstandenen Quadrate und vergleiche sie !

6. a) Bestimme durch Konstruktion die Héhe k, in einem gleichschenk-
ligen Dreieck mit der Basis ¢ = 8 cm und dem Schenkel b = 5 cm!

b) Konstruiere das Quadrat iiber der Hohe !

7. Zwei Quadrate haben eine Fliche von 36 ¢cm? und 25 em?. Konstruiere
ein Quadrat, das gleich der Differenz dieser beiden Quadrate ist! MiB
die Linge seiner Seite !

8. Ein Quadrat hat die Fliche von 81 cm?, ein zweites die von 16 cm?2.
Konstruiere ein Quadrat, dessen Fliche gleich der Differenz der beiden
gegebenen Quadrate ist! Welche Léinge hat seine Seite?

9. Zwei Orte L. und B. sollen eine direkte VerbindungsstraBe erhalten.
Zur Vorplanung muB die Entfernung zwischen beiden Orten gemessen
werden, was infolge dazwischenliegender Hindernisse Schwierigkeiten
bereitet. Von einem dritten Ort S. sind beide Orte 360 m und 150 m
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entfernt. Die Visierlinien von 8. nach L. und B. bilden einen rechten
Winkel. Fertige eine Konstruktionszeichnung im MaBstab von 1 : 5000
an und stelle die Entfernung zwischen beiden Orten fest!

10. Die Linge der Giebelbalken eines Daches muf festgestellt werden.
Das Haus hat eine Breite von 15 m, und der Giebel bildet ein recht-
winklig-gleichschenkliges Dreieck. Fertige die Konstruktion im MaB-
stab 1:100 an!

51. Der Kathetensatz (Satz des Euklid)

1) Nachdem wir den Lehrsatz des Pythagoras kennengelernt haben,
interessiert es uns, welchem Teil des Hypotenusenquadrats das Quadrat
iiber einer der Katheten gleicht.

Beispiel: Verwandle das Quadrat iiber der Kathete b des rechtwink-
ligen Dreiecks 4 BC in ein flichengleiches Rechteck !

Lo6sung: Inder Abbildung 121 wurden die beiden Kathetenquadrate und
das Hypotenusenquadrat zum rechtwinkligen Dreieck 4 BC konstruiert.
Ziehen wir durch J, den einen Eckpunkt des Quadrates iiber b, die Parallele
zu A B, so erhalten wir das Parallelogramm 4 BKJ.

Dieses Parallelogramm ist flichengleich dem Quadrat iiber der Ka-
thete b, weil beide die gleiche Grundseite J 4 haben und weil beide zwischen
Parallelen liegen, némlich zwischen J 4 und H B. Also ist

ABKJ =ACHJ = b%

Drehen wir das Parallelogramm A4 BKJ um einen Winkel von 90° um
den Punkt A4, dann fillt die Seite J 4 auf die Dreieckseite 4 C und der

6 6
H H
F F
K Aﬁ
J r— I&— K

7’ 8 E /L 8

/
0 € Abb.121 0 £ Abb.122
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Punkt J auf den Punkt C (Abb. 122).

145
Ferner fillt die Seite 4 B auf die

Seite 4D, weil beide Seiten des Hypotenusenquadrats sind. Folglich fallt
auch der Punkt B auf den Punkt D. Es ist das Parallelogramm A DLC

entstanden (Abb. 122).

Das Parallelogramm kénnen wir in ein flichengleiches Rechteck mit
der gleichen Grundseite AD und der gleichen Hohe AP = q verwandeln.
Die Grundseite A D ist die Seite ¢ des Hypotenusenquadrats; die Hohe AP
ist die Projektion der Kathete b auf die Hypotenuse (Abb. 123).

Es ist also
ADLC=ADOP =c"q.
Fassen wir noch einmal zusammen,
was wir entwickelt haben, dann ergibt
B ABKJ =1,
ABKJ =ADLC=c"q.

Also ist b*=c-q.

Wir erkennen daraus:

Imrechtwinkligen Dreieckist das Qua-
drat iiber einer Kathete gleich dem
Rechteck aus der Hypotenuse und der
Projektion der Kathete auf diese.

Diesen Satz nennt man den Kathe-
tensatz oder den Satz des Euklid'.

Fiihre auf entsprechende Weise die
Untersuchung fiir a?=c-p durch!

(Die Projektion der Kathete a auf
die Hypotenuse nennen wir p.)

2) Mit dem Kathetensatz hat Euklid
einen Beweis fiir die Richtigkeit des
Lehrsatzes des Pythagoras gefiihrt. Wir
haben folgendes festgestellt:

bP=c-g,
at=c*p.

Addieren wir beide Gleichungen, so
ergibt sich:

a@+b=c-p+c-q,
ar+b=c(p+q),
a? + b2 = c* (Abb. 124).

d. h. also

G
H
r /3
J b
A G 8
4 4
Abb.123 0 0 3

Abb.124 p 0 £

! Buklid, griechischer Mathematiker, lebte von 365 bis 310 in Alexandria.

10 [00803]
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52, Der Hohensatz

1) Mit Hilfe dieser beiden Lehrsitze kénnen wir weitere wichtige mathe-
matische Erkenntnisse am rechtwinkligen Dreieck gewinnen.

Beispiel: Verwandle das Quadrat iiber der Hohe % in dem recht-
winkligen Dreieck 4 BC' in ein flichengleiches Rechteck!

Lésung: In dem rechtwinkligen Dreieck 4 BC fillen wir die Hohe
CD = L auf die Hypotenuse. Die Hohe teilt die Hypotenuse in die Pro-
jektionen ¢ und p. In dem entstandenen rechtwinkligen Dreieck A4 DC

4 gilt nach dem Lehrsatz des Pythagoras:

b = h? + g2
¢ H Nach dem Kathetensatz ist aber auch

b? B=c-g.
Ersetzen wir in der ersten Gleichung 62 durch
75 ) ¢ ¢, dann erhalten wir folgende Gleichung:

4 g2=c-q.
Dann ist h=c-q—q,

B=gq-(c—q),

h? = q-p.
£ g F Abb..125 An der Abbildung 125 erkennen wir, daf}
das Rechteck A EFD dem Quadrat iiber der
Kathete b flichengleich ist (nach dem Kathetensatz). Die Summe aus
dem Quadrat iiber der Hohe % und dem Quadrat iiber dem Hypo-
tenusenabschnitt ¢ ist gleich dem Rechteck ¢ - ¢, d. h. also

DGHC 4+ ALMD = AEFD.
Demnach ist das Quadrat iiber der Hohe h gleich der Differenz aus
dem Rechteck ¢ - ¢ und dem Quadrat iiber dem Hypotenusenabschnitt q.

Diese Differenz stellt das Rechteck EF M L dar. Die Rechteckseite L &
ist entstanden aus AE — AL = ¢ — q. Folglich ist

N

i
o}
1]

LE = p.
Fiir die andere Rechteckseite stellen wir fest:
LM =q.

Die Seiten des Rechtecks, das dem Héhenquadrat flichengleich ist,
sind demnach die Kathetenprojektionen auf die Hypotenuse.

Wir merken uns:

Im rechtwinkligen Dreicck ist das Quadrat iiber der Hohe gleich dem
Rechteck aus den Projektionen der Katheten auf die Hypotenuse.

Diesen Satz nennt man den Hihensatz.
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2) Mit dem Lehrsatz des Pythagoras, dem Kathetensatz und dem
Hohensatz kénnen wir folgende Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck

feststellen: at + bt =2 B=np-gq
B2 4 g2 = b2 a=c-p
h2+p2=a2 b2=c~q

Aufgaben

1. Verwandle ein Rechteck mit den Seiten 8 em und 2 cm in ein Quadrat!
Anleitung: Nach dem Kathetensatz: ¢ = 8 em, ¢ = 2 em, gesucht 52,

nach dem Hohensatz: p = 8 em, ¢ = 2 em, gesucht A2

2. Verwandle in einem rechtwinkligen Dreieck 4 BC' das Quadrat iiber
der Kathete @ = 5 cm in ein Rechteck, dessen eine Seite a) 2 cm,
b) 3 em lang ist!

Anleitung: @ = 5 cm, p = 2 cm, gesucht c.

3. Verwandle ein Rechteck mit den Seiten ¢ = 4,5e¢m und b = 3,3 cm
in ein Quadrat! (Siehe Aufgabe 1!)

4, In einem rechtwinkligen Dreieck sind @ = 5 cm und & = 3 cm gegeben.
Konstruiere ein flichengleiches Rechteck zu h%! Mif die Linge der
Hypotenuse c!

5. In einem rechtwinkligen Dreieck 4 BC sind p = 9 cm und ¢ = 4 cm
gegeben.

a) Konstruiere k2!
b) MiB die Lingen der Katheten a@ und b!

6. In einem rechtwinkligen Dreieck 4 BC sind @ = 8 em und ¢ = 10 cm
gegeben. Konstruiere das Quadrat iiber der Kathete b und ein dazu
flichengleiches Rechteck !

IX. Quadratzahlen und Quadratwurzeln

53. Quadratzahlen (Begriff und Berechnung)

Schon oft haben wir Produkte aus gleichen Faktoren verkiirzt geschrieben.
1. Beispiel: Zerlege die Zahlen 25 und 125 in Primfaktoren!
a) 25=5-5=5
b) 1256 =5-5-5=15°
In beiden Fillen ist 5 die Basis der Potenz 52 bzw. 53. Die Zahl 2 (bei a)
bzw. 3 (bei b) ist der Exponent. 25 und 125 sind die Potenzwerte.
10*
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Eine Potenz ist ¢in Produkt aus gleichen Faktoren; der Exponent gibt
an, wie oft die Basis als Faktor gesetzt werden mus.

2. Beispiel: Zur LNF einer LPG gehort eine quadratische Wiese mit
einer Seitenlinge von 83 m. Wie groB ist ihre Fliche?

Wir erhalten die Anzahl der Quadratmeter der Fliche, indem wir
rechnen: 83 -83 = 832 = 6889.

Die Wiese hat eine Fliche von 6889 m2, das sind 68,89 a.

Da das Berechnen der zweiten Potenzen von Zahlen hiufig in der Geo-
metrie vorkommt, haben sich zwei Ausdrucksweisen gebildet :

Beispiel:
832 ist die zweite Potenz von 83.
Wir errechnen die zweite Potenz von 83.

832 ist das Quadrat von 83.
Wir quadrieren 83.

Wir lesen
83 hoch 2 | 83 zum Quadrat.
Weitere Beispiele:
(+72 = (+7) - (+7) = +49 (=72 = (=T7)-(—7) = +49
== sf = =35==%
0,013 = (1555)" = o100 = Todgoos = 0.000169

Aufgaben
1. Berechne die Quadrate der Zahlen 1 bis 20 und prige sie dir ein!
2. Wie groB sind die Quadrate der folgenden Zahlen?
5. 2,21 06 0086, 60, 600, 150, 15000, 1,5, 0,015

30 1

3.8) (=247 b) (=267 ) (=) @) (—3) ¢ (—L7)2 1) (—33p
4. Errechne den Wert der folgenden Ausdriicke!

8) (—6)* — (—5)2 + (—4) — (=3)* + (—2)* — (—1)2

b) 2-424+5-(—2)2—2-5244.22

0 8-(If +16-(~ ' —20-(~ 1 4 30- ()
5. Gib je zwei Beispiele fir die folgenden Feststellungen :

a) Das Quadrat einer einstelligen Zahl ist ein- oder zweistellig.

b) Das Quadrat einer zweistelligen Zahl ist drei- oder vierstellig.

¢) Das Quadrat einer dreistelligen Zahl ist fiinf- oder sechsstellig.

6. Eine LPG will ihr Hithnerhaus verglasen. Insgesamt miissen 96 qua-
dratische Scheiben eingesetzt werden, von denen jede 36 cm Seiten-
linge hat.

a) Errechne die Fliche einer Glasscheibe!
b) Wieviel Quadratmeter Glas braucht die LPG zum Verglasen des
Hiihnerhauses,wenn mit einem Verschnitt von 10% zu rechnen ist?
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54. Die Quadrattafel

Um das Berechnen der Quadrate von Zahlen zu ersparen, hat man sie
in Tafeln zusammengestellt. Wir verwenden eine Tafel, die die Quadrate
der Zahlen 1,00 bis 10,09 enthilt. Jeweils die beiden ersten Ziffern der
Zahlen 1,00bis 10,09 stehen in der linken Spalte; die dritte Ziffer ist in der
ersten Zeile notiert. Das Quadrat der Zahl 1,23 z. B. steht im Schnitt-
punkt der zu 1,2 gehorenden Zeile mit der zur Endziffer 3 gehorenden
Spalte. Wir finden 1,232 ~ 1,513.

Der genaue Wert von 1,232 ist 1,5129. Der Tafelwert ist also der durch
Runden entstandene Néherungswert. Doch weichen die Naherungswerte
nur wenig vom genauen Wert ab. Bei 1,232 = 1,5129 ~ 1,513 betrigt die
Abweichung 0,0001. Das sind T:zs oder 0,000066 oder 0,0066% vom
genauen Wert. Ahnlich ist es bei den anderen Tabellenzahlen. Die Qua-
drate von ein- und zweistelligen Zahlen sind genau angegeben.

Wenn wir das Quadrat einer Zahl <1,00 oder >10,09 aufsuchen wollen,
miissen wir die Zahl durch Abspalten von Zehntel- oder Zehnerpotenzen
so schreiben, daB ein Zahlenfaktor entsteht, der in der Tafel steht.

Beispiele: 0,673 = (6,73 - 0,1)> = 6,732 0,12
38,72 = (3.87-10)® = 3,87%- 10
Hier miissen wir vor dem Aufsuchen in der Tafel die GroBenordnung
des Quadrates iiberschlagen.

Aufgabe: 0,6732 38,72

Uberschlag: 0,72 = 0,49 402 = 1600
Umformen : 0,6732 = 6,732 0,01 38,72 = 3,872+ 100
Tafel: 6,732 ~ 45,29 3,872 ~ 14,98
Ergebnis: 0,6732 ~ 0,4529 38,72 ~ 1498

Enthilt die Basis der Potenz mehr als drei geltende Ziffern, so ist vor
dem Aufsuchen auf drei Ziffern zu runden.

Beispiele: 43,262 ~ 43,3%; 0,4304% ~ 0,430%

Aufgaben
1. a) 8,62 b) 7,52 ¢) 2,92 d) 6,72 e) 3,42 f) 5,22
2. a) 1,06% b) 2,072 ¢) 3,082 d) 1,432 e) 2,592 f) 3,142

Wieviel Prozent des genauen Wertes betréigt in jedem Falle der in der
Tafel notierte Naherungswert?

3.a) 445° b) 527 ¢) 7,188  d) 6,392 o) 9,562 1) 8612

4. 2) 1542 b) 0,1542 ¢) 1542 ) 269 ¢) 2,692 §) 0,0269
g) 0,843 h) 8432 i) 84,32 k) 9562 1) 95602 m) 0,9562
5. a) 24,872 b) 8,629° c¢) 0,7341 d) 426,5* ) 733402 1) 65,32
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55. Der Begrifi ,,Quadratwurzels

Beispiel: Ein Quadrat hat eine Fliche von 49 m2. Wie lang ist seine
Seite? Wir bezeichnen den Zahlenwert der Seite mit x und kénnen schrei-
ben : 2 = 49,

Gesucht wird die Basis einer Potenz. Bekannt sind der Exponent und
der Potenzwert.

Wir wissen, daB 49 die zweite Potenz von (--7) und auch von (—T7)
sein kann: (+7)% = 49; (—7)* = 49.

Fiir « konnen also die Werte (+7) und auch (—7) angenommen werden.
Da « hier MaBzahl einer Strecke ist, kommt nur der absolute Betrag
7 in Frage. Wir schreiben dafiir

V49 =17
und lesen: zweite Wurzel aus 49 gleich 7.

Die Quadratseite ist 7 m lang.

Das hier durchgefiihrte Bestimmen der Basis bezeichnet man als Wurzel-
zichen oder Radizieren!. In i 49 = 7 ist 49 der Radikand, 2 der Wurzel-
exponent und 7 der Wurzelwert. Das Wurzelzeichen |~ ist aus dem
Anfangsbuchstaben von radix entstanden. Statt ,zweite Wurzel aus*
sagt man auch ,,Quadratwurzel aus“ oder noch kiirzer ,,Wurzel aus und
1iBt den Wurzelexponenten 2 auch beim Schreiben weg: q1/16 = |16.

Aufgaben

Bestimme in den folgenden Aufgaben den absoluten Betrag der Quadrat-
wurzeln !

Layla  m1 o912 aler e 181 11196
) 1169  h) V100 i) V144 k) V121 1) 1256 m) 225
2.2) /1600 b) V400 ) 4900 d) 3600 e) /6400 f) 4900
g)VoT h) 10,64 i) V081 k) J0,16 1)@3 m)VW

3. a) Z b)l/ c) l/r d % e) 144 f) 169
g) '4‘ h) V% i) l/ k) Vait )] Vg m) 1(,9

4, Gib je zwei Beispiele fiir die folgenden Feststellungen:
a) Die Quadratwurzel aus einem ein- oder zweistelligen Radikanden
ist einstellig.
b) Die Quadratwurzel aus einem drei- oder vierstelligen Radikanden
ist zweistellig.
¢) Die Quadratwurzel aus einem fiinf- oder sechsstelligen Radikanden
ist dreistellig.

1 radix (lat.) Wurzel.
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56. Trrationale Zahlen

Beispiel: Die Seite eines Quadrates ist 1 dm lang. Wie groB ist seine

Diagonale?

a) Zeichnerische Losung: Wir zeichnen auf Millimeterpapier ein Dezi-
meterquadrat und messen die Diagonale. Bei genauem Arbeiten er-
halten wir 1,41 dm oder 1,42 dm. Wir wissen aber, daB diese durch
Zeichnung gewonnenen Ergebnisse nur Niherungswerte sein kénnen.

b) Rechnerische Losung: Wenn wir die unbekannte Diagonale mit z
bezeichnen, dann ist nach dem Lehrsatz des Pythagoras

22=124 12
Das Quadrat iiber der Diagonale ist demnach 2. Dann betrigt die
Linge der Diagonale « = /2.
Die folgende Aufstellung zeigt. wie man die Zahl 2 immer besser
zwischen zwei endliche Dezimalzahlen einschlieBen kann.

12 =1 1 <12 <2 2 =4

142 =196 14 <|2<15 152 =225
1,412 = 1,9881 141 <12 <142 1,422 = 20164
1,4142 = 1,999396 1414 < )2 <1415 1.4152 = 2,002225

Wir brechen hier das Einengen ab und halten fest, daBl 2dem Wert 1,414
néher liegt als dem Wert 1,415.
V2 ~ 1414
In der Aufstellung treten als Niherungswerte fiir |/ 2 ganze Zahlen und
endliche Dezimalzahlen (unechte Briiche) auf. /2 kann keine ganze Zahl

sein. ]/2 kann auch kein unechter Bruch sein, weil das Quadrat eines
unechten Bruches wieder ein unechter Bruch sein muB.

Ganze Zahlen, endliche Dezimalzahlen und periodische Dezimalzahlen
lassen sich durch das Verhiltnis zweier ganzer Zahlen ausdriicken
(2=13;141 = {35 1.3... =1). Sic heiBen rationale Zahlen. Die meisten
Wurzeln lassen sich wie /2 nicht durch das Verhiltnis zweier ganzer
Zahlen darstellen. Sie heiflen deswegen irrationale Zahlen. Irrationale
Zahlen sind somit unendliche, nichtperiodische Dezimalzahlen.

Aufgaben

1. Die Raumdiagonale eines Dezimeterwiirfels betrigt /3 dm. Bestimme
/3 durch Einengen auf 4 geltende Ziffern wic oben!

2. Verfahre ebenso bei

a) 15, b) V7, e) I8, 4 Y101
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57. Das Quadratwurzelziehen mit der Quadrattafel

Fiir das genaue oder niherungsweise Bestimmen der Zahlenwerte von
Quadratwurzeln (kiirzer : fiir das ,,Ziehen von Quadratwurzeln‘‘) benutzen
wir auch die Quadrattafel. Dabei muB in entgegengesetzter Richtung wie
beim Aufsuchen von Quadraten vorgegangen werden.

Sofern der Radikand eine Zahl zwischen 1,000 und 101,8 ist und in der
Tafel steht, 1iBt sich der genaue oder der gendherte Wert der Wurzel
sofort ablesen. Beispiel: 123,04 =438.

Steht der zwischen 1,000 und 101,8 liegende Radikand nicht in der
Tafel, so sucht man die beiden Nachbarwerte auf und verwendet den
niichstgelegenen. Beispiel: V5; in der Tafel steht 14,973 ~ 2,23 und
/5,018 ~ 2,24. Die Zahl 5 liegt niiher an 5,018, also |5 ~ 2,24

Liegen die beiden Nachbarwerte gleich weit vom Radikanden entfernt,
so verwendet man den gréBeren von beiden.

Wenn der Radikand eine Zahl <<1,000 oder >>101,8 ist, so ist das voraus-
gehende Uberschlagen der GréBenordnung des Ergebnisses besonders
wichtig. Eine Hilfe dazu ist das Abteilen des Radikanden vom Komma
aus in Gruppen zu zwei Ziffern.

Beispiele:

Aufgabe und Abteilen :

des Radikanden: /3750 V3[75 10,375
Uberschlag: V3600 =60  V3[61 =19 ]/?O“U‘ =L
Tafel: V37,50 ~ 6,12 13,75 ~ 1,94 |37,5 ~ 6,12
Ergebnis: V3750 ~ 61,2 V375 ~194 10375 ~ 0,612
Da in der Quadrattafel nur vierstellige Zahlen stehen, ist jeder Radi-

kand mit mehr als vier geltenden Ziffern vor dem Aufsuchen auf vier
geltende Ziffern zu runden.

Beispiele: ]/6,7082 ~ 16,708 1605352 ~ 1605400

Aufgaben
1.a) 6 b)JIT e V66  d) 152 e) V71 t) 195
2.a) 139 b) 177 ¢ V84 d) 14907 e) JLITT 1) V304
3.a) V&4 b) V40 ) V400 @) V2000 ¢) Y04 ) V0,04
Hinweis: /0.4 = J040  U.: |5 & /0,40 ~ 0,632
g) V1T h) 1170 i) J1700 k) 1,7 1) 0,17 m) J0,017
Hinweis: [0,017 = J0,01[70 U.: /s, = 2 J0,01/70 ~ 0,133
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n) 1493 o) V4930 p) 149300 q) 1493 1) V493 5) 10493

t) 16234 u) 16234 v) 16235 w) 16234 x) 10,6234 ) /62340
. a) 115,93 b) 14260 ¢) V153,7 ) 12648 ¢) 19375

f) 10,6048  g) /9715 h) 160,82 i) 10,7193 k) 1/4,820
. a) 118370 b) 826,41 ¢) 159,372 d) 18,6046

e) 159717 f) 126,08 g) /937,18 h) 120480

. Auch wenn Radikanden in der Quadrattafel stehen, sind ihre Wurzeln
meist irrationale Zahlen. Zeige das an

a) 153, b) 157, ¢ V61, @) V75, ¢ 199, 1) 162, g) V63!

58. Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

. Wie lang sind die Diagonalen
a) eines Quadrates mit der Seite @ = 29 cm,
b) eines Rechtecks mit den Seiten @ = 25,4 cm und b = 19,3 ecm?

. Die Diagonale eines quadratischen Platzes ist 184 m lang. Wie groB
sind Umfang und Fliche des Platzes?

. Die Diagonalen eines Rhombus messen e = 42,4 cm und f=352cm.
a) Wie lang ist die Seite des Rhombus?
b) Wie gro8 ist der Flicheninhalt?

. Der Durchmesser eines Kreises ist 16 cm lang; parallel zu ihm legt man
in Abstéinden von 2 zu 2 cm Sehnen in den Kreis. Berechne ihre Lingen!

. Ein Pionier 18t seinen Drachen steigen, so hoch es sein 87 m langer
Bindfaden zulift. Sein Freund, der 50 m von ihm entfernt steht,
sieht den Drachen senkrecht iiber sich. Welche Hohe iiber dem Erd-
boden hat der Drachen erreicht? (Der Durchhang der Drachenschnur
wird vernachléssigt.)

. Eine Telegrafenstange ist durch ein Drahtseil befestigt, dessen Ver-
ankerung in der Erde vom FuBpunkt der Stange 7,50 m entfernt ist.
Bis zur Drahtbefestigung betrigt die Hohe der Stange schitzungsweise
6 m. Wie lang ist das Drahtseil?

. Die Winde eines Raumes sollen 1,35m hoch mit Kacheln ver-
kleidet werden. Der Raum ist 4,25 m lang und 3,60 m breit. Die
Eingangstiir ist 1,10 m breit. Die Kacheln sind quadratisch, die Seite
miBt 15 cm. Wieviel Kacheln sind notig?
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8. Eine 8,5 m lange Leiter wird so an eine Hauswand gestellt, daB ihr

9.

10.

11.

FuB 3,20 m absteht. Wie hoch reicht die Leiter an der Wand hinauf?

Die Giebelseite eines Hauses, die der Wetterseite zugekehrt ist, muB
neu verputzt werden. Der Dachgiebel ist ein gleichseitiges Dreieck.
Entnimm die MaBe der Abbildung 126 und berechne die Kosten des
Verputzens, wenn 1 m? 6,40 DM kostet!

An eine 12 m lange Hauswand wird ein Schuppen mit einem einfachen
Pultdach gebaut. Berechne nach den MaBen in Abbildung 127,

a) wie lang die schrig verlaufende Dachkante wird,

b) wieviel Quadratmeter Bretter zum Bedecken des Daches erfor-
derlich sind!

Wie groB sind bei dem Dachbinder in Abbildung 128 die Firsthohe
und die Sparrenlingen, wenn @ = b = ¢ = 1,5 m ist?

[-) a b fo.oN

r
2N\ | /1

&8
Abb. 126 Abb. 127 E W/

Abb. 128

81m
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o~y
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Abb. 129 Abb. 130
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13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.
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Die Abbildung 129 zeigt den Schnitt durch einen Offenstall fiir 60 Milch-
kiihe.

a) Berechne die Linge der beiden schrigen Dachkanten!

b) Berechne die Liinge der Strebe !

Die Punkte 4 und B (Abb. 130) liegen auf zwei StraBen, die einander
rechtwinklig schneiden; sie sollen durch einen Weg verbunden werden.
Wegen eines dazwischenliegenden Geholzes kann die Strecke 4 B
nicht gemessen werden. Man mift 4C zu 550 m und BC zu 380 m.
Berechne 4 B!

Um einen quadratischen Dorfplatz wurden von Jungen Pionieren

Pappeln im Abstand von 3 m gepflanzt. Der Dorfplatz ist 18225 m?

groB.

a) Wie lang ist die Seite des Dorfplatzes?

b) Wieviel DM erhielt die Pioniergruppe fiir ihre Gruppenkasse,
wenn sie je Biumchen 0,32 DM erhielt?

Ein Maisfeld in der Form eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypo-
tenuse 200 m und einer Kathete von 120 m erbrachte 900 dz Silomais.
Wieviel Silomais wurde je Hektar geerntet?

Mit einem 10,50 m langen Hohenforderer wird eine Strohmiete errichtet.
Welche Hohe hat die Miete erreicht, wenn noch ein 1,50 m langer Teil
des Gerites iiber die obere Kante der Miete hinausragt und der Ab-
stand zwischen Gerit und Miete 3,25 m betrigt.

a) Lose die Aufgabe durch eine maBstibliche Zeichnung!

b) Kontrolliere dein Ergebnis durch Rechnung!

Eine der groBten landwirtschaftlichen Produktionsgenossenschaften
in der DDR diingte 1958 eine quadratische Ackerfliche von 350 ha
mit dem Flugzeug. Das Flugzeug iiberflog in einer Stunde bei 6 m
Arbeitsbreite 8 ha.

a) Wie oft mulite das Flugzeug wenden?

b) Welche Geschwindigkeit hatte das*Flugzeug in der Stunde?

Ein Schiff ist von Riigen 8,5sm (1l sm = 1,852 km) entfernt und
will bei geradliniger Fahrt in einem Abstand von 4 sm an der Insel
vorbeikommen. Wie groB ist seine Geschwindigkeit, wenn es nach

1% Std. an Riigen vorbeikommt?

Ein Schiff kam nach einer 13stiindigen geradlinigen Fahrt in einem
Abstand von 4,3 sm an dem Warnemiinder Leuchtturm vorbei und
hatte stiindlich 4,75 sm zuriickgelegt. Wie weit war das Schiff ur-
spriinglich vom Warnemiinder Leuchtturm entfernt?
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20. Ein Schiff war von dem Leuchtturm auf

Hiddensee 14,3 sm entfernt und kam bei x
einer (geradlinigen) Fahrt mit 5,25 Kno- ollo
ten (5,25 Knoten ist die Geschwindigkeit
von 5,25 sm in der Stunde) nach 2 Std.
40 Min. an dem Turm vorbei. In wel-
cher Entfernung passierte das Schiff den
Turm?

21. Um Meerestiefen zu messen, wird das
Echolot benutzt (Abb. 131). Der Schall-
erreger befindet sich in S, der Schall-
empfingerin . Die Schiffsbreite betrigt
b = 18 m (15 m). Der Schall pflanzt sich
in Meerwasser mit einer Geschwindigkeit
von 1510 % fort. Wihrend der Zeit-

messung ruht das Schiff.
a) Berechne die Wassertiefen fiir die Zeitunterschiede ¢ = 0,05;
0,08; 0,1 s!

b) Berechne fiir dieselben Zeitunterschiede die Wassertiefen, wenn
die Schiffsbreite vernachlissigt wird! Vergleiche !

Abb. 131

X. Berechnen von Rauminhalten

59. Schnitte an einer quadratischen Pyramide

Mit Hilfe eines Kantenmodells wollen wir
den Autbau einer quadratischen Pyramide
untersuchen.

1. Wir stellen fest (Abb. 132): Seiten-__

a) Die Hohe der Seitenflichen ist stets b L
groBer als die Korperhohe.

b) Die Hohe der Seitenfliche ist stets
kleiner als die Seitenkante.

\ — Hirperhihe
by

Hohe der Seiten-
fldghe by

Diagonale
3 X ) Grundfliche der Grundfliche
2. Wir wollen verschiedene Schnitte durch

die Pyramide legen. Abb. 132

a) Ein Schnitt parallel zur Grundfliche teilt die Pyramide in zwei
Teilkérper: in eine kleinere Pyramide und in einen Pyramiden-
stumpf (Restkorper), wie es Abbildung 133 zeigt. Die Schnittflichen
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sind stets Quadrate, die kleiner sind als die
Grundfliche. (Wieviel solcher Schnitte kannst
du legen?) Grundfliche und Schnittfliche sind
Quadrate von unterschiedlicher Gréfe.

b) Einen Schnitt durch die Kérperhohe (Achse)
und durch eine Parallele zur Grundkante
(Parallelschnitt, Abb. 134a). Die Schnittfliche
ist ein gleichschenkliges Dreieck (Abb. 134b).
Wieviel solcher Schnitte kannst du vor-
nehmen?

=
;;
8 A

a b) a) b
Abb. 134 Abb. 135

— K
Lange der Grundkante

¢) Einen Schnitt durch die Kérperhohe und durch eine Diagonale der
Grundfliche (Diagonalschnitt, Abb. 135a). Die Schnittfliche ist
ein gleichschenkliges Dreieck (Abb. 135b). Wieviel solcher Schnitte
kannst du vornehmen?

3. Die Schnittfiguren eines Parallelsehnitts und eines Diagonalschnitts
durch eine quadratische Pyramide sind nicht kongruent. Mit Hilfe
dieser Figuren kénnen Strecken an Pyramiden berechnet werden. Die
Korperhohe ist fiir die beiden Schnittfiguren die Symmetrieachse, die
jedes der gleichschenkligen Dreiecke in zwei kongruente rechtwinklige
Dreiecke zerlegt.

Welchen der drei Schnitte wir zur Berechnung verwenden, hiangt von
der Aufgabenstellung ab. Es empfiehlt sich deshalb, vor dem Berechnen
eine Planfigur zu zeichnen.

60. Berechnen ciner Pyramide

1. Volumen

a) Veranschaulichung durch einen Versuch:

Wir stellen ein quadratisches Prisma ohne Deckfliche und eine quadra-
tische Pyramide ohne Grundfliche als Modelle aus Pappe her. Beide Kérper

4
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sollen kongruente Grundflichen und gleiche Héhen haben (Abb. 136).
Dann fiillen wir trocknen, feinen Sand in die Pyramide. Wir stellen fest,
daB der Inhalt der Pyramide etwa dreimal in das Prisma gefiillt werden
kann.

b) Wir wollen den Rauminhalt einer Pyramide genauer bestimmen.

Dazu zerlegen wir ein dreiseitiges Prisma durch zwei ebene Schnitte
in drei dreiseitige Pyramiden (Abb. 137 bis 140). Durch den Schnitt D BC
(Abb. 137) wird das Prisma in eine dreiseitige Pyramide (Spitze D und
Grundfliche 4 BC) und eine vierseitige Pyramide (Spitze D und Grund-
fliche BCOF E; Abb.138) zerlegt. Diese wird durch einen zweiten Schnitt
DCE (Abb. 139) in zwei dreiseitige Pyramiden mit der Spitze D und der
Grundfliche BCE beziehungsweise CF E zerlegt (Abb. 140). Diese beiden
Pyramiden haben die gleiche Grundfléiche ; denn die Seitenfliche BOFE
des Prismas wurde durch den Schnitt in zwei kongruente Dreiecke zerlegt.
Beide Pyramiden haben aber auch die gleiche Héhe, die von D auf das
Parallelogramm BCOF E gefillt wird. Der Anschauung entnehmen wir, dafl
solche Pyramiden gleichen Rauminhalt haben. Auf einen genauen Nach-
weis miissen wir hier noch verzichten.

Die Pyramide mit der Grundfliche CF E und der Spitze D kann auch
als Pyramide mit der Spitze C und der Grundfliche D EF aufgefaBt wer-
den. Diese Grundfliche ist korigruent der Grundfliche 4 BC der Pyramide
mit der Spitze D (Abb.138a), weil beide Flichen Grund- bzw. Deckflichen
des dreiseitigen Prismas sind. Diese beiden Pyramiden haben auch gleiche
Hohen: den Abstand zwischen Grund- und Deckfliche des Prismas. Wir
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nehmen auch hier aus der Anschauung an, dafl die Pyramiden D (4 BC)
und C(DEF) einander gleich sind.

Daraus folgt, daB das dreiseitige Prisma in drei gleiche dreiseitige Pyra-
miden zerlegt wurde. Eine Pyramide hat also einen Rauminhalt, der dem
dritten Teil des Rauminhaltes eines Prismas gleicht, das die gleiche
Grundfliche und Hohe hat.

Jede mehrseitige Pyramide kann in dreiseitige Pyramiden zerlegt und
damit ein entsprechender Nachweis gefiihrt werden.

Wir stellen gegeniiber :
Rauminhalt eines Prismas Rauminhalt einer Pyramide
Verisma=6G - h Vl')'nlml(lo = %G +h
(@ ist die Grundfliche, h die Hohe des Korpers)

1. Beispiel: Berechne das Gewicht Peiner quadratischen Pyramide aus
Stahl, deren Grundkante @ = 120 mm und deren Hohe Ay = 150 mm
betragen! (y = 7,86 é.l:ﬁ)

Gégeben: a = 12 em; hy = 15 em; y = 7,86 5.

Gesucht: ¥ (in ecm3), P (in p, Umrechnen in kp).
Veyramide = %G h (G ist ein Quadrat) G = a?, G = 144 cm?

. 14415
Einsetzen: V===

V= 720 em?
Berechnung des Gewichtes:
P=V-y
P =1720-7,86
P = 5659,2,~ 5659
Die quadratische Pyramide aus Stahl wiegt 5,659 kp oder rund 5,7 kp.
2. Beispiel: Berechne das Volumen einer quadratischen Pyramide,
deren Grundkante ¢ = 4 cm und deren Seitenkante s = 6 cm betragen!
Gegeben: a = 4 cm, s = 6 cm. Gesucht: hy (incm), V (in cm3).

Zunichst berechnen wir mit Hilfe des Lehrsatzes des Pythagoras die
Kérperhohe (Abb. 141). Wir fithren dazu einen Diagonalschnitt aus.

hy* = 8* —

he =36 — 2

b =28

by = ]/28

hy = 5,292 em ~ 5,3 cm
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Berechnung des Volumens:

V= %Gh (G ist ein Quadrat)
G = a?
G = 16 cm?
Einsetzen: V = i'aﬁ,i .
V =2826...
Das Volumen der quadratischen Pyra-
mide betrigt rund 28,3 cm?®. 27

2. Oberfliche Abb. 141

Die Oberfliche einer Pyramide koénnen wir uns an ihrem Netz ver-
anschaulichen. Sie setzt sich zusammen auseinem Vieleck als Grundtliche
und der gleichen Anzahl von Dreiecken als Seitenflichen, wie die Grund-
fliche Kanten hat. Abbildung 142 zeigt die Oberfliche einer regelméBigen
geraden, sechsseitigen Pyramide an ihrem Netz.

Die Oberfliche der Pyramide berechnen wir, indem wir den Inhalt
jeder Begrenzungsfliche bestimmen und die erhaltenen Werte addieren.

Oberflichepyramige = Grundfliche 4 Summe der Seitenflichen

Die Summe der Seitenflichen wird als Mantel der Pyramide be-
zeichnet, also
OPyrnmlda =G + M.

Beispiel: Ein Turmdach hat die Form einer quadratischen Pyramide
(@ =12 m, hx = 5 m). Das Dach soll neu gedeckt werden. Fiir welche
Fliche miissen Dachziegel bereitgestellt werden?

Gegeben: a = 12 m, ky = 5 m. Gesucht: hg (in m), M (in m?).

Abb. 142 Abb. 143
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Um die Seitenflichen berechnen zu kénnen, bestimmen wir A, mit
Hilfe des Lehrsatzes des Pythagoras.

h? =y + (5)°

h? = 25 + 36
he =161
hy ~1781m

Die Dachfliche setzt sich aus 4 gleichschenkligen Dreiecken mit der
Grundlinie ¢ = @ = 12 m und der Seitenhdhe Ay ~ 7,81 m zusammen.

a-h

Die Dachziegel miissen fiir eine Flidche von 187,44 m? bereitgestellt werden.

Aufgaben

1. Berechne Oberfliche und Volumen
a) einer quadratischen Pyramide (Grundkante 6 cm, Kérperhohe
24 cm);
b) einer Pyramide mit rechteckiger Grundfliche (Grundkante 12m
beziehungsweise 8 m, Korperhohe 16 m);
¢) einer regelmifBigen dreiseitigen Pyramide (Grundkante 5 cm, Koér-
perhéhe 3 cm)!

2. Baue als Kantenmodell eine Pyramide, deren Grundfliche ein gleich-
seitiges Dreieck und deren Seitenflichen ebenfalls gleichseitige Drei-
ecke sind! Einen solchen regelmiBigen Korper nennt man Tetraeder.
Berechne die Hohe, die Oberfliche und das Volumen eines Tetraeders,
dessen Kantenlinge @ = 8 cm ist!

Anleitung: Verwende zum Modellbau Holzstébchen und Knetmasse!

3. Baue als Kantenmodell eine Doppelpyramide ! Die Grundfliche ist ein
Quadrat und die Seitenflichen sind gleichseitige Dreiecke. Dieser Kérper
heiBt Oktaeder. Berechne Hohe, Oberfliche und Volumen eines Okta-
eders niit der Seitenkante a = 6 cm!

4. Ein Quarzkristall besteht aus einem sechsseitigen Prisma (Seitenkante
6,2 cm, Grundkante 1,7 cm) und zwei auf dessen Grundflichen stehen-
den sechsseitigen Pyramiden (Seitenkante 2,5 cm). Er wiegt 145 p.
Wie groB ist die Wichte von Quarz?

11 [00803]
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. Manche Salze kristallisieren in der Form von Oktaedern, zum Beispiel

Alaun. Wie schwer ist ein Alaunkristall, wenn seine Seitenkante
4,6 cm betrigt (y = 1,722

. Ein Turmdach soll mit Dachziegeln neu gedeckt werden. Die Turm-

spitze hat die Form einer quadratischen Pyramide; sie ist 14,20 m
hoch, die Grundkante miBt 8,60 m. Wie groB sind a) eine Seitenkante,
b) die Hohe einer Dachfliche, ¢) die gesamte Dachfliche? d) Wie
hoch werden die Kosten, wenn der Preis fiir 1 m? 7,85 DM betrigt?

. Ein Laubendach in Form einer quadratischen Pyramide mit 1,80 m

langer Grundkante und 1,35 m Seitenhohe wird mit Dachpappe ge-
deckt. Wieviel Quadratmeter werden benétigt?

. Ein Turm wird durch eine regelméifBige sechsseitige Pyramide ab-

geschlossen. Eine Grundkante mift 2,50 m, die Hohe der Seitendrei-
ecke betragt 3,75 m. Der Turm wird mit Zinkblech neu abgedeckt.
Wieviel Quadratmeter Zinkblech sind erforderlich, wenn fiir das Zu-
sammenfiigen und fiir Abfall 5% gerechnet werden miissen?

. Ein quadratischer Turm von 8,20 m Grundkantenlinge hat als Ab-

schluBl eine 11,25 m hohe Pyramide. Berechne die GroBe des Dach-
raumes!

Ein Turm, der die Gestalt eines quadratischen Prismas hat, endigt

in einer quadratischen Pyramide. Sein Umfang miBt 12 m, die

Seitenflichenhohe des Daches 5,75 m.

a) Stelle durch eine mafBgerechte Zeichnung die Hohe der Turmspitze
fest und priife das Ergebnis durch Rechnung nach!

b) Wieviel DM kostet das Decken des Daches, wenn fiir 1 m? Schiefer-
dach 7,50 DM zu zahlen sind?

Ein Zelt, das am Boden 11 m Umfang hat, hat die Gestalt einer

quadratischen Pyramide. Seine Hohe betrigt 1,60 m. Berechne den
Luftraum, den das Zelt umschlieBt!

61. Schnitte am geraden Kreiskegel

Die Abbildung 144 erdeutlicht noch einmal den Aufbau des geraden

Kre

iskegels. Durch den Kegel kénnen wir zwei verschiedene Arten von

Schnitten legen.

a) Durch Schnitte parallel zur Grundfliche entstehen stets Kreise,
deren Durchmesser kleiner sind als der Durchmesser des Grundkreises

(Ab

b. 145). Ein solcher Schnitt teilt den Kegel in zwei Teilkérper: in
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Achse oder Seitenlinie oder
Korperhihe Mantellinie s
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(EE h
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Abb. 144 Abb. 145 Abb. 146

einen kleineren Kegel und in einen Kegelstumpf. Wieviel solcher Schnitte
sind moglich?

b) Nach einem Schnitt durch die Kérperhohe senkrecht zur Grund-
fliche (Achsenschnitt)entstehen als Schnittflichen stets kongruente, gleich-
schenklige Dreiecke (Abb. 146). Wieviel solcher Schnitte sind méglich?

Mit Hilfe des Achsenschnitts kénnen wir fehlende Strecken am Kegel
berechnen, wobei wir den Lehrsatz des Pythagoras anwenden.

62. Berechnen eines geraden Kreiskegels
1) Volumen

Als wir das Volumen eines Zylinders berechneten, verwendeten wir die

gleiche Grundformel wie bei der Volumenberechnung eines Prismas.
Prisma: V=G-h; @ ist ein Vieleck.
Zylinder : V=G-h; @ ist ein Kreis.

a) Entsprechend konnen wir einen Kegel mit einer Pyramide verglei-
chen. Auch hier denken wir uns bei der Grundfliche der Pyramide die
Seiten des Vielecks immer kleiner und die Anzahl der Eckpunkte immer
groBer werdend, so daB sich die Fliche des Vielecks einer Kreisfliche

immer mehr nihert. Wir berechnen deshalb auch das Volumen des Kegels
und das Volumen der Pyramide nach der gleichen Grundformel.

Pyramide : V= %G < h; @ ist ein Vieleck.
Kegel: V= %G - h; @ ist ein Kreis.

b) Zur Veranschaulichung diene ein Versuch: Wir stellen aus Pappe
einen hohlen Kreiszylinder und einen hohlen Kreiskegel mit gleichem
Grundkreisdurchmesser und gleicher Hohe her (Abb. 147). Dann fiillen wir

11*
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feinen, trockenen Sand in den Kegel und
stellen fest, wie oft der Inhalt des Kegels
in den Zylinder gefiillt werden kann.

Wir erkennen, dafi 3 Kegel den gleichen
Rauminhalt wie ein Zylinder von gleicher
Grundfliche und gleicher Hohe haben. Folg-
lich umfaBt ein Kegel den dritten Teil die-
ses Rauminhaltes, wobei die Grundfliche

=mri= "Td'und die Korperhohe # ist.

Abb. 147

Beispiel: Berechne das Volumen eines Kreiskegels, dessen Grund-
kreisradius 7 = 6 cm und dessen Seitenlinie s = 7,5 cm betragen!
Gegeben: s ="75cm, r=6cm, d =12 cm.
Gesucht: A (in cm), V (in cm3).
Die Kéorperhohe berechnen wir mit Hilfe des Lehrsatzes des Pythagoras
(Abb. 148).
B2 = g2 — o2
h? = 56,25 — 36

h® = 20,25 3
r =120,25 §
h ~45cm

Nun kénnen wir das

Volumen berechnen. Abb. 148 Abb. 149

} i, n-d?
14 —‘§G~h. G =%
. 190
Einsetzen: V ~ La’law~ G="=" :2

Zahlentafel: V ~ 169,65 cm3 Zahlentafel: G ~ 113,10 cm?

Das Volumen des Kreiskegels betrigt rund 169,65 cm3.
2) Oberfliche

Die Oberfliche eines geraden Kreiskegels setzt sich zusammen aus dem
Grundkreis und dem Mantel.

a) Wenn wir den Mantel eines geraden Kreiskegels lings einer Seiten-
linie aufschneiden und ihn in eine Ebene abrollen, so entsteht ein
Kreisausschnitt (Abb. 149).

Die Seitenlinie s ist der Radius des zugehérigen Kreises, dessen Fliche
F =z s* und dessen Umfang u = 2@s ist. Der Bogen b ist so groB wie
der Umfang des Grundkreises mit dem Radius r; also b = 2z 7.

Wir kénnen die Mantelfliche 3 berechnen aus der Proportion:

M : Frreis = b : Ukreis
M:ns? =2xmr:2ns
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M.-2rns =2mr-ms?
2nr.ns?
M—72ns
M=umrs

Mantelfliche des geraden Kegels: M = mrrs

b) Die Oberfliche des geraden Kreiskegels berechnen wir aus der
Summe der Mantelfliche und der Grundkreisfliche :

0 =mrs + mr®
0 =amr(s+r)
Oberfliiche des geraden Kegels: O =mr(s+r)

h s
Beispiel: Ein kegelformiges Werkstiick (d= 6 cm,
h = 8 cm) soll galvanisiert werden. Wie grof} ist
seine Oberfliche? 7
Gegeben: d =6 cm, r =3 cm, h = 8cm. Abb. 150

Gesucht: s (incm), O (incm?).

Wir berechnen zunichst die Seitenlinie s mit dem Lehrsatz des Pytha-
goras.

st = h 4 1
s=164+9
s=113

s ~ 8,544

s ~ 8,56 cm

Nun kénnen wir die Oberfliche des Werkstiickes berechnen.

O =umr(s+r)
O=m-3-(8,5+3)
0 =345n

0 ~ 108,38

Die Oberfliche des Werkstiickes betrigt etwa 108,38 cm?.

Aufgaben

1. Berechne Oberfliche und Volumen eines geraden Kegels!
a) r=4cm, h=6cm b) d=16dm, h =2dm
2. Berechne Mantel und Volumen eines geraden Kegels!
a) d =10cm, h = 40 cm b) r =40 mm, h = 9ecm

3. Berechne Mantel, Oberfliche und Volumen eines geraden Kegels, der
2,50 m hoch ist und einen Grundkreisradius von 1,80 m hat!
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. Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten @ und b wird um die

Kathete a gedreht. Wie gro8 sind Oberfliche und Rauminhalt des ent-
stehenden Kegels?

a) a= 8cm; b=6cm b) a=24cm; b =7cm
¢) a=15cm; b =8cm d) a=40cm; b = 9cm

. Im Werkunterricht soll aus Blech das Modell eines Kegels (» = 9 cm,

s = 15 c¢m) fiir die Lehrmittelsammlung hergestellt werden. Wieviel
Material brauchst du, wenn 10% fiir Verschnitt gerechnet werden
miissen?

. Berechne das Volumen der folgenden Trichter (ohne Ansatzrohr)!

d| 22 em | 24 em | 27cm
h| 26,5 cm ’ 27,5 cm | 29 em

. Aus Blechscheiben mit dem Durchmesser von 5 ¢cm sollen Trichter her-

gestellt werden, und zwar sollen Kreisausschnitte mit den Zentri-
winkeln 90°, 180° und 270° zu Trichtern gebogen werden. Wie hoch
werden die verschiedenen Trichter und wie groB wird ihr Volumen?
Stelle das Ergebnis iibersichtlich zusammen !

- Bei der Arbeit mit dem Forderband bilden sich Abraumkegel. Berechne

die Volumina folgender Kegel:

| feiner Sand  grober Sand grober Kies Gesteinsbrocken

d 9 m 10 m 12m 16 m
h 1,6m 25m 4m 8m

. Bin kegelformiger Haufen Sand soll durch Lastwagen abgefahren

werden. Der Umfang des Kegels wird durch Abschreiten auf 22 m
geschitzt, die Hohe auf etwa 2 m. Wieviel Fuhren ergeben sich bei

der Verwendung von 3-Tonnern? (Berechnungsgewicht: 1800 Tl:—';—)

Ein_rundes Spitzzelt hat einen Durchmesser von 4 m und ist 5m
hoch. Wie groB ist die Bodenfléiche? Berechne den Rauminhalt! Seine
Seitenlinie miBt 5,39 m. Wieviel Zeltplanenstoff wurde fiir das Zelt
gebraucht?

Auf einem zylindrischen Turm mit 11 m Umfang ist ein 6 m hohes
kegelférmiges Dach gesetzt und mit Blech beschlagen worden. Fiir
1 m? werden einschlieBlich Arbeitslohn 5,60 DM berechnet. Wie teuer
wurde das Dach?
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12. Ein kegelférmig aufgeschiitteter Sandhaufen ist 2,10 m hoch und
hat am Boden einen Umfang von 24,84 m. Wieviel Kubikmeter
Sand enthilt er und wie groB ist sein Gewicht, wenn 1 m? trockener
Sand 1800 kp wiegt?

63. Kugelschnitte

1) Wir wissen bereits, dafl die Kugel von einer Fliche begrenzt wird,
die nach allen Richtungen gleichmiBig gekriimmt ist. Die Kugelfliche
1aBt sich demnach nicht auf einer ebenen Fliche ausbreiten, im Gegensatz
zu Kegel und Zylinder. Wihrend sich auf den zuletzt genannten Korpern
Geradenineiner bestimmten Richtungziehen lassen, konnen auf einer Kugel
in keiner Richtung Geraden gezeichnet werden. Wir sprechen deshalb von
den Mantelflichen des Kegels und Zylinders als von einseitig gekriimmten
Flichen, die man auch in einer Ebene ausbreiten kann. Die Kugelober-
fliche nennen wir eine doppelt gekriimmte Fliche, die nicht in einer Ebene
ausgebreitet werden kann. (Darum bietet der Globus eine genauere
Darstellung der Erdoberfliche als die Landkarte). Die Eigenschaften
der Kugel, daB sie nach allen Richtungen rollen kann und da8 ihre Reibung
gering ist, nutzt die Technik aus, z. B. in Kugellagern oder Kugelgelenken.

2) Durch die Kugel kénnen wir zwei verschiedene Arten von Schnitten
legen.

a) Legen wir Schnitte durch Durchmesser der Kugel, so sind die
Schnittflichen stets kongruente Kreise, deren Durchmesser gleichzeitig
der Durchmesser der Kugel ist (Abb. 151). Die Schnittlinien auf der Kugel-
oberfliche nennen wir GroBkreise. Wieviel solcher Schnitte kannst du
durch die Kugel legen?

b) Schnitte senkrecht zu einem Durchmesser der Kugel bilden Schnitt-
flichen, die stets Kreise mit verschieden grofen Durchmessern sind. Dabei
ist die Schnittfliche die grofte, die durch den Mittelpunkt der Kugel
gelegt ist (Abb. 152). Die Schnittlinien auf der Kugeloberfliche sind Kreis-
linien*von verschiedener GrofBe. (Auf der Erde nennt man sie Breiten-
kreise.) Wieviel solcher Schnitte kannst du durch die Kugel legen?

—mill

i
iy

Abb. 151 Abb. 152
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64. Berechnen einer Kugel

1) Volumen

Wenn wir eine Glasmurmel, einen FuBball und einen Globus miteinander
vergleichen, so erkennen wir, dal die GroBe der Kugel abhiingig ist von
der GroBe des Durchmessers. Rauminhalt und Oberfliche einer Kugel
sind nur von der GréBe des Kugelradius abhéingig.

Wir werden uns jetzt die Berechnung durch einen Versuch veranschau-
lichen.

Wir stellen uns 3 Korper (Zylinder, Kegel, Halbkugel) her, die alle den-
selben Grundkreis mit
dem Radius rhaben und
deren Hohe ebenfalls
gleich r ist (Abb. 153).
Fiillt man in die Halb-
kugel und in den Kegel
Abb. 153 feinen, trockenen Sand

und entleert beide in
den Zylinder, so wird der Zylinder gerade voll ausgefiillt. Unser Versuch
hat gezeigt, daB das Volumen der Halbkugel gleich der Differenz aus
dem Volumen des Zylinders und dem Volumen des Kegels ist:

Vayiinder = Vicegel = Viatbkuger
G-h—5G-h=2G-h(Gistder Grundkreis,
2, hist der Radius)
=gar.r

.
=g ar

Das Volumen der Kugel ist doppelt so groB.
Der Rauminhalt einer Kugel mit dem Radius r betriigt Abb. 154
VKugel=§“ra =-;—.7'td3

(Fithre die Umrechnung selbst durch, indem du fiir r = % einsetzt!)
Den genauen Beweis dafiir kénnen wir erst spiter fiihren.

2) Oberfliche

Wollen wir die Berechnung der Kugeloberfliche durchfiihren, so denken
wir uns einen regelméBigen Korper mit » ebenen Flichen der Kugel ein-
beschrieben. Verbindet man die Eckpunkte dieser Flichen mit dem Mittel-
punkt der Kugel, so entstehen # Pyramiden mit den Grundflichen G,
Gy, Gy, ..., Gy und den Hohen hy, hy, hy, ..., hy.

Der Rauminhalt einer Pyramide betrigt V = % G-h,
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Der Rauminhalt aller Pyramiden, also des der Kugel einbeschriebenen
regelmifBigen Korpers, betrigt
V =3 (Grhy + Gohy 4 o+ + Goly).
Je groBer n wird, um so mehr nihern sich die Hohen dem Werte 7:
V=gr(G+ G+ G

Die Grundflichen der Pyramiden werden aber immer kleiner und die
Summe der Grundflichen nihert sich der Oberfliche O der Kugel:

¥ =luf

Ersetzen wir ¥V durch den Wert %wr3 und vertauschen wir die Seiten,
so erhalten wir

T0=2nm oL
?0_37:7 2
7.8
0= 3.7
Daraus folgt:

Die Oberfliche einer Kugel mit dem Radius r betriigt
Oguga =4 aar? =nd?
Beispiel: Berechne das Volumen und die Oberfliche einer Kugel,
deren Durchmesser 40 cm betrigt!
Gegeben: d = 40 cm = 4 dm. Gesucht: ¥ (in dm3), O (in dm?2).

Wir berechnen das Volumen: Wir berechnen die Kugeloberfliche:
V= % a3 0 =md?
V=14 0=m42
Zahlentafel: V ~ 33,510 Zahlentafel: O ~ 50,265
Das Volumen der Kugel betriigt | Die Oberfliche der Kugel betrigt
rund 33,5 dms3. rund 50,3 dm?2.
Aufgaben

1. Eine Kugel hat den Radius a) r = 15,4 cm, b) r = 32,5 cm. Wie gro
ist ihre Oberfliche?

2. Berechne Oberfliche und Volumen der folgenden Kugeln!
[2) b)) ¢ & ¢ D

d|1m 2m 3m 4m 5m 6m

Stelle die Losungen iibersichtlich zusammen und sprich das Ergebnis
in einem Satz aus!

3. Eine Kugel hat die Oberfliche a) O = 616 cm?, b) O = 55,44 cm?2. Wie
groB ist ihr Rauminhalt? (Fur 7 benutze den Niherungswert 372- !)



170 Berechnen von Rauminhalten
4. Wie grof} ist die Oberfliche und welches Gewicht besitzt eine Kugel aus
Wichte Halbmesser
a) Buchsbaumholz 1,15 40 cm,
b) Sandstein 2,33 25 9 cm,
¢) Messing_ 8,40 # 6 cm,
d) Elfenbein 1,92 25 5cm?

10.

11.

12.

13.

. Der Umfangeiner Kugel ist 157 cm. Wie groB ist a) ihr Durchmesser,

b) ihre Oberfliche, ¢) ihr Rauminhalt?

. Aus einem Holzwiirfel mit der Kante @ = 28 em wird eine Kugel so

gedreht, daB der Abfallméglichst gering wird. Wieviel Kubikzentimeter
betrigt der Abfall?

. Ein gefiillter Ballon hat einen Radius r = 2,1 m. Wieviel Kubikmeter

Raum schlieBt er ein?

. Aus einem Marmorwiirfel von 60 cm Kantenlinge soll eine méglichst

groBe Kugel ausgehauen werden. Wieviel betrigt der Abfall? Wie
schwer ist die fertige Kugel? (Entnimm die Wichte einer Tabelle!)

. a) Wieviel Kugeln mit dem Durchmesser d = 3 cm kénnen auseinem

Bleirohr von 1,8 m Linge, 3 cm Wandstirke und 9 cm innerem
Durchmesser hergestellt werden, wenn beim Schmelzen 4% ver-
lorengehen?

b) Wieschwer ist jede Kugel, wenn die Wichte des Bleis 11,35 Y- ist?

cm®

Wieviel Kugeln von 10 mm Durchmesser kann man aus 5 kg Blei
giefBen?

Wieviel wiegt eine eiserne Hohlkugel, die einen duBeren Durchmesser
von 15 cm und cine Wandstérke von 1 cm hat? (Entwirf eine Skizze!)

Eine zum KugelstoBen verwendete Kugel wiegt 7,25 kp und hat einen
Umfang von 391 mm, wenn sie aus Stahl besteht. Enthilt sie eine
Bleifiillung, so betrigt der Umfang 346 mm. Der Stahlmantel dieser

Kugel ist rund 7 mm dick. Die Wichte des Bleis betrigt 11,35 2

em? ©
a) Berechne den Durchmesser der Stahlkugel und die Wichte des
Stahls!
b) Berechne den Durchmesser der Kugel mit Bleifiillung!
¢) Berechne das Gewicht des Stahlmantels und der Bleifiillung dieser
Kugel!
Ein Schlagball hat ein Gewicht von 90 p und einen Umfang von
22 cm. Berechne den Durchmesser und die Wichte des Balles!
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Kannst du eine Korkkugel tragen, die einen Durchmesser von 1 m
hat (y =0,24 JL)?

em?® /) ° .
Ein kugelférmiger Turmkopf von 60 cm Durchmesser soll neu ver-
goldet werden. Wieviel Quadratmeter Fliche miissen bearbeitet
‘werden?

Wieviel Kubikmeter enthiilt das 0,5 m starke Mauerwerk einer halb-
kugelféormigen Kuppel (innerer Durchmesser 12 m)?

Ein eiserner Wasserbehiilter besteht aus einem Zylinder, der unten

durch eine Halbkugel abgeschlossen ist. Der zylindrische Teil des Be-

hilters ist 1,8 m hoch, sein Grundkreis hat 2 m Durchmesser (lichte

Weite).

a) Wieviel Hektoliter Wasser faB3t dieser Behilter?

b) Wie groB ist die Benetzungsfliche des Behilters?

a) Wieviel Milliliter (ml) Wasser faBt eine halbkugelférmige Schopf-
kelle von 9 cm Durchmesser?

b) Wieviel Liter Wasser falt ein halbkugelférmiger Waschkessel
von 90 cm Durchmesser?

¢) Vergleiche die gefundenen Werte !

Die Lunge des Menschen besteht aus rund 1,6 Milliarden Bldschen.
Jedes hat einen Durchmesser von rund 0,2 mm. a) Berechne die
Oberfliche 1. eines Blischens, 2. aller Blischen! b) Vergleiche die
Gesamtoberfliche mit einer dir bekannten Fliche!

Der Radius der Erde wird mit 6370 km angegeben. Berechne unter
der Voraussetzung, dall die Erde eine Kugel ist, a) den Umfang .
eines Lingenkreises der Erdkugel, b) ihre Oberfliche, ¢) ihren Raum-
inhalt!

Vergleiche Oberfliche und Rauminhalt des Mondes mit den bei der
Erde berechneten Grofen, wenn sein Durchmesser mit 3476 km be-
stimmt wurde!

Der Radius der Sonne betrigt 695400 km.

a) Bestimme ihren Rauminhalt!

b) Wieviel Erdkugeln kénnte man in diesem Raum unterbringen?
Ein groBer Schulglobus hat einen Durchmesser von 84 cm. In welchem
Verhiltnis stehen a) die Oberflichen, b) die Inhalte von Globus und
Erdkugel zueinander?

Bei einem im MaBstab 1: 100 gehaltenen Modell eines Planetariums
hat der Grundkreis der halbkugelférmigen Kuppel den Umfang
u = 39 cm. Berechne den wirklichen Durchmesser der Kuppel!
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1.

65. Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

Die groBte der Pyramiden bei Giseh (Agypten) ist die Cheopspyramide.
Ihre Grundfliche war nach der Vollendung ein Quadrat mit einer
Seitenlinge von 233 m; ihre Héhe betrug 146 m.

a) Welche Fliche bedeckte die Pyramide?

b) Berechne, die GroBe einer Seitenfliche sowie die des Mantels!

¢) Die Seitenflichen sind mit polierten Marmorplatten abgedeckt. Um
einen Quadratmeter Marmor zu polieren, werden 6 Arbeitsstunden
benotigt. Wieviel Mann wiirden gebraucht, um alle Platten in
1 Jahr (bei 300 Arbeitstagen zu je 8 Std.) zu polieren?

d) Berechne das Volumen der Pyramide!

e) Uber viertausend Jahre war die Pyramide der Witterung aus-
gesetzt, so dal sie jetzt noch eine Seitenlinge von 227 m und eine
Hohe von 137 m hat. Wie groB ist ihr Volumen jetzt?

f) Um wieviel Prozent ist die Pyramide durch die Verwitterung
kleiner geworden?

. In welchem Verhiltnis stehen a) die Rauminhalte, b) die Méntel, ¢) die

Oberflichen eines Zylinders, einer Halbkugel und eines Kegels von glei-
cher Hohe und gleicher Grundfliche?

. Wie grof} ist die Diagonale a) eines Rechtecks von 58,3 m Linge und
.36,4 m Breite, b) eines Quadrates von 17,6 m Seitenlinge?

Ein Bleiwiirfel von 5 cm Kantenlinge soll in eine regelmiBige vier-
seitige Pyramide von 8 cm Hohe umgegossen werden. Berechne die
Grundkante a!

. Der Durchmesser eines Freiballons betrigt 22 m.

a) Wieviel Quadratmeter Stoff braucht man zu seiner Hiille?
b) Wieviel Kubikmeter Raum schlieBt er in gefillltem Zustand ein?

6. Auf dem Giiterbahnhof soll eine neue
Laderampe errichtet werden (Abb.155).
Wie lang ist der Rampentfuf3?

7. Beim Wiederaufbau eines Eckhauses
soll die Hauptecke abgeschrigt wer-
den, weil das Haus an einer verkehrs-
reichen StraBenkreuzung liegt.
Bestimme die Linge der Schrige!
Entnimm die Zahlenwerte der Ab-
bildung 156!
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. Ein 6,56 m hoher Mast soll durch einen Balken abgestiitzt werden, der

2m von seinem FuBipunkt entfernt verankert werden soll. Wie langist
der Balken, wenn er 1,50 m unter der Spitze des Mastes befestigt wird?

. Eine kegelférmige Abraumhalde hat bei einem Boschungswinkel von

45° eine Hohe von 23 m. Berechne die Abraummenge !

Ein Antennenmast soll in 15 m Hohe durch 4 gleich lange Drahtseile
verankert werden. Die Anker, die sich in einer Entfernung von 7m
vom Mast befinden, bilden ein Quadrat. Wie lang ist ein Drahtseil,
wenn der Durchhang nicht beriicksichtigt wird?

Ein Werkstiick soll vernietet werden (Abb. 157). Berechne den Dia-
gonalabstand f der Niete im Mittelpunkt fiir { = 500 mm !

— f — 20
o o I
[ i .
- T 60 20+
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* Abb. 157 Abb. 158 Abb. 159

Ein zylinderformiger Schwimmer von 88 ¢cm Léinge und 18 cm Durch-
messer ist an beiden Enden halbkugelfsrmig abgeschlossen. Wie groB
ist die Oberfliche des Schwimmers und welches Volumen schlieBt er
ein?

An ein Stiick Rundstahl von 70 mm Durchmesser ist eine 150 mm
lange Spitze angeschmiedet. Die Gesamtlinge des Werkstiicks be-
tragt 170 mm.

a) Berechne das Gewicht (y =17852"2 )des Werkstiicks!

cm®
b) Da das Werkstiick galvanisiert werden soll, ist die Oberfliche zu
berechnen.

An eine Spindel mit dem Durchmesser d = 20 mm ist der groBt-
mogliche Vierkant in einer Linge von 15 mm anzufrisen (Abb. 158).
Wie grof} ist der Abfall?

. Fir die Kugellager einer Serie feinmechanischer Gerite werden

2000 Stahlkugeln von 1,0 mm Durchmesser benétigt. Welches Ge-
wicht haben die Stahlkugeln? (Entnimm die Wichte einer Tabelle !)

Berechne Rauminhalt und Werkstoffmenge eines Bolzens aus Stahl!
Entnimm die MaBe der Abbildung 159!

In welchem Verhiltnis stehen Oberfliche und Rauminhalt zweier
Wiirfel, deren Kanten 5 cm und 15 em lang sind? Stelle das Ergebnis
iibersichtlich zusammen und sprich es in eirem Satz aus!
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An ein Stiick Quadratstahl (50 mm X 50 mm) wird eine pyramiden-
formige Spitze von 92 mm Hohe angeschweillt. Wieviel wiegt das
Werkstiick bei einer Gesamtlinge von 180 mm Linge? (Entnimm
die Wichte einer Tabelle!)

Eine zylinderférmige LitfaBsiule hat einen Umfang von 2,60 m. Der

Sockel besteht aus einer 50 cm hohen Ziegelschicht, auf der die eigent-

liche Anschlagsiule (2m hohes Eisenblech) montiert ist. Die Siule

wird durch ein kegelfésrmiges Dach (Hohe 40 cm) abgeschlossen.

a) Zeichne die Sidule im Zweitafelverfahren (Grundriff und AufriB})
im MaBstab 1:25!

b) Welche Fliche steht fiir die Anschlige zur Verfiigung?

¢) Das Dach erhilt einen Anstrich mit Olfarbe. Wie groB ist die
Dachfliche?

d) Welches Volumen hat die gesamte Siule?

Ein Briefbeschwerer aus Stahl in Form einer regelmifBigen drei-
seitigen Pyramide ist 9 em hoch. Seine Grundkante miBt 6 cm.
Berechne das Volumen und das Gewicht! (Entnimm die Wichte
einer Tabelle!)

Ein Stiick Rundstahl wird zum Teil kegelférmig abgedreht. Wieviel
Prozent betriigt der Abfall? Entnimm die MaBe der Abbildung 160!

In einem Getreidesilo ist Weizen annéhernd kegelférmig aufgeschich-
tet. Der Durchmesser der Anhiufung betrigt etwa 5 m, seine Hohe
etwa 2 m.

a) Wieviel Kubikmeter Weizen
liegen ungefihr in der An-
héaufung?

b) Wieviel Doppelzentner Weizen
sind das? (1dz=0,14m3.)

Berechne das Gewicht des Spitz-

senkers mit Zylinderschaft aus Schnell- 8

stahl (y = 8,1 FL‘T')' Entnimm die

MaBe der Abbildung 161!

Aus Blech soll ein Trichter von

15em Durchmesser (ohne Ansatz-

rohr) angefertigt werden, der ein

Volumen von 2 dm? besitzt.

a) Wie groB ist die Mantellinie?

b) Wieviel Quadratzentimeter Blech %
sind erforderlich? Abb. 160 Abb. 161
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25. Ein Torpfeiler aus Sandstein hat die Gestalt eines quadratischen

26.

27.

28.

29.

30.

Prismas von 40 cm Seitenlinge und 1,50 m Héhe. Thm ist eine 15 cm
hohe Pyramide aufgesetzt.

a) Zeichne den Pfeiler im Zweitafelverfahren (Grundrif und AufriB)
im MaBstab 1:25!

b) Berechne sein Gewicht (y= go.tm )!

dm?*

Berechne das Gewicht des Fiihrungsprismas aus StahlguB!
(Entnimm die Mafle der Abbildung 162 und die Wichte der Tabelle
in den Zahlentafeln!)

Ein Senkblei besteht aus einem Zylinder von der Hohe h = 140 mm
und dem Durchmesser d = 50 mm und aus einem aufgesetzten Kegel,
dessen Hohe &, = 30 mm betrigt. Berechne das Gewicht des Kérpers!
(Entnimm die Wichte einer Tabelle!)

Abb. 162 Abb. 163

Berechne die Gewichtsdifferenz zwischen 1000 Stahlkugeln, deren
Durchmesser 1 mm betrigt, und einem Stahlwiirfel mit der Kanten-
linge von 10 mm (y =185 ﬁ) !

Abbildung 163 zeigt die Querschnitte von gleichschenkligem Winkel-
stahl (a), ungleichschenkligem Winkelstahl (b) und Doppelwinkel-
stahl (c). Die Flache des Querschnitts ist bei (a) 26,2 cm2; bei
(b) 33,2 em?; bei (¢) 14,5 cm2 Wie schwer ist ein solcher Profil-
stahl von 4 m Linge, wenn 1 cm?® Stahl 7,85 p wiegt?

Ein Schiffshebewerk hat einen Trog mit einer Breite von 12,50 m,
einer Linge von 85 m. Seine Wassertiefe betrigt 2,50 m.
a) Wieviel Wasser fafit der Trog?

b) Das Gewicht des leeren Troges und der Stahltriger, auf denen
er ruht, ist ebenso groBl wie das Gewicht seiner Wasserfiillung.
Welche Last wird bei jedem Aufstieg des Troges gehoben?
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31. Der Trog eines Schiffshebewerkes hat eine Lénge von 85m, eine
Breite von 12 m, eine Wassertiefe von 2,50 m.

a) Welchen Raum nimmt die Wassermenge ein; wie schwer ist sie?
b) Die gesamte Eisenkonstruktion des Troges wiegt 1600 t. Wie
schwer ist der mit Wasser gefiillte Trog?

32. Ein Badeofen in Form eines Zylinders, der 2221 faBit, hat einen
Durchmesser von 50 cm. Das im Innern befindliche Rauchrohr hat
einen Durchmesser von 12 em. Wie hoch ist der Badeofen, und wie-
viel Blech war zu seiner Herstellung notig, wenn fiir den Falz 5%
gerechnet wurden? (Entwirf eine Skizze!)

33. Ein Wagenrad von 8 cm Breite erhilt einen Reifen aus Flachstahl
(y= 7,85 Tl:\*)’ wodurch der Durchmesser von 30 auf 32 cm ver-
groBert wird. Berechne die durch den Reifen entstandene Gewichts-
zunahme !

34, Das Gewicht einer Kreisscheibe (Durchmesser d = 200 mm) soll durch
Ausbohren von vier kreisformigen Léchern um % verringert werden.
Berechne den Durchmesser der Lécher!

35. Der Mantel eines 16 m hohen und 24 m weiten (duBlere Weite!) Gas-
behiilters wird mit Mennige grurdiert und dann dreimal mit Olfarbe
gestrichen. 1 m? wird mit 3,80 DM berechnet. Bestimme die Kosten
fir den Anstrich!

36. Ein Wasserleitungsrohr aus Grauguf ist 5,25 m lang und besitzt einen
Umfang von 2,20 m. Es wiegt 1220 kp. Die Wichte von GrauguB
betriigt 7,25 2. Wie dick ist die Wand des Rohres?

cm

37. Wieviel Kilopond Kupfer sind zur Herstellung eines 8500 km langen
Leitungsdrahtes erforderlich, wenn er einen Durchmesser von 1 mm
(1,2 mm; 0,8 mm) besitzen soll und die Wichte des Kupfers 8,9 c;,
ist?

38. Fiir das Gehduse einer kleinen Gleichstromdynamomaschine benétigt
man ein Stahlrohrstiick von 102/87 mm Durchmesser und 80 mm
Lénge. Berechne das Gewicht des Rohrstiickes (y =785 L)!

em?®

39. Bei den verschiedenen Brennkraft-Kolbenmaschinen gibt es Er-
fahrungswerte fiir das Verhéltnis K = ﬁfn‘%. Berechne den

Hubraum fiir Zylinderdurchmesser von 4 (5;7; 9,5) cm nach der Tafel!
Motorart | K

Dieselmotoren........ | 1.30 bis 1,70
Ottomotoren ......... ( 1,10 bis 1,45
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40. Ein Griinfuttersilo ist ein zylinderférmiger Behilter, der zum Ein-
siuern von Viehfutter dient. Er ist A = 13,5 m hoch und hat eine
innere, ,lichte Weite von 6 m. Wieviel Kubikmeter vermag er zu

41.

42,

fassen (Abb. 164)?

Das Walmdach eines Hauses von a = 25m
Breite und b = 14 m Tiefe ist unter dem
Neigungswinkel o = 60° gegen alle Seiten auf-
gesetzt.

a) Stelle durch eine maBstdbliche Zeichnung
die Hohe des Daches fest!

b) Zerlege den Dachraum durch zwei Ebenen,
die senkrecht zum Dachfirst durch dessen
Endpunkte gelegt werden, in Kérper mit
bekannten Inhaltsformeln wund berechne
dehh Rauminhalt des Daches!

¢) Zeichne den Grundrifl und Aufrif des Walm-
daches in geeignetem MaBstab!

Ein Walmdach hat die in Abbildung 165 an-
gegebenen Mafle in Metern.

[ [
2NN

Abb. 164

a) Zerlege mit Hilfe von zwei geeigneten Schnittebenen den Dach-
raum in Korper, fir die Formeln bekannt sind, und berechne den

Rauminhalt des Daches!

b) Zeichne den Grundrif und AufriB des Walmdaches und bestimme

daraus die Hohen der Dachfldchen!

¢) Berechne die Flichenhohen und vergleiche die Ergebnisse mit den

durch die Zeichnung gefundenen Werten !

d) Berechne, wie groB die mit Ziegeln zu deckenden Dachflichen

sind !

43. Ein Topf aus WeiBlblech hat unten 13 cm, oben 8 cm lichte Weite.
Seine innen gemessene riumliche

Hohe ist 12,5 em.

Abb. 165 des Topfes!

12 [00803)

(4]

a) Zeichne den Topf in Grund-
und Aufrifl! Erginze die AufriB-
zeichnung zu einem gleichschenk-
ligen Dreieck und miB die Ver-
lingerung der Héhe aus! Sie ist die
Hohe des ,,Erginzungskegels‘.

b) Berechne mit Hilfe der Hohe des
Erginzungskegels den Rauminhalt
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Abb. 166 Abb. 167

Zerlege den in Abbildung 166 in Grund- und Aufrif} dargestellten

Sandhaufen durch geeignete Schnittebenen in solche Raumteile, deren

Inhaltsformeln bekannt sind, und berechne, wieviel Kubikmeter

Sand in ihm lagern!

Der in Abbildung 167 dargestellte Viertelkreisring 148t sich zum Mantel

eines Kegelstumpfes formen und ist der Zuschnitt zum Mantel eines

Bechers.

a) Berechne die Durchmesser seines Grund- und seines Deckkreises!

b) Zeichne mit Hilfe der berechneten Durchmesser den Achsenschnitt
des Kegelstumpfes und mifl seine Hohe aus!

¢) Berechne diese Hohe mit Hilfe der Durchmesser!

Eine freitragende steinerne Treppe besteht aus mehreren Stufen, deren
unterste als ,,Antritt* einen rechteckigen Querschnitt hat, wihrend
die anderen Stufen ein rechtwinkliges Dreieck zum Querschnitt haben
(Abb. 168). Der waagerechte Teil der Stufe heifit ,,Auftritt b, der
senkrechte Teil heiflt ,,Steigung* . Das giinstigste Steigungsverhéltnis
wird allgemein aus der Erfahrungsformel 2k + b = 62 cm berechnet.

e

f
4+

Abb. 168 Abb. 169
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Berechne die Steigung A der Treppe fiir einen 30 cm breiten Auf-
tritt! Wieviel Stufen sind notig, wenn die Treppe 1,44 m hoch
fithren soll, und welche waagerechte Weite benétigt man fiir diese
Treppe?

Zeichne die Seitenansicht der Treppe, wenn eine einfache Lagerung
der Stufen angenommen wird, bei der die Stufen mit den Kanten
aneinanderstoflen, und entnimm der Zeichnung den Anstiegswinkel !
Die wirkliche Lagerung ist aus Abbildung 169 zu ersehen. Berechne
die Linge der Strecke x und den Flicheninhalt des Querschnitts
der Steinstufe sowie deren Gewicht, wenn die Treppe 1 m breit

cm®

und die Wichte des Steines 2,1 2 ist!

XI. Darstellende Geometrie

66. Die wahre GrioBe einer Strecke

1) Aus einer technischen Zeichnung muB man alle Abmessungen des
dargestellten Gegenstandes unmittelbar ablesen oder mit dem Stech-
zirkel abgreifen konnen. Die Gegenstéinde werden deshalb je nach Form,
Gestalt und Abbildungsweise in zwei oder drei Rissen dargestellt (Grund-
und AufriB; Grund-, Auf- und KreuzriB). Wir erkannten bereits, daB es
zweckmiBig ist, die Gegenstinde in Parallelstellung zu den Bildtafeln
anzuordnen. Moglichst viele Strecken und Flichen sollen parallel zur
einen oder anderen Bildtafel liegen. Befinden sich Strecken bzw. Flichen
in einer parallelen Lage zu einer Rifitafel, so werden sie auf dieser in

wahrer Linge bzw. deckungsgleich abgebildet.

Bei Prismen und bei Gegenstéiinden, die aus die-
sen Korpern zusammengesetzt sind, kann man bei
Parallelstellung im Grundril oder im Aufri} die
wahre Linge aller Kanten herauslesen. Bei einer
quadratischen Pyramide werden jedoch in Parallel-
stellung (Abb. 170) nur die Kanten an der Grund-
fliche (in Abb. 170 die Kanten A B, BC, CD, D A)
in wahrer GréBe abgebildet, nicht aber die zur Spitze
filhrenden Kanten (in Abb. 170 die Kanten A4S,
BS, €8, DS). Diese Kanten sind sowohl gegen die
GrundriBitafel als auch gegen die AufriBtafel geneigt
und werden darum in beiden Rissen verkiirzt ab-
gebildet.

2) Wir wollen nun zeichnerisch die wahre GréBe
der Seitenkanten der Pyramide ermitteln. Es ge-
niigt eine dieser Kanten (z. B. 48) in wahrer GroBe
12*

8¢

A

Abb. 170

=
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abzubilden, da bei der geraden quadratischen Pyramide alle vier zur
Spitze fiihrenden Kanten gleich lang sind. Die Kante A4S kann man
durch Drehung oder durch Umklappung in eine parallele Lage zu einer
der beiden RifBtafeln bringen.

@
4 507 \&
0
4 E ¢
8
Abb. 171 Abb. 172

a) Drehung

Die Pyramide wird auf der GrundriBtafel so weit gedreht, bis die Kante,
die in wahrer GrofBe abgebildet werden soll, parallel zur AufriBtafel liegt
(Abb. 171). Dies ist’ daran zu erkennen, daB der Grundrif dieser Kante
parallel zur RiBachse liegt (Abb.172). Man zeichnet also zunichst den
Grundrif} in gedrehter Lage (im gewihlten Beispiel ist eine Drehung um
45° im Uhrzeigersinn erforderlich) und bestimmt den zugeordneten Auf-
ri. In diesem AufriBl wird die Kante (in Abb. 172 die Kante 4S) in
wahrer Grifle abgebildet.

Es ist jedoch nicht notwendig, den ganzen Korper zu drehen. Es geniigt,
wenn die in wahrer GroBe abzubildende Kante allein in eine zu einer
Bildtafel parallele Lage gebracht wird. Nehmen wir an, die gerade qua-
dratische Pyramide (Abb.171) wird um ihre Achse gedreht. Dann be-
schreibt der Punkt 4 einen Kreisbogen auf der GrundriBtafel, und zwar
einen Bogen von 45° im Uhrzeigersinn. In der Abbildung 173 ist dies im
Grundrif dargestellt; der Punkt A’ bewegt sich auf einem Kreisbogen in
seine neue Lage 4,’. Der andere Endpunkt der Kante 48, die Spitze S,
andert seine Lage bei der Drehung nicht. Nun wird mit Hilfe der ent-
sprechenden Ordnungslinie von A4,” aus der Aufri8 4,” bestimmt. Die
Verbindungsstrecke 4, 8" gibt die wahre GroéBe der Kante 4.8 an. In
der Abbildung 173 sind diejenigen Linien gezeichnet, auf die man sich
bei der Konstruktion der wahren GréBe der Kante beschrinken kann.
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b) Umklappung

Durch die Pyramide wird ein ebener Schnitt senkrecht zur GrundriB-
tafel so gefiithrt, daB in ihm die Kante liegt, deren wahre Gro8e bestimmt
werden soll. Dieser Schnitt enthilt auch die Hohe der Pyramide (Abb. 174).
Man bezeichnet die Gerade im GrundriB, auf der die Schnittebene steht,
als GrundriBspur. Die Schnittebene wird nun um ihre GrundriBspur in
die GrundriBtafel umgeklappt (Abb.175). Die Konstruktion wird im
GrundriB ausgefithrt (Abb. 176). Die Hohe der Schnittfigur ist die Hoéhe A
der Pyramide. Sie wird aus dem AufriB in die Konstruktion iibertragen.

s

A"DY B8'c”

Abb. 175 Abb. 176 14

So
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Die Umklappung der Spitze S wird mit S, bezeichnet. Die Strecke A'S,
gibt die wahre GroBe der Kante 48 wieder.

Auch bei der Umklappung ist es nicht notwendig, die ganze Schnitt-
figur zu klappen. Wenn man die wahre GréBe einer Kante erhalten will,
klappt man nur das rechtwinklige Dreieck mit der Hypotenuse 4, der.
Kathete 7 und der Kathete A’S’ um (dabei ist A’ = 4,). In der Ab-
bildung 177 ist es schraffiert eingezeichnet. Wir klappen nun das
Stiitzdreieck in die GrundriBtafel und erhalten die wahre GréBe der
Kante (in Abb. 178 Strecke 4,’S,).

s

Abb.177 Aehlo ™ ;
Abb. 178 5

Zusammenfassung:

1. Um eine Strecke in wahrer GroBe abzubilden, muB man sie in parallele
Lage zu einer der heiden Bildtafeln bringen oder sie in eine der heiden
Bildtafeln legen. Dies ist durch Drehung oder durch Umklappung
miglich.

. Zum Umklappen einer Strecke, von der ein Endpunkt auf der Grundris-
tafelliegt, dient ein rechtwinkliges Dreieck, das die Strecke selbst zur Hypo-
tenuse hat und dessen Katheten vom GrundriB der Strecke und von der
Hihe des zweiten, nicht auf der GrundriBtafel liegenden Endpunktes
gebildet werden.

o

Aufgaben

1. Bestimme die wahre GroBe der Seitenkanten einer quadratischen
Pyramide, deren Kanten an der Grundfliche 4 cm lang sind und deren
Hohe 5,6 cm betrigt!
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2. Bestimme die wahre Grofle der'\Kanten des in der Abbildung 179 in
GrundriB und Aufrif gegebenen' schiefen Prismas!
3. Bestimme die wahre GrofBe der Seitenkanten der in der Abbildung 180
in GrundriB und Aufrif gegebenen vierseitigen Pyramide

a) durch Drehung des ganzen Kérpers,
b) durch Drehung einer Kante allein,

¢) durch Umklappung!

4, Zeichne das Netz der in der Abbil-
dung 181 in Grundrif und Aufrif# dar-
gestellten unregelmiBigen dreiseitigen
Pyramide!

5. Bestimme die wahre Griofle der Seiten-
kanten der in der Abbildung 182 ge-
zeigten abgestumpften Pyramide!
Bemerkung: Beider Drehungeiner Sei-
tenkante allein braucht nicht die Héhe
des Vollkérpers als Drehachse zu dienen !

6. Vergleiche die beiden Verfahren, die
wahre GroBe einer Strecke zu be-
stimmen, und beschreibe, welche Be-
wegung das Dreieck bei der Dre-
hung in die zur Aufriftafel parallele
Lage ausfiihrt!

7. Zeichne das Netz des in Abbildung 183
im GrundriB mit HéhenmafBstab dar-
gestellten Dachmodells (Walmdach;
MaBstab 1:200)!
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8. Zeichne Grundri und Aufrif einer geraden quadratischen Pyramide
mit gegebenen Kantenlingen (Grundkante ¢ = 4 cm; Seitenkante
s = b cm) in Parallelstellung !
Anmerkung: Die wahre Grofle der Kanten ist gegeben. Zu bestimmen sind die
Risse (Umkehrung der Aufgabe, die wahre GroBe einer durch ihre Risse ge-
gebenen Strecke zu bestimmen).

67. Die wahre GrioBe und Gestalt einer ebenen Figur

In der Praxis ist es auch oftmals notwendig, die wahre GréBe und
Gestalt ebener Figuren, zum Beispiel von Seitenflichen bei Kérpern und
Werkstiicken, zu ermitteln. Auch diese sind nicht immer unmittelbar aus
dem Grund- und AufriB zu entnehmen. Wir wissen, daB diejenigen ebenen
Figuren in wahrer GroBe und Gestalt abgebildet werden, die parallel zu
einer Bildtafel liegen. So werden zum Beispiel die Grund- und die Deck-
fliche eines parallelgestellten Quaders im GrundriB in wahrer GréBe und
Gestalt abgebildet, die Vorder- und die Riickfliche im AufriB.

Will man die wahre GréBe und Gestalt einer ebenen Figur bestimmen,
die in keinem der beiden Risse deckungsgleich abgebildet wird, so muf
man die Figur auf eine Bildtafel legen oder sie zu einer Bildtafel in par-
allele Lage bringen. Dies ist wieder durch Drehung oder durch Umklappung
moglich.

a) Drehung

Bei Gegenstinden, deren Seitenflichen zur GrundrjBtafel senkrecht
stehen, zum Beispiel bei geraden Prismen, kann durch Drehung des ganzen
Kérpers die Seitenfliche, deren wahre GréfBe und Gestalt bestimmt werden
soll, zur AufriBtafel in parallele Lage gebracht werden. Zu diesem Zwecke
wird der GrundriB so weit gedreht,
bis die GrundriBspur der betreffen-
den Fliche parallel zur RiBachse
liegt. Diesist in der Abbildung 184a
aneinem Dachmodell gezeigt, dessen
Giebelwénde in wahrer GréBe und
Gestalt abgebildet werden sollen. Im
zugeordneten Aufrifl sind dann die
Giebelwiinde in wahrer GroBe und
Gestalt zu erkennen (Abb. 184b).

>
>

b) Umklappung

Die Drehung des Gegenstandes
auf der Grundrifitafel ist nicht an-
wendbar, wenn die ebene Figur, a 8
deren wahre GroBe und Gestalt Abb. 184
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Abb. 185

ermittelt werden soll, gegen die GrundriBtafel
geneigt ist. Dies betrifft zum Beispiel die
Seitenfliche einer auf der GrundriBtafel
stehenden Pyramide. In diesem Falle wird
die Figur um ihre Grundrifspur in die Grund-
riBtafel umgeklappt (Abb. 185). Bei der Um-
klappung beschreibt die Spitze der Pyramide
einen Kreisbogen mit der Hohe der Seiten-
fliche hy als Radius. Die Hohe der  Seiten-
fliche (hy) ist nicht gleich der Hohe (k) der
Pyramide (Abb. 186).

Steht die Figur, die umgeklappt werden soll, senkrecht zur AufriB-
tafel (dies ist daran zu erkennen, da3 die GrundriBspur der Figur senkrecht
zur RiBachse steht), so ist die Umklappung® zeichnerisch einfach auszu-
fithren; denn der Weg, den die Spitze der Seitenfliche beschreibt, verliuft
parallel zur Aufrifitafel. Er wird im Grundrif als gerade Linie parallel
zur RiBachse und im Aufrif} als Kreisbogen um den Punkt B’/ abgebildet.
Die Strecke B’ 8" ist gleich der Flichenhohe %y. Bei der Konstruktion
wird darum zunéchst im Aufri ein Kreisbogen mit dem Radius B’ §”
um B’ geschlagen und mit der RiBachse zum Schnitt gebraeht; denn auf
der RiBachse liegt der Aufrifl Sy”” des umgeklappten Punktes S,. Danach
wird durch 8’ eine Parallele zur RiBachse gezeichnet; denn auf dieser
liegt der GrundriB Sy’ des umgeklappten Punktes §,. Mit Hilfe der ent-
sprechenden Ordnungslinie wird nun von S, aus der Punkt S, ermittelt.
Das Dreieck B'C’'S,’ stellt die umgeklappte Seitenfliche BCS dar
(Abb. 187). In diesem Fall wurde die Klappung durch einen Kreisbogen

Abb. 186



186 Darstellende Geometrie

in der Aufrifitafel ausgefiihrt. Es ist gleich, nach welcher Seite die Figur
umgeklappt wird. Aber wegen der Ubersichtlichkeit ist es zweckmiBig,
nach auflen, das heiBlt vom Koérper weg, umzuklappen.

Steht die ebene Figur, deren wahre GréBe und Gestalt ermittelt werden
soll, nicht senkrecht zur AufriBitafel, so kann die Klappung nicht un-
mittelbar durch einen Kreisbogen im AufriB erfolgen. In diesem Fall wird
der Gegenstand auf der Grundrifitafel so weit gedreht, bis die betreffende
Figur gegen die Aufrifitafel eine senkrechte Lage einnimmt. Zeichnerisch
wird dies durch Drehung des Grundrisses ausgefiihrt, bis die GrundriB-
spur der Figur zur RiBachse senkrecht steht.

Es ist noch eine andere Umklappung in die Grundrifitafel moglich. Wir
wollen wieder die Seitenflichen einer Pyramide, die aber nicht in Parallel-
stellung steht, in wahrer GroBe ermitteln. Dazu wiire eine Klappung des
Seitendreiecks um B'C’ (B’ = B; ¢’ = () notwendig (Abb. 188). Dieses
Dreieck kann man aber nicht unmittelbar umklappen. Wir fithren dazu
zwei Schritte aus:

1. Durch die Spitze des Korpers wird ein Schnitt gelegt, der das
Stiitzdreieck der Seitenfliche, bestehend aus der Hypotenuse hp, der
Kathete h und der Kathete aus dem Grundri der Flichenhohe hp,
enthilt. Die Hohe kA kann aus dem Aufril entnommen werden. Das
Stiitzdreieck wird um seine GrundriBspur in die GrundriBtafel geklappt
(Abb. 189) und ergibt die Flichenhohe %y
in wahrer Linge.

2. Nun wird um den Schnittpunkt
der GrundriBspur der Seitenfliche BCS
und der GrundriBspur der Schnittebene
ein Kreisbogen von der Spitze des um-

Abb. 189

Abb. 188
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geklappten Stiitzdreiecks aus geschlagen und mit der GrundriBspur der
Schnittebene zum Schnitt gebracht. Dieser Punkt ist der Eckpunkt S, der
umgeklappten Seitenfliche B'C’S,. Das Dreieck B’C’S, zeigt die Seiten-
fliche BCS in wahrer GroBe und Gestalt (Abb. 189).

Zusammenfassung:

Um cine ebene Figur in wahrer GriBe und Gestalt abzubilden, muB man
sie in parallele Lage zu einer der beiden Bildtafeln bringen oder sie in eine
der heiden Bildtafeln legen. Dies ist durch Drehung oder durch Umklappung
maglich.

5
Abb. 190 (links) 0" '
Abb. 191 (Mitte) ‘.‘
Abb. 192 (rechts) !
Abb. 193 (unten) |
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/ Aufgaben

1. Bestimme die wahre GréBe und Gestalt
der Seitenflichen des in der Abbildung 190
in GrundriB und Aufri gegebenen Pris-
mas!

2. Zeichne das Netz der in der Abbildung 191

in Grundriff und Aufriff dargestellten ab-
gestumpften Pyramide !

3. Zeichne das Netz der in der Abbildung 192
in Grundrifl und Aufrif} dargestellten un-
regelmiBigen dreiseitigen Pyramide !

4. Bestimme die wahre GroBe und Gestalt
der Seitenflichen des schiefen Prismas,
das in der Abbildung 193 dargestellt ist!
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F 5. Zeichne das Netz des in der Abbildung 194
im GrundriB gegebenen 5 cm hohen schiefen
OeF Prismas!

¢ 6. Bestimme die wahre GroBe und Gestalt der
in Abbildung 195 in GrundriB und AufriB

£ 48 dargestellten ebenen Figuren !
46c 7. Bestimme die wahre GroBe und Gestalt der
4 Schnittfliche des in Abbildung 196 dar-

gestellten schief abgeschnittenen Wiirfels!

Abb. 194
B (43 C' & H" 6’
5
5
2 p* 4 8 A B8\ 10 L
| |
3
-
i
AE Il
. N
B A yL
¢ i /
Abb. 195 Abb.196 8

68. Die Abbildung der Kugel in Grund-, Auf- und KreuzriB

Das Bild einer Kugel ist sowohl im Grundri als auch im Aufrifl und
im Kreuzri} ein Kreis, dessen Durchmesser gleich dem Kugeldurchmesser
ist (Abb. 197).

Wir wollen nun untersuchen, wie die einzelnen Teile der Kugeloberfliche
abgebildet werden. Zu diesem Zwecke denken wir uns die Kugel mit dem
in der Erdkunde iiblichen Gradnetz (Breiten- und Liingenkreise) iiberzogen.
Die Achse der Kugel soll senkrecht zur GrundriBitafel stehen. Die drei
Risse der Kugel sind in Abbildung 198 gezeigt.

Im Grundrif werden die Parallelkreise als konzentrische Kreise ab-
gebildet, der UmriB der Figur ist das Bild des Aquators. Die Lingen-
kreise erscheinen als Durchmesser. Der Winkel, den zwei Meridiane mit-
einander einschlieBen, wird als Winkel zwischen den entsprechenden
Durchmessern wiedergegeben.
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Abb. 197

Im Aufrif und im Kreuzril werden die Parallelkreise als parallele
Sehnen abgebildet, die Lingenkreise im allgemeinen als Ellipsen, deren
groBe Achsen gleich dem Kugeldurchmesser sind und die mit dem in diesen

R [N

CEWNA TN
| IN

(i3

Abb. 198

Rissen senkrecht gezeichneten Durchmesser zusammenfallen. Ausnahmen
bilden nur diejenigen Meridiane, die entweder parallel oder senkrecht zu
den Bildtafeln sind.

Weiterhin denken wir uns die Kugel mit ihrem Gradnetz um eine hori-
zontale, zur KreuzriBitafel senkrechte Achse nach vorn gekippt, etwa um



190 Darstellende Geometrie

einen Winkel von 30°. Diese Kippung erscheint im Kreuzrif als Drehung
im Uhrzeigersinne um diesen Winkel (Abb. 199). Konstruieren wir zum
KreuzriB die beiden anderen zugeordneten Risse, so ergibt sich folgendes:

Im Grundrif und im
AufriB wird der Aquator
als Ellipse, deren grofle
Achse gleich dem Kugel-
durchmesser ist, abge-
bildet. Die anderen Par-
allelkreise erscheinen als
Ellipsen, die der Aqua-
torellipse dhnlich sind,
das heifit das gleiche
Achsenverhiltnis ~ wie
diese haben. Thre groflen
Achsen sind parallel zur
groBen Achse der Aqua-
torellipse, ihre Mittel-
punkte liegen auf dem
Bild der (zur Aqua-
torebene senkrechten)
Kugelachse.

Die - Meridiankreise
werden in beiden Ris-
sen im allgemeinen als

A"

Ellipsen abgebildet. Abb. 199

[

Aufgaben

. Zeichne eine Kugel (d = 7 cm) mit einem Gradnetz von 30° zu 30°

in GrundriB, Aufrifl und Kreuzril (Kugelachse senkrecht zur Grund-
rifitafel)!

. Zeichne eine Kugel mit Aquator und Polen, wenn ihre Achse

a) parallel zur AufriBitafel, gegen die GrundriBtafel unter 60° geneigt,
b) parallel zur KreuzriBitafel, gegen die GrundriBtafel unter 45° geneigt,
¢) parallel zur Grundriftafel und parallel zur AufriBtafel ist!

. Eine Halbkugel (d = 6,4 cm) wird in 2,4 cm Héhe, parallel zur Grund-

fliche, abgeflacht. Zeichne die drei Risse dieses Korpers!

. Eine Kugel (d = 5,6 em) wird lings ihrer senkrechten Achse zylindrisch

(dy = 4,2 cm) durchbohrt. Zeichne den ringférmigen Restkérper in
GrundriB und Aufrii!
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