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A. Arithmetik

1. Das Rechnen unter Verwendung allgemeiner Zahlsymbole

1. Zur Wiederholung

1) In den folgenden Auigaben sollen die untereinanderstehenden Monome oder Polynome
addiert werden. Die Aufgaben sollen dazu statt in zwei oder mehr Zeilen auch in einer Zeile
mit und ohne Verwendung von Klammern geschrieben werden.

1. a) +12 b) —3 & +11 @ —s e — 5
=e o 0 == i ]
) +2¢ g) —5d hy L8/ ) — 2n K) —18w
ilc_ —3(! fl’vif +12h + w
1 e m n
D+ m) — n) — o5 ) +43 p) —p
1 e 3 4 3
tat ) i i R .
2.a) m b m ¢ m+1 ) m—a e) m—+a
+2 ;‘.‘:_ i +m —m
n +3 g) —4 h) 2 i)7—m k) m+ 3
h+1 f—2 g+1 —m —
.
1) % m) — 0) x—y P y—=
£y k) =¥ -z
3.a) 20 b) 56 —1 ¢) 156 — 3 a b @ 3b
3 —5b 1,7,b —2b 2 —3b —b+3
) m+ 2 g n+ b h) 3m+ 2 )yn+3 Kya —=z
:y;% 4;n 1—4m h—n 22+ a
4. a) 3a —x b) a—1b ¢) m—2n d) n+ 6m
T2 —a h—a 3m+ hn —3m —2n
b 5
e) 2z —y f) 32+ 2y g) 15z —2y+ 3z h) a+§46c
—y+z 22 — 3y —3z—2y+ 15x ——;—+b+3c
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5.a) +5b b) + 6¢ ¢ — 9z Q) —2im

e) — 3m

—3b — 2¢ + 3z + 9m — 4m

—2b — 5¢ —12z + m —10m

+4b —18¢ s + 4z + 4m + m
6.8) 3a —4b+ 9¢ — 5d 7.8) 5a—20+83c— d

Ta+ b—3c—17d — a+3b—5¢c— 2d

+3a—8b-+4 ¢+ 4d
—5a — 7b+ 9¢c+ 14d
b) a+2b+3c+ d b)

T—Ty+3z2— u
—3a+ b—bec+ 6d

—5a+ 3y+ bz + 2u
+32—6y— 9z 8u

+2243y—5z+ 3u
o 3 ag 2 +7d — g T
2 3 5 ¢ 2,35m+3,7n—231p —2,52¢
5 5 < 7 — 1,63m — 5,8n 4 1,95p + 4,60¢
Ti=gt g Tyt

+ 4,65m —1,9n + 0,36p — 0,089

2) In den folgenden Aufgaben sollen die an erster Stelle stehenden Monome oder Polynome
als Minuend, die an zweiter Stelle stehenden als Subtrahend betrachtet werden. Die Aufgaben
sollen auch mit und ohne Verwendung von Klammern in einer Zeile geschrieben w cxden

1.a) +13 b) —10 ¢) +15 aQ —13 ¢ +9
+ 6 =3 — 8 + 6 —f
1) +10z g) +12x h) —5b ) —7m k) —5z
o 5% =22 =2b i ™ hha
1 d 3 7 2
l)+?b m)—g n) —T® 0) +?z P)—?m
1 d . 3 3
+gh +5 -3 o —H0 TR
o 7%,1 o) —f—;p §) —25s B +1730 u) —0,04/
-5 —é[) +1,7s —0,27¢ —0,04f
2. a)m—2 b) m+5 ) m—1 d m+a e z—1b
2 - =1 oL =1
H +3 g) —5 b 44 a—n k) 21 — b
n+2 g— 6 y+1 _—n + 5b
D a m) —z n) —a+b 0) ¢ —3d Pz—2
z—y y+ 2z i,¥ — 3¢
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3.2) 3z b) 7y ¢) ha d) 9z e) z
x—1z 2z — 5y 2b—a y+ 3z a—z
) —s5¢ g —3b h) —9¢ i) 6¢ K) —15m
xT— Y 2a — 5b a—c —a— 3¢ —3n—13m
4,2) n+1 b) n—1 ¢)n—1 d1—n e1—n
n—1 1—n n—1 n—1 1+n
) nta g n—a h) a+a i) z+y K)ao— y
—x+2 —5—x —a—1 —y+a a—2y
) 3n+5m mib ha — 5y n) —5a—3b ©0) —u—3¢ p) b6z —y
S5m+ 2n 3x+ 2y a-+ 5b 3¢ — bu —x+y
5. a) 3a —2b+ 6c—7d b) 10a — 3b + ¢ — 7d
‘2n—5b—i§c+79d b—3c+5d:rﬁa

3) In den folgenden Aufgaben sind die Polynome mit den Monomen zu multiplizieren.
Durch nachfolgende Division des Produktes durch das Monom ist die Richtigkeit der
nisse zu priifen. Bei Aufgabe 3 und 4 sind vorher mit Hille der hinomischen Formeln Poly-
nome herzustellen.

geb-

L) (5a'—3b+ 20 (+3)  B) (=33 +5y+2)(=4) ¢ (1em+ Tn+ 2p)(=5)

2.8) (+3¢ — 4y + 53)(+32) b) (4z+ Sa— 7b) (—5a) €) (—12m—16n+10p) (—

3.a) (¢+ y?(+a) b) (@ —y)?*(—y) ¢ (x4 y)lz—y(—2y)
m

4.8) (2m — 4n)*(3a) b) (2 +Lzl‘)2 (=) ¢) (ha+ 3b)(4a 731,,(4 ',]

@) (0,2 + 0,3g)2(—0,5) ) (0,4m — 1,1n)2(+0,2)

5. Welchen Wert haben die einzelnen Faktoren in der Aufgabe 2, wenn

1
in Aufgabe 2a a= —2;y=3; 2= — 5
in Aufgabe2b z=10,5; a= 0,2; b =10,
in Aufgabe2¢ m = —05; n= —1; p=24

gesetzt wird? Vergleichen Sie mit dem Produkt! Bilden Sie selbst dhnliche Beispiele aus den
Aufgaben 1, 3 und 4!

4) Fiihren Sie folgende Divisionen aus! Beachten Sie dabei die Moglichkeit, den Dividenden
zu vereinfachen!

1. a) (152 + 10y): (—5) b) (Ba — 4b): (+6) &) (34m + 102n) : (—17)
2.0) (mx+ my):(—m) b) (—a? + 20ab): (—4a) ¢) (12a2y — bay?) : (+8aY)
3. a) (——%zz—%zy):(—% ) b) (%y2+%zy):(+-1‘é—)

¢) (2,5axy — 3,5axz): (—0,5a2) d) (—0,03mn* — 0,003m*n) : (—3mn)
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2. Multiplikation von Polynomen

Bisher ist die Multiplikation von zwei Binomen folgendermaBen erklirt worden:

(@+1b)(c+d

d e

(a4 b)(c+d) =ac+ ad + be + bd
(a4 b)(c —d) =ac —ad+ be — bd
(@ =b)(c+d) =ac+ ad — be — bd
(@ =) (c —d)=ac —ad — be + bd

Driicken Sie den Rechenweg in Worten aus!

- C —

Geometrisch kann die Multiplikation zweier Bi-
nome als Bestimmung des Flacheninhaltes eines

Veranschaulichen Sie auf die gleiche Weise

(@4 b)(c—d) und (a—b)(ctd)

— 0t ) ]
Rechteckes gedeutet werden (Abb. 1). Abb. 1a

(a=b) (c —d)

Zuweilen ist die Bildung der verschiedenen
Einzelprodukte nicht notwendig, wenn man be-
sondere Multiplikationsformeln, die sogenannten

binomischen Formeln , benutzt,

(n+ll){a+b):(u-,‘~b)2=02+2ab+bz

c-d ——d:l

(@ =b)(a—b)=(a —b)2=a?— 2ab 4 b2

(a+ b) (a —b)

=a? — b?

fe—-b— s —u]
[ Bty v

Veranschaulichen Sie die drei binomischen Formeln  abb.1n

geometrisch !

Abb 2,

als Flacheninhalt eines Rechteckes deut

Wir setzen nun in dem Ausdruck
(a+b) (c+ d) statt d die Summe (e + /).
Damit erhalten wir das Produkt eines Binoms
und cines Trinoms, ciner dreigliedrigen al-

f@tb) e+ =(a+b) (ct+etf

=ac+ae+n/+bc+be+b[.
Auch in diesem Falle multiplizieren wir
jedes Glied des ersten Faktors mit jedem
Glied des zweiten Faktors. Geometrisch kén-
nen wirauch dieses Produkt aus zwei Faktoren

en (Abb. 2),

af bf %
ae be %’ gebraischen Summe:
ac be ?

a b—ei

Setzen wir weiterhin anstatt @ die Summe (# + y), so erhalten wir ein Produkt au~

zwel Trinomen:

[($+y)+b](v+e+f>=(1+y+b)(c+e+f)
=cz+ez+fx—|—c_l/+ey—i—fy+bc¢be—Lb_v'
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Ein Produkt aus drei Binomen wird wie folgt ausmultipliziert:
(a+b)(c+d)(e+/)=(uc+ad+bc+bd)(e+/)
—ace + acf + ade + adf + bee + bef + bde + bdf.

Wir bilden also zuniichst das Produkt aus den ersten beiden Faktoren und multi-
plizieren es mit dem dritten Faktor.

Auf diese Weise 1dBt sich jede Multiplikation von mehr als zwei Polynomen auf eine
Multiplikation von zwei Polynomen zuriickfithren.

Wir konnen verallgemeinern:

Zwei Polynome werden miteinander multipliziert, indem man jedes Glied des
einen Polynoms mit allen Gliedern des anderen Polynoms multipliziert.

Eine Erweiterung der binomischen Formeln erhalten wir durch
(a £bPE=(axb)(a 4 b) (a4 b) = (a® £ 2ab+b?) (@ £ b) =ad + 3a?b + 3ab? L 15
Bei der iiberschligigen Berechnung von Kubikzahlen ergeben sich folgende An-
wendungsméglichkeiten fir diese binomische Formel:
a) Die Scitenlange eines Wiirfels betragt 4,2 cm.
Wie groB ist sein Volumen?
V = (4,2 cm)® = (4 cm + 0,2 cm)?
V = (4cm)®+ 3 (4cm)?-02cm + 3.4cm - (0,2 em)® 4 (0,2 em)?
V = 64 cm3 + 9,6 cm® + 0,48 em® 4 0,008 em®
V = 74,088 cm3
V =~ 74 cm?®,
Die Glieder 0,48 cm® und besonders 0,008 cm® beeinflussen das Ergebnis nur gering-
fiigig. Wenn b in dem Ausdruck (a + b)? gegeniiber a sehr klein ist (Symbol: b < a),

wird auch der Fehler sehr klein, der entsteht, wenn wir die Glieder 3ab?® und b3 ver-
nachlassigen. Das zeigen wir an folgendem Beispiel:

b) Die Seitenlinge eines Wiirfels betrigt 5,9 em. Wie grof sind iiberschliagiger und
genauer Wert, absoluter und relativer Fehler?

V = (5,9 cm)? = (6 cm — 0,1 cm)?

Uberschlag:
V & (6 cm)® — 3 (6 cm)? -0,1 em

V a 216 cm® — 10,8 cm?
V A 205 cm®.

Genaue Berechnung:
V = (6 cm)® — 3 (6 cm)?- 0,1 em + 3.6cm (0,1 em)? — (0,1 cm)?
V — 216 cm® — 10,8 em® + 0,18 cm® — 0,001 cm®
V = 205,379 cm®.
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Der absolute Fehler AV ist die Differenz von Niherungswert und genauem Wert:

AV = 205 em8 — 205,379 cm3
AV = —0,379 cm?
Der relative Fehler ist das Verhiltnis vom absoluten Fehler und dem genauen Wert ;
AV _ —0379 em? _ ‘
V= 205,379 e <~ —0,0018 = — 0,189y = — 1,8%%.

/90 Wird ,,Promilles gelesen und bedeutet »» Tausendstel <,

Aufgahen
La) (243)(+2) B (@+3)@e—2 ¢ (@e—3) (et 2 d) (2 —3)(x—2)
2
Setzen Sie a =5, 4,. .. 1, ;;,% und bestiitigen Sie die Richtigkeit des Ergebnisses!

2.8) (m + 5) (m + 6) b)) (m+ 5)(m— 6) ) (m—35)(m+ 6) ) (m —5) (m — 6)
e) (2r 4 3t) (3r + 41) 1) (2r + 3¢ (3r — 41) g) (2r — 3¢)(3r + 41) h) (2r— 31)(3r — 44

Bestiitigen Sie die Richtigkeit der Ergebnisse, indem m=—2;r=—5; =3 gesetat
wird!

3.0) (a+ 4)2 b) (a — 5)2 €) (24 a)? d) (7 —a)2

4.0) (2m+ 2)2 b) (4m — 5)2 ©) (3,5 + 0,5m)? a4 (1,6 —1,2p)2

; 3 5\ 5 2 \2 ’ .
5. a) (T.r-l—?y b) TE—FY ©) (0,32 + 0,03y) ()] (0,062 — 2,14)2

6. a) (;Jr %) (% —%) B 03+ 0,7¢)0,3u — 0,7¢) ¢) (% + %) (% _ ‘1‘%)
Bestiitigen Sie die Richtigkeit des Ergebnisses in den Aufgaben 8 bis 6, indem a = 3;
m=—25; x=12; Yy =230; u=0,5 und ¢ — 1,5 gesetzt wird!

7. Um wieviel ist (2 + Y)* grofer als a? y2?

8. Wodurch unterscheidet sich (& — y)? von 2% — y2p

9.a) Be+5y — 2z)(2a + 30) b) (52 —6y+ 3z)(7a — b)
©) (3a — 5b)(2z + by — 9z) d) (Tm — 2n) (g + 4r + 75)

10.9) (3,50 + 3,756 — 2,60) (4,5a + 2,5b + 1,2¢)
b) (4,22 — 26y + 1,8z) (2,52 + 0,2y — 0,1z)
€) (—25m + 4,6n — 21q)(7,2m + 2,50 + 0,8¢)
d) (4,6a — 0,26 + 0,01 ¢)(34a — b+ 2¢)

1. (102y — 1522 +ay —3az) 50y + 152z — ay — 3az)

12. (18mo + 6mp — “np —12n0) (18 mo — 6mp — 4hnp + 12no0)

]3.(a+b)(u+b)(a+b) 14.(a—b)(a—bj(u—b)
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15.8) (a+ y)* 16.8) (a -+ 2)° 17.8) (m 4+ 1) (m — 3) (m + 5)
b (@ — oy B (a— 28 D) (a-+ ;) (a- = ) (1 - %)
NN (2c—3) @B —5)(=+2) W (ha+ 3) (22 — 7) (Ba + 11)

MW (252 + 3,2y) (43 + 2,2a) — (1,52 + y) (@ — 1,52) + (5,52 + 2y) (22 — 2)
W (0,4m+0,5n) (2,50 + 0,5m) — (n — 2,6m) (3m — 1,2n)
W (252 + 3,5y — (x — 1,59)* + (@ + 0,4y) (¢ — 0,4y)
?\ (1,2a + 0,3b)2 — (a + 2b)?

20. Addieren Siezu jedem Faktor des Produktes42-25 a) 1; b) 10; ¢) 100; d) 1000!

Um wieviel dndert sich jeweils das Produkt?

21, Subtrahieren Sie von jedem Faktor des Produktes 65 - 81
a)1; b) 2; ¢) 3; d) 5; e) 10! Wie édndert sich jeweils das Produkt?

22, In dem Produkt 25 - 52 soll der erste Faktor

a) um 1; b) um 2; ¢) um 5; d) um 10 vermehrt, der zweite Faktor um dieselben
Zahlen vermindert werden. Um wieviel hat sich das Produkt jedesmal geiindert?

23. Addieren Sie in dem PrmIAukt p = 2a -5y zu a die Zahl a und subtrahieren Sie von y die
Zahl b! Wie groB ist die Anderung von p

a) fire=2; y=1, b) tirz =10; y =17, ¢) fir a2 =8; y=2?

24, Um wieviel iindert sich die Grofie eines Rechteckes mit den Seiten 2 und y, wenn man jede
Seite @) um 2 vergroBert, b) um 2 verkleinert; ¢) wenn man x um 2 vergréBert, y um

2 verkleinert; d) wenn man 2 um 2 verkleinert, y um 2 vergrofert?

25. Wie grof ist die Fliche des Querschnitts
a) Abb.3a, b) Abh.3b?

26. Wie viele Teilprodukte be- f

sitzteinealgebraische Sum-

me, die durch Ausmultipli- &
zieren
a) von zwei Binomen,
b) von drei Binomen, .
¢) vonzwei Trinomen ent- —T
standen ist?

27. Berechnen  Sie die  fol- 7
genden Kubikzahlen durch
Uberschlag  und  genau
durch  Ausmultipliz !
Bestimmen Sie jeweils den
relativen Fehler!

g i'k
15b =t=—2a
05¢

=

b

—a—;——b-——l c Lo—d-—
— c
le——30 ——=1

a) V= (8,9 cmf? € e i b ——
) V= (7,95 dm)® a 05d 05d

¢) V= (675m) Abb. 3
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3. Umformen von Briichen ; Erweitern und Kiirzen

Das Erweitern und Kiirzen von Briichen, deren Zihler und Nenner bestimmte
Zahlen sind, kennen wir bereits.

Wir wollen diese Erkenntnisse jetzt auf Briiche iibertragen, deren Zahler und Nenner
allgemeine Zahlsymbole sind.

ihler der Briiche
i b) & ¢) 1—: mit 2, 3, 4, ..., z!

9

1. Multiplizieren Sie den Z
3
3

Multiplizieren Sie den Nenner dieser Briiche mit 2, 3, 4, . . ., !
Multiplizicren Sie Zihler und Nenner dieser Briiche mit 2, 3, 4, .. ., 2!

Geben Sie an, welche Verinderung der Wert des Bruches jedesmal erfihrt!

»

. Dividicren Sie den Zihler des Bruches % durch 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24!
Dividieren Sie den Nenner des Bruches% durch 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24!

2%
Dividieren Sie Ziahler und Nenner des Bruches % durch 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24!
A
Geben Sie an, welche Veriinderung der Wert des Bruches jedesmal erfihrt!

Ergebnis: Der Wert cines Bruches bleibt unverindert, wenn man seinen Zihler
und seinen Nenner mit der gleichen Zahl multipliziert (den Bruch erweitert) oder durch
die gleiche Zahl dividiert (den Bruch kiirzt).

Mit allgemeinen Zahlsymbolen:

m
m _"l'-’t m _1'!:.1'_ ;
™ T Tnex T Tk m
x

Aufgaben
1. Erweitern Sie die Briiche .l); »i—; -:—; % mit den Zahlen 2, 4, 7, 11!
2. Bringen Sie die Briiche \'nl‘n‘ Aulgabe 1 auf die Nenner 60, 90, 270!
8. Erweitern Sie den Bruch;?l. wmit 2, a, 3a, 10b, 17, 323!

m

4. Bringen Sie den Bruch aul den Nenner

n

a) 5n, b) 21n, ¢) n% d) mn, e) 3an, f) 4n3 ¥) 17naz, h) nzy, 1) 2smnp!
5. Bringen Sie den Bruch

aul den Nenner

a) 12g, b) 158 ¢) 42dg;, d) 21fg, € 27/°¢% 1) 120g2m®, g) 300 abgax!
6. Bringen Sie den Bruch %ﬂ aufl den Nenner
a) 15p, b) 35pq, ¢) 45p%% d) 100p*r e) 75ps’!
7. Der Bruch7—:ist unter Beibehaltung seines Wertes so umzuformen, daf er den ZihJer

a) 14z, b) 2laz, ©) 632yz, d) 492422 €) 119yz, 1) 154a%bz erhilt.



9.

10.

11.

12,

13.

14.
15.

16.

[
1

18.
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‘Was versteht man unter dem kleinsten g inschaftlichen Vielfachen mehrerer Zahlen?

Bringen Sie folgende Briiche jeweils auf den Hauptnenner!

1 8 2 2 3 4 3z 2 4 3 82 10
Doy DF3osvsr V9nga s VET 5 9
3z 5y 8ay 7a 5a* 2 2,5m 7,5m* 5 9m?
o ha’ 6a® 9ab? n 2z’ 32%y’ Say? 8 3n’ 8n2’ 6" kna
" e . B - —b 4n+3p
. ¢ (— 1)1 m a a 3p
Erweitern Sie die folgenden Briiche mit ( )! a) — = b) =5 ¢) Sy d) =
. 3 —z S a—b 3z —2
S Sie di i t (—m)l ) == b) 2% ) 22
Erweitern Sie die folgenden Briiche mit (—m)! a) 7 b) o ¢) == d) T =g
Bringen Sie den Bruch
a) £ aul den Nenner 242y b) 3 auf den Nenner 2023
—3y ! —5a? 3
—9%a 2 r o
¢) = auf den Nenner 49mn, da) = auf den Nenner 2st,
=X &
e) —1—_‘2: auf den Nenner 30pgq, ) i ~3y auf den Nenner 3,
9 13 _
Sty ) (a —b)? :
g) e auf den Nenner 28xyz, h) T b auf den Nenner (a + 0)2!

Welche Beziehungen bestehen zwischen folgenden Briichen?

K 3 3
a)%und%(m>0) b)%umlz%(y,:c<0)

a a
) ] und [EE=p

Was versteht man unter dem groBiten gemeinsamen Teiler mehrerer Zahlen?

(> yimy>0)

Kiirzen Sie folgende Briiche!
6 7 12 13 18 28 51 76
20200 48 78 90 637 1197 171

Kiirzen Sie folgende Briiche!

262y 27mz lhayz 38mno
2 65z b 99 m 9 2labe 9 57mn?
57m?n 52pqr — 11952 33ab?c
o 76mno D 78pqs g 4952t 1) —110a3b%¢c
. —31xy 0,04a2b —22z ~ . —185a
) —932z ¥) —Ghabe D) g ™) iy
Sclireiben Sie als Briiche und kiirzen Sie!
a) m(3p—gq):n(3p—gq) b) cla —2):c?(x—2)
¢) (mn+ mo):z(n+ o) d) (3ab —3ac):12(b —¢)
Kiirzen Sie!
a) (65mn — 39no): (25ma — 1502) b) (81ne + 45¢w) : (18nt 4 10wt)
€) (6322 — 81x3z): (49xy — 63y3) d) (56uy + 49uw): (3202 + 28vw)
. 1=z a? — b® z—1 —(z+ y)*
) 3at2 D =% & —(@—1) ) z+y
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4. Addition und Subtraktion von Briichen

Gleichnamige Briiche
Die Regel fiir die Addition und Subtraktion gleichnamiger Briiche lautet:

Gleichnamige Briiche werden addiert (subtrahiert), indem man ihre Zihler
addiert (subtrahiert) und den Nenner beibehiilt.

Mit allgemeinen Zahlsymbolen geschrieben:
a b atb
nEn=—"%

Ungleichnamige Briiche

Auch die Regel fiir die Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche ist uns
bekannt:

Ungleichnamige Briiche werden addiert (subtrahiert), indem man sie gleichnamig
macht (d. h., indem man sie durch Erweiterung mit dem Erweiterungsfaktor auf
den Hauptnenner bringt) und sie dann wie gleichnamige Briiche behandelt.

P 1 1
Beispiel 1: e

Der Hauptnenner von a und b ist ab. Der erste Summand wird mit b, der zweite
mit a erweitert,
1,1 _1.-b,1-a" bta_a+tbh
et T =antreT " ~

Beispiel 2:
2a—2b 2(a+b)  aF—0?
Wir bestimmen zuniichst den Hauptnenner durch Zerlegung in Primfaktoren:

Erweiterungsfaktor

20 —2b =2 (a — b) a+b
2a+b) =2(a+ b) ' a—b
(tsz2=i{fb)(a~b) 2
2(a + b) (@ — b)
=2(a® — 1?)

Nun werden die Briiche gleichnamig gemacht.
1(a + b) _ la—b) b2
Ca—2hat b 2@tba—b (@ —b2
_at+b—a+b—2b
T 2=y
0
=2 __

2(a® — b3
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Aufgaben
T L g ie_2 g E_Tr
6‘”%'”*%” b) %“_%“ 9 154* 28'1‘ vty
¢.n)%u—%b+%a b) ;—ch+T'2—c c)igz——%;—?_{:

9. Bilden Sie selbst weitere Aufgaben dhnlicher Art!

10. Welchen Wert erhalten die algebraischen Summen in den Aufgaben

a) ha b) 5a ¢) 6a d) 7¢ ¢) 8a, wenn x = — 0,5 und y = 2,5 ist?
11. Welchen Wert erhalten die algebraischen Summen in den Aufgaben
a) 5b b) 8b, wennm = — 2 und n = 1,5 ist?
1 1 1
12.0) ot by =
2 5 Ta 5b 3 7 &b 5b
a2ty W= YV 3m " Tn Y5ty
a b m n 3 5 8¢ 2c
Weo) 55— 7 R T CETRATY D Ta " sm
- 3a b a 7b 3b 9 14a b
B.a) st og W~y A gtz Y 5, tip
16. Welchen Wert erhalten die algebraischen Summen der Aufgabe 15, wenn a = 2, b = —1,
z=—35, y=205 ist?
a n d 1
l7.n)T+2 b) m+ = 0 7-5 d)1+7
1 1 1 2 5 7 1 1 1
Bfotyha Bty Tw LRl el
1 1 1 a b c ab ac be
W) ot vy W et T @ 9 Tde " de T ade
3z S5zy by 2a  Ya ha ;2 1 1
2. 9) Tmn _’1’47,E+ mn 2 322 5a? + 7a? 9 3ab +a + 14ab
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Das Rechnen unter Verwendung allgemeiner Zahlsymbole

gazingmtin ) EE O ot ot
o4, ) 2;-;»31L+31[‘—y+y—84z W _21;3y+4z;{[)5y_y-;031
25. 1) 4m;—5n_2ms—4n mv43n -c:b
gs_n)g‘;_v‘zy Z—Z W) 31'—{1-2y 21-21—y2£* 2.1-J53y
2.‘...))2_711 ﬁ_ 1/21:11 b) Qn;:}b _ﬂtia—blnlﬂ Sa;;ﬁb
%0 Lt oy B ey
0.0 1+ B~
bl P e W
w =t T
32.0) S:Z;y a 331? N 3:1:1; 5Z:b2b
33.&)1—%_1,—&%1 M-

== R m"—,iq'*"‘_%i
85:.a) 3(a2— b 3(_a2+ b) + a21—b2 b Qi”jbb) - 3¢£a+_bﬂ+ ue‘ibf
e e T T o
% r-mrteentern— -
R R LI
&y%—a*’%—ﬂ“x_i? b1 212—1_3z7—1+2x3—3
a0: (miuAcl W (mE it m/il _Ti
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3 5 7 8 26 2
41'h17+a+b b ;+m—n 'cja—i»b_T

1 Sz —3a® r—y 9z 5z
2 ot s —_—— —_—
42foy xy x4y by mn m+n Q a—1b ab
. 2z 1 5 9ab 2 mn
13:9) z—l»y_ﬁ ) H+ b—a 9 mn m-+n

p__rty iﬂ_ b m+n __ mn
H.0) p+q P b) a a-+b 9 mn m—n

: — )2
d5on) el L w 2t 4 &) by J= B

Y zz r—q mn
46. Zeigen Sie, dal n),—"::p-f—m%"’), b) %:%— z ist!

5. Multiplikation von Briichen

Die Regel fiir die Multiplikation von Brichen lautet:

Briiche werden multipliziert, indem man ihre Zihler miteinander und ihre

Nenner miteinander multipliziert.

Fiir zwei Briiche mit allgemeinen Zahlsymbolen geschrieben:

a ¢ _ac
D'aT ba

Dabei sind die Briiche vor der Multiplikation méglichst zu kiirzen.

().

Ist einer der Faktoren eine ganze Zahl, also c¢in Bruch mit dem Nenner 1, so ver-

einfacht sich Gleichung (1) zu

a a c ac
T T T
Aufgaben

La) 1.5 b -3 0 210 9.,
3.n)'—;.5 b)—“;-a c)%m 3 aQ 1457. 10
4. a) 306-% b)%-mz ) 12m~% d)%‘ao[
5&)%-3 b)1—"0-5 c)T—xy-M W 1558y
6.) a-% by 5z o a»:—x W v
@ 0) z 72;z b) 3""«?:;2 9 7ra %:;qz ) 5z 10112

€
)
)
€

e

<

€)

€)

2)

=
-~

< e

13

e ~|w m‘w | e
E) - L
R
&
8 -
=

-
=
=
<
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8 S5ax  2ba 20mn J21b o 2ab Sex 8ax 3ay 9z2 - 4z
?b; 15ax " Tbz Snax ‘73'61)3/ 5by 4ba & bay 18mz
Scd  2hno 4h2ef 121y 26bec  3az
e 18mn " 35de 11op )—) 13ab 18Jz "52cd
a+b & c d n+h 8—h s+t 22
10.5) a—b'5 b) m+n m—n 9 "—h g+ h ) s—t 2
11. a) (a.c2+b.r+c).1r b) (42 + 122 4+ 162 — 2) . TT
2 4 a? 3 15 27 a®
2 o pn L L —=d = _ 2 _g).E
12.8) (Atz_“ z +6) kD (.t-’+ a2 @ ) 3
m n o\ m 1
15:3) (T+7+Tn)‘7 " (Z*T+c> abe
[ a 2 3 3 a b c x
14. 2) (?—3b+70) R b) (?*TJ“?)(_?)
3 2 3 70 7 5 3
ot (Fa= gty T W (gm—gntgo) (- 200
1 1 1 1 @ z Y w a ¢ b a
w0 (G+3) (o) W G- EY o (g- ) F-4)
o (1-2)(1+2) C=u (54 ) ltry(L-2L
\ y T b z oy

Ga® 58  4et\ [a b 4 | 20ax\ (6y 30a
e s S a)(s‘ﬁ b) (?“f‘m:)(?‘ v “)
maledf wegf e(eg)ey)

1\2 3 2

21. a) (% 3) b) (Tl*%) 0} (~a—%1)(én+%z)
22, a) “ai’; (a® — 1?) b) §:+ab (922 — 2502

4,522 7,5y* 3,522 S5x Tt 132 2\ 70
£ ")( et G “sc‘e‘)"‘“yz R (3,¢+W‘m+7)ﬁ
o1, (LA 11

; (;+T-(a—b)+(a+b)+<a+bj(;—7)

= (- e 3)

2 2
26. i T —— —
Vergleichen Slea = m\md 3 @ Wenn

a) x =4, b) 2= —35, €) x=1, d) 41 ist!
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6. Division durch Briiche

Wie uns bekannt ist, gilt fiir die Division durch einen Bruch folgende Regel:

Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit dem reziproken Wert des
Bruches multipliziert.

Mit allgemeinen Zahlsymbolen geschricben:

a c_a d_ad
R Al i T

Welche Vereinfachungen ergeben sich fiir den Fall, daBl
a) der Divisor ganzzahlig ist,
b) der Divisor ganzzahlig und Teiler des Zahlers des Dividenden ist,

¢) der Dividend ganzzahlig ist?

Beispiel: a—b a®—2ab+ b?
a+b " a® — b
a—b a® — b

a—b (u+b)(a—b)

~a+b (a — b)?
=1
Durch Einsetzen von bestlmmten Zahlen kann man die Richtigkeit des Ergebnisses
nachpriifen. Wir setzen busplels“ eise @ = — 2, b = 3 und erhalten damit

—2-3 441249
—3+3°' &—9
_5.

1
=(—5):(—5) =1

| |
el @

Bei vielen Aufgaben, in denen algebraische Summen durcheinander dividiert werden
miissen, kommt man mit den bisher angegebenen Verfahren nicht zum Ziel. Man mufl
dann ein Verfahren verwenden, das man sich an Hand der Division mehrstelliger be-
stimmter Zahlen veranschaulichen kann.

Beispiel: 672:21

672:21 =32
63
42

Dieses Verfahren ist nur eine vereinfachte Form des nachfolgend angegebenen, bei
dem Dividend und Divisor als Summen von Vielfachen von Zehnerpotenzen geschrieben
werden.

672 = 600 + 70 4 2
=241

Dann lautet die Aufgabe: (600 + 70 + 2): (20 4 1)

2 [00919)
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Man teilt hierzu das erste Glied des Dividenden durch das erste Glied des Divisors und
multipliziert mit dem erhaltenen Quotienten den gesamten Divisor. Diescs Produkt
subtrahiert man vom Dividenden und wiederholt das gesamte Verfahren mit dem sich
ergebenden Rest.

(600 + 70 -+ 2): (20 4 1) = (30 - 2) = 32

— (600 + 30) Probe: 32.21
T 4042 64
—(40 + 2) 672

In gleicher Weise dividieren wir algebraische Summen, deren Glieder allgemeine
Zahlsymbole enthalten.

1. Beispiel: (45a® 4 23ab — 5612): (5a + 7b) = 9a — 8b
— (45a* 4 63ab)
— 40ab — 5652

— (— 40ab — 56b2)

Probe: (9a — 8b) (5a + 7b) = 45a% + 63ab — 40ab — 5612
= 45a® + 23ab — 5612

2. Beispiel:  (48aw + T7yz + 66yw -+ 56az): (82 + 11y)

Ordnen: (48aw + 562z 4 66yw + T7yz): (82 + 11y) = 6w + 7z
— (48aw + 66yw)

Probe: (6w + 7z) (8a + 11y) = 48aw + 66y + 562z + T7yz

3. Beispiel: (6a®y + 4y — @ — 9a®y2): (a® + 292 — 3ay)

Zunichst ordnen wir nach Potenzen von y. Da im Dividenden die 3. Potenz von y
fehlt, wird hier eine Stelle frei gelassen.

(4yt —9112‘1/24-Ga“’y—a‘):(2y”—3ay--}-a2)=2y2+3ay-a2 .
—(4y' — Gay® + 2a%y)
Gay?® = ha”T/z + 6a®y
—(6ay® — 9a*y* + 3a®y)
— 2a% + 3aPy — o
— (= 2a*°y* 4 3a®y — d
2ay® + 3ady — ab

Probe:
(2y*+ 3ay — a?) (2y® — ay + a?)
=4y —6ay® + 2a>2 + Gay® — 9a2y? + 3Py — 2ay® 4 3aPy — ot
=4y' — 9a®y? + 6ady — al.
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4, Beispiel: (a®—b%):(a — b) = a* + a®b + a®b* + ab® + b*

— (a® — a%b)
atb — b®
— (a%b — ad1?)
—ap
— (a®b® — a2b?)
&P -1
— (a®b® — alb?)
abt — b
— (abd — 1)

Probe: (a4 a3b+ a®b® + ab®+ b*) (@ — b)
=5 — a*b + atb — a3b% + aPb? — a?b® + a?b® — abt + abt — b°

= a5 — 1S,
Aufgaben
4 1 10 9 9
1oa) 8: b) b 0 15: ) 18: 4 € 48: 5
18 9 25 46
0. - ».S L 29 .
2. a) 82: 25 b) 72: 4 0 12: 5 ) 30: 55 ) 28:—

8. Was konnen Sie bei der Division durch einen Bruch iiber den Quotienten aussagen, wenn
a) der Divisor < 1, aber > 0 ist, b) der Divisor = 1 ist, ¢) der Divisor > 1 ist?
4, Wie heifit der reziproke Wert von

2 5 9 1 k 3 7 9 27
a) 5 b)TT‘v ()ﬁx d)ﬁ, l‘]‘Q‘! I)T, 2) T h) 'ﬁ?
5. Was liir eine Zahl ist der reziproke Wert
a) eines unechten Bruches, b) eines echten Bruches, ¢) von 1?

6. a) i < —g—; welche Beziehung gilt fiir die reziproken Briiche?

b) > i ; welche Beziehung gilt fiir die reziproken Briiche?

¢) Welche Beziehung besteht zwischen (— %) und (7 /1) und ihren Kehrwerten?
A

d) Bilden Sie selbst dhnliche Aufgaben!

7.8) 15b % b) zoc:;: 086y @) 72y:-§— ¢ 50z: 50
8.a) 5a: 1g—u b) 302: 1:: 0 201:3—’; @) 242:—8—1:— ) 70,":3%
9.0) 12m:57  b) o,smg_: 9 2,43:% Q) —08r 0’ i3
10. 8) 5222: 1?:3 b) Shmt: 1822";" &) 2,804 0_08

2



11. 9)
12. 2)
13. )
Ny
LAY
N
17. 2)
18. )
19. a)

20.a)

25. a)

26. )
o

Das Rechnen unter Verwendung allgemeiner Zahlsymbole

125 16 yz2 —4,8m2n
8. —_ 2,3 . = 3120+ o
60ab ‘T5q b) —48ay za.——%z ¢) —0,96m3n o'_—2,5a
I | 2. 5 4 5 1\ 9
5 Wyy 97y o(-g):F
d z x z 1 ,2 1,
e Pevg A9y Oogigr
3522 105m 52ab  26c ) S 32
17y* " 51n 35¢ " 105n 27ab " 9,9a
8,7gh  58¢g » 0,77a* 2,24% 0,25b  7,5b* Y 36m*n O,ISn_
6,3m  2,1m* 0,0322° 0,9z 2,6¢c 0,39 1,3d " 52df
1,25p 5502 34mn  1,53n 82z 0,94 ¥ 0,35ab 1-’-1-/7
6,4r  24p? L 1,645 " " 2m Q 32z " Ghaw 0,36¢cd " 27g
h 2h m n ab a
a+b 3(a+tb) b)z—y’x—l—y 9 @ —0 at b
ct+d c—d b) m*  m+a 0 r  (r+sp?
c—d c+d m*—a? m— r+s 2
4(a+b) 10 (a+ b)2 B m® —n® 3 (m+ n) 9 zt+y x4
3(m—n) Tc(m—n) Sla—10b) " a-+b 7 R —
a®—2ab+b* a—1b
a+2ab4+b2"a+b
2y w4\, %Y
mno m n IIIT
xyz _ & y\ (—ay b Sa _ 8b , 4c ). 12
abe @ b))\ ab 8bc ~ 2ac ' 3ab)’ _sz‘)
a _ b m? n2 h+1 14k
b a n T m kT
| s TE
b a m n h F hk i k
% y? 2 2 y? a?
e = "
% @ b) m n 9 a a
ER] T _ 2 T
y 'z mr T nE 2T
1 2 1 1 2 1
22 YV zu ¥V 2 zu ' &
@ zy oy b) & zy Y
1 1 1 1
o T T
z Y @ Y

(15ac+24bc +10ad+16bd): (5a4-8b) _b) (9mo+21no—12mp — 28 np) : (3m +7n)
(0,4ay — 2,42z +1,8bz—0,3by) : (y— 63)
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¥l a8y (152 + 15y) : (= + v) by (32a — 24b) : (ka — 3b)
98.4) (72m -+ 16n) : (18m - 4n) ) (40 — 48y) : (102 — 12y)

29, a) (cm —cn — dm + dn): (m —n)
b) (30a1—20bz+8by—1"ay) (+10z — 4y)

30.9) (45ac-- 60be + Shad -+ 72bd): (3a + 4D)
b) (562z -+ TTyz + 48aw + 66yw) : (11y + 8a)

31.‘3) (56m* + 11mn — 15n%) : (Tm — 3n) ) (6042 —87fg — 42g%) : (12/+ Tg)
€ (—15a* + 2z + 24): (6 + 5z)

32.]a) (3a== — 2 bt 2 b’) ; (% = g)

l,.’)(20 ,w+4bz—7aJ———by) (—13£a+%b)
‘0)(33 m? 4+ = mn—-i—gsng) (%nz—i—%n)
33)::\)(4 ~ 22 s 4):(6:0—5) b) (2 + Mo+ 2): (48
c)(4x=—1—2x—4):(6:c+5)
84.a) (222 4 3,32y + y?) : (42 + 5) b) (a® — %) : (@ —b)
€) (m?® + 4,6mn — 2n%): (5m — 2n) d) (h® — 27b%) : (h — 3b)
- 1 3 4
3o-a)(2 — et ) (~2—x2—§x+z)

9 1291221,9._2‘5.
b)(—ma:‘—— 360" & +—a,—?).(2x+?a,—6)

86.0) (1 —z— 322 + a8+ 220 : (1 +20+39) D) (a8 — 222+ 1)z (a® — 224 1)

Das Rechnen mit der Zahl 0

Die Zahl 0 besitzt unter den bisher bekannten Zahlen eine besondere Stellung. Man
kann zwar zu jeder Zahl z die Zahl 0 addieren:

24 0=0+a=a; firs =0heiftdas0+0=0 (1)
und von jeder Zahl » die Zahl Null oder von der Zahl 0 jede Zahl & subtrahieren:
z—0=2; 0 — 2= —z; fir 2=0 heift das 0 — 0 =0. )

Man kann auch jede Zahl z mit der Zahl 0 multiplizieren:
2-0=0.2=0; fir =0 heiftdas 0-0=0, (3)
und auch die Zahl 0 durch jede von O verschiedene Zahl z dividieren:

0:2=0 fir @0 %)
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Was ergibt aber die Division z: 0?

Hierzu betrachten wir den Quotienten 7n Fiir 2 setzen wir z. B. 5; fiir n der Reihe
nach die Zahlen 100; 50; 10; 5; 1; 0,1; 0,05; 0,01...

Es ergibt sich:

= o5 = 100
2o ﬁﬁ = 500
Wir stellen folgendes fest:
Je kleiner der Nenner n wird, desto gréBer wird der Quotlent —. Wenn n beliebig

nahe an 0 herankommt, so wird der Quotlent — grofer als jede noch so groBe Zahl,
LaBt sich demnach die Division y = 7 au:fuhren’
Wenn die Division ausfiihrbar wiire, dann miiBte die Gleichung y = W durch Multi-
plikation mit 0 umzuformen sein in
0-y=5. (5)
Gleichung (5) widerspricht aber Gleichung (3).
Wiihlt man statt 5 eine belichige Zahl & == 0, ergibt sich das gleiche Resultat,
Folgerung:
Eine von Null verschiedene Zahl 2 kann man nicht durch 0 dividieren,
Was ergibt aber die Division %?

Uns ist bekannt, daB Briiche mit gleichem Zihler und Nenner den Wert 1 besitzen:

2
10 3 0,5 3 ;
=5 T=14 =L =4 allgemem%:l,
5
Man sollte also annchmen, es wire auch o = 1. Das ist jedoch nicht der Fall. Wir
geben dafiir folgende Erklirung:
5-0=11.0.

Angenommen, % wire 1, so diirfte man beide Seiten der Gleichung durch 0 dividieren

und man erhielte
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0 0
5~6=11-—6- (6)
5.1=11-1

5=11

Dieses Ergebnis ist offensichtlich unsinnig.
Setzen wir g — a, so folgt durch Multiplikation mit 0
0=0.-2=2-0. (7)
Die Gleichung (7) wird aber von jeder beliebigen Zahl » erfiillt. Also ist % nicht etwa
nur 1, sondern auch 3, 9, 11 5 ();4 o
Folgerung: %— ist unbestimmt,

Ergebnis: Durch 0 kann nicht dividiert werden !

Man muB also vor jeder Division priifen, ob etwa der Divisor gleich 0 ist bezichungs-
weise unter welehen Bedingungen er 0 wird. In diesen Féllen ist die Division nicht
ausfithrbar.

Aufgaben

1. Unter welcher Bedingung sind die Aufgaben a) 31c, b) 33 des vorangegangenen Kapitels
losbar?

2, Welchen Wert haben die Ausdriicke

= (x4 4) (¢4 5) — (v + 6)
6 =a?+ 9+ 20 —a? — 122 — 36

Wo steckt der Fehler?
4.1 6
32

Wo steckt der Fehler?

1 Die Aufgaben sind entnommen aus W. Lietzmann: Wo steckt der Fehler? Leipzig:
B. G. Teubner,Verlagsgesellschalt, 1950.



B. Algebra und Analysis

II. Die lineare Funktion

7. Vorbereitende Ubungen

1. Uberlegen Sie, welche der folgenden Begriffe so voneinander abhiingig sind, daB einem
bestimmten Wert des einen stets ein bestimmter Wert des anderen zugeordnet ist! Formu-
lieren Sie das Ergebnis unter Verwendung des Begriffs ,,Funktion*! Stellen Sie, wo es mog-
lich ist, Wertetafeln auf und geben Sie die zugrunde liegenden analytischen Ausdriicke
an! Konnen diese Forderungen bei einem Beispiel nicht erfillt werden, so muf die Be-
griindung angegeben werden.

a) Menge und Preis von Zucker, Obst, Kleiderstoff . . .

b) Alter und durchschnittliche Grife von Kindern,

¢) Geschwindigkeit eines Kraftwagens und Fahrzeit fiir 100 k.

d) Geschwindigkeit eines Kraftwagens und Grifie der Windschutzscheibe,

€) Stromstiirke und Leistungsaufnahme verschiedener Geriite bei 220 V Spannung.
) Stromstirke und Betriebsdauer verschiedener Geriite bei 220 V Spannung.

2. Die folgenden analytischen Ausdriicke von Funktionen sind in impliziter Form gegeben,
Sie sind jeweils in die beiden moglichen expliziten Formen umzuwandeln. Geben Sie nach der
Umwandlung jedesmal an, welches die abhiingige und welches die unabhingige Verinder-
liche ist!

a) 50 —4hy —9=0 b)%y*%.r=7

0 %=2—x ) 30,52 —0,2y) = 0,12y — 3)
e)“s;”=0,2+3y D (22—3) hy+7) = 08y —1) 102 — 2
g)(a:—2):(y+%)=2:5 h) 2 —y=0

3. Nennen Sie je zwei analytische Ausdriicke von Funktionen 1., 2. und 3. Grades!
4. a) Welche Bedeutung haben beim analytischen Ausdruck der linearen Funktion Yy=ma+n
die Grofien m und n?
b) Vergleichen Sie y =22 + 1 mit y =3 4 1 und mit y — 242!
5. Stellen Sie die folgenden linearen Funktionen in einem rechtwinkligen Koordinatensystem

grafisch dar!

Ay=+z und y=—z I)]y:v]—gr.r: y=

und  y=— "4
2 4 3

T

Il
5

c)y:%z-{».’i undyzféa:-3 d) 2244y —10=0 (’)%1/—



8. Definitionshereich und Wertevorrat einer Funktion

1) Wir kennen bereits zwei Arten von Funktionen:

a) Funktionen, denen ein analytischer Ausdruck zwischen den Veréinderlichen zu-

grunde liegt:

Beispiele:

(1) Die lineare Funktion: y = ma 4+ n (Verdnderliche: x und y)
P =k - M (Verianderliche: P und M)
I bedeutet dabei den Preis fiir die Mengeneinheit.

(2) Warenpreis P und Warenmenge M :

(8) Stromstirke I und Widerstand R: I = EU (Verénderliche: I und R).

U bedeutet die angelegte konstante Spannung.

b) Funktionen, fiir die kein analytischer Ausdruck angegeben werden kann.

Beispiele:

(4) Tageszeit und Lufttemperatur

(5) Lebensalter und Kérpergewicht cines Kindes

(6) Viele statistische Angaben.

Die einander zugeordneten Werte kénnen wir bei den Funktionen beider Arten je-
weils in einer Wertetafel niederschreiben oder als Koordinaten von Punkten in cinem
Koordinatensystem grafisch darstellen. Doch besteht dabei ein wichtiger Unter-

schied.

Fiir Funktionen der Art a) kénnen wir die Wertetafel mit Hilfe des analytischen
Ausdrucks berechnen, und dabei die Wertepaare durch Zwischenschaltung (Inter-

polation) beliebig verdichten.

Fiir das Beispiel (3) erhalten wir mit U = 220 Volt:

R (in Ohm) | 50 100 150 200 250
I (in Ampere) gerundet I 446 22 1.5 1.1 0,9
1 (in Ampere)
Bei der grafischen Darstellung (Abb. 4) s
diirfen  wir infolgedessen die einzelnen
Punkte durch einen Kurvenzug verbinden. &
(Auchdie Gerade wirdin diesem Zusammen- Abb. 4
hang als Kurve bezeichnet). Beliebige
Punkte dieser Kurve konnen zum Ablesen
weiterer Wertepaare benutzt werden. 3
Die Wertctafeln von Funktionen der Art
b) kénnen aber nur empirisch, d. h. durch 3
Beobachtung oder Erfahrung erhalten wer-
den. Fiir das Beispiel (6) entnehmen wir
50 100 150 200 250 R(in Ohm)

zum Beispiel dem Statistischen Jahrbuch
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der DDR eine statistische Aufstellung der Zahl der Polikliniken in der DDR jeweils
zum 31. Dezember des betreffenden Jahres:

Jahr |1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956
Anzahl der Polikliniken in der DDR l 184 229 269 327 354 369 373

Solche Wertetafeln kénnennichtdurch o

Interpolieren verdichtet werden; sie sind 400 Johl der Pallkliniken
5 s o ; T in der DOR

auf die wenigen empirisch ermittelten
Wertepaare beschrinkt. Die grafische 350+
Darstellung besteht infolgedessen hier
nur aus den zugehérigen einzelnen (,,dis- 3001
kreten*) Punkten (Abb. 5). Diese diir-
fen nicht durch eine Kurve, sondern
hichstensdurch Strecken verbunden wer-
den. Zwischenpunkte auf diesen Strek-
ken kénnen niemals zum Bestimmen et
weiterer Wertepaare der Funktion be- 1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956
nutzt werden, Je 31. Dezember

Wenn zwischen zwei Mengen verschie- Abb. 5
dener GroBen ein, solcher Zusammen-
hang besteht, daB bestimmten Werten z der einen Menge stets bestimmte Werte yder
anderen Menge zugeordnet sind, so stellt diese Zuordnung von z und y cine Funktion
dar. Diese Beziehung ist wechselseitig: 2 ist eine Funktion von yund yist eine Funktion
von z. Die beiden GroBen 2 und y heiBen die Veranderlichen der Funktion.

250 1

2001

2) Die Menge der Werte, die die unabhiingige Veriinderliche annchmen kann, nennt
man den Definitionshereich der Funktion. Demgegeniiber bezeichnet man die Menge
der Werte, die die abhiingige Veriinderliche annehmen kann, als Wertevorrat.

Die Angabe des Definitionsbereiches und des Wertevorrats ist vor allem bei solchen
Funktionen wichtig, denen sachliche Zuordnungsvorschriften oder Naturgesetze zu-
grunde liegen. Denn bei ihnen umfassen beide meist nicht die unbegrenzte Folge aller
rationalen bzw. irrationalen Zahlen, wie es z. B. bei der formalen linearen Funktion
y = ma + n der Fall ist.

Beispiele:
(1) Der von einem Kraftwagen zuriickgelegte Weg y ist bei 80 km/h Geschwindigkeit

eine Funktion der Zeit 2 mit dem analytischen Ausdruck y =80 - a. Definitions-
bereich: 2 > 0; Wertevorrat: y > 0.

(2) Die Kérpertemperatur ¢ eines Fieberkranken ist eine Funktion der Tageszeit.
Wertevorrat (infolge biologischer Bedingungen): 34° < ¢ < 42°.

(3) Die Schnittgeschwindigkeit » einer Drehmaschine ist eine Funktion der Drehzahl n.
Liegt kein stufenlos regelbarer Antrieb vor, so umfaBt der Definitionsbereich nur
eine gewisse Anzahl von Drehzahlstufen, z. B. 18; 29; 46; 74; 118; 188 . . .

Definitionsbereich und Wertevorrat kénnen also einseitig begrenzt sein (Beispiel 1),
zweiscitig begrenzt sein (Beispiel 2) oder nur aus einzelnen Werten bestehen (Bei-
spiel 3). '
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Definitionsbereich und Wertevorrat miissen wir auch
bei der grafischen Darstellung beachten. Im Beispiel (1)
ist deshalb wegen >0 und y >0 nur die Halbgerade 1
im I. Quadranten gerechtfertigt (Abb. 6). 200+

y linkm)

Zusammenfassung:

1. Zwei Mengen verschiedener GréBen, die wechsel- 100+
seitig einander zugeordnet sind, bilden eine Funktion.

2. Kann man einer Funktion einen analytischen Aus-
druck zugrunde legen, so lassen sich die Wertepaare t 1 : 2' m/
berechnen.

3. Liibt sich kein analytischer Ausdruck angeben, so A ¢
konnen die Wertepaare nicht berechnet werden.

4. Die Mengen der Werte der unabhingigen Veriinderlichen (Definitionshereich)
sowie der abhiingigen Veriinderlichen (Wertevorrat) werden hiiufig durch den
Sachverhalt beschriinkt. Das ist auch bei der grafischen Darstellung zu be-
achten.

Aufgaben

Bei den folgenden Aufgaben sind jeweils nachstehende Fragen zu beantworten:
a) Welche GroBe soll als unabhiingige, welche als abhingige V:
b) Wie groB sind Definitionsbereich und Wertevorrat ?
€) Wie heilit der analytische Ausdruck, falls ein solcher angegeben werden kann?
d) Wie sieht die grafische Darstellung unter Beachtung von Definitionsbereich und Werte-
vorrat aus?

viinderliche betrachtet werden?

1. Das Kérpergewicht P eines Kindes wurde in verschiedenem Lebensalter L bestimmt:

L (in Jahren) 1 0 4 2 3 & 5 6

P (inkp) [ 32 96 120 142 160 17,6 19,0
Welche Bedeutung hat die Angabe L = 0?

2. Die barometrische Hohenmessung beruht aul der Ermittlung der Luftdruckabnahme mit
zunehmender Entfernung des MeBortes von der Erdoberfliche. Verschiedenen Hohen (h,
in Kilometern) sind die folgenden Luftdriicke (p, in Torr) zugeordnet:

h|01 2 3 3 5 6 7/ 8 9 10

p | 760 674 598 530 470 417 370 328 291 258 229

8.a) Um den Nullpunkt eines Koordinatensystems ist ein Kreis mit dem Radius r =1
beschrieben. Eine Parallele zur y-Achse wird von der Stelle # = —4 bis zur Stelle
2 — - 4 verschoben. Die Zahl der gemeinsamen Punkte dieser Geraden mit dem Kreis
ist eine Funktion des Geradenabstandes von der y-Achse.
b) Lisen Sie dieselbe Aufgabe fiir einen Kreis mit dem Radius r = 3 und [iir eine Parallele
zur 2-Achse!
4. Ordnen Sie Gewicht und Volumen verschiedener Werkstiicke einander zu
a) aus FluBstahl (y = 7,85 kp/dm?®);
b) aus AluminiumguBlegierung G Al Si 13 (y = 2,65 kp/dm?)!
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5. Durch Einsatz von Arbeitsinstrukteuren im Bergbau eines Steinkohlengebietes wurden
u. a. die Schichtleistungen dreier Hiuer in einer Woche folgendermaBen gesteigert:

= —_ o
) Sehichtnorm Schichtleistung in m
Hiuer . 3
B 4. 12, 6.12. 7-4%; 8. 12 9.12. 10.12.
6,5 5,3 6,5 6,4 78 12,1 8,9
6,5 5,0 6,2 7,3 8,7 7,5 8,5
c 65 6,3 4,2 7,0 | 10,5 | 8,5 8,5

6. Das Volumen des Quecksilbers im Thermometer ist eine lineare Funktion der Temperatur.
Bs vergrofert sich durchschnittlich bei Erwirmung um 1° C um 0,0189, seines Volumens
bei 18°. Quecksilber erstarrt bei —39° C und siedet bei + 357° C.

7. Das Zichen der Winterfurche auf einem Feld erfordert bei Einsatz eines Dreischarpfluges
18 Arbeitsstunden.

8. Eine Schraubenfeder beginnt sich bei 80 p Belastung auszudehnen, und zwar bei je weiteren
50 p Belastung um jeweils 159, ihrer urspriinglichen Linge. Bei Verlingerung auf das
2,5fache der urspriinglichen Liinge indert sich ihre Elastizitit merklich.

9. Der elektrische Widerstand eines Kupferdrahtes von 1 m Linge und 1 mm Durchmesser
betrigt 0,022 Q. Widerstand und Leiterquerschnitt sind produktgleiche GroBen.

9. Die Nullstelle der linearen Funktion

1) Wir wissen bereits, daB die grafische Darstellung einer linearen Funktion in
einem rechtwinkligen Koordinatensystem stets eine Gerade ergibt. Zur Untersuchung
benutzten wir die explizite Form des analyti-
schen Ausdrucks:

y I(m} y=ma+ n.
In dieser Form ist 2 die unabhingige und y dic
2 *2 abhiingige Verinderliche, Dabei bedeutet m den
| Richtungsfaktor oder Anstieg und n den Abschnitt
193 auf der y-Achse. In der Abbildung 7 stellt die Ge-

\ 141 + 1 rade g die Funktion y = — % z 4 2 dar. Zuihr

NO

\ ist durch den Koordinatenursprung die Parallcle 2
gezogen. Diese schneidet die im Abstand -1
P zur y-Achse gezogene Parallele gy im Punkte

l x. (+ 1; — %) Auf dieser Parallelen 1aBt sich also
g

m=— g ablesen. Der Abschnitt auf der y-Achse

Yy betrigt dann n = 2.
Oft ist der analytische Ausdruck einer linearen
Funktion in der impliziten Form gegeben:
\% 32+2y —4=0,allgemein: A2+ By+ C=0
\ (4, B und C sind von 0 verschiedene belicbige,
Alb. 7 vorerst rationale Zahlen).
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Wir stellen beide Formen gegeniiber:

Explizite Form einer Funktion Implizitc Form einer Funktion

Zahlenbeispiel :

|
|

z+

Il
o

_;3_ I+l

3

y—

5
I

allgemein:

y+[c|=0

[=+[2]

B

Il

Yy T+

Durch Umformung kann man leicht aus einer Form die andere gewinnen. Fiir
das Aufstellen der Wertetafel und fir die grafische Darstellung wird die implizite
Form in die explizite umgewandelt:

3a+2y—4=0 Az+ By+C=0
Yy, = =Bk By =-—Az—C
3 A C
y =—-§a:+2 y =8 =

2) Die Gerade in AbBi]dung 8 entspricht dem analytischen Ausdruck y =— —g— z+2.
Sie schneidet die z-Achse in P; und die y-Achse in Py, Wir erkennen:

P, (Schnittpunkt mit der z-Achse) hat die Ordinate y; = 0.
P, (Schnittpunkt mit der y-Achse) hat die Abszisse 2, = 0.
Die anderen Koordinaten dieser Schnittpunkte (Abszisse a; und Ordinate y,; vel.

Abb. 8) kénnen wir mit Hilfe des analytischen Ausdrucks y = — %z+2 wie folgt
berechnen:

Schnittpunkt: P; (mit der 2-Achse) P, (mit der y-Achse)

Bedingung: y =0 2, =0
Bestimmungs-
gleichung fiir 2;: fiir y,: _y
3 3
0=—§xl+2 o=—5-0+2 i
Ergebnis: . =2
rgebnis: =7 Yp=2 510
P, (%;0) P, (0;2) e
1y, = 2 ist uns schon als Abschnitt auf der y-Achse bekannt. N L A Rlx; 0/
Entsprechend bedeutet z; = % den Abschnitt aufder z-Achse s,

(Abb. 8), z; = % ist rechnerisch derjenige Wert der unab-

hiingigen Verinderlichen z, fir den der Wert der Funktion  Abb.8



30 Die lineare Funktion

y=— % 2+ 2 gleich 0 wird. Aus diesem Grunde nennt man den Wert ) = ;i
die Nullstelle der Funktion y = — % z+ 2.

Die Nullstelle der Funktion ist also gleich der Abszisse des Schnittpunktes der ent-
sprechenden Geraden mit der a-Achse. Die Nullstelle ist demnach ein Zahlenwert (im

3
den Abschnitt auf der 2-Achse vom Ursprung bis zum Schnittpunkt mit der Geraden,
dargestellt. Verwechseln Sie diese Begriffe nicht!

3) Nicht alle Geraden schneiden beide Achsen des Ko- y x=a
ordinatensystems (Abb, 9). +

Zahlenbeispicl oy = i) Dieser Wert ist im Diagramm geometrisch durch eine Strecke,

Die Parallelen zur y-Achse schneiden nur die 2-Achse; sie I T y=b
entsprechen dem analytischen Ausdruck z = a. Nullstelle: 1.

2; = a. Die Parallelen zur 2-Achse schneiden nur die y-Achse; leg=
sie entsprechen dem analytischen Ausdruck y=b. "

Die Funktion y =b hat keine Nullstelle; denn y ist fiir jeden 1
Wert fiir & gleich b und niemals gleich 0. (2 und b kénnen
dabei belicbige von Null verschiedene rationale Zahlen sein.)

Wenn wir von dem Fall y = b abschen, kénnen wir sagen, daf} jede lineare Funk-
tion y = ma + n mit m =0 genau eine Nullstelle @y besitzt. Thre Berechnung fithrt
auf die lineare Bestimmungsgleichung 0 = ma; + n. Da aber jede Bestimmungs-
gleichung 1. Grades auf dic Form ma; + n =0 gebracht werden kann, folgt daraus,
daB jede Bestimmungsgleichung 1. Grades genau eine Lésung haben muf.

Abb. 9

4) Der Begriff der Nullstelle gilt nicht nur fiir lineare Funktionen, sondern auch
fiir Funktionen hoheren Grades.

Wenn wir die Zuordnung zweier GréBen @ und y feststellen, tiber die Art der Funktion
(ob linear, quadratisch usw.) aber nichts aussagen wollen, so wollen wir kiinftig y = f(2)
schreiben. Gelesen: ,,y gleich f von a*. Das soll bedeuten: y ist irgendeine Funk-
tion von &, und zwar ist der analytische Ausdruck, falls iiberhaupt einer existiert, in
der expliziten Form gegeben. Ist der analytische Ausdruck in der impliziten Form ge-
geben, wollen wir F (z, y) = 0 schreiben. Statt { bzw. F kénnen auch andere Symbole
wie g, b, L, f; usw. verwendet werden. Allgemein kénnen wir demnach sagen: Setzt
man in einer Funktion y = f(2) dic GréBe y =0, so heiBt der zugehérige Wert
der Veriinderlichen z die Nuflstelle der Funktion: 0 = /(). Durch diese Bestimmungs-
gleichung kann 2, ermittelt werden. Im Diagramm ist die Nullstelle die Abszisse des
Schnittpunktes der zu y = f(z) gehérenden Kurve mit der z-Achse,

Zusammenfassung:

- Der Zahlenwert a,, fiir den y = ma + n gleich 0 wird, heift die Nullstelle der
linearen Funktion. Sie ist gleich der Abszisse des Schnittpunktes der Geraden mit
der x-Achse. Jede lineare Funktion (mit Ausnahme von y = b) hat genau eine
Nullstelle.

. Die Bestimmung der Nullstelle erfolgt mit Hilfe der zugehorigen linearen Be-
stimmungsgleichung ma, 4+ n = 0, m == 0. Jede lineare Bestimmungsgleichung
hat infolgedessen genau eine Lisung.

. Zur Symbolisierung einer heliehigen Funktion verwendet man y = f(x) (explizite
Form) oder F(x, y) = 0 (implizite Form).

o=y

o

=
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Aufgaben

1. Stellen Sie zu folgenden impliziten Formen die expliziten erst nach y, dann nach z aufgelost
her!

a) a+y==4 b)) a—y=5
¢) 3,5z — 2,0y —1,6 =0 d) 36y — 1)+ 16(5z0 — 12y) —10 =0

€592+ 7) + 1,4(5x —3y) +2=0 :)%-%:1

2, Wie grob sind bei den Aufgaben 1a) bis 1f) jeweils Richtungsfaktor und Abschnitt auf der
y-Achse?

8. Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktionen, die durch die analytischen Ausdriicke der
Aufgaben 1a) bis 1{) gegeben sind!

4. Ermitteln Sie die Nullstellen folgender Funktionen auf grafischem Wege!

ﬁ)y:%x—é R y=03z+15 Dy=z+2

A 22 —y=6 e) 2 —2y—1=0 D6 —5y—9=0
5. Wie kénnte man die Lo folgender Besti gsgleichungen grafisch ermitteln?
a) 0,52 —2=0 b) 3x+6=0 ¢) 1,82 —45=0

Warum hat das Verlahren keinen praktischen Wert?

10. Verschiedene Verfahren zur grafischen Darstellung linearer Funktionen

1) Bei der grafischen Darstellung von Funktionen im rechtwinkligen Koordinaten-
system wiihlt man auf den Achsen zweckmiBig solche MaBeinheiten und legt die Null-
punkte der MaBteilungen so, daB die darzustellenden Wertepaare gut wiedergegeben
werden, Das ist vor allem bei Funktionen wichtig, denen irgendwelche Sachverhalte
aus der Praxis zugrunde licgen. Ein typisches Beispiel dafir ist die Abbildung 5.
Bei Funktionen, denen analytische Ausdriicke zugrunde liegen, mufi man aber be-
achten, daB cine Anderung der MaB-
cinheiten oder der Lage der Null-

punkte der MaBteilungen dic Gestalt “ ¢ 6 4
und Lage der Kurven beeinflufit. Das

wollen wir an IHand der linearen 3 5
Funktion y = 32 + 2 genauer unter-

suchen. Abbildung 10 zeigt das Dia- 5 P
gramm  bei gleichen MaBeinheiten

auf beiden Achsen, wenn die Null- 8
punkte beider MaBteilungen im Ko-

ordinatenursprung liegen. "

In Abbildung 11 wurde der Null- 1 2 x - 1. 2

punkt der Teilung auf der y-Achse 7
um 2 Einheiten weiter nach unten

verlegt. Das bewirkt, daf die Gera-
de parallel zu sich verschoben wird — Abb. 10 Abb, 11
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~

und jetzt durch den Koordinatenursprung verliuft, ob-
wohl thrimmer noch der analytische Ausdruck y=3x+2
zugrunde liegt. Wir erkennen, daB die Verschiecbung des
Nullpunktes der Achsenteilung keine Anderung der Nei-
gung der Geraden zur Folge hat.

In Abbildung 12 ist gegeniiber der Abbildung 10 die

i MaBeinheit auf der y-Achse (ey) auf%dcr MaBeinheit auf

S
+

=)

der az-Achse (e,) verkleinert worden (ey =§ez). Das Er-
gebnis ist, daBl die Neigung der Geraden zur z-Achse sich
gedndert hat. Sic halbiert jetzt den I. und IIL Quadranten,
obwohl noch immer y =32+ 2 der zugrunde liegende ana-
Iytische Ausdruck, also der Richtungsfaktor 3 ist. Diesen
kénnen wir aber nach wie vor auf der Parallelen zur y-Achse durch den Punkt (+1;0)
ablesen, wenn wir auf dieser ebenfalls eine MaBteilung mit ey anbringen und zum Ablesen
die Parallele zur Geraden durch den Koordinatenursprung verwenden. Eine Ande-
rung der MaBeinheit auf einer der beiden Achsen bewirkt also eine Anderung der
Neigung der Geraden,

Abb. 12

2) Die grafische Darstellung einer Funktion durch cine Kurve oder durch einzelne
Punkte in einem rechtwinkligen Koordinatensystem ist nicht die einzig mégliche, Wir
wollen jetzt noch zwei andere Arten kennenlernen, namlich die Darstellung durch
Doppelleitern und die durch Leiterpaare.

Die technische Ausfithrung cines Doppelleiter-Diagramms ciner linearen Funktion
finden wir bei Zimmerthermometern, die zugleich eine Celsius- und eine Reaumur-
skala tragen. Die zugrunde licgende lineare Funktion ist 58 = 4C. In der Zeich-
nung tritt an Stelle des Thermometerrshrehens eine Gerade, die zu beiden Seiten je
eine Skala triigt. Diese Skalen nennt man Leitern, die Gerade den Triiger der Leitern,
Die beiden Skalen sind so konstruiert

und angeordnet, dafl die Werte von e
R und C, die nach der Funktion ein- ¢
ander zugeordnet sind, am Triger 8 8
einander  gegeniiberstehen, (2. B. +7 e
+5°C[+4°R;0°C[0° R; —10° C/ “ oz el
—8° R). Diese Artdergrafischen Dar- 5 5ts
stellung nennt man eine Doppelleiter. % 72
Die Doppelleiter entsteht wie folgt 3 — 3
aus der grafischen Darstellung im 2 Vil Pk
rechtwinkligen  Koordinatensystem ot Pl 71+
(Abb. 13). Zuniichst wird die Funk- 5 <7 2 -1 l i
X 5 . +1 42 +3 +4 +5 +6 7 <8 R
tion C = T R als gerade Linie dar- e = ¥
gestellt, wobei auf beiden Achsen 2 <1
gleiche MafBieinheiten verwendet wer- e v e o
den und die Nullpunkte beider Skalen e
im Ursprung zusammenfallen, Jetzt e
projizieren wir senkrecht auf eine Pa- SES—————:
rallele zur C-Achse Abb. 13 ==
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a) die MaBskala der C-Achse und beschriften sie mit den C-Werten, R
b

die Punkte der schriig ansteigenden Geraden, die ganzzahlige 4
Abszissen haben, und beschriften sie mit diesen Abszissen, ’ﬂ

also mit den R-Werten. o

3) Mitunter ist es ibersichtlicher, jede der beiden Leitern der  ; [*2
Doppelleiter fiir sich auf eine von zwei parallelen Geraden zu zeich- e Loy

—

=
So entsteht die Doppelleiter. st te3
=z

=

e

nen (Abb. 14). Ein solches Diagramm nennt man cin Leiterpaar.
Zu ihm gehoren parallele Hilfsgeraden, die angeben, welche Punkte -
der beiden Leitern einander zugeordnet sind. Sie heilen Zuordnungs- /
geraden. In der Praxis werden zwar nicht immer, aber doch vor- // -2
wiegend Leiterpaare mit parallelen Trigern und parallelen Zuord- .Z’é’
/

nungsgeraden verwendet.

Zusammenfassung: I L,
1. Wird im rechtwinkligen Koordinatensystem der Nullpunkt einer ~g/
Achsenskala verschoben, so verschiebt sich die Gerade einer ;14
linearen Funktion parallel zu sich.
2. Wird in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die MaBeinheit auf einer der
Achsen geiindert, so iindert sich die Neigung der Geraden einer linearen Funktion.
3. Neben der grafischen Darstellung in einem rechtwinkligen Koordinatensystem

gibt es noch die durch Doppelleitern oder die durch Leiterpaare.

Aufgaben

1. Stellen Sie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit gleichen MaBeinheiten auf den
Achsen die folgenden Funktionen grafisch dar!
Verlagern Sie dann in einem zweiten Diagramm die Skala der jeweiligen Achse so, dal} der
angegebene Punkt in den Ursprung zu liegen kommt!

a)%,tf%y41=0 a) P,(0; —3) g) P, (0; +1)
B oaty+2=0 @) Py (—2;0) R) P, (+2;0)

9. Stellen Sie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit gleichen MaBeinheiten aul den
Achsen die folgenden Funktionen grafisch dar und édndern Sie dann in einem zweiten
Diagramm die MaBeinheiten aul das angegebene Verhiltnis!

a) v—y+1=0 a) eg ey = 2:1 B) ez:ey =1:2
b) 100 —y+2=0 a) eg:ey =10:1 B) ez:ey =5:2
3. Stellen Sie folgende Funktionen grafisch durch Doppelleitern dar!
a) y=2x b)y:%a: g y=x+2 d) 22+ 3y—12=0

'S

. Stellen Sie folgende Funktionen durch Leiterpaare dar!
5 1
a) K=C+ 273 b) ==0,03-b ) y=—5=a d) z2=3y+ 1

3 [00919]
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5. Entwerfen Sie |)0|)p(”?llf‘rlllul folgende proportionale Zusammenhiinge !
a) Fir 1 AE zahlt eine LLPG 9,80 DM Vergiitung.
b) LuftdruckmaBie: 1000 mb entsprechen 750 Torr.

5 . ~ y
¢) Leistung: 1 kW entspricht 1,36 PS. 110
d) Geschwindigkeit: 3,6 l\‘— entsprechen 1!
e) 3 t Rohbraunkohle entsprechen 1t Helul\uhle L
) 1 Zoll entspricht 25,4 mm. of,
g) 1 Seemeile (sm) entspricht 1,852 km, 90
h) 1 Morgen entspricht 25,53 a.
e w
4 y
E . 0 ?,
1617 18 19 2020 22 23 2% 2526 27 28 1
2 ® 60
8 o0
1 B Qe 20 Ro  sol
m—— 9
2 12 34 5x 0 420 +30 o +50 601 401
R
o -40 4
4 4 % ot
o
3 .50 4 s Abb. 17
Abb, 15 Abb. 16

6. Lesen Sie in den Diagrammen der Abbildungen 15, 16 und 17 die Koordinaten der mar
kierten Punkte ab!

7.8) Zeichnen Sie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die zur Funktion z — 2y =0-
gehirende Gerade!

b) Wiihlen Sie aul beiden Achsen doppelt so grnBe MaBeinheiten und zeichnen Sie die
Gerade erneut! Was stellen Sie fest?

¢) Verfahren Sie genauso mit der Geraden 2 — 2y + 3 = 0! Was stellen Sie diesmal fest?

IIL. Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten
11. Bestimmungsgleichungen 1. Grades mit 1 Unbekannten (Erweiterung)

Enthalten Bestimmungsgleichungen mehrere Briiche, so multipliziert man alle
Glieder mit dem aus allen vorkommenden Nennern nglldeth Hauptnenner,

23 —z 5 1
1. Beispiel: 4+17T+z_rx

M—f—ﬂz ——121 [L
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Jetzt werden dic einzelnen Glieder gekiirzt und zusammengefalit:

84 + 122 =92 — b+ 150 — 3
z=D5

Probe: Linke Seite: —:.Z‘ +1 =%

v 23 1
Rechte Seite: 3% -|-T T T _|_,___2F

5 !
Vergleich: iR

)
-
19

—5 22—7 _192-3

2. Beispiel: =3 953 bz —6
Hauptnennerbestimmung: 32 —3 = 3 (z —1)
2242 = (z+1)
GJ-Z—G:). 3-(z+1)(xz—1)
HN: 2.3-(x+1)(x—1)

Beim Multiplizieren werden diesmal sofort die einzelnen Glieder gekirzt. Dann er-
gibt sich:
2(z+1)Bz —5) —3(x —1)22 —=7) =192 —3

22 — 10z + 62 — 10 — 6a% + 212 4 62 — 21 =192 — 3

by =28
z="1
Probe: Linke Seite: %—%:%..%:%
Rechte Seite: é—glj—:i =%g— =71%
Vergleich: 16;1 =%
Aufgaben
1.a)%+%=%+% nr +__13x3:2&_%+ 0



36 Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten

g_a)*j_= 2 b) 1_._.2 =-—"_

x—1 x—+ 1
1 1 2

e W P e
5 z—1 x—4
j”ﬂx—3=:r—5
z2+1_ z—5
‘(j‘:c—'lg:r—3
_ 2241 x—11 Sa—17 x4+ 3
4“\"}1*31—15__;7@-—10 R 4.v+4+3x+§_1
; 426 —17) | 9 Ta—49
Ll e T
9 5 28
B s—5 w01 =7z ="
2 9 4
Y e st ="
1 1 1 1
L .’L'+/:+8—I=7—.T+Tf-7
1 1 1 1
9 P e e o
€ -n
b+
ax — 2b
ax + 2a
Sax —4b 4
56 5

12. Gleichungssysteme mit 2 Unbekannten ; Einfiihrung und grafische Losung

1. Beispiel: Zum Abernten eines groBeren Getreidefeldes werden ein Mihdrescher
und cin Mihbinder eingesetzt. Am ersten Tag arbeiten beide gemeinsam 5 Std. und
crnten 8 ha ab. Am zweiten Tag kann der Miihdrescher nur 3 Std. eingesetzt werden,
der Binder arbeitet dafiir 6 Std. Dadurch schaffen sie 6 ha. Wie groB ist die stiindliche
Leistung jeder Maschine?

Wir wollen die Stundenleistungen der Maschinen mit Hilfe von Bestimmungs-
gleichungen ermitteln. Dabei kommen aber diesmal 2 Unbekannte vor, Ihre Zahlen-
werte wollen wir mit z und mit y bezeichnen, also:

Die stiindliche Leistung des Mihdreschers sei gi, die des Binders y —?'i . Am

td. Std.
ersten Tag schafft der

Mahdrescher 5 Std. lang je « ha, also 5 ha,

der Binder 5 Std. lang je y ha, also 5y ha.

Zusammen sind das (52 + 5y) ha, oder nach den Angaben der Aufgabe gerade 8 ha.
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Daraus erhalten wir in Zahlenwerten die Gleichung
(I) 52+ 5y =8 oder y = —z + 1,6.

Diese Gleichung hat die Form des analytischen Ausdrucks ciner Funktion 1. Grades,
wenn wir @ und y als Verdnderliche annehmen. Dann ecrhalten wir folgende Werte-
tafel:

x | 02 04 06 08 10 12 14

y | 14 1,2 1,0 08 06 04 02

Wirerkennen: Das Ernteergebnisvon 8ha y
am 1. Tag kann bei 5stiindiger Arbeitszeit |
beider Maschinen auf ganz verschiedene
Weise zustande gekommen sein, d. h. die N
Leistungen der beiden Maschinen lassen
sich daraus nicht eindeutig bestimmen. Wir
erkennen nur, daf die Lr-islung jeder Ma- S

schine kleiner als 1,6 —\IT sein mufl. In

Abbildung 18 zeigt die Gerade g die mog-
lichen einander zugeordneten Werte von x
und y. Der wegen der Beschrinkung auf
2 < 1,6 und y < 1,6 in Frage kommende ,
Teil der Geraden ist ausgezogen, der andere 1 ST
gestrichelt gekennzeichnet. X
Das Ergebnis des zweiten Arbeitstages
wird entsprechend durch den analytischen
Ausdruck einer anderen Funktion wiedergegeben:

S 112;04)

(Il) 3a+ 6y =6 oder y=—05z2+1.
Die zugehirige Wertetafel ist hier

@| 02 04 06 08 1 12 14 1,6 18

y| 09 08 07 06 05 04 03 02 01

Die Werte von z und y sind hierdurch offenbar beschrinkt aul @ < 2; y < 1; eine
eindeutige Angabe der Leistungen der beiden Maschinen ist aber auch durch diese
zweite Feststellung allein nicht méglich. In Abbildung 18 ist als grafische Dar-
stellung die Gerade g, eingezeichnet.

Fiir diese Rechnung muB eine gleichbleibende Arbeitsleistung (Durchschnithlpistunﬂ)
angenommen werden. Die Werte von z bzw. y miissen demzufolge in beiden Gleichungen
dieselben sein. Sie stellen die Durchschnittsleistungen der beiden Maschinen dar. Wir
miissen daher diejenigen Werte von z und y suchen, die beiden Gleichungen (I) und (II)
zugleich geniigen. In der grafischen Darstellung (Ahb 18) sind das die Koordinaten des
Punktes, der zugleich auf beiden Geraden liegt, d.h. des Schnittpunktes S (1,2; 0,4).
In den zwelWertetafeln ist es dasjenige Wertepaar, das in beiden zugleich vorkommt-
2=12; y=04 Das sind offenbar die gesuchten Stundenleistungen der beiden
Maschinen.
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Das bestitigt auch die Probe am Text:

1. Tag 2. Tag
Leistung  Arbeits- Bearbeitete | Leistung — Arbeits-  Bearbeitete
in ha zeit in Fliche - ha zeit in Fliche
Std. Std. in ha Std. Std. in ha
Mihdrescher . . 1,2 5 6,0 1,2 3 3,6
Mihbinder. . . 0,4 5 2,0 0,4 6 2,4
Zusammen . . . 8,0 b’.’(b
Ergebnis: Der Mihdrescher hat eine Leistung von 1,2 ShT?i’ der Mihbinder von
ha :
Y Al
04 s

2. Beispiel: (abgekiirzte Form):

In Leonhard Eulers berithmtem Buch ,,Vollstindige Anleitung zur Algebra“? findet
sich folgende Aufgabe:

Ein Maulesel und ein Esel tragen jeder etliche Pud. Der Esel beschwert sich iiber
seine Last und sagt zum Maulesel: Wenn du mir ein Pud von deiner Last giibest, so
hitte ich zweimal soviel wie du. Darauf antwortet der Maulesel: Wenn du mir ein Pud
von deiner Last giibest, so hitte ich dreimal so-

viel wie du. y
‘Wieviel Pud hat jeder getragen? 41 ()
Der Maulesel mége y Pud, der Esel  Pud tragen. (1)
Der Esel stellt fest: 3+
(I) 24+1=2(y —1) oder 2 —2y 4+ 3=0 S(24;24)
Der Maulesel sagt: 2
(II) y+1=3(z—1) oder 3z —y —4=0 _
Die Abbildung 19 zeigt die grafische Dar- 1T
stellung der beiden Funktionen mit der erfor-
derlichen Beschrinkung auf 2 >0 und y > 0. X ) X
Der gemeinsame Punkt S hat die Koordinaten %// 1] 3
T s 18 j
z=2€,y—2§. // Abb. 19
Probe:
e . 1 1 . 3 3 1
(I) Linke Seite: 2 41 =3+ Rechte Seite: 2 (2 3 1) —2.43_31
5 5 5 5 B

i 1 1
Vergl 3 — =3
ergleich 3 =3 5
! Leonhard Euler, geboren in Basel 1707, gestorben in Petersburg 1782, einer der gréBten
Mathematiker aller Zeiten, erblindete 1766 und diktierte als erste Verbflentlichung nach
dieser Erkrankung dieses hervorragende Lehrbuch seinem Diener in die Feder,
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(1) Linke Seite: 25 +1 =33 Rechte Seite: 3 (2 13- 1) —3.14-=3%
Vergleich: 3 % =3 %

Ergebnis: Der Esel trug 2 % Pud, der Maulesel 2 % Pud.

Zusammenfassung:

1. Enthiilt eine Anwendungsaufgabe zwei Unbekannte, so sind zur Losung zwei
Gleichungen erforderlich.

2. Jede fiir sich kann als analytischer Ausdruck einer Funktion aufgefaBt und grafisch
dargestellt werden. Sie bestimmt die Werte & und y demzufolge nicht eindentig;
x und y sind in diesem Falle Veriinderliche.

3. Die heiden Gleichungen zusammen bestimmen aber eindeutig ein Wertepaar @
und y; niimlich dasjenige, das beiden Gleichungen zugleich geniigt, sofern es
genau ein solehes Wertepaar gibt. Die beiden Gleichungen zusammen sind also
Bestimmungsgleichungen, @ und y die Unbekannten. Man spricht von einem
System von zwei Bestimmungsgleichungen mit zwei Unbekannten.

4. Stellt man die heiden Gleichungen eines solchen Systems grafisch als Geraden dar,
so stellen die Koordinaten ihres Schnittpunktes die Losung des Gleichungssystems
dar (grafische Losung des Gleichungssystems). Die grafische Losung ist wegen der
Zeichenungenauigkeit nur eine Niherungslisung und muB daher stets iiberpriift
werden.

Aufgaben

Die folgenden Gleichungssysteme sind grafisch zu lésen. Die Richtigkeit der Losungen ist
durch die Probe zu bestitigen.

l.a) y=—2a+1 b) y=tba—2 ) y=—2z—2
y=—2z—1 y=2z+4 y:—%:c+1

) 22— y=1 e) z—2y=—=%4 f) 50+ 3y=21
x4+ 4y=2=6 3z~ y=38 Ta —8y =25

g) 5a+3y=21 h) 4z+ 6y=5 i) 2a=38y—2
3z +5y=19 6+ 4y =5 =5y —12

2) Wenn die gegebenen Gleichungen Klammern oder Briiche enthalten, so daB es schwierig
ist, die grafische Darstellung durchzufiihren, bringt man sie erst auf die Form y = ma + n.
Verfahren Sie bei den folgenden Aufgaben in dieser Weise!

a) 3e+4=2(8y+5 b 5(a—2—3(y—1=0 ¢) 52— Ty—1=0

ba+3=30By+2) 2(@—2)—T7(y—1) =0 3:1:—4y+3_1
bx —5y+ 2
u3.t+2=5y+4 e 22 —3y):(Bz—4y)=3:5 D) (z +2):(y—1) =3:1
5 6 (x—2):(y+2) =1:38 (Bz+4): (y+1) =4:1

S5y —2z 5z — 2y
- 11




40 Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten

13. Unabhiingigkeit und Widerspruchsfreiheit

Ein Gleichungssystem kann offenbar nur dann eine eindeutige Losung besitzen, wenn
sich in der grafischen Darstellung die beiden Geraden schneiden. Esist aber auch mog-
lich, daB sie zueinander parallel liegen oder zusammenfallen. Dann kénnen wir keine
Lésung des Gleichungssystems ermitteln. Wir fragen
uns, wie das System in diesen Fallen aussicht, '4

1) Parallele Geraden g, und g, (Abb. 20).
Die analytischen Ausdriicke y = m; 2 + ny und
Y = myx + ny, die g bzw. g, entsprechen, miissen :
dann denselben Richtungsfaktor (my = my) haben,
ny und nymiissen dagegen verschieden sein, In Abbil-

& 1
dung 20ist my = m, — 5 im=—1undn,= -2 oo
Die analytischen Ausdriicke heifien also

fir g : y=%z—1; fir g, :

Das entsprechende Gleichungssystem
I z—2y=2

() o — 2y =4

kann demnach keine Losung besitzen. Das ist auch folgendermaBen leicht einzusehen:
Es gibt keine Zahlenwerte @ und 2y, deren Differenz 2 — 2y einmal 2 (nach I) und
cinmal 4 (nach II) ist. Denn entweder ist nur das eine oder nur das andere maglich.
Man sagt, daB zwei solche Gleichungen einander widersprechen. Es kann vorkommen,
dal wir bei komplizierten Gleichungsformen den Widerspruch nicht sofort erkennen
kénnen.

Beispiel: Ha:(y+1)=3:1
() 5-(z — y) + 2y — 1) = 4a

Formen wir aber jede Gleichung so um, daB nur ein Glied mit @, eins mit y und cin
Glied ohne jede Unbekannte vorkommt, so wird der Widerspruch offensichtlich, Fs

ergibt sich namlich (I) z—3y=3
(1) 2 —3y =2,

Im 1. Beispicl aus Kapitel 12 hitte sich ein solcher Fall ergeben, wenn am zweiten
Tage beide Maschinen nur 3 Std. gearbeitet hiitten und dabef cin Ernteergebnis von
6 ha festgestellt worden wiire:

(I) 52 + 5y = 8 oder z+y=16
(1) 3z + 3y =6 oder zty=2

Dann wiire es unmaglich gewesen, feste Stundenleistungen der beiden Maschinen zua
ermitteln,
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2) Aufeinanderfallende Geraden gyund g, (Abb. 21). y
In diesem Fall muB m; = myund auBerdem noch n, =n, y
sein. In Abbildung 21 ist my =my = —2;n =ny =
Die analytischen Ausdriicke heiBien also

firgy: y=-2x+38

fir gop: y=—-22+8

Das Gleichungssystem

() 2z 4+ y=
(I 22+ y = E
kann keine eindeutige Losung haben, weil beide Glei- +

chungen gleich sind, also nur eine einzige Bedingung
fiir z und y vorliegt. Das reicht nicht aus, um z und y
eindeutig zu bestimmen, sondern alle (beliebig viele)
We rupaarp der entsprechenden Wertetafel kénnen als
,,Losungen angesprochen werden. (Geometrisch: Die beiden aufc-mander]leﬂend(n
Geraden haben simtliche GPrad(npunl\tv gemeinsam.) Zwei solche Gleichungen
nennt man ,,nicht unabhiingig voneinander* oder ,,voneinander abhingig. Auch hier
kann die Form der Gleichungen mitunter Unabhéngigkeit vortéuschen.

Abb. 21

Beispiel: () 2z2+y=6
(1) 3Qz+y+3)—2Q2z+y+4) =7

Erst nach dem Ausmultiplizieren, Ordnen und Zusammenfassen in Gleichung (IT) er-
kennt man, daB (11) dieselbe Gleichung wie (I) ist.

Im 1. Beispiel aus Kapitel 12 hiitte sich dieser Fall ergeben, wenn beide Maschinen
am zweiten Tag gleichlange, z. B. 3 Std., gearbeitet hiitten und dabei insgesamt 4,8 ha
abgeerntet worden wiren:

(1) o+ y=16
(II) 32 + 3y = 4,8 oder 2+ y =1,6.

Das Ergebnis des zweiten Tages wire zwar moglich gewesen, die Stundenleistungen

der beiden Maschinen hiitten aber damit nicht eindeutig bestimmt werden kiénnen.

Zusammenfassung:

-

. Die heiden Gleichungen eines Gleich ystems mii , wenn dieses eindeutig
lishar sein soll, unabhingig voneinander sein und diirfen einander nicht
widersprechen.

o

. Liegt Abhiingigkeit vor, so fallen die beiden Geraden in der grafischen Darstellung
aufeinander. Alle ihre Punkte sind gemeinsame Punkte. Die Koordinaten aller
Punkte sind Losungen des Systems.

w

. Liegt ein Widersprueh vor, so verlaufen die beiden Geraden in der grafischen
Darstellung zueinander parallel. Sie haben keinen gemeinsamen Punkt, das
Gleichungssystem hat demnach keine Losung. )
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Aufgaben

1. Untersuchen Sie grafisch, welche der folgenden Gleichungspaare einander widersprechen,
welche voneinander dbhiingig sind und welche widerspruchsfrei und unabhingig vonein-
ander sind!

a) 22 —y+1=0 b) 6z —2y+5=0 e) b2 —3y+9=0
20 —y—1=0 3z— y+2=0 20— y+3=0
d) 52+ 7y—17=0 e 22+5=6y—9 ) z—38y=0
8z —T7y— 9=0 3z +1=9y — 20 8x —T7y+85=0
g z+y=3 h) 3z= y+5 i) —42+42y—3=
y=—x 6z —2y —10=0 —6z+ 3y —45=0

2. a) Begriinden Sie den Satz:
Ein Gleichungssystem, dessen Gleichungen voneinander abhiingig sind, hat unziihlig
viele Lésungen!

b) Bestimmen Sie bei den entsprechenden Beispielen aus Aufgabe 1 einige dieser Lésungen!

14. Rechnerische Lisung

Ein Gleichungssystem laBt sich nicht nur grafisch, sondern auch rechnerisch lgsen.
Dazu ist es zweckmiaBig, die Gleichungen so umzuformen, daf links nur je ein Glied mit
2 und mit y und rechts das absolute Glied steht.

(I) 6z — 15y =21 allgemein: (1) ay2 + by = ¢;
(II) 8z + 5y = 63 (IT) agx + byy = c,

Diese Form nennt man dic Normalform des linearen Gleichungssystems.

Da z und y in beiden Gleichungen denselben Zahlenwert bedeuten, diirfen wir die
Glieder mit 2 ebenso wie die Glieder mit y aus beiden Gleichungen zu je einem einzigen
Glied vereinigen. Dadurch entsteht eine neue Gleichung. Das Ziel ist, auf diese Weise
eine Gleichung zu erhalten,die nur noch eine der beiden Unbekannten enthilt, withrend
die andere bei dieser Vercinigung in Wegfall kommt. Man sagt dafiir: Diese Unbekannte
wird entfernt oder eliminiert (Eliminationsmethode). Um das zu erreichen, gibt es ver-
schiedene Verfahren.

1) Additions- oder Subtraktionsverfahren

1. Beispiel: Die eine Unbekannte hat in beiden Gleichungen Koeffizienten vom
gleichen Betrag.
I |22+3y=20 ‘
I |2z —5y=12]|

Ziel: Elimination von z

Weg: Subtraktion der beiden linken und der beiden rechten Seiten
(I-1I1I).
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(22 4 3y) — (2@ — by) =20 — 12
2243y — 2z + By =20 — 12
8y =8
y =1

Um auch den Wert der anderen Unbekannten zu finden, kénnen wir in GleichungI
oder in Gleichung 11 fiir y die Losung 1 einsetzen und dann & errechnen:

inl 2z4+3-1=20 inII: 22 —5-1=12
2z =20 -3 2z =12+ 5

17 7

T = z =

Die Probe muB an beiden Ausgangsgleichungen vorgenommen werden.
Probe I: Linke Seite: 2 - % +3:1=174+3=20 Rechte Seite: 20
Vergleich: 20 = 20

Probe II: Linke Seite: 2 - 177 —5.1=17-5=12 Rechte Seite: 12
Vergleich: 12 = 12
Hitten die Koeffizienten der zu eliminierenden Unbekannten den gleichen Betrag,
aber entgegengesetzte Vorzeichen gehabt (z. B. +22 und —2x), so hatten wir die
Gleichungen durch Addieren vereinigen miissen, um & zu eliminieren.

2. Beispiel: Keine der Unbekannten hat in den beiden Gleichungen Koeffizienten
vom gleichen Betrag.

I
11

6z — 15y =21
8z + b5y =163
In diesem Fall miissen wir zunichst die Glieder durch Multiplizieren mit demselben

Faktor bei einer oder auch bei beiden Gleichungen so veréndern, daB bei der zu elimi
nierenden Unbekannten Koeffizienten vom gleichen Betrag entstehen.

1. Ziel: Elimination von y
Weg: Multiplikation aller Glieder der Gleichung IT mit 3 und Addition (I + II).
I 6z — 15y = 21
11 | 242+ 15y = 189 '
302 =210
z=. 17
Um y zu bestimmen, kénnen wir in Gleichung I oder II fiir  die Lésung 7 einsetzen,

wie wir es beim 1. Beispiel getan haben. Wir kénnen aber auch das Additions- oder
Subtraktionsverfahren ein zweites Mal anwenden, ’
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2. Ziel: Elimination von

Weg: Multiplikation aller Glieder der Gleichung I mit 4, aller Glieder-der Gleichung I1

mit 3 und Subtraktion (IT — I).
24z —60y = 84
2ha 415y =189 |
+15y — (—60y) =189 — 84
75y = 105

y=

5

Probe I:  Linke Seite: 6.7 —15. - =42 — 21 — 91

Probe IT: Linke Seite: 8.7+ 5. ,; =564+ 7=063

Vergleich: 63 = 63

2) Einsetzungs- oder Substitutionsverfahren

Rechte Seite: 21

Rechte Seite: 63

Ein anderes Verfahren zur Elimination einer Unbekannten besteht darin, daB cine
der beiden Gleichungen nach der zu eliminierenden Unbekannten aufgelost und der
errechnete Ausdruck in der anderen Gleichung fiir diese Unbekannte eingesetzt, suh-

stituiert wird.
Beispiel: I| 72+ 3y=100
I 3z— y= 20
Ziel: Elimination von y.
Weg: Substitution aus 11 in I.
aus I1I:  y =30 — 20
in I: 7x 4 3(3x — 20) = 100
T+ 92 — 60 = 100
162 = 160
z = 10

Um die zweite Unbekannte zu bestimmen, setzt man bei dicsem Verfahren am besten
den eben errechneten Wert (hier 2 = 10) in die Gleichung ein, die bei der Substitution
bereits nach der zu eliminierenden Unbekannten aufgelost wurde (hier Gleichung 1I).

InIl: y—3.10 — 20
y=10
Probe (I): Linke Seite: 7-10 4 3 .10 = 70 -+ 30 =100
Vergleich: 100 = 100
Probe (II): Linke Seite: 3 - 10 — 10 = 30 — 10 — 20
Vergleich: 20 = 20

Rechte Seite: 100

Rechte Seite: 20
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Zusammenfassung:

1. Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten werden rechnerisch dadurch
gelost, daB man die beiden Gleichungen zu einer einzigen vereinigt, die nur noch
eine der Unbekannten enthiilt. Die andere wird dabei climiniert (Eliminations-
methode).

2. Wir lernten dafiir das Additions- oder Subtraktionsverfahren und das Substitutions-
verfahren kennen. Grundsiitzlich kann jedes dieser Verfahren bei jedem Glei-
chungssystem angéwendet werden. Vorher bringt man dazu das Gleichungssystem
auf die Normalform.

3. Die Probe muB stets an der Ausgangsform und an heiden Gleichungen des Syst¢ms
durchgefiihrt werden.

Aufgaben
Beachten Sie bei der Bearbeitung der nachstehenden Aufgaben folgende Schritte!
a) Wenn das System nicht in der Normalform gegeben ist, stellen Sie erst diese Form her!

b) Wenn die Koeffizienten nicht zu groB sind, entwerfen Sie erst das Diagramm! Oft
geniigt dazu eine Skizze, aus der Sie erkennen, ob die 2- und y-Werte der Losung positiv
oder negativ, klein oder grof sind (Uberschlag!).

¢) Verwenden Sie dasjenige Verfahren zur Elimination, das die schnellste und sicherste
Ermittlung der Losung verspricht! (Rationelles Arbeiten!) Geben Sie jeweils den ge-
wiihlten Weg in Stichworten an!

d) Machen Sie stets eine ordnungsgemiilie Probe!

1.a) ba+ y =40 b) a4+ 2y —13=0 ¢) 22+ T7y—41=0
r—y= r—2y— 1=0 bz — y— 7=0
d) ba — 9y +4 47 =0 e) 5x+ 3y —42=0 f) 4o+ 3y =26
ho=—38y+ 8 5048y —57=0 %:é
UM 32+ 5y =95 B e+ 3y= 127 P+ Ty =176
32 —5y=25 ba4+ 3y= 97 S5x—3y= 46
@ s3:+2y=2 O iat15y= 99 ™52 — 32y + 81 =0
22+ 5y =33 6 —17y=—49 352 — 20y — 16 =0
8.a) 4y (100 —3) —5a- 8y + 7) + 165 =10
9z (hy—T7)+ 3y- (5 — 122) + 114 =10
b) 16-(by —1) + 3 (50 — 12y) — 259
—5~(9.r+7]+14-(5,r—3y)+ 20 =0
O 10z (2y+3) =3 (4y + 5) —by-(5a+2) =
(B +5)- (°J—3|—31. 1) =0
M Wyz—1) — -,.):1’:1 -r.i) =0
6z (5 — 3y) + 2y (22 +92) +2=0
x+y+1 3 3y—Tz_y—a—2 2-(y—2)
by 12 D =" 35
1—J+1 1 5y—9_21+1+z+3y
z+y+1 3 15 2 40
) -J—1+4x+7y+6_5z+2

6 27 A
by+ = 3z —16 _30y—

18 14 63
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5.8) (z+1):(y+1):(a+y =3:4:5
b (z+1):(y+1):(z2+y—2 =2:3:4
¢ (z—2):(y+1):(x+y—38)=38:4:5
Anleitung: Aus jeder fortlaufenden Proportion kénnen Sie mehrere Einzelproportionen
bilden. Wihlen Sie jeweils zwei davon aus und stellen Sie sie zu einem Gleichungssystem
zusammen!

6.8) v + y=2a b) 4o+ 6y =10a — 2b ¢) axr + by =2a
Ly x—y=2b Vv 6 —4y= 2a-+4 10b ‘ a*r — by = a®+ b
d) (@+b)x—(a—by==4tab e€) ax+ by =a®+ b2 f) az + by =2a
¢ (a—bjz—(a+by=0 2 @ z _y_ 2
P @ a

15. Anwendungsaufgahen

1. Die Summe des Fiinffachen einer Zahl und des Sechsfachen einer anderen betriigt 59. Die
Differenz zwischen dem Sechsfachen der ersten Zahl und dem Fiinffachen der zweiten
ist 22,

2. a) Die Summe zweier Zahlen betrigt a, ihr Quotient aber b.

" b) Die Differenz zweier Zahlen betriigt a, ihr Quotient aber b,

8. 6.30 Ubr sollen zwei StraBenbahnen der gleichen Linie mit gleicher Durchschnittsgeschwin-
digkeit von den beiden Endpunkten abfahren. Da der eine Wagen eines Tages erst 6.34 Uhr
abfihrt, sind sie um 6.54 Uhr (der Trefizeit) noch 1 km voneinander entfernt. Berechnen Sie
die Durchschnittsgeschwindigkeit » und die Strecke s!

4.2) Von I fihrt ein Kraftwagen mit einer Geschwindigkeit von 50 ? nach H. Zu gleicher

Zeit fihrt ein zweiter Kraftwagen mit 70 }.:hﬂ von H nach F. Die Entlernung FH

betrigt 90 km. Nach wieviel Minuten Fahrzeit und wieviel Kilometer von F entfernt
treflen sie sich? (Zeichnerische Lésung: 10 mm = 20 Min.; 10 mm = 20 km.)

b) Der zweite Kraftwagen fihrt 10 Min. spiiter ab.
¢) Der erste Kraltwagen fihrt 20 Min. spiiter ab.

5. Bei einem Motorradrennen iiber 200 km hat der Spitzenfahrer eine Durchschnittsgeschwin-
S k g 8 P
digkeit von 110 % Nach 150 km Fahrt merkt er hinter sich den Verfolger in einem
Abstand von 2 km. Mit welcher Geschwindigkeit vermag dieser den ersten gerade am Ziel
einzuholen, wenn der Spitzenfahrer seine Durchschnittsgeschwindigkeit nicht erhéhen

kann?

6. Fiir ein Wannenbad werden 2101 Wasser von 32 °C gebraucht. Die Temperatur des kalten
Wassers ist 10 °C, die des heiBen Wassers 82 °C. Welche HeiBwassermenge wird fiir das
Bad gebraucht?

7. Ein Wasserbecken kann durch zwei Pumpen geliillt werden. Arbeitet die erste Pumpe
2 Std. und die zweite 9 Std., so werden # des Beckens gefiillt. Arbeitet aber die erste
Pumpe 5 Std. und die zweite 6 Std., so fehlt noch 7; an der Fillung des Beckens. In
welcher Zeit kann das Becken a) durch jede Pumpe allein, b) durch beide Pumpen gleich-
zeitig geliillt werden?




Gleichungssysteme mit 3 Unbekannten 47

% Bei einer Lohnzahlung erhielten 15 Facharbeiter und 4 Lehrlinge zusammen 996 DM
Wochenlohn, Wieviel verdienen ein Arbeiter und ein Lehtling durchschnittlich wochent-
lich, wenn unter gleichen Verhiltnissen 10 Arbeiter und 3 Lehrlinge 672 DM Wochenlohn
erhalten?

. Auf die Frage, wie groB die Anzahl ihrer Schwestern und die ihrer Briider sei, antwortete
ein Midchen: ,,Ich habe soviel Schwestern wie Briider.”* Ihr Bruder meinte: ,,Ich habe
doppelt soviel Schwestern wie Briider."*

10. Schachten zwei Arbeiter gemeinsam 4 Tage lang, so wird ein Finftel des Fundament-
grabens ausgehoben. Arbeitet der erste 6 Tage und der zweite 15 Tage, so wird die Hillte
des Grabens fertig. Wieviel Zeit brauchten a) jeder Arbeiter allein, b) beide Arbeiter zu-
sammen, um den Graben auszuheben?

11. Um eine gewisse Last auszuhalten, hiitte eine Unterstiitzungsfliche von 100 em - 47,5 cm
geniigt. Da die Last um 4750 kp erhoht werden sollte, errechnete man die neue Unter-
stiitzungsfliche mit 96 em - 75 em. Wie hoch war die urspriinglich geplante Last und welche

s k g
zuliissige Belastung (Jp2 ist angenommen?
= \em

Stibe Rundeisen und 10 Stibe Quadrateisen von je 1m Linge wiegen zusammen
240,3 kp. 2 Stiibe Rundeisen und 3 Stibe Quadrateisen haben ein Gewicht von 88,9 kp.
Berechnen Sie aus diesen Angaben den Durchmesser

P

. 5 s ag K A
der Rundeisen, wenn die Wichte 7,78 e betriigt!
I

=

. Zwei ineinandergreifende Zahnrider mit dem Uber-
setzungsverhiltnis 5 : 11 werden durch 2 andere
Zahnriider ersetzt, die je 5 Zihne mehr haben. Das
Ubersetzungsverhiltnis ist nun 1 : 2. Wieviel Ziihne
hat jedes Zahnrad?

14. Fiir ein kleines Reibungsgetriebe steht die Breite
a = 40 mm zur Verfiigung. Das Ubersetzungsver- = a -
hiltnis soll 1 : 5 betragen. Berechnen Sie den  Abb.22
Durchmesser der groferen Scheibe (Abb. 22)!

[
ot

Ist der Ikarus 55 voll belastet, so kommt auf 187,5 kp seines Leergewichts eine Person
(Nutzungsverhiiltnis). Fehlen an der vollen Besetzung 18 Personen, so betrigt das Nutzungs-
verhiiltnis 322,5 kp/Person. Berechnen Sie die Personenzahl bei der vollen Besetzung und
das Leergewicht des Ikarus 55!

16. Gleichungssysteme mit 3 Unbekannten

Gleichungssysteme mit drei Unbekannten lassen sich nicht grafisch lésen, da gra-
fische Darstellungen in einem rechtwinkligen Koordinatensystem nur bei zwei Ver-
anderlichen moglich sind.

Fiir die Losung benétigt man drei voneinander unabhiingige Gleichungen. Bei der
rechnerischen Lisung werden mit Hilfe der Eliminationsmethode zuniichst die drei
Gleichungen mit drei Unbekannten in zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten
umgewandelt. Dann verlauft die Rechnung weiter wie bei einem Gleichungssystem
mit zwel Unbekannten.
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Beispiel: I 242y + 3z =32
(IT) 2043y + z=42
(I11) 3z 4 y+ 2z=40

[CRCET]

Aus den beiden ersten Gleichungen kénnen wir z. B. 2 eliminieren, wenn wir I mit 2
multiplizieren und beide Gleichungen subtrahieren:
(I) 242y +3z=3
(I1) 20+ 3y + z=4
() y+5:—2
Das Ergebnis ist eine Gleichung (A) mit zwei Unbekannten y und z. Wir eliminieren
jetzt aus der noch nicht verwendeten Gleichung (III) und einer der Gleichungen (I)
oder (II) ebenfalls , indem wir z. B. (1) mit 3 multiplizieren und subtrahieren:
(1) 4+ 2y+ 3z=232
(I11) 3z4 y+2z=40
(B) 5y+ 7z =56
(B) stellen wir jetzt mit (A) zu einem System mit den zwei Unbekannten y und z
zusammen und berechnen daraus z durch Multiplikation von (A) mit 5 und Sub-
traktion, =

|

(A) y+5z2=22

B) | 5y+7:—56

18z = 54

z= 3

y bzw. z erhalten wir durch Einsetzen:

in (A) y+5-3=22
y= 17
in () 2+4+2.74+3.3—=3
z= 9

Probe: (I) Linke Seite: 94+ 2.7 4+ 3.3 =32 Rechte Seite: 32
Vergleich: 32 =32

(IT) Linke Seite: 2+9-4 3.7+ 3 =42 Rechte Seite: 42
Vergleich: 42 = 42

(I1I) Linke Seite: 3.9 4-742.3 = 40 Rechte Seite: 40
Vergleich: 40 = 40

Zusammenfassung:
- Gleichungssysteme mit drei Unbekannten miissen aus drei voneinander unah-
hiingigen und einander nicht widersprechenden Gleichungen bestehen, wenn sie
cindeutig losbar sein sollen.

—

. Sie werden durch schrittweises Eliminieren der Unbekannten gelist. Bei der Eli-
mination der ersten Unbekannten entsteht dahei zuniichst ein Gleichungssystem,
das noch die beiden anderen Unhekannten enthilt.

[ &

Vorher wird auch hier die Normalform hergestellt.
ax+by+ez=d,
@r + by 4 ez =d,
ax + by + cp = d,

£
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4. Die Probe muB an der Ausgangsform bei allen drei Gleichungen durchgefiihrt
werden.

5. Gleichungssysteme mit mehr als drei Unbekannten werden entsprechend gelost.

Aufgaben
La)a+ y+ z= 9 b) 20+ 3y + 4z =14 ¢) 3z — 5y — 6z =27
x4+ 2y + 4z=15 3 — 2y — =12 22+ 4y —9z=3
x+3y+9:=23 Sba+ by -+ 3z 14 a4 13y + 3z = 24

2. Oft enthalten nicht alle drei Gleichungen jeweils simtliche drei Unbekannten a, y und z.
Dann ist die Herstellung des Gleichungssystems mit zwei Unbekannten aul kiirzerem Wege
maglich. Beachten Sie das bei den folgenden Aulfgaben!

a) 4ax— 8y+ 9z 5 b)a + y—z=2 ¢) 5a—6y=8

6a+ 12y — 5z = 37 3z —2y=0 S5x+44z= &

2% —z=T1 6x —3z=0 6y + 4z=236
B.a) a —2y+ 3z— bGu=— 2 b) 224 3y+ 2z =21
x—3y+ 53— bu=—4 3+ 2y+ bu=23
x—4y+ 6z— 8u=—9 224 2z + 3u=33
x— Ty + 10z — 10u = —13 2y + 3z + 2u =35

4. Iis gibt drei Zahlen, die sich wie 2:3: 4 verhalten und deren Summe 999 ist.

5. Wenn man von drei Zahlen je zwei herausgreift, ihre Summe bildet und dazu die doppelte
dritte addiert, so erhiilt man 60 bzw. 54 bzw. 50.

6. In einem Dreieck verhalten sich die Winkel wie a) 5:6:7, b) 1:2:2

7. Wie lang sind die Seiten eines Dreiecks, wenn die Summen von je zweien 97 mm bzw. 83 mm
bzw. 78 mm betragen?

8. Ein Erwachsener soll tiglich etwa 120 g Eiweifl, 50 g Fett und 450 g Kohlehydrate auf-

nehmen. Durch welche Mengen an Butter (19 Eiweil, 909, Fett), Kise (43%, Eiweif,

79% Fett) und Brot (89, Eiweil, 45% Kohlehydrate) kann dieser Bedarf gedeckt werden?

IV. Die quadratische Funktion

17. Zur Wiederholung

1. Nennen Sie aus Physik und Technik einige Thnen bekannte funktionale Bezichungen
zwischen zwei GréBen und erlautern Sie diese!

Beispiel:

Die Liinge eines Metallstabes ist eine Funktion der Temperatur T (in °C). Linge des
Metallstabes und Temperatur sind variabel. Jeder Temperatur T ist eine be-
stimmte Linge Ip des Metallstabes (in cm) so zugeordnet, dald

Ip =l + Lat
Ip =1, (14 at) ist.

Dabei bedeuten l: Linge des Metallstabes bei 0 °C;

a: Ausdehnungskoeffizient des Metalles in e

m
C
t: Temperaturinderung in °C.

4 [00919]



50 Die quadratische Funktion

2. 2) Wie lauten die allgemeinen analytischen Ausdriicke fiir alle von Ihnen genannten funk=
tionalen Beziehungen?
b) Was kénnen Sie iiber das Bild dieser analytischen Ausdriicke aussagen?

3. Betrachten Sie die Funktion y = f(2) = ma - n!

Wie éindert sich y, wenn

a) z auf das Doppelte anwiichst, b) 2 auf das Dreifache anwiichst,

¢) x auf die Halfte verkleinert wird, d) @ auf ein Zehntel verkleinert wird,

e) x auf das p-fache anwiichst, f) 2 auf den p-ten Teil verkleinert wird,
g) m verindert wird, h) n verandert wird?

4. Geben Sie mit eigenen Worten cine genaue Definition des mathematischen
Funktionsbegriffes!

18. Der Begriff der quadratischen Funktion
Zur Einfihrung wollen wir untersuchen, in welchen funktionalen Bezichungen
Durchmesser und Gewicht von Rundstihlen stehen,

Das Gewicht eines Rundstahls von der Liinge 1 ist P = y'[ldz, wenn p diec Wichte
des Stahles und d den Durchmesser bedeuten. '

Zur Vereinfachung verzichten wir zunichst auf die Angabe der MaBeinheiten; sie
werden erst am SchluB der Rechnung zugefiigt.

Damit erhalten wir den analytischen Ausdruck

P=yZa. 1)

In dieser Gleichung sind y und T-,l konstante GréBen, deren Produkt also auch
eine Konstante ist.

Die Variablen sind P und d; es ist jedem Element aus der Menge aller Durchmesser
ein bestimmtes Element aus der Menge aller Gewichte zugeordnet. P ist damit eine
Funktion von d

P=fd)=y T a @
oder, da y % eine Konstante ist,
P = f(d) = ad?. (2)
Dabei ist d die unabhiingige, P die abhiingige Variable.
Im Gegensatz zu den bisher betrachteten analytischen Ausdriicken tritt die unab-
hiingige Variable d in der 2. Potenz auf. Bekanntlich ist der Grad einer Funktion gleich

demhgchsten Exponenten der unabhiingigen Variablen, Die Funktion P =f(d)=y /l 42
ist demnach eine Funktion 2. Grades oder eine quadratische Funktion. '

Die Konstante a =y _,‘l besitzt mit y = 7,8 den Wert @ = 7,8 - 0,786 ~ 6,13.
Mithin lautet der analytische Ausdruck
P =6,1342, ®)
wenn P in p und d in mm, oder P = 0,00613d2,

wenn P in kp und d in mm angegeben werden.
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Die Wertetafel der Funktion P = f(d) = 0,00613 d? zeigt folgendes Aussehen:

dfinmm) 0 10 20 30 40

50

60

80

100

P (in kp)\ 0 0,613 2,450 5,520 9,810 15,330 22,070 30,040 39,230 49,650 61,300

Wir erkennen aus der Wertetafel:

Verdoppelt sich der Durchmesser, so vervierfacht sich das Gewicht, verdreifacht

sich der Durchmesser, so verneunfacht sich das Gewicht usw,

Das Bild der Funktion wird in Abb. 23 dargestellt.

Es ergibt sich eine gekriimmte Linie. Im

folgenden werden wir uns mit derartigen ppp;

nichtlinearen Funktionen beschiiftigen.

Die grafische Darstellung von Funktionen
stellt ein Verfahren dar, dasin der industri-
ellen Produktion sehr haufig angewandt
wird. Wie bei der Benutzung von Tabellen
wird auch bei der grafischen Darstellung
die jedesmalige und oft nicht ganz einfache
Berechnung  des  Funktionswertes iiber-
fliissig. Vielmehr kann der jeweils bendtigte
Funktionswert aus dem Diagramm ab-
gelesen werden. Das bedeutet in vielen Fil-
len cine erhebliche Einsparung an Arbeits-
zeit,

60

70

50
4“0
30
20
10

Abb. 23

19. Die quadratische Funktion y = f(x) = ®*

Wir betrachten die quadratische Funktion y = 2%

Eine Wertetafel der Funktion y = a? ist:

I
100 d(mm]

z ] _3 .25 —2 —15 —1 —05 0 +05 +1 +15 +2 +25 +3

y |+9 4625 4+4 +225 +1 +0,25 0 +025 +1 +2,25 +4 +625 +9

Die Wertetafel kénnte auch einen groBeren Bereich der z-Werte enthalten, bei-
spiclsweise — 15 < & < + 15. Weiterhin kénnte sie eine groBere Anzahl von Zwischen-

werten enthalten, indem etwa z = — 3; —2,9; —
Falle wiirde man eine groBere Anzahl von Wertepaaren erhal

2,8; —2,7;... gesetzt wiirde. In diesem
ten; damit lieBe sich das

Funktionsbild genauer zeichnen, Das gilt besonders fiir die Konstruktion derjenigen

Abschnitte der Kurve, in denen sie stark gekrimmt ist.

Das nach der oben stehenden Wertetafel gezeichnete Funktionsbild ist in Abbildung 24

dargestellt,

Das Bild der Funktion hat cine Gestalt, die als Parabel bezeichnet wird, als sogenannte

Normal- oder Einheitsparabel
40
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¥ Die Kurve ist axialsymmetrisch, Die Ordinatenachse ist
gleichzeitig die Symmetrieachse, weil 22 — (— )% Die
Kurve verlauft im 1. und II. Quadranten und 6ffnet sich
in Richtung des positiven Teils der Ordinatenachse. Der
y=x2 Schnittpunkt der Kurve mit ihrer Symmetricachse ist
der Scheitel. In diesem Falle liegt der Scheitel im Koor-
dinatenanfangspunkt. Im Scheitel besitzt die Kurve die
stirkste Kriimmung. Im Scheitel liegt die Tangente an
die Kurve parallel zur Abszissenachse; in diesem Falle
fallen Scheiteltangente und Absziss 'nachse zusammen,
An einer sauber gezeichneten Normalparabel lassen sich
niiherungsweise die Quadratzahlen der z-Werte ablesen,
7 Fiir den weiteren Unterricht ist es empfehlenswert,
von der sorgfiltig gezeichneten Normalparabel eine Schab-
lone aus durchsichtigem Papier herzustellen, auf der
auch die Symmetrieachse der Parabel eingezeichnet ist.

=1 1 X
Abb. 24

Fiir die praktische Anwendung betrachten wir folgendes
Beispiel:

Es sollen quadratische Bleche geschnitten werden. Sie besitzen die Seitenlinge a
und den Flicheninhalt 7,

Dann stellt /' = f(a) = a2 die funktionale Bezichung zwischen der Seitenlinge und
dem Flicheninhalt des Bleches dar. Den Bedingungen der Aufgabe entsprechend hat
die Funktion jedoch nur fiir « = 0 einen Sinn. Jedem a = 0 ist ein bestimmtes F
eindeutig zugeordnet. Das Bild dieser Funktion besteht demnach nur aus einem
Parabelteil,

20. Die Funktion y = f(x) = a2 +e

Wenn man die Normalparabel beispielsweise um drei Ein-
heiten in Richtung des positiven Teils der Ordinatenachse ver- y
schiebt, so vergréBern sich die Ordinaten aller ihrer Punkte um
drei. Dabei bleibt die Form der Parabel unveriindert, ihre Glei-
chung lautet jetzt y = 22 + 3 bzw. y — 3 =a2 Der Scheitel
besitzt demnach die Koordinaten (0; 3) (Abb. 25).

Verschiebt man dagegen die Normalparabel beispiclsweise
um vier Einheiten in Richtung des negativen Teils der Ordi-
natenachse, so verringern sich die Ordinaten aller ihrer Punkte
um vier. Die Form der Parabel bleibt dabei ebenfalls unverin-
dert; die Gleichung der Parabel lautet jetzt y = a? — 4 bzw.
y+ 4 = a® Der Scheitel besitzt demnach die Koordinaten (05 —4)
(Abb. 25),

Wir verallgemeinern die gcewonnenen Erkenntnisse:

Das Bild der Funktion 4

y=2at+e (920)

ist cine Normalparabel, die auf der Ordinatenachse um e Ein-
heiten verschoben ist. Ihr Scheitel besitzt die Koordinaten (0;e).  ypp. 25
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Aufgaben
1. Zeichnen Sie die Bilder folgender Funktionen:
a) y=f(z) =2*+1 b) y= f(x) =a®>—3 e) g =glh)=h+4
d) F=Fla) =a®— 2,5 e) y = f(a) =a*+ 07 NI=1I(a=a

Anleitung: Zeichnen Sie die Bilder zunichst durch Scheitelbestimmung und Parallel-

verschiebung der Normalparabel im Achsenkreuz! Benutzen Sie dazu lhre Schablone der

Normalparabel! Danach zeichnen Sie die Bilder punktweise nach der Wertetafel! Verglei-

chen Sie beide Zeichenarten in bezug auf ihren Schwierigkeitsgrad und auf ihre Genauigkeit!
2, Die Scheitel von Normalparabeln sind:

a) S(0;—2) b)S(0;0,21) ¢ S(0;7,3) d) S(0; —3,2) € S(0;0) ) S(0;—1,92)

Wie lauten die analytischen Ausdriicke der zugehérigen Funktionen?

21. Die Funktion y = f(x) = (x + d)*

Wenn man die Normalparabel y = 22 in Richtung des
positiven Teils der Abszissenachse beispielsweise um
zwei Einheiten verschiebt, so vergroBernsich die Abszis- ,V=IX"5}7
sen aller ihrer Punkte um zwei. Der Scheitelpunkt der
Parabel erhiilt die Koordinaten (2; 0); der Punkt (1; 1)
der urspriinglichen Kurve erhilt die Koordinaten (3; 1)
usw. Dabei bleibt die Form der Parabel wiederum un- y=%

verindert. Thre Gleichung lautet jetzt r .
y=(z — 2)>.
. s 2
Die Gleichung besagt, daff man die Normalparabel in y=(x-2)

der urspriinglichen Lage erhilt, wenn man die Abszissen

aller ihrer Punkte um zwei verringert (Abb. 26).
Verschiebt man dagegen die Normalparabel beispiels- -5 -1 {12 X

weise um 5 Einheiten in Richtung des negativen Teils der  abb. 26

Abszissenachse, so verringern sich die Abszissen allerihrer

Punkte um 5. Der Scheitelpunkt erhilt die Koordinaten (—5; 0) der Punkt (1; 1) er-

hilt die Koordinaten (—4; 1) usf. Auch in diesem Falle bleibt die Form der Parabel un-

veriandert, Thre Gleichung lautet

y=(z+58
Die Gleichung besagt, daff man die Normalparabel in der urspriinglichen Lage erhilt,
wenn man die Abszissen aller ihrer Punkte um fiinf vergrofert (Abb. 26).
Wir verallgemeinern und fassen zusammen:
Das Bild der Funktion y = (z 4+ d)* (d Z 0) ist eine Normalparabel mit dem Scheitel
S (—d; 0), deren Symmetricachse parallel zur Ordinatenachse verliuft,

Aufgaben

1. Zeichnen Sie die Bilder folgender Funktionen:

y= fla)= (a—1?7 Wy=f@=(@+16° O y=fl) =
fﬁ g 5{3 - ('f+ 2,7))2 o g=glh) = (h—423)2 D F=F@®)=(0—3?
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Anleitung: Zeichnen Sie die Bilder zunichst durch Scheitelbestimmung und Parallel-
verschiebung der Normalparabel im Achsenkreuz!

Benutzen Sie dazu Ihre Schablone der Normalparabel!

Danach zeichnen Sie die Bilder punktweise nach der Wertetalel! Vergleichen Sie beide
Zeichenarten in bezug auf ihren Schwierigkeitsgrad und auf ihre Genauigkeit!

2. Die Scheitel von Normalparabeln lauten:
a) S (3;0) b) S (—2,5;0) ¢ S (1,75;0)
d) S (—6,31;0) e) S (4;0) f) S(—0,7;0)

Wie lauten die analytischen Ausdriicke der zugehdrigen Funktionen?

22. Die Funktion y = f(x) = (x + d)® + e

y=0-3)~4 Erfolgt die Schicbung der Normalparabel bei-
spielsweise um 4 Einheiten in Richtung des
negativen Teils der Ordinatenachse und um
3 Einheiten in Richtung des positiven Teils der
Abszissenachse, so ergibt sich als analytischer
Ausdruck
y=(x — 32— 4.

. Der Scheitel besitzt die Koordinaten (3; — 4)
(Abb. 27).

Wir kénnen unsere Betrachtungen verall-

! 3 * gemeinern und zusammenfassen:
Das Bild der Funktion y=f(2) =(z4d)2+e
ist eine Normalparabel mit dem Scheitel
(—d;e); die Symmetrieachse dieser Normal-
-4 l* Abb. 27 parabel ist eine Parallele zur Ordinatenachse.

Aufgaben

1. Zeichnen Sie die Bilder folgender Funktionen! :
(t+0,9)% 4 4,2

a) y=[(z)=(x—22+3 e s=s(l) =
y=fx) = (z+ 0,52 —25 D w=w(z) =224 51
Q y=/(a) =(z—51)° g) g=g(h) = (h—6)2—17
A y=/(a) = (z+ 3,7)? h) y= y(a) =a22— 29
2. Die Koordinaten des Scheitels einer Normalparabel lauten:
a) (3;5) b) (—1;0) ©) (—4,5; —2,7) d) (0; — 2,1)
e (6,1; —2) 0 (—02;3) g) (0;12) h) (4;0)

Wie lauten die analytischen Ausdriicke der zugehérigen Funktionen?

3. In welchen Fiillen a) schneidet, b) beriihrt, ¢) meidet
das Bild der Funktion y = f(2) = (¢ + d)? + e die Abszissenachse?

4. Welche Lage haben die Schnittpunkte einer verschobenen Normalparabel mit der Abszissen-
achse in bezug auf die Symmetrieachse der Parabel ?
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23. Die quadratische Funktion y = f@)y=x*+pr+q
Zur Wiederholung:
1. Wic lauten die binomischen Formeln?
2, Ergiinzen Sie die fehlenden Summanden!
= b) (®eoens R=a? —2z..00:
= d) (@..... B=at—3z.....
= 1) (w...0- =224 mz.....
= h) (e 2 =a%+4 pz.....

Die quadratische Funktion y = (z + d)? + elaBt sich folgendermafien schreiben:

y=(a+dP+e )
y:x’-{-?d:v-{-d’—}—e 1)

Wir setzen nun 2d=p (2)
und &2 +e=q. 3)
Damit geht (1) iiber in y=2a+pz+gq. (4)

Die Darstellung (4) wird als Normalform des analytischen Ausdrueks der quadra-
tischen Funktion bezeichnet. In ihr nennt man
22 das quadratische Glied,
pa das lineare Glied und
g das absolute Glied.

Es sollen die Koordinaten des Scheitels der Parabel y = a2+ pz + ¢ bestimmt
werden.

Wir betrachten dazu als Beispiel die quadratische Funktion y = a? + 62 + 10.

Man erhilt dann

mit bestimmten Zahlen mit allgemeinen Zahlsymbolen
y=a?+ 6z + 10 y=2a*+pr+4q
y=‘z2+6.r+32-9+10 y=2a +p1+( f——-{»q

;)
y=(z-+ 32— (9 — 10) ,( ) (PZ#)
y=(a+3p+1
Der Scheitel der Parabel besitzt also dic Koordinaten

2
(=3 +1) [- % ~(5-4)}
Damit kénnen wir zusammenfassen:
Das Bild der quadratischen Funktion y = a? + pa + ¢ ist cine Normalparabel,
deren Scheitel die Koordinaten [-— %; (L — q)]])csltzt und deren Symmetrie-

achse eine Parallele zur Ordinatenachse ist.
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Weitere Beispiele:

3 2 25
Ly=at3a—4 p=3 -—E__3.,._ —(%—q)=_T"’
3 25
ol i
2
5 33
s(z:-%)
2 =6 =P 8. 0= r’ —
3 y=22+4+6z+6 p=6; 5 =—3;¢=6; -z -9 =-3
S (=3; =3
b y=a®—82+432 p=—_38; —§=4; q=32; —(!’:—q):iﬁ
S (4; 16)

Aufgahen

1) Zeichnen Sie die Bilder folgender Funktionen:

y=f(e) =2+ 2z 4+ 1 y=
y=f(z)=2a>+ 62+ 9 y=
y=f(2) =a*+ 22+ 6 y =
y= f(a) =a?+ 3z —5 y=
) s=s(t) = 24+0,3t—55 k) ¢ =
Dm= f(w) =w?— 15w+ 4,2 m) [ =
2. Die Koordinaten des Scheitels einer Normalparabel lauten:
a) (3;05) B (—6;0) 9(-53) Doy
€ (25; —1) D (2,95 0) 8) (0;3,1) b) (—2,6; + 4,5)

Wie lauten die Normalformen der analytischen Ausdriicke der zugehérigen Funktionen?

24. Die Funktion y = f(x) = ax?
Wir wollen nun untersuchen, welche Verinderungen das Bild der Funktion

(a belicbig) gegeniiber dem Bild der Funktion y = a? aulweist.
Dabei miissen wir mehrere Fille unterscheiden :

1. Fall: a =1

y=aa?

Ist @ =1, lautet also die Gleichung y = a2, so ist das Bild dieser Funktion die
Normalparabel (Abb. 28)

2. Fall: > 1 )

Ist @ > 1, beispiclsweise a = 2, so wird jede Ordinate y der Normalparabel
auf das doppelte vergriBert, Das bedeutet, daB die Normalparabel senkrecht zur
Abszissenachse gedehnt wird (Abb. 28)
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3. Fall: a < 1, aber >0

Ist a < 1,aber >0, beispielsweise a = %, so wird jede
Ordinate y der Normalparabel auf die Hilfte verkleinert.

Das bedeutet, daB die Normalparabel senkrecht zur
Abszissenachse gestaucht wird (Abb. 28).

4 Fall: a <0

Ein Vergleich der Bilder der Funktionen y = 2a?
und y = — 2a® zeigt, daB das Bild der Funktion
y = — 2a% entsteht, wenn das Bild der Funktion

— 4 22% an der Abszissenachse gespiegelt wird

(Abb. 28).

Zusammenfassend konnen wir sagen:
Tritt zu dem quadratischen Glied einer Funktion
~¢in Koclfizient #<= 1, so ergibt sich als Bild ebenfalls
eine Parabel, die aber eine andere Form als die Normal-

parabel hat.

Ist @ > 1, so erfolgt eine Dehnung der Normalparabel;
ist @ < 1, aber > 0, so erfolgt eine Stauchung der

Ma=2)
I(a=1)

mie=%)

IV (a=-2)

Abb. 28

Normalparabel.

Ist @ < 0, soist das entstehende Bild eine Spiegelung des Bildes der Funktion y = aa?

mit & > 0 an der Abszissenachse.

25, Die Funktion y = f(x) = ax®*+ bx 4 ¢

Abb. 29

Abbildung 29 zeigt verschie-
dene Parallelverschicbungen der
Funktion y = 2a2

Nach den bereits erkannten
GesctzmiBigkeiten kann man aus
der Lage des Scheitels den ana-
lytischen Ausdruck der zuge-
horigen Funktion ablesen.

a) y=2(c+ 152 +2
b) y=2(z+ 3,52 —3
¢) y=222

d) y=2(z —3)2 -2

e) y=2(z—22+15
f) y=2(z —6)2

‘Wenn man in diesen Beispielen
die Klammern ausmultipliziert,
so erhiilt man stets Ausdriicke
der Form

y=aa*+ba+ec.
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Die unter a) stehende Gleichung ergibt beispielsweise :

y=2(z+ 152+ 2
=222+ 62+ 4,5+ 2
=224 6a -+ 6,5

Man nennt eine Gleichung der Form y = aa® + ba + ¢ die allgemeine Form des
analytischen Ausdrucks der quadratischen Funktion.

Aufgaben

{1} Stellen Sie in einem Koordinatensystem grafisch dar
y=2a% y=2a% y=0,522
Wie verhalten sich die zu 2, = 1; a, = 2; T3=3;xy=—1; 2,=—2
gehorenden Ordinaten bei den drei Parabeln?
Durch welche geometrischen Verinderungen entstehen die Bilder der Funktionen y =
¢ g y
und y = 0,52% aus der Normalparabel ?

2. Fiihren Sie die gleichen Uberlegungen durch fiir

a) y=a% y=25a2 y=011a b) y=2a% y=1,2a% y=09a2

3) Stellen Sie je in einem Koordinatensystem grafisch dar

a) y=2a?und y = — a? b) y =22 und y= — 22
p‘y:S,Qz” und y = — 3,222 @) y=(r—2?2 und y= — (x—2)2
Q) y=(z—152und y=— (2 —1,5?2 1) y=(r—224+1 und y = — (2

Wodurch lassen sich die Bilder jedes Paares von Funktionen ineinander tiberfithren und wie
liegen sie zur Abszissenachse ?

4. Die quadratischen Funktionen y = 2a2; y =2 (t—2)% y=2(x—2)24 3sind
a) durch Aufstellen einer Wertetafel und Zeichnen der Kurve aus Kurvenpunkten,

b) durch Scheitelbestimmung und Verschiebung der Kurve y = 222 geometrisch darzu-
stellen.

Anleitung: Benutzen Sie zum Verschieben der Parabel y = 2a? eine Pappschablone mit
Kennzeichnung des Scheitels und der Symmetrieachse!

5. Die Funktionen y = 2 (2 — 1)2+ 2und y = 2 (x — 1) — 2 sind
a) durch Wertetalel und Zeichnen der Kurven aus Punkten,

b) durch Scheitelbestimmung und Verschiebung der Parabel y = 222 geometrisch dar-
zustellen,

6. Stellen Sie die Funktion y =32 + 15z 4 18 (allgemeine Form) und die Funktion
y=a*+ 52+ 6 (Normalform) in einem Koordinatensystem dar!

In welchen Punkten stimmen die Bilder der allgemeinen und der Normalform iberein?
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V. Die quadratische Gleichung

26. Funktion und Bestimmungsgleichung

Zur Wiederholung:

[

. Erliutern Sie den Unterschied zwischen analytischem Ausdruck einer Funktion und
Bestimmungsgleichung am Beispiel der linearen Funktion bzw. derlinearen Gleichung!

(&

. Erliutern Sie, wie aus einem lincaren analytischen Ausdruck einer Funktion eine
Bestimmungsgleichung entsteht!

3. Was stellt die Losung einer linearen Gleichung geometrisch dar?
4. Wieviel Losungen hat eine Gleichung 1. Grades?

Wir betrachten die Bilder der in Abbildung 30 dargestellten Funktionen. Sie sind
durch Verschiebungen parallel
zur Abszissen- oder Ordinaten- %
achse bzw. parallel zu beiden
Achsen entstanden. Aus den Ko-
ordinaten ihrer Scheitel kann

d
man die analytischen Ausdriicke
der zugehorigen Funktionen be-
stimmen: ¢
Scheitel
a) (—4; —4)
b) (2; —1)
) (45 0) b \
d) (3; 1) g :
e) (05:2) 1\7/?45671
Analytischer Ausdruck
a)y=(z+4?>—
b)y=(z —2)* —
) y=(z—4)
d)y=(z —324+1 Abb. 30
e) y=a*+2

Ebenso wie bei den linearen Funktionen geht auch der analytische Ausdruck
(inm quagratischen Funktion in eine quadratische Bestimmungsgleichung iiber, wenn

= ( gesetzt wird.

Demnach sind auch in diesem Falle die Abszissen der Schnittpunkte des Funktions-
bildes mit der Abszissenachse, also die Nullstellen der Funktion, die Lésungen der
quadratlschen Bestimmungsgleichung.

Fiir die in Abb. 30 dargestellten Parabeln ergibt sich:

Analytischer Bestimmungsgleichung Abszissen der Schnitt-
Ausdruck punkte mit der a-Achse
a) y=(z+ 47—
y=a®+8z+ 12 224+ 82+ 12=0 . = —2; ¢y=—6
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b) y=(z—292 -1
y=2a*—42+43
y=(z—4)?
y=2a%—8x+ 16
Q) y=(e—32+1
y=a2a%— 6z 10

c

Die quadratische Gleichung

2 —4x+3 =0
a® —8x4+16=0

2? — 624+ 10 =0

keine

y=22+4+2 2%+ 2 =0 keine
Die Ubersicht zeigt, daB sich in zwei Fillen zwei Lésungen, in einem Falle eine
einzige Losung und in zwei Fillen keine Lésungen ergeben.

Eine Probe bestitigt, daB die Abszissen der Schnittpunkte mit der a-Achse tatsich-
lich dic Lésungen der quadratischen Gleichung darstellen, Zu diesem Zwecke setzen
wir die Abszissen in die Bestimmungsgleichung ein. Fiir die unter a) angegebene
Bestimmungsgleichung

e

2?4824 12=0
ergibt sich: z; = —2:
Linke Seite: (—2)2 + 8 (—2) + 12
=4 —-16+12 =0
Vergleich: 0 = 0

Rechte Seite: 0

z, = —6:
Linke Seite: (—6)2 +8 (—6) + 12
=36 —48+4+12 =0
Vergleich: 0 =0
In dhnlicher Weise verlaufen auch die Proben fiir die unter b) und ¢) angegebenen
Gleichungen.

Rechte Seite: 0

27. Die zeichnerische Losung der quadratischen Gleichung

Man kann jede quadratische Gleichung von der Form 22 + pa 4+ ¢ = 0 zeichnerisch
lésen.

Dazu bestimmt man aus dem analytischen Ausdruck der zugehorigen Funktion die
Koordinaten des Scheitels der Normalparabel und legt die Schablone der Normal-
parabel in die durch die Scheitelkoordinaten bestimmte Lage. Die Abszissen der
Schnittpunkte der Parabel mit der Abszissenachse sind die Lésungen der Gleichung.

1. Beispiel:

Gesucht sind die Losungen der quadratischen Gleichung

22 -3z —4=0

Esist p=—3; ¢= —4.

Die Koordinaten des Scheitels der Normalparabel sind | — g; - (%2 — q)|, also in

diesem Falle (g, - 2/—:3) Bringt man die Schablone der Normalparabel in die Lage,
2 - 9%

daB der Scheitel auf den Punkt (% 5 — .;_a) und die Symmetrieachse parallel zur

Ordinatenachse zu liegen kommt, so liest man als Lésungen ab:

= —1, z,=4.

Machen Sie die Probe!
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2. Beispiel:

Fiir die Gleichung 2? — 3,22 + 2,56 = 0 erhilt man als Koordinaten des Scheitels
(1,65 0). Die Normalparabel beriihrt die Abszissenachse; die Gleichung hat die
Loésungen a; = a, = 1,6.

3. Beispiel:

Fiir die Gleichung 2? — 2,52 + 20 = 0 erhilt man als Koordinaten des Scheitels
(1,253 18,44). Daraus ist ersichtlich, daB die Normalparabel keine Schnittpunkte mit der
Abszissenachse besitzt, Die Gleichung hat keine Losungen.

4. Beispiel:

Fiir die Gleichung a% + 3,62 — 4,5 =0 erhilt man als Koordinaten des Scheitels
(—1,8; 7,74) und als Lésungen

2 ~1, gy~ —4,6.

Dieses Beispiel zeigt, daB die grafische Losung nicht immer genaue Werte ergibt.
Diese kénnen aber stets durch die rechnerische Losung erhalten werden, die im folgenden
Abschnitt besprochen wird.

Aufgaben

1. Lésen Sie grafisch unter Benutzung einer Schablone der Normalparabel und priifen Sie
Ihr Ergebnis!

a) 22 — 524+ 6=0 b) a*+ 62 + 8=0

¢) a*+ 52+ 6,25=0 - d) x‘—%z-{- 11—6=0
9ot —tot g =0 1) a2t 252 —12=0
g) a® — 0,6z+ 4,2=10 h) a® — 922 —21 =0
i) a2+ 0172—0,3 =10 K) a4 32 —075=0
) at— 72+ 12 =0 m) a%+ 0,3x—0,18 =0

28. Die rechnerische Losung der quadratischen Gleichung

Zur Wiederholung:

& (45)(+5) (—5)(—5) B) (+2,5)(+2,5) (—2,5)(—25)
™ (+0,6)(+0,6) (—0,6)(—0,6)
2.a) J/25 b) 16,25 ¢) 10,36

3.2a) Nennen Sie Beispiele fiir positive ganze Zahlen!
b) Nennen Sie Beispiele fiir positive und negative ganze Zahlen!
¢) Nennen Sie Beispicle fiir positive und negative gebrochene Zahlen!
d) Unter welchem Begriff faBt man ganze und gebrochene Zahlen zusammen?
e) Nennen Sie Beispiele fiir irrationale Zahlen!

Merke: Die rationalen Zahlen und die irrationalen Zahlen bilden zusammen die
reellen Zahlen,
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Aus der Normalform des analytischen Ausdrucks der quadratischen Funktion
y=a2*+pa+gq
erhilt man durch Nullsetzen der abhiingigen Variablen die Normalform der quadra-

tischen Gleichung
2?4 pz+4 ¢=0.

In dieser Bestimmungsgleichung bezeichnet man a2 als das quadratische, px als das
lineare und g als das absolute Glied.

Das quadratische Glied ist charakteristisch fiir die quadratische Gleichung; fehlt es,
so liegt keine quadratische Gleichung vor. Hingegen kénnen sowohl das lincare
als auch das absolute Glied fehlen. Dadurch ergeben sich verschiedene Formen der
quadratischen Gleichung,

29. Die rein-quadratische Gleichung x® + g = 0

Ist in der Normalform der quadratischen Gleichung der Koeffizient des lincaren
Gliedes p = 0, so erhalt man die rein quadratische Gleichung

x2 4+ q=0.
1. Beispiel:
22 — 64 =0 q= —064
a? = 64
z =4 1(74
&= 48 (gelesen: @ cins — zwei gleich plus oder minus 8)
z=+8
@y = —8
Probe: =+ 8: 2, = —8:
Linke Seite: (48)2 — 64 =64 — 64 =0 Linke Seite: (— 8)2 — 64 = 64 — 64 =0
Rechte Seite: 0 Rechte Seite: 0
Vergleich: 0 =0 Vergleich: 0 =0

Jeder Losungsgang einer quadratischen Gleichung fithrt auf eine Quadratwurzel,
Wegen der Doppeldeutigkeit jeder Quadratwurzel (esist (—a) (—a) = (- a) (+ a)=+a?)
muB demnach jede quadratische Gleichung zwei Losungen besitzen, die zuweilen gleich
sein kénnen,

2. Beispiel:

22416 =0 qg=+416
2? = 16
.ru:i]/—TG

Diese Gleichung besitzt ebenfalls zwei Losungen, die aber in den bisher bekannten
Zahlenbereichen nicht enthalten sind. Zu ihrer Lésung muB ein neuer Zahlenbereich
eingefithrt werden.
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‘Wir fassen zusammen:
Die rein-quadratische Gleichung 2+q=0 (=0
o=+ Ve und 5= —VE.
3. Beispiel: 522 — 101,25 =0

Wenn das quadratische Glied einen Koeffizienten besitzt, der verschieden von 1 ist, so

mubB die Gleichung zunichst durch den Koeffizienten, also in diesem Falle durch 5,
dividiert werden.

hat die Losungen

22—20,256 =0
22 =20,25
T, =+ V2hf5 @y = +45; x,=—45
Probe: a,=+4,5 1= —4,5
Linke Seite: 5(+ 4,5)* — 101,25 Linke Seite: 5(— 4,5)> —101,25
=101,25 — 101,25 =0 =101,25 —101,25=0

Rechte Seite: 0

Rechte Seite: 0
Vergleich: 0 =0

Vergleich: 0 =0
4. Beispiel:

Aus cinem Rundholz von 200 mm Durchmesser soll ein Zapfen mit quadratischem
Querschnitt hergestellt werden. Wie groB wird die Quadratseite?

Lésung:
Wir bezeichnen dic Quadratseite mit @, den Durchmesser mit d.

a® -+ a® = d®

2a® = d2
a® = (g
¥ i .
d'l

a==% 5 d =200

ay.5 = + /20000 ‘
L_‘.,_.—ﬂ a, =+ J20000 =~1414
Abb. 31 .
a, = — JY20000 =~ — 1414

Der Wert @, kommt nach den Bedingungen der Aufgabe nichtin Frage. Die Quadrat-
seite wird ungefihr 141 mm lang.

5. Beispiel:

Nicht immer ist eine Gleichung von Anfang an als rein-quadratische Gleichung ge-
geben oder erkennbar. Oft miissen erst Umformungen durchgefiihrt werden, ehe man
sie erhilt:

(z — 3)(x+5) =2(z 4 17)

2+ 20 — 15 = 224 34

2?42z — 2z =49

a? =49
T =+ V49 2y =+T7; a3=—1T7
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Probe:
=47 To= —17
Linke Seite: (4 7 — 3)(+7 + 5) Linke Seite: (—7 — 3)(—7 + 5)
=4.12 = 48 T=(—10) (=2)=20
Rechte Seite: 2(+ 7 + 17) = 48 Rechte Seite: 2(— 7 4 17) = 20
Vergleich: 48 = 48 Vergleich: 20 = 20
Aufgaben
Lésen Sie die folgenden Gleichungen rechnerisch! Machen Sie stets die Probe!
1.8) 2% = 256 b) a2 =36 ©) a2 —49 =0 d) 22— 169 =0
2 2
2.8) 7a? = 2527 b) 1922 = 31939 ¢ {] =576 ) 1‘—7 —272=0
3 27 8 ,_ 288 . N
3.&)Tzz=ﬁ b)?xz—m ¢) 2*—a=0 d) aa—¢c=0
4. Unter welchen Bedingungen sind Aufgabe 3¢) und d) im Bereich der reellen Zahlen losbar?
5.8) (4 2)(z—2)+3=0 D) (@+ 7)(@—9)+ (2 —7)(x+9)+T6=0
1 1 B B+a 13+
Ot g)(e-g)-2=0 @ PFr_nEe

22
G.n){—zab’ 2m)
i

- x4+ a x—a 2(a® 4 1)
l'n)fz—a z+a 1 —a®

30. Die gemischt-quadratische Gleichung 2 + px=0
Ist in der Normalform der quadratischen Gleichung das absolute Glied qg=0, so
erhalt man die gemischt-quadratische Gleichung
x>+ pr=0.

1. Beispiel:
22 — 8z =0 p=—8

Zur Losung der Gleichung wird die linke Seite durch Ausklammern des gemeinsamen
Faktors als Produkt dargestellt.
z(z —8) =0

Ein Produkt ist aber nur dann gleich 0, wenn mindestens einer der beiden Faktoren
gleich 0 ist. Das heifit, die Gleichung kann nur dann befriedigt werden, wenn

z=0

oder z —8 =0 ist.
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Weil beides moglich ist, zerfallt die quadratische Gleichung in zwei lineare
Gleichungen, namlich in
z=0 (€H]

und z—8=0. 2)

Daraus erhilt man die beiden Losungen 2, =0; 2, =8,

Probe:
@y =0: 2, =8:
Linke Seite: 02 —8-0 =10 Linke Seite: 82 —8.8=0
Rechte Seite: 0 Rechte Seite: 0
Vergleich: 0 =0 Vergleich: 0 =0

Wir verallgemeinern die gewonnenen Erkenntnisse:
Die gemischt-quadratische Gleichung %+ pz =0 hat stets zwei Losungen :

2, =0; 2= —p
Aufgaben
L) 2*+32=0 b) a2 —6z=0 ©) 2t — 252 =0
) ) 22— 0,065 =0 Dot 1o z=0
2.8) 522 — 120 =0 b) 4at+ 7,52 =0 ©) 3,522 + 140z =0
3.8) ast—ba =0 b)L,':_zw%z:o

4. Sind Aufgabe 3a) und b) stets lsbar, wenn Sie a, b bzw. m, n, r, s beliebig wihlen?
5. Darf man die Gleichung 22 + pz = 0 durch @ dividieren? Begriinden Sie Ihre Antwort!

31. Die gemischt-quadratische Gleichung a* + px 4 ¢ =10
1) Zur Wiederholung: Wie lauten die binomischen Formeln?

1. Beispiel:

Der Ausdruck 22+ 62 soll zu einem vollstandigen Quadrat ergéinzt werden,
Das vollstandige Quadrat muff die Form (z + a)? = 2% 4+ 2ax + a® besitzen,
Deshalb muB 2az =6z und a =3 sein.

Man mu8 also zu 22 + 6z noch a? = 32 =9 addieren und erhalt

2?4 6z + 9= (z+ 3)?
2. Beispiel:

Der Ausdruck 22 — 7z soll zu einera vollstindigen Quadrat ergénzt werden.
Das vollstindige Quadrat muB die Form ' (z — m)* = 22 — 2maz + m? besitzen.

5 [00919]
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Deshalb muB8 2maz =7z und m = ~,27— sein,

Man mu8 also zu 22 — 7z noch (%)2 addieren und erhilt
§_ N 7)\e
@ Tz + (? =le—-5
Man nennt das jeweils zu addierende Glied die quadratische Ergéinzung. Die quadra-

tische Erganzungist gleich dem Quadrat des halben Koeffizienten des lincaren Gliedes,

Ergiinzen Sie in gleicher Weise die folgenden Ausdriicke zu vollstindigen Quadraten!
Wie groB ist in jedem Falle die quadratische Ergiinzung?

a) 22| 8z b) 2% — 10z ) e+

d) 22 — 042 €) 2 — 05a f) zz—l—%z
g) 2%+ 0,012z h) o2 — 1582 i) a4 24z
K) 2 — 2a0 ) &+ 2pa m) 2 —2ps

2) Wir kénnen nun zum Lésen der gemischt-quadratischenGleichung a2 - px—+q=0,
also der Normalform der quadratischen Gleichung, iibergehen. Wir betrachten dafiir
zwei Beispiele, von denen eines mit bestimmten Zahlen, das andere mit allgemeinen
Zahlsymbolen durchgerechnet wird.

22+ T2+ 12=0 224+ pr+q=0
Geiinderte Schreibweisen
2?4 Tx = —12 a4 pr=—¢q

Addition der quadratischen Ergiinzung auf beiden Seiten der Gleichung

z”—|—7x+(—;)2=%—12 x"’-{-pz—‘,—(%)z:(?p)z—q

S N S N
Warzelzichen
S S
L 7 N
7n=-3 wx=—§+]/(%)z‘—§
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z=-3
Linke Seite:
(—38)2+7(—8) + 12

=9 -21

=0

Rechte Seite: 0
Vergleich: 0 = 0

+12

2= —4
Linke Seite:

(=42 +7 (—4) + 12

=16 —28

= O
Rechte Seite: 0
Vergleich: 0 = 0

+ 12

Der Ausdruck

Probe
zl=——%+ (%)1 -7
Linke Seite:
(4 VT o (2T =)0
=%, - p]/(%)z——q +%2—q—%z+P]/@r—_;+q

= 0
Rechte Seite: 0
Vergleich: 0 = 0

P\?
a==-4-Y(§) -9

Linke Seite:

Rechte Seite: 0
Vergleich: 0 = 0

2= -%ﬂ: '/(%)2—'1

stellt eine Losungsformel fiir alle quadratischen Gleichungen in Normalform dar.

Weitere Beispiele zur Losung quadratischer Gleichungen:

3. Beispiel:

i

22 —3z+1=0

B-de =l
3)\2 9
z”—3z+(?) =T_1
3\2 5
(x—T) =%
3 1
s-g =+315
3 1
""1,2=?:|:7Vg
z; =~ 2,62
75 0,38,
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Man kann die Gleichung auch nach der Lésungsformel z; , = — % + "/ (%)’ —q

lésen; denn die Lésung mittels der quadratischen Erginzung ist verhaltnismaBig
umstindlich.

a—324+1=0 P==3 —h=12 g—11
3 9

=gtz -1

z; == 2,62

2y ~0,38.

4. Beispiel:

4 4 4 P 2 4

@ +yatg=0 P=t3i —g=-3 4=+

Die Losungsformel ergibt
2 4 A
=gty -5

; 3 2
r =Xy= —

|
|
e ro

In diesem Falle stimmen die beiden Lésungen der quadratischen Gleichung iiberein,

Es liegt eine Doppelldsung vor.
s "
Ob man % und (g) als gemeinen Bruch oder Dezimalzahl schreibt, muB von Fall

zu Fall entschieden werden. Man wihlt die Ausdrucksform, die das bequemese Rech-
nen und die gréBere Genauigkeit erméglicht.

5. Beispiel: 2?4 25z4+16=10 p=-+25; ——g—=—1,25; q=-+416
Die Lésungsformel ergibt : 29 = —1,25 + J/1,25* — 16

In diesem Falle ist der Radikand negativ. Da es uns noch nicht méglich ist, die
Quadratwurzel aus einer negativen Zahl zu ziehen, ist die Gleichung fiir uns noch nicht
losbar. Sie hat keine reellen Lésungen.

Tritt zum quadratischen Glied ein von (+1) verschiedener Koeffizient, so divi-

diert man alle Glieder der Gleichung zunichst durch diesen und lgst nun die in der
Normalform befindliche Gleichung in der gleichen Weise wie bisher.

Beispiel: Beispiel:
1022 — 472 = —42 aa 4+ bax+4 ¢c=0
Division durch 10 Division durch a
b ¢
22 — 4,7 = —4,2 z2+71+7=0
b c
2 — 4724 42=0 T =P-=q
2 +pr+g=0

Lésen Sie selbstandig!



Die gemischt-quadratische Gleichung a% + px+¢=10

Zusammenfassend koénnen wir sagen:

Die gemischt-quadratische Gleichung 2* + pz + ¢ = 0 hat zwei reelle Losungen

Jede nicht in der Normalform vorliegende quadratische Gleichung muf vor ihrer

Losung auf die Normalform gebracht werden.

Aufgaben

i) Losen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen r

ay 22 — 8z +15=0
zwz+18$—40=0
B) a*+ Lz =15
B) a2 +2—6=0

2. 8) x=—%z+1=0
d)z”-%—3=0

3.8) 222 —524+2=0

(&>

:oh! Mach

ch! Sie stets die Probe!

b) a2 —122+35=0
2?4+ 62 —16=0
2?4+ 120 = — 27
22 —52—36=0

b) a:z+%a:—2=0

o a— 2% 1i=0

b) 222+ 72 —4=0

e) a2 —22—63=0
a? =~ 10a = —24
2—a—2=0

m) 22+ 150 + 56 =0

e)xz—%x—!):O

!)z“+£:—3=0!

¢) 3224+ 172 —6=0

d) 322+ 262 —9=0
g) bt —ax—5=0
522 — 122 =9

e) 222 —5x—18=0
h) 1222 — 2 —20 =0
1) 342 — 142 = 49
1) (c—2) (@—4)+ (@—3) (—1) =1

W 2z—3) Ba—2 —(a+1) Bz—7) =18

B Bz+2) (223 —(hz—3) (@—1)—3=0
# (Bz—4) (ha—1) — (5z—6) 2z—1)—2=0
) @+2 (@—3)+(@+1) (2—2—(2—1) (a+3) =0

1) (o +4) (g—3) — (e +3) [@+4& —(e—5) (v+6 —12=0
.a) (@4 32+ (@4 52— (z+7*=0
Q) (24 32+ Bz —1)2= (3z + 1)?
o (@z+1)2— 2z —1)2= (32— 2)?
g) Ba—52—(a+1)?—(a+3)*=0
h) (Ba— 42— (Ba+ 22 =(d—1) (a+11) — (2a+ 1)> — 48
8.8) 122* — 10az + 2a* =0 B 1222 — 20z — 2a* =0
oY 1222 + 2ax — 2a* =0 &) 1222 — ax — 6a® =

# ha? —16az + 1542 =0 M ba® — hax — 154> =0

5z—2 _3z+410 2z+5 _ Tz—15 22 — b+ 5 B3a®—6a+5
W3:5+1—41—5 L s T M Gz —3 6aA—9%z2—5

1) 822 — 2 —30=0
i) 1022 — 30 =1

m) 4a® — 170 = —15

o

b) (z—22— (z—4)=(r—3)*
d) G+ 12— Ba+1)2= 22+ 1)
N Ba+ 1)+ (a+ 2= (2a+ 3)*
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x+ 3 22 —7 1 z—1 xr— 4 1
8. 2) %z+2 3z—6 30 ")2;—6_31—15‘T
r—1 b — 3 7 _ 2z — 3 x5 2
VeFT St 1w =" 9 22+4 38z4+9 3
9.1) 3$—2_1Ga:2+101+5_ x4 2 b) 31-}-5_21‘2-[—59:—1710
Y Bz F9 T T U5k Gz —6 6z —9 4a®—9 27
0 41—3_40£2+20x+5 204 3 a0 1 _ 1 _ 2 1
6z +4 542 — 24 T 92—6 a2 —1 zz—a:_lgi—?:F?
3 4 3 5 6 14
w"”z—T+2—2";~ D l'rac-g_i"'H-‘;.T_z-;-’.?':o
7 8 27 6 5 6
‘)V;+1+;—2_a:+h_0 ﬁrm—1+m+3 m—3‘0
d, 1 4 1 . A 5
© z+a+z-—a_§'5 nm—a+m+a=12a
z — 10
2 +a+z a

z—a 'z+a_T

M. Warum darf man die Gleichung aa?+ bz + ¢ =0 durch a dividieren, wenn man sie
auf'die Normalform bringen will?

12. Ein Stein wird mit einer Anfangsgeschwindigkeit 9y =3 = senkrecht nach unten ge-
s

worfen. Nach welcher Zeit hat der Stein eine Strecke von 200 m zuriickgelegt?

32, Uber die Beschaffenheit der L gen einer quadratischen Gleichung

Es soll grafisch untersucht werden, unter welchen Bedingungen eine in der
Normalform 22 + paz + ¢ = 0 gegebene Gleichung

a) zwei verschiedene reelle Lsungen,
b) zwei gleiche reelle Losungen,
¢) keine reellen Losungen besitzt,

Dazu sind gegeben die Gleichungen
22—z —2=0 (1); 2 — 240,25 =0 (2); 2 — a4 225=0 (3),

Fiir die grafische Losung bildet man die analytischen Ausdriicke der zugehérigen
Funktionen

y=hHlz) =22 -z -2 (9]
y=fo(2) =22 — 240,25 @)
Yy =fa(a) =22 —a+ 2,25 @)

Danach bestimmt man die Koordinaten der Scheitelpunkte der Parabeln

1 9 1 1
51’(75 _T); Sz'(q; 0>; Sy (?i 2)

und zeichnet die Kurven in das Koordinatensystem ein (Abb. 32).



Beschaffenheit der Lésungen einer quadratischen Gleichung 71

Die Abszissen der Schnittpunkte der Parabeln mit der
2-Achsesind dann die Losungen der jeweiligen Gleichung.
Der Scheitel der ersten Parabel liegt unterhalb der Ab-
szissenachse. Es existieren zwei Schnittpunkte mit der
Abszissenachse. Die Gleichung (1') besitzt also zwei
verschiedene reelle Losungen ; = 2; @, = —1.

Bei einer Verschicbung der Kurve nach dem posi-
tiven Teil der y-Achse miissen sich die Schnittpunkte
mit der Abszissenachse immer mehr nihern, bis sie
schlieBlich mit dem Scheitel der Kurve zusammen-
fallen. Die Gleichung (2') besitzt zwei gleiche reelle
Lésungen, eine Doppellésung,

y

Parabelachse

————— e —

Esist oy =2, = 0,5.

Setzt man schlieBlich die Schiebung der Kurve weiter
in der gleichen Richtung fort, so liegt der Scheitel iiber
der Abszissenachse. Es existieren keine Schnittpunkte
mit der Abszissenachse. Die Gleichung (3') besitzt keine
reellen Lésungen,

. Abb. 32
Wir fassen zusammen:
Wenn die Parabel die Abszissenachse
schneidet, so besitzt die Gleichung zwei verschiedene reelle Losungen,
beriihrt, so besitzt die Gleichung zwei gleiche reelle Losungen,
meidet,  so besitzt die Gleichung keine reellen Losungen.

Die Richtigkeit der zeichnerischen Losung wird durch die Rechnung bestitigt. Im
einzelnen ergibt sich:

22—z —2=0 22 —x+025=0 a2 —2+225=0
22 —z=2 2 —a=— 025 22 —ax=—225
1\2 1 1\2 1 5 1\2 1 =
1’—::—&—(?) =3 +2 l xz——:c—i—(?) =3 —02 ‘ 12—x+<?) =1-2%
1\2 9 1\2 1\2
R = o
1 3 1 1 =
z—g=%3 z—5=0 x—7=:|:]/—2
_ 1.3 ey 4 Im Bereich der reellen Zahlen
=93 n= RT3 nicht lasbar!
=2
z,=—1

Aus Abb. 32 erkennt man deutlich, daB die Ordinaten des Scheitels der in Normal-
form gegebenen Funktion fiir die Art der Losungen ausschlaggebend sind, Die Ordinate

des Scheitels ist aber bekanntlich y, = — (% —q).
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Fir die drei Parabeln der Funktionen (1'), (2) und (3) ergeben sich
Y= —2,25 (1); Yo=0 (2); Yp=2 (3).
Sie bestimmen die oben gekennzeichnete Lage der Parabel zur Abszissenachse.
) i -
Der Ausdruck (% —q) tritt aber auch in der Losungsformel Ty, = — l: + "/gz —
2 A
der quadratischen Gleichung auf. Es muB also méglich sein, daraus auch ohne die
grafische Darstellung die Art der Losungen zu bestimmen,
Es existieren folgende Moglichkeiten:
2
a) ’1? — q >0, bzw, % >q: Der Radikand der Quadratwurzel ist eine posi-
= tive Zahl. Die Quadratwurzel ist eine reelle Zahl.
Die Gleichung hat zwei verschiedene reelle Losun-
gen.
2
b) ’,',2 — q=0, bzw. 4 =gq: Die Quadratwurzel ist gleich Null. Die Gleichung
& & hat eine Doppellosung (2 gleiche reelle Losungen).
2
¢) P _ g <0, bzw. % <gq: Der Radikand der Quadratwurzel ist eine negative
Zahl. Es gibt keine reelle Zahl, deren Quadrat eine
negative Zahl ist.
Die Gleichung hat keine reellen Lésungen.
Der Radikand der Quadratwurzel wird auch als Diskriminante? bezeichnet :

pﬂ

Man nennt eine derartige kritische Erérterung iiber die Art der Lésungen einer qua-
dratischen Gleichung eine Losungsdiskussion? der quadratischen Gleichung,

Beispiel:

Diskutieren Sie die Art der Losungen der Gleichung:

) 522 — T2+ 22=0

Lésung:

Man bringt die Gleichung auf die Normalform, indem man alle Glieder durch den
Koeffizienten des quadratischen Gliedes, also durch 5, dividiert. Dann ermittelt man
den Wert der Diskriminante.

zz—%z+£52~=0
LT 22
ST EAT T
P 49 2 4o
100095 T 100

p2
T <9 alsoD <0.
Die Gleichung hat keine reellen Lisungen.

! lat. discriminare, entscheiden; Diskriminante, die Entscheidende.
2 lat. discussio, kritische Erorterung.
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Aufgaben

1. Untersuchen Sie die Art der Losungen folg leichungen:
Seite 69, Aufgaben 1, 2, 3 und 6.

33. Beziehungen zwischen den Lisungen und den Koeffizienten
der quadratischen Gleichung

Der franzésische Mathematiker Francois Viéta (1540—1603, Paris) fand, daB
zwischen den Losungen und den Koeffizienten einer quadratischen Gleichung eine Reihe
allgemein giiltiger Beziehungen bestehen.

Die Normalform der quadratischen Gleichung a® 4+ pa + q = 0 besitzt die Lésungen

Xy, 0= — g + '/(%)zij]

Die Addition beider Lésungen ergibt

e

=4

2
m=—L ]/( —g
T+ T = —p. (¢}
Die Multiplikation beider Lésungen ergibt

o= (£ BT ) (- -V ET )

Die rechte Seite der vorstehenden Gleichung ist von der Form (a + b)(a — b).
‘Wegen

2
wird Ty Ty = (%)2 — (%)2 = r])

BEICE

-(#) - () -9)
- (8] - (8
T Ty =q. (2)

Zwischen den beiden Lésungen z; und z, und den Koeffizienten p und ¢ einer qua-
dratischen Gleichung bestehen demnach folgende Beziehungen:
z1+ @ = —p, 1)
Ty Ty = G @)
In Worten:
Die Summe der Losungen einer quadratischen Gleichung ist gleich dem negativen
Koeffizienten des linearen Gliedes in der Normalform; das Produkt der Lésungen ist
gleich dem absoluten Glied (Viétascher Wurzelsatz).
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Der Vigtasche Wurzelsatz kann angewandt werden
a) zur Probe,

b) zur Bildung von quadratischen Gleichungen, deren Lisungen bekannt sind, und
¢) zur Losung von Gleichungen.

T 11 3
a) Beispiel: x’—Tx+—=0 P=——s ¢=+%
11 121
0= 4 :f:]/M =
‘TIZ_ i
11 5
11.2—7;*:&;
=2
3
Ty =
Probe: - T z +
3 3 3 11
i, S, — _——
=4rT T =2ty
3 1

b) 1. Beispiel: Wie lautet die Normalform der quadratischen Gleichung, dic die
Losungen z; = —5 und 2, = 1,5 besitzt?

T+ a=—p T Tp=4q
—=5415=-35 (=5):15=-175
p=35 q=—175.

Die Normalform a2 + pa + ¢ = 0 lautet fiir diesen Fall:
2?4 3,5z — 7,5 =0.

2. Beispiel: Wie lautet die Normalform der quadratischen Gleichung, die die
Lésungen 2; = 2, = + 2,5 besitzt?

T+ ap=—p &y Ty =14
25+25=5 2,5.2,5=6,25
p=-5 q=16,25.

Die Normalform 2% 4+ p2 + ¢ = 0 lautet fiir diesen Fall
2?2 — 5z + 6,25 =0,
¢) Unter Anwendung der Beziehungen
Z+a=—p

HeT=q
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gilt: B4 prtg=a— (x4 a)x+ ay- 3
=2 — 28 — 2z + 393,
=z(z—z) — 2 (z — )

@t patg=(o— ) (z— ).

Man kann also eine quadratische Gleichung in ein Produkt aus zwei Linearfaktoren
(z — x;) und (z — ) zerlegen, in denen z; und =, die Lésungen der quadratischen
Gleichung 22 + pa + ¢ = 0 sind.

Obwohl eine solche Zerlegung bei jeder quadratischen Gleichung méglich ist, hat sie

bei den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln nur dann Aussicht auf Erfolg, wenn
die Lésungen ganzzahlig sind.

Beispiel: 22 — 7z 4 12 =0,
Dic Zerlegung in Linearfaktoren liefert
(¢ —3)(x —4) =0

z=3; z3=A4.

Aufgaben

1. Machen Sie mit Hilfe des Viétaschen Wurzelsatzes die Probe auf die Losungen folgender
quadratischer Gleichungen:

a) Seite 69, Aufgabe 1 b) Seite 69, Aufgabe 2.
2. Wie lautet die Normalform der quadratischen Gleichung, die die Losungen
a) a; = 16; T, =3 b) @, = — 4; zy =8
&
¢) @ Ty = d) o =— 2; x; =—35
e a, Zy = % f) t;, =04; t, = 0,03
g = 2 =48 h) s, =0; sy = —1,6
) o,=17; vy = k) my=—1; my, = —6,2 besitzt?
8. Zerlegen Sie in Linearfaktoren!
a) a*— 224+ 1=0 d) 22 —32+ 2=0
b) a®*+ 8x+ 16 =0 e) 2*+ 8a+ 15 =0
¢) a?— 22 —2=0 f) s> — 52+ 6=0

34. Ein weiteres zeichnerisches Losungsverfahren fiir quadratische Gleichungen

Zur Wiederholung:

1. Was fiir ein Bild besitzt die Funktion y = f(2) = ma + n?
2. Wie andert sich das Funktionsbild, wenn sich m andert?

3. Wie andert sich das Funktionsbild, wenn sich n andert?

4. Was fiir ein Bild besitzt die Funktion y = f(z) = 2%
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Die quadratische Gleichung

In Kapitel 27 haben wir ein zeichnerisches Lisungsverfahren fir quadratische
Gleichungen kennengelernt, das sich auf Schiebungen der Normalparabel parallel zu
den Achsen griindete. Die Abszissen der Schnittpunkte der Parabel mit der z-Achse
gaben die Losungen an.

Man kann die in der Normalform 22 4 pz + g = 0 gegebene quadratische Gleichung
aber noch auf eine andere Weise zeichnerisch 16sen. Wir betrachten wieder zwei Bei-

~

Vy=2ﬂ3

y=2x-1

-3 2 -1

spiele, von denen eins mit bestimmten Zahlen,
das andere mit allgemeinen Zahlsymbolen durch-
gerechnet wird: ’

2? =22 -3=0 (1) 224 par+q=0 (1)
Wirsetzen 22 =y (2) B=y. (2)
Einsetzen von (2) in (1):
y=22-3=0 (3 y+patg=0 (3)
=2z+3 3) y=-pr—gq (3)

Aus der Bestimmungsgleichung (1) haben wir
die analytischen Ausdriicke von den zwei Funk-
tionen (2) und (3') erhalten, die wir uns geometrisch
veranschaulichen wollen.

Das Bild der Funktion (2) y = a® ist die
Normalparabel. Das Bild der Funktion (3)
Yy = — pz — g,indem Zahlenbeispiel y =2z 3,
ist eine Gerade. In Abbildung 33 sind beide
Funktionsbilder in einem Koordinatensystem ein-
gezeichnet,

Die Losungen der Gleichung sind die Abszissen
derjenigen Punkte, dic sowohl auf der Normal-
parabel als auch auf der Geraden liegen.

Man liest ab: a; = —1; 2, = 3.

Die Probe bestitigt dic Richtigkeit der Li-
sungen,

Lést man in gleicher Weise die Gleichung
2? — 2z 4 1 = 0 auf, so ergibt sich
22 —2z4+1=0 (4)
2=y (5)
Einsetzen von (5) in (4):
y—2z+4+1=0 (6)

y=2z—1. (6")

Das Bild der Funktion (5) ist wieder die Nor-
malparabel, das Bild der Funktion (6') ist cine
Gerade, die den Anstieg 2 besitzt und die Ordi-
natenachse bei —1 schneidet (Abb. 34).
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Die Gerade berithrt die Normalparabel. Die
Abszisse 2; = 1 des Berithrungspunktes ist eine
Doppellssung der Gleichung

22 —2z+4+1=0.

Lost man schlieBlich in gleicher Weise die
+ Gleichung 22 40,5242 =0, so ergibt sich

a4+ 05z+2=0 (7
2 =y. (8)
Einsetzen von (8) in (7):
y+05z2+2=0 9)
5% y=—05z—-2..(9)

In diesem Falle liuft die Gerade an der Nor-
\<—0'5‘-2 malparabel vorbei. Parabel und Gerade haben
keinen gemeinsamen Punkt; die Gleichung be-

sitzt keine reellen Lésungen (Abb. 35).

Wir kénnen die Ergebnisse aus diesen drei Beispiclen zusammenfassen:

Wenn die Gerade die Parabel
schneidet, so hat die quadratische Gleichung zwei verschiedene reelle Lésungen,
beriihrt, so hat die quadratische Gleichung zwei gleiche reelle Losungen,
meidet,  so hat die quadratische Gleichung keine reellen Losungen.

Es empfichlt sich, die in allen drei Fallen vorkommende Normalparabel genau auf
Millimeterpapier zu zeichnen. Die Gerade sollte auf einen Streifen durchsichtigen
Papicrs gezeichnet werden, der iiber der Parabel in die jeweils erforderliche Lage ge-
bracht wird. Die Abszissen der Schnitt- bzw. Berithrungspunkte lassen sich dann
leicht ablesen. Damit kann dieselbe Zeichnung der Parabel zur zeichnerischen Losung
verschiedener Gleichungen benutzt werden.

Aufgaben

1. Losen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen auf die angegebene Weise!

a) Seite 69, Aufgabe 1.

35. Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

'\, Das Produkt aus dem vierten und dem fiiniten Teil einer Zahl ist 405. Wie heiBt die Zahl:

8, Von einer gewissen Zahl und der Zahl 1 bildet man die Summe und die Differenz. Das
Produkt aus Summe und Differenz ist 224. Wie heifit die Zahl?

8, Zerlegen Sie 384 in zwei Faktoren, deren Differenz 8 ist!
"\ Zerlegen Sie 2268 in zwei Faktoren, deren Summe 99 ist!
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W Die Summe zweier Zahlen ist 313; die Summe ihrer positiven Quadratwurzeln ist 25. Wie
heien die Zahlen?

‘ Wie groB ist die Diagonale eines Quadrates, dessen Umfang a) 100 cm, b) 70 cm, ¢) nem
ist?

W, Wie groB ist die Seite eines Quadrates, wenn die Diagonale 8) 100 cm, b) 70 cm, €) mem
ist?

\ In einem Quadrat betrigt die Summe der Seite und der Diagonale 12 cm. Wie grol} ist die
Quadratfliche ?

9. Ein Quadrat mit der Seite p wird a) auf das Doppelte, b) auf das Dreifache, ¢) auf das
n-fache vergrofiert. Wie groB wird die Seite des Quadrates?

IO, Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks verhalten sich wie 1 ]/5 Wie lang sind sie,
wenn die Hypotenuse 225 m mift?

11. Das Papierformat DIN A 0 ist ein Rechteck mit dem Flicheninhalt f=1m? dessen
Seiten sich wie 1 :]/Z_verhalten. Das nichstkleinere Format DIN A 1 entsteht durch
Halbierung der groBeren Seite des Formates DIN A 0 usf.

Berechnen Sie a) die FormatgroBe DIN A 0;
b) die FormatgroBen DIN A 1...A 6!
Anleitung: FormatgréBen auf volle mm abrunden!

12) Aus einem Stiick Rundstahl von 35 mm Durchmesser soll ein quadratischer Zapfen von
méoglichst grofem Querschnitt hergestellt werden. Wie lang ist die Quadratseite?

13. Um einen oben offenen Wasserbehiilter mit quadratischer Grundfliche und einem Fassungs-
vermégen von 450 I herzustellen, werden aus einem quadratischen Stahlblech an den vier
Ecken Quadrate von 20 em Kantenlinge ausgeschnitten. Die iiberstehenden Rechtecke
werden rechtwinklig zur Grundfliche umgebogen und die aneinanderstoBenden Rechteck-
kanten verschweifit. Wie groB muf} die Kante des quadratischen Blechs gewiihlt werden?

14. Die Klemmenspannung zwischen zwei Punkten eines elektrischen Gleichstromkreises be-
trigt 220 Volt. Verkleinert man den Widerstand zwischen den beiden Punkten der
Leitung um 100 Ohm, so steigt die Stromstirke um 0,11 Ampere an. Wie groB war der
urspriingliche Widerstand ?

15. Die Klemmenspannung zwischen zwei Punkten eines elektrischen Gleichstromkreises
betrdgt 12 Volt. Vergrofiert man den Widerstand zwischen den beiden Punkten der
Leitung um 5 Ohm, so sinkt die Stromstirke um 0,2 Ampere. Wie groB war der urspriing-
liche Widerstand?

16. In einer Montagehalle bewegt sich der Laufkran mit einer Geschwindigkeit vy, = 0,75 =

s

Seine Laufkatze bewegt sich rechtwinklig dazu mit einer Geschwindigkeit v = 0,9 E
Wie groB ist die Geschwindigkeit der Last? g

17. Welche Fallgeschwindigkeit v muB ein Hammer mit dem Gewicht P = 40 kp besitzen, damit
seine kinetische Energie Exin = 200 kpm betriigt?

" m G >
Anleitung: Exin = 5 v om o= v entsprechend dem Newtonschen Grundgesetz P = mb.

18. Ein Baumstamm mit einem Durchmesser d = 35 cm soll zu Bauholz geschnitten \\'erd‘ep.
Es wird ein Balken mit rechteckigem Querschnitt benétigt, bei dem aus Griinden der
Festigkeit die Hohe das Vf-fache der Breite sein soll.

a) Bestimmen Sie die MaBe des Balkenquerschnittes!
b) Wieviel Prozent des Materials fallen ab?



19.

20.

2!

=

22,

23.

24.

25.
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Das Gewdlbe einer Briicke besitzt einen — T T T 1
Radius r = 15 m und eine Spannweite /.—\
s =12m (vgl. Abb. 36). Wie groB ist x

i
die Stichhéhe z?

Die Damplleitung vom Kraftwerk zur
Brikettfabrik eines Braunkohlenwerkes
ist rund 1,5 km lang und besitzt kreis-
formigen Querschnitt. Abb. 36

Es sollen stiindlich 60 t Dampf ('y = 6,32 %’—) mit einer Geschwindigkeity = 40

5
durch die Leitung stromen.
Wie grof muB der innere Durchmesser der Leitung mindestens sein?

|3

Die Forderanlage eines Schachtes hat 1350 m Tiefe. Das Anfahren des Forderkorbes soll mit
gleichméiBiger Beschleunigung g von 0,9 L:;- stattfinden, die gleichformige Fahrt mit einer
Geschwindigkeit von 18 ?, das Auslaufen mit einer Verzégerung von 0,6 s—";.

Bestimmen Sie

) die Zeitdauer der beschleunigten Fahrt,

b) die Zeitdauer der verzogerten Fahrt,

©) die wihrend jedes Bewegungsabschnittes zuriickgelegten Forderhohen in Metern und
d) in Prozenten der Gesamthohe,

e) die Gesamtdauer eines Hubes,

) das Weg-Zeit- und das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm!

Ein Futtersilo fiir eine LPG hat einen kreisformigen Querschnitt und wird aus 10 cm
dicken Betonrohren angefertigt, die einen inneren Durchmesser d = 2,50 m und eine
Héhe h = 1,00 m haben. Ein Silo ist H = 3,00 m tief. Die LPG baut vier dieser Silos.
Bestimmen Sie

a) den Betonverbrauch fiir ein Rohr,
b) das Gewicht eines Rohres [y = 2,4 %];),
¢) den Zementverbrauch fiir alle 4 Silos (fiir 1 m® Beton werden 0,3 t Zement benotigt)!

Bei einem Kuhstallumbau fiir ein VEG muB eine Wand durch einen Stahlunterzug, der
auf 2 Stahlsiulen ruht, abgefangen werden.

Wie gro mul} das rechteckige Betonfundament einer Siule werden, wenn 2,5 vom

cm?
Baugrund aufgenommen werden kénnen (Bodenpressung) und die Last einschlieBlich des
Fundamenteigengewichtes 35 t betrégt. Aus konstruktiven Griinden muB die eine Seiten-
linge des Fundamentes 50 em groBer als die andere sein.

Berechnen Sie die Seitenlingen des Fundamentes!

Ein Girfuttersilo soll héchstens 10 m hoch beschickt werden.

Welche lichten Durchmesser miissen Rundsilos haben, die bei 8 m Schichthshe a) 1880 dz
Riibenblatt, b) 3350 dz Riibenblatt, ¢) 5240 dz Riibenblatt enthalten sollen? (Ein Doppel-
zentner Ritbenblatt nimmt 0,12 m® ein.) K

Eine Dungplatte mit verrottetem Stallmist hat eine rechteckige Grundfliche und eine
Hohe von 2 m. Thre Linge ist 4 m groBer als ihre Breite. Bestimmen Sie ihre Mafe, wenn
in ihr 325 t Mist lagern (0,850 t Stalldung je m?)!
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VI. Die Potenzfunktion und ihre Umkehrung
VI.1 Potenzen mit positiven ganzzahligen Exponenten

36. Der Begriff der Potenz

Erklarung: Eine Potenz! ist ein Ausdruck der Form o" und bedeutet cin Produkt
ven n gleichen Faktoren a,

Esist a" =a-a-a-a... a.
n-mal
Ist a"=b,
so heifit a die Grundzahl oder Basis?,

n die Hochzahl oder der Exponent3,
b der Wert der Potenz.

.
Nach dieser Erklirung hat die Potenz a! keinen Sinn, da ein Produkt mindestens zwei
Faktoren besitzen mu8.

Man definiert: @' = a.

Man muf} zwischen dem Vorzeichen des Potenzwertes und dem Vorzeichen der Basis
einer Potenz unterscheiden.

Jede Potenz, deren Basis eine positive Zahl ist, ist selbst eine positive Zahl
s P P
(+a)" = +a".

Jede Potenz, deren Basis cine negative Zahl ist, ist eine positive Zahl, wenn der
Exponent geradzahlig, ist eine negative Zahl, wenn der Exponent ungeradzahlig ist.

(‘_a)zﬂ o +a2"
(—a)"tt = —g2nH1
Der Wert jeder Potenz einer Zahl, die groBer als 1 ist, ist auch groBer als 1.
Der Wert jeder Potenz von 1 ist gleich 1.
Der Wert jeder Potenz einer positiven Zahl, die kleiner als 1 ist, ist auch kleiner als 1.

Der Wert jeder Potenz von 0 ist gleich 0.

Aufgaben
1. Nennen Sie die IThnen bekannten Grundrechenarten!

2. Was stellt eine Summe aus gleichen Summanden dar?

! potentia (lat.) Macht, Fihigkeit. 2 Basis (gr.) Grundlage. 2 exponere (lat.) heraussetzen.
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8. In welcher kiirzeren Form kann man die folgenden Summen schreiben?
a) 3+3+3+3+3 b) 0,6 + 0,6 + 0,6 + 0,6 + 0,6 + 0,6
¢) (—1,2) + (—1,2) + (—1,2) d) -3 -3 "33 3 3 3 3
) mt+m+mt+m+m+m
4. Tn welcher kiirzeren Form kann man die folgenden Produkte schreiben?
2) 2.2.2-2.2 b) 0,3-0,3-0,3-.03-0,3-03 ¢ m-m-m-m-m-m
5. Wie unterscheiden sich
a) (45)2 von (—5)%, b) (+38)* von (—3)4, ¢) (+2)° von (—2)%,
d) (+4)*" von (-[.F"'(" =1, 28 ); ©) (4 m)*" von (—m)*" n=1,2,3, od?
6. Wie unterscheiden sich
8) (45 von (—5)%,  b) (+38)° von (=3)%, € (+2)7 von (=2,
a) (+4)2"F 1 von (—4)*" T (n=10,1,2,3,...),
€ (+ m)2"t ! von (—m)*"T1 (n=10,1,2,3, ...)?
7. Begriinden Sie
W) (F20 = (=24 B (3= (9% 0 (+a" = (—aP" (1=1,23 ...}
8. Begriinden Sie
8) (+2° =+ (—28% B (+3P=+ (=37
¢) (+a2tl+ (—a)*" ™! (n=101,2 ...)!
In den Aufgaben 9 bis 13 sind die Potenzwerte zu bestimmen!
9.8) (+1)2 b (+1° O (+1)2 &) (+1)" (n=1,23,..)
10.8) (=12 B) (=1 ¢ (=1 @ (1" (=123 ...
ea) (=1 B) (—1P @ (=) @ (—1"F (1=0,1,23,...)

12.8) —(+2) b) —(—2)* € + (=3 d) —(+4? € — (=5
H —(—4¢ g) + (=2 h) —(—3) 0 — (=5 k) +(+6)°
wo (3.6 @@ E 6 06 GGG 66

b) 11, 12, 13, 14, 15, 1¢ d) 0%, 0% 0®
14. Berechnen Sie
) (2a)4, (3P, (abP, (xy)® (2ab)*
a\! (z)\® [2a)\® (3x\®
v (5) () ) (5)
¢ (a—22 (a+ b (a—b2 (x+ y)? (22 —3)% (B2 — 2% Bx—4), Br— 29)2,
Bz — 4y)% (x+3y)?% (1—a)h (2— 1)
15. Wie heiBt die groBte Zahl, die man mit
a) 2 Zweien, b) 3 Zweien, ¢) 4 Zweien, d) 3 Dreien, €) 3 Fiinfen schreiben kann?
6 [00919)
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16. Berechnen Sie
a) 0%, 0% 0% 07 12 15, 14, 1% (414, (+1)5, (+ 2%, (+a)t, (+22)%, (+3ap
b) (=) (= 1), (=2)4 (=3)% (—a)%, (—2a), (—3a)

) (=17 (=15, (=2, (=2, (—af, (—af, (—ab}, (—2a)°
@ = (15 — (18 — (—1)% — (= 1P, — (—1)4, —(=1)5,
(=28 = (=24 + (—a)’, —(—aff, + (—alf, —(—ap!

37. Die Potenzschreibweise

Beim Schreiben groBer Zahlen findet die sogenannte Potenzschreibweise hiufig
Anwendung,

In den Naturwissenschaften, besonders in der Physik und Astronomie, werden
groBe Zahlen oft als Produkt einer zwischen 0 und 10 gelegenen Zahl und einer
Zehnerpotenz geschrieben,

Beispiel:

Bekanntlich betrigt die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 300000 kTm.

Wegen 100000 = 105 kann die Lichtgeschwindigkeit auch folgendermaBen ge-
schrieben werden: ¢ ~ 3 - 10 k%.

Aufgaben

1. Schreiben Sie in Potenzschreibweise

) die Anzahl der Molekiile in 1 cm® eines Gases bei 273° K und 760 Torr (Avogadrosche
Zahl) : 27000 000000000000 000 (Lesen Sie die Zahl!);

b) die Erdoberfliche O ~ 510000000 km?;
¢) das Volumen der Erde ¥V = 1083000000000 km3;

d) die Bahngeschwindigkeit der Erde & = 29500 ™ ;
s

€) die Entfernung Erde—Sonne e ~ 150000000 km;
1) die Entfernung Erde—Mond e =~ 384000 km!

2. Berechnen Sie und schreiben Sie in Potenzschreibweise!
a) Welche Strecke legt das Licht in einem Jahr zuriick (Lichtjahr)?
b) Die Entfernung Erde— Sirius betrigt 8,8 Lichtjahre. Wieviel Kilometer sind das?
©) Welchen Weg hat Sputnik IIT nach 1000 Erdumkreisungen zuriickgelegt, wenn
seine durchschaittliche Geschwindigkeit rund 8000 ™ und seine durchschnittliche
Flughéhe rund % betrigt? (Erdradius R = 6370 km) i
8. Schreiben Sie die Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 300000 L] in Potenzschreibweise und in den
MaBeinheiten % und %! :

4. Im dekadischen Zahlensystem wird jede Zahl als Summe von Vielfachen von Zehner-
potenzen dargestellt. Beispielsweiseist 270 = 2. 102 4 7 . 10! + 0.
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Fiir eine Reihe technischer Anwendungen, so z. B. fiir das Rechnen mit elektronischen
Rechenmaschinen, ist es erforderlich, die Zahlen im Zweiersystem (Dualsystem), also als
Summe von Potenzen der Zahl 2, auszudriicken.

Im Dualsystem ist z. B.

270 =1-2840-2" + 0.264+0-2540.-20+1-2241.2241.2140.

Die Zahl 270 lautet im Dualsystem [100001110].

a) Wieviel Ziffern hat das Dualsystem?

b) Driicken Sie folgende Zahlen im Dualsystem aus: 26; 84; 128; 413; 1000; 12560!

38. Die Potenzfunktion y = f(x) = a”

Die Funktionen y = f(2) = & nennt man Potenzfunktionen. Ihre Bilder heifen
Parabeln.

Ist der Exponent n der Potenzfunktionen eine gerade Zahl, so spricht man von
geraden Potenzfunktionen; ist er eine ungerade Zahl, so spricht man von ungeraden
Potenzfunktionen.

1) Die Schar der (geraden) Potenzfunktionen y = f(x) = 2" n=123,...).

Fiir n=1 erhilt man die quadratische Funktion y =22 Das Bild ist die bekannte
quadratische Normalparabel.
Fiir n—2 erhalt man die Potenzfunktion y=z%. Ihr Bild ist eine Parabel 4. Grades.
In Abbildung 37 ist die Schar der Potenzfunktionen y = a%, y = a* und y = a®
zeichnerisch dargestellt, Simtliche Bildkurven gehen durch den Nullpunkt (0;0) als
Scheitel und durch die Punkte (1;1) und (—1; 1). Sie verlaufen im L und II. Qua-
dranten und liegen symmetrisch zur Ordinatenachse.

H
B

BREE

9) Die Schar der (ungeraden) (| | | V]
Potenzfunktionen y = f(x) -

="t (n=1,2,3,...).

Fiir n = 1 erhiilt man die Po-
tenzfunktion y = a3, Das Bildist |
eine Parabel 3. Grades oder ku- T
bische Parabel. E
Fiir n = 2 erhilt man die Po- | |
tenzfunktion y =25, Das Bildist | 5 2
eine Parabel 5. Grades. : r——1

Die Bildkurve der Funktion [/ P AR } R b mE
y = al = z, eine Gerade, wird b A = [E7 I[ 58 5, )
sinngemil als (ausgeartete) Pas -},. 7 % 1 T R B ol
rabel angeschen. & e i s W H | 'I

In Abb, 38 ist die Schar der gz E!
Potenzfunktionen y = a; y=a%; Ef HESED
y = 2 und y = a7 zeichnerisch :
dargestellt, PV B 5155 KBS B

i 3 2 g 5 TR

Tt
e

e

o T o

6*
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Samtliche Bildkurven gehen durch die Punkte (05 0), (1;1) und (—1; —1). Sie ver-
laufen im I. und III. Quadranten und liegen symmetrisch zum Nullpunkt (0; 0) als
Symmetriezentrum, Bei den Bildern der Funktionen y = a3, y = 25, y =27 ist der
Nullpunkt gleichzeitig Wendepunkt; d. h. ein Punkt, in dem der Kriimmungssinn
der Bildkurve wechselt.

Aufgaben
1. Stellen Sie tabellarisch und in einem Koordinatensystem zeichnerisch dar!
8) y=2a° b) y=—a? (=83<z<+3
Wie entsteht das Bild der Funktion Yy = —a® aus dem Bild der Funktion Yy =a%

Anleitung: Wihlen Sie auf der Ordinatenachse eine geeignete MaBeinheit, ctwa
1 em = 2 Einheiten.

2. Stellen Sie tabellarisch und in einem Koordinatensystem zeichnerisch dar!
a) y = 223 b) y=ad €) y=10,52% (—3<z<+3
Wie wirkt sich eine Veriinderung des Koeffizienten auf das Funktionsbild aus?

Anleitung: Wihlen Sie auf der Ordinatenachse 0,2 cm als Einheit!

3. Welche Symmetrieverhiltnisse besitzen die Kurven von y = —a2 y = — 43, Y= —a'und
Y= —a°? Wie liegen sie zu den Kurven von y — +2% y=+25% y=+ 24 und Y= +4as?
4. Zeigen Sie an den Kurven von y=ahy=at y = —a2 y=—atund y=uz; y=,

y= —2a, y= —2a’,
8) daB bei Achsensymmetrie Umklappen der Kurve um die Symmetrieachse,

b) dal bei zentrischer Symmetrie Drehen der Kurve um das Symmetriezentrum um 180 °
die Funktionskurve mit sich selbst zur Deckung bringt!

5. Zeigen Sie an den Kurven von y=a*und y = a2, daB bei Achsensymmetrie auch Spiegelung
der Kurve an der y-Achse die Funktionskurve mit sich selbst zur Deckung bringt !

6. Welche Punkte a) der Kurve von y=2a% b) der Kurve von y = at liegen symmetrisch zur
y-Achse und werden durch diese ineinander gespiegelt? Welche analytischen Beziehungen be-
stehen zwischen den Abszissen 2y und 2, und den Ordinaten Yy und y, zweier zur y-Achse
symmetrischer Punkte P, (z;y,) und P, (y; y,) dieser Kurven (gerade Funktionen)? Welche
Eigenschaft hat der Scheitel (0; 0) beider Parabeln?

7. Losen Sie die Aufgabe 6 fiir die Kurven von ) y= —aund b) y = — 4|

8. Welche Punkte der Kurve von y=2® liegen symmetrisch zum Zentrum (0; 0)? In welchen
Richtungen liegen diese Kurvenpunkte zum Nullpunkt? Welche analytischen Beziehungen
bestehen zwischen den Abszissen 2y und 2, und den Ordinaten Yy und y, zweier zum Nullpunkt
symmetrischer Punkte dieser Kurve (ungerade Funktion)? Welche Eigenschaft hat der Punkt
(05 0)?

9. Losen Sie die Aufgabe 8 fiir die Kurve von y=—a’l

39. Die vier Grundrechenarten mit Potenzen

1) Addition und Subtraktion von Potenzen

Uns ist bekannt, daB durch Addition und Subtraktion nur gleichartige GréBen
zusammengefaBt werden kénnen.
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So ist z. B. s+z+ax+z+2z=>52,
3m+5m=m4+m+m+m+m+m+m+m=38m.

Es lassen sich aber 3z 4 4y — 2z nicht weiter zusammenfassen.
Ebenso kénnen nur gleichartige Potenzen addiert oder subtrahiert werden.

Beispiele: m? + 2n% + 4m® — 6n% =5m? — 4n®
3gr+ 13 — 2+ 4g8 =gt + 4 + B
57" — 4a" + 22" + 3a" = 7" — "

Potenzen konnen nur dann addiert hzw. subtrahiert werden, wenn sie sowohl
in den Basen als auch in den Exp ten iiberei

2) Multiplikation von Potenzen mit gleichen Basen
2‘~25=(2.2-2~2)~(2~2~2-2-2)=2~2~2-‘2-2-2-2~2~2=29:2“‘5.
Es ist also 24 .25 = 24+5

mbem® = (moemoeomem) (MM m) =nenenemememem= m? = mi+3,
Es ist also  mf . m® = mi+3,
Wir verallgemeinern die eben gewonnene Erkenntnis:
" ist das Produkt aus m Faktoren a; a" ist das Produkt aus n Faktoren a.
4" . a" ist demnach das Produkt aus (m + n) Faktoren a; d. h.
" a"=a"t" )

Potenzen mit gleichen Basen werden miteinander multipliziert, indem man die
Basis mit der Summe der Exponenten potenziert.
Durch Vertauschen beider Seiten der Gleichung (1) erhilt man
a"t"=d".ad". o)
Die eben fiir zwei Faktoren hergeleitete Regel gilt auch fiir beliebig viele Faktoren:
Wegen (2) ist a -ada=a"-a"t

und nochmals wegen (2) ist a°- attemgt e

usw.
Beispiele:
1. 1000 - 10000 = 102 - 10* = 107 = 10000000

B5 . b7 . b2 = b7 — i

2
3. 05232528 = 1252344 =1,252" .
4 5at=22%.25x=05a2-10a2=.,,
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8) Division von Potenzen mit gleichen Basen

. x 2.2.2.2.2.2.2
Belsp1e11.§= LR

Man kannin diesem Bruch vier Faktoren 2 kiirzen und erhalt als Ergebnis 23, Wegen

s b
3=17—4istalso = 27-4,

K kekk koK
B k-k-k

Man kann auch hier wieder drei Faktoren k kiirzen und erhalt als Ergebnis k% Wegen
5
2=5—3ist also’;T3 = k5-3,
-2
2.2.2

(I

« e 2 2.
Beispiel 2: =g 590
Man kann in diesem Bruch drei Faktoren 2 kiirzen und erhilt als Ergt-l)nis%.

3
Wegen 4 =7 — 3 ist also Z—, = 27—1_§

R k- k
BT hhkkk k- kok ok
Man kann auch hier wieder zwei Faktoren k kiirzen und erhilt als Ergebnis % Wegen
. k2 1
7=9 "2‘5t315°,‘._s=/\.Tf2‘
Wir verallgemeinern die eben gewonnenen Erkenntnisse:

a" ist das Produkt aus m Faktoren a; a" ist das Produkt aus n Faktoren a.

m > n:!

m
a—" ist das Produkt aus (m — n) Faktoren a, d. h.
a

a™ . ym—n
e a (m >n). 1)

m < n:!

m
a—“ ist ein Bruch, dessen Zihler gleich 1 und dessen Nenner das Produkt aus (n — m)

a
Faktoren a ist, d. h.

am™ 1 ,
= am (m<n). )

Gleichung (1) in Worten: :
Potenzen mit gleichen Basen werden dividiert, indem man die Basis mit der
Differenz der Exponenten potenziert.

1 Vorliiufig ist eine Fallunterscheidung m > n und m < n noch notig, da das Ergebnis im
letzten Falle nach der bisherigen Definition des Potenzbegriffes keinen Sinn hitte.
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Durch Vertauschen beider Seiten der Gleichung (1) erhélt man
= a'”
a = (2)
Beispiele:
1 il 9. 26 9-6 9 P 8. pl 8-1 — p?
. g=ait=z = . F:p:p =pt-l=p
3 a'lA =ad:ad—2 a(l—(d—2)=ad—d+2=a2
pres]
m?? 3P, P—2 3p— (@ —2) 3p—p+2 2p +2
4 —— =m":m T=m T=m #
mP 2
14 L 2? 1 1
P =b7"2=— =— L= =
5, ¥=bt1=p 6. — 7. ==
Aufgaben

A 244+ 3a* + 5a* W 9c2 — 2¢2+ (—3¢)? ¥ 6m®+ 3m? — bm?
Zp) 5+ 9gt — 24 — 3f* B 204 — 70 + 8at — BB @Y 2T — 2205 + 1495 — 30
1 7 28 2 1 ¥ 2 7
Myrergd-5  Wystgr-3 Asiow
Y 0,302 — (—0,7b7 + 0,7a* £ 0,04m? — 0,120 + 0,847°
4,208 + 2,188 — 5,674
2 32t | T2 | 5at
-5 +tstu-? M
8y L tr 4 25y — 62"t — 1,3y F°
» 0,2a%+¥ — 0,76%% Y + 4,8a°TY — 2,382+ ¥
S la+ 7T (e =BT+ Slat BTy — hla — b)*" Y —1,5@—0b)7"Y

7y

15

9,8 13y

16 24

41 +

6.a) 2t 2 b) b b° ¢) m'-m? d) p*-p’

7.8) 0% n? ) . ¢) &g ) fio. o

8.a) (—pP-p b) g (—a)" o) (—a)-a™ d) *(—e)
9.8) at-d"-a b) a®-a-at €) ub-ub-u? d) o8- 3.9

10. a) 25°7 - 357 B Lsmd - Gnt? @ 0324 1,50% @) 3u . 0,6u”
1loa) B+l 5. pm 2 B z-at"leatea"TT € PRy gttt ) 220

12.a) a** 2. y" @
Yy

BN (z— 1) (b — 1) bz — 1P
v 04at2 (= ) - 200 (= o) 2,5a3b2e?

Lyt 24yt

b) amt 2.
W (@—yt(z—y @—y*

Y 2’:—”"4('—1 ~3,5n3b+2

\“ 0,8:’"_*-(— y) Shgt™ 2. yz_ 0,13:’"“'2- y‘tn—a
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Bow)al(o—y)fa e~y Wodlmtn) mmtn)? Wa(zt Yy le+ yp

16.9) 3m (4m®+ 2mn + 3n2)
MO

17.8) (222 — 53?) (422 + 947

18.8) (2% — 5b%) (3a% — 4a®h® — 5b2)

19. 8) a®:ab b) a®:at

20.8) «:z b) ad:a?

@.\} (— w)8: w8 W) Wi (— w)?

22.8). + 4yt (— 2y)° “h) — 3,2y7:0,8y5

28.8) 0,628 : 0,065 h) 1577: 3

24, a) mio—1, prate b) mi2=8%, sty

25.a) 1,6n%%~1;08p%+1
€) 0,250 110,557 +1

26. 8) 4,2a%0%¢t: 2a3be b) 6,3a7b%c11

27.8) a3 2t b) at:a?
28. ) a3 : ql0 b) @ : a2
.8) y:y b) oyt

B0,%) m¥: 2

3z, 5z
» mi7:m

\) Sr(&r® — 2rs + 6s?)
® 16,250%y% (1222 — 28ay + 3247)

b) (12a® — 782) (342 4 112)
b) (1022 — 7zy + 4y?) (222 —8y?)

¢) a’:a d) a¥: g2
€) z13: g9 d) a7: 4%
Nti—w) W (e

©) 4,9y : 7y
) 0,6219: 2,412

) 12,8%: (— 3,24
d) 7,6217:3,8:14

©) mi=V.p3v-s d) mt=32; pl-z

b) 450778 . 4 5p87-1
d) 2,703 ; 0,957 4

: 2,1a%b% €) 0,4a%b12¢ : 0,08q4p11
€) ad: g1 d) a?: a5

¢€) a’:a% d) a5 : g1

©) Yy D ¥y

‘D} m3%; 3% +s

8l.a) 757~ 7 ; pn+s
32M 0,54°7:2,5437 4

3_3.5) — 1,5a%b%c : 6abic?
Ltﬂ bab®ct: 0,2a3b5c%

) 228, g2nte

*) 2’“,5:—1 . 0,6b5’+1
» 5,2a%y422: 0,022y 28
B 0,05a2y3z: 1,6 23422

T i g

B — 7,277 (— 360711
®) 3,5m3np?: (—0,7m*np?)
® —13,6mn2p?: 0,34 m*np8

= 6ab® 16a%bh 3atb®
BN gy ¢ 12y W g5 o
36a% 3V 18473V

36. a)

73,5234 — 20~ g5 a—2b

37 (1,0525™+3 4 1,4748m+2 _ 1 g9 3m+ 1.

88. (0,225m + 1,75 mn + 4,5n) : 0,5m®n®
39, (10a® + 23a* + 1843 + 9a?% : (2a4® + 3a)

2,5ab2 234 —b  gra—3b
- 1:,51’3;) y2e 8t : yPe— 20
104°7 — 4V

: 12,5289 +50

0,1055°m +3

40, (270" — 540809 4 36698 — 8ud) : (347 — 249)

41.8) (a®—1): (a2 —1)
42.9) (" — ") : (2 — )

) (= ) (a® — g2)

Y (@ + 1) : (a2 — ab + 1?)
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4) Multiplikation von Potenzen mit gleichen Exponenten
45.2,55 = 1024 - 97,65625.

Wir kénnen uns oft viel Rechenarbeit ersparen, wenn wir das Produkt aus zwei
Potenzen mit gleichen Exponenten umformen:

Es ist beispielsweise
45.255=4.4.4.4.4.25.25.25.25-25, 1)

Unter Anwendung des Kommutativgesetzes der Multiplikation erhalten wir aus
Gleichung (1):
(4+2,5) - (4-2,5) - (4+2,5)« (4-25) - (4+25) = (4-2,5)° =10°=100000.  (2)

Anstatt 1024 - 97,65625 braucht man nur 10 auszurechnen.
In gleicher Weise ergibt sich:
at bect=(a-b-c)-(a-b-c)-(a-b-c)-(azb-c)=(a-b-c),
Wir verallgemeinern die eben gewonnene Erkenntnis:
a" . b"= (a-b)" (3)

Potenzen mit gleichen Exponenten werden miteinander multipliziert, indem
man das Produkt der Basen mit diesem Exponenten potenziert.

Durch Vertauschen beider Seiten der Gleichung (3) erhilt man
(a-b)"=a"-b". (4)
Beispiele:
3\7 (8\7 [1\7 3-8 \7
3. 4502 = (45 - 10) = 45% - 10% = 2025 - 100 = 202500

5) Division von Potenzen mit gleichen Exponenten
Die Potenzen 4% und 5% besitzen gleiche Exponenten.

v . 44 44 hob-b.4 4 4 & & 4\4
Wir bilden den Quotienten ﬁ "= Er e e (?>
Ebenso ergibt sich: ij:w'_z:i.i.i.i._=(ir’

¥ yyyyy ¥y y ¥y y
Wir verallgemeinern die eben gewonnene Erkenntnis:
a™ a\m
= (T) . )

Potonzen mit gleichen Exponenten werden dividiert, mdem man den Quo-

tienten der Basen mit dem g i Exp ten potenziert.

Durch Vertauschung beider Seiten der Gleichung (1) erhilt man

-5
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Beispiele:

L= (C) et 2 (- (3 -5

63
o (7@

1420\ (2.4\2__ (8)\2_ 64
“\15.7) " \3) " \3) "9

4 (ma— my)*: (nz —ny)® = (ma—my)" = (m:c — my)« » (m(a: — y))u

(nx — ny) ne—ny niz—y)
3\3 3 27 4\2 1\2 42 12 28 4
5. (3)=5—1m & (7)'(?)=ﬁ'@=ﬁ—rﬂ
Aufgaben
How 325 b) (— 27 507 A 16 62,50 A 048250
3 (14 8 9\¢ 2 \3 14 &
F (%)’ ‘ (?)3 p (3)4 : (g) o, (— g)d L 68 (—Z)J ) 0,880,255 - 105
m—n\+ [a®— y*\+
8.9) (at B o =3 » ('ﬁ- y) '(;.,z = ,J)
a4+ y\m zy \m z — y\m m—n\p [m®—n®\r [(m+ n\»
wo (FEI) 2) (550 v () (=) (659
5.a) 3a®-50% - 26° b) 04204y 0,424 c) 12(v + w)® - % (v —w)®
12\2 3\2 3 4
w0 (5) w3 °(-%) v (-4)
7.8) (%2 z)2 b) (32)2 o (3ap &) byt
22\ —11a\2 2,25 u\2 5,5m\2
.9 (33) WG 06GR) » ()
5a\2 [ 3b\3 15a\5 (13b\3 2a\7 (3b\5
o (55)" (i) v (1) (52) o (-5) ()
10. 2) (mn+ np — n?? b (v + uy + utﬂ
(p? — np + mp)” (P et

40. Potenzieren von Potenzen

GemaB der Definition der Potenz als ein Produkt gleicher Faktoren
4. Potenz der Potenz 22

(234 =23.28.23.923
— 23+3+3+3 — 94.3 — 93.4

(23)f = 28 4= 212,

Il
—
=3
JIS

=

ist die
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Ebenso ergibt sich:
(2%)™ ist das Produkt aus m Faktoren 2%
28 ist wiederum das Produkt aus 3 Faktoren .
Folglich ist (2%)" das Produkt aus (3 - m) Faktoren z:
(A" =",

Wir verallgemeinern die eben gewonnene Erkenntnis:

("I = g™ (1)
und wegen der Giiltigkeit des kommutativen Gesetzes der Multiplikation
(a")‘l" = a" m — a"lll (11)

Eine Potenz wird potenziert, indem man die Basis mit dem Produkt der Ex-
ponenten potenziert.

Durch Vertauschen beider Seiten der Gleichungen (1) bzw. (1) erhélt man
am n__ au m_ (am)n = (ll" ”m (2)

Die in (1) und (2) ausgesprochenen Gesetze gelten auch, wenn eine Zahl mit mehreren
Exponenten zu potenzieren ist. Mit 6 = 2 - 3 wird

(248 = (2428, ®3)
Wegen (1) ist (24)6 =206 =24-2-3 ynd
wegen (2) ist (24)8 = ( 24)2-3 = [(24)2]3,
Also ist [(24)2]2 = 2¢-2-8, @)
Beispiele:
1 (23 =202 =228 =20 = 2. (= 2 = (— 29 (—2) =28 — 64

3. (—PP=(—2)(—?)(—2®)=—2=—64
4. (Iz-!—n\)a =zan+a
5

0 = [P = [P = (Y = () = [P = [

Aufgaben
1.a) () b) () ©) (—a*? @ (—a)*
2.a) (a®")* b) (y")" o ()" a) (—a?
3.9) (a")° b) (—a*¥) o (—a¥)* @ [(p+ 9"
40) (=) b (@ g &= el

a® — b¥ a® + b
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41. Potenzen eines Binoms
Die 2. Potenzen eines Binoms sind uns bereits bekannt :

(a+ b2 =(a+Db)(a+b) =a®+ 2ab+ b?
(@ — b2 =1(a —b) (@ — b) =a® — 2ab + b2.
Bilden wir die 3. Potenzen von (a + b) bzw. (a — b), so erhalten wir
(@a+ b= (a+b)(a+ b)(a+b) =a®+ 3a2b + 3ab? + b3
(@ =bPF=(a—10b)(a—b)(a—b)=a®—3a2b + 3ab® — 3.
Ein Vergleich der Ergebnisse 1aBt GesetzmaBigkeiten bei den Polynomen ver-
muten:
1. Mit fallenden Potenzen von a steigen die Potenzen von b.
2. Die Summe der Exponenten jedes Gliedes ist gleich dem Exponenten des Binoms.

3. Ist das Binom eine Differenz, so wechseln die Vorzeichen der Glieder, be-
ginnend mit +.

Der franzésische Philosoph und Mathematiker Blaise Pascal (1623 bis 1662) ver-
deutlichte die GesetzméBigkeit der Koeffizienten durch das nach ihm genannte
Pascalsche Koeffizientendreieck.

Exponent des Binoms

NOUTRN W =D

1 7 21 35 35 21 7 1

Man erkennt leicht das Bildungsgesetz des Koeffizientendreiecks: Die Zahlen einer
Zeile sind stets gleich der Summe der benachbarten Zahlen in der vorhergehenden
Zeile.

Auf diese Weise und unter Beriicksichtigung der GesetzmaBigkeiten 1., 2. und 3.

kann man auch hohe (positive ganzzahlige) Potenzen eines Binoms verhiltnismaBig
leicht berechnen.

1. Beispiel:
(z+ y)® =12%+ 625y + 152%y% + 202333 + 1522 y* + Gz yf + 148
= a8+ 62°y + 15282 + 20238 + 1523 YA + 6zys + y*
2. Beispiel:

(m — n)5 =md = 5min + 10m3n% — 10m2n3 + Smnd — md
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3. Beispiel:
(y— 0,2 =o* —4y3-0,2+ 640,22 — 4y -0,22 + 0,24
=14 — 0,8 + 0,243 — 0,032y + 0,0016

Aufgaben
1. a) (a+ 30 b) (0,3 — 52)° 2.8) (2,5m — 3n)t b) (5m + 0,2n)5
3. a) (§ p——i .,)’ b) (0,17 4 0,015) ¢ (3_ %)‘
4. 8) (2g + 2207 b) (0,21—0,3m)* ) (3+0,3)°
z\* z\4¢
5.8) (r+0,26)° + (r—024)° k) (y + 3) —(”— ?)

VI.2 Potenzen mit dem Exponenten 0 und mit negativen
’ ganzzahligen Exponenten

42, Der Exponent 0; negative Exponenten

Entsprechend der bisher verwandten Definition des Potenzbegriffes verstanden wir
unter der Potenz a” ein Produkt aus n Faktoren a. Dabei bedeutete der Exponent n bis-

her stets eine positive ganze Zahl.
Stellt man die Funktion y = f(n) = 3" tabellarisch dar, so erhilt man fir n = 4,3,

2,1:
n 4 3 21

y |8 27 9 3
Ein Vergleich der Funktionswerte zeigt deutlich: Man erhilt jeden folgenden Potenz.
wert aus dem vorhergehenden durch Division durch 3.
Wenn man dieses Bildungsgesetz fiir y fortsetzt, so erhilt man:

n|4 3 2 1 0 —1 -2 -3 —4

y|81 27 9 3 1 =5 = m E=F H -
Es wiirde also:
1 1 1
Ol Gl BEEE s S B8R e
P=1; 3 =33 3 =3 3 37 = 73 USW.
Das gleiche Ergebnis erhilt man, wenn man das Gesetz fiir die Division von Potenzen
mit gleichen Basen

auch auf die Falle anwendet, fiir die m = n bzw. m < n ist.
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Danach wire

3¢ 3¢ 3¢ 3t

3 _33; 3 _32; 37 _31; 3_‘ _30;
3¢ L 3¢ - 3t » 3¢ o
F=h g =8y =3 F=3¢

Eine Zusammenstellung beider Ergebnisreihen ergibt folgendes Bild:

3¢
T
3¢
37
34
7
34
3
34
3
34
3
34
37

=3 =27
=3 =9 mit allgemeinen Zahlsymbolen:

3 =3

I

I
w
2
I
-
|
>
I
.

@ =
| Il
[~ o=

B~ o
%

Il

Bl gl

Man definiert: a= 1 (a 0),
1

"= (a=0).
a

(a=0)
(a=0)
(a+0)
(a+0)

Damit erfihrt der bisher benutzte Potenzbegriff, der nur fiir Potenzen mit positiven
ganzzahligen Exponenten erklart war, eine Erweiterung. Auch die Potenzen mit
negativen ganzzahligen Exponenten erhalten eine ganz bestimmte Bedeutung. Sie
ist so festgesetzt, daB die fiir Potenzen mit positiven ganzen Exponenten geltenden
Gesetze auch fiir das Rechnen mit Potenzen gelten, deren Exponenten Null oder
negative ganze Zahlen sind (Permanenzprinzip!). Selbstverstindlich muB eine solche
Festsetzung in der Weise erfolgen, da$ sie jeder Uberpriifung durch die Praxis stand-

halt, daB sie also sinnvoll ist.

Beispiele:
1 1 1 1
1. 2"=-27=E 2.(_5)2:_(__?)2:55 3. (=5 = (—5p =
4 40 =1 5. (4 y)° =1 (2 und y nicht zugleich 0)
1 1 1 1
6 (=Wt =g = G+0) T (===

1 permanere (lat.), erhalten bleiben.

. 1

125 T T 133
1

=F (¢ =0)
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Aufgaben
1. Wie lauten die Gesetze fiir das Rechnen mit Potenzen, deren Exponenten negativ ganz-
zahlig sind?
Anleitung und Beispiel:
Die Beweise ergeben sich, indem man auf die Definition zuriickgeht.

a 1

-n 1
(7) T A
G %

2, Wie lauten die Gesetze fiir das Rechnen mit Potenzen, deren Exponenten gleich Null sind?
3.a) 27 b) 32 ¢ —5 @ (=4 e) (—3)°
4.q) a® b) b° e) (—¢? d) —a 1 e) c®
5.a) 3° b) 5° e) (¢+ y)° Q) =° e) 0°
5a° 102° 12u°
3 40 . D
6.a) 3.4 b) a*- 6 ) 104 d) e e) Tod

(] W (A e el

Beseitigen Sie in den Aufgaben 8 und 9 die Briiche!

1 1 3 =5 4
ik D & = L=
27 24 35 2 5a®
ek LR Haw Vs 9 1557
(+)
Jﬂ)')' (m~%)2 b) (a72? ¢) (—a)? d) (—a?? e) (—a)?
B (—ap g) (—a)® h) (—a?)? D (—a?p k) (a=®)®
N 350 b) 2. 2.2 & z~%. 2’z
@) (-3 (-4 9 a7ty g
[t bt (@ = b (a— bt
TR R CEU R
a1l a2 7a5 DR —12b7%¢
B o Do 9 54 Y ———== ) e
}!.}) (4a~3 + 6a72 — 3d®) a* b) (Bm™® —&m™+ Tm®) m™®
-2
0 (& — 0,504 + 1,52 (a2 + 1) a (% —% ‘3—1-%)1“) (2284 2)

e) (md—25272— 5271 (0,52 —a~t — 2)
W (@ + b B (e — g O (mt —nty
16. Schreiben Sie als Produkte!

a) ot a3 b) a2+ a7t € ="+ gl—m
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17. Schreiben Sie als Produkte!

abb P Zl-2m
) ﬁy’ R asp? 9 amtnr L gm—3m
18. Schreiben Sie nur mit positiven Exponenten!
a) 4a3 b) 5a2°¢ ¢) z~12 d 5 €) 6m
f) a2b® g mPtl. .o h) a=?.477 D o2y am k) a2 . m
19. Schreiben Sie als Summe von Vielfachen von Potenzen von 10!
a) 0,005 b) 2,017 ¢) 437,2943 d) 100423,0673
20. Schreiben Sie in Pot hreibweise!
1 2 7
%) 01 by 0,01 ) Tooo 9 o500 *) 1000000
72 3 51 4 1
D 100000 g) 100000000000 B 10000000 9 1000000000 k) 1000000000000

21. In der Physik werden folgende Lingeneinheiten benutzt:

mm = 1 Mikrometer (1 um?),

1000
m mm = 1 Nanometer (1 nm).
a) Schreiben Sie die MaBeinheiten in Potenzschreibweise!

b) Driicken Sie 1 ym und 1 nm in cm aus!
22, a) Die Wellenlingen des sichtbaren Lichtes liegen zwischen 0,0008 mm und 0,0004 mm.
Schreiben Sie die MaBangaben in Potenzschreibweise!
b) Die Masse eines H-Atoms betrigt etwa
- 1,67 .
= 1000000000000000000000000 &

die Masse eines Elektrons

9,1
&t = 10000000000000000000000000000 &

Schreiben Sie die Massen in Potenzschreibweise! Vergleichen Sie beide Massen mit-
einander!

43. Die Funktion y = x°

Wegen a® =1 hat die Funktion y = 2° fiir jedes z 40
den Wert 1.

Fir z =0 ist y = 0° ein Ausdruck, der sinnlos ist. Die
Funktion y = 2% ist fiir z = 0 nicht erklart; an dieser Stelle
existiert sie nicht. Man sagt dafiir auch: sie hat an dieser
Stelle eine Liicke (vgl. Abb. 39).

! pist Buchstabe des kleinen griechischen Alphabets (gesprochen ,,mii®).
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44, Die Funktion y = x—"

In eine Stahlflasche mit dem Inhalt V, = 101 wird Sauerstoff unter einem Druck
von p, = 150 at hineingepreBt. Welchen Raum V,; wiirde das Gas bei einem Druck
von p, fiillen?

Durch das Gesetz von Boyle-Mariotte wird die Beziehung zwischen Druck und
Volumen eines Gases angegeben:

p1V1 = pa Vo = const,
Gesucht ist
p.V, _ const.

1'1=f(l’1)=—}T P

counst. . .
= —— stellt eine Zuordnung zwischen Druck und Volumen

Dic Funktion V; = f(p,)
cines Gases dar: Jedem Wert der Variablen p; wird ein bestimmter Wert der Variablen
V, zugeordnet und umgekehrt. Man sieht leicht, daB zwischen Druck und Volumen eine
indirekte Proportionalitiit besteht.

Fiir p, = 150 at und V, = 101 lautet die Funktion

‘ 1500
Vi=fp) = I =1500p,7* (p1>0)
Thre Wertetafel ergibt:
pp | 10 20 30 40 50 60 ... 100 ... 1%
v, [150 75 50 375 30 2% ... 5 ... M2

Das Bild der Funktion ist ein Teil einer Kurve, die als Hyperbel bezeichnet wird
(Abb. 40).

Alle Funktionen y = az™
a

= (n=1, 2, 3,...) haben yy;
2 150

n
Abb. 40

Hyperbeln als Bilder.

Die Bilder der Funktionen
y=2"G"*0 (n=0,1,2,...),
also y=a1; y=a%; y =25

.., sind Hyperbeln, die je aus
zwei kongruenten Asten beste-
hen, die im I. und III. Quadran-
ten verlaufen. Sie liegen sym-
metrisch zum Koordinatenan-
fangspunkt (0; 0) und gehen
simtlich durch die Punkte (1;1)
und (—1; —1). Wegen ihrer
ungeraden Exponenten werden
sie als ungerade Potenzfunk-
tionen bezeichnet.

In Abbildung 41 sind die Bil-
der der Potenzfunktionen y =271
und y = 273 dargestellt.

50 100 150 2 (at]

7 [00919]
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T LM T Abb. 41 FREEEL
lirll_L1{‘% j R
A 4 A B } e vl B0 o S 4 T 3
17% P T :
| £l L £ Y=
T T RN T
k'l drd g T I i
| _‘l [ RS I ) B L 1
1 I
\I\ i EETIE | % g
| | i
1t IBaSEED A ]
AR W N i 1
] \ e mEEa A
A\ abb. g2 CDL LT £ R 5 i
Eife ‘|\ ! l Abb. 43 T ———
i T i EEn (:’ y ik
s 4 = i ‘ B e
SSE=oanl BmssnmadnEa: |RE=ciadatas
i e ESEEIERIIE:
L 1 -
{19 P T e IEECER 5 i 1 ; b
- - BEVREE SN iESES
Die Bilder der Funktionen y =2~ °" (n =1, ST RN R )
2,3,..)also y=za? y=at;y = [y L} ” H
sind Hyperbeln, die jeaus zwei kongruenten Asten { \\ I xhf i 5
bestehen, die im I. und II. Quadranten verlaufen. H ‘} N Lo
Sie liegen symmetrisch zur Ordinatenachse und BB, W N
gehen siimtlich durch die Punkte (1; 1) und - ===
(—1; +1). Die Funktionen sind gerade Potenz- 5 { i SEEEE B
funktionen. Das Bild der Funktion y = a° ord- ARl Letei
net sich der Schar der Funktionen y = =27
(n=1,2,3,...)firn =0 ein.
In Abbildung 42 sind die Bilder der Potenz-
funktionen y = 272 und y = 24 dargestellt.
Alle Potenzfunktionen y = 2™ " (n=1,2,3,...)

sind an der Stelle & = 0 nicht erklirt.

Die Abbildung 43 zeigt die Bilder der ge-
raden Potenzfunktionen y = 22" (n = — 2;
—1; +0;1; 2). -

Die Abbildung 44 zeigt dic Bilder der ungeraden
Potenzfunktionen y = 22" +1(n = —2; —1;0;1).

Aufgaben

1. Zeichnen Sie die Kurve von y = 2~1und b
ben Sie Verlauf und Symmetrieeigenschaften der
Kurve!

Anleitung (Abb. 41): Wertetafel der Funktion fiir
=41 4+ 2 4+ 3 4+ 4 ... und fir

5 4 3 2 1
= ey e proict s — 1
=+ 10 + 10 + 10’ + 10’ + 10 aufstellen!

1
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a) Aus wieviel kongruenten Asten besteht die Hyperbel? In welchen Quadranten liegen die
Aste der Hyperbel?

b) Wie indernsich die Ordinaten, wenn man auf der z-Achse von @ = — 5 bis — 0,1 und von
& = -+ 0,1 bis + 5 fortschreitet?

Schreitet man auf der z-Achse von = + 5 weiter nach # = + 6, + 7, .. ., so nihert sich

der positive Ast der Hyperbel bestindig der a-Achse, ohne jedoch mit dieser zusammen-

zufallen. Das gleiche gilt fiir den Hyperbelast fiir Werte + = — 5, — 6, — 7, ... Die

Kurve niihert sich asymptotisch der a-Achse, oder die Hyperbel hat die wx-Achse zur

Asymptote .

¢) Fiir z = 0 ist die Funktion nicht erklirt, an dieser Stelle existiert die Kurve nicht. Wie
ist der Verlauf der Kurve bei Anniherung an die Stelle z = 0? Dazu stellen wir eine
Wertetafel der Funktion fiir 2 = + 1; 4 0,1; 4 0,01; &+ 0,001; ... auf.

a:l -1 —0,1 —0,01 —0,000 —0,00006 0 40,0001 40,001 -0,00 0,1 +1
yl —1 —10 —100 —1000 —10000 110000 41000 +100 -+10 41

Die Wertetafel zeigt, daB y iiber alle Grenzen wiichst, wenn & sich dem Wert 0 niihert. Die
Funktiony = £ hat fiir 2 = 0 eine Ausnahmestelle, die Funktion y = o existiert an der

Stelle = 0 nicht.
d) Nihert man sich von der negativen Seite der z-Achse her dem Nullpunkt, z. B. von

x=—1; —0,1; —0,01; ..., so sind die Ordinaten negativ; niihert man sich von
der positiven Seite der @-Achse her dem Nullpunkt, z. B.von @ = + 1; + 0,1; + 0,01;
... so sind die Ordinaten positiv. Schreitet man von ¥ = — 5 aus allmihlich zu
= —4, —3, —2, —1 fort, so éndern sich die Ordinaten auch allmihlich. Das

gleiche geschieht, wenn man von @ = -+ 5 allmiihlich zu Werten o =+ 4, + 3, + 2,
+ 1 zuriickschreitet. Von einem zum anderen Kurvenpunkt dieser Bereiche ist ein
stindiger Zusammenhang der Kurve vorhanden. An der Stelle x = 0 reifit dieser Zu-
sammenhang ab, an der Stelle # = 0 existiert die Kurve nicht.

€) Symmetrieeigenschaften:
Zentrische Symmetrie: Welcher Punkt ist das Symmetriezentrum?
Achsensymmetrie: Zu welcher Geraden liegen beide Aste der Kurve symmetrisch?
Zu welcher Geraden liegt jeder Kurvenast symmetrisch?

Die Kurve von y = 27! oder y = 5 heiBt gleichseitige Hyperbel.

2. Durch welche Gleichungen zwischen @ und y kénnen die Funktionen y = a71; y = z7%;
y = 273%; ... in unentwickelter Form gegeben sein?

8. Zeichnen Sie die Kurve von y = 272 und beschreiben Sie ihren Verlauf und ihre Symme-
trieeigenschaften! -
Anleitung (Abb. 42): Wertetafel der Funktion fir z'= +1, &2, £3, £ 4, ... und fir

8 7 6 5 4 3 2 1
=N CHC I S = — = = Bt = !
=+ 10° + 10 + 10’ =% 10’ + 10’ + 10’ £ 10 + 10 aufstellen!

Kurvenverlauf: Aus wieviel kongruenten Asten besteht die Kurve? In welchen Quadranten
liegen diese? Wie dndert sich die Kurve mit wachsendem a? An der Stelle # =0 ist die
Funktion nicht erkliirt; an der Stelle x = 0 existiert die Kurve nicht.
Symmetrieeigenschaften: Achsensymmetrie, Umklappen der Kurve um die y-Achse.

4. Bei gleicher Spannung U ist im Gleichstromkreis die Stromstirke I dem Widerstand R in
der Leitung umgekehrt proportional. Welche funktionale Beziehung besteht zwischen U, I
und R?

1 asymptotos (gr.), nicht zusammenfallend.

T+
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5. Bei derselben Lichtquelle ist die Beleuchtungsstirke i einer Fliche umgekehrt proportional
dem Quadrate der Entfernung r der Lichtquelle von der Fliche.
Welche funktionale Bezichung besteht zwischen i und r?

6. Driicken Sie die Umdrehungszahl n eines Zahnrades als Funktion der Zihnezahl z aus!

7. Die Kraft P, mit der ein Kérper von der Erde angezogen wird, ist direkt proportional der
Masse m und umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung r des Korpers vom
Erdmittelpunkt. Welche funktionale Beziehung besteht zwischen P, m und r?

VL3 Potenzen mit gebrochenen Exponenten

Zur Wiederholung

1. Nennen Sie die Grundrechenoperationen der ersten Stufe!
In welcher Bezichung stehen sie zueinander?

2. Nennen Sie die Grundrechenoperationen der zweiten Stufe!
In welcher Beziehung stehen sie zueinander?

3. Welche Grundrechenoperationen der dritten Stufe kennen Sie?

4. Wie werden in der Gleichung @" = b die GroBen a, n, b bezeichnet?

45. Der Begriff der Wurzel ; das Radizieren als 1. Umkehrung des Potenzierens

1) Beispiel: Ein quadratisches Feldstiick besitzt einen Flacheninhalt F = 22500 m2,
Wie lang ist die Seite a?
Als Ansatz erhilt man die Bestimmungsgleichung

a® = 22500. 1)
Die Losungen der Gleichung (1) sind
ay =150; a, = — 150, (2)

Beide Losungen geniigen zwar dem Ansatz; den Bedingungen der Aufgabe geniigt aber
nur die positive Lésung a;.

Die Seite des quadratischen Feldstiickes betriigt @ = 150 m,

Wir kniipfen an dieses Beispiel noch einige Uberlegungen an:

Beim Potenzieren wird zu einer gegebenen Basis a und einem gegebenen Exponen-
tenn der Wert der Potenz b = a™ gesucht. Beispielsweise wiire also zu gegebener
Quadratsecite a = 150 und gegebenem Exponenten n =2 der Wert der Potenz
b=F =.22500 zu bestimmen.

In diesem Beispiel liegen andere Verhaltnisse vor. Gegeben sind jetzt der
Wert der Potenz b= F = 22500 und der Exponent n =2. Gesucht ist die Basis
a = 150. Das heiBt, wir miissen eine Zahl a suchen, deren 2. Potenz gleich 22500 ist,
Wir kommen damit zu einer — der ersten — Umkehrung des Potenzierens. Sie wird
Radizieren! oder Wurzelziehen genannt.?2

1 radix (lat.), die Wurzel,

2 Wegen der Nichtvertauschbarkeit von Basis und Exponent existiert noch eine zweite
Umkehrung des Potenzierens. Bei ihr wird zu gegebenem Wert der Potenz und gegebener Basis
der Exponent gesucht. Diese 2. Umkehrung des Potenzierens wird spiter behandelt.
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Aus 1502 = 22500 folgt 6)
150 =7/22500; denn (}J/22500)° = 22500, (%)

Oder mit allgemeinen Zahlsymbolen:

Aus a=b 3)

folgt | a=Vb; )

denn ' (ve) =e.

Ebenso folgt aus 62 = 216 ()
6 =216 (6)

(gelesen: 3. Wurzel oder Kubikwurzel aus 216);
denn (y216)" =216

Oder mit allgemeinen Zahlsymbolen:

Aus =5 ®)
folgt a=Y7b; (6)
denn ¥3) =».

Allgemein:

Aus ar=b @) folgt a=YV ®

(gelesen: n-te Wurzel aus b);
n !
denn ¥3)' =0

In Gleichung (8) wird a als Wurzelwert, b als Radikand und » als Wurzelexponent®
bezeichnet.

Die n-te Wurzel aus einer Zahl @ heiBt jede Zahl, deren n-te Potenz gleich a ist,

Radizieren und Potenzieren mit demselben Exponenten heben einander auf.

Beispiel:
(vaoy = (/) = s

1 Er wird fiir n = 2 im allgemeinen weggelassen.
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Aufgaben
L (/) (y129)"; W7 (Voo (y/aza)"
2. (Vay)%; (i/a - b)a: (i/a‘-kb)l (Var =), (!VS u — 5%)‘

Ta N2

3. (i/;) Vs }/(%)" V(g—;) ; (]/g:_c)“ (i/z (1- y))s

2) Wurzel aus der Zahl 0

Esist V6 =0; denn 02 =0

i/b' =0; denn 0° =0.
Allgemein:

ZIL/B = 0, denn 0" =0,
Die n-te Wurzel aus Null ist gleich Null (n =+0).

3) Das Vorzeichen der Wurzel

Der Wurzelexponent ist eine gerade Zahl (geradc Vurzel).

52 =25 3 =81
(=52 =25 (—3p =81
Aus 52 = 25 folgt /25 = 5; Aus 3¢ = 81 folgt J/81 = 3;
aus (—5)2 = 25 folgt J/25 = —5. aus (—3)t = 81 folgt /81 = —3,

Wir erkennen:

Wurzeln mit geradzahligen Wurzelexponenten und positiven Radikanden sind doppel-
deutig. Die beiden Wurzelwerte unterscheiden sich durch das Vorzeichen.,

zl'V—«}.—_a': + b, wemn b =q (n=1,2,3,...)

Aus negativen Zahlen lassen sich bekanntlich keine geradzahligen Wurzeln zichen, so-
fern man nur die uns bisher bekannten Zahlen benutzt,

Der Wurzelexponent ist eine ungerade Zahl (ungerade Wurzel).

55 = 125 25 =32
(—=5)* = (=5)(=5)(—=5) = —125 (=20 =(=2)(=2)(-2)(-2)(-2) = — 32
Aus 5% =125 folgt J/125 = 5; Aus 25 = 32 folgt /32 = 2;

aus (—5% = —125 folgt J/ —125=—5.  aus(—2)5= —32folgt}/ =32 = —2,
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Wir erkennen:

Wurzeln mit ungeradzahligen Wurzelexponenten sind eindeutig. Thr Wert ist positiv,
wenn der Radikand positiv ist, und negativ, wenn der Radikand negativ ist.

—V-a=-b, wenn 5" T =gq (n=1,2,3,...).

4) Hauptwert einer geraden Wurzel
Um den geraden Wurzeln die Doppeldeutigkeit zu nehmen, bezeichnet man mit

dem Symbol !i/(; (a > 0; n geradzahlig) nur die positive Zahl, die in die n-te Potenz
erhoben den Wert a ergibt. Man nennt diesen Wert den Hauptwert der Wurzel,

Beispiel:

Der Hauptwert von ]I/E ist gleich 2.

Bei ungeraden Wurzeln gibtes im Bereich der reellen Zahlen keine Doppeldeutigkeit
der Lésung, also keinen Hauptwert.

Aufgaben
14 Bestimmen Sic die ];Iauptwerte der Wurzeln!
]/E; Va; Vﬁ; Vizt; Vm; Vﬁ: VTSG; 169; ]/58—5; Vios; Vs,
0.16; V0,665 V2,56; V0,0169; V0,0121; V0,4225; J/2560000; 1/0,0081; V64;
/0,00006%
9)1‘/<:é; i/m, ]l/:;ﬁ 1732 i/+T’.3 V:%,
7/ —100000; §/ —0,125; /T 128;  —0,0000128
8. Beispiel: Y+ m2 = £ m; )/ — 2=~ V.
Schreiben Sie in dhnlicher Weise (m, @ sind positive Zahlen):
V=i Vil Vs Vot Ve Vo ™V = P S
Y+ mad!
4, In welchen Fillen kann kein Wurzelwert angegeben werden?
Vea Voo V+u V= V=8 Vo Voo Voo Voo Vmews Vo

V32; ¥V =s2; Voue; V—09; V=09
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46. Uber den Zahlencharakter der Wurzelwerte
Nennen Sie Beispiele fiir ganze Zahlen!
Nennen Sie Beispiele fiir gebrochene Zahlen!
Wie bezeichnet man die Menge aller ganzen und gebrochenen Zahlen?
Ganze und gebrochene Zahlen lassen sich als Quotient £~ zweier teilerfremder ganzer
Zahlen mit ¢==0 darstellen. 1

Beispiele:
3 .
10°
Die Mengen der ganzenund der gebrochenen Zahlen bilden die Menge derrationalen
Zahlen.
4

Die meisten Wurzeln lassen sich aber nicht in der Form eines Quotienten £ zweier

5 1 5 1
5=1;03=15; —025=—1;03=7.

teilerfremder ganzer Zahlen darstellen. Sie gehéren also nicht zu den rationalen Zahlen,

Beispiel:

Ist /2 eine rationale Zahl, d.h.,1aBt sie sich durch einen Quotienten £ zweier teiler-
fremder ganzer Zahlen darstellen? 7

Lésung:

Wir nehmen an, ]/E sei eine gebrochene Zahl in der Form 2 (g==0; ¢4=1; pund
g ganzzahlig und teilerfremd). g

Dann ist % = V? 1)
Durch Quadrieren erhalt man (—% Peg (2)
7=l @)

q

Aus (2) wiirde folgen, daB p? durch ¢* teilbar wire. Damit wire auch p durch ¢
teilbar. Wegen ¢ <=1 miiBte sich ¢ gegen p kiirzen lassen.

Die getroffene Annahme ,,p und g sind teilerfremd* wird zu einem Widerspruch
gefiihrt.

VE kann also nicht gleich einem gemeinen Bruch £ sein,

V2 ergibt keine rationale Zahl, V2 ergibt damit keine endliche oder periodische
Dezimalzahl. J/'2 ergibt eine unperiodische unendliche Dezimalzahl. V2 ist
eine irrationale Quadratwurzel, ihr Wurzelwert ist eine Irrationalzahl.

Zum Beweis der Irrationalitit von J/ 2 haben wir den sogenannten Widerspruchs-
beweis verwendet, der in der Mathematik sehr hiiufig benutzt wird.

Berechnung des Wertes von ]/2 durch Einschachteln

Der Wert einer irrationalen Quadratwurzel lafit sich durch planvolles Ein-
schachteln zwischen rationale Zahlen mit jeder geforderten Genauigkeit be-
stimmen,
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Als Beispiel werde y = /2 bestimmt.

Der Radikand 2 liegt zwischen den Quadratzahlen | Also liegt der Wert von)/2
zwischen den rationalen Zahlen

12 und 22 oder 1 und 4; 1 und 2;

esist 1 <2< 4. 1<V§<2~

1,42 und 1,52 oder 1,96 und 2,25; 1,4 und_ 1,5;

es ist 1,96 < 2 < 2,25. 14< V2 <15

1,412 und 1,422 oder 1,9881 und 2.,0164; 1,41 U“d_ 1,42;

es ist 1,9881 < 2 < 2,0164. 1,61 <VY2 < 1,62

1,414%und 1,4152 oder 1,999 396 und 2,002 225; 1,414 und 1,415;

es ist 1,999 396 < 2 < 2,002 225. 1,414 < V2 < 1,415,

Dieses Verfahren kann man beliebig weit fortsetzen; jede neue Stelle des Wurzel-
wertes laBt sich aus den vorangegangenen Quadratzahlen durch Interpolieren ab-
schiitzen,

Ergebnis: J/ 2 ist eine irrationale Quadratwurzel. Thr Wurzelwert ist eine Irrational-
zahl und liBt sich mit jeder geforderten Genauigkeit bestimmen: V—‘Z— =l 51%:
Fiir das praktische Rechnen stellt man ihren Wurzelwert je nach der geforderten Ge-
nauigkeit durch ihre rationalen Naherungswerte dar; auf 3 Stellen genau ist
V2 = 1,41, auf & Stellen /2 = 1,414,

In gleicher Weise kann man zeigen:

Die Quadratwurzel aus jeder ganzen positiven Zahl, die keine Quadratzahl ist, ist
irrational.

Ahnliche Uberlegungen lassen sich auch fiir Kubikwurzeln anstellen:

Die Kubikwurzel aus jeder ganzen positiven oder negativen Zahl, die keine Kubikzahl
ist, ist irrational. Der Wert einer irrationalen Kubikwurzel a8t sich durch Einschach-
teln zwischen rationale Zahlen mit jeder geforderten Genauigkeit bestimmen, Fiir
das Rechnen mit Kubikwurzeln gilt sinngemi8 das gleiche wie fiir das Rechnen mit
Quadratwurzeln. 7

Man kann dann die Ergebnisse fir Quadratwurzeln auf simtliche geraden
Wurzeln, die Ergebnisse fir Kubik wurzeln auf simtliche ungeraden Wurzeln iber-
tragen.

Die reellen Zahlen

Auf der Zahlengeraden liegen alle positiven und negativen ganzen Zahlen, gemeinen
Briiche, endlichen und periodisch-unendlichen Dezimalzahlen und die Zahl Null, das
heift alle rationalen Zahlen; auBerdem alle positiven und negativen unperiodisch-
unendlichen Dezimalzahlen, das heifit alle irrationalen Zahlen. Die Menge der ratio-
nalen Zahlen und die Menge der irrationalen Zahlen bilden zusammen die Menge der
recllen Zahlen.

Mit Hilfe der Zahlengeraden wird die Menge der reellen Zahlen veranschaulicht,
Die Zahlengerade heiBt daher auch die reelle Zahlengerade.
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47. Die Wurzel als Potenz mit gebrochenem Exponenten

Der Begriff der Potenz war urspriinglich nur erklart fiir positive ganze Zahlen als
Exponenten, Nach der ersten Erweiterung des Potenzbegriffes kénnen alle positiven
und negativen ganzen Zahlen und dic Zahl 0 als Exponenten auftreten,

Es erhebt sich die Frage, ob auch unter Potenzen mit gebrochenen Exponenten
Zahlen verstanden werden konnen, fiir die samtliche Rechengesetze giltig bleiben,

Zu diesem Zwecke definiert man:

n m
Vam = an (n eine positive ganze Zahl)
Beispiele:

1. y3=3gt 2. Y9=9t 3 Yo =16} 4.‘1'/‘b=b%
5. Vet i=(+b* 6 Va=o 7yF=5t 8 Y=

9 Vet b =(@+b) " 10.65=Y6 1.4 =yF 1217 —)IP

w|-

Die Einfiihrung gebrochener Potenzexponenten stellt die zweite Erweiterung des
Potenzbegriffes dar. Die Definition der Wurzeln als sogenannte Bruchpotenzen ent-
spricht den Gesetzen fiir das Rechnen mit Potenzen. So gilt die Formel a™ - a" = o™+ "
(vgl. S. 85) auch fiir gebrochene Exponenten. Z. B. ist

3t.3F =3bti —3' — 3,
weil 3.3t =VY3.VY3=(V3" =3 ist

Das Prinzip der Permanenz der Rechengesetze bleibt bei Bruchpotenzen gewahrt.

Aufgaben
W, Schreiben Sie als Bruchpotenzen!
s o S A e Wemem— e o s
Vi Vi Vs Vas Vs Va+ o Vet o Ve — ¢

‘ Schreiben Sie als Wurzeln!

at +
3ty 5t ok 08h; oty 2, (T) 205, 695, 16795, 8195, (_ o (o 4+ yF; (m— n)h;

1 ] ¥ .T%% m'}
s (@ — 0F 0% (0 — )5 v/ (7)

n?

3. Berechnen Sie!
Vit Vie— s Va5 Vi nrs @b e+ 2mn 4 b

4. Schreiben Sie als Bruchpotenzen!

Ve, Vs Vicaw Vas Vicows Vas Ve o Ve Ve
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48. Die Wurzelfunktion y = i/;

In Kapitel 18 haben wir eine funktionale Beziechung zwischen dem Gewicht eines
Rundstahles und seinem Durchmesser derart aufgestellt, dall wir das Gewicht G als
Funktion des Durchmessers d betrachtet haben:

G = f(d) = 0,0061342 (O]

Es ist aber ebenso gut méglich, den Durchmesser als Funktion des Gewichtes auf-
zufassen:

d =h(G). (2)
Dazu miissen wir die Gleichung (1) nach d auflgsen:
0,00613d% =G

G
P
& = 0,00613

_ ¢
) 4= V 500613 @
Eine Wertetafel der Funktion (3) ergibt:

G [0 0613 2450 5520 9810 15330
d \0 10 20 30 40 50

Das ist dieselbe Wertetafel, die sich auch fiir die Funktion G = 0,00613 d2 ergibt.
Beide sind also gleich, folglich sind auch ihre Diagramme dieselben (vgl. Abb. 45).

Stammfunktion und Umkehrfunktion

Wenn man einen Punkt P (z,; y;) an der Geraden y = 2, der Winkelhalbierenden
des I. und III. Quadranten, spiegelt, so entsteht ein neuer Punkt P, (z, ; y,). Seine
Koordinaten hiingen mit denen des ersten Punktes durch die Bezichung 2y =y;; yo= a4
zusammen. Es vertauschen sich also die Zahlenwerte der beiden Koordinaten (Abb. 46).

Glkp)

\\

’2’ (v x)
0] 6=f(d)
£ da=hi6)

d[mm] X
10 20 30 40 50 60 70 82 90 100 110 Abb. 45 Abb. 46




108 Die Potenzfunktion und ihre Umkehrung

~
y y=f(x)=2x i b
N
N A
L 7
7
4
7 2
X
s
[
4 >
7/
-7 1 x
71N
74 b
s S~aeo
Abb. 47 Abb. 48

Dasselbe geschieht mit allen Punkten einer Kurve, wenn man sie an der Geraden
y = z spiegelt. So wird beispielsweise aus der Geraden mit dem analytischen Ausdruck
y = f (z) = 2z eine andere Gerade, der auf Grund dieser Uberlegung der analytische
Ausdruck 2y =z odery =g (z) = % zugehéren muB (Abb. 47), Man nennt y =g(z) = g
die Umkehrfunktion zu y = f(2) = 22 und diese die zugehérige Stammfunktion.

In gleicher Weise erhilt man aus der Stammfunktion
y={(e) =at
die Umkehrfunktion y = g(2) = 4+ J @ = 4+ a¥ (vgl. Abb. 48).
Eine Wertetafel der Funktion y = g(z) = 4 J/ @ ergibt:
] I -5 —-4-3-2-10 025 050 075 1 2 3 4 5
y lnichtvm‘handcn 0+05 4071 40,87 +1 41,41 +1,73 +2 +224

Zu negativen a-Werten gibt es keine reellen y-Werte, Die Funktion y = + Y istnur
fiir positive 2-Werte und fiir @ = 0 erklart; ihr
Definitionsbereich ist x = 0. Zu jedem positiven S 2 I
2-Wert gehoren zwei Werte der Quadratwurzel, [0 #FFFF 0t ]
die Funktion ist im Bereich z > 0 doppeldeutig. {4+ e L.
Die Funktion y = 4+ }J/ @ ist eine mchrdeutige ! 1 : ﬂ‘“—

~

Funktion; ihr Wertevorrat ist unbeschrinkt. i T
Die Bildkurve y = 4 J/ @ ist in Abbildung 49 P 50 T S
dargestellt. Sie besteht im erklirten Bereich aus
zwei Zweigen. Zu demselben z-Wert gehort ein i+ et S
Funktionswert y > 0 fiir den positiven Zweig 5 o 2
y = -+ V= der Kurve (L Quadrant) und ein T 15 8 L $
Funktionswert y << 0 fir den negativen Zweig e
y=— ]/; der Kurve (IV. Quadrant), Beide A 49
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Zweige der Kurve hdingen 71 L1y *

im Nullpunkt zusammen, |~ "oE

Die Funktionswerteydes | g *,;

positiven Zweiges der ! 7

Kurveheifien die Haupt- L A

werte der Funktion. R _/'________‘;LW
Die Kurve y=+ Jz B " 1

ist eine quadratische Pa- Z B -

rabel, die symmetrisch [
zur az-Achse liegt, Thr ! 4 Dbt
Scheitel ‘ist der Null- 50 7
punkt (0; 0). Der positive
Zweig der Kurve geht durch den Punkt (15 1). o
Das Verhalten und der Verlauf der geraden Wurzelfunktionen y =4 VY=
(n=1,2,3...) entsprechen dem der Funktion y = 4 }/z (siche Abb. 50).
Die Abbildung 51 zeigt die Bilder der Stammfunktion y = f(x) = 2® und ihrer

Umkehrfunktion y = g(« ]/;: = atb.,

Abb. 51

Eine Wertetafel der Funktion y = g(2) = i z =zt ergibt:

x -5 —45 -4 =35 -3 =25 -2 =175
y |—1,71 —1,656 —1,59 —1,52 —1,44 —1,36 —1,26 —1,20

z -15 —-1,25 -1 -0,75 —-05 —0,25 0
y —-1,14 —1,08 —1 —0,91 —0,79 —0,63 0

z [+025 +05 +075 +1 +125 +15 1,75
y | +0,63 +0,79 +091 +1 +1,08 + 1,14 +1,20

Zu jedem z-Wert gehort nur ein y-Wert. Die Funktion y = i/x = zhisteine eindeutige
Funktion und fiir den ganzen a-Bereich erklirt. Ihr Definitionsbereich und ihr Werte-
vorrat sind unbeschriinkt.

Die Kurve y = J/ = (Abb, 52) liegt
im [IL. und I Quadranten, sym-
metrisch zum Nullpunkt als Sym-
metriezentrum, Sie ist fiic wachsen-
des z bestdndig steigend.

Kurvenverlauf und Eigenschaften 1 : i

der ungeraden Wurzelfunktio- 3
an+1 I

nen y ]/x, n=23,...), .

entsprechen dem  der Funktion EOUEEY

y =/ (Abb. 52).

i
s

IO

F‘T'I\n
R

LT
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Wir fassen zusammen:

Die Wurzelfunktionen sind die Umkehrfunktionen der Potenzfunktionen:

Stammfunktion Umkehrfunktion
n

y=flz) =4" y=g(x)=Y)=.

Das Bild der Umkehrfunktion erhilt man durch Spiegelung des Bildes der Stamm-
funktion an der Geraden y = .

Aufgaben
1. Wie lauten die Umkehrfunktionen folgender Funktionen?

a) y =fi(2) = 22*

T
b) y= fy(z) = +]/§
2. Stellen Sie die Seitenlinge a eines Quadrates als Funktion seines Flicheninhaltes F' dar!

8. Stellen Sie die Kantenliinge a eines Wiirfels als Funktion seines Volumens V dar!

49. Die vier Grundrechenarten mit Wurzeln
Zur Wiederholung:

1. Was versteht man unter
a) der Quadratwurzel aus.der Zahl z,
b) der Kubikwurzel aus der Zahl y,
¢) der n-ten Wurzel aus der Zahl b?

2. Was wissen Sie iiber das Vorzeichen der Wurzeln ?

3. Welche Gesetze gelten fiir das Rechnen mit Potenzen? (Addition und Subtraktion, Multi-
plikation und Division von Potenzen mit gleichen Basen oder gleichen Exponenten, Potenzie-
rung.)

4. Wie liBt sich jede Wurzel als Potenz ausdriicken?
b. Schreiben Sie als Wurzeln!

) 2.3% ¢t b 4-7%; 28t o 5.9t 45t @ 25.3F 758
90488 32t paoet 24t g 1504, 3,68 m)oa.3sh; o35
1) Addition und Subtraktion von Wurzeln

Ebenso wic Potenzen kénnen auch Wurzeln durch Addition oder Subtraktion
nur dann zusammengefaBt werden, wenn sie gleiche Radikanden und gleiche Wurzel-
exponenten besitzen.

Beispicle:

1. V5344 V53 =5 /53; 534 4.53% —5 .53

28V7 —5Y2 — YU +3Y2 — Y7 + VIl +2¥2 =2)7;
3.7h—5.2b — by 3.2~ i ro.ob 0.7}
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Aufgaben
Die folgenden Polynome sind soweit wie maglich zu vereinfachen!

Es ist wic im 2. Beispiel zu verfahren!
Uay2V3 +3Vs —1V3; o3 +3Vs—7V3; 2
2Va+3Vs—113
WeVatsVatralVa; eVat3Vot+sVa
T oVaraVersV e eVarsVaraa
§2Vee+3V2e+4Vem  2V3e+3V3e+4V3e 2Ve+3V2a+4Vsa
sy sVa+s5Ve—T1Va+4Va—6Vo—3Va
WVa+2Vo—3Va+sVot+eVa—6Vs
;)“a+ oVatsVataVa-Va—sla—6Va
& Vo+sVez—2Via+ Vaz— Vout Vita
a1 Vo—sVatsVe—6Va—Vat Ve
Ws5Ve—1Vet2:Vy—yVa+3Vo—2Va
) Va—b+3Vatb—6Va—b—5Vatb
O aVo—tVat2aVao—50Vz
2) Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten
Es soll berechnet werden: ]/f . V9_8

Sowohl fiir "|/_T als auch fiir /98 sind wegen der Irrationalitit der Wurzelwerte nur
Niaherungswerte angebbar. Die Berechnung des Produktes dieser beiden Naherungs-
werte wire sehr umstindlich und wiirde wiederum nur einen Niherungswert ergeben.

Nun ist
(VE- V8! = (V3 (/987 =298, n
V3. Ve — )3 %. @
Waar = - 63 = o o

Also wird ’

+3V3-1V5

~-
Sl

«

Also ist

Allgemein ist

n— n,— n
Va-Yb=7Va-b. (4)
Wir erhalten also die Formeln
n—n— L L L
Va-Yb=a"-b"= (a-b)"=Va-b (5)
11 i

Va-jo="ab  a".b"= (@)" )
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Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten kann man multiplizieren, indem man die
Radikanden multipliziert und das erhaltene Produkt mit dem- gleichen Wurzel-
exponenten radiziert.

Durch Vertauschen beider Seiten der Gleichungen (6) ergibt sich

. 1 1 1
Vab = Va Vo (@b)™ = a® . p™ (7)

Ein Produkt kann man radizieren, indem jeder Faktor radiziert wird und die
Wurzelwerte miteinander multipliziert werden.

Beispiele:
4 'V;]/ﬁ: |/g;.13=VF=32; z%‘-a;%‘:x"’:
& YB—Y3-2—13%-YT=6)2
Ist dig Zerlegung J/72 = J/24 - 3 sinnvoll?
8 7YZ+5)Bl+4)—193+2Y—375 — J/1029

3

_7i/ﬁ+5i/m+4i/ﬁ—s+zaym-y 343
=7-2V3+5-3Y3 + 4 (- V3+2—o)1/3—7i/§
_141/s+15y3 T6V3—10}/3—7]/3
=—413

Aufgaben

1. Mit welchem Faktor muB
a) ¥6; b) V10; ¢) V15; @) Vo multipliziert werden, damit
a) 6; b) 10; ¢) 15; d) x als Ergebnis erscheint?
8, Welche Operation wandelt ’
3 — 4 — 71— n—
a) i/:c; b Va; © Va; @ Va: in 2 um?

Die Aufgaben 3 bis 10 sollen auch als Potenzen mit gebrochenen Exponenten geschrieben
werden,

R a) V12.V3; b) V5 - V125; ©) V8 - V2; d) V3. v27
o V5V wiz-ig oVs V5-¥5: oVir -1z
Soa) Va2 Vb b V-V o VE . Va oVa. js
&) 3V2.6V18; b)4V8_~5V2_-0,5V2_~%V2_; c)4V3_-5]/§‘3V§'
7ia) (3+2V3)(9—3V3); b) (4 —3V5)(3+ 2V3);

¢ (15— 12Y7) (12— 10 V) @ (9+8¥3) (6—1173)
8.a) (V2 —V5) b (V5 +V3) & (VT—V3)
9.9) (x4 V) (z —V7y); by (Va+Ve—c) (Va—Vb—c)

108) (Vo + Vaz + )% b (2Va+b+Ve)
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'11. Zerlegen Sie den Radikanden so, daB eine Vereinfach\}ng méglich ist!

8 Vg b) V2% o V27 @ v32 €) V300

y @ V108 b /128 /32 W Ve
12/a) 5¥72 — 3Y98 + 6162 b) 4V27 + 5V48 — 2V75

'©) 7V20 — 3V125 4 V80 d) V48 — 12 V27 + 2V75

18.8) 5 V1648 V54 —2 V128 4 7 V=250 + 4 V32
b) Vie+ b)2a+ ¥la— b)2e —Valz + V(I —a)Pza—Vz
¢) Va— b+ V25a — 25b + Vaz? — ba* —V9 (a —b)

Bringen Sie in den folgenden Aufgaben den vor dem Wurzelzeichen stehenden Faktor unter
das Wurzelzeichen!

14. ) 3]/%: b) 5]/§ 07 1/%_ ' ) 11l/§
e) 4]/1% 1 3]/5%; g) 9]/% b) 10]/%_
i) 2]7% k) 51711_‘55 ) 5]3/2_75 m) - e}yig—s

_‘/a: 1/711_ ,‘/T 5z
a)b) o b) 3z ) 27z ¢)amf 8m d) 20y f 8y

a—b V"'*‘b ]/

¢ (a+b) Yarb B a—nlVa—s ety F—9
T a7 1

@) (u+v) Tu+ o2 iy ml/nTz_én 1 I 2b—;’-

]/ 2y 007 ]/,,7fy_
V] SN @ (z—y) V 2® — 22y +3*

1_/8 2_/M 20.1: 1_/36
19-)5’72]/3 )’/E]/; AnYT )5

1 _Ja* 13— 24— Log=
Yy v S E A5V
3)'Division von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten
Es soll berechnet werden: ;%9
y80\* _ (¥80)* _ 80
5 oy _ v _so 1
* V5 ¥sp B )
ist, ergibt sich
V80 30
ol SN T 2
Vs 5 @

8 [00919]
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Allgemein:
n— 2
n

R g g
I

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten kann man durcheinander dividieren, indem
man die Radikanden dividiert und den erhaltenen Quotienten mit dem gemeinsamen
Wurzelexponenten radiziert.

Durch Vertauschung beider Seiten der Gleichungen (3) ergibt sich:

= “_—-'i/_; (2)%—“_% (4)
U A U :

Einen Bruch kann man radizieren, indem man Zihler und Nenner radiziert und die
erhaltenen Wurzelwerte dividiert.

Bcispic]c-

_]/ 79 _ /9 3
y1/5 175 = )V 725 _]/ﬁ_?;

V Y 10827y ]/10817y _ /2T &7y *1/474'7%2

V27z’y3 27 a3y 2Ty e v
3 _Vs _1
16 V1e ek

L —— 3/-

4 Pty Vet _Voty

Verwyr Ti— T o

B Yerg PV

Es sei ausdriicklich betont, daB Summen und Differenzen nicht gliedweise radi-
ziert werden diirfen,

Aufgahen

Mit Ausnahme der Aufgabe 5 sollen die Aulfgaben auch als Potenzen mit gebrochenen
Exponenten gesc}mebcn werden !

8
4

6 3/97 3
1.8) ]/ﬁ » ﬁ )]/10') D 64 ° -l/z :

Yt g)]/?{ ")]/E n@g 0y:7

9a? 81 49 a2 9a 4
=0 Y5 RA G 9 ]/16912' b ]/ 9 ]/*
25a%h 64ah2y 9(a —b)2 81 (u+ v)t 64 (J. —yP
f) /22470 220 F Ry @0 gy g/ Slfue)f ')
) 225 o 1695 ) 16 (z + y)2 )]/144 (w1t ) 216(J — z)8
3. 1) E b) @ ) & ) i‘i D) ]/ s
15

Dy 730 e 128 )Vs75 )]/143 )]/5009%
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) E“%y_’ b) 9 1/ @y Q) ]/ﬂ_z"i&’ﬁ

@ a) 25 R T : 9 V’xmz 9!12 @ ]/16(12 4 259!72
V512 V150 yis T)V64s

@ 123 @ Ve @ Vs 153

]/10 000 ,H)/V 500
Vm

® =
zéﬁb’r/i . % o il
z @ Va2 Vmsn’
V8a V12822 y® V2504°b V0,08 2%y V3,38a%
A s M Vi0ab Vooseyr Y Vet

4)Rationalmachen des Nenners
Stchen einzelne irrationale Wurzeln im Nenner eines Bruches, so kénnen sie beseitigt
werden, indem man den Bruch mit der betreffenden Wurzel oder einer Potenz der

Wurzel erweitert, so daB der Nenner rational wird.

Beispiele:
2 2-VT _2V7 _2 .
A A

3 —\2 3,— 3 — 3,— 3
s 5.(08) s.Ve sVe _sVuls _5- 3V3 53
% = = = = 3V3
Vo Valial Ve
Ist der Nenner ein irrationales Binom mit Quadratwurzeln, so kénnen die Wurzeln
im Nenner beseitigt werden durch Erweitern mit einem solchen irrationalen Binom,
so daB die Formel (a + b) (@ — b) = a* — b* angewendet werden kann.

Beispiel: V5 VA0 —Va  _V5(0B—Va) _2V10—V5s
Va+Vz . (VB8+Va) V8 —Va) 8 —a 8§—2z
Aufgaben

Machen Sie in den folgenden Aufgaben die Nenner rational!

% 2 3 48 16
“ryz ’—lﬂw— : 7-*5}/55 ﬂ31/3_
5a i 10m 22 7z

”yb 8Vy Af Vn 'I-O’VH ‘—43 Y2z
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1 2 31 32
L AT e »y]/: Jq/i eﬁ/E
a m 3m 5z 3
s ey 1 y/5m = w2
1 1 1 3
”‘73_;/5 ”14—173; iy V3
2 5 05 2,4
T })’14-1/2_ "ro,s—Vﬁ M!ZVﬁ—S
1
18. ..)‘_V3 p Y2110 ) 5]/2_ 3"V
4+V3 V3 + V10 ]/1 ]/
) 2+3)72 V3+
V5 —2V7 2V3+ V2 @
"o "o ¥ T
3V7T—2V7 W 2V3+VE p ¥5-5v8 m VE—bVy
V7T —3V7T V3+ V6 5V5—4V3 cVe—dVy

50. Das Potenzieren von Wurzeln

Es soll ]/7m die 4. Potenz erhoben werden: ]/7
Man erhilt entsprechend der Definition des Potcnzbegrlﬂes

VIr=vVTVTVTVT.

Es soll die Quadratwurzel aus der 4, Potenz von 7 gezogen werden: V7—‘
Man erhalt .
Vr=y7.7.7-7

und gemiB dem Gesetz iiber das Radizieren eines Produktes

VE=VT-T-1-7=VTYTVTVT.

Stellen wir die Gleichungen (1) und (3) zusammen, so ergibt sich:

kV”—]T_ 7V7V7

=VTViy
Yip=ya.
Va)"=Van (azl)m =gn

Eine Wurzel kann man potenzieren, indem man den Radikanden potenziert,

Daraus folgt

Allgemein:

@)
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Durch Vertauschung beider Seiten der Gleichung (5) ergibt sich:
n— —\m m I\m
Vam = (Va) a” = \a" (6)
Eine Potenz kann man radizieren, indem man die Basis der Potenz radiziert und die
erhaltene Wurzel mit dem Potenzexponenten potenziert,

Beispiele:

L (V3p=YF=723=9V3

2 =B =V—sp=y -2 =-379
3. /195 = (Y1252 =52 = 25

4 Y= = ()= 243y 2 (—32=09.

Multipliziert man in '|/32 den Wurzel- und den Potenzexponenten der Reihe nach
mit 2,3, 4 , so erhalt man ;V—’—’ ;V3’ % _]/3-’ *4...; in Potenzschreibweise
3: 2 32 a 32 4

Wie man sieht, ist 2]/33 9_1/ ——V3" I = Li]/ZF‘“ = = 83 10

5 ~

. 2 -3
Potenzschreibweise 32 = 3272 =323 = 31 1= =3

o

24—
Dividiert manin ~ /3% den Wurzel- und den Potenzexponenten der Reihe nach

24:2 2414
durch 2, 3, 4, 6, so erh‘aﬂt man =

3]/324:3; 2‘-:t'/guu; 2 "']/334: si

+-»=3;1in Potenz-

schreibweise 3irt
Allgemein:
e m mp
Varn_ ‘amp a” =a”
mo omig

Vam = “Yama g% =ama
Der Wert einer Wurzel bleibt erhalten, wenn man Wurzel- und Potenzexponenten
mit derselben Zahl multipliziert oder durch dieselbe Zahl dividiert.

Beispiele:

1. /100 = 100" = 10 = 10t =§/10
2. Y =12t =t b =yn
3. Yo = am=dt =V
PRl Ty i o iy Vs R S LU LY LA AR L



118 Die Potenzfunktion und ihre Umkehrung

Aufgaben

Die Aufgaben sollen auch als Potenzen mit gebrochenen Exponenten geschrieben werden.

Rechnen Sie moglichst auf verschiedene Arten!

La) Voo w Ve o Vieo @ V1007 o /10000
n jor o V16 w V22 D Vo K Vo2

A 4 N 0 R 4 T} o (V3]
izl sl wli  wa) A (i/s1)°
Le 340 Vo XY Y » XV
o e Ve AV Xy i
KV MV Ve * s 2 Y
AVea Vo e pi/ica » sz
‘ . FVe Vs gVs0s
Y pVeVT w5 iE x5 MYV
X¥V-Vn VeV RV Vs RdEsrs %167
S SRR R A T S T
R CHEETIE S s Ty e Y AN

-
<8

51. Das Radizieren von Wurzeln

Es ist die Quadratwurzel aus der dritten Wurzel von 64 zu zichen: Vi/6‘4= @,

Es ist 'aj/ﬁ = a?, also 64 = (22)3 = 223 = a8,
Also ist = ']ﬁ ' 1)
Ferner ist wegen a2:3 = (23)2 = 64 2= VEZ,

also T = i/]/_ﬁj (2)

Stellen wir die Gleichungen (1) und (2) zusammen, so ergibt sich:

Vi - s i
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Allgemein:
ma_— M — mn_ 21 p\L 2
Vo ey (- (B
In einer Doppelwurzel kann man die Wurzelexponenten miteinander vertauschen,
Man kann auch anstatt der Doppelwurzel eine einfache Wurzel setzen, deren Wurzel-
exponent gleich dem Produkt der beiden Wurzelexponenten ist,

Beispiele:
1. Vyase = Vime =2 2 Vi = Vs =15

on

8. VT o™ = ViG+u™ ="Vaty =Vt

Aufgaben
Die Aufgaben sollen auch als Potenzen mit gebroch Exp ten geschrieben werden.
1o Ve NGB o Vim o Vim
= 35— Ly 81—
o Vv= n V= o Ve w Vi=
3 == : §p— ) s —
| Ve w Vi ol o Vs
N Yy 37— —
) Vi/216 o Vi/si 2 Vi/sn w V256
5= gy = o
o0 V= w Vova O VaVava ) VxVyV z
VII. Das Rechnen mit Logarithmen
Zur Wiederholung:
Ly 2 W o) anar Toaywi ) figh ) am:an
2 3 m
Sy (P Wy (@) ) (e I RE b o5 o) an
Bray 372 ) a? €) an 6oay 5° W e+ yP € a®

7. Formulieren Sie die unter c¢) der Aufgaben1 bis 6 angegebenen Gesetze bzw. Definitionen
fiir das Rechnen mit Potenzen mit Thren Worten!
Beispiel: 1¢): Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert, indem man ihre Ex-
ponenten addiert; jede Potenz a* liBt sich als Produkt aus zwei Faktoren am - an darstellen,
wobei m + n = aist.

8. Worin besteht der Vorteil der Gesetze bzw. Definitionen, die auf Grund der Aufgaben
1c bis 6¢ ausgesprochen wurden?
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52. Der Begriff des Logarithmus

Bei einer Reihe von Werkzeugmaschinen mu$ durch Getriebe eine Stufung der Dreh-
zahl vorgenommen werden. An der Drehmaschine ist sie z. B. deshalb notwendig, weil
die Schnittgeschwindigkeit je nach dem Material verschiedene Werte besitzt, Die Schnitt-
geschwindigkeit ¢ ist eine Funktion des Werkstiickdurchmessers d und der Drehzahl n.
Die Formel fiir die Schnittgeschwindigkeit ¢ lautet ¢ =dn. Fiir eine bestimmte
Bearbeitung muf sich die Schnittgeschwindigkeit in gewissen Grenzen bewegen; da
auch der Werkstiickdurchmesser d festliegt, mu die Drehzahl n entsprechend fest-
gelegt werden,

Die Stufung der Drehzahlen wird aber auch so vorgenommen, daB die prozentuale
Steigerung der Drehzahl von Stufe zu Stufe etwa gleich ist. Dadurch werden sowohl
die Motoren der Maschine geschont als auch eine gleichmiBige Unterteilung innerhalb
des Drehzahlbereiches hergestellt,

Beispiel: Eine Drehmaschine hat cinen Drehzahlbereich von 100 bis 1000 U/min.
Die Stufung soll derart vorgenommen werden, daB die Drehzahl von Stufe zu Stufe um
ungefihr 259 steigt. Wieviel Stufen miissen dazwischengeschaltet werden?

Lésung:
Wir bezeichnen dic unterste Drehzahl mit
dp =100 min’
die néchste dann mit )
dy=100-1,25-9
min
die dritte ist dann )
dy=(100-1,25)1,25 Y —100.1,252 U,
min min

die vierte ist schlieBlich
dy= (100 1,25 1,25 9 —100.1,25 U,
min min

die letzte Drehzahl ist damit d, = 100 - 1,25* 9 = 1000 Y. .
min min

Die Losung der Aufgabe ist also gleichbedeutend mit der Bestimmung von n aus der
Gleichung

100 - 1,25" = 1000 (1)

bzw. 1,25" = 10. 2

Diese Gleichung ist aber mit den uns bisher bekannten mathematischen Mitteln
nicht losbar. Die Lésung fithrt auf eine neue Rechenoperation, die im folgenden
behandelt werden soll. Dazu verlassen wir jetzt die eingangs gestellte Aufgabe und
wenden uns einigen allgemeinen Erérterungen zu,

Gleichung (2) ist von der Form

a® = b. (3)

Die Gleichung (3) gibt den Zusammenhang zwischen den GréBen a, n und b an. Wenn

zwei dieser Gréfen gegeben sind, so ist die dritte durch die Gleichung (3) bestimmt.
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Je nachdem, welche GréBen gegeben sind, sind fir ihre Berechnung drei Falle
méglich.

1. Gegeben a, n; gesucht b.
Durch Potenzieren ergibt sich

b=a", (4)
Beispiel: a=3 n=4
b=3"=81
2. Gegeben n; b; gesucht a.
Durch Radizieren ergibt sich
a=Yb. )

Die Probe fiir die Richtigkeit erhalt man sofort, wenn man (5) in die n-te Potenz
erhebt:

a”=(’]a/Z) =b.
Beispiel: n=4; b=281
a =iﬁ =4 3.

3. Gegeben a = 3, b = 81; gesucht n.
Aus den beiden vorangegangenen Zahlenbcispiclen ist ohne weiteres zu erkennen,
daB in der Gleichung
3" =81

n = 4 sein muB, denn 3* = 81.

Zur Auflssung einer Gleichung a® = b nach dem Exponenten n muB} eine neue
Rechenoperation eingefiihrt werden; sie wird Logarithmieren genannt.
Aus (3) a" = b folgt
(6) n =“logb (gelesen: n ist gleich dem Logarithmus der Zahl b zur Basis a).
Mit bestimmten Zahlen geschrieben:
Aus 3* = 81 folgt
4 =3log 81 (gelesen: 4 ist gleich dem Logarithmus der Zahl 81 zur Basis 3).
Aus dem Mathematikunterricht der vorangegangenen Klassen ist uns bekannt, da§
die Umkehroperation der Addition die Subtraktion ist. Aus

at+b=c (7

folgt
a=c—b ®)

und
b=c¢c—a. (9)
Ebenso ist bekannt, da8 die Division die Ur{xkehroperation der Multiplikation ist. Aus
a-b=c (10)

folgt

c

a=y (11)

und

o~
Il
e

(12)
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Addition und Multiplikation besitzen nur je eine cinzige Umkehroperation. Der
Grund dafiir liegt in der Vertauschbarkeit der Summanden bzw. der Faktoren (Kommu-
tatives Gesetz der Addition und der Multiplikation).

In der Potenz a" = b mit der Basis @« und dem Exponenten n ist aber a” im all-
gemeinen verschieden von n. So ist beispielsweise 3! = 81, 43 aber G4; also 3% 4= 43,
Daraus ergibt sich, daf das Potenzieren zwei Umkehroperationen besitzen muf.

Die Auflssung der Gleichung

at=1b (3)
nach a lieferte
-
a=Vb. (3)

Das Radizieren wird deshalb als die 1. Umkehrung des Potenzierens be-
zeichnet. Die Auflosung der Gleichung
a" =} (3)
nach n liefert aber
n = “og b. (6)

Das Logarithmieren wird als die 2. Umkehrung des Potenzierens bezeichnet.
In der Gleichung (6) wird a als Basis!, b als Numerus® und n als Logarithmus?3
bezeichnet:

n = ‘log b
. ;

Logarithmus Basis Numerus

Zur besseren Ubersicht fassen wir die Ergebnisse nochmals in einer Tabelle zu-
sammen:

1. Umkehrung 2. Umkehrung
des Potenzierens: des Potenzierens:
Potenzieren Radizieren Logarithmieren
n
b=an a=)b n=“log b
/i
81 =3¢ 3=y81 4 = 3og 81
b: Potenzwert  a: Wurzelwert n: Logarithmus
a: Basis b: Radikand a: Basis
n: Exponent n: Wurzelexponent b: Numerus

‘Wir erkennen:

n = “log b ist gleichbedeutend mit a" = b. Der Logarithmus ist die Zahl, mit der
man die Basis @ potenzieren muB, um den Numerus b zu erhalten. Der Logarithmus
ist stets ein Exponent.

Beispiele:
a) Die Basis ist 2.

Dann ist z. B. der Logarithmus von 32:2log 32 =5; denn 2% = 32; bzw. aus
25 =32 folgt 2log 32 = 5.

1 Basis: Grundlage, hier Grundzahl.
2 numerus (lat.), die Zahl.
3 logos (griech.), das Wort; arithmos, die Zahl.
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Desgleichen folgt aus

2 =16 2log 16 = 4,
2= 4 2log 4 =2,
N= 2 2log 2 =1,
20 = 1 Zlog 1 =0.

b) Die Basis ist 3.

Dann ist z. B. der Logarithmus von 243:3log 243 = 5; denn 35 — 243; bzw. aus
3% =243 folgt 3log 243 = 5.
Desgleichen folgt aus

P =27 3log 27 = 3,
E=9 Sog 9 =2,
Ir= 3 Slog 3=1,
P= 1 dog 1=0.

¢) Die Basis ist 7.

Dann ist z. B. der Logarithmus von 343 : Tlog 343 = 3; denn 73 = 343; bzw. aus
79 — 343 folgt 7log 343 — 3.
Desgleichen folgt aus

72 =49 Tlog 49 = 2
=7 Tog 7=1
=1 Tlog 1 =0

d) Die Basis ist 10.

Dann ist z. B. der Logarithmus von 1000000 : ®log 1000000 = 6; denn
108 = 1000000; bzw. aus 10“ = 1000000 folgt log 1000000 = 6.
Desgleichen folgt aus

105 = 100000 log 100000 = 5,
108 = 10000 o 10000 = 4,
108 = 1000 Bog 1000 = 3,
102 = 100 Nlog 100 =2,
100= 10 g 10 =1,
100 = 1 1]og 1=0.

53. Logarithmensysteme

Ein Logarithmensystem ist die Menge aller Logarithmen, die zu derselben Basis
gehiren.

Man kann als Basis eines Lou'anthmensystems jede positive Zahl wihlen, die von 1
verschieden ist. Die Wahl der Zahl 1 als Basis eines Logarithmensystems verbletet sich
aus dem Grunde, weil jede Potenz der Zahl 1 wieder 1 ergibt.

Aus den Beispielen a) bis d) des vorangegangenen Kapitels kann man die Giiltigkeit
folgender Gesetze vermuten:

Der Logarithmus von 1 ist in jedem Logarithmensystem gleich 0.

Beweis: Aus a® = 1 folgt “log 1 = 0 fiir jede positive Zahl a.

Der Logarithmus der Basis ist in jedem Logarithmensystem gleich 1.

Beweis: Aus ' = a folgt “log a = 1 fiir jede positive Zahl a.
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Obwohl es maglich ist, als Basis eines Logarithmensystems jede von 1 verschiedene
positive Zahl zu wihlen und damit beliebig viele Logarithmensysteme zu schaffen,
sind im wesentlichen nur zwei Logarithmensysteme im Gebrauch:
1..das System der natiirlichen Logarithmen. Es hat die in der Mathematik sehr

wichtige Zahl e = 2,718 . . . zur Basis.

2. das System der dekadischen?! Logarithmen. Es hat die Zahl 10 zur Basis.

Wir werden uns nur mit dem dekadischen Logarithmensystem befassen. Zur Kenn-
zeichnung gegeniiber den Logarithmen anderer Systeme werden die dekadischen
Logarithmen nach DIN 1302 mit Ig bezeichnet :

Igx = 1%og .

Aufgahen

Losen Sie, wie im Beispiel angegeben, folgende Aufgaben!
Beispiel: log 25 = 2; denn 52 = 25.

1. a) %log 16 b) Zlog 64 ¢) 2log 128 d) 2log1
2. a) ®log 9 b) ®log 81 ¢) log 16 d) ‘log 64
1 1 1 1
oo New = Yoo 3] at
8.a) Zlog A b) Zog i ¢) ®log 9 d) ®log 37
4. 8) log 100 b) ®log 10000 ) log 1000000 ) Mlog 1
1 1 1 4
10] e 10] . 10] ... - DA 10} r
8. 8) log 155 B *log 35555 9 *1o¢ 155000 9 *log 35
6.8) “log 0,01 b) ®log 0,0001 ©) log 0,00001 d) ®log 0,1
7.8) Zlog /2 b) 2log /2 ©) ®log /3 ) slog /3
€) Ylog i/l_O f) log i/i_O g) log Vﬁ) h) “log yﬁ)
8.a) Zlog i/Z b) *log 1/? ¢) Zlog VE d) ®log 'y_fl

54. Die grafische Bestimmung des Logarithmus
Zur Wiederholung:

1. Wie bestimmt man die Umkehrfunktion zur Funktion
a) y = [(x) =2z, b) y =f(2) = a®?

2. Was konnen Sie iiber die Bilder von Stammfunktion und Umkehrfunktion aussagen ?
1)Die Exponentialfunktion

Setzt man in der Potenz y = a” fiir die Basis a einen bestimmten Wert, z. B. 1,2
oder 10, und behandelt den Exponenten z als variabel, so erhilt man eine Funktion

der Art y=f(z) =a® (a>0). (1)

Alle diese Funktionen heiien Exponentialfunktionen zur Basis 1, 2, 10, a. Diese
Funksionen haben nur dann einen Sinn, wenn a > 0 ist. Der Exponent  kann simtliche

reellen Zahlenwerte annehmen; fiir 2y = — 4 wird z. B. y; = a! = %.

1 decem (lat.), zehn.
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Fiir irrationale Werte von z stellt man den Ex-
ponenten mit der geforderten Genauigkeit durch
seinen rationalen Niherungswert dar und nihert
dadurch die Werte von a” durch rationale Werte
an.

Die Bilder einiger Exponentialfunktionen sind
in Abbildung53 fir I) a=1; 1) a=2; I1])a =10
dargestellt. Die Kurve y = 17 ist eine Parallele
zur z-Achseim Abstand 1. Die Exponentialkurven
y =a* (a>0) verlaufen im IL und I Qua-
dranten. Sie schneiden die y-Achseim Punkt (0;1);
dennesist 1°=1, 20=1, 10° =1, a® = 1. Die
Exponentialfunktionen y = a® (¢ > 1) sind im
ganzen a-Bereich erklirt, sie sind eindeutige
Funktionen, ihre Kurven sind bestindig stei-
gend. Schreitet man vom Nullpunkt aus auf der 2-Achse zu Werten —1, —2, —3, ...
zuriick, so néhern sich diese Exponentialkurven asymptotisch der z-Achse, Der
Definitionsbereich dieser Funktionen ist also unbeschrinkt, der Wertevorrat aber
beschriinkt auf y > 0.

Abb. 53

2) Die Logarithmusfunktion?
Nimmt der Exponent z in der Funktion
y = f(z) = 10° @)
verschiedene Werte an, so kann man mit Hilfe des Funktionsbildes (Abb. 54) die zu-
gehirigen y-Werte, also die a-ten Potenzen der Zahl 10, grafisch bestimmen.

Diese Bestimmung ist von geringem praktischem Wert; viel wichtiger ist die Lésung
der umgekehrten Aufgabe, bei gegebenem y-Wert den zugehérigen z-Wert zu be-
stimmen,

Mit anderen Worten:

Es ist der Exponent zu bestimmen, mit dem man 10 zu potenzieren hat, um eine
gegebene Zahl zu erhalten. Man sucht also den Logarithmus zu einer gegebenen Zahl,

Aus y =f(z) =10% (2)
folgt durch Auflésen nach z: N
a=g(y) =lgy @ DELEETEER
und durch Vertauschen der Variablen G EEE A I k i
y=g(r) =lga. (4)
Diese Funktion heiBt Logarithmusfunktion.

Die Funktion (4) stellt also eine Zuordnung zwischen
einer beliebigen positiven reellen Zahl und ihrem
dekadischen Logarithmus her.

Sie ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
y=f(x) =107 Thr Bild entstecht durch Spiegelung
des Bildes von (1) an der Geraden y = z (vgl. Abb. 54).

* In den folgenden Betrachtungen beschriinken wir uns
auf die Basis a = 10,
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Mit den bisher erworbenen Kenntnissen ist es méglich, eine Reihe von Wertepaaren

2;, y; dieser Funktion zu bestimmen,

i 1 1 1 1 41

z qoes g o= 1100 100 1000 10000 100000

1000000 100000 10000 1000 100 10

y| =6 =5 =4 —3 —2-1 0

1

2 3 4 5

Das Berechnen der zwischen diesen Werten liegenden Funktionswerte erfordert hishere

Hilfsmittel. Ausschnitte aus dem Funktionsbild zeigen die Abbildungen 55 und 56.

Y
+2
y=lgx

+1

; f%]b‘557397071171314151517151920?12?13?41
- y

-3 Abb. 55 , Abb.s6 10

Mittels der grafischen Darstellung der 98
Logarithmusfunktion ist es moglich, die Lo- 08
garithmen gegebener Zahlen, in diesem Falle g7 4
mit der Basis 10, grafisch anniihernd zu be- e y=lgx
stimmen. Wie man sieht, ist die Genauig-
keit der Abbildung verhiltmismaBig gering, 05
auch dann, wenn man die Darstellung der g4
Funktion in einem kleineren Bereich (Abb. 56) a3
vornimmt und auf den Koordinatenachsen ™
verschiedene Mafstabe benutzt. Die grafi- 02
sche Darstellung hat aber den Vorteil, daB gy

man mittels des Funktionsbildes den Verlauf
der Funktion klar erkennen kann.

172 3 4 56 7 8 9 10

Fiir den praktischen Gebrauch werden die Logarithmen berechnet und in Log-
arithmentafeln zusammengefaBt. Die Logarithmen sind im allgemeinen irrationale
Zahlen und werden auf eine bestimmte Stellenzahl gerundet, die sich aus den Forde-
rungen der Praxis ergibt. Fiir die Bediirfnisse der Schule geniigt es, die Logarithmen
auf 4 Stellen nach dem Komma zu runden; in der Industrie werden hiufig auch sichen-
stellige Logarithmen benutzt. Die Berechnung der Logarithmen ist mit den mathe-
matischen Mitteln, die die Oberschule bereitstellen kann, im allgemeinen nicht moglich,

Aufgaben

1. Lesen Sie aus dem Diagramm der Abbildung 56 folgende Werte ab!
) Ig1,6 b) Ig 2,4 ¢) lg5,5 a0 1g75 ¢ g9 f) 1g9,5
2. Welche Zuordnung stellt die Logarithmusfunktion y = %log 2 = Ig « dar?

8. Beantworten Sie folgende Fragen und begriinden Sie Thre Antwort:
Wie groB sind die Logarithmen aller a) positiven Zahlen >1, b) positiven Zahlen < 1?

4, Wie groB vermuten Sie “log 0?
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55. Die dekadischen Logari.thmen

Wie bereits ausgefiihrt wurde, heiBen Logarithmen mit der Basis 10 dekadische
Logarithmen, Zehnerlogarithmen oder auch Briggs’sche Logarithmen?,

Das System der dekadischen Logarithmen hat fiir die elementare Mathematik eine
Reihe von Vorteilen, insbesondere die der leichten Handhabung und groBen Uber-
sichtlichkeit.

Aus den Beziehungen

100 =1 folgt  lg1 =0,
100 =10  folgt lgl0 —1,
100 =100  folgt 1g100 =—2,
109 = 1000 folgt 1g1000 — 3,
101 =01  folgt 150, _1,

103 = 0,001 folat lg 0,001
104 =0,0001 folgt Ig 0,0001

Die Logarithmen der Zehnerpotenzen 10" (n positiv oder negativ ganzzahlig)
kénnen cohne Schwierigkeiten angegeben werden; die Logarithmen aller anderen
Zahlen miissen berechnet werden. Wie bereits erwiéihnt wurde, sind dazu im allgemeinen
umfangreichere mathematische Voraussetzungen notwendig, als sie in der Oberschule
geschaffen werden kénnen.

\ldn kann die GréBe der Logarithmen anderer Zahlen aber cingrenzen. So liegt z. B,

102 =001  folgt 1g0,01 = —2

lg 35 zwischen 1 und 2; denn 10t = 10; 104+ = 35; 10% = 100.

‘Wir crkennen auf dle%c Weise:
Ig 10000 = 4; denn 104 = 10000,
lg 3731 =3,...; denn10%--- = 3731,
lg 1000 = 3; denn 108 = 1000,
lg 871 =2,...; denn102--- = 871,
lg 100 =2; denn 102 = 100,
g 42 =1,...; denn10L--- = 42,
g 10 =1; denn 10! = 10,
Ig 6=0,...; denn10%-. = 6,
Ig 1=0; denn 10° = 1,
lg 01=—1; denn 10! = 0

Ig 0,4 beispielsweise liegt dann zwischen 0 und — 1, er miite also die Form —0, . ..
besitzen. Diese Schreibweise ist aber ungebriuchlich.

Die negative Dezimalzahl —0,6324 beispielsweise laBt sich auch in der Form
(0,3676 — 1) darstellen, denn 0,3676 — 1 ist ja gleich —0,6324.

Die negative Dezimalzahl —1,0121 kann z. B. auch in der Form 0,9879 — 2 dar-
gestellt werden; denn 0,9879 — 2 ist ja gleich —1,0121 usw.

1 Der Englinder Henry Briggs (Oxford, 1556 —1630) berechnete die erste Wertetafel fiir
dekadische Logarithmen.
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Damit ergibt sich weiter:

Ig1 =0 denn 10° =,
lg0s4 =0,... denn 1001 = (,4,

1g 0,1 = — denn 1071 =01,
1g0,06 =0,... denn 10%---2 = 0,06,
120,01 = —2; denn 10-2 = 0,01,
1g 0,007 =0,...—3; denn 10%---3 =0,007,
1g 0,001 = —3; denn 103 = 0,001,
1g0,0002 =0,... —4; denn 10%---% =0,0002,
1g 0,0001 = — 4; denn 104 = 0,0001.

Damit erhalten wir folgende Ergebnisse:
a) Ist der Numerus einstellig, beginnt der Logarithmus mit 0, . . ;
ist der Numerus zweistellig, beginnt der Logarithmus mit 1,. . .;
ist der Numerus dreistellig, beginnt der Logarithmus mit 2, . . .;
ist der Numerus vierstellig, beginnt der Logarithmus mit 3, . . . usw.

Beginnen die geltenden Ziffern des Numerus mit der ersten Stelle nach dem Komma,

so hat der Logarithmus die Form 0, ... — 1.
Beginnen die geltenden Ziffern des Numerus mit der zweiten Stelle nach dem
Komma, so hat der Logarithmus die Form 0, ... — 2.
Begmnen die geltenden Ziffern des Numerus mit der dritten Stelle nach dem
Komma, so hat der Logarithmus die Form 0,... — 3
Beginnen die gc]tvndcn Ziffern des Numerus mit der vierten Stelle nach dem
Komma, so hat der Logarithmus die Form 0, ... — 4 usw.

b) Beginnt der Logarithmus mit 0, . . ., so ist der Numerus einstellig.
Ist der Logarithmus 0, ... — 1; so beginnen die geltenden Ziffern des Numerus

mit der ersten Stelle nach dem Komma.

Man bezeichnet die Ziffernfolge nach dem Komma als Mantisse und die (positive
oder negative) Zahl vor dem Komma als Kennzahl.

Nach DIN 1302 werden Kennzahl und Mantisse durch einen Punkt getrennt. Beim
Numerus wird jedoch das Komma beibehalten. Diese Schreibweise verwenden wir
von jetzt an.

Beispiele: a) lg20= 1. 3010

i —_—
Kennzahl Mantisse
b) 1g0,02=0.3010 — 2

—— I
Mantisse Kennzahl

Aufgaben

1. Vervollstindigen Sie das unter b) Gesagte!
2. Wiederholen Sie die wesentlichen Gedanken des Kapitels mit eigenen Worten!
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56. Die Logarithmentafel

Die Logarithmentafel ist eine Zahlentafel, in der die Mantissen der Logarithmen zu
ciner bestimmten Basis enthalten sind.

Die im Mathematikunterricht in der Oberschule benutzte Logarithmentafel enthilt
die Mantissen der dekadischen Logarithmen auf vier Stellen gerundet,

Die Logarithmentafel hat einen zweifachen Zweck. Man kann mit ihrer Hilfe zu
cinem gegebenen Numerus die Mantisse des zugehérigen dekadischen Logarithmus
bestimmen und andererseits zu einem gegebenen dekadischen Logarithmus die Ziffern-
folge des zugehiérigen Numerus, Bei logarithmischen Rechnungen treten in der Regel
beide Verwendungsarten nebeneinander auf.

Die vierstellige Logarithmentafel enthalt die Mantissen aller dreistelligen Numeri,
also der Zahlen von 1 bis 999. Der Vorteil dieser Tafel besteht darin, daB sie ohne
Schwierigkeit auf zwei Seiten unterzubringen ist; dadurch werden weitgehend Fehler
vermieden, die durch das Aufschlagen falscher Seiten entstehen kénnen,

1) Aufsuchen des Logarithmus zu gegebenem Numerus

1. Beispiel:

Gesucht ist Ig 52.

Beim Aufsuchen des Logarithmus einer gegebenen Zahl wird zunichst die Kennzahl
festgelegt. Sie ist in diesem Falle 1. In der ersten (senkrechten) Spalte ,,Zahl* wird der
Numerus 52 aufgesucht. Die zur Ziffernfolge des Numerus gehorige Mantisse liest man
in der (waagerechten) Zeile ab, an deren Anfang die aus den ersten beiden Numerus-
ziffern gebildete Zahl steht. Die Mantisse steht dort in der Spalte, die mit 0 iiber-
schrieben ist.

Als Mantisse liest man 7160 ah. Mithin ist

lg 52 = 1.7160.

2. Beispiel: 1g 734

Kennzahl ist 2 (warum?).

Als Mantisse findet man in der mit 73 beginnenden Zeile und in der mit 4 iiberschric-
benen Spalte 8657.

lg 734 = 2.8657.

3. Beispiel: Ig 0,4

Kennzahl ist — 1 (warum?),

Mantisse ist 6021,

1g 0,4 = 0.6021 — 1.

4. Beispiel: g 0,000342

Kennzahl ist — 4,

Mantisse ist 5340,

1g 0,000342 = 0.5340 — 4.

Aufgaben
1.a) 1g 25 b) lg 83 ) Ig 92 d) Ig14 ) Ig 55 1) 1g 98
2.0) Ig3 b) lg 7 ¢) g5 Q) Ig2 e g9 1) Ig4
3. a) lg 237 b) lg 341 ¢) lg 988 ) 1g 429 ) 1g 777 1) 1g 870

9[00919]
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4. Vergleichen Sie a) g 2 mit Ig 4, b) lg 3 mit Ig 9, ¢) Ig a mit lg a?!
Was erkennen Sie? Begriinden Sie ihre Erkenntnis!
& a) 120,3 b) 1g0,7 ¢) lg 0,5 d) 1g 0,2 e) 1g0,9 f) 1g0,4
(6; a) g 0,03 b) 1g 0,34 ¢) 10,728 d) 1g0,0028  e) lg 0,000729
(7/a) 12 0,00449 b) 1g 0,872 ¢) Ig 0,000045 d) lg 0,0037400 €) lg 0,00792000

'8la) 1g2,3 b) Ig3,5 ) lg37,1 Q) 1g 82,7 €) lg 9,51 1) 1g 6,36
'9.8) 120,0042 b) 121320 ¢) lg4,72 ) 1g 69,2 ) Ig 91,3 1) 1g8,77
10.a) lg 327 b) Ig32,7 ¢ Ig3,27 @) 10,327 e 1g0,0327 1) Ig0,00327

g) Was erkennen Sie?

5. Beispiel: Gesucht lg 5723. Die Kennzahl ist 3.

In diesem Falle hat die Ziffernfolge des Numerus vier Ziffern. Es koénnen aus der
Logarithmentafel unmittelbar nur die Logarithmen solcher Numeri abgelesen werden,
deren Ziffernfolge nicht mehr als 3 Ziffern enthilt. Im vorliegenden Falle muB die
Mantisse durch Interpolieren bestimmt werden. Sie liegt zwischen den Mantissen
der durch die ersten drei Ziffern gebildeten vollen Zehnerzahl und der um 10 gréBeren
Zahl:

Ziffernfolge des Numerus 5720; zugehérige Mantisse 7574.

Ziffernfolge des Numerus 5723; zugehérige Mantisse 75. .

Ziffernfolge des Numerus 5730; zugehérige Mantisse 7582,

Dem Anwachsen des Numerus von 5720 auf 5730, also um 10 Einheiten der letzten
Stelle, entspricht ein Anwachsen der Mantisse um D =8 Einheiten der letzten Stelle, von
7574 auf 7582.

Daraus ergibt sich folgende Proportion:

Mantissenzuwachs d: Mantissenzuwachs D=Numeruszuwachs 3: Numeruszuwachs 10

d:D=3:10
10d =3D
3
d=1—0D
3
d=ﬁ-8=2,4z2

Es miissen also 2 Einheiten zur letzten Stelle der Mantisse addiert werden. Zur
Ziffernfolge 5723 gehort damit die Mantisse 7576.

1g 5723 = 3.7576

6. Beispiel: Gesucht Ig 529,71. Kennzahl ist 2.

In diesem Fall wird der Numerus zuniichst auf vier geltende Ziffern gerundet:
529,71 ~ 529,7. Jetzt verfahren wir wie beim 5. Beispiel.

Die Ziffernfolge 5290 besitzt die Mantisse 7235,

Aus D= 8 folgt:

d:D=17:10
10d =7D
7
d=5D
d=-1 .8=568
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Es miissen also 6 Einhei-

ten zur letzten Stelle der 0};
Mantisse addiert werden. Ableat
Zum Numerus 5297 gehort 03
damit die Mantisse 7241, - g
=0
1g 529,71 = 2.7241 BT iktcher Wert

In dicsem Zusammenhang i tsrpolation
sind noch ecinige Bemerkun- geﬂmdenerpquﬂ
gen zur Interpolation nétig.

Bei dem eben geschilderten 10 41 12 13 14 15 16 17 18 19 20 x
Verfahren der Interpolation

nehmen wir an, daB die Anderung des Logarithmus proportional der Anderung des
Numerus sei. Das ist aber nicht der Fall; denn eine Proportionalitit zwischen Log-
arithmus und Numerus hétte zur Folge, daB die Logarithmusfunktion durch eine Gerade
dargestellt wiirde. Das Bild der Logarithmusfunktion y = Ig z ist keine Gerade, wie
besonders der in Abbildung 57 dargestellte Ausschnitt aus dem Bilde der Logarithmus-
funktion fiir 1 < 2 < 2 erkennen laBt.

Die Interpolation kann also nur angeniherte Werte liefern. Sie ist in der Praxis aber
bis auf wenige Ausnahmen durchaus brauchbar, weil die Abweichung der Logarithmus-
funktion von der Geraden in dem betrachteten Intervall sehr gering ist und weil die
Logarithmen selbst auch Naherungswerte sind.

Aufgaben

Suchen Sie mit Hilfe der Logarithmentafel folgende Logarithmen auf!
M 1g 2750 p lg 3180 9 1g 9270 0 1g 5830

A 1g 4941 1g 7825 Ig 3982 Ig 9889 lg 6673
Ig 8744 Ig 3892 Ig 5007 Ig 3477 Ig 2378

WG 127953 Ig 7095 Ig 6135 Ig 2409 Ig 1119
1g 2796 Ig 1589 Ig 1009° Ig 9976 Ig 3579

14.8) 193296  b) lg 93297 ©) lg 93298 ) 1g 93299 €) g 93300
15.) 1g 26,61 b) Ig 247,3 ) Ig 1,729 d) g 34,57 ) Jg 2,999
16/) 1202471 b) Ig 0,4848 ) 1g 0,2358 d) 1g0,004455  ¢) lg 0,0002799
17.0) lg45320 b lg 23759 ¢) 1g 43889 ) 1g 37968 ¢) lg 77637
18.8) 1g472,21  b) Ig 2,9937 ¢) 1g9972,3 ) Ig 76,482 ¢) g 0,73944
19.a) 12200,79  b) Ig 1,0004 ¢)/1g 0,00043257 d) 1g 61913 ) lg 5,0904

20.8) Ig 234768  b) 1g1,06007  ¢) 1g0,000007  d) lg 20,0006  €) lg 1000,09

21. Begriinden Sie, warum es sich empfiehlt, in der Logarithmentafel die 5stelligen Logarithmen
der Zahlen von 1000 bis 1099 aufzunehmen!

2) Aufsuchen des Numerus zu gegebenem Logarithmus

Zum Aufsuchen des Numerus wird die Logarithmentafel in umgekehrter Richtung
verwendet.

9*
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1. Beispiel: Ig z = 1.7202

Die Kennzahl 1 besagt, da der Numerus zwischen 10 und 100 liegt, also zweistellig
ist, (Begriindung!)

Die Mantisse findet man im Schnittpunkt der zur Ziffernfolge 52 gehorigen Zeile und
der zur Ziffer 5 gehorigen Spalte,

Damit ist z = 52,5,

Wir priifen das Ergebnis, indem wir lg 52,5 aufsuchen.

2. Beispiel: Ig z = 0.2068

Die Kennzahl O besagt, daB der Numerus zwischen 1 und 10 liegt, also einstellig
ist. Zur Mantisse 2068 gehort die Ziffernfolge 161,

z = 1,61

3. Beispiel:lg 2 =0.7917 — 3

Dic Kennzahl —3 besagt, daB der Numerus zwischen 0,001 und 0,0001 liegt, also
die Form 0,00. .. besitzt.

Zur Mantisse 7917 gehort die Ziffernfolge 619.

z = 0,00619

Nur in den seltensten Fallen wird die Mantisse unmittelbar in der Tafel stehen,

4. Beispiel: lg 2 = 2.5384

Die Kennzahl 2besagt, daf§ der Numerus zwischen 100 und 1000 liegt. Die Mantisse 5384
liegt zwischen den beiden in der Tafel aufeinanderfolgenden Mantissen 5378 und 5391.

Zur Mantisse 5378 gehort die Ziffernfolge 3450

zur Mantisse 5384 gehért die Ziffernfolge 345. ] 4

zur Mantisse 5391 gehért die Ziffernfolge 3460.

Einem Zuwachs der Mantisse um 13 Einheiten der letzten Stelle entspricht ein Zu-
wachs des Numerus um 10 Einheiten; einem Zuwachs der Mantisse um 6 Einheiten
entspricht ein Zuwachs des Numerus um n Einheiten.

Damit ergibt sich die Proportion:

Numeruszuwachs n: Numeruszuwachs 10 = Mantissenzuwachs 6: Mantissenzi~
n:10=6:13 |wachs 13.
13n = 60
60
=N 46 b6
R=gm ~ 4,62 ~ 4,6 ~5.

Die vierte Stelle der gesuchten Ziffernfolge des Numerus ist 5; die Zifternfolge lautet
also 3455.

Damit wird 2 = 345,5.

Wir priifen das Ergebnis, indem wir lg 345,5 aufsuchen.

Bei einer Reihe von logarithmischen Rechnungen wird es — wie wir im folgenden
sehen werden — nétig sein, die Form der Schreibung von Logarithmen abzuéindern.

a) So kann man beispielsweise statt b) Statt lgz = 3.2532
lgz =0.2132 — 1 kann man auch schreiben:
auch schreiben: lga = 1.2132 — 2 lgz = 4.2532 — 1
oder lgz =22132 — 3 oder lgz = 5.2532 — 2

oder lge = 3.2132 — 4.
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Aufgaben
22, 1) Ig 7 = 2.8062 b) Ig o = 4.5763 ) lg 2 = 0.7520
23. a) Ig 2 = 0.8904—1 b) Ig @ = 0.5353—2 ) lg z = 0.0170—3
24l a) Ig @ = 0.9069—2 b) Ig = = 0.6456—1 ©) lg o = 0.4048—5
25. a) Ig & = 0.5647 b) lg 2 = 0.8463—4 ¢) lg 2 = 3.2201
26! 8) 1g & = 1.7307 b) lg = = 3.0119 ©) lg o = 2.4222
270 a) lg 2 — 0.6317—1 b) lg & = 0.4141—3 ) lgz = 0.3333—5
28. 2) Ig & = 0.1791 —4 b) Ig & = 0.3000—2 ) lg w = 0.9240—2
29. 8) Ig x = 2.7330 b) lg x = 3.1421 ¢) gz = 0.8235—1
30.0) gz = 1.5051 b) Ig @ = 0.4891—2 ©) lg v = 41392

57. Gesetze fiir das Rechnen mit Logarithmen
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Die Grundlage fiir das Rechnen mit Logarithmen bilden die sogenannten Logarith-
mengesetze. Sie geben an, wie der Logarithmus eines Produktes, eines Quotienten,
einer Potenz und einer Wurzel zu bilden ist. Sie gelten zwar fiir Logarithmen beliebiger
Basis, werden jedoch im vorliegenden Falle nur fiir die dekadischen Logarithmen her-
geleitet. Da die Logarithmen bekanntlich Exponenten zur Basis 10 darstellen, weisen
die Logarithmengesetze weitgehende Uberoiustimmung mit den Gesetzen auf, die fiir

das Rechnen mit Potenzen gleicher Basis gelten.

1) Der Logarithmus eines Produktes
Fiir 100-1000 ergibt sich als Produkt 100000,
Aus 100 = 102 folgt 1g 100 = 2;
und aus 1000 = 103 folgt 1g 1000 = 3.
Der Logarithmus des Produktes, also Ig (100 - 1000), soll bestimmt werden,
Da 1001000 = 102-103 = 102+3 — 103,
folgt
1g(100-1000) = 2 + 3 = 5; denn 105 = 100000.
Wegen 2 = 1g 100 und

3 = lg 1000
ist 1g(100-1000) = 1g100 4 1g1000.
In allgemeiner Form:
u und ¢ seien die Faktoren eines Produktes
u = 10% x=lgu
g = 10v y=lgyo
uy = 10%.10v lguw=ua+4y

uy = 107+

lguv =I1gu+Igv

Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der Summe der Logarithmen

seiner Faktoren.
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Beispiel:
Gesucht ist z = 302,7-47,9

Vor Beginn jeder Rechnung ist ein Uberschlag im Kopf durchzufihren.

Uberschlag: 300-50 = 15000.

Lésung: lg @ = 1g 302,7 + 1g 47,9
g 302,7 = 2.4810
1g 47,9 = 1.6803

les = 41613
z = 14500
Aufgaben

Berechnen Sie logarithmisch!
1. a) 4753 b) 219153 €) 472902 d) 201 -43
5,4) 0,72-0,56  b) 3,75-42,9  ¢) 7,03.0,0042 d) 0,804 - 0,032
3. a) 32,75 - 0,4837 - 2,2350 b) 0,0732 . 43,87 - 132,42
4. a) 0,0032 - 0,000047 - 0,000091 b) 37,37 - 21,52 . 9,13

5. a) Berechnen Sie das Volumen der in Ah-

€) 998 - 732
€) 0,43 - 0,907

bildung 58 a und b durch eine techni
Zeichnung gegebenen Kérper (MaBe in mm!)

b) Berechnen Sie die Gewichte, wenn die
Korper

1. aus Eisen (y =178 L);

cm?®

2. aus Holz (y = 0,6 e ) bestehen!

6. Stellen Sie als Summe zweier Logarithmen auf

60 f=— | 120 —o
205

mehrere Arten dar und iiberzeugen Sie sich 250

von der Richtigkeit des entsprechenden Lo-
. Abb. 58a

garithmengesetzes!

a) lgs b) lg 24 ¢) 1g 0,03 d) Ig 2,64

f) 1g 2325 g) 1g 0,000001  h) lg 56,25 i) 1g 3125

sl

e

€) g 0,0046
k) lg 4,41

7. Stellen Sie als Summe dreier Logarithmen auf mehrere Arten dar und iiberzeugen Sie sich

von der Richtigkeit des entsprechenden Logarithmengesetzes!

a) lg8 b) 1g 27 ¢) lg 100 d) 1g 300 e) lg 5200
1) 1g3,6 g) lg 496 "h) g 0,24 i) 1g 0,002 k) g 0,012
8. Vervollstiindigen Sie folgende Gleichungen!
a) lg360 =1g180 + ....... b) 1g4,82=1g0,5+ ... 4+ .
6) s =1g2+41g0,3 d) 1g004+1g352
e) 1g275 = ........ + Ig 1100 f) Ig0,06 =........ " e +1g20

2) Der Logarithmus eines Quotienten
Fiir 20000 : 40 ergibt sich als Quotient 500.

Aus 20000 = 1043010 folgt 1g 20000 = 4.3010;
und aus 40 = 101692 folgt Ig 40 = 1.6021.
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200 .
&00({), soll bestimmt werden:

20000 : 40 = 1(4-3010 . 1()1.6021 104.3010*1.8021 = 10246939.

Der Logarithmus des Quotienten, also lg

Daraus folgt

g

40
Wegen 4.3010 = lg 20000 und
16021 =1lg 40 ist
o (%‘;"i) = 1g 20000 — Ig 40;
2.6989 ist aber lg 5001,

(20‘100) = 4.3010 — 1.6021 = 2.6989.

In allgemeiner Form:
u sei der Dividend, ¢ der Divisor eines Bruches:

u =10 z=lgu
¢ = 10v y =lgo
u _ 10z

v 10w

e e =
= 10+ lg ==y

Ig ‘l—:'=]gu—lgv

Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der Differenz der Logarithmen des
Dividenden und des Divisors.

1. Beispiel:
'Gesucht ist z — 24,72:2,35
Uberschlag: 25: 2,5 = 250: 25 = 10
Lésung: lg x =1g 24,72 — 1g 2,35

Ig 24,72 = 1.3931

—lg 2,35 =0.3711
lgz =1.0220
@ = 10,52

2. Beispiel:
Gesucht ist z = 0,8522: 0,0671
Uberschlag: 0,8 : 0,08 =80:8 = 10
Lésung: lg @ =1g 0,8522 — 1g 0,0671
1g 0,8522 = 0.9305 — 1
— 1g 0,0671 = 0.8267 — 2

lgz =0.1038 4 1
lgz = 1.1038
o =427

1 Aus der Logarithmentafel bestimmt man lg 500 zu 2.6990. Die auftretende Differenz beider
Werte ist durch die Rundung der Logarithmen auf vier Stellen bedingt.
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3. Beispiel:
Gesucht ist z = 12,72 : 450,25
Uberschlag: 12 : 480 = 0,025.

lg @ = 1g 12,72 — 1g 450,25
Lésung: lg 12,72 = 11.1045 — 10
— lg 450,25 = 2.6535
lg x = 8.4510 — 10
lg = 0.4510 — 2
z = 0,0283
Aufgaben
Berechnen Sie logarithmisch!
Dy 25,7:13,1 ) 325,3 : 92,53 ~) 1014,2:763,1 W, 64,82 : 13,03
2..a) 1300000:245000 b) 742,8:13,97 ¢) 6,483 :2,093 d) 456,9 : 357,2
8.a) 19,35:0,0127 b) 948,3:0,725 ¢) 43,25:0,371 d) 875,2:0,0042
4, a) 0,732:0,0419 b) 0,0253:0,00071  ¢) 0,634 :0,152 d) 0,7152: 0,003
5.a) 15,73 : 229,3 b) 37,1:852,9 ¢) 17,256 : 211,3 d) 9,64 :11,32
8. a) 0,347 : 0,0852 b) 0,0425:0,00729  ¢) 0,998 : 0,0889 d) 0,372 :0,0415

-1

Stellen Sie als Differenz zweier Logarithmen auf mehrere Arten dar und iiberzeugen Sie

sich von der Richtigkeit des entsprechenden Logarithmengesetzes!
a) lg 400 b) 1g 160 ¢) lg 48 d) 1g 360 e) lg8
f) lg12 g) lg9 h) 1g 3,125 i) 120,5 k) lg 0,00421
1) 1g 0,03 m) lg 0,007 n) lg 0,00012 0) 1g 0,7 p) Jg 0,0214

8. Vervollstiindigen Sie folgende Gleichungen!
a) 1g400 = ...... —1g20 b) lg65 =1g1300 ...... ¢) 1g0,3 =1g0,15 — ....
Q) e =Ig19—1g05 e ...... =1g0,5 —120,25 1) Ig72 =1g216 .......

3) Der Logarithmus einer Potenz

Wir betrachten dazu als Zahlenbeispiel die Gleichung
(1) 200 = 102300,

Durch Quadrieren ergibt sich
(1T) 2002 = 102-23010 — (46020,

In logarithmischer Schreibweise lauten die Gleichungen (I) und (II):
(Ir)  1g200 = 2.3010,
(I1*)  1g 2002 = 2-2.3010.

Setzt man (I*) in (II*) ein, so erhilt man

(III) g 2002 = 2.1g 200.
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In allgemeiner Form:

(V) z=10"
Wir erheben beide Seiten der Gleichung in die m-te Potenz und erhalten
(\') zm p— (10")1" p— 1()"»7"4

In logarithmischer Schreibweise:
(IVY) lgz=n,
(V*) lga™ =n-m.
Setzt man (IV*) in (V*) ein, so erhilt man
Ig ™ =mlg x.

Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Logarithmus der Basis multi-
pliziert mit dem Potenzexponenten.

1. Beispiel:

Gesucht ist @ = 38,

Uberschlag: 38 = 31.3% — 81.81 =~ 80-80 = 6400

Losung: lgz=81g3
8.1g 3 =8.04771
lga = 3.8168
z= 6559

Da fast jeder Logarithmus cin Nitherungswert und daher fehlerhaft ist, ist auch das
Produkt von Logarithmen fehlerhaft. In diesem Falle verachtfacht sich der Fehler des
Logarithmus.

Der wirkliche Wert ist 6561.

2. Beispiel:

Gesucht ist 2 = 0,0323

Uberschlag: 0,03 - 0,03 - 0,03 = 0,000027

Losung: lg @ = 31g 0,032

lg 0,032 = 0.5051 — 2
3:120,032 = 1.5153 — 6

lg 2 =0.5153 — 5
x = 0,00003276
Aufgaben
Berechnen Sie logarithmisch! .
1.a) 28 b) 28 c) 3° d) 0,6* e) 2,58
) 372% g) 492 h) 2,79¢ i) 53,72 k) 15,28
2. a) 3,5° b) 0,042° ¢) 0,064 d) 21,732 e) 103
) 205,12 g) 604 h) 0,3142 i) 2,4762 k) 0,0000006¢
3. a) 0,0042% b) 0,0422 ¢) 0,422 d) 4,22 e) 422

) 4202 g) 42002 h) Was erkennen Sie?



138 Das Rechnen mit Logarithmen
4. Vervollstindigen Sie die folgenden Gleich !

g g
a) lg16 =...1g4 b) 1g2500 =2.1g .

(I)]g5625=2 Ig ... L) =3 1g6
g) Bilden Sie drei Belsplela entsprechend den Aufgaben a), b) und e)!

4) Der Logarithmus ciner Wurzel

Da jede Wurzel als Potenz mit gebrochenem Exponenten ausgedriickt werden kann,
gilt das fiir das Logarithmieren einer Potenz ausgesprochene Gesetz auch fir das
Logarithmieren ciner Wurzel.

Wir betrachten hierzu als Zahlenbeispicl die Gleichung
(1) 64 = 1018082,
Wir zichen hicraus die 3. Wurzel:
1) /64 = J/1008082,
(111) 64} = (1018082}
(111) 64% = 10% - 1.8062,
In logarithmischer Schreibweise lauten die Gleichungen
(I*) 1g64 =1.8062,
(111 1g 64+ = 1 - 1.8062.
Setzt man (I*) in (I1I*) ein, so erhilt man
lg 64} = 3 -1g 64 oder
lg J/64 = 3 1g64.

In allgemeiner Form: (IV) 2 = 10"

Wir zichen auf beiden Seiten der Gleichung die m-te Wurzel und erhalten

(V) T = ?/10" oder

L »
(VI) am = 10m
In logarithmischer Schreibweise:
(IVY) lgaz=n

1
= n
(VI lgam =2
Setzt man (IV*) in (VI*) ein, so erhilt man
1
Igam =

EZ oder
m

m

Ig Ve = ;— Ig .
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Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem Logarithmus des Radikanden
dividiert durch den Wurzelexponenten.

1. Beispiel:

Gesucht ist z = ‘i/ﬁ

l“ﬂ)vrsvhhg: 'i/ﬁ < i/2—9 < "i/(T/e

3< ¥ <.

Losung: lgz =+ 1429

lg 29 = 1.4624
3 lgz = 1.4624: 3

lg 2 = 0.4875

© =3,073

2. Beispicl:

Gesucht ist o = /0,3

Uberschlag: YT > 70,3 > Vo 0001
1>703 >

LigsanE: lga:=—l— 1203

120,3 = 0.4771 — 1

In dieser Form geschrieben kann der Logarithmus nicht durch 4 dividiert werden,
da als Quotient nur Logarithmen mit ganzen Kennzahlen auftreten diirfen.
Wir schreiben deshalb

1g 0,3 =3.4771 — 4
T1g03 = (34771 — 4): 4
lgz =0.8693 —1
z = 0,7402
Nach Kenntnis der Logarithmengesetze ist es nun auch méglich, unsere Aufgabe

fortzufithren, mit der wir anfangs die Notwendigkeit der Logarithmenrechnung be-
griindet hatten (vgl. S. 120).

Es ergab sich Gleichung (2): 1,25" = 10.
Aus der Gleichungslehre ist uns bekannt, daB eine Gleichung dann richtig bleibt,
wenn auf beiden Seiten die gleichen Rechenoperationen vorgenommen werden. Das’

gilt auch fiir die letzte der Rechenoperationen, das Logarithmieren,
Wir logarithmieren die Gleichung (2) und erhalten

nlg 1,25 =1g 10

nlg1,25 =1
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1
"= 15 Ig 1,25 = 0.0969
= 1 —
00969 T
Es miissen also 10 Drehzahlstufungen?! vorgenommen werden.
. U U U U U U
Nach DIN323sinddas100 ——; 125 ——; 160 ——; 200 ——; 250 ——; 315 - —;
. min len min min min min
400—2; 500 —%; 630 —U_; 800 —°—.
min min min min
Aufgaben
Berechnen Sie logarithmisch!
vy Vs B Vet Vs Y V1,00 972
8= 3,— 3, — 8 e 3,
1) V57,9 g V22 h) /300 1) /48,20 k) V15,32
2.a) Vo 1) Vo2 o) Vou a) V0,004 o V0,76
3, — 5, — 4 —— 8,— .
1 Vo7 g) 10,231 1) 10,0002 i) Vo,41 K 0,27
—_— 5, —— 3 ,— 4,— 3,——
3.a) V/299,6 b) 10,003& o V21,7 a) V0,63 o) J/21250
4. Vervolistandigen Sie folgende Gleichungen!
.
a) Ig Y200 = oo [ P =210
3 3
1
b) Ig V129 = ...1g129 Do = 5 8003
4 — 3/—
¢ lg V17,03 = ...1g17,03 g) g /2006 = ... 1g 200,6
Q15 Vs =%( ,,,,, —Ig5)
n 1 n— a
5. Begriinden Sie IgVa = = Iga, aber lg Ja % Ig ;!

58. Die logarithmische Berechnung zusammengesetzter Ausdriicke

Die folgenden Ausdriicke sind logarithmisch zu berechnen. Vor Ausfiihrung jeder
Rechnung sind ein Uberschlag sowie ein Schema der logarithmischen Rechnung anzu-
fertigen.

1. Beispiel:

256,4 - 0,009734

%= 56,13 - 0,0000752°

1 Das Ergebnis mufl ganzzahlig sein, da es die Anzahl der Drehzahlstufungen angibt.
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250 - 0,014
50 - 0,000083

5107
00" = 100000

lg =g 256,4 + 4 1g 0,00973 — (Ig 56,13 + 3 Iz 0,0000752)
10,00973 =0.9881 —3
4.120,00973, = 3.9524 —12
Ig 256,4 — 2.4089
lg Zihler = 6.3613 —12
12 0,0000752 = 0.8762 —5
3.1¢ 0,0000752 = 2.6286 — 15

Uberschlag: T~

1g 56,13 = 1.7492
lg Nenner = 4.3778 —15
lgz =1.9835 + 3
= 4.9835
z = 96280
i/_—
2. Beispiel: - z =w
0,672 - 10,943
Uberschlag: T~ 102,6 0’14 =8

141

lgw =1g12357 + + 1g 0,07324 — (lg 0672 + 3 1g 0,943)

1g0,07324 — 0.8647 —2

— 18647 —3

%lg 0,07324 —0.6216 —1
112,357 — 1.0919

lg Zihler = 117135 —11
120,943 =09745 —1
—1.9745 —2

310,963 =09873 —1
120,672 =—08274 —1
lg Nenner = 1.8147 —2
lgo —9.8088 —9

— 0.8988
z = 17,922
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Eine Summe kann nur als Ganzes, aber niemals gliedweise logarithmiert werden:

lg (@ + b) = lg a + lg b; vielmehr: Iga 4 Ig b = g (ab).

3. Beispicl:
Py
_2,3482 4+ 6 }/58,6 + 323
==

92 B ok 5 9=
Uberschlag: xS M = isi ~ 170

lg z = Ig Zahler — g 5
Zhlee— A + B4+ C
A = 2,348
lg A =21g2,348
1g 2,348 = 0.3707
lg A =21g 2,348 = 0.7414
A =5513
B=6}586
lgB =1g6+ —;—IgSS,G

1g 58,6 = 1.7679
3 1 58,6 = 0.5893
lg 6 = 0.7782
lgB =1.3675
B .=23306
¢ =33
A+ B+C=351819
lg (A + B+ C) = 2.5463
Ig5 = 0.6990

lg z = 1.8473
z = 170,35
Aufgaben
1g) 937032 b) V12,58 - 0,532 - 3,76 16,39 - 4,75
-8 5871 9,53 T aE. 0,732 ) 0,002 - 58,762
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3 ——— 3 — — s
9,385 - 1/0,02993 V/204,7 - 0,3142 . V52 o S5 V1642 - 0,3
47900, 0080 0,0073 - V152 Vi11,2 - 0,0002
3, —— 4 —— — 3 —
ga) 249+ V47,835 py V0.9876 — 1332 — 62 o 12070 = 70,063 + 13,322
029 0,29 V18 /32,64 — 8,97

3/9a ar 4/20 069 4/79Q 72 L () 978
sza,ss - _‘/89,069 b) ]/———0,03252 T 0,973 @ 488,42 ++ 0,973

61,27 21,37

V8 5,3

4/—-— e ——
5.a) J/299,5° b) ¢) 16,6322 — 0,3682

VIIIL. Der logarithmische Rechenstab

59. Allgemeines iiber den Rechenstah

Im praktischen Rechnen, besonders in allen Zweigen des Maschinenbaues, des Bau-
wesens und der chemischen Industrie, benutzt man sehr hiufig den logarithmischen
Rechenstab.

Er kann zum Multiplizieren und Dividieren, zum Bestimmen der Quadratzahlen,
Kuben, Quadratwurzeln und Kubikwurzeln sowie zur Bestimmung von Kreisinhalten
u. a. benutzt werden.

Fiir spezielle Zwecke der industriellen Praxis existieren besondere Rechenstibe, z. B,
fiic die Berechnung von Wellen auf Biegung und Verdrehung, die Berechnung von
Wechselridern, die Berechnung von Transmissionen usw.

Die Vorziige des Rechenstabes bestehen u. a. darin, daB fir Rechnungen, die sonst
schriftlich oder im Kopf ausgefithrt werden miiiten, Arbeitszeit eingespart wird; sie
bestehen weiter in seiner Handlichkeit, in seiner stiandigen Betriebsbereitschaft und
in seiner geriuschlosen Arbeitsweise.

Der Rechenstab ist fiir Ingenieure, Meister, Facharbeiter und Schiiler zu einem un-
entbehrlichen Rechenhilfsmittel geworden, das aber nur dann véllig ausgenutzt werden
kann, wenn man den Umgang mit ihm sicher beherrscht.

Die Nachteile liegen in der hiufig geringeren Genauigkeit der Rechnung und der
schwierigen Durchfiihrbarkeit lingerer Rechnungen. In den meisten Fillen geniigt
aber die Genauigkeit des Rechenstabes den Anforderungen der Praxis.

Genau wie beim Rechnen mit Logarithmen werden die Grundrechenoperationen der
2. Stufe (Multiplikation, Division) auf solche der 1. Stufe (Addition, Subtraktion) und
die Rechenoperationen der 3. Stufe (Potenzieren, Radizieren) auf solche der 2. Stufe
zuriickgefiihrt.
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60. Der Aufbau des Rechenstahes

Der Rechenstab bestcht aus 3 Teilen: Stabkirper, Zunge und Liufer mit Ablese-
strichen. Sind drei Ablesestriche auf dem Liufer vorhanden, so benutzen wir zu-
niichst nur den mittleren.

Auf den inneren Rindern des Stabkérpers und den Rindern der Zunge befindet sich
jeweils cine Skala. Diese vier Skalen werden von oben nach unten mit den Buchstaben
A, B, C, D bezeichnet (s. Abb. 59). Dabei stimmen Skala A mit Skala B und Skala G
mit Skala D iiberein,

Die Skalen der gebriuchlichsten

Rechenstiibe besitzen eine Linge von Stabkorper
25 em. Die Skalenteilung weicht aber II*

von der beispielsweise auf einem Li- e o4

neal befindlichen Teilung ganz erheb- c @

lich ab. Wir erkennen z. B., da$ auf Zinge 190

den Skalen die Abstinde zwischen den Léufer mit Ablesestrichen

einzelnen Teilstrichen in gleichen In- 4Abb, 59
tervallen nach rechts zu kleiner werden.

Wir betrachten zunichst das Zustandekommen dieser Teilung auf den Skalen Cund D,
Auf der Gesamtlinge der Skala [ = 25 cm werden die Logarithmen der Zahlen 1--.10
durch Strecken dargestellt.

Ig1 =0, also bildet Iz 1 den Anfang der Skala.

Um lg2 auf der Skala grafisch darzustellen, tragt manvom Skalenanfang die Strecke
(Ig 2) - 25 em = 0,3010 - 25 cm =~ 7,52 cm ab. Der entstandene Skalenpunkt wird mit
2 beschriftet.

In gleicher Weise stellt man die anderen Logarithmen durch Strecken dar
(s. Abb. 60).

Bei der Beschriftung dieser Skalenteilung — der logarithmischen Teilung —
aul dem Rechenstab sind also die Numeruswerte (z.B. 2) und nicht die zur Kon-
struktion der Teilstriche benutzten Logarithmen (Ig 2) verwendet worden. Man muB
sich beim Rechnen mit dem Rechenstab stets dariiber im klaren sein, daB die Lage
der Teilstriche durch die Logarithmen der dabeistehenden Zahlen festgelegt wird,

o : ' n ’ +

0 1 2 2 4 S 6 7 8 9 10

1=25cm

g7 174 WP % G GE GTEE EIE0
(== 0,3010-25¢cm
[———0,4771-25¢cm ——J
0,6021-25¢cm ——————»=|
[ 0,6990 - 25cm ——————==|
0,7782-25¢m
08451 25cm ————— =]
0,9031-25¢:
0,9542-25¢
1,0000-25¢cm

Abb. 60
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Das Rechnen mit dem Rechenstab ist ein Rechnen mit Logarithmen.

Wir wissen aus der Logarithmenrechnung, daB sich die Logarithmen von Zahlen
gleicher Ziffernfolge nur in der Kennzahl unterscheiden. So ist

g 253 = 2.4031
lg 25,3 =1.4031
lg 253 =0.4031
lg 0,253 = 0.4031 — 1

usw.

DemgemiB sind die Skalen C und D nicht nur fiir das Rechnen mit Zahlen zwischen
1 und 10 zu verwenden. Die Teilpunkte der Skalen C und D geben also nicht nur die
Mantissen von Logarithmen der Zahlen 1---10 an; vielmehr liefern sie die Mantissen
aller Zahlen gleicher Ziffernfolge.

Die Teilpunkte der Skalen des Reehenstabes kénnen somit als Marken fiir Ziffern-
folgen von Zahlen gedeutet werden. Die GréBenordnungen der Zahlen, d. h. die
Kennzahlen der zugehdrigen Logarithmen, miissen besonders bestimmt werden. Fiir
Zahlen gleicher Ziflernfolge, z. B. 78; 7,8; 0,078; 780000 ergibt sich stets die gleiche
Einstellung des Lauferstriches,

Da in die Berechnungen mit dem Rechenstab im allgemeinen nur Ziffernfolgen cin-
gehen, entsteht auch nur die Ziffernfolge des Ergebnisses. Die Stellung des Kommas
muf durch eine Uberschlagsrechnung ermittelt werden,

Auf den Skalen C und D kénnen im Bereich von 1+.-2 mit Sicherheit die drei ersten
geltenden Ziffern abgelesen werden, im restlichen Teil der Skala die ersten beiden
geltenden Ziflern. Die jeweils nichste geltende Ziffer ist zu schitzen. Dabei wird
lincar interpoliert; d. h., es wird kein Gebrauch von der Eigenart der logarithmischen
Teilung gemacht, daf die Teilstriche nach rechts zu enger aufeinanderfolgen,

Die Skalen A und B unterscheiden sich von den Skalen C und D nur dadurch, daff
die Skalenlinge halb so grof ist, also 12,5 cm betragt. Daher ist es méglich, zwei
Skalen nebeneinander zu legen. Die Genauigkeit ist auf diesen Skalen halb so grol} wie
auf den Skalen C und D. Fiir das Interpolieren gilt sinngema$ das gleiche wie fir die
Skalen C und D.

Aufgaben

Die vor der Ziffernfolge stehenden Buchstaben geben die Skala an, die benutzt werden soll.
1. Der Liiuferstrich ist zu stellen auf
D 1500, D1050, D1005, D1320, D1325, D2130, D 2385,
D 2965, D3005, D3135, D3142, D 3265 D3575, D 3795,
D 401, D 419, D 444, D 502, D 525, D 673, D 679,
D 722, D 777, D 811, D 891, D 899, D 901, D 963!
2. Stellen Sie C1 iiber D 1250! Was lesen Sie ab unter C12, C14, C18, C19, C 2160,
C€ 24000, C3, C32, C336, C5 C698, C705 C8?
8. Stellen Sie C10 iiber D 825! Was lesen Sie ab unter C2, C3, C7, C5 C8, C125,
C736, C358, C143, C1736, C224, C597, C673?
4. Stellen Sie C 1 iiber D 3! Was lesen Sie ab unter C 1005, C 1135, C 129, C 1475,
C163, C187, C213, C266, C278, C306, C324, C 237, C2i6?
10 [00919]
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61. Allgemeine Grundsiitze fiir das Rechnen mit dem Rechenstab

1. Nach Maéglichkeit sollen beim Stabrechnen die beiden Grundskalen C und D be-
nutzt werden, weil das Rechnen mit ihnen die gréBere Genauigkeit ergibt.

2. Vor dem Einstellen sind Stellenzahl und Kommastellung des Ergebnisses zu be-
stimmen. Dazu ist eventuell vor der Einstellung am Rechenstab die Aufgabe in die
Schreibweise der Zahlen mit abgetrennten Zehnerpotenzen umzuformen
und durch eine Uberschlagsrechnung die Gréfenordnung des Ergebnisses zu
bestimmen.

3. Das Verschieben der Zunge, das Einstellen des Laufers sowie das Ablesen des
Ergebnisses miissen schr sorgfiltig ausgefithrt werden, um die groftmagliche
Genauigkeit des Ergebnisses zu erreichen.

62, Multiplika‘tion
Zur Wiederholung:

1. Rechnen Sie im Kopf!

a) 6-0,3; 9.0,4; 8.0,7; 3.0,9; 9.0,8
b) 0,4 - 5; 0,9 -3; 0,2-8; 0,5 6; 0,073
¢) 0,5-0,3; 0,9 -0,4; 0,6-0,7; 0,8-0,5; 0,2-0,9
d) 0,2.0,04;  0,05-0,3; 0,4 - 0,0006; 0,03 - 0,05; 0,09 - 0,7

2, Schreiben Sie die Produkte der Aufgabe 1 mit abgetrennten Zehnerpotenzen!

8. Was kénnen Sie aussagen iiber die GréBe a) eines Produktes aus zwei echten Briichen,
b) eines Produktes aus einem echten und einem unechten Bruch, ¢) eines Produktes aus
zwei unechten Briichen?

1) Die Grundlage fiir die Multiplikation mit dem Rechenstab bildet das Logarithmen-
gesetz lg (a-b) =Iga+lgb.
Der Multiplikation entspricht am Rechenstab die Addition von Strecken (vgl. Abb. 61).

Abb. 61

1. Beispiel: 2 =3-2,6
Uber D 3 wird C 1 eingestellt; unter C 2 — 6 (lies: C zwei sechs) wird
D 7 — 8 abgelesen.

z="18
2. Beispiel: z =15,34 - 22,96
Uberschlag: 2 =15 - 20 = 300

Loésung: C1iber D1 — 5 — 3 — 4 (4 geschétzt!); unterC2 — 2 —9 —6
(6 geschitzt!) wird abgelesen D3 — 5 — 2

z = 352
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3. Beispiel: z =0,0027 - 0,34
Uberschlag: z ~0,003 - 0,3 = 0,0009. )
Lésung: CtliberD 2 — 7; unter C3 — 4 wird abgelesen D9 — 1 — 8
z = 0,000918

2) Multiplikation mit Riickschlag
Esist folgende Aufgabe zulosen: z = 3,5 -8,2 (vgl. Abb. 62).

4 Il
‘ E 8
B 82 . 10 ¢
0 3] =
Abb. 62 )
35 eingestellt
3582 abgelesen

Dazu miiBite C 1 iiber D 3 — 5 gestellt und unter C8 — 2 auf D abgelesen werden.
Das ist nicht méglich, weil dic Zunge iiber den Stabkérper hinausragt. In einem
solchen Falle muB anstatt C 1 der Endpunkt C 10 iiber D 3 — 5 gestellt werden. Dann
wird unter C 8 — 2 auf Skala D die Ziffernfolge des Produktes abgelesen. Die Multi-
plikation erfolgt ,,mit Riickschlag*.

Erliauterung: Unter C 1 wirde auf Skala D das Produkt %g = 0,35 liegen. Man
addicrt also gewissermaBen zu lg ("%5) den Wert lg 8,2. Damit erhilt man C aiﬂ
3382 hat die gleiche Mantisse wie Ig (3,5 -8,2); deshalb be-

sitzen beide Numeri die gleiche Ziffernfolge.

Der Logarithmus von

1. Beispiel: 2 =23.9

Lésung: C 10 iiber D 3; unter C 9 wird D 2 — 7 abgelesen.
z =27

2. Beispiel: z =328.812

Uberschlag: 2 == 30 - 800 = 24000

Losung: C 10 iber D3 —2 —8; unter C8 —1 —2 wird D2 — 6 — 6 — 4
abgelesen,

x = 26640.
3. Beispiel: z = 8,02.0,00735
Uberschlag: z ~8 - 0,007 = 0,056

Losung: C10 iber D8 —0 —2; unter C7 —3 —5 wird D5 — 8 — 9 ab-
gelesen.

z = 0,0589
10°
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3) Produkte aus mehr als zwei Faktoren

Die Berechnung von Produkten aus mehr als zwei Faktoren geschieht in der Weise,
daB das Produkt aus zwei Faktoren mit dem dritten Faktor, das so entstandene
Produkt mit dem vierten Faktor usw. multipliziert wird. Die Zwischenergebnisse
werden mit dem Lauferstrich festgehalten.

Beispiel:  Berechnen Sie das Volumen eines quaderformigen Garfutterbehilters,
dessen Linge a = 6,80 m, Breite b = 2,50 m und Tiefe ¢ = 3,20 m
betragen!

Uberschlag: V ~7m-2m-.3m =42 m?

Losung: C 10 iiber D 6 — 8; Lauferstrich auf C2 — 5; Zunge so verschie-
ben, daB C 1 unter Lauferstrich zu liegen kommt; unter C 3 —2 wird
D5 — 4 — 5 abgelesen,

V = 54,5 m?®
Aufgaben
Benutzen Sie zur Lésung die Skalen C und D!

1. a) 1,23 - 4,29 b) 2,73 - 4,06 ¢) 2,39-1,73 d) 3,74 -1,98

2.18) 0,132 . 0,042 b) 0,425 0,012 ¢) 0,0042 - 0,139 d) 0,473 - 0,0003

3.a) 24,7-13,2 b) 17,5 - 22,7 €) 43,7-151 d) 37,2 -10,6

4.a) 17,5 - 3,62 b) 5,51-12,2 ¢) 43,3-1,72 d) 11,9 - 2,31

5. 8) 4,1-12,7 b) 2,9-11,8 €) 4,7-13,9 d) 19,2-4,3

6. a) 139 -16,5 b) 263 -37,1 ¢) 15,9 - 387 d) 429 .1,37

7.a) 128.46,3 b) 363 -1,82 €) 29,34 10,03 d) 8,2-102,1

8.a) 0,129 - 12,7 b) 39,3 -0,234 ¢) 311-16,1 d) 1,73 - 406

9. a) 1350 - 2735 b) 41251005 ¢) 376 - 206,7 d) 100 - 3,1010
10. a) 221,3-19,3 b) 409,5-0,0014 ¢) 0,0375 - 2100 d) 3755-173,2
11. a) 0,632 - 0,111 b) 0,332 23,1 e) 19,61-17,3 d) 4,210 -0,0109
12. a) 23,750,023 b) 0,0052 -0,1019 €) 1342 - 249 d) 43,720,119
13. a) 6,32.9,17 b) 8,04 6,16 €) 5,29 - 7,61 d) 9,13 . 5,87
14.a) 16,3 - 83,5 b) 81,7355 ¢) 7,16 - 83,1 d) 72,5 7,06
15. a) 4,975 - 83,7 b) 63,17 - 682,5 €) 519.72,8 d) 672,5-19,45
16. a) 632 - 884,5 b) 919,1 - 452 ¢) 1850 - 6355 d) 176,5 - 968,3
17. a) 0,82 -0,0752 b) 0,673 - 0,874 ¢) 0,025 - 0,689 d) 0,885 0,997
18. a) 137,6 - 0,92 b) 0,846 - 173,5 €) 4635 -0,0439 d) 251,3.0,01775
19. a) 42,26 - 0,0463 b) 5526 - 0,812 €) 713,2 - 0,468 d) 0,00027 - 46,35
20. a) 43,6 - 634 b) 0,00426 - 0,000892 ¢) 0,3891 - 651 d) 73,25 -0,4965
21.a) 25.37-9 b) 16 .48.3 €) 5.19.36
22, a) 21,7-15,4- 8,9 b) 22,7-96,3 - 15,1 ¢) 9,6-86,3-17,5
23. a) 226,4-0,36 - 15,21 b) 4820 - 16,5 - 0,0426 €) 193,6 - 72,1 - 0,43
24. a) 0,068 - 0,4325 - 0,4 b) 0,667 - 0,0442 - 19,62 €) 4711.0,82 - 163,5
25. a) 152,1 - 16,95 - 0,76 b) 0,442 . 71,6 - 842 ¢) 19,3 - 672 - 0,0216

26, Berechnen Sie den Rauminhalt Ihres Klassenzimmers!
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-
I~
=)

d) 1 =16,71m b =13,68m
e) | = 3,25 cm b = 680 m

28. Berechnen Sie das Gewicht des in Ab-
bildung 63 dargestellten eisernen Gehiuse-

deckels (y =78 L,)! RS il
cme

27. Berechnen Sie die Flicheninhalte nach- [—o————————
folgender Rechtecke! r
2) =73 cm b=19,6 cm |
b) | =5,2dm b = 4,6 dm |
¢) | =635 mm b =185 cm |
[

| 2 I —

63. Division

125

Die Grundlage fiir die Division mit dem
Rechenstab bildet das Logarithmengesetz T e J

2 = - 255
lg b lga —lgb. Abb. 63

Der Division entspricht am Rechenstab die Subtraktion von Strecken (vgl. Abb. 64),

A

— EE T

lo = a ]

oiQ

Ablesen Einstellen

Abb. 64

1. Beispiel: z=28:2
C 2 iiber D 8; unter C 1 wird D 4 abgelesen,
z=4

2. Beispiel: @ =761:0,194

Uberschlag: @ ~~ 76000 : 19 = 4000

Losung: C1—-9—4iber D7 —6 —1; unter C1 wird D3 —9 —3 ab
gelesen,

x = 3930
3. Beispiel: 2 = 0,00965: 0,237
Uberschlag: 2 = 9,6: 240 = 0,04
Losung: C2—-3—7 iber D9 —6 —5; unter C1 wird D4 — 0 — 7 ab-

gelesen,

z = 0,0407
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4 Beispiel:

Uberschlag:

Lésung:

5. Beispiel:

Uberschlag:

Lésung:

6. Beispiel:

Uberschlag:

Losung:

Der logarithmische Rechenstab
x=1480:72
x ~480:8 = 60

C7 — 2iiber D4 — 8. Da C 1 auBerhalb des Stabes liegt, wird in
diesem Falle wie beim Multiplizieren mit Riickschlag C 10 statt C1

benutzt: unter C 10 wird D 6 — 6 — 7 abgelesen.

z = 66,7
o =141,3:832

z ~ 42 : 840 = 0,05

C8 —3 — 2iiber D4 — 1 — 3; unter C 10 wird abgelesen
D4—9—6.

2 = 0,0496

2z = 0,0632 : 0,000785

z ~640:8 = 80

C7 —8 —5iiber D6 — 3 — 2; unter C 10 wird abgelesen
D8 —0—6.

z = 80,6

Im Gegensatz zum Multiplizieren ist also beim Dividieren die Zungenstellung
stets verwendbar. Ein nachtrigliches Verstellen (Riickschlag) ist hierbei niemals er-

forderlich.

Aufgaben

Benutzen Sie zur Lésung die Skalen C und D!

1.a) 514 :3,82
2. a) 34,6:19,2
3. a) 76,25 : 0,675
4.a) 0,814 : 0,759
5.0) 8,15:7,21
6.a) 25,1:79,6
7.a) 73,31:0,976
$. m) 0,629 : 0,859

b) 0,00752 : 0,0612

b) 0,00352 : 0,0519

b) 9,63 : 6,04 ¢) 8,12:5,87 d) 6,72:5,98
b) 983,6: 71,4 ©) 4265 : 3,096 d) 52,64 : 489,6
b) 0,987 : 53,2 ) 838,6:0,729 d) 0,356 : 211

¢) 0,462 :0,00106 d) 0,42 :135200

€) 6,54 : 9,69 d) 1,63 :3,39
) 1765 : 8,019 d) 72,72 : 887,1
€) 565,6: 0,749 d) 0,441

©) 0,437:0,00069  d) 0,372 : 65800

9. Ernteflichen und Reinertrige einiger Getreidearten in der Deutschen Demokratischen

Republik.
Winterweizen Winterroggen Griinfutter- und Silomais
Jabr |"pintefliche | Reinertrag | Erntefliche Reinertrag | Erntefliche | Reinertrag
[hal [t (ha] (hal (1
1953 283957 796013 1202134 2259429 - =
1954 294035 755318 1200552 2372053 — —
1955 337992 1048410 1050191 2297772 - =
1956 315538 923001 1091290 2270183 40040 967010
1957 338948 1054848 1075493 2198284 58176 2285850
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Wintergerste Hafer
Jahr Erntefliche Reinertrag Erntefliche Reinertrag
[ha] [t [ha) (1]

1953 90711 253196 585267 1445734

1954 44 689 106213 517030 1128220

1955 98141 315243 5 1362434

1956 74 644 225858 1112408

1957 99145 326920 445397 998574

davon volkseigene Giiter:
Winterweizen Winterroggen Griinfutter- und Silomais
Jahr |"grptefliche Reinertrag | Erntefliche | Reinertrag | Erntefliche | Reinertrag
[ha] [t] [ha] [ha] t
1953 11512 35738 30042 63885 - -
1954 15150 40 880 35659 79510 - -
1955 19750 65148 34523 80977 - —
1956 18881 58842 35733 81770 3259 85667
1957 20310 68505 35535 79360 5175 217099
Wintergerste Hafer
Jahr Erntefliche Reinertrag Erntefliche Reinertrag
ha t [ha] [t]

1953 9050 27313 17040 48721

1954 4448 11222 19706 47818

1955 11364 37986 17541 49480

1956 8255 25711 16836 45461

1957 10792 38169 17995 45431

davon landwirtschaftliche Produktionsgenossenschaften:

Winterweizen Winterroggen Griinfutter- und Silomais
Jabr | "pnefliche Reinertrag | Erntefliche | Reinertrag | Erntefliche | Reinertrag
[ha) 1 (ha) (1 [ha] (1
1955 66818 212703 183186 396716 — —
1956 73484 218368 232151 468554 19129 455007
1957 77387 241568 233909 468591 27626 1073692

a) Berechnen Sie die jeweiligen Hektarertriige!
b) Vergleichen Sie 1. die Hektarertrige von 1953 bis 1957,
2. die Hektarertrige der LPG und VEG mit den Hektarertrigen der ge-
samten Landwirtschaft!
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64. Verbindung von Multiplikation und Division

Nicht nur in technischen und mathematischen Formeln, sondern auch bei viclen Be-
rechnungen in Industrie und Landwirtschaft ist die Multiplikation von Zahlen mit
der Division verbunden.

So berechnet beispielsweise der Techniker die Umfangsgeschwindigkeit nach der

adn
Formel ¢ = 0

und der Genossenschaftsbauer die Anzahl der Arbeitseinheiten

nach der Formel
Verrichtete Arbeit - Bewertungsfaktor
Tagesarbeitsnorm

Arbeitseinheiten =

Ahnliche Beispiele lassen sich in groBer Zahl finden.
Die Grundlage fir die Berechnung derartiger Ausdriicke mit dem Rechenstab
licfert das Logarithmengesetz

g% =lga+tlgh —lge
Die Reihenfolge, in der die Berechnung ausgefithrt wird, hat auf das Ergebnis keinen

EinfluB. Jedoch empfiehlt es sich, zuerst die Division und dann die Multiplikation aus-
zufithren, damit man mit einer Einstellung der Zunge auskommt.

1. Beispiel: z:gé5
Lésung: C 8 iiber D 9; unter C5 wird D 5 — 6 — 3 abgelesen (vgl. Abb. 65).
z = 5,63

- | —
IDQC s e L

= 36T I
9:8 abgelesen %‘5 =563 abgelesen 98 eingestelt
95 |
8
Abb. 65
25,6 - 4120
2 i iel: s AU
2. Beispiel: a= T
(1 25 - 4000
Uberschlag: 2 =~ s = 500

Losung: C1—-9—5—23iber D2 —5 —6; unter C4 —1 — 2 wird
D5 — 3 — 9 abgelesen.
z =539

3. Beispiel: Stellen Sie eine Wertetafel fiir die Funktion y = % z

fir —3 < 2 < 4+ 3 auf!
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Lésung: C9 iber D7. Unter jedem Cz wird die Ziffernfolge D y abgelesen. (In
der Wertetafel Vorzeichen beachten!)

1|—3 =25 -2 —15 -1 —05 +£04+05 +1 +1,5 +2 +25 43
yl —2,34 —1,95 —1,56 —1,17 — 0,78 — 0,39 +0+40,39+0,78 41,17 41,56 41,95 +2,34

o 3,71 - 51,9 - 12,97
4. Beispiel: z = 4821012

Ahnlich wie im 1. und 2. Beispiel wird auch bei der Berechnung von Ausdriicken der

Form "‘ZZ“ZS die Division und die Multiplikation abwechselnd ausgefithrt und
T A T

mit einer Division begonnen, um mit moglichst wenig Verschiebungen der Zunge

auszukommen,

45012

510 — 48

Losung: C4 — 8 — 2iberD3 — 7 — 1; Mittelstrich des Laufers auf
C5 —1—9 (Zunge dabei nicht bewegen!);
Zunge so verschicben, daB C1 — 0 — 1 — 2 unter dem Liuferstrich
steht;unter C1 —2 — 9 — 7 wird D5 — 1 — 1 abgelesen.

Uberschlag: 2 ~

z=>51,1
Aufgaben
Benutzen Sie zur Losung die Skalen C und D!
2,642 . 1,925 2,064 - 4,124 1,964 - 2,467
Lo =% L N T 9 s
47,25 - 197,2 205,6 - 17,3 1060 - 23,7
‘, ) 5 205, i )
20— " 55 9
221,3 . 0,704 0,473 - 0,0089
bd) =45z M =517
0,67 - 123,4 150 - 72,6 0,34 - 1750
o) =5 " 50 9 —5,00667
5. ) 23,6 - 47,6 - 0,32 W) 0,478 - 0,308 - 5,217 o 0,472 - 0,063 - 172
N 417-0,03 0,00672 - 31,9 43,8196
6.) 2170 - 0,64 - 0,291 Wy 10000 - 3,% - 0,492 o 000061 - 63,76 - 2
% 3700032 ) 53711~
s 21,7 - 93,42 b & 504 - 17 - 0,463
N Fa 20,106 ) 2,743
8.5) 231 - 0,00063 i 0 152,3 - 0,486 - 6,74
N 16,4.0,00217 4,1 ) 172 0,000 0,00682 - 12,6 - 0,688
9. Stellen Sie Wertetaleln fiir folgende Funktionen auf!
a)y=éz =85 =&B; ven B A5
0,32
=2 —2; —1,8;... 2
b) m 4,16" 2; 1,8; <n<+
52
c)g=%’;h ; +3; +345... <h<+5

d) y =172 —25 —=1,9; ... <2a<0
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Genau wie auf den Skalen C und D kann das Multiplizieren und Dividieren auch auf
den Skalen A und B ausgefithrt werden. Jedoch ist hier die Ablesegenauigkeit geringer,
weil die Léngeneinheit auf den Skalen A und B nur halb so groB ist wie auf den Skalen

Cund D.
Die Benutzung der Skalen A und B hat lediglich den Vorteil, daB man den Riick-

schlag ersparen kann.
Lasen Sie die Aufgaben S. 148, 7,13, und 8. 149, 27,
S. 150, 1, 5,
S. 153,1,2,4

unter Benutzung der Skalen A und B!

65. Das Berechnen von Proportionen

Das Berechnen von Proportionen stellt ein Hauptanwendungsgebiet des Rechen-
stabes dar, auf dem er alle anderen Rechenhilfsmittel iibertrifft. Der Rechenstab last
mit einer einzigen Verhiltniseinstellung, der Einstellung des Proportionalititsfaktors,
nicht nur die vorgelegte Aufgabe, sondern die Gesamtheit aller méglichen Aufgaben
der ganzen Fragestellung.

Beispiel:
Im Warenverkehr zwischen der UdSSR und der DDR entsprechen 100 Rubel
55,56 DM, Stellen Sie eine Umrechnungstabelle zwischen Rubel und DM auf!
Losung:
Der Aufgabe liegt folgende Proportion zugrunde:
z Rubel 100 Rubel

y DM~ 55,56 DM
C 10 iiber D5 — 5 — 5 — 6. Ablesen auf
SkalaC |2 | 2 5 10 20 30 4 5 60 7 8
SkalaD | y | 1,11 2,78 556 11,11 16,67 22,22 27,78 33,34 38,89 44,45

Aufgaben

1, Ein Triebrad einer Schnellzuglokomotive der Deutschen Reichsbahn besitzt einen Durch-

messer d, = 2,30 m; das vordere Laufrad einen Durchmesser d, = 1,10 m.

a) Welche Beziehung besteht zwischen den Durch n d,;, d, und den entsprechenden
Umdrehungszahlen?

b) Wieviel Umdrehungen machen beide Rider wiithrend der Fahrt auf den Strecken Gera
Hbi—Leipzig Hbf (73,0 km), Erfurt Hbf—Halle Hbf (108,6 km), Wittenberg— Bitter-
feld (36,9 km)?

¢) Stellen Sie die gleichen Berechnungen an fiir eine Personenzuglokomotive der Baureihe 38
(dy = 1750 mm; d, = 1000 mm), fiir eine Giiterzuglokomotive der Baureihe 44
(d, = 1400 mm; d, = 850 mm) und fiir eine Giiterzuglokomotive der Baureihe 58
(dy = 1400 mm; dy = 1000 mm)!
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Lésen Sie folgende Proportionen!

2.8) x:21 =18:7 b) 2:2=1:9 €) 5:2=20:z

d) 13:2=91:2 e 2,25:0,45=10:z f) 0,06:7,2=2:9
3. Berechnen Sie die prozentuale Zusammensetzung von Kochsalz!

66. Die Reziprok-Skala
Zur Wiederholung:
1. Bilden Sie den Kehrwert (reziproken Wert) von
1. 1.2 5. 17 I -~y
a) Cil i i b) 2:3;7; 1551 €) 0,2;0,9; 2,55 1,6; 0,02!

2. Multiplizieren Sie die Zahlen aus Aufgabe 1 jeweils mit ihrem reziproken Wert!

3. Was gilt fiir das Produkt zweier reziproker Zahlen?

4. Was konnen Sie iiber die GroBe der reziproken Werte von Zahlen a) >1, b) <1, ¢) =1
aussagen?

Neben den bereits bekannten Skalen A, B, C und D enthilt der Rechenstab die so-
genannte Reziprokskala R. Sie liegt auf der Zunge zwischen den Skalen B und C und ist
oft durch eine besondere Firbung gekennzeichnet.

Die Teilung der Skala R ist die gleiche wie die der Skala C; beide sind jedoch ent-

gegengesetzt angeordnet. Das bedeutet, daB iiber dem Punkt C 2 der Punkt R —i—
liegt; z. B.liegt {iber dem Punkt 4 auf Skala C der Punkt}—* =0,25 der Skala R. % ist

bekanntlich der reziproke Wert von 4. Selbstverstindlich sind auf dem Rechenstab
nur die entsprechenden Ziffernfolgen abzulesen, die Kommastellung ergibt sich aus der
Aufgabe (vgl. Abb. 66).

I———Ig 25—y

L ol s
R YT
g4
Abb. 66
Wir erkennen unmittelbar:
lgd+41g25 =1g(4-25) =1g10 =1. 1)
Aus Ig(4-25) =1
folgt 4.25 =10. (2)
Aus (2) folgt u. a. auch
4.0,25 =1 @)

04-25 =1 @)
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1. Beispiel: Es soll der reziproke Wert von a = 0,535 bestimmt werden.

Lésunga: Lauferstrich auf C5 — 3 — 5; unter dem Liauferstrich wird abgelesen

R1-8-17
1 1
T == 18
Lésungb: Liuferstrich auf R5 — 3 — 5; unter dem Liuferstrich wird abgelesen
1-8-17
1 1
@ 0535 1,87

Die Reziprokskala wird auch verwendet, wenn in einer Aufgabe Multiplikation und
Division gleichzeitig vorkommen. In einem solchen Falle kann man simtliche Mul-
tiplikationen und Divisionen als Divisionen durchfithren. Das ist einfacher, weil
dabei kein Riickschlag vorkommen kann.

671-227 _ 671 1
042 042 227
725
o= 350
Losung: C 42 iiber D 6 — 7 — 1; Lauferstrich iiber C1; R 2 —2 — 7 unter
Lauferstrich; unter R 10 wird abgelesen D 3 — 6 — 2,

m = 362

2. Beispiel: m =

Uberschlag:  m =

Aufgaben

1. Bestimmen Sie den reziproken Wert zu
2) 0,072 b) 813 ¢) 1315 d) 20,6 ¢) 0,483 ) 1,031!

2, Losen Sie auf die im 2. Beispiel angegebene Weise!

1250 - 472 160 - 2,76 !
) 1,56 b 0,087 A"
7 7~
) 0,0892 - 4,892 @ 737,1 - 19,06 - ‘//\v-é—_l
0,31 43,6 RSTRT TR
0,0076 - 0,3 100,4 - 0,0078

) 14,6 D 61,3

8. Eine LPG besitzt einen Futtersilo mit den Erundily

aus der Abbildung 67 ersichtlichen Abmes-
sungen.

Wie hoch wird der Behiilter durch
a) 105 m? Silofutter,

dz

m?

b) 900 dz Silofutter (y =75 ) gelillt?

Abb. 67
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67. Potenzieren und Radizieren

1) Das Quadrat einer Zahl
Zur Wiederholung:

La) 382= b) 0,0252 =
302 = 0,25 —

300 = 250 =

30002 = 25t =

Driicken Sie mit Thren Worten die GesetzmiiBigkeit aus, die in den Aufgaben zum Aus-
druck kommt!
2. a) Ig (a?) = b) 1g 100 = e) lg 1002 = 1g 10000 =
3. Welche Zahl steht iiber D2 auf A,
iiber D3 auf A,
iiber D 6 auf A,
iiber D 1,5 auf A?

Die Betrachtung des Rechenstabes zeigt, daB iiber den Zahlen der Skala D die
Quadrate dieser Zahlen auf Skala A stehen. So stehen beispielsweise A 16 iiber D 4;
A 25 iiber D 5 usw.

Wir haben bereits gesehen, daB die Léangeneinheit auf der Skala D doppelt so
grof wie auf der Skala A ist. Deshalb ist auf Skala D jede Strecke, die den Log-
arithmus einer Zahl darstellt, doppelt so groB wie die entsprechende Strecke auf
Skala A. Der iiber den Punkt 2 der Skala D gestellte Lauferstrich steht also iiber
einem Punkt y der Skala A, der auf der Skala D in doppelter Entfernung von D,
liegen wiirde. Es gilt also:

lgy =2lgx =1ga® oder
y = IZ-
Das heiit: Senkrecht iiber dem Punkt z der Skala D liegt der Punkt 22 der Skala A
(vgl. Abb. 68).

abgelesen:x 2

o

S

eingestellt:x
Abb. 68

1. Beispiel: z=1,62
Lauferstrich auf D1 — 6; auf A wird 2 — 5 — 6 abgelesen.

z =256
2. Beispiel: z=4,212=17,75
3. Beispiel: z =0,2782

Uherschlag: z 2~ 0,32= 0,09
z = 0,0774
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4, Beispiel: z=2175%

Uberschlag: = & 2002 = 40000
Lauferstrichauf D2 — 1 — 7 — 5;auf Awird4d — 7 —2 — 5
abgelesen,

z = 47250

2) Die Quadratwurzel aus einer Zahl
Zur Wiederholung:

1wy V4, Va0, Va0, Vaooo, Vaoooo, V400000, ¥4000000
w Vo, Vo9, V0,09, V0,009, V0,009, 10,0009

2. Driicken Sie mit Thren Worten die GesetzmiBigkeit aus, die in den Aufgaben zum Ausdruck
kommt!
3.a) 1z V6 = b) 1g 10000 = ¢) Ig V10000 =

4. Welche Zahlen stehen unter A 9 auf D,
unter A 25 auf D,
unter A 64 auf D,
. unter A 6,25 auf D?

Die Bestimmung der Quadratwurzel aus einer Zahl mittels des Rechenstabes verliuft
in umgekehrter Weise wie die Bestimmung des Quadrates einer Zahl. Es mul} also
zu jeder Zahl auf Skala A die senkrecht darunterstehende Zahl auf Skala D die Quadrat-
wurzel sein (vgl. Abb. 69).

eingestellt: x

abgelesen: YX

Abb. 69
1. Beispiel: z= 1/3.85
Losung: Liuferstrich auf A 3,85; unter dem Lauferstrich wird D1 — 9 — 6
abgelesen,
7:=4,96.
2. Beispiel: z= V-3S-,5
Losung: Lauferstrich auf A 38,5; unter dem Liuferstrich wird D 6 — 2 ab-
gelesen.
z=6,2

Aus diesen beiden Beispielen ist ersichtlich, daB beim Einstellen des Radikanden auf
Skala A nicht nur die Ziffernfolge, sondern auch seine Stellenzahl beriicksichtigt
werden muB. Das bedeutet einen wesentlichen Unterschied gegeniiber dem Multipli-
zieren, Dividieren und Quadrieren.



3. Beispiel:
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i= Y248

Der Radikand 248 ist auf Skala A nicht zu finden. Deshalb mu8 der Radikand so in
ein Produkt aus zwei Faktoren umgeformt werden, daff der eine Faktor des Radikanden
auf Skala A eingestellt werden kann, der andere aber eine Potenz von 100 mit positivem
oder negativem ganzzahligem Exponenten ist.

Losung:
4. Beispiel:

Losung:

5. Beispiel:

Losung:

2= )2,48-100 = /2,48 - Y100 = /2,48 - 10

Liuferstrich auf A 2,48; unter dem Liuferstrich wird D1 —5 — 7— 3

abgelesen.

z=1,573.10 = 15,73

z = J/0,000755

2 =V7,55-0,0001 = J7,55-10% = Y765 - Y10+ = /7,55 - 102
= 17,55 - 0,01

Liuferstrich auf A 7,55; unter dem Lauferstrich wird D 2 — 7 — 4
abgelesen.

2 = 2,74 - 0,01 = 0,0274
: = }/0,00755
V75,5 - 104 = /75,5 - 0,01

Liuferstrich auf A 75,5; unter dem Liuferstrich wird auf D 8 — 6 — 5
abgelesen.

z = 8,65 -0,01 = 0,0865

3) Die dritte Potenz einer Zahl
Zur Wiederholung:

1. a) 28
20%

2008

2000°

e

b) 0,3
0,03
0,003°
0,0003% =

i

Driicken Sie mit Thren Worten die GesetzmiiBigkeit aus, die in den Aufgaben zum Aus-
druck kommt!

2.a) lg (a®) =

b) Ig 100 = ¢) 1g100° =

Uber der Teilung A des Rechenstabes befindet sich eine Stabteilung K. Ihre Langen-
einheit betriigt nur den dritten Teil der Langeneinheit von Skala D. Wir kénnen die
beim Quadrieren gefiihrten Uberlegungen sinngemiB iibertragen. Damit gilt :

Senkrecht iiber dem Punkt z der Skala D liegt auf der Skala K der Punkt 23 (vgl.

Abb. 70).

abgelesen: &
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1. Beispiel: z=2,5°

Lésung: Lauferstrich auf D 2 — 5; unter dem Liuferstrich wird K1 —5 — 6
abgelesen.

z=15,6
2. Beispiel: z =T71,52
Uberschlag:  z ~ 703 = 343000

Lésung: Lauferstrich auf D 7 —1 —5; unter dem Léuferstrich wird
K3 — 6 — 6 abgelesen.
z = 366000

3. Beispiel: z =0,43%
Uberschlag: z = 0,43 = 0,064
Lésung: Lauferstrich auf D 4 —3; unter dem Liuferstrich wird K7 —9 — 5
abgelesen.
z=0,0795
4) Die Kubikwurzel aus einer Zahl
Zur Wiederholung:
g g == T 3, — 3, —— g ——— B e
1.a) V8, V8o, Vsoo, /8000, }/80000, V800000,  }/8000000
83— 8, — 3 —— 3 —— 3 B, — oy
b Vs, Vos, V0,008, 10,0008, V0,00008, J0,000008, }0,0000008
Driicken Sie mit Ihren Worten die Gesetzmiilligkeit aus, diein den Aufgaben zum Aus-
druck kommt!
B 3, —
2.a)lg)m = b) 1g 1000000 = e) lg V1 000000 =
Durch sinngemiifies Ubertragen der beim Ausziehen der Quadratwurzel gefiihrten
Uberlegungen gilt:
Die dritte Wurzel einer Zahl auf Skala K wird senkrecht darunter auf Skala D ab-
gelesen (vgl. Abb. 71).

eingestellt: 5
P(— —}]
! }

[
abgelesen: X Abb. 71
1. Beispiel: z = /7,2
Uberschlag: z ~ i/g =2

Lésung: Lauferstrich auf K 7,2 (nicht 72 oder 720!); unter dem Liuferstrich
wird D1 — 9 — 3 abgelesen.
z =1,93,



2. Beispiel:

Uberschlag:
Losung:

3. Beispiel:

Uberschlag:
Losung:

4 Beispiel:

Potenzieren und Radizieren ) 161

m =695
m=a 1/6_4 =4

Léuferstrich auf K 69,5 (nicht 6,95 oder 695 !); unter dem Liuferstrich
wird D4 — 1 — 1 abgelesen,

m =411
-
P z?%:g

Lauferstrich auf K 648 (nicht 6,48 oder 64,8!); unter dem Liuferstrich
wird D 8 — 6 — 5 abgelesen,
=8,65

g = /005

Wir formen den Radikanden in ein Produkt aus zwei Faktoren um, von denen einer
eine Potenz von 1000 (mit positiven oder negativen ganzzahligen Exponenten) ist,

g = 1/55-0,001 = /55~ 10001 = /55 - 10007 = 101 }/55 = 04 V55

Uberschlag:
Liésung:

5. Beispiel:

Losung:

6. Beispiel:

Losung:

g~01.Y0% =01-4=04
Lauferstrich auf K 55; unter dem Liuferstrich wird D 3 — 8 ab-
gelesen,

g=01.38=038
/ = /0,005
f=V55-0001 =01.]53

Lauferstrich aufl K 5,5; unter dem Lauferstrich wird D 1—7—6—5

abgelesen.
f=0,1-1,765 = 0,1765
e =05

e = /550 0,001 = 0,1 /550
Liuferstrich auf K 550; unter dem Liuferstrich wird D 8—2 ab-
gelesen.

e=0,1"-82=0,82

Aufgaben

Bestimmen Sie mit dem Rechenstab!
1. 1,076%; 1,2842; 1,3212; 1,3982; 1,5272%; 1,6682

1,8062; 1,9882; 2,042; 4,562; 7,962; 9,242
2. 14,64%; 13,722; 17,89%; 25,6%; 37,92; 87,5
3. 2212; 4392; 7612; 25202; 98902; 126408
4, 0,22; 0,9%; 0,012342; 0,0017882; 0,004692; 0,000722
5. V1,073 V1,09; V1,13; V117 V3,25; V3,69

Vi,

5,02; V5,78; V6,09; V7.53; Va8l



162 Der logarithmische Rechenstab

6. V12,35 Vm_,ﬁ: VE V30,25 Va15; Vans
Vas,; V63,65 V72,9; V115 V8465 Vo83

7. V161; V/336; V588; Vitss; V/3090; V8970

8. Vo5 Vo9; Vo,016; VO,TSi; V0,486 ) V0,0373
Vo0,00476; 10,3583 V0,992; V/0,0047; Vo00078;  Vo,00872

9. 1,17%; 1,78% 3,15%; 736%; 8,89%; 9,138
10, 12,4%; 16,8%; 83,5%; 207 639%; 15208
11. 0,6% 0,259%; 0,731%; 0,00469%; 0,007213; 0,000413
B s 3 8,— 3 e B—
12. V4,13; V7,365 V12.3; Vas5; V79,65 Vo1,2
3,— 8, — 8, — 38, — 8, — 8 ) —
18. J/102; V685 V1360; V134005 V/86900; V123000
3 3, — 8, — 3, —— 8, —— 3, ——
14. Vo0,8; Vo,027; V/0,0963; Vo0,0043; V0,000343; V000442
3 s
15. 7,6% V126 70,42 Ve99000; 72,94 /000421
3 — — 3——
16. /82400; V0,846 ; 0,017322; 0,063%; ¥/0,0629; 42,62

68. Die festen Marken auf dem Rechenstab
1) Die Marke 7
Auf den Skalen A, B,.C und D wird die Zahl # = 3,141... durch eine besondere
Marke angegeben. Sie wird bei Kreisberechnungen verwendet,
2) Die Marken c und ¢ ’
Auf Skala C sind die Zahlen

—2; ~ 1,128 und ¢, = '/.4_.0 =2
& T

besonders gekennzeichnet. Sie dienen der Vereinfachung von Kreisberechnungen,
indem die Berechnung der Kreisfliche aus dem Durchmesser auf das Quadrieren
eines Bruches zuriickgefiihrt wird und die Berechnung des Durchmessers aus der
Kreisflache erleichtert wird. Wenn der Radius in diese Berechnungen eingeht, darf
man die Marken ¢ und ¢; nicht verwenden,

Aus

=~ 3,57

@ @ wd  e=)i-=L %)

d

folgt
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1. Beispiel: Berechnen Sie die Fliche eines Kreises mit dem Durchmesserd = 5,2 cm!
Uberschlag: F ~0,75 .25 ~ 18
Lésung:  Ccitber D5 —2; Mittelstrich des Laufers auf C 1; unter dem Mittel-
strich wird A 2 — 1 — 2 abgelesen.
F = 21,2 cm?

In gleicher Weise kann man anstatt der Strichmarke ¢ auch die Strichmarke ¢y
verwenden.

2. Beispiel: Berechnen Sie den Durchmesser d des Kreises, dessen Flicheninhalt
F =175 cm?betragt!

Uberschlag: d = ]/énf ~ Y=y =10

Lésung: B 1 unter A 75 (nicht 7,5); unter C ¢ wird D 9 — 7 — 7 abgelesen.

d =977 cm

DieBerechnung des Kreises wird noch weiter vereinfacht,wennder Dreistrichliufer
benutzt wird. Er hat links und rechts vom bisher allein benutzten mittleren Liufer~
strich parallele Striche als Ablesemarken. Diese haben fiir die Skalen A und B die

Abstinde é‘- und fiir die Skalen C und D die Abstiinde "/gvom mittleren Lauferstrich.

Stellt man den Mittelstrich des Liufers auf D d, so zeigt der linke Lauferstrich auf
A F; stellt man den Mittelstrich des Laufers auf A F, so zeigt der rechte Liuferstrich
auf D d. (vgl. Abb. 72 und 73). In diesem Fall sind also die Marken ¢ und ¢, iiber-
fliissig,

abgelesen: AF wingestellt: AF
A A
rut_ [ D
N
eingestellt:Dd abgelesen: Od
Abb. 72 Abb. 73

Bei den beiden vorigen Beispielen verlduft der Rechengang nun folgendermafen:

1. Beispiel: Mittlerer Lauferstrich auf D5 — 2; unter dem linken Liuferstrich
wird A 2 —1 —2 abgelesen,
So ergibt sich F' = 21,2 cm?,
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2, Beispiel: Mittlérer Lauferstrich auf A 75 (nicht 7,5); unter dem rechten Laufer-
strich wird D 9 — 7 — 7 abgelesen,

Es ergibt sich d = 9,77 cm,

Aufgaben
1. Berechnen Sie die Kreisfliche!
a) d =350m b) d=0,73m "0 d=142mm d) d =645cm
€ d=172m f) d=009m 2) d=1400mm  h) d=432cm

2. Berechnen Sie den Durchmesser des Kreises!

a) F = 628 cm? b) F = 1000 mm? ¢) F =225cm? d) F=375m?
© F=22mm? f) F=767cm® g F=1275m!  h) F — 1067 om?

69. Anwendungsaufgahen

Aus der sozialistischen Landwirtschaft

1. Das Achsgewicht eines Traktors wirkt bei waagerechtem Stand des Fahrzeuges je zur Hilfte
aul die beiden Rider. Das Gewicht, das auf einem Rad lastet, ist auf dessen Auflagefliche
verteilt. Um den Bodendruck zu kennen, miissen wir ausrechnen, wieviel Kilopond auf
ein Quadratzentimeter der Auflagefliche driicken.

Das Achsgewicht der ,,Brockenhexe'* betriigt vorn 600 kp und hinten 1100 kp, die Auf-

lagelliiche je Rad vorn 290 em? und hinten bei 2 atii Reifendruck 945 cm?.

a) Berechnen Sie den Bodendruck der Vorder- und der Hinterriider!

b) Vergleichen Sie den Bodendruck der Hinterrider mit dem Druck, den Sie auf den
Boden ausiiben, wenn die Auflagefliche Ihrer Schuhsohlen 200 cm? betrigt!

¢€) Besorgen Sie sich die Zahlenwerte, um den von einem Pferd ausgeiibten Bodendruck
berechnen zu kénnen!

2. Die giinstigste Form der Bewiisserung groferer Flichen ist das Beregnen. Meist werden
Drehstrahlregner verwendet. Diese Apparate beregnen eine Kreisfliche.
Ein 0,45 ha groBes Gemiisefeld wird mit einer Regenhéhe von 25 Millimetern aus der
‘Wasserleitung beregnet.
a) Wieviel Kubikmeter Wasser werden dabei verregnet?
b) Welche Kosten entstehen, wenn der Preis 0,30 DM je Kubikmeter betragt?
©) Wie hoch sind die Kosten, wenn ein Vorzugspreis von 0,16 DM gewihrt wird?

8. Eine LPG erreichte durch verbesserte Haltungs- und Fiitterungsbedingungen sowie durch
Qualifizierung des Melkpersonals in Verbindung mit intensiver Zuchtauslese folgende
Steigerung der Jahresleistung in der Milcherzeugung:

Leistung vor der Steigerung Leistung nach der Steigerung
je Kuh und Jahr je Kuh und Jahr Sarall e
im Stalldurchschnitt im Stalldurchschnitt
Milch Fettgehalt Milch Fettgehalt -
3150 kg 3,49 4000 kg 3,9% 75 Stiick
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Legen Sie den Sollpreis zugrunde und berechnen Sie je Kuh und insgesamt

a) die Einnahme im Jahr vor der Leistungssteigerung,

b) die Einnahme im Jahr nach der Steigerung, .

¢) die jihrliche Mehreinnahme nach der Leistungssteigerung absolut und in Prozenten!

Eine LPG hat ein Ablieferungssoll von 61000 kg Milch. Die Mitglieder haben sich das
Ziel gesetzt, dariiber hinaus 34000 kg Milch frei zu verkaufen. In der LPG sind 30 Kiihe mit
einer Jahresdurchschnittsleistung von 2400 kg je Kuh vorhanden.

a) Um wieviel Prozent muB die Milchleistung je Kuh gesteigert werden, um das gesteckte
Ziel zu erreichen?

b) Wieviel Fiirsen miissen angekauft werden, wenn die Gesamtmilchproduktion nach der
erzielten Leistungssteigerung um 209, erhoht werden soll und die Jahresleistung einer
Firse 2300 kg Milch betriigt ?

Das Ablieferungssoll fiir Schweinefleisch betriigt fiir eine LPG 162 dz. Gleichzeitig sollen

110 dz dem freien Aufkauf zur Verfiigung gestellt werden.

a) Wieviel Kartoffeln, Gerste und Magermilch miissen als Mastfutter eingeplant werden,
wenn zur Erzeugung von 1 Doppelzentner Schweinefleisch 9 dz Kartoffeln, 1,6 dz Gerste
und 120 kg Magermileh benitigt werden?

b) Wieviel Hektar Kartoffeln und Gerste miissen angebaut werden, wenn diese Mengen im

dz ., dz

Betrieb erzeugt werden sollen und 180 —— T Kartoffeln und 32 T Gerste geerntet
ha ha

werden ?

Die Riibenvollerntemaschine SKM 3 kapft, erntet und ladet die Riiben in einem Arbeits-
gang. Mit ihrer Hille ist es unseren werktitigen Bauern moglich, mit viel weniger Aufwand
an Handarbeit als bei den veralteten I rn(emcllmdrn die Riibenernte zu meistern. Folgende
Untersuchungen zeigen die Steigerung der Arbeitsproduktivitiit der Riibenernte bei den
verschiedenen Erntemethoden. So hetm"l der Aufwand an Handarbeitsstunden bei:

1. Mandrodenund Abschneiden . . . . . . . . . . . . . 195 Std./ha
2. pischlitten und Rodepflug . . . . . . . . . . . . . 115 Std./ha
3. plschlitten und Schatzgriber . . " < . . . . 80Std./ha
4. Koplschlitten und Schatzgriiber mit Ruck:m‘k <+ . .. A458td./ha
5

. Riibenvollerntemaschine . . 28 Std./ha

t «lol em/elnen Methoden gegeniiber der

Um wieviel Prozent konnte die Arhellspmdul\tn'
ersten Methode gesteigert werden?

Wird Stallmist 6 Stunden nach dem Ausbringen untergepfliigt, so betriigt die Ertrag
wirkung gegeniiber sofortigem Unterplliigen nur noch 979, Nach 24 Stunden betrigt sie
949 und nach 4 Tagen nur noch 869,

Berechnen Sie die entsprechenden Ertragsverluste

G - > v o dz
a) fiir 15 ha Kartoffeln bei einem erwarteten Ertrag von 240 ——

ha
" i o cie (l7
b) fiir 12 ha Zuckerriiben bei einem erwarteten Ertrag von 380 T'
1a

Die Iackiruchtflichen eines VEG sollen je Hektar mit 34 kg, der Raps mit 51 kg, die Erbsen
mit 17 kg, die Getreidearten mit 17 kg und die Lu?(‘rnr’ mit 20 kg Phosphorsiiure (P,0;)

gediingt werden. Wiesen und Weiden erhalten 36
phosphat.

Phosphorsiiure in Form von Thomas-

h

a) Wieviel Doppelzentner Superphosphat werden benitigt, wenn dieses 179 Phosphor-
siture enthiillt und 73,5 ha Getreide, 37,81 ha Hackfrichte, 5,33 ha Winterraps, 5,33 ha
Erbsen und 23,43 ha Luzerne vorhanden sind? -

b) Berechnen Sie die erforderliche Menge an Thomasphosphat, wenn dieser Diinger 15%
Phosphorsiure enthilt!

(00919]
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9. Nach Gericke betrigt der mittlere Gehalt der Giille an:

Wasser . .. .. .97 % POs. o « » » 0,08%,
organischer Substanz 2,0 %, | KO ..... 049%,
N..... 0,17%, CaO . . ... 0,08%,

sonstigen anﬂen 0,329,

Welche Mengen an organischer Substanz und an Nihrstoffen werden bei einer Gabe von

5000 :% Giille ausgebracht?

10. Die Anzahl der von einem LPG-Mitglied verrichteten Arbeitseinheiten (AE) errechnet sich
nach der Formel

Anzahl der AE =

Menge der verrichteten Arbeit - Bewertungsfaktor
Tagesarbeitsnorm

a) Genossenschaftsbauer Miiller hat an einem Arbeitstag 5,4 ha gedrillt. Der Bewertungs-
faktor fiir diese Arbeit ist 1,2 AE.
Die Tagesarbeitsnorm betriigt 5,0 ha. Berechnen Sie die Anzahl der verrichteten Arbeits-

einheiten!

b) Berechnen Sie am Unterrichtstag in der Produktion die von Genossenschaltsbauern
der LPG, in der Sie titig sind, verrichteten Arbeitseinheiten!

11. Bestimmen Sie die Mafie des in der Ab-
bildung 74 gegebenen Giirfuttersilos, der

g 74 geg
randgefiillt 585 dz gediimpfte Kartoffeln I:7,5a——1

fabt (‘schuttdlchle 0,975 —)' Die MaBe

sind in m angegeben.

12, Berechnen Sie logarithmisch den Raum,

den 1 dz Stalldiinger einnimmt, wenn 12m a

i R R gn b -
die Schiittdichte 0,850 = betrigt! Abb. 74

Beantworten Sie dieselbe Frage [ir

a) schwefelsaures Ammoniak (Schiindichte 0,900 %) .
m

b) Kalkstickstofi (Schiittdichte 0,950 ﬁ),

©) Kali (Schﬁtl(lichte 1,200 %3) !

Rechnen Sie wiihrend des Unterrichtstages in der Produktion!

13. Die Aussaatmenge je Hektar wird wie folgt berechnet :

Aussaatmenge je Hektar =
L]

Dabei sind  s:
Gp:
Gp:
K:

s-Gp
Bp K}
—— . kg
ortsiibliche Aussaatmenge in T’

das durchschnittliche Tausendkorngewicht der betreffenden Art in g,
das Tausendkorngewicht dér Priifnummer in g,
die Keimfihigkeit der Prifnummer.
Anzahl der ausgekeimten Samen
Gesamtzahl der Samen

Keimfihigkeit =

Berechnen Qle die Aussaatmengen fiir die Kulturen und Flichen der LPG bzw. des VEG

Ihres Ortes!
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14. Das Abdrehen von Drillmaschinen zur Feststellung der benstigten Saatgutmenge.
Gegeben: s: Ortsiibliche Aussaatmenge in l;l_i,
r: Radius des Rades in m,
b: Sibreite der Maschine in m.

b k o .
Wenn die Aussaatmenge s Tgaus der Maschine fallen soll, betrigt die Saatgutmenge z
bei n Umdrehungen A
s-n-2rab

©="Too00 ke
15. Die Umrechnung von Reinnihrstofl in Diingemittel.
o ke
Ein Feld in der GroBie von 6,2 ha soll eine Diingergabe von 40 ﬁ Reinphosphorsiiure er-
halten.

Zur Verfiigung steht Superphosphat, dessen Analyse 189, P,0; ergibt.

a) Berechnen Sie die anzuwendende Gesamtmenge an Superphosphat!

b) Bilden Sie dhnliche Aufgaben aus den Erfahrungen, die Sie am Unterrichtstag in der
Produktion sammeln!

Aufgaben aus der chemischen Produktion

16. Die zwischen der Sowjetunion und der DDR geplante Erdélleitung wird in jeder Minute
8 t Erdél in die DDR befordern.
a) Berechnen Sie die Menge, die téiglich, monatlich, jihrlich in die DDR transportiert wird!
b) Wie viele Kesselwagen mit je 44 000 1 Fassungsvermégen wiren zum Transport dieser
Olmengen notwendig?
¢€) Wieviel Kubikmeter Tankvolumen wird benétigt, um die in 7 Tagen transportierte
Erdélmenge zu lagern?
17. In einem volkseigenen Hydrierwerk wird im Rahmen der Elementaranalyse der Gehalt
an C und H in verschiedenen Analysensubstanzen bestimmt.

Beispiel: Analysensubstanz Rohteer

Einwaage Ge mit Substanz 0,54697 g
% Gelil leer 0,52525 g
Einwaage Rohteer: 0,021@
CO, H,0
Gefill mit Substanz: 11,91250 g 8,73256 g
GeliB leer: 11,84596 g 8,71185 ¢
0,06654 g CO, 0,02071 g H,0
Prozentualer Gehalt an C (2¢) bzw. H (ag):
~_ C.0,06654 & _ H.0,02071 o
e = o, 007z 0% = 655017 100%
1g 0,06654 = 0.8231 — 2 1g 0,02071 = 0.3162 — 2
C H
—=  =0.4360 — o Y
+ lg o 0.4360 — 1 + 1g 0,0 0.0488 — 1
1.2591 — 3 0.3650 — 3
—1g0,02172  0.3369 — 2 —1Ig0 0.3369 — 2
0.9222 — 1 0.0281 —1
Numerus = 0,8360 Numerus = 0,1067
@6 83,609 o 10,67%

11#
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18. Fiihren Sie entsprechend dem Beispiel in Aufgabe 17 folgende Berechnungen der Ele-
mentaranalyse fiir C und H durch:

a) Analysensubstanz: Grude

Einwaage CO, H,0

0,55196 g 11,74641 g 9,22926 g

0,52634 g 1168553 g 9,22462 &
b) Analysensubstanz: Benzin

Einwaage CO, H,0

0,09042 ¢ 11,64031 g 8,88524 ¢

0,07154 g 11,58112 g 886128 ¢
¢€) Analysensubstanz: Dieselil

Einwaage CO, H,0

0,08953 g 11,02703 g 9,49957 g

0,07348 g 10,97593 g 9,48100 g

19. Bei der quantitativen Analyse von Portlandzement wird u. a. der Glithriickstand be-
stimmt.
Von den weiteren Analysen, die auf die verschiedensten Bestandteile durchgefiithrt wer den,
ist vor allem die Ermittlung des Siliziumgehaltes (gepriift wird auf 8iO,) besonders wichtig.
Bei einer Analyse ergaben sich folgende Werte:

Einwaage: Brutto 19,7696 g
Netto 18,7216 g

Tara  1,0480 g

Glihverlust:

(,e\\ ichtsabnahme - 100

! Glithverlust
Einwaage

H

o/
/0

0,0064 ¢

8i0,:
18,9436 g

Auswaage - 100
Einwaage

o,
/o

Si0, =

Berechnen Sie den Gliihverlust und den Anteil an Si0, in Prozenten!

Aus verschiedenen Gebieten der sozialistischen Industrie

20. Eine Rohrleitung mit einem Durchmesser von 400 mm soll
in einem rechteckigen Anschlufistiick mit gleicher Querschnitts-
{liche ausmiinden. Die Seiten des Rechtecks sollen sich wie
5.9 verhalte
5:2 verhalten. =

21. Die Absaugifinung einer Absaugvorrichtung hat den in Ab-
bildung 75 dargestellten Querschnitt.

L15
o

Abb. 75

Welchen Durchmesser muf} die runde Absaugleitung erhalten, wenn die Luftgeschwindig-
keit in der Offnung doppelt so grof sein soll wie in der Leitung?



22, Beim Kegel gibt die Bezeichnung ,,I\egel%“ das Verhiltnis

2
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Anderung des Durchmessers

an (s. Abb. 76): Linge des Kegelstumpfes
1 D—d
kU

a) Berechnen Sie d aus
D =60 mm; ! =120 mm; Kegel%!

b) Berechnen Sic% aus

D =150 mm; d =120 mm; [ =360 mm! Abb. 76

Sn L. 60 ist ein Zinnlot aus 60% Sn und 409, Pbh; Sn L 40 ein solches aus 409, Sn und
609, Pb.

/Aun Liéten von Olbehiltern werden 4,8 kg Sn L 40 bendtigt; vorhanden sind Sn L 60
und Blei.

Wieviel Sn L 60 und wieviel Blei miissen zusammengeschmolzen werden, um die benotigte
Menge Sn L 40 zu erhalten?

Zur Tlerstellung der Einzelteile einer Brikettpresse sind 220 Std. Kleindreharbeiten
erforderlich.

Wieviel Drehmaschinen miissen bei der Ilerstellung einer Serie von 40 Pressen eingesetzt
werden, wenn die Dreharbeiten in 4 Monaten (zu je 25 Arbeitstagen) beendet sein miissen?
(Es wird in zwei Schichten zu je 7,5 Std. gearbeitet. Die Auslastung der Drehmaschinen
wird mit je 809, angenommen.)

Bei der Steigerung der Arbeitsproduktivitit spielt die Beeemgung von Verlustzeiten, die
durch Mingel im Ablauf der Fertigung auftreten, eine wichtige Rolle.

Bei Anwendung der Seifert-Methode schreiben die Arbeiter selbst den Ablauf der
Fertigung, insbesondere die Verlustzeiten, genau auf, so dall Mingel im Arbeitsablauf
erkannt und beseitigt werden kénnen.

Die Bearbeitung einer Kurbelwelle wird in 42 Std. vorgenommen; die Normzeit fiir diese
Arbeit betriigt 64 Std. Die Aufzeichnungen des Arbeiters weisen 14 Verluststunden auf,
von denen 8 Std. durch Verbesserung des Arbeitsablaufes beseitigt werden kinnen. Die
neue Normzeit betrigt demnach 56 Stunden; die Arbeit wird also in 34 Std. fertiggestellt,

a) Wie hoch war die urspriingliche Normerfiillung?
b) Wie hoch ist die Normerfiillung bei Anwendung der Seifert-Methode ?

e¢) Um wieviel Prozent ist die Normerfilling durch die Anwendung der Seifert-
Methode gestiegen?

d) Um wieviel Prozent ist die Arbeitsproduktivitiit gestiegen?
¢) Um wieviel Prozent sind die Selbstkosten gesunken?

ine Getriebewelle (d = 80 mm, ! = 780 mm) ist einmal zu iiberdrehen. Die Schnitt-

— . .om mm
geschwindigkeit betrigt 45 -~ und der Vorschub 0,6
= min

Berechnen Sie a) die erforderliche Umdrehungszahl der Arbeitsspindel,

b) die erforderliche Arbeitszeit!

27. Eine Antriebswelle (¢ = 160 mm) wird iiberdreht. Die Arbeitsspindel der Drehmaschine

macht 90 Umdrehungen in der Minute. Wie grol ist die Schnittgeschwindigkeit?
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28. Berechnen Sie das Gewicht der in Abbildung 77 durch eine technische Zeichnung ge-

d

gebene Exzenterwelle fiir einen Backenbrecher aus Stahl (y = 7,85 ’ligs)!

Abb. 77

4 T 3

U —

Il i
(=260 stt— 400 —t=-260 -t 280 -

Abb. 78

29. Der Lagerzaplen eines Réhrentrockners fiir Braunkohle wird auf der Drehmaschine her-
gestellt. Er besitzt einen Durchme:ser von 550 mm und eine Linge von 700 mm.

Die Schnittgeschwindigkeit soll 28

drehung 1,2 mm betragen.
Berechnen Sie a) die erforderliche Umdrel hl der Arbeitsspindel, b) die Spanleistung

, die Spantiefe 14 mm und der Vorschub je Um-

(Spangewicht) je Minute (Matenal StahlguB, y = 7,8 rhzﬂ)‘

30. Das Band einer Forderanlage fiir Rohbraunkohle ist 1400 mm breit. Das Schnittprofil der
aulgeschiitteten Kohle hat die in Abbildung 78 angegebene Form. Die Bandgeschwindig-

keit betrigt ¢ = 1,9 ?

a) Berechnen Sie die Tagesleistung der Anlage bei dreischichtizem Betrieb und einer

durchschnittlichen Auslastung von 85%,  Wichte der Rohbraunkohle y = 1,4 -(k

b) Durch Verbesserung. der technischen Voraussalnmgen und der Arbeitsorganisation

kann die Bandgeschwindigkeit auf 2, Oa X und die durchschnittliche A

889, gesteigert werden.
Berechnen Sie die prozentuale Erhiihung der Tagesleistung!

1
g auf

31. Abbildung 79 zeigt den Innenraum einer GieBpfanne.
Berechnen Sie a) das Fassungsvermogen der Gielpfanne, wenn sie bis 180 mm unter-

halb der oberen Kante gefiillt werden darf; b) das Gewicht des Pfanneninhaltes (Wichte

des fliissigen Eisens y = 6,9

Abb. 79

1100®

800°®

1500

d
32,

p
m3)’

Die in Abbildung 80 durch eine technische Zeichnung ge-
gebene Entliiftungshaube, oben und unten offen, wird aus
2 mm dickem Blech gefertigt; die Kanten werden ge-
schweiBt.

Berechnen Sie a) die Liinge der Schweifinihte; b) das Ge-

wicht der Haube (

Die in Abbildung 81 dargestellte oben und unten offene Uber-
gabeschurre wird aus 5 mm dickem Blech gefertigt; die
Kanten werden geschweiBt.

Berechnen Sie a) die Liinge der SchweiBnihte, b) das Ge-

wicht der Schurre (1 mm dickes Blech wiegt 8 —— kp )

Der Transport von Werkstiicken, die schwerer sind, als
ein Kran heben darf, bereitet Schwierigkeiten.



Anwendungsaufgaben 171
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Abb. 80 Abb. 81
In einem VEB wurden bis zur Montage eines Kranes mit 25¢ 15¢
ausreichender Tragkraft die Riimpfe der Brikettpressen mit
zwei Kriinen, die wie in Abbildung 82 angeordnet waren, unter [= °][= o]
Zuhillenahme einer Traverse bewegt.
a) Berechnen Sie die Entfernungen a und b, wenn sich die Last [=-3200-~
entsprechend der Tragkraft der beiden Krine verteilt! [=a=t=—b—|
b) Wieviel Tonnen trigt jeder Kran, wenn ein Pressenrumpf
von 29 t Gewicht transportiert wird? —
85. Nach dem Hookeschen Gesetz erfihrt ein Draht von der
Linge L und dem Querschnitt ¢ bei einer Belastung von P die 29¢

Abb. 82

Verlingerung 4 =

qB "

Die Konstante E wird als Elastizititsmodul bezeichnet; er ist von der Art des Stoffes ab-
hingig. Wird 42 und L in ¢m, g in em? und P in kp gemessen, so ist

kp ; kp
Estan1 = 2100000 P Exupfer = 1200000 e
Berechnen Sie a) die Verlingerung fiir einen Stahldraht mit P = 2,7 kp; L = 4,72 m;
d = 0,5 cm, b) die Verlingerung fiir einen Kupferdraht mit P = 15,2 kp; L = 612 em;

d = 8 mm!
¢) Stellen Sie grafisch dar: 2 = f(P), 2 = f(q)!

86. In ciner Brikettfabrik stehen 13 Zwillingspressen. Der Schwungraddurchmesser betrigt
90
d = 4000 mm, die Drehzahl betrigt n = min®
Bei jeder Umdrehung des Schwungrades werden 2 Briketts erzeugt; etwa 60 Stiick wiegen
50 kp.
Berechnen Sie a) die Tagesproduktion in Tonnen; b) den Weg, den ein Punkt des Schwung-
rades withrend eines Tages zuriicklegt!
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87. Ein Stab mit rechteckigem Querschnitt sei an einem Ende fest eingeklemmt, das andere
Ende sei mit P kp belastet.
4PL3

Die Durchbiegung des Stabes betrigt B = e

Berechnen Sie die Durchbiegung von Stiben aus
a) Stahl: Linge L = 75cm; Breite b = 1,5 cm; Héhe h=22cm; P =25; 1,72;
8,75 kp;
b) Kupfer: Linge L = 64 cm; Breite b = 1,8 em; Hoéhe h = 3,0 em; P =1,3; 4,72;
6,95 kp.
88, In cinem Kraftwerk wurden in einem Monat 282850 t Dampf erzeugt.

Der Dampf wird zur Stromerzeugung und zur Brikettherstellung benotigt.
HE kp

Im gleichen Monat wurden 19775400 kWh erzeugt; der Dampfverbrauch betragt 12 Wh*
K 1

a) Wieviel Tonnen Dampl wurden zur Stromerzeugung benétigt ?

b) Wieviel Tonnen Dampf wurden an die Brikettfabriken abgegeben?

¢) Wieviel Tonnen Brikett konnen hergestellt werden, wenn man 1,2 t Dampl liir eine
Tonne Brikett benotigt?

89. Zur Erzeugung der in Aufgabe 38 angegebenen 282850 t Dampf wird eine Gesamtwiirme-
g 5 2 P
menge von 768 - 10° keal bendtigt, von der 7,8 - 10? keal aus Schwelgas, der Rest aus
106960 t Rohbraunkohle erzeugt wird.

a) Wieviel Kubikmeter Schwelgas werden bendtigt, wenn das Gas einen Heizwert
o keal »
Hyg = 1727 = besitzt?
b) Wie hoch ist der Heizwert lIuK der Rohkohle?

¢) Wieviel Prozent betrigt der Anteil der durch Schwelgas erzeugten Wirmemenge an
der Gesamtwiirmemenge ?

40. Der Brennstoftverbrauch B eines Dampferzeugers ist nach folgender Formel zu ermitteln:

_ Dlip—iw) t

Hy-q h
t
Kesselleistung D = 50 o
s 3 keal
Erzeugungswirme des Dampfes ip = 802 g’
. . keal
Wiirmeinhalt des Speisewassers iy = 138 g\ 5
e
keal
Teizwert des Brennstoffes I, = 2300 E:,
. g

Kesselwirkungsgrad # = 0,85.

41. Der Abraumbagger DS 1200 im Tagebau besitzt eine Eimerkette mit 39 Eimern. Jeder
Limer hat ein Volumen von 1200 L.
Die maximale Standortleistung des Baggers errechnet sich aus

I-n-m-60 md

A= 7 =
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Eimerinhalt: I = 1,2 m3,
Schiittzahl: n = 27_3’
min

Wirkungsgrad: 5, = 0,93,
Volumen des aufgelockerten Bodens
Volumen des gewachsenen Bodens

Auflockerungsfaktor: f = =14

Berechnen Sie a) die Forderleistung je Stunde,
b) die Forderleistung je Monat (Monat zu 30 Tagen)!
€) In welcher Zeit werden 2 Ziige zu je 8 Wagen mit je 25 m® Inhalt gefiillt?

d) Bestimmen Sie das Gewicht der je Schicht (7,5 Std.) geférderten Abraummenge (Schutt~
gewicht G = 1,8 7)
42. Wie groB ist das Eigengewicht eines Klinker-

pleilers mit einem quadratischen Querschnitt
von 61,5 em Kantenlinge und 3,50 m Hiohe?

Die Wichte betrigt fiir Klinker 1900 ::—l;
v

43. Ein Speichergebiude hat eine Linge | = 80 m
und eine Breite b = 25 m. Das Giebeldreieck
des Satteldaches hat eine Héhe & = 16 m
(vgl. Abb. 83). Wie grof ist die Dachfliche?

Aus verschiedenen Gebieten

44. Tm Warenverkehr zwischen der UdSSR und der DDR entsprechen 100 Rubel 55,56 DM.
Vervollstandigen Sie die nachstehende Umrechnungstabelle!
Rubel:

DM: 1,— 5— 10,— 25— 50,— 100,— 200,— 300,— 400,— 500,— 1000,—
45. Sputnik III umkreiste die Erde in einer durchschnittlichen Héhe von 1740 km; er besall

eine durchschuittliche Geschwindigkeit von 28000 L Berechnen Sie die Umlaufzeit
um die Erde (kreisférmige Bahn vorausgesetzt)!

46. Welche Geschwindigkeit besitzt ein Punkt des Erddquators durch die tiigliche Erddrehung?
47. Der Abstand Erde—Mond betriigt 384000 km.
a) Wie lange benétigt ein Lichtstrahl zum Durchlaufen dieser Strecke?
b) Wie lange wiirde ein Raumschift fiir diese Strecke bendtigen, wenn es eine durch-
schnittliche Geschwindigkeit ¢ = 650 E besitzen wiirde ?
¢) Beantworten Sie die Fragen a) und b) auch fir den Abstand Erde— Mars (2. Z
etwa 73000000 km)!
48. Fiir die Berechnung des Luftwiderstandes gilt die Formel

_ewee et F
W= ——

Hierbei bedeuten ¢y den Widerstandsbeiwert, ¢ die Luftdichte (== 0,125), ¢ die relative
Geschwindigkeit, ' die Stirnfliche und W den Luftwiderstand.
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= D 6,=13 . ¢,=042 - =018
E— qc_,:O,]A - ¢,=07 - ¢,=004
—|- -

Abb. 84

03

a) Berechnen Sie den Luftwiderstand fiir folgende Drehkorper gleichen Durchmessers d
(vgl. Abb. 84).
Setzen Sie fiir d (m): a) 0,25; b) 0,50; e) 0,75 4 1,0;

1,4 1,4 1,4 1,4
jeweils fiir ¢ ("‘): 17 17 17 17
s
300 300 300 300!

b) Wie indert sich der Luftwiderstand eines Kérpers, wenn sich die Geschwindigkeit
verdoppelt?
¢) Wie dndert sich der Luftwiderstand eines Kérpers, wenn sich seine Stirnfliche

verdoppelt?

49. Der griechische Mathematiker und Physiker Ieron von Alexandria (um 120 v. u. Z.)
hat den Dreiecksinhalt wie folgt bestimmt:

F=Vs(s—a)(s—b)(s—0,

wobei s =

a+b—+c.
o ist.

Berechnen Sie auf diese Weise den Flicheninhalt folgender Dreiecke!

a) a =118 cm b) a= 7625m ¢) a = 304 mm
b =153 cm b = 131,50 m b = 396 mm
¢ =18,7cm ¢ =159,75 m ¢ = 552 mm

50. Der Inkreisradius p im Dreieck wird nach folgender Formel bestimmt:

= / a;-—b)(s—c)'
s

Berechnen Sie p fiir die Dreiecke aus Aufgabe 49!

51. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalls betrdgt in trockener Luft bei ¢°C
o m
v = 332 (1‘+ 0,00367 t) <"

Bestimmen Sie die Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir

4y = —44°C; t, = —21°C; ty; = —6°C; ¢, = 0°C; t; = 9°C; g = 24°C; t, = 38°C!
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52. Der Hubraum ¥V von Kraftfahrzeugen liBt sich aus der Bohrung d (lichter Durchmesser
der Zylinderlaufbiichse), dem Hub b (Kolbenweg) und der Zylinderzahl n berechnen.
Berechnen Sie den Hubraum folgender Kraftfahrzeuge!

Type Fahrzeugart Land Bohrung Hub  Anzahl der
(mm) (mm)  Zylinder
Simson 425 . . . . ., Krad DDR 68 68 1
MZ-ES175 . . . . . Krad DDR 58 65 1
MZ-BK 350 . ... . Krad DDR 58 65 2
SRD2 w0 womw oo i e Moped DDR 38 42 |
P 50 Trabant . . . . PKW DDR 66 73 2
P00 o 4 s s s PKW DDR 76 76 2
Wartburg . . . . | PKW DDR 70 78 3
Moskwitsch 410 . . . PKW UdSSR 76 75 4
WolgaM21. . . . | PKW UdSSR 92 92 &
YW oomwo 5 5 5 4 PKW DBR 76,9 64 4
Cadillac Super 62 . . PKW USA 101,6 91,6 8
Sachsenring H3 S . . LKW DDR 115 145 4

70. Funktionspapiere
ZurWiederholung:

1. a) Zeichnen Sie das Diagramm der Funktion 3 — 5 @1 in einem normalen kartesischen
Koordinatensystem! = P

b) Wie iindert sich das Diagramm, wenn Sie den Nullpunkt
a) der MaBteilung auf der a-Achse um +3 (=2, a) verschichen,
B) der MaBteilung auf der y-Achse um —2 (4-1, ) verschieben,
) beider MaBteilungen zugleich um a bzw. b verschieben?
¢) Wie iindert sich das Diagramm, wenn Sie die zuniichst gleichen MaBeinheiten e beider
Achsen dndern in

a) e;=2e; e,=e, P)e,=ce; e,=3e, y) e,=2e; ¢,=3e, é) e,=%e; e,=%e?
2. Tiihren Sie dieselben Untersuchungen fiir die Diagramme der Funktion a) y=a?;

b) y=Ilg @ durch!

Bei allen grafischen Darstellungen war bisher selbstverstiindliche Voraussetzung,
dal dic MaBteilungen auf beiden Achsen sogenannte lineare Leitern waren. Bei
diesen ist der Abstand der einzelnen Punkte vom Nullpunkt proportional zur da-
zugehérigen Zahl. Als Raster bei solchen Achsenteilungen ergibt sich das bekannte
gleichmiBig geteilte Millimeterraster,

Statt dessen kann man die MaBeinteilungen auf einer oder auf beiden Achsen
nichtlinear wihlen. Oft trigt man z. B. auf den Achsen logarithmische Leitern
ab, wie wir sic vom Rechenstab kennen. Werden die Rasterlinien nach diesen Teilungen
eingetragen, entsteht beim Zugrundelegen von logarithmischen Leitern auf beiden
Achsen das logarithmische Funktionspapier, bei logarithmischer Teilung auf nur
einer Achse das halblogarithmische Funktionspapier. Der Punkt P(2; 3) hat also im
logarithmischen Papier die Abstinde lg2 bzw. 1g3 von der y- bzw. a-Achse, der Punkt
Q(x; y) die Abstéinde u =Ig x bzw. ¢ — Ig y. Der Koordinatenursprung, der die Ab-
stinde 0; 0 von den Achsen hat, muB in diesem Funktionspapier wegen 0=Ig =z,
=lgl; 0=lgy,=1g1 die Beschriftung 1; 1 erhalten.
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102 l : Ei.uer Gcra(!en y=m-u+n auf logarithmischem
2 7 Papier entspricht die Gleichung

7 F“Z* lg y=m-lg 2+ n.

; . Dafiir kénnen wir auch schreiben:

‘ AH lg y=1lg &+ lg 10°

3 lIg y =lg(a™-10")

. oder y=10".2"

‘ Setzen wir 10" = B, so erhalten wir die Funk-

27771 tion
y=B-a"

N NDOO
N

also eine Potenzfunktion (m beliebig rational).
Dieser entspricht auf logarithmischem Papier
cine Gerade als Diagramm. Man kann also Potenz-
funktionen, die auf Millimeterpapier Parabeln
oder Hyperbeln ergeben, auf logarithmischem
Papier als Geraden darstellen. Hierin liegt der
3 // Vorteil der Verwendung dieses Funktionspapiers;
man nennt es deshalb auch Potenzpapier.
2 Beispiel: Das Bild der Funktion y= 2? ist
/ in Abbildung 85 auf logarithmischem Papier dar-
gestellt.
Auf halblogarithmischem Papier (¢« = a
3 4 5 67890 v =1Igy) entspricht z. B. der Geraden

u.
T~

=~

3

1

Abb. 85 v=u—n
die Funktion lgy=a—Ig10"=2—1
lgy+lgB=2z
IgB-y==z
By =10

¢ B

8

Das ist cine Exponentialfunktion. Sie ergibt auf halblogarithmischem Papier eine Ge-
rade als Diagramm; deshalb nennt man dieses Funktionspapier auch Exponential-
papier.

Aufgaben

1. Stellen Sie folgende Funktionen auf logarithmischem Papier dar!

N preme, 1
a)y=f(~”J=V~"J:~F% b)y=/(.1-)=]/x=x‘
¢) y=f(z) =05a% Q) y=f(a) =05a%+2
/= 2
Q) y=flr)=2)e—1 f) P = P(d) = 0,613d>
2. Wie lautet die Gleichung a) der Abszissenachse, b) der Ordinat hse aul logarithmisct

Papier?



C. Geometrie

IX. Darstellende Geometrie

71. Die senkrechte Parallelprojektion

Bisher haben wir den Grundrif eines Gegenstandes als Ansicht von oben, den AufriB
als Ansicht von vorn und den Kreuzrif als Ansicht von der Seite betrachtet, Geometrisch
wird der GrundriB als Bild aufgefaBt, das entsteht, wenn die Punkte, Linien und Flichen
des Gegenstandes durch parallele Geraden auf die GrundriBtafel abgebildet werden,
Diese Geraden stehen dabei auf der GrundriBtafel senkrecht (Abb, 86). Der Abbildungs-
vorgang wird Projektion, zur Unterscheidung von der optischen Projektion zum Beispiel
durch einen Bildwerfer auch geometrische Projektion, genannt. Die bilderzeugenden
Geraden heien Projektionsstrahlen, die Ebene, auf der das Bild entsteht, heilt
Projektionsebene, und das Bild selbst wird als Projektion bezeichnet.

Daim betrachteten Fall dic Projektionsstrahlen parallel sind und auf der Projektions-
cbene senkrecht stehen, wird von einer senkrechten Parallelprojektion gesprochen.
Der Grundriff eines Gegenstandes ist somit seine senkrechte Parallelprojektion auf
die GrundriBtafel.

Entsprechend ist der AufriB die senkrechte Parallelprojektion auf die AufriB-
tafcl und der Kreuzrif die senkrechte Parallelprojektion auf die KreuzriStafel, Der
Zusammenhang zwischen den drei Projektionen ist in Abbildung 87 dargestellt.

In der darstellenden Geometric wird die GrundriBtafel mit I1;, die AufriBtafel mit
1T, und die KreuzriBtafel mit IT; bezeichnet.
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Bei der senkrechten Parallelprojektion auf eine Tafel hat jeder Punkt des Gegen-
standes ein bestimmtes Bild, mit anderen Worten, zu jedem Originalpunkt gibt es
genau einen Bildpunkt als Projektion. Die Abbildung durch senkrechte Parallel-
projektion ist somit eindeutig. In der Abbildung 88 ist cine gerade quadratische
Pyramide ABCDS dargestellt, auf ihr sind zwei Punkte (P auf der Kante DS und
Q auf der Scitenfliche ABS) bezeichnet. Wo liegen die Grundrisse dieser Punkte?
Die Losung gibt die Abbildung 89.

Dagegen braucht ein Bildpunkt nicht die Projektion eines einzigen Originalpunkts
zu sein. So kénnen wir bei der Betrachtung des Grundrisses eines auf der Grund-
riBtafel stehenden Quaders feststellen, daff ein Bildpunkt auch die Projektion mehrerer
Punkte oder ciner Strecke sein kann. Die Abbildung 90 zeigt eine Doppelpyramide, bei
der beide Spitzen den gleichen Punkt als Projektion haben. Aus der Tatsache, daff
jeder Originalpunkt genau cinen Bildpunkt hat, diirfen wir nicht schlieBen, daff um-
gekehrt zu jedem Bildpunkt genau ein Originalpunkt gehért. Die Eindeutigkeit der
Abbildung ist nicht umkehrbar.

Zusammenfassung:

1. Die Abbildung in senkrechter Parallelprojektion auf eine Tafel ist eindeutig, sie
ist aber nicht umkehrbar cindeutig.

2. Gerade Linien werden in senkrechter Parallelprojektion als gerade Linien ah-
gebildet, falls sie nicht auf der Projektionsebene senkrecht stehen. Gerade Linien,
die auf der Projektionsebene senkrecht stehen, werden als Punkte ahgehildet.

3. Parallelen werden als Parallelen abgebildet, falls sie nicht auf der Projektions-
ebene senkrecht stehen. ’

4. Ebene Fliichen, die auf der Projektionsebene senkrecht stehen, werden als gerade
Linien abgebildet.
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72. Die schiefe Parallelprojektion

Die Abbildung in Kavalierperspektive 148t sich gleichfalls auf Parallelprojektion
zuriickfithren.

Wir halten ein Kantenmodell eines Wiirfels so vor eine senkrechte Bildtafel, dafl
die Vorderfliche des Wiirfels zur Bildtafel parallel ist, und beleuchten das Modell mit
parallelem Licht (Sonnenlicht). Auf der Bildtafel entstLhL eine Schattenfigur, die der
Abbildung in Kavalierper-
spektive dhnelt. Die Vorder-
und die Riickfliche des Wiir-
fels werden auf der Bild-
tafel deckungsgleich abge-
bildet, die zur Bildtafel
senkrechten ~ Kanten —er-
scheinen schrig. Durch ge-
eignete Wahl der Beleuch-
tungsrichtung laBt sich er-
reichen, daB die zur Bild-
tafel senkrechten Kanten
auf die Halfte verkiirzt und
unter einem Winkel von 45°
gegen die Waagerechte ab-
gebildet werden (Abb. 91).

Geometrisch entsprechen den Lichtstrahlen parallele Projektionsstrahlen durch
die Punkte des Gegenstandes. Diese Projektionsstrahlen treffen jedoch auf die Pro-
jektionsebene, die Bildtafel, nicht senkrecht, sondern schief, das heiBt unter einem
spitzen Winkel auf. Die Abblldung in Kava]lerpenprkthc ist somit eine schiefe
Parallelprojektion auf eine Tafel.

Aufgaben I ‘l

Abb. 91

-

. Welche wichtigen Sitze iiber
die Abbildung in senkrechter
Parallelprojektion gelten auch l —l

fiir die schiefe Parallelprojek-
tion?

2. Zeichnen Sie die Schrigbilder
derin Abbildung 92 in drei Ris- a b
sen gegebenen Kérper in Kava-
lierperspektive! A 6

73. Darstellungen in schiefer und in senkrechter Parallelprojektion

Die schiefe Parallelprojektion gibt zwar anschauliche Bilder, das heiBt Bilder,
die dem Betrachter einen Gesamteindruck von dem Gegenstand vermitteln, doch wirken
diese Bilder verzerrt. Beispielsweise sind wir gewohnt, Kreise, die in einer waagerechten
Ebene liegen, als Ellipsen mit waagerechter grofier Achse zu sehen. Dagegen sehen wir
Kugeln in jeder Lage als Kreise (Abb. 93). In der Kavalierperspektive werden aber
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Kreise, die in einer waagerechten Ebene liegen, und auch

Kugeln als Ellipsen mit schriiggestellten Achsen abgebildet.

Dreht man bei dem Versuch, der in Kapitel 72 beschrieben

ist, die Bildtafel bei gleichbleibender Lage des Wiirfel-

modells und bei gleichbleibender Beleuchtungsrichtung, so

wird die Verzerrung des Schattenbildes um so stirker, je

kleiner der Winkel ist, den die Lichtstrahlen mit der Bild-

tafel cinschlieBen. Sie wird um so geringer, je mehrsich dieser

Abb. 93 Winkel cinem rechten Winkel niihert (Abb. 94). Da die Bild-

tafel beim Drehen zur Vorderfliche des Wiirfels nicht par-

allel bleibt, werden Vorder- und Riickfliche auch nicht mehr als dem Original deckungs-

gleiche Quadrate, sondern als Parallelogramme abgebildet. Befindet sich die Bildtafel

zu den Lichtstrahlen in senkrechter Lage, so erscheint das Bild fast unverzerrt. Es

wirkt so, als ob der Gegenstand aus einer Entfernung betrachtet wiirde, die grofl gegen-

iiber seinen Abmessungen ist. Geometrisch liegt in diesem Falle eine senkrechte Par-
allelprojektion auf eine Tafel vor.

Je nach der Lag_w des Gegenstandes zur Prolcldlonscben&* ergeben sich verschiedene
Bilder; dies ist in der Abl)lldunn 95 am Beispiel eines Wiirfels geze igt. Iir das
praktische Zeichnen von Schréagbildern ist es notwendig, vor allem zu wissen, wie Strek-
ken in den Richtungen der Kérperhauptachsen — Br(-ilr, Hohe, Tiefe — abgebildet
werden, Dies ist an der Darstellung eines Wiirfels unmittelbar zu erkennen; denn im
allgemeinen wird angenommen, dafl die Kanten des Korpers in den Hauptrichtungen

Abb. 94
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Abb. 96 Abb. 97

liegen (Abb. 96). In der Kavalierperspektive werden die Breiten waagerecht, das
heiBt in der Richtung der RiBachse gezeichnet, die Hohen dazu senkrecht, die Tiefen
unter einem Winkel von 45° geneigt. Breiten und Hohen werden in wahrer Grofie auf-
getragen, Tiefen auf die Hilfte verkiirzt (Abb. 97).

Bei der senkrechten Parallelprojektion werden jedoch die Strecken in den Haupt-
achsrichtungen im allgemeinen verkiirzt abgebildet; denn sie sind, von den Sonder-
fillen abgesehen, zur Bildtafel nicht parallel. Nimmt man zum Beispiel, wie bei der
Kavalierperspektive, Vorder- und Riickfliche eines Wiirfels parallel zur Bildtafel an,
so werden die Tiefenkanten, da sie zur Bildtafel senkrecht stehen, als Punkte abge-
bildet. Man erhiilt dann den AufriB des Korpers und kein anschauliches Bild.

a) Die dimetrische senkrechte Parallelprojektion

Von besonderer Bedeutung fiir das technische Zeichnen ist diejenige senkrechte
Parallelprojektion, bei der, wie bei der Kavalierperspektive, die Tiefenstrecken gegen-
iiber den Hohen und Breiten auf die Hilfte verkiirzt dargestellt werden. In der Ab-
bildung 94 ist ein Wirfel in dieser Projektionsart dargestellt. Der Verkiirzungs-
faktor betrigt fiir die Breiten und Hohen annihernd 0,9428, fiir die Tiefen annihernd
0,4714. Im Bild schlieBen die Breiten mit
den Hohen einen Winkel von etwa 97°, die .

Tiefen mit den Hohen einen Winkel von Hohe

etwa 131,5° ein. Die Hohen werden senk-
recht zum oberen und uhteren Blattrand 7
gezeichnet (Abb. 98).

Diese Projektionsart heiBt dimetrische 43/"\
senkrechte Parallelprojektion, sie ist fiir '{b\‘ BN
technische Zeichnungen genormt und wird
hauptsiichlich dann angewandt, wenn eine
der drei Ansichten des Gegenstandes — die
Vorderansicht als Hauptansicht — besonders ? =
hervortreten soll. Das Wort ,,dimetrisch*‘1
bedeutet, daB fiir die Hauptachsrichtungen

! di (griechisch), zwei. Abb, 98

12 [00919]
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zwei verschiedene MaBstéibe gelten: fiir die Breiten und die Héhen der gleiche MaBstab,
fiir die Tiefen ein anderer.

Beim praktischen Zeichnen werden die Strecken in Richtung der Breiten- uftd der
Hohenachse unverkiirzt, die Tiefenstrecken auf die Hilfte verkiirzt aufgetragen. Die

1 o
N7 iad 1,06.
Diese Festlegung erleichtert das Arbeiten, denn es kénnen die MaBe ohne zeitraubende
Umrechnung in die Zeichnung iibertragen oder aus der Zeichnung entnommen werden.

Darstellung erscheint dadurch linear vergréfert, und zwar um den Faktor

b) Dieisometrische senkrechte Parallelprojektion

Gleichfalls, wenn auch seltener, wird beim technischen Zeichnen eine Projektionsart
angewandt, bei der die Verkiirzung in allen drei Hauptachsrichtungen den gleichen
Wert hat. In der Abbildung 95 ist ein Wiirfel in dieser Projektionsart, dargestellt.
Die Breiten und die Tiefen schlieBen im Bild mit den Hohen jeweils einen Winkel von
120° ein. Die Strecken in den drei Hauptachsrichtungen werden um einen Faktor von
annihernd 0,8165 verkiirzt abgebildet (Abb. 99).

Diese Projektionsart heiBt isometrische
senkrechte Parallelprojektion. Sie ist fiir
technische Zeichnungen genormt und wird
vor allem dann angewandt, wenn alle drei
Ansichten des Gegenstandes — Draufsicht,
Vorderansicht, Seitenansicht — gleich wich-
tig sind. Das Wort ,,isometrisch*? bedeutet,
daB fiir alle drei Hauptachsrichtungen der
gleiche Malistab gilt.

Bei der isometrischen senkrechten Par-
allelprojektion werden in der Praxis die
Streckeninden Hauptachsrichtungenunver-
kiirzt aufgetragen. Die Zeichnung erscheint

dadurch um den Faktor - === 1,22 line-
- 0,8165
ar vergrofert.
120° Im Unterschied zur Kavalierperspektive
Abb. 99 wird weder bei der dimetrischen noch bei
’ der isometrischen Parallelprojektion die
Vorderansicht eines wiirfel- oder quaderférmigen Gegenstandes in wahrer Gréfie und
Gestalt abgebildet. Die Tatsache, daB Breiten und Héhen in wahrer Gréfe abge-
bildet werden, ist nicht gleichbedeutend mit einer deckungsgleichen Abbildung der
Vorderansicht bei den genannten Korpern. Die quadratische Vorderfliche eines Wiirfels
wird in der dimetrischen senkrechten Parallelprojektion als Rhombus mit Winkeln
von annihernd 83° und 97°, in der isometrischen senkrechten Parallelprojektion als
Rhombus mit Winkeln von 60° und 120° abgebildet (Abb. 95).

Beim praktischen Zeichnen wird, wie bei der Kavalierperspektive, von der Grund-
fliche des Gegenstandes ausgegangen. Die Figur auf der Grundfliche wird, wie bei der
Kavalierperspektive, mit Hilfe von Breiten- und Tiefenlinien entworfen. Es ist je-
doch zweckmiBig, die Hilfsfigur fiir die Konstruktion der Grundfigur gesondert zu

1 jsos (griechisch), gleich.
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zeichnen und von dieser Zeichnung die Strecken zu iiber-
tragen. In den Abbildungen 100 bis 103 sind dafiir einige
Beispiele gegeben,

Bei symmetrischen Figuren kann zuerst die Sym-
metrieachse, sofern diese in einer der Hauptachsrich-
tungen liegt, gezeichnet werden. Von der Symmetrieachse
aus werden dann die einzelnen Strecken aufgetragen
(vgl. Abb. 103). Bei Kérpern, deren Symmetrieachsen
in den Hauptachsrichtungen liegen, kann beim Zeichnen
gleichfalls von den Symmetrieachsen ausgegangen
werden.

Zusammenfassung:

1. Bei der dimetrischen senkrechten Parallelprojek-
tion werden die Breiten unter einem Winkel von
97°, die Tiefen unter einem Winkel von 131,5° ge-
geniiber den Hohen abgebildet. Die Hohen werden
senkrecht zum oberen Bildrand gezeichnet. Breiten
und Hohen werden in wahrer GriBe, Tiefen auf die
Hiilfte verkiirzt gezeichnet. Die so entstandene Ab-
bildung ist um den Faktor 1,06 vergriBert.
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2. Bei der isometrischen senkrechten Parallelprojektion werden die Breiten und die
Tiefen unter Winkeln von 120° gegeniiber den Hohen abgebildet. Die Hihen werden
senkrecht zum oberen Bildrand gezeichnet. Breiten, Hohen und Ticfen werden in

wahrer GroBe gezeichnet. Die so entstandene Abbildung ist um den Faktor 1,22
vergriBert.

Aufgaben
1. Zeichnen Sie einen Quader (Kanten a = 3,5 cm, b = 4,5 cm, ¢ = 6 cm)
a) in Kavalierperspektive,
b) in dimetrischer senkrechter Parallelprojektion,
¢) in isometrischer senkrechter Parallelprojektion

und vergleichen Sie die Darstellungen! Welche Darstellung gibt die Form des Korpers
am besten wieder ?

2. Zeichnen Sie ein regelmiliges sechskantiges Prisma (s; = 3 em, I = 7 cm)
a) in Kavalierperspektive,
b) in dimetrischer senkrechter Parallelprojektion!

8. Zeichnen Sie eine gerade quadratische Pyramide (@ = 4 cm, b = 6 cm)
a) in dimetrischer senkrechter Parallelprojektion,
b) in isometrischer senkrechter Parallelprojektion!

4. Zeichnen Sie die in Abbildung 104 in Grundrifi und Aufvif} gegebenen Kérper
a) in dimetrischer senkrechter Parallelprojektion,
b) in isometrischer senkrechter Parallelprojektion!

e

—

]

a) b o Abb, 104

5. Zeichnen Sie einen geraden Kreiszylinder (d = 5,4 cm, h = 8,2 ¢m)
a) in dimetrischer senkrechter Parallelprojektion,
b) in isometrischer senkrechter Parallelprojektion!

6. Zeichnen Sie einen geraden Kreiskegel (d = 5,6 cm, h = 7,2 em) in dimetrischer senk-
rechter Parallelprojektion!

7. Ein gerader Kreiskegel (d = 8 cm, & = 12 e¢m) wird in 6 cm Héhe angestumplt. Stellen Sie
den Stumpfkorper in dimetrischer senkrechter Parallelprojektion dar!

8. Ein gerader Kreiskegel (d = 4,8 cm, h = 7,2 em) steht mit seiner Spitze auf der Grund-
ebene. Stellen Sie ihn in isometrischer senkrechter Parallelprojektion dar!
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9. Ein gerader Kreiszylinder (d = 6 cm, h =8 cm) liegt so, daB seine Achse parallel zur
Breitenachse ist. Zeichnen Sie den Zylinder
a) in dimetrischer senkrechter Parallelprojektion,

b) in isometrischer senkrechter Parallelprojektion!

Abb. 105

Abb. 106
10. Zeichnen Sie die in Abbildung 105 in zwei bzw. drei Rissen
gegebenen Werkstiicke in dimetrischer senkrechter Parallel-
projektion und in isometrischer senkrechter Parallelprojek-
tion!
11. In der Abbildung 106 ist ein Kérper in vier verschiedenen
Projektionsarten dargestellt. In welchen Fillen liegt senk-
rechte, in welchen schiefe Parallelprojektion vor? Welche
Projektionen sind isometrisch, welche dimetrisch? d 7

L3
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74. Die Darstellung der Kuge! in Parallelprojektion

Wird eine Kugel durch parallele Strahlen auf eine Ebene senkrecht projiziert, so
entsteht ein Kreis, dessen Durchmesser gleich dem Kugeldurchmesser, das heifit dem
Durchmesser eines KugelgroBkreisesist (Abb. 107a). Treffen die Projektionsstrahlen schief
auf die Ebene auf, so entsteht eine Ellipse, deren kleine Achse gleich dem Kugeldurch-
messer ist und deren groBle Achse um so linger ist, je kleiner der Winkel ist, den die
Projektionsstrahlen mit der Projektionscbene einschlieBen (Abb. 107b, ¢). Das Bild
der Kugel ist somit in der senkrechten Parallelprojektion (GrundriB, Aufri, Kreuzrif3,
isometrische und dimetrische Parallelprojektion) ein Kreis, in der schiefen Parallel-
projektion eine Ellipse.

C

Abb. 107

Das Bild einer Kugel in dimetrischer senkrechter Parallelprojektion ist ein Kreis,
dessen Durchmesser, entsprechend der Festlegung iiber das unverkiirzte Auftragen
der Strecken in den Hauptachsrichtungen Breite und Hohe, gegeniiber dem wahren
Kugeldurchmesser auf das 1,06fache vergroBert gezeichnet wird. Bei der isometrischen
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senkrechten Parallelprojektion betrigt der Faktor, um den der Kugeldurchmesser zu
vergréfiern ist, sogar 1,22.

Uberzichen wir die Kugel mit einem Gradnetz, so wird in dimetrischer und isometri-
scher senkrechter Parallelprojektion der Aquator als Ellipse abgebildet. Auch die Parallel-
kreise werden als Ellipsen wiedergegeben (Abb. 108a). Diese sind der Aquatorellipse
ihnlich, das heiBit, sie haben das gleiche Achsverhiltnis wie diese. Die Meridiane werden
zusammen mit ihren gegeniiberliegenden gleichfalls im allgemeinen als Ellipsen abge-
bildet (Abb. 108b). Zu beachten ist bei dieser Darstellung, daf} die Pole nicht ,,oben*
und ,,unten‘ auf dem UmriB liegen. Die in Abbildung 109 gezeigte Hilfskonstruktion
gibt an, wie man den Ort der Pole finden kann, wenn Kugelumriff und Aquatorellipse
gegeben sind.

Abb. 109

Zusammenfassung:

1. Das Bild einer Kugel in senkrechter Parallelprojektion ist ein Kreis, in schiefer
Parallelprojektion ist es eine Ellipse. Der Durchmesser des Kreises hzw. die kleine
Achse der Ellipse ist gleich dem Kugeldurchmesser.

. In senkrechter dimetrischer Parallelprojektion wird der Umrif der Kugel als
Kreis gezeichnet, dessen Durchmesser das 1,06fache des Kugeldurchmessers
betriigt.

. In senkrechter isometrischer Parallelprojektion wird der UmriB der Kugel als
Kreis gezeichnet, dessen Durchmesser das 1,22fache des Kugeldurchmessers be-
triigt.

[

w

Aufgaben

1. Zeichnen Sie eine Kugel (d = 7 em) mit einem Gradnetz von 30° zu 30° in Grundrif§
und Aufrifi!
. Zeichnen Sie eine Kugel (d = 6 em) mit waagerecht liegendem Aquator
a) in dimetrischer senkrechter Parallelprojektion,
b) in isometrischer senkrechter Parallelprojektion!
8. Ein Behilter hat die Form eines Zylinders (d = 5,4 m, h = 4 m) mit halbkugelfsrmiger
Kappe. Zeichnen Sie den Gegenstand
a) in Grundriff und Aufrif},
b) in dimetrischer scnl\rechter Parallelpru]el\uon'
(MaBstab 1: 100)

[
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4. Eine Halbkugel (d = 7 cm) wird in 2,5 cm Héhe abgeflacht.
Zeichnen Sie den Kérper
a) in Grundrif und Aufrif},
b) in dimetrischer senkrechter Parallelprojektion,
¢) in isometrischer lotrechter Parallelprojektion!
5. Line Kugel (d = 8 em) wird in der lotrechten Achse zylindrisch (d, = 6 cm) durchbohrt.
Zeichnen Sie den ringférmigen Restkérper
a) in Grundri und AufriB,
b) in dimetrischer senkrechter Parallelprojektion!

75. Parallelprojektion und Zentralprojektion

Die geometrischen Abbildungsverfahren, die auf Parallelprojektion beruhen, ergeben
Bilder, die in mancher Hinsicht vom optischen Eindruck abweichen, den wir beim
Betrachten des Gegenstandes mit unseren Augen erhalten. Dies gilt nicht nur fiir die
Abbildung in schiefer Parallelprojektion, die verzerrte Bilder liefert, sondern auch
fir die senkrechte Parallelprojektion, etwa die isometrische oder die dimetrische senk-
rechte Parallelprojektion, obwohl sie gegeniiber der schiefen Projektion unverzerrt
wirken.

Betrachten wir zum Beispiel mit unseren Augen einen quaderformigen Gegenstand,
so scheinen die in die Tiefe fithrenden Kanten zu-
sammenzulaufen. Dies ist um so deutlicher zu be-

4 merken, je groBer der Gegenstand im Verhalt-
Horizont nis zur Betrachtungsentfernung ist (Abb. 110a).
In (schiefer oder senkrechter) Parallelprojek-

k tion werden Tiefenlinien parallel abgebildet
V (Abb. 110b;.

Wird ein Modell eines geometrischen Kérpers,
zum Beispiel das Kantenmodell eines Wiirfels,
vor eine Bildtafel gehalten und von einer punkt-

Abdioe formigen Lichtquelle (Punktlichtlampe) beleuch-
tet, so entsteht cine Schattenfigur in Zentral-
projektion (Abb. 111). Bei Beleuchtung mit par-
allelem Licht (Sonnenlicht) jedoch entsteht ein
Schatten in Parallelprojektion.

Je weiter bei diesem Versuch die Punktlicht-
lampe vom Modell entfernt wird, desto mehr ihnelt
die  Schattenfizur dem Schatten bei par-
alleler Beleuchtung. Die Parallelprojektion kann
als Grenzfall der Zentralprojektion angesehen
werden, wenn das Projektionszentrum iiber alle
MaBen weit hinausriickt.

Bei der Abbildung in Zentralprojektion werden
Strecken im allgemeinen nicht in wahrer GroBe
abgebildet, parallele Geraden werden im all-
gemeinen nicht parallel wiedergegeben. Aus einem
Bildin Zentralprojektion kénnen die Abmessungen
Abb. 110b des Gegenstandes nicht unmittelbar entnommen




Kartenprojektionen 189

werden. Die Zentralprojektion ergibt wohl anschauliche, aber nicht maBgerechte
Bilder. Sie wird in der Praxis hauptsichlich fiir Architekturzeichnungen verwendet,
Fotografische Aufnahmen sind ebenfalls Abbildungen in Zentralprojektion.

76. Kartenprojektionen

Die Kartographie befaBt sich mit der Aufgabe, von der als Kugeloberfliiche angenom-
menen Erdoberfliche eine ebene Karte zu entwerfen. Da die Oberfliche einer Kugel
nicht in die Ebene abwickelbar ist, wird an die Kugel entweder eine Ebene oder eine
in die Ebene abwickelbare gekriimmte Fliche, z. B. cin Kegel- oder Zylindermantel,
angelegt (Abb. 112). Die Punkte der Kugeloberfliche werden auf diese Fliche nach
bestimmter Vorschrift projiziert. Dabei entsteht auf der ebenen oder abwickelbaren
Projektionsfliche kein geometrisch dhnliches Bild der Kugeloberfliche, sondern eine
Abbildung, die sich von dieser in den Lingen-, Flichen- oder Winkelbezichungen
unterscheidet, anders ausgedriickt, die Kugeloberfliache wird verzerrt abgebildet,

i=1=

Abb. 112 a
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Sl

Nz

Abb. 113

Nach der Art der Projektionsfliche unterscheidet man ebene Projektionen, Kegel-
und Zylinderprojektionen, nach der Projektionsart Zentral- und Parallelprojektionen
und andere, kompliziertere Projektionen.

Bei der gnomonischen Projektion liegt das Projcktionszentrum im Kugelmittelpunkt,
die Projektionsfliche ist cine Beriihrungsebene der Kugel. Ist der Berithrungspunkt
ein Pol der Erde, so spricht man von einer gnomonischen Polarprojektion. Bei dieser
werden die Meridiane als gerade Linien, die Parallelkreise als konzentrische Kreise
abgebildet (Abb, 113). Aus der Abbildung ist zu erschen, daB die gnomonische Polar-
projektion nur fiir polnahe Gebiete giinstig ist, da mit zunehmendem Polabstand auch
die Verzerrung stark zunimmt. Sollen andere Gebiete gnomonisch projiziert werden,
so ist der Beriihrungspunkt der Projektionsfliche ungefihr im Mittelpunkt dieses
Gebiets zu wihlen. Die Abbildung 114 zeigt dies fiir einen Punkt des Aquators. Die
gnomonische Projektion hat den Vorteil, daB KugelgroBkreise als gerade Linien ab-
gebildet werden.

Bei der stereographischen Projektion liegt das Projektionszentrum im Gegenpunkt
des Beriihrungspunktes der Projektionsebene, also bei der stereografischen Polar-
projektion im anderen Pol der Erde (Abb. 115). Die stereografische Projektion ist
winkeltreu, auch werden Kreise auf der Kugeloberfliche als Kreise oder Geraden
abgebildet. Sie eignet sich besonders fiir die Abbildung einer Halbkugel und wird darum
bei Sternkarten héiufig angewandt. Die Abbildung 116 zeigt das Netz der stereographi-
schen Aquatorialprojektion, das heiBt der Projektion, bei der die Projektionsebene
die Erde in einem Punkte des Aquators beriihrt.

Bei der orthographisechen Projektion treffen parallele Projektionsstrahlen senkrecht
auf die Projektionsebene auf; die Abbildung117 zeigt die orthografische Polarprojektion,
die Abbildung118 ein Netz der orthographischen Aquatorialprojektion. Wegen der starken
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I i Abb. 121
Verzerrung an den Rindern findet die orthographische Projektion in der Geographie
nur selten Anwendung, dagegen ist sie bei Mondkarten gebréuchlich, da wir diesen
Himmelskorper in einer Ansicht sehen, die wegen der groBen Entfernung nahezu der
Parallelprojektion entspricht.

Wichtige Beispicle fir Kartenprojektionen mit komplizierteren Projektionsver-
fahren sind die Lambertsche Zylinderprojektion und die Merkatorprojektion. Bei der
Lambertschen Zylinderprojektion wird dem Globus ein Zylinder umbeschrieben, er
beriihrt die Kugel lings des Aquators. Die Projektionsstrahlen treffen, von der gemein-
samen Kugel- und Zylinderachse ausgehend, senkrecht auf den Zylindermantel
(Abb. 119); dieser wird in die Ebene abgewickelt (Abb. 120). Die Lambertsche Zylinder-
projektion ist flichentreu, das heifit, alle Teile der Kugeloberfliche werden flichen-
gleich abgebildet. Die Merkatorprojektion entsteht nicht durch einen unmittelbaren
Projektionsvorgang, sondern ist mathematisch konstruiert mit der Eigenschaft, winkel-
treu zu sein. Sie findet in der Navigation Anwendung; denn Linien gleichen Kurses er-
scheinen auf der Merkatorkarte als Geraden, die die als parallele Geraden abgebildeten
Meridiane unter den betreffenden Winkeln schneiden (Abb. 121).

Aufgaben

1. Bilden Sie die Erdkugel mit einem Gradnetz von 15° zu 15°

a) in orthographischer Polarprojektion,

b) in orthographischer Aquatorialprojektion ab! (MaBstab 1 : 100000000)
2. Zeichnen Sie das Gradnetz fiir das Gebiet zwischen 45° nérdlicher Breite und dem Nordpol
(Abstand 7,5°)
a) in gnomonischer Polarprojektion,
b) in stereographischer Polarprojektion
und vergleichen Sie die Ergebnisse! (MaBstab 1:100000000)
Bilden Sie die nérdliche Halbkugel der Erde auf die Aquatorebene
a) orthographisch,
b) stereographisch
ab und vergleichen Sie die Ergebnisse! (Abstand der Meridiane und Parallelkreise 22,5° MalB-
stab 1: 200000000) = .
Begriinden Sie, warum die stereographische Projektion auf die Aquatorebene ein Bild liefert,
das dem Bild auf der Beriihrungsebene am Pol ihnlich, und zwar linear auf die Hilfte
verkleinert ist!

o
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