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A. Die trigonometrischen Funktionen

L. Die trigonometrischen Funktionen spitzer Winkel

1. Die Tangensfunktion und die Sinusfunktion

a) Einfiihrung der Tangensfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Versuche, die nachstehende Aufgabe mit den bisher behandelten mathematischen
Hilfsmitteln zu losen!

Ein Turm wirft auf eine waagerechte Ebene einen Schatten von der Linge I,
withrend die Sonne unter dem Winkel « gegen die Horizontallinie gesehen wird.
Die Turmhéhe % ist aus der Schattenlinge 7 und dem Winkel « zu bestimmen.
Die Bearbeitung technischer Probleme fithrt hiufig zu Aufgaben, in denen Zu-
sammenhiinge zwischen Streckenlingen und WinkelgroBen auftreten. Ihre
Losung ist mit Hilfe der bisher behandelten geometrischen Konstruktionen oder
durch Berechnungsverfahren moglich, deren mathematische

Grundlagen in der Trigonometrie!) entwickelt werden. 8,
Die Dreiecke ABC, A,B,C und A,B,C sind bei C' recht-
winklig und einander éhnlich (Abb. 1). B,

Entsprechende Winkel dieser Dreiecke sind gleich. Ins- g
besondere ist

% CAB= % CA,B, = % C4,B,= a.

Ferner sind die Verhéltnisse entsprechender Seiten gleich.
Das gilt z. B. fiir das Verhiltnis der dem Winkel . gegen-
iiberliegenden Kathete, der Gegenkathete, zu der ihm an-
liegenden Kathete, der Ankathete: [ AN
C b A4 4
BC _B,C__ B,C

a
—_——=—— = =—, Abb. 1
ACT A0 4,0 B

Diese Betrachtungen gelten fiir alle #hnlichen rechtwinkligen Dreiecke.
Ergebnis: Im rechtwinkligen Dreieck bestimmt ein Winkel eindeutig das Ver-
héltnis der Gegenkathete zur Ankathete.

Umgekehrt ist im rechtwinkligen Dreieck ein Winkel durch das Verhiltnis der
Gegenkathete zur Ankathete eindeutig bestimmt.

1) Trig o had Dreiacksl h
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Die bei C rechtwinkligen Dreiecke 4B,C, AB,C, —8;
AByC stimmen in der Kathete b iiberein (Abb. 2).
Der Winkel mit dem Scheitel 4 nimmt zu, wenn
man vom Dreieck 4 B,C zum Dreieck AB,C und von
diesem zum Dreieck 4 ByC iibergeht. Es gilt dann

die Ungleichung 8,
o < o < Ofge
9

Mit dem Winkel wiichst die zugehdrige Gegenkathete,
wenn sich die Ankathete nicht éndert. Da die An- a, ref
kathete b des Winkels o, (= 1; 2; 3) konstant

bleibt, wiichst mit dem Winkel auch das Verhiltnis
der Gegenkathete zur Ankathete; es ist ~

Y %3fex, >

C b 4
a a,

,bl < aTi & ,b’ - Abb. 2

Allgemein gilt: Wenn im rechtwinkligen Dreieck ein Winkel wiichst, so wichst
auch der Quotient aus Gegenkathete und Ankathete.

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Verhiltnis der Gegenkathete eines Winkels zur
Ankathete eine Funktion dieses Winkels. Umgekehrt hiingt der Winkel von
dem Verhiltnis der Gegenkathete zur Ankathete ab. Diese Abhiingigkeit 18t sich
durch keine der bisher bekannten Funktionen ausdriicken. Man fiihrt fiir sie
einen neuen Begriff und ein neues Symbol ein.

Erklirung 1: Im rechtwinkligen Dreieck nennt man den Quotienten aus der
Gegenkathete und der Ankathete eines Winkels den Tangens?) dieses Winkels,

Der Tangens wird durch das Symbol tg bezeichnet. Man schreibt
tga=4

und spricht fiir tge: Tangens von Alpha oder auch Tangens Alpha.

Die Funktion, welche die Abhiingigkeit des Quotienten ,,Gegenkathete durch
Ankathete vom Winkel ausdriickt, nennt man nach Erklirung 1 die Tangens-
funktion. Das Symbol tg wird dabei als Funktionszeichen benutzt.
Bezeichnet man den Winkel als unabhiingige Veriinderliche mit 2 und den Wert
des veriinderlichen Quotienten mit y, so erhiilt man die Funktion

y=J@)=tga.
Die Werte der Tangensfunktion lassen sich nur fiir wenige Winkel mit den Mitteln
berechnen, die wir bisher kennengelernt haben; fiir die meisten Winkel bendtigt
man dazu die Hilfsmittel der héheren Mathematik.
In der Ausgangsaufgabe ist %: tg o; durch Auflssung nach A erhilt man
h=1-tga.
Um die GroBe % zu berechnen, die sich fiir bestimmte Werte von [ und «

ergibt, wird eine Tabelle bendtigt, in der den Winkeln « die Funktionswerte tga
zugeordnet sind.

1) tangere (lat.) heiBt beriihren.
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b) Einfiihrung der Sinusfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Erklirung 2: Im rechtwinkligen Dreieck nennt man den Quotienten aus der
Gegenkathete eines Winkels und der Hypotenuse den Sinus?') dieses Winkels

(Abb. 3).
Der Sinus wird durch das Zeichen sin wiedergegeben. 5
Man schreibt
sing = =
c
und spricht fiir sin «: Sinus von Alpha oder auch Sinus c
Alpha. a

Das Seitenverhiiltnis,, Gegenkathete zu Hypotenuse‘ wiichst,

wenn der Winkel wiichst. Die Funktion, welche diese Ab-

hingigkeit ausdriickt, liBt sich ebenso wie die Tangens- D A
funktion nicht algebraisch darstellen. Man nennt sie nach
der Erklirung 2 die Sinusfunktion. Als Funktionszeichen
benutzt man das Symbol sin.

Bezeichnet man den Winkel als unabhingige Veriinderliche mit « und den Wert
des Quotienten ,,Gegenkathete durch Hypotenuse* als abhiingige Verinderliche
mit y, so erhéilt man die Funktion

y=f(r)=sinz.
Die Werte der Sinusfunktion lassen sich, abgesehen von speziellen Fiillen, eben-
sowenig wie die der Tangensfunktion in einfacher Weise berechnen.
Die Funktionswerte y= f(z)=tga und y=f(z)=sinz sind, entsprechend der
Erklirung der Funktionen am rechtwinkligen Dreieck, unbenannte Zahlen.

Abb. 3

¢) Die Sinusfunktion am Einheitskreis

Es sei ein rechtwinkliges uv-Koordinatensystem gegeben
(Abb. 4).

Ein Winkel 2 entsteht dadurch, dal man einen Strahl
um seinen Anfangspunkt O (0;0) von der positiven u-Achse
als Ausgangslage aus dreht. Als positiven Drehsinn
legt man fest, daB die positive u-Achse durch Drehung
um 90° in die positive v-Achse iibergefiithrt wird. Um O sei
der Kreis mit dem Radius r gezeichnet. Der bewegliche
Schenkel des Winkels « schneide den Kreis in P (u; v). Abb. 4

Man fillt das Lot von P auf die u-Achse; der FuBpunkt

sei Q. Das Dreieck OQP ist rechtwinklig. Nach der Erklirung 2 ist in diesem
Dreieck PQ

sinr= =
T oP T ¢

P

Q

Dabei ist der Radius 7 in derselben Einheit zu messen wie die Ordinate v.

1) sinus (lat.) heiBt Bogen, Rundung.
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Ergebnis: Das Verhiiltnis der Ordinate eines auf
der Peripherie beweglichen Punktes P zum Radius des
Kreises ist gleich dem Sinus des Winkels .

Wird um O der Kreis mit dem Radius 1 gezeichnet (Abb. 5),
den man den Einheitskreis nennt, so geht die letzte
Gleichung iiber in

sinz=—=1v
=4=v.

Ergebnis: Die Ordinate v eines auf dem Einheitskreis
beweglichen Punktes P stellt den Sinus des Winkels « Abb.5
geometrisch dar.
Wichtig ist, daB das wv-Koordinatensystem hier wie im folgenden aus zwei
Zahlengeraden mit gleicher Teilung besteht. Die Ordinate veranschaulicht also
eine Zahl in éhnlicher Weise wie bei den geometrischen Darstellungen der friiher
behandelten Funktionen. Die vorstehende Betrachtung hat zunichst nur fiir
spitze Winkel 2 Giiltigkeit, da sich fiir andere Winkel & kein rechtwinkliges Drei-
eck mehr ergibt.
Aus der Abb. 5 konnen wir ablesen, wie der Funktionswert y= sin « sich #ndert,
wenn der Winkel « sich dndert. Verfolge, ausgehend von dem in der Abblldung
dargestellten Winkel , die Anderung des Sinus,

1. wenn der Winkel  abnimmt und schlieBlich den Wert 0° erreicht,

2. wenn der Winkel z zunimmt und schlieBlich den Wert 90° erreicht!
Fiir die Winkel 0° und 90° versagt die Erklirung 2. Die Sinusfunktion ist an
diesen beiden Stellen nicht erklirt. Wir wollen sie aber auch hier sinnvoll defi-
nieren.
Aus der Abb. 5 erkennen wir, da3

die Ordinate des Punktes P gleich 0 wird, wenn der Winkel z gleich 0° wird,

die Ordinate des Punktes P gleich 1 wird, wenn der Winkel = gleich 90° wird.
Daher miissen wir notwendigerweise festsetzen:

sin 0°=0,
sin 90° = 1.

d) Die Tangensfunktion am Einheitskreis

Wir legen im Punkt 4 (1; 0) die Tangente an den Einheits-
kreis des uv-Koordinatensystems (Abb. 6). Der den Win-
kel z erzeugende Strahl schneidet die Tangente in R. Im
rechtwinkligen Dreieck OAR ist dann

Ergebnis: Der Abschnitt AR auf der Tangente im
Punkt A des Einheitskreises stellt den Tangens des
Winkels x geometrisch dar.

Diese geometrische Deutunglit die Bezeichnung Tangens
fiir das Seitenverhiltnis ,,Gegenkathete zu Ankathete
im rechtwinkligen Dreieck verstindlich werden. Abb. &
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Aus der Abb.6 entnehmen wir, wie die Tangensfunktion sich éndert, wenn der
Winkel von 0° bis 90° wiichst. Fiir die Winkel 0° und 90° selbst gilt die Erklirung 1
nicht. Wenn der Winkel @ sich dem Wert 0° niihert, schrumpft der Tangenten-
abschnitt 4 R auf den Wert 0 zusammen. Wir setzen daher fest:

tg0°=0.
Wenn der Winkel « sich dem Wert 90° nihert, wichst der Abschnitt 4 R und da-
mit die Funktion y— tg « iiber alle Grenzen. Thr Verhalten ist vergleichbar dem

der Funktion y= —, wenn 2 in dieser sich dem Wert O nihert. Fiir x = 90° ist

die Tangensfunktion nicht erklirt, das Zeichen tg verliert fiir diesen Wert
seinen Sinn.

Aufgaben
I. Die Tangensfunktion

1. Zeichne zwei rechtwinklige Dreiecke 4,8,C; und A4,B,C, mit den Winkeln o, = oty = 55° und
mit den Katheten b, = 4 cm bzw. by= 6 cm! MiB in beiden Fillen die Gegenkathete a; bzw. ay
des Winkels « und bestimme die Quotienten % und (Zg! ‘Warum sind beide gleich?

. 1 2

2. Mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre ist zu & isen, daB in rechtwinkligen Dreiecken, die in einem
Winkel, etwa o, iibereinstimmen, der Quotient aus Gegenkathete und Ankathete dieses Winkels o
unabhiingig von der Liinge der Katheten ist.

8. Zeichne rechtwinklige Dreiecke mit den Winkeln o= 10°; 20°; 30°; - - +; 80°! MiB in jedem die
Katheten a und b in der gleichen MaBeinheit und bilde jedesmal das Verhiiltnis y = a: b! Trage
die gefundenen Werte in eine Wertetafel ein! Kommt es auf die GroBe der Dreiecke an? Uber-
lege, wie man einerseits moglichst wenig Linien benotigt und andererseits die Verhiltnisse a: b
leicht vergleichen kann!

4, Der Anstieg einer geradlinigen Bahnlinie betriigt 1 : 40. Bestimme den Steigungswinkel aus dem
Steigungsdreieck! Wie kann man das Verhiltnis der Erhebung zur waagerechten Strecke in
bezug auf den Steigungswinkel ausdriicken? An Bahnstrecken stehen Pfihle mit wegweiser-
dhnlichen Armen. Auf diesen sind die Steigung und die Entfernung, fiir die sie gilt, angegeben
(vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, Seite 145, Aufgabe 37, Abb. 106).

b, Welchen Wert hat tgo (tgf) eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten
a)a=3und b=4;b) a=1 und b=1; ¢) a und b?

6. Zeichne die Winkel, fiir die der Tangens die folgenden Werte annimmt:
a) 3; b) 3; €) 2; d) 2,5; €) V3! MiB die Winkel!

II. Die Sinusfunktion

7. Zeichne mehrere rechtwinklige Dreiecke, die in einem spitzen Winkel iibereinstimmen! Be-
stimme in ihnen ds,s Verhﬁltms der Gegenkathete dieses Winkels zur Hypotenuse und vergleiche
die einzel E; i der! Wie éndert sich das Verhiltnis, wenn sich der Winkel
dndert?

8. Welchen Wert hat sin « (sin ) in einem rechtwinkligen Dreieck
a) mit der Hypotenuse 13 und den Katheten a = 5 und b = 12,

b) mit der Hypotenuse 2 und den Katheten a = 1 und b = V3,
¢) mit der Hypotenuse ¢ und den Katheten @ und b?

9. Zeichne die Winkel, fiir die der Sinus die folgenden Werte annimmt: a) }; b) %; ¢) 0,1;
d) 0,3; e) 0,5; ) 0,9! MiB die Winkel! Warum ist 1,1 als Sinuswert nicht méglich?
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III. Die Sinusfunktion und die Tangensfunktion am Einheitskreis

10. Zeichne rechtwinklige Dreiecke mit den Winkeln f= 10°; 20°; 30°; - - -; 80° und miB das Verhiiltnis
Gegenkathete
Y= Hypotenuse
Wertetafel ein!

Anleitung: Zweckmifig gibt man allen Drei gleiche Hyp und legt sie so auf-
einander, daB der Punkt B allen Dreiecken gemeinsam ist und daB die Ankatheten der
Winkel 8 auf dem gleichen von B ausgehenden Strahl liegen. Auf welcher Kurve befinden
sich die Dreieckspunkte A ? Wahlt man die Hypotenuse gleich 1 dm, so kann man y auf zwei
Dezimalstellen genau bestimmen und die dritte Dezimalstelle schitzen (Millimeterpapier!).

! Trage die Ergebnisse einschlieBlich der Werte fiir 0° und 90° in eine

11. Fiihre die Betrachtung der Sinusfunktion, die am Einheitskreis erfolgt ist, allgemein an einem
Kreis mit dem Radius 7 durch! Aus dem Ergebnis ist der Spezialfall des Einheitskreises zu
gewinnen.

12. In einem Kreis mit dem Radius 7 ist eine Sehne von der Léiinge  mit dem zugehérigen Zentri-
winkel o gezeichnet. Das Lot vom Kreismittelpunkt auf die Sehne halbiert Zentriwinkel und
Sehne.

a) Stelle die Funktion auf, welche die Beziehung zwischen halbem Zentriwinkel, halber Sehne
und Kreisradius ausdriickt!

b) Wie groB ist in einem Kreis vom Durchmesser 7 cm die Sehne zum Zentriwinkel 20°; 80°;
140°? — Benutze zur Bestimmung die Tafel aus Aufgabe 10!

2. Die Kosinusfunktion und die Kotangensfunktion

a) Einfiihrung der Kosinusfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Im rechtwinkligen Dreieck A BC stellt das Seitenverhiltnis b: ¢ den Sinus des
Winkels # dar. Man kann jedoch das Seitenverhiiltnis b: ¢ auch in Beziehung
zum Winkel o setzen. Fiir den Winkel o bedeutet b : ¢ das Verhiiltnis ,,Ankathete
zu Hypotenuse® (Abb. 7).

Erklirung 3: Im rechtwinkligen Dreieck nennt man den Quotienten aus
der Ankathete eines Winkels und der Hypotenuse den Kosinus dieses Winkels.

Der Kosinus wird durch das Symbol cos bezeichnet. Es ist

cos o = L3 3 ¢
c
Die im rechtwinkligen Dreieck durch das Ver-
hiltnis ,,Ankathete zu Hypotenuse™ erklirte °
Funktion y=f(z) eines Winkels @ heifit
Kosinusfunktion. o« #
Man schreibt 4 3 [
y=f(x)=cosz. Abb. 7

b) Einfiihrung der Kotangensfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Als viertes Seitenverhiiltnis im rechtwinkligen Dreieck betrachten wir das Ver-
hiltnis der Ankathete eines Winkels zur Gegenkathete dieses Winkels.
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Erklirung 4: Im rechtwinkligen Dreieck nennt man den Quotienten aus der
Ankathete und der Gegenkathete eines Winkels den Kotangens dieses
Winkels (Abb. 8).

Der Kotangens wird durch das Zeichen ctg abgekiirzt.

Fiir den Winkel o ist ¢

b
ctga:;—.

Die im rechtwinkligen Dreieck durch das Ver-
hiiltnis ,,Ankathete zu Gegenkathete* erklirte
Funktion y eines Winkels # heiBt Kotangens- a
funktion; man schreibt A 8

y=f(x)=ctg x. Abb. 8

¢) Die Kosinusfunktion am Einheitskreis
Im rechtwinkligen Dreieck OQ P (Abb. 9) ist nach der Er-

i v
klirung 3 00 u
cosT=p = =1u
Ergebnis: Die Abszisse u eines auf dem Einheitskreis
beweglichen Punktes P stellt den Kosinus des Winkels z P
geometrisch dar.
Verfolge, ausgehend vom Winkel  in Abb. 9, die Anderung
des Funktionswertes cos z, 0 cosx Qv
1. wenn der Winkel bis zu 0° abnimmt, Abb. 9

2. wenn der Winkel bis zu 90° zunimmt!

Fiir die Winkel 0° und 90° ist die Funktion y= f ()= cos « nicht erklirt. Da
die Abszisse des Punktes P fiir diese Winkel 1 bzw. 0 ist, setzen wir fest

cos 0°=1,
cos 90° = 0.

Zusammenfassung: Die Funktionen cos # und sin z, die im rechtwinkligen
Dreieck erklirt sind, erscheinen im I. Quadranten des Einheitskreises als Ko-
ordinaten des Schnittpunktes zwischen dem beweglichen Schenlkel des Winkels z

und dem Kreis (Abb. 5 und 9).
v

B ctygx T
d) Die Kotangensfunktion am Einheitskreis =
Im Punkt B (0; 1) legen wir die Tangente an den Einheits-
kreis des uv-Koordinatensystems (Abb. 10). Der beweg- !
liche Schenkel des Winkels 2 schneidet die Tangente
in 7. Das Dreieck OTB ist rechtwinklig, und es ist
<% OTB= z. Aus welchem Satz folgt dies? Nach der Er-
klirung 4 ist

Q|
<

BT BT
ctg =55 == BT. Abb. 10
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Ergebnis: Der Abschnitt B7 auf der Tangente im Punkte B des Einheits-
kreises stellt den Kotangens des Winkels « geometrisch dar.

Aus Abb. 10 lesen wir die Anderung der Kotangensfunktion ab, wenn der Winkel
sich éindert. Fiir die Werte = 0° und @= 90° ist die Funktion ctg « nicht erklirt.
Fiir 2=90° wird der Tangentenabschnitt BT gleich Null. Wir setzen daher fest :

ctg 90°= 0.

Nihert sich der Winkel @ dem Wert 0°, so wiichst der Tangentenabschnitt BT
und damit die Funktion y= ctg x iiber alle Grenzen. Fiir z= 0° existiert die
Funktion y= ctg = nicht.

Aufgaben
I. Die Kosinusfunktion

1. Ermittle den Kosinus der folgenden Winkel durch Seitenmessung: a) 22,5°; b) 45°; ¢) 67,6°1

2. Konstruiere den Winkel o, fiir den cos o den Wert
) 0,2; b) 0,9; ¢) %; d) §; €) 12 hat!

8. Zeichne iiber dem Durchmesser eines Halbkreises Dreiecke, deren Spitzen auf der Peripherie
liegen! Wie éndert sich a) die Gegenkathete, b) die Ankathete eines der spitzen Winkel des
Dreiecks, wenn dieser, bei kleinen Winkeln angefangen, zunimmt? Ziehe daraus Schliisse, wie

sich der Sinus (Kosinus) mit dem Winkel &ndert!
Fiir welches rechtwinklige Dreieck ist sinoe= cosa?

4, Zeichne iiber dem Durchmesser eines Halbkreises zwei symmetrisch zueinander liegende
Dreiecke, deren Spitzen auf der Peripherie liegen! Stelle alle moglichen Funktionsbeziehungen
fiir den Sinus und den Kosinus der spitzen Winkel der beiden Dreiecke («, £, o/, £’) auf! Priife
die Z 11 g auf Vollstindigkeit!

II. Die Kotangensfunktion
5. MiB im rechtwinkligen Dreieck die Katheten und bestimme a) ctg 15°; b) ctg 75°!

6. Wie groB ist der Kotangens der folgenden Winkel: a) 20°; b) 40°; ¢) 60°; d) 80°?
Anleitung: Benutze die Ergebnisse der Aufgabe 3 auf Seite 9! — Welcher Zusammenhang
ergibt sich zwischen der Tangens- und der Kotangensfunktion?

7. Konstruiere den Winkel o, fiir den ctg o« den Wert a) 4; b) 2,5; ¢) V3; d) 0,8; €) 3 hatt

III. Die Kosinusfunktion und die Kotangensfunktion am Einheitskreis

8. Zeichne den I. Quadranten eines Einheitskreises (r= 1 Lingeneinheit, zweckmiBig 1 dm)!
Trage die Winkel 10°; 20°; - - +; 80° ein und entnimm aus der Zeichnung die Kosinuswerte der
Winkel! Kosinusfunktion und Sinusfunktion haben gleiche Funktionswerte; diese sind aber

d Winkeln zugeord ‘Welcher Z h ergibt sich daraus fiir die Funktionen
y=/f(x)=sinz und y= f(x)= cos z?

9. Zeichne die Werte der Kot: funktion am Einheitskreis fiir die Winkel 10°; 30°; 50°;
70° und miB ihre GroSe!

10. Stelle eine dreistellige Tafel der Tangens- und Kotangensfunktion zwischen 0° und 90° von 10°
zu 10° auf! Schiitze den Wert der dritten Dezimale!
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11, Anstatt die trigonometrischen Funktionen zuerst am rechtwinkligen Dreieck zu erkliren und
sie dann auf den Kreis zu iibertragen, kann man sie auch von vornherein am Kreis erkliren
(siche Abb.11) und dann auf beliebige rechtwinklige Dreiecke an-

wenden.

a) Stelle die vier Erklirungen zusammen!

b) Beweise, daB der Abschnitt 4R auf der Tangente an den Einheits-
Lreis (Abb. 6) tg z darstellt!

¢) Fiihre den entsprechenden Beweis (Abb. 10) fiir den Kotangens! v

d) Beweise, daB die fiir rechtwinklige Dreiecke anfgestellten Bezich t L 3 =
zwischen Seiten und Winkeln gelten, wenn die am Kreise erklirten }

Winkelfunktionen verwendet werden! Abb. 11

3. Der Zusammenhang der trigonometrischen Funktionen

a) Z tellung der trig trischen Funktionen

Im rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten @ und b und der Hypotenuse ¢
stellen die Seitenverhiltnisse a:b, a:c, b:e, b:a

die trigonometrischen Funktionen tg «, sin o, cosa, ctga

des Winkels « dar.

Die vier im vorstehenden erklirten Seitenverhiltnisse nennt man trigono-
metrische Funktionen. Sie heiBen auch Winkelfunktionen oder goniometrische
Funktionenl). Wegen ihres Zusammenhanges mit dem Kreis werden sie auch
als Kreisfunktionen bezeichnet.

Die Bedeutung der trigonometrischen Funktionen fiir das rechtwinklige Dreieck
gibt die folgende Zusammenstellung an:

Gegenkathete SigiEs Ankathete = Rt
Hypotenuse > Hypotenuse ’
Gegenkathete __ Tangens; Ankathete — Kotangens,

Ankathete 2 Gegenkathete gens:

Aus der Zusammenstellung entnehmen wir, daB die Seitenverhiltnisse von
Tangens und Kotangens fiir denselben Winkel @ zueinander reziprok sind. Die
Tangens- und die Kotangensfunktion eines Winkels haben reziproke Werte.
Fiir die Werte der Sinus- und der Kosinusfunktion eines Winkels gilt eine der-
artige einfache Beziehung nicht.

b) Geometrische Darstellung der trigonometrischen Funktionen

Um die Sinusfunktion y= f(z)=sin  in einem wy-Achsenkreuz geometrisch
zu veranschaulichen, hat man im =zy-Koordinatensystem als Abszissen die
Winkel , (0° < 2 < 90°), und als Ordinaten die zugehérigen Funktionswerte y
einzuzeichnen. Es ist zweckmiBig, auf der Abszissenachse als Einheit die Linge
desjenigen Bogens zu wiihlen, den der Zentriwinkel 1° auf der Peripherie des
Einheitskreises ausschneidet. Man rollt dazu den vierten Teil des Einheitskreises
auf der positiven x-Achse vom Ursprung O aus ab und teilt die so gefundene
Strecke in 90 gleiche Teile.

1 G P el

w




14 Die trigonometrischen Funktionen spitzer Winkel

=5sinx
v y }: S y
7 1
_y=cosx
1 A A Nesmsmclanas
1
X ]
1
|
1
. Tu oo 50 305 as° 60° 752 900k l;>° 15° J0° 45° 60° 75° 90°X
Abb. 12 Abb. 14
y
=19 X 4 =t
_rg y=ctgx
I
1
|
|
v i
1 ] 1
I
]
|
|
7 |
]
X 1
1
1
|
1 U go 150 30° 4so 60° 750 g0oX ° 15° 30° 45° 60° 75° 90° X
Abb. 13 Abb. 15

Um ein Bild der Funktion zu zeichnen, reicht es praktisch aus, wenn man den
rechten Winkel im Einheitskreis in sechs gleiche Teile teilt und die zu jedem
Winkel von 15° gehdrende Bogenlinge niiherungsweise durch die Sehne ersetzt.
In Abb. 12 ist auf diese Weise die Kurve der Funktion y=sin gezeichnet.
Wie findet man zeichnerisch fiir einen gegebenen Winkel den zugehorigen
Kurvenpunkt ?

Abb. 12 zeigt, daB die Sinusfunktionim Bereich 0° < 2 < 90° eine wachsende
Funktion ist.

Die geometrische Darstellung der Funktion y= f(z)=tg erhilt man in ihn-
licher Weise wie die der Sinusfunktion (Abb. 13). Auch die Tangensfunktion ist
im Bereich 0° =< 90° eine wachsende Funktion. Der Kurvenverlauf zeigt
anschaulich, daB die Funktion fiir 2= 90° nicht existiert.

Den Verlauf der Kosinusfunktion zeigt Abb. 14, den der Kotangensfunktion
Abb. 15. Die Kosinusfunktion ist im Bereich 0° < < 90° eine fallende
Funktion. Dasselbe gilt fiir die Kotangensfunktion im Bereich 0°< z < 90°,
Diese existiert jedoch nicht fiir z= 0°.
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¢) Grundformeln fiir die Zusammenhiinge der trigonometrischen Funktionen

Dividiert man in der Zusammenstellung des Abschnitts a) die erste Gleichung
durch die zweite bzw. die zweite durch die erste, so erhilt man die Beziehungen

Gegenkathete  Sinus bz Ankathete  Kosinus
Ankathete ~ Kosinus Ve Gegenkathete ~ Sinus °

Hieraus ergeben sich fiir denselben Winkel 2z die Grundformeln
sin &

ler=0n M
und _ cosx

T = e )
Sprich diese Beziehungen in Worten aus! — Fiir welchen Winkelwert gilt die

Formel (1), fiir welchen die Formel (2) zuniichst nicht ?
Durch Multiplikation der Gleichungen (1) und (2) findet man
tgax-ctgxe = 1. (3)
Lose die Gleichung nach tg # bzw. nach ctg 2 auf! — Sprich die sich ergebenden
Beziehungen in Worten aus!
Im Dreieck OQ P (Abb. 16) ist nach dem Satz des Pythagoras
(sin )? 4 (cos x)2 =

Man schreibt vereinfacht sin® & (sprich: Sinus Quadrat )
und cos? z (sprich: Kosinus Quadrat x) an Stelle von (sin x)?
und (cos x)® und erhilt so

sin®x + cos>x =1. 4)
Sprich den durch die Gleichung (4) vermittelten Zusammen-
hang zwischen der Sinus- und der Kosinusfunktion fiir den-
selben Winkel  in Worten aus! Lose die Gleichung nach
sin # bzw. nach cos @ auf! Abb. 16

Auf Grund der Gleichungen fiir die trigonometrischen Funktionen gelten im
rechtwinkligen Dreieck die folgenden Beziehungen:
a:c=sino = cosf, a:b= tga=octgfh,
b:c= cosa= sinf, b:a=ctga= tgpB.
Da f= 90° — o ist, ergibt sich aus diesen Gleichungen, wenn man fiir den be-
liebigen Winkel « die Verinderliche = setzt, das Formelsystem
sinx = cos (90°—x), tga = etg (90°—x), 5)
cosx = sin (90°—ux), ctgx =tg (90°—=x). >
Durch die Formeln in der zweiten Zeile werden die Namen Kosinus und
Kotangens verstiindlich: complementi sinus (abgekiirzt cosinus) bedeutet Sinus
des Komplementwinkels, complementi tangens (abgekiirzt cotangens) bedeutet
Tangens des Komplementwinkels. Die Kosinus- bzw. die Kotangensfunktion nennt
man die Kofunktionen zur Sinus- bzw. zur Tangensfunktion und umgekehrt.
Die Grundformeln (5) kénnen wir folgendermaflen zusammenfassen:
Die Funktion eines Winkels ist gleich der Kofunktion seines Komplementwinkels.
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Aufgaben
I. Berechnung spezieller Funktionswerte der trigonometrischen Funktionen

Aus dem Einheitskreis kann man die Funktionswerte der trigonometrischen Funktionen ent-
nehmen. Bei diesem zeichnerischen Verfahren sind der Genauigkeit jedoch Grenzen gesetzt. Im
folgenden sollen zu einigen bestimmten Winkeln die genauen Funktionswerte berechnet werden.
1. Berechne die Werte der vier tri ischen Funkti fiir die Winkel 30°; 45° und 60°!
Anleitung: Benutze das gleichseitige bzw. das gleichschenkli htwinklige Dreieck!
2. Stelle die in der Aufgabe 1 berechneten Funktionswerte nebst den Werten fiir 0° und 90° in
Tabellenform zusammen!

II. Geometrische D llung der trig ischen Funkti

8. Zeichne die Kurven der Sinus- und der Kosinusfunktion in ein und dasselbe zy-Achsenkreuz!
Spiegele die Kurven an der Parallelen zur y-Achse durch den Punkt z= 45°! Zeichne dazu ent-
weder a) nur das Funktionsbild einer der beiden Funktionen oder b) beide Funktionen lediglich
im Bereich von 0° bis 45° und vervollstindige die Zeichnungen durch Spiegelung!

4. Bestimme durch Interpolation an der Sinus- bzw. Kosinuskurve
a) sin 5°; b) sin 78%; ¢) cos 25°; d) cos 62°!

5. Entnimm aus der geometrischen Darstellung
a) der Funktion y= sin z den Winkel, dessen Sinus den Wert 0,35 (0,70),
b) der Funktion y= cos  den Winkel, dessen Kosinus den Wert 0,40 (0,125) hat!

6. Zeichne die Kurven der Tangens- und Kotangensfunktion in dasselbe zy-Achsenkreuz! Unter-

suche die Symmetrieei; haften der Funktionskurven! Welche Vereinfachungen ergeben
sich daraus fiir die Anlage einer gemeinsamen Tafel der Tangens- und Kotangensfunktion?

7. Beschreibe und vergleiche den Verlauf der Sinus- und der Tangensfunktion im Bereich von 0°
bis 90°! Untersuche, wieviel Punkte die beiden Funktionskurven gemeinsam haben!
8. Bestimme durch Interpolation an der Tangens- bzw. Kotangenskurve
a) tg 73°; b) tg 11°; ¢) ctg 39°; d) ctg 66°!
9. Entnimm aus der geometrischen Darstellung
a) der Funktion y = tg # den Winkel, dessen Tangens den Wert 1,50 (0,50),
b) der Funktion y = ctg  den Winkel, dessen Kotangens den Wert 2,10 (0,83) hat!

II1. Grundformeln fiir die Zi hiinge tri, ischer Funkti

10. Gegeben sind die folgenden Werte der Sinusfunktion:
8) sina=}; b) sinf= 4 ¢) siny= 3.
Welche Werte haben die and tri| ischen Funkti der Winkel «, 8 bzw. y?
11. Gegeben sind die folgenden Werte der Kotangensfunktion:
a) ctgoe = 3; b) ctg f=1; ¢) ctgy =}
Berechne die Werte der and tri i
12, Leite aus den nachstehenden Werten der Sinus- und der Tangensfunktion die entsprechenden
Werte der Kofunktionen ab!

z 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

hen Funkti von o, f§ baw. p!

y=/[(zx)=sinz| 0 0,174 0342 0,5 0,643 0,766 0,866 0,940 0,985 1

y=/(@)=tgz | 0 0,76 0364 0,677 0,839 1,192 1,732 2,747 5671 —
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ise di 35 S
18. Beweise die Formeln a) 1+ tg?z = T und b) 1+ ctg?z= sinzz! 7 "
14. Bestimme aus den Funktionen 1. y =sinz; 2. y=rcosz; 3. y=tgz; 3
4. y=ctg z jeweils die drei anderen trigonometrischen Funktionen
a) auf rechnerischem, b) auf geometrischem Wege! V- sin%
Anleitung zu b): Benutze dhnliche Dreiecke (Abb. 17)! ﬁ‘
¥ ~
15. Berechne die Werte der drei anderen trigonometrischen Funktionen ! 2
mit Benutzung der Tabelle aus Aufgabe 14 fiir

8) sine=19; b) cosf=3 12+ V3; ¢) tgy =3; @) ctgd=2— V31
16. Vercinfache die nachstehenden Ausdriicke:

a) cosz-tgz; b) %::l
17. Sprich den Inhalt folgender Formeln in Worten aus:
z o i 2
sin z = 2sin 3 0085
cos & = cos? % — sin? %—!
Welchen Zusammenhang vermitteln diese Beziehungen?

a) Beweise die Formeln geometrisch!
Anleitung: In Abb.18a und b ist zunichst zu
zeigen, warum einzelne Strecken die angeschriebene Bedeutung haben. Danach sind die
Formeln aus den Abbild abzulei Beachte #hnliche Dreiecke!

Abb. 18a Abb. 18b

b) Lése die Formeln nach sin ; bzw. cos 7; auf!

18. Stelle den Tangens (Kotangens) eines Winkels z durch trigonometrische Funktionen des halben
Winkels dar!

19. Stelle den Tangens (Kotangens) des halben Winkels durch trigonometrische Funktionen des
vollen Winkels z dar!

20. Benutze die Formeln der Aufgaben 17 und 19, um die Werte der vier trigonometrischen Funk-
tionen fiir die Winkel 15° und 22,5° zu berechnen!
Vergleiche, soweit moglich, die Ergebnissefriiherer
M mit den L h Werten (Auf-
gaben 1 und 5 von Seite 12)!

21, Berechne die trigonometrischen Funktionen der
folgenden Winkel: a) 18°; b) 36°; ¢) 72°; d)54°!
Anleitung: Gehe von dem Bestimmungsdreieck
des regelmiiBigen Zehnecks aus!

22, Gerit zum Bestimmen der Werte der trigono-
metrischen Funktionen (Abb. 19).

Mit einem Deckblatt (Vollkreis mit Durch )
stellt man den Winkel z auf dem Grundblatt
(Quadrat mit Quadrant) ein. Auf den Quadrat-
seiten liest man sin z, cos z, tg = (0° bis 45°) und
ctg x (45° bis 90°) unmittelbar ab. Fiithre den
Beweis! Wie findet man die Tangenswerte fiir
Winkel zwischen 45° und 90° und die K
werte fiir Winkel zwischen 0° und 45°?

2 [00916-5]
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4. Das Rechnen mit den trigonometrischen Funktionen

Dreiecksaufgaben kann man rein geometrisch auf der Grundlage der Kongruenz-
séitze und unter Benutzung der geometrischen Orter durch Konstruktion mit Lineal
und Zirkel 16sen. Ein Gelindedreieck, von dem drei Stiicke in der Natur gemessen,
die iibrigen zu ermitteln sind, zeichnet man bei diesem Verfahren in einem be-
stimmten MaBstab verkleinert und entnimmt die gesuchten GriBen maBstib-
lich der Zeichnung.

In der Praxis bevorzugt man jedoch die trigonometrische Methode, weil sie
genauer ist als jedes zeichnerische Verfahren und durch Benutzung von Hilfs-
mitteln (Tafeln, Rechenschemata) weitgehend mechanisiert werden kann.

Die Werte der trigonometrischen Funktionen findet man in Tafeln. Im folgenden
wird stets auf ,,Schiilkes Tafeln* Bezug genommen.

Wie man eine Tafel der trigonometrischen Funktionen aufstellt, d. h., wie man
die Funktionswerte fiir beliebige Winkel 2 berechnet, wird in der Oberschule nicht
behandelt. Die Werte der trigonometrischen Funktionen sind im allgemeinen
Irrationalzahlen und ergeben sich deshalb als unendliche, nicht periodische
Dezimalbriiche. In ,,Schiilkes Tafeln‘ sind sie auf vier Stellen gerundet. Es gibt
aber auch fiir besondere Zwecke fiinf- und mehrstellige Tafeln. Die Anwendung
der trigonometrischen Methode erfordert, daB man sowohl das Aufsuchen des
Wertes y= f () einer trigonometrischen Funktion zu einem gegebenen Winkel =
als auch das Aufschlagen des Winkels « zu einem bekannten Funktionswert y in
der Tafel beherrscht.

a) Aufsuchen der Funktionswerte y =f(x)

In den Tafeln der Funktionen Sinus und Kosinus 7 >

nutzt man die Tatsache aus, da3 cos z = sin (90° — x) z sinz

ist. Der nebenstehende Auszug aus einer vierstelligen o | 0,0000 | 90°

Tafel gibt die Sinuswerte von 0° bis 10° fiir volle Grade 1° | 0,0175 | 89°

wieder. Sie bedeuten gleichzeitig die Werte der Funktion 2° | 0,0349 | 88°

cos x fiir Winkel « zwischen 80° und 90°. 3> | 0,023 | 87°
4° 0,0698 86°

Es gehoren 5 | 00872 | 85°

6° | 0,1045 84°

die linksstehenden Winkel zur obenstehenden
7° 0,1219 83°

Funktion, & | 01302 | 82
die rechtsstehenden Winkel zur untenstehenden 9° | 0,564 | 81°
Funktion. 10° | 0,1736 | 80°
Suche in Schiilkes Tafel 8 den wiedergegebenen Auszug s z

auf! Die Tafel 8 enthilt die Werte der Funktionen
Sinus und Kosinus fiir volle und zehntel Grade. In den Zeilen stehen die Werte
fiir die Zehntel ein und desselben Grades, in den Spalten die Werte fiir dasselbe
Zehntel aufeinanderfolgender Grade. ’

Die Tafel 9 fiir Tangens und Kotangens ist entsprechend der fiir Sinus und
Kosinus eingerichtet. Sie nutzt die Beziehung ctg = tg (90° — z) aus.
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b) Aufsuchen des Winkels x

Man sucht den gegebenen Funktionswert y= f () in der Sinus-/Kosinus- bzw.
Tangens-/Kotangens-Tafel auf. Bei den Funktionen Sinus und Tangens liest
man die vollen Grade fiir den Winkelwert  in der Zeile, in welcher der Funktions-
wert steht, links ab, bei Kosinus und Kotangens dagegen rechts. Die
Zehntelgrade stehen im ersten Falle in den Spalten der Kopfleisten, im
zweiten Falle in den Spalten der FuBleisten.

Beispiele:
sin = 0,4664 tg = 0,7400 cos z = 0,2284 ctg = 10,99
z= 27,8° z= 36,5° z="76,8° z=5,2°

Das Aufsuchen der Funktionswerte y = f (x) bei gegebenem Winkel # nennt man
auch Hineingehen in die Tafel; das Ermitteln der Winkelwerte x bei ge-
gebenem Funktionswert y= f(x) dagegen Herausgehen aus der Tafel.

¢) Aufsuchen der Funktionswerte y = f(x) mit Interpolieren

Ist der Winkel mit einer Genauigkeit von Hundertstelgrad gegeben, so hat man
zu interpolieren. Fiir das Interpolieren gelten bei dezimal geteiltem Grad dieselben
Regeln wie beim Rechnen mit Logarithmen.
Beispiel: y= sin 13,27°.
Aus Tafel 8 entnimmt man sin 13,20° = 0,2284,

sin 13,30° = 0,2300.
Die Tafeldifferenz D betriigt also 16 Einheiten der 4. Dezimale und gehort zu einer
Winkeldifferenz von 10 Hundertstelgrad. Ist » die Anzahl der Hundertstelgrade
zwischen dem gegebenen Winkel (13,27°) und dem kleineren Winkel (13,20°), so
besteht fiir den mit Eigendifferenz d bezeichneten Unterschied zwischen dem ge-
suchten Funktionswert und dem des kleineren Winkels, dem Tafelwert, in linearer
Anniherung die Beziehung

n d n D

©=D° sie ergibt d=E-

In unserem Beispiel wird d = % .16 = 11,2 oder auf Ganze gerundet 11. Diese An-

zahl Einheiten der 4. Dezimale fiigt man zu 0,2284 hinzu und erhilt
y=sin13,27°= 0,2295.

Bei der Sinus- und der Tangensfunktion hat man die Eigendifferenz zum

Tafelwert zu addieren, bei der Kosinus- und der Kotangensfunktion
dagegen vom Tafelwert zu subtrahieren. Begriinde dies!

d) Aufsuchen des Winkels 2 mit Interpolieren

Steht der gegebene Funktionswert nicht in der Tafel, so hat man beim Aufsuchen
des Winkels zu interpolieren.

Beispiel: ctg 2= 0,0550.

Der gegebene Funktionswert liegt zwischen den Werten 0,0559 und 0,0542, zu
denen die Winkel 86,80° und 86,90° gehéren (Tafel 9). Die Tafeldifferenz D dieser

2%
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’
Funktionswerte betriigt hier 17 Einheiten ihrer 4. Dezimale und gehort zu einer
Winkeldifferenz von 10 Hundertstelgrad. Wird als Eigendifferenz d der Unter-
schied zwischen dem gegebenen Funktionswert und dem Funktionswert des
kleineren Winkels gebildet, so besteht fiir die Anzahl » der zu ihm gehérenden

Hundertstelgrade in linearer Anniherung die Beziehung % = % ; sie ergibt
n=d: 10 In unserem Beispiel ist d gleich 9 Einheiten der 4. Dezimale. Daraus
ergibt sich n=9:1,7~ 5,3 oder auf Ganze gerundet 5. Die berechnete Anzahl
der Hundertstelgrade addiert man zu 86,80° und erhiilt als Ergebnis 2= 86,85°.

e) Die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen

Die meisten Funktionswerte der trigonometrischen Funktionen in den Tafeln
sind Niherungswerte auf vier geltende Ziffern. Multiplikationen und Divisionen
mit ihnen werden umsténdlich. Um die Rechnung zu erleichtern, verwenden wir
die Logarithmen der Winkelfunktionswerte, die in derselben Weise tabelliert sind
wie die Funktionswerte selbst. Tafel 4 enthilt die Logarithmen der Sinus-
und der Kosinusfunktion, Tafel 5 die Logarithmen der Tangens- und
der Kotangensfunktion in Abhingigkeit vom Winkel x. Die Funktions-
werte y = f () selbst bezeichnet man in Funktionstafeln —zum Unterschied von
ihren Loganthmen — gewohnlich als die natiirlichen Werte der trigono-
metrischen Funktionen.
Die Tafeln der Logarithmen der tngonometrlschen Funktionen sind in gleicher
‘Weise zu handhaben wie die Tafeln der natiirlichen Werte der trigonometrischen
Funktionen. In der Tafel ist aus drucktechnischen Griinden zu allen Logarithmen
mit negativer Kennzahl 10 addiert. Deshalb hat man beim Aufschlagen der
Logarithmen von der Form 9.+ese; 8.¢s0¢; 7.¢ee+; usw. die Zahl 10 zu subtrahieren
und erhilt 0.eeee—1; Q.e0ee—2; e -—3 usw. Umgekehrt ist zu einem ge-
gebenen Log&nthmus mit nega.twer Kennza.hl vor dem ]:lmemgehen in die Tafel
die Zahl 10 zu addieren.
Beispiel: 1g sin 23,3° = 9.5972 — 10

=0.5972— 1.
Infolge der dezimalen Teilung des Grades ist die Interpolation dieselbe wie
beim Rechnen mit Logarithmen.
Aus Tafel 6 entnimmt man den Logarithmus-Sinus und den Logarithmus-
Tangens fiir kleine Winkel mit einer Genauigkeit von Hundertstelgrad unmittel-
bar, durch Interpolation mit einer Genauigkeit von Tausendstelgrad.

Aufgaben

a) Ubungen im Tafelrechnen

I. Aufsuchen der Funkiti te y = f(z); Hineingehen in die Funktionstafel

1. Suche fiir die folgenden Winkel die Werte der Sinus- und der Kosinusfunktion auf:
a) 12° b) 84° ¢ 38,1°  d) 218  €) 56 1) 71,7°
g 40,9°  h) 69,00 i) 81,2 k) 64 1) 53,5  m) 11,81

2, Bis zu welchem Winkel stimmen die Werte der Sinus- und der Tangensfunktion
) auf vier Dezimalen, b) auf drei Dezimalen miteinander {iberein?
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8. Suche fiir die folgenden Winkel die Werte der Tangens- und der Kotangensfunktion auf:
a) 21° b) 58° ¢) 05  d)88,0° ) 56,1° f) 43,9°
£) 688 h) 44° i) 156° k) 55  1)323  m) 52,41

II. Aufsuchen des Winkels x; Her hen aus der Funkti fel

4. Schlage den Winkel 2 auf, dessen Sinus den Wert y hat!

a) y=0,2756 b) y=0,6157 ¢) y=0,8820  d) y=0,4787

€) y=0,200 1) y=0,5105 g) y=0,045¢  h) y=0,9921

0) y=01547 k) y=0,6858 1) y=0,7325  m) y=0,972¢
5. Schlage den Winkel x auf, dessen Kosinus den in Aufgabe 4 a) bis m) angegebenen Wert y hat!
6. Schlage den Winkel z auf, dessen Tangens den Wert y hat!

a) y=0,0699  b) y=0,2679  ¢) y= 1,483 d) y=0,9725
€) y=0,1495 ) y=0,4536  g) y= 1,865 h) y=0,3115
i) y=2592 k) y=3420 ) y=5730  m) y=0,00524

7. Schlage den Winkel z auf, dessen Kotangens den in Aufgabe 6a) bis m) angegebenen Wert y hat!

III. Aufsuchen der Funkti te y = f (x) mit Interpolieren

Falls der Winkel z in sexagesimaler Teilung, d.h. in Grad, Minuten und Sekunden, gegeben
ist, rechne vor der Benutzung der Tafeln die Minuten (/) und Sekunden (") in dezimale Teile
eines Grades um! Fiir die Umwandlung von m’ bzw. s” in Grad gelten folgende Formeln:

o i '
= v (L
60/ = 1 60 “(eo)
1\° 1y°
r—(L w1
! _(60) 4 (3600)
P L\ " _‘~)°
L _<60)' = —(3600 '
Beispiel: 17° 13’ 25” sind in Grad und Dezimalgrad zu verwandeln (auf 2 Dezimalstellen).
13 =3 ~ 0217 2-"—(£‘°~0007°
=60 TPt °_3600)~' §

Ergebnis: 17° 13 25" ~ 17,22°,
Zur Umrechnung kann man Tafel 1 benutzen. — Es gibt auch Tafeln der trigonometrischen Funk-
tionen, denen die sexagesimale Teilung des Winkels zugrunde gelegt ist.
8. Verwandle die imale Teilung folgender Winkel in die dezimale (auf 2 Dezimalstellen):
a) 16° 18’ b) 38° 24/ ) 79° 39 @) 24° 25" ) 62°7
f) 20° 30’ 30”7 g) 54° 3 48”7  h) 78° 52 337 i) 0° 5 137 k) 18° 0 43”1

9. Rechne folgende Winkelangaben in Grad, Minuten und Sekunden um:

a) 27,1° b) 14,9° ¢) 28,5° d) 34,12° e) 50,08°

f) 68,47° g) 73,57 h) 7,93° i) 40,28° k) 12,11°1
10, Suche die Werte der Sinus- und der Kosinusfunktion fiir die folgenden Winkel auf:

a) 22,75° b) 68,24° Ye) 34,77° d) 79,67° e) 57,18°

f) 87,87° g) 15,21° h) 45,86° i) 60,31° K) 5,02

1) 78,43° m) 89,07° n) 13° 40/ 0) 41° 24/ p) 4° 29’ 58”

q) 30° 42 337 1) 52° 4/ 177 §) 80° 20/ 417 ) 44° 42/ 40"  u) 5° 44/ 20”1
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11. Suche die Werte der Tangens- und der K

1) 40,05° b) 23,75°
1) 57,21° g) 68,23°
) 4,16° m) 79,99°

“q) 7° 22 17"

))\3" 45 15"

funktion fiir die folgenden Winkel auf:
) 77,88° a) 3,94 ¢) 17,65°
h) 84,31° i) 25,33° k) 32,07°
m) 22° 30/ 0) 57° 44/ D) 44° 50’ 40”

's) 34° 58’ T/

t) 71° 34’ 26”  u) 11° 18" 251

12. Berechne im Bereich 89,00° < z < 89,10° die Werte der Tangensfunktion fiir Hundertstel-
grad durch lineare Interpolation (Tafel 9)! — Vergleiche die Ergebnisse mit den Werten
der Tangensfunktion in der untenstehenden Tabelle! Diese sind einer genaueren Tafel ent-
nommen. — Bilde die Differenzen zwischen den interpolierten und den in der Tabelle stehenden
Funktionswerten! Beurteile die Moglichkeit, bei der Tangensfunktion linear zu interpolieren!
Beachte auch die Ausfiihrungen in Schiilkes Tafeln, S. 2!

£ ‘ 89,00° ,01° ,02° ,03° ,04° ,05° ,06° ,07° ,08° ,09° ,10°

tg \ 57,29 57,87 58,46 59,06 59,68 60,31 60,95 61,60 62,27 62,96 63,66
18. Suche die folgenden Funktionswerte auf:

a) tg 87,88° b) tg 89,05° ¢) ctg 1,33° d) ctg 2,87° e) ctg 0,92°1

An Stelle der Einteilung des rechten Winkels in 90 Teile (Altgrad) wird auch die in 100 Teile
(Neugrad) gebraucht. 1 Neugrad (1) ist also der 100. Teil des rechten Winkels.

Zur Umrechnung dienen die folgenden Beziehungen:

Neugrad in Altgrad
1008 = 90°
9\e
g=|—
1e=(5)
9 ©
ng= 0 n
Beispiele:

34,268 = 0,9 - 34,26° ~ 30,83°
14, Verwandle in Altgrad:
a) 738 b) 908 ¢) 168 d) 24,5¢

16. Verwandle in Neugrad:
a) 60° b) 88° ¢) 12° d) 47,5°

Altgrad in Neugrad

90° = 1008
10\g

© —[(—

¥ ‘<9>
10

0 ——.g8

a 9 a

10
86,58° = 9" 86,588 = 96,208

€) 28,7¢ 1) 37,88 g) 04,13¢ h) 49,982 i) 56,758!

€) 26,6° ) 84,3° g) 72,15° h) 58,48° i) 33,04°1

16. Suche die Werte der vier trigonometrischen Funktionen der folgenden Winkel auf:

a) 358 b) 948 ¢) 5,58

d) 38,42¢e!

Benutze, soweit méglich, die Tafel 22!

IV. Aufsuchen des Winkels x mit Interpolieren

17. Schlage den Winkel « auf, dessen Sinus den Wert y hat!

a) y=0,6407 \) y=0,4711
€) y= 10,6070 f) y= 0,00807
i) y=0,2376 k) y= 10,5681

¢) y=0,8308
g) y=0,9713
N) y=0,7779

d) y=0,6300
h) y=0,0813
m) y= 0,0480
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18. Schlage den Winkel z auf, dessen Kosinus den Wert y hat!
8) y=0,1700 ‘\) —03473 ‘) y=09872  d) y—0,0037
€) y=0,0323 ) y=10,9999  g) y=0,2022 h) y= 10,8975
) y=03602 k) y=07350 1) y=10,4285  m) y=0,5087

Rechne die gefund Winkel in se imal geteilte Altgrad um!
19. Schlage den Winkel z auf, dessen Tangens den Wert y hat!
Va) y=0320 W) y=06425  ‘¢) y—= 1,022 d) y= 8,190
€) y= 10,7420 ) y=10,6000 g) y= 1,712 h) y= 25,00
i) y=0,00536 k) y= 2,000 ) y=0,5000 m) y= 1,610
20. Schlage den Winkel = auf, dessen Kotangens den Wert y hat!
Ma) y=0,2510 y=04758 ) y= 1321  d) y=1,085
€) y=0,9980 1) y=10,0020  g) y= 11,50 h) y= 4,932
) y=00280 k) y=0,6070 ) y= 1,006 m) y=0,5000
V. Die Logarithmen der tri, ischen Funkti
21, Suche die Logaritk der vier tri ischen Funktionen der in den Aufgaben 1, 3

und 8 bis 11 verzeichneten Winkel auf!

22, Schlage fiir die folgenden Winkel die Logarithmen der Sinus- und der Tangensfunktion auf:
a) 0,00° b)) 0,002°  ¢) 2,418° ) 4,935° €) 3,076° 1) 1,234°1

23, Suche fiir die folgenden Winkel die L ith der Kosinus- und der Kotangensfunktion auf:
a) 85,238°  b) 88,931°  c¢) 87,045°  d) 89,304° ) 86,753°  f) 89,165°1

24, Schlage in den entsprechenden Tafeln auf:

a) Igsin 19,5° b) lgsin 31,67° ¢) Igsin 17°42’ d) Igsin 93,58

e) Ig cos 73,92° f) Ig cos 37,57° g) lgcos 45°22/47” h) Ig cos 24,78

i) lgtg 21,28° k) Ig tg 50,68° 1) 1Igtg 87,55° m) Igtg 47° 33"
_n) Ig ctg 38,95° 0) Ig ctg 45,08° p) lgctg 2° 57 127 q) lg ctg 1,548!

25. Stelle die Funktionen 8) y=Igsinz; b) y=Igcosz; ¢) y=Igtgz; d) y=Ig ctgz
geometrisch dar!
Benutze dazu die Tafelwerte fiir x = 15°; 30°; 45°; 60°; 75°! — Beschreibe den Verlauf jeder
Funktion! Wie verlaufen die Funktionen in der Umgebung von 2= 0° und = 90°? Gib an,
fiir welche Winkel sich jede Funktion am stiirksten, fiir welche am schwiichsten éindert! Vergleiche
die Ergebnisse mit den Differenzen aufeinanderfolgender Logarithmen! — Untersuche die
Logarithmus-Tangens-Kurve und die Logarithmus-Kotangens-Kurve auf Symmetrie!

26. Welche Beziehungen bestehen zwischen
a)lgtgzundlgetg 2, b)Ilgsinz, lgcos z und lgtgz, ¢) Igsinz, Igcosz und Ig ctg 2?
Berechne mit Hilfe dieser Gleich in einigen selbstgewiihlten Beispielen den Funkti
wert des Logarithmus-Tangens und L ith -K g aus den Funkti ten fiir
Logarithmus-Sinus und Logarithmus-Kosinus! — Gibt es eine entsprechende Beziehung auch
zwischen Ig sin = und Ig cos z?

27. Schlage den Winkel z auf, dessen Logarithmus-Sinus den Wert y hat!
2) y=06093—1  b) y=03775—1 € y=05MT—1  d) y=00135—1
€) y=09438—1 1) y=0.1437—1 g) y=07963—1  h) y=0.8101—1
i) y=04783—1 k) y—0.8583—1 ) y=07460—2 m) y—0.4920—3
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28, Schlage den Winkel z auf, dessen Logarithmus-Kosinus den Wert y hat!

a) y = 0.5341 —1 b) y =0.7230 — 1 ¢) y = 0.9802—1 d) y =0.2700— 1

€) y = 0.9900—1 f) y=0.2356—1 B y=06400—1  h) y—0.9995—1

i) y=06000—1 k) y=04840—1 ) y=0821—2 m)y=04459—2

Rechne die gefundenen Winkel in die sexagesimale Teilung um!

29, Schlage den Winkel = auf, dessen Logarithmus-Tangens den Wert y hat!

a) y = 0.1387 b) y = 0.8003 ¢) y=06486—1  d) y=1.0044

€) y=0.8345—1 1) y=01479—1 g) y = 0.1599 h) y = 0.6490—1

1) y—08036—1 k) y=10200 ) y=02833—3 m) y=0.8960—2
80. Schlage den Winkel z auf, dessen Logarithmus-Kotangens den Wert y hat!

a) y = 0.9848 —1 b) y = 06120 —1 ¢) y = 0.2509 d) y = 0.3688

€) y = 0.1888 f) y = 0.9800 g) y = 0.2880 h) y = 0.6971—1

i) y = 1.6250 k) y = 0.1064 — 1 ) y=03090—2 m) y=0.8203—2

Rechne die gefundenen Winkel in Neugrad um!

b) Anwendungen aus der Geometrie
81. In einem rechtwinkligen Dreieck (Abb. 20) sind gegeben
a) die beiden Katheten: a=12,7¢cm und b=4,9cm;
a=54,8m und b= T74,54m;

b) eine Kathete und die Hypotenuse: @a=420m  und c= 645 m;
b=14,54cm und c¢= 29,08 cm;

¢) die Hypotenuse und ein Winkel: ¢c=120m und a=35,60°;
¢= 10,50 cm und f = 40,30°;
d) eine Kathete und der ihr gegeniiberliegende Winkel: a= 63 mm und o= 40,30°;
b= 80,70 m und = 62,30°.
Berechne die iibrigen Stiicke und den Flicheninhalt des recht-
winkligen Dreiecks!

8% Inecinemrechtwinkligen Dreieck (Abb. 20) sind gegeben
2 c =18,50m, p=4,20m; b) ¢ =18,50m, k= 4,30m;
¢) hy=g=3,5cm; d) h,=22,42m, b =25,30m;
€) p =18,18m, g¢—3,88m.

Berechne die Seiten, die Winkel und den Flicheninhalt des

rechtwinkligen Dreiecks! Konstruiere das rechtwinklige Dreieck
aus den gegebenen Stiicken!

36, In einem gleichschenkligen Dreieck (Abb. 21) sind gegeben
# c=125m, h,=8m; b)a=370m, c=250m;
€) ¢ =19,64cm, y=55,40°; d) c=7592dm, a=52,62°;
) h,=4,786m, y= 32,10°.

Berechne die Seiten, die Winkel und den Flicheninhalt des

gleichschenkligen Dreiecks! Konstruiere das Dreieck aus den
gegebenen Stiicken!




Das Rechnen mit den trigonometrischen Funktionen 25

84. Ein Rechteck wird durch eine Diagonale in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt.

a) Berechne im Rechteck mit den Seiten a= 5,5m und b= 4,2 m die Winkel, welche die
Diagonalen mit den Rechteckseiten bilden, und den von beiden Diagonalen eingeschlossenen
Winkel!

b) Von einem Rechteck ist die Diagonale e= 6,56 m und der von beiden Diagonalen ein-
geschlossene Winkel &= 55° gegeben. Wie groB sind die Seiten des Rechtecks?

85. Ein Rhombus wird durch die beiden Diagonalen in vier rechtwinklige Dreiecke zerlegt.
Von einem Rhombus sind die Seite a = 12,5 cm und der Winkel & = 45° gegeben. Berechne
die beiden Diagonalen des Rhombus und seinen Flicheninhalt!

86. Das Bestimmungsdreieck eines regelmaBigen n-Ecks ist ein gleichschenkliges Dreieck

4R

mit dem Winkel y = e der Spitze.

a) Einem Kreis vom Radius 7= 1 dm ist ein regelmiBiges n-Eck einbeschrieben. Wie groB
sind seine Seite s,, sein Umfang u, und seine Fliche f, fir n=3; 4; 5; 6; T; 8; 9; 107

b) Die Seite eines regelmiBigen n-Ecks sei s,= 27 cm. Bestimme die Radien des ein-
beschriebenen und des umbeschriebenen Kreises fiir n=3; 4; 5; ...; 10!

¢) Einem Kreis vom Radius 7= 1dm ist ein regelmiiBiges n-Eck umbeschrieben. Wie gro
sind seine Seite S, sein Umfang U, und seine Fliche F,, fiir n=3; 4; 5; ...; 10?

d) Stelle in einem rechtwinkligen Achsenl mit der Ind hse n als Abszi hse die
GroBen s, und 8, u, und Uy, f, und F, aus Aufgabe a) und c) in Abhiingigkeit von n
geometrisch dar!

87. a) Berechne die zu einem beliebigen Zentriwinkel o« gehorige
Sehne s, den zugehérigen Kreisbogen b und die Pfeilhohe A
(Abstand der Bogenmitte von der Sehne) eines Einheits-
kreises (r= 1, Abb. 22) als Funktionen des Zentriwinkels
und stelle diese Funktionen geometrisch dar!

b) Wie lauten die analytischen Darstellungen fiir die Funk-
tionen s («); b(x) und k(x) in einem Kreis mit dem
Radius r? .

¢) Wie kann man die in technischen Tabellenbiichern ent-
haltenen Tafeln fiir die Werte s, b und % der Aufgabe a) Abb. 22
berechnen?

5

88. Die Fliche eines Kreissegments iiber der Sehne s, das von dem K_reisbogen;begrenzt wird,
berechnet man als Diff aus dem Kreissektor zum Bogen % und dem gleichschenkligen
Dreieck iiber der Sehne s als Basis, dessen Spitze im Kreismittelpunkt liegt.

a) Wie groB ist die Fliche des Kreissegments zum Zentriwinkel o = 54° in einem Kreis mit
dem Radius r=1m?

b) Berechne die Pfeilhohe & des Segments in Aufgabe a)!

©) Von einem Segment sind die Sehne s = 5,40 m (Spannweite s) und die Pfeilhohe k= 0,50 m

(B hohe k) gegelb B hne die Fliche des Krei ts und den zugehori; Zentri-
winkel!
d) Stelle 1. den Sektor zum Bogen)a eines Einheitskreises,
2. den Flicheninhalt des gleichschenkligen Dreiecks iiber der Sehne s als Basis, dessen

Spitze im Mittelpunkt des Einheitskreises liegt,
3. das Kreissegment iiber der Sehne s, das von dem Kreisbogen b begrenzt wird,
als Funktionen des Zentriwinkels o analytisch und geometrisch dar!
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¢) Anwendungen aus der Physik
%
89. Am #uberen Ende eines Tragarms mit Zugstange hiingt eine
Last Q= 400 kp (Abb. 23).
a) Bestimme geometrisch in maBstéblicher Zeichnung GroBe und
Richtung der auf den Tragarm und auf die Zugstange wirken- m
den Teilkriifte fiir die Neigungswinkel o = 30°; 45°; 60° der
Zugstange gegen den Tragarm!
b) Berechne trigonometrisch die GréBe der Teilkrafte fiir die
angegebenen Neigungswinkel! Q=400kp

40. Am Ende eines Tragarmes mit Stiitze hingt eine Last von Abb. 23

400 kp (Abb. 24),

8) Bestimme geometrisch in maBstablicher Zeichnung GréBe und
Richtung der auf den Tragarm und auf die Stiitze wirkenden
Teilkrifte fiir die Neigungswinkel o = 30°; 45°; 60° der Stiitze
gegen den Tragarm!

b) Berechne die GroBe der Teilkrifte fiir die angegebenen

Neigungswinkel !
Abb, 24
41. Eine Kiste von 96 kp Gewicht soll auf einer unter 25° gegen
die Hori lebene i Hol pe hochgezogen werden.
a) Besti: tri isch und g isch die Abhiingigkeit des Hangabtriebs H und des
Normaldrucks N vom Neigungswinkel o der Rampe!
b) Berechne unter Beriicksichtigung der Gleitreibung die GroBe der erforderlichen Zugkraft!

Die Reibungszahl fiir Holz auf Holz ist im Mittel = 0,18.

¢€) Berechne den Neigungswinkel o der Rampe, bei welchem der Hangabtrieb H gleich der
Reibung R wird (Reibungswinkel g)!

d) Zeige, daB der Tangens des Reibungswinkels o gleich der Reibungszahl y ist!

Das Reflexionsgesetz

42. Zwei Beobachter peilen von einem Schiff aus das Leuchtf eines Leuch ms an.
Der eine Beobachter sicht das Leuchtfeuer unter dem Hohenwinkel o=3,81°. Aus dem
hen Jahrbuch i er die Hohe des Leuchtfeuers zu & = 86 m iiber Normalnull.
Der andere beobachtet unabhingig davon das Leuchtfeuer gleichfalls unter dem Héhenwinkel
= 3,81° und das Spiegelbild des Leuchtfeuers im Wasser unter dem Tiefenwinkel B=4,58°
Beide Beobachter berechnen die Entfernung des Schiffes vom Leuchtturm.
Die A hohe beider Beobachter iiber dem M piegel betriigt 8 m.

48. Der Lichtzeiger eines Spiegelgaly: e steht bei stroml Instrument senkrecht auf
der Ebene einer 1 m vom Spiegel entfernten, in Zentimeter geteilten Skala von 2m Gesamt-
linge.

a) Einem Strom von 1 - 10~ ¢4 entspricht ein Ausschlag von 8 em auf der Skala. Um welchen

Winkel hat sich 1. der Lichtzeiger; 2. der Gal iegel gedreht?
b) Bestimme die Zei hlige auf der Skala fiir 2- 107 94; 3- 107 64; ... und eiche die
Skala in Ampere unter der Vor g, daB die Winkel hlige des Drehspiegels der

Stromstiirke proportional sind !

€) Wie groB sind die den Stromstiirken entsprechenden Ausschlige, wenn die Skala d=2m
vom Spiegel entfernt ist?
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Lichtbrechung

Fallen Lichtstrahlen unter dem Winkel & aus Luft in ein optisch dichteres Mittel ein, so werden
sie von ihrer urspriinglichen Richtung zum Einfallslot hin derart gebrochen, dal das Verhéltnis
des Sinus des Einfallswinkels & zum Sinus des Brechungswinkels f gleich der Brechungszahl n
des optischen Mittels gegeniiber Luft ist.

. sine
sinff e
Bei umgekehrtem Strahlengang ist die Brechungszahl n’ = %

44, Fin Lichtstrahl fillt unter dem Einfallswinkel « = 15°; 30°; 45°; 60°; 75°; 90° aus Luft in
Wasser. Die Brechungszahl fiir den Ubergang von Luft in Wasser ist n = g‘
a) Berechne die zugehérigen Brechungswinkel g
b) Stelle die einander zugeordneten Werte von Einfalls- und Brechungswinkel in einer Tafel
zusammen !
45. Beim Durchgang durch eine planparallele Platte wird ein Lichtstrahl parallel verschoben.
a) Wie groB ist die Parallelverschiebung, die ein Lichtstrahl durch eine planparallele Glasplatte
von d= 10 cm Dicke bei einem Einfallswinkel o = 60° erfiihrt, (n = 3)?
b) Bestimme den Gang des Lichtstrahls geometrisch!
©) Stelle die Verschiebung des Lichtstrahls als Funktion des Einfallswinkels o geometrisch dart
46. Auf ein Glasprisma, (Brechungszahl n = %), dessen brechende Flichen einen Winkel &= 60°
bilden, fillt ein Lichtstrahl unter dem Einfallswinkel «, = 45° ein (Abb. 25).
2) Bestimme geometrisch den Gang des Lichtstrahls!
b) Bestimme trigonometrisch die Gesamt-
ablenkung & des Lichtstrahls!

47. Unter dem Grenzwinkel der totalen
Reflexion versteht man denjenigen spitzen
Einfallswinkel im optisch dichteren Mittel,
fiir den der Brechungswinkel im optisch
diinneren Mittel 90° wird. Wie groB ist der
Grenzwinkel der totalen Reflexion fiir den
Ubergang von
a) Wasser in Luft (n’' = s
b) Glas in Luft (o' =%)?

Brechungsgesetz:

Abb. 25

d) Anwendungen aus der Technik

18, Wie groB ist in dem Gewindeprofil des metrischen Gewindes
DIN 13 der Flankenwinkel o, wenn ¢ = 0,8660 % ist (Abb. 26)?

49. Die Achsen zweier Kegelriider stehen aufeinander senkrecht
(Abb. 27). Thre groBen Durchmesser sind D)= 150 mm
(900 mm) und D, =120 mm\QB mm), Die Linge der inein-
andergreifenden Zihne ist s = 30 mm (150 mm).

a) Welche Neigungswinkel o und B bilden die Mantellinien
der beiden Kegelstiimpfe mit ihren Grundflichen?

b)) Wie groB sind die kleinen Durchmesser d; und dy der beiden
Kegelrider?

€) Wie hoch sind die beiden Kegelrader?

d) Stelle die Kegelrider in einer maBstiblichen Zeichnung
dar und lose die Aufgabe geometrisch! Abb, 27. Kegelriider (schematisch)
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50, Kegelzapfen (konische Zapfen oder

3

-
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..Kegel”, technische Bezeich-
nungen fir den Kegelstumpf)
kénnen auf einer Drehmaschine
durch Schriigstellen des Oberteils
am  verschiebbaren ~Werkzeug-
schlitten — durch Schriigstellen
des sogenannten Lingssupports
der Drehmaschine — hergestellt
werden (Abb. 28; zur Verein- Ahb. 28
fachung wurde der Antrieb weg-
gelassen, ebenso in Abb. 29).

In der Technik beim Kegeldrehen (eigentlich Kegelstum pfdrchen) gebriuchliche Bezeich-
nungen sind:

grofler Kegeldurch Dj; kleiner Kegeldurch d; Kegellinge ! (simtlich in mm);
Kegelwi mkelm Drehwinkel des Supports =B

Kegel ; = Df— (Kegel 1:z bedeutet: Auf dxle Lunge_:: [mm] verjiingt sich der Kegel
im Durchmesser uml [mm]); Neigung des Kegels;— 57

a) Berechne den Einstellwinkel am Werkzeugschlitten der Drehmaschine, wenn der Kegel-
winkel « betragen soll!

h) Wie gro muf der Einstellwinkel am Werkzeugschlitten sein, wenn 1) = 80 mm (30 mm;
100 mm), d = 60 mm (20 mm; 60 mm) und /= 100 mm (120 mm; 90 mm) werden soll?

g Wie grol muB man den kieinen Durchmesser d eines /= 45 mm langen konischen Zapfens
wiihlen, wenn D= 25 mm und die Neigung des Zapfens !‘, = J} betragen soll?

Kegel kénnen auf Drehmaschinen
auch durch seitliches Verstellen der Kornerspitze des Spindelstockes
Kornerspitze des Reitstocks um ein
Stiick s hergestellt werden (Abb.29).

Kﬁr/(er:pirze des Reitstockes:

a) Wie groB wird der Kegel 1— wenn T
die Reitstockspitze der Dreh-
maschine um s mm verschoben
wird?

b) Driicke die Verschiebung s der Rei kspitze als Funktion des Kegelwinkels o aus
(vgl. Abb. 29)!

Abb. 29

¢) Wie liBt sich die Verjiingung —dcs Kegelzapfens als Funktion des Kegelwinkels ¢ dar-
stellen?

d) Es soll ein Kegel mit den MaBen D = 65 mm, [ = 245 mm und ‘ = 1 o gedreht werden. Wie
groB werden d und «? Um welches Stiick s mull die K&rnersp)tze des Reitstocks auf
der Drehmaschine seitlich verstellt werden?

2. Kugellager. Um einen Kreiszylinder vom Durchmesser D= 50 mm sollen n = 20 Kugeln

so angeordnet werden, daB sie sich gegenseitig beriihren.

a) Wie groB muB der Kugeldurchmesser gewiihlt werden, wenn die Kugeln den Kreiszylinder
von auflen beriihren sollen? .

b) Wie groB mub der Kugeldurchmesser gewéihlt werden, wenn die Kugeln einen Hohlzylinder
vom Durchmesser d von innen beriihren sollen?

¢€) Berechne den Durchmesser der Kugeln, wenn der Abstand zweier aufeinanderfolgender
Kugeln im Kugelkifig « = 5 mm betragen soll!

d) Stelle die einzelnen Kugellager in maBstiiblichen Schnittzeichnungen dar!
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53. Ein Riementrieb besteht aus zwei Riemenscheiben
mit den Durchmessern D= 50 cm und d = 20 cm
bei einem Abstand a = 350 cm zwischen treibender
und getriebener Welle (Abb. 30).

X) Berechne die Linge des Treibriemens bei offenem
Riemen!

b) Welche Niiherungsformel kann man fiir die Treib-
riemenlinge angeben, wenn die Neigung des Treib-
riemens gegen die Verbindungslinie der beiden
Wellen so klein ist, daB die zum Winkel « ge-
hérende Bogenlinge durch seinen Sinuswert und
cos o durch 1 ersetzt werden kann?

¢) Vergleiche die nach a) und b) berechneten
Riemenlingen miteinander!

54. a) Berechne die Riemenliinge nach den Angaben in

Aufgabe 53 fiir gekreuzten Riemen (Abb. 31)!

b) Wie lautet die Nitherungsformel fiir gekreuzten
Riemen?

¢) Zeige, dafi sich nach der unter a) abgeleiteten
Formel die Riemenlinge gekreuzter Treibriemen

bei A ‘hsl der Ri heiben nicht  Abb.31. Riementrieb mit gekreuztem Riemen
#ndert, wenn der Abstand a zwischen treibender
und getriebener Welle und die Summe der Durch der Ri heib D+ d,

(Summe der Radien der Riemenscheiben, R+ r), unveriindert bleiben!

55. Eine Schraube ist selbsthemmend, wenn die parallel zur schiefen Ebene wirkende Reibungs-
kraft R gleich oder grofler als der Hangabtrieb H ist.

Wie hoch darf die Ganghohe A einer Stahlschraube von D= 52 mm Durchmesser im Hochst-

fall sein, damit die Schraube selbsthemmend ist? Der Reibungswinkel von Stahl auf Stahl (bei

Olfettung) ist o = 8,50°.

56. Ein zylinderformiger liegender Dampfkessel ist 1800 mm lang und besitzt einen lichten Durch-
messer D = 1500 mm. Der Kessel ist als Binflammrohrkessel mit glattem Flammrohr von
700 mm Durchmesser ausgefithrt. Die Wasserstandslinie des Kessels liegt bei 1000 mm.

2) Zeichne einen Querschnitt des Kessels und trage die Wasserstandslinie ein!

b) Driicke fiir den gezeick Q hnitt die Sehnenli die B linge und die Fliche
des Kreissegments als Funktionen des Zentriwinkels aus, welcher einer Wasserstandshéhe &
in diesem Querschnitt zugeordnet ist, und stelle die Funktionen geometrisch dar!

¢) Driicke die Verdampfungsfliche des Kessels (m?) als Funktion des Zentriwinkels aus und
stelle die Funktion geometrisch dar!

d) Berechne fiir die angegeb Zahl te die Verd f fliche (m?) und den Wasser-
inhalt des Dampfkessels (m?)!

€) Berechne fiir die Wasserstandshhen 1000 mm; 1100 mm; 1200 mm; 1300 mm; 1400 mm
die zugehorigen Verdampf fliichen (m?) und W inhalte (m®) und stelle diese als Funk-

dshih

tionen der W g isch dar!

e) Anwendungen aus verschiedenen Gebieten

57. Unter welchem Winkel steigt eine geradlinige Strafe gleichmiBig 810m
an, wenn zwei MeBpunkte 4 und B auf jhr um 810m von-
einander entfernt liegen (in der StraBenmitte gemessen) und 4

einen Hohenunterschied von 40,80 m gegeneinander aufweisen?
Zeichne einen maBstiblichen Gelindeschnitt durch die Strafen-
mitte und lose die Aufgabe auch trigonometrisch (vgl. Abb. 32)! Abb. 32

3

40,8m N>
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58. Ein 23 m hoher Gi einer Hoch leitung wirft in der Horizontalebene einen
16,76 m langen Schatten. Unter welchem Winkel fallen im Zeitpunkt der Beobachtung die
Sonnenstrahlen ein?

Lose die Aufgabe a) trij trisch, b) isch durch eine maBstibliche Zeichnung!

59. 9) Berechne den Radius des Breitenkreises, auf welchem der Schulort liegt!

b) Welche (lineare) Bahngeschwindigkeit besitzt der’ Schulort infolge der Erdumdrehung?

¢) Wie grof ist die Entfernung zwischen dem Schulort und einem auf demselben Breitenkreis
liegenden Ort, dessen Meridian sich von dem des Schulorts um 1° unterscheidet?

d) Lose die Aufgabe &) auch geometrisch durch eine maBstibliche Zeichnung!
Die Erde ist niherungsweise als Kugel anzusehen; R= 6370 km.

60. Welche Breitenausdehnung besitzt ein Korper, der einem Beobachter in der Entfernung d unter
dem Sehwinkel 1° erscheint?
8)d=1m; B) d=10m; ¢ d=100m; d) d=1km; €) d=10km.

61. Die Entfernung Sonne—Erde betrigt im Mittel 149 - 10° km; die Entfernung Erde—Mond
384 - 10° km. Der scheinbare Durchmesser der Sonne ist rund 32/, der des Mondes rund 31’.
Berechne den wahren Durchmesser der Sonne und des Mondes!

62. Unter der Horizontalparallaxe eines Gestirns versteht man den Sehwinkel, unter welchem
der Erdradius einem Beobachter vom Gestirn aus erschei wiirde. Berechne die Hori 1-
parallaxe des Mondes unter Benutzung der in Aufgabe 61 gegebenen Entfernungen (Erd-
radius R = 6370 km)!

63. Ein elektrischer Leitungsmast wirft bei einer Sonnenhéhe von 52,7° in der Horizontalebene
einen 16,76 m langen Schatten.

a) Wie groB ist die Hohe des Leitungsmastes iiber der Erde?
b) Lése die Aufgabe auch geometrisch!

64. Um die Hohe einer Wolkendecke zu bestimmen, wird diese von dem Scheinwerfer einer meteoro-
logischen Station lotrecht angestrahlt, so daB die Spitze des Lichtkegels an der Wolkendecke
einen scharf begrenzten Lichtfleck erzeugt. Der Llchtﬂeck wird durch da,s Fernrohr eines in

300 m horizontaler Entfernung vom Scheinwerfer Th gepeilt und am
Hohenkreis des Theodoliten ein Hohenwmkel o= "0, 4" abgelesen. Wie hoch ist die Wolken-
decke? Lise die Aufgabe a) trig i b) g isch!

65. Von einem Standpunkt P aus sicht man einen Turm unter dem Sehwinkel o= 29,82°. Der
Standpunkt P ist horizontal um d = 240 m vom Turm entfernt und liegt um A= 19,40 m
hoher als der FuB des Turmes. Wie hoch ist der Turm?

Lése die Aufgabe a) tri isch, b) g isch!

66. Bestimme im Mittel die Miichtigkeit eines Kohlenflozes aus der durchbohrten Teufe ¢ = 10,50 m
und dem sogenannten Einfalls-
winkel = 63,4° (Abb. 33)!

67. In einem Braunkohlentagebau
soll der Hohenunterschied zwi-
schen dem ersten und dem
zweiten Planum!) bestimmt
werden (Abb.34). Gemessen
wurde der Neigungswinkel
p=48°, die flache Linge des
Flozes betrigt = 25,70 m. Abb. 33 Abb. 34

1) Plan;lm (lat.), das, kiinstlich hergestellte ebene Fliche, auch im Bauwesen.
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II. Die trigonometrischen Funktionen beliebiger Winkel

5. Erweiterung des Erklidrungsbereiches

a) Erklirung der trigonometrischen Funktionen durch
die Koordinaten eines Kreispunktes P (u; v)

Die Erklirungen der trigonometrischen Funktionen
am rechtwinkligen Dreieck gelten nur fiir spitze
Winkel. Fiir stumpfe und iiberstumpfe Winkel sind
die Funktionen sin z, cos «, tg « und ctg x zuniichst
nicht erkliart. Es bedarf besonderer Festsetzungen, was
unter diesen Funktionen fiir Winkel zwischen 90° und
360° verstanden werden soll. Die Beziehungen, die fiir
Winkel im 1. Quadranten eines Kreises abgeleitet
wurden, sind brauchbar, um die trigonometrischen
Funktionen der Winkel in allen Quadranten zu
erkliren.

Erklirung 5: Unter dem Sinus eines Winkels @
zwischen 0° und 360° versteht man das Ver-
hiiltnis der Ordinate v des auf der Peripherie
laufenden Punktes P zum Radius r des Kreises
um O (Abb. 35).

sinm=§, (0° < = < 360°).

Erklirung 6: Unter dem Kosinus eines Win-
kels & zwischen 0° und 360° versteht man das
Verhiiltnis der Abszisse u des auf der Peri-
pherie laufenden Punktes P zum Radius r des
Kreises um O (Abb. 36).

cosm:%, (0°< z < 360°%).

Erklirung 7: Unter dem Tangens eines Win-
kels & zwischen 0° und 360°, ausgenommen die
Werte @ =90° und a=270°, versteht man
das Verhiltnis der Ordinate » zur Ab-
szisse w des auf der Peripherie laufenden
Punktes P (Abb. 37a,b).

tgr =", (0°<a<360% x4 90° z 270°).

u

Warum sind die Winkel @ = 90° und z = 270° aus-
genommen ?

B,
s

Abb. 35

Abb. 37a
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Erklirung 8: Unter dem Kotangens eines Winkels 2 zwischen 0° und
360°, ausgenommen die Werte & = 0°, = 180° und 2 = 360°, versteht man
das Verhiltnis der Abszisse w zur Ordinate » des auf der Peri-

pherie laufenden Punktes P (Abb. 38 a, b).

ctge =2
gL =""»

genommen ?

Der Radius r hat als absolute GréBe kein Vorzeichen,
aber » und v nehmen je nach dem Quadranten das
positive oder negative Vorzeichen an. Die Vorzeichen
von % und v bestimmen damit das Vorzeichen der
Funktion fiir die Winkel dieses Quadranten. In der
untenstehenden Tafel sind die Vorzeichen der trigono-
metrischen Funktionen in den einzelnen Quadranten
zusammengestellt. — Leite die Vorzeichen aus den

(0° < x< 360°, z = 180°).
Warum sind die Winkel 0°, 180° und 360° aus-

Erklirungen der trigonometrischen Funktionen ab!

Vorzeichen der trigonometrischen Funktionen

| = | m IL | IV. Quadrant
sin ‘ + 2R = —
cos = = == +
tg + — =+ ==
ctg o+ + =

Die Erklirungen 5 bis 8 erweitern die Begriffe der
trigonometrischen Funktionen auf beliebige Winkel-

werte « unter 360°.

Abb. 38b

b) Veranschaulichung der trigonometrischen Funktionen am Einheitskreis
Im Einheitskreis (r= 1) stellt die Ordinate des laufenden Punktes P den Sinus,

die Abszisse den Kosinus des Winkels @ dar (Abb. 39).

Tangens und Kotangens veranschaulicht man am Einheitskreis als Abschnitte
auf den Tangenten in A4 bzw. B (Abb.40a und b). Liegt der Winkel z im

Abb. 39

Abb. 40a

tgx

N

Abb. 40b
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II. oder ITI. Quadranten, so schneidet der bewegliche
Schenkel des Winkels « die Tangente in 4 nicht. Der
den Tangens des Winkels z darstellende Abschnitt
wird in diesem Fall von der Verlingerung des be-
weglichen Schenkels iiber den Scheitel O hinaus
gebildet (Abb. 41). Dasselbe gilt fiir den Kotangens
im III. und 1V. Quadranten in bezug auf die Tangente
in B (Abb. 42).

Welche Funktionswerte besitzen die trigonometrischen
Funktionen fiir die Winkel = 0°; 90°; 180°; 270°
und 360°? Fiir welche dieser Winkel ist ein Funktions-
wert der Tangens- und Kotangensfunktion nicht
vorhanden ?

¢) Beziehungen zwischen Funktionen von Winkeln
verschiedener Quadranten (Quadrantenheziehungen)

Es sei @ ein spitzer Winkel. Dann liegen die Winkel
(90° 4-x) bzw. (180°—=2) im IIL., (180°+ z) bzw.
(270°—=2) im III. und (270°+4=z) bzw. (360° — x)
im IV. Quadranten. Zwischen den Winkelfunktionen,
die zu Winkeln in hoheren Quadranten gehéren, und
den Winkelfunktionen des entsprechenden Winkels im
ersten Quadranten gelten die folgenden Beziehungen:

33

tgx

Abb. 41

v
B ctgx

Abb. 42

IL Quadrant sin (90°+4x) = cos,
cos (90°+x) = —sinx,
sin (180° =) = sinx,
cos (180° — ) = — cos x,

III. Quadrant

IV. Quadrant

sin (180° 4+ x) = — sinwx,
cos (180° 4 x) = — cos x,

sin (270° — x) = — cos x,
eos (270° — x) = — sinx,
sin (270° + x) = — cos @,
eos (270° +x) = sinax,

sin (360° — x) = — sinax,
c0s (360° —x) = coswx,

tg (90° 4+ x) = — etgex,
etg (90° +x) = — tgax;
tg(180° —x) = — tgax,
ctg (180° — x) = — ctgx;

tg (180° + x) = tga,
etg (180° + x) = etgx;
tg (270° —x) = etgex,
etg (270° — x) = tgx;

tg (270° + x) = — etg x,
etg (270° + x) = — tga;
tg (360° —x) = — tga,
etg (360° — x) = — etg x.

(6)

(M

(8)

Beweise die Formeln geometrisch am Einheitskreis! Spiegele dazu den Win-
kel z des I. Quadranten der Reihe nach an der »-Achse, am Koordinaten-
ursprung O und an der u-Achse! Fiihre diese geometrischen Transformationen
durch Umklappen um die »- oder u-Achse bzw. durch Drehen um O prak-

tisch durch!

Die Beziehungen (6) bis (8) fiihren die trigonometrischen Funktionen im II. bis
IV. Quadranten auf die entsprechenden Funktionen im I. Quadranten zuriick.

3 [00916-5]
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Beispiel fiir die Anwendung:

Es sei 180° < << 270°.
Man setzt z=180°+=, (0°< z< 90°; fiir Z sprich: « quer).
Dann ist sin = sin (180° 4 Z) = —sin 7;

cos = cos (180° + x) = — cos ;

tgr= tg (180°+2)= +tg z;
ctg v = ctg (180° 4 z)= +ctg x.
Bei gegebener Funktion eines Winkels  und bekanntem Funktionswert findet
man fiir den Winkel z stets zwei Losungen.

Beispiel: tg x= 4 0,8391.
Der Winkel « liegt im I. oder ITI. Quadranten.
Es ist Z, = 40° und z, = 220°.

d) Die trigonometrischen Funktionen negativer Winkel

Legt man auf dem Radius OP = r des Kreises um den Koordinatenanfangs-
punkt O als Richtung die von O nach P fest, so entsteht die gerichtete Strecke

(—)—15, diemanalsRadiusvektor v bezeichnet (Abb. 43). Die Richtung des Radius-
vektors t ist durch den Richtungswinkel x bestimmt, seine Linge durch die
Strecke OP.

Wenn sich der Radiusvektor um seinen Anfangs-
punkt O dreht, so kann diese Drehung — je nach
der Drehrichtung — im positiven oder im negativen
Drehsinn erfolgen. Eine Drehung im positiven Sinne
erfolgt gegen die Bewegung des Uhrzeigers (Gegen-
zeigerdrehung), eine Drehung im negativen Sinne 0 v
mit der Uhrzeigerbewegung (Zeigerdrehung).

v

Dreht sich der Radiusvektor im positiven Sinne, so
entstehen positive Winkel (z. B. -+ 120°), im anderen
Falle negative Winkel (z. B. —120°, Abb. 44).

Fiir Winkel zwischen 0° und 360° werden die trigono- Abb- 43
metrischen Funktionen durch die Erklirungen 5 bis 8 v
definiert. — Die trigonometrischen Funktionen nega- P
tiver Winkel lassen sich auf die entsprechenden Funk-
tionen positiver Winkel zuriickfiihren. Es ist 2\ 1200
sin (—x) = — sinx, tg(—x)=— tga, 0 \
cos(—x)= eosx, ectg(—x)=—ctgx. ©) J
= <120°

Beweise die Quadrantenbeziehungen (9) geometrisch

fiir spitze, stumpfe und iiberstumpfe negative Winkel P

am Einheitskreis! — Gelten die Formeln (1) bis (8) fiir

negative Winkel ? Abb. 44
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Funktionen f (), die ihren Wert nicht éindern, wenn die unabhiingige Verinder-
liche das Vorzeichen wechselt, heilen gerade Funktionen, Funktionen, die
dabei das Vorzeichen wechseln, dagegen ungerade Funktionen.

Gerade Funktionen: Ungerade Funktionen:
fl=a)=f(@). f=a)=—f(@).
Die Kosinusfunktion y = f (x) = cos z ist eine gerade Funktion, die Sinusfunktion
y= f (x) = sin  dagegen eine ungerade Funktion. Deute diese Funktionseigen-
schaft geometrisch! Welche Symmetrieverhiltnisse besitzt die Kosinuskurve
y= cos z zur y-Achse, welche die Sinuskurve y = sin  zum Nullpunkt (0; 0)?
Zu welcher Funktionsgruppe gehoren die Tangens- und die Kotangensfunktion %

e) Positive und negative Winkel mit Betriigen v
iiber 360°

Dreht sich der Radiusvektor v im positiven oder im
negativen Sinne, so werden nach einem vollen Umlauf
Winkel erzeugt, deren absoluter Betrag groBer als 360°
ist, nach zwei Umliufen Winkel, deren absoluter Betrag
groBer als 720° ist, usw. (Abb. 45a, b).

Winkel, die sich um ganzzahlige Vielfache von 360°
unterscheiden, heiBlen diquivalent.

Beispiel: Abh. 45a
-+0; —1020°; — 660°; — 300°; 60°; 420°; 780°; - - - ¥

Bezeichnet man den zwischen 0° und 360° liegenden
Winkel # als den Hauptwert, so lillt sich jeder be-

liebige Winkel durch die Gleichung darstellen \
z=Z + k- 360°, (?'\

wobei k eine (positive oder negative) ganze Zahl ist. ) o J U
Beispiel: Wenn o= —855° ist, so ist -855°
T = —855°— (— 3)- 360°
= 855°+ 3 - 360° = 225°. s

f) Die trigonometrischen Funktionen fiir Winkel mit Betriigen iiber 360°

Die Erkldrungen 5 bis 8 der trigonometrischen Funktionen dehnt man auch auf
Winkel z iiber 360° aus. Dreht sich der Radiusvektor von einer beliebigen Aus-
gangslage aus im Einheitskreis, so hat sein Endpunkt P nach einem, zwei,
drei usw. vollen Umliiufen dieselben rechtwinkligen Koordinaten wie in dieser
Ausgangslage. Daher haben die trigonometrischen Funktionen in den Inter-
vallen?) 360°---720°;720°---1080° usw. dieselben Werte wie im Intervall 0°- .. 360°.
Entsprechendes gilt fiir negative Winkel. Veranschauliche einige Zahlenbeispiele
durch geeignete Abbildungen!

1) intervallum (lat.) heiBt Zwischenraum, Teilbereich.
3'
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Die trigonometrischen Funktionen eines beliebigen Winkels z lassen sich auf die-
selbe Funktion des Hauptwertes & des Winkels zuriickfithren. Es ist

sin 2= sin (x + k - 360°) = sin 7,

cos x= cos (¥ + k - 360°) = cos 7,

tge= tg @+ k-360°)= tgF,

ctg = ctg (T+ k - 360°) = ctg 7,
wobei % eine (positive oder negative) ganze Zahl ist. — Zeige, daB die Formeln (1)
bis (4) auf Seite 15 fiir beliebige Winkel gelten!
Bei gegebener Funktion f(x) (f= sin, cos, tg, ctg) und bekanntem Funktionswert
findet man fiir den Winkel  zuniichst die beiden Werte Z; und , zwischen 0°
und 360° und durch Addition bzw. Subtraktion der ganzzahligen Vielfachen von
360° die dquivalenten Werte. Zu der gegebenen Funktion f () erhilt man also
die Winkel

Zy+ k - 360° und Zy -+ k - 360°, (k= 0; 4 1; 4 2;...).

Beispiele fiir die Anwendung:
1. sin 3520° = sin (3520° — 9 - 360°) = sin 280° = — sin 80° = — 0,9848.
2. tg o= 2,565; F, = 68,7°, T, = 248,7°.
Allgemeine Losung: 68,7°4 k- 360° und 248,7°+k-360°, (k=0;+1; +2;--.),
oder
68,7°-H k- 180°, (K= 0; £ 1; 4+ 2;--.).

Aufgaben

I. Erweiterung des Erklirungsbereiches

1. Beweise, daB die Formeln (1) bis (4) auf Seite 15 auch fiir die erweiterten Erklirungen der
i trischen Funkti gelten!

2. In welchen Fillen sind beim praktischen Rechnen die von 90° bzw. 270° ausgehenden
Quadrantenbeziehungen der Formeln (6) bis (8) den von 180° und 360° ausgehenden vor-
iehen? B sie gegebenenfalls bei den spi Aufgaben!

gegf

3. An die Stelle der (geometrischen) Erweiterung des Gel bereichs der tri ischen
Funktionen nach den Erklirungen 5 bis 8 kann man die folgende (analytische) Begriffs-
erweiterung setzen:

Die Doppelwinkelformeln

. - i) 2tgz
22r=2s CEH S T v o
gin 2 x in x cos x gax 1—tgla
ctglz — 1

= cos? in2 ; =—7 =

cos 2 x = cos? x — sin? z; ctg2r= Sctga

sind unter der Bedingung 2 x < 90°, also z < 45° bewiesen (vgl. Aufgaben 17 und 18 auf Seite 17).
Nimmt man an, daB die vier Formeln auch fiir Winkel = zwischen 45° und 90° einen Sinn haben,
80 lassen sich die Werte der trigonometrischen Funktionen im II. Quadranten berechnen. Man
sagt, man habe die Funktionen, die zunichst nur im Intervall 0°...90° erklirt waren, in
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das Intervall 90°...180° analytisch fortgesetzt. Durch analytische Fortsetzung mit
Hilfe der Doppelwinkelformeln gewinnt man schlieBlich weiter den Bereich 180° « - « 360°.

a) Berechne mit den Doppelwinkelformeln, soweit moglich, die trigonometrischen Funk-
tionen der Winkel 120°; 180°; 150° und 100°!

Anleitung zum 3. Zahlenbeispiel: Berechne zuerst f (75°) aus f (15°) mit Hilfe der
Formeln (5) auf Seite 15 (vgl. Aufgabe 20 auf Seite 17)!

Werten die trij ischen Funkti

b) Berechne ebenso aus den unter a) gef:
der Winkel 240°; 300° und 200°!

¢) Beweise mit den Doppelwinkelformeln die Formeln (1) bis (4) fiir die durch analytische
!

For g g Bereich
II. Bezichung ischen Funkti von Winkeln verschiedener Quadranten (Quadranten-
beziehungen)
4. Bestimme
8) sin 135° b) sin 97° ¢) sin 113,5° ) sin 147,87° €) sin 173° 25
) cos 150° g) cos 101° h) cos 129,6° i) cos 177,13° k) cos 155° 37/
D tg 120° m) tg 91° n) tg 145,7° R) tg 154,41° ) tg  93° 50/
q) ctg 110° 1) ctg 96° §) ctg 164,8° t) ctg 135,23° u) ctg 152° 301
5. Welche Werte b die vier tri ischen Funktionen fiir die Winkel
a) 0° b) 90° ¢) 180° a) 270° €) 360°
1) 200° g) 194,5° h) 265,35° i) 298,46° k) 354,63°
1) 211,49° m) 315,32° n) 244,66° 0) 327,76° p) 300° 23 15”2

6. Suche, soweit moglich, die I;ognri',hmen der Betriige der trigonometrischen Funktionen aus
den Aufgaben 4 und 5 in der Tafel auf!

7. Bestimme die Winkel 2 zwischen 0° und 360° zu den folgenden Funktionswerten f (z)!

[ |®][o] & | o | b | 9
sin z 0 1 [—05 0,3746 —0,7314 0,1500 —0,0728
cos 0 1 [—1 0,7071 —0,9336 0,2358 — 0,7005
tg z 0 1 2 —3 — 0,4452 0,9387 —0,0120
ctg z 0 1 |—3 — 16,50 0,1700 | — 1,319 — 2,439
8. Besti zu den nachstehenden Logarithmen der trigonometrischen Funktionen die zwischen

0° und 360° liegenden Winkel z!

Bemerkung: Eine in zwei senkrechte Striche eingeschlossene Grofe a, also | a |, (sprich ent-
weder: absoluter Betrag von a oder: Betrag von a oder: a absolut), bedeutet denjenigen der
beiden Werte -+ @ und — a, der nicht negativ ist.

Bei den Aufgaben 8b, d, f, h sowie bei den Aufgaben 12b, d, f, h und 18b, d, f sind die Werte
der trigonometrischen Funktionen, zu denen die Logarithmen angegeben sind, negativ. Da
aber Logarithmen negativer Zahlen nicht existieren, sind die absoluten Betriige der betreffenden
trigonometrischen Funktionen angegeben.

a) Ig sin = 0.8810 — 1, (sin z > 0);
¢) lg cos = 0.9996 — 1, (cos z > 0);
e) lgtg z=02764—1, (tgz>0);
g) Ig ctgz= 0.7718, (ctg z > 0);

b) Ig Jsin 2] = 0.9750 — 2, (sin # < 0);
d) lg |cos 2| = 0.3075 — 1, (cos z < 0);
1) Ig|tg x| = 0.9000—2, (tgz<0);
h) Ig |etg 2| = 1.2700, (ctg z < 0).
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III. Die trigonometrischen Funktionen negativer Winkel

9. Bestimme die Werte aller trigonometrischen Funktionen der folgenden Winkel:
8) — 30° b) — 18° ¢) —135° a) — 83,4° €) — 90,45°
f) —174,77° g) — 214,92° h) — 282° 12’ 38" {) — 393,278!

10. Suche die Logarithmen der Betriige zu den Funktionen Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens
fiir die in Aufgabe 9a) bis i) angefithrten Winkel auf!

11. Bestimme zu den folgenden Funktionswerten f (z) die zwischen 0° und — 360° liegenden
negativen Winkel!

| =2 | 1 & § | ® W |9
|
gin z I — 0,4848 | — 0,9024 0,0820 ‘l tgz | —0,3759 | —0,9935 | 2,877
cos z l 0,9655 0,3704 | —0,8671 \‘ ctgz | —191,0 —1,333 0,0107
12. Bestimme zu den folgenden Logarithmen der vier tri ischen Funkti sowohl die
positiven als auch die negativen Winkel!
a) Igsin 2 = 0.5717 —1, (sinz > 0); b) lg | sin z| = 0.1718 — 1, (sin z < 0);
¢) Ig cos z = 0.9970 — 2, (cos z > 0); d) lg | cos z | = 0.4237—1, (cos z < 0);
e) Ig tg = 0.3393, (tg = >0); f) Ig|tg =|=1.0763, (tg =<0);
g) lg ctg z = 0.6506 — 1, (ctg x > 0); h) Ig |ctg z | = 0.8411 — 2, (ctgz << 0).

IV. Die trigonometrischen Funktionen fiir Winkel mit Betrigen iiber 360°

13. Gib zu den nachstehenden Winkeln die auf sie folgenden drei aquivalenten Winkel bei
positivem und negativem Drehsinn an:

a) 50° b) 175° ¢) 335° ) 117,5° €) — 221,68°1
14. Wie groB ist der Hauptwert der Winkel

a) 1200° b) 5180° ¢) — 320° d) — 1755° €) —615° 237
15, Bestimme die Funktionswerte

a) sin 383° b) sin 773,2° ¢) sin (— 640,56°) d) sin (—3620,78°)

€) cos 421° f) cos 1527,3° g) cos (— 704,64°) h) cos (— 1083,92°)

i) tg8000° k) tg (— 444,7°) 1) ctg 992,25° m) ctg (— 524,44°)1

16. Suche die Logarithmen der Betriige der Funktionen aus den Aufgaben 15 a) bis m) auf!

17. Stelle simtliche Lo der folgenden Gleichungen all in dar! Gib die auf die
gefundenen Hauptwerte im positiven und negativen Drehsinn folgenden drei équivalenten
Winkel an!

a) sin z=0,3223 b) sin z= 0,8440 ¢) cos z=0,9018 d) cos z=—0,1382
e) tgx=-—1,083 f) tga=0,9045 g) ctg z==0,00524 h) ctg z=—0,4100
18. Welche Winkel ergeben sich als allgemeine Losung aus den nachstehenden Logarithmen der

trigonometrischen Funktionen?

a) lgsinz =0.4328—1, (sinz >0); b) lg|sin 2 |=0.6743—1, (sin 2 < 0);
¢) lgecosz = 0.4873 —1, (cosz >0);  d) Ig | cos x| = 0.8591 —1, (cos z < 0);
e lgtg ¢ =04711—1, (tg = >0); 1) lg|ctgz|=0.7220—2, (ctg z < 0).
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6. Die Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks

Bisher haben wir die trigonometrische Methode auf Berechnungen im recht-
winkligen und im gleichschenkligen Dreieck angewandt. Jetzt stellen wir uns die
Aufgabe, die Berechnungen auch auf das schiefwinklige Dreieck auszudehnen.

a) Der Sinussatz

Die Hohe b, des Dreiecks ABC (Abb. 46a) 1iBt sich auf doppelte Weise aus-
driicken, namlich durch

h,=asinf
und durch
h,=bsina.

Setzt man die Ausdriicke fiir A,
einander gleich, so ergibt sich

asin B=bsina

Abb. 46a Abb. 46b

oder, als Proportion geschrieben,
a _sine (10a)
B " sing’ 4

Entsprechend findet man, wenn man die Héhe A, bzw. &, in das Dreieck ein-
zeichnet,

b _ sinf

© " siny (10b)
und

& sng (10¢)

a sing

Die Gleichungen (10b) und (10¢) kann man auch aus (10a) erhalten, wenn man die
Stiicke am Dreieck zyklisch vertauscht. Man ordnet die Seiten und Winkel des
Dreiecks auf einem Kreis so an, wie sie bei dem Umlaufen des Dreiecks aufeinander

folgen (Abb. 47). Fiir jeden lateinischen bzw. griechischen Buch- 7
staben der Formel (10a) hat man den lateinischen bzw. griechischen

Buchstaben zu setzen, der auf ihn folgt, wenn man den Kreis im b g
positiven Drehsinn durchliuft.

Ist einer der Dreieckswinkel stumpf, beispielsweise o, so lautet die p p

entsprechende Gleichung fiir die Hohe (Abb. 46b)
.= bsin (180° —a)=bsina.
Es ergibt sich wieder die Gleichung (10a).

Die Formeln (10) stellen den Sinussatz dar. Sprich den Satz in Worten aus!
Man kann den Sinussatz auch als fortlaufende Proportion schreiben:

(4

Abb. 47

a:b:c=sine:sinfsiny. (10d)
Da der Sinus im 1. und IT. Quadranten positiv ist, hat man bei der Berechnung

eines Dreieckswinkels nach dem Sinussatz die Doppeldeutigkeit des Winkels zu
beriicksichtigen.
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b) Der Kosinussatz

Im Dreieck ABC (Abb. 48a) gilt nach dem Satz des Pythagoras
hE=b—g?
und
h2=a?—gp?.
Gleichsetzen und Umordnen
ergibt
=t pt—g?

oder, da p = c— g ist,

¢ —=if

a?=b+c®—2c¢q. Abb. 48a Abb. 48b

Der Hohenabschnitt ¢ 1aBt sich durch eine Seite und eine Winkelfunktion aus-
driicken:
g=bcosa.
Setzt man diesen Ausdruck fiir ¢ in die vorige Formel ein, so erhiilt man
a®=b%>+c?=2bccosa. (11a)

Durch zyklische Vertauschung der Stiicke am Dreieck ergeben sich die beiden
weiteren Formeln

b®=c®+a®—2cacosp (11b)
und
c?=a®>+b%—2abcosy. (11c)
Ist < o stumpf, so wird (Abb. 48b) '
p=c+tg,

und man berechnet
g=bcos (180°—a)=—bcosa.
Es ergibt sich wie vorher die Gleichung (11a).
Die drei Formeln (11) stellen den Kosinussatz dar. Sprich seinen Inhalt in
Worten aus!

Da der Kosinus im I. und II. Quadranten verschiedenes Vorzeichen hat, ist die
Berechnung eines Dreieckswinkels nach dem Kosinussatz eindeutig.
Driickt man in der Gleichung —

p und ¢ durch Seiten und Winkel aus, so erhilt man
c=acosfB+beosa. (12)

Die Gleichung (12) heiBt der Projektionssatz. Gib die entsprechenden Formeln
in bezug auf die Seiten @ und b an!

¢) Ubersicht zur Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks mit dem Sinus- und
Kosinussatz

Mit Hilfe des Sinus- und des Kosinussatzes lassen sich alle Stiicke eines Dreiecks

berechnen, wenn drei voneinander unabhiingige Stiicke gegeben sind. Die folgende

Ubersicht zeigt die Verwendung der beiden Siitze:
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Gegebene Stiicke | Lésung

1. 1 Seite, 2 Winkel (wsw) Sinussatz

2. 2 Seiten, 1 Winkel
a) eingeschlossener Winkel (sws) Kosinussatz oder Kosinus- und Sinussatz
b) gegeniiberliegender Winkel (ssw) | Sinussatz

3. 3 Seiten (sss) Kosinussatz oder Kosinus- und Sinussatz

Bei der Aufgabe 2b) liBt sich nach dem Anwenden des Sinussatzes der Pro-
jektionssatz benutzen.

Suche bei jeder Aufgabe zunichst mit dem Sinussatz auszukommen und ziehe
erst, wenn dies nicht zum Ziele fiihrt, den Kosinussatz heran!

Bei jeder Aufgabe muB untersucht werden, ob und wie viele Losungen vor-
handen sind (Determination). Die Determination wird erleichtert, wenn man
neben dem Rechengany die geometrische Konstruktion ausfiihrt.

Die Berechnung der unbekannten Stiicke des schiefwinkligen Dreiecks geschieht
in der Regel logarithmisch. Wird dabei der Kosinussatz verwendet, so muf3 das
logarithmische Rechnen unterbrochen werden. Bei Aufgaben der Gruppe 2 a) kann
man die Anwendung des Kosinussatzes vermeiden, wenn man das Dreieck durch
eine Hohe in rechtwinklige Dreiecke zerlegt.

Fiihre die Rechnung allgemein durch!

d) Flicheninhalt eines Dreiecks

Ersetzt man in der Formel fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks,

1
?Gh

die Hohe A, mit Hilfe der Beziehung A,= b sin «, so erhilt man

F=

73]

F=+besina. (13)

Leite aus der Formel die zwei weiteren durch zyklische Vertauschung der Stiicke
am Dreieck ab! Sprich die Formeln in Worten aus und gib ihre Bedeutung an!

e) Weitere Methoden zur Dreiecksherechnung

1. Mollweidesche Gleichungen

Auf der Verlingerung der Seite BC des Dreiecks ABC
trigt man b von C bis D ab, so daB BD=a-+b ist
(Abb. 49). Das Dreieck ACD ist gleichschenklig.
Nach dem Satz iiber die AuBenwinkel im Dreieck
findet man

$CAD= s CD4=12.

Weiter ist im Dreieck 4BD

Y _ B, v o B_gp 2—B
¥ BAD=a+t =+ 0+ L+ 5 —5=00+ 255
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Wendet man auf das Dreieck ABD den Sinussatz ¢
an, so erhilt man

. 0 X— a—p
atd sm(90 -|-—-2ﬂ) B cos —
¢ -y N
sin 7 sin ?
Auf der Seite BC' des Dreiecks ABC trigt man b von
C bis E ab, so daB BE= a—b ist (Abb. 50). Das
Dreieck AEC ist gleichschenklig, und es gilt

< CAE= & AEC= 90°—%.

Weiter ist im Dreieck ABE
- o_Y\_* & « By y_ae—p
X EAB= oc—<90 —?)7 yE_Z B 2 +2=

und

— 180° —(90° — ¥ \— 0p°o 1 ¥
% AEB= 180 (90 2); 90°+ 2.
Wendet man auf das Dreieck A BE den Sinussatz an, so erhélt man

. a—p . a—p
a—b* sin 2 BmT

(904 2)  csl
sm(9O+2) cos 5

Die Formeln

atb _ cosa;‘? _ wsa;ﬂ 8
¢ sin% cos'z;ﬂ

— sina;‘<j slna;p

Iy R -

heiBen die Mollweideschen?) Gleichungen. Gib durch zyklische Vertauschung der
Seiten bzw. Winkel die entsprechenden anderen Formeln an!

2. Tangenssatz
Dividiert man Gleichung (14) durch Gleichung (15), so ergibt sich

a+p
"+”=tg_2. (16)
a—b tga;ﬂ'

Gib durch zyklische Vertauschung der Seiten bzw. Winkel die entsprechenden
anderen Formeln an! Man bezeichnet die Formeln als den Tangenssatz.

1) Karl Mollweide, Math iker und A 1774—1825, Leipzig
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3. Halbwinkelsatz
Quadriert man die Gleichungen (14) und (15) und addiert sie, so ergibt sich,

weil cos? (#) + sin? (“ ;,g ) =1 ist,

(a+ b)? sin? % + (a—b)p cos’%: c2.

In dieser Gleichung ersetzt man sin’% und cos”—;— mit Hilfe der Formeln

tga L
sin? % =—— % bzw.cos? % =1 (vgl Aufgabe 13 auf Seite17) und erhalt
14l 1+t 2

(a+0ptg s +@—bp= (14t 7).
Daraus findet man

_—(@—b? _ [c4(a—b)]-[c—(a—1)]
T atbE—cr [(atb)tc]-[(atb)—c]”

Setzt man a4 b+ c= 2 s, so 1iBt sich die rechte Seite darstellen als

(25 —20)(2s—2a) _ (s—b)(s—a)
2s(2s—2¢) = s(8—c) °

und man erhélt schlieBlich

Y _I/(s—“) (s —1b)
tg?— Wn (17)

Gib durch zyklische Vertauschung der Seiten bzw. Winkel die entsprechenden

, V.
tg*-—z—

Formeln fiir tg—; und tg% an! Man bezeichnet die Formeln als den Halb-
winkelsatz.

Die in diesem Abschnitt aufgestellten Mollweideschen Gleichungen und der Halb-
winkelsatz erleichtern die logarithmische Berechnung der Winkel des schief-
winkligen Dreiecks, wenn die drei Seiten gegeben sind. Dagegen ist die Anwendung
des Tangenssatzes zu empfehlen, wenn zwei Seiten eines Dreiecks und der von
ihnen eingeschlossene Winkel bekannt sind. Der tiir logarithmische Berechnungen
wenig geeignete Kosinussatz wird damit entbehrlich.

Aufgaben

1. Berechnung des schiefwinkligen Dreiccks mit Sinus- und Kosinussatz

1. Berechne die fehlenden Seiten und Winkel und kontrolliere die Ergebnisse, gegebenenfalls
maBstiblich verkleinert, durch die Konstruktion!

a)la= 4cm b) a= 5,6cm ¢) c= 1,46m d) b= 8,5cm
p=43° p=83,8° o= 20,2° p=44,2°
y=55° y = 26,5° B="143° y=54,5°
€) c=121,56 m f) b=2,389 km g) a=44,8cm h) c=649m
= 13,47° a=39° 17 o« = 59° 10’ o= 42°43’

y=101,25° B=68° 28 B=41°18’ y=102° 19
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2. Berechne die fehlenden Seiten und Winkel un heide, ob der gegebene Winkel der
grob oder der klei: Seite iberliegt !
a) b= 3,8cm b) a=3575m ¢) a= T0cm d) a=32,3cm
¢c= 4,5cm ¢=26,48m b= 58cm ¢ = 36,6 cm
y = 03,6° o = 93,57° p=4371° o= 55,7°
€ a= 1245m ) b= 43cm g) a=30,4cm h) b=249m
b= 27,83 m c= 46cm ¢c=27,8cm c=172m
B = 109,24° Y =20° 35" o= 67°23’ B=117°4

Bei Dreiecksberechnungen erleichtert man sich die Rechenarbeit durch Verwendung eines
Rechenschemas etwa nach folgendem Muster:

< - Formeln Logaritt he Nel .
Drelecksstiioke und Hauptrechnung num Ig |
bsi
Gegeben: a| ‘10,32m sinf = %‘ 8,48
bl S48m sin 65,05°
65,05° o (st
= o janny Ziihler
Gefunden: f sin o 10,32 =
s 180,00° sin
L3 — 10,32
B i siny +
7 | Zahler
sin 65,05° =2
c

Ubertrage das Schema in das Heft und fiihre die Berechnung aus!
8. Lege ein Rechenschema nach Aufgabe 2 an und berechne die fehlenden Seiten und Winkel!

8) a= 6,icm b) a=123,5m ¢) b=1718m d) a=2459m
c= 4,7cm b=1342m c=13,85m b=392,5m
p = 63,2° y = 102,16° o= 74,32° Y =47°43

4. Berechne die Dreieckswinkel!

8) a=5,38m b) a= 2,458 km €) a=27,18m d) a=18,754km
b=1,9Tm b=3,019 km b=33,88m b= 6,672 km
c=4,75m c¢= 1,389 km ¢=35,03 m ¢ = 8,386 km

b. Beweise mit den Mitteln der Trig trie, daB die Winkelhalbi de im Dreieck die Gegen-
seite im Verhdltnis der beiden anli den Seiten teilt (Lehrsatz des Apollonius; vgl. Lehrbuch

der Mathematik fiir das 9. Schuljahr, Seite 177, Aufgabe 21)!

II. Flicheninhalt eines Dreiecks
6. Leite die Formel s ° _sina sinf}
) siny
fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks ab! Wie heiflen die Gleichungen, in denen die Seite a
bzw. b verwendet wird? Sprich die Formeln in Worten aus und gib ihre Bedeutung an!
7. Berechne den Flicheninhalt des Dreiecks, wenn die folgenden Stiicke gegeben sind:
a) a= 8,7cm b) a= 52,85 cm ¢) a=34,76m d) b=4,475km
b= Ticm ¢= 75,23 cm B=59° 10/ B= 59,27°
y = 44,6° B=56,91° . y=19°3% y=41,31°1
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8. Berechne den Flicheninhalt der Dreiecke in den Aufgaben 2 a) bis d)!

9. Stelle die Dreiecksseiten durch den Umkreisradius r und den Sinus des gegeniiberliegenden
Winkels dar! Leite aus dem gefund Gleich y den Sinussatz ab! Welches
ist der Proportionalititsfaktor im Sinussatz?

Berechne die Seiten des Dreiecks, wenn o= 81,91°, = 41,54° und r= 258,4 cm gegeben sind!
10. Beweise, daB der Flicheninhalt eines Dreiecks gegeben ist durch
F=2r*sinasinfsiny, .
und berechne aus den Winkeln o = 56,79° und f = 62,89° sowie dem Umkreisradius r = 12 cm
den Flicheninhalt des Dreiecks!
11. Warum kénnen die Strecken a =8 cm, = 5cm und der Flicheninhalt F = 22 cm? nicht
Bestimmungsstiicke eines Dreiecks sein ?
8) Begriinde geometrxsch daB dies nicht moglich ist! — Anleitung: Untersuche die funktio-

nale Abhiingigkeit des Flicheninhaltes vom Winkel y, wenn dieser von 0° bis 180° zunimmt!
b) Wie zeigt sich beim tri ischen Lo fahren, daB die Aufgabe keine Losung hat?
III. Weitere Methoden zur Dreiecksberech

12. Beweise an Hand von Abb.51 a) die Mollweideschen
Gleich b) den T: (GauBscher Beweis)!

Anleitung:

a) In Abb. 51 sind die Hilfsdreiecke ABD mit a+4-b und
ABE mit u—b gezeichnet. Beweise, daB < DAE= R,
xADE=2Y, & EAB= °‘2;ﬂ

———"i‘ﬂ ist

& AEB=2R

b) Von B ist das Lot auf die Verlingerung von DA gefillt.
Beweise, daB & DBF = «_—;j X ABF = #
Gib +£ und tgo%e durch Verhiltnisse von
Strecken an und benutze weiter den Strahlensatz
(Scheitel D)!
18. Berechne die Seiten und Winkel des Dreiecks, von dem die folgenden Stiicke gegeben sind !
a)at+b=156cm b) b—c=229m ¢) a=25,7cm d) b=32,8cm

ist!

o= T8,1° o= 36,15° c=18,3cm ¢= 36,4 cm
B=54,9° B = 113,32° B=45,5° = 59,75°
e) b= 9,4cm f) b=23195m g) a—b=6,64cm h) b+ c=26,5cm
a+ c= 15,3 cm c—a=48,2m o=>52°8" r=8cm
p=12,3° y—o=T27° p=47°39 o= 66° 48’

14. Lise die Aufgaben 3a) bis d) mit dem Tangenssatz! Vergleiche dieses Verfahren mit der Lésung
durch den Kosinussatz!

16. Berechne die unbekannten Seiten und Winkel des Dreiecks, von dem folgende Bestimmungs-
stiicke gegeben sind!
a) a=36,2cm b) b=56,46m ¢) F= 8840 cm* d) a=44,12cm
b=32,5cm y=41,1° o="T6°12,3' b= 64,88 cm
F = 398,1 cm?® F=511,8m? p=83°17,9 r=233,77cm
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¢) b=8515m 1) o= 96,41° g) b=2817cm h) 5=6,257km
o = 40,03° p=26,33° c= 26,32 cm w, = 4,319 km
7=49,14m r=28,75cm 8, = 26,98 cm o= 43°16’46"
i) a=3,104km k) o= 102,46° ) r=1348cm m) a=41,05m
hy = 3,029 km h, = 2,804 km h, = 20,57 cm b=4735m
8,= 2,621 km h,= 3,666 km o= 39,85° c=152,81m
n) w,=32,2cm 0) b=28,04m P) r=8728m q) F = 80,45 cm*®
c=41,1cm hy= 23,97 m o= 113° 23’ 25" hy,=11,9cm
o= 91,76° 8,=26,1Tm B = 19° 19" 20" B = 65°49,3"
16. Leite den Halbwinkelsatz aus dem Kosi ab!

Anleitung: Aus der Beziehung zwischen dem Kosinus des ganzen Winkels und dem Sinus und
Kosinus des halben Winkels (Seite 17, Aufgabe 17) erhalten wir die Gleichungen

cosz = 2 cos? —:— — 1 und cos x = 1— 2sin?® %. Forme mit ihrer Hilfe den Kosinussatz um!
Es ergibt sich

«
a
17. Beweise die Formel fiir den Inkreisradius p,

a?=(b+c)?*—4bceos® und a®= (b—c)?+ 4be sin’%.

[(s—a)(s—b) (s—0)
gt

Anleitung (Abb. 52):

a) s—a, s— b und s — ¢ sind die Abschnitte der Dreiecks-
seiten von den Ecken 4, B bzw. C bis zu den Beriihrungs-
punkten des Inkreises.

b) CG = CK = s. Beachte, dal AG= AH, BK = BH und
AH+ HB=cist!

o) Stelle mit Hilfe des Strahlensatzes sowie der idhnlichen
Dreiecke AOF und 0,4G zwei Gleichungen fiir g und
o, auf!

18. Leite den Halbwinkelsatz aus Abb. 52 ab!
19. Beweise die Heronische Formel fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks:
F=Vs(s—a)(s—b)(s—0)!
Sprich die Formel in Worten aus und gib ihre Bedeutung an!
20. Berechne den Radius des Inkreises der Dreiecke mit den Seiten
a) a=4,8cm, b=16,3cm, c=3,7cm; b) a=23,48m, b= 44,44 m, c= 36,37 m!

21. In einem schiefwinkligen Dreieck sind die Seiten a = 61,28 m, b= 98,64 m und ¢ — 143,19 m
gegeben. Berechne die Dreieckswinkel a) mit dem Kosinussatz, b) mit dem Halbwinkelsatz!
Welches Verfahren ist in bezug auf die I ithmi Rect infacher ?

22, Wie groB ist der Flickeninhalt eines Dreiecks mit den Seiten a= 2,7 cm, b=4,3 cm und
c=6,8cm?

23. Lose die Aufgaben 4 a) bis d) mit dem Halbwinkelsatz!

24. Berechne Inkreisradius und Flicheninhalt des Dreiecks aus den in Aufgabe 15 m) gegebenen
Stiicken!

25. Stelle alle bisher bekannten Formeln fiir den Flicheninhalt des Dreiecks und gib-
ihre Bedeutung an!

g
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V. A dungen zur Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks
A. Aus der Nautik
Unter dem Kurs eines Schiffes versteht man seine Fahrtrichtung, angegeben durch den Winkel,
den die Fahrtrichtung am Schiffsort mit der Nord-Siid-Richtung, dem Meridian, bildet?).

26. Ein Schiff liegt auf Kurs
a) N45°0; b) N45°W; ¢) S60°0; d) S60°W; e) N30°0; 1) N30°W
In welcher Himmelsrichtung fihrt das Schiff? Ve hauliche den Kurs g h!

27. An der Kiiste eines Hafenortes ist eine horizontale Standlinie 4 B= 830 m abgesteckt. Von
ihren Endpunkten aus wird ein voriiberfahrendes Schiff zum gleichen Zeitpunkt angepeilt.
Die Peilrichtungen bilden mit der Standlinie die Winkel &= 86,40° und f# = 78,50°.

a) In welcher Entfernung von 4 und B und in welchem Abstand von der Standlinie befindet
sich das Schiff zum Zeitpunkt der Beobachtung?
b) Lose die Aufgabe auch geometrisch durch eine maBstabliche Zeichnung!

28. Von einem Schiff aus peilt man gleichzeitig den Leuchtturm L in Richtung S 55° O und
den Kirchturm K in Richtung S 28° W an. Die Entfernung KL betriigt nach der Seekarte
33,2 km und hat die Richtung N 85° O.

a) Inwelcher Entfernung von K und L befindet sich das Schiff wihrend der Beobachtung (insm)?

b) Welchen Kurs muB das Schiff einhalten, wenn es im Abstand von 4 sm am Leuchtturm
vorbeifahren soll? (Die Durchfahrt zwischen K und L ist dabei ausgeschlossen.)

¢) Lose die Aufgabe auch geometrisch durch eine mafstibliche Zeichnung!

Anleitung: 1sm= 1,852 km.

29, Ein Schiff steuert einen Kurs N 45° W bei einer Geschwindigkeit von 9 sm/h (oder 9 Knoten).
Vom Schiffsort 4 aus peilt man einen Leuchtturm unter N 23,4° O. Nach 90 min peilt man
vom Schiffsort B aus denselben Leuchtturm in Richtung N 85,3° O.

a) Wie weit ist das Schiff am Ort B vom Leuchtturm entfernt?

b) Welchen Abstand hat der Leuchtturm vom Schiffskurs?

¢) Lose die Aufgabe auch geometrisch durch eine maBstabliche Zeichnung!
B. Aus der Physik und der Technik

80. Der Ausleger eines Krans (Abb. 53 a) hat gegen die Horizontalebene eine Neigung von 40°. Die
Ebene der nach den vorderen, oheren Eckpunkten

des Kranh fiithrend; le ist gegen die Spannseile
Horizontalebene um 25° genelgt Das Kranhaus 30008
ist 4 m hoch und 4 m breit (siche Abb.53a, Seiten- 2

ansicht; Abb. 53 b, Draufsicht). T Ausleger

a) Wie lang ist der Ausleger des Krans? Gegengewtett ‘f‘ @

b) Wie lang sind die nach den vorderen Eckpunk-
ten des Kranhauses fithrenden Spannseile?

¢) Welchen Winkel schlieBen die Sy ile am i Spannseil
Krankopf miteinander ein? Wi Ausleger
d) Welche Druckkrifte und welche Zugkrifte l |
treten im Ausleger und in den Spannseilen auf, Spannseil
wenn der Kran am Auslegerkopf mit 1000kp b Droufsicht
(2000 kp; 3000 kp) belastet wird? Abb. 53. Kran. a) Seitenansicht, b) Draufsicht

1) Neuerdings wird der Kurs eines Schiffes nur noch durch den Winkel (gemessen im Uhrzeiger-
sinn) angegeben, den die Fahrtrichtung mit der Nordrichtung bildet.
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82.

33.

Die trigonometrischen Funktionen beliebiger Winkel

Die Schubstange eines Kurbel-

getriebes ist 750 mm lang, der

Kurbelradius ~ ist  r= 200 mm

(Abb. 54).

a) Wie groB ist die Ablenkung
der Schubstange, wenn die
Kurbel sich um «° dreht?

b) Berechne die zu den Winkeln
a=0% 15°; 30°;- - .; 360° ge- Abb, 5. 4
horigen Winkel § und stelle § als - o4 0
Funktion von « geometrisch dar!

¢) Fiir welche Drehwinkel « erreicht die Ablenkung £ der Schubstange ihre groften Werte?

d) Welche Verschiebung des Kreuzkopfes entspricht den Kurbelstellungen o= 0°; 15°;
30°; «++; 360°7

€) Stelle die Verschiebung des Kreuzkopfes als Funktion des Winkels « der Kurbeldrehung
analytisch und geometrisch dar!

) Zerlege die von der Kolb ge auf den Kreuzkopf iibertragene Kraft P = 8000 kp in
ihre Komponenten S und N! 8 wirkt in Richtung der Schubstange, N senkrecht zur Gleit-
bahn des K kopfes bei den einzel Kurbelstell (siche Abb. 54).

g) Zerlege die auf den Kurbelzapfen Z wirkende Schubstangenkraft § in zwei aufeinander
senkrecht stehende Komponenten B und D! D stellt den Druck auf die Kurbelwelle dar,
B ist die ial zur Kreisbahn des Kurbelzapfens wirkende B kraft

h) Berechne die GroBe der Komponentenkrifte S und B fiir die Kurbelstellungen o= 0°;
15°; 30°%; + . +; 360°!

i) Stelle die GroBe der treibenden Kraft B als Funktion des Winkels o geometrisch dar!

In einem Bergwerk sind von demselben ,,StoB* (Wand)
eines Schachtes aus in gleicher Hohe zwei horizontal ver-
laufende ,,Strecken‘ (Giinge) vorgetrieben worden, deren
Eingiinge um 4 m voneinander entfernt liegen (Grundri
der Schachtanlage siehe Abb. 55). Die erste Strecke ist
350 m lang und verliuft senkrecht zur Schachtwand. Die
zweite Strecke ist 420 m lang und verliuft unter dem
Winkel 125° gegen die Schachtwand. Die Enden beider
Strecken sollen durch eine dritte Strecke miteinander
verbunden werden.

a) Wie lang wird die Verbindungsstrecke?

b) In welchen Richtungen ist die Verbindungsstrecke
von den beiden Streckenenden vorzutreiben, wenn
sie von den Endpunkten aus gleichzeitig in Angriff
genommen werden soll?

¢) Lose die Aufgabe geometrisch durch eine maBstéibliche
Zeichnung!

Zwischen zwei durch einen Wald getrennten Orten 4 und B soll fiir eine Hochspannungsleitung
eine Schneise geschlagen werden. Die Orte 4 und B liegen gleich hoch und sind von einem in
gleicher Hohe liegenden Geléndepunkt C' aus beide sichtbar. Die Peilstrahlen CA und CB
bilden miteinander den Winkel y = 38,70°. Die Entfernungen CA und CB werden zu 2,380 km
und 3,450 km bestimmt.

a) Wie groB ist die Horizontalentfernung 4 B?

b) In welchen Richtungen von 4 und von B aus ist die Schneise zu schlagen?

¢) Lose die Aufgabe geometrisch durch eine maBstibliche Zeichnung!

1.Strecke

Abb. 55
GrundriB einer Schachtanlage
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III. Fortsetzung der Lehre von den trigonometrischen Funktionen

7. Periodizitiit der trigonometrischen Funktionen
a) Das BogenmabB eines Winkels

Bei der geometrischen Darstellung der trigonometrischen Funktionen hatten wir
auf der Abszissenachse als Einheit des Winkels die Bogenlinge aufgetragen, die
zum Zentriwinkel 1° des Einheitskreises gehort (vgl. Abb. 12).- Damit hatten wir
das BogenmaB als neues MaB fiir einen Winkel eingefiihrt. Wir wollen dieses
jetzt begriinden.

Ein Zentriwinkel o mége aus den konzentrischen Kreisen

mit den Radien 7,, 7, 73 die Bogenlingen by, by, b; aus-

schneiden (Abb.56). Dann gilt die fortlaufende Proportion

b
by by by=r iy ity ‘ 7
Der Beweis ergibt sich aus der Formel fiir die Bogen-

% _ mra -
linge b= 1805 1 5
Das Verhiiltnis ,,Bogenlinge zu Radius‘ ist fiir ein und 5

denselben Zentriwinkel konstant.
Aus der Formel folgt weiter, dal das Verhiiltnis ,,Bogen- Abb. 56
linge zu Radius‘‘ dem Zentriwinkel o proportional ist. (Wie
lautet der Proportionalitiitsfaktor ?) Man kann daher dieses Verhiiltnis als Ma 8 fiir
den Winkel « einfiihren.
Unter dem BogenmaB & (sprich: Bogen Alpha) eines Winkels o versteht man das
Verhiiltnis der zugehérigen Bogenléinge zum Radius. Es ist

~ b

o

T

Das Bogenmal ist eine reine Zahl.

Besonders einfach wird die Erklirung fiir das Bogenmaf
eines Winkelsim Einheitskreis (Abb. 57). Hier ist 7
R b, Abb. 57
1
d.h. der Winkel o« wirddurch die MaBzahl der Bogenlinge auf dem Einheitskreis ge-
messen. Zu jedem Winkel gehort eine bestimmte positive oder negative reelle Zahl
F1

und umgekehrt. Die lineare Funktion f (o) = T

o° nennt man Arkus e!). Esist

% =arca x 3
%= =0, Bl
180° ?

sprich: Bogen Alpha gleich Arkus Alpha gleich . ..

Zur Umrechnung des GradmalBes eines Winkels in Bogenmall und umgekehrt
dienen die Formeln
i _m o 180° _ 1807~ i
¢=aree=iooea und «°= S arce=—a. (18a, b)
1) arcus (lat.) heiBt Bogen.

4 [00916-5]
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Man kann sich zur Umwandlung der Tafel 7 und fiir kleine Winkel mittelbar der
Tafel 6 in Schiilkes Tafeln bedienen.
Als Einheit des BogenmaBes nimmt man die Bogenliinge 1 auf dem Einheits-

kreis. Sie entspricht einem Winkel o ~ 57,30° im GradmaB, denn es ist
o 180°
k4

-1~ 57,30°

Das BogenmalB eines Winkels wird entsprechend der Umrechnungsformel (18a)
zumeist als Bruchteil oder Vielfaches von & angegeben. Ein rechter Winkel hat

das BogenmaBl x = %, ein Vollwinkel das BogenmaB z= 2 7.
Die griechischen Buchstaben a, - - - sollen kiinftig den im Gradmaf} gemessenen

Wert des Winkels bedeuten, die lateinischen Buchstaben , - - - werden zur Be-
zeichnung des BogenmaBes verwendet. Bei Abweichungen von dieser Regel wird
das Mall besonders angegeben.

Beispiele

GradmaB: o; f;---;2°%; a. BogenmaB: o;f;---; 2; a.

In der Elementargeometrie mifit man einen Winkel stets im GradmaB. In der
Trigonometrie benutzt man Winkelgrade bei praktischen Messungen und Rech-
nungen, bei allgemeinen Betrachtungen bevorzugt man das BogenmaB. Die
hohere Mathematik bedient sich ausschlieBlich des BogenmaSBes.

b) Geometrische Darstellung der Sinus- und der Kosinusfunktion
Die Funktion y = f(x)= sin  haben wir bisher nur im 1. Quadranten, d. h. fiir
Argumente?) x zwischen 0 und %, geometrisch dargestellt. Auf Grund der Erkla-

rung 5 und der Festsetzung, da$ der Sinus fiir beliebige Winkel # den Funktions-
wert des zugehorigen Hauptwertes z hat, liBt sich die Funktionskurve y = sin =
fiir alle Werte « geometrisch y

darstellen (Abb. 58). “1

Fiir die Zeichnung entnimmt y=sinx
man die Funktionswerte

P
y=f(x) dem Einheitskreis /lo N3 P P 2oz x
-1

als Ordinaten »=y=sina
(Abb.12). Das Bild der Funk-
tion y=sinz nennt man AbL. 58

kurz eine Sinuskurve.

Was die erste der Quadrantenbeziehungen im Abschnitt 5f analytisch wieder-
gab, zeigt die Kurve, die man sich nach beiden Seiten fortgesetzt zu denken hat, an-
schaulich. Im Bereich 27 ... 47;4 7.+ 67 usw. und ebenso auf der negativen
a-Achse im Bereich — 27 .- 0 usw. wiederholen sich die Funktionswerte des
Bereiches 0---27. Eine derartige Funktion nennt man eine periodische
Funktion.

1) Argument bedeutet unabhiingige Verinderliche einer Funktion, hier den Winkel z.
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Perioden der Sinusfunktion sind beispielsweise 2 7; 4 7; 6 ;- - und — 2 w; —4 7;
—67; -.. Allgemein lassen sich die Perioden der Sinusfunktion zusammen-
fassen als

k-2n=2km, (k=0; +=1; 4 2; ++4).

Insbesondere ist 27 die kleinste Periode. Im BogenmaB geschrieben, findet die
Periodizitit der Sinusfunktion ihren Ausdruck in der Gleichung

sin (x + 2k ) = sinx. (19)

Wichtig ist, daB die Formel (19) nicht nur fiir einen bestimmten Winkelwert z,
sondern fiir alle Werte o gilt.

Wodurch unterscheidet sie sich o}

von der ersten der Quadranten-

beziehungen im Abschnitt 5f? K=cosx
Der Teilbereich 0...2x ent- Z.

hilt alle fiir die Sinusfunktion [‘} G +F x 0527!‘
moglichen Werte.
-1

In Abb.59 ist die Funktion
y=f(x)=cosx geometrisch
dargestellt.

Die Kosinusfunktion ist ebenfalls eine periodische Funktion mit der (kleinsten)
Periode 2 7. Es ist

Abb. 59

cos (x + 2 ko) = cosx. (20)
Projizieren wir die Punkte der Sinuskurve mit den Ab- "7'" ;,,o wf' o
szissenwerten &= 0°; 10°; 20°; 30°;...; 90° senkrecht auf gg: Z'ZZ
die y-Achse des Achsenkreuzes und setzen wir an die FuB- 60° 300
punkte der Lote im Bereich 0 <y <1 die zugehérigen 4 o
Argumentwerte z= 0°; 10°; 20°; 30°; ...; 90° so er- 50 0
halten wir eine neue Form der geometrischen Darstellung 40° 50°
der Funktion y= f (x) = sin , niimlich ihre geometrische
Darstellung als Funktionsskala y = f(z) = sinz oder als 05130° 5% 60°
Sinusskala (Abb. 60a). Teilen wir eine Einheitslinge 0.1
in dieser Weise, lassen aber die Bezeichnung der Funk- 20° 70°
tionswerte y = sin @ fort, so erhalten wir eine Sinusteilung
der Einheit 0---1. 10° 80°
In Abb. 60b ist die Kosinusfunktion in entsprechender oloe olgpe
Weise als Funktionsskala y = f () = cos x oder als Kosinus- a b
skala geometrisch dargestellt. Abb. 60

¢) Geometrische Darstellung der Tangens- und der Kotangensfunktion

Die Funktion y=f(x)=tgz wurde bisher nurim I. Quadranten gezeichnet. Auf
Grund der Erweiterung des Tangensbegriffes durch die Erklirung 7 und der Er-
klirung der Tangenswerte beliebiger Winkel z als Funktionswerte des zugehorigen

4+
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Abb. 61 L Abb. 62

Hauptwertes Z kann man die Funktion im ganzen z-Bereich mit Ausnahme der
Stellen% + mm geometrisch darstellen (Abb. 61).

Wir erkennen, daB auch die Tangensfunktion eine periodische Funktion ist.
Perioden von tg @ sind beispielsweise

;27,37 ---und —w; —27w; — 37 e

Im Gegensatz zur Sinus- und Kosinusfunktion wiederholen sich bei der Funktion
y=f(x)=tgx die Funktionswerte y bereits nach einem Zuwachs des Argu-
mentes um 7. Die Tangensfunktion hat also die (kleinste) Periode 7. Esist, wenn
k eine ganze Zahl bedeutet, (k=0; +1; +2; ---),

tg (x + kx) = tgx. (21)

Abb. 62 stellt die Kurve der Funktion y= ctgz dar.
Die Kotangensfunktion ist ebenfalls eine periodische Funktion mit der (kleinsten)
Periode 7. Es ist

etg (r + kx) = etgx. (22)

Wie aus den geometrischen Darstellungen der trigonometrischen Funktionen
hervorgeht, gehért zu jeder reellen Zahl x (als Winkel # im BogenmaB) eine
bestimmte reelle Zahl i aus dem Bereich — 1 <y <+ 1 als Funktionswert der
Sinus- bzw. Kosinusfunktion. Zu jeder reellen Zahl @ mit Ausnahme der Stellen

; + nz bzw. -+ nm gehort eine bestimmte reelle Zahl y als Funktionswert der

Tangens- bzw. Kotangensfunktion.
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Aufgaben
I. Das Bogenmaf eines Winkels
1. Rechne die folgenden im Gradmaf gegebenen Winkel in BogenmaB um:
a) 1° b) 0,1° ¢) 0,01° a v € 17 1) 45°
g) 120° h) 75° i) 300° k) — 180° 1) 900° m) 32°
n) 67,5° 0) 102,7° P) 256,58° ) 318,04° 1) —177,42° §) 1125,17°!
2. Rechne die folgenden im B B gegs Winkel in GradmaB um:
T T n T 7 n
95 R ) 10 D35 °) 30 " 180
3 3 7 o T
857 h) 7 0 gn k) 5 )25z m) 37
n) 1,137 0) 0,1 P)-0,01 q) 2 1) 1,6 8) 3,04
2 1
t)y—= wy—zaz V) —3 W) —0,703 X) —?}/5 y) 12!

8. Berechne die Bogenlingen auf einem Kreis mit dem Radius r = 5 cm fiir die Zentriwinkel

a) 36,3° b) 117,45°

¢) 255,58°!

4. Berechne die Bogenlinge zum Zentriwinkel 1° anf einem Kreis mit dem Radius

a)r=1cm b) r=2cm

¢) r=4cm!

5. Bis zu welchen Winkeln stimmen die Zahlenwerte von arca

a) mit denen von sina,
bis auf 3 Dezimalstellen iiberein?

b) mit denen von tga

6. Nach Schiilke-Tafel 6 lassen sich die Sinus- und die Tangenswerte von Winkeln zwischen 0°

und 4,99° bestimmen. Man formt unter Verwendung der fiir kleine Winkel giiltigen Beziehung
sin ot & arc e um. Zu beachten ist weiter, daB arc oo dem Winkel o (im GradmaB!) proportional
ist. Bestimme die folgenden Funktionswerte:

8) sin 0,0001°
€) tg 0,0001°

b) sin 0,0018°
1) tg 0,000313°

¢) sin 0,000094°
g) tg 0,0000847°

7. Bestimme die Winkel z zu den nachstehenden Funktionswerten:

a) sin z = 0,0000238
) tg == 0,0000104

b) sin z= 3,76 - 10-5
€) tg x=4,43-10-"°

8. Bestimme die folgenden Funktionswerte:

d) sin 17
h) tg0,5”!

¢) sinz= 8,24 10~7
1) tg 2= 9,83 107!

a) sin g b) sin%n ¢) sin (—% n) d) sin 1 €) sin 0,43

" " i 4 5
f) sin (—1,87) g) sin 2,163 h) cos 7 i) cos 37 k) cos(— & n)‘
1) cos 1,31 m) cos 0,5 n) cos (— 1) 9) cos 2,897 P) cos (—2,17)!

9. Besti die folgenden Funkti te:
2 7
a) tgm b) tg 77 ¢) tg (— —2—0) d) tg0,7 €) tg(—1,2)
2

f) tg5,943 g) tg 1,052 h) ctg (—7) i) ctg 57 k) ctg1,87
1) ctg 0,05 m) ctg V2 n) ctg3 0) ctg (— 1,32) P) ctg(—O0,48 7)1
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10. Suche die Logarithmen der Betriige der folgenden Funktionswerte auf:

5 3 )
a) sin 97 b) sin 0,17 ¢) sin 6,1 d) cos 1—4 ] €) cos (—2,4)
13 £
f) cos 3,515 g) tg 507 h) tg 100 i) ctg 5,5 k) ctg (—0,721)!
11. Gib die Winkel z zu den folgenden Funktionswerten im B B an:

a) sin 2z = 0,511
d) sinz = —0,1951
g) cos 2= 0,4067

b) sin x = 0,6428
€) sinz = 3,23 - 10—°

h) cos z=—0,8805

¢) sinz = 0,9736

g
f) cosz= o V2
i) cos z=0,2190

k) tgz =1 1) tgz =0,7265 m) tgx =— 3,630
n) tgz = —0,5924 0) tgz = 5,18+ 10— p) ctgz =0
q) ctge=—13 I) ctgx = 2,762 8) ctg x = — 0,5080!

12, Welche Winkel , im BogenmaB gemessen, ergeben sich aus den folgenden Logarithmen der

trigonometrischen Funktionen:

a) lgsinz = 0.8495— 1, (sinz >0)
¢) lgsinz = 0.5686 — 6, (sinz >0)
¢) Ig | cosx | = 0.8026 — 1, (cos << 0)
g) lgtgz = 0.0762, (tgz >0)
i) lg | ctg 2 | = 0.0456, (ctg z<< 0)

i Su
ischen Fi

II. Die Periodi

b) Igsin z = 0.7990 — 3, (sin z >>0)
d) Ig cos = 0.9730 — 1, (cos z > 0)
1) lg cos x=0.9278 — 1, (cos z >0)
h) Ig tgz = 0.8699 — 2, ( tgz >0)
k) Ig ctg 2= 0.7741 — 1, (ctg z > 0)?

itdt der trig

18. Us he die Sy ev
o
ischen F

Py T

hiltnisse (Achsensymmetrie und zentrische Symmetrie) bei den
in den ichen:

Kurven der tri

a) 0---27 b) 0:--m

c)_.;i...-;_

= !
2

14, Unter Benutzung der Formeln (1) und (2) ist zu zeigen, daB die Tangens- und die Kotangens-

funktion die Periode 7 besitzen!

15, Bestimme die folgenden Funktionswerte:

a) sin5 7 b) sin 7% c)
e) cos (— 37) f) cos2in 2)
D) tgin k) tg1,7 # ]
n) ctg (— ¥ 7) 0) ctg 147 P

sin (— 15,4 7) d) sin 10,5
cos 100 h) cos 6,53
tg(—2Ln) m) tg 3,487
ctg 14 q) ctg (— 3,206)!

16, Suche die Logarithmen zu den Betréigen der Funktionen der Aufgaben 15a) bis q)!

17. Gib die allgemeinen Lo fiir die folgenden Funkti te im B Bian
a) sinz = % V3 b) sinz =—%VW ¢) sinz = 0,5052
d) cosz :é— 13 e) cosz=—%}/2—|-—}/3— f) cosz = 0,9340
g) tgz =2+13  h)tgz =—%V§ i) tge =5,823
k) ctgz=—13 1) ctg z=13—2 m) ctg z= 0,13411



Die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen 55

18. Gib die allgemeinen Lo zu den folgenden Logarithmen der trigonometrischen Funktionen
im Bogenmaf} an:
) lg sin 2 = 0.7859 — 3, (sinz >0) b) Ig|sin 2| = 0.9750 — 1, (sinz<C 0)
¢) lg cos x = 0.8436 —2, (cos z >0) d) Ig|cosz|=0.8436 — 1, (cos z<C 0)
e) lgtgr = 04189 —1, (tgz >0) f) lg|tg «|=0.7732, (tg << 0}
g) lg ctg x = 0.5066 — 1, (ctgz >>0) h) Ig | ctg z | = 1.1178, (ctg z<< O

11

III. Sinus- und Kosinusskala
xy-Achsen isch dar, dessen

19. Stelle die Funktion sinz in einem rechtwi g
z-Achse eine Sinusteilung und dessen y-Achse eine gleichmiBige Teilung trigt! Man nennt
diese Darstellung eine Verstreckung der Sinuskurve. Diese Darstellung ist beim Inter-
polieren vorteilhafter verwendbar als die iibliche Darstellung der Sinusfunktion in einem
zy-Achsenkreuz, bei dem beide Achsen gleichmiBig geteilt sind.

90. Stelle die Funktion cos z in einem rechtwinkligen zy-Achsenkreuz dar, dessen z-Achse eine
Sinusteilung von 0° bis 90° und dessen y-Achse eine gleichmafige Teilung tragt!

8. Die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen

a) Sinus- und Kosinusfunktion einer Winkelsumme @ + y

Folgende Aufgabe sei gestellt: Gegeben sind die Werte der Sinusfunktion und
der Kosinusfunktion fiir zwei Argumente  und y. Es sollen die Sinusfunktion
und die Kosinusfunktion der Summe der Argumente, sin (x -+ y) bzw. cos (z + ¥),
durch die Sinus- und Kosinuswerte der Einzelargumente, sin z, sin ¥, cos  und
cos y, dargestellt werden.
Loésung: Die Aufgabe werde zuniichst unter der Bedingung geldst, daf3 die (posi-
tiven) Winkel z und y im 1. oder II. Quadranten liegen, ihre Summe aber kleiner
als 7z bleibt. « und y seien Winkel eines schiefwinkligen Dreiecks. Nach dem
Satz von der Winkelsumme im Dreieck ist dann der dritte Winkel 7 —(z +y)= 2.
Im Projektionssatz, Formel 12 auf Seite 40,

b= ccosx -+ acosz,

c=acosy+bcosz,
kénnen wir nach dem Sinussatz a durch k-sinz, b durch k-siny, ¢ durch k-sinz
ersetzen. Dies ergibt, da der Proportionalitiitsfaktor & durch Dividieren wegfillt,

sin y = sinz cos ¥ 4 sinx cos z,

sinz = sinx cosy 4 siny cosx . 23)

Mit Benutzung der Quadrantenrelation sin (7 —u)= sin  ergibt sich aus der
zweiten Gleichung von (23)
sin (x + y) =sinx cosy + cosx siny. (24)
Eine entsprechende Formel liBt sich fiir den Kosinus der Winkelsumme 2 +y
ableiten. Aus der ersten Gleichung von (23) berechnen wir zuniichst sinz cos z,
sin  cos z= sin ¥y —sin z cos

= sin y — cos @ (sin 2 cos y -} sin y cos z)

= — cos  sin z cos y + sin y (1 — cos® x)

= —cosxsin cos y+sinysin®z.
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Dividieren wir beide Seiten durch sin , so ergibt sich
cosz=—cosxcosy+sinasiny.

Ersetzen wir den Winkel z durch z— (x4 ), so erhalten wir

cos (¢ +y)=cosax cosy —sinax sin Y. (25)
Die Formeln (24) und (25) bilden die Additionstheoreme der Sinus- und der Kosinus-
funktion. Das zu ihrer Ableitung benutzte Verfahren heiBt ,, Dreiecksmethode*.
Wenn wir in den Formeln (24) und (25) = statt y schreiben, so bekommen wir
die Doppelwinkelformeln

sin2x = 2sinx cosx,

26
cos 2 = cos®x — sin? x. (26)

Diese Formeln kénnen wir auch als Halbwinkelformeln schreiben, wenn wir 2z

durch z, also z durch% ersetzen. Wir erhalten

. PR xr
smm=2sln? €08 5
(27)
2 & 0 &
€OS & = COS™ - — sin’ >

Mit Hilfe der Additionstheoreme und der Doppelwinkelformeln leiten wir die
Formeln fiir die Sinus- und Kosinusfunktion des dreifachen Winkels ab. Es ist
sin 3 2= sin (x4 2 2) = sin « cos 2 ¥ -} cos  sin 2
= sin @ cos? z — sin® 2 4 2 sin « cos®z
= 3sin z cos? x —sind x
= 3sinz — 3 sin® x —sind z
= 3sinx —4sind ;
cos3x= cos (+ 22) = cos x cos 22 —sin xsin 2 =
= cos® z —sin? x cos x — 2 sin® z cos z
= cos®z — 3 sin? & cos
= cos® 2 — 3 cos x4 3 cos?
=4cosPr—3cosx.

b) Erweiterung des Giiltigkeitsbereiches fiir die Additionstheoreme der Sinus-
und der Kosinusfunktion

Die Winkel # und y seien positiv und kleiner als 7, die Summe 2y aber groBer
als 7. Um die Formeln (24) und (25) anwenden zu kénnen, setzen wir
¥=ag—2, yY=ng—y.
Dann wird
¥ty =2n—2—y<am.

Fiir 2’ und ¥ sind die Bedingungen erfiillt, unter denen die Gleichungen (24)
und (25) bewiesen sind. Wir kénnen daher schreiben:

sin (2w — 2 — y) = sin (7 — ) cos (x — y) + cos (m— ) sin (7 —y)

cos (27— —y) = cos (@ — ) cos (m —y) — sin (m—) sin (m—y) .
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Auf Grund bestehender Quadrantenrelationen setzen wir
sin(2x —x —y)=—sin(x+y), cos(2x—x—y)=-cos(x+y)
sin (7 —a) =sinz, cos (71— a) = —cosx
sin (7 —y) =siny, cos (T — y) = —cosy
und erhalten wieder die Formeln (24) und (25).
Beweis der Allgemeingiiltigkeit der Additionstheoreme der Sinus-
und der Kosinusfunktion:
Man kann eine ganze Zahl k immer so bestimmen, da - kz zwischen 0 und 7
liegt. Ist beispielsweise x = “;—n ,s0 liegt # — 3= % zwischen 0 und 7. Wie gro8
ist in diesem Falle £? Welchem Winkel im GradmaB entspricht an ?
Fiir jedes beliebige # und jedes y zwischen 0 und 7 gilt also
sin (z + y + k#) = sin (x4 k) cos y + cos (z + kn) siny
cos (z+y +kx) = cos (x+ kx) cos y — sin (z+ kx) sin y.
Ist k eine gerade Zahl, so setzen wir = 2 &’ und erhalten wegen der Periodizitit
der Sinus- und Kosinusfunktion
sin (¥ +y + kz)= sin (x+y+ 2 k') = sin (x + y)
cos (x+y+ ka) = cos (x+y+ 2 k' 7)= cos (x+ )
sin (4 kz) = sin (x 4+ 2 k') = sin
cos (x+ k)= cos (x+ 2 k'n) = cos = .

(28)

Ist k eine ungerade Zahl, so setzen wir k= 2 ¥’ ++ 1 und erhalten
sin (x+y+ kn)=sin (¢ +y+ 742 K'7)=sin (@ + y + 7) = —sin (x+y)
cos (@+y—+ka)=cos (@+y+a+2Fa)=cos (x+y+a)= —cos (x4 y)
sin (x+ kn)=sin (r+x+ 2 ¥'7)=sin (*+7)= —sin z
cos (x+kz)= cos (x+m+ 2 k'm) = cos (x+7)= —cos z.
In beiden Fillen ergeben sich aus den Gleichungen (28) wiederum die Formeln (24)
und (25). Nach dem gleichen Prinzip beweisen wir die Giiltigkeit der Additions-

theoreme fiir alle  und alle y. Fiihre die Rechnung durch und begriinde die
einzelnen Schritte!
Die Additionstheoreme der Sinus- und der Kosinusfunktion gelten fiir zwei
beliebige (positive oder negative) Winkel « und . Wir kénnen daher y durch — y
ersetzen und erhalten

sin (& — y) = sin x cos y — cos xsiny 29)
0s (X —y) = cos x cos y + sin ¢ siny.

Welche Beziehungen sind in diesen Gleichungen ausgesprochen? Welche Rela-
tionen sind bei ihrer Herleitung zu benutzen ?

Zusammenstellung der Additionstheoreme fiir die Sinus- und Kosinusfunktion :
sin (x + y) =sin x cos y + cos xsiny

= 1
cos (x+y) =cosaxcosy Fsinax siny. &
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¢) Summe und Differenz zweier Sinus- bzw. Kosinusfunktionen

Wiihrend der vorige Abschnitt von Funktionen der Winkelsummen und Winkel-
differenzen handelte, sollen jetzt Formeln fiir die Summen und die Differenzen
der Winkelfunktionen zusammengestellt werden. Diese ergeben sich als Folgerun-
gen aus den Additionstheoremen (I).

Wenn wir die Gleichung (24) oder (25) und eine der Gleichungen des Sy
stems (29) addieren bzw. subtrahieren, so erhalten wir

sin (x+y)+sin (x—y) = 2sinzcosy
sin (x+y) —sin (x—y) = 2cosxsiny

cos (x+y) -+ cos (x—y) = 2 cos x cos y an
cos (x+y) —cos (x—y) = —2sinxsiny.
Schreiben wir 2’ und ¥’ anstatt « bzw. y und setzen wir
#ty=—s
und @’ —y' =y,
so entstehen aus dem System (II) die Gleichungen
sinx +siny = 2smﬂ cos Z=Y y
sine —siny = 2cos —'*1’ sz—y
(III)
cosx+ecosy = Rcos —— +y =4

2

oS — cosy = = 2sin——

+ Yy o T—y
2
Welche Beziehungen werden durch das Formelsystem (III) ausgesprochen?

d) Die Additionstheoreme der Tangens- und der Kotangensfunktion

Die Additionstheoreme der Tangensfunktion und der Kotangensfunktion finden
wir als Folgerungen aus den Additionstheoremen der Sinus- und der Kosinus-
funktion. Dividieren wir die Gleichung (24) durch die Gleichung (25), so

ergibt sich . . ’
sin(z+y)  sinzcosy-|coszsiny

cos(zr—y)  coszcosy—sinasing’

Wenn wir Zihler und Nenner des Bruches auf der rechten Seite durch das
Produkt cos 2 cos y dividieren und beriicksichtigen, daB der Quotient von Sinus
und Kosinus ein und desselben Winkels den Tangens dieses Winkels ergibt, so
erhalten wir

t 1
tg @ ty) = EE IR (30)
Dividieren wir die Gleichung (25) durch die Gleichung (24) und formen wir ent-
sprechend um, so ergibt sich

' ctg (z+y) = ctga:ctgy—-i

ctgy +ctgz ° (31)
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Fiihre die Rechnung durch!
Setzen wir in den Gleichungen (30) und (31) —y an Stelle von y, so erhalten wir
als Formeln fiir Tangens und Kotangens der Winkeldifferenz

= tgrx—tgy
BE=) = Tz ey
ctg (zx—y) = ctgzetgy 41

ctgy—ctgz *
Welche Relationen wurden dabei benutzt ?

Zusanmenstellung der Additionstheoreme fiir die Tangens-und Kotangensfunktion:
tgrttzy
1¥tgxtgy
ctgxetgy F 1
ctgy tetgx

tg (x+y)
(Iv)

ctg (x ty)

Aufgaben
I. Sinus- und Kosinusfunktion
1. Leite die Additionstheoreme der Sinus- und der Kosinusfunktion am Einheitskreis ab
(»,Einheitskreismethode®)!
Anleitung: Zeichne spezielle Figuren fiir die folgenden Fille:
a) 2+ y im I. Quadranten (Abb. 63),
b) z, y im L, z+ y im IL. Quadranten,
¢) zoderyund z + yim IL. Quadranten!

2, Leite die Formeln fiir sin(z—y) und cos (z—y) nach der Einheitskreismethode ab
(Abb. 64)!

8. Leite die Formeln fiir sin (z—) und cos (z— y) nach der Dreiecksmethode ab (Abb. 65)!
4. Leite aus Abb. 66 das Additionstheorem der Sinusfunktion ab!

Apleitung: Gehe davon aus, daB die Summe der Flicheninhalte der Dreiecke PAC und
PBC gleich dem Flicheninhalt des Dreiecks PA B ist, und benutze, um Winkel einzufithren,
entsprechende Formeln fiir den Flicheninhalt!

5, Zeichne eine entsprechende Figur wie die der vorigen Aufgabe fiir den Fall, daB ein Winkel
stumpf ist, und leite daraus die Additionsformel der Sinusfunktion ab!

6. Leite die Formel fiir sin (« — ) aus einer Figur ab, welche der der Aufgabe 4 entspricht!

"
A‘ a
! p )
s P‘a gc
Al S
o a7 g

Abb. 84 Abb. 65 Abb. 66
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7. Besti das Additi 3 der Kosinusfunktion aus dem der Sinusfunktion unter Ver-

7

dung der Quad bezieh ccsz:sin<f—z)!

2

8. Stelle die Additionstheoreme der Sinus- und der Kosinusfunktion als reine Beziechungen
zwischen Sinus- bzw. Kosinusfunktionen dar!

1 1
9. Leite die Formeln sin’ *;* = (1 —cosz) und cos’%= 0] (1+ cosz) aus dem Addi-
tionstheorem (III) ab!

10. Berechne sin (z+ y) und sin(z—y) aus sinz und sin y!

a) shz:%}’i b) sinx:% V3 c) sinx=%]/m d) sinz=0,8
siny=—; siny=*;*}/2— siny=%]/2TV3; siny=10,3
11. Berechne cos(z+ y) und cos(z—y) aus cosz und cosy!
a) cosz= ;Vf b) cosz=—; 13 c) ccsz:—-% d) cosz=—0,2
cusy:% cosy=%}/m cosy:% cos y = 0,9

12, Leite die Mollweideschen Gleichungen aus dem Sipussatz ab!

II. Tang und K funkti

13. Leite aus den Formeln fiir sin (z—y) und cos (z—y) die Tangens- und Kotangensfunktion
der Winkeldifferenz ab!

14. Besti das Additionstk der K. funktion aus dem der Tangensfunktion?
15, Berechne tg(z+ y) und tg(z—y) aus tgz und tg y!
a) tgz=1J3 b) tgz=2+V3 c) tgz:—%]/if d) tgz=3
tgy=1 tgy:%m_ tgy=—1 tgy=2
16. Berechne ctg (x+ y) und ctg (x—y) aus ctgz und ctg y!
a) ctgaz=1 b)ctgz=—1 ¢) ctgr=13—2 d)ctgz=—10
ctgy=2+13  ctgy=13 ctgy=% ctgy=4

17, Leite Formeln fiir tg 2 2 und ctg 2 z ab!

9. Goniometrie
a) Goniometrische Formeln

Als Trigonometrie wurde bisher der Zweig der Mathematik bezeichnet, mit ‘dessen
Hilfe man aus Zahlenangaben fiir die GroBen einzelner Seiten und Winkel eines
Dreiecks die iibrigen Stiicke berechnet. Demgegeniiber wird die Lehre von
Eigenschaften und Zusammenhéingen trigonometrischer Funktionen, die nicht in
unmittelbarer Beziehung zur Dreiecksberechnung stehen und ohne Beschrinkung
der WinkelgroBe gelten, auch Goniometrie genannt. Gewdhnlich wird beides
unter dem Begriff Trigonometrie zusammengefa3t ; man versteht darunter all-
gemein die Lehre von den trigonometrischen Funktionen. Sie schlieBt sowohl die
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Untersuchung der rein mathematischen Beziehungen der trigonometrischen
Funktionen (Goniometrie) als auch deren Anwendung bei der Berechnung des
Dreiecks, Vierecks usw. ein.

Die wichtigsten goniometrischen Formeln haben wir bereits abgeleitet. Es
gehoren dazu:

die Beziehungen zwischen Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens ein und
desselben Winkels,

die Quadrantenbeziehungen,

die Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen positiver und
negativer Winkel,

die Formeln, welche die Periodizitéit angeben,

die Additionstheoreme und

die Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen des zwei-
fachen, dreifachen usw. Winkels und solchen des einfachen Winkels.

Stelle alle im Text und in den Aufgaben aufgetretenen goniometrischen Formeln
zusammen !

b) Goniometrische Gleichungen

Bestimmungsgleichungen, welche die Unbekannte » im Argument trigono-
metrischer Funktionen enthalten, heiBen goniometrische Gleichungen. Zu
ihrer Losung stehen zwei Verfahren zur Verfiigung.

Zeichnerische Losung
In einfachen Fillen, z. B. fiir die goniometrische Gleichung

sinz +sin (x+47) —1,6=0,

stellt man die als Summanden auftretenden Funktionen u= u (z), v= v () usw.
geometrisch dar und zeichnet dazu die Funktion y = u 4 ». Die y-Werte werden
rechnerisch durch algebraische Addition oder geometrisch durch Addition bzw.
Subtraktion der Ordinaten zum gleichen Wert = gefunden. Die resultierende
Funktion y= f(x)=u+ v stellt die Uberlagerung der Funktionskurven u
und v dar. Man bestimmt die Nullstellen der Funktion y=f(z)=u (x)+v (z)
und hat damit die Losungen der gegebenen goniometrischen Gleichung (siehe das
1. Beispiel zum Typ 3 goniometrischer Gleichungen).

Rechnerische Losung

Man formt die Bestimmungsgleichung, z. B. die goniometrische Gleichung
sin (¥ 4 {5 7) - cos (x— %n)—éll.‘i: 0, mit Hilfe goniometrischer Formeln um
(siehe das 2. Beispiel zum Typ 3 goniometrischer Gleichungen). Ziel ist, eine
Gleichung mit nur einer trigonometrischen Funktion f () des unbekannten Argu.-
mentes @ zu erhalten. Dabei steht f als Funktionszeichen fiir eine der trigono-
metrischen Funktionen sin, cos, tg oder ctg. Die Gleichung verwandelt man
durch die Substitution f ()= z in eine algebraische Gleichung fiir z, die nach z
aufgelost wird. Aus f () = z findet man die Werte fiir den Winkel z.
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Wir unterscheiden folgende vier Typen goniometrischer Gleichungen:

Typ 1. Bestimmungsgleichungen, die nur eine trigonometrische Funktion des
Argumentes z enthalten.

Beispiel: sin?2—0,25= 0.

Bei der rechnerischen Losung setzt man f (x) = z, 16st die Gleichung nach z auf
und findet aus den errechneten z-Werten die Winkelwerte .

Typ 2. Bestimmungsgleichungen, die mehrere trigonometrische Funktionen des

Argumentes 2 enthalten.

Von diesem Typ soll die Bestimmungsgleichung asin x4 b cosz+¢= 0 niiher

behandelt werden.

Die Gleichung wird fiir spezielle Werte @, b und ¢ zeichnerisch oder rechnerisch

gelost. Da sin @ und cos @ Zahlen zwischen — 1 und -+ 1 sein miissen, ist die

Gleichung nicht fiir alle Werte a, b und ¢ 16sbar.

Es seien die folgenden Losungsverfahren genannt:

1. sin  und cos « miissen sowohl die Gleichung asinz-bcosz+¢= 0 als auch
gleichzeitig die Gleichung sin*x+-cos?z—1 erfiillen. Daraus ergibt sich ein
zeichnerisches Losungsverfahren. Setzen wir sinz=wv und cosz=u, so
lassen sich % und v als Schnittpunkte der Geraden av 4 bu+ ¢= 0 mit dem
Einheitskreis %2+ v2= 1 in einem wv-Achsenkreuz bestimmen.

2. Setzt man cos x= J1 —sin?z und sin x=z, so erhilt man eine Wurzel-
gleichung, die auf eine quadratische Gleichung fiir z fiihrt.

3. Die quadratische Gleichung umgeht man, wenn man einen Hilfswinkel »
durch die Gleichung

b sin 5 3
F*ng:coTz’ (0°<< << 90°%),
einfithrt. Man erhilt dann
2 sinx cosz c N _ —c-cosx
sma:+W——; oder sin (x4 x)=— — ===

Bei einer Diskussion der Gleichung asin # b cos 4 ¢= 0 kommt es darauf
an festzustellen, fiir welche Werte a, b und ¢ sie iiberhaupt 16sbar ist.

Aus den angefiihrten Losungsmethoden findet man die Beziehungen zwischen den
Konstanten als Bedingungen fiir die Losbarkeit der Gleichung.

Typ 3. Bestimmungsgleichungen, die trigonometrische Funktionen verschie-
dener Argumente, aber mit einer Unbekannten enthalten.

Bei der rechnerischen Methode formt man zuerst mit Hilfe der Additionstheoreme
so um, dal man eine Gleichung vom Typ 1 erhiilt, und verfihrt dann, wie bei
diesem angegeben.

1. Beispiel: sinz+sin(z+4a)—1,6=0.

Zeichnerische Losung

Die zugehérige Funktion ist y= f(2)= sin -+ sin (x4 4m)—1,5. Man iiber-
lagert einander die Funktionskurven #=sinz und v=sin(z+4x) und ver-
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schiebt die resultierende Kurve §= u + v parallel zur y-Achse um —1,5. Die
Schnittpunkte der transformierten Kurve y=7—1,6=u-+v—1,5 mit der
z-Achse (oder der Geraden y = 0) ergeben die Losungen der Bestimmungs-
gleichung sinz +sin (x+4x) —1,5= 0.

Zeichnerisch einfacher ist es jedoch, die resultierende Kurve 7 fest stehen zu
lassen und ihre Schnittpunkte mit der Parallelen zur z-Achse y = -+ 1,5 zu be-
stimmen, d. h. das 2y-Achsenkreuz parallel zu sich in der y-Richtung um - 1,5 bei
feststehender ~ Funk-

tionskurve zu verschie- & i

ben (Abb. 67). = P y=u+
Fiihre die Parallelver- A B N ; T |
schiebung der Kurve +,7’ e '/v=§in(xolf
y=fi () bei fest- o R * 5 & i
stehendem  Achsen- 0 X e Ausi
kreuz und die Parallel- z 7 g BB Y] !
verschiebung des Ach- - — | — o 3
senkreuzes bei fest- ..l | bl
stehender Funktions- T 1
kurve praktisch durch! i Air i

Warum sind beide Ver- ° N
fahren gleichwertig ?

2. Beispiel: sin(z-+%7)-cos (@ —%m)—4)3=0.

Rechnerische Losung

Man setzt 1+1‘37t=1i_;—v und x—}n:“;"
Daraus folgt wu=2x—3%n, v=4%x.
Unter Benutzung der Formeln (III) erhiilt man
sin (22 —§ @) +sinfa=3
oder
sin Qz—4an :%'@
20, —fa=1kan 2z, —dn=%mn
z=1%n zy=Em.
Proben: sin;‘;n-eosO:ﬁp’g Sin%nvcosg.—::%yg
$13=1413 13=4/3

Sonderfille dieses Typs sind Bestimmungsgleichungen, welche trigonometrische
Funktionen des doppelten oder dreifachen Argumentes neben solchen des ein-
fachen enthalten.

Man benutzt in diesem Falle beim rechnerischen Loésungsverfahren zur Um-
formung die Doppelwinkelformeln bzw. diejenigen Formeln, die die trigono-
metrischen Funktionen des dreifachen Arguments auf solche des einfachen zuriick-
fiihren.
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Typ 4. Systeme goniometrischer Gleichungen mit zwei Unbekannten # und y.
o tgx
. — | —
Beispiel: 24y=1in, Egy’*i'
Unter Anwendung goniometrischer Formeln sucht man beim rechnerischen Ver-
fahren zunichst eine Unbekannte durch die andere zu ersetzen, so daB man eine

goniometrische Gleichung mit einer Unbekannten erhiilt. Diese wird dann
weiter so umgeformt, dall eine Gleichung vom Typ 1 entsteht.

Aufgaben
I. Goniometrische Formeln
1. Beweise die folgenden Formeln:
.z _ 1/1—cosz x __1/1+cosz
a) sin 5 = |/ ——F5— b) cos 9 VT
P T 1—cosz _ 1—cosz _ sinz |
9 tey t 14-cosz ~ sinz  1-j-cosz

2. Beweise die folgenden Formeln:
a) sin (30° + «) = cos o — sin (30° — o) b) cos (30° + o) = cos (30° — o) —sina !
Zeige, daBl man mit Hilfe dieser Formeln aus den Sinus- und Kosinuswerten der Winkel bis
zu 30° die Sinus- und Kosinuswerte aller groBeren (spitzen) Winkel finden kann!

8. Beweise die Formeln

a) ctg2a =1 (ctgo—tga), b) tg (30° + 2a) = 4 [ctg (30° — &) — tg (30° — o)]!
4. Beweise die nachstehenden Formeln:

8) sin®z —sin® y = cos? y — cos® z = sin (z + y) - sin (r—y)

b) cos? x — sin? y = cos? y — sin® z = cos (z + y) - cos (z — y)!

II. Goniometrische Gleichungen mit einer Funktion des Argumentes x

5, Lose die im Text gegebenen beiden ersten Beispiele zeichnerisch oder rechnerisch!

6, Welche Winkel geniigen den folgenden Gleich 5
a) sin®z = 0,81, b) cos?z =14, ¢) tg?zx=3, d) ctg?r=1,5?
I11. Goniometrische Gleichungen mit mehreren Funkti des Arg x. Die B 8!

gleichung asinx—bcosx—+c=10
7. Lése die goniometrische Gleichung (1 - sin o) cos o — 10— 0 durch eine Zeichnung!
Anleitung: Forme das Produkt zuniichst in eine Summe trigonometrischer Funktionen um!

8. Zeichne die Funktion y = f (x)=sinx + cosx + ¢ fiir c = 0! Fiir welche Werte von ¢ besitzt
die Funktion a) zwei Nullstellen, b) eine Nullstelle, c) keine Nullstelle im Bereich 0 < z< 2 7?

9. Zeichne dic Funktion y=sinx—cosz+ ¢ fiir ¢c= 0 und untersuche wie vorher die Ab-
hiingigkeit der Zahl der Nullstellen vom Wert ¢!

10, Lise die folgenden Gleichungen zeichnerisch und rechnerisch:
a) 3sinz—4cosx=0 b) sinz=— 2 cos !
1. Lése die Gleichung asinz -+ beosz+ ¢=0 fiir die folgenden Sonderfille:
a) a=c b) b=c¢ ) a=—c d) b=—¢!
Untersuche, fiir welche Wertebereiche der Konstanten a, b und ¢ die Gleichung lésbar ist!
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12, Untersuche, welchen EinfluB eine Verinderung der Konstanten @, b und ¢ in der Funktion
y=/f(z)=asinz+ beosz+ ¢ auf Gestalt und Lage der Funktionskurve y = f (z) ausiibt,
wenn man von dem Sonderfall der Aufgabe 8 ausgeht! Welche Hinweise ergeben sich daraus
fiir die Losbarkeit der zugehérigen Bestimmungsgleichung

f(x)=asinz+ beosz+c=0
in Abhingigkeit von den Konstanten a, b und ¢?
Anleitung: Betrachte zuerst die Verinderung in der Gestalt der Kurve, wenn a, von 1 aus-
gehend, wichst! In welchen Bereichen darf ¢ liegen, damit die Gleichung lésbar ist? Wie
éndert sich die Kurve, wenn a von 1 bis 0 abnimmt? Beriicksichtige auch negative Werte
von a! Fiihre die Untersuchung ebenso fiir b durch!

18. Fiihre die Diskussion der Gleichung asinz -+ bcosz+ ¢= 0 nach dem zeichnerischen Losungs-
verfahren durch (Methode 1 des Textes)! Welche Bedingungen fiir @, b und ¢ leiten sich aus
der Forderung ab, daB die Gerade den Kreis &) in zwei Punkten schneidet, b) in einem Punkte
beriihrt, ¢) verfehlt?

14. Lose die folgenden Gleichung ichnerisch:
a) 2cosz—t+3sina—1=0 b) sinz 4 cosz— J2=0!

15. Stelle in der Gleichung asinz -+ bcosz+ ¢=0
a) die Kosinusfunktion durch die Sinusfunktion, b) die Sinusfunktion durch die Kosinusfunk-
tion dar und diskutiere die sich ergebende Gleichung (Methode 2 des Textes)! Vergleiche das
Ergebnis mit der Losung der Aufgabe 13!

16. Diskutiere die Gleichung asin z + b cos z 4 ¢= 0 unter Benutzung eines Hilfswinkels », der
b
durch die Gleichung tg » = = eingefiithrt wird (Methode 3 des Textes)!

17. Diskutiere die Gleichung asin z - & cos # 4 ¢= 0 unter Verwendung eines Hilfswinkels %, der
durch die Beziechung ctg z = % eingefiihrt wird!

18. Lose die folgenden Gleichungen:

a) sinz+ 1,75 cos z — 1,574 = 0 b) 5sinz + 4 cos z = 6,25
¢) sin z— 0,75 cos z— 0,49 = 0 d) 3sinz=14 4cosz!

IV. Goni ische Gleichungen mit Funkti hied Arg aber mit einer
Unbekannten

19. Lése die folgenden Gleick ichnerisch und rechnerisch:

a) sin (z° 4 54°) —sin (2° — 12°) — 0,5933 = 0
b) cos(z® — 18°) + cos (2° — 78°) —1,5=10
¢) sin (z° 4 7°) + cos (z° — 67°) — 1,6 = 0
d) sin (x—il.;,n)—sin (z—%n)—o,ﬁﬂﬁz 0!

20, Welche Winkel tigen den nachstehenden Gleichungen:
a) sin (2° 4 10°) - sin (2° — 40°) = 0,75 b) cos(2® + 20°) - cos (z° — 55°) = 0,4918
¢) sin(z—% 1)+ cos (z—% 71) = 0,6 d) cos (x + L) - sin (@ — 15 7) = 0,18341
21. Lése die folgenden Gleichungen:
a) sin22=cos z b) sin2z=1,1cos z c) cos2x=§cosz
d) sin2z=tgz e) tg2z=3sinz ) 5cos2 2= 4sin 2!

5 [00916-5]
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22, Lése die folgenden Gleichungen:

a) 4cos?z —sin*z=1,5sin2x b) sin 2 z 3 (sin x4 cos 2) = 0
¢) sinz—cosz=1,188in2z d) 2 V3sin2z—16sin2z+ 1= 01
28. Lose die nachstehenden Gleichungen:
a) sin3z—2sinz=10 b) sin3z=3sinz ¢) cosz=—cos3z
d) 6sin3z="Tsin2z e) 4sinzsin3z=1 f) 2sin2z = 3 cos3 2!

24, Lose die nachstehenden Gleichungen:

3 (ctgz—1) . 12 _
a) tgat otg2x = 5 (cos z— sin x) b) 71_’_0%21—5cos2x(tg2z—tgz)!

V. Goniometrische Gleichungen mit zwei Unbekannten

25. Lose das Beispiel zu Typ 4 des Textes!

26, Welche Winkel geniigen den beiden Gleick ?
a) sin2° + siny® = 0,7272; 2° + y° = 43°
b) cos z° — cos y° = 0,675; 2° —y° = 59,93°
¢) tga® + tgy’ =2,75; °+y°= 102,75°
d) ctgy®—ctga®=0,91; 2°—y°= 23,1°
27. Welche Winkel g den beiden Gleich ?
a) sinz°:siny°=15:4; 2° 4 y° = 60° b) siny°:sin2®=3:4; 2°—y°=6,38
) tga° - tgy® = 1,41; 2° 4 y°= 93,26° d) ctga®:ectgy® = 11:20; 2°—y° = 16,16°




B. Kérperdarstellung und Kérperberechnung

L. Einleitung

1. Geschichtlicher Uherblick

In den folgenden Abschnitten wollen wir untersuchen, wie wir Korper darstellen
und berechnen kénnen. Wir werden zu diesem Zweck zwei Teilgebiete der Mathe-
matik, die darstellende Geometrie und die Stereometrie (Kérperberechnung),
in ihren Grundziigen kennenlernen.

In der Stereometrie werden allgemein von riumlichen Gebilden, speziell von
Kérpern, GréBe und Form untersucht. Dabei werden verschiedene Gebilde
miteinander verglichen oder miteinander in Beziehung gesetat.

Die altgriechischen Mathematiker, die die elementare Geometrie sehr gut be-
herrschten, kannten schon viele Ergebnisse der Stereometrie. So enthalten
zum Beispiel die Werke Euklids (um 300 v. u. Z.) eine vollstindige Lehre der
elementaren Stereometrie. Archimedes (287 bis 212 v. u. Z.) fand einen Weg,
den Inhalt gekriimmter Flichen und das Volumen von Korpern mit gekriimmter
Oberfliche zu berechnen. Seither war es also auch méglich, das Kugelvolumen
und die Kugeloberfliiche zu bestimmen. Die Griechen Iésten die weitaus meisten
mathematischen Probleme geometrisch; so bestimmten sie zum Beispiel die
Wurzeln einer Gleichung nicht nach der heute geliufigen Methode, sondern auf
geometrischem Wege. Die von den griechischen Mathematikern erzielten Er-
gebnisse waren fiir Jahrhunderte die Grundlage der Mathematik. Nur in der
Algebra gelangen im Mittelalter den Arabern Fortschritte, die iiber die Erkennt-
nisse der Griechen hinausgingen.

Mit der zweiten Halfte des 15. Jahrhunderts begann eine gewaltige Epoche
moderner Naturforschung. ,,Es war die groBte progressive Umwiilzung, die die
Menschheit bis dahin erlebt hatte, eine Zeit, die Riesen brauchte und Riesen
zeugte, Riesen an Denlkraft, Leidenschaft und Charakter, an Vielseitigkeit und
Gelehrsamkeit. ... Leonardo da Vinci war nicht nur ein groBer Maler, sondern
auch ein groBer Mathematiker, Mechaniker und Ingenieur, dem die verschieden-
sten Zweige der Physik wichtige Entdeckungen verdanken; Albrecht Diirer war
Maler, Kupferstecher, Bildhauer, Architekt und erfand auBerdem ein System der
Fortifikation, das schon manche der weit spiter ... wiederaufgenommenen Ideen
enthilt.*‘?) Auch im Hinblick auf die Entwicklung in der Geometrie sind beson-
ders der italienische Kiinstler Leonardoda Vinci(1452bis 1519) und der deutsche
Kiinstler Albrecht Diirer (1471 bis 1528) zu nennen. Die von den italienischen

1) Friedrich Engels: Dialektik der Natur. Berlin: Dietz Verlag 1952, Seite 8.
5*
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Mathematikern ihrer Epoche wieder aufgegriffene und erweiterte Methode der
Konstruktion mit konstanter Zirkeloffnung wandten sie mit Erfolg inihrem Fache
an. In seinem Buch Vanderweysung der messung mit dem zirckel vfi richtscheyt in
Linien ebnen vnnd gantzen corporen (erstmalig erschienen im Jahre 1525) beschreibt
Diirer viele dieser Konstruktionen (unter ,,messung‘ versteht er die Geometrie).
Wiihrend vor Diirer und auch noch von seinen Zeitgenossen Niherungskonstruk-
tionen fiir exakt gehalten wurden, ist er der erste, der sich des Charalkters dieser
Konstruktionen voll bewuBt ist. An vielen Stellen in seiner Schrift weist er aus-
driicklich auf die Niherung hin. Am SchluB seines Werkes gibt Diirer zwei Metho-
den zur Anfertigung perspektivisch richtiger Abbildungen an. Diese von ihm ent-
wickelten Methoden beruhen auf den Ergebnissen, die von den Wissenschaftlern
und Kiinstlern deritalienischen Renaissance erzielt wurden ; besondere Anregungen
auf diesem Gebiet erhielt Diirer von dem Italiener Leone Battista Alberti
(1404 bis 1472). Diirer gehort zu den Begriindern der Literatur iiber die Perspek-
tivitat. Erschriebsein Werk in der Absicht, den vielen talentierten jungen Malern
ein Mittel in die Hand zu geben, richtig zeichnen zu lernen und von dem Irrtum
ihrer Lehrmeister abzukommen. Deshalbschrieb er sein Werk in deutscher Sprache,
withrend die Sprache der Wissenschaft das Latein war. Aber nicht nur auf die
Kunst wandte Diirer seine mathematischen Kenntnisse an. So schrieber auch ein
Werk iiber die menschlichen Proportionen und ein Lehrbuch iiber die Befesti-
gungskunst.

Vom 15. Jahrhundert an entwickelte sich auch die Algebra, ankniipfend an die
durch die Araber gewonnenen Ergebnisse, in Europa bedeutend weiter. So wurden
zum Beispiel die Buchstaben als Symbole fiir Zahlengr6Ben und viele der uns
heute bekannten grundlegenden mathematischen Symbole (z. B. die Operations-
zeichen plus und minus) eingefiihrt. Auf Grund dieser Entwicklung konnten der
Franzose Pierre Fermat (1601 bis 1665) und der bedeutende franzosische
Philosoph und Mathematiker René¢ Descartes (1596 bis 1650) die Geometrie
und die Algebra zur analytischen Geometrie vereinigen. Dabei spielten die
Erfolge in der Mechanik (Galilei) eine groBe Rolle. Mit der analytischen Geometrie
begann der Umschwung zur modernen Mathematik.

Zur selben Zeit erwarben sich der bedeutende deutsche Astronom und Mathe-
matiker Johannes Kepler (1571 bis 1630) und der italienische Mathematiker
und Astronom Francesco BonaventuraCavalieri (1591 bis 1647) besondere
Verdienste. Sie griffen die von Archimedes angewandte Methode zur Berechnung
gekriimmter Flichen und Korper auf und erweiterten sie. Von diesen Arbeiten
aus und wesentlich geférdert durch die analytische Geometrie entstand die
Infinitesimalrechnung (Newton und Leibniz).

Gleichzeitig im 17. Jahrhundert, aufbauend auf der von den Malern der Renais-
sance entwickelten Lehre von der Perspektivitit, schuf Gérard Desargues
(1593 bis 1662) das erste grundlegende Werk iiber die projektive Geometrie.
Dabei ging er nicht mehr von praktischen Bediirfnissen, sondern vielmehr von
mathematischen Uberlegungen aus. Deshalb gilt er als der Begriinder dieser mathe-
matischen Disziplin.

Aus der einheitlichen Geometrie entstanden somit im 47. Jahrhundert selb-
stindige Teilgebiete. So entwickelte sich vornehmlich im 18. Jahrhundert und
weiterhin im 19. Jahrhundert die darstellende Geometrie aus der projektiven
Geometrie.
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Withrend in der projektiven Geometrie nur Lageverhiltnisse in geometrischen
Gebilden betrachtet werden, gibt die Projektionslehre oder die darstellende
Geometrie die Moglichkeit, die Raumgebilde in der Ebene maBgetreu und an-
schaulich darzustellen.

Der Begriinder der darstellenden Geometrie ist der franzosische Mathematiker
Gaspard Monge (1746 bis 1818). Er wurde bereits mit 22 Jahren Professor der
Mathematik und zwei Jahre spiter Professor der Physik. Monge war mal-
geblich an der Griindung der Ecole politechnique in Paris im Jahre 1794 beteiligt,
einer wissenschaftlichen Ausbildungsstitte fiir Offiziere. Er lehrte in ihr Mathe-
matik. Die Entwicklung der Technik erforderte technisch ausgebildete Menschen.
Aus diesem Bediirfnis heraus waren die Entwicklung der darstellenden Geo-
metrie ebenso wie die Schaffung dieser Schule eine Notwendigkeit geworden.
Auch auf dem Gebiet der Stereometrie erzielte Monge einzelne bedeutende
Ergebnisse.

Der fiinfzig Jahre spiter geborene Schweizer Mathematiker Jakob Steiner
(1796 bis 1863) war ebenfalls ein bedeutender Geometer. Von 1821 bis 1835
war er in Berlin als Lehrer titig. Er gilt als der Begriinder der synthetischen
Geometrie. Durch ihn wurde unter anderem die Entwicklung in der Stereometrie
bedeutend vorwirts getrieben. In der Schule werden viele Lehrsitze in An-
lehnung an die Methoden Steiners bewiesen.

Der rapide Aufschwung des kapitalistischen Biirgertums fithrte auch in der Mathe-
matik bereits im Laufe des 18. Jahrhunderts zu einer wesentlichen Erweiterung
fast aller Disziplinen und davon ausgehend zur Entwicklung einer neuen mathe-
matischen Auffassung. In den letzten hundertundfiinfzig Jahren wurde die
Geometrie insbesondere vondem DeutschenCarl Friedrich Gau B (1777 bis 1855),
dem Russen Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski (1793 bis 1856), dem
Ungarn Jénos Bolyai (1802 bis 1860) und dem Deutschen Bernhard Riemann
(1826 bis 1866) weiterentwickelt. Das Wesentliche dieser Entwicklung geht jedoch
iiber den Lehrstoff der allgemeinbildenden Schulen hinaus.

2. Abbildungsverfahren

Wenn ein Haus gebaut werden soll, ist es notwendig, dal man vor Beginn des
Baues ein anschauliches Bild von dem Gebiude erhilt. Man muB} also vorher
eine Zeichnung anfertigen, die den Bau so zeigt, wie man ihn spiter sehen wird.
Die Bauarbeiter, die das Gebiude auffiithren sollen, erhalten Zeichnungen, aus
denen sie die MaBe des Bauwerkes entnehmen kénnen. Entsprechende Zeich-
nungen benétigt man, wenn eine Maschine hergestellt werden soll.

In all diesen Fillen besteht das Problem, rdumliche Gegenstiinde in einer Ebene
darzustellen. Das Teilgebiet der Mathematik, mit dessen Hilfe dieses Problem
gelost wird, heiBt darstellende Geometrie. Wir wollen in den folgenden Abschnitten
einige ihrer Verfahren kennenlernen. Dabei beschrinken wir uns auf Kérper;
es gibt jedoch auBer den Kérpern auch noch andere riumliche Gebilde, zum
Beispiel schraubenformig gekriimmte Flichen. Bei samtlichen Verfahren denkt
man sich jeden Punkt des Kérpers durch Strahlen, die Projektionsstrahlen, auf
eine Ebene, die Bildebene, projiziert.
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An eine gute Abbildung werden im allgemeinen folgende Forderungen gestellt:
1. Sie soll ein anschauliches Bild des Gegenstandes vermitteln. 2. Sie soll maB-
gerecht sein. 3. Das Konstruktionsverfahren soll moglichst einfach sein. Alle drei
Forderungen lassen sich bei keinem Projektionsverfahren gleichzeitig erfiillen.
Das anschaulichste Bild erhilt man durch ein Verfahren, das dem Sehvorgang
entspricht und in der Natur auBerdem als Schattenwurf bei punktférmiger
Lichtquelle auftritt.

Bei diesem Verfahren gehen séimtliche Projektionsstrahlen von einem Punkte
aus, dem Projektionszentrum (beim Auge dem optischen Mittelpunkt des Linsen-
systems). Diese Art der Abbildung nennt man deshalb Zentralprojektion. In der
Technik findet sie ihre Anwendung zum Beispiel beim Photoapparat und beim
Bildprojektor. Die Konstruktion eines Bildes ist bei Zentralprojektion ziemlich
umstindlich. Dieses Verfahren hat auBerdem den Nachteil, daB es keine maB-
gerechten Bilder liefert. Wir wollen es deshalb nicht niher betrachten.
VerhiltnismaBig anschauliche Bilder, die auBerdem leicht zu konstruieren sind,
liefert die Parallelprojektion. Bei diesem Verfahren verlaufen simtliche Pro.
jektionsstrahlen parallel zueinander. Sie treffen unter einem beliebigen Winkel
auf die Bildebene. In der Natur findet man diese Projektionsart beim Schatten-
wurf durch die praktisch parallelen Sonnenstrahlen. Wir werden im Verlauf
unserer Betrachtungen zwei Verfahren der Parallelprojektion kennenlernen. das
GrundriB-AufriBverfahren (auch Zweitafelverfahren gcnannt) und die Axonometrie,
Die Forderung nach MafBgerechtigkeit der Bilder kann am besten bei der senk-
rechten Parallelprojektion erfiillt werden. Diese ist ein Sonderfall der Parallel-
projektion und dadurch ausgezeichnet, daB die Projektionsstrahlen senkrecht
auf die Bildebene treffen. Das Zweitafelverfahren ist das Verfahren, nach dem
die meisten technischen Zeichnungen und Bauzeichnungen angefertigt werden.
Auch bei ihm werden im allgemeinen nicht alle Teile des Korpers mafBgerecht
abgebildet, jedoch 1aBt sich, wie wir spiter sehen werden, auf einfache Weise
eine mafigerechte Abbildung auch dieser Teile erzielen. Der Nachteil dieses
Verfahrens liegt in der Tatsache, daB die mit seiner Hilfe hergestellten Bilder
héufig wenig anschaulich sind.

Die Abb. 68 zeigt ein Haus a) in Zentralprojektion, b) in
senkrechter Parallelprojektion (Axonometrie), ¢) in senk-
rechter Parallelprojektion (GrundriB-AufriBverfahren  |———________|
oder Zweitafelverfahren). Aus der Abbildung sind die
obenerwihnten Vor- und Nachteile der einzelnen
Projektionsarten deutlich zu erkennen. 5

Abb. 68a X Abb. 68b Abb. 68c
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3. Zur Zeichentechnik

Zur sauberen Ausfithrung geometrischer Zeichnungen muB man folgendes be-
achten:

Das Zeichenpapier soll glatt und nur schwach gekornt sein. Der Bleistift ist
bestéindig gut gespitzt zu halten. Es ist daher ein harter Bleistift am besten
geeignet, man darf ihn aber nicht zu fest andriicken. Als ReiBzeug geniigt ein
Zirkel mit Blei- und Ziehfedereinsatz sowie eine Ziehfeder zum Ausziehen gerader
Linien. Mit einem weichen Bleistift oder mit schwarzer Tusche werden die hervor-
zuhebenden Linien und Punkte nachgezogen. Die Ziehfeder darf nicht durch
Eintauchen in die Tusche gefiillt werden. Zum Fiillen dienen eine saubere Feder
oder ein Papierstreifen. Beim Fiihren der Ziehfeder darf kein Druck ausgeiibt
werden. Die Verwendung von Farben ist durch den Zweck der Zeichnung be-
stimmt, an sich geniigt schwarz. Nach dem Normblatt DIN 15 werden sichtbare
Kanten und Umrisse von Flichen und Kérpern voll ausgezogen, unsichtbare
(verdeckte) Kanten und Umrisse werden gestrichelt und Achsen im Strichpunkt-
verfahren gezeichnet. Statt des Lineals benutzen wir zwei Zeichendreiecke. Sie
sind beide rechtwinklig, das eine hat auBerdem zwei Winkel von je 45°, das
andere Winkel von 30° und 60°. Zum Ausziehen krummer Linien, die keine
Kreise sind, bedienen wir uns eines der in vielen verschiedenen Formen erhélt-
lichen Kurvenlineale.

4. Grundlegende Begriffe

Einen Korper abbilden heiflt, seine Begrenzungsflichen, seine Begrenzungs-
linien und Eckpunkte (soweit vorhanden) bzw. seine UmriBlinien abbilden. Man
muB daher zunichst lernen, die elementaren geometrischen Gebilde abzubilden.
Wir wollen deshalb bei den folgenden Betrachtungen von den elementaren
geometrischen Gebilden Punkt, Gerade und Ebene ausgehen. Dabei muB8 man
aber stets bedenken, daB diese elementaren geometrischen Gebilde in der Natur
nicht losgelést von den rdumlichen Gegenstinden existieren.

Wenn wir also bei unseren Untersuchungen zum Beispiel einzelne Punkte oder
Geraden betrachten, so geschieht dies nur deshalb, weil wir damit die Moglichkeit
erhalten, einen Kérper darzustellen.

Wir wollen nunmehr noch einige Bezeichnungen einfithren. Der abzubildende
Gegenstand heiBt Original, die Abbildung des Originals heiBt sein Bild oder sein
Rif. Entsprechend heiBien der abzubildende Punkt Originalpunkt, seine Abbildung
Bildpunkt. Die Ebene, auf die abgebildet wird, heiBt Bildebene. Der Vollsténdigkeit
halber sei hier nochmals der bereits erwihnte Projektionsstrahl definiert; so
heiBt jeder Strahl, durch den ein Originalpunkt auf der Bildebene abgebildet

wird.

II. Das Grundrif-Aufrifverfahren

Wie bereits erwihnt, wird das GrundriB-AufriBverfahren bei technischen Zeich-
nungen sehr hiufig angewendet. Da dieses Verfahren auflerdem besonders
einfach ist, wollen wir es zuerst betrachten.
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5. Die Darstellung von Punkten

a) Das Eintafelverfahren

Man kann sich das Bild eines Gegenstandes aus Punkten zusammengesetzt
denken. Wir wollen deshalb zuerst untersuchen, wie beliebig im Raum gelegene
Punkte mit Hilfe der senkrechten Parallelprojektion auf die Bildebene abgebildet
werden. Ein Raumpunkt kann entweder iiber, in oder unter der Bildebene
liegen. Der zu dem Punkt gehorige Projektionsstrahl ist das
Lot von diesem Punkte auf die Bildebene (bzw. die Senkrechte
in diesem Punkte auf der Bildebene). Die Abb. 69 zeigt vier
beliebige Punkte 4, B, C'und D. Der Punkt C liegt auf der Bild-
tafel selbst. Die von den Punkten 4, Bund D auf die Bildebene
gefillten Lote treffen diese in den FuBpunkten!) 4/, B’, D',
Sémtliche Lote liegen parallel zueinander und entsprechen mit-
hin den Projektionsstrahlen bei senkrechter Parallelprojektion.
A’, B, I’ nennt man die Bilder der Punkte 4, B, D. Der Punkt ¢ Abb. 69
fallt mit seinem Bildpunkt €’ zusammen. Den entsprechenden
. Projektionsstrahl erhilt man, wenn manin ¢

die Senkrechte auf der Bildebene errichtet.
Wir haben mithin festgestellt, daB zu jedem
Originalpunkt ein und nur eih Bildpunkt
gehort. Liegt ein Originalpunkt in der Bild-
ebene, so fillt er mit seinem Bildpunkt zu-
sammen.
Wirwollen nun untersuchen, ob auch zu jedem
Bildpunkt ein und nur ein Originalpunkt ge-
hort. Das ist offensichtlich nicht der Fall;
denn jeder auf dem gleichen Projektions-
strahl p liegende Originalpunkt wird durch
8, 8 den gleichen Bildpunkt dargestellt (vgl.
< ° 0" Abb. 70). Mithin ist jeder Bildpunkt P’ das
R ‘o a 2 Bild von beliebig vielen Raumpunkten P.
Al e ° [ 5 Um diese Vieldeutigkeit des Eintafelbildes
e i zu beseitigen, mul man den Abstand der

’ ~ einzelnen Raumpunkte von der Bildebene,
ihre Hohe, auf irgendeine Art und Weise festlegen. Das geschieht im allgemeinen
entweder dadurch, daB man neben jeden Bildpunkt eine Héhenzahl schreibt
(sogenannte kotierte Projektion, Abb. 71a), oder durch Angabe eines besonderen
HohenmaBstabes (Abb. 71b).
Die Darstellung mit Hilfe der Héhenzahlen ist uns von den Landkarten her
bekannt. Durch das Vorzeichen wird dabei zum Ausdruck gebracht, ob die
Raumpunkte oberhalb oder unterhalb der GrundriBebene liegen. Bei dem zuletzt
erwiihnten Verfahren werden die Hohen der Raumpunkte sowie der Nullpunkt
neben der eigentlichen Zeichnung auf einer senkrechten Geraden, dem Héhen-
mafistab, abgetragen (vgl. Abb. 71b). Die Abb. 72 zeigt die Darstellung eines
Hauses a) mit Hilfe von Héhenzahlen, b) unter Benutzung eines HéhenmaBstabes.

Abb. 70

PR

o

1) Die Zeichen A4’, B’, " usw. werden ,,4 Strich, B Strich, ' Strich*‘ usw. gelesen.
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raden. Die Schnittgerade = I I 5 s Y
der Grund- und der Auf- Abb. 72b

riBebene heiBt Bildachse. Ein anschauliches Bild 7

dieser Verhéltnisse liefert uns ein aufgeschlagenes

Heft, dessen Deckelseiten senkrecht zueinander RP"
stehen. Die waagerecht liegende Deckelseite ent- » v

spricht in diesem Fall der GrundriBebene. Die o L

zur GrundriBebene gehérigen Projektionsstrahlen Y, B

verlaufen lotrecht (vgl. Abb. 73). Die senkrecht ".
stehende Deckelseite entspricht der AufriBebene. 6 i
Die zu ihr gehérigen Projektionsstrahlen verlaufen
waagerecht, aber so, daB sie senkrecht auf die Auf-
riBBebene treffen (vgl. Abb. 73). Selbstverstindlich mufl man sich beide Ebenen un-
begrenzt denken. Fillt man von einem Raumpunkt das Lot auf die Aufriebene, so
gibt der Abstand des dort entstehenden Bildpunktes P”” von der Bildachse die
Hohe des Raumpunktes P iiber der GrundriBebene an. Dadurch ist unsere Abbil-
dung umkehrbar eindeutig geworden, das heif}t, fiir jeden Raumpunkt kann man
eindeutig die beiden Bildpunkte und umgekehrt aus den beiden Bildpunkten ein-
deutig den Raumpunkt bestimmen.

Das Bild P’ in der GrundriBebene heifit GrundriBhbild oder kurz Grundrif des
Originalpunktes P; entsprechend heiBt das Bild P in der AufriBebene AufriBhild
oder AufriB.

Wir fillen vom Grundril P’ des Punktes P auf die Bildachse « das Lot und be-
zeichnen den FuBpunkt mit P,. Die Strecke P’P, ist gleich dem Abstand des
Raumpunktes P von der AufriBebene. Entsprechend fillen wir vom Aufri} P
das Lot auf die Bildachse 2. Der FuBpunkt fllt mit dem FuBpunkt des Lotes P’ P,

Abb. 73
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VQ zusammen, wie man sich an Hand
der Figur verdeutlichen kann.
Der Abstand P” P, ist gleich dem
Abstand des Originalpunktes von
der GrundriBebene, das heiBt also
gleich der Héhe des Punktes P
/ G itber der GrundriBebene. In der
G Abb. 74 ist das fiir die Punkte 4
Abb. 70 und B veranschaulicht. Zur Dar-
stellung in der Zeichenebene

klappt man die AufriBBebene um 90° um die Bildachse so nach hinten, daB sie
mit der GrundriBebene in einer Ebene liegt. GrundriB- und AufriBebene bieten
dann ein Bild, wie es die Abb. 75 zeigt. Da sowohl P’P, als auch PP, auf der
Bildachse senkrecht stehen, liegt der Streckenzug P'P,P” nunmehr auf einer
Geraden. Diese Gerade heift Ordnungslinie des Raumpunktes P (in der Abbil-
dung 75 sind die Ordnungslinien der Punkte 4 und B gezeichnet).
Es gilt also der folgende Satz:

Die Verbindungsgerade zwischen Grund- und Aufri8 eines Raumpunktes

steht senkrecht auf der Bildachse und heiBt Ordnungslinie.
Ebenso gilt die Umkehrung dieses Satzes:

Liegen zwei Bildpunkte in verschiedenen RiBebenen nicht auf einer gemein-

samen Ordnungslinie, so konnen sie nicht Bilder des gleichen Raumpunktes

sein.

Ein Raumpunkt P ist gegeben, wenn sein Grund- und sein Aufri3 gegeben sind.

A A

&

x
e .

L

Abb. 74

Aufgaben

1. Zeichne die Bilder der folgenden Punkte in senkrechter Eintafelprojektion bei Verwendung
des HohenmaBstabes in eine GrundriBebene! Dabei sind die Projektionen der einzelnen
Punkte beliebig zu withlen,
A(h=+4); B(h=+6); C(h=0); D(h=—4); E(k=—3); F(h=-+35);
G(h=—286); H(h=+13)
Hierbei bedeutet % die Hohe in em.

2. Es sind Punkte mit den folgenden Abstinden (in cm) von der Projektionsebene darzustellen:

Aufgabe a‘b cldrejf g’h‘i‘k‘lm
Abstand vom Grundrif | 5 % 1|3 |3,5‘2,3‘ 0|3 1 0 |5.5 0290
Abstand vom Aufrif3 4 2 1 ‘ 3,1 l 22122 0 ‘ 4.1 ' 32(48]| 0 0

6. Die Darstellung von Geraden und Strecken

a) Grund- und Aufrif einer Geraden

Sowohl in der Ebene als auch im Raum bestimmen zwei Punkte eindeutig eine
Strecke und mithin auch eine Gerade. Bildet man alle Punkte einer Geraden
durch Parallelprojektion auf eine Ebene ab, so erfiillt die Gesamtheit aller Pro-
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Abb. 76a Abb. 76b Abb. 77

jektionsstrahlen im allgemeinen eine Ebene (vgl. Abb. 76a). Diese Ebene schneidet
die Bildebene in einer Geraden, die man als das Bild der abzubildenden Geraden
bezeichnet. Das Bild einer Geraden ist mithin bei Parallelprojektion (abgesehen
von einem Sonderfall) wieder eine Gerade. Die Bildpunkte von mindestens zwei
Originalpunkten, die auf der Originalgeraden liegen, bestimmen also eindeutig das
Bild der Geraden (Abb. 76b).

Die Abbildung von Kérpern wird hiufig auf die Abbildung von Strecken zuriick-
gefithrt. Wir wollen daher die Abbildung von Strecken mit Hilfe der senkrechten
Parallelprojektion niher untersuchen. Strecken kénnen zur Bildtafel entweder
parallel oder geneigt oder senkrecht liegen.

a) Zur Bildtafel parallele Strecken werden in wahrer GréBe abgebildet. Die
Strecke, ihr Bild sowie die zu den beiden Eckpunkten gehérenden Projektions-
strahlen bilden in diesem Fall ein Rechteck.

b) Zur Bildtafel geneigte Strecken werden verkiirzt abgebildet. Die Strecke, ihr
Bild sowie die zu den beiden Eckpunkten gehérenden Projektionsstrahlen bilden
ein rechtwinkliges Trapez (vgl. Abb. 77). Zeichnet man die Parallele zu 4’ B/, die
durch B lauft, so erkennt man, daf3 sich die Lénge I’ der Bildstrecke durch die
Linge der Raumstrecke 7 und den Kosinus des Neigungswinlkels o ausdriicken
laBt. Esist I’ =1 - coso.

¢) Zur Bildtafel senkrechte Strecken werden als Punkte dargestellt.

Das Bild einer Strecke kann also bei senkrechter Parallelprojektion nie linger sein
als das Original.

Da alle zu einer Bildtafel parallelen Strecken auf dieser in wahrer GréBe abgebildet
werden, spielen derartige Streclken eine besondere Rolle. Alle Geraden, die parallel
zur GrundriBebene verlaufen, heillen Hohen-
linien, da alle ihre Punkte die gleiche Hohe 7
iiber der GrundriBebene haben. Thr AufriBist A
eine Parallele zur Bildachse (im Sonderfall ein
Punkt). Handelt es sich um Strecken, dann
werden diese im Grundrifl in wahrer GrofBe X
abgebildet (vgl. Abb. 78a, b). Alle Geraden,

die parallel zur AufriBebene verlaufen, heiBlen
Frontlinien. Thr GrundriB ist eine Parallele

zur Bildachse (im Sonderfall ebenfalls ein
Punkt). Handelt es sich um Strecken, so Abb. 78a Abb. 78b
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werden sie im AufriBin wahrer GroBe abgebil-
8 det (vgl. Abb. 79a, b).

If B Hohen- und Frontlinien werden auch ge-
44" meinsam als Hauptlinien bezeichnet. Bei der

Abbildung eines Korpers bemiiht man sich
£ stets, ihn so zu stellen, daBl man maglichst
viel Hauptlinien erhalt.

Abb. 79a

),

Abb. 80

b) Wahre Liinge einer Strecke

Abb. 79b

Wie wir bereits erkannt haben, wird jede
Strecke, die weder Front- noch Héhenlinie ist, verkiirzt
abgebildet. Da man aber (z. B. bei Konstruktionszeich-
nungen) hiufig die wahre Lénge braucht, wollen wir ein
Verfahren zur Ermittlung dieser Linge kennenlernen. Da-
zu stellen wir folgende Uberlegungen an: 4 und B seien
die Endpunkte einer Raumstrecke, 4’ und B’ihre Grund-
riBbilder (vgl. Abb. 80). Senkrecht iiber A’ liegt der
Punkt A4, senkrecht iiber B’ der Punkt B. Diese Punkte
bestimmen das Trapez 4’4 BB’. Es hat bei 4’ und bei B’
rechte Winkel. Wir legen dieses Trapez um die durch 4’
und B’ bestimmte Gerade in die Grundriflebene um. Da-
bei bleiben seine GroBe und seine Gestalt unveriindert.
Derartige Umlegungen senkrechter oder auch schriger
Ebenen werden in der darstellenden Geometrie hiufig aus-
gefiihrt. Die umgeklappten Punkte werden wie die ur-
spriinglichen Punkte bezeichnet, aber in Klammern ge-
setzt. Um Verwechslungen bei der Bezeichnung der Um-
legungen zu vermeiden, versicht man die umgeklappten
(eingeklammerten) Punkte hdufig auch mit Indizes!)
(vgl. Abb. 80). Das umgeklappte Trapez konstruiert man

folgendermaBen: Wir errichten innerhalb der Bildebene in A" und B’ auf A’B’
die Senkrechten und tragen auf ihnen von 4’ und von B’ aus die Héhen der
Punkte 4 und B iiber der GrundriBebene ab. Diese Hohen sind gleich den
Strecken 4”74, und B” B,, die wir dem AufriB8 entnehmen. Wir erhalten somit
die Punkte (4), und (B),. Diese Punkte verbinden wir durch eine Gerade. Die
Strecke (A4),(B), ist die wahre Linge von 4 B. Die Umklappung kénnen wir
auch am Aufril durchfiihren.

Rechnerisch kann man die wahre Lénge einer Strecke folgendermafen ermitteln :
Wie wir aus der Abb. 80 erkennen, ist die wahre Linge 4 B gleich der Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks. Die eine Kathete des rechtwinkligen Dreiecks ist
die Projektion 4’5’, die andere Kathete der Héhenunterschied zwischen 4 und B.
Nach dem Lehrsatz des Pythagoras ergib sich damit fiir die wahre Linge einer
Strecke AB

AB =V (4B + (4"4,— B"B,).

1) Das Zeichen (4) wird also ,,4 umgelegt* gelesen, das Zeichen (4), entsprechend ,,4 um-
gelegt 1°.
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Einen entsprechenden Ausdruck kann man aus dem Aufril} herleiten. Aus dieser
Betrachtung ergibt sich nochmals der Satz:
Das Bild einer Strecke ist niemals linger als sein Original. Bild und Original
sind dann gleich lang, wenn die Strecke parallel zur Bildebene verliuft.

¢) Spurpunkte einer Geraden

Eine schriig zu einer Bildebene (etwa der GrundriBebene) gelegene Gerade durch-
stoBt diese Ebene in einem Punkt (vgl. Abb. 81). Diesen Punkt der Geraden nennt
man den Spurpunkt S. In dem von uns betrachteten Beispiel liegt er in der
GrundriBebene und fillt daher mit seinem GrundriB §” zusammen. Da alle Punkte
der GrundriBebene die Héhe Null haben, liegt das AufriBbild S” des Spurpunktes
auf der Bildachse x. Mithin finden wir den AufriB S” des Spurpunktes S als
Schnittpunkt des AufriBbildes der Geraden mit der Bildachse . Da 8” und 8" = 8§
auf einer Ordnungslinie liegen, findet man S’ als Schnittpunkt der in S auf der
2-Achse errichteten Senkrechten mit dem GrundriBbild der Geraden. Verlduft
die betrachtete Gerade auch schrig zur AufriBebene (in der Abbildung ist das der
Fall), so hat sie in dieser ebenfalls einen Spurpunkt, den wir mit 7' bezeichnen.
Sein AufriB 7 fillt diesmal mit 7' zusammen. Man findet ihn entsprechend als
Schnittpunkt der in 7” auf  errichteten Senkrechten mit dem AufrifBibild der
Geraden. Wir sind also in der Lage, die Bilder beider Spurpunkte zu konstruieren.

d) Zwei Geraden

Die Abb. 82 zeigt das Schaubild eines Hausdaches. Die sichtbaren Kanten a, b,

¢, d, e, fund g des Daches denken wir uns zu Geraden verlingert. Wenn wir ihre

Lage zueinander betrachten, stellen wir die folgenden drei Fille fest:

1. Zwei Geraden sind zueinander parallel (z. B. a| ¢, b| d).

2. Zwei Geraden schneiden einander (¢ und b bzw. ¢ und d).

3. Zwei Geraden sind weder parallel noch schneiden sie einander (d und e bzw.
aund g). Man nennt sie windschief.

In den ersten beiden Fillen liegen beide betrachteten Geraden jeweils in einer

gemeinsamen Ebene. Im Falle 3 gibt es keine Ebene, der beide Geraden angehdoren.

Die angefiihrten Fille zeigen uns simtliche Moglichkeiten fiir die Lage, die zwei

Geraden im Raum zueinander haben kénnen.

Wir wollen nun die Zweitafelbilder von Geradenpaaren in diesen drei Lagen unter-

suchen.

1. Bei parallelen Geraden (Abb. 83a,b) liegen auch die Ebenen parallel zuein-
ander, durch die die
Geraden auf die Bild-
ebene projiziert wer-
den (vgl. Abschnitt
6a). Infolgedessen
sind Grund- und Auf-
riBparalleler Geraden
im allgemeinen wie-
der je zwei Parallelen,
da parallele Ebenen
von einer dazu nicht Abb. 81 Abb, 82
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parallelen Ebene stets in
parallelen  Geraden ge-
schnitten werden. Liegen
die beiden parallelen Ge-
raden in der gleichen durch
die Projektionsstrahlen ge-
bildeten Ebene, so fallen
ihre Bilder in der zugeho-
rigen Bildebene zusammen
(Abb. 84a, b). Stehen sie
senkrecht auf einer der
Bildebenen, so werden sie
auf dieser durch zwei Punk-
te dargestellt (Abb. 85a, b).

. Schneiden zwei Geraden

einander, so haben sie
einen gemeinsamen Punkt
P (Abb. 86a). Der Grund-
ri P’ muB demnach den
Grundrissen beider Gera-
den angehéren, das heiBt
aber, die Grundrisse beider
Geraden schneiden ein-
ander ebenfalls, und zwar
im Punkt P’ (Abb. 86b).
Entsprechendes gilt fiir den
Aufri} P”. Da P’ und P
Bilder ein und desselben
Raumpunktes P sind, lie-
gen P’ und P” auf dersel-
ben Ordnungslinie. Daraus
folgt der Satz:
Wenn zwei Geraden im
Raum einander schneiden,
soliegendie Schnittpunkte
von Grund- und Aufrif
auf einer Ordnungslinie.
Auch die Umkehrung des
Satzes gilt:
Erhiilt manals Grund- und
Aufrif zweier Geraden je
zwei einander schneidende
Geraden, so schneiden die
beiden  Originalgeraden
nur dann einander, wenn
die Schnittpunktbilder auf
der gleichen Ordnungs-
linie liegen.
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Liegt die den beiden Original-
geraden gemeinsame Ebene
senkrecht zu einer der Bild-
ebenen, so fallen die Bilder
der Geraden auf dieser zusam-

men. Wir haben es also auch
dann mit zwei einander schnei-
denden Originalgeraden zu
tun, wenn der eine RiB} aus
zwei einander schneidenden G

Geraden, der andere aus einer ABbag7R Abb-Leny

einzigen Geraden besteht, da

jeder Punkt der zusammenfallenden Bilder dem Bild einer jeden der beiden
Geraden angehort.

3. Sind die Geraden windschief, so erhilt man im allgemeinen sowohl im Grund-
riB als auch im AufriB je zwei einander schneidende Geraden. Da die beiden
Schnittpunkte nicht mehr Grund- und AufriB des gleichen Raumpunktes sind,
kénnen sie auch nicht auf der gleichen Ordnungslinie liegen (Abb. 87a, b).
Es gibt aber auch keine Ebene, in der beide Originalgeraden zugleich liegen.
Infolgedessen konnen die Bilder beider Geraden weder im Grund- noch im
AufriB zusammenfallen. Es ist aber moglich, daB die Projektionsebenen der
beiden Geraden parallel zueinander liegen. In diesem Falle erhélt man auf der
zugehérigen Bildebene ein Parallelenpaar.

Zusammenfassung:

Zwei beliebig im Raume liegende Geraden g, und g, schneiden einander dann und
nur dann (das heiBt genau dann), wenn der Schnittpunkt ihrer Grundrisse und
der Schnittpunkt ihrer Aufrisse auf einer gemeinsamen Ordnungslinie liegen. Die
beiden Geraden g, und g, sind parallel, wenn sowohl ihr GrundriB- als auch ihr
AufriBbild je zwei parallele Geraden ergibt.

Aufgaben

1. Die aus der Aufgabe 2 im Abschnitt II, 5 angegebenen Punkte unter a und b, cund d, - - -,
1 und m bestimmen je eine Gerade.
a) Durch Zeichnung sind die Spurpunkte und die wahren Lingen zu bestimmen.
b) Aus der Zeichnung ist die Lage der Geraden im Raum zu ermitteln.

2, Bestimme durch Zeichnung und durch Rechnung die wahre Linge einer Strecke 4B nach
den folgenden Angaben!

Aufgabe a b ¢ d e £
Linge der Bildstrecke
A’B’ im GrundriB 4cm 5cm 0 3,80 m 1km 370 m
Hohenzahl von A 2 cm 3cem 3cem 8,00 m 26 m 112 m
Hohenzahl von B 4em . 3cm b5 ecm 6,80 m 54m 75 m

8. Eine Strecke ist durch ihren Grundri P’Q’ und die Hohen ihrer Endpunkte P und @ ge-
geben, Welche Hohe hat der Mittelpunkt der Strecke iiber der Grundrifiebene?
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4. Eine Gerade ist durch zwei Punkte 4 und B in der GrundriBebene und durch ihre Héhen
iiber der Grundriflebene gegeben. Welche Hghe hat der Punkt ¢ dieser Geraden, dessen
Projektion ein beliebig auf 4”B’ angenommener Punkt ¢ ist?

5. Drei nicht in einer Geraden licgende Punkte P, Q und R sind durch ihre Grundrisse und
Héhen gegeben. P und @ haben nicht die gleiche Hohe. Durch R soll diejenige Gerade
gezogen werden, die zur Projektionsebene parallel verliuft und die die Gerade P Qschneidet.
Anleitung: Man muB den Punkt auf P @ ermitteln, der so hoch wie R liegt.

6. Drei nicht in einer Geraden liegende Punkte P, Q und R sind durch ihre Grund- und Auf-
risse gegeben. Ermittle die Spurpunkte der Geraden durch R, die zur Geraden P parallel
verliuft! Welche Spezialfille sind moglich?

7. Es gilt der Satz: Sind zwei Geraden parallel, so gilt dasselbe von ihren Projektionen. Es ist
zu priifen, ob dieser Satz umkehrbar ist.

8. Konstruiere das Zweitafelbild
a) von zwei einander schneidenden Geraden,

b) von drei einander in einem Punkte schneidenden Geraden !
9. Wie liegen die Geraden in den Abbildungen 88 und 89 im Raum?

A A
A v _w -
g 9% . 4
x A gy A
7 C % —
x X - x x
7 3=9
=g’ e q S 2. M2
s =9, G g; 9 7 6\
13
Abb, 88 Abb. 89 Abb. 90 Abb. 91

10. Wie liegen die Geraden in den Abbildungen 90 und 91 zueinander?

11, Die geradlinige Rohrleitung eines Wasserkraftwerkes hat in einem Lageplan 1: 25000 eine
Linge von 1,4 cm. Thre beiden Endpunkte liegen 783 m und 603 m iiber NN1). Bestimme
zeichnerisch und rechnerisch die wahre Lange der Rohrleitung!

7. Die Darstellung von Ebenen

Bei technischen Zeichnungen legt man héufig Schnitte durch den darzustellenden
Korper, weil dadurch Einzelheiten besser zu erkennen sind. Liegt die Schnitt-
ebene zu einer Bildebene parallel, so wird die Schnittfigur in dieser in wahrer
GréBe abgebildet; schneidet dagegen die Schnittebene die Bildebene, so ist die
Abbildung der Schnittfigur verzerrt. In vielen Fillen ist aber die Abbildung der
Schnittfigur in wahrer GréBe notwendig. Wir miissen daher untersuchen, wie
diese Konstruktion maglich ist. Dazu untersuchen wir zuniichst, wie eine Ebene —
die Schnittebene — im Zweitafelverfahren dargestellt wird.

1) Erklirung fiir NN: Da sich der Meeresspiegel im steten Wechsel (Ebbe und Flut) befindet,
wird ein mittlerer Wasserstand als Ausgangspunkt angenommen. Dieser mittlere Meeresspiegel
wurde 1878 in Amsterdam (Amsterdamer Pegel) festgelegt und als Normalnull (NN) bezeichnet.
Von diesem Ausgangspunkt wurden in allen Staaten, iiber das ganze Land verstreut, Festpunkte
eingemessen. Wir finden diese Festpunkte an markanten Stellen: Bahnhafen, Briicken, Schleusen,
offentlichen Gebiuden usw.
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Jede Ebene im Raum ist durch drei Punkte, die nicht simtlich auf einer Geraden
liegen, eindeutig bestimmt. Zwei zueinander nicht parallele Ebenen schneiden ein-
ander stets in einer Geraden. Infolgedessen schneidet eine beliebig im Raum
liegende Ebene im allgemeinen sowohl die GrundriB- als auch die AufriBebene in
je einer Geraden, die man Spurgeraden nennt. Da die Spurgeraden im allgemeinen
nicht zueinander parallel liegen, schneiden sie einander. Thr Schmittpunkt gehort
aber sowohl der GrundriB- als auch der AufriBebene an, er liegt mithin auf der
Bildachse (Abb. 92a, b).
Besondere Bedeutung in der darstellenden Geometrie haben Ebenen, die senk-
recht zu einer oder auch zu beiden Riflebenen stehen. Die Abb. 93a, b, ¢ veran-
schaulichen diese Sonderfille. Wir stellen fest:

Wenn die Originalebene senkrecht zu einer Bildebene steht, so steht ihre zur

anderen Bildebene gehirende Spurgerade senkrecht auf der Bildachse.
Liegt die Ebene parallel zu einer der Bildebenen, so schneidet sie diese RiBebene
nicht. Es ergibt sich somit nur eine Spurgerade. Diese verlduft in der anderen
RifBlebene parallel zur Bildachse (Abb. 94a, b). Zwei zur Bildachse parallele Spur-
geraden entstehen dann, wenn die Ebene parallel zur Bildachse, aber nicht
parallel zu einer der RiBlebenen verlduft (Abb. 95).
Nun betrachten wir als einfachste Schnittfigur ein Dreieck 4B C, dessen Ebene
die GrundriBiebene schneidet
(vgl. Abb. 96). Wir kénnenes — %2 4 %
uns als Schnitt durch ein drei- 4
seitiges Prisma entstanden "5
denken (vgl. Abb. 97). Zur Ver-
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einfachung nehmen wir an, daf} die Schnittebene Z senkrecht auf der AufriBebene
steht (sonst ist noch eine Hilfskonstruktion durchzufiihren). Uns sind also die
GrundriBspur s, und die AufriBspur s, der Schnittebene £ gegeben. Beide schneiden
einander im Punkt S auf der Bildachse z, s, steht senkrecht auf 2. Ferner sind
die GrundriBpunkte 4’, B’ und ¢’ und die Aufripunkte 4”, B und C”” bekannt.
A", B” und C” liegen auf der AufriBspur s,.

Wir drehen die Ebene £ um die GrundriBspur s,, bis sie mit der GrundriBebene
zusammenfillt. Dabei wihlen wir die Drehrichtung so, daB der GrundriB des
Dreiecks und die Darstellung in wahrer GréBe einander nicht iiberschneiden. Bei
dieser Drehung beschreibt jeder Punkt der Ebene Z einen Kreis, der im Mittel-
punkt senkrecht von s; durchstofen wird. Inshesondere gilt das fiir die Punkte 4,
Bund C. Im AufriB werden diese Kreise in wahrer GroBe abgebildet, im Grundri3
dagegen als Parallele zur Bildachse .

Durch die Drehung werden die Punkte 4, Bund C'in die Punkte (4), (B) und (C)
der GrundriBebene iibergefiihrt; (4), (B) und (C) fallen also mit ihren Grund-
rissen (4)’, (B)’ und (C)’ zusammen. Die Aufrifpunkte A”/, B” und C” werden
durch die Drehung in die AufriBpunkte (4)”, (B)” und (C)” iibergefiihrt. Wir
finden (A4)’ = (4) also als Schnittpunkt der Ordnungslinie durch (4)” mit der
Parallelen zur Bildachse » durch A’ (Grundri3 des Kreises, den A4 beschreibt).
Entsprechendes gilt fiir (B) und (C).

Auf diese Weise kann man auch fiir andere Figuren die wahre GréBe konstruieren.

Aufgaben

1. Wie liegen Ebenen im Raum, wenn die Bildachse Spurgerade ist?

2. Grund- und AufriB von vier Punkten 4, B, C und D sind gegeben, Es ist festzustellen,
ob sie die Ecken eines ebenen Viereckes sind.

Anleitung: Es ist zu priifen, ob die Verbindungsgeraden einander schneiden.

8. Der Aufrifl eines ebenen Sechseckes 4 BCDEF sei regelmiiBig, wobei die AufriBpunkte 4"
und B”, C” und F”, D" und E” jeweils gleiche Hohe haben. Die GrundriBpunkte B/, ¢’
und D’ bilden ein gleichseitiges Dreieck. Das vollstiindige Zweitafelbild des Sechseckes ist
zu konstruieren.

4, Eine Ebene ist durch ein Dreieck 4 BC

bestimmt. AuBerdem ist ein Punkt P A £

80 gegeben, daB P’ innerhalb 4’B'C’ Al
und P innerhalb 4" B”’C"’ liegt. Ent- A"

scheide, ob der Punkt P in der Ebene X —+ ! -

c
A
8" . A" P
liegt! A ¢ | A'I &
5. Welchen Umlaufsinn  erhilt jedes Drei- :
eck 4 BC in der Abbildung98, wennes 0 0
g

von der GrundriBebene aus betrachtet
wird ? Abb. 98

5

8. Die Darstellung einfacher ebenflichiger Korper

Wir wollen nunmehr einige einfache Kérper im Zweitafelverfahren darstellen.
Dabei beschranken wir uns zunichst auf solche Kérper, die durch ebene Flichen
begrenzt werden. Die Darstellung solcher Korper ist im Zweitafelverfahren ins-
besondere dann sehr einfach, wenn die Gestalt der Korper sehr einfach ist und
wenn viele Kanten und Flichen der Kérper parallel zu den RiBebenen verlaufen.
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Zur Vereinfachung wollen wir die GrundriBebene so wihlen, daBsie Standebene
des Korpers ist. Bei der Konstruktion gehen wir stets von der GrundriBebene aus.

a) Der Wiirfel

Als ersten Korper stellen wir einen Wiirfel dar (vgl. Abb. 99). Der Grundri
zeigt die Grundfliche in wahrer Grofe. Da die Standebene mit der GrundriBebene
zusammenfillt, fallen auch die Punkte 4, B, €, D mit ihren Grundrissen A4’, B,
C’, D' zusammen. IThre Aufrisse A”, B”, C”’, D" liegen also auf der Bildachse.
Da sie auBerdem auf den zu 4’, B, ¢" und D’ gehérenden Ordnungslinien liegen,
sind sie die Fubpunkte der von 4’, B', C" und D’ auf die Bildachse x gefillten Lote.
Der Punkt B liegt senkrecht iiber dem Punkt 4. Sein GrundriB £’ fillt also
mit dem Grundril A’ zusammen, sein Aufri E” liegt senkrecht iiber dem Auf-
riBl A4”. Entsprechendes gilt fiir die Punktepaare F' und B, Gund C sowie H und D.
Die Kanten 4 £, BF, CG und DH liegen parallel zur AufriBebene und werden
deshalb in dieser in wahrer GroBe abgebildet. Damit sind auch die Aufrisse £”,
F”, G” und H” festgelegt. Die Kanten AB, BC, CD und DA liegen in der
GrundriBebene und fallen deshalb im AufriB mit der Bildachse zusammen. Auch
die Kanten EF, FG, G Hund HE liegen

parallel zur Grundrilebene und er- A E" B F' 6" E=p" F=6"

scheinen deshalbim AufriB als Parallele
zur Bildachse durch die Punkte £, F”, i
G und H”.
Spezielle Fille fiir die Lage des Wiirfels Alp” 2lor
sindinden Abb. 100 und 101 dargestellt. &
g |6’
b) Weitere einfache Korper 5
In der Abb. 102a und b ist ein Quader
mit den Kanten 1 em, 2em und 3 em fiir A=|E” B=|F'

zwei spezielle Lagen gezeichnet. Die

: Abb. 100
Konstruktion erfolgt analog zu der eben
angegebenen Konstruktion des Wiirfels.
A .y BZF" e
£ FH &
ESH" F=6"
VE B 0" c" A A
0o atlp cla
arg e’
AZE" 5
A=E' c=6" T 0, ”,
G £=F H=G
G G
8= ASE 5= AF 0=¢
Abb. 101 Abb. 102a Abb. 102b
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In der Abb. 103 ist ein
Haus mit Giebeldach im
Zweitafelverfahren darge-
stellt, dessen Front 4B mit
der Bildachse einen Winkel
von 25° bildet. In der
Abb. 104 ist ein Haus mit
einem Walmdach im Zwei-
tafelverfahren abgebildet.

Aufgaben

1. Zeichne von einem Wiirfel,
bei dem die Seitenkanten
mit der Bildachse einen
Winkel von a) 45°, b) 20°,
¢) 60° bilden, den Grund-
und Aufri3!

J! K"
£ \ 4" FY

A

g=f'

Abb. 103

J=K"
2 FL6"
A2y’ g-c’
0=H c=6'
7
¢
A=t 8=’
Abb. 104

2. Zeichne Grund- und Aufrifl eines Quaders mit den Seiten 2 cm, 3 cm und 4 cm in Ubereck-
stellung! Es ist jeweils eine der drei verschieden groBen Flichen als Grundfliche des

Quaders zu wiihlen.

3. Uber der rechteckigen Dachbodenfliche eines Hauses von 12,00 m Breite und 8,00 m Tiefe
soll ein Pultdach mit einem Neigungswinkel von 30° errichtet werden. Zeichne im passenden
MaBstab ein Bild des Daches in Zweitafelprojektion und stelle die Dachfliche in diesem
MaBstab in wahrer Grofe dar!

4, Zeichne im geeigneten MaBstab GrundriB und AufriB
a) eines Dammes von 20,00 m Linge und 3,00 m Hohe (die Breite betrigt oben 6,00 m

und unten 8,00 m, der Querschnitt sei ein gleichschenkliges Trapez),
b) eines Satteldaches von 24,00 m Linge, 6,00 m Héhe und 8,00 m Breite,
¢) einer Siiule mit quadratischer Grundfliche von 0,80 m Kantenlinge und 5,00 m Héhe,
d) eines Zeltdaches mit quadratischer Grundfliche von 1,80 m Kantenlinge und 1,20 m

Hohe!

5. Zeichne ein Haus mit Walmdach, wie es die Ab-
bildung 105 zeigt, im Grund- und Aufrif3! Verwende

lang sind die Grate?

Abb. 105

6. Ein Wohnhaus hat
(Abb. 106). Es ist 13,40 m lang, 9,40 m breit, die

ein

einen geeigneten Mafstab! Abmessungen des
Hauses: Lange 12,80 m, Breite 8,50 m, Firstlinge
6,80 m, Gesamthohe 10,30 m, Firsthshe 3,00 m, Wie

Kriippelwalmdach

Traufenkanten liegen 6,60 m, der Dachfirst 11,40 m
iiber dem Erdboden. Die Giebelwand ist 9,30 m

7m

f—

ll 12m

Abb. 107
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hoch, der First 8,00 m lang. —{4] [’—101;_(

Die Dachtraufen stehen "’j
0,40 m iiber. Zeichne das 65 CL =,
Hausim geeigneten MaBstab! S [~ S .’

7. Es sind im geeigneten Maf- 'l * ©
stab Grund- und Aufri} des == 1
Mansardendaches nach Ab- 3Dl 1 A I__ao_J

bildung 107 zu zeichnen.

8. Zeichne einen T-Stahl von 30 mm x 30 mm x 4 mm,
einen T-Stahl von 100 mm x 100 mm x 6,5 min und 4
einen L-Stahl von 40 mm x 80 mm > 6 mm belie-
biger Liange in verschiedenen Stellungen zu den A" FLD"
Tafeln (Abb. 108)!1) x

9. Uber der quadratischen Dachbodenfliche eines Tur- |
mes von 6,00 m Seitenlinge soll ein Zeltdach von A F
10,00 m Hghe errichtet werden.
a) Zeichne das Dach im Grund- und Aufrif! 8 £
b) Wie lang sind die Grate des Turmes? G
¢) Bestimme sowohl durch Zeichnung als auch durch ¢! '

Rechnung die wahre GréBe der Dachfliche !
d) Unter welchem Winkel sind die Dachflichen 415300
gegen den Dachboden geneigt ? Lose die Aufgabe
zeichnerisch und rechnerisch!
10. Uber der quadratischen Dachbodenfliche eines Tur-

mes soll ein Zeltdach von 8,00 m Héhe errichtet
werden. Die Kante des Quadrates ist 5,00 m lang.
Lése die entsprechenden Aufgaben, wie sie unter 9a
und 9d angegeben sind!

11. Bestimme durch Zeichnung und Rechnung die

wahre GroBe der einzelnen Flichen fiir a) das in
Abbildung 109 in senkrechter Zweitafelprojektion
(MaBstab 1:500) dargestellte Satteldach, b) das
Walmdach in Abbildung 110 (Mafstab 1 : 500),
¢) das Zeltdach in Abbildung 111 (MaBstab 1:400)!
Stelle Modelle der Dicher her!
Anleitung: In den Fillen b und ¢ miissen neue
Aufrisse so konstruiert werden, dafl die Ebenen der
umzuklappenden Flichen senkrecht auf der Aufrif-
ebene stehen.

12, Uberderrechteckigen Dachbodenfliche eines Hauses
von 12,00 m Breite und 8,00 m Tiefe soll a) ein
Pultdach mit einem Neigungswinkel von 30°,
b) ein Walmdach, dessen Dachflichensamtlich einen
Neigungswinkel von 45° haben, errichtet werden.
Es sind die Bilder der Diicher in senkrechter Ein-
tafelprojektion mit beigefiigtem HéhenmaBstab zu
zeichnen, die Dachflichen in wahrer GréBe dar-
zustellen und die GroBen der Dachflichen zu be-
rechnen, Simtliche Dicher stehen an den Trauf-
kanten 0,40 m vor.

1) Die Bezeichnungen T-Stahl, T-Stahl und L-Stahl
fiir Profilstihle werden Te-Stahl, Doppel-Te-Stahl und
Winkelstahl gesprochen, Abb. 111
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II1. Die axonometrische Abbildung

Im folgenden Abschnitt wollen wir ein Abbildungsverfahren kennenlernen, das
ebenfalls auf der Parallelprojektion beruht. Es hat gegeniiber dem behandelten
Zweitafelverfahren den Vorteil, dafl es wesentlich anschaulichere Bilder liefert.
Ein Nachteil dieses Verfahrens ist es jedoch, daB die Ermittlung der wahren GréBe
ciner Figur schwieriger als beim Zweitafelverfahren ist.

Bei dem zu behandelnden Verfahren bezieht man die Originalfigur (z. B. den
Kérper) auf ein rechtwinkliges « yz-Koordinatensystem. Das ganze System wird
dann durch Parallelprojektion auf die Bildebene projiziert. Der Projektion unter-
liegen somit auch die Koordinatenachsen. Aus diesem Grunde heiBt die Lehre von
diesem Abbildungsverfahren Axonometrie. Im Falle der senkrechten Parallel-
projektion eines solchen Systems spricht man von senkrechter Axonometrie.

9. Die Abbildung eines riiumlichen Koordinatensystems

a) Das riumliche Koordinatensystem

Uns ist bereits das rechtwinklige #y-Koordinatensystem bekannt. Durch dieses
System wird ein Punkt in der Ebene eindeutig festgelegt. Zur eindeutigen Be-
stimmung eines Punktes im Raume bendtigt man noch eine dritte Koordinate.
Man erhilt diese, indem man im Nullpunkt des ebenen 2 y-Koordinatensystems
die Senkrechte auf der Ebene errichtet und auf ihr die gleiche Eirheit wie auf der
2-Achse und auf der y-Achse abtrigt. Durch die dritte Achse, die man im allge-
meinen als z-Achse bezeichnet, wird es maoglich, den Abstand des Raumpunktes P
von der durch die 2-Achse und die y-Achse aufgespannten Ebene zu bestimmen.
Auf ein solches Koordinatensystem wird bei der axonometrischen Abbildung das
Original bezogen (vgl. Abb. 112).
Ein Modell eines solchen Achsen-
kreuzes kann man leicht her-
stellen. 'Wir nehmer dazu ein
Stiick steifes Papier mit den in
der Abb. 113 angegebenen MaBen
und schneiden die in der Ab-
bildung schraffiert gezeichneten
Teile weg (bis auf einen Klebe-
falz). Dann falten wir das Papier
lings der Geraden OX und OY
P, Abb. 112 Abb. 113 rechtwinklig und kleben das Pa-
pier an der Geraden 0Z zu-
sammen. Dadurch haben wir einen Ausschnitt aus dem Koordinatensystem erhal-
ten. Ein solches Gebilde nennt man auch eine kérperliche Ecke.

z

b) Die Abbildung des riiumlichen Koordinatensystems durch Parallelprojektion

Zur Abbildung unseres Koordinatensystems legen wir unser Pappmodell mit dem
offenen Dreieck auf die Zeichenebene. Dadurch entsteht eine dreiseitige Pyramide
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Abb. 115

A i

Abb. 114

X 4

mit der Grundfliche X¥ Z, der Spitze O, den Grundkanten XY, ¥Z und ZX und
den Seitenkanten 0X, 0Y und OZ (vgl. Abb. 114).
In dieser Lage wird das Koordinatensystem durch senkrechte Parallelprojektion
in die Zeichenebene abgebildet. Die Abb. 115 stellt diese Projektion (von unten
betrachtet) dar. Dabei ist 0’ die Projektion des Nullpunktes O. Die Strecke 0’X
ist die Projektion der z-Achse, X ist der Spurpunki der z-Achse. Entsprechen-
des gilt fiir die Strecke 0’Y und den Punkt ¥ sowie fiir die Strecke 0’Z und den
Punkt Z. Die Strecke XY ist die Spur der durch die Koordinatenachsen & und y
aufgespannten Ebene, YZ und ZX sind die Spuren der entsprechenden Ebenen.
Durch die Spurpunkte X, ¥ und Z bzw. durch die Spurgeraden XY, ¥Z und ZX
wird ein Dreieck bestimmt, das Spurdreieck heilt.
Es ist anschaulich klar, daB nur dann ein Spurdreieck entsteht, wenn keine der
Achsen parallel zur Zeichenebene liegt. Sonst durchst68t namlich die zur
Zeichenebene parallele Achse die Zeichenebene nicht, man erhilt also hochstens
zwei Spurpunkte. Es ist ebenso anschaulich klar, da es zu jedem zyz-Koordina-
tensystem beliebig viele Spurdreiecke gibt, da man jedes zyz-Koordinatensystem
auf beliebig viele verschiedene Weisen so legen kann, daB keine der Achsen parallel
zur Zeichenebene verlduft.
Es gilt der folgende Satz, der hier nicht bewiesen werden soll:
Das Spurdreieck eines rechtwinkligen axyz-Koordinatensystems ist stets
spitzwinklig. Insh dere ist es gleichschenklig, wenn zwei Achsen gleiche
Liinge haben, und gleichseitig, wenn alle drei Achsen gleich lang sind.

¢) Die Verkiirzung

Fiir die Abbildungen im axonometrischen Verfahren verwendet man stets eine
solche Projektion, bei der ein Spurdreieck vor-
handen ist, da nur dann die Abbildung den Vor-
teil der Anschaulichkeit hat. Wie wir bereits bei
der Behandlung des Zweitafelverfahrens fest-
gestellt haben, werden Strecken bei Parallel-
projektion verkiirzt abgebildet, wenn sie nicht
parallel zur Bildebene liegen. Dies trifft auch bei
den Achsen unseres Koordinatensystems zu. Wir
wollen jetzt das Verhiltnis der Verkiirzung
ermitteln. Dazu legen wir die durch die Koordi-
natenachsen aufgespannten Ebenen um ihre
Spuren in die Zeichenebene um (vgl. Abb. 116).
Bei den Umlegungen beschreibt der Punkt O Abb. 116
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Kreishogen, deren Projektionen Strecken sind. Jede dieser Strecken steht senkrecht
auf der Spur der entsprechenden Ebene, da diese Spur die Drehachse ist.
Da die Koordinatenachsen bei O rechtwinklig aufeinanderstehen, liegen (0)y,
(0); und (0); auBerdem auf den Thaleskreisen iiber den Spuren. Es geniigt, wenn
nur zwei Koordinatenebenen umgelegt werden, da bei drei Umklappungen jede
Achse zweimal umgelegt wird. Die Konstruktion der Umklappung kann man durch
die folgende Uberlegung vereinfachen :
Die Achse OY steht auf der Ebene ZOX senkrecht. Daraus folgt, daB die Projek-
tion 0'Y senkrecht zu der Spur Z X liegt. Die Hohe des Spurdreiecks auf ZX fillt
also mit der durch 0'Y bestimmten Geraden zusammen. Mithin findet man (0),
als Schnittpunkt der Verlingerung von ¥’ mit dem Thaleskreis iiber ZX. Ent-
sprechendes gilt fiir (0), und (0),. Aus dieser Uberlegung folgt ferner, daf der
Punkt 0’ der Schnittpunkt der Héhen im Spurdreieck ist.
Durch diese Umlegungen haben wir die Achsen und mithin auch die Einheit auf
den Achsen in wahrer Linge erhalten. Wir kénnen diese Einheit mit Hilfe der
Strahlensitze auf die Projektion iibertragen. Wir fiihren die Betrachtung am
Beispiel der 2-Achse durch (vgl. Abb. 117). Die Strecke (0), A, ist die wahre Liange
der Einheit auf der z-Achse. Wir zichen zu (0), 0’ die Parallele durch A4,. Diese
schneidet O’X in 4’,. Es ist nach dem Strahlensatz

X(0),: 4,0, = X0’ : 4,0".
Damit haben wir die Einheit auf der a-Achse auf
die Projektion der z-Achse verkiirzt iibertragen.
Entsprechend verfihrt man bei den iibrigen
Achsen. Da man fiir jede Achse die Konstruktion
von zwei Umlegungen ausgehend durchfithren
kann, hat man die Moglichkeit einer Zeichen-
kontrolle.
Das Verhiltnis zwischen der Einheit auf der Pro-
jektion und der Einheit auf der Achse nennt man

Abb. 117 Verkiirzungsverhiltnis (oder auch Verkiirzungs-

faktor). Im allgemeinen ist es fiir die Achsen ver-

schieden. Ist das Spurdreieck gleichschenklig, so ist das Verkiirzungsverhiltnis
fiir zwei Achsen gleich, ist das Spurdreieck gleichseitig, so ist das Verkiirzungs-
verhéltnis fiir alle Seiten gleich.

Aufgaben

1. Uber einem gleichseitigen Dreieck XYZ (Seitenléinge 4 cm) soll eine dreiseitige Pyramide
errichtet werden, deren Seitenkanten in der Pyramidenspitze O simtlich rechtwinklig zu-
sammenlaufen. Zeichne den GrundriB der Pyramide auf die Grundflichenebene und die
Seitenflichen durch Umlegung um die Grundkanten!

2. Gegeben ist ein beliebiges spitzwinkliges Spurdreieck X YZ. Konstruiere den Grundrif des

horenden Koordi stems! Bestimme durch Umlegung die Hohe des Punktes O
iiber der GrundriBebene!

8. Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck X ¥Z mit der Seitenlinge 3)2 em als Spurdreieck
eines rechtwinkligen 2yz-Koordinatensystems. Wie sieht das dazugehérige Achsenkreuz
im Original (Achsenteilung in ¢cm) und wie im Bild bei senkrechter Parallelprojektion auf
die Zeichenebene aus? Wie grof sind die Verkiirzungen in Richtung der Koordinatenachsen
und das Verkiirzungsverhaltnis?
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4. Lege durch die Punkte (4; 0; 0;), (05 3; 03), (0; 0; 3;) eines rechtwinkligen zy2-Achsen-
kreuzes eine Bildebene und bilde das Achsenkreuz durch senkrechte Parallelprojektion auf
diese Ebene ab! Wie verlaufen die Bilder der Achsen zueinander?

Anleitung: Es sind zunichst die Lingen der Seiten des Spurdreiecks zu konstruieren.

10. Die isometrische Projektion

Unter isometrischer Projektion versteht man den Sonderfall der axonometrischen
Abbildung, fiir den die Verkiirzung auf allen drei Achsen gleich ist. Ihr liegt also
ein gleichseitiges Spurdreieck zugrunde (Abb. 118). Die Bilder der Achsen schnei-
den einander unter den gleichen Winkeln von 120°. Das isometrische Bild des
Achsenkreuzes zeichnet man schnell durch Dreiteilung eines Kreises (Abb. 119).
Das Verkiirzungsverhiltnis betréigt auf allen Achsen

]/ 2
=/ —=10,816...
7 3

Den Beweis fiir diese Behauptung kann man geometrisch durch zweimalige An-
wendung des pythagoreischen Lehrsatzes fithren (vgl. Abb. 120):

1 = =
1.es=—2- ]/2ea; 2.¢,= ) V3 e,
b s 1 = e, 2
3. =12¢, == 13¢,; 4.i=‘/7-
312 2V e 3 o,
z z
[
. x y 4
X

Y
Abb. 118 Abb. 119 Abb. 120

Die wahre Linge einer parallel zu einer Achse liegenden Strecke 7 ist also
1=t r )P e,
7 q 2

wenn I’ die Projektion der Strecke ist.

11. Die dimetrische Projektion

Als dimetrische Projektion bezeichnet man ein solches axonometrisches Abbil-
dungsverfahren, bei dem das Verkiirzungsverhiltnis zweier Achsen gleich ist und
die dritte Achse stirker verkiirat gezeichnet wird (vgl. oben Aufgabe 4). Dabei
geht man zweckmiBig so vor, daB man die y- und die z-Richtung (Lange und Héhe)
gleichmiBig verkiirzt und fiir die «-Richtung (Breite) die stiirkere Verkiirzung
wiihlt. Im Maschinenbau benutzt man hiiufig ein dimetrisches Abbildungsver-
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fahren, bei dem das Verhiltnis der Einheiten auf den z
Achsen ¢, e, :e,= % :1: 1ist. Die Bildachsen schnei-

den dabei einander unter den Winkeln von annéihernd
97,2°, 131,4° und 131,4° (Abb. 121). Auf den Beweis
fiir diese Behauptung wollen wir verzichten. Dieses
Abbildungsverfahren heift genormte senkrechte axo-
nometrische Projektion. Wenn im folgenden kurz von
dimetrischer Projektion gesprochen wird, so ist dar-
unter stets dieses genormte Verfahren zu verstehen.

A
X5

_§

V‘
\J
\

]

& INS

Aufgaben

)
1. Stelle einen Raumpunkt P a) in senkrechter Eintafel- (/’

projektion mit HohenmaB, b) im Zweitafelverfahren,
¢) mit Hilfe axonometrischer Abbildung inisometrischer Abb. 121
Projektion und d) in dimetrischer Projektion dar!
Beispiele: P (1;1;1), P(3;3;3), P(2;2;4), P(2;3;4).

2, Es sind die Punkte mit den folgenden Koordinaten in isometrischer und in dimetrischer
Projektion zu zeichnen.

a b ¢ d e f g h i k 1
z 0 0 4 5 4 0 i 3 5 3,5 2
v b 0 0 3 0 1 2 1 2 1,5 4,5
z 0 3 0 0 4 2 3 4 4 3 5,5

12. Die axonometrische Abbillung von einfachen ebenflichigen Korpern

Ein Raumpunkt P mit den Koordinaten # = 2; y = 3 und z = 4 ist in der
Abb. 122 in isometrischer und in der Abb. 123 in dimetrischer Projektion dar-
gestellt. Die Projektionen des Raumpunktes auf die Ebenen sind durch gestrichelte
Linien gekennzeichnet.
Wir sind nun in der Lage, einfache Korper, die in einem zyz-Koordinatensystem
liegen, axonometrisch darzustellen. Das Spurdreieck XY Z ist mit O’ als Héhen-
schnittpunkt gegeben. Es
kann beliebig spitzwink-
lig angenommen werden,
wir beschrinken uns aber
auf die isometrische und
dimetrische Projektion.
Zunichst soll ein Wiirfel
mit der Kantenlinge a in
den beiden genannten
Projektionsarten darge-
7 stellt werden. Wir denken
uns den Wiirfel so in das
Koordinatensystem ge-
Abb. 122 Abb. 123 schoben, daB eine Wiirfel-

——————
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Abb. 124 Abb. 125

ecke mit O zusammenfillt und die drei von ihr Abb. 126
ausgehenden Kanten mit den Koordinatenachsen
zusammenfallen. Die Konstruktion beginnt wie in
der Abb. 124. Wir iibertragen also die Verkiirzung
der Kanten auf die Achsen. Damit sind uns be-
reits vier Eckpunkte des Wiirfels, namlich O, 4,
H und C, bekannt. Durch Ziehen von Parallelen
vervollstidrdigen wir die Konstruktion ; wir erhalten
damit das Bild des Wiirfels in axonometrischer Dar-
stellung. In der Abb. 125 wird ein Wiirfel dime-
trisch dargestellt.

Als zweites Beispiel wollen wir einen Quader mit
quadratischer Grundfliche (@ =3 ¢cm) und der
Héhe h=>5 emin dimetrischer Projektion darstellen Abb. 127
(Abb.126). Als drittes Beispiel ist in der Abb. 127 ein Haus mit einem Walmdach in
dimetrischer Projektion dargestellt. Die MaB3e des Hauses sind : Lange 12 m, Breite
8 m, Traufenhhe 6 m, Firsthohe 10 m, Firstlinge 4 m, MaBstab 1:400. Das Haus
ohne Dach ist ein Quader, der in den angegebenen MaBen gezeichnet wird. In der
Deckfliche zieht man die zu B F parallele Mittellinie. Auf ihr werden zwei Punkte
1 und K bestimmt, die voneinander und von den Seiten F@ und EH den Abstand
4 m haben. Senkrecht iiber I und K liegen die Endpunkte des Firstes in der Hohe
10 m. Die Verbindungslinien vervollstindigen die Zeichnung.

Aufgaben

1. Es ist ein Quader mit denKanten a = 3 ¢cm, b = 2cem, ¢ = 4 cm a) im Zweitafelverfahren,
b) in isometrischer Projektion, ¢) in dimetrischer Projektion zeichnerisch darzustellen.

2, Zeichne einen Quader mit quadratischer Grundfliche @ = 3 cm und & = 5 cm in isometri-
scher Projektion! Ermittle die wahre Linge einer Flichendiagonale durch Umlegen um eine
Grundkante !

8. Ein Haus mit Satteldach ist in dimetrischer Projektion zu zeichnen. MaBe des Hauses:
Liinge 10,00 m, Breite 5,00 m, Traufenhohe 4,00 m, Firsthshe 6,00 m, MaBstab 1 : 200,

4. Zeichne einen Quader mit quadratischer Grundfliche, der oben durch ein Giebeldach ab-
geschlossen ist, in dimetrischer Projektion! Die Grundkanten des Quaders sind samtlich
3,00 m lang, die Hohe betriigt 6,00 m. Das Giebeldach ist 2,00 m hoch. MaBstab 1: 100.

6. Zeichne cinen Treppenlauf, dessen GrundriB ein Rechteck ist! Die einzelnen Stufen haben
die Abmessungen 1,00m x 0,30 m x 0,15m (0,15 m ist die Stufenhghe). MaBstab 1 : 50,
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IV. Ebenflichige Korper

Als ebenflichige Korper bezeichnet man alle diejenigen Kérper,dienur durch ebene
Flichen begrenzt werden. Einige spezielle ebenflichige Korper sind uns schon
bekannt, zum Beispiel der Wiirfel und der Quader. In diesem Abschnitt werden
wir die Darstellung sowie die Berechnung von Oberfliche und Volumen einiger
ebenflichiger Korper behandeln.

13. Der Lehrsatz des Cavalieri

Zur Berechnung des Volumens von Kérpern bendtigen wir einen Lehrsatz, der
es uns ermoglicht, das unbekannte Volumen eines Korpers mit Hilfe des bekannten
Volumens eines anderen Kérpers zu ermitteln. Die dazu notwendigen Betrach-
tungen fithren wir an Flichen durch, weil daran das Wesentliche des Problems.
deutlich wird, die Betrachtungen selbst aber bedeutend vereinfacht werden.

Wir betrachten eine beliebige ebene Figur F, die wir durch eine Schar paralleler
Geraden gy, g, gy, - - ., g, in die Streifen 8, S, S, . . ., S, zerlegen. Jeder dieser
Streifen S; kann derart in ein Rechteck R, eingeschlossen werden, daB es kein
kleineres Rechteck gibt, das S; ganz enthilt (Abb. 128a). Andererseits kann man
in jeden Streifen §; ein Rechteck 7, so einschlieBen, daB es kein groBeres Rechteck
gibt, das ganzin S, liegt (Abb. 128b). Die Flicheninhalte von R, und 7, sind leicht
zu ermitteln, der Flicheninhalt von S, liegt offensichtlich zwischen beiden. Es

gilt also
]/I/\% A B, > 8, >r.
'L ,(A Die Summen der Flicheninhalte aller R, und der
1\ { Flacheninhalte aller 7, geben also Schranken, zwi-
]\l '\1 schen denen die Summe der Flicheninhalte aller
VJL AV 8, liegt. Die Summe der Flicheninhalte aller S,

ist aber der Flicheninhalt der Figur F.

Abb. 128b

Nun nihern sich sowohl R, als auch 7, im Fliichen-
inhalt um so besser einander an, je kleiner die
Breite von R, und r,ist. Durch eine Verkleinerung
aller Rechteckbreiten — oder mit anderen Wor-
ten: durch eine VergréBerung der Anzahl der
Streifen — kann man also den Unterschied von
R; und r, beliebig klein machen. Damit kann man
den Inhalt eines jeden S; und folglich auch den
Inhalt von F beliebig einschrinken. Mit den
Hilfsmitteln der Infinitesimalrechnung, die im
11. Schuljahr behandelt wird, kann man zeigen,
daB man den Inhalt von F exakt angeben kann,
wenn man die Zahl der Streifen iiber alle Gren-
zen wachsen 1aBt oder — was dasselbe besagt —
die Breite der Streifen kleiner als jede noch so
kleine (positive) Zahl werden liBt.
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Wir vergleichen nun zwei ebene Figuren F' und F'*. Beide seien durch dieselbe
Schar paralleler Geraden ¢, ¢s, g5 - - -» ¢, in Streifen S, S,, S5, ..., S, und
8%, Sy*, Sy*, ..., S,* von gleicher Breite zerlegt (Abb. 129). Gilt fir den Inhalt
Fy, eines jeden S,

Fg =Fgs, — > or et
¢ ) A A |Vl |71
sogiltauch fiirden I/ V| i Vil
Flicheninhalt Ir s A W~ 1
von F' ¥ 1% 1 1
=—p 7 1
Ip=1Ips, Abb. 129

wobei mit Iy« der Inhalt von F* bezeichnet ist.

Diese beiden Betrachtungen fiihren zu dem folgenden Satz:
Lassen sich zwei ebene Flichen so an eine Grundlinie anlegen, daB sie durch
jede zur Grundlinie parallele Gerade in gleichen Strecken geschnitten werden,
so sind die Flichen inhaltsgleich.
Bei der Herleitung dieses Satzes besteht noch eine Liicke. Wir sind ndmlich
bedenkenlos von Rechtecken — wenn auch noch so kleiner Breite — zu Geraden
iibergegangen. Gerade dieser Ubergang wird aber mit den Hilfsmitteln der In-
finitesimalrechnung durchgefiihrt.
Entsprechende Uberlegungen kann man auch fiir den Raum anstellen. Man erhilt
dann einen Satz, der als Lehrsatz des Cavalieri bezeichnet wird. Dieser Satzlautet:

Lehrsatz des Cavalieri:

Lassen sich zwei Korper so auf eine Grundebene stellen, daB sie durch jede
zur Grundehene parallele Ebene in inhaltsgleichen Flichen geschnitten
werden, so sind die Korper rauminhaltsgleich.

14. Die Prismen
a) Definition

Ein Korper, der durch zwei parallele kongruente n-Ecke als Grund- und Deck-
fliche und durch m Parallelogramme als Seitenfliichen begrenzt wird, heift
n-seitiges Prisma (Abb. 130, fiinfseitiges Prisma).

Der Abstand der Deckfliche von der Grundfliche heiBt

Hohe des Prismas. Ein Prisma heiflt gerade, wenn alle

Seitenkanten auf der Grundfliche senkrecht stehen, "
andernfalls heiBt es schief. Ein gerades Prisma heillt

regelmiBig, wenn Grund- und Deckfliche regelméBige

Vielecke sind. Als Mantel des Prismas bezeichnet man

die Gesamtheit der Seitenflichen; die Summe aus den

Inhalten aller Begrenzungsflichen heift Oberfliche des

Prismas. Die Verbindungslinie zwischen den Mittel-

punkten der Grund- und der Deckfliche eines regel-

miBigen Prismas heiBt Achse des Prismas. Jede Schnitt- Abb. 130
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ebene, die diese ganz enthilt,
schneidet aus einem regelmiBigen
Prisma ein Parallelogramm aus,
das man als Achsenschnitt be-
zeichnet.

In der Technik haben Gegen-
stinde von der Form eines Pris-
mas verschiedene Bezeichnungen.
So kénnen zum Beispiel Balken,
Triger, kantige Siulen und
Stéibe Prismen sein.

8-r

Abb: 1318 Abbs18Lb b) Darstellung von Prismen
Die Darstellung eines speziellen

Prismas, des Quaders, im Zweitafelverfahren haben wir bereits in Abschnitt &
kennengelernt. Die folgenden Abbildungen geben die Darstellung einiger anderer
Prismen im Zweitafelverfahren (a) und in dimetrischer Projektion (b) wieder.
In der Abb. 131 ist ein regelméBiges dreiseitiges Prisma, in der Abb. 132 ein regel-
méBiges sechsseitiges Prisma dargestellt.
Erliuterung zur Abb. 131b: Eine Grundkante mége auf der 2-Achse liegen. Die
Punkte 4 und B sind leicht zu finden. Der Punkt C' hat von der 2-Achse den Ab-

stand % ¥3in Richtung der y-Achse, denn GC' ist die Hohe des gleichseitigen Drei-

eckes A BC mit der Seitenlinge a.
Zur Vereinfachung der Konstruktion eines sechsseitigen Prismas bei dimetrischer
Darstellung erginzt man ganz zweckmiBig das Sechseck zu einem Rechteck, wie

es die Hilfsfigurin der Abb. 132b zeigt. Dann ist nimlich OF — % und 04 = %‘/1_3,

wenn ¢ die Sechseckseite ist. Derartige Hilfskonstruktionen sind hiufig zweck-
miBig.

c¢) Berechnung des Volumens von Prismen

Das Volumen eines speziellen Prismas,
des Quaders, kennen wir bereits. Haben ~ 6°_#:M"  Ji/"¢"
die Kanten des Quaders die Léngen a,
b und ¢, so ist sein Volumen
V=a-b-c.
Da a - b gleich der Grundfliche G und 4 | ey
¢ gleich der Héhe 4 ist, gilt I
V=@G-h.
Wir vergleichen nun ein beliebiges Pris- 6! W
ma mit einem Quader von gleicher
Hohe und inhaltsgleicher Grundfliche,
Jede zur Grundfliche parallele Ebene 44 '
schneidet sowohl den Quader als auch Abb. 132a Abb. 132b

N
=
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das beliebige Prisma in Flichen, die der Grundfliche kongruent, demnach auch
inhaltsgleich sind. Nach dem Lehrsatz des Cavalieri sind also die Rauminhalte
beider Korper gleich.

Es gilt mithin der Satz:
Der Rauminhalt V eines beliebigen Prismas mit der Grundfliiche G' und der
Hiohe h ist V=G - h.

Aufgaben

1. Ein regelmiiBiges gerades a) vierseitiges, b) sechsseitiges Prisma ist in Grund- und Anfrif§
darzustellen, Wie verlauft ein Achsenschnitt jedes Korpers ? Zeichne diesen in wahrer GréBe!
Welche Symmetrieverhéltnisse haben die Kérper?

2. Ein regelmiBiges gerades achtseitiges Prisma mit der Grundkante @ = 2 cm nnd der Hohe
h = b5cm ist
a) im Zweitafelverfahren in méglichst einfacher Lage,

b) mit Hilfe der dimetrischen Axonometrie darzustellen.
Anleitung: Zur axonometrischen Darstellung ist das Achteck zu einem Quadrat zu er-
ginzen,

8. EinregelmiBiges gerades fiinfseitiges Prisma mit der Grundkante @ = 1,5 cm und der Hohe
h = 4 cm ist im Zweitafelverfahren und mit Hilfe der dimetrischen Projektion darzustellen.

4. Konstruiere das Zweitafelbild
a) eines unregelmifigen schiefen dreiseitigen Prismas,

b) eines schiefen sechsseitigen Prismas mit regelmiBiger Grundfliche,
¢) eines unregelmiBigen schiefen vierseitigen Prismas!

5. Mit Hilfe der dimetrischen Projektion ist
a) ein unregelmiBiges gerades fiinfseitiges Prisma,

b) ein schiefes fiinfseitiges Prisma mit regelmiBiger Grundfliche darzustellen.

6. Zeichne die Abwicklung
a) eines regelmiBigen geraden dreiseitigen Prismas,

b) eines regelmiBigen geraden sechsseitigen Prismas,

¢) eines unregelmiifigen schiefen fiinfseitigen Prismas!

Die Abwicklungen sind auszuschneiden und zu einem Flichenmodell des jeweiligen Kérpers
zusammenzukleben.

7. Es ist das Zweitafelbild eines unregelmiBigen sechsseitigen geraden Prismas zu zeichnen.
Das Prisma wird durch eine Ebene geschnitten, die senkrecht auf der AufriBebene steht
und mit der GrundriBebene einen Winkel von 40° bildet. Die wahre Grofle der Schnittfliche
ist durch Umlegung um die Grundrifispur zu ermitteln,

t Die #uBeren Kanten einer Kiste sind 25 cm, 36 cm und 18 em lang, die Brettdicke betriagt
10 mm, Welchen Rauminhalt hat die Kiste ? Aus wieviel Kubikmetern Holz besteht sie?

9. Die Kanten eines Quaders sind dreimal (n-mal)so lang wie die entsprechenden Kanten eines
anderen Quaders. Um wieviel groBer sind Oberfliche und Rauminhalt des ersten Quaders
als die entsprechenden GréBen des zweiten?

1\ Ein Quader hat den Rauminhalt 1220 cm® und die Seiten 5 cm und 8 cm. Wie lang ist die
dritte Seite ?

l* Wie lang sind die Flichendiagonalen und die Kérperdi len und wie groB ist die Ober-
fliche eines Quaders mit den Seitenkanten a, b und ¢?
Pa=6cm, b=4cm, ¢= bem
a=2,5dm, b= ¢ = 80 cm
¢) a=375dm, ¢ = 8,42dm

d) a =42mm, b =3,8cm, ¢=1,5dm
12. Die Grundkante eines regelmiBigen geraden dreiseitigen Prismas ist @ = 4 cm, seine Héhe
h = 16 cm. Berechne Rauminhalt und Oberfliche!
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\
13j Die Grundfliche eines geraden Prismas ist ein regelmiBiges Sechseck mit der Seite
a = 2,6 cm, die Hohe des Prismas ist & = 17,2 em. Sein Rauminhalt und seine Oberfliche

-, sind zu berechnen.

14."Der Rauminhalt eines geraden regelmiiBligen sechsseitigen Prismas von der Hghe & = 36 m
ist VV = 875 m3. Wie groB sind Grundkante und Oberfliche ?

15. Die Grundfliche eines geraden Prismas ist ein gleichschenkliges Trapez mit den Grund-
seiten @ = 18 cm und ¢ = 12 cm und den gleichen Seiten b = d = 8,5 cm, die Hohe des
Prismas ist 2 = 17,2 cm. Berechne Rauminhalt und Oberfliche des Prismas!

167 Die Oberfliche eines geraden regelmiBigen achtseitigen Prismas ist O = 7400 cm2, der
Durchmesser des Umkreises der Grundfliche 2r = 18,5 cm. Wie groB ist der Rauminhalt
des Prismas?

17. Ein regelmiBiges gerades sechsseitiges Prisma mit dem Rauminhalt ¥V = 540 V3 em® hat
die Héhe h = 10 cm. Wie groB ist die Oberfliche ?

18. Ineine Kugel vom Radius = 10 cm ist ein gerades quadratisches Prisma so einbeschrie ben,
daB alle Prismenecken auf der Kugeloberfliche liegen. Die Hohe des Prismas betriigt
h = 16 cm. Wie grof sind die Grundkante @ und der Rauminhalt des Prismas?

19. Aus einem geraden regelmiBigen dreiseitigen Prisma mit der Grundkante « und der Héhe &
ist das groBte quadratische Prisma von gleicher Hohe herzustellen. Wie groB sind dessen
Grundkante und Rauminhalt?

20. a) Wieviel Liter Wasser kann ein oben offener prismatischer Wasserbehilter aus Stahl-
blech aufnehmen, dessen Grundfliche rechteckig ist (¢ = 2,50 m und b = 1,25 m) und
dessen Héhe 2,30 m betrigt?

b) Wieviel Quadratmeter Blech sind fiir den Behilter notwendig (ohne Uberlappung)?
¢) Wieviel betrigt sein Gewicht (1 m* Blech wiegt 23,4 kp)? Zuschlag fiir Uberlappung:
29,

21, Wieviel wiegen die folgenden Flachstiihle!) (Wichte: = 7,8 p/cm3):
$) 1,00m J-Stahl 25 mm X 4mm, P} 17,00 m J-Stahl 50 mm X 8 mm,
€) 9,50 m J-Stahl 30 mm X 5mm, d) 60,00 m —J-Stahl 60 mm X 10 mm?

22. Wieviel wiegen die folgenden Profilstihle (Wichte: py = 7,8 p/em?):

25,75 m L-Stahl 25 mm x 25 mm x 5 mm,
b) 18,50 m [ -Stahl 40 mm x 80 mm < 8 mm,
¥) 17,50 m T-Stahl 80 mm x 80 mm x 9 mm,
d) 65,30 m T-Stahl 100 mm » 50 mm x 8,5 mm?

23, Die MaBe des Querschnittes eines I-Stahls sind der Abb. 108 zu entnehmen. Wie schwer
sind Triger von 4,00 m, 5,75 m, 12,50 m Linge? (Wichte: y = 7,8 p/em3.)

"N, Wie groB ist der Bodenraum einer Scheune mit Satteldach von 16,50 m Linge, 11,20 m
Breite und 4,50 m Firsthéhe ? .

25. Ein rechteckiger Platz von 25,00 m Liinge und 12,50 m Breite ist in Richtung der lingeren
Seite geneigt, so daBl die eine kiirzere Seite 0,65 m hoher liegt als die andere. Der
Platz ist eben.

a) Er soll durch Aufschiitten horizontal planiert werden. Wieviel Kubikmeter Erde sind
mindestens anzufahren?

b) Wieviel Kubikmeter sind zu bewegen, wenn der Platz so planiert werden soll, daf Erde
weder ab- noch angefahren zu werden braucht?

26, Beim Bauen berechnet man als Durchschnittswert fiir den Materialverbrauch, da man fiir
1 m® Mauerwerk aus Mauerziegeln im Normalformat 52 (NF 52) 410 Mauersteine und 2751
Meértel braucht. Priife die Richtigkeit dieser Materialverbrauchsnorm nach!

Anleitung: Die Abmessungen eines Ziegels im Normalformat 52 sind 24 x 14,5x 7,1
(in cm). Die Dicke der StoBfugen (lotrecht stehend) betragt durchschnittlich 1 cm, die
Dicke der Lagerfugen (waagerecht liegend) 1,2 cm.

1) Die Bezeichnung [J-Stahl ist eine Abkiirzung fiir Flachstahl.
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15. Die Pyramiden
a) Definition

Ein Korper, der ein n-Eck als Grundfliche und n in einem

Punkie S zusammenstoBende Dreiecke als Scitenflichen hat,

heiBt n-seitige Pyramide (Abb. 133 zeigt eine dreiseitige Pyra-

mide).

Der Punkt § heiBt Spitze der Pyramide. Die Linge des Lotes

von der Spitze S auf die Ebene der Grundfliiche hei8t Héhe .

Hat die Grundfliche ein Symmetriezentrum?) und liegt die AbD. 133
Spitze senkrecht dar-
iiber, so heifit die Py-
ramide gerade. Eine ge-
rade Pyramide heil3t re-
gelmiBig, wenn ihre
Grundfliche ein regel-
miBiges Vieleck ist. Die
Summeausden Inhalten
allerBegrenzungsflichen
heiBt Oberfliche der Py-
ramide. Bei einer gera-
den Pyramide heifit die
Gerade durch die Spitze Abb. 134D
und den Mittelpunkt 6 o'
(Symmetriezentrum)

der Grundfliche Achse 8 Abb. 134 a

der Pyramide. Jede
Schnittebene, die diese
Achse ganz enthilt,
heiBt Achsenschnitt der
Pyramide.

b) Darstellung von
Pyramiden

Die folgenden Abbildun-
gen geben die Darstel-
lungim Zweitafelverfah-
ren (a) und in dimetri-
scher Projektion (b)
wieder. Die Abb. 134

Abb. 135a Abb. 135Db

1) Ein Punkt im Innern einer ebenen Figur heiBt Symmetriezentrum, wenn die Figur durch
Drehung um diesen Punkt bei einem Drehwinkel ¢ =¥ (k> 1, ganzzahlig) mit sich selbst
zur Deckung gebracht werden kann. Beispiele: Im gleichseitigen Dreieck ist der Hohenschnitt-
punkt Symmetriezentrum (& = 3, @ = 120°); im Parallelogramm ist der Diagonalcnschnitt-
punkt Symmetriczentrum (k& = 2, @ = 180°, im Spezialfall Quadrat: k =4, ¢ = 90°). Das
ungleichseitige Dreieck hat kein Symmetriezentrum.

7 [00916-5]
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Abb. 136b

8’ Abb. 136a

stellt eine regelméBige gerade vierseitige Pyramide dar. Die Grundfliche wird

wie bei den Prismen konstruiert. Senkrecht iiber ihrem Mittelpunkt liegt die

Spitze 8. In der Abb. 135 ist eine regelmiBige dreiseitige Pyramide und in der

Abb. 136 eine fiinfseitige schiefe Pyramide mit einem regelméBigen Fiinfeck als
Grundfliche dargestellt.

¢) Berechnung des Volumens von Pyramiden

Das dreiseitige Prisma 4 BCDEF sei gegeben (Abb. 137), sein Rauminhalt ist
V=@G-h.
Zwei ebene Schnitte, einmal durch A4, £ und F und einmal durch 4, €' und E,
zerlegen das Prisma in drei Pyramiden. Die Pyramide I (4 BCE) und die Pyra-
mide IT (EFDA) haben inhaltsgleiche Grundflichen und gleiche Héhen. Daraus
folgt nach dem Strahlensatz: Schnittebenen, die bei beiden Pyramiden in gleicher
Hohe parallel zur Grundfliche liegen, ergeben inhaltsgleiche Schnittfiguren. Nach
dem Lehrsatz des Cavalieriist also V1 = Vpy. Die Pyramide Iund die Pyramide ITT

Abb, 137
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(CEFA) haben ebenfalls gleiche Grundfliichen und gleiche Héhen (die Grund-
flichen sind BCE und CEF); es ist also Vi = Vyyy. Alle drei Pyramiden sind
demnach rauminhaltsgleich.

Diese Betrachtung ist unabhingig von der Wahl des dreiseitigen Prismas, das
also auch schief sein kann. Es gilt daher allgemein der folgende Satzt

Jedes dreiseitige Prisma 1Bt sich in drei rauminhaltsgleiche Pyramiden zer-
legen.

Die Summe der Rauminhalte aller drei Pyramiden ist gleich dem Rauminhalt
G- I des dreiseitigen Prismas:

Vi+Vu+Vm=G-h
oder 3V, =Gk, V;=%G-h.
Jede dreiseitige Pyramide kann man nun umgekehrt zu einem dreiseitigen Prisma

ergiinzen, indem man in geeigneter Weise Parallelen zu den Kanten zieht. Folg-
lich gilt der Satz:

Der Rauminhalt V einer dreiseitigen Pyramide mit der Grundfliiche G und
dor Hohe h ist V= G -h.

Man kann nun jede n-seit'ige Pyramide (n>3) in (n—2) dreiseitige Pyramiden
mit verschiedenen Grundflichen Gy, Gy,---G,_s zerlegen, wenn man durch
die Pyramide ebene Schnitte so legt, daB in der Schnittfliche jeweils eine Grund-

flichendiagonale und die Spitze liegen. Thre Rauminhalte sind | A =%G1 <hy
1 1
17_‘:,3‘0‘_,.];;...; Vn_2:§ o — o < h.

Der Rauminhalt der n-seitigen Pyramide ist demnach
V="1+Vot-Vs+---4 Va_s,
1 1 1 1
V:§G'1'7'+ 3—Gz.h—|- ?GS-IHLA oo 5 Gu_y-h,

1
V=?h(G,+GZ+G3+~-+G,._2)~
Nun ist aber
G1+Gz+Ga+ st Gy =@,
mithin also
1
V=5G:h
Folglich gilt:
Der Rauminhalt einer Pyramide mit der Grundfliche G und der Hoheh ist
V=1Gh
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Aufgaben

1. Zeichne in senkrechter Zweitafelprojektion und mit Hilfe der dimetrischen Projektion
a) eine gerade Pyramide mit rechteckiger Grundfliche (a = 2 cm, b = 4 cm) und der Hghe

h =5cm, .
b) eine regelmifige gerade sechsseitige Pyramide mit der Grundkante ¢ = 2 cm und der
Héhe h = 6 cm,

¢) eine regelmiBige gerade achtseitige Pyramide mit der Grundkante a = 2 cm und der
Hohe h =4 cm!
2. Konstruiere das Zweitafelbild
a) einer unregelmiBigen dreiseitigen Pyramide,
b) einer unregelmifigen vierseitigen geraden Pyramide,
€) einer sechsseitigen schiefen Pyramide mit regelmiBiger Grundfliiche!
8. Zeichne die Abwicklung
a) einer regelmiBigen dreiseitigen geraden Pyramide,
b) einer quadratischen geraden Pyramide,
¢) einer regelmifigen geraden sechsseitigen Pyramide!
Die Abwicklungen sind auszuschneiden und zu einem Kérpermodell zusammenzukleben.
4, Uber einem regelmiBigen Sechseck mit der Seite a = 4,5 cm ist eine gerade Pyramide
errichtet, deren Spitze 6 cm iiber der Grundfliche liegt. Berechne a) den Rauminhalt,
“}b) die Linge der Seitenkanten, ) die Oberfliche der Pyramide!
54 Uber einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a = 7,5 cm und b = 10 cm ist eine
Pyramide errichtet, deren Hohe A = 12 cm betrigt. Der Rauminhalt ist zu berechnen.
6, Berechne die Oberfliiche einer geraden Pyramide, deren Grundfliche ein Rechteck mit den
Seiten @ = 7 cm und b = 5 cm und deren Hohe & = 12 cm ist!
7. Berechne den Rauminhalt einer regelmifigen geraden quadratischen Pyramide mit der
Grundkante @ = 7,5 cm und mit den Seitenkanten s = 14 cm!
8. Wie groB ist der Rauminhalt einer Pyramide, wenn die Grundfliche ein Quadrat mit der
Seite @ = 8,4 cm und die Hohe gleich der Diagonalen dieses Quadrates ist ?
9. Berechne die Seitenkante s und den Rauminhalt V einer geraden regelmiBigen n-seitigen
Pyramide, fiir die die Anzahl der Seitenflichen (n), die Grundkante (a) und die Hohe (k)
gegeben ist!

a) n= 4, a= 205cm, h= 7,0cm;
b) n= 3, a = 14,4 cm, h =131 cm;
¢) n= 8, a =194 cm, h = 33.0cm;
d) n =12, a= 4,1cm, h= 98cm.

10. Es ist die Grundkante a der regelmiBigen geraden fiinfseitigen Pyramide zu berechnen, fiir
die s = 16,8 cm und % = 12,7 cm ist.

11. Berechne die Hohe % einer regelmiiBigen geraden sechsseitigen Pyramide, fiir die die Grund-
kante @ = 5,6 cm und die Seitenkante s = 7,5 em gegeben sind !

12. Wie groB ist die Grundfliche einer Pyramide, deren Rauminhalt ¥ = 1644 cm® und deren
Hohe & = 27,4 cm ist?

18. Eine Pyramide hat einen Rauminhalt von 2,7 dm3 und eine Hohe von 40cm. Die Grundfliche
ist ein Quadrat. Wie lang ist die Seite des Quadrates?

14, Uber einem gleichseitigen Dreieck mit der Seite @ = 4 cm ist eine gerade Pyramide mit der
Hghe k = 6 cm errichtet. Berechne a) die Héhe der Dreiecke, die die Seitenfliichen sind,
b) die Neigungswinkel dieser Dreieckshohen gegen die Pyramidenachse, ¢) die Neigungs-
winkel der Seitenkanten gegen die Pyramidenachse!

15. Der Rauminhalt einer schiefen Pyramide betrigt V = 0,75 m3, die Grundfliche 0,5 m2.
Die Hohe ist zu berechnen.

16. Welchen Rauminhalt und welche Oberfliiche hat eine gerade quadratische Doppelpyramide,
bei der die beiden Pyramiden eine gemeinsame Grundfliche haben und simtliche Kanten
@ = 2 cm lang sind (regelmiBiges Achtflach oder Oktaeder)?
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1?2 Wieviel wiegteine Pyramide aus Marmor (Wichte: y = 2,7 p/em?), wenn die Grundfliche ein
Rechteck mit den Seiten @ = 9 cm und b = 13 cm und die Hghe b = 21 cm ist?
18. Wieviel wiegt eine gerade, regelmiBige fiinfseitige Pyramide aus Beton (Wichte:
y~ 2,5 p/em?), deren Grundfliche einem Kreis mit dem Radius r = 10 cm einbeschrieben
_ist und deren Seitenkante s = 13 cm lang ist?
19 Das Traufenviereck eines Turmes mit quadratischer Grundfliche hat 4,50 m Kantenlinge.
er Turm soll ein Zeltdach vori 8,00 m Héhe erhalten. a) Wie lang sind die Gratbalken?
b) Wieviel Quadratmeter Blech sind zum Eindecken notwendig bei einem Zuschlag von
59, der errechneten Fliche fiir die Uberlappung? ¢) Wie groB ist der vom Turmdach um-
schlossene Raum ?
20. Eine schiefe Pyramide mit\quadratischer Grundfliche hat die Kante a = 8 cm und die
Hghe k = 11,56 cm. Wie groB8 ist der Rauminhalt der Pyramide ?

V. Krummf{lichige Korper

16. Der Zylinder
a) Definitionen

1. Definition: Ein Korper heiSt Kreiszylinder, wenn er die folgenden Eigen-

schaften hat:

1. Der Korper wird von drei Flichen begrenzt.

2. Zwei dieser Flichen sind kongruente Kreise und liegen parallel zueinander.

3. Die dritte Fliiche ist in ciner Richtung so gekriimmt, da8 alle in ihr existieren-
den Geraden zueinander parallel sind.

Die Kreisflichen heilen Grund- und Deckfliche des Kreiszylinders, die ge-

kriimmte Fliche heiBt Mantelfliche (Abb. 138).

Entsprechend dieser Definition kann man auch Zylinder mit

Grund- und Deckflichen definieren, die nicht kreisférmig

sind. Wir werden aber nur Kreiszylinder behandeln. Wenn -

im folgenden kurz vom Zylinder gesprochen wird, so ist dar-

unter also stets der Kreiszylinder zu verstehen. Beim

Kreiszylinder heiflt die Verbindungsgerade der Mittelpunkte

von Grund- und Deckfliche Achse des Zylinders. Ein Schnitt,

der die Achse enthilt, heiBt Achsenschnitt. Die Geraden in

der Mantelfliche werden als Mantellinien bezeichnet. Stehen

die Mantellinien senkrecht auf der Grundfliche, so heiBt Abb. 138

der Zylinder gerade.

Jeder Zylindermantel kann in die Ebene abgewickelt werden. Den Mantel eines

geraden Kreiszylinders kann man zu einem Rechteck abwickeln, dessen eine

Seite gleich einer Mantellinie s und dessen andere Seite gleich dem Kreisumfang

27 ist (wobei r der Radius des Grundkreises des Zylinders ist). Da Grund- und

Deckfliche ebene Flichen sind, kann man also ein vollstéindiges Netz des Zylinders

zeichnen (vgl. Abb. 139, Netz eines geraden Kreiszylinders). Aus dem Netz kann

man ein Korpermodell herstellen. Beim schiefen Kreiszylinder ist die Abwicklung

des Mantels nicht — wie man bei oberflachlicher Betrachtung annehmen kénnte —

ein Parallelogramm, sondern eine ebene Figur, die von zwei parallelen Strecken

und von zwei gekriimmten Kurven begrenzt wird.
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Abb. 139 - Abb. 140

Wir wollen noch eine weitere Definition des Zylinders kennenlernen, bei der wir
die in der darstellenden Geometrie gewonnenen Erkenntnisse anwenden:

2. Definition: Wird ein Kreis durch Parallelprojektion auf eine zur Ebene des
Originals parallele Bildebene projiziert, so bilden die von dem Kreis und die vom
Bild des Kreises berandeten Flichen sowie die Gesamtheit der Projektionsstrahlen
zwischen Original und Bild einen Korper, der Kreiszylinder heiBt (Abb. 140).

Die von dem Kreis bzw. von dessen Bild berandeten Flichen heien Grund- und
Deckfliche, die von der Gesamtheit der Projektionsstrahlen zwischen Original
und Bild erzeugte Fliche heiBt Mantel des Kreiszylinders. Wird der Kreiszylinder
durch senkrechte Parallelprojektion erzeugt, so heiBit er gerade.

Jede Gerade in der Mantelfliche des Kreiszylinders heiBt Mantellinie. Sie fallt
mit einem Projektionsstrahl zusammen. Daraus ergibt sich, daB alle Mantellinien
zueinander parallel sind.

Diese Definitionen 1 und 2 sind gleichwertig; man sagt dafiir auch, sie sind
iiquivalent. Wir erkennen, daBl man fiir die gleichen Begriffe in der Mathematik
verschiedene Definitionen geben kann.

b) Die Darstellung des Kreises

Zur Darstellung des Kreiszylinders ist es notwendig, daB wir uns zunichst mit der
Darstellung des Kreises bei senkrechiter Parallelprojektion beschiftigen.

Liegt ein Kreis in einer zur Bildebene parallelen Ebene, so ist sein Bild ein dem
Original ~ kongruenter
Kreis (Abb. 141). Liegt
der Kreis in einer zur
Bildebene senkrechten
Ebene, so ist sein Bild
eine Strecke von der
Lénge des Durchmessers
(Abb. 141). In allen an-
deren Fillen liegt stets
genau ein Durchmesser
parallel zur Bildebene;
Abb. 141 Abb. 142 dieser Durchmesser wird

A o

5"




Der Zylinder 103

also in wahrer Linge abgebildet, wihrend alle anderen Durchmesser verkiirzt ab-
gebildet werden (Abb. 142). Am stiirksten wird der Durchmesser verkiirzt, der
senkrecht zu dem in wahrer Linge abgebildeten Durchmesser liegt. Das so ent-
standene Bild eines Kreises in allgemeiner Lage ist eine geschlossene Kurve. Sie
heiBt Ellipse. Der in wahrer Lange abgebildete Durchmesser heit Hauptachse
und wird mit 2a (@ = ) bezeichnet. Der am meisten verkiirzt abgebildete Durch-
messer heiBt Nebenachse und wird mit 26 (b < 7) bezeichnet. Die Projektion M’
des Kreismittelpunktes 3 ist Mittelpunkt der Ellipse. Alle Bilder von Kreis-
durchmessern heien Durchmesser der Ellipse.

Zur Darstellung eines beliebig gelegenen Kreises in senkrechter Parallelprojektion
nehmen wir zunéchst an, daB der in wahrer Linge abgebildete Durchmesser 4,4,
in der Bildebene liege. Der eine Endpunkt B, des Kreisdurchmessers, der am
stiirksten verkiirzt abgebildet wird, liege oberhalb der Bildebene. Der Winkel «
zwischen Kreisebene und Bildebene ist gleichdem Winkel B, M B,'. Da M B, gleich
dem Kreisradius @, die Projektion dagegen gleich b ist, ergibt sich der Neigungs-
winkel o aus dem rechtwinkligen Dreieck in der Abb. 143. Legen wir die Kreis-
ebene um A, 4, in die Tafel um, so gelangt B nach (B,), B, nach (By) und ein be-
liebiger Kreispunkt P nach (P). Dabei bewegt sich jeder Kreispunkt P auf einem
Kreisbogen, dessen Ebene senkrecht auf 4,4, steht und dessen Projektion deshalb
eine senkrecht auf 4, 4, stehende Gerade ist. DerFuBpunkt sei Q. Der Punkt P’
liegt also auf (P)Q. Da PQ parallel zu B, M liegt,

wird (P) @ in demselben Verhiltnis verkiirzt wie 1)

(B,) M. Es gilt also Z & N
7. N
PQ_a 4 - ~ g 2
N A

d
/ \

A

Vi ol /
PQ b ',/
Wir schlagen jetzt um M einen Kreis mit dem 44~
Radius b und verbinden (P) mit M. Der Schnitt- \ J
punkt mit diesem Kreis sei R. Esist (P) M = aund N\ L. A
RM = b. Nun ziehen wir durch R die Parallele zu 2 \{»gz/ g
A, 4,, die (P)Q im Punkt § schneide. Nach den o~ &

Strahlensiatzen gilt \\1!73_2)—
Pe_@®M_a AVb. 143 A
SQ _ RM b 2

Wir erkennen, daB der Punkt S auf der Strecke ()@
liegt und diese Strecke im Verhiltnis a : b verkiirat.
Daraus folgt, daB S der gesuchte Bildpunkt P’ ist.
Auf diese Weise lassen sich alle Punkte des Risses
konstruieren (vgl. Abb. 144).

Wir kénnen nunmehr die Einschrinkung fallen
lassen, daB3 die Hauptachse in der Bildebene liege,
da sich das Bild einer Figur nicht éindert, wenn die
Figur in Richtung der Projektionsstrahlen parallel
zu sich selbst verschoben wird.

Zur Konstruktion des dimetrischen Bildes legen wir
den Kreis so, daB die y-Achse Durchmesser des Abb. 144

1
/

P
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AbD. 145a

Kreises ist (Abb. 145). Durch eine be-
liebige Anzahl von Senkrechten zur
Achse A B legen wir Punkte Oy, C,;
Dy, D,; - - - auf dem Kreis fest. Die
Senkrechten verlaufen im dimetri-
schen Bild parallel zur 2-Achse und
werden im entsprechenden Verhilt-
nis verkiirzt. In der Abb. 145 ist der
Kreis im genormten senkrechten
axonometrischen Abbildungsverfah-
ren dargestellt, bei dem bekanntlich
die Einheit auf der @-Achse gegen-
iiber denen der anderen beiden
Achsen im Verhiltnis 1 : 2 verkiirzt
ist.

¢) Dic Darstellung eines Kreis-
zylinders

In den Abb. 146a und b ist ein ge-
rader Kreiszylinder in den beiden
behandelten Darstellungsverfahren
abgebildet. Ein schiefer Zylirder ist
in den Abb. 147a und b dargestellt.
Die Darstellung des Kreiszylinders
im Zweitafelverfahren ist schr ein-
fach: Im vorhergehenden Abschnitt
wurde die Darstellung des Grund-
risses behandelt, fiir den Aufrif3
konnen sinngemiB die Ausfithrun-
gen iiber Prismen iibertragen
werden.

AbD. 146a My

% Abb. 147D
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Entsprechendes gilt fiir das
axonometrische Bild.

Wir wollen nun noch einen
ebenen Schnitt schrig zur

Achse eines geraden Kreis-
zylinders konstruieren (vgl.
Abb. 148). Dabei beschrin-
ken wir uns auf den Fall, bei
dem die Schnittebene senk-
recht auf der AufriBebene

steht. Die GrundriBspur der
Schnittebene ist s, die Auf-
rilspurist s,. Auf derSchnitt-
kurve der Schnittebene mit

dem Zylinder nehmen wir be-
liebige Punkte 4, B, C, D, E,
F,Gund H an. Sie sind durch
Angabe im Grundrif3 ein-
deutig festgelegt. IThr AufriB-
bild erhalten wir als Schnitt-
punkt der zugehérigen Ord-
nungslinie mit der AufriBspur der Schnittebene. Die wahre Gestalt der Schnitt-
fliche ermitteln wir, indem wir die Schnittebene um die Spur s, in die GrundriB-
ebene umlegen. Dabei wenden wir das Verfahren an, das wir im Abschnitt II. 7
kennengelernt haben. Durch die Umlegung erhalten wir (4), (B), (C), (D), (E),
(F), (@) und (H).

Wir haben die Konstruktion nur fiir acht beliebig gewéhlte Punkte durchgefiihrt.
Man kann auf diese Weise jeden Punkt der Schnittkurve konstruieren, so daf
man die wahre Schnittfigur erhilt. Sie ist stets eine Ellipse, wenn die Schnitt-
ebene nur die Mantelfliche schneidet. Anderenfalls ist sie eine ebene Fliche, die
von mindestens einem Ellipsenbogen und mindestens einer Geraden begrenat ist.
Denkt man sich ndmlich den Zylinder beliebig verlingert, so ist auch in diesem
Fall die Schnittfigur eine Ellipse; diese wird jedoch durch die Grundfliche oder
die Deckfliche oder durch beide Flichen geradlinig beschnitten.

Aus diesen Uberlegungen folgt der Satz:

Abb. 148

Jede Ellipse kann man im Raum in eine solehe Lage bringen, daf ihr Bild
bei senkrechter Parallelprojektion ein Kreis ist.
Dabei ist die Nebenachse parallel zur Bildebene zu legen, der Radius des Kreises
ist gleich der halben Nebenachse.

d) Die Berechnung der Zylinderoberfliiche

Wie wir bereits feststellten, kann der Mantel eines geraden Kreiszylirders in die
Ebene als Rechteck mit den Seiten s und 2zr abgewickelt werden. Dabei ist die
Lénge der Mantellinie s gleich der Héhe £ des Zylinders.

Fiir den Flicheninhalt Fj, des Mantels gilt also

Fy=2nr h.
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Fiir den Flicheninhalt F der Grundfliche gilt ebenso wie fiir den Flicheninhalt
Fp der zur Grundfliche kongruenten Deckfliche

Fg=FD=n7‘2.

Die Oberfliche O setzt sich aus der Summe der Begrenzungsflichen zusammen.
Es gilt also:
O=Fy+Fq+Fp=Fy+2Fg,
mithin
O =2arh+2ar =2ar (r+h).

Diese Formel gilt nur fiir den geraden Kreiszylinder; fiir die Herleitung des Ober-
flicheninhalts bei anderen Zylindern sind Betrachtungen notwendig, die iiber den
Lehrstoff der Oberschule hinausgehen.

e) Die Berechnung des Zylindervolumens

Zur Herleitung des Zylindervolumens vergleichen wir einen beliebigen Kreis-
zylinder mit einem quadratischen Prisma von gleicher Grundfliche und gleicher
Hohe. Jeder dieser Korper wird von jeder zur Grundfliche parallelen Ebene in
einer Fliche geschnitten, die zur Grundfliche kongruent ist. Wir kénnen deshalb
den Lehrsatz des Cavalieri anwenden. Aus ihm folgt, daB beide Kérper gleiches
Volumen haben. Fiir das Volumen V des Zylinders gilt demnach

V=G-h,

wobei @ der Inhalt der Grundfliiche und 4 die Hohe des Zylinders ist. Da G =772
ist, folgt der Satz:

Der Rauminhalt eines Kreiszylinders mit dem Radius » und der Hohe h betriigt
V=ar?-h.

Er gilt, wie aus der Herleitung hervorgeht, fiir jeden Kreiszylinder. Dabei ist
jedoch zu beachten, dall die Héhe % nur bei geraden Kreiszylindern gleich der
Lange der Mantellinie s ist. Allgemein ist % der Abstand von Grund- und Deck-
flache.

Aufgaben

1. Um einen Kreis liege ein regelmifBiges Achteck. Es ist das axonometrische Bild des Kreises
mit Hilfe des Achteckes zu zeichnen.

2, Zeichne das axonometrische Bild eines Kreises mit » = 3 cm (4 em)!”

3. Schneide aus Pappe Rechtecke verschiedener Form und GréBe und drehe die Rechtecke um
eine Symmetrieachse! Welche Drehkorper entstehen?

4. Ein gerader Kreiszylinder, dessen Radius 2 cm (3 em, 1 em) und dessen Hohe 6 cm (1 cm,
7 em) betrigt, ist im Grund- und Aufrif und mit Hilfe der dimetrischen Projektion zu
zeichnen. Die Lage des Zylinders ist so zu wihlen, daB seine Achse a) senkrecht auf der
Grundrilebene, b) senkrecht auf der AufriBebene steht.
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5. Der Achsenschnitt eines Zylinders sei ein Quadrat mit der Seite @ = 3,6 cm. Der Zylinder
ist in den beiden behandelten Abbildungsarten zu zeichnen.

6. Ein schiefer Zylinder ist mit seiner Kérperachse um 30° gegen die Senkrechte auf der
GrundriBebene geneigt. Er hat den Radius r = 2,56 cm und die Hohe & = 5 cm. Der Zylinder
ist im Zweitafelverfahren darzustellen,

7. Ein Zylinder entstehe durch Drehung eines quadratischen Achsenschnittes. Wie verhalten
sich Radius und Héhe zueinander ?

8. Ein Kreis mit dem Radius 7 wird in senkrechter Parallelprojektion abgebildet. Berechne die
Liinge der Nelb hse 2b der entstehenden Ellipse in Abhingigkeit vom Neigungswinkel o
der Kreisebene gegen die GrundriBebene!

9. Eine Ellipse hat die Achsen 2a = 12 cm und 2b = 8 em. Unter welchem Winkel muf die
Hauptachse zur GrundriBebene geneigt sein, damit die Projektion ein Kreis wird?

10. Berechne den Mantel eines geraden Zylinders, von dem gegeben ist: a) r =2,5cm,
h=23cm; b) r=3mm, kh=2,15m!

11. Ein Rechteck mit den Seiten 3 cm und 4 cm rotiert einmal um die eine Seite, das andere
Mal um die andere Seite als Achse. In welchem Verhiltnis stehen die Mintel der ent-
stehenden Zylinder zueinander?

12. Von einem Zylinder ist gegeben: und gesucht:
) M = 126 cm?, r= 3,25 cm; k0, V,
b 0= 10 cm2, r= 1ecm; h, M, V,
¢) V= 1 m3, r—12cm; W M, O,
d) M = 45,6 cm?, h= 6,2cm; r 0, V,
e) V =15840 cm® h=35cm; r, M, O.

18. a) Zeichne auf den Mantel cines geraden, lotrecht stehenden Kreiszylinders eine Schar von
Hohenlinien und eine Schar von Mantellinien! Was ergeben beide Kurvenscharen bei
der Abwicklung des Zylindermantels in die Ebene ?

b) Rolle ein Stiick Papier von der Form eines Parallelogramms zu einem Zylindermantel
zusammen! Welche Zylindermiintel kénnen entstehen?

14, Die Mantelfliche eines geraden Zylinders betrigt M = 832,7 cm® Die Hohe verhiilt sich
zum Radius des Grundkreises wie 5: 2. Wie groB ist der Rauminhalt?

~15. Es sind Volumen, Mantel und Oberfliche eines Zylinders mit quadratisch Ach hnitt
und dem Grundkreisradius r zu berechnen,

16. Wie groB ist der Rauminhalt eines geraden Zylinders, wenn der Mantel ein Rechteck mit
den Seiten 10,3 cm und 8,5 cm bildet? Begriinde, weshalb die Aufgabe nicht eindeutig ist,

~ und gib alle méglichen Losungen an!

17. Bei den in der Technik angewandten Formeln fiir den Rauminhalt und den Mantel eines
geraden Zylinders wird an Stelle des Grundkreisradius 7 oft der leichter mefBbare Durch-
messer d = 2r angegeben. Wie heiflen dann die Formeln fiir ¥, 3 und O des geraden
Zylinders?

18. Das Volumen eines schiefen Zylinders betrigt ¥V = 0,5m® Der Grundkreis hat einen
Radius r = 25 em. Wie groB ist die Hohe & des Zylinders?

19. Ein zylindrisches Standglas soll als MeBzylinder geeicht werden. Der Boden des Stand-
glases ist eben, sein lichter Durchmesser betrigt 26 mm.

a) Wie hiingt der Inhalt der Zylinderfiilllung vom Bodenabstand des Fliissigkeitsspiegels ab?

b) Stelle diese Abhingigkeit geometrisch dar und entnimm dem Funktionsbild die Teilung
des Zylinders fiir 5, 10, 15, - -+, 100 cm3!

€) Zeichne das Zweitafelbild des MeBzylinders mit Teilung im AufriB!

20. Ein Gasrohr aus GrauguB von 2§ mm Wanddicke hat einen lichten Durchmesser von § Zoll
(1 Zoll = 25,4 mm). Wieviel wiegt ein Meter Gasrohr? (Wichte: y = 7,2 p/em?,)

21, In der Technik bestimmt man das Gewicht eines laufenden Meters Rundstahl oft durch die
Faustformel G = 612 d2, wobei d in Zentimetern eingesetzt wird und das Ergebnis in Pond
berechnet ist. Fiir Uherschlagsrechnungen rundet man 612 auf 600. Begriinde die Brauch-
barkeit dieser Faustformel!




108 Krummflichige Kérper

22,

23.

27,

28,

29,

Wieviel wiegt eine 850 mm lange Stahlwelle mit dem Durchmesser 125 mm? (Wichte:
¥y = 17,8 p/cm3.)

Ein zylinderférmiger Gasometer soll 3000 m® Gas bei Normaldruck fassen und 10 m hoch
werden. Wie groB ist sein innerer Durchmesser zu wihlen?

Ein zylindrisches LitermaB soll quadratischen Achsenschnitt erhalten. Wie sind die Aus-
messungen zu wiihlen?

Wieviel wiegen 500 m Kupferdraht (Wichte: y = 8,9 p/em3) von 3 mm Dicke ? Wieviel Meter
Draht entfallen auf 1 kp?

. Ein MeBzylinder von 50 mm lichter Weite soll mit Teilstrichen verschen werden, die je

10 cm? abgrenzen sollen. In welchem Abstand miissen die Markierungen angegeben werden ®
Wieviel wiegen die folgenden Rundstihle ?

a) 10,00 m lang, 30 mm Durchmesser

b) 75,00m lang, 35 mm Durchmesser

¢) 8,75m lang, 45mm Durchmesser

d) 850,00 m lang, 125 mm Durchmesser (Wichte: ¥ = 7,8 p/em3)

In der folgenden Tabelle sind die Kessel
der wichtigsten Lokomotivarten der Deut- I I M

schen Reichsbahn angegeben (Abb. 149). ssel —
Zwischen der Feuerbiichse und der Rauch- Rauch-
kammer liegt der zylindrische Kessel. Erist kammer
von Heiz- und Rauchrohren durchzogen.
Berechne a) den Wasserinhalt des Kessels
unter Annahme, daf drei Viertel des zylin-
drischen Kesselteils mit Wasser, der restliche Raum mit Dampf gefiillt ist, b) die Rohr-
heizfliche (Summe der AuBenflichen siimtlicher Heiz- und Rauchrohre)!

Abb. 149

Simtliche MaBangaben in cm
Kessel Heizrohre Rauchrohre
Beze]chnunAg der Durch- Durchmesser Durchmesser
Lokomotiven Liinge Anzahl Anzahl
Esaaan innen | aulen innen | aullen
2 C 1 Schnellzuglok ..... 680 190 106 6,5 7,0 24 16,3 | 17,1
2 C 2 Personenzuglok.... | 470 180 155 4,6 5,1 41 12,5 | 13,3
1 E Giiterzuglok 580 190 127 4,9 5,4 43 13,5 | 14,3

Die nachstehende Tabelle enthiilt Angaben iiber Dampfzylinder der wichtigsten Lokomotiv-
arten der Reichsbahn.

Bezeichnung der Zylinderdurchmesser Hublidnge
Lokomotiven ‘ [em] [em]
2 C 1 Schnellzuglok ....... 57 66
2 C 2 Personenzuglok .. ... " 60 66
1 E Giiterzuglok ......... 72 66
(-

Gib den Hubraum fiir jeden Zylinder an!
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In einer kleinen hydraulischen Presse hat der Zylinder des Druckkolbens 10 mm inneren

Radius, der Druckkolben hat 270 mm Hubhohe. Wie hoch wird der Stempel des weiteren

Zylinders von 300 mm innerem Radius durch 1000 KolbenstéB8e am Druckkolben gehoben?

Ein zylindrisches Bleirohr von 10 m Liinge hat einen lichten Durchmesser von 2 cm und

eine Dicke von 3 mm. Wieviel wiegt es? (Wichte: p = 11,3 p/cm3.)

Wieviel wiegt das laufende Meter eines guBeisernen Wasserrohres (y= 7,2 p/cm3%) von 25 mm

#uflerem Durchmesser und 4 mm Wanddicke ?

Ein Stiick Blei wiegt 2 kp. Wieviel massive Zylinder von 3 mm Radius und 9 mm Hghe

konnen daraus gegossen werden? (Wichte: y = 11,3 p/em3.)

Zum Ausgleich plstzlich auftretender Druckschwankungen sind in die Druckwasserleitungen

eines Pumpspeicherwerkes zwei Stahlblechzylinder als Wasserschlésser eingebaut. Ihre

Durchmesser betragen 17 m, ihre Hohen 35 m.

a) Wieviel Kubikmeter Volumen haben die beiden Behilter?

b) Wieviel Quadratmeter Stahlblech sind zu ihrem Bau verwendet worden?

Nahtlose Stahlrohre fiir hohe Drucke werden aus einem Stiick gezogen.

a) Wie lang muB ein Stahlblock von quadratischem Querschnitt (Seitenlinge des Quadrats
200 mm) sein, wenn man aus ihm ein 12 m langes Stahlrohr mit einem lichten Durch-
messer von 150 mm und einer Wanddicke von 4 mm ziehen will?

b) Auseinem 500 mm langen Stahlblock mit quadratischem Querschnitt (200 mm x 200mm)
wird ein Stahlrohr mit einer Wanddicke von 5 mm und einem lichten Durchmesser von
120 mm gezogen. Wie lang wird es?

Ein Einflammrohr-Dampfkessel ist 450 cm lang und hat

einen inneren Durchmesser von 140 cm. Das Flammrohr

ist aus Stahlblech von 7mm Stirke gefertigt und hateinen
dufleren Durchmesser von 75 cm.

a) Wie grof} ist die Heizfliche des Flammrohres? Alib: 150

b) Wie groB ist die fiir das Flammrohr benstigte Menge Stahlblech und sein Gewicht,
wenn fiir Nieten und Laschen ein Zuschlag von 15 9, gerechnet wird ?

¢) Um wieviel vergrofBert sich die Heizfliche des Flammrohres, wenn an Stelle von glattem
Stahlblech gewelltes Stahlblech verwendet wird (Durchmesser der Halbwelle d = 2 em;
vgl. Abb 150)?

d) Zeichne den Dampfkessel in einem Lingsschnitt und einem Querschnitt mit einem
Flammrohr von glattem Stahlbech !

Wie gro8 ist der lichte Durchmesser einer Kapillare, die nach Einfiillung eines 8 cm langen

Quecksilberfadens bei 18° C ein Mehrgewicht von 0,268 p aufweist? (Wichte bei 18°C:

p = 13,55 p/cm3.)

Den Rauminhalt von Fissern und Tonnen berechnet man mit guter Annaherung nach der

Formel fiir das Volumen eines Zylinders, wobei man fiir die Hohe die des Fasses bzw. der

Tonne und fiir den Radius den halben mittleren Faf-

durchmesser d,, (Keplersche Fafiregel, Abb. 151)einsetzt.

Unter dem mittleren Durchmesser eines Fasses oder

einer Tonne versteht man das arithmetische Mittel zwi-

schen dem Bodenkreisdurchmesser d, und zwei Spund-

kreisdurchmessern d,:

d, —htdtd_ d+24
= 3 3

20

Boden

<
h

<le

a) Begriinde die Formel fiir den mittleren Durch- /
messer dp, eines Fasses! &
b) Zeige,daB der mittlere Durchmesser eines Fasses auch loden
) Zeig - : L—zf,_.l
A =dy + 3 (dy — d,) ist!
¢) Zeige, daB der mittlere Radius eines Fasses

S iy g # RIS

m = Abb. 151
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d) Leite die Niherungsformel fiir den Rauminhalt eines Fasses ab!

Vel ooder Va5 d,2.h | ae

89, Wieviel Liter fassen anniihernd die folgenden Fisser, deren Wand-
dicke simtlich 2 cm betrigt?

Spunddurchmesser d, a) 80cm b) 55cm ¢) 52cm
Bodendurchmesser d, 70 em 47 cm 40 cm Abb. 152
Hahe & 100 cm 80 cm 66 cm

40. Die Abb. 152 stellt einen Bolzen mit exzentrischem?) Zapfen dar. Der Durchmesser des
Bolzens betrigt 36 mm, die Gesamtlinge 55 mm, die Liinge des Zapfens 15 mm, der Durch-
messer des Zapfens 20 mm und die Exzentrizitit e — 6 mm.

a) Zeichne das Werkstiick im Grund- und AufriB, wobei die Lage des Bolzens so zu wihlen
ist, daB die kreisférmigen Begrenzungsflichen parallel zu einer RiBebene liegen!
b) Bestimme das Volumen des Werkstiickes!

17. Der Kegel
a) Definition

Ein Korper heit Kreiskegel, wenn er die folgenden Eigenschaften hat:

1. Der Korper wird von zwei Flichen begrenzt.

2. Die eine dieser Fliichen ist ein Kreis.

3. Die andere Fliche ist in einer Richtung so gekriimmt, daB alle in ihr existie-
renden Geraden einander in ein und demselben Punkt schneiden.

Der Kreis heift Grundfliiche des Kreiskegels, die gekrimmte Fliche heiBt Mantel-

fliche (Abb. 153). Die Geraden in der Mantelfliche werden als Mantellinien be-

zeichnet. Der gemeinsame Schnittpunkt der Mantellinien heiBt Spitze des Kegels.

Die Linge des Lotes von der Spitze auf die Grundfliche heifit Héhe des Kegels.

Entsprechend dem Zylinder kann man auch Kegel definieren, deren Grundfliche

nicht kreisférmig ist. Wir werden aber nur Kreiskegel behandeln. Wenn im folgen-

den kurz vom Kegel gesprochen wird, so ist darunter also stets der Kreiskegel zu

verstehen. Beim Kreiskegel heiBt die Gerade durch Spitze und Mittelpunkt der

Grundfliche Achse des Kegels. Ein Schnitt, der die Achse ganz enthilt, heilt

Achsenschnitt. Steht die Achse senkrecht auf der Grundfliche, so heiBt der Kegel

gerade.

A ‘
\ G ‘r
4 - 73 Abb. 155

[

Abb. 153 Abb. 154

1) In diesem Zusammenhang bedeutet ,,exzentrisch®, daB die Korperachse des Bolzens nicht
mit der Korperachse des Zapfens zusammenfillt, Die Exzentrizitit gibt den Abstand dieser
Achsen an,

-
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Auch fiir den Kegel kann man dhnlich wie fiir den Zylinder eine dquivalente De-
finition mit Hilfe der darstellenden Geometrie angeben. Man benétigt dazu jedoch
die Zentralprojektion, die wir nicht behandeln.

Satz: Beim geraden Kreiskegel sind alle Mantellinien gleich lang.
Beweis: Es sei ASB ein beliebiger Achsenschnitt des geraden Kreiskegels (vgl.
Abb. 154). 88’ = % sei die Achse. Dann ist 48" = r der Radius des Grundkreises,
A8 = s ist eine Mantellinie. Da 88" auf der Grundfliche senkrecht steht, bildet
88’ mit 4.8 einen rechten Winkel. Das rechtwinklige Dreieck 48’8 ist mithin
unabhingig von der Wahl des Punktes 4 auf dem Grundkreis bestimmt. Es ist

stets AS = s =V "+ 72

Aus diesem Satz 1aBt sich unmittelbar folgern:
Jeder Achsenschnitt eines geraden Kreiskegels ist ein gleichsehenkliges
Dreieck.

Der Mantel eines jeden Kegels liBt sich in die Ebene abwickeln. Wird der Mantel
eines geraden Kreiskegels entlang einer Mantellinie aufgeschnitten und in eine
Ebene abgewickelt, so entsteht ein Kreisausschnitt. Der Radius ¢ dieses Kreis-
ausschnittes ist gleich einer Mantellinie s, der Bogen bist gleich dem Umfang 277
des Grundkreises (wobei r der Radius des Grundkreises ist). Da die Grundfliche
eine ebene Fliche ist, kann man das Netz eines geraden Kreiskegels zeichnen (vgl.
Abb. 155, Netz eines geraden Kreiskegels).

b) Die Darstellung des Kreiskegels

Inder Abb. 156a ist ein gerader Kreiskegelim Zweitafelverfahren, in der Abb. 156b
mit Hilfe der dimetrischen Projektion dargestellt. Die Konstruktion der Bilder ist
nach den vorangegangenen Ausfithrungen einfach: Beim Zweitafelverfahren wird
zweckméBig zuerst der GrundriB, bei der axonometrischen Darstellung zuerst die
Grundfliche gezeichnet. Die Spitze § des Kegels befindet sich senkrecht iiber dem
Mittelpunkt der Grundfliche. Ihr AufriB liegt also auf der zum Mittelpunkt des
Grundrisses gehorigen Ordnungslinie im Abstand /% von der Bildachse. Die Grund-
fliche erscheint im AufriB als Abschnitt 4" B der Bildachse von der Linge 2 r.
Die Verbindungsstrecken 8”4” und 8”B” vervollstindigen den AufriB. Sie sind
Mantellinien des Kegels. Ist an Stelle der Hohe % die Lénge der Mantellinie s ge-
geben, soistderAufriBdurchdas Drei-

eck A”B"”S" mit A”S" = B"S"=3s £
undA” B” = 2 r eindeutig bestimmt.

Bei axonometrischer Darstellung fin-

det man die Spitze S des Kegels auf

der Parallelen zur z-Achse durch den .
Mittelpunkt S’ der Grundfliche; sie
hat auch hierbei den Abstand % von ‘,
&’. Die Tangenten von § aus an die [
Ellipse vervollstandigen das axono- A
metrische Bild des Kegels. Ist an

Stelle der Hohe % die Lénge der
Mantellinie s gegeben, so wird man
zweckmiBig Anach dem Lehrsatzdes Abb. 1568 ~X Abb. 156 b




112 Krummflachige Korper

Pythagoras berechnen bzw.
konstruieren. Inden Abb. 157a
und b ist ein schiefer Kreis-
kegel in den beiden von uns
betrachteten Darstellungsver-
fahren gezeichnet. Die dabei
gegeniiber dem geraden Kreis-
kegelauftretenden Abweichun-
gen in der Konstruktion kén-
nen den Abbildungen ent-
nommen werden.

c¢) Die Berechnung der Kegel-

oberfliche
Wie wir bereits feststellten,
kann der Mantel eines geraden
Kreiskegels als Kreisausschnitt mit dem Radius s und der Bogenlinge 277 in die
Ebene abgewickelt werden. Dabei ist  der Radius des Grundkreises. Den Fliichen-
inhalt '), des Mantels ermitteln wir, indem wir ihn ins Verhiltnis zu einem
Kreis mit dem Radius s setzen. Es verhélt sich namlich der Flicheninhalt
eines Kreisausschnittes zum Flacheninhalt des zugehérigen Vollkreises wie der
Bogen des Kreisausschnittes zum Umfang des Kreises. Mithin gilt fiir den
Fliacheninhalt ), die Proportion:

Fy:ns? =2mr:2ms.

Abb. 157a Abb. 157b

Durch Umformung folgt F = 77 -s. Der Flicheninhalt Fy der Grundfliche ist
bekanntlich Fg = 772 Die Oberfliche O setzt sich aus der Summe der Begrenzungs-
flichen zusammen. Es gilt also: O = Fy + Fg, mithin

O = nrs + ar* =ar (r 4 s).
Setzt man in die Formel fiir die Mantelfliiche bzw. fiir die Oberfliche an Stelle von
s den mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes ermittelten Wert s = } 4% + 72,
so ergibt sich Fy=zr JA* + 1% und

O =ar (r + Vh® +12).

Diese Formeln gelten nur fiir den geraden Kreiskegel; fiirdie Herleitung des Ober-
flicheninhalts bei anderen Kegeln sind Betrachtungen notwendig, die iiber den
Lehrstoff der Oberschule hinausgehen.

d) Die Berechnung des Kegelvolumens

Zur Herleitung des Kegelvolumens vergleichen wir einen beliebigen Kreiskegel
mit einer quadratischen Pyramide gleicher Grundfliche und gleicher Héhe. Jeder
dieser Korper wird von jede gqur Grundfliiche parallelen Ebene in einer Fliche
geschnitten, die der Grundfliche &hnlich ist. Liegt die Schnittebene in der Héhe A
iiber der Grundfliche, so verhiilt sich der Inhalt der Schnittfliche zum Inhalt der
Grundfliche bei beiden Kérpern wie (A — %)? zu A2 Diese Behauptung laBt sich
mit Hilfe der Strahlensatze leicht beweisen (Abb. 158, Zweitafelbild). Aus ihr
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folgt, daB die entsprechenden Schnitt- 15" s
flichen der beiden Kérper stets einander /\

inhaltsgleich sind. Wir kénnen deshalb den
Lehrsatz des Cavalieri anwenden. Ausihm
folgt, daB beide Korper gleiches Volumen 1/ ! AR
haben. Fiir das Volumen V des Kegels T I ! bohi ]
gilt demnach 7=, wobei @ der Inhalt ! !

der Grundfliche und % die Hohe des Ke-

gels ist.

Da G = 71? ist, folgt der Satz: 445611
Der Rauminhalt ¥ eines Kreiskegels L
mit dem Radius » und der Hoheh |
betriigt

Abb. 158
ar2eh

V=3'

Er gilt, wie aus der Herleitung hervorgeht, fiir jeden Kreiskegel. Dabei ist jedoch
zu beachten, daBl die Hohe % nur bei geraden Kreiskegeln mit Hilfe der Mantellinie
berechnet werden kann.

Aufgaben

1. Ein gerader Kegel, dessen Radius r = 3 cm und dessen Hohe h = 4 cm betrigt, ist a) im
Grund- und AufriB, b) in axonometrischer Abbildung darzustellen.

2. Zeichne die Abwicklung des Kegels in der Aufgabe 1 in die Ebene und fertige ein Korper-
modell an!

8. Die Achse eines schiefen Kegels mit der Hohe & =4 cm und dem Grundkreisradius
7 = 1,5 cm bildet mit der Senkrechten auf der GrundriBebene einen Winkel o = 20°, Der
Kegel ist im Zweitafelverfahren darzustellen.

4. Zeichne einen geraden Kreiskegel a) im Zweitafelverfahren, b) im axonometrischen
Abbildungsverfahren!

5. Bestimme die Fliche, die bei Rotation um eine Gerade einen geraden Kreiskegel erzeugt!

6. Der Mantel und die Oberfliche eines geraden Kegels sind zu berechnen, Gegeben sind

a) r =3cm, s=10cm; b) r =4cm, h=12cm;

¢) s =2r =12cm; d) r=9cm, h:8=4:5.
7. Die Rauminhalte der in der Aufgabe 6 angegebenen Kegel sind zu berechnen.
8. Von einem Kegel ist gegeben: gesucht:

a) k= 13,54cm, s= 15,54 cm; M,0,V;

b) k= 13,74cm, 7= 6,54cm; M,0,V;

€¢) M= 4401cm? s= 517cm; 7,0, V;

d) M =147,40cm®, O = 224,40 cm?; rh, V.

9. Berechne Rauminhalt und Oberfliche eines Kegels mit gleichseitigem Achsenschnitt und

dem Grundkreisdurchmesser d = 36 cm!

10, Es ist der in eine Ebene abgewickelte Mantel‘eines geraden Kegels zu zeichnen, dessen
Volumen V = 700 cm® und dessen Girundkreisradius » = 10 cm betrigt.

11. Die Oberfliche eines geraden Kegels, dessen Mantellinie dreimal so lang wie der Grund-
kreisradius ist, betriagt O = 8325cm? Es ist das Volumen des Kegels zu berechnen.

2. Von einem schiefen Kegel ist der Radius » = 5 em, die lingste Mantellinie @ = 9 cm und die
kiirzeste Mantellinie b = 7 cm gegeben. Wieviel betrigt sein Rauminhalt ?
Anleitung: Die Héhe ist trigonometrisch zu berechnen.

8 [00916-5]
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13. Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten @ = 15cm und b = 20 em rotiert ein-
mal um die Kathete a, zum anderen um dic Kathete b. In welchem Verhiltnis stehen
a) die Mintel, b) die Oberflichen, ¢) die Rauminhalte der entstehenden Kegel zueinander?

14. Bei einem Achsenschnitt eines geraden Kegels betrigt der Winkel zwischen den Mantel-
linien 135°, die Hohe 4,2 cm. Wie grof sind Oberfliche und Rauminhalt des Kegels?

15. Das kegelfomige Dach eines im GrundriB kreisrunden Turmes soll mit Vinidur?) eingedeckt
werden. Der Turm hat einen #uBeren Durchmesser von 6,00 m, das Dach steht um 0,40 m
vor. Die Liinge der Mantellinie ist 11,00 m. Wieviel Quadratmeter Vinidur werden bendtigt ?
(Der Verschnitt ist hierbei nicht zu beriicksichtigen.)

16. Eine Boje besteht aus zwei Kegeln mit gemeinsamer Grundfliche von 1,00 m #uBerem
Radius. Die Achsenschnitte beider Kegel sind gleichseitige Dreiecke. Wie schwer ist die
Boje, wenn sie aus Stahlblech von 2 mm Dicke hergestellt wurde? Mit welchem Gewicht
muB die Boje belastet werden, wenn sie schwimmend zur Hilfte aus dem Wasser ragen soll
(Wichte des Seewassers: y = 1,03 p/cm?)?

Beachte: Die Wanddicke ist nicht gleich der Differenz aus duflerem und innerem Radius.

17. Ein kegelférmiges Zelt soll eine Grundfliche von 12 m? haben. Wieviel Zeltstoff wird
gebraucht, wenn die Zelthshe 2,50 m sein soll?

18. Ein Kérper besteht aus einem geraden Zylinder vom Radius » = 4 em und zwei gleichen
auf die Grund- und Deckfliche aufgesetzten Kegeln mit gleichseitigem Achsenschnitt. Wie
groB ist der Rauminhalt des Kérpers, wenn seine Oberfliche 300 cm? betriigt ?

19. Einem Turm mit kreisférmiger Grundfliche, der einen Umfang von 35,50 m hat, soll ein
kegelformiges Dach aufgesetzt werden. Das Dach soll 25,00 m hoch sein. a) Welche Liinge
miissen die Dachsparren hahen? b) Wie groB ist die Dachfliche ?

20. In der Technik bedeutet ,,Kegel 1:z*: Auf die Linge 2 (mm) verjiingt sich der Kegel im
Durchmesser um 1 (mm).

a) Berechne den Kegelwinkel o (d.h. den Winkel, der bei einem Achsenschnitt an der
Spitze entstcht) fiir einen Kegel mit dem Radius 3 cm und der Verjiingung 1 : 0,500;
1:0,866; 1:5,000 und 1:10,000!

b) Wie dndert sich o in Abhingigkeit von z?

¢) Zeichne je einen Kegel im Zweitafelverfahren mit dem Radius 7 = 3 cm und den unter a)
angegebenen Verjiingungen!

18. Die Kugel
a) Definition

Wird ein Kreis (im Raum) um einen Durchmesser gedreht, so entsteht ein Dreh-
korper, der Kugel heiBt. Der Mittelpunkt des Kreises heiBt auch Mittelpunkt der
Kugel.

Aus dieser Definition gehen die folgenden Eigenschaften hervor:

1. Die Kugel hat nur eine Begrenzungsfliche. In ihr existiert keine Gerade.

2. Jeder Punkt der Kugeloberfliche hat vom Mittelpunkt der Kugel denselben
Abstand r wie jeder Punkt auf dem Umfang des erzeugenden Kreises von dessen
Mittelpunkt. Man nennt deshalb 7 auch den Radius der Kugel.

3. Jede die Kugel schneidende Ebene schneidet die Kugel in einem Kreis.
Beweis: Der Punkt Pliege auf der Schnittkurve. Wir fillen vom Mittelpunkt
M der Kugel auf die Schnittebene das Lot und bezeichnen den FuBpunkt
mit A’ (Abb. 159). Dann bildet P M’M ein rechtwinkliges Dreieck mit dem
rechten Winkel bei M’. In diesem rechtwinkligen Dreieck ist stets PM = r. Es

1) Vinidur ist ein vollsynthetischer Kunststoff von groBer chemischer Widerstandsfihigkeit.

ErlaBtsich gut in der Wirme verformen und schweillen. Als Ausgangsstoffe fiir seine Herstellung

dienen im wesentlichen Kohle und Kalk.
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gilt also fiir PM’ = ¢ nach dem Lehrsatz des Pytha-

goras ¢ = | r**— (M M’)%. Da der Punkt P beliebig %

gewihlt war, gilt dieser Ausdruck fiir jeden Punkt P.

Da sowohl M M’ bei gegebener Schnittfliche als auch

rkonstant sind, ist ¢ unabhingig von der Wahl des

Punktes P ein fester Wert. Daraus folgt, daB alle

Punkte P auf einem Kreis mit dem Radius ¢ um M’

liegen.
Aus diesem Beweis folgt ferner, daBl der Schnittkreis
mit dem Radius ¢ um so gréfer wird, je kleiner der
Abstand M M’ der Schnittebene vom Mittelpunkt ist.
Fir MM =0 folgt ¢ = r. Das heillt also, daB} jede ADb. 159
Schnittebene, die den Kugelmittelpunkt enthilt, die
Kugel in einem Kreis schneidet, der gleich dem erzeugenden Kreis ist. Dieser Kreis
ist zugleich, wie aus der Formel hervorgeht, der grofte unter allen méglichen. Er
wird deshalb als GroBkreis bezeichnet.
Jede Gerade durch den Kugelmittelpunkt heilt Achse der Kugel. Jede Kugel hat
also beliebig viele Achsen. Fiir spezielle Untersuchungen bezieht man sich auf eine
besonders ausgewithlte Achse. Die beiden DurchstoBpunkte der Achse durch die
Kugeloberfliche heiBen Pole der Kugel. Zwei Punkte auf der Oberfliche der Kugel
sind also genau dann Pole, wenn sie auf derselben Achse liegen. Der Abschnitt der
Achse zwischen zwei Polen heif3t Durchmesser der Kugel. Aus der Definition der
Achse folgt, daB jeder Schnitt durch den Mittelpunkt einer Kugel Achsenschnitt
ist. Jede Verbindungsgerade durch zwei Punkte auf der Kugeloberfliche heifBt
Selante. Der Abschnitt einer Sekante, der innerhalb der Kugel verlduft, heiBt
Sehne. Jeder Durchmesser ist eine groBte Sehne, wie sich mit Hilfe des pytha-
goreischen Lehrsatzes beweisen liBt.

b) Die Darstellung der Kugel

Das Bild der Kugel in senkrechter Parallelprojektion wird bestimmt durch den-
jenigen GroBkreis, der parallel zur Bildebene liegt. Da dieser Kreis in wahrer GroBe
abgebildet wird, ist der Grundrifl der Kugel ein Kreis. Ent-
sprechendes gilt fiir den Aufril (Abb. 160).
A Die Kugel wird im allgemeinen nicht im axonometrischen
Verfahren dargestellt. Als Umri8 wiirde sich némlich eine
Ellipse ergeben. Da man den UmriBl einer Kugel stets
l kreisformig sieht, empfindet man diese Darstellung als Ver-
zerrung. Wir verzichten deshalb auf dieses Verfahren. Die
i auftretende Verzerrung kann man allerdings am Schatten
einer Kugel beobachten, wenn die Lichtstrahlen schrig
auf die Schattenebene fallen.

¢) Die Berechnung des Kugelvolumens

4 Wir vergleichen eine Halbkugel mit dem Radius 7, einen
geraden Kreiszylinder mit dem Radius r und der Héhe r und
Abb. 160 einen geraden Kegel mit dem Radius 7 und der Hohe r mit-

8+
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einander. Der Kegel 1liB8t sich in die
Halbkugel einbeschreiben, die Halbkugel

kann man in den Zylinder einbeschrei-

ben. Infolgedessen gilt fiir die Volumina
der drei Kérper die Ungleichung

3
n?r <Vu< 3_‘;23 >
wobei mit ¥y das Volumen der Halb-
kugel bezeichnet ist.
Schneiden wir aus dem Zylinder den
betrachteten Kegel heraus, so verbleibt
ein Restkorper, dessen Inhalt

Abb. 161 3ar® ar® 2ard
Vo JEL

3 3 3

ist. Wir wollen nun beweisen, dall der Inhalt dieses Restkorpers gleich dem
Inhalt der Halbkugel ist. Dazu beweisen wir, daB3 der Restkiorper und die
Halbkugel von Schnittebenen, die gleichen Abstand von der Grundfliche haben,
stets in inhaltsgleichen Flichen geschnitten werden.

Wir betrachten die Zweitafelbilder dieser beiden Kérper (vgl. Abb. 161). Im Ab-
stand  von ihren Grundflichen legen wir einen Parallelschnitt, der im Aufri als
Parallele zur Bildachse erscheint. Die Schnittfliche der Halbkugel ist ein Kreis
mit dem Radius ¢ und dem Flicheninhalt Fj; = 70® Da ¢* = r* — a® ist, gilt
Fp=m (1 — 2%).

Die Schnittfliche des Restkorpers ist ein Kreisring mit den Radien 7 und 2. Den
Flicheninhalt Fj erhalten wir als Differenz der beiden Kreisflichen m7? und
na?. Es gilt also Fjp=m (*—2?). Da diese Beziehungen unabhingig von
der gewiihlten Hohe der Schnittfliche gelten, ist somit bewiesen, dafl die ent-
sprechenden Schnittflichen bei beiden Kérpern stets einander gleich sind. Nach
dem Lehrsatz des Cavalieri haben mithin die beiden Kérper den gleichen Raum-
inhalt. Es gilt der Satz:

Das VYolumen ¥V der Halbkugel mit- dem Radius » ist V = %mﬂ.
Fiir die Volumina von Kreiszylinder, Halbkugel und Kreiskegel gleicher Grund-
fliche und gleicher Hohe gilt also die Proportion
VeiVi:Vie=3:2:1.
Diese Proportion war schon Archimedes bekannt.
Aus dem Satz iiber das Volumen der Halbkugel folgt unmittelbar der Satz:

Das Volumen der Kugel mit dem Radius » ist V = ;—m‘f‘.

d) Die Berechnung der Kugeloberfliche

Wir denken uns die Kugeloberfliche vollstindig mit einem Netz von Dreiecken
iiberzogen. Die Flichen dieser Dreiecke bezeichnen wir mit @y, G, Gy, - - -, G, all-
gemein mit (7. Die Ecken eines jeden Dreiecks werden mit dem Kugelmittel-
punkt M verbunden (vgl. Abb. 162). Auf diese Weise zerlegen wir die Kugel in
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'l | et r = 5

eine Vielzahl pyramidenéhnlicher Kérper mit gemeinsamer Spitze M und gleicher
Hohe r. Der Unterschied zur Pyramide besteht darin, daB die Grundfliche nicht
eben, sondern gekriimmt ist. Die Summe der Volumina aller dieser pyramiden-

dhnlichen Korperist gleich dem uns bekannten Kugelvolumen%n;ﬁ, die Summe

ihrer Grundflichen ist gleich der zu ermittelnden Kugeloberfliche O.

Man kann nun in jeden dieser Kérper eine grote Pyramide mit der Seitenkante
§ = 7 einbeschreiben, indem man die gewélbte Grundfliche durch eine Ebene ab-
schneidet. Offensichtlich ist das Volumen ¥, dieser einbeschriebenen Pyramide
kleiner als das Volumen V. des urspriinglichen Kérpers. Andererseits kann man
dem Korper auch eine kleinste Pyramide mit der Hohe k, = r umbeschreiben,
indem man an die gewdlbte Grundfliiche eine Ebene anlegt und die Seitenkanten
entsprechend verlingert (vgl. Abb. 163). Thr Volumen V, ist groBer als das
Volumen V,. Der Inhalt G der gewdlbten Grundfliiche ist kleiner als der Inhalt @,
der Grundfliche, die zur umbeschriebenen Pyramide gehért, und gréBer als der
Inhalt @, der Grundfliche, die zur einbeschriebenen Pyramide gehort?). Es gelten
also die Ungleichungen

V.=V,=V, und G,=G,=G,.

Diese Ungleichungen gelten damit auch fiir die Summen der Volumina bzw. der
Grundflichen aller dieser Korper. Ist ¥ die Summe der Volumina aller ein-
beschriebenen Pyramiden und V die Summe der Volumina aller umbeschriebenen

Pyramiden?), so gilt also V= énr"g V. Entsprechend ist auch @ =0 =< G.

Nunist V, = % Q, b, V,= ; @, - h,. Fiir die Summe V der Volumina aller ein-
beschriebenen Pyramiden gilt also

1 1
V=5h (Gt Gt Gt +G) =506

1) Diese Behauptung ergibt sich aus der folgenden Nebenbetrachtung: Am Einheitskreis erkennt
man, daB die Ungleichung sin 2 < « fiir jeden Bogen z gilt. Ferner erkennt man, daB die Un-
gleichung

";—igl%:oder r=tgx
gilt. (Es ist nimlich die Fliche des Kreissektors mit dem Radius 1 und dem Bogen z kleiner als
die Fliche des rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten 1 und tg «.) Diese Betrachtung kann
man auf Flichen ausdehnen.

2) Die Symbole V und V werden ,,V unten quer* und ,,V oben quer* gelesen.
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Entsprechend gilt fiir die Summe 'V der Volumina aller umbeschriebenen Pyra-
miden

= i i e
V=§ho (Gol+Gaa+Gas+"'+Gon):’3‘7'0'
Daraus folgt
'hGstansle@
FhisgartsrQ

Je kleiner nun G, wird, desto besser nihern sich ihm @, und @,, damit néhern sich
aber auch @ und G der Kugeloberfliche O. Gleichzeitig nihert sich %, immer
mehr der Héhe h,=r.

Man kann sich vorstellen, da die pyramidendhnlichen Korper beliebig klein
werden, das heiBt also, daB man ihre Zahl iiber alle Grenzen wachsen laB3t. Der
Flicheninhalt der Grundfliche eines jeden solchen Korpers wire dann nahezu
gleich Null, die Summe 7 aller Flicheninhalte ist aber nach wie vor gleich dem
Inhalt der Kugeloberfliche, und die Hohe des Korpers wire = r. Auch das
Volumen eines jeden Teilkérpers wire dann nahezu gleich Null, die Summe aller

Volumina ist aber nach wie vor gleich dem Kugelvolumen % 73, Entsprechendes

wiirde dann auch fiir die einbeschriebenen und fiir die umbeschriebenen Pyra-

miden gelten, so daB man in die letzte Ungleichung fiir ¢ und fiir G die Oberfliiche O
der Kugel und fiir %, den Radius r der Kugel einsetzen kann. Dann gilt

1 4 1
§r0§§n73§?r0.
Daraus folgt aber, da3 ; rQ = %m‘" ist. Durch Auflésen nach O erhilt man fiir

die Oberfliche O der Kugel
O =4anrs

Bei dieser Herleitung besteht noch eine Liicke. Wir haben namlich bei der Er-
setzung von @ und G durch O und von %, durch 7 nicht beriicksichtigt, daB die
Grundfliche G, nicht gleich Null werden kann, das heifit also, daB sich ¢ und @
von O und 7%, von 7 immer noch um einen — wenn auch noch so kleinen — Betrag
unterscheiden. Diese Liicke kann aber erst mit den Hilfsmitteln der Integral-
rechnung geschlossen werden.

Aufgaben

1. Eine Kugel wird parallel zur GrundriBebene durch eine Ebene geschnitten. Zeichne den
GrundriB und den Aufri von Kugel und Schnittfliche!

2, Bilde das Gradnetz der &stlichen Erdhilfte von 30° zu 30° durch senkrechte Parallel-
projektion so ab, daB die Projektionsebene durch den Nullmeridian verliuft!

8. Bilde das Gradnetz der nérdlichen Erdhilfte von 30° zu 30° durch senkrechte Parallel-
projektion auf die Aquatorebene ab!

4. GrundriB und AufriB einer Kugel sind gegeben. AuBlerdem ist der Grundri P’eines Punktes
der Kugeloberfliche gegeben. Konstruiere den Aufril P*’! Wieviel Lésungen hat die Aufgabe ?
Anleitung: Es ist durch P eine zur GrundriBebene parallele Schnittfliche zu legen.



Die Kugel 119

5. Die in der Technik benutzten Formeln fiir den Rauminhalt und die Oberfliche einer Kugel
enthalten an Stelle des Kugelradius r oft den leichter meBbaren Kugeldurchmesser d = 2r.
Wie heiBien dann die Formeln fiir das Volumen und fiir die Oberfliche ?

6. Bei Uberschlagsrechnungen in der Praxis verwendet man fiir die Berechnung des Raum-
inhalts einer Kugel mit dem Durchmesser d hiufig die Formel V ~ % d® Um wieviel Pro-
zent ist diese Formel ungenau?

7. Vergleiche die Oberfliche einer Kugel mit dem Mantel des ihr umbeschriebenen Zylinders!

8. Ein Zylinder, eine Halbkugel und ein Kegel haben gleiche Grundfliichen und gleiche Hohen.
Wie verhalten sich a) die Mintel, b) die Oberflichen der drei Kérper zucinander?
Bemerkung: Unter dem Mantel der Halbkugel soll der gekriimmte Teil der Oberfliche ver-
standen werden.

9. Die Oberfliche einer Kugel ist O = 3500 em® (176,5 cm?, 53789 m?). Der Radius und der
Rauminhalt sind zu berechnen.

lﬁ. Wie grofB ist der Rauminhalt einer Halbkugel, wenn die ebene Begrenzungsfliche einen
Inhalt von F = 22176 cm? hat?

11. Welchen Radius hat eine Kugel, deren Rauminhalt 1 m?® betriagt?

12. In welchem Verhiltnis stehen die Rauminhalte und die Oberflichen zweier Kugeln, deren
Radien sich a) wie 1:2, b) wie m: n verhalten?

18. Welchen Rauminhalt hat eine Kugel von 113% em? Oberfliiche? Wie ist das Ergebnis zu
erkliren?
Anleitung: Man setze 7~ ?7_2 3

14. In einen Wiirfel von 15 cm Kantenliinge wird eine Kugel einbeschrieben. Wie groB sind ihr
Volumen und ihré Oberfliche ?

19, Der Radius einer Kugel ist 7 = 5 cm. Ein Kegel von gleichseitigem Ach hnitt hat die
gleiche Oberfliche wie die Kugel. Wie groB ist sein Volumen?
16. Welchen Rauminhalt hat ein Zylinder von quadratisct Act hnitt, der in eine Kugel

mit dem Radius r = 6 cm hineingestellt werden kann?

17. Es ist das Volumen des Wiirfels zu berechnen, der einer Kugel mit dem Radius r einbe-
schrieben ist.

18. Einer Kugel mit dem Radius r = 12 cm ist ein gerades vierseitiges Prisma mit quadratischer
Grundfliche einbeschrieben, dessen Hghe & = 10 cm ist. Wie gro8 ist sein Rauminhalt?

19. Einer Halbkugel mit dem Radius » = 8 cm ist ein gerader Zylinder von der Hohe A =5 cm
einbeschrieben. Wie groB ist seine Oberfliche ?

20, Einer Halbkugel mit dem Radius » = 4 cm ist ein gerader Kegel einbeschrieben, dessen
Spitze im Mittelpunkt der Kugel liegt. Wieviel betragen sein Rauminhalt und seine Mantel-
fliche, wenn der Radius seiner Grundfliche gleich seiner Hohe ist?

2]. Es ist das Gewicht einer Kugel aus GuBeisen von 200 mm Durchmesser zu berechnen
(Wichte: y = 7,2 p/em?).

22, Die Kugeln zum KugelstoBen miissen die folgenden Mindestgewichte haben: 4 kp, 5 kp,
6,250 kp, 7.257 kp. Wie groll miissen bei Lhrcr Herstellung aus Eisen die Durchmesser ge-
wa.hlt werden? (Wichte: y = 7,8 p/cm?®.)

23. Genormte Rundkolben aus Glas (Kugelform mit Hals) haben nach den DIN-Bestimmungen
u. a. die folgenden Durchmesser: 9 cm, 10,5 cm, 12 cm. Der nutzbare Inhalt wird mit
300 cm3, 500 cm3, 750 cm® angegeben.

a) Wieviel betrigt der wirkliche Rauminhalt der Rundkolben ohne Hals?
b) Welcher Teil des Rauminhaltes bleibt bei obiger Inhaltsangabe ungefiillt (in Prozenten
auf drei Stellen genau)?

24, Schitze und priife durch Rechnung nach, ob ein Mensch eine Korkkugel von 1 m Radius
tragen konnte! (Wichte: y = 0,2 p/em?®.)

25. Wie groB ist die Oberfliche des Erdkérpers, wenn wir die Erde als Kugel mit dem Radius
r = 6370 km ansehen?
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82.

Zu Zwecken der Tiefseeforschung soll

eine bemannte Tauchkugel mit einem

Durchmesser von d = 137 cm auf an- N i _T'} @ b
nihernd 1000 m Meerestiefe herab- i i
|

gelassen werden. Wie groB ist die

Kraft, die auf die Oberfliche der Kugel | S

in dieser Tiefe driickt? (Wichte des

Seewassers bei 20° C annithernd Abb. 162
1,02 p/cm?®.)

Wieviel wiegt eine Hohlkugel aus GuBeisen, deren &ufBerer Durch-
messer d, = 8 cm und deren innerer Durchmesser d, = 7cm
betrigt? (Wichte:y = 7,2 p/em®,)

Eine Hohlkugel aus GuBeisen hat einen #ulleren Durchmesser

von 6cm und wiegt 410 p. Wie dick ist ihre Wand? (Wichte:
y = 17,2 p/em?.)
Eine hohle kupferne Kugel mit d = 20 cm #ulerem Durchmesser
sinkt genau bis zur Hilfte in Wasser ein. Wie dick ist ihre Wand?
(Wichte: y = 8,9 p/em?.)
Ein Bolzen aus Stahl hat die in der Abbildung 164 angegebenen
MaBe. Es ist sein Gewicht zu berechnen. (Wichte: y = 7,8 p/em?.)
Zum Vorwirmen der in einen Hochofen gepreBten Frischluft
dienen 3 bis 5 Winderhitzer. In diesen geben die aus dem Hochofen
kommenden Abgase (Gichtgase) ihre Wirme an ein Schamotte-
gitterwerk ab. HeiBluft von einer Temperatur bis 800° wird dann
dem Hochofen zugefiihrt., In Abbildung 165 ist der Grundril und
der AufriB eines Winderhitzers dargestellt.

a) Wie groB ist der gesamte Hohlraum des Winderhitzers?

b) Wie groB ist der fiir Wiarmespeicherung ausnutzbare Raum
des Winderhitzers?

Moderne Gasbehilter werden als Hochdruck-Kugelgasbehiilter

oder als Kolbengasbehilter ausgefiihrt. Kugelgasbehilter haben

kugelférmige Gestalt, in ihnen kann das Gas unter hohem

Druck stark zusammengepref3t werden. Im Kolbengasbehilter

(Abb. 166, Lingsschnitt) wird das Gas unten seitlich eingefithrt.

Es hebt dabei den kuppelformigen AbschluBkolben, der genau in

die Bodenwélbung des Behiilters paBt.

a) Wie groB ist der Rauminhalt eines Hochdruck-Kugelgas-
behilters von 21,30 m Durchmesser ? Auf wieviel Atmosphiren
Druck muB das Gas zusammengepreft werden, wenn 25000 m®
von Normaldruck in ihn hineingepumpt werden?

b) Wie groB ist das nutzbare Fassungsvermogen des Kolben-
gasbehiilters in der Abbildung 166? (Das nutzbare Fassungs-
vermogen ist in diesem Fall annihernd gleich dem Volumen.)

T ——m|
30em{ 30cm
—| 4<lbm
5m.
16m 0cm
Abb. 165
1
|
|
i
s8

Abb. 166



C. Zahlenfolgen

I. Arithmetische und geometrische Zahlenfolgen

1. Arithmetische Zahlenfolgen

a) Zahlenfolgen, allgemeine Eigenschaften

Eine Menge von Zahlen, die nach einer bestimmten Vorschrift gebildet sind,
nennt man eine Zahlenfolge. So ergeben die positiven ganzen Zahlen

152535 -+ (n—1); 25 (nt-1); -+ m
eine Zahlenfolge. Andere Zahlenfolgen sind z. B.
die ungeraden positiven Zahlen
153, 55 05 Cn—3); 2n—1); @n41); - (@)
die reziproken Werte der positiven ganzen Zahlen

1. 10 4, A 1

THF B g W @
die Quadratzahlen
1545 95 16; -5 (m—1)%; n%; (A 1)%; -+ (4
oder auch die Konstanten k, etwa fir k=3,
3; 3; 85«0 (5)

Wir stellen also fest:

LiBt sich auf Grund einer bestimmten Vorschrift (eines Bildungsgesetzes)
aus einer Zahl z, eine zweite Zahl z,, aus dieser eine dritte Zahl z; usf. ent-
wickeln, so bilden die Zahlen z,; @,; 3; --- in dieser, den natiirlichen
Zahlen entsprechenden Anordnung, eine Zahlenfolge.

Die einzelnen Zahlen @;; ,; ,; - - - heiBlen die Glieder der Folge.

Die Zahlenfolge ist endlich, wenn die Bildung der Zahlen nach einer bestimmten
Anzahl von Gliedern abbricht, sie ist unendlich, wenn sie nicht abbricht, wenn
also jeder natiirlichen Zahl z eine bestimmte Zahl x, entspricht.

Eine endliche Folge bezeichnen wir mit (x,)=x;; Zp; %3; - +; %, eine unendliche
Folge mit (z,)=;; Ty; T +++; Zy; + -+ oder kurz mit (2,)=12,; Zp; Zg; -+
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Das Bildungsgesetz einer Folge stellen wir durch das allgemeine Glied z, dar;
fiir die positiven ganzen Zahlen ist

Z,=mn, (n=1,2,3,..., (1a)
fiir die ungeraden positiven Zahlen

z,=(2n—1), (n=1,2,3,...), (2a)
fiir die reziproken Werte der positiven ganzen Zahlen

=, (n=1,24,..9), (3a)
fiir die Quadratzahlen

2=, (n=1,2,3,..), (48)
fiir die Konstanten £, also etwa fiir k=3 )

z,=3, (n=1,2,3,.... (5a)

Zahlenfolgen kénnen geometrisch veranschaulicht werden, indem die einzelnen
Glieder auf einem Strahl z, abgetragen werden. Wir erkennen als Bild der Zahlen-
folge (1) die Punkte, die den ganzen Zahlen 1,2,3,«v.n—1,m,n+1,...auf
dem Zahlenstrahl z, zugeordnet sind (Abb. 167a). Die GréBe der Glieder nimmt
mit wachsendem 7 zu. Ein Bild der unendlichen Zahlenfolge (3) ist in Abb. 167b
dargestellt. Die GroBe der Glieder nimmt mit wachsendem 7 ab. Ein Bild der
Zahlenfolge (5) gibt die Abb. 167¢ wieder. Bei jedem n ist die GroBe des zu-
gehorigen Gliedes gleich 3.

Eine Folge heilt wachsend, wenn stets x, < Z, 41, dagegen fallend, wenn
Ty >Tnyq.

Es ist zu erkennen, daB die Folgen (1), (2) . 5

und (4) wachsen, die Folge (3) dagegen L L e
fillt. Diese Tatsache verdeutlichen die b. "
Abb. 167a und b. [T A A=
Eine Folge heiBt konstant, wenn alle - "
Glieder denselben Wert k besitzen. Diestrifft 0 TR
tiir die Folge (5) zu, wie die Abb. 167¢ zeigt. Abb.167

b) Arithmetische Zahlenfolgen erster Ordnung
1. Die Zahlenfolge 1583 53 +-+3183
Gegeben sei die Zahlenfolge
(®,)=1;3;56;7;9; 11; 13.

Wir bilden die Differenz je zweier aufeinanderfolgender Glieder, also

3—1=2; 5—83=2; ...; 13—11=2
und der Reihe nach die Teilsummen

1+3=4; 14345=9; 1+345+7=16; ...
sowie die Summe der Glieder

14+-3+56+4+74+9+11+13=49,
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Wir stellen fest: Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Glieder dieser Folge
besitzt den festen Wert 2, die Teilsummen sind Quadratzahlen, und die Summe
der Glieder hat den Wert 49.

Eine Veranschaulichung der Glieder dieser Folge, der Differenzen aufeinander-
folgender Glieder und der Summen der Glieder kénnen wir finden, indem wir der
Achse der Indizes (o= 1, 2, 3, -+, 7) eine Achse der Glieder z,, der Differenzen d,
und der Summen der Glieder x,, die wir mit s, bezeichnen, zuordnen.

Abb.168 gibt eine Veranschaulichungder Zahlenfolge und verdeutlicht das Bildungs-
gesetz. Die Glieder der Folge liegen auf einer als Strichlinie gezeichneten Geraden.
Auf dieser bezeichnen nur einzelne Punkte die Glieder der arithmetischen Folge.
Abb. 169 gibt eine Veranschaulichung der Differenzen je zweier aufeinanderfolgen-
der Glieder. Dabei ordnen wir die Differenz dem Glied mit dem niederen Index
zu. Es ergeben sich Punkte, die simtlich den Abstand d= 2 von der Achse n
besitzen. Sie sind, um anzudeuten, daB es sich um die Differenzen einer Zahlen-
folge handelt, durch eine Strichlinie miteinander verbunden.

Abb. 170 zeigt eine Veranschaulichung der Teilsummen der Zahlenfolge. Es ist
zu erkennen, daB die Summe der Glieder stets Quadratzahlen sind. Sie liegen
auf der als Strichlinie gezeichneten Parabel.

x.

13

2 /j:F 50

11 F ' .
101 ’/j T ‘ l'[
9 X | S
8 V) | 0 1

7 - | -~ /

6 -3 |

5 Y il B r

¢ 73 T 3 0 /e

7 £+ = 7

2 N 3 o
v 3

0

2 3 4 5 6 7 20 ;s

f~d=2+

Abb. 169 Abb. 170

2. Die Zahlenfolge a; a +d; a+2d; «++;a+ (n—1)d

Bilden wir, vom Anfangsgliede z,= @ ausgehend, eine Zahlenfolge mit der kon-
stanten Differenz d fiir zwei aufeinanderfolgende Glieder, so erhalten wir die Folge

z,=a; z=a+d; zy3=a-+2d; v z,=a+(n—1)d;
das Bildungsgesetz der Folge ist
xpn=a+ (n-1)d, m=1;2;3.--;n). (6)
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Eine Zahlenfolge dieser Art nennt man eine arithmetische Zahlenfolge erster
Ordnung.
Erklirung: Eine Zahlenfolge (), bei der die Differenz zweier aufeinander-
folgender Glieder stets denselben Wert hesitzt, heiBt eine arithmetische
Folge erster Ordnung.
Einearithmetische Folge (z,), wie wir sie zuniichst betrachten, ist durch ihr Anfangs-
glied z; = ¢ und durch die konstante Differenz «, — =, _ 1= d bestimmt.
Eine arithmetische Folge kénnen wir aber auch vom Endglied ausgehend dar-
stellen. Bezeichnen wir dieses mit z, so erhalten wir die Zahlenfolge

=2 Tyg=2—d; @, y=2—2d; ... z—z—(n—1)d.

Die Summe einer arithmetischen Folge haben wir zuniichst durch Addieren der
Glieder gefunden. Bei groBer Gliederzahl ist dieses Verfahren jedoch umstiind-
lich. Bezeichnen wir die Summe mit Sp, in dem Ausgangsbeispiel mit s;, und
schreiben wir die Summe in auf- und absteigender Folge der Glieder unter-
einander, so erhalten wir

&= 14 3+ 54 T4 94 11+ 13 bzw.

&G=13+114 94 7+ 54+ 3+ 1
und beim Addieren §

28=144+ 14414414414+ 14+ 14
<14

7-14
oder Sy=——=149.

Allgemein finden wir
Sy a +(a—|—d)+(a+2d)+---+[a+(n—2)d]+[a+(n—1)d]
8= 2 +(z—d)+(z—2d)+.--+[z—(n—2)d]+[z—(n—1)d]
2, =(a+t2)+(a+2)+@+2) +--+ (a+2 + (a+2)

I

=n(a-+2)
und damit
sn=m_ (7a)
Setzen wir 2= a -+ (n—1) d, so wird
o= 1[2u+;n—i)d] S— n(n;i)d. (7b)

Damit ist die Summe einer arithmetischen Folge ebenfalls bestimmt.
Multiplizieren wir die rechte Seite in Gleichung (7b) aus und ordnen nach fallenden
Potenzen von 7, so erhalten wir
2a—d

—
Wir erkennen, daB jede Summe einer arithmetischen Folge erster Ordnung durch
eine quadratische Funktion von n darstellbar ist, die jedoch nur fiir die positiven
ganzzahligen Werte n erklirt ist.

. d
= "2§+"I-
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¢) Differenzenfolgen und arithmetische Folgen hoherer Ordnung

Aus der Folge der Quadrat- und der Kubikzahlen (»=0,1,2...) bilden wir
die Differenzen aufeinanderfolgender Glieder nach folgendem Schema:

n 5 ‘ Az, ‘ Az, n z, Az, Az, ‘ A%z,
0 0 = 0 0
1 1
1 1 E=——— 2 1 1 6
3 E— 7 6
2 4 2 2 8 ——— 12
5 — 19 6
3 9 2 3 27 18
7 — 37 6
4 16 2 4 64 24
9 61 6
5 25 2 5 125 30
11 91
6 36 6 216

Die Folgen (4'x,), (4%,) bzw. (4%2,)!) nennt man die erste, zweite bzw. dritte
Differenzenfolge der gegebenen urspriinglichen Zahlenfolge (z,). Dabei bedeuten
. A, ==, —=, AS2,=A2,,,— A7, und A2, = A, ., — Az,
Wir erkennen, daB bei der Folge der Quadratzahlen die zweite, bei der Folge
der Kubikzahlen die dritte Differenz konstant ist. Die Folge der Quadrat-
zahlen wird als eine arithmetische Folge zweiter Ordnung, die der Kubik-
zahlen als eine arithmetische Folge dritter Ordnung bezeichnet.

Die Entstehung der Differenzenfolgen aus der Ausgangsfolge verdeutlichen die
Abb. 171a und b sowie 172a und b.

Inden Abb. 171aund 172 a tragen die nach rechts weisenden Achsen die Glieder z,,
der Zahlenfolgen (x,), die nach oben fithrenden die der Folgen (4'x,), die nach
links zeigenden die der Folgen (42z,) und die nach unten die der Folge (4%x,).
Die Werte der Differenzenfolgen sind jeweils dem niederen Index der vorher-
gehenden Folge zugeordnet.

2
Axn v J v = “
2101 4 9 16 25 36

Abb. 171a

1) Sprich: ,,Delta eins z,, Delta zwei z,, Delta drei z, - --‘; vgl. Lehrbuch der Mathematik.
9. Schuljahr, Seite 131!
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In den Abb. 171b bzw. 172b sind der Index-Achse 2 die Glieder der Zahlen-
folgen (), (4'x,), (4x,) baw. (z,), (4'z,), (4%x,), (4%z,) zugeordnet.

(4™ =,) ist die m-te Differenzenfolge von (z,). Ist diese konstant, so sagt man
auch, (z,) ist eine arithmetische Folge m-ter Ordnung. Abb. 171b zeigt die Folgen
(n?), (2n+1) und (2), Abb. 172b die Folgen (%), (372+ 37+ 1), (6 4 6) und (6).
Dabei sind die Differenzenfolgen ebenfalls dem niederen Index n zugeordnet.
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1 T
200 1
|
’ Abb. 172b
Jill = (Bei der Betrachtung dieser Abbildung ist
° zu beachten, daB die vier Abbildungsteile
| N nebeneinauderstehen mubten, so wie es die
| Abb. 171 b zeigt.)
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glo | T f
- —7§%
101 - e l
13
2 3ts n 01 2 3
(4'r,1=16,6,66)

0 1
(8%, = (6,12,18,24,30)

Den Zusammenhang der Folgen erkennen wir an dem nachstehenden Zahlen-

beispiel. Es ist fiir Abb. 171b z.B.
May=5— 2= (4412 —43
=164+8+1—16=8+41=2.441=9

und Ary=9—T=2.
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Aus der Funktion y = 2a®+4 32 —5 berechnen wir fiir die ganzzahligen Werte
x=0,1,2,.-. die zugehorigen y-Werte und deren Differenzen.

z | Y Ay Ay
0 —5
5
1 0 4
9
2 9 4
13
3 22 4
17
4 39

Wir erkennen, daB die den ganzzahligen 2-Werten (x =0, 1, 2, 3, . -) zugeordneten
y-Werte der quadratischen Funktion eine arithmetische Folge zweiter Ordnung
bilden.
Allgemein gilt fiir die Funktion y= a2®+ bz +¢
Myp=al[(n+12—2n2]4+bn+1—n)
—a-@n4+1)  +b
=2an +(a+d)
=2an 4+
By =2a(n+1—n)= 2a.

Zusammenfassung :

Eine arithmetische Folge erst er Ordnung ist durch das Bildungsgesetz x,= an-+b,
eine arithmetische Folge zweiter Ordnung durch @,= an®+ bn - ¢ gegeben.
Hierbei sind verschiedenen Zahlenfolgen auch verschiedene Werte von @ und b
bzw. @, b und c zugeordnet. Entsprechende GesetzmiiBigkeiten ergeben sich fiir
arithmetische Folgen héherer Ordnung.

Um die Summe der 7 ersten Quadratzahlen zu bilden, gehen wir von der Identitit
(x+ 1P —a®= 322+ 3241
aus und setzen der Reihe nach = 1,2,3...7n ein. Wir erhalten

28— 13=3.12483.14+1
3 —28=3.224+3.241

m+1P3—n*=3.-n24+3.241
oder nach dem Addieren auf beiden Seiten
(n4-1)°—1%= (12422482 oo-m2) + 3(1 424 3+ of ) f- (14 LA v 1),
Bsist 444144 41=n 142434 .fn=20F0
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und somit die Summe s der n ersten Quadratzahlen

Y _23.a 3.
s—g(n+3n’+3n 2n2 o n)

=%n3+—%n2+%n=%n(n+ 1) (2n+1).

Die Summe der 7 ersten Quadratzahlen ist eine Funktion dritten Grades von =,
die jedoch nur fiir positive ganzzahlige Werte von n erklart ist.
Wir bilden fiir die Zahlenfolge zweiter Ordnung

0; 9; 22; 39; 60; 85,
deren Glieder aus der quadratischen Funktion y= 22?43z —5 fir =1, 2,
3, 4, 5, 6 berechnet sind, die Folge der Teilsummen

0; 9; 31; 70; 130; 215.
Wirerkennen,daB8in der Folge der Teilsummen die 3. Differenzen konstant sind, da3

sie also eine Zahlenfolge dritter Ordnung ist. 1hr Bildungsgesetz kénnen wir als

_ 2 5,5 , 19
Ty =g nd 4+ 3 n T n
finden, also eine Funktion dritten Grades von = fiir die ganzzahligen positiven
Werte von n.

Allgemein gilt: Ist (z,) eine arithmetische Zahlenfolge m-ter Ordnung und ist
die Zahlenfolge (s,) dadurch erklirt, da3

§=12); S=120,4F 2 5 HK=2+ 2+ T+ 2,

ist, so wird (s,) als die zur Folge (x,) zugehirige Summenfolge bezeichnet.
Es ist zu erkennen, daB die erste Differenzenfolge von (s,) die urspriingliche
Folge (x,) ist. Damit ist die Summenfolge einer arithmetischen Zahlenfolge
m-ter Ordnung von der (m+ 1)-ten Ordnung.

Aufgaben
I. Zahlenfolgen
1. Stelle die Zahlenfol, auf, deren allgemei Glied
—1 1

8) z,=—n, b) z,.=’—'"—l, ¢) z"=L2+". d) W=, ist!
2.V hauliche die Zahlenfolg

a) (z,)=1;2;3;-- 8 b) (zn)=1; 3; 5; -+

@)=ttt 1 [V NERESTR TR I8 HEXR]

Anleitung: Wihle zu a) und b) als Einheit 1 em, zu c) und d) 10 cm!

8. Priife an Hand a) bestimmter Glieder, b) des allgemeinen Gliedes, welche der Folgen in Auf-
gabe 1 und 2 wachsen und welche fallen!

4. V hauliche die § Zahlenfolgen mit dem allgemeinen Glied 8) z, = 3, b) z, = 5!

9 [00916-5]
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Arithmetische und geometrische Zahlenfolgen

II. Arithmetische Zahlenfolgen

5. Veranschauliche die ersten 5 Glieder der arithmetischen Folgen
und deren Summen, wenn a) z,=3,d= %, b) z;,=1,d=3,
¢) z;= 18, d=—2ist! Verbinde die gefundenen Punkte durch

Strichlinien!

Anleitung: Wihle die Form nach Abb. 168 bzw. 170!

6. Stabltriger von der Form I (sprich: Doppel-Te; Bezeichnung T,
Abb.173) baben nach DIN 1025, Blatt 1, die in der untenstehenden
Tabelle genannten Abmessungen. Priife, ob die Abmessungen arith-
metische Folgen darstellen! Gib die Differenzen der Abmessungen

an! Veranschauliche den Verlauf der Abmessungen!

Priife, ob Querschnitt und Gewicht arithmetische Folgen sind! Stelle

~

RSSO

Querschnitt F und Gewicht @ als Funkti der Hohe A
dar! Abb. 173
1::}1_ Abmessungen chl:l:i:-t Gewicht
mm R kp/m
nung cm
I IR d t r 7, F @

8 80 42 3,9 5,9 3,9 2,3 7,58 5,95
10 100 50 4,5 6,8 4,5 2,7 10,6 8,32
12 120 58 5,1 7 5,1 3,1 14,2 11,2
14 140 66 5,7 8,6 5,7 3,4 18,3 14,4
16 160 74 6,3 9,56 6,3 3,8 22,8 17,9
18 180 82 6,9 10,4 6,9 4,1 27,9 21,9
20 200 90 7,5 11,3 7,5 4,5 33,5 26,3
22 220 98 8,1 12,2 8,1 4,9 39,6 31,1
24 240 106 8,7 13,1 8,7 5,2 46,1 36,2
26 260 113 9,4 14,1 9,4 5,6 53,4 41,9
28 280 119 10,1 15,2 10,1 6,1 61,1 48,0
30 300 125 10,8 16,2 10,8 6,5 69,1 54,2
32 320 131 11,5 17,3 11,5 6,9 77,8 61,1
34 340 137 12,2 18,3 12,2 7.3 86,8 68,1
36 360 143 13,0 19,5 13,0 7.8 97,4 76,2
38 380 149 13,7 20,5 13,7 8,2 107 84,0
40 400 155 14,4 21,6 14,4 8,6 118 92,6
42% 425 163 15,3 23,0 15,3 9,2 132 104
45 450 170 16,2 24,3 16,2 9,7 147 115
471} 475 178 171 25,6 17,1 10,3 163 128
50 500 185 18,0 27,0 18,0 10,8 180 144
55 550 200 19,0 30,0 19,0 11,9 213 167
60 600 215 21,6 32,4 21,6 13,0 254 199

7. Von einer

b

Folge sind gegebx

8) 2;=65 und 2y = 72, b) z,= 35 und 2, = 46, ¢) 75— 38 und z, = 21.

Wie groB ist die Differenz d, das Anfangsglied z;, und wie heiBt das allgemeine Glied z,?
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8. Von einer arithmetischen Folge sind gegeben:
n) 25 =20 und z,, = 44, b) ;=39 und z,, = 24.

ht sind die Diff d, das Anf: lied z, und das Glied zys.
Anleitung: Bilde die Differenz der Glieder in all i Form und berechne daraus die
Differenz d!
9. Es sind gegeben 74 + 1, = 47 und z, + z,; = 57. G ht sind-die Diff das Anf:
glied und das Glied .
Anleitung: Stelle die S durch das all, ine Glied dar! Dies fithrt auf zwei Glei-

chungen mit zwei Unbekannten.

10. Gegeben sind die Summen zg-+ 2, = 58, g+ z;,= 40. Bestimme z, und zy!
Anleitung: Vergleiche Aufgabe 9!

11. Es sind gegeben:

| ® | D | o | & | e | D
7 10 16 25 S 120 0
%n 80 676 35 4 5 | —6
a 5 1 H & —7 | — %
n 15 61 16 8 16 10
IS 675 21106 480 % 1080 | —30

Wihle aus einer der Spalten a) bis f) drei Werte und berechne fiir jede einzelne Spalte diefehlenden!

12. Von den GréBen z,, Z,, d, n und 8, miissen drei gegeben sein, um die Folge zu bestimmen.
a) Stelle simtliche méglichen Aufgabengruppen zusammen! Wieviel sind dies?

b) Stelle die Formeln fiir die Losungen dieser Aufgabengruppen auf!

18. Sind drei Zahlenwerte, durch die eine arithmetische Folge bestimmt ist, frei wihlbar?
Welche Bedingungen bestehen fiir n?

14. Gegeben sind z,, z,, und s,. Zeige, daB d ein Bruch mit dem Zéhler z,, — z, und 7 ein Bruch
mit dem Nenner z, + r,, ist!

15. Bestimme die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis 400! Carl Friedrich GauB (geb. 1777
in Braunschweig, gestorben als Professor der Ast ie 1855 in Gottingen) soll bereits
als Neunjiihriger eine solche Aufgabe selbstéindig gelost haben. Als die Aufgabe gestellt
war, erkannte er sofort, daB die Summe der Glieder, die gleich weit vom Anfang und Ende
der Folge entfernt sind, einen bestimmten Wert ergibt. Beispiel:

I \
1+2+ by +9s+99+ 100

Fasse, den Kl 1t hend !

16, Es sei )3 Tg3 T3 ** 5 Zp; -+ - eine arithmetische Folge. Zeige, daB z,; z3; 255 « - +; Tgp—qi tee
und ;5 %5 g3 *** Zyn4qs o+ ebenfalls arithmetische Folgen sind! Wie groB sind die
Differenzen dieser Folgen?

17. a) Zeige, daBl die y-Werte, die durch die Funktion y= 2z - 3 den ganzzahligen Werten
z=1,2,3--- zugeordnet werden, eine arithmetische Folge bilden!

b) Zeige dies fiir die lineare Funktion y = mz + b!
Bildet eine Folge von z-Werten eine arithmetische Folge, so gilt dies auch fiir die zugehérige
Folge einer linearen Funktion y= f(z).
Anleitung: Setze z=a, + (n—1)d in die Funktionsgleichung ein!
9*
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18.

19.

II1. Angewandte Aufgaben

20.

21.

22,

23.

Arithmetische und geometrische Zahlenfolgen

‘Welche linearen Funktionen fiihren die nachstehenden Folgen (z,) in (y,,) iiber:
8) (z,)=(1;3; 5; T;---)in(y,)=(4; 8;12;16;-..,),
b) (za) = (2; 6;10; 14; --+) in(y,) = (30; 25; 20; 15; - -+),
O ()= (12 3 49 =( 33k 44k, | |
@) (x,)=(1;3; 5, T;--2)in(yn)=( 6;5%; 5};5}; -1
Anleitung: Stelle die Bildungsgesetze von z und y auf,
berechne dann aus y = mz + b die GréBen m und b!

In Abb.174 sind die Funktionswerte y,, y,, ys - - - Glieder
der arithmetischen Folge y=mx+ b. Zeige, daB aus der
Abbildung  unmittelbar 2s8,=n(y,+ y,) abgelesen
werden kann!

Anleitung: Betrachte in Richtung von z, nach z, und
dann in Richt die beiden isch-
symmetrisch liegenden Trapeze!

-

SN—1

o8
f3 000 K %

Abb. 174

-1

Eine Uhr schligt nur die vollen Stunden.
Wieviel Schlige erfolgen in 12 Stunden?

Eine Turmuhr schligt die Stundenzahl
und zu den vollen Stunden viermal, nach
einer Viertelstunde einmal, nach einer
halben Stunde zweimal, nach einer drei-
viertel Stunde dreimal. Wievielmal schligt
die Uhr in 24 Stunden?

-Il.ldll

|&1%|

In einem Schaufenster sind Konserven-
dosen in der gleichen Anordnung wie in
Abb. 175 aufy 11t. Inder Reihe
wurden 20 Dosen geziihlt. Wieviel sind
es insgesamt?

o]
i) B

£l

Abb. 175

Der Seilkorb einer Forderanlage ist eine Winde mit einer schmalen, zylindrischen Trommel von
der Breite des Forderbandes mit rechteckigem Querschnitt. An ihm hingt der Férderkorb. Bei
Drehung des Seilkorbes wird das Forderband in iibereinanderliegenden Lagen auf den Seil-
korb gewickelt.

a) Wie groB ist die Zahl der iib Wind bei hock Férder-
korb, wenn die Dicke des Férderbandes d = 3 cm, der Halbmesser des Seilkorbes r— 1 m
und die Schachttiefe 400 m betrigt?

b) Die Férderanlage besteht aus zwei Seilkorben und einer gemeinsamen Welle. Die Forder-
biinder mit den Férderkérben hiingen auf verschiedenen Seiten der gemeinsamen Welle in
den Schacht hinunter, so daB der volle Korb oben anlangt, wenn der leere die Sohle des Schachtes
erreicht. Wo begegnen sich der abwirts und der aufwirts gehende Forderkorb?

Bei der geringen Dicke des Forderbandes kann in der Aufgabe die kleine Abweichung der
aufgewickelten einzelnen Seillagen von der Kreisform unberiicksichtigt bleiben. Es soll auch
von der Dehnung abgesehen werden.

Jerl: d

IV. Differenzenfolgen und arithmetische Folgen héherer Urdnung

24,

Gegeben ist die Zahlenfolge (z,)= 1; 3; 9; 19; 33; 51 mit dem Bildungsgesetz z, = 2n2—4n+ 3,
(n=1,2,38,--+), d h. 2,=an*+ bn+ ¢, wenn a= 2, b=—4, c=3 ist. Ordne jedem
Index # den Wert des Gliedes in einem (n; z,)-System zu und bilde geometrisch alle Diffe-
renzenfolgen! Vergleiche dazu Abb. 171a!
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25. Gegeben ist die Zahlenfolge (z,) =—4; ;, 0; ;28 U5 ooy z,= %n’—‘i oder
a=3b=0,¢=0,d=—4% in gy=an’+ bn*+ cn+d, (n—O 1, 2, - - ). Stelle der
Aufgabe 24 prechend die Diff folgen dar!

26. Besti unter Verwendung der Diff die Werte der Funktion
8) y=322—2z+5, b) y=222+ 32—5,
wenn z dic ganzzahligen Werte von —5 bis -5 durchliuft!

Anleitung: Bilde von den Werten 2= —1, 0, 4 1 ausgehend die Differenzen nach dem
Schema und erweitere nach oben und unten bis zu den verlangten Werten! Das Schema gilt

fiir die Aufgabe a)!
z ‘ y k Aty Aﬂ

—1 10
— —5
0 5 |—— 8
1
1 6

27. Bestimme die Werte von y = 22 4 32—z + 1 fiir die ganzzahligen z-Werte von —6
bis + 6 nach dem in Aufgabe 26 gezeigten Verfahren!

28, Bestimme nach einem anderen Verfahren die Werte
a) von y = a®— 22— 3z -+ 4 fiir die ganzzahligen z-Werte von — 5 bis + 5;
b) von y= 223 + 32—z + 1 fiir die ganzzahligen 2-Werte von — 6 bis + 6!
Anleitung: Schreibe fir y=2a*—22>—32+4
den Ausdruck y = z(z*—2z—3) 44,
schlieBlich y=zz(x—2)—3]+4
und setze T—2=z), 27— 3 =129, Yy =22, + 4!

2. Endliche geometrische Zahlenfolgen

a) Die Zahlenfolge 15 2; 4; + - -3 32
Gegeben ist die Zahlenfolge
(z,)=1;2;4;8; 16; 32.
Wir bilden die Quotienten je zweier aufeinanderfolgender Glieder, also
2:1=2; 4:2=2; ...; 32:16=2,

die Teilsummen

14+2=3; 1+24+4=7; 1+2—.{—4+8= 15; 1+2+4+8+16=31
sowie die Summe

1+2—}—4'—|— 8+ 16+ 32= 63.

Wir stellen fest: Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder hat stets
den Wert 2, die Summe der Glieder hat den Wert 63.
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Abb. 176 veranschaulicht die Zahlenfolge, Abb. 177 den Quotienten und Abb. 178
die Teilsummen.

Abb. 176 1aBt zwar die GroBe der einzelnen Glieder erkennen, jedoch kann man
das Bildungsgesetz, nach dem sich aus einem vorhergehenden Glied das nichste
entwickeln laBt, geometrisch nicht erkennen. Die Endpunkte der Glieder liegen
auf einer als Strichlinie dargestellten Kurve, und zwar auf einer Exponential-
kurve, denn fiir jedes 7 gilt z, = 271,
Mit Hilfe des Strahlensatzes lassen sich jedoch die Glieder der Zahlenfolge
(x,)=1; 2; 4;.-.; 32 konstruieren. Wir tragen auf einer Geraden von einem
Punkte 0 aus die Strecken 1 und 2 bis 4 bzw. C ab (Abb. 179). In 4 und C
errichten wir je eine Senkrechte und tragen auf der Senkrechten von 4 aus die
Strecke A 4, = 1 ab. Verbinden wir O mit 4,, so ergibt sich auf der Senkrechten
in C' der Punkt B,. Die Parallele zu 4 C durch B, schneidet 4 4, in 4,. Es ist also
A A,= CB,. Die weitere Konstruktion ergibt sich aus der Abbildung. Es verhilt
sich dann

AA;:AA,=0C:04=2:1

AA;: A4, = 2:1 usf.

Die Abb. 179 gibt damit einen Weg an, wie die Glieder der Zahlenfolge mit dem
Bildungsgesetz «, = 2"~! konstruiert werden kénnen.

Konstruieren wir eine Folge von éhnlichen Dreiecken nach Abb. 180, deren Ka-
theten sich wie 2:1 verhalten, so finden wir geometrisch die Glieder der ge-
gebenen Zahlenfolge. Wir erkennen, daf sich

D\D:0D= DyE: D\Ey= DyE,: DyEy=+..=2:1
verhalten. Es ist
OD=2;; D\Ey=2; DyEBy=uy; DyBy=g;.ee.
Abb. 180 zeigt damit einen anderen Weg, die Glieder der Zahlenfolge mit dem
Bildungsgesetz x, = 2"~1 zu konstruieren.
Aus derselben Abbildung ist ferner zu ersehen, wie man durch Projektion der
Glieder auf eine Parallele zu OD, die Achse s,, die Teilsummen finden kann.
3 In halblogarithmischem Papier, bei dem die
IS lineare Teilung in der Indexachse liegt, ist das
0 | Bildungsgesetz der einzelnen Glieder der ge-
] gebenen Zahlenfolge erkennbar (Abb. 181). Die
/ Glieder der Zahlenfolge liegen auf der zur Ge-
20 / raden gestreckten Ex ponentialkurvez, =21,
- also auf der Geraden lg z, = (n—1) Ig 2, die
als Strichlinie gezeichnet ist.

1
L n 0 4
LI 12 3 & 5 6
Abb. 176 Abb. 177

g~

/
/ q
}7 T 2 - —0-——0-—-0-—-0
2
t
4
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b) Die Zahlenfolge a; agq; aq®; «--; ag"—!
Bilden wir eine Zahlenfolge mit dem Anfangsglied @ und dem Quotienten g
zweier aufeinanderfolgender Glieder, (¢>>0), so erhalten wir die Folge
(@)= a; agq; ag*; ag® .- ag"”l,
die 7 Glieder umfaf3t, deren Bildungsgesetz
xpn=aq"—1,(n=1,2,3,...,m), 8)
ist. Eine Zahlenfolge dieser Art nennt man eine geometrische Folge.

Erklirung: Eine Zahlenfolge (x,), bei der der Quotient zweier aufeinander-
folgender Glieder stets denselben Wert besitzt, heiBt eine geometrische Folge.

Aus Gleichung (8), dem Bildungsgesetz der Glieder x, der geometrischen Folge,
erkennen wir, daB dieses der Exponentialfunktion

y=ag~!
fiir alle ganzzahligen z-Werte entspricht. Diese Funktion hatten wir in der Form
y= a* kennengelernt (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, Seite 100).
Beachte, daB in diesen beiden Gleichungen die Gréfe a verschiedene Bedeu-
tung besitzt!
Logarithmieren wir die einzelnen Glieder der geometrischen Folge
a; ag; ag®; .-+ ag"”h

so erhalten wir die Folge

Iga; lga-+lgg; lga+2lgg; --+; lga+(n—1)lgq.

Diese ist eine arithmetische Folge erster Ordnung.

Denken wir uns diese Folge in einem gleichmiBig geteilten Netz dargestellt, so
erkennen wir, dal diese Folge durch Punkte veranschaulicht wird, die auf einer
Geraden mit dem Anstieg lgg liegen.

Das entsprechende Ergebnis zeigt die Darstellung der Glieder der geometrischen
Folge in halblogarithmischem Papier (vgl. Abb. 181).

Die Summe der z Glieder einer geometrischen Folge ist
s,=a-+tag+ag*+---+ag"1.
Um ihren Wert zu bestimmen, ohne da die Glieder einzeln addiert werden miissen,
wollen wir diese Summe mit ¢ multiplizieren. Es ergibt sich
s,g=  ag+ag’+---+ag"!+ag"
Die Differenz der Summen beider Folgen liefert
8,0—s,=—a +ag"

s, (g—1)= alg"—1)
und damit

_ q=1 .
s,.—aq_l firg#1. 9
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Fiir g= 1 geht der Quotient %"—._——: fiir jedes » in die Form % iiber. Die Summen-

formel (9) verliert ihren Sinn. Trotzdem ist s, fiir endliche Werte von 7 be-
stimmbar.

Wir wenden das in Abb. 180 dargestellte Verfahren auf endliche geometrische
Folgen an, wenn
¢g>1, ¢g=1, 0<g<1

ist, und projizieren die Summen dieser Folgen auf eine zur Waagerechten parallele

Achse s,

Wir erkennen:

Ist g¢>1, so wachsen die Glieder mit fortschreitendem 7». Die Strecken,
zwischen denen die Glieder liegen, laufen auseinander (Abb. 182).
Wir sprechen von einer wachsenden geometrischen Folge.
Thre Summe ist )

=
-

gt —

IQQ*l'

n

Ist g=1, so bleibt die GréBe der Glieder unverdndert. Die geometrische
Folge ist in eine konstante Folge ausgeartet. Die Strecken, zwischen
denen die Glieder liegen, sind einander parallel (Abb.183). Es
ergibt sich

3,‘ =na.

Ist 0 < g<<1, so nehmen die Glieder mit fortschreitendem » ab. Die Strecken,
zwischen denen die Glieder liegen, laufen aufeinander zu (Abb. 184).
Wir sprechen von einer fallenden geometrischen Folge. Die
Gleichung (9) schreiben wir in der Form

1—q"
sa=ay—¢- )
o
q>1 4
I .
7 J O<g<1
g ﬁﬂ
T | a2
— g%
S e i Al adaatiod 2 i
E1— T1 1+
s, S S
les, = " [s;~ & 5 3
T s, — =5
. 3 ) =
3 L CEmpE —, .
Abb. 182 Abb. 183 Abb. 184

10 [00916-5]



138 Arithmetische und geometrische Zahlenfolgen

Aufgaben
1. Endliche geometrische Zahlenfolgen
1. Was fiir Zahlenfolgen sind
a) 1;9;81;729, b) 1; 45 117,; ;}4; '.'_és;ﬂ‘ﬂ’ Bestimme ihre Quotienten!
2. Stelle die geometrischen Folgen
a) =3, ¢=1,5,b) 2,=5, ¢=10,8
bis zum fiinften Glied graphisch dars

1. entsprechend Abb. 176, 2. entsprechend Abb. 179, 3. entsprechend Abb. 180, 4. ent-
hend Abb. 181 (halblogarithmisches Papier)!
Welche Konstruktion ist die einfachste?

8. Konstruiere Strecken fiir die Glieder der geometrischen Folge mit Zm=a=1 und ¢g=3!
Anleitung: a) Verfahre nach Abb. 179! b) Verfahre nach Abb, 180! ¢) In einem rechtwinkligen
Dreieck ist die eine Kathete a = 1, die andere g, also g: a-q. Setze tga= %! Konstruiere
von a ausgehend aus ihnlichen rechtwinkligen Dreiecken der Reihe nach ag, ag®, ag® und
ag* (vgl. Abb. 185)!

4. Konstruiere Strecken fiir die ersten vier Glieder der geometrischen Folge mit a = 3 und g=1%!
Anleitung: Verfahre nach Abb. 185!

Wie erkennt man bei dieser Konstruktion, ob die
Folge wachsend oder fallend ist?

b. Berechne fiir eine g ische Folge z, und s,,

[\

ﬁ\\

wenn a) a=2, ¢=2, n= 10, I
b) a=2, q=%, n= 10 ist! a

\
\
\
()
7
//
6. Berechne fiir eine ische Folge ¢ und s, \T .—W‘A

wenn &), =%, z,= 13122, n=10,

: \ 7 tgo=g-
b) z,=3, %, =768, n=10 ist! N 5
7. Berechne fiir eine g ische Folge n, 4
wenn 8) a=3§, ¢=2, s,= 1705, Abb. 185

b) a=4, ¢=3, s,= 39364 ist!

Anleitung: » ist in der Bestimmungsgleichung der Exponent. Logarithmiere die Gleichung
fiir ¢"! Beachte, daB zwei Logarithmen zu dividieren sind!

8. Gegeben ist die Folge z,=a; z,= (a-+d) ¢; 23=(a+2d) ¢ +++; 2,=[a+ (n—1) d] g»~1.
Gesucht ist s,.
Anleitung: Bilde s,, s,¢ und die Differenz 8n(g— 1)! Vereinfache und bestimme s,1

9. Bilde die Summen der Folgen
8) (@n)=¢; 3¢% 54" -+ 5 @n—1)q"  B) (@a)=1; 2¢; 3¢% 4% -5 ngn—11
Anleitung: Multipliziere die Summe mit ¢, bilde die Differenz und vereinfache!

II. Anwendungen

10. Nach der Sage erbat sich der Erfinder des Schachspiels als Belohnung die Zahl der. Weizen-
korner, die auf ein Schachbrett kommen, wenn das erste Feld mit einem Korn, das zweite mit
zwei, das dritte mit vier, das vierte mit acht Kornern und so fort belegt werden. Wie groB ist
die Zahl der Weizenkérner? Um von dieser Menge eine Vorstellung zu bekommen, sollen
10 Schiiler je 200 Kérner auf einer Briefwaage wiegen und aus dem arithmetischen Mittel die
Zahl der Korner errechnen, die 1 t wiegen.
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11. An einer Maschine sollen zwischen den Drehzahlen 7, = 450 min—1 und n, = 1400 min—1 vier
Zwisck i mit k priingen eingeschaltet werden. Welche Drehzahlen
ergeben sich fiir das zu konstruierende Getriebe?

a) In welcher allgemeinen Form a8t sich die Endstufe des Getriebes (n,) ausdriicken, wenn
man die Anfangsstufe mit n,, den konstanten Stufensprung mit ¢ und die Anzahl der Stufen
mit z bezeichnet?

b) Berechne aus der g Gleich die GroBe des Stufensprungs!

¢) Stelle die in a) gewonnene Funktion von z geometrisch dar! Welcher Art ist die Funktion?

d) Logarithmiere die in a) gewonnene Gleichung! Welcher Art ist die Funktion, die den Log-
arithmus der Endstufe als Funktion der Stufenzahl darstellt?

€) Stelle diese Funktion in einfach-l ithmisch Papier isch dar! Welcher Art
ist die Kurve?

f) Zeichne die Funktion fiir die gegebenen Werte
n,= 450 min—!, n,= 1400 min—! und z= 5!

g) Besti aus dem g hen Bild die zu den einzelnen Stufen gehérigen Drehzahlen 7y,
Ny, Mg, Nyl

h) Uberpriife die geometrische Liosung durch Rechnung!

12, Ubertrage von der unteren Teilung des logarithmischen Rechenstabes die zwischen den Zahlen
25 und 75 liegende Strecke auf Millimeterpapier und teile sie in fiinf gleiche Teile!
8) Bestimme die den Teilpunkten auf dem Rechenstab zugeordneten Numeri!
b) Bilde die Quoti je zweier aufeinanderfa der Zahlen der Zahlenfolge!
¢) Beweise allgemein, daB zu den Teilpunkten, die durch die gleichmiBige Teilung einer
zwischen den Zahlen @ und b auf dem Rechenstab liegenden Strecke in n gleiche Teile ent-
stehen, eine geometrische Zahlenfolge gehort!

18. Wende das in Aufgabe 12 entwickelte und begriindete Verfahren zur Losung der Aufgabe 11 an!
Anleitung: Ubertrage die zwischen den Zahlen 450 und 1400 auf dem Rechenstab liegende
Strecke auf Millimeterpapier und teile sie in fiinf gleiche Teile! Besti die den Teilp
auf dem Rechenstab entsprechenden Zahlenwerte und vergleiche sie mit den Ergebnissen
aus Aufgabe 11!

14. Eine Drehbank kann mit den Drehzahlen 35, 45, 56, 71, 90, 112, 140, 180, 224, 280, 355 und
450 min—? laufen. Untersuche, ob diese Folge eine geometrische Folge ist!

Anleitung: Besti die Quoti je zweier aufeinanderfolgender Glieder mit dem Rechen-
stab und bestimme den Mittelwert der Quotienten!
15. Beim Dreh-, Bohr- und Schleifdurct 100 mm b

die Schnittgeschwindigkeiten v
3,5 4,4 5,7 6,9 8,8 11 14 18 22 m/min,
die Umdrehungen n
11 14 18 22 28 36 45 56 71 min—1
und beim Vorschub?) s= 0,1 mm, bezogen auf eine Umdrehung,
die Arbeitszeiten ¢ fiir 100 mm Linge des Arbeitsstiickes
88 ki 56 45. 36 28 22 17 14 min.

Untersuche, ob diese Folgen geometrische Folgen sind!

1) Vorschub ist die Bewegung eines Arbei k iiber dem f henden Teil der Werkzeug
maschine bzw. des Werkzeugs oder umgekehrt

10%*
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16. Die Bediirfnisse der Technik (Drehzahlen an Werkzeugmaschinen, Durchmesser von Werk-

17,

18.

stiicken, metrische Nummern von Garnen?) u. a.) erfordern eine geometrische Unterteilung der
Stufenspriinge im Zehnersystem. Diese ist durch die Normzahlreihe R 10 (DIN 323), eine
geometrische Folge mit dem Quotienten

(i
10,

gegeben. Abgeleitet sind die Normzahlreihen R 5 (Wurzelexponent 5), R 20 (Wurzelexponent 20)
und R 40 (Wurzelexponent 40) mit dem Radikanden 10. Berechne fiir die N hireihe R 10
die Werte zwischen 1 und 10! Nach Multiplikation mit 10, 100 usf. gelten diese Werte in den
folgenden Zehnerstufen. (In der Praxis wird mit gerundeten Werten gearbeitet — vgl. Auf-
gaben 11, 14, 15.)

Anleitung: Berechne die Wurzel logarithmisch und die Normzahlwerte auf die ersten vier
geltenden Ziffern!

In DIN 3 sind u. a. folgende Durchmesser genormt:

100, 105, 110, 120, 125, 130, 140, 150, 160, 170, 180, 190, 200, 210, 220, 240, 250, 260, 280,
300, 315, 330, 355, 380, 400, 420, 450, 480, 500, 530, 560, 600, 630, 670, 710, 750, 800, 850,
900, 950, 1000.

Welcher Normzahlreihe sind die fettgedruckten Werte entnommen? Wie heillen sie genau?
Welches sind die Zahlen der Reihe R 5?7

Ein Gittermast einer elektrischen Hoch- A
spannungsleitung hat die Form einer b
A b £ o §
geraden, q a pften Abb. 186 )
Py , deren Seitenfliichen durch Stahl- —

gitter gebildet werden, die die Form gleich-
schenkliger Tmpeze haben (Abb. 186) che
dieser Seitenflichen ist durch hori: "
Stahlschienen so in Felder unterteilt, daB
die diagonalen Versteifungen dieser Felder
parallel laufen. Die Hohe einer Seitenfliche
ist gleich Am, die oberste Parallele /,m,
die unterste /,,m.

Ty

a) Beweise allgemein, daB die parallelen
Strecken Iy, 1y, Uy, U, + =+, I, eine geo-
metrische Folge bilden!

b) Beweise, daB auch die Abstinde %,, kg, hg, « -+, k, der parallelen Strecken ebenso wie die
Seitenliingen der einzelnen Felder eine geometrische Zahlenfolge mit gleichem Stufensprung
bilden wie die I-Reihe!

¢) Durch welchen allgemeinen Ausdruck ist die G
einer Seitenfliche darstellbar?

d) Berechne die Summe der Héhen der einzelnen Felder!

€) Durch welche Strecken werden in der Abbildung die Summen aller horizontalen Versteifungen,
aller Diagonalstiitzen und aller Hohen dargestellt?

) ‘Berecki

ln

14 1

ge aller hori Versteifungen

den I prung ¢, wenn die Lingen /;= 1 m und /,= 4 m gegeben
sind und die Zahl der Felder n = 10 betriigt!

g) Berechne mit dém ermittelten Wert von ¢ die Léngen dereinzelnen horizontalen Versteifungen,
der Hohen der einzelnen Felder und die Lingen der einzelnen Diagonalstiitzen!

1) Metrische Nummer (Kurzzeichen Nm) gibt an, wicviel Kilometer (Meter) eines Garnes 1 kp
(1 p) wiegen. Beispiel: Nm 28 bedeutet, 28 km Garn wiegen 1 kp.
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19. In einer Kompressoranlage fithrt die Komp pumpe dem K dessen Volumen
Vo em?® betrigt, bei jedem Hub die Luftmenge v cm3 zu. Der Anfangsdruck im Kompressor
sei 1at. Die Kompressi irme werde abgefiihrt.

a) Wie groB ist die Luftmenge im Kompressor nach 1, 2, 3, - « -, » Umdrehungen des die Pumpe
treibenden Elektromotors?

b) Berechne den Druck nach 1000 Umdrehungen fiir einen Kompressor, der ein Volumen von
251 hat, wenn die bei einem Hub dem Kompressor zugefiihrte Luftmenge 80 cm? bei 1 at
betriigt!

¢) Wie groB ist der Druck p,, im Kompressor nach 1 min, wenn die Drehzahl des Motors » min—1
betrigt?

20. Abb. 187 zeigt im Schnitt eine Rotationskapselpumpe.
An den konischen Stutzen K wird der Rezipient mit dem
Volumen ¥V em?® angeschlossen. Durch Drehung des
exzentrischen Vollzylinders Z wird bei jeder Umdrehung
zwischen den durch eine Druckfeder F an den Zylinder
angepreften Schieber § und dem Gehiuse G eine Luft-
menge vem® abgeschlossen und durch A nach auBen
befordert. Das Pumpengehiuse steht in einem Behiilter
unter OlabschluB.

a) Wie groB ist nach einer einmaligen Umdrehung dem
Mari ) Gesetz prechend der Luftdruck im
Rezipienten, wenn der urspriingliche Luftdruck 760 Torr
war, der Rezipient das Volumen V = 3000 cm® hat und Abb. 187
v= 200 cm® betragt?

b) Wie groB ist der Verdii faktor bei einer Umdret ]

¢) Bestimme den Luftdruck im Rezipienten nach 1, 2, 3, « -+, n Umdrehungen!

d) Wie verhalten sich die Luftdrucke im Rezipienten nach 1, 2, 3, -+, Umdrehungen?

€) Auf welchen Druck sinkt der Luftdruck im Rezipienten in 1 min, wenn der die Pumpe
treibende Motor 180 Umdrehungen je Minute macht und das Ubersetzungsverhiltnis der
Riemenscheiben 4:1 betrigt?

21. Bei der gleichschwebend temperierten Stimmung haben die Téne

¢ cis d dis e f fis g gis a ais h ¢
die relativen Schwingungszahlen
P= g P P ¢® P 0 g =2

Wie groB ist das Intervall zwischen zwei Ténen?
Untersuche die Unterschiede zwischen der reinen und der temperierten Stimmung fiir die
Quinte (3: 2), die Quarte (4: 3), die Sexte (5: 3) und die groBe Terz (5:4)!

22, Teile mit Hilfe der Konstruktion der Glieder einer fallenden geometrischen Folge (vgl.

Abb. 184) das Griffbrett einer Laute mit der Saitenlinge von 624 mm nach der gleich-
schwebend temperierten Stimmung (Mafstab 1: 2, vgl. Aufg. 21)!

23. Auf einem Photoapparat mit der Brennweite 10,5 cm sind die relativen oﬁnungen F:45;
5,65 8; 11; 16; 22; 32 angegeben. Die Wahl der nichstkleineren Blende erfordert etwa die
d Ite Belich it der vorhergehenden. Fiir Blende F': 8 ist mit einem Belichtungs-
messer fiir einen Film L:Dl DIN eine Belichtungszeit von xT?n s bestimmt worden.
a) Welche Belichtungszeiten sind fiir die angegebenen Blenden erforderlich?
b) Der VerschluB 1aBt 1, &, &, #5, %, &, 185> a5o® als Belichtungszeiten zu. Welche
Blenden konnen verwendet werden?
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24, Im sogenannten englischen Blendensystem sind die Blend Verhiltniszahlen der
Belichtungszeit, wobei von der relativen Offnung 1:4 als Einheit ausgegangen wird. Die
Blendennummern sind ganze Zahlen und so abgestuft, daB irgendeine Blende die halbe Be-

1 it der vora kleineren und die doppelte Belich it der niick
bedingt. Berechne die relativen Offnungen fiir die relativen Belichtungszeiten 1, 2, 4, « -+, 256!

Anleitung: Die Belichtungszeiten zweier Objektive verhalten sich umgekehrt wie die Quadrate
der relativen Offnungen.

25. In einem anderen Blendensystem, dem von Dallmeyer-Stolze, ist der Ausgangspunkt fiir die
relative Offnung F': Y10 =~ F': 3,2, dem die relative Belichtungszeit 1 zugeordnet ist. Berechne
die Blendenéfinungen fiir die relativen Belichtungszeiten 1, 2, 4, « -+, 256!

3. Unendliche geometrische Zahlenfolgen
Eine unendliche geometrische Zahlenfolge sei gegeben durch
(#2)=a; ag; g ag®; - -+ .

Als Summe einer endlichen geometrischen Folge hatten wir in (9)

erkannt.

Istnung>1, so wichst in einer unendlichen Zahlenfolge ¢" iiber jede endliche
Zahl hinaus und damit auch die Summe s,.. Diesen Fall verdeutlicht
Abb. 182, wenn die obere und untere Begrenzungsstrecke in Strahlen
iibergehen, die auseinanderlaufen, divergieren.

Ist g=1, so bleibt wie bei der endlichen Zahlenfolge die GroBe der Glieder
konstant. Es gehen jedoch die parallelen Begrenzungsstrecken in der
Abb.183in parallele Strahlen iiber. Der Wert der Summes,=na
wiichst mit der Gliederzahl iiber alle Grenzen.

Ist0<g<<1, so nehmen die Glieder mit fortschreitendem # immer mehr ab.
Aus Abb. 184 ist zu erkennen, daB die Strecken, zwischen denen
die fortgesetzt kleiner werdenden Glie-
der der Folge liegen, zusammenlaufen, q<1?
konvergieren. Die Teilsumme dieser
geometrischen Folge wiichst zwar mit

der Gliederzahl, jedoch wird die Zu- i
nahme von Glied zu Glied immer | / lag2]
kleiner. Die Summe strebt, wie wir o a-+-0q

sagenund wieaus Abb. 188 zuerkennen [, |
ist, einer bestimmten Zahl, einem
Grenzwert, derart zu, daf der Unter- -5~
schied gegen diese Zahl beliebig klein s, —~
wird. Projizieren wir den Schnittpunkt e
der beiden begrenzenden Strecken auf “
die Parallele s, zur Achse, so wird $
dies deutlich. Abb. 188

Sn
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In Gleichung (10) war die Summe einer fallenden geometrischen Folge durch
= B A

O P Rl v v

bestimmt worden. Da 0< ¢<< 1 ist, so wird ¢" mit wachsendem Exponenten

kleiner und kleiner und nithert sich dem Werte 0. Es ergibt sich dann

(11)

s=

a
1—¢q°
8 wird als Grenzwert der Teilsummen s, bezeichnet. Unter s verstehen wir die
Summe einer fallenden unendlichen geometrischen Folge.

Abb. 189 zeigt die fallende geometrische Folge mit dem Anfangsglied z,= 0,8
und dem Quotienten ¢= 0,5, also die Werte
z,=08; 2,=04; 23=0,2; 24=0,1; 25=0,05; 2,=10,025; 2,=0,0125; --- .
In Abb. 190 sind die Teilsummen mit den Werten

8;=0,8; s5,=1,2; 8,=1,4; s5,=1,5; 8= 1,55; sg= 1,5675; s,— 1,5875; -+
veranschaulicht. Mit wachsendem Index wird der Wert der Teilsumme immer
groBer und nihert sich dem Zahlenwert 1,6; dabei wird der Wert der einzelnen

Glieder immer kleiner und nihert sich dem Zahlenwert 0.
Mit dem Index m=7 ist die Genauigkeitsgrenze in den Abb. 189 und 190

erreicht.

Eine andere fallende geometrische %
Folge ist zum Beispiel die Folge =
mit dem Anfangsglied z, = 0,3 und ] =3
5 : 15 o
dem Quotienten g= 0,1. Es ist }1—,|
2, = 0,3; 2= 0,03; 3= 0,003; ... /
/
/ @
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Als Teilsummen ergeben sich
8, =10,3; 8,=0,33; 8= 0,333; - - -; 5,= 0,333333 . . . .
Mit wachsender Gliederzahl wiichst der Wert der Teilsummen. s, ist aber, wie
groB auch » gewiihlt, werden mag, stets gréBer als 0,3 und kleiner als 0,4.

Wird auf vier Dezimalstellen genau gerechnet, so zeigen die Teilsummen von
s, an keine Unterschiede mehr. Wird eine gréBere Genauigkeit gefordert, so tritt
diese Tatsache spiiter ein, bleibt aber immer bestehen.
Fiir 2, = 0,3 und ¢ = 0,1 folgt
s 03 03 1
S 1—o0t1 09 3
d. h., der Grenzwert ist %.

Aufgaben

1. Veranschauliche die unendlichen geometrischen Zahlenfolgen
8) 2,=2, ¢=1,5; b) z,=4, ¢=10,56 in geeigneter Weise!

i

Konstruiere a) nach Abb. 188, b) nach Abb. 190 die Summe der unendlichen geometrischen
Folge 2,= 2, ¢=14 und deren Grenzwerte! Projiziere bei Konstruktion nach Abb. 188 die
Teilsummen auf eine zur Waagerechten parallele Achse!

8. Berechne die Summen der unendlichen geometrischen Folgen mit den allgemeinen Gliedern
1 1 3\
Do Wai 9(3)

Veranschauliche die Konvergenz! Welche der Folgen konvergiert am stirksten? Nach wieviel

Gliedern ist die Summe auf vier Stellen genau berechnet?
aq”

Anleitung: Das Restglied R, = muB kleiner sein als die Hilfte der vierten Stelle!
(Rp<<1:20000)
4. Zeige, daB die Stufen

a) des dekadischen Zahlensystems,
b) des Zweier-Zahlensystems,
¢) des Fiinfer-Zahlensystems Glieder von geometrischen Zahlenfolgen sind!

6. Wie groB ist die Summe der unendlichen geometrischen Folge mit dem Anfangswert a=3
und dem Quotienten 0,1? v
Schreibe die Summe als gemischte Zahl! Bilde Teil !

6. Jeder periodische Dezimalbruch stellt die Summe einer geometrischen Folge dar. Bilde die
Sdmmen von a) a= 0,37, ¢=0,01; b) a= 0,159, ¢= 0,001!
Kann man aus der Ableitung die Regel fiir die Umwandl eines peri
in einen gemeinen Bruch erkennen?

7. Jeder gemischtperiodische Dezimalbruch 1aBt sich in die Summe s=a+ b+ bg+bg>+ +ee
umwandeln. Berechne den Wert, wenn
8) a=02, b=0,03, ¢=0,01; b) a=0,41, b=10,006, g=0,1 ist!

8. Ein Tennisball springt h, = 1,50 m hoch, wenn man ihn aus der Héhe 2= 2,50 m auf eine
harte Unterlage frei fallen lifit. Wie hoch springt er nach dem zweiten Aufschlagen? Wann
kommt der Ball zur Ruhe? Welche Strecke legt er insgesamt zuriick?

Ticol

Dezimalbruches
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II. Anwendung der endlichen geometrischen Zahlenfolgen

4. Zinseszinsrechnung

a) Begriff des Zinseszinses

Auf Sparkassenkonten eingezahlte Gelder werden je nach der Kiindigungszeit
mit einem ZinsfuB p= 3, 33 oder 4%, im Jahr verzinst. Bleibt der Sparbetrag
wiihrend eines Jahres unveriindert, so wird er am Ende des Jahres um die Zinsen
vermehrt. Der vermehrte Betrag gilt fiir das folgende Jahr als zinsbringend. Die
Fortsetzung dieses Verfahrens, bei dem Zinsen, die zu dem vorhergehenden Betrag
hinzugerechnet sind, wieder Zinsen bringen, fiihrt zum Begriff Zinseszins.

b) Ableitung der Zinseszinsformel

Wir bezeichnen einen zinsbringenden Betrag am Anfang des ersten Jahres, d. h.
zum Zeitpunkt 0, mit &, seinen Wert am Ende des ersten Jahres mit k,. Dieser
Zeitpunkt stimmt mit dem Beginn des zweiten Jahres iiberein, so daf k, gleich-
zeitig den Wert des Betrages am Anfang des zweiten Jahres darstellt, wie dies
Abb. 191 erliutert. Die

Werte am Ende des zwei- \ —

ten, dritten usf. Jahres  Zeipunkt O 1 2 3 4 5 - n-2 n-1 n
bezeichnen wir mit k,,  Anfang desl. 2. 3. 4 5 6 --fn-1.n Jahres
1 2 3 4 5 --(n-2).In-1).n. Jahres

kg, ---, k,. Ist der Zins-  Ende des
fuBl p, dann ergibt sich
aus der einfachen Ver-

Aufzinsung (Wert am Zeitpunktn )

?]l;l]j:ngie] el::e(:lllsst{elll]re:(lig ; Abzinsung, Diskontierung (Wert am Zeitpunkt 0
Aufstellung: Abb. 191
1 End.
Zins- | Summe von Anfangskapital und Zins kapital
termin| An- Zins des zuriick-
Ende | fangs- | laufenden gefﬁ;ut
au

des | kapital Jahres PRI AR
Jahres ittelbar infacht b 100 — | Anfangs-
eingesetzt kapital

1| & koo N k,,(u— i%) kor=k, kor
2 I3 b by by Ey (i + %) b=k kor
3 | & ko ky+ by 1o Ic,(l + 15’0) kyr=ky ko

100

r r ?
n knoy | kn—aqgg  |Fn—1tke-1 950 kn—x(‘ + ﬁ) k1t =kp ko™
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Der Faktor 142 =7, mit dem in jedem Jahr das zinspflichtige Kapital
100 P g P

multipliziert wird, heit der Aufzinsungsfaktor.

Aus der letzten Spalte der Aufstellung erkennen wir, daB bei der Berechnung von
Zinseszinsen die Werte fiir das Kapital am Ende der einzelnen Zinsabschnitte
Glieder einer wachsenden endlichen geometrischen Zahlenfolge mit dem Anfangs-

glied ky und dem Quotienten r=1- % sind. Der letzte Wert der Endkapital-

spalte gibt die Zinseszinsformel
Fn = Koo, (12)

In dieser Gleichung wird k, als der Anfangs- oder Barwert des Kapitals,
k, als der Endwert, r— 1-}—%&15 der Aufzinsungsfaktor und # als die
Zahl der Aufzinsungsabschnitte oder die Zeit bezeichnet.

Von den vier GréBen der Zinseszinsformel miissen drei gegeben sein, wenn die
vierte berechnet werden soll.

Die Frage nach dem Bar- oder Anfangswert wird beantwortet durch
En
k0=F=knvn, (13)

wenn fiir den reziproken Wert des Aufzinsungsfaktors die GroBe v — % gesetzt

wird. v wird als Abzinsungs- oder Diskontierungsfaktor bezeichnet. Da
0<wv<1 ist, bilden die Barwerte eine fallende endliche geometrische Zahlen-
folge.

Merke:
Aufzinsen heiBt Endwert des Kapitals herechnen!
Abzinsen heiBt Barwert des Kapitals berechnen!

Gehe bei Berechnungen stets von den Gleichungen (12) oder (13) aus!

¢) Zinseszinstabellen

Sparkassen und andere Kreditinstitute benutzen zur Berechnung Zinseszins.
tabellen, die der in der Logarithmentafel enthaltenen Zinseszinstafel ihneln.
Schiilkes Tafeln enthalten die Aufzinsungs- und Abzinsungsfaktoren auf die
ersten vier geltenden Ziffern fiir wenige ZinsfiiBe. Das Tabellenbuch zur Wirt-
schaftsmathematik?) enthiilt die Faktoren fiir eine gréBere Anzahl von Zins-
fiiBlen auf sechs Stellen genau. In der Praxis werden vielfach Tafelwerte benutzt,
die die Faktoren auf acht Stellen genau angeben.

Wir benutzen die Tafelwerte von Schiilkes Tafeln oder berechnen die Werte mit
Hilfe von Logarithmen. Vierstellige Logarithmentafeln enthalten die Logarithmen
der Aufzinsungsfaktoren fiinfstellig, fiinfstellige dagegen sechsstellig.

1) Beyrodt-ReiBner: Tabellenbuch zur Wirtschaftsmathematik. Zweite, verbesserte Auflage
Berlin: Volk und Wissen Volkseigener Verlag 1952,
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Aufgaben
L | ® | |9 [ D |9 [ D |8 |

ko 5000 4200 3225 2500 1575 7250 2325 DM

P 4 3,5 3 5 4,5 2,5 3,5 %

n 20 40 60 32 16 38 27 Jahre

k,| 10955 16628 19000 11912 3185 18523 5886 DM
Berechne mit Hilfe der Zi instafel bzw. 1 ithmisch 1) den Endwert, 2) den Anfangswert,
3) den ZinsfuB, 4) die Zeit, wenn jeweils die anderen Werte gegeben sind!
Anleitung: Benutze bei der Bereck von Aufzi faktoren die fiinfstelligen

Logarithmen in Schiilkes Tafeln!
2, Welches Kapital wiichst in 25 Jahren bei 41}% Zinseszins auf DM 16325,— an?
3. Tn welcher Zeit wiichst ein Kapital von 2500 DM auf 6300 DM bei 49 Zinseszins an?

Anleitung: Besti aus der Exy ialgleick (12) durch Logarithmieren den Wert
von 7! Der Wert n = 23,56 bedeutet, da8 in 23 Jahren der Betrag 6300 noch nicht erreicht, in
24 Jahren aber iiberschritten ist. In der praktischen A dung der Zi i h wird

Ieist vereinbart, da8 Zinseszinsen nur fiir volle Jahre gelten. Innerhalb eines jeden Jahres
wird mit einfachen Zinsen gerechnet.

4. Tn welcher Zeit verdoppelt (verdreifacht, vervierfacht) sich ein Betrag bei 2%; 3%:; 33%:
49 und 59% Zinseszins? Deute jedes Ergebnis in einer Ungleichung!
Anleitung: Benutze moglichst die Zinseszinstafel!

5. In welcher Zeit wachsen 2756 DM auf 8127 DM bei 29 Zinseszins an?

6. Warum streckt sich die Zins kurve in halbl isch Papier zur Geraden?
7. Der in F n angegeb ‘Waldbestand wiichst wihrend eines verhiltnismiiBig grofen
Zeitraumes angenihert nach der Zi insformel. Diese F: 1 gilt nicht fiir einen sehr

jungen und einen sehr alten Bestand. Ein Waldbestand ist mit 4 Millionen Festmetern geschiitzt.
Der jiihrliche Zuwachs betrigt 3 9. Wie groB ist der Bestand nach 10 Jahren, wenn in der
Zwisch it nichts geschl wird?

. Anwendungen der Zinseszinsrechnung im Geldverkehr

a) Der Begriff der Zeitrente

Als Zeitrente wird eine Folge von Zahlungen bezeichnet, die in regelmiBigen
Zeitabschnitten wihrend einer von vornherein vereinbarten Dauer geleistet
werden. Die einzelnen Zahlungen heiBen Raten der Zeitrente. Die Raten werden
meist ganzjihrig nachschiissig, d. h. am Ende der regelmifBigen Zeit-
abschnitte, dagegen selten vorschiissig, d. h. jeweils am Anfang, in gleicher
oder in gesetzmiBig veriinderlicher Hohe geleistet.

b) Der Endwert der nachschiissigen Zeitrente als Summe einer geometrischen Folge
Den Endwert (SchluBwert) der jihrlichen Zeitrente mit dem Rentenbetrage 1
bezeichnen wirmit s;7 (sprich : Endwert der nachschiissigen Zeitrente 1aufn Jahre).
Dabei bedeutet 7 die Laufzeit der Zeitrente und s das Symbol fiir den Endwert
bei nachschiissiger Zahlungsweise.

Handelt es sich um die Jahresrate R, so ist der Endwert dieser Zeitrente Rmal
so groB wie der entsprechende Wert fiir die Einheit.
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Zur Erleichterung der

Berechnung veranschau- Endwert der nachschissigen Zeitrente 1

lichgn wir die Zahlungs- Zeitunkt 012 3 ==
bedingungen und den Falligkeit am

Bezugspunkt, fiir den  fde des 12 3 <o (n=2) (=1). n. Jahres
der Wert der Zeitrente  Rentenbetrag 1 7 1 X 1 1

berechnet werden soll, lj/ef! am

an einer Zeitskala unkt n LYY SRR s S R |
(Abb. 192). Autzinsung o— Sa
Aus Abb. 192 ergibt Abb. 102

sich, daB die Raten der .

Zeitrente 1 selbst eine konstante endliche Folge darstellen. Wird jede einzelne
Zahlung mit Zinseszins auf den Zeitpunkt n aufgezinst, so erhalten wir die
in der folgenden Aufstellung gegebenen Werte :

Ende des J Wertides - [ ]
o S N N P g e
Jahres Rentenbetrages ’
1 | 1 “ ] | ‘ l 1
2. r { 1| | 1
3 15.71 ro 1 ’ ]
RN I I T =
(n—2)-ten| r"—3 | yn—14 1 =5 ‘ 1 J
(n;l)-ten = =g ‘ =t ‘ 1 r f r | 7‘” B
n-ten’ 71:_1 -2 I -3 | ‘J - T " *7\* i— |75ﬂ7

Die Werte in der letzten Zeile bilden eine endliche geometrische Folge mit dem

Anfangsglied 1 und dem Quotienten 7, so daB der Endwert der nachschiissigen,

auf n Jahre beschrinkten Zeitrente 1 gleich der Summe dieser Folge ist. Es ist
ssp=1+4r+ 72+‘..._|_rn—z+rn—1

™me—1

sAl=5—1 (14)

¢) Der Barwert der nachschiissigen Zeitrente

Den Barwert (Anfangswert) der nachschiissigen, auf % Jahre beschriinkten Zeit-
rente 1 bezeichnen wir mit azj(sprich: Barwert der nachschiissigen Zeitrente 1
auf » Jahre). @ ist das Symbol fiir den Barwert bei nachschiissiger Zahlungsweise.
Diskontieren wir den Endwert ;] auf den Zeitpunkt 0, d. h., dividieren wir nach
dem Zinseszinsgesetz durch 7", so erhalten wir den Barwert der auf n Jahre
beschriinkten nachschiissigen Zeitrente 1. Es ist
8 1 m—1
s = (15)
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d) Abgeleitete Werte

Sind abgeleitete Werte zu berechnen, so gehen wir stets auf die Grundformeln (14)
oder (15) zuriick und 16sen diese nach der gesuchten Grofle auf.

Berechnen wir z. B. die Zeit, in der die nachschiissige Zeitrente 1 bei 4 %, Zinses-
zins den Endwert 15 besitzt, so gehen wir von der Gleichung (14) aus, er-
halten aus

die Exponentialgleichung
1,04"=1-+15.0,04= 1,6
und nach dem Logarithmieren
n-1g1,04=1g1,6

_ 1g1,6 _ 0.2041

e T 1g1,04  0.01703°

Den Wert dieses Quotienten bestimmen wir entweder durch Division oder mit
Hilfe einer logarithmischen Nebenrechnung.

Die Laufzeit der Zeitrente betriigt 11,98 Jahre. Die Rente muB}, wenn sie 12 Jahre
laufen soll, um ein Geringes kleiner als 1 sein.

e) Der Tilgungsplan eines Darlehens

Hypotheken werden vielfach in der Form von Tilgungsdarlehen gegeben.
Beispiel: Eine Hypothek iiber 10000 DM wird mit 4} % verzinst und mit
19, des urspriinglichen Betrages getilgt. Die Jahresleistung, die Zins- und
Tilgungsbetrige umfaBt, wird als Annuitét?) bezeichnet. Die Annuitiit bleibt
withrend der Tilgungsdauer unveriindert. Den Tilgungsverlauf verdeutlicht der
nachstehende Tilgungsplan:

Schuld am i . || Schuld am
Jahr Anfang 1 Annuitédt Zinsbetrag Tlllir;g; | Ende
des Jahres | | des Jahres
1 10000,00 550,00 450,00 100,00 1! 9900,00
2 9900,00 550,00 445,50 104,50 | 9795,50
3 9795,50 550,00 440,80 109,20 | 9686,30
4 9686,30 550,00 435,88 114,12 | 9572,18
5 9572,18 550,00 430,75 119,25 | 9452,93
y 3 8 3 ¥ Il i
|
|

Aus diesem Anfang ist zu erkennen, daB der Tilgungsplan elementar zu berechnen
ist, wenn die Annuitiit bekannt ist. Weiter stellen wir fest, daB mit der fortschrei-
tenden Tilgung der Zinsbetrag abnimmt, der Tilgungsbetrag dagegen wiichst, die
Hypothekenschuld sich also in zunehmendem MafBe vermindert.

1) annus (lat.) heiBt das Jahr.
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Bezeichnen wir die Annuitit mit 4, den Schuldbestand zu Beg-inn der Tilgung
mit S, den am Ende des 1., 2., 3., ... Jahres mit 81, 8y, 85+ - - und die Tilgungs-
betriige, die am Ende des 1., 2., 3 ., -+ Jahres geleistet werden, mit Ty, Ty, T, -+,
so wird

T,=A4—8-5 und 8,=8—1T,
Ty=A-—8,- 100 8=8,—T,
T=A—8,_, i 8=8,_,—T,. (16,17)
Setzen wir in
Typ1=A—5;- 100

den Wert von S, ein, so folgt
Tppr=A4—8 1 g5+ Thihs
und, da der erste Teil der rechten Seite gleich 7', ist (vgl. 16),
Typ1=Tp+ T, ——T oL (18)
Setzen wir fiir k der Reihe nach 1, 2, 3, - .., so folgt
Ty=Tyr; Ty=Tor="Ty1% Ty=Ter="Ty1% ...; T,=T;r*-1. (19)

Die Gleichungen (19) lassen erkennen, daB die Tilgungsbetriige Glieder einer
geometrischen Folge sind.

Fiir das Ausgangsbeispiel ist der Tilgungsbetrag des 10. Jahres
Tyy= 100 - 1,045° = 148,60 DM .

Die Summe der Tilgungsraten der k ersten Jahre ist die Summe der durch die
Gleichungen (19) gegebenen geometrischen Folge. Es ist

T+ Tyt Tot oo+ Ti=T1 (A2 r¥-) =T, .57, (20)
Addiert man die Gleichungen (17)
8;,=8 -1
=8 T,
S =81 =Ty,
so folgt fiir den Schuldwert am Ende des k-ten Jahres
Se=8— (T, + Tyt e+ T
und unter Benutzung von Gleichung (20)
Se=8—1T; - o7, (21a)
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Der Schuldrest am Ende des 10. Jahres ist in unserem Ausgangsbeispiel
830= 10000 — 100 si5)= 10000 — 1229 = 8771 DM.
Wenn die Schuld nach # Jahren getilgt sein soll, so wird S,= 0 und somit

0=8—T, 5 (21b)
oder auf Grund von (14) /i %: 8.

Aus dieser Bestimmungsgleichung fiir » entsteht zuniichst

e r—1)+1
1
und nach dem Logarithmieren

14%0—u+4

lgr

In unserem Beispiel wird » ~ 38,72; die Hypothek ist also am Ende des 39. Jahres
getilgt.

Aufgaben
. M1 1—o 1
1. Zeige, daB ey Ve ist!  Beachte: u—Tl
m—1
2. Lose &)= — nach 7 auf!

8. Ein Betrag von 2500 DM wird 25 Jahre lang am Ende eines jeden Jahres um 250 DM vermehrt.
Wie hoch ist der Wert am Ende a) des 15., b) des 25. Jahres bei 4 % Zinseszins?
Anleitung: Stelle an der Zeitskala die Einzahlungen dar und beziehe die Berechnung auf den
Endzeitpunkt! Rechne mit Tabelle und logarithmisch!

4. Eine Hypothek von 8000 DM wird mit 49 jéhrlich verzinst und &) mit 19, b) mit 6%
getilgt. Nach wieviel Jahren ist die Tilgung beendet?
Anleitung: Stelle die Entwicklung an der Zeitskala dar! Berechne die Werte der Leistungen
von Schuldner und Glédubiger fiir den Endzei kt! Lose nach n auf!
Was bedeutet das Ergebnis?

5. Stelle zur Aufgabe 4 die beiden Tilgungspline fiir die ersten 5 Jahre auf! Berechne die ent-
prechenden Zeilen der Tilg line fiir das 11., 21., 31., 41. und die beiden letzten Jahre bzw.
vom 11. Jahre an!

Anleitung: Benutze die Gleichungen (21) und (19)!
6. Lose die Aufgaben 4 und 5 bei 49 Zinsen und 2% Tilgung,

g vom
Betrag!
7. Die Annuitit eines Til darlehens betriigt 59%. Berechne die Tilgungsdauer a) bei 3 %,
b) bei 34% und ¢) bei 4% Zinseszins!
8. Veranschauliche die Entwicklung der Zinsen und der Til betrige in halblogarithmisch

Papier fiir eine Annuitiit von 5% bei einem ZinsfuB a) von 3%, b) von 4%!
Anleitung: Benutze als Zeitskala die linear geteilte Achse!






