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Vorbemerkung

Das Lsungsheft enthélt die Losungen der Aufgaben der Lehr-
blicher "MATHEMATIK, Lehrbuch fir die elfte Klasse (B-Zweig)
der erweiterten Oberschule" (Ausgabe 1963) und "MATHEMATIK,
Lehrbuch fir die zwdlfte Klasse (B-Zweig) der erweiterten
Oberschule® (Ausgabe 1963).

Es sind nur LYsungen aufgenommen worden, die rechnerisch
zu ermitteln sind. Auf die Angabe von L¥sungen, die sich un-
mittelbar aus dem Text ergeben, wurde verzichtet.

Die Lisungen von Konstruktionsaufgaben sind im L¥sungs—
heft nicht enthalten, da erfahrungsgem#B ihre Angabe dem Leh-
rer keine wesentliche Erleichterung bei der Durchfithrung sei-
nes Unterrichts bietet.

Bel Textaufgaben wurde aus Platzgriinden im allgemeinen auf
den Antwortsatz verzichtet. Diese MaSnahme erscheint auch des—
haldb berechtigt, weil solche S#tze in den meisten Fillen ver-—
schieden formuliert werden knnen. Es sei jedoch ausdrficklich
darauf hingewiesen, da8 eine Aufgabe nur dann als richtig ge-
18st gelten kann, wenn der Schiller einen entsprechenden Ant-—
wortsatz richtig formuliert hat.

Die rechmerischen L¥sungen von Schiilerauftrigen sind durch
einen Krels gekennzeichnet.

Bei der L¥sung der Aufgaben arbeiteten die Rechner mit dem
Tafelwerk: "Beyrodt/Kistner: Vierstellige Logarithmen — Zah—
len, Werte, Formeln (Best.-Nr. 000934)",

Bel Anwendungsaufgaben ist die Genauigkeit der Ausgangs-
werte zu beriicksichtigen.

L3sungen zum Lehrbuch

Mathematik 11

(001155)



1

: SchluB von n auf n + 1, binomischer Satz, elementare Fol-
gen und Reihen

1.1, Uber mathematische Beweisverfahren

(::) a) An Hand von Beispielen

O O

b) Experimentell (evtl, hergeleitet mit Hilfe des Satzes
von Cavalieri)

¢c) Durch Anwendung des Winkelsummensatzes und des Satzes
liber die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck

d) Als Spezialfall von (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd

1a und 1b induktiv (1b evtl. deduktiv), 1c und 1d deduk-
tiv

sémtlich induktiv

(a) und (c¢) richtig, (b) und (d) falsch
(b) aus (a) induktiv, (c) und (d) aus (b) deduktiv er-

schlossen

a) Aussage ist falsch (Gegenbeispiele n = 40 und n = 41).
b) Solche Primzahlen p gibt es nicht (zn ist fir n = p
stets teilbar durch p).

Schlufweise unzul#dssig (Aussage nicht umkehrbar).

a) (1a) ist wahr, (1b) ist falsch; iiber (2a) und (2b)
kann nichts ausgesagt werden.

b) Aus (3) kann keine Folgerung gezogen werden; aus (4)

folgt "Heinz Miiller ist kein Biirger der DDR".

Kein schliissiger Nachweis, da eine Infektion nicht immer

zur Erkrankung fiihren muB,



6,

7.

8.

10.

11.

-2 -

Derartige Vierecke sind keine Rechtecke. 12.

a) Beide Schliisse sind nicht zwingend.

b) Erstens muBten Versuchspersonen, von denen lingere 13.
Zeit jede andere mégliche Infektionsquelle ferngehal-
ten wurde, von Moskitos gestochen werden, die vorher 15,
bei Gelbfieberkranken Blut gesogen hatten; danach tra-

ten Krankheitsfille auf,

Zweitens muBten Versuchspersonen vor Moskitostichen

geschiitzt, allen anderen Infektionsquellen aber aus-

gesetzt werden. Um hachzuweisen, daB8 das Ausbleiben

von Erkrankungen dabei nicht etwa auf Immunitdt der

16.

Versuchspersonen zuriickzufijhren war (vgl. 5.), muBten
danach Infektionen durch Moskitostiche erfolgen und 7.

zu Erkrankungen fiihren.

Beide SchluBweisen mnzuléssig; (I) falsch, (II) wahr,
SchluBweise unzuléssig, Ergebnis (3) wahr.

Dieser Schluf ist nur zul#dssig, wenn auBerdem gezeigt
wird, daB jedes Dreieck durch ein kongruentes zu einem

Parallelogramm erginzt werden kann. 18

a) Veranschaulicht (eindeutige Konstruierbarkeit)

b) Veranschaunlicht an Beispielen

¢). Veranschaulicht oder durch Symmetriebetrachtungen be-
wiesen

d) Veranschaulicht an Beispielen (evtl, bewiesen in der 19.
Trigonometrie)

e) Experimentell gewonnen

£) und g) Bewiesen
S. 8 bis 13

=3 =
Beweise méglich: 11b) (mit Hilfe der Trigonometrie,
schwierig), 11¢), 11d) und Schiilerauftrag 1a).

Allgemein ist (10a + b) [10(a + 1) = b] = 10a . 10
(a + 1) + (10 = b),

Auf (a + b) ¢ = ac + bec wird beiderseits das Kommutativ-
gesetz angewandt:

c (a +Db) = ca+ chb.
Das ist das linksseitige Distributivgesetz mit anderen
Symbolen
a) Die SchluBweise ist gerechtfertigt;
b) Umkehrung.

Es gibt zwei Nachweise der Giiltigkeit nur fiir recht-

winklige Dreiecke, indem man zeigt:

1. Aus der Tatsache, daB die Héhenmitten auf einer Ge-
raden liegen, folgt die Rechtwinkligkeit des Drei-
ecks, Oder:

2. Fir nicht-rechtwinklige Dreiecke liegen die Hihen-—
mitten nicht auf einer Geraden,

a) Nur Veranschaulichung an einem endlichken Kurventeil.

b) Kein indirekter Beweis, da Verneinung falsch ge-
bildet; Verneinung von "Fiir alle n gilt 20> pn
lautet "Es gibt ein n mit PN n". Diese Verneinung
ist hier nicht zum Widerspruch gefiihrt.

Beweisfiilhrung muB in umgekehrter Richtung erfolgen.
Aus der Tatsache, daB aus einer Behauptung Richtiges

folgt, darf nicht auf die Richtigkeit der Behauptung
S. 13 bis 14



20.

23.

24,

25.

28.

-4 <

geschlossen werden (oder RiickschluB).

Beim Beweis wird benutzt, daB die Winkelsumme in allen

Dreiecken gleich groB ist, also ein dem Parallelen-

axiom gleichwertiger Satz (vgl. Schiilerauftrag 9.,
Lehrbuch S, 11)

b) Fir 8 Scheiben sind mindestens 255 Umsetzungen notig,

c) U(n)

Sp

(=7
~
1=
-
n

a)

c)

)

=28 <1
=201 _ 4
n
T D) sy =z
n (o + 1) e) s, =no(2n-1)
n (9n + B3
8) s, = 2=
DERE] c)n2s
n (n -
m; m,n'"=m, n+m
n n
¥ b Kk
kzz 1 ) k‘g:o 3 °)
>k
k (k <)
k=1 N
n 1 n
k£§:1 FE+N
n n n
2 x o X x e 2
k=1 k=1 k =
> 5
(9% - 2) = k
k=1 k=0 bk + 12

S. 14 bis 25

29.

3%

1
\n
o =21

M

n
g > k-1 L

k=1

\n
1
]

a)1.2.3+2.3.44+3.4.,5+4,5,6

+5.6.7-=420

B) g g t gyt T T = R

1 1 1 1
) Farny * e * G T G

a a+ ~ ala+

S e R e A A e A Ea At -

e) % + % + g + T% + zg = g%
£) 1 + 8 + 64 + 512 + 4096 = 37449

Mit k = O kdnnte die Summation beginnen bei

a) und e);

Formeln bei b) und f) sind fehlerhaft; sie miissen

n+1
lauten: unn+ 1 bzw. S ™ = 1.

6n+1 =1 p) B(n + 1 n

a) = T ) m

q) & (2n - 1;!2n +1) e) (n -1

n
&) .,21 (1yE=1x2

Die Beweise werden nicht durch vollstdndige

gefiihrt,
n+l - n+1
a) %8n+3 = 2l8n+’5+’ = Zg+T
22n+ 2(11n+2)+1 2g+1 _
v) $53% - S - S -1 v o
In der 1. Auflage des Lehrbuchs liegt in de

b) ein Druckfehler vor, Der Zihler des Bruc

heiBen: 22n + 5.

) 2®

Induktion

g natiirlich

r Aufgabe
hes muB

S. 25



n 1

® L, TIE

Pdmtationon

10.
13.
14,

6 Méglichkeiten
Auf das gleiche Problem (Permutationen ohne Wieder-
holung) fihren a), c), e), £).

2., a) 24 Mdglichkeiten ¢) 720 Moéglichkeiten
@) 1.2.3. ... .11 = 39 916 800 Moglichkeiten
£) 1.2.3. ... . 8= 40 320 woglichkeiten

221 = 1 124 000 727 777 607 680 000~ 1,12 . 1027

abecd; 354 261, 354 612, 354 621, 356 124

2664 2,96 3, a) 120 b) 24 ¢) 2 4, 21.5,2073

120

a) 120 ) 2880 ¢) (n=m + 1)! bzw. m! (n = m + 1)!

35126478

521346 und 526431

a)cadbef b)cadbfe, cadebd*t,
cadefb,cadfbe,cadfebd

4637215 11. 38. Stelle 12. 52. und 75. Stelle

4065, Stelle
a) (n +1)!; 120 bP)n(n-2);8 c)n!l; 24

) '(n_zz')'n 3 e)n+1;5 £) n (a+1); 20
&) g 1'2 $ % h) n (n+1)(n+2)(n+3); 840
1) nt ;2 k) n_;'J, = 1 Ry 2

8. 26 bis 30

= 9=
» ¥ g w I=gle=l), 4
o) gnwz n! + $n+12' 2::% ;m Tég'b

P) g7 21; Q) '(n_+’l'ﬂ'
15. 12 Nullen
(332538)s (332a9). (332e39). (1z2e35). (132439).

( 123456
345162,

& a) Anderung um 1 b) Anderung um eine ungerade Zahl
@ 12 Inversionen 28 Inversionen
@ P1oP, # Pp0Pqi (P40P)0p3 = p4o(pyop3)
Das Kommutativgesetz gilt nicht; iiber die Gliltigkeit
des Assoziativgesetzes kann auf Grund dieses einen

Beispiels nichts ausgesagt werden,

P4 Pp Pz Py P5  Pg

Dq P94 P2 P3 Py P5 DPg
Py P Py Py Pz DPg Pg

Pz Pz P5 Pq Pg Pp Py
Dy Py Pg P2 P5 Pq Pz
Pg Ps Pz DPg Pq Py Do
Pg Pe Py P5 DPp Pz Pq
Wenn PjoPy = Pq ist, ist auch PyoP; = Pq, So daB ge-

schrieben werden kann Py = Pk_1 oder p, = Pi-1' Es

S. 30 bis 33



< i - G =

=1 - - -
131711’1 =DPq v1P2 - Pps P3 1. P3s Py s Ps» 18. pq bis py, seien die Permutationen in lexikographischer
Ps~ =Py Pg = Dge Reihenfolge:
=1 - s - -1 -1 )
Unter Verwendung des Terminus "Gruppe" fiir Bereiche mit Pq1  =Pqi P2 =Ppi P3 =P3i Py =DPgiPg = DPyi
-1
den Eigenschaften (1), (2), (3) gilt: Die ganzen Zahlen Pg =DPg
-1 = = -1
bilden eine Gruppe beziiglich der Addition, desgl. die Pp  =Pni Pg 1. Pgi Pg 1 Pq3i P1g = Pqgi
- -1
geraden ganzen Zahlen und die rationalen Zshlen. Die von P19 = Pqui Pq2 =Py
i -1 . = . i = k -1 _ .
0 verschiedenen rationalen Zahlen bilden beziiglich der P13 d = DPgi Py 1- Pqq3 P15 = Pq5i Pqg = Ppqi
Multiplikation eine Gruppe. Py = Pqgi p18'1 = Pp3 \
Bereich Addition Multiplikation p19'1 = Pqgi Ppg = Pqpi p21’1 = Pqgi Pop = Popi
-1 i poy~) =
l;:;c‘i?ag%en (ein- (1) und (3) (1) und (3) P23 = Pqgi Poy = Poy
Ganze Zahlen (1),(2),(3)(Gruppe) (1) und (3) 19. Bei Indizierung nach der lexikographischen Reihenfolge
geaiggg ganze (1),(2),(3)(Gruppe) ) sind gerade Permutationen P91 Py» Pgy Pgs Pgs Pqps Pq3»
Ungerade ganze Verkniipfung fiihrt “) a (3) P1er p17, Paos P21r Pay
Zahlen iiber Bereich hinaus aui 3
Rationale Zahlen (1),(2),(3)(Gruppe) (1) und (3) Pa_Py P5 Pg P9 P1p P13 Pqe P17 P2 P2q Poy
iagionale Zahlen (2),(3) 1),(2),(3) P4 | P4 P4 P5g Pg Pg Pq2 Pq3 P1g P19 Ppp P2q P2y
Gruppe) Py | P4 P5 Pq Pqp Pg . Pg Pqg Pqy P13 Poy Ppp P2q
345
a2 ). gerade; (4334 4) gerade P5 [ P5 Pq Py 11;9 P12 Pg 11;17 11:13 P16 §21 geu P20
83 5E TS Pg | Pg P13 P20 Pq Pqg P29 Py Pg Ppy Pg Pqp Pqgp
a) (9 k52816 3). ungerade; Pg |Pg Pqp P2q P Pq3 Poy Pq P12 Ppo P4 Pg Pqg
! Pq2| P12 P4g P24 Py Pqp Ppg P5 Pg Ppq P4 Pg Pq3
1254567809) gorade; Pqz Dog P D, DPqg Py Poy Py Dqp Ps D
35468921 7 gerade; Pq3| P43 P2o Pg P21 Pq Pqg Pg Poy Py Pqp P5 Pqp
P1g| P16 P2y P12 P2o Py P4y Pg Ppq P5 Pq3 Pq Pg
(123456789) erade; P P P P
25478916 3 8 i Pq9| P17 P2q Pg Py P5 Pqz Pqp Ppg Pq Pqg Py Pg
123456789 P2o| P2o Pg P13 P1p P21 Pq Poyu Py Pg Pqp Pqy Pg
(2 1897563 4)» ungerade P21 P21 Pg Pqp Pq3 Poy P5 Ppp Pq Pqp Pg Pqg Py
1234 5 678910 M Poyl Py P92 Pqg P9y P2o P4 P2q P5 Pg Pg Pq3 Pq
2 (65251841557 '8 '4) unserade;
i @ o I (1) bis (3) gelten. (Die geraden Permutationen bilden
(7 11 18 5 2 3 g ? Z 8)' gerade eine Gruppe.)
S. 34
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-1 -
1234567
20. (pqepp)epj = Pqo(Ppep3) = (4 25317 5) Das ist fiir natiirliche u,v umnmdglich, da die linke

1234567 Seiti d di ht rad dre.
(Ppepq)e P3 = Ppo(pqopy) = (3 § 2 533 7) eite ger: e, die rechte ungerade wir\

12345679 b) (10u + 4)° = 1000v+ 834
(P1eP3)e Pp = DqolP3Epy) = ( )

1597 Sa B Stigiacr 8561347 100u> + 120u° + 48u = 100v + 77; Unmiglichkeit folgh
4

(P34P1)°Pz = P;-(P1=P2) = (g 32 3 2 g Z) wie bei a).

12345679 10u+8)> = 1000v+772; 100u>+240u%+192u = 100v+26
(920030 e Pq = Ppe(P3epy) =(5 ?26?41) c) (10u+8) +772; 100u”+240u”+192u +

12345607 Bel natiirlichen u,v wire die linke Seite durch 4 teil-
(Pzop2) g = P3e(Pepy) = (7 32415 ) bar; die rechte lieBe bei Teilung durch 4 den Rest 2.

1.3. Der binomische Satz d) (10u + 8)5 = 1000v + 1242
e 3 2
1. (a)° =1 mitag-b; (ab)° =1 mitapd 100u” + 240u” + 192u = 100v + 73
(a+b)? = asp i (a-b)! = ab Unmdglichkeit folgt wie bei a) und b).
(a+b)2 = a%+2absb? : (a—b)2 % a8 = 2ab + b2 4, 1
(a+‘b)3 = a3+3a2b+5ab2+b3 : (a-b)3 = a.5-352‘o+53b2-b3 101
1 2 1
(a+b)4 = a“ﬂajusaabaﬂaba-o-b“; 1
3 3 1

(a—b)“ = 34-4a3b+6a2b2-43b3+b4 1 4 6 4 1
(a+b)’ = a”458*b+10a>b%410a2b3 450 +b%; 1751 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

5_ .5 2 BBk
(a-b)° = a’-5a*b+10a3b2-10a2b>+5ab" b G Wi gy an o B4

2, 24572 = (2450 + 7)2 = 24502 4 14.2450 + 72 1 8 28 5 7 56 28 8 1
Erster und zweiter Summand liefern keinen Beitrag zur 5. c¢) induktiv gewonnen
letzten Ziffer. Solche GesetzmiBigkeit gilt immer, auch. 1 a) 35 1) 120 ¢) 30 a) 1 e) 816 £) 66 g)1
28 Jus & 0d 3, Pateusens o h) 105 1) 70300 k) 184756 1) 116280  m) 70300
3. a) Falls ,.. 386 eine Kubikzahl wire, kéme als Basis n) 2002 o) 184756
nur eine auf 6 endende Zshl in Betracht: ? 7 8 8 9 9
2 2 () =(2) w»(d- &) o- o (3) - (7)
(10u + 6)7 = 1000v + 386 mit natiirlichen u,v: )(1,,) " (8 8 3 5) s (9 9
= S o = h =
1000u> + 1800u° + 1080u + 216 = 1000v + 386 (2] (%) (5-6 @ (5) {6)
1000> + 180u2 + 108u = 100v + 17,

8. 34 ' S. 34 bis 36



7.
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In Zédhler und Nenner stehen gleich viel, jeweils aufein-
anderfolgende Faktoren; alle Faktoren des Nenners sind
zu kiirzen, weil sie die kleinsten aufeinanderfolgenden

Zahlen (beginnend mit 1) sind.

3 2
a) g8 pyd-=Ja+2 ) u

2 3 4 2
d)n +n e)z -2z f)k +2k5—k-2k

a) O bB)O ¢)0 d) -4 e) 7 £)28
3 n\ _ n!
Definition (p) = STCR=pJT it bei n < p nicht mehr

sinavoll, ebensowenig die Beziehung (;) = ( "}

n-p
(5 =15 »(f =5 o (') =120 o

e) 800 0(3) =6 o (") =330 n("§)-15

i)(?‘g) = 77520 k) ("2) = 924

1) - 56448210 m) ("g) = 495

n)(1g) = 6188 o) (2;) = 203490

p)(1;) = 462 0 (') = 3003

r) ("',;) = 19448 ) (3g) = 5852925

) (°9) = 77520 ) (3¢) = 134596

a)x1=4;x2=5 b)) x=75

e)x = d) x =

e) x4 = f) kein natiirliches x
als Losung

g) alle natiirlichen x h) X = 63 X5 =

sind Losungen
1) %y =35 % =
S. 37

8.

10.

1.

12,

13.

14,

15.

@ & (-
a) ()= ®» () =250 o (2;) 116280
a) (12) = 924

a) 5 b)15 «¢) 35 d) 28 e) 210 £) 462
g) 220 h) 5005

f_; 3+v) - (6) =15
) i‘l (2m+1) " % (S?:::)
a) r7+7r65+21r5 2+35r 53+35r55 +211'285+‘7rs +s7
b) 4949.48m436. 47024844503 41264 47n* 4126 40P
+84-45m6+36-‘+2 7+9 4m +m9

=262144+589824m+891 86402+ 34406417 +119024n™
+29756m7+5376m°+576m” +36nS+m?

c)g%’-+%275+§g2+§ga+34

a) v’ + 1,5u% + 0,907 + 0,270 + 0,0405u + 0,00243

-t = -1)P “ aPpP
(a ) Zo (-1) p
stellt im Grunde keine neue Formel dar und gilt auch

fir negative b.

S. 37 bis 40



16.

17.

18.

19.

20,

- 14 -

a) u8-su, 7w +28u, Cu,2-56u, 2u,>+70u, *u,t=56u, 3u, >
b s - Rl g~ 05" #7004 05 1742
+28u12u26-8u1u26+u28

b) b? - 2b* + 1,607 - 0,64h2 + 0,128h - 0,01024

c)#gggg_ussad*%gda_%u5+1%§a4

= Zg o5, x®
a) (%) = 20075: (%) = sv6ma0; (%) = 6906900
Gleiche Koeffizienten haben das 25., 23. und 20, Glied
v) (53] = 21 47 180

n

a) 32a° + 240a*b + 720a7b2 + 10808%b> + 810ab* + 243b3

b) -g} (u"2-30104 12118v2— guavjigléu#v“- %u%s-r -a}vs)
¢) 0,0001x* (1-12y+5452-10873+243y™")
" s’lu 81‘0-
o7 =718
e) 4 +8aV2 + 1282 +433\/_2—+ a“
£) x10 - 5:8V3 4 30x° - 302" V3 + 4522 - 9 V3
g) 6768 - 114435
h) 4!8+8x6y2 V?C.)+60xuy4+20x2y6 \/71-5+25ye

3 /42y 12 3b24
15 c b 455¢
8) (12) (z) (h“) = '5227'—2
5 5
b) (gg) 9—:-5-5 (a2+b2)8 = 18304a V3 (a'®+8a™ 24
+28*1‘l 211“456310‘b6+7€>a&b8+56a‘—’b’I 04-283L4’b‘l 2+832b1 4+
+b16)

a) n = 2m: 2 [xn+ (g)xn-2+ (E)xn”4+...+(nn2) PR (:)]

n = 2m+1: 2[xn+ (g) x0-2, (2) e e (nBB) 4 (nx-11) x]

S. 40

- 15 -
n=4:2 (x4+6x2+1) n=25:2 (x5+10x5+5x)

b) 2[1° + (3) (202 + (F) 20 ...]
n = 4: 2(1+24x2416x™)  n = 5: 2(1440x2+80x")
) 2[ (B) #a + (B) a)? 4+ ...]
n = 4: 2(16a+256a>) n = 5: 2(20a+640a3+1024a”)
2 [@YA) " %+ (I0)7 3. ]
n = 41 2(9us18a®) 0 = 5: 2(1g20+28>1p220)
e) =2 1(2) s“'1 Vi + (;) g3 nvh + ...]
n = 4: —2(4g>\h +4gh Vh) n = 5:-2(5¢ Vh+10g2h\h+hVh)
0 2[VP® + BV + ... ]
n = 4: 2(7P+6xyex®) b = 51 2(FVFHIOXPGEHSEEVT)
o 2[ (3) V1-aH™ (1) YD, ]
o = 4: 8Y1-a2(2-a2) n = 5: 2(16-20a%+5a")
h) -2[ (,‘i)f;xz—w_éi- (g) (u2+v2)m+ o ]

n = 4: -8Vu2+vz(1+u2+72) n=5: =2 u2+v2(5+10u2+
+10v2+n4+2u'2 +v4)
1) 8@ - (8) a2 (3) aBH L. 4 ()R (B) a2

n = 4 n'taee 22 * l’i n = 5: n’-5m>+10m- 1—,01 +
m

= 1
r5-3

ORIGICEE ORI H N

S, 40 bis 41



- 16 =
n = 4: :—:t + a&?sw‘cl;%; n=5: &;«%«;ﬁno% +
+ : + %5
R R 6 L
n = 4: 11; =5 % £

n) an+($)an'1b+...+(nfq) abn’1+bn+(2)[an'1+(n;1)an'2b+
+...+bn'1]c

+(0)[ a2, (2-2) g0=3p,, | 4b22| c24, .4 g (a+b)cP~ N4l
2 1 n-1

n = 4: au+b4+c#+4(a3b+a3c+ab3+b50+305+b03)
+6(a2b2+a202+b2c2)+12(a2bc+ab20+abcz)
n=5: a5+b5+c5+5(a4b+a4c+ab4+buc+acu+bcu)

+10(a3b2+a302+a2b3+b302+a205+b2c5)+20(a3bc+ab30+abc3)
2,2
b

+30(a’ c+a2bc2+ab202)

~

0) (2)% (%) (22)"3br...4( ) 2. (30) % a(30)2

= (2)[(2a)n—1+(n;1)(2a)n—23b+...*(3b)n—1 ]c -
+ou ot (=101 (nf1) (2843b)cB=14(=1)BcR

n = 4: 16a*+810 ec 14 (24a7b-8a  cashabd-20bd c~2ac -
- Bbci)+6(36&2b2+4a202+9b202)-72(2a2bc+5ab2c-abc2)

n = 5: 32a7+243b7-c7+5(48a b-16a"c+162ab -810 e+

+Zac4+3bc“) + 10(72a3b2+8a3c2+108&2b3+27b5c2—432c3-

-9b203) - 120(4a3bc+9ab30+abc3)—180(652b2c—2a2b02-

-jabzcz)
S. 41

21,
22,

24,

25.

26,

27.

28.

29.

30,

-17 -
p) 5“[ v? - (2) ap?="1, (g) a2pP=2_ 4 (-1)B (:) an]
n = 4: 34 (b4 - 4ab> + 6a%b2 - 4abd + au)

n=5: 3 (b2 - 5ab* + 10a%b> - 10a7b° + 5ab - &)

a) 10 b)5 e)9 4a) M1

mo=gsmy = - 23, 126

a) 10 b) 3 o) 12982

Diese Summanden geben nicht die Ordinaten der Schnitt-

punkte von Bildkurve und y-Achse an; die Funktionen sind
fiir x = O gar nicht definiert

b) zuldssig fiir dem Betrage nach kleine x ( |x|& 1)

a) 7,594 b) 1,219 ¢) 0,834 d) 324,293
e) 119,304 £) 1,340 g) 0,815 h) 1,268
i) 0,762 k) 1,116

a) 3,01+107 b) 405 ¢) 9,09-10*

av > 6,3°1077V
av = 2,0°1077v
8V =3,1.107 7V
av =1,6.1078v

X, = 2,310 gra™"
®pan1 = 153+107 gra”"
%0 =1,6,1077 gra”!
Xy = 3,601077 gra™l
2,00; 2,25; 2,37; 2,44; 2,49; 2,59; 2,70
a) 81,00; 19,45; 13,03; 15,68

b) 3,052; 0,2453; 0,2372

S, 41



1.4,

- 18 -

Elementare Folgen und R

@)

8) «..3 5; 65 7; 8; 9
€) «..i 263 37; 50; 65; 82

a) ...;g:-g’; g;-g:%
e) ...;é: a8, 2 14 5;

£) ...5 0,999; 1,0001; 0,9999; 1,00001;

8) ...:-ﬁ%s-;ﬁ%‘-ﬁ%;-%‘
R) oot 10 41: 33 ’I‘;‘ i

P n\f_s 8; 8 V3; 16; 16 V2
k) o.o5 343 =553 89; - 144; 233

D) ...3 55 95 13; 17 21

0,99999.

81 8% 3 % 8 8 8 8 & 210
1) 17 23 =29 =35 41 A7 -53 -50 65 -7
n) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

T3I3 Y 3T AT B oW W
mo9 6 4 8 B H G B Ay
)5 % 4 % 3 3 2 & 0 3

9 1 1 1 1 1 1 1
P 1 -3 §oar oTXmCT Y CET ST - TOT
Q) 8 40 20 10 5 2,51,250,625 0,3125 0,15625
8 1 24 48 6 80
Do 2 8 B R-$B-8 B -
8) O 1 5 14 30 55 91 140 204 285

1 2 6 24 120 20 8! 9! 10!
V38 h B BARY - W
Wyt T 8o LR R

@ -8; 0; 8; 163 24; 32

23 4; 8; 163 32; o4

8. 42 bis 44

-19 -

) Wa=-2x-1 @ a
@) a = ¢ (5) 8
(8) 8 = Eg1 (9) ay

®

{ay) mit a =

6]

a) a = (-1F1

k

15 =43 9; =165 25; - 36

a
kT

=4 4+3 (k=-1)
k=1

- (o yk1 G2

{a} mit oy = (<101 X una k=15 25 35 4

(-1)k T und k = 1; 2; 3; 4

b) Fiir Schiiler ist die Darstellung kaum auffindbar:

{a) mit o =

(Gt

(k“z-v) und k = 1,...,1%

V=0
wobei [x] die groBSte ganze Zahl, die nicht grofer
als x ist, bedeutet, also z.B. [5] =5, [Z] w

@ (1)a.|=0;ak=

(2)a1=4;ak=
(5) ag =13 a =
(?) &y = =358y =

a4 =2 k> 1,
Ak1+5;1<k
Z-ak_1;k>1.

10.

—ay_q +(=1K35 k> 1.

1. a) =1; 15 g; 23 1%; monoton wachsend;

-1 8y = 8 4 + H‘ﬁ:ﬂ-; k> 1.

b) -6; - gl - g: - g; - 1%: monoton wachsend;
rekursiv: ay = -63 ay = ay 4 + E&?n-; k >1,

©) =2; g3 O; - 7 o: alternierend fir k > 3.

2
k k™~
=23 8, = -a, 1+(-‘I) n _1) t kD> 1.

rekursiv: ay =

rekursiv: a; =

S. 45 bis4?



a)

a)

b)

c)

a)

e)

£)

g)

- 20 =

13 g-; az; g%; ;}%; monoton fallend fiir k > 2;

2
- =) 1O-4k%4 3k,
rekursivs a; = %3 a =8 4 - —7m!L—, k>1,

2; & 8; 3 10; monoton wachsend
3 -

independent: {.57*—1‘] .

é; 2; %; %: -‘%g; monoton wachsend

-}

independent:

0; =1; =1; =2; =3; monoton fallend (im engeren

Sinn fiir k) 2)
independente Darstellung fir k > 1:

n VE;; (k-;l’-v)

(vgl. Schiilerauftrag 12.b), Lehrbuch S, 46).
1; =3; =11; =27; =59; monoton fallend;

k
jndependent: {1 - Zé 2V } fiir k > 1,

V=
1; =1; =3; =5; =7; monoton fallend
independent: ({-2k + 3] fir k >1,

0; - #: 0 0; 0; monoton (im weiteren Simn) fir k > 2;

independent: {0} fir k> 2.

2; 95 =5; 55 12
independente Darstellung:

{ak}mitak=-‘l+3vfiirk_3v-2
8, = 6+ 3v firk=73v-1
3v

8, = -8 + 3y fir k

v natiirlich.

S. 47

a)

b)

c)

a)

- 21 -

{%&} 21 = 05 & = &y - TEEEYCEEDY X
{;é'r} '|a1=1‘ﬂk=&k-1‘§:'31'2"k71
{k(k+’l)} Ia.l=2; 8y = 8, 4 + 2k; k> 1

2

k(k+2 3 _ 2k~ + 4k + %
{rzﬁv&s‘ﬂa‘l =& o = A+ MR B

a), b) und 4)
5050

Das erste Verfahren ist nur bei gerader Anzahl von

Gliedern anwendbar.

a)

b)

a)

b)

c)

a)

e)

£)

a)

Arithmetische Folge zweiter Ordnung

Arithmetische Folge dritter Ordnung

55 6,53 85 9,5 a9 = 15,53 a43 = 205 84 = 87,55
513 = 143

=53 =73 =9; =11 840 = -19; 843 = =253 840 = - 1003
843 = = 169

7i 4,53 25 =0,5 a45 = =10,5; a3 = =18; 549 = 7,53
543 = =39

03 =7,5; =153 -22,5 a45 = -52,5; a43 = =75;

810 = = 187,5; 843 = = 390

11; 185 253 32 a9 = 60; aq3 = 813 S0 = 285;

843 = 507

1,15 1,35 1,5: 1,7 aqg = 2,55 aq3 = 3,715 890 = 165
313 = 24,7

8553 75 5555 43 2,5: 1 ayg = - 12,5 apy = - 30,5

= - 30

515 = 527 = = 297

S. 47 bis 50



7.

10.

",

- 22 -

b) -10,5; -1,5; ?,5; 16,5; 25,5; 34,5

115 = 115,5 8.27 = 225,5

845 = 787,5 839 = 2875,5
¢) 25,01; 25,00; 24,99; 24,98; 24,97; 24,96

a5 = 24,87 apn = 24,75

845 = 374,1 8oy = 671,76
d) -72; -60; -48; -36; -24; -12

ao]s = 96 327 = 240

815 = 180 327 = 2268
e) 49; 37; 25; 13; 1; -1

a5 = =19 a, = -263

845 = =525 8pp = -2889
£) —A4,8; -36,2; -27,6; =19; -10,4; -1,8

a5 = 75,6 ay, = 178,8

845 = 231 85p = 1809
71079
a) a5y = 10,6 850 =285 Db)n =13 843 = 351
0)8.1 =16 859 = 483 d)a1=61 n = 23
e)d =-0,5 n =37 £)n =43 a3 = 16
g)d = 3 a =18 haj=-1 4 = 0,1
a) nein

b) 10; nein, z.B, nicht bei 843 d; a, (Aufgabe 8b).
55253 6,53 7,75 9; 10,25; 11,5; 12,75; 14; 15,25;
16,53 17,75; 19; 20,25; 21,5; 22,75
226,1

S. 50 bis 51

- 23 -
12, 13 45 73 103 13; 16
13. b) 1; 33 6; 105 15; 215 28; 36; 45; 55
14, a) und b) sind zu bejahen
15. a) 6; 30; 90; 210; 420; 756; 1260
243 603 1203 210; 336; 504

363 603 90; 126; 168
244 303 36; 42

63 63 6
° Beispiel 5

e Jedes Glied (auBer Anfangs- und Endglied) ist geo-
metrisches Mittel seiner beiden Nachbarglieder

B = B qr8pyq

e 841 = 8o

° Bei geometrischen Folgen sind Rechenoperationen um eine
Stufe erhdht.

a) und f£) monoton wachsend; b) und e) monoton fallend;
¢), d4), g), h) alternierend

6. 0§ % B B, - HR

b) 0,512; -0,4096; 0,32768; -0,262144;
a4, = 0,8"1 = 233, 10-1"
) 9; 9V3; 27; 27V3
%4z = 729
d) 16ab’; 32ab*; e4ab”; 128ab°;
ayp = 4096ab "
5. 51 bis 53



17.

18.

19.

20.

21.

22,

- Ok .=

1000 wird iiberschritten in a) (kx = 19) und c) (k = .13).

&) 3 -%i-pi-f -
b) 2; =0,6; 0,18; -0,054; 0,0162
¢) 0,73 144 2,81 5,63 11,2 8g > 1005 849 7 500

)'\12 g% 28, 14 aq,>100; 843> 500
e) -2; 23 =2; 23 -2
£) 2500; 10003 uoo; 160; 643

1
g) —1024; 64; —H3 ui -
2

3
n) 21y 9—*36—39»" 2,63 9"’1"

2,6

monoton wachseud: a), ¢), 4) monoton fallend: £), h)

alternierend: b), ), &)

a) a =%§; 8y = 26'% b)q=;\/3 55=3(7ﬂ\/§)
* 46 =2 a, = 192

Yag=3 isp= 23 D 6

e) a; = 15 ; ay = 1875 £)q=V3 n =9

g)n =8 ;ag= 4374

a) nein b) nein, z.B. nicht bei a4, 4y 8y
¢) um hohe Exponenten (besonders, wenn sie zu bestimmen

sind) zu vermeiden

a)? b)9 ¢c)8

a) 7 b)O0 «¢) 11111 a) 1,111 e) 1,42753
5 3p24a2b> bteb?
h) a’+a b+a b +a b’ +al
£) 1,136128 -;E'a:"‘

Fiir jede Basis gilt: Bilden die Numeri eine geometrische
Folge, so bilden die zugehdrigen Logarithmen eine arith-

metische Folge.

S. 53 bis 54

® 66 60 6

®®

= 25w

%.B. bei f(x) = x° mit n< O und ganz, aX, log,x, tan x,

cot x.

=0 bzw, y = 1 ist Asymptote.

S ist untere Schranke, wenn S < a, fiir alle n.
Alle derartigen K sind obere Schranken fiir {an}

Nach oben beschrénkt: ey Bey 64y 84y 9o

Nach unten beschrédnkt: 2., 3., 4., 5., 6., 8., 9.

d > 0 (d < 0) nach unten (oben) beschrinkt.
q >
da

1 (@< =1) nach unten (oben) beschrankt,
0, lal =
schréankt,

1 und \g| < 1 nach unten und oben be-

1 1
a) ay, = z1 bzw. ayq = - oy

a

)
b) 84p9 = TOT DI 8409 = = YT

1 1 1
a) lim ;2 ag = 733 849 = 127

n-+ o

. 20, _ 100
D) Lim - g3r =15 a0 = 575 400 = TOT

= 23 8y = 3% Y09 = 107

Zwei "Hiufungspunkte" (+1 und -1)

c) lim (1 + %)
n—-+o

lim =0  fiir 2, . . lim = =00 fir (1

a, s Sey Doy a, ),

lim fiir 4., 6. . lim =1 fir (8
a, = 4,, s 9 a, (8)

a) 2; 6; 12; 20; 30; 42
b) 1 % = 1,5; 1 ~1,8333; 48 ~1,0833; 1~ 2,2833;

RE~2,u5

S. 54 bis 59



23,

24,

- 26 -
e) 1; 1,3333; 1,4762; 1,5531; 1,6007; 1,6330 BT

a) nur fir a; = O und 4 = 0
b) nur, wenn die Glieder alle Null sind

c) nein d) nein

g) h)
» {e (e} peronrmgnngy vetce ) 1in v e
v fofEY A

c) {an}={(-1)n'1 n_;i lalternierend, bei- | -
| derseits be- ]
| schrinkt I

da) {an} { 2(o=1) }l monoton wachsend, bei-| lim a, =
l derseits beschrankt n->c0

26,
e){}{i 1} " n ln#q’an—‘l
n+1 |
0 fu-f} | z:z:::::sié:;i;nz:i- 1
a) 3; i %; T 2%; 1o 1'33 z lin = 0;
z.B. €= 0,04 s
b) 3; 2; ?; R % ‘3‘; 3; gm0 B 45 2B, 6= 0,24 -
©) 25 3; 43 5; 6; 7; 8 95 ln n2+n - lim (a1) =
O -%i-% -5 - - ?? = a?
rlli‘:o %.} = -1; z.B. = 0,021

~

e

§, 11, 14 17,20 2 3n-1
2; %i % - i —Z 3 lim = 3;
g 3 - a0 B !
z.B., £=0,12

S. 59 bis 60

- 27 =
(Beispiele) 5
» (o) ) s ()
b){ B“} ; {Zg—::r} ; {%‘“—‘1—}

n+1 -n5

o) {mderr) ¢ (B (2

a) “*2} {1- } {1 +-}

» {7 {23‘3?&} =]

o {Btn ) {1ee) s {22
o () e} ()

a) 1111-.7%1—0; e) n = 201

b) pim 128 - 2; e) m = 102

o) I B -4, e)n =503

) Hm (B2 5)-1; &) n = 201

f) Folge b)

a) 0,5; 1; 1,375; 1,625; 1,781; 1,875; 1,9303 1,961;

1,979; 1,988

{an} monoton fallend, beiderseits beschrinkt;

lim a_ =0

no% 1

{sn} monoton wachsend, o it i
lim s, = 2; n =14

n-00

S, 60 bis 61
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b) 1; 1,5; 1,8; 1,7083; 1,718; 1,71805; 1,7182540;

c)

)

~

1,7182788; 1,7182815; 1,7182818

{an} monoton fallend, beiderseits beschrénkt,

lim =0
n-»%0 *n
{Bn} monoton wachsend, " " ’
lim s, = 1,71828 ...
n->00
n==6 [genauer Wert e - 1]

15 1,35 1,5; 1,48148; 1,49383; 1,49794; 1,49931;
1,49977; 1,49992; 1,49997
{&n} monoton fallend, beiderseits beschriankt,

lim =0
n->© ®n

{BDJ monoton wachsend,

lim s
n-»e

1; 0,8; 0,85; 0,7238; 0,8349; 0,7440; 0,8209;
0,7543; 0,8131; 0,7604

{an} alternierend, beiderseits beschrénkt,

lim =0

n_wlanl

{Bn} beiderseits beschrénkt, lim s, = 8 mit
n->00

0,76 <s £ 0,81

1; 0,3; 0,93; 0,3619; 0,9175; 0,3720; 0,9105;
0,3771; 0,9065; 0,3802

S. 61

28,

a)

b

~

c

~

d)

=09 =
{an}-alternierend, beiderseits beschrinkt,

1
lim =
n-»m,an‘ 2

{Bn} beiderseits beschrinkt, nicht konvergent
13 33 5,5% 8,3; 11,417; 14,7005 18,150; 21,743;
25,4613 29,290

monoton wachsend; lim =00
{&n} ' po ®n

{"n} " " a8, =00

53 103 12,5; 13,3; 13,5418; 13,583; 13,59027;
13,59126; 13,59138; 13,59139

{an monoton fallend, beiderseits beschrankt;

lim a_ =0
nvw 2
{Bn} monoton wachsend, " " ;

lim s = 13,591 ...
n-yc
(genauer Wert Se) n = 8

23 2,5; 3,5; 45 4,5; 4,75; 4,875; 4,90625; 4,91016;
4,91027
{%} monoton fallend, beiderseits beschridnkt;

lim =0
n-o ®n
{an} monoton wachsend, » L H

lim 8y = 4,910 ,..
n>
n=9

13 33 3,53 11,53 11,53; 2035,53; 2035,53;
2" &=8,5.10"2; 8,5-10"2; 2171

S. 61



29.

30.

® OO

31.

- 30 -

{ah} nach unten beschriankt; {sn} monoton wachsend;

1lim Bn = Q
n-yc0
n B _a
ey =gy PlUm sy =3
b) én =n(o+1) 3 lim s, =00
n>c0

n 1
c) s = s lim 8 =
n =T + 1 o0 B I

Es ist unzuldssig, mit beliebigen unendlichen Reihen

wie mit endlichen Summen zu ubeiten.

185 Z =5 2 2 cE) =co

a) sg = 32 = 15,9375 (s = 16)

b) 85 = 3,12 (s =38 -3

8) P = 8.Q; U = 8eQ; V = a-qa; w = a,qZ

b) a) Z=>3,42 bei n = 5, bzw. 3,81 bei n
b) Z=10,8 bei n = 5, bzw. 16é1 bei n

o,3=—:§—-=§, 2,58 = +—:%-=2§§

a) 3 b) 1,6 d)g ) ug e) - 10
£ -24% & 35 h) 16 1) -2 K - 3%
1)2+Y2 m)% n)% O)ﬁ% p)-z}

qQ) - i‘;
r) Fir q = 128 ist zwar s = =&, jedoch gibt es keine
56 T=q°
geometrische Reihe mit diesen a und q und der

Summe s.

S. 61 bis 65

32,

33.

34,

35‘

= 3=
5)2;‘=01m

i 7k = 0,4375; o9 = 0,78

-3 <x <3
%
5

b)-%<x <%
d)—sr?s<x <:|-&
f)-%<x<%

c)-§<x<

e)-§<x<§

g) - O,4<x < 0,4 h) - 14 <x < 14
(Beispiele)
a)a= 1q=4p b) a=4,5 q=0,1
a=.5;q=_% a=0,5 q=0,9
c)a=-6;q=—g- d)a=16;q==|-;]7
a=-)};q=§ 8=13;Q=-=[1}
e)a=,|%;q=§
a=0,9;q=-0,8

a) 0,4u4444; 0% =§ b) 0,010101010101; 0,07 = gz}
¢) 0,272727272727; 0,27 = x4

d) 0,070707070707; 0,07 = g%

e) 0,515515515515515515; 0,575 = g32

£) 0,091091091091091091; 0,097 = ;3&

a) %: b) ’pzﬁ c) g‘g‘: a) z;%; e) ag%;
£) %; 8) ;s b) v67: 1) %; k) {‘;83
HEG w B oo 152

a) 156 b) 396

Gz 8a Gyt 94 G3: nie

S. 65 bis 66
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3, a)= 79° D) ca. 3000 m c) ca, 1200 m
100000 _ 100000 ~
4. a) 32 767 As D) 1 P = —SoioEg P~ 0,19 P
5. etwa 326 Lagen, Durchmesser etwa 28 cm
6. {ak} und {bk} sind geometrische Folgen mit
ay =189 mm, b; = 841 mm nnd q =ﬁ
2 4 1,51 4
7. Strecken bilden geometrische Folge; 21 z° (-3 =3
n=
8. 55 mm; 330 mm
9. ©§G+15
o0
c) 5B + §1 e 5k = 8. Bei stetiger Teilung der
jeweils kleineren Abschnitte strebt deren Summe
gesen%('f?— 1) = 5.
10. a) 1600 DM b) ca. 1920 DM
12, a) Zeit (in 8) 1 2 3 4# 5 6 7 8 9 10
Weg (in m) 5 20 45 80 125 180 245 320 405 500
Geschwind.(in_,l) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
ms
Geschwindigkeiten bilden arithmetische Folge
(1. Ordnung), Wege eine arithmetische Folge
2. Ordnung
b) Zeit (in s) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
gggﬁ, Weg (in m) 20 50 90 140 200 270 350 440 40650
Geschw, (in_ms™)) 25 35 45 55 65 73 83 95 BB
nach Weg (in m) =10 =10 0 20 50 90 140 20 27D 350
unten:
Geschw.(in ms™1) =5 5 15 25 35 45 55 65 7585

Charakter der Folgen bleibt erhalten

S. 66

13.

14,

15.

16.
17.

18.

19.

20.

a) 1,018 w5 1,036 m0; ... ; 1,183 m® D) ca. 29°

773 mb;
597 mbj

a) Pq = 938 mb; pp = 879 mb; Pz = 824 mb; py
p5 = 724 mb; Pg = 679 mb; Py = 637 mb; Pg
p9 = 560 mb; P1o = 525 mb

b) ca. 40 mb
¢) nach 320 Umdrehungen, d.h. nach 6,4 min

8 = 205 m; v, = 0,410 ms'q; v, = 0,257 ms"1; Wieder-
1 2

gabequalitédt wird nach innen zu schlechter.

a) nach 6 Aufschwemmungen b) 1,6'106 Bakterien

4,29.107 DM

Erfolgt die Teilung ohne Murads Kemel, so ergibt sich
39 (% + ;‘: + % + ’I%) = 39.%8; es bleibt also ein "Kamel-
restbestand" von 39-1%. Wird dieser abermals den Testa-
mentsbestimmungen entsprechend geteilt, so bleibt ein
Rest von "l%' der wiederum geteilt werden muB usw.,
Der Anteil Jedes Sohnes ergibt sich dann als Summe einer
unendlichen geometrischen Reihe, z.B. fiir den &ltesten
Sohn 23 (1 + g5 + (E?S)z + ...) = 20. Die Anteile sind
die gleichen wie bei der Teilung mit "Hilfskamel".

qar
S TS
Summe der Umfinge strebt gegen . a

" " i " " .
Flédchen 55 a
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2. Differentialrechnung Das zehnte Glied lautet: Die Bedingung ist erfiillt:
1 .
n
2,1, Grenzwerte von Zahlenfolgen und von Funktionen e 28'5 Tt
7
nein
. a)03 D)0 ;3 e¢)0 ;3 d)0 ; e 1 ; £)1 ; b %8
g)3; h)3 . 1) %Z-‘; nein
2. Nullfolge a : ;; é; wew 3 -gé; 93 m) # nein
. 102 | 107 . 107 107 11 nein
- Mullfolge b 3= i G- i ... i TR0 G FII I .
Nullfolge ¢ : 3 & % 3 «v0 § 7437 § T35 6. a)0o; b)oo ; c)o0; A1 ; e 0 .
Nullfolged:%;:g;%; pr— '1%’?"1‘32' 7. 0.
hier sind alle Glieder kleiner als 0,03. 8, = % :
12 . .20 . 21 " 1
3, Folgee.sr;.g.....qg.z-c 9. a)0; D)gx; o3
1 2 18 . 1
Folgef:z;z;...;’rg;zg 10, a) d)oo; ﬁ_)oif)q’
Folses:%zra%:..._;azf%%g b) H@;  B)roeo

volgo h + § s 28 ... ¢ 317 528 s D

4, a)0; DB)O; e)0; d)0; e)0; £)O0;

11, Ist lim £,(x) = und lim £,(x) = g,, S0 gilt:
el CpRte sr 2 29
g
€03 h)o; i)g: k)é; 1)2; m) 00;

. lm [ £ = ;
T L 1) + (0] =4 + &,

n) 0.
5. Das zehnte Glied lautet: - Die Bedingung ist erfiillt: 5 i‘ig[“"‘" 2] =& - &
9 1y nein 3. Unm [£3(x) ¢ £,(0)] = 8 ¢ 8y, wobel g # O sein mus,
b) 286 ) nein %
S =iy - 12, a)32; b)) -10; o) 27a
a) 3‘% nein 13, ay) g(x) = x2+§’z+—§ i 8(2) = -2
e) zmg nein a) s(x)=x2;§x+8;s(4)=2
£) ’I%O' nein
g) 3&25 nein
h) ’l'g% nein 5. 79 B 2 Vina0



14,

15.

by) e(x) =
by) g(x) =
eq) 8(x) =
cy) glx) =
4,) 8(x) =
a5) &lx) =

a) 0 ;

In den Wertetabellen sind hier nur ganzzahlige Werte
der unabhiéngigen Verdnderlichen aufgenommen; die durch

Definition behobenen Stellen sind darin unterstrichen:

a) x 0

b) 0
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n

M|+

+
+
-
n

ks ]

]
K|+
+
S
n

n

M
M+
1

n

M
M|+
1

]

S

n

L]
M
+
()]

”N
L] L
1 1

M

+

o

c) -1,

12 3

i 8(=3)
i g(=4)
i 8(=5)
8(3)
i 8(2)

i 8(3)

Yyl -2

b) x

_g=

4

4
=§ -

VY
1
~an

3
7| 2

e) x 4

~o | o

¢

5

]
fore

u
oy
n

E2 N IEN]

v| 4

Die Ableitung als

(Y U N

1
2

n
!
]

Grenzwert des Differenzenquotienten

a) bis e) stets f'(xo) =3

a) bis c) stets f'(xo) =5

6.

a)
a)
8)
a)
b)
c)
a)
e)
£)

a)
c)
a)
b)
c)
d)
e)
£)
g)
h)
i)
k)
1)
m)
n)
o)
P)

f'(xo)
f'(xo)
f'(xo)
f'(x°1)
f'(xm)
f'(xo1)
£ (xo’l)
f'(xo1)
f'(xo'l)
f'(xo)
f'(xo)

£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =
£1(2) =

= 39 <
=45 b)) £'°(x,) = =3 e) £'(x,) =73
=-1; e) f'(xo) = %; £) f'(xo) = -
=m h) f'(xo) =m
= =15 B(xyp) = 35 £1(x3) = 5
= - 63 f'(xoa) = = 43 f'(x03) =0
== 7; £'(xp) = 9 f'(x°5) =19
= - 35 £'(x) = - 2,85 £'(xy3) = - 2,6
= = 103 f'(xoz) = = 4; f'(x°5) =2
=7 f'(xoz) ==-1; f‘(XOB) ==-5
= 4x, + 53 b) £1(xy) = 4x, + 5;

l+x° + b; da) f'(xo) = 2ax° + b

125 2'(x,) = 3x2

245 £1(x,) = 6x2
12; £1(x,) = 32
14; f'(xo) = 3x
10; f'(xo) = 3x5 - 2

24; £1(x,) = 6x

26; £'(x,) = €x2 + 2

44; £1(x,) = 6x2 + 10x,

46; £1(x,) = 6x2 + 10x + 2

465 £'(x,) = 6x2 + 10x, + 2
4; £1(x,) = 6x2 - 10x,

46; £1(x,) = 6x2 + 10x, + 2

44 + c; f'(xo) = 6x§ +10x, + ¢
24 + 4b 4 c; £'(x,) =6x§+2bx’° +c

12a + 4b + ¢} f'(xo) = 3&.:% + 2bx° +c

S. 85
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Q) £'(2) = ’IzeaL3 + bay + a3 f'(xo) = Bajxs + 285X + &y

éo (1+1)ay 4

f'(xo)

7. &) £'(x,)) =27
b) £'(x,) = 28%, + a,
e) £'(x)) = -1
da) f'(xo) =0,

2.3. Geometrische und physikalische Deutung des Differenzen-

gquotienten und der Ableitung
1. &) Vgl. bb. 1a 5 £'(x)) = 3; p= 71,56°
b) Vgl. Abb. b 5 £'(x,) = -2; = 116,57°

o) Vgl. AWb. 1o ; £1(x) = §i P= 33,69°
d) Vgl. Abb, 1d ; £1(x,) = - %; ¥= 126,88°

¥4 yr

2
A Abb. 1a Abb, 1b

S. 85 bis 88
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76 1 X
Abb, “1c
a)y:%ﬁX+5: Vi
b) y =x + 3;
)y="Vx+3
D y=-V3x+3
e) - 0,4663 x + 3; 1
f)y=-%ﬁ'x+5; 4 -
8) ¥ = 2,747 x + 3; J
h) y = 0,9004 x + 3;
1) y = - 2,475 x + 35 \2
k) y =-0,3057 x + 3 .
Abb, 1d

a) Vgl. Abb, 2a;

aus f'(xo) = 2x, erhilt man:

x : =3 -2,5-2-1,5-1-0,500,511,522,53 3,54

()
f'(x)) : 65 -4-3 -2-1 01 23 45

6 7

b) Vgl. Abb., 2b; es entsteht die gleiche Tabelle wie

in a).

8

88
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¥ \y
2 X 1 X

Abb, 2a 2 Abb. 2c

~

|, Abb. 2b

2 X

c) Vgl. Abb. 2c;
aus £'(x,) = 2x, - 2 erhilt “man:
x, : =3 2,5 =2 -1,5 -1 -0,50 0,51 1,52 2,53 3,5 4
£1(x,): -8 -7 -6-5 -4-3 -2-1 01 23 45 6
d) Vgl. Abb. 2d;
aus f'(xo) =2xy, -2 erhilt man die gleiche Tabelle
wie in c¢).
e) Vgl. Abb. 2e;
aus £'(x,) = 2x, + 3 erhdlt man:
x. 1 =3 -2,5-2-1,5-1-0,500,511,522,53 3,54

(]
f'(xo): -3-2 -1 0 12 34 56 78 910 M

4, a)Zu}a:m:B;zu3b:m=5;zu5¢:m=5;

zu3d :m=3; zu 3e :m=28.

5.

b) Zu
zu
c) Zu
zu
d) Zu
zu
e) Zu
zu

£) Zu

zu

=g s

Y4
¥
3
X 2 X
Abb, 24 Abb. 2e
38 :m==5; zu 3b : m==5; zu 3c : m = =7;
3d : m = =7; zu 3e : m= =2,
3a :m=5,5; zu3b :m=5,5 zu3c:m=3,5;
3d : m = 3,5; zu 3e : =.:835 &
3a : m==5,5; zu 3b : m=<=5,5; zu 3¢ : m=~7,5;
3d : m = -7,5; zu 3e : m = -2,5,
2 :m=5,8 ;2zu3b:m=5,8; zu3 :m=3,8;
3d :m=3,83; 2u3:m=28,8.
3a : m = -5,8; zu 3b : m = -5,8; zu 3c:m = -7,8;
3d ¢+ m =-7,8; zu 3 : m=-2,8,
Tangentenanstieg in 8 (11 :m=7,
Sekantenanstiege: a) m = 0; b)) m = 3; c) m = 5,28;

d) m = 7,92;

e)m = 18 .

S. 88 bis 89
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Fir alle x € 0 betrdgt der Anstieg -1, fiir alle x >0
hingegen 1, fiir x = O liegt also linksseitig ein anderer
Anstieg als rechtsseitig vor; die Kurve besitzt bei

x = O eine Spitze. Vgl., Abb. 3.

Vgl. Abb, 4; die Geraden y = -x + 2 und y = -x - 2 sind
Tangenten an das Bild der Funktion y = f(x) = -;- in den
Punkten P, (1;1) bzw. Py (=13-1).

Die gesuchte Tangente ist die Tangente im Scheitelpunkt
der Parabel; aus f'(xo) = 2xo folgt, daB fiir x; = 0

die Tangente parallel zur Abszissenachse verlduft; vgl.
Abb. 5.

Vgl. Abb, 6: Die parallel zur Abszissenachse verlaufende
Tangente schneidet die Kurve im Punkt PO(Z;‘I).

Abb. 3

«

/

J35° J35°

R(1;-1

S. 89

- B3 =

y y
1
1
1
1 X
abibe 5
Abb, 6
2.4, Rechnen mit Differentialquotienten
1. a)'y' = 12x2—12x+2; y" = 24x-12; y"' = 24,
b) y' = 4x5+5x2+2x+1; ¥y = 12x2+6x+2; ¥ = 24x+6,
c) ¥ 3x2+21-1; y' = 6x42; y"' = 6.
d) y' 3(x-a)2; y" = 6(x-a); y"' = 6.
2, a)y =2x; y' =2,
b) y' 5x2; ¥ = 6x; y'' = 6,
A\l x}. 1" 2. " mnn
e)y 4x?; " o= 12x%; y'' o= 24x; y"" = 24,
a) y' = 12x - 1; y* = 12,
e) y' 12x + 1; y" = 12,
3. a)y -—%(X#O); b) y' = - =5 (x # 0);
x X

5. 95
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C)Y'=-'(:j—2—)g(x¢2); d)y'=-x72(x#0);

2
x + 3 2
e) y' = - Ux 3 £f) y' = - (x #3).
z z’ (x - 3)
(x° + 3)
4, &) y' = 6x° - 6x - 2; ' = 12x - 6;
b) y' =2x - 8; y' = 2;
c) y' = 215° - 80x + 73; y" = 42x - 80;
1 1 2 2
a) y' = - - " = +
(x+1)°  (x-3)° (x+1)?  (x=3)°
2.5. Die Ableitungen der Potenzfunktion y = x" fiir ganz-
zghlige Exponenten
1. a) y=ax + b
b))y = a.x2 +bx +c
c)y:ax5+bx2+cx+d
d) y = ax™
2., Gemeinsame Wertepaare: (0,0) und (1,1)
Alle Kurven gehen durch die Punkte O (0;0) und P,I(‘l;‘l)
Der Scharparameter ist der Exponent n.
3, a®:a®-a""-2a%:1
a® = 1 ist giltig fiir alle reellen a auBer a = O,
4, —1 = a® ist eine Definition, die nicht beweisbar ist,
a.
Sie ist giiltig fir alle reellen a auBer a = O.
S. Hyperbel, bestehend aus 2 getrennten Asten.
6. Gemeinsames Wertepaar: (1,1)

Alle Kurven gehen durch den Punkt P,(1;1),
S. 95 bis 96
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Der Scharparameter n durchliuft die Folge der negativen,

ganzen Zahlen,

eindstige Kurven

o

aus 2 Asten bestehende Kurven

B
!

Der zweiten Schar, wenn bei x = O die Liicke
offen bleibt. Falls diese Liicke durch die Fest-
setzung 0° = 1 geschlossen wird, gehért die

Kurve zur ersten Schar,

Je groBer n, desto groBer der Anstieg im Punkte P,I(’l;’l),
desto flacher, d.h. ndher an der x-Achse,
der Verlauf im Intervall 0 < x <1;
desto steiler, d.h, ndher an der y-Achse,
der Verlauf im Intervall x >1

y' = lim x+113-}!:3=:“_'ll x'3-|-3x2h-c-3x.hz+l:|5—1r3
h-o h->o 2
= lim h$2x2+2xh+h22=lj_.;n (3x2 + 3xh + h2) = 3x2
h->o0 h=>o
x+h)°%-x° 1-1
y' = lim = lim T:lim%:limO:C
h-o h=o h—o h—o
Y =20 =% e X e .. *x
n Faktoren
T' = TeXeXeeoooX + Xo1oX Loy oeeX + 000 + XoXe .00 Xeol
&n—‘l) Faktoren (n-1) Faktoren
V" —
n Summanden
y' = D TR Sl

S. 96 bis 99
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y = x2X  ergibt y' = 2k o x251 ' 6.
2k-1 2k-1-1 2k-2 d e y-Achae
v = x5 ergibt y' = (2&1) o 225171 o (2k-1)x" P Anstieq yinvel| schnitt- | Winkel| Schnitt-
unkt nkt
mit k= 1, 2, 3, eee i 3 L1 = . P
i 1 m =
7= 22 30 = 202 2ie0x P 2 o(ex )T, » (2.5)1 - (K‘:’) b ¥ sy ‘3
) 9 ° ’ (- ) -1 [135° [(- £30) 45° | (05 - )
y-Achse ist Symmetrieachse des Bildes. ol,a o
b) (2 : o
y = 25 g1 2 @2 (2k1)x 262 ) (2:8) 12 |85,2° |(3:0) 175,2°| (0;-16)
d . (-33-27) -27 |92,2° [(~4;0) 2,2°| (0;-108)

= (2k=1)(=x)?

0,1;0,0001 o o -
Koordinatenursprung ist Symmetriezentrum des &) (0,140,0001) 0,008 | 0,2" [(0,9750) 9042"| (04~0,0003)

. (0,2;0,0016) 0,032 | 1,8° |(0,15;0) 91,8°| (0;-0,0048)
Das Bild von y = x1 ist zentralsymmetrisch zum Ursprung, 0% (%'3%) Tg 17'40 '(%;0) 107’40 (0s- %)
das Bild von y = x° = 1 ist axialsymmetrisch zur y-Achse (-33-243) 405 |89,9° |(- 1%;0) 179,9°| (0;972)
gelegen. ) (131) 8 |82,9° |(£i0) 172,9°| (03=7)
o)y = 727 3] = 9216: 3 = 92163 ¥} = miggs [E I -8 |97,7° |(- %0 2,1°| (03-7)
i = -0,0157464; ¥3 = 5761/? £) (1231612) 144 | 89,6° (gy’é';o) 179,6° | (0;-128v2)
75 < 151202, y(5) 241920 3! (5) - 2419203 (-13:-813) | 729 |89,9° |(- gﬁ;o) 179,9°| (0;648¢3)
7§59 = B2 3§7) = 22,4725 5§ < eouso 7. 8) By (hid) Py (<1341
79 = 362880 = 7P = 3§ = ¥ = 5{P - (P b) By (Biam®); Py (2 gz )
b) 3" = 1322105 ¥ = 135168; ¥y = 135168; 7§ = pratyys ©) By (- 31 @) Pp (151
Ty = 0,0007794468; ¥y = 4224 d) By (x2;232); P, (+}/—; + 2-5 5)
7$3) = gsou0x’; ¥§3) = 12165120; 7§ = - 121651204 8. a)pg (- z'* i Pp G135
752 = 1488, 5{7) - - 20,785248; 387 = 760320127 b)) Pg (£ 3 'V—'H v 7/_) P/s (‘f 3‘{-” 35
79 < 79833600275 ¥§?) = 6386688005 °) B (010); Pg (- 3 7/—‘
y§9> = - 638668800; y57) = 12474003 O B (£ 0:93120,69); By (2 0,86120,47)

79 = - 2155507,2; 3§20 = 159667200 72"
5. 99 8. 100
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9. a) By(+ mi+ 3); Byl- ;'z:+ ;;)i 5 (0;- ?;)
) By(+ 3Y35+ 2); Bol- 235+ 205 5 (0i- 9
) By(+ % 35+ q%); Bo(- % 35+ 1%),' 5 (0;- 1%)
d) B,(+2,84;48,07); B(-2,84;48,07); 8 (0;-8,07)

e) B4(+0,18;+0,03); B5(-0,18;+0,03); 8 (03-0,03)
-1
@ y' = ——?—O'xm = ;'m'xm = -m-x_m_’]
x

(y' = nex mit n = -m)

Damit y(n) identisch Null wurde, muBte gelten:

(m+n-1)! =0, Das ist 1lt. Definition nicht méglich.
. [ 1

1. 3y = lm _(E*i).;.__;ul = lim —Sﬁyl

h-Yo h—»0 hex" 0(x+h)m
- lim - () -X it} =

h->0  hx"(x+h)®
= 14m — . 11m Con)T - o

h-=» % (x+h)® h-»o
o o™ o o et

x
2. " ¢ x=n =0
3, Je groBer |n| , desto griBer der Anstieg der Kurve im
Punkt P1(’1;1),
desto flacher, d.h. desto ndher an der
x-Achse, der Verlauf im Inter-
vall x > 1,
desto steiler, d.h. desto weiter von
der y-Achse entfernt, der Verlauf

im Intervall O <x <1. S.100 ks 102
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4, Genau wie bei positiven ganzzahligen Exponenten.
- (2K)

3 7' = =2kex

5. ¥y = '2k'1; —2k-xo'2'k"l = +2k(—x°)—2k'1;

y-Achse ist Symmetrieachse des Bildes.
y = x'(Zk'll); ¥z —(2k-1)x~2K"2;
~(2x-1)x, 22 - _(2k-1)(-x,) %2

Koordinatenursprung ist Symmetriezentrum
des Bildes.

6. &) " = -120x"7; 3! = ~15360; y§' = +15360;
= - ol e - VT

7$8) = cougox~10; 358 - e1931520; ¥$®) = 61931520

559 - B0, y{© - 22eepzes

719 - 1037836800x~ 1 3100 & 1,7.10"3;
.,,,g'lo)ﬂ= 1,7.1013; yg'lo) 12812800, (10)_ 5 g.q0™4

= “Sqoag ¢ V4
b) y"t = -990x 12} y§' = -4055040; y4' = -4055040;
R P

y(s) - 21621605 1%; 3§®) = 5,1.10'%;
758 = -5,1010"%; 5§80 = 39088 5(®) = 3,0.10"2
7$19) - 1s8789030400x~1%; {1°) = 8,3°10"®

yglo)z -8,3-1016; yg'\o) = 21581;600;

7§19 = 5,8.1078

S. 102



a)

b)

c)

a)

e)

£)

9.

« 50 =

x-Achse y-Achse
£ Anst1eg |y;nicel) Schnitt- | Winkel|Schnitt-
unkt punkt
(2 - | 186° | (#:0) 76° | (0:M)
(-23- %) -3 | 186° | (2:0) 76° | (03-1)
@i -3 | 166 | (350) 76° | (0ig)
(<234 ) v3 | w300 | 104° |(0i)
A D) -2 13,29l G0y | 53,2° [0598)
Bi-§B | -3 [e1,6°| - 3Fo)| 71,6° |0i- §15)
(-0,8:588) | +%%2| 85,3°( (<1500 [175,3° |(0: 2%
(-0,75: %89 | +%45| 86,6°| - 12:0) [176,3° | (0:TFFD)
(3:32) - 320 | 90,2° (g;o) 0,2° |(0;192)
(0,2:3125) | -78125 | 90,0°|(zB50) | ©0° |(0:18750)
(i) -5 h72,9°[(8:0) 82,9° [(0; #8)
(-3igp) ropz | 0,95°|(- 2$:0) [90,95° |(0s g
a) 4(131) By (-13-1)
29 By(-2i- )
b) Ag(- Fi8)  Ap(3:9)
) A1(1=1) By (-13-1)
B2 | By(-2i- )
5
O L2md - VEL YD
) &g (D) B (131

a G Yz, V3 s -3 3} V- 3

S. 102

10.

6 3
) A - Y33 VO
8 8

o) A (2/3;} ;Vzua)
Ap ('ngg V27

a) Ay (-1,014;0,946)

a) ?,4(3,38;0,296)
P5(‘3:383-0p296)

§4(0,535:0,535)
8,(-0,648; 0,648)

b

~

P,(1,93;0,518)
P5(=1,93;-0,518)
S1 (0,818;0,818)
5,(=1,32; 1,32)

~

e) P4(1,46;0,683)
PB(-1 ,46;-0,683)
8,(0,9343;0,934)
Sz(-2,56;+2,56)
d) P,(1,20;0,837)
P;(-1 ,203-0,837)
$4(0,980,98)
8,(~5,584+45,58)

1.

2.

- 51 -

Ap ( hZig ]/—3
Bp (- ]/31 3 Va3
Bp (- ]{; 3 Tr_3

A/5 (=1,615;0,147)

P5(0,296;3,38)
P,(-0,2965-3,38)
§5(=0,5351-0,535)
§,,(0,648;-0,648)
£,(0,51851,93)

P, (-0,518;-1,93)
55(~0,818;-0,818)
8,(1,323-1,52)
P,(0,68331,46)

P, (-0,683;-1,46)
SB(-O,954;-0.934)
5,(+2,565-2,56)
P,(0,837;1,20)
P,(~0,837;-1,20)
33(-0,98;—0.98)
8,,(+5,584-5,58)

. Ganze rationale Funktionen

2
Scheitel s(— - ‘*—A?&B—)

Je groBer der Betrag von A, desto steiler verlduft die

S. 102 bis 103
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positiver

Parabel. Offnung in negativer

falls A 2 0.

Richtung der y-Achse,

Die Argumente x der Funktion y = f(x), fiir die der

Funktionswert p Null ist., Die Nullstellen sind gleich
den Abszissen der Schnittpunkte des Funktionsbildes mit

der x-Achse.Bestimmung aus der Bestimmungsgleichung
f(Xo) = 0.

Verdnderliche (Argument) - Unbekannte.
T a2 e 11D
= 2![3)%::"'2 + 2!(“51) a.n_,‘xn'} + e 2!@)&2

7 = 3B 315 2 s 1)y
y(k)

¥y = ’l!(g a.nxn'

n(n-1)(n-2)...(n-k+1 )anxn'k+(n-1 )(n-2)-
‘ee .'(n-k)an_,‘xn'k'1+. o

- kin(n-1) (;?2). oo (n-k+1) auxn-k +
o k!(p-1)(n-2),,.(n-k) an_1xn'k'1+... ‘
xt (B) anxn"k + k! (n;1)an_1xn'1'k+...

a)x1=2+ﬁ;x2=2-_ﬁ

b)x1=3;x2=3
c)x1=+1+V—l# x2=+‘I-V—4
a) y'=9x2v— 4x + 1

¥ = 18x - 4

y“'=18

S. 103 bis 106
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b) y' = ald T - b(ik)xE

+ a(k+2 )xk'm

y" = ak(ie=1)xE2 - bke1) ke & a(ke2) (ke 1)

0 = ak(k=1)(k-2)x"3 - b(i+1)k(k-1)xE"2 +

c) ¥y =2‘/§x+ﬁ
y =272
y'r =0

Ay =3 -2+ M
y" = 6x - 12
't =6

£) .y =430 + 2x
2

y' o= 12x° + 2
y"'' = 24x
a) y' = %x} - 6x° + 7

o= §x2 - 12x
I = 3x - 12
S8, 5

e) y' = -10 + 1'%9 + 28x°
7)< 20x + 560>
7$®)= 3360x

o -8

y =g

+ a(k+2)(k+1 )k.xk"l

)y =5- %
y" %
y"=0

b) y" = 0,2

e) y'' = 0,24x

5. 106
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3. a)y)=- %; y3 = -5%,‘ I3 == 3%5; i == m%%; ¢) my = 0,9920 oy = 4y 8° /31,= 134,8°
3'5' = %(ﬁ— 3) - P,(2;0,384) 5,(1,613;0) Sy(o='1'6)
vy 1' LTy n,_1'1 "'__!'!%_ N & o
it = -3 ¥B' =4 TE =555 Iy = i m, = 5,502 & = 79,7 Po ~169,7
= 3 - 15 P,4(3;3,159) 5,(2,42650) 5,(03-13,347)
51(5) - ygs) u ygs) - yl(*s) - ygs) =1 ) my =12 «, = 85,2° fy = 175,2°
(10) : ’
y =0 P,(2;2) 5,(12:0) 5,(0:-22)
b) ¥4 = 0 ¥8 = 457,2; ¥3 = -1,999835392; m, =6 Ky = 80,6° P2¢= 170, 6°
R = 20039525 7Y = 143,2 - 0,675 Pp(=112) 8.(-13:0)  5.(0:8)
¥§' =15; y3' = =1840,8 33" = -0,02381568; 5. &) 44(1;3) Ay(=134)
s 2
yjj' = -0,00600144; y3' = 388,8 13 + 1,8 b) 44(3:-6) B (=1;1%)

A,(1;-28)
7% = 6065 y$7) = 19352,4; 7§7) = 1,006464; 2(1i-23

¢) 4(0;0) B(2;8) c(=2;0
yéi))): 1'?::48; :%:: ) 5‘(“:2;2 ﬁ(:o;,z 4) a(15-4)  B(-1:4)  0(12;-6 1’2“)( D:— 126 VD)
yi ' =y3 ) =y3 =¥ ° =¥g ' = 72576 & D Tl o4 15
- Rogalih = SR aon  rpdb b
Pq(ga%) 8, (- ;B-;o) sy(o;;';&) e) By 4(05-2) Py 2135 (=34127))
my =01  Wp=57  fh=0957° Be 3G 712 63-712))
Ppl- migd) s,(-z%;.o) 5,(0335) O Pp 42i- 5D pp 25D
W) my=-g oy =166° f = 76° A 3G ) P oul- 3 o)
P(3isd)  8,(17:0) 5,(034) 7. )z =p
m2=-;lr o, = 166° ﬂ2%76° )y ixy =5 x2=—1§
Py(- 339 8,15:0) 5,(0:39) P exy=-

S. 106 S. 106 bis 107
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T 1. 1
e ¥ f Xy == Xy == (9% - 7a® + 28%) : (3p - 20) = 3p° + 2pq - ¢°
A A Zg =(9p> > 5 6p°q)
6p°q - 7pa° + 2¢°
da) y* P Xy =25 %5 = =2 x3=-{3'; x, =-v% —(6p°q = 4pg?) <
2
T Xy =05 xp = 3V x5 = - 4 VTR - 3pa° + 2q
2 3
y"':x1=%y42;x2=-%742 =( = 3pq” + 2¢7)
y(“)t X, =0 . °
12 Es werden nach und nach gewisse Teile des Dividenden in
B 5y = Z: X 4.6 die Rechnung einbezogen.
D) y=x“+5
3. 0:a=0(a%0)
e)y= %xz' + -7x + 3 *
Ein Bruch ist Null n der Zéhler Null ist, der Nenner
&'y 2x5-6x2-5x—5 n Bru st Null, wen &l u , der n
aber von Null verschieden ist.
e)y=x“‘-5x2+7x-4 9 b
f)y=%x4+1 4, a:0=%x -~ N O.x=a
Das ist aber fiir keine endliche reelle Zahl x erfiillbar,
2,7. Gebrochene rationale Funictionen -da 0 ¢ x = 0 fiir alle endlichen reellen x.
X + 2)(2x - 2X -
1.  Echter Bruch: a<hb @ ¥ = 2(x) = iR =Z=3
Unechter Bruch: a > b Nullstelle von f£(x): 2x, -3=0
Fir a = b ergibt sich eine ganze Zahl . x, = g
Die Verwandlung in eine Summe aus einer ganzen Zahl Herner ™ g_ 240
und einem echten Bruch erfolgt durch Division des Zéhlers @ 5 ; 2 m=3
= = £ m-n=1
durch den Nenner. ¥ 3% 4+ 2 n=2 }
4 2
2. (1287 - 11a% - 71ab2 + 40b%) : (3a - 8b) yro= 12X £ 300 - Ax m=4 } m-n=0
3 2 2 2 9% + 12x° + 4 s
=(12a” ~ 32a“b) = 4a“ + 7ab - 5b x> — m=3
21ab - 71ab° + 406> = v az3} s-m=o

=(21a%p - s6ab?) ;o g 3w -
- 15ab° + 40b> ¥ = m = n-m=2
9%~ + 1 + 4 n=6

-(= 15ab° + 40b7)

° &, 107 bis 108 S. 108 bis 112
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242 2x? _ax - 2 4 =
¥ = P AN H ! &)y =—m— £) yr = —=%
@\ X - 2 (x_sz Y3+ 12 g m
N 2
unecht gebrochene Funktionen. ¥y o= _'% w _ 20x7 - 10
x5+ D il
_12-4x ., _8x-28 _ + 6 120x—120x5
= Y = i ¥ ey o= SRR
o x-2 (x - 2), (x V3 + 1) A +x0)
N y"' - =18
echt gebrochene Funktionen. = (x ﬁ + 15)
2 2
1. a)y' =67— X, 7n=ﬂx;x#; g =-&7x+ 2 2, a)y=2ZX +1; - =x—2:-[21
by gt ozt s ot oan® o cex e veEem v e3- b
Gx -2x-7) :
. _ 108x8 - 108x” + 144x7 + op2xt - 420x> + 208 b)y=x}+1 ; y,=x+2:2{5+5x2—2x_1
L= (314_2:_7)5 : x“+x+1 (x° + x + 1)°
2 &
o =1296x1141620x 10-4104x8-28012x 7 416632x°-576x7 Yex-l4 et oy et R 2
" = + xX“ +x+1 (x=+x+1)
(x"-2x-17) q
, =698ux’*-35280x>+8820x° 41344 D= e B W (_szsz)?
(3x -2x = 7) y=ll-x5+4x+1' y,=4x4+8x2-2x+4
c) ¥y =___1_2_;2. . x2+1 (x2+1)2
(1+x) (1-x)
Dy=s—2—mps X _; y=—BE 5 1
O - 9-x x -1 (9 - x%) (x -1
L s | 3 )
(1+x) (1-x) § 1 i 3
7=—Lz+ + T ¥ = -
y"-=-?;:;;-“—fx;¢ 9 -x x (9-F @E=10"
e : y=-x3+12x-; y,_-x“+6x3+6x2+sx-s1
d = = ) o e
)y éz-—x = (9-x)(x-1) [(9_x2)(x_1)]2

2
¥ -:%_*;'xz.:ﬁ y=5=2; yv=(_‘*1)z
X -

)

Y,.=6x3—24x2+;&—22 y=1 - 2t ¥ o= 4
4( -4) . =T (x - 1)2
-18x" + 96x> — 432x° + 384x - 288 2 2
y"":—_—%_—l}_'l—— f)y_x-h-x. . - 16x + 6
- -Lz—. y=L2_2'—
( 4) 2 - 3x (2 - 3x%)

8. 113
S, 113



a)
b)

c)

a)

e)

£)

a)

b)

c)

a)

=60 =
3x -
4 3 v _9x° + 6 - 16x
= + H =
R (2 - 3%°)
P
(3x-6)3
y,=ex5_sx“_4x3—5x2-ex+1o
(2 - 5)°
x3+§§x
4 _x + 2
g = 2% = 12x
(x° + 2)
n_ =162
W=
y'=-—-—z'4
(x - 5)
MO N
(1(-1»‘1)5
11
¥4 =0; y§=%> ¥5 = -3 ?r’l;”l’z;
' " a6
y1|'=-2;y"=-2%,- v3 =165 yy =-

5= 24; y3 = =24

= 204;y5 = 204;

6 288
75=32’r;3’4='m

0 24
v3 = v = 5

- 61 =

P5(~11;-16) 5,(~3718:0)
®) my = 58 o« = 35,8°
P1(3i- @) 5,(38:0)
m, = - % «, = 146,3°
Py(-131) 5,(%:0)
c)m1=1g-§ % = 59,2°
P(31-28) 5,(48:0)
m = - 33 G = 17°
Py(-5i= 3) 8,(~135:0)
a) A(=13-1) B,(3;5)
A(1+ Vz;2 12+ 2)
b) 44(13-2) B (~3;-2)
4,(0:-5) By(-2;1)
©) 4(1;3%) B,(5:8%)
A2(2;4) B2(4;8)

a) P o(q(2+ 2V239-272)

B) P fB( ¥330)

e) P ot4(1= 3Y331- VD)

P 4,3 ¥5:0)

1
sy(o;zzzg)
P~ 125,8°

2
5,(03-258)
By = 56,3°

1
Sy(Oig)
A =149,2°

11
Sy(o;-'?z';)
py =e1°

8

y(o;—2gg)

B,(1- ¥2; 272 + 2)

P op(2-272;9+272)

P pal- V330)

P (1= %1’5‘;’“ 73

P (- 37552)

' 2. - =2. t = =1 . y|=_18

Y1=‘r3'é—2'51 yj—a_zaf‘z’ 4 g
i 4 e =2 . . _ _J08

¥ = 45 93 = 175 By Yh TR
my = -3 &, = 108,4° By = 18,4°

1. 5
P,I(-’I;li-) Sx(z.o) Sy(0'1)

m, = -3 of, 2 108,4° B, ~18,4°

P5(~5;-16) 8, (~103:0) 5,(05-31)
8 0 a~F (o]
I X =0,

S. 113 bis 114

a)y:x1=4;x2=-4
y':x1=2;x2=8

b) y :x,l=ﬁ;x2=-‘/5'
y':x1=0
y“:x,|=1;x2=—1

S.

114
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8

)y X =21/€7; x2=-276
y'oixq = 43 X, = 6
y" : keine Nullstellen
y"': keine Nullstellen

Untersuchung der ganzen rationalen Funktion

Nullstellen sind die Argumente X einer Funktion y = £(x)
deren zugehdriger Funktionswert ¥ gleich Null ist.
Nullstellen sind Zahlenwerte, also arithmetische Ele-
mente. Sie werden aus der Bestimmungsgleichung

f(xc) = O bestimmt.

2.B. y = ax°X + bx* + ¢ mit k > 1, natiirlich
¥ = ax3 + bx2 + CcX
v = ax® + bxt mit k > 1, natirlich

Das Bild der Funktion y = ﬁ algk (n > 0, ganzzahlig)
k=0

schneidet die y-Achse auf jeden Fall genau einmal, die

x-Achse im Hochstfalle n mal, auf jeden Fall aber ein-

mal, wean n ungerade ist.

Es fehlt das absolute Glied.

a) 8,(-3; 0) Sy(03 =2)

b) 8,(2; 0) S, fehlt

c) S, fehlt sy(o; -2)

a) qu(%‘ 0) N
(0
Sx2(-2; 0)

S. 114 bis 120
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e) sx1(-2; 0)

1 1
S -
sx2§z§10) ) 85(0: - 3)
- $ 0

Xz 2
£) 8_ (2; 0)

8_ (=23 0)

2 s_(0; 36

5, (33 0) o e

sxu(—Bs 0)
a) £(0) =0 Nullstellen: X =0; X, =2
b) £(0) =0 Nullstellent X =X = 03 X3 = 3
¢) £(0) = 0 Fullstellen: x, = 0; x, = V3} x5 = -3
d) £(0) = 0 Nullstellen: Xq =Xy = X3 = 0;

x, =3+ 375
xs = % - %ﬁ

e) £(0) = —2 Nullstelle: x4 =3
£) £(0) = 6  Nullstellen: x, = 4/2} x, = ¥
Schnittpunkt mit der y-Achse: Jq == 4
Schnittpunkte mit der x-Achse:x, = X3 = 2
Extrempunkte: Y =4 -2x

4 - 2x,

0

!q_ =2 = 12 = !3
¥" = -2 < 0: Maximumpunkt,
Das Bild geht im Schnittpunkt mit der x-Achse nicht

auf die andere Seite der x-Achse iiber.

Wendepunkte sind nicht vorhanden wegen y"

S.

=2 40

120 bis 126
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% 11 -0,5 0 0 0,75
x,==2,1711 -2,67 -5,79 -12,56 28,0 =y,
y' =2x +p
ho +p=0 2
x°=—g- y°=-(E;;-Q)
y' = 2Ax + B
2Ax_ + B =0
° 2
i B = (B =440
o =~ 2k Jo = ~\Tmg

¥" = 2A: Maximum, falls A < 0; gedffnet nach der nega-

tiven Seite der y-Achse.

Minimum, falls A > O; gedffnet nach der posi-

tiven Seite der y-Achse.

Grad Anzahl der Extrem— Anzahl der Wende-
der P e P e
ggﬁ' mindestens | héchstens mindestens | hochstens
1 (o] [o] 0 0
2 1 1 0 o
3 ev.keinen 2 1 1
4 1 3 ev.keinen 2
2k 1 2k=-1 ev.keinen | 2k-2
2k+1 | ev.keinen 2k 1 2k-1
a) Extrempunkte: E, (%1/37. - %')/:’:- 2) Min,
B, (- 3V3: § 13- 2) Max.

Wendepunkt:

w (0; -2)

S. 128
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b) Extrempunkte: E; (0; 16) Max.
E2 (2; 0) Min,
EZ' (-2; 0) Min,
Wendepunkte: W, (%‘)’?3 7&)
Wy (- %ﬁ. 7%)
¢) Extrempunkte: E, (=1; 20) Min.
E2 (5; 110) Max.
Wendepunkt: W (2; 56)
d) Extrempunkt: E (-1; -5) Min.
Wendepunkte fehlen

a) Extrempunkt: E (- %; 3Z) Min,

b) Extrempunkte: B, (% 139 - % 139+27) Min.
E, (- 3759 + 2_8}13_9‘*27) Max,

Wendepunkt: W (0;27)

c) Extrempunkte: E, (4; 14) Max,
E, (2; 10) Min,
Wendepunkt: W (3; 12)
d) Extrempunkte: E, (0; -10) Max.
B, (2Y2; -138) Min.
EB; (-2y2; -138) Min,
Wendepunkte: W, (%Vzu; —81%)
Wy (- 3V -819)

S. 128 bis 129
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O

2,

x, (1500 X (<13 0)
E, (05 4) Mex. E, (370; - ) Min.
Ey (-%W; —%) Min.

v, GV 3 W, (- 275 3D

Kurvenverlauf vom 2, in den 1. Quadranten

L (2 0) X,

" (-2; 0)

Eine ganze rationale Funktion ungeraden Grades n = 2k+1
(k =1, 2, 3, ...) hat im Héchstfalle 2k Extrempunkte und
2k-1 (auf jeden Fall aber 1) Wendepunkte, Das Bild ver-
léuft also vom 1. oder 2, Quadranten zum'3. oder 4. Q"ia'
dranten oder umgekehrt.

Eine ganze rationale Funktion geraden Grades n = 2k

(k =1, 2, 3, ..:) hat im Héchstfall 2k-1 (auf jeden Fall
aber 1) Extrempunkte und 2k-2 Wendepunkte. Das Bild ver-
léduft also vom 1. in den 2. oder vom 3. in den 4. Qua-

dranten oder umgekehrt.
a) T (0; 0)

X, 050 X (G +3Y35 0 X5 (3 - 3733 0)
E, (23 -12) Min. E, (- 31 1%8) uax.
V(3 -5

b) Y (05 144)
X, (33 0) X (=33 0) Xy (45 0) X, (43 0)
E,(0; 144) Max. 2.
E, (V2 -12) Min.
Ey (- $V23 -127) Min,
W, (2V6: 575 W, (- 276 5758

S. 131

=67 =

c) Y(0; 0)
X, (05 0) x2 (2; 0)
E, (EV5) - V%) uin.
S B e
W, (03 0) Terrassempunkt
W, (g'ﬁas - q%%m)
W3 (= 3V30; + 15530
d) Y.[0; 0)
X, (0: 0) X5 (15 0) Xy (25 0)
E, (1+ 3-,/" - g-ﬁ) Min,
E, (1= 3V3s + §V3) Max.

13 (=2; 0)

w (1; 0)
e) y (05 3)
X, (3 0) X, (-3; 0)
E (- §i + 2§ Max,
£) ¥(0; -8)
X, (<13 0) X, (2; 0)

£ (- 3 - 28 win.,
LA (2; 0) Terrassenpunkt
W (33 - 5B
u 360° 0
T=q7i = T ~ 114,6
a) Seite der ausgestanzten Quadrate:
x=%(a+b_ az—ab+b?)
b) Seite der ausgestanzten Quadrate:

x=¢(a+b-Ya2 - ab + %)

S. 131 bis 135
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c) Seite der ausgestanzten Quadrate:

X=Ll|-8—a+2b—’|% 9a° - 6ab + 4b2

Vg ¢ Vb = 2:1
.| _a __.a (5 7@3
%y =En = g * =78 5 -
a) Seiten des Geheges: a = 25 m; b = 25 m
b) " L ta=25m; b=5mn
c) L " :a=5m b=5mn
Va:Vb:Vc=‘l:2:4
Zylinderradius: r = %
- _h
Zylinderhdhe: hz =3
A=%a(s-a); %%:g--a; S-; =§
Grundkreisradius des einbeschriebenen Kegels: r = %
Hohe des einbeschriebenen Kegels: by = %
= % e

Seiten der Bleche: a = g; b=

Radius des Zylinders: r —}/

Hohe des Zylinders: ' h = -\,

Héhe des mittleren Dreiecks: b, = % h

Seiten des mittleren Dreiecks: }T 2- V)
OE = YID® + ;£ AG2 - AD-IT cos o
F =}/D82 + 7 GB° - DB-0B cos [

S. 135 bis 136
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13.

14,

15.

16.

17.
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Winkel des mittleren Dreiecks:
sin D = 22 sinﬂ
2

sineaC

2DE
4 EDF = 180° - X DFE - < DEF

sin & DEF

Breite des Kanals: b = 72&%1'

Hohe des Kanals: h o= P
Hohe des Kegels: h =2 m;

maximales Volumen V = 85 % ‘IFuP

Radius des Behdlters: r = 42 m
a) a.=l+cm;b=8<:m; c=6cn

b) a =10 cm; b =10 cm; ¢ = 10 em (Wiirfel)

a) Breite des Drahtrechtecks: b = z]f
1 (Quadrat)
Hohe des Drahtrechtecks: b = T
b) Breite des Drahtrechtecks: b = %
Hohe des Drahtrechtecks: h = %
Ma. : M’b = 92 8
a * Ob = 3 4
Va 3 V-b =27 s 32
a) h -f, RY3: 4a-= % RV6
b) b = § R d=3%RrVZ
a) '21- + g-; Produkt wird dann ein Maximum
b) g— + %; Quadratsumme wird dann ein Minimum

S. 136 bis 137
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c) % + %; Kubiksumme wird dann ein Minimum
a->

_ (x=2)(x+3)
= X

18, Verldngerung bzw. Verkiirzung X = =—5—
19. Grundkante der Sdule: a4 = % a
Hohe der Saule: by = 3 b
20. Neue Scheibe: 55 cm x 44 cm
Verlust: 16 %
2.9. Untersuchung der gebroch rationalen Funktion
1. Durch Division der Zdhlerfunktion durch die Nenner-
funktion
2. Durch Kiirzen mit den gemeinsamen Linearfaktoren
y_x“'-1x2-c- 6 _ (x+2)(x-2)(x+
3 _ xz _ ex X(x-3) (X+
3. Zu den gebrochen rationalen Funktionen
4, unstetig

o HEac o3

x4 +x+1 x°+1

¥ (0; 0) = x (05 0)

E, (13 ) Max, B, (13 - ) Min,

W 0 0) W (VB VD) Wy (V55 - 1Y)

a) Im allgemeinen 1 Schnittpunkt; doch kann auch kein
solcher Schnittpunkt vorliegen, wenn die y-Achse
Polachse ist.

b) Das hiingt von der Zshlerfunktion ab und davon
ob die Nullstellen der Zdhlerfunktion ev. zugleich

S. 137 bis 139

2,

-7 -

Lullstellen der Nennerfunktion sind. Im Hchstfall
8ind soviel Nullstellen mdglich, wie der Grad der
Zghlerfunktion angibt., Es sind aber ev, auch gar

keine Nullstellen vorhanden.

Das hidngt von der Nennerfunktion ab und davon, ob de-
ren Nullstellen ev, zugleich Nullstellen der Zihler-
funktion sind. Im Hchstfall sind soviel Pole moglich,
wie der Grad der Nennerfunktion angibt. Es gibt aber
auch gebrochen rationale Funktionen ohne Pole.

a) Asymptote: y = 2; lim (f (x) = 2) = -0
X—>+C0
lim (£ (x) - 2) =+ 0
X~>-Co
b) Asymptote: y = x + 5; lim (£ (X) = (x+5) ) =+ 0
X-3+00
lim (£ (x) - (x +5) ) =-0
X—>-00
c) Asymptotenkurve: y = % X% -2
lim (£ (x) = (3% - 2)) =+ 0

X—>+0

lim (£ (x) - (§x2—2) )=-0
X>=00
a) Wenn Zshler- und Nennerfunktion vom gleichen Grad
sind (m = n).

b) Wenn der Grad der Zihlerfunktion um 1 gréBer ist

als der der Nennerfunktion (m = n + 1).

c) Wenn der Grad der Zdhlerfunktion um 2 gréBer ist

S. 139 bis 142
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~

a

b)

c)

-72 -

als der der Nennerfunktion (m = n # 2).

Wenn der Grad der Zdhlerfunktion um mehr als 2 gréBer

ist als der der Nennerfunktion (m = n + k; k > 2).

Y (0; -11)

X (nicht vorhanden)
xp =2

E1 (=4; -3) Max,
E2 (8; 21) Min.

W (nicht vorhanden)

Asymptote: y = x + 7

Y (0; 0)
X (0; 0)

(nicht vorhanden)
E, (2; g) Max.
E, (-2; - 3) Min,
W‘l (0; 0)
W, (273; %'V?)
vy (2735 - 373
Asymptote: y = O
Y (05 %)
X (nicht vorhanden)
xp.] = 2 xp2 = =2
E (05 2) Min.
W (nicht vorhanden)

Asymptote: y = O

S, 142

3.

4,

=~ 75 =

d) Y (0; -4)
X, (25 0)
X, (=2; 0)
xp1 =1
xp = =1

2
E (0; -4) Max,
W (nicht vorhanden)
Asymptote: y = -1

e) Y (05 §)
X (nicht vorhanden)
X, (nicht vorhanden)
E (0; §) Min.
W, (15 )
w2 (-1; 2)
Asymptote: y = 1

£) Y (0; 0)
X (0; 0)

e M
xp=—‘l

2
E (nicht vorhanden)
LA (0; 0)
Asymptote: y = O

Die Funktion ist unecht gebrochen rational: y = ;(-f—x:-f

1 1
= b,) =
WrEEen VT ES
¥, (05 1) ¥, (05 =1)
X (fehlen) X (fehlen)

S, 142 bis 143



a5)

P (fehlen)

E, (0; 1) Max
UNCTEIES

W (=375 P
Asymptote: x-Achse

ot

Y (0; 0)

X (03 0)

E, (15 3) Mex.

E, (-1 - ) Min.

LA (0; 0)

W, (13 373

w5 (- V3 - ;‘;'}/33

Asymptote: x-Achse

y= x2 -1 - 1
241 2

Y (0; 0)

X (0; 0)

E (0; 0) Min,

W GVE D

Wy (- 393

Asymptote: y = 1

- -

b,)

b;)

Ty =
% = =1

2
Eq (05 -1) Max,
W (fehlen)
Asymptote: x-Achse

x° -1
Y (0; 0)
X (0; 0)
xp‘l =13 52 = =1
E (nicht vorhanden)
w (0; 0)

Asymptote: x-Achse

x° 1
= ol e 3

Y (0; 0)

X (0; 0)
xp1 =1
xp = =1

2
E (0; 0) Min,
W (nicht vorhanden)

Asymptote: y = 1

S, 143

= =5 =X - —5— b,) ¥ = -
¥ X4 * x L x x“=
Y (0; 0) Y (0; 0)
X (0; 0) X (0; 0)
E (fehl =1

(fehlen) :&)1
W, (0; 0) Terrassempunkt = -1

E12( Y3 31/3‘) Min,
E2 (- ﬁi = %ﬁ) Max.

Wq (0; 0) Terrassenpunkt

wz ( ﬁ; %ﬁ)

Wy 735 - 273

Asymptote: y = x
Asymptote: y = x

4 2 4 2
X 2 X X 2 X
= =x° - 5— b)y=T=x L
J ;24-1 x“=1 5 x“=1 x4+
Y (0; 0) Y (05 0)
X (0; 0) X (05 0)
=1
xp1
= =1
*r2

Extrempunkte und Wendepunkte kdnnen mit den be-

sprochenen Mitteln nicht bestimmt werden.
2

2

Asymptotenkurve: y = X' Asymptotenkurve: y = x

Es ist moglich, die Bilder der Funktionen fiir

nZ2 geometrisch additiv bzw, subtraktiv aus der
Asymptote (bzw. Asymptotenkurve) und der entspre-
chenden Funktion fiir n' = n - 2 zusammenzusetzen.
Durch dieses rekursive Verfahren kann auch jedes

Bild fiir n 2 4 erhalten werden.

S, 143
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Das lokale Maximum wiirde bei einer Kanalbreite

b, =2 V75 m und einer Kanalhshe by = 2 ]/RT?F n

~ 1,06 m liegen.

Da nur 90 cm Héhe zur Verfiigung stehen, muB eine Kanal-
breite von b 21,33 m gewdhlt werden, fiir die die Kosten

nicht den geringstmglichen Betrag ausmachen.

5.|/ 4y 3/ uy
a) d = —; h = (quadratischer Achsen-
T’ T "Schnitt)

v 1 ] i

o
1
&

10,8cm 8,6cm 6,8cm

3
v
v =¥

9 1
v 11 =l 7l

o'
g
a
n
n
\N
U<

13,6cm 10,8cm 8,6cm
6,8cm 5,4cm 4,3cm

3
Breite der Lore: d =4 ‘l/;d.m

Lénge der Lore: l= 29 dm

-
Y57

;ﬁcm ~2,9 cn; h =v3 cm =1,7 em

2Y10 dm = 6,3 dm

2910 dm = 6,3 dm

4/5dam =9 dm
2¥5dn = 4,5 an

l1=5cm; b=

o
n

a) Breite:

Tiefe:

b) Breite: b
Tiefe: t

Bei 2 Zwischenbdden ergibt sich bei
a) b =§1/15dm~5,2 dm;
t=§ 15 am = 5,2 dm;
S. 143

10.

1,

12,

13.

14,

- 77 -

b)b=‘3‘ﬁ3dmz7,3dm;

t=575am ~ 37w
Bei der Aufgabe ist zu beachten, daB die Anzahl n der
in einer Gruppe parallel geschalteten Elemente keine
kontinuierlich verédnderliche GréBe ist, wie es Voraus-
setzung fiir die beim Differenzieren zugrunde liegenden
Grenzwertprozesse ist. Voriibergehend muB deshalb diese

Forderung an n gestellt wérden, so daB sich als Ansatz

ergibt:
Anzahl der Elementengruppen: 2%
24
U=—n-2v
- 9.2 24
Ri‘ n, nSD
24 o
B o iyl
e i 1,5

Daraus folgt: n = 2. Es sind also 12 Gruppen zu je 2

Elementen hintereinander zu schalten.

b=g-=2f
a A
U = 2(a+b) 1—'——Z=O
a
a*b=A °
U=2(a+ ﬁ) a, = qu
Quadrat
=2(1-fz) by = VK

Durchmesser des Kegels D

"
[ N
Iy

Hohe des Kegels =3h

3 3 /
# & 4v 1

S. 143



15.

16.

17.
18.

19.

20.

- 78 =

Die Summanden miissen gleich, also jeder gleich der
halben gegebenen Zahl sein; die Summe der Quotienten

ist dann stets gleich 2,

Das gesachte Extremum wiirde sich fir den Durchmesser

d 29 und die GefdBhohe h = O ergeben. Da aber offen-
m
bar h 2 % sein muB, ergibt sich als Losung:
a_1 1/0
h = 5=7 ¢
t =4 %%
q = 0,68 mn°

=R 1’3— (R: Kugelradius)
Durchmesser des Kegels: d = R ﬁ

Hohe des Kegels: h

Durchmesser des Zylinders: d = v
ddhe des Zylinders: h = 4V

2. Einfijhrung in die Integralrechmmg

3.1,

Das unbestimmte Integral

1.

2.

c*x + C

x + C Das Integral eines konstanten Integranden c = 1
ist die Summe aus der Integrationsverédnderlichen

und der Integrationskonstanten.

a) 2x + C b) -3x + C c)-%+c
d)2x2+C e)-%3+c i‘)x+x2+c
g)%-ilxi-c h)x2-3x+c i)—2x2+x+c
k)-2§2+c 1)-x4+c m)x8+c

S. 144 bis 148

!p-o-‘l
n) e +C

A%
a);‘gi-c
d) 3 + C

6)%1;24+C
K) §2 + c

n)x+£i--x-;-+§;+

- 79 =

o)%.;-rc p)ig
b)!“;+c c)g-g
e) Tx +C )%
B) Yax +¢C )—%1-

x5

1)‘:-x+c m)

2
p)'ﬁ‘x—zzn‘;‘ x+C

© 2

q)7+x +x+C

"
s)-x-,c-x«fc

1
k) - c
™
m)%+%+c
0)535+2x-;+
1
3

s)%-x-y%d-c

ab ac
u) - = - -
* ox

312 + bx+4C

o)x+xz+x}+x4+c

- hz +X+C

+C

S. 148 bis 149
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a)bx2+c b) 2x +
a) y' =2x + 1; /f(x)dx=x75-+
b)y'=2x—-:7; /f(x)dx:%-
c)y'=5x2+2(a-c)x+b-ac;

/f(x)dx:izi-(a-c)a‘-;i'(b
d)y'=-27-1 +i3;

/f(x)dx --;:)—-5-9%1-5;4-

]
N
K Joo

X

e) y' = 8(2x + 3)7;

C

2
Ez-xq-c
1
;-10x+c

2
- ac)-’-‘-z»— bex + C

(]

/f(x) dx:ﬁsxf+24x“+72x3 + 108x° + 81x + C
£) y' = 4x° + 10x; /f(x)dx:’-‘;+53"z-50x+c
a)y:%—5x+c b)y=x5+:?+c
c)y:%-%+§-§-—x+c
d)y:%— "2+sx+c
e)y=§g-§;+1%§-§+,,§+c
f)y:%i-gz- x2+6x+C
a) 5 = cot + B b)s:é-tz-'-so

c) 8 =cet +§-t2 + 8y

d) s = cet = gctz + so(é.t2+ao)

S. 149

s 18

10, 8) V= ceb + Vs = %-tz + 8,
b)v:—c-t+v°;s=—§--t2+s°
c) v = §.t2 + Ve 8= f-t5 + 8,

3.2, Das bestimmte Integral

. 7 w1 oof 0§ of
g5 h) 23 1)1 k12 1) 280
n) % o) 221 p) 1;&

2. a)oa b)§§ e) & a) 0 o) 22
8) %

1. a)-2 ©b)18 c)?§ a)-2§ ) - 2}
-3 n %

2. a)6 )20 o) -20 a) -2 e)%
s)-2§ h)lgg i) 8 k) -10 1) 6

3 a) 250 Nm
b) 75 kpm

c) 041 Nm; 0,2 Nm; 0,3 Nm

S. 149 bis 164

£ 2
m) 195

£) 30
m) _%
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3,3. Flachenberechnung durch Integration 3,
1, Flacheninhalt, Volumen
2. von Polygonen
3, Grenziibergang ist erforderlich
4, Die Koordinaten (xo; yo) miissen die Gleichungen beider 4,

Kurven erfiillen, also (xo; yo) einsetzen an Stelle der

laufenden Koordinaten (x;y) und das entstehende Glei-

chungssystem nach X5 Yo aufldsen. 5
5. Vorzeichenumkehr

c b

6. } yix = J yix +j ydx. Gilt fiir beliebige Lage von c.

a a c
1. 1 Proportion

11133558 7% aes

2|1 :7 219 :37 : ...

311 215 :65 :175: ...

x|l (2k+‘l_1) § (3k+1=2k+1) . (4k+1= k+1) 5 here 6.
2. n Proportion

s b G
AT B ¢ e

33
-3 % :ﬁ:,mg:msg:...
4|8 oot ooty ol ¢ -

-'l__1 . 51:—1_2k-1 . Qk-1_5k-1 . 5k.-1 _l*k-’l .
s (2:3)FT 7 Geny=T T (4e5)T

-k

S. 164 bis 167
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&) M § b) 42 1%
e) 20 ;‘; £) 3 %
) 37 W g
n | 1 2 3 4
1 1 1 1 1
n i Zz 3 T
c b
a) J £(x)dx : Jf(x)dx
a c
b
b) / £(x)dx : J £(x)dx =
a an+bm
m+a
a+b b
c) j £(x)dx :] f(x)dx
a a+b
-2
1) a) 1: 9
2) b) 10 : 121
3) 1b) 27 :13
4) a) 9 : 16
5) b)) 5:27
6) b) 112:513
7 a) 1:2
8) b) 14 : 85

c)
c)
c)
c)
c)
c)
c)
c)

c) 36

g) 26 3

nY3-1

1
373

P N ¥ IR N S V)

+

/

a

a+ Ab

Q) 12+ By7
h) 5

m) 54

b
f(x)dx : If(x)dx

29
1723

atAb
+

S, 168



7.

10.

1.

12,

a)
b)
c)
d)
e)
£)

8)

h)

[+

= 6;

2753
=2?/§';

4

‘ﬁ?‘;;
=-Y9-37%;
Y9 - £ Y0753
1 +17°'f€

=3

a) y=£f(x)+c
b) |(b-a) - cl

c) 1) 21 2) 24
6) (x2-x,1)h
a) 1,858 o’

’I‘g’% 10 m3

¢q
€4

1

€1

€1
€1

¢4

3) 12

n

4) s4 5) 24

) 1,02 m’ 2 54,8 % c¢) 5,55

a)8 ;gme b) rund 1 567 o’
g :

a) [ bax b) [ 2 xax
] ]
z g

c)f%xd.x-r[(- g%z-x-rg—l_l%)dx
o z

-85 -

e)g(h-0)=g*h

2) 12 b) 48 e) ¢ 0§
&) § £) 16 g)-5—:2- ) 1
2103 v 18 e) §0° a4 3
e) 2% £) 8 g)4§
h) n gerade: § (2 =e?
n ungerade: m (B3] =
213
3
a) mn | 2 4 k
N
RIS R
®)
b) k

c) 1lim
n-»00

h h
e 2 22 2, 102
)T [rPax = TrPn )T S5 x"ax = ¢ [ r“h
l !n z

n(n+

S. 168 bis 179
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3.

4,

5.

8.

- 86 - -87 -

I'n-r,
c)'ﬁ'7 (—2.5—1& + r1)2d.x = %3 (r,l2 + ©4r, 4 r22) 9. a) 10 %’IT b) 41 %11" c) g;jﬁ
o
s V=387 v, =287
o [2-a)ax -4 T2 x=2T y=23
o ) 12 ;T £) 128 T
b h
O [P -P)ax T [ (o - ax 10. a)305,5T g b) t = 61,1 em = 7,8 cm
r-h o 7
11. rund 2807 g
c) Die zweite
z+h h 4. Analytische Geometrie
o [eP-Pra v [P 4.1, Punlct und Strecke
z o
c) Die zweite 2. A'(-435), B'(-131) und C'(-6;-4).
a) Vg = é-’Thz V= Enﬁ 3. A(0;0), B(4;0), ©(6;273), D(4;473),
E(0;473) und ¥(-2;273)
D)V 1 Vy =52

1. a) 5 1B)5; ¢)10; 4)10; e) 13;

)13 =~ 6,4; g) V58 =7,62;  h) V27,25 = 5,22;

a) n_ﬂ"_zﬂzv_q'g_i,n_l.u_zrkq_ i 222 4,023 4; 3 2 2,
v. | T’ Tn h/ Tn’ Tn IR i YRR = e v EIESR
x 3 5 7 9 ™ ZE+T n) a¥2; o) 2a® + 2bz; p) 3272
b) n ,;, ,fr ?rr 1"’_ 5', ; 2. a)5 b5 o) 6 a)10; ) V4,22 + 35,9%38,6
"l = 7 v e mr 0Y2BE = 7,6
<) lim znl:*r =0 &) Y(b-)2 + (a0) =7V2a2 + 212 - 4ab = (a-b) VZ
n-»c0 g
= ] n) 27m? + v?; 1) 2v 72,
&) zZ = ﬁ . h b) Z = 2 2.h
3. a)¥=53,13° v) ¥ = 53,13%
a)1:5
¢) = 180° a) P= 53,13°%

S. 179 bis 181 S, 181 bis 188
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=88 =

e) Y= 111,58° £) Y= 76,04°
g) ¢ =135° h) tan ¥ = - 2
1) ¢ =135° 10.
|8 L pje) | &) L e |
B 25 47Z[ 14 | 10/10=31,6 2b [(2a+2b)72
BC(Yi7d=aq,4 | 12 |13 | 557 = 30, a [2a +2p
K| 33 44515 | #025 =32 [fa“+4d=[2a + 2b 11,
a) Gleichschenkliges Dreieck;
b) allgemeines Dreieck; 1
¢) gleichschenkliges Dreieck;
d) gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck;
e) rechtwinkliges Dreieck; 2.
£) allgemeines Dreieck, 3,
IB=5K-=16
2 = 22 4 32 - 13,
E2=(‘l +gﬁ)2+(—g+ﬁ)2=15; ,
B2 = (<1 +8V52 + B + VD2 = 135 .
I - I = 0. '
B2 = (-3 +V32 + (11 4+ 3752 =
B2 - (-V32+ (12 =534+1=4und 6
2 1.2 1 2 1
= - = = 1.
B2 = %+ -3V32 =5+ % 7.

S. 188 bis 189
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A ABC ist rechtwinklig, da BOZ + 02 =1 + 4 = 5
gilt., Der rechte Winkel liegt bei C.

a) Parallelogramm;

b) gleichschenkliges Trapez;
¢) Quadrat;

d) Quedrat.

iB = 503 CD = Y503 = 65 = Y50
Die Strecken sind Diagonalen eines Rechtecks,
) | 4 |

| &) | b | e) |8 | &

= I8

I(u 4)|(3 :13, 5)| (2; 4)|(_2 5__1)|( _2)k3¢b4(3+c bid)

Mittelpunktskoordinaten: (5;%) baw. (3,5:4,5).

Koordinaten der Endpunkte: A'(-6;4), B'(6;6),
C*(8;-12) und P'(2x;2y); A"(3;-2), B"(-3;-3),
C"(~4;6) und P"(-x;-y).

Richtungswinkel: 146,3%; 45% 303,7°.

A1(531) 7\
8 xm =20t 2
Yo =-..b.,also (6,4;-2,4);

b) (12;-4,5).

,(5:3) und T,(43;7).

A'(4;3), B'(1,5;3,5) und C'(3,5;1,5).
iB = 126, BC =Y32 und iC = Y10.

S. 189 bis 191
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=8,5, B7C" =8 und ATCT =v2,5.
KE = 2K7B", BC = 2B'CY und IC = 2707,
P1(x,‘;y1), Pz(ngyz) und P5(15‘y3) seien die Eckpunkte

+ X, +
des Dreiecks, Py (x2—2—2; yiz—yz),
+ Xz Jqa + ¥ X + X Jqt7.
- . ok Y pry (g2, B2 T2

die Eckpunkte des zweiten Dreiecks.,
Es gilt dann: P1P22 = (x2 - x,1)2 + (y2 - y,')2 und

+ Xz = Xy = X Yo+ ¥5-9, -7
ma I 3 *q 2P & 22 52 Mk -
d,h, F.‘P 2?1'P2. Analoge Uberlegungen gelten fiir

die entsprechenden anderen Seiten.
Elementargeometrisch erfolgt der Nachweis mit Hilfe
der Strahlensitze.

Sy (#,5:4,5), 5,(1,5:4) und S,(#;1,5) sind die Mittel-
punkte der Seiten des Dreiecks,
S, = 5 =V5,5° + 3,5% = 3,53}

Sb—QE—VSSz 22 34,25 = 5,85;
8, = Bp =¥2? =V3%,25 = 5,85.

a) (3; 2 %)
b) ;29

S. 191
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1;

PPy PPz PyP3 A (Fldacheneinheiten = FE)
& 5 |WEase [V ~5,1 (|32 § 511.(-3)]- 8,5
b) 8 6 10 l2-(6)-2-(-6)-2-(o)|= o
c) 10 (/827,62 Yigk~13,9 '? 5.1, a!
) Veh| [Cxzmp)%) Va3 [Cxp75 - x57,) - z’

+(y3-y2)ﬁ

2. a=|%8 . 1 4 882 . 54 247 . 2|-|5413,5+10)= 28,5(in FE)
3. Py, P, und P3 liegen auf einer Geraden, wenn

2.

3.

21 (32=73) + %5(33-¥4) + x3(34-7,)

a) 3 +y + 1,5 =
e)y-x=0
e) X =2y + 3 =

Schnittpunkt mit der

= 0 gilt,

4.3, Zwei Geraden

b) 5x -2y - 7 =
d) x +y +17 =
£) =3x - 4y + 17 =

y-Achse | x-Achse m Steigungswinkel Y
a) | +3 -2 2 63,4°
b) - % + % 1 45°
1
c) +5 +15 -3 161,6°
a) b - E a tan p = s

S. 192 bis 199
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& & 8. Gleichung Abschnitte auf den| Achsenabschnitts-
8) 3 =i ¥ 9 Achsen gleichung
P)x=-y+3=0 a b
) 3x-3-3=0 a)|y-x-1=0[-1 1| +y=1
) 3x-y-4=0 b) | 3y = 4x 0 0
e)3x-y+5=0 )|y+x-5=0]| 5 5 §+§=1
a)2x-y-2=0 Ol ey +x+1=0 -3 | &G Zr=n
P)x-y+1=0 =
¢)x-2y+5=0 e) y-5x—1=0-% 1 —fa|-+y=1
d)x+2y-1M=0 Ea
; )| y=x o] 0
Schnittpunkt mit der
x-Ach.st:p y-Achse 2 e)y+x-a=0| a &§+§=1
a) 2 3,2 - 1,6
b) 2 22 13 1
) = g 9. a) y=5x-4; y=-4x+ 5; Y= +5
)| 43 3,7 -% b) 25,35%  52,13°%; 102,52°
d) TZE 745 - 1,4 10. bx + ay = ab; bx - ay = - ab; =bx - ay = ab;
. ~bx = =8b
| 5 - 32 £V70 T =
GroBe der Seiten des Rhombus: Ya“ + b
4
a) y'=3e Yy=-3 oy M. a)3x+2y=6 b) 2% - 3y = 6
; 2.
d)y:%x e)y:-yz f)y=-x c) 6x - 5y = 30 dx+y=a
g)y=x h)y=—§x e) =X +y=a

12, Achsena‘bscﬁnitte:
a) 3und 4; D) 2 und -3; ¢) 1 und 2;
@) 3und <15 e) Fund 2;  £) 1und 1
g) 1 und =13 h)%und%.

13. m=-§

S. 200 S, 200



14,

15.

16.

17.

18.

19. ,

20.

21,

22,

- 94 -

a) vgl. Losungen der 2, Aufgabe
b) vgl. Losungen der 7. Aufgabe (Umformen)

a) e + Ly =1 ) +-’§=1
- I =B . o

a) (3;4) b) (-2;4) c) (2;3)

11 6.6
d) (= =33 - 3 £) Geraden lauf
) (- = g) e) (ziz) ) pg:ﬁ:l aufen
g) (1;1) h) Geraden laufen parallel

13 (3ad Rlsmuly
L Fi- 2@ -9, cGi-
1 2

Vs, = - 37r X+ 37 2 616

1 = X -
y82=-%x+29 ySB %9' 19
S ( =1,2; = -0,6)
a) A(4;10), B(2;2) und C(12;4)
b) A(2;1), B(~4;=1) und C(3;-2)
a) 2x - 3y -1 =
b) 5x - 6y - 8 =
c) 4x + 3y + 2 =
d)2x-y -3 )
e)Ax + By + a(B - 4) =0

o O O o

x+2y-8=0

n
o

X+2y -5
S(-g;%)
y=8x

S. 201 bis 202

23,

24,

25,

Abstand

372

N
12

1

B9
A(-13=3), B(2;-1) und C(3;3)
a)AB z 2x- 3y -7 =0
BC z4x - y-9=0
AC=3x-2y-3=0
b) 1B = V13 = 3,606
BC = V17 = 4,12
KC =952 = 7,21

h, =

=3x+2y-15=0

e) Schnittpunkt der Mittelsenkrechten: M (-2,3;2,2);
Radius des Umkreises: 5,36,

£) A(9;0), B(-5;0) und C(0;12):

S, 202



27.

28.
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a) AB=zy=0
AC =z 12x + 9y - 108 = O
BC=z12x - 5y + 60 = 0

b) KB = 14
K =15
BC = 13
c) Mittelpunkt m | Gleichung der Mittelsenk-
rechten
EB | (2:0) Q[ x=2
i | (4,5:6) 2| ex-8y+21=0
B | (-2,5:6) | 48 | 10x + 245 - 119 = 0

d)h.b53x-4y+15=0
ha55x+12y-45=0
h,=2x=0

[
e) Schnittpunkt der Mittelsenkrechten: M (2;4g);
Redius des Umkreises: g 4225 = 8,125.

5 (3;-1);
3x+2y-7=0

a) my o=m = ?; Geraden laufen parallel
b) Geraden schneiden sich im Punkt S (;‘7;- ’I'g)

¢) Geraden schneiden sich im Punkt S (T;;;}-Z)

5. 202
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4,4, Anwendungsaufgaben

1.

2.

6.

8.

Die positive x-Achse stimmt mit der Nordrichtung, die
positive y-Achse mit der Ostrichtung iiberein. In der
Geoddsie sind x- und y-Achse vertauscht.
Richtung |Winkel mit Nord-|Abstand vom Nullpunkt
Siid-Richtung (runde Zahlen)
a) Nord-Ost N 56,8° © 3,93 km
b) Nord-Ost N 76,9° o0 2,36 km
¢) Nord-Ost N 27,6° © 5,08 lm
P, liegt ndrdlicher, P, éstlicher.
PP, = 3,02 km
Winkel: =~ 116,5°
P2 (32 = 2344 m; Yo = 2949 m)
a) A = 2133,50 n°
b) U ~ 196,7 m
a) 1 = 389,6 m
b) A =2142,8 n?
e = 8,61 kn
Richtung: N 12,8° 0 (runder Wert)
e =19,1 km
Richtung: N 4,8° 0 (runder Wert)
e 3,1 kn
Richtung: N 29° 0  (runder Wert)
Zielrichtung: N 20,19° O (runder Wert)

10,

e~ 13,63 km
S. 202
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1. x = 14,27 km ¥ = 4,37 km 5.2. Addition und Subtraktion von Vektoren
1) a) b) c)
2. Vektorrechnu:_ls ’,6‘ | 1 1 1z
5.1. Vektoren 7 0° 270° 135°
1. a)2 45°  b) 2v5; 153,44°
YZ; 45 ) 2v/3; 153, 3 " - .
2. a) Pyt (5,53 6,598) I/d’l 6,8 3,5 3
b) Py! (=7,214; -0,83) ¥ 12,8° 192,5° 0°
c) P3' (6,1782; -7,979)
3 M*-/é + L = N
3. a) b) c) d)
eel- -5 4,923 5 Vio" B 2) 0 =
¥ | 53,12° 114° 306,88° 198,43° 1£1 5 91 3
14 233,1° 319,7° 210°
4, a) b) c) d)
2,5712 4,33 - 6,0 2,475 5. Die Summe ist der Nullvektor.
¥ 3,064 2,5 1,6 2,475 X(em =+t , X, b)=p+x,
X(h,e)=Y+p
5. ) P(-1,54;4,23) c) P'(-4,4;-0,8), P"(1,5;-4,2)
6. Abbildung 7
6. a) b) c) d)
[45] 3 7 2_ 2_{-5 T Nullvektor
4 0° 180° 180° 0° 8. Abbildung 8
7. x=-1573=0,0 9. P4y + PoPy + PsPoi ByPy + PoPg + BePos
8. a) b) ) P,P, + PyPy + P5Poi PoPy + PPy + PgPo;
I B 4,3 P4P5 + PgPg + PgPyi P4Pg + PsPg + PgPy
¥ 1800 0° 55° 10. [ & b) ) a)
I 2 2v7 7,155 9,1
P 0° 330° 114,9° 180°

S. 202 bis 209

S. 214 bis 215
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U

M
u o
¢ 26
A“E ppb, 9 Abb. 10
AXy
1 1 b i
12, v=75ms", vg =1,2ms" t, o, (]
3. vg=05ms il
2
4. 1 785 kp; 33,4°, 19,6° (3 i
2
15. b = 6,6 em s‘2; o,
Abb, 11
16. 71 kp
5.3, Multiplikation mit skalaren Faktoren
2. | _a) b) c) d)
lb‘ 15 6 g 1
¥ | e0° 120° 450 240°
3, a) Abbildung 9 b) Abbildung 10
4. Z. B. Ay = My - Mg - My oder My + Ay + A - by
=f

5. Abbildung 11. Z. B, M1+a¢'2-,0c5_c1 =,
by + byr -y - A g p,
By v bys by - Aym Mg s by - &5 Ay oy,

S, 216

6.

Behauptung:

Beweis:

b) Abbildung 13

Voraussetzung: BMa =M a = %

Behauptung:

Beweis:

#

1&
=3

) S

ey b=
Yy Sy
2+ M +/0 = A
M £ =

o= % C

Y

-

S.

221
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¢) Abbildung 14

Voraussetzungs: W: =.l:§ = %M,, m =W = %lr,
E]Tc)= cf =.:'Z't' W:=m='}4’
Behauptung: M= - ’ = -f
Beweis: ) 3ar 344 =
Y i MDA
%(ﬂ-h"d-/cvl}) —/Ib-’?=/¢/
M=
M, 7
# = —7
4
A M, ap @ 3+ 3o f =0
. 1 1
£ Abb, 14 2"*2‘7"4 iy

; (R 229 8) -%—/:I

NS

B
Abb, 15

7. Satz: Die Parallele zu einer Dreiecksseite, die halb so
grof wie diese ist, halbiert die beiden anderen Drei-
ecksseiten (Abb. 15).
Voraussetzung: 'ﬁ = %
Behauptung: D = %

S. 221

8.
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Beweis: ﬁ’:m}.ﬁ:na
ml+%c’+ n b =4
b=-t-c
(0 -ma+ (3-n)c=0
Da 4 und 4 nicht parallel sind, ist n - m = O und
%-m:O. Daraus folgtm'=n=g-.

D M c D < C
4 e Y 4
E F
A u B A «“B
Abb. 16 Abb. 17

a) Anwendung des Strahlensatzes (Strahlenpunkt: der
Schni ttpunkt)
b) Abbildung 16
Voraussetzung: o g %»dt-
Behauptung: 2 = %41/
Beweis: B-Asx, E:/l
M+ ?\’”« —/“4 =
Q=) -3a-0-2)n =4
2U1-mAd-201-A)m =ph-2n

A:/c:%

S. 221
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9.  Abbildung 17 @A+ vk - wlh+ ) = o
Voraussetzung: Ll oy ¥ - %:& ’ B - %/" Ad- /ut =/:4_ te
Behauptung: ﬁ:%(ﬁd' £) As/M-:t
Beweis: oL+ b_xc .-,1’ = g 451: ‘1=}:/c

2 o+ %/‘" B - %ﬂ':’r b) Voraussetzung: ;51 A= LAY
Mrp-2TB =4 Behauptung: Lk, &4 = Ak
7 = %(A,-r £) Beweis: b, A4, oy = Ab

<

S8

v eg- g =g
,6+ £ - m =N

“
B Abs £y - Am opr
ACh -m) + £ =4
A+ €, =4
Abb. 18
& =Ae
10, Abbildung 18 M. 4= kg AL + k2,6 ky = 05 & 15 % 2;
a) Voraussetzung: £y =t ky = 05 £ 15 % 2
Behauptung: 1) ,61 b= My oz o
(2) /{tl H 51 = /{f:/t’ 5.4, Komponenten von Vektoren

Beweis: b b, = g I Y N N T

+A4 - = il a il il
'ﬁ“/; L6+ A » -3 36 36 -34

tA-p =

lr £ A, M 34 LB, LA
(1)/\},{17(”_/5)_/“:, 2 2 ﬁ‘ 2 2‘9; g% 2% 2%

Al’;/‘p"::" = v |4, 6, A A x, Az Ay

=/1.= .
,4‘1:/"= M-,]:M “ M M, Ay ] A VA o
B2 | My —pey sy My gy A A
S. 221

S. 221 bis 229



- 106 -
A4 Mo A Ay, A's Ag
N,
1 2 my "y -mq - 2my -My "

2 IS EE T O S R P

i A 5 6 £ &
Mgl ~ g —~ By~ N 24 M
A A L - U SR N

. ) m=8V3% +§7 b) /l=24;+21/§'f

)L =-3Y24 + 3-{2"7'
ON=-3,344 124

| a) b) Q) . &
x 34 -24 2,84 -1,54
?y 2? 67 - 4,14 - 3,57

.a)M(v’ﬂ?;sé.f) 0) A (153333,4°) o) £ (¥433213,7°)

.a)?=34:+2?i-2/‘e b)$=-21’«+6?'-f

¢) p- 4,54 - 5,27' + 0,84

. Die Endpunkte der Vektoren liegen auf dem Umfang des

Quadrates mit den Ecken (5;0), (0;5), (-5;0), (0;=5).
Es ist lal + \bl = 5,

S. 229

10.

1.

12,

13.

14,

15.

- 107 -
v |6 b Ay A K A by A
Ay 24 # 24 -4 -4 24 p -24
4y ? 24 » 2},’ -21«' o -2 -7
b Ao B B 615 b Ais B
| 21 ’ 24 A 2z
I A

¢) Die erzeugenden Vektoren sind mit g bzw, % zZu

Al 2i # 21 < 1

vervielfachen.
a)/a‘=44$+67' B M = - b4+ 0,5,
¢) A%:-},s«;-s?' a) My = 74 —47’ + A
[ & B o W -4y )y My, Ky M

W 5 v3 35 43 3 95 45 o 0
Yhso®  0° 90° 1 0 0o o 0 -3,5 3,5

a) 51 + 5¢ BY 1,74 ~ 524 ) 0,44 + 124
a) -j b) 2,94 + 4,93’

a) P,'(1,3:4,5), ng- = 1,34 + 4,54

b) Bp'(=3,73-2,1), Pp' = -3,74 - 2,14

a) Abbildung 19. 4 =54 + 5§ +5R

b) Abbildung 20, A, = 1,54 + 2,64 + 0,74

¢) Abbildung 21. 6‘5 = 1,24 - 1,47' - 2,6 K

S. 230
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v Ay =254 - 7,85 + 2,5 =
) Ay = - 524 4184 - 7,0

17. M= 4,4 #°, #°(1;301,0°) oder ,@° =0,514 - 0,867'

18. M= 50° 4°(1;53,1°) oder 4P = ;4 + ‘,;t?

S. 230

19.

20.

21,

22,

23,

24,

25.

26.

27.

- 109 -
2 Ipal = Al & = 57,7°, & = 36,7°,
A3 = 7,5% P4(2:3:1)
b) l?al ='/é§'3 ‘1 = 56D1°l ‘% = 138,00»
& = 111,8% Py(3;-4;-2)
c) 'fBl = 5921 o = 124,5°, &, = 115,1°,
0. i_3s
‘3 = 45 ’ P3(-4.-5.5)
- 44+ 207' + 4
a) g, = (13;21;-22) b) ?2 = (5;1131)
) ?3 = (4}:43:})
A =95 cos ofy =g, cos oC2=§, cos e%:%

Betridge der Komponenten: 3,7; 2,6,

a) Komponenten: - 44 + 81' +24&, 154 - 37' + 94 .
Bs ist Dy + 3h-2m=p.

b) DaB sich keine Zahlen u, v, w verschieden von Null
finden lassen, so daB u D, + VA4 + wh = ist,
bedeutet, daB die Vektoren fz' M, A4 nicht

in einer Ebene liegen.

unda mégen die Anfangs- bzw. Endpunkte von A%
und A verbinden. Es ist.d -w? “Aip = V. g und
£-Fy-m- 3 =4 . Daraus folgs 4= 3 (o,
Das Ergebnis ist von ? und A¥unabh§ngis.
94,6 kp; 209,7 kp

Je 5 kp.
S. 231
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28, Gleichgewichtsbedingung: 0L+oﬁ+ oL }1 =P

—
B,P

= (~4;-2;-8), PyPy = (10;-2;-8),

P4P3 = (=4;4;-8), P“P5 = (4;10;-8)

|P4P:| = 2421} |P4P2’|

2482} | B4P5 | = 496}

-_—
| 4P 1= 675"
Richtungskosinus:
Ty O T 4
2 oy Ve
B 5 __1 __4
Vaz''  VaZ ' A2
L il 1 __2
<L w ' 1% e
'62, 2. 5 "_ 4
35 395 375

A

2175

B 7 442 .
= H
2175

S
375

XL ist Zugkraft, ag und o sind Druckkrifte.

29. 34,2°; 52,2°

30. p=-2oo?,»8'=-4004; , Q= 4004 - 200 4
Tragarm: 400 kp Druck, Zugstange: 200 ﬁkp Zug

5.5. Anwendung von Vektoren in der analytischen Geometrie

der Ebene und des Raumes

a) 10 ) ¥29

1. a)25 b)13 ¢)5
2. &) ¥, =557+ 459

M (5,5;4,5)

S. 231 bis 240
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®) H=Fi+3g o M GHn

e) 4, = -2,54 -73 M (-2,5;-1)

D gy =74+ 6) + R u (el
a) 1%:%{1-22{,'1‘(2?;3?)

b) 46’3
a) %:1&534}1-1}4«4-%2&
b)’f5=54',+178?'+41¢

64 + 57' , T (655)

a) 50 b) 47 &

c) A=vs (s - a)(s - b)(s - ¢, 2s=a+b+c
8=m,b='r§—9,c=ﬁ

N

a) ‘es=%4; +§1« S(%“;g)

) 4 =134 +2f s Gi2)

Q) 4 =Bisrjk

b) 4 = §¢+§{+m

a) Y= K+ s

RETEE SRR NREE RN

= 4+ s 2y = x, +xg, Y1 =T+ T4

z1=z°+z1'

S. 240



10.
1.
12,

13.

14,

15.

16.

17.

18.

- 12 -

C= (x4 + ta )il + (374 +tay)7' + (zq + ta,) A
a)y=-x P)y=x e)y=-15x-21
1:3:-2(t+1)4;+tf‘

T8t v 5 )44 Ut

AB: = (6q + 207 + (3-8 ty)f

BO: g= (5%, +3)4 + (124, - 5) 4
CA: #=(8 -6 t5)4; + (7 -4 t5)7'

o =94 =25 . Mz =T3i+ 37,
__860, . 116 -
Y1 = -1t * 197
" 40,128 60.116
P12 (9-"2)v Pz; (13'._13)- P}»‘ (- Tg: )
t]-3 -2 -1 1 2 3 4 5
x |-1 0 1 3 4 5 6 7
y|f-7? -5 -3 -1 1 3 5 7 9
z |-5 =2 4 7 10 13 16 19

a) €= (3t+4)4;+(3-t)?'
x=3t+4,y=3-1%
b) x-Achse: t = 3, y-Achse: t =-§

c)x+3y=13

a)e=(3-1t1¢ +(t+2)?ﬁ-(t+1)&

Ve =0G-t1, ZyF(t+2)7' ’
/Ez=-(t+1)#
e)x=3-t, y=t+2,2z==(t+1)

a) pr (4;1), P" (55=4), P"' (5;1)
S. 240 bis 241
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e) xy-Ebene: €= (4 - t1) 4 + (b, + 1)7.
yz-Ebene: 4= (5 + tz);' - (6 + R
zx-Ebene: €= (5 - t3)4 + (1 - t3)g

f) Abbildung 22

g)x+y =

S5, y+z=1,x-2=4

Die Gleichungen stellen die Projektionen der Geraden

auf die Koordinatenebenen dar, Man braucht zwei von

diesen Gleichungen, um die Gerade im Raum darzustellen.

z

- y
- \\
[N \\
gl
N p
Abb, 22 \

9. a)¥=((R-r+38)4+(3+2r- s)?' + (7+3r+28)

b) x =2 -

c) 84t X

y

85t ¥ =

]

r+38,y=3+2r -5, 2=7+3r + 28

4
_15._11-1:1 7x+ My -12=0
B+t
745t 11y - 52 -12 =0
13+ 11 %,

S. 241
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53:x=’l‘l+5‘l:5 7x - 52 -12 =0
2=15+7 %
a) M1 = (113-7;0) baw, B,y = (=11;7;0)
& = (055;11) bzw. B, = (05-5;-11)
bz = (5:0;7)  bzw. Ay = (-5;01-7)

e) Abbildung 23

a) = (1 - )4 +(r+s)1§_-54c

b) €= (3r + 5 s8)4 -(1‘+4s)7' +(2r+3s8)%

c) = (4 -6r -2s)2 + (5 - 8r - ‘lOs)f' + (6 = 7r47s) %

mn

S. 241
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5.6. Skalarprodukt

%s a)
2. b)
5. a)

b)

6V2 + 13 b) 6 c) 0 a) - 1,28

b

)\:%ccs'f, /1=acos]"'; A:/b:az:b

Der Wert ist proportional a. Proportionalitédtsfak-

2

tor ist b . cos ( ¥, = ¥q).

Die Zuordnung ist eine Funktion von ¢,, die aus
der Kosinusfunktion durch Verschiebung um (pa
parallel zur (p-Achse in der positiven Richtung
und Streckung senkrecht zur (P -Achse auf das
a.b-fache hervorgeht.
Zahlenfdlle:
a) b = g- a
b) 1. M. b =5 . cos ¥, Abbildung 24

2. M. =3 . cos ( y, - 45°) Abbildung 25

o
+2:
+1 /
a
180°

180° 360°

360°
y]_’ -1 y’——s
-2
-3
Abb, 24 Abb, 25

5. 253
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9.

10.
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1. M)=v. cos)‘":vx, 7.4\9:\! " s:ma‘:vy
Ist )" der Winkel zwischen beiden Vektoren, so lautet
die Bedingung: 90° < ¥~ £ 180°.

(. .4) .6 =Tt ist ein Vektor, 4. (A .4 )=
= o M ein anderer Vektor, in keinem Falle ein Ska-

lar,

a) 18 b) 10

v oo b

¢) =21 4d) - 19,62

Das Quadrat aus dem Betrag des Summenvektors 4t iy

ist gleich der Summe der Quadrate aus den Betrigen von

A und A und dem doppelten Rechteck aus den Betrdgen

der Projektion von A aur A und des Vektors At .

4

a) 26,57°

b) 0° ¢) 180° 4a) e0°
Abbildungen 26 bis 29

1.

a) cos L&

b) cos 062

c) cos 'f3

- 117 -

z

s I
!
[}
[}
|
[}
X

27 Abb, 28

ZA

Abb. 29

é, cos ﬁ,] = %, cos 3"1 =0
2 .
ﬁ,,cos ﬂ2=V2_—%,cos TZ_‘\E@'

% 2, cos /35 =%1/5', cos T; =1g}f2_'

S. 253
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13.

14,

15.
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Die Projektionen von A‘,-/‘, oA auf 4 sind
A Ny ;
M'xg;o'm _3-(24.4-27 +R ),

v

‘v=§(211+27; + &), (/ﬂ-+})v

2(24 + 2##4@

ms (Dt b)) . (m-f)=n2 - 42
Behauptung.

0 folgt die

M, -/ und ,4" seien die Vektoren vom Kreismittel-
punkt nach den Endpunkten des Durchmessers und dem
Scheitel. Aus (A + &) . (M- Ay M2 _ 42 _o
folgt die Behauptung.

(1) Satz des Pythagoras 16.
Voraussetzung: o b =0
Behauptung: a2 + b2 £ <:2
Beweis: M+ A ==L
o+ L)a =% °
,ﬂ_2+2,ﬂ_./{*+ﬂz=,€2 o
ol b2 2
a® +v° = ¢?
(2) Kathetensatz
fus - b=m+e und 42 = P M2 folgt
-24%-28.c.
Da - ? der Projektionsvektor von £ auf £ ist, gilt
ML = —?. £ . Also wird
18.

a2=?-/€- a2=P¢-

S. 253 bis 254
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(3) Hohensatz

Voraussetzungen: aa + ,6»2 = A:a, A::d»p +/g(_,
f . ? =0, / =0

Behauptung: h2 =pq

Beweis:

aus @2+ B2 = g2 wd €= + 4
folgt mit '°L='i'f und

A-f-

a) Es ist ¢= a+Ad, N=m-b . Mithin wird
2 2 2 2 _ 2 2
f2ra%=2m"+2 4°=2(m°+ b,
24 gl =2 (a2 =19

b) ¢2_?2

Sind ?1=4',+7. + A4, ?2=/1:+1'-,Q die Vek-

toren zweier Raumdiagonalen, so wird

2

4.4, 2 -2 =tad

cos ( 4, 9.1) =#=%1’?‘, x4, %‘)': 54,740,
4(7 ’ ?1) = 5“’174‘00 4( 4y /?1) = 54»740-

Die Winkel zwischen den Kanten und den Raumdiagonalen
sind 54,74°, Ferner ist cos ( 71, ,?2) = 1—"%ﬂ = %,
X ( Has 4}2) = 70,53°. Die Raumdiagonalen bilden
miteinander Winkel von 70,550.
Die Ortsvektoren der Punkte P,‘, Py, P;, P, seien
‘81) ,%2’ ezl /gq,‘

S. 254
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Die Kantenvektoren sind
=0, ¥a=54+2%, /4:24%5/' )
YU=34+3f +6R&, /f3-4f2=—34’f
Y- Gon=24+ER; ¥, - %, =2%

a) Werden die Kanten mit a4, a5, 283, 84 85,

b) cos ( 4, 4e3)=ﬂ_§9ﬂ=
¥(aq, 8y) = 26,40% X (a5, 85) = ¥ (a5,80)=57,95%

a) s (3;2;2)

e)

zeichnet, so ist
a =52=129, 33=3ﬁ, a4=3'f§‘, ag =

¥ (aqray) =
¥ (ayg) =
¥ (agraq) =
g;(a.e,as) =
c) Mgy (2;1;0). Mgz ('1;3;0). Mgy (é;%;i)
Uy (Bi§i0), sy (B3433), Myp (4:%33)

M12M34 =

¥ A0y, 45) = 60° X My, A5) =X( Mg, 41)=99,88°.

4 (84,8.2) =
4 (35.34)
4 (8.2,85) =

38,70°% ¥(ag,a5) = ¥(azag) = 45,47%

20
2’9‘1

66,80°%;
70,65°%;
76,58%;

5/;:

-7'- 64.
asbe-
ag = 16T

—
M1 E:I3M24, =M o lll,mlul23 = M3 seien die
Vektoren der Verbindungsstrecken. Es ist
My =37 +3R, M9y =34 +3%,
m3=21ﬁ+2?'-34¢.
Die Léngen sind v4 = Vp = 392, vy =¥17.
Perner ist cos ( #4,, 4})2) = T_s? = %,

S. 254
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¥ sei der Ortsvektor, 4, der Ortsvektor des Mittel-
punktes. Da M - 4 der Vektor der Strecke ist, lautet
die Bedingung (M -4 ) . ( ¢- €. =0 oder

(m-4). @e-(a+b)-=o.
Seien M, ,&, c,/& die Seitenvektoren mit
M+/$+/C+A9= A . Es ist
M2 4 ,62+;2+A92+(a+/#)2+(}+,t)2=

2 2
=4 [(g-'»fﬁ-ﬁg) +(£+,ﬁ+§) +(4—*?+-'£) -vﬂ--ii-f-)%
2 2 2 2 2

P 2L e h? | (et . ]

=t +
R=BP s bsbtr 2L o0 cnpteind+ . 8
42 o (i) b, (bet) - @xh) (Bre)

= 4. (h+}+/f) + %—5 +,01.-(0+}+A9) ® Ar’&

+A. [491— (a+b) + (ﬁwc)] = ML‘,.__QLC_) -

= -A.A%»-&i'—c-m.t-r—’ééé— +M../€-&é—‘-é;
mot At
== ==

4.8 s b po_b.oe
o il eal b sl

=-—£—.(,0L+5+,C+A9’)=0

a) 6kpm b)39Y3kpm c) 13,461 kp m
d) 2525 p cm

W=-135kpm

Ortsvektoren der Punkte A und C in bezug auf B:
M= 23504 + 630 & , £ = 2250 4 + 530 R ;

- 830 _530. _ o
oos (M 4 £ ) = S0mmESs X( M, g) = 86,6

S. 254 bis 255
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a) sxh (B x o) Vektor der Lange 2%}/5" senk—
recht auf Zeichenebene, weist nach oben (unten).
v) mx4d ( b XM ) Vektor der Linge 14,7, senk-
recht auf Zeichenebene, weist nach oben (unten).
) mxb -k, bxmr=x
Q) Axb=-226k,bxm =26k

1.

Anwendung des Skalarprodukts in der analytischen

Geometrie

Sy

a) Allgemeine Gleichung: (44 + 3’) . (-3 4= 67') =

4x+3y-30=0

Hessesche Normalform: (244 g/)-('?- 34 - 6/’) =

4 x + -0=o

as

RRLE 22 1)

c)1=
EOR )
a)(_ﬁ?4«+ﬁ?1).
§x+21-2§=o
73

(€-34-74) =

RS £ 54 - 97‘) =0,

S. 255 bis 259
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A = &£y im0, DT =0
a)(_é,4¢+ f)-(f 54)-0- fé-' 0
W (Ed - g (- 2170 -

x—1-2r=0

b £
¢) (W¢+-L7).(‘e-34)
2x + =6 _p
V13

x cos 123,14° + y sin 123,14° - 2 = 0,
x cos 20,46° - y sin 20,46° - 2 =

It
o

a) x cos 130,22° + y sin 130,22°
x cos 17,58° - y sin 17,58°

1 1
RN
n I

b

~

x cos 17,58° + y sin 17,58°
x cos 229,78° + y sin 229,78°

1=

1=

a) M,

+ & fir beliebige t,, tp ($ 0).

b) t, My + Ty My =

4s M, nicht gleichgerichtet, d.h. t, Mo+ by

C) by Mgty o= py ( Ey- 4) . m=0.

a)s1:€x+ y-aﬁ':O
853 2y-a1r5—'=0
S;;ﬁx— y+a‘}’3-'=0
s4=1r3}+ y+al3=0
85t 2y+a13=0
56:1’§'x- y-av¥3 =0

S. 259
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b) 54t 0,8090 x + 0,5878 7 - @ = O .-
85t 0,3090 x - 0,9511 y + § =0 3. a) (34 + 2?’ +BR) . (P-4~ 27'- 34) =0
S3: x +¢ =0 §x+2y+€z—(*7+3'{_31)=°
Sy% 0,3090 x + 0,9511 y + @ =0 ;4.4 ot
Az B A= 2 H= =0
O BRI g B ($4+ z¢+ TR (¥-4 7~ 3%
5x+2y+ﬁz—(7+3m=o
c) 842 0,9239 x + 0,3827 y - 0,9239 r = O * .1 ; 1
851 0,320 % + 0,9239 3 - 0,929 £ = 0 b) {=xg (143 DA+ g (7+5ﬁ)7 + g (47T &
85% 0,3827 x - 0,9239 y + 0,9239 r = 0 ) 3 (74373
: 0,9239 x - 2 0,92 =0
Sgp QuSedaE = GEINChE ¥ 0,0500 2 O F (743735 § 7+ 35 13 9+ 77D)
85t 0,9239 x + 0,3827 y + 0,9239 r = 0
4, xX+2y+2z=-13=0
sg: 0,3827 x + 0,9239 y + 0,9239 r = 0
Syt 0,3827 x - 0,9239 ¥ - 0,9239 £ = O R B dbyy g IO SlSCRERRtONIAY; B Bs 0. M
8g: 0,9239 x - 0,3827 y - 0,9239 T = 0 £ g A Wiy ewal

M. xcos Y +ysing - (1 +q) =0 b) My =t g

Xxcosp +ysingp -(1L-q)=0 ) M=t m, M. ( £ -4, =0
12, a)d=4v2-1 b) d = - 3VT 6. a=-8VE
13, d=1 7. Richtung: - 34 + %7‘ +54

14. a) h, = %772, =_2.B_' n =28 Linge: 4
S iake es e Fuspunkts F (- 133 §5 - 3)
18
=

e B Clow), 7, G- 5P 9. Mm-b-t(o-1)
0. a) ‘es=1g,£+7i L
) g = §4 +§f 4k

S, 2
= S. 263 bis 264
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15.
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17,

5.
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t=-2 +7’+€+%f5"t (4 +5 -®&)
w = 9°
cos o, =§, cos o(2=§, cos cC;:%
Der Punkt x = 2, ¥ = 1 hat von allen drei Geraden den
Abstand g-. “r ist Mittelpunkt eines Ankreises fiir das
aus den drei Geraden gebildete Dreieck.

24 +7' -4R

M = (5; 05 =7)

A= (14; -85 2)

a) 42-=25 x2+35° =25

B) (#-54)% =49, (x - 5)% + 3% = 49

) (- 124 + 57‘)2 =169, (x - 12)2 + (y + 5)2 = 169
a) x-22 4+ (3+3)2=0;M(2; -3), 2=0
b) Der Gleichung entspricht keine geometrische Figur.
) (x-32+(y-8)2 =8; M3 4), r=2
a) f2=36,12+y2+22=56
B) (€-37-30)° =68, 2" + (7-3)° + (z-3)° = &
c) (- 24+ 37'+ 54) = 81,
(1:—2)2 +_(y+3)2‘+ (z +5)2=81
A)H(-g; 0; —%). 1‘=§ﬁ
M1 18, r=3
DUz D, =073
A U(=15 8 D, r=3713

S, 264 bis 266






