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Hallo,

liebe Mathe-Fans!

Das Heft 4 hat Euch von seinem AuBeren
her sicher nicht gefallen. Auch wir sind
unzufrieden, daB uns die Probleme des
Verlagswechsels zu dieser Notlosung
zwangen.

Dieses Heft findet Ihr, hoffen wir doch,
wesentlich ansprechender gestaltet.

Nun ist nichts so gut, daB man es nicht
verbessern konnte.

formationen und Leseproben aus Lite-
ratur fiir Liebhaber der Mathematik.
Eine gute Zeitschrift fiir Leser kann
aber nur entstehen, wenn Leser und
Redaktion eng zusammenarbeiten.
Deshalb solltet Thr uns schreiben, was
Thr von “alpha” erwartet, was Euch
nicht gefillt und welche Themen Euch
besonders interessieren.

Wir sind gespannt auf Eure Meinun-
gen!
Gabriele Liebau

Wir wollen in Zukunft versu-
chen, auch inhaltlich Einiges
zu verindern, “alpha™ infor-

Ubrigens

mativer und abwechslungs-
reicher zu gestalten. Dazu ge-
héren zum Beispiel kiirzere,
mit mehr Bildmaterial aufge-
lockerte Beitrige, aktuelle In-

Alphons weist
Euchauf Artikel
mit geringerem
Schwierigkeits-
grad hin.

Alphonsvignetten: Lothar Otto (Leipzig)

alpha wird herausgegeben vom Friedrich Verlag
in Velber in Zusammenarbeit mit Klett

Redaktion:

Dr. Gabriele Liebau, Tel. (Leipzig) 58 18 54.
PSF 129. Leipzig. 0-7010
Redaktionskollegium:

SiR F. Amet (Kleingeschaidt). Prof. Dr. G, Cle-
mens (Leipzig), Dr. L. Flade (Halle), OL Dr. W.
Fregin (Leipzig). Dr. J. Gronitz (Chemitz). Dr.
C.P.Helmholz (Leipzig). Dr. sc. nat. R. Hofmann
(Ui Peter Hoppe (
Hermann-Dietrich Hornschuh (Pliezhausen).
Herbert Kiistner (Leipzig). SIR H.-I. Kerber
(Neustrelitz). OSIR J. Lehmann (Leipzig). OL
Prof. Dr. H. Lohse (Leipzig). SR H. Pitzold (Wa-
ren/Miritz). Dr. E. Quaisser (Potsdam). Dr. P.
Schreiber (Greifswald), Dr. W. Schmidt (Greifs-
wald), OSIR G. Schulze (Herzberg). W. Triiger
(Dobeln). Prof. Dr. W. Walsch (Halle)

Da es unsere Zeitschrift nun nicht mehr
am Zeitungskiosk gibt, konnt Ihr sie
direkt beim Erhard Friedrich Verlag in
W-3016 Seelze 6, Postfach 100 150 be-
stellen. Wer interessierte Bekannte und
Freunde hat, kann uns ebenfalls deren
Anschrift mitteilen. Sie erhalten dann
ein kostenloses Probeexemplar.

Unseren alpha-Wettbewerb starten wir
im Heft 6/91.

‘Wir haben Unterstiitzung gefunden, fiih-
ren jedoch auch in diesem Jahr nur zwei
Teilwettbewerbe durch. Wir hoffen auf
Euer Verstindnis und wieder auf eine
tolle Teilnahme.

|
alpha-Wettbewerb ‘
|
|
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Leider haben wir es im letzten alpha-Heft
versiumt, den ,Bastler” des Titelblattes vor-
zustellen. Dieses wollen wir unbedingt nach-
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K

nleitung: Bernd Schrader
Anzeigenabwicklung:

Telefon (05 11) 4 00 04-23
Anzeigenpreisliste Nr. 5 vom 01.01.1990
Vertrieb und Abonnement:
Telefon (05 11) 4 00 04-53

Verlag:

Erhard Friedrich Verlag

GmbH & Co. KG,

Postfach 1001 50, 3016 Seelze 6

Telefon (05 11)4 00 04-0

Telefax: 400 04-19

Das Jahresabonnement fiir alpha besteht aus 6 Ein-
zelheften. Der Bezugspreis im Abonnement betréigt
DM 12,00, im Einzelbezug DM 2.50. Alle Preise
verstehen sich zuziglich Versandkosten.

Die Mindestbestelldaver des Abonnements betrigt
1 Jahr. Es Liuft weiter. wenn nicht 6 Wochen vor
dem berechneten Zeitraum gekiindigt wird. Bei
Umzug bitte Nachricht an den Verlag mit alter und

neuer Anschrift sowie der Abo-Nummer (steht
auf der Rechnung
alphaistdirekt vom lag zu bezichen. Ausliefe-
rungin Osterreich durch OBV Klett Cotta. Hohen-
g 5.A-1010 Wien. lieft g in
der Schweiz durch Biicher Balmer, Neugasse 12,
CH-6301 Zug. Weiteres Ausland auf Anfrage.
© Beitrige sind urheberrechilich geschiitzt. Alle
Rechte vorbehalten, Auch unverlangt eingesand-
te Manuskripte werden sorgfiltig geprilft. Unver-
langt eingesandte Biicher werden nicht zuriickge-
schickt. Die als Arbeitsblatt oder Kopiervorlage
bezeichneten Unterrichtsmittel dirfen bis zur
Klassen- bzw. Kursstirke vervielfiltigt werden.
Mitglied der Fachgruppe Fachzeitschrift im VDZ
und im Borsenverein des Deutschen Buchhan-
dels.
Herstellung: Pidagogika Zentrale
Druck: Druckerei Schroer. Seelze
ISBN 3-617-34005-9

2 alpha 5/91



Komisches,
Kniffliges und

Knackiges ......... Y §

Auf vier Seiten werden kurze Aufgaben, logi-
sche Probleme aber auch Witze mit mathema-
tischem Back-
ground bunt ge-
mixt.

Sparen lohnt sich ...... 6

von Dr. Bernd Luderer

In Reklameschriften von Geldinstituten wer-
den bei regelmiBigem Sparen “ansehnliche
Betriige” versprochen -
nach dem Motto “Spa-
ren lohnt sich”; Nach-

rechnen aber auch.

Zeitungsschnipsel ..... 8

Zeitungen sind eine wahre Fundgrube. wenn
man sie mit der “mathematischen Brille™ be-
trachtet.

Mathematik im
StraBenverkehr ......... 9

von Jiirgen Ricke

Bremswege sind leider meist viel zu kurz -
deswegen erst rechnen, dann den FuB (aber
wohldosiert) aufs Gaspedal.

Tangram und
Bruchrechnung ........ 10

Aufgaben zur Bruchrechnung konnen sehr
6de sein - mit Hilfe des Tangram-Spiels be-

— kommen sie einen
vollig neuen Reiz.
Hinweise  zum
Selbstbau eines
Tangramspiels aus
Holzrundendiesen
Beitrag ab.

Von der Ahn-

lichkeit zur Selbst-
dhnlichkeit

2. Teil ....... ivassaanane (12

von Dr. U. Feiste und E. Krause

Nachdem im letzten alpha-Heft die “Selbst-
dhnlichen Mengen” vorgestellt wurden. hilft
dieser Bei- ———— -

trag, mitdem

Computer o=
selbst solche
Mengen zu
erzeugen.

ke

Komisches,
Kniffliges und
Knackiges .

Mathematisches
rund um die Bahn .... 16

Munnnnnny

“Deutschland im Stundentakt” und die “Geo-
metrie am ICE” erdffnen neue Einblicke in
diese Hochgeschwindigkeitsziige.

Optische
Tauschungen s 21,

Der Augenschein triigt hiiufig - da hilft (wie-
der einmal) nur die Mathematik weiter.

Wiirfel bauen
auf dem Papier .
von OStR G. Schulze

.22

Das Tetris-Fieber hat bereits die Game-Boy-
Freaks erfaBt - doch nun wird's kniffliger: Aus
elf Bausteinen (dem “Herzberger Quader”)
sollen Wiirfel gebaut werden. Eine Anleitung
zum Bau eines Wiirfelpuzzles stellt eine wei-
tere Weihnachtsbastelidee dar.

Eine Konstruktion
im Raum:
Der Wiirfel ..

von Dr. Ch. Werge

24

Origami - die alte chinesische Technik des
kunstvollen Papierfaltens - kann man nutzen,
um dieses dreidimensiona-
le geometrische Gebilde
entstehen zu lassen.

Die Bewegungen
der Ebene ................ 26

von Gunter Winkler

Diese Einsendung unseres 14-jihrigen Lesers
Gunter Winkler iiber Punkte und deren Abbil-
dung in der Ebene mochten wir nutzen, unsere
Leser zur Mitarbeit an “alpha” aufzufordern:
Dabei muB es sich nicht um die Losung inner-
mathematischer Probleme handeln. Uns inter-
essiertbesonders die “Mathematik im Alltag™:
frei nach dem Motto: Mathematik ist iiberall
zu finden - man muB sie nur aufspiiren, auf-
schreiben und an die Redaktion alpha senden.

XXX. Olympiade
Junger Mathe-

matiker ......cceeviriinnnn 29
von Dr. W. Moldenhauer

Ein Riickblick - mit Siegerfoto - auf die 4.
Stufe der Olympiade Junger Mathematiker,
die in diesem Jahr in Erfurt stattfand.

Aufgaben
der XXX. Olympiade Junger
Mathematiker (4. Stufe) veveeeesees 30

Zu diesen Aufgaben konnen die Lissungen bei
Einsendung eines frankierten Riickumschlags
von der “Redaktion alpha™ abgefordert wer-
den.

Die Marktecke ......... 32

Besonders vor Weihnachten ist eine Ubersicht
iiber fe Biicher, C
gramme, Videos und Spiele interessant - zum
Schenken oder Schenken lassen.

Loésungen ............eeene. 34

Beliebte
Schachiibung ............ 36
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Teilbar oder nicht teilbar

Herr Flunkrich wird nach der Postleitzahl

Komisches, Kniffliges

und Knackiges

Wahrend der Vorlesung soll ein be-

seines Wohnortes gel Ermachtiiber diese

Zahl folgende Aussagen:

(1) Der Nachfolger der Zahl ist nicht durch 3
teilbar.

(2) Die Zahl LBt bei der Division durch 5
einen anderen Rest als bei der Division
durch

(3) Die Zahl ist grofer als 800.

(4) Der Vorginger der Zahl ist nicht durch 8
teilbar.

(5) Der Rest bei der Division der Zahl durch 7
ist kleiner als 3.

(6) Der Rest bei der Division der Zahl durch 3

ist groBer als 3.

Nun wissen wir, daB alle Aussagen des Herrn
Flunkrich falsch sind. Wie lautet die Postleit-
zahl seines Wohnortes?

rihmter einmal
auf die schwierige Aufgabe 7 - 9 ge-
stoBen sein. Er bittet die Studenten
um Hilfe. Einer ruft: “62", ein anderer
“65". Darauf der Professor: “Aber,
meine Herren, das ist doch unmog-
lich, 7 - 9 kann doch nur 62 oder 65
sein!”

Uberall natiirliche Zahlen

Ein Mathematiklehrbuch umfaBt 196 Seiten.
Die Seitenzahlen fiir die ersten beiden Seiten
und fiir die letzte Seite wurden nicht gedruckt.

a) Wieviel Ziffern wurden zum Numerieren
der iibrigen Sciten verwendet?
b) Wieoftwurde dabei die Ziffer 0 gedruckt?

Nicht in die Briiche geraten

Zur U des Py

Is “Der

Kater™ waren viele Zuschauer gekommen.

Die Hiilfte und einer waren Kinder. Ein Viertel und zwei der Anwesenden waren Miitter. und ein

Sechstel und drei waren Viiter dieser Kinder,

‘Wieviel Miitter, Viiter und
Kinder waren es?

Logisch gedacht

Die in der Abbildung gezeigten Figuren sind
in einer bestimmeen Reihenfolge geordnet.
Man finde den logischen Zusammenhang. Aus
ihm ergibt sich die fehlende Figur.

616,5,0,0,
816,6,6/0,

Gleichungen in Theorie und Praxis

In einem alten Buch mit lustigen mathemati-
schen Knobeleien fand Annerose folgenden
Vers:

Eine Zahl hab ich gewiihlr,
107 dazugezdhlr,

dann durch 100 dividiert
wnd mit 4 multipliziert

und zulerzt ist mir geblieben
als Resultat die Primzahi 7.

Gibtes Zahlen, die den gegebenen Bedingun-
gel eniigen?
ermittle sie!

Riitsel

Jeder Buchstabe ist durch eine Ziffer zu erset-
zen. so daB richtig geloste Aufgaben entste-
hen. Innerhalb einer Aufgabe bedeuten glei-
che Buchstaben gleiche Ziffern.

a) ALPHA
+NI.'§TH£

HEITER

b) WOCHE
+WOCHE
+WOCHE
+WOCHE

MONAT

©) VIER
+EINS

FUENF



Ohne Worte

Wir falten

Henry Erest Dudeney stellt folgendes Riltsel
Man unterteile einen rechteckigen Bogen in
acht Quadrate und numeriere diese auf einer
Seite (siehe Abb.)

Es gibt hierbei 40 Moglichkeiten. diese “Kar-
te” entlang den cingezeichneten Linien so zu
falten, da ein quadratisches Paket entsteht,
welches an oberster Stelle die 1™ zeigt.

Das Problem verlangt nun. den Bogen so zu
falten, daB die Quadrate in ihrer natiirlichen
Reihenfolge liegen. wobei die 1™ oben sein
soll

Falie aus dem gezeichneten Tetra-Flexagon
cin Sechseck!

Gegeben ist ein Streifen von 2 ¢m Breite und
14 em Linge. Falte aus ihm einen Wiirfel mit
einer Kantenli von 2 e¢m!

| /CH JCHLAGE IHNEN EIN GESCHAFT 10R : S |

VERGENIEN MENE NoTE IN JER FRANEGSIZH - |

"R'ME | UKD el PEIGE IWNEN Nock EWMAL DIE ,‘

MOGLICKKEITEN  DIE JIE MIT DEM DEKTOP- PUBLISHER |

FABEN UND LOSE AVIIERDEM 4R PROBLEM MIT |

\ DR DRUCKER- ANPAIIUNG /)
—

Alle Aufgaben dieser zwei Seiten stammen aus Mathe mit
Herz von ). Lehmann, einem netten Trainingsbuch fiir alle. die
Mathe bisher nicht besonders mochten. Erschienen ist es beim
Urania-Verlag Leipzig in der Reihe Kopf + Nuss,

Diese Reihe bietet auerdem:
Der verzauberte Raum von R. Thiele und K. Haase

Eine Menge Spiele in drei Dimensionen mit vielen Bauplinen
zum Selbermachen, mit Kniffelaufgaben nebst ausfiihrlichen
optischen Losungen und einem Schuf Spielgeschichte.

Studentenfutter von Hugo Steinhaus
Unterhaltungsmathematik fiir den Sprung von elementarer zu
hoherer Mathematik

Nano's Physikabenteuer von K. Haase und D. Lehmann
Physiktiifteleien. bei denen man keine Angst vor Formeln
haben muB. denn sie werden ausfiihrlich kommentiert.

Abraham Gotthelf Kist-
ner (1719 bis 1800), Ma-
thematiker und Epi-
grammdichter, lernte als
Student so spielend leicht,
dafs er es sich vor seinem
Staatsexamen leisten
konnte, mit der bildhiib-
schen Tochter seines
Professors spazierenzu-
gehen, anstatt die Nase in
die Biicher zu stecken. Als
ihn der Professor deswe-
gen zur Rede stellte, erwi-
derte Kiistner schlagfer-
tig: “Herr Professor, Sie
haben uns Studenten als
Vorbereitung fiir das
Examen das Studium Ih-
rer eigenen Werke emp-
fohlen. Ihre Tochter hal-
te ich fiir Ihr bestes.”

MATHE
mit HERZ

|
i

Jteetary
‘ by
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aller Einzahlungen betriigt damit zum Jahres-
ende

Sparen lohnt sich
Ein Streifzug durch die Finanzmathematik

Rer(iiZorvi +1+.»L)

12 12 12
:r12+\[';+ﬂ+
12. 12

1
=l 3)
12 J]
Der Ausdruck in der runden Klammer in (3)
stellt eine arithmetische Reihe dar. d. h. eine
Summe, die aus Gliedern einer arithmetischen
Zahlenfolge a,. .... a, gebildet wird. Letztere

Dieser Tage kam mir ein Werbepi in | fiir
dieHinde, indemein Geldinstitut Reklame | Angebot machte:

Sparen mit

ist dadurch charakterisiert, da$ die Differenz

2weier beliebiger aufeinanderfolgender Glie-

der konstant ist: a,_
2

a -a,=D. Im Falle der Zah-
Wahit unseren Sparplan laﬁ m Falle der Zah

betriigt die Differenz

Sparen und Wiinsche erfiillen!

=—.Man kdnn \ICh leicht tiberlegen, daBl

die Summe der Glieder a,. ... a gerade
Ihr spart zehn Jahre lang regelméBig monatlich eine bestimmte Summe, sagen
wir 30 DM, die sich von Jahr zu Jahr ein wenig erhd
sparen muiBt, sondern Euch viele Wiinsche erfilllen kénnt, bekommt Ihr schon

nach sechs Jahren sowie nach acht und zehn Jahren jeweils 1000 DM.

Und obwohl Ihr nach Ablauf von zehn Jahren nichts mehr einzuzahlen braucht,
erhaltet Ihr am Ende des zwélften Jahres noch einen ansehnlichen Betrag extra.

! ", 5——(4, +a,) betrigt. so daB sich in unse-
t. Damit Ihr aber nicht nur 12 (1 ,1) 13
—+

rem Benp:el $=
ergibt.

Damit kénnen wir nun endgiiltig das Spargut-
haben am Ende des 1. Jahres (bei monatlichen
Einzahlungen von r=30 [DM]) berechnen.

12 12

Geld 6ffnet Wege,
aber es verschlieBt
andere.

Wie groB dieser “ansehnliche Betrag” sein
sollte. stand leider nicht im Prospekt. Beim
aufmerksamen Durchlesen fand ich aber noch
die Angaben, daB alle Einzahlungen iiber die
gesamte Laufzeit hinweg mit
werden und daB sie sich in jedem Jahr um 5%
erhohen (Dynamisierung)

Damit sind alle notwendigen Angaben be-
kannt, um die nach zwolf Jahren zur Auszah-
lung In. Doch
wie groB ist diese? Die Beantwortung dieser
Frage stnicht ganz einfach, obwohlim Grun-
de nur

Mittel benétigt werden. in erster Linie geome-
trische Folgen und Reihen. Die Uberlegungen
werden allerdings wesentlich erleichtert, ver-
fiigt man iiber einige Kenntnisse aus der Fi-
nanzmathematik.

Einfache Verzinsung

Jeder weiB. daB das Uberlassen eines Geldbe-
trages an eine andere Person oder ein Geldin-
stitut (z. B. eine Spareinlage auf einer Spar-
kasse) dadurch belohnt wird, da$ man Zinsen
erhilt. Diese sind
von der Hohe des
eingezahlten Be-
trages K (dem Ka-
pital). der Dauer
des Uberlassens t
(Laufzeit) sowie
vom vereinbarten Zinsful p bzw. Zinssatzi =
/100 abhiingig. Der ZinsfuB bezieht sich dabei
auf eine bestimmte Zinsperiode. die anzuge-
ben ist und in aller Regel ein Jahr betriigt. Die
Laufzeittistals Vielfaches der Zinsperiode zu
verstehen. Somit bedeutet t = 1, daB das Geld

J. Urzieli

6 alpha 5/91

ein Jahr lang ausgeliehen bzw. gespart wird.
Sinnvoll sind vor allem Werte fiir t, die zwi-
schen 0 und 1 liegen, da man fiir t > | die
Verzinsung der Zinsen (Zinseszins) beriick-
sichtigen muB. sofern diese nicht abgehoben
werden (s. unten). Die zu zahlenden Zinsen
betragen

Z= =Kt )

K(+in  (2)

ergibt. Nunmehr sind wir in der Lage, den
ersten Teilschritt zu gehen: Welche Summe
hatein Spareram Jahresende auf seinem Konto,
wenn er, im Januar beginnend, am Anfang
eines jeden Monats 30 DM einzahlt und wenn
jéhrlich mit 6,5% verzinst wird?
Wir wollen mit r die Hohe der

Es belduft sich auf

R=r(12+6,5)= «)[lu@ 585
100
=372,68[DM] @

Zinseszins

Oben hatten wir die Verzinsung eines Spar-
guthabens innerhalb eines Jahres (einer Zins-
periode) beschrieben. Jetzt wollen wir mehre-
re aufeinanderfolgende Jahre betrachten.
Die Zinsen werden in der Regel am Jahresen-
de gutgeschrieben.

Zahlt man nun einmalig zu Jahresbeginn eine
Summe Ko ein und 148t diese einschlieBlich
der anfallenden Zinsen iiber mehrere Jahre
stehen, ergibt sich zunichst als Betrag am
Ende des 1. Jahres:

K, =K +Z =K +Ki=Kg
(wirsetzenqs= 1+ und nennen diese Grfe den
Zinsfaktor). Dies ist gleichzeitig das Startka-
pital fiir das 2. Jahr. so daB sich am Ende des
2. Jahres ein in Hohe von

Einzahlung bezeichnen, so daB in Formel (1)
 =r=30gilt. Fernerist p=6.5. Jetzt betrach-
ten wir einzeln die zwolf Monate des Jahres
und berechnen, wieviel jede Monatsrate am
Jahresende wert ist.
Die zu Beginn des Januars eingezahlte Rate r
bleibt das gesamte Jahr iiber auf dem Sparkon-
10, 50 daB sie am Jahresende gemiB Formel (2)

einen Wert von K

A2
L+ 35 hat.

Die Februarzahlung wird nur elf Monate lang

verzinst, d.h. 11/12 eines Jahres. Folglich

betrigt ihr Endwert K p=r(1 +i- 11 ). Indem
2

wir so fortfahren. erhalten wir fiir die Anfang
Dezember eingezahlte Rate am Jahresende

i 1 N
einen Betrag von K, =r(1 +i- I—7)v Der Wert

K.=Kq=Kg

ergib. Setzt man diese Uberlegungen fort, so
erhiilt man als Endwert nach n Jahren

K =Kg (5)
Formel (5) wird Endwertformel der Zinses-
zinsrechnung genannt.

Auch die umgekehrte Fragestellung ist von
Interesse: Wieviel Geld muB ich jetzt (zu
Beginn des 1. Jahres) einzahlen, damit bei
einer jihrlichen Verzinsung von p% nach n
Jahren ein Betrag der Hohe K aufliuft?

Durch Umstellung von (5) ergibt sich leicht
1

Ko =K, — (©)

Die GroBe Ko nennt man in diesem Zusam-

menhang Barwert, und (6) heifit Barwertfor-
mel der Zinseszinsrechnung.



Rentenrechnung

Unter einer Rente versteht man eine
Bige Ratenzahlung, die i. allg. in konstanter
Hohe in gleichmiiBigen Abstinden gezahlt
wird. Im Rahmen der Finanzmathematik sind
vor allem die sogenannten Zeitrenten von
Bedeutung, deren Zahlung iiber einen festge-
legten Zeitraum von n Ratenperioden (die der
Einfachheit halber gleich den Zinsperioden.
bei uns also gleich einem Jahr sein sollen)
erfolgt. Wird die Rente stets am Ende der
Periode gezahlt, spricht man von nachschiis-
siger Rentenzahlung

Wie groB ist der Endwert (d. h. der Gesamt-
wert nach n Jahren) einer iiber n Jahre na
schiissig gezahlten Rente mit der Rate R?
Zahlt man beispielsweise am Ende eines jeden
Jahres den Betrag R auf sein Sparkonto ein
und das regelmiBig iiber n Jahre hinweg.
wieviel hat man dann insgesamt (aus Einzah-
lungen plus Zinsen) am Ende des n-ten Jahres?
Der Zinssatz sei wieder i=p/100. der Zinsfak-
torg=1+i. Die 1. Rate wird (n-1)-mal ve
dasie sichn-1 Jahre auf dem Sparkonto befin-
det. Entsprechend Formel (5) wiichst sie somit
auf Rq™' an

Die 2. Rate liefert am Ende Rq™ usw. Die
letzte Rate schlieBlich hat den Endwert R, weil
sie ja ~ erst am Ende des letzten Jahres einge-
zahlt—nicht verzinst wird. Insgesamt erhalten
wir damit den Endwert

E, =R (14q+q+ .. +q").

Der Ausdruck innerhalb der Klammern stellt
cine sogenannte geometrische Reihe dar. das
ist die Summe der Glieder einer geometri-
schen Folge a . a,. .... a_, in der der Quotient
aufeinanderfolgender Glieder stets konstant
ist: a /a, = q. Man iberzeugt sich leicht
davon (z. B. mittels Partialdivision, Ausmulti-
plizieren oder vollstindiger Induktion). daf
fiir g1 die Beziehung

inst,

1+q+..4q

Damit wird £, ™

Unter Nutzung von (6) berechnen wir den
zugehdrigen Barwert,

i
E,=R. L .4 -! ®)

q" q-1

Die so ermittelte GroBe stellt den Wert aller
Ratenzahlungen (hier: Wert aller jeweils zum
Jahresendeerfolgien Einzahlungen) zum Zeit-
punkt t = 0 dar.

Sie 1Bt sich auch wie folgt interpre-
tieren: Hat man die Summe E, auf
einem Konto 1 und wird jihrlich mit
pY% verzinst, so ist man in der Lage. n
Jahre lang von Konto 1 auf ein ande-
res Konto 2 zum Ende eines jeden
Juhres den Betrag R zu zahlen.

Da die Beziehung R>E, i gilt (Uber-
priift dies!). verringert sich der Kon-
tostand des 1. Kontos von Jahr zu
Jahr.undnach n Jahrenist dann Konto
1 gerade leer. withrend sich auf Konto

2 der Endwert E, aus Formel (7) angesammelt
hat

Dynamischer Sparplan

Jetzt untersuchen wir das Anwachsen eines
Sparkontos. wenn - im Unterschied zur eben
betrachteten Rentenrechnung - die (nachschiis-
sigen) Einzahlungen jiihrlich dynamisiert, d
h. um einen festen Prozentsatz ¢ vergrofert
werden oder. anders gesagt. um einen Faktor d
=1 +¢/100 zunehmen. Im ersten Jahr sei die
Rate R. im zweiten ist sie dann Rd, im dritten
Rd* usw. Andererseits wachsen die bereits
cingezahlten Betréige im Laufe des jeweiligen
Jahres um den Zinsfaktor q an. Das ergibt
folgendes Bild fiir das Guthaben E_am Ende
des n-ten Jahres:

E, =R,

E.=Rq+Rd = R(g+d).

E, =R(q+d)q + Rd® = R(g*+qd+d?),

=R(q"+q7d + ... + qd™+d™), ©
Der Ausdruck (9) stellt wieder eine geometri-
sche Reihe mit Q=d/q und dem Anfangsglied
¢ dar, deren Summe

n d/ "
E,=R.q"' 2 goatdid) =1
(a/q)
also
b_gh
oo (10
d—q
betrigt. sofern d = q ist; fiir d = q gilt offenbar
E,=Rngq"!

Berechnung der Restsumme
Nach obigen Vorbereitungen sind wir nun
geriistet, die eingangs gestellte Frage nach
dem “ansehnlichen Betrag”, den ein Sp;

nach zwolf Jahren ausgezahli bekommt. zu
beaniworten. Dazu vergleichen wir den Bar-
wertaller Einzahlungen mitdem Barwert aller
Auszahlungen und ermitteln hieraus den frag-
lichen Betrag.

Barwert aller Einzahlungen: Zuniichst fas-
sen wir die monatlichen Raten von 30 DM im
ersten Jahr zum Endwert R=372.68 DM zu-
sammen (s. Formel (4)). Es ist folglich véllig
gleich, ob wir mit ¢
Zahlungen oder mit einer einmaligen nach-
schiissig gezahlten Rate rechnen. Damit ist es
mésglich. Formel (10) fiir den dynamischen
Sparplan anzuwenden. wobei 72.68.
q=1.065 und d=1.05 gilt. (Uberlegt Euch, daf
sich bei Erhohung der Monatsraten um den
Faktor d die Jahresrate R auch gerade um d
erhoht!) Einsetzen dieser Werte in (10) liefert
den Endwert

IméBigen monatlichen

1.05'% ~1.065'"
1.05-1.065

Ejp=372.68 =6167.66.
Derzu diesem Endwert gehtrige Barwertergibt
sich (wie man sagt. durch Abzinsen oder Dis-
kontieren) gemii Formel (6) mit K=E zu
E =3285.67 [DM].

Die GréBe E_ ist der Wert, den man jetzt (zum
Zeitpunkt t=0) besitzen miite, um nach 10
Jahren bei 6.5% jihrlicher Verzinsung auf
denselben Endwert E, =6167.66 zu kommen,
wie er sich aus den 120 monatlichen Einzah-
lungen (einschlieBlich Zinsen) ergibt.
Barwert aller Auszahlungen: Entsprechend
dem Angebot des Geldinstituts erhilt man
nach 6, 8 und 10 Jahren jeweils A=1000 [DM]
und nach 12 Jahren eine noch unbekannte
Restsumme U. Um den Gegenwert all dieser
in der Zukunft erfolgenden Zahlungen fiir den
Zeitpunkt t=0, also den Barwert aller Auszah-
lungen. zu ermitteln, miissen wir wiederum
Beziehung (6) mehrfach anwenden:

#— |4+ U
a° ) g
=1000-(0.68533 +0,60423 + 0,53273) +
+0,46968 - U
=1822.29 + 046968 - U.
Setzt man nun E =A  (denn weder der Sparer
noch das Geldinstitut wollen ja bei diesem
“Geschift” etwas verlieren), ermittelt man
leicht die Restsumme U:
67 = 18, 9 +0.46968-U, d. h.
1463.38 : 0,46968 = 3115.70.
Nach 12 Jahren wird also ein Restbetrag von
3115.70 DM ausgezahlt.
Damit haben wir das gestellie Problem g
Es istallerdings anzumerken, daB die angege-
benen Formeln nur fiir einen Anfang Januar
beginnenden Sparplan exakt gelten, falls die
Verzinsung am Kalenderjahresende erf

st

Dr. Bernd Luderer

Titig auf den Gebieten der Mathemati-
schen Optimierung, Wirtschaftsmathema-
tik und Finanzmathematik an der Techni-
schen Universitiit Chemnitz. Ist verheiratet
und hat eine Tochter.
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Auch ein fliichtiger Zeitungsleser wird
immer wieder auf Meldungen stofien,
die etwas mit Mathematik zu tun ha-
ben. Solche, aber auch Informationen,
die wir allgemein interessant finden,

In Unsere llustrierte war die Meldung zu
finden, dab die Elefantendame Kiri aus
dem Niirnberger Zoo die Stabilitit der
Kinderfahrzeuge einer Fiirther Spielwa-
renfabrik testete. Wie. sehr Ihr auf dem
Foto.

,,Kiri"” prift
Kinderfahrzeuge

Als Warentester ganz besonderer Art betiitigte sich
Elenfantenkuh “Kiri” im Niirnberger Zoo. Der
Fiirther “Big”-Spielwarenfabrikant hatte die
schwergewichtige Dame engagiert, um die Stabili-
tiit seiner Kinderfahrzeuge zu testen. Zur Freude
des Herstellers hielt der rote Kunststoff-Renner
dem starken Auftritt “Kiris” miihelos stand und
bekam das Pridikat * rbrechlich”.

Zeitungsschnipsel g

sind hier aufgefiihrt. Wenn Ihr so einen
Schnipsel findet, schneidet ihn doch bitte
aus und sendet ihn an uns!

Vergeltaber bitte nicht, die Quelle anzuge-

ben!

Herr Walter Triger aus Dobeln fand
in der Bild am Sonntag die Informa-
tion. daB die Termitenkonigin das
fruchtbarste Insekt der Welt ist

‘WiBt Ihr eigentlich,

wie schwer so ein Elefant ist? i
Sie stoft fast jede Sekunde ein Ei

aus.im Laufe ihres Lebens iiber 100
Millionen. Welches ist nach diesen
Angaben die minimale Zeitspanne.
in der eine Termitenkonigin diese
100 Millionen Eier legt?

Inder Zeitschrift Panthera des Leipzigers Zoos
ben fiir den 26 Jahre alten

fanden sich die A
Sahib. er wog bei einer GriBe von 3.5 m fast
5 t(1 Tonne = 1000 kg). Nur zum Vergleich:
Derinzwischenallerorts bekannte Trabbi wiegt
zusammen mit 4 normalgewichtigen Perso-
nen etwa | t. L

Diese Meldung erinnert an die Frage, mit der Leipziger Physiklehrer die Klassen
bei der Einfiihrung des Druckes gern konfrontieren

Wer iibt den grifieren Druck aus? Das Leipziger Volkerschlachtsdenkmal
mit seinen 300 000 t und der Grundfliiche von 80 m x 67.5 m oder der
Pfennigabsatz eines Stockelschuhs?

{ B

o - PRI

Wenn Thr nicht klar kommt. fi
doch mal Euren Physiklehrer.

+ dab frither das Steinsalz (Natrium-
chlorid. NaCl) aus der Oase Ammon
als sal ammoniacum bezeichnet wur-
de. dieser Name spiter filschlicher-
weise auf den dgyptischen Salmiak
(Ammoniumchlorid. NH CL) iibertra-
gen wurde und so der Name Ammo-
niak entstand

Schon gewuBt, daB

« ein Wiirfel mit der Kantenlinge von 1 cm
eine Oberfliche von 6 ¢cm? hat. diese aber
auf 6000 cm® anwiichst. wenn man das
gleiche Volumen auf viele kleine Wiirfel
mit 107 em Kantenliinge verteilt (woraus
sich die Wirksamkeit pordser Stoffe erkli-

ren liBo). aus: Urania, Berlin
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Mathematik

im StraBenverkehr

Ein leider sehr aktuelles Thema

Die erschreckend hohen Unfallzahlen der
letzten Monate verdeutlichen, welche Ge-
fahren im StraBenverkehr liegen. Ein hiu-
figer Unfallgrund ist zu schnelles Fahren;
d. h. der Anhalteweg ist beim Erkennen
er Gefahrensituation zu lang. Der unten
wiedergegebene Zeitungsausschnitt (Han-
noversche Allgemeine Zeitung vom 19, Juni
1991) gibt einige Hinweise zum Bremsweg
und zum Anhalteweg.

Neben derangesprochenen Berechnungsmog-
lichkeit des Bremsweges gibt es verschiedene
Arten, wie der Anhalteweg berechnet werden
kann. Der Anhalteweg ist dic Summe aus dem
Vorbremsweg (das ist die Strecke, die wiih-
rend derSchrecksekunde™ zuriickgelegt wird)
und dem Bremsweg. Die Reaktionszeit ist bei
Spitzensportlern beim Start des 100m-Laufes
sehr kurz: 0,2 Sekunden wurden gemessen -
bei einem plotzlich auftretenden Hindernis
kann man “vor Schreck wie gelihmt sein” und
(lebens)wichtige Zeit verstreichen lassen,
Der Anhalteweg wird auch nach den Faustre-
geln “Tachohalbe™ oder “Zwei-Sekunden-
Abstand” oder der Fahrschulregel -t + 2
berechnet. Welche Werte erhilt man jeweils
fiir Tempo 30, 50. 80, 100 und 130?
Einschub: Die Polizei hat bei einer innerortli-
chen Geschwindigkeitsmessung einen Motor-
radfahrer mit Tempo 247 geblitzt. In der Zei-
tungsmeldung steht. da fiir ihn ein Bremsweg

von 444 m berechnet wurde. PaBt dieser Wert

Beim Bremsvorgang spielen viele
Faktoren eine Rolle

Mehr Abstand
bringt mehr Sicherheit

Von Otto Kretschmer

iele Urlauber endet die Fahrt in die Ferien

eider vorzeitig. Gerade in der Reisezeit im
Sommer ereignet sich eine Vielzahl von Unfil
afien. die auf falsche Einschit

s Bremsweges zuriickzufishren sind. Je
Geschwindigkeit. desto verheerender

en auf unseren S

istoft linger. als man denkt. Die
e Schrecksekunde, schlechte Reifen-
der Fahrbahnbeschaffenheit, Uberladung, un-
gewohntes Fahren mit Wohn- oder Bootsanhiin-
uUberraschungen fiihren, die hiiufig
mit einkalkuliert werden

t funktionierende Bremsen sind die wicht

Voraussetzung fiir sicheres Fahren. Doch

2u einer der oben angegebenen Formeln?
Im Stadiverkehr kommt man vor den Ampeln
hiiufig in den Zwiespalt “darf ich — oder darf
ich nicht weiterfahren?", wenn die Ampel auf

“Gelb” umspringt.

nutzen die besten Bremen wenig, wenn der Fahrer
das Einmaleins des Bremsens nicht beherrscht. Am

besten istes natiirlich. immer so zu fahren, da man
gar nicht erst in die Verlegenheit kommt, die Brem.
se voll durchtreten zu miissen. Der Sicherheitsab.

stand spielt dabei die entscheidende Rolle. Er sollte

halben Tachowert entsprechen, bei
Tempo 90 als etwa 45 Meter betragen. Nur so kann
man Auffahrunfille vermeiden

Besonders bei hohen Geschwindigkeitenauf Schnell
straen und Autobahnen wird die Linge des Brems

jeweils des

weges hitufig unterschitzt. Denn der Bremsweg
wiichstim Quadrat der Geschwind rverdop-
pelt sich demnach bei doppelter Geschwindigkeit
nicht nur, sondern vervierfacht sich. Ein Beispiel
Bei einer Geschwindigkeit von 50 km/h liegt er bei
16 Meter, wiihrend er bei 100 km/h bereits 63 Meter
betriigt

Dertatsiichliche Anhalteweg jedoch st noch lin
Denn von dem Augenblick an, in dem man d
Gefahr erkennt. bis zum Handeln vergeht oft mehr
als die sogenannte Schrecksekunde. Diese Reak

tionszeit ist nicht nur von Mensch zu Mensch ver

schieden. sondern auch bei ein und demselben Fahrer

Sie hingt nicht unerheblich von der augenblickli

« Kannmanes bei einer Geschwindigkeit von

50 km pro Stunde, einer Reaktionszeit von

| Sekunde und einer Gelbphase von 3 Se
kunden immer vermeiden. bei “Rot
die Kreuzung

iiber
u fahren?

* Aufeine Kreuzung von zwei je sechs Meter
breiten StraBen fahren zwei Autos mit der
2

gelassenen Geschwindigkeit von 50 km
pro Stunde zu. Sie sind gleich weit von der
Kreuzung entfernt. Kommt es zum Unfall?

* Wie langsam miite eines der beiden Autos
fahren, um den Aufprall vermeiden zu kin-
nen?

chen seelischen und kirperlichen Verfassung ab.
Undin dieser Zeit rollte der Wagen mit unvermin
derter Geschwindigkeit weiter. Um den Anhalte
weg eines Wagens zu berechnen, muB man also
zum Bremsweg den Reaktionsweg addieren
Verziigert werden kann der Anhalteweg dariiber
hinaus noch durch verschiedene andere Faktoren
So zum Beispiel durch die Reifen. Stark abgefah
rene Profile konnen den Bremsvorgang ganz er
heblich beeinflussen. Ebenso negativ kann sich
2u niedriger oder zu hoher Reifenluftdruck be-
merkbar machen

Eine entscheidende Rolle spielen beim Brems-

vorgang auch die Straienbeschaffenheit und die
Witterung. Schon bei normaler Regennisse kann
sich der Bremsweg verdoppeln. bei schmieriger
Fahrbahn verdreifachen. Da sich der StraBienzu
stand unversehens dindern kann. sollte man g:
nicht erst das Risiko einer Vollbremsun,
hen, sondern mit ausreichendem Sicherheitsab.
stand fahren und den Fu rec

zeit
dal nehmen. Das gilt ganz besond
Kurven. Denn bei Vollbremsung
die Gefahr. dab die Rader bl
Wagen ins Schleudern kommi

vom Gaspe
rs auch in

esteht

ner

ckieren und der
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Tangram
und Bruchrechnung

aus dem um die J

Tangram-Set aus Kunststein mit F

Legespiele gehoren zum uralten Kulturgut
vieler Vilker. Bereits im 16. Jahrhundert
war das Tangram-Spiel in Europa zur
Lisung geometrischer Probleme weit ver-
breitet. Die Tangram-Idee bietet interes-
sante Moglichkeiten fiir ein experimentel-
les und spielerisches Lernen. Es geht im
folgenden nicht nur um das Spielen mit
einer fertigen Tangram-Einheit, sondern
umdie Konzipierung und Herstellung eines
entsprechenden Spiels.

Diese handgedruckten Tangramkarten
sind Teil eines Spiels, das im Europa der
ersten Hiilfte des 19. Jahrhunderts
erschien. Aufgabe der Spieler war, die
Figuren unter Verwendung aller Teile
nachzulegen.

10 alpha 5/91

Die Geschichte des Tangram-Spiels

Sicherist, daB bereits Archimedes, Euklid und
Pythagoras das Tangram-Spiel kannten. Ver-
mutlich ist das Spiel in China es

dem Mischen der Teile das urspriingliche
Quadrat sofort auf Anhieb wieder zustande
bringt. Noch schwieriger st s, gewisse Vor-
lagen Die Zahl der

wird sogar behauptet, daB dieses dort bereits
vor 4000 Jahren bekannt war. Die Herkunft
des Begriffes “Tangram™ ist hingegen unbe-
kannt. Fest steht, daB das T Spiel

Figuren ist fiir einen phantasiebegabten Spie-
ler fast unbegrenzt.

Europa im 19. Jahrhundert formlich “iiber-
schwemmte”, nachdem es 1813 in einem chi-
nesischen Buch mit rund 300 Figuren wieder-
entdeckt worden war. Die Besonderheit des
chinesischen Tangram: Es besteht aus sieben
Teilstiicken (Tan’s), die sich stets zu der Ur-
form des Quadrats zusammensetzen lassen.

Bruchtangram
Mit dem Bruchtangram kénnen, wie mit dem
{iblichen Tangram, die Figu-

Selbstbau eines

Dieses Spiel kannst Du selbst herstellen und
Weihnachten Deinen Freunden und Verwand-
ten schenken.

Als Vorlage kénnen die Bruchtangram-Spiele
(Abb. 1 und 2). das iibliche Tangram (Abb. 3),
das Sechsecktangram (Abb. 4) oder eine von

ren gelegt werden, Aber vorher sollst Du aus-
rechnen, wie groB die einzelnen Bruchteile
sind.

Spielanregungen

Die einfachste (aber trotzdem schwierige)
Spielweise besteht darin, da man die Tan-
gramteile auf einem Tisch zu leicht erkennba-
ren Figuren, Symbolen usf. anordnet. Mit
Geduld und Phantasie kann man zum Beispiel
Zahlen, Buchstaben, Tiere, Menschen, Profi-
le. Gesichter oder verschiedene Gegenstiinde
legen (vgl. die Abbildungen). Um das Spiel
abzugindern, 1Bt sich auch die Aufgabe stel-

len, eine Vorlage Wenn man
zum Beispiel ein erstes, beliebiges Tangram
gelegthat.istes garnicht gesagt. daB man nach

Abb. 1




Auf der hchsten Stufe des Tangrams befaBt man sich mit optischen Téuschung

Chinesen zum Beispiel sind aus vollkommer

cichen Teilen aufgebaut, aber der

ei kleinen. unten als erste und letzte Figur abgebildeten

e hat einen Full und der andere nicht. Warum?

Tangramspiels aus Holz

Dir selbst erdachte Einteilung dienen. Wenn
Du Dein persénliches Tangram herstellen

willst, geht das in folgenden Schritten:

Zeichnen eines Quadrats in beliebiger Groge
(empfohlen wird eine Kantenlinge von 12 bis

Abb. 2

Abb. 3

Aufteilen dieses Quadrats in 16 kleinere
gleichgrofie Quadrate
- Einzeichnen von sieben Teilstiicken (Tan’s)

durch Verbindung verschiedener Kreuzu

punkte
Dabei ergeben sich beliebige Figuren wie Qua-

drate. Dreiecke. Rechtecke usw

Auftragen der Zeichnung auf Pappe (mog

lichst farbig) oder Sperrholz
- Ausschneiden bzw. Aussiigen entlang der
. n Linie und die einzelnen

Teile “durcheinanderwiirfeln™

Abb. 4
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Von der Ahnlichkeit
zur Selbstdhnlichkeit

In den letzten 10 Jahren erlangte der Be-
griff des Fraktals in der Mathematik und
der Physik eine immer grofiere

2. Teil

Figuren bedienen sich die Mathematiker oft
der Compulel’ Dem Compuler werden die
DiePro-

Im letzten Heft wurdet Thr mit einer spe-
ziellen Klasse von Fraktalen, den “Selbst-
ihnlichen Mengen” bekannt gemacht. Die-
ser Beitrag soll Euch helfen, mit dem
Computer selbstiindig solche Mengen zu
erzeugen.

Im ersten Teil haben wir festgelegt: Eine
beschriinkte und abgeschlossene Figur A heifit
selbstihnlich, wenn A aus endlich vielen zu A
dhnlichen Teilen besteht, Wir schreiben hier-
fiir: A=A UAU.. uA.neN chn

gramme sind dann so gestaltet, da der Com-
puter die zugehdrige selbstihnliche Figur auf
den Bildschirm zeichnet. Ein solches Basic-
Programm fiir den KC85/3 geben wir Euch
hier an:

10 WINDOW 0,31,0.39 : CLS

20 PRINT AT (2.5);"
ZEICHNEN"

30 PRINTAT (45
CHER MENGEN"

40 PRINT AT (6.2); ####sssshsonsihors

dungen mit f (A) = A sind, so konnen wir auch

schreiben A = f(A) U...Uf,(A) . Die Bil-

der 1 und 2 zeigen zwei weitere Computerbei-

spiele solcher Mengen.

Im Jahre 1981 hat der australische Mathema-

tiker J. E. Hutchinson einen jetzt nach ihm

benannten Satz bewiesen:

Zu jeder endluhen Menge f,..
deren

ren alle kleiner als 1 sind, gehort genau eine

selbstihnliche Menge A, die die Gleichung

A= fi(A) U...f,(A).neN erfillt.

Bei der Erzeugung solcher selbstihnlicher

-..f von Ahn-

SRR

50 LOCATE 10,2: PRINT “GEBEN SIE
DIE ANZAHL N DER™

60 PRINT “ABBILDUNGEN EIN"

70 INPUTN:DIMF (N): DIMW (N): DIMX
(N): DIMY (N)

80 PRINT“GEBEN SIEFURDIE ABBIL-
DUNGEN NR.I"

90 PRINT “FAKTOR, WINKEL. FIX-
PUNKT EIN!"

100 FOR I=1 TON
110 PRINT “ABBILDUNG: “,I
120 INPUT F(I), W(D). X(I), Y(I): W(I) =

W(I) *2* PI/360

NEXT [: XO=X(1): YO =Y(1)
PRINT “GEBEN SIE DIE BEGREN-
ZUNGEN DER™
PRINT“ZEICHENEBENE Xu. Xo. Yu.
Yo EIN"

INPUT Xu Xo. Yu, Yo : CLS
F=Int(N*RND(1)+1): X=X0:Y =
YO0

A=COS (W(F)):B=SIN(W(F)):C=
X-X(F):D=Y-Y (F)

X0 =F(F) * (A *C-B * D) + X(F)
YO=F(F)*(B*C+A*D)+Y(F)

P =319 * (X0 - Xu) / Xo - Xu):
Q=256 *(Y0-Yu)/ Yo-Yu)

IF P<0 OR P> 319 THEN 240

IF Q<0 OR Q> 256 THEN 240
PSETP, Q, 7: GOTO 170

PRINT “GRENZEN SIND ZU KLEIN™
PRINT “GEBEN SIE NEUE Xu, Xo.
Yu, Yo EIN!"

INPUT Xu, Xo, Yu, Yo: CLS

GOTO 170

130
140

15

3

160
170

175

180
190
200

210
220
230
240
250

260
270

Alle Bilder unseres Artikels sind mit diesem
Programm gezeichnet. Um die Startschwie-
rigkeiten beim Umgang mit dem Programm
zu verringem, seien hier einige Hinweise
gegeben:

1. Mit diesem Programm konnt Thr nur selbst-
ﬁ}mliche Mengen erhalten, fiir die dic Ahn-

ausfiihrungen einer Drehung und einer zen-
trischen Stauchung sind und bei denen das
D und das

zusammenfallen. (Durch einfache Ergiin-
zungen in dem Programm kann man jedoch
die Klasse der zulissigen Abbildungen
f.....§, ohne Schwierigkeiten vergroBern.)

2. 1hr werdet zuerst aufgefordert, die Anzahl
der Abbildungen f,...., einzugeben. Jede
einzelne Abhi]dung f. ist durch
die Angabe cines Stavéhungsf torsk, eines
Drehwinkels w, (zwischen -360° und 360°)
und des Stauchungszentrums (X y,) cha-
rakterisiert. Diese Daten habt Ihr danach in
der Reihenfolge Faktor, Winkel, Fixpunkt
(immer getrennt durch Komma) fiir jede
Abbildung einzugeben. Zum SchluB miis-
sen noch die Grenzen Xu, Xo, Yu und Yo
des Teils der Zeichenebene, der auf dem
Bildschirm erscheint, eingegeben werden.

(Xu, Yo) (Xo. Yo)

180°; f: 180%  025: 043 Xu.Xo. Yu. Yo
180°%; £ 180° ‘
180° f: 180° — S—
i 180°; £ 180°; -025; -043 | Bildschirm (Xu, Yu) (Xo, Yu)
5 20: : o
Grenzen: 20 f :ig 8’5_ 0o | Sollten bi der Abarbeitung des Programms
i 180" 00, 0o | | Bildpunkie berechnet werden. die auerhalb
& . 6 e 1% || dereingegebenen Bildschirmebene liegen. so
reRRE Bl SN e werdet Ihr aufgefordert, neue (groBere) Gren-
B = | zen fir die Zei
12 alpha 5/91



Fraktale

Fraktale hielten Einzug in das in mit der Frage “Wie
lang ist die Kiiste von GroBbritannien?" im Titel einer Arbeit von Benoit B. Mandelbrot im
Jahr 1967: das Wort “Fraktal” wurde dort allerdings noch nicht verwendet. So trivial die
Frage zu sein scheint, so iiberraschend ist die Antwort: praktisch unendlich, jedenfalls
verglichen mit der Zahl, die man erhilt, wenn man die Linge Kiiste auf der Landkarte
in Abbildung 1 a ermittelt und durch den 1:X dividiert. Abbildung 1 b zeigt,
warum das 5o ist: die auf der illi Karte si i g und Ausbuch-
tungen tragen zur gemessenen Gesamtlinge der Kiiste bei. In der Wirklichkeit wiichst die
Kiistenlinge bei jeder Verkiirzung der MeBlatte — bis es spiitestens bei atomaren Abmessun-
gen sinnlos wird, von “Liinge” der “Kilste zu sprechen. Richardson. der — von Mandelbrot
zitiert — die g it der Kii i von der hat, findet,
daf bei einer MaBstabslinge von 1 km die Kiiste GroBbritanniens dreimal so lang ist wie bei
einer Liange von 1000 km. Nach Richardsons empirischem Gesetz fiir das Wachstum der
Kiistenlinge bei Verkiirzung des MaBstabs ist die Kiiste GroBbritanniens unendlich lang.

Derartige Kurven nennt Mandelbrot Fraktale. Statt von der Linge eines Fraktals spricht man

besser von dessen “fraktaler Dimension”.

Abb. 1a

3. Vonder Wahl der Stauchungsfaktoren hiingt

170 wird zufillig eine Abbildung f aus den

b, ob man indem Comp
die einzelnen Teile A =f (A) der selbstiihn-
lichen Menge A gut erkennen kann. Zu
groBe Stauchungsfaktoren fithren zur Uber-
lappung der A . und damit wird eine Unter-
scheidung dieser Teile kaum noch moglich.
Als Beispiel dafiir mogen die Bilder 3a
(Faktor 0.3) und 3b (Faktor 0.38) dienen.

Zum AbschluB noch einige Bemerkungen zur
Arbeitsweise des Programms:

Die selbstihnliche Menge A wird durch einen
iterativen ProzeB erhalten, d.h. es wird zuerst
der Fixpunkt (x,: y,) der ersten Abbildung f,
auf dem Bildschirm gezeichnet. Im Befehl

f....f, ausgewdhlt und in 180
das Bild f (x,1y,) von (x,: y,) unter der ausge-
wihlten Abbildung f berechnet. Der Bild-
punkt £ (x,: y,) wird in Befeh 230 gezeichnet.
Danach beginnt mit einem Sprung zu 170 der
nichste Iterationsschritt, in welchem f (x 1y, )
jetzt die Rolle von (x,; y,) iibernimmt. Diese
Iterationsschleife wird nun vom Computer
solange durchlaufen, bis man der Meinung ist,
das Bild der selbstihnlichen Menge ist “deut-
lich genug”. Dann bricht man das Programm
mittels der Stopptaste ab. Eine Begriindung
dafiir, daB uns dieser iterativen Zufallsalgo-
rithmus stets ein verniinftiges Bild der ent-
sprechenden selbstahnlichen Menge liefert,

f: 0.87
£ 00
f: -0.87
f, 043
f; 043
£ 0.0
Grenzen: L5

e

Grenzen:

wilrde den Rahmen dieses Artikels sprengen.
Sicher ist, daB auf diese Weise immer selbst-

ihnliche Mengen erhalten werden.
Denjenigen, die schon ein wenig Erfahrung
mit der Programmiersprache BASIC haben,
wird es sicher nicht schwerfallen, einige klei-
ne Verbesserungen der Bedienung in das
Programm einzubauen. Wir wiinschen Euch
viel Spa dabei und hoffen, daB Ihr mit unse-
rem Programm viele schone Bilder erzeugen
konnt.

Dr. Uwe Feiste, stud. math. E. Krause

der Ernst-Moritz-Arndt-Universitiit
Greifswald
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Komisches, Kniffliges

und Knackiges

Alphons logische Abenteuer (7)

“Niemand ist hier”, sagte Alphons’ Schwe-
ster. als sie die Wohnung betrat, dabei Al-
phons iibersehend. der zufillig hinter dem
Schrank in seinem Zimmer stand. Als er her-
vortrat freute sie sich und sagte: “Es ist doch
nichtniemand hier.” Alphons nickte ihr freund-
lich zu und setzte sich an seinen Tisch. Zu
seinen Schularbeiten kam er aber nicht. denn
die beiden Aussagen seiner Schwester gingen
ihm nicht aus dem Kopf. Ist die Aussage “Es

IchmuB also zuniichst priifen. ob“Niemand ist
hier” eine Aussage vorausgesetzer Art ist.
Mit “hier” ist unsere Wohnung gemeint. Da
niemand in der Wohnung ist, bezieht sich auf
einen bestimmten Zeitpunkt. Selbst wenn sonst
niemand da war zu diesem Zeitpunkt, so war
sie ju zu diesem Zeitpunkt da. Wen erwartete
sie dann in unserer Wohnung? Sicherlich cin
Mitglied unserer Familie und diese besteht aus
Mutti, Vati. meiner Schwester und mir. Die

istnicht niemand hier” tatsiichlich die Vernei-
nung der Aussage “Niemand ist hier”? Immer
wieder in seinem Logikbuch nachlesend iiber-
legte sich Alphons folgendes. Wenn man nur
Aussagen in Betracht zieht. die entweder wahr
oder falsch sind. dann ist die Verneinung einer
wahren Aussage eine falsche. die Verneinung
einer falschen Aussage eine wahre Aussage.

10 Miinzen (5 Pfe und 5 Fii

Beh ¢ meiner Schwester
ist also: “Niemand von der Familie aufier mir
it zu dem Zeitpunk t in unserer Wohnung”™
Diese Behauptung ist entweder wahr oder
falsch. Ersichtlich ist sie falsch. denn zu die-
sem Zeitpunkt war ja auBer ihr noch ich in der
Wohnung. Hiitte nun meine Schwester die
Aussage “Niemand ist hier” (eine Kurzfas-

Legespiel

) miissen so auf die Schnitt- und

Endpunkie der Linien gelegt werden. daf
finden sind.

auf einer Linie nie zwei gleiche Geldstiicke zu

Es gibt mehrere Losungen: SchlieBt Euch zu Vierergruppen zusammen.

14 alpha 5/91

sung fiir die vollstindige Aussage) auch so
verneinen konnen: “Niemand ist nicht hier?
Das ist wieder eine Kurzfassung fiir die voll-
stiindige Aussage: “Niemand von der Familie
auBer mir st zu dem Zeitpunkt tnichtin unserer
Wohnung™. Wenn niemand nicht hier ist. dann
sind alle Familienmitglieder hier. Zum Zeit-
punkt waren aber meine Eltern nicht hier. also
ist diese Aussage falsch. Da die Verneinung
ciner falschen Aussage cine wahre Aussage ist,
kann die falsche Aussage “Niemand ist nicht
hier” nicht die Verneinung von “Niemand ist
hier” sein.

Meine Schwester bildete die Verneinung von
“Niemand ist hier” durch den Satz: “Nicht
niemand ist hier.” Ist es so. daB zum Zeitpunkt
tnicht niemand in der Wohnung ist, dann ist zu
diesem Zeitpunkt jemand hier. Dameine Schwe-
ster die zum Zeitpunkt t getroffene Behauptung
verneint. muf} ich in der Wohnung denselben
Zeitpunkt t beibehalten. obwohl es natiirlich
einen Zeitunterschied zwischen der AuBerung
der beiden Aussagen gibt. Ein solcher jemand
bin ich. denn ich war zum Zeitpunkt t in der
Wohnung. Sie hat demnach eine Aussage be-
hauptet. die wahr ist und die die Verneinung
einer falschen Aussage ist.

“Die Verneinung ist schon eine verflixt kniffli-
ge Angelegenheit. Bist Klasse. Schwester”.
dachte Alphons noch ehe er sich auch mit sich
zufrieden an seine Schularbeiten machte.

Prof. Dr. Lothar Kreiser
Institut fiir allgemeine Logik der Universitit
Leipzig

Noch etwas fiir Logiker

Von fiinf Freunden hat jeder je einen Sohn.
Jeder Sohn hatsich ein Buch bei einem der
Freunde seines Vaters entlichen.

Die Freunde haben alle Familiennamen,
die einen Beruf bezeichnen,

Es bestehen dabei folgende Bedingungen:
1. Bei keinem stimmt der Familienname
mit seinem Beruf iiberein.

2. Entsprechend einer alten Familientradi-
tion erlernt der Sohn den Beruf seines Va-
ters.

3. Der Sohn des Schneiders hat ein Buch
von Herrn Schneider.

4. Der Familienname des Sohnes des
Schneiders ist die Berufsbezeichnung des
Sohnes von Herrn Schneider.

5. Der Sohn von Herrn Schneider hat ein
Buch vom Schneider entliehen.

6. Der Zimmermann heiBt nicht Schuster.
7. Der Zimmermann hat ein Buch von
Herrn Sattler entliehen.

Wie heiBt der Giirtner?

aus: 0. Zich/A. Kolman, Unterhaltsame
Logik, Mathematische Schiilerbiicherei
Nr. 51, BSB B. G. Teubner Verlagsge-
sellschaft, Leipzig



»Mensch drgere
Dich schnell!”

Es ist eine Art schnelles
“Mensch irgere Dich nicht”.

Du brauchst dazu 4 Pfennig-
stiicke, 4 Fiinfpfennigstiicke
und einen Wiirfel.

Und so wer
verteilt:

en die Miinzen

5

Regel:
1 und 4 auf dem Wiirfel
= 1 Kistchen weiter

2 und 5 auf dem Wiirfel
=2 Kistchen weiter
3 und 6 auf dem Wiirfel
3 Kiistchen weiter

Gezogen wird nur
oder senkrecht.

In der Mitte ist also das Loch.
Besetzte Felder diirfen nicht
ibersprungen werden. Kommt

man aufein besetztes Feld, wird
dessen Figur irgendwohin ver-
wiesen (ganzan den Rand). Wer
zuerst zwei gegeniiberliegende
Felderam Loch in der Mitte er-
reicht. hat gewonnen!

Sprachecke

@

The puzzle of the five houses
There are five houses.

. An Englischman lives in the red house.
The Spaniard owns a dog.

Coffee is drunk in the green house

The Ukrainian drinks tea.

The Old Gold smoker owns snails.

The green house is immediately to the
right of the ivory house

Kools are smoked in the yellow house.
Milk is drunk in the middle house.

The Norwegian lives in the first house.

. The man who smokes Chesterfields lives
next to the man who owns a fox.

@S S w—

11, Kools are smoked in the house next to the
house where the horse is kept

12 The Lucky strike smoker drinks orange
juice

13. The Japanese smokes Parliaments.

14. The Norwegian lives next to the blue
house. 3

15. Each man has one house, one pet, one
smoke. adifferent nationality and a diffe-
rent choice of drinks,

‘Who drinks water? Who owns a Zebra?

mitgeteilt von Dr. Jochen Hesse, Beilrode

Les plaquettes de José

José adisposé 9 plauettes numérotées de |
9 dans un sac. Il en tire 4 d"un seul coup. Avec
ces quatre plaguettes. en permutant les chif-
fires. il fabrique tous les nombres possibles &
quatre chiffres. qu'il note au fur et 3 mesure.
Tl en fait le total et trouve 159984

Quels sont les quatre plaquettes tirées? On
n’oubliera pas d'indiquer le nombre de so-
lutions.

aus: tangente, Paris
(iibersetzt von Peter Hofmann. Leipzig)

Bei Herrn Kohl im Biicherschrank steht die Gesamtausgabe von Halder-
lin, 4 Bénde in Klarsichtfolie verpackt. Ein Biicherwurm hat die Folie
durchbohrt und beginnt auf Seite 1 des ersten Bandes mit dem Fressen.
Wie viele Zentimeter hat er bis zur letzten Seite des 4. Bandes zuriick-
gelegt, wenn jeder Band 5 cm breit st und die Einbanddecke 2,5 mm dick

ist?
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Mathematisches rund um die Bahn

Geometrie am ICE

Diese Rechnung wurde néttig, da zu viele der
gefertigten Wellen die erforderlichen Abmes-

Damit die an verschiedenen Orten hergestell-
ten Bauteile groBer technischer Gerite (2. B

Flugzeuge. L usw.) sungen nicht aufwiesen. Aufgrund des Ergeb-
passen. diirfen die Abweichungen von den nisses der Rechnung ergab sich: Die bendtigte
vom Entwickl vorgeseh G keit kann auf einer solchen Maschine

IdealmaBien (Sollwerte) bestimmte Grenzen  nicht erreicht werden.
nicht iiberschreiten

Bei der Fertigung der Antiebswelle fiir den
ICE wird ein quadratischer Arbeitstisch (vel.
Skizze, Seitenlinge 1=1500 mm) benutzt, der
im Verlauf der Bearbeitung aus der Grundpo-
sition um 360 Grad gedreht wird. Die zu
bearbeitende Welle ist fest auf dem Tisch
montiert. die jeweilige Position des Tisches
wird automatisch gemessen und mit einer
Genauigkeit von 10 Winkelsekunden korri-
giert.

Berechne die maximale Abweichung x  nach
derRiickkehrindie Grundposition. wenn auch
hier der Fehler maximal 10 Winkelsekunden
betriigt.

D: Drehpunkt

Xmax{ =

SIR Friedrich Arnet,
Helene-Lange-Gymnasium Fiirth, Mitglied
des Redaktionskollegiums der alpha

Interessante Begegnung
Lokfiihrer Weif und Lokfiihrer Schwarz begegnen sich auf einer eingleisigen Strecke mit
ihren Ziigen. von denen jeder 8 Wagen hat. neben einem Ausweichgleis. das nur Platz fiir
eine Lokomotive und 4 Wagen besitzt. Nun ist guter Rat teuer.

lelelol0l0Ie0l0/010]¢

Wie milssen beide Lokfiihrer mit ihren Wagen rangieren, um ihre Fahrten fortsetzen zu
konnen?

1
[oloToleloleIo0i00/0 010010 0X0 00}

aus: H.-D. Hornschuh: Noch mehr Mathe mit Kipfchen, Manz Verlag Miinchen
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Deutschland
im Stundentakt

Aufder 513 km langen Strecke zwischen
Wiirzburg Hbf und Hamburg-Altona ver-
kehren Intercity-Ziige im Stundentakt.
Der erste Zug fihrt morgens um 7" in
Wiirzburg ab und kommt um 10% in
Hamburg an: der niichste fihrt 8'" ab und
erreicht um 11% Hamburg-Altona usw.
Abends besteht mit der Abfahrt um 19"
und der Ankunft um 22* die letzte Fahrt-
moglichkeit zwischen Wiirzburg und
Hamburg.

In der Gegenrichtung von Hamburg-
Altona nach Wiirzburg Hbf sind die Ab-
fahrtszeiten 6%, 7% usw. bis 18™: mit den
Ankunftszeiten 10 bzw. 11** usw. bis
298

gnen sichim Laufe
ind
ty-

. Wann und wo bege;
eines Tages zwischen Wiirzbu
Hamburg erstmals zwei Inter
Ziige?

. Wie viele Zugbegegnungen finden im

Laufe eines ganzen Tages statt?

Warum finden diese Zugbegegnun-

gen stets an gleichen Stellen statt?

. Wie viele derartige Begegnungsstel-
len gibt es zwischen Wiirzburg und
Hamburg und in welchem Anstand
befinden sich diese?

. Wie viele Ziige sind zu einem beliebi-

gen Zeitpunkt zwischen Wiirzburg und

Hamburg unterwegs?

Wie viele Gegenziige beobachtet ein

Reisender auf der Fahrt von Wiirz-

burg nach Hamburg?

. In welchem zeitlichen Abstand beob-

achtetder Reisende diese Gegenziige?

Wie viele Zuggarnituren sind minde-

stens erforderlich. um den gesamten

Verkehr zwischen Wiirzburg und

Hamburg zu bedienen?

™

@

=

o

g

~

®

Studiendirektor Harald Walter,
Helene-Lange-Gymnasium Fiirth



Optische Tauschungen

1. Ist der Zylinder ebenso hoch wie breit?

=

2. Vergleiche die Liinge der Streckena. hund | 4. Diese Miinner sind doch nicht gleich groB! 8. Vergleiche Masthohe und Bootsli

~ - T e TY

3. Verbogen oder nicht? 6. Vergleiche die Lingen der Hauptlinie! 9. Welcher der beiden Ochsen ist groifier?
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Wiirfel bauen

auf dem Papier?

Eine Glanzleistung fiir Fantasievolle

Das geht, ist aber eine ganz schine Denklei-

Es :md insgesamt 1 1 Bausteine, fiir die wir 40

stung. Zur Ui des riumli |
5

Wiirfel bendtigen. Um uns besser

k:

Baukasten der jiin-
geren Geschwister

Bausteine Namen ein und legen Abkiirzungen
fest.

2u konnen, fiihren wir fiir die |

@@@

Spiele mit oderauseigenen Be- ‘
dem Herzberger  stinden alle gleich- = Aufgabe 1
Quader groBen Wiirfel her-  Untersuche, ob man mit zwei, drei oder vier

aussuchen. Die Bau-
steine des “Herzberger Quaders” sind mit |
i hick auch selbs

Wiirfeln noch andere Bausteine bei Einhal-
tung der vorgegebenen Bedingungen zusam-
setzen kann!

aus Holz zu bauen.

Aus gleichgroBen Wiirfeln aus Holz oder Plaste

wollen wir Bausteine herstellen. Dabei sollen

die Wiirfel so zusammengeklebt werden. daf |

1. die Fliichen aller Wiirfel zueinander paral-
lel oder senkrecht sind,

2. aneinander stoBende Wiirfel eine gemein-
same Quadratfliiche haben.

Abb. 1: Zwilling 2

aaaail

Abb. 2: Unverzweigter
Drilling 111

Verzweigter
Drilling 3

Aus zwei Wiirfeln erhalten wir einen Wiirfel-
Zwilling (Abb. 1), aus drei Wiirfeln zwei
Wiirfel-Drillinge (Abb. 2). und aus jeweils |
vier Wiirfeln acht Wiirfel-Vierlinge (Abb. 3).

Stange S 6 Haken H

Auto A Platte P

Treppe T Dreibein D
Linke Hand L Rechte Hand R
Abb. 3
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Aufgabe 2

Setze aus den 11 Bausteinen einen (5, 4. 2)-
Quader (5 Wiirfelkanten lang, 4 breit und 2
hoch) zusammen!

Einen solchen Quader wollen wir Herzberger
Quader nennen (Abb. 4).

Abbildung 4

Aufgabe 3
Ermittle fiinf verschiedene Zusammensetzun-

gen fiir den Herzberger Quader und zeichne |

sie, wie es in Abb. 5 gezeigt wird.

T

untere obere
Schicht Schicht
Abbildung 5

Um das riumliche Vorstellungsvermogen und

Abbildung 6

BB,
DRl i

Abbildung 7

\ Wiirfelpuzzle

Du kennt sicher den *Teufelswiirfel". auch
“Rubiks Wiirfel” oder “Rubik Cube” ge-
nannt.

Wir wollen etwas Ahnliches bauen. Schau
dir zuniichst einmal die Zeichnung in Ruhe

Aus 9 gleichlangen Kantholzern wurde ein
Wiirfel zusammengesetzt. wobei die Wiir-
felaugen mit schwarzem Filzstift aufgemalt
werden.

Wie Du wahrscheinlich weift. ist ein Wiir-
fel nurdann korrekt zusammengesetzt, wenn

damit die Fertigkeit im w
verbessern, ist es ratsam, einzelne Spielsteine
in allen Lagen. in denen sie verbaut werden
konnen, zu zeichnen. In der Abb. 6 wird dies
mit dem Baustein Treppe T. in der Abb. 7 mit
dem Baustein Linke Hand L vorgefiihrt.

Auf Kleinkariertem Papier ist das leichter
moglich.

die g liegenden Seiten zusammen
die Summe 7" ergeben. Es liegen sich also
gegeniiber: | und 6,2 und 5. 3 und 4.

Fiir das Puzzle wird der Wiirfel einem Mit-
spieler in zusammengesetztem Zustand ge-
zeigt —und dann 18t man ihn in seine Ein-
zelteile zerfallen




Aufgabe 4

Zeichne den Baustein Verzweigter Drilling 3
(Dreibein D und Rechte Hand R) in allen
Stellungen. in denen sie verbaut werden kén-
nen! Wir wollen uns nun einer umfangreiche-
ren Untersuchung zuwenden und einen (4, 2.
2)-Quader (Abb. 8) mit Zusatzbedingungen
zusammensetzen. Dabei sollen die drei klei-
nen Bausteine aus zwei und drei Wiirfeln
immer verwendet und jeweils durch zwei
Vierlinge ergiinzt werden.

Abbildung 8

Aufgabe 5

Wieviele Moglichkeiten gibt es. aus den
Bausteinen 2. I11. 3 und jeweils zwei Vierlin-
gen einen (4, 2, 2)-Quader zusammenzuset-
zen?

Um das Finden aller Moglichkeiten zu er-
leichtern, fertigen wir eine Tabelle an. [hren
Anfang wollen wir angeben.

Fall H|A|P|T|D|L|R
1 X

2 X

3 X

4 X

5 X

6 X

7 X
8 X

Rubik’s Cube

Aufgabe 6
Vervollstindige die Tabelle! Versuche das
Ordnungsprinzip zu erkennen!

Aufgabe 7

Versuche fiir jeden Fall eine Zusammenset-
zung zu finden!

Gibtes Fille. fiir die es keine Zusammenset-
zung gibt? Warum gibt es keine Zusammen-
setzung

Aufgabe 8

Zeichne fiir jeden Fall. fiir den es eine Zusam-
mensetzung gibt. eine Losung!

Fiir den Fall 1.in dem der (4. 2. 2)-Quader aus
den Bausteinen 2, I11. 3. S und H zusammen-
gesetzt wird, kann sie so aussehen. wie die
Abb. 9 zeigt.

Das gegenwiirtig wohl bekannteste Puzz-
lespiel ist der ungarische Wiirfel, bereits
als Puzzle des Jahrhunderts gefeiert
Die Schwierigkeiten beim Richten des
Wiirfels liegen darin, daB unter mechani-
schen Nebenbedingungen cine Farb-
anordnung als Ganzes hergestellt wer-
den soll

Bestiinden keine mechanischen Zwinge.
so wire das Richten des Wiirfels eine
Beschiftigung fiir Kinder.

Abb. 9

OStR Gerhard Schulze aus Herzberg,
Rentner, aber keineswegs im Ruhestand,
Erfinder des Herzberger Quaders, hat eine
reichhaltige Sammlung auch anderer
mathematischer Spiele, Spielideen und

; , die auf seinen A
Jung und Alt ins Knobeln und Schwitzen
bringen.
Mitglied des Redaktionskollegiums der
alpha.

Die Aufgabe ist. den Wiirfel wieder richtig
Zusammenzusetzen

Beim Bau ist die wichtigste Frage:
“Wie lang missen die Kantholzer sein
Schau dir zur Beantwortung der Frage zu-
niichst einmal die Kantholzer an.

Duerkennst. daf das Ganze nur geht, wenn die
Enden genau quadratisch sind. Weil nun aber
eine Lingsseite die dreifache Linge einer
Endseite hat, muBt du dir 9 Holzer von eben
genau dieser Linge zurechisiigen.

-3

Beispiel: Hat das einzelne Holz eine Schmal-
seite (die an den beiden Enden) von 1 cm,
muB es 3 cm lang werden.

Alles Klar?

Und jetzt geht es ans Siigen. Bemalen und
Zusammensetzen!
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(Bild4) und schlieBlich in die vier “Tiitchen”.,
die dort entstanden sind. fest eingesteckt (Bild
5).

Eine Konstruktion
im Raum: der Wiirfel

Heute wollen wir uns auf ein kleines Aben-
teuer einlassen: eine Konstruktionim Raum.
Siesoll ebenso exakt sein wie die jedem ver-
trauten Konstruktionen mit Zirkel und

Inzwischen wird langsam Klar, wie vorgegan-
gen werden soll. Wer aber denkt, naja, erst
falten, dann schneiden und schlieBlich Kleben

.. der hat unrecht, Ganz wie die japanischen

Abb. 1

Wenn wir nun alles wieder entfalten und un-

tersuchen. kinnen wir zweierlei sehen:

_ Beide Kniffe verlaufen “schnurgerade™ und
stehen einer mit Lineal gezogenen Bleistift-
linie in punkto Exaktheit nicht nach.

_ Die beiden Faltlinien stehen senkrecht auf-
cinander

Zum Beweis dieser Aussage bedenke man.

daB bei der zweiten Faltung gleichgroBe

(“kongruente™. wie es exakt heiBt) Nebenwin-

kel entstehen. Wenn zwei Nebenwinkel aber

gleichgroB sind. haben wires mit zwei rechten

Winkeln (180° : 2 = 90°) zu tun.

Auf diese Weise konnen wir weitere Grund-

Konstruktionen ebenso exakt wie mit Zirkel

und Lineal vornchmen, indem wir Papier fal-

ten.

1 Uberlege, wie ein durch zwei einander kreu-
zende Kniffe gegebener Winkel halbiert
werden kann!

2 Wie konstruiert man durch Falten eines be-
liebigen Stiicks Papier dreiviertel einer
darauf markierten Strecke?
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Abb. 2

Nun werden die Enden der zuletzt gefalteten
Linie nach unten zusammengelegt. so daf ein
Dreieck entsteht. Dessen vier (!) untere Ecken
werden jeweils vorn bzw. hinten an die obere
Spitze des Dreiecks (rechter Winkel) gefaltet.
bis ein Viereck entsteht. Indem die obere und
untere Spitze aufeinandergelegt werden, mar-
kieren wir durch einen fliichtigen Knick die
halbe Hohe und falten nun vorn die rechte und
linke Ecke zum soentstandenen “Mittelpunkt”
des Vierecks (Bild 3).

Lineal,j P ler, die die “Origa-
i " idi les | mi"-Technik her haben. wollen
Einen Wiirfel aus  geometrisches  wir weder Schere noch Klebstoff verwenden.
einem Blatt Papier Gebilde liefern, | hochstens, um den quadratischen Bogen Pa-
falten! Eine echt  ¢inen Wiirfel. pier der das Abb. 4
anspruchsvolle Unmijglich? rial bildet (etwa 20 cm Seitenlinge).
Bitte, jeder iiber-  Wir legen den Bogen mit der farbigen Seite
Aufgabe, und 50 ey sich selbst! | nachunten und falien entlang beider Diagona-
ganz nebenbei Jen. Dann wenden wir die wieder entfaltete
bekommt man Wir nehmen vor- | Arbeitund kniffen entlang der Mittellinie des
auch noch etwas  erstirgendeinBlatt | Quadrats (Bild 2).
Mathematik mit. ~ Pepier. es kann
auchein Stiickchen
aus unerwiinschter Werbepost sein, und falten
esaufeiner festen. ebenen Unterlage einmal in
der Mitte. Danach wiederholen wir diesen
Vorgang. legen aber dabei die gerade entstan-
dene Faltkante exakt aufeinander (Bild 1).
D R
Abb.S b pusten
Fertig.
! Fertig? Wo bleibt der versprochene Wiirfe

Ganz einfach: An der unteren Ecke des Sec
ecks ist eine Offnung verblieben. in die wir
kriiftig. aber wohldosiert hineinblasen kénnen
und so das unméglich Erscheinende moglich
machen, ein riumliches Objekt aus einem
ebenen Stiick Papier.

Das entstandene Gebilde wird mehr oder
weniger einem Wiirfel gleichen. je nach Ge-
schick und Ubung. Bitte nicht entmutigen
lassen, wenn die ersten Versuche nicht so
richtig Klappen! Bedenken sollte man. daB
auch die ersten Versuche. einen Kreis mit
einem Zirkel zu zeichnen. vielleicht “nicht
ganz rund liefen”.

Uber solche material- und geschicklichkeits-
bedingten Ungenauigkeiten miissen wir - in
gleicher Weise wie bei Zirkel/Lineal-Kon-
struktionen - hinwegsehen, wenn wir nun
beweisen wollen. daB tatsiichlich ein Wiirfel
entstanden ist. Der Wiirfel oder das Hexaeder
(griechisch: Sechsfliichner) ist einer der finf

i dem antiken griechi

Abb. 3

Dasselbe wiederholen wir auf der Riickseite
der Faltarbeit. Die oberen vier freien Spitzen
werden dann ebenfalls zur “Mitte” gefaltet

Mathematiker und Philosophen Platon (etwa
427 - 347 v. u. Z.) benannten Korper. die
jeweils ausschlieBlich von ein und denselben
regelmiBigen Viclecken (gleichseitige Drei-
ecke. Quadrate bzw. regelmiBige Fiinfecke)
begrenzt werden.



3 Warum ist ein ausschlieBlich aus regelmi-
Bigen Sechsecken zusammengesetzter Kor-
per unmoglich? Wenn Du keine Losung
findest. fiige mehrere regelmiBige Sechs-
ecke gleicher GroBe aneinander!

Zum Beweis nehmen wir die Faltarbeit noch-
mals zur Hand. vielleicht sollte aber auch ein
zweiter Wiirfel fiir diesen Zweck verwendet
werden. Nun markieren wir die Seitenflichen
des Wiirfels, und zwar so, daB an den Stellen,
woaus Griinden der Stabilitit mehrere Schich-
ten Papier iibereinander liegen, die unterste
Schicht gekennzeichnet wird. Nach dem Ent-
falten der gesamten Arbeit haben wir das in
Bild 6 dargestellte Faltengewirr, das es nun zu
seln gil:

Abb. 6

Schaut man sich die Falten genaver an, er-
kennt man viele rechtwinklig-gleichschenkli-
ge Dreiecke unterschiedlicher Groe, deren
Kleinste gerade jede der Seitenflichen in vier
Stiicke teilen. Alle diese Dreiecke haben die
gleiche Form (Sie sind “dhnlich™. wie die

Mathematiker sagen), denn bei einer jeden
Faltung parallel zur Papierkante oder parallel
zu einer der Diagonalen des Ausgangsquadra-
tes entstehen ausschlieBlich Winkel von 90°
oder 45° (Winkel an geschnittenen Paralle-
len). Dazu kommt, daB wir in jedem Fall die
Papierkante, eine Diagonale oder einen schon
vorliegenden Teil davon genau in der Hilfte
gefaltet haben. Z. B. das Dreieck D,C,M,
eines derzu betrachtendenkleinsten rechtwin-
klig-gleichschenkligen Dreiecke. entsteht
durch viermaliges Falten des iiber die Diago-
nale HF gefalteten Ausgangsquadrats. Somit
sind die auBenliegenden Seitenflichen alle-
samt deckungsgleiche Quadrate

Schneiden wir mit der Schere die ausschlief-
lich der Festigkeit der Faltarbeit dienlichen
Teile ab, erkennen wir darij daB

Fiir Freunde der Zahlenjongliererei

Eine immer wieder beliebte Knobelei ist
es, die Zahlen von 1 bis 50 (und noch
weiter) mit Hilfe der Ziffern der aktuellen
Jahreszahl in gegebener Reihenfolge zu
errechnen.

Unser Leser Klaus-Horst Milde aus Dres-
den berechnete aus den Ziffern 1,9, 9 und
1 die Zahlen 1 bis 50, erlaubt waren alle
Grundrechenoperationen, Klammern, ne-
gative Vorzeichen sowie die Fakultit,
mindestens ein Wurzelausdruck mufite
enthalten sein.

Walter Gorgens aus Schnebeck schickte
uns die Losungen fiir die Zahlen 1 bis 100
mit den Ziffern von 1990 und 1991 zu.
Aucher lief die oben genannten Operatio-
nen. negative Zahlen und Klammern zu,
kam aber zu seinem Bedauern nicht ohne
die Funktion [ | - ..ganzzahliger Ausdruck
von” (z. B. [3.43]=3) aus. Das betraf als
erstes die 39 (39=[19-9] - 1. die weiteren
Problemzahlen sind 51. 66, 68, 69. 74, 75
und 77... Bei der 65 und 92 tauchten Poten-
zen auf:

65=(1++9)""+ 1 und 92
es auch ohne die geht?
Wie wire es, wenn Thr mal versucht, die
Zahlen 1 bis 100 mittels der 1991 und 1992
darzustellen!

Eure Ergebnisse konnt Ihr an dic Redak-
tion senden! Natiirlich interessieren uns
die .Problemzahlen” besonders. Im Heft
1/92 verabschieden wir dann das alte und
begriifien wir das neue Jahr mit Euren
Ergebnissen Alphons

'+91. Ob

Lisungen

* 1 Dic Schenkel werden iibereinandergel
entstehenden Winkel sind, wie d

Die beiden
Faltung zeigt.

beim Zusammenfalten (z. B. bei G. wenn C,
auf C, kommt) je zwei weitere rechte Winkel
im Raum gebildet werden, also stehen die
Kanten EA, FB. GC und HD senkrecht auf der
Seitenfliche EFGH. Damit ist der Beweis
erbracht, daB unser Gebilde ein Wiirfel ist

4 Warum ist auch das entstehende Viereck
ABCD ein Quadrar?
§ Welchen Rauminhalt hat ein solcher Wiir-

Die Strecke wird zweimal halbiert und dami
telt. Drei dieser Teile ergeben dreiviertel der
nen Strecke.

ImiBige Sechsecke zusammengelegt

werden. treffen am gemeinsamen Punki drei Winkel

von 120° zusammen. Demzufolge licgen diese drei

€ nach dem Zusammenfiigen weiter in cin
Daraus ka

Korper entstehen, man kann aber die Ebene mit sol-

chen Sechsecken fiickenlos ausfiillen. d. h. parkettie-
ren

Die erste moglich
aus vier der ki

Amwort wiire. weil ABCD auch

fel, wenn die K: des 4
quadrates gerade 24 cm betrigt?

6 Welcher Rauminhalt fiir einen Wiirfel wire
miglich, wenn wir die Schere verwenden
diirfenund Klebefalze in die Rechnung nicht
einbeziehen?

Dr. Christian Werge
Mathematik- und Physiklehrer

Assistent im Wissenschafisbereich Didaktik
der Sektion Mathematik der Universitiit
Leipzig

Dreiecke zusammengesetzt ist. Eine zweite Antwort
liefert die Tatsache. daB A, B. C und D jeweils senk-
recht und in gleichem Abstand iiber den Eckpunkten
des Quadrates EFGH liegen,
*5  Dadie Seitenlinge des Wiirfel

e ein Vierte] der
Seitenliinge des Ausgangsquadrates ist. folgt fur das
Volumen
V=(6em'=216em

6 Aus cinem quadratischen Stick Papier A = a* =
(24.¢m)* =576 cm’ Kann maximal ein Wirfel gebildet
werden, dessen Seitenflichen ein Sechstel davon ein-
nehmen: 96 en’. Ein solcher Wiirfel hat eine Ka

inge von etwa

von etwa 941 em

en.

m und damit einen Rauminhalt
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Die Bewegungen der Ebene

Ein Nachweis der Tatsache, daf} die Bewegungen
die Menge der (eindeutigen) Lingenvarianten
Abbildungen bereits erschopfen.

In Mathematikbiichern fiir die Schule fin-
den wir folgende Definition: Bewegung
nennt man jede Verschiebung, Drehung
und Spi sowie jede i -
ausfiihrung dieser Abbildungen.
Weiterhin werden dort die folgenden Ei-
genschaften von Bewegungen erarbeitet:
Bei Bewegungen werden
Punkte auf Punkte und
Geraden auf Geraden
abgebildet. Parallele Ge-
raden werden auf paral-
lele Geraden abgebildet,
Strecken auf gleichlan-
ge Strecken und Winkel
auf gleichgroBe Winkel.
Bei jeder Bewegung gibt
es zu jedem Punkt der

Ebene genau einen Bild-
Gunter Winkler punkt, und umgekehrt
ist jeder Punkt der Ebe-

ne Bil genau eines Origi

(eineindeutige Abbildung der Menge der
Punkte der Ebene auf sich).

Wir wollen alle Abbildungen @ mit folgenden
Bedingungen bestimmen: !

I. Jede Abbildung ¢ bildet jeden Punkt der
Ebene eindeutig auf einen Punkt der Ebene ab.
(Eindeutige Abbildung der Menge der Punkte
der Ebene in die Menge der Punkte der Ebene)
1L Bei jeder Abbildung ¢ haben zwei Bild-
punkte stets den gleichen Abstand wie ihre
O (Invarianz des Ab: les).
Solche Abbildungen gibt es. Beispielsweise
ist jede Bewegung eine derartige Abbildung.
Die Menge 3 der gesuchten Abbildungen ist
also eine Obermenge der Menge ® der Bewe-
qungen: M 2B

Fiir jede Abbildung @ €M gilt: Sind A und B
zwei Punkte der Ebene. so gibt es bei jeder
Abbildung @ € M gemil Bedingung 1 zwei
eindeutig bestimmte Bildpunkte A und B,
Laut Bedingung Il gilt A B, = AB B, liegt
also auf dem Kreis k um _\ mu Rddlu: AB.
(Abb. 1)

Analog gilt: Sind A, B und C drei Punkte der
Ebene. so gibt es bei jeder Abbildung ¢ € M
drei Bildpunkte A, B_ und C_. Dabei gilt
AB,=AB.BC, =BCund AC,=AC.
Wie werden bei jeder Abbildung ¢ M die
Punkte einer Geraden abgebildet? g sei eine
Gerade durch die Punkte A und B. Fiir die
Bildpunkte A und B, von A und B bei einer
Abbildung @ ! ‘Dlgdl A, B = AB. (Abb. 2)
Ist C ein zwischen A lmd B ge]ezener Punkt
der Geraden g. so gilt AC + BC = AB. und der
Bildpunkt C‘P von C bei dieser Abbildung ¢
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muB auf den Kreisen k um A mit Radius AC
und k, um B, mit dem Radius BC liegen k,
und K haben nur cinen gemeinsamen Punk:
dieser liegt auf der Geraden durch A,und B,
und zwar zwischen A, und B, Dieser Punkt
muB der Bildpunkt C, von C bei der Abbildung
@ sein. Liegt C auf der Verlingerung von AB

Abb. 1

Abb. 2

iiber B hinaus, soist AB=AC - BC. Wiederum
haben die Kreise k um A_mit Radius ACund
k,um B_ mit Rad!m BC nuremen gemeinsa-
men Punk[ der ebenfalls auf der Geraden
durch A_und B liegt. Filr die dritte Lagem
lichkeit von C auf g. ndmlich auf der Verli
gerung von AB iiber A hinaus, gilt diese Fest-
stellung analog.

Durch jede Abbildung @ € 3 wird also jede
Gerade g der Ebene auf eine Gerade g, der
Ebene abgebildet.

Weiterhin gilt: Strahlen werden auf Strahlen
und Strecken auf kongruente Strecken abge-
bildet. Insbesondere gilt damit: Der Mittel-
punk einer Strecke wird bei jeder Abbildung

! ~
v g
z \
\
\
\
\
X |
Ao |
/
/
/k
5
. e
S -

Abb. 3



@ € M auf den Mittelpunkt der Bildstrecke
abgebildet.
‘Wie wird ein Punkt C, der nicht auf der durch
die Punkte A und B verlaufenden Geraden g
liegt, durcheine Abbildung ¢ € M abgebildet?
(Abb. 3)
Der Bildpunkt C, eines Punktes C bei der
Abbildung @ € M muB einer der beiden
Schnittpunkte C”_ und C7, der Kreise k, um
A, mit Radius AC und k um B, mit dem
Radius BC sein. C, liegt also mchl auf der
Geraden g, und es gilt AABC = AABC,
nach Kongruenzsatz sss. Bei einer Abbildung
© €M sind Original- und Bilddreieck und
ebenso Original- und Bildwinkel kongruent.
Die Strecke C oC ", (Bild 3) steht senkrecht
auf g, und wird von g_ halbiert. Der Schnitt-
punkt C*, von g_ und C’,C*, ist der Bild-
punkt des FuBpunktes C* des von C auf g
gefillten Lotes.
Wie werden die Punkte einer Halbebene durch
eine Abbildung ¢ € M abgebildet?* g sei die
Gerade durch A und B, und C und D seien zwei
in der gleichen Halbebene beziiglich g gelege-
ne Punkte. Durch eine Abbildung ¢ M
werde A auf A, Bauf Bw‘ gauf g, und C auf
C, abgebildet. (Abb. 4)
Weiterhin seien C* und D* die FuBpunkte der
von C und D auf g gefillten Lote und C*  und
D*, die Bilder von C* und D*. D, fillt mit
cinem der beiden Punkte D", und D™, zusam-
men, die auf der Scnkrechlen zug, durch D*,
liegen und von D* den Abstand DD* haben
Jener der beiden mog]lchen Bildpunkte vonD,
der mit C, in der gleichen Halbebene beziig-
lich g, liegt, sei mitD’_ bezeichnet. Ist C”*, der
prege]punk( vonC,; an g, s0istD’' D" C”
fiir D*%# C* ein g]emhschenkhges Trapez
Da in einem gleichschenkligen Trapez die
Diagonale stets linger als ein Schenkel ist,
und weil DC = D°,C, wegen CDD*C*C=
= D’,D* C* C, gilt, kann D_nur mit D zu-
Fa]ll D* muC* 5o
gilt ebenfalls D=D" . Durch jede Abbildung
@ € M werden die Punkte einer Halbebene
bezgl. g stets auf die Punkte einer Hall

D
RN
B
B
o
g A N
links von g
bzgl. AB
Abb.4a i
rechts von g
bzgl. AB
|
ch Abb. 5
|
1
e Co |
A Ap=B Bo g
Abb. 6
c
Be
A Ap=B g
Abb. 7 Co

bezgl. g_ abgebildet, und die der anderen
Halbebene bezgl. g auf die der anderen Halb-
ebene bezgl. g,

Die Abbildungen ¢ € M lassen sich in gerade
und ungerade Abbildungen unterteilen: Es sei
@ e M, es seien A, B und C drei nicht auf ei-
ner Geraden liegende Punkte und A , B, ﬂd
C, ihre Bilder. Durch die Pfeile AB bz, A5,
Werden auf den Geraden g = AB bzw. g
A, B, Durchlaufrichtungen festgelegt. Bezug»
hch AB liegt der Punkt C entweder “rechts™
oder “links™ \ong(Abb 5). HalderPunle

mit den Eigenschaften I und II), die zwei vor- |

gegebene Punkte A, B (A" # B) auf zwei vor-
gegebene Bildpunkte A", B” abbilden, gibt es
hochstens eine gerade und héchstens eine
ungerade Abbildung.

Nunmehr sollen alle Abbildungen ¢ € M
bestimmt werden.

Die einfachste derartige Abbildung ¢ ist die,
bei der jeder Bildpunkt A_ mit seinem Ori
nzlpunkt A zusammeniall( Man nennt sie

bezgl. A B, dieselb Ve Lag:
50 hexB( () gemde (ungerade). Die Einteilung
der Abbildungen ¢ € M in gerade und ungera-
de Abbildungen ist unabhiingig von der Wahl
der benutzten Punkte A. B und C, wie sich
mittels der hergeleiteten Eigenschaften dieser
Abbildungen zeigen 18t. Damit gilt:

TIL Unter den Abbildungen aus 3 (d. h., jenen

Sie erfiillt auf triviale
Weise die Bedingungen I und I1. Bei jeder
anderen Abbildung ¢ € M gibt es mindestens
einen Punkt A der Ebene, dessen Bildpunkt A,
nicht mit A zusammenfillt.

Als zweiter Originalpunkt neben A wird B=,
betrachtet. Dann gilt gemiiB I A B, -AB_AA
B, liegt auf dem Kreis um B mll Radlus AA

Filr jede Lagemdglichkeit von B, wird nun je
eine gerade und eine ungerade Bewegung an-
gegeben, welche A auf A_und B auf B_abbil-
det. Da es in 9 hochstens je eine solche Ab-
bildung geben kann, sind diese somit Bewe-
gungen und es gilt statt M 2V sogar M =Y.
D. h., auBer den Bewegungen gibt es keine

Fall 1: B_liegtauf der Verlingerung von AA,
iiber A, hinaus.

Fall 1a: ¢ € M sei eine gerade Abbildung
(Abb. 6)

Durch die Verschiebung (Translmmm T mit
dem Verschiebungspfeil AR wird A auf A
und B auf B, abgebildet. Da dle Verschlebung

| teine gemde Bewegung ist, gilt nach I1I g=t.
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Ag=B

| Co

Abb. 10

Abb. 9

Co

Bo=A '

Abb. 11

Fall 1b: ¢ € M sei eine ungerade Abbildung.
(Abb. 7). Durch die im Fall la betrachtete
Verschiebung t wird A auf A_ und B auf B
abgebildet. Durch die Spiegelung ¢ an der
Geraden g durch A und A, werden A_und B/
als Punkte der Symmetrieachse g auf sich
i Die i TC
von Tund G bildet also A auf A_ und B auf B
ab. ¥ Die Spiegelung & ist eine 2u 9t gehbrige
ungerade Bewegung. Da die Nacheinanderaus-
fiihrung der geraden Bewegung T und der
G eine zu M gehos
ungerade Bewegung ist, gilt nach Il =1 O0.
=10 0 nennt man Schuhxplegc]ung Szhub-
lung heiBt die
einer Verschiebung T und einer axialen
Spiegelung . deren Symmetrieachse parallel
zum Verschiebungspfeil von T ist. Als Achse
ciner Schubspiegelung T 6 wird die Symme-
trieachse der o Wiein

a

Nachgamisimz iiber die Mittelsenkrechte gilt

| AZ=BZ=B, Z. Da gemaB IT AB=, A, B o &ilt, sind
die Drelecke AZBund A 7B kongmem (sss).

auf B, abgebildet. Da 6 © teine zu M gehoren-
de ungerade Bewegung ist. gilt wegen III
@=00 1=10 0. @ ist wiederum eine Schub-
spiegelung.

Fall 3:
Jetzt gilt B =A.

Fall 3a: ¢ € M sei eine gerade Abbildung.
(Abb. 10)

Durch die 180°-Drehung 3, deren Drehzen-
trum der Mittelpunkt M der Strecke AA_ ist,
wird A auf A_und B auf B =A abgebildet. Da
8 M gilt und 8 eine gerade Bewegung ist, gilt
nach 111 g=3.

Fall 3b: ¢ &M sei eine ungerade Abbildung.
(Abb. 11)

Durch die Spiegelung & an der Mittelsenkrech-
ten der Strecke AA_ wird A auf A _und B auf
B =A abgebildet. Dac € M gilt und © eine
ungerade Bewegung ist, gilt nach 11l g=c.
Wegen 3 = B konnen wir die Bewegungen in
der Ebene auch wie folgt definieren:
Bewegung heiBt jede Abbildung, die jeden
Punkt der Ebene eindeutig auf einen Punkt
dieser Ebene abbildet und bei welcher der
Abstand zweier Originalpunkte stets gleich
dem Abstand der zugehérigen Bildpunkte ist.
Aufgrund dieser Ausfiihrungen gilt: Jede
Bewegung ist entweder die identische Abbil-
| dung. eine Spiegelung, eine Schubspiegelung,
eine Verschiebung oder eine Drehung.

Dic geraden Bewegungen sind bei dieser
Aufzihlung fett gedruckt.

Nach dxesen Betrachtungen muB die Nachein-

Winkel gleich grof sind. gilt $AZB=4A ZB,,
Durch die Drehung 8 mit dem Zentrum Z und
orientiertem Drehwinkel 4 AZA, wird A auf
A, und B auf B, abgebildet.

Da die Drehung 8 cine zu M gehorige gerade
Abbildung ist. gilt nach 11T ¢=5.

\
|
Weilin Dreiecke ;
|
|
|

Fall 2b: ¢ M sei eine ungerade Abbildung.
(Abb. 9)
| Die Mittelpunkte der Strecken AB und A B, |
| seien mit M und M, und die Gerade durch M
und M sei mit g bezeichnet. M” st der Bild- |
| punkt vom M bei der Abbildung ¢ : M=M". |
Denn der Mittelpunkt einer Strecke wird bei
diesen Abbildungen auf den Mittelpunks der
bildet. Aus AM=MB und

Bild 7 ablesbar, kommt es bei einer Schubspie-

AM=A M fulglM M Dreieck MM B ist

gelung auf die der A

von Verschiebung und Spiegelung nicht an.
also gilt auch ¢=00 1.

(Abb. 7)

Fall 2: B liegt nicht auf der Geraden durch A
und A .

Fall 2a: ¢ € M sei eine gerade Abbildung.
(Abb. 8)

Die Mittelsenkrechten von AA_ und BB
schneiden einander in genau einem Punkt Z.
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also lig. Die mit cLund P bezeich-
neten Basiswinkel sind also gleich groB.
(Abb.9) Der Winkel yhat weiterhin die gleiche
GroBe wie sein Scheitelwinkel B. Also gilt
o=Y. Durch die Spiegelung 6 mit g als Symme-
| trieachse werden A und B auf A | und B und
| awird auf ot abgebildet. Dabei gnlzomx und |
| damit auch y=ct . Durch die Verschiebung T
| mit Verschiebungspfeil MM, wird M auf M,
A aqu und B nufB abgcbllde( Durch die

einer Drehung & und einer

T eine gerade sein.
Es lifit sich zeigen, daf 8 T eine Drehung ist,
deren Drehwinkel ebenso groB ist wie der
von 8.

Bei der Arbeit an diesem Beitrag unterstiitzte
mich Herr Walter Triiger aus Débeln, dem ich
fiir seine Bemiihungen recht herzlich danken
méchte.

Gunter Winkler, geboren am 5. 7. 1976
schrieb diesen Beitrag mit 14 Jahren
regelmiipiger Friihstarter bei der OJM mit
1. Plitzen

Interesse auferdem am Schach und dem

I ieren auf dem

Schiiler an der Spezialschule Riesa

Anmerkungen

! In diesem Beitrag werden die folgenden
Buchstaben des griechischen Alphabets be-
nutzt: o Alpha, B Beta, Yy Gamma, 8 Delta, ¢
| Sigma, t Tau, @ Phi

2 Jede Gerade zerlegt die Ebene in zwei Berei-

O tder

o und der Verschiebung Twird A auf A_und B

che, F genannt.
#1006 wird “Tau Kringel Sigma™ gelesen.



: Jung

In diesem Jahr
ger Mathema
fiihrt,

Das Zeichen dieser Olympiade ist das 17-
Eck, dessen Konstruierbarkeit mit Zirkel

urde die Olympiade Jun-
iker zum 30. Mal durchge-

XXX. Olympiade
er Mathematiker

4. Stufe

und Lineal C. F. Gaufi 1796 bew Die
Stadt Braunschweig, Geburtsort von Gauf,
ehrte den groBen deutschen Mathematiker
durch den abgebildeten Sonderstempel
(siehe Abbildungen)

Erfurt, 3. - 6.6.1991

Vor einem Jahr fand fast zum gleichen Zeit-
punktam gleichen Ort die Siegerehrung der 4.
Stufe der XXIX. Olympiade Junger Mathe-
matiker statt. Uns alle bewegte damals die
Frage: Wie geht es weiter?

Durch die Einladung der Kultusministerin
Thiiringens. Frau Lieberknecht, zur “Mathe-
matikolympiade 191" nach Erfurt war eine
erste Antwort auf diese Frage gegeben.

ge

Erstmalig konnten auch Schiiler aus den alten
Bundeslindern an diesem Wettbewerb teil-
nehmen. Besonders herzlich wurden Schiile-
rinnen und Schiiler aus Hamburg, Niedersach-
sen. Nordrhein-Westfalen und Schleswig-Hol-
stein by
Im néichsten Jahr erwartetuns in Erfurt die 600
Jahrfeier der Universitit und die 1250 Jahrfei-
er der Stadt. Die Mathematikolympiade ord-
netsichindiesen ProzeB ein. indem sie den zu-

kiinftigen wissenschaftlichen Nachwuchs in
cinem Leistungsvergleich vereint. Es konnte
eine lohnenswerte Aufgabe fiir die Universitit
sein, alljdhrlich die besten Jungen Mathemati-
ker Deutschlands zum Wettstreit zusammen-
zufithren. SchlieBlich ist es gelungen. durch
Initiative eines neuen Bundeslandes auf dem
Gebiet der Schiilerwettbewerbe eine wesentli-
che Bereicherung einzubringen

Unter den 12 artern befanden sich auch 10
Miidchen. Die Jury konnte erste Preise verlei-
hen an:

Klasse 12/13:

Lutz Lehmann. Heinrich-Hertz-Schule, Berlin
Marco Schlichting. C. F.-GauB-Schule. Frank-
furt/Oder

Jan Sieber. Heinrich-Hertz-Schule, Berlin
Tomas Antonius Klenke. Stormarn-Schule, Ah-

rensburg
Klasse 11

Andreas Bernig. Spezialschule Leipzig
Klasse 10:

Martina Eckner. Spezialschule “C
Jena

Reinhard Priber. Spezialschule Chemnitz
Andreas Miick, Spezialschule Halle

Ferner wurden 11 zweite und 19 dritte Preise
cben. 28 Teilnehmer erhiclien Anerken-
nungsurkunden. Bodo Lass (Eichenschule
ScheeBel) konnte zwei Diplome fiir die beson-

“arl Zeiss™.

ders elegante Losung einer Aufgabe entg
nehmen

Dr. Wolfgang Moldenhauer
Sektion Mathematik der
Pidagogischen Hochschule Erfurt

Ein Sieger-
foto darf
nicht fehlen.

Von links:

Dr. W. Moldenhauer
(Landesvorsitzender der
OJM Thiiringens),
Marco Schlichting, Lutz
Lehmann, Martina
Eckner, Jan Sieber,
Andreas Bernig, Tomas
Antonius Klenke, And-
reas Miick, Herr Schniil-
ler (Repriisentant des
Sponsors Siemens-Nix-
dorf AG Thiiringen)
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XXX. Olympiade Junger Mathematiker (4. Stufe)

Aufgaben

Achtung: Bis auf solche Fakien. die aus dem

oder den

bekannt
n. DerLg i

sind. sollen alle verwendeten
|

soll deutlich erkennbar sein. Die Gedan-

| schlieBlich
kengiinge und Schliisse sind in logisch und

Siitzen darzulegen

Olympiadeklasse 10
301041

Zur Konstruktion eines Vierecks ABCD seien

die Streckenlingen

a=3cm,c=6cmee= 27 cm,f=]08 cm

und die WinkelgroBe ¢ = 60° vorgegeben. Ge-

fordert wird: .

(1) Die Seite AB hat die Linge AB

(2) Die Seite CD hat die Liinge C

(3) Die Diagonale AC hat die Linge
AC=e.

(4) Die Diagonale BD hat die Linge
Bhot

(5) Die Diagonalen AC und BD schneiden
sich in einem Punkt S: fiir diesen hat der
Winkel 4 ASB die GroBe 0

(a) Beweisen Sie: Wenn ein Viereck ABCD
die geforderten Bedingungen erfiillt. dann
kann es aus den gegebenen GroBen a, c. e,
f, @ konstruiert werden:

{b) Beschreiben Sie cine Konstruktion und
filhren Sie die i

301043 A

Untersuchen Sie, ob es eine natiirliche Zahl m
derart gibt, daB es zu jeder positiven natiirli-
chen Zahl k héchstens m natiirliche Zahlen t

gibt, mitdenen die Zahl |/ + k ./ rational ist!

301043 B

Im Raum seien vier Punkte A, B. C. D so
gelegen, daB zwischen ihnen folgende Ab-
stande auftreten:

AB =7.2cm: AC =9.6cm: AD
BC =120cm:BD=15.6cm: CD=
Ermitteln Sie den Radius r derjenigen Kugel.
auf deren Oberfliiche diese vier Punkte liegen!

301044

U Sie, ob es eine fiir alle reellen

durcl
(e) Beweisen Sie: Wenn ein Viereck ABCD
nach Ihrer Beschreibung konstruiert wer-
den kann, dann erfiillt es die geforderten
Bedingungen!
@)1 Sie, obes bis auf K
genau ein Viereck ABCD gibt, das die ge-
forderten Bedingungen erfiillt!

301042

Es seien x,, x,, ..., x, Zahlen, von denen jede
entweder glclch 1 oder gleich -1 ist. Ferner sei

fiir jedes i = 1,
Pi=X o Xy
und es werde

P +Py+ . t+p,=0

vorausgesetzt. Man beweise. daB aus diesen
Voraussetzungen stets folgt: n ist durch 4
teilbar.

Von den nachstehenden Aufgaben 301043
A und 301043 B ist genau eine

Zahlen x definierte Funktion f so gibt, da8 fiir
alle natiirlichen Zahlen a und b die Gleichung
f(a) + f(a+b) - f(a-b) = a? + 4b + 2 gilt!

301045

Ein Mathematiklehrer, der demniichst den
Flicheninhalt von Krenen behandeln wollte,

der Seitenlinge 5 mm) sollten die Schiiler um
cinen Eckpunkt eines Kistchens Kreise mit
den Radien 1 ¢m, 2 ¢cm. 3 ¢cm, 4 cm und 5 cm
zeichnen. Zu jedem dieser Kreise sollten sie
unter allen Kiistchen, die gemeinsame Punkte
mit der Kreisfliiche haben. diejenigen zéhlen.

(A) die vollstindig in der Kreisfliche enthal-
ten sind,

(B) deren Vereinigungsmenge die Kreisflii-
che vollstindig iiberdeckt.

Offenbarergibt das Produkt des Fliicheninhal-
tes eines Kistchens mit der in (A) gefundenen
Anzahl einen zu kleinen Niherungswert fiir
den Fliicheninhalt des Kreises, mit der in (B)
gefundenen Anzahl dagegen einen zu grofien
Niherungswert. AnschlieBend sollte noch das
Idieserbeiden N o5

werte (als ein dritter Niherungswert) berech-
net werden.

Die Schiiler. die sehr sorgfiltig gearbeitet
hatten, erhielten folgende Ergebnisse (siehe
Tabelle 1).

Nun wurde bemerkt. daB jeweils die MaBzah-
lendes dritten Nitherungswertes simtlich nach
dem Komma die Ziffer 5 haben. Trifft das
auch bei Wahl aller Radien r zu. deren Maf3-
zahlen in cm die natiirlichen Zahlen groBer als
5 sind?

301046

Das Arbeitsblatt zeigt die Bilder A’, B, C".
D'.E'.F'.G" vonsieben Eckpunkten A, B.C.
D. E. F. G eines Korpers bei Parallelprojek-
tion. Dieser Korper hat auBerdem noch einen
Eckpunkt H: die Oberfliche des Karpers be-
steht aus sechs ebenen Vierecken ABCD,
ABFE, ADHE, BCGF, CDHG. EFGH. Die
Kanten AB, BC. BF werden (bei der Sicht auf
die Zeichenebene in Projektionsrichtung) von
davorliegenden Flichen verdeckt: daher sind
A'B’, B'C". B'F’ gestrichelt gezeichnet.

Konstruieren Sie unter diesen Voraussetzun-
gen das Bild H’ des Punktes H und die Bilder
der von H ausgehenden Kanten! Begriinden

len und zu losen:
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stellte folgende und Sie Ihre K (siehe
Auf kariertem Papier (quadratische Kiistchen | Abbildung 1)

Radius r Anzahl der Kiistchen Niiherungswert

incm bei (A) bei (B) des Fliicheninhalts in cm?

! 4 16

2 32 60

3 88 132

4 164 224

5 276 344
Tabelle 1



Abb. 1

Olympiadeklassen 11 - 13
301241

Man ermittle zu jedem Tripel (a, b, ¢) positiver
reeller Zahlen a. b, . alle diejenigen Tripel (x.
Y. z) reeller Zahlen, die das folgende Glei-
chungssystem (1), (2). (3) erfiillen:

P ()

)

3)

301242

Zu cinem wiirfelformigen Kasten der Kanten-
linge 10 em seien alle diejenigen Geraden
betrachtet und als “markiert™ bezeichnet, die
durch das Innere des Wiirfels gehen, parallel
zu einer Wiirfelkante verlaufen und von den
beiden Seitenflichen. die diese Kante enthal-
ten. ganzzahlige in cm gemessene Abstinde
haben.

Man beweise:

Wie man auch den Kasten mit 250 quaderfor-
migen Bausteinen der Abmessungen 2 cm x
2cmx | em vollstindig ausfiillt, stets gibt es
wenigstens 100 markierte Geraden. die keinen
der Bausteine durchstechen.

Dabei gilt ein Baustein genau dann als “durch-
stochen™, wenn die Gerade innere Punkte des
Bausteins enthilt.

301243

Man ermittle alle diejenigen Funktionen f, die
den folgenden Bedingungen (1) und (2) genii-
gen:
(1) Die Funktion fist fiir alle reellen Zahlen x
definiert und stetig.
(2) Fiir jede reelle Zahl x gilt
f(x) -4 f(x) =x - 16 x*.

301244

Eine streng monoton steigende Zahlenfolge
Xp+ Xy o X, Werde genau dann “m-schmal
genannt, wenn fiir alle v = 2, ..., n die Unglei-
chungen x - x,, < m gelten,
Eine Menge Z von Zahlen werde genau dann
“m-dicht” genannt, wenn sie fiir jede natiirli-
che Zahl n <2 eine n-gliedrige streng monoton
steigende Zahlenfolge enthilt, die m-schmal
ist.

Man beweise die folgende (einen beriihmten
tz des niederlindischen Mathematikers B.
L. van der Waerden abschwiichende ') Aussa-
ge:

Zu jeder Zerlegung der Menge N aller natiirli-
chen Zahlen in eine Anzahl r <2 paarweise
disjunkter nicht leerer Teilmengen T,
gibt es eine positive ganze Zahl m, so daB
(mindestens) eine derMengen T ... T eine m-
dichte Menge ist.

301245

Man ermittle ein Polynom
fx)=a +ax+.. +ax’
(a8, .00, reell:a"atﬁ)

[49)

das die Bedmgunzen

2)

erfiillt und dabei méglichst niedrigen Grad n
hat.

Von den nachstehenden Aufgaben 301246
A und 301246 B ist genau eine auszuwdih-
len und zu losen:

301246 A

Man beweise: In jedem Dreieck ABC erfiillen
fiir jeden Punkt P im Innern des Dreiecks die
Lingen x=PA,y=PB.z=PC unddie Lin-
genu.vbzw. wdervon Pauf die Seiten BC. CA
bzw. AB oder deren Verliingerungen gefillten
Lote die Ungleichung
Xyz2(v+w)(w+u)(u+v)

301246 B

Fiir natiirliche Zahlen n, k mit 2<k<n
werde eine “Menge N von n Personen™ genau
dann als “k-familidr” bezeichnet. wenn sich in
jeder Menge K von k Personen aus N eine
Person befindet, die mit allen anderen Perso-
nen aus K bekannt ist.

"' Diesen Satz (bei dem arithmetische statt m-schma-
ler Folgen auftreten) ohne Beweis nur als bekannten
Sachverhalt zu zitieren, wiirde hier fiir eine Lisung
der obigen Aufgabe 301244 nicht ausreichen.

Ermitteln Sie zu jeder natiirlichen Zahl n 2
alle diejenigen natiirlichen Zahlen k mit
2<k<n . fiirdie die Aussage gilt, daB jede k-
familidre Menge von n Personen auch n-fami-
lidr sein muB!

Hinweise: Fiir Personen a, b gelte stets: Wenn
amit b bekannt ist, so ist b mit a bekannt.
Ferner werde vorausgesetzt. da jede in einer
Menge theoretisch widerspruchsfreie Vertei-
lung gegenseitiger Unbekanntheit oder Be-
kanntheit auch durch eine “Menge von Perso-
nen” realisiert werden kann.

Die Lissungen zu diesen Aufgaben kinnt Thr
bei Einsendung eines frankierten (2,60 DM)
und adressierten Riickumschlages (A5) von
uns erhalten.

Aktuelle Meldungen

Am 3. Oktober 1991 wurde in Anna-
berg ein Adam-RAes-Bund gegriindet,
Re-
chenmeisters, Riesforscher und Inter-
essenten beitreten konnen. AnlaB ist
der 500. Geburtstag von Adam Ries im
Jahr 1992.
Die Adam-Ries-Stiidte Staffelstein in
Bayern (sein Geburtsort), Erfurt in
Thiiringen und Annaberg-Buchholz in
Sachsen planen 1992 gemeinsame Pro-
jekte. Neben Vortriigen zum Wissen-
schaftler, Humanisten und Bergbeam-
ten Adam Ries steht auch ein mathe-
matischer Schiilerwettbewerb der drei
Liinder auf dem Programm. Staffel-
stein gedenkt zum Beispiel mit einem
Altstadtfest ihres groBen Sohnes, Bun-
| despostminister Schwarz-Schilling
iibergibt eine Sondermarke und erst-
mals wird das wissenschaftliche Werk
CoB, mit dem Ries als Wegbereiter der
neuen Mathematik in die Geschichte
einging, gedruckt vorliegen.
alpha wird natiirlich dariiber berich-
ten.

Die 2. Stufe der 31. OJM (auf Kreisebe-
ne) wird in Klausurform am 13. 11. 91
durchgefiihrt. Interessenten wenden
sich bitte an das Kultusministerium
ihres Landes, dort liegen die Aufgaben
und Teilnahmebedingungen vor.
Die 3. Stufe auf Liinderebene soll am 8.
und 9. Februar "92 starten.
Bezugllch der 4 Stufe (Delllschlund-
mit
dem Bnndesweubewerb wird in die-
sem Monat beraten.
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sdeos 5 5
vide Lesens- und Sehenswertes vom Medienmarkt

Die Marktecke
-

Dame oder Tiger? Eine Kostprob
Im ersten Teil von “Dame oder Tiger?” wer-

den von einer prichtigen Gesellschaft imagi-  Die Versuche des ersten Tages
niirer Gestalten — darunter Vampire. Psychia-  Am ersten Tag fanden drei Versuche stat. Bei
ter. Triumer. Eremiten. Konige. Ritter und  allen dreien erkliirte der Kinig den Gefange-

Schurken — im- | nen, daf in jedem der beiden Rawme sich
mer kniffliger | ennweder eine Dame oder ein Tiger beféinde,
werdende Ritsel | aber es kinnie sein, dafs Tiger in beiden Riu-
gestellt.  Den | menoder Damen in beiden Raumen oder eben
zweiten Teil bil- | auch maglicherweise in dem einen eine Dame
det eine mathe- | und im andern ein Tiger wiren.

matische Novelle

— die erste ihrer 1. Der erste Versuch

Art - : ‘Angenommen, in beiden Réumen sind Ti-
“Das Geheimnis | ger”, fragte der Gefangene. “was mache ich
desSchlossesvon | dann?”

Monte Carlo™. In- “Das ist dein Pech!™ erwiderte der Kinig.
spektorCraig.der | “Und angenommen. in beiden Riumen sind
bei der prakti-  Damen?" fragte der Gefangene.

schen Aufg
beginnt, die

be Das ist dann offensichilich dein Gliick".
ah- | enigegnete der Kinig. “Die Antwort darauf

lenkombination | hdttest du sicher selbst erraten konnen. ™
fiirein Safeschlof un, und angenommen, in dem einen Raum
2u finden. wobei | befindet sich eine Dame und in dem andern ein

Raymond Smullyan: ihmzwei Freunde | Tiger, was passiert dann?” fragte der Gefan-
Dame oder Tiger? mitihren Rechen-  gene zum dritren Mal.

- Logische Denkspiele und ~ maschinenzuHil-  “In diesem Fall macht es einen ganz schinen
eine mathematische fe kommen. gerit  Unterschied, fiir welchen Raum du dich ent-
Novelle iiber Gidels groe  in immer tiefere  scheidest. nicht wahr

Entdeckung, Wolfgang logisch-mathema- | “Woher weif ich aber, fiir welchen ich mich
Kriiger Verlag, 1983; tische Gedanken, | entscheiden soll?” wollte der Gefangene wis-
ISBN 3-8105-1806-9 dieihnschlieBlich | sen.

mitten in Godels | Der Konig zeigte auf die Schilder an den
wunderschines | Tiiren, die zu den Raumen fiihrten:

Theorem iiber Wahrheit und Beweisbarkeit | —

fiihren...

Ebenso cinfallsreich und in ihrer Wirkung

verbliiffend sind M. C. Eschers paradoxe und

verritselte Zeichnungen. mit denen die 19

Kapitel von “Dame oder Tiger?" optisch ein-

I In diesem Raum ist eine Dame. und in
dem anderen Raum ist ein Tiger

11 In einem dieser Riume ist eine Dame,
wnd in einem dieser Réiiume ist ein Tiger

“Stimmt denn das, was auf den Schildern

steht?” fragte der Gefangene.

“Ein Schild ist richiig ", erwiderte der Konig,
aber das andere ist falsch.”

Wenn Sie der Gefangene wiren, welche Tiir

wiirden Sie dffnen (vorausgeserzt natiirlich.

dafs Sie die Dame dem Tiger vorziehen)?

Lisung

1. Uns ist bekannt. dafs eines der beiden Schil-
der richtig und das andere falsch ist. Konnte
es sein, da das erste richtig und das sweite
falscl ist? - Natiirlich nicht, denn wenn das
erste Schild richtig ist, dann mufi das 2weite
auch richtig sein —mit anderen Worten, wenn
die Dame in Rawm 1ist und der Tiger im Raum
11, dann trifft auch die Feststellung zu, dafi in
einem der Riwme eine Dame und in dem
andernein Tigerist. Daes nicht seinkann. dafy
das erste Schild richtig und das 2weite Schild
falsch ist, mufs das zweite Schild richtig und
das erste falsch sein. Da das zweite Schild
richtig ist, befindet sich die Dame tatscichlich
in einem der Riume und der Tiger im andern.
Und da das erste Schild falsch ist. muf der
Tiger in Rawm I und die Dame in Raum I1 sein
Darum hat sich der Gefangene fiir Rawm 1
entschieden.

geleitet werden.
| [e—

Zum Autor: |
Raymond Smullyan wurde 1918 in Far Rok- DER WISSENSCHAEI
kaway auf Long Island (New York) geboren
Mit 12 Jahren verlief er die Schule, um im b
Selbststudium moderne Algebra und mathe- .
matische Logik zu lernen. Seinen Unterhalt
verdiente er zuniichst als Zauberer in Clubs
und als Musiklehrer. 1955, nach Jahren ver-
schiedener Studien. wurde Smullyan von dem
Philosophen Rudolf Carnap dem Dartmouth
College als Professor fiir mathematische Logik
empfohlen. Inzwischen ein international be-
kannter Mathematiker. lehrt er heute an der S
City University in New York. am Lehman =
College und im Graduate Center.

Ultrarechner

Vom Aufbau der Chips iiber die Architektur
der Rechner bis zur Grundkonzeption der
Software steht die Computertechnik vor radi-
Kalen Neuerungen. Sie werden nicht nur eine
Leistungsexplosion bringen. sondern das
ehirn zum Vorbild des Computers machen
Dieses Sonderheft beschreibtdie Ultrarechner
von morgen und ihre Auswirkungen auf die
Gesellschaft.

Inhalt:

Trends in der Computertechnologie ® Das Bil-
lionending * Fortschritt in der Galliumarse-
nid-Technologie ® Nanotechnik ® Der Quan-
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Harte Niisse fiir Fortgeschrittene

Diese bietet das Buch “Die mathematischen Abenteuer von Fritz und Katharina™ von
Klaus Langmann o bei Vandenhoeck & Ruprecht in Gottingen. 33 “milde-
re” Abenteuer, deren Losungen man Schiilern aus Leistungskursen Mathematik oder Spe-
zialschiilern ruhig zutraven darf, werden abgelost durch 44 “wildere”™ Abentever. Bei
diesen braucht man schon Kenntnisse der Analysis mehrerer Variablen (bis zum Oberfli-
chenintegral) und der Linearen Algebra (bis zur Jordannormalform), um Fritz, Katharina
und ihren Freunden beistehen zu konnen. Die Losungsansiitze im Anhang miinden jeweils
in weitere. zur Losung fiihrende Aufgaben. 222 sind damit insgesamt zu knacken.

Die dabei bentitigten mathematischen Siitze und Methoden erfassen die wichtigsten
Inhalte der Vorlesungen des mathematischen Grundstudiums. das Studenten der Mathe-
matik. Physik. anderer Natur- oder Ingenicurwissenschafien zu absolvieren haben.
Zuweilen muten die Abenteuer etwas aufgesetzt an. Das ergibt sich aber aus dem Wollen
des Autors. den Stoff moglichstumfassend einzuarbeiten und mindert die
Freude am Knacken der Probleme nicht (ISBN 3-525-40733-5, 19,80 DM)

Videoserie zur

Symmetrie ) “Kiinstlichen Intelligenz"
das Spiel mit der Spiegelung
Die Kiinstliche Intelligenz (K1) als Automa-
tion weiter Bereiche geistiger Arbeit wird

hmend mehr Einflub auf unser Leben
haben, sowohl am Arbeitsplatz als auch in der
Freizeitgestaltung. Mit Hilfe von anschauli-
chen, faszini und lustigen Beispiel
gibt die vierteilige Video-Serie einen allge-
meinverstindlichen Uberblick tber wesentli-
che Grundlagen, wichtige Anwendungen und
mogliche Auswirkungen der KI. Jeder Teil
bestehtaus zwei Folgen. Autorund Moderator
der Serie ist Prof. Dr. Robert Trappl, Vorstand
des Instituts fiir Medizinische Kybernetik und
Al der Universitit Wien und Leiter des Oster-
reichischen Forschungsinstituts fiir Artificial
Intelligence.

Mit vier verschiedenen Objekten—Punkt,
Strecke. (JemdenderDreletk kannst Du
Such-und Geschickli gaben 16~
sen. Dabei geht es um geometrische Kon-
struktionsprinzipien wie Verschieben,
i 2. Drehung und Schub:
lung. Je besser Du wirst, desto komplexer
werden die Aufgaben. Du kannst aber
auch selbst Symmetrieachsen und -zen-
tren definieren ...
Die Programme laufen auf PC mit MS-
DOS ab Version 3.2. 640 KB Hauptspei-
cher und Grafikkarte (Hercules, EGA.
VGA). DM 128.—
Alle Programme sind vom CoMet
Verlag in Duisburg. Bestellungen bitte
an: Cornelsen Verlagsgesellschaft,
Postfach 8729, 4800 Bielefeld. Die Prei-
se gelten fiir Schulen, SchiilerInnen,
LehrerInnen und Studentinnen.

Einfiihrung

in die Kiinstliche Intelligenz 1
- Herausforderung und Abenteuer
- Darstellung von Wissen

Ein Uberblick iiber die wichtigsien Bereiche

der KL Anhand einfacher Beispicle werden
drei wichtige Methoden zur Darstellung von
Wissen erkliirt: Semantische Netze, Rahmen,

teren. wie Expertensysteme funktionieren und
wie sie eingesetzt werden.

Einfiihrung

in die kiinstliche Intelligenz 3
- Natiirlichsprachige Systeme 1

- Natiirlichsprachige Systeme 2

Das Verstehen von Sprache und ihre Mehr-
deutigkeiten. Mustervergleich, ATN, Casus-
rahmen und ein System im Einsatz werden
vorgestellt. Des weiteren das Verstehen gan-
zer Texte. Und wir lernen ein Programm ken-
nen. das selber Geschichien erfindet.

Einfiihrung in die kiinstliche Intelli-
genz 4

- Roboter, Lernen, Non-Vons

- Zukunft und Auswirkungen

Damit Roboter “sehen™ konnen. miissen die
KI-Systeme immer wirklichkeitsnaher wer-
den. Dazu muB man ihnen immer mehr Wis-
sen eingeben. Wir erfahren. welche Arten von
“Lernen”es gibt. und sehen und héren, wie ein
Programm selbstindig lernt. einen Text vor-
zutragen. Zudem: Chancen und Risiken in der
Zukunft

EINFUHRUNG
IN DIE KUNSTLICHE
INTELLIGENZ |

Herausforderung und Abenteuer
Darstellung von Wissen

teneffekt-Transistor ® Spingliiser ® Ultra-
schnelle Prozessor-Netzwerke ¢ Kollekii-
ves Rechnen mitneuronenihnlichen Schalt-
kreisen ® Optische Neurocomputer ® Kin-
nen Computer denken? ® Telekommu-
nikation *Informationsmanagement im
Wandel

Dieses Sonderheft erhalten Sie bei Ihrem
Zeitschriftenhiindler, im Bahnhofsbuchhan-
del oder direkt beim Verlag.

Scripts. Des weiteren abstrakte Beziehungen
wie Besitzverhiltnisse oder Handlungsabliu-
fe. Probleme und Konsequenzen.

Einfiihrung

in die kiinstliche Intelligenz 2
- Problemlisen, Suchen, Planen
- Expertensysteme

SR/IDElDI%EK

Eine Hauptaufgabe von intelligenten Syste-
men wird die Problemldsung sein. Anhand
eines einfachen Schicbepuzzles, cines Spiels
und der Planung ciner Roboteraktion lernen

128 Seiten, DM 14,80/sfr 14,80/5S 120
5peklrum der Wissenschaft
15, D-6900 Heidelb

wir verschiedene Methoden kennen: des wei-

Die Videos kosten jeweils 99,— DM:
FHS/Farbe/31 Minuten
Zu bestellen bei:
Spektrum Videothek
15. D-6900 Hei 2
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« Teilbar oder nicht teilbar

Da alle Aussagen des Herrn Flunkrich falsch
sind, ergibt die Zahl wegen (1) bei der Divi-
ion durch 3 den Rest 2 und wegen (2) bei der
Division durch 5 denselben Rest wie bei der
Division durch 7.
Dieser Rest ist wegen (5) groBer oder gleich 3
und wegen (6) kleiner oder gleich 3. also
gleich 3.
Wegen (4) lifyy die Zahl bei der Division durch
8 den Rest 1. Ferner ist wegen (3) die Zahl
nicht groBer als 800. Nun gibtes wegen 3 -5 -
7 - 8 =840 und 840 > 800 hichstens eine
natiirliche Zahl a < 800, die

bei der Division durch 3 den Rest 2 M
bei der Division durch 5 den Rest 3 ®)
bei der Division durch 7 den Rest 3 [C))

bei der Division durch 8 den Rest 1 LiBt. (10)

Wegen (10) ist a eine der Zahlen 9. 17,25, 33.
... 793 und wegen (9) eine der Zahlen 17, 17
+8:7=73.17+2-56....17 + 13 - 56; also
wegen (8) eine der Zahlen 73,73 + 8 - 7
73+280=353,73 +2-280=633: also wegen
(7) a= 353. Die Postleitzahl von Herrn Flun-
krich ist 353: er wohnt in Havelberg.

« Uberall natiirliche Zahlen

Beim Numerieren der Seiten des Lehrbuches
werden die Zahlen von 3 bis 195 gedruckt. Fiir
die Zahlen 3 bis 9 braucht man 7 Ziffern. Fiir
die Zahlen von 10 bis 99 braucht man 90 - 2 =
180 Ziffern. Fiir die Zahlen von 100 bis 195
dagegen 96 - 3 = 288 Ziffern. Das sind insge-
samt 475 Ziffern. Die 0 kommt dabei 29mal
vor.

« Nicht in die Briiche geraten

Es waren x Personen anwesend. davon - x+1
Kinder, % X+ 2 Mitter und 1 x +3 Viter.
Lrisdisas Ixaa=xasox=12

Somit waren 37 Kinder, 20 Mitter und 15
Viter zur Urauffihrung des Puppenspiels
gekommen.

« Logisch gedacht

* Ohne Worte

Sechs Katzen miissen auf der rechten Seite der
Waage sitzen, damit diese im Gleichgewicht
ist.
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* Gleichungen in Theorie und Praxis

x+107

——4=T, x=68
100

Die Zahl 68 erfiillt die Bedingungen.

* Riitsel
a) Es gibt mehrere Losungen, z. B. 58 015
+ 65 412
123 427
by 13 274 13 402 19 863
+13 274 +13 402 + 19 863
+13 274 +13 402 + 19 863
+13 274 +13 402 + 19 863
53 096 53 608 79 452

¢) Es gibt insgesamt 24 Losungen, z. B.
6493 +9408 = 15901

* Wir falten

Man halte den Bogen mit der beschrifteten
Seite nach unten, so daB beim Betrachten des
Bogens von oben die numerierten Quadrate in
folgender Stellung liegen:

Nun falte man die rechte Hilfte des Bogens
nach links, so daB die 5 iiber der 2, die 6 iiber
der 3. die 4 iberder | und die 7 iiber der 8 liegt.
Die untere Hilfte falte man nun nach oben, so
daB die 4 iiber der 5 und die 7 iiber der 6 liegt.
AnschlieBend falte man 4 und 5 zwischen 6
und 3 und falte 1 und 2 unter das Paket.

* Noch etwas fiir Logiker

Name Beruf
Schuster Schneider
Schneider Schuster
Giirtner Zimmermann
Zimmermann  Sattler
Sattler Girtner

* Sprachecke

Die Tafeln des José

José hat 9 Tafeln in cinem Gefib, die jeweils
die Nummern 1 bis 9 tragen. Mit einem Mal
nimmter 4 beliebige Tafeln heraus. Mit diesen
4 Tafeln stellt er alle vierstelligen Zahlen
zusammen, indem er die Ziffern vertauscht,
und schreibt sie nacheinander auf. Am Ende
erhiilt er die Summe 159984.

Welche 4 Tafeln sind gezogen worden? Wie-
viele Lsungen gibt es insgesamt?

Lisung
Zwei von insgesamt 8 Losungen sind:
1-6-8-9o0der4-5-7-8

|
Das Riitsel der fiinf Hiuser

Es geht um fiinf Hauser. fiinf Nationalititen,
fiinf Getréinkearten, fiinf Arten von Tabakwa-
ren und fiinf Haustierarten.

Der Engliinder wohnt im roten Haus.
Der Spanier besitzt einen Hund

Im griinen Haus wird Kaffee getrunken
Der Ukrainer trinkt Tee.

Der Raucher von “Old Gold™ besitzt
Schnecken.

Das griine Haus befindet sich direkt rechts
neben dem elfenbeinfarbenen Haus.

Im gelben Haus wird “Kool” geraucht.
8. Im mittleren Haus wird Milch getrunken.
9. Der Norweger lebt im ersten Haus.
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10. Der Mann, der “Chesterfield” raucht. lebt
neben dem Mann, der einen Fuchs besitzt.
. “Kool” wird im Nachbarhaus des Hauses
geraucht, in dem das Pferd gehalten wird.
. Der Raucher von “Lucky Strike™ trinkt
Orangensaft.
Der Japaner raucht “Parliament”. m" T
Der Norweger wohnt neben dem blauen
Haus.
Jeder Mann hatein Haus, eine Haustierart,
eine Tabakware, eine Getrinkesorte und
eine Nationalitiit
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Wer trinkt Wasser? Wer besitzt ein Zebra?

Lisung
Haus1 Haus2 Haus3 Haus4 Haus5

Nor-  Ukrai- Spanier Japa- T
/ L

weger  ner

gelb  blau  rot elfen-  griin
bein

Wasser Tee Milch  Oran-  Kaffee
gensaft

Kool  Chester-Old  Lucky Parlia-

field Gold Strike  ment

Fuchs  Pferd Schnek- Hund  Zebra
ken

+ Kohl

Die Biicher stehen von links nach rechts, Also
frifit er sich praktisch nur durch Band 2 und 3

sowie durch je eine Einbanddecke von Band 1

* Rund um die Bahn

Deutschland im Stundentakt

Diese Aufgabe 165t man am besten graphisch.
Im Diagramm 1 ist die Lisung vorgegeben.

Ubertragtesauf Millimeterpapierund Ihrkisnnt / \
die Antworten problemlos ablesen.

Interessante Begegnung

Nachsieben Rangierungen knnen beide Ziige Abbildung 1
ihre Fahrtungehindert fortsetzen (siehe Abbil-
dung 1) |-

500 l:m
400 km
300 km
200 km

100 km

0km

Diagramm 1
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Beliebte Schachiibung

Voraussichtlich im Herbst dieses Jahres wird im
Bunge-Verlag Hollfeldt das “Schachlehrbuch fiir
Kinder” in zwei Biinden erscheinen. Der erste Band
fiihrt den Anfiinger ein in die bunte Welt des Sch;
spiels. erzhlt. wie das Spiel entstanden ist. wie die
Figuren zichen. was ein Matt ist und viele andere
wichtige Dinge. die man fiir eine regelgemiie
Schachpartic wissen muB. Das alles wird in mér-
tellt und am Schluf eines
aufgaben.

ersten nahtlos weiter.
kann aber auch fiir sich allein gelesen werden. Das
Mittelspiel mit seinen Fallen. Gabeln. verriterischen
Abzugsschachs und Mattkombinationen sieht im
Mittelpunkt des ersien Kapitels. Danach folgt eine
Darstellung aller modernen und vielgespielien E:
Gffnungen in Arbeitsblittern. Ein Abschnitt tber die
Schachuhr. die Fide-Regeln und die Geschichte des
Schachs lockern das Ganze auf. Im letzten grobien
Kapitel finden sich schlieBlich Partien zum Nac
spielen. Hier griff der Autor Markus Spindler. alph:
Schuchfans ein Begriff. auf Partien seiner Schach-
Kinder zuriick. Diese Mannschaft wurde 1990 DDR-
Meisterder Altersklasse 9/10. Vorgestellt werden im
Buch auch 8 Euwetests. nach deren Bewiltigung der
Leserpriifen kann. welche Leistungsklasseim Schach
er hilte.

Einen stellt Euch der Autor in diesem Beitrag vor

Nehmt Euchein weiBes Blatt Papierund Euer Schach-
brett zur Hand. Mit dem Blatt deckt Ihr alle nun
folgenden Zeilen ab. Spielt die folgende Partie nach!
Immer. wenn ein * am Zeilenende auftaucht, diirft
Thr das Blatt nicht nach unten schieben. sondern Ihr
schreibt zuerst die geforderte Stellencinschiitzung
(2. B.: Weill hat die offene e-Linie besetzt) auf bzw
iiberlegt. was Ihr gezogen hiittet, wenn Ihr Weils
gewesen wiret. Danach schiebt Thr das Blatt nach
unten und schreibt Euch die erreichte Punktzahl auf.
Am Schlub kénnt Ihr Eure Punkte zusammenzihlen
und nachsehen. wie gut lhr seid.

Werner (Stahl NSH Berlin) - Nichterlein (Post
Dresden) Wilhelmstahl, 1.8.1990: Vier-Springer
Spiel

Mit Norman Wener, 10 Jahre und Dritter der DDR-
Einzelmeisterscha
Ledes 2. S
6.Lgs d6?

ein Euwetest

Hiersollie doch besserh6 folgen. denn W
bekannte Drohung! Seht euch die Stellung gena
schitzt sie ein und findet fiir beide Pline!

Die Ersffnung wurde von beiden ziigig voranget

i hat eine
n

en
(1) Weill steht aktiver. (1) WeiB sollte unverziiglich
angreifen. dabei die Schwiichen
tellung nutzen. (1) Schwarz mufl
schnell ei anisieren und versu-
J\en seinerseits akiiv zu werden. (1)

. Sd5! (3) Diese Chance muBl unbedingt genutzt
Kommt Schwarz zu Le6. ist sie vertan.

der schwarzen

werden.

8.3!(3) Das verhindert ein fiir alle mal, daB Weils in
dvcw\he Falle tappt. Gut war auch h3 (2) oder S:f6

6 (1) Das sollte \L“'\“\l\‘ ndlich sein. Nun
sehen wir auch. warum h6 schlecht war. 10...Te8
11.h3 (2) Hier hatie Weif eine ganze Reihe anderer
Moglichkeiten. Mit Db3! (3) hitte er 7 und b7
angegriffen. mit De2 oder Dd2 (je 1) die Dame
entwickeltund mit 0-0 (1) den Koni
sollte man allerdings lieber spiiter 0-0-
den Konigslugel i Angriffoperatonen feizuhal-
ten! 1
124 r.» Fnr Dd2 und De2 gibt es einen Punkt

ll ﬁhJ (3) Auch h4 (3) war gut. Der Angriff muB
fortgesetzt werden. solange Schwarz seine Reihen
noch nicht zur Verteidigung ordnen konnte. 13..Kh7
14.Le3 (1) Hier war Dd2 (2) besser: natirlich nicht
SF57 LefS g:f5 K:h6! Der Zug Le3 ist etwas passiv

3%

diesen Zug nicht fand. schreib sich finf

\Inm\punkh. an! 15...Kg7 Schwarz will Th8 spie-

len. *

16.Df3 (2) Mit Sf5+ (2) wre der Springer gut po-

stiert worden. 16...f5? Ein duBerst schlechter Zug

WeiB beherrscht dieses Feld viermal, *

105+ (2) Erzwungen. denn Schwarz stellte eine

Falle. Es drohte D:h4+. nur der Springer durfie also
Kf8

18:h4 (2) Weis geht unbeirrt nach vorn. Gut war
auch 0-0-0 (2). was den zweiten Turm ins Spiel

driickende Bauernmehrheit am Konigsfliigel hiitte
19..De7

Seht euch diese Stellung auf eurem Brett gut an!
Schiitzt sie ein und entwickelt Pline!

Wei hat zwei Bauern mehr. Er hat Angriff auf die

und mit den beiden Bavern laufen (3). Schwarz mu
den Konig auf den Damenfliigel tiberfihren und die
g- und h-Linie verteidigen. (2)

1 (3) Ein Schritt nach vorn, der gleichzeitig h4
schiitzt. Gut war auch 0-0-0. was den Konig aus dem
drohenden Schach herausbringt (D:h4+ nach T1%).
und Dh7. was Dh8# droht (je 3). 21...Sd8 Das deckt
7.

21.0-0-0 (3) Moglich war auch D7 (1),

TF1(2). 26 (1) und h (1), 21...¢6 Schwarz will den
gefihrlichen Liufer von ¢4 vertreiben. *

22. Tdf1 (2) Je einen Punkt gibt es fir hS. g6 und
Thel. 22...d3
23.e:d5 (1) Was sonst? 23..Te8 *

24.D:c8 (1) Wer das nicht geschen hat. schreibt sich
5 Minuspunkte an! Te§ war ein grober Fehler. doch
Sehvar hatt ach so keine Chance el Den Rest
zum Anschaven

Dg6 276!
decken 7

l)h6 30.Kd2! Weil
kmn sich Zeit nehmen. den Punkt e3 zu verteidigen.

oder

Dg7? b6 32.Le6+ Ke§ 33.Db5+
u D:co+ Kd$ 35.De8 4.

Ein glanzvoll gefiihrter Angriff. der nur zustande
kam. weil Schwarz L g5 und Sd5 zulieB. WeiB spielte
hervorragend! Thr auch?

Schaut doch in der Tabelle nach:

Erreichte Leistungs- ELO-Zahl INGO-Zahl

Punkte  klasse
bis zu 12 300 bis 540 320 bis 285
13 bis 22 540 bis 780 285

780 bis 1020

23bis 30 6
5 1020 bis 1260

1260 bis 1500 195 bis 165
46 bis 50 3 und 1500 und 165 und
stirker  mehr weniger

Zum Vergleich: LK 5 entspricht ungefihr dem deut-
schen Meister Altersklasse 9/10 oder einem Landes-
meister Ak 11/12, mit LK 6 st man als Mannschatts-
spieler in jedem Verein im Kinderbereich bis 14
ahre ger gesehen
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