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Nachbarschaft

Die natiirlichen Zahlen von 1 bis 13 sind so in
die quadratischen und achteckigen Felder
einzusetzen, daB die in jedem Quadrat stehen-
de Zahl gleich dem arithmetischen Mittel der
vier Zahlen in den angrenzenden Achtecken
ist

Walter Triiger, Disbeln

Klug kombiniert  Suche die richtige

Komisches, Kniffliges

und Knackiges

Kurz nachgedacht
|
| Trenne die sieben Kreise mit nur drei Linien!
|
|

aus: Fiiles, Budapest

n Mathe-As

In ein Lotteriegeschiift kommt ein Mann und
fragt. ob er das Los mit der Nummer 48 haben
konne. Er will nur die “48”. Der Losverkiufer
durchsucht die noch freien Lose und findet
auch tatsiichlich das mit der Nummer 48. Nach
vier Wochen kommt Nummer 48 mit dem

Hauptgewinn heraus. “Sie haben das wohl

Ergiinzung!

hnt, Sie Gliicklicher?” fragt der Losver-

kiufer bei der Gewinnauszahlung. “Ic

mich noch ganz genau erinnern, da Sie unbe-
dingt die Nummer 48 haben wollten!
“Das war eigentlich

nz einfach”, erwidert

der Gewinner. “Ich habe drei Niichte hinter-

einander immer wieder dasselbe

triumt

sechs
t
das Los kaufst du

Sechs mal sieben ... sechs mal sieben

mal sieben ... Da habe ich mir dann ge

sechs mal sieben ist 48

dir!”

Elke Loose
aus: LVZ, Leipzig

Eine der merkwiirdigsten Zahlen ist die
Zahl 2592. Setzt man die erste als Grund-
zahl (Basis), die zweite als Hochzahl,
(Exponent), die dritte wieder als Grund-
zahl und die vierte als Hochzahl, so erhiilt
man 2° x 9°=32

Und das ist
Es diirfte kaum eine zweite Zahl dieser
Artgeben. Jedenfallsistsie nicht bekannt.

mitgeteilt von H.-J. Bihland, Wallroda

Gleichungsriitseleien

In diesem Riltsel ist der Wert jedes Buchsta-
ben gemiB der vorlies

nden Gleichungen in

aus: Fiiles, Budapest

4 alpha 2/92
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den Zeilen und Spalten zu bestimmen. Jeder
Buchstabe entspricht dabei einer Ziffer zwi-
schen 1 und 9. Dariiber hinaus gilt: Z=2N und
H=K-S

aus:
Logigram, Paris
Trick mit Streichhélzern

Durch Wegnehmen von zwei Streichhélzern
kannst Du aus dieser Figur 4 Quadrate bilden.

Menschen stellen sich gern Problemen “be-
cause they are there”, nur zur eigenen Erbau-
ung also. So beschrieb einmal der Vorsit-
zende des Komitees zur Ausnchlung der
amerikani

Murray Klamkin, den SpaB, den man hem|
Knacken eines mathematischen Problems
hat.

‘Wer von Euch schon einmal an einer Wand-
zeitung mitgearbeitet, an Knobelrunden in
der Klasse, an der Schule, am Wohnort teil-
genommen oder sich gar an einem regiona-
len oder i b

Die Olympiade-Ecke

guten Noten winken, finden sich genug In-
teressenten, die sich von einem Problem
angesprochen fiihlen. Sogar Kollegen ertap-
pe ich nicht selten beim Tiifteln.

Leider wird diese Form der Heranfiihrung
an die Mathematik derzeit von vielen Grup-
pen und Einzelpersonen getragen, die wenig
oder nichts voneinander wissen. Dabei le-
ben besonders Lehrer von der Resonanz, die
sie auszulésen vermgen. Um diesem Infor-
mationsdefizit ein wenig abzuhelfen und
um dem stindigen Schiilerwunsch nach

versucht hat, der wird die

sicher bestitigen konnen und mir zustim-
men: der freiwillige Umgang mit Math

hat sich die von alpha hlos
sen, eine neue Rubrik einzurichten, Die

tik sorgt f ziemlich viel Kurzweil
Denken und

Olympmden haben daher rund um den Glo-

bus Konjunktur. Tendenz: Steigend.

Olympiade-Ecke. Diese Seite soll ein Fo-

rum zum Austausch von Ideen und Erfah-

rungen aus den unterschiedlichsten Varian-

tennationaler und internationaler Mathema-

nkforderung werden. Es ist geplant, in re-
Ti

Auf dem Gebiet der DDR hates
cine vergleichbar lange Tradition der Forde-
rung junger mathematischer Talente gege-
ben. Es existierte ein feinmaschiges Netz
von Kreis- und Bezirksklubs, in denen be-
gabte Schiiler sich ausreichend mit Mathe-
matik beschiiftigen konmen Die besten

urden in Zirkeln
der Mathematischen Schulervescllachan

bsartin
Kurzform vorzustellen und natiirlich sollen
darin charakteristische Aufgaben aus den
einzelnen Runden einen breiten Raum ein-
nehmen.

Diese Einrichtung steht und fillt aber mit
der Bereitschaft von Lesern der alpha zur
Mitarbeit. Wenn Ihr also der Meinung seid,
dal an Eurer Schule. in Eurer Stadtoderdem

B, die oft von U

betreut wurden. Es ist zu hoffen, da8 davon
noch méglichst viel erhalten bleibt.

Fiir das alte Bundesgebiet gilt das Gesagte
leider nicht. Da liegt groBer Nachholbedarf
vor. Von einigen Schulen weiB ich aber, daff
nun zusehends Bewegung in die Forderungs-
ft kommt und erfreulicherweise

e
L |
Holzchensymmetrie
I mpreE ook g
I R S

Werden die Ziffern durch die angegebenen
Hélzchenanordnungen dargestellt, so lifit sich
in jede beider Gleichungen so mit Holzchen
cine Ziffer anstelle jedes legen.

wiichst auch an anderen Schulen dnc Nei-

etwas B in Sa-
chen Mathematik geschieht, dann schreibt
mir (Paul Jainta, Werkvolkstr. 10, W-8540
Schwabach) oder an die Redaktion. Und
vergeBt bitte nicht, mir/uns einige Aufgaben
mit Losungen mitzuschicken, damit andere
alpha-Leser auch etwas zum Kopfzerbre-
chen haben.
Dariiber hinaus méchte die Redaktion alle in

gung, sich auf die Kunst des F
einzulassen. Das Besondere an diesen For-
derwettbewerben ist die Freiwilligkeit, mit
der sich Schiiler solchen Herausforderun-
gen stellen. Vielleicht habt Thr es \elb;l
schon einmal erlebt, wenn Mi nur

der
rung Tiitigen dazu einladen, in Artikeln von
ihrer Arbeitin Zirkeln, Arbeitsgemeinschaf-
ten, Mathematik-Tagen usw. zu berichten.
Bitte helfen Sie uns durch Mmmlung ungl-
neller

ein mitleidiges Kopfschiitteln dafiir iibrig
hatten, wieso ein ganz normaler Mensch
vollig ohne Zwang eine mathematische
Aufgabe bearbeiten und auch noch Freude
daran empfinden kann. Sie vermuten dahin-
ter wieder nur eine neue Spielart von Stre-
bertum, vergessen dariiber jedoch hiufig,
daB Problemlosen durchaus neugierig ma-
chen kann und iiberaus viel Fantasie erfor-
dert.

Seitiiber zehn Jahren fiihre ich selbstin mei-
nen Klassen Knobelrunden durch, betreue

Stets wi sichdas gl

er Lisungen) den riesigen Fundus wenig
cenumer Olympiadeaufgaben einem gro-
Beren Publikum zuginglich zu machen.
Denn Schiiler wollen basteln und knobeln,
forschen und konstruieren konnen. Nur dies
beférdert spiter auch die Liebe zur Wissen-
schaft und das Interesse fiir Technik.

Zum Auftakt sollen 5 Probleme vorgestellt
werden, die unterschiedlichen Formen
(inter)nationaler Schiilerférderung entnom-
men worden sind.

Diese 5 Aufgaben findet Ihr auf der iiber-

dal wahre Gleichungen entstehen, deren linke
und rechte Seite Spi i

n.he Bild: eine Gruppe Schiiler steht vor der
eine andere diskutiert vor

sind. Dabei soll in keiner Gleichung dieselbe
2stellige Zahl mehrfach enthalten sein.

Walter Triiger, Dibeln

27
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dem Schwarzen Brett. Gelegentlich verwei-
len Schiiler einzeln davor, die Stirn in tiefe
Falten gelegt, und griibeln. Obwohl keine

niichsten Seite in der rechten Spalte!
StR Paul Jainta, Schwabach,

Gymnasiallehrer fiir Mathematik
und Physik

alpha 2/92
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Eins zwei drei
vier finf...
Besuch im MMK Frankfurt/M.

Abb. 1: Das MMK in Frankfurt

Frankfurt am Main, 6. Juni 1991, ein neues
Museum wird erdffnet: das Museum fiir
Moderne Kunst. Baugrund ist wohl nir-
gendwo in der Bundesrepublik so teuer zu
erkaufen wie in der Innenstadt von Frank-
furt am Main, und so solite auf einem sehr
spitzwinkligen Grundstiick ein Optimum
an Raum und éiuBerer Gestaltung entste-
hen. In der Frankfurter Bevilkerung hiefy
das Gebiiude bald das “Tortenstiick™.

Trotz ciner gewissen Befangenheit im Um-
gang mit moderner Kunst (verstindlich fiir
einen Menschen, der sich viel mehr mit Ma-
thematik als mit Kunstgeschichte beschiftigt?
istder Gesamteindruck iiberaus anregend. Die
Neugier hatte zu cinem Abenteuer ganz eige-
ner Art gefiihrt.

Aus der Fiille der Exponate sollen zwei her-
ausgegriffen werden, die in gewisser Weise
einen mathematischen Zugang haben. Da ist
Hanne Darbovens “Ein Jahrhundert - Johann
Wolfgang von Goethe gewidmet". Das Werk
besteht aus 884 DIN Ad4-Seiten, die im we-
sentlichen mit Schreibmaschine getippte
Zahlworter enthalten (daher die Uberschrift).
Die Seiten hiingen, jede vollstindig sichtbar,
in 9 Reihen iibereinander in einem der Riume
mit spitzwinkliger Ecke.

6 alpha 2/92

dem 31. Dezember des entsprechenden Jahres
99 soll iinstlerisch verdeutlicht werden. Da
lag doch nahe: Veranschaulichung mit mathe-
matischen Mitteln.

Hanne Darboven berechnete zu jedem Tag des
Jahrhunderts cine “Quersumme”, z. B. dem
Weihnachtstag *91 wird die Zahl 24+12+9+1
= 46 zugeordnet. Dazu wird mit Sorgfalt die
Zahlwortfolge notiert, die in Abb. 3 zu sehen

ist. Diese “Quersummen” gliedern ebenso wie
die Kapitel I bis XI1 fiir die jeweiligen Monate
im ganzen Jahrhundert das Werk. das natiir-
lich nicht vollstindig gelesen, sondern als
Ganzes betrachter werden muB. Der zweite
Teil des Titels riihrt von einer Ergiinzung des
Kunstwerks, die 1982 anliBlich des 150,
Todestages Goethes entstand, durch den
Wortlaut eines ausfiihrlichen Enzyklopiidie-
Artikels iiber JWG her. Auf einigen Blittern
notiert die Kiinstlerin dann wiederum “Quer-
summen”, nimlich die jedes der 150 Todesta-
ge 22.3.(18)32 bis 22.3.(19)82 des groBen
Sohnes der Stadt Frankfurt.

Ein zweites Werk istmathematisch sehr leicht
zu entschliisseln: Walter De Marias Arbeit
“4-6-8 Series”. GroBziigig, aber sehr regel-
miiBig sind 27 gleichartig erscheinende Me-
tallkonstruktionen im FuBboden verankert.
Sieht man genauer hin, erkennt man gleichlan-
ge Vierkant-. Sechskant- und Achtkantstibe
in sehr regelmiBiger Anordnung, die 1‘.\\ul~
in Dreiergruppen zusammengefaBt si
ne zwei der 27 Einzelteile sind gleich, zumin-
dest in der Anordnung entlang des Grundble-
ches unterscheiden sie sich voneinander. Nun
ist lingst klar geworden, daB mit diesen 27

Foto: R. Nagel.

rankfurt/M.

Was kénnte man sich nun vorstellen hinter
diesen Zahlenkolonnen? Die Fiille all der
Ereignisse in einem ganzen Jahrhundert, die
genutzten und ausgelassenen Moglichkeiten
vieler, vieler Menschen, nicht eines konkre-
ten, sondern eines beliebigen Zeitraums zwi-
schen einem 1. Januar eines Jahres ..00 und

Teilen alle Miglichkeiten, drei verschiedene
Objekte in einer bestimmten Reihenfolge
anzuordnen. vom Kiinstler erfaft worden sind
(in der Mathematik wird dies als Variation
ohne Wiederholung unter Beriicksichtigung
der Reihenfolge bezeichnet). Die zugehtrige
Anzahl zu bestimmen ist einfach. Fiir den

CiL 4WULL ULUiLGiu VASIZSAI LUILZUON SCCULELI S16046
Lo sokisshn neunsehn swanzig olmmdusencis zweiundzw
anzig g fiinf g s

g & neunu

- 30 ndzwanzig dmiﬂl
’fﬁﬂ’ 24 oios zwel dred vier finf sechs sisben acht neun zehn

elf zwdlf dreizehn vierzehn fiinfzehn sechzehn siebze
hn achtzehn neunzehn zwanzig einundzwanzig zweiundzw
anzig g vi Fiinf s

€ & neunu
ndzwanzdg dreiBig einunddreiig zweiunddreiSig dreiu

D v o it neotn, o1shen sohs mwn 2ok
elf zwdlf dreizehn vierzehn finfzehn sechzehn siebze
k. achbzehn neunzehn awanzig einundzvansig ovelundav
anzig g finf €S

£ neumu
-3/ m!zwann dmmig einunddreiBig

/%/ bo-3! Iwol dred vier Finf secha sicben acht meun zehn

ox ®oWE1¢ dreizehn viersehn finfzohn sechaehn 8iebze

hn achtzehn neunzehn zvanzig einundzwanzig swelundzw

anzig g finf g5

ndzwanzig dmiﬂig eln\mddresﬂig zweiunddreifig drein
538

ndd!‘lﬂlg vierunddreiBig Iunfunddxeiﬂig sechnunddmia
81 -

@35

Abb. 2: Ausschnitt eines Blattes zu Hanne Darboven, ,,Ein Jahrhundert...”
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eins zwei drei vier finf sechs sieben acht neun zehn
elf zwolf dreizehn vierzehn finfzehn sechzehn siebze
hn achtzehn neunzehn zwanzig einundzwanzig zweiundzw
anzig dreiundzwanzig vierundzwanzig funfundzwanzig s
echsundzwanzig siebenundzwanzig achtundzwanzig neunu
ndzwanzig dreiBig einunddreiBig zweiunddreiBig dreiu

nddreiBig vierunddreiBig

funfunddreiBig

sechsunddrei

Big siebenunddreiBig achtunddreiBig neununddreiBig v

ierzig einundvierzig

zweiundvierzig dreiundvierzig v

ierundvierzig flinfundvierzig sechsundvierzig

Abb. 3:

Quersumme” = 46

Abb. 4: Walter De Maria, ,,4 - 6 - 8 Series”

linken Platz stehen drei Stabformen zur Aus-
wahl, ebenso fiir den mittleren und den rech-
ten: 3 mal 3 mal 3 sind 27. Uber die kiinstleri-
sche Aussage dieses Werkes sollte sich jeder
bei einem Besuch im Museum fiir Moderne
Kunst an Ort und Stelle selbst ein Urteil bil-
den. Dazu muB man hoch unters Dach des
“Tortensti teigen, in den hellen groBen
Raum mit Blick auf den Dom.

Welches st die groBte bei H. Darboven auf-
tauchende, Quersumme”, undzuwelchem Tag
cines Jahrhunderts gehort sie? An welchen
Tagen betriigt diese “Quersumme” nur 37

Die Kiinstlerin erginzte ihr “Jahrhundert”
u. a. durch die Veranschaulichung der Todes-
tage 21.3. .. J.W.v.Goethes. In welchem Jahr
zwischen 1832 und 1982 entsteht die lingste
Zahlwortkolonne?

Notiere alle Variationen der Elemente {4:
6:8) zur 3. Klasse mit Wiederholung! Wieviel
Teile umfaBte das Werk, hiitte sich der Kiinst-
ler fir die vier Elemente (4 6:8; 10} entschie-
den und jeweils vier davon in einem dieser
Teile zusammengefaBt (Beispiele: [4; 4: 8: 6],
[8: 6:6: 6])7

29 &t
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Foto: R. Nagel, Frankfur/M

Olympiade-Ecke:
Die Aufgaben

5. Jahrgangsstufe

Nach einem ScheibenschieBen verglei-
chen Elke (E), Regina (R), Gert (G) und
Joachim (J) ihre Ergebnisse im SchieBen.
Der Vergleich ergab:

a) Joachim erzielte mehr Ringe als Gert.
b) Elke und Regina erreichten gemein-
sam dieselbe Ringzahl wie Joachim und

Gert zusammen.
<) Elke und Joachim

erzielten zusammen

weniger Ringe als Regina und Gert zu-

sammen.

Ermittle die Reihenfolge der Schiitzen

nach fallender Ringz:
schaft fir Schiiler d

ahl. (Arbeitsgemein-
ler Klassenstufe 5 in

der ehemaligen DDR)

- 7. Jahrgangsstufe

Denke Dir eine Kurzschreibweise fiir

grofie Zahlen auf folgende Weise herge-

stellt: Es bezeichne z, einen Ziffernblock

von n aufeinanderfolgenden gleichen

Ziffern zmit 0 <7 < 9. Es bedeutet 7. B.
9

die Zahl 11

Fi

pe! on 1983)

8. Jahrgangsstufe

Uber die Anzahl x der Schiiler einer

119999988333333.

(che natilrlichen Zahlen x. y und 2
gilt folgende Gleichheit: 2,3 5 +3,5 2 =
5,7.8.5,7, (Australian Mathematics Com-

8. Klasse ist folgendes bekannt: (1) Die
Zahl x ist eine Primzahl. (2) Genau 9

Schiiler dieser Klas

isse_konnen schlitt-

schuhlaufen. (3) Genau 12 Schiiler dieser
Klasse konnen skilaufen. (4) Genau 4
Schiiler dieser Klasse konnen weder

schlittschuhlaufen n¢
Unlersuche. ob snch

och skilaufen.
aus dleb!n 1 Angaben
1aBt!

MMK in Zahlen

Baubeginn: Juni 1987
Erdffnung: 6. Juni 1991
Architekt: Hans Hollein

Das Problem fiir den Architekten bestand
darin, auf dem schmal zulaufenden Stiick
des in der Frankfurter Innenstadt sehr teu-
ren Baugrundes eine optimale Raumnut-
zung zu erreichen.

Grundstiicksfliche: 2140 m?
Ausstellungsfliche: 4100 m*

(29. OJM, 2. Stufe)

9. Jahrgangsstufe

Gegeben ist das Zahlentripel (1, 2, v2)
Man darf zwei Zahlen davon (a und b)

&
durch die Terme a—i,

a-b
7 ersetzen.

Kann man durch Wiederholung dieses
Schrittes jemals das Tripel (1, 2, 1+v2)
erhalten? (Problcm des Monats Okwber/

kel Maxhcmauk»

9. - 10. Jahrgangsstufe

Es sei N eine vierstellige Quadratzahl,
deren Ziffern alle Kleiner als sieben sind.
Jede der vier Ziffern wird nun um drei
erhdht und man erhilt wieder eine Qua-

dratzahl.

Umbauter Raum: 50 530 m*

Kosten 48 000 000 DM

Offnungszeiten: ~ Di - So:
10.00 - 17.00 Uhr
Mi: 10.00-20.00 Uhr
Montag le
Eintritt frei

12 groB i
Wochen vorher anzumelden

Dr. Christian Werge
Mathematik- und Physiklehrer, Assistent
im Wissenschaftsbereich Didaktik der Sek-
tion Mathematik der Universitiit Leipzig

die Zahl N.

(Ungarische Mathematik-Olympiade
1987)

Dic 4. Stufe der Olympiade Junger Ma-
thematiker findet vom 3. bis 6. Mai in

Erfurt statt, Niihere

Informationen kon-

nen von den Kultusministerien der Lin-
der erhalten werden.

alpha 2/92
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Zeitungsschnipsel

Auch ein fliichtiger Zeitungsleser wird
immer wieder auf Meldungen stoBen,
die etwas mit Mathematik zu tun ha-
ben. Wenn Ihr einen solchen Schnipsel

findet, schneidet ihn doch bitte aus und
sendet ihn an uns!

Vergeftaber bitte nicht, die Quelle anzuge-
ben.

Wetten daB...?

Den hirtesten Tennisaufschlag hat der Ma-
thematiker und Tennislehrer Horst Gopper
aus Weinheim. Die Geschwindigkeit eines
von ihm servierten Balles wurde beim Errei-
chen des gegnerischen Feldes mit 321,12 km/h
gemessen. Keiner der Weltranglisten-Profispie-
ler kommt auf einen dhnlich hohen Wert. Wieviel

i bleibt dem G der in einer

Entfernung von 25 Metern den Ball annchmen will? (Es sei vorausgesetzt, daf die
Ballgeschwindigkeit konstant bleibt.)

Die groBie Pizza der Welt wurde 1991 in Florida (USA) gebacken. 150 Pizzabiicker
arbeiteten 7 Stunden lang an der Riesenpizza mit einem Durchmesser von 47 m. Als
Zutaten wurden 81783 kg Mehl. 2900 kg TomatensoBe und eine Tonne Peperoni-

Enttarnung eines Logos

Auf der Baufachmesse “Leipzig '91", einer
der groBten in Europa, stellten 1400 Firmen
aus 19 Liindern auf tiber 76 000 m* Ausstel-

i und Baustoffe

waurst verarbeitet. Wir wollen nun eine Pizzain “) b
etwa miteinem Durchmesser von 25 cm nach demselben
Rezeptbacken, wie es die Rekord-Biicker benutzten.
Die Dicke unserer Pizza soll der der Riesenpizza
entsprechen. Welche Menge der genannten Zuta-
ten miissen wir fiir unsere Pizza verwenden?

Herausgesucht aus der Sammlung kurioser
Rekorde von Ralf Laue, selbst Superlativ-Welt-
rekordler aus Leipzig

Die “Struwwelpetra™

Die Hinde der Struwwelpetra sind
praktisch funktionsunfihig. Thre Nii-
gel werden also durch den Gebrauch
der Hiinde nicht abgenutzt. Miss Nail
mu sogar Tag und Nacht dafiir Sorge
tragen. daf sie sich keinen Nagel ab-
bricht. Wieviel Monate nach dem
Auftreten der Struwwelpetra in einer
japanischen TV-Show werden die
Niigel von Miss Nail 50 cm lang
sein?

Walter Triiger, Dibeln

=
=
s
s
E
s
<

48 cm lang waren die seit 12 Jahren
nicht geschnittenen Niigelder ,Miss
Nail* bei ihrem TV-Auftritt.

alpha 2/92

sowie Verarbeitungsmethoden und Dienst-
leistungen vor.

Das Emblem der Baufachmesse “Leipzig
*91” stellt einen ebenfliichigen Korper dar,
der entsteht durch Aneinandersetzen von 3
backsteinformigen Quadern:

1. Die Flichen dieses Korpers sollen mit
moglichst wenig Farben so gefiirbt werden,
daB stets zwei Fliichen, die die Punkte einer
Strecke als gemeinsame Randpunkte besit-
zen, verschiedenartig gefirbt sind. Wieviel
Farben werden benétigt?

2. Ist dieser Kérper ein Polyeder? Falls ja,
so sind die Zahl e seiner Ecken, die Zahl k
seiner Kanten und die Zahl f seiner Fliichen
anzugeben.

Walter Triiger, Désbeln

In den Zeitungen bliitterte fiir Euch:
Walter Triiger aus Disbeln.
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Waswarlos?

Wilhelm Schickard

Der am 22. April 1592, also vor 400 Jahren,
in (Wiirttemberg) geborene

Eine Chronologie ausgewiihliter
Ereignisse iiber Jahrhunderte

1142 Petrus Abaelard, Logiker, Philo-
soph und Theologe am 21. April gestor-
ben. Abaelard ist auch auerhalb seiner

die Liebesbezichung zu seiner Schiilerin
Heloise. Diese Geschichte ist vielfach in
der schongeistigen Literatur behandelt
worden, zuletzt in L. Rinser: Abaelards
Liebe, Frankfurt/M. 1991

1592 am 22. April Wilhelm Schickard
geboren (siehe Text)

1667 Erscheinen von Antoine Amaulds
(1612~ 1694) Neue Elemente”, die 7u
ciner Reform des geometrischen Anfang-
sunterrichts entscheidend beitrugen —
Amauld forderte einfache und direkte
SchluBweisen und cinen genetischen
Aufbau der Geometrie

1742 nach sehr langer Druckzeit er-
schien endlich Colin Maclaurins (1698 -
1746) Verteidigung der Infinitesimalrech-
nung und der infinitesimalen Methoden
Maclaurin berief sich dabei auf Archime-
des (um 287 v. u. Z. =212 v, u. Z)

1842 Emdeckung des Energieerhal-
tungssatzes durch Julius Robert Mayer
1867 Erscheinen von Hermann Han-
kels ..Theorie der complexen Zahlensy-
steme” mit der Formulierung des Perma-
nenzprinzips (siche Text)

1867 Christian von Staudt am 1. Juni
gestorben. Staudt beschlieBt durch fun-
damentale Arbeiten die Entwicklung der
synthetischen Geometrie

1917 Sergej Natanowitsch Bernstein
(1880 — 1968) verdtfentlicht den ersten
systematischen Aufbau der Wahrschein-
lichkeitsrechnung

Schickard (auch Schickardt) studierte Theo-
logie und orientalische Sprachen. Nach sei-
nem Studium wurde er Diakon (niederer
Geistlicher) in Niirtingen und Tiibingen. Seit
1617 war er mit dem spiiter so beriihmten
Astronomen und Mathematiker Johannes
Kepler (1571 — 1630) befreundet. Kepler
weckte das Interesse Schickards an Mathe-
matik und Astronomie. Schickard starb am
23. Oktober 1635 in Tiibingen an der Pest.
ickard war auBerol ich vielseitig und ,iibertrieb” das Arbeiten. In einem
alten Buch von 1751 wurde dazu bemerkt, daf sein rechtes Auge ,.durch subtile Arbeit
verderbt oder bléde gemacht” worden ist.
Schickard schrieb Abhandlungen iiber Op-
tik, Astronomie, Astrologie, Sprachen des
Nahen Ostens, Meteorologie und Kartogra-
phie. Er gehtrte zu den eifrigsten Anhiingern
der Lehren seines Freundes Kepler und hat
viel fiir deren Verbreitung getan. Auch mog-
licherweise fiir Kepler entwarf er eine Re-
chenmaschine (1623/24). Aus Schickards
Notizbiichern und aus einem Brief an Kepler
von 1624 konnte man die Konstruktion sei-
ner Rechenmaschine entnehmen und die
Maschine 1957/58 nachbauen (siche Abbil-
| dung). Es war eine Maschine, die auf unbe-
holfene Art Addition, Subtraktion und auch
Multiplikation (wie bei den Neperschen
Rechenstibchen) erméglichte. Die Rechen-
maschine von Schickard war die erste wirk-
liche Rechenmaschine.

P

P> O e

Beschreibung und Skizze der Rechen-
maschine im Brief Schickards an Kepler
vom 20. 9. 1624,

Herman Hankel
und das Permanenzprinzip

Im Jahre 1867 erschien in Leipzig ein diinnes Buch mit dem
Titel. Theorie der complexen Zahlensysteme...”. Verfasser
des Buches war der junge Professor der Mathematik in
Leipzig Hermann Hankel (1839 — 1873). In diesem Buch
behandelte Hankel nicht nur den Aufbau des Zahlensy-
stems, sondern auch die Frage, auf welche Weise man den

i d Shnli ahlen

zu hy erwei-

Christian von Staudtbeschiftigte sich
unter anderem mit Konstruktionen
mit Hilfe des Lineals.

Eine solche Aufgabe, allerdings von
Jacob Steiner (1796 — 1863), stellen
wir euch hier vor:

Es ist AC Il KF gegeben. Man hal-
biere eine der Strecken, z. B. AC, nur
mit Hilfe des Lineals.

ternkann. Hankels Grundidee der Erweiterung der Zahlen-
systeme ist gewesen, da die definierten Verkniipfungsge-
setze zwischen Zahlen den Zahlbereich erst schaffen und
nicht etwa die Verkniipfungsgesetze Eigenschaften der Zahlen selbst sind. Und es soll das
.selbstverstindliche™ Prinzip gelten, da8 bei der Erweiterung des alten zu einem neuen
Zahlenbereich die Rechengesetze des alten Bereiches auch im neuen Bereich gelten sollen.
Das ist Hankels . Princip der Permanenz formaler Gesetze”: ,Wenn zwei in allgemeinen
Zeichen der ari it i i i inander gleich sind, so sollen sie
einander auch gleich bleiben, wenn die Zeichen aufhéren, einfache Gréssen zu bezeichnen,
und daher auch die Operationen einen irgend welchen anderen Inhalt bekommen.” Dieses
Prinzip, vielfach auch im Schulunterricht verwendet, ist natiirlich kein Gesetz. sondern nur
ein heuristi: Prinzip. Die Art des Vorgehens von Hankel, néimlich, daB die Verkniip-

[ —

und die daraus R die Zahlen erst d; war ein

Hans Joachim llgauds,
Sudhoff-Institut der Universitit Leipzig

31 simats lehren / Heft 51

wichtiger Schritt auf dem Wege zur modernen axiomatischen Methode.
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Mathematik
am Nagelbrett

und A iiber Sch
findlich und damit zum Fakir werdet. Vielmehr

6. Auf welchem Nag findet man zueinand
die durch Gummiringe aufgespannt sind?

ngruente Figuren,

7z

7. Auf welchem Nag findet man

Figuren, die durch Gummiringe aufgespannt sind?

brett umfunktioniert und nun kann an diesem sehr gut Math
tik betrieben werden.

Ein Nagelbrett besteht im allgemeinen aus einem quadratischen Brett-
chen. auf dem in gleichen Abstinden sowohl senkrecht als auch
waagerecht kleine Niigel eingeschlagen sind. Mit Hilfe von Gummirin-
gen. die man um die Niigel spannt, kann man verschiedene Figuren
“abstecken™.

1. Welche der Figuren sind a) Trapeze, b) Rechtecke?

I

2. Welcher Bruchteil des grau geféirbten Nagelbrettes ist vom Gummi-
ring umspannt?

3. Ermittle jeweils den Flicheninhalt der vom Gummiring umspannten
Fliiche!

4. Wieviel Prozent der grau gefirbten Fliche des Nagelbrettes sind
jeweils vom Gummiring umspannt?

{

8. Vergroere jede Figur im MaBstab 1 : 3!

L |

10. Welche Figur hat auf dem Nagelbrett jeweils den grsften Flichen-
inhalt?

5. Trage jeweils in die vom Gummiring umspannte Figur alle Symme-
trieachsen ein!

! oo &

epeeye
ey
.

10 alpha 2/92

Dr. Lothar Flade, Hochschuldozent fiir Didaktik des Mathematik-
unterrichts an der Martin-Luther-Universitiit Halle, Mitglied des
Redaktionskollegiums der alpha
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Oh,

In alpha, Heft 3/1991, S. 54/ S. 71, war
unter der Uberschrift ,,Quadratur des
gleichseitigen Dreiecks”, (W. Triiger).

folgende interessante Ubung zu lesen.

‘Man zeichne ein gleichseitiges Dreieck
mit s=2-b=4-a=10 cm. Laut Abbildung
zeichne man die Teilflichen ein, schnei-
de sie aus und bilde mit ihnen eine Qua-

Dt - 3(+5-¥5-1)

Mit s=10 cm gilt dann ¢=2,19... cm.
Die Abbildungen zeigen Dreieck und
Quadrat.

So mancher Leser wird sich iiber die etwas
verzwickte Angabe von ¢ gewundert haben.
Es liegt nun nnhe die Richtigkeit bzw. die
N digkeit dieser Angabe nach

Mit Hilfe von “Pythagoras™ und der Kennmu:
der Rechenregeln mit Wurzeln ist dies mog-
lich, obwohl man sicher Obacht geben muB,
daB nicht beim Umformen Fliichtigkeitsfehler
entstehen.

(1) Vorausgesetzt, daB mit allen Teilfliichen
des Dreiecks eine zur Dreiecksfliche inhalts-
gleiche Quadratfliiche gebildet werden kann,
soll nun ¢ berechnet werden.
(2) Danachmésge der Leser selbst mit Hilfe der
gefundenen Strecken die Inhalte der sechs
Teilfliichen bestimmen, um dann zu zeigen,
daB die Summe dieser Inhalte der Teilfliichen
den Fliicheninhalt des Quadrates ergib.

ice Hilfslinien und
sind im Bild 1 griin eingezeichnet.

33
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diese Wurzeln!
Eine Nachbetrachtung

(1) Im Drejeck — und damit im Quadrat

fiir den Fliicheninhalt A = '—h mit h=

Da das Dreieck mit den Seiten =

winklig ist (Strahlensatz). gilt

w]

=P dhv=Sy
4716 16 4
Man erhiilt dies auch sofort aus h=

5y
‘)
| beachtet. =

Nun gilt fiir das Quadrat 2x = 2(y+w) und
somity =X - w.

Nach weiterer Verwendung des Lehrsatzes
des Pythagoras ergibt sich dann

Es ergeben sich folgende Rechnungen

Sar= 8 [0 =
=343-2\3-y3
y= A FV3~4

3+ %\34-%1,%\3]»

Umformung LiBt sich der
rechtsseitige Term als Quadrat erkennen:
GI e ~ =
:E[3+(\3~1)»1 V3 \\371}
Damit ist mit Hilfe der Binomischen Formel
@ +b’-2ab=(a-b)*

m-_;[\z \\\—I]

und die Ubereinstimmung mit dem angegebe-
nen Termin erreicht.
Nunseid Ihr mitdem 2. Problem an der Reihe!

StR H.-]. Kerber, Neustrelitz
Mitglied des Redaktionskollegiums
der alpha

Ka6Ka5 V6+45
radix de 4 o

2 o

50

6--9

V44

RV(B 24 men B 12)
w242
~q

e
veee +veeecec

LNBME

Zur Entwicklung des Wurzelzeichens

friihes Indien

Leonardo Fibonacci 1228
al-Qalasadi (+1486)
Dresdner Kodex (um 1486)
M. Stifel 1544

N. Tartaglia 1556

R. Descartes um 1620

W. Oughtred 1631

T. Harriot 1631

R. Descartes 1637

Zusammengestellt von H. J. Ilgauds. Leipzig
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Im Raum konstruiert:

Nun haben wir schon zwei platonische Korper
“in Falten gelegt”. Bitte lest tiber Wiirfel und
Tetraeder in den alpha-Heften 5/°91 und 1/°92
nach oder studiert besonders genau das fol-
gende lustige Beispiel, die Konstruktion eines
Alf-Kopfes. denn dann soll der dritte Korper
folgen, das Oktaeder (griechisch, Achtfliich-

das Oktaeder

Sollten wir einen 60°-Winkel mit Zirkel und
Lineal konstruieren, fiele uns sicher das gleich-
seitige Dreieck ein. Es hat drei Stiick davon
und ist bekanntlich aus drei gleichlangen
(kongruenten) Seiten bequem zu zeichnen.
‘Wenn man sich aber iiberlegt, daB bei der
Shnli Ki ion zwei Kreisboy

ner). ebenfalls ohne Schere und ohne jedes
Tropfchen Leim.

Wiederum wird - wic gewohnt - mit der Ex-
aktheit der Konstruktionen mit Zirkel und
Lineal vorg gemiB den

einander schneiden, so fiele das Falten schwer.
In solcher Situation verlieren wir weder Mut
noch Phantasie, sondern suchen nach anderen
Eigenschaftendes itigen Dreiecks. die
in einer Falt-Konstruktion

des griechischen Philosophen Platon, dessen
Namen die fiinf regelméBigen Korper tragen
(Pentagon-Dodekaeder — 12-Flichner und
Ikosaeder — Zwanzigflichner werden wir auf
diese Weise nicht falten).

Stellen wir uns vor, uns liige der vollstindig
gefaltete Kopf (Abb. 1) bereits vor und wir
wollten die Faltungen méglichst genau nach-
vollziehen, ohne da jede Hilfsfaltung genii-
gend deutlich ist. (Genau dies war - nebenbei
bemerkt — dic Situation des Autors, als er
begann, iiber exakte Papierfaltkonstruktionen
nachzudenken.)

Abb. 1: Der fertig gefaltete Alfkopf
Foto: Dr. B. Licbau. Leipzig

Offensichtlich entsteht der Auferirdische aus
einem iiber die Diagonale gefalteten quadrati-
schen Bogen. Die Schnauze des Wesens wird
durch sechs exakt aufeinander liegende Lagen
Papier gebildet, d. h. der rechte Winkel bei R
muB gedrittelt werden (Abb. 2). Dies kénnte
man erreichen, indem man entweder einen
30°- oder einen 60°-Winkel erzeugt.

verwendbar wiiren. Dem etwas geiibteren
Problemldser unter euch kommen die Sym-
metrieachsen in den Sinn (bei anderen Proble-
men konnte es auch die Eigenschaft sein, daf
eine Drehung von 120° oder 240° um einen
bestimmten Punkt im Innern des Dreiecks die
Eckpunkte jeweils aufeinander abbildet). Eine
Mittelsenkrechte als Symmetrieachse ist aber
sehr leicht zu falten. Ein Hilfskniff bei H legt
mit HR die Sei s des gleichseiti

1 Bezeichnen wir den Punkt auf m, der
nach dem Falten mit H zusammentillt, mit
S. Begriinde, warum AHRS tatsiichlich
gleichseitig ist!

Damit sind bei R ein 30°- und 60°-Winkel
entstanden. SchlieBlich braucht nur noch die
Ecke bei P dariibergefaltet zu werden, und
Ohren und Schnauze sind fertig. Zur Vollen-
dung des weitgereisten Fernsehstars faltet die
Ohren (Ecken P und Q) nach oben sowie die
Schnauze (Ecke R) nach unten.

2 Ein Alfkopf wird aus einem quadrati-
schen Stiick Papier mit 16 cm Kantenlinge
gefertigt. Wie breit ist sein Kopf an der
dicksten Stelle? Welche “Ohrenspannwei-
te” hat das Geschopf?

Das Oktaeder istaus acht gleichseitigen Drei-
ecken zusammengesetzt, so daB es keinen
verwundert, die gerade gelernte Erzeugung
eines 60°-Winkels schon zu Beginn der Ok-
taeder-Konstruktion anwenden zu miissen: Wir
benutzen, wie schon gewohnt, ein quadrati-
sches Blatt (ABCD) mit mindestens 20 cm
Seitenlinge und falten es entlang einer seiner
Diagonalen, D auf B, danach C auf A, so daB

Dreiecks fest. Dabei kann H im Prinzip belie-
big auf QR gewiihlt werden, am besten in der
Mitte dieser Seite (Abb. 3).

Abb. 3

Falten wir nun R auf H, ist die Mittelsenkrech-
te m rasch fertiggestellt. Nun kommt der
schwierigste Schritt fiir den Anfang. Dazu
legen wir H “um R herum” auf m, das heift,
wir kniffen eine scharfe Falte, die durch R
verliuft, wobei H auf m fillt (Abb. 4).

Abb. 2

12 alpha 2/92

Abb. 4

wir das o Drei-
eck CBM vor uns haben. Bei M wird nun ein
60°-Winkel bendtigt, den wir mittels derschon
ilfs (s. 0.) exakt konstrui
ren. H wird als Mitte von BM markiert, die
Hilfsfalte m liegt auf der Mittelsenkrechten
von HM und entsteht. wenn M auf H gefaltet
wird. Um M wird schlieBlich H auf m gefaltet.
Nunwird wiederentfaltet, bis C anseineralten
Position ist. Entlang der gerade entstandenen
60°-Falten werden C nach unten und A nach
rechts dariiber gelegt. Die vier oberen Lagen
werden nach links oben umgelegt (Abb. 5)
und die Arbeit anschlieBend wieder vollstin-
dig entfaltet.

\ (B)D

Abb. 5

Die Vorschrift wiederholt sich jetzt, nur wird
vorher das Blatt um 90° gedreht. (Bei der
Konstruktion der 60°-Winkel kénnt ihr durch
Halbieren des schon vorhandenen 60°-Win-
kels etwas Miihe sparen.) Wiederum nach
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indigem Entfalten ist ein geordnetes
Gewirr von Falten wie in Abb. 6 entstanden.

3 Begriinde, weshalb sechs gleichseitige
Dreiecke (z. B. AC,EM) entstanden sind!

Inzwischen ist das Schwerste geschafft. ob-
wohl wir von einem Kérper ja noch weit ent-
fernt sind. Diejenigen, die die Aufgaben 2 und
3 schon geldst haben, gewinnen jetzt ohne
Miihe den Umrif eines regelméBigen Sechs-
ecks. indem sie die Ecken B und D gerade bis
an die 60°-Faltlinien heran nach innen knik-
ken. (Dabei fallen Abschnitte der urspriingli-
chen Diagonalen zusammen.) Danach werden
die iibrigen beiden Ecken entlang der 15°-
Linien (z. B. CE) nach innen gebracht und an
diesen Stellen die infolge dessen gerade ent-
standenen Ecken ebenso. Ein regelmiBiges
Sechseck ist fertig. Jetzt mu eine Art Stern-
vieleck entstehen: Abwechselnd, beginnend
bei FG, werden alle 15° Tal- und Bergfalten
gelegt, und zwar auf den schon vorhandenen
Faltlinien (Abb. 7).

Abb. 7: Sternvieleck
Foto: Dr. B. Liebau, Leipzig

Dieses Gebilde wird jetzt so zusammengelegt,

daB ein gleichseitiges Dreieck JKM entsteht,
wobei in den Eckpunkten J und K jeweils drei
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Abb. 9

Spitzen iibereinander liegen (Abb. 8). Wenn
die rechte (untere) Spitze K, an die Mitte der
linken Kante gefaltet wird und anschlieBend
zuerst die obere linke (J,), dann die mittlere
linke Spitze (J,) in die entstandene “Tiite”
gesteckt (Vorfalten empfiehlt sich!) und ange-
driickt und dieser Vorgang nach dem Wenden
der Faltarbeit wiederholt wird. ist das Oktaeder
fertig.

genden Figuren (Dreiecke) und entfalten das
Gebilde in die Ebene (Abb. 9).

(1) Jede der Seitenflichen ist gemiB der in der
Losung von4und zavorangestellten Uber-
legungen ein gleichseitiges Dreieck.

(2) In jedem der Eckpunkie des Korpers sto-
Ben genau vier Dreiecke zusammen.

Aus (1) und (2) folgt, daB der Kérper von acht

gleichseitigen Dreiecken begrenzt wird und

sechs gleichartig gebaute Ecken aufweist, also

exakt ein Oktaeder ist, g.e.d.

Mitdem Oktaeder und phantastischen Vorstel-
lungen von unserer Welt schlieBt sich jetzt der
Kreis zu Alf vom femen Planeten Melmac.
Johannes Kepler (1571 - 1630), der die Bewe-
gung der Planeten sehr priizis beschrieb, hat
dariiber hinaus versucht, die Zahl der Planeten
lichen Abstinde von der Sonne zu erkliren:

“Die Sphéire der Erde ist das Map fiir alle anderen.
Zeichne ein D um sie! Die diesem Dode-

Abb. 8

4 Welche Eigenschaften haben die Drei-
ecke, die durch Umlegen der Spitze K, neu
entstehen?

Fertig? werden die “Neulinge” unter Euch zu
Recht fragen. Die versierten “Falter” dagegen
wissen. daB nur noch ein vorsichtiger Puster in
die Offnung des Gebildes fehlt, um es zu gan-
zer Schonheit zu entfalten.

Zum Beweis unserer K “im Raum™

kaeder umschriebene Sphiire ist die des Mars. Zeich-
ne jetzt ein Tetraeder um die Marssphiire! Die die-
sem Kirper umschriebene Sphdire gehor dem Jupi-
ter. Schreibe jetzt einen Wiirfel um des Jupiters
Sphiire! Die ilm umschriebene Sphire ist die des
Saturnus. Zeichne nun ins Innere der Erde ein Iko-
saeder! Die ihm eingeschriebene Sphare gehort der
Venus. Zeichne ein Oktaeder in diese Sphiire! Die
diesem Oktaeder eingeschricbene Sphire gehirt
endlich dem Merkur. Und siche, somit ist die Zahl
der Planeten erklart.”

Mysterium Cosmographicum (erschien 1596)

Dr. Christian Werge, Leipzig

konnen wir uns diesmal kiirzer fassen, ist doch
einerseits durch die Losung der Aufgaben viel
Vorarbeit geleistet und andererseits das Prin-
7ip von den beiden vorangegangenen Arbeiten
bekannt. Wir markieren wieder die auBen lie-

Eine Variation des Faltens von Wiirfel, Tetra-
eder und Oktaeder sandte uns Dr. Peter Gallin
(Bauma/Schweiz) ein. Bei Einsendung eines
frankierten und adressierten Riickumschlages
konnt Ihr sie von uns erhalten.
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Verflixt, das geht doch nicht!

XXIt
it
Forme diese Gleichung so um, da sie eine
wahre Aussage ist!

Eingesandt von unserer Leserin

Ina Maria dos Remedios, Forchheim

=1

Stapeln von Spielsteinen

Auf jedes der auf einem Kreis angeordneten
12 Spielfelder ist ein Spielstein zu setzen (1-
Pfennig-Stiick, Damestein). Aus diesen Spiel-
steinen sind mit § Ziigen 4 Stapel mit je drei
Steinen zu bilden, wobei diese Stapel auf den
doppelt umrandeten Feldern liegen. Ein Zug
besteht im Springen eines Steines von einem

Idiotisch

Komisches, Kniffliges

und Knackiges

Feld auf ein anderes Feld im oder entgegen
dem Uhrzeigersinn iiber genau drei Spiclstei-
ne hinweg. Die iibersprungenen Steine kin-
nen einzeln oder gestapelt liegen.

Walter Triger, Dibeln

Der Mathelehrer ist wieder einmal total entriistet tiber die Rechenkiinste von Alphons:
“Tut mir leid, Alphons, aber einer von uns beiden ist ein Vollidiot!” Alphons gibt keinen
Kommentar dazu. Am nachsten Tag legt er gleich zu Beginn der Stunde einen Briefum-

schlag auf das Lehrerpult. “Was ist denn

da drin?", fragt der Lehrer verbliifft.

Alphons: “Ein Attest vom Schularzt, daB ich véllig normal bin!"

Sprachecke

Les polygones

Deux polygones ont, a eux deux, 89 diagona-
les. A eux deux. combien ont-ils de cotés?
aus: Tangente, Paris

Same perimeter but different areas
The drawing shows two shapes with the same

number of matches (eight) in their perimeters.
However. their areas are in the ratio of 3 : 4,

14 alpha 2/92

Construct two other shapes in the plane so that
one of them is u rectangle, they are each
composed of twent
areas are in the ratio of 5: 6.

aus: Fun with mathematics, Toronto

our matches. and their

ApudvéTika

Paccrasrre wncaa or 1 10 8 B KpyAKn
QUEYPH. 130GPAACHHON Ha PHCYHKE. TaK.
Uy OGH CY VYA HHCE. 1 HA KaA 10 OKPY AHOCTIH
GhL1a OIHOM 1 TOR A€,

aus: Quant, Moskau

Ubersetzt von Peter Hofmann, Dr. Gabriele
Liebau (beide Leipzig) und Rainer Berg-
mann (), Dibeln.

Alphons logische
Abenteuer (9)

“Berti liig": sagte Alphons’ Schwester. “Wie
kommst Du darauf”. fragte Alphons. “Br hat

es mir vorhin selber g
Schwester.
Was er denn gesa

antwortete seine

habe. wollte Alphons nun
genauer wissen. “Ich liige. das hat er auf sich
zeigend . erwidert sie darauf. Alphons
wollte schon seiner Schwester Gegenbeispie-
le angeben, da glaubte er. einen besseren Weg
zur Ehrenrettung von Berti gefunden zu ha-
ben. “Wenn Berti von sich behauptet. daf er
liige. so ist doch auch diese Behauptung von
ihm gelogen, also nicht wahr. Ist es aber nicht
wahr, da er liigt, liigt er nicht. Berti spricht
die Wahrheit”, argumentiert Alphons und fiigt
noch hinzu, daB Berti damit aber ganz schén
angebe.

Alphons dachte dabei an Situationen. in denen
Berti wider besseren Wissens etwas behaup-
tete, also gelogen hatte. “Du, Alphons™, tippte
ihn seine Schwester vorsichtig an, “wenn aber
wahr ist. was Berti sagt. dann ist doch auch
wahr. was er mir gesagt hat, nimlich daf er

In der Tat. muBte Alphons zugeben, seine
Schwester hatte seine cigene Argumentation
nurzu Ende gedacht. Wenn Berti liigt, danniist
auch das eine Liige und somit liigt Berti nicht.
Liigt Berti nicht, so hat er. wenn er behauptet,
. nicht gelogen. also liigt er. Berti liigt
somit genau dann. wenn er nicht liigt. Statt
“liigt” kann man auch sagen “nicht wahr", so
daB wir zu dem Resultat kommen: Berti sagt
nau dann, wenn er nicht die
ne Schwester deutete sein
ratloses Gesicht anders: “Sei nicht traurig,
Berti redet eben manchmal so dahin, ich kann
ihn aber trotzdem auch gut leiden.” War es
wirklich nur komische Rede? Nein, das wares
ganz und gar nicht, wie Alphons seinem
Logikbuch entnehmen konnte, das er zu Rate
zo0g.
Zu beweisen. daf eine Aussage zugleich wahr
und falsch ist, das hieBt eine Antinomie zu
beweisen. Eine Antinomie ist ein beweisbarer
logischer Widerspruch. Die Antinomie, auf
die man durch Bertis Aussage kommt, war
schon in der Anike bekannt. Auch im spiten
hat man diese Li
zu lésen versucht und war dabei schon auf
cinen Losungsweg gekommen, den man in
unserem Jahrhundert in allen seinen Konse-
quenzen fiir den Aufbau einer wissenschaftli-
chen Theorie untersuchte.
Das Antinomienproblem wird deshalb heute
so intensiv untersucht, weil man sowohl in-
nerhalb der Mengenlehre als auch bei dem
Versuch, Arithmetik auf ein logisches Axio-
mensystem zuriickzufiihren, von den jeweili-
genbegrifflichen oder axiomatischen Voraus-
setzungen ausgehend Antinomien beweisen
konnte.
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Derzuniichst gefundene Weg zur Vermeidung
logischer Antinomien (wie z. B. der Liigner-
Antinomie) ist nicht trivial. Da er von sehr
starken Voraussetzungen Gebraucht macht,
ist er auch nicht unumstritten.

“Wenn man den ganzen Scharfsinn von Jahr-
hunderten braucht, um auf eine Losung zu
kommen, brauche ich mich nicht zu schiimen,
dafichmich schachmatt gesetzt fiihlte”, dach-
te Alphons. Besonderes Aufsehen habe, so las
er weiter, eine Anfang unseres Jahrhundertes
von B. Russell gefundene Antinomie erregt.
Man denke sich die Menge M aller der Men-
gen gebildet, die sich nicht selbst als Element
enthalten.

Die Antwort auf die Frage, ob M sich selbs
Element enthilt oder nicht, ist eine Antino-
mie. Alphons beschloB, diese Frage Berti vor-
2ulegen.

Prof. Dr. L. Kreiser
Institut fiir allgemeine Logik
der Universitiit Leipzig

Die Logik ist die Hygiene,
deren sich der Mathematiker bedient,
um seine Gedanken
gesund und kraftig zu erhalten.
H.

Fiir Freunde der
Zahlenjongliererei
— eine zu harte NuB?

Im Heft 5/91 stellten wir Euch vor das
Problem, die Zahlen 1 — 100 mittels der
Ziffern in den Jahreszahlen 1991 und
1992 darzustellen. Dabei sollte die gege-
bene Ziffernfolge eingehalten und mog-
lichst einfache Ausdriicke. also ohne die
Funktion ganzzahliger Ausdruck, verwen-
det werden.

Die Problemzahlen waren fiir die 1991
die 39, 51.66. 68. 69, 74, 75 und 77.
Geknackt hat unser Leser Ingo MaaB}
aus Berlin folgende Zahlen:

39=19 +(\91)?
66=119:(9+2)
68=—((1+19))+92
T4=(149)149+2
75=-1:{91+9%
77=(1+791)(9+2)

Bei der 51 und 69 muBte auch er passen!

Die beiden Zahlen stehen also weiterhin
zur Debatte.

Nummernsalat

»»Was liest du denn da?”

»Die 3-426-04175-8!"

w»Das Buch fand ich toll. Aber jetzt
habe ich ein noch spannenderes, die
3-328-00349-5, kennst du dasschon?”

Nein, also ganz so schlimm istes doch nicht
mit den Nummern in unserem Leben. Wir
haben zwar schon festgestellt, daB die Nah-
rungsmittel, technischen Geriite, sogar die
Lokomotiven Nummern haben. aber das?
Nein!

Trotzdem, fast alle Biicher. die nicht élter
als 20 Jahre sind. tragen auf der Riicktitel-
seite die zehnstellige Internationale Stan-
dard-Buchnummer (ISBN). Nehmen wir
die ISBN-Nummer der alpha:

3-617 - 34005 - 9
T Priifziffer
Titelnummer
Verlagsnummer
Sprache, Land

Der Ubergang zwischen Titel- und Ver-
lagsnummer ist flieBend. GroBe Verlage
erhalten eine zwei- oder dreistellige Ver-
lagsnummer. Kleinere Verlage hingegen
mehrstellige Verlagsnummern, da sie ent-
sprechend weniger Buchtitel herausgeben.
Ebensovariabelist die Lindernummer. Gibt
ein Land sehr viele Biicher heraus, so erhilt

Wozu eine ISBN?

Diese vereinfacht das Bestellsystem Kun-
de-Buchhiindler-Verlag wesentlich. denn
statt langer bibliographischer Angaben
geniigt die ISBN zur eindeutigen Angabe
des Titels.

Vorausgesetzt, sie enthilt keine Fehler!
Aber zum AusschlieBen der hiufigsten
Fehler gibt es ja die Priifziffer.

Wie wird die Priifziffer ermittelt?

Die richtige Priifziffer ergibt sich durch Er-
giinzen zum niichsten Vielfachen der 11
(s. Abbildung unten).

Da im 1ler-System gerechnet wird, kom-
men fiir die Priifziffer alle Reste beim Tei-
len durch 11 in Frage, also die Zahlen von 0
bis 10. Statt der zweistelligen 10 benutzt
man den Buchstaben X als Priifziffer, in
Anlehnung an das entsprechende rémische
Zahlzeichen.

Aufgabe 1:

Bei diesen ISBN fehlt die Priifziffer.
a) 3-4: )548- 2
b) 3-425-07081
) 0-45-28352
d) 0-912843-08- ?

=

Aufgabe 2:

es cine llige Nummer,

wird die Verlagsnummer mit einbezogen.
Biicher mit der 3 an erster Stelle weisen
iibrigens lediglich darauf hin, daB diese
Titel im deutschsprachigen Raum, also in
der ik D in der

Derhiiufigste Fehlerist eine falsch geschrie-
bene Ziffer. Wird dieser Fehler mittels des
1ler-Systems immer entdeckt?

Aufgabe 3:

Schweizoderin Osterreicherschienensind.

ISBN-Sprachgruppen

0 —englisch
2 - franzésisch
3 —deutsch

84 — spanisch

91 - schwedisch

92 - UNESCO
951 — finnisch
963 - ungarisch
86— jugoslawisch 977 - igyptisch
87 - danisch 978 - nigerianisch
90 - niederlindisch 979 — indonesisch

Foo 6l T 3R
10d9 18

17 b6 U5 L4 13 L2 4
30+54+8+49+ 18 +20+0+0+10+9=198:11=18

Wihrend das 1 ler-System di
von Nachbarziffern stets erkennt (im Ge-
gensatz zum 10er-System der EAN-Num-
mer, siehe alpha Heft 1/92). fiihren Vertau-
schungen von benachbarten Zweierblicken
nicht immer zu Fehlermeldungen. Versu-
che ein solches Beispiel zu finden!

nach: Wilfried Herget “Priifziffer und
Strichcode - “Computermathematik”
auch ohne den Computer”,
mathematik lehren, Friedrich Verlag

050519
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Die

iglich konnen wir beobachten. wie es am
Morgen ganz allmihlich hell und am Abend
wieder dunkel wird. Die Diimmerung ist fiir
unseine selbst indliche chel 0. und

Mitternachts-
dammerung

und Dunkelheit, Tag und Nacht, ganz plétz-
lich ineinander iibergingen. Filr uns Erdbe-
wohner ist die Didmmerung eine durchaus

cheinung. da diese den lichten

wer denkt schon daran, daf die Erdatmosphii-
re die Ursache dafiir ist. Befinden wir uns auf
dem Mond, der bekanntlich keine Lufthiille
besitzt. so kinnten wir beobachten, daf Licht

Tag verliingert. MaBgeblich fiir die Dimme-
rungshelligkeit ist der Stand der Sonne unter
dem Horizont, die Sonnentiefe. Ist die Sonne
2. B. gerade unter

gen, merkt man kaum

cine Helligkeitsabnahme. Erst nach etwa 45
Minuten hat die Helligkeit so weit abgenom-
men. daB es nicht mehr moglich ist. ohne
Zuhilfenahme von kiinstlichem Licht. etwas
zu lesen. Bald erscheinen auch die ersten hel-
len Sterne. denen immer mehr folgen. Nach
1.5 Stunden ist selbst der geringste Rest der
Diimmerung am Horizont verschwunden, es
ist dunkle Nacht. Der Astronom unterscheidet
drei Ddmmerungsstufen (s. Tabelle 1).

Die hellen Niichte im Norden
Deutschlands

U die Zeit der Sommersonnenwende (21.6.)
bemerkt man im Norden des Landes. daf es
nachts nicht ganz dunkel wird. Selbst um

ist am Nordhorizont eine leichte

Erscl
0° bis 6.5° | Biirgerliche Dimmerung: Gegenstiinde sind noch deutlich erkennbar.
| Lesen ohne kiinstliches Licht ist noch moglich.
| 6.57 bis 12° | Nautische Diimmerung: Hellere Sterne sind zu sehen.
| Der Verlauf des Horizontes (Kimm) ist noch erkennbar.
| 12°bis 18° | Astron. Dimmerung: Die Dunkelheit nimmt zu, am Horizont ist noch eine
mehr oder weniger leichie Aufhellung zu bemerken. Am Ende der astron.
Dimmerung sind alle Sterne am Himmel zu schen,
L
Tabelle 1
| Breite [ Mitternachts- | Anzahl der Tage
| diimmerung
Insel Sylt. diinische Grenze | 39
| Liibeck. Wismar, Rostock, Usedom 30
| Bremen. Wittenberge, Angermiinde 72
| Miinster, Bielefeld, Magdeburg 67
Jiiterbog. Guben
51° | Koln, Erfurt, Dresden 58
50 Mainz, Frankfur/M.. Bayreuth 40

Tabelle 2

Sonnenbogen fiir Zenit

Dunkelheit

Diimmerungs
stufe

Abb. 1
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Aufhellung zu beobachten, die umso stirker
ist, je mehr wir uns der Nord- und Ostseekiiste
niihern. Die 3. Dimmerungsstufe. die astrono-
mische Dimmerung. bleibt fiireinige Wochen
erhalten. Mit anderen Worten: Die Abend-

; g geht in die \

iiber. Ein Dichter hat diese Erscheinung poe-
sievoll in folgende Worte gekleidet: “Lieblich
sind die Juniniichte. wenn des Abendrots
Vergliihen und des Morgens frilhe Lichter
dimmernd ineinanderschwimmen.”
Um genau zu sein: Ganz im Norden (Flens-
burg. Insel Sylt) bleibt die Sonne sogar vom
10. Juni bis 1. Juli innerhalb der nautischen
Dimmerung.
Dadie Sonnenbdgen im Norden flacher als im
Siiden verlaufen, kann die Sonne siidlich der
Linie Mainz-Frankfurt/M.-Bayreuth um Mit-
ternacht niemals weniger als 18° unter dem
Horizont stehen, d.h. eine Mitternachtsdim-
merung ist dort nicht mehr méglich. Die
Sommerniichte sind siidlich von 50° Breite
auffallend dunkel
Die Ubersicht zeigtdie Abhingigkeitder Dauer
der Mitternachtsddmmerung von der geogra-
phischen Breite (s. Tabelle 2).
Dabei ist zu beriicksichtigen. daB in der zeitli-
chen Niihe der Sommersonnenwende die
gdeutlichera
istals nahe der Grenztage. Die Abb. 1 zeigtim
Meridi die 3D o mit
der Sonnenbahn als Gerade am 21.6. fiir die
Breite von 55° und 50°.

Die “WeiBen™ Niichte

Reisen wir noch weiter nach Norden, geht die
Mitternachtsddmmerung in die sogen. weiBen
Niichte iiber. Den Touristen gut bekannt, ist
diese eindrucksvolle Erscheinung von Stock-
holm oder St. Petersburg. In diesem Falle ver-
bleibt die Sonne noch nahe im Bereich der 1.
Dimmerungsstufe. der biirgerlichen Dimme-
rung. Esistdann dortso hell. dal man miihelos
etwas lesen kann. am Himmel sind nur die
hellsten Sterne erkennbar. Abb. 2 zeigt in
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We—
Sonnenbogen am 21.6,

fr
500 550 600

Nord

)

einer schematisierten Darstellung des Nord-
horizontes die Dammerungsverhiltnisse in 3
verschiedenen geographischen Breiten.
Dehnen wir unsere Reise noch weiter nach
Norden aus, muB logischerweise auf einer
bestimmten geographischen Breite die Sonne
um Mitternacht nicht mehr untergehen. Wir
haben damit den nordlichen Polarkreis auf der
Breite von 66,5° erreicht, wo die Mitternachts-
sonne zu beobachten ist. Die hier gemachs

Véllige Dunkelheit

Ausfiihrungen iiber die Mitternachtsdimme-
rung und die weilien Nichte gelten selbstver-
standlich sinngemif auch fiir die Zeit um den
22.12. auf der Siidhalbkugel. Wie ein Blick
auf den Globus zeigt, gibt es siidlich der Breite
von 50° (Siidpatagonien: Feuerland) nur sehr

wenige Siedl bi
StR Arnold Zenkert, Potsdam

Schachecke

_

Jeder Zug ein Treffer

Der bekannte Berliner Schachschriftsteller und Internationale Meister
Kurt Richter (1900 — 1969) bezeichnete den Springer unter den Schachfi-
guren als die schillerndste Figur im kéniglichen Spiel. Wihrend Konig.
Dame, Turm und Liufer sich in geraden Bahnen bewegen, zieht der
Springer dagegen zwei Felder vor und eins zur Seite. Im Prinzip zieht er
nicht, sondern er springt vielmehr, was auch schon sein Name ausdriickt.
In dem Diagramm sind zweimal 8 schwarze Bauern in Quadratform
aufgestellt. Nun soll ein weiBler Springer, der auf ein beliebiges freies Feld
gesetzt werden darf. in moglichst wenigen Ziigen alle Bauern schlagen. Es
gibt mehrere richtige Lissungswege. Finde einen davon!

Harald Riidiger, Werk fiir Fernsehelektronik Berlin

- N WA OO N ®
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5n
Aus (1) folgt:

Bernd hat nicht den Familien-
namen Lange.

Christian hat nicht den Fami-
liennamen Lange.

Deshalb heiBt einer der drei Freunde Andre
Lange.

Aus (2) folgt

Aus (3) folgt:

Christian hat nicht den Fami-
liennamen Neumann.
Deshalb heiBter Christian Meier und der dritte
Bernd Neumann.

52
Die kleinste dreistellige natiirliche Zahl mit
der Quersumme 10 ist 109, die grofite 910.

5/3
Wir stellen eine Tabelle auf:
Lebensalter (in ganzen Zahlen)

Sohn | Tochter | Vater | Mutter ‘ Summe
7 1 8 | 25 | 71
8 | 12 2| 29 | 8
9 | 13 36 | 33| 9

|

Nur fiir die Zahlenangaben der vierten Zeile
betriigt die Summe 101. Der Vater ist 40, die
Mutter 37, die Tochter 14, der Sohn 10 Jahre
alt.

10 14 40 37

5/4

Aus (1) folgt:  Falk hatnicht den Nachnamen
Krause.

Weder Falk noch Ingmar ha-
ben den Nachnamen Lumnitz.
Einer der drei Freunde heiBt deshalb Ronny
Lumnitz.ein weiterer Ingmar Krause, der dritte
Falk Schettler.

Aus (2) folgt:

5/5

Zuniichst gilt O = 1. Wegen A + A = OP gilt
A>5. WegenE + E = A muB A eine gerade
Zahl.also 6 oder § sein. Es existiert genau eine
Losung, nimlich 6948 + 6948 = 13 896.

5/6

Beate sei x Jahre alt; dann ist Christian (x-2)
Jahre und Axel (x+2) Jahre alt. Zusammen
sindsie 3-x Jahre alt. Nun gilt 3x=24, also x=8.
Christian ist 6. Beate 8 und Axel 10 Jahre alt.

57

Angenommen, das Hotel habe nur Zweibet-
zimmer: dann wiiren 20 - 2=40 Betten vorhan-
den. Da es aber 40 — 32 = 8 Betten weniger

22 alpha 2/92

Losungen zum

alpha-Wettbewerb

Heft 6/91

sind, verfiigt das Hotel iiber 8 Ein- und 12
Zweibettzimmer.

6/1

Aus (1) und (2) folgt: Weder Rico. weder
Mark noch Lars haben den Nachnamen Sts-
wesand. Deshalb heifit ein Junge Dirk Stiwe-
sand. Aus (3) und (4) folgt: Mark heiBt nicht
Jakobi. aber auch nicht Fischer. Deshalb heifit
er Mark Wagenknecht.

Aus (3) folgt: Lars heilit nicht Jakobi. Deshalb
heifit er Lars Fischer, und der vierte Junge
heilit Rico Jakobi.

+b=26cm:2=13cm
cm+8cm

6/4

A a B

Der Zeichnung ist folgendes zu entnehmen:
Nach der Dreiecksungleichung gilt

e, +f,>aunde,+f>b,

e,+f,>cunde +f,>d

e +e,+f+f,>a+cund

e +e,+f+f>b+d
alsoe+f>a+cunde+f>b+d.

6/5

Deshalb gilt

I1-n=4-(n+3521), lin=4n+ 14084,

7n = 14084, n = 2012. Daraus folgt weiter
2012 _ 4-503

5 11-503

Der Bruch wurde somit durch 503 gekilrzt.

6/6

Es sei 2n eine gerade natiirliche Zahl: die ihr
unmittelbar aufeinanderfolgenden weiteren
vier Zahlensind dann2n+1.2n+2.2n+3und
2n +4. Die Summe dieser fiinf Zahlen betragt
10n+ 10=10(n + 1). Die Summe ist somit ein
Vielfaches von 10, also durch 10 teilbar.

6/7
Erlegtin | Stunde 4 km zuriick. in einer halben
(30 min) die Hiilfte, also 2 km.

771 1
Wegen - (88-48)=20 sind Sohn und

Tochter zusammen 20 Jahre alt.
Angenommen, die Tochter ist x Jahre, der
Sohn also (20-x) Jahre alt: dann gilt 3 -
(20-X)+ (20— x)+4x +x=88,4-(20-x)
+ 5x = 88, also x = 8. Der Vater ist 36, die
Mutter 32, der Sohn 12 und die Tochter 8 Jah-
re alt.

712 -

Es sei z = 19xy die Zahl des Geburtsjah-
res von Tobias (0<x <9, 0<y <9). Dann gilt
1900 + 10 - x +y + (1 +9 +x +y) = 2000,
1910 + 11x + 2y = 2000, 11x + 2y = 90. Nur
fiir x=8 und y = | wird diese Gleichung unter
den einschrinkenden Bedingungen erfiillt.
Tobias wurde im Jahre 1981 geboren.

713

Aus der Aussage der Schwester folgt, da8 ihr
Bruder zwei Apfel mehr als sie selbst hat.
Angenommen, der Bruder hat x Apfel, seine
Schwester also (x-2) Apfel: dann gilt x +
2. (x=3).x+1=2x-6,x=7. Axel hat sie
ben, Beate fiinf Apfel.

714

Angenommen. Axel ist gegenwilrtig x Jahre
alt:dann giltx +2=2-(x=2),x+2
x = 6. Axel ist gegenwiirtig sechs Jahre alt.

75

Es sei z= abe eine dreistellige natiirliche Zahl
in dezimaler Schreibweise, dann gilt 100a +
10b + ¢ +297 = 100c + 10b + a, 99¢ — 99%a =
297,c-a= =a+ 3. Daraus folgt | <a<6,
0<b<9, 4<c<9. Somit existieren 60 sol-
cher Zahlen. Die kleinste lautet 104, die groB-
te 699.

7/6

Das Fahrzeug legt eine Strecke von insgesamt
30 km zuriick, dazu wird die Zeit (0.5 +0.2) h
benotigt, Die Durchschnittsgeschwindigkeit
berechnet sich aus 30 km/0.7 h. Sie betriigt
rund 43 kmvh.

nm
Da die Masse eines Korpers nicht vom Ortab-
hiingt, betriigt sie auch auf dem Mond 240 kg.
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81
9
Das Ziehen der Quadratwurzel aus [ a-2 ]

ist keine dquivalente Umformung. da
9 1

4-—= ]
=

3 alsauch

1
5 aber sowohl

[

a) Die Zahl muB durch 3%.22, also durch 4 und
durch 9 teilbar sein. d. h.. die letzten beiden
Ziffern miissen in der vorgegebenen Reihen-
folge eine durch 4 teilbare Zahl darstellen und
die Quersumme der Zahl muB durch 9 teilbar
sein. Fiir die letzte Ziffer kommt nur eine 0. 4
oder 8 in Frage. Ist es eine 0, so kann die
mittlere Ziffer 0 oder 9 sein: ist es eine 4 bzw.
eine 8, so kann die mittlere Ziffer nur eine 5
bzw. I sein.

Alle gesuchten Zahlen sind: 52020, 52920,
52524 und 52128.

b) Eine natiirliche Zahl a ist genau dann durch
11 teilbar, wenn die alternierende Quersumme
von a durch 11 teilbar ist. Es muB also
O-2+0-2+5 durch 11 teilbar sein. In die
Leerstellen konnen nur Ziffern eingesetzt

8/5
Aus der Flichengleichheit der Dreiecke
A ABD und A ABC folgt

Der Betrag der erforderlichen Zugkraft ist
gleich dem Betrag der Reibungskraft.

F,= i - F,. Da die Fallbeschleunigung auf
dem Mond 0,165¢ betriigt., ist auf dem Mond
eine Zugkraft F' von 3,5 - 0,165 N = 0.58 N
erforderlich. (g Fallbeschleunigung auf der
Erde.)

8/7

Derlineare Ausdehnungskoeffizient o fiir Stahl
betriigt 17 - 10 K''. Fiir die Lingenzunahme
von festen Stoffen gilt: Al = ¢+ | - AT.

Al =052 km.

9
Darstellung der ersten Zahl:
2,=100a + 10b +c.

werden, die. als einstellig auf-
gefabt. die Summe 10ergeben. Alle gesuchten
Zahlen sind: 52129, 52228, 52327, 52426,
52525, 52624, 52723, 52822 und 52921,

8/3

In einem beliebigen Punkt A’ der Seite AC
wird der Winkel 4 ABC angetragen, so da ein
Schenkelauf AC liegtund derandere Schen-
kel die Seite BC schneidet. Diesen Schnitt-
punkt bezeichnen wir mit B'. Wegen des Sat-
zes iiber die Winkelsumme im Dreieck sind
4 CABund4 A"B'Ckongruent. Nun stimmen
die Innenwinkel im Dreicck ABC mit denen
im Dreieck A'B'C iiberein, und damit sind
nach dem Hauptihnlichkeitssatz die beiden
Dreiecke zueinander dhnlich.

A B ¢

8/4

Fiir die zweistellige Zahl z soll gelten
2-(10a+b)<10b+a<3-(10a+b). Wegen
a+b=09 alsob=9 - aerhalten wir durch
Einsetzen
2:(9a+9)<90-9a<3-(9a+9).
2:9-(@a+1)<9-(10-a)<3-9-(a+1).
2a+2<10-a<3a+ 3, daraus folgt weiter
3a<8undd4a>7.alsoa<2unda>2.
Deshalb gilt a = 2 und somit b=7.

Die gesuchte Zahl lautet 27.

Ll m
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D der zweiten Zahl:
2,=100c + 10b + a.
Die Differenz beider Zahlen:
00a + 10b + ¢ ~ 100c — 10b - a
9a-99c

=99 (a-c).
Genau die folgenden natiirlichen Zahlen sind
Teiler von Iz
(1) Alle natiir]
11,33,99,
(2) Alle natiirlichen Teiler von la—c| und
(3) Alle Produkte aus je einer unter (1) ge-
nannten mit je einer unter (2) genannten Zahl.

hen Teilervon 99,d.s. 1.3,9.

9/2
z,=10 a+biz,=10-c+d:
%, (10a + b)(10c + d)

100ac + 10ad + 10bd + bd.
Die durch Vertauschung der Ziffern entstan-
denen Zahlen seien
2, =10-b+a:zy=10-d+c und fiir deren
it
10b+a)(10d +c¢)
00bd +10be +10ad +ac.
Setzt man beide Produkte gleich. so erhilt man
nach Vereinfachung ac = bd.
Beispiele dafiir sind 36 - 84 = 63 - 48 oder
32.46=23.64.

93

Wirschlagen um einen beliebigen Punkt A der
Peripherie des Kreises k einen Kreis mit dem
Radius von 6 cm Liinge: er schneide k in B.
Wir zeichnen um M einen Kreis k' mit dem
Radius MP. der AB in P’ schneidet. Wir
drehen die Gerade AB um M im mathemati-
schen negativen Sinn um den Drehwinkel
4 PMP". Das Bild A'B' von AB ist die zu
I i Sehne. Die K ion ist

aus: Funktio 3/87
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nur ausfiihrbar, wenn das Lot MQ auf AB
gleich oder kiirzer ist als MP.

91

Die gesuchte Zeit t setzt sich aus der Laufzeit
des Schalles und der Fallzeit zusammen. Der
Fallweg h betriigt (152,3-12) m.-
t=h/c+(2h/g). t1=58s.

10/1

Die Quadratzahl b kénnte gleich 0, 1. 4 oder 9
sein.Da bca eine dreistellige natiirliche Zahl
ist, entfilltb = 0. Die Zahlen ac konnten 16.
25, 36, 49, 64 oder 81 sein. Fiir acb wiren
dann die Zahlen 161, 164, 169, 251, 254, 259,
361, 364, 369, 491, 494, 499, 641, 644, 649,
811,814,819 moglich. Davon sind aber nur die
Zahlen 169 und 361 Quadratzahlen. Nun miite
abe gleich 196 oder 316 sein. Davon istnur 196
Q

Dreieck habe die Seitenl;

ge a, das Quadrat die Seitenliinge x; fiir das
rechtwinklige Dreieck ADG gilt dann nach
dem Satz des Pythagoras

x3+%‘(u—x):=(a»x)1.

>

(a=x)

0,

X2+ 6ax-3a’
x=a:(23-3).

(x, entfallt, da negativ).
Daraus folgt weiter

Ag [2-«3-3):
N Lo

4

Der Flicheninhalt des Quadrates macht etwa
50 % des Flicheninhaltes des gleichseitigen
Dreiecks aus.

C
X X
G X
ax/ x X
a
ATayD x E B
2
9/5
Es sei Ay, = a% Dann gilt
Agr = Ajp) = und Agy =
Somit ist

Agn =
Es giltalso At A,

=3:8.

EFGH =

9/6

Da sich bei parallel geschalteten Widerstin-
den die Stromstirken umgekehrt wie die
Widerstinde verhalten, gilt:

[:L=R R,

Mit'1 =297 mA und R =20 Q ergibt sich
R =0202Q.
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=4.(7:43-12)~0.4974.

Die Zahl bea lautet deshalb 961
und ist ebenfalls Quadratzahl.

Es existiert somit genau eine Zahl, die die
gestellten Bedingungen erfiillt: sie lautet 1969.

102
Wir formen équivalent um:
(sin oi+cos o) = m?,

100
100=a* -b*

Daaund b natiirliche Zahlen sind, miissen sie
Teiler von 100 sein. 100=2-2 -5 - 5. Fiir b*
kann 100 oder 25 in Frage kommen. Wenn
b= 10ist, dann folgta=1: wennb =S ist  folgt
a=2. Die Gleichung hat zwei Losungen (a; b),
und zwar (15 10) und (2; 5). Die Proben iiber-
lassen wir dem Leser.

10/4

Wir konstruieren die Halbierende des gegebe-
nen Winkels, fillen von einem beliebigen Punkt
Q dieser Halbierenden das Lot auf den Schen-
kel's, sein FuBpunkt sei R. Um Q zeichnen wir
den Kreis mitdem Radius QR. der beide Schen-
kel des gegebenen Winkels beriihrt. Wir zeich-
nen die Gerade SP; sie schneide den Kreis k in
den Punkten Mund N, und wir verbinden Q mit
Mund N.

Die Parallele zu MC bzw. zu NQ durch P
schneide die Halbierende des gegebenen
Winkels in Q" bzw. Q"". Auf Grund der vorge-

Aot s

10/5

Es gilt 1900 < x*. Wegen 43°= 1849 und 1849
<1900 < x? gilt x > 44.

Ausx -y +x=x"folgt wegenx 20 y+l=x,
alsoy=x—
Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:
4443 +44=1936, Geburtsjahr 44 - 43=1892,
entfillt; 45 - 44 + 45 = 2025, Geburtsjahr
45 - 44 = 1980, Losung: 46 - 45 + 46 = 2116,
Geburtsjahr 46 - 45 = 2070, entfillt.

Der Enkel von Herrn Meyer wurde im Jahre
1980 geboren.

10/6
Nach dem Energiesatz : m - v}2=F - 1.
F= IkN.

10/7
AusR =U/M=1/2n-f-c folgt
f=12n-U-C.f=50Hz.

E1l

Es miissen mindestens 5 solcher Punkte fiir
jeden Buchstaben festgelegt werden. Es han-
delt sich um Zusammenstellungen von zwei
Elementen (weiBer oder schwarzer Punkt) zu
je5 (zurfiinften Klasse). Da weiB oder schwarz
mehrfach auftreten, sind es Variationen mit
Wiederholung.

W, (5 =25 =32 verschiedene Zeichen kann
‘man auf diese Weise bilden.

Wenn die geringstmogliche Anzahl von Punk-
ten gefordert ist und verschiedene Anzahlen
fiir die einzelnen Buchstaben moglich sind,
kommt man mit ein bis vier Punkten aus:
2'+ 224294+ 2¢=30.

Der Leser moge einmal systematisch alle Zei-
chen darstellen!

E2

Nach Definition hat ein Parallelogramm zwei
Paare zueinander paralleler Gegenseiten. Man
muB also aus jeder der Parallelenscharen je
zwei parallele Geraden auswihlen, um ein
Parallelogramm zu erzeugen.

Wiihlen wir zunichst aus 5 zueinander paralle-
len Geraden zwei aus. Es spielt sicher die An-
ordnung keine Rolle; auch Wiederholungen
diirften nicht auftreten. denn es sind ja stets
zwei verschiedene Geraden notwendig.

Kreise k" um Q" mit dem Radius PQ' und k™"
um Q" mitdem Radius PQ" die gestellten Be-
dingungen.

Es sind also K von 5

zur 2. Klasse, und bei der zweiten Parallelen-
schar handelt es sich um Kombinationen von 7
Elementen zur 2. Klasse.
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Da jedes Parallelenpaar aus der ersten Schar
mitjedem Parallelenpaaraus der zweiten Schar
ein Parallelogramm erzeugt, entstehen

K. ?K," Parallelogramme.

ist, handelt es sich um Permutationen von 13 |
Elementen.
P =13!=6 227 020 800 Méglichkeiten

ES
d. [i (l):;‘ 6 2 Geraden erzeugen hochstens 1= 2"
2/\2 21 Schnittpunkt,
=10-21 3 Geraden erzeugen hachstens 3=
=210 Parallel
4 Geraden erzeugen hichstens
E3 Schnittpunkte.
1. Quadrat: 5 Geraden erzeugen hochstens
2. Quadrat: Schnittpunkte.
3. Quadrat: Daraus folgt die Vermutung:
4. Quadrat: n Geraden erzeugen hchstens 2(1=1)
: Schnittpunkte. 2
n. Quadrat Die Vermutung ist fiir n=2 richtig. denn

1 ha= 10000 m*= 100 000 000 cm*= 10* cm?.

Das 28. Quadral hat einen Flicheninhalt von
2 ? = 134 217 728 cm? und iibertrifft
als erstes dle Fliche von einem Hektar.

E4
Am giinstigsten ist (4). Es sind Variationen
von 100 Elementen zur 3. Klasse, wobei die
Reihenfolge der ersten drei wichtig ist.

10
Vi = [ 5 |/31=970200 Méglichkeiten.
Es folgt (1). Das sind Kombinationen von 60
Elementen zur 8. Klasse.

K(E) <[ %) - 2558620845 Moglichkeite
6 =| g | 2558620845 Miglichkeiten.

An 3. Stelle folgt (2). Hier handelt es sich um
Variationen von 3 Elementen (gewonnen,
verloren, unentschieden) zur 20. Klasse mit
Wiederholung.

me 20 = 3486784401 Moglichkeiten.

Am ungiinstigsten ist (3). Da nach allen mog-
lichen Reihenfolgen der 13 Springer gefragt

A

2-1) _

2
Aus der Richtigkeit der Vermutung fiir n=k
folgt die Richtigkeit fiir n=k+1, denn

k—l) ('~])+’k _(k+Dk
=5
Deshalh gilt die Vemlumng fiir alle natiirli-

chen Zahlen n.In einer Ebene haben also n

Geraden hichstens 2("=1) Schnitpunkee.

E6

Nach der allgemeinen Gasgleichung
T, und
T/2T,. Mi

p»V=m RT ergibt sich p‘-V =

Im sind die am

Ein Nachtrag

Im Heft 1/92 hatte die Redaktion aus
Platzmangel das zu dem Beitrag Histori-
sche mathematische Instrumente (Die
Rechenmaschine von Johann Philipp
Gruson, S. 30/31) gehorige Literaturver-
zeichnis gestrichen. Die beiden Autoren
sind mit dieser drakonischen MaBnahme
nicht einverstanden. Mit der Bitte um
Entschuldigung holen wir damit an dieser
Stelle die Veroffentlichung nach.

1. Allgemeine Deutsche Biographie.
Zehnter Band. Berlin 1879, S. 65

(S. 30, 1. Spalte oben)

2. Brunow, E.; Eine Magdeburgische Er-
findung. In: Patriotisches Archiv Nr. 11
vom 17. Dezember 1791. S. 178

(8. 30, 1. Spalte unten)

3. Gruson. J. P.: Beschreibung und Ge-
brauch einer neu erfundenen Rechenma-
schine, Magdeburg 1791, S. 9

(S.30, 2. Spalte)

4. Brunow, E.: Eine Magdeburgische Er-
findung ..., S. 177

(S. 31, 1. Spalte)

5. Gruson, J. P.: Beschreibung und Ge-
brauch ..., 0. S.

(S. 31, 1. Spalte)

6. Brunow, E.: Eine Magdeburgische Er-
findung ..., S. 187

(S. 31, 3. Spalte)

Kondensator und an der Spule gleich grof.
aber entgegengerichtet. Es ist dann nur der ‘

ohmsche Widerstand wirksam. I = U/R.
1=124V/12Q.1=104 A,

tet an:

Auf S. 30, 2. Spalte, 9. Zeile von oben
muB es heiBen: ... von Johann Philipp
Gruson...".

Tagliche Ubungen Aufgabenblatter 1

Gebieten:

Hilfsmittelfreies Rechnen

— Arbeiten mit Variablen
Gleichungen/ Unglelchungen

R, +

- h mit dem T.

(Praktisches Material fiir die ersten 10 bis 15 Mi jeder Math ikstunde)
Alle Aufgabenblitter wurden so gestal daB sie sich ISBN: 3-928707-20-5
fiir den ittelk Gel h als Arb Preis: DM 25,00
kopi lassen. Die Riick jedes Blattes enthalt Format: A5
Hinweise zum Einsatz und die Lésungen. sofort lieferbar
Ein erstes Paket enthalt 153 Aufgabenblatter zu den Als Auft t 1 kann ein R d

(DM 7,00) angefordert werden.

Thre Bestellungen richten Sie bitte an:

- Planimetrie
- Darstellende Geometrie

paetec Gesellschaft fiir Bildung und Technik mbH,

Hoffmannstr. 1- 5, Postfach 45, Berlin 0-1193
oder an den Buchhandel

43 < lehren / Heft 51
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Nach dem Mittagessen hatte der Wind die
Regenwolken vertrieben, und ich hatte mich
mit meinem Skizzenblock auf die Terrasse
zuriickgezogen, um ein wenig zu zeichnen,
wiihrend die meisten Schiiler hinter dem Hause
FuBball spielten.

Mathematik

am Billardtisch (3)

Welchen Weg muf; eine Billardkugel rollen,
um an den Ausgangspunkt zuriickzukehren?

ich solcherart laut dachte. war auf meinem

Skizzenblock das folgende Bild entstanden

(Abb. 2).

Inzwischen hatte sich unser Algebraiker Klaus

auch wieder eingefunden. “Das Gleichungs-

system, welches uns Losbarkeit und Losung
bei Vierecken angezeigt
hatte, 1aBt sich fiir das

Dreieck ganz genauso
aufstellen! (Abb. 3) Thr
seht die Beziehungen
a+90°-01+90°-B=180°.
also

G=0+p

und ganz analog

ﬁ:B-w,/

und

=04y,

Auch die Aufldsung
funktioniert ganz leicht,
denn_wir bekommen
c+a-b=20, a+b-c=2p,
B+C-a=2y. wenn wir die
entsprechenden Glei-
chungen zusammenfas-
sen.

Die bekannte Winkel-
summe a+b+c=180° im
Dreieck verhilft uns nun
aber zu einer einzigen
Losung unseres Glei-
h nimlich

Abb. 1

Als ich einmal kurz hochschaute, bemerkte
ich Hans am Nebentisch, der ganz vertieft in
das Zeichnen von Dreiecken zu sein schien.

“Das ist aber komisch™. er schaute zu mir
heriiber und war offensichtlich brennend dar-
an interessiert, das vormittiigliche Gespriich
iiber geschlossene Reflexionswege in Vierek-
ken fortzusetzen. “erst wenn ich ein Dreieck
an jeder Seite zweimal gespiegelt habe, liegt
schlieBlich die Bildstrecke [A'B’] parallel zu
[AB]: also kann es nach unserer bewiihrten
Methode nur geschlossene Reflexionswege
mitzweifachem Umlauf geben !7" (s. Abb. 1)
~“Inder Tatergibt sich aus Deiner Zeichnung.
mit den Uberlegungen. die uns Eberhard heute
vormittag zum Viereck vorgefiihrt hat, sofort
4 ([AB], [A'B’]) = —b+c-a+b—c+a=0°, und
wenn wir zwischen allen Ecken *durchkom-
men” wie im vorliegenden Fall. dann haben

wir unendlich viele, gleichl -

20=180°- also
0=90°-b, B=90°-¢ und
¥=90°-3. (*) Das zeigt uns aber doch, daB es
genau eine Losung mit einem Umlauf geben
muB. wenn das Dreieck
spitzwinklig war. Ein

Losung!™ — Jetzt hatte Hans das Blatt bereits
aufgenommen und priisentierte seine Losung:
Er hatte einfach die Ergebnisse (*) von Klaus
eingezeichnet und fuhr nun fort(Abb. 4).“Die
Winkelhalbierenden in ADEF miissen dem-
nach jeweils durch die Gegenecke des
G iecks AABC Siesind
die Hohen dieses Dreiecks! ‘Das HohenfuB-
punktdreieck eines spitzwinkligen Dreiecks
ist einfach geschlossener Reflexionsweg. Es
gibt keinen weiteren Weg mit dieser Eigen-
schaft.” — Hough! Ich habe gesprochen!” .
“Habt Ihr Penner eigentlich die Frage von
Klaus von heute vormittag ...” - da zeigte es
sich, daff unser Genie Eberhard auch nicht
beim FuBball war! Nein, er legte einen Zettel
vor uns hin und setzte seine Erklirung fort:
*... ernst genommen? Seht her! Fiir das Drei-
eck lautet sein Gleichungssystem ..." -

“So schlau waren wir selbst auch schon, sieh
her!” -
*...Nagut. Fiir das Viereck sah es ganz ihnlich
aus. und man kann es fiir ein n-Eck mit den
Winkeln @ .. ... 3 ganz genauso aufschrei-
ben, wenn 0.0 ..., wie immer die ‘Refle-
xionswinkel’ sein sollen:

ima,+0,.
Teh habe nun versucht, dicses System durch
“Aufrollen von hinten her’ — aufzulésen, und
dabei ist mir klar geworden, dab zwischen den
Vielecken miteiner geraden Eckenzahl (n=2.
4.6, ... 2K) und denen ungerader Anzahl
( 7,... 2k+1) ein grundlegender Unter-
schied bestehen muB.”

Gespannt verfolgten wir seine Erliuterungen.
denen Hans und Klaus nur mit sichtlicher
Mihe folgen konnten. Auf diesen Unterschied
waren wir selbst ja im Spezialfall n = 3 schon
gestoBen.

“Mit allgemeinem n schreibt sich das alles
ctwas umstindlich, und deshalb rechne ich es
Euch nur firn = 5 und n = 6 vor. Addiert und

jent die Glei

stumpfwinkliges Drei-
eck LBt dagegen keine
solche Losung zu, weil
nur positive Werte fiir
B und y den gemach-
ten Voraussetzungen
entsprechen.”

Mit solchen Schiilern
machte es ungeheuren
SpaB: dieses Dreigestim
ineiner Klasse zu haben
war schon ein einzigar-
tiger Gliicksfall fiir ei-
nen Lehrer!

“Dann habe ichauchdie
i harakte-

wege mit zweifachem Umlauf.” — Wiihrend

26 alpha 2/92

risierung dieser einzigen

Abb. 2
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Abb. 3

dann bekommt Ihr fiir n = 5 die eindeutige
Auflosung: a4, +a

ist. wenn die berechneten Zahlen fiir 0, zwi-
schen Null und 90° liegen!™

Das leuchtete allen ein, es erinnerte uns ja auch
an unsere Rechnung beim Dreieck.

“Na, toll”, das war Klaus, “ich hab" dasselbe
fiir n = 6 versucht. und was finde ich?
a,-2,+3,-a,+3,-a,

000 0L+ O 0L =00 =L 0L+ 0 ~CL Ot
=0°

Wenn die gegebenen Winkel diese Bedingung
also nicht erfiillen, dann kann es iiberhaupt

Abb. 4

keine Losung geben. Voraussetzung ist also.
daB es ein Sehnensechseck ist:

442,42 =0,42,+3,=360°"

“Ja, und wenn das so ist. dann fillt diese
Gleichung weg. wir haben nur 5 Gleichungen
fiir die 6 Unbekannten und damit entweder
keine oder unendlich viele Lésungen™, schlof
Eberhard die Uberlegungen ab.

Ich konnte nur staunen, wie er das alles heraus-
bekommen hatte. Seine Kameraden hatten wohl
doch nicht diesen Durchblick, aber sie glaub-
ten ihm das, was geometrisch denkbar blieb.
Glaubt Ihres auch? - Arbeitet doch noch etwas
weiter! Es gibt noch so viel zu denken und zu
kldren.

dhnlich wie im Dreieck geometrisch charakte-
risieren? Wenn im Falle des 2k-Ecks unend-
lich viele Lésungen vorhanden sind, so handelt
es sich wieder um 2k-Ecke, und alle haben den
gleichen Umfang (wie groB?)! Welche Losung
unter ihnen hat dann den groBten Fliichenin-
halt?

Kann man &hnlich wie beim Dreieck die geo-
metrischen Losbarkeitsbedingungen angeben?
Schreibt mir doch, wenn Thr etwas herausbe-
kommen habt. Ich méchte gern mit Euch wei-
terdiskutieren!

Dr. habil. Reinhard Hofmann
G) i ir M il

Wielangistder Wegmit Umlaufim
Falle ungerader Eckenzahl? LéBt sich der ein-
zige Reflexionsweg mit einfachem Umlauf

Mitglied des Redaktionskollegiums der
alpha

Die folgenden Aufgaben wurden in Vorbe-
reitung auf die Olympiade des Mathematik-
spezialistenlagers des Kreises Gotha 1989
gelst. EIf Tage knobelten 30 Schiiler der
Klassenstufen 5-7 vormittags an mathema-
tischen Problemen. die Nachmittage stan-
den den Freizeitvergniigungen und zahlrei-
chen Ausfliigen zur Verfiigung.

1. Auf einem Planeten nahe des schwarzen

Lochs BH 13/4 in der Nihe des Toliman

trafen sich vier Raumschiffe von den Plane-

ten Bruton. Casson. Dora und der Erde.

deren Kosmonauten Raumanziige in den

Farben rot. orange. griin und blau anhatten.

Uber sie ist folgendes bekannt:

(1) Die Kosmonauten von Casson und Erde
sowie Rot und Griin kennen sich.

(2) Die Brutonier und Doraner kénnen sich
verstindigen, ebenfalls Orange und Blau,

Utopische Knobeleien

(3) Die Cassonarier sind groBer als die Bruto-
nier und die Menschen.

(4) Die Orangen sind groBer als die Roten bzw.
Griinen.

(5) Aus diesen Angaben I8t sich nicht ermit-
teln, wer der zweitgroBte ist.

(6) Die Brutonier sind griin.

Ordne den Raumanziigen der Kosmonauten
die richtigen Farben zu!

2. Wiihrend einer Planetenerkundung wech-
seln sich die Raumfahrer jede Stunde in der
Fiihrung ab. Sie laufen bis zum Ziel in jeder
moglichen Reihenfolge.

Wie lange sind sie unterwegs?

3. Sie verabreden sich regelmiBig zu treffen.
Der Brutonier kann alle zwei Planetenumliu-
fe, der Cassonarier alle drei Planetenumliufe,

der Doraner alle fiinf Planetenumléufe und
der Mensch alle sieben Planetenumliufe
kommen.

Wann treffen sich alle wieder?

Mitgeteilt von der Teilnehmerin
Ina Riidiger und dem Organisator
Volker Poschel

[ lehren / Heft 51
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Faszination Go

<

»

|

I

I

[
T

Vor dem Vertiefen in dieses Spiel | Das Go-Spiel. von einem Klugen Chinesen vor T S
méchten wir ausdriicklich warnen, | etwa4 000 Jahren ersonnen, von den Japanern
denn folgende chinesische Legen- | tibernommen und bis zur heutigen Form wei- Beispiel 1) und Lisung
de ist im Zusammenhang mit ihm | terentwickelt, begeistert immer mehr Men-
iiberlicfert! schen

Es lebte cinmal cin Holzfiller, der | Thr kénnt Go in ciner halben Stunde erlernen,

auf dem Nachhauseweg vom Berg | aber cin Menschenleben ist zu kurz. um es
?’ zwei alte Minner auf einem Felsen | wirklich meisterhaft zu beherrschen.

sah, welche Go spielien. Er schaute | Go wird gespielt von zwei Spielern mit 181
ihrem geistvollen Spiel mitbegieri- | schwarzen und 180 weiBen Steinen auf den
gem Interesse zu, ganz in Bewun- | 361 Kreuzungspunkteneines Netzesvon 19x19
derung vertieft, fasziniertund alles | sich rechiwinklig kreuzenden Linien. Fiir | |
um sich her vollig vergessend. inger sind Kleinere Spielfelder (13x13 oder
Nachdem die Partie beendet war, . Die Spicler setzen abwech-

Beispiel 2) und Lisung

» verschwanden die beiden Alien.die | selnd ihre Steine auf freie Punkte des Netzes.
g -~ in Wirklichkeit Gétter waren. Der wobei Schwarz beginnt. Jeder Spieler darf 11T
Holzfiller erwachte wie aus einem nach Belieben aussetzen, was erst in der End- ) O

wunderschonen Traum. Seine | spielphase sinnvollist. Nach dem Setzen wird | |

Haare waren schlohwei geworden | kein Stein mehr bewegt. Vom Gegner voll-
und seine Axt, die neben ihm lag, war vermo- | stindig umschlossene Steine werden im Au-
dert. Als erin das Dorf zuriick kam. gabesnie- | genblick ihrer UmschlieBung vom Brett ent- Beispiel 3) und Lisung
manden mehr. der ihn noch gekannt hitte fernt und als Gefangene aufbewahrt
Die Partie istbeendet.
wenn die Spielfliche
vollstindig unter den | Wenn Euch das Spiel Freude macht, dann
Spiclernaufgeteiltist. | solliet Thr Euch ein richtiges Go-Spiel an-

: TTT d. h. wenn es keinem | schaffen, zum Beispiel von Ravensburger.

b T Spiclermehrméglich | Ein weiterfiihrendes Biichlein empfehlen wir
o o ist.seinGebiet zuver- | in unserer Marktecke. Abb. 1 zeigt cine Go-
5 KO groBern oder gegne- | Partie auf einem 99 Feld. Die schwarzen und
- = rische Steine zu fan- | weiBen Steine werden durch entsprechende
j N 9 gen Kreise auf einem Go-Brett dargestellt. Die
= Die Grae eines Ge- | Satzfolge wird mit I beginnend in der Reihen-
I 1 bietes entspricht der | folge des Setzens fortlaufend numeriert. Es ist

Anzahl der freien | auchmdglicheine Go-Partie wie eine Schach-

HI
AVBUG: D B FiG, Punkte, welche von | partie aufzuschreiben. Diese Partie gewinnt

Abb. 1 Abb. 2 schwarzen oder wei- | Schwarz mit6 Punkien. Im folgenden Beispiel
L . Ben Steinen um- | (Abb. 2) verfiigt schwarz iber 11 Gebiet-
schlossen sind. Bei | spunkte und weill ebenfalls. Somit endet die

B der Abs g wer- | Partie remis. was im Go sehr selien ist. Die
P den Gebietspunkte | unbesetzten Punkie a und b sind von keinem
und gefangene Steine | der Spieler vollstindig umschlossen. Solche

I T I T ‘ [ g beider Spieler mitein- | Punkte nennt man neutrale Punkte. Sie beein-
anderverglichen. Der | flussen das Spielergebnis nicht und werden

Abb. 3 a-c Sieger verfilgt iiber | keinem vonbeidenangerechnet(Abb.2), Wenn
—_— die groBere Anzahl | maneinen Go-Spieler nach dem Sinn des Go-

ey } f dieser Punkte. Spicles fragt, erhilt man nicht selten die Ani-

T T Fangt doch einfach | wort, daB es sich um einen Kampf um Leben
o —— b O+ einmal mit einem | und Tod handelt.. Eine Gruppe von Steinen

gefertigten 9x9 | lebt, wenn sie nicht mehr gefangen werden

Feld an. Dann sucht | kann. Nimmt ein Satz einer Gruppe von Stei-
[T 11 [ [T1 Ihr Euch einen geeig- | nen gleicher Farbe die letzte Freiheit. werden
Abb. 4 neten Ersatz fiir die | diese Steine vom Brettentfernt und als Gefan-
41 schwarzen und 40 | gene aufbewahrt. Jeder freie Punkt. der durch
weiBen Spielsteine. eine Brettlinie mit einem Stein oder einer
Vielleicht findet Thr | Gruppe von Steinen verbunden ist. heift Frei-
im Hobbyladen um | heit. InBild 3 werdendie Freiheitenderschwar-
die Ecke etwas Pas- | zen Steine durch einen Pfeil und die der wei-
sendes! Wir stellen | Ben Steine durch einen Punkt markiert. Wie-
Abb. 6 Euch hier die Regeln | viel Freiheiten haben Schwarz und WeiB in
geKniffevor. | den Beispielen 3a - 3¢?

(5 auf T.6 auf 3)

Abb. 5 mit Lisung
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Ein Stein darf nicht so gesetzt werden, da8 er
keine Freiheit mehr hat, wenn er nicht gegne-
risch . Dazu einige Beispicle.

eine fiing

Beispiel 1)
WeiB am Satz fingt 3 schwarze Steine
Beispiel 2)
Schwarz am Satz fingt 4 weiBe Steine
Beispiel 3)
Schwarz am Satz fingt 6 weiBe Steine

In Abb. 4 wird deutlich. daB Satzwiederholun-
gen méglich sind. Diese Situation wird Ko ge-
nannt, Um solche Satzwiederholungen zu
vermeiden, verbietet die Ko-Regel das soforti-
ge Zuriicknehmen.
Wie wichtig ein solches Ko sein kann, zeigt
folgendes Beispiel (Abb. 5).
Weil soll eine Folge von Siitzen finden, die es
ihm unter Anwendung der Ko-Regel erlaubt.
die schwarzen Steine zu fangen.
Eine Gruppe von Steinen lebt, wenn sie minde-
stens zwei Augen besitzt. Als Auge wird ein
findig _ < be-
zeichnet. Dazu wieder ein Kleines Beispiel
(Abb. 6).

Zum SchluB noch einige kleine Go-Aufgaben.
1) Weill ist am Satz:

Hier hat Weil die Moglichkeit. ein Ko zu
beginnen und damit die Schwarzen Steine zu
fangen.

Wenn Zentimeter liber
Hop oder Top entscheiden

Zeit

g

ng und Ab -

Riickblick auf die Winterolympiade 1992
=

“Wasmeier um 15 Hundertstelsekunden an
Bronze vorbei” oder “Silber ist nur Silber —
dem Viererbob-Piloten Hoppe fehlten nur 2
Hundertstelsekunden zum Gold™ so lauteten
Uberschriften von Tageszeitungen wiihrend
der Olympiade in Albertville
Die Angabe in Hundertstelsekunden ist nur
schwer vorstellbar: die Belichtungszeit bei
Fotoapparaten kann auf 1/100 Sekunde ein-
gestellt werden. der sprichwortlich kurzzei-
tige Wimpernschlag dauert etwa eine Zehn-
telsekunde. Daistdie Umrechnung von Zeit-
abstinden in Langenabstinde viel anschau-
licher und “handfester”: ein Fingernagel ist
etwa einen halben Millimeter dick. ein Fin-
ger etwa einen Zentimeter, die Hand ist
ungefiihr zehn Zentimeter breit, die Linge
der Handspanne betriigt ungefiihr 20 Zenti-
meter. Derausgestreckte Armistetwa 70 cm
lang. der Abstand zwischen den Fingerspit-
zen der ausgestreckten Arme betréigt unge-
fihr 1.80m. “Kérpereigene™ Mae sind also
viel anschaulicher als Zeitmafe.
So sollen in den folgenden Aufgaben die
i in Ling inde umgerech-

2) Wie kann Schwarz in einem Satz eine leben-
de Stellung bilden?

LILI

3) In den folgenden Stellungen ist Wei am
Satz und kann die schwarzen Steine téten.

Ias

Claudia Erdmann
Studentin der Mathematik an der Uni-
versitdt Leipzig

In unserer Marktecke findet Ihr zwei Tips zu
Go.

mati lehren / Heft 51

net werden. In den Aufgaben sind die bent-
tigte Zeit und die Streckenliinge angegeben.
Stillschweigend gehen wir davon aus. daB
die Geschwindigkeit kurz vor Erreichen des
Zieles konstant und auch etwa ebenso hoch
wie die Durchschnittsgeschwindigkeit ist.
Messungen auf den letzten Metern haben
ergeben, dal diese Annahme statthaft ist,
wenn kein auBiergewdhnlicher Endspurt oder
ein eklatantes Nachlassen vorliegt.

Aufgaben:

1. Beim Rodeln (Einsitzer Herren) gewann
Georg Hackl in 3 Minuten
die Goldmedaille, Markus Prock in 3 Minu-
ten 2,669 Sekunden die Silbermedaille und
Marcus Schmidt in 3 Minuten 2.942 Sekun-
den die Bronzemedaille. “Diesmal”, lobte
Markus Prock, der im zweiten Lauf durch
eine gebrochene Kufenaufhéingung behin-
dert wurde. aber dies nicht als Grund seiner
Niederlage anfiihrte, “diesmal war er uns
allen um eine Schlittenlinge voraus.”

363 Sekunden |

Gunda Niemann Foto: Team Kommunikation

trennten die beiden besten Bobs: Osterreich [
bendtigte 0 Minuten, Deutschland I
92 Minuten. Welchem Riickstand ent-
spricht das (die vier Liufe wurden auf der
Strecke der Rennschlittensportler ausgetra-
gen).

3. Im Abfahrtslauf der Herren ergaben sich
auf der 3048 m langen Strecke folgende Zei-
ten: 1. Patrick Ortlieb 1:50,37 Minuten. 2.
Franck Piccard 1:50.42 Minuten, 3. Giinther
Mader 1:50,47 Minuten. 4. Markus Was-
meier 1:50,62 Minuten. Welchen Riickstand
hatte Markus Wasmeier auf die Bronzeme-
daille?

4.Berechne jeweils den Riickstand in cm auf
die Siegerin im 5000 m-Eisschnellauf der
Damen:

1. Gunda Niemann
2. Heike Warnicke
3. Claudia Pechstein
4. Carla Zijlstra 7

51 Minuten
59 Minuten
.80 Minuten
1.10 Minuten

73
7

<

Jiirgen Ricke, Redakteur der Zeitschrift
mathematik lehren

Bitte um Mitarbeit

War es wirklich nur “eine 2
Vorsprung, die der Hackl-Schorsch in den
vier Léufen in dem 1500 m langen Eiskanal
herausfuhr?

2. Im Viererbob war die Entscheidung noch
knapper: nur zwei Hunder

Die Olymp sind nicht
mehr weit. Aus diesem AnlaB suchen wir
Aufgaben zum Thema “Mathematik und
Sport”. Bitte schickt Eure Ideen an den
Erhard Friedrich Verlag, Im Brande 15.
W-3016 Seelze 6, Herm Jiirgen Ricke.

R “ ik lehren”,
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1. Napoleons Satz

Im “Mathematischen Waorterbuch™ (Akade-
mie-Verlag Berlin und B. G. Teubner Ver-
lagsgesellschaft Leipzig, 1961) findet man

Napoleons Satz

den Fall der nach auBen konstruierten gleich-
seitigen Dreiecke. Der andere Fall wird dem
Leser iiberlassen. In Abschnitt 3 wird fiir
Schiiler, die noch keine Trigonometrie ken-
nengelernt haben, ein Spezialfall diskutiert,
der durchaus nicht trivial ist, wenn er unab-
hiingig von Napoleons Satz behandelt wird
Diese Leser kinnen Abschnitt 2 iiberspringen.

2. Trigonometrischer Beweis

Wir wollen den Fall der nach auBen geklapp-
ten gleichseitigen Dreiecke betrachten (Abb.
1a).

In der Formulierung des Satzes erscheint der
Begriff “Mitte eines gleichseitigen Dreiecks™
Damit ist der Mittelpunkt des Umkreises. des
Inkreises, des Schwerpunktes und des Hhen-

unter dem Stichwort “Nap Satz” fol-
gende Auskunft:

“Die Mitten der iiber den Seiten eines beliebi-
gen Dreiecks (nach aufen oder nach innen)
konstruierten gleichseitigen Dreiecke sind die
Ecken eines gleichseitigen Dreiecks.”

Hier soll nun ein einfacher trigonometrischer
Beweis fiir diesen Satz vorgestellt werden fiir

gemeint, denn alle diese Punk-

henabschnittist £+/3 , der kleinere &3 ihr
Verhilinis 2: 6

Daher ist M,C=M_B
£M,CB =% M,BC =30
weil Hohe und Winkelhalbierende im gleich-
seitigen Dreieck zusammenfallen.

Mit diesen Groen konnen wir nun nach dem
Cosinussatz im Dreieck AM CM, schreiben:

w]

~2M,CM,C cos (7+60°)
= %(a: +b7 = 2ab cos (7+60°))
und analog ergibt sich fiir das Dreieck AM BM_

MM, " +c? = 2ac cos(B+60°))

Die Differenz dieser Quadrate soll mit D be-
zeichnet werden:

+2ac cos(B+60%))

Nachdem Additionstheorem der Cosinusfunk-
tion
COs (x+y) = COS X €Os y — sin X sin y

tefallenim Dreieck

Die Dreiecke AA’CB. AB’AC und AC'BA
sind nach Konstruktion gleichseitig. Ihre Mit-
ten werden mit M, M, und M_ bezeichnet.
Die Hohe him gleichseitigen Dreieck mit der

Seitenlinge aist h=2+/3, der grofiere Ho-

und unter Bericksi von
o1 " gy
€05 60°= - und sin 60°= 73

ist

cos (x+60°)

L=
‘usx—;\} sin x

Damit erhalten wir fiir D:

Abb. la

30 alpha 2/92

Abb. 1b
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ab cos y+ab\§ sin y

‘uccosﬂAaC\,Esinﬂ)
Nun denken wir an die trigonometrische For-
mel fiir den Flicheninhalt des Dreiecks AABC
F=Tabsin ,—l.u sin B
und dn den Projekuon«au
a=bcos y+ccosf.
Aus lemerem folgt z. B.

accos ff= 2 _abcos 7.
Dabher erhalten wir

(b*—c?+a? ~2abcos y) und dieser

Ausdruck ist gleich Null nach dem em Cosinus-
satz fiir AABC, also ist M, M, i
alog zeigt man MM, M M Damu ist
Napoleons Satz fi den Fall des nach aufen
konstruierten gleichseitigen Dreiecke bewie-
sen.

Abb. 1b zeigt den Fall der nach innen konstru-
ierten gleichseitigen Dreiecke.

Der Beweis verliuft analog und wird dem
Leser il obwohl die K
diesen 2. Fall hohere Anspriiche an das Vor-
stellungsvermogen stellt als der 1. Fall, da sich
jetzt die gleichseitigen Dreiecke tiberlappen.
Wer hier Schwierigkeiten hat, dem empfehle
ich ein Klappmodell anzufertigen, bei dem die
Mitten der drei gleichseitigen Dreiecke auf
beiden Flichenseiten markiert werden.
Weiter beachte man, daf ¢ M AM,=60°~a
oder 0-60° istusw. zyklisch, je nach GroBe der
Winkel. Das hat aber auf den Cosinuswert
dieses Winkels natiirlich keinen EinfluB, weil
€OS X =08 (-X) ist.

3. Ein Spezialfall

Die Strecke AB werde im Innern geteilt durch
einen beliebigen Punkt C. Wir errichten iiber
AB ein glenchsemges Dreieck AABC". Dann

wir zwei gleichseitige Dreiecke,

die Koordinaten der

Eckpunkte sind:

A=(0A0)AB =(a+b,0),
=(b, 0)

a+b =
T”J

Die Mitten dergleich—
seitigen Dreiecke 2

haben die Koordina- & b

Der Abstand d zweier
Punkte mit den karte-
sischen Koordinaten

P=(x.y,) und
,¥,) istbekannt-

L

q.e.d.

4. Anmerkung

Was hat “Napoleons Satz” mit Napoleon I.

eines iiber AC, das andere iiber CB . deren
Eckpunkte A’, B’ beziiglichAB auf der ande-
ren Seite wie C” liegen.

Behauptung: Die Mitten dieser drei gleichsei-
tigen Dreiecke bilden ein gleichseitiges Drei-
eck.

‘Wer Abschnitt 2 gelesen hat, erkennt in der
Strecke AB ein entartetes Dreieck AABC mit
AC=b, CB=a, AB=c=a+b,a=B=0°
Y= 180° und kann Napoleons Satz auf diesen
Spezialfall anwenden.

Wir wollen dagegen den Spezialfall ohne Tri-
gonometrie, nur mit Hilfe der Koordinaten-
geometrie beweisen. Dazu fiihren wir ein kar-
tesisches Koordinatensystem ein (Abb. 2).
Die gleichseitigen Dreiecke sind: AA'CB,
AB’AC, AC'BA. Die Mitten sind die Hohen-
>chmllpunkle Dle Hdhcnabschnme eines
itenld sind:

23 und iw@.zusammen a
6 3 2

Das Koordinatensystem wurde so gewiihlt, da
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(1769 — 1821), Kaiser der Franzo-
sen zu tun? Der italienische Autor Faifofer
behauptete in der 18. Auflage seines Geome-
trielehrbuches “Elementi di geometria”, Vene-
dig 1912, Napoleon habe diesen Satz Lagran-
ge (1736 — 1813) zum Beweis iiberlassen. Der
Mathematikgeschichte sind heute dafiir aber
keine Quellen bekannt. Der Satz selbst wird
erstmals (soweit heute belegbar) bei Turner,
“Elementi di geometria”, Palermo 1843 er-
wiihnt, aber ohne Hinweis auf Napoleon (Nach
Fischer, Joachim: Napoleon und die Naturwis-
senschaften. Stuttgart: Franz Steiner Verlag
Wiesbaden GmbH, 1988).

Tragen mathematische Begriffe oder Lehrsit-
ze Namen von historischen Personen, so darf
nicht automatisch vom Namen auf den Urhe-
ber geschlossen werden. Das gilt z. B. auch fiir
50 bekannte Namen wie Pythagoras oder Tha-
les. Das Spektrum der Zueignungsskala ist
sehr breit, es enthiilt viele Stufen, von denen
beispielhaft nur erwihnt sein sollen: “Gesi-
cherte Prioritit” — “Erstverdffentlichung” —

“Geistige Teilhabe” — “Vollige Unschuld”
“Verdacht auf Plagiat”. Solche Namen fungie-
ren in der Mathematik als Terminus technikus.
lalhre historische Relevanz kann hiufig nicht
abschlieBend geklirt werden, weil Quellenbe-
lege verloren gegangen sind oder nie vorhan-
den waren. Im Gliicksfalle kénnen aber auch
neue Quellen gefunden werden. Beziiglich
Napoleon sei angemerkt: Bekannt sind uns

Begabung und sein Interesse fiir Mathematik
bekunden.

Vergleiche dazuauch Schmidt, Fritz: 200 Jahre
franzésische Revolution. Problem und Satz
von Napoleon mit Variationen. Didaktik der
Mathematik 1, 1990 (15 - 29), Miinchen. Hier
wird auch eine Verallgemeinerung von Adria-
no Barlotti (1955) mitgeteilt, die zeigt, dafs der
Problemkreis immer noch bearbeitet wird.
Fiir die Literatur danke ich den Professoren
Johannes Bshm aus Jena und Rudolf Fritsch
aus Miinchen.

Dr. Wolfgang Dérband,
Greifswald
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Renate Tobics

Felix Klein

vornagender Naturwisscnschaftler
Techniker und Medizinet

Band

32 alpha 2/92

Die Marktecke

Biographien hervor-
ragender Naturwissen-
schaftler, Techniker
und Mediziner

Allen Freunden der Ge-
schichte und ihrer heraus-
ragenden Personlichkeiten
konnen die Bindchen der
Biographien hervorragen-
der Naturwissenschaftler,
Techniker und Mediziner
der Teubner Verlagsgesell-
schaft Leipzig empfohlen
werden.

Zu haben sind iiber Eure
Buchhandlung die neben-
stehenden Titel

Lesens- und Sehenswertes vom Medienmarkt

Band 15 Carl Friedrich GauB
Hans WuBing, ISBN 3-322-00682-4
Band 19: Galileo Galilei

Emst Schmutzer/Wilhelm Schiitz.
ISBN 3-322-00661-1

Band 27: Tsaac Newton

Hans WuBing 3-322-00752-9
Band 47: Alexander von Humboldt
Kurt-R. Biermann,

ISBN 3-322-00567-4

Band 50: Felix Klein

Renate Tobics, Bestell-Nr. 666 026 6
Band 60: Aristoteles

Fritz JiirB/Dietrich Ehlers

ISBN 3-322-00664-6

Band 79: Georg Cantor

Walter Purker/Hans Joachim Ilgauds,
Bestell-Nr. 666 252 8

Adam Ries in Erfurt
| Nur der Rechenmeister und seine

| Familie diirfien alle diese Schriften
‘ kennen. die vom 7. April bis 10.
|

Mai 1992 in der Ausstellung
~Adam Ries in Erfurt* zu sehen
n, ein Original
des 1. Rechenbuches von Ries (welt-
weit noch 3 Exemplare) in der
| Auflage von 1525, das 2. Rechen-
buch in der 1. Auflage von 1522
‘ (weltweit noch | Exemplar), davon
die 2, Auflage von 1525 sowie das
3. Rechenbuch von Ries von 1550
(in Erfurt vorhanden) fiir die Aus-
stellung zu bekommen. Zusitzlich
kann man einen direkten Eindruck
vom handschriftlichen wissen-
schaftlichen Lehrbuch (CoB) von
Riesundeiner weiteren Handschrift
aus der Erfurter Zeit erhalten. In der
CoB nannte Ries einige von ihm

sind. Es ist gelu

Vom Go-Fieber angesteckt?

Dann kommen hier zwei Empfehlungen genau richtig!

*Das 19er-Brett, das Turnierbrett, ist
die Kronung und das erschnte Zicl
aller echten Go-Fans

Eine Trainingspartie dauert 1 bis 2
Stunden und eine Turnierpartie im
Durchschnitt 3 bis 6 Stunden. Als
9er, 13er. aber auch 19er Brett nutz-
bar ist Go von Ravensburger.

* Grundkurs, Taktik und Strategie
und auf der Innenseite des Schutz-
umschlages ein selbstzufertigen-
des 9er-Brett mit Steinen zum An-

fangen, aufgeschrieben vom Tri-
ger des 4. Dan Siegmar Steffens
Sportverlag Berlin,

ISBN 3-328-00349-5, 24,80 DM
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Losungen

* Nachbarschaft

* Kurz nachgedacht

NO_/O
9@

* Klug kombiniert

Teil 4 ergiinzt den Quader richtig.

* Gleichungsriitseleien

K=8, N=3, R=5,8=7. Z=6

« Trick mit ==
Streichhélzern

— ) ——e K ——

ﬁ
= =.ﬂ
* Holzchensymmetrie

Da die 0 ausscheidet, sind nur die Ziffern 1, 2,
5 und 8 zuliissig. Mit diesen lassen sich 12
zweistellige Zahlen_ab bilden, die nicht gleich
ihrem Spiegelbild B sind, 85,82, 81,55, 51.
21 und deren Spiegelbilder. Wegen 85-28=57.
82-58=24.81-18=63.5: . 51-12=39 und
21-15=6sind die Differenzen c-d - 8- ygleich
463, +57. +39, +33, £24 oder 6. Die von 0
verschiedenen Differenzen aus

ab-Ba
dem Produkt zweier durch die Ziffern 1,2, 5
tellten einstelligen Zahlen ¢ und d
und dessen Spiegelbild sind wegen 8.5-2

Neues zum
Kopfzerbrechen

Man wird auch gute Bekannte
treffen, wenn man dieses Buch
erwirbt. Aufgaben zum beispiel-
gebundenen Begriinden — dies
7u iiben ist eines der Anliegen
des 1. Teiles — sind nicht neu
und auch nicht mehr selten.

Von Seite zu Seite fortarbei-
tend, soll der interessierte Nut-
zer zu immer anspruchsvolle-
ren Aufgaben gelangen und mit
Hilfe seines Schulwissens durch dessen An-
wendung sein Kénnen im Deduzieren er-
heblichsteigern. Wenn der Leser (oder wohl
besser: Loser) nicht loskommt von den
Aufgaben, ist das der schonste Lohn fiir den
Autor, der fast 300 Aufgaben ausdachte,
auswiihite und angeboten hat.

Im zweiten Teil wird versucht. i

Gymnasium Gymnasium

180 Aufgaben, in drei Schwierigkeitsstufen
gegliedert, aber inhaltlich so ungeordnet
wie mdglich dargestellt, damit kein Routi-
nedenken aufkommt, frei nach dem Motto
von B. Brecht: ,, Das Denken gehir zu den
griifiten Vergniigungen der menschlichen
Rasse.” (aus “Leben des Galilei").

Dassich aber Denken nicht

re bei den Losungen, eine gewisse Metho-
dik des Klassischen Beweisens, dies aber
weder vollstiindig noch gar mit dem An-
spruch auf Alleingiliigkeit. darzustellen.

Manzbuch 857
ISBN 3-7863-0857-8; 15,80 DM

von selbst entwickelt, ist es sinnvoll. ein ge-
eignetes Training zu betreiben. Dies nach
Lustund Laune, nach Interesse und Bediirf-
nis zu tun, ist Zweck des Biichleins.

Manzbuch 856
ISBN 3-7863-0856-X; 15,80 DM

Fiireine wahre Gleichung dh+£ d=§-7+Ba
vom Typ I muB ab-Bar=5-y-c-d gelten

und (ur eine wahre Gleld!ung

11: 85458+22=55+82+28
85+21+18=81+15+28
82451+18=81+12458
55+21412=51+154+22

Alle weiteren Losungen entstehen aus den

angegebenen durch Vertauschen der beiden

Seiten einer Gleichung oder durch Vertau-

schen der Faktoren der Produkte oder der

Summanden der Summen.

« Eins zwei drei vier fiinf ...
— Besuch im MMK Frankfurt/M.

+Zwei Tage vor Sylvesterstehen mit 20+12=41
7u Buche, das Jahr *99 mit weiteren 18. Die
erite Quersumme ist somit 59. Die Quer-
summe 3 tritt nur an 4 Tagen auf: 1.2.°00;
2.1.°00: 1.1.°01 und 1.1."10.

« Fiir das Jahr *99 ergibt sich die lingste Zahl-
wortkolonne, sie reicht bis *... zweiundvier-

444,446, 448, 464, 466, 468, 484, 486, 488,
644. 646, 648, 664, 666, 668, 684. 686. 688,
844, 846, 848, 864, 866, 868. 884, 886, 888

Analog wie fiir drei rechnet man: 4 (fiir die
erste Position) mal 4 (fiir die zweite) mal 4
256.

* Olympiaecke

5. Jahrgangsstufe
Es bezeichne J ... Ringzahl von Joachim,

E ... Ringzahl von Elke,

R ... Ringzahl von Regina.

G ... Ringzahl von Gerd.
Aus dem Text der Aufgabe ergeben sich fol-
gende Beziehungen
a)J>G bE+R=J+G ¢ E+J<R+G
Die Addition von a) und b) ergibt
2E+R+J<2'G+R+]J
Daraus folgt: d) E < G
Aus b) und d) ergibt sich nune) R > J.
Aus a),e)und d) folgtR>J >G> E.
Die Reihenfolge der Schiitzen nach fallender
Ringzahl lautet damit Regina, Joachim, Gert
und Elke.

6.~ 7. Jahrgangsstufe
Vorbemerkung: In beiden Summanden ist
die Anzahl der Ziffern gleich (da x +y +2 =
ZHX+Y).

Da die Anfangszweien der 1. Zahl und die
Dreien zu Beginn der 2. Zahl im Ergebnis drei
aufeinanderfolgende Fiinfen liefern sollen und
hsten Ziffern der Summe zweimal cine
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Sieben ergeben, die nur von Zweien und Fiinfen
erzeugt werden konnen, muB gelten: z = 3.
Eine dhnliche Uberlegung fiihrt zu x = 5.
Auch 148t sich folgende Gleichheit aufstellen:

X+y+z=3+2+3+1+3=12
Alsogilt: y=12-x-z=12-5-3=4
Somiterfiillen die Zahlen (x,y, z)=(5.4, 3) die
Bedingungen der Gleichheit.

8. Jahrgangsstufe

1. Moglichkeit: 1 IA] 8 | 4
2. Moglichkeit: 3 6l6
9. Jahrgangsstufe

Die Antwort lautet: Nein. Sind némlich a, b
zwei Zahlen des Tripels (1, 2,2), die im

" a+b a-b
néichsten Schritt durch —=und —=ersetzt
V2 V2

. (a
werden, s ist [A
v

B 2
~+2ab+b”
S 2
2

Die Summe der beiden Quadrate éndert sich
somit nicht; sie bleibt immer gleich ihrem
Anfangswert 12+ 22 + (Y22 = 7.

Da aber das Tripel (1, 2. 1 +2) die Quadrat-
summe 1 +22+ (1 +42) = 1+4+ 1+ 22+
2=8+2+/2# 7 besitzt, wird es niemals in der
mit (1. 2,42) Folge

* Riesenpizza

Die Oberfliche unserer Pizza betrigt
/4 (0,25 m)* = 0.049 m”, die der Rekordpizza
/4 (47 m)* 735 m’. Diese braucht also
1735:0,049 = 35400mal soviel Zutaten wie
unsere. Fiir unser Rezept brauchen wir 230 g
Mehl, 30 g Peperoniwurst und 80 ¢ Tomaten-
sofe.

* Die ,,Struwwelpetra”™

Pro Monat wachsen die Nigel der Struwwel—
petraum 480 mm:(12+12) = ? mm.
Um 2 cm wachsen ihre Nigel in

20 mm:? mm =6 Monaten

+ Enttarnung eines Logos

1. Da dieser Korper Ecken besitzt, in denen 3
Fliichen, also eine ungerade Zahl von Flichen,
anstoBen, ist ein Firben mit 2 Farben nicht
méglich. Also sind mindestens 3 Farben erfor-
derlich. Das Farben mit 3 Farben gelingt. in-
dem jeweils alle zueinander parallelen Fli-
chen gleichfarbig gefiirbt werden. Zu diesem
Fiirben werden nur 3 Farben benutzt und es er-

9. - 10. Jahrgangsstufe
Im Dezimalsystem sei N=a- 10° + b 10° +
c 10+dmita,bc,de Nund ISa<6,
0<b,c,d <6.
Nach Voraussetzung gilt N = n? fiir eine ge-
eignete natiirliche Zahl n.
Dann muB gelten: n® = N < 6666, also n < 81
(817 = 6561 < 6666)
Erhoht sich jede Ziffer von N um 3, ergibt sich
(@+3)-10°+ (b +3)* 10 + (d + 3) = m’ fiir
eine passende natiirliche Zahl m.
Fiir die Differenz m? — n? gilt:
m'-n’=a-10*+b-10*+c- 10 +d +3000 +
300+30+3-(@*10°+b- 10?+c-10+d) =
3333,
Wegen m’—n®=(m+n) (m-n) =3333 =
(m+n)(m-n)=3-11-10L
Da weiter m +n>m—nund n <81 gilt, muB
m+n=101und m-n=33sein.
Also (m +n) - (m—n) = 68

2n=68 = n=34
Die Zahl N ist somit die Quadratzahl 34’ =
1156.

 Zeitungsschnipsel
* Tennisaufschlag

Die Geschwindigkeit von 321,12 km/h ent-
spricht 89,2 m/s. Um eine Strecke von 25 m
zuriickzulegen, braucht der Ball bei dieser Ge-
schwindigkeit etwa 0,28 s.
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fiillt die Firbungs ift, denn zwei gleich-
farbig gefirbte Flichen, also zwei zueinander
parallele, haben héchstens einen Randpunkt
gemeinsam. 3 ist also die gesuchte Minimal-
zahl.

2. Dieser Korper ist ein Polyeder. Da bei ei-
nem Polyeder allerdings von jeder an eine
Ecke anstoBenden Fliche zwei Seiten in diese
Ecke einmiinden, miissen von diesem Korper
zwei begrenzende Rechteckflichen als Fiinf-

7 Fi #

fafit werden. Zu diesen zusitzlich eingefiihr-
ten Eckpunkten der begrenzenden Flichen
gehoren gestreckte Winkel als nnenwinkel.

Vor dem Zusammensetzen besitzt jeder der 3
backsteinformigen Quader 8 Ecken. Jede von
20 dieser 3-8=24 Ecken liefert nach dem Zu-
sammensetzen jeweils eine Ecke des Korpers,
wihrend 4 dieser 24 Ecken nach dem Zusam-
mensetzen zu keiner Ecke des Korpers geho-
ren. its besitzt der

setzte Korper zwei Ecken, von denen keine
gleichzeitig Ecke eines der 3 Quader ist. Mit-
hin gilt e=24-4+2=22. Entsprechend ergibt
sich k=3-12-6+4=34 und f=3-6-4=14 (2 Acht-
eck-, 1 Sechseck-, 2 Fiinfeck- und 9 Rechteck-
flidchen). Damit gilt e-k+f=2, wie es nach dem
Eulerschen Polyedersatz sein muf.

* Mathematik am Nagelbrett

La) (1), (2).(3). (4) b) (D), (3)

2.(1) —

1 5 1
B)=.D=.06)=
()161)8<)2

Fi (3)A=8F; (4)A=6F;
FF

4.(1)25%, (2)50%, (3)25%, (4)50%,
(5) 37,5%, (6)75%
&
6.(1).(3)
% 7.(1), (2). (4)
|8

(2) Alle Figuren haben denselben Flichenin-
halt.
(3) Alle Figuren haben denselben Flichenin-
halt.
* Oh, diese Wurzeln
(2) Es gelten fiir die Flichen 1, 2. 3
Ay=tixwra-v)

1=3 3

1

A, :§(x<y+a-c).

(h-c)-b-sin 30°

Um die Rechnung iibersichtlicher zu machen,
seize man
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Nje
0=

was dem Flicheninhalt des gleichseitigen
Dreiecks entspricht.

Ein anderer Losungsweg vereinfacht ein we-
nig die Rechnung:

’ A:l%[x(y+\v}+a(v+c)4% b(h=c)].

Wegen y+w=x und % b=a folgt

A=x’+a (v+c+h-c),

A= mvihimh).

* Das Oktaeder

2u'1) Die Mittelsenkrechte zu zwei Punkten hat
die Eigenschaft, daB alle auf ihr liegenden
Punkte von diesen Punkten jeweils gleichen
Abstand haben. Damit gilt also nicht nur RH=s
(laut Voraussetzung) und RS=s (gemé Falt-
vorschrift). sondern auch SF = SR

der der M

K, (Seitenmitte) aus Griinden der Symmetrie
drei Winkel von 60° entstehen.

« Komisches, Kniffliges und
Knackiges

* Verflixt, das geht doch nicht!

Hier hilft nur folgender Trick:

& 99
XL e O i Ry
VIIF 1 7

= Stapeln von Spielsteinen

9->13->7,2->7:8-> 1, 12->4; 11 ->4;
6->10;5->10

* Sprachecke
* Vielecke

Zwei Vielecke haben zusammen 89 Diagona-
len. Wi grof ist die Summe der Seiten beider
Vielecke?

Losung: Die Anzahl der Diagonalen cines
Vielecks mit n Seiten ergibt sich nach

-

% . Danach kann man folgende Tabel—
le aufstellen:

n [3456 7 8 9101112131415

* Nummernsalat

D al b)9 <5 d) X
2)Ja, denn bei Verinderung einer Ziffer indert
sich die Priifsumme um Vielfache von zu 11
teilerfremden Faktoren.
3) Zum Beispiel:

3-451-34521-8 und 3-451-52341-8

*Schachecke

Zum Beispiel:
LS:f2, 2
5.5:f4, 6.
9.8:d6, 10.

13.5:b6, 14.

* Utopische Knobeleien

1. B

in; D
orange: Menschen-blau.
Die Raumfahrer sind 24 h unterwegs.
kgV (2,3, 5, 7)=210, d. h. sie treffen sich
nach 210 Planetenumliufen wieder.

; Cassonarier-

L

Diagonalen[0 25914720 27 35 44 54 65 77 90

Daraus ergibt sich als Losung: 35+54=89 fiir
die Diagonalen, d. h. 10+12=22 fiir die Summe |

der Seiten. Es handelt sich also um ein Zehn-
und ein Zwolfeck.

* Derselbe Umfang, aber verschiedene
Flichen

Die Zeichnung zeigt zwei Figuren, deren Rand

tenm von HR). Also ist AHRS gleichseitig, q
e.d.

zu2) Der Kopf ist etwa 6,1 cm breit (maBstéib-
liche Konstruktion) oder 216 cm-tan 15°
Die Ohrenspannweite betriigt stolze 8.3 cm
(mafstibliche Konstruktion) oder 2 - 16 cm -
sin 15°,

zu 3) Der Winkel $EMC ist 60° gemiiB Kon- |
struktion. Beim Umlegen der Ecken A und C |

(Abb. 4) entsteht eine Falte senkrecht zur Win-
kelhalbierenden dieses Winkels, also bei e
und E zwei gleichgroBe Winkel. Thre Grofe
betriigt 120°/2=60°. Damit hat AC EM drei
gleichgroBie Winkel, also drei gleichgroBe
Seiten, q. e. d.

zu4) Alle vier neu entstehenden Dreiecke sind
ebenfalls gleichseitig und haben die halbe Sei-
tenlinge des Ausgangsdreiecks. Zur Begriin-
dung beachte man, da nach dem Umlegen bei
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aus je 8 besteht. Jedoch das
Verhiltnis der Fliichen betréigt 3:4. Konstruie-
re zwei andere Figuren in einer Ebene so, daB
eine davon rechteckig und jede aus 24 Streich-
holzern gelegt ist, sowie die Fliichen im Ver-
hiltnis 5:6 stehen.

Lésung: Die Rechteckseiten bestehen aus 2
bzw. 10 Holzchen, die Fliche belmgl 20 El

* Wenn Zentimeter iiber
Hop oder Top entscheiden

1. Georg Hackl hatte einen Vorsprung von 10

heiten. Die andere Figur ist ein
Dreieck aus 6, 8 bzw. 10 Holzchen. Seine
Fliche betrigt 24 Einheiten. 20:24=5:6.

* Arithmetik

Setzt die Ziffern von 1 bis 8 in die Kleinen
Kreise der Figur, die auf der Zeichnung darge-
stelltst, so ein, da die Summe der Zahlen auf
| jeder Kreislinie cin und dieselbe ist!

Losung: Eine mogliche Losung ist:

Meternund 6,7 auf den Zweitpla
zierten bei einer Durchschnittsgeschwindig-
keit von 118,44 Kilometern pro Stunde.
2. Der Riickstand betrégt 51,3 cm .
3. Wasmeier fuhrum 5,05 m an der Bronzeme-
daille vorbei.
4. 2. Heike Warnicke (7:37,59 Minuten)
Riickstand von 0,87 m
3. Claudia Pechstein (7:39,80 Minuten)
Riickstand von 24,90 m
4. Carla Zijlstra (7:41,10 Minuten)
Riickstand von 38,93 m
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