H11328 F 3
Heft 5 e ;
Oktober 1993 = |
27. Jahrgang 3

P’a_dagoglsche -
Zeitschriften MatllematISC/le
Schiilerzeitschrift

bei Friedrich in Velber
in Zusammenarbeit
mit Klett

Leben und Werk
Georg Cantors

Raupenwanderung
1 als strategisches

2 Sewegungen auf
der Hollenschaukel



Inhaltsverzeichnis

Zeitungsschnipsel ...... 4

Eine bunte Mischung von Informationen
und Aufgaben zu einer Hollenschaukel, ei-
ner norwegischen Miinze, zu Bundes-
schatzbriefen und der Alge ,,Caulerpa Ta-
xifolia™

Der schnellste Weg —
ein besonderes

Stiick Mathematik-
geschichte...........eceveeee. 6

Johann Bernoullis beriihmte Aufgabe —
dargestellt von Heinz Dabrock.

Zahlen-

spielereien . —

Dieter Bauke zeigt erstaunliche Gleichun-
gen, die zu eigenen Tiifteleien anregen.

Der Komet Swift-Tuttle
und die Erde..........c.... 9

iiber K. i
ge auf der Erde relativiert Walter Triger.

Horror

Vor 30 Jahren: Start des
Nachrichtensatelliten
»Telstar 2% .....ccccieviieenn 9

Riickblicke auf diesen friihen Satelliten
von Walter Triger.

Komisches, Kniffliges
und Knackiges .......... 10

Alphons logische Abenteuer mit Antino-
mien, die Wege einer sportlichen

Ein Ausflug in die
rdaumliche Geometrie 16

Besonders die Beschreibung und Analyse
eines um eine Raumdiagonale rotieren-
den Wiirfels interessiert Bernd Wernicke.

Ganz so einfach ist es
mit dem Mond nicht 24

A i Unsinn mit il-

(Schach)Dame sowie die heck

Ein Kirschenpuzzle .. 11

Obwohl schon gut 250 Jahre alt, regt es
noch immer zum Nachbauen und Probie-
ren an, wie Konrad Haase und Riidiger
Thiele zeigen.

Flachenver-

wandlungen. 12

dungen auf Zeichnungen und Gemilden
riickt Arnold Zenkert gerade.

Gedanken zum
75. Todestag von

Georg Cantor 26

Vielseitig interessiert, widmete sich Georg
Cantor besonders der Mengenlehre.
Walter Purkert beschreibt die Person
Georg Cantors und seine mathematischen

Eine Ver g g g begi
Fldchen zu ,entsprechenden Rechtecken*
erleichtert Flicheninhaltsberechnungen
ungemein, belegt Jochen Kreusch.

Sommerzeit -

Sportzeit......... s 14

Hartmut Boettcher verdeutlicht Zeitriick-
stinde bei Sportresultaten durch Umrech-
nung in Streckenriickstéinde.

Zuschnitt eines
Glockenrocks.

15

Berechnungen zur optimalen Nutzung ei-
ner vorgegebenen Stoffbreite von Bernd
Luderer.

L

Interessante Aufgaben
von Isaak Newton .... 28

Aus dem umfangreichen Werk des vor
350 Jahren geborenen Isaak Newton hat
Johannes Lehmann einige ,mathemati-
sche Bonbons* ausgewihlt.

Marktecke 32

Im Vordergrund stehen diesmal strategi-
sche Brettspiele fiir den Computer — aus-
gewiihlt und ausprobiert von Hartmuth
Seitz und Christian Pape.

Losungen ............. 30, 34

alpha wird herausgegeben vom Friedrich Verlag
in Velber in Zusammenarbeit mit Klettund in Ver-
bindung mit Dr. Gabriele Liebau, Dr. Claus Peter
Helmholtz und Herbert Kiistner.

Redaktion:

Hans Joachim Lemke, Tel.: (05 11) 4 00 04-42
Postfach 10 01 50, 30917 Seelze
Redaktionskollegium:

SIR F. Amet (Kleingeschaidt), Prof. Dr. G. Cle-
mens (Leipzig), Dr. L. Flade (Halle), OL Dr. W.
Fregin (Leipzig). Dr. J. Gronitz (Chemnitz), Dr.
sc. nat. R. Hofmann (U iBheim), Peter

Anzeigenleitung: Bernd Schrader
Anzeigenabwicklung:

Telefon: (05 11) 4 00 04-23
Anzeigenpreisliste Nr. 5 vom 01. 01. 1990

Vertrieb und Abonnement:
Telefon: (05 1) 4 00 04-52/53/85
Verlag:

Erhard Friedrich Verlag GmbH & Co. KG,
Postfach 10 01 50, 30917 Seelze

Telefon: (05 11) 4 00 04-0

Telefax: 4 00 04-19

Das Jahresabonnement fiir alpha besteht aus 6

Hoppe (Hildesheim), Hermann-Dietrich Horn-
schuh (Pliezhausen), StR H.-J. Kerber (Neustre-
litz), OSR J. Lehmann (Leipzig), OL Prof. Dr. H.
Lohse (Leipzig), StR H. Pitzold (Waren/Miiritz),
Dr. E. Quaisser (Potsdam), Dr. P. Schreiber
(Greifswald), Dr. W. Schmidt (Greifswald), OStR
G. Schulze (Herzberg), Dr. W. Triiger (Débeln),
Prof. Dr. W. Walsch (Halle)

Der i
betriigt 12,00 DM, im Einzelbezug 2,50 DM. Alle

‘Rechte vorbehalten. Auch unverlangt eingesandte

alpha ist direkt vom Verlag zu beziehen. Auslie-
ferung in Osterreich durch OBV KlettCotta, Ho-
henstauffengasse 5, A-1010 Wien. Auslieferung
in der Schweiz durch Biicher Balmer, Neugasse
12, DH-6301 Zug. Weiteres Ausland auf Anfrage.
© Beitrige sind urheberrechtlich geschiitzt. Alle

Manuskripte werden sorgfiltig geprift. Unver-
langt eingesandte Biicher werden nicht zuriickge-
schickt. Die als Arbeitsblatt oder Kopiervorlage
bezeichneten Unterrichtsmittel diirfen bis zur
Klassen- bzw. Kursstiirke vervielfiltigt werden.

Mitglied der Fachgruppe Fachzeitschriften im

Preise verstehen sich zuziiglich
Die Mindestbestelldauer des Abonnements be-
gt 1 Jahr. Es liuft weiter, wenn nicht 6 Wochen
vor dem berechneten Zeitraum gekiindigt wird.
Bei Umzug bitte Nachricht an den Verlag mit al-
ter und neuer Anschrift sowie der Abo-Nummer
(steht auf der Rechnung).

'VDZ und im des Deutschen Buch-
handels.

Herstellung: PZ Pidagogika Zentrale GmbH
Druck: Scherrerdruck, Hannover
ISBN 3-617- 34017-2

25 mathematik lehren /Heft 60

alpha -

5/93 3




1993 findet das Miinchner Oktoberfest,
das seinen Ursprung in den Hochzeitsfei-
erlichkeiten des Kronprinzen Ludwig, des
spiteren Konigs Ludwig I. von Bayern,
mit der Prinzessin Therese von Sachsen-
Hildburghausen im Jahr 1810 hat, zum
160. mal statt. 24 Oktoberfeste muBten
ausfallen (Kriegs- und Nachkriegsjahre,
Cholera-Epidemien). Festplatz ist die The-
resienwiese, das Oktoberfest wird deshalb
auch ,,Wie genannt. Seit 1835 findet
am ersten Festsonntag der Trachten- und
Schiitzenumzug statt. Auch in diesem Jahr
wird wieder mit iiber 6 000 000 Besuchern
gerechnet.

Die Gondel der ,Stern von Rio* genannten
Héllenschaukel, die auch in diesem Jahr
wieder auf der ,,Wies'n" steht, bictet 48
Personen in 12 Reihen mit je 4 Sitzen
Platz. Die Gondel ist an ihren Enden iiber

Auf zum

Miinchner Oktoberfest!

Kardangelenke mit zwei von Hydraulik-
motoren angetriebenen Rotoren verbun-
den. Beide Rotoren haben die gleiche Dreh-
achse. Sie sind aber in ihrer Drehbewe-
gung nicht miteinander gekoppelt, sie wer-
den also separat gesteuert. Die maximale
Drehzahl jedes Rotors betriigt 10 U/min.
Dadurch wird eine groBe Vielfalt von Be-
wegungsmdglichkeiten erreicht. Denn mit
der gegenseitigen Lage der Rotorenarme
andert sich der Winkel zwischen Rotoren-
achse und Gondelachse. Der dazu erfor-
derliche Lingenausgleich (der Abstand
der Enden der Gondelachse ist konstant)
wird dadurch erreicht, daB ein Rotorarm
als Schwenkarm ausgebildet ist.

Aufgabe: Vereinfachend seien die Rotor-
arme AP und BQ und die Achse PQ der
Gondel als Strecken aufgefaBt. Fiir ihre

n gilt AP=BQ=r=4,8mund
=15.0m. Der Arm AP des star-
ren Rotors steht senkrecht auf der Roto-
renachse AB. Der Arm BQ des Gelenk-
rotors bildet mit der Rotorenachse einen
sich dndernden Winkel o= ¢ QBA. Fiir
jede Lage beider Rotorenarme gilt also:
Der Punkt P (als Punkt idealisiertes
Kardangelenk) ist ein Punkt des Kreises
mit Mittelpunkt A und Radius r, dessen
Ebene senkrecht auf AB steht. Der Punkt
Q (als Punkt idealisiertes Kardangelenk)
ist ein Punkt des Kreises mit Mittelpunkt
B und Radius r. Der Minimal- und der
Maximalwert des Winkels o sind zu er-
mitteln! Dabei soll zusiitzlich gelten: Der
Winkel o ist dann ein rechter Winkel.
wenn BQ auf der Ebene durch die Punkte
A, B und P senkrecht steht.

Dr. W. Triiger

Die Hollenschaukel
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Norwegische
50-Kronen-Silber-
miinze ,,Olympische
Winterspiele 1994
Lillehammer*

Aufgabe: Das auf dieser Miinze darge-
stellte Motiv wird durch einen Substantiv
beschrieben. Dieser ist im abgebildeten
Graphen versteckt:

F
Wy A
M D
L 1 E N G
R U
K S

Das Wortbild dieses gesuchten Substan-
tivs entsteht, indem man beim Ablaufen
eines geeigneten, jede Kante genau ein-
mal enthaltenden Kantenzuges (Weges)
nacheinander die den passierten Knoten

Dr. W. Triiger, Disbeln

Bundesschatzbriefe
— eine lohnende
Geldanlage

Bei Bundesschatzbriefen gibt es zwei Ty-
pen A und B. Beim Typ A betriigt die
Geldanlage N (Nennwert) 100 DM oder
ein Mehrfaches von 100 DM, erfolgt jihr-
lich die Zinsauszahlung und nach der
Laufzeit von 6 Jahren die Riickzahlung
des Nennwertes. Beim Typ B betriigt die
Geldanlage N 50 DM oder ein Mehrfa-
ches von 50 DM, werden die Zinsen an-
gesammelt und erfolgt nach einer Lauf-
zeit von 7 Jahren die Riickzahlung des
Nennwertes und der angesammelten Zin-
sen und Zinseszinsen.

Fiir die Bundesschatzbriefe 1992/11 mit
Zinslaufbeginn am 1. 11. 92 gelten die
folgenden Zinssiitze:

Laufzeit Zinssatz

1. Jahr p|‘7¢ =7,00%
2. Jahr p,% =17,50%
3. Jahr (Typ A und B) p_ % = 8.00%
4. Jahr pJ% =825%
5. Jahr p.% =8.50%
6. Jahr p”% =8.50%
7. Jahr (Typ B) p,% = 8.50%
1. Aufgabe:

Wieviel Prozent seiner Geldanlage N in
einem Bundesschatzbrief 1992/11 vom
Typ A erhilt ein Erwerber wihrend der
Laufzeit vom 1. 11. 92 bis zum 1. 11. 98
insgesamt an Zinsen ausgezahlt?

2. Aufgabe:

Ein Sparer liBt sich die auf seine Geldan-
lage N jihrlich zum gleichen Zinssatz p%
erteilten Zinsen jeweils auszahlen: Wie
groB muf dieser Prozentsatz p% sein, da-
mit er nach 6 Jahren Laufzeit ebenso viel

Zinsen erhalten hat wie ein Erwerber ei-
nes Bundesschatzbriefes 1992/11 vom
Typ A mit dem gleichen Nennwert bis
zum 1. 11. 98?7

3. Aufgabe:
Wieviel Prozent seiner Geldanlage N in
einem Bundesschatzbrief 1992/11 vom
Typ B erhiilt ein Erwerberam 1. 11. 1999
allein an Zinsen und Zinseszinsen zu-
riickgezahlt?

4. Aufgabe:
Eine Geldanlage N wachse durch die
jihrlichen Zinsen und Zinseszinsen mit
Jeweils dem gleichen Zinssatz p%. Wie
groBB muB p sein, damit nach einer Lauf-
zeitvon 7 Jahren die angesammelten Zin-
sen und Zinseszinsen ebenso groB sind
wie die bei einem Bundesschatzbrief
1992/11 vom Typ B mit dem gleichen
Nennwert am 1. 11. 1999?

Dr. W. Triger, Dibeln
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Der schnellste Weg -
ein besonderes Stiick
Mathematikgeschichte

Der Mathematiker Johann Bernoulli
(1667 — 1748) stellte im Jahre 1696 den
Mathematikern seiner Zeit die folgen-
de Aufgabe:

Zwei Punkte A und B, welche verschie-
denen Abstand vom Erdboden haben
und nicht senkrecht iibereinander lie-
gen, sollen durch eine Bahn verbunden
werden, auf welcher ein reibungsfrei
beweglicher Korper vom oberen Punkt
ausgehend infolge der Schwerkraft in
kiirzester Zeit zum unteren der beiden
Punkte gelangt.

Es ist naheli d, die Verbind

ta =2:X5+Y; [/ 42:80y,

Konkret fiir B(9/3) erhalten wir hiermit
i = 2,45,

Wir vergleichen jetzt den direkten Weg
AB mit einem in Abb. 1 gezeigten Knick-
weg APB. Die zugehorigen Laufzeit ist
die Summe der Laufzeiten iiber die Teil-

wege AP und PB. Fiir einen Punkt P(x/y)
(welche Koordinatenwerte x und y sind
erlaubt?) erhalten wir als Gesamtlaufzeit
tinie = Lap + L die im Kasten aufgefiihr-
te Formel.

Konkret fiir B(913) wie oben und P(312) er-
gibt sich hieraus der Wert t Kaick = 2:01.
Vergleichen wir mit dem zuerst berechne-
ten Wert t;, . = 2,45, erkennen wir:

Der kiirzeste Weg ist nicht der schnell-
ste!

Johann Bernoullis Aufgabe ist offensicht-
lich nicht so einfach zu l6sen, wie es auf
den ersten Blick erscheint. Uberraschend
ist, daB auch Knickwege mit einem
Knickpunkt P unterhalb des Niveaus des
Punktes B schneller durchlaufen werden
konnen als der kiirzeste Weg.

strecke zwischen A und B als Losung des
Problems zu vermuten. Der Korper be-
wegt sich dann auf einer schiefen Ebene,
die Bewegung ist gleichmiiBig beschl
nigt. Fiir solche geraden Wegstiicke be-
rechnet sich die Laufzeit t iiber die For-
mel t=s/v wobei s der zuriickgelegte
Weg und v das arithmetische Mittel aus
der zum Wegstiick gehorenden Anfangs-
und Endgeschwindigkeit bedeuten. Fiir
die Momentangeschwindigkeiten entlang
der Bahn erhalten wir mit Hilfe des Ener-
gieerhaltungssatzes v =./2-g-h, wobei
g fiir die Erdbeschleunigung und h fiir die
insgesamt durchfallene Hohe stehen.
Die Erdbeschleunigung ist in der folgen-
den Berechnung auf den Wert 10 m/s? ge-
rundet. Langenangaben beziehen sich auf
die Lingeneinheit Meter und Zeitanga-
ben auf die Zeiteinheit Sekunde. Im Sin-
ne einer mathematisch ausgerichteten
Betrachtung des Problems verzichten wir
einfachheitshalber auf die Mitfiihrung
der Einheiten und begniigen uns bei kon-
kreten GroBenangaben mit den MaBzah-
len.
Zunichst positionieren wir ein kartesi-
sches Koordinatensystem mit horizonta-
ler x-Achse und vertikaler, nach unten
gerichteter y-Achse so, daB8 der Ursprung
mit dem Anfangspunkt A der Bewegun;
dllt und der tieferli d
Endpunkt B positive Koordinaten hat. Ist
dann A(010) und B(xglyy), ergeben die
obigen Beziehungen fiir den direkten
Weg AB die Laufzeit

6 alpha -

lek =‘AP+|PB
!/ y2-g-y
o v o = s
+24(x=x) +(va-y) 1 (V2gy+2ey,)
Endounkt:  B¢9.0013.00)
Knickpunkt: P(3.0012.00>
a *8
v
e
x P
e
9
Abb. 1
Ervipaank ¢t 1 8(9.0013.00>
A M
B
Abb. 2
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Beispielsweise fiir P(715) erhalten wir un-
ter Beibehaltung von B(913) die Laufzeit
tni = 2,04 Wo liegt der Knickpunkt des
schnellsten Knickweges?

Forschungen Galileis

Galileo Galilei (1564 — 1642) hatte 1638
den Bogen des Kreises durch A und B mit
Mittelpunkt auf der x-Achse als den
schnellsten Weg bezeichnet (s. Abb. 2).
Die Laufzeit lings des zu B(913) gehtren-
den Kreisbogens ist t, = 1,81. Man
kann diesen Laufzeitwert beliebig genau
bestimmen, indem man den Kreisbogen
durch einen hinreichend fein unterglie-
derten Sehnenzug annihert und die Lauf-
zeiten fiir die Sehnen aufsummiert.

Berechnungen Bernoullis

Wie Johann Bernoulli zeigte, hatte sich
auch Galilei in der Art der Bahn geirrt.
Bernoulli wies nach, daB die gesuchte
Kurve dieselbe Form besitzt wie die
Bahn, welche ein Punkt auf dem Rand ei-
nes Rades beim Abrollen des Rades
zuriicklegt (s. Abb. 3). Wir leiten dieses
Resultatund die weiteren Zusammenhén-
ge nicht her, da hierbei u. a. eine Diffe-
rentialgleichung gelost werden muf.

Zykloide
Die durch die eingangs gestellte Frage
gesuchte Bahnkurve ist eine sogenannte
Radlinie oder Zykloide. Der Radius r und
die konstante Winkelgeschwindigkeit w
des Kreises (Rades) sind durch die Koor-
dinaten von A und B eindeutig festgelegt.
Die Koordinaten eines beliebigen Punk-
tes P(xly) der Zykloide lassen sich in Ab-
héingigkeit vom Drehwinkel o =w -t des
Kreise: seiner Ausgangslage erfassen
und man erhalt
X =r-(0.— sin 0)
y=r(l -cos )
Man bezeichnet ein derartiges Glei-
auch als P |
lung der Kurve, hier mit Parameter o.. Fiir
die Laufzeit lings des zu B(9/3) gehori-
gen Zykloide ergibt sich G = 1,75. Ga-
lileis Irrtum erschient angewch(s des da-
mals nicht meBbaren Unterschiedes von
0,06 Sekunden zum optimalen Wert ver-
zeihlich.

stel-

,,Brachistochrone*

Die Zykloide triigt in diesem Zusammen-
hang den Namen ,Brachistochrone®
(griech.: kiirzeste Zeit). Es erstaunt, daf
sowohl die Brachistochrone als auch Ga-
lileis Kreisbogen teilweise unterhalb des
Niveaus des Endpunktes B verlaufen,

29 methematik lehren /Heft 60

20 o TatRan.
i

Abb. 3

wenn die Neigung der Verbindungsgera-
de AB hinreichend gering ist.

Das Brachistochronen-Problem markiert
iibrigens den Anfang einer mathemati-
schen Disziplin, der sogenannten Variati-
onsrechnung.

Variationsrechnung
Neben Johann Bernoulli selbst 16sten
auch sein Bruder Jakob Bernoulli sowie

Gottfried Wilhelm Leibniz und der Mar-
quis De L'Hospital die oben gestellte
Aufgabe.
Eine weitere Losung war von einem
anoymen Verfasser eingegangen, den Jo-
hann Bernoulli an Hand der verwendeten
Methode mit den Worten ,.ex ungue leo-
nem* (den Lowen von der Pranke her) als
Isaac Newton identifizierte.

StR Heinz Dabrock

Zahlen
spielereien

1) Gibt es Zahlen, die Potenz ihrer
Quersumme sind?

(8+1)*=81

(5+1+2)’=512

(2+4+0+1)'=2401

(4+9+1+3)*=4913

(5+8+3+2)°=5832
(1+745+7+6)*=17576
(149+6+8+3)°=9683
(2+3+4+2+5+6)*=234256
(3+9+0+6+2+5)*=39065
(6+1+4+6+5+6)'=614656

2) Fiir einige Kombinatinen gibt es
garantiert nur endlich viele Losun-
gen:

19=(1+9)+1-9

29=(2+49)+2-9

99—(9+9)+9 -0

Es sind nur nur diese neun Losungen
unter der Bedingung moglich, daB eine
Zahl gleich der Summe aus Quersum-
me und Querprodukt ist.

135=(1+3+5)-1:3-5

144=(1+4+4) 144

Jedoch gibt es nur diese beiden Losun-
genunter der Bedingung, daB eine Zahl
gleich dem Produkt aus Quersumme
und Querprodukt ist.

Unendlich viele Losungen gibt es je-
doch bei

TI=T+14T-1+(7+1)-71
119=1+149+1-1-9+(1+149)-1-1.9
391=3+9+1+3-9-14(3+9+1)-3:9-1
und fiir 1391, 2933, 5961, 25943,
31778, 34583, 39392,...

Dieter Bauke
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Der Komet Swift-Tuttle

Eine im Januar 1992 veroffentliche dpa-
Meldung lautet:

Eis-Bombe aus dem All

New York (dpa). Der , Jiingste Tag"
Jindet fast tausend Jahre spdter statt
als noch vor kurzem angenommen —
falls der Aufprall des Kometen Swifi-
Tuttle die Ursache fiir das Ende des
Lebens auf der Erde sein sollte. Das
haben US-Astronomen aufgrund neuer
Berechnungen herausgefunden. Der
Himmelskérper aus Eis und Dreck mit
einem Durchmesser von etwa zehn Ki-
lometern werde die Erde auf keinen
Fall wie urspriinglich berechnet im
Jahre 2126 treffen. Der gefihrliche
Zeitpunkt komme im Jahr 3044, prézi-
se Vorhersagen fiir den Aufprall konne
man noch nicht machen.

* Nach Angaben von ,Der Sternenbote**
(Wien) errechnete D. K. Yeomans (USA)
aus 237 Beobachtungen des Kometen
Swift-Tuttle u. a. die Umlaufzeit dieses
Kometen zu U = 135,01 Jahre.

« Die Erde umkreist die Sonne in einem
(siderischen) Jahr einmal: U, = 1Jahr. Im
sonnennichsten Punkt ihrer Bahn, ihrem
Perihel, ist sie ©_= 147.110° km und im
sonnenfernsten Punkt, ihrem Aphel, ist
sie @_=152,1 - 10°km von der Sonne ent-
fernt.

« 1. Keplersche Gesetz: Die Planeten, Pla-
netoide und Kometen bewegen sich auf
Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die
Sonne steht.

« Fiir jeden Punkt einer Ellipse genannten
ebenen Kurve gilt: Die Summe seiner Ab-

il
Perihel

und die Erde

stinde von zwei festen Punkten, den
Brennpunkten, ist gleich der grofen Ach-
se 2a der Ellipse.

« 3. Keplersche Gesetz: Die Quadrate der
Umlaufzeit zweier Planeten, Planetoide
oder Kometen verhalten sich wie die drit-
ten Potenzen der grolen Halbachsen ihrer
Bahnen.

Aufgaben

1. Aufgabe: Als
nomische Entfernungsangaben wird die
als Astronomische Einheit (AE) bezeich-
nete Linge der gra

Lingeneinheit fiir astro-

»Ben Halbachse ader

Bemerkung: Petrus Apianus (Peter
Apian; 1495-1552), Professor an der
Universitiit Ingolstadt und Berater
von Kaiser Karl V. entdeckte, da der
sich bei einem Kometen in Son-
nennihe bildende Schweif stets von
der Sonne weggerichtet ist.

Sollte tatsichlich einmal ein Komet
auf die Erdoberfliche zufliegen, so
wird in der Erdatmosphiire zumin-
dest teilweise seine Bewegungsener-
gie in Wiirmeenergie umgewandelt,
und dadurch bedingt wird zumindest
teilweise das im Kometen enthaltene
Eis verfliissigt oder in den Gaszu-
stand iiberfiihrt. Weiterhin wiirden
die dadurch vom Kometen gelésten
festen Bestandteile zum Teil wie
Ster in der A hii
vergliihen.

Ein Komet in Sonnennihe. Nach Meinung des Wiener Geologenehepaares Dr. Edith

Kristan-Tollmann und Prof. Alexander Tollmann soll vor etwa 9500 Jahren der

schlag

eines solchen Schweifsternes auf der erde die biblische Sintflut (Meereswelle, Weltbeben,

Sturzregen, ,,ewige* Nacht) ausgelist haben.

Erdbahn benutzt. 1 AE = a. Die Astro-
nomische Einheit ist in Kilometer umzu-
rechnen.

F . F, - Brennpunkte

a— grofie Halbachse

b — kleine Halbachse

e — lineare Exzentrizitiit

7 — Perihelabstand von der Sonne
0. — Aphelabstand von der Sonne

8 alpha -

2. Aufgabe: Die kleine Halbachse b] der
Erdbahn und das Verhiltnis h} :a_sind zu
berechnen.

3. Aufgabe: Die groBe Halbachse a_der
Bahn des Kometen Swift-Tuttle ist zu be-
stimmen.

4. Aufgabe: Wie groB} ist mindestens der
Abstand o des Aphels der Bahn des Ko-
meten Swift-Tuttle von der Sonne? An-
leitung: Da eventuell mit einem Aufprall
dieses Kometen auf die Erde zu rechnen
ist. muB seine Bahn die Erdbahn schnei-
den.

5. Aufgabe: Wie grof sind hichstens die
kleine Halbachse b,_der Bahn dieses Ko-
meten und der Quotient hﬁ ¥

K

Dr. W. Triiger
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Vor 30 Jahren: Start des
Nachrichtensatelliten

Mit dem am 7.5.63 mit einer Trigerrake-
te vom Typ Delta in Cape Canaveral auf
eine Umlaufbahn um die Erde transpor-
tierten Satelliten ,Telstar 2 wurden
Fernsehbilder und Ferngespriche zwi-
schen den USA und zwei eumpalschen
Stationen iibertragen. Die Ubertragungs-
zeit betrug jeweils 15 Minuten. Denn nur
so lange befanden sich jeweils Sende-
und Empfangsstation iiber dem optischen
Horizont des Satelliten.

Laut dem .,1. Keplerschen Gesetz" be-
wegte sich , Telstar 2 auf einer Ellipse,
fiir die der Mittelpunkt M der Erde ein
Brennpunkt ist. Nach Beobachtungen
gilt: Die Umlaufzeit von , Telstar 2* be-
trug T = 225,05 min. Fiir zwei spezielle
Punkle P und P_der Bahnellipse galt:

MP, = 12868 km
MP, =8572 km und ¥ PMP, =60".

Aufgaben

1. Aufgabe: Die groBe Halbachse der
Bahn von Telstar 2* ist zu berechnen!
Anleitung: Alle moglichen Erdsatelliten
mit gleicher Umlaufzeit TT wie , Telstar 2*
laufen nach dem ,.3. Keplerschen Gesetz"
auf Bahnellipsen um, deren grofie Halb-
achsen gleich der grofien Halbachse a_der
Bahn von . Telstar 2* sind. Also wird auch
die Kreisbahn mit Radius r= a, deren Mit-
telpunkt mit dem Erdmittelpunkt M zu-

s lelstar 2*

sammenfillt, von jedem auf ihr umlaufen-
den Satelliten mit der gleichen Umlaufzeit
T_ durchlaufen. Gemi dem ..2. Kepler-
schen Gesetz™ wird weiterhin diese Kreis-
bahn mit konstanter Bahngeschwindigkeit
v durchlaufen. Im Falle der Kreisbahn
miissen sich die auf den Satelliten wirken-
de Zentrifugalkraft E, und die Erdanzie-
hungskraft FG (Gravitationskraft), die bei-
de entgegengesetzt gerichtet sind, gegen-
seitig kompensieren. Dabei gilt:

G=6,6729510" . 2
kg-s’
- Gravitationskonstante
B m v’
T

— Zentrifugalkraft

Ry =G MEmS
=)

— Gravitationskraft

Bemerkung:

Nachdem hinreichend leistungsstarke Trii-
gerraketen zur Verfiigung standen, wird
fiir kommerzielle Nachrichtensatelliten im
allgemeinen die geostationdre Bahn be-
nutzt.

Die geostationdre Bahn ist eine in der
Aquatorebene liegende Kreisbahn, die den
mittleren Abstand 35730 km von der Er-
doberfliche hat. Die zu dieser Bahn
gehorende Umlaufzeitist T_=23h 56 min;
das ist die Zeit, in der sich die Erde einmal
um ihre Achse dreht.

Bei entsprechender Wahl der Durchlauf-
richtung bleibt ein Satellit auf geostationd-
rer Bahn stets iiber einem Punkt der Er-
doberfliche .stehen”. Ein geostationirer
Satellit ,sieht also etwa ein bestimmtes
Drittel der Erdoberfliche.

Drei geostationire Satelliten, die in den
E cines gleichseitigen Dreiecks

M - Mittelpunkt der Erde
m_=5977-10" kg — Masse der Erde

E 6371 km — Erdradius

m,_—Masse des Satelliten

r— Abstand des Satelliten vom Erdmittel-
punkt

MBEIBEIBEB!D SISSLRLTTE!

e L &3
mmmmmmmmmmmmu
—X /g

Telstar 2
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Der vor 350 Jahren, am 5. 1.
1643 im Dorf Woolsthorpe
(England) geborene Isaac New-
ton erfand die Differential- und

Integralrechnung, entdeckte die
Dispersion des Lichtes und das
Gravitationsgesetz.

..stehen”, konnen die ganze Erdoberfliche
mit Ausnahme der Polgebiete versorgen.
Dies hatte bereits 1945 A. C. Clark vorge-
schlagen.

2. Aufgabe:
Durch eine Konstruktion im MaBstab
1:200 000 000 sind der zweite Brenn-
punkt, das Perihel (Perigdaum — erdniich-
ster Punkt der Bahn), das Aphel (Apo-
gidum — erdfernster Punkt der Bahn) und
die kleine Halbachse bT der Bahn von
.Telstar 2** zu ermitteln. Welche Abstéin-
de haben Perihel und Aphel dieser Satel-
litenbahn von der Erdoberfliche?
Anleitung: Die Summe der Abstinde je-
des Punktes einer Ellipse von ihren bei-
den Brennpunkten ist gleich der groBen
Achse 2a der Ellipse.

Dr. W. Triiger, Dobeln
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Alphons’ logische

Wiihrend eines Urlaubs an der Nordsee
nahmen Alphons, seine Eltern und seine
Schwester an ciner Bootsfahrt auf eine Insel
teil. Der Kapitiin des kleinen Schiffes unter-
hielt die Fahrgiste mit Berichten iiber regi-
nonale Ereignisse aus Vergangenheit und
Gegenwart. Am SchluB sagte er ver-
schmitzt lichelnd: .Nehmen Sie das, was
ich Ihnen erzihlt habe, nicht so ernst. Wis-
sen Sie, die Bewohner dieser Insel — hiflich
gesagt — flunkern gern, und ich bin ein Be-
wohner dieser Insel.” Seine Worte losten
allgemeine Heiterkeit aus. Bei dieser oder
jener Erzihlung hatte man schon einen Ver-
dacht in dieser Richtung gehabt. Durch ge-

hickten Bezug auf aug inliche Tat-
sachen hatte der Kapitiin die Zweifel des ge-
sunden Menschenverstandes aber immer
wieder zerstreuen kénnen, so daf seine Er-
klidrung nun in der Tat befreiende Erleichte-
rung ausloste. Auch Alphons’ Vater hatte
mehrfach an der Wahrheit vorgetragener
Geschichten gezweifelt. . Na®,
zu seiner Familie, ..mit meiner Skepsis sas
ich doch auf dem richtigen Dampfer.” Zu
seiner grofen Uberraschung fragte ihn Al-
phons, warum er da so sicher sei? , Aber Al-
phons, Du hast doch gehort, was der Ka-
pitin gesagt hat, seine Geschichten waren
schlicht und einfach Liigen. Die Bewohner
dieser Insel flunkern eben ‘mal gern.* .Ge-
nau das ist es”, meinte darauf Alphons.
.Wenn Sie gern flunkern. dann kann doch
der Kapitin auch geflunkert haben, als er
das sagte!?" Der Vater stohnte: ..Mein
Sohn, Du hast schon eine Art einem jedes
SelbstbewuBtsein nehmen zu wollen. Du
willst gern auf Dein Lieblingsthema. die

Abenteuer

Antinomien, hinaus. Daraus wird hier
nichts. Denke doch an das Prinzip des indi-
rekten Beweises. Wenn die Annahme der
Wahrheit einer Aussage zu einem logischen
Widerspruch fiihrt, ist diese Aussage nicht
wahr, sondern falsch. In unserem Fall ist al-
50 die Aussage des Kapitiins, alle Inselbe-
wohner liigen, falsch." Alphons’ Schwester
unterbrach den Vater. . ,Dann hiitte aber Al-
phons recht. Wenn es nicht so ist, daB alle
Inselbewohner liigen, dann sagen eben alle
die Wahrheit.” Alphons, iiber die unerwar-
tete Hilfe erfreut, nickte zustimmend. ..Kin-
der*, wehrte der Vater ab, ..nicht alle liigen,
das ist doch eine ganz andere Aussage als
alle liigen nicht. DaB nicht alle Inselbewoh-
ner liigen besagt. mindestens ein Inselbe-
wohner sagt die Wahrheit. Ob es nun alle
Inselbewohner sind, die nicht liigen oder
doch mindestens einer von ihnen liigt, das
liBt die Aussage offen, im Gegensatz zu der
derzufolge alle Inselbewohner
nicht liigen.” Alphons muBte einschen, dafl
sein Vater recht hatte. Eine als wahr gesetz-
te Aussage ist falsch, wenn diese Annahme
zu einem logischen Widerspruch. und den
chlieBt eine Antinomie ein, fiihrt. Ist die
Aussage des Kapitins iiber die Inselbewoh-
ner nicht wahr, so ist sie falsch und damit st
die Moglichkeit, da alle Inselbewohner die
Falschheit sagen, ausgeschlossen. ..Trotz-
dem, Vati, wenn auch diese allgemeine
Aussage des Kapitins falsch ist, so wissen
wir doch nicht, ob er auch auf See gelogen
hat. DaB er liigt heilt ja nicht. dal er immer
liigt.” Da muBte nun wieder der Vater Al-
phons zustimmen.

Prof. Dr.L. Kreiser
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Wege einer
Sportlichen Dame

Die Dame im Schachspiel zieht von ihrem
Standfeld aus waagerecht, senkrecht oder
diagonal beliebig weit iiber alle unbesetz-
ten Felder. Wegen ihrer groBen Beweg-
lichkeit ist die Dame die stiirkste Figur auf
dem Schachbrett.

Eine schachbegeisterte, iltere Dame fihrt
igigen Urlaubsreise in die Ber-
ge. Sie will an jedem Urlaubstag wandern,
wobei sich ihre Wanderrouten
liingern sollen.

Vor der Abreise legt sie ihr tigliches Wan-
dery anhand des S mit-
tels der weiBen Dame fest. Als Bedingun-
gen fiir ihre Uberlegungen gelten, daB die
weifle Dame von al hintereinander mehre-
re Ziige ausfiihrt, von denen jeder linger
ist als der vorhergehende — entsprechend
den Wanderrouten — und wieder nach al
zuriickkehrt.

ch ver-

Die Gesamtlinge der Damenziige soll ein
Maximum sein. Die schachspielende Da-
me ermittelt die im Diagramm oben dar-
gestellte Losung . Die Gesamtstrecke be-
triigt, wenn fiir die Linge eines Schachfel-
des 2 km und fiir die Diagonale eines Fel-
des 2.3 km angenommen wird. genau
103.2 km.

rend der Zugfahrt zum Urlaubsort
findet die Urlauberin auf ihrem Reise-
cha iel zu den Bedi
gen jedoch eine weitere Losung, die ihre
gesamte Wanderstrecke um 17 km iiber-
trifft.

Aufgabe:
Welche Dameziige auf dem Schachbrett
fiithren vom Feld al aus zum optimalem
Ergebnis?

Harald Riidiger
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Ein Kirschenpuzzle

RECREATIONS
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ampes Perperuclles.
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Abb. I: Récréations mathématiques et
physiques, ein franzisisches Buch iiber
kurzweilige mathematische und
physikalische Probleme aus dem

18. Jahrhundert (1735).

In einem alten franzosischen Buch
iiber he und p!
Unterhaltungen (Abb. 1) aus deml8.
Jahrhundert haben wir ein Kirschen-
puzzle gefunden, das sich jeder miihe-
los selbst herstellen kann.

Die Loésung dieses ,topologischen*
Problems ist zwar verbliiffend einfach,
aber man muB sie erstmal gefunden
haben.

Ein dauerhaftes Puzzle wird am besten aus
Stoff- oder Lederresten gebaut, fiir weni-
ger strapazierfihige Puzzles reicht auch
Papier. Die ungefiihren MaBe sind in der
Abbildung 2 angegeben. Lings AA” und
BB’ ist ein etwa 14 cm langer und lings
CC’ und DD’ ein etwa 3 ¢cm langer Schnitt
in das Material zu machen.

Das Problem besteht ganz einfach darin,
wie hiingt man das Kirschenpaar in das Pu-
zzle bzw. wie holt man es spiiter wieder
heraus? (Anstelle des Kirschenpaares kon-
nen auch zwei mit einem Faden verbunde-
ne Kugeln, Ringe usw. verwendet wer-
den.)

Abb. 2: des Puzzles. Das

HEY, MAN— o
N L
: 1 N
o3 GRapmics! T
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Rechteck hat etwa das Format 4 cm x 20
cm, die Schlitze AA” und BB’ sind ungefiihr
16 cm lang, die Schlitze CC’ und DD’ sind
ungefihr 3 cm lang. Die Schlitze AA’ und
BB’ sowie CC’ und DD’ sind jeweils etwa

1 cm voneinander entfernt.

Die Losung: Bringt die Zunge AA’BB’ in
der Mitte zusammen und zieht sie unter
der kleineren Zunge CC'DD" hindurch, so
dab die Mitte der groferen Zunge bei DD’
wieder heraus kommt. Jetzt ldBt sich das
Kirschenpaar durch die gebildete Schlaufe
miihelos einfiihren oder herausnehmen.
Danach zieht die Zunge AA'BB’ (d. h. die
Schlaufe) wieder in die Ausgangsstellung
zuriick.

Konrad Haase, Dr. Riidiger Thiele
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Flachenverwandlungen

Kaum jemand denkt dariiber nach, daB
man eigentlich jede Flicheninhaltsbe-
rechnung gradlinig begrenzter Figuren in
der Ebene auf die Ermittlung des Inhaltes
einer Rechteckfliche zuriickfiihrt.

Aus dieser Formel leitet man diejenige
zur Berechnung des Flicheninhaltes fiir
ein Dreieck, fiir ein Trapez, ... her.
Dabei entspricht der Flicheninhalt eines
Dreiecks der Hilfte des Flicheninhaltes
eines ,.entspechenden Rechteckes*.

Was versteht man unter ,.entsprechenden

Rechteck*? EQ
[00) <
E A
Abb. 1
E
F
D [
N
D F e
A - B
DE =AD
Abb. 2a
By
@) A G A
Fa EF=FG
: Abb. 2b
i €
| o
E A B
EF=2.AD; EA=AB
Abb. 2¢
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Nun, es ist ein solches Rechteck gemeint,
das in einer seiner beiden Seiten mit einer
der Dreieckseiten kongruent ist und in der
anderen mit der zu dieser Dreieckseite
gehdrenden Hohe iibereinstimmt.

Dieses zeigt Abb. 1.

Wie wir sehen, gilt:

(1) A AFC = A EAC wegen Ssw

(2) A FBC = A CBD wegen Ssw

2'A-\B( = AABDI:

Selbstverstindlich kann man auch jedes
Rechteck zeichnerisch-konsruktiv in ein
dazu flicheninhaltsgleiches Dreieck ver-
wandlen und umgekehrt.

Hier drei Varianten: Abb. 2

Aufgabe 1:
Fiihre den Nachweis der Flichen-
gleichheit in den Fiillen (1) bis (3).
Mehr noch: man kann jedes beliebige
(konvexe) Vieleck in ein dazu flichenin-
haltsgleiches Dreieck verwandeln.
Wir zeigen das Prinzip an einem beliebi-
gen Fiinfeck, ABCDE.
(Siehe hierzu Abb. 3, rechte Seite.)
1. Schritt:
(1) g, durch B und D
(2) g,/ g, durch C
(3) ED iiber D hinaus verlingern.
(4) Schnitt von g, mit g, ergibt F.
(5) B mit F verbinden.
Daraus folgt:
O Ao =Auy
Gleiche Grundseite (BD)
und gleiche Hohe (g, // g,).
) Ay = Ay
2. Schritt: (1) g, durch B und E
(2) g, /g, durch F
(3) AE iiber E hinaus verlingern.
(4) Schnitt von g, mit g, ergibt G.
(5) B mit G verbinden.
Daraus folgt: (I) Ay = Apges gleiche
Grundseite (ﬁ)
und gleiche Hohe (g, // g,).
V) Ay = Ay
Aus (IT) und (IV) ergibt sich
A.-\B(’DF = AABG’
Aufgabe 2:
Gegeben ist ein Fiinfeck ABCDE mit
den Koordinaten seiner Eckpunkte (s.
Abb. 4, rechte Seite).
A(1,5:1); B(6;1); C(7,5;3); D(3,5;5) E
(1,5;2,5). Koordinateneinheit e = 25 m
a) Gib einen MaBstab an!
b) Berechne niherungsweise den
Flicheninhalt des Fiinfecks auf das
Dreieck ABG, wobei G der Schnitt-
punkt von g, mit g, sein soll.

Jochen Kreusch
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Abb. 3

Abb. 4

Kleine
Knobeleien

Wer ist zuerst an der Brandstelle?

An der StraBenkreuzung brennt es. Von
den Punkten A und B fahren zur selben
Zeit mit gleicher Geschwindigkeit
Loschziige ab. Welches Feuerwehrauto
erreicht zuerst die Brandstelle? (Abb. 1)

Seilzug

Welche Seilstiicke bewegen sich nach
unten, wenn man an der Schlaufe A
zieht? (Abb. 2)

Zahlenpyramide

Zwei Zahlen nebeneinander ergeben
zusammengezihlt die Zahl dariiber.
Welche Zahlen miissen eingesetzt wer-
den? (Abb. 3)

Ergénzungen

Versuche die Liicken dieses Zahlenqua-

drats so auszufiillen, daB bei jeder waa-
h und

Reihe 12 herauskommt. (Abb. 4)
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Abb. 1

Abb. 2
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Sommerzeit — Sportzeit

Im Sport ziihlen nicht nur die Ergeb-
nisse, wer Erster oder Zweiter wurde —
interessant sind auch die Zeitunter-
schiede, die in Riickstiinde umgerech-
net werden. Denn vorstellbar sind Me-
ter und Zentimeter aber nicht Zehntel-
oder gar Hundertstelsekunden. Hierzu
ein paar Anregungen; bei der Berech-
nung wird angenommen, daB die Ge-
schwindigkeit iiber die gesamte
Strecke konstant bleibt.

Deswegen mochten wir Euch einige
Aufgaben mit den zugehdrigen Lo-
sungswegen vorstellen, die sich auf ak-
tuelle sportlich-mathematische Proble-
me einfach iibertragen lassen.

Aufgabe:

Im Endlauf iiber 200 m Freistil der Frau-
en bei den 25. Sommerspielen in Barce-
lona wurde Franziska van Almsick in
1 Minute und 58,00 Sekunden Gewinne-
rin der Silbermedaille hinter Haislett
(USA) in 1 Minute und 57,90 Sek

Aufgabe:
Beim Bahnradfahren im 1000 m-Zeitfah-
ren wurde der Amerikaner Hartwell Drit-
ter in 1 Minute und 4,753 Sekunden so-
wie der Deutsche Gliicklich Vierter mit 1
Minute und 4,798 Sekunden. Welchem
Abstand entspricht das?
Losung:
Hartwell: 1:04,753 = 64,753 s
Gliicklich 1:04,798 = 64,798 s

64,753

64.798

1000 m - 999,31 m = 0,69 m

-1000 m = 999,3055 m

Aufgabe:

Bei der 25. Sommerolympiade in Barce-
lona erreichten im Ruderendlauf beim
Vierer ohne Steuermann der Herren iiber
2000 m Australien den 1. Platz in 5 Mi-
nuten und 55,04 Sekunden, Slowenien
den 3. Platz in 5 Minuten und 58,24 Sek.
sowie Deutschland den undankbaren 4.
Platz in 5 Minuten und 58,39 Sekunden.

Welchen Abstand hatten die beiden
Sportlerinnen am Ende des Laufes?
Losung:
USA 1:57,90=117,90 s
D 1:58,00= 118,00 s
w-zoo: 199,83 m
118,00
200-199,83=0,17 m.
Der Abstand betrug 17 Zentimeter.

Aufgabe:
Im Endlauf iiber 4 x 200 m Freistil der
Herren bei den 25. Sommerspielen in
Barcelona erreichte die Staffel der USA
den 3. Platz in 7 Minuten und 16,27 Se-
kunden. Die deutsche Staffel wurde in 7
Minuten und 16,58 Sekunden Vierter.
Um wie viele Zentimeter wurde die Bron-
zemedaille verloren?
Losung:
USA 7:16,27=436,27 s
D7:16,58 =436,58 s
436,27
436,58
800 -799,432=0,567 m
Die Bronzemedaille ging wegen 57 Zen-
timeter Riickstand zu der USA-Staffel
verloren.

800 m = 799,432

14 alpha -

Um wie viele Zentimeter verpaBte
De die B ille?
Losung:

Austr. 5:55,04 = 355,04 s

Slow. 5:58,24 = 358,24 s

2000 m : 358,24 s = 5,58285 m/s
Deutschl. 5:58,39 = 358,39 s
2000 m : 358,39 s = 5,5805 m/s

S5 =Ly Vs
355,04 x 5,58285 = 1982,135 m

SD = IA £ Vn

355,04 x 5,5805 = 1981,30 m

Abstand Slowenien/Deutschland:
1982,135 - 1981,30 = 0,835 m
Deutschland ruderte um 83,5 cm an der
Bronzemedaille vorbei.

Aufgabe:

Bei der 25. Sommerolympiade in Barce-
lona erreichten beim Achter der Herren
im Rudern iiber 2000 m Kanada den 1.
Platz mit 5 Minuten und 29,53 Sekunden
und Deutschland mit 5 Minuten und
31,00 Sekunden den 3. Platz. Um wie vie-

Weg von Deutschland = Zeit, - Geschw.,
329,53 - 6,0423=1991,12

Abstand 2000 — 1991,12 = 8,88 m

Der Deutschlandachter hat die Goldme-
daille um fast 9 Meter verpaBt.

Aufgabe:

Auf der 9. Etappe der Tour de France
1992, einem Einzelzeitfahren iiber
64,989 km, siegte der Spanier Miguel In-
durain in 1 Stunde, 18 Minuten und 31
Sekunden. Jens Heppner lag als bester
Deutscher um 6 Minuten und 9 Sekunden
hinter dem Sieger zuriick. Welchem Ab-
stand in Kilometern zum Sieger ent-
spricht das?

Losung:
Indurain: 1:19:31 Std sind 1,32528 Std
Heppner: 1:25:40 Std sind 1,42778 Std

Vy; 64,989 km : 1,42778 h=45,5175 km/h

Jens Heppner lag um 4,666 Kilometer
hinter dem Sieger zuriick.

Aufgabe:

Bei der Tour de France 1992 benétigte
der Sieger Miguel Indurain fiir die ge-
samte Strecke 100 Stunden, 49 Minuten
und 30 Sekunden. Jens Heppner lag als
bester Deutscher in der Gesamtwertung
25 Minuten und 30 Sekunden zuriick und
Olaf Ludwig, der die letzte Etappe ge-
wann, in der Gesamtwertung 2 Stunden,
47 Minuten und 17 Sekunden zuriick.
Welchen Abstand in km zum Sieger hat-
ten die beiden Deutschen in der Gesamt-
wertung, wenn man die Linge der Tour
mit 4000 Kilometern unterstellt?
Losung:

Indurain: 100:49:30 sind 100,825 Stun-
den

4000 km : 100,825 Stunden = 39,67 km/h
Heppner: 4000 km : 101,25 Stunden =
39,506 km/h

Weg von Heppner = Zeit von Indurain
mal Geschwindigkeit von Heppner

8y =1, v, = 100,825 - 39,506

s, = 3983 km

Ludwig: 4000 km : 103,613 Stunden =
38,6052 km/h

s =t,-v, = 100,825 - 38,6052

s, =3892,37 km

le Meter verpafte der D hl
die Goldmedaille?

Losung:

Kanada: 5:29,53 = 329,53 s
2000 m : 329,53 s = 6,06925 m/s
Deutschl. 5:31,00 = 331,00 s
2000 m : 331,00 s = 6,0423 m/s

5/93

Abstand He 5: 4000 - 3983 = 17 km
Ludwig 4000 - 3892,37 = 107,63 km
Jens Heppner lag zum Sieger etwa 17 Ki-
lometer und Olaf Ludwig fast 108 km in
der Gesamtwertung zuriick.

Hartmut Boettcher
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Zuschnitt

eines Glockenrocks

Néherungsweise Losung

einer Bestimmungsgleichung

Laura mochte sich selbst einen Glocken-
rock niihen und dabei aus der vorhandenen
Stofffliche soviel wie moglich verwen-
den.

Aus diesem Grund soll die Stoffbreite von
146 cm vollstindig ausgenutzt werden.
Der Schnitt fiir einen Glockenrock ergibt
sich als Teil eines Vollkreises (s. hierzu
Abb. 1).

Aus einer Stoffbreite wird jeweils ein hal-
ber Rock zugeschnitten. Die Rocklinge
soll 76 cm betragen, der Taillenumfang
(einschlieBlich Zugabe fiir Niihte) 80 cm.

A

Abb. 1

Wie sind der Winkel 0. und der Radius r zu
withlen, und wieviel Stoff muB Laura kau-
fen?

Hinweis: Laura glaubt, durch Anwen-
dung Method
eine Beziehung herleiten zu konnen, aus
der die gesuchten GroBen leicht zu ermit-
teln sind. Es erweist sich aber, daf sie auf
eine goniometrische Gleichung stoBen
wird, die sich nicht exakt auflésen liBt,
sondern nur mit Hilfe numerischer Nahe-
rungsverfahren 16sbar ist.

Prof. Dr. Bernd Luderer

geometrischer

Zahlenspielereien

Verschiedene Buchstaben bedeuten
verschiedene Ziffern

A-BC=AB-C

1-64=16-4

1.95=19-5

2:6; -5

4.98=49-8

A-BCD=AB-CD

1:325=13-25

2.756=27-56

3.975=39-75

8:332=83-32

(Fiir D=0 kommen die 4 Losungen oben
analog dazu.)

A-BCD=ABCD
1-664=166-4
1:995=199-5
2-665=266-5
4.998=499-8
4.847=484.7
6:545=654-5
7-424=742-4
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4.847=484.7
65456545
7-424=7424

AB-CD=ABC-D
keine Losung

ABCDE=AB-CDE
7-9875=79-875

A‘BCDE=ABC-DE
25

3272 25
3:9975=399-75
4.5448=454-48
6-8172=681-72
8:3332=833-32
9-8175=981-75

alpha -

A‘BCDE=ABCDE

1-6664=1666-4

1:9995=1999-5

2.6665=2666-5

4.9998=4999-8

4-3243=43243

8:6486=8648-6

(Beachten Sie die bereits bekannten Lo-
sungen vorn und folgend!)

AB-CDE=ABC-DE
16-664=166-64
19-995=199:95
26-665=266-65
49:998=499-98
21-775=217-75
24.996=249-96

AB-CDE=ABCD-E
14-848=1484-8
17:515=1751-5

ABC-DE=ABCD-E
keine Losung
Dieter Bauke
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Ein Ausflug in die
raumliche Geometrie
Von windschiefen Geraden zum einschaligen Hyperboloid

— Ein Wiirfel rotiert um eine Raumdiagonale
— Analyse und Beschreibung des Rotationskérpers

Wir wollen den Drehkérper, der bei Ro-
tation eines Wiirfels um eine seiner
Raumdiagonalen entsteht, niher untersu-
chen (Abb. 1). Diese besondere Situation
nutzen wir, um iiber einige grundlegende

Bezieh in der Ra rie
nachzudenken.
Y
| °
s d
Abb. 1

Zunichst ist es sicherlich niitzlich, den
Wiirfel so in einem Schriigbild darzustel-
len, daB die ausgewiihlte Raumdiagonale
PQ auf einer vertikalen Geraden d unse-
res Zeichenblattes liegt (Abb. 2).

Abb. 3
Diese Gerade sei die z-Achse eines Koor-
dinatensystems in kavalierperspektivi-

scher Projektion (o= 45°, q = 1/2). Proji-

16

zieren wir den Wiirfel nun senkrecht auf
die xy-Ebene (siche hierzu Abb. 3), so
wird sofort deutlich, daB jeweils 120°-
Drehungen um die Achse d durch P und
Q den Wiirfel auf sich abbilden. Da man
hier 120°-, 240°- und 360°-Drehungen
um d unterscheiden kann, spricht man bei
d beziiglich des Wiirfels um eine 3zihli-
ge Drehachse.

Aufgabe:

Beschreibe weitere Achsen von Dre-
hungen, die den Wiirfel auf sich abbil-
den, und gib ihre Zihligkeit an!

Aus dem um d rotierenden Wiirfel ent-
steht ein Drehkorper, von dem wir drei
Teilkorper unterscheiden konnen. Die je
drei Kanten, die von P bzw. Q ausgehen,
erzeugen jeweils einen Kegel.

Aufgabe:

Welchen Teilkorper erzeugen die iibri-
gen Kanten — die Kanten im Zwi-
schenbereich — des Wiirfels?

Mit dieser Problemstellung wollen wir
unseren eigentlichen Ausflug in die
Raumgeometrie beginnen. Wir werden
auf die besondere Lage der Kanten, die
weder P noch Q als Endpunkt haben, auf-
merksam:

Jede dieser Kanten liegt auf einer Gera-
den, die mit der Achse d keinen Punkt ge-
meinsam hat und auch nicht zu d parallel
ist. Parallele Geraden liegen niimlich stets
in einer Ebene, und dabei haben sie kei-
nen Punkt gemeinsam oder fallen zusam-
men.

1. Windschiefe Geraden
und riumliche Figuren mit
windschiefen Geraden

Haben zwei Geraden g und h keinen
Punkt gemeinsam und gibt es keine Ebe-
ne, die g und h enthilt, so heifien g und h

5/93

alpha -

9 h

Abb. 4
h

)

7

d
v
9

Abb. 5

windschief. Die Abb. 4 und 5 zeigen
windschiefe Geraden, die durch Kanten
eines Tetraeders bzw. eines Wiirfels be-
stimmt sind.

Die nachfolgenden Abbildungen zeigen
raumliche Figuren mit weiteren Paaren
windschiefer Geraden.

Vi

Abb. 6

T

AN i

Abb. 7

:E

el
gllg

L

Abb. 8
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Wir uns auf die dar
Vorgaben der jeweiligen Abbildung. Es
gilt dann:

a) In der ersten Figur, Abb. 6: Jede Gera-
de h, die in 7 liegt und s schneidet, ist
windschief zu g.

b) In der zweiten Figur, Abb. 7: Jede Ge-
rade h, die in 1 liegt und nicht durch P
geht, ist windschief zu g.

¢) In der dritten Figur, Abb. 8: Jede Ge-
rade h, die in 1 liegt und g' schneidet, ist
windschief zu g.

Begriindbar sind diese Aussagen mit Hil-
fe grundlegender Eigenschaften der La-
gebeziehungen von Punkten, Geraden
und Ebenen (vgl. auch [3]).

Die Aussagen iiber die Verbi

den li

Punkte sowie die Paralle-
sind iche Gr i

raden durch P genau eine zu h parallele

schaften der rdumlichen Geometrie:

Zu zwei verschiedenen Punkten gibt
es genau eine Gerade, die diese
Punkte enthiilt.

Zu drei Punkten, die nicht auf ein
und derselben Geraden liegen, gibt
es genau eine Ebene, die diese
Punkte enthilt.

Zu einer Geraden g und einem
Punkt P gibt es genau eine Gerade h,
die zu g parallel ist und durch P
geht.

de zweier Punkte und iiber die Verbin-
dungsebene dreier nicht auf einer Gera-

Gerade / Ebene

Weitere Grundaussagen der raumlichen
Geometrie werden durch die vollstindi-
gen Ubersichten von Lagebeziehungen
in den Abb. 9, 10 und 11 veranschau-
licht.

2. Ein Satz wird erarbeitet

Die windschiefen Geraden g und h der
Abb. 8 liegen in zueinander parallelen
Ebenen. Wir wollen uns iiberlegen, daB
es zu zwei beliebig gegebenen wind-
schiefen Geraden g und h stets genau
zwei zueinander parallele Ebenen gibt,
von denen jede eine der windschiefen
Geraden enthiilt. Dazu betrachten wir die
Menge aller Ebenen, die g enthalten
(Abb. 12). Man nennt eine solche Menge
von Ebenen anschaulich ein Ebenenbii-

Nun wihlen wir auf g einen Punkt P und

hten die Ebene & (Ph), die sowohl
die Gerade h als auch den Punkt P ent-
hilt. Wegen P ¢ h ist diese Ebene ein-
deutig bestimmt und gehort iiberdies
nicht zum obigen Ebenenbiischel (war-
um?). Folglich schneidet jede Ebene des
Biischels die Ebene € (Ph) in einer (von g
verschiedenen) Geraden durch P. In der
Ebene € (Ph) gibt es aber unter allen Ge-

—— v

Abb. 9
Ebene/ Ebene
D schel.
E=T
Abb. 10
Gerade / Gerade
gh
e
{ h
> | =
Abb. 11 Abb. 12
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Gerade h'. ist die h' enthal-
tende Ebene € des Biischels parallel zu h
(und enthilt zudem g). Analog iiberzeugt
man sich von der eindeutigen Existenz
einer Ebene 1, die h enthilt und zu g par-
allel ist.

Die beiden Ebenen € und 7 sind zudem
auch untereinander parallel. Wiirden sie
sich niimlich in einer Geraden k schnei-
den, so folgte g Il k und k Il h. Dies hitte
glh zur Folge: g, h sind aber windschief.
Damit haben wir folgenden Satz bewie-
sen.

Satz: Sind g, h windschiefe Geraden, so
existiert ein eindeutig bestimmtes par-
alleles Ebenenpaar ¢, 1, wobei g in €
und h in 1 enthalten ist.

3. Senkrechte Geraden

Zwei Geraden g und 1 heiBen senkrecht
genau dann, wenn g und 1 sich schneiden
und zwei Nebenwinkel, die g und 1
einschlieBen, kongruent sind. Gleichwer-
tig wird das Senkrechtsein von g und | da-
durch beschrieben, daB die Spiegelung an
g die Gerade 1 auf sich abbildet und l# g
ist (Abb. 14).

Abb. 14

Liegen mit g und h zwei verschiedene Ge-
raden vor, so soll zunichst nach der Exi-
stenz und gegebenenfalls nach der Ein-
deutigkeit einer i -
ten gefragt werden.

21
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Abb. 15

Abb. 16

Es sind die Fille a) g, h parallel, b) g, h
schneiden sich und c) g, h windschief zu
unterscheiden. Sind g und h parallel, so ist
jede Senkrechte zu g in der Ebene, die g
und h enthilt, auch eine Senkrechte zu h.
Schneiden sich die Geraden g und h im

Abb. 17

Abb. 18

senkrechte Gerade zu g und h auch senk-
m(.hl zu e und 1 sein muB, ist | die zu g, h

Punkt P, so kénnen wir die Verbind;

bene € (gh) von g und h betrachten. Eine
gemeinsame Senkrechte | von g und h muf8
durch P gehen und zugleich auch senkrecht
zu € (gh) sein. Damit ist | eindeutig be-
stimmt (Abb. 15 und 16).

Wie sieht nun die Situation aus, wenn g und
h windschief sind? Wir betrachten das zu g
und h gehérende parallele Ebenenpaar € , 1)
mit gce und hcn (Abb. 8). Die
senkrechte Projektion von h auf € ergibt ei-
ne Gerade h', wobei h' und g sich schnei-
den. Der Schnittpunkt P von g und h'ist das
Bild einer projizierenden Geraden 1; diese
Gerade ist senkrecht zu g und h. Da eine

k (Abb. 17)
Wir knhn_l\ zu einer Raumdiagonalen PQ
eines Wiirfels zuriick, die als Achse fiir ei-
ne Rotation dienen soll. Neben d=g(PQ)
betrachten wir eine Kante, die keinen End-
punkt auf d hat (Abb. 18).
Diese Kante liegt auf einer Geraden k, die

zud Ischief ist. Die Verb
de I von Kantenmittelpunkt M, und Mittel-
punkt M, der im Wiirfel gegen-

iiberliegenden Kante ist die gemeinsame
Senkrechte von d und k: Zuniichst schnei-
den sich 1und d im Mittelpunkt M des Wiir-
fels, und auBerdem sind die Dreiecke
AM M, P und AM M, Q gleichschenklig, so

z
D
C
([¢3)
%
14A
=] . -‘/’“
V4 >
/ / y
974
l/
C
Abb. 22 Abb. 23
22 alpha- 5/93
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Abb. 19
Abb. 20
D
A
o ak s _m
B
C
Abb. 21
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daB d=g(PQ) die Mittelsenkrechte von
M,M, ist. Damit ist I=g(M,M,) senkrecht
zu d. Die Konstruktion von | ergab schon,
daf 1 zu k senkrecht ist.

4. Ein einschaliges
Rotationshyperboloid entsteht

Wir haben schon festgestellt, da bei der
Rotation eines Wiirfels um eine R dia

Fiir die analytische Beschreibung der Ro-
tationsfliche, die bei der Rotation von CD
um g(AB) entsteht, werden wir in einem
xyz-Koordinatensystem vieles geeignet
normieren. Dies zeigt Abb. 22.

Die Strecke AB fiillt mit dem Intervall
[-1, 1] auf der z-Achse zusammen, und
g(AB) ist zugleich Mittellinie einer Seite
flidche eines Quaders. Diese Seitenfl:
sei in der xz-Ebene enthalten. In der ge-

e

gonale PQ die Kanten, die von P bzw. Q
ausgehen, jeweils einen Kegel erzeugen.
Nun werden wir die restlichen Kanten bei
der Drehung um die Achse d=g(PQ) un-
tersuchen. Dabei vereinfachen wir zuvor
und geben uns zwei Strecken AB, CD vor,
so da ABCD ein Rechteck ist (Abb. 19).
Rotiert die Strecke CD um g(AB), so ent-
steht ein Zylinder (Abb. 20). Betrachten
wir die Strecken AB und CD, die die Ge-
rade m als gemeinsame Mittelsenkrechte
haben (Abb. 21). so konnen wir uns CD
um m gedreht derart vorstellen, da g(CD)
und g(AB) windschief sind. Jetzt haben
wir die Lagebezeichnung von Raum-
diagonale und entsprechender Kante.

geniiberl sei CD
ne Fliichendiagonale. Der Quader habe ne-
ben der Hohe 2 (=AB) eine Breite von a(y-
Richtung) und eine Tiefe von 2¢ (x-Rich-
tung). Jeder Punkt von CD beschreibt bei

u=cz. 3)
Aus den Gleichungen (1) bis (3) folgt

X2 +y?

von b=a/c die

“4)

Die Rotationsfliche mit dieser Gleichung
heifit (einschaliges) Rotationshyperbolo-
id. Rotiert also ein Wiirfel um eine seiner
Raumdiagonalen, so besteht die Rotati-
onsfliche aus einem (einschaligen) Rota-
tionshyperboloid mit beiderseitig ange-

der Drehung um die z-Achse einen Kreis
auf einem Niveau zwischen -1 und 1 der

x*+y = [l2)F (1)
wobei 1(z) der Abstand des Punktes von
der z-Achse ist. Bezeichnet u den Abstand
dieses Punktes von der yz-Ebene. so gilt
()] = 2> + v )
Mit der z-Koordinate aus dem Intervall
(-1, 1] ergibt sich fiir den Abstand u aus der
Proportionalitiit c: 1=u:z die folgende Glei-
chung

setzten Kreiskegeln, wie Abb. 23 zeigt.
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Ganz so einfach ist es
mit dem Mond nicht!

Sehe ich doch neulich in einer Zeitschrift
ein Bild, das den Zweck hat, die Men-
schen zur Frithgymnastik aufzufordern.
n Mann macht im Schlafanzug frohlich
seine Ubungen, durch das offene Fenster
ist der Mond zu sehen. Dagegen ist gewif}

nichts einzuwenden, doch es handelt sich
um die Sichel des zunehmenden Mondes.
— Hier handelt es sich ohne Zweifel um
astronomischen Unsinn, denn am Morgen
kann nur der abnehmende Mond am Him-
mel stehen!

Betrachtet man aufmerksam Gemiilde, so
kann man diese Fehler ebenfalls feststel-
len. Wenn ein Bild mit . Abendstimmung
am Meer" bezeichnet wird so kann nur der
zunehmende Mond am Himmel stehen —
falls der Kiinstler den Mond iiberhaupt
darstellen wollte. Auch in der Literatur
findet man derartige Fehler. Es ist vollig
unméglich, daB z. B. bei Sonnenuntes
gang der Vollmond hoch am Himmel ste-
hen kann. Bei Gemiilden mit historischem
Inhalt lohnt es sich oft, nachzupriifen, ob
an dem betreffenden Tag auch wirklich
diese Mondphase zu dieser Zeit am Him-
mel stehen konnte. Bei kritischer Uber-
priifung kann man zahlreiche derartige

.astronomische Schnitzer* entdecken.

Wenden wir uns wieder dem Lauf und der
Stellung bestimmter Mondphasen am
Himmel zu. Was ist moglich und nicht? —

Betrachten wir zunichst den Lauf des
Mondes am Himmel innerhalb eines Mo-
nats! Als Trabant unserer Erde liuft er in
27.3 Tagen um unseren Planeten. Das be-
deutet, daB der Mond innerhalb dieser Zeit
am Himmel sich von einem bestimmten
Stern bis wieder zu demselben Stern be-
. Dieser Zeitspanne wird als sideri-
scher Monat bezeichnet. Da sich aber
withrend dieser Zeit die Erde um die Son-
ne weiterbewegt, betriigt die Zeit z. B. von
Vollmond bis zum niichsten Vollmond
29.5 Tage, was als synodischer Monat be-
zeichnet wird.

Die Bahn des Mondes ist gegeniiber der
Erdbahnebene um rund 5° geneigt. Am
Himmel bewegt er sich in der Nihe der
Ekliptik, der scheinbaren Jahresbahn der
Sonne. von der um £5° abweichen kann.
Dieser Unterschied ist verhéltnismiBig
klein, so daB man etwas groBziigig auch
sagen kann: Die Mondbahn am Himmel
fillt fast mit der Ekliptik zusammen.

Ein scheinbarer Umlauf der Sonne am
Himmel dauert | Jahr, der Mond bewiltigt
dies bereits in einem Monat. Das bedeutet,
daB er der Sonne zeitlich vorauseilt: Se-
hen wir z. B. zum Friihlingsbeginn den zu-
nehmenden Mond (Halbmond), so befin-
det sich dieser etwa an der Stelle, wo die
Sonne zum Sommerbeginn sein wird. Das
bedeutet, daB der Mond einen groBen

24
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Sichtbarkeitsbogen und damit groBe
Héhen erreicht. Anders liegen die Ver-
hiltnisse zum Herbstbeginn. Der zuneh-
mende Mond wird am Abend sehr tief ste-
hen, da er die Stellung der Sonne zu Win-
terbeginn einnimmt. Wir miissen bei un-
seren Uberlegungen den Sichtbarkeitsbo-
gen (Tagbogen) der Sonne uns vorstellen.
Die unterschiedlichsten Stellungen des
Mond lassen sich am besten im Friihjahr
und Herbst am Abendhimmel verdeutli-
chen:

Frithjahr: Die zunehmende Mondsichel
steht hoch am westlichen Him-
mel, auffallend ist die
“Riickenlage* des Mondes. Er
geht spit, zeitweise sogar erst
nach Mitternacht. unter. Eine
Bauernregel besagt: ..Liegt der
Mond auf dem Riicken, liuft
das Wasser iiber die Briicken™,
ein Hinweis auf das Tauwetter.
Der Mond lduft zeitlich der
Sonne voraus und befindet sich
am Himmel, wo die Sonne in
den Monaten Mai bis August
sein wird.

Die zunehmende Mondsichel
steht tief am siidwestlichen
Himmel. Die Mondfigur steht
gerade und weist nicht mehr die
“Riickenlage* auf. Der Mond
ist nicht lange zu sehen und geht
bald nach der Sonne unter. Im
Volksmund spricht man ..vom
Mond, der das Wasser nicht hal-
ten kann*, ein Hinweis auf die
Regenfillle im Herbst. Der
Mond beschreibt nur einen klei-
nen Bogen und befindet sich
dort, wo die Sonne von Novem-
ber bis Februar steht.

Die unterschiedliche Lage der Mondfi.
ist darauf zuriickzufiihren, daB die schein-
bare Jahresbahn der Sonne im Friihjahr
sehr steil verliuft, im Herbst dagegen
flach.

Fiir den abnehmenden Mond am Morgen-
himmel gilt dies sinngemiB. So werden
wir den hoch stehenden und auf dem
Riicken liegenden Mond im Herbst se-
hen, wiihrend der tief stehende Mond. der
nur kurze Zeit vor der Sonne aufgeht, im
Friihjahr anzutreffen ist

Zum Vollmond muB grundsiitzlich fol-
gendes erwiihnt werden: Der Vollmond
steht der Sonne gegeniiber. was auch als
Opposition bezeichnet wird. Von der Er-
de aus gesehen, betriigt der Winkelab-
stand 180°. Von g n Unter-
schieden abgesehen. geht der Vollmond

Herbst:

anz geri
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auf, wenn die Sonne untergeht, steht um
Mitternacht im Siiden (Kulmination) und
gehtunter bei Sonnenaufgang. eine Schil-
derung, wonach bei Sonnenuntergang der
..Vollmond hoch am Himmel steht™ ist
daher vollig unsinnig.

Vielen ist schon aufgefallen, daB der
Vollmond im Sommer sehr tief steht, im
Winter dagegen hoch am Himmel seine
Bahn zieht. Dieser Unterschied ist leicht
zu erkliren: Im Sommer beschreibt die
Sonne groBe Tagbdgen und erreicht
groBie Hohen. Da der Vollmond der Son-
ne stets gegeniibersteht. muf er die Bahn
der Sonne vom Winter beschreiben, die
klein ist und geringe Hohen aufweist. Der
Wintervollmond beschreibt den grofen
Bogen der Sonne im Sommer.

Von allen Gestirnen ist der Mond der
schnellste Liufer am Himmel. Seine tig-
liche Bewegung am Himmel von West
nach Ost (rechts nach links) betrigt statt-
liche 13° im Durchschnitt. In der Stunde
bewegt sich der Mond am Himmel um
seinen scheinbaren Durchmesser (0.57)
weiter.

Die Lage der ichel am A
unterhalb des Horizontes.
Scheinbare Jahresbahn der Sonne (Ekliptik)

Neigung gegeniiber dem Horizont: Im Frithjahr 61, im Herbst 14",

1. Die Sonne befindet sich

Bei der Sonne ist es nur 17, bei den Pla-
neten ist die Eigenbewegung bedeutend
geringer und kann von Tag zu Tag nicht
wahrgenommen werden. Beim Mond da-
gegen lohnen sich Beobachtungen. die
deutlich zeigen, wie sich unser Trabant
am Sternhimmel weiterbewegt. Bereits
innerhalb von 24 Stunden ist zu erkennen,
daB der Mond in der Nihe hellerer Sterne

oder eines Planeten seine Position verin-
dert.
SchlieBlich entspechen 13° immerhin 26
Vollmonddurchmessern — und das diirfte
kaum zu iibersehen sein. Fiir diese ein-
fach Beobachtung wird nur ein Blatt Pa-
pier und ein Bleistift benotigt —und etwas
Zeit fiir unseren treuen Erdbegleiter!
StR Arnold Zenkert
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Gedanken zum
75. Todestag von
Georg Cantor (1845 - 1918)

«Das Unendliche hat wie keine ande-
re Frage von jeher so tief das Gemiit
der Menschen bewegt; das Unendliche
hat wie kaum eine andere Idee auf den
Verstand so anregend und fruchtbar
gewirkt; das Unendliche ist aber auch
wie kein anderer Begriff so der Auf-
Kldirung bediirfrig.*

Diese Worte David Hilberts (1862-1943),
eines der bedeutendsten Mathematiker
der Neuzeit, konnten als Leitmotiv iiber
Leben und Werk Georg Cantors gestan-
den haben. dessen Todestag sich am 6. Ja-
nuar 1993 zum 75. Male jihrte. Cantor
giltals der Schopfer der Mengenlehre, die
heute unbestritten das Fundament der ge-
samten modernen Mathematik ist.

Hért man als Schiiler das Wort Mengen-
lehre, so denkt man zuniichst an das Ar-
beiten mit Begriffen wie Durchschnitt,
Vereinigung oder Komlement von Men-
gen. Auch diese Begriffe hat Cantor ein-
gefiihrt: allerdings gibt dieses elementare
Operieren mit Mengen auch nicht
annihernd eine Vorstellung davon, was
Mengenlehre tatsiichlich ist. was Cantor
also tatsichlich geleistet hat. Bevor ver-
sucht werden soll. dies an einem Beispiel
zu erliutern, seien einige biographische
Angaben vorangestellt.

Der Lebensweg Georg Cantors

Georg Cantor wurde am 3. Miirz 1845 in
Petersburg als Sohn eines sehr erfolgrei-
chen und vermogenden Kaufmanns gebo-
ren und besuchte dort auch die Elemen-
tarschule. 1856 siedelte die Familie nach
Frankfurt/Main iiber.

Cantor besuchte das Gymnasium in
Wiesbaden, wo bereits sein Wunsch ent-
stand, Mathematik zu studieren. Der Va-
ter hielt aber den Ingenieurberuf fiir wirt-
schaftlich sicherer und schickte den Sohn
auf die Realschule, die der hoheren Ge-
werbeschule Darmstadt angeschlossen
war. SchlieBlich erlaubte er das Studium
der Mathematik.
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Das Studium der Mathematik

Cantor studierte ab 1862 ein Semester in
Ziirich und dann vor allem in Berlin. Die
Berliner Universitit war damals durch
das Wirken von Karl WeierstraB, Ernst
Eduard Kummer und Leopold Kronecker
das bedeutendste mathematische Zen-
trum der Welt. Nach Promotion (1867)
und Habilitation (1869) wurde Cantor
Privatdozent an der Universitit Hal-
le/Saale. 1879 wurde er dort zum ordent-
lichen Professor berufen. Er wirkte als
Hochschullehrer in Halle bis zu seiner
Emeritierung im Jahre 1913.

Revolutioniire mathematische Ideen
Den entscheidenden AnstoB fiir seine re-
volutioniren Ideen empfing Cantor nicht
aus abstrakten Spekulationen iiber das
Unendliche, sondern aus einem konkre-
ten mathematischen Problem, nimlich
aus der Frage nach der Eindeutigkeit der
Entwicklung einer Funktion in eine trigo-
nometrische Reihe, welches z. B. auftritt,
wenn man fragt. ob ein Ton eindeutig als
Uberlagerung von Grundton und Oberts-
nen dargestellt werden kann. Bereits
1872 war Cantor im Besitz wesentlicher
Grundgedanken seiner Theorie. Sein ge-
samtes Leben als mathematischer For-
scher widmete er dann dem Ausbau und
der weiteren Ausgestaltung der Mengen-
lehre. Dabei entbehrt es nicht einer ge-
wissen Tragik, daB Cantor viele Jahre nur
sehr wenig Anerkennung fand. ja daB so-
gar grofe Mathematiker wie sein ehema=
liger Lehrer Kronecker die Mengenlehre
fiir bedeutungslos oder gar fiir schédlich
hielten. Erst gegen Ende seines Lebens
war die Wichtigkeit der Mengenlehre fiir
die gesamte Mathematik so offensichtlich
geworden, daB Cantor nun die verdiente
Anerkennung und zahlreiche akademi-
sche Ehrungen zuteil wurden.

Nachruf von Edmund Landau
Edmund Landau, Professor in Gottingen

matiker Ausdruck, als er anléBlich des
Todes von Cantor an dessen Frau schrieb:
Mit tiefem Schmerz erfahre ich, da@ Thr
Mann gestorben ist. Thre Trauer teilt die
ganze mathematische Welt. Er gehérte zu
den groBten und genialsten Mathemati-
kern aller Linder und aller Zeiten.”

Griindung der DMV

Die Mathematiker verdanken Cantor aber
nicht nur faszinierende und grundlegende
Ideen. Er war auch ein glinzender Orga-
nisator: auf seine Initiative hin wurde
1890 die Deutsche Mathematiker-Verei-
nigung (DMV) in Bremen gegriindet.
Auf ihrer Jahrestagung 1990, die an der
Universitit Bremen stattfand. konnte die
DMV ihr einhundertjihriges Bestehen
feierlich begehen. Auch am Zustande-
kommen einer internationalen Mathema-
tikervereinigung hatte Cantor wesentli-
chen Anteil. Diese Internationale Mathe-
matische Union (IMU) veranstaltet alle
vier Jahre einen Weltkongre$$ der Mathe-
matiker.

Weitere Interessen

Cantors Interessengebiete waren iiber die
Mathematik hinaus weit gespannt. Er war
bestens in der Philosophie und in der Phi-
losophiegeschichte bewandert und kann-
te auch die Schriften der bedeutenden
theologischen Denker vom heiligen Au-
gustinus (4./5. Jahrhundert n. Chr.) bis in
die frithe Neuzeit. Besonders interessier-
ten ihn natiirlich dabei die Ansichten der
Philosophen und Theologen zur Unend-
lichkeitsproblematik. Cantor war der
Meinung. daB er selbst mit seiner mathe-
matischen Theorie des Unendlichen ei-
nen wichtigen Beitrag zur Philosophie
geleistet habe. und dem kann man nur zu-
stimmen, kommt doch kein philosophi-
sches System an der Unendlichkeitspro-
blematik vorbei.

Cantors literarische Interessen und Akti-
vititen bewegten sich auf einem schon
damals sehr umstrittenen und heute als
Fehlentwicklung betrachteten Gebiet: er
war ein entschiedener Anhiinger und ak-
tiver Verfechter der sogenannten Bacon-
Shakespeare-Theorie. nach der Shake-
speare nicht der Verfasser der unter sei-
nem Namen beriihmt gewordenen Dra-
men gewesen sein konne. Diese miiften
vielmehr von einer gesellschaftlich hoch-
rangigen, mit allen Kenntnissen des Hof-
lebens im damaligen England ausgestat-
teten Personlichkeit verfaft sein. Als eine

und damals schon ein sehr bek Ge-
lehrter, gab den Gefiihlen vieler Mathe-
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solche P it wurde Francis Bacon
angesehen. Cantor hat zur Verteidigung
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Georg Cantor

der Bacon-Shakespeare-Theorie sogar
zwei kleine Schriften und einen Zeit-
schriftenartikel verfaBt. Die Beschifti-
mit der Bacon-Shakespeare-Theo-

gu

rie schrieb man gelegentlich. aber falsch-
licherweise. Cantors Krankheit zu. Er litt
seit 1884 an manisch-depressiven Zu-
stiinden, die immer wieder auftraten und
seine Arbeit unterbrachen. Es wurde auch
mehrfach behauptet. die Krankheit sei u.

a. durch die hartniickigen und erfolglosen
Versuche Cantors ausgeldst worden, das
sogenannte Kontinuumproblem zu lésen,
ein Problem. das erst 1963 in gewissem
Sinne geldst werden konnte. Die archiva-
lischen Quellen zeugen jedoch vom Ge-
genteil: sein Hausarzt rit dazu, Cantor
ihrend seiner Krankheitsphasen zur
Wiederaufnahme seiner mathematischen
Arbeit zu bewegen. Wenn das gelinge.
wiire die Krankheitsphase bald tiberwun-
den.

Wie kann man nun mit dem Unendlichen
Mathematik treiben? Kann es denn im
Unendlichen noch Unterschiede geben,
etwa in dem Sinne. daB eine Menge einen
hoheren Grad. eine hohere Stufe von Un-
endlichkeit hat als eine andere? Oder
kann man gar iiber unsere natiirlichen
Zahlen _hinausziihlen™, etwa so. dal man
ein erstes, zweites, drittes. ... Objekt hat,
und hinter allen diesen Objekten mit
natiirlicher Ordnungszahl ein Objekt mit
der Ordnungszahl ..Unendlich* kommt
(Cantor nannte diese erste unendliche
Ordnungszahl o). auf das dann wiederum
Objekte mit den (unendlichen) Ord-
nungszahlen @+1. ©+2. usw. folgen? Das
scheinen doch zuniichst ziemlich absurde
Ideen zu sein. Cantor hat uns gezeigt, daf
diese Ideen nicht nur nicht absurd sind,
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sondern da man sie exakt mathematisch
fassen und begriinden kann, und daf} sie
zudem fiir die Mathematik duBerst frucht-
bar sind. Wir wollen uns das an dem Pro-
blem verschiedener Stufen der Unend-
lichkeit klarmachen.

Uberlegungen zur Mengenlehre

Fassen wir zunichst endliche Mengen ins
Auge. Ein MaB fiir die ..GroBe" oder den
.Umfang" einer endlichen Menge ist die
Anzahl ihrer Elemente (von der Art bzw.
konkreten Bedeutung der Elemente sehen
wir vollig ab). Wie kann man nun fest-
stellen. ob zwei endliche Mengen gleich
viele Elemente haben? Wir nennen zwei
Mengen M und N gleichmiichtig oder
fquivalent. wenn man eine Zuordnungs-

M durchnumerieren bzw., was dasselbe
ist, M 1Bt sich als Folge schreiben: M =
{m,. m,, m,. ...}. Hier tritt uns bereits ei-
ne Besonderheit der unendlichen Mengen
entgegen, die bei endlichen Mengen nie-
mals auftreten kann: Eine echte Teilmen-
ge einer unendlichen Menge kann zur Ge-
samtmenge gleichmiichtig sein. So bilden
die Quadratzahlen 1. 4. 9. 16.... offenbar
eine echte Teilmenge der Menge der
natiirlichen Zahlen: zwischen beiden
Mengen ist aber eine eineindeutige Zu-
ordnung moglich, etwa so:

1 2 3 4 g 0

4 9 16 ..

Man sieht, daB bei dieser Zuordmnw je-
dem Element der einen Menge genau ein
Element der anderen Menge entspricht

vorschrift zwischen den El von
M und den Elementen von N derart ange-
ben kann, daB bei dieser Zuordnung je-
dem Element von M genau ein Element
von N zugeordnet wird und umgekehrt je-
dem Element von N genau ein Element
von M. Man sagt auch, zwischen M und
N ist eine eineindeutige Abbildung m
lich, oder M ist auf N bijektiv Abmb:ldu
Hat man z. B. eine Menge M von Stiihlen
und eine Menge N von Personen, und
stellt man nach dem Platznehmen der Per-
sonen fest, dafl jede Person auf genau ei-
nem Stuhl sitzt und kein Stuhl iibrigge-
blieben ist. so weill man, daff die Anzahl
der Personen gleich der Anzahl der Stiih-
le ist. Das Platznehmen hat in diesem Fal-
le der gleichen Anzahl von Stiihlen und
Personen eine eineindeutige Zuordnung
beider Mengen hergestellt. Wiire die An-
zahl der Elemente in beiden Mengen ver-
schieden, so wiire eine eineindeutige Zu-
ordnung der Elemente der einen Menge
zu den Elementen der anderen Menge un-
moglich: es wiirden entweder Personen
oder Stiihle iibrigbleiben. Gleichmichtig
zu sein. bedeutet also fiir endliche Men-
gen, daB sie dieselbe Anzahl von Ele-
menten haben.

Die Untersuchung solcher eineindeutiger
Zurodnungen oder Bijektionen auch bei
unendlichen Mengen lieferte Cantor den
Schliissel dafiir, im Reiche des Unendli-
chen Abstufungen erkennen und mathe-
matisch charakterisieren zu konnen. Das
niichstliegende Beispiel einer unendli-
chen Menge ist die Menge der natiirlichen
Zahlen N = {1. 2. 3. ...}. Eine Menge M.
die zu dieser Menge gleichmiichtig ist.
nennt man abzihlbar. Die Elemente einer
abzihlbaren Menge M kann man dem-
nach eineindeutig den natiirlichen Zahlen
zuordnen. mit anderen Worten, man kann
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und kehrt, obwohl die eine Menge
eine echte Teilmenge der anderen ist.
Diese bemerkenswerte und scheinbar pa-
radoxe Besonderheit unendlicher Men-
gen, die fiir unendliche Mengen geradezu
charakteristisch ist. hatte schon G. Galilei
bemerkt; er verfolgte das Problem aber
nicht weiter.

Ebenso findet man abzihlbare Mengen.
von denen N eine echte Teilmenge ist. So
ist die Menge der ganzen Zahlen {... -
-3,-2,-1,0, 1,2, 3, ...} abziihlbar: man er-
kennt das an folgender eineindeutiger Zu-
ordnung zu N:

12 3 45 6 7 8

0 1 =12 23 34 .
Ferner hat bereits Cantor zeigen konnen,
daf auch die Menge der rationalen Zahlen
und sogar die noch viel .umfangreichere™
Menge der algebraischen Zahlen abzihl-
bar sind. Sind am Ende vielleicht alle un-
endlichen Mengen abzihlbar. d. h. zu N
gleichmiichtig? Dann giibe es keine Ab-
stufungen im Unendlichen im Sinne einer
Verallgemeinerung des Anzahlbeg
denn M gleichmiichtig zu N war ja fiir
endliche Mengen gerade gleichbedeutend
mit .M und N haben die gleichen Anzahl
von Elementen!™

Den Durchbruch und damit eine grundle-
gend neue Auffassung vom Unendlichen
in der Mathematik erzielte Cantor mit
dem Beweis, daf} es unendliche Mengen
gibt. die nicht mehr abzihlbar sind. 1874
zeigte er nimlich, da die Menge aller re-
ellen Zahlen zwischen O und 1, die wir ab-
kiirzend mit (0. 1) bezeichnen wollen,
nicht abzihlbar ist. Um diesen Beweis zu
verstehen, erinnern wir uns daran. dal je-
de reelle Zahl zwischen 0 und 1 ein un-
endlicher Dezimalbruch der Form
0.b,b.b,... ist. wobei b, die erste Zi
nach dem Komma, b, die zweite Zi
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usw. darstellt. Dabei vereinbaren wir, da
etwa 0.5 als 0,4999..., 0,732 als
0,731999... usw. geschrieben wird. Diese
Vereinbarung vorausgesetzt, ist jede reel-
le Zahl zwischen O und | eindeutig durch
die Folge der Ziffern nach dem Komma
bestimmt: Zwei Zahlen x, y mitx, y € (0,
1) sind genau dann gleich, wenn sie in al-

a,, die n. te Ziffer von w_. Wir konstru-
ieren jetzt eine Zahl o = 0.,b,b,b.... fol-
gendermafen: Wir setzen b =a , £ 1, b,

ilistdas +1 so zu verstehen, da man die
»Diagonalelemente™ a in dem Ziffern-
schema (1) abindert, indem man in der
Regel 1 addiert; nur wenn die Ziffer a; =

len P Ziffern iib

men. Der Beweis, daB (0, 1) nicht abziihl-
bar ist, wird indirekt gefiihrt: Angenom-
men, die Menge (0, 1) wire abzihlbar,
miiBite sie sich als Folge schreiben lassen:
(0, 1)={w,, w,, W, ...}. Jede beliebige re-
elle Zahl zwischen Null und 1 miifte in
dieser Folge vorkommen, d. h. gleich ei-
nem der w, sein. Notieren wir zunchst
die Dezimalbruchentwicklung der Wi

w, =04, a,a;,a,..

5y Ay
Wir haben uns hier zur Charakterisierung
der Ziffern zweckmiBigerweise Doppel-
indices bedient: a,, etwa ist die dritte Zif-
fer des ersten Dezimalbruchs w,, a,, die
vierte Ziffer von w, usw.; allgemein ist

9 ist, subtrahiert man 1. Die so abgein-
derten Diagonalelemente verwendet man
als die Ziffern der neuen Zahl o. o be-
ginnt mit 0...., gehort also zu (0, 1). Nach
unserer Annahme, (0, 1) sei abzihlbar,
muB o also einem der Folgenglieder
gleich sein, etwa o = w,. Diese Gleich

sentlich verschieden Stufen im Unendli-
chen gefunden, die abzihlbaren Mengen
einerseits und die Mengen, die zu (0, 1)
gleichmiichtig sind (die
Mengen mit Kontinuumsméchtigkeit) an-
dererseits. Cantor konnte sogar zeigen,
daB man zu beliebig groBen Michtigkei-
ten aufsteigen kann, daB man also immer
wieder Mengen findet, die eine hohere
Meiichtigkeit haben als bereits vorhandene
Mengen. Cantor hat auch gelehrt, wie
man mit diesen Michtigkeiten dhnlich
wie mit Zahlen rechnen kann.
Darauf und auf die groBartige Theorie der
dlich: d (d. h. auf

ist aber unmoglich fiir jedes k, denn die
k.te Ziffer von o (a,1) unterscheidet
sich gewil von der k.ten Ziffer von w,

das ,Zihlen iiber die natiirlichen Zahlen
hinaus®) kann hier nicht eingegangen
werden. Hilbert hat diese Theorien als

(a,,). Unsere Annahme hat d h auf
einen Widerspruch gefiihrt: sie ist also
falsch und somitist (0, 1) nicht abzihlbar.
Da (0, 1) aber in Gestalt der Folge 1/2,
1/3, 1/4 eine abzihlbare Teilmenge ent-
hilt, kann sie nur eine . hohere Michtig-
keit" als die der abzihlbaren Mengen ha-
ben. Wir haben damit bereits zwei we-

die b dernswerteste Bliite mathe-
matischen Geistes und eine der héchsten
Leistungen rein verstandesmiBiger
schlicher Titigkeit™ b Man
kann sie sich nur durch ein eingehenderes
Studium der Mathematik erschlieBen.

Prof. Dr. Walter Purkert

Interessante Aufgaben von
Isaak Newton (1643-1727)

Vor 350 Jahren wurde Isaak Newton
geboren. Zur Erinnerung einige Auf-
gaben. Sie stammen aus: “Universal
Arithmetic: or a Treatise of Arith-
metical Composition and Resolution*.
Written in Latin by Sir Isaac Newton.

Drei Arbeiter konnen eine gewisse Ar-
beit in gewissen Zeiten erledigen, nim-
lich A einmal in drei Wochen. B drei-
mal in acht Wochen und C fiinfmal in
zwolf Wochen. Es wird verlangt zu
wissen, in welcher Zeit sie die Arbeit
gemeinsam beendigen kénnen.

2 Jemand kaufte 40 Bushel Weizen, 24
Bushel Gerste und 20 Bushel Hafer, zu-
sammen fiir 15 Pfund und 12 Schilling.
Er kaufte wiederum von demselben
Getreide 26 Bushel Weizen, 30 Bushel
Gerste und 50 Bushel Hafer, zusam-
men fiir 16 Pfund. Und ein drittes Mal
kaufte er von derselben Art Getreide 24
Bushel Weizen, 120 Bushel Gerste und
100 Bushel Hafer, zusammen fiir 34
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Pfund. Es wird gefragt, zu welchem
Preis je ein Bushel der verschiedenen
Getreidearten zu veranschlagen ist.

3 Drei Wiesen, die mit Gras gleicher
Dichte bedeckt sind, das mit gleicher
Geschwindigkeit wichst, besitzen die

Flichen 3l . 10 und 24 ha.

Auf den Wiesen weiden Rinder und
fressen das Gras, das wihrend des Ab-
weidens nachwichst. Auf der ersten
Wiese konnen 12 Rinder 4 Wochen
lang weiden, auf der zweiten 24 Rinder
9 Wochen. Wie viele Rinder kann man
auf die dritte Wiese lassen. damit diese
simtliches Gras in 18 Wochen fressen?

4 Eine geometrische Folge hat drei Glie-
der. Die Summe dieser Glieder ist 19,
und die Summe ihrer Quadrate ist 133.
Man bestimme die Glieder.

5 Eine geometrische Folge hat vier Glie-
der. Die Summe der beiden iuBeren
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Glieder ist 13, die Summe der beiden
mittleren ist 4. Man bestimme die Glie-
der.

6 Gegeben sei der Inhalt A und der Um-
fang u eines rechtwinkligen Dreiecks.
Es ist die Linge ¢ der Hypotenuse zu
bestimmen.

7 Aus den Seitenlingen a und b eines
Parallelogramms und aus der Linge e
einer seiner Diagonalen ist die Lénge f
der anderen Diagonale zu ermitteln.

8 Zwei Boten A und B, zwischen denen
59 Meilen liegen, fahren am Morgen
aufeinander zu. Bote A legt in 2 Stun-
den 7 Meilen zuriick. B in 3 Stunden 8
Meilen; dabei begibt sich B eine Stun-
de spiter als A auf die Reise. Wieviel
Meilen legt A bis zum Treffen mit B
zuriick?

9 Einem Kreis mit dem Durchmesser d
sei ein gleichschenkliges Dreieck mit
der Basis b und dem Schenkel s einbe-
schrieben. Man stelle eine Gleichung
auf, welche die Variablen d. b und s
enthilt und l6se diese jeweils nach d. b
bzw. s auf.

Johannes Lehmann
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Lésungen

Auf zum Miinchner Oktoberfest!; S. 4
Losung: Laut giltfiro=

Norwegische 50-Kronen-Silbermiinze
»Olympische Winterspiele 1994
Lillechammer*; Seite 5

Lésung: Familienskiwanderung

iefe; Seite 5

90° & QBP = 90° und damit laut Pytha-

—
goreischem Lehrsatz PB=+/a” -1

a

O.B.d. A. kann fiir die weiteren Uberle-
gungen neben A und B auch P als fester
Punkt betrachtet werden. (Der Beobach-
ter rotiert dann in gleicher Weise wie der
Arm AP um die Achse AB). Wegen
PQ=a liegt Q auf der Kugel mit Radi-
us a und Mittelpunkt P und wegen
BQ=r auf der Kugel mit Radius r und
Mittelpunkt B. Q liegt also auf der
Schnittlinie beider Kugeln, auf einem
Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Gera-
den PB liegt und dessen Ebene auf der
Geraden PB senkrecht steht. Da fiir o =
90° neben BQ | AB auch BQ | BP gilt,
kann der Mittelpunkt dieses Schnittkrei-
ses nur der Punkt B sein. Die senkrechte
Projektion dieses Schnittkreises in die
Ebene durch A, B und P ist der auf PB
senkrecht stehende Durchmesser RS des
Kreises k mit Mittelpunkt B und Radius r
dieser Ebene:

P s

Konnte der Schwenkarm BQ mit kon-
stantem Winkel o. um die Achse AB ro-
tieren, so wiirde sich Q dabei auf einem
Kreis bewegen, dessen Mittelpunkt auf
der Geraden AB liegt und dessen Ebene
auf dieser Geraden senkrecht steht. Die
senkrechte Projektion jedes solchen Krei-
ses in die Ebene ABP ist eine auf AB
senkrecht stehende Sehne des Kreises k.
Somit ergibt sich aus maBstabtreuen
Zeichnungen oder aus den Formeln

o, +o . =180
,, =3 ABR=4 APB= 70"

Losungen:
1. Aufgabe: (p +p,+...+p,)% = 47,75%

2. Aufgabe: p= =7,96

Pi+Py+.-Ps
6

Der gesuchte Zinssatz ist das arithmeti-

sche Mittel der sechs Zinssiitze eines

Bundesschatzbriefes 1992/11 vom Typ

A,

3. Aufgabe:

ool (oo 85)-

[I+LZ-J~.,,([+£7—Jfolg|
00 100

4. Aufgabe:

7
A\lsN~(l+L) =N-[1+£j~
100 1 1

Losung zu ,,Sportliche Dame"; S. 10

1]% =71,76%

Der gesuchte Zinsfaktor 1+% ist das

geometrische Mittel der sieben Zinsfak-
toren eines Bundesschatzbriefes 1992/11
vom Typ B.

Bemerkungen: Ein Erwerber von Bun-
desschatzbriefen kann sich nach dem er-
sten Laufzeitjahr jederzeit monatlich bis
zu 10000 DM seines Guthabens zuriick-
zahlen lassen.

Killeralge erstickt das Mittelmeer; S. 5

Lésung: Da seit der Entdeckung dieser
Alge im Mittelmeer mindestens 7, viel-
leicht sogar 8 Jahre vergangen sind, war
1984 der Inhalt der iiberwucherten Fliche
nicht groBer als 400ha:6” = 4000000m’/6”
= 14,3 m’, vielleicht sogar nicht groBer
als 400ha:6" ~ 2.4 m’.

S.8

-10 km =149,6-10°km

s»,Der Komet Swift-Tuttle und die Erde*,
1) 1AE =ag = 147,1;152.1
2) e, =a-m. = (149,6-147,1) -10° km = 2,5-10° km

by =Jag” —eg? =149,58-10°km (Pythagoreische Gleichung)

by :a,=0,999

3 2
3y aus [ 26| 296 ) folgemit U, = 1 Jabr, o = 14, und UK _ 135,01
Us : : Ue

ag

ag =1135.01% - 1AE = 26,32AE

4.) Wegen my <1AE gilt oy =2ay — g 22-26,32AE - |AE = 51,64AF

5)e, =a, -1, 22532 AE

by =+/ag? —ey? <426,32% -25,32° AE = 7.2AE

by 12, <028
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Losungen zu ,, Telstar 2¢
1.) Der Umfang der Kreisbahn mit Radi-
us r = a ist 27r. Da die Umlaufzeit auf
dieser Kreisbahn T, ist, ist die konstante
Bahngeschwindigkeit auf dieser Kreis-
bahn gleich 27 . Die auf einen Satelli-
Tr

ten auf dieser Kreisbahn wirkende Zen-
trifugalkraft ist
F,= mg v’ _ms -(2151')2

r r-Tp

_ms-41t2-r
T
Auf F, = F folgt damit
_ﬂ,‘"‘:" x_G‘mEvT%
= = 7

G
2 T% 4n

F———
Sme-Tr _ 19260 km.
4n

=3
und r i
Die groBe Halbachse der Bahn von ,Tel-
star 2 war a, =r = 12260 km.
2.) Eine Strecke von 2000 km Linge wird
in der maBstiblichen Zeichnung durch ei-
ne Strecke von 1 cm Linge dargestellt.
Zuerst werden die Punkte M, P, und P,
in der Zeichenebene in der angegebenen
itigen Lage ichnet. Der
zweite Brennpunkt F der Bahnellipse
von ,Telstar 2“ muB wegen
MP, + FP, = MP, +FP, = 2ar einer der
Schnittpunkte des Kreises mit Radius
2ap —MP, und Mittelpunkt P, mit dem

Kreis mit Radius 2a; — MP, und Mittel-

punkt P, sein. Der mit F' bezeichnete
Schnittpunkt beider Kreise scheidet aus,
weil dann das Perihel der zugehorigen El-
lipse im Innern der Erde liegen wiirde.
Der in der mit F bezeis

Aphel

" Bahn von , Telstar 2*

Ubersetzung und Losung Sprachecke;
S.10

Ubersetzung:

Im Koordinatensystem werden Dreiecke
mit den Eckpunkten A(0;0), B(1:1)und
C(x;y) betrachtet. Bestimmt und stellt in
einer Zeichnung die Menge der Punkte C
dar, fiir die das Dreieck ABC spitzwink-
lig ist.

Losung:

Damit ABC ein spitzwinkliges Dreieck
ist, miissen die folgenden Bedingungen
i itig erfillt sein:

Schnittpunkt ist der gesuchte zweite
Brennpunkt. Die Gerade MF = s, und die
Mittelsenkrechte s, der Strecke MF sind
die Symmetrieachsen der Bahnellipse
von ,Telstar 2*. Perihel und Aphel der
Losungsellipse sind die Punkte von's , die
vom Schnittpunkt S der Symmetrieach-
sen s, und s, den Abstand a, haben. Die
Punkte Qund Q’ der Gerade s,, die vonM
den Abstand a, haben, bestimmen die
kleine Halbachse b, der Bahnellipse:
by =SQ=SQ’ . Laut Zeichnung gilt
by £5,6cm.

Hieraus folgt b, = 11200 km. In der
Zeichnung haben Perihel und Aphel von
der Erdoberfliche die Abstinde 0,4 cm
und 3,6 cm, in Wirklichkeit sind damit
diese Abstinde gleich 1000 km und
10800 km.
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1) x # y; denn C darf nicht der Geraden
AB angehoren,

2) -x <y < -X + 2; denn C muB innerer
Punkt des Streifens sein, welcher von den
zu AB senkrechten Geraden durch A und
B begrenzt wird.

o (s-3)(3) (3] -5

denn C muB ein auferhalb des Kreises

¢ | —
durch A und B mitdem Radius r=—AB
liegender Punkt sein. 2

alpha -
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Strategische
Brettspiele

Creepers

Nach den Lemmingen begleiten wir bei
Creepers lauter kleine Raupen auf ihrem

Colossus X

Die Spielesammlung Colossus X enthiilt
die besten vier Strategie-Programmen
fiir den PC.

Colossus Chess X bietet unter einer recht
guten EGA-Grafik vier verschiedene Figu-
rensiitze, beliebig einstellbare Blickwinkel
auf Brett und ren, sechs verschiedene
Spielmodi, sowie hunderte unterschiedli-
cher Erdffnungen. Ein weiterer Vorteil ist,
Partien abspeichern und bei Bedarf neu la-
den zu konnen. Zudem kann Chess X
selbstlernend arbeiten.
Back enthilt das Re-

Weg vom Schliij bis zum Ej
als Schmetterlinge.
Die kleinen griinen Wiirmer sind etwas
dummelig, sie klettern und krabbeln, und
wir steuern sie. Da hilft ein Fohn, eine Lei-
ter, ein Trampolin oder gar ein kleines
Bombchen. Diese und andere Werkzeuge
stehen in einer Icon-Leiste zur Verfiigung.
Sie lassen sich beliebig oft auf- und abbau-
en. Ahnlich TIM, der Incredible Machine,
kann man richtige “Wurm-Wegbereitungs-
Maschinen™ konstruieren. Bei allen Aktio-
nen gilt nur zu bedenken, daB jede Aktion
Energie verbraucht — und die ist nun mal
nicht endlos vorhanden.
In den einzelnen Levels stehen nicht immer
alle Werkzeuge gleichzeitig zur Verfiigung,
das schreit geradezu nach iiberlegter Pla-
nung. Machen sich die kleinen Wiirmer zu
einem hervorragendem Sound auf den Weg,
hiilt sie nichts mehr auf. Deswegen sollte
man zu Beginn jedes sentaste
driicken, um sich erst einmal einen Level-
Uberblick zu verschaffen.
Der groie Bildschirm kann durch Kamera-
Optionen geteilt werden. So kann man im-
mer auf Creeper-Hohe sein, oder schwierige
Passagen im Auge behalten. Insgesamt sind
vier hiedliche Schwierigkei le
zu meistern, um alle Creepers durch die ab-
wechslungsreichen Bildschirme zu beglei-
ten. Dank flotter Musik, passabler Grafik
und sehr guter Steuerung ist ein hoher Mo-
tivationsgrad schnell erreicht. Die stetig an-
» Pr ix
auch Wurm-Anfinger nicht. Ein Manko des
Spieles darf nicht unerwihnt bleiben: Teil-
weise arbeiten sich die kleinen Raupen im
Originaltempo iiber den Bildschirm. Bei ei-
nigen Bildern reicht das immerhin aus, die
noch fehles ; fg fri
zu erledigen.
Mit einem PaBwortsystem ausgeriistet, kn-
nen die Creepers jederzeit wieder an belie-
biger Stelle gestartet werden. Schade nur,

32

els die

gelwerk des mod Backgammon, u. a.
das fiir andere Simulationen uniibliche Ver-
doppeln. Auch bei diesem Spiel gibt es vie-
le zusitzlich anwihlbare Funktionen, z. B.
Spielsicherung, Lernprogramm (Regeln)
und frei wihlbare Wiirfelzahlen.

Draughts (Dame) ist nach Chess eines der
beliebtesten Strategiespiele dieser Serie.
Nachteilig auf den Spielgenu wirkt sich hier
die EGA-Grafik aus, jedoch wird sich kein

daB die Creepers gegen harte Lemmings-
Konkurrenz anzukdmpfen haben.

CREEPERS, Psygnosis 1993, Denk- &
Tiiftelspiel der Marken Incredible Machine
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Dame-Fan davon beeinflussen lassen, da
letztlich die Spielstirke eines jeden Pro-
grammes entscheidend ist. C-Draughts gilt
momentan als stirkstes Dame-Programm.
Es sichert sogar auf bescheidenster Hard-
ware hohes Spielniveau, was man an der
Vielzahl der Eréffnungen (mehr als

keit des Programmes noch ausbaufiihig sind.
Im Gege u den anderen Simul
ist Bridge unter VGA lauffihig
deshalb noch lange nicht
Trotzdem muf3 man anerkennen, da8 di
Simulation einzigartig ist, denn auch diese:
Strategie-Programm enthiilt Funktionen,
die sonst nirgendwo zu finden sind. Sehr
vorteilhaft fiir Einsteiger ist der Spiellehrer,
der anhand verschiedenen Blitter das
Grundprinzip von Bridge erklirt.
COLOSSUS - COLLECTION OF
STRATEGY GAMES, CDS Software,
Muster von: Rushware, Hardware: 286+,
640 KB RAM, EGA/VGA, Ubungspro-
gramm fiir Schach, Dame, Bridge, Back-
gammon. Preis: 79,95 DM

Christian Pape/ -se

und Lemmings, Muster von: Sellings
Points, Hardware: AT, 20 MHz, 256-VGA,
Sounkdarte, Maus, LW, Preis: 119.95 DM

H. Seitz /-se
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Lemming Il — The Tribes

Sie sind wieder da. Zwolf neue Stimme
von Lemmingen haben eine Menge Arger.
Sie sind zwar sehr talentiert, aber immer
noch ziemlich dummelig. Sie brauchen
unsere Hilfe.

Die Lemminge durch die Level zu fiihren
ist schwieri Is man sich denkt, denn die
kleinen Freunde der Selbstzerstorung
wheuen sich nicht, bereits am Anfang eines

Lumm ge zu zihmen, geniigt ein Mau:
ine Palette von Eigenschaften,
eBend ein Klick auf einen der Lem-
minge, und schon widmet
seiner gerade ihm zuge:
Seit der letzten Lemming-Manie haben sich
die Tierchen spezialisiert. Es gibt nun meh-
rere Arten, ein Loch zu graben, ein Hinder-
nis zu liberqueren, eine Liicke zu fiillen oder
sich durch die Luft zu bewegen. Beach-
Lemminge konnen standesgemil} surfes
Polar-Lemminge werfen Schneeb:
kus-Lemminge licben die Ballons und die
mittelalterlichen Lemminge i

Wenn man alle 12 Stimme s
Levels bringt, winkt einem statt einer Bron-
zemedaille eine in Gold. Na, ist das kein
Unbestritten bleibt, daf die Lem-
minge weiterhin viel Spa machen. Fiir
mich haben sie aber nicht mehr den Reiz der
ersten Lemminge. Trotz iiber bis zu acht
Bildschirmen scrollende Levels, trotz eine
Vielzahl neuer Eigenschaften (die sicl
immer wieder auf das bekannte Minimum
reduzieren lassen), trotz zwolf neuer Songs

Buchhinweis

h das erwartete Lemmings-GroB-

fieber nicht in dem MaBe ein, wie es damals

die griinhaarigen Dummképfe zum

Mal iiber den Monitor trollten —
schlieBlich haben wir damals schon
gend Lemminge gerettet. Wer die Vc

ger aber nicht kennt, der sollte sich LEM-

LEMMINGS 11, Psygn 199'5 Denk~
und crollenden Levels,
Muster von Selling Points; Hardware:
286+, 12 MHz+, 640 KB RAM, HD (3,8),
Soundkarte, Maus, Preis: 119,95 DM.

H. Seitz /-se
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Losungen

Lasung von Zuschnitt eines
Glockenrocks; S. 15

Zuniichst stellen wir Beziehungen zwi-
schen den gegebenen GroBen Stoffbreite,
Rocklinge und Taillenumfang sowie den
gesuchten Werten r und o auf, wobei wir
entsprechend den Bezeichnungen aus Abb.
1 die Hilfsgrofen R, a, b, L verwenden:
R=r+76

a=T73=Rsinf (2)
2B =40 3)
b=r cosp 4)
a=2B )
L=R-b (6)
S S P PNy
</Bly

Offenbar gilt 0<B< % 290, Glei-

chung (3) ist ein Ausdruck fiir den
Taillenumfang; hierbei tritt § im Bogen-
maB auf. Die in (6) vorkommende GroBe
L entspricht der Stofflinge fiir einen hal-
ben Rock; zu kaufen ist demnach eine
Linge von 2L.
Aus den Gleichungen (1) — (3) ergibt sich
nach einfachen Umformungen die Bezie-
hung
oo 20800
" 73-76sin B

eine goniometrische Gleichung, in der ne-
ben B im Bogenma8 auch sin B auftritt. Der-
artige Gleichungen — wie auch Polynom-
gleichungen hoheren Grades — lassen sich i.
allg. nichtin geschlossener Form Iosen, d. h.,
es ist nicht méglich, (7) durch elementare
Umformungen, Anwendung von Winkelbe-

@)

sich einfach abfinden. Man kann jedoch
Glexchung (7) mit beliebiger Genaulgken
I6sen. Die Ma-
thematik stellt dafiir eine Vielzahl effektiver
Verfahren (wie etwa das Newtonverfahren)
bereit.
Es gibt aber auch sehr einfache Methoden
zur Lmung von (7), die jedermann — unter
Z eines T: hners —
leicht nachvollziehen kann. Eine davon soll
jetzt kurz beschrieben werden.
Zuniichst bezeichnen wir die rechte Seite in
(7) mit f(B) und stellen diese Funktion mit
Hilfe einiger Wertepaare graphisch dar
(s. Abb. 3). Aus Abb. 3 erkennt man, dal
die fiir das vorliegende Problem sinnvolle
Lasung von (7) bei etwa B = 0.8 (ca. 45°)
liegt. Nun wenden wir die Methode des ge-
zielten Probierens bzw. der linearen Interpo-
lation an (vgl. Tab. 1). Dazu fiihren wir
die Funktion g(B) = f(B) - B ein und
suchen in der Nahe von 0,8 eine Null-
stelle von g, d. h. einen solchen Wert

B. fir den g(B) = 0, mithin f(ﬁ) =B gilt
(Abb. 3).

p () 2B
0.8 0.7763 -0,0237
09 1,1633 0,2633
0,81 0,8068 -0,0032
0,82 0,8388 0,0188
Tabelle 1: Funktionswerte
y
1 ep
-

o

o[~ A
Abb. 3

Aus Abb. 3 erkennt man, daB g(0,8) <0 und
£(0,9)> 0 gilt. Die Funktion g besitzt im In-
tervall [0,8;0,9] keine Spriinge oder nicht
definierte Stellen (man spricht in diesem
Fall von einer stetigen Funktion), denn sie
ist Quotient aus der stetigen Zihlerfunktion
£,(B) = 20 sinf und der ebenfalls stetigen
Nennerfunkuon 2,(B)=73-765inB, dieim
Intervall nicht Null wird

usw. nach B es mag
fiir manchen eine neue Erkenntnis und viel-
leicht auch eine Enttiauschung sein, aber mit
der Tatsache, daB nicht jede Bestimmungs-
gleichung geschlossen losbar ist, muf man

34

(Uberprufl dies!). Damit glbi es mtsafhhch
mindestens einen Wert B mit g(B) =0

Um diesen zu finden, ndhern wir im Inter-
vall [0,8:0,9] die Funktion g durch eine li-
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neare Funktion an. Dies bedeutet, der
Graph von g wird durch eine Gerade er-
setzt, die durch die Punkte P1(0,8;2(0.8))
und P2(0,9;2(0,9)) verlauft und die B-Ach-
se an der Stelle B, schneidet (dieses Vorge-
hen nennt man lineare Interpolation). Unter
Nutzung der Beziehungen zwischen dhnli-
chen Dreiecken (vgl. Abb. 4) erhilt man

B,-08 __0-g0.8)
0.9-0,8  g(0,9)-g(0,8)"

woraus sich

3)

2(0.8)
2(0,9)-g(0.8)
=0,8083~0,81

B,=0,8-0,1

ergibt. Fiir diesen Wert gilt g(B) =
—0,0032, er stellt damit bereits eine sehr
gute Niherung fiir B dar. Geniigt einem
die erzielte Genauigkeit aber noch nicht,
muf man die Prozedur der linearen Inter-
polation wiederholen, indem man etwa
eine neue Gerade durch die Punkte
P3(0,81:2(0,81)) und P4(0,82;(0,82))
legt. Deren Nullstelle lautet B, = 0,8115
und besitzt einen Funktionswert von
2(0,8115) = -0,00008 (Uberpriift dies!).
Somit ist B, eine sehr gute Naherung fiir
die gesuchte GroBe B, so daB wir das
Verfahren an dieser Stelle abbrechen und
a=2B, =1,623293" als Losung unse-
res Problems betrachten konnen.
Ubrigens ist die beschriebene Vorgehens-
weise eng verwandt mit dem sog. Sekan-
tenverfahren, das ebenfalls ein Iterations-
verfahren zur niherungsweisen Nullstel-
lenbestimmung darstellt.

(08, gt08)

Aus den Beziehungen (3), (4), (1), (6) kann
man leicht die gesuchten GroBen
r=24,65,b=16,97,R=100,65und L=83,68
ermitteln, Laura muB also 1,68 m Stoff
kaufen. Aus Abb. 2 ist erkennbar, wie der
Zuschnitt des Stoffs tatsichlich erfolgen
kann, da der Winkel 8 nicht nur an der Spit-
ze sondern auch am Stoffrand auftritt.
Prof. Dr. Bernd Luderer
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Lisungen zu Fliichenverwandlung; S. 12
Aufgabe 1: (sieche dazu Abb. 2)

Fall (1) .
ADFE = ABCF : (a) DE = BC;
laut Voraussetzung
(b) ¥ CDE =¥ DCB;
laut Voraussetzung
(c) ¥ DFE = ¥ CFB;
Scheitelwinkel

Fall (2)

AAID = AIFE; analog Fall (1); wegen
wsw und AFHE = ABCH; analog Fall
(1); wegen wsw.

In den Fillen (1) und (2) folgt die
Flichengleichheit aus der Kongruenz
entspr. Dreiecke.

Fall (3)
(a) A gp = Ay, Wegen Kongruenz
) A=A wegen gemeinsamer

_Dansp
Grundseite AD und h, =h,, laut Voraus-

setzung, wobei h, = EA und h, = AB
Aus (a) und (b) folgt: A .

= AAH(‘\)

Aufgabe 2: Man rechnet annihernd
10200 m? = 1 ha.

Knobeleien; S. 13

Wer ist zuerst an der Brandstelle?
Feuerwehr A hat den kiirzeren Weg.

Seilzug
Die Seilstiicke a, ¢ und e bewegen sich
nach unten.

Zahlenpyramide

Ergiinzungen

4

33
411
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Losungen der Aufgaben von Isaac
Newton; S. 26

1 In einer Woche erledigt
A 1 5 Bé und C 3t der Arbeit. Fiir die
3 8 12
Zeit von x Wochen gilt
X, 3x  5x
—+—+-—=1,also
3 12

8
8
X=—.
9
Die Arbeit wird gemeinsam in 8 Wo-

chen beendigt sein. 9

2 1 Pfund hat 20 Schillinge, also 12
Schillinge entsprechen 0,6 Pfund. Es
seien w, g bzw. h jeweils der Preis fiir
einen Bushel Weizen, Gerste bzw. Ha-
fer; dann gilt
40w +24g + 20h = 15,6;
26w + 30g + 50h = 16:
24w + 120g + 100h = 34,

Dieses Gleichungssystem hat die Lo-
sungen w=l. g=iund h:L.
4 20 10

Je ein Bushel Weizen, Gerste bzw. Ha-

fer kostet 0,25; 0,15 bzw. 0,1 Schilling.

3 Es sei y der Teil des vorhandenen Vor-
rats an Gras, das auf der Fliche von
1 hain 1 Woche heranwichst. Auf der
ersten Wiese wiichst in vier Wochen

1 40

3; cy-d4= TY des anfinglichen Vor-
rates an Gras heran. Dies ist gleichbe-
deutend damit, daB sich die Fliche der
Wiese vergroBert und (z% + i‘:i y) ha

betriigt. In einer Woche fraB ein Rind
das Gras auf der Fliche
[£+£y):48:7l0+40y ha.
3 3 144
Analog gilt fiir die zweite Wiese
10490y
189
Beide Weidenormen sind gleich, des-
halb gilt
10+40a _10+90y
144 189
Nun bestimmen wir die Wiesenfliche,
deren Vorrat an Gras fiir das Weiden ei-
nes Rindes im Verlaufe einer Woche
ausreichend ist:

alsoy-L
ilsoy =i

(10+40y): 144

=(|o+ﬂj:m:i(ha)
12 54

Wir bezeichnen die gesuchte Zahl der
Rinder mit x; dann gilt

(24+24»18-%]:(18x)=5:54,,

also x = 36.

Auf der dritten Wiese reicht das Gras,
um 36 Rinder 18 Wochen weiden zu
lassen.

4 Es seien a, aq, ag* drei aufeinanderfol-
gende Glieder einer geometrischen
Folge. Nun gilt a + aq + ag®> = 19
und a’ + a’q® + a’q* = 133.

Dieses Gleichungssystem hat die Lo-
sunga=4und q= % . Die drei Glie-
der lauten somit 4, 6, 9.

5 Es seien a, aq, aq’, aq® vier aufeinan-
derfolgende Glieder einer geometri-
schen Folge. Nun gilt a + aq® = 13 und
aq + aq? = 4. Dieses Gleichungssystem
hatdie Losungen a; =0,2 und q, = 4bzw.
a,=128und q, :%. Die beiden
geometrischen Folgen 0,2; 0,8; 3,2;
12,8 und 12,8; 3,2; 0,8; 0,2 erfiillen die
gestellten Bedingungen.

6 Ausu=a+b+vund A:% und
¢*= a’ + b? folgt schrittweise (u - ¢)?
=(a+b)’=a>+2ab+b*
=+ 2ab, w> - 2cu-c?
=c? + 2ab, u>- 2cu

—4.A
u

7 Dem Bild sind folgende Beziehungen

zu entnehmen:

=4-Aalso c=

D a C

Aus (a+x)*+h*=e’und x* + h> = b*
folgt a* + 2ax = e? — b% aus (a — x)* + h?
=f2und x* + h*=b* folgt a’ - 2ax = — b’
Durch Addition erhalten wir daraus 2a’
=e?+f2—2b% bzw.

a’+b’ =l-(e3+fz)A
2
8 Aus's, +s, =59, also
Vol + Yy 1y = 59 und
_ 7 Meilen

ATTTh
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Meilen

h Lt =1, + 1 folgt weiter

o8
Ry
7 8
—(tg+1)+=-t5 =59,
L)+
also ty =9 (h) und

t, = 10 (h). Deshalb gilt

lle Meilen = 35 Meilen .

%y

Bote A legt 35 Meilen bis zum Treffen
mit B zuriick.

9 Dem Bild sind folgende Beziehungen
zu entnehmen:

Il
D

und x* +(—

Durch Subtraktion erhalten wir
2rx+P2=52-1,

Durch Einsetzen erhalten wir
s
s

e
s' =17 (487 - b7),

:
Lo §',s' +b'r’ =4r’s’,
4

S A T
T Esob)aseb)”
.
\(25-b)(2s-b)

d=2s-

Johannes Lehmann
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Losungen zur Problemecke aus Heft 3

Aufgabe 1

Losung:

Durch Probieren findet man schnell fiir

: 1+1 < 1000

241)(242) =3 4 < 1000

3: (3+1)-(3+2) - (3+ 3) =4:5:6 < 1000

+2)-(4+3)-(4+4) = 1680 > 1000
ergibt sich als Losungsmenge

Damif
Li={1,2.3}

Aufgabe 2
Losung: ‘s
Wir vereinfachen adgebraisch weiter:
1 30 z 30
A T EE)
Y+ yz+ 3
z

oder x+i:2+i.alsoislx=2.
yz+1 13

Da zund yz + 1 teilerfremd sind (ihr ggT

ist 1), muB weiter gelten: z=4 und yz + 1

=13.

Dies liefert 4y + 1 = 13 oder 4y = 12 und

damity =3.

Aufgabe 3

Losung:

Wir stellen die Ungleichung etwas um:
(T(x)-4-T(x) +4) £ (S(x) - 6 - S(x) + 9)
<0 (beachter13 =4 +9)

& (T(x) -2 +(S(x)-3)*<0

Da die Summe zweier Quadratterme
nicht negativ sein kann, tritt nur Gleich-
heit ein.

Also gilt T(x) - 2=0und S(x) - 3=0.
Somit erfiillen nur die konstanten Poly-
nome T(x) =2 und S(x) = 3 die geforder-
te Bedingung.

Aufgabe 4

Lisung:

a) ABIICD und CD liegt in der Dreiecks-
ebene ODC.

MN ist Schnittgerade von Ebene € mit der
Dreicksebene ODC.

Demnach gilt auch MNIIAB, also ist
ABMN ein Trapez.

Weiter gilt:

OB = OA und § BOM = 4 AOAN da
die Pyramide regulir ist.

Somit sind die Dreiecke OBM und OAN
kongruent und damit auch die Seiten BM
und AN.

Dies ergibt: Viereck ABMN ist ein
gleichschenkliges Trapez.

b) Wir kiirzen die Flacheninhalte wie
folgt ab:
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o
B
(o
A B
AI = AABBM’ A= A.’KJMI\‘ A} = s0aB*
A4 = AAUI!C' AS = AM)D("

A
Betrachte das Flichenverhiltnis A
4

1
ﬂ=2—-om BB, o
Ay l&B_B\ ocC
4

wobei BB, mit B, € OC gemeinsame
Hohe der Dreiecke AOBM bzw. OBC ist.

—\2
Also gilt: A} = OMY" a2 1)
oC E

Da MNIIDC sind die Dreiecke ONM und
ODC ihnlich. Nach einem Satz der Ahn-
lichkeitslehre verhalten sich ihre
Flicheninhalte wie die Quadrate entspre-
chender Strecken.

2

MN
As DC OC

da dhnliche Dreiecke in entsprechenden
Seitenverhiltnissen iibereinstimmen.

Somit gilt:

2
OM |
Alsofolgt: Ay =| = | “A5 (2
so folgt: A, [ oc j 5(2)

Aus (1) ergibt sich nun mittels (2):

——2

OM )
Af:(ﬁ) AgAy=
=A,-A,daA;=A, (aufgrund der Tat-
sache, daB eine regelmiBige Pyramide
kongruente Seitenfliichen besitzt).
Daauch A, = A, gilt, folgt schlieBlich A,
=A, - A, und daraus die Beziehung

A =4/ &y
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