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Sonderaufgabe

Wenn n eine natfirliche Zahl mit n = 2 ist, so bezeichne h(n) den
gr8gten Primteiler von n.

Gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen n mit

h(n) < h(n+1) < h(n+2)?

!\uigaben

Aufgabe 1

Auf einem internationalen KongreB8 mit 70 Teilnehmern stellt sich
heraus, das8 fiir je zwei Teilnehmer A und B gilt, daB8 A mindestens
eine Sprache spricht, die B nicht spricht, und B mindestens eine
Sprache spricht, die A nicht spricht.

Man bestimme die kleinste Anzahl von Sprachen, die von diesen

70 Teilnehmern insgesamt mindestens gesprochen werden!
(Ungarische math. Probleme, 1979, Aufgabe 19)

aufgabe 2
Es sei K eine Menge der Michtigkeit 5. F sei eine Menge von Teil-

mengen von K, wobei je drei Elemente von F mindestens ein Element

von K gemeinsam haben sollen.

a) Welche Michtigkeit kann F h8chstens haben?

b) WelcHe Michtigkeit kann F h&chstens haben, wenn nicht alle
Elemente von F ein Element aus K gemeinsam haben sollen?

(IMO-Vorachlaé Israel, 1979, verallgemeinert)

Au be 3
Es seien a, b, c und d ganze Zahlen mit a # O. Wann hat die
- Gleichung
axy + bx +cy +d =0
h8chstens endlich viele L¥sungen (x,y) im Bereich der ganzen
Zahlen?
(American Mathematical Monthly (AMM), 1964, Problem E1631, ver-
allgemeinert) )



Aufgabe 4
Man beweise: Wenn die Léngen der Seiten eines Vierecks (bzgl.

einer vorgegebenen Einheitslénge) ganzzahlig sind und die Ldnge
jeder Seite ein Teiler der Summe der L¥ngen der anderen drei Sei-
ten ist, so gibt es mindestens zwei Seiten im Viereck, die gleich-
lang sind. )

(Mathematics Magazine, Problem Q315)

Aufcabe 5
Welches ist die gr&Bte natﬂrliche_zahl n, flir die es eine reelle
Zahl x gibt, die die vUngleichungen
k < xk < k+1
ftir k = 1,2,...,n erfiillt?

(AMM, 1960, Problem E 1388)

Aufgabe 6
Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und

M= { % :x€ENundl1<xgn}.
A1 ' Az, Ay seien drei Teilmengen von M, mit folgenden Eigen-
schaften:
1. Fir 1S 1 < j S 3 haben Ay und Aj keine Elemente gemeinsam.
2. Wenn x € M, ist, so gibt es ein i mit 151 53 und xEAi.
3. Fir 1 = 1,2,3 gilt: Wenn a,b € Ay und a < b ist, so ist a kein
Teiler von b. .
4, Fiir i = 1,2,3 gilt: Wenn a,b,c € Ay und a <b <c ist, so ist

b #2355

5. Fir 1 = 1,2,3 gilt: Wenn a,b,c,d € Ai und a <b <c <ad ist,
so ist
a+d#b+c.
Man bestimme die gr&éBte natfirliche Zahl n, fur die M, alle funf
genannten Eigenschaften erfiillt!

Aufgabe 7

Fiir jede positive ganze Zahl n sei F(n) die Anzahl der Mdglich-
keiten: n als Summe dreier verschiedener positiver ganzer Zahlen
darzustellen, wobei Darstellungen, die sich nur in der Reihen-
folge der Summanden unterscheiden, als gleich gelten.



Man gebe F(n) explizit an!
Fir welche n ist F(n) ungerade?
(IMO-Vorschlag Israel, 1979, verallgemeinert)

Aufgabe 8
Es sei N die Anzahl der ganzzahligen L3sungen der Gleichung

x? - y2 = 23 -3 mito S X.¥.2,t 5106

und M die Anzahl der ganzzahligen L&sungen der Gleichung

© x®-y?ez? -3 +1mit 0 < x,y,2,t 5105,
Man beweise, dag N > M gilt!
(IMO-Vorschlag UdSSR, 1979)

Aufgabe 9

fEl sei f£(x) § x flir alle reellen Zahlen x und £(x + y) Sf(x) + £(y)
fiir alle reellen Zahlen x und y.

Man zeige, das8 f(x) = x fiir alle reellen Zahlen x gilt!
(IMO-Vorschlag .USA, 1979)

Aufgabe 10
Es seien (qn) und (bn) zwel Zahlenfolgen mit a; = 3, b.I = 100,

= 3'“, bn+1 = 100bn fiir n = 1. Man bestimme die kleinste
natiirliche Zahl m mit by > a,,,-
(IMO-Vorschlag Rum#nien, 1979)

Aufgabe 11
Es sei ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit AC = BC. K sei die

Peripherie eines Kreises mit dem Mittelpunkt C und einem Radius,
der kleiner als AC ist.

Gibt es auf K einen Punkt P, so daB die Tangente an K im Punkte P
den Winkel <« APB halbiert?

(AMM, 1927, Problem 3170)

Aufgabe 12
Man bestimme alle ganzen Zahlen x, fiir die der Ausdruck

x + x3 + x2 +x +1
das Quadrat einer ganzen Zahl ist!
(AMM, 1926, Problem 2784)



Aufgabe 13
Es sei n eine natlirliche zahl mit n > 1.

Man bestimme die maximale Michtigkeit einer Menge M von geord-
neten Paaren (j,k), wobei j und k ganze Zahlenmit 1 g j <k gn
sind, mit folgender Eigenschaft:

Wenn (j,k) €M ist, so ist (k,m) ¢ M fir jedes m.
(IMO-Vorschlag &SSR, 1979)

Aufgabe 14
Man zeige, daB es fiir jede natlirliche Zahl n mit n g 2 eine zusam-

mengesetzte natiirliche Zahl Hn gibt, die zu 10 teilerfremd ist und
deren Quersumme (bei Darstellung von Mn im Dezimalsystem) n ist!
(Mathematikolympiade der UdSSR, 1979)

Aufgabe 15
Gegeben sei ein Kreis K mit dem Mittelpunkt O. AB sei eine Sehne
in K, die weder Durch r noch Tang von K sei. NN' sei der

Durchmesser von K, der senkrecht auf AB steht. Der Schnittpunkt
von NN' mit AB sei mit M bezeichnet. Die Sehne AB zerlegt die Peri-
pherie von K in zwei Kreisbdgen unterschiedlicher Linge. N liege
auf dem kleineren Kreisbogen. Es sei nun P ein beliebiger Punkt

auf dem grdseren Kreisbogen und P f, {A,B,N'} . PQ sei die Sehne

von K durch M und R sei der Schnittpunkt der Sehnen AB und PN.

Man beweise, da8 dann QM stets linger als RN ist!



LYsungen

Aufgabe 1

Es sei n diese Minimalanzahl von Sprachen. Wir bezeichnen die
Sprachen mit 1,2,...,n und Mn sei die Menge {1 ,2,...,n}. Unsere
Aufgabe .ist offenbar ¥quivalent zu folgender:

Welches ist die kleinste natdirliche zahl n, fiir die M, 70 Teilmen-
gen enthilt, wobei keine dieser 70 Mengen Teilmenge einer der
restlichen 69 Mengen ist?

Wir werden nachweisen, dag n = 8 gelten mu8.

Wir zeigen zundchst, daB n 5 8 ist.

Es gibt g = 70 Teilmengen der Midchtigkeit 4 in Ma. Diese seien
A.',Az,...,A.,o. Flir 1 # jund 1 g i,j <70 gilt offensichtlich
Ai ¢_ Aj.

Nun zeigen wir indirekt, daB n 2 8 ist.

Dazu nehmen wir an, daB8 wir in M-l 70 Teilmengen derart finden
kSnnen, das fir 1 # j und 1 £ 1,j g 70 die Menge A; keine Teil-
menge von Aj ist.

Es gibt 26 = 64 verschiedene Teil von MG‘ Folglich findet
man unter Aq,Ags.-- 'A70 zwei verschiedene Teilmengen Ai und Aj
mit AN MG = Aj n HG' Da A’_ ¥ Aj' Aii H7 und Aj < M7 gilt, ist
entweder Ai c A, oder )\j [ Ai, wamit wir einen Widerspruch zu

unserer Annahme erzielt haben.
Damit ist n = 8 bewiesen.
Die Minimalanzahl von Sprachen ist also 8.

Aufgabe 2
Es sei K = {1 ,2,3,4,5} und P(K) die Menge aller Teilmengen
von K. Die Michtigkeit von P(K) ist 32. Die Elemente von P(K)
ordnen wir folgendermagen zu Paaren (A,B):

“A,BE P(K), AnB=g, AuB=K,1€EA. -
(P bezeichne die leere Menge.)
Wir erhalten 16 verschiedene Paare.
Im Falle a) kann die Michtigkeit von F h8chstens 16 sein, denn
wire sie grdger als 16, gdbe es ein Paar (A,B) mit A,B € F. Da
An B=g¢aqgilt, erhielten wir sofort einen Widerspruch zur Bedin-
gung fUr F. Andererseits existiert im Falle a) ein F der Michtig-
keit 16, das den Bedingungen der Aufgabe geniigt. Ein solches F
ist offenbar: ’ :

A € F genau dann, wenn 1 € A ist. 7



Wir kommen nun zur Behandlung des Falles b).

Wir betrachten zwei beliebige Elemente A und B aus F. Offenbar
muB 1A n Bl 2 1 sein. ( IM| bezeichne die Michtigkeit der
Menge M.) Wenn A n B = {x} cK ist, so muB x € C flr alle C € F
gelten. Somit gilt stets |An Bl = 2. Wenn ein C € F mit Icl = 2
existiert, so folgt nummehr, daB C € A fiir alle A € F ist.
Folglich kommen als Elemente von F nur folgende Teilmengen von K
in Betracht (Mengenklammern und Kommata wurden weggelassen) .

123 135 245 1245
124 145 345 1345
125 234 1234 2345
134 235 1235 12345

offenbar ist F1 , das aus den nachstehend aufgefilhrten Mengen
besteht, ein Mengensystem, das der Aufgabe im Falle b) geniigt:

123 125 1235 1345 12345
124 1234 1245 2345

Folglich hat ein F maximaler M#chtigkeit im Falle b) mindestens

9 Elemente und enthilt somit mindestens 3 Elemente der Michtig-
keit 3. 0.B.d.A. kann 123 als Element von F betrachtet werden,
wenn F von maximaler Michtigkeit sein soll. Da |A n Bl 2 2 gelten
muB8, kommen 145, 245 und 345 nicht als Elemente von F in Betracht.
Von den verbleibenden dreielementigen Teilmengen von K kann nun
0.B.d.A. 124 als Element von F gewdhlt werden. Damit miissen 135
und 235 als Elemente von F ausgecschlossen werden.

Wenn 125 Element von F ist, kann weder 134 noch 234 Element von F
sein, womit wir h&chstens F1 als F erhalten.

Wenn 125 kein Element von F ist, so kann F h8chstens die Méchtig-
keit 10 haben und das nur dann, wenn das System

123 134 1234 1245 2345
124 234 1235 1345 12345

den Bedingungen ‘der Aufgabe im Falle b) gentigt.
Da dies der Fall ist, lautet 10 die Antwort im Falle b).

Aufgabe 3
Da a # O ist, kSnnen wir axy + bx + cy + d = O mit a multiplizie-
ren und erhalten die zu ihr Hquivalente Gleichung
azxy + abx + acy + ad = 0.
Hierzu ist 4quivalent
(ax + c) (ay + b) = bc -,ad.



Von dieser Gleichung ausgehend unterscheiden wir folgende zwei
Fille:

Fall 1. bc - ad # 0. Hier mu8 jeder der Terme (ax + c) und (ay + d)
ein Teiler von bc - ad sein. Da bc - ad # O ist, besitzt bc - ad
nur eine endliche Anzahl von Teilern und somit auch nur eine end-
liche Anzahl von m8glichen Werten fiir (ax + c) und (ay + b).
Folglich kann unsere Ausgangsgleichung in diesem Falle auch nur
h8chstens eine endliche Anzahl ganzzahliger L&sungen (x,y) haben.

Fall 2. bc - ad = 0. Hier entartet unsere Gleichung zu

lax + c) (dy + d) = O.
Wenn jetzt a weder Teiler von b noch Teiler von c ist, gibt es
offenbar keine ganzzahlige L8sung (x,y) unserer Gleichung.
Anderenfalls besitzt sie sicher unendlich viele ganzzahlige L&sun-
gen.
Somit besitzt unsere Ausgangsgleichung genau dann h¥chstens end-
lich viele ganzzahlige L8sungen, wenn bc - ad # O ist oder falls
bc - ad = 0 ist, so darf a weder Teiler von b noch Teiler von c
sein.

Aufgabe 4
Wir werden den Beweis indirekt fiihren.

Dazu nehmen wir an, daB die Léngen 8182:83,8, der Seiten des
Vierecks paarweise voneinander verschiedene positive ganze Zahlen
mit den in der Aufgabe geforderten Teilereigenschaften seien.
0.B.d.A. kann 8;> 8, > 83 > 5, gesetzt werden. Es sei .
P =8, + 8, + 8; + 8,. Es soll si/p - s; fir 1 = 1,2,3,4 gelten.
' (Fir zwei ganze Zahlen a und b bedeute a/b, daB a ein Teiler
von b ist.) Damit mu8 auch 31/9 fir 1 = 1,2,3,4 sein. Da s, die
Linge der gr¥8ten Seite des Vierecks sein soll, ist % <85 < g.
Da 31/p ist, mus s, = § gelten. Da auch silp fiir 1 = 2,3,4 gelten
soll und 8y > 8, > 83 > 8, vorausgesetzt ist, erhalten wir
5, =5 53 g Bund s, g B somit gilt

pP=s +tsy+sy+s,sf+F+B+B-Zo<n
Da p < p nicht gelten kann, haben wir einen Widerspruch erhalten.

Folglich miissen mindestens zwei Seiten im Viereck, das den Bedin-
gungen der Aufgabe geniigen soll, gleichlang sein.



Aufgabe.5
Wir zeigen zundchst indirekt, daB n g 4 gelten muS.

3umix'r’<6

Dazu nehmen wir an, daB8 n > 4 gilt. Dann muB8 3 <x
gelten. Aus diesen beiden Ungleichungen erh&lt man

243 = 35 < x"% <63 = 216.
Damit haben wir einen Widerspruch (243 < 216) erhalten, und es
muB n <4 gelten.

3 4
Wie man andererseits leicht nachrechnen kann, ist “3 < iS und

3
fiir alle x mit v3 < x<7|5 sind die Ungleichungen k < xk <k +1
fir k = 1,2,3,4 erfiillt.
Somit ist 4 das maximale n.

Aufgabe 6
Wir zeigen zundchst, daB8 n > 13 ist.

Das wird durch das Beispiel a; = {2,3,11,13}, &, = {4,6,9,10} ,
A; = {5,7,8,12} bewiesen, denn es erfiillt 1. bis 5. fiir M3
Indirekt beweisen wir nun, daB n < 14 sein muB.

Dazu nehmen wir an, daB wir A.I ,A2 ,A3 derart finden kdnnen, das
diese Mengen 1. bis 5. flir M, 4 erfiillen.

Wegen 2. kann o.B.d.A. 2 als Element von A.‘ gewdhlt werden. Dann
darf wegen 3. keines der Elemente 4,6,8,10,12,14 in A1 vorkommen
und wegen 1. darf 2 weder in A, noch in A3 liegen.

Wegen 2. kann o.B.d.A. 4 als Element von Az gewdhlt werden. Dann
darf wegen 3. weder 8 noch 12 in A, vorkommen und wegen 1. muB

4 e A3 gelten.

Wegen 2. miissen 8 und 12 Elemente von A3 sein. Vegen 3. und 4.

darf keines der Elemente 3,6,10 in A3 liegen.

Wegen 2. miissen 6 und 10 Elemente von Az sein. Wegen 3. und 4.

darf keines der Elemente 3,5,7,14 in A, vorkammen.

Wegen 2. muB 14 € A3 sein. Wegen 3. und 4. darf keines der Elemente
7,11,13 in Ay liegen.

VWegen 2. miissen 3 und 7 in A, vorkommen. Wegen 3. und 4. darf
_keines der Elemente 5,9,11 in Ay liegen.

Wegen 2. muB 5 € Aj sein. Wegen 5. muB 9‘, Ay gelten.

Wegen 2. milssen nun 9 und 11 Elemente von A, sein. Samit haben wir
{9,10,11}$A2 erhalten, was ein Widerspruch zu 4. ist.

Somit muB n < 14 sein. i

Damit ist 13 als gr¥Btes n nachgewiesen.

10



Aufgabe 7

F(n) ist die Anzahl der ganzzahligen LSsungen (a, "2'“3) der Glei-
chung n = a; + aj + ag, wobei n eine positive ganze Zahl und

0 <ay<a; <az ist.

Da i ga; fr i = 1,2,3 gilt, ist F(n) = O fir n <6 und F(6) = 1.
Im folgenden sei n > 6 stets vorausgesetzt.

Offenbar besitzt die Gleichung n = a, + a; + a; genau [&EA] ganz-
zahlige L¥sungen (a1 ,az,a3) mit a; = 1und 1 < a; < az. ( K1 be-
zeichne fiir eine reelle Zahl x die ganze zahl, die M gx<B] + 1
erfillt.)

Wir bestimmen nun die Anzahl der ganzzahligen Lbaquen (51 "z"z’
unserer Gleichung mit a;>1 und a; <a; < az. Wir setzen dazu

ais a; - 1 ftir 1 = 1,2,3. Dann gilt O <a1' < ai <¢1::x und die ai
sind ganze Zahlen mit n-3 = a.i + ai + aé.

Samit ist F(n-3) die Anzahl der LYsungen mit a, > 1. Somit ist

F(n) = F(n-3) + E‘%‘] und F(n-3) = F(n-6) + E%".]

Da von den Zahlen (n-4) und (n-7) genau eine gerade ist, gi]rt

n-4 n-7 _ n-4 n=7 _ 1 . oo
['—2]" [_‘T] =55 & S5 - gi=avke

Damit gilt

F(n) = F(n-6) + n - 6.
Fir n > 12 erhalten wir hieraus unmittelbar

F(n) = F(n-12) + 2n - 18.
Fiir n > 12 ist somit F(n) genau dann ungerade, wenn F(n-12)
ungerade ist.
Es ist F(n) = O fir n < 6 und F(6) = 1. Fir 7 g n g 11 ist
F(n) = F(n=6) +n - 6 = n-6 und F(12) = F(6) + 6 =1 + 6 = 7.
Damit gilt: Wenn n eine positive ganze Zahl ist, so ist F(n)
genau dann ungerade, wenn n = k mod 12 mit k € {0,6,7,9,11} ist.

Wir kommen nun zur expliziten Darstellung von F(n) und behaupten:
Fiir alle positiven ganzen Zahlen n ist

2
o = e [5]-3 [F] - )
Wir werden diese Behauptung durch vollstdndige Induktion von

n auf n+6 beweisen.
Wenn n eine natfirliche Zahl mit 1gn g 5 ist, so ist [%] = [n_;l =0

und folglich (n-2) (2]-3[8 - %4 =o.



Flir n = 6 erhalten wir

2
6 [§] -2 [ - ] - a-5-0mn.
Damit ist die Gliltigkeit der Behauptung fiir alle natiirlichen Zah-

len n mit 1gn g 6 nachgewiesen.
Es sel nun n eine natiirliche Zahl mit n > 6. Wir beweisen damit:

Wenn F(n-6) = (n-8) [25€] - 3 "%‘]2 - [B57] 1et, so0 guit
= oo (3] -3 (3] - [

Beweis. Es ist F(n) = F(n-6) - n - 6. Damit gilt

m-g) (28] -3 28] - [BT] +n -6

o ([B]-1) -3( -1) - (D -1) en-e

w2 [5] -6 (2] -nvo-3 (5] + e [2]s {3

2 1 +1+n-6
w2 [§]-3[§ - [

Damit folgt nach dem Induktionsprinzip die Richtigkeit der Behaup-
tung fiir alle positiven ganzen Zahlen n, womit die Aufgabe voll-
stdndig geldst ist.

F(n)

Aufgabe 8

In dieser Aufgabe seien x,y,z,t: k stets nichtnegative ganze Zah-
len mit x,y,z,t S 106.

h, bezeichne die Anzahl der Lsungen (x,t) der Gleichung %3+ 3 =x.

Dann ist hi die Anzahl der LSsungen (x,y,z,t) des Gleichungssystems
x2 +¢3 = y? + 2% = k und fr k> O ist hoh _, die Anzahl der

2 3 2 3

L¥sungen (x,y,z,t) des Gleichungssystems x“ + t~ = y“ + 2z~ + 1 = k.

P
Wir setzen p = 10'2 + 10'8. Dann ist offenbar N = 5 h? und
K=o

P
M= 3 .
= 2 Befae



Da hy = 1 ist, erhalten wir

1,2 P
°<!“‘o*)£1 (hy = by _q) "hp) - E‘ho*k’i1hk 2% by ¥
P 2

2
+ k}:=1 hk-1 + hp)

p
= Zohy - k-1hkhk-1 =N-M

Damit ist N > M nachgewiesen.

Aufgabe 9
Wir setzen

f(x) g x und (GD]

f(x +y) g fx) + £(y). ’ (2)
FUr x = 0 folgt aus (1)

£(0) =0 (3)
und fiir x = y = 0 folgt aus (2)

£(0) = £(0 + 0) 5 £(0) + £(0),

woraus

f(O) =0 (4)
folgt. Aus (3) und (4) erhalten wir

£(0) = O. (5)

Indem wir y = -x setzen, erhalten wir wegen (1), (2) und (5)
0=f£f(0) = £f(x + (x))sSf(x) + £(x)5x + (=x) =0,
woraus f(x) + f£(-x) = O folgt. Damit ist
—£(-x) = £(x). (6)
Wegen (1) ist £(-x) < -x oder -f(-x) X x, woraus mit (6) f(x)zx
folgt. zusammer-l mit (1) ergibt das die Behauptung der Aufgabe,
denn, daB die Funktion f(x) = x den Bedingungen der Aufgabe ge-
niigt, ist offenbar.

Aufgabe 10
Da ap = 33 =27< b, ist, folgt hieraus sofort
a4 < b, fur allenx1. (7)

Wir definieren noch eine zahlenfolge (c ) fiir alle n z 1 durch
e, =243 = 3% una Cpyp= 243 P furnz1.

Offensichtlich gilt
°n>bn fir allen 2 1. (8)

13



Es ist

a; = 327> 3% = <y und
(9)
27.
a, =37 >35:243 L 53200 L

Behauptung: Wenn n > 2 ist, so folgt aus a 42> S das
a3 > Cn41 gilt.
24 s'cn-‘l

Bewels: Es ist 3 = a,.,>c,

Somit ist an > 5°n-1' Da n > 2 ist, ist 3 ein Teiler von L

.C
=243 71 23

1
und a Deshalb gilt sogar: ‘n+1>2 + 5cn_1. Da 10935 <2 ist,

ist a > log35 + 5¢,_

N4l . Damit ist

1

n-1 1

=3

ai 10935 + 5°n—1 L
a >3

C
n-
n+2 = 5.3 = 5.243 = Sl:n,

wamit wir a2 > 5cn erhalten haben. Somit gilt nun

a 5c (.
253 Ma2g3fac

2n+3 = 3 n+1’

womit wir den Beweis der Behauptung erbracht haben.
Aus (9) und der soeben bewiesenen Behauptung folgt nach dem
Induktionsprinzip die Gilltigkeit von

2,42 > ¢, fir allen 2 1. (10)

Aus (7), (8) und (10) erhalten wir, daB b99 > a.loo><:98 > b98 gilt.
Damit gilt m = 99.

.

Aufgabe 11

Es sei S die Peripherie des Umkreises des Dreieckes ABC. Da der
Radius von K kleiner als AC ist, schneidet S den Kreis K in zwei
Punkten. Irgendeinen dieser beiden Schnittpunkte nennen wir P und
behaupten, da8 P die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

CD sei der Durchmesser von S durch C. Nach dem Satz des Thales
ist ¥ CPD = 90°. Folglich ist PD Tangente an K in P. Da AC = BC
ist, ist auch AD = BD. Aus dem Peripheriewinkelsatz folgt nun

« APD = X DPB, womit auch nachgewiesen ist, daB8 PD den Winkel

+« APB halbiert.



Aufgabe ‘12
Die Gleichung

Pextex®+x®ex 4+ (1
ist in ganzen Zahlen x und y zu l8sen.
Es fst

( 3 ,x2_ .4, .3, 2
x +5) -x + x +—‘-x +x° +x° +x +1- (1“ +x +1),

wonach mit (11)
R ePlay?-fex e (12)
gilt.



Es tst 3x + 4x + 4 = 3(x + 22 + §. Damit 1st 32+ 4x + 4> 0
fir alle reellen x und aus (12) folgt die Ungleichung
(x? + %)2 < y? oder

'xz + ¥ <|y| - (13)
Es ist x2 + ; =x(x + %). Folglich ist x* + -’2520, ‘wenn x>0 oder
x <=1 ist. Somit gilt x2 + ; 2 O fiir alle ganzen Zahlen x.
Aus (13) folgt jetzt

x2+ %oy e
Da x und y ganze Zahlen sind, gilt anstelle von (14) auch

2 +5ei gy
Hieraus erhalten wir

yzz(x2+x—;1)z=x4+x3+%x +§+

al-

2 2

2
4 X x 3
=x + x“ +x +x+1+(7 -2--1),

woraus wegen (11)

yzz y2 1-{.(::2 - 2x + 3)
folgt. Somit mus x2 -2 - 3= (x + 1) (x - 3) 0 sein. Wenn
X £ -2 oder x >3 ist, wird offenbar (x + 1) (x - 3) > O.
Damit kommen als L¥sungen der Aufgabe fiir x h8chstens die Werte
-1,0,1,2,3 in Frage.
Wir setzen £(x) = x‘ + x3 + x2 +x + 1.
Es ist £(-1) =1, £(0) = 01, £(1) =5, £(2) = 31, £(3) = 121.
(11) wird also genau dann flir eine ganze Zahl x das Quadrat einer
ganzen Zzahl, wenn x €{-1,0,3} ist.

Aufgabe 13
(Das Symbol @ und die Bezeichnungen |M| fiir eine Menge M bzw. [x]
fir eine reelle zahl x sind in den Ld¥sungen zu den Aufgaben
2 bzw. 7 erklirt.)
Fir jedes M, das den Bedingungen der Aufgabe geniigt, definieren
wir zwei Mengen A und B:

A =13 : es gibt ein k mit (j,k) € M

B ={k : es gibt ein j mit (j,k) € MI. q



Offenbar gelten die Beziehungen: A n B=g@und |avu Bl < n.
Hieraus folgert man leicht die Giltigkeit von

Ml g 1Al |BI und (15)

1Al + IBlg n . (16)
In (15) erhalten wir genau dann Gleichheit, wenn

M={(j,k) :jeAundkeB} “an
gilt, was nur dann mdglich ist, wenn

flir alle j € A und fir alle k € B J < k gilt. (18)
In (16) erhalten wir genau dann Gleichheit, werin gilt:

IAuBl =n. (19)
(18) und (19) gelten genau dann gleichzeitig, wenn gilt:

A = {1 ,2,...,:} und B = {r+1 ,r+2,...,n} mit 1gr < n. (20)

wir erhalten also fiir ein M, das durch (17) definiert ist,
M =r(n-x).
Es ist nun leicht einzusehen, daB unser ursprilngliches Problem zu
folgendem gleichwertig ist:
Gegeben ist eine natiirliche Zahl n mit n > 1. Man bestimme
eine natfirliche Zahl r mit 1gr < n, fiir die das Produkt
r(n - r) maximal wird!
offenbar gilt: Wenn fiir die natiirliche Zahl amit 1 < a <n das
Produkt a(n - a) maximal wird, so wird es auch fiir die natlirliche
zahl n - a maximal, die 1gn - a <n erfiillt. :
Somit reicht es aus, sich auf die natlirlichen Zahlen r mit
1grx S% zu beschrénken.
Es sei nun x eine natirliche Zahl mit 0 g x <[%]und r= [rz_r] - X.
Damit erhalten wir

B -0m- 5] -= -5 a-Fp +xe[§]-m -
BB -

Somit wird der Ausdruck r(n - r) mit 15:5[%] genau dann maxi-
mal, wenn r = [g—] ist, Da n - [%] = [n_;‘l_] gilt, ist stets

us(3] (%]
erflillt, wobei das Gleichheitszeichen gilt, wenn M durch (17),
A und B durch (20) definiert sind und r = [%] gesetzt wird.

daZ%-nsOI.st.
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Aufgabe 14
Wir l6sen die Aufgabe zundchst fiir den Fall, daB n eine Primzahl
ist. Wenn wir M, = 1001 und Mg = 203 setzen, ist die Aufgabe fiir
n=2und n = 5 geldst, denn M2 und Ms sind zu 10 teilerfremd,
die Quersumme von M, fiir i € {2,5] ist i, und es ist
1001 = 7.11.13 und 203 = 7.29. Nun sei n eine Primzahl mit
n ¢{2,5) . Hier setzen wir

n-1
M 1§O 1011,

n
Offenbar stimmt die Quersumme von M, mit n Uberein. Da M =1 mod 10
ist, ist Mn zu 10 teilerfremd. Nach dem kleinen Fermat'schen Satz

ist, da n prim und zu 10 teilerfremd ist, 10“’1—1 mod n. Damit
gilt:
n£1 n-1
- (=11 o X ,i
My 1=o1° -1501 =n =0 mod n.

Da nach Konstruktion Hn > n ist, ist samit Mn zusammengesetzt.
Damit haben wir fiir jede Primzahl p ein Mp gefunden, das den
Bedingungen der Aufgabe geniigt.
Nun sei n zusammengesetzt. Dann ist n = p.m, wobei p eine Prim-
zahl und m eine natfirliche Zahl mit m > 2 ist. Wir setzen jetzt
m-1
M, = Mp' EO 1
(Es bezeichne ]x[ fiir eine reelle zahl x die ganze zahl, die
X < Jx[gx + 1 erfilllt.) Damit hat M, die Dezimaldarstellung

o1, wobet r = ]10910Mp[ ist.

M “es
P"P MP
m-mal
Damit erfiillt Mn offenbar alle Bedingungen der Aufgabe.

Aufgabe 15

Mit x bzw. y bezeichnen wir die Winkel x QPN bzw. x PMR. Nach den
Voraussetzungen der Aufgabe ist 0° < x < 90°. Nach dem Zentrier-
winkelwatz ist & QON = 2x. Da das Dreieck QNO gleichschenklig

ist und die Basis QN hat, gilt & OQN =4&ONQ = 90° - x. weiterhin
gilt nun offenbar (siehe Abbildung) ¥ QMN = 90° - y, X MON = x + y
und XMRN = x + y. :

18



Wir wenden nun den Sinussatz auf die Dreiecke MON und MNR an und
erhalten:

oM MN N
- R
sin(90° - x) sin(x +y) sin 90°

Da 0 < sin(9° - x) <1 ist, folgt hieraus sofort, da8 OM < RN
gilt.
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Aufgaben

Aufgabe 1
Es seien a, und bv (v=1, 2, «.., n) reelle Zahlen mit
2 2 2
3 a; a, : ces a >0 N
und b.l a1,b1b2—a1a2, ...,b1b2 ...bn-a.laz...an.
Man zeige
2
)::.|.+l;2+...-|>bh a; +a; + ... t+ay

Aufgabe 2

Es seien ag und a, irgendwelche reellen Zahlen. Weiterhin sei

2
2n+1 T @n * o+l %n-

1 n=1, 2, ...).

a3l o

Man beweise, daB die Folge - konvergent ist und bestimme
den Grenzwert. 2 =)

(Ungarische VR)

Aufgabe 3

Es sei {°k (k =1, 2, «eey, N, ...) eine Folge paarweise ver-
schiedener positiver ganzer Zahlen. Man beweise, daB flir alle
positiven- ganzen Zahlen n

2 %k 2 2 1
< X2 = I3

Aufgabe 4

Die Mitglieder einer internationalen Gesellschaft stammen aus

6 verschiedenen L#ndern. Die Liste der Mitglieder enthdlt 1978
Namen, welche mit 1, 2, ..., 1978 numeriert sind.

Man beweise, daB es ein Mitglied gibt, dessen Nummer gleich der
Summe der Nummern zweier Mitglieder aus seinem eigenen Land, oder
glei.t:h dem Doppelten der Nummer eines Mitgliedes aus seinem eige-
nen Land ist.

(IMO 1978, SR Ruminien)

gilt!



Aufgabe 5
Es sei P(x) ein Polynom n-ten Grades, dessen simtliche Koeffi-

zienten aus {0, +1, ‘-1} sind.
Man zeige, daB8 alle Nullstellen im Intervall (-2, +2) liegen.

Aufgabe 6
a, b und ¢ seien reelle Zahlen und m sei eine positive Zahl mit

a b c

w2 Tt tm - O
Man zeige, daB die Gleichung

ax2 +bx +c=0

(mindestens) eine Wurzel im Intervall [0, 1 hat.

Aufgabe 7
Es seien r, Tar Tpe Yo der In- und die Ankreisradien eines

Dreiecks A ABC.
Man zeige, daB

O %(r#rad-rb*rc)
gilt. Dabei bedeute [ das Zeichen > , = beziehungsweise <« ,
wenn das Dreieck A ABC spitz-, recht- beziehungsweise stumpf-
winklig ist.

Aufgabe 8
Es sei n £ 1 eine natiirliche Zahl. Man bestimme alle L¥sungen

des Gleichungssystems
2n 2n 2n
() X3+ (xx,) AEEETER AN 3T PEPR xn) =1,

2n+1 2n+1

"R x, + (xx,) R 2 T L P

Uber der Menge R der reellen Zahlen.

Aufgabe 9 X

Es sei {m,,mz, } eine (endliche oder unendliche) Menge von

positiven ganzen Zahlen. Man betrachte das System von Kongruenzen
x=2m’ (mod 2m; -1) A=1,2, e0).

Gesucht wird eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Losbarkeit des Systems. )



Aufgabe 10
Man bestimme alle Polynome 2. Grades in zwei Variablen, die als

einzige Nullstelle (a, b) besitzen (a, b seien beliebige reelle
Zahlen).

Aufgabe 11
Man beweise, daB die Gleichung

x2 + y = zz,
x>0, y>0;, z>0, (x, vy, 2) =1 ((x, y, z) bedeute den gr&s-
ten gemeinsamen Teiler von x, y und z) von genau denjenigen Zah-
lentripeln x, y, z befriedigt wird, bei denen eine der Zahlen
x oder y die Form 2 uv, die andere die Form u2 - v2 und z schlieB-
lich die Form u2 + v2 hat; dabel sei u>v >0, (u, v) =1,
u . v gerade..

Aufgabe i2
Man beweise, daB die Gleichung
x ¥ y4 =z
und sogar die allgemeinere Gleichung
x +y =2
nicht in ganzen positiven x, y, z l&sbar ist.
(Man benutze die Ergebnisse der Aufgabe 11.)

aufgabe 13

Gegeben sei ein Kreis C mit dem Umfang u.p, bezeichne den Umfang
eines regelm#Bigen n-Ecks, das C einbeschrieben ist, wihrend Pn
jem Umfang eines regelm#Bigen n-Ecks, das C umschrieben ist, be-
zeichne (n 2 3).

Man beweise
1. Die Folge pn ist monoton wachsend, und
die Folge ist monoton fallend.

2, Flr alle n 3 gilt: p + -5 P, > U.

Aufgabe 14.
Man gebe ein Beispiel einer Folge natiirlicher Zahlen {"k} ,

so das s

oo
Z . R e
n =1 n
k=1



Aufgabe 15

FUr alle natiirlichen Zahlen m zeige man

1 3, - 2m - 1 1
2-p @-2 .-z L

Aufgabe 16
16 Schiiler sollen in Arbeitsgruppen zu je genau 4 Schillern arbei-

ten. Alle vier Gruppen arbeiten t¥glich und gleichzeitig, so das
ein Schiiler immer nur an genau einer Veranstaltung teilnehmen kann.
Damit sich das gesamte Kollektiv festigt, sollen tdglich neue, Grup~-
pen gebildet werden, so da8 nach einer Arbeitswoche (5 Tage) jeder
Schiler mit jedem anderen genau einmal in einer Gruppe zusammen-
gearbeitet hat.

Man gebe eine Anordnung der Schiller an (falls diese existiert),

die das Verlangte leistet.



L8sungen

Aufgabe 1
Offenbar sind auch alle b, positiv,
by
Es sel "v'i; (v=1, 2, .0cp ).
Dann ist

AE A E, i A Ay e A E
und die 3u beweisende Ungleichung ldst sich in der Form
Hy = (A4=1) ay + (A5=1) ag + oo + (A1) &, g0 (1;
schreiben.
Mit
Lyt = (A4=1) + (A=1) + o0 + (A7) (v = 1,2,...40)
haben wir
Hy = Liag + (Lp=Ly) ag + oo # (L =L _,) &
=L, (aj=ay) + L, (ay=aj) + ... + L _,(a _,-a) +
) +L,a. (2)
Um (1) zu beweisen, reicht also schon
L, 80 fir v=1,2 .., n
su seigen.
Nach der bekannten Ungleichung swischen arithmetischem und geo-
metrischem Mittel gilt

Ap ¥ A4 e+,

v 3 1112...1‘,'1
und damit flir v= 1, 2, ..., Nt
L= A=1) 4 Ag=1) + cou + A=) = X+ L+ ... +2, -v o,
Damit ist die Behauptung bewiesen.
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn a, = b, (v =1, 2, ..., n.
Die Hinliinglichkeit ist offensichtlich. Es sei jetst

bytbot «oo + by = ajtast ... +a, d, ho H =0, (3)
Aus (2) folgt L, (aj-a,,,) =0 (V= 1, 2, eoey B=1),

I‘n a, = 0.

Wegen a > O folgt aus der letzten Gleichung L, = 0, also

+ e * n
A 4 An _ PPN T



Bekanntlich gilt diese Gleichung nur fr A, = A, = ... = AL

( /\v > 0 ist erfiillt).

Mithin ist wegen (3) /\1 = 1'und die Notwendigkeit ist auch ge-
zeigt.

Aufgabe 2
Wir betrachten zundchst den Fall, das ag und a, positiv sind.

Dann ist {‘n} offenbar monoton yachsend.

Mithin ist
a +-2. a A 42 a
341 _ B n_+fzn-1< n n_+f2 n_an+3j_
e 2 (n+1) (n+1) % tn+1)s
Wegen
(n+3) n2 = n3 + 3n2< n3 + 3n2 +3n+ 1= (n+1)3 folgt
n+3 < 1
(n+1) :!
und
2n+1 < :g'
(n+1) n

a
d. h. —; ist eine monoton fallende Folge von positiven Zahlen.

n
Also ist {‘n] konvergent.

. Wir betrachten nun den allgemeinen Fall, Sind ‘o" a,', ao", a1"
positive reelle Zahlen mit ao'a1' # go“a1', so gibt es fiir belie-

bige reelle a, und a, reelle Zahlen A nn M mit
a, =/\a°' +ﬂ.a°', a, =Aa1' +/4(a1".
Die durch die Aufgabenstellung definierten Folgen [an] ¢ {an'] '
{an"] erfilllen dann die Gleichung
8, = Aan‘ +pa .
fir alle n.
Al L]
Die Folgen 2n und |3n gehdren zum zundchst betrachteten Fall
;!_ ;T'

und daher sind sie konvergent.
a

Folglich konvergiert auch —’!‘- .

n
a
Wir bestimmen nun den Grenzwert. Da [—;' konvergiert, konvergiert

die Potenzreihe n



oo

Zanzn

n=0
fir Izl <1; deren Summe bezeichnen wir mit £ (2z).
Nach der Voraussetzung ist

N 2a
n+1 n+1 n-1 n+1

< L -“z-; a z + < T 2 v

also
H
f(z) - ag - a;z = z (£(2) - ag) + 2 l t (£(t))dt.

Durch Differentration folgt

£'(z) - a; = £(z) -ag +2z £ (z) +22 £(z),
d. h.

1+ 22 2, "%

1
£ -y f@ =g
Die einzige L¥sung dieser Differentialgleichung ist fiir £(0) = a,:

£(z) = 3 (1-0)73 [(.1- o) (222-6245) + (9a, = 5a,) .‘"] - 5(-%’;,

Durch direktes Ausrechnen ergibt sich

o0
f@ =S I:qm dnt)(ntd) 4 p (n)] ",

n=0
h(n
wobei 1im BB = 0 ist.
n-eeo n
Also ap =Ll n+ 1) (n+2 +h ),
und

2n 1 1 [ 5
lm‘;!‘g'é‘)"! [‘;I'”‘o*“':!"t]
neeos

Aufgabe 3
Ist (a;, ..., a,) irgendeine Permutation von {1, 2, vees n} ’

8o sei s '(11,a2,...,an)t = kt;‘l Ek! Die Aufgabe ist nun geldst,
wenn fir jede Permutation (a;, ay, «..s a7) von {1, 2, <.y n}

5(61,l2, XY ln) 25 (1, 2, vsuy 0) (4)



nachgewiesen ist. Sollten in {'k} k" auch Zahlen grdfer als n
=1

existieren, so gilt die Behauptung dann erst recht.
Wir fihren den Beweis indirekt und nehmen an, es gibt mindestens
eine Permutation mit ’

s (-1, 8y ccop 8)) <8 (1, 2, .v.y n).

Unter allen diesen Permutationen gibt es eine (da nur endlich
viele Permutationen existieren) Permutation (ag'y «ouy a ') mit

s(ag, ay coop ) Bn(ag, 8y, ey apt) (s)

fUr alle Permutationen (a,, 2y, ..., a-).
Mithin gibt es aber 2 Indizes i, j mit
i <3 und li' > lj'.

a' -a,;’ a,' - a,;' & a,' a,' a
Damit ist —= 121 > i Ij und—’-!.+.i.!>.l!+.%.

j i 3j i

rir

a,' fur 1 =3,

Il'l - Ij' fiir 1 = i,

ll' sonst
ist s(as’, 83" «oop ap') > 8(ag”, 25" ..., ap") im Wider-
pruch zu (5). U A hme muB8 damit falsch sein und (4) ist
bewiesen.
Aufgabe ¢

(nach Prank Eisenhaber)
Wir beweisen die Behauptung indirekt, d. h., wir nehmén an, es
gibt kein Mitglied, dessen Nummer gleich der Summe der Nummern

i (nicht dig verschiedener) Mitglieder aus seinem eige-
nen Land ist.
Die 6 verschiedenen Linder seien mit A, B, C, D, E und F bezeich-
net. )
O. B. d. A. sind mindestens 330 Mitglieder aus dem Land A. Die
Nummern (der GrdBSe nach aufsteigend geordnet) dieser Mitglieder
seien a,, 2y, ..oy a330°
Wir betrachten die Nummern

®330 ~ ®329” %330 - %328 *°*’ %330 T M1’
»
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die wegen unserer Annahme s#mtlich zu Mitgliedern der L&nder B, C,
D, Eund F qeh&ren..
Ein Land, o. B, d. A. B, hat (mindestens) 66 Mitglieder mit Num-
mern aus

329

1L_)1 [‘330 - ‘1]

Diese Nummern, der Gr8B8e nach aufsteigend geordnet, seien
b‘l’ hz, ceep b“.
Wir betrachten die Nummern
bgg = Dgss bgg = Pgqr --+r P = Pyr
die wegen unserer Annahme sdmtlich nicht zu Mitgliedern aus B
gehdren. Sie gehdren aber auch simtlich nicht zu A, denn aus
bgg = by = ay
wiirde wegen bGs = a339 - a, und bi = a335 " ap sofort
8y~ ap = ay
im Widerspruch zu unserer Annahme folgen.
Mithin sind die Mitglieder mit den Nummern b66 - bi (1 = 65,
64, ..., 1) simtlich aus den Lindern C, D, E und F. Dieses Schlus-
prinzip setzen wir fort. 65
17 Mitglieder (mit Nennern aus U {b66 - bi} ) sind o. B. d. A
aus C. i=1
Diese Nummern seien, der Gr¥Se nach aufsteigend geordnet,
C1' Cz, ceey C.”.
Die Mitglieder mit den Nummern
Cq7 = C16r C17 = Cisr =+0v C17 = &
sind s&mtlich aus D, E und F. 16
6 Mitglieder (mit Nummern aus | J {c" - ci} ) sind o. B. d. A.
i=1

aus D, mit den Nummern (der Gr¥8e nach geordnet)
dqr dyr eees dge

Die Mitglieder mit den Nummern
dg = dg, dg = dyy eees dg - d,

sind sémtiich aus E und F. 5
Mindestens 3 Mitglieder mit Nummern aus UJ {d6 - di} sind
i=1

aus E (0. B. d. A.). Deren Nummern seien
eqr €y 5 (e < e < e;).



Die Nummern e; - e, und e - e gehdren zu Mitgliedern aus F;
f1=ea-ez, fz-ea-e1.

fz - f.‘ kann nach unserer SchluBweise zu keinem Mitglied aus einem
der 6 Linder gehdren.

Dpa 1 S f2 - f.1 < 1978 ist, muB ein Mitglied aber diese Nummer ha-
ben. Folglich ist unsere Annahme falsch.und die Behauptung bewie-
sen.

Bemerkung:

Mit dieser Methode 148t sich zeigen, daB bereits bei 1957 Mitglie-
dern der gleiche Sachverhalt gilt.

Aufgabe 5
P(x) hat die Form
= 2 n-1
P(x) =ax +an_1x F eoe +a1x+a°,
wobei a;€{o, +1, -1} furi=o0,1, 2, ..., nund a_ #o.

Wir beweisen die Behauptung indirekt.

Wir nehmen an, es gibt ein Xq mit |x | 2 2 und P(xo) = o.

1. Fall: x 2 2.

1.1. “n = 1. Dann ist
n
n-1 X -1
> n c n_"o
P(xo) £ x4 E Xo xo F
i=0
x P _ o Dy g
2 ﬁ—° 2 >0 .
xo _
1.2, a, = =-1. Dann ist
n-1 n-1 n
+ 2x =i
P(x,) S - x " +§ ——-—1°——<o.
i=o
2. Fall: x £ -2.
2.1, n - gerade.
2.1.1. a_ = 1, Dann ist
L =1 n+1 n
a_ S 1 _ [xdl “2 %o 1
Pxg) 2 lxol = ]xol = ) Te
i=o |x°| =l



2.1.2. a, = -1. Dann ist

. =1 -|x utl 4 2 |x » -1
B(xy) < -lxol T Z lxo‘ i = | °| %[ !_o' <0
2.2. n - ungerade
2.2.19. a, = 1 s. 2.1.2.
2.2.2. a, = -1 8. 2.1.1.

In allen Fdllen konnten wir P(xo) # o, im Widerspruch zu unserer
Annahme, nachweisen. >

Folglich ist unsere Annahme falsch, die Behauptung der Aufgabe
richtig.

Aufgabe 6

O. B. d. A. k¥nnen wir a > o annehmen, denn ist a < o0, so erset-
zen wir a, b und ¢ durch -a, -b und -c und man erhdlt den glei-
cqgn Sachverhalt; ist a = o, so folgt fiir b = o auch ¢ = o und
ax? + bx + c hat beliebig viele Nullstellen in [0, 1] , widhrend
flir b # o als Nullstelle x = - g = ﬁ € [o, 1] folgt.

Die Funktion f£(x) = ax2 + bx + ¢ ist wegen a > o eine nach oben
gedffnete Parabel. Nach dem Zwischenwertsatz fir stetige Funktio-
nen hat f(x) (mindestens) eine Nullstelle im Intervall ED, ﬂ v

wenn

min £(x) S 0o und max £(x) 2o ist.

x€fo,1 x€o, 1
Der Btheitelpunkt der Parabel f(x) liegt bei x = - %;. Fir
x < - %; ist £ (x) streng monoton fallend und fir x > = g;
ist £(x) streng monoton wachsend.
Es reicht also aus, wenn wir folgende Aussagen beweisen:

1. Ist b<-2a, so ist £(0) 20 und £(1) = o.
2. Ist -2a S b S o0, so ist £(o) 2 o und f(~- g;) s o,
oder £(1) Zound £(-2) Fo.
3. Ist b>o, so ist £(o) ¥ ound £(1) 2 o.
Wegen £(0) = ¢, £(1) =a + b + c und £(- lz’—a) = 1= (4ac - v?),

kénnen wir die drei A folgend Ben aufschreiben:

‘4", Ist b<-2a, s0oist c20 und a+b+c = o.



2', Ist -2a £ b 2 o, s0 ist c%o und 4dac - b2 So
oder atbtc 2 0 und 4dac - b2 S o.

3'. Ist b > o , so ist c®o0 und at+bic 2 o.

In der Tat gilt flir die einzelnen Fille:

1'. Wegen a>o0 und 2a+b < o ist

O'Fai*%*' % <.£T--—2—°+%--F:-f+5<£,d.h. ¢>0, und
u+b+c-a+b-£7a-—fb-—!a+—1-b<3‘—*12 < o
2', &) Ist ¢ ¥ o, so gilt offenbar 4ac - b2 5 o und weiter
a;-:ﬂ: >m—:2-+m—t+’.r+lgn=o, also a+b+c >o.

B) Ist c >0, so erhalten wir

lnc-bz-hc-(mad'%c)z
2
- _ _mkl 2, (m+1
tac - G a-Blo’ - Qs . e

m+1 m+1

-4 2
*mm - mza- T o

< O.

3', ¢ < o0 ist trivialerweise wegen a > o0, b > o klar. Aus glei-
chem Grund ist

a b c

o g tmitmn “m*

Sl
glo’

+§, alsoa +b +c¢c >o0.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 7
Nach dem tan-Additionstheorem ist fiir die Dreieckswinkel o, /j ’ x H
- 1 - tan tan
tan%-cotd—%é= 11* = = 5 g und
tan —2-2 tan 5 + tan g
-tan%um§+tan-‘z-‘.tan‘g*ungtangtl. (6)
Flir die Radien gilt
T T r.r T T
T’;—=ban%, :br =tangund rcr =tan¥.
b c a’c . a’b

Den Beweis dieser Standardformeln geben wir hier nicht. Der Leser
mdge sich ihn selber iiberlegen oder in einer einschligigen Formel-
sammlung nachlesen.
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Sign x bezeichne folgende Funktion
+1 fur X >0,
sign x =¢ © fir x =o,
-1 fir x<o0.

%Z. B. ist sign (x.y) = sign x . sign y.
Dann ist

T I, T r + r_+r +4r Z_T.T
ugn[ ':’c- ;bc-lign(% a:c)
[ —
+1

+tangtan§-tan

= sign ((1 - tan ) (1 - tan §) (1 - tan L),

die Beh g sofort folgt.

Aufgabe 8

Angenommen, es gibt eine L8sung (xg,X;,...,X;) mit x,; € R

(L=1, 2, ..., n) des Gleichungssystems Gk), 0¥ .

. sign (2-

L, !'brc
L[ 'h
) Ts
r.ro
ATty )

pann folgt aus (%), da alle Summanden nichtnegativ sind:
g%y oo xg| $ 1 fir alle 1€ {ts 20 <xse n} .

Folglich ist
[C3 S x1)2n+1 S (g% .ee xi)

T.T,
sign (2 - ta - ta - ti )
S e R

sign (z-tanf.ung.tnnf-tung-nn@-nnf)

sign (‘I-nng-ung-tmfi'tang- tang+tan§tan§

%Cnn -g tan ;)

(7)

fur alle 4 € {1, Y n] , wobei Gleichheit in (7) nur fir

X X, ... X, = O oder X,.X, ... X; = 1 eintritt.

12 i 172 i :

Gibt es nun ein 1°E 10 2, «oes n} mit

2n+1 2n
< (XgXy eee Xy )7

(X9%, ooo X, )
172 1° 5



so folgt aus (7)

n n

2n+1 2n
E (X%, oo0 %) < :E (x.%x, ... x,)
5 12 i = 172 i

was im Widerspruch zu (%) und (k¥ steht.
Mithin gilt fir jedes 1 € {1, 2, ..., n} :
XqXy eo0 Xy =0 oder
XqXg eee Xy = 1.
X, =0 impliziert X Xy «e0 Xy =0 fir alle 1 2 1, und (¥) kann
nicht erfiillt sein.
Also ist X, = 1. Wegen (k) und (k%) erhalten wir
X%y oo xy =0 fir 1€{2,3 ..., n}. (8)

Speziell fiir i = 2 folgt X, = 0. Dann sind aber sofort alle Glei~
chungen % und ¥% erftillt.

Man erkennt nun leicht, das (x1, x2, wimiwip: xn) genau dann eine
L8sung des vorgegebenen Gleichungssystems ist, wenn Xy = 1 und
x, = 0 ist und X3 Xgr eeey X beliebige reelle Zahlen sind.

Aufgabe 9
Wegen 2 m2 =m (mod 2 m - 1), fiir alle ganzen Zahlen m, kann man

die Kongruenzen auch folgendermaBen schreiben:

x = my (mod 2 m, - 1) i1=1,2, ...).
Weiter ist dquivalent

2x = 2 m, (mod 2 m, - T @e 1, 2, ves)
und

2x =1 (mod 2 . m, - 1) =1, 25 sesds

Ist X, eine Ldsung des Systems, so ist 2x°-1 durch Zmi-i, fir
alle i, teilbar. Also muB die Zahl der mi'a endlich sein.
Wir betrachten jetzt das endliche System

2x = 1 (mod 2m1 -1)
2x = 1 (mod ka - 1.
X = %' (2m1-1) —_ (ka-1) + q ist eine ganze Zahl und, offen-

bar, auch L8sung des Systems. .
Das System von Kongruenzen ist genau dann l8sbar, wenn es endlich
ist.
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Aufgabe 10
Die allgemeine Form eines Polynoms f'(x,y) vom Grade 2 ist
£'(x,y) = 1\':(2 + B'xy + C'y2 +D'x + E'y + F'.
Ist A' = o, so hat £'(x,y) fiir alle y mit B'y + D' # o in Gestalt
von
—ciy? - gt '
e 1 B
Nullstellen. Sind nicht beide Koeffizienten B' und D' gleichzeitig
Null, so haben wir schon unendlich viele Nullstellen. Ist B'=D'=o,
so muB £'(x,y) = g(y) = c'y2+E'y+F, (als Polynom in y) Nullstellen
haben. Mit jeder Nullstelle ¥ haben wir fiir beliebige x in Ge-
stalt der Paare (x, yo) Nullstellen, also auch beliebig viele.

'Hithix;x muB A' '# o und analog C' # o sein. Wir betrachten des Poly-
nom f—(:llL, das die gleichen Nullstellen hat. ,
Der Einfachheit halber bezeichnen wir f(x,y) = f—A(’y‘-ll)- neu:

£(x,y) = x% + (Ay + B) x + Cy? + Dy + E.

Wir wollen zun¥chst eine Bedingung dafiir herleiten, daB f(x,y)
genau eine Nullstelle hat.
Es sei (a,b) die einzige Nullstelle von f(x,y).

Dann ist 3 ]
_ A +B g V (A, +B) 2

T Rt r) -Ch'-D-E. (9)

Der Ausdruck 2
h(y) =(—AL}B)——Cy2-Dy-E ¥
die Diskriminante von (9), muB8 fiir alle y nichtpositiv sein und
genau fir b verschwinden. Wire h(y) > o fiir irgendein y, so hét-
ten wir zwei (verschiedene) x, fiir die (x,y) Nullstellen von
£(x,y) sind. Ist h(y,) = h(yz) = o, fir ¥q # yz) so erhalten wir
auch zwei verschiedene x und damit zwei verschiedene Nullstellen.
(x,y) von £(x,y). Also mu8

n(y) = ya2-a0y? + J@a-20)y + 3(8%-4E) 5 o (10)
fir alle y und h(b) = o sein.
Aus (10) folgt

Az - 4C < o, (11)
denn filir A2-4C > o wird h(y) flir hinreichende groBe y positiv,
und fﬂr—'-.Az-AC = o wird h(y), bei AB - 2D # O, ebenfalls positiv
fiir geeignete y. Fiir 22-4C = o und AB-2D = o ist im Widerspruch



2u unseren Anforderungen h(y) = o oder h(y) < o, flir alle y.
Aus h(yo) = o, flir genau ein Yor folgt, das die Gleichung
2
2 AB - 2D B® - 4E .
y+2-1—y¢—!—--o (12)
A" - 4C A" = 4C

genau eine L8sung hat, d. h., die Diskriminante verschwindet.
Also ist

2
@B =202 B - 4E _
A" - 4C A" - 4C
und )
-n2 o 2
E=32BD D cs 113)
A" - 4C
Da f(x,y) genau die Nullstelle (a,b) haben soll, ist b LSsung
von (12) also
AB - 2D
b=~ P (14)
A" - 4C
und flir a wegen (9)
a=- % ‘15)

Aus den Gleichungen (13), (14) und (15) lassen sich um B, D und E,
jeweils als Funktionen von A, C, a und b darstellen:

B =~ (Ab + 2a),

D = - (Aa + 2Cb),

E = Aab + Cb® + a2,

Mithin folgt

£y = [ea + 3 (y-b)]2 -1 A% 0 y-m? a? - 4 <o.

‘Dieses Polynom hat wegen a2 -4 <o nur fiir

(x-a) +§ (y=b) = o und

yb =0 ,
also flir (a,b) eine Nullstelle.
Filhren wir schlieBlich den Faktor A' wieder ein, so ergibt sich
als allgemeinstes Polynom mit den geforderten Eigenschaften:
A {(x--)’ + A(x-a) (y-b) + c(y-b)’} 1A% - 4c<o, A" o, CHo
oder C
ox?+ By? +fxy - (2a +¥b) x - (2/3b +ya)ly +da® +Ab% + yab,
wobei d, /3, y beliebige reelle Zahlen mit o ¥’ 0, A ¥ o und
“ap> 3’2 sind.
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Aufgabe 11
1. Eine der Zahlen x oder Yy idt gerade. Wiren x und y beide

ungerade, so wire x2 = 1 (mod 4), y2 = 1 (mod 4) und folglich
zz ® 2 (mod 4), was jedoch fr kein z erftillt wird.
2. Sei x gerade. Wegen (x,y,2) =1 8ind y und z ungerade.

Aus
(%)2."'2,"2

folgt fiur (%1, i;l) = 1, das positive ganze Zahlen u und v

mit
existieren. Der Fall (5¥, Z¥) = 4 > 1, ist unmbglich. Man

hlttelonltd/%x. d/%xundd/zunddmitd/y.

SchlieBlich wire wegen x2 + yz = z2

widerspricht.
Die Bedingung x = 2 uv, y = u2 - vz, z = uz + v2 ist also not-
wendig und (wie man leicht priift) auch hinreichend.

1+ d/ x, was (x, y, z) = 1

Aufgabe 12
Wir beweisen, da8 die Gleichung

x4+ y‘ = 22 (16)
keine L¥sungen in positiven ganzen X, ¥, z hat.

Die Gleichung );‘ + y‘ =z 15t offenbar damit auch erfaBt.

Wir nehmen an, (16) habe eine Ldsung x, y, 2, x >0, y > 0,
Z >o0. Dann kdnnen wir (x, y, z) = 1 voraussetzen. Gibt es mehrere
L8sungstripel, so wdhlen wir eines mit minimalem z.
O. B. d. A. sei x gerade. Dann ist, wegen Aufgabe 11
xz-Zuv, yz-uz-vz, :-u2+v2m1tu>vi1, (u, v) =1,
U . Vv gerade.
Ist u gerade, so folgt y? = 4N + 1, u? = 4 N, vZ = 4 N, +1
und, wegen yz - u2 - vz,

4N+1-4N1-4N2-1,
was unmdglich ist. 3
Allohtvgerade.v-2w2undu-z12woqen2 u . v-xzund
(u, v) = 1, Aus yz = u2 - v2 ergibt sich yz + 4 v‘ = 31‘. Noch-
mals Aufgabe 11 angewandt: 2 "2 =2 u,v,. Wegen (u’,v1) = 1 folgt



u, = x12, vy = y,z und ::14 + y14 = zlz, was wegen z, < z unmdg-
lich ist. Damit ist der Beweis erbracht.

Aufgabe 13
1. Eine Seite des einbeschriebenen n-Ecks ergibt sich zu

2 r . sin (l), wihrend man fiir eine Seite des umschriebenen
n-Ecks 2 r tan (I) erhdlt; r bezeichne den Radius des Krei-

ses C.
Dann ist sin X
Pp =2 rnsin (%) =2Tr I“, (17)
n
I T tan 5
Pn-2rntann-21rT,md (18)
n
U = 2Tr.

Flir o < x <§ ist die Funktion p(x) = 512 X monoton fallend,

und die Funktion P(x) = ta: X ist monoton wachsend, wegen
p' (x) = X CcOs x - sin x _ cos x (x = tan x) < o,
x xz
X - tan x i
cos“x X - sin x cos x 2 x - sin 2 x
P (x), = ) == = T S
x x“ cos® x 2 x° cos” x

Wegen o < E <§ (n=3, 4, ...) folgt unmittelbar die Behaup-
tung.

2. Die zu beweisende Ungleichung 148t sich wegen (17), (18) und
(19) in folgender Form schreiben:

laﬁn (2 sin %# tan g) >2Mr (n=3, 4, ...)

oder
251n§+tang>3 g (n=,3, 4, ...). (20)

Es sei f(x) = 2 sin x + tan x - 3x.
Um (20) zu beweisen, reicht es zu zeigen, daB
f(x) >0 fir o<x<§.

20
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Wegen f (o) = o ist hierfiir £'(x) >0, o< x< %, hinreichend.
Nun ist £'(x) = 2 cos x + ——15—— - 3 und f'(0) =0 ausreichend,
cos” x

wenn wir £"(x) > o zeigen (0 < x < %).

Es ist

£"(x) = - 2 sin x + 2 sin x _ 2 sin x - cos3 x) >0

cos” x cos
flir o<x < g

Damit ist der Beweis erbracht.

Aufgabe 14
Wir betrachten die Folge {nk} fiir die n 5 = k2 k=1, 2, ...)
k

ist und deren restlichen Glieder (der Reihe nach)
1, 23, 2%, 33,33, 33, ..., K3, ..., K, ... sind.

[ —

k

j;i: 1 :;j: k $ Sali

Dann ist —= + =2 L os

= AP Pl SR

DaB8 die Reihe S 17 konvergent ist, ist vielleicht allgemein-
k=1 k

bekannt; ihre Summe ist %—. Die Konvergenz kann man aber auch sehr
einfach felgendermaBSen zeigen:

1 1 1 <= 1 1
=1+ <1 + =1+ (=i - 3) = 2.
el EARR R AP E AR TR o

Andererseits ist fiir die Folge {n“k} , die als Unterfolge

1, 22, 22, 32, 32, 32, ..., k%, ..., k%, ... enthilt:
k
1 > K . 1
n = ;7 kK=
x=1 "k k=1 k=1

Aufgabe 15
Die zu beweisende Ungleichung ist #quivalent mit

m
(2m=1) (2m=3) (2m=5) ... . 3 . 1 2 ﬁT . (21)
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Nun ist

. 2
> m
(2m - 1) . 1 e (22)
und fir 254 Sm-1: )
(20 - 2) (441) = (24 - N1 +4 -22 (24 - 1) 4,
(24 -2)mZ (24-2) W+1 2 (2-11,
(24 - 1) m=- (24 -1) 1 2m und
(24 = 1) (m - 1) ER ; d. h.
21 - 1 z 2. (23)
Aus (22) und (23) folgt nunmehr fiir m 2 2:
m 2 m-1 2 m=-1 .
A m _qy 2 m__m (m=]
Joandig. T aen iy T 2200,

also sogar eine kleine Versch&rgung von (21). - Fir m = 1 liefert
bereits (22) das Gewiinschte.

Aufgabe 16
Wir bezeichnen die Schiiler mit den Zahlen 1, 2, 3, ..., 16. Ins-
gesamt gibt es (13) Paare von Schiiler; (12) = 120. An jedem Tag
arbeiten 4 . (2) = 24 Schiilerpaare zusammen. Falls es eine Anord-
nung gibt, die das Verlangte leistet, kommt jedes Paar (i, j),
1%41<3j% 16, genau einmal vor.
0. B. d. A. arbeiten am ersten Tag folgende Gruppen (zeilenweise):

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16
Da jedes Paar genau einmal auftritt, miissen die 4 Zahlen jeder
Zeile jetzt in verschiedenen Zeilen auftreten. Die folgenden Tage
haben Anordnungen von der Struktur (o. B. d. A.)

1 a e k

2 b £ 1
3 c g m
4 d h n ,

wobei (a, b, ¢, d) eine Permutation von {5, 6, 7, 8} i
(e, £, g, h) eine Permutation von {9, 10, 11, 12} und
(k, 1, m, n) eine Permutation von {13, 14, 15, 16} ist.
Durch geschicktes Probieren erhdlt man z. B. folgende Anordnungen:
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2. Tag 15 9133, Tag 16 11 16 4. Tag 1 7 12 14 5. Tag 1 8 10 15

2 6 10 14 2512 15 281113 27 916
371115 38 914 3510 16 361213
4812 16 47 10 13 46 915 4511 14.

Es kann nun leicht verifiziert werden, daB die Anordnung tats#ch-
lich die gewlinschten Eigenschaften hat.

Interessanterweise sei bemerkt, daB man jede andere Anordnung, die
man finden kann, durch eine geeignete Permutation der Elemente

1, 2, ..., 16 in die oben angegebene iberfilhren kann.

Zur Scnderaufgabe aus Heft 7

Zu dieser Aufgabe gingen L8sungen von den drei Schiilern
Bodo Heise, Klasse 10, EOS "F. J. Curie", G¥rlitz,
Jirgen Grifenstein, Klasse 11, EOS "M. A. Nex8", Dresden und
Torsten Siebert, Klasse 11, EOS "F. J. Curie", G8rlitz
ein, die s#mtlich richtig waren.
In allen FHllen wurde versucht, von e* (ableitungszyklisch vom
Grade 1) ausgehend ein Beispiel zu finden. Die Schiiler Gr&fenstein
und Siebert machten den Ansatz f£(x) = e Ax und fanden als notwen-
dige Bedingung A" = 1, L48t man auch komplexe A zu, so findet man
als Beispiel

T 27,

2
f1(x) - e(cos = * isin —E)x 5

Den Nachweis, das fi(x) ableitungszyklisch vom Grade n ist, iber-
lassen wir dem Leser.
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Diese L8sung setzt jedoch eine Kenntnis der Analysis im Komplexen
voraus. Der Schiller Grifenstein gewann aber aus fi(x) auch eine
reellwertige Funktion fz(x) mit geforderter Eigenschaft, indem er
den Realteil von fl(x) (analog natiirlich auch Imagindrteil) be-
trachtete:

(cos 2—xi:-)x . 27

fy(x) = e cos ((sin ——)x).

Eine sehr einfache und eindrucksvolle Funktion £3(x) gab Bodo
Heise an:

e i
f3(x) = xn
;;; (in) !

Diese Reihe konvergiert fiir jedes reelle x wegen

1 £,00) S o 0 a
: 3 — Am T o
2. {sk} mit
k i lin
i=o

n.

k
i
ist eine monoton wachsende Folge, die durch E ; l%%— < eIx
i=o
beschrénkt ist.
Folglich konvergiert f3(x) in jedem abgeschlossenen Intervall
gleichmdgig und £3(x) kann gliedweise differenziert werden usw.
Die Konvergenzbegriindung war bei Bodo Heise leider nicht ganz
ausreichend. Offenbar ist nun f(n) (x) = £, (x) ftir alle x und
£360) = 1, £ (o) = o fur k = 3 2, ..., a1, a. h. £50x) st
tatsdchlich ableitungszyklisch vom Grade n.
Die Schiiler erhielten Anerkennungsschreiben.
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Sonderaufgabe

Zu einer Beratung treffen sich n Mathematiker (n > 2), wobei je-
der mit hochstens % - 1 anderen bekannt ist. (Alle Bekanntschaf-
ten seien gegenseitig.) Man zeige: Es kdnnen alle so an einem
runden Tisch Platz nehmen, daB nicht zwei miteinander bekannte
Personen nebeneinander sitzen.

Aufgaben

Aufgabe 1
Man zeige, daB fiir ein beliebiges Viereck ABCD die Ungleichung

|ABI.ICDI + IBCI.IADI > IBDI.IACI gilt.

Hinweis: Man benutze zwei Hilfspunkte E und F, wobei E Schnitt-
punkt z. B. des Umkreises von AABD mit 3% und F ein gewisser
Punkt auf 8,5 ist, ferner beachte man die Dreiecksungleichung.

Aufgabe 2
Es sei ein konvexes n-Eck gegeben (n 2 6), bei dem keine drei

Diagonalen durch genau einen inneren Punkt des Vielecks gehen.

Man bestimme die Anzshl aller Dreiecke ABC mit folgender Eigen-
schaft: A, B, C sind Eckpunkte des n-Ecks oder Schnittpunkte von
Diagonalen im Innern des Vielecks, und es liegen A und B, B und
C bzw., A und C auf genau einer Diagonale oder Seite des n-Ecks,

Aufgabe 3
Die 28 Schiiler einer Klasse gehen an jedem So‘hultag in einer vom

Lehrer neuzusammengestellten Zwelerreihe zum Essen.

Man zeige: Der Lehrer kann die Zweierreihen so bilden, da8 im
Laufe eines 27 Schultage umfassenden Monats jeder Schiiler einmal
neben jedem anderen gegangen ist.

Aufgabe 4
Man beweise, daB%fiir alle natiirlichen Zahlen n 2 1 und alle

reellen Zahlen 9, 0 S Y £ 7 die Ungleichung



sin® + sin 2% + ... + 8in n®P + 12 sin (n+1) ¥ 2 0
gilt,
Wann tritt Gleichheit ein?

Aufgabe 5

Bei einem Schachturnier mit 3n Téilnehmern sind genau 3n + 1
Spiele ausgetragen.

Man zeige, daB es vier (paarweise verschiedene) Teilnehmer A, B,
C und D gibt, wobel A und B, B und C und C und D bereits mitein-
ander gespielt haben.

Aufgabe 6

Man konstruiere ein Dreieck, von dem gegeben sind:

ho ~ Hohe auf der Seite c,

8, - Seitenhalbierende zur Seite ¢ und

W, - Winkelhalbierende des der Seite ¢ gegeniiberliegenden
Winkels.

Aufgabe 7

E1f Mitglieder einer Kommission sollen Zutritt zu einem Safe
haben.

Welches ist die kleinste Zahl von Schldssern, mit denen der Safe
ausgestattet sein mu3, so daB je sechs, aber keine fiinf Mitgiie-
der der Kommission den Safe 6ffnen konnen,

Man ermittle ferner, in welcher Weise die Schliissel in diesem
Fall verteilt sein kdnnen.

Aufgabe 8

Es sei f(x) im Intervall a 4 x £ b positiv und beschrénkt.
Man beweise, daB es in diesem Intervall zwei Zahlen Xq3 Xp gibt,
fiir die

- x,) . £2(x,)

(xz—r}x—z"——>%(b-a) f(a).

(0. Reutter: Elemente der Mathematik)



Aufgabe 9

o (n) bezeichne die Summe aller Teiler von n. Ist n eine gerade
Zahl, so gilt ¢ (o'(n)) = 2.n genau dann, wenn n die Form o
hat, wobel 271 _ 4 eine Primzahl ist.

(D. Saryanarayana: Elemente der Mathematik)

Aufgabe 10

Unter r + 1 positiven ganzen Zahlen, in deren Primfaktoren-
zerlegungen insgesamt htchstens r verschiedene Primzahlen auf-
treten, gibt es eine Menge von Zahlen, deren Produkt gleich dem
Quadrat einer ganzen Zahl ist.

(Mathematical Spectrum)

Aufgabe 11

Wir betrachten ein m x n-Gitter, d. h. ein Gitter aus m Zeilen
(Waagerethte) und n Spalten (Senkrechte). Die Gitterpunkte mbgen
blau oder rot gefédrbt sein,

Man zeige, daB es fiir ein festes s (0 6.8 £ m) gewisse 8 Zeilen
gibt, in denen

Spalten auftreten, deren sémtliche Gitterpunkte jeweils rot oder
Ylau gefdérbt sind. Dabei bedeuten [x] bzw. ] x[ die griBte ganze
Zahl kleiner gleich x bzw. die kleinste ganze Zahl groBer
gleich x.

Aufgabe 12

Sel g (n,r) die Anzahl der méglichen Verteilungen der Zahlen von
1 bie n auf r Zeilen, so daB jede Zeile mindestens eine Zahl,
aber keine mehr als m aufeinanderfolgende Zahlen enthélt (die
‘noihanfelge der Zeilen spielt keine Rolle).

Man zeige fiir m < n:

m
gu(n,r) = Z [gm(n-i. r-1) + (r-1).g;(n-1, r)]
i=1



Man zeige weiter, daB die Anzahl f(n) der mdglichen Verteilungen
der Zahlen von 1 bis n auf zwei Zeilen, so daB jede Zeile htch-
stens zweli aufeinanderfolgende Zahlen enthélt, die Fibouacci-
Zahlen liefert, d. h.

f(n) = £(n-1) + f£(n-2) (n>2)
£(1) =1, £(2) = 2.
Aufgabe 13
Sind x, y, 2z positive Zahlen mit
1+ed+dan,
so gilt

(x-1)(y-1)(z-1) Z 8.
(Mathematical Spectrum)

Aufgabe 14

Man zeige fiir alle reellen Zahlen Xy9 Xpy eeey Xps x, 2 1,
123 Ty oeey xn= 1s

T+X. n
i i §& XqeXpesoXy

Wann tritt Gleichheit ein?

Aufgabe 15
Es seien x,, X,, ..., X, reelle Zahlen mit 0 < xy 5% (1 =1, 2,

ssey M),
Man beweise die Ungleichung
Xy o Xp o ese o Koo (1-x1)(1-xL) eee (1-x,)

1
(xy + Xy + eee + x )0 ‘[(1-x1)+(1—x2)+ -r(1--xn):|n

Ferner zeige man, daB Gleichheit genau fiir X, = Xp = ee0 = X
eintritt,



Lésungen

Aufgabe 1
Wir zeigen zuerst, daB es ausreicht, die Ungleichung fiir kon-

vexe Vierecke zu beweisen. Sei ABCD ein konkaves Viereck, und
es liege C im Innern von AABD. 0.B.d.A. mbgen die Winkel

< ABD und < BDA spitz sein., Ist nun C' der zu C bez., der Gera-
den 8pp symmetrisch gelegene Punkt,

D
so ist offenbar ABC'D konvex, und es
gilt
o IBCI = IBC'l, ICDI = IC'DI, |AC'l > |ACI.
A Ist also die Ungleichung fiir ABC'D rich-
tig, so gilt sie auch fiir ABCD.
B

Wir betrachten nun das konvexe Viereck ABCD. Sei 0.B.d.A.
12 DABl + | xBCDI > 180°. Dann liegt C nicht auBerhalb des
Umkreises U von AABD. Sei E der von B verschiedene Schnitt-

D punkt von gpg mit U. (Es kann E = C sein.)
E Wir definieren den auf &,E gelegenen
Punkt F so, daB
% CDF = X BDA ist. (1)
A Jetzt gilt
4 A AFD ~ ABECD. (2)

Es ist némlich x FDA = x CDB (man beachte (1)) und
X DAF = x DAE = x DBE = . DBC nach dem Peripheriewinkelsatz.

Weiterhin gilt
/A ABD ~ AFCD, (3)

Es ist némlich x BDA ® x CDF (nach (1)) und die zweite Bezie-
hung & FCD = x ABD gilt fiir F = C nach dem Peripheriewinkel-
satz. Flir F ¥ C beweisen wir diese wie folgt:
Bs ist x CEF = XxBEA = xBDA = x CDF (Peripheriewinkelsatz
und (1)). Nach der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes ist dann
FCED ein Sehnenviereck und somit

4#FCD 2 xFED = X AED = x ABD (Peripheriewinkelsatz).



Aus (2) und (3) folgt

F| 1BC| |1FCI | ABI
IAF| _ 1BC - sl

und also

1BDI (1AFI + IFCI) = IBCIIADI + IABIICDI. Wegen IAF| + |FCI>IACI
gilt IBDIIACI £ |AB|ICDI + IBCII|ADI, womit die Behauptung bewie-
sen ist.

Aufgabe 2
Wir bezeichnen die Eckpunkte des n-Ecks mit A1, A2, ey An und

die Schnittpunkte von Diagonalen im Innern des Vielecks mit
P1""'Pr (r € ).Bs sei Ol: = { Ay eees A} . Es gibt genau
vier Typen von Dreiecken der gesuchten Art.

1._Typ: Alle Eckpunkte des Dreiecks sind aus Ol. Hiervon gibt es
offenbar genau (g) Stiick.

2. Typ: Genau zwei Eckpunkte des Dreiecks sind aus Ol. Sei o.B.d.A.
Aj A, by P; ein Dreieck dieses Typs. Dann
Ay mtge P; auf den Diagonalen A A; und Aph
liegen., Wir kdnnen so dem Dreieck A1A2Pi
eindeutig die Viererteilmenge
{A1. Ay, AJ, Ak} von O zuordnen. (Die Ein-
deutigkeit folgt daraus, daB Pi nur auf
zwel Diagonalen des n-Ecks liegt.)
A Umgekehrt entsprechen jeder Vierermenge
{A1, 4y, Aj, Ak} genau vier Dreiecke des 2. Typs, némlich
A AoPy, AZA;IP:L’ AjAkIP1 und A/ A, P;. Da es (2) Viererteilmengen

A2

von Ol gibt, existieren genau 4 . (2) Dreiecke des 2. Typs.

3. Typ: Genau ein Eckpunkt des Dreiecks ist aus Ol. Sei o.B.d.A.
A1P1PJ ein Dreieck dieses Typs. Pi und P;!

mtgen auf der Diagonalen AkAl liegen, des
weiteren seien IP1 und P, Punkte auf
A1Am bzw. A1%. Dem Dreieck A1P1Pj wird
also eindeutig eine Fiinferteilmenge
: {A‘l' Ao A, A, Al} von Ol zugeordnet.
Umgekehrt entsprechen jeder Fiinfermenge {A“ Ay A A, Al}
genau finf Dreiecke des 3. Typs, d. h., es gibt genau
5 . (?) Dreiecke des 3. Typs.




4,_Typ: Kein Eckpunkt des Dreiecks ist aus Ol . Sei o.B.d.A.
PiP Pk ein Dreieck dieses Typs. Aus der
Skizze ersehe man, auf welchen Diagonalen
Pi, P, und Pk liegen. Man kann somit dem
Dreieck PiPsPp eindeutig die Sechserte.l-

A,  menge {Am, A Ags gy Ags Ar} von O
zuordnen. Umgekehrt entspricht jeder Sech-
serteilmenge (A, «-e» Ar} genau ein
Dreieck des 4. Typs, d. h., es gibt genau
(161) Dreiecke des 4. Typs.

Die Anzahl von Dreiecken der in der Aufgabe angegebenen Art be-
trégt also (§) + 4 () +5 () + ().

Aufgabe 3

Wir beweisen die Behauptung allgemein fiir 2n Schiiler und 2n-1
Schultage. Mit Ausnahme z., B. des Klassenbesten denken wir uns
alle Schiiler in Form eines regelméBigen (2n-1)-Ecks aufgestellt.

Zu jeder Seite des (2n-1)-Ecks gibt es offenbar genau n-2 paral-
lele Diegonalen.

Die Seite und die dazu parallelen Diagorialen

enthalten alle Eckpunkte des (2n-1)-Ecks mit

Ausnahme eines einzigen. Die Zweierreihen

bilden wir nun wie folgt: Jeden Tag wiéhlen

wir eine neue Seite des (2n-1)-Ecks aus und

betrachten die n-2 dazugehdrenden parallelen

Diagonalen. Die Schiiler, welche Ecken entsprechen, die durch die-
se Seite bzw. Diagonale verbunden sind, mdgen nebeneinander ge-
hen, und der Klassenbeste wihlt sich als Partner denjenigen
Schiiler, der dem iibriggebliebenen Eckpunkt entspricht. Da jede
Diagonale des (2n-1)-Ecks zu genau einer Seite des (2n-1)-Ecks
parallel ist, geht so jeder Schiiler genau einmal neben Jjedem an-
deren.

Aufgabe 4 .
Die linke Seite der gegebenen Ungleichung kann in der Form
n n+1
% Z sin k¥ + Z sin kP
k=1 k=1



geschrieben werden.
Fir alle ¢, 0< P < 7, besteht die Identitét
B sin 3¢ . sin & ¢

. 2
Z sink $ = e ; ,

k=1

was auch leicht durch Induktion gezeigt werden kann.
Dann folgt fiir alle ¥, 0 <¥<7.

gin $ + sin 2% + ... + sin n? +% gin (n+1)?
’ _%<Sin%? . sin 551? sin “1"1? sin 2??)

sin % sin %

inn'”.'f‘
=% 2 i:r% (sin%? +51n2§g9’)
8

= sin® %’1? . cot §

Dieser Ausdruck ist sicher fiir alle ¥ € (0, ) nichtnegativ und
verschwindet genau fiir %l? =7m, m € G; also fiir
2m = n
f= U mt m=1,2,..., [2].

Fir = 0 und ¥ =7 gilt trivialerweise Gleichheit.

Aufgabe

Wir interpretieren die 3n Teilnehmer als Punkte By in einer Ebene
und verbinden zweil Punkte genau dann durch eine Kante, wenn die,
durch die Punkte reprédsentierten Teilnehmer bereits miteinander
gespielt haben. Auf diese Weise erhalten wir einen (schlichten
ungerichten) Graphen. Wir haben zu zeigen, daB dieser Graph einen
Weg t‘ier Lénge 4 besitzt, d. h.,daB es vier Punkte P11, Pia. P:l ’

P14' Pij * Pik fiir 1§ j < k£ 4, gibt, so daB die drei
Kanten P, P P, P P, P zum Graphen gehoren.
i‘l 12’ 12 13' 13 :I.4

Wir beweisen die Behauptung, indem wir die Klasse aller Graphen
mit 3n Punkten betrachten, die keinen Weg der Lénge 4 hat und
zeigen, daB die Anzahl der Kanten 3n nicht iibersteigt.

G bezeichnet einen beliebigen Graphen mit 3n Punkten, ohne Wege

10



der Lénge 4 und maximaler Anzahl von Kanten f(n). Da es nur end-
lich viele Graphen mit 3n Punkten gibt, ist die Existenz von G
gesichert.

Wir geben zuniéchst ein Beispiel fiir solch einen Graphen an, der
auBerdem sogar 3n Kanten hat:

B B PBn-1
61 H P3 Pe oo D P3n
P1 P4

3n-2
Also f(n) 2 3n.

Wir beweisen f(n) £ 3n (und damit £(n) = 3n) per Induktion.

1. n = 1, Klar.

2, n—>n+1. Sei G ein Graph mit 3n+3 Punkten, f(n+1) Kanter und
’ ohne Weg der Lénge 4.

Dann ist klar, daB G mindestens 3n+3 Kanten haben mu8. Dann gibt
es in G aber :sicher drei Punkte Pi ’ Pi 3 Pi ’

1>11t1’ P #Pq,sodsﬂ 3

mindestens die Kmtan P P und Pi Pi in G vorkommen.

1q o 2 7%
————————l
P P P
£, i, 5

(1) Existiert die Kante P; Py , dann ist keiner der Punkte
1
Pi ’ Piz, P:I. mit irgendeinem anderen Punkt durch eine Kante
1

verbunden, d. h., G enthdlt als isolierten Teilgraph das
Dreieck

(2) Existiert die Kante Pi." P13 nicht in G, so ist keiner die- .

ser beiden Punkte mit irgendeinem anderen Punkt verbunden.
Aber von P; ktnnen weitere Kanten ausgehen; sagen wir zu

den Punkten Pi » Pis. ooy P:I. s die paarweise verschieden
sind, Pij * Pik, 43 j<kSt, und untereinander durch

)



keine Kante verbunden sind. Die Punkte Pi . Piz, ooy IE':L
1 %

bilden dann einen isolierten Teilgraphen und formen einen
Stern

Ist t = 3, so ist G nicht maximal, denn die Kante P:I. Pi
1 72

kénnte zusitzlich eingefiihrt werden. Fiir t 2 4 &ndern wir
den Graphen G zu einem Graphen G' um, indem wir die drei Kan-
ten P11P12. PiZPiB' P12P14 streichen und die Kanten

P11P13, Pi‘Pi4 und P13P14 neu einfijhren. G' hat alle Eigen-
schaften von G, insbesondere die gleiche Anzahl der Kanten,

In beiden Fédllen kénnen wir also annehmen, daB G ein isolier-
tes Dreieck enthédlt. Der Restgraph mit 3n Punkten enthélt
natiirlich auch keinen Weg der Lénge 4, hat also hYchstens
f(n) = 3n Kanten., Mithin gilt fiir die Anzahl der Kanten
f(n+1) von G=

f(n+1) £ 3 + £(n) = 3(n+1).

Bemerkung:
1v Analog kann man das Problem fiir beliebige Punktzahl betrachten.

Der Induktionsschritt kann unverdndert ilbernommen werden. Die
Induktionsanfénge fiir Graphen mit einem bzw'. zwei Punkten sind
sofort klar, so daB man insgesamt erhélt:

n 3In n
n 3tn n-1

2. Man kann durch unsere Uberlegungen auch alle maximalen Graphem
charakterisieren. »
3ln: G besteht aus § isolierte Dreiecke.
2in: G besteht aus einem Stern und isolierte Dreiecke (wobei

wir die Graphen ¢ und s auch als Sterne bezeichnen).

12



Aufgabe 6

F

Die Schnittpunkte von ¢ mit h, bzw. w, bzw. s, seien E bzw. G
bzw. D. M bezeichne den Mittelpunkt des Umkreises. D ist dann
auch der FuBpunkt des Lotes von M auf c. Wir verléngern LA und
MD iiber G bzw. D und erhalten Schnittpunkte mit dem Umkreis.
Wir zeigen, daB diese Schnittpunkte identisch sind. Es sei F der
Schnittpunkt von MD mit dem Umkreis. Dann gilt wegen Symmetrie
AF = BF. Da Peripheriewinkel genau dann gleich gro8 sind, wenn
sie Winkel iiber gleiche Bdgen sind, folgt, daB x ACF = x BCF.
Also ist CF die Winkelhalbierende von x ACB, d. h. Wy = CF.

Zur KonstruKtion: Auf einer Geraden g wird der Punkt E fest-
gelegt. Uber die Senkrechte zu g in E 1léBt sich C konstruieren
und sodann G und D®. Man verléngert CG ilber G und konstruiert
die Senkrechte zu g in D, Der Schnittpunkt ist F. Da CF eine
Sehne vom Umkreis ist, liegt M auf der Mittelsenkrechten zu CF.
Andererseits liegt M auf DF. Somit erhalten wir M. CM ist der
Radius des Umkreises. Die Schnittpunkte des Umkreises mit g sind
A und B, Damit ist ABC konstruiert.

Die Konstruktion ist sicher immer eindeutig ausfiihrbar, wenn E,
G und D verschiedene Punkte sind, d. h. fir hc< W <B4

8ind mindestens zwei der Punkte gleich, so sind alle drei Punkte
identisch, d. h. h; = s, = Wy. Dann ist das Dreieck gleichschenk-
1ig, dooh ist es nicht eindeutig konstruierbar.

B Babei ist zu beachten, daB G zwischen E und D liegt.
13



Aufgabe 7
R bezeichne die Menge der Schldsser und mit Ki (L= 1, 2, seep

11) bezeichnen wir die Menge der Schldsser, die das i-te Mitglied
der Kommission aufzuschlieBen vermag.

Aus der Aufgabe folgt:

(1) Ki1u Kizu cee U K16 = R fiir alle 13 mit

1514 <12<...<16§11,

4
(2) Ky U Kizu sis uK15 = R fiir alle id mit

1
= =
1-i1<12<... <:|.5 M.
Fir jede 5-elementige Menge Ki ’ Kiz, esey Ki ’
1
15 i, <i,<...<ig = 11, existiert ein ¥%€R mit
vEK; UK U «.. UK;
¢ 11 12 15
Je zwei verschiedene dieser 5-elementigen Mengen liefern paar-

weise verschiedene [ € R und vy € R, denn ansonsten enthdlt
die Vereinigungsmenge, in die mindestens 6 der Ki eingehen, das

Element v, (= 72) nicht, was (1) widerspricht.
Also ist die Anzahl der Schldsser mindestens so groB8 wie die An-
zahl von 5-elementigen Teilmengen einer 11-elementigen Mengej;
also (1;) = 462,
Eine geeignete Verteilung konnen wir folgendemﬂen erzeugen:
I1, 12, T I462 seien die 462 paarweise verschiedenen 5-elemen-
tigen Teilmengen von {1, 2y wwiy 11} . Dann definieren wir fiir
i=1,2, ..., 462: i

i€ Kj fir j €14

1¢K fir j¢I,.

Aufgabe 8
Angenommen, die Behauptung wére nicht richtig, so wiirde fiir alle
X, X, mit a S x, Sb,as x2§ b gelten

(x5 - x,) fz(x1)

_f'(i;)——'ﬁ'} (b - a) £(a)
4 (x, -x) . £2(x,)
also f(x,) 2 (bz- a)1. T(a) . e

14



Betrachten wir nun die Folge, die definiert ist durch

a+b b-a
01=T, ck=ck_1+—2k— (ks = 1)
Fiir alle k 2 1 gilt zundchst a = o) S b, Weiter werden wir mit
vollsténdiger Induktion iiber k zeigen, daB
£(c,) & 2K . £(a) &)

gilt. Dazu widhlen wir zunéchst X, =8y X, = e, und erhalten
wegen (1): 5

b -a

4 (—2—) £°(a) -
>
f(c,‘) il ¢ =y o 2 -y i 2, f(a).

Setzen wir nun Xy = Cps Xp = Xy, in (1) und wenden die Induk-
tionsvoraussetzung an, so erhalten wir

2 k 2
o 9z ko) o) L 4 0 -0 [2% . 2a)]

k] (b - a) . £(a) 2X*T (b - a) . f(a)
=25 | £(a).

Das widerspricht aber der Beschrénktheit der Funktion f£(x) und
wir erhalten die Richtigkeit der Behauptung.

Aufgabe 9

Sei zunéichst n = 2¥ und 2™*! - 1 eine Primzahl. Dann ist

o

4 E ) 2o (@™ 2 ) 2 2™ Lo, g,
i=0

Sei nun n eine gerade Zahl mit & ( ¢'(n)) = 2 n. Wir schreiben

6 (o)

ns=2°Y, g, wo r 2 1 ist und g eine ungerade Zahl. Wir erhalten:
b ol
o (o) = a(a(2F . g) = o (= 2l o) =a(2™'-1) o (a)
@ 1=
Nehmen wir nun g >1 an, so sind (2™ - 1) o (g), o(g), 1

verschiedene Teiler von (2¥%' - 1) , & (g) und wegen ¢ (g) > g
erhalten wir:

2™ g =g(om) E(2 S ) d(g) + dlg) +1 =

= 2¥ | c(g) +1 > 281 Bl
Folglich muB g = 1 sein und wir erhalten die Bedingung:
g (2" - 1) = 27,

die aber nur fiir 271 _ 1 Primzahl erfiillt ist.

Damit ist die Behauptung bewiesen. 15



Aufgabe 10

Seien 81y eeey B, die ganzen Zahlen sowie Pqs eeey Pp die Prim-
zahlen und
o6 o o
i, i, i,
a; = p, . Py o eve o Py (1«1i€r+1)

wobei mi y eeey OOy nichtnegative ganze Zahlen sind.
Das Produkt gewisser dieser Zshlen l&dB8t sich dann darstellen als
Ay A2 A H1 B2 Br
8y . 8y N =P, - Py « eee o Py
wobei die }‘:L gleich O oder 1 sind und
By = }\,10413 +oaee + Aoy 11,5 (1« j<«r).
Nu.n‘gilt die Behauptung offenbar genau dann, wenn es 7\.16 {0, 1}
so gibt, das mindestens eines von ihnen verschieden von Null ist
und die u; gerade sind. Das ist aber &quivalent zu der Tatsache,
daB es )»1, sty }‘r+1 gibt, die die Zahlenkongruenz

Oqq X g+ X g+ eee +@piq 1 X pp

= 0 (mod 2)
_ M
®yg X g + ®ppX ;o + eee + & X = 0 (mod 2)

r+1,r r+1

16sen und fiir die )"1 € {0, 1} gilt sowie eines der )‘1 von
Null verschieden ist. DaB dies aber stets mdglich ist, zeigen
folgende Uberlegungen.

Wir werden (1) in ein System von Kongruenzen mit gleicher Lb-
sungsmenge {iberfilhren. Dazu numerieren wir die Kongruenzen von

1 bis r von oben nach unten durch. Zunéichst ltsen wir die erste
Kongruenz nach einer Variablen mit ungeraden Koeffizienten auf
und eliminieren diese Variable aus allen anderen Kongruenzen.
Gibt es keine Variable mit einem ungeraden Koeffizienten in dieser
Kongruenz, wenden wir uns der niéchsten zu., Dieses Verfahren wen-
den wir nun auf die Kongruenzen 2 bis r-1 an (die durch des bis-
herige Verfahren eventuell bereits veréndert wurden). Das so ent-
standene System (1') von Kongruenzen hat offenbar die gleiche Lb-
sung wie (1) und asuBerdem folgende Eigenschaft: Gibt es in der
k-ten Kongruenz von (1') einen ungeraden Koeffizienten, so gibt
es eine Variable, die in dieser Kongruenz einen ungeraden Koeffi-
zienten hat, aber in keiner l-ten Kongruenz auftritt (1>k).

16



Nun kdnnen wir bez. der k-ten Kongruenz folgende Fédlle unter-

soheiden:

Fall 1: Es gibt htchstens eine Variable, die in der k-ten Kongru-
enz einen ungeraden Koeffizienten hat, in allen anderen
1-ten Kongruenzen (1 > k) aber einen geraden.

Fall 2: Es gibt mehr als eine Variable mit dieser Eigenschaft.

Wir werden nun ein Losungstupel (7»1, seis }‘r+1) von (1') an-
gehen mit der Eigenschaft A i € {O. 1} fiir i = 1, «.., r+1 und
Kj = 1 fiir eines der 7\.1. Dabei gehen wir von der r-ten Kon-
gruenz aus und bestimmen die freien Variablen so, daB die Kongru-
enzen richtig geldst werden.

Tritt dabei fiir jede der r-Kongruenzen Fall 1 ein, so wird durch
jede Kongruenz asuch htchstens eine Variable festgelegt. Setzen
wir diese gleich Null, so haben wir bereits (1') geldst. Die
iibrigen Variablen kinnen beliebige Werte annehmen. Da wir aber
bisher hdchstens r Variable bestimmt haben, gibt es mindestens
ein A, (j € {1, Seess r+1}), das wir 1 setzen konnen.

Gibt es nun ein k, fiir das Fall 2 eintritt, so kdnnen wir zu-
néchst alle Variablen, die durch l-ten Kongruenzen (1 > k) be-
stimmt werden, gleich Null setzen und l6sen diese Kongruenzen
richtig. Zwei der Variablen mit ungeradem Koeffizienten in der
k-ten Kongruenz setzen wir nun Eins, die restlichen Null. Nun’
gibt es aufgrund der angefiihrten Eigenschaft von (1') in jeder
1-ten Kongruenz (1 < k) entweder gar keine Variable mit ungeradem
Koeffizienten oder eine, die auf keinen Fall durch die nach-
folgenden Kongruenzen bestimmt ist. Im ersten Fall hat diese Kon-
gruenz keinen EinfluB auf die Losung. Im zweiten Fall wihlt man
die oder eine der noch nicht bestimmten Variablen mit ungeradem
Koeffizienten so, daB die Kongruenz aufgeht.

Damit haben wir aber in jedem Fall eine solche geforderte Losung
gefunden und es gilt die Behauptung.

Aufgabe 11
In jeder der Spalten gibt es k blaue und m-k rote Gitterpunkte,

wo k € {0, Ve m} ist. Dann gibt es aber

k m-k

&+ "5
werschiedene Teilspalten der Lénge s mit jeweils Punkten nur
fpiner Farbe. Betrachten wir fiir k = 0, ..., m:



o = (B + (*g9
so gilt:

8 § Sl ‘i’(m;k) - (m-;’m)) H (k:) - (1;)
= M‘—"—;—M ((m—k)-(m-k-a)) ]
k.;.;;;ET_iE:EIZl (k+1 - (k+1-3))

(m-k-1) « ¢.. o (m-k-8+1) Sk o o0 o (k-5+2)

m-k-1 § k

1119

Flr k S ﬂ;— wird demnach &, 2 8y, und

filr k 2 Eil erhalten wir a < & ..

Damit wird aber fiir k = 0, 1, e.., m: 8 =& bzw,

(0 02):(3) (- B). (). (1),

es aber mindestens

- (&) (1)

Teilspalten der Lénge s, deren Gitterpunkte gleichgefirbt sind.
Jede dieser Spalten kommt in einem 8 x n Gitter mit gewissen s
Zeilen des m x n Gitters vor. Offenbar gibt es aber (':) Méglich-
keiten der Auswahl von 8 aus m Zeilen. Demnach muf es eine
Menge von s Zeilen geben, in der

m m
([z]) . (130
s s
m
()
die Teilspalten der Liénge s auftreten, die gleichfarbige Gitter-

punkte enthalten, womit die Behauptung nachgewiesen ist.

Dann

w

n .

Aufgabe 12

Fiir eine Verteilung, die bei gn (n,r) mitgezdhlt wird, gilt be-
ziiglich der Zahl n genau einer der folgenden Fdlle:

- n tritt in einer Zeile auf, die nicht n-1 enthalt
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- n tritt in einer Zeile mit n-1 auf, die aber nicht n-2 enthélt
- n tritt in einer Zeile mit n-1, n-2 auf, die aber nicht n-3
enthélt

- n tritt in einer Zeile mit n-1, n-2, ..., n-m+1 auf, die aber
nicht n-m enthélt.

Sei a(n,i) die Anzahl, so daB eine Zeile die Zahlen n, n-1, ...,

n - i+1 enthdlt, aber nicht n-i.

Enthédlt die Zeile mit n, n-1, ..., n - i+1 keine weitere Zahl,

8o sind die restlichen n-i Zahlen auf die iibrigen r-1 Zeilen zu

verteilen. Die Anzahl der Moglichkeiten ist aber gm(n-i, r-1).

Soll noch eine weitere Zahl in der Zeile, die n, n-1, ...,

n - i+1 enthédlt, vorkommen, so sind die restlichen n-i Zshlen
auf r Zeilen zu verteilen. Nun kdnnen n, n-1, ..., n - i+1 in
Jeder der r Zeilen auftreten, auBer in der, die die Zahl n-i ent-
hélt. Es gibt in diesem Fall also (r-1) . gm(n-i, r) Moglichkei-
ten., Wir erhalten fiir i = 1, ..., m:

a (n, 1) = gm(n-i, r-1) + (r-1) &n (n-i, r).

Hieraus ergibt sich aber wegen

m
gp(n, 1) = :E: a (n,1)
i=1

die Rekursionsformel.
Es ist offenbar

f(n) = g,(n, 1) + g5(n, 2).
Fiir n > 2 ist weiter 8 (n,1) = 0 und wegen der Rekursionsformel
gilt:

Sz(n, 2) = Sz(n-1. 1) + Sz(n—1. 2) + gz(n-2, 1% gz(n—z,z)

Fiir n > 4 wird folglich:

f(n) = £(n-1) + £(n-2).

Wegen g,(2, 2) = g,(2, 1) = g5(1, 1) = 1 und g,(1, 2) = 0 wird

£(4) = £(3) + 2

£(3) = 3.
Da nun f(1) = 1 und £(2) = 2 sind, was sofort aus der Definition
von f(n) folgt, ergibt sich auch die zweite Behauptung.



Aufgabe 13
Fiir positive Zehlen x, y gilt:

.1z
y"'x 2
Folglich sind:
(x+y+2) -;?+13,-+% =3+§+¥+%+;+%+-§39

und gufgrund der Voraussetzung
(x+y+12) 9.
Andererseits gilt:
Xy + Yz + X2 = XyZ.
und wir erhalten durch Ausmultiplizieren

(x-1)(y-1)(z=1) =x+y +2z-128.

Aufgabe 14
Wir beweisen die Ungleichung mittels Induktion; und zwar bewei-
sen wir die Behauptung fiir n = 25, 8 =1, 2, ¢es, und dann fiir
n—n-1.
1. n =2 Dann ist
("/X1—x?2-1) (';/;1 -1/;2) 22 0, wobei Gleichheit genau
fiir X, = X, eintritt. ‘

Weiter folgt

2Yxxp + xYxyx, + xz'}/'x,l—xgi- X, + Xy + 2,3y,
14X, +x Ey + XE X, + 14X HEE, 4 XX, 2 242x, +2X,+2X Xy,
‘E;:Vﬂ_xé) (1+x2) ¥ (1+‘}’x1_xz)(_1+x1) 22 (1+x1)(1+x2)

1 * 1 >

2
—_,
1+x1 1+x2 1+ ﬁ.lxz

wobei Gleichheit genau fiir X, =X, gilt.

2. n—>2n, n=2% 2n= 28*1 . Nach Induktionsvoraussetzung und

n N n
>
wegen Vx1x2... x, 21, 7’114-1' Xp4pe o+ «Xpp ® 1 nach

dem Fall n = 2 erhalten wir
2n

p S Zw—i

n n
+ -
i=1 i i=n+1 YR R ¥om
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(1-0- |/x1...xn 1+ l/xn+1°"x2n

nw

n

2
n
1+-VB'/x1 eeeXy . —l/xnﬂ e oXpy
> 2n

1+ ZILI/X1XZ eee in

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn Xy =Xy = oo =X, und
Xpgq = o0e = Xy (nach Induktionsvoraussetzung) und

n _n _
—Vx1x2...xn = —Vxn+1xn+2...x2n (Fall n = 2) ist, d. h.
X, =Xy = eee =Xy

3. n—>n-1, Wir fixieren X, = X XpeeoXy oo Dann erhalten wir

nach 2.:

1

n-1 1 1

 —

E n-1
= Xy 1+ —I/x1...xn_1
n

5‘/ n-1——
R T e (T

woraus unmittelbar die Behauptuﬁ’g folgt.

2

uv

Bemerkung:
Durch elegante Kombination von 2. und 3. l&Bt sich auch ein In-

duktionsschritt n—>n+1 durchfilhren: Es sei der Einfachheit
halber

n+1
g = |/ L PI

Dann gilt
n+1 n
LI - i =Z ) (SR, $omde § e &l
= 1y 148 3 1exg texg 1+g 1+g

\
=]

n
= +
n-1
fii nl/x.lxz...xn 1 +'E/xn+1 g
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2 2n = —20 -
2n n-1 2n [ n+1 n-1
1+ XyXpeesXy 18 1+ gn . B

=T E :
woraus unmittelbar die Behauptung folgt.

Aufgabe 15
Wir beweisen zunédchst folgenden
Hilfssatz: Es sel n eine natiirliche Zahl, n 2 1, a und b seien
positive reelle Zahlen mit a = g. b s 121.
Dann gilt
a . b s _(n-2a) (n-b) .
( 2 2n -a-b]

a + b) [
Gleichheit tritt genau fiir a = b ein,
Beweis des Hilfesatzes:
Es gilt n?(a - b)2 Zn (a+b) (a- b)2, 1)

n252 + np2 2

bn + 2ab?n 2 2abn? + a’n + bn + abn + abzn,
(nz-an-bn+ab) (e.2+2ab+b2) 2 ab (4n2-4an-4bn+2ab+52+b2)

(n-a) (n-b) (a+b)2 2 ab (2n-a-b)2, (2)

+ 2a

Genau fiir a = b tritt in (1) und (2) Gleichheit ein, da fiir
a+b (1) in n2a + b iibergeht und hier nur fiir
a =D =4 Gleichheit eintritt. Q.e.d.
Wir beweisen nunmehr die allgemeine Ungleichung.
Wir benutzen vollsténdige Induktion und zeigen die Behauptung
zunéchst fiir n = 2%, s = 1, 2, ...
1. n = 2 (s=1). Die Behauptung folgt aus dem Hilfssatz

fiir n = 1,
2. n—2n (s—>8+1). Nach Induktionsvoraussetzung haben wir

x1 . xz.... . xh
(1-x1)(1-x2)...(1-x2n)

.ﬁ.xz.....xn _fnﬂ"‘mz""'ﬁn
(1-x) (1=xp) ..o (1-x) (=X 9 (V=X 0) e e (1-25)
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n n
& (xy + X5 + o0 +x) (x4 + Xpip + eee + X5)

n n
(u-x1-x2— ees =X;) (n-xnﬂ = Xpyp T eee = Xpp)
n 2n
n
Qlx) O xp
s 1=1 —l=n+1
. A 2n
@) %) m->  x)
i=1 i=n4+1
n 2n
und nach dem Hilfssatz fiir a = Z Xy und b = Xy
' i=1 i=n+1

21 . 12 ¢ see xzn

(Xn:"i *Zan 2%Y
= n = 2n

s
(1x,) (1=x,) (1-x5) @n-) x - > 5P
i=1 i=n+1 /
2y 2n
Z *1
s(i=1
e
en 'Z Xy
i=1

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn
a b
X=Xy = oo mx) =5, Tneq = Xppp = eee = Xy = 7 (Induk-

tionsvoraussetzung) und a = b (Hilfssatz), also
x, = "2 = ees = Xp gilt.

3. n—>n-1. Wir wihlen

n-1
il .
*n = &7 .
i=1
Dann gilts
n-1
1
Ty o Xp e eeo o X hol 2 x,)
i=1
n-1 - =
(x1+x2+...+xn_1+ﬁ- x)

i=1q
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n-1
(%) (1) oev (1oxy_y) (ﬁ 2 (1-11))

s i=1
n-1 n
l:('l-x1)+(1-x2)+...+(1-xn_1) N (1—xiE|
i=1
n-1
1
XyeXge eee oXp 4 o FoT (Z xi)
i=1 <
n n
(,Tf—.'-) (x1 + Xyt eee + Xy gy
n-1
(1=x) (=)o ven (o ) A (S (1-xi§
< i=1

GRo® (%) + o) + ee + (1oxy ) B

und die Behauptung folgt, auch bez. Gleichheit, unmittelbar.
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Sonderaufgabe

M8ge jeder von n Schiilern einen den anderen Schiilern unbekannten
Sachverhalt kennen. Es finden nacheinander Konferenzgespréche

Eqr Eypenn By
flir jeweils k 2 2 Schiiler statt. In jedem dieser Gesprédche findet
ein vollstdndiger Informationsaustausch statt. Dabei sei
15ns kz. Bezeichne f (n,k) die minimale Anzahl der Gespréche,
die ndtig sind, damit jeder der n Schiiler jeden der unter ihnen
bekannten Sachverhalte kennt. Man beweise

g = [p=K] + HE
wobei [x] die kleinste ganze Zahl z bezeichnet, fiir die x £ 2z
gilt.

Aufgaben

Aufgabe 1

Gegeben ist die Folge a,n= 1524305 0505 L a) = a, = 1 und
B =187 a; - a . .

Man beweise, daB alle Zahlen San = 1 Quadratzahlen sind.
(Heft 8, Aufgabe 4; hier mit anderen L&sungen)

Aufgabe 2
Die 6 Ecken eines reguliren Oktaeders mit den Kantenlingen 1 sollen

durch ein zusammenh#ngendes Netz N aus neun Strecken verbunden wer-
den, wobei N folgende Eigenschaften haben soll:
1. Jede Ecke des Oktaeders ist Eckpunkt genau einer Strecke von N.
2. a) Jeder Endpunkt E einer Strecke von N, der nicht Eckpunkt
des Oktaeders ist, ist Eckpunkt von genau drei Strecken
aus N.
2. b) Je zwei dieser Strecken treffen sich in E unter einem Winkel
von 120°.



Man finde zwei zueinander inkongruente Netze der verlangten Art,
berechne jeweils deren Gesamtlidnge und vergleiche diese der Gr&Be
nach.

(Aufgabe von Prof. Pirl)

Aufgabe 3
Es gelte fiir alle reellen x und y die Beziehung
f(x+y) = £(x) . g(y) + g(x) . £(y). (1)

Untersuchen Sie, welche der folgenden Aussagen wahr bzw. falsch
sind:
a) f ist periodisch genau dann, wenn g periodisch ist,
b) f ist periodisch, wenn g periodisch ist,
c) g ist periodisch, wenn f periodisch ist.
Man ersetze (1) durch

f(x+y) = £(x) £(y) - g(x) g(y) (2)
und untersuche fiir (2) ebenfalls a), b) und c).

Aufgabe 4
Man bestimme alle reellen stetigen Funktionen g,f1,f2,f3, fir die

alle reellen x,y,Z

g(x+y+z) = f1(x) + fz(y) + fa(z) (3)
gilt. Man verallgemeinere die Aufgabenstellung und 18se auch die
verallgemeinerte Aufgabenstellung.

Aufgabe 5
Man bestimme alle reellen Polynome P(x) mit folgenden Eigenschaften:

dividiert man P(x) durch seine Ableitung P'(x), so ist der Quotient
erneut ein Polynom.
(Zentraler Korrespondenzzirkel 1980)

Aufgabe 6
Man beweise die Ungleichung

n 2
&1[§?< n” + 3n + 4 (4)
/ ;;; 3

(Zentraler Korrespondenzzirkel 1980)




Aufgabe 7
Man berechne die Ausdriicke

A : = sin? 19° + sin? 2

41° . sin® 19° + sin? 41°
und
2

B : = cos? 74° + cos? 74° . cos® 46° + cos2

46°.

(Zentraler Korrespondenzzirkel 1980)

Aufgabe 8
Man beweise folgenden Satz: Keine Primzahl P > 2 ist als Summe

von p - 1 (p-1)-ten Potenzen rationaler Zahlen darstellbar.
(Aufgabe von Prof. Pirl)

Aufgabe 9
Man ermittle alle Ldsungen von 2k + 1 = 5" im Bereich der natiir-
lichen Zahlen.

Aufgabe 10
Man bestimme alle nichtnegativen ganzzahligen L¥sungen (n1,n2,

...,n14) von n.l4 #* nz4 Fteeet ng, o= 1599.

Zwei Idsungen (n1,...,n14) und (n;,...,n;q), die sich nur durch
die Reihenfolge der Koordinaten unterscheiden, sollen als gleich
gelten.

(8. USA- Olympiade)

Aufgabe 11

M;n kann den Mantel gewisser FuBbdlle als Polyeder auffassen, des-
sen Seitenflichen regelmiBige Fiinf- bzw. Sechsecke sind. Jeder Eck-
punkt des Polyeders ist hierbei Eckpunkt genau zweier Sechsecke und
genau eines Filinfecks. Aus wieviel Fiinfecken bzw. Sechsecken ist der
FuBballmantel zusammengesetzt?

(Hinweis: FUr jedes Polyeder gilt nach der Eulerschen Formel

VvV -b+ f =2, wobei v die Anzahl der Ecken, b die Anzahl der Kan-
ten und f die Anzahl der Flichen des Polyeders ist.)

Aufgabe 12

Man beweise: Gibt es bei zehn Personen 34 Bekanntschaften, so exi-
stieren unter ihnen vier Personen, die sich alle gegenséitig ken-

nen. ("Bekanntschaften" bestehen nur gegenseitig zwischen je zwei

Personen.)



Aufgabe 13
Beweise oder widerlege: Fiir alle positiven rationalen Zahlen k

gibt es positive rationale Zahlen a,b,c, so daB ein Dreieck mit
den Seitenldngen a,b,c und der Fl&che k existiert.
(D. E. Daykin, Amer. Math. Monthly E 5499 (1967))

Aufgabe 14
Gegeben seien n nichtnegative reelle Zahlen XqoXgreno Xy Wir be-
trachten die n symmetrischen Funktionen

X
51!=

+x2 Fooet X

1 n

2
—Vx1x2 F R b KX R X X

(2

ceer

B = S B 5 5

43 r}) o gyt By SE g
1

TS Jy<dp<e--<i; ¥

n

Man beweise fiir alle Kqreoe Xy die Ungleichungskette

2 2 2 !
s, s, .. Eos )l



L¥sungen

Aufgabe 1
Die Schiiler A. Goede, E. Scholz und R. Wunderlich gaben folgende

I8sungen an. Wir beweisen durch vollst#ndige Funktionen

a’_z + a1 = 18 . a - 3,9 " 16. Flir i = 1 stimmt die Behauptung.
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt
a2, +16=a (18.a,, -a) = (18a; .1 = a;,,) . a,,,, also
ady +al, =18 Bjaq ¢ Byep = T6-
Es sei nun bi i = Saiz - 1 mit b1 = b2 = 2. Wir erhalten
5(a;2 + 2,2, "= 90a, a,,, - 80,
25 . aiz T T 5 (ai2 + aif_1) + 1= (Sai a9~ 9)2,
b2 . b2, = (58, a;+1 - 9)2
und fiir i > 1 b, . bi4=5. a; . a;,, - 9. Damit ist
324 + 36 . bi bi+1 = 180 . a; a.qr
5.18% . a2, - 180 . a a,,, +5a - 1=
324 . (52l - 1) + (522 - 1)- 36b;..b, ,
also 5 . (18a,,, - a)% - 1=(18.5b,,, - b2 =5.2a%, -1

und der Beweis ist gefiihrt.

Aufgabe 2
(Lésung nach B. KreuBler)

Wir konstruieren ein erstes Netz. In den Ebenen £ (ABCD) , £ (BFDE)
bzw. £ (AECF) finden wir Punkte Py P2 bzw. P3, die auf den Mittel-
senkrechten von AB, DF bzw. EC liegen und fiir die

¥ AP4B = & DP,F ¥ & EP,C = 120°
gilt. Nun liegen die Punkte Py Py, P3, S in einer Ebene (S sei
der Schwerpunkt) und es ist

¥ PSP, ¥ x  P,SPL ¥ & PSP, = 120°.
Dies folgt aus Symmetriegriinden oder durch eine Bewegung des Ok-
taeders in sich mit AB—=EC —=DF. Das damit beschriebene Netz er-
flillt die geforderten Bedingungen. Fiir seine Gesamtldnge gilt

s, =3. (AP, +BP, +B;5) =3 ( V34 1.



Es sei nun ¢ die Ebene durch E und F, die AD und BC in A' und B'
halbiert. Die Punkte Py und P2 in dieser Ebene werden so gewdhlt,
daB <« AP,D £ X BP,C = 120° ist. Wir betrachten die kongruenten
Dreiecke A'SF und B'SF, in denen P4 bzw. Py liegen. P‘1 wird so
konstruiert, da8 ¥ B'P,'F = x B'Py'S Y & SP,'F ist (analog
P‘).

Es gilt P1 € g (A' P ) und P‘ €g (B', P2). Wegen der Symmetrie
liegt S auf g(P',Pz) Nach dieser Konstruktion erfiillt das be-
schriebene Netz die Bedingungen. Fiir seine Gesamtlénge gilt

s, = 2(A‘P.; + SPi + FP.i + 2 AP1 = A'P1).
Nach dem Kosinussatz ist
1_5F2 + 782 +5F.pP8, 1= 2 L 782 4 PTAT . PTS
3™ P1F # P1S #* P1F . P.'S, 7 il P,iA' + .‘IS + P,;A' . P{S,
3 sl el 2 _ 1 _ 152
7 tha P.‘F + P;A' + .iF . P.il_i', PiA' = 3 P1F .

Aus diesen Bedingungen folgt unter Beriicksichtigung von

Pl:‘<—-l/3|

v’T VT

D F_l T, 1\/?
1 TR NT

Ferner g11t P, = % 3 und A'P; = g V3. Daraus ergibt sich

sy < 4,07, sy > 4,09; so daB sq > 58, ist.

‘I”I
W)

Aufgabe 3

Eine reellwertige Funktion f(x) heiBt genau dann periodisch, wenn
es eine reelle zahl p > O gibt, so daB f(x+p) = f(x) fir alle x
des Definitionébereiches D gilt.

Durch Angabe von Gegenbeispielen zeigen wir, da8 die Aussagen 1 b)’
und 1 ¢) und damit auch 1 a) falsch sind.

1b) Mit g = 1 und £ =x ist g nach Definition periodisch.

Es gilt f(x+y) = £(x)g(y) + g(x)£f(y) fir alle x, y € D, aber

f ist nicht periodisch.

1c) Mit £ = O und g = x2 ist f nach Definition periodisch und

es gilt (1) flir alle x, y € D. g ist aber nicht periodisch.

Durch ein Gegenbeispiel weisen wir nach, daB8 die Aussage 2b) und
damit auch die Aussage 2a) falsch sind.

Mit g = O und f = X ist g periodisch und (2) ist flir alle

X, y € D erfiillt. f ist aber nicht periodisch.

Die Aussage 2c) ist wahr.

8



Beweis: Es sei f mit p periodisch. Dann ist

E(x+y) = £(x)£(y)-g(x)g(y) = £(x+y+p) = £(x)£(y+p)-g(x)g(y+p)
= £(x)£(y)-g(x)g(y+p) und es folgt

g(x) [g(y) = g(y+p§] = 0. Damit gilt g==0 oder g hat die

Periode p (wobei g==O0 auch-mit p periodisch ist), d. h. g hat

die Periode p.

Bemerkung: Durch einfache Zusatzvoraussetzungen kann man den Wahr-
heitsgehalt der Aussagen leicht ver#ndern. Zum Beispielist die
Aussage 1c) wahr, wenn man f(x) # O voraussetzt.

Aufgdbe 4
Wir 18sen folgende verallgemeinerte Fragestellung:

Bestimmen Sie alle reellen stetigen Funktionen g, f1 ' fz, P
fn, flir die fiir alle reellen Xy (£ =1; 2, «vss N)

9 (5 x =§n £, (x,) (5) gilt
& i 1 1%y gt
i= x=1

FUr n = 3 erhalten wir die urspriingliche Aufgabenstellung.
Wir folgen einer Idee von B. KreuBler. Wir setzen X = X und
X = O (1 # k) und erhalten die n Gleichungen

glx) = £,x) + 2, £(0)  (6) (k=1,2, s.o,n).
i#k
Hieraus ergibt sich

n
£ .(x) = £,(x) + £(0) - £,(0) g(x) = £4(x) + 23 £, (0). (7)

Setzen wir dies in 5 ein, so folgt:

£, (é %) = é £ (xy) - (n=1) £,(0). (8)

Flir X3 =0 (i > k) folgt

f(é %) = ﬁ £i(x;) - (k=1) £, (0) (k=1,2, ..., n)
= i=1

und insbesondere f.l(x.| + Xy) = £,(xq) + £,(x5)" - £,00).
Induktiv ergibt sich hieraus:

k k
£,0 0 %) =2, £.(x,) - (k=-1) . £, (0) (9) £ir jedes
1 = i = 1 1 1
kEN, k > 1. Mit xi=1 fiir alle i folgt
£1(k) =Xk [£(1) - £,(0)] + £(0).



Mit x, = k' folgt aus (9) £,(1) = kf; (D) - (k-1) £,(0), also
1, _1 _
@ =1 [Ho - 50)] + 50
- 171 i ky 1y (k-
Fir x; = 17! (1 #0) ist £() =k £4(7) - (k=1) £,(0)
51 [f1(1) . (o)] + £,(0). Damit gilt fiir jedes rationale r
£,(x) =z Ef1(1) - f1(oZ| + £,(0).
(Fliir negative r folgt aus (9) f£,(r+r-r) = 2 £,(r) + £,(-r)-2£,(0),
also f1(—r) = -f1(r) + 2f1(0) )s
Sei - eine Folge rationaler Zahlen mit 1lim rn = a,

n-=oco
wobei a beliebig reell ist. Dann ist wegen der Stetigkeit von f1
f1(a) = n&}ﬂof1 (rn) - nilgorn E1(1)_f1 (Oﬂ + f1(0)

a [Ey(m-£,00)] + £400.
Mit (6) folgt:
f (x) =x £,(1) - £, (0) + £ (0) Gk 2 T4 2y swep B)e
und g(x) = x f1(1)-f1(0] +* EE: fi(O)'
i=1
Mit £,(1) <~ £, (0) = b und £ (0) = b, folgt

n
£,(x) = bx + b und g(x) = bx + E b, , wobei b, by, by, ..y by

beliebige reelle Zahlen sind: Durch die Probe bestdtigt sich, daBs
diese notwendigen Bedingungen auch hinreichend sind.

Bemerkungen:
1. hus Gleichung (7) kdnnte man durch die Substitution
hix) = f1(x) - f1(0) auch zur Jensenschen Gleichung

n n
h( %_1 ) %) = EE% h(x;) gelangen. Da mit f, auch h stetigist,

ergibt sich als einzige Ldsung h(x) = ax mit beliebigen reellen a.

2. F. Eisenhaber 18st anstelle (3) die Gleichung
n n

g3  agx; +b) =2 bif (x;) +B (3"
i=1 i=1

mit a; ., bi #0

Durch die Subsitutionen

¥y = oayxy + bn-1 und gi(yi) = bifi(xi) + Bn-‘I folgt

aus (3') die Gleichung (3).

3. H. Riicker gibt eine Verallgemeinerung unter Benutzung der Hamel
Basis. Er 1l4Bt die Stetigkeitsvoraussetzung fallen undermittelt

10



alle Ldsungen, d. h. auch die unstetigen.
Es leitet analog filir rationales r die Beziehung

g(r) =r E;U) - g(Oﬂ + ¢(0) her. Sei nun B eine Basis der reel-
len Zahlen.

Definition: Ist x € B, so wédhlen wir g(x) beliebig. Gilt x § B,
m

d. h., also x = bnrn mit bn € B und rationalen Zahlen I,r so ist

g(x) = g (é br) = % gl r) - (m-1)g(0)

Th 9(by) - g(0) + mg(0) -(m-1)g(0) =

n

[% i

[ste) - 00)] # g(0).

n

m
Sei nun x,y,z € P und x = E:q X bn, y = %E% snbn und
m

n
z, = ):1 tnbn.

Damit ist

= )=, [s0-s00)] + +Y sy [5tby)- g(o)] + Ve, Izg(bn)d—g(oa + g(0)

=g(x) +g(y) + g(z) - 2 g(0).
Damit sind alle Idsungen ermittélt.

i .
glx+y+z) = g [}:; (rp+s +t )b = 5:: (rp+s +t,) E(bn)—g(oﬂ + g(0)

Aufgabe 5

Es sei P(x) = {;‘; ay - x1 ein Polynom n-ten Grades (an #0, n E 1).

Es ist P'(x) = }f: iaj.xj'-1 und der Quotient ist ein Polynom n-(n-1)
i=1

= 1l.-ten Grades. Mit Q(x) = ax+b ist

n & n
P(x) - P'(x) QUx) = (ax+b) 3 a2 3 Eiaai % (i"”bam] "
= i=

wobei wir a = O setzen. Durch Koeffizientenvergleich folgt

n+1

a; = iaai + (i+1)bai fiir i = 0,1,...,n-1 und a, =naa,.

Ist b = 0, so folat ;; =0 fir alle i = 0,1,...,n-1... D:mit ist,
wie die Probe zeigt, P(x) = anxn eine Ldsung. O. B. ¢. A. sei

b # 0. Ist a, = O fiir ein j S n-1, so folgt a, = 0 fir alle i Z j,
d. h., P(x) ist nicht vom Grade n und damit night I...ésung. Sei nun

y # 0 fir alle i = 0,1,...,n. Nun ist nb = %f% al infolge der
141




1.
k n-1 n-2
Rekursionsformeln und damit (nb)~ = & — s wEE ¥
n. a (n-1)a
k a a
n.k n-k
= . Wir erhalten:
(n-k+1a_ _, 4 (:)an
n B s n
1 3 i . A n-k _ k _n=k _ n
= E_: ayxT =2, o oA, X =3 ( ) )(nb)"x = (x+nb)
n i=0 k=0 n k-0
a, 4. n
und da b = — ist, kommt P(x) = an(x + n —) als Ldsung in Be-
3 a4 a,
tracht.

Tatsichlich erfiillt das Polynom P(x) = (px+q)™ mit p # O wegen
P'(x) = np(px+q)n_1 die Aufgabenstellung, welches wir durch eine
Substitution erhalten.

Wir geben noch die L8sung von M. Hellmund wieder. Polynome sind im
Intervall (-oo, oo) stetige und differenzierbareFunktionen. Wir
fassen die gestellte Aufgabe als Differentialgleichung auf. Es ist

%;%%7 = ax + bmit a # 0 und damit p = %§ (ax + b). Nach Trennung
der Versinderlichen folgt % 2 gﬁ, also [ f—E und damit

% In lax + b| + C = 1n |p|. Hieraus folgt |p|? = |c,(ax+b)| und

weiter P(x) = <, (% + b)2. Dpa dies ein Polynom sein soll, ergibt

sich, daB a eine natlirliche Zahl ist und wir erhalten die obige

LSsung.

Eine weitere Variante stammt von J. Franke und J.-U. Milller.

Es sei Xy eine Nullstelle von P' (x). X, ist dann auch Nullstelle

von P(x), da ansonsten g‘?x) an der Stelle Xq eine Polstelle hitte.

Die Vielfachheit der Nullstelle X, von P'(x) sei k.

P(x) lasse sich darstellen als P(x) = (x—xo)n P1(x)<m1t P1(x°) #0

und n 21, n € N. Es folgt B'(x) = n(x-xy)" ' By (x) + (x-x0) "B (%)
=1

= (x—xo)n nP1(x) + (x—xo)P'(xﬂ und da nP1(xo) + (xo-xo)P'(xo)

=n P1(xo)# 0 ist, folgt k = n - 1. Es sei nun

Pr(x) = C (x-xp) ®1 (eexpp¥2. oL (xexp¥romie Z ky = ke

xj ist dann eine Nullstelle der Vielfachheit kj + 1 von P(x). Der

Grad von P(x) ist damit E (kj+1) = k+r. Andererseits,ist nach
j=1

12



den bekannten Ableitungsregeln der Grad von P(x) gleich k+1. Also
ist r = 1 und damit P'(x) = C(x-)nl)k und schlieBlich P(x) =
C.l(x-x.')k"'lI =Cy (x-x1)n. Tatsdchlich erfiillt dies Polynom auch
die Aufgabenstellung.

Aufgabe 6
Aus k = n folgt (k)X = (k') i also‘lf_‘x s —1/?1. Somit ist
n B n
¥ S k 1§Z( .Z} 4 = 1, ke _

n 2 2
adi Z (k+1) = B +43n—4<n +43n+4_

k=2

Fir die zweite Ungleichung wurde der Satz vom arithmetisch-geome-
trischen Mittel verwendet.

Eine andere Beweism8glichkeit liefert die vollstidndige Induktion.
Zundchst ist nach der Ungleichung vom arithmetisch- geometrischen
Mittel

n
j/;‘l_1+2+...+n=n

n

RN B

1 T T
Fir n = 2 ist V2 <3,5. Es gelte 5 p= 1/ ¢ln-h) 3=+
k=23

n n- n 112 -
pann ist 3 /%) ﬁ =5+ /A ——)j—)—(" 1) Zi3n=)d ol
k=2 k=2

_n2+3n+4
R s

Aufgabe 7
(L&sung nach R. Hortig)
Es ist A = (sin 19° + sin 4192 + (sin 41° sin 19° -1)2 - 1
= [sin (30° - 1% + sin (30° + 11°] 2 +
+ [sin (30° + 119) sin (30° + 11°) - 1] 2 -1
o _ ——
Bccs2.|.|o+[coszz 2c:c>s60 _1] 2 _,
= 1 (cos? 22° - 3 cos 22° + 0.
Analog folgt B =-} (cos2 28° - 3 cos 28° + ) Weiter ist (Her-

( Y5 + 1) und damit

-txl—l

leitung am regelmiBigem Zehneck) cos 36° =

cos 18° = % (5 +'l/g‘) und sind 18° = JB- (3 -ﬁ)', Wir berechnen
nun cos 20°.



Es ist A IKE ~ IKii(vgl. Abb. 1) und damit
(y+1):1=1:x. Weiter ist EL : EH = EM : EE,
also (y+%) : (y=x+1) = (153 + 1):y. Aus
beiden Gleichungen folgt x3 -x+ 3 =0.
Nach der Cardanischen Formel ist

J —
Y 3 I Y3 - 1T
x_.,f il el 27873 ¢
Im A HKI folgt aus dem Cosinussatz
cos 20° = l(2—x2) und somit

sin 20° = v [ (2- x2] 2

Mit u = cos 40° = 2 cos 20 - 1 folgt
sin 40° = 1-u,. Da cos 22° = cos (40°-18°)
= cos 40° cos 18° + sin 40° sind 18° ist,

verbleibt nur noch das Einsetzen.
Weiter ist cos 44° = 2 c052 22° - 1, .

sin 44° =v1 = c05244° ¢+ V = cos 14° =
cos (44°-30°) = cos 44° cos 0° + sin 44%
sin 30° und cos 28° = 2v2—1. Auch fiir B
ist nur noch einzusetzen.

Aufgabe 8
Wir filhren einen indirekten Beweis von Th. Gundermann an.

Angenonmen, die Darstellung
p-1 a p-1

121: (_1) =p. (3, P1) =1, 3P # 0, a b, € G ist mdglich.

Dann gilt

(a;b,by ...bp_1)P' + (byaby ... LT (b1b2...bp__2ap_1)P-1
= ;:(131...}39_1)"'1 und damit

p-1

25 xlp-1 = py*™"! mit ganzen x; und y (x;,y # 0). Alle Summanden

i=1
der linken Seite sind nach dem kleinen Satz von Fermat kongruent oder
Eins mod p. Da genau p-1 Summanden auftreten, ist ihre Summe genau
dann durch p teilbar, wenn jeder Summand durch p teilbar ist. Dann

ist jeder Summand und damit auch die rechte Seite durch pp-1 teil-
X

bar, d. h., es ist y = O(p). Wir setzen xi(1) = Ei, y(1) = % und



(1)

-1 p-1
1)P 1 . 1
z, (1 =py!" mit ( IY( <] y| wna X0,

p-1
erhalten 3y 4
i=1

yMee .

Durch analoge SchluBweise erhalten wir eine Folge {y(i)} mit
|y(1)| 5 |y(1+1)‘

die nicht abbrechen kann. Infolge (11) erhalten wir einen Wider-
spruch zur Annahme und mithin ist eine Summendarstellung der ge-
wiinschten Form nicht mdglich.

Ein anderer m8glicher Weg ist der folgende. Aus (10) erhalten wir

(11)

p-1 = =
$ 5, P71 2 P, ‘ (10)
=1 <
wobei z = KGV (b1,...,bp_1) ist. Nun ist nach dem kleinen Satz von
Fermat
p-1 O(p), falls s; = 0o(p)
sy =

1(p), falls s; # 0(p).
i
Gibt es ein i mit s; # O(p), dann ist ?;1: s, = t(p) mit

te {1,2,...,p—1} im Widerspruch zu (12). Damit ist fir alle i

s; = O(p) und folglich auch sip-‘l = O(pp_1). Dies impliziert

E ) Sip-‘l =0 (p®") und @amit pp_z/ 2271, pa p > 2 is¢, folgt
i=

P / z im Widerspruch zur Konstruktion von z. Damit ist die Annahme
falsch und die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 9
Eine Ldsung ist k = 2, n = 1. Angenommen, es gibt eine L&sung mit
k > 2. Dann ist k gerade, da sonst 2k + 1 =0mod 3 ist. Also hat
man zu 1l8sen
1 S n _ ,n n n
47 + 1 =5 = (441) —(°)+(1) .4+(2) . 4 +...+(1).

1 n

tee v () .40 A5 1,051, 4 h

1_ n 2 n n
4" =4 .n+ (3 .4 e+ () - 4T

Da die linke Seite durch 16 teilbar ist, muB n die Form n = 4 . q
(@ = 1) haben. Also hat man zu l&sen: .

a1 = 5% T pay, 41 = (529 1) (529 4 gy,

Dann mus 529 - 1 aie Form 529 - 1 = 2¥, r € N, haben. Dann ist

4

15



aber (529 - 1) (523 + 1) = 2F . (2% + 2) = 27V . 2TV 4 1) # 4Ll

Daher gibt es keine Ldsung mit k > 2 sondern nur die Ausgangs-
18sung. =

Aufgabe 10
Angenommen, die Gleichung hat eine L&sung (n1..., n14).
Dann ist wegen 7%>1599 fur alle i € {1,2,...,14} n € {o,1,...,6} ’
Es bezeichne Py die Anzahl der njs mit nj =41, 41 =0,1,...,6.
Dann ist
Py *+ Pp .- tPg = 14 (13)
und
Py + 16 . py + B1 . py + 256 . py + 625 . pg + 1296 . pg = 1599.(14)
Wir betrachten die Gleichung (14) modulo 16 und erhalten
Py + Py + Pg = 15 (16) (15)
Wegen (13) ist aber O = P, + Py + Pg £ 14, so daB die Kongruenz (15)
keine L8sung hat. Mithin ist unsere Annahme falsch, d. h., die Glei-
chung hat eine Ldsung.

Aufgabe 11 ;
Bezeichne x die Anzahl der Fiinfecke und y die Anzahl der Sechsecke.

Dann besagt die Eulersche Polyederformel.

v-b+x+y=2. (16)
Da jede Kante Seite genau zweier Vielecke ist, gilt

2b = 5x + 6y. (17)
Aus der Eigenschaft der Eckpunkt des Polyeders folgt

3v = 5x + 6y. ’ (18)
Aus (16), (17), (18) ergibt sich :

Sx—;61—S—X%—E—Y-+x+y=2,alsc‘x'.-12.

Weiter ist wegen der Eckpunkteigenschaft jede Seite eines Fiinfecks
gleichzeitig Seite eines Sechsecks, und die Seiten jedes Sechsecks
sind abwechselnd gleichzeitig Seite eines Fiinf- bzw. Sechsecks.
zdhlt man aber die Kanten, die Seiten von Fiinfecken sind, so er-
h&lt man 5x=3y=60. Also ist y = 20. Somit ist der FuBballmantel aus
12 Fiinfecken und 20 Sechsecken zusammengesetzt.



Aufgabe 12

Wir bezeichnen die zehn Personen mit P1, P2, T P1O und setzen
P: = {P1,P2,...,P1o} . Ist M & P, so sei der Bekanntschaftsgrad
v(M) gleich der Anzahl der Bekanntschaften, die zwischen den Per-
sonen der Menge M bestehen. Die Behauptung der Aufgabe lautet: Es
gibt eine Vierermenge V £ P mit v(V) = 6. Wir zeigen zundchst, daB
eine Dreiermenge D € p mit v(D) = 3 existiert. Angenommen, das wire
nicht der Fall. Wir bilden simtliche (12) Dreierteilungen vonP

und addieren die zugehdrigen Bekanntschaften. Da hierbei jede Be-
kanntschaft 8fach gezihlt wird, erhilt man als Summe 8 . 34 = 272.
Andererseits kann diese Summe wegen der Annahme hdchstens

2 . (12) = 240 betragen. Das ist ein Widerspruch. Sei also o0.B.d.A.
v ( {PS,PQ,P1O} ) = 3. Wir setzen P' : = {P1,...,P7] . Ist eine
Person Pi € P' mit PS’PQ und P1O bekannt, so gilt

v( {Pi'Pa’PB'P16} ) = 6 und wir sind fertig. Ansonsten ist jede
Person Pi € P' mit h8chstens zwei der Personen Pé’PB'P10 bekannt
und es folgt 34 = v(P) £33 2 .7+ v(P'), also v(P') 2 17.

Analog wie oben schlieRen wir, daB es eine Dreiermenge D' vonP'
mit v(D') = 3 gibt. Bilden wir nimlich wieder alle Dreierteilun-
gen von P' und ist s die Summe der‘zuqehérigen Bekanntschaftsgrade,
so erhalten wir einerseits s 2 5 . 17 = 85 und andererseits

82, (;) = 70, falls kein solch D' existieren wiirde. Sei also
0.B.d.A. v( {PS,PG,P7} ) = 3. Vir setzen P'' = {p1,p2,p3,p4} ;

Ist Pi € Pt mit PS’PG und P7 bekannt, so ist v( {Pi'PS’PS’P7 ) = 6.
Ansonsten gilt 17 £ v(P') £3 + 2 . 4 + v(P''), also v(P'') 26,

d. h. v(P'') = 6. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 13

(L8sung nach D. E. Daykin)
Dieses Problem war lange Zeit ungeldst.
Vielleicht finden Leser noch andere L8sungen; diese bitte an
Dr. Gronau (Adresse siehe Seite 2) schicken.
Es sei k > 2. Fiir 0 < k S 2 wihle man eine andere MaBeinheit. Dann
setze man

a o 5K R . k (k2 =4k +20) X

k® -4 2(k“ - 4)

Wir weisen nach, daB diese Zahlen alle Bedingungen erfiillen; d. h.,
die drei Dreieckungleichungen und F Aabe = k.

4.2
7 -




2— -
e T X L kk? - 4k + 20) >kt2
K2 = 2k% - )
4k - 2)2
= 3 > 0
2(k% - 4)

2(k = 2
= L s

2) a+c>b é%:k+2 >0
2
3) b+c da %%)2)— > o.

4) Nach der Heronischen Dreiecksfléchenformel ist

- _ - =d
oy e Ys(s - a (s -b) (s c)mits—z(a+b+c).
Alsoists=——~;———(10k - 8k + 8 + k(k? - 4k + 20) + (k + 2)
2(k% - 4)
. k2 - )
2+ k® 4+ o8k
2.2(k% - 4)
_k (k + 2)
=2k -2)
und weiter 2
)
8-as=3o(k+ 2)’
_ 4k
s-b—k+2\md
o KA 2
s-c=p—73-
zZusammenfassend folgt
& =Vk(k+a x - 2)2 4k %ot D
Aabe 2 (k-2 20+2) k+2 k-2
=vk2
= k.
Aufgabe 14 - .

Offenbar ist Sq 2 sn die bekannte Ungleichung zwischen arithmeti-
schem und geometrischem Mittel. Diese Ungleichung werden wir mehr-
fach benutzen und sie kurz mit AGM bezeichnen. Fir Xy =Xy = .. =

=X, g:l.lts.I =8y = ses = B = Xqe

Die Idee des folgenden Beweises stammt von J. Rofmann. Aus AGM
folgt s _, H s, und s; 2 spr i =1,...m 1. Wir betrachten das
Polynom

18



P(x) = (x = x9) (x = xp) ... (x = x).

P(x) hat n nicht negative Nullstellen XqrXgrenn Xy und ist aus-
multipliziert

=N _ (D n=1 _ /n 2, n-2 _1y0 (O, N
P(x) = x () « Sq - X + (2) s sz'x + oo + (=1) '(n)sn

Es sei 1€{2,3,...,n - 1} . Wir betrachten die (n - i)-te Ablei-
. tung von P(x): .

PP () - a1 (n-2) ... (141) x .
-(n=1) (n=2) (n-3) ... i. (Mg, xi"T
i Bl B ded
+(0=2) (1=3) (n-4) ... (1-1) (D)5, ? x
- e
+(=-1) Y (n-1) (n=i-1) (n=1-2)... 1 . T i

= n(n=1) (n-2)... (1+1) [xi-(%)sfc‘ +ilye,? 272 -
TR (-1)1(i)sii]
Nach dem Satz von Rolle gilt:
Hat dein Polygramm zwei reelle Nullstellen Xq+Xy, S0 hat die
1. Abteilung dieses Polynoms mindestens eine Nullstelle x mit
X E[x.I ,xz:l - Ist insbesondere x; = X,, so folgt x = Xqe
Mithin hat P'(x) genau n-1 reelle Nullstellen x1...,x -1 mit

-1""’-n-1€ [x1,x] wenn x, eine kleinstewnd X, eine grbBte
Nullstelle von P(x) ist. Insbesondere hat P'(x) genau n—1 nicht-
negativeereelle Nullstellen. Per Induktion folgt sofort, daB

P(n-i)(x) genau i nichtnegative reelle Nullstellen

)=:1 .,:=¢1 hat.
= = = _ 4 i 4 2 = =
Dabei ist KpoXge eee o Xy = (i)si und Xq . Xy .. Xy g o4+
+ x4y . Xy v eee o Xy o - Xp o+ oees Xy X3 = eee o Xy 0=
N, i-1
= (G-q9) Si4-
Nach der AGM ist
2 = Aia = e = f=q' =

1 faq) si0) & i\/;‘c1i T amTl e 1T V(sii)i L
und

gi-1 2 -1

Bt =8y v
also

S = Si =

19



Sonderaufgabe aus Heft 11:

Ist M1,..., Mn, n+i = M1 eine Sitzanordnung der Mathematiker,
so sei der Bekanntschaftsgrad b (S) gleich der Anzahl der Paare
(Mi' M1+1) (i=1, ..., n), die miteinander bekannt sind. Sei

©o. B. d. A. M1,..., Mo, M, eine Sitzanordnung S, flir die b (8S)
minimal ist. Wir nehmen an, daB b(S) > O ist. Dann gibt es ein
Paar (Mk, Mk+1) (k € { fig: sswa N } ) zweier miteinander bekann-
ter Mathematiker. Kennt Mk nicht Mj' so sind Mk+1 und Mj+1 mit-
einander bekannt (j € { eesy k=1, k+1, ccco n ) . Sonst wdre
némlich M1,..., M ’ Mk Mk qreeer M3+1' Mipqreeer Mn, M1 fir

j < k bzw. 1,..., Mk' e M e Mk+1'k5+1""' Mn, M1 fiir

j > k eine Sitzanordnung mit kleinerem Bekanntschaftsgrad. Nach
Voraussetzung gibt es wenigstens n - 1 - (% -1 = % Mathematiker
My (GE(1) ooy ko1, k4T, s n}), die m_ nicht kennt, dann

J

musB Mk+1 aber die entsprechenden Mathematlker M. kennen, wie

F+1
Bekannte im Wider-

0, und die Behauptung

wir eben sahen. Also hat Mk+1 wenigstens 7
spruch zur Voraussetzung. Also gilt b(s) =
ist bewiesen.
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Sonderaufgabe

An einem Schachturnier, an dem n Personen teilnehmen und bei dem

jeder gegen jeden genau einmal spielt, seien schon s Spiele absol-

viert. Man zeige, daB es zwei Spieler A, B mit folgenden Eigen-

schaften gibt:

a) A und B haben schon gegeneinander gespielt und

b) die Anzahl der absolvierten Spiele, bei denen A oder B mitge-
spielt hat, betrédgt mindestens

4-s
T L
Hierbei bedeutet_7/x/ die kleinste ganze Zahl, die nicht kleiner
als x ist.

Aufgaben

Aufgabe 1

Bestimmen Sie alle sechsstelligen natiirlichen Zahlen, deren Quer-
produkt gleich der Quersumme ist!

(Kbzep. Math. Lapok, 61 (1980) 2, S. 80)

Aufgabe 2
Gegeben sei die Folge {an} .

an=mﬁﬁ,n=1,2, B 433
Man zeige, daB die Folge zu jeder reellen Zahl
A mit 0,1 § A $ 1 eine Teilfolge enth¥lt, die gegen A konvergiert.
(Kézep. Math. Lapok, 62 (1981) 3, S. 126)

Aufgabe 3
Es sei n > 1 eine ungerade natlirliche Zahl. Man zeige: Es gibt
genau dann natiirliche Zahlen x und y mit

g 1.1 .

R (1)
wenn n einen Primfaktor der Form 4k-1 enthdlt.

(Jbzsef Kiirsch&k, Wettbewerb 1980)



Aufgabe 4
Man beweise fiir alle natiirlichen Zahlen n > O die Ungleichung

._ sin n| Isin (n+1)| Isin 2 n| 1
I e . e & @)
Aufgabe 5
Flir welche Dreiecke A'ABC gilt die Ungleichung
SA% + B2 + 562 > % 2, (3)

wobei r bzw. S der Umkreisradius bzw. der Schwerpunkt des Drei-
ecks A ABC ist? '
(K8zep. Math. Lapok, 62 (1981) 2, S. 78)

Aufgabe 6
Bestimmen Sie alle Paare (x,y) ganzer Zahlen, fiir die

%3+ x2 y + xy2 +y3 =8 (x2 + xy + y2 +1) . (4)
gilt!

(Luxemburg 1980, Vorschlag von Holland)

Aufgabe 7
Sei k eine feste natiirliche Zahl. Die natiirliche Zahl x kann im

abgeschlossenen Intervall [ﬁ,k] variieren. Man bestimme die
von x abhdngige Anzahl von Tripeln (a, b, c), fir die
18aSpScsk : (5)

a$xsc i (6)
gilt. Fiir welches x ist die Anzahl maximal und wie groB ist diese
maximale Anzahl?

Aufgabe 8 2
Fir jede natiirliche Zahl n £ 1 bestimme man die gréBte reelle Zahl
c(n), so daB fiir alle reellen Zahlen s veey a, gilt: wenn

z 2 2 2 »
a; =a,%...2a 22, soist

a; a; ... oa 2 a; +a,+ ... +a +c), (7)

(Nach einer Idee von T. Eichner)



Autgabe 9
Auf wieviel verschiedene Arten kann man die Zahlen 1, 2, ..., n

mit je genau einer von r verschiedenen Farben so férben, das je

t (t € r) aufeinanderfolgende Zahlen paarweise verschieden gefdrbt
sind?

(Zwei Firbungen heiBen genau dann gleich, wenn jede der Zahlen

1, «.., n beide Male die gleiche Farbe erhdlt.)

Aufgabe 10
Man zeige: Jede positive ganze Zahl m 1l&B8t sich fiir jede gegebene
positive ganze Zahl k eindeutig in der Form )

a
= (%) + L Y (8)

schreiben, wobei 84,85 qreeerdy natiirliche Zahlen sind und
a,k>ak_1>...> ai?-i>0

gilt.

Aufgabe 11

Man charakterisiere alle Dreiecke, in denen der Umkreisradius r
doppelt so groB wie der Inkreisradius g ist.

Aufgabe 12
Es seien Xqr eeer X positive reelle Zahlen und
1
s: =07 c(xg 4 e+ X)),

wobei s 2 x, fir i =1,.2, ..., n gelten mdge.
Man beweise:

*1 xn .
(g-xq) - (8=X5) ... (s=%p) e SR (9)

Wann gilt Gleichheit?

Aufgabe 13
Es seien n und k natiirliche Zahlen mit O £ k £ n. Man zeige:
k n
p=k+1 s M s n
@S 2 W R o €19)

i K* - (n-k) 7K
(Wir setzen 0° := 1)



Aufgabe 14
Es seien a5, ays +..y @) ganze Zahlen. Man ermittle alle Werte X,
flir die
COS ay*X = COS a5'X = ... = COS ap.x = 1
gilt.

Aufgabe 15

Welche der zahlen sin 10°, sin 20°, sin 30°, sin 40°, sin 50°,
sin 600, sin 70°, sin 80°, sin 90° sind rational?



Ldsungen

Aufgabe 1

(Nach J. Lattermann, Dresden)

Angenommen, es gibt eine sechsstellige Zahl mit den Ziffern

Xy (1=1,2,...,6), die die geforderte Eigenschaft hat., O. B. d. A.
sei

x; Bx, B, Fxel (10)
Wir erhalten
6x, 2s=p, SR))

wobei S die Quersumme und P das Querprodukt bezeichnet. Da die
erste Ziffer von O verschieden ist, gilt 0 < s = P, also ist keine
ziffer gleich O. Daher gilt Xy 21,4=1, ..., 6. Angenommen, es

gilt x, Z 2. Mit (11) und (10) erhalten wir
6 x4 2 2.2.2:2:1+1 = 16, also X4 2 3, Mit (11) und (10) folgt
6 x, Z 3.2-2.2+1.1 = 24, also x, Z 4. Analog folgt:
6 x; 2 4:2:2:2:11 = 32, xq 26,
6 x;, 2 6:2:2:2:11 = 48, %, 2 8 und
6 x4 2 g.2-2.2.1-1 = 64, also x, > 10. Dies ist wegen x4 £9

ein Widerspruch. Damit ist wegen (10) Xy = Xg = Xg = 1. Aus (10)
und .(11) ergibt sich

3%, + 3 H Xy o+ Xy Xy + 3= Xy Xy X3, (12)
Angenommen, es gilt X3 2 3, Wegen (10) und (12) ist 3x1 +32 33 = 27,
x4 2 g und weiter 3x; + 3 2 32.3 = 72, X, 2 23. pies ist wegen
xy £ 9 ein Widerspruch. Also gilt xj £ 2. Es sei x5 = 2. Wir erhal-
ten aus der Voraussetzung der Aufgabe, die Bedingung
1 = (2x1—1)(2x2-1). Viegen X, 2 Xy folgt 2x1-1 = 11 und
2x2—1 =1, also Xy = 1 im Widerspruch zu Xy 2 X3 2 2, also gilt
X3 = 1. Dann ist 5 = (x.|-1) (x2-1), also x1-1 = 5 und x2-1 =1,
wenn .also eine sechsstellige Zahl die geforderte Eigenschaft be-
sitzt, besteht sie aus den ziffern 6, 2, 1, 1, 1, 1. Wegen
6+2+1+1+1+1=286:2:1-1-1.1 hat eine solche Zahl tatséch-
lich die geforderte Eigenschaft. Somit sind genau alle TTg%TTiT = 30
Permutationen der Zahl 111126 Ldsung.

Wir geben nach V. Leutﬁeuser (Sonneberg) und D. Spliering (Dresden)
eine zweite L8sungsvariante an. Offenbar gilt 6:1'= 6 Ss=pF54=
= 9.6. (Die Abschitzung 148t sich verschirfen. Sind alle zZiffern
gréger gleich 2, so ist P 2 64, d. h., es gibt keine L&sung. Also



ist mindestens eine Ziffer gleich 1. Also ist S=P $5.9 + 1 = 46.)
Fiir jede natfirliche Zahl n mit 6,§ n = 54 betrachten wir alle m8g-
lichen Zerlegungen in sechs Faktoren. Ist die Summe dieser sechs
Faktoren gleich n, so erhalten wir eine L&sung. Die Primzahlen zwi-
schen 6 und 54 brauchen wegen p = p:1:1:1:1.1 # p + 5 nicht be-
trachtet werden. Ferner entfallen alle ungeraden Zahlen, da S = P
gerade sein muB. Letztlich entfallen noch die Vielfachen von Prim-
zahlen grdBer als 10, Die verbleibenden M8glichkeiten n = 6, 8,

10, 12, 14, 16, 18, 20, 24, 28, 30, 32, 36, 40, 42, 48, 50, 54
Uberpriift man leicht. (Man kann auch beweisen, daB bei P £ 54 die
Ungleichung S £ 19 folgt.)

Eine weitere L&sungsmdglichkeit ergibt sich durch Fallunterschei-
dung fir i = 0, ..., 6. Dabei enthilt die gesuchte Zahl genau i
mal die ziffer 1.

Aufgabe 2

Die folgende Lﬁsung stammt von J. Franke (Gera). Fiir A = 1 setze
kn==1o-1,n=1.narmist[1gk]-n—1,ak 1- 1070
und ;{T-ak = A.

rir a € [0, 1; 1_7 setze k := [10“-A] . Dann ist 10n-15kn< 10"
und mit [i.g k ]+ 1 =n ist ak o™ [lon-A] . Folglich ist

|ak -A[=1o" |[o A_7-1o -A|S1o"

und wiederum lim a8, = A. Damit ist die Behauptung fiir alle
n-e n

AE [E), 1; 1_7 bewiesen.

Den gleichen Sachverhalt stellt J. Galley (Berlin) wie folgt dar:
Jede reelle Zahl A = O, Xqr Xg4 Xg ees im Intervall [O, 1; 1] ist
Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen:

o, x1; o, x1 xz; o, x1 x2 x3; coey
wobei die X5 Ziffern der Dezimaldarstellung von A sinds
Das ist eine Teilfolge von {an} , da

a =0, X5 Xp.40.X

X, XpeeeX, 172 n
ist. Fiir A = 1 wihle man die obige Teilfolge.

F. Schneevoigt (Salzwedel) wdhlt fiir 0,55 A S 1 bzw. 0,1=a< 0,5

die Teilfolge a Eon-AJ = bzw. a Eo"- AJ I aus,



Aufgabe 3
Falls n einen Primfaktor der Form 4k-1 enthdlt, adso mit positiven

natiirlichen Zahlien k und m gilt: n = (4k-1) m, so erfiillen x := mk
und y := m-k-:(4k-1) die Bedingung (1), da

,lwl s 1 ARSI
X 'y mk (@k-T)mk  m(4k-1) n
ist.

Flir die umgekehrte Richtung filhren wir drei Beweise an. Die ersten
beiden Beweise sind indirekt. Die Zahlen x, y, n m8gen (1) erfiillen.

a) (Nach R. Hortig, Cottbus)
Angenommen, n enth&lt keinen Primfaktor der Form 4k - 1. Dann sind
sidmtliche Primfaktoren von n und damit auch n kongruent +1 modulo 4,
also fiir eine gewisse natfirliche Zahl a ist n = 4a + 1. Wir setzen
8 :=Xx - a, t :=y - aund erhalten

(4a+1)-x = y.(4s-1)

(4a+1).y = x.(4t-1)
Aus beiden Gleichungen ergibt sich

(4a+1)2 = (4s-1) (4¢-1) (13)
Die Zahl 4t - 1 enthilt mindestens einen Primteiler von der Form
{1 - 1, da sich sonst der Widerspruch 4t - 1 = +1 mod 4 ergibt.
Nach (13) ist. dieser Primteiler auch.in n = 4a + 1 ein Faktor, was
unserer Annahme widerspricht.

b) (Nach P. Zienicke, Berlin)
Die Annahme ist wie in Teil a). Offenbar ist x = y unmdglich.
0. B. d. A. sei x < y. Aus- (1) ergibt sich

nj _nx
= 7—y¥n_’ ¥ = Zx-n * e

Speziell ist 4x - n >0, also x > %. Falls x & % ist, so erhalten
wir aus 2x = n, 4x% 2 2.n-x, 4x% - nx 2nx, x.(4x-n) 2 n-x,
x 2 %ﬁ:ﬁ = y einen Widerspruch. Also ist

%<x<%.
Nach unserer Annahme ist n = 1 (4) und daher flir die natiirliche
Zahl x

n+3 s n-1

Ex S5

Mit a := 9%3 -xist 03 a 8 2%2 und
- D n+da+3

y - 4'%a+¥3



Mit b := 4a + 3 ist 3 8 b S n-2 und

4yb = n.(n+b)’ (15)
Wegen b = =1 (4) enth#lt b nur ungerade Primfaktoren, von denen
mindestens einer, etwa ko’ kongruent -1 mod 4 ist, Mit der natiir-
lichen Zahl c sei b = ko-c. Da n/nur Primfaktoren der Fom 41+1
enthdlt, gilt k,} n, also n = k'n_ + ks 0<ky<kg.

Daraus ergibt sich n-:(n+b) = kf mod ko' Wegen kol* k1 ist
n(n+b) % 0 mod kqe .
Das widerspricht (15).

c) (Nach F. Schneevoigt, Salzwedel)

Da fiir den Fall n = =1 mod 4 die Behauptung offensichtlich ist,
sei n = +1 mod 4. Dann ist 4y - n = -1 mod 4, also 4y - n # 1.

Aus (14) ergibt sich 4y - n = O mod n.y, also 4y = n mod y, also
n = 0 mod y und n = s.y mit einer natlirlichen Zahl s, Die Zahl

4y - n muB mindestens einen Primfaktor q der Form q = 4:1 - 1 ent-
halten, da sonst 4y - n ¥ -1m od 4 ist. Wegen 4y - n = 0 mod n.y
ist q | n.y. Fiir q| n sind wir fertig und fir ql y gilt auch q | n.

Aufgabe 4
Wir geben mehrere L&sungen mit Verschdrfungen an.

a) (Nach F. Schneevoigt, Salzwedel)
Flir alle x € N gilt die Ungleichung
cos(2x+1) <1, da x # (2h+DT - 1 mit h € G.
Wir formen &quivalent um:
cos 1 + cos(2x+1) < 1 + cos 1, cos x cos(x+1) < %(cos 1+1)
=2 cos 1 cos x cos(x+1) > -cos 1 (cos 1+1)
1-cos 1 <1 + cos?1 - 2 cos x cos 1 cos(x+1) =

= 1+cos?1-2 coszx cosz1+2 sin 1 sin x cos 1 cos x

= sin2x+coszx—ceszx cosz1+cosz1-cos2x c0521+2 sin 1 sin x cos 1
cos x

= sin2x+sin21,coszx+sin2

= sin2x+sin2(x+1)-

Weiter gilt:

x cos?1+2 sin 1 cos x sin x cos 1

N
Isin x| + Isin(x+1)| = Vgin2x+zlsin x sin(x+1)| + sin? (x+1)
2 V sin2x+sin2(x+1 ) > V1-cos 1
In S = |sin n|l + Isin(n+1)] + ... + |sin 2n| existieren genau
[h%%] 2 % Summanden der Form [sin x| + |sin(x+1)| . Damit gilt

s > % Yi-cos T .

10



Weiter ist A > i -4 7 -cos 1 . = 0,1695, womit die Unglei-
chung bewiesen 1st.

b) (Nach J. Lattermann, Dresden)

Zundchst zeigen wir, dag f£(x) = Isin(x-7)| + |sin(x+—2)| 2sin 1
gilt. Wir unterscheiden folgende Félle (k sei eine ganze Zahl)
1.4+ 2kTax s 2T +T -5

2. 2kT +1T--155x S 2T +1T+lz,

3. 2T +1r+’7 sx S2kT + 2T -%,
402k + 2T -3 S x ST 42T + 5

Wir erhalten:
1. £(x) = sin(x-}) + sin(x+}) = 2 cos 3 sin X,

2. f£(x) = sin(x-%)—sin(xd-;-) = =2 sin 15 cos X,
3. £(x) = -sin(x-%)-sin(x%) = -2 cos -12- sin x,

4. £(x) = -51n(x--12—)+sin(x+-;-) = 2 sin -15 cos x
und weiter

1. £(x) = 2 cos % sin —;- = 2 cos %— sin(ﬂ’%-) =sin 1,

2. f(x) = =2 sin-i cos(T\'-OT) = gin 1,

3. £(x) & -2 cos i sin(2 Tf-f) = sin 1,

4, f(x) 2 2 sin % cos (2 'ﬂ'-%) = sin 1, womit £(x) 2 sin 1

gezeigt ist.
Nun ist

ic sy

' lIsin(n+2k-2)| + Isin(n+2k-1)I
An>§ - T 2 (sin 1)

1 B
n+§k—1

(x-n+2k-2+§-!) . Da g(x) = n_-]I_+2_x fiir x > O streng monoton fallend

ist, gilt weiter

[] + [25] +

B > S .q(x)dx=—12—1n | n=1+2x|

142 (B
s 1[2]; 1

) 1, 2n#1 _ 1 4 4 .3
=g Int b= ¥ g0 G~y Taligyl ¥0p Y

Daher gilt An >.% sin 1 1n % »~ 0,17059.

1



c) (Nach K. Bohnke und R. Hortig, beide Cottbus)
Analog zum Beweis unter b) wird zun¥chst

Isin x| + Isin(x+1)] + Isin(x+2)] 2 2 sin 1 gezeigt. Weiter ist
3a 2 (Isin al Isin (n+1)I| + Isin (n+2)l )
n - n n+1 n+2

i Isin (n+1)] Isin (n+2)l Isin (n+3){
+ vy A )
+ e
Isin (2n-2)| Isin (2n-1)| Isin 2n|
+ antg * —one1 S e
>n_1—2 ( Isin nl + Isin(n+1)| + |sin(n+2)] ) + ...
«ev + 2= Isin(20-2)] + Isin(20-1) + |sin 2nl)
2n+1
1 ‘A § dx _ 2n+1
Z 2 sin Tigteetqn) > 2sin 1 ) =2 sin 1 1n B
= 2 sin 1 1n(2-nT32 2 2 sin 1 1n% fir n 2 4.

Damit gilt fdr alle n = 4

A >2sin 1 1n 3 ~ 0,68237.
Flir n = 1 ist A = Isin 11 +% Isin 21 =~ 1,296 > % Ferner gilt

_ Isin 2| Isin_ 3| Isin 4|
Ay W =g =y 7

+ o~ 0,6909 und

Isin 4| Isin 5| sin 6
I

A +

Isig 3l ~ 0,47459 und die

3=
Ungleichung (2) ist bewiesen.

d) (Nach J. Pietschmann, Magdeburg, und J. Frank, Gera)
Wegen

|sin x| 2 sin®x = %(1—cqs 2x) ist
2n 2n
1 1 cos 2k 121 1 1 1
A2 ( = ——=). Nun gilt T==—+3-n=—+=,
n o 2 9=k = k =k n 2n n = 2
und
2n 2n
cos 2k 1 . _ 1 sin(4n+1)-sin(2n-1) 1
; k <nﬁv_—;c°52}‘_n 2 sin 1 <nsinT
1.1 1 1 . 1 -1
Daher gilt A, > 3(n+ 3 - g5im 1) =7+ 7! sin T
1.1 1 >
> 1~ Ton > 3 fir n = 2.
e) Nach D. Liebscher, Ilmenau)
2n-1
2n .
Es ist A_ > dsin k| _ 1 ryin nesin 2n+ E (Isin k + sin(k+1)] )]
n = 2n 4n Y=

12



2n-1 «
> l_n Zsin 1= -5—1‘2—1 =~ 0,21037 (vgl. L&sung b)
' k=n
f) (Nach M. Ranzinger, Berlin)
Sei n = 2m + 1. Dann ist

2m 2m
& Isin (2k+1)| Isin (2k+2)| ,. 1
Aome1 kgm 3k +gxgm ) T sin ’; %z

2m

_ 1 E 1 > m+1
=sin 1 &3 — T (m+1) = sin 1 s— (m+1)
= 2k+2

2
_ (m+1 1
= sin 1 1) (3052) > 3 sin 1 = 0,28 nach der

Ungleichung vom harmonischen und arithmetischen Mittel. Flir ge-
rade m verl#uft der Nachweis durch Vernachldssigung von Isinm4m|

analog.

Aufgabe 5
Der folgende L&sungsgedanke wurde von V. Leutheuser (Sonneberg),

F. Schneevoigt (Salzwedel), J. Lattermann (Dresden) und V. Lieb-
scher (Ilmenau) angegeben.

Wir setzen folgende Beziehungen im Dreieck ABC als bekannt voraus:

r= a ___b o (16)
2 sind ZsIn/i -2 sin;'

s, = 3 T2%c?)-a%, s, = 3 {2 (a%+c?) b2,

s. =% 12(a2+b2)-c2, an

sin? o + sin? S+ sin2(=2+2 cos o cosfl cos Y. (18)

Wir erhalten aus (17)

SR2455245C%= ;(si +a2 4 s?) - T(a%p?+c?). Damit ist (3) Hqui-
valent mit d
a% + p? + c2>8 12, (19)

Mit (16) folgt sin? o + sin?/3 + sin? ¥ >2 und mit (18) die zu (3)
4quivalente Ungleichung '

cos o€ cosfl cosy > 0. (20)
(20) ist genau dann erfiillt, wenn das Dreieck ABC spitzwinklig ist.
Jamit gilt (3) genau dann, wenn A aBc spitzwinklig ist.

13



M. Ranzinger (Berlin) gibt folgenden Weg an: Die Ungleichung (3)
wird mit (17) und
abc

r=
Y (at+b+c) (atb-c) (a-b+c) (-a+b+c)

4dquivalent umgeformt in

(a2+b2-c2)(az-b2+c2)(-a2+b2

satz in (20) iberfithrt.
Der Zugang iber analytische Geometrie ist ebenfalls m&glich.

+c2) > 0 und weiter mit dem Kosinus-

Aufgabe 6

Der folgende L&sungsgedanke ist von K. Behnke (Cottbus).

Angenommen, es gibt Paare (x, y) ganzer Zahlen mit‘obiger Eigen-
schaft. (4) ist Hquivalent zu (x2+y?) (x+y-4)/= 4(x+y)2 + 8. Da

%2+ y22 0 und 4(x+y)2 + 8 2 8 ist, folgt x + y > 4. Angenommen,

es gilt x + y > 13. Dann ist

(x2+y2)(x+y-4) > g(x2+y?) + x2 + y2 2 4(x+y) 2 + x2 4 y2:>4(x¢y)2 %8
wegen 2(x2+y2) 2 (x+y)2 > 16. Das liefert einen Widerspruch. Demnach

2

gilt 4 <x + y S 12, Wir erhalten die Fille
1. x +y =5, x2+ y2 = 108 keine LSsung

2. x + Yy =6, x2+ y2 = 76 keine L&sung
3.x+y=1, x2+ y2 = 68 keine L&sung

4. x +y =8, x2+ yz = 66 keine L&sung
S.x+y=09, 5(xy?) =332 5} 332

6. x +y =10, x2+ y2 = '68 (2,8), (8,2)
7.x +y =11, 7(x*y?) = 492 7 4 492

8. x+y =12, x2+ y2 = 73 keine L8sung.

Tatsédchlich erfiillen die Paare (2,8) und (8,2) die Gleichung (4),
denn es ist 23 + 22.8 + 2.82 + 83 = g(2242.8+824+1).

Die Schiilerin T. Mittag (Karl-Marx-Stadt) substituierte

x2 + y2 =t und x + y =&, Da in der entstehenden Gleichung

t =4s + 16 + E%T t ganzzahlig sein muB8, ist s-4 ein Teiler

von 72. Die 24 Fille wurden durchgemustert.

M. Hilbner ‘(Leipzig) setzte x - 2 = aund y - 2 = b und erhielt
(a%+b2-24) (a+b) = 72.
Eine Teileranalyse folgte.

Die Substitution x + y = t, xy = s filhrt auf

2
s = %— ~=2t-8~ %%z und damit auf einen analogen L&sungsweg.

14



Aufgabe 7
Mit H(x) bzw. M bezeichnen wir die gesuchte Anzahl von Tripeln
bzw. die Maximalzahl solcher Tripel. Sei A(x) bzw. B(x) die An-
zahl derjenigen Tripel, fir die

1SaSbSxund xS c =k bzw.
fur die

1SaSxundx<bSc &k
ist. Offenbar ist H(x) = A(x) + B(x).

Es gibt (x+§-1) = (x;1) M8glichkeiten, a und b so zu wéhlen, das

1S a b3S x ist. Ferner gibt es (F_f+1) M8glichkeiten, ¢ so zu

wdhlen, daB8 x £ c & k ist.
Folglich erh#dlt man

A = 2D Lk - x4 ).
Analog ergibt sich

B(x) = x . fk=x) Geoxsl) |

2

Also ist

H(x) = A(x) + B(x) =5 . (k=x+1) (k+1),

Heo = 51 (EH? - Eph2).
Flir ungerade k nimmt H(x) das Maximum nur fiir x = 5%1 an und es
st M = (K13, ‘
Flir gerade k nimmt H(x) das Maximum nur fiir x = % oder x =k§£ an

und es gilt M = 5k * (k+1) (k+2).

Aufgabe 8
Wir zeigen zundchst, das
(%) a; ay...a 2 a; +ay +o.ta + 2" - 2n gilt:

Fir n'= 1 ist a, 2 ay + 21 -2= a, eine wahre Aussage.
Die Ungleichung (7) gelte flir n. Dann ist
a; aj...2 44 2 2ay aj...a) = @y 3,...3;) + 3y a5...a,
n
2 a; +ay te..ta 2°-2n + a, aj...a 4
n-1

2 n o_
= a + a, +toeot @+ 2 2n + 2 a i

+ a

n+1 n+1

+ 2% - 2n 4 (2™ 7-1) 2

Zag+ayte.toa+ M- 20+ (2% T-1) a
2

ay + a, Foaot a, +a

ay +ay et A+ 2™ _ 2(n+1). Damit ist (3¢)

n+1
bewiesen.

15



Fiir ay =a; =...=a = 2 ist
2”2 2n + c(n), also c(n) S 2" - 2n.
Somit gilt: c(n) = 2™ - 2n ist die gesuchte Zahl.

Aufgabe 9
Es sei Hn die gesuchte Anzahl von Férbungen. Offenbar gilt

fiir n & t

Ho=r.(r=1) ... (r-n+l) = T§éEY' (21)
denn 1 kann auf r Arten gefirbt sein, fiir die Fdrbung von
2, 3, «ve, n gibt es dann noch (r-1), (r-2) ..., (r-n+1) M8glich-
keiten.
Jeder Férbung der Zahlen 1,..., n+1 (n 2t) k&nnen wir genau eine
Fdrbung der Zahlen 1,..., n zuordnen, indem wir die Zahl n+1 ein-
fach unberiicksichtigt lassen,
Offenbar ist bei dieser Zuordnung jede Férbung der Zahlen
1/¢¢., n Bild von genau (r-t+1) verschiedenen Férbungen der Zah-
len 1,..., n+1, denn die Zahl n+1 kann hierbei auf r - t + 1 ver-
schiedene Arten gefirbt sein (es sind nur die Farben, mit denen
n, n-1, ...,n-t+2 gefirbt sind, unzuldssig) . Hieraus folgt

= = =2
Hn+1 (r=t+1) Hn (n 2 t) (22)
Aus (21) und (22) erhalten wir fiir n 2 t
& (g n-t = (r- n-t _r!
H = (r-t+1) He = (r-t+1) T
Aufgabe 10

Im folgenden seien m und k immer positive ganze Zahlen.

Wir zeigen zunichst durch vollsténdige Induktion iiber m, daB fiir
jedes m und jedes k eine Darstellung in der angegebenen Form
existiert.

Ist m=1, so gilt m = (t), d. h., wir k&nnen a, = i := k wihlen.

Wir setzen voraus, daB fiir jedes k alle Zahlen kleiner als m in
der angegebenen Weise zerlegbar sind, und zeigen, daB dies auch
fir m gilt.

Die Folge (t), (k;1), (kzz),... ist offenbar streng monoton
wachsend.

Sei a die grdBte natiirliche Zahl, fiir die (:k) S m ist.

a
Gilt k = 1, so ist a; =m= (11), und wir sind fertig. Im Fall

16



k > 1 setzen wir m' :=m - (kk) . Ist m' = 0, so sind wir eben-
falls fertig. Gilt O < m'< m, so k¥nnen wir die Induktionsvor-
aussetzung auf m' anwenden und erhalten

a = a
m''=m - (k}f) = (:}_{11) Feuat (ii) mit a4 >...>a12 i>o

und

a k-1 ai)_

mo= (7)) + (g ) et (4
Wir haben nur noch a, > a _, nachzuweisen.
Offenbar ist m & (ak) + (ak'1) Wire s
k k=1"" B B Aqr

+1
so wiirde m & (:k) + (:]_(1) = (:k ) im Widerspruch zur maximalen

Wahl von ay gelten. Damit haben wir gezeigt, daB m in der ange-
gebenen Weise darstellbar ist. Angenommen, es gdbe fiir gewisses
m und gewisses k zweli verschiedene Darstellungen von m.

2k

_ a; - bk hj
m = (k ) +aeot (i ) = (k ) +oaot (j ) A >eee > aig i>o0,
by >...> bj & 3j >0.
Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, daB8 m die kleinste Zahl ist,
fir die zwei verschiedene Darstellungen existieren.
Offenbar ist m & 1.

Wire a = bk, so wiirden auch fiir m - (:k) < m zwei verschiedene

Darstellungen existieren im Widerspruch zur minimalen Wahl von m.

Sei also o. B. d. A. 2 > bk. Dann gilt:

b, -1
mE oz K (23
und
b b, -1 by = (k=3) b, - (k=3) -1
R R A R R e N -
b, =k
o (24

denn es ist

- =2 -
by =1 2b_qs b2 by,

usw. sowie j > 0.
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Aus (23) und (24) folgt
b, +1 b, b, -1 b, -k

e E T RN N L (25)
Es gilt jedoch

b, -k b, -k+1 b, =k+2
G R L T S T

b, =k+2 b, =k+2 -k+3

k k
A N A

" b b, +1

k k k
GED S =X, e

bk k b k bk+1
(%) ) +l..+ (k 9 ) + (k ) = (x ), was im Widerspruch zu (25)

steht. Damit ist die Eindeutigkeit der Darstellung bewiesen.

Offenbar gilt in allen gleichseitigen Dreiecken r = 2 ¢ . Angenom-
men, es gibe ein nichtgleichseitiges Dreieck mit den Seitenléngen
a, b, ¢, .flir das r = 29 ist, Sei o. B, d. A, a # h.
Bekanntlich gilt flir den Fldcheninhalt der Dreiecke

A= Vs(s-a) (s=b) (s=c) = Qs = -:%, wobel s = _a:%i»_c

ist. (Vgl. z. B, Tafelwerk.) Hieraus folgt

runqu ZA

Im folgenden werden wir beweisen, daB r > 2 [ gilt, so daB wir
die Annahme zum Widerspruch fiihren. Es ist
r>2 Q@ genau dann, wenn -‘ZE > 2: bzw.

a‘;“ > (s-a) (s-b) (s-c) gilt.
Offenbar ist
0O <s-a-= g-i—_g—__a,

o<s-b=9—+‘2’—"3,

0<s-c=i5-cund



(s-a) (s=b) = g(c*=(a-b) %) < Jo?
(s-a) (s=€) = J(b%-(a-c)?) S Jp?

(s-b) (s=c) = 3(a’-(b-0)?) S Ja?.

Multiplizieren wir die linken und rechten Seiten der letzten drei
Ungleichungen miteinander, erhalten wir

((s-a) (s=b) (s=e)) 2 < &7 a?bc? bazw.

(s-a) (s-b) (s=c) < Z}E, 4. h., es gilt wirklich

r>29.
Aufgabe 12
Nach der Ungleichung ilber das arithmetische und geometrische Mit-
tel gilt
-1
= = = —x ) S
(s=%q) oo (s=%;_4) (s xi+1) ese (8 xn)
(n=1) 8= (Xq+u o otXy 4%, g+oaotx ) (26)
n-1
X
=L w=,m
Hierbei gilt Gleichheit genau dann, wenn
S=Xq =e..= 87Xy g = STXy,4 ... 57X, d. h.
Ky Teee= Xy_q = Xyug Seee= Xy (27)

ist.
Wenn wir bei den n Ungleichungen (26) die linken sowie die rech-
ten Seiten miteinander multiplizieren, erhalten wir

n-1

1 X X
n-1 n-1 1 n
V(s-x1) eee (smx)) s IR

Da die Zahlen XqeeeXy alle positiv sein sollen, kann Gleichheit

nur dann eintreten, wenn in allern n Ungleichungen von (26) das
Gleichheitszeichen steht, d. h. wegen (27) muB Xy =ee.= Xy gelten.
DaB in diesem Fall wirklich Gleichheit gilt, ist offensichtlich.



Aufgabe 13
Flir k = O sind die Ungleichungen richtig, sei also k 2 1. Wir

beweisen zundchst die erste Ungleichung. Es gilt

n(n=1) ... (n-k+1) 2 (n-k+1)¥
und wegen der Ungleichung {iber das arithmetische und geometrische
Mittel ist

+1)

k

i ... k S‘H']‘A, also gilt

k n.(n-1) ... (n-k+1) 2 (n-k+1) = (2. n-k+1,k
Te

G) = PR )35

(=— 2 )
Die zweite Ungleichung beweisen wir durch vollst#ndige Induktion
tber n = k, k+1, .... Flir n = k ist diese richtig.

Wir setzen voraus, daB ( ) s % schon bewiesen sei.

a?
k¥ (n- )n-k
Nach der Ungleichung iiber das arithmetische und gecmetrische Mit-
tel gilt flir n > k

n
—V1 e 1 ()L, -mﬁ) L P
k n=k
n-k+1, "7 n+1,
(—n_—k—) s (T) bzw.
n? < (n+) "
(n-k) P K (n+1-k) "7k

(Die letzte Ungleichung ist auch fiir n = k richtig.)
Daher ist

(n+1) - n+l .M s n+1 a?
k n-k+1 k n-k+1 kk (n=k) n-k

ntl (1) D _ ()™’
= = 3 g
n-k+1 kk(n+1 k)““ -k X (n+1-k)“+1 k

womit dér Induktionsschritt durchgefiihrt ist.

Aufgabe 14

Sei g := (a.l,...,an) . (Um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden, wihlen

wir den gr&Sten gemeinsamen Teiler immer positiv.) Wir setzen

20



a
b, := "4_17 (i=1,...,n).
Dann ist
(BywesnaB ) = T (28)

Aus cos b1gx =...= COS bngx = 1 folgt zundchst 2

b,gx = 2 ciTr (c; €EG). . (29)
Hieraus folgt
ax _2% _ % 30)
T - b, Fael= bn. (
2::1 2cn .
Wir setzen g i= g— =...= g wobei (p,q@) =1, p, q EG
1 n (31)
und g > O sei.

Es gilt p by = 2c;q (1 =1,...,n), wegen (p,q) = 1 ist also by
durch g teilbar (i=1,...,n).
Aus (28) folgt g = 1 und damit
P by = 2¢cy (i=1,...,n).
Fiir ungerades p wire bi gerade (i=1,...,n), was (28) widerspricht,
also gilt p = 2k (kE Z).
Aus (30) und (31) erhalten wir % = 2k bazw.
2kT
g "
Offenbar geniigen auch diese x der Gleichung cos ax =...=
= cos a x = 1, so daB die L8sungsmenge durch diejenigen x mit

X =

x = ﬂg‘! (k € Z) gegeben ist.

Aufgabe 15
Offenbar sind sin 30° = 7 und sin 90° = 1 rational, wihrend

sin 60° = 3 fﬂ irrational ist.

Wir zeigen, daB auch alle anderen Werte irrational sind. Bekannt-
lich gilt sin 3« = 3 sin o - 4 sin& .

Fir o = 20°, 40°, 80° gilt sin 3a= £ 393,

Wire sin o« flir einen dieser Werte von o rational, so miiBte es
auch 7 ﬁ sein, was nicht der Fall 1st.

Fiir o = 10°, 50°, 70° gilt sin 3 d = £ J.

Angenommen, sin o« wdre fiir einen dieser Werte rational. Dann k&n-
nen wir sin o« = g mit p, g ganz und (p,q) = 1 setzen. Es ist nun

21



3
1_3.R_ 4
rz=3"53° 43 baw.
: 2
1q3=6pq - 8.
3

Hieraus folgt, da8 g~ durch p teilbar sein muB8, und wegen
(p/q) =1 ist p = * 1, also

2 ® = 6q® - 8. (32)

Die Gleichung besitzt keine ganzzahligen L&sungen, denn es

muB 8 durch qz teilbar sein, also q = I 1 oder q= X2 gelten und
fir diese Werte von q ist (32) nicht erfiillt. Dieser Widerspruch
zeigt, dag die Annahme falsch war, also sin o« fiir o = 10°, 50°, 70°
irrational ist.
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Sonderaufgabe

Es sei N = {1,2,...,n} . Eine nichtleere Menge F von Teilmengen
von N heiBt Filter, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

a) Aus A€ Fund N 2 B 2 A folgt B € F,

b) aus A € F und BE F folgt AN B € F und

c) es ist @ ¢ F.

Aus wieviel Elementen kann ein Filter htéchstens bestehen?

Man gebe alle Filter an, welche diese maximale Anzahl von Elemen-
ten enthalten.

Aufgaben

Aufgabe 1
Man beweise, daB sich jedes Polynom mit reellen Koeffizienten als

Differenz zweier streng monoton wachsender Polynome darstellen l&B8t.

Aufgabe 2
Fiir wvelche natilirlichen Zahlen a mit O < a < 10 gibt es natiirliche

Zahlen r 2 2 und n mit

nlotl) -8, (10" - 12
Aufgabe 3
Sei £(x) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. lMan beweise:
Wenn es drei ganze Zahlen a,b,c mit a < b < c und [£(a)l = I£(b)I=
= |f(c)l = 1 gibt, so gibt es keine ganze Zahl d mit f(d) = O.
Aufgabe 4

Man beweise: Wenn a und b ganze Zahlen mit der Eigenschaft
2a% +a=3b2+b sind, so sind a-b, 2a + 2b +1 und 3a + 3b + 1
Quadrate ganzer Zahlen.

Aufgabe 5
Man bestimme alle ganzzahligen L&sungen der Gleichung

x4+ 4-y4 =2.(z% + 4 ) g (1)
Aufgabe 6

Sei die natiirliche Zahl p eine Primzahl und bezeichne G die ilenge
aller Gitterpunkte (a,b), wobei a und b natiirliche Zahlen mit

o= a, b S p-1 sind. Zwei nicht notwendig verschiedene Punkte (a,b)
uhd (c,d) aus G werden genau dann miteinander verbunden, wenn



a+c+b-+-d=1 (mod p) (2)
gilt.
a) Man zeige, das8 mehr als % (p3 - p) Verbindungen eingezeichnet
werden.
b) Gib; es vier verschiedene Punkte P, = (ai’bi)' i=1,...,4 in G,

L
so das P; mit Piyrr 1= 1,2,3 sowie Py mit P, verbunden ist?

Aufgabe 7

Man bestimme alle Folgen (x1,x2,...,xn,...) natlirlicher Zahlen,
die den Bedingungen

a) x, Sn - Yn fiir n2 1 und

b) n - m ist Teiler von Xy = X fiir n > m 2 1 geniigen.

(XV. Allunionsolympiade der UdSSR)

Aufgabe 8
Sei ABCD ein reguldres Tetraeder mit der Kantenlénge a, Man beweise:

a) Flir jeden Punkt M auf der Umkugel des Tetraeders gilt fiir n=2
und fiir n=4
_m . _mn .mn 5
AM +BM +CM +DM =3 . a",
b) flir n 2 1 und n # 2,4 existiert kéine Konstante c, so daB fiir

jeden Punkt M auf der Umkugel des Tetraeders gilt:
B .om m Con
AM +BM +CM +DM =c¢

(Aufgabe von I. Janakijew, IMO-Preistriger 1981, Matematika 10

(1981))

Aufgabe 9
Sei R beziehungsweise r der Radius des Um- beziehungsweise des
Inkreises des Dreiecks AABC. Die Winkel dieses Dreiecks seien
n /5, =™ /5, 3-7 /5., Man beweise:
5 5 =1
e 3)

Aufgabe 10
Von dem Dreieck A ABC seien der Hohenschnittpunkt H, der Schnitt-

punkt M der Mittelsenkrechten sowie der Punkt A durch ihre Koordi-
naten

H= (4,3), M= (6,4), A = (2,1)
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem gegeben. Man berechne
den Fldcheninhalt des Dreiecks A AEC.



Aufgabe 11
Man finde einen geschlossenen Ausdruck fiir

f(x) = sinzx & sin2 3X + .00 + sin2 (2n-1)x.

Aufgabe 12

Die Felder eines 5 x 41-Schachbrettes seien mit zwei Farhen ge-

férbt. Man beweise:

a) Es gibt ein einfarbiges 3 x 3-Quadrat (d. h. 9 Felder, die in
den Zeilen a,b,c und den Spalten p,q,r stehen, 1 £ a<b <c £ 5,
1=Sp<g<r =41),

b) man kann ein 5 x 40-Schachbrett derart firben, daB kein einfar-
biges 3 x 3-Quadrat vorkommt.

Aufgabe 13
Man beweise filir alle reellen 2Zahlen x mit O £ x £ 1 die Unglei-

chung

X 21+ x2,

Aufgabe i4

Man ermittle alle Paare (x,y) natilirlicher Zahlen, die der Gleichung
X Y
T =28 =7

gentigen.

Aufgabe 15
Man bestimme alle reellen Funktionen f, die der runktionalglei-

chung

f(a+x) - f(a - x) =4 ax (4)
geniigen, wobei a eine gegebene reelle Zahl ist.
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L&sungen

Aufgabe 1
Sé@mtliche betrachtete Polynome mdgen reelle Koeffizienten haben.

Lemma 1. Wenn sich die Polynome f1 und £, als Differenz. zweier
streng monoton wachsender Polynome darstellen lassen und a eine
beliebige reelle Zahl ist, so lassen sich auch die Polynome f1 + fz
und a - f1 als Differenz zweier streng monoton wachsender Polynome
darstellen.
Bemerkung 1. Diejenigen Polynome, die sich als Differenz zweier
streng monoton wachsender Polynome darstellen lassen, bilden also
einen Teilvektorraum W & V des Vektorraums V aller Polynome {iber
dem Kérper der reellen Zahlen.
Beweis von Lemma 1. Fir i=1,2 Fei fi = Fi - Gi’ wobei Fi und Gi'
streng monoton wachsende Polynome sind. Es ist
. £, + £, = (Fy + Fy) = (G + Gyp) (5)
und

a-f1 =a-F -a- G1. " (6)
Bekanntlich sind fiir streng monoton wachsende Funktionen F und G
und jede reelle Zahl a # O auch F + G und lal ., F streng monoton
wachsende Funktionen. Daher sind f1 #* f2 und fiir a > 0 auch a + £

1
als Differenz streng monoton wachsender Polynome darstellbar. Fiir

a < 0 erhdlt man aus der Darstellung’ .

a + f, =aF; - aG; = (-a)Gy - (a)F,
ein analoges Resultat, da (-a)G1 und (—a)F1 streng monoton'wach-
sende Polynome sind. Fiir a = O hat man O + f = x - x ebenfalls als
Differenz streng monoton wachsender Polymone dargestellt. Daher ist
Lemma 1 bewiesen.
Wegen Lemma 1 reicht der Nachweis, da8 sich die Polynome
rn(x), 0120, 1,92 000 ML

rn(x):= 1 fir n=0
{xn fir n=1,2,...

als Differenz zweier streng monoton wachsender Polymone darstellen
lassen.
Bemerkung 2. Wir zeigen W = V, indem wir fiir eine Basis von V nach-
weisen, daB sie elementweise in W liegt.
Es ist ro(x) = (x+1) - x und fiir n 2 1

() = 2 £2n-1 _  2n-1

4n-1__2n 4n-1
Ton (%) (x x

+X + 2nx) - ( + 2nx).



Offenbar sind x, x+1 und fir n 21 2 - x2n—1 und x2n—1 streng

monoton wachsende Funktionen. Fiir die Funktionen f(x) := x‘m'1
+ x®™ 4 2nx und g(x) := 101 4 ong zeigt man fiir n 2 1, daB die
Ableitungen f£'(x) und g'(x) stets gréBer als Null sind. Daher sind

auch f (x) und g(x) streng monoton wachsende Polynome.

+

Aufgabe 2
Wir setzen t  := % . n « (n+l1). Dann ist
8.t +1= (20412, (7

Die L&sungsmenge L der Aufgabe ist eine Teilmenge von {1,2,3,4,5,
6,7,8,9 } . Wir nehmen an, daB 1 € L ist. Dann muB es natiirliche
Zahlen r 2 2 und n mit 9 - t = 107 -1 geben. Danp ist 2 - (107-1) =
=9 n . (n+1), woraus (3n+1) (3n+2) = 2 - 10° = 27*1 . 5T folgt. Es
ist ggT (3n+1,3n+2) = 1, gaT (2r+1’ Sr) = 1 und fiir r 2 2 ist
2"-+1 = 22r,= 4¥ < 5%, Daher mus 3n+1=2r+‘I und 3n+2=5% sein, woraus

1 =5 = 2F 5 gF o P 2 T (2%eg) 2 8
folgt. Das ist ein Widerspruch und folglich gilt 1 ¢ L. Es gilt

r-1
Faoct-1n=a- > 10t (8)
i=0

Wenn t, = b mod 10 und b € {2,4,7,9} 1ist, so gilt
8 o tn +1=cmod 10 mit ¢ € (3,7} . Das ist ein Widerspruch zu
(7). Wegen (8) ist daher L N {2,4,7,9} = @.
Wenn 1:n = 33 mod 100 ist, so gilt B-tn + 1 = 65 mcd 100 und fir
t, = 88 mod 100 ist 8 by 1 = 5 mod 100. Beides bedeutet einen
Widerspruch zu (7). Wegen (8) und r 2 2 ist somit {3,8}NL = ¢@.
Folglich gilt L §{5,6) . Wie die folgenden Beispiele zeigen, gilt
Lz{5,6} :

_ 1011 _ _5 2 _
tig =5 — =55 =3 : (10 1)
1.2 _6 2 .
tyy=—5—=66=5 (10 -1),
_ 36.37 _ = =5 3 _
tyg = Tog—— = 18:37 = 666 = 5 (10 s

Folglich sind genau die Zahlen a = 5 und a = 6 LOsungen der Aufgabe.

Aufgabe 3
Lemma 2. Wenn g (x) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten und
y eine ganze Zahl mit-¢(y) = O ist, so hat das durch g(x) = (x-y) h(x)

bestimmte Polynom h(x) lauter ganzzahlige Koeffizienten.

n-1

n
Beweis. Sei g(x) = E a;
i=0 i=0



g(x) = (x-y) h(x) und seien ao,a1,...,an, Y ganze Zahlen,
Es ist zu zeigen, daB bo' b1, senp bn-1 ganze Zahlen sind.
Es gilt

n-1 ; n=1 n-1
g =(x-y) h(x)=(x-y)+ > byox'= > bxt*- S b yxt
i=0 i=0 i=0
n -1
=3 by_,xt byey.x = - (9
i=1 i=0

n 2=l i
= by _;ex +§ (by_y = by-¥)X" + (<b_ y).

Durch Koeffizientenvergleich erh&lt man
a, = b, 4, 3, = -byy
a; = bi -1 = bi-y, i=1 2,...,n-1
Daraus ergibt sich
b1 =2,
bj_ 1 =a; +b; * vy (10)
i=1,2,...,n=1.
Daher sind die Koeffizienten von h(x) ganzzahlig und das Lemma ist
bewiesen. %
Bemerkung 3, Ist g(x) = EE% ai-xi ein Polynom vom Grad n 2 1 mit

Koeffizienten aus irgendeinem Kdrper K und y € K und ist h(x) das
bei der Division mit Rest

g(x) = h(x) - (x-y) + r, r € K
von g(x) durch x-y entstehende Polynom, so ist offenbar r = gl(y)
und fiir die Koeffizienten bo""' b

n=1 i
h(x) = > by - x
i=o

erh&lt man durch eine zu (9) und anschlieBenden Koeffizientenver-

-1 VOn

gleich analoge Rechnung wieder die Gleichungen (10). Die Rechnung
ordnet man gewdhnlich in einem zweizeiligen Schema an, das man
Horner-Schema nennt:

l a, a1 a o vee
¥ l bn-1=an bn—2=an-1+ybn-1 bn—3=an-2+y'bn-2 Siete
il 2

b°=a1+y-b1 f(y)=ao+y-bo



Flir die L&sung der Aufgabe 3 filhren wir jetzt einen indirekten Be-
weis. Angenommen f(x) ist ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizien-
ten vom Grad n, fiir das es ganze Zahlen a,b,c,d mit a <b <c und’

I£(a)l =1 (b)I = If(c)|l =1 und £(d) = O gibt. Dann ist n 2 1 und
es gibt nach Lemma 2 ein Polynom h(x) mit ganzzahligen Koeffizien-
ten und .

f(x) = (x-d)+h(x).
sei q€{a,b,c,} . Dann ist
1= 1£(q)l = I(g-d)+h(q)l =I1g=dl « | h(q)| .
Da g-d und h(q) ganze Zahlen sind, mu8 |g-d| =1, also g-d=1
oder g-d= -1 sein. Es ergibt sich q€ {1+4, d-1} und {a,b,c} =
= {a+1, d-1) . Das ist ein Widerspruch zu a < b < c. Damit ist die
Behauptung bewiesen.

+*

Aufgabe 4
Mbgen die ganzen Zahlen a und b der Bedingung

2a+a=3b%4+0p n
geniigen. '
Ist a=0, so ist wegen 3 b2 + b = b(3b+1) auch b=0, da 3b + 1 # O
ist. In diesem Fall ist die Behauptung der Aufgabe richtig.
Sei im weiteren a # O. Dann ist auch b # O und b # a. Sei
d := ggT (a,b) und

a = a;+d, b= by d. (12)
Dabei sind a; und b1 relativ prim zueinander und es ist a, # b1.
Folglich ist b1 = a, +r, r# 0, und ag und r sind relativ prim
zueinander., Aus (11) und (12) ergibt sich mit b1 = a, + rs

2d af +a; =3d (a4 + r)2 +a, +r,
also

4a a% +6 +d a; r+ 3ar? + r = 0. (13)
Daher ist d | r und r | da?. Wegen (r,a1) =1qgilt rid. Mitdlr
und r | @ ist d=r oder d= -r. Fir d=r erh#lt man aus (13):

a?+6ar+3l+1=0
Diese Gleichung kann nicht erfiillt werden, da fiir keine ganze Zahl
a, die Zahl af + 1 durch 3 teilbar ist., Folglich muB d = -r gelten.
Dann ist by = a,-d und 3 5

b = d-b1 =da; -4 =a-d%

also

a-b=a2 (14)
Aus (11) ergibt sich

(a=b) (2a + 2b + 1) = b2, (15)



Aus (12), (14) und (15) ergibt sich wegen d # O:

2a 420+ 1 =02 (16)
Weiterhin ist wegen (11):
(3a + 3b + 1) (a-b) = 3a+a-3b
Daraus und aus (12) und (14) ergibt sich wegen d # O:

Ba+ 3+ 1) =ad. . a7
Da d1, a, und b1 ganze Zahlen sind, ist mit (14), (16) und (17) die
Behauptung der Aufgabe bewiesen.

2= b = 3az+a = 2a2 -a= az.

Aufgabe 5
Wir beweisen zundchst folgendes:

Lemma 3: Seien c und n positive ganze Zahlen.

Fir i = 1,2,...,n sei %,; € {0,1} , k; eine natiirliche zahl und
Xy eine ganze Zahl, die kein ganzzahliggs Vielfaches von c ist.
Auserdem gelte k; # ky fir 1 1,5 Sn, 1 #%j. Ddnn ist

n 06y ki
> =1 e - x; #0. (18)

Beweis: Da die Zahlen ki' 153 = n, voneinander verschieden sind,
konnen wir o.B.d.A. voraussetzen, daB k.l = min ki ist.
Wenn n = 1 ist, so gilt offenbar (18). Sei n > 1. Es ist

o

n (VN k k 1
> -1 * e ix=ci|:(-1) -x1+c'Zci

i=1 i .
Nach den Voraussetzungen ist

ki == k1 -1 oy
2§: e = (=1) © Xy eine ganze Zahl.
i=2

Da %4 kein Vielfaches von c ist, ist

o k, =k, -1 o6
(-1)1x1+c.ic S S P x
i=2 !
ebenfalls kein Vielfaches von c und somit von Null verschieden.

i

Da c # 0, ist auch ¢ k1 # O. Damit ergibt sich aus (19) das
Lemma 3.
Wir nehmen nun an, daB8 es ganze Zahlen Xx,y,z und u gibt, die der
Gleichung (1) geniigen. Dann gibt es natlirliche Zzahlen p,q,r,s,
Xqe 9qr 2z, und uy, so daB
x = 2P . X, Y = 29 . Yqr 2 = 2r . Z3, U= 28 . u, (20)



ist, wobei X1 e¥qrZq00 entweder Null oder ungerade sind.
Einsetzen der Ausdriicke (20) in (1) liefert

24P . x14 + plav2 | y14 _ g 44l '.214 + g 4543 “14
und folglich
24P . x14 + 24a+2 | y14 P S I z14 o g 4st3 u14 - 0. (21)

Die Zzahlen 4p, 4qg+2, 4r+1 und 4s+3 sind paarweise verschieden, da
sie modulo 4 paarweise verschiedene Reste habens Wenn irgendwelche
der Zahlen Xq+¥qs2q,uq VOR Null verschieden sind, so sind sie und
auch ihre weiteren Potenzen ungerade und daher nicht durch 2 teil-
bar. Aus (20), (21) und dem Lemma 3 folgt daher, daB hochstens

X =y =2z =u =0 Ldsung der Aufgabe sein kann. Offenbar ist das
auch eine Ldsung. Damit besitzt (1) genau die eine L&sung
x=y=2z=u=0,

Aufgabe 6
Wir beweisen zunéchst:

Lemma 4. Ist a # O mod p, so ist die Kongruenz a - x = b mod p bis
auf Kongruenz mod p eindeutig ldsbar.

Beweis: Angenommen, zwei der Zahlen o,a,2a,..., (p-1) - a lassen
bei Division durch p den gleichen Rest, Dann gibt es natilirliche
Zahlen k,1 mit O Sk<1t p-1, fir diep | a + (1-k) alsop | a
gilt. Das-ist ein Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen.

a) Wir bestimmen zun#chst die Anzahl der L®sungen (x,y) € G
der Kongruenz

a+x+b.y=1modp é (22)
fur jedes feste (a,b) €G . '
Fiir a = b = O gibt es keine Ldsung. Ist a # O, so gibt es nach
Lemma 4 fiir jedes y mit O H y s p-1 genau ein x mit O Sxs p-1,
sodaB a - x =1 -Db +» ymod p ist..Gilt a = 0, so gibt es zu je-
dem x mit 0 5 x = p-1 nach Lemma 4 genéu ein y mit 0 £y = p-1,
so daB (x,y) eine L&sung von (22) ist. Daher existieren zu jedem
Punkt (a,b) EG mit (a,b) # (0,0) genau p verschiedene L&sungen
von (22).
Folglich miissen als Beitrag von (a,b) # (0,0) p Verbindungen ein-

gezeichnet werden. Insgesamt erhalten wir (p2

-1) . p Verbindungen,
wobei jede Verbindung zwischen verschiedenen Punkten doppelt und
jede einen Punkt aus G mit sich selbst verbindende einfach ge-

z&hlt wurde. Gibt es genau s Verbindungen, die einen Punkt mit sich

11



selbst verbinden, so erhalten wir folglich

% (P -p-s) +s= % ®3-p + %

Verbindungen. Da filr (0,1) gilt 0%+12 = 1 mod P, so ist flir jedes
p dieser Punkt mit sich selbst zu verbinden und folglich s £ 1 und
die Behauptung a) ist bewiesen.

b) Angenommen, es gibt vier Punkte P1 = (x,y), P2 = (a,b),
Py = (uv ), P4 = (¢,d), die die in der Aufgabe genannten Eigen-~
schaften haben. Dann gilt:
a-x+by=1 mod p, also ad x + bdy = d mod p,
{ac X + bey = ¢ mod p,
cex+d-y=1 mod p, also a.c+x + ady = a mod p,
{b-c-x + bdy = b mod p.
Daraus ergibt sich:
(ad - bc) «+ x =d - bmod p, (ad - bc) -« Yy =a - cmod p. (23)
Fall 1: ad - bc # 0 mod p.
Nach Lemma 4 sind x und y durch die Kongruenzen (23) eindeutig be-
stimmt. Da u auch die erste und v die zweite der Kongruenzen (23)
erfiillt, ergibt sich (u,v) = (x,y).
Fall 2: ad - bc = 0 mod p.
Ist a = 0, so miissen wegen (22) sowohl b als auch Yy von Null ver-
schieden sein. Aus - bc = 0 mod p folgt also

aQ

= 0. Ferner ergibt
d, also (a,b) = (c,d).
p-1, so das

sich aus b « y =dy = 1 mod p nach Lemma 4 b
Ist a # 0, so gibt es genau ein A mit O S A
A - a=cmod p ist,
Es folgt
a(d=-b+A)=ad~-bc =0 md p,
d. h. b - A = d mod p. Dann ergibt sich
c*x+d-y=4A(ax +by) = A mod p.
Es folgt A = 1 und damit (a,b) = (c,d).
In beiden F4llen ergab sich die Identitit von zwei Punkten. Damit
gibt es keine vier Punkte P,,PZ,P:’,P4 mit den in der Aufgabe b) an-
gefiihrten Eigenschaften,

Aufgabe 7
Viegen x, £ 1 und X, 2. Y2 <3 gilt xq = i x2€{1,2} R

]

Fall 1: X, = 1. Aus b) ergeben sich fiir n > 2 folgende Teilbarkeits-
aussagen: =
(n - 1) I(xn - xq) = X = 1, (n - 2) l(xn - x2), also (n-2) I(xn-1).

12



Fiir n > 2 sind n - 1 und n - 2 teilerfremd, also folgt

(n=-1) « (n-2) | (xn - 1).
Wédre X, # 1, so folgte daraus

(m=1) + (-2 Sx -135n- Yn-1,
Diese Beziehung ist fiir geniigend groB8e n nicht richtig, z. B.
nicht fir n 2 n_ = 9, Fir diese n ist also X, = 1. Fir ein belie-~
biges festes m € {3,4,..., ng - 1} und alle n 2 n, gilt nun

no b (xpn

- xm), alson | (1 = xm), also ist xﬁ =1.
Fall 2: Xy = 2. Wir erhalten wie im Fall 1 fir k > 2:
(k = 1) | (xk - 1) und (k - 2) | (xk - 2)
also (k = 1) « (k = 2) | (xk - k).
(beachte: X, - k = (xk-1) - (k=1) = (xk -2) - (k= 2)).
Ist Xy # k, so folgt
k=1 (k=-2)5lx -kl Sk 7Vk+k
Auch dies kann fiir hinreichend groBes k H k° = 9 nicht erfilillt
werden und fiir diese k ergibt sich X, = k.

Fir beliebiges festes m € {3,..., kg - 1} und fiir alle k 2 ko

gilt k | (Kpym = ¥p) = (k +m = x.), also X, = m. Wir erhalten
die Folgen

a) x;, =1 fur 1 21,

b) x; =4 fir i 2 1,

Aufgabe 8
Sei O der Mittelpunkt und R der Radius der Umkugel. H sei der FuB-

punkt der H8he von D auf das Dreieck A ABC. Q sei derjenige Punkt
auf der Umkugel, fiir den die Vektoren 55 und ﬁﬁ gleichgerichtet
und gleichorientiert sind und P derjenige Punkt auf der Umkugel,
fiir den die Vektoren 5; und XE gleichgerichtet und gleichorien-
tiert sind.

Die Linge h einer HShe im A ABC ist gleich az - (%)2 = ;— 'V_
Ferner gilt:

DHE? = BD? - BAZ = a% - (%-h)2 = % a2, also DH = % V6 und folglich
=

OH® = %5 'V—. (Dabei setzen wir als bekannt voraus, daB8 der Um-
kreismittelpunkt O der Schnittpunkt der Lote von den Punkten
A,B,C,D auf die jeweils gegeniilberliegenden Fldchen von ABCD ist
und diese Lote durch O im Verh#ltnis 1:3 teilt.)

Wir betrachten nun das Koordinatensystem

— — —
0, B 08 08
’ ’ .

181 1681 1081

13



Es ist:

— - 6]5 =y o0 w4 0_1’:
Ok =- 1081 - & - w8 - Q-5 - 2, a1s
10D | 10Q1 1OP|
OA=-1 55--@56-@53 (24)
3 3
Analog erhdlt man:
Be--lb+2 258, t--1a8-25+%ak. (25)

P
DieZahlenA,p,Vseiendurcthﬁ=A’.-03+}1.'56 V-(Tlg

festgelegt. Offenbar ist 31512 = Rz. Andererseits ist
o2 = A28 2+p2582+V208 2+ 24u0D00 + 24 V0D - OB +
2p-v08-08=R (A%+ p2auv?,
Also gilt:
A2+ p?ew?ag (26)

Wir wenden jetzt den Kosinussatz auf das Dreieck AO M an und er-
halten:

a2 = o

2 2

- 20A .- OM = 2(R® - O& - OM). (27)

Analoge Ausdriicke erhdlt man fiir ﬁﬁ 2, C_ﬁ 2 und ﬁi'z. Das ergibt

mz+'§ﬂ2+c7Y2+DTl2=8R2—W(ﬁ+53+W+6'E)=BR2 2

= 3a“,
da Ok + OB + OC + OB = O ist. Damit ist a) fiir n = 2 bewiesen.

—
+ OA

Aus (25) erhdlt man s

-4 r'-8R%2.3R.0R+4. ©OR .M

Analoge Ausdriicke erh&lt man fiir 'ﬂ‘l, C—ﬂ4, W4. Das ergibt:
B+t e B8 - 16r-8R2 R+ OB+ 0%+ OB) - OR
+4 (©k - M2+ ©F - oM2+ @ - T2+ @B - W),
Wegen (24) gilt: &

____z‘/'z 2 Ve v _ 2 A _ V2, Ve
ok . oM oB —3HM o3 = .O?—R'(-g-—jp'-?v%
Analog ergeben sich aus (25) die anderen Skalarprodukte.

Wir erhalten schlieBlich:

2
@ . M2 - (é PR 24 Sp2, 2V—2“1 ; 2V—K}£+ AV—}“,) "y
o8 - o2 = (,_cg_z 82 41/_,(}1) =4,
©F - M2 = (44 2p 2 jv2+zv_,&pl-—£,(v 4V—m rY,
@©8 - o2 = A2 g4
Das ergibt unter Beachtung von (26) die Summe

4 2 4 2 4 2 4 4 4
('3'& +';}1 +~§V)-R=-3-.R.

14



Also gilt:
mi+am et DM =16 R+ A -l

Ry Ticg

-

Damit ist a) fiir n = 4 bewiesen.

b) Angenommen, es gibt fiir ein gewisses n ein solches c. Setzen
wir M = A, so erhalten wir ¢ = 3 - F

A' sei der beziiglich O _zu A symmetrische Punkt auf der Umkugei.
Es ist &' = 2 R = 238, pas Dreieck ABA' ist rechtwinklig und

daher gilt BA'? = AA'2 - AB? = 2~ una folglich (nach analogen
Betrachtungen fir C und D):
IBA'I = ICA'I = IDA'| = &,
V2

Das ergibt:
mE+EmA i@+ =@ 5. (D
n, (V)" (V3 +3)
L ,

= a
2
Daher gilt: *
n n
3 .80 = (V2)" - (V3)" + 3) . a?
n
2
oder gleichwertig -

3.2%= (V. 32 +3)

Damit 3 auch Teiler der rechten Seite ist, muB n = 2 * k sein und
gL
also
2% o g B =g
gelten. é
Wir suchen jetzt alle Ldsungen der Gleichung 2¥ - 3¥ = 1 in nicht
negativen ganzen Zahlen. Ist y = O, so folgt x = 1, d. h., es mu8
n = 2 sein. Ist y >0, so gilt 2 = 1 mod 3.
Das hat x = 2r zur Folge und wir erhalten
W= (225 - 1) = (28 - 1) (25 + 1),
Die Zahlen 2F - 1 und 2Y + 1 haben keinen gemeinsamen Teiler # 1,
Mithin mus 2% -1 = 1 sein, alsor =1, x =2, y =1 und n = 4,
Folglich gibt es fiir n # 2,4 kein solches c und der Beweis fiir
die Behauptung b) ist erbracht.

Aufgabe 9
Lésung 1. Es sei<9C ABC = <9C CAB = %. O beziehungsweise O1 sei der
Mittelpunkt des Um- beziehungsweise Inkreises von A ABC. SchlieB-
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lich sei L der Schnittpunkt des Umkreises mit der Verléngerung von
501 tiber O., hinaus und M der Schnittpunkt von AD mit der Winkelhal-
bierenden von <C ACB, Dann ist

« 1oc =2 < 1c = §,
und J
€ 0oL = « Bojc = ;- (5 + 3% = 3F
Die Dreiecke AOO.,L und A ABC sind folglich &hnlicne Dreiecke
und wir erhalten:

& _ %%, (28)
AB BC

Nun ist AOMB = AO;BM da + OMB = <« OMB = X ist, mM eine
gemeinsame Seite ist und
% MBO = <C OBC - <C MBC = <C OCB - <C mac:il—lrsm:mao

10 1
ist. Folglich gilt O;M - MO = r. Aus (28) erhalten wir
R _ AB
3 = %. (29)

Da BO; Winkelhalbierende des Winkels < MBO, ist, ergibt sich im
/A MBC:

Al
"
l
[}

— e s (30)
1

Wegen AB = 2 BM ergibt sich aus (29) und (30):

ﬁ:f___ﬂld.h. R% - 2 Rr = 4 £2,
Mithin ist ’
r2 J(Ey - = c
4 @2 -1 =o. %

Diese q'uadratische Gleichung hat die Ldsungen

-1* 5
R S
Da % > 0 ist, erhalten wir % = Tg—i#

L8sung 2. Wie bei L&sung 1 zeigt man AOMB ¥ A BMO; und erhdlt
im A OBM:

OM =r, OB = R, OMB=§,<):0M.B=%

win
n
n
-
=



S
e |

Es bleibt folglich sin % = zu zeigen. Dazu beachten wir:

4
sin%—og=cos (%-%) =cos%—°11-
231n1ﬂ6cos%=4cos3%-3cos%
2sin1lo=4cosz-%- 3
4sin? K+ 2sin 5 -1=0.
Die restliche Uberlegung verliuft wie bei L&sung 1.

Aufgabe 10

Wir betrachten den Feuerbachschen Kreis K des Dreiecks A ABC,
Der Mittelpunkt E von K hat wegen HE = % }TNT die Koordinaten

(5; 3,5). Da der Radius r von K gleich der halben Linge des Um-
kreisradisus von A ABC ist, gilt
) r= -} ™ = 2,5. .

Fiir den HShenfuBpunkt F = F(x,y) auf BC ergeben sich als Schnitt-
punkt von AH mit dem Feuerbachschen Kreis die Bedingungen
y=x-1, x-5)2 + (y-3,52 = 2,52,

Das liefert die Koordinaten (12,.1—12) fiir F (der gegeniiberliegende
Schnittpunkt von AH mit dem Feuerbachschen Kreis entf#llt). Aus
den Bedingungen F € BC und AH | BC ergibt sich fiir die Gerade durch
B,C die Gleichung y = - x + 12.

Da auBerdem B und C auf dem Umkreis liegen, ergeben sich die Koordi-

naten e
B~ + B s- VB, c~va-YE 5B,

Das liefert BC = 2 - 723 und
-1 5 -1s1=1.2 2733 = 2 Vie
F AABC_ilAF‘ |BC|—2.§.V—2 2 23—7 46.

Aufgabe 11

Wegen cos 2 x =1 - 2 sinzx haben wir
£(x) =% |:(1-COSZX) + vue.. + (1 - cos(4n-2) x )]

= i-‘ -% [cost + cos6x ... + cos (4n - 2) x]

Der Ausdruck in der eckigen Klammer 148t sich durch folgenden
Trick vereinfachen. Erweitern wir mit 2 + sind 2x und benutzen

2 coso¢ sinff = sin (x+ f ) - sin (& - 1 ), so erhalten wir
1 -
T5In 3% [cg)s 2x + cos 6X + ..... + cos (4n 2) x]



= 313%;—5; [(sin 4x - sin 0-x) + (sin 8x - sin 4X)+.....+(sin 4nx -

sin (4n-4) x)]
_ 8in 4n X,

T 2+sin 2x
Folglich gilt fiir f(x) die Beziehung
= Dh _ sin 4nx
t@) =3 Sin 2%
Aufgabe 12

Die Farben seien rot und blau. Es gibt genau 20 verséhiedene Spal-
ten aus 5 Feldern mit genau 2 roten und 3 blauen bzw. 3 roten und
2 blauen Feldern.

Zwei derartige 5 x 20-Schachbretter zu einem 5 x 40-Schachbrett
zusammengesetzt, erfiillen die Bedingungen. Damit ist b) bewiesen.

Wir zeigen jetzt, daB jedes 2 - gefdrbte 5 x n-Schachbrett ohne
einfarbiges 3 x 3-Quadrat hdchstens n = 40 Spalten hat.

S sei ein 5 x n-Schachbrett ohne einfarbiges 3 x 3-Quadrat. Enth&lt
eine Spalte 5 rote Felder, so firben wir 2 Felder um. Enth&dlt eine
Spalte 4 rote und 1 blaues Feld, so f&rben wir ein rotes um. Ana-
log verfahren wir bei 5 blauen bzw. 4 blauen Feldern. Trotz die-
ser Umfdirbungen entsteht in S kein einfarbiges 3 x 3-Quadrat.

S enth&dlt somit nur Spalten mit genau 2 Feldern der einen und

3 Feldern der anderen Farbe.

Es gibt nur 20 verschiedene derartige Spalten.

Da keine Spalte 3fach in S vorkommen kann, folgt n = 40.

Damit ist a) bewiesen.

Aufgabe 13
Wir betrachten die Funkticn £(x) = 2* - x2. Es ist

f(o) = £(1) = 1. Die Funktion ist beliebig oft differenzierbar und
nach der Taylorentwicklung ist:
£(xg) = £(X)+(x %) £ (K)4x(xmx) 2« £ (F ) (&L
mit § € (x,,x).
Vegen £''(x) = 2¥ . 1n% 2 - 2
ist flir x € (0,1) f£''(x) < o. Hieraus und fiir X, =0 beziehungs-
weise Xy = 1 erhalten wir aus (31):

12 £(0) < £(x) - x + £'(x) (32)

2

und 3 ,
1=£0) < £(x) + (1-x) - £'(x). (33)



wWird (32) mit (1-x) und (33) mit x multipliziert und werden beide
Ungleichungen addiert, so bekommen wir fiir alle x € (o,1)

1= (1-x) + x < (1=-x) £(x) - x £(x) = £(x),

womit die Behauptung erwiesen ist. Gleichheit tritt genau dann ein,

wenn x = o oder x = 1 ist.

Aufgabe 14

Fiir x = o und x = 1 erhdlt man die beiden L&sungspaare (o,1) und
(1,3). Es bleibt nun zu untersuchen, ob es noch weitere L&sungs-
paare gibt. Wegen x 2 2 gilt 49 | 7*. Wir betrachten 2Y - 1 modulo
49 und erkennen, daB der Rest die folgenden Werte durchl&duft:
0,1,3,7,15,31,14,29,10,21,43,38,28,8,17,35,22,45,42,36,24,0,1...
Zy-1 ist also genau fiir y = 21 - k, k = 0,1,2,..., durch 49 teil-
bar, Wir zerlegen 2Y = 1 nun folgendermaBen in Faktoren (k Z 1):

k=1
e =pg? e g @ =4y 1 > 23V
3 18, 15 , .12 e Bl e
=@ -1 @%+2P 2%+ L vy - S 2 )
»=0

=1
=7 . 209593 - (S 2217
V=0

k=1
=7 7. 479 - (> 221",
Vv=0

Da 42 799 nicht durch 7 teilbar ist, kann 2Y - 1 nicht nur aus
Potenzen der Zahl 7 bestehen, d. h., es gibt auBer den zwei oben
angefiihrten L&sungen keine weiteren.

aufgabe 15

Angenommen, die Funktion £ : R—> R ist 'Ldsung von (4).

Durch g(x) = £(x) - x2, g : R— R, definieren wir eine neue Funk-

tion. Mit (4) ist:

g(a+x) + (a+x)2 - g(a--x)2 - (a-gt)2 =4 ax,

@also g(a+x) ='g(a=x).

Ferner ist g(x+a) = g(-x+a) = g( | x| + a)

und damit

f(x) = g(x) + x2 = g((x-a) + a) + x2 =g( | x-a | + a) + x2,

f ist also h8chstens dann L&sung, wenn
£(x) = g(( Ix-al +a) + x? : (34)
mit einer beliebigen reellen Funktion g : R—> R gilt.



Umgekehrt ist dann
f(at+x) - f(a=x) = g( la+x - a| +a) + (a+x?2
- g( la-x-al + a) - (a-x)2
=4 a x.
Damit sind genau die in (34) beschriebenen Funktionen L&sung.
(Nach Karin Grdger, Berlin)

Weitere m&gliche Darstellungen der Lésung sind:
a) £(x) = () , xSa
g(2a - x) + 4a (x-a), a 2 x, wobei g(x)
eine beliebige Funktion mit g : R— R ist,
(Nach Jochen Latterm;nn, Dresden)
b) £(x) = 2&# + g(x) mit g(a + x) = g(a=x), g : R— R
(Nach Ingo Witt, Berlin)
c) f£(x) = g (x-a) ’ xZa
g(a-x) + 4a (x-a) , x S amit g : [0, c0)—>R

beliebig.
(Nach Jens Franke, Gera) §
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Bemerkungen zu Aufgaben und LSsungen vorangegangener Hefte

Im folgenden geben wir zwei weitere Ldsungen fiir die Aufgabe 11
aus Heft 8 an. Fiir die Winkel c¢ , |3 s Y eines Dreiecks war

sin 2o¢ + sin? B + sinzy §% "
zu zeigen.

L8sung 1:

sei O <,o¢;p,y<qt und o + [3 +-y=7(.

Es gilt cos & cos B cosyi-é. (35)
T

Denn falls einer der drei Winkel gr&Ber als = ist, ist (35) tri-
vial und im Intervall I:O, 1% ist y = cos x konkav und nach der
Jensenschen Ungleichung und der Ungleichung vom arithmetisch-geo-
metrischen Mittel erhélt man ‘

\
cosot cos B cosy S (SoB 0+ cgi[i + o83 5 gog’ 9_‘_*_3.@._*.& =

of=

Die Ungleichung (35) formen wir &quivalent um,
2 cosc cosf cos (o + [ ) 2—%,

2 coso cos [} (coso cosp - sin« sinB ) % - -},

coszot + coszp + COSZM COSzp +1- (3082

. cos?P - 2 sin cosf sinf cos E%

coso + cosz[! + cos?o coszp + sin?o sin? f- 2 sino cos o

sinp cosp ggl

o - cosz[i + cos?o -

cos? o + cosz[!.+ (cos o¢ cos f - sino¢ sin f )2 2 -:-:-,
cos?o6 + cos?p + coszyi%,
sin o + sinzp + sinzy- s %-.
Lésung 2
Sind o6, [3 .y die Dreieckswinkel, so gilt sicher
2 [oos (w+p) +Fcos (- 1] 2 - oo (w-prE-3
und wegen cos 2 X = 2 cos? x - 1 und cos x + cos y =
2 - cos 3‘—? cos %X gilt
cos (20 + 23 ) + cos 206 + cos Zp;-%.'
Ferneristwegenoﬂ+ﬁ+y=7[ cos (206+2[§)=cos 2y .

schlieBlich benutzt man cos 2 x = 1 - 2 sin?x und erhdlt die Be-
hauptung.
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Berichtigung zu Heft 5, Aufgabe 6

In der Ldsung muB es auf Seite 10, 4. und 5. Zeile von oben rich-
tig heiBen:

> sin sin
SR AELE Y A% 2
% e (sin i sinoa)

sin sinf}

sinp~ sino
9 Ginw * sIny)

+

w

+
+

2. (p+q+rx)

Berichtigung zu Heft 3, Aufgabe 17

Die Darstellung des indirekten Beweises enth#lt in der 9. Zeile
von oben einen Fehler:

man darf nicht ad = r' (n') schlieBen. Darauf machte B. KreuBler

(Berlin) aufmerksam. Wir filhren noch einmal die Behauptung und
einen Beweis an.

Aufgabe 17, Heft 3: =
Seien a, b, ¢, d, n natiirliche Zahlen und m&ge die Zahl n ein

Teiler der Zahlen ac, bd und ad + bc sein. Man zeige, daB8 dann n
auch die zahlen ad und bc teilt.
Indirekter Beweis (nach P. Bartenstein)

Wir nehmen an, n teilt nicht ad. Dann gibt es eine natiirliche

Zahl r mit 0O <r <nund ad = r (n). ’ (36)
Es sei (r,n) = nge. Dann gibt es natilirliche Zahlen n' und r' mit
o=z < n’ undn=n° n' undr=no . r.
Aus (36) folgt 2 @y (%)

o
und wegen ad + bc = o(n), d. h. auch :—d + -ﬁ—c =0(n'):

o o

EE-::'(n'). (% %)

n

o
Wegen ac = o(n) und bd = o(n) ist % = o(n') und -:—d = o(n'),

o o

also einerseits L‘;d =

o

o(n') und andererseits wegen x und %%

2 =~z %), d. h.

N 2= om".
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Diese Kongruenz steht jedoch im Widerspruch zu o < r' < n' und
(r',n') = 1, also ist unsere Annahme falsch und es gilt
ad = o(n). Wegen ad + bc = o(n) erhalten wir auch bc = o(n),

Zur Sonderaufgabe aus Heft 11

Im folgenden gehen wir, mit dem Ziel einer zusammenhdngenden Dar-
stellung, noch einmal auf diese Sonderaufgabe ein, obwohl eine
L&sung auch schon in Heft 12 gegeben wurde.

Aufgabe:
Zu einer Beratung treffen sich n Mathematiker (n > 2), wobei

jeder mit h&chstens % - 1 anderen bekannt ist. (Alle Bekanntschaf-
ten seien gegenseitig.)

Man zeige: Es kénnen alle so an einem runden Tisch Platz nehmen,
daB nicht zwei miteinander bekannte Personen nebeneinander sitzen.

" Nur die Schiiler Ronald Lehmann, Klasse 12, EOS "Kreuzschule",
Dresden, und Ralph Hortig, 1. EOS Cottbus, sandten eine richtige
L8sung ein. Zum Beweis wandte R. Lehmann einen aus der Graphen-
theorie bekannten Satz von Dirac {iber die Existenz eines Hamil-
tonkreises fiir den komplementdren Graphen an. R. Hortig gab einen
Beweis ohne Verwendung von S&tzen aus der Graphentheorie.

Die folgende L&sung ist analog zu einem Beweis des Satzes von
Dirac.

Losung: Ist M1,...,Mn, Mn+1 = M1 eine Sitzanordnung S der Mathe-
matiker, so sei der Bekanntschaftsgrad b (S) gleich der Anzahl der
Paare (Mi’Mi+1) (L=1,...,n), fir die Mi und Mi+1 miteinander be-
kannt sind.

Sei o.B.d.A. S eine solche Sitzanordnung, fiir die b(S) minimal ist.
Wir haben b(S) = O nachzuweisen.

Angenommen, b(S) > O. Dann gibt es ein Paar (Mk, Mk+1) zweier mit-
einander bekannter Mathematiker (o.B.d.A. sei k # n).

Kennt Mk nicht Mj, so sind aber Mk+1 und Mj+1
/(j =1,e..,n, j #k, j # k+1). Sonst wédre né&mlich Mysenes Mj’ My,
Mk—1' 5% i 5 Mj+1’ Mk+1' sien Mn' M1 im Fall j < k bzw,

Myv eeer My My Mo gy eeny Myqe Myqr ooy Mo, M im Fall j > k
eine Sitzanordnung mit kleinerem Bekanntschaftsgrad.

miteinander bekannt
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Es gibt nach Voraussetzung wenigstens

n=-1- (§-1) =3 Mathematiker M,, die M, nicht kennt.

Nach dem oben Gesagten, sind die 'Nachfolger Mj‘” alle mit Mk+1
bekannt, d. h., M hat mindestens % Bekannte, was ein Wider-
spruch zur Voraussetzung ist.
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Sonderaufgabe

Eine Organisation hat n ® 5 Mitglieder und (n + 1) verschiedene
3-Mitglieder-Komitees. Man beweise: Es gibt zwei Komitees, die
genau ein Mitglied gemeinsam haben.

Aufgaben

Aufgabe 1
Man bestimme alle reellen Werte des Parameters a, so daB die

Gleichung
16 x4 -a x3 + (22 + 17) xz -a8ax+ 16 =0
genau vier verschiedene reelle Wurzeln hat, die eine geometrische
Folge bilden.
(Vorschlag Bulgariens auf der IMO 1982)

Aufgabe 2
In einer Urne liegen genau p weiBe und q schwarze Kugeln. Neben

der Schachtel gibt es einen Haufen von geniigend vielen schwarzen
Kugeln, Wir entnehmen in jedem Schritt zwei Kugeln aus der Urne.
Sind diese zwei Kugeln von gleicher Farbe, so legen wir eine
schwarze Kugel vom Haufen in die Urne. Sind die zwei entnomme-
nen Kugeln von verschiedener Farbe, so legen wir die weiBe Kugel
zuriick in die Urne., Wir wiederholen dieses Verfahren, bis zum
letzten Mal zwei Kugeln aus der Urne entnommen werden konnten

und durch eine Kugel ersetzt wurden. Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit dafir, daB diese letzte Kugel weiB ist?

(Vorschlag Brasiliens auf der IMO 1982)

Aufgabe_3
Es sei ABCD ein konvexes ebenes Viereck und sei Aqe By, c1 bezie~

hungsweise D, der Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABCD, des

Dreiecks A ACD, des Dreiecks A ABD beziehungsweise des Drei~

ecks A ABC.

Man beweise:

a) Die Punkte Ay 81, cl, D1 sind entweder alle gleich oder alle
untereinander verschieden, Im letzten Fall liegen die Punkte
Ay und Cy auf verschiedenen Seiten der Geraden durch B, und D,

3



und die Punkte 31 und Dy liegen auf verschiedenen Seiten der
Gerade durch Ay und Cye
b) sei Az, 52. 02 beziehungsweise 02 der Umkreismittelpunkt von
ABCD, AACD, AABD beziehungsweise A ABC. Die Vierecke
A_B,C,D, und ABCD sind &hnlich.

22 22
(vorschlag Australiens auf der IMO 1982)

Aufgabe 4
In einer Ebene seien 2 + n paarweise verschiedene Punkte gegeben,

von denen keine drei auf einer Geraden liegen und von denen je-
weils n rot beziehungsweise blau geférbt seien. Man beweise, daB
man n paarweise disjunkte Strecken (d. h., die Strecken schneiden
sich weder, noch berthren sie sich) finden kann, deren Endpunkte
verschiedenfarbig sind.

Aufgabe 5
Gegeben seien n reelle Zahlen P, P,, +.., P mit 0§ P, & 1,

Man zeige, daB es eine reelle Zahl x mit O § x § 1 gibt, fiur die

=P $8 en .« (14 FTHEY e + 3o7)
i=1
ist,
Aufgabe 6

Es sei n 2 2 eine natirliche Zahl und seien x; (i = 1,2,3,...,n)
positive reelle Zahlen. Man beweise:

X X X

3 n 1

Xy Xy ok eee X g * X > 1.

Ferner zeige man, daB man die rechte Seite dieser Ungleichung
nicht vergréBern kann.

Aufgabe 7
Gegeben seien in einer Ebene drei Punkte X,Y,Z, die nicht in

einer Geraden liegen. Man konstruiere ein Dreieck A ABC, so daB
X mit AB, Y mit BC und Z mit CA gleichschenklig rechtwinklige
Dreiecke bilden, wobei AB, BC und CA jeweils die Hypothenusen
sind. Die Dreiecke A ABC, AABX, ABCY, A CAZ sollen dabei
so liegen, daB sie paarweise keine gemeinsamen inneren Punkte
besitzen, '

4



Aufgabe 8 X
Es sei {‘n} , n=1,2,3, ... eine Folge positiver reeller Zah-
len mit

M8

a
n+l
5_‘i1¢n"ur\d a, < oo.

n n=1
Man beweise, daB lim n « a = O ist.
nN-eoe
Aufgabe 9
Es sei {’1' 850000.8 }eine Menge reeller Zahlen, k € N.
2
ke + 1

Man zeige, daB es Indizes i, <1, < oo < i, 4 gibt, so daB

;&

s, §a, % ..%a
1 2

oder a, #a, ¥ ...%a gilt,
i i, i ket

Aufgabe 10

Seien XgeXps seer Xp beliebige Zahlen aus dem Intervall [0.2] .
Man beweise, daB

[xg = x| & n? (1
i=1 i=1 2
ist. In welchen Féllen steht das Gleichheitszeichen?
(31. Mathematikolympiade Bulgariens, 1982)

Aufgabe 11

Es seien H und K Familien von Teilmengen der Menge {1.2,....1‘!} .
die folgenden Bedingungen geniigen:

Ist FE Hund F* $ F, so gilt F' € H; (2)
Ist FE Kund F*  F, so gilt F' EK, (3)

Man zeige, daB |H N K| Sir‘;. |H] - |K| ist.

Hierbei bedeutet H N K die Familie von Teilaznguin von {zi2iwss oy
die sowohl in H als auch in K enthalten sind und fir eine Mengen-
familie H bedeutet |H| die Anzahl der Mengen, die diese Familie

enthélt.,

Aufgabe 12
Man bestimme alle stetigen Funktionen f: R—=R, die der Gleichung
f(xz) + f(x) = x2 + x geniigen.



Aufgabe 13

Die Folge sei durch X, = 1000 und

xn
-% xn+—)
" gegeben., Man beweise, daB

Xz = 72'| < 1076 ist.
| %30 = 2|

Aufgabe 14

Man bestimme alle Paare (n,k) natlirlicher Zahlen, fir die
(n+1)k -1 =nl!

gilt,

(31. Mathematikolympiade Bulgariens, 1982)

Aufgabe 15

In den Primzahlzerlegungen von r+1 gegebenen positiven natiirli=-
chen Zahlen (r & 1) mégen insgesamt nur r Primzeshlen auftreten,
Man beweise, daB es unter den r+1 natiirlichen Zahlen gewisse
Zahlen gibt, deren Produkt ein vollsténdiges Quadrat liefert.
(Mathematical Spectrum 11, 1978/79, Nr, 3)



Ldsungen

Aufgabe 1

Angenommen, es gibt einen Parameter a, der den Bedingungen der
Aufgabe genligt. Seien x, q » X, q2 . X, q3 e x die Wurzeln der
gegebenen Gleichung. Da sie voneinander verschieden sind, gilt
x A0, qF 0, + 1, Wir dirfen |[q| > 1 annehmen und erhalten
|xl<lq x| <le®x| < |q3x|. Die Auegangsgleichung ist symmetrisch,
Daher sind auch die Zahlen ;iT; (i = 0,1,2,3) Lésungen dieser

Gleichung. Folglich ist
i. q:s e X, q= x"2/3 und die Wurzeln sind

X
1/3, (-1/3, (-1

X, X .

Nach dem bekannten Z thang zwischen den Wurzeln eines Poly-
noms und deseen Koeffizienten ist also

x + xM3 4 W3, 2 '3..'5'“"d

X3 o 323 141 X723 AR (28 + 17) « i-g.

Sei z 1 = x¥3 4 x"1/3 gesetzt, Dann ist 2® -2z = %5 und
24 - 322 0 X3 4 X3 B A3
= (28 -15) « dg=2. (24 22) -8

3 2
..1:-/?

Diese Gleichung hat die Nullstellen %, %, S e

aleo z% - 22° - 3z +4z+§-0.

Da z| = |x"/3 + x":v"'l 2 2 ist, i8t z = % die einzige Mdglich-
keit, So st a = 16 (122 - 5) = 170,

Andererseite hat die Ausgangsgleichung fir & = 170 die Nullstel-
len %, %, 2 und 8 und diese bilden tatséchlich eine geometrische

Folge.,

Aufgabe 2
Die Eigenschaft der Anzahl der weiBen Kugeln in der Urne, gerade

beziehungeweise ungerade zu sein, &ndert sich in keinem Schritt
des Verfahrens. Daher kann fir gerade Anzahl p die letzte Kugel
nicht weiB sein und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist Null, Ist
dagegen p ungerade, so muB die letzte Kugel weiB sein und die
gesuchte Wahrscheinlichkeit ist Eins,



Aufgabe 3

a) Fallen irgendwelche zwei der Punkte A1:84,C4,Dy im Punkt P
zusammen, dann liegen alle Punkte A,B,C,D auf dem betrachteten
Umkreis mit dem Mittelpunkt P, das Viereck ABCD ist Sehnenvier-
eck und alle Umkreismittelpunkte A1,8,,C;,Dy fallen zusammen,

Mégen nun alle Punkte A4+B4,C4.D; verschieden sein. Sei & BAD +
+ ¥DCB < 1BO°. Dann liegt A auBerhalb des Umkreises von A BCD
und folglich ist AA > AT, Ahnlich ergibt sich TE, > AC,. Da-
her liegen die Punkte A, und C, auf verschiedenen Seiten der
Mittelsenkrechten g auf der Diagonalen AC, Aber B,y und D, liegen
beide auf g. Analog (berzeugt man sich davon, daB B, und Dy auf
verschiedenen Seiten der Geraden durch A, und cy liegen.

b) Sei M,,M,,M; beziehungs-
weise M, der Mittelpunkt
der Strecke AB, BC, CD
beziehungsweise AD, Da
B,MzD M, ein Sehnenviereck
ist, gilt & A.B,Cy =

+ M,BMy = 180° - & ADC.
Analog schlieBt man fir die
anderen Winkel von A B,C,D

1-171°2"
Da die Winkel AZBZCZDZ in
entsprechender Weise aus
den Winkeln von A1810101

hergeleitet werden, ist

¥ A,BC = 180° - « AD,C, = 180° - (180° - ¥ ABC) = ¥ ABC

usw. fur die anderen Winkel. AuBerdem ist A8, | €D, und

As .l c,D, und folglich AB, I AB. Daher sind die Seiten von
AZEZCZD2 parallel zu den entsprechenden Seiten von ABCD, SchlieB-
lich ist die Gerade durch A, und Cy die Mittelsenkrechte von BDkg
und die Gerade durch B, und D, ist die Mittelsenkrechte von A,C
Daher ist die Diagonale BD von ABCD parallel zu der Diagonelen
B,D, von AZBZCZDZ' Daher sind die Seiten und Diagonalen von
A2820202 parallel zu den entsprechenden Stiicken von ABCD und mit-
hin sind die beiden Vierecke #&hnlich und &hnlich gelegen.

1°



Aufgabe 4 .
Wir betrachten alle mdglichen disjunkten Paarungen von Punkten

verschiedener Farbe und verbinden die entsprechenden Punkte. Es
ist also zu zeigen, daB es mindestens eine Paarung darunter gibt,
deren Strecken disjunkt sind. Es gibt genau n! Paarungen. Fir
jede Paarung summieren wir die Lénge ihrer St recken, Unter allen
diesen (endlich vielen) Paarungen gibt es eine mit minimaler
Lénge. Wir zeigen, daB bei dieser die Strecken disjunkt sind,
Nehmen wir das Gegenteil an. Dann gibt es zwei rote Punkte R,
und Ry und zwei blaue Punkte B, und B,, fir die die Strecken
W und BR; zur minimalen Paarung gehéren und sich schneiden.
mit (M} = B, N 75,
R, B, ist dann

|§1_k_2| |ﬂ_l<|rl + lMR | +
MI + |F‘§—[

|5

g - 3. |B 1+ ls

Ersetzt man also E ﬁ und B_R, Ro durch B R, 1Ro und BZRl. so erhélt man
eine Paarung mit kleinarer Streckenléngensumms. was der voraus-
gesetzten Minimalit&t widerspricht.

Aufgabe 5
Fir k = 0,1,2,+40,2n=2 definieren wir Ik: = %, ‘;—;i und
Iy ¢ [E"ﬁ 1| . unter den 2n Intervallen I, gibt es min-

destens n, die keine der Zahlen Pj,...,P, enthalten, Unter diesen
letzten widhlen wir n aus und bezeichnen mit X .X5seee.X, ihre
Mittelpunkte.
Sei
. 1. 2 1

B : = 8n (1#-5#31- PRy 4-—-—2"_1).
Wir fixieren ein i € {1.2.....n} und betrachten P;. Sei l:ij_‘1 5
= |xJ - P1| . Dann gilt

dy g H %ﬁ for alle j € {1.2.....n} .

diJ 2 %F fir mindestens n = 2 der j's, ...

Also ist
-1
1 2. a 4n
j=1 ai_j' =0 12



Wegen

A A e

i
gibt es einen Index j € {1.2.....n} mit
i 58,
i

Aufgabe 6
Offenbar ist lediglich der Fall O0<xy <1, i = 1,2,,0.,n, von

Interesse. Dabei wurde der Fall n = 2, d, h,
X X

+ >1

X X

1 2

els Sonderaufgabe im Sonderheft 1977 (Lsung in Heft 7, Seite 21,
unter Verwendung der Bernoullischen Ungleichung (1+“x)"<:1+n * x)

2 %3
behandelt. Fir n & 3 gei X3 = min Xy und S: mx, +X, +eeet
i=l n
1eses

Dann ist
. Xo Xz . X5 X3
S= Xy + Xy X3 + Xy >1.
Fir den zweiten Teil wihlen wir eine reelle Zahl r > o und set-
zen
x =1,

(n=2) - mal

10



Dann ist wegen

. r
. .
. .

X r .
x4 o (T ) e (¢ Ty a et
s=14+(n1) 4

Also kann S beliebig nahe an 1 herankommen.

Aufgabe 7
Wir betrachten ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem,

0.B.d.A, mdgen X,Y,Z beziehungsweise B die Koordinaten (0,0),
(o,a), (b,c) und (m,n) haben.

S{uyv)

T(r,s)

Rix,y)

Bilden die Punkte R(x,y), S(u,v), T(r,s) ein rechtwinkliges gleich-
schenkliges Dreieck mit dem rechten VWinkel bei S, so folgt aus der
Ahnlichkeit in Dreiecken

FEU+V=-Yy, 82V -UG+X,
Somit ergeben sich aus B und Y fir C: C(a-n, a+m) und aus C und Z

far A: A(b+c-a-m, c-b+a=-n) und
aus A und X fiur B: B(~c+b-a+n,b+c-a-m).

Wegen B = B(m,n) folgt

m = =c+b-a+n,

“n = b+c-a~-m,
11



Also ist m = b - a und n = c.
Dadurch haben wir auch sofort eine sehr einfache Konstruktions-
mdglichkeit: Man f&llt von Z das Lot auf XY und trégt auf dem
Lot von Z aus die Lé&nge | X¥| der Strecke XV ab. Dabei entsteht B.
Analog konstruiere man A und C. Es ergibt sich:

B(b-a,c), C(a-c,b), A (c,a=b). (4)
Die Konstruktion von A,B und C ist stets eindeutig méglich. Es
kann aber eintreten, daB die Punkte A,B,C auf einer Geraden lie-
gen oder die rechtwinkligen Dreiecke nicht alle "nach auBen" vom
Dreieck A ABC liegen.
Die Punkte A,B,C liegen genau dann auf einer Geraden, wenn das
Vektorprodukt BA x BC der Nullvektor ist, d. h., A,B,C bilden
genau dann ein Dreieck, wenn

BA x BC o
ist, Aus BA = (c~b+a) « 1 + (a=b-c) « j und

BC = (28-b-c) « & + (b-c) « j

erhalten wir BA x BC = [(c-b+a)(b-c) - (2a=b~c)(a~b-c)| < k
A,B,C bilden also genau dann ein Dreieck, wenn

a2 + b2+ c2-2ab - ac Ao (5)
ist. Analog ist B xYC = (b—a)2 + (c-a)z} <k
Y,B,C bilden also genau dann ein Dreieck, wenn

(b-8)2 + (c-a)2 f o (6)
ist, Die Punkte Z,C,A bilden genau dann ein Dreieck, wenn
ZExZA = [(a~b-c)? + (c-b)2] « k nicht der Nullvektor, d. h.,
wenn

(a=b=c)2 + (c-b)2 £ o (7)
ist, Die Punkte X,A,B bilden genau dann ein Dreieck, wenn
XA x XB = [c2 + (a-b)z] « k nicht der Nullvektor, d, h,, wenn

2+ (a-b)2po0 (8)
ist, Nun folgt aus (5) leicht (6), (7) und (8).
Ferner liegen Y,Z und X genau dann suBerhalb des Dreiecks A ABC,
wenn YBC, BAC, ZCA, XAB die gleiche Umlaufrichtung in der Ebene
erzeugen, d. h., wenn die Vektoren Y8 x YC, Z¢ x ZA, X¥ x XB und
BA x BC gleichorientiert sind, also wenn sie im Vorzeichen ihrer
k=Koordinate Ubereinstimmen., Dieses Vorzeichen ist unter der Vor=-
aussetzung von (5) in den ersten drei Vektoren positiv, Daher muB
fur den letzten Vektor gelten:

-202 - 2b2 - 2¢? + 4ab + 28c > 0. (9)
oder gleichwertig a2+b%+c?-4ab-2ac < 0.

12



Zusammenfassend konnen wir feststellen, daB die in der Aufgabe ge-
forderte Konstruktion genau dann ausfihrbar ist, wenn die Bedin=~
gung (9) erfullt ist, Die Bedingung (9) ihrerseits ist gleichwer-
tig zu

(a-p)2 + (§ - ©) < (B2
Sind also X und Y gegeben, so existiert ein A ABC mit den ge~
forderten Eigenschaften genau dann, wenn Z innerhalb eines Krei-
ses mit dem Radius % um denjenigen Punkt M gelegen ist, der auf
der Mittelsenkrechten von XY im Abstand a von der Geraden XY
liegt. Dabei bezeichne a den Abstand von X und Y.

Aufgabe 8
Wir setzen
A = L b_=min a
% Skin -g fksn

Dann ist wegen e¥> 1 + x fur alle reellen x > o
(f(x) ¢ = e* - x erfullt f(o) = o und f'(x) = eX -1>0) :

a a A

R s l 1+a)< l e Kag N 10
By faktn’ K= aiisa ' L

Zz 2
da b = &, mit%ﬁioinund
8n an ° 8n-1 Eio*'1 s
= . o see o 1+a 1+a eeo(l+a, +1

5,8, 3,2 a; (1+a,) (148, _5) .0l 1% )

o
nach Voraussetzung gilt. Aus (10) folgt somit wegen
An z% * by
a, <b, - e ®n ‘%An . e ®n,
d. h.
o<n e an§2AnaAn, (11)

13



Aus z a, <oo folgt lim A, = © und

n——e
n=1
schlieBlich wegen (11) lim n « a = o.
N—ses
Aufgabe 9

For 1 € {1,2,...,k%1} definieren wir f(1) ale die groBte natir-
liche Zahl, fiur die es Indizes Jz""'Jféi) gibt, so daB

ses s % ... .
1<i,< < Jf(i) und a, an 8¢(1) gilt

Falle ein i existiert, fir das f(i) & k+1 ist, haben wir be-
reits die gesuchten Indizes i, : = i, 1, : = Jorecepipyg ¢ = Jypg
gefunden, Sei also fir alle i € {1,...,k2+1} die Beziehung
f(1) & k erfullt,
Nach dem Schubfachprinzip finden wir dann k + 1 Indizes
100000y,  und ein z € {1,...,k} , s0 daB
Fly) = eoe = f(l4) =2und 1) < 4e0 < L (12)
ist, Wir werden zeigen, daB 8) > eee> 8y ist. Dann sind
+.

wir mit dem Beweis fertig, denn wir kdnnen dann
1 8= Lojeeepdy y ¢+ = 1, wihlen,
Angenommen, es widre fir ein rg {1,2.....k} die Ungleichung
ay H 8y . erfdllt, Wegen f(a; ) = z gibt es Indizes

r r+i r+1

Jpeeeesdze 80 daB 1r+1 < Jp <eee < 3y und

a %Sa, ®,,,%8a
1r+1 32 Iz

Wegen 1. < 1_.. und .lr 5 a

ist,

wire dann f(11 )3z + 1 im
r+1 r
Widerspruch zu (12),

Aufgabe 10

Die Summe auf der linken Seite der Ungleichung (1) sei -1t'R“
bezeichnet. 0.B.d.A. sei 0 3 x, 8 x, 3 ,,, 3 x_,

Man erkennt leicht, daB

R = 2 s 2 X, = Xx =2 X, = X,;) det,

n 1<J|1 Jl 1:<:I(J 1)

In die Summe 2 (x; = x;) geht jede GrdBe x, (bei festem k)
=3 377t k

genau (k-1)-mal mit dem Vorzeichen + und (n~k)-mal mit dem Vor=

zeichen = ein. Folglich ist

14



R, = 2 ; [(k-z) X = (n=k) xk] -2 i (2k-n=1) « xk;

Die Summanden (2k = n = 1) » Xie sind fir k < 251 nicht positiv
und for k & 351 nicht negativ, Daher ist

Ry=2- z (2k-n-1) X+ 2. E (2k=n-1) Xy
k<8t nol

k=

E (2k-n-1) x, § 4 . z (2k-n-1) = : 45
2 n¢

kZ"’

(13)

FOr gerades n, n = 2m, ist

r|2
Sp = 143454 oot (20 - 1) = ru
und fOr ungerades n ist

n?-1
S, = 24446+ ..ot (N =~ 1) = e )

Aus den Ungleichungen (13) und den letzten Gleichungen ergibt
sich die Behauptung. Ferner erkennt man, daB in (1) genau dann
das Gleichheitszeichen steht, wenn n gerade ist und % der Zahlen
gleich O und E gleich 2 sind.

Auf 11
Der Beweis verléuft durch Induktion Uber n. Fir n = o ist die
zu beweisende Ungleichung erfillt. Wir fihren nun den Schritt
von n ~ 1 auf n durch, Hierzu sei gesetzt:
H := {FEKsng¢F} , 1 1= ?FEM:nEF} ;
kK i= [FEK neEFf k" 1= [FEHiner} .
Offenbar ist
[HAK|= [HAK| + [H" A K| . (14)
Da die Bedingungen (2) und (3) such for H' und K' gelten, ist
nach Induktionsvoraussetzung
|8~ K|S 27&; |w] - x| (15)

Um |!" A K''| sbschétzen zu kdnnen, definieren wir

Het s m T8 {1,0000n} s TU{n} € H'} und

K*** 1.a {TE& {1,.00,n} iTulnl e k')

Offensichtlich genlgen sowohl H'® als auch K'' und ebenso H'
und K*** den Bedingungen (2) und (3).

15



Also ist nach Induktiorsvoraussetzung

[ A ke 52_3‘:{. [weee] o IE"" .
Wegen |Hrm k| = (Hermkeel L [me] o= || und
|k**| = |k**!| -erhalten wir

L I A L I S (1)
Aus (14), (15) und (16) ergibt sich
FEVILE NCRN LR T L B TSR E (17)

Gilt F € H', eo ist wegen (2) such F\{n} € H'',
also |H'| & |H*°| . Gilt F € |K'!| , so ist wegen (3) auch
Fu {"} € |5'| » also I.'S" g |E“I .
Daher ist
Clal = a1k = Ikl ) S o, aleo
2 [nl o 1k o+ 2 (U e (kU] S (lHY o« [HU IR+ Ikl ) =
-] + Kl .
Aus der letzten Ungleichung und (17) folgt die Behauptung.

Auf. 12

Wir setzen g(x) : = f(x) - x. Es gilt g(x4) - - g(xz) =

~ (=g(x)) = g(x). Mittels vollsténdiger Induktion nach n erhélt
man

‘II
o(x”.) = g(x).
4" an
Wir setzen y = x ., Es ist y > o und x = y~ und damit

-n
g(x) = g(x4 ) fir x> o, Mit f ist auch g stetig.
Also gilt 4 40
9(x) = lim g(x" ) = g(lim x ) = g(1).
Nesee [

Weiter ist 9(12) = g(1) = - g(1), also g(1) = o und fir x = o
folgt g(o) = o.

Ferner ist g(~x) = = g [(-x)z] - - g(xz) = g(x) = o fir x> o,
Damit gilt g(x) = o fir alle x € R und folglich f(x) = x.

Diese Funktion erfillt tatséchlich die Ausg gleichunguund ist
damit einzige Ldsung.

16



Aufgabe 13
FOr alle natirlichen Zahlen n gilt X, > 0. Weiter ist nach der

Ungleichung vom arithmetisch-geometrischem Mittel fir alle n = o

1
Xne1 =3 (Xq + v

Ferner ist

1 2 2
Xn = %neq 'xn'E(x x_)' (x_n'xn)
1 2 - n
-E--x—-io

n
d. h., die Folge xnh ist monoton fallend. Aus der Monotonie
und Beschrénktheit folgt die Exiatanz eines Grenzwertes g der
Folge. Wegen g > 0 ist g = (g + —), also g = 72,
Weiter ist fir alle n

2. 5.2 - 3
%n %(x +—ﬁ) *n+1
xn’i_'%(xn*x_)'l 2 B BRSNS A =]
n n 5 (x, + xn)
1 2 1 1 2 2
o [w-tone8] .
also

1
Xna1 = Xne2 33 (%, - Xnea)e
Hieraus folgt durch vollstdndige Induktion nach n
1
*n = Xnsq & on (xg = %4)-

Fir alle k > o ist

Xn = Xnak = (Xq = Xgeq) + eee + (X

n ntk=1 = *nek)

1 1 1 1
B oA (Ko =) ¢ eee v oRlp (% = xg) = ZR(xy - x0)(2 - )
821 (x -x,)

2n=1 o 1

Mit k—see ergibt sich
1.
"’E“F (xo - Xl).
17



Speziell fir x_ = 1000; n = 30 folgt

0

£
|xs0 = 72| = x50 -Y2's & + (1000 - 500, 001)
<_5Q59< 10'5.
2
da 210 = 1024 > 10° ist.

Bemerkung: Fir x,> Y& und x_ . -% (%, + ;‘(—;)
kann man analog

l‘n = -fa"l s -2:"—_1 |x° = x1| beweisen,

Aufgabe 14
FOr n = 1 erhdlt man aus 2k-1 = 11 den Wert k = 1 und (1,1) als
eins der gesuchten Ldsungspaare.
Fir n = 2 muB Sk -1 =2, also k = 1 sein und (2,1) ist ein wei~
teres Ldsungspaar.
Fir n ® 2 ist n! gerade und demit ist fir jedes L&sungspear
(n,k) auch n gerade.
FOr n=4mub 55 -1 = 24, also k = 2 sein., Offenbar ist (4,2)
ein Ldsungspaar.
Sei nun n = 2 « m > 4 und gerade und (n,k) ein L&sungspaar,
Dann ist

nl = (2m) | = 2m (2m-1) !
und (2m-1)! enthdlt als Faktoren 2 und m ¥ 2,
Dabei ist n2 | n | also ﬂ2 ( (n+1)" = 1), Aber

k

(n+1)k-n +...+(;) nens1

und dabei gilt n | k und mithin n § k. Das ergibt

(n+1)k T(ne1)">n 1+ 1
im Widerspruch dazu, daB (n,k) ein Lésungspaar sein soll.
Folglich hat die Ausgangsgleichung fir n > 4 keine Lésung.

Auf e 15

Seien 8400008 4 die gegebenen r + 1 positiven natirlichen Zah~

len. Dann gibt es r verschiedene Primzahlen Pges eees Ppe 80 daB
bij sz er

.J =Py * Py eve Pp v ] =1, eae, r + 1 ist,

Sind CyeCps eees Croy natirliche Zahlen, so g.ilt

18



c, c c d d d
s, 1. e, € o °r:;1 =p, 1. Py 2 i Pe ¢
wobei
dy = byg ¢ 63 +bypecpt ceathy gt Cry
1 =1, e, I
ist. Wir suchen solche Cqr eees Cpogs die Null oder Eins sind,
80 daB nicht alle gleich Null sind, fiur die sé&mtliche dy
dz, saes dr gerade Zahlen sind. Wir rechnen modulo 2 und erset-
zen alle natiirlichen Zahlen durch ihre Restklassen mod 2 (d. h.
durch Elemente des Kdrpers 22). Mége ein Querstrich diese Rest-
klassen bezeichnen. Dann haben wir fir das lineare Gleichungs-
system
Big o % +Byp e xp # eee # B g @ Xy =B
(18)

roret * Xpsr 5 °

eine Lapung im Kérper 22 zu finden, fir die nicht alle Koordina-
ten gleich Null sind, Das ist méglich, da ein homogenes Glei-
chungssystem, fir das die Anzahl der Gleichungen kleiner als die
Anzahl der Unbekannten ist, stets eine nichttriviale Lésung be-
sitzt,

Sel (Tgs soes Erfi) eine Lisung von (18) wobei nicht alle q
gleich Null sind. Dann ergibt das Produkt derjenigen ay mit

EJ # o ein vollsténdiges Quadrat.,

B, * Xy + | T B

Sonderaufgabe im Heft 9

Aufgabe

Es sei n eine natirliche Zahl mit n ¥ 2, h(n) bezeichne den gré&B-
ten Primteiler von n, Gibt es unendlich viele natiirliche Zah-

len n mit h(n) < h(n+1) < h(n+2)?

(IMO~Vorschlag Jugoslawien, 1979)
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Lésung

Es sei p eine Primzahl mit p > 2, Wir werden beweisen, daB es
eine positive ganze Zahl r mit

h(p2 - 1) < h(p2) <hn(p2 + 1) . (19)
gibt. r

Als erstes zeigen wir, daB die Folge der Zahlen Fo:= p2 + 1

(r =1,2,...) eine Zahl enth&lt, die einen Primteiler besitzt,

der gréBer als p ist, Wir setzen noch

Fpt=p+1s= p20 + 1, Dann ist fir r = 1,2,...
r-1
Fo-2=(p-1) I F,. (20)
i=0
Hieraus folgt, daB fir positive ganze Zahlen 1 und k mit 1 # k
gilt, daB F1 und Fk héchstens den Primteiler 2 gemeinsam haben
kénnen, |
Fir r 21 iet F_ s 2 mod 4 und Fr > 2. Folglich besitzt F_ far
r £ 1 ungerade Primteiler. Waren alle ungeraden Primteiler von
Fy+sFgseeesF kleiner als p, so miBte es positive ganze Zahlen
qund 8 mit 1 £ q<se S p geben, fir die F_ und Fg einen glei-
chen ungeraden Primteiler haben. Das ist aber bereits als unmég-
lich nachgewiesen.
Es sei n; die kleinste der positiven ganzen Zahlen r, fir die Fo
einen Primteiler gréBer als p hat. Dann ist 1 & ng § p.

n
Wegen (20) enthéalt Fn -2 = p2 9 1 nur Primteiler kleiner
(]
n
-1= p2 9 nur den Primteiler p und nach Definition

n
von ng enthélt Fo = p2 41 einen Primteiler gréBer als p.
0

als p, F
* Fag

Damit gilt (19) mitr = Nge
Da (19) fir alle ungeraden Primzahlen gilt, und es unendlich
viele Primzahlen gibt, die gréBer als 2 und ungerade sind, er-
fullen also unendlich viele natirliche Zahlen die Bedingungen

der Aufgabe.
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Sonderaufgabe

Es seien Bqpeeerty und b‘l""'bn reelle Zahlen, die den folgen-
den Bedingungen genfligen:

n :

°1i'"i‘n' Eai-o
n

by & oeo S b, Ebi-o

n
Man zeige, da8 | _ a. - by & O ist.
a1 1

Aufgaben

Aufgabe 1
Vier verschiedene Kreise K, <K1, KZ' 13 und eine Gerade L seien

in der Ebene gegeben. K und L seien disjunkt und jeder der
Kreise K1. x.‘,, x3 beriihre die anderen zwei und auch K und L.
Die Radiuslinge von K sei Eins. Man bestimme den Abstand des
Mittelpunktes M von K von der Gerade L.

(Vorschlag Pinnlands zur IMO 1982)

Augfgabe 2
Das konvexe n=Eck K sei derart in der mit einem kartesischen
Koordinatensystem versehenen Ebene gelegen, daf

(Fliche von KNQ,) = +  (FlEche von K), 1 = 1,2,3,4
1’ = 7

gelte, wobei Qi die durch das Koordinatensystem bestimmten
Viertelebenen sind. Falls K keinen Gitterpunkt ausSer (0,0) ent-
hHlt, beweise man:

(Fliche von K) <4,
(Vorschlag Jugosiawiens sur IMO 1982)



Aufgsbe 3
a) Man finde eine Permutation (a;,85,...,8,) von {1,2....,n} W
flir welche der Ausdruck
Qi = 8,8y + 885 + ceo + B8,
maximal ist.
b) Man finde ‘eine Permutation, fiir welche Q minimal ist.
(Vorschlag Kanadas zur IMO 1982)

A

Es sei f eine Punktion, die fiir alle positiven gansen Zahlen n
definiert ist und nur nichtnegative ganze Werte annimmt. Es
gelte fiir alle m und n3

a) f(m4n) = £(m) = £(n) nimmt nur die Werte O oder 1 an.

b) £2(2) = 0, £(3) >0 und £ (9999) = 3333.

Nan bestimme £ (1982).

(INO 1982 Nr. 1, Vorschlag GroSbritanniens)

Aufgabe 5
Gegeben sei ein nichtgleichschenkliges Dreieck A1A2A3 mit den

Seiten a,,a,,84 (e, ist die gegenfiberliegende Seite zu Ag). Plir
alle i =1,2,3 sel M, der Mittelpunkt der Seite a; und T; sel der
Berflharungspunkt des Inkreises mit der Seite a. Die Spiegelung
an der Halbierenden des Innenwinkels des Drelecks mit dem Schei-
tel Ai tberfithre den Punkt T, in den Punkt 81. Man beweise:

Alle drel Geraden 1131. '252 N l383 gehen durch einen gemeinsamen
Punkt.

(IMO 1982 Nr. 2, Vorschlag der Niederlande)

Aufzade €
Han betrachte nur Folgen (xn). n = 0,1,2,... von positiven reel-
len Zahlen, die die Bedingungen erfillen:

x, -1mtﬂrnlleiioutxiﬂixi.

a) Man beweise, da8 fiilr Jede solche Folge fiir ein geeignetes
n =& 1 gllts

(] {—
To,H,... +21z,,
ntE T 83,999



b) Man gebe eine solche Folge an, so daB fiir alle n & 1 gilt:

2 o2

X

-i2+—1+... 4-é <4,
1 * *n

(IMO 1982 Rr. 3, Vorschlag der UdSSR)

Aufgabe 7
Eg sei n eine positive ganze Zahl. Man beweise: Falls die Glei-

chung

Lo sy an
eine LBsung (x,y) mit ganzen Zahlen x,y hat, so hat sie minde-
stens drei derartige LBsungen. Man zeige auBerdem, da8 die Glei-
chung fiir n = 2891 keine L3sung (x,y) mit ganzen Zahlen x,y hat.
(IMO 1982 Nr. 4, Vorschlag GroSbritanniens)

Aufgave 8
Die Diagonalen AC bzw. CE eines regelm#figen Sechaecks ABCDEF
werden durch inmere Punkte M bzw. N'derart geteilt, das
! =
po
gllt. Man bestimme s, falls B, M und N auf einer Geraden liegen.

g-'
T

Aufgabe 9
Eg sel 8 ein Quadrat mit der Seitenléinge 100 und es sei L ein

in S gelegener Streckenzug, der sich selbst weder schneidet noch
bertihrt und der aus den Strecken A°A1, A1A2, A2A3. seey An-1LA
mit A, ] A, gebildet wird.

AuBSerdem gebe es fiir jeden Punkt P des Randes von S einen

Punkt auf L, filr den der Abstand von P nicht griSer als % ist.
Man zeige, daB es zwel Punkte X und Y auf L gidbt, deren Abastand
nicht grtBer als 1 ist und fiir der gwischen X und Y gelegene
Teil von L nicht kiirzer als 198 ist.

(IMO 1982 Nr. 6, Vorschlag Vietnams)



Aufgsbe 10
Han beweise die Ungleichung

(a,x, + + + )(x—1+ +i)i(x++ +)2-

15 H 8% +eee bap%y) (4 e + 3D 8 (xptmpheemy
(a, +8)2

nitxiﬁo,i-h....nund0<a15nzil...imn-

Aufgabe 11

Ein konvexes n-Eck ist durch Diagonalen so in Dreiecke serlegt,
das

a) von jeder Ecke eine gerade Anzahl von Diegonalen ausgeht,

b) keine zwei Diagonalen sich im Innern des n-Ecks schneiden.
Man zeige, daB8 n durch 3 teilbar ist.

(Polnische Olympiade 1973/74)

Aufgabe 12 .
In einem sagenhafien Kinigreich gewiihrt der K¥nig einem seiner
B einen W h, Dieser erbittet sich Gold. Und zwar sollen

in Quadrate, deren Anzahl der Bauer festlegen mBchte, auf fol-
gende Art Gold gelegt werden: In das erste Quadrat eine Unze
Gold, in das zweite Quadrat § Unze, in das dritte Quadrat § Unse
usw. Nun weif der KBnig aber, daB die harmonische Reihe

£ 7 diverglert und er suf diese Art seinen ganzen Goldschats
verliert. Er besinnt sich auf seine Gllickszahl 7 und fordert,
daB alle diejenigen k-ten Quadrate nicht belegt werdem, fir die
k als Dezimalzahl die Ziffer 7 enthilt. Demnach erh#lt der Bauner
also nur im n-ten Quadrat % Unze Golkd, wenn n keine 7 enthHlt.
Ist es mbglich, da8 der Bauer den Goldschatz des KBnigs, so
groB er auch sein mag, vollstiindig bekommt?

(Aus Mathematical Spectrum)

Aufgabe 13
Man bestimme alle reellen Zahlen x, die der Gleichung

2 i st 21z 1m0

genfigen.
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Aufgabe 14 .
Bs sei (%). ns= 1,2,3,... eine Folge reeller Zahlen mit '
a, 0 frn=1,2,... und

o 2o i
%o " Tea o Ay
Gesucht ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
da8 unendlich viele Polgeglieder ganszahlig sind.

20r n = 33,4500 o

Aufgabe 15 ‘

Bg sei A die Menge aller n-Tripel g = (a1....,gn), wobei

a; € {1,2,...,k} gllt. Man bestimme eine Teilmenge ¥ von A
mit maximaler Michtigkeit, so das flr beliebige &, b aus F gilt.

8 und b stimmen in wenigstens einer Komponente {iberein. (2)



LSsungen

A be

Diese Aufgabe hat den Teilnehmern des zentralen m—ﬂgoru 1982
auSerordentliche Schwierigkeiten bereitet und wurde von keinem
Schfiler gelBst., Seien Ty Tpy Ty die Radien von K» K.‘,, K3,

11, M, l3 die Mittelpunkte und x der Abstand von M zu L. Die

Abb, 1

Hauptschwierigkeit fiir die Schiiler bestand darin, da8 sie nur
den Fall 1¥sen konnten, das zwei der Kreise, etwa Ky und K,
(vgl. Abb. 1) den gleichen Radius haben, aber der Nachweis
fehlte, daS man sich auf diesen Fall beschriinken kann. Fiir den
Fall Ty =T, erhélt man unschwer durch mehrmalige Anwendung des
Satzes von Pythagoras x = 7.

DBie folgende elegante LUsung bendtigt fast keine Rechnung, son-

dern nur die nachstehenden Kenntnisse iiber die Involution £

an einem Kreis K, mit dem Mittelpunkt M .

1. £ iat eine Involution, d. h. £ « £ 1st die identische
Abbildung.

2. Das Bild f (K1) elnes nicht durch M, verlaufenden Kreises
ist ein nicht durch 'o verlaufender Kreis.

3. Das Bild £(g) jeder nicht durch M, verlaufenden Geraden ist
ein durch l° verlaufender Kreis.



4. Das Bild £(g) jedes durch M, verlaufenden Kreises ist eine
nicht durch llo verlaufende Gerade.

5. Zu jeder Geraden und jedem zu ihr disjunkten Kreis K findet
man einen Kreis Ko' 80 daB die Mittelpunkte M und lo auf
veraschiedenen Seiten von L liegen und die Bilder f£(K) und
£(L) konzentrische Kreise sind.

Fun withle man zu den obigen K1. Epy K3, K und L den Kreis Ko
derart, da8 fiir K , K, L die Aussage 5 richtig ist. Dann ver- -
laufen K1, K,‘,, K3 nicht durch den Mittelpunkt 'o von Ko und

die Bilder K,', K,', K;', Kt = f(Ki). bei der Inversion £
an K sind Kreise, die die anderen zwei und die beiden konzen-
trischen Kreise L' = f£(L) und K' = £(K) bertihren. Auf L' liegt
der Punkt lo. Durch eine Drehung g um den Mittelpunkt von L'
kann man erreichen, daB8 das Bild g (KB') - durch M, verléuft.
Anschliefend spiegele man wieder an xo. Dann sind K1" t =

= 2(g(K;")), K" + = 2(g(K,")) und K" 1 = £(g(K')) = £(K?)
Kreise, die einander und die Gerade K3" = !(g(K;')) beriihren.
AuBerdem berithren K," und K," die Gerade £(g(L')) = £(L') = L.
L und K3" sind parallel, denn jeder Schnittpunkt wiirde einen
von M, verschiedenen Schnittpunkt von g(K3') und L' liefern.
Dann wiirden sich K3' und L' und damit K3 und L nicht nur berth-
ren. Die Kreise K‘l" und K," zwischen den parallelen Geraden

L, K3" 8ind notwendig kongruent und mit d(x1".L) = 3 y ermittelt
man leicht (vgl. Abb. 2).

Abb, 2

¥+ (y-1)2 = (y+1)2, also
Yy=4undx=2y~-1=T7,



Da die Aussage 5 nicht so gelBufig ist, soll sie noch bewiesen
werden. Man benStigt folgende Aussagen iiber die Inversion £ an
dem Kreis

K, ¢ xzq-yz-rz.

6. Eine Gerade L: Ax + By + 0 = 0 (G40, d. h. M_ ¢ L) gent
bei £ in einen Kreis

2 2 2 2, |2
x+ 5% + 7+ F% - [W—f—’ ot ’:I
{iber.
1.Euxnuxxx2.+yz+u+by+o-o(o+o.d.h.l°¢x)
geht bei £ in einen Kreis
" .
x2+!z+§3(ax+by)+:—-0
ilber.

Wir wihlen nun das kartesische Koordinatensystem derart, dn.ﬂ_
N, der Anfangspunkt ist und K bzw. L die Gleichungen

Etx® 4+ (3=0)% = 1, & h. 2 + 32 = 2qy4(q2=1) = 0, |q| #1,
L:y=-w =0, w0

haben. Dann gilt ffir die Bildkreise
2 4
f(K)txz+y2+£-!T-(-2q)y+!2-?.o d. h.
q = q -
2 4 2 4
-G s G- a0
- q°=1 =1 (q°=1)
und 2
£2(1) + 22 +(y—§;)2 - (':—'2)2 = 0.
‘Es gentigt also
2 2 21
95—1-%,:1-0'-32;—21:'&11-1:.
q-

Dabel ist offenbar q > w und mit a > 0 als Abstand des gegebe-
men Mittelpunktes M von K von der gegebenen Geraden L ist
q=w+aund aus 2qw = q2-1 ergibt sich w = Ya®=1 (man beachte,
daBwegen ENL =@ a>1gilt) und q = a + [a“~1. Dabei
trennt L die Punkte M = (O, a+1/az-1) und ¥, = (0,0).

10



Da K von allen Gitterpunkten hBchstens den Punkt (0,0) enthHlt,
ist das n-Eck beschrinkt durch ¢cwi'ln vier Geraden durch die
Punkte (% 1,0), (0, ¥ 1) (vgl. Abb. 3). Dabei kann man annehmen,
daB dexr Anstieg my bzw. my
der Geraden [ baw. &
den Bedingungen

-1< my <1

m, < -1 oder my > 1
genligt. Sonst liefert
einer der Quadranten Q
einen Beitrag 3 % zgur
Fllche von K und letsztere
ist schon kleiner als 4.
Sei Py der Schnittpunkt
von g4 und 8 1’1 liegt
in Q. Da K keinen Gitter-
punkt % (0,0) enth&lt,
gllt
Flliche (K N Q) < Fliche (OUP,V).

Falls Py in dem durch x + F S 2 gegebenen Teil von Q, liegt,
so ist
Pliche (WP1V) = Fliche (0OUV) + Fllche (ur1v) & 1, also
Fliche (E N 01) < 1 und FlHche (K) < 4.
Palls P, in dem durch x 4 y > 2 gegebenen Teil ven Q; liegt,
so ist & U'.P.IV spitzwinklig, da der Kreis {iber dem Durchmesser
UV die Gerade x + y = 2 = O berflhrt.
Indem man fiir die anderen Quadranten analog schlieSt wie fiir Q,
erkennt man: es gilt

Pllche (K) <4
oder die Winkel & UPif, i=1,2,3,4 sind sémtlich spitze Winkel.
Da letsteres fiir das Viereck P11’21’31’4 nicht eintreten kamm,
ist Pléche (K) < 4.

(a) Gibt es fiir eine vorgegebene Permmtation (‘1 ,az,....gn) In-
dises 1 und j mit
184, 1423 j<n und (ai-cdﬂ)(l:-ai“) >0, (3)

1



. 80 kann man Q vergrBfSern, indem man

()

12

81s8pse00s8yy s Biyps cees Byps » Byyqrecerty

durch

884,85500098y, m » Biypreees By gy v Bypqrescrfy
ersetzt. In der Tat erhHlt man den Zuwachs
8yca te, q08 1m0y 08, q=8y8y . = (5o, ) (a8, ) > O.
Sei A eine Permutation, die den Ausdruck Q maximiert.
Da die Anzabd aller Permutationen von {1,2,...,11} endlich
iat, gibt es eine derartige Anordnung A. Im folgenden ver-
wenden wir, daB eine zyklische Vertauschung bzw. eine Spie-
gelung der Indizes (die man sich entsprechend A auf einen
Ereis geschrieben vorstelle) den Wert von Q nicht H#ndert.
Durch eine eventuelle zyklische Vertauschung erreicht man

A= (1, 8gy cecy Bn).
Sei 2 = ai.Dnnn ist 1 = 2 oder 1 = n, da man andererseits
(1-;1"1)(2 - &) > O hiitte und nach (3) den Wert von Q ver-
grégern ktnnte. Dabel kinnen wir durch eine eventuelle
Spiegelung i = n erreichen. Sei 3 = ay. Dann ist ] = 2, da
man ansonsten wegen (1-53“)-(3-52) > 0 wiederum Q vergrd-
Sern kinnte. Durch eine Spiegelung erhflt man die Anordnung
A = (2, Doy eeey 3y 1)

fir die Q ebenfalls einen maximalen Wert annimmt. Dann be-
weist man analog wie oben, daB8 bz = 4 ist. Durch Fortsetzung
dieser Uberlegung erhilt man die Anordnung

(1,3,500ees 2 [B5] 4 1, 2 [%] ooy 4y 2),
fiir die Q einen maximalen Wert annimmt,

Durch analoge Uberlegungen erkennt man, dag Q fiir die Per—
mtation

(1, n, 2.1, n=2, 2¢2, n=4, ..., 2(q=1), n=-2 (g-1), 2q,

» B=2g9=1, n-2¢-1, 2q+1, n=2(g=1)=1, 2(gq=1)+1, n=2(q-2)-1,
s seey 3, n=1)

fir n = 4q+3,

(1, n, 2¢1, n=2, 2¢2, n=4, ..., 2(q=2), n=-2(q-2), 2(‘1'1)'
» n=2(q-1), 3, n-2(q-1)-1, 2(a=1)+1, n-2(g-2)-1, 2(q-2)+1,
s 0=2(q=3)=13 cee, 3, n=1)

filr n = 4q

(1, n, 2¢1, n=2, 2¢2, n=4, .ss, 2(q-1), n-2(q-1), 249, n-2q,
n=2(q-1)=1, 2(q=1)+1, n-2(q-2)-1, 2(q=2)+1,..., 3, n-1)



fir n = 4q4+1,

(1, n, 2.1, n=2.1, 2.2, n-2.2, 2.3, ..., 2(q=1), n=2(q-1),

2q, p=2q, 2q+1, n-2(q-1)=1, 2(q-1)+1, n-2(q-2)-1, ...,

3, n-1)

fir n = 4q+2

ein Minimum annimmt. Der Grundgedanke der Minimumkonstruk-
tion, die Zahl Eins mit den beiden gr88ten Zahlen zu multipli-
zieren und danach unter den noch m8glichen Produkten die
grofte Zahl mit der kleinsten zu multiplizieren, wurde von
den Schiilern des Mai-Lagers 1983 nicht erkannt.

Aufgabe
Es gilt £(2) = 2.2(1) oder £(2) = 2.£(1)+1. Wegen £(2)=0 gilt
£(1) = 0. Ferner ist £(3) = £(1)4£(2) oder £(3)=£(1)+£(2)+1.
Wegen £(3) > 0 ist £(3) =1. Man erhdlt £(3n+3) 2 £(3n)+£(3)=
=f(3n)+1 und daraus durch Induktion

£(3en) 2 n. (4)
Gilt in (4) das Zeichen > filir irgendeine Zahl n, so gilt es
auch fiir alle Zahlen n' > n. Da £(9999) = 3333 ist, so ergibt
sich £(3en) = n fiir n S 3333. Insbesondere ist

1982 = £(3.1982) 2 £(2.1982)4£(1982) 2 3.£(1982)
also

661 > 1282 = £(1982) = £(1980) + £(2) = 660.

Daher ist £(1982) = 660.
Bemerkung: Es gibt eine Funktion mit den betrachteten Eigen-

schaften: f(n) = [3“] .

Aufgabe 5 .
Auf dem Inkreis {iberfilhrt die Spiegelung an der Winkelhalbie-
ren‘don durch A.‘ den Bogen !‘381 in den Bogen 12!1. Analog geht
der Bogen 1'382 bei Spiegelung an d.e’:.; Iinkel)_;‘albiur’o‘ndon dmh Lz
in den Bogen !E1T2 {iber. Dabei ist T331 = -1'2'!1 a !1!2 = -!'382
und folglich S48, | AA, und daher 5,5, | M,M,. Analog erhilt
man

B18y 1 My 8585 | %y
Die Dreiecke 1(11213 und 518283 haben parallele Seiten und gehen
daher suseinander durch eine Translation (Verschiebung) oder
eine Homothetie hervor. Eine Translation ist nicht mSglich, da
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der Kreis durch M, ,M,,M, grifer als der Kreis durch S, .82,83
(Inkreis von A11213) ist. An dieser Stelle verwenden wir, das

A A112A3 nicht reguliir ist. Folglich ist das Zentrum der 318283
in l1lzl {ibertiihrenden Homothetie der gesuchte Punkt auf allen
Geraden M;S,, 1 = 1, 2,3. (Beachte, da8 M, # S, ist, da A 111213
nicht gleichschenklig istl)

Bemerkung: Es ist schwieriger su beweisen,da8 dies Homothetie-
gentrum derjenige Punkt ist, in dem sich die Umkreise der Drei-
ecke s1sts, und 111213 bertihren (vgl. den Satz von Feuerbach).

6 .
@) Angenommen wir haben eine positive Zahl o, > o, s0 da8 fHr
Jede Folge x, & x, 2 00 & r‘i eee > 0 die folgende Unglei-
chung gilt:

-—°+...+i-=o . x,

z
Dann gilt fiir j‘d‘ Folge

2 /g2 x2
;% +(;}|~...+ é;) H i% +opexy & 2-‘“ x§'°n - ’o'21/°—1:

nach der Ungleichung x + ¥ % 2 Yxey. Daher kann man darn
COpeq =20 g verwenden. Wegen ]
==z x,
£
kann man ¢4 '-1w8hlonnndhnt

1 b P |
oy =2, 03 =22 =2, o =2 Vo3 = 2tz
und allgmin1 .

1 +m bt oeee +-—_! -3
oy = z I =4.2 2™
Nun {ilberzeugen wir uns davon, da8 wir filr n = 14
oy > 3,999 ist, wonach die erste Teilaufgabe geldst ist.
In der Tat

1
cp=4-2 282

gleichwertig zu

> 3,999
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2 <(37§gg)2n.2

und es gilt

-2 -2 -2
(T:‘y”)zn >(1+1%m)2n >1+%§w-1+%>2.
b) Sei x, = 2™, Dann gilt

2 y
2 +...+i'-1 =2l 420 e 242 Ly L mi2 oy
1 *n
Diese Folge ist sogar eindeutig bestimmt. Wegen
2
Tp-1 0
4> =2, .4 2L = +c X
xy x, x, n=-1"1
filr alle n und lim Sp = 4 ergibt sich
2
4ii’-+4\x-4+1—-(x-2x)2 also x_ = 2x
X 1 x; e 0 Xy = 2X4e

Daraus folgert man mittels Induktion {iber n auf o, = an“
und erh&lt obige Folge.

Aufgabe T
Wegen x”= +y3 = (y—x)3—3x21+213 = (y-x)3-3(y--x)x2-x3 ist
mit (x,y) auch (y-x, -x) eine LBsung. Khnlich schlieSt man ftr
(=y,x=y). Man priift leicht, da8 man aus der Gleichheit von min-
destens zwei der Paare (x,y), (y-x,-x), (=y,x=y) auf x=y=o
schlieSen kann. Wegen n # o ist smar x=y=o ausgeschlossen.
Angenommen, es gilt

-3xy%4y> = 2891 = 9.321 +2.
Dann priift men leicht durch Rechnen modulo 9 unter Beachtung
dessen, das x3 und yJ kongruent O, = 8ind, de8 sich ein Wider-
spruch ergibt.

Aufgabe 8
Wegen CM = EN gind die Dreiecke BHC und DNE kongruent und es

ist % NBC = X EDN. Fernmer ist ¥ ECB = 90°, ¥ CED = 30°

und daher

¥ BED= ¥ BNC + ¥ CND = (90°~ ¥ NBC) + ( ¥ CED + ¥ NDE)
= 120°,

15



Daher wird die Strecke BD von N aus wie auch vom Mittelpunkt des
Umkreises eus unter dem Winkel von 120° gesehen. Daher liegt N
auf dem Kreis mit dem Mittelpunkt C und dem Radius CD = CB,

d. h., e8 ist CN = CB. Nun ist

s=F-FF- V—_;, da in dem rechtwinkligen Dreieck BCE gilt:

X EBO = 60°,

Aufgabe
FPiir Punkte oder Mengen U,V sei ihr Abstand mit d(U,V) bezeich=-
net. Fiir Punkte P,Q € L bezeichne L(P,Q) den zwischen P und Q
gelegenen Teil von L und 1(P,Q) die Linge des Streckenzuges
L(P,Q). Mit B und C bzw. mit D1 ,Dz.Dz,D,‘ seien die Endpunkte
von L bgw. die Eckpu.ukte von S bezeichnet. Wir fixieren Punkte
DiEI.nit d(Di,D ) "!’ i=1,2,3,4. 0. B, d. A. seien die
Indizes derart gewihlt, das
1. l(B,Dp < 1(B,D}), 1 = 2,3,4,
2, l)2 und D3 adjazent zu D1 sind,
3. I(B.Dé) < l(B.DQ)
ist. Sei

D = {2 €D, : a2, L(3,DY) 5 §}

{2 € DD, 1 a2, (D}, ©)) & 3},

Han erkennt leicht, daB D, € D, D, € E, also D, E $ § sowie
DUE = D;D, 1st. Da D und E jeweils sus endlich vielen abge-
schloassenen Intervallen bzw. Punkien bestehen und nicht leer
sind, gilt DNE # f. Se1 PE€ D E und X € L (B,DY),
Y€ (D&, C) derart, das

a(p,x) S 4 und a(p,¥) S § glit.
Dann haben wir eimrseitu a(x,Y) 3 1 und anﬂerdau gilt 1(X, DB) & 99
wegen 4(P,L(X 1’5)) ! % und 4(D ,L(I,Di))ﬁ 3. Analog erh#lt men
l(Di,Y) 2 99 und insgesamt

1(x,Y) = 1(X,D}) + 1(DY,Y) & 2-99 = 198.

Aufgabe 10 ,
Wegen (gn-ei)(ni-a‘l) 80,1=2,3,.00,n-1
gllt

8y (ay+a,) H ‘12 + a8,
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8418y
a3
8485

1n+e1-aiiai—- (%)

Nach der Ungleichung fiir das geometrische und arithmetische
Mittel gilt
'V (a1x1+. ceta X )(x, (aq4a-a, )"2(‘1"‘5"“2)"" eedx (a,4a -0 )

5 (xytecedxy) o %.

Daher ist
(a1z1+. eeta X )e(x, -e\n+x2-(a1nn-q2)+. oo ¥Xp08,)

2
3 (x1+-..+xn)z . &21)

a, +a; ¥a; +

oder

und daher nach (5)

(84xy+ec0ta ) (11‘11"’2':1':_‘1""3':}}&" cotX ca))

2
5 (xypeetny)? - el
oder '
(a,4a,)?
(a1x1+...+qnxn)(:—:|- :—22-'-...4» ;2) H (x1+...+xn)2 . I‘l%'

Auf 11

Wir verwenden im weiteren folgende Aussage:

Ist P eine Menge von Diagonalen eines n~Ecks und gehen

von jedem von gewissen n-1 festen der n Eckpunkte je- (6)
weils eine gerade Anzahl von Diagonalen aus P aus, S0

trifft das auch fiir den n-ten Eckpunkt zu.

Die Begrilndung ist einfach: Vom i-ten Eckpunkt mBgen ki Diagona-
len aus P ausgehen. Dann ist Eqte ootk m2e IP| und

ky =20 Pl = (kyteeotly ;)20 mod 2.

Die Behauptung der Aufgabe beweisen wir durch Induktion {lber n.
Fiir n = 3 ist die Aussage richtig. Sei n > 3 und sei die Rich-
tigkeit flir alle n' mit 3 & n' < n als richtig angenoumen. P be-
zeichne die Menge der Diagonalen des n-Ecks, die den Bedingungen
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a) und b) genfigt. Offenbar gibt es mindestens einen Eckpunkt,
von dem mehr als sweli Diagonalen aus P ausgehen. Sei A ein sol-
cher Punkt, Dann wihlen -1r die Punkte B und ¢ derart, daB alle
weiteren Diagonalen aus P,
die von A ausgehen, auf
demjenigen Streckenzug L
aus Endpunkten des n=Ecks
von A nach C gelegen sind,
der B nicht enthilt.

P‘ sel das aus AB und aus
dem Streckénsug L' (vgl.
Abdb. 3) von A nach B ge-
bildete n1-Eok. PB sel das
aus BC und dem Strecken—
zug 1" von B nach 0 (vgl.
Abb. 3) gebildete n2~lok.
1’0 sei das aus AC und L
gebildete n;-Eok. Begeichne
PA, Pﬁ bzw. 1’& die Menge
derjenigen Diagonalen aus P,
die Diagonalen in PA' rB
bzw. 1’0 sind, Wir werden zeigen, daB jede dieser drei Mengen
‘Pi, ri bzw. Pé das entsprechende Vieleck in Drelecke zerlegt,
wobei die Bedingungen a) und b) erfiillt sind.

Von A geht keine Diagonale sus P] aus. Von jedem Eckpunkt

Q + A, B von PA gehen gleichviel Diagonalen aus P} wie aus P,
also eine gerade Anzahl, aus., Dann gehen noch (6) auch von B
eine gerade Anzahl von Diagonalen aus Pi aus. Damit sind offen-
‘bar die Bedingungen a) und b) fir P, erfillt. Analog schlieBt
man flr Pg.

Von B gehen nach der vorigen Uberlegung eine gerade Anzahl von
in P} gelegenen Diagonalen sowie AB aus. Da das Ausgangs-n-Eck
in Dreiecke zerlegt ist und b) erfiillt ist, mu8 auch BC € P
gelten. Dann gehen aber von B gerade viele Diagonalen aus l’ﬁ aus
und wiederum sind die Bedingungen a) und b) fiir Py erfiillt.
Nach Induktionsvoraussetzung ist 3| k;, 1 = 1,2,3, also

31 k +ky+ky, also wegen n = ky+k,+ky-3 auch 3 | B

Abb. 3
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Aufgabe 12
Zunkichst erkennt man leicht induktiv, daB es fiir n & 1 im Inter-

vall [0, 10%-1] genau 5, = 9" ganze Zahlen gibt, die in ihrer
Desimaldarstellung keine Ziffer 7 enthalten.

In der Tat: offenbar ist 8y = 9. Gilt die Bohnuptuns fur s, so
ist 8 4 = 9o8, = 97,

Dann gilt:
Tedoonsdsged<s
1-15-0-1-}-0-... +1-g-+1%+1-§ <Tg
g&+ﬁ+...+g&+g&+g§ <T8 8-(-11%)1
I U, SO . . RO
N A SURAPOE BN T
. P I e
EAB*F&T*""F&F’F&U*"'*F&?<92'1%U L 8. (P2
g&+g&1& eoe *E&*E&*"'*B&Q‘ < 9. T?RS

g-&aib-m‘ﬁ-r... ""911!'5""9'{15'5*""'9';9 < 92'“1” J

usw. Insgesamt erhilt der Bauer weniger als
848 (P lre- (g8 (4 .. =8 - L ot
0

oo
Da die Summe der geometrischen Reihe : (_%)i gleich 10 ist,

o
erhiilt der Bauer weniger als 80 Unzen Gold. Folglich ist es ilm
nicht mBglich, einen hinreichend groSen Goldschatz vollstindig
gu erhalten.

Plr alle reellen x, die die gegebene Gleichung erfiillen, sind
alle Diskriminanten nichtnegativ, d. h.
1-x22 0 und damit Ixl S 1,
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22 +x =120 und damit x & r%'—‘—oderxi—v?—f—‘,

1-x% o0 und demit x 5 1.
Insgesamt kommen als LBsung nur reelle Zahlen aus dem Intervall
lsxsi

in Frage, was weganﬁ < 3 eine nichtleere Menge ist. Filr x = 1
ist die gegebene Gleichung erfiillt. Fiir

ﬂi—1 Sx<1
ist jede Diskriminante positiv und kleiner als 1. Fiir alle reel-
Jen Zahlen a mit O < a <1 18t a < 2+/@ < %/a, d. h., es ist

V1-12 + 4y/;:z-c-x-‘l +V1=x =1> 1-xP4xP 4x-141-x-1 = 0,
womit gezeigt ist, daB die Zahl x = 1 und nur sie eine L¥sung
ist.

Aufgebe 14
Ist ay =8, = m, wobei m eine ganze Zahl # O ist, so folgt

%-mﬁh-allennh
Ist aq = 8, aber dies keine ganze Zahl, so enth#lt die Folge (e.n)
{iberhaupt keine ganzen Zahlen.
Betrachten wir nun
r = -1—. 80

n &n
gchreibt sich die Rekursionsgleichung als
1 1 1
T T, - c Tz il

n n=2""n~1 == =
Th-2 Tn-1

und Tp =2 Thq = Tpps

d. h. (r,) ist eine arithmetische Folge. Da (a,) unendlich viele
gange z:.hlen enthalten soll, sind unendlich viele Glieder von
(x,) im Intervall [-1, #1] enthalten. Folglich ist (r,) statio-
kT und gleiches gilt fir (ay).

Nach den obigen Bemerkungen ist notwendig und hinreichend daffir,
@a8 unendlich viele Glieder von (a,) ganszahlig sind:
H-.z-nq\ro,noincymso Zahl.

Aufgabe 15
Begeichne |F| die MHohtigkeit der Menge F, Sei
P = {351151-1}.



Offenbar gilt |F| & 1, wir zeigen, da8 F eine gesuchte Teil-
menge ist, d. h., flir jede andere Teilmenge G von A, deren Ele-
mente die Bedingung (2) erffllem, gilt |G| S ¥, Jedem Ele-
ment 2 € G ordnen wir die folgende Menge

Mot= {(°1"""n)' (81#1y00e,8,+1) yeeey (a1+k-1,...,gn+k-1)}

zu, Die Addition in den Komponenien mdge hierbei mod k durchge-
fithrt werden, wobel wir 1, 2,...,k als Reprfisentanten verwenden.

Da fiir beliebige a, b € G die Bedingung (2) erfiillt ist, gilt
M NG= {a} ,also | N G| = 1. Sind ferner g und b zwei
verschiedene Elemente von G, so ist M, n L $. Wire nfmlich

g €M, N M, so wiirde fiir gewisse i, T mit™0 S 4, j S k=1 gelten:
cq = a.1+i, seey Op = an+1,
cy = b1+3. seey Cp = bn+j.
Wegen 2 # b miiBte 1.+ j sein und die Bedingung (2) wiire fiir
a, b nicht erfilllt. Das wire ein Widerspruch.
Ist M (G) 3 = M_ gesetzt, so gilt
}eja 2 ’

M (@) =x- lal.
Da M (G) S A und |Al = ¥P ist, erhalten wir

)
lel & & = ¥,

Augwertung der Sonderaufgabe aus "eft 12

Aufgabe: Mtge jeder von n Schiilexrn einen den anderen Schillern
unbekannten Sachverhalt kennen. Es finden nacheinander Konferens-
gespréiche E;, E,, «o., E, flir jeweils k % 2 Schiller statt. In
Jedem dieser Gespriche findet ein vollst&ndiger Informations-
austausch statt. Dabei sei 1 = n 5 ka. Bezeichne f(n.k) die
minimale Anzehl der Gespriiche, die nBtig sind, damit jeder der

n Schiller jeden der unter ihnen bekannten Sachverhalte kennt.

Man beweise '

e - (5] + 3],
wobei [:x] die kleinste ganze Zahl ¢ bezeichnet, ffir die x 3 g
gilt,
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Zu dieser Sonderaufgabe gingen nur LBsungen von den beiden Schii-
lern

Bodo Heise, Spezialklasse an der Sektion Nathematik
der Technischen Hochschule Karl-Narx-Stadt und

Kleus Mohnke, EOS "G, Schumann", Calau

ein. Beide LBsungen sind korrekt und vollst#indig; doch ist die
Darstellung der L¥sung von Bodo Heise brillanter. Die folgende
MusterlBsung Ehnelt sehr dieser.

1. Fir n = 1 ist offenbar £(1,k) = o. Wegen [;%r] + [%] =5
ist auch hier die Behauptung wahr.
2, FMir 2 8 n 8 k ist offenbar £(n,k) = 1. Wegen

[%:1_1:] + [{l =.0 + 1 = 1 ist die Behauptung in diesem Fall
bewlesen.
3. Im folgenden sei stets k <n 3 ~k2. Wir zeigen zundchst
2,0 & [BK] + [] -
Wir betrachten die Konferenz, nach der zum erstemnmal Schiller
(und dann natfirlich genau k) existieren, die sHmtliche Sach-
verhalte kennen. Ist dieses die c-te Konferenz, so konnen
wir f(n,k) mittels c abschHtzen.

~

a,

1. Fall: Es gibt einen Schiller, der in der c~ten Konferenz zum

erstemmal an einer Konferenz teilnahm.

Wegen n > k muB es aber sicher einen anderen Schiller geben, der

neben der c~ten Konferenz an mindestens einer der vorangegan-

genen Konferenzen teilgenommen hat. Folglich ist ’
cek®n+1

o o],

wegen der Ganzzehligkelt von c. Von den restlichen n~k Schillern
(nach der c-ten Konferenz) kennt keiner den Sachverhalt des Schil=
lers, der an der c-ten Konferen zum erstenmal teilgenommen hat,
d. h,, bei jeder folgenden Konferenz ktnnen maximal k-1 Schiiler
hinzukommen, die alle Sachverhalte kennen. Also

f(n,k) - ¢c & E‘-]
und demit
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n41 n=k
£(n,k) & [+] + [m:l
n n=k
= (8] + [&H] -
2. Fall:; Pir elle Schiller, die an der c-ten Konferenz teilnahmen,
war dieses mindestens die zweite Konferenz, an der sie beteiligt

waren., Mithin
(c=1) k2 n

’
c B [%] + 1.
Die restlichen n~k Schiller miissen an mindestens noch einer Kon=-

ferenz jeweils teilnehmen, 4. h.,
2(n,0) - o & [E5E]

sleo 2(a,) &[]+ 1+ [24] - [B] + [E]
# [B]+ [EH] o ovoeen

B & &Lk 4. b nken 3 e,

b) Jetzt zeigen wir f(nm,k) = [i—‘:%] + I}]
durch Angabe eines Beisplels von Konferenz-Folgen, die das
Gewlinschte mit [-E:]f-] {] Konferenzen realisiert.
1. Fall: k| n. Sei a = E' Dann 1st a eine natlirliche Zahl mit
23 ask
Wir bezeichnen die Schiiler mit 5, ,, 1 S1Se,158 35k
Zunfchst fithren wir die a Konzeronzen
s 1,10 Sq,0 cees si'k} , 1515 a,
und dann die a Konferenzen
{81,19 B141,20 S142,30 =+ Si4aci,ar Sy aptr oos 51,1;} ,
1315a,
wobel die Addition der ersten Indizes von Sy .3 modulo a zu ver-
stehen sind.

Man priift leicht nach, da8 nach diesen 2a Konferenzen alle Schii-
ler alle Sachverhalte kemnen. SchlieBlich ist auch

(] (8] - (K] v ) - o v 8] e

wegen -1 < £ESoda23ed k
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2. Pall; k |\ n. Sei a = [§] . Damn 1st such hier 2 S & 5 k.
Pmer§<n. Fir b = ak-n gilt somit 1 8 b S k-1, Also ist
X« +2<a+bund -2 <2PK <o, 4. n

[ET]'[“‘J"E:?-—k] = {° fallsa > b + 1,

a-1 falls a 3 b,

SchlieB8lich ist
|}={| +|:n] . {Za fallsa>b + 1,

= )3 2a=-1 falls a S b + 1.
Fir a > b + 1 gehen wir von der Konferenzen-Folge des 1. Falls
aus. Unvollstindige Konferenzen (mit weniger als k Schillern)
werden durch beliebige freie Schiller komplettiert. Das ist wegen
n > k natfirlich stets m¥glich.
Sel jetzt a = b + 1. Dann withlen wir zuniichst die a-1 Konferenzen

[51'1. By 90 eees si,k} , 1515 a-1.

Als a-te Konferenz wihlen wir

{8, 19 Ba 20 ++os Bg xpe 81,10 85,10 *ees Sauy,qe } .

wobei su,h—b der n-te Schiller ist. Weiterhin bemerken wir, da8
k=b+e=135k ist. Eventuell freie Plitze werden in belie-
biger Weise vervollsténdigt.
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