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Sonderaufgabe

Eine Folge aus n Einsen und (n+1) Nullen sei zyklisch angeord-
net. Jemand spielt folgendes Spiel. Eine Marke wird auf eine
Position gesetzt, auf der eine Null steht. Diese Null wird in
eine Eins verwandelt. Gleichzeitig wird die Marke von der bis-
herigen Position aus zur (im Sinne der zyklischen Anordnung)
néchsten Position gesetzt, auf der eine Eins steht. Diese Eins
wird in eine Null verwsandelt, wir erhalten eine Folge aus n Ein-
sen und (n+1) Fullen, und die Marke wird auf die néichste Null-
Poeition gesetzt. Dieses Verfahren wird wiederholt.

In welchen Féllen lassen sich mit diesem Spiel alle Null-Eins-
Folgen mit n oder n+1 FNullen und n+1 oder n Einsen erzeugen?

Bemerkung: Die Folge der Nullen und Einsen ergibt sich nach
Jedem Wechsel beginnend mit der Position, auf der zu Beginn des
Spieles die Marke stand. Ein Fall, der der Aufgabenstellung ge-
pﬂgt, ist vollsténdig durch die Angabe der Ausgangsfolge be-
schrieben.

:

Aufgaben

Aufgabe 1 .
ABCD sel ein Sehnenviereck und P ein Punkt auf seinem Umkreis.
Mit 11,31,01 bzw. D1 werden die FuBpunkte der Lote von P auf
AB, BC, CD bzw. DA bezeichnet. Man beweise:

|Paj - [PC) = IPBJ o [PDJ .

Aufgabe 2

Sei A1A213L4A5A6 ein Sechseck. P1,P2 bzw. P3 seien die Mittel=-

punkte der Diagonalen 1117, gg bzw. 1?[6' und M, .IZ,...,I5

bzw. M die Mittelpunkte der Seiten K X, K Kj 39 eees DzW. IA].

Bezeichnet S, S' bzw. S" den orientierten Flécheninhalt der

Yiq.eckc A1A213A4A5A6, P1P2P3 bzw. l1lzl3l4lsls, so beweise man
st a8 ads.



Der orientierte Flécheninhalt A° des (konvexen) Vielecks
P1Pz cen Pn mit dem Flicheninhalt A ist definiert durch

20 { 4, falls das Vieleck positiv orientiert ist,
=

-4, falls das Vieleck negativ orientiert ist.
Das Vieleck selbst heiBt positiv (negativ) orientiert, falls
die Eckpunkte entgegen (im) dem Uhrzeigersinn durchnumeriert
werden.

Aufgebe 3
eee A, sel ein Vieleck. Auf die Punkte mit ungeradem Index
2n

werde jeweils die gleiche Verschiebung angewandt. Das liefere
das Vieleck AJA ASR, eee AL 4 Ay . Man Zeige, de8 die Flichen-
inhalte beider Vielecke gleich sind.

Aufgebe 4
Das Dreieck A ABC habe den Fliécheninhalt 1. M bzw. H sei der

Mittelpunkt der Seite AT bzw. BT, P und K migen so auf XB lie-
gen, daB |AP| = |PK| = |KBl ist. E bzw. D seien die Schnitt-
punkie von MP bgzw. CK mit AH. Man zeige, daB8 das Viereck PKDE
den Flicheninhalt % besitzt.

Aufgabe 5
Auf einem Kreis selen drei verschiedene Punkte B,C,P gegeben.

Von P aus werden die Lote auf BC und auf die Tangenten an den
Kreis in den Punkten B bzw. C gef#llt. Die FuBpunkte seien
A4 B1 bzw. 01. Man beweise

Paj 2w BBy - EC .

Aufgabe 6
ro sei ein beliebiges Fiinfeck. Fiir n = o mbgen sich die Eck-

punkte des Fiinfecks Pn+1 aus den Mittelpunkten der Seiten von
F, ergeben. S, bezeichne den orientierten Flécheninhalt des
n-ten Fiinfecks. Man beweise fiir n = o:

16 ¢ 8pyp = 12 ¢ 8y + 8y = 00



Aufgebe
Es sel ABCD ein Viereck, in dem sich die Geraden AB und CD im
Punkt O schneiden mbgen. M und H bzw. K und J seien diejenigen
Punkte auf den Seiten BC bzw. AD, fiir die

|BMI = |MH = |HC| und |AK| = |KJI = [JD|
ist. Man zeige, deB die Flicheninhalte der Dreiecke A OKM und
A OJH gleich sind.

Aufgebe 8
Kenn man jedes Dreieck A ABC durch senkrechte Projektion auf

eine Ebene in ein gleichseitiges Dreieck A A'B'¢C’ #berfithren?
(Bundeswettbewerb Mathematik der BRD, 2. Runde, 4982)

Aufgabe
Es sei x, eine Nullstelle der (nmichtirivialen) Gleichung

3 -k -
E (B tey, g+eeotay) P =0, 8, €R 1=0,1,000m 0710
°

Man seige:

(a) 041t _ 2 _ &y T o, so folgt |x,|~ VZ&
o=i=J =n

(b) Gilt a;=o0, 1 = Oy15000,m, 80 folgt [x | =<1.

(Gazeta Matematica, 8-1982, S. 335)

Aufgabe 10
Es sei q(x) = £ 4 224 .o+ x+ 1, wobel p eine ungerade

Primzahl sei. Mtge n eine gerade natfirliche Zahl = o bezeichnen.
Man beweise, daS
n=-1

K
-1+ T q () durch x
k=0

(Vorbereitungsklausur in Ruminien auf die IMO 1982)

241 teilbar ist.

Aufgabe 1V

Man 1¥se das Gleichungssystem
Ig+ I =T X (1)
I ¢ Ey=T X (2)

za+¢-4-y~x3 (3)



I3+ Iz =y oex, (4)
b Xy =y e 3 (5)
(Niels-Henrik-Abel-Wettbewerb, Norwegen 1982)

Aufgabe 12
Gegeben sei ein spitezwinkliges Dreieck A ABC mit den Seitenlén-

gen a,b,c. Es mbge einen Punkt M im ern von A ABC geben, der
Eckpunkt dreier kongruenter gleichseitiger Dreiecke D1,D2,D3
ist, wobei die anderen beiden Ecken dieser Dreiecke auf den Sei-
ten des Ausgangsdreiecks gemd8 der Abbildung 1 liegen.

Man beweise:
(e) Die Seitenl#nge von D, ,D2,D3
ist

2abe

a® + p2 4 0% 44 *\/3)

(b) Mit H1 ,1(2,1(3 als FuBpunkt
der Lote von M auf die Drei-
ecksseiten ist das Dreieck

Abb, 1 N H1I2I3 gleichseitig.

(Fach 3. Graubner, Lehrer in Wittgensdorf)

Aufgabe 13
Mir welche Primgzahlen p hat die Gleichung
2 3poax?
im Bereich der matfirliochen Zahlen mindestens zwei Lysungspeare
(n1lx1)! (n2"x2)?

Aufgabe 14
Seien mit a, b, ¢ die Seitenliéngen eines Dreiecks A ABC wnd mit

8, R bzw. r sein halber Umfang, sein Umkreisradius bzw. sein
Inkreisradius bezeichnet. Man beweise:

5 ¢ min {(s—b)z,(b-o)z.(c-a)a} = 62 - 8Rr - 2r2,



Anfgave 15

Sei (‘k)k 3 ¢ ¢ine nichtkonstante Folge mit a, €{+1, =1}, k= 1,
Man zeige, da8 es eine endliche Menge N natlirlicher Zahlen gibt,
fir die

"

ist.



Lisungen

Im weiteren stellen wir einen Ansatzs sur LBsung geometrischer
Aufgabenstellungen mittels komplexer Zahlen vor. Trots der Ana-
logie zu Methoden der analytischen Geometrie erspart er in vie-
len Fillen einen groSen Rechenaufwand.

Wir gehen von einem kartesischen Koordinatensystem aus. Jedem
Punkt Q mit den Koordinaten (x,y) ordnen wir die komplexe Zahl
q=x + iy su. Mit den Beseichnungen g = x - iy bzw.

lal =V ::E + yz fiir die konjugiert komplexe Zahl bzw. den Be-
trag von q gilt

a-3= a2 (6)
Die LEnge der Strecke 5 ﬂ ist gleich
Q) =|ay ~af. (N

SchlieBlioh betrachten wir zwei Geraden P,P, wnd Q1Qz, die den
Winkel ¥ = + (P,P,, 0102) einschlieSen mtgen. Die komplexen
Zahlen

Po = P1 Py - 94

P2 = Pql " 192 = 9]
gind vom Betrag 1 und es gilt

- -
) Rk I § winy s N
Bo = Pyl (cosy+ 1 siny) R
bzw., unter Beachtung von (6%
(g,-q4) p,-p 2 (q-q)(p -5
(cosp+ 1 giny)? = —21 |Po~Py 2=94) (Bp=P4)

(pz-p1)2 qu-q1l (pg-p1)(q2-q1

Sind nun die Geraden 1’ Pz und Q1Q2 parallel, so0 ist Y = k 7
und (cos ¢ + isin )2 = 1. Sind die Geraden orthogonal zuein-
ander, sowirdr-§+k o 7 und (cos y+ 1 sin ¥)< = =1, Wir
erhalten

(pp=p1) (=G4 )=(ay=q) (F-B,), falls P,B, | Q,Qp (8)
=(py=P4)(Gp=7,)=(a,-9,) (F,-5,), falls PP, | Q,Qpe (9
Autgabe 1

Das Koordinatensystem sel so gewihlt, daB8 der Mittelpunkt O
des Umkreises um ABCD der Koordinatenursprung sei und P die
Koordinaten (1,0) habe. Die Behauptung lautet:



|1—l1| . |1-c1| = |1-b1l K |1—d1| . (10)
Wir stellen jetzt a, bis ‘41 in Abhéingigkeit von a bis d dar.
Durch die Wahl des Koordinatensystems ist der Umkreis gleich
dem EBinheitskreis wnd es gilt
jal = |bl = jo| = ld] = 1. (11)
Zur Berechnung von a, benutsen wir A,A Il 48 wna Pa, | AB, Nach
(8) bsw. (9) gilt:
(a;-8)+(a~b) = (&,-8)<(a-D),
-(1-8;)+(a-b) = (1-51)(5-1'»).
Wegen (6) wnd (11) ist a = 1l 5. -5 wnd 'ir erhalten
a1(; - g)-q(a—b) =a (; - 5) - 1 (a-b) = ; -&
a.,,(% - 115)+31(a-‘b) =a=-b+ %- -15.
Und daraus 5 i
Wegen b # a folgt daraus
8y = % (~ab + 1 + a+b),
1-a, = & (1-a-bisb) = $(1-a)(1-b). (12)
Analog ergibt sich
% (1-¢) (1=b),
-01 ! (1-0)(1"(’)’
1-4, = E (1-d)(1-a).
Darsus schlieSt man unmittelbar auf die Richtigkeit von (10).

Aufgabe 2 ¢

Sei O der Urspmg des verwendeten kartesischen Koordinaten-
systems.

Hilfssats 1: Der orientierte Flicheninhalt S eines Vielecks
P.'Pz eoe Pn ist gleich

1 2 =
S=3 In (E PJ+1 . p;’).

Debei wird hier wie auch im weiteren der Index stets modulo n
betrachtet.



Beweis des Hilfssatzes: P, habe die Koordinaten (r‘ * 008 Y,,
12 * sin ¥ ,). Der orientierte Flicheninhalt ld des Dreiecks

OPJ .PJ+1 ist

S, = z 0 rd+1 . 1'd e gin (-V:_'.q - Vj)| =1, esey Do
Fun gilt:

S-J%S ,_1 31-1-,--1::()’#1-?,).
Wegen
P:lﬂ"i = r1+1(o°!)”+1+1 sin J_M)-z.-;’-(cao-(-)*’:)qd. am(-)ﬂ,)
= r,“-:ja(ooa (V’:_,_.,-P’) + 1 sin ()’,H "’j))
ist
Ta Pyyr * By = Tyyq o 7y ¢ sin (¥, -4)
wnd der Hilfssats ist bewliesen.
Danach gilt:

1 6 -
S= 3 I. (321 '3"'1 Bj)'
3 g
' 1 D
S' = 5 I. (‘-1 P,+1 Pd)

(ay+e;) (8 +8,) (ajtag)(a+8;) (a,+8,) (3y+a¢)
( 7 ¥ 7 & T

6 6 (a, +a, .)(a,, .+a,)
" el = 1 1+2 1774+
s '2%‘,5-_ '1+1'-J)'?Ih(3¥1 +27 g+ ¥ + :I)

6 6 6
1 - - -
=5I, (2 2 84,18y + E .1“2‘1 + § ay ¢ ld)
3=1 3=, J=1

wmd
S'4+S"= §Ih(3):.:l+1 ay+ Z(‘j 342 * °j+2‘ ) + E ay ¢ . )

10



6 6
1 = . 1 z
'%“s‘.(E, (agigatagee 30 + 5 T (2 & Bye
Piir beliebige komplexe Zahlen p wnd q gilt num
pef=(pl % dheI peF=omd
P a=pf dehe I (Peq+pd) =0
Demit ergibt sich S* +a-.%s.

Aufgebe 3 '
Die auf die Eckpunkte mit ungersdem Index ausgefilhrte Verschie-
bung Uberfiihre den Ursprung des verwendeten kartesischen Koerdi-
natensystems in den Punkt V. Beseichne !1 die i-te Koordinate
des 2n-Tupels

T = (v, Oy ¥y Oy ¥y Oy eeey Vy 0o
Mige S baw. S' den Flécheninhalt des urspriinglichen bsw. des
durch Verschiebung der Eckpunkte mit ungeradem Index entstehen-
den Vieleoks bedeuten. Nach dem Hilfssats 1 gilt

2 R
s =}z, (E (ay41 + Tyyq) (&5 + 2))| wmd
h -
s = |31, (E 841 ) 6
¥un ist
3. 38, - i il TR QN
P2 (‘d+1+!l+1)(‘1+ 3) - 32.1 8y, 8y 4 h = iy +E . E‘ ;21.‘

Da fir zwei komplexe Zahlen p,q gilt:
In (Pq + PQ) = o,

so ist
n - = 2n - n
b (E(.:H + !J+1)(‘J+!j)) = I_(;-:' 8441 ‘J)"' I 'Eszj +
n
h e E, 52,)

=1, (?‘ 8541 i,). Das liefert die Behauptung.

1



Aufgabe 4 ]
Der Ursprung des kartesischen Koordinatensystems liege in A.
Nach dem Hilfssats 1 ist der FlEcheninhalt des Vielecks
PPy aee Pn gleich

1 .

2
Sei ‘1 bsw. A, der Flécheninhalt des Dreiecks A\ ABC bsw. des
Vierecks PKDE, Es gilt

‘1'%|I-c"b|-1, (13)
denn nach Wahl des Ursprungs ist a = o, Wir haben su seigen, daS

n -
I. (J§1 P1+1 PJ)

Lz-%lTh(p-=+k-§+d-;+03)|-§ (14)
ist. Dasu driicken wir p,e,k wnd d durch b,c aus. Aus der Kon-
struktion folgt sofort

P'grk'%ﬁh'b{gnl'%- (15)
Zur Berechnung von e benutszen wir EP || MP wnd EA || AH. Aus (8)
folgt

(e=p)(E~p) = (€-P)(m=-p) und e.h = sh.

Das liefert

e:i(m-p) = § b (m-p) = b ((e-p)(A~5)+5(m-p))
w

e(h(m-p)-h(&i~p)) = H(m-p)h-p(&-F)h = h{Pm-pi).
Nun gilt

B(n-p)-h(&-F) = E(n-p)-h(m-p) = 2 I_ & (m-p)
.z:_%é(%-g)-%xn (3be = 2b3 + 303 - 2bb)

= '15 I (3be = 2bo) = 2 I be.
Analog erhalten wir
Sl-pi-ZI.il-%I‘bo.
woraus sich wegen I- beo # o schlieSlich e wie folgt ergibt
e=%h=i (v : (16)
Zur Berechnung von d benutzen wir DC || CK und DA || AH, gehen
analog vor und erhalten

12



(4=0)(3-E) = (3-3)(o-k) und deh =3 h
also

deBi(e-k) = @ h (o-k) = b ((d=c)(3-k) + 5 (c-k))
rolglioh

a(n (o=k)-h(3-k)) = h(ck-ok)e

Weiter gilt
B(o-k)-h(3-k)= 2 I, h(e-k) = 2 Im . (o= 1")

= § 1, be,
e-k-ak-zzmc.k-gxibo.
Das liefert

a=gn=§@®+o. €1))
Unter Berlicksichtigung von (15), (16) wnd (17) ergibt sich

;‘(p3+k§+di+ea) =1, (g— . b_-g_'& + 2—1’5 . %+ 2(bo) %

btc 2(b+3
N .(_5..). . _1_5_1) =
Jl.gxn(bi+b3+l§bi+4bi+4oi+§(b+o) 1=))
-%In(b3+4;c) -%In (4;:;-;0) -%I.b?).
Setzt man dies in (14) ein, so erkennt man
1 =1 _1 1.2

A2 -T5|Imb°| =15 lIm cbl =%
Aufgabe 5
Verlaufen beide Tengenten parallel, =0 ist BC ein Durchmesser

wnd folglich A BCP rechtwinklig mit dem rechten Winkel in P.
A.‘ igt der FuBpunkt der HGhe von P auf BC und es gilt

2
|A1B| = |PB1| N |L10| = |PG1| und daher |PA4|° = |PB1| IPC1II

Verlaufen die Tangenten nicht parallel, so sei ihr Schnitt-
punkt mit A bezeichnet. Wir wihlen ein kartesisches Koordinaten-
gystem derart, da8 der Ursprung im Mittelpunkt O des Kreises

13



liegt wnd P die Koordinaten (1,0) hat. Die Behauptung lautet
- dann

-y ® = [1-b -« [1-o,] « (18)
Wir dzftlclnn ay b1, °y durch b wnd ¢ aus. Jedenfalls ist
lal = b = |o| = 1, (19)

Die GriBe 1-a; ergibt sich ams der Formel ( 12). Zur Berechnung
von b, benutzen wir AB | B,B wnd PB, | AB. Nach (8) wnd (9)
ist

(8=b)(By=b) = (&-0)(b,-b),

=(1-b,)(a~b) = (1-b,) (a=b)
bzw. wegen a # b

by=b = (b,-3) . &b,

a=b

1-b, = (1-b,) » &b,

1 ( 1 a-b
Wegen AB | OB gilt nach (9)
(a=b) « b=(a=-"5)b

bew,
ab . _ k.2,
a-b b

Die letste Identitdt folgt aus (19) wnd beb = [b|2.
Wir erhalten folglich
bi+b P =B b24ba2,
LA o L T
und
by = % (14 2b=1?)
und schlieBlich

1-b, =% (1-01)2, (20)
Analog ergibt sich
T-0,=3(1=0)2 (21)

Aus (12), (20), (21) ergibt sich (18) und damit die Behauptung.

14



Anfgabe 6
Es ist ausreichend, die Bshauptung fiir n = o su beweisen., Wir

ver d sur Fléchenb h den Hilfssatz 1. Dabei rechnen
wir mit den Indizes der Punkte P1'P2”"'Pn modulo n. Sei

;1:.23334]:5 bzw. c c 3 4 5 das Finfeck 1"1 bzw. 12. Offenbar ist

,,j.:z;;m,

1 1
oy =3 (b: + bd+1) =z (aJ + 23:“_1 + 13*_2).

Wir erhalten
1 5
so'!""‘)...;?;1 Biyq * By
5 =a + a 8 + 8a
1 2 1 1
31.2.1-121 'JH_‘“_'JL'E_;L

5 5 » 5

1 - - &,

-E-Ih(22 a3+1-aj+§ a3+2.:+2 ‘j"j)'
3=1 3= 3=

5 a + 28 + 8 8 + 28 + 8
. 143 J+2 d+1 d+2 11 |
I ‘:21 T s T )

-
S, =13

5 5

1 x =
-3-2-.1‘(6-‘%13:+113+4d§1aja‘+

s p

"",Z 8342 J*Z ‘:1+1+§1 8343 * 8y)e

Unter Berilcksichtigung von I (Pq + pd) = I, (PP) = o ergibt
sich

' 5 - 5 . 5 =
32¢8, - 24 + 9, = I Z 8,00 8y + I Z a8y + I :I% 84,38

== By Z o1 8y Ty Z (ag42 8 + 8y ;+2)
= =2 So.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

15



Aufgabe 7
Aus der Aufgabenstellung ergibt sich

k_2u.+d'u_2b+e'd_a+2d,h_‘b+2c' ‘(22)
Aus dem Hilfssatz 1 ergibt sich der Fl&cheninhalt S1 bzw. Sz
des Dreiecks A OKM bzw. A\ OJH zu

Sy=3 I meB ,8, =%, ., (23)
wemn wir noch voraussetzen, da8 der Ursprung des kartesischen

Koordinatensystems im Punkt O liegt. Aus (22) und (23) ergibt
sich

183, = |I,(2b+c)(284d) = I, (4&b+2bd+2Ec+cd) ,
18:5, = |I (2c4b)(8+23) = |I, (40d+28c+2bd+ab) .

Unter Verwendung von Polarkoordinaten
A= (ry cos¥, ry 8iny)), B = (ry co8 %, T, 8in ¥,)

ist ¥4 =¥y da 0, A, B auf einer Geraden liegen, also a =\ b,
¢ =mme d filr geelgnete Zahlen %, n o Damit ist

I,@+b=Al  Ga=rl, |al?=0und
a.na.logIneddOunddaher
188y = 2 « [T (8c + bd)| = 18 S5, §1so S, = 5,

Bei der Gestaltung der Aufgaben 1 bis 7 wurde auf eine bulgari-
sche Aufgabensammlung aus dem Jahre 1981 gzurfickgegriffen.

Aufgabe 8 ) i
Die Seitenléingen des Dreiecks seien a, b und ¢ und o. B. d. A, '
seli a = b = c. Die Funktion

£(x) =V a2 - 22 +V32 - 2 -Ve? - £2

ist auf dem abgeschlossenen Intervall [ 0,a] stetig und wegen
(o) =a +b =-c =0, £(a) =Vb°.a -\/cé-a2 = o gibt es nach
dem Zwischenwertsatz eine reelle Zahl r mit

o=r= a.,\/az -x? V2 e «Ve? - .

Sei AL1B101‘ ein beliebiges gleichseitiges Dreieck der Seiten-
linge r in irgendeiner Ebene E. 4, bzw. C, selen Punkte auf der
gleichen Seite ven E, die auf den Senkrechten zu E durch A1

16



bew. 01 liegen und fiir die

|.L°A1I -Va»2 - r2 +V1© = 2%, 10°O1| -Vn2 - rz F
ist. Nach dem Satz von Pythagoras gilt

1B4Cq 2. (Val =192 + 1% u a?

Bg2 = V2 =2 42 an?

|4 084 2. (\/:2—__12' WV o2 412 . (\/;2:;2‘)2 + 2% =2
Die Dreiecke A ABC und A ‘03100 sind demnach kongruent. Die Be-
wegung, die das Dreieck A 44B,Cq in das Dreieck A ABC Hberfihrt,

{iberfilhrt die Ebene E in eine Ebene E'. Die Punkte A1 »Bq und 01
werden in die FuBpunkte der Lote von A, B und C auf E' fiberfihrt.

Damit wurde gezeigt, daB man jedes Dreieck durch senkrechte Pro-
jektion auf eine Ebene in ein gleichseitiges Dreieck {iberfihren
kann. '

Aufgabe 9 (nach Karin Grdger, Berlin)

Wir beginnen mit einer Vorbetrachtung. Es seil x, eine beliebige
(reelle oder komplexe) Nullstelle der Ausgangsgleichung. Dann
ist

n n
0= (x,=1)* 2-:0 (aytay qteeetay)e xo“"k = 1;) 8y (x°n+1_ xon'i)

und damit

n+l il_ 2 n-1
x . ay = > _ a,x
° F= 17 oo 1o
sowie
n+1 i B n-i
x . a;| = |D> &y x e (24)
1ol Ii-o 1| |1-o 1% |
a) Die Vprnussotsuné o aj8y = o ist &quivalent zu

o=i=<j=n
n n
( 8233 2,
igo 1 E‘o E .

Da wegen der Nichttrivialité&t nicht alle ay verschwinden, folgt

n n
1: 312 = 0 und damit hz 8; ¥ o. Aus (24) folgt mittels der
=0 o :
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Droiookaungloiohﬁnc

n+1 .

ol

é By -zl Mt (25)
Da in der letltcn Summe ay und |x | n-1 reelle Zahlen sind,
1= 0y 1, eeey n, ergibt die Omchy-Seh'sruoha Ungleichung

P CNIT NEat X SNCH/ AT VZ w e RS

2 n+1
%o |

-1
ﬂ|_1 . (Pir |z 2| - |x5]% = 1 gt1t
.3 -

die Behauptung ohnehin). Mit (25) und ’; a; # o folgt
o

- 2 B+l _
EX
x, -1
und weiter
|n+1( 22 -2) +1
lxﬁ zl °| = o. (26)
[xg| = 1

wire [z %) 3 2, #0 wire |x_ ]‘““-(lx ~2) +1% 1 und
| -1%114m liderlp:mch zur Ungleichung (26). Demit gilt
[x | = 'xl = 2, also x,| =VZ,

b) Angenommen, es wire |x

"ol n+l | i a =

i=e

ol = 1. _Anl (24) tolgt
n=i
éo 8 x, |
In der Dreiecksungleiohung 'i 8 o x] -1 = é 8y o [z n-1

gllt genau dann das Gleichheitszeiohen, wemn die komplexen Zah~
len a; x, =i oy, % 1y ¢coy n) das gleiche Argument haben,

B e, Ipweow il x, " das gleiche Argument habem. Fir i = n
18t dies Argument Null. Polglich hat such 2,201 Lo (far
n's 1) des Argument Full, d. h., es mu8 x, —o sein, l:l.o man aber
sofort sieht, kamn in der Anlmluoiohm fiir positive reelle
Zahlen x und a; niemals Gleichheit eintreten.

18



Demit gilt

1, 2 o -1 _ =1
EXRD =P b S Y
und folglich
7}
0= -1).
gp 8y (ijrpr ) (27)

Pur |x | =148t |x | 1“‘tnma«uul—l‘iﬂ--1=os,-
x
4 o
Widerspruch zu (27). Folglich ist |x°| - 1.

Aufgabe 10
Pir x 4 1 1st q(x) --:p—:}unadant
% k41
aaP) - =1 e
x -1
also

‘=1 k -1
t(x)--1+9|T q(xp)--1+nﬂ' =
k=0 k=o xp

n

SRR

(28) gilt auch ffir x = i und x = =i, da aus 2J(p, 2*,,“ folgt,

daB P 4 1 4st.
Pir p s 1 mod 4 ist p® = 1 mod 4. Daher ist

n
P
£(1) = =1 "'%"1"’%5}' o und
n

P - i =
£(=1) = =1 + 'i - 1"1+H'°'

Mithin ist £(x) durch (x-i)(x+i) = X' +1 teilbar. Fiir p & =1
mod 4 ist pn & +1 mod 4, Daher ist

P
2(4) = =1 + =l = =1 + {5} = 0 und analog £ (-1) = o.
Daher ist £(x) durch x°+1 teilbar.
Pir x = 1 18t q(x) = p und

19



n=1 k
-1+ ;I;FQ(Z’)--1+p“i0nod2.
o

Damit ist die Behauptung bewiesen. Diese Lsung stammt von
Jochen Lattermann, Dresden.

Aufgabe 11 (nach I, Witt)
Angenommen, es gibt reelle Zahlen x ,xz,xj,xp:s, die Lsung
des Gleichungssystems (1) bis (5) sind. Aus (1) folgh

I5 = yx; = X, (29)
Aus (29) und (5) folgt

Iy = < -n . X = ¥ (30)
Analog erhlilt man aus (2) wnd (3)

X3 =3 2 Xy =Xy (31)

24 = (12-1)82 = 7!1' (32)
Aus (30) und (32) folgt somit

Fry-Dex=GPry-1.x, (33)

1o Pall: 3 + 3 - 1 4 0. Aus (33) folgt x, = x,. Analog kamn
man die Beziehungen I; = X3, X3 = X,, I = xg und X5 = x; her-
leiten, d. h., es gilt Iy =Xy = I3 =x = X5, Die Ausgangs-
gleichungen geben damit in 2x1 = yx, iiber. Flir y = 2 gelten .
diese Gleichungen. Fiir y 4 2 folgt X =3 = x‘J =X, =15 =0,
Das liefert offembar ebenfalls eine L3sung.

2. Fell: 3% +y - 1 = o. Das gilt genau fiir y = i;l.’? Dann
ist Gleiehung (33) .gewiB erfiillt. Die Gleichungen (30) und (32)
8ind wegen y© - 1 = -y Hquivalent zu

X, = =y (x, +x5). (34)
Man erhélt sémtliche L&sungen, indem man x; und X, beliebig
wihlt und filr X3, X, und x5 in (31) (34) bzw. (29) _einsetst.
Dann gelten (29) und (31) auch (1) und (2), folglich mit (30)
und (32) such (5) und (3). Die Gilltigkeit von (4) ergibt sich
aus
T35 = TeXp=Xy4Y Xy - X, = (F=1)(xq4xy) = -yz(x1+xz)

= -yx4. :
Insgesamt stellten wir fest:
Fiir y2+y-1lo ist jedes 6-Tupel (x1....,xs,y) =2 (0ye0e,0, # 2)
eine Ldsung. Flir y2+y-1 # 0 ist such jedes 6-Tupel (21,...,xs,y) =
= (t,t,t,t,t,2) eine Lisung, t beliebig reell.
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Flir y24y-1 = 0 ist jedes 6-upel
(3110"0x511) = (8,t,yt-8, -y(t+2), ys=-t,y)
wit beliebigen reellen Zahlen s, t sowie y = -'1—§'ﬁ
eine Ldsung.
Weitere Losungen gibt es mnicht.

Aufgabe 12

a) Es sei d = |+ AC,By| . Damn gllt I = |<)=302A1| o da das Dreieck
01021 gleichschenklig mit der Basis C4Cy und i<)= lc.‘Bz[ -

= |+ MCpA| = 60° ist. Im Dreieck BA,C, folgt [+Ba,C,| = 180% f=d
und enalog ergibt sich |+ CA,By| = 180°=4 = und |+CBydy| =
=|+AB,Cyq| = 4 + &= ¢ Damit gilt im Dreieck AC;B,:

@+ T+ 5+ = ¢ = 180° Also folgt &=/, 180° = 6 = I = &

und g + & = = 3, d. h., die Dreiecke AB,C;, A,BC, und 4,8,C
sind dem Dreieck ABC Hhnlich, x sel die Seitenllnge von D,, D,y
und Dy. Es gilt [AC,| =2 .z umd e8! =%.xund

| MC1C,| = 120° - ¢ und mit cos (120°- ) = - % oos p+3V3 sing
folgt |0302| = 2xecos (120°% §) = x « (V3 8in f = cos ).

(Fiir 120°= ¢ = 90°, d. h. § < 30°, wird der Strecke C,C, eine
negative Liénge zugeordnet.) Mit c2 = az + ’bz - 2ab cos ¢ und
A=} absinp st

-:-.z+x(\/Tsinxt -cosyp) +§x=c,

!;fr (2b2 + 2eb\V/3 sin j - 2ab cos § + 2a2) = ¢,
x-(a2 + b2 + o2 + 44 \/3) = 2abe

und die Behauptung ist bewiesen.

b) (Fach A. Schmidt) Wir verwenden komplexe Zahlen.
Es gilt: .

my = Hogrey), my = Fagtap), my = 3(by#0),
o = o1 . by, by = o3 .'a,‘;, ay = 5. cpe
21 w
1. 1. 1.7 =
Fundst e 3 - e 3 41 =0, byle &3_.1
2n m hig P
ie i. 1. i.
02.(01-.3+1),b2+.332-.3-.b2-02-

s
3+1)-'
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2 g 2 hig
1.8T ie 1.5T dow,
o’-o +o!- -o’-'b-o e Cp,y

2 82 2 2

1 13 soed s
3 2+b1-01-03)-. (a1+a2 .S4 cz),alle

log :
ny-myo=e S(Iz-l1). Demit gilt Ry - @y = jmy-my ,
alse |l311| = |MM,| und enalog [1312| = [l2l1| » also ist
das Dreieck 111213 gleichseitig.
Eine Berechnung von |l1l2| 2 mittels des Kosinussatzes unter
Bemmtsung von [aag |, | M0y und|{l1lzljl =d + 3 ist eben-
falls mBglioch. Das Ergebnis ist in « » B 9 f symmetrisch und
folglich gilt |MMy|% = |MoH,|2 - ey, | 2,

Aufgabe 13
Sei (n,x) eine L8sung der gegebenen Gleichung, n,x natfirliche
Zahlen. Da 2" & (-1)® mod 3 ist, wird (1) = x2 mod 3. Bei
Division durch 3 1#8% x2 aber nur den Rest O oder 1 und es
mus n gerade (n = 2m) und x = O sein. Wir erhalten

(2" = x) (2® + x) = 3p.
Damit sind folgende Pélle mdglich:
(1) 2® - x a1 und2'+x-3p,
(1) 2" cx a3 wd P +x=p (p3= 5).
Die Flle 2" - x=p=2, 2" +x =3 some 2® - x =3, 2 4+ x =
= p < 5 entfallen, da die Differenz zwischen 2% - x und 20 4 x
mindestens zwei betragen muB. Wir diskutieren die obigen FHlle.

(1) x = 2% = 1 una 2™ - 1 2 3p, . b, p 3 5. Welter tolgt,
a8 2™ 5 1 mod 3 1st. Folglich ist m + 1 gerade, m + 1 = 2k,
und wir erhalten (2¥ - 1) (2% 4+ 1) = 3p. Das 1st aber mur ftr
P = 5 mBglich. In diesem Fall wird n = 6 und x = Te

(11) x = 2" - 3 una 2™ = 3 = p, Dann gibt es f6r jede Prim-
zahl p = 5 hichstens eine Lisung (n,x) in nattirlichen Zahlen.
Damit kommt nur p = 5 4n Frage. Tatsfichlich sind fir P=5
die Paare (6,7) und (4,1) LSsungen der Gleichung.

Damit hat die Gleichung 2% '- 3p = x nur fir p = 5 gwel Lsun-
gen (n1 1X1), (nz,xz) in natiirlichen Zahlen. Aus den Uberlegun-
gen folgt sogar, daB es die einzigen L¥sungspaare ffir p = 5
8ind.
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Aufgabe 14

Wir iiberfithren die Behauptung zun#ichst in eine #quivalente,
indem wir R und r aus der rechten Spite der behaupteten Unglei-
chung eliminieren. Dazu sei 0. B. d. A. & 3 b = ¢ und A ABC
ein Dreieck mit diesen Seitenléingen ( |AB| = ¢, |AC| =D,

IBCl = a). Da ein Dreieck durch die Seitenliéingen eindeutig be-
stimmt ist, stimmen auch R, r und s mit den entsprechemden Gr3-
Ben des Dreiecks A ABC {iberein. SchlieSlich bezeichne F den
Flécheninhelt des Dreiecks. Bekanntlich gilt

2

¥ u (s=8) (8<5) (a=c), (35)
res = 8T 4 BT L ST L5, ‘ (36)

Bezeichnen wir die GrtBSe des Winkels + BCA mit y , so ist
t = 90°. da der Winkel der kiirzesten Seite gegenilberliegt.
Folglich ist

cos (90° =§) = §¢
und damit

4FR = (2ab sin }) R = abc/. (37)
Die rechte Seite der Behauptung lé8t sich unter Beachtung von
(35), (36), (37 in folgender Form schreiben:

2 2 it r_», L
82 - BRr = 212 = 8 35}2— 2.5
- g2 - 28bo _ 2(s-8)(s=b)(s=c)
- T8 []

- %(.3-zube-2-3+2|2(a+b+c)-2l(|b+co+bc) +2abo)

- %(3.3-2-(“«0“&:))

= -}(3 (a+b+c)? = 2(absao+be))

--} (a24124c2 + (a-b)? + (a=0)? + (b-0)?),
Sei m = min { a-b, a-c, b-c}. Wegen a = b = ¢ ist m = o.
Aus b + ¢ = a folgt

¢c>a=-b mund b >a =c = (a=b) + (b=c) = 2m.

SchlieSlich ist
a=(a=h) +b=3m
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Wir erhalten

a” + ¥ +e2 2 o

+ (a=0)2 + (a-c)? + (b=0)2~ 9n® + 40 + w2 + u? 4 .

+4I2+In -20»2

und es folgt
5 u? < &2 - aBr - 2:2,
Aufgabe 15

Angenommen, es gibt keine solche Menge M, d. h., fir jede
Menge M gilt

Sa
B o,
meM "
5 % 0 %pl X Sie o. B. d. A. &, = 1, Wére
101 {2,3,6} ay = =1, 80 miiSte einer der
-1 =1 {1,2,3,6) in der Tabelle angegebenen
1 -1 1 1 [{2,3,4,6,12} Fiille eintreten. Die dazu
1 =1 1 =1 |{4,6,12} angegebene Menge aber erfiillt
1 =1 =1 1 {3,4,6,12} an
1 -1 21 =1 |(3,4,12) asy w=0
=4 A 1 : (3'4';2i2} und deher darf keiner dieser
oo g fi"é’é; Fille eintreten. Es folgt
= = L +1 und allgemein
A1 A -1 [{1,2,3,4,6,12) 2.7 s

8y = 8y fGr k= 1. Anderen-
falls fihrt eine analoge Fall-
unterscheidung fiir die Glieder Baps 84%0 86Ky Bqpx Zum Wider-
spruch. Sei p nun die kleinste Primzahl, filr die eine natfirli-
che Zahl k* mit ak*ﬁ a* o existiert. Wir zerlegen p - 1 in
Primfaktoren und erhalten

p-1-q1q2 ses Qg
wit qy<py 1 = 1, ..., t. Flir alle diese q und alle natfirli-
chen Zshlen k gilt folglich ay = aqi.k. Wir erhalten

ap-k* - .'q1op-k*- see ®m ‘q1q2...qt-p—k*' ‘(p-1)p x* und

Bx* = B(paq)k* *
Folglich gilt

8(p-1k* . 2pk* =1)k* _ 8 11 1
T « 2+ R - I Glr - 1 - iy - o
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Das darf aber nicht eintreten und damit kann es keine solche
Primzehl geben. Fiir alle Primzahlen p und alle natiirlichen Zah-
len k = 1 gilt ay = L Hieraus folgt a, = e, im Widerspruch
zur Voraussetzung, nach der ("k) eine nichtkonstante Folge sein
s0ll, Daher war die Annahme falsch und unsere Behauptung ist
bewiesen.

Lbsung der Sonderaufgabe aus Heft 13

Aufgabe: An einem Schachturnier, an dem n Personen teilnehmen
und bei dem jeder gegen jeden genau eimmal spielt, seien schon
8 Spiele absolviert. Man zeige, daB es zwel Spieler A,B mit
folgenden Eigenschaften gibt:
a) A und B haben schon gegeneinander gespielt und
b) die Anzahl der absolvierten Spilele, bei denen A oder B mit-

gespielt hat, betriigt mindestens i

J42[-

Hierbei bedeutet 1x[ die kleinste ganze Zahl, die nicht kleiner
els x ist.

Die folgende L3sung stammt von Oliver Geupel aus Dresdem, EOS
"Romain Rolland".

Ich numeriere die Personen mit den natiirlichen Zahlen k = 1,...,0
durch und bezeichne die Zahl der Partien, an denen der Spieler

k nach s absolvierten Spielen beteiligt war, mit Zk. Da jede
Partie zwischen genau zwei Personen ausgeiragen wird, ist

n
> 2 =2s. (38)
k=1

Da jeder Teilnehmer gegen jeden anderen Teilnehmer genau einmal
zu spielen hat, existieren nach s Spielen genau s Paare

{1,3} von Spielern i,j, 1 ¥1i, J ¥ n, 1 # J, die schon gegen-
einander gespielt haben. Es sei 1’:L die Zahl der Spiele, an
denen nach s Partien mindestens einer der beiden Spieler i,j
beteiligt war, d. h., 1’1 =27y + zd = 1, Summiert man 21 iber
alle s obengenannten {i,j} , so erhiélt man, da jeder Spieler k
in genau Z; Partien vorkommt (némlich zusammen mit den zk Gegnern
in seinen bisherigen Partien),
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23
Z, (39)
{1 3} k; '

Nach der Beziehung zwischen dem quadratischen und dem arithme-
tischen Mittel von n nichtnegativen reellen Zahlen ist
n
2 = 1 2
( Zy)
= k; S
und wegen (38) rolgg damit aus (39)
S By TR L (40)
1,3}
Wegen (40) gibt es unter den s Paaren {1,j} ein solches Paar
{A, B} mit
1 a8 w | 48T
w3 Lo [2]4-00-] 4 [
’
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Auswer der Sonderaufgabe aus Heft 16

Aufgabe: Es seien 819ee0e,8, und b1 goee 'bﬂ reelle Zahlen, die
den folgenden Bedi

n
8% .. Ty, i};ai-o
(41)
- - n
by = .e. Ty, 1§1 by=0 .
n = g
Man zeige, da8 Z1 a; « by =0 ist.
i=
Bisher sandten zwei Schiiler eine richtige L8sung ein:
Oliver Geupel, EOS "Romain Rolland", Dresden,
J¥rg Stahnke, Willi-S#nger-0S, Pasewalk.
Die folgende Losung stammt von Oliver Geupel.
Es gilt auch die allgemeinere Behauptung: Sind "i und bi'
i=1,.e0,n, reelle Zahlen mit ay = ey und by = 'b:j fiir
13 1i=<j=n, so ist
. b=—(Za)(Zb). : (42)
i=mp 11 i ¥ {1 :
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Beweis: Plir i = 1,.c0,n und J = 1,...,n gilt laut Voraussetzung
(g = aj) (v, - b,) = 0 und folglich a;b; + ayby =

n . a2 a
= “1bj + ‘jbi' i; j% (agby + ‘dbd) = E jg (uibj + 'jb:l.)'

n n

Z'E1 ab, =2 é Eai‘ni-Z(E' ay) (1‘; by)

und hieraus folgt (42).

Gleichheit kann in (42) hBchstens dann eintreten, wemn in allen
Begiehungen (.1."1) (by=b )Z 0 Gleichheit herrscht, wemn also
insbesondere (n1-an) (by=b,) = 0 gilt, d. h., wenn a; = ay oder
by = b, fHir alle i,j€ {124000on } gilt. Aus (42) ist ables-
bar, de8 in diesen Fillen tatslichlich Gleichheit eintritt.
Unter den speziellen Voraussetzungen (41) der Aufgebe folgt
nach obigen Uberlegungen 121 ‘ibiz 0. Das Gleichheitszeichen

steht genau dann, wemn alle ay oder alle bi Full sind.
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Sonderaufgabe

Man entscheide, ob es eine Menge M von natiirlichen Zahlen gibt,
die folgenden Bedingungen genigt:
(a) Fir jJede natirliche Zahl m = 1 gibt es Elemente a, b € M
mit a+ ba=m
und
(b) wenn fir die Elemente a,b,c,d aus M gilt:
a, b, c,d=10und a + b= c + d, 80 ist a = c oder a = d.

Aufgaben

Aufgabe 1
Ober den Seiten des Dreiecks A ABC seien drei #hnliche gleich-

schenklige Dreiecke APB (AP = PB), AQC (AQ = OC) und BRC (BR = RC)
80 gezeichnet, daB die ersten beiden auBerhalb des Dreiecks ABC
liegen und das dritte in der gleichen durch BC begrenzten Halb-
ebene wie das Dreieck ABC liegt.

Man beweise, daB das Viereck APRQ ein Parallelogramm ist.
(IMO-Vorschlag Belgien 1983, Mai-Klausur 1984)

Aufgabe 2
wir betrachten die Menge aller streng monoton fallenden Folgen

von n natirlichen Zahlen mit der Eigenschaft, daB kein Glied
einer Folge ein anderes Glied dieser Folge teilt.
Seien A = (a;) und B = (b;); 1 = 1,..., n, zwei solcher Folgen.
Wir sagen
A=<=B, falls es ein k€ {1,2,..., n} mit

8y = bj,eee, 8 _4 = b 4. 8 < b gibt.
Man ermittle die kleinste Folge beziiglich dieser Ordnung z. B.
durch eine rekursive Beschreibung.
(IMO-vVorschlag Brasilien 1983, Mai-Klausur 1984)



Aufgabe 3

Man l8se das Gleichungssystem in reellen Zahlen:
X [Xg] = x5 « |xl + (xq = @) < |x; - a]

Xp o |Xg| = Xg o |xg| *+ (x5 - @) ¢ |x; - a|

Xo o Xl = %xq ¢ gl + (%, -8) -« |x, - 2],
wobei a = o0 eine reelle Zahl sei.

(IMO-Vorschlag Ruménien 1983, Mai-Klausur 1984)

Aufgabe 4
Seien { xl,xz,...,xn} positive und natiirliche Zahlen mit der

Eigenschaft

Xg * Xp + ...+ X o= 2(n+l),
Man zeige, daB ein Index r, 1 5 r S n , existiert, fGr den
folgende n - 1 Ungleichungen erfdllt sind:

VA (18523 ner) x g% coo + xS 2001 (1)
und

Vi (15415 r-1) Xpyg *oeeo ¥ X 4 Xg + oes b Xy =

S 2(n-re1)+1, (2)

Man beweise, daB r eindeutig bestimmt ist, falles in allen diesen
Ungleichungen das Zeichen < steht, und daB es anderenfalls genau
zwei derartige r gibt.
(IMO-Vorschlag Kanada 1983, Februar-Klausur 1984)

Aufgabe 5 )
Man bestimme die grifte natirliche Zashl, die kleiner oder gleich

1983
rogy -
k=1 k
ist,
(IMO-vorschlag Schweden 1983, Februar-Klausur 1984)

Aufgabe 6
Seien p und q = 0 natirliche Zahlen. Man zeige, daB es ein

Intervall I von der Liénge 1 und etn Polynom p(x) mit natdrlichen
Zahlen als Koeffizienten gibt, so daB fir alle x aus I gilt:

Y U
IP(X) q|<= ;2
(IMO-vVorschlag Finnland 1983, Februar-Klausur 1984)
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Aufgabe 7
Sei M eine nichtleere Menge natidrlicher Zashlen, die mit jedem

Element x auch die Elemente 4x und b/x] enthélt.
Man beweise, daB jede positive natdrliche Zahl zu M gehért.
(Bundeswettbewerb Mathematik der BRD, 1981, 2. Runde)

Aufgabe 8 .
Man beweise, daB jede Zerlegung des 3-dimensionaslen Raumes in

drei disjunkte Teilmengen folgende Eigenschaft hat:

mindestens eine der drei Teilmengen realisiert alle Absténde,

d. h, fir diese Teilmenge gibt es zu jeder reellen Zahl a=o

zwei Punkte M und N in der Teilmenge, deren Abstand d(M,N) = a
ist.

(IMO-Vorschlag UdSSR 1983, Juni-Klausur 1984)

Aufgabe 9
Sei n eine positive natiirliche Zahl und sei

G(n) 1= > d
d/n
gesetzt. _
Die Zahl n hieBe "speziell®, wenn fir alle k € {1,2,...,n=1}
gilt:

6;(n) > 6 (k)

Man zeige, daB es unendlich viele spezielle Zahlen gibt.
(IMO-Vorschlag Belgien 1983, Juni-Klausur 1984)

Aufgabe 10
Im Dreieck ABC sei M der Mittelpunkt der Strecke AB.

Ferner sei P ein beliebiger Punkt auf AC. Man konstruiere nur
mit Hilfe eines Lineals einen Punkt Q auf der Strecke BC, der
von MC denselben Abstand wie P hat.

(Juni-Klausur 1984)

Aufgabe 11
Sei F(n) die Menge aller Polynome

f(x) = ao + 51 X + azxz * oeee + an-x"

mit reellen Koeffizienten a,, 85, «.es 85, fur die



Sa fa ,5..3 In =8 .1

LI
Man beweise, daB aus f € F(n), g € F(m) auch f . g € F(m+n)
folgt. ’ v
(IMO=-vorschlag DDR 19?3. Juni-Klausur 1984)

0sa S a

5 = gile.

Aufgabe 12

Sei a eine positive natirliche Zahl und sei die Folge (a,)
definiert durch

a, 1 =0, ,

Bh1 1 (8, + 1) - 8+ (a+1) 8 + 2Va'. (a+l) 8, (a, + 1),
nNe 0,1, 2, cee

Man zeige, daB fir jede Zahl n = o die Zahl a

ganze Zahl ist,

(IMO-Vorschlag Kanada 1983, Juni-Klausur 1984)

n eine positive

Aufgabe 13 .
Man bestimme alle Polynome p(x) mit reellen Koeffizienten, die

fir alle reellen x die Beziehung

x [p(x) =b] = (x-a) p (x + a)
erfillen. Dabei seien a und b zwei gegebene reelle Zahlen.
(Gazeta Matematica 2-3 (1982), S. 7 g)

Aufgabe 14
Eine Menge A natirlicher Zahlen heiBt N-Sidon-Menge, wenn far

alle a € A gilt

15asN (3)
und fir alle a,b,c,d, € A mit E
fa.,b, } 4 {e.,d} (4)

auch a + b ¢ c + d gilt, i

Man beweise:

a) Ist n 2 2 +\/N, so gibt es keine N-Sidon-Menge der Michtig-
keit n,

b) Ist n = é\/ﬁ_:_f, 80 gibt es eine N-Sidon-Menge der Machtig-
keit n. =



Aufgabe 15 i
Sei n = 19841934. Man bestimme den groBten gemeinsamen Teiler

der Zahlen n? 4+ 2 und n3 4 1,



Ldsungen

Aufgabe 1
1. LOsung - Elementargeometrie (nach J. Wenzel)
Wegen A APB A BRC

ist E - E.

Da auch
<+ PRB = (B=r) + 7 =} ist,
gilt A PBR ~ ABC. (Bezeich-
nungen siehe Skizzel)
Analog folgt A\ QRC ~ ABC.
Damit ist auch APBR ~ QRC und
wegen RE = R€ sogar

A PBR = AQRC
Und demit PR = UC sowie PE = OR.
wegen AP = PB und AQ = QC folgt schlieBlich

AP = Q% und AQ = PR.
Somit ist gezeigt, daB [/ APEQ ein Parallelogramm ist.

2. Ldsung - Koordinatengeometrie (nach O. Geupel)
Das A ABC sei in kartesisches Koordinatensystem gelegt
(s. Abb.). 0.B.d.A. kénnen wir annehmen, daB die Eckpunkte
die folgenden Koordinaten haben
A (o0,0), B (2,0), C (2c, 2d).
Das Verhdltnis von Héhe zur Grundseite ist in den drei &hnli-
chen gleichschenkligen Dreiecken stets gleich und sei E-

Dann ist P(1, = v).

Die Gleichung der Geraden durch AC ist y = % X.

(Im Fall ¢ = o ist offenbar Q (- vd, d).)

Wegen F(c,d) ist die Gleichung der Mittelsenkrechten
y--%(x-c)+d.

Wegen

X = X
s il QS - i’. (Ahnlichkeit von Dreiecken)
Ye = Ya AT

c

- x
folgt Ta—-g-é,alsoxq-vdﬁ—c



und Yo = Ve + d, d. h.
Q (= vd + c, ve + d).
In analoger Weise erhalten wir
R(c+1=vd, vc = d = v)
Die Parallelitdt von 9a0 und g bzw, 9ap und 9Rrq weist man
leicht durch Berechnung der Anstiege nach,

Yo = Y,
z. B. ist der Anstieg von g,, : Ag,vesrd

Xg = X =vd + ¢
YR = Yp Ve = d = V) = (-v ve - d
und der von gpo xxR_xP- T T R - g

3. Loésung - Vektorrechnung

Sei e ein Einheitsvektor senkrecht auf der Ebene € des Dreiecks
ABC, so daB AR, AT, & ein Rechtesystem bilden.

Ist nun x ein Vektor in € , so ist y = xxe ein Vektor in € ,
der senkrecht auf x steht, mit y und e ein Rechtssystem bildet
und die Lénge | x | hat.

Wegen der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke ist das Verhdltnis
von Hohe zu Grundseite konstant; es sei k.

Dann ist DBPF = k - (wxo).
ER = -k - (BCxe) und T-‘U- k (m.)

Nun ist

Ad - PR -[- éﬂo k(uxg)]-[?f- k(BCxe) + é«a - k(ﬂxg)]
- -é(ﬂ" B + EX) + k( (Wf BT + m:! )
=0
wegen 7B + B + TX = 0.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

4. Lbésung - Bewegungsgeometrie (nach J. Warncke)
Der Basiswinkel des gleichschenkligen Dreiecks sei & .
Wegen A APB~ ABRC

ist F—E-_,
AB BT

Durch Drehung ¢ der Punkte R und P um das Drehzentrum B mit
dem Drehwinkel = of gofun diese in Punkte R* und P* mit R' € BC,
P* € AB iber.

9



Wegen PB = F'B und RB = R'B erhalten wir FE KB
B~ B

und nach der Umkehrung des Strahlensatzes P‘R* || AC.
Da AQ bei der Drehung ¢ in eine Parallele p zu AC Ubergeht,
ist also p || R'P' und mithin auch deren Urbilder parallel, also
ist
AQ || PR.
Anlaog zeigt man AP || QR.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

5. L8sung - Komplexe Zahlen -(nach A. Schmidt)
Wegen der Ahnlichkeit der gleichschenkligen Dreiecke gilt

E_KR_H, A . Ist & der Basiswinkel dieser Dreiecke,
AC BT AC
so gilt ‘
P=B+ (A=B) - A . e*l?,
R=B+ (C=B).2.6e7
und Q=A+(C-A)..6e7,
Also ist R =P = {

= (C - B)Zoif- (A -B)A ot
= (C-A)ret?
= (A+r(c-a)retfy A
=Q=-A

Also ist APRQ ein Parallelogramm.

Aufgabe 2
Bezeichne A das kleinste Element. Offenbar hat die Folge

(2n = 1, 2n - 2, ..., n) die geforderte Nichtteilbarkeitseigen-
schaft. Da es nur endlich viele Folgen der Lénge n mit Zahlen
aus {1,2,...,2n-1} gibt, existiert A,, und des erste Glied ist
nicht gréBer als 2n-1. Wir konstruieren' folgende Zerlegung

.'}(k von {1,2,..., k} 1n[%1] Klassen K, i = 1,2,...,[%’-‘ :

Ky = {21 -1, 2(21 - 1), 4(21 - 1),...,2%(21 - 1),...}
Nn{1,2,...,k} ,
d. h., Ky enthélt mit der i-ten ungeraden Zahl auch alle Pro-
dukte dieser Zahl mit Zweierpotenzen, solange diese noch in
der gegebenen Menge liegen. Innerhalb jeder Klasse teilt in
Jedem Paar eine Zahl die andere. Wir zeigen, daB A, mit 2n - 1

10



beginnt. Sei k das erste Glied von A . Angenommen, es ist
k 5 2n - 2, Da die Zerlegung X, nicht mehr als

[tt] - (2] - n - 0

Klassen enthdlt, missen mindestens zwei Elemente von A  in

einer Klasse liegen, was aber der Nichtteilbarkeitsbedingung
widerspricht.

Also beginnt A mit 2n - 1, Wir betrachten X ,n_g- Nach obigem
Argument onthalt A, aus jeder Klasse genau eine Zahll Sei

1 -[—3— An .nth!lt keine ungerade Zahl m mit m = 21-1 da 3m
eine ungerlda Zehl mit 3 m S 61l - 3 = 6 noi -3=6 - Eil -3 =
= 2n - 1, und damit ist m echter Teiler I.der Zahl der Klasse

Kypeq ={3m, 2 + 3m, 4 . 3m, .
-

Aus den Klassen K, it 1 = i = 1 enthdlt A nur gerade Zshlen.
Dann kénnen wir aber auch aus jeder Klasl. Ky mit 4 =1+ 1 die
kleinste Zahl, namlich 2i - 1 wéhlen.
Die Zahlen 21+1, 21+3, ..., 2n-1 erfillen die Nichtteilbarkeits-
bedingung, da far 1 und j mit 1 § i<j S n - 1 gilt:

%}:% S 2n-1 2n - 1 s 2n - 1

+ farsy ;T'rﬁ:!] + 1 ;T'E:T .1
= M =
.3-%!—:_}<3

und die erwdhnten Zahlen ungerade sind.
Offenbar erfillen alle Zahlenpaare (a, 2i - 1') die Nichtteilbar-
koitsbedingungen, wobei a eine gerade Zahl aus einer Klasse K
(3 S 1) und i 3 1+1 ist. Die geraden Zahlen erfullen fur sich
natirlich auch die Nichtteilbarkeitsbedingung. Denken wir uns
jede dieser Zahlen durch 2 dividiert, so ist diese Folge nicht
kleiner als A,. Also besteht die Folge A genau aus den Zahlen

{fzn -1, 2n-3, ...,2l +1} UV 2.4,

wobei 2 - Ay bedeute, daB jedes Element von A, zu verdoppeln

ist,

offenbar ist Aj = @, Ay = (1) und A, = (3,2).

Zur Illustration geben wir noch einige Folgen an:

n=3,1=1: Ay = (5,3.,2)

n=4,1=1: A, = (7,5,3,2)

n=51=2: A; = (9,7,6,5,4)

n=14,1 =5 A14 = (27,25,23,21, 19,18,17,15,14,13,12,11,10,8).



Aufgabe 3
(nach J, stahnke)

2 >
Wir bemerken zundchet X |x| = "2 far x = o
=-x“ fir x <o

Angenommen, es gibt eine Ldlung'((xl,xz,....xn).
Addition aller Gleichungen ergibt

:;; (xy-a) |x;~a| = o

Diese Gleichung hat die L&dsung (xi,xz,...,xn) = (a,a .a)

Jede andere L&sung enthdlt ein x, , x, = a, denn aus x, = a
: 1,0 "1, i

far 1 = 1,2,...,n und xJ°< o firein 3, €{1,2,...,n}, folgt
;. (xi-a) I"i = al< o im widerspruch zu obiger Gleichung.
-

Aus x;, = a folgt wegen a = o
]

X141 |"1°u| =Ry |"1°| = (xy - @) |"1° =8

- x2

£y - (- 0?

2
= 2x, a - a
i,

>2.2 - 12 - az

Also ist x; _,=0 und damit x, [xi ol = x, +12>l2 also
° o o °
sogar x’_°‘1>|. Induktiv g.otze Xne1 t = Xg) folgt nun

x;=>a far 1 = 1,2,..., n.

Dann ist aber ‘i (x; = a) |x1 -a| = g’ (xg = .)2>° im

Widerspruch zur obigen Gleichung,

Aufgabe 4
Sei S m{xy + Xy 4 eeo 4 x =21 1e1,2,...,n}.

Mége das Meximum von S erstmalig fdr r angenommen werden.
Wenn r = n ist, dann ist :
Xy + Xg + 00+ Xy m2<2

12



oder
Xy + Xy + a0 + Xy S21+1

far 1 S 1S n=-1, Wenn r <n ist, dann ist fir 1 <n - r
Xpyqg * Xpgp % eoe # X gy = (X9 + eoo # X 9) = (X3 + co0 ¢ X))
- (x1 + ees + X
und far i <r
(lr+1 +oees + X))+ (Xq + e0v + X4 = 2i)=

(Xppq * oo * Xp) * (Xg + ees + X = 2r)

= (Xg + c.0 ¥ X)) =2r =2 (n=r)+2
und deher

Xpyg * eae # Xp Xy + 00 # X S 2(n - 1)1,
Demit ist Existenz von r nachgewiesen.
Falls in allen gegebenen Ungleichungen das Zeichen —< steht, so
wihle man r = o,

oL = 2(rel) ) = (X3 # cc0 # X . =27r) + 21 s

Man erh8lt X, 5 2, Xy + X, 3 4, co00Xg + oo+ X 4 20 -2,
Nun ist
2n + 2= (X3 4 coe # X))+ (Rpq *oeel + X))

S2k+ Xpyq ¥ eee * Xy

und desher

Xpag * eee * Xg 22(n=-k)+2=>2(n=k)+ 1,
So kann man nicht mit x, . beginnen fiir irgendein k = o.
SchlieBlich liege nicht der eben betrachtete Fall vor. Wir be-
trachten wiederum den Fall r = o.

Fall 1
Sei Xy 52, Xy 4+ Xy 5 4, couy Xy beet X =2kl
Xq booot X g 5 2 (k¢ 1)+ 1,1 S1Sn=-1-k
Falls 1 & k - 1 ist, so0 ist
Xgpq *eeot Xpom 2 (N4 1) = (Xg 4004 Xy) H
2(n+1)=21>=>2(n-=-1)+ 1,
Daher kann man den Zyklus nicht mit x, , beginnen (d. h. r =1
setzen). Falls es ein j gibt mit
Xy # Xy beeot Xy 4 2 (k+ j)und j =1,
dann ist
Xyager teoot Xp 22 (n=-k = 1) + 2=2 (n - k=3)+1
Wenn far jedes j = 1
Xg *ooot 'koj =2 (k + J) +1iet,

21

13



80 ist x_ = 3 und far j 3 1

xk+101 Foeot X m 2 4 24,,.4 322 (n=-k=1)+1,
So kann man wiederum nicht r = k + j wahlen.
Aber es ist

Xar = (Xg teeet X g) = (%) 4ot x) S

2k + 3~ (2k+1) = 2,

Xpyg *eoot Xy S2(k+1)+1-(2k+1)=21 for
k+13n-1

Xigg ¥eeo* X = (20 +2) = (2k+1) =2 (n=-k)+1
und da auch x, = 2, X + X, 5 4 uew. gilt,
kann man auch r = k wadhlen,

Fall 2
sei x, = 2, Xy + x, a4, ..., Xy teoet x; 521
Xy oot X 4 =2n-1,134i3n-2,
Dann ist x = 3, x_ + X, S5, ... usw. So kann man r = n - 1
wéhlen,
Andererseits hat man fir 1 2 1, 41 S n = 2
Xjpq Hooot X g+ X = (Xg oot xn-i) = (xg +...+ xi( +3
22n-1-214+3>2(n=-1) +1

Dabei kann man nicht r = i, 1 S 1 S n - 2, wahlen.

Aufgabe 5

Unter Verwendung von

A=
a"-b" = (a-=b) . at-m-1
=
1 1
mit a = k" und b = (k - 1)" findet man
1 1

1< (k"= (k-1)")n.k 5 far alle ganzen Zahlen n= 1
und k 2 1,
Auf éhnliche Art beweist man fir n =1 und k 2 1:
2.3 3y
noe (k1) o kM) =N
Daher ist fir n=1 und m =1

a 1.1 1 =1 1 _
; K" =n, (a" - 1)<§ k"
=2 k=1

und folglich fir n=1 und m =1

14



1 1
el =
n(--1)<:%; n =n. (@"-1)4+1
FGr n = 1983 und m = 2 1983 o hslt man
1983 i
1983 < E k 983 = 1984.
k=1

Die griBte ganze Zahl kleiner oder gleich der gegebenen Summe
ist also 1983, -

Aufgabe 6

Man wahle p(x) = & ( (g x - 1) + 1) undl-[‘z-::,!%:l.
pann sind alle Koeffizienten von p(x) natirliche Zahlen und far
alle x € I gilt ’

2n+1

-2 P - 2n+1
|p(x) 2 |q (q x - 1) sE

1
° 2!114- T
Folglich gilt die behauptete Ungleichung,wenn man n groB genug
wahlt.

Aufgabe 7
I. Wir beweisen zunéchst folgende Behauptung:

Gibt es zu einer natirlichen Zahl n eine natirliche Zahl k

und ein Element m € M derart, daB nzk s mk<=(n+1)2 , 8o

ist n ein Element von M, (5)
Dazu wenden wir vollstd@ndige Induktion dber k an.

k=11 Aus n2 & -1<=(n+1)2 folgt n S\/m,/<(n+1) und damit

nﬁ[\/i:]<n¢1, d. h. n = /W e M

k+1 k+1 k k
k—> k+1: Aus n2 s lk‘_1<:(n*1)2 folgt n2 S |:\/|lk01 (n+1)?

und wegen m, '[‘/'k¢1] €M wird auf Grund der Induktionsvor-
aussetzung auch n ¢ M, |

Ii. Da M nicht leer ist, gibt es eine natirliche Zahl k € M.
FGr diese gilt

P

K
12" § k =22 , Nach (5) folgt hieraus 1 € M.

15



Da mit x auch 4x zu M gehdrt folgt per Induktion Gber m,

daB fir m 2 0 gilt 4% ¢ M,

Da mit x auch [\/x] zu M gehdrt erhalten wir schlieBlich
"¢ M farm 20 (6)

Nun sei n eine beliebige natiirliche Zahl. Wir kénnen natiir-

liche Zahlen k und m so wahlen, daB

k

2 2

=2n und 2"l p2 5 " gilt, weiter folgt

. k
<2n =2n - n -:|.<2k . nz

Zusammenfassend erhalten wir

2k<

k
n® 52" < (n+1)2
Nach (6) ist 2™ € M und nach (5) wird n € M,

K K K
2 2 -1 =< (ne1)?,

Aufgabe 8
Angenommen die Behauptung sei falsch. Seien P1'P2'P3 drei dis-

junkte Teilmengen,deren Vereinigung gleich dem dreidimensiona-
len Raum ist und die positive zahl a; nicht als Abstand in Py
realisierbar, i = 1,2,3. 0.B.d.A, sei ay 2 a, 2 az.

Fir Py = P, = @ wére Py = IR:s und az doch realisierbar.

Fir P; = @ und x ¢ P, wire die Kugelfléche mit dem Radius a,
und dem Mittelpunkt x in P3 enthalten und ag s ey wére doch in
l»’3 realisierbar,

SchlieBlich sei Py £ @ und x,; ¢ P,. Die Kugelfléche S vom
Radius a; und dem Mittelpunkt xy ist in Py U Ps enthalten,
Wegen a, H ag gilt s * P3. Sei Xy € Py N S. Der Kreisbogen

{y es | d(xyy) = a,} ist in P; enthalte .. Es ist a, ¥ a; und
dieser Kreisbogen hat den Radius

a
1.2 g

r=a, » —-ﬂ-
2 4-51

82
und wegen ay H a, = 8, *\/3'=2r wire az in P; realisierbar.

So fahrt die Annahme auf einen Widerspruch und die Behauptung
ist bewiesen.

16



Aufgabe 9
Nach Definition ist

G(n) = > d= Sen.> &4
2 d/n d%l a-’ dn d
Folglich ist

ir('ﬁ)- = Z %und insbesondere
din

1>i
a-knl

G(nt) _ 1
n dini 3
Also ist mit a, = ir('nl}' die Folge (a,) nicht beschrénkt und folg-
lich gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen n mit a, =8, far

alle k <n.

Aufgabe 10
Sei S der Schnittpunkt der

Strecken MC und BP. Ferner
sei Q der Schnittpunkt der
Geraden durch A und S bzw.

B und C.

Offenbar ist Q nur unter Ver-
wendung eines Lineals kon-
struierbar. wWir zeigen, daB
Q der gesuchte Punkt ist,

d. h., Q und P haben densel-
ben Abstand von MC.
(0ffensichtlich kann es nicht mehrere solche Punkte Q geben.)
Seien T und R diejenigen Punkte auf AB, fir die TP | MC|| RQ ist,
Es reicht aus zu zeigen, daB THM = MR gilt. Unter Verwendung des
Strahlensatzes und der Beziehung AM = FE erhalten wir folgende
Gleichungen.

E--E.E-K—T also

T BT W MW

E.Eund (7)
MC BT

E-E,E-E—E,also

g AR MC BN

17



e

(8)

(7) und (8) schlieBen wir

91z Al
219

o
N
=
.

nach Addition von 1 auf beiden Seiten

~

1=
AE

woraus wir BT = AR, BT - BM = AR - AM und
schlieBlich TH = MR erhalten.

Mooy (%) = xt e x"-l, 2413 n,

Die Menge F(n) ist die Menge der Linearkombinationen mit nicht
negativen Koeffizienten von den hn,i's‘ Dies ist ein konvexer
Kegel, Dabei ist es hinreichend zu beweisen, deB
hn,i . h.'_1 € F(n+m)
ist, Wir kénnen n - 2i = m - 2) annehmen und setzen
P=n=-2i, q=m = 2], Dann gilt

P, 1 (x) By j(x) = L (e x s xP) (14 x 4o x9)

i+] ) " n-i+ h
1 + x + PR 3 LA S L = hp4q,p
+ x +x2 + | ... SR L P
|
L IR LR + P g
) woRPL L 4+ xPt9 L"‘mlﬂ

i8



Aufgabe 12
Offenbar ist jedes a, = o. Man prift leicht:
Va1 =\/3, «\/a+l +\/a +1 «\/a"

AuBerdem gilt

\/gm_1+1-\/a+1\/|n+1+\/?\/:':.

da

(V a+lVa +1 +V/;\/:;)2 = (a+1)(a +1) + aa +2Va(a+l)(a +1)a,

= a +1

n+l
ist. Folglich ist

(Va1 -\/;)(\/an*i -\/._n‘) = (\/.+1\/an+1 +/a \/g—n‘),-
(Vg VoD w/a 3T \/3)

Mittels Induktion erh&lt man
Vol - Va, = (Va+rl - Va)"
und analog
/BT +\/3,) = (Vard + Va)"
und daraus
Vag =5 ( (VarT + V)" - (Vard - Va)" )

Daraus ergibt sich leicht die Behsuptung.

Aufgabe 13

Wir fiahren eine Fallunterscheidung durch.

Fall 1: a = o. Durch Einsetzen erhalten wir bx = o fur alle
reellen x. Ist b # o, so gibt es folglich kein Polynom mit

den geforderten Eigenschaften. Ist b = o, so stellt die Aus-
gangsgleichung eine Identitét dar, d. h., alle reellen Polynome
haben die geforderte Eigenschaft.

Fall 2: a # o, Mit x = o erhdlt man aus der Ausgangsgleichung
O =a . p(a), also p(a) = o, Nach dem Fundamentalsatz der
Algebra gilt dann

P(x) = (x-8) q (x) ' (9)
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mit q(x) als Polynom. Mit x = a folgt aus der Ausgangsgleichung
alp(a) = bl=o0, also p(a) = b. Gilt b ¥ o, so ist
P(a) = o # b = p(a), d. h., es existiert kein Polynom mit der
geforderten Eigenschaft. ’
Ist b = 0, so ergibt sich aus (9) und der Ausgangsgleichung

x(x = a) (q (x) = q (x + a) ) =0 fir alle x.
Infolge der Stetigkeit eines Polynoms folgt hieruas

q(x) = q(x + a). Wir wiéhlen ein X, ¥ 0. Dann folgt
a(xg) = q(x, + @) = q(x, + 2a) = ... = q(x, + na) = ...
fir alle natirlichen Zahlen n. Folglich hat das Polynom
S(x) = q(x) = q(x,) unendlich viele Nullstellen, ist also iden-
tisch gleich Null, da jedes nicht identisch verschwindende Poly-
nom vom Grad n héchstens n Nullstellen besitzt,
Damit ist also q (x) eine Konstante c und

p(x) = ¢c - (x=- a).
Man erkennt leicht, daB das tatséchlich eine Lésung ist.

Aufgabe 14

a) Angenommen, es gébe eine n-elementige N-Sidon-Menge
A={a5,....a ] mit n 2 2V/N, Wir setzen 4 1. ay 4 8y
(1,3 € {1,....,n}).
Wegen (4) sind die %(n+1) Summen s, mit 1 Si123sn paar-
weise verschieden und wegen (3) liegen sie im Interval [ 2,2N].

2
Also folgt g(n+1) S 2N-1 und insbesondere g--=z N, d. h.
n=2\/N im widerspruch zur Annahme.

b) Sei n = évif- 1. Wir konstruieren eine n-elementige
N=Sidon-Menge {31, «ess 8} auf folgende Weise:

1. Wir setzen a; : = 1, a, : =2, a8z : = 4 (offenbar kénnen
wir N 2 4 und n 2 3 voraussetzen.)

2, Haben wir schon 840 cvey 8y (3 S m=<n) festgelegt, so
setzen wir

a,+a
Vot = {8 + ay - a, 13 1.J,k§l}u{—"r11 154,53, 5-}

und wéhlen L beli-big aus {1,..., N }\V..



Wir missen uns nun davon Oberzeugen, daB

1) auf diese Weise n Zahlen a;, ..., &, fegtgelegt werden
kénnen,

i1) die so konstruierte Menge {11, eees 8 } eine n-elemen-
tige N-Sidon-Menge ist.

Zu 1): Eine Wahl von a ist sicher dann mdglich, wenn

Ivm|<N ist. Offenbar gilt |v | & nd + m2 5 me1)3,

Wegen -cnﬁl\/ﬂ"- 1 folgt m + 1’<—3\/N", d. h.
lv-|< N.

m+l

Zu ii): Wir zeigen durch Induktion Gber m, daB
{ags e -“1} eine m-elementige N-Sidon-Menge far
alle m mit 0 8 m =< n ist,
Der Induktionsanfang m = 0,1 und 2 bietet keinerlei
Schwierigkeiten. Nach Konstruktion gilt a,, ...,
8ges € {14 cees N}
Angenommen, es gabe Zehlen 1,j,k.l1¢ {1, ..., m+1}
mit {1,3,] # {k,1}, so deB &, + 8y = 8 + & ist.
Aufgrund der Induktionsvoraussetzung kdnnen wir
0.B.d.A, annehmen, daB 1 = m + 1 ist,

Fall 1; Keine der Zahlen i,]),k ist gleich m + 1.
Dann gilt a 4 = 8; + 8y = 8 im widerspruch zur Wahl

von 8ns1”

Fall 2: Genau eine der Zahlen i,j,k :u gleich m- + 1,
2.1, k = m+ 1, Dann gilt a ., = -1—3—.-1 im widerspruch zur

Wahl von a__,.

2.2, 0.B.d.A. 1 = m + 1, Dann gilt a, = a bzw. a, + a, =
= 8 + &, jedoch j.ke{1, ..., m} ‘und J ¥ k (beachte
{13} # (x1} 1)
Dies ist ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung.
3, Fall: Genau 2 der Zahlen 1,j,k sind gleich m + 1,
‘Dann gilt 0.B.d.A. 8, 4 = 8 = a; + a; - a; und

1€(1, ..., m} im widerspruch zur Wahl von a__ ..

4. Fally 1 = J = k = m +1, Dieser Fall ist wegen { 1,3} ¥ {k,1}
nicht méglich.
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Aufgabe 15
Wir bezeichnen mit gg T (x,y) den groBten gemeinsamen Teiler

der ganzen Zahlen x und y, wobei wir 0.B.d.A. immer gg T
(x,y) = 0 voraussetzen. Sind x,y und k beliebige ganze Zahlen,
so gilt offenbar gg T (x,y) = gg T (y.x) = gg T (x - ky,y),
denn d teilt x und y genau dann, wenn d die Zahlen x = ky und y
teilt,
Hieraus schlieBen wir
gy T (n3 + 1, n? + 2) = gg T (n3 +1-n (n2 + 2), n2 4 2)
=gg T (1=~ 2n, n2 4 2).
Da 1 - 2n ungerade ist, folgt
99T (1-2n,n+2)=ggT (1-2n, 2 (n242))
=g9 T (1~ 2n, z(n2 +2)+n(1-2n))=aggT (1=2n, 4+ n)
=99 T (1-2n+2(4+n),4+n)=9ggT (9, 4 + n)).
Also ist der gesuchte gréBte gemeinsame Teiler 1, 3 oder 9.
Es gilt
1984 = 1 mod 3, also
n= 1984 = 1mod 3 bzw,
4 +n = 2 mod 3,
d, h., 3 teilt nicht 4 + n,
Es folgt gg T (n2 +2,n. 1) = 1,

22



Aufgaben und Lésungen
aus
Internationalen Mathematik-Clympiaden

Ministerium

fiir

Volksbildung

der DDR

Zentrales
Methodisches
Kabinett

fiir
auBerunterrichtliche
Tatigkeit

Heft 19



sonderaufgabe

Bei einem Tischtennisturnier mit n Teilnehmern hat jeder gegen
Jeden genau einmal gespielt. Es gibt als Resultate nur Sieg
oder Niederlage. Man zeige, daB man die Teilnehmer so mit
Tyreee:sT, bezeichnen kann, daB Ty+1 9egen T, gewonnen hat
(=1, 2,..., n-1),

Aufgaben

Aufgabe 1

Man bestimme alle Folgen aj,85,... mit a; = 1 und

2 e me.n
a - a &
lo - o] § 2
fur alle positiven ganzen Zahlen m,n.

(vorschlag Finnlands, IMO 1984)

Aufgabe 2 s
Die positiven Zahlen 8 pe M= 1,2,...,n = 1,2,... mégen fir
alle m und n den Bedingungen

1. an,1 " 1,

2 1
2. ®m+1, nel "% 8,0 * T - 8nu, n,

3. 31,0 > 21,041 und ﬁifgaal'n =0

geniigen. Man beschreibe das verhalten der Folgen
(ak,n)‘ (an+k,k)' (am,k)

fir k—so0,

(Vorschlag Finnlands, IMO 1984)

’

Aufgabe 3
Man spiele folgendes Spiel:

(a) Beginne mit a weiBen und b schwarzen Kugeln in einer Urne.
(b) Entnehme zuf#éllig eine Kugel.



(c) Wenn die entnocmmene Kugel weiB ist, so beende man das Spiel.
Anderenfalls lege man zwei neue schwarze Kugeln in die Urne
und setze das Spiel mit (b) forui.

Sei S die Anzahl der Schritte (b) bis zum Stopp. Fir a = b = 1

bzw. a = b = 2 ermittle man die Wahrscheinlichkeiten
a,: = P (S =n), bn: =P (S =n)

und den Erwartungswert

Ei(s) :'nzs:l'n'an.
(vorschlag der BRD, IMO 1984)

Aufgabe 4
Eine 2 x 2 x 12-Schachtel ist auszufillen mit 24 Schachteln vom

Format 1 x 1 x 2. Auf wieviel Arten ist das méglich?
(Vorschlag der BRD, IMO 1984)

Aufgabe 5
Man beweise, daB das Produkt von 5 aufeinander folgenden posi-

tiven natirlichen Zahlen kein vollsténdiges Quadrat einer natir-
lichen Zahl ist.
(Vorschlag GroBbritanniens, IMO 1984)

Aufgabe 6
Ein Land habe n Stédte und eine direkte Eisenbahnverbindung {1,3}

zwischen allen Stadten i,j, 1 8 i j 8 n. Ein Eisenbahner muB

fur alle i ¥ j die’Verbindung {i,j} genau einmal realisieren.
Dabei darf er keine Strecke {1,]} zweimal zuriicklegen und nach
Benutzen des Weges (i,j) ist ihm der Weg (j.,i) verboten. Kann er
dabei eine Verbindung {1,]} nicht mehr auf der Eisenbahn reali-
sieren, so muB er mit dem Flugzeug fliegen. Was ist die Minimal-
zahl der notwendigen Fliige?

(Vorschlag der MVR, IMO 1984)

Aufgabe 7
In einem Raum sitzen in jeder von drei Reihen jeweils n Schiiler.

Im Moment t, t = 1,2,..., verlédBt jeweils ein Schiiler den Raum.
Mége Ng(t). Ny(t), N3(t) die Anzahl der Schiiller in der 1., 2.
bzw. 3. Reihe zum Moment t bezeichnen. Man berechne die Wahr-



scheinlichkeit dafiir, daB wéhrend des gesamten Vorgangs (bis zur
Leerung der Klasse) stets

[Ny (t) - Ny (t)|<2 far184i<j&3

ist.

(vorschlag Spaniens, IMO 1983)

Aufgabe 8

Ist x eine positive reelle Zahl, so bezeichne s (x) die Folge
[x]. [2x]. [3x]+ «---

Man beweise, daB die Gleichung x3 - 10x2 + 29X = 25 = 0 zwei

Wurzeln ocund § besitzt, fir die s(a) und s(fi) unendlich viele

gemeinsame Glieder haben.

Aufgabe 9

Es seien r und s positive ganze Zahlen.

Ermitteln Sie eine Formel fir die Anzahl der geordneten Quadrupel
(a,b,c,d) von positiven ganzen Zahlen a,b,c.d mit

3P . 7%= kgv (2,b,c) = kgv (2,b,d) = kgv (a,c,d)

= kgVv (b,c,d).

(Die Antwort soll eine Funktion in r und s sein.)

Aufgabe 10
a) Man zeige, daB es ganze Zahlen a,b,c mit a2+b24c? ¥ 0 und

lal, Ibl, lel<10® gibt, fur die
la+b. Y2 +c - ﬁ|<10-11
gilt.

b) Man zeige, daB es keine ganzen Zahlen a,b,c mit a” + b2 + c? £0
und lal, Ibl, le| < 108 gibt, fur die |a +b V2 + c V3 |<10™2%
gilt.

2

Aufgabe 11
sind P und Q zwei Punkte in einer Ebene E, so bezeichne M (P,Q)

die folgende Menge von Punkten von E: Es sei d = 56 und R der-
jenige Punkt von E, der mit P und Q ein gleichschenkliges Dreieck
mit der Basis PQ und der Héhe d auf PQ bildet und R rechts von 53
liegt. M (P,Q) ist die Menge der inneren Punkte eines Kreises

um R mit dem Radius 3 - d.

Man zeige, daB T € M (P,Q) genau dann, wenn P € M (Q,T) und

0E M (T,P) gilt,



Aufgabe 12
FUr relle Zahlen a; und bi' i=1,2,...,n mit a; & a, = s a

2 e n
und by by 2 ... % b, beweise man die Ungleichung
a8y +a; + ... +a by+ by + .. 4 b,
n % n

<81 " by +aby v ab

n .

Ferner ermittle man, wann Gleichheit eintritt.

Aufgabe 13 '

Ein gegebener Punkt hat die Absténde 2,72 und J3 - 1 von den Eck-
punkten eines Dreiecks. Man bestimme die maximale Fliche des Drei-
ecks.

Autgabe 14

Die natirlichen Zahlen a,b seien so gewshlt, daB 2a - 1, 2b - 1
und a + b Primzahlen sind. Man zeige:

a+b teilt die Zahlen

ab + b% und &° + bb nicht.

(Usterreichische Bundesolympiade, 1982)

Aufgabe 15
Wie muB die reelle Zahl a gewshlt werden, daB das folgende Glei-

chungssystem reelle Lésungen hat:

x2 + y2 + z2 =5

Xy + yZ + ZX = 2
Xyx = a
(Usterreichische Bundesolympiade, 1982)



Losungen

Aufgabe 1
Wir zeigen, daB nur die Folge a; = 1 fir alle positiven Zahlen i

der Bedingung der Aufgabe geniigt.
Nehmen wir an, daB ay #1, ) =€IN_, ist.

Aus O ilan - an|= -2sz folgt
m + n

2mn

nlil O = lim |a, - &n| = nlin PSR- o.

n

Daher gilt fir alle n € N, : ml££ an = a,. -
m

Widerspruch.

Andererseits sieht man leicht, daB die Folge a; = 1 fur alle

positiven Zahlen i die Bedingung der Aufgabe erfullt.

Mit (lim &, = a;,= 1 und miiﬂe ap = 8y # 1 ergibt sich ein

Aufgabe 2
Aus der Aufgabenstellung erkennt man schnell, daR die Zahlen an

folgendermaBen aussehen:

n_1 2 3 4 . o . Kk .o .

H W NP3
PR oR e
PR R
S
-~

.
.
.
.
.
.

. . . . . . . . . . .

Folglich gilt 1lim a = lim a =1,
9 O s k™ 28 Bl

-

n



1. Mittels Induktion zeigen wir, deB fir beliebige n Z 2-

< a 1=m=n-1,.,gilt,

’m,n m+l.n
Nach Voraussetzung gilt a; ,<1= 8y 2-
. ’

Setzen wir nun voraus, daB fur i = 2,3,...,k

8, 1<%msi.i ° 18 ms4i-1,,, gilt,
dann gilt

a -f @ 5 s

m,k+1 = % m-1,k ¥ T %n,k

2 1

“T %,k *% %ne1,k = Omel,kelc

Da offensichtlich 8 kel < is= 841, kel ist, gilt die
Behauptung.

2. Mittels Induktion zeigen wir nun, daB fir beliebige m 2 1

®n,n > 8n,psr ° N Em.,.. gilt,

Nach Aufgabenstellung gilt 8 ,n> 85 neq fOrna=1,
' ’

Gelte nun 8,n > 8% ,ne1 for n & k.
Wir erhalten dann

2 1
f+1,n+1 " % %% ,n * T %e1,n (nach 1.)

>§ 8+1,n * % 8k+1,n = ®k+1,n°
Da alle %n.n positiv sind, folgt aus 2., daB die Folge
8n,k ° k & m . monoton fallend und beschrénkt ist. Daher
existiert kljv:e an,k*

2 1
Aus 8n+1,n+1 = % %n,n * T %naa,n folgt dann

2 1
n3% Onit,ner = ol T A, o ¢ lin 3 8p41,ne WOraus sich
ni% %ni1,ne1 = ald0, 8y, ergibt.
Mit n];:I).“m° 8,0 " 0 folgt N
nl_i’ll n,n " 0 firmz 1,
Aufgabe 3

1, Sei a=b = 1,
Vor dem i-ten Schritt sind in der Urne eine weiBe und
i schwarze Kugeln, da sich bei jedem Schritt (sofern kein
Stopp) die Anzahl der schwarzen Kugeln um 1 erhéht.



2.

Sei P(i=w) die Wahrscheinlichkeit im i-ten Zug weiB zu ziehen
und P(i=s) die Wahrscheinlichkeit im i-ten Zug schwarz zu
ziehen,

P n-1 n-1 i 1
ann-ist P(S=n) = P(n=w) - || P (i=s) = || . ==
o=t . RiPt 1y FTCW
s 3 ) i
Aus P(S n) = P(S = i) und mit = o= folgt
( ) 2 ( -(—1-)- —T 9

P(S =n)-1-%I _"I

Z: 1 1
E(S) = = " ARy C %:m = :..o- (harmonische Reihe)

Sei a=b = 2.
vor dem i-ten Schritt sind in der Urne zwei weiBe und i+1
schwarze Kugeln (sofern kein Stopp vorher). .
Analog 1) gilt dann
1441

n=1 2 2 « 3 2 12
P(S=n) = [ I3% * 7s3 = (o) (n*3) * ne3 = [neI)[n:2] (03"
$=1 De=da028ddlzs

12 6 6
M TR T T D(Re2) T (w2 (Res) folet anelog 1.

6

n+ n+
=madam=s

P(S&n)=1-=

12 18 6
it & 'm'm'm“lgt

%k-ak-é TRy - 2o Ty

k-1
18 6
=6-m3 - G-
Wir erhalten .
E(S) = lim. k « & =3,

—00 =1



Aufgabe 4
A(n) sei die Anzahl der Méglichkeiten, eine 2 x 2 x n-Schachtel

durch 2 x 2 x 1-Schachteln auszufiillen.
B(n) sei die Anzahl der Méglichkeiten, eine 2 x 2 x n-Schachtel
durch 2 x 2 x 1-Schachteln so auszufillen, daB jeder Schnitt in
der Héhe i = 1,2,,.,,n=1 parallel zur 2 x 2-Grundfléche minde-
stens eine 2 x 2 x 1-schachtel zertrennt,
Durch Probieren erhilt man schnell die Werte:
A(1) = 2, A(2) = 9. B(2) = 5.
Wir wollen nun zeigen, daB fir n % 3 B (n) = 4 ist,
Jeder Schnitt der Héhe i = 1,2,...,n-1 parallel zur Grund-
fléche muB genau zwei 2 x 2 x 1-Schachteln zerschneiden,
(Wirde ein Schnitt eine ungerade Anzahl (1 oder 3) von
2 x 2 x 1-schachteln zerschneiden, so wiirden die beiden ent-
stehenden Teile der 2 x 2 x n-Schachtel Jeweils eine ungerade
Anzahl von 1 x 1 x 1-Wirfeln enthalten. Das ist unméglich.
Zerschneidet ein Schnitt vier 2 x 2 x 1-Schachteln, so wirde
einer der Schnitte im Abstand 1 zu diesem Schnitt keine
2 x 2 x 1-Schachtel zerschneiden. Das ist unméglich.)
Nun gibt es genau vier verschiedene Anordnungen von 2 x 2 x 1~
Schachteln so, daB der Schnitt in der Héhe 1 genau zwei
Schachteln zerschneidet. Durch Wahl einer dieser Anordnungen
ist dann aber die Lage aller anderen 2 x 2 x 1-Schachteln ein-
deutig bestimmt. Folglich ist fir n 3 3 B(n) = 4.

Indem man die Teilungen der 2 x 2 x n-Schachteln in 2 x 2 x a-
und 2 x 2 x b-schachteln mit a + b = n betrachtet, erhélt man:

-1
A(n) = 2 A(n-1) + B(n) +:225(1) - A(n-i).

Es ergeben sich rekureiv die Werte:

A(3) = 32
A(4) = 121
A(5) = 450

A(6) = 1681
A(7) = 6272
A(B) = 23400
A(9) = 87362
A(10) = 326041
A(11) = 1216800

A(12) = 4541161
10



Aufgabe 5
Wir betrachten modulo 6 (= 2 - 3) alle diejenigen Zahlen, die
sich weder durch 2 noch durch 3 teilen lassen. Dies sind alle
Zahlen z = 1 bzw. 5 (6).
Daraus folgt, daB unter fiunf aufeinanderfolgenden Zahlen es
stets zwei gibt, die weder durch 2 noch durch 3 teilbar sind. (1)
Nehmen wir an, daB n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) = m2, m € N, sei,
Nach (1) gilt, daB zwei der Zahlen, seien dies a und b, weder
durch 2 noch durch 3 teilbar sind.
1, seien a,b > 1, Folglich enthalten a,b nur Primfaktoren Py & 5.
Da jederedieser Primfaktoren in héchstens einer der Zahlen
n, n+l,...,n+4 auftreten kann, missen sie in a bzw. b in ge-
rader Ordnung auftreten, da ansonsten das Produkt keine Qua-
dratzahl wére. Damit sind a und b selbst Quadratzahlen.
Mit a= (b+ t)%, b>1t 21 folgt aus
(b + t)2 - b% = 2bt + t2>4
ein widerspruch zu a,b€{n, n + 1,...,n + 4}.

2. sei b = 1, so folgt
n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) = 1.2-3-4.5 = 120,
Da 120 keine Quadratzahl ist, muB die Annahme falsch sein.

Aufgabe 6
1, Sei n ungerade.

Betrachten wir den Graphen der Eisenbahnverbindungen. Fiir
jeden der n Knoten (St&dte) gilt, daR er mit allen anderen
Knoten verbunden ist, d. h., die Valenz jeden Knotens ist ge-
rade, Dies ist ein Eulerscher Graph, und wir kénnen einen Weg
finden, der vom Knoten A ausgehend jeden Knoten genau einmal
durchléuft und zu A zuriickkehrt. Streichen wir die so durch-
laufenen Kenten aus dem Graph, so reduziert sich die Valenz
eines jeden Knotens um 2, und wir erhalten wieder einen Euler-
schen Graphen. Wiederum kann man einen Weg von A aus iiber je-
den Knoten genau einmal zuriick zu A finden, sowie Streichen
der’ diesmal duréhlaufenen Kanten usw. SchlieBlich ist die
valenz eines jeden Knotens gleich Null, was bedeutet, daB wir
jede Verbindung genau einmal realisiert haben ohne einen Flug.

11



2. Sei n gerade.
Dann ist die Valenz eines jeden Knotens im Graphen der Eisen-
bahnverbindungen ungerade. Nehmen wir an, der Eisenbahner
startet beim Knoten A. Schon realisierte Strecken werden wir
stets gleich aus dem Graphen streichen. Da bei jedem Durchlau-
fen eines Knotens B # A nur mit der Eisenbahn die valenz ei-
nes jeden Knotens um genau 2 reduziert wird, muB jeder Knoten
B # A mindestens einmal Ausgangs- bzw. Endpunkt eines Fluges
sein.
Da jeder Flug genau zwei St&dte erfaBt, bendtigen wir folg-
lich mindestens (n-1)/2 Flige.
Wir wollen nun zeigen, daB (n-1)/2 Fliige auch geniigen.
Betrachten wir beliebige n-1 der n Knoten (seien dies die
Knoten 1,2,...,n=1), Da alle diese Knoten miteinander direkt
verbunden sind, bilden ..e einen Eulerschen Graphen. Nach 1,
kann man nun elle Verbindungen unter diesen n-1 Knoten ohne
Flug realisieren. Start und Endpunkt sei der Knoten 1. Nun
realisieren wir die Verbindungen (1,n) und (n,2) per Bahn und
fliegen von 2 nach 3. Dann realisieren wir (3,n) und (n,4)
per Bahn und fliegen von 4 nach 5 usw. SchlieBlich fliegen
wir von n-2 zu n-1 und realisieren (n-1,n) per Bahn., Somit
haben wir alle Verbindungen bei (n-1)/2 Fligen realisiert.

Aufgabe 7
Unter Beachtung der Aufgabenstellung sind folgende Situationen

méglich:

(S4) Ny (t) = Ny (t) = Ny (t).

(Sp) Ny (¥) = Ny (t) = h, N (t) =h+1, w {1.3.x} = {1,2,3}
ist,

In diesen Situationen muB als nichster ein Schiler der Reihe k

den Raum verlassen und das fuhrt zur Situation (Sq4)-

(S3) Ny (T) = h, Ny (1) = N (t) = h + 1, wo {t.3.k} = {1.2,3}
ist.

In dieser Situation missen als néchste ein Schiiler aus der j-ten
und danach aus der k-ten (bzw. aus der k-ten und danach aus der
Jj-ten) Reihe den Raum verlassen und das filhrt zur Situation (84)-

12



Also ist die Ausgangssituation (S;) und nach dem Verlassen des
Raumes durch jeweils drei Schiller tritt wiederum (51) ein. Moge
Py, die Wahrscheinlichkeit dafiir bezeichnen, daB ausgehend von
der situation (S;) fir 3 . h Schiiller sich die Situation (S,) fur
3(h - 1) schiler ergibt, h = n. Dann ist

P 3h)(2h)h 31 h3
= H‘-‘F})‘(W = .
h (3h-1). (3h- Ih.(3h=1). (3h-2)
Der Raum ist leer, nachdem dieser ProzeB n-mal durchgefihrt wird

und diese Einzelschritte sind unabhéngig. Daher ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit

Pam p {3000 - (0l g
hat N N :
Aufgabe 8

Fur die drei Nullstellen a,b,c des Polynoms f(x) = x3 -

10x2 + 29x - 25 gilt wegen f(1) = - 5<0,f(2) = 1>0,
f(3) = -1<0und f(6) = 5<0: 1< a<2<b<3<c<6. Wir
beweisen die Behauptung indirekt, nehmen also an, deB je zwei
der Folgen s(a), a(b) und s(c) héchstens endlich viele gemein-
same Elemente haben.
Bezeichne ¢ (n,x) die Anzahl der Elemente der Folge s(x), die im
Intervall [1,n] liegen.
Mithin gibt es eine natiirliche Zahl N, so daB fur jede natir-
liche Zahl n

@(n,a) + @ (n.b) + ¢ (n,c) <n+ N (2)
gilt,
wegen a,b,c > 1 enthalten die Folgen s(a),s(b),(s(c) jeweils
nur verschiedene Elemente und wir haben

[g¢(n.a) - a] = n, [(g(n,a)+1)a]>n

und (97 (n,e)+*1)a > n,

d. h. 9)(n.a)>§-1.
Analog folgt g(nb)>g =1
und @(n,c) >%- 1.

13



Nach dem vietaschen Wurzelsatz ist ab+ac+bc = 29, abc = 25,
also

y(n,a)*y(n,b)*y(n,c)>§ + -E + % -3 =n B—b;%bc -3 =

= %% n=3.
Nach (2) ist N > E% n=3 im Widerspruch zur Konstanz von N,

Aufgabe 9
wegen Kgv [a,b,c] = ... = 3778 folgt a,b,c,d sind Teiler von
3"7°, d. h. sind folgendermaBen darstellbar
r. s
a=3878,
r. s
b=3070,
r. s
c=3%7¢und
d

. s
d=3974d,

Die gegebene Bedingung ist dann &quivalent zu

max (ra,rb,rc) = max (ra,rb.rd) = max (ra,rc,rd) =

max (rb,rc,rd) = r und

max (ea.ab,ac) = max (s,,8,.,84) = max (sa,ac,sd) =

max (sy.s.,84) = s. (3)
wir betrachten jetzt nur (2). Die Anzahl der L&ésungen von (3) er-
gibt sich offenbar analog.

Mindestens zwei der Zahlen FatTptFgiFg 8ind gleich r, die rest-
lichen liegen im Intervall [c,r - 1] .

sind also genau i (1€{2,3,4} ) der zahlen r atTpiTciq gleich r,
8d gibt es (1) Méglichkeiten, diese i aus den vier Zahlen auszu-
wihlen und fir jede der restlichen (4-1) dieser Zahlen gibt es
Jjeweils genau r Méglichkeiten.

Zusammen sind es also fir (2):

4
Z(:) e e aren
i=2

und fur die Anzahl der méglichen Quadrupel (a,b,c,d) erhalten wir

(6r% + 4r + 1)(682 + 4s + 1),
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Aufgabe 10

a)

b)

wir betrachten die 1028 - 1 Zahlen
x+y Y2+2z V3
mit x,y, zE{O 1,...106 - 1} und x2 + y + 22 # 0.
Sie liegen alle im Intervall (0,6 - 10 ]
wegen x + y Y2 + z Y3 s 10° (1 +72 #1’—)<106 (1+42+3) =
=6 . 105,
6 17
Wir zerlegen das Intervall (0,6 - 10 ] in die 6 . 10

Intervalle (ify, - ] v i=1,2,....6 - 1077,
. 10

Wegen 1018 . 1>6 . 107 liegen nach dem Dirichletschen Schub-

fachprinzip mindestens zwei der Zahlen in einem der Teilinter-
valle, d. h., es gibt zwei Zahlen

Xy +yy Y2+ 2,73 und Xy + Yy ﬁd— z, V3
mit | (x; + yqs V2 + 2z, V3) - (x + y, V2 + z,T3)| < 10-11,
Setzen wir a = Xq = Xp, b = Y1 = Yoo € = 2y - z,, so ist

|a+b y2+c Y3|<10"1t

mit lal, Ibl, lcl<120® und a2 + b2+ c2 4 0,

Das Produkt

P =(atb V2+c Y3)(-a+b Y2+c Y3)(a-b V2 + cﬁ)(aobﬁ -c 713)
mitlal, |bl, lc|< 108, a + b + ¢ # 0 ist wegen
Pa=(-82+b .V2+ cV3 2)(a? -[bﬁ-c‘ll_]

= -a% + a2 [4b2 + 6c2] - [2v2 c2]2
eine ganze Zahl.
AuBerdem ist x + y V2 + z 3;lofi1rx2+y2 22 = 0.
Existieren nﬁmlich X,¥,Z mit x+y Y2 + z Y3 = 0 und
x2+y + 22 # 0 so ist (yﬁoaT—) = (-x)
2y2 + 322 4 276 yz = x2.
Wegen der Irrationalitét vonyY6 muB y = O oder z = 0. Beide
Félle fuhren wegen Irrationalitdt von Y2 und V3 sofort auf
Widerspriche zu x2 4 y2 + 22 # 0.
Also ist |P| 2 1, d. h.

1
a+b 2+c 3 = =
|~a+b V2 + cV3 1l a=b12 + cV3 Il a+b12 - c13|

1
(lal + 16112 + [c1V3)>

w

15



lal+1blYZ +lcly3<10% (1 + ¥2 + 73)
<1051 +1,5+1,8)24,3-10
ist fur jede Zahl a + b2 + ¢ V3 mit |al,Ibl,lcl< 10°® und

az¢b2~rcz/0-

6

la+b7y2 +c 73>—_3. 10718 'é'ﬁ . 1018 5 10720,
Damit ist die Behauptung um eine Zehnerpotenz verbessert
worden,

Aufgabe 11

(Nach Oliver Gaupel, Dresden)

Wir legen in i ein Kertesisches Koordinatensystem und wihlen
o.B.d.A., P (1,-2), Q (-1,-2) und R (0,0).

T (¢,3) mit T ¥ P, T # Q sei ein beliebiger Punkt in E.

Dann ist (ii—:l —2—) der Mittelpunkt von QT, und

der Vektor (f8+ 2, —oc- 1) ist das Bild von QT bei Drehung
um - 90°.
Folglich ist

G+ 23+ 3 =20+ 3~ 4
A (225 L2

) der Mittelpunkt und

ém’ = é 'V-.xz +/j2 + 2o+ 40 + 5 der Radius von M (Q,T).
Analog ist
C (°" %[3- 3, 20 *2/j - 4) der Mittelpunkt und

At - 3lx? +p52 - 20+ 43 + 5 der Radius von M B
z z (

Ferner ist

W—%Vsn?oS/jaon + 48 +1 und

ﬂ'-%vscczos/jz-z& + 40 + 1

Nun ist T € M (P,Q) &quivalent mit “2 +/J2 < 1 und damit auch mit
50:2 + 5ﬁ2 + 20+ Af + 1<062 +112 + 20c+ 45 + 5 und

502 + 5% - 200+ 48+ 1 < % +p52 - 20 + 4p + 5, i

also mit '

H<éﬂundﬂ<éTP.

d. h. mit PE M (Q,t) und Q E M (T,P),

16



wenn noch 502 + 582 + 2o + 4+ 1 = (VS + L)Z + (V5 + 2_)2 20
¥ 15

2

2 2 1.2 2
und 50 + 58 - 20+ 45+ 1 = (V5= =) + (VBp+ =)° 2 0
5 ” ¥
beachtet wird.
Aufgabe 12
Aus aiiazi ... ® a_ und by 2 b, = ... ibn
folgt s
(ai-aj)(bi-bj)iofﬁr:lﬁj,1§n (4)
und
S(ag - ay)(by - by) =0,
i,]
15i<jsn
i2i < J3n 131 < jSn 131 < j3n 134 < jEn
n
n b, = b.)., 5

also die Béhauptung.
Gleichheit tritt in (5) genau dann ein, wenn in (4) far alle
i und j Gleichheit eintritt. Insbesondere muB
(8, - 8;) (b, - by) = 0
gelten. Aus a, = a; folgt a = 8.1 = --- = a; und

aus b = b, folgt b = b

n n-1 = "'.bl'

Aufgabe 13
Es séi A ABC ein Dreieck mit AP = 2, BF = 72, TF = V3-1 mit

maximalem Flécheninhalt. Ein solches Dreieck existiert, denn
ist x APB = oc und < BPC = fJ, so ist F (AABC) = f (0¢,3) mit
«Zo0,f =0,+f = 2%, d. h., es liegt ein abgeschlossenes
Gebiet fiur (ac, 8) vor.
Weiterhin ist A ABC spitzwinklig und P liegt in A ABC. Liegen
z, B. die drei Punkte A,B,C sémtlich in einer Halbebene, die
durch eine Gerade g durch P begrenzt wird, so spiegele man einen
der Punkte an g und erhdlt ein flachengréBeres Dreieck, im Wider-
spruch zur Maximalitét von A ABC, usw.

17



Ferner ist P Hohenschnittpunkt im Dreieck A ABC. Ist etwa

< (g(C.P), g (A.,B)) # g , 80 ersetze man C durch C', wobei C°*
der Punkt mit < (g(C'P), g(A,B)) = %, PC* =73 - 1 und
Abstand von P von g (A,B)<Abstand von C' von g (A,B) sei, und
erhdlt ein fliachengréBeres Dreieck, im Widerspruch zur Maxima-
litat von A ABC.

Sei x = PC*' und y = PA'. Dann ist 0 < X = Y2. Aus der Ahnlich-
keit von den Dreiecken AAPC' und A ABA' folgt

. / 2
5—6 = %:-& und nach Pythagoras 4;" -%, V4-x2 V2-y2 = x(2+y).
2-

Y
AuBerdem ist APC' ~/ CPA', d. h. i- IY-=L, y @ X.
3-1
Zusammen (4-x2) (2- [ﬁil x:l 2) = x2 (2 + @ xz)
und x>+ (1+273) x> =2 (1+73) =o,
(x-1) (x2+2 (T3 +1) x+2 (V3 + 1)) =0,

wegen x2 4+ 2 (13 +1)yx+ 2 (VY3 + 1)>o0 fur x 3 0 erhalten

wir als eine Ldsung x = 1,
pDann ist CC' = 73, AC' = V3, BC' = 1, also AB = V3 + 1.
SchlieBlich folgt

F (AABC) = 5 A8 . T
=z (3173
=l3+ 3.

Aufgabe 14
Es seien a und b natirliche Zahlen, 2a - 1, 2b - 1 und a + b
Primzahlen, Damit muB a 2 2, b 2 2 und a + b = 5 sein.
Da a + b eine Primzahl sein soll, geniigt es zum Beweis der Be-
hauptung der Aufgabe, die Annahme, daB a + b ein Teiler von
(a” + ba)(aa + bb) ist, zum Widerspruch zu fihren.
Diese Annahme ist gleichwertig mit
(ab + b%)(a® + bb) = 0 mod (a + b).
Aquivalent dazu ist
a®* Py (ab)P 4 (ab)® + B2 * P 2 0 mod (a + b).

18



Da a + b eine Primzahl ist, folgt aus dem Kleinen Satz des Fermat

(ab)? + (ab)b = 0 mod(a + b). (6)
Da 23 a, b<a + b und a + b eine Primzahl ist, gilt

ab ¥ O mod(a + b). (7)
Somit ist (6) &quivalent zu

(ab)® * P 4 (ab)%2 2 0 mod(a + b). "(8)

wegen (7) folgt aus dem Kleinen Satz des Fermat, daB (8) &quiva-

lent ist mit
1

a+ (ab)2® " 1 . 0 mod (a + b). (9)
Hieraus folgt unmittelbar:

(ab)2(22 = 1) _ nod(a + b). (10)
Da 2a - 1 2 3 ist, folgt aus (9), daB

ab = 1 mod(a + b) (11)

ist. Wegen (7) folgt aus dem Kleinen Satz des Fermat:

(ab)® * b=y mod(a + b).
Damit gibt es eine positive ganze Zahl k mit:

(ab)k = 1 mod(a + b) und
fur jede positive ganze Zahl 1 mit 1 < k ist (ab)1 # 1 mod(a + b).
Wegen (11) ist k > 1 und wegen (10)ist k ein Teiler von 2(2a - 1).
viegen (9) und da 2a - 1 eine Primzahl ist, muB k = 2 oder
k = 2(2a - 1) sein,
Falls k = 2 ist, so folgt aus der Definition von k, daB gilt:

ab = = 1 mod(a + b).
Wegen b = - a mod(a + b) folgt, daB a2 = 1 mod(a + b) gilt.
Da a<a + b ist, ist entweder a = 1 oder a = a + b - 1.
Falls a = 1 ist, ist 2a - 1 = 1, womit wir einen widerspruch
dazu erhalten haben, daB 2a - 1 eine Primzhhl ist.
Somit kann in diesem Falle nur a = a + b - 1 gelten. Damit muB
b = 1 gelten. Jetzt ist aber 2b - 1 keine Primzahl. wieder haben
wir einen Widerspruch erhalten.
Damit muB k = 2(2a - 1) sein.
Analog erhélt man, indem man (6) mit (ab)b multipliziert
k = 2(2b - 1),
Folglich muB a = b gelten. Da a 2 2 und b 2 gilt, ist a + b
keine Primzahl. Damit haben wir auch in diesem letzten Fall
einen Widerspruch erhalten. .
Folglich war die Annahme falsch, was die Behauptung der Aufgabe
beweist.
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Aufgabe 15
Es ist 9 = x2 + y2 + 22 4 2(xy + yz + Zx) = (x + y + z)2. Damit
ist das in der Aufgabe gegebene Gleichungssystem &quivalent zum
Gleichungssystem:
(x +y+ 2)2 =9
Xy + yz + Zx = 2 (+)
Xyz = a |.
(x,y,z) ist genau dann eine Ldsung von (+), wenn es ein
‘cE {-3,3} mit f(t): = t3 - ct? 4 2t - a und f(x) =f(y) = f(z) =0
gibt (vietascher Viurzelsatz). Dabei sollen x, y und z reelle Zah-
len sein.
Es ist f'(t) = - 2ct + 2. Genau dann ist f*(t) = 0, wenn
t€ {ty,t,} mit t1. = ! (¢ - T3) und t,: = 3 (c +V3)-ist. Offen-
bar ist t,< t,. Da der Koeffizient von t~ in f(t) positiv ist,
ist f(t) fur t & ty und fir t 2 t, monoton wachsend und fur
ty e s t, monoton fallend.
Damit ist (x,y,z) genau dann ein reelles Lésungstripel von (+),
wenn f(t,) 2 0 (ty - lokales Maximum von f(t)) un f(ty)
t, - lokales Minimum von f(t)) ist. Das ist aber offenbar genau
dann der Fall, wann f(tl)f(tz) S 0 ist,
Es ist f(ty) = g 73 - a und f(t,) = - g'Vg - a (wegen c

und f(tl)f(tz) s a% = 27. Genau dann ist a2 = & 0, wenn

la] = g'f' gilt. Damit ist - 7 1_ S as § V3 notwendig und hin-
reichend dafir, daB das in der Aufgabe gegebene Gleichungssysten
ein reelles Losungstripel besitzt.

2
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sonderaufgabe

Seien pys Pys -ces Py (n 3 1) paarweise verschiedene Primzahlen

und 85 844 cees @ irgendwelche ganze Zahlen. Wir wollen ent-
scheiden, ob

ag + 8y - VfF: 4 eee woag e Vr;: ) (1)
ist. Es sei aber eine Entscheidung, ob die Ungleichung a S b fur
reelle Zahlen a, b gilt oder nicht, nur méglich, falls a und b
ganz sind oder a und b verschiedene Vorzeichen haben. Jedoch sei
ee uns gestattet, im Rahmen der Ublichen Rechenregeln zu beiden
Seiten einer Ungleichung eine reelle Zahl zu addieren und beide

Seiten zu quadrieren (u. U. mit Anderung des Relationszeichens).

n

Man zeigt, daB man nach hdéchstens
3.
——

Quadrierungen entscheiden kann, ob (1) gilt oder nicht.

Aufgaben &

Aufgabe 1
Sei P ein regulidres (konvexes) 2m-Eck.

Man zeige, daB es ein 2m-Eck P' auf der gleichen Punktmenge
~ie P gibt, so daB P' genau ein Paar reeller Seiten hat.

Aufgabe 2
Zwei Personen schreiben abwechselnd genau eins der Symbole

+ (plus), - (minus) oder x (mal) in die freien Plitze zwischen
die Zahlen der Folge 1, 2, 3, ..., 99, 100.

Man beweise, daB die erste Person ihre Zeichen derart setzen
kann, daB dae Resultat je nach ihrem Belieben gerade bzw. un-
gerade wird.

Aufgabe 3
Man beweise: Kann die ganze Zahl 3 - a in der Form X242 y2

mit ganzen Zahlen x und y dargestellt werden (und ist a eine
ganze Zahl), so gibt es auch flr a eine solche Darstellung.



Aufgabe 4

Die Ebene sei in unendlich viele Einheitsquadrate zerlegt. Jedes
dieser Quadrate werde mit einer Farbe geférbt. Dabei mégen in
Jeder Teilfigur, die aus

L

durch Drehung oder Spiegelung entsteht, die vier Einheitsquadrate
verschiedene Farben haben.

Man beweise, daB dann mindestens acht verschiedene Farben notwen-
dig eind.

Aufgabe 5
Sei p(n) die Zahl der (ungeordneten) Partitionsn der natdrlichen
Zahl n in natdrliche Summanden > O. Die Verschiedenheit einer
Partition ist nach Definition die Anzahl der verschiedenen Sum-
manden in ihr. Bezeichne q(n) die Summe der Verschiedenheiten
von allen p(n) Partitiohen von n,
Zum Beispiel ist p(4) = 5, da
4-4,4-3#1,4-202,4-20101,4-1010101
séimtliche Partitionen von 4 sind und as ist

q(n) =1 +2 4+1+24+1a7,
Man beweise:
a) fir alle natirlichen Zahlen n 2 1 ist

q(n) =1 + p(1) + p(2) + ... + p(n=1),
b) Die letztere Summe ist S\/2n' . p(n).

Aufgabe 6
Man bestimme xy + 2yz + 3z+x, wo X, y, z positive Zahlen sind,
fur die

2
xz + Xy + x!_- 25,

2
230!219,
22 + ZX + x2 = 16

iet.,



Aufgabe 7

Man beweise fir beliebige positive reelle Zahlen a, b:

% (aob)z + %- (a+b) 2 a +Vb + bVa.

Die Aufgabe 1 war ein Vorschlag von Australien zur IMO 1984.
Die Aufgaben 2 bis 7 wurden von der Zeitschrift "Kvant" nach
Vorechlégen der UdSSR fur die IMO formuliert.

Aufgabe 8

In der Ebene seien N paarweise verschiedene Punkte gegeben.
Ferner gelte N 2 2 "2 ynd n > 2.

Man zeige, daB man die Verbindungsstrecken zwischen je zwei der
N Punkte mit genau einer der Farben blau und rot so férben kann,
daB fir beliebige n von den N Punkten gilt:

Unter den Verbindungsstrecken zwischen je zwei von den n Punkten

gibt es sowohl eine rot als auch eine blau gefirbte.

Aufgabe 9
Eine Fiérbung f der Elemente der Gitterpunktmenge

Ma{(xy) X =0,1,00k * nel, y = 01 00usk o 1= 1}

mit n Farben heiBe zuldseig, wenn jede Farbe in jeder Zeile bzw.

Spalte k- bzw. l-mal auftritt und wenn es kein achsenparalleles

Rechteck gibt, deesen Eckpunkte aus M sind und alle gleiche Farbe

haben.

Zeige, deB fUr jede zuldéssige Féirbung f gilt:
k+lSn.(ns+1).

(DDR=Vorschlag zur IMO 1985)

Aufgabe 10
Man bestimme alle reellwertigen, an der Stelle x = O stetigen

Funktionen f(x) mit dem Definitionsbereich P (reelle Zahlen),
die der Funktionalgleichung

f(x) = 3 H(F) + x

g;nOQQn.
(Bulgarische 0JM 1982)



Autgabe 11

Man bestimme alle Paare natiirlicher Zahlen (n.k), die der Bedin-
gung
(n+e)k o1 am
genigen.
(Bulgarische 0JM 1982)

Aufgabe 12

Flr welche positiven ganzen Zahlen n ist
F
Ppt=2 "4

eine Primzahl, woboi'F1 t = Fy 1 =1 und
> ;
Fn¢1 1= Fn + Fn_1 fir n = 2 18t?

(Bulgarische 0IM 1982)

Aufgabe 13

Man beweise: ein Dreieck mit den Winkeln of o 8 . 4"+ dem Umkreis-
radiue R und der Fléche A gilt:
2

nngonng-rtangﬁg‘;x'-!—.

Aufgabe 14

Man bestimme die kleinste Anzahl von Schlisseltypen, die ein
Tresor haben muB, damit beliebige k der n Direktoren den Tresor
mit den inegesamt in ihrem Besitz befindlichen Schlieseln &ffnen
kénnen, wéhrend jeweils k - 1 der Direktoren mit all ihren Schlis-
seln den Tresor nicht &ffnen kénnen.

Aufgabe 15
Seien 84:83,¢00,8, und n positive ganze Zahlen.
Man zeige, daf die Kongruenz
84Xy + B%; + s.0 4 8 * X ¥ 0 modulo n
eine Ldsung ("1'"2""'"k) ¥ (0,0,...,0) hat, so daB

n| s i/n, i=l, s00y k,
i
gile,



Lésungen

Aufgabe 1
(Konstruktion nach G. Hein, M. T. Tok, A. Schiler, M. Sagorje,

S. Gunther)

Seien die Eckpunkte des reguléren 2m-Ecks der Reihe nach mit
AgreeasAyn bezeichnet. Wir rechnen im folgenden mit den Indizes
modulo 2m, d. h., es sei Aoms1 = 31 USW. Zunéchst beweisen wir
das folgende Lemma.

Lemma. Die Strecken Ai'AJ und AkA1 sind genau dann parallel, wenn
i+ J = k+l (mod 2m) ist. -

Beweis: Sei M der mttelpunkf des 2m-Ecks Al""'AZm'

Zunéchst sei AjA 1] AgAy» und die Lage der Punkte A, Agr Age A
sei so, wie es aus den Figuren ersichtlich ist.

P AI
A, Ai
B Ay A Ay

Es ist leicht zu sehen, daB die Gerade, die durch M geht und
senkrecht auf AiA (d. h. auch auf AkAl) steht, entsprechende

winkelhalbierende der gleichschenkligen Dreiecke MA:I.AJ und

MAJA, enthélt. Daraus folgt dann A MA_ = FAMA, d. h., auf
dem Kreisbogen AjAL» der A, und A nicht enthélt, liegen genauso
viele Eckpunkte vom 2m-Eck wie auf dem Kreisbogen AjAL. der A:I.

und A, nicht enthélt. Mithin ist k-i & j-1 (mod 2m), also

i+ j=k+1 (mod 2m).

Gilt umgekehrt i + j = k + 1 (mod 2m), also k = 4 = j - 1 (nod/_iu),
so kdnnen wir folgern, daB auf den entsprechenden Kreisbsgen AgAL
und AlA.1 -gleichviele Eckpunkte des 2m-Ecks liegen und deshalb

-+ ximk = ;Klm ist. Folglich halbiert die Gerade durch M,
die den Winkel AiMAJ halbiert, auch gleichzeitig den Winkel AMA,; .
Da die Droiocko,AlMA und AMAY .gleichschenklig sind, steht diese
Gerade senkrecht auf AiAJ wie auch auf AA s d. h., es ist

5:'\1“ AAL- q.e.d. X



Das gesuchte 2m-Eck P' kann durch eine Permutation T von
{1,..., Zm} beschrieben werden (P' = A"(i)'“” A 'lr(2m))'
Hierbei ist die Bedingung:
A1) (o)l A (g)A r(ge1) 90NaU fUr eine Zweiermenge { 1,3}
aus [1....,2m}
wir definieren nun T wie folgt:

T (2k) = kem, k =
m(2k-1) = k, k= 1,...,m.

Dann ist

T (2k) + T (2k+l) = kemek+l = me2k+1, k = 1,...,m-1,

r(2k=1) + T (2k) = k+k+m = m+2k, k=1,..0,m,

und alle diese Zahlen sind paarweise inkongruent modulo 2m, d. h.,
nach dem obigen Lemma ist AW(L)AF(ioi) ,H'A.”(J)A T (3+1) for
jede zZweiermenge {1,3} aus {1,...,2m-1}.

Jedoch ist T (2m) + T (2m+1) = 7 (2m) + 7 (1) = 2m+l =

7(2;-) + T (zg-tl), falls m gerade,

7(2!'!"1 - 1) + n'(z!;l), falls m ungerade.

Das heiBt, die Seiten A Zn)"ﬂ(i) und A-”(')A T (me1) sind die
einzigen zueinander parallelen Seiten des 2m-Ecks A ()" **r
A7f(2m)' und damit ist die Existenz des gesuchten 2m-Ecks nach-
gewiesen.

Aufgabe 2 -
Sei A der erste Spieler und B der zweite Spisler. Wir geben die

Strategie von A an. Will A ein gerades bzw. ungerades Resultat
erzielen, so setzt er zwischen 1 und 2 das Zeichen x bzw. +.
Setzt nun B irgendein Zeichen zwischen die Zahlen n und n+1, so
setzt A das Zeichen x dazwischen.

n-1 und n, falls n ungerade,

n+1 und n+2, falls n gerade
ist. Wir zeigen nun, daB diese Strategie ausfiihrbar ist und tat-
séichlich das Gewlinschte leistet.
Nach dem Setzen des Zeichens zwischen 1 und 2 gibt es noch 98
freie Plétze, die gepaart auftreten, wobei immer die freien
Plétze vor und nach einer ungeradan Zahl zusammengefaBt seien.
Die Strategie ist nun so aufgebaut, daB ein solches Paar immer



zunéchst von B und sogleich danach von A durch Zeichen besetzt
wird, also ist die Strategie bis zu Ende durchfihrbar.

Es wird nun jede ungerade Zahl mit einer geraden Zahl durch x
verknipft (bis auf die Zahl 1 im Fall, daB A ein ungerades Resul-
tat erzielen mbéchte). Das Resultat - als Summe aufgefaBt - be-
steht also nur aus geraden Summanden (und dem Summand 1, falls A
ein ungerades Resultat winscht). Also ist das Resultat wirklich
gerade bzw. ungerade.

Aufgabe 3
Es ist leicht zu sehen, daB wegen x2¢2y2 = 3a 5 0 (mod 3) ent-

weder x sy (mod 3) oder x & -y (mod 3) gilt. Im ersten Fall ist
& = (xoz )2 @ 2(“'1)2

eine Darstellung der gesuchten Art, denn es gilt x-y & O (mod 3)

und x+2y = x-y+3y & O (mod 3), und im zweiten Fall ist

s = (5532 4 2(2g0?

eine Darstellung der gesuchten Art, denn es ist x+y & O (mod 3)
und x-2y = x+y=3y & O (mod 3).

Aufgabe 4

Angenommen, es wirden sieben Farben ausreichen, um die Ebene wie
gefordert zu férben. Dann miBten auch die 16 Felder des 4 x 4-
Schachbretts (siehe linke Figur)

A B c|o 1 2 3

E F G H 4 5 6 4
I 3J K | L 3 7 1 ?
M N (o] P 2

8o mit 7 Farben férbbar sein, daB alle 4 Felder einer Figur
unterschiedliche Farben haben. Sei {1,....7} die Menge der Far-
ben, und wir schreiben z. B. ¥ (A) = 1, falls A mit der Farbe 1
geféirbt ist. Wir kdnnen nun offenbar 0.B.d.A. unter Beachtung
der Forderungen annehmen: ¥ (A) =1, ¥ (B) = 2, ¥ (C) = 3,

Y(E) =4, P(F) =5, Y(G) = 6 und ¥ (J) = 7. Ferner ist leicht
zu sehen, daB ¥ (I) ¥ Y (A), ¥ (B), ¥ (E), ¥ (F), ¥ (6), ¥ (I),



also ¥ (I) = ¥ (C) = 3 ist, weil sonst eine Figur der angegebe-
nen Form zwei Felder gleicher Farbe h#tte. Analog gilt P (K) =
¥ (A) = 1. Ferner uUberlegt man sich leicht, daB ¥ (H) 4 Y (8),
7(C) P(E), L (G), £(I), £ (K), also P (H) = ¥ (E) = 4
und F(N) £ L (E)s L (F). ¥ (6)s £ (L), ¥ (3), ¥ (K), also

P (N) = ¥ (B) = 2 ist. Nun bendtigen wir aber zur Férbung von L
eine weitere Farbe, denn ¥ (L) £ ¥ (C), ¥ (F), ¥ (G), Y (H),
#(3), P(K), ¥ (N). Mithin war unsere Annahme falsch.

Die Schuler U. Bellack und V. Brundisch wiesen nach, daB acht
Farben wirklich reichen. V. Brundisch gab hierfur folgende Fér-
bung an:

«+ 1 2 3 45 6 7 812 3 4 56 7 8 .
. 6 7 81 2 3 456 781 2 3 45 .,
. 3 4 5 6 7 81 2 3 45 6.7 8 1 2 .
. 81 2 3 456 7 8 12 3 4 5 6 7 .
. 56 7 81 2 3 45 6 7 8 1 2 3 4 .
Aufgabe 5

a) Sei 7 (n) die Menge aller (ungeordneten) Partitionen der
Zahl n in natirliche Summanden > 0. Fiir eine Partition
7 € 7 (n) bezeichne v (7 ) die Verschiedenheit, also die
Anzahl der verschiedenen Summanden, von 7 . Es ist dann

a(n) = :v (m).
mew(n

SchlieBlich sei M(i) die Menge aller Partitionen aus 7 (n),
die die Zahl i als Summand enthalten (i =1,...,n). Nach Defi-
nition gilt p(n) = |7 (n)|. Ferner ist p(n-i) = | M(1)].
i=1,...,n-1, denn jeder Partition aus M(i) entspricht in
eindeutiger Weise eine Partition aus T (n-1i) (man lasse i als
Summand weg).

Im Falle i = n haben wir |M(n)] = 1. Wir zéhlen nun die An-
zahl A aller Paare (I, i), fur dia‘ll’eM(i) ist, auf zwei ver-
schiedene Arten. Fiir festes 7 gibt es offenbar v (7) ver-
schiedene Zahlen i, so daBWeM(i) gilt.

Also erhalten wir

A= : v(m) = q(n). (1)
meT (n

10



Andererseits gibt es fir die feste Zahl i genau |M(1)| Parti-

tionen T mit Me M(1i). Folglich gilt

;: M| = ; p(n-1).

Mit (1) und (2) haben wir
q(n) =1 + p(1) + p(2) + ,.. + p(n=1).

(2)

b) Wir zeigen zundchst, daBv (7 ) 3\/2n fur alle me 7 (n) gilt.
Sei T eine Partition von n der Verschiedenheit v(7) = t und

seien 8y000008
Dann ist

t

14—2...¢t=a1¢...¢a'=n, also
t(t+l) = 2n und erst recht
t2 £ 2n, d. h.
t SVzn.

Unter Beachtung von a) folgt

1+p(1)+p(2)+...+p(n-1) = q(n) = :v(ﬂ)

. meT (n)

e

weW(n)
=V2Zn p(n).

Aufgabe 6

(Lésung nach M. Sagorje)

Angenommen, es gibt drei Zahlen x,y,z > O, so daB
x2 4 Xy + y2/3 = 25,

y2/3 + 22 = 9,

z2¢zx+x2 = 16

gilt. Wegen 25 = 9 + 16 folgt dann
)
X2 Xy + y/3 = (y2/3 + zz) + (z2 + 2ZX + xz), also

2
2z" + zZx
Y =i =——

paarweise verschiedene Summanden in 7 .

(1)
(2)
(3)

(4)

Nach Einsetzon von (4) in §2) und Multiplikation mit 3x erhal-

tenwir(Zz +zx) + 322 x,dh
4z (z2 + ZX + x2) = 27x<, woraus sich wegen (3) 642
d. h.

2

11



x2 u g; 22 bzw.

lez

ergibt. Setzen wir (5) und (6) in (3) ein, bekommen wir

z2 + g 22 + g; 22 . 16, also

= « gty bov-

N ¢ 1Y/ M
V91424 7 !
(6) und (8) fihren dann zu
32

X =
V91+24 V!

SchlieBlich folgt aus (2) und (7)
2 - 1161+648 V3
91424 V3
. 27412 V3
91+24V3F

Yy bzw.

(s
(6)

(7)
(8)

(9)

(10)

Man prift leicht nach, daB die in (8), (9) und (10) erhaltenen
Werte fir z, x bzw. y wirklich den Gleichungen (1), (3) genigen.

Nach weiterer Rechnung erhélt man dann
Xy '+ 2yx = 24 \/ 3,

Aufgabe 7
,Durch Addition der zwei Ungleichungen

(Ve -1/2)2 2o,
(VB -1/2220
erhalten wir

a+b+1/22\/a +\/b.

Wegen

gilt dann
238 asbs1/2) 2\/aB(\/@ +VB), also
% (asb)? 1 (a+b) 2 aVEB'+ by/a.

12



Aufgabe 8

Sei P die Menge der N Punkte. F sei eine beliebige Férbung der
Verbindungsstrecken zwischen je zwei Punkten von P mit genau
einer der Farben blau und rot und 7 die Menge aller solcher Fér-
bungen. Wir missen zeigen, daB es ein F e § gibt, so daB fir be-
liebiges XS P mit |X| = n gilt:

Die Verbindungsstrecken in X sind nicht alle mit der gleichen
Farbe geféirbt. Hierzu zéhlen wir die Paare (F,X), wobei

FeF, XS Pund |[X] = n (2)

gilt und
die Verbindungsstrecken in X bei F alle gleich geférbt sind.
(3)

Halten wir ein beliebiges XS P mit |X| = n fest, so kdnnen die
Verbindungsstrecken in X gleichzeitig alle entweder blau oder
rot geférbt sein. Die restlichen Verbindungsstrecken - es sind
(g) - (;) - kénnen beliebig geférbt sein. Also gibt es genau

N n
2 -42(2) (2) solcher Paare (F,X) wobei X fest ist.
Da es aber (:) Teilmengen von P dei Mdchtigkeit n gibt, erhalten

N n
wir genau (:) 2 2(2) (2)
Paare (F,X) und (2) und (3).

N
(2)
Es gibt 2 2 Férbungen der Verbindungsstrecken in P. Kdnnen wir
zeigen, daB
N N n
(2) (3)=(3)
22 s (M) .2.2¢ 2 (4)

ist, so sind wir fertig, denn gébe es fiur jedes FeF ein X £ P
mit |X| = n und (3), so wire der Anzahl der Paare.(F,X) mit (2)
und (3) mindestens gleich

N
L2 -

n
2
" N 1
(4) ist &quivalenf mit ()< 2 -

n
offenbar gilt (:) N gT' und durch Induktidn zeigt man leicht,

n
daB nt> 2 + 22 fur n > 2 ist.

13



n
Nach Aufgabenstellung gilt N = 22. Also ist

Hn-1) 4 (D)

Ny NT LN < 2
2

1
(W=aT< z2—%"%
F

d. h., (5) ist erfillt.

-32

n Egn:
NMakg

Aufgabe 9
0.8.d.A. sei k = 1. Fur die Mengen

My ={{1,.45} 1,.4,€ {0,1,...,ken-1}, f(13.3) = f(1,,3) = O,
1, A 4,]
= o,1,....i-n-1

gilt nach. Voraussetzung MjnM = ¢ und |M | = (k) far
q A 2

053<qS1¢nt.

Daher ist 1.n-('2‘) N (ké") und folglich 1 5 n « i‘% und

kesnae EE}.

In der letiten Ungleichung wéchst bzw. f&llt die linke bzw.
rechte Seite mit k und fir k = n + 1 ist die Ungleichung falsch.
Folglich ist k = n.

Oa ken S ken + Er .(n-1) =: g (k) gilt und man g (k) leicht als

monoton wachsende Funktion nachweist, ist k.1 S g (n) = ne(n+1).

Aufgabe 10

Annahme : fl(x) und fz(x) sind zwei Funktionen von P in P (reelle
Zahlen), die an der Stelle O stetig sind und der Funktionalglei-
chung geniigen. ’

Es sei g(x) := fi(x) - fz(x). (6)
Dann ist g(x) eine Funktion von P in P, die an der Stelle 0O ste-
tig ist, und es ist:

9(x) = £30x) = fp0x) = 3 8y (F) e xR 6y (B) - xa
1 1 1
2@ -z0@ 290
g (x) genigt also dor Funktionalgleichung

9x) =39 (3. (7
14



Aus (7) folgt sofort g(0) = O. (8)
Aus (7) erhdlt man durch Induktion fir alle n € N

n 3 X
2" g(x) = ). (9)
] g (2,.) '
Wegen der Stetigkeit von g(x) an der Stelle O ist

lim
RS (-"—) = 0 fur alle x € P.

Damit folgt aus (9), daB fur slle x e P

g(x) = 0 .
iet. Damit gibt es héchstens eine Funktion, die allen Bedingun-
gen der Aufgabe geniigt.

offenbar ist f(x) = ; x eine solche Funktion. Damit ist

f(x) = ; x die einzige Funktion, die den Bedingungen der Auf-
gabe genigt.

Aufgabe 11
a) Wenn das Paar (n,k) natirlicher Zahlen der Bedingung

(n+1)"=1 = nl genigt, so ist n > O und k > O, denn fir n = O
oder k = O ist (n+1)k—1 = 0 und nl > 0 gilt fir alle natir-
lichen Zahlen.
b) Wenn das Paar (n,k) der Bedingung (nvi)k-l = n! genigt, so

muB (n+1) eine Primzahl sein.

Beweis: Wegen a) ist n+l1 > 1,

Annahme: Es gibt ein (n,k) mit (n+1)k-1 = n! und

(n+l) = a*b mit a>1, b>1 und a,beEN . 0.B.d.A. sei a S b,
Fllll a< b so ist, da b < n+i gilt, a b | nl

(n+1)*-1 = (ab)*-1 5 =1 mod(sb) und ni = 0 mod (a b).,

Da ab>1 xat, gibt es in diesem Falle keine Lblung. Wenn
(n+1) 4 p » P eine Primzahl und (n+1) nicht prim ist, so
lassen sich a,b€[N mit'a>1, b>1, a>b und (n+1) = ab fin-
.den. Es sei im weiteren also (n+1) = pz und p eine Primzahl.
Wenn p > 2 ist, .o ist n > 2p und somit pz / ni

Wiederum ist (nol) -1 & (p° ) =1 = =1 mod p“ und n! ® O mod pz.
Da p~> 1 ist, gibt es in dto-om Falle keine Ldsung. Es ver-
bleibt also noch n+l = 4, d. h. n = 3. Es mdBte 4 -1 = 31
gelten, oder 4" = 7, Es gibt aber kein k € [N , das dissen Be-
dingungen genigt.

15



c) Wenn n 2 6 ist, so gibt es kein (n,k), das den Bedingungen

der Aufgabe genigt.
Beweis indirekt: Annahme: Es gibt (n,k) mit n 2 6 und
(nol)k-l = nl. Wegen b) ist (n+l1) - prim und wegen n 2 6 ist
n=2rmit réeN und r > 2,
Es 18t 2<r<2r = n. Damit ist

n2 / nt (10)
Andererseits ist

k ) k
k i sk 2 i=2 sk
1)"-1 = kn = k 11
(n+1) 12-2 n® (3) + kn =n 12-2 n (1) + kn (11)

k
(Falls k = 1 (k=0 wegen a) ausgeschlossen), ist gn"'z(:)- 0)
i

i-2 k

k
Es ist E T (L)elV -

Damit (ﬂ#i)k-i = nl gelten kann, muB wegen (10) und (11)

k n & 0 mod n® sein, worsus mit a) k 2 n folgt.

Es 1ot (ne2)® - 12(ns1)" = 1> 2™ ni (n26).

Das ist ein Widerspruch zur Annahme, womit auch c) bewiesen
ist.

Aus a), b) und c) folgt, daB es hichstens fur ne{1,2,4}
Ldsungen (n,k) geben kann. -
ne=1, 2"-1 = 1] = 1 liefert k = 1 und demit eine L8sung
Ne2., 3°-1 a2l =2 liefert k = 1 und damit eine Ldsung
ne 4, 5°%1 s 41 = 24 11efert k = 2 und damit eins L8sung.

Somit sind genau die Paare (1,1), (2,1), (4,2) L8sung der
Aufgabe.

Aufgabe 12

a) Wann me/¥ , m 4 O und 2™+1 - prim, so gibt es ein r & /N mit
ma=2",
Beweis indirekt: Annahme: Es gibt ein m > O mit m&/¥N , 2™+1 et
prim und es gibt kein re/¥ mit m = 27. Dann gibt es t und
ve/N mit v 0 und m = 25(2v+1). Es ist

t t

2 (2vel) o | (22 )2v01'1 . (_1)2v¢1
zt

§~-1+1m 0mod (2 + 1),

t
2" .2 +1 mod (2z +1)

16



b

~

: 2t 2t M 2t
Damit ist 27 +1 2" + 1 und da 2 +1<2°+1 und 27 +1 > 1
gilt, ist 2™1 im Widerspruch zur Annahme keine Primzahl,
womit die Aussage a) bewiesen ist.

Wenn P_>8 ist, so ist Po # 2", wobei r €N gilt.
Beweis:

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
P,mod16/1 1 2 3 5 8 13 5 2 7 9 o0 9
n |14 15 16° 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

Pn mod 16] 9 2 1 13 8 5 13 2 15 1 o 1 1

Da der Wert von P (n > 2) nur v;m Proe1 und Pr-2 abh#éingt,
Fy & F,g mod 16 und Fy ® Fpog mod 16 gilt, ist fir alle posi=
tiven ganzen Zahlen n F ¥ Frs24 mod 16 und somit

Fn #0mod 16 &) n & O mod 12 (12)
Wir geben eine zweite Tabelle -an
n |1 2 3 4 5 6 7 8 9o 10
Fpmd 3|1 1 2 o 2 2 1 o 1 1

Es ist F, & F9 mod 3 und Fy #Fip mod 3.

Damit ist wie oben fiir alle positiven ganzen Zahlen n
Fn H Fma mod 3 und

Fnl0nod3ﬂnI0nod4. (13)

Aus dem Bildungsgesetz von F, ist zu erkennen, daB Fo it n
monoton wiichst.

Wenn F, > 8 ist und F, oine Zweierpotenz ist, so ist

F, ® O mod 16. Wegen (12) ist n & O mod 12 in diesem Falle.
Wegen (13) ist Fp, dann aber auch durch 3 teilbar. Damit ist
F, keine Zweierpotenz und b) bewiesen. ‘

Es ist F1l1, F,-l, FSIZ, F‘-J, Fsl 5, anﬂ,

F, = 13,

Aus a), b) und der Monotonie von Fpn ist hdchetens fur

ne {1,2,3,6) die zahl p,: = 2Fn o wine Primzahl.

Eliltpi-pilzloiul-pﬂ.n.
p:- +1=5- prim

Pg = 2a + 1 = 257 = prim,
Damit iat Pp genau fir ne [ 1,2,3.6} eine Primzahl.

17



Aufgabe 13

Ee gilt tan § = \/L':-‘(’).-Sl;—l » tan ‘g
tang \/-‘:—'H-S%;ﬁl » also

tln + tan g + tan f o(l-n)(a-b)(s c)
Die Bnhauptung 1“ danit &quival.ent mit (o-b)(.-c; + (c-a)(l-c) +
(o-n)(n-b) R? = a24b24c -(a-b) -(n-c) -(b c)

Nun ist a2 bzoc -(a=b) -(n-c) 2_(b-c)2 § a2+b24c? und demit ge-
nogt es, a2+b%+c® o 9R? zu beweisen. )
Aus 2R unu = a, ZR sinB = b, 2R sin/ = c folgt

4% (sin 2 doun 2s ¢linzf)-lzob v

z-ARz-%-QRZ

= 12R% - 4R (eo. & + cos’s + coazy) T 12r
und damit die Behauptung.
Es verbleibt cos za'- + cos 2‘ + cos 2)‘ H T zu zoigon. Diu %

iet #quivalent mit 2 coe 24 . 2 coe 2;6 + 2 cos (a. +M) = b
(cos 2@+ 1) + (cos 28+ 1) + 2 cos 2(a+A) 2 3
2 4+2coe (A+8) cos (@ =-8) + 2 cos 2 (¢¢p)=%,

2 (d +8) + cos (A +8) cos (& =-A8) + % coe z(a-p)
-1=o- (@-4)+1-3%%0,
[con (€ +8) 02-00! (€ - p)] a-zun (- /.!)EOund damit
ist alles gezeigt.

Aufgabe 14
Sei f(n,k) die gesuchte Anzahl. Wir zeigen

f(nk) = ().

Sei t: = (k-r-'l) und "1""'": die Menge aller (k-1)-elementigen
Teilmengen der Menge aller n Direktoren. A; sei die Menge aller
derjenigen SchlUsseltypen, die kein Mensch aus My besitzt,
i=1,...,t. Dann ist Ay n AJ =P fur 1 4 J. Sonst hdtte fur

X & A N A, keiner der |M UM I- k Direktoren den Schlieseltyp x
und folglich kénnten d!..u Direktoren den Tresor nicht 8ffnen.

18



Wir erhalten:

fnk) = Jag] +eee + A 2.
Andererseits erkennt man aus folgender Konstruktion
f(n,k) = (kfi)’ Es werden jeweils geniigend viele Schlissel von
t verschiedenen Typen Sqe eeer S hergestellt. Der Direktor i
bekommt genau dann einen Schlissel vom Typ SJ; wenn 1 ¢ MJ ist.
Die Direktoren aus M_ kdénnen den Tresor nicht 8ffnen: keiner von
ihnen hat einen Schlussel vom Typ S Aber fir jedes q ¥ 1 ist
mindestens ein Schlissel vom Typ sq im Besitz der Direktoren
aus S, und daridber hinaus besitzt jeder nicht in S; enthaltene
Direktor den Schlusseltyp Sy« Daher kénnen jeweils k Direktoren
den Tresor 6ffnen.

Aufgabe 15
k 5
Die Anzahl der Tupel (x;,...,X,) mit X, € { 0,1....,[-\/7?] }1.:

Evra) Bvma) o By L

~—

k

Dnhof gibt es zwei verschiedene solcher Tupel (x'i....,x'k),
(xi',...,xk‘) mit

8yX'y 4+ eee +AX " E B XY 4 e B X" mod n.

Man setze n : = Xx,' - X", 1 = 1, coey ke

19
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Sonderaufgabe

Seden d; 2 dy 2 ... 2 dy986 2 0 natlirliche Zahlen. Man zeige:
Die Ungleichung

k . ' 1986 ’
Zdi S k(k-1) + Z min {di,k} 1)

i=1 i=k+1

gilt fiir alle k= 1, 2, ..., 1986 genau dann, wenn die Un-
gleichung

idi Z mi.n{di,k-1}
1=1

fir alle k = 1, 2, «ee, 1986 gilt.

1986 min {di,k} (2)

i=k+1

Aufgaben

Aufgabe 1
Sei m 2 2 eine natiirliche Zahl. Die Menge F von Mengen enthalte

mindestens m Elemente und es gebe eine Menge A £ F, so da8 A
weniger als m Elemente enthiélt. Jeweils m Mengen aus F mbgen
einen nicht leeren Durchschnitt besitzen. Man beweise:

Es gibt ein Element aus A, das in stmtlichen Elementen aus F
liegte.

(St. Banach, Schottisches Buch, Problem 3)

Aufgabe 2

Es seien 81y 8y, eeey 8y 4 Teelle Zahlen mit a8, 4 ¥ 0 (n24).
Es wird vorausgesetzt daB alle Nullstellen des Polynoms

a1x - a.1xn' + azx + eee By X" = na_ .x + a,_q Teell und
positiv sind.

Man beweise, daB alle diese Nullstellen untereinander gleich
sind.

(Bulgarische Vathematikolympiade 1984, 2. Vorbereitungsklausur
1984/85)

n-1



Aufgabe

Es sei SABCD eine Pyramide mit dem Parallelogramm ABCD als
Grundfléche und N der Mittelpunkt der Strecke.BC. Eine Ebene E
schneide die Geraden SC, SA bzw., AB in den Punkten P, Q, R,

8o daB

L2 . 58 . A gelte. Der Punkt M sei auf der Geraden SD dadurch
TS 1.8 1B

festgelegt, daB die Gerade MN parallel zu E ist. Man beweise,

daB beim Durchlaufen aller Lagen von E der Punkt M eine Strecke

von der Lénge 5 V5 [SD| durchléuft.

(Bulgarische Mathematikolympiade 1984, 2. Vorbereitungsklausur
1984/85)

Aufgabe .
Es seien x;, Xp, ..., X, Teelle Zahlen und O Sxg 1,
X+ ¥y = 1,1=1, 2, ¢eey n. Man beweise die Ungleichung

(1-x1xz...xn)m+ (1= <. (-y,™ 2 1 (3)

fiir alle positiven natiirlichen Zahlen m und n.

(Bulgarische Mathematikolympiade 1984, 2. Vorbereitungsklausur
1984/85)

Aufgabe 5

Seien g und g' die Tangenten von einem Punkt P an dem Kreis K.
Die Punkte A und B mdgen diametral auf K liegen und weder auf g
noch auf g' liegen. Die Tangente an K im Punkt B schneide g bzw.
g' in C bzw. D und schneide die Gerade OA in E. Man beweise,
daB die Strecken BC und DE die gleiche Lénge haben.

Aufgabe 6

Die fiinf ganzen Zahlen a, b, ¢, d, e sind so gewdhlt, daB

sowohl a+b+c+d+e als auch 32+b2+cz+d2+e2 durch die ungerade

Primzahl p teilbar sind. Man beweiBe, daB8 dann auch
55+b5+c5+d5+e5 - S5abcde

durch p teilbar ist.

Aufgabe 7
Man beweise, daB fiir jede positive natiirliche Zahl n der Graph

4



jeder beliebigen monoton wachsenden Funktion f : [0,1]—>[0,1_]
durch n Rechtecke liberdeckt werden kann, deren Seiten parallel
zu den Koordinatenachsen sind und so, daB jedes Rechteck die

Fléchen —y hat. i
n .

Aufgabe 8 2
Man bestimme alle Polynome xp+a1xn-1+...an mit ay€ {—1. + 1} ’
i=1, 2, ¢ee, n, die lauter reelle Nullstellen haben.

Aufgabe

Man gebe sémtliche L¥sungen (x,y,z) der Gleichung
5% . 7 + 4= 3%

in natiirlichen Zahlen x, y und z an.

(INO-Vorbereitungsklausur, April 1985)

Aufgabe 10
Im Trapez ABCD seien die Strecken AB und CD parallel, und es

gelte
B .k >1.
TD

Die Diagonalen des Trapezes mogen sich im Punkt 0 schneiden
und K, L, M bzw. N mogen die Schnittpunkte der Winkelhalbieren-
den des Winkels < AOB, <t BOC, <L COD bzw. <t DOA mit der
Seite AB, BC, CD bzw, DA sein. Sei P bzw. Q der Schnittpunkt
der Geraden KL und MN bzw. der Geraden KN und ML. Man bestimme
den Wert von K unter der Voraussetzung, daB die Fléche des
Trapezes ABCE gleich der des Dreiecks /\OPQ ist.
(IMO-Vorbereitungsklausur, April 1985)

Aufgabe 11
Fiir welche ganzen Zahlen m, n gilt:

a) (5+3. V"= (3+5. V2)y
) (a+b. VA"=(b+a VDI,
wobei a, b relativ prime natiirliche Zahlen sind und d eine

natiirliche Zahl ist, die durch kein Primzahlquadrat teilbar
ist?



Aufgabe 12

n >3 natiirliche Zahlen seien so auf einen Kreis verteilt, da8
fiir jede dieser Zahlen a der Quotient aus der Summe ihrer
beiden Nachbarn und der Zahl a selbst eine natiirliche Zahl ist.
Man beweise, daB die Summe aller dieser Quot—ienten

a) nicht kleiner als 2n,

b) nicht gréBer als 3n

ist.

Aufgabe 13
Seien AA1 ’ BB.‘, (}c.I die inneren Winkelhalbierenden im Dreieck
ABC und I sei sein Inkreismittelpunkt. Wenn

F(IA1B)+F(IB1C)+F(IC1A) = ’12 . F(ABC) ist, wo F(RST) die

MaB8zahl der Fléche des ARST bezeichnet, so ist das Dreieck
A ABC gleichschenklig.

Aufgabe 14

Man unterscheide, ob es in der Ebene 100 paarweise verschiedene
Geraden gibt, die .genau 1985 paarweise verschiedene Schnitt-
punkte liefern!

(DDR-Vorschlag zur IMO 1985)

Aufgabe 15
Die Abbildung f ordne dem A ABC nach folgender Vorschrift ein
A A'B'C' zu: Man spiegelt C an A, A an B, B an C und erhdlt
in dieger Reihenfolge die Bildpunkte A',B',C'.
Sei AAancn das Resultat der n-maligen Anwendung der Abbil-
dung £ auf AABC, n 2 O. Man bestimme alle diejenigen Dreiecke
ABC, fiir die beide Grenzwerte ’

lim | <4 CpApByl  uwnd lim [ AB,Cpl
existieren.
(Vorschlag: Oliver Geupel, Dresden)



Losungen

Aufgabe 1 (nach Matthias Hiibner)
Indirekter Beweils. Sei A = {81. B0y ooy an} s D <me

Angenommen zu jedem a; gibt es eine Menge M; € F mit a j{ M.,
i i - 1

i=1, ..., n. Man erginze die Menge F' = {4, M;, ..., M}
durch eventuelles Zufiigen von Elementen aus F zu einer m-elemen-
tigen Menge F!'' € F. Nach Voraussetzung gibt es bei Element x,
das in s#mtlichen Elementen aus F'' liegt. Dann ist x = ay im

Widerspruch zu aiz (@) j‘ Folglich ist die Annahme falsch.
j=1

Aufgabe 2

Die n Nullstellen des durch a, # 0 dividierten Polynome seien
mit x; (15iSn) bezeichnet. Laut Voraussetzung gilt (4) x; >0
fiir 1 § 1 £ n, Nach dem Vietaschen Wurzelsatz ist

X Xgeeexy = (-1 21;1 ) (5)
a,

X XpeooXp 1 +XqeeeXy oXpteeatZpeeoXy = (=1 )® n? BT_-‘I (6)

XytesoX = 1o (N

Die wegen (1) definierte Division von (3) durch (2) liefert

1 1 2
== + eee +=— = 1", (8)
X1 *n

Nun ist wegen (7) das arithmetische Mittel der n positiven
X,4eoetX

Zehlen x; gleich Jn—“ = % und das harmonische Mittel

dieser Zahlen betrigt wegen (8) %‘-—.r- = 22 = % . Diese
n

Mittel sind bekanntlich genau dann gleich groB, wenn alle x
untereinander gleich sind.

Aufgabe 3 (nach Uwe Miiller und Ingo Warnke)

Diese Aufgabe wurde nur von zwei Schiilern mittels Vektorrech-

nung geldst. a,b,c,p,q,r,n,m,0 seien im folgenden Vektoren,
X,¥1Xq,Xy reelle Zahlen. Es sei a = SA, b= SB und ¢ = SC.

Diese Vektoren bilden eine Basis, da sie nach Voraussetzung

nicht in einer Ebene liegen. Also 1#Bt sich jeder Vektor des

T



Raumes als Linearkombination dieser Vektoren schreiben. Es
B _N_IE

sei x : == = =

Dann gilt p = 5P = (1-x)c, q = 5Q = xa,

r=S58=8+xAB=a+x (b-a) = (1-x)a + xb,

ne 5= %‘.B . ch. Ferner sei m= y 5B = y (a+b+c).

Die Vektoren

Rd=q-r = (2x-1)a - xb und

A=p-r = (x-1)a =3xb + (1-x)c bilden fiir jedes

reelle x eine Basis der Ebene E, Wiren sie n#mlich parallel, so

miiBte gleichzeitig 1-x=0 und 2x-1 = x-1, also x=1 und x=0

gelten.

Dies ist aber unmdglich.

Da die Gerade MN parallel zur Ebene E liegt, muB T eine

Linearkombination der Vektoren R und RP sein. Daher gilt

™W=0=m=-n=ya- (y+%)b+ (y—‘z)c- x1R_Q’+x2ﬁ
= [11(21-1)+x2(x-1 )] &= (x#x)x b+ xp(1-x)c.
Da a,b,c eine Basis des Raumes bilden, ist die Darstellung filr
o eindeutig. Es gilt deher y = x;(2x-1) + xp(x-1),
v+ % = X(x4+Xp), ¥ - -12 = x5(1-x).
Durch Elimination von x, und x, ergibt sich
y(2x2-21: +1) = = '12(!2-3! +1).
Da 2x%-2x+1 = 2(x—) + § >0,1st, folgt

1 12-224»1

272 exat .
Um zu ermitteln, welche Strecke der Punkt M durchliuft, genligt
es, wegen der Stetigkeit obiger Funktion, das absolute Maximum
und das absolute Minimum zu bestimmen. Die Differenz gibt dann
den Faktor an, der mit |SD| multipliziert, die vom Punkt M
durchlaufene Strecke angibt.
Differentation, Nullsetzen der 1. Abteilung und die Untersuchung
der extremverdlichtigen Stellen ergibt:

Fir x = %(1 + V_s) liegt ein lokales Maximum und fiir

X = %(1 -V;) ein lokales Minimum vor.



Ferner ist y(§(1+ V/5) = § V5 uwad y(3(1- V5)) = V5.

v 1 1 | 1

Wegen i}:ﬂy =11 -7 Vi<-g¢ <z V5

und der Stetigkeit von y sind die beiden lokalen Extrema zu~
gleich globale. Damit ist die Lénge der von M durchlaufenen

Strecke gleich § /5 |SDI

Aufgabe 4

Diese Aufgabe bereitete allen Schiilern groBe Schwierigkeiten.
Der Schliissel zum Induktionsbeweis nach n liegt im Fall n = 2,
Daher wird sgparat nachfolgender Hilfssatz bewiesen (nach Uwe
Miller), der flira = 1 - X, b= 1 - x, den Fall n = 2 enth#lt.

Hilfssatz: Fiir 0 £ a, b $ 1 und positives natlirliche m ist
(a+b-ab)™ 2 a + b* - (ab)™ 9)

Beweis durch vollstiéndige Induktion nach m :

Pilr m = 1 gilt (9) offenbar. Es gelte (a+b-ab)® 2 a®+b™ ~ (ab)”

fiir eine natiirliche Zahl m >0. Wegen O & a, b & 1 ist

ab™(1-b) (1-a™) + a®™(1-a) (1-v™) 2 0,

(ab®-ab™") (1-a®) + (ba®-a™'p) (167 2 o,

ab®(1-a") + ba®(1-b™) - ab®t! m+1 .bm+1

)

2 0, (a® + b™ - (ab)™) (a+b-ab
nach Induktionsvoraussetzung
(a+b-ab)™! 2 (a® 4 b® - (ab)™) (a+b-ab) 2 aB+! 4 p+1
(eb)mﬂ

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Es folgt nun der Induktionsbeweis fiir (3) nach n.
Flir n = 1 ist (1-x1)"‘ + (1-y1m) = y1m +1 = y-,m- 1.

- gty 4 gmipmtl

a

a
2 a®™! 4 ! _ (an)™7, als0

Es gelte fiir ein positives natiirliches n die Ungleichung (3).
Es seien XyseeesXpsXp g reelle Zahlen, die den Bedingungen der
Aufgabenstellung geniigen. Mit z = X X1 (wegen O & Xy S 1 ist

auch 0 S z S 1) gilt nach Induktionsvoraussetzung:

(1-21...xnxn+1)m- “a-x ...xn_1z)m€ 1= (1-y1m) cos
(1=y,_ ™ (1 - (1-2)™).

Nun ist aber nach dem Hilfssatz, angewendet auf & = 1-xn,



b=1-x ., dh. 1 -2z= a+b - ab,
m m: m
1= (1=-2)"E -y (1=¥,,¢ ) und damit
(1 = xpeeexy PP 21 = (=3™ eee (1-3,,,™), womit der Beweis
erbracht ist.

Aufgabe 5 (nach Axel Schiiler)
Wir betrachten hier nur den Fall, daB B und P in derselben durch
die Tangente durch a begrenzten Halbebene liegen. Der andere
Fall kann auf diesen leicht zuriickgefiihrt werden.

_ 1 -
seis'?UAPCD‘? (¢ + FD + IC)

t——g

01 sei der Schnittpunkt von PO mit der Parallelen zu AB durch E.
R1 bzw. Q seien die Schnittpunkte von g' bzw. g mit den
Parallelen zu OR bzw. 0Q durch 01‘

Uber den Strahlensatz folgt

1 11:# und wegen RO = A0 = 0Q

auch QTU.T = 'RTOT = EQy, d.h.,0, ist der Inkreismittelpunkt des
Dreiecks PCD.
Nun ist DE = (DE+FUJ-FCT = 5 (DE+DR,+R;P+FQ; +3;C+TE) - PO

= 5 - PC, wegen PR;=PQ,, DR,=DE, TQ;=CE.

10



Weiter ist PC+CB+PD+DE = 2S5, PC+CQ+PD+DR = 25,
PQo+PR = 25, PQ = S.
SchlieBlich folgt TB = QU = S-PC = DE.

Aufgabe 6 (nach Axel Schiiler)
Wir fiihren folgende Abkiirzungen ein:
PL =85 = a+b+c+d+e
S, = ab+ac+ad+ae+bo+bd+bd+cd+ce+de,
33 = abc+abd+abe+acd+ace+ade+bcd+bce+bde+cde,
S4 = abcd+abce+abde+acde+bede,
S5 = 83eds 5 2 2
P, = a +b +c +d“+e”,
P3 = 33+b +c3+d3+e 9
P4 = a4+b4+c4+d4+e4,
g = 35+b5+05+d5+e5.
Nach den Vietaschen Wurzelsatz ist
£(x) = (x-a) (x=b) (x-c) (x-d) (x-e)=x5—S1x4+szxj-33x2+s4x-ss.
sowie f£(a) = £(b) = f£(c) = £(d) = f(e) = O.
Also f(a)+f(b)+f(c)+£(d) +f(e) = O, d.h.
P5 - S1P4 + SZPj - 53P2 + S4P1 - 555 = 0. (10)

Nach Voraussetzung ist S1 =P; = 0und pund P, =0 und p,
also ergibt sich aus (10):

P5 + SZP3 - SS5 = 0 mod p. (11)
Wegen

5,7 = Py + 25,
folgt

= 2 =
282 =57 - P, = 0 mod p

und wegen (2,p) = 1 auch

52 = 0 mod p,
so dalBl aus (11) die Behauptung

P5 - 555 = 0 mod p
abgeleitet werden kann.
Bemerkung: G. Hein geb die Gleichung

o g 9 ) - 2

By — 55 = 8y ~ 55y + 5y By — 58y + WiNy” - 5
an, aus der die Behauptung auch schnell folgt.



Aufgabe 7 (nach Georg Hein)
Wie beweisen die Behauptung fiir hdchstens n Rechtecke, die
sé@mtlich eine Fléche nicht groBer als -1-2 besitzen.

u

Dann lassen sich die Rechtecke sicher entsprechend vergrtBern;
weitere Rechtecke konnte man hinzunehmen.

Sel M; = {(x,y) : y = £(x), 2111'2 S xt+y S ;2‘3}, i=1,2,00040.
Da flir jeden Punkt (x,y) auf dem Graphen von f£(x) auch

oS x+y S 1 gilt, ist

n
UMy = {&xy :y=2@, =€ [0,1]}
i=1

(und mindestens ein M; ist nicht leer).
SeiX, = {x:(xy)eM ,¥y=2x},1=1,2..,n
SchlieBlich sei
a; = lim inf x, bi = 1lim sup x, 1 = 1,2,...n,
X € Xj x E Xj
d.h., a; ist die griBte untere und b ist die kleinste obere
Schranke.

Wegen der Beschridnktheit von Xy existieren a; und by

Fir stetige Funktionen ist lim inf x = min x und lim sup =
X EXj XEXj xEXj

Xi
max x
XEXj

Fir unstetige Funktionen brauchen m:é.x; X und mﬁ X nicht
XX xEXj

zu existieren.

2i-2
n

21 _
n
Ist € >0 eine beliebige reelle Zahl, so ist wegen der Monotonie
von £(x): 2(x) S #(by - ) S B o (b, - £)may 46

Sei cy =

-8y, d = by flr i = 1,2,.e0,n.

flir x S by - ¢ .
Also 1st f£(x) § 4 fur alle x € X.
Analog folgt 2(x) Z cy fiir alle x € X.
Somit liegt My vollstlindig im Rechteck mit den Eckpunkten
(aj,c4), (@3,d4),(byscy),(by,d4).
Der Flicheninhalt dieses Rechtecks betrdgt
(b;-a4) kdi-ci)-(bi-ai) ( [-_"f—i.. "1] - [%-_2 . “1] )
= (bg-ay) (5 - [bg=a;] )



u’j: 5=

G- [ry-e] 2

Aufgabe 8
Sind Xy, XpyeeesXy die reellen Nullstellen des Polynoms

£.(x) = x‘“+a1xp'1 + eeo + 8y , 8138y 8y E{~ 1,0}
So gilt nach dem Vietaschen Wurzelsatz fiir n 22:

n
DT
i=1
X:Xs = @
i 2r
§1<an ?
n
x, = (=1) .
4T, M ®n
2 n
Wegen (5~ )% = x,2 +2 X, X fol
gt
2N T 20 Feey e

4= 2, (-a)2 -2 1-2
> x“ = 1 ey = ay.

= ‘
Wegen > xi2 2 o mu8 &, = %, also a, = - 1 sein,

1=1
D.h. n 2
S %% = 3. (12)
i=1
n
Andererseits ist T x? - (;Txi)z - ((-1)nan)2 1. (13)

i=1 i=1

Aus der Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem
Mittel folgt aus (1) und (2):

3.1 s g2z Hps?-

-1 > 0w x® - (1)

i=1 ’

also n S 3.
Wir diskutieren die einzelnen F#lle fiir n separat.
1. n = 3. Also tritt in (14) Gleichheit ein. Das geschieht genau
denn, wenn X, = X, = 32 (siehe auch die LGsung der 1. Auf-
gabe) y

13



Wegen (12) rfolgt’ x12 = x22 = 132 = 1, algso sind alle Wurzeln

dem Betrag nach gleich 1. J
In der Tat sind (x+1)% (x-1) = X + x = % - 1 und
(x+1) (x-1)2 =X -x 4+ =1
Polynome gewilinschter Bauart. Dagegen erfiillen (x+1)3 = 13+312
+3x+1 und (x-1)7 = %3 = 3x% + 3x - 1 die Bedingungen nicht.

2. n = 2. Wegen a, = - 1 kommen genau zwel Polynome in Betracht,
die beide tatsHichlich nur reelle Nullstellen haben:
x2+x-1=(x+1'zv’§) (x+1‘2'1/_5),

X -x-1= (x+'1—'zi-_5) (x+'1+v—)
3. n =1 Offenbar sind x = 1 und x + 1 genau die linearen Poly-
nome der gegebenen Struktur. Sie haben genau die reelle Null-

stelle.

4. n = 0. fo(x) = 1 hat keine Nullstelle.

Genau die folgenden Polynome sind die gesuchten:
X =1, x +1,
x2-x-1,x2+x—1,

X -x2+x-1,x3+x2-x+1.

Aufgabe 9
Angenommen, es gibt eine Losung (X,y,z) in natiirlichen Zahlen.
Dann ist 5% = (-1)* mod 3 wegen 5 = -1 mod 3 und

7Y =9 mod 3 wegen 7 = 1 mod 3, also

.+ 4= (-1DF 4+ 4= (=1)% + 1 moa 3.

Wegen 3% = omod 3 fiir z 2 1' folgt (-1)* + 1 = o mos 3 flr z
z 21,

d.h. X ungerade fiir z 2 1.

z = o liefert 5% . 7¥ = -1, also keine Losung (X,¥,2).
Sei also z 2 1 und damit x ungerade. Sei x = 2m + 1, m £ N.
Insbesondere heiBt das x 2 1, also 5° = o mod 5 und

5%7Y + 4= 0. 79 + (-1) = =1 mod 5.
Die Potenzen 3% durchlaufen mod 5 das Restklassensystem -2,=1,
2.1s

Folglich muB z = 4n + 2 , n € IN, gein.



Somit ist 5% . 7YV = 34042 | 4 o (32041 | p) (32m41 | oy

Wegen n 2 o sind 32%*1 _ 2 ung 3271 4 2 natiirliche Zahlen,
deren Differenz 4 betrigt. J,llso konnen nicht beide durch 5 bzw.
7 teilbar sein. Damit kommen vier Fille in Betracht

Fall 1 2 3 4
3204 _ 5 1 5% 7 %Y
32041 5 5%7Y 7 5% 1

Fall 1: Aus 3°2*1_2 = 1 folgt n = o, doh. 5579 = 5.
also x=1, y=o0, z=2
Fall 2: 5% + 4 = 7Y, Wegen x ungerade ist 5% = -1 mod 6 und

5% + 4= 3 mod 6, wihrend 79 = 1 mod 6. In diesem Fall
gibt es keine Losung.

Fall 3: 79 + 4 = 5%
Yy = o liefert x = 1 und z = 2 (Die LSsung gehdrt auch
zu Fall 1.)
Sei y 2 1. Damn ist 7Y = o mod 7 und 7¥ + 4 = =3 mod 7,
wéhrend Sx mod 7 das Restklassensystem -2,~-3,-1,2,3,1
‘durchléuft. Also ist x = 6 k + 2, d.h., x ist gerade.
Wir hatten aber bereits gezeigt, daB x ungerade ist.
Also gibt es in diesem Fall keine weiteren Ldsungen.

Fall 4: Hier miiBte 5%7Y = -3 sein, also gibt es hier auch keine
Losung.

Da das Tripel (1,0,2) tatsdéichlich Losung ist, hat gegebene

Gleichung genau dieses Losungstripel.

Aufgabe 10
Wir legen da. Trapez in ein rechtwinklig-kartesisches Koordina-
tensystem derart, da8 O im Ursprung liegt und AB parallel zur
x-Achse und im 3. und 4. Quadranten 15.egt.
Wir filhren folgende Abkiirzungen ein:

=00, lul=a,s6=00, |&l= b
Dann ist nach Strehlensatz OA = - k 4x . 0B =-ks.



Bekanntlich teilt die Winkelhalbierende die Gegenseite im Er—
hiltnis der anliegenden Dreiecksseiten. '‘Also folgt
ol = 65+DH-0D+—-E§6-6-+—-5(—0L ’&)-—5414-—-5‘6.
also OM = m,w+ a_-v-'E‘&’ Analog erhalten wir

oK = hf? o+ -;%‘s 6y

G - 22, s il 4

kb =ka
ol =  ner-thadd méo
>

Nun ist OP = OK + t1ﬁ. = Ol + tzﬁi fiir spezielle reelle tq,%,.
Also
0P = t1(ﬁ:‘— o+ 51‘——4) + (1-t)) (g%

= tZ(ﬁE% o+ m—&) + (1-t2) (ma-’- E_—:sb)-
Da <» und 4 linear unabhiingig (sonst liegen A,B,C,D auf einer
Geraden) sind, miissen ihre Koeffizienten auf beiden Seiten
gleich sein, d.h.:

'kbu-o- %A)

by phlg + (1-%y) 33p - m + (1=t o5,

=ka =ka
6 : by pEra + (1-%9) 555 = b2 ‘ﬂa =5 + (1-t2) a_:'S'

Wegen a,b,# o kinnen wir die erste Gleichung durch b, die
zweite durch a dividieren. Addieren bzw. Subtrahieren wir die
neuen Gleichungen, so erhalten wir

2(1-t1)57% = 201-%2)5i5  una
' 2 1, 'ﬂ]:?? =2 t, 55
Also = k(1-t4) = 1 - t und 1:1(ak+b) = -ty(bk+a),
woraus t,(ak+b) = (k(1-t1)) (bk+a)
und t, (ak+d) = =(k+1) (bk+a)+l(t1(bk+a)
t, (bkZ+ak-ak-b) = (k+1) (bk+e)
t,b(k3-1) = (k+1) (bk+n) folgt.

Wegen |#|# 1 ergibt sich weiter
%y = bk+g

16



und -ty = 1 - %la_aﬂ_ = bk=b-bk-a _ _ _&a+d

Somit ist schlieBlich

@'(mbk“) (S%”‘*Bk_é) % (‘F(TTJ‘MB R )
ﬁa—ﬁ,&+ma+ﬁ4-%a,
@-mw-

Analog (Austausch von ¢ und .4) folgt 08 = %1- 4.
Also ist Eﬁ parallel zur x-Achse.

Bemerkung: Ein elementargeometrischer Beweis flir diesen inter-
essanten Sachverhalt ist noch nicht bekannt.
Wegen der Seitenverh¥ltnisse der Dreiecke A AOB, A BOC, ACOD,
ADOA und AOQP und wegen <f QOP = <t DOC = < AOB = 180° -
< BOC = 180° - < DOA

gilt:
2k 2
Aar = ®&T° A A oc,
2
A AnoB =¥ + A Apoc,

A aAmoc = ¥+ A Apoc,
A Apoa = ¥ - A Apoc, und

2
A Dascp = 4 AaoB * 4 aBoc * 4 Acop * A Apoa = (17 & A poee

SchlieB8lich gilt
Ao 0 amcp (k41D A pog U R-? (k2-1) 2
TOroq F“1 B A A poc (2x)
Es ist ﬂberraschemi. daB dieses Fléchenverhtiltnis nur von k

abhéngt.
Speziell fir A [JaBcp = 4 APOQ gllt

K2-1 2 .4

und wegen k > 1 :

k%1

=1,

17



K2 -2k -1=0,k =14+ V2, also k= Y241
; +

(k >1)

Aufgabe 11 (nach J. Jahnel)
b) Gesucht sind alle Paare ganzer Zahlen (m,n), die die
Gleichung

(a+b VAP = (b+a+ad)? erfillen (15)
mit & und b sind relativ prime natiirliche Zahlen (16)
und d eine natiirliche Zahl, die durch kein Primzahlquadrat
teilbar ist. (QNp]

1. Fall: d = 1 (d = O wegen 22| d nicht moglich)

1e1et 8 = 0= wegen (16) b = 1.
= Alle mogliggen Paare ganzer Zahlen (m,n) erfiillen
(1. ¢
1.2.: b = O=>wegen (16) a = 1.
= Alle mdglichen Paare ganzer Zshlen (m,n) erfiillen
(15). ’
1.3.: a # O und b # O,
= (a+ )" =(a+ D)t
=(a + b)™ =1
= m=n
Da fiir m = n in diesem Fall (15) erfiillt ist, erfiillen in
diesem Fall 'genau die Paare (m,n) mit m = n (15).

2, Fall: 4@ >1. Dann ist v/ d wegen (17) eine irrationale Zahl.

(18)
2.1.: a = O=>wegen (16) b = 1.

(15) lautet dann vd ™ = 1% =1

==m=0
Da flirm = O (15) in 1 = 1 Ubergeht, sind in diesem Fall ge-
nau die Paare (m,n) mit m = O und n beliebig Losungen von (15).
2.2.: b= 0=wegen (16) a = 1.
Analog 2.1. sind genau die Paare (m,n) mit n= O und m
beliebig Losungen von (15).
2.,3.: a=1und b= 1,
Dann geht (15) in (1 + vV d )™ = (1 + /d ) iiber.

= (1+d)" =1

18



m=n
Da flirm=n (1 + vVd )™= (1 + Vd )® erfillt ist, sind in
diesem Fall genau die Paare (m,n) mit m = n Losungen von (15).

2.4.: 82 1und b2 1 und nicht a= b = 1

Sei (m,n) ein Losungspaar von (15) mit m # O und n ¥ O. Durch
eventuelles Bilden des reziproken Wertes auf beiden Seiten
von (15) kann man m,n > O annehmen,

Falls m und n den gemeinsamen Teiler p haben, so kann man auf
beiden Seiten die p-te Wurzel ziehen und sich so auf teiler-
fremde m,n beschréinken. Speziell ist damnn o.B.d.A. m eine-
ungerade Zahl.

Nach dem binomischen Satz folgt dann:

(a+b Va)™=x +x, Vd mitx, x, EIN,
(a =" b '\/—E)m= Xy = X5 ﬁr
(b+ava" =y, +y, Vd mityy, v, EIN, (19)
(b-ava'=y, -y, V.
Aus (a + b VA" = (b+aw/_)nfolgt dann
Xq + X \/'d-y1+y21/_ und damit
X =y, = (yp - xp) Vd.
Wegen (18) ( +/d ist irrational) erhalten wir
X, =y, und X = yp. (20)

Da m ungerade ist, folgt mit (19) a teilt x; und mit (20)
dann a teilt y,, d.h. a teilt b°.
Wegen (16) gilt damn a = 1. (21)
Demit geht (15) in (1 + b VaA)™ = (b + Va)® tber. ©(22)
Wenn (m,n) ein L3sungspaar von (8) ist, so ist (m,n) auch
Losungspaar von (1 - b VA)™ = (b - v d)® wegen (19) (23)
Wir multiplizieren (8) und (9) und erhalten

(1 - 2™ = (v - Q)n. (24)

Da 1 - 'b2d < 0 und m ungerade ist, folgt

(1 - v2)" < 0
und aus (24) folgt dann, daB n ebenfalls ungerade sein muS.
Dann folgt mit (19) b teilt y; und mit (20) gilt b teilt X,
d.h., b teilt a™.
Wegen (16) gilt dann b = 1. (25)
Aus (21) und (25) a = b = 1, folgt ein Widerspruch zur
Voraussetzung dieses Falles.



De aus m = O bzw. n = O in diesem Fall aus (15) sofort n = O
bzw. m = O folgt und mit m = n = O die Gleichung (15) erfillt
ist, ist in diesem Fall das Paar (0,0) die einzige Lisung.
Damit sind alle mbglichen Félle erfaBt.

a) Da die Aufgabe 11 a den Betrachtungen des Falles 2.4.
entapricht, ist nur m = n = 0 L¥sung der Gleichung.

Aufgabe 12
Bezeichnen wir die n Zahlen mit 815835000980 Fiir den betrach-
teten Ausdruck Sn gilt dann:
a a, a a. 8, a

Sn--‘—’:+a—$+-.—;+;%+ - +%+é
a) Da mit jedem in Sn auftretenden Quotienten auch der rezi-
proke Wert auftritt, ist das Produkt aller Quotienten gleich 1.
Mit der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometri-
schen Mittel folgt dann

2n
snz 2n ~ V1= 2n,

b) Wir zeigen die Behauptung mittels vollsténdiger Induktion
tiber n fiir n & 3.

Induktionsanfang: n = 3.

'Falls &, = 8, = a5 ist, 50 ist 53 = 6 <9.

Seien nun nicht alle a, gleich und o.B.d.A. a4 = &5 = aj.

—

a, + & a, + @&

2a 3 = 1 - 1. 2. .
1 1

Da der Quotient eine natiirliche Zahl sein soll und Null nach

Voraussetzung nicht in Frage kommt, ist a, + a3 = a4.

62+63+BJ+81+E1+32

—_— 53-

8, 8, ay
2a, + a 2a, + & 2a 2a
-1+_.La_2+__2_e_2.3+__3_ +__2
2 3 a2 83

2a 2:2
Da —-Laz und T3 immer noch ganze Zahlen sind mit dem Pro-

dukt 4, so kommen nur die Zahlenpaare (1,4), (2,2) bzw. (4,1)
in Frage. Damit gilt S, 8 3 + 5= 8 <9,
Induktionsschritt: Fiir n natiirliche Zahlen a4, i=1,2,00e,n,
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mit der Eigenschaft der Aufgabenstellung sei 3n 2 Sy

Erfilillen nun die n+1 natiirlichen Zahlen a4, i=1,2,000,n+1,

die Voraussetzungen der Aufgabenstellung.
1. Sei 8 = 8y = co0 = 84, dann gilt

Sper = 2(n+1) <3 (n+1)

2. Selen die ay nicht alle gleich, so gilt o.B.d.A. flir a

8n41 ~ 8p und 8n41 2 a1

a, + 8 +
S | n<%+1 An+1-2=>a1-a1+an.
8n+1 8n41 n
+ 8, + a, +
nﬂ_‘nn. 2, .. 421t B 1 ®n
1 8n n+1
+ 8, +8 +8a8 +8
. n1 2, ... en1tOn* e
1 8n
+ a. + a
_%a12 Sne1 Y 1 g

- g

+1

+ eee +

net?

Da durch die ausgefilhrten Operationen die Quotienten nach

wle vor ganzzahlig geblieben sind, gilt
Spe1 = 3 + Sy S 3 + 3n = 3(n+l).

Aufgabe 13:
Skizze:

A c c B

Voraussetzung: F(BA1I) + F(CB1I) + P(AC1I) = 1/2 F(ABC)
Behauptung: Das Dreieck ABC ist gleichschenklig.

(26)
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Beweis:

F(BA1I)+F(CB1J)+F(AC1I)+F(BC1I)+F(AB1I)+F(CA1I) = F(ABC) (27)
Aus (26) und (27) folgt

F(BA{I) + F(CByI) + F(AC{I) = F(BC{I) + F(AB{I) + F(CA{I) (28)

3 (rBAy + T CB + T AC)) = % (r BC; + T ABy + T CAy)
BA1 + CB1 + AC1 = BC1 + AB.I + CA.]. (29)
Nach einem Satz liber Winkelhalbierende gilt:
a : b=DBC; : AC; = (C - ACy) : ACy

. ACy = &% -
Analog ermitteln wir die anderen Teilstrecken und erhalten
damit aus (29)
cb ca . ab_ac_Dba cb
S * B7e * o7a = avb * %eo * ove ° e
Durch Multiplikation von (30) mit (a+b) (b+c) (c+a) erhalten
wir

2(52bc + ab’c + abca) + 8202 + v2c® + c%a + &b + bc + coa =
2 2 2,2 2 .2 2 3
2(a“bc + abc + abc®) + a“db° + b°c® + c“a” + ab” +
be? + ac (31)
c3b + 33c + b3a - cb3 - ac3 - ’ba3 =0

(a=b) (b-c) (c-8) (a+b+c) = O. (32)

Wegen (a+b+c) > O folgt aus (31) unmittelbar a = b oder b = ¢
oder ¢ = a und damit die Behauptung.

Aufgabe 14

Die Antwort ist positiv. Wir geben eine mdgliche Anordnung an.
Wir gehen von 10 paarweise nicht parallelen Geraden gy, eee,
& aus, von denen sich keine 3 in genau einem Punkt schneiden.
Nun wihlen wir noch 76 Geraden parallel zu g1, T parallel zu g,,
3 parallel zu 83 2 parallel zu 8y und je eine parallel zu &s
und &g Dabei 1#8t sich sicher erreichen, daB sich keine 3
dieser 100 Geraden in genau einem Punkt schneiden. Die Anzahl

der Schnittpunkte ist o

2= (P - M-S -D-D-B-D,
da n Geraden, von denen sich keine 3 in genau einem Punkt
schneiden, genau (!21) Schnittpunkte lieferm. Nun ist
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Z = 4950 - 2926 - 28 - 6 =3 -1 - 1 = 1985.

Aufgabe 15 (von Oliver Geupel, Dresden)
Die Abbildung ¢ sei die Nacheinanderausfiilhrung der Abbildung f
und einer Streckung mit dem Faktor s [

~7
A(n)B(n)c(n) sei das Ergebnis der n-maligen Anwendung von ¢
auf AABC; n 2 O. Aus Khnlichkeitsgriinden existieren die in der
Aufgabe genannten Grenzwerte genau dann, wenn lim |<):<J(11)A(n)13(n)|

und 1m1<ts(")3(“)c(n)| existieren. Sei &, = anB(n)C(n) |y
N

b, = lC(“)A(n)I » Oy = IA(n)B(n)I . Zweimalige Anwendung des

Cosinussatzes ergibt
2 4531 + °121 -4 a.ncncos(ﬂ'-l<¥A(n)3(“)c(n)|)

n+l =
2 2 (n)gz(n) o(n)
=4an+cn+4ancncoa | & AMY/BYC |
T 2 2.2 2 2 2
1 2 2 an"'cn-bn 6 a, - 2 b + 3 cy
=w(4 a8 +cC +48ac . = und
T n n n®n 28, 7
analoge Beziehungen fiir
2 2
o 2 en1 &n
2 2
an, Crsl? also bn+1 = M bn mit
C 2 02
n+1 n
6 -2 3
w=4| 3 6 -2 | . Hiereus folgt
-2 3 6
2 2 2 2 2 2 2 2 2
an+‘|+bn+1 + Cpiq = an+bn+cn+= cee = ao+bo+co .
Da aber &, : bn L
- sin | ¢ MM |, gin g a®pMeM | gin

|¢B(n)c(n)A(n)|nach Sinussatz gilt, existiert im Falle der

1 Bekanntlich (siehe z. B. DDR-Olympiade 1985, Kl. 10) nimmt der
Flécheninhalt durch f bei jeder Anwendung um den Faktor 7 ab.
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Existenz von 1im | 4c(®)a(®)p(®),
nages

2

an

und 1im | < AMp®)g(n), auch lim | b2
n->oo n-> | 02

n

Jetzt wird gezeigt, daB fiir alle positiven ganzen Zahlen n

Pn 9y Tn
n_1 P q)
M = n P n p, =1+ 2 cosn .,
3 (qn n Pp )’ 7R

qn-1+2coa-(nw+§-7t),rn-1+2_cos(noc-§7'r), (33)

of = arccos 3'% gilt.

Fiir n = 1 ist cos (m+%n:) = —J,%und cos (o -%ﬂ) -q}zu
beweisen, was mit Hilfe der Additionstheoreme gelingt. Im
Induktionaschritt ist

TPyt = 6p, + 3qy = 2ry, Tqp 4 = = 2p, + 6q, + 37y,

7::'11_'_1 = 3pn - 2q:n + Grl1 zu zeigen. Die erste dieser Gleichungen

ist Hquivalent mit

T cos (n+1) e = g cos no + 3 cos (nm+§-j‘[) -2cos N
-5m)

bzw, mit der Identitdt

7--}-}008!106—7.# sind n o

= 6 cos no‘-% cos nw-% 3 sin now+ cos nx~- /3 sind nev.

Analog werden die anderen beiden Beziehungen bewiesen, und (33)
ist vollstlindig gezeigt.

Angenommen, fiir ein geeignetes A ABC existiere

a
x
¥ /|= lim b
z| n—>oo

x X
Dann gilt M (y) = (y) , und die Aufldsung dieses linedren
z z

B oE N

o

t
Gleichungssystems liefert (y) = (t) » t> 0. Wegen (33) ist
z t
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-18p 83, -18¢q, 83, 18 53

flr alle positiven ganzen Zahlen n, d.h., die unendliche Folge
oo

{l(n} ist beschriinkt und besitzt daher einen HEufungspunkt
n=1 "

P q r
M= | D q| .
q r P
Folglich existiert eine gegen 27 konvergente Teilfolge
nk oo n oo
{M } von {M }
k=1 n=1
Der Grenzilbergang —> oo in
a2 2 a2
(-] ) t
b 2 2
M 'b0 = bn filhrt auf oo bo = t .
K
2 2 t
c, canK cq

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir ag » b§ ’ ci o
Wegen | M| = 1 gilt fiir n 2 1
|M*] = 1 und damit [92Z]| = 1 # O. Ferner gilt

t q T P % T P q t
t P q|=|r q| = |r p t| und folglich nach der
t r p q &°p q r | °

Cramerschen Regel a§ = b§ = cg . Mithin konnen héchstens

gleichseitige Dreiecke die in der Aufgabe beschriebene Eigen-
schaft besitzen.

Fiir ein gleichseitiges A ABC sind die Folgen {[<ICnAan [}"" und
oo n=0

{1483,0,1]
n=0

Mithin sind alle gleichseitigen Dreiecke und nur diese die
gesuchten.

stationdr, also konvergent.
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Losung der Sonderaufgabe aus Heft 20

Seien P1. PZ' coey Pn (n 2 1) paarweise verschiedene Primzahlen

und 85 815 eeey 8y irgendwelche ganze Zahlen. Wir wollen ent-
scheiden, ob

a°+a1.'\/—;1+...+an.-\[p_nio (34)
ist. Es sei aber eine Entscheidung, ob die Ungleichung a EIY
fiir reelle Zahlen a, b gilt oder nicht, nur méglich, falls a
und b ganz sind oder a und b verschiedene Vorzeichen haben.
Jedoch sei es uns gestattet, im Rahmen der iiblichen Rechen=-
regeln zu beiden Seiten einer Ungleichung eine reelle Zahl zu
addieren und beide Seiten zu quadrieren (u.U. mit Anderung des
Relationszeichens). Man zeige, da8 man nach hdchstens

3" -1
Quadrierungen entscheiden kann, ob (34) gilt oder nicht.

Im folgenden wollen wir unter P(p1 ....,pn) immer einen Term der

Form a T["/F‘
=a,.n i€l
verstehen, wobei a; (I s5{1,...,n}) ganze Zahlen seien und

Zl;'\l p, = 1 gesetzt sei.
-1
Wir zeigen allgemein, daf wir htchstens 2—2-— mal die Operation
des Quadrierens anwenden brauchen, um zu entscheiden, ob
P(P11-0-’Pn) 2o (35)

ist oder nicht. Dies beweisen .wir durch vollsténdige Induktion.
Sei n = 1. Wir untersuchen, ob

8y + am‘\/?, 20 (36)
bzw. ob
5(1}‘\/F1 z - ay (37)

ist. Haben a1} und - ay verachiedene Vorzeichen, so brauchen

wir nicht zu quadrieren, um eine Entscheidung fdllen zu kdnnen. !
Anderenfalls gilt (37) genau dann, wenn

2 >
apy Py H sz , falls any, 84 = 0
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2 2
agy Pq s ag , falls ag} , 84 £0

ist, was wir aber auch entscheiden kdnnen. Wir haben hierbei
also hochstens einmal quadriert.
Wir betrachten den Schritt n = 1 —>n (n 2 2), Offenbar ist
(35) genau dann erfiillt, wenn

VP, Py (Pyrecesppq) 2 Py (Dgseeespyy) (38)
mit gewissen Termen P, und P,, die nicht von p, abhéngen.

n=1
Wir brauchen hochstens 2 . 3 =1 Quadrierungen, um Entschei-

dungen Uiber Py(pqeespy_q) 3 O urd Pp(pqeeepy ) 2 0 fdllen zu
kdnnen. Haben P.lund P, verschiedene Vorzeichen, so sind wir
fertig. Anderenfalls gilt (38) genau dann, wenn

Py - 1>1 2 P2 , falls P.P, 2 0

Pa ?; 573
ist, wobei wir einmal quadriert haben.
Die Ungleichungen (39) kdnnen offenbar in der Form

P3(P1,---vpn_1)= (40)

mit einem gewissen Term P3, der nicht von Py abha.ngt, ge~

, falls P.P, 5 0 (39)

schrieben werden. Nach wenigstens L— Quadrierungen
wissen wir, ob (40) gilt oder nicht. n=1
Im ganzen brauchen wir also hdchstens (371 -1) + 1 4+ ——2——1-

22'—1 mal die Operation des Quadrierens anzuwenden, um iiber (35)

entscheiden zu konnen.
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1. Grundprinzipien des Abzéhlens und kombinatorische Grundformeln
Im folgenden seien n,m und i,j,k immer natirliche Zahlen. Far
jede endliche Mengé M bezeichne |M|die Machtigkeit von M, d. h.
die Anzahl der Elemente von M. Beim Abzdhlen verwendet man meist
intuitiv folgende Prinzipien:

Haben A und B leeren Durchschnitt (AN B = @),

so gilt AU Bl = Al + IBl (Summenregel).
Es gilt allgemeiner:

Sind A1, csey An paarweise disjunkte Mengen, so gilt

)
[A U aes U A I= IA]L +euat 1A 1L Rl

Den Fall, daB Mengen nichtleeren Durchschnitt haben, betrachten
wir in § 5 (Prinzip von Inklusion und Exklusion).
A x B bezeichne die Menge aller Paare (a,b) mit a € A, b€ B
(kartesisches Produkt). Offenbar gilt

IA x Bl = |Al « |Bl (Produktregel)
(Wende (P 1.1) anl) und allgemeiner

1Ay X eee X Al = 1Al o oo o 1AL, (P 1.2)

wobei in natirlicher Weise A; X...x Al die Menge aller n-Tupel
(51,...,an) mit aie Ay bezeichnet.

Um Machtigkeiten von Mengen zu ermitteln, ist es oft gﬁnsug,\
Abbildungen zu betrachten. Wir erinnern, daB bei einer Abbildung
f von X in Y (f ¢+ X—>Y) jedes Element von X genau ein Bild hat.
f 1 X—Y ist injektiv, wenn verschiedene Elemente von X ver=
schjedene Bilder haben (aus f(x) = f(x") folgt x = x'), f ist
surjektiv (Abbildung “auf"), wenn jedes Element von Y als Bild
vorkommt, und schlieBlich ist f bijektiv, wenn f sowohl injektiv
als auch surjektiv ist.

‘Das folgende Prinzip behandeln wir ausfihrlicher in § 2.
Existiert eine bijektive Abbildung von X auf Y, so ist

IX1 = 1YI (P 1.3)
Fur gegebenes f : X—>Y bezeichne f'l(y) die Menge der Elemente
x aus X, fur die f(x) = y ist (die Urbildmenge von y € Y).

Wegen (P 1.1) gilt

Xl = > 1y , (P 1.4)
yE€Y .



(bei bijektiven Abbildungen ist If'l(y)l"= 1 fur alle y€ Y, d. h.
IXI « =1 =171 ).
YEY

Weitere Verallgemeinerungen des Prinzips (P 1.4) behandeln wir
in § 4 (Methode des zwedifachen Abzshlens).

Hangt speziell |f l(y)! nicht von y € Y ab, d. h. gilt

1£73(y) | = ¢ fir alle y €Y, so haben wir
Xl # = _cac. Yl
y €Y
und damit
1Yl =2 ixi, falls 1£7Y(y)| = c fir alle y € v. (P 1.5)

oft verwendet éan (P 1.,5) beim Abzdhlen der Menge Y.
Dazu muB man natiirlich eine geeignete Menge X und Abbildung f
finden, bei der jedes Element von Y gleich oft als Bild auftritt.

Wir definieren nun die kombinatorischen Grundobjekte (Variationen,
Permutationen, Kombinationen) als spezielle Abbildungen und be-
stimmen deren Anzahl,

1.1. variationen ohne Wiederholung

Sei V(n,k) die Menge aller injektiven Abbildungen von {1,...,k}
in (1,...,n}. Natdrlich kénnen wir auch allgemeiner injektive
Abbildungen von {31, Tees 8} in { bjs «esy b} betrachten (diese
Bemerkung gilt entsprechend fir folgende Punkte).

Satz 1.1, [V(n,k)[ = n(n=1) « ... « (n=k+1),

Beweis: Der Fall k > n ist trivial, sei also k=n.

Wir haben n Méglichkeiten, das 8ild von 1 festzulegen, dann
bleiben nur noch n-1 Méglichkeiten fur das Bild von 2, n-2 Mog-
lichkeiten fur das Bild von 3,...,(n=k+1) Méglichkeiten fiur das
Bild von k. Dies filhrt zu der obigen Formel (genaugenommen wird
Induktion Uber k durchgefiihrt und (P 1.1.) angewendet).
offenbar ist V(n,k) gleichméchtig zur Menge aller k=Tupel

(ags oy ) mit a € {1,.4., n}, bei denen keine zwei Kompo-
nenten einander gleich sind (jeder injektiven Abbildung f kann
bijektiv das k-Tupel (f(1), (f(2), ..., f(k) zugeordnet werden).



1,2, Variationen mit Wiederholung
sei V(n,k) die Menge aller Abbildungen von {1, sees 7(} in
{ts vees n)

satz 1.2,  |V(n,k)| = nk,

Beweis; Fir jedes Element i (1€ {1, ..., k}) haben wir n Méglich-

keiten, das Bild festzulegen, also gibt es n ¢ n « secescn,= nk

Abbildungen. k

Wie oben kénnen wir V(n,k) als Menge aller k=Tupel (51, vesy ak)

nit a, € {1+ «ees n} interpretieren.

Daher bekommen wir auch sofort mit dem Prinzip (P 1.2.) die Formel
IV(n,k) | =1 {1,0000n} x 0e x {1,000,n]!

~

k

{20 cesa ndl=n

K -

={1s vees 0} aee -
k

1.3, Permutationen ohne Wiederholung

Sei P(n) die Menge aller bijektiven Abbildungen von {1,...,n}

auf {1,.44,n} (oft ist auch die Bezeichnung S, gebréuchlich).

Da offenbar jede Abbildung von {1,...,n} auf {%seee,n} genau

dann injektiv ist, wenn sie bijektiv ist, folgt aus Satz 1.1.:

Satz 1.,3. IP(n)l = n(n=1) * ... * 1 = pn}

Wiederum kann man statt bijektiver Abbildungen n-Tupel aus den
Zahlen 1,...,n betrachten, bei denen jede Zahl genau einmal vor-
kommt.

1.4. Permutationen mit Wiederholung

i .
Sei P(nikys «ees k.) die Menge sller Abbildungen von {1, ..., n}
in {1, ..., r}, bei denen i genau ky-mal als Bild auftritt,
kii 05 (L= 1; wase P)s
Offenbar muB dann Ky + oee + kr = n gelten.

nl

Satz 1.4. IP(n; k eosy k)1 e > A
2o e 1 * g1meeetky

Beweis: Wie bisher kénnen wir P(n; Kys eees k) als Menge aller
n-Tupel aus den Zahlen {1, ..., r} interpretieren, wo jede Zahl i
genau ki-mal auftritt (i = 1, .es, r). Zundchst betrachten wir
eine neue Menge X aller n-Tupel aus den Elementen 150 150 ceen 1
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21. 22. eves Ly 0 sees Py , WO jedes dieser Elemente genau einmal
vorkommt, Nach Satz 1.3, ist |[X| = n!

Jedem n=Tupel aus X ordnen wir ein n-Tupel aus P(n; ky eees ki)
zu, indem wir einfach den unteren Index weglassen. Offenmbar ist
dag eine Abbildung "auf". Wie oft tritt ein n-Tupel aus

P(n; ki‘ sees kr) als Bild auf? Da genau k1 Einsen vorkommen,
haben wir nach Satz 2.3. k1| Méglichkeiten, die unteren Indizes
fir die Einsen festzulegen. Genauso haben wir kzl Madglichkeiten
far die Indizes der Zweien usw. Also kommt jedes n-Tupel aus
P(n: kys «eey k) genau kil wee kel mal als Bild vor.

Unter Beachtung des Prinzips (P 1.5) bekommen wir

. 1 nl
UPEm Bgy wanw Kedl ™ gpopeiorpeyp « 1w gapmtepy

(strenggenommen, werden Induktion Ober r und (P1.,1) angewandt).

1.5. Kombinationen (Auswahlen) ohne Wiederholung

Sei K(n,k) die Menge aller Abbildungen von {1, ..., n} in
{0,1} , bei denen 1 genau k-mal (und demit O genau n=k-mal)
als Bild auftritt.

Aus Satz 1.4. folgt sofort mit r = 2:

n! n
satz 1.5, [K(n,k)Il = T " (k) ‘
Indem wir jeder solchen Abbildung die Menge der Elemente von
{1, «¢s, n}, die auf die 1 abgebildet werden, zuordnen, sehen
wir, daB K(n,k) auch als Familie aller k-elementigen Teilmengen
von {1, ..., n} interpretiert werden kann. (man zieht also k Ele-
mente, ohne sie wieder zurickzylegen). Wie friher kdnnen wir
K(n,k) auch als Menge aller n-Tupel aus Nullen und Einsen mit
genau k Einsen ansehen,

\

1.6. Kombinationen (Auswshlen) mit Wiederholung
sei R(n,k) die Menge aller Abbildungen f von {1, ..., n} in IN,
fur die f(l) + ee. + f(n) = k 48t (n 2 1),

satz 1.6. IR(n,k)| = (""k'1

Beweis: Durch Induktion Gber-k beweist man zundchst leicht fol-
gende Formel:

o



52y 0 (B0 « 0D » von s (M0 = PUFL), noke
'l
(beachte () + (1) = (R+1)).

Unseren Satz beweisen wir durch Induktion dber n+k, wobei der
Anfang n+k = 1 bzw, allgemeiner n = 1 trivial ist.

Im Induktionsschritt [(n+k-1)—>n+k, n 2 2] zerlegen wir R(n,k)
in Teilmengen von Abbildungen f, fir die f(n) = 0, f(n) = 1, ...
bzw. f(n) = k ist. Davon gibt es nach Induktionsvoraussetzung

((n-lg+k—1). ((n-l);gt-l)-i) bzw. ((n-18+0-1) Stick.

Die Behauptung folgt nun aus obiger Formel und (P 1.1),

wieder kann R(n,k) als Menge aller n-Tupel aus natirlichen Zah-
len mit der Summe k interpretiert werden.

Eine Abbildung f aus K(n,k) kann man auch als Ziehung von

k Elementen aus {1, ..., n} mit Zuriicklegen betrachten, wobei
zwei Ziehungen genau dann als gleich angesehen werden, wenn jedes
Element in der einen Ziehung genauso oft wie in der anderen Zie-
hung gezogen wird.

Aufgabe 1.1.
Wieviel Teilmengen von {1, ..., n} gibt es?

Ldsung:
Jeder Teilmenge A von {1, ..., n} kann ihr charakteristischer
Vektor (n-Tupel)a = (830 oo an) und a; = D: agns: e

zugeordnet werden. Dadurch ist eine bijektive Abbildung von der
Menge aller-Teilmengen von {1, ..., n} (der Potenzmenge) auf
{0,1} x ... x {0,1} gegeben,

S TS

Mit Satz 1.2. ergibt sich die Antwort: 2%

Aufgabe 1.2,
Wieviel Méglichkeiten gibt es, k Tirme auf ein n x n Schachbrett

zu stellen, ohne daB sie sich gegenseitig schlagen kénnen (k = n).

Lésung:

i, Fall: k = n

Jeder giinstigen Stellung entspricht eine bijektive Zuordnung der
Spaltenmenge auf die Zeilenmenge.

Also lautet wegen Satz 2,3, die Antwort: nl



2, Falls k <'n.

Jeder ginstigen Stellung entspricht eine Auswahl von k Zeilen

und k Spalten. Davon gibt es nach Satz 1.5. (:) . (:) Stlcke.

Ist solch eine Auswahl vorgegeben, so gibt es nach dem 1. Fall ki
gnn-tiga Stellungen auf den fest gawlhltan k Zeilen und k Spalten,

M1t (P 1.4) folgt als Antworts () 2.

Aufgabe 1.3.

An einem Fischgeschift stehen fir die Aufbewahrung lebender
_Karpfen drei Wasserbehdlter zur VerfOgung.

Zum Verkaufsbeginn sind in jedem dieser drei Behdlter genau

20 Karpfen. Am Verkaufsende sind noch insgesamt genau 3 Karpfen
vorhanden. Die verkauften Karpfen wurden einzeln nacheinander
entnommen. Ein Tausch eines Karpfens von einem Behdélter in einen
anderen fand nicht statt; neue Karpfen waren wihrend des Verkaufs
nicht hinzugekommen.

Berechnen Sie auf 3 Dezimalen nach dem Komma gerundet die Wahr-
scheinlichkeit dafdr, daB am Verkaufsende in jedem der drei Be-
hé&lter genau ein Karpfen ist|

Ldsungs

Seien die Behélter mit 1, 2 und 3 bezeichnet. Jedem Verkauf ent-
spricht ein 57-Tupel (81' oo 357), wobei ay die Nummer des Be-
hélters angibt, aus dem der i-te Karpfen entnommen wurde.

Hierbei kommen genau die 57-Tupel aus x Einsen, y Zweien,

z Dreien vor, flr die x+y+z = 57, 0 £ X,y,z £ 20 ist.

Der Verkauf endet wie gewlnscht genau dann, wenn x = y = z = 19
ist.

Nach Sstz 1.4, gibt o8 TyTISToreT = TYTTISTIOT * TSSO
ginstige Verkéufes

Betrachten wir alle Méglichkeiten fir x,y,z mit den obigen Eigen-
schaften, so .erhalten wir wieder nach Satz 1.4.

3 . 571 +6 o 571 & 571 - 571 5 5%30%14?+200
mdgliche Verkéufe.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich als Quotient aus der
Anzahl der ginstigen durch die Anzahl der méglichen Verké&ufe:

189% ~ 0,108,



Aufgabe 1.4. 5 "
An einem Preisskat nehmen 12 Spieler teil. Der Einsatz je Spieler

betrdgt 5,-- Mark. Der Gewinn wird nur in ganzen Mark ausgezahlt.

Wie viele Mdglichkeiten der Gewinnverteilung gibt es?

Ldsung:
Bei einer Gewinnverteilung wird jedem Spieler i (i = 1 ...,12)

ein Gewinn f(1) zugeordnet, wobei f(1) + ... + f(12) = 60 ist,

Aus Satz 1.6. folgt: Es gibt (12;30'1) = (Ii) Gewinnverteilungen.

2. Abzéhlen mit Hilfe bijektiver Abbildungen

In § 1 formulierten wir schon das Prinzip: Existiert eine bijek-
tive Abbildung von X auf Y, so ist IX| = |YI,

Dort haben wir dieses Prinzip auch schon implizit und explizit
angewendet. Wir behandeln ‘nun Aufgaben, bei denen die "hilfrei-
chen* Bijektionen nicht sofort ersichtlich sind.

Aufgabe 2.1.
Gegeben sei ein konvexes n-Eck, bei dem keine drei seiner Diago-

nalen durch einen gemeinsamen inneren Punkt des n-Scks gehen.
Wie viele Diagonalenschnittpunkte gibt es im Innern des n-Ecks?

Ldsung:
Jedem inneren Schnittpunkt zweier Diagonalen ordnen wir vier Eck-

punkte des n-Ecks zu, némlich die Endpunkte der zwei Diagonalen.
Umgekehrt definiert jede Menge aus 4 Eckpunkten genau einen inne-
ren Schnittpunkt zweier Diagonalen deren Endpunkte zu den 4 Ecken
gehdren.

Da es (:) Auswahlen von 4 Punkten aus n Punkten gibt, haben wir
(2) innere Schnittpunkte.

Aufgabe 2.2.
Wie viele Méglichkeiten gibt es, k Markstiicke unter n Leute zu

verteilen, so daB jeder wenigstens ein Markstiick erhdlt (k 2 n)?

Lésung:
Durch die Vorschrift “laB dir von jeder Person eine Mark geben®

definieren wir eine bijektive Abbildung von der Menge aller Ver-
teilungen von k Mark unter n Leute, wo jeder wenigstens eine Mark
erhdlt, auf die Menge aller Verteilungen von k-n Mark unter n Leute
ohne weitere Bedingung.



Von diesen Auswahlen mit Wiederholung gibt es

(n + (k=n) -1

Al ) = (K21) stuck (siehe auch Aufgabe 1.4.).

Aufgabe 2.3.
Wieviel k-elementige Teilmengen A der Menge {1, ..., n} gibt es,
far die gilt: Sind a,b € A so ist |la - bl > r?

Lésung:

Sei A = {a;, ..., 8, } eine solche Teilmenge, wobei 0.B.d.A.

8y < 85 < sse < 8, und wegen der Aufgabenstellung noch strenger
8441 ~ 83 >r (L =1, 0o, k-1) 1st.

Offenbar gilt dann 8y < @8 =r<az;=-2r<..<a -(k1)r,

und wir kénnen A die k-elementige Teilmenge A' = {al,az =y sees
8 = (k=1) r} von {1,2, ..., n - (k-1) r} zuordnen.

Offenbar tritt jede k-elementige Teilmenge von {1,2, ..., n=(k-1)r}
genau einmal als Bild auf, also lautet die Antwort:

(n -k(k-l) ).

Aufgabe 2.4,

Man zeige: Die Anzahl der Zerlegungen einecr natiirlichen Zahl n

in eine Sumnc von nicht mehr als r natirlichen Zahlen >0 ist
gleich der Anzahl der Zerlegungen von n in eine Summe von natiir-
lichen Zahlen > 0, dic alle kleiner oder gleich r sind (Zerlegun-
gen, bei denen sich dic einc durch Vertauschung der Summanden aus
der anderen ergibt, werden els gleich angesehcen).

Lésung:

Wir kdnnen folgendermaBen eine-bijektive Zuordnung zwischen den
beiden Mengen von Zerlegungen angeben:

Sein=a; + ...+ ag (5 = r) eine Zerlegung
der ersten Art und o0.B.d.A. a5 > 83> 000 >
ag > 0. Diese kénnen wir durch Spalten aus
Einheitsquadraten in der Ebene veranschau-
lichen; wobei in der i-ten Spalte genau a
Einheitsquadrate seien (i = 1, ..., 5).

1 Im ganzen haben wir also n Einheitsquadrate.
0 Sind nun in der j-ten Zeile b, Einheitsqua-
drate (j = 1,¢4.,28,), 80 haben wir die zuge-
ordnete Zerlegung n = b1 tooot ba der zwei-
ten Art.

i




Aufgabe 2.5.
In der Ebene sei ein kartesisches Koordinatensystem festgelegt.

Es werden Wege entlang der Gitterpunkte (das sind Punkte mit
ganzzahligen Koordinaten) betrachtet, bei denen vom Punkt (i,j)
ein Schritt nur nach (i+1,j) oder (i,j+1) mdglich ist.

Wie viele solcher Wege von (0,0) nach (m,n) gibt es, die

a) véllig unterhalb der Geraden y = x + 1,

b) véllig unterhalb der Geraden y = x + p (p € IN)

verlaufen?

Ldsung:

a) Fir m < n gibt es keine solchen Wege, sei also m 2 n.
Ohne Zusatzbedingung gibt es (m+n) Wege.von (0,0) nach (m,n),
denn man kann aus den m+n Rechts- bzw. Aufwédrtsschritten, die
auszufihren sind, an beliebiger Stelle die m Rechtsschritte
auswéhlen.
Sei S nun die Menge der “schlechten" Wege, d. h. die Wege, die
die in.a) genannte Bedingung verletzen.

Wir betrachten einen beliebigen

y=x+1 “schlechten” Weg. Dieser trifft
y an einem eindeutig bestimmten
Punkt die Gerade y = x+1 das erste
(m{n) Mal.

Spiegeln wir nun das Anfangsstick
des Weges bis zu dieseh Punkt an
der Geraden y = x+1, so erhalten
(-1,1) wir insgesamt einen Weg von (-1,1)
X nach (m,n).

Offenbar ist die eben definierte

Zuordnung eine bijektive Abbil-
dung von S auf die Menge aller Wege von (=-1,1) nach (m,n).
Also gilt [s| =(™"

m+1)'
Die Antwort lautet also:

(m;n) = (xzq) m-n+1 (m;n).

b) Im Fall m < n = p + 1 gibt es keine solchen Wege, sei also
m>n=-p +1, Mit derselben Spiegelungsmethode kénnen wir
die jetzt schlechten Wege bijektiv auf die Wege. von (=p,p)
nach (m,n) abbilden.

Es folgt als Antwort: (

-

g Tl e



Aufgabe 2.6,
Der Eintritt in ein Kino kostet 1,-- Mark. Vor der Kinokasse hat

sich.eine Warteschlange von 80 Personen gebildet. 50 unter ihnen
haben genau 1-Mark-Stiick bei sich, die Gibrigen 30 nur ein 2-Mark-
Stick.

Wieviel Warteschlangen sind mdglich, bei denen der Kartenverkauf
ohne Stockung wegen der Unmdglichkeit des Geldherausgebens ab-
laufen kann?

Zu Beginn des Kartenverkaufs ist die Kinokasse leer. Die Warte-
schlangen sollen nur in bezug auf die 1-Mark-Stiicke und 2-Mark-
Sticke unterschieden werden, nicht aber in bezug auf die Reihen-
folge der 80 Personen.

Ldsung:

Wir interpretieren den Verkauf als einen Weg entlang der Gitter=-
punkte einer Ebene von (0,0) nach (50,30), wobei ein Gitterpunkt
(1,]) auf dem Weg die Bedeutung hat, daB nach i+j Kartenverk&ufen
i 1-Mark-Stiicke und j 2-Mark-Stiicke bezahlt worden sind. Der Ver-
kauf funktioniert genau dann ohne Stockung, wenn niemals mehr
2-Mark-Sticke als 1-Mark-Stiicke bezahlt wurden, d. h., wenn der
Weg v8llig unterhalb der Geraden y = x+1 verléuft. Aus Aufgabe
2.5, folgt: '

Es sind 2% (80) Warteschlangen der verlangten Art méglich.
51 'so

Aufgabe 2.7. .

Auf einer Kreislinie seilen 2n Punkte ausgezeichnet.
Auf wieviel Arten kann man diese so zu zweien mit Strecken ver=-
binden, daB keine Oberschneidungen auftreten?

Lésungs o
A Jeder Figur der gewinschten Art ord-
N nen wir folgendermaBen eine Folge von
EA = Nelp n Buchstaben A und n Buchstaben E zu:
% Wir fixieren einen Punkt P auf der
E E Kreislinie und lassen ihn im mathema-
A tisch positivem Sinn auf der Kreis-
N A ,,
AN E linie wandern. Berihrt er das erste
Mal eine Sehne, so schreiben wir ein
A (= Anfangspunkt), berihrt er eine
(AAEEAAEEAR) Sehne das zweite Mal, so schreiben

12



wir ein E (= Endpunkt). Offenbar kann zu keinem Zeitpunkt der
Buchstabe E 8fter geschrieben worden sein als A. Umgekehrt er-
halten wir aus einer Folge von n A's und n E's, bei der in keinem
Anfangsabschnitt mehr E's als A's stehen, eindeutig eine gewiinsch-
te Wahl von Verbindungen. Wir lesen die Folge rickwdrts, lassen
also P rickwdrts wandern. Treffen wir dabei auf ein A, so wird

es mit dem zuletzt gelesenen und noch nicht benutzten E verbun-
den.

Dann beachten wir dieses E nicht mehr und fahren so fort, bis alle
Buchstaben verbraucht sind.

Wie in Aufgabe 2.6. kdnnen wir solchen Folgen aus A's und E's
bijaktiv einen Weg entlang der Gitterpunkte einer Ebene von (0,0)
nach (n,n) véllig unterhalb der Geraden y = x+1 zuordnen.

Also gibt es 7ir (2") Msglichkeiten.

Bemerkung: Die Zahlen c, = : (2n 1) heiBen Catalansche Zahlen.

3. Die Methode der vollsténdigen Induktion

Die Methode braucht nicht erléutert zu werden, da sie allgemein
bekannt ist., Wir wéhlten diesen Paragraphen, um zu betonen, daB
das Induktionsprinzip - wie in vielen Bereichen der Mathematik -
auch in der abzdhlenden Kombinatorik eine wesentliche Rolle spielt.
Es ist allerdings meist nur denn anwendbar, wenn die entsprechende
Formel schon gegeben ist. Der Leser sollte selbst versuchen, For=-
meln aus Aufgaben dieses Heftes durch Induktion zu beweisen. Wir
behandeln nur eine Aufgabe.

Aufgabe 3.1,

Man zeige, daB es (™) - k (::2) Gitterpunktwege von (0,0) nach
(m,n) gibt (siehe Aufgabe 2.5.), die niemals iber die Gerade

Yy = % x hinausgehen (m 2 kn).

13



Lésung:

Sei %, n die Anzahl der betrachteten
Wege. Wir beweisen

WAl 8g,n = ("a') = k (psq) durch Induk-

m+l
tion Gber m+n, wobei der Anfang
(-0,0) m+#n = O bzw. 1 trivial ist.

1, Fall m > kn.

Der vorletzte Punkt jedes Weges nach (m,n) ist entweder (m-1,n)
oder (m,n-1), Also gilt unter Beachtung der Induktionsvor-
aussetzung fir m + n-1:

m,n ™ ®n-1,n * 2 m,n-1

- (m+n-1) (u+:-1) (-+:-1) -k (R0 1)

t med

= (27 -k (i)
2, Fall m = kn.
In diesem Fall ist es giinstiger, die behauptete Formel anders
zu schreiben, es gilt allgemein:
1-k
(m;n) k (:::) & I‘I;+ n (lllliﬂ).
Jeder betrachtete Weg durchléuft den Punkt (m,n-1).
Also gilt (Beachte wieder die Induktionsvoraussetzung und
m = kn!).

aul,r! ® 8,n-1 " ﬂl_#l;_t{_’ﬂ) (“"’(n-l)) k+11: (m+:-1)

B4
- %TT (m+n-1) & E%T (m;n) & n;:-kn ( m;n).

Bemerkung: Genauso wie in Aufgabe 2.7. kann man nun zeigen:
sind auf einer Kreislinie 3n Punkte gegeben, so kann man auf

EF%T (3:) Arten und Dreiecke festlegen, daB die Eckpunkte zu

den 3n Punkten gehdren und keine Uberschneidungen vorkommen.

14



4, Die Methode des zweifachen Abzéhlens

In § 1 erwdhnten wir schon, daB sich das Prinzip (P 1.4) weiter
verallgemeinern 14Bt. Sei X eine beliebige Menge und Y eine Teil-
menge der reellen Zahlen. Dann gilt fir eine Funktion (Abbildung)
f von X in Y2

% f(x) = yeZY} y « 1174y (P 4.1)

(Es muB ja y € Y so oft als Summand vorkommen, wie es als Bild
bei f auftritt.)

Aufgabe 4.1.

sei 1 £'r < n.

Jeder r-elementigen Teilmenge von {1, ..., n} ordne man die
kleinste Zahl zu, die in dieser Teilmenge enthalten ist.
sei a(n,r) das arithmetische Mittel aller dieser Zahlen.
Man zeige: a(n,r) = %E%.

Losungs

Sei X = X(n,r) die Menge aller r-elementigen Teilmengen von
{1, «ees n}, ¥ = {1, ..., n} und f diejenige Abbildung, die
jedem A € X sein kleinstes Element Zuordnet.

Unter Verwendung von (P 4.1) erhalten wir

n=r+1
(M) a(rur) = = f(A) = = 1 [ | = > 2o,
AE X i€y i=1

r=1

denn zu jedem i€ {1. cees n} gibt es genau (ﬁ:i) r-elementige
Teilmengen von {1, ..., n} mit i als kleinster Zahl (aus den
n-i Zahlen i+1, i+2, ..., n missen r - 1 weitere Zahlen aus-
gewshlt werden).
Bericksichtigen wir (2) .
Identitdt nachzuweisen:

n+l n+l

L = (re1)e 80 haben wir nur folgende

-r+
()~ =t (b

Dies erledigen wir durch Induktion Uber n. Der Anfang n = 1 ist
trivial, betrachten wir also den Schritt n-1-—>n.

In den F3llen r = 1 und r = n ist die Behauptung trivial, und
fir 2 £ r £ n - 1 kénnen wir die Induktionsvoraussetzung, ange-
wandt auf die Paare (n-1, r-1), und (n-1,r), benutzen:

15



(M) = 2440

n=-r

(o) = = 10744,

Die Behauptuﬁg ergibt sich aus Addition dieser zwei Identitédten

(beachte (1) + (R21) = (R31) und (F72) = (I71) = 1),

Wir behandeln nun eine andere wichtige Verallgemeinerung von
(P 1.4).

Gegeben seien zwei Mengen X und Y und eine Menge E von gewia'sen
Paaren (x,y) wobei x € X und y € Y sei.
Wir kénnen |E| auf zwei verschiedene Arten ermitteln:

TEl = = [{y€Y ¢ (x,y)€E}]
x EX
= > |[{x€x 1 (x.y)€E}| (P 4.2)
YEY |

Veranschaulichen kann man sich dies durch Punkte in der Ebene,
wobei die Punkte von X auf einer Geraden und die Punkte von Y
auf einer dazu parallelen Geraden liegen mggen, und die Strecke
Xy eingezeichnet wird, wenn (x,y)€E ist:

Die Anzahl der Strecken ergibt sich aus:

1. Fir jedes x£ X ermitteln wir die An-
zahl der Strecken, die bei x beginnen,
] und summieren iber x€ X.

il 74 2. Fir-'jedes y€Y ermitteln wir die An-
zahl der Strecken, die bei y enden,
und summieren iiber y€Y.

16



Aufgabe 4.2. i

Die Zzahl i €{1, ..., n} heiBe Fixpunkt der Permutation 7 von
1,{eees n}, wenn Jr (1) = i ist. Fir jede Permutation T sei
F(mr) die Anzahl der Fixpunkte.

Man bestimme die mittlere Anzahl yon Fixpunkten einer Permuta-
tion von{1, ..., n,}d. h., man ermittle

1
Alm) = TRTmT = F ()

(P(n) = Menge aller Permutationen von 1, ..., n)

Ldsung:

Wir betrachten einerseits die Menge X = P(n) und andererseits
die Menge Y = {1, ..., n} und definieren E = {(m,1) :7T€EX, 1€Y
und 1 ist Fixpunkt vonm}. ’
Wir zéhlen E auf zweierlei Arten ab., Fir festes 77 ist

[{1 s+ (i) € E}| = F(w). Fur festes 1 gibt

[{w: (m1) € E}| die Anzahl aller Permutationen an, die 1
als Fixpunkt haben, diese Zahl ist offenbar gleich der Anzahl
der Permutationen von {1, ..., i-1, i+1, ..., n} , also gleich
(n=1)1

Es folgt:
IEl = > F(T) = ——= . (n-1)! = nl, also
TEP(N) 1€ {1,00.4n}
A(n) = & F(m) = 1.
. (n) = 3¢ ”eZPm (m

' \
Das Prinzip des zweifachen Abzihlens 148t folgende weitere Ver-
allgemeinerung zu: Ist den Paaren (X,y) € E zusitzlich ein
reeller Wert A (x,y) zugeordnet, so gilt

Z: A(x,y) = LESiy p A(x,y) =
(x,y) € E xX€EX yEY: (x,¥)€EE .

i s A(Xay)e (P 4.3)
YEY xEX : (x,¥)€EE

Aufgabe 4.3. )
Es sei ein Blatt Papier mit der Fldche 1 gegeben, das auf der

einen Seite durch Striche in k Gebiete aufgeteilt ist.
Ferner sei diese Seite mit genau k Farben gefarbt, so daB jedes
Gebiet durch genau eine Farbe représentiert wird. (%)
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Nun zerlegen wir die andere Seite ebenfalls durch Striche irgend-
wie in k Gebiete.

Jeder Férbung ¢ dieser Seite mit genau k Farben, fdr die (%) gilt,
ordnen wir den Flacheninhalt der Menge derjenigen Punkte des
Blattes Papier zu, die auf beiden Seiten gleichgeférbt sind.

Man bestimme das arithmetische Mittel A(k) aller dieser Zahlen.

Ldsung: .

Sei M die Menge der Punkte des Blattes Papier. Durch die Gebiets-
zerlegungen auf beiden Seiten haben wir zwei Zerlegungen der
Menge M gegeben:

M=A U oo UA =BU cou U By.

Wir setzen C;, = A, N B, (1, = 1, «se, k). Bezeichnen wir mit
F(cij) den Flécheninhalt von ciJ' so gilt offenbar

k
=y o) =t

1,j=1
Nun sed X = {(1,3) : 1,3 = 1, «eey k} und ¥ = {p,, ... i1}
die Menge aller (x)-Farbungen der zweiten Seite des Blattes Pa-
pler. Wir betrachten die Menge E aller Paare ((1,3), ¢, ), fir
die das Gebiet Ay auf der ersten Seite wie das Gebiet B, auf der

b
anderen Seite bei der Farbung ¢, geférbt ist.
Jedem solchen Paar ordnen wir den Flacheninhalt von Cy 3 zu:

A ((1.3)4%e) = F(Cyy)e

Fir festes (i,]) gibt es offenbar (k-1)! (x)-Férbungen Peo + 80
daB ( (1,J).¢e ) € E ist (nur die Farbe von B, ist festgelegt).
Der zugeordnete Wert A ist stets F(cij). Far festes ¢, gibt

F(Cij)
((L.3)s9e )EE
den Flécheninhalt der Mcnge der auf beiden Seiten gleichgefiirbten

Punkte an.
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Mit (P 4.3) erhalten wir
ki

A(k) = & 2 F(C ) = 5 S
= 121 o fr L1 pangaee
(L.3)v g ) EE

K . k
1 b ¥ . - - 1 - 1
-k ?-1 Floyy) » (k-1)1 = & % F(Cyy) = #

5. Das Prinzip von Inklusion und Exklusion -
Wir wollen das Prinzip (P 1.1) auf den Fall nichtdisjunkter Men-
gen verallgemeinern. Offenbar gilt

IAUBI = |Al + Bl = 1AN BI,

Sei allgemein £2 irgendeine Grundmenge und Ags eees A selen Teil-
mengen von £2 . Wir suchen eine Formel fﬁr[A1U cen UAnI.

Hierzu definieren wir fir cine beliebige Teilmenge A von £2 ihre
charakteristische Funktion f, :52-{0,1}

f(x) = {1. falls x € A
0, falls x ¢ A.

Offenbar ist dann (Al = E fA(").

x €S2
Ferner Uberlegt man sich leicht folgende Identitéten:
fAiﬂ v N An(x) - fAl(x) -, fAn = |1, falls x € A; und
, ees und xeAn
0, sonst
f

A1U vee U An(x) = 1-(1- fA1(x)) o ees b (2- fA (x)) -
n

=}1, falls x € A, oder ... oder x € AL
0, sonst

Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite der letzten Identitat
erhalten wir\



n

am—— £ 0 20 e oy, B
AUttt UA, 12_,; ™ Si<jsn ,Ai Ay
(_1)"'1 E fAil(x) © ees * fAik(X) +eaot

184, <cee<4 s n
st f, O Fa 00

und weiter
=
P e i, %) & i fa (%) -

fAiﬂ A (x) teaot
i=1 1Si<jsn J

ekt ST fagncna, O el (0™t fanLna 0
1Si < cee’<ipsn .

Nach Summation (ber alle x ES2ergibt sich

> AN A

= | +eeet
1Si<jsn 3

n
1A,U eaeUA 1 = > flAl
1 n =1 5
(-1)k-1 E 1AL e DAL 4eees (=)™ AN Lo NA L (P 501)
1-<.il< “es <1k§n
Meist interessiert man sich fir die Anzahl der Elemente von S2 ,

die in keiner der Mengen Aqs sees A liegen:

| 2\ (AU «eoUA )| = |82] = Al + AN A = +eset
1Si<jsn .
(-1)k Z:IAilﬂ cee N ALD dees (-1)" 1A N L NAY (P 5.2)
1§11< see<i En
Werden Abzéhlprobleme mit Hilfe der Formeln (P 5.1) und (P 5.2)
geldst, so spricht man von einer Anwendung des Prinzipsvon Inklu-

sion (Ein- und AusschlieBen von Elementen). Das Problem liegt
meist in der entsprechenden Bestimmung der Mengen S2 , AgrecerAl.
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Aufgabe 5.1,

Man bestimme die Anzahl F(n) aller Permutationen 7r von {1.....n}

fir die 77 (1) ¥ 1 fir alle i ist (d. h. die Anzahl aller fixpunkt-
freien Permutationen). '

Lésungs

Sei S2die Menge aller Permutationen von {1, ..., n} (= P(n))
und Ay ={TE€ER:(1) =1}, L =1, ..., n.

Offenbar kénnen die Permutationen aus AN e N Aik als Permu-
tationen der Menge {1,...,n}\ {L;.c01,}

aufgefaBt werden, also :I.ltlA110 eee N Aikl = (n=k)l.

Gesucht ist die Anzahl der Permutationen, die in keiner der Men-
gen Ay liegen. Es ist nach (P 5.2):

F(n) =IS\ (A U.coUADD = nl = n o (n=1)1 + (D)(n-2)1 = +
s O (-l)k(:)(n-k)l + e+ (-1)"
=nl (3 - teent ((ONE w o e (- iy

(beachte, deB es (J) M8glichkeiten gibt, Werte i,, .., i, mit
1s 1, < eee <1 S n zu wihlen).

Aufgabe 5.2,
Man bestimme die Anzahl S(n,k) aller surjektiven Abbildungen von

{2, «ees k} auf {1, ¢ooy n} (Jede Zahl 4, 1 = 1, ..., n, trite
als Bild auf).

Losung:
Im Fall k < n gilt offenbar S(n,k) = O. Sei also k 2 n.

Wir definieren S2 als Menge aller Abbildungen von {1, ..., k} in
{1, «ves n} und Ai als Menge aller Abbildungen aus S2, bei denen
i nicht als Bild auftritt, i = 1, ..., n. :
Offenbar kann Ailﬂ ees N A’-l als Menge aller Abbildungen

1, eeep k} in {1, oou, n}\{1,, ..., 1,} aufgefaBt werden, also
1 1
1A N e NAgT = (n - 1)k,

Unter Benutzung von (P 5.2) erhalten wir fir die gesuchte Anzahl:
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S(n,k) =1\ (A U oo UAD T = 0% = n(n-1)* 4+ (D)(n-2)% ...
T L DI D LR S
- f§ (-1)1()(n-1)%
=0 1 *

Aufgabe 5.3.
n

o

Sei k = Py 1 seee® Py die Primfaktorzerlegung der natiirli-
chen Zahl k. Man bestimme die Zahl ¢ (k) der zu k teilerfremden
natirlichen Zahlen kleiner oder gleich k.

Lésung: | ' :

Se1 S2= {1, ..., k} und A; die Menge der zahlen aus §2, die
durch Py teilbar sind, 1 = 1, ..., n. Dann ist A,_ln eee N Ay
die Menge der zahlen aus $2, die durch Py, oo Py teilbar
sind. Also gilt

k
1A, N "'nAi | 8 —————
1 Py ® eoe * P
1 1 1, 1,
Eine Zahl aus S2ist zu k teilerfremd genau dann, wenn sie in
keiner der Mengen Ags eees Al liegt.
Die gesuchte Zahl ¢ (k) ergibt sich nach (P 5.2) aus

0, K k
@ (k) =1 (AU ceeUA ) =k = >3 ==+ Z '.;‘;'53" ¥ swie

i=1 Py
1Si <jsn
s (-1 i et (1)
p11 cee P"l Pg teee’P,

184,<%..0<i)=n
Durch Ausklammern erhalten w1r.

1 i,. .1 -4
¢p(k)-k(1-p—1-)(1-p—2) S b

Bemerkungs:
Die Funktion ¢ heiBt Eulersche Funktion.

In diesem Zusammenhang wollen wir an den Fermatschen Satz erin-
nern: Sind a und k teilerfremd, so gilt

k
a(f( )= 1 (mod k).
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6. Rekursionsgleichungen und erzeugende Funktionen

Oft kann man bei Abzéhlproblemen relativ leicht rekursive Bezie-
hungen herleiten. Ist eine Formel fir die gesuchte Anzahl schon
gegeben, so kann man die Formel dann schnell durch vollsténdige
Induktion beweisen. Wir behandeln nun zwei Methoden, wie man aus
Rekursionsgleichungen die explizite Formel erhalten kann. Wir
benutzen die Potenzansatzmethode in den ersten beiden Aufgaben
und filhren dann die erzeugenden Funktionen ein, die ein breites
Anwendungsgebiet haben (siehe auch Abschnitt 2.).

Aufgabe 6.1,
Wieviel Permutationen 7T der Menge {1, cees n} gibt es, fur die
Il (i) = il =1 fur alle i ist?

Lésung:
Sei a  die gesuchte Anzahl, und sei zundchst n 2 2.

Fir die abzuzéhlenden Permutationen 7T gilt offenbar entweder
7T(n) = n oder 7 (n) = n-1, Durch Einschrankung der Permutationen
der ersten Sorte auf die Menge {1, ..., n-1} sehen wir, daB es
davon 8,.q Stick gibt. Fur die Permutationsn der zweiten Sorte
muB wegen der Bedingungen |n =7~ (n)l < 1 offenbar 57 (n-1) = n
gelten, also gibt es davon a2 Stiick (Einschrénkung auf

{1, «¢.y) n=2} ). Wir erhalten also

8, =8, 4 +a, 5 (n Z 2). (P 6.1)

Wir machen zunichst den Potenzansatz a, : = ¢". Dann muB

™ =™t 4 ¢"2, also ¢ = ¢ + 1 und damit c = 3.%-15 gelten.

Mit den Zahlen (——éi:) und (1'1[5 erfillen offenbar auch alle
Zahlen der Form

1+ V; B 1~ VE o
A (=) ——

+ 4 ) + A, K reell,
die Rekursionsgleichung (6.1). Deshalb schreiben wir jetzt
n n )
a, = A (étilg) + }L(E:Elé) 5

Die Zahlen a, sind durch (6.1.) nicht eindeutig bestimmt, dazu
missen wir erst die Bedingungen a, = 1 und a, = 1 (die sogenann-
ten Anfangsbedingungen) hinzunehmen.
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Die erste Bedingung a, = 1 ist hier wie auch in vielen anderen
Fdllen schwer zu interpretieren, sie findet aber ihre Berechti-
gung durch die offensichtliche Tatsache a, = 2, 8o daB wegen

2 .= 1+1 wirklich (6.1.) erfillt ist,

Wir bestimmen nun A, - aus den Anfangsbedingungen

1 s 8, = A e 14+ 1

1_31_ 1+'\/_)*#( '\/—)
und erhalten
A e b (2t 1- 1/_

T g2, pa's 75 ==
also a = 7&]}1_4-2&)"’1 - (hé‘/_?’)n*ﬂ.

Wir bemerken noch, daB die hier bestimmte Folge gerade die be-
kannte Fibonacci-Folge ist.

Aufgabe 6.2,

Wieviel n-Tupel aus den Zahlen 1, 2, 3 und 4 gibt es, in denen
1 und 2 nirgends benachbart sind?
Loésung:

Sei T, die Menge aller n-Tupel g = (al. seey an) mit

s,€{1, 2, 3, 4} , £ = 1, «.e, n, in denen 1 und 2 nirgends be-
nachbart sind. Wir setzen

a, 1 = |{& €T, 18,€{1, 2}}|
b, 1= |{a € T,18,€(3

{

-

Die Zahl a + b, = |T | ist gesucht. Offenbar gilt
a
n
I,{3€Tn L8y, = 1}] = HEETn e Z}I'T'
denn wir kénnen durch ertauscHung 1<>2 eine bijektive Abbil-

dung zwischen den entsprechenden Mengen herstellen.
Analog gilt

{e €T, 18, =3} = [{seT, :0,=4}]



Indem wir diejenigen Tupel aus Ta betrachten, die mit 1 oder 3
enden und die letzte Komponente wegstreichen, erhalten wir leicht
farn 2 2

Bn

%n-1
Z"—z *bha
1"' = 8,1 *bpge
Aus diesen Gleichungen folgt durch Elimination von bn-l bzw. 804
b, =8, +a 4.
=k L bp-1

und weiter durch Einsetzen

bn'_g"b _’lié bp-2
8 = :% * :Eil * 8.1 * Ao
also

b, = 3bn-1 + zbn_z.

a, =3a, _, +2 o

Die gesuchte Zahl t, = IT | =a + b erfillt somit die Rekur-

sionsgleichung t, =3t 0+ 2t o

Mit der Methode aus Aufgabe 6.1. (beachte die quadt?sjpche
Gleichung X2 = 3¢ + 2 mit den Ldsungen c1 2"

erhalten wir
- (3 3=

tn +,u(

Mit den Anfangsbedingungen t, =1 und ty =4
(beachte auch t, =14 =3 . 4+ 2. 1) folgt

th = =3y [(5 « VD) 382" (s Ly (3—'}_‘—7)'1.
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Es ist allgemein bekannt, daB zwei Polynome
p(x) = 8y + 85X 4eeot an‘x" und q(x) = bn + h1: tooot bnx"

genau dann einander gleich sind (d. h. fur jedes .reelle x den
gleichen Wert haben), wenn ihre Koeffizienten Obereinstimmen.

(de he a = 51 fur alle i ist). Der entscheidende Fakt fir die
Methode der erzeugenden Funktionen liegt in folgender Verallge-
meinerung: Sind zwei Potenzreihen ¢ (x) = 8y + 8 x + ax" 4+ ...
und ¥ (x) = bo + byx + bzxz + oo gegeben sind fir ¢ , y
(zumindest fir zwei kleine x) Reihensummen bekannt (d. h. konver-
gieren % und y fir kleine x), so sind die Reihensummen genau dann
einander gleich, wenn die Koeffizienten einander gleich sind

(d. he a; = by fir alle 1 = 1; 2, ..., ist). Wir bemerken noch,
daB man im Fall der Konvergenz mit Potenzreihen genau so rechnen
kann wie mit Polynomen, die Konvergenz aber nicht nachweisen
braucht, wenn man auf bekannte Reihen stiBt (das ist der Normal-
fall). Zundchst behandeln wir eine Aufgabe zur Anwendung von
Polynomen.

Aufgabe 6.3,

Man beweise die Identitét % (:) (;') J (-“;ﬂ‘),
1,320
Lésung:

Wir gehen von der Identitét (14x)™ « (14x)" = (14x)™" aus und
erhalten nach Anwendung des Binomischen Satzes

m n m+n
2 @) (32 ) 3% e
i=0 =0 n=o
Durch Ausrechnen der linken Seite und Zusammenfassen der Glieder
mit der Potenz xk erhalten wir als Koeffizient von xk den Wert

g ('I)(?), der gleich dem Koeffizienten (.;") von xk auf der

i+j=k
1,320

rechten Seite sein muB (beachte auch (T) =0 bazw. (3') = 0, falle
i>m bzw. j > n).
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Aufgabe 6.4.

Jana hat n Mark zur Verfiigung. Sie will jeden Tag entweder ein
Eis zu 1 Mark, Bonbons zu 2 M oder Schokolade zu 2 M kaufen.
Wieviel Mdglichkeiten hat sie dabei, das Geld auszugeben?

Lésung:
Sei a die Anzahl der Mdglichkeiten. Kauft Jana als letztes Eis,
Bonbon und Schokolade, so konnte sie vorher n-1 Mark, n-2 Mark
bzw., n-2 Mark beliebig ausgeben. Es folgt fir n & 23

a, =8, _, +2a ..

Ferner gilt ag =1, und wir setzen a

-1, eod-B¢2-1+z-3
wird., Nun machen wir den Ansatz

o

2 3
P (x) = a, + asx + 8X" 4 8;X7 + e

= 1+ x+§ anx".

n=2

Unter Banutzung der obigen Rekursionsformel erhalten wir

b (x)= 1+ x+ zz: (anq *+ zan_z)x"
: =

0 oo
= 1+ X + X E anx“«rzxz E anx"
n= n= :

= 14+ xP(x) +2xz¢(x). also

1
b (x) = —=x.
1=-x=2x
Wir zerlegen den Nenner durch Lésen der quadratischen Gleichung
in Linearfaktoren: 1 - x = 2x2 = (1+x)(1-2x).
Dann fihren wir eine Partialbruchzerlegung durch:

1 A ,.B

TR T2y = Tox * T2x°

Hierbei kann man A und B entweder nach Multiplikation mit
(14x)(1-2x) durch Koeffizientenvergleich bestimmen, oder man
multipliziert nur mit 1 + x bzw. 1-2x und erhélt A bzw. B sofort
durch Einsetzen x =-1 (d. h. 1 + x = 0) bzw, x = % (de he

1 -2x =0): !

ypep— - Be—loa2
=t s



Es folgt sofort & (x) = é . 11— +-§ . 1—12-

Indem wir die bekannta Fomel fir die geometrische Reihe
1+ cx + (cx) + oo m 1—-— fir ¢ = =1 und ¢ = 2 verwenden,
erhalten wir

sp(x)--i-(:l.-x+x2-...)4%(11-%)(0'%’(2*----)

= ; é ((-1.)" + z"'%) x".
Also gilt ap =% ((-1)" 42",

Eine sehr wichtige Formel, die man sich merken solfta, ist die
Verallgemeinerung des Binomischen Satzes

oo
(1 +cx)% a>" %) « ()",
n=o
wobei o und ¢ reell und c ¥ o seien. (?1‘) ist definiert durch

(%) = (06 =1)e .00 (6= n+l)
n nl .

Wir bemerken, daB (‘,’1‘) = o fUr natirliches o und n>x ist, so daB
sich der Binomische Satz wirklich als Spezialfall ergibt, Ferner
gilt insbesondere

(;n) - (-n)(-n-il)“....'.(-n-ku) s i 1) (n+k-1)

so daB

o0
(1-x)"a E (n+k-1 xK ist.,
k=0

Da auBerdem
T S T .(Zx, <

(1-x)" X =
Z H(i seesl ):i +..'.+1 = k
k=0 1 n 1 n

und 15,.00,1, € N[ XK

ist und n-Tupel aus natiirlichen Zahlen mit Summe k als Kombina-
tionen mit Wiederholung interpretiert werden kénnen, haben wir
somit einen neuen Beweis fir Satz 2.6. |R(n,k)| = (m-l;-i)-
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Aufgabe 6,5,
Sebastian hat einen Stock der L&nge n. Er méchte diesen in Teile

der L&nge 1 zerbrechen. Wieviel Mdglichkeiten hat er dabei, wenn
er in jedem Schritt alle augenblicklich vorhandenen Teils der
Lénge grdBer 1 in zwei Teile zerbricht?

Lésungs

Sei bn gleich der Anzahl der Méglichkeiten. Offenbar 1atrb2 =1,
Hat Sebastian beim ersten Schritt Teile der Lénge i und n-i

(i = 2, .4,y n=2) erhalten, so kann er jedes Teil fir sich auf
bi bzw, bn-i Arten weiter zerbrechen. Da das Zerbrechen dur Teile
mit einer Lénge grdBer 1 in jedem Schritt gleichzeitig erfolgen
soll, gibt es also bL . bn-i Mdglichkeiten fir die weiteren
Schritte,

Dies trifft auch fir die F&lle 1 = 1 und n = 1 zu, wenn wir

b1 = 1 definieren. Setzen wir schlieBlich bo = 0, so erhalten
wir die Rekursionsformel

b = b, « b nz2
n Eg; i n=1’ ¢
Wir machen den Ansatz

P (X) = by + byx + b2x2 + see

Durch Quadrieren folgt

2 2 P =) n n
b (x) = bo + (b°b1 +* blbo)x + Ei (12 bibn-i)x
na =0 =

und unter Beachtung der Anfangswerte und der Rekursionsformel
L
éz(x) = Z bnx" aP(x) = x.
n=2

L8sungen der quadratischen Gleichung ¢2(x) -P(x) + x = 0 sind
S (x) = % (1 4 Vieax)
(=]
-3 [1 22 (%) . (-4x)“]-
n=o \n

Wegen b° = 0 muB der Koeffizient vor x° gleich O sein, also missen
wir das Minuszeichen wihlen. Nun gilt fir n 2 1



PR YOS il
(%). (-4)" = = ()" = 2, LeBeespeznod
n

a2 {20 =-2)1 _2 (2"‘2),
ni(n-1)12n=1 0 ° A=l

g
Es folgt & (x) = r\i‘i % (z:'_'f) x" und damit fir die gesuchte
Anzahl

bn '% (z::g) o 0 &,
Als Losung ergeben sich also die Catalanschen Zahlen (lt‘he
Bemerkung in § 2).

Auch formal unendliche Produkte kdnnen sehr nitzlich sein.

Diese kann man normalerweise auf eine endliche Anzahl von Faktoren
beschrinken, wenn man konkrete Koeffizienten bestimmen will.
Hierzu behandeln wir abschlieBend die folgende Aufgabe.

Aufgabe 6,6,

Man zeige: Es gibt ebensoviele Zerlegungen der natirlichen Zahl n
in eine Summe paarweise verschiedener natirlicher Zahlen > 0,

wie es Zerlegungen von n in eine Summe ungerader natirlicher
Zahlen gibt (Zerlegungen, bei denen sich die eine durch Vertau-
schung der Summanden aus der anderen ergibt, werden als gleich
angesehen).

Ldsungs

Seien a und bn die betrachteten Anzahlen, so daB wir a, = bn
zu zeigen haben. Es gilt einerseits

kﬁ; (:I.oxk) - (1+x)(1+x2)(1+x3) ® see ®=

o0
nz-‘; {{(11,....1‘) t0<i,< .0 <i  und

11 + ees * :I.s =n (s =0,1,2, ...)}'x"

F oecd
=2 ax.
n=0
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Andererseits haben wir

£ o (E g g ) -

k=1 J=o =0

- Z I{(J:.""'J.) t Jyseee)g ungerade und

Jybeeetsy = 0 (8 = 0,1,2,000)}]X"

g ¥

= b _Xx

n=o0 o

Wir brauchen also nur die Gleichheit der zwei betrachteten Pro=-

dukte nachzuweisen:
T (k) T (12
ksl

T (14x¥) o K22
k=1 T (1-x%)
kel
j.l?' (1-x2l‘)
k=1 - 1
B () o (aex
k=l k=1
22 1

ket 2k-1
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