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Aufgaben

Aufgabe 1

Sei d irgendeine positive ganze von 2, 5 und 13 verschiedene Zahl.
Man zeige, daB man in der Menge {2, 5, 13, d} verschiedene Ele-
mente a und b finden kann, fir die a « b - 1 kein volletdndiges
Quadrat ist,

IMO 1986, Nr. 1 (BRD)

Aufgabe 2
In der Ebene sind ein Draieck A1A2A3 und ein Punkt P, gegeben.

Wir setzen A = Ag_3 for s @ 4, FOr die Folge Py P1.P2.... ent-
stehe Pk+1 au. Pk bei der Drehung um 120° im Uhrzeigsrsinn mit
dem Zentrum Apar? k=0,1,2, so0 »

Beweise: Gilt P198é = P,s 80 1ist das Dreieck A;A,A; gleichseitig.
IMO 1986, Nr. 2 (VR China)

Aufgabe 3
Jedem Eckpunkt eines regulédren Finfecks sei eine ganze Zahl der-

art zugeordnet, daB die Summe aller 5 Zahlen positiv ist,

Wenn drei aufeinanderfolgenden Ecken die Zahlen x, y bzw, z zuge-
ordnet sind und y < o ist, so ist die folgende Operation gestat-
tet, Die Zahlen x, y bzw. z werden durch x+y, - y bzw, z+y er-
setzt, Solche Operation wird sukzessive durchgefihrt, solange
mindestens eine der 5 Zahlen negativ ist. Man entscheide, ob die
Folge dieser Operationen notwendig nach endlich vielen Schritten
abbrechen muB.

IMO 1986, Nr. 3 (DDR)

Aufgabe 4
Es seien A, B zwel benachbarte Ecken eines regelméBigen n-Ecks

(n 2 5) mit dem Mittelpunkt O, Es wird ein zu OAB kongruentes
Dreieck XYZ zunédchst mit dem Dreieck OAB zur Deckung gebracht
und dann so bewegt, daB sich der Punkt «X stets innerhalb des

n-Ecks und die Punkte Y und Z stets auf den Seiten desselben

befinden,

Man bestimme alle lbglichen Lagen, die X einnehmen kann, wenn
Y und Z gemeinsam den Rand des n-Ecks durchlaufen.

IMO 1986, Nr. 4 (Island)



Aufgabe 5

Man bestimme alle Funktionen f, die auf der Menge m’o der nicht
negativen reellen Zahlen definiert sind, nur nichtnegative reelle
Werte annehmen und die folgenden drei Bedingungen erfillen:

a) f(x « f(y) ) » f(y) = f(x+y) fur alle x,y e IR},

b) f(2) > o,

c) f(x) ¥ o for o S x < 2,

IMO 1986, Nr. 5 (GroBbritannien)

Aufgabe 6
In der Ebene sei eine endliche Menge von Punkten gegeben, die

beziiglich eines festen Koordinatensysteme lauter ganzzahlige
Koordinaten haben.

Man entscheide, ob es stets méglich ist, einige dieser Punkte
rot und die dbrigen dieser Punkte weiB zu f&rben, so daB sich
far jede Gerade, die zu einer der Koordinatenachsen parallel
verléuft, die Anzahl der auf ihr gelegenen roten Punkte von der
Anzahl der auf ihr liegenden weiBen Punkte um hdchstens Eins
unterscheidet. ’

IMO 1986, Nr. 6 (DDR)

Aufgabe 7
Es sei k = 2 und NygNos eees Ny 2 1 natGrliche Zahlen mit der

Eigenschaft

n n n n
np (2t - 1) ng |22 - 1)eeees g | 2511y, 0 (2% -y,
Man zeige, daB ny = n; = ... = ne = 1 ist, .
IMO 1985 (SR Ruménien); IMO-Vorbereitungsklausur 1986

Aufgabe 8
Sei d 2 1 eine ganze Zahl, die picht das Quadrat einer ganzen

Zahl ist. Man beweise, daB fir jede naturliche Zahl n & 1 gilt:
(n V@ + 1) . |etn (anv/d)| 2 1.
IMO 1985 (Frankreich); IMO-Vorbereitungsklausur 1986

Aufgabe 9
Seien K und K' zwei Quadrate von gleicher Seitenldnge in der

Ebene, Ist es mdglich, K derart in endlich viele Dreiecke Tye
T2. sees T_ 2u zerlegen, die paarweise keinen inneren Punkt ge-
meinsam haben und fir die es Translationen tir Tos eeen tp gibt,
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80 daB P
kew Uty (1)
im1 1 1
ist? .
IMO 1985 (Frankreich); IMO-Vorbereitungsklausur 1986 .

Aufgabe 10
Seli E = {1,2,,.., 16} und M die Menge aller 4 x 4 Schachbretter

mit lauter weiBen Feldern, deren 16 Felder mit jeweils einem Ele-
ment aus E belegt sind (verschiedene Felder haben verschiedene
‘ Elemente aus E). FOr ein zufédllig aus M gewiéhltes Element
A= (agy) 1=1,2,3,4
3> i=1,2,3,4
berechne man die Wahrscheinlichkeit p (k) des Ereignisses
max wmin n“ = k
i ] 3
for k € E. Ferner bestimme man 1 ¢ E so, daB
P(1) = max {p(k) | k ¢ E}.
IMO 1985 (TOrkei); IMO-Vorbereitungsklausur 1986

Aufgabe 11
Man bestimme 8 positive ganze Zahlen NyaNpe eees Ng mit folgen-

der Eigenschaft:
FOr jede ganze Zahl k, -1985 = k = 1985,
gibt es 8 Werte dgsdyy eeen dg € {-1,0,+1} mit
8 .
k= E d; - ng.
IMO 1985 (Frankreich); IMO-Vorbereitungsklausur 1986

Aufgabe 12

Sei 1 die Lénge einer kirzesten Diagonalen unter allen Diagonalen
in dem einen Dreieck T einbeschriebenen Rechtecken.
(Einbeschrieben bedeutet, daB alle 4 Rechtecke auf dem Rand des
Dreiecks liegen.) 2
Man bestimme den maximalen Wert von mﬁ:vTT‘ genommen iber
alle Dreiecke.

IMO 1985 (USA); IMO-Vorbereitungsklausur 1986”7



Aufgabe 13

Es sei T ein reguléres Tetraeder. Ein Kurvenstick C und den End-
punkten P und P' heiBt kiirzester P,P'-Weg auf der Oberfldche von
T, wenn (einschlieBlich P und P') sémtliche Punkte von C auf der
Oberflache von T liegen und C unter allen Kurven und dieser
Eigenschaft eine kleinste Lénge hat.

a) Men beweise, daB es zu jedem Punkt P auf der Oberfliche

von T genau einen Punkt P°' auf der Oberfldche von T gibt,

far den es mindestens drei verschiedene kirzeste P,P'-Wege
auf der Oberflache von T gibt,

FOr welche Lagen von P erreicht die Lénge dp des kirzesten
P,P‘'-Weges aus a) ein Minimum?

IMO 1985 (SR Vietnam); Vorbereitungsklausur 1986

b

~

Aufgabe 14

Man untersuche, ob es keine, endlich viele oder unendlich viele
natirliche Zahlen x gibt, fir die der Term sz + 2x das Quadrat
einer natirlichen Zahl ist.

(nach Alexander Kley, Berlin)

Aufgabe 15
An einer Jurysitzung einer IMO nahmen 60 Kollegen aus 30 L&ndern

teil, jeweils ein Leiter und ein Stellvertreter. Wihrend der
Sitzung begriBen sich einige der Teilnehmer. Kein Delegations-
leiter begriiBt seinen Stellvertreter und keine zwei Kollegen
begriBen sich mehrfach. Nach der Sitzung fragt der Leiter der
mongolischen Mannschaft jeden .Kollegen, wieviel letzterer be-
griaBt hat. Es erweist sich, daB jeder eine andere Zahl nennt.
Wieviel Kollegen hat der mongolische Stellvertreter begraBt?

(IMO 1985, Vorechlag UdSSR; Korrespondenzzirkel III - 85/86)



Lésungen

Aufgabe 1
Es genigt zu zeigen, daB mindestens eine der Zahlen 2d - 1,

5d - 1, 13d - 1 kein vollsténdiges Quadrat ist. Angenommen, das
ist nicht richtig. Dann :l.et fir gewisse positive ganze Zahlen
,y.zxzd-x2+1 5d-y + 1, 13d-zz¢1.

Daher ist x ungerade und 2d = X2+ 1 = 2 mod 8, d, h., d ist un-
gerade, Folglich sind y und z gerade, y = 2u, z = 2v, Wegen

- y2 = 8d gilt (v-u)(veu) = 2d, Mithin sind u und v von glei-
cher Paritét, und da d ungerade ist, erhalten wir einen wider-
spruch,

Die DDR-Mannschaft erreichte bei dieser Aufgabe 66,7 % der Punkte
(Ges.=P: 54,4 %)

Aufgabe 2

Fir jedes endliche System von orientierten Winkeln, deren Summe
ein Vielfaches von 360° ist, liefert die Hintereinanderausfihrung
von Drehungen um diese Winkel (mit beliebigem Zentrum) eine Trans-
lation., Bezeichne ry die Drehung um 120° (im Uhrzeigersinn) um Ay
(i =1,2,3), Dann ist f = ry e« rp » ry die Translation um einen

gewissen Vektor v. Da fssz, die 662fache Hintereinanderausfih-
rung von f, den Punkt Py in P1‘986 = P, Uberfiihrt, ist v = o und
folglich f die identische Abbildung. Daher gilt A= f(Ai) =
(B), wo B = ryry (A)) = rp(A;) ist. Die gleichschenkligen Drei-
.ecko A:.AZB und BAzA; haben gleiche Winkel (bei A5 und A; von je-
weils 120° ) und eine gemeinsame Seite A48, sind al-o kongru-nt.
Folglich ist AjABA; ein Rhombus mit den Winkeln 60° und 120° und
daher AjAsA; ein gleichseitiges Dreieck.
Die DDR-Mannschaft erreichte 100 % der Punkte (Ges.-@: 58,8 %)

Aufgabe 3

Seien Ugslps eees Ug,y die in einem gewissen Moment den Eckpunkten
des 5-Ecks zugeordneten Zahlen und mdge mindestens eine von ihnen,
etwa u,, negativ sein.

Sel v = (Vys eee, Vg) der Vektor, der aus u = (Ugs eees u5) durch
die im Text genannte Operation, angewa_ndt auf x = uj-l' y = "‘J'

z=u (bei zyklischer Numerierung : U, = Ug, ug = u,) hervor-

i+
geht. Man betrachte die Funktion F(u) = S° (Ugpq - u1_1)2. Es ist
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leicht zu sehen, daB F(y) - F(u) = 2 uye S ist, wo

s =3u, =%v, > o ist.

Folglich gilt F(v) ~ F(u) < o.

IDaher bilden die Werte von F eine echt fallende monotone Folge
von nichtnegativen Zahlen. Jede solche Folge iet notwendig end-
lich,

Eine andere Ldsung, die mit einem Spezialpreis ausgezeichnet
wurde, verléuft folgendermaBen. Mit den obigen Bezeichnungen
setze man '

6(u) =Zlu ] +Tduy + uy 4l + Ty, + Upg * "142'

*Lfug *ugeg t Ut Uyl
Durch Vergleich der 20 Summanden von G(u) mit den 20 Summanden
von G(v) erkennt man, daB 19 von ihnen paarweise gleich sind und
der Ubrige Summand in G(u) gréBer als in G(v) ist. Daraus
schlieBt man wie bei der vorigen L&sung.

Nach der Olympiade fand Dr. J. M. Cambell aus Canberra noch fol-
gende Uberraschende Lésung, die das gegebene Problem auf eine
Sortieraufgabe zurickfihrt, Er betrachtet folgende nach links
und rechts unendliche Folge
sees TUp Uy = Uy = Ugem Uz = Uy = Ug, = Uy - uge = UG, 0, ug.
uic—uz, ui*u2+u3, ul’u2+u3+u4, u1+u2+u3¢u4+u5,
2u1+u2+u3+u4+u5, cee o
Sie ist dadurch charakterisiert, daB sie beidseitig unbeschrankt
fortgesetzt wird und man ausgehend von irgendeinem Folgeglied
sukzessive zyklisch nach rechts hin die Zahlen UgslssUz,U, bzw.
ug addiert. Sei t, die urspringliche Operation der Addition von
u, zu den beiden Nachbarwerten auf dem 5-Eck und der Umkehrung
des Vorzeichens von u,., Man mache sich folgende drei Fakten klar:
1) t, vertauscht in der obigen Folge zwei benachbarte Glieder

vi und Vi (7 € R)

2) Vertauscht t, die Glieder v und Visge 80 werden bei t., auch

-

alle benachbarten Folgenglieder Vi: ke5, v:l.*1_+_ ke5+ k ganz-

zahlig, miteinander vertauscht,
3) t, ist anwendbar bei der urspringlichen Aufgabe

(de h., ay
So kann man die urspriingliche Aufgabe zu folgender umformulieren:
L&Bt sich die obige beidseitig unendliche Folge durch eine end-

< 0) genau wenn v; > v, 4 ist,
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liche Folge von zuléssigen Operationen tJ vollsténdig sortieren,
d, h. ordnen?

Sei v, irgendein Glied der obigen Folge und sei N; die Anzahl
der Folgeglieder rechts von Vs die kleiner als v, eind, N, ist
tatsdchlich eine natirliche Zahl, da die Summe 8 = Ug + Uy +oug o+
uy + ug positiv ist,

Nun erkennt man, daB die Anzehl N der Operation t,, die zum voll-
sténdigen Ordnen der obigen Folge uusreichsn, nicht nur endlich,
sondern gleich L =Ny +N; + Ny + N, + Ng

ist, wo Vye Voo V3 Vg Vg 1rgondwclche 5 nufainanderfolgende
Glieder der obigen Summe oipd. Denn jede Operation erniedrigt L
Uh Eins und L = O ist gleichwertig mit der vollstandigen Ordnung.
Damit ist die urspringliche Aufgabe gelést,

Campbell macht zwei weitere Be-ankungeﬁ:
a) Man kann L explizit bestimmen:

L= NLJ'
1518354 .
eoet
[l:i—:g--:ll 1 far Uy *eoot uJ =0
Nij‘ =

a; *eeot a ] :
( > 1 far Uy + cout uJ >0
b) Die endgiltige Konfiguration von Werten auf den Ecken des

5-Ecks ist unabhingig von der speziellen Folge der verwende-
ten Operationen t., und kann direkt von der Ausgangskonfigura-
tion UgelyaUz,Uy,Ug ermittelt werden., Dazu berechne man die
Reste von

Ugs Ugtuy, uy Uy tug, Uy tuytug U, modulo s,
Das liefert vier Zahlen im Intervall [0,s).

Geordnet mégen das
: < <
r1 rz-r3-r

sein,
Die endgiltige Konfiguration ist dann

4

Fqs Fp = Tqa Fg = Fg0 Ty = 30 8 = T4
Die DDR-Mannschaft erreichte 28,6 % der Punkte (Gesamt-@: 12,0 %)



Aufgabe 4
1, Lésung (nach der Musterlésung)
Es seien A,B,C drei benachbarte Eckpunkte des regelméBigen n-Ecks.
Y liege auf AB, Z liege auf BC (siehe Abbildung). -
X Offenbar 1st <y AOB + < OAB + < OBA =
0 c 180°
Wegen <5 OAB = & OBA = <= OBC ist folg-
lich < AOB + < ABC = 180° und schlieB-
lich < YXZ +< YBZ = 180°,
Also ist [ XYBZ ein Sehnenviereck.

Wegen XV = XZ eind 3 YBX und

A 8 3 ZBX Winkel dber gleichen Sehnen.
Also ist <x YBX = < 2ZBX, d. h. X € 0 B,
Es seiy = < XYB, Wegen 5 OAB = 5 XYZ = § - Z iet

b4 < < n

F-Zspsf+Z (1)
Dann ist im A XYB nach dem Sinussatz

BX_ _ sin ¥

XY sin (¥ - ﬁ)
also BY =50 .8in 7

sin (§ - )

Wegen (1) ist sin ¥ = sin (£ -%) = sin (F +Z) und
auBerdem ist sin ¥ S 1. Also folgt

‘BESBXS B0 E -8 W (——-1)
sin (% - &) cos T cos &

Wegen n 2 5 ist ooa%zcosf >cos§-%undﬁ<2-ﬁ,

d. h., die Punkte X liegen tatsachlich innerhalb des n-Ecks.

Die méglichen Lagen des Punktes X beschreiben 'a!.!\en Stern, dessen
Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt des n-Ecks zusammenféllt und des-
sen einzelne Strecken der Lange BO ( ) in Richtung der
Eckpunkte verlaufen,

cos Z -1
2, Lésung (nach I. Warnke)
Zunéchst wird @hnlich wie in der 1. L&sung bewiesen, daB X ¢ OB
und daB [0 XYBZ ein Sehnenviereck ist.
Nun gilt nach dem Satz des Ptoleméus

BX . YZ= XY . BZ + XZ . BY.



Flihren wir abkiirzend ein: a = AD = BUO = TO = XY = XZ und
b = AB = BC = VZ, so folgt
BX = 2 (B2 + BY) . (2)
Einerseits ist nach der Dreiecksungleichung BZ + BY & YZ = b,
also
BX = a = BO.
Andererseits ist (nach der Ungleichung zwischen dem arithmeti-
schen und dem geometrischen Mittel)
5] ez . w.
Nach dem Kosinussatz im Dreieck A YBZ gilt:
BZ2 +BY2 -2 . BZ « BY « cos< YBZ = b2,
Damit folgt weiter
b2 - (BZ+EY)2-2'BZ-'57[1+coa (= -ZT")],
2 (BZ + 57)2 -2, (B_Lz_+ 57)2 [1 - cos ZT"],
b2 2 (H+W)2{1-é+%coaz—"—},

n
(BZ + BY)2 cos? Z,

o
n
v

b a (BZ + BY) « cos Z; letzte Ungleichung da alle Gr&Ben posi-
tiv sind,
Somit folgt aus (2)

waxs B,

pé
cos &

Die asbschlieBenden SchluBfolgerungen ergeben sich nun wie in
der 1, Ld&sung,

Bemerkung: Es wurden auch Lésungen angegeben, die vollsténdig
aut der Eoordinatengeo-etrie beruhen, Diese L&sungen waren sehr
aufwendig und unibersichtlich,

Die DDR-Mannschaft erreichte;73,8 % der Punkte (Gesamt-@: 46,5 %)

Aufgabe 5
(Lésung nach der Musterlésung)

Angenommen, f(x) ist eine Funktion, die s&mtliche Bedingungen
erfallt,
Dann ist fir alle w > 2 nach (a), wenn x = w - 2 und y = 2’ge-
setzt wird,

f( (w-2) « £(2) ) « F(2) = f¢w).
Nach (b) ergibt sich f(w) = o.



Nach (b) und (c) haben wir somit
. f(x)-o%xzz.

Es seien nun o = Yy < 2 und x z o.

Die linke Seite von (a) verschwindet genau dann, wenn
x  f(y) 3 2. '

Die rechte Seite von (a) verschwindet genau dann, wenn
x+y=z2,

Also erhalten wir fir o = y < 2 und x 2 o die Aquivalenz:
_x.f(y)iZ@xoy-z

v A

und
' >-f%—y<=$x32-y. (3)
Daraus folgt die Gleichung = 2 - y (Man wéhle ein festes y
und betrachte in (3) alle naglichan x!).

Die einzige in Betracht kommende Funktion ist also

5 2 = fir o S x < 2, E
f(x) ={<~
°

far x = 2,

Diese Funktion, erfillt offenbar die Bedingungen beziiglich des
Definitionsbereiches und des Wertevorrats sowie (b) und (c).

Wir weisen jetzt nach, daB auch die Bedingung (a) erfillt ist,

Es seien x,y 2 o.

1) x + y < 2, Dann ist 0 S y< 2 und x « f(y) = %év < 32y) 5,

2=y
2
Also ist f(x f(y)) = E:%?T?T = 52 gg_ und
=Y

f(x - £(y)) » f(y) = 2%,‘— - 25y = oy = Flxey).
o :
2) x + y = 2, Dann ist die rechte Seite von (a) Null.
2, so verschwindet offenbar auch die linke Seite.

Ist y
Ist y < 2, so ist f(y)-iundx-f(y) ——y--g-(z—'u--z,

>

=

>

=
2-

d.h, f(x « f(y)) = o und die linke Seite von (a) verschwin-

det ebenfalls.

Die DDR-Mannschaft erreichte als einzige Mannschaft (1) 100 %
der méglichen Punkte (Gesamt-@: 60,0 %)

Aufgabe 6

1, Ldsung (von Dr. K. Engel)

Es ist mdglich, die Punkte entsprechend zu farben.

Man betrachte eine beliebige, zu einer der Koordinatenachsen
parallel verlaufende Gerade L, welche die gegebene‘Menge A
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schneidet. Es seien PyiPyiese,P  die im Sinne der freien Koor-
dinate in aufsteigender Ordnung aufgelisteten Punkte von A N L,
wir verbinden P, mit P,, Py mit P,, ... usw. durch Strecken. Das-
selbe machen wir fir jede solche Gerade L., Auf diese Weise er-
halten wir eine Menge von Strecken, so daB jeder Punkt aus A auf
héchstens zwei dieser Strecken liegt.

Also zerfallt die Vereinigung dieser Strecken in Polygonziige,
von denen je zwei verschiedene keine gemeinsamen Punkte aus A
haben, und sowohl offen als auch geschlossen sein kénnen. Die
abgeschlossenen enthalten eine gerade Anzahl von Strecken, da
zwei aufeinanderfolgende Strecken jeweils in rechtem Winkel zu-
einander stehen,

Wir farben die Eckpunkte jedes ﬁolygonzugee abwechselnd rot,
weiB, rot, weiB, usw.; das ist mdglich, da alle Zyklen gerade
Lénge haben, i

Falls noch Punkte in A Ubrigbleiben, die zu keinem dieser Poly-
gonziige gehdren, so férben wir diese auf beliebige Weise.

Die so erhaltene Férbung erfillt die Bedingung, was sich aus der
Konstruktion der Streckenziige leicht ergibt.

2, L8sung (von einem polnischen Koordinator)

Wir geben einen Induktionsbeweis iber die Machtigkeit von A.

For |[A| = 1 1st alles klar. wir betrachten eine Menge A und
nehmen an, daB die Behauptung fir jede Menge einer Machtigkeit
kleiner als |A | gilt,

Wenn es eine vertikale oder horizontale Gerade gibt, die genau
einen Punkt aus A enth&alt, dann kann die aus A durch Entfernen
dieses Punktes entstehende Menge aufgrund der Induktionsvoraus-
esetzung so geférbt werden, daB die Bedingung unseres Problems
erfdllt ist. Diesen speziellen Punkt farben wir entsprechend der
Férbung der Punkte auf derjenigen vertikalen oder horizontalen
Geraden, auf der er nicht einzeln liegt.

Wir nehmen nun an, daB auf jeder vertikalen oder horizontalen
Geraden, die A schneidet, mindestens zwei Punkte sus A liegen.
wir definieren durch Rekursion eine Folge von Punkten,

P° ist ein beliebiger Punkt aus A, Die horizontale Gerade, auf
der Py liegt, enthadlt weitere Punkte aus A; wir wéhlen einen
davon aus und bezeichnen ihn mit Py. Die vertikale Gerade durch
P, enthélt weitere Punkte aus A; wir wihlen einen anderen davon
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aue und bezeichnen ihn mit Pye In dieser Weise fortfahrend erhal-
ten wir eine Folge {P,;}, so daB die P, , und P, verbindende Ge-
rade horizontal verléuft, wenn i gerade ist, und vertikal verl&iuft,
wenn i ungerade ist,

Wir beenden die Konstruktion, sobald wir auf einen Punkt P, tref-
fen, der mit einem der bisher definierten Punkte P; (1 < n-1) durch
eine vertikale oder horizontale Gerade verbunden werden kann.

Wenn P, P__ 4 und P, auf einer Geraden liegen, so muB m - 1 & n
mod 2 gelten.

Wenn P° durch eine vertikale Gerade mit P, verbunden ist, so muB

n ungerade sein., In diesem Fall definieren wir m = o,

Wenn wir nun die Induktionsvoraussetzung fir die Menge A - [P..
Pasgr oo Pn] anwenden und die Punkte Pot Pasgs eees Pn alter-
nierend (sagen wir rot fir gerade i1 und weiB fir ungerade i) far-
ben, so erhalten wir eine Férbung von A mit den geforderten Eigen-
schaften, =

(In der Tat, jede Gerade L enthédlt entweder keinen dieser Punkte
oder zwei asufeinanderfolgende.)

3. Losung (nach einem bulgarischen Schiler)

Wir geben wieder einen induktiven Beweis nach | A| und beechrinken
uns hier auf den Induktionsschritt.

Es tritt einer der folgenden Fille ein:

a) Enthélt A vier Punkte Pys Pys Pgs Py, die (in dieser Reihen-
folge) die Eckpunkte eines Rechtecks sind, so firbe man A -

{Pl. Pye Pz Py } nach Induktionsvoraussetzung und P, und P rot
sowie P, und P weiB,

b) Enthédlt A dral Punkte Py, P,, P3, die mit einem Punkt PatA
(in dieser Reihenfolge) ein Rechteck bilden, so farbe man

A' = A = {Py, Py, Pz} v {P,}, was wegen |A'| = |Al -2 <A

nach Induktionsvoraussetzung méglich ist, Ist nun P4 (0.b.d.A.)
rot gefarbt, so férbe man Py und P3 rot sowie Py weiB,

©) Es gibt keine drei Punkte, die Eckpunkte eines Rechteckes sind.
Denn alle Geraden, die zu einer Koordinatenachse parallel sind,
und mindestens 2 Punkte von A enthalten sind “unabhéngig® vonein-
ander, d. h., man kann die Punkte, die auf solchen Geraden liegen,
etwa alternierend fiarben. Eventuell sonst noch auftretende Punkte
werden beliebig geférbt,

Es ist in allen Féllen leicht zu Uberprifen, daB die angegebene
Férbung die geforderte Eigenschaft hat.

12 L



4, Lésung (nach J. Jahnel)

Auch hier geben wir nur den Induktionsschritt an.

Gibt es eine horizontale oder vertikale Gerade L, die eine unge-
rade Anzahl von Punkten von A enthélt, so wdhle man einen, etwa P,
aus. A - { P} 1&Bt nach Induktionsvoraussetzung mit der gewiinsch-
ten Eigenschaft farben.

Wegen |L n (A - {P})| gerade, kdnnen wir P beziiglich L beliebig
farben, d. h., wir kénnen fir P die, beziiglich der zweiten achsen-
parallelen Geraden durch P ginstige Farbe wahlen.

Gibt es eine solche Gerade L nicht, so enthilt jede horizontale
und jede vertikale Gerade eine gerade Anzahl von Punkten aus A.

Wir wdhlen einen beliebigen Punkt P ¢ A aus und férben A' = A - { P}
mit geforderter Eigenschaft, was nach Induktionsvoraussetzung még-
lich ist. Sei h die horizontale und v die vertikale Gerade durch
P und sei d”(X) = (Anzahl der roten Punkte von X) - (Anzahl der
weiBen Punkte von X).
Offenbar gilt fir jede horizontale Gerade h' # h : d (h*n A) = 0
und fir jede vertikale Gerade v' ¥ v : d (v' N A) = o.
Also ist d (A') = (A -(P} ) =d (hn A'), was man durch zei-
lenweise Betrachtung sofort sieht. Spaltenweise folgt analog
SEA') = S (A= {P}) = I (VA A
Also ist F(hnA') s IF(vn A*)
wegen |h N A'| = |vA A'| ungerade ist |hn A'| = |[vAA'] =1
oder - 1, ’
wir farben
rot, falls |hn A'l = v A*' = -1,
P =— weiB, falls |[hn A'| = v a' =1,
Auch hier sieht man sofort, daB diese Férbung die geforderten
Eigenschaften hat.
Bemerkung: Fir diese Aufgabe gab es mehrere elegante Schiilerlésun-
EEET'EIE%E 3. und 4, Losung. Da diese zahl mit 9 (von 210 Schilern)

relativ hoch war, konnte sich die Jury nicht entschlieBen, diese
Lésungen mit einem Spezialpreis zu ehren.

Die DDR-Mannschaft erhielt 40,5 % der méglichen Punkte
(Gesamt-@: 27,6 %).

Aufgabe 7

Angenommen, eine der Zahlen, etwa n,, ist groéBer als 1.
Dann ist n, > 1, eees Ny > 1,

13



Sei m(n) der kleinste Primfaktor von n. Wir beweisen nun folgen-
de Aussage:

Ist n > 1 und ist p eine Primzahl mit p | 2" - 1, so ist m(n) < p.
Nach dem kleinen Satz des Fermat gilt 2P . 1 mod Pe

Zum g.g.T. d von n und p-1, d = (n,p-1), gibt es bekanntlich ganze
Zahlen (z. B. nach dem Euklidischen Algorithmus) x und y mit
d=x, n+y (p-1), ;

Fir n | p-1 bzw. p-1| n ist y = o bzw. x = o,

Ansonsten ist genau eine der Zahlen x und y negativ und die an-
dere ist positiv, Wir betrachten hier o0.B.d.A. den Fall x ist ne-
gativ und y ist positiv,

set 29 = z mod p, d. h, 2xn+y(p-1) _ 5 mod p.

Wegen (-x) > o ist 2" & 1 mod p und 2(=x)n = 1 mod p,

also 2Y(P-1)  pxn+y(p-1) | pn(=X) _ ; pog P
Andererseits ist 2Y(P=1) _ 4¥ .4 mod p, also
2Y(P-1) | 4 4 2Y(P-1) | ; pog P. (4)

Da p | 2"-1 ist (2,p) = 1, d. h., aus (4) folgt 2% = z = 1 mod p.
Mithin ist d > 1 und folglich m(n) S d. Da d ein Faktor von p-1
ist, erhalten wir m(n) S p-1 oder m(n)< p.

Damit ist die Aussage bewiesen.

n, n
Aus n, | (2 1"1) folgt m(ny) | 2 1-1 ynd nach unserer Auseage

m(n;) < m(ny). Analog erhalten wir -(n2)< l(n3). a(ng) < m(n,),
coes l(nk_1)< -("k) und .("k) < m(ng).
Also ist m(n,) < m(n;), d. h., unsere Annahme, mindestens ein
n : >1, kann nicht wahr sein. Folglich ist
no=nye aomny =1

Aufgabe 8
Da d nicht Quadratzahl ist, gibt es eine ganze Zahl k mit

k< n yd < k+l.
Durch Quadrieren erhalten wir

k2 + 15 n%d s k% + 2k
unter Beachtung, daB n?d und k2 ganze Zahlen sind.
Wir werden die Ungleichung sin -’715 > x for x £ (0,1) benutzen.
Sie folgt aus der Konkavitst der Funktion f(x) = sin ZX'- x
far x € [0,1] z. B. nach der JENSENschen Ungleichung

2
(f* --%—ain%’-‘- <o)

14



ain%f-- x--aing [xe14+ (1-x) 0] - [ x«1+(1-x)-0]

Zx[etnZ-12]+ (a-x)[sinZ.0-0]=0.

Fir k< n\V/d S k + & ist
lstn (7 nV/@)| 3 |etn (7V1 & kz)l = sin (7 (V1 + K& - k))
! ;

= sin
.\;1+k!+k
1 1
% > Tmn &

* sin iy 2
Furk+é< n-\/d <k + 1 ist
|ain(7r n\/t?)l =lsin (nV kz-bzk)' = sin(7 (k+1 - V P 2k)|

.4 1

1
= sin > sin wp& > >
kels Vk2+2k Z(k+T) kel 14n \/d

Aufgabe 9 (nach J. Jahnel)

Sei K das Quadrat ABCD mit dem Mittelpunkt M und sei K' das Qua-
drat A’B'C'D' mit dem Mittelpunkt M',

wir werden im folgenden zeigen, daB es aina-gawﬁnachte Zerlegung
von K stets gibt.

Ssind die Quadrate seitenparallel, so ist nichts zu beweisen. Wir
nehmen an, daB sich die Geraden AM und A'M' schneiden. 0.B.d.A.
kénnen wir weiter annehmen, daB der Winkel 2 ¥ , den die gerich-
tete Gerade MA mit der gerichteten Geraden M'A' einschlieBt,
kleiner als 90° ist (ansonsten bezeichne man die Eckpunkte um).

Wir kdénnen also K in K' dberfilhren, indem wir zundchst eine
Translation ausfihren, die M in M' dberfihrt, und anschlieBend
eine Drehung um 2 ¥ realisieren.

0.B.d.A. nehmen wir im folgenden an, daB ¥ mathematisch positiv
orientiert ist. Man beachte stets #< 4s°,

wir zerlagan K und K* folgendermaBen:

0 CaCry C

o\ A
O ¥ 24
o 1) 1%
(S
P TR R
K K*
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Es seien A1,Bl,01,01,Ai,Bi,Ci,Di die Mittelpunkte der Seiten

AB, BC, TD, DA, A'8", B'C', T'D', DTAT (in dieser Reihenfolge).
Es seien A,,B,.C,.D,,A;,B5,C5,D5 diejenigen Punkte auf AB, BT, TD,
DA, AT8T, B'C', T'D", D'A' mit ¢ = + ADA, = +BAB, = + CBC, =
‘FDCDZ und P = <l:A'B’I:)é -<¢‘:B‘C'Aé --#:C'D'B2 -
<+D'A'Cj. .

SchlieBlich seien A3,53,03,03.Ai,35,ci.05 (in dieser Reihenfolge)
die Schnittpunkte von AB, und DA, Bcz und ABZ' co, und BC,, DA2
und CD2 sowie A'C'2 und B'D'z, B'D'2 und C'A'z, C’A'z und D’B'z,
D'B', und A'C'5.
Offenbar ist A33 " B'A’3. BC3 n C‘B'3, CD3 " D'C's. DA3 " A'D'3.
Also kann man das Quadrat A3B3C3D3 durch eine Translation in das
Quadrat A'3B'3C'3D'3 aberfihren, und das natirlich auch mittels
einer Dreieckszerlegung, etwa A A3B5C5, A C305Az.
Die restlichen 8 Dreiecke von K (und K') sind samtlich gleich-
schenklige Dreiecke mit der Schenkellinge, die der Halfte der
Quadratseitenlénge gleicht, und Basiswinkeln ¥ (4 Dreiecke) bzw.
90° - ¥ (4 Dreiecke). '

Es ist nun leicht zu sehen, daB sich folgende Dreiecke durch eine
Translation ineinander Gberfihren lassen:

AM183—> AA'SA'ia'. ABB:I.C;,’4 AB'SB.:I.C" ACCiD
AC3C'ID', ADDiAs —> AD',JD'iA',

AAAgD, >  AB';B'B',, ABBsAi*AC'zc'C'i, A cCy8, =
AD'ZD'D%), AADDLC, —=> A Az A'A', .

—

3

Aufgabe 10 (nach I. Warnke)
Wir nehmen a,, = k an. Das ist keine Einschrénkung der Allgemein-
heit, da ein Vertauschen von Zeilen und Spalten an p(k) nichts
&ndert.
Die Gesamtanzahl der belegten Schachbretter ist nun 15.
Wir berechnen jetzt die Anzahl derjenigen Schachbretterbelegun-
gen, fir die max min ai'1 = k ist,

i J
Die anderen Elemente der ersten Zeile missen alle > k sein und
Jede andere Zeile muB mindestens eine Zahl < k enthalten.
Es gibt also (16 -k)(15 -k)(14 -k) Méglichkeiten, die 1., Zeile
zu komplettieren.
Es bleiben noch 12 freie Felder.
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Die G:;ontnnzohl. die k-& Zahlen < k auf die 12 Felder verteilen,
ist (L _4)e (k-1)1 fdr k = 2, Fir k = 1 ist die Anzahl gleich
Null,
Hier sind aber auch die Méglichkeiten enthalten, daB die k-1 Zah-
len auf nur zwei bzw, eine Zeilen verteilt werden,
Die Anzahl, die k-1 Zahlen < k auf die 8 Felder von genau zwei
Zeilen bzw. auf die 4 Felder nur einer Zeile zu verteilen, ist
(5.1)(k=1)1 bzw. (§_4)(k-1)1
Man beachte, daB (:) = o fir n > x1 |
Nach der bekannten recontr&-Formel erhalten wir also fir die An-
zahl der Verteilungen der k-1 Zahlen < k derart, daB jede der
drei Zeilen mindestans eine dieser Zahlen erhilt.

(B (k=101 = 3(,8) (k=1)1 + 3(}_y ) (k-1)1.
SchlieBlich sind nun 4 + (k-1) Felder belegt., Also gibt es
[16 - (4 + (k=1)) ]1 = (13-k)I MGglichkeiten der Belegung der
restlichen Felder, Insgesamt haben wir also

P(k) = gy (16-k)(15-k)(14-k) { (}21)(k=2)1 = 3(F_o)(k-2)1 +

3(p_g)(k=1)1 | (23-k)1

- fBemled)l (2 - 3G + 3]
' Té’l_) {(kﬁ) - 3(,20) + 30,4}

Einfache Auswertung dieser Formel ergibt
p(k) = o far 1 S kK S 3 oder 14 = k = 16.

26
P(4) = E7T3

p(s) = S5y e -3

4

2 6 5.13 65
P(6) = SoqT p(5) " Z%IT =@ < *

3. .

8 5

2 8 2
8 - = 1
p(8) 3;5-:1-13 EHP s -
p(9) = e e .§é<1
p(iO)-? . p10 _.’3:5-11< 1
p11) = oy g - 4 < 1

17



P(12) = m¥ore ‘ -8

P(13) = mrs el I

Also ist 1 = 5,

Aufgabe 11

Dis Zahlen ny = 3*1, i« 1,2,...,8 haben die gewiinschte Eigen-
schaft,

Bekanntlich kann man jede natiirliche Zahl auch im Positions-
system, zur Basis 3 eindeutig darstellen. Wir betrachten hdch-
stens*Bstellige Zahlen, d. h., fir jede natirliche Zahl n,

oSnsy: 2.3t .3%_ 1. 6560, gibt es zahlen

) i=1 8
01.52.....935{0.1,2} mit n = ) 913"'1.
i=1 8
Nun ist n - 3280 = n - 0 3+l . )] (g - 1)3*72,
i=1 i=1

Definieren wir d; =e; -1,1=1,2,,..,8, so gibt es fir jede
natiirliche Zahl k mit k = n - 3280 und

o3n <6560, d. h., - 3280 § k § 3280,

ganze Zahlen dydy,s..,dg € { - 1,0,1} mit

8
k-zdn.
fa1 11

Aufgabe 12
o Wir bestimmen zunéchst unter
allen Rechtecken XYZW, die
. £ 5 dem Dreieck ABC einbeschrie-
ben sind und fir die X, Ye AB
ist, dasjenige, das eine
minimale Diagonale hat.
A X D Y B

Sei x = XW =YVZ, y =XV = WZ, C= A5
h, =CD, k = XZ.

Dann. ist k% = x2 * y? und nach Strahlensatz La =

2

also k2 = x2 + 5_2. (h, - x)2,
h
[+
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2
2 2 4
2 c c 1 2 c 1
k-\/io-h—z X - . +c” - = = .
c 1+ c (1+ —)
h h
2 2 ¢ c
Raieall
hcz-o-c2

2 c2

c
2 . -T2

he (10'31_2) hS + ¢
c

Gleichheit tritt gaﬁ-u fir x = v hc ein,

1-
d, h., wegen o < x < h_ gibt es tatsichlich ein Rechteck fir
das in (5) Gleichheit eintritt,

Ist A ABC gleichseitig, so haben wir a = b = ¢ und

~hy = hy = h, = % V3¢, aldo fir jede Seite (1)

2
2 A BV3E 12 43
» de h., ke

(E\/!.') c“+c amdmm
Ist A ABC nichtgleichseitig, so ist mindestens ein Winkel, etwa
< ACB, gréBer als 60°, Dann folgt aus dem Kosinussatz und durch
elementare Umformungen, wenn 7 = < ACB sei, )
= .2 + b2 - 2ab cos 7 = 2ab - 2ab ;oga" = 2ab(1 -~ cos 77) =
ab 4(1-cos 7 ) 4.2 sin

sin 7 » = A, ———
z sin 2.8in g cos g

é-hc ceh 1

r c o
= « 4 ¢ tan > « 4 « tan 30" = 2ceh_ . =,
- e . =

min k? =

also h < !—’3’ C.

2 2
Da die Funktion f(x) = —zx—z- wegen f'(x) = %x__z_ > o fir x < ¢
x“+c (x“+c)

streng monoton wachsend ist, erhalten wir

3

. - R V)
. h "+¢ (g t:)Eﬂ:2 2¢ 7
und damit

2 2c+h

k c 4 V3

A" h_ETcZ < =7 .

c
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Da es eventuell noch Rechtecke gibt, deren eine Seite auf einer
anderen Dreiecksseite liegt,ist sicher
12 a3
x =
2
d. h., das Maximum von i—- wird fir gleichseitige Dreiecke ange-
nommen.

Aufgabe 13 (nach Martin Welk)
a) Die Eckpunkte des Tetraeders seien Q 4+Q5.Q5 und Qe Das Netz
des Tetraeders besitzt dann offansichtlich die Form:

Qg 83 9,

9,

Planfigur 1:

(Hier und im folgenden werden Punkte des Tetraeders wie die ent-
sprechenden Punkte des Tetraeders bezeichnet; Punkte, die dem-
selben Punkt der Tetraederoberfliche entsprechen, werden eben-
falls als gleich bezeichnet,)

Durch Aneinanderfiigen mehrerer solcher Tetraedernetze erhdlt man
folgende Figur, in der beliebige vier, der kleinsten auftreten-
den gleichseitigen Dreiecke, die ein gleichseitiges Dreieck der
doppelten Kantenlﬁnge‘ bilden (Planfigur 1),als Netz von T betrach-
tet werden kénnen.



P1) g Q2

Planfigur 2:

Eine Verbindung zwischen zwei Punkten der Tetraederoberfliche wird
in dieser Figur stets als eine Strecke zwischen Bildern dieser
Punkte abgebildet. Eine kiirzeste Verbindung darf dariiber hinaus
héchstqns zwei Kanten schneiden.

0.B,d.A. liege P im Innern oder auf dem Umfang des Dreiecks
Ah°1°z°3 und habe von 0103 einen Abstand, der mindestens gleich
einem Drittel der Héhe dieses Dreiecks sei. (Das ist stets mdg-
lich, da die Summe der Abstinde eines Punktes des gleichseitigen
Dreiecks zu den drei Seiten gleich der HBhe dieses Dreiecks ist.)

Konstruiert man nun zu drei Bildern von P (etwa den in Plan-
figur 2 gekennzeichneten) den Umkreismittelpunkt, der offenbar
im Bild von 010304 liegt, und bezeichnet man den diesem Bild
entsprechenden Punkt der Oberfléche von T mit P', so besitzt
Jede der Verbindungen zwischen einem der drei Bilder von P und
dem Bild von P' die gleiche L&nge. Diese Verbindungen entspre-
chen den kirzesten P,P'-Wegen auf der Tetraederoﬁerflﬁcho. von
denen folglich drei verschiedene existieren,

Damit ist gezeigt, daB fir jeden Punkt P ein Punkt P' mit dieser -
Eigenschaft existiert, Da es fir das aus den drei Bildern von P
gebildete Dreieck (es handelt sich dabei um das kleinste von
drei.Bildern von P gebildete Dreieck) nur einen Umkreismittel-
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punkt gibt, und fir jeden anderen Punkt P' keine drei gleich-
langen kiirzeren Verbindungen vorhanden, d. h., es gibt genau
einen Punkt mit der gewinschten Eigenschaft.

b) Offensichtlich ist der Abstand zwischen den in Planfigur 2
mit (1) und (2) bezeichneten Bildern von Q0,05 liegenden Bil-
dern des Punktes P gleich der doppelten Kantenlénge von T. Diese
beiderr Bilder von P bilden mit dem Bild von P' zusammen - wie
unter a) bewiesen - ein gleichschenkliges Dreieck (ggf. ent-
artet), so daB aufgrund der Dreiecksungleichung die Lénge jeder
der drei kirzesten Verbindungen mindestens gleich der Tetraeder-
kantenlénge ist.

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn das Dreieck entartet ist,
wenn also der Umkreismittelpunkt des von den Bildern von P ge-
bildeten DOreiecks auf der dem in (3) liegenden Bildpunkt gegen-
tberliegenden Seite liegt. Das tritt genau dann ein, wenn der
bei letztgenanntem Bildpunkt liegende Innenwinkel ein rechter
winkel ist,

Da die Bilder von P in (1) und (3) zentralsymmetrisch beziglich
des dazwischenliegenden Bildes von Qz und die Bilder in (2) und
(3) zentralsymmetrisch beziiglich des dazwischenliegenden Bildes
von Q, liegen, folgt daraus, daB dP genau dann minimal wird,
wenn < Q,PQ; = 90° gilt,

Nach dem Lehrsatz des Thales und dessen Umkehrung wird daher d

genau dann minimal, wenn P zum einen auf einer Seitenfldche

von T und zum anderen auf dem Thaleskreis (iber einer Kante die-

ser Seitenfliche liegt.

Alle Punkte P mit minimalem dp liegen also auf einem "krummlini-
gen” Dreieck (jeder Seiten-

03 flache)

(vgl. Planfigur 3, o.B.d.A.
Seitenflédche 010203 darge-
stellt).

a4 a2
Planfigur 3
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Aufgabe 14
Durch Angabe einer Zahlenfolge wird hgewiesen, daB es d

lich viele'Peare (x,y) natirliche Zahlen gibt, faGr die
2x2 4 2x = y2 gilt,

it = t =2t 2 _ 1 (n H 1). Dann gibt es zu jedem
Es sel t, /;71 n+l n ¢ 9

2 2 2
=t - 1 ein Yo € N mit an + an = Y (6)
Dann wird gezeigt: Zu jedem n gibt es natlrliche Zahlen p und q
so, daB

t,-1= p2 und t, +1m= 2q2 ) (7)

gile,

Beweis: Fir nsi iet p=4, q= 3, Es gelte fir eth n € N
ty=1= pz und t, + 1 = 29", Dann ist

2 2
theg = 1 =2t -2 = 2(¢, - 1)4(:n + 1) = (2pq)° und
2 2
the * 1= 2:n =2 (t") .

Mithin gibt es fir alle Glieder der Folge (t;) (von n abhéngige)
Zahlen p und q mit (7). Nun erfillen die natlrlichen Zahlen

X, = tnz - 1 und Yn ™ 2Pq t, die Gleichung (6).vdenn ?- ist
2 2 25. 2. 2
24y + 2% = 2xp(xg + 1) = 2(t,=1)(t01) 1,2 = 2p%2¢%¢, 2 = (2pqr,)?

= yn2 und folglich gibt es unendlich viele Paare (x,y)
natirlicher Zahlen, fir die 2x% + 2x = y2 gilt,

Aufgabe 15 (nach Ingo Warnke, Martin Welk, Stephan Werner)

Es wird durch vollsténdige Induktion nach n folgender allgemei-
ner Sachverhalt bewiesen.

Handelt es sich um n Liénder, die jeweils durch einen Leiter und
einen Stellvertreter vertreten sind und gelten obige Aussagen
Ober die BegriBung und Befragung, dann hat der mongolische Stell-
vertreter genau (n-1) Kollegen begrdBt (n. e N, n® 1).

Beweis:

FOr ne1l nehmen an der Sitzung nur der mongolische Leiter und
sein Stellvertreter teil. Da der mongolische Stellvertreter sei-
nen Leiter nach Voraussetzung nicht begr(8t hat, hat er
Nn-1=1-1=0Kollegen begroBt.
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Induktionsvoraussetzung: Bei n anwesenden L&ndern und den Vor-
aussetzungen Ober die BegriBung und Befragung hat der mongoli-
sche Stellvertreter genau n-1 Kollegen begriBt.
Induktionsbeweis: Der mongolische Leiter befragt 2n+1 Kollegen.
Jeder Kollege hat hdchstens 2n Kollegen begriBt (sich selbst

und den Kollegen aus seinem Land nicht).

Der mongolische Leiter bekommt also genau 2n+1 paarweise ver-
schiedene Zahlen zwischen O und 2n genannt. Damit werden ihm die
Zahlen 0,1,..., 2n jeweile genau einmal genannt. Es sei A der
Kollege aus der Menge der Befragten, der genau 2n Kollegen be-
griBt hat. A hat offenbar alle auBer sich selbst und seinen Kol-
legen aus dem eigenen Land begriBt. Demzufolge ist der Kollege
aus der Menge der Befragten, der O Kollegen begriBt hat, aus
demselben Land wie A.

Diese beiden Kollegen werden aus der Sitzung entfernt.

Da der mongolische Leiter nicht der Menge der Befragten angehért,
ist die mongolische Delegationsleitung noch bei der reduzierten
Sitzung vorhanden.

Jetzt mdge der mongolische Leiter seine Befragung wiederholen.
Jeder wirde jetzt eine Zahl nennen, die um 1 kleiner ist als

die bei der vorigen Befragung, da jeder der Befragten von den
beiden aus der Sitzung entfernten Kollegen genau A begriBt hatte.

Da bei der urspriinglichen Befragung jeder und eine andere Zahl
nannte, ist das auch jetzt wieder der Fall. Folglich ist die
Induktionsvoraussetzung auf die reduzierte Sitzung anwendbar.
Der mongolische Stellvertreter hat n-1 jetzt anwesende Kollegen
begriaBt.

Da er wirklich auch noch genau einen entfernten Kollegen (n&m-
lich A) begriBt hat, hatte er bei der urspringlichen Befragung
die Zahl (n-1)+1 = n angegeben.

Damit ist der Beweis gefihrt.

Fir n = 30 hat also der mongolische Stellvertreter genau 29
Kollegen begriBt. '
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Aufgaben

Aufgabe_1
Sei S = {1, 2, eeey N} (n & 1) und sei p (k) die Anzahl der
Permutationen von S mit genau k Fixpunkten. Man beweise:

n
Z k'pn(k)-nl

k=o

IMO 1987, Nr. 1 (BRD)

Aufgabe 2
ABC sei sei spitzwinkliges Dreieck. Die Halbierende des Innen=-

winkels bei A schneidet die Seite BC in L und den Umkreis des
Dreiecks in N (N# A). Seien K und M die FuBpunkte der Lote von
L auf AB bzw. AC. Man beweise: Die Flacheninhalte des Vierecks
AKNM und des Dreiecks ABC sind gleich.

IMO 1987, Nr. 2 (UdSSR)

Aufgabe 3
Es seien Xgs Xpo seer Xn reelle Zahlen mit xi + xg + oo + xﬁ =

Man beweise:
Far jede natGrliche Zahl k a 2 gibt es ganze Zahlen
ay (L =1, 2, ees, n), for die Ve
< ‘k - 1! o \/n
8, Xq + see *+ 8 X =
l 171 * n n] KD - 1
gilt, wobei die Nebenbedingungen
- nicht alle a; sind gleich Null,
- for slle 1 gilt |a,| = k = 1,
erfallt sind.
IMO 1987, Nr. 3 (BRD)

Aufgabe 4
Es gibt keine Funktion f : IN, =9 IN , welche far alle n ¢ INg

die Eigenschaft

f(f (n)) =n + 1987
besitzt (INy = {0, 1, 2, 3, ees})e
Mo 1987, Nr. 4 (SR Vietnam)



Aufgabe 5
Es sei n eine natGrliche Zahl a 3,

Man beweise: 1

Es gibt eine Anordnung von n Punkten in der Ebene, fir die je
zwel beliebige Punkte einen irrationalen Abstand haben, und je
drei beliebige Punkte ein nicht entartetes Dreieck mit ratio-
nalem Flaécheninhalt bilden.

IMO 1987, Nr. 5 (DDR)

Aufgabe 6
Sei n eine ganze Zahl a 2,

Man beweise:

wenn k2 + k + n far alle ganzen Zahlen k mit 0 = k =v/§1 eine
Primzahl ist, dann ist auch k2 + k + n fir alle ganzen Zahlen
k mit 0 @ k 5 n - 2 eine Primzahl.

IMO 1987, Nr, 6 (UdSSR)

Aufgabe 7 2

In einem Schachturnier mit n a 5 Teilnehmern .bgon[-%r] + 2 Par=-

tien gespielt sein.

a) Man beweise die Existenz von flnf Spielern a, b, ¢, d, e, fur
die mindestens die Partien ab, ac, bc, ad, ae, de bereits ge-
spielt sind. 2 )

b) Gilt die Aussage auch far [qr] + 1 gespielte Partien?

Aufgabe 8
Man betrachte die Gleichung
4 3

x* 4+ ax> + bx? & ax + 1 =0
mit reellen Koeffizienten a, b und bestimmte die Anzahl von ver=
schiedenen reellen Nullstellen und deren Vielfachheiten fiar die
mdglichen Werte von a und b,

Aufgabe 9
Man beweise die Ungleichung

(~a+bec)? . (a=b+c)? . (asb-c)? 3
(-a2+b2+cz) . (az-b2+c2) . (az+b2-cg).



Aufgabe 10

seien [ A, B] ein Intervall der Lénge 1 und C, D variable Punkte
in diesem Intervall. Man bestimme den maximalen Wert, den das
Produkt der Langen von den sechs verschiedenen Teilintervallen
mit Endpunkten in der Menge A, B, C, D annimmt,

Aufgabe 11
Man beetimme sdmtliche L3sungen des Gleichungssystems

x>+ ys + 25 x4 y+zm=8

in ganzen Zahlen x, y, Z.

Aufgabe 12
Man bestimme fir gegebene feste Zahl n = 2 samtliche n-stelligen
Zahlen

Ho - .—1?"-.—‘; (l1+ 0, 1 = 1,,..n), die

durch samtliche n-1 Zahlen

M, = - M - —
17 8j8300.8.8,, 83840008 8,8,5000; N=1 " 8 8,8500.8 4

teilbar sind.

Aufgabe 13
Sei {an} »N=0,1, 2, «oo, die durch

ag = o, a = 1, apo=4 8 4 +a, forn a o0

definierte Folge von ganzen Zahlen., Man bestimme die gemeinsamen
Teiler von a,qq¢ und 86391

Aufgabe 14

Seien C, und cz Zwel Kreise. A bzw. A, sei ein fester Punkt auf
Cy bzw. Gz Ferner seien A,P, bzw, APy parallele Sehnen von C,y

bzw. Cye Men bestimme den geometrischen Ort der Mittelpunkte der
Strecken P1P2.



Aufgabe 15

Man bestimme die kleinste ganze Zahl n & 3, fir die es ein n-Eck
Q und einen Punkt A im Innern von Q gibt, so daB jede Seite

von Q einen Punkt enthdlt, der von A aus nicht sichtbar ist. Man
beweise, daB die so bestimmte Zahl n folgende Eigenschaft hat:
Jedes nicht dberschlagene n-Eck entha&lt zwei Punkte B und C, so
daB jeder Punkt des n-Ecks von B oder von C aus sichtbar ist.

Aufgabe 16

In dem spitzwinkligen Dreipck ABC seien Hshen AA,, BBy und cc,
gezogen, Auf den Strecken AsCy bzw,. B,C, seien Punkte K bzw. M
gewdhlt, so daB ¥ MAK = *wi ist, Man beweise, daB AK die
Winkelhalbierende des Winkels < CyKM ist.



L3sungen

Aufgabe 1

Man ordne jeder Permutation f von S einen Vektor f zu, der aus
Nullen und Einsen besteht, wobei die i-te Koordinate von f genau
dann gleich Eins sei, falls f(i) = i gilt. Die n! 0,1-Vektoren
schreibe man untereinander. Dabei entsteht ein Rechteck L. In L
zahle man auf zwel Arten die Anzahl der Einsen.

Zeilenweise ergibt sich n
S ke by (k)

k=0

In jeder j-ten Spalte stehen (n-1)! Einsen, da es (n=-1)! Permu-
tationen f mit f(j) = J gibt, J = 1, .es, n. Deher gibt das
spaltenweise Abzdhlen n « (n-1)! = nl Einsen und die Behauptung
ist bewiesen.

Aufgabe 2
0.B.d.A. habe der Umkreis um das Viereck AMLK neben L einen wei-

teren Schnittpunkt P % L mit der Strecke BC. Dann ist

<BCN = <x BAN (Peripheriewinkel Gber gleicher Sehne). Analog
gilt <~MAL = < MPL. Da AL Winkelhalbierende ist, gilt

<BCN = < BAL = <k MAL, Daher ist < MPL = < BCN und folglich
PM || NC. Analog beweist man KP Il BN.

FOr die Trapeze BKPN und NPMC gilt

Saxe = Snpe U9 Spnr * Scrm
und folglich S,gs = Spenyme

Aufgabe 3
Wegen xf + xg + eee * x,z.‘ = 1 gilt nach der Cauchyschen Ungleichung

Ixgl + 1X5] + wos + Ixp '-‘\/xf + xg +oeee x'zI o\/n =y/n.
Folglich liegen alle Summen der Form a, « Xy + «eo 8, X,

mit a, ¢ {0, 1, eses k=1} in einem abgeschlossenen Intervall
der Lange (k-1) *\/n. Dieses Intervall kann mit k" - 1 abge-
schlossenen Teilintervallen der Linge

k=1) +Vn

k" -2



Gberdeckt werden. Nach dem Schubfachprinzip gibt es mindestens
zwei Summen, die im gleichen Teilintervall liegen. Der Absolut-
betrag ihrer Differenz darf die L!ngo dieses Teilintervalls nicht
Gberschreiten. Mithin gibt es

8y c €{0, 1, £2, 0o, # (k1)) mit

k=1) +Vn

8y * Xy +8; ¢ X, + 00s +B X
[1 1 2 2 n k" -1

Aufgabe 4

Angenommen, es gibt eine Funktion f(n) mit den angegebenen Eigen-
schaften.
Dann gilt fOr alle n e¢lN

(]
f(n + 1987) =#(f(f(n))) = f(n) + 1987
und per Induktion
f(n + 1987 « k) = f(n) + 1987 « k fir alle k ¢ INO. (%)
Zu jedem n ¢ INg eei M, = {n, f(n), f(f(n)), ees}e
Ist m M), so ist sicher M, & M .
Es seien M“"l diejenigen Mengen, die nicht erweiterbar sind.
Wir haben
M= {n + 1987 « k : k eINJu{f(n) + 1987 « k 5 k € | Ny}.

Jede Menge Mn * enthalt Ele-anta aus hbch-tons zwei Restklassen
modulo 1.987.

Ferner ist f(n) + f(m) fir n+m, denn aus f(n) = f(m) folgt
m+ 1987 = #(f(m)) = £(7(n)) = n + 1987,

Also 1st M *n M"- ¢ far n + m.

Da sémtliche Restklassen modulo 1987 in den Mengen M* vorkommen
(man lasse nur n die Menge {0, 1, ..., 1936} durchlaufen) und
1987 ungerade ist, kann eine der Mengen M nur Elemente einer

Restklasse enthalten, d. h. fdr ein gewiaoe. ng € INO gibt es
ein 1 ¢ IN mit

f(no) -’ ng + 1987 . 1,



Damit ist zusammen mit (x)

ng + 1987 = f (f(y)) = f(ng + 1987 « 1) = f(n,) + 1987 . 1
= (ng + 1987 . 1) + 1987 . 1,

Es folgt 2 1 = 1 im widerspruch zur Ganzzahligkeit von 1.
Also gibt es keine Funktion mit den angegebenen Eigenschaften.

Aufgabe S5
1, L3dsung
Von den Punkten P, (1, 12) mit 1 = 1, 2, .es, N liegen offenbar

keine drei auf einer Geraden.

Da y = x2 konvex ist, laBt sich der Flacheninhelt vom A PyPyPy
(1 < J < k) als Summe von Trapezflichen darstellen und man
erhilt

2 _,2 2 _ .2 2 _,2
o el R G Ty S CEOT

also ist A rational
A Ptpjpk .

Schlieslich et FiF5 = (12-14%)% + (3-0)% = (3-1)2 [(341) + 1],

R AR V)2 s+ 1.

Angenommen, F’_FJ ist rational. So ist auuh\/(;ﬂ.)2 + 1 rational,
d. h., es gibt p, q¢Z, q+0, (p,q) = 1 mit

(143)% + 1= B,
(101)2 +1 = E;sz.
q

2

Mithin ist q2 | p© und q = 1, also (101)2 +1= pz.

Nun ist aber
(3+1)% < (3+1)% + 1 = p? < (ye141)?
d. he, pz liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quadratzahlen.
Aus diesem Widerepruch folgt, daB unsere Annahme falsch ist,
de he, F*FJ ist irrational.
2, Ldsung
Es sei m oine natirliche Zahl = 1, Wir definieren einen Winkel
¥ durch



2
¥ 2 m m- -1
sin-z--—z-—' +1undcos-£—-—2——- o

2
was wegen (:2-2—'1:)2 + (Ez-—‘:—:-)2 = 1 mbglich ist. Da

1im 28
m =% n° + 1

daB n ¥ < 7 ausfallt.

= 0 ist, kdnnen wir m derart groB wihlen,

Offenbar sind sin - und coe % rationale Zahlen.

Nach der Moivreschen Formel [cos K« + i sin K« = (cosx + 1 eina )KJ
1&8t sich sowohl cos K x als auch sin K« als Polynom in cos «

und sin x mit ganzzahligen Koeffizienten darstellen. Folglich

ist sowohl cos K -5- als auch sin K -!- eine rationale Zahl,

Auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius 1 wihlen

wir die n Punkte P;, Py, ..., P, derart, daB < Py MP
ist (siehe Abb,).

i+1

Man beachte
FPMP = (n-1) P < 7 .

Nun liegen offenbar keine drei Punkte auf einer Geraden.
Weiter gilt

F:P;z-12+12-2-12c01((j-1))°}-2(1-c°l((1-1)?’”

=2(2etn®((1-1)F))=(20n ((31-1)F))2
also wegen 0 < (j = 1)-£F-<nr<7y

PIP?- 2 ein ((§-1)F).

Da\/2' irrational und sin ((3 - 1) -f- ) rational ist, ist Fipj
irrational,

10



Der Fliacheninhalt des Dreiecks A P’_N’J ergibt sich zu

2
3 etn ((3-1)7r) . Aleo tet far 1< § <k

A = A + A - A '
A P’.I’Jl’k A F’.MPJ A ijk A Piwk

=% otn ((3-1)¥) + & stn ((k=3)7) - & sin ((k-1)¥)
rational.

3. Losung

Wir beweisen die Aussage mittels Induktion nach n.

wir definieren Punkte vom Typ P, (1, Y!.)' Yy € Z,1=1,2, eoes
mit den geforderten Eigenschaften.

Da wir nur Gitterpunkte betrachten, sind alle Flacheninhalte
rational, etwa nach

Yi

1
A = J vy 1| .
APP.P 3
13k
kyk 1
Fﬁrn-Svﬁhlomanz.B.y1-0,y2-1,y3-3.

Wir nehmen an, wir haben schon n Punkte mit den gewinschten
Eigenschaften.

Wir zeigen, daB es ein geeignetes y ., € Z, d. h, einen geeigne-
ten (n+1)-ten Gitterpunkt mit der x-Koordinate n+1 gibt.

Die ersten n Punkte definieren genau (r21) Geraden, d. h., hdchstens
endlich viele Gitterpunkte mit der x-Koordinate liegen auf schon
existierenden Geraden. Also gibt es ein yr(‘gze Z , so daB keiner
der Punkte (n+1, ynﬂ.) mit vy - yr(‘sl mit zwei der ersten

n Punkte auf einer Geraden liegt.

PP = (2-)% (v - v
Sei Y,(,ﬂ = (ne1-1)% + 1+ y; for i =1, 2, ooy ne
Far Yo+l a yrﬁ). ist

Yner > n+1-:|.22 +L. Yie

(n#1-1)%< 2(y, 4 = v4) - 1

(ne1-1)% & (yppq = Y402 < (Vpag = ¥4 *+ D%

11



d. h.

2
(Ynea = ¥1)° < FPISS < (Yneg = vy * 02

Wie in der 1. Ldsung zeigt man nun, daB Fipnol nicht rational
sein kann,
Nun wihle man sich eine beliebige Zahl
(1)

max .
ie{o, 1, ..., n} Yne1
Der Punkt Pasg (n+1; Yn+1) 18t nach Konstruktion ein geeigneter
(n+1)=ter Punkt.

>
Ynes =

Bemerkung: Es gibt zahlreiche weitere Konitruktiononbglichkeiton,
Z. B. n Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden liegen
im Gitter

'-{(x, y) : x =V2p ¢ k,y =\/2p ¢ 1, k, 1€{ 1, ..., nz}} v

wobei p > 4n4 eine Primzahl sei, oder

-{e+oc-asy.8:x, ye }, wobet orund 4
Vektoren mit |a|=\/2', |4 «\/F sin <+ (a,b) = === .,

Ve

Aufgabe 6

Wir beweisen die Behauptung indirekt.

Wir nehmen also an, es gibt eine natlirliche Zahl 1, so daB
12 . l+n

keine Primzahl ist. Gibt es mehrere solcher Zahlen, so bezeichne

1 die kleinste dieser.

Dann ist nach Voraussetzung

\V § <l3n- 2,
und fur jede ganze Zahl k mit 0 = k = 1 - 1 ist

2

k® + k +n

eine Primzahl,
Sei k eine beliebige ganze Zahl mit 0 & k = 1 - 1,
Nun ist

(12414n) - (k2+ken) = 12 - k2 4 1 = k = (1-k) (L+ks1),

d. h., ist l-k bzw. l+k+1 Teiler von 12+1+n, 80 ist l-k bzw,
1+k+1 auch Teiler von k2+k+n.

12



Wegen. 1 S 1-k & (n-2) - k < k2+k#n
und 1< 1+kel S (n=2) + kel < kZ+ken

ist 1~k (auBer fir l-k=1) und auch l+k+1 kein Teiler von k2+k+n
und damit auch nicht von 1201+n.

Durchlauft k die Zahlen O, 1, .., 1l=1, so (1l=k) und (l+k+1) die
Zahlen 1, 1-1, .., 1 und 1+1, 142, .. 21,

<

Folglich hat 12414n keinen Teiler = 21, Far den kleinsten Prim=
teiler p von 12+1+n gilt also p a2l +1.

Da 1z+1+n mindestens zwei Primteiler hat, gilt offenbar

p2 & 12414n,

logen\/? < 1 folgt schlieBlich
124140 = p2 2 (2141)2 = 41244141 > 12414(31%) > 12414n.

Wegen dieses Widerspruchs muB unsere Annahme falsch sein, d. h.,
die Behauptung ist bewiesen.

Bemerkung: Interessant ist die Frage nach den n, fir die die
Prémisse erfdllt ist, Man findet leicht n = 3, 5, 11, 17, 41,

FOr die letzte ist die Aussage aus der Geschichte (Euler) wohl-
bekannt.

Eine Computersuche ergab, daB es keine weiteren geeigneten Zahlen
n bis 100 000 gibt!

Ein Beweis dafiir, daB tatsiéichlich nur 5 geeignete n's existieren,
steht noch aus.

Aufgabe 7
Beweis durch Induktion dber n. 2

a) Sei n = 5, Der Graph mit [ %— + 2 = 8 Kanten entstehe durch
Weglassen der Kanten k und k' aus dem vollstandigen Graphen
Kg mit (%) = 10 Kanten, 0.8.d.A., darf man k = ce, k' = cd bzw,
k = ec, k' = db annehmen, und die Behauptung ist richtig.

Sei n H 6. Bekanntlich gilt fir die Gesamtzahl E der Kanten
und den Grad d1 des Punktes i, 1 = 1, ..., n:

idL-Z-EOZD([aiJOZ).
i=l

13



b)

14

Daher gibt es ein j mit

Streicht man den Spieler j und betrachtet die E' bereits
zwischen don restlichen n-1 Spielern gespielten Partien, so
gilt far n H 6, n& 7:

2
2 2 2[":]04 2
E'-[g_]+z-dji[£_J+z-[.rT. :-‘"_‘LL.z, (1)
und daher gibt es nach Induktionsvoraussetzung die behaupteten
funf Spieler bereits unter den restlichen n-1 Spielern. Die

letzte Ungleichung in (1) erkennt man fir n % 7 leicht durch
eine Fallunterscheidung n = 2p bzw. n = 2p+1,

2
Sel G ein Graph mit n = 7 Knoten und E = [;—] + 2 = 14 Kanten,

Gibt es in G einen Knoten x vom Grad = 3, so hat G-x mindestens’
2

11 = [%—} + 2 Kanten, enthalt also die bshaupteten funf Kno-

ten.

Hat in G jeder Knoten einen Grad = 4, so ist wegen

S

2: di = 2E =28

i=1
dy = coo = d, = 4, Damit hat im komplementaren Graphen & jeder
Knoten den Grad 2, d. h., G besteht aus Kreisen mit Jeweils
= 3 Knoten. Da 7 = 7 und 7 = 4 + 3 die einzigen Partitionen
in Summanden = 3 sind, hat 0.B.d.A. & die Kantenmenge
12, 23, 34, 45, 56, 67, 71 bzw. 12, 25, 61, 34, 45, 57, 73
und in beiden Fillen ist 13, 35, 51, 14, 46, 61 die gesuchte
Kantenmenge in G. Damit ist die Behauptung fir alle n a 5
richtig.

Mége G aue dem vollstdndigen bipartiten Graphen KP q’
.

P 3 -[%] e q= [%] durch Zufiigen einer weiteren Kante k
entstehen, 2
Dann hat G genau [;—] + 1 Kanten und s&mtliche Dreiecke in G

enthalten k. Also gibt es die oben genannten Knoten in G
nicht,



Aufgabe 8 )
Wir formen die Gleichung &quivalent um (x % O):

2
(x+%) +n(x+%)+b-2-0.

Fir z = x + -1-' (lz| a 2) ergibt sich

zz+nz¢.b-2-0

mit den Nullstellen zZ3,2 " % (-a +V/ a2-4b+8).

Mit' der Unterscheidung der Félle (D = a2-4b+8)

1. D <0, 2, D=0, 3.0 >0 sowie fir diesen Fall noch
die Betrachtung der Werte o.B.d.A. 2z, > Z, beziiglich des Inter-
valls [-2;2] ergeben sich folgende reelle L&sungent

1. Fir 4b > 8248 keine Ldsung
2. FOr 4b _a+8, lal = 4 eine Vierfachldsung
lal > 4 zwei Doppelldsungen
lal] < 4 keine Ldsung
3, Fir 4b < a2+a, |bs2| < 2 lal zwei einfache Ldsungen
b+2 = 2 lal, O<lal<4 eine Doppelldsung
b+2 = 2 l|a, lal > 4 eine Doppel=-, zwei
Einzelldsungen
b+#2 = -2 |al# O eine Doppel-, zwei
Einzelldsungen
b+2 = -2 |al= O zwei Doppelldsungen
b+#2 > 2 la, lal>4 vier Einfachldsungen
b+2 > 2 |al, lal<4 keine Ldésung
b+2 < =2 lal| vier Einfachldsungen
Aufgabe 9 (nach A. Siebert)
Es sei d = (b+c-a) g= (b2+c2-az)
e = (a+c-b) h = (a2+c2-b%)
f = (a+b-c) k = (a2+b3-c?)
Py= (dof)2 20 Po= ghk

Angenommen, von den Zahlen g,h,k sei 0.B.dsA g nicht positiv,



1. g -0==>P2-0==~P1 Pae

2. g <0 2.1. For h,k

>
a
Zogilrp, S0 —P, 2P,
2,2, Fir o.B.d.A. h <0 gilt
0 > gthm2c220 wid.
Bleibt der Fall, daB g,h,k positiv sind.

Wir zeigen, daB (ds)z H gh =0 gilt,

(de)? = ((c+(b-8))(c-(b-a)))? = (2 - (b-a)3)",
(1)
oh = (c®e(b-02))(c%-(b%-a2))) = o*-(b2-a2).
Aus 2k
-202+Z(bz+az)

0 folgt

0 und mit (b~|-z|)2'|-(b-n)2 - z(bguz)
-(b+a)? | +(b-a)2
-(b+a)?(b-8)2 [4+c? -

c‘-(bz-az)

— -2(:24-(b-a)2
==(-2c24(b-a)2)(b-a)2
=c*-20%(b-a)24(b-a)*
Mit (1) gilt die Behauptung.
Analog gilt (df)2 gk
' (ef)2 hk
- (def)4 (ghk)?
2 ghk = ghk

SV BV BV BV BV

0 und

"V av

0.

= (def)

BV @V sV EV av

=P, P

20
Aufgabe 10 (nach A. Hinrichs)
Es se1 AC = x, CD = y, DB = z,
== p = xyz(x+y)(y+z)(x+y+z) und wegen X+y+z = 1
===p = Xyz(x+y)(y+z).
3 (3+VB) §(1+vE) } (345)
- o X = Y T
7 (3+V8) 3 (1V5)  § (30/5)

—

z (x+y)(y+z)

(1) = F+/BE2(AwE)P =(3(3+/5)x) (§(16vB)y) (§(34v8)2) (xay)(ysz).

16



Auf die rechte Seite wenden wir das geometrisch-arithmetische
Mittel an und erhalten

#(3+/B)2(14/8)P = (p5(54/5) (xey+2))® = ( 5(5+/5))°

(3¢5+/8))° "
R YTWoLTIY o V5

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn in (1) alle Faktoren
der rechten Seite gleich sind, d. h.

3(3+/5)x = F(14/8)y = §(3+4/5)z = (xsy) = (y+2)
-—x m Z

B x = s

und mit x+y+z = 1 ergibt sich

—y

X=za= .}5(5-/5)
y= é\/s_'.
Die Probe bestatigt die Richtigkeit des Ergebnisses.

Aufgabe 11 (nach M. Welk)
Nach Beseitigung der Symmetrie lassen o0.B.d.A. x und y den
gleichen Rest modulo 2 und sei x-y nichtnegativ.

= a= 551 ist eine ganze Zahl und
=k = 551 eine nichtnegative ganze Zahl.

== x = a+k, y = a=k und aus x+y+z = 8
z = 8-2a
— (a+k)3 + (a-k)3 + (8-2a)> = 8
—= 6a(a2-16a+64-k2) = 504.
Da a = 0 keine L3sung von (1) ist, erhalten wir

32-165464-k2 = g}
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Der linke Term ist offensichtlich ganzzahlig, folglich muB es
der rechte Term auch sein. Wir setzen fir a alle mdglichen Teiler
von 84 ein und untersuchen die Gleichung

k% = a% - 16a 4 64 - 22,
Nur ein Paar (a,k) ganzer Zahlen mit k = O erfallt die Bedingung
(2), dies ist das Paar (12,3). Damit ergibt eich die Ldsung

x = 15, y=9, zZ = =16,

Berlckeichtigen wir jetzt wieder die Symmetrie des gegebenen
Gleichungssystems, so ergeben sich genau sechs Ldsungen (X:Ye2)
als Permutation von (15,9,-16).

Die Probe bestatigt leicht die Richtigkeit der Aussage.

Aufgabe 12
Offensichtlich erfallen elle Zahlen
Mg = 885008, mit a, = 8 ® «co = a, = 0 die Bedingungen. (1)

Sei M, eine weitere solche Zahl, My = 848500080

Maog = 885850008 4
— n
10 M 4 = 8,858,008, 8, = 10" + Mo

=a, 10" + k Moo

Da a, und k aus der Menge {1,2,...,9} eind und M__, eine
n-stellige periodische Zahl ist, ist

s ’
IS:F eine Zahl < 1 und periodisch, ohne gewisse Vorziffern. } (2)
a

Fir 10-k € {1,2,4,5,8} (berzeugt man sich schnell, da8 TS:P im
Widerspruch zu (2) keine neuen Zahlen Mg liefert.
FOr 10-k € { 3,9} entstehen nur solche unter (1) genannten Zahlen

Moe
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Fir 10~k = 6 entstehen neben schon in (1) genannten Zahlen fir

;335 noch die folgenden Briche: - 0,1888...
- 0,5 und
- 0,8333... .
Diese stehen jedoch im Widerspruch zu (2).

FGr 10-k = 7 entstehen fir ®n/10-k die Briiche
a) 0,T32857 — M __, = T228E7.007 = M, = F2BE/L...T

b) 0,ZBVIE = M, _, = TESVIA A = Mg =
o) 0,7TETT = M__, = FEITT — My = BETIAd
d) 0,57IF% == M _, = STIATo.B == My =

o) OVITWE = M, = TIAWE..5 = w, = TaZB7...7
f) 0,B5VIAZ = M__, = BSVIAZ. 2 ~= M, = STIATE.LLE.

Fir die Falle a), c), d), e) und f) gibt es eine Zahl M,,

< <

1% isn-1, mit M, = ees2 > Mg, Damit ist M, kein Teiler

von Mg, Wid.
Far den Fall b), M _, = ZB57I4.0.4, M, = B57142...2 ist

M2 = 713285...5.
Mo

_,,1<n—<2 wid.
2

Damit erfGllen nur genau die unter (1) genannten Zahlen
geforderte Bedingung.

Aufgabe 13
Bezeichne (a,b) den ggT von a und b, So gilt:

(1) (agap_q) = 1

(2)  Bpk = 84187 * APnoge

(3)  (8pye8n) = (Bga2y)e

Beweis von (1): Es gilt (32'31) =1 (a2 = 4),
Aus (8, _ 4. a,_p) = 1 folgt wegen

a = 4a

b h-1 * 8. sofort

(a, an.1) = 1. qed.

die
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Bewels von (2): (Induktion Ober k)
1. Fir k = 1 ist die Behauptung klar,

2. Gelte a .. = &, .8 + a8 1.

Bnsker " 48nai * Bnipan
=4 (8,080 * 88, ) + g, +ay g8,
- (4.‘“1 + ’k)'n * (4.ak + 'k-i).n-l

%+2%n * %41%n-1° qed.
Beweis von (3): (am_k,an) = (ak‘ua" +aa 40 8,)
= (agay_q. ap)
= (8,,8,)  (wegen (1))
" qged.

Bei der Abarbeitung von (3) handelt es sich um den Euklidischen
Algorithmus fir die Bestimmung des ggT fdr die Indizes.

— (21986:%891) * 8(1086,6801) = 23 = 17
== Die gemeinsamen Teiler von ay4g¢ und 25891 sind
-17, -1, 1 und 17,

Aufgabe 14 (nach A. Siebert)

Es sei stets i€ (1,2},

Weiterhin sei My der Mittelpunkt des Kreises Cy» M der Mittel-
punkt der Strecke M;M,, A der Mittelpunkt von AJA; und P der
Mittelpunkt von P?P_.

Der Kreis C; wird um ﬁ—iﬂ'verochoben. Dabei sei bei dieser Ver=-
schiebung ci' das Bild von Cy» "1' das Bild von Mys Ay° das Bild
von A;, P;' das Bild von P;. M das Bild von M, A' das Bild von A
und P' das Bild von P.

Nach der Definition der Verschiebung bzw. wegen ﬁ;ﬁ.o- M—zﬂ’- o
(Nullvektor) gilt:

Mi-Mé-M'-M,A'-AundP'-P.

Es sei g die Mittelsenkrechte von AjPje Da MAT = MFT gilt, liegt
M auf g. Da andererseits A7 = MFE und KJ.IF:I.' I gﬁz' gilt, ist g

senkrecht zu AéPé und sogar Mittelsenkrechte von x;p'. Die Drei-
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ecke MAiAé und MPiPé sind kongruent (gespiegelt an/ g). Damit ist
|MF| = [MA|. Damit liegen alle Punkte P auf einem Kreis K mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius |MA|.

Zu jedem Punkt Q auf K existiert eine Gerade g durch M, so daB g
Mittelsenkrechte von ZE ist (fir A = Q sei g die Gerade durch A
und M*),

Q‘ sel die Spiegelung von A1 an g. Dann liegt Q1 auf c und Q

1|t Mittelpunkt der Strecke Q1°2' und es ist A;Q; | A20

Damit ergibt eich: L&Bt man P] = A] zu und betrachtet man als
F;z; die Sehne in c; durch Az. die parallel zur Tangente Aj in C§
ist und umgekehrt, so sind alle Punkte des Kreises K der gesuchte
geometrische Ort.

Aufgabe 15

Wir gehen von folgenden bekannten Aussagen aus:

(1) Jedes n-Eck (nichtiberschlagen) 1&8t sich durch (n-3) Diago-
nalen in (n-2) Dreiecke zerlegen (diese Zerlegung sei Triangula-
tion genannt).

(2) Wenn F eine konvexe ebene Figur ist, so ist von jedem Punkt
von F jeder Punkt von F sichtbar.

a) Wir zeigen zundchst, daB 6 das kleinste n ist, fir das es ein
nichtiberschlagenes n-Eck Q gibt, das einen Punkt A im Innern
enth&lt, so daB jede Seite von Q einen Punkt enthalt, der von
A aus nicht sichtbar ist.

Wenn n'< 6 ist, so ist (n-3) < 3, Damit hat wegen (1) jedes
Dreieck einer Triangulation eines n-Ecks eine Seite des n-Ecks
gemeinsam.

Da jedes Dreieck eine konvexe Figur ist, folgt aus (2), daB
es fir jeden inneren Punkt A eine Seite des n-Ecks gibt, die
von diesem Punkt aus vollsténdig sichtbar ist, Damit muB
dieses kleinste n = 6 sein.

Folgendes Beispiel zeigt, daB 6 das gesuchte kleinste n ist,
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Jeder Punkt, der echt im Innern des Dreiecks XYZ liegt, ist
ein solch gesuchter Punkt A,

Wir zeigen jetzt, daB man in jedem 6-Eck zwei Punkte B und C

finden kann, so daB jeder Punkt des 6-Ecks von B oder C aus

zu sehen ist, %

Offenbar gelten die beiden folgenden Aussagen:

(3) In jeder Triangulation eines 6-Ecks (die wegen (1) exi-
stiert) gibt es ein Dreieck, das zwei Seiten des 6-Ecks
enthalt, 3

(4) In jeder Triangulation eines 5-Ecks (die wegen (1) exi-
stiert) gibt es einen Eckpunkt des 5-Ecks, der in Jjedenm
Dreieck der Triangulation enthalten ist.

Aus (2) und (4) folgt, da ein Dreieck eine konvexe Figur ist:

(5) In jedem 5-Eck gibt es einen Punkt, von dem aus jeder

Punkt des S5-Ecks sichtbar ist.

Aus (3) folgt: (6) Jedes 6-Eck laBt sich derart in ein Dreieck

und ein 5-Eck zerlegen, daB das Dreieck und das 5-Eck nur eine

Kante gemeinsam haben.

Da ein Dreieck eine konvexe Figur ist, folgt aus (2), (5) und

(6) die zweite Teilbehauptung, womit die Aufgabe vollsténdig

geldst ist.



Anmerkung: Es gibt 6-Ecke, die

s 3
keinen Punkt enthalten, von dem P B
aus jeder Punkt des 6-Ecks 5 4
sichtbar ist, wie folgendes Bei-
spiel beweist: B L)

Aufgabe 16 (nach A. Pnitz und G. Zenker)
Ee ist +CAA, + = ACA, + +CA,A = 180°
(Innenwinkelsumme im rechtwinkligen Dreieck CAA, mit Hypotenuse
AC).
Folglich <=CAA, = 90° - % ACA,. (1)
Analog erhalt man fir das Dreieck BCB,

<FcsB, = 90° - +BCB,. (2)
Da +ACA; = <BCB;, folgt aus (1) und (2) L

< CAA, = < CBB,. (3)
Es sei H der Hohenschnittpunkt im Dreieck ABC. Dann liegen B, und
Cy auf dem Thaleskreis iber AH. Aus dem Peripheriewinkelsatz
folgt (wie betrachten die Sehne B H)

< CAA, = <CCyB,. (4)
Analog zu (4) erhdlt man
< A,C,C = - CBB, . (5)

‘Es ist < A,C,B; = 5 A1CiC + FCC;B,.
Aus (3), (4) und (5) folgt damit

+A,C,By = 2 ¢ FCAAL (6)
Da < KCM = #Aiclai und nach Voraussetzung < MAK = < CAAy gilt,
ist < KC,M = 2 % MAK. (7)

Aus (7) und dem Sinussatz ergibt sich

|FR| _ sin (2 + MAK) @)
lﬂﬁi sin (< C,KM)
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Weiter folgt aus dem Sinussatz
|FR| . sin ( <+ MaK) (9)
A sin ( + MkA)
und
|ag] sin (* AC4M)

—_— (10)
IME) ein (% c am)

Wegen (3), (5), <= MAK = < CAA, 1iefart eine Betrachtung im Drei-
eck AC4K

<+ C,AK = 180° - (90° + % MAK) - FC KA, (11).
Da =+ CjAM = <MAK + < CAK gilt, folgt aus (11)
<*C,aM = 90° - +C, KA. (12)

AuBerdem ist <}=AC1M = 90% - < MAK ((3)s Voraussetzung).,

Aus (8), (9), (10) und (12) folgt,
da < CyKM = #clkA + <5 MKA g:l.lt, somit

sin (2 <= MAK sin (% MAK) ein (90° - & Mak) 13)
sin f-a: C,KA + F MKA) " sin E-:):M! sin E%o -?.CIRX]'
Wagenl der Spitzwinkligkeit des Dreiecks ABC liegen alle auftre-
tenden Winkel echt zwischen 0° und 180°, Damit folgt aus (13)
2 sin (<FMAK) « cos (==MAK) . sin ($=MKA) « cos (<k01KA) =
= gin (<):MAK)coeH:MN()sin(#ClkA)coeH:MKA)+coe(<kclKA)ain(=}:MKA)
und schlieBlich
sin(<x MKA) cos(<<CyKA) = sin(<):clKA)cos(¢MKA).
Da diese Winkel offenbar zwischen o° und 90° liegen, gilt
tan(<-MKA) = tan(<)=c KA),

woraus <= MKA = <}:(:1KA folgt, womit die Behauptung der Aufgabe
bewiesen ist,
(Alle auftretenden Winkel = 180° und nichtorientiert!)
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Aufgaben

Aufgabe 1
Man beweise, daB jedes Element der Menge {1,2,...,1987} derart mit

Jeweils einer von vier Farben gefiéirbt werden.kann, daB jede aus
zehn Elementen der Menge gebildete arithmetische Folge nicht mono-
chromatisch ist.

(Korrespondenzzirkel 3.5 - 87/88)

Aufgabe 2
Ein Dreieck habe die Seiten a, b, ¢, den Inkreisradius r und die

Ankreisradien Fae The Fge Man beweise:

a) Das Dreieck ist genau dann rechtwinklig, wenn gilt:
F+r,+rp+r.=a+ b + c.

b) Das Dreieck ist genau dann rechtwinklig, wenn gilt:

r2+r2+rb2+r¢2=az+b2+cz.

Aufgabe 3

Es sei d die letzte von O verschiedene Ziffer der Dezimaldarstel-
lung von nl.

Man zeige, daB die Folge d1, dy, d3' «ss nicht periodisch ist.

Aufgabe 4
Gegeben seien die endliche Menge M mit m Elementen und 1986 wei-

tere Mengen M1, MZ' M3, coes M1986' von denen jede mehr als %
Elemente aus M enthilt,

Man zeige, daB nicht mehr als zehn Elemente von M markiert werden
missen, damit jede Menge My (=1, 2, ..., 1986) mindestens ein
markiertes Element enthalt,

Aufgabe 5
Ein konvexes Polyeder habe zwslf Seitenflichen und die folgenden

Eigenschaften:

a) alle Seitenflichen sind gleichschenklige Dreiecke,

b) alle Kanten des Polyeders haben die Liénge x oder Yo

c) von jedem Eckpunkt des Polyeders gehen genau drei oder sechs
Kanten aus und

d) alle winkel zwischen zwei benachbarten Randflichen sind gleich.
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Man ermittle alle Werte, die das Verhéltnis X annehmen kann.

(Vorbereitungsklausur auf die IMO 1985/86)

Aufgabe 6

Man ermittle alle Werte des Parameters a, so daB alle Wurzeln der
Gleichung x® + 3x7 + (E-a)x4 + (7-2a)x3 + (6-a)x2 +3x +1=0
reelle Zahlen sind.

(Vorbereitungsklausur auf die IMO 1985/86)

Aufgabe 7 -
Es sei ABC ein Dreieck mit AC ¥ BC und M der Mittelpunkt von AB.
Ferner sei y = < ACB ein spitzer Winkel.

Ein Punkt P ist derart auf der Strecke CM gewdhlt, daB sich die
winkelhalbierenden der Winkel < PAC und <4 PBC in einem Punkt Q
" auf CM schneiden. Man ermittle die Winkel % APB und <AQB.
(Vorbereitungsklausur auf die IMO 1985/86)

Aufgabe 8

Gegeben seien sieben Punkte im Raum, von denen keine vier in einer
Ebene liegen. Die Verbindungsstrecken dieser Punkte seien entweder
blau oder rot gefarbt. Man beweise, daB es zwei einfarbige Drei-
ecke gibt, die keine gemeinsame Seite haben. (Ein Dreieck heiBt
einfarbig, wenn seine drei Seiten von gleicher Farbe sind.)

Ist eine analoge Aussage richtig fir sechs Punkte?
(Vorbereitungsklausur auf die IMO 1985/86)

Aufgabe 9
Eine EinbahnbtraBe wird von einer nicht abbrechenden Folge von

Autos durchfahren. Die Autos haben jeweils die Breite bzw. L&nge

a bzw: b und die Geschwindigkeit v. Sie fahren in jeweiligem Ab-

stand ¢ zueinander am rechten StraBenrand. Ein FuBgdnger Uberquert

die StraBe senkrecht mit der Geschwindigkeit w, ohne auf den Ver=-

kehr zu achten.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit p dafur, daB der FuBgﬁngér
die StraBe unverletzt iberquert?

b) Kann der FuBgénger diese Wahrscheinlichkeit vergréBern, indem
er in anderer als senkrechter Rlchtung die StraBe Uberquert?



Aufgabe 10

Es sei C eine Klasse von Funktionen f : N— N, die die Funktionen
S(x) = x+1 und E(X) = x = [Ji]z enthélt, Ferner gelte: Gilt f, g
€EC, so ist f + g, fg, fog = f(g) € C. Man zeige, daB fir f, g€EC
auch die Funktion max {f(x) - g(x), O} in C enthalten ist.

Aufgabe 11
Eine dem Tetraedér ABCD.einbeschriebene Kugel wird von der Fléche

ABC bzw. DBC im Punkt K bzw. M beridhrt. Man beweise: ¢ AKB = < DMC.
(vorbereitungsklausur 1985/86)

Aufgabe 12
Eine positive natiirliche Zahl heiBt speziell, wenn die Anzahl der

Einsen in ihrer Binardarstellung gerade ist (z. B. ist 18 =
(10010)2 speziell).

Man bestimme die Summe der ersten 1985 speziellen natiirlichen Zah-
len.

(Korrespondenzzirkel III - 85/86)

Aufgabe 13

Aus einer Menge von n 2 4 Ehepaaren werden nacheinander k Gesprachs-
runden Gy, «esy Gy gebildet. Dabei gehéren niemals ein Ehemann und
seine Frau zur gleichen Gesprachsrunde, wdhrend je zwei Personen,
die kein Ehepaar bilden, genau einer Gesprichsrunde angehéren. Man
beweise, daB k 2 2n gilt.

(Klausur 1,1 - 87/88, Vorschlag Finnlands auf IMO 1987)

Aufgabe 14

Gibt es ein Polynom zweiten Grades p(x,y) in zwei Ver#énderlichen,
so daB es fir jede natirliche Zahl n genau ein (geordnetes) Paar
(kym) natiirlicher Zahlen k,m gibt, so daB n = p(k,m) ist?

Aufgabe 15
ABCD sei ein Tetraeder mit der Umkugel K. Dem Tetraeder sei eine

Kugel K' einbeschrieben, die jede Dreiecksflache von T in einem
inneren Punkt dieser Flache berihre. K und K' haben den gleichen
Mittelpunkt O,



H esei der Hohenschnittpunkt des A ABC und H' der FuBpunkt des Lotes
von D auf dieses Dreieck.

Man beweise: AB = TD, AC = BD, AD = BC, OH =-OH'.
(Korrespondenzzirkel III - 85/86)



Lésungen

Aufgabe 1
Es gibt 41987 Férbungen der Menge M. Sei A die Anzahl der arith-
metischen Folgen aus 10 Gliedern aus M, Wenn
Ao 439879 41937. d. h.,
9

A< 4
ist, ist die Aussage bewiesen.
Ist das erste Glied der Folge gleich k und ihre Differenz gleich d,
80 ist
18k 81978 und d 3 [1987K], a1eo
1978 [1987-k 1986+1985+...+9
A - 1978 [1997:K] 198601985+..:49
k=l
10, 11

o 297,5 . 1978 _ 2

2

4°,

Das war zu zeigen.

Aufgabe 2
a) Sei F der Flacheninhalt des Dreiecks, u der Umfang,
X

X =3 y= g und z = 5. Dann gilt

L » analog ry, For (1)
a

» analog tan y, tan z (2)

£-% 3

r=u(tan x « tany « tan z) o %. (4)
Aus (1), (2) und (3) folgt

g = ten x * 3, analog fiir o oo (s)
Mit (4) und (5) ergibt sich
Tars+ Fag*#Tp+r,=u(tan x + tan y + tan z + tan x « tan y »

* tan z) é



=u Gtan x - 1) (tan y = 1) (tan z = 1) + tan x « tan y +

+ tan X « tan z + tan y « tan Z + 1) . %. (6)

(5-9(F-¢)

2(2-9)

und analog tan y, tan z, folgt

tan x-tan y =

und analog tan x.tan z, tan y.tan z (7)

(B-c)+(3-b)+(3 -

5 (E ) +(% )“)%
z

=u+u ((tan x = 1)(tan y - 1)(tan z - 1)) * é‘

Tau «tan x=1)(tan y=1)(tan z=1) +

Daher ist das Dreieck genau dann rechtwinklig, falls
rer +rp+r,o=a+ b +c
gilt.
b) Mit den Formeln (4), (5) und (7) folgt in Analogie zur Formel (6)
r2+r:¢rg+r§ = a24b24024u (tsnzx-l) (tanzy-l) (tanzz-l) . %.
Also ist das Dreieck genau dann rechtwinklig, wenn
r2 + rg + rs + r§ = a2 + b2 + cz

gilt,

Aufgabe 3 (nach G. Zenker)
Sei (n) die letzte von O verschiedene Ziffer in der Dezimaldarstel-
lung von n, Dann gilt fiar 5+ (a) und 5 ¢ (b)

(a » b) = (a) « (b) (mod 5). (8)
Nehmen wir an, dn sei periodisch, d. h., fir alle n >n,
gilt d = dnop' p ist die Periode, p>0, p EIN.
Sei p = sY . k, 5fk, dann ist auch q = 10Y « k eine Periode.

Firn = {10 x + k} - 10Y, n >n, gilt dann

4 = dng (9)
Ay = dn+q-1 (10)
sowie



(n) = ((10x + k} . 10Y) = (k) (wegen 51t k),
(n+q) = ({10x + 2k}« 10Y) = 2 « (k) (wegen 5+k).
Sei m eine beliebige natiirliche Zahl, dann erhalten wir
ml=2™% .5% . ¢, r, s, tEINuUd S+t, 24¢t.
Also ist
dy = (m1) = (10° « 2"« t) = (27) « (t) (wegen (8))
und 5 t.d .
‘Weiter ergibt sich
dy = (n1) =({n = 1}t n) = ({n = 1}1) (n) 8 d__, « (k) (mod 5)
und analog ’
dn+q = dn+q-1
Setzen wir die letzten beiden Ergebnisse in (9) ein, so folgt

dpog * (k) =d

« 2 (k) (mod 5).

h+g-1 ° 2(k) (mod 5) und mit (10)
di_q * (k) sd _, + 2(k) (mod 5)

also (k) a 2 « (k) (mod 5)

und (k) s o (mod 5), d. h,, -5 |k, Widerspruch!

Daher ist dn nicht periodisch.

Aufgabe 4
1986 -
Es gilt > IM,] >3 « 1986 = 993 m,
L
i=1
Also gibt es ein Xq0 das in mindestens 994 Mengen Mi'
etwa in My, i = 993, ..., 1986, enthalten ist. Fir die Mengen
Myo 121, 2, oo., 992, gilt
992 -
Z IM:LI>E « 992 = 496 + m.
i=1

=
Also gibt es ein X, in mindestens 497 dieser Mengen, etwa in

My, 1 = 496, ..., 992.,



FGr die Mengen M‘, i=1, ..., 495, gilt
fgi n
IMil >3 + 495 > 247 m.
i=1

Also gibt es ein X3 in mindestens 248 dieser Mengen,
etwa in Mi' i = 248, ..., 495.
Analog schlieBt man auf die Existenz von

Xy in My, 1= 124, ..., 247,

Xg in My, 1 = 62, ..., 123,
Xg in My, 1= 31, ..., 61,
X5 in Mi' i = 15, «ee, 30,
Xg in Mi' ia= 7s eees 14,
Xg in Mi' i= 3y eees 6.

Wegen |M1| + |M2| >§ e 2=m
besitzen My und M2 mindestens ein gemeinsames Element X10°
Markieren wir nun die zehn Elemente Xqs Xor eees X4+ SO hat jede

der 1986 Mengen zumindest ein markiertes Element.

Aufgabe 5

Angenommen, es gibt ein Polyeder P mit obigen Eigenschaften. Da
jede Seitenfldche genau drei Kanten hat, aber jede Kante zu zwei
Seitenfliachen gehért, hat P genau % « 12 = 18 Kanten. Da P konvex
ist, hat P nach dem Eulerschen Polyedersatz genau acht Ecken. Es
mogen genau 1 bzw. k Ecken existieren, von denen genau sechs bzw.
drei Kanten ausgehen. Dann gilt 1 + k = 8 und 61 + 3k = 2 +» 18 =

= 36, da jede Kante doppelt gezahlt wurde.

Es folgt 1 = k = 4,

Es seien a, b, c, d die Eckpunkte von denen genau drei Kanten und
A, B, C, D die Eckpunkte von denen genau sechs Kanten ausgehen.

Da von jedem “"groBen® Punkt genau sechs Kanten ausgehen, aber nur
sieben andere Punkte existieren, miissen wenigstens drei Kanten zu
den “"kleinen® Punkten gehen. Das heiBt, es gibt insgesamt minde-
stens zwdlf Kanten, die die "groBen” mit den “kleinen" Punkten
verbinden. Da von den “kleinen" Punkten aber héchstens 3 * 4 = 12
Punkte ausgehen, muB also jeder “groB8e" Punkt mit genau drei “"klei-
nen* verbunden sein. Vleiter folgt hieraus, daB die Punkte a, b,
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¢, d untereinander nicht verbunden sind, wahrend bei A, B, C, D
alle Verbindungen ausgeschépft sein miissen., Es sei nun jeweils A
mit a, B mit b, C mit ¢ und D mit d nicht verbunden. B und d sind
untereinander und gemeinsam nur mit A und C verbunden. Da dB eine
Kante von P ist, folgt daB AdB und CdB Seitenflichen sind. Analog
zeigt man, daB AAC auch eine Seitenfléche ist. Man betrachtet nun
die Pyramide ABCd.

Da nach Voraussetzung die Schnittwinkel zwischen den drei eben
aufgefihrten Seitenflidchen gleich groB sind, gilt auch

<% AdB = ¢ BdC = <4 CdA. Da es mit x und y nur zwei verschiedene
Streckenlangen gibt, sind von den drei Strecken Ad, Bd, ©d min-
destens zwei gleichlang.

0.B.d.A. gelte Ad = Cd = x. Aus der Gleichschenkligkeit der Sei-
tenflichen folgt Bd = x. Damit sind die drei Seitenflachen kon-
gruent und es gilt AB = BC = TA. Analog zeigt man, daB jede Sei-
tenfliache der Pyramide ABCD ein gleichseitiges Dreieck ist. Also
ist ABCD ein regelmiBiges Tetrader. d liegt offenbar senkrecht
uber dem Schwerpunkt von ABC. Analog folgt, daB a iber dem Schwer-
punkt von BCD, b Uber dem Schwerpunkt von ACD und c iiber dem
Schwerpunkt von ABD liegt. Damit setzt sich P aus dem regelmaBigen
Tetrader ABCD, auf dessen Flichen die Pyramiden ABCd, ABDc, ACDb,
BCDa aufgesetzt sind, zusammen.

Angenommen, es gilt AB = x, dann gibt es in der Doppelpyramids,
die sich aus den regelmiBigen Pyramiden ABCD und ABCd zusammensetzt,
zwei verschiedene Winkel zwischen benachbarten Flichen, namlich
den Winkel zwischen den Flichen ABD und ABd und den Vlinkel zwi-
schen ABd und ACd. Der erste Winkel (der doppelt so groB ist, wie
der zweite) wird durch Aufsetzen der Pyramide ABDc zum \iinkel zwi=
schen ABd und ABc bei P, der noch gréBer ist. Damit 1&Bt sich For-
derung d) also nicht erfillen. Also gilt AB = BC = CD = DA = y

und aus Analogieiiberlegungen heraus Ba = Ca = Da = Ab = Cb = OB =
= AC = BC = B¢ = x. In dem bis auf Vertauschung von x und y ein-
deutig bestimmten Polyeder P gibt es genau zwei verschiedene i/in=-
kel zwischen zwei benachbarten Randfliachen. Es sei a der Winkel
zwischen ABd und CBd. Da Dreieck ABd gleichschenklig ist, folgt

cos (<ABd) = %‘-, also sin ( ¢ ABd) -1/1 -(%‘-) 2 &
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Es sei P der FuBpunkt des Lotes von A auf die Gerade Bd. P ist aus
Symmetriegrinden zugleich FuBpunkt des Lotes von C auf die gleiche
Gerade. Also gilt AP = CP = AB + sin (< ABP) = AB sin (4 ABd) =

Im gleichschankligsn Dreieck APC ist 4 APC = « und folglich

e e
Radikanten sind infolge der Dreiecksunglaichung positiv,

Es sei fi der Winkel zwischen ABd und ABc, y der Winkel zwischen
ABd und ABC (dieser Winkel ist gleich dem Winkel zwischen ABD und
ABc) und d der Winkel zwischen ABC und ABD. Dann gilt fi = 2 Y +d.
Bekanntlich gilt, da ABCD ein regelmiBiges Tetraeder ist,

sin % = 3 Alle weiterhin auftretenden

cos d = %. Damit sind sin g = -13; v3 und cos g = % VB,

Es sei d' der Schwerpunkt des Dreiecks ABC und Q der FuBpunkt des
Lotes von d' auf AB. Aus Symmetriegrinden ist Q zugleich der FuB-
punkt des Lotes von d auf AB.

Nun gilt d'Q = % vy, @@= x° - (%) 2 und damit
CCAR] Vaﬁz T52 = {2 - ; y2. Also ist sin y = sin (4dQd*) =

2
3 ¥ 3
—> und cos =
I Y 3' G;JKE-z!tyz

Da laut Forderung d) « = f# gelten soll, muB sin % = gin L.

2
= sin (y+g)-sinycos%+coqy51ng

gelten.

Durch Einsetzen der errechneten Werte ergibt sich

3%-24’5(-;—) -%+1 undmitu-%
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26 VUZ - % = 3u -1,

2 2

24 U =8 =9 u° -6 u +1,

15u2 4+ 6u - 9 = 0,

u2 + % u - % = 0, also wegen u >0,

X 3
u--y—-g.

Tatsdchlich hat das eindeutig (bis auf Vertauschen von x und y)
ermittelte Polyeder P nach Konstruktion die geforderten Eigen=-
schaften, Damit ist das gesuchte Verhiltnis é oder §.

(Die Losung geht auf die Arbeiten von Ingo Warnke und Gunter Ddge
zurick,)

Aufgabe 6

1. Loésung:

Angenommen, es gibt reelle Zahlen a, so daB alle Wurzeln

X; (1 =1, «eoy 6) reell sind, Da x = O keine Wurzel der Glei-
chung ist, sei im weiteren x ¥ O. Die Gleichung ist damit #quiva-
lent zu

3 2 1 1 i

X" + 3x° + (6 - a)x + 7 - 2a + (6 = a) t 3:2 + ;3 = 0,
Nach der Substitution t = x + % (11)
folgt t3 + 3:2 +(3=-a)t+1=-2a=0undmit z = t + 1 ergibt
sich p(z) = 22 -az-a=o. (12)
Wegen x + % 22 fir x >0 und x + % 3 -2 fur x < 0 gilt It & 2,

Umgekehrt findet man zu jedem t mit ItiZ 2 aus (11) reelle x, denn
die Diskriminante der Gleichung
2

x% - tx + 1 20 1ist wegen i - 1 % 0. Damit gilt: 2

Genau dann, wenn die drei Lé&sungen von (12) reell sind und z & 3

oder z 3 - 1 gilt, gilt Itl & 2 und damit gibt es zu jedem z-Wert
zwel reelle x-Werte und damit sind alle Xy reell.
Es wird nun Gleichung (12) weiter untersucht.
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Flir a < 0 ist p'(z) = 322 - a >0 und daher ist p(z) streng mono-
ton wachsend und kann daher nicht drei reelle Nullstellen haben.
Fir a = 0 hat p(z) = 0 die dreifache Lésung z = 0, die aber den

> <

Ungleichungen z = 3 oder z 5 - 1 widerspricht,
Sei a > 0. Dann hat p(z) = 0 nach der Lésungsformel fir die kubi-
sche Gleichung genau dann drei reelle Nullstellen, wenn

az 83 27 > 27

i ] 0, a3 5 ist. Es verbleibt der Nachweis, daB fiur a = b
die Ungleichungen z 2 3 oder z 5 - 1 erfillt sind.

Angenommen, es gilt z E(-1,0]. Dann ist - 1 < z3 8 0 und

O< a (z +1) 3 a, d. h., die Gleichung (12) kann nicht bestehen.
Angenommen, es gilt z € (0,3). Dann ist

0> (z = 3) (z+§)2-23-%zz-%ziz3-az-a

und die Gleichung (12) kann ebenfalls nicht erfillt sein.

Damit erfillen genau alle reellen Zahlen a mit a 3 %F die Aufga-
benstellung.

2. Ldsung (nach Jérg Jahnel und Jérg Wensch)

Mit x, ist auch % Wurzel der betrachteten Gleichung. Damit tritt

zu jedem Linearfaktor x - x,, der im betrachteten Polynom enthal-
ten ist, auch der Linearfaktor x = é auf,
i

1 2
Nun ist aber (x = x,)(x = ;i) = X7 = (x5 + %1) x + 1 und Ixg| & 2,

Somit 1aBt sich das Ausgangspolynom als (x2 + CaX + 1)(x2 + CoX + 1)
(x2 + C3x + 1) darstellen, wobei leyl % 2 gelten muB, damit alle
Wurzeln reell sind. Durch Koeffizientenvergleich folgt:

€y + Cy + C3 = 3, 3 + €4Cp * CyC3 + C3Cy = 6 - a,

€4CC3 + 2c1 + 2c2 + 2c3 = 7 = 2a und weiter

€y # Cy +C3 = 3, €4Cp + CxCx + C3Cy = 3 - a, €4C65C3 = 1 - 2a,

Die Zahlen c, sind nach Vieta Losungen der Gleichung

x3 - 3x% + (3 -a)x - (1 -2a) =0.
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Mitt-x-ifolgtp(t)-t3-at~a-0undti-30dertii.

Die Diskussion der kubischen Gleichung verlsuft fir a & O wie in
der 1, Ldésung. Fir a >0 hat p(t) an der Stelle 7 ein lokales Mi=-
aimum und an der Stelle -'v; ein lokales Maximum. Damit p(t) = O
drei reelle Wurzeln hat, muB p(vg) 3 0 sein, Dies ist équivalent
zu a 3 -237-. Dieses lokale Minimum wird an der Stelle 1/; ﬁ >1
angenommen, wihrend p(1) = 1 > 0 ist, Also gibt es fir t Z 1 zwei
reelle Nullstellen, Da p (=3) = =27 + 4a & O ist, gibt es fir

t & - 3 eine reelle Nullstelle. Damit sind genau alle a mit

aa %?- die gesuchten.

3. Ldésung (nach R. Stiebe und Gunter Dége)

Die Substitution z = x(1 + x) Oberfithrt die Ausgengsgleichung in
p(z) = 23 . (3 = a) 224324 1= 0, deren \Wurzeln reell und wegen
(x + 1)x 3 = % such groBer gleich -% sein missen. Die Ldsungsmenge

gewinnt man aus der Bedingung p(— %) S 0. Ferner hat man p (21) zo0,
p(zz) 3 0 zu zeigen, wobei zZy < z, die Lésungen von p‘(z) = O sind.

4. Loésung (nach Torsten Tok)

Mit x ist auch % Nullstelle des Ausgangspolynoms f(x). Also exi-
stieren im Intervall [-1,1] mindestens drei Wurzeln. Es ist aber
f(=1) = 1, f(0) = 1 und f(1) = 27 - 4a, Ist 27 = 4a >0, so liagen
in den Intervallen [-1,0] und [0,1] geradzahlig viele Nullstellen
und damit kdénnen nicht alle Wurzeln reell sein. Also ist a & %7-
notwendig und es ist noch die Hinl&énglichkeit zu zeigen.

Aufgabe 7

1. Lésung (nach Torsten Tok)

Angenommen, es gibt einen Punkt P im Dreieck ABC mit obigen Eigen=-
schaften, Ist P s C, so gilt offenbar <APB = 4AQB = y. Im wei-
teren sei daher P % C.

Die Winkelhalbierende AQq des winkels < CAP teilt die Strecke PC
im Verhdltnis der anliegenden Seiten, d, h,, es ist

PO, =

—— = —. Analog ergibt sich mit der Winkelhalbierenden BQ, des

c

15



m.R
Winkels < CBP: — = —= (Q und Q, liegen auf CM). Damit ist fir
B

C
die Existenz eines Punktes Q mit den geforderten Eigenschaften auf
CM notwendig und hinreichend, daB Q und Q zusammenfallen,

AC BC
Es folgt der Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis fiir P. Es sei nun
P' der zweite Schnittpunkt von CM mit dem Umkreis des Dreiecks ABC.
Dann gilt fur die Flachen der Dreiecke AMC und BMC bzw. AMP' und
BMP': F(AMC) = F(BMC) bzw. F(AMP') = F(BMP'), da die gleiche Grund-
seite AW = BN und die gleiche Hohe auf AB auftritt. Durch Addition "
folgt F(AP'C) = F(BP'C), also

Sie fallen genau dann zusammen, wenn (13) A8 . g = g gilt,.
QC

%CA « AP' sin ( ¥ P'AC) = % BC « P'B sin ( 4 P'BC). Nun gilt im
Sehenviereck AP'BC: % P‘AC + ¢ P'BC = 180°, also ist

. BET
sin (4 P'AC) = sin ( 4 P'BC) und mithin ist (14) 2 « BEL,
BC AT
wird nun der Punkt P' um 180° um M gedreht, so gilt:
Das Bild von P' sei P und es ist AP = BP' und APT = BP.

Mit (14) folgt dann ch = 'E. Somit ist dieser eben konstruierte
BC BP

Punkt P einer, der die Bedingung (13) erfullt, Angenommen, es gibt

einen weiteren Punkt PJ. mit

APy AC o

? = E und Py £ C, Py # P. Py wird nun um 180° um M gedreht; es
1

entsteht P, ' mit PyTA = FB, ;B = PLA.

Analog zu oben gilt F(APi'c) = F(BP,'C), also é- AP, ' AC sin

( +Py'AC) = % Py'B « BC sin ( ¢ P, 'BC) und damit .

sin (¢ Py'AC) = sin ( 4 P;'BC). Da 0 < 4 P 'AC, % P,'BC <180°

gilt, folgt 4 PjAC + 4P,BC = 180°. Also ist das Viereck P,ACB ein

Sehnenviereck und damit ist Py =P im Widerspruch zur Annahme.

Damit existiert genau ein Punkt P mit den geforderten Eigenschaf~

ten. Nun ist ¢ AP'B = 4 APB, da P das Bild von P' bei Drehung um

180° ist und WA = B gilt. Im Sehnenviereck AP'BC gilt < AP'B +

+ $ACB = 180°, Damit ist

4 APB = 44AP'B = 180° - <ACB = 180° - p.
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Im Dreieck ABP ist < ABP + < APB + < PAB = 1800, also ist

<+ ABP + ¢ BAP = y, Es sei & = $CAB, i = ¢ CBA, 041 = < BAP und
-0 -

Py = %ABP. Dann gilt < QAP = —g 1, <qep = ﬂz L und im Drei-

eck ABQ:

4AQB = 180° - +QAB - $QBA

= 180° - (4 PAB + ¥ QAP) - ( % PBA + 4 QBP)
o« _ o
g1eo°_r_5_1-L£ﬂ'.
x _f
= 180° - p+ 252 l-TL"“

= 180° - y+£--90° oé

= 90°,
2. Loésung (nach Martin Welk und Harald Heidler)
Zunéchst wird analog zur 1. Lésung die Bedingung (13) hergeleitet.
Hieraus folgt APZ » BGZ = BF2 . AG? (15). Es sei d = < AMC. Dann
ist cos ( 4 BMC) = -d . Nach dem Kosinussatz ist A2 = A2 + MP2 -
- 229 MP cosd, FC2=WZ+MEZ+2§H-HEC05J,EF2-§HZ+

+ 251 « M cosd und AC2 = A2 + ME2 - 2 A « MC cosd » Setzt man
dies in (15) ein, so entsteht nach Vereinfachung

m(mz-w-nc) (M€ - MP) cosd = 0,
Angenommen, es gilt cosd = 0. Dann folgt AC = TB im wWiderspruch
zur Aufgabenstellung.
Gilt fiC - P = 0, so folgt P = C und damit ¥ APB = < AQB = y.

Damit verbleibt die Untersuchung von AM2 - MF « MC = O. Dies
ist aquivalent zu & . g und wegen AW = B¥ auch zu 24 » FE,

W A WP BM
Da zudem < AMC Innenwinkel der Dreiecke AMC und AMP und < BMC
Innenwinkel der Dreiecke BMC und BMP ist, gilt A AMP ~AAMC und
A BMP ~ ABMC. SchlieBlich kann man hieraus durch elementare
Rechnung (&hnlich der 1. L&sung) die gesuchten Winkel bestimmen.
Zusdtzlich ist noch der Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis fir P
zu fihren.
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Aufgabe 8 (nach Jérg Jahnel und Jérg Wensch)

Da von den sieben Punkten keine vier in einer Ebene liegen, liegen
auch keine drei auf einer Geraden. Damit existiert zu je drei der
sieben Punkte tatsdchlich ein Dreieck. Die sieben Punkte seien

A, B, C, D, E, F, G. Zunéchst wird folgende Aussage der Ramsey-
Theorie bewiesen: Wenn éeche Punkte paarweise rot oder blau ver-
bunden sind, dann existiert ein einfarbiges Dreieck. (16)
.Beweis: Von A gehen genau fiunf Verbindungsstrecken aus, die ent=-
weder rot oder blau sind. Nach dem Schubfachprinzip gibt es drei
Punkte, 0.B.d.A. B, C, D, die mit A durch rot verbunden sind. Ist
eine der Strecken BC, CD, DB rot, so bilden die Endpunkte dieser
Strecke mit A ein einfarbiges Dreieck. Anderenfalls sind BC, CO,
DB blau, also bilden B, C, D ein einfarbiges Dreieck.

Die Behauptung der Aufgabe wird nun indirekt bewiesen. Angenommen,
es existiert eine Farbung, die keine zwei einfarbigen Dreiecke ohne
gemeinsame Seite enthélt. Durch Weglassen eines Punktes erhalt man
nach (16) die Existenz eines einfarbigen Dreiecks. Dies sei
0.B.d.A. das Dreieck ABC mit der Farbe blau, Nun 1&B8t man Punkt A
weg, nimmt den vorher weggelassenen Punkt wieder hinzu und erhalt
nach (16) ein weiteres einfarbiges Dreieck, das laut Annahme mit
ABC eine Seite gemeinsam hat. Da A nicht Eckpunkt des neuen Drei-
ecks ist, muB diese Seite BC sein., 0.B.d.A. ist also Dreieck BCD
ebenfalls blau. Durch Hinzunshmen von A und Weglassen von B erhalt
man mittels (16) ein weiteres einfarbiges Dreieck, das mit den
Dreiecken ABC und BCD eine Seite gemeinsam hat, Offenbar sind dies
die Seiten AC bzw. CD. Also ist ACD ein weiteres blaues Dreieck.

Folglich ist ABCD ein Tetraeder, dessen Kanten blau gefarbt

sind.

Angenommen, von einem der Punkte E, F, G, 0.B.d.A. von E, gehen
zwei blaue Strecken aus. 0.B.d.A. mogen sie zu A, B fiihren. Dann
wiren die Dreiecke ABE und ACD blau geférbt im wWiderspruch zur
Annahme .

Von jedem der Punkte E, F, G geht also hochstens eine blaue Strecke
aus, Damit ist einer der vier Punkte A, B, C, D, 0.B.d.A. sei

es A, mit E, F und G rot verbunden. Wére nun EF, FG oder GE rot,
so wire AEF, AFG oder AGE ein rot gefarbtes Dreieck, das mit den
bereits bestehenden blau gefarbten Dreiecken offenbar keine Seite
gemeinsam hat. Da dies der Annahme widerspricht, miissen EF, FG
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und GE blau sein. Also ist EFG ein blau gefarbtes Dreieck, das mit
den bereits bestehenden blau gefarbten Dreiecken offenbar keine
Seite gemeinsam hat. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme.

Damit ist die Behauptung vollsténdig bewiesen.

Eine analoge Aussage fir sechs Punkte ist falsch. Es seien AB, AC,
AE, BC, BD, _CD, DF, EF blau und die restlichen Strecken rot ge-
farbt, Offenbar gibt es keine rot gefarbten Dreiecke. Die beiden
blau gefarbten Dreiecke ABC und BCD haben aber die gemeinsame Seite
BC. Damit ist ein Gegenbeispiel gefunden.

Aufgabe 9

a) In der Zeit t legt der FuBgénger einen Weg wt zuriick. Fiur die
Zeit, die er bendtigt, um die "Gefahrenzone" der Breite a zu
durchqueren, gilt daher t = %. In dieser Zeit legen die Autos je-
weils einen Weg von vt = %¥ zurick, Da auch ein seitliches Hin=-
einlaufen in ein Auto zum Unfall fihrt, decken die Autos eine
Strecke der Linge b + %} von jedem der “"reprasentativen Abschnitte"
der Lénge b + c ab. Die Wahrscheinlichkeit dafir, daB ein Unfall
auftritt, betrigt daher

b+ 2Y

'50—:' falls dies kleiner gleich 1 ist

1 . sonst,

Es folgt
c -3
Py falls ¢ >3 o -8
Pa = max T+ 9.

o] » sonst

b) Es sei « der Winkel zwischen dem rechten StraBenrand und der
Richtung des FuBgdngers. foenbar genigt es, alle x mit

0 <<% zu betrachten. (o = & fihrt auf Fall a)).
z z

1, Fall: Es sei w > v. Der FuBgd#nger widhlt o so, daB cos « = %
gilt., Seine Geschwindigkeitskomponente in Richtung der Autobewe-
gung betragt dann w * cosoa = w o % = v, Der FuBganger kann damit
im gesamten Bereich der Linge ¢ losgehen, ohne daB es zu einem
Unfall kommt, da die Autos immer konstanten Abstand zu ihm haben.
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Die Wahrscheinlichkeit, die StraBe unverletzt zu ﬁbsrquﬁren, be~
tragt daher B—f-_c" Diese ist offenbar positiv und gréBer als
aw

o = 3N
o
Alao‘ kann in diesem Fall der FuBgidnger die Wahrscheinlichkeit ver-
gréBern,

2. Fall: Es sei w & v.

Die Geschwindigkeitskomponente des FuBgéngers in Richtung der
Autobewegung ist w cos « . Seine Ortskoordinate in Richtung der
Autobewegung zum Zeitpunkt t ist O + wtcos oc , wobei O den Start-
punkt mit O in [0, b+c] bezeichne. Da wegen w cos & & v das
niachste Auto nicht eingeholt werden kann, muB fir alle t gelten:
O +wtcoso &b +vt, also 0 Z b+t (v-wcosx ).

t kann alle Werte von O bis niﬁ: annehmen, da nach der Zeit

niw die “"Gefahrenzone" der Breite a durchquert ist, Wegen
v-w cosx & O folgt damit O & b + ﬁiﬁ' + (v-w cosa ). Das
Intervall aller erlaubten Startpunkte hat also die Linge

c - 'w—s'gﬁ" (v-w cos o¢ ). Die in diesem Fall vorliegende Wahr-
scheinlichkeit ist damit

a
c--—sn(vwcosm)
+cC

- , falls dies positiv ist

(=]

» sonst,

Damit kann der FuBginger die \iahrscheinlichkeit genau dann ver-
bessern, wenn es ein & gibt, so daB
(17) Wﬁw (v=w cosx ) < %, falls ¢ > %'! gilt und

(18) hsa?? (v-w cosx ) <c, falls c 5-%"—’- ist,

Es sei zunachst ¢ > %. (17) ist aquivalent mit

cos o v 1- sinax
(179 T=sinor > we Nun gilt 11'.'IE —oex "0

LA
cos & o T
also kann der Term T= sina fur ®—% beliebig groBe Werte anneh-

men. Also gibt es Werte o , die (17') erfillen und die damit (17)
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genigen. Also kann der FuBgadnger in diesem Fall die Wahrschein-
lichkeit verbessern. Es sei nun c & %;. (18) ist &quivalent mit

(18') * < % sin @ + cos @ . Die Funktion f (a) = £ sina + cosa ,

(23 (0,;) hat fir & = Arctan % ein lokales Maximum, Aleo gilt

f(x) = cosa (1 + % tan & ) § cos (Arctan %) (1 + fz) =

2 2

1 c c
= 1 = 1 .
(1 + ;z) \[ + =

c
1+
-
c? v
Ist nun 1+ > 80 gibt es einac , das (18') und damit
a :

auch (18) erfillt. Also kann der FuBgénger seine Wahrscheinlich-
keit verbessern.

Ist dagegen v1 + 22 a %, 80 gibt es keinoc , das (18') und damit
a

auch (18) erfullt. In diesem Fall kann der FuBgénger seine Wahr=
scheinlichkeit nicht verbessern. (Sie ist in beiden Fallen gleich
Null,)

(Die Lésung geht auf J6rg Jahnel und Stefan Ginther zuriick.)

Aufgabe 10
Diese Aufgaebe bereitete unseren Schilern groBe Schwierigkeiten,

Die beiden einzigen erbrachten Lésungen geben wir nachfolgend
wieder.

1. Losung (nach Sven Suska):

Es seien f und g beliebige Funktionen aus C. Dann gilt auch
heE [s (ff + gg+ fg+ fg+ f+f+ f+g)] e C undweiter
h=E(f2+g2+2fg+3f+g+1)=:E/(y)

Ist nun f 2 g, so fofgt

(F+g+ 1)2 Sy< 2 4 92 + 2fg + 4f + 4g + 4 = (f + g + 2)2
und damit h = f - g,

ist f< g, so gilt

(f + g)2 <ya=(f+g+ 1)2 +f-g<(f+g+ 1)2

und damit h = 2>4g:+ 3f + g + 1. Es gilt also
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. {f(x) - g(x), falls f & g
) = Zrpaagts) + 3#0x) + a(x) + 1, falle £ <g.

Es sei nun u = S(Pp<fg + f + f + f + g). Dann gilt u € C und
u(x) = é}r:;;#x) + 3f(x) + g(x) + 1. Offenbar gilt h 3 u, denn
furf<ggiltu-hundfurfigzat?g\+3f+g+1>f—g.

Nun sei

v=E [S(hh+uu+hu+hu+u+u+us+h)]. Dann gilt

v € Cund da h & u ist, folgt analog zur Untersuchung von h,
daB v (x) = u (x) = h (x) und damit

(o} , falls f< g
v (x) = gilt.
{ sgL;gg(i) + 2f(x) + 2g(x) + 1, falls f & g

Wegen v E C ist auchw = E [s (w)] = E (v + 1) € C.
wenn f & g ist, folgt v = 26§ + 2f + 2g + 1 und demit v & 1,
Weiter ist (v + 1)2 v2 +2v + 1> v2 +1 > vz, also

241-v2a 1.

2

E (vz +1) = v

Ist f< g, so ist v = 0, V
Also ist

. 0, falls f< g
w(x) =

1, falls f & g.

+1=1und E (v + 1) = 0,

Damit gilt fUr die zu C geh&drende Funktion z = hw
f(x) - g(x), falls f(x) & g(x)
z (x) = :
] , falls f(x) < g(x).
Also gibt es zu beliebigen Funktionen f,g € C ein®e Funktion
Z € C mit z(x) = max {f(x) - g(x), 0}.
2. _Lbsung (nach Harald Heidler)

Es gilt E(x) = O genau dann, wenn x Quadratzahl ist und E(x) > 0
genau dann, wenn x keine Quadratzahl ist. Folglich

ist s [E(x)E(x)] = 1, falls x Quadratzahl und
s [E(x)E(x)] > 1, falls x keine Quadratzahl,

Es set Q(x): = E { 5 [E(x)E(x)]}. Wegen E(1) = 0 gilt Q(x) = O
genau dann, wenn x Quadratzahl ist. Es sei nun x keine Quadratznhl.
Dann ist mit E(x) = a >0

s [E(x)E(x)] = a2 + 1. Wegen a2 < a° + 1 < a2

+2a+1m=
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= (a + 1)2 ist a2 + 1 keine Quadratzahl und daher gilt Q(x) = 1
genau dann, wenn x keine Quadratzahl ist.
Sicher gilt Q € C und damit
0, falls x Quadratzahl
Q(x) = {

1, falls x keine Quadratzahl.
Es wird nun eine Funktion A konstruiert mit A '€ C und

i 0, x=n

o + |
Die Konstruktion wird mittels vollsténdiger Induktion nach n durch-
gefiuhrt. Bendtigt wird dazu noch die Hilfsfunktion

H(x) : = Q(S(S(S(x)))) € C. Es ist H(0) = Q (3) = 1

und H(1) = Q(4) = 0.

Induktionsanfang:

Man betrachtet Ay(x) = Q(s(Q(x) + Q(S(x)))) € C. Fiir x = 0 ist

Q(x) = 0, Q(S(x)) = 0, S(Q(x).+ Q(S(x))) = 1, also A (x) = O.

Ist x ¥ O eine Quadratzahl, so ist Q(x) = 0, Q(S(x)) = 1, S(Q(x) +
+ S(Q(x))) = 2, also Ao(x) = 1, Ist schlieBlich x keine Quadrat=-
zahl, so folgt Q(x) = 1, Q(S(x)) = 1 oder 0, S(Q(x) + Q(S(x))) = 3
oder 2, also Ay(x) = 1, Damit gilt Ay € C und

0, x=0
Ao(x) - {
1, x ¥ 0.

1, x # n.

Induktionsvoraussetzung:
FOr alle x' < n gebe es eine Funktion Age € C mit

0, x = x*

Agr (%) -{

Induktionsschritt:

k, sei die Differenz aus der kleinsten Quadratzahl, die groBer
gleich n ist, und n. k; sei die Differenz aus der kleinsten
Quadratzahl, die grdBer als n + kn ist, und n, .

1, x g x'.

Es sei B (x) = Q(S [Q(S(eee S(X)eee)) + Q(S(eeeS(X)ess))])e
S—————— S———————
kn mal S kﬁ mal S
Offenbar ist B, € C.
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Fir x = n ist Q(S(eeeS(x)ess)) = 0 (k, mal S), da n + k, nach
Definition Quadratzahl ist. Ferner gilt auch Q(S(eesS(X)ess)) =

= 0 (k; mal S), da auch n + kﬁ nach Definition Quadratzahl ist.
Also gilt in diesem Fall B (x) = 0. Fir x >n ist Q(S(«ssS(X)sss))
(k,, mal S) oder Q(S(«eeS(X)ess)) (ks mal S) ungleich O. Da kn bzw,
k"‘ namlich jeweils die kleinsten Differenzen der entsprechenden
Quadratzahlen zu n waren, ist k; - kx fir x >n entweder gréBer
als ky = k_ oder k, ¥ k, und ki # kp. Also ist fir x >n

8. (x) = 1,

Es kann noch sein, daB B (x) = 0 fir x < n ist, Ist dies fur
irgendein x' < n der Fall, so wird B € C durch Bi(x) = H (A (x)) +
+ B"(f) gebildet, s ist

1, x = x° 0, x = x*
. , da Ax.(x) gile.

H(Ax.(x)) i { 1, x # x*'

0, x ¥ x

Damit ist B (x') = 1 + 0 = 1. Fiuhrt man diesen Proze8 far alle
(endlich vielen) x' < n durch, so erhdlt man zuletzt

0, x=n
An(x) = + Damit ist die Konstruktion der A

1, x#n
durchgefihrt.
Nun gilt
1, x = n
Ma(x) = H(AL(x)) = {0' cpo

oo

Die Funktion L(x) = :E 2 max {f(i) - g(i), o } Mi(x) gehért
i=

offenbar zu C, Es gilt far x = i3 max {f(1)-g(1),0} M,(1) =
= max {f(x) - g(x),0}, da M(i) = 1. Fir x 4 1 1st

max {f(1) = g(1), 0}. M,;(x) = 0, da M,(x) = O ist. Damit
gilt L(x) = max {f(x) - g(x), O}€C.
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Aufgabe 11
Es sei O der Mittelpunkt der Inkugel. L bzw. N sei der Berihrungs-

punkt der Kugel mit der Fliache ABD bzw. CAD. Da es sich um die
Inkugel handelt, liegen K, L, M und N innerhalb der entsprechenden
Seitenfléchen des Tetraeders.

Es ist also (19) < AKB + <BKC + < CKA = 360°
(20) <« ALB + <BLD + <DLA = 360°
(21) < BMC + 4CMD + +DMB = 360° und
(22) 4 CNA + 4AND + <DNC = 360°,

Es wird nun die Beziehung <+ AKB = < ALB bewiesen.
Es sei &£ die Ehene, die senkrecht auf AB steht und auf der K liegt,
sie schneide AB in P. Da die Ebene durch A, B, C Tangentialebene

an die Kugel in Punkt K ist, steht der Radius OK senkrecht auf
dieser Ebene. Also gilt O € & .

Es sei p» die Ebene, die senkrecht auf AB steht und auf der L liegt.
Analog zu obigem folgt O € /0
Also gilt ¢ s p und K, L, O, PE £
Nun ist nach dem Gesagten < OKP = < OLP = 90°, ferner OK = OLC, da
OK und OL Radien der Inkugel sind und damit APKO & APLO.
Insbesondere folgt PK = PL. Da ¢L AB und € AB = P ist, folgt

4 KPA = 4LPA = 4+KPB = 4LPB = 90°, Zusammenfassend ergibt sich.
also AAPK & AAPL, ABPK % A BPL (nach sws). Daraus folgt

4 AKP = ¢ ALP, ¥ BKP = < BLP und damit < AKB = < ALB = 2 Y.
Analog zeigt man <+ BMC = 4 BKC = :0, ¥ CNA = <CKA = :fj,

4+ DLA = 4DONA = :d, $DLB = ¥DMB = : ¢, < DMC = ¥ DNC = 20 .
Setzt man dies in (19) bis (22) ein, so folgt:
Fra+fi= 360°, yrp+d= 360°, %+ @+ pa 360°,

B+d +¢ = 360°.
Addition der ersten beiden und Subtraktion der letzten beiden
Gleichungen liefert 2y - 2p = 0, also +AKB = < DMC.

Aufgabe 12 (nach Sven Suska)

Es sei s(n) die Summe aller speziellen Zahlen, die nicht gréBer
als n sind. a(n) sei die Anzahl der speziellen Zahlen (ohne Null),
die kleiner oder gleich n sind.

Behauptung: Fir alle natiirlichen Zahlen k > 0 gilt

s(4k=1) = k(4k=1) (23) und a(4k-1) = 2k-1, (24)
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Beweis: Fur k=1 gilt (24), denn 3 = 112 ist die einzige spezielle
Zahl, die kleiner oder gleich 3 ist. (2 = 102 und 1 = 12 haben
genau eine 1 in ihrer 8indrdarstellung.) Damit ist auch

8(4k-1) = 3 = 1(4.,1-1) und (23) gilt ebenfalls.

Die Behauptung gelte fir k = m,

Man betrachtet nun die Zahlen 4m, 4m+1, 4m+2 und 4m+3. Die beiden
letzten Ziffern dieser Zahlen in der Dualdarstellung sind entspre-
chend 00, 01, 10 und 11. Damit ist 4m genau dann speziell, wenn
4m+3 es auch ist und dies ist &dquivalent damit, daB 4m+1 und auch
4m+2 nicht speziell sind, Es sind also entweder 4m und 4m+3 oder
4m+1 und 4m+2 speziell. Dies sind in beiden Fillen zwei hinzukom-
mende spezielle Zahlen, deren Summe in beiden Fillen 8m+3 betragt.
Also ist

s(4m+3) = s(4m=1) + 8m+3 = m(4m-1) + Bm+3 = (m+1)(4m+3) und
a(4m+3) = a(4m-1) + 2 = 2m-1 + 2 = 2(m+1)-1, womit (23) und (24)
fir alle k > 1 bewiesen ist.

Fir k = 993 ist a (3971) = 1985 und

s(3971) = 3,943.203,

Die gesuchte Summe betrigt also 3.943,203.

Aufgabe 13

Insgesamt seien die Personen Pi' P2, ceey P2n' und di sei die
Anzahl der Gesprachsrunden, zu denen Pi gehért, i = 1, ..., 2n.
Offenbar ist d; 2,

Fall 1: Ea gibt ein i mit d; = 2. Sei P; in C, und C_ enthalten.
Dann ist {Pi}l -| C {Pi}l = n -1, da fir alle

n -1 Ehepaare, auBer fur P1 und seinen chepartner, je ein Part=-
ner zu C_ und der andere zu C, gehdrt. Dann ‘gibt es (n-1)(n-2)
Paare {r,s} mit r, s # i und P.E Cp, P € Cqe Je zwei dieser
Paare sind in verschiedenen Gesprachsrunden erfaBt. Sonst gibt

es zwei Elemente aus C_ bzw. C_, die noch in einer zweiten Ge-
spirachsrunde erfaBt werden, was der Aufgabenstellung widerspricht.
Also ist unter Beachtung von n 2 4:

k & 2+ (n-1)(n-2) & 2n.

Fall 2: Fir alle i gilt d 2 3, Wir ordnen jeder Person Py eine
Variable Xy zu, i=1, «ee, 2n, und setzen




Fir das lineare Gleichungssystem Yq = see =y, = 0 aus k Gleichun-
gen mit 2n Unbekannten gibt es fir k < 2n eine nichttriviale Losung
far Xgs sees Xppe Also reicht der Nachweis von

Yy = eee =Y =0=>x; = (o0 = x, =0, (25)

um auf k % 2n schlieBen zu kénnen.
Sei dazu M = {{1, 11 Pis PJ bilden ein Ehepaar}
und M* die Komplementmenge von M. Dann gilt

k 2 2n 2 2
Eyi-izidi'xi"z.' .xixJ
- = i,5lem

2n . 2n
-(Z xi)z + E (dg-1) « xf -2

X X,
=1 173

{i,3}em

Folglich ist wegen :%ﬁ xf 22> X%yt
i=1 M

= 2n 2n
X > 2
zll ij. -(S "1)2 + 1§1 (dg-2)xy & sz_.
=

i=1 i=1 i=1
Daraus ergibt sich (25).

Aufgabe 14
Ja, solch Polynom gibt es. Dazu zéhle man die Punkte (k,m) mit

nichtnegativen Koordinanten, die unterhalb der Geraden
X +y = k + m liegen. Ihre Anzahl ist

q(kym) = 1 + 2 + .0 + (kém) = (k+m)(kem+l) o ,i.

und setze
p(k,m) = q(k,m) + k.

Dann ist p(x,y) = ((x+y)2 + 3 X +y) . é ein Polynom mit den
gesuchten Eigenschaften.
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Aufgabe 15 (nach Jérg Jahnel)

Die L&sung dieser Aufgabe gelang nur vier Schilern. Drei 3chiler
erbrachten Teilbeweise. Daher wird die Lésung ausfilhrlich darge-
stellt,

I. Keines der AABC, AABD, AACD und ABCD enthilt einen stumpfen
Innenwinkel. .
Beweis: Angenommen, eines dieser Dreiecke enthalte einen stumpfen
Innenwinkel und es sei 0.B.d.A <BCA im, AABC., M sei der Umkreis-
.7 mittelpunkt von AABC. Nach
dem Zentri-Peripheriewinkel-
satz ist ¢ BMA = 2 y >180°,
Damit muB M auBerhalb des
A 8 Dreiecks AABC liegen. 0' sei
M der FuBpunkt des Lotes von O
auf die Ebene durch A, B, C.
R sei der Umkugelradius von T,

Dann gilt 00' 1l A0', 0O0' L BO',
00*' L CcO' und nach dem Lehr-
satz des Pythagoras folgt:

™7 - (@2 -0 - VR? - 5072,
BT - V02 -0 = VR - 506"  und .
W= VB2 -2 - VR? - 5072, Also ist AOT = BOT = T und

damit ist O' der Umkreismittelpunkt vom A ABC. Der LotfuBpunkt
von O auf die Ebene durch A, B und C ist also M, Es sei nun N ein
von M verschiedener Punkt dieser Ebene. Dann gilt OM L MN.

Nach Pythagoras folgt:‘ﬁﬂ o2 . e - Oli. Daher kann eine Kugel
mit dem Mittelpunkt O, die die Ebene durch A, B und C beriihrt,
dies nur in M tun. Da M auBerhalb des A ABC liegt, widerspricht
dies der Voraussetzung, die Inkugel von T habe den Mittelpunkt O
und berihre die Ebene durch A, a,'c in einem inneren Punkt von

O ABC. Damit ist die Annahme widerlegt und der Beweis gefihrt.

II. Die Umkreisradien der Dreiecke A ABC, A ABD, AACD und ABCD
sind paarweise gleich.

Beweis: r sei der Radius von K'. Wie in I. gezeigt, berihrt K'
die Ebene durch A, B und C im Umkreismittelpunkt M von AABC.
Also gilt OM = r,
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In I. wurde ebenfalls gezeigt, daB M der FuBpunkt des Lotes von O
auf die Ebene durch A, B, C ist, Also gilt MA 1 OM und nach Pytha=-

goras folgt FA = VOAZ - B2 = VRZ - r2 , Der Umkreisradius von
2

A ABC betragt also R = 2, Véllig analog kann man zeigen, daB
auch die Umkreisradien von AABD, AACD und ABCD den gleichen Wert
haben,

III. Gegeben sei ein Dreieck APQR, ¢ sei sein Umkreisradius., Wenn

O PQR nicht stumpfwinklig ist, dann gilt ¢ = z_sln;r%my'

Bewels: S sei der Umkreismittelpunkt von A PQR. T sei der FuBpunkt
des Lotes von S auf PQ. Nach dem Kongruenzsatz ssw folgt

ASTQ & ASTP. Also ist TP = éﬁF. Nach dem Zentri-Peripherie-
winkelsatz ist 4 QSP = 2 ¢ ¢ QRP und damit < PST = 4QRP. Im recht=-
winkligen Dreieck APST ist damit TP = %EF =3P « sin ( 4 PST) =
= ¢ sin ( &« QRP) und die Behauptung ist bewiesen.

IV. in T gilt:
4 ADB = + ACB, % ABC = 4 ADC, < ABD = < ACD,
<+ BAC = +BDC, 4+BAD = 4¥BCD, 4CAD = <CBD,

Beweis: Es wird nur < ADB = < ACB gezeigt. Die Ubrigen Gleichungen
folgen nach Vertauschung der Variablen analog.

Nach II. sind die Umkreisradien von AADB und AACB gleich, nach
I. sind beide Dreiecke nicht stumpfwinklig, Mit III. folgt

z—smx"i"msy'm%m- sin ( <4 ADB) = sin ( <4 ACB)
und damit <4 ADB = <4 ACB, da beide nicht stumpf sind.

V. Es sei g = $ADB, 0, = 4 ABC, Xy = % ABD, 0, = % BAC,
%g = +BAD und g = < CAD. Der Satz Uber die Innenwinkalsumme,
angewendet auf die Dreiecke AABC, A ABD, AACD, ABCD, liefert
(beachte 1IV.)
Qg H O, F O w0y gm0 b 0g + O m X, 40 400 = 1807,
Addiert man die beiden ersten Terme und subtrahiert die beiden
letzten, so folgt %, = xg. Analog erhilt man x, =g und Xy = 0y
Es muB also gelten: 4 ADB = 4$ACB = < CAD = < CBD,

4$ABC = <ADC = ¢BAD = < BCD und

4ABD = 4ACD = $BAC = <BODC.
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VI. Infolge dieser eben hergeleiteten Beziehungen folgt mittels
Kongruenzsatz wsw:

A ABC ¥ .ABAD, also auch BC = AD und AC = BD,
A ABD ¥ ACOB, also auch AB = TD.

VII. Der Nachweis der vierten Gleichung erfolgt mit der Koordina=
tenmethode. 0.B.d.A. gelte A = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (x,y,0),
D = (a,b,c), wobei y ¥ O sein muB, Nach Quadrieren der bereits
bewiesenen drei Gleichungen und Einsetzen der Koordinaten ergibt
sich:

2

a2+ b2+ c%a (::-1)2 * yz. x< + y2 = (3-1)2 + b2 4+ ¢ und

1= (a-x)2 + (h-y)2 + c2.

Die Addition der ersten und zweiten Gleichung fiihrt auf

a = -x+1, . ' (26)
Die Subtraktion der dritten von der zweiten Gleichung ergibt

2 2 2
b_u;;*x rY X +$X =2X nach (26). Also gilt

2 2 2 2
D = (-x+1, Y—%,c) und daher H' = (-x+1, _y+_z;-_25'0).

Die Berechnung des Héhenschnittpunktes in AABC ergibt

2
H = (x, %,0). Der Umkreismittelpunkt M des gleichen Dreiecks

hat die Koordinaten

2 2
e —y——¥-10).

wie in I. gezeigt, ist M dar FuBpunkt des Lotes von O auf die
Ebene durch A, B, C.

' 1 x2 - x +y?
Es folgt 0 = (3, ,d). Das Einsetzen der Koordinaten in
Z Y

die Abstandsformel ergibt sofort OH = OH'.
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Aufgabe 1

Gegeben seien 1000 Kugeln vom Gewicht 12, 22, 3%, ..., 10002,
Man zeige, daB men aus ihnen zwei Gruppen aus jeweils 500 Kugeln
bilden kann, so deB die Kugeln aus der ersten Gruppe und der
zweiten Gruppe gleiches Gesamtgewicht haben.

Aufgabe 2

Die 19 * 86 Einheitsquadrate einer rechteckigen Tefel der Breite
19 und Lénge 86 dlirfen gefdrbt werden. Zwei Spieler splelen fol-
‘gendes Spiel. Sie ziehen abwechselnd. In jedem Zug darf der jewei-
lige Spieler ein Einheitsquadrat oder mehrere Einheitsquadrate,
die insgesamt ein Quadrat bilden, f&rben. Kein Quadrat darf mehr-
fach gefirbt werden. Sieger ist derjenige, der den letzten Zug
macht. Man beweise, daB der Spieler, der den ersten Zug macht,
stets gewinnen kann (d. h.: es gibt eine Strategie, die ihm den
Gewinn sichert).

Aufgabe 3

Men zeige, daB es in der Ebene mit einem gewthnlichen rechtwink-
ligen Koordinatensystem kein (nicht entartetes) konvexes Viereck
gibt, das den folgenden drei Bedingungen geniigt:

a) eine Diagonale ist doppelt so lang wie die andere,

b) der Winkel zwischen den Diagonalen ist 45°,

¢) die Koordinaten jedes Eckpunktes des Vierecks sind genzzahlig.

*Aufgabe 4
Man bestimme ein Tripel (x, y, z) aus_ganzen Zehlen x, y, Z, von
denen jede >50 ist und so daB 22 + y2 + 2% a 3xyz gilt.

Aufgab
Aus den Zahlen 1, s+s, 0 8ind n + 1 verschiedene Mengen aus jeweils
3 paarweise verschiedenen Zahlen gebildet. Man beweise, da8 es

2 dieser Dreiermengen gibt, die genau ein Element gemeinsam haben.
/



Aufgabe 6
Durch einen Punkt im Innern eines A ABC sind die Geraden 1, m

und n jeweils senkrecht zu AP, BP und CP gezogen. Man beweise:
falls die Schnittpunkte Q, R, S von 1 und g(B, C), m und g(C, 4)
bzw. n und g(A, B) existieren, so liegen sie auf einer Geraden.

Aufgabe 7

Flir gegebene positive ganze Zahlen r, v, n sei S(r, v, n) die
Anzahl von n-Tupeln (11, ooy xn) aus nichtnegativen ganzen Zah-
len, die den Bedingungen

X 4 Xy 4 eee + X =T und xifnv, i=1, eeep, n

geniigen. Man beweise:

m
s(r,v,n) = Z -0k . (‘l:)(r-(V;RHn-‘l)'
k=0

wWo m = min {n, ’.'V—:T” ist
(lx] 1st die grodte ganze zanl y mit y S x).

Aufgsbe 8
Men bestimme die kleinste ganze Zahl n mit der folgenden Eigen-

schaft: Fir jede Menge V von 8 Punkten in der Ebene, von denen
keine 3 auf einer Geraden liegen und flir jede Menge E von n
Strecken mit Endpunkten in V kann man eine Gerade finden, die
mindestens 4 Strecken aus E in inneren Punkten schneidet.
Aufgabe b

Die bindre Operation + in der Ebene sei folgendermaBen definiert.
Fiir gegebene 2 Punkte A, B sei C = A + B der dritte Eckpunkt des
gleichseitigen, positiv orientierten Dreiecks ABC. Was ist die
gegenseitige Lage der 3 Punkte I, M, O in der Ebene, filr die

I+ (M+0)=(0+1I)+M
gilt?



Aufgabe 10
P und Q seien verschiedene Punkte in der Ebene des Dreiecks ABC,
so deB

BP P
R-B-%
gilt. Man beweise, daB PQ durch den Umkreismittelpunkt des Drei-
ecks verlduft.

Aufgabe 11
Seien AA', BB' und CC' die Winkelhalbierenden im Dreieck ABC

(A' € BC, B' € CA, C' € AB). Man beweise, daB jede der Geraden
A'B', B'C', C'A' den Inkreis des Dreiecks ABC in 2 verschiedenen
Punkten schneidet.

Aufgabe 12 :

Seien C4 und C, Kreise vom Radius % die einander beriihren und
beide einen Kreis C vom Radius 1 von innen beriihren. Die Kreise
01. 02 gind die Anfengsglieder einer unendlichen Folge { cn}
von verschiedenen Kreisen Cn. die folgendermeBen definiert ist:
C beriihrt von auBen Cn und cn+1 von innen C. Man zeige, daB

n+2
der Radius von jedem Cn das Inverse einer ganzen Zahl ist.

Aufgabe 13 .
Sei A1A2A3A4 ein einem Kreis K einbeschriebenes konvexes Vierecke
Man zeige, daB es einen Punkt M auf K gibt, fiir den

MA, - MA, + MA; - MA, = O

iste.
Aufgabe 14
Fiir n gegebene reelle Zahlen &, B a, = ... = a, definiere man
' n
— . )
. "ni,z,% ¥ -=ﬂ§:7%“ﬁn

@ =V - i

und beweise
< <
51-).11-Q=M1+Q-an.



Aufgabe 15

Die Folge U entstehe, indem man die ungerade Zahl 1 notiert,
danach die niéichsten 2 geraden Zahlen schreibt, danach die néchsten
drei ungeraden Zahlen, danach die nichsten 4 geraden Zahlen,
danach die néichsten 5 ungeraden Zahlen usw. hinschreibe:

U: 1, 2, 4, 5, 7, 9, 10, 12, 14, 16, 17, 19, 21, 23, 25, ...

Man gebe das n~te Glied der Folge durch einen expliziten Ausdruck
an.

Aufgabe 16
Eine Permutation (51, By see, an) der Zahlen 1, «e., n heiBe

zuléssig, falls sie folgender Bedingung geniigt:

Es ist fir i = 2, «ss, N genau dann ay = k erlaubt, falls fiir
einen gewissen Index j < i ay €{k=-1, k+1} gilt. Wie viele
solcher Folgen gibt es?



Lésungen

Aufgabe 1 (nach A. Mirle, M. Votja, D. Minnel und T. Ehrhardt)
Es gilt flir alle natlirlichen Zahlen n

0%+ (0+3) %4+ (045) %+ (n+6)2 = 4n%+280+70
= (0+1) %4 (042) 24 (n+4) 24 (047) 2.

Summieren wir diese Gleichung Uber alle n = 1, 9, 17, «.., 993,
so erhalten wir

124 -

EZ: ((8k+1)2 + (8k+4)2 + (Bk+6)% + (8k+7)2) =
=0
124

- kZ ((8k+2)2 + (8k+3)2 + (8k+5)2 + (8Kk+8)?)
=0

Fassen wir also die Kugeln der Gewichte (8k+1)2, (8k+4)2, (8k+6)2,
(8k1-7)2 zur Gruppe 1 und die restlichen Kugeln zur Gruppe 2 zusam-
men, so enthalten beide Gruppen genau 500 Kugeln mit gleichem
.Gesamtgewicht.

Aufgabe 2 (nach R. Hemmecke)

Zun#ichst numerieren wir die Zeilen und Spalten der Tafel mit

1y eeey 19 bzwe 1, oes, 86, 50 daB (i, j) das Feld (Einheits-
quadrat) in der i-ten Zeile und j-ten Spalte angibt. Den Spieler,
der den ersten Zug macht, bezeichnen wir mit A, den anderen mit B.
Wir geben eine Gewinnstrategie von A an: A férbt zundichst des
Quadrat mit den Eckfeldern (1,35), (1,52), (18,35), (18,52).

12 . 3,35 44l45.. 5253 8586

’ N

N

N -

18
19




Offenbar kinnen bei allen folgenden Fiérbungen nicht gleichzeitig
Felder mit einer Spaltennummer = 44 und mit einer Spaltennummer
Z 45 gefirbt.werden. Farbt nun B ein Quadrat mit den Eckfeldern
(i, §), (4, j+k), (i+k, j), (i+k, j+k), k = 0, 1, «.., 80 gilt
Js J+k 2 44 oder j, j+k = 45, und A kenn daraufhin des Quadrat
mit den Eckfeldern (i, 87-j-k), (i, 87-j), (i+k, 87-j-k),

(i+k, 87-j) férben. Allgemein kann A nach jeder Férbung eines
Quadrates von B das dazu beziiglich der vertikalen Mittellinie
symmetrisch liegende Quadret fdrben, so daB A gewiB den letzten
Zug macht (man beachte, daB der Proge8 enden muB8, denn die Anzahl
der geférbten Felder wichst mit jedem Zug).

Aufgabe 3 (nach A. Mirle, T. Ehrhardt, H.-P. Storr)
fmgenommen, es gdbe ein konvexes Viereck A, B, C, D mit den
genannten Eigenschaften. Wir stellen die Eckpunkte als komplexe
Zehlen in der GauBschen Zashlenebene der:

A2 a1+321, B S by+byi, C s cqtcoi, D s di+dyi,
wobei a., b., c., d. ganzzahlig sind (j = 1,2).
Nach eventueller Umbezeichnung gilt:
D-C entsteht aus B-A durch Streckung auf das Doppelte und Drehung
um 45°. Mit bekannten Rechenregeln fiir komplexe Zahlen erhalten
wir
(d4-cq)+(dy=c, )1 = ((by-y)+(by=8,)i) + 2 (cos 45° g 1 sta 45°),
also

N (l‘lii) . (d.l-c.| )+(d2-c2)i

1-8,)+(b,a, (beachte A # B)
. (d1-c1)(b1-s1)+(d2-c2)(bz-a2)+((d2-¢2)(b1-a1)-(d1-c1)(b2_,,2))i
(b1-a1)2+(b2-a2)2 .

Offenbar steht auf der linken Seite eine komplexe Zahl mit irra-
tionalem Real- und Imaginérteil, wihrend auf der rechten Seite
Real- und Imagindrteil wegen der Voraussetzung rational sind.
Dieser Widerspruch zeigt, daB die Annahme falsch war und es kein
konvexes Viereck mit den genannten Eigenschaften gibt.



Aufggbe 4
Ist (x, ¥, z) eine Ldsung, so sind auch

(ys 2z, 3yz - x)
und
(x, 2, 3xz2 = y)

Losungen. Nun ist (1, 1, 1) eine Lsung und.daher sind asuch
(1, 1, 2), (1, 2, 5, (1, 5, 13), (1, 13, 34), (1, 34, 89),
(1, 89, 233) und (89, 233, 62 210) Lisungen. Die letzte LUsung
genligt den Bedingungen der Aufgabe.

Aufgabe
Selen Aqs weey Ap 45 Ay = { Xy, ¥y» 25} » |Ay| = 3, die gebildeten
Teilmengen. Angenommen die Behauptung ist falsch. Dann ist flr

i+ j stets IA:L n Ajl gleich O oder 2. Wir definieren

Ap S Ay ses|agn Ay 32,
Das ist eine Aquivalenzrelation. Denn die Reflexivitdt und Transi-
tivitét sind offenbar und aus A; = A, AJ- & A, und den Bezeich-
nungen A; = {xy ¥y 2} 4 A.‘l = {x, y, t} ergibt sich x- € A, oder
Y € Ay, also Ay N A # P und damit | 4; n A | & 2. Folglich ist
auch die Transitivitdt gegeben.
Die Aquivalenzrelation = bestimmt eine Zerlegung der Menge M
aller n+1 Dreiermengen in Aquivalenzklassen.
Flir jede Klasse A sei t(A) die Anzahl der in mindestens einem
Tripel aus A vorkommenden Elemente.
Wir zeigen

Al = t(a) (&)

und erhalten damit einen Widerspruch, da es n Elemente, aber
n+1 Tripel insgesamt gibt. .

Fir t(4) = 3 und t(A) = 4 ist die Aussage (1) trivial.

Sei t(A) > 4. Seien A; = { X, ¥y, 2z} und A4 ={ x, y, t}

aus A, t # z. Es gibt ein u % X, y, z, t und ein Ak aus A mit
u € A.. Wegen A; = A, und Aj = A, mub Ak-{ X, ¥y, u} sein. Fir
beliebiges A_ aus A mu8 nun X, y € Aq gelten. Also haben alle
Elemente aus A die Elemente x und y gemeinsam und es ist

Al = t(A) - 2 <.t(A).



Aufgabe 6 )
Wir wihlen die Koordinatenbezeichnungen

Pe Qb= Gy Ba (‘;;). ¢ = (D
und setzen

gk t=agby +ayby,

|as b 1= a)b, - a5b,,

N(g, b, g)i= 2 « (b --g). )
Dann sind 1, m bzw. n durch A (82 ), ¥’ (b% ) bzw. 2 (cg )
. =84 =0 =%

gegeben und die Gleichungen der Geraden sind:

g(B,C): X = (g;) +p (:;:E;).

g(C,A): X = (g;) +p (2;:22).

gD X = () + p GITED.
A a. by cq=bq i gD
us 1 (_31) = (bz) +p (°2'b2) ermittelt man p = W&, 5,00"
Das liefert nach einiger Zwischenrechnung fiir Q und analog fiir
R, S die Ausdriicke
|b, ¢l

. (-8
Q= (g;) B () (a12) (2)

e, &l

2e ) = MEng G2 : )

B ) g, + €2%2) )
85 C,8,0 C4q g
Man prift leicht, daB Q, R, S genau dann auf einer Geraden liegen,
falls |9, z| + |Z» 8l + |8 8| =0 ist.
Aus (2) und (3) ergibt sich ‘ohne weitere Rechnung
(-a,b,+a,b,)
13:°2] = EEI T Mhse © |2l ¢ leel

2,2,2) * NlB,c,a

&y B| - IE' el - ey &l
13zl = =G Eo - NEce

10



Analoge Ausdriicke erhélt man fiir die beiden anderen Determinanten
und schlieBt auf

|& b| - |2'§l * e 8l
19 2| +lz» 8] + |8 8| =F(&;5,0)N(5,c,8)Mc,8,00 "

Dabeli ist
Wi= N(g,g,B) + N(g,b,g) + N(R,g,8)
Men prift leicht, daB W = O ist und hat den Beweis beendet.

Aufgabe 7 (nach G. Dige)

Es seien
T, = { (11;12;...;xn) }XHEpheatX, = Ty Xy € N}
Ty = { (x, ;ng...;xn) § ZpEXpteetXy = Ty Xy €N, x4 < v+1}
(L =1, 2, seey D)o
Nach Aufgabenstellung gilt dann
S(r, vy n) = I Ty~ (DqU Ty U oo ur)l. (5)

Unter Verwendung des Prinzips der Inklusion und Exklusion erhal-
ten wir '

S(z,v,n) =|T |- |TUT, «eoUTy]
lmge Bl R i it )
1-1 < 12 ...<1k 1

Kommen wir deshalb.nun zur Berechoung von [Ty N Ty 0 eee 0 Ty
1 2 k

(11; X53 ...;‘xn) € Ti1n Tizn wom N Tik«:’

X HEgheeetXy = T und Iy 2 v41 (L= 1, ooy k)

n k .
L xy = r-k(v+1)-t und E (x; -(v1)) = ¢
#i, 5
(wobei t.€ {0, ooy r=k(v+1)]} Do )

e

Wir schen zunfichst, daB im Fall k> | | |24,0 7y, 0 s ngy | = o

1



Sei also k = l&ﬂ- Fiir ein festes t gibt es (k+:'1) Moglichkeiten

die Elemente Xy 5 s%e, X; 2Zu belegen.
1 e
Es gibt weiterhin “"‘;f;‘(‘sz';} Joe-1) Moglichkeiten die Ubrigen

Stellen des n-Tupels zu belegen. Da t Jeden Wert zwischen O und
r-k(v+1) annehmen kann, gilt somit:

r=k(v+1
- St (TR e,

T, N T, N eea NT
Ij'1 iz 1) =0

Setzen wir s = r-k(v+1), so kann man folgendes zeigen (Induktion
iiber 8):

F g p e, 0

Aus (8) und (9) erhalten wir schlieBlich

| B0, NNy |- (n+:-1) - (mes1) . (n+r-§£¥+1)_1).

b I — ’ - -
181, < <o LA 'T11 Py T el Tikl - (ﬁ) g )
Verwenden wir noch die Tatsache, da8 ITOI = (n"';"') = (n;_x_'-{‘l)

gilt, so ist S(r,v,n). = &: (-1)k () (n#z--:(_:ﬂ)-[)‘
k=0
mit m = min(n; [;}TJ)-

Aufgabe 8

Go Kunert geht von folgenden Aussagen aus, die leicht zu beweisen
aind:

Hilfssatz 1. Wenn 2 Punkte A und B existieren, wobei von Jedem
dieser Punkte (mindestens) 3 von AB verschiedene Strecken ausge-~
hen, so gibt es eine Getrade, die mindestens 4 Strecken in inneren
Punkten schneidet.

Hilfssatz 2. Gegeben sind 2 Punkte, die miteinander durch eine
Strecke verbunden sind und von denen zusammen mindestens 7 Strecken
ausgehen (beachte keine 3 Punkte auf einer Geraden). Dann gibt es
eine Gerade, die 4 Strecken in innheren Punkten schneidet.

12



Es wird nun gezeigt, daB 10 Strecken die Forderungen der Aufgabe
erfillen. Es seien also 8 Punkte und 10 Strecken gegeben. Von den
Punkten gehen also insgesamt 20 Strecken aus. Damit gibt es min-
destens einen Punkt, von dem mindestens 3 Strecken ausgehen.

Fall 1: Es gibt (mindestens) 4 Punkte, von denen jeweils (minde-
stens) 3 Strecken ausgehen.
a) 2 dieser Punkte sind nicht miteinander verbunden.
Verwende Hilfssatz 1! ¢
b) Alle diese Punkte sind miteinander verbunden.
Eine Gerade wird so gelegt, daB in jeder Halbebene beziiglich
der Geraden 2 Punkte liegen. N
Fall 2: Es gibt genau 3 Punkte, von denen jeweils (mindestens)
3 Strecken ausgehen. ¢
Von einem dieser Punkte miissen mindestens 4 Strecken ausgehen.
a) 2 dieser Punkte sind nicht miteinander verbunden.
Verwende Hilfssatz 1!
b) Alle diese Punkte sind miteinander verbunden.
Verwende Hilfssatz 2!
Fall 3: Es existieren genau 2 Punkte, von denen ;jaweils (minde~
stens) 3 Strecken ausgehen.
a) Sie sind nicht miteinander verbunden.
Verwende Hilfssatz 1!
b) Sie sind verbunden.
Insgesamt miissen von diesen Punkten mindestens 8 Strecken aus-
gehen.
Verwende Hilfssatz 2!
Fall 4: Es gibt genau einen Punkt, von dem mmdestena 3 Strecken
ausgehen.
Dieser Punkt ist mit mindestens 6 weiteren Punkten durch eine
Strecke verbunden, von denen wir einen auswdhlen. Von diesen
beiden Punkten gehen insgesamt mindestens 7 Strecken aus.
Verwende Hilfssatz 2!
Es muB8 also n = 10 sein. Ein Gegenbeispiel fir n = 9 reicht aus,
um n = 10 als die gesuchte Zahl auszuweisen. Als Beispiel nehme
man z. B. ein reguldres Achteck mit einer Diagonale (bei klei-
neren n lasse man noch mehr Strecken weg).

13



Aufggbe 9 (nach G. Hofmann)

In der GauBschen Zahlenebene wird folgendes featgelegt:

= 0 falle mit dem Ursprung des Koordinatensystems zusammen.
- Einem Punkt X entspreche die komplexe Zahl X'.

- E' = cos 60° + i sin 60°. o

Wenn nun I + (M + 0) = (0 + I) + M gilt, so ist offenbar

((M+0)' =I')E'+I'= (M = (0+I)')E" +(0+ b O 1
(Man beachte, daB aus C =A+B C'=(B' - A') E' + A' folgt.)
Weitere Umformungen filhren dann schlieSlich auf

M' = I' « E' = I' (cos 60° + i sin 60°).

Daraus ergibt sich folgende Lage der Punkte (wie auch durch die
Probe bestétigt wird).

Aufgabe 10 -
Es seien P und Q 2 verschiedene Punkte in der Ebene eines Drei-

ecks ABC.

Weiterhin sei % = % = % = k.

Zuniichst stellen wir fest, daB k « O und k & 1 ist. Fiir die wei-
teren Betrachtungen benutzen wir folgendes Resultat:

Der geometrische Ort der Eckpunkte X aller Dreiecke PQX, in denen
eine Seite die gegebene Liénge PQ hat und die i.ﬁngan der anderen
Seiten im konstanten Verhidltnis P9 k stehen, ist der Thaleskreis

Uber der Strecke LM als Durchmesser, deren Eckpunkte L und M die
Strecke FQ innen und euBen im Verh#ltnis * k teilen,
(Satz von Appolonius)

14



Nech diesem Resultat liegen also die Eckpunkte dés Dreiecks ABC
auf dem Kreis des Appolonius. Der Mittelpunkt dieses Kreises liegt
auf der Geraden durch P und Q, womit die Behauptung bewiesen wurde.

Aufgabe 11 (nach F. Diekhoff)
Es werden zuniichst der Punkt A' und die Geraden g(A'B'), g(A'C')
betrachtet. Dazu folgende Fallunterscheidungs
1. Fall: A' = D (Berlihrungspunkt des Kreises mit BC)
Alle Geraden durch A', die von g(BC) verschieden sind, haben
mit dem Kreis 2 Punkte gemeinsam. Offensichtlich ist
g(A'B') # g(BC) und g(A'C') # g(BC).
2. Fall: A' = D
Es sel 0. B. de A. AB > AC. Durch A' werden nun die beiden
Tengenten an den Kreis gelegt. Eine dieser Tangenten ist g(BC),
wihrend die andere AB im inneren Punkt L schneidet.
Dieser Sachverhalt ist in de:s folgenden Skizze darsgatellt.

B' liegt auf AC. Damit hat g(A'B') mit dem Kreis 2 Punkte
gemeinsam.
Kommen wir nun zur zweiten Geraden:
Es ist A A'CA S A A'LA (nach wsw - Hierzu tovamalibe: i ok mEh
die Hilfsdreiecke MA'D und MA'D'). Denach ist das Dreieck ACL

o -
gleichschenklig (<< ACL = 180=9),

o
< LB =y - <KacL=18=2 _p,

15



Es ist also << LCB< <X ACL. Hieraus folgt, deB der Punkt C' zwi-
schen A und L liegt. Somit hat auch g(A'C') 2 gemeinsame Punkte
mit dem Kreis.

In gleicher Weise l#B8t sich auch mit dem Punkt B' und den Geraden
g(B'A') und g(B'C') verfahren.

Die Behauptung wurde damit bewiesen!

Aufgebe 12 (Idee von M. Welk)

Fiir jede natlirliche Zahl n'z 1 sei r, der Radius des Kreises C .

Da alle Cy dem Kreis C vom Radius 1 einbeschrieben und nicht mit

diesem identisch sind, gilt stets 0 <r < 1.

Demit existiert asuch fiir alle natlirlichen Zahlen n = 1 der Wert
1=

n
8y =
T

und ist positiv.

Weiterhin wird durch u, = 1; uy = 0; Uppo = Uy + W g eine Folge
{"‘n} definiert, deren Glieder ausnahmslos natiirliche Zahlen
sind. '

Die'ae Folge besitzt auch die Eigenschaft u2n“2n+2'1 = “§n+1'

was ausgenutzt wird, um z, = Uy, o (rn = ﬁz_"'f) zu zeigen.

(Die Beweise werden durch vollsténdige Induktion gefiihrt.)

Aufgabe 13 (nach F. Diekhoff)

Zur Losung der Aufgabe wird der Kreis mit den Punkten A, A, A3
und A, in ein kartesisches Koordinatensystem gelegt. Der Kreis-
mittelpunkt sei der Koordinatenursprung und der Radius des Krei-
ses 1. Ein Punkt Z des Kreises ist dann eineindeutig durch den
Winkel ¢ ; = <E(1,0), 0, 2 bestimmt. Es ist dann auch
xZ-coafzundyZ-smfz.

16



Fir 0 Yz < 27 sei nun folgende Abstandsfunktion definiert

fA1 ( fg) = 221 -\/(cos f g - xA1)2 + (8in Fg- y“‘?‘.
Analog definiert man die Funktionen rAz, !A und t‘ » Alle diese
3 4
Funktionen und die Funktion £(7,) = r‘1 (fg) - :Az (rg)+
+ IAB (fz) - IA4 (fz) 8ind stetig. Somit wire die Behauptung

bewiesen, wenn wir 2 Punktionswerte mit unterschiedlichem Vor=-
zeichen gefunden hiétten.
Wire £( YA1) > 0 und f(A3) > 0, so miiBte gelten:

O =55 + 111; - ITL: >0 und’
I - T + BT - 5 > 0.
Daraus ergibe sich
Im Viereck A1A2L3A4 gilt aber gerade
EE ST+ A+ 1?: + LE.
Es ist also £( ‘f"1) = 0 oder £( ¥ A3) s 0.‘
V6llig analog zeigt man f( Y‘z) 2 0 oder £( *f14) 2 0.

Die Aussage wurde damit bewiesenl!

Aufgabe 14 (nach G. Kunert)

Es seien &, s ay s cee & a, n reelle Zahlen (n & 2). (10)
1 2

M,o=ad > - b I <

1°R £ S X = =Ty TEi<33n1t% an

Q@ =V -, (12).

Aus (10) folgt (a, - &;)(a, - aj) 20

01121 + ey ay 28 + &y 8, = a,(a; + aj). (13)



Wir summieren nun (13) iber alle i und J mit i % j. Es sind also
5-(9?)- Ungleichungen zu addieren.

@) ay 3o o # 2 L e s e
S PRTIIY - P —r

2ap Uy = ety

mn

] - 8 - 200 + o = (ay - U,

Q £ lay -
Dal.‘ﬁ.,n, giltqﬁan-ll hzw.l.l-qqﬁsn.

Genz analog zeigt men &, S M, - Q. Wir erhalten also
8, SM; -Q SMo+Q % a, (mittlere Ungleichung wegen Q Z 0).

Aufgabe 15
Wir notieren untereinander die Folge aller geraden positiven Zah-

len, die Folge U und die Folge (dn) der Differenzen aus den Glie-
dern der ersten beiden Folgen. Dabei beachten wir die durch die
Konstruktionsvorschrift gegebene Klasseneinteilung.

2.IN |2| 4,6| 8,10,12 | 14,16,18,20 | 22,24,26,28,30
(w)=U |1 2,4 | 5,79 10,12,14,16 | 17,19,21,23,25] ..
(a,) 12,21 3,3,3 494544 55555555

Dann besteht die k-te Klasse der Folge (d ) aus k Elementen k.

Das ergibt sich aus folgenden beiden Faktens

a) In jeder Klasse von U wachsen die Elemente jeweils um zwei.
.Ebenso verhdlt sich die Folge 2 * IN. Also ist die Differenz
in jeder Klasse konstant.

b) Beim {Uibergang zur niéchsten Klasse wachsen die Glieder der
Folge 2 * IN um zwei, die der Folge U nur um eins. Dabei ist
die Differenz in der nichsten Klasse jeweils um eins griBSer.

18



Offenbar gilt u, = 2n - 4. Wir bestimmen eine Formel fiir %.
Bis zum Ende der (k-1)-ten Klasse stehen in U genau

1+2+...+k-1-(§)--‘£‘5§-u

Elemente. Sei d in der k-ten Klasse, d. h., es ist a, = k.
Das tritt genau fir

(k=1)ek 4 5 p < D=Dkse1) | o
ein. Dabei gilt
dn-mls&%)'—l+1§n
oder

a, = max 1: 12 - 1 + 2(1-n) 3 0.

Aus der Ermittlung der Nullstellen der Parabel y = P + 2(1-n)
resultiert

a = l.1+\/5n_-'1_| .

Das liefert
wy = on - 20T
Aufgabe 16

Flir n = 6 sind die Folgen 435261 und 342156 zuldssig.
Das Element a, kann beliebig gewiihlt werden, fiir a; =T setze man

At = {1, eeey v=1}, Bi= {r+1, eee, n}e.

In jeder zuldssigen Permutation miissen die Elemente aus A monoton
fallend (von links nach rechts) stehen. Denn wenn der Anfang

(8s ooey a;) der Permutation schon in den A-Werten monoton fal-
lend ist, so diskutieren wir a; 4. Flr a; 4 € 4 ist nichts zu
zeigen. Flir 84,1 = k € A steht irgendwo links davon schon k-1
oder k+1. Ist das k-1, so muB, da (k=1) + 1 = k nicht vor k-1
steht, irgendwo vor k-1 bereits k-2 stehen. Das widerspricht der
Monotonie in den A-Werten im Teil 815 sesy 8y Also steht k+1

vor k. Zwischen k+1 und k kenn kein 1 € A stehen. Denn 1 > k+1
widerspricht der Monotonie und 1 < k ist fir des nach k+1 nHchste
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A-Element unmtglich, da weder 1+1 ( < k+1) noch 1-1 ( < 1) vor 1
stehen wiirden. Also ist k néchstes A-Glied nach k+1. Mithin ist
die Folge im Teil 845 eee, 85, 84 4 monoton fallend in A. Analog
beweist man das monotone Wachstum in den B-Elementen. AuBerdem

ist die Wahl der A-Elemente unabhiingig von der Wahl der B-Elemente,
da fr k € A weder k-1 noch k+1 in B liegen und umgekehrt. Folg-
lich sind nach Wahl der A-Plétze die B-Elemente eindeutig einzu-
sortieren und insgesamt ist die zuldssige Permutation nach Wahl
des Anfangselementes a, und der Plédtze fir die A-Elemente eindeu-
tig bestimmt. Letztere kenn man fir e, = r, 1 S r & n, euf (::;)
Arten wihlen. Folglich hat man insgesamt

(P R Gl I ot IR AP DLl et

Moglichkeiten, eine zuléssige Permutation zu bilden.
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Aufgaben

Aufgabe 1

Man betrachte in einer Ebene zwei Kreise mit den Radien R und

r (R> r) mit dem gleichen Mitteipunkt. Es sei P ein fester Punkt
auf dem kleineren Kreis und B ein variabler Punkt auf dem groBe-
ren Kreis. Die Gerade BP schneide den gréBeren Kreis ein zweites
Mal in C. Die Senkrechte 1 auf BP in P schneide den kleineren
Kreis erneut in A (falls 1 eine Tangente in P ist, dann ist

A= P). s

(I) Man bestimme die Menge aller Werte von

EQ+C'E2+KE2.
(II) Man bestimme den geometrischen Ort aller Mittelpunkte von
AB. (Kreis = Kreislinie)
IMO 1988 Nr. 1 (Luxemburg)

Aufgabe 2

Sei n eine positive ganze Zahl; es seien A1. Az""'A2n+1

mengen einer Menge B und es gelte:

(a) Jede Menge Ay enthdlt genau 2n Elemente.

(b) For alle Indizes i und j (1 < i < j < 2n+1) enth&élt die Men-
ge Aifﬁ A, genau ein Element.

(c) Jedes Element von B gehdrt zu mindestens zwei der Mengen Aje

Fir welche Werte n kann man fir gegebene Menge B und ihre Teil-

mengen Agr Agreees Ay g mit den Eigenschaften (a), (b) und (c)

jedem Element von B eine der Zahlen O oder 1 so zuordnen, daB

genau n Elementen jeder Menge Ay die Zahl O zugeordnet wird?,

IMO 1988 Nr. 2 (¥SSR)

Teil=~

Aufgabe 3

Es sei f eine Funktion mit dem Definitionsbereich N = {1.2,3,...}.
Es gelte:

f(1) = 1, f(3) = 3,

und far alle nEN

f(2n) = f(n),

f(4n + 1) = 2f(2n + 1) - f(n),

f(4n + 3) = 3f(2n + 1) - 2f(n).



Man bestimme die Anzahl aller Elemente n €N mit n < 1988 und
f(n) = n.
IMO 1988 Nr. 3 (GroBbritannien)

Aufgabe 4
Man zeige, daB die Menge aller reellen Zahlen x, die der Unglei-

chung
70 K
x =k

> 5

k=1

gendgen, eine Vereinigung von disjunkten Intervallen ist, wobei
die Summe aller Intervalléngen 1988 betragt.

IMO 1988 Nr. 4 (Irland)

Aufgabe 5
Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit der Hypothenuse,

BC; der FuBpunkt der Hohe auf BC sei D. Die Verbindungsgerade
der Inkreismittelpunkte der Dreiecke ABD und ACD schneidet die
Seiten AB, AC in den Punkten K bzw. L. Es seien S und T der
Flacheninhalt von ABC bzw. AKL. Zeige, daB S =2T ist.

IMO 1988 Nr. 5 (Griechenland)

Aufgabe 6
Es seien a und b positive ganze Zahlen, so daB ab+l ein Teiler

von a2+bist, 2
Man zeige, daB a—a% das Quadrat einer ganzen Zahl ist.
IMO 1988 Nr. 6 (BRD)

Aufgébe 7
Sei n eine natirliche Zahl. Man bestimme die ganzzahligen L&~

sungen der Gleichung x" + y" = (x-y)"*1,
IMO-Vorschlag 1987 '

Aufgabe 8
Gegeben seien funf reelle Zahlen ug, uy, Uy, Uz, u,. Man be-

weise, daB man stets finf reelle Zahlen Vor Vi+ Voo Ve Vg finden
kann, so daB folgende Bedingungen erfillt sind:



uy=vy ist eine ganze Zahl, i=0,1,2,3,4. (1)
2 (vyvP< 4 (2)

051<Js4

IMO-Vorschlag 1987

Aufgabe 9
Funf verschiedene Zahlen seien auf zufdlligem Wege der Menge

{1,2,...,n} entnommen und nacheinander aufgeschrieben. Man zeige,
daB die Wahrscheinlichkeit einer Niederschrift, in welcher so-
wohl die ersten drei niedergeschriebenen Zahlen als auch samt=-
liche fiunf Zahlen derart angeordnet werden kénnen, daB sie je-
weils eine arithmetische Folge bilden, gréBer als L! ist.
IMO-Vorschlag 1987 (n-2)

Aufgabe 10
Es sei 1<k<n, Man betrachte alle endlichen Folgen natiirlicher

Zahlen mit der Summe n. Das Glied k kommt in allen diesen Folgen
T(n,k)=-mal vor.

Bestimme T(n,k).

IMO=-Vorschlag 1988 (BRD)

Aufgabe 11

Durchléuft n alle natdrlichen Zahlen, dann durchlauft

f(n) = [n + 1@ 4§% alle natirlichen Zghlen mit Ausnahme der
Folgenglieder an'a_3n2-2n. .

IMO-Vorschlag 1988 (BRD)

Aufgabe 12
Jede Kante eines konvexen Vielfachen ist mit einer Richtung ver-

sehen und darf nur in dieser Richtung durchlaufen werden. Dabei
gibt es zu jeder Ecke mindestens eine Kante, die zu ihr hin-
fohrt, und mindestens eine Kante, die von ihr weg fihrt,

Man zeige, daB dann das Vielfache mindestens zwei Seitenfléchen
hat, die jeweils auf ihrem Rand umlaufen werden kénnen.
Bundeswettbewerb fir Mathematik 1987 (BRD)



Aufgabe 13

Sei N = {1,2,...,n}, n & 2. Eine Menge F = {Ai,..., A

von Teilmengen A; & N, i = 1,..., t, heiBt trennend, falls fur
jede Menge {x, y}, x, YEN, x # y, eine Menge AEF existiert,

so daB Aif\{x, y} aus genau einem Element besteht., F heiBt {iber=-
deckend, falls jedes Element aus N in mindestens einer Menge
A; € F enthalten ist. Welches ist der kleinste Wert f(n) von t,
so daB es eine gleichzeitig trennende und iiberdeckende Menge
Faf{Ajieees At} von N gibt?

IMO-Vorschlag 1988 (DDR)

Aufgabe 14

Eine ganzzahlige Folge ist definiert durch

a, =2¢-a, 4 *ta, o (n>1), a, = o, a, = 1.
k

Man beweise, daB 2 k

genau dann ein Teiler von a, ist, falls 2
ein Teiler von n ist.
IMO-Vorschlag 1988 (Bulgarien)

Aufgabe 15
Sei z, _ die Menge aller Paare (i,j), fir die 1€{1,...,m}

und JE {1..... n} ist. Ferner sei a,, , die Anzahl aller derje-
nigen Teilmengen von Z , die keine zwei Paare (i, J4),

(1, 3p) mit ]i - 12] + |11 - le = 1 enthalten. Man zeige, daB
fur alle positiven ganzen Zahlen m und k

a2 _ = .

m,2k = ®m,2k-1 ° ®m,2k+1
gilt,

IMO-Vorschlag 1988 (DDR)

Aufgabe 16
Sei a die groBte positive Wurzel der Gleichung x> - 3x2 +1 = 0.
Man beweise, daB

[a¥7%%] una [a*%°]

beide durch 17 teilbar .sind ([x] bedeute den ganzen Teil von x ).
IMO-Vorschlag 1988 (Frankreich)



Lésungen

Aufgabe 1
Sei O der Mittelpunkt und ¢ der Winkel & OPA sowie GD der Durch=

messer durch P. Mége M bzw, N den Mittelpunkt von PA bzw. BC
bezeichnen.

Es gilt
S = BC? + CAZ + ABZ = (BF + FC)% + PC2 + PAC + P + PAZ
= 2(PA2 + PB2 + PC? + BF « FO) (3)

und auBerdem

PA=2¢r e« cosgp,

BPF = BN - PN = VR”z - r% « cogle-r sin e,

PC=PN +NC=PN +BN = VRZ- 2 coszp+ rsing,

BF.PC=0F-F0=R-r2,

Durch Substitution in (3) erh&lt man

S =2 [4 r2 coszy + 2 (R2 -2
=6 R +2r2,

Die Summe ist konstant und daher unabhéngig von ¢.

Die Parallele zu BC durch A schneidet den grﬁBeran.Kreis in B*

und C*. Das sind Eckpunkte der Rechtecke BPAB' und CPAC'. Der

Mittelpunkt U der Diagonalen BA ist auch der Mittelpunkt der

Diagonalen PB' und es gilt PU = % . FE'.

Analog ergibt sich PV = % 53'.

Da B' und C' den gleichen Kreis (0, R) beschreiben, ist die

Position von U und V eindeutig bestimmt, Diese Punkte beschrei-

ben das Bild des Kreises (0, R) bei der Streckung mit dem Zentrum

P um den Faktor %m

2

coszy +r sinzp ) + R2 - r2]

Aufgabe 2
Zur Analyse der Situation nehmen wir eine Numerierung der Ele-

mente durch Nullen und Einsen mit den genannten Eigenschaften an
und definieren eine 2n x 2n Matrix wie folgt: im Schnitt der
i-ten Zeile und j-ten Spalte stehe fir i ¥ j das dem Element

aus Aif\AJ zugeordnete Element und fir i = j die dem Element

aus A1F3A2n+1 zugeordnete Nummer. Nach Voraussetzung enthdlt die
Matrix, die symmetrisch beziiglich der Hauptdiagonale ist,

2.n2 Nullen., Das ist eine gerade Zahl., Wegen der Symmetrie ent-



h&lt die Hauptdiagonale ebenfalls eine gerade Anzahl von Nullen.
Da diese Anzahl gleich n ist, muB n durch 2 teilbar sein, Fir
n = 2 entspricht die Tabelle

0101
1010
0110
1001
einer Ldsung. Im allgemeinen Fall n = 2¢k, k & 1, entspricht
die Tabelle
TT eeeel

TT eeeeT
—

k - fach
einer Losung.
Daher ist die Antwort: Eine L&sung existiert genau fir gerade
ganze Zahlen n>0. In der Tat kann man zu jeder der konstruierten
Tabellen (én x 2n) = Tabellen die 2n+1 Mengen AgreccAy g Wie
folgt konstruieren. Ay bestehe aus allen Paaren (1,1), (2,1),,..
(2n,1), A, aus allen Paaren (2,1), (2,2), (3,2)see0, (2n,2),
Ay aus allen Paaren (3,1), (3,2), (3,3), (4,3)sec0, (2n,3).
SchlieBlich bestehe Ay aus allen Paaren (1,1), (2,2),ee0,
(2n,2n).
Bemerkung:
Man kann leicht beweisen, daB aus (a) - (c¢) die Verschérfung
(c*) von (c) folgt. ’
(c') Jedes Element von B gehért zu genau zwei Mengen Age
Dazu mache man sich zunachst

2n+1
Ay = U (AN Ay) 4 3 = Lieee, 200 (4)

i=1
iAj

klar, Die Teilaussage R ist trivial und die Aussage S folgt aus
(c).
Falls nun (c*) nicht richtig ist, so darf man a €EA\N A, NA
annehmen und erhélt A1F\A2 = AjN Az aus (b).

n+1l



Da jedes AinA:L' 1 >3, nur ein Element enthdlt, ist wegen (4)
IA,_IS 2n - 1, Das widerspricht (a). Also gilt (c').

Aufgabe 3
Man findet folgende Werte:

ns 123456789 1011 12 13 14 15 16 17.

f(n): 113153719 513 311 715 1 17...

Die Beobachtung von f(zk) =1, f(2k - 1), f(zk +3) = 2K 4 1
fohrt auf die Vermutung eines Zusammenhangs mit Binérdarstellun-
gen, Jetzt wird durch Induktion bewiesen, daB f(n) gleich der
Zahl ist, deren B:I.niil"daratellung sich durch Inversion der Binar-
darstellung von n ergibt (wobei die eventuell auftretenden An-
fangsnullen vernachléssigt werden).

Der Beweis verléuft durch Induktion. Wegen f(2n) = f(n) braucht
man r ungerade Zahlen zu betrachten.

k
Ist n von der Form 4m + 1 = > ay - 23, 8, =1, a; = 0, dann
=

ist m = 9 a, 2372 und 2m+1-1+i a, » 2371 ynd
j% i =1 I
daher nach Ipduktion

f2m + 1) = 2% 4+ SO aJ‘- 2k-1-(3-1)
J:

und f(m) = > a, » 2¢1
2

N

k k
also 2 » f(2m+1) = f(m) =2 +2 .+ > | a, « 2 - a
=2 3 =2 3
k k= k k=
-2+<LK;aJ-ZJ-ZaJ-ZJ
j= j=o

wie gefordert,

Falls n von der Form 4m + 3 = :L‘L eJ . ZJ. a, =1, ay = 1, ist,
=0

dann ist

k j-2 k j-1
n= > ay * 2 und 2m + 1 =1 + > ay + 2
=2 J=2



wie oben und daher

k k-
3. f(2n+1) - 2 f(m) = 2K 4+ 2k-1 +§ ay - 2 .
J-

durch die gleiche Rechnung wie oben. Das ist wiederum
k k=

J
:E: ay * 2 und die Vermutung ist bewiesen,
J=o0

Dabei hat man die Anzahl der ganzen Zahlen n, 1 = n S 1988, mit
palindromischen Bindrdarstellungen (inversionssymmetrisch) zu
bestimmen.
Nun ist die Anzahl der palindromischen Bindrdarstellungen mit
2m Bits gleich der Anzahl derjenigen mit (2m-1) Bits gleich
2™, Man hat 210 <1988<2! = 2048 und die Anzahl der palindro-
mischen Binérdarstellungen <2048 ist ﬁ%
1+1+2+2+4+4+8 +8+16 + 16 + 32 = 94,
Wegen 1988 = (11111100010 0), gibt es nur zwei 11-Bit
palindromische Darstellungen, die gréBer sind und daher ist die
gesuchte Anzahl 92.

Aufgabe 4
Eine Skizze des Graphs der Funktion zeigt, daB die gesuchte

Menge S die Vereinigung von Intervallen der Form (1.x1),
i=1,2,...,70, ist mit i<x; <i+l (i+1,2,...,69), wobei die x;
die Nullstellen des Polynoms

70 70,
5 -j) - 4 k TU (x=3).
;J:[;(XJ) gji 49 (x=3)

Nach dem Vietaschen Wurzelsatz ist die Summe der Nullstellen
dieses Polynoms gleich dem Koeffizienten von %% durch den
Koeffizienten von x7°, also

% i+ (4/5) g ke
3= k=1

Damit ist die gesuchte Summe der Intervallingen

70 70
Isl = > (x4 - 1) = (4/5) > k = 1988,
i=1 i=i

10



Aufgabe 5
Seien X und Y die Inkreiszentren der Dreiecke ABD und ADC, r,
ry und r, die Inkreisradien von AABC, A ABD und A ADC und

s = Q:gzg « Dann ist

S =rs = E&. (5)

Da weiter AABD~A CBA, haben die entsprechenden Seiten das Ver-
héltnis c:a, folglich ist
rc

ry = 2 (6)

und analog

r, = .'%. (7)

Sei M der Schnittpunkt von XY und AD. Dann ist ¥XDM = 45°,
foldlich

ox = rvZ =vZ Ig, (8)
analog
oy =vZ 2, (9)

wobei DX senkrecht zu DY ist. Aus (8) und (9) folgt 4 XDY ~4BAC,
folglich ist ¥DYK = ¥BCA und ¥DXL = $#CBA. Aus der Betrachtung
des Vierecks DYKB folgt #BKY = 135°, damit ist ALAK aber ein
rechtwinklig~-gleichschenkliges Dreieck. Sei Z der FuPfpunkt des
Lotes von X auf AB. Dann ist

Xz= ry = ZK = 2 = (s-a)F (10)
(r = s - a gilt bekanntlich in allen rechtwinkligen Dreiecken).
Aus der Ahnlichkeit von AABC und ADBA folgt weiter

AZ = (s=c)E (11)
(s-c ist die Lénge von C zum Berihrungspunkt des Inkreises mit
BC). Aus (10) und (11) folgt

Ak = S2s=8mc) L b ypg 1. 3(BGH2, (12)
2
Aus (5) und (12) folgt s/T = %Ea Wegen a? = b2 + ¢ ist die Be-

hauptung der Aufgabe damit &quivalent zu der bekannten Unglei=-
chung
b2 + c? z2bc.

11



Aufgabe 6
Sei
2,12

k= S5
Dies ist #dquivalent zu
a2+b2-k(ab+1) = 0. (13)
Sei nun 0.B.d.A. azb. Wir filhren den Beweis indirekt und nehmen
an, daB k keine Quadratzahl ist.
Es kann nicht eine der Zahlen a und b positiv und eine negativ
sein, sonst wire -kab zk und a2 + b2>0 im Widerspruch zu (13).
Wir betrachten nun 'diejenige L&sung von (13) mit a 2b>0, far
die a minimal ist, Fassen wir (13) als quadratische Gleichung
in a auf, so existieren zwei Ldsungen a und a‘.
Diese erfillen a+a® = kb, folglich ist a' ebenfalls ganz, Da
(a*,b) Lésung von (13) ist, folgt wie oben aus b>0 die Beziehung
a'z0, Weiter ist aa' = bz-k, aber bzplk da k kein Quadrat sein
sollte, also a'p0, Weiter ist '

a' = bz—;k§ a2—;1<a

Damit erfdllt (a',b) ebenfalls (13) und es gilt a‘'>0, b>0,
a'<a und b<a, Damit war das oben gewshlte a nicht minimal,
ein Widerspruch,

Aufgabe 7
(Nach einer Lésungsidee von Andreas Siebert)

Fir n = O ergeben sich unmittelbar genau die Paare (a, a=2) mit
ganzem a ¥ 0;2 als Ldsungen.

Sei n 2 1 und angenommen, (x,y) ist Lésung der Gleichung. Falls
x = y, so folgt aus 2x" = 0 sofort x = y = 0, was tatséchlich
Lésung ist.

Sei im weiteren z:= x-y #0, Fir ut= £ und vi= % : (14)
gilt (uz)" + (vz)" = 2", also u"wil = z, (15)
Andererseits ist offenbar u-v = ."-El =1, das liefert in (15)¢
z-(v+:|.)"w" und weiter die notwendige Darstellung:

x = (ve1) [Va(va)" ], y = v [vPe(ve1)n], (16)

12



Tatséchlich ist
xMay" = (va1)" [VPe(v+1)"]" 4 WP [v+(v+1)"]"
= [VYve)"][VPe(ve1)"]"
[v"+(v+1)“:|""1 = (x-y)m'l,
d.h. jedes dieser Paare aus (16) ist eine (zundchst nicht not-
wendig ganzzahlige) Losung der gegebenen Gleichung.

Es bleibt zu untersuchen, fiir welche rationalen Zahlen v sich
in (16) ganzzahlige x,y ergeben. Dazu sei vi= % mit ganzen p,q

n n
sowie q>0, (p,q) = 1. Da z = .(M.ln_*_.L ganzzahlig ist (17),
q

gilt (p+q)" + p” = 0 (mod q). Aus dem binomischen Satz folgt
(p+q)"=p" (mod q), also 2p" =0 (mod q). Wegen (p,q) = 1 bedeu-
tet das q/2 und q€ {1,2}.

Fir q = 1 sind mit v auch x,y aus (16) ganz und folglich stellt
(16) eine Losung fir beliebiges ganzes v dar.

Fir q = 2 ist p ungerade. Wir unterscheiden zwei Falle:

1. Fall: n gerade. Es ist p" = (p+2)"51 (mod 4), also

(p+q)" + p"=2 (mod 4). Da endererseits 4 = q2/q", kann hier
n n

im Widerspruch zu (17) z = -‘Mn—’—L nicht ganzzahlig sein.
q

Folglich liefert dieser Fall keine weiteren Ldsungen.

2. Fall: n ungerade. Nach (16) ist y genau dann ganzzahlig, wenn
p [p"+(p+2)"]=0 (mod 2"*1) bzw., da 24p,

p"+(p+2)" =0 (mod 2"*1), Das ist genau dann der Fall, wenn auch

(p+2) [p"+(po2)"]so (mod 2"*), d.h. x ganzzahlig ist, und
weiter dquivalent zu (pf2)n = (-p)" (mod 2"*1), (1;:-1-2)"l - (-p)"=0
(mod 2™?) und
(ps2)=(-p) [ (p+2)""4(ps2)"2(-p) ... +(p+2) (-p)""24(~p)"" 1] =0

3 (mod 2"*1) (18)
Da die eckige Klammer eine ungerade ‘Anzahl ungerader Summanden
enthalt, ist der zweite Faktor zu 2n+1 teilerfremd, und (18)
&dquivalent zu p+2-(-p)=2(p+1)=0 (mod 2""1) und schlieBlich
p+1=0 (mod 2"). Also werden y und x ‘genau dann ganzzahlig, wenn
p=t-2"-1 fur ganzzahliges t.

13



Damit ergeben sich fiir n= 1 als Lésungen die Paare
((v+1) D)), vV e(v+)"]) (v ganz)
und zusétzlich nur fir ungerades n (t ganz)

1
2m-:.

(hp(e2™) [(£2"-1)"4(e2M1)"],
2

und es gibt keine weiteren Ldsungen.

(t2M-1) [(t2"-1)"+(t2"+1)"]),

Aufgabe 8
Die in (2) auftretende Summe ist symmetrisch in den vye dehe,

bei beliebiger Vertauschung der v; veréndert sich ihr Wert nicht.
Daher kdnnen wir o0.B.d.A. die u; so numerieren, daB
U S Uy Seee SUye Fiir i = 0, ¢oe, 4 sei tyz=u;-|u;|~-1 und

iagi=tytly by giuym Uy [= £+l Da
f (ty q=ts) = t=t_ =1
25 (F1a17t) = 575 = 1

gibt es ein 1€{0,s0c.,4} mit ti+1-t1=% , dies sei tnﬂ_-tn:_%’-.

Wir setzen vyi= t, .o fur i=0, ..., 4. Offenbar erfillen diese
v; die Bedingung (1). Weiter ist v s... SV da oben
t see = € <O=t5=...itg, und

o= 4
4
Va™Vo = Tnustthsr = Tatlethyg = 1=t -tp) S B (19)
Mit "

3 " g
;g; [(vi-v°)2+(v4-vi)2]s ;;; (vi-v°+v4—v1)2 = 3(v4-vo)2

2 2
und (v3-v2)2 + (vz-vi) H (v3-v1) s (v4-v°)2
folgt

> (vi=v )2 s 6(v, -V, )z s 638 - 26,
osicysa 14 4™Vo 25 = 2%
unter Verwendung von (19), d.h., auch die Bedingung (2) ist fir
diese vy erfullt.

Aufgabe 9
(Nach einer L&sung von Jan Fricke)

Bekanntlich gibt es genau (g) Méglichkeiten, die finf verschie-
denen Zahlen aus {1,2,...,n} auszuwéhlen. (20)

14



Wir bestimmen die Anzahl p(n) aller solcher 5-Mengen, deren
Elemente als arithmetische Folge angeordnet werden kénnen., Jede
solcher Folgen ist durch .ihr Anfangsglied a1€ {1.2,...,n} und
ihre Differenz d eindeutig bestimmt, wenn a. = a; + 4d s n iet,
Also gibt es solche Folgen fir 1sd= LﬂilJ und a; = 1,2,..0,

n - 4d. Daher erhalten wir
n=1

p(m) = 22 (n-ad) = n |BE]- 4 - F|222] (2] w)

= (n=2) = (21)

Sei nun a;, ..., ag eine feste arithmetische Folge obiger Art.
Dann gibt es (g) = 10 verschiedene 3-Mengen aus den a;, die die
als erste niedergeschriebenen Zahlen enthalten kénnen. (22)
Unter diesen sind aber nur genau 4, namlich {ai'ai+1'ﬂi+2} far
i=1,2,3 sowie {31,53.35}. selbst wieder als arithmetische
Folge anzuordnen. ) (23)
Aus (20) bis (23) ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu
f(n) = ==« p(n) + -2

(3) (5)

2
48 n=-1 n-1
= A=Y (A=2) (n=3(A=2) [("‘2) 2] - 2 |24 :l (24)
Wir setzen n = 4k + 1 + t mit natlUrlichen k, t und 0 st <4,

Dann ist L;ilj = Lk+ %J = k und

2

BI:(n-Z) |252] - 2 |2t ]= 8[(n-2)k - 2k2] = 2(n-2)(4k) - (4k)2
= 2(n=-2)(n-1-t) - (n-1-t)2
= (n=1-t) (n=3-t).

In (24) folgt damit

S falls t = 0;2
£(n) =9 ey olie2_ falls t = 1 (25)
6

falls t = 3,

Es ist aber
n(n-4)=n2-4n <(n—1)(n-3)=n2-4n#3 <(n-2)2-n2-4n+4 und somit

15



n(n=2) (n=4) < (n=1)(n=2) (n=3) <(n=-2)> sowie
n(n=-1)(n=3)(n=4) < (n=2)%. "

In (25) folgt damit in allen Fallen f(n) >-(—T)_;.
n=

Aufgabe 10

Man betrachte eine Reihe von n Punkten., Diese Punkte bilden n-1
Licken. Man kann in diese Liicken senkrechte Trennbalken auf
2" arten einfligen. Auf diese Weise erhélt man alle Folgen mit
der Summe n. Um die Anzahl T(n,k) aller Glieder k in allen die-
sen Folgen zu bestimmen, zeichnen wir zuerst eine Reihe von n
Punkten. Dann packen wir k aufeinanderfolgende Punkte in ein

Rechteck und setzen links und rechts davon senkrechte Balken.

Ll . e (3.1,1,3,2)

1, Fall: Die verpackten Punkte enthalten keinen Endpunkt, Die
Verpackung kann auf n-k-1 Arten erfolgen. Es verbleiben n-k=-2
Licken zwischen den nicht verpackten Punkten. Man kann in jede
Licke héchstens einen Trennbalken auf 2"~K=2 Arten einflgen. So
entsteht eine Folge mit einem verpackten Glied k.

2, Fall: Die verpackten Punkte enthalten einen Endpunkt. Dies
kann auf zwei Arten erfolgen, und es gibt nun n-k-1 Liicken, in
die man Balken auf 2"K=1 Arten einfiigen kann.

Man erhélt insgesamt

T(n,k) = (n-k=1) « 2"°K=2 4 o.of=k=1 _ (1 ,43),pn=k=2

Beispiel: Mit n=6, k=2 liefert die Formel T(6,2)=28, Alle Folgen
mit der Summe 6, die mindestens eine 2 enthalten: (2,2,2), (4,2),
(3,2,1) und Permutationen, (2,2,1,1) und Permuationen, (2,1,1,1,1)
und Permutationen.

Die Anzahl der Zweien in diesen Folgen ist

T(6,2)=3+2+6+2.6+5=28,

Aufgabe 11

Es sei m ein ausgelassener Wert, so daB f(n)#m fir n=1,2,....
Dann enthalt das Intervall [m,m+1] kein Glied der Folge
n+]r§ + é~ D.h., es gibt ein n, so daB

n+l

n*ﬁ + é-<m und m+l =n+l+l/ =5= + é
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aber dann ist

ﬁﬂn-n- %51"1’3- =)3<(m-n) -(m-n)+z< na_
n<3(m-n)2-3(m-n)+x sn+l (addiere beiderseits m-n)==$ s
m<3(m-n)2-2(m-n)+% sm+l,

Aus der letzten Ungleigchungskette folgt

n-3(m-n)2-2(m-n).

Die Gbersprungenen Werte liegen also in der Folge 3k2-2k,

Es gibt jedoch genau n Zahlen der Form 3k2-2k, die 3n2-2n+n=3n2
nicht Gbertreffen und genau 3n2-2n verschiedene natiirliche Zahlem
der Form f(k)e In der Tat: Die Folge f(1), f(z).....f(suz—Zn)
=3n2-n (dies wird noch bewiesen) ist eine steigende Folge von
3n2-2n verschiedenen Zahlen aus [1,3n2-n]. Daher uberspringt die
Folge genau n Zahlen., Sie missen die Form 3k2-2k haben. Aber es
gibt nur n Zahlen der Form 3k2-2k in diesem Intervall, D.h.,

alle diese Zahlen werden ibersprungen.

Beweis der Tatsache f(3n2-2n)=3n2-n:

f£(3n2-2n)= [3n22n+ /n2—§n+ %:] =302 - n, da
VN2-§ n + é n‘%
vﬂ -3“'5 >in —nfz rn.

Bemerkung: Man kann das Problem erschweren, indem man zaigen
148t, daB

f(n)= ["*-{E + 0, 5] mit k € IN die Glieder der Folge

ag=kn?=(k-1)ne [K22]

Gberspringt.

Aufgabe 12

Lésung 1

Sind a, b Kanten des Vvielflachs, so bezeichne man die Menge
{a,b} genau dann als Haken, wenn es eine Seitenfléche des Viel-
flachs gibt, zu deren Kanten a und b gehéren, und wenn a und b
aneinanderstoBen, Dabei heiBe der Haken {a,b} passierbar, wenn
im Sinne der vorgegebenen Orientierung beide Kanten uamittelbar
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hintereinander durchlaufen werden kdénnen. Offensichtlich kann
der gleiche Haken nicht zu verschiedenen Ebenen, also auch nicht
zu verschiedenen Seitenflidchen des vielflachs gehéren.
Es sei h die Anzahl der Haken, k die Anzahl der Kanten des Viel-
flachs. Da zu jedem Haken zwei Kanten, zu jeder Kante vier Haken
gehéren, gibt es genau doppelt so viele Kanten wie Haken; es
gilt also

h = 2k, (26)
Umléuft man beginnend auf einer Kante eine Ecke dber die angren-
zenden Fléchen, so trifft man nach den Voraussetzungen auf minde-
stens eine zu dieser Ecke hin und mindestens eine von dieser
Ecke weg orientierte Kante. Von den Haken auf dem “Weg" zur
Startkante sind daher mindestens zwei passierbar. Wird die Ecken-
zahl mit e bezeichnet, so hat man daher mindestens 2e passierbare
Haken. Ist h_ die Anzahl der passierbaren, h_ die Anzahl der
nicht passierbaren Haken, ergibt sich daher

h, # 2e. (27)
Wenn eine Seitenfldche des Vielflachs nicht (im Sinne der Kanten=-
orientierung) umlaufbar ist, gibt es auf dem die Flache umranden=
den Kantenzug mindestens zwei Richtungswechsel, zu der Flache
gehdren also mindestens zwei nicht passierbare Haken. Ist f die
Anzahl der Seitenflichen des Vielflachs, f,_ dabei die Anzahl der
umlaufbaren, f_ die Anzahl der nicht umlaufbaren Flichen, so
folgt

h_#* 2f_. (28)
Unter Verwendung des Eulerschen Polyedersatzes
f=2+k-=-e (29)

kann man nun abschitzen:

2f, = 2f - 2f_

=4 +2k - 20 - 2f_ (nach (29))
=4 +h - 28 - 2f_ (nach (26))
24 +h-=-h - 2f (nach (27))
=4 + h_ - 2f_

x4 (nach (28)).

Somit folgt f 22 ; das Vvielflache hat also mindestens zwei Sei-
tenflachen, die im Sinne der Kantenorientierung umlaufen werden
kénnen,
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Lésung 2

Da von,jeder Ecke des Vielflachs mindestens eine Kante wegfihrt,
also keine “Sackgassen" existieren, kann man nach einem Start bei
einer beliebigen Ecke eine beliebig lange Kette von aneinanderge-
reihten Kanten durchlaufen, Wegen der endlichen Anzahl aller
Ecken trifft man hierbei irgendwann zum ersten Mal auf eine be-
reits durchlaufene Ecke E; dies muB nicht die Ausgangsecke sein.

Es gibt somit einen geschlossenen, doppelpunktfreien Kantenzug k
(von E zu E), der in einer Richtung durchlaufen werden kann.
Durch diesen einfach-geschlossenen Weg wird die Oberfliche des
Vielflachs in zwei Gebiete G und H zerlegt, wobei der zerlégende
Kantenzug beiden Gebieten zugerechnet wird.

Es geniigt nun, die Existenz einer Fldche mit umlaufbarem Rand im
Gebiet G nachzuweisen. Aus Symmetriegrinden folgt daraus dann
die Existenz einer zweiten auf dem Rand umlaufbaren Flache in H.

Die Anzghl der zu G gehdrenden Flachen sei mit f(G) bezeichnet.

a) Gilt f(G)=1, ist man bereits fertig, da der Rand von G durch-
laufbar ist.

b) Enthélt G mehr als eine Flache, gibt es mindestens eine Kan-
te K in G, die nicht auf dem umrandenden Kantenzug k liegt,
aber mit k eine Ecke gemeinsam hat. Man darf annehmen, daB
diese Kante K von einer Ecke P von k aus ins Innere von G
fahrt (und nicht umgekehrt), andernfalls &ndere man voriber-
gehend die Orientierung samtlicher Kanten des Vielflachs.
Dies Ist bei der Lésung zuldssig, da die Menge der auf dem

Rand umlaufbaren Flachen bei Umkehrung der Durchlaufrichtung
sémtlicher Kanten unveréndert bleibt,

-

Startend bei P durchlaufe man
nun mit K beginnend so lange
eine Kette von Kanten, bis man
erstmals auf eine bereits
passierte oder zu k gehérende
Ecke Q st&Bt,

Damit gewinnt man einen von Q
zu Q fihrenden doppelpunkt-
freien, geschlossenen Kanten=-

zug k', der die Oberfléche des
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vielflachs in zwei Gebiete G' und H' zerlegt, von denen eines,
es sei G*', ganz in G lieét.
Eine der beiden an K angrenzenden Fléchen gehért nicht zu G';
es gilt also f(G') < f(G).

Da sich das beschriebene Verfahren im Falle f(G')>1 iterieren
1aBt, - G* rickt in der Uberlegung dann an die Stelle von G =
andererseits nach endlich vielen Wiederholungen wegen der End-
lichkeit der Fléchenanzahl des Vielflachs abbrechen muB, gelangt
man schlieBlich zu einem Gebiet, das aus nur einer Fléche be-
steht und auf dem Rand umlaufen werden kann.

Aufgabe 13
F(n) =[[log, n] + 1, falls n = -
['Zl.og2 nl , falls n 4 2", (29)

Eine Menge F = {A1..... Ay} ist nur far n-Mengen N mit n s2t
trennend. Das folgt durch Induktion dber t. Der Fall t = 1 ist
klar. Angenommen F {Aj."“' At} ist fur eine n-Menge, nz2® +1
trennend. Dann ist F' = {Aj,..., A._,} fir N* = A_  und for

i t=1
N = N\At trennend. Das ist ein Widerspruch, da |N‘| >2
oder IN"|>2t':l ist.

Also hat jede trennende Menge i‘FLogzn'[ Elemente, n = [N|. (30)
Fir t = r und n = 2" bleibt bei einer trennenden Menge

F '{A:I.""' At} stets genau ein Element yEN nicht iber- (31)
deckt. Da F trennend ist, bleibt héchstens ein Element nibht
Uberdeckt. Dessen Existenz beweist man durch Induktion dber
rzi, Der Fall r = 1 ist klar. Fir [Aj]| > 271 ist nach (30)

|F = {A1}|E[iogz (A)] = r, also t'= |F| & t + 1. For 1Ay <
2™ nuB'F - A,} noch N-A, trennen und es ist wieder t = |F|Z
t + 1, Beides ist unmglich, und so ist |A,| = 2™ {Al}
muB N - A trennen. Dabei bleibt nach Induktion ein Element

Yy €N =~ A; nicht dberdeckt. Es wird auch von A, nicht dberdeckt.

>

Aus (30) und (31) folgt = in (29).

Konstruktion von trennenden und iberdeckenden Mengen
Fu{Agseees A) fir N, 270 <n 327, r 31,

Fir r = 1 wéhle A; = {1}. SchluB von r auf r + 1.

Seien N*, N* disjunkte Mengen, [N'| = [N"| = 2" und Ajreces A.
bzw. Agreces AL die trennenden Mengen fiir N' bzw. N*.
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Setze A; = A;"UA;", 1 = 1,...,r und mit y bzw. y als den nicht
Gberdeckten Elementen aus N* bzw. N" setze Apsg = {y'}

U (N -{y"})-

Man Oberprift leicht, daB F = {A:.""' Ar+1} trennend fir

‘N = N*UN" ist und genau y" nicht dberdeckt. Damit gibt es fir
jede m= elementige Menge, m<2”1, eine trennende und lberdeckende
Menge F, |F| = r+1, Fur N selbst fiige man zu F noch irgendeine
Teilmenge A 3 N'UN" mit y"€ A hinzu.

Aufgabe 14
Die Rekursion wird erfillt durch

a, = 2—; (1 +2)" - (1-72)")

'(2)*2(2) +4(3) + a.(;)a, sowi

Sei n = 2" « m, m ungerade. Dann ist fur p>o

k+p e
P n\, & , {n=1)...(n=-2
2 (zp ﬂ) 2 n 1—&—{-51—-11’, .

k#p , __m_, (n=1
=2 Zp+1 2p )*

Aber

p, M n-1
2" - T (Zp )

n-1
ist eine ganze Zahl und 2p + 1 ist ein Teiler von m <\ 2p

und folglich ist gy (g;l)

eine ganze Zahl und folglich ist 2P -(2;*1)
durch 2%*P teilbar.

Also ist a_=n + > , 2P « (2"+1)-2k- mo+ 2K .y
n 5o P
fur eine gewisse ganze Zahl N, Mithin ist a, durch genau die
gleiche Potenz von 2 teilbar wie n.
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Aufgabe 15
Wir bezeichnen mit vz die Menge aller derjenigen Teilmengen von
{1,...,m}, die keine zwei Elemente ig0i, mit |:|.1-12| = 1 ent=
halten. Fir A€o sei ferner %n,n,A die Anzahl aller derjenigen
Teilmengen von zm.n' die erstens keine zwei Paare (15434),
(12,_12) mit |11-12| + |_11-_'|2| = 1 enthalten und zu denen zweitens
als Paare mit der zweiten Koordinate j = n genau die Paare (i,n)
mit i €A gehdren.
Dann gilt offenbar fir alle j mit 15 jsn

a

m,n = AEZ,,,: “m,3,A %, n=3+1,A
m

(siehe Abbildung).

2 n-1 +

n=j i+l r

n=-j+1 j R K= fom ——
n=j+2 j=1 +

n=-1 2 +
n 1 —+
123 m
A
Insbesondere gilt
em,2k © > 8m,k,A"%m, k+1,A (n =2k, J =kj,

AEam'
an,2k-1 = % Sn,k,A%m,k,a (M= 2k=1, § = k),
m

2n,2k+1 = n,k+1,a" %, ke1,a (7= 2k41, 3 = ked),

=
AEvtm

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

2

a = 2 < 2 2

m, 2k (;A 2 2, k,a n,ke1,a) (Agza:"‘-"-“)(AeZu'“-"*ivA)
m m

8m,2k-1"3m, 2k+1°
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Aufgabe 16
Die algebraische Gleichung

=32 +1=0
besitzt drei reelle Wurzeln o, fund a mit

-1<x<-%,

é.< p o<1,
2+ V2 <a.
Man priaft auch

(-x)® = 3(-2)2 +1=-203 >0, (32)

Daraus folgt -o < p und folglich x| < P e
Ferner gilt

o 4p2 = @) - 20pa (3-a)2 + 221 4 (8 - 82 <1, (33)

da 8 - 82<0 ist.

Man definiere fur alle natiirlichen Zahlen n
up =™ 4p" 4 ",

Dann ist Ug = uy = 3 und u, = 9. Aus Upnes = 3 . Unsz = Y

folgt, daB u, eine natdrliche Zahl ist,

Fir alle n 3 1 ergibt sich aus (32), daB 0 <o + " ist.

Aus (33) folgt, daB «" + "< 1 ist (das ist klar fir n = 1 und
ergibt sich fur n 2 2 aus dem Vergleich mit o2 + p2),

Man hat nun zu zeigen, daB u,,gg=1 und Ujggg=l

durch 17 teilbar sind.

Durch Rechaung mod 17 findet man sukzessive folgende Werte von

u,s t

U°=3. u1=3, u2=9. u3-7, u4=1, u5-11, u6-9, u7=9,

n

ug = 16, ug = 5, Ujg = 6, Ugq = 2, Ugp = 1, ugz = 14, Ugy = 6,
u15 = 0, u:'.6 = 3, u:l.7 =3, Ujg = 9.

Daher erfillt mod 17 die Folge {un} die Beziehung

Yn+te = Yn°
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Wegen 1788 = 16 - 111 + 12 und 1988 = 16 « 124 + 4 gilt
Ujsgg = Ugp = 1 und uyggq = u, = 1, Daher ist
Ujsgg = 1 = 0 und Usggg = 1 =0

und die Behauptung ist bewiesen.
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Aufgaben

Aufgabe 1
1. Man beweise, daB die Menge {1, 2, ..., 1989 } derart in 117

paarweise elementfremde Teilmengen Age Az. Y A117 zerlegt

werden kann, daB folgende Bedingungen erfdllt sind:

(1) far alle i enthalt A, genau 17 Elemente,

(2) far alle i hat die Summe der Elemente in Ay denselben Wert
IMO 1989 Nr. 1 (Philippinen)

Aufgabe 2

Es sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck. Die Winkelhalbierenden
seiner Innenwinkel  , § und 7 schneiden den Umkreis in den Punk-
ten A,, By bzw. C,. Die Halbierenden der AuBenwinkel von A undy
schneiden sich auf den Geraden AA; im Punkt Agi analog seien die
Punkte B, und C, bestimmt. Die Flicheninhalte des Dreiecks AoBoco'
des Sechsecks AC,BA,CB; und des Dreiecks ABC seien mit | A°B°c°|,
IAclaAlcaﬂhzu. | ABC | bezeichnet.

Man zeige:
(1) |A°B°C°| = 2 « | AC,BA,CB,

(2) |A°s°c°| 24 +|ABC|.
IMO 1989 Nr. 2 (Australien)

Aufgabe 3 o
Es seien k und n feste positive ganze Zahlen. In der Ebene sei

eine Menge S von n verschiedenen Pynkten mit folgenden Eigen-

schaften gegeben:

(1) keine drei Punkte von S sind kollinear,

(2) zu jedem Punkt P aus S gibt es mindestens 4 verschiedene
Punkte aus S , die den selben Abstand von P haben.

Man beweise:

k<%+ \[;

IMO 1989 Nr. 3 (Niederlande)



Aufgabe 4
In einem konvexen Viereck ABCD gelte fir die Seiten AB, AD und BC,

daB AB = AD + BC ist.
Im Innern dieses Vierecks liegt ‘ein Punkt P, der von der Geraden
CD den Abstand h und von.den Punkten A und B den Abstand h + AD
bzw. h + BT hat. Man beweise:

121 ,

V_\/ﬁ\ls_c

IMO 1989, Nr. 4 (Islend)

Aufgabe 5
Man zeige:

Fir jede netirliche zahl n gibt es n -ufoinandor folgende natir=-
liche Zahlen, von denen keine eine Primzahlpotenz mit ganzzahli-
gem Exponenten ist.

IMO 1989, Nr. 5 (Schweden)

Aufgabe 6

Die 20 Spieler eines lokalen Tennisklube haben genau 14 (Zwei-
personendSpiele untereinander durchgefiihrt, wobei Jedes Mitglied
an mindestens einem Spiel beteiligt war. Man beweise, daB es
dabel 6 Spiele gab, an denen 12 verschiedene Spieler beteiligt
waren.

18, USA-Mnthelutik-Olynpildu 1989

Aufgabe 7
Eine Sportliga besteht aus 2n Mannschaften L Mz, oo, M2n‘ Far

die Hinrunde ist ein Spielplan S ausgearbeitet, nach dem an 2n = 1
Woch den jede M haft g ein Spiel en einem dieser Wochen-
enden gegen eine andere dieser 2n Mannschaften austrigt.
For1 £ 2 320, 1Sk $2n-1 ged
fyk = A, wenn die Mannschaft M; am k-ten Wochenende ein Aus-
wirtsspiel hat und
fik = H, wenn die Mannschaft M1 am k-ten Wochenende ein
Heimspiel hat.
Falls fy, = f, ., oilt, so sagen wir, die Mannscheft M, het im
Spielplan S am (k+1)=Spieltag ein “Break".
Man zeige, daB ein beliebiger Spielplan S mindestens 2m=2
"Breaks"™ enthdlt und diese Schranke nicht verbessert werden kann.
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Aufgabe 8

Zwei Spieler A und B spielen auf dem schlichten Graphen G (keine

Schleifen, keine doppelten Kanten) folgendes Spiel:

Abwechselnd entfernen die Spieler jeweils eine Kante. Durch die

Entfernung einer Kante werden jeweils 0,1 oder 2 Knoten des Gra-

phen isoliert (mit keinen anderen Knoten mehr durch eine Kante

verbunden). Entsprechend der Anzahl der Knoten, die durch das Ent-

fernen einer Kante isoliert werden, erhdlt dieser Spieler 0,1

oder 2 Punkte auf sein Konto. Das Spiel ist beendet, wenn in dem

Graph G alle Kanten entfernt sind. Gewonnen hat der Spieler mit

den meisten Punkten.

a) Man zeige, wenn G eine ungerade Anzahl von Kanten enthdlt,
dann gibt es fOr den Spieler, welcher zuerst eine Kante ent-
fernt, eine Gewinnstrategie. Man beschreibe eine solche Stra-
tegie.

b) Men zeige, wenn G eine gerade Anzahl von Kanten und keine’Kom-
ponents, welche nur aus einer Kante besteht, enthalt, dann
gibt es fiir den Spieler, welcher nicht zuerst eine Kante ent-
fernt, eine Gewinnstrusegie.

Aufgabe 9
Die Spieler A und B spielen folgendes Spiel:

Gegeben sei ein rechteckiges Gitter der GrdBe p » q

7

A

Abb. 9.1 7

Die Randkanten (doppelt gezeichnet) sind vor dem Beginn des Spie-
les markiert. Abwechselnd markieren die Spieler nun jeweils eine
Kante (jede Kante kann nur einmal markiert werden). Ein Spieler
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bekommt: einen Punkt, wenn durch die Markierung einer Kante die
vier Randkeanten eines Quadrates (nur die kleinen Quadrate) voll-
sténdig markiert sind. Durch die Markierung einer Kante kann ein
Spieler folglich 0,1 oder 2 Punkte erhalten. Das Spiel ist zu
Ende, wenn alle Kanten markiert sind. Gewonnen hat der Spieler
mit den meisten Punkten.

Man zeige, wenn p und q vorschiedene Paritét haben, so gibt es fur
den Spieler, der zuerst eine Kante markiert, eine Gewinnstrategie.
Haben p und q verschiedene Paritét, so gibt es flr den Spieler,
der nicht zuerst eine Kante markiert, eine Gewinnstrategie. Man .
gebe eine solche Strategie an.

Aufgabe 10
Man beweise fir die Seitenléngen a, b, c eines Dreiecks
n n n n=-2
a b c 2 n-1
F+ctas+ctas+sb 2 (3) " 2,

wobei 28 = a + b + c ist.
(Korrespondenzzirkel III - 87/88)

Aufgabe 11
Gibt es im 3-dimensionalen euklidischen Raum eine Menge M, so

daB fir jede Ebene E der Durchschnitt M N E endlich und nicht
leer ist?
(Korrespondenzzirkel III - 87/88)

Aufgabe 12
Es sei ABC ein nicht gleichseitiges Dreieck, dessen Eckpunkte

entgegen dem Uhrzeigersinn bezeichnet sind. Man ermittle den
geometrischen Ort der Schwerpunkte der gleichseitigen Dreiecke
A'B'C* (diese Eckpunkte sind auch entgegen dem Uhrfzeigersinn
bezeichnet), fir die Punkte' A, B*, c‘/sowie A', B, C* und A",

B*, C kollinear sind.

(Korrespondenzzirkel III - 87/88)



Aufgabe 13

Man beweise, daB jedes Element der Menge M = {1, 2,000, 1987}
derart mit je einer von 4 Farben geférbt werden kann, daf jede
aus 10 Elementen der Menge M gebildete arithmetische Folge nicht
einfarbig ist.

(Korrespondenzzirkel III - 87/88)

Bemerkung:

Die Aufgabe ist schon in "IMO-Obungsaufgaben® Heft 25 als Auf-
gabe 1 enthalten. Die nachfolgende L&sung nach Martin Welk ist
von der dortigen grundverschieden und sie enthélt auBerdem eine
Verschérfung.

Aufgabe 14 » ‘
Durch den Punkt A des Dreiecks ABC, in dem AB # AT gilt, werden

verschiedene Geraden gezogen. Man zeige, daB jede dieser Geraden
h3chetens einen Punkt M enthdlt, der von den Eckpunkten des Drei-
ecks verschieden ist und < ABM = < ACM erfillt. Man bestimme, wel-
che der betrachteten Geraden keinen solchen Punkt M enthalten.
(Korrespondenzzirkel III - 87/88)

Aufgabe 15
Ein Wirfel mit der Kantenlénge n, n 2 3, besteht aus n° Einheits-

wirfeln. Man zeige, daB man in jeden der Einheitswirfel derart

eine ganze Zahl eintragen kann, daB

a) sémtliche eingetragenen n> zahlen verschieden sind und

b) die Summe der Zahlen in jadef zu einer Wirfelkante parallelen
Reihe gleich Null ist.

(Korrespondenzzirkel III - 87/88)

3

Aufgabe 16
Das Polynom p(x) heiBe zuléssig, falls alle seine Koeffizienten

gleich 0, 1, 2 oder 3 sind. Fir eine gegebene natirliche Zahl

n 2 1 bestimme man die Anzahl derjenigen zuléssigen Polynome, die
p(2) = n erfallen.

iKorreepondenzzirkel II1 - 87/88)

Aufgabe 17
Es sei ABCDEFGH ein Parallelepided mit AE [l BF | CG || DH. Man

beweise die Ungleichung AF + AH + AT S AB + AD + AE + AG.
(Korrespondenzzirkel III - 87/88)



Lésungen

Aufgabe 1

Die Aufgabe bleibt richtig, falls die Zahl 117 durch irgendeinen
Teiler k von 1989 = 32 e 13 + 17 ersetzt wird, der 1< k < 1989
erfallt.

Sei k ein solcher Teiler. Dann ist lgﬁ'g- 2 3. Man kann die Menge
{1, 2,..., 2989} 1n {1, 2,..., 3k} und 1n {(3k + 2k3) + 1,...,
(3k + 2k3) + 2k}, 083 S+ = =3k _ 4

zerlegen. Es gilt

(U
{2,000, 2088} = x y = yj ) . wo

x ={1, 2,..., 3k},

Y= {3k + 2k=3) + 1,.00, (3ke2k3) + 2k } tst.
Hilfssatz 1, Die Menge X -{1. 2,000, Sk} kann in k disjunkte
Teilmengen aus jeweils 3 Elementen zerlegt werden, so daB jede
dieser Teilmengen die gleiche Summe hat.
Beweis: Sei k = 2t + 1, dann gilt

x={1, 2,0 3k} = {1, 2,0.., 6te3}. For jedes 1, 1 S 4 S¢,

sei Xy, ; = {1, 3tsled, 6ts5-21}

x21 :-{t+1+1,2t+1+1,6t04-21}

und Xpo 4 ¢ = Xy ¢ m{tsl, 4te2, 4;;5}.

Man beachte, deB X = {1..... k)= U Xgo | Xy | = 3 far
i=1

i=1,...,k und jedes X, die Summe 9t+6 hat. Fertigl

Hilfssetz 2. Die Menge Y, ={(3k + 23) + 1,00, (3k + 2k3) + 2k}
kann in k diejunkte Teilmengen aus jeweils 2 Elementen mit jeweils
gleicher Summe zerlegt werden.

Beweis: Sei r eine beliebige positive ganze Zahl. Dann kann die
Menge {r+1, 42,000, MF + 2k}1n k' Teilmengen ¥

{ro-i, r+2k}, {r+z, re2k=1f, , ..., {nk, r+k+1}
jeweils mit der Summe 2r + 2k+1 zerlegt werden. Um die Zerlegung
von YJ zu erhelten, setze man r = 3k+2kj.



k

Yym U Yyp0 wo vy = {(3ke2kg) + 1.een, (3ke2kg) + 2 }
1=1 2 = {(3ks2k3) + 2,uns, (3ke2K)) + 2k-1 }

Yo = {(3ke2k3) + Kuuru, (3ke2K)) + K + 1}

ist. Eine Zerlegung der Auegonganenge{ - 1939} entsprechend
der Aufgabenstellunq ist durch

Ay 3= Xy U ji)
gegeben.
Aufgabe 2
Sei I der Schnittpunkt der drei inneren Winkelhalbierenden.
Dann gilt E:I. = K1K°. (1)

Man erkennt die Richtigkeit von (1) z. B. folgendermaBen.
Es seien A A, BB und CC H&hen im Dreieck A B C . Folglich ist
der Umkreis dea Dre;gckg ABC der 9=Punkte-Kreis (Feuerbach-Kreis)

des Dreiecks Aoaoco und halbiert folglich die Strecke IA .

Ohne Verwendung des Feuerbach-Kreises kann man auch so schlieBen:
$A,IB = % SA + % 4B (AuBenwinkel von A AIB)
1 1
<):IBA1 -§<):B +3 A = X A, IB.
Folglich ist TA] = A[B. (2)
Andererseits gilt
o i
<A1AOB = 90" - ' X A1]£B
o
¥ABA, = 907 - & IBA;
und folglich .
AB = RAg- (3)
Aus (2) und (3) folgt auch (1). =
Aus (1) ergibt sich far die Flachen |AInB | = | AAAB|.
Wiederholte Anwendung dieser Oberlegung fir die 6 Winkel in I
und Addition liefert die behauptete Gleichung.

Zum Beweis der Ungleichung zeichne man die drei Héhen im A ABC,
die sich im Punkt H schneiden mégen. Sei X das Spiegelbild von H



an der Seite BC, Y das Spiegelbild von H an der Seite AC und Z
das Spiegelbild von H an AB. Dann ist < CXB'= 4 CHB = 180° - <A
und daher eind X, Y und Z auf dem U-krois des Dreiecks ABC gelegen.
Da A, der Mittelpunkt des Bogens BC 1et, gilt|ABA,C | 2 | Asxc|.
Das liafort X
lacyBa,cs, | 2 | azexcy | . '
=2.(|AsHc| +|Acha | +|Aans])
=2

Aufgabe 3
Angenommen es gilt k 2 % +\2 n. Man betrachte einen Punkt P € S.

Es gibt mindestens k Punkte in S, die den gleichen Abstand zu P
haben und folglich mindestens (2) Paare {A B }aua Punkten in S
wit AF = BF, Da das fGr jeden Punkt P in S gilt, gibt es minde-
stens n * (2) Puro{A, B} von Punkten mit folgender Eigenschaft:
auf der Mittelsenkrechten von AB liegt (m:lndeuen‘s) ein Punkt von
von S. Nun ist

o (5)en e K2 (o ) (- 3) - 3 (e )

= n(n - %-) >n(n=1) = 2(;).
Da (;) die Anzahl aller mdglichen Paare {A,B} mit A,B € S ist,
muB es ein Paar von Punkten A,B und Punkte Pyieee, Pn' m >z
geben, so da8 AP, = EF" i=1,..., m, ist. Aber dann sind
Pl""' P € s und koll:l.near. Das ist ein Widerspruch zur Vor=-
auseetzung.

Aufgabe 4 ®

Wir betrachten Konstruktionen des Vierecks bei unterschiedlichen
Werten von h. Sei AD = R und BC = r. Zundchst konstruieren wir
das Dreieck ABP mit Seitenléngen R + r, R + h und r + h. Als
néchstes zeichnen wir den Kreis l<1 mit dem Zentrum A und dem
Radius R sowie den Kreis |<2 mit dem Mittelpunkt B und dem Radius
r und schlieBlich den quie l<3 mit dem Mittelpunkt P und dem
Radius h. Die Punkte C und D liegen auf dem Kreis Ky bzw. K2 und
CD ist Tangente an Ks. Daraus resultiert, daB der gréBte Wert
von h, fir den die Konstruktion mdglich ist, dann auftritt, wenn
cb auch Tangente an Ky und K2 ist. Das ist &quivalent dazu, daB
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die Winkel in C und D rechte Winkel sind. Wir werden zeigen, da8
in diesem Fall die Beziehung

B B i

vh VAD * VEC »
gilt. Daraus ergibt sich dann unmittelbar die Behauptung. Sei M
der FuBpunkt des Lotes von P auf CD. Nach dem Pythagoras gilt

T =\/(R+r)2 = (R=r)2 = 2\Rr  und

T =+ D= \(rem)2 = (r-m)2 4 \[(Ren)Z = (R-h)2
= 2\/rh + 2\/Rh. v

Daher ist W -\/ﬁ +\/ﬁ.
1

Das liefert - Fertigl

Vo Ve R

Aufgabe 5 N
Fir gegebenes n wdhle man N : = ((M!.)l)2 + 1, Dann ist 1 + j

ein echter Teiler von N + J, 1 H ] $n. Angenommen es gibt eine
Primzahl p mit N + J = pm.

Dann gibt es eine Zahl r, 1 Sr<m, sodsB 1+ j= pr ist.
Aber das liefert p“1 I((ml)l)2 und p"i | p'

also p”ll (N-i) und pr+1 | (N+j) und folglich pr’l | (1+3).
was einen Widerspruch bedeutet.

Aufgabe 6
Sei k die gréBte ganze Zahl, so daB es bei dem geschilderten

Ablauf eine Menge von k Spielen mit 2k verschiedenen Teilnehmern
gab. Keine zwei der anderen 20 - 2k Spieler kdnnen gegeneinander
gespielt haben, da man sonst entgegen der Maximalitdt von k sogar
k + 1 Spiele mit 2k + 2 verschiedenen Teilnehmern hétte. Da jeder
dieser 20 = 2k Spieler an mindestens einem Spiel beteiligt war
und keine zwei im gleichen Spiel, muB es mindestens 20 - 2k Spiele
neben den k anfangs betrachteten Spielen gegeben haben. Folglich
ist 14 2 (20 - 2k) + k und damit k 3 6.

Bemerkung:
Die Zahlen 14, 6 und 20 kann man allgemein durch m, n und m+n
ersetzen.



Aufgabe 7
P, sei die Folge (fik) der Mannschaft M.

Es gibt genau zwei verschiedene Folgen ohne "Breaks"
1. HeA=H=A=,,0 =A=H e
20 A=cHaeA=H= ... =H=-A

Es kdnnen nicht zwei verschiedene Mannschaften Mi‘und M, ein
gleiches Profil ohne “"Breaks" enthalten, da an dem Wochenende t,
wo M, gegen Mj spielt fit # fJ gilt. Damit gibt es hbchstenu

2 Mannachuften ohne "Break". Die restlichen Mannschaften haben
alle mindestens ein "Break". Somit enthélt mindestens (2n-2)
"Breaks".

Wir geben nun einen Spielplan mit genau (2n-2) “"Breaks" an.

Der Spielplan sieht wie folgt aus:

Am Spieltag Sy werden folgende Spiele gespielt, i = 1, 2,000, 2n-1

s, ={(2n0)} U { (ks 1-k)5 Kk =1, 2,000, net,

wobei die Zahlen i+k und i=k modulo 2n-1 zwischen 1 und 2n-1
liegen sollen.
Fir n = 6 sei der Spielplan unten angegeben.

s, = {(6.2). (2.5), (34)}

1

s, = {(6,2), (3.1), (45)}
85 = {(6.3), (4,2), (s1)}
s = {(6.4), (5.3), (12)}
s5 = {(6.5). (1.4), (23)}

Es gelte nun

S

f

2ni

H falls i ungerade
"l1A falls 1 gerade

H falls k gerade
fliek) (1-k) = {A falls k ungerade
far den Spieltag 1i.
Aus x = t + (x=t) for 1 St <x
x =t for t = x
t +2n = (t=x) fir t > x und n+l £ tex
x {: - (t=x) far t >x und t=x £ n g

folgt, daB die Mannschaften M, und M kein 'Break' haben.

10



Mannschaft Mx 25 xS 2n=1 hat genau ein “Break" am Spieltag x,
wenn x ungerade ist bzw. genau ein "Break" am Spieltag x+1,
wenn x gerade ist.

Aufgabe 8
8a) Wir geben eine Gewinnstrategie fir den Spieler A an. Ohne

Beschrénkung der Allgemeinheit sei dies der Spieler welcher be-
ginnt. G sei der aus G entstandene Graph durch Entfernung gewisser

Kanten.

Nach jedem Zug (A und B haben je k Kanten,

k€{, 1,

2....}, entfernt) wird der Restgraph G nach folgenden

Féllen durchgemustert:

Fall & )

Fall B )

Fall 7)

G hat eine Komponenten, die nur aus einer Kante besteht.
Denn entfernt Spieler A diese Kante und erh&lt 2 Punkte.
Danach kann Spieler B héchstens genau soviele Punkte
erhalten. .
Fall & ) ist nicht vorhanden. 5 habe einen Knoten x,
der nur mit genau einem Knoten y verbunden ist und nach
Entfernung der Kante (x,y) hat G keine Komponente, die
nur aus einer Kante besteht. Spieler A entfernt die
Kante (x,y) und erhélt einen Punkt. Danach kann Spieler
B héchstens genausoviele Punkte erhalten.
Fall « ) und Fall # ) sind nicht vorhanden. G enthalt
einen Weg ungerader Lénge X;, X, sees X5 (K 2 1)
(xq MLt X50 Xp Mt Xgo eees Xgp g mit x5 verbunden)
und x4 und Xok sind jeweils mit mindestens 3 anderen
Knoten aus (G verbunden und x, nur mit *1-1 und X4 .4
for 2 & 1 S 2k-1 verbunden.
Spieler A entfernt die Kante (xl,xz) und erhélt keinen
Punkt. Entfernt Spieler B nicht die Kante (xz,x3), 8o
erhdlt er auch keinen Punkt und der nachste Zug folgt.
Entfernt Spieler B die Kante (xz,xs),eo erhédlt er einen
Punkt. Dann entfernt Spieler A (x3,x4) usw. bis Spieler B
T1) einmal keinen Punkt erhdlt, dann folgt der néchste
2Zug;
12) eine Kante aus einem Weg der Lénge 2 entfernt.
Dann entfernt Spieler A die andere Kante und egal
welche Kante B nun entfernt, er kann nicht mehr
Punkte als A erreichen. Es folgt der ndchste Zug.

11



Fall § ) Fall « ), Fall A ) und Fall 7 ) sind nicht vorhanden.
Da G eine ungerade Anzahl von Kanten hat, enth&lt §
einen Kreis ungerader Lénge als Komponente (einen Weg,
dessen End- und Anfangspunkt identisch sind). Dann ent=
fernt A eine Kante aus diesem Kreis und wendet dann die
Strategie aus den Féllen « ) und 8 ) an. Analog zu Fall
7 ) hat A nach einer gewissen Anzahl von Schritten (B hat
zuletzt eine Kante entfernt) mindestens genausoviele
Punkte wie B. Es folgt der ndchste Zug.

Da andere Félle nicht mdglich sind, wird nach dieser Strategie

g0 lange verfahren, bis nur noch eine Kante Obrig ist.

Diese entfernt Spieler A, erhdlt 2 Punkte und hat somit garantiert

mehr Punkte als Spieler B.

8b) Der Spieler A kann im ersten Zug maximal einen Punkt erhalten.

Dann léuft far Spieler B die Gewinnstrategie aus Aufgabe 8a) ab.

Mit der Entfernung der letzten Kante erhdlt er 2 Punkte und gewinnt

damit das Spiel,

Aufgabe 9 q

Abb. L 9.1

Das Spiel ist &quivalent qu>5p;el der Aufgabe 8, wenn wir den
"dick schwarzen Graphen" zugrunde legen. Die Anzahl der Kanten

des "dick schwarzen Graphen" ist K = (p-1)q + (gq=1)p = 2pq = (p+q).
Damit gilt die Aussage. b

12



Aufgabe 10

n

Die Funktion f(x) = R‘é‘;r K € R* ist im Intervall 0 2 x < K
konvex, da f dao Produkt der konvexen Funktionen f,(x) = E—é—;
und f (x) = x" ist. Nach der Jensenschen Ungleichung ist nun

furoﬁ-. b,c<K

fasbtey £ [f(a) + f(b) + f(c)]
Setzt man K = a+b+c, so folgt

a0b+c)"
( 3 <t a” + b" + c” ) bz
asbic - 22b2C 3 (a+b+c-n a+b+c-b * a+bsc-c We

+ ” >3 ‘a+b+c) n-1
5__ -5 3=

Aufgabe 11
Es sei P(x,y,z) ein Punkt, der im 3-dimensionalen kartesischen

Koordinatensystem die Koordinaten x,y,z hat.

Es set M : = {P = P(t,t5,t¥), t € R beliebig}.

Eine beliebige Ebene E hat in diesem Raum die Ebenengleichung '’
ax + by + ¢z = d, a,b,c,d 6R, wobed |[a| +|b| + |c| > 0 gilt.
M N E ist demit die Menge aller Punkte P = P(t, t3,t )., fur die
at + bt> + ct® = d =0 (1) mit [a] +|b| 4|c| >0 (2) iet.
Die Gleichung (1) hat wegen (2) immer oinen'ungeradan Grad. Sie
hat also immer mindestens eine.reelle Nullstelle und hdchstens
fanf reelle Nullstellen (Folgerung aus Fundamentalsatz der Alge-
bra). !

M N E ist also nicht leer und endlich. Es gibt also eine Menge M
mit den geforderten Eigenschaften. '

13



Aufgabe 12
Offensichtlich muB A* auf dem Unkreis

A des Uber der Seite BC nach auBen zu

errichtenden gleichseitigen Breiecke
\ liegen, B' auf dem des gleichseitigen
E Dreiecks dber AC und C*' auf dem des
° , gleichseitigen Dreiecks uber AB (liegt
/‘A némlich z. B. A' auf der Seite von BC,
B’ ¢ auf der A nicht liegt, so ist

—" FEAT - TTAET, aleo nu wegen
der Gleichseitigkeit von A'B‘C’
Abb. L 12,1 JBAC = 60° sein, und das Gesagte

folgt nach dem Peripheriewinkelsatz;
liegt A* aber auf derselben Seite von BC wie A, so ist <X BA'C
. Nebenwinkel von & C'A'B*, also X C'A'B' = 180° - JBA'C,a
also ¥ BA'C = 120°, so0 daB A* aufgrund des Satzes Ober die.Summe
gegeniberliegender Winkel im Sehnenviereck und des Peripheriewin-
kelsatzes auf besagtem Kreis liegt - das zu betrachtehde Sehnen-
viereclﬁ\ ist A'A'BA''C, wobei A'' ein Punkt auf dem A* abgewandten
Bogen BC des Kreises ist). Man sieht leicht ein, daB bei einer
Bewegung von A‘ auf dem Kreis, bei der der Strahl M,A* sich um
einen Winkel ¥ in einem gewissen Drehsinn dreht, MZB' und MSC'
sich um denselben Winkel f in demselben Drehsinn drehen (Ml'
M,, M, Mittelpunkte der drei betrachteten Kreise - siehe Plan-
2' 73 — - —
figur). Die Winkel zwischen den Vektoren At MB*, M;C’ und
deren Betrége sind also konstant, mithin ist der Betrag ihres
—— e —
Summenvektors (MA" + MZB' + M_,’c') konstant, er durchléuft aber
alle Richtungen, wenn A' den betrachteten Bogen iiber BC uml&uft.
Der Ortsvektor 05 des Schwerpunktes S von A'B'C' in einem gewis-
sen Koordinatensystem mit Ursprung O ergibt sich aus den Orts-
vektoren der Punkte A*, B*, C' als
—— 1 s —_— —
0S = 3 (OA* + 0B' + OC')
— — —. ——— e — e

Osné-(OM-vNMii-MlA'+0M+MM2+MZB'¢OM¢MM3¢MSC')

X — 4 — —e—
M chh’w:rpun_ki dea_llreiicks My M, My 5 l}l.so gilt OM = 3 (0M100M2'0M3)
bzw. MM, + MM, + MMy = 0)
—- — 3 —= e T — @ — ——
0S = OM + 3 (m1 + MM, + MMS)' +3 (M:I.A. + MZB' + Msc')
Wit

14
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wobei T = %- (E__A.' + M_Za" + M3C') ein Vektor ist, dessen Betrag
nach dem oben Gesagten konstant ist, dessen Richtung aber alle
mdglichen Richtungen durchléuft. Somit liegt S stets auf dem
Kreis um M mit dem Radius (% ?3. Der Radius (§.?3 ergibt sich

als Abstand des Punktes S von M fiir ein spezielles Dreieck A*B'C'.
Der gesuchte geometrische Ort ist also ein Kreis um den Schwer=
punkt des von den Umkreismittelpunkten der Uber den Seiten von
ABC nach auBen errichteten gleichseitigen Dreiecke gebildeten
Dreiecks.

Aufgabe 13 g
(Die angegebene L&sung stammt von Martin Welk)

Ich fahre den geforderten Beweis, indem ich eine Farbung von

{1; 20003 2916} mit 4 Farben angebe, bei der es keine einfar-
bige arithmetische Folge der Lénge 10 gibt:

Die Farben seien 0.B.d.A. blau, rot, grin und schwarz. Die Zahlen
1 bis 9 werden sémtlich blau gbf!rbt; 10 bis 18 werden rot ge=-
farbt. Nun werden nacheinander die Zahlen 19; 20; 21;...; 162
jeweils mit der Farbe der um 18 kleineren Zahl versehen, d. h.,
19 bis 27 werden blau, 28 bis 36 rot, 37 bis 45 bleu,..., 154
bis 162 rot geférbt. Nun werden die Zahlen 163 bis 324 geférbt:
jede dieser Zahlen wird grin geférbt, wenn die um 162 kleinere
Zahl blau, schwarz, wenn die um 162 kleinere Zahl rot geférbt ist.
Im folgenden erhalten die Zahlen 325; 326;...; 2916 nacheinander
jeweils die gleiche Farbe wie die jeweils um 324 niedrigere Zahl.
Damit ergibt sich folgendes: Zuerst liegen ein blauer und ein
roter Neunerblock vor; diese bilden einen Achtzehnerblock. Es
folgen 8 weitere solche rot-blauen Achtzehnerbldcke, so daB ein
9 Achtzehnerblécke umfassender 162er-Block entsteht. Dieser bil-
det zusammen mit einem v&llig analog aufgebauten grin-schwarzen
162er-Block einen vierfarbigen 324er-Block: die Férbung von

{1: 2;..0; 2916 ergibt sich als Folge von 9 solchen 324er-Blok=-
ken.

Ich beweise nun, daB bei dieser Férbung keine 10gliedrige arith-
metische Folge in{ 1; 2i...; 2916 | mit nur einer Farbe gefarbt
ist:

Jede derartige arithmetische Folge l&Bt sich darstellen als

a; a+p; a+2p; a+3p; 8+4p; a+5p; a+6p; a+7p; a+8p; a+9p

15



mit natirlichen Zahlen a 2 1; p 21 mit a + 9p s 2916. Aus a = 1;
a+ 9 < 2016 folgt 9p S 2015 wegen der Ganzzahligkeit von p
p S 323,

Ich unterscheide 4 Félle:
(1) Es gilt 1 Sp S o

Somit ist (a + 9p) - a & 9 = 9; a und (a+9p) liegen also nicht

in ein und demselben der Neunerbldcke {1; 250003 9}1 {10: 11;...;
15} ' eees {2908; 2909 eee; 2916}. Andererseits ist die Diffe=
renz aufeinanderfolgender Glieder der arithmetischen Folge p H 9,
d. h., je zwei aufeinanderfolgende Glieder liegen in demselben
oder in aufeinanderfolgenden Neunerblécken. Mithin existieren zwei
Folgenglieder, die in benachbarten Neunerblécken liegen. Diese
sind offensichtlich verschieden gefarbt.

(2) Es gilt 10 S p § 17

Hier kdnnen offensichtlich keine zwei Folgenglieder in demselben
Neunerblock liegen. L&gen zwei aufeinanderfolgende Folgenglieder

in keinem Falle in benachbarten Bldécken, so légen zwischen dem
Block, in dem a liegt, und dem, in dem (a + 9p) liegt, mindestens
17 andere, d. h., zwischen a und (a + 9p) lagen mindestens

17 - 9 = 153 andere natirliche Zahlen, also wire (a + 9) - a 2 154,
Wegen p $ 17 ist aber (a + 9p) - a ® 153, Somit gibt es zwei auf=-
einanderfolgende Folgenglieder, die in aufeinanderfolgenden Neu-
nerbldcken liegen und somit verschieden gefarbt sind.

(3) Es gilt 18 s:p S 162

Hier ist (a + 9) = a = 9p 2 162; a und (a + 9p) liegen demnach
nicht in ein und demselben der 162=r-816cke{ 1; 2;...; 162];
{163; 1645 000 324} ...:{ 2755; 2758;...:2916}. Andererseits
differieren aufeinanderfolgende Folgenglieder um p S 162, d. h.,
aufeinanderfolgende Glieder liegen in demselben oder in benach-
barten 162er-Blocken. Somit existieren zwei Folgenglieder, die
in benachbarten 162er-Blécken liegen. Sie sind verschieden ge-
farbt.

(4) Es gilt 163 S p S 323

Es gibt eine natirliche Zahl k; 0 Sk $ 8, so daB
k+ 324 +1 S a4+ 9 $(k#l) « 324 gilt. Da zwei Zahlen aus
{1; 2 eee; 2916}, die um ein ganzzahliges Vielfaches von 324 -
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differieren, gleich gefifbt sind, sind (a + 9p) und (a + 9p = 324k);
(a + 8p) und (a + 8p = 324k + 324);...; & und (a - 324k + 9 - 324)
jeweils gleich geférbt. Wegen 1 € a + 9p - 324k S 324;

1 S 324 - P S 161 und 9 + 161 < 2916 - 324 liegen alle diese
Zahlen tatséchlich in {1: 2ieeei 2916}. d. h., es gilt

15 a4+ 09p-32ak £2916; 1 £ a + 8p - 324k + 324 =

(a + 9p - 324k) + (324 - p) € 2916;00.; 1 5 8 = 324k + 9 + 324 =
(5 + 9p - 324k) + 9(324 - p) S 2916. AuBerdem bilden die Zahlen

a + 9p = 324k; @ + 8p - 324k + 324;...; @ - 324k + 9 + 324 eine
aritblstieche Folge, denn sie sind darstellbar als a'; a' + p';

8" + 2p'ieee; @' + 9p' mit @' = 8 + 9p = 324; p' = 324 - p.

Wére die urspriingliche Folge e@; & + pi...i a + 9p einfarbig, so
wére auch a'; a' + p';...; a' + 9p* einfarbig. Dies ist aber
wegen 1 N p* £ 161 eine Folga, die bereits durch einen der

Félle (1) bis (3) erfaBt ist. Mithin existiert auch keine ein-
farbige 10gliedrige arithmetische Folge aus {1; 2 0eei 2916} mit
einer Differenz p mit 163 & p S 323,

Aufgrund der Vollsténdigkeit der Fallunterscheidung ist hiermit
bewiesen, deB die angegebene Férbung fir {1; 2 eee; 2916 | den
Bedingungen der Aufgabenstellung geniigt; insbesondere sind damit
auch die Elemente von{ 1; 254.0i 1957} = M in der geforderten
Weise geférbt, womit die Existenz einer derartigen Faérbung bewie-
sen ist.

Es sei noch eine alternative Ldsung angegeben:’

Zunéchst zeige ich, daB es in m* -{ 0, 1,..., 2047 | s0 mit 4 Far=-
ben gefarbt werden kann, daB jede aus 9 Elementen gebildete arith-
metische Folge nicht einfarbig ist. Fir M als Teilmenge von m*
und jeder 10elementigen Menge als arithmetische Folge bleibt dann
offenbar die Eigenschaft der Nichteinfarbigkeit erhalten.

‘Zum begseren Versténdnis verwende ich im Folgenden die 4 Farben
rot, blau, gelb und schwarz. Desweiteren denke man sich jede Zahl
aue M* im Badischen Positionssystem geschrieben. Fur jede Zahl z
gilt dann [O]B - [oood]e Sz & [3999]8. wo man die vorderen Stel-
len mit Nullen bis zur 4. Stelle eusfiillt! Jede Zahl z der Form

z = abcd (a, b, ¢, d€ N; 0 £ a £3, 0%b,c,d £7) férbe man wie'
folgt:

17



(1) rot b €{0,1,4,5} A c €{0,2,4,6}

(2) blau b €{0.1,4,5} Ace(1,3,57}

(3) gelb b €{2,3,6,7} A ¢ €{ 0,2,4,6 } und

(4) schwarz b €{2,3,6,7} A c€{1,3,57})

Damit wird zundchst offenbar jede Zahl z gefaérbt. Diese Férbung
ist &quivalent damit, die ersten 128 Elemente abwechselnd Smal
rot und blau zu férben, dasselbe mit den nichsten 128 Elementen
ebenfalls zu tun, nur mit gelb und schwarz, und dann diese F&r-
bung noch 7mal in gleicher Weise zu wiederholenl

Beweis: Zunéchst zeige ich, daB innerhalb der 128 Elemente keine
arithmetische Folge mit 9 Elementen entsteht, die einfarbig ist.
Genau 8 hintereinanderliegende Elemente einer Farbe kénnen dies
nicht erfillen. Damit missen mindestens 2 "Rot=-Bereiche® (bzw.
"Blau=", "Gelb=", "Schwarz-Bereiche"”) betroffen sein. Dabei muB
ein andersfarbiger Bereich ebenfalls 8 Elemente {iberspringen,
womit der Abstand der arithmetischen Folge d 2 EQ]G wird. Damit
liegt jedoch hdchstens 1 Element je Bereich in einer solchen
Folge. Da bei 128 jedoch nur 8 Farbbereiche gleicher Farbe vor-
kommen, konnen sich nicht mehr als 8 Elemente ergeben innerhalb
eines Bereiches von 128 Zahlen. Da die nach oben angrenzenden
128 Zahlen jedoch die betreffende Farbe nicht haben kdnnen, muBte
sogar d > 128 gelten. Analog wie oben kann dann nur jeweils eine
Zahl eines 128er-Bereiches in einer solchen Folge liegen. Es gibt
Jedoch erneut nur 8 128er-Bereiche "rot-blau”™ bzw. “gelb-schwarz",
womit sich insgesamt keine arithmetische Folge finden l&B8t, die
einfarbig ist. .

Wie beschrieben, wird die Eigenschaft der Nichteinfarbigkeit bei
VergrdBerung der Teilmengen, die arithmetische Folgen bilden, und
der Verkleinerung der Menge selbst erhalten.

Damit ist bei meiner Férbung jede aus 10 Elementen der Menge M
gebildete Folge nicht einfarbig.

Aufgabe 14
(Die angegebene Lésung stammt von Martin Welk)

. Ich unterscheide 4 F&lle fur die Lage der Geraden durch A:
(1) Die Gerade hat auser A keinen Punkt mit dem Dreiecksumfang
gemelnsan..(Abb.'L 14.1)
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Aufgrund der Umkehrung des Peripherie-
winkelsatzes liegt C auf dem Kreis
durch A, M und B, d. h., A, B, C und
M liegen auf einem Kreis. M ist also
der von A verschiedene Schnittpunkt
des Umkreises des Dreiecks ABC mit

der Geraden durch A, Ein solcher Punkt
existiert genau dann, wenn die Gerade
durch A nicht die Tangente an den Um~
kreis ist, in welchem Faelle die not-
wendige Bedingung A, B, C und M lie-
gen auf einem Kreis"™ nicht erflGllbar
Abb, L 14.1 ist, also kein solcher Punkt M exi-
stiert. Wenn aber die Gerade durch A keine Tangente an den Umkreis
ist, existiert M als Schnittpunkt des Umkreises von ABC mit der
Geraden und genligt nach dem Peripheriewinkelsatz auch den Forde-

rungen der Aufgabe.
Fur Fall (1) ist damit die Existens hbéchstens eines Punktes M be-
wiesen: fiir die Tangente in A an den Umkreis existiert M nicht.

(2) Die Gerade f&llt mit AB oder AC zusammen.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit felle die Gerade mit AB zu=-
sammen. Fir jeden von A und B verschiedenen Punkt P der Geraden
gilt aufgrund der Kollinearit&t von A, B und P entweder

“FABP = 180° .oder FABP = 0°, sufgrund der Nichtkollinearit&t von
A, B und P kann TACP aber weder 0° noch 180° werden. Mithin exi-
stiert im Fall (2) kein Punkt M mit der geforderten Eigenschaft.

(3) Die Gerade schneidet BC in einem inneren Punkt, ist aber
nicht mit der Winkelhalbierenden des Winkels < BAC identisch.
(Abb, L 14.2)
Es sei B* der beziglich der Geraden durch A zu
B symmetrisch gelegene Punkt. Ist M ein Punkt
mit der geforderten Eigenschaft FABM = % ACM,
A A" dann gilt auch JAB'M = JACM:; da
JBAM # X CAM ist.
(AM ist nicht die Winkelhalbierende des Win-
kels J BAC), ist AB'C ein Dreieck, mit dessen
8 Umfang die Gerade durch A auBer A selbst
Abb. L 14.2
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keinen gemeinsamen Punkt besitzt, so liegt also beziiglich dieses
Dreiecks Fall (1) vor. Damit ist bewiesen, daB auch im Fall (3)
hdchstens ein Punkt M mit den geforderten Eigenschaften existiert;
kein solcher Punkt existiert Qenau dann, wenn die Gerade durch A
Tangente an den Umkreis von AB'C ist.

(4) Die Gerade durch A ist die Winkelhalbierende des Winkels
4 BAC (Abb. L 14.3)

C wieder sei B' der beziglich der Gera-

8 den durch A zu B symmetrisch gelegene
Punkt. In diesem Falle liegt B' auf

AT, ist wegen AB # AT aber nicht mit

A P C identisch. Ist P ein Punkt der Ge-
raden durch A, der nicht mit A iden-
tisch ist, so liegt P nicht auf AC.

5 Mithin ist I B'PC # 0. Aufgrund des
Satzes, wonach die GriéBe eines AuBen-

Abb. L 14.3 winkels eines ebenen Dreiecks gleich
der Summe der GréBen der nichtanliegenden Innenwinkel ist, gilt
JABP = JAB'P = JACP + IB'PC oder JABP = JAB'P = JACP - JB'PC
und damit stets FABP # JACP.
Somit ist flr Fall (4) der geforderte Beweis gefiihrt und gezeigt,
daB in diesem Fall solch ein Punkt M nicht existiert.

Die Behauptung der Aufgabenstellung ist damit allgemein bewiesen:

kein Punkt M existiert wenn

- die Gerade durch A Tangente an den Umkreis des Dreiecks ABC ist,

- die Grade durch A Tangente an den Umkreis des Dreiecks AB'C ist,
wobei B' der bezlglich dieser Geraden zu B symmetrisch gelegene
Punkt ist, :

= die Gerade durch A mit einer der Dreiecksseiten AB und AC zu-
sammenf&llt oder

- die Gerade durch A den Winkel 4 BAC halbiert.

Aufgabe 15
Jedem Einheitswiirfel des gesemten Wiarfels mit der Kantenlénge n

(n 2 3) kann ich Abxjakt!.v jeweils 3 ganzzahlige Koordinaten 1,3,k
mit 1 54,3,k £ n zuordnen.
Z(1,j,k) bezeichne denn die Zahl, welche in den Einheitswirfel
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mit den entsprechenden Koordinaten i,j,k eingetragen werden soll.
M sei die mnge{i.z....,n-l}.
In die Einheitsewirfel mit 1,3,k € M trage ich nun (n-ﬂ.):5 sémtlich

voneinander verschiedene Zweierpotenzen ein. (Gruppe I)
(2" mit m€N) R
Sei nun weiter Z(n,j,k) = -ezzu,g,k) ¥3.k €M
1EM

2(1,n,k) = ;e}%z(i,J.k) N,k € M § (Gruppe II)
Z(1,3.m) = =22(1.3.K) ¥i.3 € "I

und ferner: Z(n,n,k) = 5§ ZZ(:I. 1.k) ¥k emMm

16
Z(n,3,n) = 1en Zz(i:l k) %3 € M [ (Gruppe III)
Z(i,n,n) = GZM Zz(x; k) Y1€M
J
letztlich: Z(n,n,n) = Z > 2(1,3.k) (Gruppe IV)
1EM 160 Kem

In den vier einzelnen Gruppen handelt es sich um vorzeichenbehaf-
tete Summen von einer, (n=1), (n-:l.)2 und (n-1)3 Zweierpotenzen.
Da wegen n 23 1< n=1< (n-1)2 < (n-i)3 gilt, folgt:

2 eingetragene Zahlen aus verschiedenen Gruppen sind stets ver=-
schieden, da die Summen von samtlich voneinander verschiedenen
Zweierpotenzen nur dann gleich sind, wenn die addierten Zweier-
potenzen Gbereinstimmen und damit auch ihre Anzahl (Eindeutigkeit
der Darstellung einer natiirlichen Zahl in Basis 2), und de Zweier-
potenzen immer positiv sind.

Innerhalb der Gruppe I sollten die Zahlen sadmtlich voneinander
verschieden gewshlt werden.

Innerhalb der Gruppe II handelt es sich jeweils um die (negative)
Summe von ‘(n=1) Zweierpotenzen. Wéren 2 Zahlen aus Gruppe II
gleich, dann wéren auch alle diese (n-1) Zweierpotenzen der 1.
Zahl paarweise mit den (n=1) Zweierpotenzen der 2. Zahl gleich.
Dies ist sber wegen der Definition in Gruppe II und aufgrund

der paarweisen Ungleichheit aller Z(i,3,k); 1,3,k € M unmdglich.
Auch in Gruppe II sind die Zahlen sémtlich voneinander verschie-
den. .

Innerhalb der Gruppe III handelt es sich jeweils um die Summe
von (n-1)2 Zweierpotenzen. Wéren 2 Zahlen aus Gruppe III gleich,
dann wiren auch alle diese (n-1)2 Zweierpotenzen der 1. Zahl
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pearweise mit den (n-‘.l.) Zweierpotenzen der 2. Zahl gleich. Dies_
ist jedoch wegen der Definition in Gruppe III und sufgrund der
paarweisen Ungleichheit aller Z(i,3,k); 4,i,k € M unmbglich.
Auch in Gruppe III sind die Zahlen s&mtlich voneinander verschie-
den. Da Gruppe IV nur aus einem Element besteht, sind alle n>
eingetragenen Zahlen verschieden. (a))
b) Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit betrachte ich die Summe
der Z(4,],k) mit 41, konstant. (Wegen der Symmetrie der Defini-
tion der Z(4i,J,k) bzgl. der Koordinaten kann ich dies tun.)

n &

1. Fall: 4,5 €M 3_2(4,3.k) = 3°2(1,3,k) * 2(n,].k)
N k=1 kEM
=3 2(1,3,k) - 3_2(1,3,k) = 0
kEM kEM

n
2. Fell: 1€M, 3 2(4,3,k) = 5_Z(4,n,k) + Z(i,n,n)
k=1 kEM

J =n
- E -E Z(4,3,k) + E ? Z(1,3,k) =0
keM( JeEM ( ) JEM kEM ( )

3. Fall: 1 = n, verléuft wegen obengenannter Symmetrie analog
JEM wie 2. Fall

n
4, Fell: i=j=n }k:f(i,J,k) - Ee_—Mz(n,n.k) +-Z(n,n,n)

-(ZZZ-ZZ )z(ijk)-o
kEM 1EM JEM  1EM JEM KEM

Die Summe der Zahlen in jeder zu einer Warfelkante ist
gleich O. b))

Aufgabe 16 5
Das Polynom p habe die Gestalt p(x) = Z 8, xi. Es st also

p(2) = > ay 2%, Nun kann man p(2) odditiv wie folgt esufspalten:

=0 n=-1
Lo, o B .
q = a 47, r = a .
= %21 fo5 Can
Es 1st n = p(2) = q+2r. Nun ist aber p(2) durch diese Aufupnltung

im 4adischen Positionssystem dargestellt und die a 8{0 1,2, 3}
werden eindeutig bestimmt. Die Anzahl z der zulﬁuig-n Polynome

ist also gleich der Anzahl der Zerlegungen von n in eine gerade
Zahl 2r und eine Zahl q. Im Intervall [O,n] gibt es genau %
gerade Zahlen. Somit ist z = [%] + 1,
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Aufgabe 17
Neben zwei L&sung &tzen gab es keinen Schiler, der diese Un-

gleichung bewsiltigte.

Durch Einfﬁhéung der Vektoren a = AB, b = AD und ¢ = ZE'goht die
zu beweisende Ungleichung &quivelent Gber in

ol +|b|+|c|+|a+b+cf2fasb|+|b + c|+|c+al

Nun gilt nach E. Hlawka (D. B. Mitrinovic: Anslytic Inequalities,
Springer-Verlag, Heidelberg, 1970, p, 172) folgende Identitat, '
die man durch Ausmultiplizieren leicht Gberprift:
(la]+|b|l+]c|=-|a+b|=-|b+c|=-]crel+|asb+c)l
(Ja|+|b|+|c|+|a+b+c|)=(a]+|b|=-]|a+b]

(|e|y- |la+b|+|a+bs+cl)+

+ (bl +lcl=|b+cl) (lal=|b+c|+|a+b+c|)+
+(lc|+]al=-la+c|) (Ibl-|a+c|+|a+b+cl).

Nach der Dreiecksungleichung ist jeder Faktor der rechten Seite °
dieser Identitdt grdoBer gleich O und deher ist die linke Seite
nichtgegativ. Dies beendet den Beweis.
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Aufgaben

Aufgabe 1
Man zeige, daB fir jede positive ganze Zahl n gilt:

Vi +vV2 4+ ooe #Vn <2

Aufgabe 2
Es seien a, b, c drei ganze Zahlen, die ungleich Null und relativ

prim zueinander sind. Man beweise, daB es zu allen ganzen Zahlen

u, v, w, die relativ prim zueinander sind und au + bv + cw =0

erfullen, ganze Zahlen m, n, p gibt, so daB
a=nw-pv, b =pu-mw, c =mv-.anu

gilt,

Aufgabe 3
Es sei ABCD ein Parallelogramm und keiner seiner Winkel sei

groBer als 120°,

Man berechne \

min {d (M,A) + d (M,B) + d (M,N) + d (N,C) + d (N.D)} , wobei M
und N in der durch A, B, C, D bestimmten Ebene liegen, in Abhé&n-
gigkeit von den Seiten und Winkeln des Parallelogramms,

Hinweis: d (X,Y) bezeichnet den Abstand der Punkte X; Y.

Aufgabe 4

In der Menge Sn = {1, coes n} ist eine neue Operation aob mit
folgenden Eigenschaften eingefihrt:

1, Fir alle a€S, und bES, ist acbES .

2, Falls das gewdhnliche Produkt a « b nicht gréBer als n ist,

so gilt acb =a « b .

3. Es gelten fiur alle a, b, c €S, die Regeln:
3.l,aob=Dboa

3,2, a0 (boc)=(aob)oc

3.3, Aus ao b =a o b folgt b = c.
‘Man bestimme fir N = 11 und n = 12 Tabellen fir die neue Opera-
tiono ,

(IMO-Vorschlag 1989, Auétralisn)



Aufgabe 5

Die Folgen (an) N und (bn), - seien durch die Festsetzungen
n 3o nZo

2 V2 _/ / 2
°o=-2£’°n+1='2' 1-Vi-2a,n=0,1, ...
und

2
-\[1+bn-1

bD =1, bn+1 ﬂﬁ_=0, 1, eeos

n
definiert. Man beweise fur alle n = 0, 1, .., die Ungleichungen
2™2 | a, < m < 22 b, .

(IMO-Vorschlag 1989, VR Bulgarien)

Aufgabe 6

Man beweise, daB fiur keine ganze Zahl n>1 die Gleichung
n n=-1 2
%r"'xn- T+ ...+£—r¢1-xr41=0

eine rationale Lésung hat,

(IMO-Vorschlag 1989, VR Bulgarien)

Aufgabe 7

Mége das Polynom p(x) = x" + n . x"1 azx"'z + oees + B
reelle oder komplexe Koeffizienten und die Nullstellen
Fis eeesr haben. Unter der Voraussetzung

16 16 16
n =0

I"1 +I‘2 + eee + I’

bestimme man samtliche Nullstellen.
(IMO-vorschlag 1989, Kolumbien)

Aufgabe 8
Sei P(x) ein Polynom, das folgende Bedingungen erfillt:

a) P(0) >0, P(1) > P(0), P(2) > 2P(1) - P(0)
P(3) > 3P(2) - 3P(1) + P(0),
b) fur jede natirliche Zahl n gilt:
P(n+4) > 4P(n+3) - 6P(n+2) + 4P(n+1) = P(n).
Man beweise, daB fir jede natirliche Zahl n die Zahl P(n) positiv
ist,
(IMO-Vorschlag 1989, Kuba)
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Aufgabe 9

Sei f eine Funktion von der Menge der reellen Zahlen in diese
Menge mit f(1) = 1 und fir alle a, b

f(a+b) = f(a) + f(b) und f(x) « f(%) =1 far x £ 0,
Man beweise, daB fiir alle reellen Zahlen x gilt:
f(x) = x.

(IMO-Vorschlag 1989, Irland)

Aufgabe 10
Das Dreieck ABC ist der Kreislinie K mit dem Radius r einbeschrie-

ben. Die Wirkelhalbierenden der inneren Winkel des Dreiecks
schneiden K auBer in den Punkten A, B und C noch in den Punkten
A', B", C', Man beweise die Ungleichung

16 - Q3227 .4 . p,
wo Q bzw. P den Inhalt des Dreiecks A'B'C' bzw. ABC bezeichnet.
(IMO-Vorschlag 1989, CSSR)

Aufgabe 11
Sei a eine reelle Zahl O < a < 1, Mége f eine stetige Funktion

auf dem Intervall [0, 1] bezeichnen und sei
f(0) =0, f(1) =1

f(%Y.) = (1-a) f(x) + a * f(y)
fur alle x, y GVED,I] mit x = y, Man bestimme f(;).
(IMO-Vorschlag 1989, Finnland)

und

Aufgabe 12
Sei ABC ein Dreieck. Man beweise, daB es einen eindeutig bestimm-

ten Punkt V in der Ebene von A, B, C gibt, der folgende Eigen-
schaften hat:
Es gibt reelle' Zahlen A, u ,» und x, die nicht alle Null sind,
so daB

APT2 ¢/1ﬁﬁ2 + vﬁﬁz - xVFz
konstant ist fur alle Punkte P in der Ebene, wobei L, M und N
die FuBpunkte der Lote von P auf BC, CA bzw. AB sind.
Man bestimme V!
(IMO-Vorschlag 1989, GroBbritannien)



Aufgabe 13
Sei ABC ein gleichseitiges Dreieck. Seien D, E, F, M, N und P

die Mittelpunkte von BC, CA, AB, FD, FB bzw. DC.
a) Man béweise. daB die Strecken AM, EN und FP kongruent sind.
b) Sei O der Schnittpunkt von AM, EN und FP, Man bestimme
OM : OF : ON : OE : OP : OA.
(IMO-Vorschlag 1989, Hongkong)

Aufgabe 14
Sei n eine positive ganze Zahl. Man beweise, daB es eine positive
ganze Zahl m mit

02+ 1)" «ym - yE-1
gibt,
(IMO-Vorschlag 1989, Hongkong)

Aufgaﬁe 15

Seien a, b, ¢, d, m und n positive ganze Zahlen und
a2 + b2 + c? + d® = 1989”

a+b+c+ds= m2

und sei die gréBte der Zahlen a, b, c, d gleich nz. Man bestimme

m und n.

(IMO-Vorschlag 1989, Irland)

Aufgabe 16
Sei n = 2k-1, wo k # 6 eine ganze Zahl ist, Sei T die Menge

aller n-Tupel (X1, Xp, eees X,) 8US xiE-{O.l} v L =y, Geen N
FOF X = (X7, .0000 Xp) und ¥ = (Y14 eees ¥,) 8us T sei d(x,y) die
Anzahl derjenigen j mit 1 = j = n und x; # y.. Angenommen es
gibt eineTeilmenge S von T aus 2K Elementen mit der folgenden
Eigenschaft: fir jedes Element x aus T gibt es genau ein Element
yYES mit d(x,y) = 3. Man zeige, daB n = 23 ist,

(IMO-Vorschlag 1989, Irland)



Ldésungen

Aufgabe 1

1. Ldsung (nach Ridiger Belch)

Die Folge (ak) sei durch a; = 2, 8ke1 = ak-K definiert, Dann
gilt fir jedes n : a > n.

Beweis durch Vorwértsinduktion:

Es ist a, > 1, a, =3 >2und a; =7 > 3,

1 2 2 S 2 2
Fﬁrk53gelteaK> K. Da k = 2K + 1 = (K-1)% 2 2% > 2 ist,
folgt
a az-K>K2-K>K+1
K+l = @k o

>

Fir jedes n = 1 gilt: Aus O < K & n folgt
VK + VK41 + ... + yn < ag.

Beweis durch Rickwértsinduktion:
FUr k = n gilt offensichtlichVn = n < ane

Es gelteVK+l + V... + Vn < 8¢.1¢ Dann ist
K+VKel & .o0 + VR < Aer * K = ai und damit
VK + VKel oot + Vn < ay.

Als Folgerung ergibt sich mit

Vi +vV2 ... +Vn < a, = die Behauptung.
2. Losung (nach Michael Dreher)
Es sei f(n) =V1 +V2 + ... +Vn fuir n € N, n 2 1,
Aus Vn + Vn+l > Vn folgt f(n+1) > f(n).
Es sei a, = f(n) - f(n-1) =V1 +vV2reo0e Vi V1 & V2+..0+ Y01
Y2+ ...+ Vn-V2 + ...+ Vnd
VI 4+ V2 + veu # Vo + VI + V2 + ... & VAol

Vn
(Vn-1+Vn + Vn-1)(n-2+Vn-1+VnsVn-2+Vn-1). .. [f(n)+f(n-1)]




Fir n # 4 ist

n n+jn+1 +Vn L V24 V34, .04 VNHd + V24...4Vn
fnet Vm- Vn-1+ +Vn-1 (Y + fn-”

. f(n+1) &+ f(n

2 VN .1 .1 . ,,, -1 [f(nel) + F(n)
= [f(n+1) + f(n)]

SV 2y 2 f(n) 2 2 V5 f(4) > 3 und damit a 1<§..“.

Weiter ist f(5) < 1,757 und fir n 2 5 gilt
tai<as+%as+...+—1-§a"<as i(§1)=§as<0.014,
1=5 3= i=0

da ag = f(5) - f(4) <1.757 - 1,748 = 0,009. Damit ist fiur alle
ng&s :

n
f(n) =>_ a; + f(5) < 0,014 + 1,757 = 1,771 < 2
i=5

Aus der Monotonie von f und der Abschétzung fir f(5) nach oben
folgt schlieBlich noch f(1) < f(2) < f(3) < f(4).< 2,

Bemerkung: Ein BASIC-Programm auf dem A 5105 zeigt
lim f(n) = 1.7579327444,

n— oo

s0 daB die obige Abschétzung recht gut ist.

3. Lésung (nach Thomas Gerlach, Raymond Hemmecke)

Es sei a =Vl + V2 + ... + Vn. Fiir n & 4 ist dann
[(aﬁ-u"’-z]z-s =V4 +V5 + ... +

n=3
H 1/22-14 W/z‘-z. 28.34,..4V22 (n-3) =2, .
3

nN=

21—3

da i &2 (1-3) fur 1 & 4 gilt.

Nun ist 8y, 85, 85 < 2. Gilt a3 < 2, so folgt aus der Abschétzung

[(,:-1)2-2]2 - 354, 8le0a VL + V24 V7 < 2 und damit nach
.
dem Prinzip der vollsténdigen Induktion: a, <2 fur alle n 2 1.
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Bemerkung: Die Schranke ist verschérfbar. Aus a3 < t folgt

a, £vV1 + V2 + V2t+3, Gilt nun V1 + V2 + V2t+3 = t, so folgt
a, & max {24, 85, 834 t} fur allen 2 1,

Numerische Rechnung ergibt t = 1,7705490..., so daB mit dieser
Methode a £ 1,770549,.. gezeigt werden kann,

4, Losung (nach Ingrid Voigt, Thomas Mautsch)

Die Folge (aK) sei durch a, = 2, 81 = (ak-k)2 for 0 2 k<n
definiert, Weiter sei (S ) definiert durch 8, =N, 8 = K*VSK+1'
O 2 k < n, Die zu beweisende Ungleichung lautet dann 8o < 85e
Durch vollsténdige Induktion beweist man die Ungleichung

ay =_2_k_+_1;__ Vak + 9 fir k = 0, 1, eess N
Hieraus folgt insbesondere 8y > k fir K =0, 1, ..., n. Ferner
ist nach Definition der Folge (sK): sk > K fir K = 0, 1, ..., n-1,

Nun ist 8 < 8 aquivalent zu Ske1 < Oke1 fir K =0, 1, ..., n-1,
2 2

denn es ist s -K < a,-K, (sk-K) < (8,~K)", Sie1 < 8ka1e

Also gilt auch 8, < a, genau dann, wenn 8 < 8 fur

k =0, 1, ..., n ist, Tatsdchlich ist aber s, =n<a, und daher
auch 8, < 85

Aufgabe 2

1, Lésung
Es sei p so gewdhlt, daB pu = b(w) gilt, Dies ist méglich, da

wegen (u,w) =1 pu fir p =0, 1, ..., w - 1 alle Restklassen
mod w durchlauft,

Dann ist m = EEWZ—E eine ganze Zahl, (1)
Nun gilt -b + pu = -bv + puv = au + puv (es gilt au + bv + cw = 0)

‘= a + pv(w), da (v, w) = (u, w) = 1 vorausgeset zt
war, .
Mithin ist auch n = eine ganze Zahl, (2)
Nun gilt @
nwW - pv = pv + a - pv = a nach (2),

a + A4
w

pu - mw = pu - pu+ b = b nach (1) und



mv - nu = EE!E:_E - EE—%—EH! nach (1), (2)

- 52—%—9! = + &% = C nach Voraussetzung.

Damit erfillen m, n, p die geforderten Bedingungen,

2. Losung (nach Marco Schlichting)
Wegen au + bv + cw = 0 gilt au + cw = O(v). (3)
Da u, v, w relativ prim zueinander sind, gilt

wV) 2 ulv) 21y (4)
nach dem Satz von Fermat, Mit (3) ist
aw?(V)"1 yw 4+ cu¥V)-T = O(w) und wegen (4) gilt dann:
aw?(V)=1 | cue(v)-1 2 o(v), aw#(V)=1 o oy 9(v)-1 (v). (5)

Damit existiert eine ganze zahl x mit x = aw#(V)1 = _cy#(V)-1 (i

und es ist wx = aw?(V) = a(v) und -ux = + cuv(v) = c(v).
Also gibt es ganze Zahlen y, z mit

WX = yv = a und zv - ux = c,. (6)
Hieraus ergibt sich nacheinander

au = UWX - UyV, CW = WZV - uwx,

au + tw = wzv - uyv = bvv (nach Voraussetzung) und

b = uy - wz, . (7)
Setzt man x =n, y =p, z =m, so folgt mit (6) und (7) die
Behguptung.
Bemerkung: Beide Ldsungen demonstrieren zwei typische Techniken
fur lineare diophantische Gleichungen, Man informiere sich z, B.
bei A, O, Gelfond: Die Auflésung von Gleichungen in ganzen Zahlen
(diophantische Gleichungen), VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften, Berlin 1973 (MSB Nr., 22) und in der dort angegebenen
Literatur,
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Aufgabe 3 (nach Rudiger Belch, Jan Fricke)

1, Es wird folgender Hilfssatz benutzt (vgl. alpha 23 (1989) 5,
S. 98 - 100):

Ist ABC ein Dreieck, dann gibt es genau einen Punkt P, so daB

AP + BP + TP minimal wird. Fir oc,fl, y < 120° liegt P so im
Inneren des Dreiecks ABC, daB < APB = < BPC = < CPA = 120° gilt,
Gilt o 2 120° (entsprechend f8,y 2 120%, so ist P = A (entspre-
chend P = B, C).

2., Obwohl'durch die Aufgabenformulierung nahegelegt ist, daB die
Existenz des Minimums vorausgesetzt ist, wird sie nachfolgend
nachgewiesen,

Dazu werde r mit r > AB + AC + AD beliebig gewahlt, Wir betrach-
ten eine abgeschlossene Kreisscheibe K um A mit dem Radius r.
Die Funktion f(M,N) = d(M,A) + d(M,B) + d(M,M) + d(N,C) + d(N,D)
ist auf K stetig, Jede stetige Funktion nimmt aber auf einer abge-
schlossenen, beschrankten Menge ihr Minimum an, Fir dieses in
M,N angenommene Minimum gilt dann f(M,N) S f(A,A) = AB + AC + AD
< f(X,Y), falls X oder Y nicht zu K gehdren, Damit ist f(M,N)
das gesuchte Minimum,

3, Es seien nun M und N so gelegen, daB f(M,N) ein Minimum hat,
Fall 1: Es sei M = N, Dann gilt

f(M,N) =AM + BM + CM + DM 2 AC + BD nach der Dreiecksungléichung.
Das Gleichheitszeichen steht nur dann, wenn M der Diagonalen-
schnittpunkt ist,

Jetzt denke man sich M fest, Dann ist

f(M,N) =AM + BM + (MN + CN + DN), do h., MN + CN + DN muB mini-
mal sein, Da aber M = N ist, folgt nach dem Hilfssatz, daB

<omc 2 120° ist,

Es sei e = AC und f = BD. Dann ist

e =_\/ae+b2+23b cosce, f ='\/aqu2—23b cose und f(M,N) = e+f
unter der Bedingung, daB

o & -

q :
S = cos 120° = - % ist, Dies ist &dquivalent
2(3)(z)

A

mit 62 + £2 & ef 5.482.
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Fall 2: Es sei M £ N. Nach Fall 1 ergibt sich 4a2<e2 + f2 4 ef,
Man betrachte wiederum M als fest, Man erhdlt, da M 4 N ist,
<4MNC = 4 CND = <DNM = 120° und analog ¥ NMA = $AMB = 4 BMN = 120°,
Man fiilhre jeweils die in der Skizze angedeutete Drehung von 60°
um A und C aus,

Es folgt

AM + BM + MN + NC + ND

=BM" + MM + MN + NN' + N'C*

und damit wird das Minimum gerade
dann angenommen, wenn der Streckenzug
B'M'M'B N'C' eine Strecke wird.

Zur Berechnung lege man ein rechtwinkliges Koordinatensystem so,
daB A (0,0), B(a,0) und D(b cosex, b sincx ) gilt,

Es folgt c(b cosx+ a, b sino ). Da die Dreiecke ABB' und DCC'
gleichseitig sind, gilt B'(%. ALY C'(b coscc+ g-, b sine + zéa)

und B7CT =V3a2 & b2 + 2 V3ab sin« .
Dies ist zugleich das gesuchte Minimum,

Aufgabe 4
Man betrachte zunéchst n = 12 und interpretiere a o b als Multi-

plikation a o b = c modulo 13,
a eb=13eks+c, k20,05c <13,
Hier ist c # O, da sonst a * b = 13 « k ist, was wegen 1 £ a = 12
und 1 £ b £ 12 fur die Primzahl 13 nicht m&glich ist. Wenn
.a « b 312 ist, so ist k = O und ¢ = a « b, wie gefordert,
Die geforderten Rechenregeln gelten offenbar fir O.
Allgemein kann man analog schlieBen, falls p = n + 1 eine Prim-
zahl ist,

12



Man betrachte jetzt n = 11 und definiere eine Abbildung. f von
s ={1, 2, o0, 11} auf T = {0, 1, ..., 10} durch-die Tabelle

n|1234567891011

f(n)Jo 1 4 2 6 5 9 3 8 7 10

Dann definiere man ¢ = a o b folgendermaBen, Sei

d = f(a) + f(b) falls f(a) + f(b) = 10 ist,

d = f(a) + f(b) - 11, falls f(a) + f(b) > 10
ist, Sei c = f'l(d) gesetzt, Fur jedes d gibt es genau eine
solche Zahl c. (Die Multiplikation o wurde auf die Addition modulo
11 zurickgefihrt.)
pie Funktion f wurde folgendermaBen konstruiert:

f(1) = O sichert 1 o a =2 fur alle a € S, da

f(a) + f(1) = f(a) + O = f(a)
ist. Wahlt man etwa f(2) = 1, so hat man f(4) =2 zu wiahlen, da
man 2 o 2 = 4 winscht. Es ist dann f(2) + f(2) = 1"+ 1 =2 = f(4).
Analog muB man f(8) = 1 + 2 = 3 haben,
Als néchstes wihlt man f(3) = 4, den kleinsten noch freien wert,
und hat £(6) = f(2) + f(3) =5, f(9) = f(3) + f(3) = 8.
Fir f(5) muB man einen Wert k wahlen, so da sowohl k.als auch
k+1 (den Wert von f(10)) noch frei sind. In der Tat waren 6 und 7
noch nicht verbraucht. Dies erschépft alle Paare a o b mit
a, b 511,

Aufgabe 5

Man erkennt leicht O < a_, < 1 und b, > 0 far alle n, Dann gibt
g b4 "

es an (O, z)und ﬂn E(O, E) mit a, = sino% und bn = :anpn.

Wegen a, = %; und by =1 ist o, = By = g. Andererseits gilt:

_1/5-‘/ 1/ 2
sinog 4 =8p.4 =75 1 -)1 - an

/ =%§-.1-1-sin ocn=v-2§—-1/1-cosocn

2 %n

-V—g 2 sin T-sin?‘zﬂ.

13



Ferner gilt:

2 2
\/1+bn-—1 ‘,1+tan/)n—1

tang

n+1 n+l b, a tanf,
s
cosfl - 1 B
n n
= mﬂ—_ = tan .2_ o
cos/)n

%n P
Dabei ist %pey =z und 4 = = und folglich gilt
% T
a, = sin Z—n = sin Zm und

b

Bo b4
tan — = tan
n 2" 2n+§
Von den wohlbekannten Ungleichungen
sinx<x<tanx(0<x<£—r)

folgt fir jedes n =0, 1, 2, ...

T L4 g
sian<Fz<tan2T2-

on+2 on+2 b

oder ea, < W<

Aufgabe 6

Zunéchst mache man sich klar, daB fir jede positive ganze Zahl k
und fir jede Primzahl p die Zahl p° kein Teiler von k! ist.

In der Tat, sei s 2 O eine ganze Zahl und p® = k < ps"'l. Dann

ist der groBte Exponent r von p mit prl k1 gleich
k k k
" -IBJ * l_EJ T l_sJ
P . P 1 1
-

<k k k
s + F + eee —s-k.p—_{—<k.

p

Folglich gilt p* { k1.

Sei nun « eine rationale Zahl und Lésung der gegebenen Gleichung.
Dann gilt:

e o™l E—i- o o boeet 'z‘-lr .. q—: “oc+ nl =0, (8)

Daraus erkennt man unschwer, daB oc eine ganze Zahl ist.
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Sei p ein Primteiler von n, Dann ist p| " und daher p|o£.
Sei r die gréBte Zahl mit p" | nl Wegen pk | o und Pkt k1 tst
% :
p“’1 ﬂ%o:— fur k =1, 2, sees Ne

Aus (8) ergibt sich der Widerspruch pr"il n!

Aufgabe 7
Zunéchst sei an die Candy-Ungleichung fiir komplexe Zahlen erin-

nert: Fir komplexe Zahlen 814 eeer 8p, bl' Sas bn gilt

n
> 8 by

i=l

2 n 2 2
sgla” 'ilbi‘ '

i=1"

wobei dann und nur dann das Gleichheitszeichen steht, falls es
eine Konstante kE@mit a; =k « by, 1 =1, .cuu 0y gibt,
Diese Ungleichung wird nun mehrfach benutzt:

ol

n2 = |(Fpreeesrp) * (Loeees?)|Z 20 o |/ wuiis 2

(%)

W o [(Fpeeenrry) * (Leeees)]* 8 0203, eeerd)e (2|2 0

é"'nzlr:"’"‘+r:|

na

N8 = [(Fpeeeesry) @ (Toeeast)|® 8 0% |(rfueenird)e(tieenin)|?

n-nelr$+...¢rg| (11)

nA

nl6. [(ryseeesry) (1.....1)|16§ n“-|(r§.....rﬁ)v(1‘,...,1)|2

< 14 | 16 16
= nen |r1 +aeet rn . (12)

Wegen ris + eea + r;l,s = n ergibt sich aus (12)

|r2 + ... * r:'z = n? und dnttlr? + eee *+ rgl= n.
Einsaetzen in (11) liefert

4‘2 2

n

|r:+...+r = n“, also lrf*-...q-r:l-n.

Durch Einsetzen in (10) folgt

lrf * eee + r‘ﬁl2 = nz, also lrf + eee * rrz‘l = n.
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SchlieBlich erh&lt man durch Einsetzen in (9):

[(Fpaeeesry) « Leeas)|Z = o [P0 0w B -

= lrf + ees + rﬁ -liz + 124 see *+ 12'.
Aus der Bemerkung iiber die Gleichheit bei der Candy-Ungleichung
ergibt sich r; = Fo = coe mFound Mit ry + .00 + rnh = n resul-

tiert ry = -1, 1 =1, ..., n, und p(x) = (x + 1)".

Aufgabe 8
Sei die m-te Differenz von P(n) folgendermaBen definiert :

com m-k(m)
A" (n) = kg/ (-1) k) P(n+k), m =0, 1, 2, 3, 4,

Dann lauten die Bedingungen:
4%(0) > 0,4%r(0) > 0,42P(0) > 0,43P(0) > 0 und 4% (n) > 0
fur jedes n € N,
wegen 4'P(n) = P(n+1) - P(n), P(n) = 4%P(n-1) + P(n-1),
P(n-1) = 4'P(n-2) + P(n-2), ..., P(1) = 4%P(0) + P(0)

-3 1
gilt P(n) = ;2 47P(k) + P(0).

=0

Wenn man beachtet, daB Am"'lP(n) = A(A'"P(n)) ist, so gilt
n-1

Am_l”(") = kZ: A"P(k) + 41 P(0). Da AAP(k) fur jedes k
=0

positiv ist und A3P(O) positiv ist, kann man darauf schlieBen,
daB 43P(k) fir jedes k positiv ist und schlieBlich AZP(k),
A'P(k) und 49P(k) = P(k) positiv sind.

Aufgabe 9
Man erkennt leicht f(0) = O und f(-x) = - f(x) fur alle x.

Durch Induktion gewinnt man f(nx) = nf(x) fir alle natirlichen .
Zahlen n und alle reellen x. Daher gilt f(n) =n « (1) = n

fur alle ganzen Zahlen n. Ferner ist f(% = T(lﬁ'f = % fur alle
ganzen Zahlen n #£ O. Das liefert f(%) = % fur alle rationalen
Zahlen Lr':-.

Offenbar ist f(x) £ O fir x # 0. So resultiert aus f(a) = f(b)
f(a-b) = 0 und a = b, Daher ist fur a2 # a.
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Prcampre ol Cce -f(z*l-fs)=n1?7+m7“
= 1,

T e - @y
Folglich ist f(az) = f(a)2 fur alle reellen Zshlen a, Fir a <b
ist b - a = x2 fur eine gewisse Zahl x. Man erh#lt f(b) - f(a) =
= f(x)2 > 0. Das bedeutet f(a)f(b). Sei nun x eine reelle Zahl.
Dann gibt es Folgen (an) und (bn) aus rationalen Zahlen, so daB x
die einzige reelle Zahl mit a < x < b, fur alle positiven ganzen
Zahlen n ist. Folglich gilt a = f(a,) < f(x) < f(bn) = far
alle n., Mithin ist f(x) = x fur alle reellen Zahlen x.

bn

Aufgabe 10
Mégen o , # und y die Innenwinkel im Dreieck ABC bezeichnen. Dann

ist (auch fur den stumpfwinkligen Fall) P = 2- r? (sin 2 + sin 2 +
+ sin 2y ). Die Innenwinkel im Dreieck A'B'C' sind LEL' E%X-.
92.& Folglich ist Q = %rz(sin([h-y) + sin(oc+ y) +

+ s:.n(oef/i )’.

Nach der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometri-
schen Mittel der positivan Zahlen sin(f +y ), sin(oa+ Y)e

sin(x + /3 ) ist

16 Q3 = 16 % 8 (sin(fA+y) + sin(e+y) + sin(oc+/l))3 z

22 . .27 sin(f + y) « sin(oc+ y) sin(c+ )
=27 O [cos(ex - #) - cos(e+p + 2y)] « sin(x+ )
=27 r® [cos( - ) + cosy] » sin(x+ 1)

-327- o r® [sin(ec +p+ y) + sin(ew+f-y) + 8in 2 + sin 2p]

=27+ r® o 3 (sin 2w+ sin 27 + sin 2y) = 27 rp,

was zu beweisen war.

Aufgabe 11
pie Funktion f ist durch die Bedingungen eindeutig bestimmt.

In der Tat sind dieFunktionswerte fixiert fur O, 1, é-, %-, T usWwe,

d. h, fur alle Ln‘ Da f stetig ist, Da f stetig ist, muB es ein-

deutig in ganz |O, 1] sein, Fener gilt f(x) = f(y) nur fir x =y,
da aus f(x) = f(y) und x <y auch f(z) = f(x) fur alle z€ [x, v]'
und schlieBlich fur alle z€ [0,1] folgen wirde.
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1 b3 1
Seig(x)=f£§(;+;(f§()§—)sAf(Bx+c)+D.

Man erkennt g(0) = 0, g(1) = 1 und
g(_i*EX)=A.f(a-%l+c)+n=Af(ﬂ‘2‘£+EYz*_C)+n=
= (1-a) = A - f (Bx+C) + (1-a)D + & + A « f(BysC) + aD =

= (1-a)g(x) + a « g(y).
Folglich ist g = f. Mithin ist

F ) -o () f(%)‘f(é)od"f(1)= * (5)

= 5) =~ .
! 7otz (3) VAR B
Unter Beachtung von f (%) =a, f (%—) = az, f (é) = a3 resultiert

3
f (%) ) 1-8281- 83 K

Aufgabe 12
Man nehme o. B. d. A. den Nullpunkt als Mittelpunkt des Umkreises

des Dreiecks ABC und setze voraus, daB dieser Kreis den Radius 1
hat. Seien A, B, C die Punkte (coscx, sinoac), (cosp, sinp ),
(cosy, siny) und sei V = (p,q). Dann hat BC die Gleichung

X cos % (f+y)+ ysin % (Bp+y) =cos é- (A=y) und analog
gewinnt man die Gleichungen fiir CA und AB,
Wenn die geforderte Eigenschaft gilt, so ist

1 1
Z}k{x cog% (B+y)+ vy sin 5(p+y)=-cossx (p- y)}2

- {(x-p)2 + (y-q)z} = const,

Die Koeffizienten von x2 und y2 liefern

A coszé(ﬂoly) =lein2é(ﬂ+y) =X (13)
und

2 dcos (fB+ y) = 0. (14)
Der Koeffizient von.x + y liefert A« sin (f + y) =0, (15)

Aus (14) und (15) erh&alt man unschwer

A M v
sin(/ - Yy o sin(y -« ) _ sin(e -A)
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Aquivalent dazu gilt:

A:p :v =sin 2A : sin 28 : sin 2C.

Man darf A = sin(f -y ), p = sin(y =o¢) und v = sin(e - /3 ) setzen
und erhalt aus (13) 2x = Xsin(f - Y ). (16)

.Ferner liefert der Koeffizient von x 2xp = 2 > ein(fi - y) cos % .
e (f+y) cos -;- (p-y) =2Xsin(fi=y) (cosfp - cosy)
= (cosoc + cosfl + cosy) Lsin(f- y) - L cosoc sin(fi-y).

Aber es ist 23 cosoe sin(fi-y) = ):{sin(oc +fi-y) -
- sin(a+y =)} =0 und unter Bericksichtigung von x # 0 ergibt
sich p = cosx+ cosfi+ cosy, q = eino + sinf + siny.
Daher ist V der Hohenschnittpunkt und die obigen Rechnungen zei-
gen auch, daB dieser Punkt mit den oben genannten A , p , X
die geforderte Eigenschaft hat. Die Aussage X # O ergibt sich aus
der leicht zu beweisenden Identitét

sin 2A + sin 2B + sin 2C = 4sin A ¢ sin B + sin C.

Aufgabe 13
a) Mégen sich AM und EN in O schneiden. Es ist zu zeigen, daB
0 auf FP liegt. Dazu reicht es zu zeigen:
< DFO = < DFP.
Men sieht unschwer, daB AAMF ¥ AENF ¥ AFPD ist (SWS). Folg-
lich ist < FAM = < FEN = < DFP und die Punkte A, E, O und F liegen
gemeinsam auf einem Kreis und es ist < EAO = < EFO. Mit
SEAO + 4 FAM = < EFO + ¥ DFO = 60° und ¥DFO = <FAM ist
4 DFO = < DFP.,

b) Man mache sich AOMF ~ AFMA klar, Das liefert oM : OF =
«FM : FA =1 : 2 und ¥ MOF = <MFA = 120%°, Nun betrachte man
das AOMF,., Nach dem Kosinussatz ist

TR - O + OF% = 2 - OF - OF + cos 120° = 7 « OM2,

FM =7 * OM. Folglich ist EN = FP =AM = 7 « OM, OA = 6 « OM
und OF = 5 « OM. SchlieBlich beachte man AOFE ~ AOMF und
schlieBt auf OF : OE = OM : OF = 1 : 2 und auf OE = 4 - UM,

Es ist ON = EN - DOE = 3 « OM und damit OM : OF : ON : OE : OP :
: 0K =1 :2 :3 :4 :5 : 6.
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Aufgabe 14
>

Durch Induktion (ber n 2 1 wird bewiesen, daB es Zahlen a und b
mit (V2 + 1)" =Va? 42 . b2

a2 -2b2 (-1)" .
gibt, Das gilt fir n = 1, da

(vZ+ 1)t 12442 22
122 .12 o eyt

ist, Angenommen fiir k 2 1 gibt es zahlen a, b mit )
(VZ+ 1)% =va? e V2 o b und aZ - 2 . b2 o (o1)k

dann ist

(V2 + 1)kt _ (Va2 4 yop?) (V2 + 1) = {a+r2b)2 4 V2 (asb)? =
=1/'a‘§ + .‘/2b2.

Offenbar sind die so festgelegten Zahlen a; und by positiv ganz,
Ferner ist
2.202 =202 - a2 - (a -2b2 = (-1)k+1,

a
1
So gilt die oben getroffene Feststellung. SchlieBlich ist fir
gerades n (V2 + 1)" = '\lzb2 und 82 - 2b2 = 1 oder

2b% = a2-1 und (vz + 1) ‘\[_2 +Va2o1,

Und fir ungerades n ist
('\/_4-1 =vVa? +/2b2 und a? - 2b% = -1 oder a2 = 2b2-1

und (VZ + 1)" =+2b2 & v2b%-1,

Aufgabe 15

Nach der Cauchyschen Ungleichung ist a + b + ¢ + d = 2v1989 < 90,
Da a2 + b2 +c2 s a2 ungerade ist, gilt gleiches fiir a + b + ¢ + de
So ist m? eine der Zahlen 1, 91 25, 49, 1.

+Aus (a8 + b + c + d) > a2 4+ b2 4 2. d2 resultiert m? = 49

oder 81, Sei d = max {a, & Gy d} « Angenommen es ist m2 = 49,
Dann ist (49 - d)% = (a+ b+ c)2 > a2 4 b2 4 2 - 1089 - g2,
‘Folglich ist d® - 49 . d + 206 > 0. Die Nullstellen dieses ®
quadratischen Ausdrucks sind etwa 44,3 und 4,7, Daher ist d > 44
oder d £ 4, Andererseits ist d < 45, da 452 = 2025 und d S 4
impliziert a2 + b% + ¢2 + d2 S 4 . 42 < 18g0, Folglich muB

n? = 81 sein,
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Es ist nZ = d > 16, da sich aus d S 16 a + b + c + d S 64 ergibt,

Aus n2 S 44 resultiert n2
d =n? =25, Sei a = 25-p, b = 25-q, ¢ = 25-r mit p, q, r Z O.
Aus @ + b + ¢ = 56 resultiert p + q + r = 19, Aus (25-p)2 +

+ (25-q)% + (25-r)2 = 1364 ergibt sich p2 + g2 + r? = 439. Dann
liefert (p + q + r)2 > p2 + q2 + r? einen Widerspruch, Mithin

ist n2 = 36.

Es sei bemerkt, daB mit a S b 2 ¢ = d man aus a = 15+p, b = 154q,

= 25 oder 36. Angenommen es ist

c = 15+r mit etwas weiterer Rechnung die eindeutige Lé&sung
a =12, b =15, ¢ =18 und d = 36 ermittelt,

Aufgabe 16
Fur jedes sESsei [s] die Menge aller t € T mit d (s, t) & 3

oann istj[s]| = (5) + (1) + (D) + (3)-

Aus den Voraussetzungen folgt:

fir t € T gibt es ein s € S mit t €[s] (17)

und falls fir s, s € S [g]N[g] # @ ist, so ist g = g (18)
3

paher ist 2" = 2° () + (1) + (3) + (B (19)

Wegen n = 2k-1 ergibt sich 3 - 2 = k (2k2 - 3k + 4), (20)

Angenommen k # O (3). Dann ist k = 2" fur ein gewisses m % 3
und 2k2 - 3k + 4 ist durch 4 aber nicht durch 8 teilbar,

Wegen (20) ist 2«2 - 3k + 4 = 12 und das ist unméglich, So ist
k=3:1undl =2 fur gewisses q & 1. Wegen (20) gilt

25172 L 11812 - 91 + 4) (21)
Mithin st 231 < 72 « 13 und daher 2} <5 . 1. Aber 2! > 5 . 1
for 1 3 5 (wie man leicht durch Induktion bestétigt). Mithin ist
13 4und 1l = 2 oder 4. Aus (21) ergibt sich 1 = 4, k = 12 und
n = 23,

21
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Sondergufgabe

Welcher der beiden Spieler A bzw, B ist in dem folgenden 2=~
Personenspiel Favorit? Verwendet werden regelm#fige r-gei-
tige Wirfel (r 2 2), von denen jeder auf verschiedenen Seiten
verschiedene Nummern trégt und diese Nummern die Zahlen 1,2,
eeeyr durchlaufen, A wiirfelt mit n+1 dieser Wirfel und bil-
det die Summe W‘ der n griften angezeigten Werte, B wiirfelt
mit n dieser Wirfel und bildet die.Summe Wp der n angezeigten
Werte, B gewinnt, wenn Wp= wA ist.

Aufgaben

Aufgabe 1

Man beweise fiir reelle Zahlen x, 1Xp9%X3 mit x; @ O und
Xy +Xy,97 0, i= 1,2,3 (mod 3), die Ungleichung

x x x
1 2. 3. =
Ty * T, * X%, % . (1
Aufgabe 2

L]
Man zeige, daB man unter 9 aufeinanderfolgenden, mit rot bzw.
blau gefdrbten Zahlen stets 3 gleichfarbige finden kann, die
eine arithmetische Folge bilden, Ferner zeige man, da8 die
Aussage fiir 8 Zahlen nicht richtig ist.

Aufgabe 3

Es seien n und k positive ganze Zahlen mit n 2 k. lMan be-
weise, daB der grofte gemeinsame Teiler der Zahlen

(kn) ’ (n;1)' see 9 (n;‘-k) gleich 1 ist,



abe
Es sgel
o 1 1
l-3+g+...+m s n>0
lan beweise, daB s keine ganze Zshl ist,

Aufgabe 5
Es sel n eine natiirliche Zahl mit n=6 oder na 8, Man zeige:

([5;1]) - (Pii]- 1*’) ' (“'2 n;hll] "') . (2

‘wobei [¥] die groBte ganze Zahl bezeichne, die nicht gréSer
als x ist.

Aufgabe 6
Gesucht sind alle Tripel (A;w, ¢ ) reeller Zahlen, so daB
fiir alle reellen x gilt:

min (sin x, cos x)& A sin(wx +Y)$ max(sin x, cos x)

(3)
Aufgate 7
Sei {a;} eine unendliche Zshlenfolge mit
a, +a -8 2e°n+1 » D= 1,2,3,400 . (4)
lan zeige, daB flir n= 1,2,3,¢00 £1ilts
a1+33+35+ eee + 8019 = a2+a4+a6+...+ag . (5)
n+l n
Aufgabe 8

Man bestimme alle Tripel nicht negativer ganzer Zahlen
(ayb,c) mit

9+58 =324+ 7% (6)



Aufgabe

Eine Inselgruppe in einem See bestehe aus n Inseln 11'12""111'
Je zwei Inseln seien durch htchstens eine Briicke verbunden.
Von den Inseln I, mtgen d. Briicken abgehen, j=1,2ye0¢,n¢

Dabei gelte d;&d, ...%d, sowle d =k fir alle k&n-d -1,
Man zeige, daB man zu FuB (ohne Benutzung anderer Hilfsmittel)
von einer beliebigen Insel zu einer beliebigen anderen ge=
langen kann,

Aufgabe 10
Es sei £(x) eine fiir alle reellen Zahlen x definierte reell-
wertige Punktion, die der Funktionalgleichung

£(x+y) = £(x) £(y) fir alle X,y N
und der Ungleichung
£(x) £ 14x flr alle x (8)

geniigte Man zeige:

a) £(x) ist streng monoton wachsend,

b) fiir beliebiges €> 0 und beliebiges x gibt es eine
natiirliche Zahl no(x,é ), 8o daB aus n> no(x, €) stets

Pz +3) - £(x)< €
folgt.

Aufgabe 11

Seien Vektoren g = (ay '32""'311) der Lénge n Uber den
reellen Zshlen betrachtet und bezeichne /g :=

aj + 85 + ees ""an den Betrag des Vektors g . llan zeige,
daB es unter k&2 Vektoren 819 Bpreces Epr von denen jedexr
einen Betrag &1 hat,stets zwei Vektoren a; und gy (C3F D)
gibt, fir die gilt:

lgy + 8y/3 = _k-2

Aufgabe 12
Aus der Menge {1,25eesyn} yn=3, wird zufdllig zunichst eine



Zahl x und dann eine Zahl y gewshlt, wobei auch x=y sein kann.
Welches der Ereignisse "2 teilt xz-ya" und "3 teilt xz-yz"
hat eine griBere Wahrscheinlichkeit?

(Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses wird definiert als
Quotient aus der Anzahl der giinstigen Fille und der Anzahl der

der mdglichen Fille),

Aufgabe 13
Man zeige, daB es unter 6 Punkten, die sich in einem Rechteck
der GrdBe 3cm x 4cm befinden, zwei gibt, deren Abstand £ 95cm
ist,.

(XV, Allunionsolympiade der UdSSR)

Aufgabe 14
lan bestimme diejenigen reellen Zahlen m, fiir die das Po-
lynom
2(x)= xt+(m-4) x+(n+d) x24(med) x + 1
keine reellen Nullstellen besitzt,
(Hinweis: Man beweise zuniichst, daf

2(x) = (x=yy x+1) (xz-yz-xﬂ) (9)
ist, wobei T ) die Nullstellen von
y2+ (n=4) y + m + 2

sind,
(Matematuka 8,81)

Aufgabe 15
Sel n eine ungerade natiirliche Zahl, Dann besitzt die Glei-
chung

1.1
x5y ’ﬁ s (10)

genau dann eine Losung (x,y) mit nattirlichen Zshlen x,y,
wenn n einen Teiler der Form 4k-1 besitzt,

(Ungarische Olympiade-
aufgabe)



Lsungen

Aufgabe 1
Wir setzen a;= X HX3y 85= X +Xqy 83= Xq+Xpe Dann gilt

X X, X
(B« 32+ 2) (mrmy + 20, 0 1)

a a,

1 2

2, .2, .2 82 a1) 84 . 8 (52 a
= x1 + x2 + 23 +x1x2(—a1 + —52 +x1x3 3—3 + &1 +x2x3 —33 + 3%

x
a.

x XX x
= (x1+12+x3)2 + :a: (31-32)2+ E%EE (31-33)2+ Ef;g (52-33)2

Es reicht also aus, zu zeigen, daB
(x1+12+x3)2; %(x1a1+x232+1383)= 3(x1x2+x1x3+x2x3)
ist, Diese Ungleichung ist aber dquivelent zu
% {(x,l-xz)2 + (x1--x3)2 + (xz-x3)2}§ 0,
die sicher richtig ist.
Gleichheit tritt genau fiir X, =Xp=X4 ein,

Bemerkung:
Es lieit nahe, folgende Ungleichung allgemein zu vermuten:

b 4 x Xy Xp. x

Es ist sehr interessant, daf man diese Ungleichung in thn-
licher Weise wie oben fiir n=4,5,6 beweisen kann, Im
allgemeinen ist die Ungleichung nicht richtig. Das kleinste
Gegenbeispiel ist n=14, Piir n=9 (und 10 andere Werte) ist
es noch unbekannt, ob die Ungleichung wahr oder falsch ist.

Aufgabe 2
0,B.deA, betrachten wir die Zahlen 1,2,¢e¢059 bZWe 15250444580
Wir geben zunidchst ein Beispiel fiir eine Firbung der acht
Zahlen an, die keine gleichfarbige arithmetische Folge aus
drei Elementen enthélt:

rot: 1,2, 546

blau: 3,4, 7,8



Jetzt beweisen wir den ersten Teil indirekt, d.h. wir nehmen
an, es gibt eine Férbung der Zahlen 1,2,...,9 ohne einfar-
bige arithmetische Folge der Linge 3. O¢B.d.A. sei 5 rot ge=
férbt, Dann sind 4 und 6 nicht beide rot. Falls 4 und 6 blau
sind, so sind 2 und 8 rot, also im Widerspruch zur Annshme
245,8 rot., 0,B.d.A. sei 4 rot und 6 blau. Da 4 und 5 rot sind
ist 3 blau. Da 3 und 6 blau sind, ist 9 rot., Da 5 und 9 rot
sind, ist 1 blau. Da 1 und 3 blau sind, ist 2 rot, Da 2 und 5
rot sind, ist 8 blaus Da 5 und 9 rot sind, ist 7 blau. Folg-
lich sind 6,7 und 8 blau und das ergibt einen Widerspruch.
Damit ist die Behauptung bewiesen,

Aufgabe 3
Wir beweisen die Behauptung indirekt; nehmen also en, fiir den
grtften gemeinsamen Teiler d der Zahlen

(&), (..., (%9

gilt: a2,
Insbesondere ist jede dieser Zshlen durch 4 teilbar,
Wir betrachten nun die Zahlen

(kf1) ,(n;1) '(ﬁ) .

(&) - (%) - (%),

.
n-;-k-‘-1) . (n+k) - (n+k-1)

k=1 k k .
Offenbar ist Jede dieser Zahlen durch 4 teilbar, Weiter
folgt (per Induktion). auch, daB die Zahlen (‘i‘) " ("I‘),...,
(74}) sfur 1ek,k1,4..,1,0, stintlich durch d teilbar sind.
Nun ist aber fiir i=0 (g) = 1. Also kann d kein Teiler von
(g) sein, PFolglich muB unsere Annahme falsch sein.

Aufgabe 4
Es sei 3P die hichste 3-Potenz, die in einer der Zshlen
3,5500092n+1 auftritt, 3p ist dann die einzige Zahl unter



3,5pe00,2n+1, die durch 3P teilbar ist. Sicher ist
3P € [3,5,000,2n+1} . Giibe es nun eine Zshl &~ 3P€{3,5,...,
2n+1l , €N, a >1, so ist sicher a = 3, denn a 3P kann nicht
gerade sein. Also ist 3°*1 £ a 3P % 2n+1 und demit ist
3P*1 € {3,5,.40,2n41} , im Widerspruch zur Maximalit&t von p.
Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 3,5,¢e¢
2n+1 sei m,
Dann i:t n
o m

“m 151 =,
wobei die Zahlen 2%1 (i=1,2000,0) natiirliche Zahlen sind.
Offenbar ist 3 Im,3/ gip, fir 2i+1 4 3P und 3 iip .

Mithin ist der Zihler 2 nicht durch 3 teilbar
Z B '
i 2N
wihrend es der Nenner m ist. Also kann s keine ganze Zahl sein,

Aufgabe 5

Zun#ichst sei bemerkt, daB die Un:leichung (2) nur filr n=6
und n ® 8 sinnvoll ist,

Wir unterscheiden drei Félle.

Fall 1, n=3a+1, a ® 3, Dann ist (2) dquivalent mit

sga+1g! £ S?a?l + ggagl
al(2a+ a+1)(2a=1)° a= a+

bzwe
2(3a+1) (a+1)2(2a+3) € 4ala+1)(2a+1)(2a+3) +
(a+1)a(a=1)(a=2)
bzw,
534 - 19a2 -20a-620,
Letztere Ungleichung ist wegen
5a% 2 1527 Z 4582 Z 192%+26a° Z 19a%+78a 2
19a2+20a+58a >192°+2046
gewil richtig.

Fall ., n=3a+2, a Z 2, Dann ist (2) Hquivalent mit



iaa+2;l & ‘25+1E! + ‘Ea+1£!
al(2a+ a+ a)l a=- at
bzwe
(3a+2) (a+1)(2a+3) € (2a+3)(2a+2)(2a+1)+(a+1)ala=1)
bzw,.
387 +5a° +2a £ 0,
Offentar ist die letzte Ungleichung richtig.

Fall 3. n=3a+3, a £ 1, Dann ist (2) #quivalent mit

HBE ¢ SR e
a a+ at : a+t a= at :

bzw.
(3a+3)(a+1) £ (2a+3)(2a+2) + (a+l)a
bzw,
2a2 +5a + 320 .
Offenbar ist die letzte Ungleichung richtig.

Aufgabe 6 (Nach Bodo Heise)
Sei £(x):=A, sin (wx+ ). Wegen cos x= sgin x fiir x= %r_ k.
ist

f(zﬂ;)=A.sin(w %4.?):%7@7 11y
£( ;1 )= A.sin (w iz-r?) =-%.'f2'7 (12)
r(i—”—r)=A.sm(wﬁ+?)=Jz.,r2—' t13)

Falls w=0 ist, so ist f(x) eine Konstante und yman erhdlt
einer Widerspruch zu (11) und (12). Sei z= ;_-(4- ¢ gesetzt,
Aus (11) und (13) ergibt sich

sin Z = sin (z+2w ) (14)
Bekanntlich ist

gin x - sin y= 2 cos (5.52) sin(l‘il)
und damit erh#lt man aus (14)

cos (z +w:T ), gin (w,T) = 0 (15)
Aus (11) und (12) ergibt sich

sin z = = sin (z+ 0 - T).

10



Analog erh¥ly man

sin (z + WL ) cos (WL ) =0 (16)
Pall 1 W= 2kt1, k€2 . Wegen cos (¥ ) = 0 wird (16)
erfiilllt, Wegen sin (wT)=0 wird (15 erfiillt.

Fall 2 w=2k, kez Eg ist cos ( ) # 0, Aus (16) folgt
damit sin (z + Wzﬂ- ) = 0, sin (z + kX7 )=0, sin 2=0 im Wider-
spruch zu (11).

Fell 3 w ¢ Z o Es ist cos ( ¥l ) # 0 und sin (W,7)4 O,
Aus (15) folgt damit cos (z+wW)=0 und

gtel = sk, 7,k €Z - “an
Aus(16) folgt

sin(z+£=7-r-)-0
also

s+ &L -k, T ,kyeZ . (18)
Aus (17) und (18) ergibt sich durch Subtraktion

‘WEI =3 -k T,
w=1+2(k1-k2)

im Widerspruch zu w & Z .
Es ktnnen also nur im Fall 1 Lsungen auftreten, Fir /uw/ Z 3
ist die Differenz zwischen zwei benachbarten Nullstellen von
£(x) nicht gréBer als , also nicht grofer als o Min-
destens eine diese;;Nhllatellen, etwa x,, f&llt also in das
Intervall 0 < x 4.5 o In diesem Intervall gilt jedoch
min (sin x, cos x) >0, also :l‘(xo) < min(sin Xys COB xo).
Es ktnnen damit nur fiir w=1, w =-1 Losungen auftreten,
Wir betrachten zunidchst Ww=1,

£(x) = Asin (x +¥)
Fir alle ¢ mit k7-F4¢ 2 kT k ez liest eine Null-
stelle von £(x), nimlich x = k7= ¢ , im Intervall Oéx/.'g

und es wird wie oben f(x ) <min (sin x_,.cos x5)e
Fir alle ¢ mit k7< ‘K"';Z ist sin ( %ﬂ’) # 0 und
es folgt als notwendige Bedingung aus (11)

1
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PR A &
sin(‘f+é) sin%cos?wésgsin?

1
A= STy + cosy -
Man kann auch fir alle Y aus kT £ ¢ & kT+ % A so wehlen
und erhdlt:

a - Bin cog ¥
f(x) = A sin (x+?)— S—E&:W cOoX + W gin x
Sei A = ma_:coLs' o Dann gilt, da sinf und cos¢  das
gleiche Vorzeichen haben oder hdchstens eine von den beiden

Funktionen gleich Null ist,
04} 21,
£(x) =X cos x + (1=) sinx

f(x) ist ein gewichtetes arithmetisches Mittel von sin x
und cos x. Fiir alle x liegt f(x) im abgeschlossenen Inter-
vall Ein x, cos x] , gleichgliltig, ob sin x >cos x,

sin x = cos x oder sin x £ cos X,

Es gilt also: min(sin x, cos x) £ f(x) £ max(sin x, cos x),
Wir betrachten nun den Fall w=-1,

Analog.zu ws=1 erhiilt man fir kKWL P 2L kT+ g keine
Losung.

Fir k7 - g <P £ kT folst analog

- 1
A= s!nE = cosgp

und man erhdlt auch als Losung

£(x)= A gin (=x+P ) =X -cox + (1-A) sinx
mitl=s—%'— 2,022 21,
Als Lésungsmenge der Tripel (A;w ; ¥ ) erh#lt man
L= L1 \/L2 N
L1:=;( H’Tlm 3 13 fv) ; kKTEps k'17+é-7, keZ}

L2==[( m i=138) 3 k"T-gi? £ x, T, kél}



Aufgabe 7 (Nach Harald Giinzel)

Aus a, + 8.5 = 2a, .9 folgt flir alle n
8y = 8p1 & Bpyq T Bpyo und
2n=k 2n=k
ng (ay-ap,p)% m§ (849 = 8pyp)y 8lso

8 * 8pypic B B4t * Bppyqap 0 debe

2(k) 2 £(k+1) fir £(k) = a + a5, 5
und per Induktion auch

£(k) = £(j) fiir j= k+1, k+2,000y 2n-2k+1.
Mithin ist

n
E £(2i) £ n £(1) und

a4+a, 19 > az+a!+. cotBo
2 n
Weiter folgt

a,+a,
n( —11#“'—1- + agte tecatay ) B (n41)(aytateatay)
3 (8485, 1+28,+28,+0 0 0428, ) z (n41) (agtayteseyay,)
Z
und wegen a,;_q+8,5,¢ = 2853 Schlieflich

1 >1
=T (a1+53+a5+...+a2n+1) 2 g (agteytactieta, )
TP n=1,2y000 o

Aufgabe 8

Man findet schnell die 3 Losungstipel (0,1,1), (0,2,0) und
(2,3,1). VWir zeigen, daB es keine weitere LSsung gibt. Wir
nehmen indirekt an, es [ibt noch eine weitere Losung (a,b,c).
Dann ist a # 0, d.h, & £1 , also 9+5%= 14(20), mithin auch

3P+ 7° = 14 (20) (19)

13



3b und 7° durchlaufen bzgl. 20 die Restklassen 1,3,9,7 und
1575943« Also muB wegen (19) b= 3 (4) und c= 1 (4) gelten.
Piir diese b und ¢ gilt 3° = 11 (16) und 7° = 7 (16), also
wegen (6) 52 = 9 (16).
Analog zu oben ergibt sich a= 2 (4).
Jetzt rechnen wir mod 13,
Pir a 2 2 (4) ist 5% + 9 = 8 (13). AuBerdem ist fiir
b= 4k+3

3P = (1% 2721,3,9 (13)  um
fiir e = 4m + 1

c 442 =

7%= (T7) T3 T,01,4 (13) .
Folglich kann (6) nur fiir b = 3 (12) und ¢ = 1 (12) erfiillt
werden,
Also ist insbesondere b = 3 (6) .
Wegen 36 =1 (7) folgt 3° = =1 (7) und nach (6)

5223P+ 72932 140-234 (7. (20)
5% qurchléuft in folgender Weise die Restklassen mod T7:
15594465243 &
Folglich ist nach (20)

a=2(6),
Rur ¢ >1 ist nach (6) 9 + 5% = 3° (49) .

Nach obigem Verfahren erh#lt man als notwendige Bedingung fiir
a und b:

(a,b) = (2,9), (14,3), (26,39), (38,33)

(8,27), (20,21), (32,15) mod 42,

Nun 148t sich leicht zeigen (das iiberlassen wir dem inter-
essierten Leser), daB 9 + 5% - 3P fir diese Paare (a,b)
keine Potenz mod 43 ist, d,h, flir ¢ > 1 gibt es keine wei-
teren Ldsungstripel,
Sei jetzt ¢ = 1, Dann wird (6) zu :

245%=3%, (21)

Dann ist b > 3, deshe 5% = =2 (81) und beim Betrachten der
Restklassen von 5% mod 81 folgt a = 20 (54),

14



Nun priift man leicht nach, daB8 filr a= 54k + 20 (keZ ,kZ0)
58 = (594K 520 = 520 = 35 (109) gilt, also 2+45% = 37 (109).
Flir b=61+3 (166 ,1 2 0) st 3°=(3%)1+ 3% = 75 27 (109) und
damit durchléuft Bb die Restklassen 27,63,38,16,1,75,66,45,
105,

Also gibt es keine weiteren Lisungen,

Aufgabe 9

Angenommen, es gibt zwischen zwel gewissen Inseln keinen FuB-
weg, Dann gibt es auch eine Menge von Inseln, von denen man

nicht zu I_ gelangen kann, Seien dies die Inseln I, ,I
n 31 32'---»

IJ (1% 3 <32<... <y <n). Von allen anderen Inseln mdge

man zu I gelangen, Da I, mit d  anderen Inseln durch eine
Briicke verbunden ist, gilt k £ n— 1=d ne Nun ist Ijk mit djk
Inseln, also wegen Jk Z k mit wenigstens dk Inseln verbunden
und nach Voraussetzung gilt dy Z k, Folglich ist Idk st edugy
gewissen Insel Ijk+1 (Jpsr € ”1""'31:} ) durch eine
Briicke verbunden, Es gibt aber einen FuBweg von I‘jk+1 nach

In' also auch einen von Idk nach In. Dieser Widerspruch be=-

welst die Bchauptung,

Aufgabe 10
a) Aus (7) folgt £(0+0)=£(0) £(0). Wegen (8) ist £(0) # O,
also

£(0) = 1, (22)

Wegen f£(x)=2(%) f(§) ist £(x)2 0 fiir alle reellen X. Aus
1= £(0) = £(x) f£(-x) folgt £(x) # 0, also

£(x) >0 fir alle x (23)
Wegen (7), (8) und (23) gilt nun fiir h>0

£(x+h) - £(x) = £(x) * (£(h)=1)2 £(x)- h > 0,
Folglich ist £(x) streng monoton wachsend,



b) Vegen (8) ist £(~ 1)21= L fiir jede nattirliche Zanl nf 0,
also wegen (7)

-1 =t (=B = (2- = -2, (24)

Aus (7) und (22) folgt 1 = £(0) = £(1) £(=1), also wegen (T7)
und (24)

(PN = 2= gy £ (= H™ = (14 e )P, an,

O R " (25)
Nun ist wegen (7) und ( 25)

fxe 1) - £x) = 20 (£ (D oy g I (26)
Wehlen wir n(x, £ ):= [ﬁgx_)_] +1 ( [ sei die groBte ganze
Zahl, die nicht griéBer als z ist), so gilt

fiir n > n (x,€)

n-12n (x,€) ﬂfpl , doh.

£
£ z¢ (2n

Aus (26) und (27) erhalten wir fiir n > no(x,s )
f(x+ 1) - 2()ZE,

Bemerkung: Man kann zeigen, daB die einzige Funktion, die den
Bedingunzen (7) und (8) geniigt, die Funktion £(x) = e* ist.

Aufgabe 11 (Nach G.O0.H. Katona)

Piir zwel Vektoren a = (a1,...,an), b= (b1,...,bn) gei ihr
Skalarprodukt definiert als a b = 84b4+ eeet a b o Dann
gilt

a1 =2 8 =g2.

Wir betrachten nun

s 2. 2 r
1a Toy o LYY 1 Tagex Bt ey
| 2 2

1é§j < BT2E gty
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K
2
ek 1=Z1 B* gizgex T EH
s g2 E 2
= (k=2)- )
X )5 £i+(:.x=1 3

2

X
> s
= =

k
2
= (k=2 .
(e-2) 2|y

2 (k=2)* ko

Da unsere Ausgangssumme (12‘) Summanden hat, muB8 es einen
Summand und damit auch Indizes 1, (1<J) derart geben, daB

lay + EJ’ k=2) k = ..(.1‘;2).
(3
ist. Das beweist die Behauptung.

Aufgabe 12

Wir zeigen, daB das Lrelgnis "3 teilt x2-y2" eine groBere
Wahrscheinlichkeit hat, Die Zzhlen x und y kdnnen auf n2
Weisen gewdhlt werden, BEs genligt zu zeigen, daB die Anzehl
A, der Pasre (X,y) mit X,y€ {1jeee,n} und 3|(x2-y2) griéBer
igt alse die Anzahl A, der Paare (x,y) mit x,ye {13000yn}
und 2|(x -y 2y,

Damit ?I(xz-y ) milssen x und y cleichzeltig gerade oder
ungerede sein, In {1,.e.,n} 8ibt es [%] gerade und n- B]
ungerade Zehlen, ([¥] ist die gréBte ganze Zshl die nicht
grifer als x ist) Also gibt es Ay= + (n- )2 Paare
(x,¥), wo x,y beide gerade oder ungerade sind.

Damit 3 |(x -y ) miissen x und y gleichzeitig durch 3 oder
gleichzeitiz nicht durch 3 teilbar sein,

In {1ye0e,n} gidt s [§] und ne [§] zehien, ate duron 3
bzw, nicht durch 3 teilbar sind, Also gilt

= [ﬁ] 2+ (n- [’7'])2



Es iot Ay - Ay =20 ( [§] - [ 2([9] '[%]2)
- (- 1) (-3 @& + 3)

Fir n >3 ist offenbar
[g]-[g]z&il -3- 23250 um
W B=xE <.
Alsog:l.li:AB-A2 > 0.

Aufgabe 1
Wir zerlegen das Rechteck wie folgt in Teilfiguren.

1

1

|

I
————tm—-

In einer der Teilfiguren (oder auf ihrem Rand) miissen sich
demnach zwei dieser Punkte befinden, Ihr Abstand ist dann

€922+ 12 =57

Aufgabe 1

Es ist 5
(xz-y1x+1)(xz-y2x+1 )= x: )+(-y1-y2)x3+(y1y2+2)x +(=y,=y,)x+1
nach dem Satz von VI‘ETA. denn Y4y, = =(m=4) und ¥y Vo= me2.

Bezliglich der Diskriminsnte I)==(ln—4.)2 - 4(m+2) unterscheiden
wir die Fdlle:

18



D<40: Dann sind auch alle Nullstellen von f£(x) nichtreells
Andernfalls sei xy eine reelle Nullstelle von
xz-y1x+1. Die zweite Nullstelle X, dieses Polynoms
ist ebenfalls reell, da X, # O und x,= '/x, ist. Dann
ist aber auch X+ X=y, reell, was im Widerspruch zu
D <0 steht,

D 20: Damit die Nullstellen nichtreell sein sollen miissen
die Diskriminanten von xa-y1x+1, x2-y2x+1 negativ sein,
duhe 75 -4<0, y5 ~4 £0,

Damit erhalten wir vier nichtreelle Nullstellen, wenn D<O
oder D=0 und y$ =4 £0, yg =4 £0 gilt,
Es ist D= m?-12mt8=(m=(6-2 17))(m=(6+2 4T)), doh,

D20 & 62T <m <6+ 27 (28)
Weiter.gilt y5 ~4, y5 ~4 20&y; ~4)(y2 ~4) >0 und y2 +
yg < 8y sowie

2,2 2 )2 > ) 2
Y1475 =(74+7,) =2y, 7= (n=4)"=2(m+2)= m“=10m+12
(¥3-4) (y3-4)=(3,7,) %-4 (35 432)+16=(m+2) 2=4 (n?~10m+12)
+ 16 = =3n2+44m-28
Wir erhalten im Fall D =0 also vier nichtreelle Nullstellen,
Dx04ym£6-2 fT' oder m26 + 2 T
yfwgt-aéemz.ma-wmu(m—(s- 727 ))(m~(5+ 727))

&35~ 2T <n<s5 + 921

(y3-4) (v3~4) > 0&~3n"+44n-28 > 06> § £m £ 14,
Als zwelten Bereich erhalten wir folglich

§4mge-247 . (29)
£(x) hat vier nichtreelle Nullstellen, wenn %4 me6 = 2 -ﬁ'

ist,
Die gesuchten Bereiche sind durch (28) und (29) gegeben.
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Aufgabe 15
Hat n einen Teiler der Form t = 4k=-1, so gilt

1 1 t+1 k

b < Al < A kif = 4
Ist n = n* t, so ldsen x = n'k, y= n'kt die Gleichung,.
Sei nun (x,y) eine Losung der Gleichung (10). Dann folgt

4xy = n(x+y)

d sei der g.8.Ts von x und y, sowie X=dax,, y= dy,, Wobei
x, und y, teilerfremd sind, Wir erhalten:

4dx, ¥4 = n(x1+y1 )
Da n ungerade ist folgt 4|(x; +y4)e Da weiter x; und y,
teilerfremd sind, mu8 eine von ihnen die Form 4k-1, die
andere 41+1 besitzen, O.B.d.A, sei x1=4k-1. Nun ist offenbar

Xy 2U X4 +Y4 teilerfremd, d.h. Xy ist Teiler von n und damit
4k=1 ein Teiler von n.

Losung und Augwertuns der Sonderaufgabe sus Heft 6
In Heft 6 wurde folgende Sonderaufgabe gestellt:

R sei eine Menge von genau 6 Elementen. Eine Menge F von Teil=
mengen von R wird S-Familie Uiber R genau dann genannt, wenn
sie die 3 Bedingungen,
(1) Fiir keine 2 Mengen X,Y aus F gilt : X £Y,
(2) Fir je 3 Mengen X,Y,Z aus F gilt: XUY UZ#R,
(3) Bs gilt: . \/ X =R,

XeF

erfiillt, /Pl bezeichne die Anzehl der Elemente von F (d.h,
Teilmengen von R, die in F enthalten sind). Man bestimme
(falls existent) n= max IFl, wobei das Maximum i{iber alle S=
Familien {iber R genommen wird.
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Zu dieser Sonderaufgabe ging nur eine Ldsung vom Schiiler
Bodo H e i 8 e, EOS "P,I, Curie", Gorlitz

ein., Seine Ldsung ist im wesentlichen mit der folgenden

Musterltsung identisch.

1.

Die Elemente von R seien.mit X y X,peeeyXg bezeichnet, Die
Menge C= {{x,} 4 {X5} sesss{Xg]} ist sicher eine S-Familie,
d.he es gibt S-Familien, Da jede S-Familie in der Potenz=-
menge von R enthalten ist, gibt es nur endlich viele S-Fa-
milien {iber R und die Michtigkeit jeder dieser Femilien ist
durch die Michtigkeit der Potenzmenge 26 beschriénkt, Also
existiert n.

Im folgenden bezeichne F eine S-Familie mit I[F! = n, Dann
ist § ¢ Fund R P, 6 ¢ F (R € F) impliziert IFl =1 wegen
(1), was aber n ® |G| = 6 widerspricht,

2.

Pir jedes XEF ist (X[ = 3, Diese Aussage beweisen wir in-
direkt, Es sei X.€ P mit IXI = 5 bzw, |X| = 4. 0,B.d.A. sei
R\ X = {xgf baw. R\X {x5,x} . Wegen (3) gibt es eine
Menge Y € F mit x; € Y bzw, zwel (nicht notwendig verschie-
dene) Mengen Y,Z € F mit x; € Y und x5 €2 Nun ist aber
XwvY =R bzw, X\WYVvZ = R, was (2) widerspricht.

3’

Pir jedes XeF ist IX| € 2, Auch diese Aussage beweisen wir
indirekt, Wir nehmen an, da8 F* ={X: XeF, IXl = 3} nicht
leer.ist, Wegen (2) liect in F® mit X nicht das Komplement
R\VX,

Ist IXNnY! = 1.fiir gewisse X, Y, €P?, 50 ist 0.,B.d.A.

R \{X,¥} ={x} . Wegen (3) existiert eine Menge Z€&F mit

Xg € % XvYuZ =R widerepricht aber (2), Mithin ist

IXnY| = 2 fiir alle X,Y, €F', Wir unterscheiden die folgenden
Fidlle,

a) [Pl €2, b) IFPl =3 undec) I[P 24,
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Im Fall a) enthdlt P? 0,B.d.A. die Menge {x, ,xz.xB] 3
Im Pall b) ist P* o0,B.d.A. genau eine der beiden Familien

b1) {Ix1 tx2|x3' ’ {11 112134] 1{21 312925” und
by) {1x13%5s%3} 4 {xq9%00%,] ,{x1,x3,x4]] N

Im Fell ¢) enthalten je 3 Mengen eine der Konstellationen
b,) oder bz). Eg folgt unmittelbar, daB /P & 4 ist, demn
zu den 3 Mengen von b1) bzw. bz) lassen sich jeweils nur
{x;4%,4%} baw, {x5s%3,%,} hinzufiigen, so da8 IXNY ! = 2 fir
Je zwei X,Y € F' erhalten bleibt,
Wir betrachten nun F** ={X: X CYeP, IXI| = 2}. Eg ist leicht
zu Uberpriifen, da8 (F\ F?) VF?? wieder eine S?Familie ist,
Nun ist aber im Fall a)

1Pl €243 = l{[z1,x2} N {x1.x3} . {xz,xB]H & [Foo],
und in den Fé#llen b) und ¢)

IP?l & 425 =l{{x1,x2} i {11,x3} . {xz.xjj ,{x1,x4j .

frpuxyl}le [moo

Damit ist [(F \F?) UP** />/Pl | was unserer Annehme, [Fl=n,
widerspricht,

4e
Aus 1.4 2, und 3, rolgt, daB fiir jedes X&P: [Xl= 1 oder
[Xl= 2 gilt, Bs sei P, = |X: &F, [XI= 1} und
F,= {X: XeP, IXl =2}, Dann ist P=F,UF,. Wegen (1) ist
offenbar auBerdem x, 4 XeF, fir alle lxi] €F,, d.h. flr
alle X &F, ist X = R\ (\/X) und damit
X&F1
6~ [Pyl

Fur [P,| = 1 folgt [FI« 1+ (3) = 11, Tatotichlich ist
H = {ix v/ x
{ixqh 217946 lixyaxyh
eine S-Familie, Also n 2 11,
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Pir 2 ¢ [Pl € 4 folgt IPl & [Py] + (6 2'”) “ lr1l+ (g) = 10,
was |Fl= n & 11 widerspricht.

Pur 56 P, €6 ist IFZI-Ound |Fl = Iv1lb 6, was n = 11
widerspricht,

SchlieBlich betrachten wir den Fall IF1|- 0, dohe F besteht
nur aus Mengen der Midchtigkeit 2, Wir zerlegen die Menge der
15 zweielementigen Teilmengen von R in die Mengen

X035l 0 (X303} o {Zge%gll
if=4 %3} {xg'xsf ’ {szsﬂ '
fixgaxgl o {Xo0%g) o 1%30%50
{ixgs%sl 2 {%20%g) o Z30%l} s
{ix1oxgl o+ {xp0%3] o {%4e%5})
Wegen (2) kann F aus jeder dieser 5 Familien hdchstens 2

Mengen besitzen, d.h. IFl = 10, was aber IFl= n @ 11 wider-
spricht,

5.

Insgesamt haben wir bewlesen, daf F nur dann 11 Elemente hat,
wenn F eine Menge {x’ig und alle zweielementigen Mengen von
R\{x,;} enthélt, Da H und alle Familien, die man aus H durch
Permutieren der Indices erhdélt, die Michtigkeit 11 haben,

ist n = 11,
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