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Schweizer IMO - Selektion 1997

erste Priifung - 17. Mai 1997

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Eine endliche Folge ganzer Zahlen ag, ay, . . ., a, heisst quadratisch, falls |ax —ax_1| = k?

gilt fiir 1 <k <n.

(a) Beweise, dass es fiir zwei beliebige ganze Zahlen b und c stets eine natiirliche Zahl
n und eine quadratische Folge ag, aq, ..., a, gibt mit ¢y = b und a,, = c.

(b) Bestimme die kleinste natiirliche Zahl n, fiir welche es eine quadratische Folge
ag, ay, . .., a, gibt mit ag = 0 und a,, = 1997.

. Sei ABC'D ein konvexes Viereck. Bestimme notwendige und hinreichende Bedingungen
dafiir, dass ein Punkt P im Innern von ABC'D existiert, sodass die vier Dreiecke ABP,
BCP, CDP und DAP alle denselben Fldcheninhalt haben.

. Ein 6 x 6-Quadrat sei mit 18 Dominosteinen bedeckt. Zeige, dass es stets eine Gerade
gibt, die das Quadrat in zwei Teile teilt, ohne einen Dominostein zu teilen.

. BEs seien v und w verschiedene, zufillig gewihlte Losungen der Gleichung 2'°" —1 = 0.
Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass v/2 4+ /3 < |v + w] ist.



Schweizer IMO - Selektion 1998

erste Priifung - 7. Mai 1998

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei f: R\ {0} — R eine Funktion, fiir welche gilt
(a) f(z) = fly) = f(2)f(;) — F(3)f(y) fiw alle 2,y € R\ {0},

(b) f nimmt den Wert 1/2 mindestens einmal an.

Bestimme f(—1).

2. Bestimme alle ganzzahligen und nichtnegativen Losungen (x,y, z) der Gleichung

x+2+y+2 2+z+2

3. Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Bestimme (ohne Ableitungen zu beniitzen) das
Minimum der Funktion

f(x) =vVa2+ 22 +/(b—2)2+ 2

4. Man bestimme alle Zahlen n, fiir welche gilt:
Es gibt eine Moglichkeit, ein Quadrat in n Teilquadrate zu zerschneiden.

5. Es sei k ein Kreis und A, B seien zwei Punkte auf k. In diesen Punkten werden die
Tangenten an k gezeichnet und im gleichen Umlaufsinn die gleich langen Tangentenab-
schnitte AP und B() abgetragen. Beweise, dass die Strecke P(Q) von der Geraden AB
halbiert wird.



Schweizer IMO - Selektion 1998

zweite Priifung - 23. Mai 1998

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Bestimme alle Primzahlen p, sodass p*+11 genau 6 verschiedene positive Teiler besitzt.

2. Betrachte eine n xn-Matrix, bei der im Feld der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Eintrag
1+ 7 — 1 steht. Welches ist das kleinstmogliche Produkt von n Zahlen dieser Matrix,
wenn gefordert wird, dass in jeder Zeile und jeder Spalte einer dieser n Zahlen steht?

3. Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck und P ein Punkt in dessen Innern. Die Geraden
AP, BP und CP schneiden die Seiten BC', CA und AB in den Punkten X, Y und Z.
Beweise, dass gilt

I XY|-|YZ|-1ZX| > |XB|-|YC|-|ZA]|.

4. Zeige, dass fiir alle positiven Zahlen x und y gilt

T Y 1

+ < .
Y2 224yt T oay

5. Fiir die Funktion f: R — R gilt

(a) [f(x)] <1 fiir alle z € R,
(b) flz+52)+ f(x) =flx+g)+ flx+32) firallexeR.

Zeige, dass f periodisch ist.



Schweizer IMO - Selektion 1999

erste Priifung - 17. Mai 1999

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Zwei Kreise schneiden sich in den beiden Punkten M und N. Sei A ein weiterer Punkt
auf dem ersten Kreis, verschieden von M und N. Die Geraden AM und AN schneiden
den zweiten Kreis nochmals in den Punkten B und C'. Zeige, dass die Tangente an den
ersten Kreis im Punkt A parallel zur Geraden BC' ist.

2. Ist es moglich, die Menge {1,2,...,33} derart in 11 disjunkte Teilmengen zu zerlegen,
dass jede Teilmenge 3 Elemente enthélt, von denen eines die Summe der beiden anderen
ist?

3. Bestimme alle Funktionen f: R\ {0} — R, fiir die gilt

if(—x)ﬁ—f(i) 2 VzeR\{0}.

4. Bestimme alle reellen Losungen (z,y, z) des Systems

42 49/ 422
- @@ - —_— = -
1142 Y Txap O 1i4z

5. Es sei ABC'D ein Rechteck und P sei ein Punkt auf der Geraden C'D. M und N seien
die Mittelpunkte von AD und BC'. Die Gerade PM schneide AC in (). Zeige, dass
MN die Winkelhalbierende des Winkels QN P ist.



Schweizer IMO - Selektion 1999

zweite Priifung - 20. Mai 1999

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10.

Es seien m und n zwei positive ganze Zahlen, sodass m? + n? — m durch 2mn teilbar
ist. Zeige, dass m eine Quadratzahl ist.

Ein Quadrat ist in Rechtecke zerlegt, deren Seiten parallel zu den Quadratseiten liegen.
Fiir jedes dieser Rechtecke wird das Verhiltnis seiner kiirzeren Seite zu seiner ldngeren
gebildet. Zeige, dass die Summe dieser Verhéltnisse mindestens 1 betragt.

. Bestimme alle ganzen Zahlen n, fiir die es positive reelle Zahlen 0 < a1 < ay < ... < a,

gibt mit

Zn:ak = 96, Zn:a,i = 144, Zn:az = 216.
k=1 k=1 k=1

. Beweise, dass es zu jedem Polynom P(z) vom Grad 10 mit ganzzahligen Koeffizienten

eine (in beiden Richtungen) unendliche arithmetische Folge ganzer Zahlen gibt, die
keinen der Werte P(k), k € Z enthilt.

Zeige, dass das Produkt von 5 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen keine Quadrat-
zahl ist.



Schweizer IMO - Selektion 2000

erste Priifung - 28. April 2000

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Einem Kreis ist ein konvexes Viereck ABC'D _einbeschrieben. Zeige, dass die Sehne,
welche die Mittelpunkte der beiden Bogen AB und CD verbindet, senkrecht steht
auf der Sehne, welche die beiden Bogenmittelpunkte von BC und DA miteinander
verbindet.

2. Die reellen Zahlen aq,ao, ..., a4 erfiillen die beiden Bedingungen

16

16
» ;=100 und ) a? =1000.
=1

i=1
Was ist der grosstmogliche Wert, den a4 annehmen kann?
3. Gegeben sind ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenldnge 1 und fiinf gleich grosse,

gleichseitige Dreiecke der Seitenldnge s < 1. Zeige: Lésst sich das grosse Dreieck mit
den fiinf kleinen iiberdecken, so ldsst es sich auch schon mit vier der kleinen iiberdecken.

4. Es sei g(n) die Quersumme der natiirlichen Zahl n. Bestimme den Wert von

q(q(q(2000%°))).

5. Mit Hilfe der drei Buchstaben I, O, M werden Worter der Lange n gebildet. Wieviele
solche Worter der Lénge n gibt es, in denen keine benachbarten M’s vorkommen?



Schweizer IMO - Selektion 2000

Nachpriifung zum 28. April

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Die positiven reellen Zahlen z,y und z haben Summe 1. Zeige, dass gilt

Ve +34+/Ty+3+V72+3<T.

Kann die Zahl 7 auf der rechten Seite durch eine kleinere Zahl ersetzt werden?

2. Beweise, dass die Gleichung
142® + 15y = 72

keine ganzzahlige Losungen (x,y) besitzt.

3. Fiir x > 0 sei f(z) = 4%/(4" 4+ 2). Bestimme den Wert der Summe

1290

> 7 (1)

4. Gegeben sind zwei Kreise k; und ko, die sich in den verschiedenen Punkten P und @)
schneiden. Konstruiere eine durch P verlaufende Strecke AB mit ihren Endpunkten
auf k; und ks, sodass das Produkt |AP| - |PB| maximal ist.

5. Auf einer kreisférmigen Rennbahn ist an n verschiedenen Positionen je ein Auto start-
bereit. Jedes von ihnen fahrt mit konstantem Tempo und braucht eine Stunde pro
Runde. Sobald das Startsignal ertont, fiahrt jedes Auto sofort los, egal in welche der
beiden moglichen Richtungen. Falls sich zwei Autos begegnen, &ndern beide ihre Rich-
tung und fahren ohne Zeitverlust weiter. Zeige, dass es einen Zeitpunkt gibt, in dem
sich alle Autos wieder in ihren urspriinglichen Startpositionen befinden.



Schweizer IMO - Selektion 2000

zweite Priifung - 20. Mai 2000

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Jede Ecke eines regelméssigen 2n-Ecks (n > 3) soll mit einer Zahl aus der Menge
{1,2,...,2n} beschriftet werden, und zwar so, dass die Summe der Zahlen benachbar-
ter Ecken stets gleich ist wie die Summe der Zahlen in den beiden diametral gegeniiber-
liegenden Ecken. Zudem miissen die in den 2n Ecken stehenden Zahlen alle verschieden
sein. Zeige, dass dies genau dann moglich ist, wenn n ungerade ist.

2. Bestimme alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle reellen Zahlen x und y gilt

f(f(@) +y) = fa? —y) +4yf(x).

3. Der Inkreis des Dreiecks ABC' beriihrt die Seiten AB, BC' und C'A in den Punkten
D, F und F. Sei P ein Punkt im Innern von ABC, sodass der Inkreis von ABP die
Seite AB ebenfalls in D beriihrt und die Seiten AP und BP in den Punkten () und
R. Zeige, dass die vier Punkte E, F, R und @ auf einem Kreis liegen.

4. Sei P ein Polynom vom Grad n, sodass gilt

k
P(k):k—ﬂ fur k:0,1,2,,n
Finde P(n + 1).
5. Es sei S = {Py, Ps,..., Py} eine Menge von 2000 Punkten im Innern eines Kreises

vom Radius 1, sodass einer der Punkte der Kreismittelpunkt ist. Fiir ¢ = 1,2, ...,2000
bezeichne x; den Abstand von F; zum néchstgelegenen Punkt P; # P, aus S. Zeige,
dass gilt

]+ 15+ .+ X0 < 9



Schweizer IMO - Selektion

erste Priifung - 4. Mai 2001

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. In einem Park sind 2001 x 2001 Baume in einem quadratischen Gitter angeordnet.
Was ist die grosste Zahl an Baumen, die man féllen kann, sodass kein Baumstrunk von
einem anderen aus sichtbar ist?

(Die Baume sollen Durchmesser 0 haben)

2. Seien a,b und c die Seiten eines Dreiecks. Beweise die Ungleichung
Va+b—c+vVeta—b+Vb+c—a<Va+Vb+ e
Wann gilt das Gleichheitszeichen?

3. In einem konvexen Fiinfeck ist jede Diagonale parallel zu einer Seite. Zeige, dass das
Verhiltnis zwischen den Léngen der Diagonalen und der dazu parallelen Seite fiir alle
Diagonalen dasselbe ist. Bestimme den Wert dieses Verhéltnisses.

4. Seien n € N, n > 2 und ty,t,...,t;, verschiedene Teiler von n. Eine Identitdat der
Form n = t; +t5 + ... + t; heisst Darstellung von n als Summe verschiedener Teiler.
Zwei solche Darstellungen gelten als gleich, wenn sie sich nur um die Reihenfolge der
Summanden unterscheiden (zum Beispiel sind 20 = 10+5+4+1 und 20 = 54+1+10+4
zweimal die gleiche Darstellung von 20 als Summe verschiedener Teiler). Sei a(n) die
Anzahl verschiedener Darstellungen von n als Summe verschiedener Teiler. Zeige oder
widerlege:

Es gibt ein M € N mit a(n) < M fiir alle n € N, n > 2.

5. Sei a; < as < ... < a, eine Folge positiver ganzer Zahlen mit der Eigenschaft, dass
fiir i < j die Dezimaldarstellung von a; nicht mit jener von a; beginnt (zum Beispiel
konnen die Zahlen 137 und 13729 nicht beide in der Folge vorkommen). Beweise, dass
gilt



Schweizer IMO - Selektion

zweite Priifung - 19. Mai 2001

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

6. Die Funktion f : [0,1] — R habe die folgenden Eigenschaften:
(a) f(x)>0 Vael0,1]
(b) f(1)=1
(€ fle+y) = fl@)+fly) Ya,yz+yel0]]

Beweise: f(z) <2z Va €[0,1]

7. Sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck mit Umkreismittelpunkt O. S sei der Kreis durch
A, B und O. Die Geraden AC und BC' schneiden S in den weiteren Punkten P und
Q. Zeige CO L PQ.

8. Finde die zwei kleinsten natiirlichen Zahlen n, sodass die Briiche

68 69 70 133
n+70" n+71" n+72" 7 n+4+135

alle irreduzibel sind.

9. In Genf sind 16 Geheimagenten am Werk. Jeder Agent iiberwacht mindestens einen
anderen Agenten, aber keine zwei Agenten {iberwachen sich gegenseitig. Nehme an, dass
je 10 Agenten so nummeriert werden konnen, dass der erste den zweiten iiberwacht,
der zweite den dritten usw. und der zehnte den ersten. Zeige, dass dann auch je 11
Agenten in dieser Art nummeriert werden kénnen, dass jeder den néchsten iiberwacht.

10. Zeige, dass jede 1000-elementige Teilmenge M C {0,1,...,2001} eine Zahl enthilt, die
eine Zweierpotenz ist, oder zwei verschiedene Zahlen, deren Summe eine Zweierpotenz
ist.



Schweizer IMO - Selektion

erste Priifung - 10. Mai 2002

Zeit: 3.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Gegeben sind 24 Punkte im Raum. Je drei dieser Punkte spannen eine Ebene auf, und
es ist bekannt, dass die 24 Punkte auf diese Weise genau 2002 verschiedene Ebenen
aufspannen. Beweise, dass eine dieser Ebenen mindestens 6 der Punkte enthélt.

2. Gegeben sei ein Parallelogramm ABC'D und ein Punkt O in dessen Innern
sodass SAOB+ 4DOC =1 .

Zeige dass gilt:

ICBO =34CDO

3. n sei eine positive ganze Zahl mit mindestens vier verschiedenen positiven Teilern. Die
vier kleinsten unter diesen Teilern seien di, ds, ds, ds. Finde alle solchen Zahlen n, fiir
die gilt

& +di+d3+di =n.

4. Betrachte ein quadratisches Feld, das durch horizontale und vertikale Linien in 7x 7 Ein-
heitsquadrate unterteilt ist. In dieses Feld wollen wir Kacheln der Form eines Schwei-
zerkreuzes (bestehend aus einem zentralen Quadrat und den vier unmittelbar angren-
zenden Quadraten oben, unten, links und rechts) hineinlegen. Dabei sollen die Kanten
der Kreuze auf den Linien des Feldes zu liegen kommen. Bestimme die kleinstmogliche
Anzahl Quadrate, die auf dem Feld markiert werden miissen, damit jedes Kreuz, egal
wo es auf das Feld gelegt wird, mindestens ein markiertes Quadrat bedeckt.

5. Bestimme alle Funktionen f : R — R, fiir die gilt:

(a) Die Menge {@L’B € R,z # 0} ist endlich
(b) flx —1— f(x)) = f(z) — 1 — z fur alle z € R.



Schweizer IMO - Selektion

zweite Priifung - 25. Mai 2002

Zeit: 3.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10.

. Sei x1,x9, 3, ... eine Folge ganzer Zahlen mit den Eigenschaften

o l=x <xy<z3<..

e 1,1 <2nfirn=1,23,..

Zeige, dass es zu jeder positiven ganzen Zahl k zwei Indizes ¢+ und j gibt mit

k:l‘i—l’j.

Sei ABC' ein gleichseitiges Dreieck und P ein Punkt in dessen Innern. X,Y und Z
seien die Fusspunkte der Lote von P auf die Seiten BC, CA und AB. Zeige dass die
Summe der Flidchen der Dreiecke BX P, CY P und AZ P nicht von P abhéngt.

. In einer Gruppe von n Leuten veranstaltet jedes Wochenende jemand eine Party, an

der er alle seine Bekannten einander gegenseitig vorstellt. Nachdem jeder der n Leute
einmal eine Party gemacht hat, gibt es immer noch zwei Personen unter ihnen, die sich
nicht kennen.

Zeige, dass diese zwei sich auch in Zukunft nie an einer dieser Partys kennen lernen
werden.

(Zwei Leute kennen sich immer gegenseitig oder gegenseitig nicht)

. Beweise fiir jede positive reelle Zahl a und jedes ganze n > 1 die folgende Ungleichung.

1 1
a"+ — —2>n*(a+=-—2)
a a

und bestimme alle Fille, in denen das Gleichheitszeichen gilt.

m sei eine beliebige natiirliche Zahl. Bestimme in Abhéngigkeit von m die kleinste
natiirliche Zahl k, fiir die gilt: Ist {m,m + 1,...,k} = AU B eine beliebige Zerlegung
in zwei Mengen A und B, dann enthélt A oder B drei Elemente a,b,c (die nicht
notwendigerweise verschieden sein miissen) mit a® = c.



Schweizer IMO - Vorselektion

Bern, Ziirich - 5. April 2003

Zeit: 2 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. 67 Schiiler schreiben eine Priifung. Die Priifung besteht aus 6 multiple-choice Fragen,
die alle mit ja oder nein beantwortet werden miissen. Jeder Schiiler beantwortet dabei
alle 6 Fragen. Eine richtige Antwort auf die k-te Frage gibt k Punkte, eine falsche
Antwort —k Punkte.

(a) Zeige, dass mindestens zwei Schiiler das Priifungsblatt gleich ausgefiillt haben.

(b) Zeige, dass mindestens vier Schiiler gleich viele Punkte erzielten.

2. ABC sei ein spitzwinkliges Dreieck mit Umkreismittelpunkt O. Das Lot von A auf BC
schneide den Umkreis im Punkt D # A, und die Gerade BO schneide den Umkreis im
Punkt F # B. Zeige, dass ABC und BDCFE denselben Flédcheninhalt haben.

3. Bestimme alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle x,y € R die folgende Gleichung
erfiillt ist:

flle—y)?) = 2" = 2yf(x) + (f(y)*

4. Betrachte eine Tabelle mit m Zeilen und n Spalten. Auf wieviele Arten kann diese
Tabelle mit lauter Nullen und Einsen ausgefiillt werden, sodass in jeder Zeile und jeder
Spalte eine gerade Anzahl Einsen stehen?

5. Beweise fiir positive reelle Zahlen x,y, z mit x + y + z = 1 die folgende Ungleichung:

2 2 2 2 2 2
e+ +z 2 +x
Y +y 4
z T Y

> 2




Schweizer IMO - Selektion

erste Priifung - 10. Mai 2003

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Fiir die rellen Zahlen z,y, a gelten die folgenden Gleichungen:

r+y = a
?+yP = a
$5+y5 = a.

Bestimme alle moglichen Werte von a.

2. Sei ABC ein beliebiges spitzwinkliges Dreieck. F/ und F' seien die Fusspunkte der Héhen
durch B und C'. G ist die Projektion von B auf die Gerade EF'F und H die Projektion
von C' auf F'F. Zeige, dass gilt

|HE| = |FG]|.

3. Finde die grosste reelle Zahl C; und die kleinste reelle Zahl Cs, sodass fiir alle positiven
Zahlen a, b, c,d, e gilt

a b c d e

) <
ST Threterd Tdre Tera

< (Ch.

4. Finde die grosste natiirliche Zahl n, die fiir jede ganze Zahl a ein Teiler ist von a?® — a.

5. Auf einem Spielbrett mit 5 x 9 Feldern liegen n Steine, wobei zu jedem Zeitpunkt auf
jedem Feld hochstens ein Stein liegen darf. Ein Spielzug besteht darin, jeden Stein
in eines der angrenzenden Felder oben, unten, links oder rechts zu verschieben. Dies
geschieht fiir alle Steine gleichzeitig. Wird dabei ein Stein in einem Zug horizontal be-
wegt, dann muss er im néchsten Zug vertikal bewegt werden und umgekehrt. Bestimme
den grossten Wert fiir n, sodass es eine Anfangsposition der n Steine und eine Folge
von Spielziigen gibt, sodass dieses Spiel beliebig lange fortgesetzt werden kann.



Schweizer IMO - Selektion

zweite Priifung - 24. Mai 2003

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10.

. Fiir die positiven reellen Zahlen a,b,c gelte a + b + ¢ = 2. Zeige, dass die folgende

Ungleichung erfiillt ist und bestimme alle Félle, in denen das Gleichheitszeichen steht:

1 L 1 + 1 >27
1+ab 1+bc 1+ca — 13

Finde alle Polynome Q(z) = az® + bz + ¢ mit ganzzahligen Koeffizienten, sodass drei
verschiedene Primzahlen py, ps, p3 existieren mit

QP = 1Q(p2)| = |Q(ps)| = 11.

. Sei A;A3A3 ein Dreieck und w; ein Kreis, der durch A; und A, geht. Nehme an, es

existieren Kreise ws, . ..,w; mit den folgenden Eigenschaften:

(a) wy geht durch die Punkte Ay und Agyq fiir k=2,3,...,7, (A; = Aiss)

(b) wk und wgy beriithren sich dusserlich fiir £ =1,2,...,6.

Zeige: wy = wy.

. Gegeben sind ganze Zahlen 0 < a1 < as < ... < ajp1 < 5050, zeige, dass man daraus

immer vier verschiedene ag, a;, a,,, a, auswihlen kann mit

5050|((lk +a; — ay — an).

Finde alle streng monotonen Funktionen f: N — N, sodass fiir alle n € N gilt

f(f(n)) = 3n.



SMO - Vorrunde

Bern, Ziirich - 10. Januar 2004

Zeit: 2 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Finde alle natiirlichen Zahlen a, b und n, sodass die folgende Gleichung gilt:
al + bl =2"

2. Auf einem gewohnlichen Schachbrett stehen 17 Tiirme. Zeige, dass man stets drei
Tiirme auswihlen kann, die sich gegenseitig nicht bedrohen. (Ein Turm kann in einem
Zug beliebig viele Felder nach links, rechts, oben oder unten ziehen. Ein Turm bedroht
einen anderen, falls er in einem Zug auf das Feld des anderen Turmes ziehen kann.)

3. Sei ABCD ein Parallelogram. Die Punkte P und @ liegen im Innern von ABCD auf
der Diagonalen AC, dabei gilt |[AP| = |CQ| < 3|AC|. Die Gerade BP schneidet AD im
Punkt E, die Gerade B schneidet C'D in F'. Zeige, dass EF' parallel zur Diagonalen
AC ist.

4. Bestimme alle natiirlichen Zahlen n mit genau 100 verschiedenen positiven Teilern,
sodass mindestens 10 dieser Teiler aufeinanderfolgende Zahlen sind.

5. m x n Punkte sind in einem quadratischen Gitter zu einem Rechteck angeordnet. Wie-
viele Moglichkeiten gibt es, diese Punkte rot oder weiss zu firben, sodass unter je vier
Punkten, die Ecken eines Einheitsquadrates bilden, genau zwei weisse und zwei rote
vorkommen?

Viel Gliick!



SMO Finalrunde 2004

erste Priifung - 2. April 2004

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei I' ein Kreis und P ein Punkt ausserhalb von I'. Eine Tangente von P an den
Kreis beriihre ihn in A. Eine weitere Gerade durch P schneide I' in den verschiedenen
Punkten B und C. Die Winkelhalbierende von 4 APB schneide AB in D und AC' in
E. Beweise, dass das Dreieck ADFE gleichschenklig ist.

2. Sei M eine endliche Menge reeller Zahlen mit folgender Eigenschaft: Aus je drei ver-
schiedenen Elementen von M lassen sich stets zwei auswihlen, deren Summe in M
liegt. Wieviele Elemente kann M hochstens haben?

3. Sei p eine ungerade Primzahl. Finde alle natiirlichen Zahlen k, sodass
k% — pk

eine positive ganze Zahl ist.

4. Bestimme alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle z,y € R gilt

flaf(@)+ fy) =y + (@)

5. Seien a und b feste positive Zahlen. Finde in Abhéngigkeit von a und b den kleinstmogli-
chen Wert der Summe

xQ y2 22

(ay + bz)(az + by) * (az 4 bx)(ax + bz) * (ax + by)(ay + bx)’

wobei z,y, z positive reelle Zahlen sind.



SMO Finalrunde 2004

zweite Priiffung - 3. April 2004

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10.

. Bestimme alle k, fiir die eine natiirliche Zahl n existiert, sodass 1" + 2™ 4+ 3" + 4" mit

genau k Nullen endet.

Gegeben sind m > 3 Punkte in der Ebene. Beweise, dass man stets drei dieser Punkte
A, B, C' auswéhlen kann, sodass gilt

yapc < B0
m

. An einer Wandtafel steht eine Liste natiirlicher Zahlen. Es wird nun wiederholt die

folgende Operation ausgefithrt: Wéhle zwei beliebige Zahlen a,b aus, wische sie aus
und schreibe an deren Stelle ggT(a,b) und kgV(a,b). Zeige, dass sich der Inhalt der
Liste ab einem bestimmten Zeitpunkt nicht mehr verdndert.

. Sei ABCD ein Sehnenviereck, sodass gilt |AB|+|CD| = |BC|. Zeige, dass der Schnitt-

punkt der Winkelhalbierenden von 4 DAB und 4CDA auf der Seite BC' zu liegen

kommt.

Sei n > 1 eine ungerade natiirliche Zahl. Die Felder eines n x n Schachbretts sind
abwechselnd weiss und schwarz gefarbt, sodass die vier Eckfelder schwarz sind. Ein
L-triomino ist eine L-férmige Figur, die genau drei Felder des Brettes bedeckt. Fiir
welche Werte von n ist es moglich, alle schwarzen Felder mit L-triominos zu bedecken,
sodass keine zwei L-triominos sich iiberlappen? Bestimme fiir diese Werte von n die
kleinstmogliche Zahl von L-triominos, die dazu nétig sind.



IMO Selektion 2004

erste Priifung - 15. Mai 2004

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei S die Menge aller n-Tupel (X7, ..., X,), wobei Xi,..., X, Teilmengen von
{1,2,...,1000} sind, die nicht alle verschieden sein miissen, und die auch leer sein
konnen. Fiir a = (Xy,...,X,,) € S bezeichne

E(a) = Anzahl Elemente von X; U ... U X,.

Finde einen expliziten Ausdruck fiir die Summe

> E(a).

a€sS

2. Bestimme die grosste natiirliche Zahl n, sodass
4995 4 41500 4 yn

eine Quadratzahl ist.

3. Sei ABC' ein gleichschenkliges Dreieck mit |AC| = |BC| und Inkreismittelpunkt I.
Sei P ein Punkt auf dem Umkreis des Dreiecks AIB, der im Dreieck ABC' liegt. Die
Geraden durch P, parallel zu CA und CB, schneiden AB in D und E. Die zu AB
parallele Gerade durch P schneidet CA und C'B in F' und G. Zeige, dass sich die
beiden Geraden DF und EG auf dem Umkreis des Dreiecks ABC' schneiden.



IMO Selektion 2004

zweite Priifung - 16. Mai 2004

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

4. Fiir die positiven reellen Zahlen a, b, ¢ gelte abc = 1. Beweise die folgende Ungleichung:

ab . be . ca <1
a’+ab+b  BS+be+c® ASHcat+ad T

5. Ein Bauklotz, bestehend aus 7 Einheitswiirfeln, hat die Form eines 2 x 2 x 2 Wiirfels
mit einem fehlenden Eckeinheitswiirfel. Aus einem Wiirfel der Kantenldnge 2", n > 2,
wird ein beliebiger Einheitswiirfel entfernt. Zeige, dass sich der verbleibende Koérper
stets aus Bauklétzen aufbauen lésst.

6. Bestimme alle endlichen Folgen (z, x1, ..., z,) reeller Zahlen, sodass die Zahl k in der
Folge genau x;, mal auftritt.



IMO Selektion 2004

dritte Priifung - 12. Juni 2004

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

7. Fiir die rellen Zahlen a, b, ¢, d gelten die Gleichungen

IS
I
S
ot
|
[\
—
|
IS
S
I
S
ot
+
[\
—
|
=

+
[\
—
+
QL

c=1\/45—V2l+c |, d = \/45

Zeige, dass gilt abcd = 2004.

8. Sei m eine natiirliche Zahl grosser als 1. Die Folge xg, 1, z9, . .. ist definiert durch
o 2 fir 0<i<m-—1;
T Yoy wiy fir i >m.

Finde das grosste k, sodass es k aufeinanderfolgende Folgeglieder gibt, die alle durch
m teilbar sind.

9. Sei X eine Menge mit n Elementen und seien A;, A,, ... A, verschiedene Teilmengen
von X. Zeige: Es gibt ein x € X, sodass die Mengen

A\ {z}, A\ {z}, ..., A, \ {z}

alle verschieden sind.



IMO Selektion 2004

vierte Priifung - 13. Juni 2004

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10. Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck AABC mit Héhen AU, BV, CW und Hohen-
schnittpunkt H. X liege auf AU, Y auf BV und Z auf CW. X,Y und Z sind alle von
H verschieden. Zeige

(a) Wenn X,Y,Z und H auf einem Kreis liegen, gilt
[ABC] = [ABZ] + [AY C] + [X BC],

wobei [PQR)] die Flache des Dreiecks APQR bezeichnet.
(b) Es gilt auch die Umkehrung von (a).

11. Finde alle injektiven Funktionen f : R — R, sodass fiir alle reellen Zahlen = # y gilt

v+y\  flx)+ f(y)
f(fﬂ—y> ~ f(@) - fy)

12. Finde alle natiirlichen Zahlen, die sich in der Form

(a+b+c)?
abc

darstellen lassen, wobei a,b und ¢ natiirliche Zahlen sind.



SMO - Vorrunde

Bern, Ziirich - 15. Januar 2005

Zeit: 2 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei ABCD ein Rechteck mit |[AD| < |AB|. Sei M der Mittelpunkt der Strecke AD
und N der Mittelpunkt der Strecke BC'. Der Punkt F sei die Projektion von B auf die
Gerade C'M.

(a) Zeige, dass ANFEM ein gleichschenkliges Trapez ist.

(b) Zeige, dass die Fliache des Vierecks ABNFE halb so gross ist, wie die Flache von
ABCD.

2. Zeige, dass es in jedem konvexen 9-Eck zwei verschiedene Diagonalen gibt, sodass die
beiden Geraden, auf denen diese Diagonalen liegen, entweder parallel sind, oder sich
in einem Winkel von weniger als 7° schneiden.

3. Seien m und n teilerfremde natiirliche Zahlen. Zeige, dass dann auch die beiden Zahlen
m?* +mn+n®  und  mn(m+n)

teilerfremd sind.

4. Sei ABC ein Dreieck mit ¢ BAC = 60°. Finde alle Punkte P im Innern dieses Dreiecks
mit folgender Eigenschaft:

Ist D die Projektion von P auf die Gerade BC', E die Projektion von P auf CA und
F die Projektion von P auf AB, dann gilt S EDF = 30°.

5. Sei M eine Menge mit n Elementen. Bestimme die Anzahl Mdoglichkeiten, drei Teil-
mengen A, B, C' von M auszuwéhlen, sodass gilt

ANB#0, BNC#0, CNA#0,
ANBNC =0.

Viel Gliick!



SMO Finalrunde 2005

erste Priifung - 24. Marz 2005

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei ABC ein Dreieck und seien D, E, F' die Seitenmitten von BC', C'A, AB. Die Schwer-
linien AD, BE und C'F schneiden sich im Schwerpunkt S. Mindestens zwei der Vierecke

AFSE, BDSF, CESD

seien Sehnenvierecke. Zeige, dass das Dreieck ABC' gleichseitig ist.

2. Von 4n Punkten in einer Reihe sind 2n weiss und 2n schwarz gefirbt. Zeige, dass es
2n aufeinanderfolgende Punkte gibt, von denen genau n weiss und n schwarz sind.

3. Beweise fiir alle aq,...,a, > 0 die folgende Ungleichung und bestimme alle Félle, in
denen das Gleichheitszeichen steht:

zn:k:ak < (g) + zn:a’,z.
k=1 k=1

4. Bestimme alle Mengen M natiirlicher Zahlen, sodass fiir je zwei (nicht notwendigweise
verschiedene) Elemente a, b aus M auch

a—+b
ggT(a,b)
in M liegt.

5. Ein konvexes n-Eck zu zwacken bedeutet Folgendes: Man wéhlt zwei benachbarte Sei-

ten AB und BC' aus und ersetzt diese durch den Streckenzug AM, M N, NC', wobei
M € AB und N € BC(C beliebige Punkte im Innern dieser Strecken sind. Mit anderen
Worten, man schneidet eine Ecke ab und erhélt ein (n+1)-Eck.
Ausgehend von einem regulédren Sechseck Pg mit Flacheninhalt 1 wird durch fortlau-
fendes Zwacken eine Folge Pg, P7, Ps, ... konvexer Polygone erzeugt. Zeige, dass der
Fldcheninhalt von P, fiir alle n > 6 grosser als % ist, unabhéngig davon wie gezwackt
wird.



SMO Finalrunde 2005

zweite Priifung - 25. Méarz 2005

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10.

. Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit abc = 1. Bestimme alle moglichen Werte, die der

Ausdruck
14+a 1+0b 1+¢

l+a+ab 14+b+bc 1+c+ca

annehmen kann.

Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Bestimme alle positiven ganzzahligen Losungen der
Gleichung
74" =a® + b+ A+ d>

. Sei ABC' ein spitzwinkliges Dreieck. M und N seien zwei beliebige Punkte auf den

Seiten AB respektive AC'. Die Kreise mit den Durchmessern BN und C'M schneiden
sich in den Punkten P und Q. Zeige, dass die Punkte P, () und der Héhenschnittpunkt
des Dreiecks ABC' auf einer Geraden liegen.

. Finde alle Funktionen f : R™ — R™ sodass fiir alle z,y > 0 gilt

Fuf @)@ +y) =2*(f(2) + fy).

An einem Fussballturnier nehmen n > 10 Mannschaften teil. Dabei spielt jede Mann-
schaft genau einmal gegen jede andere. Ein Sieg gibt zwei Punkte, ein Unentschieden
einen Punkt, und eine Niederlage keinen Punkt. Nach dem Turnier stellt sich heraus,
dass jede Mannschaft genau die Hélfte ihrer Punkte in den Spielen gegen die 10 schlech-
testen Mannschaften gewonnen hat (insbesondere hat jede dieser 10 Mannschaften die
Hélfte ihrer Punke gegen die 9 iibrigen gemacht). Bestimme alle moglichen Werte von
n, und gib fiir diese Werte ein Beispiel eines solchen Turniers an.



IMO Selektion 2005

erste Priifung - 7. Mai 2005

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Die beiden Folgen a; > as > ... > a, und by < by < ... < b, enthalten zusammen jede
der Zahlen 1,2,...,2n genau einmal. Bestimme den Wert der Summe

|a1—bll+|a2—b2|+...+\an—bn\.

2. Finde den grosstmoglichen Wert des Ausdrucks

TYZz
(1+z)(x+y)(y+2)(z+16)’

wobei x,y, z positive reelle Zahlen sind.

3. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Ein reguléres 4n-Eck der Seitenlénge 1 sei irgendwie in
endlich viele Parallelogramme zerlegt.

(a) Beweise, dass mindestens eines der Parallelogramme in der Zerlegung ein Rechteck
ist.

(b) Bestimme die Summe der Flichen aller Rechtecke in der Zerlegung.



IMO Selektion 2005

zweite Priifung - 8. Mai 2005

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

4. Seien k1 und ko zwei Kreise, die sich im Punkt P &usserlich beriihren. Ein dritter Kreis
k beriihre k1 in B und ko in C, so dass k; und k9 im Innern von k liegen. Sei A einer
der Schnittpunkte von k£ mit der gemeinsamen Tangente von k; und ke durch P. Die
Geraden AB und AC' schneiden ki bzw. ks nochmals in R bzw. S. Zeige, dass RS eine

gemeinsame Tangente von k; und ks ist.

5. Sei p > 3 eine Primzahl. Zeige, dass p? ein Teiler ist von

-1
k2p+1

3

>
Il

1

6. Sei T die Menge aller Tripel (p, ¢,r) von nichtnegativen ganzen Zahlen. Bestimme alle
Funktionen f : 7T — R fiir die gilt

0 fiir pgr = 0,

f(pq’f’): 1+é{ f(p+1aq_17T)+f(p_1aq_|'1771)
o +flp—Lgr+1)+ f(p+1,qr—1) sonst.
+fpg+1Lr=1)+ f(p.g— 1,7+ 1)}



IMO Selektion 2005

dritte Priifung - 14. Mai 2005

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

7. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Zeige, dass sich das Polynom
(22 —1%)(2® = 2%)(2* = 3%) .- - (2* —n?) + 1

nicht als Produkt von zwei nichtkonstanten Polynomen mit ganzen Koeffizienten schrei-
ben lésst.

8. Betrachte einen See mit zwei Inseln darin und sieben Stiadten am Ufer. Die Inseln und
Stédte nennen wir im Folgenden kurz Orte. Zwischen genau den folgenden Paaren von
Orten besteht eine Schiffsverbindung:

(i) zwischen den beiden Inseln,
(i) zwischen jeder Stadt und jeder Insel,
(iii) zwischen zwei Stéddten genau dann, wenn sie nicht benachbart sind.
Jede dieser Verbindungen wird von genau einem von zwei konkurrenzierenden Schiffs-

unternehmen angeboten. Beweise, dass es stets drei Orte gibt, sodass zwischen je zwei
dieser Orte Schiffsverbindungen desselben Unternehmens existieren.

9. Sei A1 A, ... A, ein regulidres n-Eck. Die Punkte By, ..., B,_; sind wie folgt definiert:

e Fiiri =1 oder i =n — 1 ist B; der Mittelpunkt der Seite A;A;,1;

o Fiiri#1,7# n—1sei S der Schnittpunkt von A;A;,; und A, A;. Der Punkt B;
ist dann der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden von < A;SA; 1 mit A;A;.;.

Beweise, dass gilt

ﬁAlBlAn‘i‘ g:AlBQAn + ...+ g:AanflAn = 1800.



IMO Selektion 2005

vierte Priifung - 15. Mai 2005

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10.

11.

12.

Sei ABC' ein spitzwinkliges Dreieck mit Hohenschnittpunkt H und seien M und N
zwei Punkte auf BC, so dass M N = B? . Seien P und @) die Projektionen von M bzw.
N auf AC bzw. AB. Zeige, dass APH() ein Sehnenviereck ist.

Finde alle Funktionen f : N — N, sodass f(m)?+ f(n) ein Teiler ist von (m?+ n)? fiir
alle m,n € N.

Sei A eine m x m-Matrix. Sei X; die Menge der Eintrége in der i-ten Zeile und Y;
die Menge der Eintrage in der j-ten Spalte, 1 < 7,7 < m. A heisst cool, wenn die
Mengen Xi,...,X,,,Y,...,Y,, alle verschieden sind. Bestimme den kleinsten Wert
fiir n, sodass eine coole 2005 x 2005-Matrix mit Eintrdgen aus der Menge {1,2,...,n}
existiert.



SMO - Vorrunde

Lausanne, Ziirich - 14. Januar 2006

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Finde alle Tripel (p, ¢, ) von Primzahlen, sodass auch die drei Differenzen

p—gql, lg—r], |r—np|

alle Primzahlen sind.

2. Sei n eine natiirliche Zahl. Bestimme die Anzahl Teilmengen A C {1,2,...,2n}, sodass
fiir keine zwei Elemente x,y € A gilt x +y = 2n + 1.

3. Im Dreieck ABC sei D der Schnittpunkt von BC' mit der Winkelhalbierenden von
JBAC. Der Umkreismittelpunkt von AABC' falle mit dem Inkreismittelpunkt von
AADC zusammen. Finde die Winkel von AABC'.

4. Bestimme alle positiven ganzzahligen Losungen der Gleichung

kgV(a,b,c) =a+b+c.

5. Betrachte ein m x n-Brett, das in Einheitsquadrate unterteilt ist. Ein L-Triomino be-
steht aus einem Zentrumsquadrat und zwei Schenkelquadraten, also insgesamt aus drei
Einheitsquadraten. In der Ecke oben links liegt ein L-Triomino, sodass das Zentrums-
quadrat auf dem Eckfeld liegt. In einem Zug kann das L-Triomino um den Mitelpunkt
von einem der beiden Schenkelquadrate um Vielfache von 90° gedreht werden. Fiir
welche m und n ist es moglich, dass das L-Triomino nach endlich vielen solchen Ziigen
in der unteren rechten Ecke zu liegen kommt?

Viel Gliick!



SMO Finalrunde 2006

erste Priifung - 31. Mérz 2006

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Finde alle Funktionen f: R — R, sodass fiir alle x,y € R gilt
yf(2z) — xf(2y) = Say(a® — y*).

2. Sei ABC' ein gleichseitiges Dreieck und sei D ein innerer Punkt der Seite BC'. Ein
Kreis berithre BC' in D und scheide die Seiten AB und AC' in den inneren Punkten
M, N und P, Q. Beweise, dass gilt

|BD| + |AM| + |AN| = |CD| + |AP| + |AQ)|.

3. Berechne die Quersumme der Zahl

9><99><9999><---><99.2..99,

wobei sich die Anzahl Neunen in jedem Faktor verdoppelt.

4. FEin Kreis mit Umfang 6n wird durch 3n Punkte in je n Intervalle der Lénge 1, 2 und
3 zerlegt. Zeige, dass es stets zwei dieser Punkte gibt, welche auf dem Kreis diametral
gegeniiber liegen.

5. Ein Kreis k; liegt innerhalb eines zweiten Kreises ky und beriihrt diesen im Punkt A.
Eine Gerade durch A schneide k; nochmals in B und ks in C. Die Tangente an k;
durch B schneide k5 in den Punkten D und E. Die Tangenten an k; durch C' beriihren
k1 in den Punkten F' und G. Beweise, dass D, E, F und G auf einem Kreis liegen.

Viel Gliick!



SMO Finalrunde 2006

zweite Priiffung - 1. April 2006

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10.

. In einem Tennisturnier haben mindestens drei Spieler teilgenommen. Dabei haben je

zwei Spieler genau einmal gegeneinander gespielt, und jeder Spieler hat mindestens ein
Match gewonnen. Zeige, dass es drei Spieler A, B, C' gibt, sodass A gegen B, B gegen
C und C gegen A gewonnen hat.

Sei ABCD ein Sehnenviereck mit ZABC = 60°. Nehme an, es sei |BC| = |CD].
Beweise, dass gilt
|CD| + |DA| = |AB.

. Leute aus n verschiedenen Léndern sitzen an einem runden Tisch, sodass fiir je zwei

Personen aus demselben Land ihre direkten Sitznachbarn rechts von ihnen aus ver-
schiedenen Léndern stammen. Was ist die grosstmogliche Anzahl Personen, die am
Tisch Platz nehmen konnen?

. Seien a, b, ¢, d reelle Zahlen. Beweise, dass gilt

(@®+ 0>+ 1) (P +d*+ 1) > 2(a+c)(b+d).

Entscheide, ob es eine ganze Zahl n > 1 gibt mit folgenden Eigenschaften:

(a) n ist keine Primzahl.

(b) Fiir alle ganzen Zahlen a ist a™ — a durch n teilbar.

Viel Gliick!



IMO Selektion 2006

erste Priifung - 29. April 2006

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Im Dreieck ABC sei D der Mittelpunkt der Seite BC' und E die Projektion von
C auf AD. Angenommen es gelte ZACE = ZABC. Zeige, dass das Dreieck ABC
gleichschenklig oder rechtwinklig ist.

2. Sein > 5 eine ganze Zahl. Bestimme die grosste ganze Zahl k, sodass ein Polygon mit
n Ecken und genau k inneren 90°-Winkeln existiert? (Das Polygon muss nicht konvex
sein, der Rand darf sich aber nicht selbst iiberschneiden.)

3. Sei n eine natiirliche Zahl. Jede der Zahlen {1,2,...,n} ist weiss oder schwarz gefirbt.
Man kann nun wiederholt eine Zahl auswéihlen und diese, sowie alle zu ihr nicht tei-
lerfremden Zahlen umfirben. Anfangs sind alle Zahlen weiss. Fiir welche n kann man
erreichen, dass irgendwann alle Zahlen schwarz sind?



IMO Selektion 2006

zweite Priifung - 30. April 2006

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

4. Die positiven Teiler der natiirlichen Zahl n seien 1 = d; < dy < ... < dj, = n. Bestimme
alle n, fiir die gilt
2n =d: +d; — 1.

5. Sei ABC' ein Dreieck und D ein Punkt in dessen Inneren. Sei F ein von D verschiedener
Punkt auf der Geraden AD. Seien w; und wsy die Umkreise der Dreiecke BDE bzw.
CDE. w; und w, schneiden die Seite BC' in den inneren Punkten F' bzw. G. Der
Schnittpunkt von DG und AB sei X, und der Schnittpunkt von DF und AC sei Y.
Zeige, dass XY parallel zu BC' ist.

6. Finde alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle z,y € R die folgende Gleichung gilt

(@) —o?) = f(@)? = 2f(2)y* + f(f(y).



IMO Selektion 2006

dritte Priifung - 13. Mai 2006

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

7. Das Polynom P(x) = 2® — 22® — x + 1 besitze die drei reellen Nullstellen a > b > c.
Finde den Wert des Ausdrucks

a’b + b*c + Pa.

8. Léngs eines Kreises stehen die Zahlen 1,2, .. .,2006 in beliebiger Reihenfolge. Es konnen
nun wiederholt zwei auf dem Kreis benachbarte Zahlen miteinander vertauscht werden.
Nach einer Folge solcher Vertauschungen steht jede der Zahlen diametral gegeniiber ih-
rer Anfangsposition. Beweise, dass mindestens einmal zwei Zahlen mit Summe 2007
vertauscht wurden.

9. Sei ABC' ein spitzwinkliges Dreieck mit AB # AC' und Hohenschnittpunkt H. Der
Mittelpunkt der Seite BC' sei M. Die Punkte D auf AB und E auf AC seien so,
dass AE = AD ist und D, H, E auf einer Geraden liegen. Zeige, dass HM und die
gemeinsame Sehne der Umkreise der beiden Dreiecke ABC und ADFE rechtwinklig
zueinander liegen.



IMO Selektion 2006

vierte Priifung - 14. Mai 2006

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10. Seien a,b, ¢ positive reelle Zahlen mit % + % + % = 1. Beweise die Ungleichung

\/ab+c+\/bc+a+\/ca+bzVabc+\/a+\/l_)+\/5.

11. Finde alle natiirlichen Zahlen k, sodass 3* + 5* eine Potenz einer natiirlichen Zahl mit
Exponent > 2 ist.

12. Eine Raumstation besteht aus 25 Kammern, und je zwei Kammern sind mit einem
Tunnel verbunden. Es gibt insgesamt 50 Haupttunnel, die in beide Richtungen benutzt
werden konnen, die restlichen sind alle Einbahntunnel. Eine Gruppe von vier Kammern
heisst verbunden, falls man von jeder dieser Kammern in jede andere gelangen kann,
indem man nur die sechs Tunnel verwendet, welche diese Kammern untereinander
verbinden. Bestimme die grosstmogliche Anzahl verbundener Vierergruppen.



SMO - Vorrunde

Lausanne, Ziirich - 13. Januar 2007

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Betrachte einen Wiirfel mit Kantenlinge 2a. In jedem Eckpunkt, jedem Kantenmit-
telpunkt und jedem Flachenmittelpunkt befindet sich eine Stadt. Zwei Stddte sind
durch eine Strasse miteinander verbunden, falls ihr Abstand a betrégt. Gibt es eine
Reiseroute, die durch jede Stadt genau einmal fiihrt?

2. Wie viele siebenstellige Zahlen gibt es, fiir die das Produkt der Ziffern gleich 453 ist?

3. Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC und die Punkte D, F und F seien die
Hohenfusspunkte der Hohen durch A, B bzw. C. Der Schnittpunkt der Geraden EF
mit der Rechtwinkligen zu AC durch D sei S. Beweise, dass das Dreieck DES' gleich-
schenklig ist.

4. Bestimme alle Paare (a, b) natiirlicher Zahlen, sodass

a>+3b und b+ 3a
beides Quadratzahlen sind.
5. Auf einem Kreis k liegen fiinf verschiedene Punkte A, M, B, C' und D in dieser Reihen-

folge und es gelte M A = M B. Die Geraden AC und M D schneiden sich in P und BD
schneide MC in (). Die Gerade P(Q) schneide k in X und Y. Zeige M X = MY

Viel Gliick!



SMO Finalrunde 2007

erste Priifung - 23. Mérz 2007

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Bestimme alle positiven reellen Losungen des folgenden Gleichungssystems:
a = max{j, b=max{l, i ¢ =max{3,1}

d:max{%,%} e:max{%,é} f=max{% 3

2. Seien a, b, ¢ drei ganze Zahlen, sodass a + b + ¢ durch 13 teilbar ist. Zeige, dass auch
a?%7  p2097 4 2007 1 2. 2007abce
durch 13 teilbar ist.

3. Die Ebene wird in Einheitsquadrate unterteilt. Jedes Feld soll mit einer von n Farben
gefiarbt werden, sodass gilt: Konnen vier Felder mit einem L-Tetromino bedeckt wer-
den, dann haben diese Felder vier verschiedene Farben (das L-Tetromino darf gedreht
und gespiegelt werden). Bestimme den kleinsten Wert von n, fiir den das moglich ist.

4. Sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck mit AB > AC und Hohenschnittpunkt H. Sei D
der Hohenfusspunkt von A auf BC. Sei E die Spiegelung von C' an D. Die Geraden
AFE und BH schneiden sich im Punkt S. Sei N der Mittelpunkt von AE und sei M
der Mittelpunkt von BH. Beweise, dass M N senkrecht auf DS steht.

5. Bestimme alle Funktionen f : R>, — R>( mit folgenden Eigenschaften:

(a) f(1) =0,
(b) f(x) > 0 fiir alle z > 1,
(c) Fur alle z,y > 0 mit z +y > 0 gilt

f@ﬂwﬁw%=f(xy).

T +y

Viel Gliick!



SMO Finalrunde 2007

zweite Priifung - 24. Méarz 2007

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10.

. Drei gleich grosse Kreise ki, ko, k3 schneiden sich nichttangential in einem Punkt P.

Seien A und B die Mittelpunkte der Kreise k1 und ks. Sei D bzw. C der von P ver-
schiedene Schnittpunkt von k3 mit ky bzw. ky. Zeige, dass ABC' D ein Parallelogramm
ist.

a+b+c

.. Beweise,

Seien a, b, ¢ nichtnegative reelle Zahlen mit arithmetischem Mittel m =
dass gilt

\/a+m+\/b+m+\/c+m§3\/m+\/m+\/ﬁ.

Sei M C {1,2,3,...,2007} eine Menge mit folgender Eigenschaft: Unter je drei Zahlen
aus M kann man stets zwei auswéhlen, sodass die eine durch die andere teilbar ist.
Wieviele Zahlen kann M hochstens enthalten?

Finde alle Paare (a,b) natiirlicher Zahlen, sodass
a® + 1
2ab? + 1
eine ganze Zahl ist.

Die Ebene wird in gleichseitige Dreiecke der Seitenldnge 1 unterteilt. Betrachte ein
gleichseitiges Dreieck der Seitenldnge n, dessen Seiten auf den Gitterlinien liegen. Auf
jedem Gitterpunkt auf dem Rand und im Innern dieses Dreiecks liegt ein Stein. In
einem Spielzug wird ein Einheitsdreieck ausgewéhlt, welches auf genau 2 Fcken mit
einem Stein belegt ist. Die beiden Steine werden entfernt, und auf die dritte Ecke wird
ein neuer Stein gelegt. Fiir welche n ist es moglich, dass nach endlich vielen Spielziigen
nur noch ein Stein iibrig bleibt?

Viel Gliick!



IMO Selektion 2007

erste Priifung - 5. Mai 2007

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei ABCD ein Trapez mit AB || CD und AB > CD. Die Punkte K und L liegen auf
den Seiten AB bzw. CD mit AK/KB = DL/LC'. Die Punkte P und @ liegen so auf
der Strecke KL, dass gilt

LAPB = /ZBCD und 0QD = LABC.

Zeige, dass die Punkte P, @), B und C' auf einem Kreis liegen.

2. Bestimme die beiden kleinsten natiirlichen Zahlen, die sich in der Form 7m? — 11n?
mit natiirlichen Zahlen m und n schreiben lassen.

3. Wir nennen zwei Personen ein befreundetes Paar, wenn sie sich kennen, und wir nennen
sie ein nichtbefreundetes Paar, wenn sie sich nicht kennen (befreundet sein oder nicht
befreundet sein ist dabei immer gegenseitig). Seien m,n natiirliche Zahlen. Finde die
kleinste natiirliche Zahl k, sodass Folgendes gilt: In jeder Gruppe von k Leuten gibt es
stets 2m Leute, die m disjunkte befreundete Paare bilden, oder es gibt 2n Leute, die
n disjunkte nichtbefreundete Paare bilden.



IMO Selektion 2007

zweite Priifung - 6. Mai 2007

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

4. Ein Paar (r, s) natiirlicher Zahlen heisst gut, falls ein Polynom P mit ganzen Koeffi-
zienten und paarweise verschiedene ganze Zahlen aq,...,a, und by,...,bs existieren,
sodass gilt

P(ay) = P(as) = ... = P(a,) =2 und P(by) = P(bs) =...= P(bs) = 5.

(a) Zeige, dass fiir jedes gute Paar (r, s) natiirlicher Zahlen r, s < 3 gilt.

(b) Bestimme alle guten Paare.

5. Seien n > 1 und m natiirliche Zahlen. Ein Parlament besteht aus mn Abgeordneten,
die 2n Kommissionen gebildet haben, sodass gilt:
(i) Jede Kommission besteht aus m Abgeordneten.
(ii) Jeder Abgeordnete ist Mitglied in genau 2 Kommissionen.
(iii) Je zwei Kommissionen haben hochstens ein gemeinsames Mitglied.

Bestimme in Abhéngigkeit von n den grosstmoglichen Wert von m, sodass dies moglich
ist.

6. Seien a, b, c positive reelle Zahlen mit a + b+ ¢ > abc. Beweise, dass von den folgenden
drei Ungleichungen mindestens zwei richtig sind:

2 3 6 2 3 6 2 3 6
“+-+->6, F+-4+->6, -+-—+->6.
a b ¢ b ¢ a c a b



IMO Selektion 2007

dritte Priifung - 19. Mai 2007

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

7. Sei ay,asg, ..., a7 eine Folge, die jede der Zahlen 1,2,...,2007 genau einmal enthélt.
Es wird nun wiederholt folgende Operation ausgefiihrt: Ist das erste Folgeglied gleich
n, dann wird die Reihenfolge der ersten n Folgeglieder umgekehrt. Zeige, dass die Folge
nach endlich vielen solchen Operation mit der Zahl 1 beginnt.

8. Sei ABCDE ein konvexes Fiinfeck mit
/BAC = /CAD = /DAE und /JABC = /ZACD = ZADE.

Die Diagonalen BD und CFE treffen sich in P. Zeige, dass die Gerade AP die Seite
CD in deren Mittelpunkt schneidet.

9. Bestimme alle natiirlichen Zahlen n, fiir die genau eine ganze Zahl a mit 0 < a < n!
existiert, sodass gilt
n!|a" + 1.



IMO Selektion 2007

vierte Priifung - 20. Mai 2007

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10. Fiir eine natiirliche Zahl n sei

k=1

Beweise, dass es unendlich viele natiirliche Zahlen m gibt, fiir die die Ungleichung
f(m) < f(m+ 1) gilt, und dass es unendlich viele natiirlichen Zahlen m gibt, fiir die
die Ungleichung f(m) > f(m + 1) gilt.

11. Finde alle Funktionen f : RT — R, sodass fiir alle z,y > 0 gilt

Fla?) = f@)O.

12. Im Dreieck ABC sei J der Mittelpunkt des Ankreises, welcher die Seite BC' in A; und
die Verlangerungen der Seiten AC' und AB in B; bzw. C} beriihrt. Die Gerade A;B;
schneide die Gerade AB rechtwinklig in D. Sei F die Projektion von C} auf die Gerade
DJ. Bestimme die Grosse der Winkel Z/BFEA; und ZAFE B;.



SMO - Vorrunde

Lausanne, Ziirich - 12. Januar 2008

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Gegeben sind fiinf positive Teiler von 102°%. Zeige, dass es zwei dieser Teiler gibt, deren
Produkt eine Quadratzahl ist.

2. Ein Weg in der Ebene fithrt vom Punkt (0,0) zum Punkt (6,6), wobei man in jedem
Schritt entweder um 1 nach rechts oder um 1 nach oben gehen kann. Wieviele Wege
gibt es, die weder den Punkt (2,2) noch den Punkt (4, 4) enthalten?

3. Sei ABC'D ein Sehnenviereck mit C'D < AD und C'D < BC'. Die Diagonalen AC und
BD schneiden sich im Punkt S. Die Spiegelung der Gerade AB an AC' sei e und die
Spielgelung der Geraden AB an BD sei f. Die Gerade C'D schneide e und f in den
Punkten E bzw. F. Beweise, dass das Dreieck SEF' gleichschenklig ist.

4. Finde alle natiirlichen Zahlen n, sodass die Anzahl positiver Teiler von n gleich dem
drittkleinsten positiven Teiler von n ist.

5. Ein quadratisches Spielbrett besteht aus 2n x 2n Feldern. Es sollen n dieser Felder
markiert werden, sodass keine zwei markierten Felder in derselben oder benachbarten
Zeilen liegen, und sodass auch keine zwei markierten Felder in derselben oder benach-
barten Spalten liegen. Auf wieviele Arten ist dies moglich?

Viel Gliick!



SMO Finalrunde 2008

erste Priifung - 14.Mérz 2008

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei ABC' ein Dreieck mit ¢ BAC # 45° und ¢ ABC # 135°. Sei P der Punkt auf
der Geraden AB mit ¢ CPB = 45°. Seien O; und Oy die Umkreismittelpunkte der
Dreiecke AC'P und BCP. Zeige, dass die Fliache des Vierecks CO; PO, gleich gross ist
wie die Fliche des Dreiecks ABC'.

2. Bestimme alle Funktionen f : RT™ — R*, sodass fiir alle z,y > 0 gilt:

wf(y) +yf(x)
; .

flzy) <

3. Zeige, dass jede Zahl der Form

25

> 4545..

durch 2008 teilbar ist, wobei die Exponententiirme beliebige, voneinander unabhéngige
Hohen > 3 haben.

4. Betrachte drei Seiten eines n x n x n-Wiirfels, die an einer der Wiirfelecken zusam-
menstossen. Fiir welche n ist es moglich, diese vollstindig und {iberlappungsfrei mit
Papierstreifen der Grosse 3 x 1 zu bedecken? Die Papierstreifen kénnen dabei auch
iiber die Kanten zwischen diesen Wiirfelseiten hinweggeklebt werden.

5. Sei ABCD ein Quadrat mit Seitenlinge 1. Bestimme den geometrischen Ort aller
Punkte P mit der Eigenschaft

AP-CP+BP-DP =1.



SMO Finalrunde 2008

zweite Priifung - 15. Marz 2008

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10.

. Bestimme alle ungeraden natiirlichen Zahlen der Form

p+q
pP—q
wobei p > ¢ Primzahlen sind.
Ein 8 x 11-Rechteck aus Einheitsquadraten wird irgendwie in 21 zusammenhéngen-

de Teile zerlegt. Beweise, dass mindestens zwei dieser Teile bis auf Rotationen und
Spiegelungen dieselbe Form haben.

. Sei ABCDEF ein konvexes Sechseck, das einen Umkreis besitzt. Beweise, dass sich

die Diagonalen AD, BE und C'F genau dann in einem Punkt schneiden, wenn gilt

AB CD EF

BC DE FA _©

. Betrachte sieben verschiedene Geraden in der Ebene. Ein Punkt heisst gut, falls er

auf mindestens drei dieser Geraden liegt. Bestimme die grosstmogliche Anzahl guter
Punkte.

Finde alle Paare («, ) von positiven reellen Zahlen mit folgenden Eigenschaften:
(a) Fiir alle positiven reellen Zahlen x,y, z, w gilt
4+ y? + 22+ wb > a(ryzw)’.

(b) Es gibt ein Quadrupel (z,y,z,w) von positiven reellen Zahlen, sodass in (a)
Gleichheit gilt.



IMO Selektion 2008

erste Priifung - 17. Mai 2008

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Finde alle Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen, sodass gilt:

albc—1, b|ca—1, clab—1.

2. Seien m,n natiirliche Zahlen. Betrachte ein quadratisches Punktgitter aus (2m + 1) x
(2n + 1) Punkten in der Ebene. Eine Menge von Rechtecken heisst gut, falls folgendes
gilt:

(a) Fir jedes der Rechtecke liegen die vier Eckpunkte auf Gitterpunkten und die
Seiten parallel zu den Gitterlinien.

(b) Keine zwei der Rechtecke haben einen gemeinsamen Eckpunkt.

Bestimme den grosstmoglichen Wert der Summe der Flachen aller Rechtecke in einer
guten Menge.

3. Sei ABC' ein Dreieck mit ZABC # ZBCA. Der Inkreis k des Dreiecks ABC' beriihre
die Seiten BC, C'A bzw. AB in den Punkten D, E bzw. F. Die Strecke AD schneide
k ein weiteres Mal in P. Sei ) der Schnittpunkt von F'F mit der Rechtwinkligen zu
AD durch P. Sei X bzw. Y der Schnittpunkt von AQ mit DE bzw. mit DF. Zeige,
dass A der Mittelpunkt der Strecke XY ist.



IMO Selektion 2008

zweite Priifung - 18. Mai 2008

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

4. Zwei Kreise k1 und k5 schneiden sich in A und B. Sei r eine Gerade durch B, die k; in
C und k5 in D schneidet, so dass B zwischen C' und D liegt. Sei s die Gerade parallel
zu AD, die ky in E beriihrt und zu AD den kleinstmdoglichen Abstand hat. Die Gerade
AE schneidet ky in F'. Sei t die Tangente zu ko durch F. Beweise dass gilt:

(a) Die Gerade t ist parallel zu AC.

(b) Die Geraden r, s und ¢ schneiden sich in einem Punkt.

5. Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Beweise die folgende Ungleichung;:

a b c 1
+ + <—=Vva+b+e
V3a+2b+c¢ V3b+2c+a V3c+2a+b " V2

6. Ein regulédres 2008-Eck wird irgendwie mit 2005 sich nicht schneidenden Diagonalen in
lauter Dreiecke zerlegt. Bestimme die kleinstmogliche Anzahl nicht gleichschenkliger
Dreiecke, die in einer solchen Zerlegung auftreten kénnen.



IMO Selektion 2008

dritte Priifung - 24. Mai 2008

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

7. Seien a, b natiirliche Zahlen. Zeige, dass man die ganzen Zahlen mit drei Farben fiarben
kann, sodass zwei ganze Zahlen mit Differenz a oder b stets verschieden gefarbt sind.

8. Sei ABC' ein Dreieck und D ein Punkt im Innern der Strecke BC'. Sei X ein weiterer
Punkt im Innern der Strecke BC' verschieden von D und sei Y der Schnittpunkt von
AX mit dem Umkreis von ABC'. Sei P der zweite Schnittpunkt der Umkreise von
ABC und DXY . Beweise, dass P unabhéngig von der Wahl von X ist.

9. Sei R™ die Menge der positiven reellen Zahlen. Bestimme alle Funktionen f : RT — R,
sodass fiir alle x,y > 0 gilt

flz+fy) = flx+y) + fly)



IMO Selektion 2008

vierte Priifung - 25. Mai 2008

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10.

11.

12.

Sei P(z) = 2* — 223 + pr + ¢ ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dessen Nullstellen
alle reell sind. Zeige, dass die grosste dieser Nullstellen im Intervall [1,2] liegt.

Sei A = (ay,as,...,a,) eine Folge ganzer Zahlen. Der Nachfolger von A ist die Folge
A" = (a},dl, ..., a),) mit

a, = {i <kl|a; <ap}|—|{i >k|a>a}|

Sei Aj eine endliche Folge ganzer Zahlen und fiir £ > 0 sei Ag; = A} der Nachfolger
von Ay. Zeige, dass eine natiirliche Zahl m existiert mit A,, = A,,11.

Seien x,y,n natiirliche Zahlen mit x > 3, n > 2 und
P+ 5=y"

Zeige, dass jeder Primteiler p von n die Kongruenz p =1 (mod 4) erfiillt.



SMO - Vorrunde

Bellinzona, Lausanne, Ziirich - 10. Januar 2009

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Finde alle natiirlichen Zahlen n > 1, sodass (n — 1)! durch n teilbar ist.

2. Betrachte n Kinder, von denen keine zwei gleich gross sind. Wie viele Moglichkeiten
gibt es, diese Kinder in eine Reihe zu stellen, sodass jedes Kind ausser dem grossten
einen Nachbarn besitzt, der grosser ist als es.

3. Sei ABC ein Dreieck mit ZBAC = 60°. Die Punkte D und FE liegen auf den Seiten
AC bzw. AB. Die Geraden BD und C'E schneiden den Umkreis von ABC' in den
weiteren Punkten X bzw. Y. Der Schnittpunkt von BD und CE sei S. Beweise, dass
die Geraden BY und C'X genau dann parallel sind, wenn AESD ein Sehnenviereck ist.

4. Finde alle Paare (a,b) natiirlicher Zahlen, sodass die folgende Gleichung erfiillt ist:

Gabe

5. Fiir welche natiirlichen Zahlen m, n lédsst sich ein m x n-Rechteck mit lauter Quadraten
der Seitenldnge 2 oder 3 liickenlos und iiberlappungsfrei bedecken?

Viel Gliick!



SMO Finalrunde 2009

erste Priifung - 13.Mérz 2009

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei P ein regulédres Sechseck. Fiir einen Punkt A seien d; < dy < ... < dg die Abstdnde
von A zu den sechs Eckpunkten von P, der Grosse nach geordnet. Finde den geome-
trischen Ort aller Punkte A im Innern oder auf dem Rand von P, sodass

(a) d3 den kleinstmoglichen Wert annimmt.

(b) dy4 den kleinstméglichen Wert annimmt.

2. Ein Palindrom ist eine natiirliche Zahl, die im Dezimalsystem vorwérts und riickwérts
gelesen gleich gross ist (z.B. 1129211 oder 7337). Bestimme alle Paare (m, n) natiirlicher
Zahlen, sodass

(L1...11)-(11...11)
— =

ein Palindrom ist.

3. Seien a, b, ¢, d positive reelle Zahlen. Beweise die folgende Ungleichung, und bestimme
alle Félle, in denen das Gleichheitszeichen steht:

a—b+b—c+c—d+d—a>0
b+c¢c c¢c+d d+a a+b

4. Sei n eine natiirliche Zahl. Jedes Feld eines n x n-Quadrates enthélt eines von n ver-
schiedenen Symbolen, sodass jedes der Symbole in genau n Feldern steht. Zeige, dass
eine Zeile oder eine Spalte existiert, die mindestens y/n verschiedene Symbole enthélt.

5. Sei ABC' ein Dreieck mit AB # AC' und Inkreismittelpunkt I. Der Inkreis beriihre
BC bei D. Der Mittelpunkt von BC' sei M. Zeige, dass die Gerade I M die Strecke AD
halbiert.



SMO Finalrunde 2009

zweite Priifung - 14. Marz 2009

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10.

Finde alle Funktionen f : R.g — R.q, welche fiir alle x > y > 2z > 0 die folgende
Gleichung erfiillen:

flx—y+2z)=flx)+ fly) + f(2) =2y —yz + 2z

Die Punkte A, M;, M, und C' liegen in dieser Reihenfolge auf einer Geraden. Sei k;
der Kreis mit Mittelpunkt M; durch A und ky der Kreis mit Mittelpunkt Ms durch C.
Die beiden Kreise schneiden sich in den Punkten E und F'. Eine gemeinsame Tangente
an ki und ks beriihre k; in B und ko in D. Zeige, dass sich die Geraden AB, C'D und
EF in einem Punkt schneiden.

. Gegeben ist ein Bodengrundriss, der aus n Einheitsquadraten zusammengesetzt ist.

Albert und Berta mochten diesen Boden mit Kacheln bedecken, wobei alle Kacheln die
Form eines 1 x 2-Dominos oder eines T-Tetrominos haben. Albert hat nur Kacheln von
einer Farbe zur Verfiigung, Berta hingegen hat Dominos in zwei Farben und Tetromi-
nos in vier Farben zur Verfiigung. Albert kann diesen Bodengrundriss in a Arten mit
Kacheln bedecken, Berta auf b Arten. Unter der Annahme, dass a # 0 gilt, bestimme
das Verhéltnis b/a.

. Finde alle injektiven Funktionen f : N — N, sodass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

fn)+n

s < 51

Sei n > 3 eine natiirliche Zahl. Beweise, dass 4" + 1 einen Primteiler > 20 besitzt.



IMO Selektion 2009

erste Priifung - 16. Mai 2009

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei GERMANY ISHOT ein regulires Zwolfeck. Die Geraden GN und M I schneiden
sich im Punkt P. Beweise, dass

(a) der Umbkreis von Dreieck GIP gleich gross ist wie der Umkreis von

GERMANYISHOT.
(b) die Strecke PA gleich lang ist wie eine Seite von GERMANY ISHOT.

2. Finde alle Paare (m,n) ungerader natiirlicher Zahlen mit m,n < 2009 und

m|n*+8, n|m?®+8.

3. Sei n eine natiirliche Zahl. Bestimme die Anzahl Permutationen (ay, ..., a,) der Menge
{1,2,...,n} mit der folgenden Eigenschaft:

2(a; + ...+ ag) ist durch k teilbar Vk € {1,2,...,n}.



IMO Selektion 2009

zweite Priifung - 17. Mai 2009

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

4. Fiir welche natiirlichen Zahlen n existiert ein Polynom P(z) mit ganzen Koeffizienten,
sodass P(d) = (n/d)? gilt fiir alle positiven Teiler d von n?

5. Sei ABCD ein konvexes Viereck und seien P und () Punkte innerhalb des Vierecks
ABCD, so dass PQDA und QQ PBC Sehnenvierecke sind. Nehme an, dass ein Punkt £
auf der Strecke P() existiert, so dass ZPAE = ZQDFE und Z/ZPBE = ZQCE. Zeige,
dass ABC'D ein Sehnenviereck ist.

6. Sei P die Menge der ersten 2009 Primzahlen und sei X die Menge aller natiirlichen
Zahlen, welche nur Primfaktoren aus P besitzen. Bestimme alle natiirlichen Zahlen
k, fiir die eine Funktion f : X — X existiert, welche fiir alle m,n € X die folgende
Gleichung erfiillt:

f(mf(n)) = f(m)n*.



IMO Selektion 2009

dritte Priifung - 23. Mai 2009

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

7. Betrachte eine Menge A von 2009 Punkte in der Ebene, von denen keine drei auf einer
Geraden liegen. Ein Dreieck, dessen Eckpunkte alle in A liegen, heisst internes Drei-
eck. Beweise, dass jeder Punkt aus A im Innern einer geraden Anzahl interner Dreiecke
enthalten ist.

8. Finde alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle reellen z,y die folgende Gleichung
erfiilllt ist:

f(f(x) = f(w) = (& —y)* f(x+y).

9. In einem spitzwinkligen Dreieck ABC' seien BE und C'F' Hohen. Zwei Kreise durch
A und F berithren die Gerade BC bei P und @, so dass B zwischen C und @ liegt.
Beweise, dass sich die Geraden PE und QF auf dem Umkreis von AEF schneiden.



IMO Selektion 2009

vierte Priifung - 24. Mai 2009

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10. Sei n eine natiirliche Zahl und seien a, b zwei verschiedene ganze Zahlen mit folgender
Eigenschaft: Fiir jede natiirliche Zahl m ist o™ — ™ durch n™ teilbar. Zeige, dass a, b
beide durch n teilbar sind.

11. Betrachte n kollineare Punkte P;,..., P, und alle Kreise mit Durchmesser P;P; fiir
1 < i < j < n. Jeder dieser Kreise wird mit einer von k Farben gefarbt. Eine solche
Menge von geférbten Kreisen heisst ein (n, k)- Gewusel. Eine einfarbige Acht sind zwei
Kreise derselben Farbe, die sich dusserlich tangential beriihren. Zeige, dass genau dann
jedes (n, k)-Gewusel eine einfarbige Acht enthélt, wenn n > 2% gilt.

12. Seien x,y, z reelle Zahlen, welche die Gleichung = + y + 2z = zy + yz + zx erfiillen.
Beweise die Ungleichung

x n Y z S 1
24+1  y2+1 22417 2




SMO - Vorrunde

Bellinzona, Lausanne, Ziirich - 9. Januar 2010

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Bestimme alle Losungen in natiirlichen Zahlen der Gleichung

ab+bc+ca=2(a+b+c).

2. Sei g eine Gerade in der Ebene. Die Kreise k; und k5 liegen auf derselben Seite von g
und beriihren g in den Punkten A respektive B. Ein weiterer Kreis k3 beriihre &y in D
und ko in C. Beweise dass gilt:

(a) Das Viereck ABCD ist ein Sehnenviereck.
(b) Die Geraden BC und AD schneiden sich auf k.

3. Auf wieviele Arten kann man jeder Ecke eines Wiirfels eine der Zahlen 1,2,3,...,10
zuordnen, sodass keine Zahl mehrfach verwendet wird, und so dass fiir jede Seitenfliche
die Summe der Zahlen in den vier angrenzenden Ecken ungerade ist?

4. Finde alle Paare (u,v) natiirlicher Zahlen, sodass

uv®

u2 + v?

eine Primpotenz ist.

5. Ein Schweizerkreuz besteht aus fiinf Einheitsquadraten, einem zentralen und vier seit-
lich angrenzenden. Bestimme die kleinste natiirliche Zahl n mit folgender Eigenschaft:
Unter je n Punkten im Innern oder auf dem Rand eines Schweizerkreuzes gibt es stets
zwei, deren Abstand kleiner als 1 ist.

Viel Gliick!



SMO Finalrunde 2010

erste Priifung - 12.Mérz 2010

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Drei Spielsteine liegen auf der Zahlengeraden in ganzzahligen Punkten. In einem Zug
kann man zwei Steine auswéhlen und einen davon um eins nach rechts, den anderen um
eins nach links verschieben. Fiir welche Anfangspositionen kann man mit einer Folge
von Ziigen alle Spielsteine in einen Punkt schieben?

2. Sei ABC ein Dreieck mit Inkreismittelpunkt I und AB # AC. Der Inkreis beriihre
die Seiten BC, C A bzw. AB bei D, E bzw. F. Sei M der Mittelpunkt von E'F. Die
Gerade AD schneide den Inkreis bei P # D. Beweise, dass PM D ein Sehnenviereck
1st.

3. Sei n eine natiirliche Zahl. Bestimme die Anzahl Paare (a,b) natiirlicher Zahlen, fiir
die gilt
(4a — b)(4b — a) = 2010".

4. Seien z,y, z > 0 reelle Zahlen mit xzyz = 1. Beweise die Ungleichung

r+y—1)? +z—1)? + 2 —1)?
@ty=-1* @+z-1° (e+z-1
z T Y

>r+y+z.

5. Betrachte die Eckpunkte eines reguldren n-Ecks und verbinde diese mit Seiten oder
Diagonalen irgendwie zu einem geschlossenen Streckenzug, der jede Ecke genau ein-
mal durchlauft. Ein paralleles Paar ist eine Menge von zwei verschiedenen parallelen
Strecken in diesem Streckenzug. Zeige:

(a) Ist n gerade, dann gibt es stets mindestens ein paralleles Paar.

(b) Ist n ungerade, dann existiert nie genau ein paralleles Paar.



SMO Finalrunde 2010

zweite Priifung - 13. Marz 2010

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10.

. Finde alle Funktionen f: R — R, sodass fiir alle reellen z,y die folgende Gleichung

erfiillt ist:
f(f(@)+ f(f(y) =2y + fz —y).

Seien m, n natiirliche Zahlen, sodass m+n-+1 prim ist und ein Teiler von 2(m?+n?)—1.
Zeige, dass m = n gilt.

. In einem Dorf mit mindestens einem Einwohner gibt es mehrere Vereine. Jeder Einwoh-

ner des Dorfes ist Mitglied in mindestens k Vereinen und je zwei verschiedene Vereine
haben hochstens ein gemeinsames Mitglied. Zeige dass mindestens k dieser Vereine

dieselbe Anzahl Mitglieder haben.

. Seien k und k' zwei konzentrische Kreise mit Mittelpunkt O. Der Kreis k" sei grosser als

der Kreis k. Eine Gerade durch O schneide k£ in A und £" in B, sodass O zwischen A und
B liegt. Eine andere Gerade durch O schneidet k£ in E und &’ in F, sodass E zwischen
O und F liegt. Zeige, dass sich der Umkreis von OAFE, der Kreis mit Durchmesser AB
und der Kreis mit Durchmesser E'F' in einem Punkt schneiden.

Sei n > 3 und sei P ein konvexes n-Eck. Beweise, dass sich P mit Hilfe von n — 3
sich nicht schneidenden Diagonalen in Dreiecke zerlegen ldsst, sodass der Umkreis von
jedem dieser Dreiecke ganz P enthélt. Wann existiert genau eine solche Zerlegung?



IMO Selektion 2010

erste Priifung - 8. Mai 2010

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei m = (ay,as, . ..,a,) eine Permutation der Zahlen 1,2, ... n. Die Verwuselung von

ist die Anzahl Paare (7, j) natiirlicher Zahlen mit 1 <14 < j <n und a; < a,. Beweise,
dass fiir jede natiirliche Zahl k mit 0 < k < (g) eine Permutation der Zahlen 1,2,... n
mit Verwuselung £ existiert.

. Sei AB ein Durchmesser des Kreises k. Sei t die Tangente an k£ im Punkt B und seien
C, D zwei Punkte auf ¢, sodass B zwischen C' und D liegt. Die Geraden AC bzw. AD
schneiden k& nochmals in den Punkten E bzw. F'. Die Geraden DE bzw. C'F' schneiden
k nochmals in den Punkten G bzw. H. Beweise, dass die Strecken AG und AH dieselbe
Léange haben.

. Eine natiirliche Zahl x heisst gut, falls  das Produkt einer geraden Anzahl (nicht
notwendig verschiedener) Primzahlen ist. Seien a,b natiirliche Zahlen und definiere
m(z) = (z + a)(z +b).

(a) Beweise, dass zwei verschiedene natiirliche Zahlen a, b existieren, sodass
m(1),m(2),...,m(2010)

alles gute Zahlen sind.
(b) Ist m(x) gut fiir jede natiirliche Zahl z, dann gilt a = b.



IMO Selektion 2010

zweite Priifung - 9. Mai 2010

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

4. Die Punkte XY, Z liegen in dieser Reihenfolge auf einer Geraden mit |XY| # |Y Z].
Sei ki bzw. ky der Kreis mit Durchmesser XY bzw. Y Z. Die Punkte A; und B; bzw.
Ag und Bs liegen auf ky bzw. ko, sodass

AA1YA2 - 431YBQ - 900

gilt. Zeige, dass sich die beiden Geraden A;As und B; B auf XY schneiden.

5. Sei P eine endliche Menge von Primzahlen und sei ¢(P) die grosstmogliche Anzahl
aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen, sodass jede dieser Zahlen durch mindestens
eine Primzahl aus P teilbar ist. Beweise die Ungleichung ¢(P) > |P| und zeige, dass
genau dann Gleichheit gilt, wenn das kleinste Element von P grosser ist als |P|.

6. Finde alle positiven reellen Losungen (a, b, ¢, d) der Gleichung

a? — bd n b — ca n 2 —db n d? — ac B
b+2+d c¢+2d+a d+2a+b a+2b+c




IMO Selektion 2010

dritte Priifung - 23. Mai 2010

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

7. In einem Land gibt es endlich viele Stddte und endlich viele Strassen. Jede Stras-
se verbindet zwei verschiedene Stiddte und je zwei Stédte sind durch hochstens eine
Strasse verbunden. Alle Strassen konnen in beide Richtungen befahren werden und
das Strassennetz ist so eingerichtet, dass man jede Stadt von jeder anderen Stadt aus
(moglicherweise iber Umwege) erreichen kann. Fiir jede Stadt gibt es zudem eine ge-
rade Anzahl Strassen, die von dieser Stadt wegfiihren.

Die Regierung beschliesst nun, sdmtliche Strassen zu Einbahnstrassen umzubauen. Dies
soll so geschehen, dass fiir jede Stadt die Anzahl herausfithrender Strassen gleich gross
ist wie die Anzahl hineinfithrender Strassen.

(a) Zeige, dass dies stets moglich ist.

(b) Zeige, dass man immer noch jede Stadt von jeder anderen aus erreichen kann,
egal wie die Regierung ihren Plan umsetzt.

8. Finde alle Funktionen f : R — R, die fiir alle reellen z,y die folgende Gleichung
erfiillen:

[t +yt) =2 f (@) + o f(vP).

9. Sei ABC' ein spitzwinkliges Dreieck mit Hohenschnittpunkt H. Eine Gerade durch
H schneide AB bzw. AC in den Punkten D bzw. E, so dass |[AD| = |AE)| gilt. Die
Winkelhalbierende von ZBAC' schneide den Umkreis von ADFE im Punkt K # A.
Zeige, dass H K die Strecke BC' halbiert.



IMO Selektion 2010

vierte Priifung - 24. Mai 2010

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10. Sei P ein relles Polynom, sodass fiir alle reellen « die Gleichung P(z) = P(1 — x) gilt.
Beweise, dass ein reelles Polynom @) existiert mit

P(z) = Q(z(1 — z)).

11. Finde alle ganzen Zahlen n, sodass 2" 4 3" 4 6" das Quadrat einer rationalen Zahl ist.

12. Bananen, Apfel und Orangen sind irgendwie auf 100 Kisten verteilt. Beweise, dass man
51 Kisten auswéhlen kann, die zusammen mindestens die Hélfte der Friichte von jeder
Sorte enthalten.



SMO - Vorrunde

Bellinzona, Lausanne, Ziirich - 8. Januar 2011

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sei ABC ein Dreieck mit ZCAB = 90°. Der Punkt L liegt auf der Seite BC. Der Um-
kreis des Dreiecks ABL schneidet die Gerade AC' in M und der Umkreis des Dreiecks
CAL schneidet die Gerade AB in N. Nehme an, N liege im Inneren der Seite AB
und M auf der Verldngerung der Seite AC. Zeige, dass L, M und N auf einer Geraden
liegen.

2. Finde alle natiirlichen Zahlen n, sodass n® das Produkt aller positiven Teiler von n ist.

3. An der Tafel stehen 11 natiirliche Zahlen. Zeige, dass man aus diesen Zahlen einige
(vielleicht alle) wihlen und dazwischen die Zeichen + und — so platzieren kann, dass
das Ergebnis durch 2011 teilbar ist.

4. Gegeben ist eine ringférmige Busroute mit n > 2 Haltestellen, welche in beide Richtun-
gen befahren werden kann. Die Strecke zwischen zwei benachbarten Haltestellen nennen
wir Abschnitt. Eine der Haltestellen heisst Ziirich. Ein Bus soll in Ziirich starten, dann
exakt n 42 Abschnitte weit fahren und sich am Ende wieder in Ziirich befinden. Dabei
muss er jede Haltestelle mindestens einmal besuchen. Er kann bei jeder Haltestelle
wenden. Wie viele mogliche Fahrtrouten gibt es?

5. Sei ABCD ein Sehnenviereck, sodass sich die Spiegelungen der Geraden AB an den
Winkelhalbierenden der Winkel ZC'AD und ZCBD in einem Punkt P schneiden. Sei
O das Zentrum des Umkreises von ABCD. Zeige, dass OP und C'D rechtwinklig auf-

einander stehen.

Viel Gliick!



IMO Selektion 2011

erste Priifung - 7. Mai 2011

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Finde alle Paare von Primzahlen (p,q) mit 3 fp + 1 so dass

pP+1
q

das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist.

2. Die Gerade g schneide den Kreis k in den Punkten A und B. Die Mittelsenkrechte der Strecke
AB schneide k noch einmal in C und D. Sei nun P ein weiterer Punkt auf g, der ausserhalb
von k liegt. Die Parallelen zu CA und C'B durch P schneiden die Geraden CB und C'A in
den Punkten X und Y. Beweise, dass XY senkrecht auf PD steht.

3. Betrachte ein Spielbrett mit ungeraden Seitenléngen, das in Einheitsquadrate aufgeteilt ist.
Das Brett ohne ein Eckfeld wird irgendwie mit Dominos bedeckt. Man kann nun in einem
Zug ein Domino in Langsrichtung um eins verschieben, sodass das vorher leere Feld bedeckt
wird, dafiir ein neues (zwei Felder davon entfernt) frei wird. Beweise, dass das leere Feld mit
einer Folge von Ziigen in jede beliebige Ecke des Brettes verschoben werden kann.
Bemerkung: Ein Domino besteht aus aus zwei Einheitsquadraten mit einer gemeinsamen Seite.

Viel Gliick !



IMO Selektion 2011

zweite Priifung - 8. Mai 2011

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

4. Sei n ein natiirliche Zahl. In einem Affenkifig mit n Affen stehen n Kletterstangen. Damit die
Affen etwas Bewegung bekommen platzieren die Wirter zur Fiitterung jeweils eine Banane
oben an jeder Stange. Zusétzlich verbinden sie die Stangen mit einer endlichen Anzahl Seile,
sodass zwei verschiedene Seilenden an verschiedenen Punkten festgemacht werden. Wenn ein
Affe eine Stange hochklettert und ein Seil findet, kann er nicht widerstehen und wird sich
iiber das Seil hangeln bevor er seinen Aufstieg fortsetzt. Jeder Affe startet bei einer anderen
Stange. Zeige, dass jeder Affe einen Banane kriegt.

5. Finde natiirliche Zahlen a, b, ¢, so dass die Quersumme von a+ b, b+ c und c+ a jeweils kleiner
als 5 ist, die Quersumme von a + b + ¢ aber grosser als 50.

6. Finde alle Funktionen f : Q% — QT so dass fiir alle positiven rationalen Zahlen x,y gilt

f(f(x)y) = 2° f(xy).

Viel Gliick !



IMO Selektion 2011

dritte Priifung - 21. Mai 2011

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

7. Finde alle Polynome P # 0 mit reellen Koeffizienten, welche die folgende Bedingung erfiillen:

P(P(k)) = P(k)? fiir k =0,1,2,...,(deg P)?

8. Zeige, dass es mehr als 10'3 Moglichkeiten gibt, 81 Kénige so auf einem 18 x 18 Schachbrett
zu platzieren, dass sich keine zwei Konige attackieren.
Bemerkung: Zwei Konige konnen sich attackieren, falls die Felder, auf denen sie stehen, eine
gemeinsame Seite oder eine gemeinsame Ecke besitzen.

9. In einem Dreieck ABC mit AB # AC sei D die Projektion von A auf BC'. Ferner seien E, F’
die Mittelpunkte der Strecken AD bzw. BC und G die Projektion von B auf AF. Zeige, dass
die Gerade EF' die Tangente im Punkt F' an den Umkreis des Dreiecks GF'C ist.

Viel Gliick !



IMO Selektion 2011

vierte Priifung - 22. Mai 2011

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10. Sei ABCD ein Quadrat und M ein Punkt im Innern der Strecke BC'. Die Winkelhalbierende
des Winkels Z/BAM schneide die Strecke BC' im Punkt E. Ferner schneide die Winkelhalbie-
rende des Winkels /M AD die Gerade C'D im Punkt F'. Zeige, dass AM und EF senkrecht
aufeinander stehen.

11. Seien x1,...,x3 > 0 reelle Zahlen, sodass fiir ¢ = 1,...,8 gilt x; + z;41 + x40 < 1, wobei
r9 = x1 und z19 = x2. Beweise die Ungleichung

8
Zaﬁixiw <1
=1

und finde alle Falle in denen Gleichheit herrscht.

12. Sei a > 1 eine natiirliche Zahl und seien f und g Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten.
Angenommen es gibt eine natiirliche Zahl ng, so dass g(n) > 0 fiir alle n > ny und

f(n) | a?™ —1  fir alle n > no.

Zeige, dass dann f konstant sein muss.

Viel Gliick !



SMO - Vorrunde

Lugano, Lausanne, Ziirich - 14. Januar 2012

Zeit: 3 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Bestimme alle Paare (m,n) natiirlicher Zahlen, sodass (m + 1)(n + 2) durch mn teilbar ist.

2. Gegeben sind 6n Chips in 2n verschiedenen Farben, sodass es von jeder Farbe genau 3 Chips
hat. Diese Chips sollen auf zwei Stapel A und B verteilt werden, sodass beide Stapel dieselbe
Anzahl Chips enthalten und kein Stapel drei gleichfarbige Chips enthélt. Wieviele Moglich-
keiten gibt es, dies zu tun, wenn

a) die Reihenfolge der Chips innerhalb der Stapel keine Rolle spielt?
b) die Reihenfolge wichtig ist?

3. Seien A und B die Schnittpunkte zweier Kreise k und [ mit Zentrum K respektive L. Seien
M und N die Schnittpunkte von k respektive [ mit einer Geraden durch A, sodass A zwischen
M und N liegt. Sei D der Schnittpunkt der Geraden M K und N L. Zeige, dass die Punkte
M, N, B und D auf einem Kreis liegen.

4. Sei ay,ag, ... eine arithmetische Folge ganzer Zahlen. Nehme an, dass fiir 1 < k& < 50 jeweils
ay, durch k teilbar ist.

a) Beweise, dass as; durch 51 und ase durch 52 teilbar ist.
b) Ist ass immer durch 53 teilbar?

Die Folge a1, aq, ... ist arithmetisch, falls die Differenz a;41 — a; fir alle i gleich ist.
5. Ein Brett der Grosse 11 x 11 soll mit Kacheln der Grosse 2 x 2, mit Skew-Tetrominos und

mit L-Triominos iiberlappungsfrei bedeckt werden. Die Kacheln diirfen gedreht und gespiegelt
werden. Wie viele L-Triominos werden dazu mindestens benttigt?

|

Viel Gliick!



SMO Finalrunde 2012

erste Priifung - 9. Mérz 2012

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Es sitzen 2012 Chamaéleons an einem runden Tisch. Am Anfang besitzt jedes die Farbe rot
oder griin. Nach jeder vollen Minute wechselt jedes Chaméleon, welches zwei gleichfarbige
Nachbarn hat, seine Farbe von rot zu griin respektive von griin zu rot. Alle anderen behalten
ihre Farbe. Zeige, dass es nach 2012 Minuten mindestens 2 Chamaéleons gibt, welche gleich
oft die Farbe gewechselt haben.

2. Bestimme alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle z,y € R gilt

f(f(@) +2f(y) = f(22) + 8y + 6.

3. Die Kreise k1 und ko schneiden sich in den Punkten D und P. Die gemeinsame Tangente an
die beiden Kreise auf der Seite von D beriihrt k7 in A und ks in B. Die Gerade AD schneidet
ko ein zweites Mal in C'. Sei M der Mittelpunkt der Sehne BC'. Zeige, dass ZDPM = /BDC
gilt.

4. Zeige, dass es keine unendliche Folge von Primzahlen p1,po,ps,... gibt, welche fiir jedes k
Pr+1 = 2pr — 1 oder pr1q1 = 2py, + 1 erfiillt. Beachte, dass nicht fiir jedes & die gleiche Formel
gelten muss.

5. Sei n eine natiirliche Zahl. Seien A, As, ..., A verschiedene 3-elementige Teilmengen von
{1,2,...,n}, sodass |[A; N A;| # 1 fiir alle 1 <4, j < k. Bestimme alle n, fiir die es n solche
Teilmengen gibt.

Viel Gliick !



SMO Finalrunde 2012

zweite Priifung - 10. Mérz 2012

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

6. Sei ABCD ein Parallelogramm mit mindestens einem Winkel ungleich 90° und k& der Umkreis
des Dreiecks ABC. Sei E der auf k£ diametral gegeniiberliegende Punkt von B. Zeige, dass
der Umkreis des Dreiecks ADFE und k den gleichen Radius haben.

7. Seien n und k natiirliche Zahlen sodass n = 3k 4 2. Zeige, dass die Summe aller Teiler von n
durch 3 teilbar ist.

8. Betrachte einen Wiirfel und zwei seiner Ecken A und B, welche die Endpunkte einer Fléchen-
diagonalen sind. Ein Weg ist eine Folge von Wiirfelecken, wobei in jedem Schritt von einer
Ecke ldngs eine Wiirfelkante zu einer der drei benachbarten Ecken gegangen wird. Sei a die
Anzahl Wege der Liange 2012, die im Punkt A beginnen und in A enden und sei b die Anzahl
Wege der Linge 2012, die in A beginnen und in B enden. Entscheide, welche der beiden
Zahlen a und b die grossere ist.

9. Seien a,b,c > 0 reelle Zahlen mit abc = 1. Zeige

(a+b)? (b+c)? (c+a)2}‘

1+ ab+ bc+ ca > min , ,
ab be ca

Wann gilt Gleichheit?

10. Sei O ein innerer Punkt eines spitzwinkligen Dreiecks ABC. Seien A;, By und C; die Pro-
jektionen von O auf die Seiten BC, AC und AB. Sei P der Schnittpunkt der Senkrechten
zu B1C respektive A;C7 durch die Punkte A respektive B. Sei H die Projektion von P auf
AB. Zeige, dass die Punkte A1, By, Cy und H auf einem Kreis liegen.

Viel Gliick !



IMO Selektion 2012

erste Priifung - 28. April 2012

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Sein > 2 eine natiirliche Zahl. Finde in Abhéngigkeit von n die grosste natiirliche Zahl
d, sodass eine Permutation aq, as, ..., a, der Zahlen 1,2,..., n existiert mit

|ai—ai+1|2d, furz:1,2,,n—1

2. Eine ganze Zahl m ist eine echte Potenz, falls es positive ganze Zahlen a und n gibt,
sodass n > 1 und m = a".

(a) Zeige, dass es 2012 verschiedene positive ganze Zahlen gibt, sodass sich keine
nichtleere Teilmenge davon zu einer echten Potenz aufsummiert.

(b) Zeige, dass es 2012 verschiedene positive ganze Zahlen gibt, sodass sich jede nicht-
leere Teilmenge davon zu einer echten Potenz aufsummiert.

3. Sei ABCD ein Sehnenviereck mit Umkreis k. Sei S der Schnittpunkt von AB und C'D
und 7" der Schnittpunkt der Tangenten an k in A und C. Zeige, dass ADTS genau
dann ein Sehnenviereck ist, wenn BD die Strecke AC' halbiert.

Viel Gliick !



IMO Selektion 2012

zweite Priifung - 29. April 2012

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

4. Im Dreieck ABC sei ZBAC = 60°. Sei E ein Punkt auf der Geraden AB, sodass B
zwischen A und E liegt und BE = B(C' gilt. Analog sei F' ein Punkt auf AC, sodass
C zwischen A und F liegt und CF = BC gilt. Der Umkreis von AC'E schneide FF' in
K. Zeige, dass K auf der Winkelhalbierenden von ZBAC liegt.

5. Sei n > 6 eine natiirliche Zahl. Betrachte eine Menge S von n verschiedenen reellen
Zahlen. Beweise, dass es mindestens n — 1 verschiedene zweielementige Teilmengen von
S gibt, sodass das arithmetische Mittel der beiden Elemente in jeder dieser Teilmengen
mindestens gleich dem arithmetischen Mittel aller Elemente in §' ist.

6. Finde alle surjektiven Funktionen f : R — R, sodass fiir alle x,y € R gilt:

[+ f(x) +2f(y) = f(22) + [(2y)

Viel Gliick !



IMO Selektion 2012

dritte Priifung - 12. Mai 2012

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

7. Seien p, q zwei Primzahlen mit

pq | 2012°PT91 — 1,

Zeige, dass genau eine der Primzahlen 2011 ist.

8. Seien f, g zwei Polynome mit ganzen Koeffizienten und seien a, b ganzzahlige Fixpunkte
von fog. Beweise, dass ganzzahlige Fixpunkte ¢, d von go f existieren mit a+c = b+d.
Hinweis: Fir zwei Polynome p,q ist po q durch (po q)(z) = p(q(x)) definiert.

9. Bestimme die grosste natiirliche Zahl k£ mit der folgenden Eigenschaft: Die Menge der
natiirlichen Zahlen kann so in k disjunkte Teilmengen Ay, ..., A, aufgeteilt werden,
dass sich jede natiirliche Zahl n > 15 fiir jedes i € {1,...,k} als Summe zweier
verschiedener Elemente aus A; schreiben lasst.

Viel Gliick !



IMO Selektion 2012

vierte Priifung - 13. Mai 2012

Zeit: 4.5 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

10. Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit abc > 1. Beweise die Ungleichung

a*—1 bt —1 -1
+ + > 0.
ab3 + abc + ac®  bed + abe + ba®  ca® + abe + cb3

11. Sei I der Inkreismittelpunkt und AD der Durchmesser des Umbkreises eines Dreiecks
ABC'. Seien F und F' Punkte auf den Strahlen BA und C'A mit

AB+ BC+CA
5 :

Zeige, dass sich die Geraden E'F und DI rechtwinklig schneiden.

BE =CF =

12. Finde alle ganzen Zahlen m,n > 2, welche die folgenden zwei Bedingungen erfiillen:
(i) m + 1 ist eine Primzahl von der Form 4k + 3 fiir eine ganze Zahl k.
(ii) Es existiert eine Primzahl p und eine nichtnegative ganze Zahl a mit

2n—1 1

=m" +p“.
m—1 P

Viel Gliick !



