- LETPZIGER VOLESZ

Klaus Kriger
Kellbruchweg 3
BAD DOBERAN
2560

‘Proletarier ailer Lander, vereinigt cach?

EITUNG

Drgavn der Bezirksleitung Leipzig der Sozialistischen Einoheitspariei Deutschlands

SONDERAUSGABE

Mai 1965

Preis 0,50 MDN

Dokumentation:

244 Aufgaben aus
Olympiaden der DDR,
Klassenstufen  und 12

Gerlinde Wubing
Wissenschaftliche Mitarbeiterin
am fnstitut fiir Péidagogik

Liebe zur Mathematik

Was wire Archimedes ohne seine Aus-
bildung an dem hochberihmten Museion
in Alexandria geworden? Hiite Isaac
Newton aus eigner Kraft, . B, als Ro-
- binson auf einec Sidseeinsel, der bedeu-
tende Mathematiker und Naturforscher
werden kénnen? Hiitte sich Evariste
Galois ohne die Anregung seines Lehrers
der Mathematik verschrieben? In diesen
vom historischen Standpunkt térichten
Fragen ist aber der berechtigte Hinweis
auf die anBerordentliche Bedeutung ent-
halten, die dem Bildungswesen und der
Lehrerpersonlichkeit fiir den Entwick-
Jungsgang auch des groBten Talentes zu-
kommt. Sie werden ans eigener Erfah-
rung wissen, liecbe junge Freunde, wie
sehr ihr Verbiltnis szum Fach ;,Mathe®
vom Lehrer abhiingt: versteht er es, Thre
Liebe zur Mathematik zu wecken, bogei-
stert er Sie fir ein zithes Verfolgen kom-
plizierter mathematischer Gedanken-
ginge und das Losen vielfltiger prakti-
scher Probleme, oder bietet er Thnen die
Mathematik dar als eine uniibersehbare
Hiille trockener Rechnereien, deren Zu-
sammenhinge Sie kaum ahnent

Unser Staat ist sich der groBen Bedeu-
tung der Mathematik bewuBt. Ausbil-
dung und Frziehung des Mathematikers
beginnen an den Schulen; daher kommt
der Aushildung der Mathematiklehrer
eine besondere Bedeutung zu. Ich darf
Thnen aus eigenem Erleben sagen, daB es
za den schonsten mathematischen Beru-
fen gehort, in der neuen Generation die
E:éeistmng fiir die Mathematik zu wel-

Zum Geleit

Ubung macht den Meister
Von JOCHEN POMMERT

Zum dritten Male geben wir den mathematikbegeisterten Schiile-
rinnen und Schillern die Mathematik-LVZ in die Hand. Jedoch nicht

nur ihnen, Die , Mathe-LVZ*“ soll Anregungen geben,rsoll Freude an’

dieser schénen Wissenschaft erwocken ; vor allem anch bei demjenigen,
der noch nicht so recht weiB, ob er es den Mathematik-Clympioniken
gleichtun soll. Unsere kleine Zeitung soll iknen Anregung sein, s zu
versachen. i ;

Es st sicherlich ungew&hnlich, eine Tageszeitung als Herausgeber
einer Mathematikzeitung anzutreffen. Aber leben wir, die wir den
Sozialismus in unserem Lande aufbauen und die technische Revo-
lution zu meistern haben, nicht auch in einer ungewohnlich schonen
Zeit ! ‘ .

Wir schen als Redaktion einen Teil unserer Pflicht: vor dem Heute
und Morgen darin, mitzuhelfen, spviel wie moglich Freunde der Mathe-
matik zu finden. Und wir wollen denen, die bereits mit der Mathe-
matik anf Du und Du stehen, Anregungen und Stoff geben sich zu
iiben, um in ihr Wesen einzudringen.

Ubung hilft beim Meisterwerden. Daher nehmen die Aufgaben den
groBten Teil des Raumes ein. Auf etwa 30 Seiten enthillt unsere
,,Mathe - LVZ+ wie sie kurz genannt wird, 244 Aufgaben. Damit ist
Stoff gegeben, den zu bearbeiten sich lohnt.

In diesem Jahr 1865, in dem wir den 20. Jahrestag der Befreiung
vom Faschismus begehen, findet die Internationsle Mathematilk-
Olympiade in der Deutschen Demokratischen Republik statt. Wir
wiinschen den Teilnehmern, den Jungen und Mideln aus der DDR
besonders, gute Erfolge im edlen Wetfstreit zur Meisterung ibrer
Wissenschaft,

Mit dieser Zeitung wollen wir unseren Schiilern helfen, auf der
internationalen Olympiade gut zu bestehen. Wir wollen helfen, der
Mathematik und den Mathematikern den Platz zu geben, der ihnen
in unserer Zeit gebithrt.

Ich habe die Unart, ein leb-
haftes Interesse bei mathenma-
‘tischen Gegenstéanden nur
zu nehmen, wo ich sinureiche

Ideenverbindungen und durch
Eleganz oder Allgememheit
gsich empfehlende Resuliate

ahnen darf. K.F. Gaul

Prof. Dr. Beckert
Mathematisches Institut
der Kar-Marx-Universitéit

Konigin und Dienerin

In dieser Sonderausgabe der Leipziger
Volkszeitung finden Sie eine ganze Reihe
Aufgaben, die den fiblichen Schwierig:
keitsprad der Schule @bersteigen und
deren Losung einige Ausdauer erfordert.
Wer diese Aufgaben gern lost und dabei
Frouds und Befriedigung findet, hat cine
erste Bedingung fiir emnen mathemati-
schen Beruf erfillt. ’

Die Mathematik besteht jedoch nicht
aus einer Sammlung von Knobeleien —
das wiize eine falsche Vorstellung. Sie ist
eine vielschichtiger Anwendungen fihige
‘Wissengchaft, die zu den groBartigsten
Schopfungen menschlichen Geistes zahlt,
Wenn Sie sich ernsthaft mit der Mathe-
matile beschiftizgen wollen, kenn Ihnen
Thr Lehrer sicher Biicher nennmen, die
einen Einblick in densystematischen Auf-
bau von Teilgebieten der Mathematik ver-
mitteln, Natirlich setzt das Lesen eines
mathematischen Lehrhuches neben FloiB
und Ausdaner such einige Ubung im ma-
thematischen Denken voraus, die man
sich w. 2. durch den Schulunterricht und
das Lisen von Aufgaben, etwa der vorlie:
genden, erwerben kann.

Die Mathematik wird in Zukunfs im-
mer mehr Bereiche durchdringen und
viele Berufe werden eine mathematische
Vorbildung verlangen. Ich wiinsche viel
Erfolg beiz Knobeln und hoffe, da8 wis
einige von Thnen am Mathematischen In.
;titut als tiichtige Studenten wiederses

en. _
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Johannes Lehmann,
Verdienter Lehrer des Volkes

In eigener Sache

Den 13. Juni 1960 werde ich in mei-
nemm Lebem micht wieder wergessen.
An diesem Montag kehrte ich won den
TFeierlichkeiten anliBlich des Tages
des Lehrers aus Berlin zuriick. Die
Gliickwiingche zur Auszeichnung als
Verdienter Lehrer des Volkes, Blumen,
Geschenks, nahm ich pur wie durch
einen Nebel walr, dorm an diesem Tag
um 15 Uhr begann in Leipzig die erste
Mathematik-Olmpiade fiir Scehiiler
autKreisebene. Sieben Tage lang hatte
ichmit je zwed ,,besessenen‘ Mathema-
tiklehrern und drei Jugendireunden
(meine Schitler) insgesamt 210 junge
Talente der Klassenstuien b bis 12 aus
56 Leipziger Schulen - von insgesamt
71 - zu beaufsichtigen, zn betreuen.
Oft korrigierten wir anschlieflend bis
in die Nacht hinein, um sefor die
Sieger zu ermifteln.

Das war ein lehrreicher Vorlauf fiir
die pweite Olympiade im Januar 1961,
der zwei Monate spiiter die erste Be-
girksclympiade mit Teilnehmern aus
allen 13 Kreisen folgte.

Viele Widerstinde waren zu uber-
winden, ehe ich am Tag des Kindes
1960 den ersten Lesebogen Junger
Mathematiker herausbrachte. Heute
st die Zahl der an Lehrer und Schii-
%er ausgelieferten Lesebogen auf mehr
als eine Viertelmiltion gestiegen. Ein
Peil dieses Materials fir die auBerun-
$errichiliche Arbeit wandert bis weib
wber die Grenzen der DDR hinaus.

Mit der Erhéhung des Bil-
dungsniveaus fiir alle Lernenden
sind MaBnahmen zur Forderung
besonderer Begabungen und Ta-
lente zu treffen. Durch das bes-
gere Hingehen auf individuelle
Leistungsvermégen der Lernen-
den im Unterricht und in der
Fach- und Hochschulansbildung,
durch die Einrichtung von Spe-
zialschulen und -kldgssen, durch
speziells -Bildungsveranstaltun-
gen an Fach<-und Hochschulen,
durch auBérunterrichtliche Bil-
dungsyeranstaltungen und an-
dere Mafnahmen sind die Bega-
bungen zu férdern.

aus: Qesetg Bher-das sinhdiiliche sozialistische
Bitdungssystem {erster Teil, §6)

Am I. Februar 1961 startete die
Hauptstadt der Dentschen Demokra-
tischen Republik ihre erste Mathema-
ik-Olympiade in drei Stifén - Schule,
Stadtberirk, Bezirk — firr die Klassen-
stufen 7 bis 12. Seitdem verbindet
mich mit meinem Berliner Fachkol-
legen Herbert Titze eine enge Freund-
schaft.

Heute ist die Férderung von Talen-
ten innnerhalb und anBerhalb des Un-
terrichts ein selbstverstindlicher Be-
gtandteil unserer Bildung und Erzie-
hung, und die mathematischen Wett-
streite haben hren festen Platz imein-
keitlichen gozialistischen Bildungs-
system der DDR, Wir haben in dieser
Hinsicht viel anfzuholen. In Ryménien
und Ungarn gibt es seit einem halben
Jabrhundert mathematische Wetthe-
werhe. Anf Bindisnreisen bewunderte

ich dis exakten itionen der
Mat} Finchen Gosellschatton dieser
Lander,

Wit menem langihrigen Fregnd
Walier Unzse; Fachlehrer fir Mathe-
wadik em der Leipziger Bondersclmle

i £ inderte, bemiiho ich
mick wn eine sblche Doknmentation
Fontunatzimy auf Seite 3

Seite 2

Die Aufgaben der Olympiaden
der Deutschen Demokratischen
Republik/Dokumentation

Klassenstufe 11

1. Bestifimen Ste den Grenzwert der Funktiom
T (1—=x})® sin3x—sindx
xPp0 3x?

. 500 m Papier mit einer Stiirke von 0,1 mm sollen auf
eine Rolle mit einem Durchmesser von 15 cm aufge-
wickeli werden.

a) Wieviel Lagen Papier-befinden sich am Schluf auf
der Rolle, und

b) weichen Durchmesser hat die Rolle, wenn alles Pa-
pier aufgewickelt wurde?

3. Ein 90 m langer D-Zug fihrt mit einer ‘Geschwindig-

keit won 72 km - h-L. Er ist 150 m vom Bahniibergang

entfernt, als ein Radfahrer ihn bemerkt, der, 106 m

vom Bahniibergang entfernt, sich mit einer Geschwin=

digkeit von & m - 5-1in der Richtung zum Bahniber-
gang bewegt. Nach wieviel Sekunden hat der Rad-
fahrer vom Zugende den geringsten Abstand?

Man beweise, daB die Gleichung

¥4yt 2d=2xy2z

keine positiven Losungen haben kann.

. Differenzieren Sie folgende Funktion

5 g kB e
G X'VX'V; + 14x

6. Gibt es einen Winkel &, fiir den die Gleichung
t?

[

i

o

1—x

sin s-cos e =1 gil
7. Man beweise: Bezeichnen «, B und y die Winkel eines
Dreiecks, so gilt
tan a + tan § +tan y =tan « - tan P - tan y
8. Fiir welche Werte von a schneidet die Kurve
y= %Cax — x°) die x-Achse unter einem Winkel von
45°7
9. Bei Bodenuntersuchungen in der Agrochemie wen=-
det man die sogenamte ,stufenweise Verdinnung®
an. Man schwemmt I em? einer Bodenprobe (x) mif
10 cm?® chemisch reinem Wasser (y) auf. Von der so
erhaltenen Mischung nimmt man wieder 1 cm?® und
schwemmt es ebenfalls mit 10 em? reinem Wasser auf.
a) Wie oft muB man diese Aufschwemmung vorneh-
men, um ¢in Mischverh&linis von etwa 1 : 2 000 0600
zu erreichen? g
b) Wieviel Bakterien sind dabei in 1 em?® der Auf-
schwemmung durchschnittlich vorhanden, wenn
1 ¢m3 der unverdiinnten Bodenprobe etwa 10 Mil-
lionen Bakterien enth&lt?

10. Der Octavia-Touring-Sportwagen der Skoda-Auto-

mobilwerke Prag erreicht in 14 Sekunden nach dem

Start eine Geschwindigkeit von 80 km/h:

a) Wieviel Kilometer hat er in dieser Zeit zuriickge-
legt (gleichmi#Bige Beschleunigung vorausgesetzt)?

b) In welcher Zeit hat er, vom Zeitpunkt des Startes
ab gerechnet, 1 km zuriickgelegt? (Es sel angenoms-
men, dafl der Wagen nach dem Erreichen der Ge-
schwindigkeit von 80 km/h mit dieser Geschwin-
digkeit weiterfihrt.}

10,1313
30 15 2

a) Welche der Rechenzeichen (+-, —, -, 1) kiinnen an-
stelle des Fragezeichens stehen?

b) Geben Sie ein allgemeines Verfahren an, gleich-
artige Aufgaben zu bilden! [Es sollen die gleichen
Rechenzeichen anstelle des Fragezeichens einge-
setzt werden wie bei der Lisung].

c) Bilden Sie nach diesem Verfahren zwei Aufgaben!

d) Kénnen die Glieder der Aufgabe auch simtlich
positive ganze Zahlen sein? Begriinden Sie Ihre
Antwort!

12. Bel der volkswirtschaftlichen Planung werden auch

mathematische Methoden angewandt. Im folgenden
€in stark vereinfachtes Beispiel aus unserer sozialisti=-
' gdhen Bauwirischafi:

In einer Stadt sollen im Jahre 1962 Wohnungen ge-
bant werden, und zwar vom Typ A (Ziegelbauweise)
und vom Typ B (Montagebauweise). Es werden je
Wohramgseinheit benttigt:

Zement Wandfertigteile
Typ A 523t Ly
Typ B 419t 221t

Insgesamt stehen zur Verfligung 8 000 t Zement und
24 000 t Wandfertigteile.

Nimmt man an, daf x Wohnungen vom Typ A und ¥
Wohnungen vom Typ B gebaut werden, so miissen
die folgenden Ungleichungen erfiillf sein:
523 % 4+ 419y= 8000 (1)

221 y= 24000 (2
Dabei soll die Gesamtzahl der Wohnungen (x -+ ¥)
méglichst grof sein,
‘Wie groB ist die Zahl x der Wohnungen vom Typ A
und die Zahl y der Wohnoungen vorm Typ B?

13. Es ist zu beweisen, daB bei beliebigem n (0 eine na-

tiirliche Zahl) die Zahl 622 — 1 durch 7 teilbar ist.

14. Per XXH. Parteitag der Kommunistischen Partei der

Sowjetunion zelgt uns die gewaltige Perspektive der
" Entwicklung der Volkswirtschaft. Die Industriepro-
duktion wird in den nichsten 20 Jahren jidhrlich um
9,6 Prozent wachsen, d. h. in jedem Jahr wird die
Produktion um 9,6 Prozent hoher als i Vorjahr sein.
a) Auf das Wievielfache des Standes von 1960 wird
die Industrieproduktion im Jahre 1970 und auf das
L. ievielfache wird sie im Jahre 1980 angewachsen
semn? i
b) Die Industrieproduktion der USA ist in den letzien
Jahren nur um 2,5 Prozent jahrlich gestiegen, Auf
das Wievielfache wird die Produlktion der USA im
Jahre 1970 und im Jahre 1980 sfeigen, wenn man
eine jihrliche Steigerung von 2,5 Prozent an-
fnimmt?
Die Industrieproduktion der UdSSR betrug 1960
rund 60 Prozent der-Industrieproduktion der USA.
Wann wird die UdSSR die USA in der Industrie-
produktion einholen? 3
d) Wieviel mal so groB als die der USA wird die Pro-
duktion der Sowjetunion im Jahre 1980 sein?

<

=

15, Ein Dampfer fihrt auf einem FluBl von A nach B

3 Stunden und bei gleicher Maschinenleistung von B
nach A 4%, Stunden. Wie lange braucht ein nur von
der Strémung gelriebenes Fahrzeug fir den Weg von
A nach B?

16.3, 4, 5 ist ein sogenani’ites pythagoreiscﬁes Zahlen-

tripel, da 32 4- 4? = 5% Es ist gdas einzige derartige
Zahlentripel, dessen Elemente sich nur jeweils um 1
unterscheiden. Gibt es fiir die Gleichung a? + b? == ¢2
noch andere Zahlentripel, bei denen ¢ = b 4 1 ist?
Welche GesetzmdBigkeit kénnen Sie hier erkennen?
Versuchen Sie, einén Ausdruck zu finden, mit dessen
Hilfe sich schnell derartige Tfipe} finden lassen!

17. Das auf dem XXIIL Parteitag der Kommunistischen

Partei der Sowjetunion beschlossene Programm sieht

nicht nur €in starkes Anwachsen der indusiriellen

Produktion, sondern auch der landwirtschaftlichen

Produktion vor. Die Gesamiproduktion in der Land-

wirtschaft wird von 1960 bis 1970 etwa auf das Zwei~

einhalbfache steigen. A

a) Um wieviel Prozent steigt die landwirtschaftliche
Produktion jihrlich?

b) Die landwirtschaftliche Produktion der UdSSR
betrug 1960 etwa 80 Prozent der landwirtschaft-
lichen Produktion der USA (im Jahre 1955 waren
es nur etwa 80 Prezent), Wann wird die Sowjet-
union die USA in der landwirtschaftlichen Produk~
tion einholen, wenn man bei den USA mit einer
jiihrlichen Zunahme der landwirtschaftlichen Pro-
duktion von 2 Prozent rechnet?

¢) Um wieviel Prozent wird im Jahre 1970 die land-

wirtschaftliche Produktion hther als die der USA

sein? :

Stellen Sie die Entwicklung in beiden Lindern gra-

fisch dar (Skizze geniigt}!

d;

o

18, Im internationalen Postverkehr sind fiir Briefsendun-

gen und Packchen in ,Rollenform® (zylindrische Form)
die folgenden Hochst- und MindestmaBe vorgeschrie-
‘ben: :
HichstmaBe: Linge und der zweifache Durchmes-
; ser zusammen 100 cm, Lange jedoch
nicht iiber 80 cm.
MindestmaBe: Linge und zweifacher Durchmesser
17 em, griBte Ausdehnung nicht unter
10 cm.

a) Welches Hochstvolumen kann die Sendung haben?
Wie grof) sind in diesem Falle Linge und Durch-
messer?



19.

20.

2

fiars

22.

23.

24,

25.

2

=3

217.

28.

25.

30,

31.

32.

b) Welches Mindestvolumen kann die Sendung haben?
Wie groB sind in diesem Falle Linge und Durch-
messer?

Ein Kraftwagen, der mit einer Geschwindigkeit von

90 km/h fahrt, wird gebremst und kommt nach 70 m

zum Stehen. Ist die in der StraBenverkehrsordnung

vorgeschriebene Bremsverzdgerung von mmdestens

4,0 m/s? eingehalten worden oder nicht?

Begriinden Sie Ihre Feststellung!

Gibt es eine ganze Zahl n > 0, die mit 6 multipliziert

ein Produkt ergibt, das die gleichen Ziffern wie die

urspriingliche Zahl, aber in umgekehrier Reihenfolge
enthalt?

Die Behauptung ist zu begriinden!

. In einem Betrieb werden Ventilatoren hergesteilf. Die

Kostep fiir Material, Lohn und Energie betrugen bis-
her 19,20 DM je Ventilator. Eine sozialistische Ar-
beitsgemeinschaft von Arbeitern und Ingenieuren
macht den Vorschlag, dureh Umbau der vorhandenen
Maschinen und durch Anschaffung einer neuen Ma-
schine die Arbeitszeit und die Materialkosten weseni-
tich zu senken, so dal die oben genannten Kosten je
Stiick nur noch 13,15 DM je Ventilator betragen. Fir
den Umbau und die Anschaffung der neuen Maschine
miissen aber insgesamt 13 500,— DM aufgewandt wer-
den.

Wieviel Ventilatoren miifiten mindestens jiéhrlich her-
gestellt werden, damit das neue Verfahren rentabel
wird? Dabei soll ain Drittel der Kosten fiir die neuen
Einrichtungen jahrlich abgeschrieben werden, d. h.
um diesen Betrag miissen gich die Gesamtkosten ver-
ringern,

Es ist zu beweisen, daB fiir

0<x <

5 stets

[ ()

sinx + cos x > V2 - VZ sin x -l/cos x ist!

Es sind alle reellen Zahlen x zu bestimmen, welcha

die Ungleichung

it et 7o il |
PB-x —yx+1 >5 erfiillen!

Das Ergebnis ist zu iiberpriifen!
Auf dem interpationalen Symposium in Moskau tiber
Probleme der hiheren technischen und humanisti-
schen Bildung erklérte der sowjetische' Nobelpreis-
triger Nikolai Semjonow, daf mit dem in der UdSSR
erreichten Wachtumstempo die jdhrliche Erzeugung
von Elektroenergie in 100 Jahren auf das 10 000fache
gesteigert werden kann.

8) Welche jihrliche Steigerung (in Prozent) liegt die-
ser Perspektive zugrunde?

b) Wie groB war die bisherige durchschnittliche Stei-
gerung (in Prozent) der FElektroenergie in der
UdSSR in den Jahren 1955 bis 1961? (1955 wurden
170 Mrd k'Wh und 1961 insgesamt 327 Mrd kWh
erzeugt).

Vergleichen Sie die Ergebnisse!

Beweisen Sie, daf stets

sin  + cos & + 1,5 ist!

. Beweisen Sie, daB f{ir alle natiirlichen Zahlen n stets

52n+1.92n+2 1 3042 2201
durch 19 teilbar ist!
Beweisen Sie, daB fiir alle positiven reelien Zahlen
& b, ¢

1
ist!

g

TR a-+-b-e

Es sind simtliche Ldsungen der Gleichung

sin’x < cos®x = 1 zu bestimmen!

Eine Tasse enthélt Milch und eine andere die gleiche

Menge Kaffee. Man nimmt aus der ersten Tasse einen

Loffel Milch und gieBt ihn in die zweile Tasse. Man

riihrt um und gieBt jetzt wieder einen Liffel (gleiche

Menge wie oben) ,Milchkaffee* in die erste Tasse.

a) Befindet sich jetzt in der ersten Tasse mehr Kaffee
als in der zweiten Tasse Milch? (Exakte Begriin-
dung der Antwort!l)

b) Welches Ergebnis erhdlt man, wenn sich urspriung-
lich in der zweiten Tasse doppelt soviel Kaffee
befand wie in der ersten Tasse Milch? (Begriin-
dungl)

Beweisen Sie, daf p? — 1 fiir ]ede Primzahl p 2= 5

durch 24 teilbar ist!

Bestimmen Sie alle reellen x, fiir die

sin’x - sin?3x > sin?3x ist!

Die Summe von 100 aufeinanderfolgenden natiirlichen

Zahlen betrage 1 000 050.

Wie heiBt die kleinste, wie die gréfte dieser Zahlen?

41. Ein Bruch von der Form ———

33, Bs ist zu beweisen, daB n? -}- 3n? — n — 3 bei ungera=
dem n stets durch 48 teilbar ist!

34. Bestimmen Sie die Menge aller reellen Zahlen x, die
die folgende Gleichung erfiillen:

1 — 5in 5x = (cos %x—— sin %x)’!

35, Welche Losungen hat die Gleichung
1g 2 — x) — lg(x — 3) = 87

36. Zeigen Sie, dall 2 = sin x 4 y) - s5in (x — y} — cos
(x + ¥) - cos (x — y) von ¥ unabhingig ist!

37, Bestimmen Sie den folgenden Grenzwert:

" ixiioatn(lln+a‘l/n )* el
by lim
noo (I/‘ 4n‘—i—59+2—2n) =

38, Beim Durchgang durch eine planparallele Platte wird

ein Lichistrahl um 11—2 seiner Intensitét J geschwicht.

Wieviel Platten sind notwendig, um die Intensitit J
auf die Hilfte herabzusetzen?

39. Wie erklirt es sich, daB man in dem Ausdruck
G o) - G —

die beiden Briiche weglassen kann, chne den Wert des
Ausdrucks zu dndern?

40, Je zwei benachbarte Halbstrahlen eines Strahlen-
biischels schliefien miteinander den Winkel « ein. Von
irgendeinem Punkt eines Sirahles fillt man auf den
nachfolgenden das Lot S, von dessen Fulpunkt auf
den néchstiolgenden das Lot S, usw.

lim
n»

o S84 TS ) =

T ¥a + 163t sich in die Diffe-
renz zweier Teilbriiche zerlegen
Berechnen Sie:
dx
x* 4+ x
Uberpriifen Sie die Richtigkeit der Losung!

42. Unter 13 gleichgrofien Kugeln weicht das Gewicht

einer Kugel von dem der anderen ab.

a) Wie kann man mit 3 Wagungen ermitteln, welche
Kugel es ist?

b) Wann kann man entscheiden, ob die Kugel leichter
oder schwerer als die iibrigen ist?

43. Meier, Krause, Schulze und Franke und ihre Frauen

kaufen Gefliigel ein. Jede der 8 Personen kauft so viel
Tiere, wie sie BM fiir jedes Tier bezahlen. Jeder Mann
gibt 98,— DM mehr aus als seine Frau. Meier kauft
so viele Tiere wie seine Schwiger zusammen, Krause
kauft so viel wie seine Sehwigerin. Schulzes kaufen
zusammen doppelt so viel wie Krauses. Frau Schulze
ist eine gehorene Lehmann. Welches sind die Mad-
chennamen der andetren drei Frauen?
(Anmerkung: Unter einemm Schwager (Schwﬁgerin)
g versteht man hier nur die Ehepartner der Geschwister
bzw. die Geschiwister des Ehepartners.)

44, Auf wieviel verschiedene Weisen 146t gich die Zahl 99

als Summe dreier voneihander verschiedener Prim-
zahlen darstellen?

(Zwe1 Falle gelten als gleich, wenn die gleichen Sum-
manden lediglich in verschiedener Re1henfolge auf-
treten.)

45. Bei der Aufgabe

ATOM ATOM hedeutet jeder Bucustabe
und jedes Zeichen X eine der
XXX>>§;<<X Ziffern von © bis 9 (A + O).
% X X 8% Verschiedene Buchstaben
X e entsprechen  verschiedenen

Ziffern.

gl

XXXX

Wie lautel qie Aurgabe?r

Forlsefzung von Seite 3

fiir die Deutsche Demokratische Re-
publik. Der 17. Lesebogen (a-+b=b-t-8a,
Auflage 20000) mit 573 Aufgaben fir
die Klassenstufen 2 bis 10 nnd diese
mathematische = Sonderansgabe der
Leipziger Volkszeitung mit Aufgaben
fiir die Klassenstufen 11 und 12 sind
eine Art Zwischenbilanz, zeigen, wel-
chen Weg wir beschritten, was wir
bisher erreicht haben.

An dieser Stelle mochte ich den
Tausenden Lesern danken, die uns
durch ihre Anteilnahme und Anerken-
nung anspornten, unsers Arbeit auof
dem Gebiet der pidagogischen Propa-
ganda immer. weiter zu verbessern.
Unser Dank gilt auch den Mitarbei-
tern an der Schreibmaschine, am Zei-
chenbrett, im Fotolabor, am Schreib-
tisch, den Setzern nnd Druckern.
Riickhaltlose Unterstiitzung gewihr-
ten uns die Direktoren des Pidagogi-
schen Bezirkskabinetts und des Pid-
agogischen Kreiskabinetis Leipzig-

tadt sowie der Kreisvorstand des
¥DGB, Gewerkschaft Unterricht und
Ermehung Leipzig-Stadt.

Alslangjahri iger. ~ehrenamtlicher Mit-
arbeiter der LVZ bin ich besonders er-
freutiiber die Initiative und das pid-
agogische Verstindnis fiir die Volks-
wissenschaft Mathematik, denen ich
dort begegne.

Vor unastehen die IV. Mathematik-
Olympiade der DDR und die VIL
Internationale Olympiade. Beide wer-

den dazu beitragen, die Schonheit,

Klorheit, Exaktheit, die erzieherischen
Werte der Mathematik nicht nur zu
zeigen,sondernunsere mathematiachen
Talente zu scharfem Nachdenken und
bewufitem zielstrebigen Handeln her-
auszufordern. Wir erwarten von ih-
nen, daB sie ihr Wissen und Kénunen
an ihre Mitschiiler weitergeben und
gpéter in mathematischen Berufen an-
wendet.

Viel Freude, schépferische Kraftund
natiirlich gute Erfolge witnscht

Képfchen,
Kopfchen ...

in einem mathematischen Zirkel fiir
Schiiler der 7. und 8. Klassenstufen
arbeitet auch ein Junge aus der 5.
Klasse mit.

Tine Aufgabe lautet : Es ist zu be-
n/elsen, daB 535%-33% durch 10 teilbar

Em Teilnehmer (8, Klasse}: Ist doch
klar. Bei der Subtraktion dieser beiden
Ausdriicke ist die letzate Ziffer cine
Null, also ist Ausdruck durch 10 teil-
bar.

Harald (der Teilnehmer aus der §.
Klasse): Stop, das war ein TrugschluB.
Erst muB ja bewiesen werden, daB beide
Ausdriicke auf dieselbe Ziffer enden,
erst dann ist klar, daB die Differenz als
letzte Ziffer eine Null hat.

Und er bewies es..

Beite 3



Sie vertraten
die DDR
bei den IMO

1959

Budolf Nitz,
Magdeburg,
Delegationsleiter und
Betreuer

TPeilnchmers
Dicier Domes,
Magdeburg

Werner Schincberg,
Magdeburg

Blke Qenz,
Limbach-Oberfrohna
Frank Kokler,
Limbach-Oberfrokna
Frank Zilger,
Dresden

Bernd Kissner,
Dresden

Ingrid Seidel,

Be lin

Trene Newmann,
Beriin

1960

Johannes Gronitz
Walier Schramm,
beide Berlin,
Delogationsleiter,
Stellvertroter
Teilnehmer:
Klaus Walter,
Gorlitz, Diplom
Horst Ernst,
Dahlen

Dietmar FPeip,
Gera

Dietmar Rahner,
Drezden

Bernd Seholz,
Altenburg
Jiirgen Strew,
Limbach

Frank Wunderlich,
Limbach

1961

Herbert Titze
Johanmes Gronitz,
beide Berlin,
Delegationsleiter,
Stellvertreter

Teilnehmer:
Thomas Gornitz,
Leipzig, 3. Preis
Heike Wenzel (Lawin),
Berlin, Diplom
Mary Schleifstein,
Berlin, Diplom
Gerd Nass,

Halle, Diplom
Qernot Krabbes,
Halle

Peter Bachmann,
Freital

Sieffen Oelsner,
Qachatz

Klgus Zipperer,
Berlin
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46, Drei Studentinnen, Monika, Eva und Gisela werden

nach ihrem Alfter gefragt. Jede antwortet mit drei
Sitzen:

Monika: ,,Ich bin 22 Jahre alt; ich bin zwei Jahre jin-
ger als Gisela; ich bin ein Jahr &lter als Eva,*

Gisela: ,Ich bin nicht die Jiingste von uns dreien; zwi-
schen Eva und mir besteht ein Altersunterschied von
3 Jahren; Eva ist 25 Jahre alt.*

Eva: ,Ich bin jiinger als Monika; Monika ist 23 Jahre
alt; Gisela ist drei Jahre dlter als Monika.”

Jede mufBl auf eine nochmalige Frage zugeben, daB
sie nur zweimal die Wahrheit gesagt hat und einmal
ecine Unwahrhieit, Wie alt ist jede der drei Studentin-
nen?

47, In der Abbildung sind acht Kreise dargestellt. Siehen

daven sind unbeweglich, der achfe rollt an ihnen rei-
bungslos ab. Wie oft dreht sich der Kreis bei einmali-
gem Abrollen um die Kreise 1 bis 62

M

48. Um die Ecke eines gemauerten Ganges (vgl. Abbil-

dung),isoll eine Stange waagerechi getragen werden.
Welche gréBte Linge kann sie haben? (Die Dicke der
Stange soll unberiicksichtigt bleiben.)

a

49, Folgende Stlicke eines Dreiecks sind bekannt:
h, =42 cm, h, = 4,2 cm, @ = 106,4°,
Konstruieren Sie das Dreieck!

50. Einem Kreis vorn Radius r ist ein Quadrat einbeschrie.

ben, dem Quadrat ein Kreis, diesem Krels wieder ein
Quadrat usw. bis zum Mittelpunkt.

Wie groB ist die Flichensuymme aller konstruierten
Kreise, ausschliefilich des gegebenen, und wie grof ist
die Summe aller Quadrate?

51. Auf ein aus d == 0,1 mm starkem Papier ausgeschnitte-

nes regelméBiges Sechseck von a = 10 em Seitenlénge
wird ein zweites, kleineres aufgeklebt, dessen Ecken
in den Seitenmitten des vorhergehenden liegen. Auf
dieses wird ein drittes geklebt, dessen Ecken wieder
in den Seitenmitten des vorangehenden liegen. Ver-
fahrt man weiter in dieser Weise, so entsteht ein rEum-
liches Gebilde.

a) Wie hoch ist dieges, wenn angenommen wird, da8
die untere Grenze des Ausschneidens bei 2 mm
liegt und die Leimdicke vernachlissigt werden
kann?

b) Wie grof ist das Volumen?

¢) Wie grofi wiiren Héhe und Volumen, wenn dem
Ausschneiden keine uniere Grenze gesetzt wiire?

52, Der zylinderférmige Hohlraum (Radius 1) einer Rund-

spule soil mit einem kreuzférmigen Eisenkern ausge-
fiillt werden.

‘Wie ist der Kern zu dimensionieren, damit sein Quer-
schnitf maximal wird?

Den wievielten Teil des Spuleninnern kann man im
glinstigsten Fall in diessr Weise mit Eisen ausfiillen?
(Auf die Untersuchung mit der 2. Ableitung diirfen
Sie verzichten!)

53.In einem Achsenkreuz sind die Punkte Py (1;1) Py
(4;2) Py (3:—2) Z (—1;4) gegeben. Es ist ein dem
A Py Py Py 8hnliches Dreieck zu zeichnen unter Ver-
wendung des Ahnlichkeitspunktes Z und des Ahnlich~
keitsverhéltnisses 2 : 3!

54. Beim Bau grofiet Hallen verwendet man neuerdings
parabolische Bogenkonsirukiionen aus Befon. Ein sol-
ches Bauwerk hat die in der Skizze angegebenen MaBe:
(MaBangaben in m)

%

183

8) Berechnen Sie die Fliche des Querschnitts der
Halle!

b} Bestimmen Ste den Rauminhalt der Hsle!

€) Wie verhilf sich die Fliiche des Querschnitts zu der
Fiiche des Rechtecks von gleicher Grundlinie und
gleicher Héhe?

5. Ein Graben mit parabolischem Querschnit{ soll aus-
geschachiet werden. Seine Breite betrigt a Meter,
seine Tiefe b Meter.

Berechnen Sie den Querschniti des Grabens!

56. Ein Entwisserungskanal hat als inneren Querschnitt
ein Rechfeck mit dariibergesetztern Halbkreis. Welche
Abmessungen mufl der Kanal haben, wenn bei kon-
stantem Umfang U der Querschnitt moglichst grof8
sein soll?

Wie groB ist der gri3te Querschnitt?

57. BEiner gegebenen Kugel soll ein gerader Kreiszylinder

einbeschrieben werden. Wie grofl mufl man das Ver-
hiltnis der Hohe h zum Durchmesser d des Zylinders
wiihlen, damit

a} der Rauminhalt,
b) die Mantelfliiche,

¢) dle gesamte Oberfliiche des Zylinders moglichst
groB werden?

58, Von einem Parallelogramm sind der Durchmesser AC

und die Enifernungen der Eckpunkte des Parallelo-
gramms von einem Punkt P auBerhalb des Parallelo-~
gramms gegeben,



A B
. Konstruleren Sie das Parallelegramm aund heschtexben
Sie die Konstrultion!

59. Berechnen Sie die Fliiche der abgebildetén Figur;
wenn M{A = a ist!

! S =

P Ny

e W

Y

Re—————

-

n Y
. |
2}

60. Bei der Aufnahme (Vermessung und Bestimmung
der Koordinaten) einer Landsirafle erhilt man einen
Polygonzug, dessen Eckpunkte folgende Koordinaien

" haben (Maflangaben in m):
A {0,00;0,00), B (87,00;54,40), C (153,60;44,00), D (208,40;
25,00), E (303,50;33,80), F (352,00;0,00).
a) Berechnen Sie die Lange der Landstrafie!
b) Die LandstraBe ist 5,5 m breit. Sie soll asphaltiert
werden, Es ist niherungsweise zu ermitteln, wie-
viel m? Strafie asphaltiert werden miissen!

61, Beweigen Sie folgende Behauptung:
In einem gleichseifigen Dreieck ist die Summe der
Abstinde eines im Innern des Drelecks gelegenen
Punktes von den Drelecksseifen gleich der Hohe des
" Dreiecks!
62. Zeichnen Sie ein Parallelogramm!
Konstruieren Sie auf der Grundlinie (bzw. auf ihrer
Verlangerung) dieses Parallelogramms den Punkt,
von demn aus die Gegenseite und eine der beiden an-~
deren unter gleichem Winkel erscheinen!
Beweisen Sie die Richtigkeit der Konstruktion!

63. Der im Schnitt abgebildete Blechbehiilter (Hohlzylin-
der mit aufgesetzter Kugelkappe) soll durch Tiefzie-
hen aus einer Blechscheibe hergestellt werden,

od H

a) Wie grof} ist allgemein der Durchmesser der Blech-
scheibe?

b) Berechnen Sie den Zahlenwert fiir
d =230mm,h = T0mm, h, =110 mm!
{Anmerkung: Die Blechscheibe, aus der der Behil-
ter durch Tiefziehen gezogen wird, hat dieselbe
Fliche wie der Blechbehilter.)

64. Gegeben sind zwei feste Punkte A und B mit der Ent-

fernung e.

a) Wo liegen alle Punkte P, fiir die die Quadrate ihrer
Entferpung vor A und B die feste Summe s haben?

b) Ctbt.es bel jeder Wahl von e und s solche Punkte?

65.

66.

67.

68.

69.

Von einem Punkt P gehen drei Strecken aus, von
denen je zwei senkrecht aufeinander stehen. Die drei
Endpunkte A, B, C der Strecken werden miteinander
verbundern. Das Quadrat der Fldche des so entstande-
nen Dreiecks ABC ist gleich der Summe der Quadrate
der Flichen der iibrigen Dreiecke.

Beweisen Sie diese Behauptung!

Kann man einen- Wirfel durch eine Ebene s0 teilen;
daf der erhaltene Schnitt gin

a) gleichseitiges Dreieck b) Quadrat

¢) regelmiiBiges Fiinfeck d) regelm, Sechseck ist?
Die Behaupiungen sind zu beweisen!

Es seien ein Dreieck P; P; Py und ein beliebiger Punkt
P im Inhern des Dreiecks gegeben. Die Schnittpunkte
der Geraden Py P, Py P bzw. P3 P mit den gegenuber-'

liegenden Seiten seien @, Qs, Q.
Es ist zu beweisen, dafl unter den Verhiltnissen

PP PP PP

PQ' PO’ PQ,
wenigstens eines nicht grofBer als 2 und wenigsiens
eines nicht kleiner als 2 ist.

Sefzt man einen Wirfel aus 8 gleichen Wirfeln zu-
sammen, wobei in jeder Dimension 2 Wiirfel neben-
einanderliegen, und streicht ihn mit Farbe an, dann
besteht der Wilrfel aus 8 Wiirfeln, bei denen je 3 Fli-
chen angestrichen sind. Nun soll ein Wiirfel aus glei-
chen Wiirfeln so zusammengesetzt werden, daB in
jeder Dimension § Wiirfel nebencinanderliegen. Der
zusammengesetzte Wiirfel werde wieder angestrichen.

a) Wieviel der kleinen Wiirfel haben keine angestri-
chene Flache, wieviel haben eine, wieviel zwei und
wieviel drei angestrichene Flichen?

b) Was erhilt man, wenn in jeder Dimension 4 Wiir-
fel hebeneinanderliegen?

¢) Versuchen Sie, eine Formel fiir n in jeder Dimen-
sion nebeneindunderliegender Wiirfel zu finden, und
beweisen Sie diese Formel!

Drei Strecken der unterschiedlichen Liingen a, bund ¢
sollen von einem Punkt M ausgehen und so in einer

- Ebene liegen, daB ihre Endpunkte A, B und C in die-

70,

ser Reihenfolge auf einer Geraden liegen und

AB = BCist.

Fihren Sie die Konstruktion aus und begriinden Sie
diese!

Es sei a > c. Geben Sie die Bedingungen fiir b an, bei
denen die Aufgabe lésbar ist!

Es ist der folgende Satz zu heweisen:

Teilt man die Seiten eines Dreiecks ABC im Verh#l{-
nis 1 : 2 und verbindet man die Eckpunkte A, B bzw.,
C mit den Teilpunkten A’, B’ bzw. ¢, so bilden die
Verbindungsgeraden ein Dreieck DEF, dessen Fla-
cheninhalt gleieh einem Siebentel des Flicheninhalts
des urspriinglichen Dreiecks ist (vgl. die Abbildung).

A 4 O 8

L.

Gegeben sei eine Stredte AR — a = 6 cm. M sei der
Mittelpunkt der Strecke. Schlagen Sie mit AM um M
den Halbkreis itber AB! Halbieren Sie AM und MB

AM
und schlagen Sie iiber beiden Strecken mif ? die

beiden Halbkreise, die innerhalb des grofen Halb-
kreises liegen! Es ist der Mittelpunkt{ des Kreises zu
konsfruieren, der den groBen Halbkreis von innen
und die beiden kleinen Halbkreise von auBen beruhx’t'

Die Konstruktion ist zu begriinden!

1962

Herbert T8z,
Berlin,
Delegationaleiter
Johannes Gronitz,
Karl-Marx-Stadt,
Stellvertreter
Teilnehmer:
Karl-Heinz Tetach,
Bonneberg, 2. Preis
Reinhard Bolling,
Berlin

Olgus Michel,
Bautzen

Wolfgang Lehmanmn,
Leipzig

Walter Gérgens,
Schénebeck/Elbs
Friedrich Golze,
Senftenberg
Katharina Gorke,
Berlin

" Stefon Weller,

Bertin

1963

Prof. Dr. W. Hugel,
Rostock,
Delegationsleiter
Qberstudienrat
Herbert Tilze, !
Bertin,
S_teﬂvertreber

Teilnehmer:
Rolf-Gunter Riedel,
Trreital, 3. Preis

Uwe Kiichler,
Lauchhammer, 3, Preis
Hans-Ulrich Schwarz,
Jena, 3. Preis

Rolf Thier,

Altenburg

W olfgang Schulze,
Bernan

Bernd Noack,

Berlin

Joachim Erell,

Berlin

Lutz Bernhardt,
Leipzig

1964

Prof. Dr. W. Engel,
Rostock,
Delegationsleiter
Oberstudienrat
Herbert Titze,
Berlin,
Stellvertreter

Teilnehmer:
Wolfgang Klami,
Leiprig, 2. Preis
Manfred Brandt,
TFiirstenwalde, 3. Preis
Monika T'itze,
Berlin, 3. Prois
Jan Grabowsks,
Berlin

Mantred Kriippel,
Rostock

Otio Trewendt,
Berlin

Lloni Zinke,
Cottbus

Dielrich Freitag,
Bondershausen
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Aus dem Statut der
Olympiaden Junger
Mathematiker

der DDR

Das Ziel der Olympiaden Junger
Mathematiker ist es, den Schiilem die
Bedeutung mathematischen Wissens
und Konnens bewuBt zu machen so-
wie Interesse und Begeisterung fiir
das Fach Mathematik zu wecken, siezu
mathomatischem Denken zu erziehen
und zur Lésung mathematischer Pro-
bleme zn befihigen. Gleichzoitig sol.
len mathematisch interessierte und
talentierte Schiiler ermittelt werden,
damit sie systematisch gefordert wer-
den konnen. Die Teilnahme an den
Olympiaden ist frerwillig.

Teilnashmeberechtigt sind die Schil-
Jer der allgemeinbildenden polytech-
nischen zehn- und zwoliklassigen Ober-
schulen, der Klassen Berufsaushildung
it Abitur, aus Berufsachulen, Abend-
oberschulen und Volkshochschulen.
Die Teilnehmer dérfen bei Beginn des
Schuljahres nicht &lter als 19 Jahre
Bein.

Die Teilnechmer werden nach Klas-
sen eingeteilt. Jeder Schitler darf in
einer hoheren Klasse als der, die sei-
nem Ausbildungsstand entspricht, teil-
nehmen. *

Die Olympiade Junger Matheina-
fiker umiaBt vier Stufen. Die Tejl-
nahme an der nichsthoheren Stufe
setzt eine erfolgreiche Beteilipung am
‘Wettbewerb der vorangehenden Stufe
voraus,

Aus den Preistrigern der DDR-
Olympiade werden die Teilnehmer an
der Internationalen Olympiade (IMO)
ausgewihlt, Die erfolgreiche Teil-
nahme an der DDR-Olympiade wird
bei der Zulassung zu einem Studium,
das math tische Fihigkeiten erfor-
dert, berficksichtigt.

Die Olympiade Junger Mathemati.
ker wird von dem Zentralen Komites
geleitet. Es stiitat sich dabei auf die
Arbeit- von drei Kommissionen: Or-
ganisationskommission,  Aufgaben-
kommission, Jury. Der Vorsitzende
des Zentralen Komitees und die
Vorsitzenden der Komumissionen wer-
den im Einverstindnis mit dem Mi.
nisterium fir Volkshildung vom Vor-
sitzenden der Mathematischen (Gesell-
schaft ernennt. Der Vorsitzende der
Organisationskommisgion ist zugleich
Sekretér des Zentralen Komitees fiir
die Olympiaden Junger Mathematiker.

Dem Zentralen Komitee gehtren an:
der Vorsitzende, die Vorsitzenden der
drei Kommissionen, je ein Verire-
ter der -Staatlichen Kommission fir
Mathematik beim Ministerium fir
Volksbildung, des Ministeriums fir
Volksbildung, des Zentralrates der
FDJ, des Staatssekretariats fiir das
Hoch- und’ Fachschulwesen, der Se-
kretir der Mathematischen Gegell-
gehaft der DDR. Sitz des Zentralen
Komitees ist Berlin,

Dia Organisationskommission hat
die Durchfiihrung der Olympiaden
Junger Mathematiker in allen Stufen
sicherzustellen.

Die_ Aufgabenkommission hat die
Anfgaben, die zugehorigen Losungen
und die Bewertungsrichtlinien zn er-
arbeiten. JThr gehéren an: der Vor-
sitzende dieser Kommission, der Se-
Xrotiir des Zentralen Komitees, ein Mit-
glied der Jury, vier Hochschullehrer,
vier Lehrer.

Die Jury hat die Korrekturen der
Aufgaben dervieften Stufe anzuleiten,
die Preisverteilung und die Teilnehmer
an der Internationalen Olymypiades vor-
euschlagen., Sie soll nicht mehr als
zwolf Mitglieder umfassen.

Die Deutsche Demokratische Repu-
blikk beteiligt sioh an der alljihrlich
statifindenden Internationalen Mathe-
matikolympiade.

-
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72, Zu-dem ,Haus des Lehrers” in Berlin gehdrt auch ei‘n

Kongrefigebiude mit einem Saal, der von einer Alu-

miniumkuppel {iberdeckt wird. Die EKuppel hat die

Form einer Kugelkalotte. Der Basiskreis hat einen

#ubBeren Durchmesser von 31,2 m, die Kuppel (Kalotte)

eine Hoéhe von 9,6 m.

Berechnen Sie:

a) den Radius r der Kugel;

b) die Fliche der Kugelkalotte und

¢} das Gewicht der Aluminiumhaut, mit der die Kup-
pel abgedeckt wird (Stirke der Aluminiumhaut
& = 1,4 mm, Wichte des Alu y = 2,7p-cm-3)!

73. Im VEB Wilzlagerwerk ,Josef Orlopp* wurden Bun-

senbrennerfilBe frither aus einer zylindrischen Scheibe

(d = 50 mm, h = 14 mm)} gedreht. Nach einem Ver-

besserungsvorschlag sollen die Fiifle in der abgebilde-

ten Form gegossen werden.

a) Wie groB ist dabei die prozentuale Materialein-
sparung? i

b) Wieviel Bunsenbrennerfiife lassen sich aus dem
Material herstellen, das bei der Anfertigung eines
Klassensatzes (30 Stiick) eingespart wird? (Vgl

Abbildung).
AiiA
)
semitdd = 3
| ~+
#40
#50

74.Es ist ein gleichschenkliges Dreieck gegeben. Sein
Umkreis habe den Radius ry, sein Inkreis den Radius
Yo

Beweisen Sie, dal} fiir den Abstand d der Mittelpunkte

beider Kreise gilt:

d=17r; (r,—2r,}!

Untersuchen Sie dabei alle verschiedenen Lagemig-

lichkeiten der Mittelpunkte!

75. Gegeben sei ein Kreis mit dem Radius r = 3 em und
eine Gerade g mit dem Abstand a == 5 ¢ vom Mittel-
punkt des Kreises. Ferner ist auf der Peripherie des
Kreises ein beliebiger Punkt. P gegeben.

a) Konstruieren Sie durch P eine Sekante, die den
Kreis in R und die Gerade in Q so schneidet, daB
PR = PQ ist!

b) Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen die
Konstruktion ausfithrbar ist {(Begriindung)!

76. Die Seiten eines Rechtedks ABCD werden im Ver-

hilinis 1 : 2 geteilt. Die Teilpunkte seien (fortlaufend)

E, F, G, H. Die Schnittpunkte der Verbindungsgeraden

AF, BG, CH und DE hilden die Ecken des Vierecks

PQRS. (siehe Abb).

a) Was fiir ein Vieredt ist PQRS?

b) Wie verhilt sich der Flicheninhalt dieses Vierecks
zu dem Flicheninhalt des Rechtecks?

0 ‘ s c
R

P
A e 8

77, Von einem regelmiiBigen Tetraeder sind die 4 Ecken

so abzuschneiden, daB von den Seitenflichen regel-
miiBige Sechseclte tibrigbleiben. Volumen und Ober-
fitiche des entstandenen Korpers sind zu berechnen.

78.

79.

8

(=]

B8t.

82.

83,

84,

8

L

86.

Gegeben sei ein Dreieck ABC, Zur Seite BC wird eine
Parallele gezogen, die die Seiten AB bzw. AC in D
bzw. E schneidet, In welchem Verhaltnis teilt D die
Seite AB, wenn sich die Umfinge der Dreiecke ADE
und ABC zueinander verhalten wie der Inhalt des
Dreiecks ADE zum Inhali des Trapezes DBCE?
Gegeben sei in der Ebene ein Kreis mit dem Mittel-
punkt M und die Schar aller Geraden, die einander
sémtlich in einem auflerhalb des Kreises liegenden
Punkt S schneiden, Welches ist der geometrische Ort
der Mittelpunkte aller Sehnen, die der Kreis aus den
Geraden herausschneidet?

. In _einer Ebene liegen ein Viereck und ein Fiinfeck so,

daB keiner ihrer Eckpunkte auf irgendeiner Seite der

anderen Figur liegt. Welches ist die griStmégliche

Anzahl der Schnittpunkte der Seiten beider Vielecke?

(Die Vielecke brauchen nicht konvex zu sein.)

Der 352 m hohe Antennenmast des Deutschlandsen-

ders in Zehlendorf, Kreis Oranienburg, Bezirk Pois-

dam, ist zur Zeit das hochste Bauwerk Europas.

a) Wie groB ist die Fliche, die man von der Spitze des
Mastes bei klarem Wetter iberblicken kann? (Bei
der Berechnung werden Erhebungen im Gelidnde
vernachldssigt.) i

b) Wie groB ist der prozentuale Fehler, der entsieht,
wenn man in die Formel fiir die Kugetkappe M =
2 zRh nicht die richtige Grofe fiir die Hohe des
Kugelabschnities, sondern die Hhe des Antennen-
mastes einsetzt? Warum ist der Fehler sehr gering?
(Radius der Erde R = 6370 km.)

Gegeben sei ein Trapez ABCD mit den parallelen Sei-

ten AB.wnd CD und den nicht paralielen Seiten BC

und AD. .

Man bezeichne mit H den Schnittpunkt der Diagonalen

und mit S den Schnittpunikt der nichtparallelen Seiten.

Die Paraliele zu AB durch H schneide die Seiten BC

und AD in E und F. Die Projektion von S auf EF sei G.

Beweisen Sie, daB die Gerade EF die Winkelhal-

bierende der Winkel BGC und"AGD ist!

In der Ebene seien n Punkte (n > 3) gegeben, von
denen keine drei in einer Geraden liegen.

Gibt es einen Kreis, der durch mindestens drei dieser
Punkte hindurchgeht und keinen der librigen Punkte
im Innern enth#lt?

In ein gleichseitises Preieck mit der Seitenlinge a
sollen drei gleichgroBe Kreise so eingezeichnet wer-
den, daB jeder die beiden anderen und zwei Seiten des
Dreiecks beriihrt.

ay Bestimmen Sie den Radius der Kreise!

b) Geken Sie eine Konstruktion fiir den Radius an!

. Fiir das Kraftwerk Klingenberg wurden zwei neue

Schornsteine gebaut, Jeder von ihnen besteht aus
einem Betonmaniel, der die Form eines hohlen Kreis-
kegelstumpfes mit den folgenden Mafien hat:

Unterer lichter Durchmesser d, = 10,00 m
Oberer lichter Durchmesser d, = 7,50m
Unterer duflerer Durchmesser D, = 11.20m
Oberer dulerer Durchmesser D, = 780m

Héhe H == 140,00 m
Dieser Mantel erhiilt eine Auskleidung von Glaswolle,
Kieselgur und Klinkersteinen. 2

a) Wieviel m3 Beton werden fiir jeden der beiden
Schornsteinméntel bendtigt?

b) Wie groB ist das Gewicht G jedes der beiden
Schornsteinméntel? Die Wichte des verwendeten
Betons wurde mit ¢ = 2,4 Mp/m® angenommen,

Die Giitekontrolle eines Betriebes hat die Priifung des

Profils einer Keilwelle mit vier Nutenkeilen (siehe

Figur) durchzufithren. Die anzufertigende Lehre miBt

X




als Priifstrecke x den Abstand zweier benachbarier
Keile von Innen- zu Innenkante. Berechnen Sie das
Priifmaf!

87.In der Skizze sind die Nabe und der anschlieBende
Schatft eines Hebels aufgezeichnet. Der Ubergang vom
Schaft zur Nabe soll durch eine Abrundung mit ry =
30 mm erfolgen. Konstruieren Sie die Mittelpunkte der
AnschluBbdgen und die Ubergangspunkte!

2
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ANIED

———

o0

88. Zur Verwendung als verschie_bbare Laufgewichte auf
einer Stange sollen zylindrisch durchbohrie Kugel-
ringe hergestellf werden.

a) Stellen Sie die Gesamfifliiche dieses Kugelringes als
Funktion vom Bohrlochdurchmesser dar!
(Kugeldurchmesser konstant vorgegeben).

b) Wie groB muf der Bohrlochdurchmesser sein, wenn
die Gesamtoberfliche maximal sein soll?
©) Wie grof} ist die maximale Oberﬂiichef

|
! %

as
dA

89. Hin Betrieb lLiefert jahsich an die Betriche (1) und (2) 6004
baw. 400 ¢ cines bestimmten Erzeugnisses. Tiir den Trans-
port stehen die LKW 1 und 2 mit Nutzlasten von 1 Mp
bzw, 4 Mp zur Verfiigung. Der kleinere Wagen steht Jahr-
lich héchstens fiir 200 Fahrten, der gréBere fiir 200 Fahrten
zur Verfiigung. Die Transportkosten in MDN betragen je
Fahrt fiir

LKW 1 LEW2
zur Fahrt nach Betrich 1 19 20
zur Fahrt nach Betrieb 2 30 60

Wieviele Fahrten mus jeder Wagen zu jedem der beiden
Betriebe im Jahr durchfiihren, wepn die gesamten Trand-
portkosten mbglichst gering sein sollen?

Anmerkung: Man bezeichnet zweckmiiigerweize die An+
zabl der jihrlichen Fahrten des LKW i zum Betrieb j mit
Xjj. (%15 — lies: 4% eing - zwei*® — ist also z. B. die Anzahl
der jahrlichen Fahrten des LKW 1 zum Betrieb 2.)

80. In dem Schlitz eines zylindrischen Spiegels, der nach innen

spiegelt, tritt bei Py oin Lichtstrahi ein, der mit dem Radius

MP, den Winke! a bildet (u < ’2‘) Der Lichtstrahl ver:

Kuft in einer auf der Zylinderachse senkrecht stehenden
Ebene und wird an den Punkten Py, Py, Py, cop Ppy oee
reflektiert; (vgl. die-Abbildung?t).

8) Geben Sie eine Formel fiir die Bogenlinge ¥, P, an!
b) Wie grof ist a, wenn Py, mit Py zusammenfillt und der
Streckenzng P, P; P, ... Py, sich nicht iiberschneidet?
©) Es sei a == 50°. Wie grofl ist n, wenn Py mit P, zusams

menfillt?

Geben Sie die drei kleinsten Werte fiir n an!

{In diesem Fall kann sich der Streckenzug P, PPy .. Py
iibersehneiden).

91, Wie lauten: die letzten beiden Zifforn der Zahl 3°%*— 29992
(im Dezimalsystem). "
92. Man berechne gemeinsame Losungen der beiden Glei-
chungen d
3xt 4 I3x%4 2022 4+ 17x 4+ T=0
3x'4+ x'— 8x* 4 llx—T=10
{Dabei sollen keine Niherangsverfahren benutzt werden.)

03. Ohne Benutzung einer Tafel und ohne Benutzung des
Rechenstabes ist zmu entscheiden; ob die Zahl

3 3
s 1620+ 12 J17457 + J1620—12 y17457
griBer, kleiner oder gleich 18 ist.

94, Ein Kreis wird von vier in derselben Ebene liegenden
Kreisen, deren Radius halb so groB wie der Radivs des
gegebenen Kreises ist, so geschnitten, daB diese kleineren
Kreige einander nicht schneiden (Abbildung).

8) Ed ist zu beweisen, daB der Flicheninhalt der in der
Abbildung punktierten Teilfliiche des groflen Kreiges
gleich der Bumme der Flicheninhalte der schraffierten
Teilflichen der kleineren Xreise ist.

b) Diese Aussage 1iBt sich in verschiedener Hinsicht ver-
allgemeinern. Geben Sie eine Verallgomeinerung anl!

& 4
© ¢
I afin,

Mathematikerpers8nlichkeiten das
19. und 20. Jahrhunderts

Sie lehrten-
an der Karl-Marx-
Universitsit

1796-1814 Moritz von Prasse
1801-18106 Conrad 8. Ouvrier
1811-1825 Brandan Mollweids
~1815-1868 August Ferdinand Mgbius
18241867 Moritz Wilhelm Drobisch’
1812-1834 Heinrich Brendes
1841-1843 Carl Wilhelm Brandes
1833-1874 Gotth. Oswald Marbach
18531908 Wilhelm Scheibner
1863-1867 Hermann Hankel
1866-1908 Adoiph Mayer
18671889 Karl von der Mill
1868-1911 Carl Neumann
1876-1877 Axel Harnack
18781888 Carl Rohn
1904-1920 Carl Rohn
1880-1886 Felix Klein
1881-1888 Friedrich Sehur
1882-1887 Walter (von) Dyck
1885-1888 Eduard Study
1884-1904 Friedrich Engel
1886-1898 Sephus Lie
1891-1896 Georg Wilhelm Scheffers
1893-1816 Otto Fischer
18951910 Felix Hansdorfl
1899-1901 Gerhard Xowalewski -
1899-19387 Otto Holder
1899-1910 Heinrich Liebmann
1909-1925 Gustav Herglotz
1910-1814 Paul Kosbe
1926-1945 Paul Koebe
1911-1914 Robert Konig
1914-1917 Wilhelm Blaschie
1917-1956 Walter Schnee
1919-1835 Friedrich Levi
19221933 Leon Lichtenstein
1922-1926 Ludwig Neder
1028-1939 Frnst Hélder
16311845 B. L. van der Waerdsn
19371944 Eberhard Hopf
1935 Felix Burkhard

& &

b&4

ha 4

Mathematik
als Erholung

Marx hatte neben den Poeten
und Romanciers noch ein anderes
sehr merkwiirdiges -Mittel, am
geistig auszuruhen; das war die
Mathematik, fiir die er besonders
Vorliebe hegte. Die Algebra ge-
wabrte ihm sogar einen morali-
schen Trost; zu ihr nahm er seine
Zaflucht in den schmerzlichsten
Momenten seines bewegten Le-
bens. Wihrendder letzten Krank-
heit seiner Frau war es ihm un-
maglich, sich in gewohnter Weise
mit seinen wissenschaftlichen
Arbeiten zu beschiftigen; er
konnte dem Druck, den die Lei-
den seiner Gefahrtin auf sein Ge.
miit ausiibten, nur entilichen,
wenn er sich in die Mathematilc
vergenkte ... In der hiheren Ma-
thematik fand er die dialektische
Bewegung inihrerlogischstenund
zugleich einfachsten Form wie-
der; nach seiner Meinung war
anch eine Wissenschaft erst dann
wirklich entwickelt, wenn sie da-
hin gelangt war, sich der Mathe-
matik bedienen zu kénnen.

aus: Paul Lefargue
o Brinnerungen an Mary®

Beito 7
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Die erste Internationale
Olympiade

1959 in hum&nien

Am 21, Juli 1959 reiste die Dele-
gation der DDR zur ersten Internatio-
nalen Mathematik-Olympiade aus
Berlin ab. Es war fir alle Mitglieder
die erste Fahrt ins Ausland nach 1945,

Welche Frende, die ersten Begeg-
nungen der Schiiler aus den befreun-
deten Liindern zu erleben - auller
Albanien waren alle europiischen
Volksdemokratien und die Sowjet-
union beteiligi. Die Verstindigung
fiber mehrere Sprachen, die Aunfge-
schlossenheit der Jugend, ihre stiir.
miseh eiregten Fragen und Antworten
“Werde ich nie vergessen. Was kann es
fiareinen Menschen, der bisher die inter.
nationale Solidaritit nur theoretisch
kannte und bejahte, Schoneres geben
als dieses Erlebnis der lebendigen Ver-
bundenheit junger Sozialisten?

Newton schrieb einmal als ,,Rezept®
fir Reisende in fremde Linder sion-
gemifl: Beobachten Sie die Sitten;
passen Sie sich ihnen an. Treten Sie
nicht als Lehrender sondern stets als
Lernender auf. Unsere Schiiler haben
sich bemiiht, ihr Verhalten danach
einzurichten.

Beim mathematischen Wetthewerb
zu dem die Schiiler ans den befreun-
deten Liéndern gut verbereitet antra-
ten, konnten einzelne Teinehmer aus
der DDR zehn Punkte erreichen. In
der Einzelwertung war ein Bchiiler aus
der CSR mit 40 Punkten der Beste,
Zweiter war ein junger Ruméine mit
37 Punkten, Dritter ein junger Ungar
mit 36 Punkten. In der Linderwertung
nabmen die Ruminische Volksrepu-
blik, die Ungarische Volksrepublik
und die Sowjetunion die ersten drei
Pliitze ein.

Rudolf Nila

Kein Mensch wird dadurch
kriftig, daB er eine Abhandlung
iiber Turnen liest, sondern indem
er turnt; kein Mensch lernt den-
kén, indem er die fertig geschrie-
benen Gedanken anderer liest,
sondern dadurch, daB er selbst
denkt und sich die Natur der
Dinge selbst zu erkliren sucht.

Mihai Eminescu
(VE Rumdénien)

Platz der Republik in Bukarest
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9. Aufgabe
1. Aufschwemmung ¢

1 Teil Bodenprobe und 10 Tefle Wasser werden zu 11 Teilen
Mischung vereinigb. Das Verhiltris von Boden zun Waser

ist
1:10
2. Aufschwemmung :

1 Teil Mischung wird mit 10 Teilen Wasser vereinigt.
Das Verhdltnis von Boden zu Wasser ist jetzt

1My
1 \10 )

1 1 110
oder —: ,0_+_

11 11
oder 1:120

3. Aufschwemmung :
Das Verhaltnis von Boden zu Wassgor ist jetzt

1 120
—:f—t 10)
121 \121

1 (11T —1) 4 112- 10

oder —
112 112
= 1:112—1+11%-10
= 1:1830

n-te Aulsehﬁsmmung:

Das Verbiltnis von Bodenprobe zu Wasser ist allgemein
L -1
1o\ am-t
1:(1m=-D—1 4 10 112~ D)
1:(le-D. 10« 13n-D__ 1)
1:(11e=B. (1 4 10) —1]
1:{11n—1]
&) Mischverhiltnis etwa 1:2000000
es mub also

-+ 10

1:(117 — 1) = 1:2000000 sein.
Vereinfacht heifit es dann |
112 — 1 == 2000000,
fiir n = 6, erhiilt man
115 = 1771561,
Man muB die Aufschwemmung eiwa 6mal wiederholen, um
ein Misehverhiiltnis von 1: 2000000 zu erhalten.
b) In 1 om® Bodenprobe waren 10 Millionen Bakterien ent-
halten. Dann sind in 1 em® der Aufschwemmung nur

noch ——
2000000

also etwa 5 Balkterien.
In der Aufsechwemmung sind durchsehnittlich etwa 5 Bak-
terien enthalien. :
In 14 Sekunden wird der Wagen anf 8¢ km - h1 oder
22,2 m « 51 beschleunigt.
Formel fiir die gleichformig beschleunigte Bewegung:

b v

g=—1? und v=:b-t und b=

2 t
; ¢ b . -t
eingesetzt in ~ B== — t? ergibt: s~ -

2 Z
22.2- 14
8= s= 1554

2

a) In 14 Sekunden legt der Wagen 0,155 km zurtick.
Nach 14 Sekunden fihrt der Wagen in geradlinig gleich-
formiger Bewegung:

s=v-t
Es ist noch zu berechnen, in welcher Zeit die restliche
Strecke von 844,86 m (1000 m-— 155,4 m) zuriickgelegt
wird.

Nech der Formel s=v-t isfb t=—

844.6
22,2

b) Insgesamt wird fiir 1km die Zeit von s+ 38.1s,
das sind 52.1 s bendtigt.

t +=38,1

13 169 + 26 i 13

30 15 30 % &
ag) Die Subtrakbion entfalls in diesem Fall, denn Summe
und Differenz zweier rationaler Zahlen (= 0) kénnen
nie gleich sein.
160 18 169-13 13

30:15 2

"3,

der urspriinglich enthaltenen Bakterien,

169 13 169-15
By) — 1 — = = —
30 15 3013 2
Angtolle des Fragezeichens kinnen nar die hefden Rechen<
zeiehen (+4) und () stehen.
b) Nach a) sind zwei Zahlen x und y zn finder, so daf ihre
Summe gleich dem Quotienten von jhnen ists
x 3
-
y 1—y
¢) Durch Einsetzen in die obige Gleichung kann man etwa
die folgenden Aufgaben erhalten:

9 o 3
)= — 3= —— = ——
2 2 2
121 11 121 1 11
42 14 42 14 3B
289 17 289 17 17
€ —F —a= — i — = —
168 24 168 24 7

d) Die allgemeire Bedingung war
i x
Xt y=—
¥y

oder y 3 +1l=1
x
Angenommen, x und y wiren” positiv und ganzzahliy,
dmmist(l i 1) > 1 und damit amhy(i - 1) >1
x x
Letzteres stoht im Widerspruch zur Bedingung

¥ (l + 1) =1.
x
Folgerung:

x und y kinnen nicht ganzzahliz und positiv sein.
13. Esist 620 -— 1 = 362 — 1.
Da 36 :7 = 5Rest 1 ist, 158t auch 36° den gleichen Rest.
Mithin ist 36" — 1 teilbar.
14. a) 1,096 = 2,50
1,086 = 6,25
¢) 60 1,006% = 100 - 1,025%
x ~ 7,6, Also 1968

6,25 - 0,6
dy ——— = 2,28; efwa 2,3mal so groB
1,64

15.Esist g: (vp+ vg) =3

b) 1,0251% == 1,28
1,02520 = 1,64

2
8:(vp—Vvg)= —
2

Der Dampfer wirde ohne Strémung 3% Std. fahren,
daher braucht das Fahrzeug 18 Stunden.

16. Da ¢ —Db?==a? bzw. b? 4 2b 4 1 — b?*= a?, kamm es
sich bei a? aur um das Quadrat einer ungeraden Zahl han-
deln. Daraus 1aBt sich ableiten, da8

a==2n+1
21 dn*t 4
b==&———~=-n—+—3=2n2+2n.
2 2
Tatsiichlich ist:

(2n 4 1?4+ (202 + 2n)2 = (2n® + 2o+ 1A
17. a) x1® = 2,5, d, h. 9,69, jihrlich
b) 80 - 1,096% = 100 - 1,02*
x=~ 3,1
In 3 Jahren. also 1963
¢} Um rund 64%
18. a} 1 4+ 2d =100
1=380

4V
Fir | + 2d = 100 wird ! == 100 — 2d und f(d) = -—
£

= d2 (100 — 2d) = 1004 — 242
7 (d} = 200d — 6d*
Maximum fir d = 33L, da £/(d) == 200 —12d < 0

7
fiir d = 33L. Man erbélt 1= 33Lund V= — (33579
4

= 28060 (in cm bzw. em?¥).
b) Diese Frage stellt nur eine Art ,,Sophismus® dar. Denn
die beiden Bedingungen
14 2d = 17 em
max (1, d) = 10 em
sind fiir | = 17 cm und d = 0 em stets erfiillt, sp daf
i theoretiseh Vi, = 0ist.
21. Mindestens 744 Btick.

22 FTar0 = x éi ist (1 — 2 sinx eosx)? 2= 0, also
2

| 1 —4 ginx cosx + 4 sin®x cos?x == 0.
Da (1 + 2sinx cosx)?— 8 sinx cosx == (1 — 2 sinx cos x)%,
ist (1 + 2sinx cosx)¥ — 8 sinx cosx = 0

oder (1 + 2sinx cosx)? = 8sinx conx.
Mithin ist {sinx 4 cosx)? = 8sinx cosx



24,

25.

26.

28.

29,

und sinx 4 cosx =Y 2 LY 2 sinx - 41‘ CO8 K.
Es muB zuniichst sein
—l=x=3.
Ferner erhilt man (z. B. nach zweimaligem Quadrieren
usw.), da8

1 13
x<1-——]/31 und x>1-4—}81
8 8
sein miiBte. Die Probe zeigt, daB
1
—l1=x<l——}3il
8

alle Losungen umfafBt.
a) Aus x19 = 10000 erhilt man 9,69,.
b) Die bisherige Steigerung betrug 11,5%, war also noch

hoher als in dee Vorhersage.
Wire die Behauptung falsch, go miiBte (sina 4 cosa)?
= 2,25 sein bzw. (nach entsprechender Umformung) sinZa
= 1,25. Dies ist aber nicht méglich, also war die Behaup-
tung richtig. :
Mit Hilfe der Potenzgesetze wird er Ausdruck umgeformt:
552290 4 32.30.2.2m

20 53. 20 4 ]g. 2. 30

20- (50)™ + 18- 120

Die beiden Faktoren 20 und 18 lassen wegen ihrer durch
18 teilbaren Summe 38 einen Zusammenhang ahnen. Zun
Ziel kommt man jedech nur, wenn es gelingt, den Ausdruck
in Vielfache von 19 zu zerlegen.

20 (38 + 12)" + 18- 12"
Die ersten Glieder des Ausdrucks (38 -+ 12)" sind alle Viel-
fache der Zah! 19! Das letzte Glied heifit 127,

20 (387 4+ 3881. 12 4o vee - 38+ 1201 |- 127) - 18- 128
also

20(19a, - 19a, - 19a, + ++- 19a,) -+ 20+ 1204 18- 120

90 (198, + 198, + 19a, - «- 19a,) + 38- 120
Damit ist die Aufgabe gelost, denn beide Summanden sind
durch 19 teilbar und so auch der gesamte Ausdruck.
sin®x -+ ¢os?x = (sinx - cosx) (1 — sinx cosx),
Setzt man sinx - cosx==a, so erhilt man &% 3a+2=0

und daraus x = 2kz und x == il + 2kn mit

k=0, «+1, £2, ...

a} Man kann annehmen, dafl sich in der 1.Tasse die
Menge 1 an Milch und in der 2. Tasse die Menge 1 an
Kaffee befinden. Bezeichnet man die Menge, die ein
Liffel faft, mit q, so erhilt man das folgende Schema:

1, Tasse 2. Tasse
Kaffee Milch Kaffee Milch
Anfangs- |
zustand ! 0 { 1 1 i}
Zustand nach
der ersten
Umfiillung 1] l1—gq 1 q
Verdnderung ’ 4 g
durch die + b bk e 4 L i e MRG
2. Umfidlung 1+4q 14 a 1+q 14+ q
@ 1
Endzustand k) 4 1—aq+ - 1 1— st o)
1+q 1+g 1+q 1+49g
1 il q
14+q 14-q 1+4q

In der 1. Tasse befindet sich also im Endzustand ebenso
viel Kaffee wie in der 2. Tasse Milch.
b) In diesem Falle erhiilt man das folgende Schema:

1. Tasse 2. Tasse
Kaffeo Milch Kaffee | Milch
Anfangszu-
atand Q 1 2 0
Zustand nach
der ersten
Umfiillung 0 1—q 2 3
Verinderung i :
durch die At e gl b
2, Umfiillung 24 g 24-g 21q 2+q
2 2 2 2
Tndeistand e 1—qt REERCC D W e
2+4q 2+4qf 2+q| 244
sy 2-—q 4 2q
2+9q 24q] 2+q

In der 1. Tasse beﬁdet sich also auch. diesmal ebenso
viel Kaffee wie in der 2. Tasse Milch: !

27. Man zerlege die rechte Seite in drei gleiche Sunmimanden.

Jeder von ihnen ist dann kleiner als jeder der links ste-
henden Summanden.

1
Aus > ;-—15—-> X H
at+b aibile¢ ble atbie
1 1
> —
¢cta a-+bto
1 1
folgt —— -+ — S Glp e TR
a+bd btoe cta at+tbte

und damit die Behaupturg.

20. Fs ist p? — 1= (p <4 1) (p—1), wobei beide Fakforen

gerade Zahlen sind. Da eine Primzahl p > 2 bei Division
durch 4 stets entweder den Rest 1 oder den Rest 3 188t
ist auch stets entweder p — 1 oder p + 1 durch 4 teilbar,
das Produkt {p 4 1) (p—1) alse durch 8 teilbar. Bei
Division durch 3 laBt jede Primzahl p > 3 entweder den
Rest 1 oder den Rest 2. Also ist entweder p-—1 oder
p + 1 durch 3 teilbar und mithin p* — 1 fiir p = 5 durch
24 teilthar.

31. Man formt um in

sin?x + 4 gin?x cos®x > (3 sinx — 4 sintx)? usw,
Man setzb sin?x = 2 und erhiilt
4% — 522 4 7 < 0.

1
Diese Ungleichung gilt fir — <<z < 1.
4
1 .
Man erhilt also — << sin?x << 1
4
e 7
und Jamit — + kg < x << — -+ kn
6 2

3 B
und — +kn<x<--nt kA
2 6

Da aus der letzten Ungleichung auch alle vorhergehenden
folgen, ist die gegebeno Ungleichung fiir die Angegebenen
Intervalle erfiillt. i

32. Addiert man jeweils die erste und die letate, die zweite

und die vorletzte ,...... TER TV dieser Zahlen, so
erhiilt man 50 gleiche Summen von je 20001. Also heillt
die kleinste der gesuchten Zablen 9951 und die grofite
10050, ¥
33. Es ist
n*+3n?—n—3=n>(n-+ 3 —(n-+3)
=(n?—1)(n+3)
=in—1n+1n-+3.
Da n ungerade ist, sind mindestens ein Faktor dieses
Produktes durch 4 und die beiden anderen Faktoren
durch 2 teilbar, Das Produkt ist also durch 16 teilbar.
Ferner ist ein Faktor und mithin auch das Produkt
durch 3 teilbar, Daher ist das Produkt durch 48 teil-
bar.
34. Die gegebene Gleichung ist mit folgenden Gleichun-
gen dquivalent:

1—sin 5% = cos? %x+sin’ %x —2 sin %x cos % x (1)

1—sin 5x — 1 — sin 3x (b
sin 5x—sin 3x = 0 (3)
2 cos 4x sin x = 0. ()]

Die Gleichung (4) ist genau dann erfiillf, wenn ent-
weder sin x = 0, alse x =rk

also x = %{2}:1—1) ist.

wobel k eine belicbige ganze Zahl ist.
Da die gegebene Gleichung mit der Gleichung (4) dqui-
valent ist, hat sie die Ldsungsmenge

X == ik, X= % (2k+1)
43, Es gib} folgende Zahlenpaare:

oder cos 4x = 0.

(ik ganze Zahl),

2,10 5, 1 10,14 23, 25
Also kauften:
Meier 25 Tiere Krause 10 Tiere
Schulze 14 Tiere Franke 11 Tiere

Frau Meier ist eine geborene Schulze, Frau Franke
ist eine geborene Meler, Frau Krause ist eine geborene
Schulze, :

44, B3 gibt 21 Moglichkeiten. Lsung z. B. durch systema-
tisches Probieren.
Die Primzahlen < 99 sind: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 47, 58, 59, 61, 67, T1, 73, 79, 83, 89, 97.
Fiir die Bildung der Summe 99 kommen nicht in Frage:
die Zahl 2, weil die beiden anderen ungeraden Sutns
manden eine gerade Summe ergehen wiirden; die Zah}

97, weil sie eine Summe > 89 ergeben wiirde. Dig

systematische Zusammenstellung der drel Summan-
den beginnt mit der Zahl 3 und ordnet ihr Paare von
Primzahlen zu, die die Teilsumme 93 — 3 == 96 bilden
usw,

Das Gehelmnis
der rumdnischen

Erfolge

Aus Informationen von Professor
Teodorescu, Dekan der Fakultéit
fir Mathematik und Mechanik an
der Bukarester Universitét

Die Forderung der leistungsstarken
Schiiler in Mathematik und Physik
ist in der Rlimiinischen Volksrepublils
bereits zu Einer Maggenaktion gewor-
den. Eihe bewihrte Methode st die
jahrliche Mathematikolympiade. Sie
lauft in drei Etappen ab: die Olym-
piade der besten Schitler einer Stadt,
dann der Region ‘und schlielich des
Landes. 1862 beteiligten sich an der
Olympiade 26 146 Schiiler, in Physik
19485 Schitler an der ersten Etappe.
1963 stieg die Teilnehmerzahl auf
28 687 und in Physik auf 20 637.

Eine wertvolle Einrichtung fiir die
begabten Schiiler sind die sogenann-
ten Stadtzirkel. In diesen Zirkeln wet-
den die besten Schiiler aus den Schu-
len einer Stadt zusammengefals, thr
mathematisches Wissen wird vervoll-
stindigt, und es werden ihnen zusiitz-
liche Kenntnisse vermittelt, Mitarbei-
ter von Hochschulen halten in diesen
Zirkeln Vorlesungen., Oftmals #iber-
nehmen die Schiller selbst Referate.
Schwere Aufgaben werden im Kollek-
tiv gelost.

Von wesentlicher Bedeutung ish
awch die monatlich in 28 000 Exem-
plaren  erscheinende  Zeitachrifs
.Mathematik und Physik fiir Schii-
fer'‘. In dieser Zeitschrift werden
komplizierte mathematische Aufgaben
gestellt, z. B. Priifungsaufgaben zur
Aufnahme an Hochschulen aus dem
Vorjahren, Aufgaben der vorjihrigen
Olympiade. Schiiler, die 12 oder 30
richtige Losungen einsenden (jo nach
Leistungsklasse) werden namentlich
genanot und prémiiert. 2

Teh konnte mich iiberzeugen, daf
die namenttiche Liste der Teilnehmer,
die die Bedingungen erfiillten, 16 Sei-
ten umfaBie.

Bewihrt hat sich such ein jihrlicher
Wotthewerb der Schulen iiber die
aulferschulische Tatigkeit zur Forde-
rung der mathematischen Kenntmisse.
Gewertet werden: Zahl der Zirkel,
Zabl der Zirkelteilnehmer, Zahl der
Zusammenkiinfte, Teilnchmerzahl an
der Mathematikolympiade, erhaltene
Auszeichnungen, Zahl der Bezieher der
Mathematikzeitschrift fir Schiler.
Diese Methode ist erst neu. Trotzdem
beteiligton sich bereits 50 Schulen an
diegsem Wettbewerb.

Die sorgfiltige Forderung, die die
rumiinische Jugend in den mathenta-
tischen Wissenschaften exfihrt, sichert
der Ruménischen Volksrepublik einen
Nachwuchs gutausgebildeter und mit
reichen mathematischen Kenninissen
versehener Menschen. Besonderes
Augenmerk wird dabei den Lehrkrif-
ten zuteil.

So gelang es der Rumiinischen
Volksrepublik in 15 Jahren, aus der
ruminischen mathematischen Schule,
die anch bereits frither Tradition be-
saB, aber an Zahl gering war, heute
eine mathematische Schuole mit zahl-
reichen jungen Forschern zu enbwik-
keln, die bekannt und oftmals bereits
international geschiitzt sind.
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Ungarn
an der Spitze

Vom 18. bis 25. Juli 1960 fand in
Sinaia die II. Internationale Mathe-
matigche Schillerolympiade statt, an
der Schitler (Absolventen der 11. und
12. Klassen) aus den Volksrepubliken
Ruméinien, Ungarn, Buigarien, aus der
Tachechoslowakischen BSozialistischen
Republik und der Dentschen Demo-
kratischen Republik teimahmen. Die
Olympiade wurde von der ruménischen
,,Gesellschaft ffir Mathematilk und
Physik* in Zusammenarbeit mit dem
Ministerium fiir Kultur der Ruméni-
schen Volksrepublik organisjert.

Am ersten Tag des Wettstreits, am
21. Juli,ersffnete Prof. Dr. Moisil,\]?ré,-
gident der ,,Gesellschaft far Mathe-
matik und Pligsik* die Olympiade.
Dann arbeiteten die 40 Teilnehmer aus
den Hinf Staaten, unter ihnen nur ein
Miidchen aus Bulgarien, drei Stunden
angestrengt.

Nachmittags war Freizeit, die zn
einem umfangreichen und heftigen
,,Erfahrungsaustausch** itber die Lo-
sung der Probleme benntzt wurde, Far
die zweite Arbeit am folgenden Tag
standen den Teilnehmern vier Stunden
zur Verfiigung.

Die besten Ergebnisse erzielten Un-

arn {zwei erste Preise, zwel zweite
%‘reise), die CSSE und Rumiinien (je
ein erster und ein zweiter Preis). Neben
den Preisen. gab es auch Auszeichnun-
gen; Bulgarien z. B. erhielt einen drit-
te Preis und eine Anszeichnung.

Die Ergebnisse unserer Delegation
waren besser als im Vorjahr. Das jm
Vergleich. zu anderen Teilnchmern
schwache Abschneiden hat w. a. fol-
gende Ursachen:

1. Unsere Schiller konnten nicht
griindlich und systematisch vorberei-
tet werden (keine aullerunterrichtliche
Arbeit, keine Olympiaden). 7

2. Die gestellten Probleme waren fiir
unsere Schiiler, vollig neun (ausgefallene
geometrische Konstruktionen, Unglei-
chungen, Raumgeometrie).

< 3. Die Auswahl unserer Teilnehmer .

war nicht in allen Fillen gut. Keiner
unserer Delegierten wird spiiter Maw

thematik studieren, von_ den ungari~
schen dagegen sieben. ;

(aus:,, Wissenschajt und Fortschritt 3/61)

Seita 10

45,

Dann ergeben sich die Kombinationen:
Bmit 7489 =13-4+83=174-79=23+713=

29 + 67 =37+ 59=43 +} 53 = 96 7
5mitll 483 =234 71 =41-453=04 3
7Tmit13 - 79 =18+ 73 = 31 -+ 61 = 82 3
11 mit 17 + 71 = 20 + 50 = 41 } 47 = 88 3
13 mit 19 - 67 = 86 1
17 mit 23 59 = 28 | 53 — 82 2
19 mit 37 + 43 = 80 1
23 mit 29 4 47 = 76 i

Insgesamt 21 Kombinationen

Die mit ,,ATOM* bezeichnete Zahl sei x,

Dann ist1000=5 x < 10 000.

Nach den Bedingungen der Aufgabe besteht die Zahl x
aus lauter verschiedenen Ziffern. Die letzte Ziffer
kann nicht 0 sein, da sonst im Ergebnis zwei gleiche
Endziffern vork&men.

Es ist ferner

%2 — x = X (£ — 1) == n + 10% (n eine nat. Z.).

Da von diesen beiden Faktoren stets einer gerade und
der andere ungerade ist, kann der Primfaktor 2 nur
in einem der beiden auftreten. Auflerdem kann x — 1
nicht durch 10 teilbar sein, weil danp x auf 1 enden
wiirde, also nicht durch 5 teilbar wire, was aber not=
wendig ist.

Es bleiben nur zwei Fille fibrig:
a) x ist ein Vielfaches von 24 x - 1 ein
Vielfaches von 5¢ oder
b) x — 1 ist ein Vielfaches von 24 und x ein
Vielfaches von 54
Der Fall a) fiihrt auf die Gleichungen x = 16 x und
x = 625 & -} 1, wobeix, y positive Zahlen sind,
Man erhilt A== 15 und daraus'x = 9376.
Der Fall b) fihrt auf keine Losung fir x.

47, 6-% = 4 Umdrehungen
Ha
48, tan x = b
a

54.a) Die Fliche des Querschnitts betriigt 384 m2,

b) Der Rauminhalt betriigt 70 272 m3,
c) 384 m?:576 m? =2 :3

61,

C

A B

YVoraussetzang: Dreieck ABC ist gleichseitig.
Behauptung b+, +hy=h
Beweis:

Zum Beweis feilt man das Dreieck ABC in die drei Teil
dreiecke ABP, ACP und BCP auf In diesen Dreiccken
sind h;, b, und h; die Hohen.,

Die Flicheninhalte der Teildreiecke und des Gesamtidrei-
ecks sind

ABC: F= wn ABP: P2y,
2 2
G T e e A R
B 2
Es gilb:

a a
—+h= "‘(h1 i ha+ hs);'dﬂ
2 2
F=" -+ F,+ F,ist.
Dividiert man die Gleichung durch 2 e ergibt sichs
2

h=h, -+ h; + by, was zu beweisen war.

62. Konstruktionsiiberlegung (Analysis)e

Wenn P ein Punkt mit den geforderten Eigenschafien ist,
dann muB Winkel DPC =. Winkel OPB sein.

Es gilt aber ferner: Winkel CPB = Winkel DCP (als
Wechselwinkel). Also muB auch Winkel DPC == Winkel
DCP sein; das gilt aber nur, wenn das Drejeck DPC gleich-
schenklig ist. P muf also auf AB und auf dem Kreis uma D
mit DC als Radius Hegen,

Konstruktion:

[ [y

N
/ ’\(\ i /
// ,—" N\ /
e AN .
£ R B
Beschreibung:

Man schligt um D mit DC einen Kreisbogen, der AB in P
schneidet. P ist ein Punkt, von dem aus die Strecken CD
und BC unter gleichem Winkel erscheinen, also
Winkol DPC == Winkel BPC
ist.
Das Dreieck DPC ist gleichschenklig (nach Konstruktion)
Daraus folgt, daid
" Winkel DPC (@) = Winkel DCP ()
ist.
Die Winkel § und y sind gleich (Wechselwinkel an Parale
lelen), also Winkel DCP (3} = Winkel BPC (8).
Daraus folgt wiederum, daB’
Winkel DPC (@) = Winke! BPC (g) ist.
Die Konstruktion des Punktes P ist nicht vindeutig,

66. a) Ja. Die Seiten sind Diagonalen der Witrfelflichen.

b) Ja. Parallelebene.

¢) Nein, da ein Wiirfel keine fiinf zueinander nicht paraliele’
Flachen hat.

d) Ja. Seitenlinge gleick der halben Diagonalen der
Wiirfelflichen,

67. Tst P der Schwerpunkt 8, so ist die Forderung erfilllt, it

hierbej alle Verhiltnisse gleich 2 §ind. Man ziehe durch §
Parellelen 2zu den Dreieckseiten. Dhurch Fallunterschei-
dungen 1Bt sich dann der Beweis fithren: (P liegt in einer
der Teilfiguren).

68.a)1 6+ 1218

b)s+_24+24+s=2=-1+22-6+2?-12j!2°-8
9 @—2-1+ (@—2) 64 (n—20 124 (B—2)°:8

~=n"

69. Man zeichne AM = a und schlage um M mit ¢ einer Kreis

h i @
gowie um die Mitte M; von AM mit — einen zweiten Kreis.
2

Nun schlage man mit b um M einen Kreis, der den Ileinen
Kreis in B, bzw. B, schneidet. Man verbinde A mit B,
bzw. B, und verlingere bis rum Schnitt mit dem groBen
Kreis. Dadurch erhilt man die Punkte C;, ¢’ baw. C,,
Cy. Da MC, =2MB, und entweder MC, || M,B, oder
MC,’[|M,B,, ist entweder €, B; = B, A oder C;'B, = B,A
bzw. entsprechend fiir C; oder Cy'.

—g (a.+o

Die Aufgabe ist losbar fiir =b= S
: '3
92.8) r=17,6m b)0=1064m? o) G~ 3,98 mp
73. a) etwa 23,2 Prozent
b) etwa 7 Bunsenbrennerfiife 7 5

74. Der Umkreismittelpunkt kann innerhalb oder auBerhalb

der Dreiecke oder auf einer Dreieckseite liegen. Fiir diese
drei Fille ist die Formel zu beweisen. Der Beweis kann
z. B. mit Hilfe der Ahnlichkeitssitze erfolgen. Seien z. B.
N der Mittelpunkt des Inkreises und M der Mittelpunkt des
Umkreises. Beide liegen auf der Symmetrieachse des Drei
ecks. Man verlingere diese bis zum Schnittpunkt 8 mit dem
Umkrejs und verbinde A mit 8 sowie A mit N. Dann a8t

sich bei jeder Lage von M herleiten, dall

(r + d) {ry —d) = 21y1,
ist.
Daraus folgt dann die Behauptung. (Hinweis: Die- Drei-
ecke ASC und RNC sind dhnlich, wobei R der FuBpunkt
des Lotes von N anf AC ist. Auflerdem ist das Dreieck
A SN gleichschenklig und daher AS = SN).

75. a) Die symmetrisch zu P liegende Parallele zu g schneidet

den Kreis'in zwei Punkten, falls der doppelte Abstand
von P zu g kleiner als & -+ r ist. Man erhélt dann zwei
Sekanten mit den geforderten Eigenschaften.



b) Je nach der Lage von P und der GréBe von a bzw. #
gibt es zwei Losungen, eine Lisung oder keine Losung.
Falls b der Abstand des Punktes P von g ist, treten diese
Falle fur

i 2b é (a 4 1).

76. a) PQRS st ein Parallelogramm (Kongruenz von Teils

dreiecken).

b} Aus der Berechnung der bestehenden Teilflichen erhéilt

2
man Fporg = P Fanen-

7. Das Tetraeder ist ein regelmiBiger Korper, sein Volumen
und seine Oberfliche lassen sich Jeshalb durch die Kante a

ausdriicken
3
LA R P
12

Bei der Berechnung der Korperhshe ist zu beachten, dal
dieselbe die Seitenhdhe im Verhiltnis 2:1 teilt.

Nach der Aufgabenstellung werden 4 Tetraeder mit der
Kante s, = 1/3 5 abgeschnitten. Jedes solche kleine Tetra-
eder ist dem urspriinglichen #hnlich, sein Volumen betrigt

121 V.
Daraus folgt:
« 23
Volumen des Restkorpers == V— — V= —V
27 27
—Bayz

324
Durch das Abschneiden dor 4 Tetraeder entfallen fiir die
Oberfliche 4mal drei gleichseitige Dreiecke mit der Seite
8, == 1/3 8. Dafiir entstehen aber 4 neue (Grundflichen)!
Also ist
Oberfliche des Restkérpers == Oberfliiche des Tetracders
— 8 Dreiecke.

u? T
Op = 52ﬁ~8-mﬁ= 7511/3
36 9
78. Die Teilung erfolgt nach dem goldenen -Schnitt, also ist
i 1
A=—+4—V5.
2 2 f

(Auf die @uBere Teilung braucht nicht eingegangen zu
werden.}

T9. Der geomstrische Ort ist der innerhalb des Kreises lisgende
Kreisbogen des Thaleskreises iiber M 8.

80. Die gribte Anzahl betrigt 18, da jede Seite des Vierecks
mit dem Umfang desFiinfecks stets nur héchstens 4 Schnitt-
punkte haben kann. {Bei einer ungeraden Anzahl gelangt
man in die Figur nur ,,hinein®, aber nicht wieder ,,heraus*,
erhiilt also nicht die hochstmogliche Anzahl.)

’

81. a) Bezeichnet man den Erdradius mit R, die Hohe des

Aniennsnmastes mit a und dis Héhe der zu iiberblicken-
den Kugelkappe mit x, so erhiilt man pach dem Satz
des Euklid
Rt= (R + a) (R —x).
Die Fliiche der zu tberblickenden Kugelkapps betrigt also
2aR-aR
R4 a
b} Im Falle b erhilt man die Fliche
F' = 2z Ra.
Der relative Fehler betrigt hier
F—F a
F R

r = 14000 km? (vierstellige Tafel}.

Nunist =~ 0,000055.

R

Der prozentuale Fehler betrigh also nur 0,0055%,. Er
jst sehr gering, weil fiir kleine Werte von a der Faktor

j— in der Formel fiir F sich nur wenig von 1 unter-
R+ a
scheidet.

83. Der kleinste Abstand zweier Punkte voneinander sei
d. K sei der Kreis mit dem Durchmesser d, der durch
zwei dieser Punkte P; und P; geht, Dann liegt weder
im Innern noch auf der Peripherie des Kreises K ein
weiterer der gegebenen Punkte.

Ferner seien Ky bzw. K baw. ... bzw. K diejenigen
Kreise, die durch Py und P, und auBerdem einen der
Punkte P; bzw. P; bzw. ... P, gehen. Unter diesen
Kreisen gibt es mindestens einen Kreis K, der den
kleinsten Durchmesser hat,

K, ist ein Kreis mit der geforderten Eigenschaft; denn
im Inneren von K; liegt keiner der angegebenen Punk-
te. Wiirde nfmlich ein solcher Punkt P im Innern
dieses Kreises liegen, so hiitte der durch P, P, und
Py gehende Kreis einen kleineren Durchmesser als K; 5
was der Voraussetzung widerspricht,

82. Man vetlingert das Lot von S auf EF bis zum Schnft$

mit den Seiten CD und AB. Die Schnittpunkte seien
K und L. Dann ist
GK _EC_ CD .
GL —EB — AR (Projektionszentrum H).
Ferner ist (Projektionszentrum S)
DK__KC _CD
AL LB AB
T IR
Also ist L LB

S

(Es muB in der Abb. SCEB heiben).

Mithin ist A KGC ~ A LBG und < BGL = < KGC.
Da aber FE senkrecht auf SL steht, ist somit

< CGE = < EGB. Analog beweist man, dall

< DGF = < FGA ist. EF ist also Winkelhalbierende
der Winkel BGC und AGD.

84. a) In der Abbildung sei CM = x.

A a 8
Dann ist
8
fix= -:a, ako x=2r i
2
Ferner ist CD:AE:!‘V{‘} und ED = 2r,
Mithin ist  a=2r + 2r /3
und =

*(1/5—1).
4
b) Daraus ergibt sich die Konstruktion.
89. B¢ gelten die Gleichungen bzw. Ungleichungen.:

X+ 4y =600_ (1)
Kpp -+ 4% — 400 (2)

X + Xjo = 300
Rgy + Xpa < 200 3)

iy =.0

AuBerdem goll die sogenannte Zielfunktion
z == 10xy -] 20x5 + 30x;, + 60x,,
" ein Minimum annehmen,
Aus (1) und (2} folgen
Xp= 600— 4dx; x,= 400— 4x,
also % = 18000 — 20x,, — 60x,,.
Da wegen (2) xy = 100 und wegen (3}
Xpp £ 200 —Xy T
ist, wird z ein Minimum genan dann, wenn

BaasdardsEe s nE

Zwei Wochen in

Rumdnien

,,»Horst, wollen Sie nach Rumiinien
fahren 7 Mir verschlug es fast die
Sprache. ,,Dort findet Mitte Juli eine
mathematische Olympiade statt, und
Sie sollen in die Mannschaft anserer
Republik aufgenommen werden‘:,

Ob wohl einer da nein gesagt hiitte?
Am 11. Juli 1960 trafen wir uns in
Berlin zu einem kinrzen Vorbereitungs-
lehrgang. Sehr notwendig! Manche
Problems — geometrische Beweisauf-
gaben; abstrakte Aufgaben der Arith-
metik — schienen uns wnlésbar, Doch
die Tips unserer beiden Berater und
rzukiinftigen Begleiter brachten uns
schhieBlich stets anf dem richtigen
Weg. Aber wiirden wir selbstindig die
Aufgaben losen kénnen - noch dazu
in ungewohnter internationaler Atmo-
gphiire? Die Beantwortung dieser
Yrage muBte uns die Zukunft bringen.
Wir wuBten, daB es nicht um einen
der ersten Plitze, sondern um ein
ehrenvolles Abschneiden ging.

Die Reise in die befreundete Volks-
republik fithrte uns tiber Berlin, Prag
und Budapest bis nach Sinaia. In Bu-
dapest trafen wir die ungarischen
Freunde. Gemeinsam mit ihnen betra-
ten wir an einem strahlenden Sonnta;
die herrliche Karpatenlandschaft un
wurden schlieBlich in Sinaia empfan.
gen. Dieser Empfang durch Junge Pio-
niere, die BegriiBung durch die Orga-
nisatoren der bevorstehenden Olym-
piade sowie ein spontanes freund-
schaftliches Verhiltnis zwischen den
einzelnen Delegationen liefen uns be-
reits die wunderbaren Tage in Rumi-
nien vorausahnen. Diese Falrt zum
mathematischen Wettkampl wurde
zur Demonstration echter Freund-
schaft und Achtung, zu der Gewi
heit, daf es uns an wahren Kameraden
nioht fehlt.

Horst Ernst, Oachals
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Tibor Bakos

Talent
und FleiB

Die ,,Kozépiskolai Matematikai La-

ok — Mathematische Blitter fiir die

ittelschule — organisiert jihrlich
Wetthewerbe mit Punktwertung fiir
die einzelnen Schulklassen. Die Teil-
nahme st freiwillig. Es beteiligen sich
ungefshr 1500 Schiiler. 500 bis 700
regelmiiBige Teilnehmer erreichen min-
destens 10 Prozent der méglichen
Punkte, Die Zeitschrift veroffentlicht
auch die Lisungen der verschiedenen
‘Wettbewerbe, ergiinzt mit einigen Aus-
blicken wnd Verallgemeinerungen.

Es gibt ein Grundprinzp aller un-
serer Wettbewerbe, auch der Punkt-
wettbewerbe: Bewertet werden ver-
sohiedene Lésungen der eimzelnen Auf-
gaben, Veraligemeinerungen und an-
dere Schinheiten der Arbeiten, aber
nur, wenn fiir jede Aufgahe sine voll-
standige Grundlosung vorliegt. Da-
durch wird die Entscheidung erleich-
tert, weil das nur bei wenigen Arbeiten
erfillt ist. Der Beweis und die Dis-
kussion gehoren selbstverstindlich zur
Losung, z. B. bei geometrischen Kon-
struktionen oder parametrischen Glei-
chungen. Die Benutzung von Biichern
usw. ist gestattet.

Ein auslindischer Mathematiker,
der Ungarn besuchte, sagte einmal,
Ungarn sei eine GroBmacht in der
Mathematik. Das kann etwas iiber-
trieben sein, doch Ungarn hat eine
Reihe hervorragender Mathematiker
herveorgebracht.

Das Milieu ist-giinstig, und die Tra-
ditionen werden gepflegt. Wir suchen
die Talente und den FleiB. Doch gibt
ea nicht in ajlen Jahren herausragende
FErfolge, unser Reservoir ist nicht zu
groB, Ein ungarischer Schiiler hat an
den internationalen Schiiler-Olympia-
den dreimal erfolgreich teilgenommen
(als Schiller der 2, bis 4. Klasse) und
mehrere Schiller zweimal. Doch 1963
muBten wir in der achtkspfigen Mann-
schaft einen Versuch mit zwei 15jih-
rigen machen, und das ist gut gelun-

gen.
Aus! Wissenschafi und Forischritl 6/64

Prozessograph
kontrolliert

Maschinen

BUDAPEST Dieneue volltransisto-
risierte Dispatcheranlage , Prozesso-
graph*, die vom Budapester Institut
far |, Betrisbsme-, Steuerungs- und
Regeltechnik entwickelt wurde und
bereits in einer Elektromotorenfabrik
und einer Fabrik fiir Fernsehbildroh-
ren in Ungarn eingesetzt ist, kann je-
weils zwei Funktionen von 220 Maschi-
nen kontrollieren. 8ind 120 Maschinen
angeschlossen, werden vier und bei 80
Magchinen sogar acht Funktionen
iiberwacht. Die Konfrolle kann auto-
matisch erfolgen, aber auch von dem
die jeweiligen Maschinen bedienenden
Arbeiter durch Drucktaste in die Dis-
pateheranlage eingegeben werden.

Auf einer Schauntafel an der modern
auspestatteten Anlage zeigen Lichtsi.
gnale den Verlauf der einprogrammier-
ten Funktionen an, wihrend gleich-
zeitig auf Schreibbiindern die Betriebs-
stockungen registriert worden. Zihl-
werke geben zugleich die Stickzahlen
anf 30 Maschinen produzierter Einzel-
teile an. Der Dispatcher kann iiber
Telefon oder mit einem Mikrophon
an die einzelnen Arbeitsstellen Anwei-
sungen geben, die auf einem Magnet-
tonbandgeriit festgehalten werden
konnen.

Beite 12

90.

1.

92.

93.

Hyp= 100 und
also X3 =200, x,=

Der LKW 1 muB also 200 Fahrten zum Betrieh 1 und
zum Betrieb 2 keine Fahrt durchfiibren, der LKW 2
dagegen 100 Fahrten zam Betrieb 1 und 100 Fahrten
zum Betrieb 2, damit die gesamten Transportkosten mog-
lichst gering werden. (Sie betragen 10000 MDN.)

Xy == 100,
0 ist,

a) Aus der Kongruenz der Dreiecke

PyMPy, P, MP,, ... folgt

i’ﬁ;;.— ﬁz }:P;—-.: ... Ferner igt

X P MP;= ( PMP,=...—=a—2a.
Daher ist die Bogenlinge

—
PyPp=n({w— 2a)r.
b) Aus 10 (g — 2a)r = 2mr
folgt = E 7 =720,
&

5
¢) Aug n n——n) r=k-2ar
9
(k natiirliche Zahl, k > 0}

2 ]
folgt —n=k, alson= —k.
9 2

Ta n eine von Null verschiedene natiirliche Zahl ist,
erhiilt man nur Lisungen fir
k==2,4,6,...,und zwar n=09, 18, B oo

Bezeichnet man den bei der Division durch 100 auf.
tretenden Rest von 3% mit f (n), so erhdlt man f (1) = 03,
£(2)== 00, f (3) = 27, ..., £ (19) = 67, { (20) = O,
£(21) = 03, ...

Wegen 35+20 — 30 . 348678440 ist
£ (n) == f(n + 20). Daher ist
£(999) = £ (49 - 20 + 18) — £ (19)= 67.
Bezeichnet man entsprechend den bei der Division durch
100 auftretenden Rest von 2" mit g (n), so erhilt man
g (1)=02, g (2)= 04, g (3) = 08, ... g (19) = 88,
g (20)= 76, g (21) = 52, g (22) = 04, g (23) = 08, ...
Daher igt g (999) == g (19) = 88.
Die Zahl 3999 — 2999 pndet demmach auf 79.

Ist x; eine geweinsame Ldsung, so ist x, % 9 und
3x8 4 1Bx? 4+ 20x2 4 17x, + 7 =0 (1)
3xt4+ xf— 8x 24 llx --7=0 2.
Aus (1) und (2) folgt (durch Subtraktion):
12x,% 4 28x,* 4 6x; -+ 14=10
und, hierauns
6x% 4+ 4x2+ 83x, +-T7T=0
Andererseits folat aus (1) vnd (2}
(durch Addition): &
Gxt 4 14x,3 - 12x,% + 285, =0
und hieraus wegen x, == 0:
6x,% - 14x,% + 12x; + 28=0C
Aus (3) und (4) folgt (Gurch Subtraktion):
9x; + 21=0,

21 il
H=—— = —

3

(3).

(4).

also

7
Mithin ist x,=— — die einzig mégliche gemeinsame
3

TLosung der Gleichungen (1) wnd (2). Durch Einsetzen in
beide Cleichungen kann leicht verifiziert werden, dal x;
tatsichlich die gemeinsame Lisung ist.

Setzt man w== 1620 und v =12} 17457, so wird (1)

z.—=3u+v+3{(u—v‘ (2)
a B g L g P

wr=utv-3 Yoty fo—v(Yut vt Ju—v)
+ u—v

23 = 3240 - 3 16207 122 - 17457 -

2% == 3240 | 144z (3).

Diese Gleichung hat genan eine reelle Losung, némlich

2y == 18, da

(28— 1447— 3240) : (n— 18) == 2% 4 185 -+ 180 ist
und die Gleichung
22 + 18z -1 180 =0

keine reellen Logungen besitzt.

Da es nur eine reelle Zarl z gibt, die die Bedingungen (1)

und (2) erfiillt, und da fiir diese Zahl auch (3} erfillt ist,

da andererseits die Gleichung (3) nur eine reclle Losung

hat, ist

3 s :
£= [ 1620+ 12717457 + [ 16201217457 =18.

Eine weitere Lésung:

Veramcht man, die Zahlen 1620-1 12 1 17457 in der

Form (a1 ﬁ)“m a®+ 3a=ﬁ + 3abt b ﬁ mit

a==9 darzustellen, so folgt aus a®-} 3ab= 1620 zu-

niichet b = 33. Tatsiichlich ist dann auch

(38 b)Y b= 12- Y 17457= 12 - 23 | 33.

Damit ist aber z= (9 + ]/ﬁ) R (I 1/.3—3) = 18,

84, a) Bezeichnet man mit K den Gesamtflicheninhalt des
groben Kreises und mit K den Flicheninhalt der
punktierten Teilfliche, ferner mit K;, K,, K,, K, die
Ficheninhalte der Kleineren Kreise sowie mit Ky, Ky
iZ,, ﬁ, die Flicheninhalte der sa]iraifﬁermn Teilflichen
dieser Kreise, so ist

K=Kt €+ K, K, ma

E+ (K + K, + K, + K,

=K+ K + K, + E; + K.
Daraus folgt

K = IE,-p— ﬁ;—[— I§+ E;, w. z. b. w,

b) Die Aussage gilt auch fiir eine andere Anzahl von klei-
neren Kreisen, die nicht notwendig gleich grof sein
miissen, wenn nur die Summe der Flécheninhaite dieser
Elgineren Kreise gleich dem Flicheninhalt des nr-
gpriinglichen Kreises ist. Denn in diesem Fall folgt fiix
n Kreise aus

E= K+ K+ + Ky

{{_4— K+ Ky e+ Ky)
'—=§+ Q{l 'f'}z e Knl

K= K + K;... + Ky ’
Die Aussage gilt anch fiir beliebige ebene Figuren, die
nicht notwendig Kreise sind, wenn nur die Summe der
Flicheninhalte dieser Figuren gleich dem Fhichen-
inhalt der ursprimglichen Figur ist.

und

Hiir den Leser:

® Vorhandene Lésungen zu ‘den Aufgaben 136 bis
150 wurden nicht mehr gesetzt, um die lierausgabe
des Lesebogens nicht zu verzogern.

© Redaktionsschluf: Bezirksolympiade 13. und 14.
Mirz 1965

@ Aus drucktechnischen Griinden wurde der Bruch-
strich teilweise schrag gestellt, dber den Strecken
fehlen zum Teil die Striche, bei einzelnen Aufgaben
wurden die Begriffe Masse und Gewicht nicht un-
terschieden, p/om statt p - em™ usf. geschrieben.

® Die Aufgaben wurden orginal ibernommen. Das
entspricht dem Wesen etner Dokumentation. Dem
Leser hleibt es iiberlassen, die Aufgaben im Sinne
der Medernisierung des Mathematikunterrichts und
der Praxis abzuindern.

@ Beim Satz der Aufgaben und Losungen halfen dan-
kenswerterweise : Buchdruckerei R. Hahn (H. Otto},
Elbe-Saale-Druckerei Naumburg, Sachsendruek
Plauen. Die Klischees fertigte die Firma Stier,
Leipzig.

@ Wir danken fiir die Bereitstellung von Material:
Inge Bausch, Sekretiir der Mathematisehen Gesell-
schaft der DDR
Oberstudienrat Herbert Titze, Sekretir des Zen-
tralen Olympischen Komitees fiir die Jungen Mathe-
matiker der DDR
Studienrat Walter Schramm, Verdienter Lehrer des
Volkes, Fachberater Mathematik Berlin-Képenick
Studienrat Dr. Weil und Oberlehrer Arnold Hopfe,
Ministeripm fiir Volksbildung
Radolf Nitz, Mathematikfachlehrer, Erw. O.-von-
Guericke-Oberschule, Magdeburg
Hans Meyer, wissenschaftlicher Mitarbeiter beim
PBK Magdeburg

@ Unsere Arbeit und damit die Zusammenarbeit mit
der LVZ unterstiitzten in hervorragender Weise
Lothar Zymara, Direktor des Pidagogischen Kreis-
kabinetts Leipzig-Stadt, und Richard Fuhrmann,
Vorsitzender der Gewerkschaft Unterricht und Er-
ziehung Leipzig-Stadt

@ Bei der Zweitkorrektur half das Kollektiv der
Fachkommission Mathematik Leipzig-Stadt

@ Die Technischen Zeitungen feitigten in bewihrter
Weise die Jungarbeiterinnen des RFT-Fern-
meldewerkes Brigitte Gubitz, Héidi Hofmann,
Vroni Zeising.
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1. Ein Dreher bekam ein kegelfirmiges Stiick Stahl mit
dem Auftrag, einen Zylinder daraus abzudrehen, wo-
bei mpglichst wenig Werkstoff verlorengehen sollte.
Der Dreher dachte {iber die Form des Zyinders nach.
Sollte er einen hohen schmalen oder einen dicken kur-
zen Zylinder drehen? Kénnen Sie ihm raten, was er
tun sollte?

3. Der Ausdruds ?/TT:I‘Q ist eine ganzé Zahl. Wie heifit die
Zahl? (Die Kreuze stellen unleserliche Ziffern dar.)

8. Eine Uhyr, mit Synchronmotor ausgeriistet, habe ideal
‘gleichférmig ‘bewegte Zeiger, Bestimmen Sie genau
die Uhrzeiten, bei denen die Zeiger so stehen, daB eine
Stunde spiter der zwischen den Zeigern befindliche
Winkel diegelbe Grifie hat!

(Hinweis. Die betreffenden Winkel sind kleiner als
180°.)

4, Gegeben ist die Folge
s R s |
12 ’ ‘2_5"1’3—4“ Illllmll;i
Welchem Grenzwert sireben die Summen von n Glie=
dern dieser Folge fiir n 3w oo zu?

5. Es ist der folgende Ausdruck zu berechnen:

AR

15+ [/ 20

vz) ?

8. Welche Ziffer steht in der Einerstelle der Summae
11% 4 145 4 1657

7. Zur Zeit tp verldBt ein PEW, der mit der Geschwin~
digkeit v» f&hrt, den Berliner Aufobahnring in Rich-
tung Dresden. Dieser PKW begegnei eine halbe
8tunde spiiter (zur Zeit &) einem PKW, der mit der
gleichen Geschwindigkeit entgegenkommt, und 5 Mi-
nuten danach {zur Zeil t3) einem LKW, dessen Ge-
gchwindighkelt vi (vy << v1) betrégt.

Wann und wo (bezogen auf Ort und Zeit der Ausfahrt
aus dern Berliner Ring) tiberholten der entgegenkom-
mende PKW den LEW? Zu welchem speziellen Er-
gebnis gelangt man fiir den Fall {y == 10 Uhr,

vi = 100 kin/h, ve = 80 km/h?

8. Bel 27.000 Diingungsversuchen mit Phosphordiinge-
mitteln stellte man die folgenden mittleren Ernfe-
ertrige filr Kartoffeln fest: ¥

Diingergabe bezogen auf P; 05 Ernteertrag
dtjeha dt je ha
0,0 237
0,3 251
0,9 269

Die zwischen der Diingérgabe % (in dt je ha) und dem
Ernteertrag v (in dt je ha) bestehende Beziehung kann
durch die folgende Relation angenshert wiedergege-
ben werden:
y=a—b-10"%
wobei a, b und k Konstanten sind.
a) Berechnen Sie mit Hilfe der oben angegebenen
Werte diese Konstanten!
b) Berechnen Sie den Ernieertrag fiir eine Diinger-
gabe von 0,6 dt je ha und 1,2 dt je ha!

¢) Stellen Sie die prozentuale Abweichung der er-
rechneten Werte von den im Versuch ermittelten
Werten 261 dt je ha bzw. 275 dt je ha fesi!

9. Es ist zu beweisen, déﬂ das Produkt von 6 aufeinan«
derfolgenden natiirlichen Zahlen stets durch 720 teil-
bar ist.

10. Gesucht ist eine vierstellige Zahl, die gleich der 4.
Potenz ihrer Quersumme ist. Wie haben Sie die Zahl
ermiftelt?

11, Vom. Fenster eines fahrenden Zuges aus (Breife
100 cm, Hohe 85 em) scheinen Regentropfen — bei
vblliger Windstille -—— in Richtung einer Fensterdiago-
nalen zu fallen.

Wie grof ist die Fallgeschwindigkeit der Tropfen (in
m.s-Y), wenn der Zug in 8 Minuten 2 ki zuriicklegt?

12, In einem volkseigenen Grofibetrieb der Elektroindu-
strie werden jihrlich 12 000 Stiick eines bestimmten
Halbfabrikats von einem Zulieferbetrieb zum Preise
von 1,— DM je Stlick bezogen. Die Bestellung erfolgte
bisher zweimal im Jahr, und zwar am 1. Januar und
am L. Juli. Die Verwaltungskosten ffir jede Bestellung
{Ausschreiben und Versenden der Bestellung, Uber-
wachung des Liefertermins, Rechnungspriifung, Ver-
buchung usw.) betragen 3¢,— DM. Dig Kosten der La-
gerhaltung (Raumkosten, Verwaltung, ,Schwund®

I

durch Verderben und Beschidigung usw.) betragen
35hrlich 20 Prozent des Wertes des durchschnittlich
am Lager befindlichen Materials.

" Die Kosten fiir Bestellung und Lagerhaltung betrugen
also jahrlich:

2 Bestellungen 60,— DM
Kosten der Lagerhaltung, d, s. 20 Prozent

von 3000 Stlick durchschnittlichem T.g-

gerbestand zu je 1,— DM, also von i e

3000,— DM 606,— DM
zusammen 660,— DM

In einer Produktionsberatung wird vorgeschlagen,
die Kogten dadurch zu senken, dafi viermal im Jahre
die fiir jeweils ein Quartal bendtigte Menge (3000
Stiick) bestellt wird.
a) Wie hoch sind nach diesem Vorschlag die Kosten?
b) Bei welcher Zahl von Bestellungen entsiehen die
geringsten Kosten? ! 5
Wie hoch sind in diesem Fall die Kosten?
13. Ist die Summe 2137 4+ 392 durch 45 teilbar?
Die Antwort ist zu begriinden!

14. Bei der Planung unserer sozialistischen Volkswirt-
schaft werden in zunehmendem MaB8e mathematische
Methoden angewandt. Das gilt ganz besonders fiir das
Transportwesen, bei dem es darauf ankommt, mif
mglichst geringen Kosten eine optimale Leistung zu
erreichen. Man nennt die angewandie Methode, die
erstmalig 1939 von Prof. L. W. Kantorowitsch in Le-
ningrad vorgeschlagen wurde, die Methode der line-
aren Programmierung. Das folgende Beispiel, das sehr
stark vereinfachi wurde, da in Wirklichkeit die Ver-
hiltnisse viel komplizierter sind, zeigt das Prinzip
der Methode:

Zwel Ziegeleien produzieren 10. Millionen bzw. 15
Millionen Ziegel. Sie sollen zwei Baustellen versorgen,
die einen Bedarf von 18 Millionen bzw. 7 Millionen
Ziegel haben. Die Entfernungen betragen;

1. Ziegelei zur 1. Baustelle 25 km

1. Ziegelei zur 2. Baustelle 24 ki

2, Ziegelei zur 1. Bausfelle 268 km

2, Ziegelei zur 2. Baustelle 20 km

Zu welchen Baustellen miissen die von der 1. baw. 2.
Ziegelei produzierten Ziegel transportiert werden, da-
mit die Gesamitransportkosten mobglichst gering sind?
Dabei wird angenommen, dafl die Transportkosten der
Entfernung proportional sind!

. Die Industrieproduktion der Sowjetunion wiichst z. Zt.
jahrlich um 9,6 Prozent, wihrend die der USA gin-
stigstenfalls um 2,5 Prozent jihrlich wachsen wird. Da-
her wird die Sowjetunion die USA in der Industrie-
produktion im Jahre 1968 einholen. Im Jahre 1956
betrug die Bevilkerungsziffer der Sowjetunion 200
Miilicnen, 1960 dagegen 218 Millionen, Fiir die’ USA
lauten die entsprechenden Zahlen 168 Millionen und
180 Millionen. Die Industrieproduktion der Sowjet-
union betrug 1960 insgesamt 155 Milliarden Rubel
{80 Prozent der Industrieprodukiion der USA).

a) Wann wird die Sowjetunion die USA in der Pro-
Kopf-Produktion der Industrie einholen?

b} Stellen Sie die Enfwicklung der Pro-Kopf-Produk-
tion in beiden Lé#ndern grafisch dar (Skizze ge-
niigt)!

16, Im internationalen Postverkehr singd fiir Briefsendun-
gen und Pickchen in rechteckiger Form (Form eines
Quaders) die folgenden Hochst- und MindestmaBe vor-
geschrieben:

Héchstmal: Linge, Breite und Hoéhe zus, 90 cm,

grofiie Lange jedoch nicht mehr als 60 cou

Mindestma@: Linge 10 cm, Breite 7 cm.

a) Welches Hochstvolumen kann eine Sendung ha-
ben? Wie groB sind in diesem Falle Linge, Breite
und Hohe? (Begriindung!)

b) Welches Mindestvolumen kann eine Sendung ha-
ben? Wie groB sind in diesem Falle die Kanten?
{Begrindung!?

17. Wenn die drei natlirlichen Zahlen x, y und z der Be-
dingung x? -+ y® = z? geniigen, ist ihr Produkt x.y.z
stets durch 60 teilbar.

Beweisen Sie diese Behaupfung!

18, Zwei Ziegeleien produzieren 6 Millionen bzw. 12 Mil-

Honen Ziegel. Sie sellen vier Baustellen versorgen, die

einen Bedarf von 5,2; 3,0; 5,7 bzw. 4,1 Millionen Zie-

gel haben. Die Entfernungen (in km) zwischent den
zwei Ziegeleien und den vier Baustellen sind aus der
folgenden Tabelle ersichtlich:

Baustelle 1 2 3 4

Ziegeleil 28 30 37 21

Ziegelei 2 26 36 18 20

o

Ve

b

“Erlebnisse

am Rande

Die IIT. Internationale Mathematik-
olympiade fand 1961 in der Ungari-
schen Volksrepublik statt.

In Vesprem in der Nithe des Platten-
sees wurden an zwei Vormittagen die
Klausuren geschrieben. Danach ging
ed.im Bus nach Budapest zurfick. Auf
dieser Fahrt meinte es die Sonne be-
sonders gut mit uns, Wir schwitzten
viel mehr als bei der Klausur, Plotz-
lich begann es nach verbranntem
Gummi zu riechen, Unser Fahror hielt
in der Nihe eines Ziehbrunnens an.
Wir waren {iber die Rast sehr froh.
Der Asphalt war so heiB, dall man
ihn unmdglich mit blofer Fien be-
ireton konnte.

Der Ziehbrunnen war genau so wie
jch mir einen ungarischen Ziehbrun-
nen immer vorgestellt hatte. Ein gro-
Ber Holzeimer hing an einer langen
Stange ind diese war an dem Schwenl-
arm befestigt, Das Wasser in dem
Brunnen war aflerdings sehr frith, uns
wurde gesagt, wir sollten nichts trin-
ken. In der Nihe sah ich eine grofie
Herde schwarzer Schweine, die dord
geweidet wurden.

Nachdem unser Fahrer den Bchaden

behoben hatts, fuhren wir weiter.
Himmel bewdlkie sich platzlich mehr
und mehr, Auf einmal begann ein
orkanartiger Sturm. Er wehte wvon
den abgeernteten Feldern so viel
Erde in die Hahe, daf wir manchmal
die Straflenbiume vom Bus aus nichb
sehen konnten. Ballen von gepreStem
Stroh flogen durch die Luft, als wenn
eg legre Papiertitten wiren. Wirhatten
Gliiek, daB unser Bus nicht von. einem
umstiirzenden Baum oder Telegrafen-
mast getroffe wurde und waren alle
heilfroh, als das Unwetter voritber war,
Als ich wieder zu Hause war und
.die LVZ von diosen Tagen durchlas,
fand ich auch eine Meldung, daB dieser
Sturm seit langer Zeit der schwerste
in Ungarn war.

Diese und viele andere kleine Be
gebenheiten lockerten die mit ernster
Arbeit angefiillten ersten Tage unseres
Aufenthalts etwas auf und machten
die folgenden zu einem unvergeBlichen
Ferienerlebnis, Der schénste Augen-
blick war, als ich bei der groBen Ab-
schluBfejer als einziger unserer Mann-
schaft einen Preis entgegennehmen.
konnte.

In diesem Jahr haben wir die Ehre,
die Teilnehmer der Internationalen
Mathematik-Olympiade inunserer Re-
publik zu empfangen.

Ich mochte von dieser Stelle aus
begonders unserer Mannschaft recht
viel Krfolg wimschen und hoffe, daB
ich sie .als Betreuer einer der Gagt-
mannschaften  perstnlich  kennen
lerne. Thomas Girnite cand. phys.

- Komitatshauptatadt Vesprem
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Ich war Teilnehmer
der IV.

Wolfgang Lehmann, Leipzig

Im Jahre 1962 fand die internatio-
nale Mathematik-Olympiade in der
OSSR statt. Ich hatte das Glick, dall
im Republik-MaBstab nur dret besser
waren als ich und gehorte deshalk
zu der achtkopfigen Mannschaft, die
die DDR bei diesem Wettkampf ver-
treten sollte.

Uns begleitete Professor Gronitz
(bei den internationalen Mathematik-
Olympiaden gibt es nur ,,Professoren*
und ,,Schiiler*). Unser anderer Be-
gleiter, Professor Titze, war schon zwei
Tape friher zur Festlegung der Aui-
gaben nach Prag gefahven.

Am SBonntagnachmittag fubren wir
dann mit einigen Bussen zu unserem
Wettkampfort, Ceske Budejowice,
Dort wurden wir vor dem Internat,
in dem wir wohnen soliten, von einer
begeisterten Menge empiangen. Man-
cher der Ortsansa,ssxgen erwarb sich
schon hier 'eine auslandische Adresse.

Am Dienstag wurde die Mathema-
tik-Olympiade offiziell eroffnet, und
die ersten drei Aufgaben muBten in
drei Stunden gelost werden. Nachmit-
tags fuhren wir baden.

Obwohl wir am Mittwochvormittag,
im zweiten und letzten Teil der Olym-
piade, nicht viel herausbekommen
haben, lieBen wir wns nicht unterkrie-
gen.

Am Nachmittag fand ein interna-
tionales  Volleybalitowrnier  statt.
Durch dasK..o.-System sind wir schon
nach unserem ersten Spiel gegen die
CB8R (1: 2) Zuschauer geworden.

Am Sonnebend war Siegérehrung.
Zwei sowjetische und zwei ungarische
Schiiler bekamen einen ersten Preis
zugesprochen. Unser Bester, Karl-
Heinz Tetech, erhielt zusammen mib
¢inigen anderen einen zweiten Preis,
wir anderen jeder ¢in Diplom,

Auf dem Bahnhof erlebte ich dann
etwas ganz Uberraschendes: Die fin-
dige tschechische Post hatte den Em.
plinger einer Karte gefunden, die
diese Anschrift trug:

Wolfgang Lehmann
Prag, Intern. Mitliomntil.
Olympiade, CSSR

Der Hradschin in Frag

Seito 14
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Wieviel Ziegel miissen von der 1. bzw. 2. Ziegelei zu
den einzelnen Baustellen transportiert werden, damit
die Gesamtiransportkosten moglichst gering sind? Es
wird angenommen, dall die Transportkosten der Ent-
fernung proportional sind. Die Baustelle 3 soll dabei
nur von der Ziegelei 2 beliefert werden.

Es ist zu beweisen, dalx + y = aVT

wenn x2-- y2==a® ynd a = 0 ist!
. Es seien u, v und w beliebig gewahlte positive Zahlen,
klelner als 1, Man soll zeigen, daB unter den Zahlen
u(l—v), v{—w) w (1 —u stets mindestens ein

©

=3

Wert nicht gréBer aIs% vorkommt.

21, Eine Fischereiproduktionsgenossenschaft mochie wis-

sen, wieviel Fische einer bestimmten Sorte sich unge-
fihr in einem kleinen See befinden. Zu diesem Zwecke
werden 30 Fische dieser Sorte gefangen, gekennzeich-
net und in den See zurlickgegeben. Am niichsten Tage
werden 52 Fische derselben Sorte gefangen, unter de-
nen 4 das Kennzeichen haben.

Wieviel Fische der Sorte befanden sich ungefihr in
dem See? (Begriindung!)

22, Bewelsen Sie, daBl die Funktion

Tx — 1|

Vr2—2x + 2
die folgenden Eigenschaften hat:

a) Sie ist fiir alle reellen Zahlen definiert.

b) Sie ist flir alle x = 1 wachsend.

c) Sie hat den Wertevorrat ¢ = y< 1.

d) Thr Bild ist achsensymmetrisch. Bestimmen Sie die

Symmetrieachse und beweisen Sie die Symmetrie-
eigenschaften der Kurve!

ly =

23. B8 sind sémtliche Losungen der Gleichung

cos? x+ co8? 2x - cos? 3x 4 sin?x - sin? 2x - gin? Ix
= cos? x * cos? 2x - cos? x- cos? 3x |- cos? 3x ¢ cos? 2x
fiir 0° < % < 360° zu bestimmen!

24. Bls ist zu bewsigen, dal es genan ein. Paar natiirlicher

Zahlen x und y gibt, fiir das die Zahl
= x' 4 4y!
Primzah ist?

25. Der Begrimder des Verfahrens der Linearoptimierung, Prof.

Dr, L. W. Kantorowitsch fithrt folgendes Bejspiel an:

In einem Betrieb stehen fiir Frisarbeiten zur Verfiigung:
a) 3 Fréi,smascl'linen,

b3 Fﬁismaschineh >mit Revolverkopf — Spannvorrich-

tung,

¢) 1 Automat.

Es sollen in gleicher Anzahl zwei Sorten Werkstiicke an.
gefertigt werden, Die Produktion je Arbeitstag betrigt fiir
die oben angegebenen Maschinen je Maschine:

a) 10 Stiick Sorte 1 oder 20 Btick Sorte 2,

b) 20 Stiick Sorte 1 oder 30 Stiick Sorte 2,

©) 30 Stiick Sorte 1 oder 80 Stiick Sorte 2.

Wieviel Werkstiicke konnen mit diesen Maschinen unter
den aufgefiihrten Bedingungen maximal gefertigt werden?
. Ein Lichtstrabl, der in einem Mediom T die Geschwindig-
keit ¢, hat, wird an der Grenzschicht gebrochen und hat
im Medium I die Geschwindigkeit ¢,. Beweisen Sie, dal
die fiir den Weg ADB (siehe Abbildung) bendtigte Zeit
ein Minimum wird, wenn

gina ¢

ist.
sing ¢,

d

27.

a) Beweisen Sie, daB fiir jedes ebene Dreieck
3
coa? a -} cos? B+ cos?y = —
4

istl
b) In welchem Falle tritt Gleichheit ein?

28, Beweisen Ste, dab fiir alle positiven reellen Zahlen a und b

29,

3

—

32

33,

35.

36.

317,

38.

39.

40,

stots > 4 2 = 20t
b a
Anmerkung: Achten Sie auf die richtigze Reihenfolge der
Beweiszchritte!
Fiir welcho Werte von x gilt

- L =1t
'Vl-{-x 0

=

. Beweisen Sie folgende Behauptung:

‘Wenn eine positive ganze Zahi durch 99 teilbar ist, dann
ist die Summe threr Ziffern nicht lleiner als 18.

. (3eben Sie (fiir alle positiven Winkel x} fiir

1 1%3 5

cos’x 3

sin®x
alle Losungen an!

- a) Beweisen Sie, daB der Rest bei der Division einer be-

liebigen Primzah! durch 30 entweder 1 oder eine Prim-
zahl igt! :
b) Gilt das auch bei der Division einer Primzahl durch 60t
Begriinden Sie Thre Antwort!
Fiir welche Zahlen x des Intervalls 0 < x <z gils
$an 2 x 2 cot 2x

=1t
tanx cobx
Es ist zu beweisen: Wenn mindestens zwei unter den

vedllen Zahlen a, b, ¢ von Null verschieden- smd g0 gilt die

Ungleichung
8 2 2
: a i b ¢ = i
b2 o2 o2 a et B 2

Unter welchen Bedingungen tritt Gleichheit ein?

Man bestimme alle reellen Werte von x,, x,, X, die den
Gleichungen
B3+ Xy = PXy, X; + Xy = PXy, X1 + Fp = sz

geniigen, und ihre Abbingigkeit von der reellen Zah] P
(Parameter)!

Beim Eichen eines Dynamometers*) wurden die Grd-
Ben der Belastung P gemessen, die erforderlich wa~
ren, um den Zeiger bis zu bestimmten Teilstrichen der
Skala ausschlagen zu lassen. Man erhielt die folgen-
den Werte:

Zahl der Teilstriche Belastung in kp
N P
0 V]
-5 4.87
10 10,52
15 17,24
20 25,34

Die Belastung P kann durch die folgende ganze ratio-

nale Funktion von N dargestellt werden:

P (N) = ayN + a,N? 4 a,N? - a,N4,

a) Es sind die Koeffizienten 2y, a,, a3, a; 2u berechiien!

b) Welchen Wert hat die Funktion fiir N = 257 Ver-
gleichen Sie mit dem durch Messung gefundenen
Wert P = 35,161,

Bemerkung: Im allgemeinen werden derartige Proble-

me mit der Methode der kleinsten Quadrate geltst.

*) Ein Dynamometer ist ein Ger#t zur Messung von

Kriften, bei dem die elastische Deformation einer

Feder iiber ein Hebelwerk auf einer (meist Kreisfor-

migen) Skala angezeigt wird (Federwaage).

Man beweise: Bezeichnen «,8,y die Winkel eines Drei-

ecks, so gelten

cos?s <+ cos®B - cos?y + 2 cosa cosf cosy, = 1 und

sin’s — sin®} + sin?y — 2 sinB siny cosa.

Geben Sie ohne Benutzung einer Tafel der Kublk-

zahlen alle zweistelligen Zahlen an, deren dritte Po~

tenzen mit den Ziffern der urspriinglichen Zahl in

derselben Anordnung beginnen!

Bestimmen Sie die Menge aller Paare (%, y) von reellen

Zahlen x, y, die die folgenden Gleichungen befriedi-

gen: ;

z—y
cos 2

cos

x+ vy g

2 R
1,
1’
Geben Sie alle zweistelligen Zahlen an, die folgende
Eigenschalt besitzen:
Bildet man ihre dritte Potenz und streicht bei dieser
Zah! alle Ziffern mit Ausnahme der letzten beideny
80 erhalt man wieder die urspriingliche Zahl.

vy

COS X ‘CO3 Y =



41, Bestimmen Sie — in Abhiingigkeit von der reellen Zahl p —s
alle reelien Werte X, y, die die folgenden Gleichungen be~
friedigen

xy + == 3p (2 + ¥)
¥y
x

xy —~—=p{*+ y)!
y

42, Fiir welche reellen Zahlen x ist

1 1 2
a) — >
x x+1 x41%
1 1 2
Bt
x x+1 x+-2‘«
1 1 2
¢) — -+ < ?
x x4+l x+1%

43. Welche Bedingungen bestohen zwischen den Mittelpunkis-
koordinaten und dent Radien der Kreise )
(x — ¢ + (y— 4 = rpund (T — ¢p)* - (y — dy)*=r%
die sich &) von auBen, b) von innen beriihrent (ry > rp).

44. Der absolute Druck von gesiittigtom Wasserdampf betriigh
40 - £\3
nach Dulong in Afmosphiiren P — (—i) fiir eine ge-
140 ;

gebene Temperatur t, solange © oberhalb von 80 °C liegt.
Gesucht wird das Verhiltnig von Druckéinderung zu Tems
peraturinderung bei 100 °C.

45. In cinem Arbeitsraum von 5 m Linge und 4 m Breite sind
2 Arbeiter titig, deren Arbeitsplitze stéindig A; und A,
sind, An der Riickwand des Raumes soll ein Material-
schrank eiugei)a,ut werden.

Beide Arbeiter legen den Weg zum Schrank in gleichem
Tortpo und gleichoft zuriick.

An welcher Stelle der Wand ist der Schrank einzubauer,
damit der Zeitverlast fiir die Wege ein Minimum ist?

¥ Rr [ [
/ \\ \;SZ o
/
/ e o
o B 7~
y n
,/

Allﬁ

am

46. Wie grof3 ist der Radius eines Kreises mit dem Mit-
telpunkt (6;0), der mit dem Kreis x? 4 y? == 2 eine ge-
meinsame Tangente hat, die parallel zur Geraden

= x ist?

47, Fiir vier positive ganze Zahlen p, q, r, s gelte
p L5

q 8§
Sind p und ¢ beide Quadrate von ganzen Zahlen?

Sind r und s teilerfremd, wenn p und g teilerfremd
sind? Ist p durch 49 teilbar, wenn r durch 7 {eilbar ist?

48. A, B, C und D sollen gemeinschaftlich einen Graben
ziehen, A wiirde denselben allein in 15, B in 20, C in
24, D in 30 Tagen fertig bringen.

Bevor sie jedoch zusammen an die Arbeit gehen, ha-
ben A und B schon einen Tag gearbeitet, und C setzt
4 Tage, D 3 Tage aus. In wieviel Tagen wird der Gra-
ben fertig sein?

YA

—+-+ 2 = 16

3 N2

AR 2!

= ot z + = 13

l + E + E = 14

z Y

49,

50. *— 5%x'+10%x’ e ng-!-'l =0

51, Man liBt aus einem Gefifl mit 300 1 Wasser 15 1 ab=
laufen und fiillt dafiir 90prozentigen Alkohol ein.
Wird dieses Verfahren mehrmals wiederholt, so steigt
der Alkoholgehalt der Mischung allmé#hlich an. Wann
betréigt er 66 Prozent?

b2. Wieviel reelle Wurzeln hat die Gleichung
x = 3142 sinx - 1572

53, Gegoben sei cin Bruch %.

Man bilde nacheinander die folgenden Briichez
a b atb o+ 2b 2a 3b

B et b a-2b ¢ Zat 3brasadBhb i
Welchen Endwert (Grenzwert) streben die Briiche zu?

54. Es sollen alle ganzzahligen x- und y-Werte gefund:n wer-
den, die die folgenden Ungleichungen befriedigen (er-
fiillen)! i
a) X < 23 byy—=+4<0
¢y —2x+ 58 <y d) —x? 4 44x — y « 468

55. Beweisen Sie, daf fiir alle positiven ganzrationalen Zahlen
a und b stets

8w,

b
&';“ 2a+b T

ist!
Wann gilt das Gleichheitszeichen?

56. Man bestimme alle reclien Werte x, die die folgende Gleis
chung befriedigen .

sin 3x + cos (:—4x) +1
3

(% [E
sm(_—-'?x)—-cos (—+x)+ m
3 ]
Dabei ist m einie gegebeno reelle Zahl,

B7. Es bezeichne a, die letzte Ziffer der Zahl ot .
n sei eine natiirliche Zahl 3= 0.
Beoweisen Sie, daB die Zahlen a, eine periodische Folge
bilden und geben Sie diese Periode an! (nnn bedeutet
n;“n))‘

58. Ein Tragschlufl , Zwei ist grofer als vier!*

=0}

Offersichtlich gilt:

e (=)

Wir logarithmieren und erbalten:

S

A L
Wir dividieren durch Ig "2-) und erhalten 2 > 4.

1 1
4 16

Wo steckt der Fehler?

59. Wieviel Prozent
a) aller Zstelligen Zahlen b) aller 3stelligen Zahlen
¢) aller Sstelligen Zahlen d) aller 10stelligen Zahlen
e) aller 20stelligen Zahlen f) aller S0stelligen Zahlen
enthalten nicht die Null (0) als Ziffer?

60. Bei einer Silvesterfeier, zu der 300 Personen .anwesend
sind, gratuliert um Mitternach jeder jedem mit einem
Hindedruck. Wieviel Zeit nimmt dies in Anspruch, wenn
alle Personen gleichzeitig mit der Gratulation beginnen
und jede 3 Sekunden dauert?

Lésen Sie die Aufgabe allgemein und dann mit den im

Text gegebenen Werten!

61. Gogeben sind 18 gleichgrofie Kugeh, von denen eine im
Glewicht von dén iibrigen abweicht, also.entweder leichter
oder schwerer ‘als die iibrigen ist. Jemand behauptet, er
konne mit drel Wigungen feststellen

* a) welche Kugel im Glewicht abweicht,

b) ob sie leichter oder schwerer ist, falls er eine 14. Kugel
benutzon darf, von der er weiB, dal ihr Gewicht nicht
abweicht.

Anmerkung: Es ist bekannt: daB bei jeder Wigung je

10 Kugeln benutzt werden. Die zu untersuchenden Ku-

geln sind fortlaufend numeriert und tragen die Num-

mern 1 bis 13, wihrend die 14, Vergleichskugel die

Nummer 0 erhiiit. Bezeichnet man die Ergebnisse der

drei Wigungen mit a, b und ¢ und gibt ihnen den

Wert -} 1, wenn die linke Waagschale tiberwiegt, — 1,

wenn die rechte iiberwiegt, und 0, wenn Gleichgewicht

besteht, dann kann man die Nummer der gesuchien

Kugel aus der Gleichung n = (9a -+ 3b + ©)

» {—1y+breerrechnen, wobeiln|die gesuchte Nummer

ist, Ist n > 1, so ist die Kugel schwerer, ist n < 1

50 ist sie leichter als die {ibrigen Kugeln.

Wie miissen die Kugeln bei den drei Wigungen ver-

feilt werden, damit man siets das richtige Ergebnis

erhilt?

62. Wieviel verschiedene dreistellige Zahlen lassen sich
mit den Ziffern
a)y 1,2
b 1,28
1,234

bilden, wobei die Ziffern auch mehriach benutzt
werden dirfen?

Stanislay Vedinsky
Olympiaden
in der CSSR

Schon 7um vierzehnten Male findeh
an den tschechoslowakischen Schulen
der alljihrliche Wettbewerb statt, der
den charakteristischen Namen Mathe..
matikelympiade triigt. In der CRSR
nehmen an -diesem Wettbewerb die
besten Schiler der Fach- und allge.
meinbildenden Mittelschulen und des
Jetzten Jahrgange der neumjihrigen
Grundschule teil,

Den Veranstaltern der Mathematik-
olympiade helfen die Lehrer, indem
sie unter ihren Schiilern junge Talenta
suchen. Alle Schiiler, die Begabung
aunfweisen, erhalten mathematische
Probeaufgaben. Die Besten begegnen
dann einander in der I. Runde der
Olympiade. Das ist die sogenannte-
Schul- oderBezirksrunde, deren Sieger
in die 11., die Kreisrunde, aufsteigen.
Die dritte Runde ist zentral, sie findet
in der Regel im Mai statt nund die aus
ihr hervorgehenden sieben besten jun-
gen Mathematiker nebhmen an der in-
ternationalen Olympiade teil. Hier ha-
ben die tschechischen und slowaki-
sohen Schiiler bisher eine ehrenvolle
Plazierung erzielt. Bei der Mathema~
tikolympiade in Moskau 1964 erhielien
pie zum Beispiel zwei zweite und zwei
dritte Preise.

Die Avswabl in den einzelnen Run.
den der Mathematikolympiade ist sehr
streng. Fiir die niedrigste, die I, Runde
dieses Wettbewerbs melden sich sinige -
Zehntausende Jungen und Midehen
an, und diese Zahl steigt alljahrlich. In
die zweite Runde gelangen jedoch nur
4600 davon, und in die zentrale Runde
steigen nur noch einige Putzende der
Tshigsten auf.

==

Die leitenden Organe dieses wich-
tigen Wettbewerbs (das Ministerium
fiir Schulwesen und Kultur, der Ver-
band der tschechoslowakischen Ma-
thematiker und Physiker, das Mathe-
matische Institut der Tschechoslowa-~
kischen Akademie der Wissensachaften
und die Organisationen des Jugend.
verbands) fordern das Interesse der
jungen Mathematiker auf jede erdenk-
liche Woeise. Im Laufe des Schuljahres
veranstalten sie zahlreiche Vortrige
und Konsaltationen und geben fir di¢.
Mittelschiiler eine spezieils Zeitschrift,
die ,,Mathematisch-physikalische Re-
vue* sowie eingehende nformative
Broschiiren mit einer grofen Anzahl
mathenatischer Aufgaben heraus, de-
ren Charakter im groSen und ganzen
den Wetthewerbsanforderungen ent-
spricht. Diese Broschiiren erhalten alle
Interessenten unentgeltlich. Aufler-
dem erscheint die Reihe ,,Schule der
jungen Mathematiker* (hergusgegeben
vom Verlag Miadd fronta), kieine Bii-
cher, die in allen Mittelschulbiblio-
theken vorhanden sind.

Auszug cus DLZ 2/65
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Aus der Chronik
der Mathematik-Olympiaden

Teilnehmer der V.
erinnern sich

Noch geht es nicht los. Erst am
Dienstag in Wroelaw wird es ernsf,
Nach dem heutigen Esson im Bestau-
rant ,,Rafynfka® sprach mich einer
auf Englisch an. Ich verstand nur:
Parameter, Kreis, Radius. Es stellte

gich heraus, daB es ein ungarischer -

Schiiler war, der auch an. der Inter-
nationalen Mathemstikolympiade teil-
nahm und mir unbedingt eine kom-
plizierte Mathematikaufgabe stellen
wollte. Die Ungarn wollten nur ein.
mal nachpriifen, inwieweit wir auf dem
laufenden sind . ..

Sonntag: Wir fuhren alle in den
Kaxlturpark, den groften Park War-
sohaus, um bei herrlichem Sonnen-
schein noch einmal Kraft fiir den be-
vorstehenden Wettkampf zu samroein.
Alle Teilnehmer . unserer Mannschaft
erhielten ‘als Geschenk vom sowjeti-
schen Tean gedruckte Aufgabenhefte,
in deneneine Fille von Mathematik-
aufgaben gesaynmelt sind. Tm Kultur-
pork und noch spit in den Schlafzim-
mern kmobelten wir alle acht, um Lé-
sungen zu finden. Wir haben dabei
wie immer, wern wir eine Aufgabe er-
wischen, keiih Ende gefunden, sondern
suchten gtindig nach neuen Lésungs-
maglichkeiten. Se konnten wir auch
den andgren Mannschaften noch Zeit
widmen. Dabei bestatigte es sich auch
heute wisder: Die aussichtsreichsten
fiir den, Mathematikwettkampf sind
die Schitler aus det Sowjetunien. Sie
Iésten wmsere Aufgaben, an denen wir
oft schr lange gesessen haben, im
Handumdrehen. Trotzdem lassen wir
uns nichl einschifichtern. Unsere De-

vise heifft: Buhe hewahren, die ande-

yen kachen auch nur mit Wasser. Na,

und am Pienstagmittag, nach der er-

sten Klausur in Wroelaw, werden wir
mehr wigsen.

Uwe Kiichler, Lawchhammer

Joachim Krell, Berlin

Sie trai nierten
ihre Géé"ner

Montag: Beieinem Zusammentref-
fen mit den Schiilern der sowjetischen
Delegatipn schenkten sie uns Samm-
Tungen voh mathematischen Aufgaben.
Sie halfen uns auch selbst gleich,
einige interessante Losupgswege zu

finden., Genau geschen, beginstigten
sie uns damit, trainierten praktisch
jhre eigenen Gegner fir den Wett-
kampf. Aber das ist der Ceist der
Mathematikolympiade.

Versuchen Sie, eine GesetzmiiBigkeit zu finden!
d) Welche Lisung erhilt man flir vierstellige Zahlen?
€) Was 1a83t sich fiir vierstellige Zahlen vermuten,
wenn man n Ziffern zur Verfiigunghat? Versuchen
. Sie, diese Vermutiing zu beweisen! ;

, Fiinf Cefie enthalten je 100 Kugeln. Dabei enthalten
einige Gefife nur Kugeln von 10 g Masse, wihrend
die anderen Gefidfe nur Kugeln von 11 g Masse ent-
halten. Wie kann man durch eine einzige Wagung mit
Wagschalen und geeigneten Wigesiiicken festsiellen,
welche Gefibe Kugeln von 10 g und welche Gefille
Kugeln von-11 g enthalten? (Dabei diirfen aus den
GeliiBen Kugeln herausgenommen werden.)

64, Die Jugendfreunde Hans und Fritz besuchen regel-
mifdig den Schiefzirke! in der GST. In einer Ubungs-
stunde schossen beide-mit dem Luftgewehr auf eine
12er-Scheibe. Jeder schof § mal, und jeder schof
eine 10. Die Scheibe zeigte folgende Treffer:
5,17,17,8 9,89, 10, 10, 11, 12,

Hans erreichte mit seinen 4 letzten Schiissen sieben-
mal so viele Ringe wie mit seinem ersten SchuB. Fritz
erreichte mit seinen ¢ ersten Schiissen flinfmal so
viele Ringe wie mit seinem letzten Schull. Mit den
beiden ersten Schiissen erreichte Fritz genau so viele
Ringe wie mit den beiden letzten.

a} Wer schoB die 127 Begriinden Sie Ihre Antwortl

b) Wie sah die mﬁgliché Ringverteilung aus?

28 2

£ 5
Man darf also bei diesem Bruch die Ziffern 6 ,kiirzen®.
Fiir welche Briiche mit zweistelligen Zahlern und
Nennern ist ein solches ,Kiirzen® irgendeiner Ziffer
des Zihlers gegen eine Ziffer des Nenners gestattet,
ohne daf} sich die dargesteilte rationale Zahl dndert?

66. Zwei Hirten verkaufen eine Anzahl von Tieren, von

denen jedes genausoviel Groschen einbringt, wie die
Anzahl der Tiere betrigt. Den Erlds verteilen sie fol-
gendermalBen: Der erste Hirt erhiilt 10 Groschen, der
zweite 10 Groschen, dann wieder der erste 10 Gro-
schen, der zweite 10 Groschen usw. Nachdem der erste
zum letzten Mal 10 Groschen erhalten hat, verbleibt
ein Rest, der kleiner als 10 Groschen ist. Von diesem
Rest kaufen sie ein Messer,
Wieviel kostet das Messer?

67. Drei Streichholzschachteln lassen sich auf drei ver-
schiedene Arien zu einem Quader zusammenlegen,
wenn sie simtlich die gleiche Lage haben sollen; man
erhiilt diese drei Mbglichkeiten, indem man die
Schachteln der Linge nach, der Breite nach und der
Hohe nach zusammenlegt. Wieviel verschiedene Pa-
ketformen gibt es bei 72 Streichholzschachteln? (Fir
den, der es herausbekommt: Wieviel Paketformen
gibt es bej n Streichholzschachteln?)

68, In einer Arbeitsgemeinschaft Schach wollen die 10 Mit
glieder ein Turnier austragen, wobei jeder mit jedem eine
Partie und die Riickpartie spielen mufl (einmal als WeiB,
einmals als Schwarz). K
s stehen ausreichend Schachbretter zur Verfiigung.

An jedem Abend darf jeder Spieler hichstens einmal
spielen.

Stellen Sie eine Tabelle auf, in der Sie fiir 2, 3, 4, ... 10 Mit-
glieder des Zirkels folgendes bestimmen:

a) Wieviel Spiele sind zu spielen?

b) Wieviel Spieltage sind erforderlich?

) Wieviel Tage haben die einzelnen Spieler spielfrei?

d) Wieviel Spiele werden an einem Abend gespielt?

70. Teilen Sie das Stanzteil (vgl. Abbildung) in fif Teile ein!
Jeder dieser Teile soll dem anderen in Form und Gestalt
gleichen (M = ist der Mittelpunkt des Stanzteiles).

[

123

69..Der links von P, (2; 3) liegende Bogen einer Ellipse (Mittel-

. punkt im Koordinatenursprung) und deren Tangente in Py
begrenzen mit der x-Achse ein Flichenstiick, durch dessen
Rotation um die x-Achse ein tropfenformiger Korper mit
dem groften Querschnitt q= 127 Flicheneinheiten ent-
stoht.
Wie grof} ist das Volumen des Rotabionskdrpers?

. Der Umfang eines Drejecks sei 1 em. Kann es moglich sein,
daB der dem Dreieck umbeschriebene Kreis einen Radins
hat, der gréfer als 1000 m ist?

72. Im Dreieck ABC ist der Winkel ¥ zu berechnen, wenn
gin y= ﬁ cosa-l-ﬁ

2 §

73. Beweisen Sie folgenden Satz: ,,Die Halbierungslinien eines

Dreieckwinkels und seines Nebenwinkels teilen die Gegen-
seite innen und aufen im Verhiltnis der enliegenden Seiten.

7

p=}

ist.

Beispiel Behauptung:
EA ki FA b |
EB FB a
4
b L
a
A £ B F

c

74. Fiir welche Werte von a schneidet die Kurve
1
y= — (ax — x%)
4

die x-Achse unter einem Winkel von 45°2
75. Die Seiten eines gleichseitigen Dreiecks selen a, Um
den Mittelpunkt dieses Dreiecks ist.mit dem Radius

% ein Kreis zu schlagen. Wie grofi ist der Teil der
Dreiecksfliche, die anBerhalb des Kreises liegt?

76. Gegeben ist die Ellipse 9z 4 25y° = 225 g

sowie der Punkt P‘(—- 1, 2

a) Gesucht sind die Gleichungen der Tangenten von
P; an die Ellipse!

b) Weisen Sie nach, daB die Gerade, die P; mit der
Mitte der Beriihrungssehne verbindet, durch den
Mittelpunkt der Ellipse geht!

¢) Die Hauptachse der Ellipse ist Achse einer Parabel;
deren Scheitel im Mittelpunkt der Ellipse liegt

und durch PZ(S; 352— geht. Unter welchem Winkel

schneiden sich Ellipse und Parabel?

7. Ein Porzellantiegel (AuBlere Hohe h = 10 cm, Dichte
des Porzellans: 2,5 g/cm?), dessen #ufere und innere
Begrenzung durch Umdrehung der Parabeln

y = %_x’undy.-—- %} (% + 10)
entsteht, schwimmt aufrecht in
einem Wasserbecken. Wie tief taucht der Tiegel ein,
wenn er 1 ecm hoch mit Quecksilper gefilllt ist?
(Dichte des Quecksilbers: 13,5 g/em®)

78, Zeichnen Sie die Ellipse 8x2 4- 25y? = 235 und be-

stimmen Sie grafisch und rechnerisch die Punkte, in

. denen die Brennstellen senkrecht aufeinander stehen,
%6, Berechnen Sie die innere Masse einer- zylindrischen
> Roheisenpfanne von 20 ¢t Fassungsvermogen, die durch
geeignete Formgebung moglichst geringe Wirmever-
luste aufweisen soll! Auf Grund von. Erfahrungen
nimmt man an, daB die Warmeverluste-an der Ober-



80.

[y

fliche des filissigen Roheisens {auf die Flicheneirheit
bezogen) das- Doppelte der Wirmeverluste durch
Wand- und Bodenfliche betragen,

(Wichte des flissigen Roheisens: 7,2 Mp/m?).

Der Querschnitt eines Abwiisserkanals soll die Form
eines Rechtecks mit aufgesetztern Halbkreis erhalten.
Welche HShe und Breite wird man ihm geben; wenn
der Flicheninhalt des Querschnitts 1 gm betriigt und
die Herstellungskosten méglichst gering werden sol-
len? ¥s soll dabel beriicksichfigt werden, daB das
Baugelinde nur eine Héhe von héchstens 0,9 m zulifit.

. Ein Flugzeug fliegt zunichst 300 km in Richtung Sii-

den, dndert dann seinen Kurs und fliegt 300 km in
Richtung Osten und dann wieder 300 km in Richtung
Norden. Es'ist an seinem Ausgangspunkt wieder an-
gelangt!
Wo befindet sich der Ausgangspunkt, falls der Flug
a) iiber der ndérdlichen,
b) iiber der siidlichen Halbkugel erfolgi?

(Erdradius r = 6370 km)

82, Diskutieren Sie die Funktion

ifx)= {

= g 1y > 1
x i

¥ for {x] €1
Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die von der
Bildkurve der Funktion, der Abszissenachse und den

* Geraden x-= — 2-und x = 2 begrenzt wird!

83.

84,

85,

86.

=3

838,

89,

Zeichnen Sie ein beliebiges Dreieck, das einen Winkel
vorn 60° enth&lt! Konstruieren Sie nun uber allen drei
Seiten gleichseitige Dreiecks, so ist die Summe der
Fléchen des urspriinglichen Dreiecks und des iiber
der Gegenseite des Winkels von 8(° konstruierten
Dreiecks gleich der Summe der Flichen der beiden
lbrigen Dreiecke.
Beweisen Sie die Behauptung!
Gegeben ist ein Quadrat ABCD und ein fester Punkt
Q, der nicht auf dem Umfang des Quadrates liegt.
Fir jede Wahl des Punktes P auf dem Umfang des
Quadrates wihle man einen Punkt R so, dafl PQR ein
gleichseitiges Dreieck wird, Welche Kurve beschreibt
R, wenn sich P lings ABCD bewegt?
In einem Kreis geien zwei senkrecht aufeinander ste-
hende Sehnen gegeben. Behauptung: Der Inhalt des
Kreises ist gleich der Summe der 4 Kreise mit den
Sehnenabschnitten als Durchmesser!
Es ist ein Dreieck ABC zu konsfruieren aus

AC =b,

AB = ¢ und

¥ BMA = o,

wobei M die Mitte der Strecke BC ist..
Es sel w < 90°
Man beweise, dal} die Aufgabe dann und nur dann
ldsbar ist, wenn

b-tan % < e<Th ist:”
In welchem Falle tritt Gleichheit auf?

. Zu. Berechnung der Linge I eines Treibriemens wird

in der Praxis die folgende Ndherungsformel benutzt:
BELAS R
RO i A LD )

4a
Dabe ist
d de. Durchmesser der treibenden Scheibe;
D de" Durchmesser der getriebenen Scheibe und
M, M; = a der Abstand der beiden Achsen.
Fiir die folgenden beiden Beispiele soll die Linge des
Treibriemens genau und nach der N#herungsformel
berechnet werden. Wie groB ist in den beiden Beispie-
len der relative Fehler, (in Prozent) der bei Anwen-
dung der Niherungsformel entsteht?
a) d= 140 mm, D = 220 mm, a = 500 mm
b, d= 60mm, P =220mm, a = 200mm
Gegeben sind drei paraliele Geraden g, g un. g, die
unfereinander ungleiche Abstinde haben.
Konstruieren Sie ein gleichseitiges Dreiech
Punkte A, B, C auf den Geraden liegen!
Begriinden Sie die Konstruktion!
Aus Aluminiumblech von 2 mm Stirke soller 10000
Werkstilicke nach der beigefligten Zeichnung 1 ge-
stanzt werden, (Siamtliche Innenwinkel sind gle:ch
grofB3). -

8) Wie lang und wie breit mub der Blechsireifen sein.
aus dem gestanzt wird? Dabei ist zu beachten, dafd
die Stegbreite (Abstand der Teile voneinander bzw.
vom Rand) 2 mm betragen mufl. Wieviel Quadrat-
meter Blech werden verbraucht? Wieviel Quadrat-
meter betrigt der Abfali?

dessen

9
j .
s | o
>
£
Zeichnung 1 Zeichnung 2

a = 34mm b = §mm
§ == 2Zmm §; = 3mm

b} Es wird der Verbesserungsvorschlag gemacht, nach
Zeichnung 2 zu stanzen, um Material zu sparen.
Wie lang und wie breit mufl nunmehr der Blech-
streifen genommen werden? Wieviel Quadratme-
ter Blech wird verbraucht? Wieviel Quadratmeter
betrigt der Abfall? Wieviel Prozeni betrigt die
Materialersparnis gegeniiber dem unter a) angege-
benen Verfahren? (Stegbreite hier 3 mm).

90. Einem Wiirfel von der Kantenlénge a werden ein

Tetraeder und ein Oktaeder einbeschrieben.

a)- Wie verhalten sich die Volumina der 3 Korper zu-
einander?

b) Dem Tetraeder wird noch eine Kugel einbeschrie-
ben. _
Begriinden Sie, daf diese Kugel gleichzeitig das
Oktaeder beriihrt, und driicken Sie das Volumen
dieser Kugel als Funktion von a aus!

91. Gegeben sei eina Strec:ke AB = a = 6 cm. M sei der

Mittelpunkt der Sirecke, Schlagen Sie mit AM um M
den Halbkreis liber AB!
Halbieren Sie AM und MB und schlagen Sie iiber bei-

den Strecken mit% die beiden Halbkreise, die inner-

‘halb des groBen Halbkreises liegen!

Es ist der Mittelpunkt des Kreizes zu konstruieren,
der den groBien Halbkreig von innen und die beiden
kleinen Halbkreise von auBen berfihrt! Die Konstruk-
tion ist zu begriinden!

92, Konstruieren Sie das Dreieck ABC, wenn seine drei

Seitenhalbierenden
54 5p und s, gegeben sind!
Beschreihen Sle die Konstruktion?!

93. Im dreidimensionalen Raum erhilt jeder Punkt P mit

der Einfihrung eines rechtwinkligen x, y, z — Achsen-
kreuzes 3 Koordinaten x, ¥, .

2

T Plxy,zt

Durch folgende Bedingungen wird eine raumliche

Punktmenge abgegrenzt:

x4+ y? =25

0=z Z=x*-}y*4+10

_Alle Punkte, deren Koordinaten diese Bedingungen
erfiillen, befinden sich im Innern oder auf den ,Be-
grenzungsflichen* dieser raumlichen Punktmenge

(dicses ,Korpers®),

a) Verschaffen Sie sich eine Vorstellung vom Ausse-
her dicses , Korpers® (Schrigbild oder Grund- und
Ayfrify

‘b) Berechnen Sie den Rauminhalt diesea ,Korpers*!

94.2 Rader mit dem gleichen Radius r == 1 und dem

Achsenabstand 3 r drehen sich in der gleichen Rich-

tung.

Das Rad R, dreht sich doppelt so schnell wie das Rad

R,. Die Ausgangslage zweier Punkte P, und P, wird

fiir den Drehwinkel ¢ = 0% s0 angenommen, daf sie

auf der Geraden durch die Mittelpunkte der -Rader
und avf der gleichen Seite liegen.

Nach welchem Drehwinkel v haben die Punkte P,

und P; den kiirzesten Abstand?

¥
" 3
2 |
v ¢
P ]
% [ 3Gy AT
R Ry

Fortsetzung von Seils 18

Dienstag: Am Montag beim
Abendbrot fing es an. Man kam gar
nicht richtiz zum Fssen. Wir hatten
uns die kle'nen schmalen Plakate von
der V. Internationlen Mathematik-
olympiade besorgt urd alle Schiiler
der sieben sanderen Mannschaften der
Reihe nach gebeten, uns auf diesen
Plakaten Autogramme zu geben.
Gleich besorgten sich alle, die 56 an-
deren Teilnehmer, axch Plakate. Alle
wollten von allen Autogramme haben,

Aber das wichtigste Thema der leta-
ten Stunden ist natiirlich unsere erste
Klausur, die wir heute schreiben. Noch
hat sick der Beginn der Arbeit am
heuntigen Diengtag verzogert, weil es
natiiclich fiir die sus allen acht Lén-
dern  anwesenden Professoren und
‘Wissenschaftler kempliziert ist, solche
Feormuliernngen in ihrer Sprache fir
die Aunfgabenstellung zu finden, die
keine Mannschaft gegeniiber der an-
deren benachteiligt, Aber lassen wir
die Sache an uns herankommen, heute
abend wissen wir mehr.

Ralf-Gunier Riedel, Freital
3 Roif Thier, Alienburg

Schwere Brocken

Dwnstag Die erste vierstiindige
Klausur ist tberstanden. Die Aufga-
ben waren sigentlich so, wie wir alle
pie erwartet haben, denn wir bildeten
uns nicht ein, daB es uns leicht ge-
macht wird, Bei der dritten Anfgabe
z. B. fiberblickie man sofort, worauf
sie hinaus wollten, aber das zu bewei-
gen, war ein harter Brocken. Doch ge-
rade darauf kam es ja an, und wenn
jich auch lingst nicht alles gelést habe,
so-muB ich doch sagen, daB mir die
Klausur grofen Spall gemacht hat,
weil ich da so richtig in der Mathe-
matik withlen konnte.

Als wir nach vier Stunden Klausrr
aus der Tar kamen, stand da schon
eiri Reporter von Radic DDE und
wollte von uns Interviews haben. Aber
wit waren noch dermafen im Baun
der angestrengten Arbeit, da8 dabei
nichts Gescheites herauskam. Viel-
leicht haite der Reporter etwas falsche
Vdrstellungen, dénn er wollte durch-
aus, daB wir lustig sind.

Ulrick Schwarz, Jena

Donnerstag: Frih, vor der zwei-
tenn Klausur, war es mir wieder ziem-
lich schwummrig in der Magengegend.
Als o8 dann sowelt, war, fing ich mit der
letzten Aufgabe an, sie schien mir am
leichtesten, An die zweite war gar
nicht 'ranzukommen. Ich war drger-
lich ither mich selbst, weil ich so wenig
wuBte. Aber dann stand wihrend der
Arbeit ein Teilnehmer derzowjetischen
Mannschaft auf und Lef gribelnd hin
und her. Da sagte ich mir, wenn die
os - schon auf Avnhieb nicht wissen,
%&nﬂ sind es wirklich schwere Brok-

i, 4 i

Bernd Noak, Berlin

o m—
Kulturpalast in Warschau.
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In Polen seit 1249

Mathematische Ol{}npiadexl finden
in der Volksrepublik Polen bereits seit
1949 statt. Bei der Grindung dieser
Einrichtung ging man von dem Ziel
aus, das allgemeine Nivesu im Hin-
blick auf den Mathematikunterricht
zn heben und Schitler ansfindig zu
machen, die eine besondere mathema-
tische Befihigung haben. Diese Schii-
ler sollen fiir das Studinm der Mathe.
matik (bzw. solcher Ficher, fiir dis die
Mathematiles eine besondere Rol-
le spielt) gewonnen werden. Ferner
gibt man ihnen beim Studium eine
besondere Unterstiitzung. Die langjéh-
riga Erfahrung hat gezeigt, daf dieses
Ziel in weitem Umiang verwirklicht
werden konnte.

1. Zur Organisation

Die Olympiade findet in drei Etap-
pen statt. Die 1, Etappe, die als Vor-
berejtung bezeichnet werden kann,
beginnt in jedem Jahr am 1. Oktober
wund dauert bis etwa Mitte Janvar. In
dieser Zeit werden monatlich an jede
Schule vier Aufgaben versandt, die
der Mathematiklehrer am 1. des
Monats allen Schiilern aushindigh
{bzw. diktiert). Die Schiiler l6sen die
Aufgaben innerhalb eines Monats.
Dabei diirfen sie alle Hilfsmittel, die
jhnen zur Verfligung stehen, benut-
zen. Es ist also anch erlaubt, mathes
matische Literatur, Formelsasmmiun-
gen usw. zu verwenden.

2. Zum Inhali

Die Aufgaben werden dem Jehrplan<
mifigen Unterrichtsstoff eninommen.
Dabei wird Wert darauf gelegt, daf
die Lasung der Aufgaben eigene schip-
ferische Arbeit der Teiinehmer erfor-
dert. Es wird also angestrebt, daly die
Aufgaben neuartig gegeniiber denen
in den Lehrbiichern sind.

3. Erfahrungen und Anregungen

Der materielle Anreiz, der alicin
schon mit der Teilnahme an der 2.
Etappe (Reise in die Bezirksstadt
usw.) oder mit der Teilnahme an der
3. Etappe (Reise nach Warschau) ver.
vunden ist, die Ehre, als Sieger aus-
gezeichnet zu werden, sowie die mae
teriellen und ideellen Vergiinstigungen
fur die Sieger haben dazu gefihrt, da
die polnischen Schiiler sich wesentlich
intensiver als frither mit der Mathe-
matik beschiftigen. Die entsprechen.
den Vergiinstigungen fiir die Iehrer
der Sieger haben sich ebenfalls sehr
positiv ausgewirks.

Die FErfolge der mathematischen
Olympiaden haben zu_einer hohen
Wertschiitzung in der Offentlichkeit,
insbesondere in den Kreisen der Wis-
senschaftler, gefiihrt. Die Bedeutung,
die man ihnen beimifit, kommt anch
darin zum Ausdruck, daB in jedem
Bezirkskomitee mindestens ein Ver-
treter einer Hochschule mitarbeitet.

" due: Mathematik und Phyeik in der Schuls

Dadureh, daB das Denken vom
Konkreten zum Abstrakten auf-
steigt, entfernt es sich ~ wenn es
richtig — nicht von der Wahr.
heit, sondern kommt ihr miher
... Alle wissenschaftlichen ...
Abstraktionen spiegeln die Natur

tiefer, getreuer, vollstindiger
wider. Lenin
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95,

azn

W 0%

600m

Mit einer Rollenschere sollen aus Blechen von 1420 mm
Breite rechteckige Bleche, und zwar mit einer Breite
von 500 mm und einer Gesamilinge von 1000 m
sowie mit einer Breite von 300 mm und einer Gesamt-
linge von 1800 m geschnitten werden. g

Bisher wurde nach der beigefiigten Zeichnung ge-
schnitten, in der die schraffierte Fliche den Abfall
darstellt, der ziemlich grofi ist. i

Eine sozialistische Brigade macht den Vorschlag, so
zu schneiden, daB der Abfall etheblich geringer wird,

a) Wieviel Prozent betridgt der Abfall, wenn wie bis=
her geschnitten wird?

.b) Wie muB die Brigade schneiden, damit der Abfall

96.

97.

98.

moglichst gering wird, und welche Gesamtlinge
der Ausgangsbleche ist in diesern Fall erforderlich?
¢) Wieviel Prozent betrigt jetzt der Abfall?

Gegeben sei ein konvexes ebenes Vieredk,
Es ist zu beweisen, daB f{ir den Quotienten ¢ aus dem
groften und dem kleinsten aller Abstiinde zweier be~
liebiger Eckpunkte voneinander stets gilt
az¥2
Gegeben sind eine Ebene P und zwei feste Punkte A
und B, die nicht in dieser Ebene liegen. Man bezeich-
net mit A' und B' zwei Punkte der Ebene P und mit
M und N die Mittelpunkte der Strecken AA’, BB
a) Bestimmen Sie den geometrischen Ort des Mittel=
punktes der Strecke MN, wenn sich die Punkie A!?
und B’ willkiirlich in der Ebene P bewegen!

b) In der Ebene P wird ein Kreis (0) betractifet. Be-
stimmen Sie den geometrischen Ort (L) des Mittel-
punktes der Strecke MN, wenn die Punkte A’ und
B’ sich auf dem Kreise (0) oder in dessen Innern
befinden!

¢) Wird A’ fest auf demn Kreise (0) oder in dessen In-
nern angenommen und B’ beweglich im Innern
oder AuBern von (0), so soll der geometrische Ort
des Punktes B’ bestimmt werden, so dafl der oben
bestimmte Ort (1) derselbe bleibt,
Anmerkung: Bei b) und ¢) sollen folgende Fiille
betrachtet werden: — A'und B’ sind verschieden
— A’ und B’ fallen zusammet:.

Das ,Haus des Lehrers* in Berlin ist ein monolithi-
scher Stahlbetonskelettbau, Der (idealisierte!) Hori~
zontalguerschnitt durch das ErdgeschoB zeigt die wich-
tigsten aus Stahlibeton gefertigien Teile. Die Hohe des
Erdgeschosses betrigt 6,00 m, die vier eingezeichneten
2,00 m breiten Zuginge zum Treppenhaus sind jeweils
2,15 m hoch. Simtliche AchsmaBe betragen 4,80 m.
Berechnen Sie den Bedarf an Befon fiir das gesamfe
ErdgeschoBl! Dabei wurde die Bewehrung nicht be-
riicksichtigt,

99, Auf einer Kreislinie sind drei verschiedene Punlte

A, B, C gegeben. Es ist auf der gleichen Kreislinie ein
weiterer Punkt D so zu konstruieren, da@ ABCD se-
wohl Sehnenviereck als auch Tangentenviereck ist!
(Naherungslosungen z. B. mit Hilfe einer Hyperbel
gelten nicht als Losung. Es diirfen nur Zirkel und
Lineal benutzt werden.)

100. Gegeben sei eine Sirecke AR und auf ihr ein belie-

biger Punkt C. Man wihle einen Punkt E auferhalb

AB so, da CE = CB ist! Auf der Strecke CE bzw.

auf threr Verlingerung tiber E hinausg ist ein Punkt

D so zu konstruieren, daB CA = CD isf!"

a) Welches ist der geemetrische Ort fiir alle Schnitt.
punkte M der Strecken AD und BE bzw, ihrer
Verlingerungen?

b) Die Behauptung ist fiir jede mogliche Lage des
Punktes C zu beweisen.

Anmerkung: Zur Bigenschaft eines geometrischen

Ortes gehdrt auch der Nachweis, daB jeder seiner

Punkte die Bedingungen der Aufgabe erfillt.

101, Konstruieren Sie ein (konvexes) Viereck aus seinen

Diagonalen, dem Winke! zwischen ihnen und zwei
Seitent ;

Begriinden Sie die Kongtruktion und diskutieren Sie
die verschiedenen Moglichkeiten!

102. Gegeben sei cine Strecke AB und auf ihr ein belie-

biger Punkt M. Man konstruiere liber derselben
Seite der. Strecke AB die Quadrate AMDE und
MBGH!

Die Miitelpunkte der beiden Quadrate seien R und
S. Welches ist der geometrische Ort der Miftelpunkte
der Strecken RS? y

103. Gegeben sei ein Wiirfel ABCD A’ B’ C' I mit AA'ﬂ

BE’ H cC H Do,

Der Punkt X durchliuft mit konstanter Geschwindig-
keit den Umfang des Quadrats ABCD in dieser Rej-
henfolge, der Punkt ¥ durchliuft mit derselben Ge-
schwindigkeit den Umfang des Quadrats A’D'C'B*
in dieser Reihenfolge. Beide Punkte beginnen ihre
Bewegungen im gleichen Augenblick von den Puni-
ten A und A’ aus.

Bestimmen Sie den geometrischen Ort der Miftel-
punkte Z der Strecken XY!

104, Gegeben sei ein Rechteck mit den Seiten-2a und 2b;

wobei a > b ist. Von diesem Rechteck sollen vier
kongruente rechtwinklige Drejecke (an jeder Ecke
ein Dreieck, dessen Katheten auf den Rechtecksei-
ten liegen) sp abgeschnitten werden, daB die Rest-
figur ein Achteck mit gleich langen Seiten bildet. Die
Seite des Achtecks ist durch a und b auszudriicken
und aus a und b zu konstruieren. AuBerdem ist anzu-
geben, unter welchen Bedingungen die Aufgabe 1ds-
bar ist.
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105, Gegeben sei ein Quadrat mit der Seitenlénge a, Eine

Strecke von der Linge p, wobei p < a ist, bewegt sich
50, daB ihre Endpunkte stets auf den Seifen des Qua-
drats liegen. Welches ist der geometrische Ort der
Mittelpunkie der Strecken PQ?

106. Gegeben sei eine Pyramide ABCD, deren Grund-

fiiiche ABC ein Dreieck ist. Durch einen Punkt M der

Kante DA werden in der Ebene der Flichen DAB

bzw. DAC die Geraden MN bzw. MP so gezogen, dal3

N auf DB und P auf DC liegen und ABNM sowie

ACPM Sehnenvierecke sind.

a) Beweisen Sie, daB auch BCPN ein Sehnenviereck
ist!

b} Beweisen Sie, daB die Punkte 4, B, €, M, N, P
auf einer Kugel liegen!

107. Von den Punkten A und B einer Strecke AB, deren

Linge nicht direkt gemessen werden kann, werden
zwel weitere Punkte C und D, deren gegenseitiger
Abstand hekannt ist, angepeilt. Man mifit folgende
Winkel: ;
< DAB= 80° <.CAB = 30°, &ABC == 60°,

< ABD = 20°
Die Lange der Strecke CD betragt 2 km.
Wie kann man die Linge der Strecke AB ermitteln?
a) Lisen Sie die Aufgabe durch Konstruktion! Fer-

tigen Sie eine Konstruktionsbeschreibung und .

eine Begriindung an!

b) Lisen Sie die Aufgabe auf rechnerischem Wege!
(Es geniigt hierbei die Angabe der Formeln, eine
zahlenmiBige Berechnung wird nicht verlangt.)

108. Gegeben sgei ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und

ein Punk{ P im Innern des Kreises.
Welches ist der geometrische Ort fiir die Mitien der
durch P verlaufenden Sehnen?

169. Gegeben sei eine Strecke AB. £in Schnittpunkt der

110,

111,

um A bzw. B mit AB geschlagenen Kreisbogen sei D
(sieche Abbildung).

fi

A E B8

E sei der Mittelpunkt von AB. U'ber AE und EB als
Durchmegser seien die Halbkreise geschlagen.
Berechnen Sie ME, wobei M der Mittelpunkt des
Kreises ist, der beide Halbkreise und die Kre1shogen
AD und BD beriihr{!
Es sei AD die Hohe eines Dreiecks ABC, Ein Kreis,
der die Seite BC in D bertihrt, mige die Seite AB in
M ynd N und die Seite AC in P und @ schneitlen.
Man beweise, daBi

AM+AN AP+ AQ |

O AC SR, ist)
Beweisen Sie folgenden Satz:
Ein Dreieck mit den Winkeln «, B und v ist genau
datin rechiwinklig, wenn
cos 20 + cos 28 + cos 2y = —1 ist.

112. Gegeben sei ein Wiirfel ABCD A’ B’ C’ D’ mit AAY|

113,

BB’ ” cc |DD. '

Ferner sei eine Strecke XY gegeben, wobei XY == AB

und X ein Punkt der Sfrecke AA’ sowie Y ein Punkt

der Fliche ABCD sind.

Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte

aller Strecken XY?

Gegeben seien zwei verschiedene parallele Geraden

a und b.

Autf a legt der Punkt A und auf b der Punkt B.

Konstruieren Sie alle Kreise ky = (My; rg) und

k; — (My; o) mit folgenden Bigenschaften:

a) Der Kreis k; berithrt a in A, und M, liegt auf der
selben Seite von a wie b.

byDer Kreis k; beriihrt b in B, und M liegt auf der-
selben Seite von b wie a.

} 117,

114,

115,

116.

118,

119.

120.

12

=

122.

123.

124

¢) Die Kreise k; und k; haben genau einen Punkf ge-
meinsam.

d) Esistry = 219,

Auf.ihrem Flug um den Mond niherte sich die so-
wjetische Raumstation Lunik III dem Erdtrabanten
bis auf 7000 km. Fir die folgenden Berechnungen
werde der Mondradius r mit r = 3500 km angenom-
men; der Flicheninhalt F einer Kugelkappe mit dem
Kugelradius r und der Kappenhohe h ist

F = 2nrh, wobei n = _2& gesetzt werde.

7

a) Wie gro8 ist das Gebiet des Mondes, das aus dieser
Entfernurng iibersehen werden konnte?

b) Wieviel Prozent der Mondoberfliche sind dies?

¢) Unter welchem Sehwinkel ¥ wire der Mond aus
dieser Entfernung zu beobachten?

d) Wie breit muB ein Gegenstand sein, der aus 100 m
Entfernung unter demselben Sehwinkel gesehen
werden soll?

Verlingert man den Radius einer Kugel zunichst um

5 ¢m und dann um weitere 3 cm, so erhilt man zwei

Kugeln, deren Rauminhalie sich um den Inhalt der

gegebenen Kugel unterscheiden,

Wie grof} ist deren Radius?

Eine Halbkugel soll durch einen ebenen Schnitt

parallel zui- Grundfiiche halbiert werden. In welcher

Entfernung vom Kugelmittelpunkt ist der Schnitt zu

legen?

An die Kurve ¥ = e * wird ein rechtwinkliges Drei-

eck mit den Katheten a und b so herangeschoben;

daB die Kathete a auf der x-Achse gleitet und die

Hypotenuse die Kurve berithrt.

Wo liegt der Bertihrungspunkt?

Das Laufgewichi einer Briickenwaage soll die Form

einer durchbohrten Kugel haben; die Bohrung hat

einen Durchmesser von 20 mm. Wie gro muB der

Durchmesser der Kugel sein, damit das Laufgewicht |

gerade 1 kp wiegt?

(Wichte des Materials:

¢20

= 7.8 pcm"’]

Dhugel

Bekanntlich werden in der analytischen Geometrie
die Kegelschnitte nach ihrer Exzentrizitdt unter-
schieden. Dabei ist die numerische Exzentrizitidt (das
Verhdltnis e : a) gleich dem Verh#ltnis k, das bei der
Leitlinienkonstruktion eine Rolle spielt.
Es 186t sich eine Beziehung zwischen der numeri-
schen Exzentrizitit und dem Schnittwinkel B baim
Schnitt eines Doppelkegels mit der halben Offnung
o herleiten. Zwei Freunde tun das und kommen da-
bei zu unterschiedlichen Ergebnissen:
1 -+ tan'B cosg

R 1+ tan’p B cosf
Wie kann schnell festgestellt werden, wer wohl recht
hat?
Gegeben sind zwei beliebige, sich schneidende Strek-
ken. Konsfruiere dasjenige Quadrat, von dem jede
Seite (oder deren Verlidngerung) nur einen Strecken-
endpunkt enthilsl

. Ein Vieledk hat zwei Seiten und 11 Diagonalen mehy

als ein anderes. Welche Vielecke sind es?
Bestimmen Sie rechnerisch die Koordinaten der
Schnittpunkte der Kurven zu y = x2 — 12 % -+ 40 und
¥ 12y = x — 40!

Ein Einheitskreis rollt auf der x-Achse im ersten
Quadranten von hohen positiven x-Werten an die
Parabel y = x? heran. Welche Koordinaten hat der
Beriihrungspunkt? Wie lautet die Gleichung der ge~
meinsamen Tangenie?

. Man beweise, dafi die Subtangente der Kurvey = ax

eine konstante Liéinge besitzt,
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Prima war es bei

der V. in Moskau

Nach drei erfolgreich absolvierten

Stufen der III, Olympiade Junger
Mathematiker der DDR folgte im Mai
1964 die vierte Stufe, anf der entsehie-
den werden sollte, wer unsere Republil
bei der V1. Internationalen Mathema-
tikolympiade in Moskau vertreten
wird. Erstmaliz multen die Schiler
der 11. Klassen dieselben Aufgaben
wie die der 12. Klassen 1osen. Somit
hatten auch sie eine Chance erhalten,
an der , Internationalen’ teilzuneh.
nmen. Nach zwel Klausurtagen war es
dann geschafft. Die Steger und An.
wiirter auf die Teilnahme standen fest.
Zehn Schiiler nahmen dann an einem
14tiigigen Vorbereitungslehrgang teil,
fitr den die Akademie der Wissenachai-
ten und die Humboldt-Universitit
Lektoren zur Verfiigung stellten. Am
meisten muBten sich unsere Lehrer
auf dem Gebiet der Geometrie mit
uns plagen, denn dort waren im allge~
meinen die groBten Schwichen zu
finden.
Pann bepann der erste Flug und fir
fast alle die erste Auslandsreise, Wir
waren sehr gespannt, was uns erwar-
ten wiirde.

Tn Moskan landeten wir in einer
dicken ,Nebelsuppe'. Als wir susstie-
gen, sehing uns warme, fenchte Luft
enigegen, die uns fast den Atem nahm,
Wir warden von einer Dolmetscherin
und eiser Mathematikstudentin be-
grilBt wnd hatten sefort Kontakt ge-
funden, Mit einem Bue fnhren wir nun
zu dern Leninbergen, wo wir in der
1 yw-Universitit wohnen soif-
ten.

Am nid Morgen war die offi-
ziclle Eroffnung der Olympiade. Ge-
meinsam gingen alle Mamnschaften
anschliefend in den nahegelegenen
Pionierpalast. Dieser  Bau ist sehs
modern und mit allem, was man sich
denken kann, ausgerfistet,

Langsaim wurde uns komisch zn-
mube, die Klansur stand mmittedbar
bever. Bie fand an zwei Tagen statt.
Die orste Aufgabe des ersten Tages
konnten wir alle losen, aber bei den
iibrigen funf sah es nicht ganz so gub
aus. Wir hatten stets einen unter uns,
der auf eine Aufgabe die volle Punkt-
Zahl erreichte. Am zweiten Tag gab
es ein Malheur. Die Aufgaben waren
in der deutschen Ubersetzung ungenau
formuliert und ungere Dolmetscherin
nicht mehr anwesend, als wir es be-
merkten. 8o kam es, daB eine an sich
nickt allzu schwierige Aufgabs nur
dw -h ein einziges Milglied unserer
Mo sbhaft gelost wurde.
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125, In einem Quadrat mit a = 10 em werden von den
4 Eckpunkten Kreisbigen mit r = a'geschlagen, wie
es die Abbildung zeigt. ;i

.

Es ist die Fliche des in der Mitte des Quadrats ent-
standenen krummlinig begrenzien Vierecks zu be-
stimmen.

126. Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der

Kante a. Von den drei Ecken sind Xreisbdgen mit
dem Radius a zu schlagen, so daf ein ,ausgebuchie-
tes“, krummlinig begrenztes Drefeck entsteht, so wie
es die Abbildung zeigt.
Sodann spiegele man die Kreisbigen an den Drei-
eckseiten entsprechend der Abbildung, so dafl ein
seingebuchtetes”, krummlinig begrenztes Dreieck
enisteht.

Berechnen Sie die Flacheninhalte der beiden Drei-
ecke!

Im Falle des ,eingebuchteten” Dreiecks ist zu ent-
scheiden bzw. zu beweisen, ob sich die Kreisbdgen
liberschneiden.

127. Gegeben ist ein beliebiges Dreieck ABC. Auf der
Seite AB ist ¢in Punkt P festgelegt.

Pem Dreieck ABC ist ein gleichseitiges Dreieck PQR
so einzubeschreiben, daB P in den vorgesehenen
Punki, @ auf BC und R auf AC f3llt.

Wann wird die Losung unmoglich?

128. Ein Graben von 100 m Liinge hat eine Breite von b
Metern und eine Tiefe von t Metern.

Er soll parabolischen Querschnitt haben. Berechnen
Sie den Querschnitt des Grabens!

129. Aus rechteckigem Kartonpapier von der Linge a =
27 em und der Breite b = 18 cm soll eine quaderfér-
mige peschlossene Faltschachtel hergestellt werden,
deren Deckel an drei Seiten tibergreift. Nachstehendea
Skizze zeigt das Netz der Schachtel,

a) Wie groB muf die Seitenliange der auszustanzen-
den Quadrate sein, wenn das Volumen der Schach-
tel moglichst grofl werden soll?

) Berechnen Sie dieses Volumen! b

<€) Wieviel Prozent des urspriinglichen Materials
betrigt der Abfall, der durch das Ausstanzen der
Quadrate entsteht?

130. Gegeben sei ein (nicht notwendig regelmiBiges)

Teiraeder, dessen Seitenflichen simtlich flichen-
gleich sind. Beweisen Sie, daB dann folgende Punkte
zusgmmenfallen:

1. Der Mittelpunkt der einbeschricbenen Kugel, das
heit der alle vier Seitenflichen innerlich beriih-
renden Kugel,

2. Der Mittelpunkt der Umkugel, das heifit der durch
die vier Eckpunkte gehenden Kugel.

131. Gegeben sei ein Dreieck ABC mit § = 4%°,

Auf der Seite BC liege ein Punkt P, wobei BP;PC~=1:2

[innere Teilung) und <cAPC = 60° sind. ;

Jemand behauptet, man kénne allein mit elementaren

geometrischen Saten ohne Benusung der ebenen Tri-

gonomie die Gréhe des Winkels v ermitteln.

132, Welche der folgenden vier Aussagen sind wahr, wel-
che sind falsch? :

1. Wenn ein einem Kreis einbeschriebenes Vieleck
gleichseitig ist, 50 ist es auch gleichwinklig.

2. Wenn ein einem Kreis einbeschriebenes Vieleck
gleichwinklig ist, 50 ist es auch gleichseitig. -

3. Wenn ein einem XKreis umbesehriebenes Vieleck
gleichseitig ist, so ist es auch gleichwinklig,

4. Wenn ein einem Kreis umbeschriebenes Vieleck
gleichwinklig ist, so ist es auch gleichseitig.

133. Nikita Sergejewitsch Chruschtschow berichtete auf der
Tagung des Obersten Sowjets der UdSSRam 13. Juli 1964,
daff der durchschnittliche Jahreszuwachs der Industrie-
produktion in den letzten gechs Jahren in der Sowjetunion
9,79, und in den USA 3,69, betrng. Wiihrend noch vor
10 Jahren die Industrieproduktion der UdSSR nur etwa
ein Drittel g0 hoch war wie die Industrieproduktion der
USA, erreichte sie 1063 bereity 65% der Industrieproduk-
tion der USA.

Wann wird die Sowjetunion die USA in der Industrie-

produktion einholen, werm man den Jahreszuwachs der

letzten Jahre auch fiir die Zukunft annimmt?

134. Aug einer vierstelligen Tafel entnehmen wir dio folgen-
den Niherungswerte:

Y/ 6360600 ~ 56,00

Py
T 389000 ~ 73,00,

3 3

== ) 636000 — V389000 ~ 13.
Ohne Benutzung einer weiteren Tafel soll entschieden
werden, ob z grofler, kleiner oder gleich 13 ist.

135. Es ist der folgends Satz zu beweisen:
Der Flicheninhalt eineg Sehnenvierecks ist
F=7V(—a){s—b)(s—c)(z—a),
wobei 2, b, ¢, d die Lingen der Seiten des Sehnenvierecks
gind und

2L albreld

2
136. Gegeben gei ein Quader ABCD EF GH mit den Kanfen
ADund AL von der Linge a uzid der Kante AB von der

Linge aﬁ + Der Schnittpunkt der Diagonalen der
Grundfliche ABCD gei S (Abbildung).

Daher ist

gesetzt wird,

H G

7!‘2__-__.__
|
[
|
!
|
|
|
|
=

8) Bs ist der Radiug der durch die Punkte A, D, H,
E und 8 gehenden Kugel durch a auszudriicken.

b) Es ist zu beweisen, dab die durch die Punkte S, ¥ und
G gehende Ebene die Kugel berithrt.

137. Obne Benutzung einer Zahlentafel oder eines Rechen-
stabes ist des Produkt

x == cos 20° - cos 40° + cos BO° + cos BO°
z1 berechnen.

138. Tn einer TL 18 der Interflug, die nach Berlin fliegh, sitzen
fiinf Fluggiste in einer Reihe nebeneinander.
Thre Berufe sind: Journalist, Feinmechaniker, Lehrer,
Kapitin und Ingenieur, Sie gehoren den folgenden Na-
tionen an: Polen, DDR, Ungarn, Zypern vnd UdSSR. Sie
sind verschieden alt (21, 24, 32, 40 und 52 Jahre). Die
Fluggiiste treiben verschiedens Sportarten (Handball,
Schwimmen, Volleyball, Leichtathletik und FuBball).



Ihte Reiseziele sind: Berlin, Leipzig, Dresden, Karl-
" Marx-Stadt und Rostock,
Aug Gesprichen entnehmen wir die folgenden Angaben:
L. Der Ingenieur gitzt ganz links,
2. Der Volleyballspieler hat den mittleren Platz.
3. Der Pole it Journalist.
4. Der Feinmechaniker ist 21 Jahre alt,
5. Der Lehrer treibt Schwimmspart.
6, Der Kapitin reist nach Rostock.
7. Der Handballspieler stamm$ aus der DDR.
8. Der Reisende aus der Sowjetunion fliegt nach Leipzig.
9. Der nach Berlin fliegende Reisende ist 32 Jahre alt.
10. Der Lieichtathlet hat das Reiseziel Karl-Marx-Stadt.
11. Der Fluggast aus der DDR sitz+ neben dem Fluggast
aus Ungarn.

12. Der 52jihrige ditzs neben dem Reisenden, der nach
Dresden Aiegt.

13. Der 24 jihrige sitzt neben dem Reisenden, der nach
Leipzig fliegt.

14. Der Ingenieur sitzt neben dem Zyprioten,

2] Wie alt ist der Kapitin? ;

b) Welche Staatsangehorigheit besitzt der FuBballspieler?

Weisen Sie nach, dal die Angaben ansreichen, um beide

Fragen eindeutig za beantworten!

139, Von einem Wiirfel mit der Kantenlinge a werden alle,
Beken durch ebene Schnitte go abgetrennt, dafl aus allen
Seitenftiichen des Wiirfels kongruente regelm#Bige Viel-
ecke entstehen, deren Eckpunkte auf den Wiirfelkanten
Liegen.
Es ist der Rauminhalt des Restkdrpers zu berechnen,
Unterscheiden Sie die folgenden Fille: ;
a) Eg entstehen regelmiBige Vielecke.
b) Eg entstehen regelmifige Achtecke.
¢} Gibt es noch andere Moglichkeiten?
140. Es ist zn beweisen, daf alle Zahlen der Form

73" 4 1049 - 581
— wobei n eine ungerade natiirliche Zahl ist — durch
1965 teilbar sind.

141. B4 ist zu zeigen, dafl fur alle reellen Zahlen a und c¢ die
Ungleichung a*— 4ac® 4 3¢* = 0 richtig ist. Wann gils

das Gleichheitszeichen?

Losen Sie das Gleichungssystem
sinx - siny 5

142,

sinx —siny 3

X | ye= 90°1
(Es soll eine gute Niherungslosung mit ganzzahligen
Gradzahlen angegeben werden.)
In einem spitzwinkligen Dreieck A, B, C ist der Punkt P
zu konstruieren, von dem aus alle Seiten des Dreiecks
unter gleichgroBen Winkeln erscheinen (d. h, <f BPA
= g CPB= < CPA).

143.

Losungen (Klassenstufe 12)

1. Die obere Grundfliche des Zylinders muf —;— Kegel-

hohe von der unteren Grundfliiche entfernt sein.

9. Fiir 720 gilt folgende Primzahlzerlegung:
T20==2¢.31.5
Demnach ist zu zeigen, daB das Produkt von 6 belie-
bigen aufeinanderfolgenden Zahlen (natiirliche) durch
24, durch. 32 und durch 5 teilbar ist.
In der Folge der natlirlichen Zahlen 1; 2; 8; . . . ist jede
zweite Zahl durch 2 teilbar, jede dritte durch 3, jede
vierte durch 4 und jede fiinfte durch 5.
Daher sind von sechs aufeinanderfolgenden Zahlen
genau drei durch 2 teilbar, das Produkt ist also durch
2% teilbar. Mindestens eine Zahl ist durch 4 teilbar,
das Produkt also durch 2% Aus dem gleichen Grund

sind von den sechs Zahlen genau zwei durch 3 teilbar, .

das Produkt also durch 3% und ebense ist von ihnen
genau ¢ine durch 5 teilbar.

Demnach ist das Produkt von § aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen durch 2* - 3% - 5§ == 720 teilbar.
10. Wegen 5° = 625 (dreistellig) und 10% = 10 000 (fiini-
stellig) kommmen nur folgende Potenzen in Frage:

6*=1296 Quersummel8 18264
74 =2401 Quersumme 7 Ti=Tt
8% = 4096 Quersumme 19 195 ==85
9% = 6561 Quersumme 18 18 +9
Die richtige Lisung lautet d ch 74 = 2401,

144, Bestimmien Sie in der xy-Ebene die Menge aller Punkte,
deren Koordinaten den beiden Ungleichungen x% - yi<1?

r
wnd |y —x| >;geniigen r >0}t

145. In einem mathematischen Zirkel einigen sich sechs Teil-

nehmer auf eine reelle Zahl a, die der siebente Teilnehmer,
der vorher das Zimmter verlassen hatte, bestimmen soll.
Nach seiner Riickkehr erhilt er die folgenden Auskiinfte:
L. a st eine raticnale Zahl.
2. & ist eine ganzrationale Zahl, die durch 14 teilbar ist.
3. & ist eine reelle Zahl, deren Quadrat gleich 13 igt.
4. o ist eine gansrationale Zahl, die durch 7 teilbar igt.
b. a ist eine reelle Zahl, die die folgende Ungleichung
erfillt:

0< a% 4 a < 8000.
6. a ist eine gerade Zahl.
Fr erfihrt, d38 von deri Auskimfteri 1 und 2, 3 und 4
sowie b und 6 jeweils efne wahr und eine falsch ist. Wie
lantet die Zahl a? Wie hat der siebente Teilnehmer die

Zah! ermitteltt
& ,
146, B sei £(x)= 2= ° it reellen Zahlen a, b, &, d als
ex+d

Koeffizienten (c==0), Fiir welche reellen Zahlen x wird
durch die Zuordnung x —» y == f(x) eine Funktion defi-
niert? Ohne Anwendung der Differentialrechnumg ist an-
zugeben, welchen Bedingungen die Koeffizienten a, b, ¢, d
geniigen milswen, damit diese Funkfion in jedem ihrer
Definitiongbereiche streng monoton abnehmend ist!

147. Gegeben sind in der KEbene eine Gerade g und zwei Punkte
A und B, die nicht auf g, jedoch. in derselben durch g
bestimmten Halbebene liegen. Durch Konstruktion (mit
Zirkel und Lineal) ist ein Punkt P auf g zu finden, von
dem aus die Strecke AB unter einem moglichst grofen
Winkel ergcheint, d. h. fiir den <{ APB = </ AQB fir
alle Qeg gilt.

148. Fiir welche reellen Zahlen x st die Gleichung

tan?x -+ cot?’z == § erfillt?

149. Gibt es eine natiirfiche Zahl z, die auf zwei verschiedene

Weisen in der Form

z=x!4 y!
dargestellt werden kann, wobei x und y von Null ver-
schiedene natiirliche Zahlen sind und x =< y ist?

160, Gegeben sind im dreidimensionalen Angchauungsraum
drei Kreise, die einander paarweise in drei verschiedene
Punkten beriihren, d. h. je zwei Kreige haben gensu emen
gemeinsamen Punkt und in diesem Punkt eine gemein-
same Tangente.

Es ist zu beweisen, dafi unter diesen Vorausgetzungen die
drei Kreise entweder in einer Ebens oder auf der Ober-
fliche einer Kugel liegen.

11. tena = 0,85;

12.a) 420,— DM
b) Minimum X = 6

13. Ja, da 21 und 39 durch 3, ihre Potenzen also durch 9
teilbar sind. Da ferner 212 auf 1 bzw. 392m41 auf 9 en-
det, endet ihre Summe auf 0, ist also durch 5 teilbar.

14 Es ist £ () == 25 x 4 24 (10006000 — x) + 26

(18 000 000 — x) -+ 20 (7 000 000 — 10 000 OO0 -+ x)

= —b5x+ 648 .10°

Xyin = 10 000 000, da x = 10 000 00 ist.

Also liefern:

1. Ziegelei an 1, Betrieb: 10 000 000 Ziegel

2. Ziegelei an 2. Betrieb: @ Ziegel

2. Ziegelei an 1. Betrieb: 8 000 000 Ziegel

2. Ziegelei an 2, Betrieb: 7 000 000 Ziegel

v = 94m-.s—1

15. Jahrlicher Bevoikerungszuwachs der UdSSR: 1,99,
Jahrlicher Bevblkerungszuwachs der USA: 1L,7%
Pro-Kopf-Produktion 1960 in der UdSSR: 718 Rubel
Pro-Kopf-Produktion 1960 in den USA: 1433 Rubel

718-1,006x 1433-1.025%
U [T e . e el
Also im Jahre 1971.
Probe filr 1971: UdSSR: 1598 Rubel
USA: 1562 Rubel

Y
L 1
N

Zwei Fragen
an Juri

1. Frage: Welche speziellen Wissens.
gebiete mufl mon beherrschen, wm in
den Weltraum 2 fliegen und ganz be-
sonders, welthe Bedeutung hat. die Ma-

thematik fir die Rawmfahrt, fir das
-Leben der Kesmonouten)

Juri Gagarin: Die Kosmonautik
ist ¢in Znsammenwirken vieler Wigsen-
schaften. Dieletzten Errungenschaften
im buchatéblichen Sinne des Wortes
sind notwendig. Beim Ban einer star-
ken Triigerrakete spiclen vicle Wig-
senschaften hinein, auch die Mathe-
matik. Es ist unméglich, die Kapazitit
der verschiedenon Konstrulktionen, die
giinstigsten MaBe usw. zu berechnen,
ohne die hohere Mathematik zn be-
herrschen. Man muB die Formehy ken-
nen, muf alles das meistern. Man mof
die Materialkunde voll beherrschen,
neue Metalle miissen fiir Triebwerke go-
schaffen werden, Brennstoffe, die Che-
mie, dis ganzen Verbrennungsprozesse
von chemischen Materialien usw. muB
man beherrschen. Um in den Kosmos
zu fliegen, mul man die Biologie, die
Geologie, die Astronomie kennen, auch
die Astrophystk. Es gibt wohl &ber-
hauptkaumeine Wissenschaft, dienicht
in irgendeinem Grade irgendwie mit
der Kosmonsutik in Verbindung steht.

2. Frage: Hatflen Sie selbst auch gute
Zensuren in Mathematik 3

Juri Gagarin: Meistens hatte ich
gute Zensuren,

Fortsetzung von Seile 20

Als die Klausur hinter uns fag, wid-
meten wir uns ganz der Besichtigung
derStadt, DisTage waren selirerlebnis-
reich. Alles uns namentlich Bekaonte
lernten wir nun selbst kennen. Ein
besenderes Erlebnis war der Besuch
der Tretjakow-Galerie, einer Anifith-
rung des Balletts ,,Schwanensee* im
Bolschoi-Theater und der Empfang in
der Moskauer DDR-Botschaft. An
jedem Abend kamen wir erst spit ins
Bett, weil wir firchteten, etwas zu
versiumen.

Viel zu schnell vergingen die herr-
lichen Tage. Wir verlieBen die Stadt
in der Hoffoung, vielleicht in einigen
Joahren wieder einmal kierher zu
kommen.

Monika Tilze, Berlin
Wollgang Klamt, Leinzig (jeizt. Berlin)
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Im Konsultationspunkt
Olympiade

als Aufnahme-
priifung

Der Leipziger Bezirkskonsultations.
punkt Junger Naturforscher und Tech-
niker hat die Aufgabe, in den Fach-
gebieten Mathematik, Chemie, Maschi-
nenbau, Elektrotechnik einschiieBlich
BMSR-Technik und Elektronik die
gesamte auferschulische Titigkeit zn
koordinieren sowie die Téatigkeit von
Spezialarbeitsgemeinschaften und
Stitepunkten in allen Kreigen des Be-
zirkes zu unterstiitzen.

Seit dem 14. September 1964 kom-
men Schitler ab Klassenstufe 7, die bei
mathematischen Olympiaden hervor-
ragende Pliitze errungen haben, zuuns;
vor allem aus Leipzig-Stadt und Leip-
zig-Land, aber auch aus Grimma, Al-
tenburg, Torgau und anderen Kreisen.
Bisher waren solche Schiiler meistens
nur gporadisch geférdert worden, nun
soll das im Konsultationspunkt kon-
tinuijerlich das ganze Jahr iber ge-
schehen.

In dicgem Jahr bestehen drei Zirkel
fiir die Klassenstufen 7 und 8, 9 und
10, 11 und 12. Diese Koppelung wird
niichstes Jahr aufgehoben, so daB
dann fir jeds Klassenstufe ein Zirkel
besteht. Im April begann erstmalig ein
Zirkel fiir die Klassenstufe 4. In der
Perspektive wollen wir erreichen, daB
beszabte Schillerinnen und Schiiler von
der 4. bis zur 12, Klasse systematisch
gofordert werden. Fir die 5. und 6.
Klassen iibernimmt dies das Haus der
Jungen Pioniere ,,Georg Schwarz®.

ey
L St |
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Das Wesen der Umgestaltung
unseres Mathematikunterrichts
besteht in seiner Modernisierung,
in seiner Befreiung von allen
Uberbleibseln des alten birger-
lichen Rechen- und Raumlehre-
unterrichts, durch den dem Ler-
nenden der Zugang zu echtem
mathematischen Denken eher
verbaut denn gedffnet wurde.

Unsere Zirkelteilnehmer sind die
besten Schiiler. Die Olympiaden fun-
gieren als Aufnahmeprifungen. Nur
wer sich dort bewihrt hat, kann bei
uns mitmachen.

21 Zirkelnachmittage im Jahr sind
geplant. In je sieben wird ein beson-
deres Gebiet der Mathematik behan-
delt. Dia Schiiler arbeiten ziclstrebig,
oft mithevoll. Bie Iogen freiwillig Aui-
gaben zu Hause, studieren empfohlene
Literatur uné bilden sich auf diese
Weige selbst weiter. Schiiler, die so
intensiv bei der Sache sind, unter-
stiitzen wir bei der Wahl eines be-
stimmten Berufes.

Fiar den Zirkel der 11, und 12. Klas-
sen sind folgende Themen vorgesshen:

I. Binfithrung in die Theorie alge-
braischer Strukturen
II. Einftihrung in die Wahrschein-
lichkeitsrechnung
JII. Konvexe Figuren

Zum Selbststudium erhalten die Ju-
gendlichen im Konsultationspunks
kostenlos die Mathematischon Lese-
bogen, herausgegeben vom Rat der
ftadt Leipzig, Abteilung Volkshildung,
Pidagogisches Kreiskabinett uné die
mathematischen Sonderausgaben der
Leipziger Volkszeitung. Einige Aufga-
ben daraus gelten als Hansaufgaben.
Die Liésungen wertet der Zirkelleiter

danach aus.
Gerhard Kleinfeld

Seite 22

16.

17,

18,

a) Wir stellen zun#chst fest, fiir welche x; y, z die Be-
dingungen x + ¥y +z=90und V=x-y r z
= Max. erfiillt sind.
Setztmanx=a-Juundy=a—u,sowirdx-} y
=2aund V= (a’ — u? - z, und dieser Ausdruck
ist flir u = 0 am gréfiten. Also ist x = y.
Ebenso beweist man, da§ y ==z igt. Daher erhilt
man

x=y=—-z=%230.

Fir diese Werte ist auch die zweite Bedingung —
Max (%, ¥, z) = 60 — erfiillt.

Also ist das Hochstvolumen V = 308 = 27 000. {in
cm3).

b;

L=

Die Frage stellt nur eine Art ,Sophismus® dar.
Denn da fiir die Hohe keine Vorschriften gemacht
werden, kann theoretisch z = 0 sein, d. h. das Min-
destvolumen ist gleich Null,

60 — 3- 4 - 5, unter den 3 Zahlen mindestens eine
gerade!
1. Teilbarkeit durch 3:

Mogliche Reste: 6,1, 2

Mégliche Reste der Quadratzahlen: 0,1

Daher wenigstens eine durch 3 feilbar.

2. Teilbgrkeit durch 5
Migliche Reste: 0,1, 2, 3, 4
Mégliche Reste der Quadratzahlen: 0, 1, 4
Daher wenigstens eine durch 5 teilbar. .

3. Teilbarkeit durch 4:
Tfogliche Reste: 0,1,2,3
Moigliche Reste der Quadratzahlen: 9,1
Daher wenigstens eine durch 4 teilbar.
Produkt mithin durch 60 teilbar,

Es lefern: :

Ziegelei 1 an Baustelle 2: 3  Mill. Ziegel
Ziegelei 1 an Baustelle 4: 3 Mill. Ziegel :
Ziegelei 2 an Baustelle 1: 5,2 Mill. Ziegel
Ziegelei 2 an Baustelle 3: 5,7 Mill. Ziegel
Ziegelei 2 an Baustelle 4: 1,1 Mill. Zjegel

19, Es sei x4y == b. Man erhélt dann leicht fir x == vy, dak

21.

22.

23.

2.

25.

26.

217,

hier b = a ¥ 2 ist. Nun nimmt man x > y an und sett

-Pw—m. Damit likt sich dann

b
x—-——é—-{-—mundyu- 3

der Beweis fiihren.
Da . der Fische gekennzeichmet waren, sind rund
390 Fische der betreffenden Sorte vorhanden. (In der
Praxis wird eine solche M g selbstversindlich mehr-
fach wiederholt.)

a} Pir alle reellen x 18t
x?—2x4- 220
b} Es gei x = 1z, Dann ist
f 1

z|
iRl P VZ—‘
Z"

ein Ausdruck, der mit wachsendem z wichst,
¢} Fiir alle reellen z (auBer z == 0) bleibt y steta positiv und
kleiner als 1. Fir z = 0 erhdlt man (da x = 1) aus dem
urspriinglichen Ausdruck y = 0.
d) Symmetricachse Ist die Gerade x =1 (Beweis!).
Umformung mit sin®x = 1 — cos®x usw. ergibt eine redu-
zierbare Gleichung. Lésungen sind:
x; = 300, x, = 45% x,:==80° x,= 135 X 1509,
xg = 210°%, x, = 225° xy== 270% x, == 315°% x,i = 3308,

Der Ausdruck 18t sich umformen zu

N= [(x—y?+ ¥*1- ix + )2+ ¥%]
Von diesen positiven Faktoren mufl mindestens einer gleich
der Zahl 1 sein, das ist aber nur fiir x — y =1 der Fall.

Man gewinnt drei Ungleichungen, die man zun#chst als
Gleichungen betrachtet. Aus der Maximumbedingung er-
hilt man das ¥rgebnis:

a) 26 Stiick Sorte 1 und 6 Stitck Sorte 2

b} 60 Stiick Sorte 1 und 0 Stiick Sorte 2

e) 0 Stiick Sorte 1 und 80 Stitck Sorte 2

Driickt man die fir den Weg ADB bendtigte Zeit als
Funktion von x aus und ermittelt die Extremwerte dieser
Funktion, so ergibt sich die Behauptung.

Hier liegt das entacheidende Problem gleich am Anfang,
némlich die Tatsache, daf in jedem ebenen Dreieck
€08 ¢ == ~—co8 (a + f).
In die linke Seite eingesetazt, ergibt
cos? a - cos® § 4- cos? (@ | )
und unter Anwendung des Additionstheorems

28.

3.

cos? g + cos® B |- cos?q cos® §
+ sin? o.sin? § — 2sina sinf cosa cosf.
Der Ausdruck sina « sin? wird ersetzt durch
(1 — cos®a) (1 — cos?3)
und man erhilt durch Zusammenfassung
1 +- 2 cos*a cos* — 2sina sin B cosq cos f
und durch Ausklammern
1 — 2 cosa cosf (sina sin B — cosa cos f)
1—2cosg cosff [— cos (a + )]
und schlieflich
1 — 2 cosa cosf cosy.
Durch Fallunterscheidung ermittelt man, daB obiger Aus.
druck
im rechtwinkligen Dreiock stets gleich 1
im stumpfwinkligen Drefeck stets groBer als 1 ist.
Im gleichseitigen Dreisck st dieser Ausdruck gleich 2.
Durch Grenzwertbetrachtung stellt man weiterhin fest,
dai} Werte unter 2 ausgeschlossen sind.

Hs ist (& — b®) = 0, mithin ¢* —2ab 4+ b2 = 0
A .
und a? - b? = 2ab. Alsoist = 2 oder
ab
a b
—+—=2.
b a
Dayl—x> msein muB, kann x nur negativ sein.
1 1
(1) Diskussjon der reellen Funktion y = —t

yit+x Y1—=
Definitionsbereich: — 1 « x < 4-1
Wertevorrat: 4 00>y > —o0
Die Funktion ist monotor fallend, und es gilt y (x)
= — y (— x), d. h, Symmetriezentrum im Koordinaten-
ursprang.
(2) Losungsplan : Man bestimme x, fiir y = 1, dann ist
-1 < X £ x; das gesuchte Intervall.
(3) Berechmung von x, (der Index wird in der Rechuung
einfachheitshalber weggelassen). «

1

1
Yitz {i—z
Y1 —x—71+ x= 11— x* quadriert und geordnet:
14 x2= 2}[1—::3 erneut quadriert und geordnet:
x4 4 8x* — 8 = 0 fiihrt auf die Losungen

mp= 3423 sx,=+f—3—273:
sp=—f —342Y3 st =—F—3—273.
Hier ist nux brauchbar x,3 = —} — 8 + Zﬁ

1 1
(4) Antwort: Die Ungleichung — e 2>
fl+x Yl—x

gilt im Tntervall — 3 <x <~} 273 —3.

= 1; mit }/l — x® multiplisierts

. Die Quersumme muB durch 9 teilbar sein. Die alternie-

rende Quersumme muB ferner durch 13 teilbar sein. Par-
aus folgt, daB die Quersumme selbst eie gerade Zahl sein
muB, und damit di¢ Behauptung.

Nach Umformung und Reduvierung auf die Kosinusfunk-
tion erhilt man eine quadratische Gleichung (wenn
cos?x = z gesetzt wird). Daraus ergibt sich cos®x =3
und nach einigen weiteren Uberlegungen

—30% - k- 180° = x < k- 180°

und k- 180° < x = 36° k- 180¢
mit k=0,1,2,...
1
Wir unfersuchen die Funktion y = — G
ginfx  cos’x

Sie hat bei x =k = (k genz) Unendlichkeitsstellen, und
2

zwar fiir x = kot beiderseits positive. Die gesuchten Inter-
valle exstrecken sich also links und rechts von diesen Wer-
ten, die dabei auszunchmen sind. Die Grenzen ermittelt
man aus der Bedingung

1 1 8

sinfx cos’z 8
Nach Substition cos?x == 1 — sin®x = z ergibt siob leicht

1 3
die quadratische Gleichung 22 — ~- 2 — - =0 mit den
4 8

3 i |
Lisungen 7, = — und g, == — —, vou denen nur die erste
4 2

)
brauchbar ist und idber cosx = £ __}3 auf x; = 4- 300
2

und x, = - 1509 fithrt.

Antwort: Die Ungleichung gilt fiir x aus den Intervallen
kn—i =< x = kn iT—(k nat. Zahlj, wobei x + kn
12 12 h
bleibt. Die Intervallfolge beginnt mit dem halben Inter-

vall0<x§£
12



35. Angenommen £, &, & seien Losungen. Dann ist (p -+~ 1)

(81— &) = (p + 1) (§s— £o) = 0. Fitr p & —1 it dann
b=Eh=4f=t Da aber (p—2}(&i+ &+ &)=0
gilt, ist fir ¢ 4: 0 notwendig p= 2. Fiir t =0 ist p be-
liehig. Fiir p=-—1 brauchen wir nur &, - &+ §=10
zu betrachten. Es ist £ = u, & = v, § = —1 — v. Not=
wendige Bedingungen fiir die Losungen sind also

Pa=—1 $ =1, =7, =—u—"
p=2 g 5—1=§a=fa==ﬁ
PE—lp+2; §=£E=2¢§=0

Wie die Probe zeigt, sind diese Bedingungen auch hin.
reichend,

36.a) Durch Einsetzen der entsprechenden Werte fir N und

P erhiilt man die folgenden Gleichungen:

¥ Ga, 4 28a, - 125a;+  625a,= 4,87
10, 3} 1004, + 10002, -+ 10000a, = 10,52
15a, -+ 225a, |- 33758, -+ 50625a, = 17,24
203, 4 400a, - 8000a, 4 160000a, — 25,34.

Daraus ergeben sich

0,02
8= —— = 0,0000013333
15000
0,52
8y — = 0,00034667
1500 !
8, — 0,0101667 ~  a, = 0,914333,

b) Setzt man N == 25 in die Gleichung
P{N) = 0,914333 N - 0,0101667 12
-+ 0,00034667 N*
-+ 0,0000013333 N*
efn, so erhiilt man bei Rechnung mit einer vierstelligen
Logarithmentafel P (25) = 35,15.
Dieser Wert stimmt mit dem durch Messung gefuridenen
Wert gut iiberein. Die Differenz betriigt rd. 0,03%.

37. In jedem Dreieck is

a=2rsina b= 2rsinfg

¢ =2r siny und af== b2 ¢?— 2bec cosa.
Durch Einsetzen erhilt man

412 inq = 412 ($in’f + sin%y— 2 sinfsiny coda).
Durch Umformen bestitigt man auch die andere Behaup-

38. Die gesuchte Zahl s¢i x. Dann igt

C100x <=3 <  100(x 1)
oder 10003 < x3< 1000 (x + 1)
oder 10000 x < x3 < 10000 (x + 1).

Aus (1) folgt 100 < x2 < 100 (l + _.) = 110,
x
© also = 10. 7

3 1 "
Aus (2) folgt 1000 < x? < 1000 (1 -!r—;); 1100,
glso x = 32. g
Aus (3) folgt 16000 < %2, was unméglich ist.
Daher sind 10 und 32 die cinzigen Zahlen, die der Bedin-
gung entsprechen.

39. Mit Hilfe der Formel

—f 1
Gar ﬁ- cosu= — (cosa -+ cos ff)
2 2
erhilt man das dquivalente Gleichungssystem

cosx+cosy=1

(<)

1
COBX + COBY — —,
4

das nur erfiillt ist, wenn

4%, Mit jedem Paar (£, 7), welches das System erfiillt, ist auch

das Paar (—, —x) eine Lisung.

(1) Stets mufl y == 0 gelten, also sind alle Paare (£, 0) aus-
geschlossen.

(2) Senderfall: p= 0 erg{bb x == 0. Dann sind alle Paare
(0, %) mit 5 %= 0 Losungen des Systems,
Umgekehrt kann ein Paar (0, z) nur denn Losung sein,
wenn p == 0 ist.
Also ist fiir p & 0 stets x = 0, d.-h, in allen Lisungs-
paaren ({, n) gilt dann £ & 0,7 = 0.

(3) Allzemeiner Fall: p 3 0.
Azs (1) und (2) folgt y

durch Addition xy=2p(x2+ ¥%,

durch Subtraktion aLl 2p (= + 7%,
. ¥

woraus sich x (y-—» E) =0 ergibt.
y
X = 0 scheidet wegen (2) aus. Daher folgh y2 = 2.

8)yr=12

Dann folgt aus (2): x2 — l_x +2=0
rY2

mit den Lisungen

1
o 1 Vl—-lﬁ’-"
X 2Pﬁ( Ik Pl

1 y
— — 1—y1—18 %)
xz——-zpvz—( P/

Damit x,, X, reell sind, mufl p der Bedingung

1
1—16p?==0 oder |p| = — geniigen.
- 4

b) yu=—7}2 3
Darin folgt aus (2): x2-}- —l—_—_x +2=0
ry2

mit den Losungen
1

=== (1 — Y 1-— 16 2 )
35 2PV2—( P )y

1
xy=———(1+ Y1~ 16p%
1 2p Vz—( ¥ P )s
1
wobei wieder [p | = —Zdie notwendige Realititsbedin.

gung fiir die Losungen darstellt.
Zusammenfassung: 1
Fir 0 < |p|=1 haben sich folgende Lisungspacze
ergeben :
J {x1, ¥1)
&)= (%3, ¥
[ (%, Y1z}
(xe yr)
Die Losungen lassen sich durch die entsprochenden
Proben bestiitigen.
(4 Fiix | p| > % ist die Menge reeller Losungspaare leer

42. Man bildet die Funktionen

1 1 2 1

Fir x=0; x=—1 und x=-1 ist diesc Funktion
nicht definjert. Durch Untersuchung in den Bereichen
w—00 < X < — 1,
—1 <x'<—1,
—1 <x<0ud
0 <x<+
erhilt man folgende Lésungen:
a) Isterfilléfir—1 < x < —Jund0 < x < 5 o0,
b) Keine Losungen.
¢} Ist erfiillt fir —ow <x<—1und -1 <x <0

St:eckenpferde:
Chemie und
Mathematik

Ich habe von ungeremn Lehrer den
Auftrag erhalten, iiber meine schuli-
sche Entwicklung zu berichten. Das
fillt mir nicht leicht, da ich der Mei-
nung bin, daB es noch viele andere
Schiiler gibt, die bessere Leistungen
zeigen als ich,

Als ich 1958 mein erstes Zougnis
erhielt, befand ich mich schon’ mib
unter den drei besten Schillern der
Klasse 1o der41. Leipziger Oberschule.
Auf Grond meiner guten Leistungen
wurde ich 1959 zur 42, Oberschule in,
eine Klasse mit erweitertern Russisch-
unterricht delegiert. Dort machte das
Lernen viel mehr SpaB, denn die An.
forderungen an den Schitler wuchsen.
Ich erhielt dreimal das Abzeichen
,»Fir gute Arbeit in der Schule.
Ebenfalls dreimal nahm ich an der
2. Stufe der Mathematikolympiade
1eil, wo ich Vierter und Achter wurde,
Besonders habe ich mich fiber den
Erfolg urnweres Chemikerkollektive ge-
freut, zu dem auch ich gehore. Wir
haben auf Anhieb in der Chemieolym-
piade 1965 des Stadtbezirkes Sidwest
den ersten Platz belegt. Damit werdes
wir am Bezirksausscheid teilnehmen.

Meine Lieblingsfichersind Chemie,
Mathematik und Englisch. Ich weide
nun das achte Schuljahr beenden untd
dann zur erweiterten Leibniz-Ober-
schule fiberwechseln, wo ich dag Abi-
tur ablegen und gleichzeitig den Be-
ruf eines Maschinenbauers erlern:
mbchte. :

Peter Uhlmann -
Schiiler der Klasse 8 RI,
42, Oberschule Leipzig

Man kann ein groBer Rechner
sein, ohne die Mathematik zn
ahnen. Novalis

1 1
eosxe==— und cosy—— ish
2 2 52, Die Gleichung hat 1993 reelle Wurzeln.

53. Die Briiche fithren unabhiingig von der Wahl des a
und b auf 0,618... (Verhéltnis des goldenen Schnitts).
54, Die Lisung ist eindeutig; x = 22,y = 17,
85. Es sei a = b (0. B. d. A.). Dann isi
as—b = pa-b
a8=b . ho-2 =]
ad*h . pbta E a2b . p2n

]faa-a—b «ba+D = P . pa

Wegen (]/E-—-ﬁ)“ =0ista+ b =2 fa+b oders

Darans ergibt sich die Losungsmenge
7w 7
2=2rzm + —, y=2zn 4 —,
3 3
wobei m und n ganze Zahlen sind.
40, Es sei x = 3 -+ 10b und x3 = x (mod 10%), dann gilt:

a® —a

a3 = a {mod 10) und 3a?b + =b (mod lb).

Wir diskutieren alle Moglichkeiten:
a==1; 3b=b (mod 10}, als0 b=0, od. b==15. x= I{entf.)

x= 51 2P s 2 2R
a=4;48b+ 6=b(mod10), alo b=2,  x—24 > HET
a=2>5; 75b+4 I2=0 (mod 10), also b = 2" Bemerkung : Es ist darauf zu achten, daB in dieser Reihen-
oder b=7. x==25 x=175 folge geschlossen wird. Natiirlich wird die Lésung im all-
a==06; 108b 4 21 =b (mod 10}, alsob="7. x=76 gemeinen in umgekehrter Rejhenfolge gefunden werden.

a=9; 243b -+ 72 =b (mod 10}, alsob=4¢
oderb=9, =49 x=99

Man muff aber-stets ven einer gesicherten Aussage aus-
gehen, ¢ j




Neues aus Wissenschaft
und Technik

Sensation
aus Jena

JENA. Zugammen mit 66 anderen
netentwickelten Geriiten und Zusata-

eriiten stellte der VEB Carl Zeiss

ena auf der Jubilinmsmesse das
wahracheinlich in der Welt.erste um-
fassende photogrammetrische Kartie-
rungssystem ,,Stereotrigomat® aus.
Die Anlage gehirt zu den Analogrech-
nern mit geometrischer ' Modellvor-
stellung, In dem stereoskopischen
MeBgerit werden dabei zwei Luftbil-
der ausgemessen, die durch entspre-
chende ZuBerst genane Anordnung ein
optisches Modell der fotografierten
Landschaft darstellen, wobei sich die
Verbindung von Situations- und
Reliefauswertung durch den Wegfall
der Vermessungsarbeiten im Gelinde
besonders zeitsparend augwirkt. Das
neuentwickelte Universalgeri, mib
dem Tandkarten und Pline praktisch
aller MaBstibe hergestellt werden kin-
nen, erdffnet wahrscheinlioh auch
villig neue Anwendungsgebicte, die
erst wihrend des Emsatzes in der
Praxis untersucht und weiter ausge-
arbeitet werden kénnen.

Die neuartige Aufteilmg vollig ge-
schlossen gebauter Geriitegruppen —
MeBgeriit, Rechenaggregat und lek-
troteil - mit festor Zuordnung auf
einer Podestkonstruktion ermaglicht
eine bessere Bedienbarkeit und das
Einsparen von Hilfskréiften. Mit erst-
malig verwendeten messenden Kugel-
schraubtrieben und elektrischen Pri-
zisionsnachfithrungen in der GroBen-
ordnung von wenigen Mikrometern
wird auch im feinmechanisch-opti-
schen Geriiteban ein Stand erreicht,
der das Weltniveau bestimmen diirfte.

Mahler-

Problem gel6st

MINSK. Das sogenannte ,,Kurt-
Mahler.Problem**, eine von dem deut-
schen Mathematiker Kurt Mahler vor
33 Jahren aufgestellte Hypothese tiber
Probleme im Grenzbereich der Zahlen-
theorie, der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, der Algebra und anderer mathe-
matischer Disziplinen, ist nach drei-
jahriger Arbeit jetzt von dem 28jdh.
rigen. belorussischen Wissenschaftler
Wiadimir Sprindshok geltst worden.
Die Akademie der Wissenschaften der
Unionsrepublik und verschiedene ma-
thematische Institutionen haben laut
TASS diese Arbeit als eine der grofiten
Leistungen auf dem Gebiet der Zah.
lentheorie in den letzten Jahren ge-
werbet.

Zahlreiche Wissenschaftler in den
verschiedensten Lindern haben be-
reits seit Jangem versucht, das Mah-
ler-Problem zu 16sen.

Sprindshuk gelang es nun, die Vor-
aussage des dleutschen Mathematikers
iiber eine genaue Folge der moglichen
GrdBen von Polynomen begrenzter
Potenz mit veriinderlichen ganzen Ko-
effizienten fir fass alle Zahlen zu be-
kriiftigen und die Hypothese zu pré-
zigieren. Die genauen Ergebnisse der
Arbeit werden demmiichst im Mittei-
hingshiatt der Akademie der Wissen-
schaften der UdSSR versffentlicht.
Der gegenwiirtig in Australien lebende
Kurt Mahler, Mitglied der Britischen
Koniglichen Gesellschaft, hat den jun-
#on belorussischen Wissenschaftler be-
reits brieflich zu seinem Erfolg be-
gliickwiinscht und seine - Befriedigung
iiber die Losung des Problems ausge-~
driickt,
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56. Angenommen x, sei eine Losung der Gleichung, Dann muB

57.

59,

6

sein sin 3x, - cos (E—-——flxl) = ]
3 .

und sin (% — 7x1) —\ces (f_ ER Xx) + m + 0.
6

Dasist aber (wegen |sinx | < Lund I cosx | 5 1) nur méglich,

f
wenn entweder a) sin 3x; == —1 und cos (l—- 4x1) =1
3

oder b) sin 3x; = 1 und cos (ﬁ —_— 4x1) =— } ist.
. 3

2kn

1
Fall a) ergibt xlmﬁ-[- —— und x1=j+ ﬁ-(l,k
2 2 12

=0,+I,:£2 %3,..)

2k 1
Daraus folgt i+-—:’-l‘=-.= = + ,i und 61 4 8k =5,
3 3 2 12
was unmdglich ist.
; L3 2km £ E3
Fall b) ergibt ;= — + u:;— und Xes — + —
6 ; 3

k=0, %1, £2 ::3, ....). Darans folgt 4k =31+ 1

-

,a) §=2°

31 3141
el i == 3t } 1 setat,

oder 'k =

‘bzw. wenn msn

ke84 Lmit (6= 0, £1, £2,....).
(5]
Also erhilt man als Losung x; = 2at -4 b 0
6

Durch Binsetzen in die zweite oben angegebene Gleichung
ermittelt man schlie8lich m + — 2.

Walle n die Endziffern 1, 5, 6, 9 bzw. 0 hat, erhilt man

stets 1, 5, 6, 9 bzw. 0 als En&ZiEEI-I“l von nnn.

Hat n die Endziffer 2, 8o ist entweder n = 0 (mod 4) oder
< n =2 (mod 4). In beiden Fillen ist dann n® = 0 (mod 4}
und die Endziffer von n® entweder 4 oder 6. Daher endet

(n ist ja gerade) n“n in diesem Falle stets auf 6. i
Hat n die Endziffern 4 oder 8, so fiihrt eine analoge Uber.

legung zu dem Ergebnis, daB n“’J in diesem Falle stets
auf 6 endet.

Ist 3 die Endziffer von n, so ist entweder n = 3 (mod 4)
oder n = 1 (mod 4), wobei diese Fille in dieser Reihenfolge
stindig wiederkehren. Dann ist fir n =3 (mod 4) auch

n® =3 (mod 4), und n"ll hat als letzte Z;Lﬁez' 7. Itu=1
(mod 4), dann ist auch n® =1 (mod 4) und nn“ hat als

n
Jetzte Ziffer 3. Also hat n® im betrachteten Fall als End-
giffer abweehselnd 7 oder 3.
Hat n schlieBlich die Endziffer 7, so ist (in dieser Reihen-
folge stets wiederkehrend) entweder n =3 (mod 4) oder
n =1 (mod 4) mit n» =3 (mod 4) bzw. n*=1 {mod 4).

Also bat nt" abwechselnd die Endziffer 3 oder 7.
Mithin gibt es fiir die Endziffern folgende 20stellige Periode:

1;6;7;6;5;6;3;6;9;0;1;6;3;6;6:6;7;6; 9; 0.

2) 90 % d) 0,9° =0,387 387 %
b) 8L Y% e) 099=0135 135 %
c) 65,61%, £) 0,99 =0,0057 057%
. Die Verteilung lautet:

a) 0;6;8; 10; 12 mit 5; 7; 9; 11; 13
b} 7; 5; 2; 4; 12 mit ¢; 6; 3; 11; 13
c) 0;5;11;4;10mit1;2;8;7;13
b) 27 =33
) 6a=4% d) 25, bzw. 3%, baw. 4
e nt=n44-n-n—1+6-n-(—0n—2)
+3:n:m@—1D4n:(a—1)n—2mn—3),
wenn man folgende Féile untersucht;
1. vier gleiche Ziffern: z. B. 1111
2. drei gleiche Ziffern: z, B. 1112
3. zwel gleiche Ziffern: z. B, 1123
4, zwei gleiche und
zwei gleiche Ziffern: z. B, 1122
5. vier versch. Ziffern:z, B.1234.

63. Man nimmt aus dem 1. GefiB 1 Kugel,

aus dem 2. Gefil 2 Kugeln,

aus dem 3. Gefidll 4 Kugeln,

aus dem 4, GefiBB 8 Kugeln,

aus dem 5. GefdB 16 Kugeln
und ermittelt mit einer Wigung die Gesamimasse
dieser 31 Kugeln, Zieht man von dem Zahlenwert die-
ser Gesamimasse 310 ab, so ¢rhiilt man die Zahl a.
Aus der Gleichung :

x, + 2%, + 4x, + 8x, 4 16x =3

erhiilt mon dann eindentig fir die x, x;, Xy, X,, X; die
Werte 0 oder 1, jo nachdein in'dem j-ten Gefs8 Kugeln
von 10 g oder Kugeln von 11 g liegen.

68.

69.
70.

81,

Bejspiel: Es ist a == 22, Man erhalt
04+2:14+4-1-+8:0416:1==22.

Also liegen in dem 1. und 4. Gefif Kugeln von 10g,

withrend in dem 2., 8. und &. CGlefi Kugeln von 11 g liegen.

. Mogliche Lisung:

Byt by+hy+h =7k
T+T7+ 114 10=756
i+ L+ 64 f,=0£
94-91+12+10=58
£ 4 =1+ £
9 9= 10| 8

Hans schoB 5, 7,7, 11, 10 == 40 Ringe

Fritz schof 9, 9, 12, 10, 8 = 48 Ringe

Britz schoB die 12.

\
o) 10a--b _ ® Fir b= 0gilt die Aussage

0c-+b e fiir jedes a und c. p
(a und ¢ 3= 0) Firb % O0ist a = 0.
10b +a
a2t pygiamcx0
10b 4-¢ ¢
10 b
(III)"'&_E_ P Fiir a = b ist auch a == o.
g 10b + o ¢
A 10ab
(aund b.3= 0} Fiira § biste== .
9a-} b
Das liefert die Losungen:
1.a=1; b=26, c—4 oder b=19, ¢=5
2.a—2;b=6,0=5
B.a=4; b=9, c=8
@y 0P 2 pira = bist such a= o
' 1¢c+ b (]
t ab
(b und ¢ = 0) Fira + biste= —————»
10b—9a
Das liefert die Lasungen:
1L.b=6;a=4, c=1oder a=05,c=12
2. b==9;a=25 c—=1o0dera=8c=14%
Bezeichnet man mit x die Anzahl der Tiere, so ist

x2—20n= 10+ r,

wobei 1 eine natiirliche Zahl und r= 1, 2, ..., 9 sind.
Also 148t x2 bei Division durch 20 den Rest 10 4~ r-
Setzt men x == 10k 3+ q mit g=1,2..., 9

und k= 2,3, ...,
50 erhilt man x2 = 100k® +.20kq - g%
Diese Zahl 1iBt bei Division durch 20 stets den gleichen
Rest wie ¢ Fe miifte also dieser Rest gleich 10 +- r sein.
Das liefert eindeutig ¢ = 6. Das Messer kostete mithin
6 Groschen. (Dis Anzahl der Tiere ist damit nicht ein-
doutig festgelegt, am Frgebnis éndert sich dadureh aber

nichte.)
a) 90 Gesamtspiele  b) 18 Spieltage
¢} Kein Spieler ist spielfrei. d} 5 Spiele je Abend.
V = 72x RE; V & 2223 RE

Die Einteilung erfolgt entsprechend der Abbildung.

b e s e

a) Ausgangspunkt ist der Nordpol,

by Das Flugzeug mub von-einem beliebigen Punkt
starten, der 300 km nérdlich desjenigen stidlichen
Breitenkreises @ liegt, dessen Umfang 300 km
betragt. Es gibt demnach beliebig viele Ausgangs-
punkte, die alle auf dem gleichen stidlichen Brei-
tenkreis ¢ liegen.

b,) Berechnung von ¢ 3
Aus der Abbildung erhilt man (beim West-Ost=
Flug soll dieselbe Linie nicht mehrmals durchflo=
gen werden):



Die Bildkurve von q:{x)::I_x.’ﬁirl <xX< 400

b4
ist demmnach die Parallele zur x-Achse im Abstand
- 1 im ersten Quadranten,

\_P die Bildkurve von ¢ {x)= E fir —1>x
b
> -4 oo ist die Parallele zur x-Achse im Abstand
— 1 im dritten Quadranten.
\f‘ 3,2 Fiir ¥ (x) == x3 entfiillt wegen des gegebenen De-
: finitionsbereiches —1 < x<{ X1 dis Unter-
suchung des Verhaltens im Unendlichen.
4. Extrema [f' {(x) = 0:1” (x,) 2 o] und Wendepunkte
£ (Rgp) = 0; £ (xy) F O:

%o

L) x| . S :
4.1 Fiir ¢ (2} = !mit |x| <1 existieren keine
x
Extrema und Wendepunkte, da beide Teile der
Bildkurve Parallelen zar x-Achse sind.

300 42 Fir ¥ (x) = =* mit |x|<1 git ¥ (x)=3x2
und 3%,2 = 0. Demnach ist X, = 0 und ¥ (z,)
y =6+ xe=0.
1 An der Stelle x = 0 liegt kein Extremum, son-
k dern ein Horizontalwendepunkt vor, denn auBer
(184 WP (0) =0 und P (0) == 0 gilt anch P {x) =
r’ 6 = 0. Wendetangente ist die x-Achse.

6. Aus dem Vorstehenden ergibt sich folgende Bild-
kurve fiir f (x):

Im Intervall — oo <« x <C —— 1 erhiilt man eine Par-

£ allcle zur x-Achse im Abstand — 1, im Intervall

. —1 < x < 4T eine kubische Parabel und im Inter-

vall 41 < x < -- co eine Parallele zur x-Achse imn
I sin (90°—g,] = % Absta.l?d +1. 3 j g
i _ 300 Nebenrechnung Dle‘ Bildkurve ist zentzralsymmetnseh mit dem Ko-
0= o %g ‘ZDG = 12.4771—10 ordinatenursprung als Zentrum.
300 —lg = U b) Berechnung des Flicheninhaltes:
i —— . — = 0.4071
Iflo T feoss, 2r-6370 _ig 2370 4 2_3341 Berechnung der Fiiche ¥, die von der Bildkurve der
¢ = 89,57° 1g cosg,— 7.8749—10 Funktion, der x-Achse und der Geraden x= — 2 und
Aus der Abbildung erhilt man: x = + 2 begrenzt wird.
1 x4
Y “'ﬁl F=2([ x*dx -+ 1) [E”]z2([:]§+ 1) [Ez)
L)

L =2(l+ 1)[E”]
P2 (B ot

1
Der Flicheninkalt betriigt 2 FH.
2

83  Die Behauplung lautet damm: Fy - F, = F, -+ F,
Es kénnen mehrere Beweise gefihrt werden.

L

tem_

I ¢ = ¢—9 Nebenrechnung.
) lg 300 — 12.4771—10
P2 T 76310 —lg 6370 = 3.8041

i WY lg ; — 86730—10
$p = 27° lg 9, = 06730—2
T ¢ — 858" i %

Der Ausgangspunki hegt irgendwo auf dem Brei«
tenkrein 86,87° sudlicher Breite.

82, a) Diskussion der Funktion

1. Schnittpunkt mit der y-Achse (x = 0)
1,1} 97[x)=|xith‘ir|xl>l
ist fiir x = O nicht erklart, deshalb kein Schnitts
punkt mit der y-Achse.
12} ¢ (x).= x* fir {x| £ 1 ergibt ¢ (0) == 0
Die Bildkurve schneidet die y-Achse im Koor.
dinatenursprung 0[O, 0).
2. Schaittpunkt mit x-Achse [¢(x) = 0; $ () = 0]:

x| Beweist
21) Aus ¢{x) = e 0 folgt [x] = 0 bzw. x =0, 1. Umformung von Fy + F,:
also auferhalb des Definitionsbereiches. Demnach 1 y 1 !
hat p [x) keine Nullstelle, — 8 gt 600 + - 8213,
22) Aus ¢ (x} = x* = O folgt x = 0 % 1 ¢
in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis in 1,2), wegen sin 60°= —V?erhii.lt man durch Ausklam
i

8. Verhalten im Unendlichen: il
3 .
3.1 Fiir x > lgﬂtq;(x)mm=+l und memlf[(sl-ss{-szz)

X

lim @ (%) = lm I = 1. . und daraus wegen ,fz 8,2 4 8,2 — 25,8, « cos 60°
== 8,3 + 852 — 8,85,

X—3 00 X o
3
Fiar x < — 1 gilt @ (x) == lf_|=—_~1 und Eé(ﬂls, + 8% -+ 8, —48,)
X
lim @ (%) = lim (— 1) = — L. _7s

it ) = {82+ &%, :
X > o0 X > (=] 4 g Seite 25



Mensch
und Maschine

Als die sowjetischen Spufniks und
Luniks gestartet waren, liefen in der
Sowjetunion und vielen anderen Liin-
dern elektronische Grofrechenmaschi-
nen an. Aus den von vielen Stellen
der Erde eingehenden Beobachtungs-
daten errechneten sie M Sekunden-
gohnelle den weiterenVerlauf dor Bahn
dieser Kkiinstlichen Himmelskdrper.
Far den Lunik II konnte z. B, der
Auftrefipunkt auf dem- Mond ziem-
lich genau vorherberechnet werden.
Aber schen bevor die kLiinstlichen
Monde und Planefen gestartet waren,
hatten elektronische Masgchinen in
allen Hinzelheiten und unter Berfick-
sichtigung aller Faktoren die theore-
tische Flugbahn sowie die Startdaten
berechnet, die erforderlich waren, um
diese Flughahn einzuschlagen.

Die staunenerregenden Leistungen
der elektronischen Maschinen, ihre
Moglichkeit, bis zu einem gewissen
Grade ,,Entscheidungens zu treffen,
haben bestimm({e westliche Kreise dazu
verleitet, den ,,denkenden Boboters
gegen den Menschen auszuspielen - in
durchaus menschenfeindlicher Ab-
sicht. Um solchen dunklen und ge-
fiilhrlichen Absichten entgegenzutre-
ten, sei folgendes gesagt:

Zwischerr dem denkenden Mengchen
und einer elekironischen Magchine be-
stehen grundlegende Unterschiede. Auf
einen Nenner gebracht, bedeuten sie,
dal das menschliche Gehirn schipfe-
risch denken kann, die elekfronische
Maschine aber nicht! Der Mensch ist
auch der Bchépfer dieser Maschinen.
Die Maschine kanr keine ,,Wenn ...
dann‘“-Entscheidungen treffen, dia
mcht von vornherein in ihrem Pro-

her als Eventualfille klar
deﬁmert sind.: Dié elektronische Ma-
schine kann weder Vermutungen auf«
stellen noeh zielstrebig denken. Sie
kann keine Induktions- ind Analogie-
schliisse ziehen; sie hat keine Phan-
tasie und st micht anpassungsfihig,
Sie kann sich nicht wie der Mensch
ein Arbeitsprogramm selber stellen,
sondern sie mub es stets vom Menschen
gestellt bekommen. Denn schlieBlich
ist das Denken ein Produkt des mensch-
lichen Gehirns, ein-Produkt der hoch-
Otga.msmrben Materie.
4ug Wockenpost 20{6¢
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2, Umformung von ¥y 4 Fy:
1 i
Msli.ﬁ+zsa-ﬁ =}/—§'(51s+532)

Da sich bei der ersten und zweitén Umformung
Gleichheit ergibt, gilt 8,2 4 82:=g,? + g7,
womit obige Behauptung bewiesen ist.

84. R beschreibt ein Quadrat, Drehung um 60°,

86. Man konstruiert des Teildreieck AMB. Punkt A liegh
o) auf dem Ortskreis fiir w,

b
b) auf dem Kreis mit — um den {Mittelpunkt M, yon AB,
2

b [}

wobei o > o da dem griferen Winkel auch die gr8-

Bere Seite gegentiberliegt,
Die Aufgabe ist nur losbar, wenn beide Kreise Punkte gew
meinsam haben. Fs gibt in der Regel zwei Lésungen, im
Grenzfall (Beriibrung von innen) eine Lésung. Dabei wird
w vom Radius MM, halbiert. Da AC|{MM, und MMlLAB'
isttan 2 = % 2 ¢ b und mithin o == b-tan 2,

2 2 2 X

In allen anderen Fillen kann man in M, eine Senkrechte
errichter, die den Ortskreis von @ in P schneidet. Dann

b
b MIP_X>M1M——und damit, da ton © = =
3 2 2z
L} o
ist, —<—.
2x b

Also st hier ¢ = 2x+ tan = >h «tan 2 und mithin
2 2
(]
allgemein b-tan — < e < b.
2

87. Ist B der Winkel, den die Berithrungsradien wit den senk-
recht auf M;M, stehenden Radien R bzw. r bilden,

D d ¢ i
= —3 r= |, 60 lantet die ,,genaue Forme]“
2 2

180° 4 2 180°—2
=2Yat—(B—r)*+ =R+ 128 nr 4
180° 180°
R
mit sinf = — .
Man erhilt; a) sgenan’s 1==1568,7 mm

Niherung: - 12 1568,7 mm
Yehler: 0,00%,
b),genau’’: 1=872,1 mm
Niherung: 1~ 871,7mm
Fehler: 0,0804
88. Man zieht die Mittelparallele g, und konstruiert auf ihp
und g, bzw: g, ein gleichseitiges Dreieck DEF. Punkt A,
liegt dann auf dem Lot von D auf g,. Man verbindet A mit
M, dem Mittelpunkt von E ¥ und zieht durch M senkrecht
zu AM eine Gerade, die g, bzw. g; in C bzw. B schneidet.

Elg e

Boweis:
MF:MD=MC:MA==1:{3, ds
45 CMF ~ A AMD (w, w, w).

89. a) Linge | = 383,Tm
Blechverbrauch:
Abfall: 7,66 m?

b) Linge l; == 324,6m

Breite b = 46 mm
17,65 m?

Breite b; ==43mm

Blechverbrauch: 13,75 m* Abfall: 3,76 m?
Materialersparnis:  etwa 22%,
1 1
90.a}Vw=V,=VO=1=—3_=_E-

b) Man berechnet die beiden Radien (Euklid) und stelit
Ubereinstimmung fest.

91. Man konstruiere die Symmetrieachse zu AB. Sei r der
Radius des gesuchten Kreises. Dann ist der Abstand
des gesuchten Mlttelpunktes von. den Mittelpunkten

3

der kleinen Halbkreise jeweils ézM- -+ r und vom

groflen Halbkreisbogen gerade r, Trigt man mithin
auf der Symmetrieachse {iber dem grofen Halbkreis~

bogen noch éZM ab, so hat man einen dritten Punkt

eines zu dem gesuchten Kreis konzentrisch gelegenen
grofen Kreises und kann den Mittelpunkt leicht kon-
struieren,

93. ,Koérper® ist _zylindrisches Raumstiick zwischen
Grundkreis und Rotationsparaboloid um z-Achse mit
dem Scheitel (0; 0; 10).

98. Es werden etwa 258 m? Beton benétigt.

99. Man nehme an, daB die Konstruktion ausgefiihrt sei;
dann erhilt man die im allgemeinen ungleichen Sei-
ten AD und CD. Es sei AB < BC und daher CId > AD.
Dann trigt man von D aus auf CD die Sirecke AD ab
und erhilt den Punkt E, Der Winkel. AEC = s &8t
sich nun ermitteln. Da ABCD Sehnenviereck sein soll,
ist

s:mo"—%@:mac

AuBerdem muf3 (Tangentenviereck!) BC — AB = CD

— AD sein. Mithin 1481 sich der Punkt E als Schnitt-

punkt des Ortskreises von & und des Kreises um C

mit (BC — AB) konsiruieren. Die Eindeutigkeit und

Ausfithrbarkeit der Konstruktion ist dann noch zu

diskutieren. .

100. Es liegi wohl auf der Hand, diese Aufgabe zunichst
fiir konstruktive Weise 18sen zu wollen, indem man
dem Punkt C nacheinander verschiedene Lagen gibt
und dabei auch die Grenzlagen in A und B betrach~
tet. Das Resultat ist die Vermutung, dal der <
BMA stets ein Rechter ist und der Punkt M auf dem

. Thaleskreis wandert. Das gilt es jedoch zu beweisen,
Dabei helfen uns die beiden Dreiecke ACD und CBE,
die nach Konstruktion gleichschenklig sind. Nennen
wir den Winkel CBE = «, so ist < ACD als Auben-
winkel gleich 2« und der <« DAC = R = e, Daraus
folgt aber, dafy das Dreiedc ABM ein rechtwinkligesssein
muly.

101. Es gibt zwei Fille:

2) Die Seiten haben einen Eckpunkt gemeinsam. In
diesem Falle-ist die Konstruktion einfach (s, s, s).
Die Seiten liegen gegeniiber. Man konstruiere aus
den Diagonalen und ‘dem Winkel zwischen ihnen
nach {5, w, s) ein Hilfsdreieck (2. B. ACD). Dann
liegt Punkt D sowohl auf dem Kreis mit AD um A
als auch auf dem Kreis mit BC um I, Es gibt in
der Regel zwei Lisungen. Punkt B ist jeweils leicht
zu konstruieren, da vom Dreieck BCD nun alle Sei-
ten bekannt sind.

102. Der geometrische Ort ist die Strecke, die man erhiilt,
wenn man iber AB ein rechtwinklig-gleichschenk~
liges Dreieck errichtet und die Mitten seiner beiden
Schenkel miteinander verbindet.

b

-~

y Himib-rm) 6 b-m)
£io,ml  Diimym)
T(x;y)
R
X
0400,0) HMim,0) B, 01

Aus der Figur entnimmi man, da Quadratdiagonalen
einander halbieren, die Koordinaten von R und S als:
d-mb—m
R(T 2 %) und § (b E
Dann sind die Koordinaten x; y des Mittelpunktes T
der Strecke

b+ 2m b

RS X == —4——; W T
Antwort: Wegen 0 < m < b heikt das: der geometrische
Ort ist das Stiick der Geraden

Y = -l‘-;- it %— £ x KL %

Beweis der Umkehrung:

Voraussegung: Punkt Z {x.; yz ) sel ein Punkt des Ge-
radenstiicks,

d.h.%gx: _<.3 Ul %



Behauptung: Dann gibt es genau einen zugeordneten
Teilpunkt Mz auf AB,

b+ 2m

Beweis: Seijt man Xz = z 5 ist damit

dxz —

m == & eindeutig bestimmt. Der zugeordnete Teil-

punkt M: hat denn die Koordinaten m und 8  wzbw.

103. Bezeichnet mar mit M den Halbierungspunkt der

107

108,

Kante AA’' und mit N den Halbierungspunkt der
Kante €, dann ist die Strecke MN der gesuchie
geometrische Ort.

. a) Man zeichnet eine heliebige Strecke A’B’, trlighin A’

die Winkel a = 80° und o, = 30° und in B’ die Win-
kel f= 60° und B, = 20° an. Dadurch erhili man die
Schnittpunkte ¢ und D’. Nun trigt man auf der
Geraden G’ von C aus die gegebene Strecke bis zum
Punkte D ab. Die Parallele zu D’ A’ durch D schneidet
die Qerade CA’ in A. Die Parallele zu D’B’ durch D
schneidet die Gerade OB in B. AB ist die gesuchte
Strecke.

b) Tm Dreieck ABCist BC = ——— 3 = px,
sin (o + f)
im Dreieck ABD ist BD = — 1= qx
g sin {a -+ )

(Binussatz).

Nach dem Kosinussatz ist

o= p?x? + q%x*— 2pq x* 008 (f —py)s
2

also x? = <

P2+ q* —2pq eos(f—B))
Die Rechnung ergibt x == 2,875 km.
Der geometrische Ort ist die Menge alier Punkte dea

Thaleskreises mit MP als Durchmesser, da die Mittel-
senkrechten aller Sehnen durch den Mitielpunkt des
Kreises verlanfen,

Es kann aber auch kein Punkt auBerhalk oder inner-
halb des Thaleskreises geomeirischer Ort der gefor-
derten Art sein. Angenommen X sei ein solcher
Punkt. Dann verbindet man X mit P. Auflerdem ver-
lingert man diese Strecke bis zum Schnitt mit dem
erwihnten Thaleskreis. Der Schnittpunkt sei Q (evtl.
ist Q.= P bzw. Q@ = M). Dann laBt sich stets in Q
an PQ ein rechter Winkel so antragen, daB sein freier
Schenke! durch M verlauft, Da aber X Sehnenmittel-
punkt sein soll, errichte ich in X ebenfalls eine Senk-
rechte; die damit parallel zu QM verlduft. Da aber
QM den Punkt M enthilt, kann diese Parallele nichi
ebenfalls diesen Punkt enthalten. Also kann X nicht
Sehnenmittelpunkt sein.

Ist Q ein Punkt des Thaleskreises, so ist Q Mittel-
punkt der durch P und Q gehenden Sehne, weil nur
die Verbindungsstrecke zwischen dem Kreismittel~
punkt und dem Sehnenmittelpunkt auf der Sechne
senkrecht steht.

109.

5 :

1190.

111.

In der Abbildung ist

MK = o,
AF = FE = EG = GB,
FM = FE + MK und
AM == AB — MK,

Dann gilt: FM? = FE? + ME?

AM?® = AE? + ME?

AM*? — FM?® = AE®* — FE?

Daraus erhilt man: p = % FE.

el
-:,)—Vs FE.

Also ist ME

B

In der Abbildung ist
BM-BN = BD® = AB* — AD*
BM.BN — CP-CQ == AB* —~ AC
(BA+AM) (BA+AN] — (CA+AP} {CA+AQ)
— AB* — AC:
AM+AN _ APHAQ
T RCIT S0 BAD

1. Dag Droieck eei rechtwinklig.
0.B.d. A.sei a= z, also 2y == — 2§.
2

als

Dann wird cox 2a + cos 28 - cos (x — 28)
= cosw -t 008 2f - con 2f = —1,
o8 Zq -+ co8 28 - cos 2y = =1,

. Es sei €08 2¢ -+ cos 38 - cos 2y = —1,
Aus y=mn—{(a+ f) folgt:
082y ==cos [Zx—2Z(a -+ M]=cos2{a-+ f)
= Bo0e? (@ -+ f) = L.

also

. Ferner ist:

ws2a+w32ﬂ=2ms2—ll—_g~gfcns£;2
== 2 oos (a + f) - cos (@ — )
Daraus folgt:
2 cos (a I- B) * co8 {[a— B) - 2 cos® (a + B} == 0; alde
08 (@ -+ f) - [eos (@ — f) + cos (e + f)]=0, also
eofi (@t B)-2cosa-cos f=0.

Fall 8) Aus cos (a -+ §) = 0 folgt a + f="alsoy=",
2 2

Fall b) Aus cos e = 0 folpt g ==

Fall ¢) Ans cos f= 0 folgt =

po|a o8

Aug der Gleichung folgt also entweder

y=£ oder a— = oder ﬁ:;.
2 2 2

. Dag Dreieck XA Y igt bei A rechtwinklig,

(Fiir Y=A oder X = A vereinfacht sich die nach-
folgende Uberlegung.)

Tm rechtwinkligen Dreieck ist der Mittelpunkt der Hypo-
tenuse gleich dem Umkreismittelpunkt. Daher ist der
Abstand des Mittelpunktes der Strecke X ¥ gleich der
halben Linge der Strecke X ¥ = AA".

Jeder Punkt im Innern oder auf dem Rande des Wiirfels
der von A diesen Abstand hat, tritt als Mittelpunkt einer
Strecke XY mit den geforderten Eigenschaften auf.
Ergebnis:

Der geometrische Ort ist gleich der Menge derjenigen
Punkte im Tnnern oder auf dem Rande des Wiirfels, die
auf der Oberfliche der Kugel um A mit der halben Lange
der Wiirfelseite als Radius liegen.

Neues aus Wissenschaft
und Technik

Geometrie
des Alls

MOSKAU Systematische Unter-
suchungen der Radiostrahlung ferner
Galaxienhanfen wurden in der Sowjet-
union mit Apparaten hoher Empfind-
lichkeit angestelt, teilt TASS mit.
Diesa , Haufen™ sind dichte Zusam-
menballungen von 30 bis 300 Gala-
xien. Thre Entfernung erreicht etwa
3,5 Millarden Lichtjahre.

Zwolf von den fiinfzehn untersuch-
ten Anhiiufungen wurden von den Ra-
dioastronomen erstmalig studiert. Mit
einer Ausnahme senden alle eine mef-
bare hochfrequente Strahlung aus, wor-
aus zu ersehen ist, daB sich praktisch
in jedem Galaxienhaufen mindestens
eine , Radioguelle” befindet, Der Ra-
dioastronom CGlenadi Scholomizki, der
die Untersuchungen vornahm, nimmb
an, daB eg die Beobachtung der Radio-
strahlung derart weit entfernter Ga-
laxienhaufen ermoglicht, eine Vorstel-
Jung von der Geomettie des Alls zu
bekommen.

Hybridrechner

STUTTGART Eine erste kombi-
nierte Datenverarbeitungsanlage aus
Analog- und Digitalrechner der west-
deutschen Telefunken-Werke soll in
den nichsten Monaten an der Stutt-
garter Techpischen Hochsehule instal-
Lert werden, Telefunken hat zu
diesem Zweck Anschlubsysteme ent-
wickelt, mit denen sich seine Digital-
rechenautomaten,, TR 4*und,, TR 16
mit dem Analogrechnern ,,RAT 760,
sRAT 740 und ,,RAT 800¢ koppeln
lassen. Die in letzter Zeit entwickelie
Kombination der beiden unterschied-
lichen Funktionsarten elektronischer
Rechner, die eine Erweiternng der
Rechenmoglichkeiten der Gerite be-
deutet, wird als Hybridrechner be-
zeichnet. -

Rechen-
anfagen

in der Medizin

WASHINGTON In @ber 300 ame-
rikanischen Krankenhdusern I:‘lld me-
dizinisct orsct inrichtung
sind bereits olektronische Rechenan-
lagen zur Disgnose, Therapie, Statistils
und experimentellen Forschung einge-
setut, Die groBte elektronische Daton-
verarbeitungstaschine wurde in der
Universitit von Californien in Betricb
genommen. Die Gesamtkosten belaus
fen sich auf 3,3 Millionen Dolar.

Automatische
Bibliothekare

RIGA Ein Informationszentrum
mit elektronischen Maschinen, die als
antomatische Bibliothekare arbeiten
gollen, ‘wird laut TASS bei der Aka-
demie der Wissenschafien Lettlands
entgtehen. DieRoboterwerden dieerfor-
derlichen Biicher aus den Regalen su-
chen, Fotokopien von Schriftstiicken
aushindigen, bibliographische Aus-
kiinfte erteilen iind sogar Referate zu-
sammenstellen kénnen.

Zunichst aber soll in Riga ein in-
formatorisch-logisches Zentrum auf-
gebaut werden, das durch Funk an
verschiedene Institute angeschlossen
wird. Dort werden zwei schnell arbei-
tende elektronische Rechenmaschinen
mit einem besonders aufnahmefihigen
,,Gedichtnis® aufgestellt. Diese Ma-
schinen werden es gestatten, moderne
kyhernetische Methoden praktisch auf
allen Forschungsgebieten - yon der
Technik bis zur Sj¢nchiorschung - an-
zuwenden.

"
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Eine Milliarde
Minuten

In der Schule lernt man, da8 das Ad-
dieren eine Abkiirzung des Weiter-
zihlens ist, 7--3 heiBt, es 50!l von 7
gus um 3 weitergezihlt werden, also 8,
9, 10, Tatsfichlich erledigt man nicht
selten Additionen kleiner Zahlen durch
Woeiterzihlen. Wie das Addieren ein
Abkiirzen des Weiterzgihlens, so ist
das Subtrahieren ein Abkiirzen des
Riickwiirtaziihlens. Das Multiplizieren
ist dann wiedereine Abkiirzung des Ad-
dierens gleicher Summanden. DasDivi-
dieren endlich isteine Abkiirzung einer
mehrmaligen Subtraktion. -Man kann
die Erklérung der Rechenarten auch
anders geben ; nnsere Fassung ist auch
nur fiir ganze Zahlen bervechnet. Aber
ieh willhierjakein Rechenbuch séhrei-
ben.

Wir wollen nun zunichstden Nach-
druckauf dasWort,,Abkiirzung‘ legen,
Es ist ja klar, wenn ich die Aufgabe
7388-}-5149 wirklich in der Weise rech~
nen wollte, daB ich von 7388 um 5149
weiterzithlte, so wiirde das recht lang-
weilig werden, und obendrein lefe ich
Gefahr, mich zu verziihlen, Ich muf
niimlich genau aufpassen, da ich, niher
betrachtet, zwei Zihlungen glelchzextlg
vornshme, Wenn es. sich gar um noch
grofere Zahlen handelte, um Millionen
und Billionen, danm wiirde: ich Jahre
brauchen und eoft docli nicht fertig
werden. Es gibt da eine nette Ge-
schichte: Karlchen bekommt in der
Schule die Aufgabe: Wie oft kann man
3 von einer Million abziehen ? Er setzt
sich zur gewohnten Stunde an die Ar-
beit, Nur langsam kommt er vorwirts.
Da. greift Mutter ein und hilft. Und
alg der Vater von der Arbeit heim-
Lkommt, hilft auch er. Die Geschwistar,
Onkel und Tanten werden ‘mobil ge-
macht, sie arbeiten, bis ihnen die Augen
vor Midigkeit zufallen —und dann
schimpfen sie am néichsten Tag anf den
unverniinftigen Lehrer, der solche Auf-
gaben kleinen Kindern stellt!

Die Mathematik als Fachge-
biet ist zo ernmst, dall man keine
Gelegenheit versiumen sollte,

dieses Fachgebiet ein wenig un-
terhaltsamer zu gestaiten.
Blaise Pascal

Ein Hamburger Mathematiker,
H., Sehubert, hat ansgerechnet, da8
am 29, April 1902 um 10 Uhr 40 Mi.
nuten gerade eine Milliaxde Minuten
seit dem Beginn unserer Zeitrechnung
verflossen war. Es ist das einr gohe
gutes (von uns schon benutetes) Bei-
spiol zur Veranschaulichung der Zahl
1000000000. Ein Witzblatt machie
non bei der Meldung davon die sehr
geistreiche Bemerkung: , Wieviel Tau~
sende von Minuten mufl dieser Ge-
lehrte zu verlieren haben?* Das Blat
schien zn glauben, daf es sich um das
Firgebnis langwieriger Zihiungen und
Berechnungen handelte, Ea ist im glei~
hen Trrtum wie die brave Familie von
oben : Dividiert man eine Milliarde
durchdie Anzahl derMinutensineaJah-
res und wertet den Rest-aus, so hat man
das gewiinschte Ergebnis. Natirlich
muBte er auch die Schaltjahre u. dgh
noch beriicksichtigen. Schubert hat
itbrigens, wie ich nachtriglich wvon
W. Ahrens erfubr, an das Blatt ge-
schrieben und gesagt, er habe npur
15 Minuten zu der Berechnung ge-
braucht. Worauf es Schubert. lber-
haupt ankam, einen anschaulichen Be-
griff vonder Grébe einer Milliarde zu

chen, daz halte jemer Spotter im

1tzbla,tt. nicht verstanden.,

Aus W. Liglomann
nRizeen uni Zwerge 7m Zahlenseich™®
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113. Die Mittelpunkte M, M, liegen auf den Senlkrechten nx,,

m, zu a, b durch A, B.

Fall 1, m; = m,. Dann gibt es drei Losungen wie die Ab-
bildungen zeigen.

Fall 2. m, # m,. Die Geraden AB und M, M, schneiden
sich in einem zwischén A und B tiegendem Punkt ¢, Die
Dreiecke AM,C und BM,C sind dhnlich.

(1) AC :BC = M,0:M,C = AM, : BM = 2: 1.
Hieraus kann stets C (als innerer Teilpunkt von AB) kon-
struiert werden,

Unterfall &: Die Kreise K, k, beriihren sich auBen. Dia
Strecke M, M, hat die Linge 3r,. Aus (1) folgt, dag M,0
bzw. M,C die Liinge r, bzw. 1y bat, d. h. die Dreiecks
AM, C und BM,C sind glewhschenkhg.

Koristruktion: Mam errichte in AC bzw. BC die Mittel-
senkrechte. Sie schneidet m, bzw. m, in M, bew. M,

a

Unterfall b: Die_ Kreise K, k, beriihren sich innen, Die
Strecke M; M, hat die Lange ry = 0,513,
Aus (1) folgt, daB M, C die Linge 2t hat. Daher ist
AM,:CM, = 2rycir,=3:il.
Konstruktion: Man trage in A auf m, drei (beliebige)
Lingeneinheiten ab und schlege um den Endpunkt D
einen Kreis mit dem Radius von einer Lingeneinheit. Er
schnejdet die Gerade AB in zwei Punkten E’ und H”,
oder er berithet die Gerade AB in einem Punkt F, oder
aber er meidet die Gerade AB, (Dieser letzte Fall trith
genau dann ein, wenn das Verhiltnis der Projektion der
Stracke‘ﬁ auf b zur Strecke AB grofer als 1 ist.)
Die Parallele g” bzw. g™ bzw. g zu DE’ bzw. PE” baw.
DE durch C schneidet
my, m, in M;*, M’
bzw. M, M,"”
bzw. M,, M,.

' a

Ergebnis: Je nach der Lage der Punkie A, B gibt es ein,
zwei oder drei Kreispaare mit den geforderten Eigen-
schaften.

a A B,

120. Voriiberlegung:

Die voneinander um 90° versdnedenen Richtungen
der Geraden gl; und gl einerseits und der Geraden
glly und gll, andererseits miissen relativ zu den
Strecken s, und s, so liegen, dag die Projektionen bei-
der Strecken auf die Geraden, auf denen ihre End-
punkte nicht liegen, gleich sind, nimlich Immer a
{Seite des Quadrais),

a

Um den Abstand a zu erhalten, dreht man deshalb bei der
Konstruktion eine der Strecken um 90° und setzt den
Endpunkt der einen an den Endpunkt der anderen. Jetzt
hat sich gleichzeitig die Projektion a der einen Seite mit
gedreht nnd Liegt in der gleichen Richtung wie dié andere.
Wir erhalten a, indem wir die beiden nicht aufeinander-
liegenden Endpunkte der Btrecken miteinander verbin-
den. Der Abstand des gemeinsamen Endpunlktes beider
Strecken von eben dieser Geraden ist dann a.

125. Die Fliche des Quadrats betragt 81,5 em?,

=
126. ,, Ausgebuchtet*: - (z— 13)
2

§(2ﬁ~n)

Die krummen Linien laufen unter 30° gegen die Dreiecks
peiten. Infolgedessen berihren sich die Bogen im ein-
gebuchteten Dreieck.

127. Dio Winkel ACP und PCB diicfen 60°
128, Der Querschnitt des Grabens betr;ﬁgt%b.t_

s Eingebuchtet;

nicht {ibersteigen.

129, Das Volumen als Funktion einer Verdnderlichen:

X

27

Va— (18—2x)

V = 3x°—54x*1243x,

Ermittlung der beiden Extremwoertstellen:
V' = 9x*—108x+243 x*—12x+27==0
0x*—108x+243=0 =5 x,=3

a) Nachweis des Maximums:* V"=18x—108
V'(3)=54—108=—54 < 0 MAX
V'(9)=162—108=54 > € MIN

27—3:
2




b) Berechnung des Volumens:
V = 12cm-%cm - 3cm = 324cm?
¢) Ermittlung des Prozentsates:
486cm® & 1007
Der Abfali besteht aus 6 Quadraten; jedes Quadrat
hat einen Fliécheninhalt von 9 cm?
10054, __ 100

1 _—
54 cm? é W“/g = o 0/,, = 11—9—70 = 11.1 “/g,

131

Man fallt vom Punkt C das Lot auf AP. Sein Fubpunkt
sei D. Dann ist <0 DCP=30" und A DCP mithin die
Hillte eines gleichseitigen Dreiecks.

Also ist DP= %zﬁ—f’ Wenn man I mit B verbindet,

.erhalt man daher ein' gleichschenkliges Drefeck, bei*dem

< DPB==180"—60*=120" und semit < BDP= < DBP=
30° sind. Ferner ist 4 ABD=45"—30%=15" Auferdem
ist aber < PAB==180°—120°—45°=15° und damit A ABD

Unterwegs zum
Diplom-

130. Man zeichne ein beliebiges Dreieck als Grundfifiche I i [ o »
und durch seine Ecken Parallelen Zu den Gegensei~ gleichschenklg, wobel AD-=DB ist. Dalaber auch A CDB - Mathematiker
5 : R i i CD=—DB ist, ist AD =CD und
ten. Dadurch en?stehen vier kongruente Drejecke, dl'e ilgg*ﬁenkgg‘ ‘m;h CD! 'dlD]?:hlStklIiSt AB - d? 1-‘::1 Ii% Woltgang Lehmann, Absolvent der
man als Neiz eines Tetraeders auffassen kann. Die i Techiwinilg-glelchschentiges Jreleck. FOIQUR  Teipgiger  Max-Klinger-Oberschule,

Umkreise dieser vier Dreiecke sind untereinander
kongruent, Da die Umkreise dieser vier Dre;ecke
(Seitenflichen des Tetraeders) von den Ebenen des
Tetraeders aus der Umkugel ausgeschnitten werden,
haben die Seitenflichen vom Umkugelmittelpunkt
ein und denselben Abstand, d. h. der Umkugelmittel-
punkt ist auch Inkugelmittelpunkt,

Dafi die betrachtete Moglichkeit die einzige ist, zelgt
man folgendermafien:

Wenn die Mittelpunkte der beiden erwihntien Ku-
geln zusammenfallen sollen, miissen die Seiten-
flichen von diesem Punkt untereinander gleichen
Abstand haben., Dann liegen sie aber auch auf
Schnitiebenen, die die Umkugel in unfereinander
kongruenten Kreisen schneidet. Da andererseits beim
Netz eines Tetraeders je zwei aneinanderstoBende
Fldchen in mindestens einer Seite iibereinstimmen
miissen und laut Voraussetzung alle vier Tetraeder-
flichen flichengleich sein sollen, miissen sie auch un-
tereinander kongruent sein.

132,

ist LACD=45° und <CACB==45%}30°=75°

Die Aussage 1. ist wahr. Zieht man vom Mitielpunkt
des Kreises die Radien zu den Vielecksecken, so er-
hilt man lauter gleichschenklige Dreiecke, die simi-
lich untereinander kongruent (s, s, s) sind. Daraus
folgt die Gleichheit der Vieleckswinkel.

Die Aussage 2. ist falsch, da auch jedes Rechtieck einen
Umkreis besitzt. ;

Die Aussage 3. ist falseh, da sich jedem Kreis ein
Rhombus umschreiben lafit.

Die Aussage 4. ist wahr. Zieht man vom Mittelpunkt
die Verbindungssirecken zu den Vielecksecken, so
werden durch diese Strecken die Vieleckswinkel hal-
biert (die Vielecksseiten sind ja Tangenten an dem
Kreis). Infolgedessen entstehen auf diese Weise lau-
ter gleichschenklige Dreiecke, die sémtlich unterein-
ander kongruent sind, da sie in allen Winkeln und
einer Hohe (Radien zum jeweiligen Beriihrungs-
punkt der Vielecksseiten) ubereinstimmen. Daher
sind auch die Vielecksseiten untereinander gleich
lang.

Erltiuterungen zu den Abkiirzungen (Kurztitel)

Suhl: ,Aufgaben ans Mathematik-Olympiaden®

PBK Suhl

schiiler der Leipziger Volkszeitung® (in 4 Runden, von

Juli bis August 1963)

Teilnehmer an der IV, Internationalen

Olympiade, studiert im dritten Stu-
dienjahr am Mathematischen Insti-
tut der XKarl-Marx-Universitit und
ist Seleretir fiir wi haftliche Ar.
‘beit der Fachschaftsloitung. ,,Mit Vor-
lesungen sind wir eingedeckt*, erzihib
Wolfgang. Zum Studienplan gehéren
auch eine breite physikalische Aus-
bildung mit Praktika, Sprachen (rus-
sisch und englisch) und Cesellschafts-
wissenschaft,

Mit dem Talent fir Mathematik,
das gei so eine Sache. ,,Lust und Liebe
gohtren natiirlich dazu, aber vor al-
lem Ubunng. Wolfgang entsinnt sich
der Gblichen Mathematikstunden in
der Schule. Einer rechnete an der Ta-
fel, die anderen warteten darauf, was
er heraushekommt und schrichen es
ab. ,Aber so geht es nicht. Nur wer
¢ine Aufgabe ganz durchdenkt und
alle Schritte bis zur Losung selber
tut, kann es in Mathematik zu ctwas
bringen*,

Horst Ernst, der 1960 aus Dahlen
zur IT, IMO delegiert wurde, studiert

———— | am Mathematischen Institut in Leip-
5 [ zig.
Kurztitel  Slufej Kiasse 11 |Stufe] Klusse 12 1 Fhomas Gornit, Toflnchmer an der
- " ; 11, Internationalen Olympiade 1961
Yorolympiade ¥ in der Ungarischen Volksrepublik, er-
1860 1-6, 8, 47-50, 1"7,58-60,60-80, rﬁe]i)ehte.als orster Teilnehmer aus der
BerlinjLeipzig Phy sk et Lite Vo o Dt
Vorolympiade| I | reniait) T | tentfait) piom.
A i - N B Steffen Oelsner aus Miigeln bei
1961 | I | e-nei-e2 I |9-mer-a3, | Oschatz war Teilnchmer der TTT. IMO.
BE'I'{II'?/LEPZIQ i 12,42, 63 -65, ﬂ[ 11-12,67, 8L -85, Er studiert an der Technischen Uni-
versitdt in Dresden Msthematik und
I 13-18, 66-68, I 13-1L.62,86-87, vollendet das 6. Semester.
LOlympiade | I | 16-18,¢3,60, I | 15-17,83,88, Rolf Tdhie{;' g Altenburg, Teilneh-
L 11
1962 o | 9-21,70-7m, IL | w-19.60 8904, G U Dmsd(e)sil}] Bs“lggcthi?:}?tfsn;
. T Schwachstrom/Regelungstechnik der
JT-IV Igradet il l.:IE 3201515597 Falulit Eleironik. Noben dom -
22-23,72-75, 21-24,58-99, dium arbeitet er als Hilfsassistent am
! : i Institut fir Regelungstechnik,
LO0ympiade | T | 2¢-26.76-77 I | 25-28,100, ;
A . Wolfgang Klamt errang bei der VL.
1953 T | 27-28,44,78-80, I | 2z9-31.701-103, O einen zweiten Preis fir die
- v T Deutsche Demokratische Republik,
! LY | tentrsth) I | 32-3u106-105.. Seit September 1964 gehort er zu den
I 29-32,81-82, 1 35-37,65, 10%- 108, besten Schillern der Spezialklasse fir
i Mathematik an der Berliner Heinrich-
. Oyrnpiade | I | 33-3t.4%.83-8, H | 38-39,65,109-ng, Hertz-Oberschule.
1964 IT | Ourgaben wiekti2) | T | wo-t2,1-113, il
¥ | sumaven wektiz) | I | 55-57,130-132, Zitiert
I | 89-ot. I | 13-138, Wenn wir von ,,jungen Mathe-
. 7’ [
I Olgrpiccie| L | oot | | - ek
1965 I | nuigaben wie kit | JI | wo-150., nung ausdritcken, da8 ans diesex
x Kreige einmal tiichtige Mathema-
4 = tiker hervorgehen. Man muf sich
g
Suhl 37-L1, 86-88, L3-45,115-118, abefo‘}m‘ﬁbifd klar S‘ﬂ'ﬁ’ dag bei
5 den Olympiaden vor allem Schii-
Licht. 35-36. 85, iit, ler hervortreten, die eine gute
Fi Kombinationsfihigkeit b %ﬂ
ern 46 2 16,67, ombinationsfahigkeit besitzen
Chf DDQIOQISChQ T und imstande sind, Probleme
Lvz 7 Ubersicht 93-54,68, 125-129, - schnell zu 16sen. Das sind zwar
Volksh. zur Dokurmentation L7, 119, fﬁ.rremeu Ma,themam}{er wertvolle
—‘___Zt.l; o . FEigenschaften, es wire aber ver-
ABF-K:M-5t. |° yrnpiadenulgaben (KT 11u.12} L8-52,120- 12, fehlt, zu glanben, daB nur der ein
O

guter Mathematiker werdenkann,
der iiber diese Eigenschaften ver-
fugt. Bs gibt ja aueh zahlreiche
mathematische Probleme, deren
Lésung ein tiefgriindiges Umden-
ken erfordert, und Mathematiker,

die solche Probleme gelést haben,
witrden, vielleicht niemals zun
Preistrigern einer Olympiade ge-
héren, Prof. B--7el, Rostock

Licht: , Berliner Mathematikiehrer berichten*. Aus
der Arbeit des Stadtbezirks Lichtenberg

Fern: Mathematik-Fernlinderkampf Ungarn-DDR
1963 (Sendung ,,Abend der Jugend* von Radio DDR)

LV Z: , Mathe-Preisanfgabe- fir- Berufs- und Ober-

Volkshochschule: Mathematik-Meisterschaften
_ der Volkshochschulen der DDR. (2.Wettkampf im
Frihjahr 1964)

ABF K.-M.-Stdt.: IL. Mathematischer Wetthewerban
der Arbeiter-u.-Bauernfakultat in K .-M.-Stadt 1960.
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Aus berufenem

Munde

Wir miissen grofite Vorsicht
tiben, damit wir nicht solche
Eigenschaften der Zahlen fiir
wahr zulassen, die wir durch Ex-
perimentieren entdeckt haben
und die allein durch Induktion
bestitigt wurden. In der Praxis
bendtigen wir solche Methoden,
die uns bei der Erforschung der
Eigenschaften die Moglichkeit
geben, die gefundenen Eigen-
schaften priizise zu beweisen
oder zu widerlegen, wobei wir
auch im letzteren Fall viel Nitz-
liches lernen kénnen.

Leonhard Euler

Das mathematisch Wertvolle
macht die meiste Freude.

Prof. Hartig, Berlin

Wie man in unserer Zeit zun
keinem wirklich guten Mathema-
tiker oder Physiker werden kans,
wenn man den vorangegangenen
langen, von der Wissenschaft
durchschrittenen Weg ignoriert,
go ist es auch unmoglich, seinen
Platz im Leben einzunehmen
und seinen tiefen Sinn zu ver-
stehen, wenn man jenme Wissen-
schaften, die direkt unser Leben
und unsere Titigkeit betreffen,
nicht kennt und all ihre Tiefe
studiert.

Prof. Dr.J. Kedrow, UdSSR

Die bis jetzt in der Mathema.
tik erreichte hohe Stufe der Ab-
straktion ist das Ergebnis eines
langen historischen Prozesses.

Wenn man dem Menschen nur
Formeln, nur Algorithmen bei-
bringt, dann hat man im Grunde
nur das getan, was man heute
schon mit einer Maschine machen
kann. Dipl.-Ing. Heinrich,

Scharfenstein

In dem Reich des Mathemati-
schen herrscht eine eigentiimliche
Schonheit, weleche nicht sowohl
mit der Schonheit der Kunst-
werke, als vielmehr mit der
Schénheit der Natur iiberein-
stimmt und welehe aunf den sinni-
gen Menschen, der das Verstind-
nis dafiir gewonnen hat, ganz in
dhnlicher Weigse einwirkt, wie
diese, Prof. E. Kummer
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L Clympiade -— Ruminien 1959

2In + 4
4n-t+3

-

. Zeige, daB der Bruch fiir keine natiitliche Zahl n

zu kiirzen ist?

2. Fiir welche reellen Werte von x gelten die Gleichungen

u)Vx+ 'V2x——1 +Vx-—'1f2x——-1 =ﬁ,

BYx+Y2x—1 + x—Yox—1=1,

c)Vx + }’2x—-1 e Vx-—]/2x-—-1 =92,
wobei die Wurzeln nur positiv aufzufassen sind?

3. Es sei 2 ein Winkel (d. h. eine reelle Zahl). Weiter seien
a, b und c beliehige reelle Zahlen, Die vier reellen Zahlen
a, b, ¢ und cos x mogen die quadratische Gleichung

acos?x+ broosx+e=0

erfiilien. Man gebe eine quadratische Gleichung an, der die
Zahlen a, b, ¢ und cos 2x geniigen. Im Falle s — 4,
b == 2, ¢ == 1 vergleiche man diese Gleichungen.

4. Es ist ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, von dem
die Hypotenuse ¢ gegeben ist und von dem man weill, a6
die zu ¢ gehorende Seitenhalbierende das geometrische
Mittel der beiden Katheten ist.

5. Auf einer Strecke A B wird ein awischen A und B liegender
Punkt M angenommen, und fiber den Strecken AM und
MB als Seiten werden die Quadrate AMCD und MBEF
errichtet, die anf derselben Seite von AB liegen sollen. Die
den Quadraten umschriebenen Kreise mit den Mittel.
punkten P und Q schneiden einander anBer in M noch in dem
Punkte N. Die durch AF und durch BC gegebenen Goraden

. mdgen sich $m Punkt N’ schneiden.

a) Man zeige, dal N und ¥ zusammendallen.

b) Wie auch der Punkt M immer angenommen sein mag,
stets gehen die Geraden MN durch einen festen Punkt 8.
Man beweise dies. (Eine Gerade durch P und Q werde
mit PQ bezeichnet, mit P ist die Strecke von P bis Q
gemeint).

¢} Man bestimme der geometrischen Ort der Mittelpunkte
der Strecken PQ, wenn M zwischen A und B variiert.

6. Es sind zwei sich in einer Geraden g schneidende Ebenen P

und Q gegeben. Weiterhin ist in der Fbene P ein Punkt A
und in der Ebene Q ein Punkt € gegeben; keiner diesen
Punkten liegh auf der Geraden g.
Ein gleichschenkliges Trapez ABCD (mit AB|CD),
dem man einen Inkreis einschreiben kann, ist so zu
konstrujeren, daB der Punkt B in der Ebene P und der
Punkt D in der Ebene Q liegt.

II. Olympiade — Rumiinien 1969

1. Bestimme alle dreiziffrigen Zahlen, die dureh 11 geteilt,
eine Zahl ergeben, die gleich ist der Summe der Quadrate
der Ziffern der urspringlichen Zahlt

2. Fiir welche Werte der Verdinderlichen x besteht die Un-
gleichung
4x?
e < 2x -+ 917
(1—y1+ 2x)

8. Gegeben ist ein rechiwinkliges Dreieck A BC, dessen Hypo-
tenuse BC in n gleiche Teile geteilt wird (n eine ungerade
Zahl). Ist o der Winkel, unter c;{em die Teilstrecke, die
den Mittelpunkt der Hypotenuse enthilt, von A sis ge-
sehen wird, h die Hohe und a die Hypotenunse des recht+
winkligen Dreiecks, so zeige, daf gilt

4nh
tan g = ———r |
m?—1)a

4. Konstruiere ein Dreieck ABC, wenn h,, by, und s, be-
kannt sind! (h, 18t die auf der Seite a errichtete Hohe, hy,

die auf der Seite b, und s, ist die Seitenhalbierende der
Seite a)!
5. Gegeben ict ein Wiirfel ABODA’B'C' Y.

2) Bestimme den geometrisehen Ort der Mittelpunkte der
Strecken XV, wobei X ein beliebiger Punkt der
Strecke AC und V ein beliebiger Punkt der Strecke
B'D ist!

b) Bestimme den geomefrischen Ort der Punkte Z der

Strecke X V, die die Bezichung ZV = 2X7Z erfill-
Ien!

-]

. Gegeben ist ein Kegel, die dem Kegel eingeschriebene Kugel
urd der der Kugel umschriebene Zylinder, dessen Grund-
fliche mit der Grundfiliche des Kegels in einer Ebene liegt.
V, ist der Rauminhalt des Kegels und V, der Rauminhalt
des Zylinders.

a) Beweise, daB die Gleichung V, == V, nicht bestehen
kannl

b} Bestizame die kleinste Zahl k, fiir welche V, = kV, gilt

und konstruiere fiir diesen Fall den Winkel an der Spitze
des Kegels!

7. Gegieben ist ein gleichschenkliges Trapez mit den Grund-

linient & und b und der Hohe h.

) Konstruiers den Punkt P auf der Symmetrieachse, von
dem aus die beiden Schenkel unter einem rechten Win-
kel erscheinen!

b) Bestimme die Entfernung des Punittes P von einer der
beiden Grundlinien rechnerischt

¢) Unter welchen Bedingungen ist die Konstruktion des
Punktes P moglich? (Diskussion der miglichen Fille.)

IMO

Internationale Mathematik-Olympiaden 1959 bis 1964




II1. Olympiade — Ungarn 1961

1. Man lose das Gleichungssystem

X4yt z=a
x2 4 y* 4 2% == b?
xy = 2%,

in dem a und b gegebene Zahlen sind!

Bei welcher Bedingung fiir & und b sind x, y, z séimtlich
positiv und verschieden?

2. Gegeben sind a, b, ¢ als die Léngen der Seiten eines Drei-
ecks. 8 sei die Grofe der Fliche dessefben Dreiecks. Man
beweise, dab stets

a4 b2 2 24873 ist?

Unter welchen Bedingungen tritt Gleichheit ein?

3. Man lése die Gleichung cos™x -—sin"x = 1, wo 1 eine
~ beliebig gegebene natiirliche Zah! ist!

4, Bs seien ein Dreieck P, P, P, und ein beliebiger Punkt P
im Inneren des Dreiecks gegeben. Die Schnittpunkte der
Geraden P, P, P,P bzw. P,P mit den gegeniiberliegenden
Seiten seien Q,, Q,, Q. Es ist zu beweisen, dab unter den
Verhaltnissen

PP PP PP

PQ, PQ, PQ,

wenigstens eines nicht gréfier als 2 und wenigstens eines
nicht kleiner als 2 ist.

5. Es ist ein Dreieck ABC zu konstruieren ang AC=ob,
AB = cund < AMB = w, wobei M die Mitte der Strecke
BC ist. Hs sei w < 90°% Man beweise, dafl die Aunfgabe
dann und nur dann lésbar ist, wenn

b-ta.nggc<b st
2

Tt welchem Falle tritt Gleichheit auf?

6. Es sind eine Ebéne (¢) und drei nicht anf einer Geraden
‘liegende Punkte A, B, U gegebenen, so dafl die Punkte auf
derselben Seite von () liegen und die von ihnen gebildete
Ebene nicht parallel mit () ist. A’, B/, (" seien drei beliebige
Punkte von (¢). Die Mittelpunkte der Strecken AA’, BB/,
CC’ seien L, M baw. N und der Schwerpunkt des Dreiecks
LMN sei G. (Die Punkte A’, B, €, fir die LMN kein
echtes Dreieck bilden, lassen wir auBer acht.y
Man bestimme den geometrischen Ort des Punktes G,
wenn” A", B, Cf nnabhanglg vonema.nder die Ebene (=)
durchlanfen! 5

V. Olympiade — Polen 1963

1. Man bestimme alle reellen Werte von x, die der Gleichung

f xt—p-+ 2 yx— 1 =='0 geniigen, wo p ein reeller Para-
meter ist!

2. Es ist im Reum der geometrische Ort des Scheitels eines
rechten Winkels zu finden, von dem der eine Schenkel
durch einen gegebenen Punkt A geht und der andere Schei-

tel wenigstens einen Punkt mit einer gegebenen Strecke BC
gemeingarn hat!

3. In einem n-Eck, dessen innere Winkel alle gleich sind,
Beien 8y, Ay, :.iy 8y aufeinanderfolgende Seiten, fiir die }iie
Ungleichungen a; = 2, = ... = a, gelten. Ea ist zu be-
weisen, daf dann notwendig a = 8, == ...== 3, ist!

4. Man finde alle Werte von x,, x,, x;, X, X3, die den Glei-
© chungen x; + X; == yx; } X3 == yX,;, X; | Xy = §X,

X, F X3 = ¥x, X, + X = ¥ X genligen, wo y. ein
: Parameter isti! ] s

2 3
&. Man beweise, daf} cos ] 008 i + eos s l ist!
ki 2

6. An einem Wettbewerb nahmen fiinf Schiler A, B; C, D, E
teil. Femand hatte die Vermufung ausgesprochen, daB im
Endergebnis die Reihenfolge ABCD E sein wiirde. Er hat
aber damit weder die Stelle irgendeines Bewerbers noch
irgendein Paar direktaufeinanderfolgender Bewerberrichtig

- erraten. Bin anderer batte die Reihenfolge DAECE ver-
mutet. Das war schon besser, denn hier stimmten die Stellen
vor. genau zwei Bewerbern, und zwei Paare von direkt
aufeinanderfolgenden Bewerbern waren richtig.

Welches Ergebnis hatte der Wetthewerb?

IV. Olympiade — CSSR 1962

1. Es ist die kleinste natiirliche Zahl n zu bestimmen, welche
folgende Eigenschaften besitzt:
a) Ihre dekadische Darstellung hat als letzte Ziffer die
Ziffer 6.
b} Wenn man diese letzte Ziffer 6 streicht und sie als erste
Ziffer vor die anderen unverinderten Ziffern schreibt,
80 bekommt man das Vierfache der Zahl n.

2. Es sind alle reellen Zahlen x zu bestimmen, welche die
Ungleichung

'V3—-x—-|/x+ 1>}
erfiillen!

3. Es ist ein Wiirfel ABCD A’B’C’'D’ (mit den Gegenseiten-
flichen ABCD, A’B’C’DY, wobei AA’[| BB || CC || DD")
gegeben. Der Punkt X durchliuft mit einer konstanten
Geschwindigkeit den Umfang des Quadrates ABCD in
dieser Reihenfolge, und der Punkt Y durchliuft mit der-
selben Geschwindigkeit den Umfang des Quadrats B'C'CB
in dieser Reihenfolge; die Punkte X und Y beginnen ihre
Bewegungen im gleichen Aungenblick von den Anfangs-
punkten A und B’ aus. Bestimmen Sie den geometrigchen
Ort der Mittelpunkte Z der Strecken X Y!

4. Es sind simtliche Losungen der Gieichung
cos? x - cos?2x - cos?l3x=1

2zu bestimmen!

5. Auf einer Kreislinie k sind drei verschiedene Punkte A, B,
C gegeben. Auf dergelben Krejslinie ist ¢in weiterer Punkt D
8o zu konstruieren, dasB ABCD ein Tangentenviereck ist!
(Es diirfen nur Zirkel und Lineal benutzt werden?)

6. Es ist ein gleichschenkliges Dreieck gegeben. Sein Umkreis
habe den Radius r, sein Inkreis den Radius g.
Man beweise,; daB der Abstand d der Mittelpunkte beider

Kreise d = 1 (r — 2p) ist! 3

7. Bs ist ein Tetraeder SABC mit folgender Eigenschaft ge-
geben: Es gibt 3 Kugelflichen, von denen jede die Kanten
S4A, 8B, 8C, AB, BC, CA bzw. deren Verlingerungen
bertibrt.

Beweisen Sie, dal

a) das Tetraeder regelmiifig ist;

b) umgekehrt fiir jedes regelmiiBige Tetraeder fiinf solche
Kugelflichen existieren!

VL Olympiade — UdSSR 1964

1. a} Bestimmen Sie alle positiven Zahlen n, fiir die die Zahl
28— 1 durch 7 teilbar ist.
b) Beweisen Sie, daB fiir keine pcsltrve ganze Zahl die Zahl
2% - 1 durch 7 teilbar ist._

2. Wir bezeichnen die Seitenlingen eines beliebigen Dreiocks

mit a, b, c. Es ist zu beweisen, dafl
a'b+e—a)+bie+a—b)de(at-b—o)
< 3abe gilt.

3. Wir betrachten den in das Dreieck ABC mit den Seiten.
lingen a, b, o einbeschrighenen Kreis und seine den Seiten
des Dreiecks pm]]elen Tangenten. Diese Tangenten
gchneiden vom Dreieck ABC drei neue Dreiocke ab. In
jedes dieser neuen Dreiecke sei wieder ein Kreis einbe-

schrieben, Berechnen Sie die Summe der Inhalte aller vier-

Kreise,

4. Jeder von 17 Wissenschaftlern steht im Briefwechsel mit
allen anderen. Sie behandeln in ihrem Briefechsel nur
drei Themen, und jo zwei ‘Wissenschaftler Hehandeln ein
und nur ein Thema. Zu beweisen ist, daB es mindestens
drei Wissenschaftler gibt, die unteréinander ein und das-
gelbe Thema behandeln.

B.In einer Reihe gind fiinf Punkte gegeben. Unter der Ge-

;-aden, die diese fiinf Punkte-verbinden, gibt es keine paral-
lelen, senkrechten oder. zasammenfallenden, Wir f5llen von
jedem Punkt die Lote auf alle Geraden, die man durch
paarweise Verbindung der tibrigen vier Punkte erhilt. Zu
bestimmen ist dag Maximum der Anzahl der Schnittpunkte
dieser Lote ohne die gegebenen fiinf Punkte.

6. a) Ea ist ein Tetraeder ABCD gegeben. Die Ecke I wird
mit dem Schwerpunkt D, der Grundfliche ABC verbun-
den. Die Parallelen zu DDy, die durch A, B, C gezogen
gind, schneiden die diesen Ecken gegeniiberliegenden
Seitenfiichen in den Punkten Ay, By, C,. Beweisen Sie, dail
dag Volumen des Tetraeders ABCD gleich einem Drittes
des Volumens des Tetraeders Ay B, C; D, ist.

b) Gilt das Resultat auch noch, wenn der Punxt Dy m
Irnern der Crundfiiche ABC beliehig gewihlt wird?

In der gegenwirtigen Mensch-
heitsgeschichte wird der Anteil
des theoretischen Denkens an der
individuellen Titigkeit immer
grofer, da die Titigkeit des ein-
zelnen an Vielsoitigkeit gewinnt,

Gelingt es, den Schiiler zu erzie-
hen, die Realitit durch geistiges
Arbeiten zu erfassen, so tragt das
erheblich zur Herausbildung eines
materialistischen Weltbildes bel.

Das Denken entwickelt sich
auch in Verbindung mit prakti-
scher und manueller Tétigkeit im
Bildungs- und Erziehungsprozef.

Es geniigt heute nicht, sehreng
an Regeln gebunden zu sein, ohne
die Fahigkeit za besitzen, selbst
Regeln zu entwickeln,

Die Begriffe, die zunichst
durch Abstraktionen aus einzel-
nen Sachverhalten oder Erfah-
rungskomplexen gebildet wur-
den, gewinnen ein eigenes Leben.
Sie erweisen sich als viel reich-
haltiger und fruchtbarer, als man
ihnen zunichst ansehen kann,
Sie zeigen in der spidteren Ent-
wicklung eine selbstindig ord-
nende Kraft, indem sie zur Bil-
dung neuer Formen und Begriffe
Anlal geben, Erkenntnisse iiber
deren Zusammenhang vermitteln
und sich auch bei dem Versuch,
die Weit der Erscheinungen zu
verstehen, in irgendeinem Sinne

bewdhren. . Nobelpreistriager
Prof. Dr. W. Heisenberg,

Miinchen

Es gibt wohl kaum ein Gebiet,
zu dessen Beherrschung man der-
art viel schopferische Phantasie
brauchtwie die Mathematik. Eine’
Anekdote berichtet von dem Ma-
thematiker Hilbert, daB er auf
die Frage, was aus sines: seiner
Assistenten geworder. sei, geant-
wortet habe: ,,Der ist unter die
Dichter gegangen. Zur Mathema,
tik hatte er nicht genfigend Phan-
tasie®. H. Titze, Berlin

Wir Mathematiker sind anch
echte, berufene Dichter; uns ob-
liegt noch der Beweis fiirr das
Gedichtete.  Ludwig Kronecker

Das einheitliche sozialistische
Bildungssystem... dient dem
Wachsen und Werden allseitig
gebildeter, daB heilit sozialistisch
bewuBter, hochqualifizierter, ge-
sunder, geistig und korperlich
leistungsfihiger,  kulturvoller
Menschen, die fihig und bereit
sma, die historischen Aufgaben
unserer Zeit zu erfiillen,

aus: Qeselz fiber das einheitliche sozialistische
Bildungssystem ( Prdambel)
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Unser
Jahrhundert

Die Entwicklung zum Kommunis-
mus wird sich viel schneller vollziehen,
alg wir s uns heute vorstellen kénnen.
Wenn wir davon ausgehen wollten, was
die Gesamtheit der Menschen von
heute als Summe ihrer Bediitfnisse
anmelden wiirde, kiimen astronomi-
-sche Zahlen heraus, Manche von ibnen —
zum Beispiel auf dem Gebiet der
Motorisierung - wiren vielleicht grand-
sitzlich irteal.

Dabei wiirden wir aber iibersehen,
daB die Bediirfnisse der Menschen von
morgen keineswegs durch die Summe
der materiellen Bediirfnisse der heu-
tigen Menscheit erfaBt werden kénnen.-

Wenn man mit groBter Selbstver-
stindlichkeit jeden  Tag, zu jeder
Stunde das haben kann, was man
braucht; wenn das ein Dauer- und
noch besser ein allgsmeiner Znstand
ist: woenn ohendrein die Menchen weit
und breit zu einer verniinfiigen Le-
bensweise erzogen sind; wenn die fiirs
sorgende, hilfreiche neue Gemeinsam-
keit der sozialistischen Gesellschaft in
allen Ziigen ausgebildet undausnahrms-
los wirksam ist — dann werden auch
die Bediirfnisse der Menschen anders
alsheute sein: edler, schlichter, echter..
Glier? CGeiz? Raffsucht? GenuBsucht?
Hang zu iippigem Luxzus? Prunksucht
und Prahlerei mit Reichtiimern? Pri-
vate Vorratswirtschaft? Damit wird
man hochstens in den pyychiatrischen
Kliniken noch zu tun haben; im Zu-
sammenleben der Menschen werden
solche Erscheinungen keine Rolle meh#
spielen.

Die Mengchen von morgen werden
weit weniger verbrauchen, als sie heute
verbrauchen wirden, wenn sie belie-
big reich wiren!

Sokommt die Erziehung der Bediirf+
nisse auf dem Boden vollig neuartiger
gesellschaftlicher Umstinde der rapis
den Steigerung der Produktivitit ents
gegen.

Diese Steigerung wird in absehbarer

Zeit: wahrscheinlich. erheblich zunehs-

men, Das ist nicht ebwa lediglich oder
such nur hauptsichlich deshalb zn
erwarten, weil die neuen technologi+
schen und energetischer Potenzen erst
in einigen Jahren oder Jahrzehnten
voll zom Einsatz gelangen — mit Avss
wirkungen, deren EinfiuB auf die Wirts
schaftsplanung wir heute noch nicht
exakt erfassen konnen. Viel bedents
samer wird unsere wachsende Fihige
keit sein, von ihnen Gebrauch zu ma-
€.

Das Zeitalter des Kommunismus,
das die kiithnsten Triume der Men-
gchen von einem reichen, wahrhaft
menschenwiirdigen Dasein verwirk-
‘#licht und tbersteigt, liegt niéher vor

uns, als wir heute denken!

In unserem Jahrhundert noch efs
reicht die Menschheit das einstsoferme,
po traumhafte Gestade, an dem ihr
eigentliches Dasein beginnt. Der dia~
lektische Sprung vonderVorgeschichte
zur eigentlichen Geschichte der
Menschheit vollzieht sich in unserer
Zeit, vor unseren Augen, unter unserer
Mitwirkung.

Fiir immer wird das 20. Jahrhun.
dert, und darin die Zeib unseres Lebens,
als die ereignis- und entscheidungs-
reichste Periode, als dic Wende der
Menschheitsgeschichte geltem.

Aus: Bokm Dirge ,,Unsets Weil von norgens

AUSWAHL

aus nationalen Olympiaden sozialistischer Léinder

CSSR| | :

Konstruieren Sie ein Dreieck, von dem gegeben sind:
h¢, g, wo. Fiihren Sie die Diskussion fiber die Losbarkeit

im Hinblick auf die gegebenen GroSen!
Bestimmen Sie alle Paare {x;y) der ganzen Zahlen x, ,
fiir die folgende Gleichung gilt: fx + ¥y = ¥ 50.

Bestimmen Sie alle Zahlenpaare (x; y) in Stufen, die fol
gendem Gleichungssystem entsprechen:

sin (x -+ 1509) = cos (y -~ 75%

cosx+|- gin {y — 225 -} ]/—gm 0.

Loten Sie folgende Ungleichung im Bereich der recller
Zahlen:
1—y1—2x2 <L

Eine Stenotypistin schrieb auf der Schreibmaschine hinter-
einander die natiirflichen Zahlen: 123456789101112131415

- usw. ohne Komma und Punkte oder Absitze. Insgesamb

schrieb sie 1000 Ziffern. Wie oft hat sie dabei die Ziffer 7
angeschlagen? q
K ist folgender Ausdruck gegeben:
Wk, (b— 12
(a—b){a—¢) (b—a)(b—e)

e—1p
fe—a)(c—b)

Vereinfachen Sis den Awmadruck und beweisen Sie, daB er
positiv ist. Was muf von den Zahlen a, b und ¢ pesagt
werden, damit der gegebene Ausdruck einen Sinn hat?

Denken Sie sich, Sie hatten alle natirlichen Zahlen von 1
bis 5555 aufzuschreiben, Wie oft muBten Sie dabei die
Ziffer ¢ schreiben?

Polen

Folgendes Gleichungssystem ist su Isen:

xtyfzdw = 8
4yt =20 =

5y -+ xu -t ny - zu=16

Tyzu = 9

Purch die Mitte einer der nicht parallelen Seiten (Schenkel)
eines Trapezes ist eine Gerade zu ziehen, die das Trapez
in zwei gleich groBe Flichenstiicke teilt.

E# ist zu beweisen, daB — vorausgesetzt, eine Kugel
existier$, die alle Kanten eines Tetvaeders beriihrt — die
Sumrmen der gegeniiberliegenden Kanten des Tetraeders
gleich sind, und dal eine kontriire Behauptung ebenfalls
richtig ist.

Welche notwendigen und hinseichenden Bedingungen

miissen die ganzen Zahlen a und b erfiillen — wobei b

nicht das Quadfat ciner ganzen Zah! ist — damit ganze

Zahlen x und y existieren, die die Gleichung
—yb=yx—Vy

ol Sl L ER T ) £

Es soll bewiesen werden, daB man in ein Trapez dann und

nur dann einen Kreis einbeschreiben kann, wenn die Kreise;

deren Durchmesder die Schenkel des Trapezes sind, sich

guberlich beriihren.

_Glbibrm) :

Es soll bewiesen werden, daf die-Zahl 535 — 339 durch
10 teilbar ist.

Eine natiirliche Zahl n ist zu ﬁ;lden, wobei bekannt ist,
daB die Summe 1-4-2 43 } +-+ + n eine dreiziffrige
Zahl mit gleichen Zifforn ist.

Gegeben ist das Dreieck ABC. Es ist das Rechteck von
kieinster Fliche zu fiitden, in dem sich das Dreieck be-
findet.

5

Es soll bewiesen werden, daB von sieben natiirlichen Zah-
len, die eine arithmetische Folge mit der Differenz 30
bilden, eine und nur eine durch 7 teilbar ist.

Auf einer Ebene sind die Gerade m sowie die Punkie A
und B gegeben, die auf gegentiberliogenden Seiten der Ge-
raden m Hegen. Auf der Cleraden m ist cin Punkt M so zu
finden, daB die Differenz der Entfernungen dieses Punlktes
von den Punkten A und B die groBtmoglichste ist.

Ungurnl

Die Seiten eines Dreiecks bilden eine arithmetische
. Folge, deren Differenz d ist; die Flache des Dreiecks

betragt F Flicheneinheiten.

Wie groB sind Seiter und Winkel des Dreiecks?

Welche Werte erhalten Sie, wenn d—=1 und F =6

betragh?

Boweisen Sie, daB n verschiedene Karten unter
Zwei Personen auf

2{z=1_1)

Weise verteilt werden kénnenl

Es sind die Seiten des aus den Fulpunkten der
Héhen gebildeten Dreiecks gegeben.

Berechnen Sie die Stitcke des nrapriinglichen Prei-
ecks!

Beatimmen Sie die Menge der ganz positiven Werte
von », fiir die -

2" +1
durch 2 ohne Rest teilbar ist!
Bei welchem einem Kreis einbeschriebenen kon-
vexen Vieleck ist die Quadratsamme der Seiten ein
Maximrum ?

Beweisen Sie, daf es in einer sechskopfigen Gesell.
schaft stets drei solche Personen gibt, die sich ge-
genseitig kennen, oder drei solche, die sich gegens
seitig ‘nicht kennen! (Zwei Personen 4 und B
kennen sich gegenseitig, wenn A B kennt und B 4
kennt.)

Eine Kreisscheibe soll mit Hilfe anderer Kreig-

_scheiben von halb so groBem Durchmesser bedeckt
werden. Wie Lif3t es sich mit moglichst wenig Schei-
ben durchfithren®

_In einem Wettbewerb kimpfte jeder eiilg:nal gegen
jeden, und kein Wettkampfendete unentschieden.
Beweisen, Sie, daf} es einen solchen Teilnehmer gibt,

- deralle seine Gegner dann erwihnt, wenn er die von

ihm besiegten sowie die von diesen bosiegten Teil-

- nehmer aufzibltl

Verbiifenilicht unter der T}
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