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Liebe Midchen und Jungen!

Wieder geben wir Euch in Fortsetzung einer
schénen Tradition zum Geburtstag der Pio-
nierorganisation ,,Ernst Thilmann eine
mathematische Sonderausgabe der LVZ in
die Hand. ,,Mathematik modern* ist der
Titel der 13. Ausgabe. Den Erfordernissen
der tiglichen Praxis entsprechend, hat sich
die mathematische Wissenschaft in den letz-
ten 25 Jahren rasch entwickelt und in Wech-
selwirkung dazu beigetragen, der Praxis neuc
Impulse zu geben. An diesem dialektischen
Proze} ist die Jugend nicht unbeteiligt.
Heute lautet die Forderung: moderne Unter-
richtsfiihrung fiir alle Schiiler auf der einen
sowie der speziellen Forderung interessierter
und talentierter Schiiler auf der anderen
Seite. Das ist ecin wesentlicher Teil der
Vorbereitung unserer Middchen und Jungen
durch unsere sozialistische Schule auf ihre
kiinftigen Berufe entsprechend den gesell-
schaftlichen Erfordernissen. Und deshalb
auch bewegt die Pidagogen in allen soziali-
stischen Lindern immer stirker die Frage

nach den wirksamsten Lehrmethoden fiir die

Wissensvermittlung, um alle Schiiler so zu

riisten, da sie den Forderungen der wissen-

schaftlich-technischen Revolution gerecht °

werden konnen. Die Arbeit von morgen
wird cine Arbeit der Entdeckungen, der
Erfindungen, eine Arbeit der ununter-
brochenen Erneuerung dessen scin, was
gestern war. Darauf miissen die Schiiler von
der ersten Schulklasse an vorbereitet wer-
den. Deshalb gilt es, solche Lehrmethoden
zu finden, die helfen, die Denkfihigkeit der
Kinder besser zu entwickeln, Lehrmethoden
die dariiberhinaus das Lernen zur Freude
machen. Unsere vorliegende ,,Mathe-LVZ*
kann deshalb auch als ,,Diskussionsbeitrag*
zu diesem Thema gewertet werden.

Eure
LEIPZIGER VOLKSZEITUNG
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Im neuerbauten Hauptgebiude der Karl-Marx-Universitit Leipzig konnen sich die zukiinfti-
gen Mathematiklehrer in modernen Riumen, mit modernen Unterrichtsmitteln, mit den

modernsten Erkenntnissen der Wissenschaft vertraut machen.

Foto : Radestock

Umfangreiche Mittel werden jahrlich fiir den Neubau und die Rekonstruktion von Schulen  In Arbeitsgemeinschaften, Zirkeln, Klubs, Spezialistenlagern Junger Mathematiker und bei
aus unserem Staatshaushalt zur Verfiigung gestellt. Rund 1 Mio. Mark wurden z. B. fiir dic den Mathe-Olympiaden hat jeder Schiiler unter Anleitung erfahrener Lehrer und Wissen-
29. Oberschule Leipzig aufgewendet und erméglichen in modernen Fachkabinetten moder-  schaftler dic Maglichkeit, das im Unterricht erworbene Wissen und Kénnen zu erweitern
nen Unterricht. Foto: Krebs  und zu vertiefen. ; Foto : Ortuer
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EINE MENGE

UBER

MENGEN

Als vor etwa hundert Jahren der Hallenser
Mathematiker Georg Cantor die Mengen-
lehre entwickelte, wurde deren Bedeutung
kaum erkannt. Heute ist sie jedoch ein
Fundament der gesamten Mathematik. Als
Schiiler merkt man das zwar nicht immer,
weil zum Beispicl das Wort ,,Menge* im
Mathematikunterricht gar nicht so oft vor-
kommt, aber viele Begriffsbildungen und
Verfahrensweisen, die man als Schiiler ken-
nenlernt, haben ihren Ursprung in der Men-
genlehre. Wir wollen uns deshalb einmal
etwas genauer mit Mengen befassen und
»eine Menge iiber Mengen* erfahren.
Da stehen wir schon vor der ersten Schwie-
rigkeit: Wie ist dic Uberschrift eigentlich zu
verstchen? In ihr kommt zweimal das Wort
»Menge* vor, aber offenbar mit unterschied-
lichen Bedeutungen! Den ersten Teil der
Uberschrift kdnnten wir auch durch das
Wort ,,Vieles* ersctzen: ,,Vieles iiber
Mengen*, wenn man ,viel“ meint, zum
Beispiel: !
a) Im Stadion waren eine Menge Zuschauer.
b) Peter hat eine Menge Geduld.
c) Der Verungliickte hatte ecine Menge
Alkohol getrunken.
d) Auf der Feier zum Pioniergeburtstag gab
es eine Menge Spaf.
In der Mathematik bedecutet das Wort
»Menge“ aber nicht einfach ,,viel“. Man
versteht darunter vielmehr eine Zusammen-
fassung einzelner, unterscheidbarer Dinge.
Diese Dinge hecilen dann die Elemente der
betreffenden Menge.
Im obigen Beispiel a) kann das Wort ,,Meri-
ge' in diesem mathematischen Sinne ver-
standen werden. Die Elemente dieser Menge
sind dann die cinzelnen Zuschauer. In den
Beispielen b), ¢) undd) kann das Wort
»Menge“ dagegen nicht im mathematischen
Sinne aufgefaBt werden. Geduld oder Spaf3
zum Beispiel bestchen nicht aus einzelnen
Elementen.
Was kann man denn nun alles fiir Mengen
bilden? Das ist sehr vielfiltig, wic man an
den folgenden Beispiclen erkennen kann:

Mj: Die Menge aller Staatsbiirger der DDR.

Mj: Die Menge aller Angehérigen der Pio-
nierorganisation ,,Ernst Thilmann*‘.

M3: Die Menge aller Flisse, dic in die
Ostsec miinden.

My: Die Menge aller Briiche, deren Zihler 5
und deren Nenner eine von Null ver-
schiedene natiirliche Zahl ist.

Mg: Die Menge aller natiirlichen Zahlen, die

. die Ungleichung 3-x + 5<7 erfiillen.
Mg: Die Menge aller Menschen, die auf dem
3 Mond zu Hause sind.
" (Damit wir iiber die aufgezihlten Mengen
cinfach und kurz sprechen kénnen, haben
_wir sie mit M1, M2, M3 usw. bezeichnet.)
“Unter den aufgezihlten Mengen gibt es
einige, dic sehr viele Elemente enthalten,
zum Beispiel M7, My und M4. Zur Menge
My gehoren sogar unendlich viele Elemente.
Dagegen besitzt die Menge M3 nicht so viele
Elemente, und zur Menge Ms gehort iiber-
haupt nur cin einziges Element, nimlich die

Zahl Null. Die Menge Mg schlieBlich ist ein
ganz besonderer Fall — sie enthilt iiberhaupt
%ein Element, denn es gibt keinen Men-
schen, der auf dem Mond zu Hause ist. Man
sagt, Mg ist leer, und schreibt Mg =9, das
heift, Mg ist gleich der leeren Menge.

Wir sehen also an den Beispielen ganz
deutlich, daB der mathematische Begriff
»Menge‘* nicht einfach ,,viel*“ bedeutet.
Wenn eine Menge nur wenige Elemente
besitzt, kann man sie sehr einfach angeben,
indem man die Elemente alle aufzihlt. Will
man zum Beispiel die Menge aller natiir-
lichen Zahlen angeben, die keine Vielfachen
von 3 sind und die zwischen 10 und 20
liegen, so kann man schreiben:

My = {11,13,14,16,17,19}.
Entsprechen wire Mg = {0} .

Diese Methode wird natiirlich immer um-
stindlicher, je mehr Elemente eine Menge
besitzt. Nehmen wir als Beispiel etwa dic
Menge aller Telefonanschliisse des Bezirkes
Leipzig. Um sie anzugeben, benétigt die
Post ein ziemlich dickes Buch.

Gehoren zu einer Menge unendlich viele
Elemente, dann kann man sie iiberhaupt
nicht mehr alle aufzihlen, auch wenn man
ein noch so dickes Buch benutzen wiirde.
Dieser Fall liegt bei M4 vor.

Man schreibt dann zuweilen:

Me{7 53883
Durch die Punkte innerhalb der Klammer
soll angedeutet werden, daB auch alle weite-
ren Briiche mit dem Zihler 5 zu My ge-
héren.
Wir haben also zwei Méglichkeiten kennen-
gelernt, um eine Menge anzugeben:
a) Man legt die Menge fest, indem eine oder
mehrere Eigenschaften genannt werden,
die alle Elemente der Menge (aber auch
nur diese!) besitzen sollen.
(Bei der Menge My war das zum Beispiel
die Eigenschaft, der Pionierorganisation
»Ernst Thilmann‘‘ anzugehéren.)
Man legt die Menge fest, indem man alle
ihre Elemente angibt. (Das ist natiirlich
nur bei endlichen Mengen méglich.)
Wenn man eine Menge durch das Angeben
einer Eigenschaft festlegt, gcht man immer
von irgend einem nicht leeren Grundbereich
aus, in dem diese Eigenschaft ecinen Sinn
hat. bei My beispielsweise kénnte die Ge-
samtheit aller auf der Erde lebenden Men-
schen dieser Grundbereich sein. Durch die
Eigenschaft ,,Staatsbiirger der DDR“ wird
dann cine bestimmte Menge von Menschen
gekennzeichriet. In demselben Grundbereich
kann man noch viele andere Eigenschaften
angeben, zum Beispiel: im Jahr 1930 ge-
boren zu sein, am 2. November Geburtstag
zu haben, mindestens 1,70 m gro zu sein,
in Rostock zu wohnen, cin Staatsoberhaupt
zu sein, usw. Jeder solchen Eigenschaft
entspricht dann cine ganz bestimmte Menge
— nidmlich die Menge der Menschen, die
diese Eigenschaft besitzen.
Dic meisten Mengen, die wir bisher als

o

Beispiele angefiihrt haben, sind ziemlich
uninteressant — sowohl vom Standpunkt der
Mathematik aus betrachtet als auch sonst.

Fiir die Mathematik werden Mengen mei-

stens erst dann bedeutsam, wenn sie nicht

einfach regellose, zufillige Anhdufungen von

Elementen darstellen, sondern wenn zwi-

schen den Mengen oder zwischen den Ele-

menten innerhalb einer Menge bestimmte

Beziehungen bestchen.

Ein solcher Fall liegt zum Beispiel beiden

Mengen M1 und My vor: jedes Element von

Mj gehort auch zu M7 (jeder Angehérige

der Pionierorganisation ,,Ernst Thilmann‘

ist gleichzeitig ein Staatsbiirger der DDR).

Man sagt, My ist eine Teilmenge von My,

und schreibt dafiir My C M.

Bilden wir noch eine Menge, die wir Mg

nennen wollen:

Mg: Die Menge aller Menschen, die die
Leipziger Herbstmesse 1974 besucht
haben.

Ist Mg cine Teilmenge von Mj? Sicher

nicht, denn neben vielen DDR-Biirgern be-

suchte auch eine Vielzahl von Auslindern
die Messe. M7 und Mg haben zwar gemein-
same Elemente, aber es gilt nicht Mg C M1

Mit der Redeweise ,,. .. ist eine Teilmenge

von...“ wird eine Beziehung zwischen

zwei Mengen ausgedriickt. Aber auch inner-
halb einer Menge gibt es oft viclfiltige

Beziehungen. Beispiclsweise ist es hiufig so,

dal die Mengen, mit denen wir zu tun

haben, in irgend einer Weise ,,geordnet* sind
oder ,geordnet* werden. (Was wir hierbei
mit ,ordnen* meinen, stimmt allerdings
nicht immer mit dem iiberein, was man in
der Mathematik unter ,,ordnen* versteht.

Wir werden darauf noch zu sprechen kom-

men,

Sehen wir uns einige Beispiele an:

Die Menge der in einer Familie vorhandenen

Kleidungsstiicke wird in der Regel in einer

gewissen Ordnung aufbewahrt. Das kann so

aussehen, daf in einem Schrank alle Anziige
hingen, in einem anderen alle Kleider, in
einem besonderen Fach liegen alle Hand-
schuhe, usw. Es ist aber auch méglich, daf
jedem Familienmitglied ein gesonderter
Schrank zugewiesen ist, in dem alle Klei-
dungsstiicke dieses Betreffenden aufbewahrt
werden. In beiden Fillen liegt in der Menge
aller Kleidungsstiicke cine Einteilung vor,
bei der jedes Element genau einmal eriaft
wird. Das ist im Prinzip genauso wie in der

Menge aller Schiiler einer Schule — auch da

gibt es eine Einteilung, niamlich in Schul-

klassen. Dabei wird jeder Schiiler genau
einmal erfaBt — er gehdrt in genau cine

Klasse — und es wird natiirlich kcine Klasse

gebildet, in die kein Schiiler gehort, die also

leer wire.

Einteilungen dieser Art sind in vielen Be-

reichen des Lebens auBerordentlich wichtig

und notwendig, weil man sich sonst oft gar
nicht zurechtfinden wiirde. Man stelle sich
nur einmal eine Kaufhalle vor, in der die

Waren nicht in dieser Weise geordnet aufge-

stellt sind. Das gibe beim Einkauf ecine

schlimme Sucherei!

Aber auch in der Mathematik kommen

solche Einteilungen von Mengen oft vor.

Man hat ihnen deshalb einen besonderen

Namen gegeben und nennt sic Klassenein-

teilungen. So wird bekanntlich im Mathe-

matikunterricht der Schuljahre 5 bzw. 6 dic

Menge aller Briiche in Klassen eingeteilt,

indem man jeweils solche Briiche zusammen-

faBt, die durch Kiirzen oder Erweitern aus-
cinander hervorgechen. Man bekommt dabei

zum Beispiel folgende Klassen:

(GEEE5. 3{1335 .3

28,
B3R%.. 0 Grys 3

A Y T S

usw.

Diese Klassen nennt man dann gebrochene
Zahlen und man erklirt, wie mit ihnen
gerechnet werden kann. Dabei zeigt sich,
dal man fiir das Rechnen immer nur ein
Element (einen Vertreter) aus jeder Klasse
bendtigt. Man addiert zum Beispiel die
ersten beiden Klassen, indem man aus ihnen
etwa die Elemente 2 und & ausgewihlt , ihre
Summe bildet(¥) und dann die dritte Klasse
als Resultat ansieht (weil(-g)in dieser Klasse
liegt).

Eine andere Klasseneinteilung entsteht,
wenn man beispielsweise die Menge aller
natiirlichen Zahlen in folgende sechs Klas-
sen geglicdert :

Ko= 10,6,12,18,24,... §;
Ko= §2,8,14,20,26,5.. b
Ka=1410,16:22,28).. % ;

Ki= {1,7,13,19,...};
K3= 139,152 2.5
Ks= {5,11,17,23,..}
In K, liegen also alle natiirlichen Zahlen, die
durch 6 teilbar sind, in Ky alle, die bei Divi-
sion durch 6 den Rest 1 lassen, in K3 alle,
die bei Division durch 6 den Rest 2 lassen,
usw.
Auch mit diesen Klassen kann man rechnen.
Man wihlt dazu wieder beliebige Vertreter
aus und findet beis[_’ie'lsweise:
K1 + K3=Kg4, dennl +3 =4 und 4 ist ein
Element aus K4;
K3+ K4 =K1, denn 3+ 4 =7 und 7 ist ein
Element aus K1;
K5+ Ky =Ky, denn 5.2=10 und 10 liegt
in der Klasse K4.
Ebenso gilt
K1 + K5 = Kq, Ko * K3 =Kq, K1 - K3 = Kp»
K2 - K3 = K(, wic man leicht nachrechnen
kann. (Der Einfachheit wegen wihlt man
aus den Klassen jeweils die kleinste darin
enthaltene natiirliche Zahl aus. Man kénnte
aber auch andere Vertreter benutzen!)

wlch rechne lieber noch mal nach!*

Menge aus geordnetes

a,b,c Paar

.
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Teilmenge  vereinigt

leere
Menge

geschnitten
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Eine Einteilung in Klassen ist eine wichtige,
aber nicht die einzige Méglichkeit, wie man
in einer' Menge ,,Ordnung® schaffen kann.
Sehr hiufig werden Mengen auch so ,,geord-
net*, wie man dieses Wort in der Mathema-
tik versteht. Das bedeutet: wihlt man aus
der betreffenden Menge zwei verschiedene
Elemente a und b aus, dann gilt entweder ,,a
kommt vor b oder ,,b kommt vor a*. Ein
Beispiel einer solchen Ordnung findet man
in jedem Klassenbuch. Dort sind die Namen
aller Jungen der Klasse (natiirlich auch die
aller Midchen) in einer ganz bestimmten
Reihenfolge eingetragen; dabei legt der
Lehrer diese Reihenfolge gewdhnlich nicht
nach Gutdiinken fest (was natiirlich méglich
wire), sondern er richtet sich ,nach dem
Alphabet*, wie man sagt. Jedenfalls liegt fiir
je zwei verschiedene Jungen der Klasse
genau fest, wessen Name im Klassenbuch
vor dem des anderen steht. Eine ganz andere
Reihenfolge kann sich ergeben, wenn die:
selben Schiiler im Sportunterricht der Groe
nach antreten. Und wieder anders kann es
aussehen, wenn die Schiiler etwa nach ihrem
Gewicht geordnet werden. Jede Menge, die
aus mechr als nur einem Element besteht,
kann auf verschiedene Arten geordnet
werden. Dabei wichst die Anzahl der Ord-
nungsmoglichkeiten sehr rasch, wenn die
Anzahl der Elemente in der Menge zu-
nimmt. Zum Beispiel kénnen die drei Buch-
staben A, B und C auf sechs verschiedene
Arten geordnet werden, nimlich:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

In der Mathematik werden viele Mengen in
dem eben besprochenen Sinne geordnet. Das
bek piel ist die Menge der natiir-
lichen Zahlen. Schon in Klasse 1 lernt jeder
Schiiler:

3<7,0<4,5<17 usw.

Durch die Beziehung ,,ist kleiner als* wird
die Menge dernatiirlichen Zahlen geordnet.

este B

Eine entsprechende Ordnung wird auch fiir
die gebrochenen Zahlen festgelegt. Es gilt
zum Beispiel:

Rl - Ak -t Z
8 BB Re¥.
Durch diese iibliche Ordnung wird in der
Menge der gebrochenen Zahlen allerdings
keine Reihenfolge festgelegt! Im Falle der
Jungen einer Klasse oder auch bei den natiir-
lichen Zahlen ist durch die Ordnung auch
eine Reihenfolge der Elemente festgelegt
worden. Man kann in diesen Fillen sagen:
dies ist das erste El , jenes das ndchst
usw. Bei den natiirlichen Zahlen ist uns diese
Reihenfolge sehr vertraut: 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, ... Bei den gebrochenen Zahlen ist das
anders. Wir konnen zu keiner gebrochenen
Zahl eine ,,nichste* angeben, wenn wir sie
in iiblicher Weise nach ihrer GréBc ordnen.
Es ist zwar zum Beispiel-} 4%—, aber es ist
nicht so, daB3 { ,»dic nichste gebrochene
Zahl nach * wire, denn die Zahl 3, Ilegt
noch zwischen 1 undE Aber auch % I~
kommt nicht unmlttclbar nach% denn
zwischen diesen beiden Zahlen liegt zum
Beispiel die Zahl 32, , und so geht es immer
fort — zwischen zwei verschiedenen ge-
brochenen Zahlen liegen immer noch wei-
terc. Kann man das nicht dndern? Durch-
aus, aber dazu muB man die gebrochenen
Zahlen ganz anders ordnen — nicht mehr
»nach der GroBe*! Es wiirde hier allerdings
etwas zu weit fiihren, diesc andere Ordnung
genau anzugeben.
Zwischen der iiblichen Ordnung in Zahlen-

mengen und den Rechenoperationen be-
stehen wichtige Zusammenhinge. Es gilt
zum Beispiel folgendes Monotoniegesetz fiir
natiirliche Zahlen:
Wenn a<b und c70 ist, dann ist
auch' .. . <phic
Diese GesetzmiBigkeit benutzen wir, wenn
wir etwa iiberlegen: 77 « 5 ist sicher kleiner
als 400, denn 400=80-5 und 77 ist ja
kleiner als 80.
Vielleicht kommt das angegebene Mono-
toniegesetz vielen selbstverstindlich vor?
Das ist es aber durchaus nicht! Betrachten
wir dazu einmal die Menge der weiter vorn
gebildeten Klassen Ko, K1, K, K3, K4, Ks.
Durch die Reihenfolge, in der diese Klassen
hier angegeben sind, wird eine Ordnung in
der Menge der Klassen festgelegt. Es gilt
also:

Ko< K=< Ko, e
Dabei spielt die Klasse Ko beim Rechnen
mit den Klassen dieselbe Rolle wie die natiir-
liche Zahl Null beim Rechnen mit natiir-
lichen Zahlen. Es gilt nimlich fiir jede belie-
bige Klasse K:

K+Ko=K und K-Ko=Ko,
ebenso wie fiir jede natiirliche Zahln gilt
n+0=nundn-0=0.

Wiirde das oben angefiihrte Monotoniegesetz
auch fiir die Klassen Kq bis K5 gelten, dann
miiflte beispielsweise

-K3'-K54‘K|"—Kg Sel.'h. dar
'K3<'|(.+ ist.
Aber K3+ K5=K3

spielsweise wird in der Menge der natiir-
lichen Zahlen durch die Beziehung ,,ist
Teiler von* eine Halbordnung festgelegt:
gewisse Elementepaare kénnen mit Hilfe
dieser Beziehung geordnet werden — bei-
spielsweise gilt ,,3 kommt vor 9%, weil 3 ein
Teiler von 9 ist, ebenso gilt ,,5 kommt vor
20“ (denn 5 ist ein Teiler von 20), aber viele
andere Zahlen lassen sich nicht miteinander
vergleichen — beispielsweise gilt weder ,,4
kommt vor 7* noch ,,7 kommt vor 4%, denn
4 ist kein Teiler von 7, aber 7 ist auch kein
Teiler von 4.

Ein anderes Beispiel fiir eine Halbordnung
stellt die Beziehung ,,ist Teilmenge von‘
dar. Dabei gehen wir von einem Grund-
bereich aus — etwa der Gesamtheit aller
natiirlichen Zahlen — und bilden beliebige
Mengen in diesem Grundbereich.

Die Menge aller dieser Mengen ist durch die
Beziehung ,,ist Teilmenge von‘ halb-
geordnet.

Ubrigens ist es auch maglich, in einer sol-
chen Menge von Mengen Operationen einzu-
fithren »

Die Vereinigung von M1 und My

M1 UM3 ist die Menge aller Elemente, die zu

M7 oder zu M3 gehéren.
Der Durchschnitt von M1 und My

M; MMj ist die Menge aller Elemente, die

sowohl zu My als auch zu My gehoren.
Die Differenz von M1 und Mg

M1 \Mp ist die Menge aller Elemente von

Mz, die nicht zu Mz gehoren.

Dle Kv r, 43 hil A,

M ist die Menge aller Elemente des Grund-
bereichs, die nicht zu M gehéren.

wahre Aussage, nimlich:
(4) (M; NM2) UM3 =
(M1 UM3) N (M2 UM3).

Man kann sich das mit Hilfe von Mengen
diagrammen plausibel machen.

Zum Gesetz (2):

Ob man zuerst M7 mit Mj vereinigt und
dann den Durchschnitt dieser Menge mit M3
bildet (linke Seite der Gleichung), oder ob
man erst die Durchschnitte von M1 und M3
sowie von My und M3 bildet und diese dann
vereinigt (rechte Seite der Gleichung) —
stets erhilt man die in Bild 1 schraffiert ge-
zeichnete Menge.

Zum Gesetz (4):

In beiden Fillen des Vorgehens (der linken
bzw. der rechten Seite der Gleichung fol-
gend) erhilt man die im Bild 2 schraffiert
dargestellte Menge.

Mit diesem Ausblick auf das Operieren mit
Mengen wollen wir unseren Ausflug in die

A lehre abschlieBen.
(denn 3 - 5=15 und 15 liegt in der Klasse K3) Fiir diese Operationen gelten verschiedenc i chre abilches

und K4 Ks=K2 Gesetze, zum Beispiel:
(denn 4 - 5 = 20 und 20 liegt in der Klasse K2)(1) My UMj = M3 UM; (Kommutativgesetz)

B! Das Gleichheitszeichen bedeutet, dafl
I A M; UMy und Mp UM; genau dieselben Ele-
mente enthalten.

(2) (M3 UMp) NM3 =
(Distributivgesetz)
(3) M] NM2 =M UM7
Einige dieser Gesetze erinnern an das
Rechnen mit Zahlen, zum Be)splel gilt ja
bekanntlich
(a+b)-c=a-c+b-c.
Vertauscht man hier die Rechenzelchen, S0
entsteht die Gleichung
(a*b)+c=(a+c):(b+c).
Diese Gleichung ist nicht allgemeingiiltig!
Fir a=2, b=3 und c =5 entsteht die fal-
sche Aussage 2-3+5=(2+5)-(3+5).
Vertauscht man jedoch die Operations-
zeichen in dem Gesetz (2), so entsteht eine

sondern K4 +Kg <K3 +Ks!

Vielleicht gilt das Monotoniegesetz aber nur
deshalb hier nicht, weil wir die Klassen un-
geschickt geordnet haben? Man kénnte ver-
suchen, eine ,,bessere* Ordnung zu finden.
Aber Vorsicht! Es gibt 720 verschiedene
Maglichkeiten, die Klassen Ko bis K5 zu
ordnen!

Wir wollen diese Frage jetzt nicht weiter
untersuchen; es sei lediglich mitgeteilt, daB
auch bei anderer Ordnung der Klassen das
Monotoniegesetz nicht gilt.

Nicht immer ist in einer Menge eine so voll-
standige Ordnung festgelegt, wie wir sic bei
den letzten Beispielen kennengelernt haben.
Es gibt auch Fille, bei denen nur fiir gewisse
Elementepaare a, b cine ,,Rangfolge* fest-
gelegt ist. In einer Kampfgruppenhundert-
schaft gibt es beispielsweise mehrere Ziige,
die wiederum in Gruppen ecingeteilt sind.
Jede Gruppe und jeder Zug besitzt cinen
eigenen Kommandeur; und die Hundert-
schaft selbst natiirlich auch. Dadurch ist in
der Menge aller Angehérigen dieser Hundert-
schaft eine Befehlsordnung festgelegt: be-
stimmte Kimpfer sind Vorgesetzte von
anderen Kimpfern. Jeder Zugfithrer ist Vor-
gesetzter fir die Gruppenfiihrung scines
Zuges, aber auch fiir alle anderen Angehéri-
gen des Zuges. Dagegen ist kein Zugfiihrer
Vorgesetzter von Angehérigen anderer Ziige,
und diese sind natiirlich auch keine Vorge-
setzten von ihm. Man spricht in derartigen
Fillen von ciner Halbordnung. In der Mathc-
matik kommt so etwas recht hiufig vor. Bei-

Cantors wurde 1973 in Halle
Neustadt cine Gedenktafel cingewciht.

Zu Ehren G.
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Um einem anderen Menschen, sei es den

Freund oder der Freundin, den Eltern oder

Geschwistern etwas mitzuteilen, benutzen

wir die Sprache. Auch in der Mathematik

bedient man sich der Sprache, wenn man
mathematische Sachverhalte wiedergeben.
will. Leider ist die Umgangssprache mit
ihren Mehrdeutigkeiten und Bedeutungs-
schattierungen nicht in jedem Fall ein gutes

Werkzeug fiir exakte und klare Formulie-

rungen, wie wir sie¢ in der Mathematik brau-

chen. Betrachten wir dazu folgende Bei-
spiele:

a) Ingrid fragt ihre Freundin Sabine am
Kaffeetisch: ,,Mochtest du Milch oder
Zucker in den Kaffe haben?

Kann Sabine nach dieser Frage sowohl
Milch als auch Zucker in den Kaffee be-
kommen?

Natiirlich, denn Ingrid fragte ja nicht, ob
Sabine entweder Milch oder Zucker in
den Kaffee haben méchte.

b) Der Hauptgewinn in einem Preisaus-

schreiben der Zeitung ,,Junge Welt* ist
eine dreitidgige Reise nach Prag oder nach
Warschau. Ist damit gesagt, dal der Ge-
winner des Preisausschreibens sowohl
eine dreitigige Reise nach Prag als auch
eine dreitigige Reise nach Warschau er-
halten kann?
Sicher nicht. Die Ankiindigung ist wohl
so zu verstehen, dal der Gewinner des
- Preisausschreibens von der ,,Jungen
Welt* eine kostenlose Reise in nur eine
der beiden Stidte erhilt.

c) Welche der folgenden Sitze sind wahr?

. 1. Die Zahl 42 ist durch 7 oder 3 teil-
bar.

2. Die Zahl 728 ist durch 7 oder 3 teil-
bar.

3. Die Zahl 108 ist durch 7 oder 3 teil-
bar.

4. Die Zahl 715 ist durch 7 oder 3 teil-
bar.

Die Beantwortung der Frage c) ist gar nicht
so einfach. FaBt man das ,,oder* im Sinne
von Beispiel a) auf, so ist der Satz c1 wabhr,
denn 42 ist sowohl durch 7 als auch durch 3
teilbar. -

Wiirde das Wort ,,oder* allerdings so ver-
standen wie in Beispiel b), so ist der Satz c1
falsch.

Eine solche mehrdeutige Auslegung des
Wortes ,,oder* ist fiir den Sprachgebrauch in
der Mathematik ungeeignet. Aus diesem
Grunde ist man in der Mathematik gezwun-
gen, gewisse Prizisicrungen der Umgangs-
sprache vorzunehmen.

Zwei Bedeutungen des Wortes ,,oder*

Um uns dic Bedeutung des Wortes ,,oder*
klarzumachen, sehen wir uns noch einmal
die obigen Beispiele an.

In der Frage von Ingrid ,,Mochtest du Milch
oder. Zucker? * ist das Wort ,oder im
Sinne von ,,das eine oder dos andere oder
beides* zu verstehen. -

In der Aussage ,,Der Hauptgewinn ist eine
dreitigige Reise nach Prag oder Warschau*
wird das Wort ,,oder” im Sinne von ,ent-
weder — oder gebraucht.

Um nun einc eindeutige Verwendung des
Wortes ,,oder in der Mathematik zu ge-
wihrleisten, hat man folgendes festgelegt:
Das Wort ,,oder* ist im allgemeinen in der
Mathematik im Sinne von ,,das eine oder das
andere oder beides* zu verstehen. Anson-
sten schreibt man ,,entweder — oder*.
Hiufig benutzt man das Wort ,oder", um

KLEINES 1x1

DER LOGIK

So ist beispielsweise der Satz

,Birgit und Roland sind Thilmann-
Pioniere* L4

falsch, wenn einer der beiden oder beide
nicht in die Organisation der Thilmann-
Pioniere aufgenommen sind.

An die Stelle von ,,und* konnen auch die
Wendungen ,,sowohl — als auch, ,,trotz-
dem*, ,,aber auch‘* treten, ohne daf sich der
Wahrheitswert der Aussage indert, z. B.Sind
die drei folgenden Sitze wahre Aussagen:
Die Zahl 2 ist eine Primzahl und gerade.
Die Zahl 2 ist sowohl eine Primzahl als
auch eine gerade Zahl.

Die Zahl 2 ist eine Primzahl, aber auch

Aussagen miteinander zu verkniipfen. Be-
trachten wir dazu das Beispiel c1. Hier wer-
den mit Hilfe des Wortes ,,oder* folgende
Aussagen miteinander verbunden:

(A) Die Zahl 42 ist durch 7 teilbar. eine gerade Zahl. 5
(B) Die Zahl 42 ist durch 3 teilbar. (Lose die Aufgaben 3/3, 4/1, 5/3, 6/2, 8/1,
Will man entscheiden, ob die aus den beiden 8/3,1_)

Sitzen A, B entstandene Aussage ,,A oder
B“ wahr oder falsch ist, so mu man zu-
nichst entscheiden, ob jede der Einzelaus-
sagen A, B wahr oder falsch ist.

Fithren wir diese Untersuchung an allen vier
Sitzen des Beispiels ¢) mit Hilfe einer Ta-

Schwierigkeiten des ,,Neinsagens*

Alljahrlich fiihren die Pioniere der Hanns-
Eisler-Schule in Halle ein Solidaritatskonzert
durch. Auch in diesem Jahr fand eine solche
Veranstaltung statt. Elke, die Freundschafts-

belle durch: ratsvorsitzende der Schule, fragte nach dem

~ Konzert die Pionierleiterin: ,,Hat die Soli-

a |aist durch 7 teilbara ist durch 3 teilbar. darititsveranstaltung in diesem Jahr mehr

] Spenden als im vergangenen Jahr ~er-

42 | wahr wahr bracht? ¢ , Nein“, war die Anwort. ,,Also

war es weniger als das letzte Mal“, sagte

728 | wahr falsch traurig Elke. ,,Das stimmt allerdings auch
2 ’ nicht*, entgegnete die Pionierleiterin.

108 | falsch wahr Aus der Tatsache, da der Erlés des Kon-

5 zerts nicht hoher war als im vergangenen

715 | falsch falsch Jahr, kann man noch nicht unbedingt

schlieBen, daB weniger Geld gesammelt
wurde.

Uberlegt nun selbst einmal, welche der zu- y)1 1an bei der Verneinung einer Aussage

gesetzten Aussagen falsch sind! ganz sichergehen, so ist es niitzlich, zunichst

F?stlegur_\g: 3 i die Redeweise ,,Es ist nicht so, daf‘ zu be-
Eine mit Hilfe von ,,oder" Zusammen-  .,¢7en, Erst danach sollte man andere
gesetzet Aussage. »A oder B (auch Alter- sprachliche Varianten verwenden.

native genannt) ist falsch, wenn beide Teil-

sam

1 Beispiel:
aussagen A, B falsch sind. In allen anderen _ p.; o ot groBer als Michael,
Fillen ist die Aussage ,,A oder B wahr. Verneinung:

Fiir ,,entweder — oder** ergibt sich: Es gilt nicht, daB Petra groBer als Michael
Eine mit Hilfe von ,entweder — oder* zu- ;o

sammengesetzte Aussage ,,Entweder A oder
B“ (auch Disjunktion genannt) ist wahr,
wenn genau eine Teilaussage wahr ist. An-
sonsten ist sie falsch.

(Lése nun die Aufgaben 2/1, 3/1, 5/2, 5/3!)

Gleichwertige Formulierungen:

Petra ist nicht groBer als Michael.

Petra ist kleiner als Michacl oder beide sind
gleich grof. Michael ist nicht kleiner als
Petra. -
Feststellung:

Eine wahre Aussage wird durch eine Ver-
neinung falsch.

Eine falsche Aussage wird durch eine Ver-
neinung wahr.
Wenden wir uns nun Verneinungen von Aus-
sagen zu, die aus Teilaussagen entstanden
sind, z. B. Aussagen der Form ,,A und BY,
»A oder B“. Versucht einmal die Ver-
neinung des folgenden Satzes anzugeben!
Hans ist Gruppenratsvorsitzender und Mit-
glied des Klubs der internationalen Freund-
schaft.

Das kleine Wortchen ,,und*

Mit dem Wort ,,und“ ist es méglich, zwei
Teilaussagen A, B zu einer neuen Aussage
»A und B zusammenzufiigen. Eine solche
Aussagenverbindung nennt man Konjunk-

tion.

Eine Konjunktion ist wahr, wenn alle Teil-
aussagen, aus denen sie entstanden ist, auch
wahr sind. Ist nur eine Teilaussage wahr
oder gar keine, so ist die mit ,,und aus
diesen Teilaussagen gebildete Aussage falsch.

Um die Aufgabe zu 18sen, benutzen wir, wie
vereinbart, die Redeweise ,,Es gilt nicht,
daB*.

Also erhalten wir:

Es gilt nicht, daB Hans Gruppenratsvor-
sitzender und Mitglied des Klubs der inter-
nationalen Freundschaft ist.

Das bedeutet aber, Hans ist nicht Gruppen-
ratsvorsitzender oder nicht Mitglied des
Klubs der internationalen Freundschaft oder
beides nicht. Diesen Sachverhalt kénnen wir
kiirzer wie folgt ausdriicken.

Hans ist nicht Gruppenratsvorsitzender oder
nicht Mitglied des Klubs der internationalen
Freundschaft.

Wir stellen also fest, daff man cine Aussage
der Form ,,A und B* verneinen kann, indem
man jede Teilaussage negiert und diese mit
,oder* verkniipft.

Man erhilt als Negation von ,,A und B‘:
Nicht A oder nicht B. Eine Aussage der
Form ,A oder B“ kann man negieren,
indem man jede Teilaussage negiert und
diese mit ,,und* verbindet.

Als Negation von ,,A und B* erhilt man:
Nicht A und nicht B.

Hierzu ein Beispiel:

Petra ist Mitglied der AG ,,Mathematik*
oder der AG ,,Sport*‘. 5
Verneinung: Es gilt nicht, daB Petra Mitglied
der AG ,,Mathematik* oder der AG ,,Sport*
ist.

Gleichwertige Formulierungen:

Petra ist nicht Mitglied der AG ,,Mathema-
tik** und nicht Mitglied der AG ,,Sport*‘.
Petra ist weder Mitglied der AG ,,Mathema-
tik*‘ noch Mitglied der AG ,,Sport*. 3
(Lése die Aufgaben 4/4, 5/1, 6/1; 6/3, 7/2,
713, 8/2!)

Betrachten wir noch die Verneinung von
All- bzw. Existentialaussagen:

Allaussagen bringen zum Ausdruck, daB alle
Elemente einer bestimmten Menge ein ge-
wisses Merkmal besitzen, z. B.

Alle Thilmannpioniere der DDR diirfen ein
rotes Halstuch tragen. A

+ Alle Schiiler in Leipzig lesen regelmifig
die LVZ.

Die erste Aussage ist wahr, die zweite wird
wohl falsch sein, denn es ist kaum anzu-
nehmen, daf alle Schiiler in Leipzig die LVZ
regelmiBig lesen.

Verneinen wir die falsche Aussage (+), so er-
halten wir die wahre Aussage:

Es gilt nicht, daB alle Schiiler in Leipzig re-
gelmiBig die LVZ lesen.

Gleichwertige Formulierungen:

Nicht alle Schiiler in Leipzig lesen regel-
miBig die LVZ.

Es gibt Schiiler in Leipzig, die nicht regel-
miBig die LVZ lesen.

Falsch wire allerdings, wenn jemand meint,
die Negation der Aussage (+) lautete: ,,Alle
Schiiler in Leipzig lesen nicht regelmiBig die
LVZ*, denn das wiirde ja bedeuten, daB
kein Schiiler in Leipzig regelmiBig dic LVZ
liest, und das ist sicher nicht richtig.
Existentialaussagen bringen zum Ausdruck,
daB mindestens ein Element einer be-
stimmten Menge ein gewisses Merkmal be-
sitzt. ;

Beispiel:

Es gibt natiirliche Zahlen, die einen Vor-
ginger haben.

Es gibt mindestens cine ungerade Zahl, die
durch 2 teilbar ist.

Die erste Aussage ist wahr, die zweite falsch,
denn es gibt keine einzige ungerade Zahl, die
durch 2 teilbar ist.

Die Negation der Aussage (9lautet:
Es gilt nicht, daB es mindestens eine unge-
rade Zahl gibt, die durch 2 teilbar ist.
Gleichwertige Formulierungen:

Es gibt keine ungerade Zahl, die durch 2
teilbar ist.
Alle ungeraden Zahlen sind nicht durch 2
teilbar.

(Lose die Aufgaben 4/2, 4I3,‘)



Die wichtigen Redeweisungen ,,wenn-, so**
und ,,genau dann, wenn**

Neben den Woértern ,,und“, ,oder, ,ent-
weder — oder* benutzt man in der Mathe-
matik hidufig die Wendungen ,,wenn-, so*,
aber auch ,genau dann, wenn“, um zwei
Teilaussagen miteinander zu verkniipfen.
Betrachten wir dazu folgende Aussage der
Pionierleiterin der Klasse 7:

(o) Wenn es am Mittwoch regnet, so werden
wir in der Pionierstunde unsere Bastelarbei-
ten fortsetzen.

Unter welchen Bedingungen wire nun diese
Aussage falsch?

Uberlegen wir zunichst, welche Moglich-
keiten auftreten kénnen.

Dazu fertigen wir uns wieder eine Tabelle
an:

KNOBEL

Hoiffeg

KNOBEL

22 Hndfphs

~2141,

2142

Wetter am Mittwoch

Titigkeit in
der Pionierstd.

Wenn es am Mittwoch regnet,
so werden wir in der Pio-
nierstd. unsere Bastelarb.

fortsetzen.
1 Es regnet Es wurde
gebastelt.
2 Es regnet Es wurde nicht falsch
gebastelt.
3 Es regnet nicht Es wurde
gebastelt

Es regnet nicht

gebastelt.

Es wurde nicht

Die Aussage ,,Wenn es am Mittwoch regnet,
so werden wir in der Pionierstunde unsere
Bastelarbeiten fortsetzen* war lediglich
dann falseh, wenn es regnet, aber in der
Pionierstunde nicht gebastelt wurde, d. h.
im Fall 2. Fiir alle anderen Fille ist dic Aus-
sage wahr.

Ist die Aussage der Form ,,Wenn A, so B*
wahr, so ist nicht selbstverstindlich auch die
Umkehrung dieser Aussage, nimlich ,,Wenn
B, so A“ wahr, wie folgendes Beispiel zeigt:
Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, so ist es
spitzwinklig. (Wahre Aussage)

Wenn ein Dreieck spitzwinklig ist, so ist es
gleichseitig.) (Falsche Aussage)

Die Umkehrung eines wahren Satzes der
Form ,,Wenn A, so B kann falsch sein, sie
kann aber auch wahr sein. Deshalb muf8 man
stets sehr genau iiberlegen, ob die Umkeh-
rung eines Satzes wahr ist oder nicht.

(Lose die Aufgaben 2/2, 3/2, 5/4, 7/1,
10/1!)

Ist die Umkehrung eines wahren Satzes
wahr, so kann man beide Aussagen (Satz
und Umkehrung) in eizem Satz formulieren,
indem man dic' Redeweise ,,genau dann,
wenn* bzw. ,,dann und nur dann, wenn‘
verwendet.

Beispiel:

Satz:

Wenn die Quersumme -einer Zahl durch 3
teilbar ist, so ist auch die Zahl selbst durch 3
teilbar. (Wahre Aussage)

Umkehrung:

Wenn eine Zahl durch 3 teilbar ist, dann ist
auch ihre Quersumme durch 3 teilbar.
(Wahre Aussage)

»genau dann, wenn‘-Formulierung:

Eine Zahl ist genau dann durch 3 teilbar,
wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.
(Wahre Aussage)

Die Redeweise ,,genau dann, wenn‘ ist die
Zusammenfassung eines Satzes mit seiner
Umkehrung. Um nun zu entscheiden, ob ein
Satz der Form ,,A genau dann, wenn B
wahr oder falsch ist, iiberlegt man zunichst,
ob die beiden Teilaussagen ,,Wenn A, so B¢
bzw. ,,Wenn B, so A%, aus denen der Satz
entstanden ist, wahr oder falsch sind. Sind
die Teilaussagen ,,Wenn A, so B*, ,,Wenn B,
so A“ wahr, so ist auch die Aussage ,,A
genau dann, wenn B* wahr. In allen anderen
Fillen ist die ,,genau dann, wenn*-Aussage
falsch.

(Lose die Aufgabe 9/2!)

Wie wir gesehen habe, kommt auch kleinen
Wortern eine grofe Bedeutung zu. Geben
wir auf solche Wendungen wie ,,wenn-, so*,
»genau dann, wenn*, ,,und“, ,,oder*, ,.ent-
weder — oder®, ,nicht*, ,alle” usw. acht,
werden wir uns klarer ausdriicken, werden
wir uns sicherer fiihlen und weniger Fehler
machen.

Bei der Losung nachstehender Aufgaben
wiinschen wir Euch viel Erfolg!

Achtet bei deren Lésung besonders auf die
kleinen Worter mit der groBen Wirkung!
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2 Wieviele Dreiecke und wieviele Rechtecke

erkennst du?

1 Setze in die leeren Felder Zahlen so ein,
daB richtig geloste Aufgaben entstehen!

3 a) Nimm von den 25 Steinen 10 so weg,
daB in jeder Reihe, Spalte und Diagonale
jeweils drei Steine iibrig bleiben!

b) Nimm von .den 25 Steinen 5 so weg,
da in jeder Reihe, Spalte und Diagonale
Jjeweils vier iibrig bleiben!
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5 Ordnet die 8 Dominosteine so zu einem
Quadrat (siehe Abb.), daB in jeder Reihe
und in jeder Spalte je 5 Punkte zu zihlen
sind!
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6 Teilt das vorliegende Muster in vier form-
gleiche Teile, so daB jedes Teil fiinf kleine
Rechtecke verschiedener Musterung enthilt!
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KOMBINATORIK

RICHTIG ANORDNEN-
RICHTIG AUSWAHLEN

Wir wollen unsere jungen Leser mit der
,Kombinatorik*, einem Teilgebiet der
Mathematik, bekanntmachen. Um eine Vor-
stellung dariiber zu erhalten, mit welchen
Fragestellungen sich die Kombinatorik be-
schiftigt, werden wir zunichst drei einfache
Beispiele an den Anfang unserer Aus-
fithrungen stellen.

Beispiel 1:

Wieviel verschiedene dreistellige Ziffern
lassen sich aus den Grundziffern 1, 2 und 3
bilden, wenn in jeder dieser dreistelligen
Ziffern jede der angefithrten Grundziffern
genau einmal vorkommen soll?

Durch systematisches Probieren erhalten wir
die folgenden sechs dreistelligen Ziffern:
123, 213, 312,

132, 231, 321.

Die Leser werden erkennen, daf wir es hier
mit einem Anordnungsproblem zu tun
haben. Es ist die Anzahl aller méglichen
Anordnungen _von drei verschiedenen
Grundziffern zu bestimmen. Man nennt eine
derartige Anordnung eine Permutation.

In unserem Beispiel sollten Grundziffern in
unterschiedlicher Weise angeordnet werden.
Im allgemeinen sind es Gegenstinde der uns
umgebenden Umwelt oder mathematische
Objekte. Wir werden deshalb im folgenden
die  Begriffe ,Ziffer*, ,Gegenstand“,
,,Objekt* durch den in der Mathematik ge-
briuchlichen Begriff ,,Element* ersetzen.
Verschiedene Elemente werden von uns im
weiteren symbolisch durch verschiedene
Buchstaben bezeichnet.

Die. Problemstellung von Beispiel 1 liBt sich
nun wie folgt verallgemeinern:

Geg 1 sind n verschied Ele e. Wie-
viel Moglichkeiten der Anordnung, wieviel
Permutationen dieser Elemente, gibt es?

Das Aufsuchen aller Permutationen aus z. B.
vier Elementen a, b, ¢, d wird durch die
lexikographische Anordnung sehr erleich-
tert. Dazu wird von einer natiirlichen Anord-
nung ausgegangen, die vorliegt z.B. bei
Zahlen der GréBe nach oder bei Buchstaben
nach dem Alphabet. Permutationen werden
dann als lexikographisch geordnet bezeich-
net, wenn von zwei verschiedenen Permuta-
tionen diejenige zuerst steht, deren erstes
Element in der natiirlichen Anordnung vor-
angeht. Bei gleichen ersten Elementen er-
folgt die Unterscheidung nach den zweiten
Elementen, bei auBlerdem gleichen zweiten
nach den dritten und so weiter.

Beispiel:

abed, bacd, cabd, dabec,
abde, bade, cadb, dach,
acbd, bead, chad, dbac,
acdb, beda, cbda, dbca,
adbe, bdac, cdab, dcab,
adcb, bdca, cdba, dcba,
Beispiel:

1234, 2134, 3124, 4123,
1243, 2143, 3142, 4132,
1324, 2314, 3214, 4213,
1342, 2341, 3241, 4231,
1423 2413, 3412, 431z
1432, 2431, 3421, 4321.

Beispiel 2:

Der Sieger eines Wettbewerbs darf sich aus
fiinf verschiedenen Biichern, die als Primien
zur Verfiigung gestellt wurden, genau zwei
Biicher auswihlen. Wieviel Auswahlméglich-
.witen gibt es in diesem Falle?

Wir 16sen diese Aufgabe wieder durch syste-
matisches Probieren. Die fiinf. gegebenen
Elemente (Biicher) seien mit a, b, c, d, e
bezeichnet; dann gibt es insgesamt zehn
Méglichkeiten zur Auswahl von jeweils zwei
Biichern:

2 by b, c; g d, s

a; ¢ b, d; c, €;

a, d; b, e;

a, e

Wir machen noch darauf aufmerksam, daf

die Reihenfolge, in der jeweils zwei Biicher
ausgewihlt wurden, belanglos ist, das heifit,
die beiden Auswahlmoglichkeiten (a,b) und
(b,a) brauchen wir nicht voneinander zu
unterscheiden.

Man nennt die Zusammenstellung von n ver-
schiedenen Elementen zu je k Stiick, unab-
hingig von der Reihenfolge, in der die k
Stiick angeordnet sind, die Kombinationen
von n Elementen zur k-ten Klasse.

Die Problemstellung von Beispiel 2 lit sich
nun wie folgt verallgemeinern:

Gegeben sind n verschiedene Elemente. Wie-
viel Mbglichkeiten gibt es, aus diesen n
Elementen jeweils genau k Elemente (k £n)
auszuwihlen, wenn die Reihenfolge ihrer
Anordnung unberiicksichtigt bleibt?

Beispiel 3:

Wieviel verschiedene Fahrkarten sind von
der Deutschen Reichsbahn fiir eine Eisen-
bahnlinie mit fiinf Stationen bereitzustellen
Diese Aufgabe ihnelt der des Beispiels 2.
Die fiinf Stationen seien mit A, B, C, D, E
bezeichnet. In diesem Falle sind aber die
Fahrkarten fiir eine Reise von ,,A nach B*
und von ,,B nach A‘‘ verschieden vonein-
ander.

Durch systematisches Probieren finden wir
heraus, da genau 20 verschiedene Fahr-
karten bereitzustellen sind:

AB, BA; BC, CB; CE, EC; DE, ED;
AC, CA; BD, DB; CD, DC;

AD, DA; BE, EB;

AE, EA.

Man nennt dic Zusammenstellung von n ver-
schiedenen Elementen zu je k Stiick, wobei
die Reihenfolge zu beachten ist, in der die k
Stiick angeordnet sind, die Variationen von
n Elementen zur k-ten Klasse.

Die Problemstellung von Beispiel 3 1dBt sich
nun wie folgt verallgemeinern:

Gegeben sind n verschiedene Elemente.
Wieviel Méglichkeiten gibt es, aus diesen n
Elementen jeweils genau k Elemente (k s n)
auszuwihlen, wenn die Reihenfolge ihrer
Anordnung zu beriicksichtigen ist?
Zusammenfassend konnen wir feststellen:
Gibt uns die Permutation ein Anordnungs-
problem, dic Kombination ein Auswahl-
problem auf, so stellt sich die Variation als
Kombination mit Beriicksichtigung der
Anordnung der Elemente dar.

In unseren drei Beispiclen gingen wir davon
aus, daB dic gegebenen Elemente simtlich
verschieden  voneinander Wir
sprechen deshalb von Permutationen, Kom-
binationen bzw. Variafionen ohne Wieder-
holung.

Tritt unter den gegebenen Elementen das
cine oder andere mchrfach (oder wieder-
holt) auf, so sprechen wir von Permuta-
tionen, ' Kombinationen bzw. Variationen
mit Wiederholungen. Wir beschrinken uns
im weiteren aber nur auf solche ohne Wie-
derholung.

In unseren Beispielen war die Anzahl der
gegebenen Elemente auBerdem jeweils recht
klein. Wir konnten deshalb die Losungen

warcn.

durch systematisches Probieren ermitteln.
Bei einer groferen Anzahl gegebener Ele-
mente (z. B. n= 20) wiirde der Leser sicher
bald den Versuch aufgeben, zum Beispiel
alle méglichen Anordnungen aufzuschrei-
ben. Auch liuft man Gefahr, die eine oder
andere mégliche Anordnung zu iibersehen.
Wir wollen deshalb versuchen, Gesetzmifig-
keiten zu erkennen, die es gestatten, mit
Hilfe mathematischer Formeln Zdhnliche
Aufgaben zu ldsen.

Permutationen:

Wir wollen die Anzahl der Permutationen
mit P bezeichnen und geben die Anzahl der
zu permutierenden (anzuordnenden) Ele-
mente als Index an. So bedeutet z. B. P1g
die Anzahl der Permutationen von zehn ver-
schiedenen Elementen.

Fiir genau ein Element a gibt es offenbar nur
eine einzige Permutation a. Also ist P{ = 1.
Nimmt man ein zweites Element b hinzu, so
kann man es entweder vor a oder hinter a
setzen: ba, ab. Esgibtalso1-(1+1)=1-2
Permutationen, das heifit, es gilt Pp =1 - 2.
Tritt ein drittes Element ¢ hinzu, so kann
man in den beiden Permutationen ab und ba
das Element c¢ jeweils entweder vor das
erste, vor das zweite oder hinter das zweite
Element setzen:

cab, ach, abc,

cba, bca, bac.

Auf diese Weise entstehen insgesamt
2 - 3 = 6 Permutationen, und es gilt
P3=1-2+3.

Aus der-Bildung von Pp, P und P3 ver-
muten wir, daf die von uns gesuchte Be-
zichung

Pa=ty2.3.i..m
lautet.

Auf den Beweis fiir die Richtigkeit unserer
Vermutung miissen wir hier verzichten.

Nun ist es noch zweckmifig, fir das Pro-
dukt 1-2-3-...-n ein kiirzeres Symbol
einzufithren. Wir schreiben 1-:2-3-.
...+ (n—1)-n=n!, gelesen ,,;n Fakultit“.
Es gilt also beispielsweise

11=1,
20=1-2=2,
31=1:2-3=86,

41=1-2-3-4=24,
5!=1-2-3-4-5=120.
Man erhilt also: Py, = n!

Variationen:
Wir wollen die Anzahl der Variationen mit
V bezeichnen und geben die Anzahl n der
vorhandenen Elemente als Index, die Anzahl
k der jeweils auszuwihlenden Elemente in
einer hochgestellten Klammer an.
Mit \41“) bezeichnen wir somit die Anzahl
der Variationen ohne Wiederholung von n
verschiedenen Elementen zur k-ten Klasse.
Wir gehen schrittweise vor und beginnen zu-
nichst mit V‘f,:" Aus n verschiedenen
Elementen kann man offensichtlich auf n
verschicdene Weise jeweils ein Element aus-
wihlen, nimlich

a1,a2,a3...,4an.
Deshalb gilt: Vyf‘i =n
Haben wir aus den gegebenen Elementen
bereits ein Element ausgewihlt, so bleiben
(n—1) Elemente iibrig, unter denen wir ein
zweites Element herausgreifen konnen. Um
also ein zweites Element auszuwihlen, ver-
bleiben uns noch (n—1) Méglichkeiten. Es
ergeben sich demnach insgesamt n- (n — 1)
Méglichkeiten.
Deshalb gilt: \I,L:) =n-(n—1).
Haben wir aus den gegebenen n Elementen
zwei Elemente bereits ausgewihlt, so ver-
bleiben noch (n—2). Elemente. Die
n(n—1) Paarc lassen sich nun mit jedem
der verbleibenden Elemente zu cinem Tripel
zusammenstellen.
Deshalb gilt: Vnm =n-:(n—1)-(n—2).
Auf Grund_unserer Uberlegungen vermuten
wir fiir Vn(k) dic Bezichung
\/fl“i=n(n-1)(n-z)-,,,-(n-k.1)

Auf den Beweis der Giiltigkeit dieser Formel
miissen wir in diesem Rahmen verzichten.
Mit Hilfe der bereits erwihnten ,Fakul-
titen‘* 1aBt sich diese Formel wie folgt ver-
einfachen:

Beispiel:
! i .3 4.
V(3)=L =§_!=12395=60
5 (5-3)! 23 12
Kombinantionen:

Wir wollen die Anzahl der Kombinationen
mit C bezeichnen und geben die Anzahl n
der vorhandenen Elemente als Index, die
Anzahl k der jeweils auszuwihlenden Ele-
mente in einer hochgestellten Klammer an.
Mit (% bezeichnen wir somit die Anzahl
der Kombinationen ohne Wiederholungvon n
verschiedenen Elementen zur k-ten Klasse.
Permutiert man die k Elemente in einer
Kombination k-ter Klasse, so entstehen aus
dieser Kombination k-ter Klasse k! Variatio-
nen k-ter Klasse. Da insgesamt C% Kombi-
nationen ohne Wiederholung von n Elemen-
ten zur k-ten Klasse exisistieren, entstehen
durch Permutation der k Elemente C57 k!
Variationen ohne Wiederholung zur k-ten
Klasse. Es gilt also die Bezichung

NIy !

Hieraus folgt

w & nl

n K Gnieke)d < e !

Nun walen wir noch fiir den Quotienten
wr:;?r‘T;r ein kiirzeres Symbol einfiihren:

(&

gelesen ,,n iiber k*.

k)
Somit erhalten wir Cy-. e (ZIK.)
i 5-4-3
Beispiele: (%) T T 10,
10) _ 10-9-8-% e
(‘f W e
AL
O
J » y >

.Ich sehe, das ist schon

wieder zu hoch
fiir euch!” )



~  Unsere Ergebnisse wollen wir abschlieBend

in einer Tabelle zusammenstellen:

Begriff Problem Formel fiir die Anzahl «!
=n!
Permutation Anordnung Fa
Kombination Auswahl C_"Lk) )
Variation Auswahl und 0 ol
: Anordnung Nn" SEm iyt

In den folgenden Aufgaben wollen wir
unsere erworbenen Kenntnisse anwenden
und festigen.

Aufgabe:

Wieviel verschiedene zweistellige Ziffern
lassen sich aus den Grundziffern 1523
bilden, falls in den zweistelligen Ziffern
keine der gegebenen Grundziffern doppelt
auftreten soll?

Losung:
Da die Ziffern 12 und 21 voncinander ver-
schieden sind, muB die Anordnung bei der
Auswahl zusitzlich beachtet werden. Es sind
also alle Variationen von drei Elementen zur
2. Klasse zu bilden

1
V(Z) 3!

3D

“

Aufgabe:
Wieviel Diagonalen besitzt ein konvexes
Zehneck?

Losung:
Da z. B. die Strecken AC und CA nicht von-
einander unterschieden werden, sind in
diesem Falle alle Kombinationen von
10 Elementen zur zweiten Klasse zu bilden.
o e
e i

12 «

QTS

ety

a5

Nun ist noch die Anzahl der Seiten zu sub-
trahieren. Ein konvexes Zehneck besitzt
somit 45 — 10 = 35 Diagonalen.

Aufgabe:

Fiinf Kinder fahren mit der Rolltreppe,
jedes Kind auf einer Stufe. Wieviel Mdglich-
keiten gibt es fiir diese Kinder, sich hinter-
einander aufzustellen?

-h

>

Es lassen sich sechs verschiedene zweistellige

Ziffern bilden.

Losung
Ps=5!=1-2:3-4.5=120,

5 6

Welches dieser sechs Gerite gehort nicht in
diese Gruppe? *13SS2WUYDSE ], Se

Fiir interessierte Leser verweisen wir auf
geeignete Fachliteratur.
Die nachfolgend aufgefiihrten Biicher er-
liutern Euch ausfihrlicher die mathema-
tischen Probleme.

Christian Heermann

»Das Einmaleins geniigt nicht mehr!*

Mathematik im Alltag
Der Kinderbuchverlag Berlin

Manfred Rehm

»»Zahl, Menge, Gleichung'*
Der Kinderbuchverlag Berlin

Marianne Berge

s»AuBerunterrichtliche
in der Unterstufe

Volk und Wissen

Autorenkollektiv

Leistungsvergleiche

»Mathematische Logik — Mengenlehre —

Zahlenbereiche*
Volk und Wissen

Volkseigener Verlag Berlin 6,50 M Volkseigener Verlag Berlin 7,50 M
N. J. Wilenkin
»Unterhaltsame Mengenlehre* Lilly Gérke =
BSG B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft 6,50 M »Mengen, Relationen, Funktionen*
Volk und Wissen
Volkseigener Verlag Berlin 11,80 M
O. Zich/A. Kolmann P. P. Korowkin
,,Unterhaltsame Logik ,Ungleichungen*
BSG B. G. Teubner " VEB Deutscher Verlag der 2
Verlagsgesellschaft 4,40 M wissenschaften 2,45M
T. Varga
»Mathematische Logik fir Anfinger* G.Kleinfeld
Band I Aussagenlogik *6,40 M
Band 11 Pridikatenlogik 9,00 M . Ungleichungen*
Volk und Wissen — Ubungen fiir junge Mathematiker —
3,00 M Volkseigener Verlag Berlin BSG B. G. Teubner Verlagsgesellschaft5,50 M
Dieter Haupt Hans Jickel
wMengenlehre leicht verstindlich* »Mathematik heute*
5,80 M Fachbuchverlag Leipzig 4,80 M Urania-Verlag Leipzig 5,80 M

ar‘vedz'al

Hundeleinen

Diese

gekommen. Wer entwirrt sie?

sind durcheinander-

alpha

Mathematische
Schiilerzeitschrift

alpha bringt Beitrige zur Arithmetik, Al-
gebra und Geometrie, aus der Geschichte
der Mathematik, iiber dic Anwendung der
Mathematik, iiber die Anwendung der Ma-
thematik in der Praxis, Berufsbilder mathe-

Die Hilfte jedes Heftes enthilt, gegliedert
nach Schuljahren, Aufgabenmaterial und da-
zu  ausfithrliche Losungen; Aufgaben aus
nationalen und internationalen Olympiaden,
aus der gesellschaftlichen Praxis, Mathema-
tiklagern, aus Fachbiichern, Zeitschriften,
mathematischen Kinder- und Jugendbiichern
— eine aktive Vorbereitung auf unsere Ma-
thematikolympiaden.

Der alpha-Wettbewerb regt alle Leser an, die
fiir jede Klassenstufe gebotenen Wettbe-
werbsaufgaben (Klasse 5 bis 10/12) erfolg-
reich zu lésen. Die besten Teilnehmer wer-
den am Ende jedes Schuljahres ausgezeich-
net. Wer mindestens sieben (von 16 jeder
Kl ufe gestellten) Aufgaben richtig ge-

matikintensiver Berufe. Berichte iiber die
Titigkeit von Arbeitsgemeinschaften, Zir-
keln und erfolgreichen Olympiadeteilnch-
mern vermitteln viele Erfahrungen. Erleb-
nisse, Anekdoten, Knobeleien, Ritsel, mathe-
matische Spiele und lustige Vignetten geben
Anregung fiir Unterricht und unterhaltsame
Freizeitgestaltung, auch in der Familie.

I6st hat, erhilt eine Urkunde und das
alpha-Abzeichen. Im Schuljahr 1973/74
gingen iiber 58 000 Lésungen ein.

alpha erscheint zweimonatlich

Umfang 24 Seiten

Einzelpreis 0,50 M

Zu bestellen bei jedem Postamt unter der
Nr. 31059



Klasse 1:

Klasse 4:

In der DDR gibt ¢s 15 geologische und vier-
mal soviel botanische Schutzgebiete. Die
Anzahl der zoologischen Schutzgebiete ist
um 16 groBer als die Anzahl der botanischen
Schutzgebiete. Wieviel zoologische Schutz-
gebiete gibt es in der DDR?

Der Bezirk Rostock hat vier Naturschutz-
gebiete mehr als der Bezirk Suhl. Beide Be-
zitke zusammen haben 100 Naturschutz-
gebiete. - Wieviel Naturschutzgebiete befin-
den sich in jedem dieser beiden Bezirke der
DDR?

Klasse 2:

Viele Schiiler sind als junge Ornithologen
titig. Durch das Anbringen kiinstlicher Nist-
gerite und systematische Fiitterung wihrend
der Wintermonate nahm im Kreis Spremberg
der Vogelbestand wesentlich zu. Axel,
Bernd und Dieter haben zusammen 27 Nist-
gerite in ihrer engeren Heimat angebracht.
Auf Axel entfallen 8 Nistgerite. Bernd hat
.um die Hilfte mehr Nistgerite als Axel auf-
gestellt. Wieviel Nistgerite hat Dieter ange-
bracht? e o

Zur Aufforstung der Braunkohlen-Abraum-
halden werden von Schulklassen alljihrlich
junge Biaumchen und Straucher angepflanzt.
So tragen die Schiller dazu bei, im Bezirk
Cottbus eine Natur-Kultur-Landschaft zu
schaffen und Erholung im Senftenberger
Braunkohlengebiet zu ermdglichen. Die
Schiiler der Klasse 2a einer Schule des Be-
zirks Cottbus pflanzten 20 Striucher und
dreimal so viel junge Baumchen an. Die
Schiiler der Klasse 2b dieser Schule pflanz
ten 5 Straucher weniger an als die Schiiler
der Klasse 2a, aber sie pflanzten fiinfmal so
viel junge Biaumchen wie Straucher an. Wie-
viel junge Biumchen und wieviel Straucher
wurden von den Schiilern dicser beiden Klas-
sen zusammen angepflanzt?

Klasse 3:

_Wenn Schiiler Altpapier sammeln und zur
Erfassungsstelle bringen, so tragen sie dazu
bei, unsere kostbaren Wilder zu schonen.
Eine Tonne Altpapier entspricht einer
Kiefer im Alter von 80 bis 90 Jahren. Es
wiren pro Jahr etwa 50 Kilotonnen Alt-
papier erforderlich, um 125 000 Schichtfest-
meter Holz weniger einzuschlagen. Diese
Menge entspricht einem Waldbestand von
500 Hektar. Wieviel Tonnen Altpapier
miissen aufgebracht werden, um einen Wald-
bestand in der GroBe eines FuBballfeldes

" von 50 m Breite und 100 m Linge vor dem
Einschlag zu bewahren?

Der Leipziger VEB Stadtreinigung fithrte an
manchen  Wochenenden  Sondereinsitze
durch. An einem Sonnabend waren 50 Spe-
zialfahrzeuge eingesetzt. Am darauffolgen-
den Sonntag waren ein Spezialfahrzeug
mehr als die Hilfte der Fahrzeuge vom
Sonnabend unterwegs. An beiden Tagen
wurden  insgesamt 4 028 m3  Abfille
gerdaumt. Wieviél Kubikmeter Abfille wur-
den von jedem Fahrzeug abtransporticrt?

Die Menge industrieller Abprodukte wichst
stindig. So fallen z.B. beim Abbau der
Kohlevorkommen betrichtliche Massen an
Abraum an. Wihrend im Jahre 1960 zur
Férderung von 100 t Kohle 285 m3 Abraum
bewiltigt werden muBten, waren es im Jahre
1970 bereits 72 m3 mehr. Wieviel Kubik-
metef Abraum muBten im Jahre 1970 bei
einer Férderung von 260 Millionen Tonnen
Rohbraun kohle bewegt werden?

Etwa 40 000 Seevogelpaare nisten jihrlich
in den Seevogelschutzgebieten der DDR. Es
sind etwa 26 000 Lachmowenpaare, halb so
viele Sturmmowenpaare, rund 750 Paare
Silbermdwen und seit einigen Jahren auch
Paare von Schwarzkopfmdwen. Wieviel
Paare Schwarzmdwen gehéren zum Bestand
unserer Umwelt?

Klasse 5:

Die Papiermacher des VEB Zellstoff- und
Papierkombinat konnten das Gewicht von
einem Quadratmeter Zellstoffpapier, aus
dem Papiersicke gefertigt werden, von
73,8 g auf 72 g senken, ohne die Qualitit
des Papieres zu mindern. Die Jahresproduk-
tion der vier Meter breiten Papierbahn reicht
mit ihrer Linge von 132 000 km fast vier-
mal um den Aquator.

Wieviel Tonnen Rohstoff konnten durch
diese Verbesserung im Jahr eingespart wer-
den, um unsere Wilder vor unnétigem Holz-
einschlag zu bewahren?

Zu den geschiitzten, vom Aussterben be-
drohten Tieren unserer Heimat gehért der

Elbe-Biber. In den Bezirken Halle und
Magdeburg sind zwdlf Biber-Lebensriume
Naturschutzgebiete. Der Bestand betrigt
etwa 350 bis 400 Tierc. Sie sind bedroht
durch Abwasserbelastung, die zu Vergiftun-
gen fithrt. Entsprechende  Schutzmal-
nahmen wurden eingeleitet.

Wieviel Elbe-Biber leben im Durchschnitt in
jedem der eingerichteten Naturschutz-
gebiete?

197% -

T B v ko k

Wettbewerbsbedingungen:

Schicke die Losungen der Aufgaben Deiner
(oder héherer Klassenstufen) unter Angabe
Deines Namens, Deines Alters und Deiner
Adresse

bis zum 1. Februar 1975

Leipziger Volkszeitung
Abt. Absatz

701 Leipzig
PostschlieBfach 660
Kennwort: Mathe-LVZ

Das Los wird wieder die Preistriger ermitteln.
Viel Freude und Erfolg!

Eure LVZ

Preistriger der XII, Mathe-LVZ 1973

Zu unserem Preisausschreiben ,,Mathematik-
Olympiaden-international® gingen
5118 Lésungen ein. Wir wihlten die Preis-

‘trager aus und iiberreichten im Marz 1974

Urkunden und Buchprimien: OS Leuthen,
KL 7; OS Ehrenhain; OS Bernsdorf I,
KIL.4R; OSWilli Wallstab, Loderburg;

~ OS Langebriick, Fachzirkel Mathematik;

OS Goldberg, ~ AG Mathematik, KI. 5/6;
W.-Pieck-OS, = Wolfen-Nord, AG Mathe;
OS Marnitz; ~ OS Hohen Neuendorf;
0S Schlagsdorf, K1 2; OS Clingen; OS ,,Ge-
schwister- - Scholl*, Sondershausen,

* AG Mathe, K1. 5/67 alpha-Club der OS Berg-

witz/Rotta; OS Lichtenhain; OS Stolpen,
AG Mathe; Karl-Marx-OS, Schmalkalden,
KL 6b; OS Klausdorf — Lutz Fabian,
Niemegk: Henriett Blithner, Altenburg;
Klaus und Holger Gelhaar, Badlingen; Wiete
Schirmer, Karl-Marx-Stadt; Ines Kroger,
Neukloster; Claudia Dihn, Liibben; Petra
Haberlag, Ilsenburg; Heike Hiibner, Grim-
men; Christine Schubert, Halle; Birbel
‘NeBler, Wittenberg; Giinther Klose, Leipzig;

" Angela Seidler, Cottbus; Frank Samulowitz,

Wismar; Gabricle Tépfer, Gauernitz; Monika
Langguth, Hinternah; Sabine Zimmer,
Berlin; Birgit Helmrich, Stadtroda.




schreiben

Klasse 6:

Klasse 8:

Mit der Ausweitung der Energieproduktion
hat sich der Anfall an Kraftwerksaschen
vergrofert. In zunehmendem MaBe werden
sie als Sekundirrohstoffe genutzt. So
werden von den etwa 12 Mio. Tonnen, die
jihrlich anfallen, rund 1,5Mio. Tonnen
einer Nutzung zugefiihrt. Sie werden vor-
rangig im Bergbau zum Stollenversatz oder
in der Bauindustrie eingesetzt. Der wievielte
Teil der jihrlich anfallenden Kraftwerks-
aschen wird gegenwirtig noch nicht als
Sekundirrohstoff genutzt?

Erhebliche Mengen Abprodukte werden in
die Atmosphire abgeleitet. So wird zum
Beispiel die Umwelt unserer Republik jihr-
lich mit etwa 15 Mio. t Flugasche aus indu-
striellen und hiuslichen Schornsteinen, mit
160 kt (Kilotonnen) Staub aus den metal-
lurgischen Betrieben und mit 2 1/2 mal
soviel Kilotonnen Zementstaub belastet.
Wieviel Tonnen Abprodukte sind das etwa
pro Tag, die unsere Atmosphire verunrei-
nigen?

Klasse 7:

Jahrlich werden in der DDR iber
400 000 t Altpapier, darunter 125 000 t aus
Haushaltungen, erfat und damit rund
2 Mio. Festmeter Holz eingespart. Trotzdem
bleiben groBe Reserven noch ungenutzt. In
den Haushaltungen werden jihrlich schit-
zungsweise noch 150 000 t Papier verbrannt
oder in den Miill geworfen. Wieviel Tonnen
Festmeter Holz wiirden bei der Erfassung
dieses vernichteten Altpapiers eingespart
werden?

Der Verbrauch an SiiBwasser wichst im
WeltmaBstab von Jahr zu Jahr. Deshalb ist
geboten, sparsam mit dem Trinkwasser um-
zugehen. 97 Prozent der Weltwasserreserven
sind Salzwasser in Ozeanen. Von den Sii-
wasserreserven sind 95 Prozent im Eis der
Polargebiete ,konserviert*. Wieviel Prozent
der Weltwasserreserven stehen in Form von
SiiBwasser zur Verfiigung?

Im Jahre 1971 wurden etwa 260 Mio. t
Rohbraunkohle geférdert, deren Schwefel-
gehalt bei 1,5 Prozent liegt. Wieviel Tonnen
Schwefel werden in Form von Schwefel-
dioxid in die Atméosphire emittiert, wenn
85 Prozent der geforderten Kohle verbrannt
und 85 Prozent des in der Kohle ent-
haltenen Schwefels mit den Rauchgasen
emittiert werden und damit eine erhebliche
Umweltbelastung verursacht wird?

_Die Biospire ist die Hille der Erde, in der

das Leben existiert und die zugleich von ihm
hervorgebracht ist. Die Masse der lebenden
Substanz in der Biospire betrigt etwa
1020 Gramm. Davon entfallen auf die:
pflanzlichen ~ Organismen 99,990  bis
99,999 Prozent. Wieviel Milliarden Tonnen
Masse der lebenden Substanz der Biosphire
entfillt auf die tierischen Organismen?

Klasse 9:

Im Jahre 1972 unterzeichneten die USSR
und die DDR ein Protokoll zur weiteren
Entwicklung der Zusammenarbeit auf dem
Gebiet des Umweltschutzes. Auf der Grund-
lage diescs Programms arbeiten wissenschaft-
liche Forschungseinrichtungen der
RGW-Staaten an Themen, die den Schutz
der Umwelt zum Gegenstand haben. Von
den Forschungseinrichtungen der RGW-
Staaten und von den stindigen Fachkom-
missionen des Rates werden insgesamt
164 Themen bearbeitet. Die Anzahl der von
den Fachkommissionen des Rates bearbei-
teten Themen ist um 4 kleiner als die halbe
Anzahl der von den Forschungseinrichtun-
gen der RGW-Staaten bearbeiteten Themen.
Wieviel Themen werden von jeder dieser
beiden Gruppen bearbeitet?

Im Jahre 1973 wurden von der Leipziger
Miillabfuhr 732 000 m3 Schutt gerdumt. Wir
denken uns den ®abgefahrenen Schutt in
Form eines gleichseitigen Kegels aufgeschiit-
tet. Welche Hohe besitzt dieser Schuttberg?

Klasse 10:

WuBtest Du schon?,

e Auf das Konto der USA entfallen fast 50
Prozent der gesamten Verunreinigungen der
Erde durch Industrieabfille. Jihrlich ent-
ledigen sich die Industriebetriebe der USA
165 Millionen Tonnen festen Mills und
blasen 172 Millionen Tonnen Rauch und
RuB in “dic “Luft (aus ,Time* vom
2.2 70% ¢ ol :

© In Prag wird der anfallende Mill sortiert,
d. h., insbesondere Metalle und andere Be-
_standteile von okonomischen Wert -abge-
schieden. 80 Prozent des Miills werden ver-
brannt, jihrlich sind das 100 000 Tonnen.
Die gewor Dampfleistung  betragt
350 t/Std.

® Ein hundertjiﬁriger Baum produziert an
einem Tag Sauerstoff fiir 10 erwachsenc
Menschen. :

e In Bohlen (Bez. Leipzig) wurde an Stelle
einer Druckgasanlage, die die Abwiisser stark
versch e, eine Mischgasanlage mit ciner
Reinigungsanlage im Wert von 100 Millionen
Mark errichtet. Diese Anlage vermindert die
Abwasserlast und senkt den Wasserbedarf
auf ein Minimum. A

Jlch hupe nie, sie riecht michl”

-

Die Hilfte der 654 Naturschutzgebiete
(NSG) der DDR befinden sich in sechs
Bezirken unserer Republik. Die Bezirke
Erfurt und Dresden haben gleichviel NSG.
In den Bezirken Karl-Marx-Stadt, Rostock
und Schwerin befinden sich zusammen
122 NSG. Der Bezirk Halle verfiigt iiber
21 NSG mehr als der Bezirk Erfurt. Im
Bezirk Karl-Marx-Stadt befinden sich 4 NSG
weniger als im Bezirk Rostock, aber 19 NSG
mehr als im Bezirk Schwerin.

Wieviel Naturschutzgebiete befinden sich in
jedem dieser Bezirke unserer Republik?

Luftverunreinigungen haben nicht nur Aus-
wirkungen auf den Menschen, sondern sic
beeintrichtigen auch dic Ergebnisse in der
Land- und Forstwirtschaft. Der Bau hoherer
Schornsteine trigt zur schadloseren Abfith-
rung der Rauchgase bei. Im Nordosten
Berlins befindet sich ein Schornstein fiir ein
in Bau befindliches Heizkraftwerk. Ein Be-
obachter mit- einer Augenhdhe von 170 cm
erblickt die Spitze dieses Schornsteins unter
dem Erhebungswinkel q = 73,45¢. Dabei seci
angenommen, daB sich Beobachter und
Schornstein in einer horizontalen Ebenc
befinden. Es ist dic Hohe des Schornsteines
zu berechnen.



UN—

GLEICHUNGEN

1. Einigé Bemerkungen

czur Bedeutung der Ungleichungen,
insbesondere fiir das numerische
Rechnen
In vielen Gebieten der Mathematik spielen
auBer den Gleichungen auch die Ungleichun-
gen und Ungleichungssysteme eine wichtige
Rolle. Zahlreiche Aufgaben und Probleme
kann man nur lésen, wenn man das Operie-
ren mit Ungleichungen beherrscht und wenn
man die fiir Ungleichungen giiltigen Gesetze
und Regeln richtig anwendet.
Schon ein so einfacher Sachverhalt wie die
Aussage
»Die Bezirkshauptstadt Leipzig hatte am
31. Dezember 1972 rund 600 000 Ein-
wohner.*
liBt sich exakt nur mit Hilfe von Unglei-
chungen erkliren; denn gemeint ist mit
dieser Aussage, daB die Einwohnerzahl von
Leipzig x =577 459 auf Vielfache von
100 000 gerundet worden ist, d. h., daB

550 000 £ x £ 650 000
gilt. Wir hitten aber auch sagen kénnen:
»Die Einwohnerzahl von Leipzig betrug
rund 580 000.*
Das ist gleichbedeutend mit den Ungleichun-
gen

575 000 < x < 585 000.
Bei Anwendungsaufgaben ist es hiufig wich-
tig zu wissen, zwischen welchen Schranken
ein Ergebnis liegt, wenn die Ausgangszahlen
nur gerundete Zahlen sind. Es soll z. B. das
Volumen eines Wiirfels berechnet werden,
dessen Kantenlinge rund 64 mm betrigt.
Die Antwort ,,Das Volumen dieses Wiirfels
betrigt 262 144 mm3“ ist nicht richtig;
denn es wurde nicht beachtet, daB die Kan-
tenlinge nur rund 64 mm betrigt und mit
einem Fehler, dessen Betrag hochstens
gleich 0,5 mm ist, behaftet ist. Eine Unter-
suchung des Sachverhaltes mit Hilfe von Un-
gleichungen fiihrt auch hier zum Ziel.
Bezeichnet man nimlich die MafBzahl der
Kantenlinge (in mm) mit x, so gilt

Sx 2645,
-also 63,53 2x3264,53,

d.h., 256 047,875 £ x3 £ 268 336,125.
Das Volumen des Wiirfels liegt also zwischen
256 000 mm3 und 269 000 mm3; daher lau-
tet die richtige Antwort:

»Das Volumen des Wiirfels betrigt ungefihr
260 000 mm3.

Bei einfachen Berechnungen, z. B. bei Multi-
plikationsaufgaben, fiihrt man hiufig cine
sogenannte ,» Uberschlagungsrechnung*
(auch ,,Uberschlag'* genannt) durch, indem
man die gegebenen Zahlen stark rundet und
die gerundeten Zahlen im Kopf miteinander
multipliziert. Z. B. erhilt man bei der Multi-
plikation

x=7-6843=47901
den Uberschlag
x~7-7000=49 000

und stellt fest, daB die Zahl 49 000 ein
(grober) Niherungswert fiir das genaue
Ergebnis 47 901 ist.

Wenn man aber wissen will, um welchen
Betrag das Ergebnis des Uberschlags von
dem genauen Ergebnis hochstens abweicht,
so muf man wieder mit Ungleichungen
operieren. Fiir den Betrag des Fehlers gilt in
dem vorliegenden Fall
€£7-500= 3500,
weil infolge der Rundung der zweite Faktor
mit einem Fehler von hochstens 500 be-
haftet ist.

in vielen Fillen ist es notwendig, das Ergeb-
nis ~einer Rechnung abzuschdtzen, d. h.,

63,5

durch einfache Berechnungen festzustellen,
zwischen welchen Schranken das genaue
Ergebnis der Rechnung liegt. In dem obigen
Beispiel erhalten wir die folgende Abschit-
zung:
7-6000<x<7-7 000,

also 42000 <x<49 000,

d. h., das genaue Ergebnis x = 47 901 liegt
zwischen den Zahlen 42 000 und 49 000.

Derartige Abschitzungen spielen bei prak-
tischen Rechnungen, aber auch in der Ana-
lysis eine groBe Rolle, weil man viele Er-
kenntnisse, viele Sitze und Schluifolge-
rungen nur mit Hilfe solcher Abschitzun-
gen, die auch die Grundlage der Fehler-
rechnung bilden, gewinnen kann.

Wie wichtig eine kritische Abschiitzung des
Fehlers ist, der beim Runden von Zahlen
entstehen kann, zeigt das folgende Beispiel
einer Division. Man will einen Niherungs-
wert fiir den Quotienten
x=1249,2:0,144
ermitteln und rechnet,
Divisor auf 0,1 rundet,
x=1249,2:0,1=12492.

indem man den

Dieser Wert weicht aber von dem genauen
Ergebnis x = 8 675 erheblich ab, weil bei der
Division durch das Runden ein grofler
Fehler entstehen kann, wenn der Divisor
verhiltnismiBig klein ist. Das wird durch
eine Abschitzung mit Hilfe von Ungleichun-

gen klar:
1249,2:0,2<x<1249,2:0,1,
also 6246 <x<12 492,

d. h., die obere Schranke des Ergebnisses ist
hier zweimal so grof8 wic die untere
Schranke.

Schon diese einfachen Beispiele aus der
elementaren Arithmetik zeigen, welche
Bedeutung das Operieren mit Ungleichungen
bei numerischen Rechnungen hat, Aber
auch in vielen anderen Gebieten der Mathe-
matik — und zwar sowohl in der Elementar-
mathematik als auch in der hdheren Mathe-
matik, in der Algebra, der Analysis, der an-
gewandten Mathematik — benétigt man das
Operieren mit Ungleichungen, die hiufig
recht kompliziert sind, zur Herleitung wich-
tiger Sitze und zur Abschitzung nume-
rischer Resultate. Viele Gebiete der ange-
wandten Mathematik, wie die Wahrschein-
lichkeitsrechnung und mathematische Sta-
tistik, die Operationsforschung und speziell
die Linearoptimicrung, die in der Technik
und Okonomie in den letzten Jahren eine
wachsende Bedeutung erlangt hat, arbeiten
mit Ungleichungen und Systemen von Un-
gleichungen.

Wir wollen nun im folgenden dic wichtigsten
Sitze, die fiir das Arbeiten mit Ungleichun-
gen bendtigt werden, herleiten und dabei
auch genau definieren, was wir unter der
Relation ,,ist kleiner als* (<) und unter der
Relation ,,ist groBer als“ () verstehen.
Dazu werden wir jeweils einfache Beispiele
geben und auch zeigen, wie man einfache
Ungleichungen lésen kann. Die Definitionen
und Sitze werden wir stets so formulieren,
daB cie fiir den Bereich der reellen Zahlen
giiltig sind, wic das die Praxis mcistens for-
dert. Wenn also nichts anderes erwihnt ist,
verstehen wir unter einer Zahl stets cine
reelle Zahl.

2. Die Kleiner-als-Relation
und die GroBer-als-Relation
im Bereich der reellen Zahlen

Def. 1. Es seien a und b zwei reelle Zahlen.
Wir definieren: Es gilt a<b, in Worten ,a
ist kleiner als b*, genau dann, wenn es eine
positive reelle Zahl x gibt, so daB a + x = b.
Ferner definieren wir:

Es gilt a > b, in Worten ,,a ist grofer als b*,
genau dann, wenn b<a gilt, wenn es also
eine positive reelle Zahl x gibt, so daB
b+x=a.

3. Esgilt T# 3,

Beispiele:

1. Es gilt 3 < Sweil es eine-positive reelle
Zahl, nimlich 2, gibt, so daB 3+2 =5,
Kurz formuliert:
3<5;denn3+2=5,

2. Esgilt %\12. ; denn 3‘*%*%_,
weil f*t:%,
3. Esgilt -7100< -39; denn-700+1 = -99.
4. Esgilt'-,lo<% denn-%+3 - 2.
5. Esgilt AR denn & <3
i We"&'i‘s‘ﬁ,aﬁr

6. Esgiltm >3,14; denn 3,14 < r,

weil 3,14 + 0,00159 .

=3,14159...

7. Fiir alle positiven Zahlen x gilt x>0;
denn aus 0 + x = x folgt 0< x.
Fiir alle negativen Zahlen x gilt x < 0;
denn in diesem Falle ist die entgegen-
gesetzte Zahl X von x positiv, und aus
x+X = 0 folgt wegen Defl x<0.

Satz 1. Fiir zwei reelle Zahlen a und b gilt
genau einer der folgenden drei Fille:
l.a=b;

25asb;

3.a >b, also bea (wegen Def. 1).

Wir sagen auch, fiir die Kleiner-als-Relation
gilt die Trichotomie (aus dem Griechischen,
wortlich ,,Dreiteilung*), weil genau drei
Fille méglich sind, die einander gegenseitig
ausschlieBen.

Beweis. Sind a und b zwei reelle Zahlen, so

ist

entwéder x = a — b positiv,
alsob+x=a,
d. h., b<a (Fall 3);

oder x = a — b negativ,

also —x = b — a positiv,

daher gilt a + (—x) = b,

d. h.,,a<b (Fall 2);
oder x=a—b=0,alsoa=b (Fall 1).
Beispiele:

Esgilt @ <b (Fall 2)

denn %v:,!'* =z

Esgilta >b (Fall 3);

denn o<a veil “Erkat -

Esgilt a =0 (Fall 1);

f denn § =.,';, = 08.

4. Ist x cine reelle Zahl, so gilt wegen Satz
1 entweder x = 0 oder x <0 oder x >0.
Eine reelle Zahl ist also entweder gleich
Null oder negativ oder positiv.

Wegen Satz 1 kénnen wir zwei reelle Zahlen

a und b miteinander vergleichen, d. h., fest-

stellen, ob a kleiner als b oder a gréBer als b

oder a=b ist. So haben wir in dem obigen

Beispiel 1 die Zahlen%und §miteinander ver-

glichen und festgestellt, daBikleiner alstist.

Der Satz 1 fiihrt ferner zu der folgenden

Definition:

l.qsg bc%
i S
2.a= S,b' =

AL 5
3a= 2 b=08

Def. 2. Wir definieren:

EsgiltaSh, in Worten ,,a ist kleiner
oder gleich b genau
dann, wenn a<b oder
a=b (Fall 2 oder Fall
1

in Worten ,,a ist groBBer
oder gleich b genau
dann, wenn a >b oder
a=b (Fall 3 oder Fall
2

Esgilta2b,

Es gilt a %b, in Worten ,a ist un-
gleich b*“ genau dann,
wenn a<b oder a>b
(Fall 2 oder Fall 3).

also nicht a = b gilt.

Beispiele:

1. Fir alle dreistelligen natiirlichen Zahlen
X GHX 2100; dennes gilf %= 100 nd. %> 100.

2. fiir alle reelleri Zahlen x gilt x2 2 0; ist
nimlich x>0, so ist auch x2> 0; ist
aber x<0, so ist ebenfalls x2<0, da
das Produkt zweier negativer Zahlen
positiv ist; ist x = 0, so gilt x2 = 0,

denn :“1< %

und nicht %~_— % ’

Fir die wéitere Arbeit mit Ungleichungen,
insbesondere auch mit den sog. ,,fortlaufen-
den Ungleichungen** benétigen wir den fol-
genden wichtigen Satz:

Satz 2. Fiir alle reellen Zahlen a, b und ¢
gilt:

Wenna <b und b<c, so gilta<c.

Man sagt auch, die Kleiner-als Relation ist
transitiv.

Beweis. /usa<b, d. h. wegen Def. 1
a+x=bmit x>0,
und b <c, d. h. wegen Def. 1
b+y=cmity>0,
folgt (a+x) +y =,
alsoa+(x+y)=cmitx+y>0,
d. h. aber wegen Def1 a<c.
Beispiele:

1. Aus 37 <40 und 40< 46 folgt 37 < 46.
2. Aus-5<0und 0< 7 folgt —5<7;
Jjede negative Zahl ist also kleiner als jede
positive Zahl.,
3. Aus 6 <10 und 10 <13 folgt 6 < 13.
Allgemein gilt: Jede einstellige natiirliche
Zahl ist kleiner als jede zweistellige na-
tirliche Zahl; jede zweistellige natiirliche
Zahl ist kleiner als jede dreistellige natiir-
liche Zahl; jede n-stellige natiirliche Zahl
ist kleiner als jede (n + k)-stellige natiir-
liche Zahl (falls k >0).

Aus dem Satz 2 ergeben sich die folgenden
Schlupfolgerungen:
1. Fiir alle reellen Zahlen a, b und c gilt:
Wenna 2bundb 2 c,sogilta 2 c,
d. h., auch die GréBer-als-Relation ist
transitiv.
2. Fiir alle reellen Zahlen ag, a3 . . ., aj, gilt:
Wenn aj <ap und ap < agund...
und an-1<a,, so a3 <ap,
d. h., die Trans itivitit trifft-auch dann
zu, wenn es sich um mchr als zwei
Kleiner-als-Relationen (bzw. GroBer-als-
Relationen) handelt.
3. Die Transitivitit gilt auch dann, wenn
eine oder beide Relationen Gleichheits-
relationen sind.
alle reellen Zahlen a, b, c gilt nimlich:_
Wennaébundbéc,soa§c;
wenna:bundbzc,soagc:
wenna2bundb<c soa<c:
wenna<bundb £ s0a<c.
Fiir das Rechnen mit Ungleichungen wollen
wir noch eine vereinfachte Schreibweise
cinfithren, zu der wir wegen der Transitivitit
(Satz 2) berechtigt sind.

Fiir

Def. 3. Es gilt a <b <, in Worten ,,a ist

kleiner als b ist kleiner als c*, genau dann,

wenn a <b und b <c gilt.

Es gilt a > b >c, in Worten ,,a ist groBer als

b ist groBer als ¢*, genau dann, wenn a >b

und b>c.

Allgemein:  Es  gilt a3 <ap<az<...
apn_1 <ap, genau dann, wenn ag <ap und

ap<az und .. und ay_q <a, gilt. Entspre-

chend gilt das auch fiir die GroBer-als-Rela-

tion.

Ungleichungen von dicsem Typ nennt man

auch , fortlaufende Ungleichungen®.



Beispiele:

1. 11 <16<19; denn 11<16
16 <19, ferner gilt wegen Satz 2 auch
11 <19.

und
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Wie die obigen Beispiele zeigen, konnen wir
wegen Satz1 und Satz2 jede endliche
Menge und auch, wie wir hier nicht bewei-
sen wollen, jede unendliche Menge von
(paarweise voneinander verschiedencn) reel-
len Zahlen so ordnen, daB z.B. a<b<c

<d<.. gilt. Dann gilt wegen Satz 2 auch
a<c, a<d, b<d usw., d.h, in einer
solchen fortlaufenden Ungleichung ist von
zwei Zahlen stets die linksstchende kleiner
als die rechtsstehende.

Wir nennen daher die Kleiner-als-Relation
eine ,,Ordnungsrelation*, und zwar speziell
eine ,,irreflexive Ordnungsrelation‘‘. Denn
diese Relation ist irreflexiv, weil nicmals
a<a gilt; aus Satz1 folgt nidmlich, daB
wegen a =a (Fall 1) nicht auBlerdem noch
a<a (Fall 2) gelten kann.

In der Regel ordnet man eine endliche
Menge von reellen Zahlen mit Hilfe der
Kleiner-als-Relation und beginnt daher mit
der kleinsten Zahl dieser Menge. Eine end-
liche Menge von reellen Zahlen kann man
aber auch nach der GréBer-als-Relation
ordnen und mit der groften Zahl beginnen,

z.B.a>b>c>d.

Beispiele:

1. Es sind die folgenden Zahlen zu ordnen:
823, 471, 67, 725, 99. Man erhilt:
67 <99 <471 <725<823.

2. Es sind die folgenden Zahlen zu ordnen:
0,1, -1, 10, — 10, 100, — 100, 1000,

=1000. Man erhilt 8

—1000<-100<-10<-1<0

0 <1<10< 100 < 1000.

3. Es sind die folgenden Zahlen zu ordnen:

D VS KA A IR | s
9 2, %. 3, 3,7, 12 199, 100
Man erhilt:

4

B A A RO
-2<-3<5p¢ w0<0<w‘,¢w<3<

t B

Man kann die Ordnung der reellen Zahlen
veranschdulichen, indem man jeder reellen
Zahl a einen Punkt P, auf einer Geraden,
der sogenannten Zahlengeraden, zuordnet.
Dabei wird auf dieser Geraden zunichst ein
Punkt P, festgelegt, und man ordnet der
reellen Zahl 0 den Punkt P, zu. Ferner
ordnet man jeder positiven reellen Zahl a
einen Punkt P, zu, der rechts von P, liegt
und von ihm den Abstand a hat. Jeder
negativen reellen Zahl —a ordnet man einen
Punkt P_, zu, der links von P licgt und
von ihm den Abstand a hat. Diese Zuord-
nung ist eincindeutig; denn jeder reellen
Zahl a entspricht genau ein Punkt P, auf der
Zahlengeraden und jedem Punkt P, auf der
Zahlengeraden entspricht genau cine reelle
Zahl a,
Dann gilt fiir zwei reelle Zahlen a und b
a=b genau dann, wenn die Punkte P, und

P}, zusammenfallen;
a<b genau dann, wenn der Punkt P, links

von dem Punkt Py, Hegt;
a>b genau dann, wenn der Punkt P,

rechts von dem Punkt Py, liegt.

Es gilt a <b, weil

P, links von Py, liegt.

3. Weitere Sitze iiber Ungleichungen

Zur Untersuchung von Ungleichungen im
Bereich der reellen Zahlen bendtigen wir
noch einige weitere Sitze, die wir jetzt
beweisen wollen.

Satz 3. (Monotoniegesetz der Addition)
Fiir alle reellen Zahlen gilt
1.2 <b genau dann, wenn a + ¢ <b + ¢;
2.a>>b genau dann, wenn a + ¢ >b+c;
3.a $bgenaudann, wenna+c Sb+c;
4.2 2 b genau dann, werina + ¢ Zb+ec.
Mit anderen Worten: Wenn man auf beiden
Seiten einer wahren Ungleichung die gleiche
reelle Zahl addiert, so entsteht wieder eine
wahre Ungleichung.
Beweis.
1. Ausa<b,d.h.,a+x=bmit x>0
folgt (a+x)+c=b+c,
also (a+c)+x=b+c,
und hieraus wegen x > 0 und Def. 1
a+c<b+c
Daher folgt andererseits ausa + ¢ <b+c
durch Addition der reellen Zahl —c auf
beiden Seiten der Ungleichung
arc~c Lhbtc -C ,@i50 a<Cn
Z/Aus a>b folgt b<a,alsob+c<a+c
und dahera+c>b +c.
Andererseits folgt auch aus a+c>b+c
durch Addition von —c auf beiden Seiten

a>b.

3. Wegen1.gilt  a<b genaudann,
wenna+c<b+c,
ferner gilt a=b genau dann,
wenna+c=b+c,
also gilt a$ b genau dann,
wenna+cSb+c.
4. Analog beweist man den 4. Teil. des
obigen Satzes.
Beispiele:

1. Aus 7 <9 folgt 7 + 50 <9 + 50, also
57 <59.
2. Aus 3<¢#Ffolgt 3 — 100 <7 — 100, also
-97<—93.
3. Fiir alle reellen Zahlen x gilt wegen
x220 x2+121.

Ferner erhalten wir als SchluBfolgerung aus
Satz 3 noch den folgenden

Satz 4. Fiir alle reellen Zahlen a, b, c, d gilt:
Wenna<bundc<d,soa+c<b+d;
wenna >bundc>d,soa+c>b+d.

Beweis.

Aus a <b folgt wegen Satz 3

a+c<b+c,

aus ¢ <d folgt wegen Satz 3

b+c<b+d

und hieraus wegen Satz 2 (Transitivitdt)
a+c<b+d.

Entsprechend beweist man den zweiten Teil
dieses Satzes.

Beispiele:
15 AN 2 i s una 9 = 11
2+9<3+11,als0 11 <14.
2. Aus —5<-3 und —7 < -2 folgt
-12< -5.
3. Fiir alle reellen Zahlen a und b gilt wegen
a® 2 0 und b220 a2+b220.

folgt

Satz 5. (Monotoniegesetz
der Multiplikation)

Fiir alle reellen Zahlen a, b und fiir alle von
Null verschicdenen recllen Zahlen k gilt:
Aus a <b folgt {ak < bk, falls k positiv,
ak > bk, falls k negativ.
Aus a <b folgt {ak > Kk, falls k positiv,
ak <bk, falls k negativ.
Mit andcren Worten: Wenn man beide
Seiten ciner wahren Ungleichung mit der
positiven Zahl k multipliziert, so entstcht
wieder cine wahre Ungleichung. Wenn man
aber beide Sciten mit der negativen Zahl k
multipliziert, so ist das Relationszeichen

umzukehren.

Beweis. Ausa<b,d. h,a+x=bmitx>0
folgt (a + x) k = bk,
also ak + xk = bk.

Ist nun k >0, so auch xk >0,

also wegen Def. 1 ak <bk.

Ist aber k <0, so auch xk <0,

also wegen Def. 1 ak > bk.

Analog beweist man den zweiten Teil des

Satzes. .

Bemerkungen:

1. Wihrend eine Gleichung erhalten bleibt,
wenn man auf beiden Seiten mit einer
beliebigen (positiven oder negativen)
reellen Zahl k multipliziert, ist das bei
Ungleichungen nur dann der Fal, wenn
diese Zahl positiv ist. Beachtet man das
nicht, so kann ein Trugschlu} entstehen.
Multipliziert man z. B. beide Seiten der
fiir alle reellen Zahlen n giiltigen Unglei-
chung 2n-1<2a  mit der Zahl -1,
so erhilt man —2n+1<-—2n, also

. 1<0. Das ist aber falsch, weil mit der
negativen Zahl —1 multipliziert und
nicht beachtet wurde, daB8 in diesem

_ Falle das Relationszeichen umzukehren
ist. 4

. Das Monotoniegesetz der Multiplikation
gilt auch fiir die = — Relation:

Ausa Sb folgt fak bk, falls k positiv,
k 2 bk, falls k negativ.

AusaZb folgt (‘ak Z bk, falls k positiv,
gak £ bk, falls k negativ.

. Ist k = 0, so enthilt man aus der
Ungleichung a <b durch Multiplikation
mit k auf beiden Seiten wegen ak =0
und bk = 0 die Gleichung ak = bk.

Beispiele:
1. Aus 3 <5 folgt 3-100<5 - 100,
also 300 < 500.
2. Aus 3 < 5
Z(—100) >5 - (— 100),
also — 300 > — 500.

folgt

3. Aus7<11folgt, % $¢ M- 3
also 22 M,

4. Allgemein folgt aus a<b falls k positiv
ist, durch Multiplikation mit der eben-
falls positiven Zahl %

a.~;"(’<b~,%a(so -E: <§
Wenn man also beide Seiten einer
wahren Ungleichung durch die positive
reelle Zahl k dividiert, so entstcht wieder
eine wahre Ungleichung.

5. Aus 4x <20 folgt, ‘-‘é < -2-3

also x <5,
Aus — 4x <20 folgt, =% > 29
also x>— 5. et
Aus dem Satz 5 ergibt sich noch die
folgende wichtige SchluBfolgerung:
Satz 6.
Fiir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢, d
gilt:
Aus a <b und ¢ <d folgt ac <bd.
Aus a>b und ¢ >d folgt ac >bd.
Ausa $bund c £d folgt ac £ bd.
Ausa 2bund c Zd folgt ac Zbd.

Aus a <b folgt wegen ¢ >0
ac <bc,
aus ¢ <d folgt wegen b >0
bec <bd,
also wegen Satz 3

ac<bd.

Die weiteren Teile dieses Satzes werden
analog bewiesen.

Beweis.

SchluBfolgerungen:

1. Wegen Satz 6 gilt fiir alle positiven
reellen Zahlen a und b:
Aus a < b folgt a2 < b2 und weiter
a3 <b3, a4 <b4 usw.
Setzt man nimlich ¢ = a, d = b, so erhilt
man wegen Satz 6 ac < bd, also aa <bb,
d. h., a2 < b2. Ferner folgt a3 <b3 usw.
Aus a > b folgt, wie sich analog beweisen
146t, a2 > b2;
ausa =b folgt a2 = b2 usw.

? s

2. Fiir alle positiven reellen Zahlen a und b
gilt ferner: -
Aus a 3< b folgt \/(; < \/g und weiter
'V; usw.

Denn wire \/a—g \/l;, so wire wegen
Satz 6 /@ VaZ Vbbb, also aZb,

der Voraussetzung widerspricht.

{. Die Losung von einfachen

Ungleichungen mit einer Variablen

Mit Hilfe des Monotoniegesetzes der Addi-

tion (Satz 3) und des Monotoniegesetzes der

Multiplikation (Satz 5) koénnen wir jetzt

einfache Ungleichungen mit einer Variablen

x lésen, d.h., die Menge L aller reellen

Zahlen x ermitteln, fiir die die gegebene

Ungleichung erfiillt ist. Wir nennen diese

Menge L die Ldsungsmenge der Unglei-

chung. Dabei wollen wir, wenn nichts

anderes bemerkt ist, stets annehmen, daf
die in der Ungleichung auftretenden Zahlen
und auch die Lésungen reelle Zahlen sind.

Wir beschrinken uns dabei auf lineare Un-

gleichungen, d. h. auf solche Ungleichungén.

in denen (gegebenenfalls nach einer geeigne-
ten Umformung) die Variable x nur in der
ersten Potenz auftritt.

Wir erliutern das Losungsverfahren an zwei

einfachen Beispielen:

1. Esist die Losungsmenge der Ungleichung
5x+7<22 (1)
zu ermitteln. ;
Wegen Satz 3 ist die Ungleichung (1)

genau dann erfiillt, wenn
5x+7—-7<22-7,
also  5x < 45 gilt. (2)

Wegen Satz 5 ist die Ungleichung (2)
genau dann erfiillt, wenn
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F<F
also x<3,

Daher besteht die Lésungsmenge L der

Ungleichung (1) aus allen reellen Zahlen
x, fiir die x <3 gilt.

Wir schreiben L =£!GP,"&<3} und
wollen mit dieser Schreibweise aus-
driicken, daB die Menge L aus allen
Zahlen x besteht, die dem Bereich P der
reellen Zahlen angehdren und kleiner als ~
3 sind.

. Esist die Lésungsmenge der Ungleichung
(x+1)2+ (x+2)2> (x+3)2 + (x + 4)2
zu ermitteln. 3
Wegen Satz 3 und 5 ist diese Unglei-
chung genau dann erfiillt, wenn
x2+2x+1+x2+4x+4 >

S x2+6x+9+x2+8x+16,

6x +5>14x + 25,
—8x >20,
it
b =it B
Fa

’) . .
Wir erhalten also die 1.osungsmenge

La{rxeP x<-2 .

,Becil dich! Und nimm auf der Stral
gefilligst deinc Gedanken zusammen!*¢



EINE MENGE

UBER MENGEN

1. Bilde dic Menge aller Primzahlen zwi-
schen 10 und 30! Nenne sieP!

2. Bilde die Menge aller ungeraden Zahlen
zwischen 10 und 30! Nenne sie U!

3. Bilde die Menge aller nicht durch 2
teilbaren natiirlichen Zahlen! Nenne sie Z!

4. Bilde die Menge aller durch 5 teilbaren
natiirlichen Zahlen! Nenne sie F!

5. Zwischen welchen der MengenP, U, Z
‘ind F besteht die Beziehung ,,C¢?

6. Lose folgende Rechenaufgaben mit den
Klassen K, K1, . . ., Kg:

a) K3+Ko;b) K5+ Ky;

c) Kz -Kg;d) K3-K3;

e) Kq-Kg.

7. Gib alle Méglichkeiten an, die Ziffern 2,
7 und 3 zu ordnen!

8. Wie viele Moglichkeiten gibt es, in einer
Menge von vier Personen (Arndt, Bernd,
Carsten, Detlev) eine Reihenfolge festzu-
legen?

9. Gegeben sei die Menge M = [1, 2, 3} v
Schreibe alle méglichen Teilmengen von M
auf! Beachte dabei, daB sowohl die leere
Menge als auch M selbst als Teilmengen von
M anzusehen sind!

10. Gegeben seien die Mengen

Nj = {0,2,4,6,8,10} ,Ny = {0, 4,8},
N3= {1,2,3,4,5} ,Ng= {1,3,5}.

Bilde a) N; UNj, b) Nj MNy, ¢) Np UN3

12Von den 32 Schiilern einer Klasse ‘haben

sich 16 fiir die Interessengemeinschaft
Basteln, 12 fiir die Interessengemeinschaft
Volkstanz sowie 5 fiir beide genannten
Interessengemeinschaften gemeldet.

Wieviel Schiiler dieser Klasse beteiligen sich
an keiner dieser beiden Interessengemein-
schaften? ;

13. Fiir einen Zeichenwettbewerb gibt eine
Schulklasse insgesamt 37 Zeichnungen ab.
Vier Schiiler geben je 3 Zeichnungen, dop-
pelt so viele Schiiler je 2 und weitere Schiiler
je 1 Zeichnung ab.

a) Wieviel Schiiler geben mindestens eine
Zeichnung ab?

b) Wieviel Schiiler geben genau eine Zeich-
nung ab?

c) Wieviel Schiiler geben mindestens zwei
Zeichnungen ab?

14. Von den 34 Schiilern einer Klasse
kénnen 14 radfahren, 25 schwimmen und
9 Schiiler beides.

Wieviel Schiiler dieser Klasse kénnen weder
radfahren noch schwimmen?

15. Marie-Luise wird von ihren Mitschiilern
gefragt, wieviel Blumen sic zum Geburtstag
erhalten habe. Thre Antwort kleidet sie in
Form einer Aufgabe: ,Ich erhielt rote und
gelbe Rosen sowie rote Nelken. Zusammen
zihlte ich 16 rote Bliiten, 11 Rosen und
7 rote Rosen.**

Wieviel Blumen erhielt Marie-Luise insge-
samt?

16. Hans hat bei einer Wanderung durch
den herbstlichen Wald Kastanien, Eicheln
und Bucheckers® gesammelt. Zuhause zihlt
er zunichst 16 Eicheln. Dann zihlt er zu-
sammen 26 Kastanicn und Eicheln bzw.
33 Bucheckern und Kastanien.

Wie viele der genannten Waldfriichte hat er
:insgesamt gefunden?

d) Na UNy, €) N2 MN3, £) Ny NNy,

g N1UZ, hyN3Na, i)NyUN,,
) NgONg, k) Np\Np, 1) Ny \Ng,
m) N4\N3.

11. Gegeben sei der Grundbereich
G= {0» 112::3:74,5.6. 7.8, 9; 10} und in
ihm die Mengen

M; = {0,2,4,6,8, 10},
Mp = {1,3,5,7, 9},

M3= {0,1,2,3,4,5,6},
My = {5,6,7,8,9, 10} .

Bilde beziiglich des Grundbercichs G die
Mengen

a) M, b) Mg, c) M3, d) M3 My,

¢) M3 UMy, f) (Mz UM3) DMy,

g) (Ma NM3) UMy,

Hau ab!
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KLEINES 1x1

DER LOGIK

2.7

Welche der folgenden Sitzesind falsch?

a) Die Zahl 29 hat einen Nachfolger.

b) Die Zahl 2 hat einen Vorginger.

c) Die Zahl Null hat einen Vorginger.

d) Es gibt cine kleinste natiirliche Zahl.

e) Die Zahl 17 ist groBer als 7 und die Zahl
23 ist kleiner als 19.

2.2

Welcher der beiden Sitze ist wahr?

Wenn irgendein Punkt innerhalb des Drei-
ecks liegt, so liegt er auch innerhalb des
Kreises. (Siehe Abb. 1!)

Wenn irgendein Punkt innerhalb des Kreises
liegt, so liegt er auch innerhalb des Dreiecks.
(Siehe Abb. 1!)

\ " Abb.1
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c) Alle natiirlichen Zahlen haben einen Vor-
ginger,

d) 24+22=25

5.2.

Untersucht einmal, welche der folgenden
Zahlen die Bedingung erfiillen,

a) zweistellig und groBer als 34 zu sein;

b) zweistellig oder groBer als 34 zu sein;

c) entweder zweistellig oder grofer als 34
zu sein?

Gegebene Zahlen: 9, 81, 96, 107

Jeder der folgenden Sitze enthilt zwei s 5.3,

Aussagen.

Schreibe sie heraus!

Durch welches Wort oder durch welche
Worter sind in jedem Satz die beiden Aus-
sagen miteinander verbunden?

a) Die Zahl 333 ist eine dreistellige Zahl
und die Zahl 222 ist eine zweistellige Zahl.
b) Die Zahl 30 ist durch 10 und durch 2
teilbar.

c) Wenn 900 durch 100 teilbar ist, so ist
900 durch 10 teilbar.

— Welche der angegebenen Aussagen sind
falsch?

3.2

Welcher der folgenden Sitze ist wahr?
a) Wenn a<7ist,soista+3<20.
b) Fir jede Zahl a, die kleiner als 5 ist, gilt
4+a<7. £
c) Wenna<6ist,soista+4< 8,

3.3. .

Bilde und lése eine Subtraktionsaufgabe der
Form a —b = cmit a>>2 und a <4 und mit
b=4!

4.1.

Untersuche, ob die folgenden Aussagen
wahr sind!

a) 461-72=3217 und 414 : 6 = 54

b) Die Zahl 19 erfiillt sowohl die Unglei-
chung 17 <x <27 als auch die Ungleichung
18<x<29.

c) Die Zahl 714 ist einc gerade Zahl und
aulerdem durch 7 teilbar.

4.2.
Welche der folgenden Sitze sind falsch?

a) Fir alle natiirlichen Zahlen a gilt
a-0<a.

b) Fiir alle natiirlichen Zahlen a gilt
asa>l.

c) Fir alle natirlichen Zahlen a gilt
a—0=a.

d) Fir alle natirlichen Zahlen a gilt
a—9>9. :

e) Es gibt eine natiirliche Zahl a, fiir die gilt
aZ=a.

f) Es gibt eine natiirliche Zahl a, fiir die gilt
a2 =2a,

g) Es gibt eine natiirliche Zahl a, fiir die gilt
a:3>a

h) Es gibt eine natiirliche Zahl a, fiir die gilt
a—0=a.

4.3.

Gegeben sind die Zahlen 11, 201, 501.
Uberlege dir Gemeinsamkeiten dieser Zahlen
und bilde einen wahren ‘Satz, der mit den
Wértern beginnt . . .

Fiir alle angegebenen Zahlen gilt . . .!

4.4.

Petra, Ute und Renate belegen bei den
Meisterschaften im 100 m-Lauf die ersten
drei Plitze. {

Die Siegerin und Renate trainieren in einer
Trainingsgruppe

Die Gewinnerin der Bronzemedaille geht mit
Ute in einer Klasse. Renate belegte nicht
den 3. Platz.

Welchen Platz belegte jedes Madchen?

5.1.

Verneine folgende Sitze!

a) aist grofer als 7.

b) Das Produkt 17 - 11 ist eine gerade Zahl.

a) Gib alle natiirlichen Zahlen an, die so-
wohl die Ungleichung 700%<x<1003 dls
auch die Ungleichung 1006 <x <1010
erfiillen!

b) Gib alle natiirlichen Zahlen an, die die
Ungleichung 10 <x <24 oder die Unglei-
chung 32 <x <13 erfiillen!

c) Gib alle natiirlichen Zahlen an, die ent-
weder die Ungleichung 10 < x < 24 oder die
Ungleichung 32 < x < 13 erfiillen!

5.4.

Welcher der beiden Sitze ist wahr?
a) Wenn a<9 ist, so ist 2 - a < 30.
b) Wenn 2 -a<<30ist, so ista <9.

6.1.

Verneine von den folgenden Sitzen alle
falschen Aussagen!

a) Alle durch 17 teilbaren Zahlen sind
ungerade.

b) Jede natiirliche Zahl, die die Ungleichung
3<x<24 erfillt, erfillt,auch die Unglei-
chung 32 <x<72."

c) Es gibt Dreiecke, die drei spitze Winkel
haben.

d) Es gibt eine natiirliche Zahl, die die
Gleichung 13 — a = 42 erfiille.

6.2.

Zeichne eine Figur, die folgender Bedingung
geniigt:

a) Die Figur soll ein Quadrat und gleich-
zeitig ein Parallelogramm sein.

b) Die Figur soll ein Rechteck, aber kein
Trapez sein.

c) Die Figur soll kein Drachenviereck, aber
ein Rhombus sein.

6.3.

Alfred, Bernd und Christian fahren zusam-
men ins Ferienlager. Jeder von ihnen kommt
aus einer anderen Stadt (Dessau, Halle,
Wittenberg). Threr Unterhaltung entnehmen
wir folgende Tatsachen:

1. Alfred und der Hallenser spielen gern
FuBball.

2. Bernd und der Dessauer lésen gern
Mathematikaufgaben.

3. Der Dessauer und Christian kennen sich
nicht.

4. Bernd ist mit dem Wittenberger gut
befreundet. :
Aus welcher Stadt kommt jeder der drei
Jungen?
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Bilde die Umkehrung folgender Sitze,
und stelle fest, ob die Umkehrungen wahre
Aussagen sind!

a) Wenn x <1 ist, so ist{x| > 1.

b) Wenn das Viereck ABCD ein Drachen-
viereck ist, dann stehen seine Diagonalen
aufeinander senkrecht. !

c) Wenn zwei Figuren zueinander kon-
gruent sind, so sind sie flichengleich.

d) Wenn ein Dreieck ABC gleichseitig ist, so
sind seine Innenwinkel gleich gro8.

T2

Vor mir liegen vier Figuren (ein spitzwinkli-
ges, ein stumpfwinkliges, ein rechtwinkliges
Dreieck und auSerdem ein Quadrat). Jede
Figur hat eine der Nummern 1, 2, 3, 4. Auf
die Frage, welche Figur zu der entsprechen-
den Nummer gehért, erhalten wir folgende
Antworten:



la) Das rechtwinklige Dreieck hat die Num-
mer 1.

b) Das Quadrat hat die Nummer 2.
2a) Das rechtwinklige Dreieck hat die Num-
mer 2.

b) Das spitzwinklige Dreieck hat die Num-
mer 3.
3a) Das stumpfwinklige Dreieck hat die
Nummer 2.

b) Das spitzwinklige
Nummer 4.

Dreieck hat die

Von jedem Aussagenpaar ist nur eine Aus-
sage wahr. Welche Nummer gehért zu wel-
cher Figur?

7:3;

Welche der folgenden Sitze sind Vernei-
nungen der falschen Aussage ,Alle nicht-
negativen Zahlen haben im Bereich der
rationalen Zahlen eine Quadratwurzel*?

a) Alle nichtnegativen Zahlen haben im
Bereich der rationalen Zahlen keine Qua-
dratwurzel.

b) Es' gibt nichtnegative Zahlen, die im
Bereich der rationalen Zahlen keine Qua-
dratwurzel besitzen.

- ¢) Es gilt nicht, daB8 alle nichtnegativen
Zahlen im Bereich der rationalen Zahlen
eine Quadratwurzel besitzen.

d) Nicht alle nichtnegativen Zahlen haben
im Bereich der rationalen Zahlen eine Qua-
dratwurzel. i

8.1. .

Die Aussage der Form ,,A oder B* ist falsch.
Welchen Wahrheitswert (wahr oder falsch)
hat die aus den Teilaussagen A bzw. B
gebildete Aussage ,,A und B“ bzw. die
Aussage ,,Entweder A oder B*‘?

8.2.

Gib zu folgenden Aussagen je eine gleich-
wertige Formulierung an, in der die einzel-
nen Teilaussagen nicht negiert sind.

a) Die Zahl'aist keine natiirliche Zahl und
nicht irrational. ;
b) Das Dreieck ABC ist nicht
schenklig oder nicht rechtwinklig.

gleich-

8.3.

Betrachtet in einem rechtwinkligen Koordi-
natensystem die Geraden

g1, 82, 83 mit den sic darstellenden Glei-
chungen:

g1:y=1
g2:y=—x+4
g83:y=x

Durch die Geraden wird ein Dreieck be-

stimmt (siche Abb. 2). Wodurch sind die
~inneren Punkte dieses Dreiecks charakteri-

siert?

Auswahlantworten:

— Es sind alle Punkte, fiir deren Koordi-

naten (x, y) gilt:

a) y>1lundy<-—x+4undy>x;

b) y>1und y<—x+4und y<x;

c) y>1odery<-—x+4odery<x.

Welche der vorgegebenen Antworten ist

richtig?

(Losungshilfe: Im Falle der Geraden mit der ~

Gleichung y = x entspricht z. B. der Un-
gleichung y > x die in der Abb. 3 schraffier-
te Halbebene. Mit Hilfe von drei solchen
Halbebenen miiBt ihr nun dic Gesamtheit
der inneren Punkte des Dreiecks und nur die
charakterisicren.)

KOMBINATORIK

RICHTIG ANORDNEN-
RICHTIG AUSWAHLEN

1. Gegeben seien zwdlf Punkte Py, P, . . .,
Pyp, die in der gleichen Ebene liegen und
von denen niemals drei auf derselben Gera-
den liegen sollen. Wieviel Verbindungs-
geraden zwischen den zwolf Punkten gibt
£s?

2. Wieviel Diagonalen enthilt ein konvexes
Neuneck?

3. In einer Werkhalle werden mit Hilfe einer
Leuchtanlage, die aus fiinf verschiedenen
Farbabschnitten besteht, bestimmte Per-
sonen gerufen, da wegen des Lirms eine
Rufanlage zwecklos wire. Wieviel ver-
schiedene Personen konnen mit Hilfe der
Leuchtanlage gerufen werden?

4. Beim Skatspiel erhilt ein Spieler zehn
Karten von insgesamt 32 verschiedenen
Spielkarten. Wieviel mégliche verschiedene
Spiele kann er erhalten?

5. Auf einer Kugel sind fiinf verschiedene
Punkte gegeben, von denen nicht vier in
einer Ebene liegen. Je drei von ihnen be-
stimmen bckanntlich eine Ebene. Wievicl
verschiedene Ebenen werden durch diese
fiinf Punkte bestimmt?

6. Auf den Tipscheinen der Berliner Biren-
lotterie sind von den Zahlen von 1 bis 99
finf verschiedene anzukreuzen. Wieviel

. Mark kostet ein sicherer Tip (5 Richtige),

wenn fiir ecinen eingereichten Tipschein
0,50 M zu zahlen sind?

7. Welche Zeit braucht man ungefihr, wenn
man beim VEB Zahlenlotto mit Gewiheit
im ersten Rang gewinnen will und in der
Minute vier Tipschcine ausfillt? (Von den
Zahlen 1 bis 90 sind fiinfanzukreuzen.) Der
Monat ist mit 30 Tagen zu rechnen.

8. Von 50 verschiedenen legicrungsfihigen
Metallen sollen jeweils vier Metalle legiert
werden. Die Gréfe des prozentualen Anteils
der einzelnen Metalle bei der Legierung soll
unberiicksichtigt bleiben. Wieviel maogliche
Legierungen kdnnen hergestellt werden?

9. Wie groB ist die Anzahl der moglichen
Spiele beim Skatspiel? Jeder der drei Mit-
spieler erhilt 10 von 32 verschicdenen
Karten; 2 Karten bilden den Skat.

10. Wicviel verschiedene Wiirfe lassen sich
mit drei Wiirfeln machen, wenn zwei Wiirfe
als verschieden gelten, sofern wenigstens
einer der drei Wiirfel bei einem Wurf eine
andere Augenzahl zeigt als bei
anderen Wurf?

cinem

11. In zwei Urnen liegen**fiinf verschieden-
farbige Kugeln. Die Farben der Kugeln in
beiden Urnen sind die gleichen. Wieviel
verschiedene Mdglichkeiten gibt es fiir das
Ziehen je einer Kugel aus jeder Urne?

12. Eine 28 Schiiler starke Klasse erhilt den
Auftrag, drei Schiiler zur Mitarbeit an einer
Schulwandzeitung zu benennen. Wieviel
Maéglichkeiten gibt es fiir diese Klasse?

13. Wieviel dreistellige Ziffern lassen sich
aus den fiinf Grundziffern2, 3, 4, 5, 6
bilden, wenn in einer dreistelligen Ziffer
jede Grundziffer genau einmal vorkommen
soll? i

14. Die Anzahl der Permutationen von
(n—2) Elementen verhilt sich zur Anzahl
der Permutationen von n Elementen wie
1 : 90. Es ist die Anzahl n der Elemente zu
ermitteln.

15. Die Anzahl der Kombinationen von
n Elementen zur dritten Klasse betriigt den
fiinften Teil der Anzahl der Kombinationen
von (n +2) Elementen zur vierten Klasse. Es
ist die Anzahl n der Elemente zu ermitteln.

16. Eine Brigade von 12 Personen erhilt
3 Theaterkarten und zwar je einen Platz im
Parkett, im Rang und in der Loge. Wieviel
Maglichkeiten der Verteilung gibt es?

17. Gegeben sind fiinf Elemente a, e, g, 1, 1.
die permuticrt werden sollen. An welcher
Stelle stehen die Permutationen ,,lager* und
,regal bei einer lexikographischen Anord-
nung der Permutationen?

18. Jemand will drei Schallplatten kiuflich
erwerben. Die Verkiuferin kann zur Zeit 30
verschiedene Schallplatten anbieten. Wieviel
Einkaufsméglichkeiten hat dieser Kunde?

19. Auf ciner Geraden g befinden sich n
voneinander verschiedene Punkte Pq,

| 1 Ypgetic
liegen auf dieser Geraden?

5. Die polnische Leichtathletin Irena
Szewinska stellte im Juni 1974 in Warschau
mit 49,9s einen neuen Weltrekord im
400 m-Lauf auf. Zwischen welchen Werten
liegt ihre mittlere Geschwindigkeit (in
km.h—1) fiir diese Strecke, wenn die Zeit
mit einem Fehler von héchstens 0,05 s und
die Strecke mit einem Fehler von héchstens
0,01 m gemessen wurde?

(vgl. das Beispiel 3, S. 12.)

6. In einem Betrieb werden Ventilatoren
hergestellt, deren Produktionskosten sich
auf 19,20 M je Stiick belaufen. Durch die
Montage einer neuen Maschine, deren An-
schaffungswert 13 500 M betrigt, kénnen
die Produktionskosten auf 13,15 M je Stiick
gesenkt werden, wobei aber die anteiligen
Kosten fiir die neue Maschine noch nicht
beriicksichtigt worden sind. Wieviel Ventila-
toren miissen jahrlich mindestens produziert
werden, damit die Kosten je Stiick weniger
als 80 Prozent der urspriinglichen Kosten
von 19,20 M betragen, wobci aber nunmehr
die Kosten fiir die neue Maschine, die in drei
Jahren abgeschrieben werden soll, anteilig
zu beriicksichtigen sind.

7. Das Produkt von vier aufeinander folgen-
den  natiirlichen  Zahlen ist gleich
110 355 024. Wie lauten diese Zahlen?

Anleitung zur Lsung: Aus der Gleichung
x(x +1)(x + 2)(x + 3) = 110 355 024 erhilt
man Ungleichungen fir x4 bzw. (x +3)4
und daraus auch fiir x bzw. x + 3.

8. Man beweise, daf fiir alle positiven reel-
len Zahlen x

Ye¥z2
gilt, d. h., daB die Summe aus einer posi-

tiven reellen Zahl und ihrem reziproken
Wert stets groBBer oder gleich 2 ist. ;

P,. Wieviel verschiedene Strecken Wann gilt das Gleichheitszeichen?

Anleitung zur Ldsung: Zum Beweis kann
der Satz 7 benutzt werden.

20. Eine FDJ-Gruppe von 27 Mitgliedern J. Man beweise, daB fiir alle reellen Zahlen
erhilt den Auftrag, zu einer Demonstration a, b, ¢, d die folgende Ungleichung erfiillt

vier Fahnentriger zu benennen. Wieviel Zu-

sammenstellungen sind dafiir moglich?

ist:

(a2 +b2)(c2 + d2) Z (ac + bd)2.

10. Es sei x eine reelle Zahl mit 0 <x<1.
a) Man beweise, dal dann in der Niherungs-

formel 2,‘: T 1-x

UN- : :
. GLEICHUNGEN J fir den Fehler &= (+%) - Y

Im folgenden werden 15 Aufgaben gestellt,
bei denen vor allem die Operationen mit
Ungleichungen auf praktische Probleme an-
gewandt werden. Die Aufgaben 1, 2 sind ab
5. Klasse, die Aufgaben 3, 4 ab 6. Klasse, die
Aufgaben 5, 6 ab 7. Klasse, dic Aufgaben 7,
8 ab 8. Klasse, dic Aufgaben9 bis12 ab
9. Klasse

AnschlieBend werden die Losungen dieser
Aufgaben kurz angegeben, wobei nicht alle
Zwischenschritte ausfithrlich dargestellt wer-
den.

1. Ein Quader habe die Kantenlingen

10 cm, 8 cm und 5cm, die jeweils mit

einem Fehler von héchstens 0,5 cm behaftet

sind. Zwischen welchen Werten liegt der

Rauminhalt dieses Quaders?

(vgl. das Beispiel 1, S. 11)

2. Zwischen welchen Werten liegt der Ober-

flicheninhalt des in Aufgabe 1 gegebenen

Quaders? i

3. Es ist dicjenige natiirliche Zahl zu ermit-

teln, deren 8 faches groBer als 200 und

deren 38 faches kleiner als 1000 ist.

4. Es sind dic folgenden vier gebrochenen

Zahlen zu ordnen, wobei mit der kleinsten

Zahl zu beginnen ist:

+ 2
9/

. 99
1000

00
999

99 100
Ce= + —
100 99 1

b3

a=2, o

die Abschitzung O(&%’:gilt.

b) Man berechne mit Hilfe dieser Nihe-
rungsformel dic Hohe eines Sparguthabens,
das bei 31; ‘Prozent Verzinsung in einem Jahr
auf 100,—M anwichst, und. schitze den
Fehler ab.

11. Im internationalen Postverkehr sind fiir
Briefsendungen und Pickchen ,,in recht-
eckiger Form‘ (Form eines Quaders) die
folgenden Hochst- und Mindestmafle vorge-
schrieben:

Hochstmafe: Linge, Breite und Hohe zu-
sammen 90 cm, jedoch- in keiner Aus-
dehnung mehr als 60 cm. 4
Mindestmape: Linge 14 cm, Breite 9 cm.
Wie groB ist das Hochstvolumen, das eine
solche Postsendung haben darf?

Anleitung zur Ldsung: Zur Abschitzung
kann der Satz 8 benutzt werden.’




nL(")SUNGEN

16. KUE enthile 26 Elemente, E enthilt
16 Elemente, KUB enthilt 33 Elemente.
Folgt: K enthilt 16 Elemente, B enthilt
23 Elemente.

EINE MENGE

UBER MENGEN

friichte gefunden.

17. 24 Schiiler lesen wenigstens eine der
gesamten Zeitschriften, 9 genau zwei, 14

1) P=
) {11, TSl B 20 295 mindestens zwei, 19 hichstens zwei.
(2) U=
KLEINES 1x1
[11, 13,15,17,19, 21, 23, 25, 27, 29} DER LOGIK
S a) Die Aussage ist wahr, denn 30 1str der
3) 2 = {1, 3,5,7,9,11,13,... Nachfolger von 29.
: b) Die Aussage ist wahr, denn 1 ist der
4 -F* {0’ 5,10, 15, 20, 25, .. } ‘Vorginger von 2.
] c) Die Aussage ist falsch, denn 0 hat keinen
(5) PCL; PCZ; UCZ Vorginger, :
d) Die Aussage ist wahr. Die kleinste natiir-
(6)a) Ks; b) K3; c)Kp; d)Ks; liche Zahl ist die Null.
e) Die Aussage ist falsch. Zwar ist die Zahl
e) K4. 17 groBer als 7, aber die Zahl 23 ist nicht

kleiner als 19. Somit ist dic Gesamtaussage
falsch.
(7) 237,273, 327, 372,723, 732. s
2,2,
Der erste Satz ist wahr, denn jeder Punkt,
der innerhalb des gezeichneten Dreiecks
Ty = (3& ,Ts = {1, 2%, liegt, befindet sich auch innerhalb des Krei-
Te={1,3,T7= {2,3}, Tg = {1‘ 2 3} ses. Der 2weite Satz ist falsch, denn es gibt
(10) a) Ny UNj =Ng,b) Nq N Nj = ;\12,' Punkte, die innerhalb des Kreises, aber nicht
¢) NaUN3 = {0, 1,2, 3,4, 5} innerhalb des Dreiecks liegen.
d) N2 UNg = (0,1,3,5,8],
e) NaNN3 = {4§,
f) NgNINg =

(8) 24 Maglichkeiten

9) Ti=@ ,T2= {1} ,Ty={2}

3d%

a) Teilaussage 1: Die
= % % dreistellige Zahl, (Wahre Aussage)

ol i HEE 040 -0 4 Tcilaussic 2: Die Zahl 222 ist eine zweistel-

i) Ng UN3 = N, lige Zahl. (Falsche Aussage)

j) NgMNg=Ng, k) Ny \Na = ¢{ 2,6, 10} »Bindewort: und

) Ny \Ng=Ny, ° b) Teilaussage 1: Die Zahl 30 ist durch 10

m) Ny \ N3=2 . teilbar. (Wahre Aussage)

Teilaussage 2: Die Zahl 30 ist durch 2 teil-

bar. (Wahre Aussage)

Bindewort. und

c) Teilaussage 1: 900 ist durch 100 teilbar.

(11) a) My =Mp, b) Mg =My,
o) M3= {7,8,9,103,

d) M3NMg= {0,1,2,3,4,7,8,9,10 } (Wahre Aussage)
e) M3UMg= {0,1,2,3,4,7,8,9,10 § Tejlaussage 2: 900 ist durch 10 teilbar.
f) (MaUM3) My = £5,6,7,9} , (Wahre Aussage)
g M2MNM3)UMy = U- 3,5,6,7,8, 9*‘@ Die Worter ,,wenn —, so‘‘ verbinden die

beiden Aussagen.
12. BUV enthilt 11 + 54+ 7 = 23 Elemente, Nur die Aussage a) ist falsch.

BeK und VekK
K\(BUV enthilt 9 Elementer

2.2 r

a) Der Satz ist wahr, denn wenn man fiir a
: p die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 cinsetzt, ist
Nur Schiiler dieser Klassen beteiligen sich an sowohl die Ungleichung a<7 als auch die
keiner dieser beiden Interessengemeinschaf- Ungleichung a + 3<20 jeweils cine wahre

ten. Aussage, d.h., alle Zahlen, dic die Un-
gleichung a<7 in eine wahre Aussage iiber-
13. 24 Schiler geben mindestens eine, filhren, iberfihren auch die Ungleichung

9 Schiiler genau eine und 12 Schiiler minde- @ + 3%20 in eine wahre Aussage.

stens 2 Zeichnungen ab. b) Der Satz ist falsch. (Beispiel: a = 4)

] . c) Der Satz ist falsch. (Beispicl: a = 5)

14. Vier Schiiler kénnen weder radfahren

noch schwimmen. ; 313;

RAS enthilt 9 Elemente, R\S enthilt 5 Ele- Aus den vorgegebencn Bedingungen erhilt

mente, S\R enthilt 16 Elemente, K\(RUS) man folgende Subtraktionsaufgabe: 3—4.

enthilt 4 Elemente. Die Aufgabe 3—4 ist im Bereich der natiir-
lichen Zahlen nicht lésbar,

15. A (rote Rosen) x Elemente x = 7

B (gelbe Rosen) y Elemente y = 4

C (rote Nelken) Z Elemente z = 9

AVC > (x + z) Elemente 16

AUB > (x +y ) Elemente 11

A7 x - Elemente 7

Marie-Luise erhiclt 20 Blumen.

4.1.

a) Die Aussage ist falsch, denn beide Teil-
aussagen sind falsch.

b) Die Aussage ist wahr, denn setzt man die
Zahl 19 anstelle von x in dic Ungleichungen
ein, so erhilt man:

Hans hat insgesamt 49 der gesamten Feld-

Zahl 333 ist cine |

17<€19<27 (wahre Aussage) und 18€19< 29
(wahre Aussage).

c) Die Aussage ist wahr, denn 714 ist eine
gerade Zahl und es gilt 714:7=102. (Beide
Teilaussagen sind wahr.)

4.2.
a) Die Aussage ist falsch, denn fiir a = 0 gilt
nicht a-0=a

b) Die Aussage ist falsch, denn fir a =1
(oder a = 0) gilt nicht a-a>1

c) Die Aussage ist wahr.

d) Die Aussage ist falsch, denn fir a=10
gilt nichta — 9 > 9.

e) Die Aussage ist wahr. (Beispiel: a = 1)

f) Die Aussage ist wahr. (Beispiel: a = 2)

g) Die Aussage ist falsch, denn es gibt keine
natiirliche Zahl a mit a: 3> a, (Es gibt
allerdings eine Zahl a, fiir die gilt: a: 3 =a,
namlich die Zahl Null.)

h) Diec Aussage ist wahr. (Siehe Aufg. c!)

Anmerkung: Die Redeweise ,Es gibt
eine ... wird in der Mathematik im Sinne
von ,,Es gibt mindestens eine . ..*“ verstan-

den.

4.3.

Maglighe richtige Antworten:

— Fiir alle angegebenen Zahlen gilt, daB sie
ungerade Zahlen sind.

— Fiir alle angegebenen Zahlen gilt, daB sie
groper als 10 sind.

— Fir alle angegebenen Zahlen gilt, daB sie
kleiner als 600 sind.

4.4.
Zur Losung dieser Aufgabe
Schema empfohlen:

sei folgendes

Petra 1. Platz | 2. Platz | 3. Platz
Ute 1. Platz | 2. Platz | 3, Platz
Renate || 1. Platz | 2. Platz | 3. Platz

Aus dem ersten Satz entnchmen wir, daf
Renate nicht den ersten Platz belegte, da sie
mit der Siegerin zusammen trainiert. Es
ergibt sich:

9:25

a) Nur die Zahl 96 erfiillt die Bedingung,
zweistellig und groBer als 34 zu sein.

b) Die Zahlen 81, 96, 107 erfillen die
Bedingung, zweistellig oder groBer als 34 zu
sein.

c) Die Zahlen 81, 107 erfiillen die Bedin-
gung, entweder zweistellig oder gréfler als
34 zu sein.

B

a) Nur die Zahlen'1007, 1008 erfiillen so-
wohl die Ungleichung 1004 <x <1009 als
auch die Ungleichung 1006 < x <1010.

b) Die Zahlen 10, 11, 12, 13, 14, 15
erfiillen die Ungleichung 10 <x <24 oder
die Ungleichung 32 <x<13 oder beide
Ungleichungen.

c) Die Zahlen 10, 13, 14, 15 erfiillen ent-
weder die Ungleichung 10 < x <24 oder die
Ungleichung32 < x<13.

5.4.

a) Der Satz ist wahr.

b) Der Satz ist falsch. (Beispiel:
a =14 — Die Zahl 14 erfiillt die Ungleichung
2a <30, aber nicht die Ungleichung a <9.)

Bed

a) Alle durch 17
ungerade.

Falsche Aussage, denn 34 ist eine gerade
Zahl und trotzdem durch 17 teilbar.
Mégliche Verneinungen:

— Nicht alle durch 17 teilbaren Zahlen sind
ungerade.

— Es gibt durch 17 teilbare Zahlen, die
gerade sind.

b) Die Aussage ist falsch, denn dic Zahl 4
erfiillt die Ungleichung 3 <x<24, aber
nicht die Ungleichung 32 < x <72.
Magliche Verneinung:

— Nicht jede natiirliche Zahl, die dic Un-
gleichung 3 < x <24 erfilllt, erfiillt auch die
Ungleichung 32 < x< 72.

teilbaren Zahlen sind

c) Die Aussage ist wahr.

d) Die Aussage ist falsch.

Magliche Verneinung:

- Es gibt keine natiirliche Zahl, die dic

Gleichung 13 — a = 42 erfiillt.

6.2.

a) Jedes Quadrat erfilllt die Bedingung,
. denn jedes Quadrat ist ein Parallelogramm.
' b) Da jedes Rechteck ein Trapez ist, kann
man kein Rechteck zeichnen, das kein Tra-
pez ist.

c) Da jeder Rhombus ein Drachenviereck
ist, kann man keine Figur mit der angege-

Aus dem zweiten Satz geht hervor, daB Ute
nicht den 3. Platz belegt hat. Es ergibt sich:

———

);Plfa)tz -

8

Vermerken wir noch die Aussage des dritten

Liow:

Nun findet sicher jeder selbst die Lésung der
Aufgabe: Bei den Meisterschaften im
100m-Lauf belegte Ute den ersten Platz,
Renate den zweiten Platz und Petra den
dritten Platz.

51

a) Es gilt nicht, daB a groBer als 7 ist.
Gleichwertige Formulierungen:

a ist nicht groBer als 7.

a ist entweder kleiner als 7 oder gleich 7.
Falsch wire die Antwort:a ist kleiner als 7.
b) Das Produkt 17-11 ist keine gerade
Zahl.

¢) Nicht alle natiirlichen Zahlen haben
einen Vorginger.

Falsch wire die Antwort: Alle natiirlichen
Zahlen haben keinen Vorginger.,

d) 24422 2§

benen Eingenschaft zeichnen.

£ 6.3.
 ‘, Zur Losung dieser Aufgabe sei folgendes
Schema empfohlen:

Alfred Dessau  Halle Wittenberg
~ Bernd Dessau  Halle Wittenberg
Christian Dessau  Halle Wittenberg

Aus dem Satz 1 entnehmen wir, daB Alfred
nicht Hallenser ist, also wird diese Maglich-
keit in der Tabelle gestrichen.

Bernd kommt also aus Halle, d.h. aber,
Christian kommt nicht aus Halle, demnach
kommt Christian aus Wittenberg und Alfred
aus Dessau.

Aus dem Satz 2 entnehmen wir, daB Bernd
nicht aus Dessau ist.

Der Satz 3 besagt, daB8 Christian nicht aus
Dessau ist.

Aus dem 4. Satz kann man folgern, daB
Bernd nicht aus Wittenberg ist.



o W

TNl 5 (D= 1__2.3-—=70
a) Umkehrung: 8
Wenn |x[71, so ist x<—1. (Falsche Aussage: 6.C9g = F1523144%;

Beispiel: x = 2) 71 523 144 : 2 =35 761 572.

3, Aus 8x>>200, d. h., x >25,
und 38x <1000, d. h. x <132 <27,
folgt 25 < x < 2F alsox=26

Losungen zu

Leicht verhexte Zahlen

c Um mit Sicherheit fiinf Richtige zu haben, g - =2, b= 81+100 _ 181 Z+ it 10t h 2 4.
i miissen 35 761 572 M aufgewendet werden. 90 90 P M SRR
= Vi 8. 008 0 n 86 L e Y 1_ _ 1998001 _ 1 31123 81 3
e/ %7 a3 * 9900 ~“"9900 1 ©~ 999000 . © " 999000 Bt a0
A 43 949 268 : 4= 10 987 317 (Minuten) 3+4=7
b) Umkehrung: 2 20 (Jahre) 23 gj—‘ o :
Wenn in einem Viereck ABCD die Diagona- Wegen‘% 300 © 299000 2. vorletzte Zeile:
len senkrecht aufeinander stehen, dann ist §. (/(;é _io_ﬂ}ﬂt =230300 folgt hierausb >c>d,alsoa<d<c<b. 7:0=0] Q=0
das Viereck ABCD ein Drachenviereck. 1-& £ o) T 5:0=0) 335
(Falsche Aussage; siche Abb. 1!) 9. Fiir den ersten Spieler gibt es C 32 Még indA:; 239 9?_ 439'950 0

fiir den zweiten Spieler verblelben nur noch

3. 28+.09+18+45=100

O o Y TR 1 und fiir den dritten Spicler C32 verschxed.\ ety :n;n fur dl;ﬁdaﬂzahl kit mdlg 5898 + 4102 = 10 000
j AB = 8C~ . Dstatia Folut Mbglichkeit/ keit v=3(in km ) )
TR SR ). Cm) Cua) (.(z‘g' 399,99 ':3_/_6 < < 400, 07 *36
AB=4cm . AD=1cm A b e -
i g 2353 294 408 50% 640 . 49,95 9,85
¢) ‘Umkehrung: (Anzahl der méglichen Spiele) P Hsungen zu ,;Knobel Knifflig":
Wenn zwei Figuren flichengleich sind, so also 1 : e Tapog
sind sie zueinander kongruent. (Falsche Aus- 10. Die Geschwindigkeit liegt daher zwischen i 5.3 % g
ol 1
i i 28,82 km.h—1 und 28,89 km.h—1; sie kann 4 +5 =10
ORI G () & e 6 daher mit etwa 28,8 kmh—1 angegeben senkrecht: 3-2—4=2
C6Cige Cs“?"T'?:Z"éwerdcn. 6+3—5=
d) Umkehrung: A
Wenn die Innenwinkel eines Dreiecks ABC e sl )
gleich groB sind, so ist das Dreieck ABC 14, (“) C(’) _9_.5‘: 25 6: Ist z die Stu.ckzahl der jihrlich zu produ- heo ’ :
gleichseitig. (Wahre Aussage) ) zierenden Ventilatoren, so sollen die Kosten r Dreiecke 11 hteck
12.c (3)‘ 29-24-26_ _ 3, je Stiick weniger als 2222 M = 1536 M
7.2 R L S R =32% betragen, wobei die jihrliche Abschreibung ‘_'__ ey
g Sk 2 _ 13. v 5! ' der neuen Maschine in Hohe von 135%0 M = r * T gl . 77,_7‘7 !
Das lrecdl;twmkllgef Prii?ck d}.mt Ndle Nul121~ -FS—';’— s ; = 3-4.5=60 4500 M zu beriicksichtigen ist. Es gilt daher i it : ;j: : 4
mer 1, das stumpfwinklige die Nummer 2, b0 . A Tiaglewbirn R 5 0 g B, g
das spitzwinklige Dreieck die Nummer 3 B P m-2)! 1 L4 g gt ‘1? L 1*
und das Quadrat die Nummer 4. RN e T e n=10 oo o 11 Logses

Fa%
Die Sitze b, c, d sind mogliche Verneinun- 15, (H) S _(_V_l_:_z)_.

gen zu dem angegebenen Satz.
nn-1)(n-2)-5
1-2-3
20(n-2) = Mt2)(n+1) ;
n>- T+ <0
Ny =1+ n, = &
4 )

8.1.

Die Aussage der Form ,,A oder B** ist nur
dann falsch, wenn sowohl A als auch B
falsche Aussagen sind. Da also A, B falsche
Aussagen sind, sind auch ,,A und B*, , Ent-
weder A oder B* falsche Aussagen.

8.2.

a) Es gilt nicht, daB die Zahl gemc natiir-
liche Zahl oder eine irrationale Zahl ist.

b) Es gilt nicht, daB das Dreieck ABC
gleichschenklig und rechtwinklig ist.

16.V " = 1320

s Anzahl der Permutationen aus den Ele-
menten a, e, g,

die mit a beginnen: AV="4"04
die mit ¢ beginnen: 41= 24
8.3. S : b i
Nur die Antwort b) ist richtig. 1e.mit g beginnen: =
laegr
laerg 3
KOMBINATORIK lager -

RICHTIG ANORDNEN~
RICHTIG AUSWAHLEN

Die Permutaiton ,,lager* steht an 75. Stelle:
die Permutaiton ,regal*“ stcht an 105. Stelle

1, Da es sich bei den Verbindungsgeraden
z.B. PpP3 und P3P um ein und dieselbe
Gerade handelt, liegt hier eine Kombination

[t ) B
1BEG = 4060

@ _¢ay_ a-(n-1)
19. G5 ‘(l)‘—_z—

@) _ 12-11
T ‘%T zwischen den zwdlf C(‘H 13550
Punkten gibt es 66 Verbindungsgeraden; es 23 =

sind dies die Seiten und die Diagonalen cines
Zwbdlfecks.

Cg) ='2—:§:= 36  zwischen den neun
Punkten lassen sich 36 Verbindungsgeraden
zichen, darunter befinden sich die neun
Seiten des Neunecks.

Ein Neuneck hat somit 36 — 9 = 27 Diago-

UN-
. GLEICHUNGEN

1. Fir dic Maizahl V = abc des Volumens
(in cm3) gilt wegen
9,5%22210,5, 755b58,5, 4,5%c£5,;5

S =
7 9,5:7,5:455VE10,5-85 55,
3 1) 320,625 =V =490,875.
€ C{Z) +C 9 C () 0 (5 Das Volumen liegt also zwischen 320 cm3
9 5 5 5 und 491 cm3; es kann daher nur mit ctwa
L0 5k 543 5432  5¥329 400mPangegeben werden, da die Fehler der
Lade - 123 7:2:3%  1.2:3-45 Kantenlingen sich sehr stark auswirken.

=5+10+10+5+1 = 31
Mit Hilfe der Leuchtanlage kénnen 31 ver-

2. Wegen Ay= 2(ab + ac + bc) gilt
schiedene Personen gerufen werden.

2(9,5-7,5+9,5:-4,5+7,5-4,5)

37 %2(10,5-8,5+10,5 - 5,5+8,5 - 5,5)
295,50 % A, £387,50.

Der Oberflicheninhalt licgt also zwischen
295:-cm2 und 388 cm?®,
300 cm?2,

32t
2—37!: 1
er betrigt ctwa

o5

13,152 + 4500 < 15,36

221 > 4500
z > 4500 _ T
227 221

Es miissen also mindestens 2037 Stiick
jahrlich hergestellt werden.

7. Man erhilt x* <111 000000, also
x<103, und (x+3)4>>100 000 000, also
x+3>100, x>97. Es gilt also

97 <x<103. Nun ist keine der Zahlen x,
x+1, x+2, x+3 durch 5 teilbar, da ihr

Produkt nicht durch 5 teilbar ist. Daher gilt .

X = 101. Die Zahlen sind also 101, 102, 103,
104.

8. Wegen Satz 7 gilt

Dabei gilt das Gleichheitszeichen genau
dann, wenn x —3‘, also x2=1, also, da x
eine positive reelle Zahl ist, x = 1 jst.

9 Fir alle recllen Zahlen a, b, c, dgilt
(a2 +b2) (c2 +d2)

=a2c2+22d2 +p2 c2+b242
= (a2 c2 + 2abed + b2 d2)

+ (b2 c2 — 2abed +a2 d2)
(ac +bd)2 + (bc — ad)2.

chcn (ke — al.'i)2 O folgt weiter
(a2 +b2) (2 + d2) Z (ac + bd)2, w.z.b.w.

= s -
1. a) Esgile &= 7ix - (1-9) = £OX)

A+x

=x
Wegen x >0 folgt cinerseits >0 und
andererseits 7—<1 also 6 <x2,

= 700 fo‘af...

Das Sparguthaben zu beginn des Jahres
betrigt also rd. 96,75 M.

Dabei gilt fiir den Fehler
6<0,03252 < 0,0011, d.h., 1006 <0,11,
der Fehler ist also kleiner als 0,11 M.
Tatsichlich ergibt die genaue Rechnung
403z =96,8523...

die Differenz gegeniiber dem Niherungswert
ist also kleiner als 0,11 M.

Lo

b) Aus X +X T"_“

ergibt sich also cin Héchstvolumen von |

27 000 cm3.
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