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8.1.

Geradengleichungen

1.
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Ermitteln Sie, welche der Punkte My (3; 1), My (2; 3),
M3 (6: 3). M4 (=3: =3). MS (3; -1) und Mg (-2; 1) auf

der Geraden (mit der Gleichung) 2x - 3y - 3 = O liegen
und welche nicht!

Ermitteln Sie den Schnittpunkt der Geraden 2x - 3y - 12
= 0 mit den Koordinatenachsen, und veranschaulichen Sie
diese Gerade in einer Zsichnungl!

Ermitteln Sie den Anstieg und den Schnittpunkt mit der
y-Achse fur die Gerade :

a) 5x -~y + 3 =0 b) 2x + 3y - 6 = 0
c) 5x + 3y + 2 =0 d) 3x + 2y =0
e) y -3=0

Eine Garade g geht durch den Punkt A (3; 1) und schnei-
det die x-Achse unter einem Winkel von 45°. Ermitteln
Sie den Punkt B von g mit Yg = 41

Die Seiten AB, BC und AC des Dreiecks ABC liegen ent-
sprechend auf den Geraden

4x + 3y = 5= 0, x -3y + 10 =0, x - 2= 0.
Ermitteln Sie die Koordinaten von A, B und C !

Ermitteln Sie die gegenseitige Lage der Geraden
g: ax -2y -1 =0 und h: 6x - 4y - b =0 in Ab-
héangigkeit von a und b |

Far welche Werte von a und b sind die Geraden
g: ax +8y +b=0 und h: 2x +ay -1=20
a) parallel, b) orthogonal, c) identisch ?

Gegeben sel die Gerade 2x + 3y + 4 = 0. Geben Sie eine
Gleichung an fir die Gerade durch den Punkt M (2; 1),
die zur gegebenen Gerade

a) parallel, b) orthogonal verlauft |
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11.

12.

13.

14.

15.

Gegeben seien die Gleichungen

X -2y =0 und x - 2y + 15 =0

zweier Seiten eines Rechtecks (genauer: der Geraden,
auf denen diese Seiten liegen) sowie die Gleichung

7x + y - 15 = O einer seiner Diagonalen. Ermitteln Sie
die Koordinaten der Eckpunkte des Rechtecksl

Gegeben sind die Gleichungen

8x + 3y + 120 und 2x +y -1 =0

zweier Seiten eines Parallelogramms sowie die Gleichung
3x + 2y + 3 =0

einer seiner Diagonalen. Ermitteln Sie die Eckpunkte
des Parallelogrammsl

Ermitteln Sie die Orthogonalprojektion des Punktes
P (-6; 4) auf die Gerade 4x - S5y + 3 a 0 1| )

Ermitteln Sie den Punkt Q, der beziglich der Geraden
2x = 3y - 32 0 symmetrisch zum Punkt P (-5; 13)
liegt! &

Gegeben seien die Punkte A (%05 Ya) und B (xg: vg)-
Beweisen Sie, daB
Xpa * Xg  Yp * Vg
a) Er Punkt M (————2—-— H T) der Mittelpunkt von
AB 1ist|

nx + mXx

ny, + my, _
A L A B) die Strecke AB

b). der Punkt N ( e TR

im Verhédltnis m : n teiltl

Hinweise: Wdhlen Sie zunéchst A und B im ersten Qua-
dranten des kartesischen Koordinatensystems!

Gegeben seien die Mittelpunkte My (2: 1), M, (5; 3) und
Mg (3; -4) der Seiten eines Dreiecks ABC. Geben Sie je
eine Gleichung fir die Seiten des Dreiecks anl! Ermit-
teln Sie A, B und C |

Bewelsen Sie, daB der Schnittpunkt M der Seitenhalbie-
renden eines Dreiecks mit den Eckpunkten A (xA; Ya).

B (xB; Yg) und C (xc; yc) (der sogenannte Schwerpunkt
des Dreiecks) die Koordinaten
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"M’%("A*"B*"c) und YM"%”A*VB*YC)

hat!

Ermitteln Sie den Schwerpunkt folgender Dreiecke ABC!
a) A (3; 1), B (-1; 4), C (1; 1),

b) A (-2; 3), B (5; -2), C (-3; -1),

c) A (7; 4), B (3; -6), C (-5: 2)

Veranschaulichen Sie sich Ihr Ergebnis in einer Zeich-
nungl

Welcher Bedingung missen die Koordinaten eines Punktes
P (x; y) genigen, der von den Punkten A (7; -3) und
B (-2; 1) gleichweit entfernt ist?

Beweisen Sie, daB die Gleichung der Geraden durch den
Punkt My (x;; yl). die zur Geraden Ax + By + C = 0 par-
allel ist, in der Gestalt A (x - xl) + B (y - Y= (o]
geschrieben werden kann.

Geben Sie eine Gleichung der Geraden durch den Punkt
M1 (2; -3) an, die parallel zur Geraden

a) 3x - 7y + 3 =0 b) x + 9y - 11 = 0
c) 16x - 24y - 7 = 0 d) 2x + 3 =0
8) 3y -1=0

ist! Beachten Sie die vorhergehende Aufgabel

Beweisen Sie, daB die Geraden
g: Agx ¢ Byy + C1 = 0 und h: A x + Byy +C, = 0o

zueinander orthogonal sind gdw. gilt AjA, + BB, = o]

Gegeben seien die Eckpunkte A (-10; 2) und B (6; 4) ei-
nes Dreiecks ABC und der Schnittpunkt N (5; 2) seiner
Hohen. Ermitteln Sie den dritten Eckpunkt C des Drei-
ecks|

Geben Sie je eine Gleichung der Seiten des Dreiecks ABC
an, von dem der Eckpunkt A (1; 3) und die Gleichungen

X -2y +1 =0 bzw. y-1=0

zweier seiner Seiten gegeben sind!
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24.
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26.

Geben Sie je eine Gleichung der Seiten des Dreiecks ABC
an, von dem der Eckpunkt B (-4; -5) und die Gleichungen
S5x + 3y = 4= 0 bzw. 3x + 8y + 13 =0

zweier seiner Hdhen gegeben sindl

Ermitteln Sie diejenige Gerade, die durch den Punkt
P (3; 0) geht und fir die der zwischen den Geraden
2x =y =220 bzw. x +y + 3 =0

eingeschlossene Geradenabschnitt im Punkt P halbiert
wirdl

Ermitteln Sie einen Punkt P der x-Achse fiir den die
Summe seiner Abstédnde von den Punkten M (1; 2) und
N (3; 4) minimal istl

Die Punkte A (-1; =-9), B (9; 1) und C (-7; 9) sind Eck-
punkte eines Dreiecks.

a) Ermitteln Sie den Schnittpunkt H der Hdhen, den Um-
kreismittelpunkt U und den Schwerpunkt S des Drei-
ecks!

Beweisen Sie, daB H, U und S auf ein und derselben
Geraden liegenl

b

-

Abstand zweier Punkte, Abstand Punkt/Gerade

1.

P (3; 5) und Q (1; -3) seien gaganﬁbarliegénde Eckpunk-
te eines Quadrates. Berechnen Sie seinen Flécheninhalt!

Berechnen Sie den Flacheninhalt einss regelmaBigen
Dreiecks mit den Eckpunkten A (-3; 2) und B (1; 6)!

Fir das Parallelogramm ABCD sind dis Eckpunkte A (3;-7),
B (5; =7) und C (-2; 5) bekannt. Ermitteln Sie die
Lange seiner Diagonalen!

Prifen Sie, ob das Dreieck ABC mit den Eckpunkten
A (1; 1), B (0; 2) und C (2; -1) einen stumpfen Innen-
winkel hatl!
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Welcher Bedingung miissen die Koordinaten der Eckpunkte
eines Dreiecks ABC genigen, damit

a) es rechtwinklig ist mit dem rechten Winkel bei C?
b) der Winkel bei A gréBer ist als bei B?

Vom Rhombus ABCD sind die Scheitel A (8; -3) und C (10;
11) bekannt sowie die Lange der Seite AB, AB = 10 (Ein-
heiten). Ermitteln Sie die Koordinaten von B und D!

Ermitteln Sie den Mittelpunkt M eines regelmaBigen
-

Sechsecks, fur das die zwei benachbarten Eckpunkte

A (2; 0) und B (5: 373) bekannt sindl

Beweisen Sie, daB der Flacheninhalt eines Dreiecks mit
den Eckpunkten A (xA; yA), 8 (xB, ya) und C (xc; yc)
bis auf das Vorzeichen nach der Formel

F o= [(xa = %)) (Yo = Ya) = (xg = X5) (¥g = ¥p)

Xg = XpA Y " Ya

NiB e

e TXy Ye T Y4

berechnet werden kannl Interpretieren Sie das Vorzei-

chen von F1I

Hinweis: Beschranken Sie Ihre Betrachtungen zundchst
auf den Fall, da8 das Dreieck im 1. Quadranten
liegt, und stitzen Sie sich auf eine Zeich-
nung, die die Lote von A, B und C auf die x--
Achse enthalt!

Berechnen Sie den Flacheninhalt der Oreiecke mit fol-
genden Eckpunkten:

a) A (2; -3), B (3; 2), C (-2: 5),

b) P (-3; 2), Q (5: -2), R (1; 3),

c) L (3; -4), M (=2; 3), N (4; 5) !

Berechnen Sie die Lidnge der Hohe hC des Dreiecks mit
den Eckpunkten
A (3; 6), B (-1; 3) und C (2; -1) !

Gegeben seien die Punkte A (1; 3), B (4; 7), C (2; 8)
und D (-1; 4).
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Beweisen Sie, daB das Viereck ABCD ein Parallelogramm
ist, und ermitteln Sie seine Héhe iber der Seite AB |

Ermitteln Sie einen Punkt P der y-Achse, fir den die
Differenz seiner Abstdnde von den Punkten M (-3; 2) und
N (2; 5) am gréBten istl

Ermitteln Sie einen Punkt der Geraden 2x - y - S = O,
fir den die Summe seiner Abstinde von den Punkten
A (=7; 1) und B (-5; 5) em kleinsten ist!

Ist die Gleichung einer Geraden in der Gestalt

cos@* x + sing- y - p = 0

geschrieben, wobei p die Lidnge der Strecks OP und der
Winkel zwischen der x-Achse und dem Strahl OP ist, so
nennt man diese Gleichung die Hessesche Normalform der
Geradengleichung.

Welche der folgenden Geradengleichungen sind Hessesche
Normalformen?

3 4 2 3
a) X - gY - 3=0 b) X = BY - 1 =0
5 12 =) 12
c) g3x - T3y +2 =0 d) - $zx + 43y -2 =0
e) =x + 2 a0 f) x - 2=0
g) y+2=0 h) -y =2 =0

Berechnen Sie den Abstand des Punktes von der Geraden!

a) A (2; -1) 4x + 3y + 10 = O
b) B (0; -3) ] 5x - 12y - 23’= 0
c) P (-2; 9) 3x = 4y -~ 2 =0
d) Q (1: -2) x -2y -5 =0

Veranschaulichen Sie in einer Zeichnung jeweils die ge-
genseitige Lage von Punkt und Geradel

Der Punkt A (2; =-5) ist Eckpunkt eines Quadrats, dessen -
eine Seite auf der Geraden x - 2y - 7 = O liegt. Be-
rachnen Sie den Flacheninhalt des Quadrats|

Prifen Sie, ob das Viereck ABCD mit den Eckpunkten
A (-1; 6), B (1; -3), C (4; 10) und D (9; O) konvex
ist!
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Ermitteln Sie, ob die Punkte M (2; 3) und N (5; -1) be-
ziglich der sich schneidenden Geraden

a) x -3y -5=0 2x + 9y - 2 =0
b) 2x + 7y - 5 =0 x +3y +7=0
c)i2x + y -1=0 13x + 2y = 52 0

in ein und demselben Winkel, in Neben- bzw. in Scheitel-
winkeln liegenl

Liegt der Punkt M (-3; 2) innerhalb oder auBerhalb des
Dreiecks, dessen Seiten auf Geraden mit folgenden Glei-
chungen liegen:

x+y=-4=0, 3x - 7y + 8 = 0, 4x - y = 31 =02

Geben Sie jeweils eine Gleichung derjenigen Geraden an,
die parallel zu den Geraden mit den folgenden Gleichun-
gen ist und von beiden Geraden gleichen Abstend hat|
a) 3x =2y -1 =0 3x - 2y - 13 = 0
b) 5x + y + 3 =0 5x + y =17 = 0
c) 2x + 3y - 6 =0 2x + 3y + 17 = 0
d) 5x + 7y +15 = 0 5x + 7y + 3 =0
[} [0}

8) 3x =15y - 1 = X =5 = 2=

von einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit der Basis
AB weiB man:

(1) AB: x+2y = -10 (2) A8 = 475

(3) A: x-Achse (4) B liegt im 3. Quadranten
(5) C = (1: vg)

a) Berechnen Sie die Koordinaten von A, B und C!

b) Barechnen Sie den Flécheninhalt des Dreiecks ABC!

Kreis, Kreis/Gerade, Kreis/Kreis

1.
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Stellen Sie jeweils eine Gleichung des Kreises k (M ; r)
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r auf!

a) M ist der Koordinatenursprung,r = 3;

b) M= (2; 3), r = 7;

c) k geht durch O (0; 0) und hat den Mittelpunkt M (6:-8);



d) k geht durch A (2; 6) und hat den Mittelpunkt M (-1;2);

e) Die Punkte A (3; 2) und B (-1; 6) sind Endpunkte ei-
nes Durchmessers von k;

f) M= 0 (0; 0) und die Gerade 3x = 4y + 20 = O ist
Tangente an den Kreis;

g) M = (1; -1) und die Gerade 5x - 12y + 9 = O ist

Tangente an den Kreis;

k geht durch A (3; 1) und B (-1; 3) und M liegt auf

der Geraden 3x - y = 2 = 0O;

1) k geht durch A (-1; 5), B (-2; =-2) und C (5: 5).

h

Der Punkt C (3; -1) ist Mittelpunkt eines Kreises, der
mit der Geraden 2x - S5y + 18 = O eine Sehne der Lidnge 6
gemeinsam hat. Gesucht ist eine Gleichung dieses Krei-
ses.

Gesucht ist eine Gleichung des Kreises,
a) der die einander parallelen Geraden
2x +y~-5=0 bzw. 2x +y +15=0
berihrt und zwar eine davon im Punkt A (2; 1);
b) der durch den Punkt A (1; O) geht und die einander
parallelen Geraden 2x + y + 2 = O bzw.
2x + y - 18 = 0 berihrt;

c) dessen Mittelpunkt auf der Geraden 2x + y = O liegt

und der die Geraden 4x - 3y + 10 = O bzw.

4x - 3y - 30 = O berihrt; .
d) der durch den Punkt A (-1; 5) geht und die einander

schneidenden Geraden 3x + 4y - 35 = O bzw.

4x + 3y + 14 = 0 berihrrt.

Wie liegt der Punkt A (1; -2) beziglich folgender Krei-
se - innerhalb, auBerhalb oder auf dem Kreis?

a) x2 4 y? a1 b) x2 + y2 = 5

c) x2 + y2 - 8x -4y - 5=0

d) x2 + y2 - 10x + 8y =0

Berechnen Sie den Abstand des Punktes vom Kreisl
a) A (6; -8), x2 . y2 = 9;
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b) B (3; 9), x2 + y> - 26x + 30y + 313 = O
¢) C (=7; 2), x% + y% - 10x - 14y - 15 = O

Ermitteln Sie die gegenseitige Lage von Gerade und

Kreis|

a) y = 2x - 3  bzw. X%+ y2 - 3x +2y -3=0

b) vy = %x - % bzw. x2 + y2 - 8x + 2y #+12 = 0

c) y=x+ 10 bzw. x2 + y- -1 =0

Gegeben sei die Gerade y = kx. Fir walche Werte von k

a) schneidet die Gerade den Kreis xz + y2 - 10x + 16 = 0

b) berihrt sie diesen Kreis
c) haban Gerade und Kreis keinen gemeinsamen Punkt?

Ermitteln Sie die Linge derjenigen Sehne des Kreises
(x - 2)2 + (y - 4)2 = 10, die tm Punkt A (1; 2) hal-
biert wirdl!

Berechnen Sie den Abstand des Mittelpunktes des Kreises
x2 + y2 a 2x von der Geraden, die durch die Schnittpunk-
te der Kreise

x2 + y2 +5x - 3y +1=20 bzw.

x2 4 yz - 3x + 7y =25 = 0 geht!

Berechnen Sie die Lange der Sehne, die die Kreise
x2 + y2 - 10x - 10y = O und

x2 + y2 + 6x + 2y - 40 = O gemeinsam haben!
Ermitteln Sie den Punkt P des Kreises

16x2 + 15y2 + 48x - 8y - 43 = 0, der der Geraden

8x =~ 4y + 73 = 0 am ndchsten liegt, und
berechnen Sie den Abstand d von P zu dieser Geraden!

Der Punkt P, (x,; y,) liege auf dem Kreis

2 23 10T 2 2
a) x“ + y" ar b) (x - a)° + (y -b)"=r
Ermitteln Sie je eine Gleichung der Tangente an den
Kreis im Punkt P1 !

2

Vom Punkt C (-9; 3) aus sind an den Kreis
x2 + y2 - 6x + 4y - 78 = 0 die Tangenten gelegt.
Berechnen Sie den Abstand d des Kreismittelpunktes zu



derjenigen Sehne, die die Tangentenberihrungspunkte
miteinander verbindet!

Erweiterung des kartesischen Koordinatsnsystems auf den

dreidimensionalen Raum

1.

Veranschaulichen Sie in einer Zeichnung die Lage fol-
gender Punkte:

A (3; 4; 6), B (-5; 3; 1), C (1; -3; -5),

D (0; -3; 5), E (=3; =5; 0), F (-1; =5; =3)!

Ermitteln Sie die Koordinaten der Punkte, die zu den
Punkten A (2; 3; 1), B (-3; 2; -1) und C (a; b; c) sym=
metrisch liegen beziglich

a) der xy-Ebene, b) der xz-Ebene, c¢) der yz-Ebene,

d) der x-Achse, e) der y-Achse, f) der z-Achse,

g) des Koordinatenursprungs!

In welchen Oktanten kénnen die Punkte P (x; y; z) lie-
gen, deren Koordinaten der folgenden Bedingung genigen?

a) x -y =0, b) x + y = O, c) x =z =0,
d) x + z =0, e) y -z =0, f) y + z =0,
g) xy > o, h) xz < O, 1) yz > o,
J) xyz >0, k) xyz < 0O

Zeichnen Sie einen im 1. Oktanten liegenden Quader
ABCDEFGH, fir den A (0; 0; 0), B (3; O; 0) und

E (0;. 0; 4) Eckpunkte sind! Barechnen Sie die Langen
seiner Flichen- und Raumdiagonalenl Geben Sie die Koor-
dinaten der Mittelpunkte der Seitenfldchen des Quaders
und des Mittelpunktes des Quaders anl

Beweisen Sie, daB das Dreieck mit den Eckpunkten
A (3; -1; 2), B (0; -4; 2) und C (-3; 2; 1) gleich-
schenklig ist!

Beweisen Sie, daB das Dreieck mit den Eckpunkten
A (3; -1; 6), B (-1; 7; -2) und C (1; -3; 2) rechtwink-
lig istl
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Ermitteln Sie den Mittelpunkt M und den Radius r einer
Kugel, die durch den Punkt P (4; -1; -1) geht und alle
drei Koordinatensysteme berihrt!

Ermitteln Sie welcher Punkt der x-Achse vom Punkt
A (-3; 4; 8) den Abstand 12 hatl

Veranschaulichen Sie die Menge aller der Punkte
P (x:; y: z), deren Koordinaten folgender Bedingung ge-
niagen:

a) x = 4 , b) x = -2, c) y=5 ., d) y= -3,
e) z=7 , fy z=2-3, g)x=y , h)ys=-x,
i) z = 4y , jy z = 3x

k) x2 - y2 =0, z =0, 1) x2 -22=20, y=0

Hinweis: Zeichnen Sie der Obersichtlichkeit wegen jede
dieser Punktmengen gesondert (bezogen auf ein
riaumliches kartesisches Koordinatensystem)!|

Veranschaulichen Sie sich die Menge aller der Punkte
P (x; y: z), deren Koordinaten folgender Bedingung ge-

niagen:
a) x2 + y2 + 22 s 25 b) x2 + y2 = 25
c) x2 + 22 = 25 d) yz + 22225
8) x2 4 y2 =25, 2= 7
2 2
f) x° + vy = 25, z = =3
2 2
g) x~ +y =25 y= 3
h) xz + yz = 25, x = -4

Veranschaulichen Sie sich die Menge aller der Punkte
P (x; y:; z), deren Koordinaten folgender Bedingung ge-

nigen:

a) x2 + y2 +22 =0 b) X2 4 y2 = 0

c) x° + y2 -z2=0 d) x2 + y2 - 222 0, z=7
e) x2 + yz . 0, z= -3

f) x2 + y2 - 22 =0, x= 0

g) xz + yz - 22 =0, y= 0



Andere Koordinatensysteme

1.

Beziglich eines kartesischen Koordinatensystems axy der
Ebene wird durch die Gleichung y = ax, x € R, a € R,
fur fest gewdhltes a jeweils eine Kurve beschrieben.
Ebenso beschreibt r = a-@; >0, ¢,a¢cP; a # 0, fur
fest gewdhltes a jeweils eine Kurve, bezogen auf ein
Polarkoordinatensystem. Zeichnen Sie diese Kurve far
(qualitativ) verschiedene Werte von al

Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems des
Raumes bezeichnet man die Menge (n) der Punkte

P (x; y; z), fir die x = O (bzw. y = O bzw. z = 0) ist,
als Koordinatenebene (n). Ermitteln Sie die "Koordina-
tenebenen”

a) eines Zylinderkoordinatensystems,

b) eines sphirischen Koordinatensystems!

Beschreiben Sie die Schnittfigur einer Kugel K (0; r)
mit einer Ebene z = z = const. durch Bedingungen fur
die Koordinaten ihrer Punkte beziglich

a) eines kartesischen Koordinatensystems,

b) eines Zylinderkoordinatensystems,

c) eines sphérischen Koordinatensystems!

Gegeben sei die Parameterdarstellung

K S - 2t, y = t2 - 2 einer Kurve .

a) Liegen die Punkte M (-1; =1), N (4; 2) und P (1; 2)

auf dieser Kurve?

Ermitteln Sie den Schnittpunkt von ¥ mit den Koordi-

natenachsenl

c) Ermitteln Sie die Punkte von ¥ mit der kleinsten
Ordinatel

d) Geben Sie eine Gleichung fur ¥ in x und y an!

b

-

Geben Sie eine Parameterdarstellung des Kreises -

x2 4 yg -2ax = O an, indem Sie als Parameter wahlen:

a) den Anstieg der Geraden, die durch den Koordinaten-
ursprung und einen Punkt des Kreises geht;

b) den winkel ¢ zwischen der x-Achse und der Geraden,
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die durch den Mittelpunkt des Kreises gsht!
Welche Kurven haben folgende Parameterdarstellung?
a) x = 2. te1, y = SRR
b)x=t2-2t+3,y-t2~2!+1
c) x = a sint, y=5b cos?t
d) x = —2 s y a =28 o
10+ t2 1+ 12
@) x = 3° + 37, y = 3% -3¢
a -1t t
f) x = == § Y*a vt
a 1
g) x=2alnt W y =3 (t + ?)
h) x =a +r 1—:—12 y=b+r 28
1+t 1+ ‘2
welche Kurven haben folgende Polarkoordinatendarstel-
lung: e
a) r = 4 b) =3 c) r=2acos
a b 2
dj) = cosg e) r = sinp Bor=gs cos ¢
1) r2cos 29-.2 j) r = bsing
16 16
k)r=5-3c=osqo Hr=3-"5%se
Durch die Gleichung
a a9
a) r=a-¢9 b) r = $ c) r=s¢e

ist fir a ¢ P,

geben (
mische

a = const. $ 0, jeweils eine Spirale ge-

Archimedische Sp.; hyperbelische Sp.;

Sp.). Zeichnen Sie

logarith-
diese Kurve und diskutieren

Sie ihren Verlauf fir (qualitativ) verschiedene Werte

von a |

Gegeben sei ein Kreis vom Radius a und auf ihm ein Punkt

0, um den sich ein von O ausgehender Strahl dreht, der

den Kreis in einem weiteren Punkt A schneidet. Auf die-

sem Strahl werden von A aus nach beiden Seiten Kﬁl

und



10.

11.

12.

13.

;ﬁz der L#énge 2a abgetragen.
Geben Sie eine Gleichung der Kurve an, die durch die

Punkte My und My beschrieben wird (Kardioide)!

Die Endpunkte einer Strecke AB der Lénge a gleiten auf
den Achsen eines kartesischen Koordinatensystems. Die
Geraden AC und BC, die parallel zu den Koordinatenach-
sen liegen, schneiden sich in C, von dem aus das Lot
auf AB gefallt ist. Der LotfuBpunkt sei M. Geben Sie
eine Gleichung fir die Kurve an, die von M durchlaufen
wird (Astroide).

Ein Kreis vom Radius a rollt ohne Reibung auf einer'ce-
raden ab. M sei ein fester Punkt dieses Kreises. Gaben
Sie eine Parameterdarstellung der Kurve an, die der
Punkt M beschreibt (Zykloide).

Ein Kreis vom Radius a rollt ohne Reibung auf einer Ge-
raden ab. Ein Punkt'M liegt auf einem vom Mittelpunkt
des Kreises ausgehenden und mit dem Kreis starr verbun-
denen Strahl im Abstand d vom Kreismittelpunkt aus. Ge-
sucht ist eine Parameterdarstellung der Kurve, die von
M durchlaufen wird. (Fur d <a spricht man von einer
verkirzten Zykloide, fdar d> a von einer verschlungenen
oder verliangerten Zykloide.)

Zwei durch Parametergleichungen

x = xl(t), y = yl(t), z = Zl(t), teT, (I1 - In-
tervall) bzw.
X = xz(u), y = yz(u), z = zz(u). u Iz (12 - In-

tervall)

gegebene Kurven 1, und 1, heiBen zueinander &quivalent
gdw. (bei fester wahl des Koordinatensystems) eine ein-
eindeutige Abbildung

f von I2 auf 11 existiert mit t = f (u) wund

Xp (F (u) = %y (W), vy (F (W) =y, (u).

z, (f (u)) = z, (u).

Gegeben seien Parametergleichungen fir vier Kurven:
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11: X = a cos t , y=asint, 0<t <2, a#0

12: x = a c05(u3 +1), y=a sin(u3 + 1), -1 € usx

5'21T- 1, a#0

13: X = cos t , y = sin t , z=t,
0<t <47

1. 2 2

4° X a cos u- , y = sin u™, zZ = 2u

0%u £2%7
Beweisen Sie, daB
a) l1 und 12 einander &quivalent sind,
b)~l3 und 14 nicht zueinander &quivalent sind,
c) 11 und l3 nicht zueinander &quivalent sind!

Vektoren

Wann gilt fir zwei Vektoren 2 und B die Beziehung

2+B//7-82

Es sei ABCD ein Parallelogramm und QO ein beliebiger
Punkt der Ebene. Weisen Sie nach, daB dann

TA + OC = OB + O0 giltl Beweisen Sie umgekehrt, daB,
falls far fanf Punkte O, A, B, C, D die Beziehung

DA + OC = 0B + 00 erfullt ist, die Punkte A, B, C, D
Eckpunkte eines Parallelogramms sindl

Bewaisen Sie mit Hilfe von Vektoren:
Zwoi Dreiecke, die durch eine Punktspiegelung auseinan-
der hervorgehen, sind kongruent.

Gegeben sei ein regelmdBiges Sechseck ABCDEF. Weisen
Sie nach, daB die Bezishung AC = AB + % A0 giltl

Es sei ein Vierack ABCD gegeben. Die Gerade, die durch
A verlauft und parallel zu BC ist, schneidet die Diago-
nale BD in einem Punkt M, die zu AD parallele Gerade
durch B schneide die Diagonale AC in N. Weisen Sie
nach, daB die Geraden MN und DC parallel sind!

Es sei ABC ein Dreieck, M ein Punkt auf der Seite AC mit



10.

11.

AM = % AC sowie N ein Punkt auf der Verlangerung der

Seite BC Uber B hinaus mit BN = BC. Ferner sei P der
Schnittpunkt der Geraden AB und MN. Ermitteln Sie die
Léngenverhéltnisse der Strecken MP und PN sowie AP und
PB1

Weisen Sie nach:

Die Mittelpunkte der Seiten eines beliebigen (nicht un-
bedingt ebenen) Vierecks sind Eckpunkte eines Paralle-
logramms.

Es sei ABCD AlBlch1 ein Parallelepiped mit dem
Schnittpunkt O der Raumdiagonalen; M, N, P und Q seien
die Mittelpunkte der Strecken KKI, Eﬁi, 551 sowie 551.
Weisen Sje nach, daB folgende Beziehungen gelten:

a) M3 = OF

b) @0 = OV

c) N = QF.

In einear geraden, vierseitigen Pyramide ABCDE mit recht-
eckiger Grundfldche sei M Mittelpunkt der Basisfliche
ABCD, F der Halbierungspunkt der Kante AB sowie G der
Schwerpunkt der Seitenfldche DCE. Ermitteln Sie das
Verhadltnis, in dem FG und ME einander teilen!

Es sei ABCDEFGH ein Quader, M der Diagonalschnittpunkt
der Deckflache EFGH, N dar Mittelpunkt der Kante CG und
P der Mittelpunkt der Strecke MN. Beweisen Sie, daB P
auf der Raumdiagonalen AG liegt und AP : AG = 3 : 4
gilel

Weisen Sie nach, daB sich die Verbindungsstrecken zwi-
schen den Eckpunkten eines beliebigen Tetraeders und
den Schwerpunkten der jeweils gegendberliegenden Sei-
tenfléachen des Tetraeders in einem Punkt schneiden und
jeweils im Verhaltnis 1 : 3 teilenl!

Bemerkung: Der Schnittpunkt dieser Strecken heiBt
Schwerpunkt des Tetraeders.
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Berechnen Sie die Koordinaten des Schwerpunktes des Te=-
traeders mit den Eckpunkten A (O; 0; 2), B (1; -1; 8),
Cc (-1; -1; -1), D (1; -2; 3)!

von einem Tetraeder ABCD seien die Eckpunkte A (1; -1;
0), B (4; -3; 1) und C (O: O; 5) gegeben. Berechnen Sie
die Koordinaten des vierten Eckpunktes, falls der Koor-
dinatenursprung Schwerpunkt des Tetraeders ist!

Es sei ABCD ein beliebiges Tetraeder, S sein Schwer-
punkt. Welche Beziehung gilt zwischen SX, $8, SC und
S0 unter Beriicksichtigung aller vier Vektoren?

Es seien 3 und B Vektoren mit /3/ = 13, /B/ = 19 und
/2 + B/ = 24. Ermitteln Sie den Betrag des Vektors
-

a-%B1

Es seien 2 und B vektoren mit /37 = 11, /B/ = 23 und
/2 - B/ = 30. Ermitteln Sie /@ + B/ |

Welche Bedingungen missen fir zwei Vektoren 2 und B er-
fullt sein, damit die Beziehung

a) /a +B/ = /a -¥/

b) /32 + B/ /3 - B/ oder

c) /& +8B7 /@ -B/ gilt?

Ein Junge schwimmt in ruhendem Wasser mit einer Ge-

schwindigkeit /Viy =1 ms”'. Der 100 m breite FluB,

den der Junge dberqueren will, hat die Strémungsge-

schwindigkeit /V;V =0,8m s~1. Berechnen Sie den Ge-

schwindigkeitsvektor (dessen Betrag und Richtung - Win-

kel zum Ufer), wenn der Junge

a) genau senkrecht zur Stromrichtung schwimmt,

b) unter einem Winkel von 45° mit dem Strom

c) unter einem Winkel von 60° gegen dan Strom schwimmt!

wo und nach welcher Zeit erreicht er jeweils das gegen-

seitige Ufer?

d)'Untar welchem Winkel gegen die Strémungsrichtung
miBte er schwimmen, um auf dem kirzesten Wege quer
uber den FluB zu gelangen? Entspricht dem kirzesten
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20.

21.

22.

23.

Weg auch die kirzeste Zeit?
a

Unter welchem Winksl gegen die Strémungsrichtung mu8
der Junge schwimmen, wenn er die genau gegeniberlie-
gende Stelle des anderen Ufers in kirzester Zeit er-
reichen will, falls seine Laufgeschwindigkeit 2 m s7t

betragt? Welche Gesamtzeit bendtigt er?

Gegeben sei ein System von drei Punktmassen, von denen

bekannt ist:

(1) my =y = 50 =2 .
(2) Der Schwerpunkt dess+Systems sei S, die Punktmasse

my befindet sich im Punkt A, my in C und my in B.

welche Beziehung gilt zwischen SA, 58 und 5C unter Be-

racksichtigung aller 3 Vektoren?
Bemerkung: Der Begriff des Schwerpunktes wird hier in
physikalischem Sinne verwendet.

Weisen Sie mit Hilfe des Verfahrens der vollstandigen
Induktion nach, daB fiur beliebige Vektoren ?, 3&. T

3; und beliebige reelle Zahlen x, Xgs eees X die fol-

n
genden Beziehungen gelten:

- - -~ -
a) (x1 Xy b oeee X)) @ = X3 + X538 + ...+ X3
- - - N -
CPARAREE + an) = xa, xa

b) x (3i + 2 *teee * x?n

Beweisen Sie auf Grundlage der Vektorraumaxiome:
Es existiert genau ein Vektor T, der die Forderung des

- Axioms 3. erfullt.

Beweisen Sie auf Grundlage der Vektorraumaxiome:

Fir zwei beliebige Vektoren 3, B existieren genau ein
Vektor ¥ mit 3 + X = B | Beweisen Sie umgekehrt, daB
aus diesem Satz die Axiome 3. und 4. folgen!

Weisen Sie nach, daB die Menge der in einem Intervall
<a; b> differenzierbaren Funktionen beziglich der Ad-
dition von Funktionen und der Multiplikaticn von Funk-
tionen mit reellen Zahlen einen Vektorraum bildet. Ober-
legen Sie dazu zundchst, wie diese beiden Operationen
exakt definiert werden kdnnen!
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24. Nennen Sie den Nullvektor des Vektorraumes der

a) n - Tupel
b) Polynome héchstens n-ten Grades und
¢) in einem Intervall < a; b > differenzierbaren Funk-

tionenl

Lineare Abhingigkeit; Komponenten- und Koordinatendar-

186

stellung von Vektoren

In einem Tetraeder ABCD liegt der Punkt E auf der Strek-
ke AB mit AE = 3 EB. Stellen Sie die Vektoren B0, BC,
C?. €8 und EC als Linearkombination der Vektoren 3 = AL,
B =AC und T = AD dar!

Stellen Sie den Vektor X = T = ej' als Linearkombination
der Vektoren a = 2T - 2?, B a5t T, T=67 - 1OT dar!
Ist diese Darstellung eindeutig? Geben Sie eine Bedin-
gung an, die erfallt sein muB, damit ein Vektor der
Ebene eindeutig als Linearkombination einer Menge von
Vektoren darstellbar ist!

Welsen Sie nach, daB jeder Vektor X der Ebene als Li-
nearkombination zweier beliebig vorgegebener, nicht
paralleler Vektoren ?. B darstellbar ist!

Definieren Sie den Begriff der linearen Unabhidngigkeit
far

a) zwel Vektoren der Ebens,

b) drei Vektoren des Raumes,

ohne den Begriff der linearen Abhdngigkeit zu verwen-
dent

Weisen Sie nachl

Ist eine Menge M von Vektoren linear abhdngig, so exi-
stiert in dieser Menge ein Vektor, der sich als Linear-
kombination der ibrigen Vektoren darstellen 1&B8t.

Beweisen Sie, daB eine Menge von Vektoren, die den
Nullvektor enthalt, stets linear abhdngig istl



10.

11.

12.

13.

Es seien M und N Mengen von Vektoren, wobei M £ N und
M linear abhéngig ist. Zeigen Sie, daB dann auch N li-
near abhangig sein muBl

Weisen Sie nach, daB zwei Vektoren 2 und B mit

3 xa? + YaT spwie B = xbi + yb? genau dann linear ab-
héngig sind, falls X, Yp = XpYy = 0 giltl

Weisen Sie nach, daB die Vektoren 3; B und ¢ des Raumes
mit den Koordinaten (xa; Yai za), (Xpi Ypi zc) sowie
(xc; Yei z.) beziglich einer orthogonalen Basis genau
dann linear abhéngig sind, wenn die Bezishung

X YpZe * YaZpXo * ZgXpYe T Xc¥pZa T YeZp¥a T FXpYa T O

erfallt istl

Esseien_a)='i'+43'08?, ?--3?4—23' und =71~ 7K
drei Vektoren im Raum.
a) Weisen Sie nach, daB 2, B und T eine Basis bildent
b) Stellen Sie die Vektoren =T+ ZT und
-y)a T - 'j' + 4& beziiglich der Basis @, B, T dart

Es sei eine Basis {?1, ?2; der Ebene
mit /'?1/ =2 und

/Ta;/ = 3 gegeben, wobei die Vektoren
. und &, einen winkel von 120° ein-

1 2 - ->
schlieBen. Weiterhin seien a, b., c und
T vektoren derselben Ebene mit der in
der nebenstehenden Abbildung angegebe-
nen Lage beziglich ?1 und ?2 sowie mit
/37 =1, /87 =4, /% =3 und
/?7 = 2, Stellen Sie ?, ‘R T und T be-

- >

ziglich der Basis ey, €y

darl

Es sei ABCDEF ein regelmidBiges Sechseck. Geben Sie die
Koordinaten der Vektoren AC, AB, AP und EF beziglich
der Basis AB, A& anl

Gegeben sei ein Tetraeder ABCS mit den Mittelpunkten
A', B' und C' der Seiten AS, BS und CS. Ferner seien O
und 0*' die Schwerpunkte der Dreiecke ABC und A‘B'C'.
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15.

16.-

17.

18¢€

a) Bilden die Vektoren 00~ , 0°8- und O°C" eine Basis
des Raumes?

b) Geben Sie - falls dies erfillt ist - die Koordinaten
der Vektoren GS, AC, CA", O'X, AS, AC', BE" und AET
beziglich dieser Basis an, wcbei E' der Mittelpunkt
der Strecke A‘C' sein solll

Es sei ABCD ein Parallelogramm mit dem Diagonalen-
schnittpunkt O und es seien E, F die Mittelpunkte der
(gegeniiberliegenden) Seiten BC und AD. Geben Sie die
Koordinaten der Vektoren ﬁ, 65', 'F-'_(?, EL’. E_ﬂ', BO und EX

beziiglich der Basis s mit ?1 = AB und ?2 = A0

[y
T

2
anl

Es seien A, B, C, D die Eckpunkte der Grundflache eines
Quaders, E, F, G, H die entsprechenden Eckpunkte der
Deckfliache. Stellen Sie fest, ob die Vektoren

a) ﬁ, €8, AB

b) OF, €8, EW

eine Basis des Raumes bilden! Beweisen Sie Ihre Aussa-
gel

Gegeben seien vier Punkte A (-2; 3), B (2; -1),

C (6:; -1) und D (2; 3). .

a) Was fir ein spezielles Viereck bestimmen diese vier
Punkte? )

b) Berechnen Sie die Kcordinaten des Diagonalenschnitt-
punktes dieses Vierecks und das MaB des Winkels
<L DAB |

Gegeben sei ein Vektor 2 mit 3 = %T + % . Ergénzen

Sie diesen Vektor zu einer Orthonormalbasis, d. h. ge-

ben gig einen Vektor B an, so daB 3; B  eine Ortho-

normalbasis istl

Hinweis: Setzen Sie B = xT + y'J' an, und bestimmen Sie
die Koeffizienten x und y. Ist B dadurch ein-
deutig bestimmt? Interpretieren Sie Ihre Ant-

wort geometrischl
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19.

20.

21.

22.

Entwickeln Sie ein zu Aufgabe 17. analoges Verfahren
far den raumlichen Falll

In einem Tetraeder schneiden 'sich die Verbindungslinien
zwischen den Eckpunkten und den Schwerpunkten der je-
weils gegeniberliegenden Seitenfldchen in einem Punkt
(dem Schwerpunkt - s. 8.2., Aufgabe 11). Unter welchem
winkel schneiden sich je zwei dieser Linien bei einem
regulédren Tetraeder? (Bindungswinkel von Methan, CH,)

Es sei {0, i T Ef ein Kartesisches Koordinatensystem
des Raumes, P ein Punkt des Raumes. Leiten Sis die Be-
ziehungen zwischen den Kartesischen Koordinaten x, y, 2z
des Punktes P und seinen sphédrischen Koordinaten

r= /A = (T Ty und?=90°-§: (R, o)

her!

Berechnen Sie die kartesischen Koordinaten des Punktes
P mit den spharischen Koordinaten r = 0,7; X = 145° und
P = -35° | (Koordinatensysteme entsprechend Aufgabe 20)

Ist die Zuordnung der sphérischen Koordinaten zu einem
beliebigen Punkt des Raumes eindeutig bzw. sogar ein-
eindeutig?

Geraden und Ebenen

Ein Sender S wird von zwel FunkmeBfahrzsugen I und II
angepeilt. Im Augenblick der Erfassung von S hat der

FunkmeBwagen I den Standort Py (-300; 800). Er peilt

g im winkel 146,3° an (ge~-
messen gegen N iber 0). Der wWagen II am Ort P2 (=400;
-300) miBt 26,60. Wo befindet sich S?

Bemerkung: Die Koordinaten beziehen sich auf ein Koor-

S auf einer Geraden durch P

dinatensystem mit x-Achse in Ost-West-
y-Achse in Nord-Sid-Richtung. Die Erdkrim-
mung wird vernachlassigt.

Ermitteln Sie je eine Gleichung der Geraden, auf denen
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die Seiten eines Rhombus liegen, dessen Mittelpunkt der
Koardinatenursprung ist und dessen Diagonalen auf den
Koordinatenachsen liegen. Die Liénge der Diagonalen auf
der x-Achse batrage 2a und der auf der y-Achse 2b. wel-
che Lingen haben die Seiten des Rhombus?

Eine Gerade g habe die Parametergleichung

oF = t,F, nit 3, = T+7

171
oF = t23‘2 mit -3.2 S 4? und

7=7°vta mic P (-2; -2) und'a'3=_i'+'j'.

Bestimmen Sie den funktionalen Zusammenhang zwischen
den Parametern t, und to, Ty und Ty sowie T, und Tt !

Gegeben sei das Ahnlichkeitszentrum M (-4; -1) zweler
shnlicher und Ahnlichkeitslage befindlicher Dreiecke
ABC und DEF sowie die Eckpunkte des kleineren der bei-
den Dreiecke A (=3; -2), B (2; 0) und C (-1; 1). Der
Ahnlichkeitsfaktor sei k = 3. Geben Sie fir die Gera-
den, die die Seiten des zweiten Dreiecks enthalten, je
eine Gleichung ant

Gegeben seien die Eckpunkte A (3; 0), B (0; 3) und

C (-3; -1) sowie A' (6,5; 2,5), B (5; 4), C* (4: 2)
zweler Dreiecke ABC und A'B°'C'. Beweisen Sie, daB die
Seiten dieser Dreieckspaarweise parallel zueinander
sind und daB sich die Geraden, die jeweils durch zwei
einander entsprechende Punkte beider Dreiecke gehen, in
einem Punkt schneiden.

a) Weisen Sie nach, daB die Raumdiagonalen eines Paral-
lelepipeds einander halbieron!

b) Es seien A (1; 1; 1), B (2; 3; 4), C (-1; 6; 7) und
A' (3; 5; 10) Eckpunkte eines Parallelepipeds
ABCDA'B'C'D'. Berechnen Sie die Koordinaten des
Schnittpunktes der Raumdiagonalen!

Der Schwerpunkt S eines (nicht unbed1ngt sbenen) n-Ecks
PP, ... P hat den ortsvektor 0% = 1 2: —? . Weisen

'_=1
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11.

12.

13,

14.

Sie nach: Wird jeder Eckpunkt Py mit dem Schwerpunkt S
der restlichen Eckpunkte verbunden, so gehen n Verbin-

i
dungslinien durch S.

Geben Sie Parametergleichungen fir

a) die x-y-Ebene,

b) die x-z-Ebene,

c) die durch 2x - y + 3z = 2 = O gegebene Ebene und
d) die durch x + 7 = O gegebsne Ebene anl!

Geben Sie parameterfreie Gleichungen fir die durch fol-
gende Parametergleichungen gegebenen Ebenen an:

a)@(t‘. é):t(?*?0?)+s(6?-%]'§,
b) P (t, s) =37 -10T + R + ¢ T+ +s (T+B) 1

In einem Parallelepiped ABCDA'B'C'D' wurden alle Punkte
der Seitendiagonalen BD mit allen Punkten der Seiten-
diagonalen A'C' verbunden. Weisen Sie nach, daB die
Mittelpunkte dieser Verbindungsstrecken in einer Ebene
liegen!

Liegen Sie sogar auf einer Geraden?

Geben Sie eine Parameterdarstellung des Durchschnitrts
der durch

(1) x +y +z -2 =0 sowie (2) x +2y +2 -1=0
gegebenen beiden Ebenen anl

Oberprifen Sie, ob die Punkte P (11; - %: 9) und
Q (%: 3; Tg) den durch die Gleichungen

a) 0P (t, s) =37 =R+t (T-T + s (3T + aR),
b) 3x -y +8z - 1=0

beschriebenen Ebenen angehérent

Bestimmen Sie die Lage der durch

(1) x +y -2 =0, 2x -y -2 =0 bzu.
(2) x +2y =z =0, x +2y +2z + 4=20
gegebenen Geraden zueinander!

Gibt es einen Schnittpunkt zwischen der Ebene £

mitb_?(s,‘ !)=—i)-ka+t (T+ .’:k‘) fs(T-T'?) und
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16.

17.

18.

19.
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der Strecke mit den Endpunkten Q, (0; 0; 10) und

02 (6; 0; 12) ? Bestimmen Sie diesen, falls er exi-
stiert! Bestimmen Sie anderenfalls den Abstand des
Schnittpunktes der Ebene £ mit der Geraden Q1°2
demjenigen der beiden Punkte Q1 und QZ‘ der naher an
der Ebene & liegt, als der andere!

In welchem Verhaltnis A teilt die Ebene, die durch den
Punkt Pis (1, 0; 2) und die Gerade g mit

oF (t) = g T- 2R+ ¢t (?* T¢ T?) geht, die Strecke
A mit A (-1; 2; 3) und B (0; O; 1) ?

welche Beziehung muB zwischen den Koeffizienten a, b, ¢
der Ebene £ : ax + by + cz = d bestehen, damit die Ebe-
ne die gerichtetes Strecke 5;5; mit Py (xg3 Yqi z,) und
P, (xp: Ypi Zp) im Verhdltnis A: 1 teilt ?

Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden, die durch den
Punkt P (2; O; 3) geht und die beideq_ceradan
94 OP (t) = ai + Sj + 2k + t (1 + 3J) sow1e

—
95 0Q (s) = 7T+ J -4k + s (21 + j - k)
schneidet! weisen Sie nach, daB eine derartige Gerade
existiert und daB es nur eine Gerade gibt, die die Be-
dingung erfiallt!

Untersuchen Sie fir beliebige reelle Zahlen die Lage-
relation zwischen der Ebene
£:0 oF (r, s) = T ] +Rar (1? ?3 + s (x + 35
und der Geraden

: 88 (t) =?+T+R’m[(1n\z)?wzﬁ-n%

« ¥

und bestimmen Sie gegebenenfalls die Koordinaten des
Schnittpunktes!

Untersuchen Sie die Lagebeziehung zwischen der Geraden
g durch den Punkt Ps (1; 0; 0) mit dem Richtungsvektor

- -T-7 - ¥ und der Ebenso(,durch Q, (0; 1: 0) mit
den Richtungsvektoren a1 =T+ J, 52 = ? %1 Be-
stimmen Sis - falls vorhanden - die Koordinaten des
Schnittpunktes!



20. Es sei die Ebenecl1 durch P (1: 1; 0), g& =T+ ?:
-a.z =?+T<', *, durch 2x - y + 3k = 2 gegeben. Ermit-
teln Sie die Lage der beiden Ebenen zueinander. Geben
Sie eine Gleichung fir die Schnittgerade - falls vor-
handen - anl
21. Wie lieBe sich der Winkel zwischen
a) zwei Ebenen,
b) einer Geraden und einer Ebene
sinnvoll definieren? Berechnen Sie die MzBe der ent-
sprechenden Winkel fir die Beispiele aus den Aufgaben
19. und 20. 1|
22. Bestimmen Sie fiir beliebige reelle Zahlen X\ die Lagebe-
ziehung zwischen den beiden angegebenen Ebenen, und er-
mitteln Sie gegebenenfalls eine Gleichung der Schnitt-
geraden!
a)£1 :W(r. S)s?i-?f?*f (-i.foT) + s (?f?)
£y 0P (r,8) =T+ T+ Rar %+ +s W3
o?)
b)£1:x¢y2+z=1
£ 3 % * Ay +z = X
8.7. Parallelprojektion ebener Schnitte durch einen geraden
Kreiskegel
Einteilung der Kegelschnitte
1. Gegeben sei ein gerader kreisksgel. dessen Erzeugende

mit der Grundkreisebene einen Winkel von 60 Grad bil-

den, und eine den Kegel schneidende Ebene, die mit des-

sen Grundkreisebene einen Winkel von 45 Grad bildet.

Konstruieren Sie Grund- und AufriB des Kegels, der Ebe-

ne und der Schnittfigur sowie deren wahre Gestalt

a) mit Hilfe von Erzeugenden des Kegels,

b) mit Hilfe von Parallelebenen zur Grundkreisebene des
Kegels!
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Ein gerader Kreiskegel werde von einer Ebene so ge-

schnitten, daB die Schnittfigur eine Ellipse ist. Wie

andert sich die Gestalt der Ellipse, wenn

a) bei gleichbleibendem Kegel die Neigung der Schnitt-
ebene,

b) bei gleichbleibender Ebenenneigung der Neigungswin-
kel der Erzeugenden des Kegels zur Grundkreisebene
des Kegels kontinuierlich gedndert wird?

Gegeben sei ein gerader Kreiskegel, dessen Erzsugende

mit der Grundkreisebene einen Winkel von 60 Grad bil-

den, und eine den Kegel ‘schneidende Ebene, die mit des-

sen Grundkreisebene einen Winkel von 85 Grad bildet.

Konstruieren Sie Grund- und AufriB der Schnittfigur so-

wie deren wahre Gestalt

a) mit Hilfe von Erzeugenden des Kegels,

b) mit Hilfe von Parallelebenen zur Grundkreisebene des
Kegels!

Untersuchen Sie das in Aufgabe 2 genannte Problem fir
den Fall, daB die Schnittfigur eine Hyperbel ist!

Ein Kegel werde von einer Ebene so geschnitten, daB ei-
ne Parabel entsteht. Konstruieren Sie die Schnittfigur
in wahrer GroBel

Ein gerader Kreiskegel wird von einer parallel zur Ach-
se verlaufenden Ebene geschnitten. Konstruieren Sie
Grund- und AufriB der Schnittfigur sowie deren wahre
Gestalt.

wahlen Sie dabei den Neigungswinkel der Erzeugenden des
Kegels zur Grundkreisebene

a) 60 Grad,

b) 30 Grad,

c) 45 Grad!



Eigenschaften der Kegelschnitte mittels Dandelinscher Ku-

geln; Punktkonstruktionen

1. Konstruieren Sie eine Schar konfokaler Ellipsen!
(Anleitung: Unter konfokalen Ellipsen versteht man El-
lipsen mit gleichen Brennpunkten und unterschiedlichen
Achsenlingen.)

* 2. Wie &ndert sich die Gestalt einer Ellipse, wenn bei
gleichbleibendem a die lineare Exzentrizitdt e kleiner
wird?
was ergibt sich im Grenzfall e = 0 ?

Zeichnen Sie eine solche Ellipsenschar!

3. Zeichnen Sie zwei kongruente Ellipsen mit gleichem Mit-
telpunkt, deren Hauptachsen aufeinander senkrecht ste-
hent

4. Lésen Sie die Aufgaben 2), 3), 4) des nachsten Ab-
schnittes entsprechend fir Hyperbeln!

5. Konstruieren Sie zwei gleichseitige Hyperbeln mit ge-
meinsamen Brennpunktenl

6. Wie andert sich die Gestalt einer Hyperbel, wenn bei
gleichbleibsndem e die GréBe a kleiner wird? Zeichnen
Sie eine solche Hyperbelscharl

7. Konstruieren Sie zwel Parabeln, deren Scheitel und Ach-
sen zusammenfallen und deren Parameter 2p = 8 bzw.
2p = 4 sindl Beschreiben Sie das Verhalten der Parabeln
bei weiterer Verkleinerung des Parameters!

8. Beweisen Sie mit Hilfe Dandelinscher Kugeln und der
Ortsdefinition der Ellipse, daB beim Schnitt des gera-
den Kreiszylinders mit einer nicht orthogonal und nicht
parallel zur Achse verlaufenden Ebene die Schnittfigur
eine Ellipse istl
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10.

11.

Beweisen Sie, daB das Bild einer Kugel bei senkrechter
Parallelprojektion ein Kreis und bei schrdger Parallel-
projektion eine Ellipse istl

Gegeben ist ein gerader Kreiskegel K und eine Ebene E,
die zur Achse des Kegels parallel liegt. Der Schnitt
von E und K ist eine Hyperbel H. Es sei 2a die Linge
der Hauptachse, e die Brennweite. Beweisen Sie, daB der
Radius der Dandelinschen Kugeln b = 92 - az ist! ’
Ein gerader Kreiskegel werde von einer Ebene £ ge-
schnitten. Die Schnittfigur sei eine Ellipse. AuBerdem
sei eine der beiden Dandelinschen Kugeln vorhanden. Sie
berihrt den Kegelmantel lings eines Kreises K und in
die Ebene E in einem Brennpunkt F der Ellipse. Die Ebe-
ne des Kreises K schneidet E in einer Geraden 1. Zeigen
Sie, daB 1 eine. Leitlinie der Ellipse ist, d. h., daB
das Verhaltnis der Abstidnde jedes Ellipsenpunktes von

F und 1 konstant ist.

Mittelpunktsgleichung der Ellipse und Hyperbel; Scheitel-

gleichung der Parabsl

1.
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Stellen Sie eine Gleichung der Ellipse auf, fir die
folgendes gilt:

a) a=5; ba=4 b) 2e = 8; 2a = 10

c) b=2; 2 = 6 d) a + b = 10; 28 = 4,5
e) 2a = 26; F1 (-10; 0); F2 (14; 0)

f) 2b = 2; F1 (- 1; 1); F2 ( 1; 1)

Berechnen Sie die Achsenlénge der Ellipse
16x2 + 25y2 = 400 sowie die Koordinaten ihrer Brenn-
punktel

Stellen Sie fest, welche der Punkte Al (=2; 3):

A2 (2; -2); A3 (2; -4); A4 (-1; 3); A5 (-4: =3);

A6 (3; -1); A7 (3; =2); AB (2; 1); A9 (O; 15);

A10 (0; -16) auf, welche auBerhalb und welche innerhalb
der Ellipse 8x2 + 5y2 = 77 liegenl!



10.

Berechnen Sie den Flacheninhalt des Vierecks, dessen
Eckpunkte mit den Brennpunkten und den Nebenscheiteln
der Ellipse

a) x2 4 Sy2 = 20

b) ox? + Sy2 =1

zusammenfallen|

Die Abszissen der Punkte des Kreises x> + y2 = 4 mogen
a) verdoppelt,

b) halbiert werden.

Ermitteln Sie die entstandene Kurve, und veranschauli-
chen Sie diesel

Stellen Sie die Mittelpunkte der Hyperbel, von der
a) 2a = 6; 2b =8,

b) 2a = 24; 2e = 26,

c) 2a = 8; F1 (-6; 0); F2 (6; 0)

gegeben ist, aufl

Stellen Sie die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel auf,
fur die bekannt ist, daB die Absténde eines ihrer
Scheitelpunkte von den Brennpunkten 9 bzw. 1 betragen!

Gegeben sei die Ellipse x2 /8 + yz/ 5 = 1. Stellen Sie
die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel auf, deren Schei-
tel sich in den Brennpunkten und deren Brennpunkte sich
in den Scheiteln der gegebenen Ellipse befindent

Stellen Sie die Scheitelgleichung der Parabel auf, de-

ren Scheitel im Ursprung liegt und fir die bekannt ist:

a) Sie ist symmetrisch beziglich der x-Achse, liegt in
der rechten Halbebene und fir sie ist p = 3.

b) Sie ist symmetrisch bezuglich der x-Achse, liegt in
der linken Halbebene und fir sie ist p = 0,5. .

c) Sie ist symmetrisch beziglich der y-Achse, liegt in
der unteren Halbebene und fur sie ist p = 0,25.

Stellen Sie die Gleichung der Parabel auf, die durch
den Ursprung geht, den Brennpunkt F (0; -3) hat und
symmetrisch beziglich der y-Achse istl
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12.

13.

14.

15.
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Welche Kurven haben die folgenden Gleichungen?

a) y = 3/47/16 - x2

b) x = =57~y

c) x = 473y + 9
)y =7

o) y = 7-3 - 2x
I

Veranschaulichen Sie diese Kurven!

Berechnen Sie den Wertevorrat der Funktion

c) x = 177749 - y?
d) x = - J-3y

o) y = -3 fax
fyy=2/57<2 + 25 1

von einer Strecke konstanter Lange mégen die Eckpunkte
auf verschiedenen Koordinatenachsen liegen. Welche Kur-
ve beschreibt ein beliebiger Punkt dieser Strecke, wenn
die Endpunkte auf den Achsen gleiten?

Gesucht ist die Seite eines Quadrates, dessen Eckpunkte
auf der Hyperbel xz/a2 - yz/b2 = 1 liegen. Fir welche
Hyperbeln kann man ein solches Quadrat finden?

wie lautet die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel,
die durch den Punkt P (5; 3) hindurchgeht und deren
Achsen in den Achsen des Koordinatensystems liegen? Man
bestimme auch die Brennpunkte und die Scheitelpunkte
der Hyperbell



16.

17.

18.

Von einer Ellipse sind die Brennpunkte F1i (3; 0),

F2 (-3; 0) sowie ein Punkt P (4; 12/5) gegeben. Gesucht
sind die Léngen der Ellipsenachsen und die Gleichung
der Ellipsel

Gegeben ist eine Ellipse mit der Gleichung

x2/a2 + yz/b2 = 1. Der Ellipse soll ein Rechteck einbe-
schrieben werden, dessen Seiten parallel zu den Achsen
des Koordinatensystems sind und sich wie A : 1 verhal-
ten. Die Koordinaten der Eckpunkte dieses Rechtecks

sind zu bestimmen.

Welche der folgenden Gleichungen beschreiben Kurven
zweiter Ordnung? Welche beschreiben insbesondere entar-
tete Kurven zweiter Ordnung, und um was fir einen Ent-
artungsfall handelt es sich dabei jeweils?

a) x2 + y2 = a2

b) x2/a2 - y3/b2 = 1
c) x2 4 y2 = -1

d) x2/a2 - y3/b2 = 0

Kegelschnitte in achsenparalleler Lage

1.

Eine Ellipse berdhrt die x-Achse im Punkt P1 (8; 0) und
die y-Achse in P2 (0; -5); ihre Achsen sind den Koordi-
natenachsen parallel. Geben Sie fir die Ellipse eine
Gleichung anl

Berechnen Sie fir folgende Kurven a, b, e, M, F1 und
F2

a) 9x2

2

- 16y~ + 90x + 32y - 367 = O

b) x = 5 - 3/4y2 - 4y - 12
c) y= -7 +2/5 (16 + 6x - x2)

2

d) 4x< + 3y2 - 8x + 12y - 32 =0
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Ermitteln Sie die Scheitel- und Brennpunkte folgender
Kegelschnitte, und veranschaulichen Sie ihre Lage im
Koordinatensystem!

a) 16x2 + 9y2 - 32x + 18y + 72 = 0

b) 4x2 - y? + 24x + 4y + 31 =0

Welche Koordinaten hat der Brennpunkt der Parabel
a) yz = 6x2

b) y2 a =5x

) (v - 3% =9 (x-1)

d) x2 = -6y

o) (x - 4= -y 2

Wie lautet die Gleichung der Parabel mit der Achse

y = 2, die durch den Punkt P (5; 7) geht und deren
Scheitel die Abszisse x a 4 hat?

Eine Ellipse beriihre die y-Achse in P1 (0; 5) und
schneide die x-Achse in P2 (5; 0) und P3 (11; 0). Ihre
Achsen seien zu den Koordinatenachsen parallel. Geben
Sie eine Gleichung fir die Ellipse anl

Von einaer Hyperbel seien zwei Punkte P1 und P2 bekannt.
Berechnen Sie jeweils ihre Mittelpunktsgleichung!

a) P1 (5; 9/4), P2 (2 6; 3 2/2)

b) PL (3; 2),. P2 (4; 3)

c) P1 ( 3; 4), P2 (0; -2)

Eine Hyperbel liege symmetrisch zu den Koordinatenach-

sen, gehe durch P (6; -2 2), und es sei b = 2. Stellen

Sie ihre Mittelpunktsgleichung auf, und berechnen Sie
die Abstinde des Punktes P von den Brennpunktenl

wie groB ist der Halbparameter der Parabel y2 = 2px,
wenn diese durch den Punkt P (5; 6) geht?



10.

Von einer Ellipse sind ein Brennpunkt F1 (3; 0), die zu
diesem gehdérende Leitlinie x = O und die numerische Ex-
zentrizitdt £ = 1/2 gegeben. Gesucht ist die Gleichung

der Ellipse.

Lageverhdltnisse von Kegelschnitt und Gerade, Tangenten und

Asymptoten

1.

Berechnen Sie die Linge derjenigen Sehne der Ellipse
x2 & 2y2 = 18, die durch den Ursprung geht und den Win-

kel < (i; j) halbiert!

Berechnen Sie die Schnittpunkte der folgenden Kurvenl

a) (1) x2/25 + y%/9 = 1 (2) y = 2x + 3

2

b) (1) x2 + 4y2 = 16 (2) y - 1/3x = 5

c) (1) x2 /36 + y2/16 = 1 (2) y = 2x

Ermitteln Sie die gemeinsamen Punkte der Ellipse
x2 + 4y2 = 4 und des Kreises, der durch die Brennpunkte
der Ellipse geht und seinen Mittelpunkt in deren “obe-

ren” Scheitel hat!

wieviele Tangenten an die Ellipse x2/9 + y/4 = 1 gehen
durch den Punkt P1 (1; 1), P2 (3; 1), P3 (0; 2)? Stel-
len Sie ihre Gleichungen auf!

Ermitteln Sie die gegenseitige Lage der durch folgende
Gleichungen gegebenen Kurven!

a) (1) 2x -y = 3 =20 (2) x2/16 + y2/9 = 1

b) (1) 2x +y - 10 = 0 (2) x2/9 + y2/4 = 1

c) (1) 3x + 2y - 20 = 0 (2) x2/40 + y3/10 = 1

An die Ellipse (x - 5)2/16 + (y - 3)2/4 = 1 seien vom

Ursprung aus die Tangenten gelegt. Berechnen Sie den
Winkel, den sie miteinander bilden!

Gegeben sei die Ellipse x2/9 + y2/4 = 1. Legen Sie
durch den Punkt P (-2; 1) die Sehne der Ellipse, die
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11.

12.

13.

14.

15.
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vaon P halbiert wirdi

Zeichnen Sie die Hyperbel

a) x2 - 4y2 = 18

2

b) 16x° - 9y2 = 144

und ihre Asymptoten! Gesucht sind Brennpunkte, Scheitel
und der Winkel zwischen den Asymptoten.

Unter welchem Winkel schneiden einander die Asymptoten
einer gleichseitigen Hyperbel?

Von einer Hyperbel seien die Asymptoten und die Lage
der Scheitel bekannt. Konstruieren Sie die Brennpunkte
der Hyperbell

Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Asymptoten der Hy-

perbel x2 - 3y2 a 12 mit dem Kreis, dessen Mittelpunkt
im rechten Brennpunkt der Hyperbel liegt und der durch

den Ursprung gehtl

Berechnen Sie mit Hilfe der quadratischen Ergénzung die
Koordinaten des Mittelpunktes und die Halbachsen der

Hyperbel

a) 4x2 - 48x - 16y2 + 128y - 166 = O

b) x2 + 4x - 4y2 - 24y - 36 =0

c) 2x2 - 2x - y2 + Yy =0
2

d) 4x2 + X - Yy o+ 2y 12 |

Stellen Sie die Gleichungen der gemeinsamen Tangenten
des Kreises x2 + y2 = 4 und der Hyperbel

4x2 - 9y2 = 36 auf!

Berechnen Sie den Punkt der Parabel y2 = 12x, in dem
die Tangente an die Parabel mit dsr Symmetrieachse der
Parabel einen Winkel von 30 Grad bildert!

Stellen Sie die Gleichung der Tangenten an die Parabel

xz = 4x auf, die durch den Punkt P (3; -4) gehenl!



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23,

Stellen Sie die Gleichung der Tangente an die Parabel
y2 = 2x auf, die

a) parallel zur Geraden 2x - y + 5 =2 O,

b) senkrecht zur Geraden x + y - 7 = O verlauftl

Das Drahtseil einer Hiéngebricke habe die Form einer Pa-
rabel. Ihr tiefster Punkt liege 17 m Uber dem Wasser-
spiegel, die Aufhdngepunkte seien 95 m voneinander ent-
fernt Gnd mégen sich 33 m Gber dem Wasserspiegel befin-
den. Wie gro8 sind die Anstiegswinkel des Drahtseils in
den Aufhéngepunkten?

In die Ellipse x2 4 4y2 = 4 sei ein gleichseitiges Drei-

eck einbeschrieben, von dem ein Eckpunkt in den Schei-

tel S, (-a; O) fallt. Berechnen Sie die Koordinaten der

beiden anderen Eckpunkte des Dreiecks!

(Hinweis: Im gleichseitigen Dreieck betragen die Innen-
winkel jeweils 60 Gradi)

Beschreiben Sie einer gegebenen Ellipse mit a = 5 und
b = 3 ein Quadrat ein, und legen Sie durch die Eckpunk-
te desselben die Tangenten an die Ellipse. Wie lang
sind die Seiten des durch die Tangentenabschnitte be-
stimmten Rhombus?

Stellen Sie eine Gleichung fir die Tangente an die El-
lipse x2/a2 + yz/b2 = 1 auf, die auf den Koordinaten-
achsen gleiche positive Strecken abschneidet!

Zwei Ellipsen seien durch die Gleichungen xz/a2 + y2/b2
= 1 und x2/b2 + y2/a2 = 1 gegeben. Stellen Sie die Glei-
chungen fir die gemeinsamen Tangenten beider Ellipsen
auf, und berechnen Sie den Flacheninhalt des durch die
Schnittpunkte der Tangenten bestimmten Rhombus!

Stellen Sie eine Gleichung fir die Tangente an die El-
lipse (x = c)2/a2 + (y - d)2/b2 = 1 im Ellipsenpunkt
Ps (xo; yo) aufl

Berechnen Sie den Abstand der Brennpunkte der Hyperbel
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30.

31.
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leaz - y2/b2 = 1 von den Asymptoten und den Winkel
zwischen den Asymptotenl

wie lautet die Gleichung der Parabel, die die gleich-
seitige Hyperbel mit der Gleichung x% - y2 = 1 in dem
Scheitelpunkt 51 (1; 0) vierpunktig berdhrt?

Ua den Punkt P (x i 0) mit O < x, < a soll ein Kreis
beschrieben werden, der die Ellipse b2x2 + a2y2 = ap?
von innen in zwei reellen Punkten berihrt. wie groB ist
dar Radius des Kreises, und fir welchen Punkt Py ricken
die beiden Berihrungspunkte im Scheitel S, (a; 0) der
Ellipse zusammen? Fir welche Punkte P des gegsbenen
Intervalls ist ein solcher Kreis nicht vorhanden?

Bestimmen Sie den geometrischen Ort der FuBpunkte dar
Lote vom Mittelpunkt einer gleichseitigen Hyperbel auf
deren Tangentent!

Bewsisen Sie, daB der FuBpunkt des Lotes am Brennpunkt
einer Parabel auf eine ihrer Tangenten auf der Schei-

teltangente liegt.

Hinweis: Man bestimme den Schnittpunkt der Tangente in
- einem Parabelpunkt mit der Scheiteltangente.

Baweisen Sie, daB die Gerade ax + by + ¢ = O genau dann
Tangente der Parabel y2 = 2px ist, wenn pb2 = 2ac gilt!

Beweisen Sie, daB die Entfernung des Scheitelpunktes
einer Parabel vom Schnittpunkt einer Tangente mit der
Achse der Parabel gleich der Entfernung des Scheitel-
punktes vom FuBpunkt des vom BerGhrungspunkt dieser
Tangente auf die Achse gefdllten Lotes istl

Zeigen Sie, daB zwei zueinander senkrechte Tangenten
einer Parabel sich auf der Leitlinie schneiden!

Zeigen Sie, daB der Abstand des FuBpunktes des von ei-
nem Parabelpunkt S suf die Parabelachse gefdllten Lotes
vom Schnittpunkt der Normalen in S gleich dem Abstand
des Scheitelpunktes der Parabel von ihrer Leitlinie ist.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

Zeigen Sie, daB die Gerade Cyx + Coy + Cy = 0 Tangente

an die Kurve xz/a2 + yz/b2 = 1 genau dann ist, wenn
b2c2 a2c2 2

2 * - ¢ = 0 gilr.

Beweisen Sie, daB die Mittelpunkte der zu einer Haupt-
achse einer Ellipse der Hyperbel parallelen Sehne die-
ser Kurve immer auf der anderen Hauptachse liegenl!

Beweisen Sie, daB die Mittelpunkte paralleler Sehnen
einer Parabel alle auf einer Parallelen in ihrer Achse
liegenl

Beweisen Sie: Schneidet eine Gerade eine Hyperbel in
den beiden Punktean T1 und T und die Asymptoten in den
Punkten S1 und 82’ so haben die Strecken 5152 und T1T2
dieselben Mittelpunktel

Beweisen Sie: Der Berihrungspunkt einer Tangente an ei-

ne Hyperbel halbiert die Strecke zwischen den Schnitt-
punkten dieser Tangente mit den Asymptoten}

Beweisen Sie, daB jede in den Asymptoten einer Hyperbel

parallele Gerade diese Hyperbel in genau einem Punkt
schneidet!

Beweisen Sie, daB der Umkreis des Dreiecks, das von
drei Tangenten einer Parabel begrenzt wird, durch den
Brennpunkt dieser Parabel geht! '
Hinweis: Man zeige zundchst, daB die FuBpunkte der von
einem Punkt aus auf die Saitengeraden eines
- Dreiecks gefdllten Lote genau dann auf einer
Geraden liegen, wenn der Punkt auf dem Umkreis
des Dreiecks liegt und verwenqe dann Aufgabe
27.
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Charakteristische Eiqenschaften und Besonderheiten der Ke-

gelschnitte

1.
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Bewaisen Sie, daB die Mittelpunkte jeder Schar paralle-
ler Sehnen einer Ellipse auf einer Geraden liegen, die
durch den Mittelpunkt der Ellipse geht!

Die Spiegeloberfldache eines Scheinwerfers werde durch
die Rotation einer Parabel um ihre Symmetrieachse ge-
bildet. Der maximale Durchmesser des Spiegels betrage
80 cm, seine Tiefe 10 cm. In welchar Entfernung vom
Scheitel der Parabel muB man die Lichtquelle anbringen,
wenn sie zur Erzeugung eines parallelen Strahlenbindels
im Brennpunkt liegen muB?

Es sei M der Mittelpunkt einer Ellipse mit der groBen
Halbachse a. F, sei dcr Schnittpunkt einer ihrer Tan-
genten mit der Geraden durch ihre Brennpunkte und P,
der FuBpunkt des Lotes vom Tangentenberihrungspunkt auf

diese Gerade. Beweisen Sie, daB MP1 . MPZ = 32 istl

Beweisen Sie, daB der Abstand eines Brennpunktes der
Hyperbel xz/a2 - yz/b2 = 1 von ihren Asymptoten gleich
b istl

Beweisen Sie, daB der Fldacheninhalt des Parallelogramms,
welches von der Asymptote der Hyperbel xz/a2 - y2/b2 =1
und den durch einen beliebigsn Punkt derselben parallel

zu den Asymptoten gefilhrten Geraden bestimmt wird, kon-

stant ist und ab/2 betragti

Beweisen Sie, daB das Produkt der Abstinde eines belie-
bigen Punktes der Hyperbel xz/a2 - yz/b2 = 1 von ihren

beiden Asymptoten konstant ist und azbz/a2 + b2 be-
tréagt!

Gegeben seien eine Ellipse und eine Hyperbel mit ge-
meinsamen Brennpunkten. Beweisen Sie, daB die Tangonten
im Schnittpunkt beider Kurven senkrecht aufeinander
stehen!



10.

11.

i2.

13.

14.

Beweisen Sie,. daB die Tangenten zweier Parabeln mit ge-
meinsamer Achse und einem gemeinsamen, zwischen ihren
Scheiteln gelegenen Brennpunkt, im Scheitelpunkt beider
Kurven senkrecht aufeinander stehenl!

Bestimmen Sie die Menge der Punkte, die beim Spiegeln
eines (des) Brennpunktes eines Kegelschnittes an den
Kegelschnittangenten entsteht!

Bestimmen Sie den geometrischen Ort der FuBpunkte der

von den Brennpunkten einer Ellipse auf ihre Tangenten

geféllten Lotel

Hinweis: Hierzu benutze man die Tatsache, daB jede El-
lipsentangente den Winkel halbiert, den die
Brennstrahlen nach ihrem Berihrungspunkt mit=-
einander bilden, und auBerdem, daB bei Verkir-
zung aller von einem Punkt in der Ebene ausge-
henden Strecken um die Hélfte ihrer L&nge ir-
gendein Kreis mit dem Radius r in einen Kreis
mit dem Radius r/2 Ubergeht.

Gegeben sind eine Ellipse mit der groBen Achse 2a, den
Brennpunkten Fi’ F2 und dem Mittelpunkt M sowile ein
Punkt P auBerhalb der Ellipse. Der Kreis mit dem Durch-
messer FlP schneidet den Kreis um M mit dem Radius a in
zwei Punkten 01 und QZ' Zeigen Sie, daB HQl und FQZ
Tangenten an die Ellipse sindl "

Hinweis: Man benutze das Ergebnis der Aufgabe 10.

wie laBt sich die in Aufgabe 11 gegebene Konstruktion
einer Ellipsentangente in die Konstruktion einer Tan-
gente von einem Punkt P aus an eine Parabel dbertragen?

Beweisen Sie: Das Produkt der Abstiande der Brennpunkte
einer Ellipse bzw. Hyperbel von ihren Tangenten ist
gleich dem Quadrat der kleinen Halbachse!

Bestimmen Sie die Menge aller Punkte, von denen aus
zwei zueinander senkrechte Tangenten an die durch die
Gleichung xz/a2 + yz/b2 - 1 = 0O gegebene Ellipse (Hy-
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perbel) gelegt werdan kdnnen.

Hinweis: Die Beriihrungspunkte der Tangenten von einem
Punkt P seien Q1 und gg; Man jj:ze das skalare
Produkt der Vektoren PQ1 und PQ2 gleich 0. Die
Berechnung der Koordinaten von Q1 und Q2 ist
dabei nicht notig; es genigt, die Koeffizien-
ten der quadratischen Gleichung fir sie heran-
zuziehen.

Beweisen Sie: Haben eine Ellipse x2/a2 + yz/b2 = 1 und
eine Hyperbel x2/a2 - yz/b2 = 1 dasselbe Paar von Brenn-
punkten, so schneiden sie einander in allen vier
Schnittpunkten rechtwinklig (d. h. so, daB in jedem
Schnittpunkt die Tangente an die Ellipse senkrecht auf
der Tangente an die Hyperbel steht).

Gemeinsame Scheitelgleichung

1.
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Konstruieren Sie nach folgendan Angaben einen Kegel-
schnittl
a) Fy (=9; 0) .g= 3/2, 1, hat die Gleichung x = -4

b) F, (-9/4; 0), £= 3/4, 1, hat die Gleichung x = 4
c) F2 (1: 0) , €3 1/3, 12 hat die Gleichung x =
d) F (5: 0) ,€= 1, 1 hat die Gleichung x = -5

Stellen Sie eine Gleichung des Kegelschnittes auf, des-

sen Brennpunkte auf der x-Achse symmetrisch zum Ur-

sprung liegen und far den gilt:

a) €= 3/5, e =3

b) €= 5/4, a =8

c) &= 3/2, e =3
5

d) g= 12/13,b = 5 1

Berechnen Sie die numerische Exzentrizitdt e der Ellip-

se, fur die gilt:

a) ihre Nebenachse erscheint von den Brennpunkten aus
gesehen unter einem Winkel von 60 Grad,

b) die Strecke FiFa sieht man vom Nebenscheitel aus un-
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ter einem rechten Winkell

Ermitteln Sie die numerische Exzentrizitdt einer
gleichseitigen Hyperbell

Ermitteln Sie die numerische Exzentrizitdt der Ellipse,
fir die der Abstand der Brennpunkte gleich dem Abstand
der Endpunkte der groBen und der kleinen Halbachse ist!

Stellen Sie eine Gleichung der Bahnkurve des Punktes

P (x; y) auf, beli dessen Bewegung sein Abstand vom

Punkt A (1; O) stets gleich

a) einem Drittel,

b) dem Dreifachen seines Abstandes von der Geraden x = 9
bleibt!

Berechnen Sie die numerische Exzentrizitdt der ellipti-
schen Erdbahn, wenn die Entfernung der Erde von der
Sonne in Sonnenndhe (Perihel) und in Sonnenferne (Aphol)
nédherungsweise sich wie 29 : 30 verhalten!

Stellen Sie die Gleichung der Parabel und ihrer Leitli-
nie auf, wenn die Parabel durch die Schnittpunkte der
Geraden x + y = O mit dem Kreis x2 + y2 + 4y = 0 geht
und symmetrisch zur y-Achse liegt! Zeichnen Sie den
Kreis, die Gerade und die Parabel!

Der Abstand zwischen den Leitlinisn einer Ellipse be-
trage 36 Einheiten, die Abstande eines Ellipsenpunktes
von den Brennpunkten dieser Ellipse 9 bzw. 15.
Stellen Sie eine Gleichung dieser Ellipse aufl

Ermitteln Sie die Menge der Mittelpunkte der Kreise,
die durch einen gegebenen Punkt gehen und eine gegebene
Gerade berihrent
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