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Vorwort

Das vorliegende Buch gibt nahezu genau den Inhalt eines Vortrages wieder, den der Autor am
20. April 1966 fiir Schiiler der 8. Klassen Moskauer Schulen, Teilnehmer der XXIX. Moskauer
Mathematikolympiade, gehalten hat.

Der wesentliche Unterschied zwischen diesem Buch und dem Vortrag besteht darin, dass hier
jeder Abschnitt durch (nicht sehr zahlreiche) Ubungen abgeschlossen wird, von denen die
schwierigeren mit einem Sternchen gekennzeichnet sind; am Ende des Buches sind Antworten
und Hinweise fiir einige der Ubungen angegeben.

Ich empfehle dem Leser sehr, wenn nicht alle, dann auf jeden Fall die meisten dieser Ubungen
zu l6sen, da man erst dann sicher sein kann, dass man sich den Inhalt des Buches wirklich
angeeignet hat.

Abschnitt 6 verdient es meiner Meinung nach, dass ihn jeder Leser, wenn nicht bei der ersten,
dann bei der wiederholten Lektiire des Buches durcharbeitet.

Am Ende des Buches wird auf Literatur hingewiesen, die sich fiir den Leser, der die Boolesche
Algebra naher kennenlernen mochte, als nitzlich erweisen kann.

Fir nitzliche Hinweise dankt der Autor S. G. Gindikin, fiir die sorgfaltige und initiativreiche
Redaktion F. I. Kizner.

Moskau, Oktober 1966

l. M. Jaglom
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1 Algebra der Zahlen und Algebra der Mengen

1 Algebra der Zahlen und Algebra der Mengen

Im Mathematikunterricht der Schule untersucht man Zahlen verschiedenster Natur. Die Kinder
begegnen in der ersten Klasse ganzen Zahlen, die ihnen keine Schwierigkeiten bereiten. Die
Mehrheit der Schiiler weiB schon einiges iiber diese Zahlen, wenn sie in die Schule kommen.

Aber dann erscheinen immer neue und neue "Zahlen". Wir sind heute schon an sie gewohnt,
und sie verwundern uns nicht, trotzdem mussten wir uns in jedem Stadium der Erweiterung
unseres Zahlbegriffs von der einen oder anderen liebgewordenen Vorstellung trennen.

Die ganze Zahl beantwortet die Frage, wieviel Dinge diese oder jene Gesamtheit enthalt: Wie-
viel Apfel in einem Korb sind, wieviel Seiten ein Buch hat oder wieviel Jungen eine Klasse hat.
Aber was ist mit den Briichen? Es kdénnen doch nicht 33% Schiler in der Klasse sitzen oder
31 Teller auf dem Tisch stehen.

Nein, das geht tatsachlich nicht! Aber auf dem Tisch kénnen 4% Apfel liegen, die Kinovor-
stellung kann 1% Stunden dauern, es konnen sogar 6% Biicher im Schrank stehen (das zeugt
natlrlich nicht gerade von der Ordnungsliebe des Besitzers dieser Biicher, widerspricht aber
auch nicht dem gesunden Menschenverstand!).

Kaum ist es gelungen, uns daran zu gewohnen, dass die Anzahl von Dingen auch gebrochen
sein kann, treten auch schon die negativen Zahlen auf. Nun kénnen -3 Biicher keinesfalls im
Schrank stehen - das ware vollig widernatiirlich!

Aber das Thermometer kann -5°C anzeigen, oder dein Geld kann -50 Pfennig betragen; letz-
teres ist natlrlich bedauerlich, aber nur fiir dich, nicht fiir die Mathematik.

Indessen erscheinen in den hoheren Klassen ganz "schreckliche" Zahlen: zuerst die irrationalen
Zahlen wie v/2 (die Bezeichnung dieser Zahlen leitet sich vom lateinischen Wort irrationalis ab,
was Ubersetzt "unverniinftig", "sinnlos" bedeutet), spater die imaginaren Zahlen wie 1 + 22E].

Diese Bezeichnungen zeigen noch, wie sich die Menschen gegeniiber solchen Zahlen verhielten,
solange sie sich noch nicht an sie gewdhnt hatten. Es ist moglich, dass du diese Zahlen noch
nicht kennst und dass dir die Bekanntschaft mit ihnen noch bevorsteht] Das soll dich aber
nicht daran hindern, das vorliegende Buch zu lesen.

Von der urspriinglichen |dee der Zahl als Charakteristik einer Menge von Dingen haben sich
die irrationalen und die imaginaren Zahlen sehr, sehr weit entfernt, obwohl man sie auch als
"Zahlen" bezeichnet. Was ist also das Gemeinsame, das alle diese Zahlbegriffe besitzen, was
veranlasst uns, sie mit ein und demselben Namen "Zahl" zu bezeichnen?

Die grundlegende Ahnlichkeit zwischen all diesen Zahlentypen besteht darin, dass man sie alle
addieren und multiplizieren kannE] Allerdings besteht diese Ahnlichkeit nur unter Vorbehalt:
Obwohl wir Zahlen aller Arten addieren und multiplizieren konnen, besitzen diese Operationen
in den verschiedenen Fallen vollig unterschiedliche Bedeutungen. Zwei ganze positive Zahlen
a und b zu addieren bedeutet, die Anzahl der Dinge in der Vereinigung zweier Gesamtheiten
zu finden, von denen die erste a Dinge und die zweite b Dinge enthalt:

'Heute nennt man solche Zahlen wie 1 + 2i komplexe Zahlen, die Bezeichnung imaginare (oder rein imaginire)

Zahlen bleibt solchen Zahlen wie 2 i oder —% i vorbehalten. Im Gegensatz dazu nennt man Zahlen wie 1,

-3 oder v/2 reell.

2Die unterschiedlichen Zahlenarten werden z.B. in [9] ausfiihrlich erliutert.

3Aber nicht subtrahieren oder dividieren: Wenn wir nur die positiven Zahlen kennen, kdnnen wir die Zahl 5
nicht von der Zahl 3 subtrahieren, wenn wir aber nur die ganzen Zahlen kennen, dann kénnen wir die Zahl
7 nicht durch die Zahl 4 dividieren.
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Wenn in der Klasse 7a 35 Schiiler sind und in der Klasse 7b 39, dann befinden sich in beiden
7. Klassen 35 + 39 = 74 Schiiler (siehe auch Abb. 1).

at+b Apfel ab Aprel

BOOBOO0 OOOOOOOd
slelalelolele C)OOQOC}C}C‘)
SO CI0ETS QQ@@@QO@

a Apfel b Apfel Mm/ aﬁ aApf.e/ ‘g_@m
Abb. 1 und 2 aGruppen Apfel

Die ganzen positiven Zahlen a und b zu multiplizieren bedeutet dementsprechend, die Anzahl
der Dinge zu finden, die der Zusammenfassung von a Gesamtheiten mit je b Dingen angehéren.
Wenn es in der Schule drei siebente Klassen gibt und in jeder 36 Schiiler lernen, dann besuchen
insgesamt 3 - 36 = 108 Schiiler der 7. Klasse die Schule (siehe auch Abb. 2).

Man kann jedoch eine solche Definition der Addition und der Multiplikation weder auf die
Grundrechenoperationen mit Briichen noch auf die Grundrechenoperationen mit negativen
Zahlen ausdehnen (von den irrationalen und den imaginaren Zahlen soll hier nicht gesprochen
werden).

Es scheint so, als wiirden wir zu folgender Schlussfolgerung gelangen:

Die verschiedenen Zahlenarten nennen wir deshalb ibereinstimmend "Zahlen", weil man sie alle
addieren und multiplizieren kann. Aber dieselben Operationen der Addition und Multiplikation
sind fir verschiedene Zahlentypen vollig unterschiedlich.

Doch wir waren hier zu voreilig: In Wirklichkeit sind die Addition ganzer Zahlen und die Addition
von Briichen keineswegs so unterschiedliche Operationen.

Genauer, die Definitionen dieser Operationen sind tatsachlich unterschiedlich, aber ihre Eigen-
schaften sind véllig gleichartig. So gelten fiir beliebige Zahlen

a+b=b+a (Kommutativgesetz der Addition)

ab = ba (Kommutativgesetz der Multiplikation)
(a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativgesetz der Addition)
(ab)e = a(bc) (Assoziativgesetz der Multiplikation)

In allen Fallen existieren auch zwei "ausgezeichnete" Zahlen 0 und 1, dass
a+0=a und a-1=a

fir jede Zahl a gelten.

Fir die moderne Algebra ist folgende Auffassung fiir den Inhalt dieses Sachverhaltes kenn-
zeichnend:

Die Algebra untersucht einige (allerdings verschiedenartige) Zahlensysteme, fiir die die Grund-
rechenarten Addition und Multiplikation definiert sind und die den oben dargelegten Gesetzen
und einigen anderen geniigen, wie zum Beispiel

(a+b)c = ac+ be

(Distributivgesetz der Multiplikation im Verhaltnis zur Addition), wobei a, b und ¢ Zahlen
beliebigen Typs sein konnen.
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Das Vorhandensein zweier Operationen in Zahlensystemen - Addition und Multiplikation -
schafft einen Parallelismus, der insofern um so bedeutender ist, als die Eigenschaften der Ad-
dition in vielem an die Eigenschaften der Multiplikation erinnern. Dieser Parallelismus spiegelt
sich zum Beispiel darin wider, dass in der uniiblichen "Proportion"

Addition  Multiplikation
Subtraktion ?

jeder Befragte an Stelle des Fragezeichens "Division" einsetzt, ohne lange dariiber nachzuden-
ken, was diese "Proportion" bedeutet.

Er zeigt sich auch darin, dass nicht nur Schiiler, sondern manchmal sogar deren Eltern haufig die
Begriffe "entgegengesetzte Zahl" (das ist eine Zahl —a, deren Summe mit einer gegebenen Zahl
a Null ergibt) und "Kehrwert" (das ist eine Zahl 1, deren Produkt mit einer gegebenen Zahl
a gleich Eins ist.) verwechseln, und driickt sich auch in der Ahnlichkeit der Eigenschaften der
arithmetischen Folge (einer solchen Zahlenreihe, bei der die Differenz von je zwei benachbarten
Zahlen gleich ist) und der geometrischen Folge (einer solchen Zahlenreihe, bei der der Quotient
von je zwei benachbarten Zahlen den gleichen Wert hat) aus.

Jedoch findet man diese Ahnlichkeit, diesen Parallelismus, nicht iiberall. So spielt zum Beispiel
die Zahl 0 nicht nur im Verhaltnis zur Addition, sondern auch im Verhaltnis zur Multiplikation
eine besondere Rolle.

Dies driickt sich darin aus, dass fiir jede Zahl a

a-0=0

gilt. Daraus folgt insbesondere, dass man eine von 0 verschiedene Zahl niemals durch 0 teilen
darf.

Wenn wir jedoch in der letzten Gleichung die Multiplikation durch die Addition und die Null
durch die Eins ersetzen, kommen wir zur unsinnigen "Gleichung"

a+1=1
die nur fira =0 gilt.E] Weiter erhalten wir, wenn wir im Distributivgesetz
(a+b)e=ac+ bc

die Addition durch die Multiplikation und die Multiplikation durch die Addition ersetzen, die
"Gleichung"
ab+c=(a+c)(b+c)

mit der natirlich niemand einverstanden ist. (Weil offensichtlich
(a+c)(b+c)=ab+ac+bc+c®=ab+c(a+b+c)

ist, gilt
(a+c)(b+c)=ab+c

nur in dem Fall, dass ¢ = 0 oder dass a + b+ ¢ = 1 ist.)

Aber die Algebra kennt auch andere Systeme, Nicht-Zahlensysteme, in denen man die Grundre-
chenarten Addition und Multiplikation ebenfalls erklaren kann, wobei diese einander dhnlicher

*Wenn die Gleichung a 4+ 1 = 1 fiir jedes a gelten wiirde, wire es unméglich, von jeder von 1 verschiedenen
Zahl 1 abzuziehen. Tatsachlich ist das natiirlich unrichtig, denn es gilt 3 — 1 = 2.
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sind als die Addition und Multiplikation der Zahlen.

Sehen wir uns zum Beispiel die sehr wichtige "Algebra der Mengen" an.

Unter einer Menge versteht man eine beliebige Zusammenfassung irgendwelcher Dinge, die als
Elemente der Menge bezeichnet werden. Man kann von der "Menge der Schiiler der Klasse
7a" sprechen, von der "Menge der Punkte eines Kreises", von der "Menge der Punkte eines
Quadrates"”, von der "Menge der Elemente des Mendelejewschen Periodensystems"”, von der
"Menge der geraden Zahlen", von der "Menge der Zensuren im Klassenbuch", von der "Menge
der Elefanten in Indien", von der "Menge der grammatischen Fehler in deinem Klassenaufsatz"
usw.

Es ist ziemlich klar, wie man die "Addition zweier Mengen" definieren kann:
Unter der Summe A + B der Menge A und der Menge B werden wir einfach die Vereinigung
dieser beiden Mengen verstehen |

So ist zum Beispiel, wenn A die Menge der Jungen deiner Klasse ist und B die Menge der
Madchen, A+ B die Menge aller Schiiler der Klasse. Wenn A die Menge aller geraden ganzen
positiven Zahlen ist und B die Menge der Zahlen, die durch 3 teilbar sind, dann besteht die
Menge A + B

{2,3,4,6,8,9,10,12, 14, 15, 16, 18,20, 21,22, ...}

aus diesen und den ersteren Zahlen.

Wenn die Menge A aus den Punkten der Figur besteht, die in Abb. 3 horizontal schraffiert ist,
und die Menge B aus den Punkten der Figur, die schrag schraffiert ist, dann bildet die Menge
A+ B die gesamte in Abb. 3 schraffierte Figur.

Abb. 3

Dabei ist es klar (sieche zum Beispiel Abb. 3), dass immer fiir je zwei Mengen A und B
A+B=B+A

gilt, d.h., fir die Addition von Mengen ist das Kommutativgesetz erfiillt.
Weiter ergibt sich fiir beliebige Mengen A, B und C' immer

(A+B)+C=A+(B+C)

d.h., es gilt das Assoziativgesetz fiir die Addition von Mengen. Die Menge (A + B) + C' (oder
A+ (B + C)) kann man einfach als A + B + C ohne Klammern schreiben.

%In der Mengentheorie bezeichnet man die Vereinigung zweier Mengen A und B mit AU B, den Durchschnitt
dieser Mengen mit A N B. Da die Algebra der Mengen nur ein Beispiel fiir eine Algebra ist, benutzt der
Autor hier und im folgenden die Symbole der allgemeinen Theorie der Algebren, die auch die Verbindung
zu der dem Leser bekannten Algebra der (reellen) Zahlen deutlicher machen. Wenn dem Leser die mengen-
theoretische Schreibweise gelaufiger ist, dann empfehlen wir ihm, sich die Formeln in dieser Schreibweise
nochmals zu notieren.
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Sie stellt die Vereinigung der drei Mengen A, B und C dar (so féllt in Abb. 4 die Menge
A+ B+ C mit der ganzen in dieser Abbildung schraffierten Figur zusammen).

Als das Produkt AB der Mengen A und B vereinbaren wir nun den gemeinsamen Teil oder
den Durchschnitt dieser Mengen.

Abb. 4 und 5

So ist, wenn A die Menge der Schachspieler deiner Klasse ist und B die Menge aller Schwim-
mer, AB die Menge der Schachspieler, die schwimmen konnen.

Wenn A die Menge der geraden positiven Zahlen ist und B die Menge der Zahlen, die durch
3 teilbar sind, dann besteht die Menge AB

{6,12,18,24, ..}

aus allen Zahlen, die durch 6 teilbar sind. Wenn die Menge A aus den Punkten der Figur
besteht, die in Abb. 5 durch horizontale Linien schraffiert ist, und die Menge B aus den
Punkten der Figur, die durch vertikale Linien schraffiert ist, dann wird die Menge (Figur) AB
auf dieser Abbildung durch ein "Gitter" horizontaler und vertikaler Linien bedeckt.

Es ist klar, dass auch fiir die Multiplikation der Menge das Kommutativgesetz erfiillt ist, d.h.,
fir zwei beliebige Mengen A und B gilt

AB = BA

(siehe Abb. 5; es ist auch verstandlich, dass die "Menge AB der Schachspieler, die schwimmen
konnen" und die "Menge BA der Schwimmer, die Schach spielen kénnen" ein und dieselbe
Menge ist). Weiter ist klar, dass fiir die Multiplikation von Mengen auch das Assoziativgesetz
richtig ist, d.h., fiir drei beliebige Mengen A, B und C gilt

(AB)C = A(BC)

Die Menge (AB)C oder A(BC') kann man einfach durch ABC ohne Klammern kennzeichnen;
sie stellt den gemeinsamen Teil oder den Durchschnitt der drei Mengen A, B und C dar (in der
Abb. 6 ist die Menge ABC durch dreifache Schraffierung bedeckt)?| ). Es ist bemerkenswert,
dass fir drei beliebige Mengen A, B und C' auch das Distributivgesetz erfiillt wird :

(A+ B)C = AC + BC

5Hier noch ein Beispiel, welches das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation von Mengen illustriert. Es moge
A die Menge der ganzen Zahlen sein, die durch 2 teilbar sind, B die Menge der Zahlen, die durch 3 teilbar
sind, und C die Menge der Zahlen, die durch 5 teilbar sind; dann ist AB die Menge der Zahlen, die durch
6 teilbar sind, und (AB)C die Menge der Zahlen, die sowohl durch 6, als auch durch 5 teilbar sind, d.h.,
die durch 30 teilbar sind. Andererseits ist BC' die Menge der Zahlen, die durch 15 teilbar sind, und A(BC)
ist die Menge der geraden Zahlen, die durch 15 teilbar sind, d.h. wiederum die Menge der ganzen Zahlen,
die durch 30 teilbar sind.
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Abb. 6

Wenn, sagen wir, A die Menge der Schachspieler aus deiner Klasse, B die Menge der Schiiler,
die Dame spielen konnen, und C' die Menge der Schwimmer ist, dann stellt die Menge A+ B
die Vereinigung der Mengen der Schachspieler und der Damespieler dar, d.h. die Menge der
Schiiler, die wenigstens ein Spiel spielen: Schach oder Dame (mdglicherweise sowohl Schach
als auch Dame). Die Menge (A + B)C' erhalt man aus der Menge A + B, wenn man von den
in die Vereinigung A + B eingehenden Schiilern nur die zuriickbehilt, die auch schwimmen
konnen.

Es ist klar, dass wir genau die Menge erhalten, die die Vereinigung AB + BC' der Menge AC'
der Schachspieler, die schwimmen kénnen, und BC' der Damespieler, die schwimmen konnen,
bildet.

Moglicherweise empfindest du diese Erklarung des Distributivgesetzes in Worten umstandlich.
In einem solchen Fall ist es niitzlich, von der graphischen Darstellung Gebrauch zu machen.

Abb. 7a und b o )

In der Abb. 7a ist die Menge A + B durch horizontale Linien und die Menge C' durch vertikale
Linien schraffiert, so dass die Menge (A 4+ B)C' wie durch ein "Gitter" bedeckt erscheint.

In der Abb. 7b sind die Mengen AC' und BC durch Linien entsprechender Neigung nach rechts
oder links schraffiert. Dabei stimmt die Menge AC + BC mit der ganzen in der Abbildung
schraffierten Figur Gberein. Man sieht leicht, dass sich die in der Abb. 7b schraffierte Figur
AC + BC nicht von der Figur (A + B)C' unterscheidet, die in der Abb. 7a durch zweifache
Schraffierung bedeckt ist.

Man kann erkennen, welche "Menge" in unserer "Algebra der Mengen" die Rolle der Null spielt.
Durch das Hinzufiigen einer solchen Menge & (wir werden entsprechend der Schreibweise fiir
die Zahl 0 die "Nullmenge" durch & kennzeichnen) wird keine einzige Menge verandert, d.h.,
dass die Menge @ liberhaupt kein Element enthélt, dass sie "leer" ist.

Vielleicht mochtest du eine solche leere Menge aus der Betrachtung vollig ausschlieBen. Wenn
die Menge & keine Elemente enthalt, dann ist sie folglich tGberhaupt keine Menge, sondern
Unsinn, also nichts, worliber man sprechen sollte.

Wir haben jedoch ebenso wenig Berechtigung so zu verfahren, als wir Berechtigung besitzen,
0 aus der Gesamtheit der Zahlen auszuschlieBen. Es ist doch auch eine "Gesamtheit" von null
Dingen eine "leere" Gesamtheit. Von einer "Zahl" darin enthaltener Dinge zu sprechen, scheint
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unsinnig. Aber tatsachlich ist dies nicht unsinnig, sondern im Gegenteil sehr sinnvoll.

Wenn wir die Zahl 0 nicht besaBen, konnten wir nicht zwei beliebige Zahlen voneinander
abziehen, weil in einem solchen Fall z.B. der Differenz 3 - 3 nichts gleichzusetzen ware.

Es wiirde uns schwerfallen, im Dezimalsystem, sagen wir, die Zahl 108 (ein Hunderter, acht
Einer und Uberhaupt keine Zehner!) zu schreiben.

Noch vieles andere kénnten wir nicht tun: Nicht ohne Grund halt man die Entstehung des
Begriffs der Null fiir eines der bemerkenswertesten Ereignisse in der Geschichte der Arithmetik.
Ebenso wenig konnten wir, zahlten wir die leere Menge & nicht zu den Mengen, das Produkt
(oder den Durchschnitt) von zwei beliebigen Mengen aufzeigen.

A 8

Abb. 8

So ist der Durchschnitt der in Abb. 8 dargestellten Mengen A und B leer, wie auch der Durch-
schnitt der Menge der ausgezeichneten Schiiler deiner Klasse und der Menge der Elefanten
leer ist. Wiirden wir (iberhaupt auf den Begriff "leere Menge" verzichten, dann waren wir oft
gezwungen, mit groBer Vorsicht iiber Mengen zu sprechen:

Plotzlich ist die "Menge der Miiller aus den 5. Klassen der 6. Greifswalder POS" leer. HeiBt
das, eine solche Menge kann es liberhaupt nicht geben?

Es ist klar: Wenn @ die leere Menge ist, dann gilt fir jede Menge A
A+o=A
Ebenso klar ist es, dass fiir jede Menge A immer
Ao =

gilt, da doch der Durchschnitt einer beliebigen Menge A und der (nicht ein einziges Element
enthaltenden) Menge @ (sagen wir der Durchschnitt der Menge der Madchen deiner Klasse
und der Menge aller jener Schiiler, deren GroBe 2,50 m (iberschreitet) unbedingt leer ist!

Etwas komplizierter verhalt es sich mit der "Eins-Menge".

Diese Menge I (wir werden sie ahnlich der Schreibweise der Zahl 1 mit dem Buchstaben /
bezeichnen) muss so beschaffen sein, dass das Produkt (d.h. der Durchschnitt) von ihr und
jeder Menge A mit A (ibereinstimmt.

Hieraus folgt aber, dass unsere Menge I alle iiberhaupt vorhandenen Elemente aller Mengen
A enthalten muss! Es ist klar, dass eine solche Menge nur in dem Falle existieren kann, wenn
wir uns auf Mengen A beschranken, deren Elemente aus irgendeinem bestimmten Vorrat an
"Dingen" geschopft werden:

auf Mengen von Schiilern einer bestimmten Schule oder einer Klasse (z.B. kann A die Menge
der ausgezeichneten Schiiler sein, wahrend B die Menge der Schachspieler ist), auf Mengen von
ganzen positiven Zahlen (A kann die Menge der geraden Zahlen sein, wahrend B die Menge
der Primzahlen ist, die keinen anderen Teiler als sich selbst und Eins besitzen), auf Mengen von
Punkten, die durch die in einem bestimmten Quadrat gelegenen Figuren dargestellt werden,
ahnlich denen, die in Abb. 3 bis Abb. 8 dargestellt wurden.




1 Algebra der Zahlen und Algebra der Mengen

In solch einem Fall werden wir unter I die "groBte Menge" verstehen, die alle von uns be-
trachteten "Dinge" enthilt, die Menge aller Schiiler der betrachteten Schule oder Klasse, die
Menge aller ganzen positiven Zahlen oder die Menge aller Punkte eines Quadrates (Abb. 9).

————

=

7 1
%/ 4 o
Abb 9 L LT s

Diese Menge I bezeichnet man in der "Algebra der Mengen" als Eins- oder Universalmenge.
Fir eine beliebige "kleinere" Menge A (und fiir die Menge A, die I (bereinstimmt) gilt of-
fensichtlich und in voller Ubereinstimmung mit der Voraussetzung, unter der die Eins-Menge
gebildet wurde,

Al = A

So sehen wir, dass die Gesetze der Grundrechenarten in der von uns aufgebauten "Algebra der
Mengen", in vielem den uns aus dem Mathematikunterricht der Schule her bekannten Gesetzen
der Algebra, die sich auf die Zahlen beziehen, dhnlich sind.

Sie gleichen aber den Zahlengesetzen nicht vollig. Zwar gelten, wie wir uns iiberzeugt haben,
in der Algebra der Mengen fast alle Grundgesetze, die fiir Zahlen wahr sind, aber in ihr sind
auch vollig andere Gesetze erfiillt, die dir wahrscheinlich merkwiirdig vorkommen werden.

So bemerkten wir schon, dass die Regel, die aus der Gleichung a - 0 = 0 durch Ersetzen der
Multiplikation durch die Addition und der Null durch die Eins erhalten wurde, fiir Zahlen im
allgemeinen nicht gilt: Fir fast alle Zahlen a gilt a+1 # 1. In der Algebra der Mengen verhalt
es sich aber nicht so. Hier gilt immer

A+T=1

Tatsachlich ist die Menge I ihrer Bestimmung nach "die groBte", und deshalb ist es nicht
moglich, sie noch zu vergroBern:

Welche Menge A (aus den von uns betrachteten Mengen) wir auch zur Eins-Menge hinzufiigen,
wir werden immer dieselbe Menge [ erhalten.

Weiter erhalten wir, indem wir im Distributivgesetz (a + b)c = ac + bc die Addition durch
die Multiplikation und umgekehrt ersetzen, die sinnlose "Gleichung" ab+ ¢ = (a + ¢)(b + ¢),
die sich fiir Zahlen fast immer als unrichtig erweist. Anders verhalt es sich in der Algebra der
Mengen:

Hier gilt immer (d.h. bei beliebigen Mengen A, B und C') die Gleichung

AB+C=(A+C)(B+ ()

die das zweite Distributivgesetz (Distributivgesetz fiir die Addition im Verhaltnis zur Multipli-
kation) der Algebra der Mengen ausdriickt.

Es moge wieder A die Menge der Schachspieler, B die Menge der Damespieler und C' die
Menge der Schwimmer aus deiner Klasse sein. In einem solchen Fall ist es offensichtlich, dass
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1 Algebra der Zahlen und Algebra der Mengen

der Durchschnitt AB der Mengen A und B aus allen Schiilern besteht, die sowohl Schach als
auch Dame spielen konnen, wahrend die Vereinigung AB + +C' der Mengen AB und C' aus
allen Schiilern besteht, die entweder sowohl Schach als auch Dame spielen kdnnen oder aber
schwimmen kénnen (es kann aber auch sein, dass sie Schach spielen kénnen, Dame spielen
kénnen und schwimmen kdnnen).

Andererseits bestehen die Vereinigungen A + C' bzw. B + C der Mengen A und C bzw. B
und C' aus den Schiilern, die entweder Schach spielen oder schwimmen (es kann aber sein,
dass sie schwimmen und Schach spielen) bzw. aus den Schiilern, die entweder Dame spielen
oder schwimmen. Es ist klar, dass in den Durchschnitt (A + C)(B + C) dieser zwei letzteren
Mengen alle Schiiler eingehen, die schwimmen kénnen, von den Nichtschwimmern aber nur
die, die sowohl Schach als auch Dame spielen, d.h., dieser Durchschnitt stimmt mit der Menge
AB + (' iberein.

WEeil eine solche Erklarung in Worten verwirren kann, fiihren wir noch eine graphische lllustra-
tion des zweiten Distributivgesetzes an.

In der Abb. 10a bedeckt die Schraffierung mit Neigung nach rechts den Durchschnitt AB der
Mengen A und B, die mit Neigung nach links die Menge C'; dabei stellt die ganze in dieser
Abbildung schraffierte Figur die Menge AB + C' dar.

Abb. 10 aund b b)

In der Abb. 10b wurde die Vereinigung A + C' der Mengen A und C' durch horizontale Linien
schraffiert, die Vereinigung B + C' der Mengen B und C' aber durch vertikale Linien; der
Durchschnitt.

(A+ C)(B + C) dieser zwei Vereinigungen ist in dieser Abbildung "netzartig" bedeckt.

Man sieht leicht, dass die Figur, die in Abb. 10b netzartig durch horizontale und vertikale
Linien bedeckt ist, genau mit der in Abb. 10a schraffierten Figur iibereinstimmt, was auch das
zweite Distributivgesetz bestatigt.

Zum Abschluss geben wir noch zwei Gesetze der Algebra der Mengen an, die den in der Schule
erworbenen Vorstellungen von der Algebra widersprechen. Man sieht fiir jede Menge A leicht
ein, dass die Vereinigung dieser Menge mit sich selbst und der Durchschnitt mit sich selbst
mit der Ausgangsmenge A lbereinstimmt:

A+A=A und AA=A

Diese zwei Gleichungen werden manchmal ldempotenzgesetze genannt.

Der Umstand, dass man fiir alle Zahlenarten die Grundgesetze der Algebra in ein und derselben
Form erhalt, ist hochst vorteilhaft. Aus diesem Grund kénnen wir beim Ubergang von den
ganzen Zahlen zu den gebrochenen oder vorzeichenbehafteten (mit dem Vorzeichen "plus"
oder "minus") die friiher erworbenen Fertigkeiten vollstandig verwerten.

11



1 Algebra der Zahlen und Algebra der Mengen

Wir brauchen nur dazuzulernen (in Ubereinstimmung mit dem gréBeren Vorrat der betrachteten
Zahlen), jedoch nicht umzulernen. Beim Ubergang von den Zahlen zu den Mengen begegnen
wir einem vollig anderen Sachverhalt.

Hier missen wir zum Teil auch umlernen, insofern eine Reihe von Gesetzen der Algebra der
Mengen fir Zahlen nicht gelten.

Gerade dieser Unterschied der Gesetze der Algebra der Mengen zu den Zahlengesetzen ist ein
Grund dafiir, dass in vielen Biichern die Addition und Multiplikation von Mengen (d.h. ihre
Vereinigung und ihr Durchschnitt) nicht mit den gewdhnlichen Zeichen + und -, sondern vol-
lig anders bezeichnet wird: Die Vereinigung der Mengen A und B wird gekennzeichnet durch
AU B, der Durchschnitt dieser Mengen aber durch AN B.

Da wir im vorliegenden Buch auch von anderen algebraischen Systemen sprechen, in denen
die "Addition" und die "Multiplikation" den gleichen Gesetzen wie in der Algebra der Men-
gen unterworfen sind, verzichten wir naturgemaB auf die gerade fiir die Theorie der Mengen
spezifischen Symbole U und N. Andererseits schreibt uns der Wunsch, die Nahe der betrach-
teten Algebren zur Schulalgebra zu betonen, die Verwendung der gewdhnlichen Zeichen der
Addition und der Multiplikation vor. Dennoch ist es vermutlich angebracht, hier die Grund-
gesetze der Algebra der Mengen auch in den mengentheoretischen Standardbezeichnungen
niederzuschreiben:

AuB=BUA , AnB=BnNA (Kommutativgesetze)
(AUB)UC =AU (BUC) , (ANnB)NC=ANn(BNC)
(Assoziativgesetze)
AUGA, ANI=A4, AUI=I AnNg=o
(Eigenschaften der leeren Menge und der Eins-Menge)

(AUB)NC =(AnC)u(BNC(C) : (ANB)UC =(AUC)N(BUCQC)
(Distributivgesetze)
AUA=A |, AnA=A (Idempotenzgesetze)

Wir zahlen diese neuen Gesetze auf. Zu ihnen gehort die Beziehung

A+T=1

die den Hauptunterschied zwischen der Eins-Menge I und der Zahl 1 bildet. Eine sehr (iber-
raschende Moglichkeit einer "Auflésung von Klammern" in der Algebra der Mengen ist durch
das zweite Distributivgesetz

(A+C)(B+C)=AB+C
gegeben, so dass hier z.B. gilt

(A+D)(B+D)(C+D)=[A+D)(B+ D)|(C+D)
= (AB+D)(C+ D)= (AB)C+D =ABC+ D

Zum Schluss nun die fiir uns vollig neuen ldempotenzgesetze

A+ A=A und AA=A

12



1 Algebra der Zahlen und Algebra der Mengen

die in Formeln etwa ausdriicken, dass es in der Algebra der Mengen weder eine Potenzierung
noch Koeffizienten gibt. Tatsachlich ist hier

A+ A+ . +A=A und A-A-...-A=A

n—mal n—mal

wie auch A und n beschaffen sei. Deshalb gilt z.B.

(A+ B)(B +C)(C + A) = ABC + AAB + ACC + AAC + BBC + ABB + BCC + ABC
— (ABC + ABC) + (AB + AB) + (AC + AC) + (BC + BC)
— ABC + AB + AC + BC

(vergleiche mit der weiter unten angefiihrten Ubung 6).

Ubungen
Beweise folgende Gleichungen, in denen die Mengen durch groBe Buchstaben gekennzeichnet
sind (wobei das Zeichen @ immer die leere Menge bezeichnet und der Buchstabe I die Eins-
Menge):

(A+ B)(A+C)(B+ D)(C + D)= AD + BC
AA+B)=A

AB+ A=A

A(A+C)(B+C)=AB+ AC
A(A+1)(B+@)=AB
(A+B)(B+C)(C+A)=AB+ BC+CA
(A+B)(B+C)(C+D)=AC+ BC+ BD
(A+B)(A+1)+(A+B)(B+9@)=A+B
( )
(

© 0N g W

A+B)(B+I1)(A+2)=A
A+B+C)B+C+D)(C+D+A)=AB+AD + BD+C

—_
e

Beispiel:

AA+C)B+C) = A(A+C)B+C) =  AAB+C)

Assoziativitat 2.Distributivgesetz

= (AB+(C)A = (AB)A+CA

Kommutativitat 1. Distributivgesetz

- (AA)B+AC = AB+ AC

Kommutativitat, Assoziativitat Idempotenz
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2 Boolesche Algebra

2 Boolesche Algebra
Wir fassen alle uns bis jetzt bekannten Gesetze der Algebra der Mengen zusammen:

A+B=B+A , AB=BA (Kommutativgesetze
(A+B)+C=A+(B+C) , (AB)C = A(BC) (Assoziativgesetze
(A+ B)C=AC+BC , AB+C=(A+C)(B+C) (Distributivgesetze

)
)
)
A+A=A , AA=A (Idempotenzgesetze)
Die Algebra der Mengen besitzt auBerdem zwei "ausgezeichnete" Elemente (Mengen) @ und
| von der Beschaffenheit,

Atro=A  Al=A  A+I=1I A=0

gelten. Diese Gesetze (Regeln der Grundrechenarten) sind den dir vertrauten Gesetzen der
Algebra der Zahlen verwandt, sie stimmen aber nicht mit diesen Gesetzen lberein. Algebra der
Mengen ist verstandlicherweise auch "Algebra", aber nicht die Algebra, die du von friiher her
kennst, sondern eine neue, ungewdhnliche.

Doch auch die iibliche Algebra der Zahlen existiert nicht als eine einzige, sondern es gibt viele
"Algebren". Man kann von der "Algebra der positiven ganzen Zahlen", von der "Algebra der
rationalen (d. h. ganzen und gebrochenen) Zahlen" und von der "Algebra der vorzeichenbe-
hafteten (d.h. positiven und nichtpositiven) Zahlen" sprechen, es existiert sogar eine "Algebra
der reellen (d.h. rationalen und irrationalen) Zahlen" und eine "Algebra der komplexen (reellen
und imaginaren) Zahlen" usw.

Alle diese "Algebren" unterscheiden sich untereinander nur durch die Zahlenbereiche, lber
denen die Grundrechenarten durchfuhrbar sind, und durch die Definitionen dieser Grundre-
chenarten (d.h. Addition und Multiplikation). Die Haupteigenschaften der Grundrechenarten
bleiben aber in allen Fallen ein und dieselben.

In Verbindung damit drangt sich eine natirliche Frage auf: Wie verhalt es sich denn in der
eigentiimlichen Algebra der Mengen? Kann sie sich nur in einer einzigen Weise darstellen,
oder gibt es auch hier eine ganze Reihe dhnlicher "Algebren" , die sich voneinander durch die
Elemente, fir die die Grundrechenarten erklart sind, oder durch die Definitionen der Grundre-
chenarten (wir nennen sie wie vorher Addition und Multiplikation) unterscheiden?

Sind diese "Algebren" in den Eigenschaften der Grundrechenarten gleichartig?

Du ahnst wahrscheinlich schon, dass viele Algebren existieren, die der Algebra der Mengen
ahnlich sind (d.h. Algebren, in denen die gleichen Regeln gelten wie in der Algebra der Mengen).
Dies ist tatsachlich so.

Zunachst kénnen selbst die Algebren der Mengen sehr verschiedenartig sein. Man kann von der
"Algebra der Mengen der Schiiler deiner Klasse" sprechen, von der "Algebra der Mengen der
Tiere im Leipziger Zoo" (natiirlich handelt es sich hier schon um eine ganz andere Algebra),
von der "Algebra der Mengen (dieser oder jener) Zahlen", von der "Algebra der Mengen der
Punkte eines Quadrates" (sieche Abb. 3-10), von der "Algebra der Mengen der Biicher in der
Schulbibliothek" oder von der "Algebra der Mengen der Sterne am Himmel".

Es existieren aber auch ganz andere Beispiele von Algebren mit ahnlichen Eigenschaften, und
wir werden sogleich einige von ihnen zeigen. Bevor wir zu diesen Beispielen (ibergehen, miissen
wir noch etwas beachten.
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2 Boolesche Algebra

Zu Beginn einer Untersuchung der unten angefiihrten Beispiele musst du dir fest ein pragen,
dass in irgendeiner Menge von Dingen (Elementen) a, b, ... die Operationen Addition und
Multiplikation zu definieren heiBt, die Regeln zu zeigen, nach denen je zwei Dingen a und b
noch zwei Dinge ¢ und d gegeniibergestellt werden, die die Summe und das Produkt von a
und b genannt werden:

c=a+b , d=ab

Wir werden diese Regeln so wahlen, dass alle Gesetze der Grundrechenarten, die charakteris-
tisch fiir die Algebra der Mengen sind, erfiillt werden. Dabei hast du kein Recht zu fragen:
Warum ist denn die Summe von a und b gleich ¢?

Wir definieren doch die Summe a + b gerade als ¢, und bekanntlich streitet man nicht tber
Definitionen. Es kann sein, dass dich in einigen Fallen unsere Definitionen merkwiirdig anmu-
ten.

Das ist natirlich, weil diese Definitionen neu fiir dich sein werden, und alles Neue, Ungewohnte
erscheint immer merkwiirdig. Im Leben verwundern dich selbst solche erstaunlichen Sachen
wie ein Fernsehgerat oder ein Telefon nicht.

Das liegt aber nur daran, dass du an sie gewohnt bist. Wenn man einem Schiler der 2. oder
3. Klasse, der sicher weiB, dass die Summe zweier Zahlen a und b die Zahl der Dinge bei der
Vereinigung einer Gesamtheit von a Dingen und einer Gesamtheit von b Dingen (siehe Abb.
1) ist und das Produkt ab die Zahl der Dinge bei der Vereinigung von a Gesamtheiten zu je
b Elementen ist (Abb. 2), erkléaren soll, was Briiche sind, und ihm sagt, dass die Summe und
das Produkt der Briiche ¢ und % folgendermaBen definiert werden:

a b ad+bc

* cd

_ab

T ad

werden ihm diese Regeln (die dir ganz natiirlich vorkommen!) sicher sehr merkwiirdig vorkom-
men.

Q| o

a
Cc

Nun also unsere Beispiele.

Beispiel 1. Algebra zweier Zahlen.

Wir nehmen an, dass es in unserer Algebra im ganzen nur zwei Elemente gibt, die wir der
Bequemlichkeit halber Zahlen nennen und mit den bekannten Symbolen 0 und 1 bezeichnen
wollen. Diese Symbole haben hier jedoch eine ganz neue Bedeutung.

Die Multiplikation unserer Zahlen definieren wir wie in der gewohnlichen Arithmetik, d.h. mit
Hilfe folgender "Multiplikationstafel":

[} Ne)

. 1
0 0
110 1
die Addition hingegen "fast wie die gewohnliche", d.h. nur mit dem Unterschied zur gewdhnli-
chen Arithmetik, dass die Summe 1 + 1 jetzt nicht gleich 2 wird (da es diese Zahl in unserer

"Algebra zweier Zahlen" gar nicht gibt), sondern wieder 1.
Auf diese Weise erhalt die "Additionstafel" fiir unsere Algebra folgendes Aussehen:

+]0 1
0[0 1
111
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2 Boolesche Algebra

In der auf diese Weise definierten Algebra gelten offensichtlich die beiden Kommutativgesetze:
a+b=b+a , ab = ba
fir jedes a und b. Es ist auch nicht schwer zu liberpriifen, dass in ihr auch die Assoziativgesetze
(a+b)+c=a+(b+c) : (ab)c = a(be)

fir jedes a, b und c erfiillt sind, zumal wir das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation gar nicht
zu Uberpriifen brauchen, da doch unsere neue Multiplikation vollstandig mit der Multiplikation
der Zahlen tbereinstimmt, fiir die das Assoziativgesetz richtig ist. Es ist leicht zu sehen, dass
auch die ldempotenzgesetze hier gelten:

at+a=a , aa = a

fur jedes a, d.h. fir @ = 0 und @ = 1 (deshalb setzen wir 1 + 1 = 1). Etwas schwieriger ist
es, die Distributivgesetze zu lberpriifen:

(a+ b)c = ac+ be : ab+c=(a+c)(b+c)
fur jedes a, b, c¢. So gilt zum Beispiel in unserer Algebra:

1+1)-1=1-1=1
1-H)+(1-1)=1+1=1
1-)+1=1+1=1

(14+1)-(1+1)=1-1=1

Wenn man schlieBlich vereinbart, die Rolle des Elementes & unserer Algebra der Zahl 0 und
die Rolle des Elementes I der Zahl 1 zuzuordnen, gelten auch die Regeln, die sich auf die
"ausgezeichneten" Elemente @ und I beziehen (d.h. bei @ = 0 und bei a = 1):

a+0=a ) a-1=a ) a+1=1 ) a-0=0

Beispiel 2. Algebra von vier Zahlen.

Hier handelt es sich um ein etwas komplizierteres Beispiel der gleichen Art. Wir nehmen an,
dass die Elemente der Algebra vier "Zahlen" sind, die wir durch die Ziffern 0 und 1 und durch
die Buchstaben p und ¢ kennzeichnen.

Die Addition und die Multiplikation in der betrachteten Algebra geben wir durch die folgenden
Tafeln an:

+10 p q 1 -0 p qg 1
0/0 p q 1 0/0 0 0O
plp p 11 pl0O p 0 p
ajqg 1 q 1 a0 0 g q
111 1 1 1 10 p q 1

Auch hier gilt, wovon man sich durch unmittelbares Uberpriifen leicht iiberzeugen kann,

a+b=b+a , ab = ba fur jedes a,b
(a+b)+c=a+ (b+c¢) , (ab)e = a(bc) fur jedes a, b, c
(a+b)c=ac+be , ab+c=(a+c)(b+c) fur jedes a, b, c
a+a=a , aa = a fur jedes a

16



2 Boolesche Algebra

AuBerdem spielen die Zahlen 0 und 1 hier die Rolle der Elemente @ und I der Algebra der
Mengen, denn fiir jedes a gilt:

a+0=a ) a-1=a ) a+1=1 , a-0=0

Beispiel 3. Algebra der Maxima und Minima.

Wir nehmen als Elemente unserer Algebra irgendeine beschrankte Menge Zahlen. Zum Beispiel
vereinbaren wir, dass die Elemente der Algebra irgendwelche (mdglicherweise auch alle) Zahlen
x sind, fir die 0 < x < 1 gilt, d.h. Zahlen, die zwischen 0 und 1 eingeschlossen sind,
einschlieBlich der Zahlen 0 und 1 selbst.

Die Operationen Addition und Multiplikation definieren wir auf vollig neue Weise. Um diese
Operationen nicht mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation fiir Zahlen zu verwechseln,
werden wir sie durch die neuen Zeichen @& (Addition) und ® (Multiplikation) kennzeichnen.
Und zwar vereinbaren wir, dass die Summe x @ y zweier Zahlen x und y der groBten dieser
Zahlen (einer beliebigen von ihnen, wenn = = y) gleich ist; als Produkt = ® y vereinbaren wir
die kleinste dieser Zahlen (eine beliebige von ihnen, wenn z = y).

So sehen, wenn die Elemente unserer Algebra die Zahlen 0, % % % und 1 sind, die "Additi-

onstafel" und die "Multiplikationstafel" unserer Zahlen folgendermaBen aus:

@0 : 1 21 ®l0 &+ 3 2 1
1 1 2
0o 1 1 21 0[0 00 0 0
1 /1 1 1 2 1 11 1 1
303 3 2 3 1 310 3 3 3 3
1 1 2 1 1 1 1 1
513 3 3 35 1 310 3 3 3 3
202 2 2 2 1 2 (g 1 1 2 2
313 3 3 3 3 3 2 3 3
10111 1 1 10 L 1 24

In der Mathematik wird die groBte von zwei oder mehreren Zahlen u, v, ..., z oft so bezeichnet:
max|u, v, ..., z] (vom lateinischen Wort maximum - das GroBte), die kleinste dieser Zahlen
kennzeichnet man durch das Symbol min[u, v, ...., z] (vom lateinischen Wort minimum - das
KIeinste).E] So gilt in unserer "Algebra der Maxima und Minima" nach Definition:

r @y = max|z, y| und r ® y = min[z, y|

Man kann auch vereinbaren, die Zahlen als Punkte der Zahlengeraden aufzufassen. Dabei
werden die Zahlen z, fiir die 0 < o < 1 gilt, als Punkte eines horizontalen Abschnittes der
Lange 1 dargestellt. Die Summe = @ y zweier Zahlen x und y stellt der weiter rechts gelegene
der beiden Punkte x, y, ihr Produkt « ® y der links Punkt dar (Abb. 11).

x®y x®y
. 7
Abb. 11 T % y

Es ist einleuchtend, dass unsere Operationen Addition und Multiplikation den Kommutativge-
setzen genugen:
rhy=ydx und TRQY=yYQx

"max|u, v, ..., 2] und min[u, v, ..., 2] kann man entsprechend als "Maximum von u, v, ..., z" bzw. "Minimum

von u,v, ..., 2" lesen.
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2 Boolesche Algebra

Erfillt sind offensichtlich auch die Assoziativgesetze:
(z@Y)Dz=2® (yd 2) und (zRYRz=1r0 (y® 2)

so dass die Zahl (x @ y) & z oder x & (y & z) (man kann sie auch einfach z @& y & z ohne
Klammern schreiben) gleich max[z,y, 2] und die Zahl (x ® y) ® 2 oder z ® (y ® z) (oder
einfach = ® y ® z ohne Klammern) gleich min[z, y, z] ist (siehe Abb. 12).

X®y = xey®; y®7 XOY=yo7=Xx®ysz

0——o— ol

Abb. 12 : ‘ y

17

Es ist ebenso klar, dass auch hier die ldempotenzgesetze gelten:
r @ r=max[r,r] =2 und r®r=minx,z] =x
Uberpriifen wir schlieBlich noch die Richtigkeit der Distributivgesetze:
(Y R@z=(2®2) (Y =2) und (2RyY)@2z=(r®2)R (Y& 2)

Es ist klar, dass die Zahl
(x @ y) ® z = min{max[z, y|, 2}

gleich z ist, wenn mindestens eine der Zahlen z,y groBer als z ist, und gleich der groBten
dieser Zahlen, wenn beide kleiner als z sind (Abb. 13a, b).

(xeyl®z=(x®z)e(y®7) (xoylez=(x@7)e(y®7)
waz ez xey Y8z  Xx®y=-jx07

y 2 P 7 }—o__ﬁ)_“ __?__< 7

Abb. 13a und b Bl 5

Aber genau diesem ist auch die Zahl
(r®2) @ (y ® z) = max{min[z, z], min[y, 2|}
gleich (siehe auch Abb. 13). Analog dazu ist die Zahl
(x ®y) ® z = max{min[z, y], 2}

gleich z, wenn nur eine der Zahlen z,y kleiner ist als z, und gleich der kleinsten der Zahlen
x,y, wenn beide groBer als z sind (Abb. 14a, b). Diesem ist auch die Zahl

(x @ 2) ® (y ® z) = min{max|[z, z], max|y, z|}

gleich (siehe auch Abb. 14).

(roy)@z-(xez)®(yo ) (xoyloz=-(x®Z)@(yor)
o X017 =yor X®y =X07 yerz
0 —o————o—————0— =il n’—?ﬁw X . y 4
y . d
Abb. 14a und b ) v

Um uns von dem Erfiilltsein aller Gesetze der Algebra der Mengen in unserer eigenartigen
Algebra zu lUberzeugen, brauchen wir jetzt nur noch zu bemerken, dass die Rolle der Elemente
& und I der Algebra der Mengen hier die kleinste aller betrachteten Zahlen, die Zahl 0, und
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die groBte aller Zahlen, die Zahl 1, spielen. Tatsachlich gilt fiir jede Zahl x, die die Bedingung
0 <z <1 erfillt,

r @0 =max[z,0] =z : r®1=min[z, 1] =
1 : x®0=min[z,0] =0

r @1 = max[z, 1]

Beispiel 4. Algebra der kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen und der groBten gemeinschaft-
lichen Teller.

Es moge NV irgendeine ganze positive Zahl sein. Als Elemente unserer neuen Algebra nehmen
wir alle moglichen Teiler der Zahl N. So sind zum Beispiel, wenn N =210 =2-3-5-7 ist,
die Elemente der betrachteten Algebra die Zahlen

1,2,3,5,6,7,10,14, 15, 21, 30, 35,42, 70, 105 und 210

Addition und Multiplikation unserer Zahlen werden wir auf ganz neue Art definieren. Unter der
Summe m @ n werden wir deren kleinstes gemeinschaftliches Vielfache (k.g.V.) - die kleinste
ganze (positive) Zahl, die durch beide Zahlen m und n teilbar ist - verstehen; als Produkt
m @ n der Zahlen m und n wahlen wir den groBten gemeinschaftlichen Teiler dieser Zahlen
(g.g.T.) - die groBte ganze Zahl, durch die sowohl m als auch n geteilt werden kann.

So wird, wenn N = 6 ist und unsere Algebra aus den vier Zahlen 1, 2, 3 und 6 besteht, die
Addition und die Multiplikation der Zahlen durch folgende Tafeln wiedergegeben:

®©|1 2 3 6 ®| 1 2 3 6
111 2 3 6 171 1 11
212 2 6 6 2|11 2 1 2
313 6 3 6 3|11 1 3 3
6|6 6 6 6 6|1 2 3 6

In der "héheren Arithmetik" (der Zahlentheorie) wird das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
zweier oder mehrerer Zahlen m,n, ..., s oft durch [m,n, ..., s] und der groBte gemeinschaftli-
che Teiler derselben Zahlen durch (m,n, ..., s) bezeichnet. So gelten in unserer Algebra nach
Definition

mén = [m,n] und m®n=(m,n)

Wenn zum Beispiel die Algebra die Zahlen 10 und 15 enthalt, dann gelten
10 ® 15 = [10,15] = 30 und 10 ® 15 =(10,15) =5

Es ist offensichtlich, dass in unserer Algebra immer

mén=ném und men=n®@m
gelten. Weiter gelten hier:

(mon)©op=monodp) (=[m,n,p])
(man kann vereinbaren, diese Zahl einfach m @ n @ p ohne Klammern zu schreiben) und

(men)@p=m®nap) (=(m,n,p))

(diese Zahl kann man einfach m ® n ® p schreiben). Ebenso klar sind auch die Idempotenz-
gesetze:
m®m = [m,m|=m ) m®m = (m,m)=m
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2 Boolesche Algebra

Etwas komplizierter (wie immer) lassen sich die Distributivgesetze iiberpriifen. Die Zahl
(m®n) @ pP = ([m,n],p)

ist nichts anderes als der groBte gemeinschaftliche Teiler der Zahl p und des kleinsten gemein-
schaftlichen Vielfachen der Zahlen m und n (wenn man sich in diesen Ausdruck nur richtig
hineindenkt); sie besteht aus den und nur den Primfaktoren, die in p und gleichzeitig in we-
nigstens einer der Zahlen m oder n enthalten sind. Es ist aber klar, dass diese (und nur diese)
Primfaktoren auch in der Zahl

(m®10) ® (n®p) = [(m,p), (n,p)]

enthalten sind. Deshalb gilt immer
(m@&n)®@p=(m&p)®(nap)

Nehmen wir zum Beispiel unseren Zahlenvorrat aus der Menge der Teiler von 210, so haben

WIr:
(10 ® 14) ® 105 = ([10,14],105) = (70,105) =35  und

(10 ® 105) @ (14 ® 105) = [(10, 105), (14,105)] = [5,7] = 35
Analog dazu enthalt die Zahl

(m®n)®p=I[(m,n),p

- das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahl p und des groBten gemeinschaftlichen Teilers
der Zahlen m und n - die und nur die Primfaktoren, die entweder in p oder in beiden Zahlen
m und n (oder aber sowohl in p, als auch in den beiden Zahlen m und n) enthalten sind. Aber
genau diese Faktoren enthalt auch die Zahl

(m@p)®(n@p)=(Im,pl,[np])

Deshalb gilt immer
(men)®&p=(Mmep) @ (na&p)

So ist zum Beispiel
(10 ® 14) & 105 = [(10, 14), 105] = [2, 105] = 210 und

(10 & 105) ® (14 @ 105) = ([10, 105], [14, 105]) = (210, 210) = 210

SchlieBlich spielen die Rolle der Elemente @ und I der Algebra der Mengen hier die kleinste
aus der betrachteten Zahlenmenge, die Zahl 1, und die groBte, die Zahl N. In der Tat ist
offensichtlich (wenn man nicht vergisst, dass in unsere Algebra, nur die Teiler der Zahl N
eingehen), dass

me1l=[m,1]=m , m®N=(m,N)=m
m@®N =[m,N] = Nm , m®1l=(m,1)=1
gilt. So werden auch hier alle Gesetze der Algebra der Mengen erfiillt.

Wir sehen, dass recht viele verschiedenartige Systeme von "Dingen" (Elementen der betrach-
teten Algebra) existieren, fiir die man die Grundrechenarten Addition und Multiplikation defi-
nieren kann. Sie erfiillen alle uns bekannten Regeln der Algebra der Mengen:
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2 Boolesche Algebra

die zwei Kommutativgesetze, die zwei Assoziativgesetze, die zwei Distributivgesetze, die zwei
Idempotenzgesetze und die vier Regeln, die die Eigenschaften der "ausgezeichneten" Elemente
definieren, welche in unserer Algebra die Rollen spielen, die den Rollen der Null und der Eins
nahekommen.

Weiter unten begegnen wir noch zwei besonders wichtigen Beispielen solcher Algebren.

Wenn wir jetzt zur Untersuchung der gemeinsamen Eigenschaften aller solcher Algebren tber-
geben, missen wir ihnen vor allem irgendeinen gemeinsamen Namen geben. Da Algebren mit
so merkwirdigen Eigenschaften zum ersten Mal der bedeutende englische Mathematiker des
19. Jahrhunderts George Booleﬂ betrachtet hat, ist man (ibereingekommen, solche Algebren
heute Boolesche Algebren zu nennen. [|[}9]

Fir die Grundoperationen einer Booleschen Algebra behalten wir nach dem Vorhergegangenen
die Bezeichnungen "Addition" und "Multiplikation" bei (man muss aber daran denken, dass es
sich hier durchaus nicht um eine gewohnliche Addition und Multiplikation von Zahlen handelt);
jedoch werden wir hin und wieder diese Operationen auch Boolesche Addition und Boolesche
Multiplikation nennen.

Die Schrift G. Booles, in der er jene ungewohnliche Algebra, der dieses Buch gewidmet ist,
grindlich untersuchte, erschien zum ersten Mal im Jahre 1854, d.h. vor mehr als hundert Jah-
ren. Der Titel dieser Schrift lautete : "Untersuchung der Gesetze des Denkens" ("Investigation
of the laws of thought").

Obwohl dir dieser Titel merkwiirdig vorkommen wird, wirst du jedoch beim Lesen des vorlie-
genden Buches verstehen, welche Beziehungen zwischen den hier betrachteten erstaunlichen
Algebren und den Gesetzen unseres Denkvermogens bestehen. Wir bemerken nur, dass gerade
die Verbindung der Booleschen Algebren mit den "Gesetzen des Denkens" erklart, warum die
Schrift Booles, die urspriinglich von den Mathematikern wenig beachtet wurde, heute ein solch
groBes Interesse hervorruft.

In den letzten Jahren wurde diese Schrift vielmals herausgegeben und in verschiedene Spra-
chen ibersetzt, und der Begriff der Booleschen Algebra ist in der einen oder anderen Form
in vielen Landern bereits in den Mathematikunterricht der Schule aufgenommen werden, in
den Ubrigen Landern, darunter auch in der Sowjetunion, wird die Aufnahme dieses Begriffes in
den Lehrplan der Mittelschulen gegenwartig lebhaft erortert und findet eifrige Anhanger unter
Mathematikern und Padagogen.

8Der Vater der bekannten englischen Schriftstellerin Ethel Lilian Boole (bekannter unter dem Familiennamen
Voynich - ihr Mann war der polnische Revolutiondr M. Voynich), Autorin des Romans "Die Bremse".

9Die genaue Definition der Booleschen Algebren wird im Anhang von uns angefiihrt.

OInzwischen sind solche Algebren sehr intensiv und in vielen Varianten untersucht worden. Um diese Varianten
besser unterscheiden zu kdénnen, hat man ihnen besondere Namen gegeben, die sich auch international
durchzusetzen scheinen. Von einer "Booleschen Algebra" in solchem engeren Sinn wird neben den oben
genannten Eigenschaften noch eine weitere gefordert: Zu jedem ihrer Elemente muss es ein (und nur ein)
"Komplement" geben, d.h. ein weiteres Element, das mit dem urspriinglichen das "Produkt"@ und die
"Summe" I besitzt.

Solche Boolesche Algebren dhneln sehr den "Algebren von Mengen"; falls eine Boolesche Algebra nur
endlich viele Elemente besitzt, lasst sie sich sogar stets auf eine "Algebra von Mengen" zuriickfiihren. Eine
"Algebra der Maxima und Minima" mit mehr als 2 Elementen ist hingegen keine solche Boolesche Algebra
im engeren Sinne.
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2 Boolesche Algebra

Ubungen

1. Uberpriife unmittelbar, dass fiir drei beliebige Elemente der "Booleschen Algebra mit zwei
Zahlen" (Beispiel 1) beide Distributivgesetze gelten.

2. Uberpriife beide Distributivgesetze fiir je drei Elemente der "Booleschen Algebra mit vier
Zahlen" (Beispiel 2).

3. a) Wenn in deiner Wohnung auBer dir keine Schiiler sind, dann sind alle "Mengen von
Schiilern in deiner Wohnung" die folgenden: die Menge I von einem Schiiler und die Menge
@, die tberhaupt keinen Schiller enthalt (leere Menge).

Stelle fir die "Algebra der Mengen von Schiilern, die in deiner Wohnung leben" (diese Algebra
besitzt im ganzen zwei Elemente: & und 1), eine "Additionstafel" und eine "Multiplikations-
tafel" auf und vergleiche sie mit den schon genannten Tafeln. Leite daraus ab, dass fiir die im
Beispiel 1 dieses Abschnitts betrachtete "Algebra zweier Zahlen" tatsachlich alle Gesetze der
Booleschen Algebra erfiillt werden.

b) Es mogen in einer Wohnung zwei Schiiler leben - Klaus und Helga.

Dann enthalt die "Algebra der Mengen von in dieser Wohnung lebenden Schiilern" vier Ele-
mente: die Menge I von zwei Schiilern, zwei Mengen K (Klaus) und H (Helga), von denen
jede aus einem Schiiler besteht, und die leere Menge . Stelle fiir diese Algebra der Mengen
eine "Additionstafel" und eine "Multiplikationstafel" auf und vergleiche sie mit den Tafeln auf
Seite 27. SchlieBe daraus, dass fiir die im Beispiel 2 dieses Abschnitts betrachtete "Algebra
von vier Zahlen" alle Gesetze der Booleschen Algebra gelten.

4. Uberpriife die Gleichungen:

a)
i {5, 5] 3 = mos in 5. 5] min 3, 5]
min { max 53] = max ¢ min 21 , Min 21
fmin 53] 3} = min {me 5. o 3,5}
max qmin |-, —|,—p =min{max |-, —|,max |-, —
2°31°4 2°4 3°4

([12,30,8) = [(12,8), (30,8)]  und  [(12,30),8] = ([12,8],[30,8))
5. a) Stelle eine "Additionstafel" und eine "Multiplikationstafel" fiir die Boolesche Algebra der

drei Zahlen 0, 1 und 1 auf, wobei

und

b)

r @y = max|z, y| und r ® y = min[z, y|
ist. Uberpriife fiir diese Algebra die Giiltigkeit der Gesetze der Booleschen Algebra.

b) Stelle eine "Additionstafel" und eine "Multiplikationstafel" fir die Algebra der Teiler der
Zahl 12 auf, wobei
m@®n = [m,n] und m®n=(m,n)

ist. Uberpriife fiir diese Algebra die Giiltigkeit von Gesetzen der Booleschen Algebra.

6. Die Zerlegung der (ganzen, positiven) Zahl N in Primfaktoren méoge folgendermaBen aus-
sehen:
N = pflpf?..pﬁ"

Dann kann man beliebige zwei Teiler m und n dieser Zahl in der Form

01,02 Ok
m =Py PPy
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2 Boolesche Algebra

schreiben, wobei 0 < a; < Ay, 0 < ay < Ay, ..., 0 < ai < Ay gelten muss, und
bi by b
n = pi'pPy’...py;

schreiben, wobei 0 < by < Ay, 0 < by < Ay, ..., 0 < by < Ay gelten muss (einige der Zahlen
ay, as, ..., ag, by, ba, ..., by konnen gleich 0 sein).
Wie sieht in diesem Fall die Zerlegung der Zahlen [m, n| (das kleinste gemeinschaftliche Viel-
fache der Zahlen m und n) und (m,n) (der groBte gemeinschaftliche Teiler der Zahlen m und
n) in Primfaktoren aus?
Verwende diese Zerlegungen dazu, zu beweisen, dass die Menge aller Teiler der Zahl N mit
den Operationen

m®n = [m,n] und m®n=(m,n)

eine Boolesche Algebra bildet.
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3 Dualitatsprinzip, Boolesche Gleichungen und Ungleichungen

3 Dualitatsprinzip, Boolesche Gleichungen und
Ungleichungen

Wir fahren mit der Untersuchung der ungewohnlichen Algebra, die wir Boolesche Algebra
genannt haben, fort. Vor allem fallt die vollige Entsprechung der Eigenschaften der Booleschen
Addition und der Booleschen Multiplikation ins Auge:

Diese Operationen sind einander so dhnlich, dass man in jeder (natirlich richtigen) Formel der
Booleschen Algebra die Addition durch die Multiplikation und umgekehrt ersetzen kann, und
die Gleichung bleibt richtig.

So ist zum Beispiel in der Booleschen Algebra die Gleichung
A(A+C)(B+C)=AB+ AC

erfillt, die oben bewiesen wurde (siehe das Beispiel, das am Ende der Ubungen zu Abschnitt
1 untersucht wurde).

Wenn wir in dieser Gleichung die Addition durch die Multiplikation und umgekehrt ersetzen,
erhalten wir

A+ AC+BC=(A+B)(A+(C)
auch diese Gleichung ist richtig (siehe weiter unten).

Man muss nur in Betracht ziehen, dass wir in irgendeiner Gleichung der Booleschen Algebra,
in der die "ausgezeichneten" Elemente @ und I vorkommen, beim Ersetzen der Booleschen
Addition durch die Boolesche Multiplikation und umgekehrt das Element & durch [ und 1
durch & ersetzen miissen.

So folgt zum Beispiel aus der Richtigkeit der Gleichung

(A+B)(A+1)+(A+B)(B+9)=A+B
(siehe Ubung 8), dass auch die Gleichung
(AB+ A@)(AB+ BI) = AB

gilt.
Die eben formulierte Eigenschaft der Booleschen Algebra, die es erlaubt, aus jeder Gleichung
"gratis" (d.h. ohne Beweis) eine neue zu gewinnen H, wird Dualitatsprinzip genannt.

1Eine "neue" Gleichung, die man aus irgendeiner Formel der Booleschen Algebra durch Ersetzen der Addition
durch die Multiplikation und umgekehrt erhalt, kann manchmal mit der urspriinglichen iibereinstimmen,
in diesem Fall bringt uns unser Verfahren keinerlei Nutzen. So geht zum Beispiel die richtige Gleichung
(Ubung 6)
(A+B)(B+C)(C+A)=AB+BC+CA

beim Ersetzen der Addition durch die Multiplikation und umgekehrt in die Gleichung
AB+BC+CA=(A+B)(B+C)(C+ A)

iiber, die mit der Ausgangsgleichung (ibereinstimmt, und die Gleichung (Ubung 7)
(A+B)(B+C)(C+ D)= AC+ BC + BD

geht beim Ersetzen der Multiplikation durch die Addition und umgekehrt in die Gleichung

AB+ BC +CD = (A+C)(B+C)(B+D)
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3 Dualitatsprinzip, Boolesche Gleichungen und Ungleichungen

Die Gleichungen, die mit Hilfe dieses Prinzips auseinander hervorgehen, nennt man zueinander
dual.

Das Dualitatsprinzip folgt daraus, dass die Liste der Grundgesetze der Booleschen Algebra,
mit denen es uns nur erlaubt ist zu operieren, um irgendeine Boolesche Formel zu beweisen,
vollstandig "symmetrisch" ist.

Denn gleichzeitig mit jedem Gesetz gehort auch noch ein weiteres dazu, das dual zum ur-
springlichen ist, d.h., aus dem ersten durch Ersetzen der Addition durch die Multiplikation
und umgekehrt und des Elementes & durch 1 und umgekehrt hervorgeht.

So ist dem Kommutativgesetz der Addition das Kommutativgesetz der Multiplikation du-
al, dem Assoziativgesetz der Addition ist das Assoziativgesetz der Multiplikation dual, dem
Idempotenzgesetz der Addition ist das ldempotenzgesetz der Multiplikation dual, dem ersten
Distributivgesetz ist das zweite Distributivgesetz dual, und schlieBlich sind den Gleichungen

A+o=A und A+T=1
entsprechend die Gleichungen
Al =A und Ao =0

dual.

Deshalb kénnen wir, wenn wir beim Beweis irgendeiner Gleichung diese oder jene Grundgesetze
der Booleschen Algebra anwenden, durch das Anwenden der ihnen dualen Gesetze ebenso auch
die Gleichung beweisen, die der urspriinglichen dual ist.

Beispiel: Wir beweisen die Gleichung
A+ AC+ BC =(A+B)(A+ ()

die der Gleichung
A(A+C)(B+C)=AB+ AC

dual ist. Tatsachlich ist

A+AC+BC = A+ (AC+ BC) = A+ (A+B)C

Assoziativitat 1. Distributivgesetz

= (A+B)C+A = [(A+ B) + A](C + A)

Kommutativitat 2. Distributivgesetz

- [(A+A)+BJ(A+C) = (A+B)(A+C)

Kommutativitat, Assoziativitat Idempotenz

(vergleiche mit dem Beweis der Gleichung A(A+ C)(B + C) = AB + AC).

Ein anderer Beweis des Dualitatsprinzips hangt mit der Existenz einer speziellen Operation in
der Booleschen Algebra zusammen, die jedes Element A dieser Algebra in ein neues Element A
iberfiihrt und dabei die Addition durch die Multiplikation und umgekehrt ersetzt. Mit anderen
Worten:

Diese Operation (wir werden sie Operation "Strich" nennen) ist von der Art, dass

A+B=AB und AB=A+B

iber, die sich nur unwesentlich von der Ausgangsgleichung unterscheidet (sie geht beim Ersetzen des
Buchstaben B durch den Buchstaben C' und des Buchstaben C' durch den Buchstaben B in die Ausgangs-
gleichung iiber)
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gilt. Weiter ist
g=1 und =0

SchlieBlich iiberfiihrt die Operation "Strich" das Element A in das urspriingliche Element A,
d.h., fir jedes Element A der Booleschen Algebra gilt

A=A) =4

Diese eigenartige Operation erlaubt es, ein neues Element der Booleschen Algebra nicht aus
zwei bekannten Elementen darzustellen, wie im Falle der Addition und der Multiplikation,
sondern aus einem einzigen!

Abb. 15 .7

In der Algebra der Mengen besitzt die Operation "Strich" folgende Bedeutung:
Unter A verstehen wir das Komplement der Menge A, d.h. die Menge, die genau aus den
Elementen der Universalmenge I besteht, die nicht zur Menge A gehéren (Abb. 15).

Wenn zum Beispiel als Universalmenge die Menge aller Schiiler deiner Klasse auftritt und A die
Menge der Schiiler ist, die im ersten Vierteljahr unbefriedigende Zensuren erhalten haben (die
Menge der schlecht lernenden Schiiler), so ist A die Menge der Schiiler, die in allen Fachern
Zensuren haben, die nicht schlechter als "befriedigend" sind. (die Menge der gut lernenden
Schiiler).

Aus der Definition des Komplements A der Menge A folgt, dass
A=(A)=A unddass A+A=I sowie AAd=0

gelten (siehe auch Abb. 15). Die letzten beiden Gleichungen kdnnen sogar als Definition der

Menge A genommen werden. Auch gilt
g=1 und I=0

Wir beweisen schlieBlich noch, dass in der Algebra der Mengen die folgenden wichtigsten
Eigenschaften der Operation "Strich" erfiillt sind:

A+B=AB und AB=A+B

Diese Regeln werden nach dem Zeitgenossen und Mitkampfer Booles, dem englischen Mathe-
matiker Augustus de Morgan (1806-1871), de Morgansche Regeln genannt.

In der Abb. 16a ist die Figur (Menge) A durch Linien mit Neigung nach links schraffiert, ihr
Komplement A zum vollstindigen Quadrat I aber in der Abb. 16b durch Linien mit Neigung
nach rechts; die Figur (Menge) B ist in der Abb. 16a durch horizontale Linien schraffiert, ihr
Komplement B in der Abb. 16b durch vertikale Linien.
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Abb. 16a und b

Dabei ist in der Abb. 16a die Figur A + B schraffiert und in der Abb. 16b die Figur AB
zweifach schraffiert.

Aus dem Vergleich der Abb. 16a und 16b ist ersichtlich, dass die in Abb. 16b zweifach schraf-
fierte Figur zu der in Abb. 16a schraffierten Figur komplementar ist, wodurch auch die erste
Regel de Morgans bewiesen wird:

A+B=AB

Andererseits ist in Abb. 16a die Figur AB durch zweifache Schraffierung bedeckt; die in der
Abb. 16b schraffierte Figur ist A + B. Diese zwei Figuren (Mengen) sind offensichtlich auch
zueinander komplementar, d.h., es gilt

AB=A+B

Wir deuten jetzt die Operation "Strich" fiir andere, oben betrachtete Beispiele Boolescher
Algebren.
So gilt in der Algebra zweier Zahlen (Beispiel 1)

0=1 , T=0

Dabei ist offensichtlich fiir ein beliebiges Element a dieser Algebra (d.h. fir a = 0 und fir a =
1) @ = a. Weiter folgt aus dem Vergleich der "Additionstafel" mit der "Multiplikationstafel",
die fur die Zahlen 0 = 1 und T = 0 aufgestellt wurden

+/0 1 + |0=1 1I=0
00 1 und 0=1 1 0
11 1 1=0 0 0
dass in allen Fallen
a+b=ab
ist. Analog wird auch die zweite Regel de Morgens (iberpriift:
ab=a+b
In der Algebra von vier Zahlen (Beispiel 2) ist
0=1, p=¢q, qG=p, 1=0

Dabei ist wieder offensichtlich, dass @ = a fiir ein beliebiges Element a unserer Algebra gilt.
Zur Uberpriifung der Beziehung

a+b=ab

geniigt es, dem vorhergehenden entsprechend, die zwei Tafeln zu vergleichen:
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+10p ¢ 1 + |0=1p=q g=p 1=0
0| 0 p g 1 0=1 1 q P 0
plp p 11 pP=q q q 0 0
¢ ¢ 1 q¢1 q=p p 0 p 0
1,1 1 11 1=0 0 0 0 0
Analog wird auch die Beziehung
ab=a+b

uberprift.

Wir wenden uns jetzt der Algebra der Maxima und Minima zu, als deren Elemente solche
Zahlen z auftreten, fir die 0 < z < 1 gilt, und in der die Boolesche Addition & und die
Boolesche Multiplikation ® durch

r @y = max|z, y| und r ® y = min[z, y|

definiert werden. Damit in dieser Algebra die Regeln de Morgans

TPDY=TR7Y und TRY=TDY
gelten, d.h., damit
max|z, y| = min[z, 7] und min[z, y| = max|Z, 7]

erfullt werden, ist nur erforderlich, dass die Operation "Strich" die Ordnung der Elemente
umwandelt, d.h., dass aus der Bedingung = > y folgen wiirde T > 7 (warum?).

X
¢ p—on——o———{{
X X

Abb. 17 i
Deshalb kann man, wenn als Elemente der Algebra alle Zahlen zu mit der Eigenschaft 0 <

x < 1 dienen, zum Beispiel
zT=1—=x

setzen. Mit anderen Worten, der Punkt T kann als der zu dem Punkt x symmetrisch liegende
beziiglich der Mitte 3 des Intervalls [0, 1] aufgefasst werden (Abb. 17). In diesem Fall gilt
offensichtlich

0=1, 1=0 und T=ux
Es versteht sich, dass auch die Regeln de Morgans:
TRY=TR®Y , TRY=TDY
gelten (siehe Abb. 18a, b)[?|
i'@—y’i@y‘-o—_‘*’_ X® xoy A@Tf’f@‘
y j x A YT
2
Abb. 18 Y o

12 7 ist jedoch nicht "Komplement" zu z, denn es gilt im allgemeinen weder
r®T =0 noch r®dT =1

vergleiche auch Ubung 7 dieses Abschnitts.
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Betrachten wir schlieBlich die Algebra der kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen und der
groBten gemeinschaftlichen Teiler, als deren Elemente alle moglichen Teiler der ganzen positi-
ven Zahl N auftreten. Die Boolesche Addition & und die Boolesche Multiplikation ® werden
folgendermaBen definiert:

m@n = [m,n] , m®n = (m,n)

wobei [m,n] das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen m und n und (m,n) ihr
groBter gemeinschaftlicher Teiler ist. Wir setzen hier

Es ist klar, dass dabei
1=N und N =1

gelten. AuBerdem ist offensichtlich

— N
m=-——=m
N/m
Hier gelten auch die Regeln de Morgens:
mbdn=mQen , m@n=mon

So gilt zum Beispiel
6621 =1[6,21] =42 und 6®2I=35®10=(35,10) =5 aber ebenso 42 =5
es ist
6®21=(6,21)=3 und 6®21=35®10=[35,10] =70 wund auch 3 =70

Wir iiberlassen es dem Leser, den vollstandigen Beweis der Regeln de Morgans selbstandig zu
erbringen (siehe Ubung 6).

Wir mogen jetzt irgendeine beliebige Gleichung haben, die in jeder Booleschen Algebra erfiillt
wird, zum Beispiel die uns bekannte Gleichung

A(A+C)(B+C)=AB+ AC

Wenn wir auf beide Seiten dieser Gleichung die Operation "Strich" anwenden, erhalten wir

A(A+C)(B+C)=AB+ AC

Auf Grund der Regeln de Morgans gilt

AA+CO)(B+CO)=[AA+O)(B+C)=AA+C)+B+C
=A+A+C+BC=A+AC + BC
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und

AB+ AC = ABAC = (A+ B)(A+ ()
So gilt schlieBlich
A+AC+BC =(A+B)(A+C)
Weil aber diese Gleichung fiir jedes A, B und C erfiillt wird, bleibt sie richtig, wenn wir

die Elemente A, B und C unserer Booleschen Algebra durch die Buchstaben A , B und C
bezeichnen[F| Dabei erhalten wir aber gerade die Gleichung

A+ AC+ BC = (A+ B)(A+C)

die zur urspriinglichen Gleichung dual ist. Man sieht, wie aus den Eigenschaften der Operation
"Strich" (in erster Linie aus den Regeln de Morgans) das Dualitatsprinzip folgt!

Wenn die Ausgangsgleichung die "ausgezeichneten" Elemente @ oder [ enthalt, darf man
dabei aber nicht vergessen, dass auf Grund der Gleichungen

g=1 und 1=9

in der umgeformten (dualen) Gleichung I an Stelle von @ und & an Stelle von [ stehen wird.
So erhalten wir zum Beispiel, wenn wir die Operation "Strich" auf beide Seiten der Gleichung

A(A+I)(B+2)=AB

anwenden (siehe Ubung 5)

A(A+ 1) (B + @) = AB

oder, weil

AA+1)(B+2)=A(A+)+B+2=A+A+1+B+o
=A+ Al + B2 =A+ Ao + BI

und AB = A + B gilt, erhalten wir die Gleichung
A+Ao+BI=A+B

Die letzte Gleichung aber (in welcher A und B willkiirlich sind) ist der folgenden gleichwertig:
A+ Ao+ Bl =A+B

Diese erhalt man aus der urspriinglichen Gleichung durch Ersetzen der Summe durch das Pro-
dukt und umgekehrt sowie durch Ersetzen von & durch I und umgekehrt.

Es ist bemerkenswert, dass das Dualitatsprinzip sogar noch einen breiteren Anwendungsbe-
reich als den von uns aufgezeigten besitzt. Wie auf Boolesche Gleichungen kann es auch auf
"Boolesche Ungleichungen" angewandt werden.

Um dies zu erklaren, missen wir uns jedoch vorher mit einem anderen Begriff vertraut machen,
der in der Theorie der Booleschen Algebra eine sehr groBe Rolle spielt. In jeder Booleschen

13 Jedes Element X dieser Algebra lasst sich aus einem geeigneten Element Y dadurch gewinnen, dass man
auf Y die Operation "Strich" anwendet: X = Y. Eine Formel, die richtig ist fiir jedes Element der Form
A, B, C, ..., muss daher auch fiir alle Elemente dieser Algebra richtig sein.
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3 Dualitatsprinzip, Boolesche Gleichungen und Ungleichungen

Algebra existiert auBer dem Begriff der Gleichheit der Elemente dieser Algebra (wobei die Glei-
chung A = B bedeutet, dass A und B ein und dasselbe Element der Booleschen Algebra ist!)
noch eine wichtige Beziehung zwischen den Elementen, der etwa die Rolle zukommt, die in
der Algebra der Zahlen die Beziehung "groBer" (oder "kleiner") spielt. Diese Beziehung wird
durch das Symbol O (oder C) bezeichnet, und man schreibt

ADB oder BcCcA

Die letzten zwei Beziehungen haben dieselbe Bedeutung.

Man wird bemerken, dass sie in der Schreibweise den Beziehungen a > b oder b < a ahnlich
sind.

In der Algebra der Mengen bezeichnet A O B, dass die Menge A die Menge B als Teil enthalt
(Abb. 19).

Abb. 19 und 20

Zum Beispiel gilt offensichtlich A; D Ag, wenn Ay die Menge der geraden Zahlen ist und Ag
die Menge der ganzen Zahlen, die durch 6 teilbar sind.

Genauso verstandlich ist, dass, wenn A die Menge der gut lernenden Schiiler deiner Klasse
und B die Menge der ausgezeichneten Schiiler ist, A D B ist.

In dem Fall, wenn die Mengen A und B libereinstimmen, werden wir auch A D B schreiben.
Auch in diesem Fall ist die Menge B vollstandig in der Menge A enthalten! So entspricht
die Beziehung D fiir die Elemente der Booleschen Algebra eher der Beziehung > fiir Zahlen
("groBer oder gleich") als der Beziehung > ("groBer").

Es ist klar, dass aus der Giltigkeit von
ADB und BO>C

auch die Giiltigkeit von
ADC

folgt (Abb. 20). Diesem analog folgt fiir reelle Zahlen aus den Beziehungen a > b und b > ¢,
dass a > c gilt. Weiter folgt aus

ADB undB D A

dass A = B ist, ahnlich wie fir Zahlen aus der Beziehung a > b und b > a folgt, dass a = b
ist. SchlieBlich (und dies ist fiir uns besonders wichtig!) erhalten wir aus

ADB ACB

(Abb. 21). So folgt aus der Tatsache, dass die Menge der gut lernenden Schiiler groBer als die
Menge der ausgezeichneten Schiiler ist, die Tatsache, dass die Menge der schlecht lernenden
Schiiler in der Menge jener Schiiler enthalten ist, die nicht ausgezeichnet sind.

Bis jetzt haben wir die Ahnlichkeit der Beziehung O fiir Mengen und der Beziehung > fiir
Zahlen betont.
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3 Dualitatsprinzip, Boolesche Gleichungen und Ungleichungen

Abb. 21

Wir zeigen jetzt einen wesentlichen Unterschied dieser Beziehungen. Man kann zwei beliebige

(reelle) Zahlen a und b miteinander vergleichen, d.h., es gilt unbedingt wenigstens eine der
Beziehungen™|

a>b oder b>a

Im Gegensatz dazu wird in der Regel fiir zwei Mengen A und B keine der Beziehungen

ADB oder BDA
(Abb. 22) erfilllt.

Abb. 22
Wir bemerken noch, dass fiir jedes Element A der Algebra der Mengen
I>A und ADw@

gilt und dass immer (fiir jedes A und B)

A+BDA und AB Ca
(Abb. 23) gilt.

X
2N
N
i /
8

Wir zeigen die Bedeutung der Beziehung D fiir andere uns bekannte Boolesche Algebren.
Fir die "Algebra zweier Zahlen" (Beispiel) wurde diese Beziehung durch die Bedingung 1 D 0
bestimmt, fiir die "Algebra von vier Zahlen" (Beispiel 2) aber durch die Beziehungen

o2
L

Abb. 23

1250, 1D>p, 1D¢q, pD0, ¢D0

\Wenn beide Beziehungen zugleich gelten, dann sind die Zahlen a und b gleich.
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Die Elemente p und ¢ dieser Algebra sind unvergleichbar, d.h., es gilt keine der Beziehungen
p D q oder ¢ D p.

Fur die "Algebra der Maxima und Minima" (Beispiel 3) stimmt die Beziehung D mit der
Beziehung > iiberein:

Wir nehmen an, dass die Elemente = und y dieser Algebra durch die Beziehung x D y ver-
knapft sind, wenn die Zahl z nicht kleiner als die Zahl y ist (so ist zum Beispiel hier 3 O &
und 1 > 1)[F

SchlieBlich gibt die Beziehung m D n in der Algebra der kleinsten gemeinschaftlichen Vielfa-
chen und der groBten gemeinschaftlichen Teiler" (Beispiel 4) an, dass die Zahl n Teiler der
Zahl m ist.

So gilt hier zum Beispiel 42 D 6, wahrend die Zahlen 42 und 35 in dieser Algebra unvergleich-
bar sind (d.h., es gilt keine der Beziehungen 42 O 35 oder 42 C 35).

Wir iiberlassen es dem Leser, selbst zu tGberpriifen, dass die auf solche Weise definierte Bezie-
hung 3 in jeder der aufgezahlten Booleschen Algebren alle uns bekannten Eigenschaften der
Beziehung D aus der Algebra der Mengen besitzt.

Es ist tblich, eine Formel, deren linke und rechte Seite durch die Beziehung O (oder C) ver-
kniipft sind, Boolesche Ungleichung zu nennen. Wir werden aber nur von den Ungleichungen
sprechen, die bei jeder Wahl der in dieser Ungleichung eingehenden Elemente A, B, C, ... der
Booleschen Algebra richtig sind, wie zum Beispiel bei den oben angegebenen Ungleichungen

ID>A ADo, A+BD>A ADAB

Das Dualitatsprinzip besagt:

Wenn wir in einer solchen Ungleichung die Addition durch die Multiplikation und umgekehrt,
das Element @ (wenn es in unserer Ungleichung vorhanden ist) durch das Element [ und
umgekehrt ersetzen und das Zeichen der Ungleichheit durch das entgegengesetzte austauschen
(d.h. wenn wir das Zeichen D durch das Zeichen C ersetzen), dann erhalten wir erneut eine
richtige Ungleichung (d.h., die sich bei allen Bedeutungen der in sie eingehenden Elemente der
Booleschen Algebra erfiillt).

So folgt zum Beispiel aus (A + B)(A + C)(A + I) D ABC (siehe Ubung 8b), dass immer
AB+AC+A C A+ B+C

gilt. Zum Beweis geniigt es, auf beide Seiten der Ausgangsungleichung die Operation "Strich"
anzuwenden. So folgt aus der Giiltigkeit der Ungleichung

(A+ B)(A+C)(A+1I) D ABC
und aus der Regel "Wenn A D B, dann ist A C B, dass auch die Ungleichung
(A+ B)(A+C)(A+1) C ABC

richtig ist. Durch die Regeln de Morgans aber erhalten wir, wenn wir beriicksichtigen, dass
I =0 ist,

(A+B)(A+COYA+D)=(A+B)(A+C)+ A+1
=A+B+A+C+ Al =AB+ AC + Ao

5|n dieser Booleschen Algebra gilt fiir zwei beliebige Elemente = und y der Algebra immer wenigstens eine
der Beziehungen x D y oder y D z.
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3 Dualitatsprinzip, Boolesche Gleichungen und Ungleichungen

Analog gilt
ABC=A+B+C
Auf solche Weise folgern wir, dass fiir jedes A, B und C' die Ungleichung
AB+ AC+ Az Cc AB+ AC + Ao

gilt. Da A, B und C hier willkiirlich sind, kann man sie einfach als A, B und C' bezeichnen.
Auf solchem Wege kommen wir gerade zur Ungleichung

AB+AC+ Ao C A+ B+C

die gegenuber der urspriinglichen Ungleichung im oben beschriebenen Sinn dual ist.

Ubungen
1. Zu den in den Ubungen 1-10 auf zu beweisenden Gleichungen bilde man die zugehérigen
dualen.

2. Beweise die folgenden Identitaten der Algebra der Mengen:

a) (A+B)(A+B)=A b)AB+(A+B)(A+B=A+B
) ABCABAC =¢¥|  d)A+AB=A+B.

3. Beweise, wenn in irgendeiner Gleichung der Booleschen Algebra die Operation "Strich"
auftritt, ist auch diejenige Gleichung richtig, in welcher jede Boolesche Addition durch die
Boolesche Multiplikation und umgekehrt und jedes Element @& (wenn es in unserer Gleichung
vorkommt) durch das Element I und umgekehrt ersetzt werden ist, jedoch die Operation
"Strich" lberall dort bleibt, wo sie in der ersten Gleichung auftrat

(Beispiel: aus der Identitat der Ubung 20 folgt, dass

A+B+C+A+B+A+C=1I
gilt, wie auch die Elemente A, B und C' der Booleschen Algebra gewahlt sind).

4. Welche Gleichungen erhalt man mit Hilfe des in Ubung 3 beschriebenen Dualitatsprinzips
aus den Gleichungen der Ubungen 2a, b und d?

5. Uberpriife, dass in der "Algebra von vier Zahlen" (Beispiel 2) die zweite Regel de Morgans:
ab=a+b
erfullt wird.

6*. a) Es sei N = pyps...px, wobei alle Primzahlen py, ps, ..., py verschieden sind.

Beweise, dass sich in diesem Fall die "Algebra der kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen
und der groBten gemeinschaftlichen Teiler", deren Elemente die Teiler der Zahl N sind (siehe
Beispiel 4), auf die "Algebra der Untermengen der Universalmenge

I = {pbpz, ---,pk}

zuriickfihren lasst. Leite hieraus ab, dass in einer solchen "Algebra der kleinsten gemeinschaft-
lichen Vielfachen und der groBten gemeinschaftlichen Teiler" alle Gesetze der Booleschen Al-
gebra, einschlieBlich der Regeln de Morgans, erfiillt werden.

b) Es mége N = p* sein, wobei p eine Primzahl und A eine ganze positive Zahl sei.
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Beweise, dass sich in diesem Fall die "Algebra der kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen und
der groBten gemeinschaftlichen Teiler", deren Elemente die Teiler der Zahl N sind, auf die
"Algebra der Maxima und Minima", die (iber der Menge der Zahlen 0, 1, 2, ..., A definiert
wurde, zurickfihren |asst.

Leite daraus ab, dass fiir eine solche "Algebra der kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen und
der groBten gemeinschaftlichen Teiler" alle Gesetze der Booleschen Algebra, einschlieBlich der
Regeln de Morgans, richtig sind.

c) Es mége N = pflp’;?...pf’“ sein und m = p{'p3%...pi*, wobei 0 < a1 < Ay, 0 < ap < As,

.., 0 < ay, < Ay st (siehe Ubung 6).

Wie sieht die Zerlegung der Zahl m = % in Primfaktoren aus?

Verwende die Formel, die sich im Beweis der Regeln de Morgans fiir die allgemeine "Algebra
der kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen und der groBten gemeinschaftlichen Teiler"ergab.

7*. In welchen dir bekannten Booleschen Algebren gelten die Gleichungen
A+A=1 und AAd=0

und in welcher nicht?

8. Beweise die folgenden Ungleichungen der Algebra der Mengen:
a) A+ B+ C D (A+B)(A+O)

b) (A+B)(A+C)(A+1) D ABC

c) (A+B)(B+C)(C+ A) D ABC

d) A+ B> AB+ AB

9. Schreibe die Ungleichungen auf, die man aus den Ungleichungen der Ubungen 8a-c nach
dem Dualitatsprinzip erhalt.
Beweise diese Ungleichungen unmittelbar, ohne das Dualitatsprinzip zu verwenden.

10. Beweise, wenn eine Boolesche Ungleichung die Operation "Strich" enthalt, ist auch die
Ungleichung richtig, die aus der urspriinglichen durch Ersetzen der Booleschen Addition durch
die Boolesche Multiplikation und umgekehrt sowie des Elementes @ durch das Element I und
umgekehrt hervorgeht, die aber die Operation "Strich" (iberall dort, wo sie in der Ausgangs-
ungleichung stand, enthalt, wobei das Ungleichheitszeichen umgekehrt wird.

Wende dieses Prinzip zur Bildung einer neuen Ungleichung aus der Ungleichung der Ubung 8d
an,

11. Uberpriife alle Eigenschaften der Beziehung O fiir

a) die "Algebra der Maxima und Minima";

b) die "Algebra der kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen und der groBten gemeinschaftlichen
Teiler".

12*. Die Mengen A und B mogen so beschaffen sein, dass A D B gilt. Vereinfache die
Ausdriicke:

a) A+ B

b) AB

35



4 Mengen und Aussagen; Algebra der Aussagen

4 Mengen und Aussagen; Algebra der Aussagen

Kommen wir wieder auf die fiir das vorliegende Buch wesentliche Boolesche Algebra zuriick.
Wir stellen die Frage, wie man die Mengen, welche die Elemente dieser Algebra sind, darstellen
kann.

Es ist klar, dass die einfachste Art der Darstellung einer Menge die sogenannte direkte oder
Abzahlmethode ist, bei der alle Elemente der betrachteten Menge aufgezeigt werden.

So kann man von der "Menge der Schiiler: Peter, Klaus, Horst und Monika" sprechen, von
der "Menge der Zahlen: 1, 2, 3, 4, 5" oder von der "Menge der vier Grundrechenarten der
Arithmetik: Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division".

In der Mathematik ist es iblich beider Angabe aller Elemente irgendeiner Menge, diese in
geschweifte Klammern einzuschlieBen. So kann man schreiben

A = {Peter, Klaus, Horst, Monika};
B =11, 2, 3, 4, 5} oder
C={t - 1)

(in der letzten Schreibweise symbolisieren die Zeichen der Grundrechenarten diese selbst).

Eine solche Methode der Darstellung einer Menge erweist sich jedoch in dem Falle als sehr
unbequem, wenn die Elemente der Menge sehr zahlreich sind. Sie ist vollig unbrauchbar fiir die
Darstellung unendlicher Mengen (wir kénnen eben nicht unendlich viele Elemente der Menge
aufzahlen).

AuBerdem ist es so, dass selbst in den Fallen, in denen die direkte Darstellung der Menge
moglich und leicht ist, diese gerade den Sinn der betrachteten Menge verdeckt, den Grund,
der uns veranlasst hat, gerade diese und keine anderen Elemente in einer Menge zu vereinigen.

Weit verbreiteter ist eine andere, indirekte oder beschreibende Methode der Darstellung von
Mengen, bei der wir diejenige Eigenschaft angeben, die alle Elemente der betrachteten Menge
charakterisiert.

So kann man von der "Menge der ausgezeichneten Schiiler" sprechen (es ist méglich, dass dies
gleichfalls die oben direkt dargestellte Menge A ist) oder von der "Menge aller ganzen Zahlen
x der Art, dass 0 < x < 5 ist" (dies ist die Menge B) oder von der "Menge aller Tiere im
Leipziger Zoo".

Dabei ist die beschreibende Methode der Darstellung einer Menge auch zur Kennzeichnung
unendlicher Mengen von der Art der "Menge aller ganzen Zahlen" oder der "Menge aller
Dreiecke mit dem Flacheninhalt 1" geeignet; mehr noch, wie wir schon oben bemerkten, kann
man unendliche Mengen nur durch die beschreibende Methode darstellen.

Die indirekte (beschreibende) Methode der Darstellung von Mengen verbindet die Mengen mit
den Aussagen, die in der mathematischen Logik untersucht werden.

Diese Methode der Darstellung von Mengen besteht darin, dass wir eine gewisse Menge von
Dingen (Objekten) fixieren, die uns ausschlieBlich interessieren (zum Beispiel die Menge der
Schiiler deiner Klasse oder die Menge der ganzen Zahlen), und danach gewisse Aussagen for-
mulieren, welchen alle Elemente aus irgendeiner betrachteten Menge und nur sie genligen.

Wenn uns nur die Menge der Schiiler deiner Klasse interessiert, dann konnen es solche Aussa-

gen sein: "er ist ein ausgezeichneter Schiiler", "er kann Schach spielen", "er sitzt in der ersten

Reihe", "er heiBt Manfred" usw.
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Die Menge A aller solchen Elemente der betrachteten Universalmenge I (die Menge der Schii-
ler, die Menge der Zahlen usw.), die die Eigenschaft besitzen, die den Inhalt einer gegebenen

Aussage a bildet, nennt man die Wahrheitsmenge der gegebenen Aussage (siehe zum Beispiel
Abb. 24) 7]

Auf solche Weise stellen wir eine "zweiseitige Beziehung" zwischen Mengen und Aussagen her:
jede Menge wird durch eine gewisse Aussage beschrieben (diese Aussage kann einfach in der
Aufzahlung der Elemente der Menge bestehen: "es ist Peter oder Klaus oder Horst oder Mo-
nika") und jeder Aussage entspricht eine bestimmte Wahrheitsmenge. Zu diesem Zweck kann
man zu einer beliebigen Menge von Aussagen - auch zu Aussagen, die die verschiedenartigsten
Dinge betreffen, - immer eine ihnen allen entsprechende Universalmenge I angeben, die alle
Dinge enthalt, von denen in den betrachteten Aussagen die Rede ist.

Il@A DO%%OA@%
{0 b | A B A

Abb. 24 a- » ste(die Figur)ist viereckiy’ b~ w sie(die Figur) ist dreieckig*

Jedoch - und diese Bedingung ist sehr wichtig - werden wir unter einer Aussage nur eine
solche Behauptung verstehen, von der man beurteilen kann, ob sie wahr (in Anwendung auf
ein bestimmtes Element der Universalmenge) oder falsch ist.

Auf solche Weise stellen die Séatze "er besitzt zwei Kopfe und sechzehn Arme" oder "2 x
3 = 6" Aussagen dar (die zweite hangt auBerdem im allgemeinen nicht von der Wahl der
Universalmenge I ab), wahrend die Losung "Es lebe der Erste Mai!" oder die Interjektion
"Ach!" selbstverstandlich keine Aussagen darstellen.

Insofern Aussagen uns nur unter dem Gesichtspunkt der durch sie beschriebenen Mengen
interessieren, werden wir zwei Aussagen a und b, denen ein und dieselbe Wahrheitsmenge
entspricht, nicht unterscheiden, sondern als die gleichen ansehen.
Wenn sich die Aussagen a und b (zum Beispiel "er ist ein ausgezeichneter Schiler" und "er hat
nur sehr gute Zensuren" oder "die Zahl 3 ist ungerade" und "die Zahl 3 ergibt bei der Division
durch 2 den Rest 1" gleichwertig darstellen, werden wir schreiben

a=5b

Dabei werden als gleichwertig alle identisch wahren (oder inhaltlosen) Aussagen angesehen,
d h. Aussagen, die immer wahr sind, unabhangig davon, welches Element der Menge I wir
betrachten:

So sind die Aussagen "2 x 3 = 6", "er (der Schiller deiner Klasse) ist ein Junge oder ein Mad-

chen", "seine (des Schiilers) GroBe iibersteigt 3 m nicht" usw. identisch wahr. Wir vereinbaren,
alle wahren Aussagen mit dem Buchstaben i zu bezeichnen.

Als gleichartig werden wir auch alle identisch unwahren (oder widerspriichlichen) Aussagen
betrachten, die niemals gelten, d.h. Aussagen, deren Wahrheitsmenge leer ist. Als Beispiele
solcher Aussagen, die wir mit dem Buchstaben o bezeichnen werden, mégen folgende Aussagen

dienen: "2 x 2 = 6", "er (der Schiiler deiner Klasse) kann fliegen", "seine GroBe ibersteigt 4

17 Aussagen werden wir immer mit kleinen Buchstaben kennzeichnen, die ihnen entsprechenden Wahrheits-
mengen aber mit den gleichen groBen Buchstaben.
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m", "sie (die Zahl) ist groBer als 3 und kleiner als 2".

Dieser Zusammenhang zwischen Mengen und Aussagen erlaubt es, fiir Aussagen besondere
algebraische Operationen zu definieren, die den oben eingefiihrten Operationen der Algebra
der Mengen verwandt sind.

So bezeichnen wir als die Summe zweier Aussagen a und b diejenige Aussage, deren Wahr-
heitsmenge mit der Summe der Wahrheitsmenge A der Aussage a und der Wahrheitsmenge
B der Aussage b lbereinstimmt; wir vereinbaren, diese Aussage mit dem Symbol a + b zu
bezeichnen ['¥]

Nun ist aber die Summe zweier Mengen die Vereinigung aller in beiden Mengen eingehenden
Elemente; deshalb ist die Summe der Aussagen a und b die Aussage "a oder b", wobei das
Wort "oder" bedeutet, dass entweder die Aussage a oder die Aussage b richtig ist oder diese
beiden Aussagen zusammen gelten.

So ist zum Beispiel, wenn die Aussage a lautet: "der Schiler kann Schach spielen" und in
deiner Klasse dieser Aussage die Wahrheitsmenge

A={Peter, Wolfgang, Klaus, Rainer, Helga, Doris,Martina}
entspricht, die Aussage b aber "der Schiiler kann Dame spielen" lautet und die Wahrheitsmenge
B ={Peter, Klaus, Werner, Lothar, Helga, Karin}

besitzt, a + b die Aussage "der Schiiler kann Schach spielen oder der Schiiler kann Dame
spielen" (kiirzer "der Schiiler kann Schach oder Dame spielen") entspricht und dieser Aussage
die Wahrheitsmenge

A+ B = {Peter, Wolfgang, Klaus, Rainer, Werner, Lothar, Helga, Doris, Martina, Karin}

zukommt.

Wenn die Universalmenge die Menge der in Abb. 24 dargestellten Figuren ist und die Aussagen
c und d folgende Bedeutungen besitzen: "sie (die Figur) ist kreisformig" und "sie ist schraffiert",
lautet die Aussage ¢ + d: "sie (die Figur) ist kreisformig oder schraffiert" (Abb. 25).

I@OQ 10 o e @ 2

+ sie (die Figur)ist kreisfrmig"  d-.sie ist schraffiert’

"”[@ STNONY Qo

C+d-usieist kreisfirmig ODER schraffiert” cd-sie ist
krelsfirmig UND
Abb. 25 schroffiert*

Diesem analog werden wir diejenige Aussage das Produkt ab der Aussagen a und b mit den
zugehorigen Wahrheitsmengen A und B nennen, deren Wahrheitsmenge mit dem Produkt AB
der Mengen A und B iibereinstimmt[*]

8In der mathematischen Logik wird die Summe zweier Aussagen a und b gewdhnlich Disjunktion dieser
Aussagen genannt und durch das Symbol a V b bezeichnet (vergleiche mit der Bezeichnung A U B fir die
Summe der Mengen A oder B).

9In der mathematischen Logik nennt man das Produkt der Aussagen a und b meist Konjunktion dieser
Aussagen und bezeichnet diese durch das Symbol a A b (vergleiche mit der Bezeichnung A N B fir das
Produkt der Mengen A und B).
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Das Produkt zweier Mengen A und B ist aber ihr Durchschnitt oder gemeinsamer Teil, der
nur die Elemente enthilt, die in beide Mengen A und B eingehen. Deshalb ist das Produkt
ab der Aussagen a und b die Aussage "a und 0", wobei das Wort "und", wie immer, bedeutet,
dass beide Aussagen wahr sein sollen: sowohl a als auch b.

Wenn die Aussagen a und b, die die Schiiler deiner Klasse betreffen, die gleiche Bedeutung wie
oben besitzen, ergibt sich zum Beispiel fiir die Aussage ab: "der Schiiler kann Schach spielen
und der Schiiler kann Dame spielen" (kiirzer "der Schiiler kann Schach und Dame spielen") -
und dieser Aussage entspricht die Wahrheitsmenge

AB = {Peter, Klaus, Helga}

Wenn die zu der in Abb. 24 dargestellten Menge der Figuren gehdrenden Aussagen ¢ und d
die folgende Bedeutung besitzen "sie (die Figur) ist kreisformig" und "sie ist schraffiert", dann
bedeutet die Aussage cd, "sie (die Figur) ist kreisférmig und schraffiert" (Abb. 25).

Der Zusammenhang zwischen Mengen und Aussagen erlaubt es, alle Regeln der Algebra der
Mengen auf die Algebra der Aussagen zu lbertragen:

a+b=b+a , ab=ba (Kommutativgesetze)
(a+b)+c=a+(b+c) , (ab)c=a(bc) (Assoziativgesetze)
(a+bc=ac+bc , ab+c=(a+c)(b+c) (Distributivgesetze)

)

a+a=a , ar=a (Idempotenzgesetze

AuBerdem gilt, wenn ¢ eine identisch wahre Aussage und o eine identisch unwahre Aussage ist,
immer (d.h. bei jeder Aussage a)

a+o=a, ai=a, a+i=1, ao=o

So ist zum Beispiel die Aussage "er ist ein ausgezeichneter Schiiler oder er besitzt zwei Kopfe"
gleichbedeutend mit der Aussage "er ist ein ausgezeichneter Schiiler", und die Aussage "er
kann schwimmen und er ist jinger als 200 Jahre" ist mit der Aussage "er kann schwimmen"
gleichbedeutend ]

Um zu verstehen, auf welche Weise sich die Regeln der Algebra der Aussagen von den Regeln
der Algebra der Mengen ableiten lassen, betrachten wir als Beispiel das zweite Distributivgesetz.
Weil die Wahrheitsmenge der Summe zweier Aussagen die Summe der Wahrheitsmengen dieser
Aussagen darstellt, die Wahrheitsmenge des Produkts der Aussagen aber das Produkt ihrer
Wahrheitsmengen, ist AB+C' die Wahrheitsmenge der zusammengesetzten Aussage ab+c, d.h.
der Aussage "es gilt 'a und b’ oder ¢", wobei A, B und C entsprechend die Wahrheitsmengen

20Dje oben aufgezihlten Regeln schreiben wir noch in der Form nieder, in der sie in den Biichern iiber
mathematische Logik eingefiihrt werden:

aVb=bVa , aANb=bAa
(avb)Ve=aV (bVc) , (aAb)Ac=aNn(bAc)
(avb)Ahe=(anc)V(bAc) , (anbyVe=(aVe)A(bVe)
aVv =a , aNa=a
aVo=a , alNi=a
aVi=1 , aNo=o
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der Aussagen a, b und c¢ sind.

Analog dazu ist die Wahrheitsmenge der (zusammengesetzten) Aussage (a + ¢)(b + ¢) die
Menge (A + C)(B + C). Auf Grund des zweiten Distributivgesetzes der Algebra der Mengen

gilt aber
AB+C=(A+C)(B+C)

Somit stimmen die Wahrheitsmengen der Aussagen ab + ¢ und (a + ¢)(b + ¢) lberein, was
gerade bedeutet, dass die Aussagen ab + ¢ und (a + ¢)(b + ¢) gleichartig sind!

(Wir zeigten schon, dass die Aussagen "er kann Schach und Dame spielen oder kann schwim-
men" und "er kann Schach spielen oder schwimmen und kann auch Dame spielen oder schwim-
men" genau die gleiche Bedeutung haben, d.h., dass

ab+c=(a+c)(b+c)

gilt, wobei die Aussagen a, b und c die folgende Bedeutung besitzen: "er kann Schach spielen",
"er kann Dame spielen" und "er kann schwimmen".)

ElQDO% o

Abb. 26 B- . sie (aie Figur)ist NICHT dreieckig*

Ebenso wie die Operationen Addition und Multiplikation von Mengen kann man auch die
Operation "Strich" auf die Algebra der Aussagen (ibertragen. Dabei ist unter @ die Aussage zu
verstehen, deren Wahrheitsmenge die Menge A ist, wobei A die Wahrheitsmenge der Aussage
a ist.

Mit anderen Worten miissen der Bedingung @ die und nur die Elemente der Universalmenge [
genugen, die nicht in die Menge A eingehen, d.h. die, welche der Bedingung a nicht geniigen.
Wenn zum Beispiel die Aussage a lautet: "er hat ungeniigende Zensuren", dann bedeutet die
Aussage @ "er hat keine ungeniigenden Zensuren" ("er lernt in allen Fachern gut"); wenn die
Universalmenge [ aus den in Abb. 24 dargestellten Figuren besteht und die Aussage b lautet:
"sie (die Figur) ist dreieckig", dann besitzt die Aussage b die Bedeutung "sie ist nicht dreieckig"
(Abb. 26).

Im allgemeinen besitzt die Aussage @ die Bedeutung "nicht a". Deshalb wird die Operation
"Strich" der Algebra der Aussagen Bildung der Verneinung oder einfach Verneinung genannt.

Wir zahlen jetzt die Regeln der Algebra der Aussagen auf, die mit der Operation der Verneinung
verbunden sind:

a=a
at+a=1 , aa = o
0=1 , i=0
a+b=ab , ab=1a-+b

Tatsachlich wird die Verneinung einer identisch unwahren Aussage immer zu einer identisch
wahren Aussage (zum Beispiel "2 x 2 ist nicht gleich 5" oder "dieser Schiiler besitzt nicht zwei
Kopfe"), die Verneinung einer identisch wahren Aussage zu einer identisch unwahren ("dieser
Schiiler ist nicht jinger als 120 Jahre").
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Es ist nicht schwierig, auch alle anderen Gesetze zu lberpriifen. Notwendig ist fiir sie jedoch
eine spezielle Uberpriifung nicht, weil sie aus den entsprechenden Regeln der Algebra der
Mengen folgen ]

Ubungen
1. Nenne drei Beispiele fiir identisch wahre Aussagen und zwei Beispiele fiir identisch unwahre
Aussagen.

2. Die Aussage a moge folgende Bedeutung besitzen:

a) "2x2=4"% b) "er ist ein Junge";
c) "der Elefant ist ein Insekt"; d) "er kann fliegen".

Welche Bedeutung besitzt in diesen Fallen die Aussage a? Ist diese Aussage identisch wahr
oder identisch unwahr?

3. Die Aussage a moge die Bedeutung "er kann Schach spielen”, die Aussage b hingegen "er
kann Dame spielen" haben. Welche Bedeutung besitzen die Aussagen

a)a+b, b)ab, c)a+b, d)a+b,
e)a+b f)ab, g)ab, h) @b

4. Die Aussage a moge bedeuten "er ist ein ausgezeichneter Schiiler", die Aussage b "er
hat braunes Haar" und die Aussage ¢ "er kann schwimmen". Welche Bedeutung besitzen die
Aussagen

a) (a+0b)e, ac+bc b)ab+c¢, (a+c)(b+c)

5. Die Aussagen a und b mogen die Bedeutungen besitzen "sie (die ganze positive Zahl) ist
gerade" und "sie ist eine Primzahl". Welche Bedeutungen besitzen die Aussagen

a)ab, b)a+b, c)abd,
d)ab, e)a+b

Welche sind die Wahrheitsmengen dieser Aussagen?

6. Die Aussagen a und b mogen folgende Bedeutungen besitzen: "er (der Schiiler) arbeitet im
Mathematikzirkel mit" und "er singt im Chor". Welche Bedeutungen besitzen die Aussagen

a)a+b, ab b)ab, a+b

2150 ist zum Beispiel, da die Wahrheitsmengen der Aussagen a + b und @b gleich A+ B und AB sind, wobei A
und B die Wahrheitsmengen der Aussagen a und b sind, und A + B = AB ist, entsprechend der Definition
der Gleichheit (Ubereinstimmung) von Aussagen: a + b = ab.
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5 ,,Gesetze des Denkens“ und Regeln des SchlieBens

Wir kénnen jetzt die Frage beantworten, warum G. Boole seine Schrift, in der er die im vorlie-
genden Buch betrachtete "ungewohnliche Algebra" aufbaute, "Untersuchung der Gesetze des
Denkens" nannte.

Tatsachlich besitzt die Algebra der Aussagen eine sehr unmittelbare Beziehung zu den Regeln,
nach denen sich der Mensch beim Denkprozess richtet, da die oben definierte Summe und
das Produkt von Aussagen nichts anderes bedeuten als die logischen Verkniipfungen "oder"
und "und", die Operation "Strich" besitzt die Bedeutung der Verneinung, und die Gesetze der
Algebra der Aussagen beschreiben die Grundeigenschaften dieser logischen Operationen, nach
denen sich die Menschen richten.

Naturlich fassen nur sehr wenige Menschen diese Eigenschaften als mathematische Gesetze
des Denkens auf, aber schon kleinen Kindern ist ihre Anwendung gelaufig. In der Tat ist es
doch so, dass niemand daran zweifelt, dass "er lauft schnell und springt hoch" identisch ist mit
"er springt hoch und lauft schnell", mit anderen Worten, alle wissen (obwohl dies nicht jedem
bewusst ist), dass die Aussagen ab und ba die gleiche Bedeutung besitzen, einander "gleich"
sind.

Jetzt konnen wir auch die Griinde fiir das in unserer Zeit wiederauflebende Interesse an den Un-
tersuchungen G. Booles, an der mathematischen Deutung der Gesetze der Logik als eigenartige
"Regeln einer Algebra" erklaren.

Solange der Bereich des Denkens ein absolutes Vorrecht menschlichen Verstandes bildete,
konnte man sich nicht um eine formalisierte Beschreibung der "Gesetze des Denkens" kiimmern.
Es richten sich doch selbst die Menschen immer nach diesen Gesetzen, sogar ohne sich genaue
Rechenschaft tiber deren Inhalt abzulegen.

Die Lage hat sich in den letzten Jahrzehnten stark verandert, und wir streben heute danach,
unseren "elektronischen Helfern", den elektronischen Rechenmaschinen, jene Funktionen zu
ubertragen, die frither nur durch denkende Menschen ausgefiihrt wurden: die Leitung der
Produktion, die Aufstellung von Ablaufplanen, die Losung mathematischer Aufgaben und die
Ubersetzung von Biichern aus einer Sprache in eine andere, Wirtschaftsplanung, das Auffinden
uns interessierender Angaben in der umfangreichen wissenschaftlichen Literatur. Elektronische
Maschinen konnen jetzt sogar Schach spielen!

Um aber die Maschinen darin zu "unterrichten", ist es fiir uns natirlich erforderlich, jene
"Spielregeln" bzw. "Gesetze des Denkens" exakt zu formulieren, die die durch den Menschen
geschaffenen "klugen Maschinen" befolgen miissen.

Wenn der Mensch auch die Regeln der Logik instinktiv befolgt, muss man doch fiir die Maschine
diese Regeln exakt formulieren. AuBerdem miissen wir sie in der einzigen "Sprache" formulieren,
die eine mathematische Maschine "verstehen" kann, namlich in der Sprache der Mathematik.@

Kehren wir aber zu den "Gesetzen des Denkens" zuriick.
Am interessantesten sind davon die Regeln, die mit der logischen Operation der Verneinung
verbunden sind. Viele von ihnen besitzen in der Logik eine spezielle Bezeichnung. Zum Beispiel

22\Wir méchten aber nicht, dass der Leser aus dem Gesagten die Schlussfolgerung zieht, die elementare Algebra
der Aussagen, der allein dieses Buch gewidmet ist, stelle schon den Apparat dar, der es erlaubt, kompli-
zierte Rechenmaschinen zu konstruieren oder Aufgaben in der Form zu stellen, in der man ihre Losung
elektronischen Maschinen "iberlassen" kann.
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driickt die Regel
at+a=1

den sogenannten Satz vom ausgeschlossenen Dritten aus:
Entweder gilt die Aussage a oder die Aussage @ - ein Drittes gibt es nicht. Deshalb ist die
Aussage a + @, d.h. "a oder nicht ", immer wahr.
So kénnen wir, ohne etwas von dem "groBten Schiiler der Klasse 7a der 12. POS Berlins" zu
wissen, mit Gewissheit behaupten, dass dieser Schiiler "entweder ein ausgezeichneter Schiiler
ist oder nicht" und dass er "entweder Schach spielen kann oder nicht Schach spielen kann".
Die Regel

aa =10

tragt die Bezeichnung Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch. Dieser Satz behauptet, dass
die Aussagen a und @, d.h. a und "nicht a", niemals gleichzeitig gelten kénnen, d.h., das
Produkt dieser Aussagen ist immer unwahr.

So ist, wenn irgendein Schiiler ausgezeichnet ist, die Aussage "er ist kein ausgezeichneter
Schiiler"fir ihn verstandlicherweise unrichtig. Wenn eine (ganze) Zahl n gerade ist, ist fiir sie
die Aussage "sie ist ungerade" unrichtig. Die Regel

S|

=a

wird Gesetz der doppelten Verneinung genannt; es behauptet, dass die doppelte Verneinung
irgendeiner Behauptung gleichbedeutend mit der Ausgangsbehauptung ist.

So ist (bezogen auf eine ganze Zahl) die Verneinung der Aussage "sie ist gerade" die Aussage
"sie ist ungerade". Die Verneinung dieser Aussage "sie ist nicht ungerade" bringt uns zur
urspriinglichen Behauptung tiber die Geradheit der Zahl zuriick.

Diesem analog stellt die doppelte Verneinung "er ist kein schlecht lernender Schiiler" die
Behauptung dar, dass der Schiiler gut lernt, die mit der urspriinglichen Aussage "er lernt gut"
gleichbedeutend ist.

Keine geringere Bedeutung besitzen auch die Regeln de Morgans
at+b=ab und ab=a+b

fur Aussagen, deren wortliche Formulierung um einiges komplizierter ist (siehe weiter unten
Ubung 1). Auch alle anderen Regeln der Algebra der Aussagen, die Distributivgesetze

(a+b)c=ab+ bc und ab+c=(a+c)(b+c)
oder die ldempotenzgesetze
a+a=a und aa = a

sind formulierte "Gesetze des Denkens" , Regeln der Logik, Richtschnur der Ableitung neuer
Schlussfolgerungen aus den schon bekannten.

Einen besonderen Platz nehmen die Regeln ein, die mit der logischen Beziehung O verbunden
sind. Wir haben diese Beziehung bis jetzt nicht betrachtet; jedoch erlaubt es die oben aufge-
stellte "zweiseitige Beziehung" zwischen Mengen und Aussagen, die Beziehung O der Algebra
der Mengen (Beziehung des Umfassens) miihelos auf das Gebiet der Algebra der Aussagen zu
ubertragen. Wir werden schreiben

a>b
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und sagen, dass die Aussage a aus der Aussage b folgt (oder a eine Folge von b ist), wenn die
Wahrheitsmenge A der Aussage a die Wahrheitsmenge B der Aussage b enthilt, d.h., wenn
A D B gilt.

So ist zum Beispiel, weil die Menge B der ausgezeichneten Schiiler deiner Klasse offensichtlich
in der Menge A aller gut lernenden Schiiler enthalten ist, die Aussage a: "er (der Schiiler
deiner Klasse) lernt in allen Fachern gut" eine Folge der Aussage b "er ist ein ausgezeichneter
Schiiler". In Analogie dazu ist die Menge

Ag = {6,12,18, ...}
der durch 6 teilbaren (ganzen positiven) Zahlen in der Menge
Ay ={2,4,6,8,10,12, 14,16, 18,20, ...}

der geraden Zahlen enthalten. Deshalb ist die Aussage "sie (die Zahl) ist gerade" eine Folge
der Aussage "sie ist durch 6 teilbar". P

Das Feststellen, dass zwei Aussagen a und b durch die Beziehung a O b verbunden sind, nennt
man auch SchIieBerFE]; dabei wird die Aussage b Bedingung, die Aussage a aber, die aus dieser
Bedingung folgt, Schluss genannt.

Solchem SchlieBen begegnen wir sehr oft in der Wissenschaft und im Alltagsleben: so haben
zum Beispiel die Beweise mathematischer Satze in der Regel den Charakter eines SchlieBens.

M Man muss nachweisen, dass aus der Bedingung b des Satzes
(zum Beispiel "der Winkel P des Dreiecks M N P ist ein rechter
Winkel", Abb. 27) der Schluss a folgt ("M P? + NP? = M N?",
in diesem Fall ist die Beziehung ¢ O b mit dem Satz des

. Pythagoras gleichbedeutend).
N

Bei solchem SchlieBen (zum Beispiel beim Beweis von Sitzen) machen wir (manchmal ohne
uns dariiber Rechenschaft abzulegen) systematisch von den folgenden Grundeigenschaften der
Beziehung O Gebrauch® a O a wenn

aDb und bDa dann gilt a="b

wenn
a>Db und bDec, dann gilt a>DbiDa,aDo

gelten fir jedes a;
a+bDa und a D ab

gelten fur jedes a, b; wenn

aDb ist,danngilt bDa

BWenn a D b gilt, dann sagt man auch, dass die Aussage b eine hinreichende Bedingung fiir a darstellt (um
in allen Fachern erfolgreich zu sein, ist es verstandlicherweise hinreichend, dass der Schiiler ausgezeichnet
ist). Die Aussage a wird eine notwendige Bedingung fiir b genannt (um ein ausgezeichneter Schiiler zu
sein, ist es natiirlich notwendig, dass man in allen Fachern erfolgreich ist).

240ft wird in der Umgangssprache diese Feststellung selbst schon "Schluss" genannt. Unter der Voraussetzung,
dass b wahr ist, bedeutet richtiges "SchlieBen von b auf a", dass eben der "Schluss" a richtig ist. Im
allgemeinen setzt jedoch die Mdglichkeit, von einer Aussage auf eine andere zu schlieBen, nicht voraus,
dass die erstere wahr ist!

25Man formuliert die Regel: Wenn @ D b und b D a er gilt, dann ist @ = b, manchmal so: Wenn b eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir a ist, dann sind die Aussagen a und b gleichwertig (aus der
hier dargestellten Sicht: gleichartig, gleich).
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So wissen wir zum Beispiel, wenn sich in einem Viereck die Diagonalen im Schnittpunkt
halbieren (Aussage b), dann ist dieses Viereck ein Parallelogramm (Aussage a) %]
Andererseits sind beim Parallelogramm die gegeniiberliegenden Winkel gleich (Aussage c). Auf
solche Weise erhalten wir

aDb und cDa

Deshalb ist ¢ D b.

Mit anderen Worten: Wenn die Diagonalen eines Vierecks sich im Schnittpunkt halbieren, dann
sind ihre gegenuberliegenden Winkel gleich.

Wir wollen noch auf die Anwendung der Regel: Wenn

aDb dann gilt boa

eingehen. Diese Regel liegt dem sogenannten indirekten Beweis zugrunde. Es sei zu beweisen,
dass die Beziehung "aus der Aussage b folgt die Aussage a" bzw. a D b gilt.

Oft ist es leichter zu beweisen, wenn a nicht gilt, dann kann auch b nicht erfillt sein, d.h.,
dass aus der Aussage "nicht a" (der Aussage @) die Aussage "nicht b" (Aussage b) folgt. Hier
ein Beispiel dafir:

Wir wollen beweisen, wenn die (ganze) Zahl n > 3 eine Primzahl ist (Aussage b), dann besitzt
n die Darstellung 6k £+ 1 (wobei k eine ganze Zahl ist), d.h., n gibt bei der Division durch 6
den Rest +1 oder -1 (Aussage a). Ohne sich auf die Regel

wenn  aDb gilt, dannfolgt bDa

zu stltzen, ist es ziemlich schwierig, dies direkt zu beweisen. Wir versuchen deshalb, den
indirekten Beweis anzuwenden.

Wir setzen voraus, dass die Aussage a gilt, d.h., dass die Zahl n (sie ist ganz und groBer als
3) nicht die Form 6k £ 1 besitzt.

Da jede ganze Zahl n bei der Division durch 6 entweder den Rest 0 (die Zahl n ist durch 6
teilbar), 1, 2, 3, 4 oder 5 (oder, was das gleiche ist, den Rest -1) ergibt, bedeutet die Annahme
a, dass die Zahl n bei der Division durch 6 entweder den Rest 0 (d.h. sie ist durch 6 teilbar)
oder den Rest 2 oder den Rest 3 oder den Rest 4 ergibt. Eine Zahl, die durch 6 teilbar ist, ist
aber sicher keine Primzahl.

Wenn eine ganze Zahl n > 3 bei der Division durch 6 die Reste 2 oder 4 ergibt, dann ist sie
gerade, und das heiBt, dass sie keine Primzahl sein kann. Wenn n bei der Division durch 6 den
Rest 3 ergibt, dann kann man sie durch 3 teilen und sie kann auch keine Primzahl sein.

Also folgt b aus a (in symbolischer Schreibweise b D @). Daraus geht aber hervor, dass a D b
gilt, was zu beweisen WarE]

Ubungen

1. Formuliere in Worten die de Morganschen Regeln der Algebra der Aussagen:

a+b=ab und ab=a+b

26|m gegebenen Fall haben wir sogar @ © b und b D a, d.h. a = b. ~
27Genauer ist das folgende SchlieBen: Aus der bewiesenen Beziehung b D a folgt @ D b; weil aber auf Grund
des Gesetzes der doppelten Verneinung @ = a und b = b ist, gilt a D b.
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2. Denke dir ein Beispiel aus, das

a) den Satz vom ausgeschlossenen Dritten,

b) den Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch,
c) das Gesetz der doppelten Verneinung
verdeutlicht.

3. Denke dir je ein Beispiel aus zur Beschreibung fiir jede der aufgezahlten Eigenschaften der
Beziehung D (Beziehung der Folgerung) zwischen Aussagen.

4. Erinnere dich an ein dir bekanntes Beispiel fiir den indirekten Beweis und schreibe ihn in
symbolischer Form auf.

5. Es moge a D b sein. Vereinfache die Summe a + b der Aussagen a und b und das Produkt
ab dieser Aussagen.
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6 Aussagen und Kontaktschaltungen

Zum Abschluss des vorliegenden Buches zeigen wir noch ein Beispiel einer Booleschen Algebra,
das dich wahrscheinlich ziemlich (iberraschen wird.

Als Elemente unserer Algebra werden wir alle méglichen Kontaktschaltungen ansehen, d.h.
elektrische Stromkreise, die durch eine Reihe Schalter unterbrochen sind. Die einzelnen Teil-
abschnitte eines solchen Stromkreises, wie sie in Abb. 28 dargestellt sind, werden wir durch

groBe Buchstaben kennzeichnen.

Abb. 28 O e o

Sie stellen auch Elemente der betrachteten, eigenartigen Algebra dar.

Da die einzige Funktion eines Abschnittes des elektrischen Stromkreises darin besteht, den
elektrischen Strom zu leiten, werden wir zwei Abschnitte, die in dieser Beziehung gleichartig
sind, also Abschnitte, die die gleichen Schalter enthalten und gleichzeitig den Strom bei dem

gleichen Zustand ("geschlossen", "gedffnet") aller Schalter leiten oder nicht leiten, nicht un-
terscheiden, sondern als "gleich" ansehen.

Weiter vereinbaren wir, als Summe A + B der Abschnitte A und B des Stromkreises das
Resultat ihrer Parallelschaltung und als Produkt AB das Resultat ihrer Reihenschaltung (siehe
Abb. 29a, b, in der die Abschnitte A und B des Stromkreises je einen Kontakt enthalten).
Es ist klar, dass die auf solche Weise erklarte Addition und Multiplikation der Abschnitte eines
elektrischen Stromkreises kommutativ

A+B=B+A AB = BA
und assoziativ
(A+B)+ E=A+(B+E)(=A+B+E) : (AB)E = A(BE)(= ABE)

sind (sieche Abb. 30a, b, in denen ihre "Dreiersumme" A + B + E und ihr "Dreierprodukt"

ABE dargestellt sind).
A
A b s
- A+8
B
a) b)

r_Ji/a

_4 _g/Q___AF__— ——-ﬁ/o Ba/& g/f} ABE
- = A+B+F

L& ]
Abb. 29 und 30 a i

Sie geniigen auch den Idempotenzgesetzen A + A = A, AA = A, da die Reihen- oder
Parallelschaltung zweier gleichartiger (d.h. gleichzeitig geschlossener oder geéffneter) Kontakte
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das gleiche Resultat wie ein einziger Kontakt ergibt.

Etwas schwieriger lasst sich in unserer "Algebra der Kontaktschaltungen" die Giiltigkeit der
zwei Distributivgesetze (iberprifen:

(A+ BIE=AE+BE und AB+E=(A+E)B+E)

Diese Gesetze gelten jedoch auch hier, wie man aus Abb. 31 und Abb. 32 ersehen kann.

A A £
I.——c/o—-— 7-! ——-——0/0—4:/') e
| i f |
I R
(A+B)E ) AE+BF
& | T
a)

b
A 8. A 8
AB+E (A+E)NBE)
£ £
a) b)

Es ist nicht schwer zu lberpriifen, dass die in Abb. 31a dargestellte Schaltung in unserem Sinn
"gleich" der Schaltung der Abb. 31b und die Schaltung der Abb. 32a "gleich" der Schaltung
der Abb. 32b ist.

Abb. 31 und 32

'-'—0-"0"— -—-—-—oa.—._
Abb. 33a und b 9 b

Wir vereinbaren, mit L einen immer geschlossenen (verloteten) Kontakt (Abb. 33a) und durch
0 einen standig geoffneten Kontakt (Unterbrechung des Netzes; Abb. 33b) zu bezeichnen.
Dabei gilt offensichtlich

A+0=A und AL =A

(Abb. 34) sowie (Abb. 35)
A+L=1L und A0=0

A
A, U
0 [A+0-A Al=A
a)

Abb. 34 v

A

Abb. 35 und 36 9 i

Also Gibernehmen die Kontakte L und 0 die Rolle der "ausgezeichneten" Elemente I und & un-
serer Booleschen Algebra. Vereinbaren wir schlieBlich, durch A und A ein solches Kontaktpaar
zu bezeichnen, fiir das der Kontakt A unbedingt gedffnet ist, wenn der Kontakt A geschlossen
ist.
Es ist sehr leicht, ein solches Kontaktpaar technisch zu verwirklichen (Abb. 36). Offensichtlich
gilt o

A=A, L=0, 0=L

aber auch A+ A = L, AA = 0 gelten (Abb. 37a, b).
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Abb. 37

Komplizierter ist es, die Regeln de Morgans:
A+B=AB ud AB=A+B

zu beweisen, doch sie gelten auch hier (siehe Abb. 38a, b, wo, sagen wir, die Abschnitte des
Stromkreises A+ B und A + B durch die Bedingung bestimmt werden: Wenn der Stromkreis
A + B den Strom leitet, dann soll der Stromkreis A + B ihn nicht leiten und umgekehrt.)

A+B=A+8 A+B=AB

A/lA

] |48 __‘Af L
L & [N , ]
\\ _
T
Abb. 38 7 a b)

Die Ahnlichkeit der "Schaltalgebra" mit der "Algebra der Aussagen" ist in zwei Beziehun-
gen sehr wertvoll. Zum ersten erlaubt es diese Ahnlichkeit, komplizierte Aussagen mit Hilfe
elektrischer Stromkreise zu modellieren. Betrachten wir zum Beispiel die komplizierte Aussage

d = abc + abe

wobei a, b und ¢ irgendwelche "einfachen" Aussagen sind und die Addition und die Multipli-
kation der Aussagen sowie die Operation "Strich", wie (blich, die logischen Verkniipfungen
"oder", "und" und Verneinung bedeuten.

Wir ordnen den Aussagen a, b und ¢ die Kontakte A, B und C zu; in einem solchen Fall wird
unsere komplizierte Aussage d durch die Schaltung der Abb. 39, die der Kombination

D = ABC + ABC

der Kontakte A, B und C entspricht, dargestellt.

lllml
A

—cfA pa— - =+
LY 1 ABC +ABE =
b/ LAl 6E)

Abb. 39

Um zu Gberpriifen, ob die Aussage d wahr ist, wenn die Aussagen a und b wahr und die Aussage
¢ unwahr sind, brauchen wir nur die Kontakte A und B der Schaltung D zu schlieBen und den
Kontakt C' zu 6ffnen (Abb. 40).
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] f

A_B{'Ji ‘i

I

Abb. 40

Wenn dabei die Schaltung D den Strom leitet, bedeutet dies, dass sie der wahren Aussage i
entspricht (d.h. der Schaltung L, die den Strom leitet). Mit anderen Worten, in diesem Falle
ist die Aussage d wahr. Wenn die gleiche Schaltung D unter unseren Bedingungen den Strom
nicht leitet (sie ist "gleich" der Schaltung 0), ist die Aussage d unter unseren Bedingungen
mit der Aussage o gleichbedeutend, d.h. unwahr.

Ein zweiter Nutzen der Entsprechung der Schaltalgebra und der Algebra der Aussagen besteht
darin, dass es diese Beziehung erlaubt, mit Hilfe der Regeln der Logik Kontaktschaltungen
zu konstruieren, die vorgegebenen Bedingungen (die auch ziemlich kompliziert sein kdnnen)
genugen.

Wir demonstrieren dies an zwei Beispielen.

Beispiel 1.

Es ist erforderlich, einen elektrischen Stromkreis fir ein Schlafzimmer mit einer elektrischen
Lampe zu entwerfen, die zwei Schalter besitzen soll: Einer soll sich an der Tiir und der andere
iiber dem Bett befinden.

Dabei soll die Drehung jedes Schalters unabhangig vom Zustand des anderen Schalters den
Stromkreis 6ffnen, wenn er vorher geschlossen war, und schlieBen, wenn er vorher geoffnet war.

Losung:

Wir bezeichnen die zwei den Schaltern entsprechenden Kontakte mit den Buchstaben A und
B. In solch einem Fall besteht die Aufgabe im Aufstellen einer solchen (dem elektrischen
Stromkreis im Schlafzimmer entsprechenden) Kombination C' der Kontakte A und B (mdglich
sind aber auch A und B), dass die Anderung des Zustandes eines dieser zwei Kontakte auch
den Zustand des ganzen Stromkreises C' verandert (d.h. den den Strom leitenden Stromkreis
in einen geodffneten und umgekehrt verwandelt).

Anders ausgedriickt besteht unsere Aufgabe in der Aufstellung einer solchen Verkniipfung ¢
irgendwelcher Aussagen a und b, dass das Ersetzen der wahren Aussage a durch eine unwahre
oder umgekehrt den Charakter ("Wahr", "unwahr") der gesamten Aussage ¢ verandert, mit
der Aussage b soll es sich ebenso verhalten.

Unter dieser Bedingung ist die Aussage c wahr, wenn beide Aussagen a und b wahr oder beide
unwahr sind, und in den (brigen Féllen unwahr (wenn eine der zwei Aussagen a und b wahr
ist, die andere aber unwahr).

Die Verwendung des Wortes "oder" in dieser Beschreibung legt den Gedanken nahe, dass die
Aussage ¢ Summe zweier Aussagen ist, von denen eine wahr ist, wenn a und b wahr sind, und
die andere, wenn a und b wahr sind (d.h. wenn @ und b unwahr sind). Wenn wir jetzt unsere
Aufmerksamkeit dem Wort "und" bei der Beschreibung zweier gesuchter Summen zuwenden,
kommen wir zur Schlussfolgerung, dass diese folgendermaBen aussehen:

ab und ab

So erhalten wir schlieBlich
c=ab+ab
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6 Aussagen und Kontaktschaltungen

und es ist nicht schwierig zu sehen, dass diese Aussage ¢ den oben aufgezahlten Bedingungen
genugt.

Abb. 41

Wenn wir uns jetzt von den Aussagen zu den Kontaktschaltungen zuriickwenden, schlieBen
wir, dass der uns interessierende elektrische Stromkreis C' durch die Formel

C=AB+ AB

ausgedriickt wird; es ist klar, dass die technische Realisierung einer dhnlichen Schaltung (Abb.
41) keine Schwierigkeiten bereitet.

Beispiel 27

Es soll ein elektrischer Stromkreis zur Leitung eines Fahrstuhls entworfen werden, wobei wir
der Einfachheit halber als Zahl der Etagen zwei nehmen wollen.

Der Stromkreis muss zwei Kontakte enthalten. Deren Betatigung wird durch Druck der Knopfe
erreicht, die sich in der Kabine des Fahrstuhls (Abfahrtknopf) und an der Tir des Fahrstuhls
in der ersten Etage (Rufknopf) befinden.

Zusatzliche Kontakte sind verbunden mit den Tiiren des Fahrstuhls in der ersten und in der
zweiten Etage, mit der Innentiir der Kabine und mit dem Boden des Fahrstuhls, auf den der
Druck der Fahrgaste in der Kabine wirkt. Der elektrische Stromkreis, der die Bewegung des
Fahrstuhls nach unten leitet @ darf sich nur einschalten, wenn sich die Kabine in der zweiten
Etage befindet und auBerdem folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. beide Tiiren des Fahrstuhls und die Kabinentiir sind geschlossen; ein Fahrgast befindet sich
im Fahrstuhl und betatigt den Abfahrtknopf oder

2. beide Fahrstuhltiiren sind geschlossen (die Kabinentiir ist geschlossen oder geéffnet); es ist
kein Fahrgast in der Kabine; jemand betatigt unten den Rufknopf.

Losung:

Wir bezeichnen die Schalter, die das Einschalten des Stromkreises regulieren wie folgt:

Z ist der Schalter, der sich nur in dem Falle schlieBt, wenn sich die Kabine in der zweiten Etage
befindet; T; und 75 sind die Schalter, die sich schlieBen, wenn die Tiren des Fahrstuhls in der
ersten und zweiten Etage geschlossen werden; Tk ist ein entsprechender Schalter, der mit der
Kabinentiir verbunden ist; F' ist der Schalter, der mit dem Boden der Kabine verbunden ist
und sich durch die Schwere eines Fahrgastes schlieBt; K4 und Kpg sind die Schalter, die mit
dem Abfahrtknopf in der Kabine des Fahrstuhls und mit dem Rufknopf an der Tiir der ersten
Etage verbunden sind.

Ubereinstimmend mit der Aufgabenstellung darf sich der gesuchte Stromkreis S4 der Leitung

28Djeses Beispiel ist dem folgenden Buch entnommen: I. A. Poletajew, Das Signal, "Bowj. Radio", 1958, S.
214, (dt. Ubersetzung: Kybernetik, Berlin 1962).

29Wir betrachten hier nur den Aufbau eines Stromkreises, der die Bewegung des Fahrstuhls nach unten leitet;
vollig analog kann auch der Aufbau des Stromkreises untersucht werden, der den Fahrstuhl nach oben
bewegt (Siehe Ubung 6.
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der Abfahrt des Fahrstuhls erst in dem Fall einschalten (Strom leiten), wenn

1. der Kontakt Z und der Kontakt 77 und der Kontakt 75 und der Kontakt 7% und der Kontakt
F und der Kontakt K 4 geschlossen sind oder

2. der Kontakt Z und der Kontakt 7 und der Kontakt 75 geschlossen sind und der Kontakt
Tk geschlossen oder geoffnet ist und der Kontakt K'r geschlossen und der Kontakt F' gedffnet
ist.

Wenn wir beriicksichtigen, dass die logische Operation "und" dem Produkt der Aussagen
(Kontakte) entspricht, die logische Operation "oder" aber ihrer Summe, erhalten wir miihelos

Say=ZTToTkFKa+ ZTYT5(Tk + T ) KpF

Unter Verwendung der Gleichung
Tk +Tx =L

und der Eigenschaft des Kontaktes L (AL = A fiir einen beliebigen Kontakt A) sowie des
Kommutativgesetzes fiir die Multiplikation und des Distributivgesetzes, kann man den erhal-
tenen Ausdruck so vereinfachen:

Sy = ZT\To(FTx K4+ FKp)
Es ist leicht einzusehen, wie man technisch eine solche Schaltung verwirklicht (Abb. 42).
Z )/ A /'L; . K
—/o-—-——g/o———y H .S D—A—é/j—

P/
K,
Abb. 42 T__ﬁ/,_

Ubungen
1. Stelle Kontaktschaltungen dar, die den folgenden komplizierten Aussagen entsprechen

)

) 0

) abe + abc + abe, -

) (a+b)(@+ b) + ab + ab.

. Stelle Kontaktschaltungen dar, die den Aussagen
(a+0)(b+c)(a+d)(b+d) und ab+ cd

entsprechen. Uberpriife die "Gleichheit" dieser Schaltungen.

3*. Baue einen elektrischen Stromkreis C' durch die Kontakte A, B, E und G (und méglicher-
weise durch die Kontakte A, B, E und G) folgender Art auf, dass

a) der Stromkreis ¢ nur in dem Fall geschlossen wird, wenn alle Kontakte A, B, E und G
geschlossen sind oder keiner dieser Kontakte.

b) der Stromkreis C' nur in dem Fall geschlossen wird, wenn einige, aber nicht alle der Kontakte
A, B, FE und G geschlossen sind.

4. a) Ein Gremium besteht aus drei Mitgliedern. Entwirf eine elektrische Schaltung, die die Re-
sultate einer Abstimmung anzeigt. Jedes Mitglied des Gremiums betatigt bei der Abstimmung
einen Knopf.
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Eine Lampe leuchtet nur in dem Fall auf, wenn der Vorschlag die Mehrheit der Stimmen findet.

b) Baue eine analoge Schaltung fiir ein Gremium auf, das aus einem Vorsitzenden und finf
Mitgliedern besteht. Hier darf die Lampe nur in dem Fall aufleuchten, wenn der Vorschlag
die Mehrheit der Stimmen findet oder die Stimmen gleich verteilt sind, aber die Stimme des
Vorsitzenden fiir den Vorschlag abgegeben wurde.

5*. Entwirf einen elektrischen Stromkreis, der es erlaubt, eine Lampe leuchten zu lassen oder
auszuléschen mit Hilfe von a) drei unabhangigen Schaltern (vergl. mit Beispiel 1);

b) n unabhangigen Schaltern.

6. Entwirf unter den Bedingungen des Beispiels 2 einen Stromkreis, der die Bewegung eines
Fahrstuhls nach oben leitet.
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7 Anhang. Definition der Booleschen Algebra

Als Boolesche Algebra wird eine willkiirliche Menge von Elementen «, 3,7, ... bezeichnet, liber
der zwei Operationen, Addition und Multiplikation, definiert sind, die je zwei Elementen « und
B ihre Summe a + (§ und ihr Produkt a8 zuordnen.

Uber ihr ist eine Operation "Strich" definiert, die jedem Element o ein neues Element @
zuordnet 9} sie besitzt zwei "ausgezeichnete" Elemente o und ¢, und es gelten folgende Regeln:

Regeln, die sich auf die Operation der Addition beziehen

1) a+p =0+« (Kommutativgesetz)
2) (a+B8)+y=a+(6+7) (Assoziativgesetz)
3) at+a=a (Idempotenzgesetz)

Regeln, die sich auf die Operation der Multiplikation beziehen

la) af = Pa (Kommutativgesetz)
2a) (af)y = a(fy) (Assoziativgesetz)
3a) ao = o (Idempotenzgesetz)

Regeln, die die Addition und die Multiplikation miteinander verbinden

4) (a+B)y=ay+ Py (Distributivgesetze)
da)  af+y=(a+7)(B+7) (Distributivgesetze)

Regeln, die sich auf die Elemente o und ¢ beziehen

5) a+o=uw
ba) aL =«
6) atir=1
6a) ao=o0

Regeln, die sich auf die Operation "Strich" beziehen

7) a=a«a
8) 0=1
8a) I=o0

Regeln, die die Operation "Strich" mit der Addition und der Multiplikation verbinden

9) a+pf=a (Regeln de Morgans)
9a)  af =ap

In der Definition der Booleschen Algebra ist die Verwendung der Beziehung D nicht erforderlich,
denn die Enthaltenseinsbeziehung o O [ kann man mit Hilfe jeder der beiden Bedingungen

30Die Mathematiker sprechen in diesem Zusammenhang davon, dass es in der Booleschen Algebra zwei binare
Operationen (Addition und Multiplikation) gibt, bei denen je zwei Elementen « und § der Booleschen
Algebra ein neues Element a+ 3, sowie entsprechend a3, zugeordnet wird, und es gibt eine unére Operation,
die einem Element o der Booleschen Algebra ein neues Element @& zuordnet.
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a+ [ = « oder aff = (3 definieren. Hieraus kann man alle Eigenschaften der Beziehung D
ableiten:

aDa;

wenn o O [ und B D « ist, dann gilt a = (;
wenn a O S und [ D 7 ist, dann gilt a D ~;
tDaundaDo, a+fDaund a D af;
wenn o O B ist, dann gilt 3 D @

(Leite sie ab!).

Dariiber hinaus ist fiir die Definition der Booleschen Algebra eine der Operationen Addition
oder Multiplikation entbehrlich, erforderlich sind nur die andere und die Operation "Strich".
So koénnen wir zum Beispiel mit den Operationen "Addition" und "Strich" die Multiplikation
mit Hilfe der Regeln de Morgens definieren:

af=a-+b

Jedoch allein das Vorhandensein der Operationen Addition und Multiplikation (ohne die Ope-
ration "Strich") ergibt noch keine Boolesche Algebra.

Die oben eingefiihrte Definition der Booleschen Algebra ist sehr "undkonomisch": Viele der
aufgezahlten Eigenschaften konnen aus anderen abgeleitet werden, so dass ihre Erfiillung nicht
notwendig ist.

Diese Definition der Booleschen Algebra ist keineswegs die einzige in der mathematischen
Literatur vorkommende Definition. In einer Reihe von Biichern und Artikeln kommen zu den
Hauptregeln der Grundrechenarten, die fiir die Elemente der Booleschen Algebra erklart sind
(d.h. zu den eine Boolesche Algebra ergebenden Axiomen), noch die folgenden hinzu:

Regeln, die die Operation "Strich" mit den Elementen o und ¢ verbinden
10)a+a=1 : 10a)aa = o

Bei einer solchen erweiterten Definition der Booleschen Algebra tritt die "Algebra der Maxima
und Minima" (siehe Beispiel 3) nur als Spezialfall einer Booleschen Algebra auf, wenn namlich
die Ausgangsmenge der Zahlen nur aus den zwei Zahlen 0 und 1 besteht, was verstandlicher-
weise ein vollig uninteressanter Fall ist.

Die "Algebra der kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen und der groBten gemeinsamen Teiler"
(sieche Beispiel 4) ist nur dann Boolesche Algebra im erweiterten Sinn, wenn die Zahl N
quadratenfrei ist, d.h., wenn N sich in ein Produkt von paarweise verschiedenen Primzahlen
D1, P2, ... Pr zerlegen lasst.

Das ist bei der im Text vorkommenden Zahl 210 = 2 -3 -5 -7 der Fall, hingegen ist bei
N = 360 == 23-3%.5 die "Algebra der Teiler der Zahl N" keine Boolesche Algebra im
erweiterten Sinn (d.h. die Menge der Elemente der Algebra erfiillt zwar die Regeln 1) bis 9 a),
jedoch nicht die Regeln 10) und 10a)).

Dem Leser, der sich fiir die Frage der Einfiihrung Boolescher Algebren aus der einen oder
anderen Auswahl "grundsatzlicher Eigenschaften" der Elemente dieser Algebren interessiert und
auch seine Kenntnisse der von uns betrachteten ungewéhnlichen Algebren erweitern mochte,
kann man empfehlen, sich an die Blicher des weiter unten angegebenen Literaturverzeichnisses
zu wenden.
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8 Antworten und Hinweise zu den Ubungen

1.

1. (A+B)(A+C)(B+D)(C + D) =[(B+A)C + A)[(B+ D)(C + D)]
= (BC + A)(BC + D) = (A + BC)(D + BC) = AD + BC

Hier wird das zweite Distributivgesetz verwendet.
2. A(A+B)=AA+AB=A+AB=AI+AB=A(I+B)=Al=A
5. AA+I)B+@)=A-1-B=AB
6. (A+B)(B+C)(C+ A)=ABC+ AB+ AC + BC = ABC + ABI + AC + BC
=AB(C+1I)+AC+ BC =ABI+ AC+BC=AB+BC+CA
7. [(A4+B)(B+C)|(C+D) = (AC+B)(C+D) = AC+ACD+BC+BD = AC+BC+BD
10. (A+B+C)(B+C+D)|(C+D+A)=[AD+ (B+C)|(C+ D+ A)

=[(AD+B)+CJ[(A+D)+C|=(AD+B)(A+D)+C
=AD+AD+ AB+BD+C=AB+AD+BD+C

+|o I e I
30) 9|2 I und O |0 O
|1 I I o I
+|lo9 K H I g K H 1
gl K H I gl O I I
3b) K| K K I I ud K|g K g K
H\H I H I H\lo o H H
ry1r 1 1 1 I\ o K H 1
6. [m TL] _ pllnax[ahbl]p;nax[ag,bz}“'p;cnax[ak,bk]
(m TL) _ prlnin[al,bl]p;nin[az,bg}..‘pglin[ak,bk]
3.
1LAB+AC+BD+CD=(A+D)(B+C) (siehe 1, Ubung 1)
A+ AB=A (siehe 1, Ubung 2)
AB+ B+ Al = A (siehe 1, Ubung 9)
ABC + BCD+CDA=(A+ B)(A+ D)(B+ D)C (siehe 1, Ubung 10)

2.a) (A+B)(A+B)=AA+ AB+BA+BB=A+AB+ BA+ o =
A+ BA+BA==A+(B+BA=A+IA=A+A=A
b) AB+(A+B)(A+B)=AB+ AA+ AB+ BA+ BB
= AB+ 2+ AB+ BA+ @ =AB+ AB+ BA=(AB+ AB) + (AB + AB)
=AB+B)+(A+AB=AI+IB=A+B
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¢) ABCABAC =(A+B+C)(A+
= A(A+ B)AC + B(A+ B)AC +
= (AA)(A+ B)C + [B(AA)C + (BB)AC|
=2(A+ B)C + [BoC + AC|+ @ = o

df A+B=A+IB=A+(A+A)B=
A+ AB+ AB==(AI+AB)+ AB=A(I+B)+AB=Al+ AB=A+ AB

3. Wende auf beide Seiten der betrachteten Gleichungen die Operation "Strich" an; verwende
dabei, dass A = A gilt.

4. AB + AB = A (siehe Ubung 2a);
(A+ B)(AB + AB) = AB (siehe Ubung 2b);
A(A + B) = AB (siehe Ubung 2d).

6. a) Jedem Teiler m der Zahl N entspricht eine gewisse Untermenge der Menge [ =
D1, P2, ..., pr. der Primfaktoren der Zahl N, die Menge der Teiler, die gleichzeitig auch als
Teiler von m erscheinen.

Wenn dabei den Zahlen m und n die Untermengen A und B der Menge I entsprechen, dann
entsprechen den Zahlen m @ n = [m,n], m®n = (m —n) und m = & die Mengen A + B,
AB und A.

b) wenn m = p®, n = p’ ist, dann gilt

m @ n = [m, n] — pmaX[(Lb] , m ® n = (m, n) — pmin[a,b]
und m = Fpt-e
c)
N A A A —
m=— = 1—ai 2—az k—Qk
m P Y2) P

7. Diese Gleichungen gelten nicht in der "Algebra der Maxima und Minima" (auBer in dem
Fall, dass die Algebra im ganzen zwei Zahlen besitzt) und in der "Algebra der kleinsten ge-
meinschaftlichen Vielfachen und der groBten gemeinschaftlichen Teiler" (mit Ausnahme des

Falles, dass alle Primfaktoren py, ps, ..., pr der Zahl N paarweise verschieden sind, vergl. mit
Ubung 6a).

8a) (A4 B)(A+C)= A+ AC + AB + BC
=Al+AC+ AB+ BC =A(I+C+ B)+ BC
=Al+BC=A+BCCA+BCA+B+C

) (A+BYA+CO)A+T) = (A+ B)A+C) =(A+B)(A+C) =
A+ BC D> ADABC (vergl. mit Ubung a)

&) (A+B)(B+C)(C+A)=AB+ BC+CA> AB> ABC (siehe 1, Ubung 6)

d)  Aus AD ABund BD> ABfolgA+ B> A+ B

9. ABC C AB + AC (siehe Ubung 8a);

AB+ AC + A@ C A+ B+ C (siehe Ubung 8b);
AB+ BC + CA C A+ B+ C (siehe Ubung 8c).

57



8 Antworten und Hinweise zu den Ubungen

10. AB C (A+ B)(A+ B)
12.a) A;b) B; ¢) I, d) &
4,

5. a) "Sie ist gerade und eine Primzahl" ; die Wahrheitsmenge ist {2};

b) "Sie ist ungerade oder sie ist eine Primzahl" ; die Wahrheitsmenge {1,2,3,5,7,9,11,13,15,17, ...

unterscheidet sich von der Menge der ungeraden Zahlen durch Hinzufligen der Zahl 2;

c) "Sie ist ungerade und sie ist eine Primzahl"; die Wahrheitsmenge {3,5,7,11,13,17,19, ...}
unterscheidet sich von der Menge aller Primzahlen, dass die Zahl 2 ausgeschlossen ist;

d) "Sie ist gerade und keine Primzahl"; die Wahrheitsmenge {4, 6, 8,10, 12,14, 16, ...} unter-
scheidet sich von der Menge aller geraden Zahlen, dass die Zahl 2 ausgeschlossen ist;

e) "Sie ist ungerade oder keine Primzahl!"; die Wahrheitsmenge {1,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, ...}
ist die Menge aller ganzen positiven Zahlen auBer der Zahl 2.

5.
5.a+b=a; ab=0.
6.
1. a) siehe Abb. 43; b) siehe Abb. 44; 3. a) sieche Abb. 45a; b) siehe Abb. 45b.

6
A L /AL D I
oy e 1 IRARRIET
8 9 ﬁamm L_-..__,,: ‘
o—

_J;/o__} A
L& 8
o——yq
A
——— F -
[ £ £
L & e |
C=CA+B+E+GURVBVESE)

Abb. 43-45 2

a) C = AB + AE + BE;
d) C = A(BE+ BG+ BD+ BF+EG+ ED+ EF +GD + GF + DF) + BEGD +
BEGF + BEDF + BGDF 4+ EGDF.
Der Vorsitzende des Gremiums betatigt den Knopf A.

a) C = ABE + ABFE + ABFE + AB.

58

}



9 Literatur

O Literatur

[1] Asser, G., Grundbegriffe der Mathematik, Band 1 Mathematik fiir Lehrer, Band 1, VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1973.

[2] Back, H./ Gottwald, S./ Miihlig, R., Zum Sprachgebrauch in der Mathematik, Akademische
Verlagsgesellschaft Geest & Portig K.-G., Leipzig 1972.

[3] Hasse, M., Grundbegriffe der Mengenlehre und Logik, Math. Schiilerbiicherei, Band 2, BSB
B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1974.

[4] Kurosch, A. G., Vorlesungen lber allgemeine Algebra, B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig 1964.

[5] Krysicki, W., Zahlen und Rechnen einst und jetzt, Math. Schilerbiicherei, Band 39, BSB
B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1968.

[6] Strombach W. / Emde H. / Reyersbach W., Mathematische Logik, Beck, Miinchen 1972

[7] Trachtenbrot, B. A., Wieso kénnen Automaten rechnen?, Math. Schilerbiicherei. Band 60,
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1971.

[8] Varga, T., Mathematische Logik fiir Anfanger, Band 1 und 2, Math. Schiilerbiicherei. Band
7 und 62, Verlag Volk und Wissen, Berlin 1970 und 1973.

[9] Wisliceny, J., Grundbegriffe der Mathematik, Band 2, Mathematik fiir Lehrer, Band 2, VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1974.

[10] Zich, O. / Kolman, A., Unterhaltsame Logik, Math. Schiilerbiicherei, Band 51, BSB B.
G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1973.

59



	Algebra der Zahlen und Algebra der Mengen
	Boolesche Algebra
	Dualitätsprinzip, Boolesche Gleichungen und Ungleichungen
	Mengen und Aussagen; Algebra der Aussagen
	„Gesetze des Denkens“ und Regeln des Schließens
	Aussagen und Kontaktschaltungen
	Anhang. Definition der Booleschen Algebra
	Antworten und Hinweise zu den Übungen
	Literatur

