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Vorwort des Verfassers zur deutschen Ausgabe

Eine der dringendsten aber auch der schwierigsten Aufgaben unserer Epoche beruht darin, die
Kluft, welche zwischen uns Menschen, den Vélkerschaften und Rassen klafft, zu liberbriicken.
Sicher ist die Abschaffung aller Art Ausbeutung des Menschen durch andere Menschen eine
notwendige Bedingung dafiir, die allein noch nicht ausreicht.

Wir missen noch unser Moralniveau, unsere Einsicht bedeutend heben, das Verstandnis fiir die
Kulturen anderer Nationen starken. Ubersetzungen tragen - wenn auch nur laut dem Sprichwort
gutta cavet lapidem - ebenfalls etwas dazu bei.

Deshalb ist es eine Freude fiir mich, wenn mein Biichlein in deutscher Ubersetzung erscheint,
und ich hoffe, dass der Leser an meiner Freude teilnehmen wird.

E. Kolman

Moskau, den 23. Mai 1973
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1 Empirische und rationale Erkenntnis

1 Empirische und rationale Erkenntnis

Alle fiir uns wahrnehmbaren Gegenstidnde haben Lange, Breite und Hohe (manchmal auch
Tiefe oder Starke genannt). Anders gesagt, jeder Korper besitzt drei raumliche Ausdehnun-
gen, er ist dreidimensional.

Davon iiberzeugen uns unsere Sinne, das Sehvermégen und der Tastsinn. Zweidimensionale,
eindimensionale und nulldimensionale Gegenstande finden wir nirgends in der objektiven Au-
Benwelt. Sie existieren nicht in der Natur, und man kann sie auch nicht kinstlich schaffen.

Freilich konnen eine, zwei oder sogar alle drei Dimensionen bei bestimmten Gegenstanden sehr
klein sein. So ist z.B. eine Ausdehnung, die Dicke, bei Insektenfliigeln sehr klein, zwei, Dicke
und Breite, bei einem Spinngewebe oder Haar, und alle drei bei einem Staubchen.

Wir sind auch in der Lage, sehr diinne Blatter Gold, Quarzfaden usw. herzustellen.

Aber in allen Fallen sind alle drei Dimensionen vorhanden. Mit Hilfe geeigneter Gerate kann
man sie messen, so winzig sie auch sein mogen.

Wir erfassen jedoch die Wirklichkeit nicht nur durch sinnliche Wahrnehmung (empirisch),
sondern auch im logischen Denken (rational). Auf der Grundlage der Wahrnehmungen und
Vorstellungen, die aus der Erfahrung erhalten werden, entstehen Begriffe.

Dabei ist es moglich, von diesen oder jenen Qualitaten, Eigenschaften und Beziehungen der
realen Gegenstande zu abstrahieren und im Bewusstsein das zu teilen, was in Wirklichkeit nur
im Ganzen existiert.

Umgekehrt ist es moglich zu verallgemeinern und gedanklich zu verbinden, was in Wirklichkeit
getrennt ist. So hat jeder materielle Gegenstand ein bestimmtes Gewicht, Farbe, Festigkeit
und eine Menge anderer Charakteristika.

In Gedanken konnen wir sie alle vernachlassigen und nur die Form der Gegenstande, ihre
GroBe (Lange) und ihre Lage beziglich anderer Gegenstande behalten. Das Ergebnis ist ein
geometrischer Korper, z.B. ein bestimmter. Wiirfel oder eine Kugel.

Dieser Prozess des Abstrahierens kann in zwei Richtungen fortgesetzt werden. Es ist moglich,
von der GroBe und der Lage des konkreten geometrischen Korpers zu abstrahieren, z.B. des
konkreten Kubus.

So kommt man zum abstrakten Korper, in unserem Beispiel zum Begriff des Kubus. Es ist
auch moglich, von einer, zwei oder sogar von drei Dimensionen eines geometrischen Korpers
zu abstrahieren.

Im ersten Fall erhalten wir eine Oberflache, z.B. eine Ebene oder eine Kugeloberflache, die
nicht drei, sondern nur zwei raumliche Dimensionen hat. Der zweite Fall fiihrt zu einer geraden
oder gekriimmten Kurve, welche nur noch eine Dimension hat. Im dritten Fall erhalten wir
schlieBlich einen Punkt, der tiber keinerlei Dimension verfligt. Er ist dimensionslos.

2 Herausbildung des Raumbegriffes

In Gedanken ware es auch moglich, in umgekehrter Weise vorzugehen. Man kann sich vorstellen,
dass die AusmaBe irgendeines geometrischen Korpers, z.B. eines Kubus oder einer Kugel,
unbeschrankt wachsen.

Auf diese Weise erhalten wir den Begriff des Raums. Der Raum wird offensichtlich genau wie
der geometrische Korper, aus dem er im Resultat der gedanklichen Erweiterung entstand, drei




2 Herausbildung des Raumbegriffes

Dimensionen besitzen, er wird dreidimensional sein.

Wir haben hier verschiedene Stufen des Abstraktionsprozesses beschrieben, mit dessen Hilfe
wir von der Wahrnehmung konkreter materieller Gegenstande zum Begriff des dreidimensio-
nalen Raums gelangten. Doch bevor wir fortfahren und zur nachsthoheren Abstraktionsstufe
tibergeben, muss das oben Gesagte prazisiert und erganzt werden.

Wir sagten, dass uns Tastsinn und Sehvermogen die Gegenstande als dreidimensional erschei-
nen lassen. Das ist wahr, jedoch nicht so einfach. Das Bild eines Gegenstandes auf der Netzhaut
des Auges ist zweidimensional.

Deshalb wird jeder Gegenstand anfanglich als zweidimensional aufgefasst. Auf die gleiche Art
und Weise ertasten wir auch nur die Oberflaiche des Gegenstandes, also zwei Dimensionen und
nicht alle drei Dimensionen.

Die Vorstellung, dass Gegenstande dreidimensional sind, entsteht nur als Ergebnis eines Ver-
gleichs. Das Bild des Gegenstandes im linken und rechten Auge stimmt nicht vollkommen
uberein. Infolge unserer Bewegung, Annaherung an den Gegenstand oder Entfernung von ihm
sehen wir ihn verschieden.

So nimmt man in diesem Sinne einen Gegenstand eigentlich priméar als zweidimensional wahr.
Bei der Herausbildung der dreidimensionalen Vorstellung wirkt schon der Vergleich, d.h. Urteil
und Denken, mit.

Dieser Umstand tragt dazu bei, dass alles, was mit drei Dimensionen verbunden ist, uns schwie-
riger erscheint als das, was nur mit zwei verbunden ist. AuBerdem sind selbstverstandlich drei-
dimensionale geometrische Korper komplizierter als zweidimensionale.

Aus diesen beiden Griinden ist fiir Schiler in der Regel die Stereometrie schwieriger als die
Planimetrie, obwohl es, wie es scheint, genau entgegengesetzt sein miisste, denn die real exis-
tierende Welt ist dreidimensional und nicht zweidimensional.

Nach dieser Prazisierung, die wir im weiteren noch bendtigen, erganzen wir das Gesagte mit der
folgenden Bemerkung. Der Weg, auf dem wir uns von den konkreten materiellen Gegenstanden
entfernten, war der Weg der Abstraktion.

Er fihrte uns letzten Endes zum dreidimensionalen Raum, aber zu welchem? Im Grunde ge-
nommen zum Begriff des Raums, zum begrifflichen, konzeptionellen Raum.

Doch dieser konzeptionelle Raum entstand bei uns auf der Grundlage der Wahrnehmung des
Raums, genauer der Wahrnehmung der einzelnen raumlichen Gegenstinde, auf der Grund-
lage eines perzeptiblen Raums. Doch der perzeptible Raum selbst ist das Abbild des realen
materiellen Raums.

Der perzeptible Raum ist das Bild desjenigen Raums, der unabhangig davon existiert, ob wir
ihn wahrnehmen oder nicht, unabhangig von den Wahrnehmungen, die wir von ihm erhalten.

Der reale Raum existierte schon, bevor die Erde entstand, schon bevor sich auf der Erde
Menschen befanden, die sich den perzeptiblen und dariiber hinaus den konzeptionellen Raum
schufen. Offensichtlich sind der reale, der perzeptible und der konzeptionelle Raum nicht mit-
einander identisch.

Die Wechselbeziehungen zwischen ihnen sind ziemlich kompliziert.

Wie wir eben erwahnten, liegt der reale Raum sowohl| dem perzeptiblen als auch dem konzep-
tionellen Raum zugrunde. Beide erscheinen als seine Widerspiegelungen, der perzeptible Raum
als unmittelbare Widerspiegelung durch die Sinnesorgane und der konzeptionelle als indirekte




3 Der reale, perzeptible und konzeptionelle Raum

Widerspiegelung, als Abbild des Abbildes, als Widerspiegelung durch das Denken.

Der reale Raum ist untrennbar mit der Materie verbunden. Gerade auf ihn bezieht sich der be-
kannte Lehrsatz der marxistischen Philosophie, dass kein Raum ohne Materie existiert, so wie
auch keine Materie ohne oder auBerhalb des Raumes existiert. Der Raum ist eine Existenzform
der Materie.

Deshalb sind solche Aussagen wie "Materie oder ein materieller Kérper bewegt sich im Raum"
ungenau.

Solche Vorstellungen, als sei der reale Raum so etwas ahnliches wie ein leerer Kasten, in
welchem sich die dort untergebrachten materiellen Kérper bewegen, ohne auf den Raum ir-
gendeinen Einfluss auszuiiben, wie sie von Newton vertreten wurden, sind tberholt. Die Re-
lativitatstheorie Einsteins widerlegte diese Auffassung, indem sie bestatigte, dass Materie und
Raum in engem Zusammenhang miteinander stehen.

Wegen dieser engen Verbindung des realen Raums mit der Materie ist er auch mit der Zeit
untrennbar verbunden. Denn die Zeit, wie auch der Raum, ist eine Existenzform der Materie.
Keine Zeit ohne Materie, keine Materie ohne oder auBerhalb der Zeit.

SchlieBlich folgt aus allem auch der untrennbare Zusammenhang des realen Raums mit der
Bewegung, denn es existiert keinerlei Materie ohne Bewegung und keinerlei Bewegung ohne
Materie. Die Erforschung des Zusammenhangs zwischen realem Raum, Zeit, Materie und ihrer
Bewegung ist u. a. eine Aufgabe der Physik, und diese Aufgabe lost auf modernem Entwick-
lungsniveau der Wissenschaft mit groBer Vollstandigkeit die Relativitatstheorie obwohl auch
eine zweite, grundlegende physikalische Theorie, die Quantentheorie, ihren nicht unwichtigen
Beitrag dazu leistet.

3 Der reale, perzeptible und konzeptionelle Raum

Der reale Raum ist objektiv, wahrend der perzeptible Raum subjektiven Charakter hat.

Fir das Kind ist am Anfang der Sauglingsperiode seines Lebens der Raum zweidimensional.
Es erscheinen ihm die Gegenstande alle in der gleichen Entfernung von ihm, als waren sie auf
einem Bildschirm abgebildet.

Bei einigen Storungen des Nervensystems des erwachsenen Menschen durch eine Erkrankung,
Verwundung, Trunkenheit oder Einfluss von Narkotika weicht sein perzeptibler Raum von der
Norm ab. Im allgemeinen hat der perzeptible Raum bei jedem Menschen seine individuellen
Besonderheiten.

Auch der konzeptionelle Raum beinhaltet subjektive Momente. Doch sie sind nicht so sehr
durch die Besonderheiten der einzelnen Personen, obwohl diese auch eine Rolle spielen, sondern
durch das Niveau der wissenschaftlichen Erkenntnisse und der technischen Errungenschaften
der Menschheit insgesamt in dieser oder jener Epoche bedingt.

Ein schlagendes Beispiel ist schon der oben erwahnte Wandel, den der konzeptionelle Raum
vom physikalisch absoluten, nicht von der Materie abhangigen Raum Newtons bis zum physi-
kalisch relativen Raum Einsteins erfuhr.

Wir beleuchteten hier nur teilweise die Beziehungen zwischen realem, perzeptiblem und kon-
zeptionellem Raum. Doch wie schwierig sie auch sein mogen, die gesamte historische Erfahrung
der Menschheit, ihre praktische Produktionstatigkeit inbegriffen, zeugt davon, dass alle diese
drei Raume dreidimensional sind.




3 Der reale, perzeptible und konzeptionelle Raum

Kann man jedoch daraus mit absoluter Sicherheit schlieBen, dass die gesamte materielle Welt
dreidimensional ist, dass in Wirklichkeit beispielsweise keinerlei zweidimensionale oder, sagen
wir, eindimensionale Raume existieren?

Wenn man streng logisch schlieBt, kann man das nicht behaupten. Unsere Erfahrung ist be-
grenzt. Einerseits in Bezug auf die Zeit, d.h. es sind nur einige tausend Jahre, in deren Verlauf
die Menschen mehr oder weniger bewusst Wissen tber die Welt sammelten.

Andererseits in Bezug auf raumliche Entfernungen, in die vorzustoBen es uns gelingt: In die
Ferne - bis zur Entfernung von zehn Milliarden Lichtjahren, in die Tiefe - bis zum zehnbilli-
onsten Teil eines Zentimeters.

Was hinter diesen Grenzen steckt, nach der einen wie nach der anderen Seite, ist uns bisher
noch nicht bekannt. Wir sind nicht einmal berechtigt zu sagen, dass der Raum dort? wahr-
scheinlich ebenfalls dreidimensional ist.

Tatsachlich, wenn man annimmt, dass sich der Raum bis ins Unendliche ausdehnt, und auch,
dass er unerschopflich im kleinen ist, so ist uns nur ein unendlich kleiner Teil von ihm bekannt.
Deshalb liegt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass irgendeine Behauptung (iber irgend etwas wahr
ist, was auBerhalb der Grenzen dieses uns bekannten Teiles des Raums liegt, beliebig nahe bei
Null.

Diese Schlussfolgerung erhalt man auch aus der Voraussetzung der Unendlichkeit der Zeit.
Auch wenn man den Raum als endlich, aber unvorstellbar ausgedehnt ansieht, liegt diese
Wahrscheinlichkeit dennoch nahe bei Null. Ebenso wird sich die Sache auch bei der Voraus-
setzung von endlicher, doch nicht vorstellbar langer Zeit verhalten.

Fig. 1

Mit einiger Phantasie kann man sich zum Beispiel vorstellen, dass das Weltall zwei-dreidimensional
ist. Das heiBt, dass es im allgemeinen zweidimensional ist und sich nur bald hier, bald dort
dreidimensionale Besonderheiten herausbilden, wovon eine unsere Metagalaxis ist.

Bildhaft gesprochen kénnte sein Modell ein diinner Fladen sein, der mit kugelformigen Blasen
Ubersat ist, von welchen eine unsere Welt ist.

Analog konnten wir uns vorstellen, dass der Raum im Inneren der Elementarteilchen zweidi-
mensional ist. Es ist auch moglich, sich die Vorstellung eines ein-dreidimensionalen Weltalls zu
schaffen. Sein Modell ware ein Netz mit Knoten.

SchlieBlich ware ein ein-zwei-dreidimensionales Weltall eine Kombination der ersten beiden

(Fig. 1).

Wir wollen noch einmal unterstreichen, dass in all diesen Fallen keinerlei Erfahrung diese
phantastischen Hypothesen bekraftigt. Aber in ihnen ist auch im Unterschied zu den Marchen
von Engeln und Teufeln keinerlei Unvertraglichkeit mit den wissenschaftlichen Gegebenheiten
und mit den hergeleiteten Gesetzen der Wissenschaft.

Wir eilen durch das Weltall, wobei wir in nichtdarstellbar riesigen Zeitperioden in unvorstellbar
ferne Gebiete gelangen.




3 Der reale, perzeptible und konzeptionelle Raum

Mit einer Geschwindigkeit von 900 km/h (fir Moskau) nehmen wir teil an der Drehung der
Erde und mit der Geschwindigkeit von 15000 km/h an ihrem jahrlichen Umlauf um die Sonne.
Zusammen mit dem gesamten Sonnensystem, das an der Drehung unserer Galaxis teilnimmt,
zirkulieren wir um das Zentrum der Galaxis mit einer Periode von 180 Millionen Jahren auf
einer Bahn mit dem Radius von 24000 Lichtjahren und mit der Geschwindigkeit von 900000
km /h.

Weiterhin nimmt unsere Galaxis, die Bestandteil einer Ansammlung von Galaxien ist, am ge-
genseitigen Auseinanderstreben dieser Ansammlungen teil (Hubble-Effekt). Diese Expansion
geht mit einer Geschwindigkeit vor sich, die mit der VergroBerung der Entfernung zwischen
den Galaxien wachst, und zwar vergroBert sich die Geschwindigkeit des Auseinanderstrebens
fir jede Million Lichtjahre um 90 bis 100 Tausend Kilometer pro Stunde.

Fir die am weitesten entfernten Galaxien ist die Geschwindigkeit des Auseinanderlaufens un-
geachtet ihrer riesigen Entfernung von uns (mehr als drei Milliarden Lichtjahre, und das heiBt,
dass wir sie so beobachten, wie sie in der Epoche der Formierung der Erdkruste waren) noch
messbar.

Diese Geschwindigkeit erreicht 100 Millionen Kilometer pro Stunde.

Man muss annehmen, dass die Metagalaxis weitere, bezliglich ihrer Ausdehnung noch grandio-
sere Bewegungen ausfiihrt. Sie ist bisher noch ungentgend erforscht, doch ihr der Beobachtung
zuganglicher Teil stellt ungefahr eine Milliarde Galaxien dar, ahnlich unserer.

Wenn aber die Metagalaxis in eine Hierarchie irgendwelcher hoherer kosmischer Systeme ein-
geht, so fiihrt sie, und folglich auch wir mit ihr, weitere Bewegungen aus, die uns noch weiter
forttragen.

Aber wie es dort auch sein mag, konnen wir so selbstgefallig sein, uns einzubilden, der Raum
des Universums sei unbedingt lberall so, wie er in dem verhaltnismaBig kleinen Teil ist, mit
dem wir in der verhaltnismaBig verschwindend kurzen Zeitspanne der Existenz der Erdzivilisa-
tion in Bertihrung kommen konnten?

Sind wir berechtigt anzunehmen, dass in solcher Einformigkeit das Wesen der Einheit der Welt
liegt? Wollen wir den Blattlausen gleichen, die sich einbilden, die ganze Welt ware so, wie die
Oberflache der Grashalme, mit der allein sie vertraut sind?

Aber die Welt ist nicht deshalb einheitlich, weil sie einférmig ist, sondern deshalb, weil sie
materiell ist. Die Materie ist jedoch auBerst mannigfaltig in ihrer Struktur, ihren Erscheinungs-
formen und ihren GesetzmaBigkeiten. Sie verandert sich ununterbrochen. Es verandern sich ihre
Eigenschaften und die Zusammenhange, welchen sie unterworfen ist, und lediglich beziglich
unserer irdischen MaBstabe kann man sie als unveranderlich ansehen [l

Nach allem bisher Gesagten drangt sich folgende Frage auf: Wenn es keinen Grund gibt, kate-

LAuf dem unlangst anlisslich des Kopernikus-Jubildums stattgefundenen Moskauer Symposium fiir philo-
sophische Fragen der zeitgendssischen Astronomie berichtete der sowjetische Physiker Professor J. A.
Smorodinski (iber sogenannte "schwarze Locher". Wie die Relativitatstheorie vorausgesagt hat, schrumpft
ein geniigend massiver Stern unter der Wirkung der eigenen Schwere grenzenlos zusammen. Die uns be-
kannten qualitativ verschiedenen Abarten der Materie (Stoff und Strahlung) werden in der N&he eines
solchen Sternes durch seine Gravitation absorbiert. Sie verschwinden fiir ihn, er wird unsichtbar fiir uns.
Die Raum-Zeit in seinem Innern kontraktiert, er wird zur eindimensionalen Linie. Man nimmt an, dass
es etwa 10 bis 100 Millionen solcher "schwarzen Locher" im beobachtbaren Weltall gibt. Es ist moglich,
dass aus "unserem" Raum die Materie in andere Gebiete entrinnt, und dass es ebenfalls "weiBe Locher"
gibt, durch welche wiederum die Materie in "unser" Weltall zuflieBt. Es ist also nicht ausgeschlossen, dass
verschiedene dreidimensionale Rdume durch eindimensionale Kanale verbunden sind.




4 Ubergang zur vierten Dimension

gorisch zu verneinen (ebenso, wie zu behaupten), dass hinter den Grenzen unserer Erfahrung
der reale Raum zwei- oder vielleicht eindimensional ist, ist es dann nicht méglich anzunehmen,
dass er in der Megawelt oder in einer subatomaren Welt vier- oder allgemein mehrdimensional
ist?

Um auf diese Frage stichhaltig antworten zu kénnen, muss man zunachst unbedingt genau
verstehen, was eine vierte raumliche Dimension ist. Und das gelingt am leichtesten, wenn man
nicht vom realen, sondern vom konzeptionellen Raum ausgeht.

So werden wir auch vorgehen. Wir wenden uns nicht dem materiellen Raum, sondern dem
geometrischen, dem mathematischen Raum zu.

4 Ubergang zur vierten Dimension

Den dreidimensionalen konzeptionellen Raum werden wir im weiteren der Kiirze halber mit R
bezeichnen. Wir gelangten vom dreidimensionalen geometrischen Korper auf dem Wege der
Extrapolation zu ihm. Ausgehend vom Begriff des R3 ist flir uns nicht schwer, den Begriff des
zweidimensionalen (konzeptionellen) Raums Rs zu bilden.

Als R ist einfach jede beliebige Flache aufzufassen. Ebenso bildet man auch den Begriff des
eindimensionalen (konzeptionellen) Raums Ry, den jede beliebige Linie reprasentiert, und den
des nulldimensionalen Raums Ry, reprasentiert durch die Punkte.

Es ist klar, dass man R, Ry, Ry als "Raume" in Analogie zum R3 bezeichnet.

Unsere Vorstellung tiber sie wird dadurch erleichtert, dass wir sie in Gedanken durch Weglassen
von Dimensionen erhalten, die in unserer Wahrnehmung tatsachlich existieren. Mit anderen
Worten, wir haben die Moglichkeit, uns zumindest indirekt auf eine gefiihlsmaBige Anschau-
lichkeit zu stltzen.

Anders verhalt es sich, wenn wir vom R3 zum R, ibergeben wollen, vom dreidimensiona-
len zum vierdimensionalen konzeptionellen Raum, und allgemein von drei zu vier raumlichen
Dimensionen. Denn hier muss man nicht etwas erfassen, sondern etwas hinzudenken. Wobei
dieses Etwas, die vierte raumliche Dimension, sich nicht auf irgendwelche Wahrnehmung stiit-
zen kann.

Es ist leichter, sich ein Objekt vorzustellen, das gewisse Merkmale nicht mehr besitzt, als ein
Objekt, dem neue Merkmale hinzugefiigt wurden, die es zusatzlich haben kann. Deshalb haben
wir zur Bildung des Begriffes des R, nur eine logische Methode zur Verfiigung, die Methode
der Analogie.

Wenn « irgendeine Erscheinung ist, die Merkmale p1,po, ..., p; besitzt, zwischen denen die
Beziehungen Sy, S5, ..., S; (z.B. Si(ps, p3) oder Sa(p1, pa, ps) usw.) bestehen, und wenn 3 ir-
gendeine andere Erscheinung mit den Merkmalen ¢y, gs, ..., q; ist, zwischen denen dieselben
Beziehungen S, .95, ..., S; bestehen, so sagen wir bekanntlich, dass die Erscheinungen o und
B analog sind.

Eine Analogie ist immer unvollstandig. Wahrend wir in unserem Fall nur von einem Rj3 aus-
gehen (diese Behauptung wird im weiteren prazisiert), haben wir eine unendliche Menge von
Raumen Ry, Ry und Ry, die in R3 unterschiedlich angeordnet sind.

Der Prozess des Ubergangs zur vierten Dimension durch Analogiebetrachtungen werden wir
schrittweise vollziehen. Beginnen wir mit einer eindimensionalen Figur, einer Strecke AB (Fig.
2).




5 Mobilisierung des raumlichen Vorstellungsvermogens

A— 8 Zu einer zweidimensionalen Figur, dem Quadrat ABCD
gelangen wir, indem wir in den Punkten A und B orientierte
Senkrechte zu AB errichten, und zwar so, dass sie unterein-
ander parallel sind und gleiche Orientierung besitzen. Danach
tragen wir auf jeder dieser Senkrechten von den Punkten A
A 8 bzw. B aus die Strecke AB ab und verbinden die Endpunkte
C und D durch die neue Strecke C'D. Das erhaltene Quadrat

7 A hat vier Eckpunkte und vier Seiten.
c ¢ Von dem Quadrat ABCD zu einer dreidimensionalen Figur,
L dem Wiirfel (Kubus) ABCDEFGH, gelangen wir wiederum,
,E,‘H-**-- ------- F indem wir in den Punkten A, B, C und D senkrechte Strecken
//’/ zu ABCD so errichten, dass sie alle gleich orientiert sind
. - 4 und auf ihnen von den Ecken A, B, C und D aus wieder die

Strecke AB abtragen.
Fig. 2

Indem wir die so erhaltenen Punkte F, F', G und H entsprechend durch Strecken miteinander
verbinden, erhalten wir ein neues Quadrat EFGH. Der Kubus, der auf diese Weise entsteht,
hat folglich 8 Ecken, 12 Kanten und 6 Seiten.

Da ein Quadrat zweidimensional ist, konnen wir es auf einem Blatt Papier mit Hilfe einer
Zeichnung darstellen. Analog dazu kann man fiir einen dreidimensionalen Kubus ein dreidi-
mensionales Modell schaffen, z.B. aus Draht, Holz oder Karton. Auf ein zweidimensionales
Blatt Papier kann man nur seine Projektion zeichnen.

5 Mobilisierung des raumlichen Vorstellungsvermogens

Bevor wir den folgenden entscheidenden Schritt von der dritten zur vierten Dimension tun,
iiberzeugen wir uns davon, dass schon der Ubergang von der zweiten zur dritten Dimension
an unser raumliches Vorstellungsvermogen bedeutende Anforderungen stellt.

Dies zeigen wir an einem einfachen Beispiel, das speziell fiir diesen Zweck ausgedacht wurde.

In ein Quadrat kann man zwei Diagonalen einzeichnen, d.h.

Strecken, die jeweils zwei Eckpunkte des Quadrates mitein- c o
ander verbinden und keine Seiten des Quadrates sind.
Diese Diagonalen teilen das Quadrat in vier kongruente Tei-
le, die rechtwinklige, gleichschenklige Dreiecke sind.

Das weiB jeder Schiiler von der dritten Klasse ab und ist in
der Lage, sich das vorzustellen, indem er auf eine Zeichnung
schaut oder sogar, ohne sie zu Hilfe zu nehmen (Fig. 3).
Aber gehen wir zum Kubus lber. Wir legen in ihn die
Diagonalebenen hinein, d.h. solche Ebenen, die nicht
Seitenflache sind, aber durch mindestens drei seiner Ecken
hindurchgehen. Fig. 3

Wir fragen nun: Wieviel solcher Flachendiagonalen existieren? In wieviel Teile unterteilen sie
den Kubus? Was sind das fiir Teile?

Auf diese Fragen kann auch ein Mathematiker nicht sofort antworten. Tatsachlich haben wir
zwei verschiedene diagonale Ebenen. Einmal gibt es diagonale Ebenen erster Art, die durch
die Diagonalen von zwei parallelen Seitenflachen gehen. Wir haben 6 solche Ebenen.
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5 Mobilisierung des raumlichen Vorstellungsvermogens

Sie teilen den Kubus in 24 gleiche Teile, dreieckige Pyra-
miden (Fig. 4). Die diagonalen Ebenen zweiter Art ver-
laufen durch die Diagonalen dreier Seitenflachen, die eine
gemeinsame Ecke haben.

: Solche Ebenen haben wir demzufolge 8. Sie teilen den
I Kubus in 21 Teile und zwar in ein regelmaBiges Achteck,
[ 8 regelmaBige Tetraeder und 12 gleiche dreieckige Pyra-
I miden (Fig. 5).
Af—T—— Wenn in den Kubus gleichzeitig beide Sorten von Ebe-
P nen eingeflihrt werden, so teilen sie zusammen den Kubus
in 96 Teile. Darunter sind 3 Arten dreiflachiger und eine
v Art vierflachiger Pyramiden, 24 Exemplaren von jeder Art
T (Fig. 6).

| Das ist alles so schlecht zu liberschauen, dass wir die
N7 Zeichnung nicht (berfiillen wollten und nur einen von
4 den 24 Teilen des Kubus darstellten.

~X\  Nach dieser Abschweifung gehen wir vom dreidimensio-
i ~ nalen Kubus zur vierdimensionalen Figur iiber. Sie heiBt
= Hyperkubus.

Dabei werden wir einen Weg beschreiten, analog dem,
der uns vom zweidimensionalen Quadrat zum dreidimen-
sionalen Kubus fiihrte. Dafiir miissen wir in allen Ecken
des Kubus ABCDEFGH Senkrechte errichten (Fig. 7),
aber nicht nur beziglich seiner Kanten und nicht nur

Fig. 4 beziiglich seiner Seitenflachen, sondern auch beziglich
des Kubus selbst.

Das bedeutet, dass die Senkrechte AI, die in der Ecke A errichtet wird, zu allen Strecken
senkrecht sein soll, die in diesem Kubus liegen und folglich auch zu den Strecken AB, AC' und
AF. Das fordern wir, damit alles dhnlich vonstatten geht wie bei den Quadraten. Dort ist die
Senkrechte AFE, errichtet in der Ecke A des Quadrates ABC D, senkrecht zu allen Strecken
AB und AC.

Doch im Raum R3 kann man drei und nur drei gegenseitig senkrechte Strecken (oder Geraden)
in einem Punkt konstruieren. Das heiBt, die Moglichkeit der Existenz der Strecke AI, der
Senkrechten zu den drei Strecken AB, AC und AFE, ist ausgeschlossen.

Sie ist eine reine spekulative Annahme, die von uns in Analogie eingefiihrt wurde und sich
nicht auf die geringsten gegebenen sinnlichen Erfahrungen stitzt.

AuBer dem Punkte A, in welchem die Senkrechte AI unseren Raum zerschneidet, liegen alle
anderen Punkte dieser Senkrechten auBerhalb des Raums R3. Die Annahme iiber die Existenz
von vier Senkrechten, die von einem Punkt der Strecken AB, AC, AE und AI ausgehen, ist
ausreichend dafiir, einen Hyperkubus zu konstruieren.

Weil wir die Ecke A beliebig wahlten, kann die Senkrechte zum Kubus auch in seinen (ibrigen
Ecken konstruiert werden, und zwar so, dass sie genauso wie die Senkrechte AT orientiert ist.
Danach tragen wir an den Ecken A, B, C, D, E, F, G und H die Lange AB ab.

Indem man die Enden I, J, K, L, M, N, O und P der Strecken untereinander verbindet,

11



5 Mobilisierung des raumlichen Vorstellungsvermogens

erhalten wir den neuen Kubus IJKLMNOP.

Der Hyperkubus, der auf diese Weise entsteht, hat, wie lhnen nicht schwerfallt nachzurechnen,

16 Ecken, 32 Kanten, 24 zweidimensionale Seitenflachen und 8 dreidimensionale Hyperflachen-
Kuben. Die letzteren bilden seinen Rand.

Fig. 5a und b

Weil der Hyperkubus ABCDEFGHIJKLMNQOP, mit Ausnahme des einen ihn begren-
zenden Kubus ABCDEFGH, vollkommen auBerhalb von R3 liegt, kann man ihn in diesem
Raum nicht darstellen. Doch es ist moglich, ihn in den Raum R3 zu projizieren und ein drei-
dimensionales Modell dieser Projektion zu konstruieren (z.B. ein Drahtmodell).

Es ist auch moglich, das Modell auf eine Ebene zu projizieren. Dann erhalten wir eine zwei-
dimensionale Zeichnung, die unseren Hyperkubus abbildet. In der Fig. 7 sind die Teile des
Hyperkubus, die auBerhalb von R3 in der vierten Dimension liegen, mit roter Farbe gezeichnet.

e

nl

Fig. 7

Wenn wir jetzt annehmen, dass die MaBe des Hyperkubus unendlich groB werden, so erhalten
wir den Begriff des Raums mit vier Dimensionen, des vierdimensionalen (konzeptionellen)

12



6 Hyperkuben und andere Hyperkorper

Raums R;. Es ist nicht schwer zu verstehen, dass uns, nachdem wir den Weg beschritten haben,
durch Analogiebetrachtungen zu drei Dimensionen die vierte hinzuzufiigen, nichts aufhalten
kann, im Geiste den fiinfdimensionalen, sechsdimensionalen usw. Hyperkubus zu konstruieren
und damit jedesmal den Begriff des fliinfdimensionalen, sechsdimensionalen usw. Raums Rj,
Rg oder allgemein R,, zu bilden, wobei n eine beliebige ganze positive Zahl ist.

\
1 I\
‘e
7 ( \
- T — \
- —
il W e

N\

> b
LD

In diesem Prozess der abstrakten Extrapolation und Verallgemeinerung kdnnen wir noch weiter
gehen. Wir kdnnen den Begriff des Raums R, unendlicher (abzahlbarer) Dimension bilden.

6 Hyperkuben und andere Hyperkorper

Wofiir ist das alles notig? Ist es, wie einige denken, einzig und allein nur eine Geistesgymnastik
oder hat es auch eine gewisse praktische Bedeutung?

Auf diese Frage antworten wir im weiteren. Doch vorerst sei noch bemerkt, dass man zum
Begriff des vierdimensionalen und allgemein mehrdimensionalen Raums nicht nur iiber Quadrat
und Kubus gelangen kann.

Man kann auch mit der Strecke AB beginnen und dann zum Dreieck ABC' iibergehen, das
auch zweidimensionales Simplex genannt wird (Fig. 8).

Nehmen wir an, dass D ein Punkt ist, der nicht im Raum R, dieses Simplexes liegt, d.h. nicht
in der gleichen Ebene wie das Simplex. Indem man D mit dessen Ecken verbindet, erhélt man
ein dreidimensionales Simplex, die vierflachige Pyramide ABCD.

Analog zum vorhergehenden nehmen wir jetzt an, dass wenigstens ein Punkt £ existiert, der
nicht zum Raum R3 des Simplexes ABCD gehort. Verbinden wir ihn mit den Ecken des
Simplexes, so erhalten wir das vierdimensionale Simplex ABCDE.

Auf der Fig. 8 sind die Teile des Simplexes, die in der vierten Dimension liegen, rot gezeichnet.
Wie man sieht, hat das vierdimensionale Simplex 5 Ecken, 10 Kanten, 10 zweidimensionale
Grenzflachen und 5 dreidimensionale Hyperflachen, vierflaichige Pyramiden, die seine Seiten
darstellen.

Es ist offensichtlich, dass man auf diesem Wege auch das fiinfdimensionale, sechsdimensionale
usw. Simplex erhalten kann.

13



6 Hyperkuben und andere Hyperkorper

NS

X ¢

Fig. 8 Fig. 9

A
A

>

Diese Methode der Konstruktion vierdimensionaler Hyperkorper hat den Vorteil, dass im Unter-
schied zur friiheren Methode keine Winkelmessungen wie bei der Konstruktion der Senkrechten
und auch keine Langenmessung wie beim Abtragen der Strecken notwendig sind.

Das Messen von Abstanden und Winkeln fuBt auf den sogenannten metrischen Eigenschaften
des Raums, auf seiner Metrik. Die Méglichkeit, beim Ubergang von der niederen zur hoheren
Dimension die metrischen Eigenschaften zu umgehen, zeigt, dass die Qualitat der Dimension
mit fundamentaleren Eigenschaften des Raums verbunden ist, als mit den metrischen. Man
nennt sie topologische Eigenschaften, doch dariiber werden wir spater sprechen.

Aus den vierdimensionalen Simplexen kann man beliebige vierdimensionale Hyperpolyeder kon-
struieren. Hochst interessante Hyperpolyeder sind diejenigen, die man in Analogie zu den re-
gelmaBigen Vielflachen und Polyedern regelmaBig nennt.

Wir werden nur konvexe Vielflache und Polyeder betrachten, d.h. solche, die jeweils vollig auf
einer Seite einer beliebigen ihrer Seitenflachen liegen.

Ein konvexes Vieleck nennt man regelmaBig, wenn alle seine Seiten und alle seine inneren
Winkel gleich sind. Bekanntlich existieren im Ry unendlich viele regelmaBige und konvexe
Vielecke.

Jedoch schon der griechische Geometer Euklid zeigte, dass im Rj3 nur fiinf regelmaBige konvexe
Polyeder existieren: Tetraeder, Kubus, Oktaeder, Dodekaeder und lkosaeder (Fig. 9).

Man nennt sie auch platonische Kérper nach dem griechischen Philosophen Platon, der an-
nahm, dass die Atome der vier Elemente, aus denen die Welt aufgebaut ist, die Form eines
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6 Hyperkuben und andere Hyperkorper

Tetraeders (Feuer), eines Oktaeders (Luft), eines Ikosaeders (Wasser) und eines Kubus (Erde)
haben, wahrend die Welt als Ganzes die Form eines Dodekaeders habe.

Bezeichnen wir mit Ny die Zahl der Ecken, mit N; die Zahl der Kanten und mit N, die Zahl
der Flachen eines regelmaBigen konvexen Polyeders, so erhalten wir folgende Tabelle 1.

Bezeichnung Ny N; N,

Tetraeder 4 6 4 regelmaBige Dreiecke
Kubus 8 12 6 Quadrate
Oktaeder 6 12 8 regelmaBige Dreiecke

Dodekaeder 20 30 12 regelmaBige Fiinfecke
Ikosaeder 12 30 20 regelmaBige Dreiecke

Wie man leicht anhand dieser Tabelle nachpriifen kann, gilt fiir ein beliebiges regelmaBiges
konvexes Polyeder folgende Formel

NO—N1+N2:2

Jedoch schon Descartes bemerkte und Euler bewies es dann 1752, dass diese Formel, die seinen
Namen erhielt, nicht nur fir regelmaBige, sondern auch fiir beliebige konvexe Polyeder im R;
glltig ist.

Dieser Beweis, wie auch der Beweis dafiir, dass genau 5 regelmaBige konvexe Polyeder existie-
ren, ist nicht schwierig. Doch wir lassen hier alle Beweise weg und verweisen den Leser, den
die Beweise interessieren, auf die Literatur, die im weiteren genannt wird.

Beim Ubergang von der dritten zur vierten Dimension ist die Zahl der regelmiaBigen konvexen
Polyeder gleich 6.

Wenn wir die Zahl der dreidimensionalen Polyeder mit N3 bezeichnen, erhalten wir die Tabelle
2. Die Tabelle zeigt, dass im R, die Gleichung

No—N1+N2—N3:O

gilt.
In dieser Form ist die Eulersche Gleichung nicht nur fiir regelmaBige, sondern auch fiir be-

liebige Polyeder der vierten Dimension giiltig. Die Abbildungen (in der Projektion auf Rj3)
des Hyperkubus und des vierdimensionalen Simplexes (eines regelmaBigen, wenn alle Dreiecke
gleichseitig sind) hatten wir schon angegeben (siehe Fig. 7 und 8).

Abbildungen der verbleibenden vierdimensionalen regelmaBigen Polyeder sind schwer zu (iber-
blicken. Wir geben lediglich noch die Abbildung des 16-Hyperpolyeders an (Fig. 10).

Fig. 10
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6 Hyperkuben und andere Hyperkorper

Seine im R3 gelegenen Teile sind mit roter Farbe gezeichnet.

Tab. 2
Bezeichnung No N Ny N3
Simplex 5 10 10 regelmaBige Dreiecke 5 Tetraeder
Hyperkubus 16 32 24 Quadrate 8 Kuben

16-Hyperpolyeder 8 24 32 regelmaBige Dreiecke 16 Tetraeder
24-Hyperpolyeder 24 96 96 regelmaBige Dreiecke 24 Oktaeder
120-Hyperpolyeder 600 1200 720 regelmaBige Fiinfecke 120 Dodekaeder
600-Hyperpolyeder 120 720 1200 regelmaBige Dreiecke 600 Tetraeder

Ahnlich wie wir zum vierdimensionalen Hypersimplex iiber
die Strecke, das Dreieck und das Tetraeder kamen und
zum vierdimensionalen Hyperkubus tber die Strecke,das
Quadrat und den Kubus, ist es moglich, zu dem 16-
Hyperpolyeder auf folgendem Wege zu gelangen.

>
GJ
b

------- A Als Ausgang nehmen wir die Strecke AA’, die der Punkt
O in der Mitte teilt (Fig. 11). Danach konstruieren wir die
Senkrechte BB’ zu O so, dass OB = OB’ = AO = AO'.
Indem wir B und B’ verbinden, erhalten wir das Quadrat
ABA'B.

Weiter konstruieren wir zur Ebene des Quadrats in O die
Senkrechte C'C’ so, dass OC' = OC’ = AO. Indem wir C
und C’' mit den Ecken des Quadrates verbinden, erhalten
wir das Oktaeder.

B
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Wenn wir jetzt zum Oktaeder, d.h. zum Rj3 die Senkrechte
DD’ in O konstruieren, so dass OD = OD’ = AO wird,
erhalten wir das 16-Hyperpolyeder, das in der Figur 10
Fig. 11 dargestellt ist.

Man kann es folglich als vierdimensionales Oktaeder bezeichnen.

Sowohl diesen Prozess als auch den Prozess der Bildung mehrdimensionaler Simplexe und
Hyperkuben kann man auf beliebiges n verallgemeinern, wobei diese drei Typen von Hyperpo-
lyedern des Raums R,, fiir n > 4 die einzig moglichen regelméaBigen Hyperpolyeder sind.

Hier zeigt sich von neuem, dass die Analogie beim Ubergang von einer Dimension zur anderen
manchmal "hinkt".

In Fig. 12, 12 a sind fiir den fiinfdimensionalen Fall das Hypersimplex, der Hyperkubus und
das Hyperoktaeder abgebildet. Mit roter Farbe wurden die Teile dieser Korper gezeichnet, die
im R, liegen, und mit griner Farbe die, die erst im R; liegen.

Die Eulersche Formel fiir ein beliebiges konvexes Hyperpolyeder im Raume R, (n > 2) hat

folgende Form
No—Ni+No— ...+ (-1D)"'N,_,=E

wobei E die Eulersche Charakteristik ist, die Null fir geradzahliges n und 2 fiir ungeradzahliges
n ist.

Nun kann man im Ry, selbstverstandlich nur gedanklich, nicht nur Hyperpolyeder, sondern
auch krumme vierdimensionale Korper bilden.
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7 Andere ,,anschauliche” Zugange zur vierten Dimension

Der einfachste von ihnen ist die vierdimensionale Hyperkugel (Hypersphare), analog der drei-
dimensionalen Kugel.

Die vierdimensionale Hyperkugel schneidet unseren
Raum Rj in einer dreidimensionalen Kugel. Eine Hy-
perkugel ist ein vierdimensionaler Korper, der von ei-
ner dreidimensionalen spharischen Hyperflache begrenzt
wird, die den Raum Rj3 in der zweidimensionalen Ku-
geloberflache schneidet. Wenn wir die vierdimensionale
Hyperkugel in den Rj3 projizieren, so erhalten wir eine
Kugel, und wenn wir die letztere in den R, projizieren,
bekommen wir einen Kreis, der von einer Kreislinie be-
grenzt wird.

Deshalb kann man eine einfache Kreislinie als Bild von
"Spharen"der dritten, der vierten, ja einer beliebigen Di-
mension auffassen.

Kehren wir jedoch noch einmal zum vierdimensionalen
Hyperkubus zuriick. Es ist auBerst schwierig sich vorzu-
stellen, dass er von 8 dreidimensionalen Kuben begrenzt
wird oder allgemeiner, dass ein dreidimensionaler Korper
die Oberflachen von Hyperkorpern bildet.

Eigentlich kann man es sich gar nicht vorstellen, es
widerspricht unserer gesamten herkdmmlichen Vorstel-
lung, unserem gesunden Menschenverstand.

Die vierdimensionale Geometrie ist voller ahnlicher Selt-
samkeiten, und wir werden uns im weiteren mit einigen
von ihnen bekannt machen. Doch vorerst versuchen wir
noch, uns an den Begriff des vierdimensionalen Kubus
wie lUberhaupt an die vierte raumliche Dimension besser
zu gewohnen, indem wir noch von anderen Seiten an sie
herangehen.

7 Andere ,,anschauliche” Zugange zur vierten Dimension

Wenn man das Papiermodell des Kubus ABCDEFGH an sieben Kanten AE, BF, CG,
DH, EF, EG und GH aufschneidet (siehe Fig. 13, in der die eingeschnittenen Kanten rot
gezeichnet sind), so kann man ihn zu einer Flache entfalten, man erhalt den Mantel des Kubus.

Aus dem Mantel kann man durch Zusammenkleben der Kanten das Modell des Kubus zurtick-
gewinnen. Analog wird der Mantel eines Hyperkubus (dessen Projektion in Fig. 7 gezeichnet
ist) ein dreidimensionales Modell (seine Projektion ist in Fig. 13 abgebildet). Beim Zusam-
menkleben dieses Mantels des Hyperkubus (was, wie sich von selbst versteht, im 3 nicht zu
verwirklichen ist) mussen gleichnamige Grenzflachen zusammenfallen.

So muss z.B. auf der Zeichnung der alleroberste Rand K LOP mit dem oberen Rand rechts
zusammenfallen, und der unterste /JM N mit dem unteren Rand rechts usw.

Moglicherweise wird der vierdimensionale Hyperkubus fassbarer fiir unsere Vorstellung, wenn
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7 Andere ,,anschauliche” Zugange zur vierten Dimension

wir das folgende Gedankenexperiment durchfiihren. Nehmen wir einen glasernen Kubus und
sehen wir von oben auf ihn, indem wir ein Auge schlieBen.
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Fig. 13 ! !

Dann sehen wir eine zweidimensionale Figur, wie sie in Fig. 14 dargestellt ist.

DN

Fig. 14 2

Wenn wir "von oben mit einem Auge" auf den Hyperkubus blicken konnten, so wiirden wir
einen dreidimensionalen Korper sehen, dessen glasernes Modell man herstellen kann (die Pro-
jektion dieses Modelles ist in Fig. 14 abgebildet).

Wahrscheinlich wird der Ubergang zur vierten Dimension am deutlichsten klargemacht, wenn
wir folgendes Verfahren benutzen, das sich der deutsche Naturwissenschaftler Helmholtz aus-
dachte, wenn auch fir einen anderen Zweck.

Stellen wir uns vor, dass auf einer Ebene zweidimensionale Wesen leben, sagen wir irgendwelche
Insekten, ahnlich den Milben. Sie sollen keine Dicke aufweisen, sondern nur Lange und Breite
haben, aber keine Hohe (oder Tiefe). Gleichzeitig sollen sie sehr entwickelte geistige Fahigkeiten
besitzen und ihre eigene Wissenschaft und Technik geschaffen haben.

Wie werden diese phantastischen Wesen die Gegenstande ihrer Umwelt erfassen?

Sie werden nur ihre eindimensionalen Konturen sehen, das Bild der Gegenstiande auf ihrer
eindimensionalen Netzhaut ihrer Augen wird eindimensional. Mit ihrem Tastsinn konnen sie
feststellen, ob die Gegenstande hart oder biegsam sind, kdnnen zwischen festen, fliissigen und
gasformigen Korpern unterscheiden.
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8 Wir phantasieren weiter

Doch auch der Tastsinn gestattet ihnen nur die Wahrnehmung eindimensionaler Konturen.
Jedoch dank ihrer Bewegung und, wenn sie zwei Augen besitzen, dank ihres binokularen Tie-
fensehens werden sie auf dem Wege des Vergleichens, des Denkens befahigt, sich eine Vor-
stellung der zweidimensionalen Gegenstande zu schaffen. Sie konnen begreifen, dass ihre Welt
zweidimensional ist.

Sie besitzen die Fahigkeit, Gegenstande miteinander zu verbinden und sie auch wieder zu tren-
nen. Kein Gegenstand ihrer Welt besitzt eine durchgehende Offnung (weil sie, indem sie eine
durchgehende Offnung in einen Gegenstand bohren, ihn in zwei einzelne Teile zersigen), es
existieren keine Rohren.

Wenn z.B. ihr Kérper zwei untereinander verbundene Offnungen hatte, so wiirde er in zwei
Teile zerfallen.

Stellen wir uns vor, dass diese zweidimensionale Welt die Eigenschaft hatte, Lichtstrahlen zu
reflektieren, die von auBen auf sie fallen, und wir, die Lebewesen der dreidimensionalen Welt
konnten sie sehen. In diesem Falle wiirden wir alles sehen, was sich innerhalb eines beliebigen
geschlossenen zweidimensionalen Behalters befindet, eines Kastens, eines GefaBes oder einer
Behausung, ja selbst das Innere der Korper dieser Wesen.

Und wenn wir auBerdem in unserer dreidimensionalen Welt zweidimensionale Gegenstande
ergreifen konnten, so konnten wir einen Gegenstand ergreifen, der sich innerhalb eines zwei-
dimensionalen Behalters befindet. Dafiir brauchten wir nicht die Wande dieser Behalter zu
durchdringen. Es wiirde ausreichen, den Gegenstand (iber die zweidimensionale Welt zu heben
(oder ihn unter sie zu senken) und ihn danach wieder auBerhalb der Wande in die zweidimen-
sionale Welt abzusetzen.

Vom Gesichtspunkt unserer zweidimensionalen Wesen ware ein unerklarliches Wunder gesche-
hen, ein Gegenstand war plétzlich verschwunden und an einer anderen Stelle ebenso plétzlich
wieder erschienen, etwas vollig Unerklarliches fiir ihr Vorstellungsvermogen.

8 Wir phantasieren weiter

Da wir nun einmal beim Phantasieren sind, setzen wir unsere Erfindungen fort und nehmen
an, wir kdnnten mit diesen zweidimensionalen Wesen Kontakt aufnehmen.
Wenn sie auch nicht fahig waren, uns, wie liberhaupt die dreidimensionale Welt, zu sehen, so
konnten sie uns vielleicht héren und unsere Sprache verstehen. Hatten wir dann nicht doch
vielleicht eine Moglichkeit, ihnen zu erklaren, was die dritte Dimension ist?

Selbstverstandlich, ja. Als erstes wiirden wir ihnen erzahlen, wie man von der eindimensionalen
Strecke AB zum zweidimensionalen Quadrat ABC D iibergeben kann, was ihnen vollig ver-
standlich ware, und dann wiirden wir ihnen vorschlagen, sich die Existenz einer dritten Strecke
AE im Punkt A vorzustellen, senkrecht sowohl zu AB als auch zu AC (siehe Fig. 2), was fiir
sie zwar nicht anschaulich vorstellbar ware, was sie aber mit ihrem abstrakten Denken durch
Analogiebetrachtungen verstehen und begreifen konnten.

Zweitens konnten wir ihnen vorschlagen sich vorzustellen, dass auf einer Geraden eindimensio-
nale Wesen existieren, dhnlich den Wiirmern, mit der Eigenschaft, dass sie nur eine Lange und
keine Breite und Hohe besitzen, dabei aber duBerst entwickelt sind, vernunftbegabt, die sich
eine eindimensionale Wissenschaft geschaffen haben und in der Lage sind, Langen zu messen.
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8 Wir phantasieren weiter

Friher oder spater wiirden diese Wesen bemerken, dass zwischen den Gegenstanden ihrer ein-
dimensionalen Welt zwei Sorten besonderer Beziehungen bestehen.

Die einen Gegenstande, wie z.B. X, Y (Fig. 15), sind untereinander gleich, sie kénnen, wenn
auch nur gedanklich, durch eine Verschiebung in ihrer Welt (langs der Geraden R;) zur De-
ckung gebracht werden.

Andere, wie z.B. X und Z, obwohl sie von gleicher GroBe sind, konnen durch Verschiebung
im Ry, und sei es nur gedanklich, nicht zur Deckung gebracht werden, sie sind gegenseitig
symmetrisch.

| /
s T &>

"Aber Ihnen, zweidimensionale Wesen"- so wiirden wir sagen - "fallt es nicht schwer zu ver-
stehen, dass sich X und Z lediglich durch die Lage unterscheiden und dass man, wenn man
aus der eindimensionalen Welt heraus in ihre zweidimensionale Welt geht, durch Drehung um
den Punkt O X mit Z zur Deckung bringen kann.

Bei lhnen in der zweidimensionalen Welt existieren aber auch symmetrische, aus gleichen Tei-
len zusammengesetzte Figuren, die durch keinerlei Bewegung zur Deckung gebracht werden
konnen. Solche sind z.B. die Dreiecke a und b in Fig. 15.

Aber wenn man aus der zweidimensionalen Welt heraus in die dreidimensionale Welt geht,
so kann man durch Drehung des Dreiecks a um die Achse O dieses mit dem Dreieck b zur
Deckung bringen. Fiir uns, die Lebewesen des Rj3, unterscheiden sich solche Dreiecke wie a
und b nur durch ihre Lage relativ zu uns."

Es ist schwierig zu sagen, ob diese Uberlegung die zweidimensionalen Wesen von der Moglich-
keit der Existenz der dreidimensionalen Welt liberzeugen konnte. Doch auf alle Falle ware es
fir sie unvergleichlich leichter sich vorzustellen, dass sie existiert, als eindimensionale Wesen
von der Méglichkeit der Existenz der zweidimensionalen Welt zu (iberzeugen. In der Tat fehlt
den eindimensionalen Wesen die Vorstellung der Senkrechten und allgemein der Vielheit der
raumlichen Dimension!

Noch eine Bemerkung zu dieser duBerst seltsamen eindimensionalen Welt. Stellen wir uns
vor, dass in ihr nichts weiter als ihre phantastischen Lebewesen existieren, dass sich dort kein
einziger anderer Gegenstand befindet. Selbst in diesem Falle ist ihre Bewegungsfreiheit sehr
eingeschrankt, wenn auch nicht durch solche Grenzen und Verbote, wie wir dreidimensionalen
Wesen sie uns selbst schufen.

Jedes von diesen eindimensionalen Lebewesen kann sich nicht weiter als bis zum nachsten
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9 ,Wunderdinge“ des Vierdimensionalen

Nachbarn nach links oder rechts bewegen, wenn nicht ihre gegenseitige Durchdringlichkeit
vorausgesetzt wird. Ein solches Wesen wird somit durch den Tastsinn und das Auge jeden
von seinen beiden Nachbarn lediglich als Punkt wahrnehmen, als nulldimensionales Wesen.
Moéglicherweise nimmt es deshalb an, als einziges auf der ganzen Welt eindimensional zu sein,
ein "hoheres Wesen"zu sein, sozusagen ein "Uberwurm".

Aber wenn seine Nachbarn behaupten auch eindimensional zu sein (sagen wir, indem sie ihre
Gedanken mittels wortlicher Rede (ibermitteln), vertraut es ihnen wahrscheinlich nicht. Denn
auch wir kbnnen einem anderen nicht ins Herz blicken.

Es scheint, dass diese Gedanken aus dem Gebiet der "gesellschaftlichen" und "moralischen"
Beziehungen der eindimensionalen Wesen nicht ganz unniitz fiir uns sind.

Sie zeigen, dass es unmoglich ist, die Zivilisation - die Kenntnis der Geometrie, der Wissen-
schaften allgemein, einiger Sprachen, Beherrschung der Technik, aber auch die Beschaftigung
mit der Kunst - mit der wahren Kultur zu identifizieren, die wir Menschen Humanismus oder
Menschlichkeit nennen.

Ganz allgemein kann man die wahre Kultur fiir jede Art vernunftbegabter Wesen, etwa auch
fir hypothetische Bewohner des Andromedanebels, folgendermaBen definieren:

Die Einsicht des Individuums, dass es fur alles, was es hat und erreichen kann, nicht so sehr
sich selbst verpflichtet ist, als vielmehr dem ganzen groBen Kollektiv seines Geschlechts (und
nicht nur dem Stamm, der Nation oder der Rasse) und sein Verhalten in Ubereinstimmung
mit dieser Einsicht.

Wir wollen noch bemerken, dass dieser Unterschied zwischen Zivilisation und Kultur, welcher
sich schon wie eine Drohung unseren "Uberwiirmern" andeutete, im groBen MaBstab durch
die Faschisten demonstriert wurde, wie auch durch die amerikanischen Soldateska in Vietnam
und (berhaupt durch jede Aggression.

9 ,Wunderdinge* des Vierdimensionalen

Nachdem wir uns in die geistige Welt dieser Bewohner von Raumen mit niedrigerer Dimension
als der unseren eingelebt haben, fallt es leichter uns vorzustellen, wie die vierdimensionalen
Bewohner des Ry, unseren R3 wahrnehmen wirden, natiirlich nur dann, wenn der R4, mehr
ware als nur eine Abstraktion.

Zunachst wiirde die Netzhaut ihrer Augen dreidimensional sein, und die Bilder der vierdimen-
sionalen Gegenstande wiirden sie dreidimensional wahrnehmen. Somit wiirden sie alles sehen,
was sich innerhalb einer geschlossenen dreidimensionalen Oberflache befindet, und sie konnten,
ohne durch die Oberflache hindurchzudringen und ohne sie zu zerstéren, von dort einen beliebi-
gen Gegenstand fortschaffen, etwa Geld oder Dokumente aus einem hermetisch verschlossenen
Safe nehmen, den Inhalt einer verkorkten Flasche austrinken, das Herz eines Menschen, sogar
ohne den Brustkasten zu beriihren, verpflanzen usw.

Ferner wiirden sich dreidimensionale Kérper, wie z.B. die dreiflachigen Prismen P und @) (siehe
Fig. 15), von welchem eins das Spiegelbild des anderen ist und welche im R3 keine Bewegung
zur Deckung bringt, auch nicht gedanklich, fiir diese vierdimensionalen Wesen nur durch ihre
relative Lage unterscheiden.

Sie konnten die Prismen P und @ zur Deckung bringen, indem P um die Symmetrieebene w
gedreht wird.
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9 ,Wunderdinge“ des Vierdimensionalen

Im Rj3 ist diese Drehung um die Ebene nicht moglich, und wir sind nicht in der Lage, sie
anschaulich darzustellen.

Doch das sind noch langst nicht alle "Seltsamkeiten" der vierten Dimension. Wie wir schon
wissen, konnen wir in einem beliebigen Punkt O des Raums R, ein Quadrupel Geraden z,
y, z, u einfihren, von welchen jede senkrecht zu den drei tbrigen ist (man kann in O eine
unendliche Menge solcher Vierbeine erzeugen).

Folglich haben wir hier sechs Flachen, und zwar xy, xz, zu, yz, yu und zu, welche senk-
recht aufeinander stehen (es ist moglich, in O eine unendliche Menge solcher Sechsbeine zu
konstruieren).

———"

——— e )

Fig. 16

Dabei schneiden sich solche Ebenen, wie z.B. xy und zz, in der Geraden x, wahrend sich
solche Ebenen wie zy und zu nur in einem Punkt schneiden, namlich im Punkte O.

Im allgemeinen kénnen entweder zwei Ebenen des R4 zusammenfallen, sich in einer Geraden
schneiden, sich in einem Punkt schneiden, oder sich iiberhaupt nicht schneiden - dann sind sie
parallel.

"Wunderlich"erscheint auch, dass unser Raum zwei Teile des Hyperraums R, voneinander
trennt. Weiter kann man im R.3 z.B. einen Gummiring umwenden, ohne ihn zu zerreiBen.
Ahnlich, und ist das nicht erstaunlich, kann man im R, ohne Riss eine biegsame kugelférmige
Oberflache umwenden!

Jedoch durch ein dhnliches Umwenden "nach links", entgegen der irrtiimlichen, in der popula-
ren Literatur ziemlich verbreiteten Meinung (dabei beging sogar der bekannte Mathematiker
Schubert (1758-1825) einen Fehler), kann man die Figuren nicht kongruent machen, die im
R3 spiegelsymmetrisch sind, solche wie z.B. die Prismen P und ) in Fig. 15 oder wie der
rechte und linke Handschuh.

Im Ry verwandelt das Umwenden eine Figur auch nicht in eine symmetrische, wie das in Fig.
16 zu sehen ist, wo die Vorderseite der Figur mit durchgehender Linie gezeichnet ist und die
Kehrseite gestrichelt. In beiden Fallen, wie im Ry so auch im Rj3, gehen symmetrische Figuren
nur durch Drehung ineinander (iber.

Im R, existieren im allgemeinen keine Knoten, weil dort "unter" oder "iiber" nicht bekannt
ist. Im R3 kann ein Knoten, dessen beide Enden befestigt sind, nicht aufgelést werden (Fig.
17).

Fig. 17

Doch diesen Knoten kann man I6sen, ohne die Enden der Leine zu bewegen, wenn man von
der dritten zur vierten Dimension iibergeht. Auf die gleiche Art kann man durch Ubergang zur
vierten Dimension die Glieder einer Kette trennen, ohne sie zu zerreiBen oder zu zerhauen.
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10 Nichteuklidische Rdume

In der vierdimensionalen Geometrie ist es wie auch in der zweidimensionalen und dreidimensio-
nalen moglich, komplizierte Figuren zu konstruieren, Theoreme herzuleiten und zu beweisen,
Entfernungen, Flacheninhalte, Rauminhalte und Hypervolumen auszurechnen und auf sie die
Algebra und die Differential- und Integralrechnung anzuwenden.

So ist z.B. das Hypervolumen des vierdimensionalen Hyperkubus mit der Seite a gleich a*.
Das Hypervolumen der vierdimensionalen Hyperkugel mit dem Radius r ist gleich 1/272r*
(wahrend der Inhalt der Kugel desselben Radius gleich 4/37r3 ist).

Aber das Volumen der Hyperoberfliche dieser Hyperkugel ist gleich 27?r3 (wahrend die Ku-
geloberflache gleich 4mr? ist).

Es wurde auch die darstellende Geometrie fiir den R4 ausgearbeitet. Entwickelt wurde ebenfalls
eine Mechanik der vierten raumlichen Dimension.

Wir wollen nur noch erwahnen, dass ein vierdimensionaler Korper fiir das stabile Gleichgewicht
nicht nur drei, wie im Rj3, sondern vier Stiitzpunkte benédtigt. Und was die Freiheitsgrade
betrifft, so haben wir im Unterschied zum Rj, in dem es 6 Freiheitsgrade gibt (3 Translationen
und 3 Drehungen um drei Achsen), im R, 10 Freiheitsgrade (4 Translationen und 6 Drehungen
um 6 Ebenen).

10 Nichteuklidische Raume

Bis jetzt betrachteten wir den vierdimensionalen Raum als Verallgemeinerung des dreidimen-
sionalen euklidischen Raums.

Den zweidimensionalen Raum nahmen wir auch aus dem euklidischen Raum, und deshalb
erwies er sich als die uns bekannte Ebene. Ebenso bildeten wir auch den R;, der deshalb eine
Gerade war.

Wie wir bemerkten, ist im Unterschied zum R; und Rs, von denen im Rj3 eine unendliche
Menge existiert, der R3 eindeutig in dem Sinne, als er die Widerspiegelung des real existierenden
materiellen Raums ist, der uns aus der Erfahrung bekannt ist.

Um diesen Satz zu prazisieren, miissen wir sagen, dass der R3 nur in dem bezeichneten Sinne
eindeutig ist. Namlich erstens, wenn wir die Existenz des R4 zulassen, so haben wir in ihm
eine unendliche Menge von eben solchen euklidischen Rdumen R3 wie dem unsrigen.

Und zweitens entdeckten am Anfang des vergangenen Jahrhunderts der russische Mathematiker
Lobatschewski (1826) und der ungarische Mathematiker Bolyai (1832) unabhéngig voneinan-
der (der deutsche Mathematiker GauB machte diese Entdeckung schon friiher, veréffentlichte
sie aber nicht), dass es moglich ist, eine nichteuklidische Geometrie aufzubauen.

Von ihr gibt es unendlich viele Spielarten. Davon ausgehend kann man mit der uns schon be-
kannten Analogiemethode zu nichteuklidischen Raumen Ry, aber auch R, und R; (ibergehen.

Da es uns hier nicht moglich ist, auf Details einzugehen, weisen wir nur darauf hin, dass sich
der eindimensionale Raum Ry uns nicht unbedingt als unendliche Gerade darzustellen braucht,
sondern beispielsweise auch als Kreislinie.

Wenn der zweidimensionale euklidische Raum, die Ebene, verbogen wird, so kdnnen sich zwei
Punkte, welche vorher weit voneinander entfernt waren, annihern ]

2Jedoch ist im allgemeinen der Zusammenhang zwischen der Nichteuklidizitit und einer Verbiegung nicht
so einfach. So herrscht auf der Oberfliche eines Zylinders oder Kegels ungeachtet der Verbiegung die
euklidische Geometrie. (Unter Verwendung des KriimmungsmaBes, das fiir Riemannsche Raume - zu denen
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10 Nichteuklidische Rdume

Auf der Kugeloberflache, die eine der Spielarten des nicht-
euklidischen Raums Rj ist, ist die kiirzeste Linie, die zwei
Punkte A und B miteinander verbindet (Fig. 18) (man
nennt solche Linien auf einer Flache geodatische) nicht eine
Gerade wie in der Ebene, sondern ein Teil des GroBkreises.
Im Dreieck ABC', dessen Seiten geodatische Linien sind,
ist die Summe der inneren Winkel «, (3, ~v groBer als zwei
rechte Winkel und nicht gleich zwei rechten Winkeln wie in
der Ebene. Den Unterschied zwischen dieser Summe o +
B + v und zwei rechten Winkeln 7 nennt man spharischen
Uberschuss oder Exzess .

Dieser Uberschuss ist direkt proportional der Fliche S des
Dreiecks ABC und umgekehrt proportional dem Quadrat
2 des Radius r der Kugel, e = 5

r2”

In diesem nichteuklidischen Raum R,, den man spharisch
oder elliptisch nennt, kann man durch einen Punkt, der
auBerhalb einer gegebenen geodatischen Linie liegt, keine
geodatische Linie ziehen, die die gegebene geodatische
Linie nicht schneidet.

Fig. 18
In einer anderen Variante des nichteuklidischen Raums Ry, auf der Oberflache der sogenannten
Pseudosphiare, die an einen Flaschenhals erinnert (siehe Fig. 18), ist die Summe der inneren

Winkel des Dreiecks, dessen Seiten geodatische Linien sind, o+ 5 + 7, kleiner als zwei rechte
Winkel .

Den Unterschied m— (a+ 3 +) nennt man Defekt d. Auch dieser Defekt ist direkt proportional
der Flache S des Dreiecks ABC und umgekehrt proportional dem Quadrat r2 des Radius der
Krimmung r der Pseudosphare (ihre Krimmung ist negativ).

In diesem nichteuklidischen Raum Rj, den man hyperbolisch nennt, kann man durch einen
Punkt, der auBerhalb einer geodatischen Linie liegt, eine unendliche Menge geodatischer Linien
hindurchfiihren, die die gegebene geodatische Linie nicht schneiden.

Auf Wunsch kann man auch nichteuklidische Raume Ry mit noch komplizierteren Eigenschaf-
ten bilden. Z.B. bekommen wir das Modell eines Teiles eines solchen Raums, wenn wir ein
langes rechtwinkliges Band ABC'D ausschneiden, und dann seine schmalen Seiten so zusam-
menkleben, dass der Punkt A mit D und der Punkt B mit C' zusammenfallt (Fig. 19).

Diese gekriimmte Oberflache, welche man nach dem deutschen Geometer Mébius Mobiussches
Band nennt, besitzt im Unterschied zur Ebene, zur Oberflache einer Kugel, eines Zylinders,
eines Kegels oder allgemein einer "gewohnlichen" Oberflache, keine zwei Seiten, eine Vorder-
und Hinterseite, sondern nur eine.

Sie ist im Raum nicht orientiert. Man kann sie nicht mit zwei Farben bemalen, mit einer oben
und mit einer unten. Auf dem Mobiusschen Band existieren geschlossene, sich nichtschneidende
Kurven, z.B. zerteilt die geschlossene Kurve K die Oberflache nicht in zwei Gebiete - ein inneres
und ein duBeres - was in der Ebene der Fall ware.

die im Text beschriebenen speziellen nicht- euklidischen Rdume gehéren - in allen Punkten zu jeder Richtung
berechnet werden kann, lasst sich der genannte Zusammenhang einfach beschreiben. Die Kriimmung, die
fur die euklidische Geometrie verschwindet, bleibt bei Verbiegungen ungeandert. Eine Verbiegung einer
Flache ist eine stetige Abbildung der Flache, bei der die Lange beliebiger Kurvenstiicke nicht geandert
wird. A.d.R.)

24



11 Weitere Wege der Bildung mehrdimensionaler Raume

Dort kann man vom Punkt M, der auf einer Seite der geschlossenen Kurve liegt, nicht zu dem
Punkt N gelangen, der auf ihrer anderen Seite liegt, ohne diese Kurve r zu schneiden (siehe
Fig. 19).

%‘ oN
(— .
Fig. 19

Vom nichteuklidischen Raum R, kann man zu den nichteuklidischen Raumen R3, R4 usw.
iibergehen, ahnlich wie beim Ubergang vom euklidischen Raum R, zu Rs, R, usw., d.h. auf
anschaulich-geometrischem Wege.

Jedoch gibt es auch noch andere Wege der Bildung sowohl euklidischer als auch nichteuklidi-
scher mehrdimensionaler Raume.

11 Weitere Wege der Bildung mehrdimensionaler Raume

Zunachst ist hier der analytische Weg zu nennen, dessen Wesen in folgendem besteht. Um den
Aufenthaltsort P (Fig. 20) eines Schiffes zu bestimmen, das sich in einem Kanal bewegt, ist
eine Zahlenangabe ausreichend (eine Koordinate):

Die Anzahl der Kilometer, die den Abstand des Schiffes vom Ort O, von seinem Ausgangs-
punkt, aus- driicken. Doch wenn das Schiff auf dem Meer schwimmt, so ist zur Bestimmung
seines Aufenthaltsortes die Kenntnis zweier Zahlen nétig, zweier Koordinaten x und y, z.B.
die geographische Lange und die geographische Breite.

SchlieBlich kommt, wenn die Rede iiber den Aufenthaltsort eines Flugzeuges geht, zu den zwei
Koordinaten noch eine dritte z dazu, seine Hohe liber dem Meeresspiegel.

Allgemein gesprochen ist bei gewahltem MaBstab, Ursprung O und drei gegenseitig senkrecht
stehenden Koordinatenachsen X, Y, Z, die Lage des Punktes P durch die drei (reellen) Zahlen
x, Yy, z im R3 bestimmt.

Wenn wir den Koordinaten x, y, z alle moglichen (reellen) Werte geben, so erhalten wir alle
Punkte P des Raums Rj.

Wenn allerdings die sich verdndernden Koordinaten z, y, z nur gewisse Werte annehmen,
etwa so, dass zwischen ihnen bestimmte Beziehungen erhalten bleiben, die durch Gleichungen
ausgedriickt werden, so werden die ihnen entsprechenden Punkte P nicht den ganzen Raum
R5 ausfiillen.

Im Falle einer Gleichung, die =, y, z untereinander verbindet, werden die Punkte P eine
Flache ausfiillen, deren Form, Lage und, wenn sie geschlossen ist, auch deren GréBe vom
Charakter dieser Gleichung abhangen. Bei zwei Gleichungen, die nicht voneinander abhangen
und einander nicht widersprechen, erhalten wir eine Kurve, deren Form, Lage und Lange, sofern
sie geschlossen ist, wiederum vom Charakter dieser Gleichung abhangen.
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11 Weitere Wege der Bildung mehrdimensionaler Raume

Lt o=~ 07

Fig. 20 X

Das eben kurz dargelegte Prinzip ist das Prinzip der analytischen Geometrie. Wenn wir es
verallgemeinern, indem wir statt drei Zahlen vier (reelle) Zahlen nehmen, die Koordinaten z,
Y, 2, u, so kdnnen wir sagen, dass sie die Lage irgendeines Punktes P im vierdimensionalen
Raum R, bestimmen.

Indem man diese Analogiebetrachtung fortfiihrt, kann man die gesamte vierdimensionale ana-
lytische Geometrie entwickeln. Wir werden wenigstens ein konkretes Beispiel anfiihren.

In der analytischen Geometrie der Ebene ist 22 + y? = r? die Gleichung des Kreises mit dem
Zentrum im Ursprung des Koordinatensystems und dem Radius r (das bedeutet, dass die
Punkte, deren Koordinaten diese Gleichung erfiillen, auf dem Kreis liegen).

In der analytischen Geometrie stellt im Raum Rj3 die Gleichung 22 + 3% + 22 = 12 eine
analog gelegene Oberfliche dar. SchlieBlich ist 22 + y? + 22 + u? = r? die Gleichung einer
dreidimensionalen Sphare im R, die eine vierdimensionale Hyperkugel mit dem Mittelpunkt im
Ursprung des Koordinatensystems und dem Radius r begrenzt.

Fihrt man mit den Gleichungen verschiedene Umformungen durch, so ist es moglich, ohne
zur geometrischen Anschaulichkeit Uberzugehen, verschiedene vierdimensionale Aufgaben zu
|6sen und dabei geometrische Formen zu erhalten, die reicher sind als in der dreidimensionalen
Geometrie.

Eine weitere Moglichkeit des Studiums des vierdimensionalen Raums bietet die Vektoralgebra.
Bekanntlich unterscheidet man in der Mathematik zwei Arten von GroBen:

Skalare und Vektoren. Skalare sind GroBen, die durch eine (reelle) Zahl beschrieben werden,
wie z.B. Lange, Strecke, Flacheninhalt der Figuren, Zeit, Masse, Dichte, Temperatur usw.
Vektoren haben nicht nur eine GroBe, sondern auch eine Richtung im Raum, wie z.B. die
Geschwindigkeit oder die Kraft.

Ein beliebiger Vektor ¢’ kann als eine gerichtete Strecke OP (von O zu P) dargestellt werden.
Im R3 hat er drei Komponenten, seine drei Projektionen Z, ¢, Z auf die drei gegenseitig
senkrecht stehenden Achsen X, Y, Z (Fig. 20).
Den Vektor & kann man als das Produkt des Skalars = mit dem Vektor i auffassen (dessen
Lange 1 ist und der die Richtung der X-Achse besitzt). d.h. & = zi und analog ¢ = yJ,
Z= zlg, woraus

T =i+ y) + 2k

folgt.
Vektoren kann man addieren, subtrahieren und multiplizieren, d.h. mit ihnen die algebraischen
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12 Axiomatik

Grundrechenarten durchfiihren. Diese Grundrechenarten erinnern an die Grundrechenarten der
gewohnlichen Zahlen, der Skalare, nur besitzen sie einige Eigenarten.

Mit Hilfe der Vektoralgebra kann man dreidimensionale geometrische Aufgabe l6sen (und setzt
man z = 0 selbstverstandlich auch zweidimensionale). Die Vektoralgebra wird in der Mechanik,
in der Physik und in anderen Gebieten angewandt.

Wenn wir jetzt die Existenz eines vierten Einheitsvektors [ senkrecht zu allen drei Einheitsvek-
toren ;,j, k annehmen (wobei nicht gefordert ist, dass wir damit anschauliche Vorstellungen
verbinden, was ja auch nicht moglich ist; die formalen Regeln der Grundrechenarten mit Vekto-
ren sind ausreichend), so erhalten wir die Vektoralgebra im R, mit analogen Grundrechenarten
zum R3 und mit der Moglichkeit, Aufgaben der vierdimensionalen Geometrie zu losen.

Eine weitere Verallgemeinerung der Vektorrechnung ist die Tensorrechnung. Ein einfaches Bei-
spiel eines Tensors, einer GroBe, die komplizierter als ein Vektor ist, ist (im R3) der Spannungs-
tensor, der die Spannung eines Zustandes in einem gegebenen Punkt eines festen, elastischen
Korpers charakterisiert.

Er hat neun Komponenten beziiglich des Koordinatensystems x, y, z. Der Begriinder der
Tensorrechnung (1888) war der italienische Mathematiker Ricci-Curbastro.
Diesen Kalkiil benutzt man in der Mechanik und theoretischen Physik.

Mit der Vektorrechnung sind auch die Quaternionen verbunden. Das sind Zahlen, die vier
Einheiten 1, i, j, k besitzen, wobei i> = —1, j2 = —1, k* = —1,ij = —ji = k, jk = —kj = i,
ki = —ik = j gilt.

Die Quaternionen fiihrte der irische Mathematiker und Astronom Hamilton ein. Sie sind die
Verallgemeinerung der komplexen Zahlen, die zwei Einheiten besitzen, 1 und i = v/—1, und
stellen einen Spezialfall der hyperkomplexen Zahlen mit n oder einer unendlichen Anzahl Ein-
heiten dar.

12 Axiomatik

Die dem Charakter der Mathematik am besten entsprechende Methode des Aufbaus der vier-
dimensionalen Geometrie ist die Methode der Axiomatik.

Die Gegenstande der Geometrie, z.B. Punkte, Geraden, Ebenen, Korper, sind keine realen
Sachen (Staubkérper, Nagel, Blatter Papier, Apfel), sondern Idealisierungen von ihnen. Deshalb
sind auch die grundlegenden Satze, Axiome, die ein endliches System von Ausdriicken bilden,
nicht vollig "offensichtlich", wie man irrtiimlich Jahrtausende lang annahm.

So ist z.B. das bekannte "Parallelenaxiom" (das 5. Euklidische Postulat)E], welches besagt,
dass es in einer Ebene zu einer Geraden p, durch einen Punkt O, der nicht auf der Geraden p
liegt, eine und nur eine Gerade ¢ gibt, die p nicht schneidet, keine offensichtliche Tatsache.

Man kann es nicht sinnlich anschaulich priifen, da unser Sehvermogen, aber auch die optischen
Gerate, die es verstarken, nicht absolut genau sind, nicht fahig sind, sehr kleine Winkel zu
unterscheiden und die Moglichkeit zu widerlegen, dass durch O auBer ¢ auch noch andere
Geraden s gehen, die p nicht schneiden, wenn nur der Winkel sOgq sehr klein ist (Fig. 21).

3Wortlich lautet dieses Postulat: "Und dass, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien
bewirkt, dass die innen auf derselben Seite entstehenden Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden,
dann treffen sich die zwei geraden Linien bei Verlangerung ins Unendliche auf der Seite, auf der die Winkel
liegen, die zusammen kleiner als zwei Rechte sind."
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12 Axiomatik
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Fig. 21 P

Sinnlich-anschaulich sind wir auch nicht in der Lage, die entgegengesetzte Moglichkeit zu wi-
derlegen, namlich dass die Gerade ¢ die Gerade p irgendwo weit links oder rechts schneidet.
Denn wir kénnen nur einen endlichen Teil der Geraden ¢ verfolgen.

Somit sind die Axiome keine direkten Abbildungen, keine Photographien oder genaue Wieder-
gaben unserer sinnlichen Erfahrungen. Auf der anderen Seite sind sie auch nicht willkiirliche
Schopfungen der "reinen Vernunft".

Die Axiome spiegeln nicht direkte Beziehungen zwischen realen Dingen wider, sondern sie sind
idealisierte Widerspiegelungen dieser Beziehungen. Von den Axiomensystemen fordert man
nicht Offensichtlichkeit, sondern dass sie drei logische Forderungen erfiillen:

1. Widerspruchsfreiheit
2. Unabhangigkeit,
3. Vollstandigkeit.

Ein Axiomensystem ist widerspruchsfrei, wenn es unmaoglich ist, unter Anwendung der Regeln
des logischen Beweises aus diesem System irgendeinen Satz p (Theorem) zu folgern und
gleichzeitig seine Verneinung.

Ein Axiomensystem ist unabhangig, wenn nicht eines seiner Axiome durch logische Beweise
aus anderen Axiomen dieses Axiomensystems gefolgert werden kann. SchlieBlich ist ein Axio-
mensystem vollstandig, wenn ein beliebiges Theorem, das aus ihm gefolgert wurde, nicht aus
einem Axiom hergeleitet werden kann, welches nicht logisch aus diesem System folgt.

Die in die Axiome eingehenden grundlegenden Begriffe, wie "Punkt", "Gerade", "Ebene", "lie-
gen auf", "sich schneiden", "dazwischen liegen" usw., definiert man nicht sinnlich-anschaulich,
wie das in den "Elementen" Euklids der Fall ist, wo z.B. "der Punkt" als "etwas, was keine
Teile hat" definiert ist.

Vielmehr betrachtet man die Grundbegriffe als durch die Beziehungen bestimmt, durch die sie
in das Axiomensystem eingehen.

Eines der wichtigsten grundlegendsten Prinzipien, das sich bei der historischen Entwicklung
der Mathematik und damit der Geometrie herausbildete, wenn es auch nicht expliziert in ihr
formuliert wurde, ist das Prinzip des Nichtzulassens irgendwelcher Ausnahmen.
Dank diesem Prinzip sind die mathematischen Satze maximal breit anwendbar.

In der Mathematik wurden Algorithmen (Regeln) geschaffen, die es erlauben, mit Hilfe einer
endlichen Anzahl Schritte ganze unendliche Klassen von Aufgaben desselben Typs zu losen.
Das wird in der Tat deshalb moglich, weil die Objekte der Mathematik, darunter auch die der
Geometrie, genauso wie auch die Beziehungen zwischen diesen Objekten, eine Idealisierung
darstellen. Sie widerspiegeln die Wirklichkeit nur unvollstandig, grob, in ihnen ist eine Menge
von Details weggelassen, die im gegebenen Zusammenhang als unwesentlich erscheinen.

Deshalb entsteht auch unmittelbar die Moglichkeit, von der sinnlich-anschaulichen Bedeutung
zu abstrahieren, Satze zu beweisen, die keine Ausnahmen kennen, Algorithmen zu schaffen
und mit den mathematischen Objekten automatisch formal zu operieren.

Wir kdnnen mathematische Begriffe und somit auch geometrische Begriffe, sofern sie axioma-
tisiert sind, unterschiedlich deuten, ihnen eine unterschiedliche Interpretation geben, wenn sie
nur das gegebene Axiomensystem erfiillt.
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So kénnen wir unter "Punkt" eine Gerade verstehen und unter "Gerade" einen Punkt. Dadurch
verlieren die Satze der Geometrie ihren Sinn nicht, er andert sich nur.

Zum Beispiel erhalten wir anstelle des Satzes (des Axioms) "Durch zwei beliebige nichtzusam-
menfallende Punkte @ und b geht eine und nur eine Gerade C" (Fig. 22) den Satz (welcher
ebenfalls ein Axiom darstellt) "Zwei beliebige Geraden A und B bestimmen einen und nur einen
Punkt ¢", wobei man, um die Ausnahme zu beseitigen, die entsteht, wenn die Geraden parallel
sind, annimmt, dass ein "uneigentlicher" oder "unendlich entfernter" Schnittpunkt existiert.

Fig. 22 B

Jedoch kénnen wir auch vollstandig von der anschaulichen Bedeutung der geometrischen Be-
griffe absehen und iiber die "Punkte" a, b, ¢, ..., "Geraden" A, B, C, ..., und "Ebenen" «, 3,7,
... sprechen und dabei nur die Beziehungen zwischen ihnen im Sinn haben, welche durch die
Axiome gegeben sind.

Und wenn wir uns an die auf diesem Wege aufgebaute abstrakte Geometrie gewdhnt haben,
so erscheint es uns schon nicht mehr so ungewohnlich, wenn wir zu dem Axiomensystem der
dreidimensionalen Geometrie noch ein neues Axiom hinzufligen, das "Axiom der Erweiterung".
Es lautet:

"Es existiert mindestens ein Punkt x, der nicht im R3 liegt."

Das auf diese Weise erweiterte Axiomensystem erweist sich auch als widerspruchsfrei, unab-
hangig und vollstandig, sofern das unerweiterte System diese Eigenschaften hat. Und dieses
erweiterte System ist dann auch fiir den Aufbau der Geometrie des Raums R, ausreichend.

13 Bemerkungen iiber einen symbolischen Kalkiil

Bevor wir unsere zusammengedrangte Betrachtung der geometrischen Seite des Problems der
vierten Dimension abschlieBen, sagen wir noch einige Worte lber einen eigentiimlichen sym-
bolischen Kalkiil, welchen man in der vierdimensionalen oder allgemein mehrdimensionalen
Geometrie anwendet. Dieser Kalkil ist sehr bequem bei der Berechnung verschiedener Cha-
rakteristika mehrdimensionaler Figuren.

Bezeichnen wir mit M°, M, M?, M3, M* entsprechend einen Punkt, eine Strecke, ein konve-
xes Vieleck, ein konvexes vierdimensionales Hyperpolyeder usw.

Die Indizes 0, 1, 2, 3, 4, bezeichnen die Anzahl der Dimensionen der gegebenen Figuren, die
Dimension des Raumes, der von der Figur erzeugt wird, ohne irgendwelche Einheiten oder
Zentimeter, Quadratzentimeter, Kubikzentimeter usw.

Wir betrachten diese Figuren ohne ihren Rand (offen), d.h., wir werden ihre Rander nicht
dazurechnen. Wenn wir zu einer randlosen Figur ihren Rand dazuzahlen (z.B. zu einer Strecke
M? ihre beiden Endpunkte oder zu einem Vieleck M? seinen Rand, oder zum Polyeder M3
die Oberflache, die aus Grenzflachen besteht), so erhalten wir eine berandete abgeschlossene

Figur, welche wir entsprechend mit MO°, M*, M2, M3, M* bezeichnen. Es ist offensichtlich,
dass M° und M?O identisch sind.
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Wir fithren jetzt den Begriff des "Bestandes" der berandeten n-dimensionalen geometrischen
Figur M™ ein.

Unter ihm werden wir die Aufzahlung aller unberandeten Elemente verschiedener Dimensionen
verstehen, aus denen diese Figur besteht. Mit Hilfe der eben erst eingefiihrten Symbole kann
man leicht die Formel des Bestandes aufschreiben.

Fiihren wir einige Beispiele fiir Figuren an, die in Fig. 23 dargestellt sind. Fiir eine berandete

Strecke M*, die aus zwei Endpunkten M?P und einer unberandeten Strecke M besteht, wird
die Formel ihres Bestandes M1 = 2M° + M*.

Der Bestand des unberandeten Polygonzuges (mit den Buchstaben M bezeichnet) schreibt
sich als M = 3M° + 4M*, und der Bestand der gleichen Linie, wenn man sie als berandet
betrachtet, wird M = 5M° + 4M"'. Die Formel des Bestandes des berandeten Fiinfecks wird
M? = 5M° + 5M" + M?. Der Bestand des dreiflachigen Prismas wird durch die Formel

M3 =6M° +9M"' + 5M? + M? gegeben.

Betrachten wir schlieBlich noch die Bildung geometrischer Figuren mit Hilfe der Bewegung. Da-
bei beschranken wir uns hier nur auf eine geradlinige fortschreitende Bewegung, die Strecken,
Quadrate, Kuben, vierdimensionale Hyperkuben usw. erzeugt.

Dann kann man sagen, dass die Strecke M0 durch die Bewegung des Punktes MO entsteht
(oder MPO, was dasselbe ist). Das Quadrat M?2 kann man durch Bewegung der Strecke Mt
bilden, wenn nur diese Bewegung in senkrechter Richtung zur Richtung dieser Strecke verlauft,
bis zu einer Entfernung gleich ihre Lange.

o—--0

Fig. 23

Analog wird auch der Kubus A3 durch die Bewegung des Quadrates M2 gebildet, wiederum
in senkrechte Richtung zu diesem Quadrat bis zu einem Abstand, der gleich den Seiten ist.
Indem wir diese Analogie fortsetzen und annehmen, dass es moglich ist, zum Kubus eine gerad-
linige fortschreitende Bewegung mit senkrechter Bewegungsrichtung zum Kubus auszufiihren
(was im Rj3 nicht mdglich ist), bis zu einem Abstand, der gleich seinen Seiten ist, kommen wir
zum vierdimensionalen Hyperkubus und danach analog zum flinfdimensionalen usw.

Wir nahmen eben an, dass geometrische Figuren hoherer Dimension aus Figuren niederer Di-
mension durch die Bewegung letzterer entstehen konnen. Nun setzt der Begriff der Bewegung
den Begriff der Zeit voraus und deshalb ist sie eigentlich nicht charakteristisch fiir eine Geo-
metrie, deren Gegenstand ausschlieBlich raumliche Beziehungen sind. Wir kénnen jedoch auch
unter Vermeidung des Begriffes der Bewegung der Figuren das gleiche Ziel erreichen, namlich
eine Moglichkeit zu erhalten, die Bildung der Formeln des Bestandes der n-dimensionalen Po-
lyeder zu begriinden. Dafiir wenden wir uns dem Begriff des "Unteilbaren" zu.
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Die Idee des Unteilbaren fiihrte der griechische Mathematiker
e und Philosoph Demokrit ein. Er nahm an, dass die Punkte un-
veranderliche und unteilbare Atome des Raumes sind. Sie be-
sitzen ein endliches Volumen.
Jede Strecke hat eine endliche, wenn auch unvorstellbare groBe
Anzahl von Punkten. Analog besteht eine ebene Figur, z.B.
ein Quadrat, aus einer endlichen, wenn auch unvorstellbaren
groBen Zahl Strecken, jede von der Dicke eines raumlichen
Atoms. Und ein geometrischer Korper, z.B. ein Kubus, besteht
aus einer endlichen, doch auBerordentlich groBen Zahl paralleler
Platten, deren Dicke einem raumlichen Atom gleich ist (Fig.
24).
Demokrit konnte den Begriff des Unteilbaren zum Auffinden
von Flachen und Rauminhalten vieler Figuren verwenden, unter
Fig. 24 ihnen auch Volumina von Pyramiden und Kegeln.

Jedoch hielten viele Mathematiker schon damals die Methode des Unteilbaren fiir logisch nicht
streng, zeigten Widerspriiche auf, in die die |dee des Unteilbaren gerat.

Deshalb versuchten sie Resultate, die mit dieser Methode erhalten wurden, auf anderem Wege
zu beweisen, was auch dem griechischen Mathematiker Eudoxos nach einem halben Jahrhun-
dert gelang. Doch die Methode des Unteilbaren wurde trotz allem auch noch bedeutend spater
von Archimedes fruchtbar angewandt, wenn auch nur als Hilfsmethode. Die mit ihrer Hilfe er-
haltenen Resultate bewies Archimedes aber unbedingt auf anderem Wege.

In der Renaissance begannen der deutsche Astronom Kepler und besonders der italienische
Mathematiker Cavalieri von neuem erfolgreich die Methode des Unteilbaren anzuwenden, spa-
ter jedoch wurde sie wesentlich umgearbeitet und fiel dann schlieBlich vollstandig weg. Die
Mathematik ging bei der Berechnung von Flachen und Rauminhalten nicht von konstanten,
unteilbaren GroBen aus, sondern von veranderlichen, unendlich kleinen GréBen, die beliebig
kleine Werte annehmen konnen.

Ungeachtet dessen konnen wir gleichzeitig sowohl annehmen, dass eine Strecke durch eine
Bewegung eines Punktes gebildet worden ist, ein Quadrat durch die Bewegung einer Strecke,
ein Kubus durch die Bewegung eines Quadrates usw., als auch annehmen, dass die Strecke
aus Atomen besteht (aus Punkten), ein Quadrat aus Strecken, ein Kubus aus Quadraten usw.
In diesem und in jenem Fall haben wir die Moglichkeit, wenn auch nicht zu beweisen (einen
Beweis haben wir auch nicht vor), so doch die Herleitung der Formel des Bestandes von mehr-
dimensionalen Polyedern mit Hilfe symbolischer Rechnungen (iberzeugend zu machen.

Tatsachlich ist es moglich, die Bildung des Quadrates durch Bewegung einer Strecke oder
die Bildung des Quadrates aus den es "bildenden" Strecken mit der Methode der Berech-
nung der Flache des Quadrates durch algebraische Multiplikation der Seitenlange a mit der
(gleichlangen) Hohe a zu vergleichen.

Dementsprechend gewinnt man die Formel des Bestandes des Quadrates M2, indem die Formel
des Bestandes der Strecken M! symbolisch quadriert, d.h., M2 = M! - M! = (M7)? gesetzt
wird.

Ebenso ist auch die Bildung des Kubus durch eine Bewegung des Quadrates oder die Bildung
des Kubus aus seinen ihn "bildenden" Quadraten vergleichbar mit der Methode der Berechnung
des Volumens des Kubus durch algebraische Multiplikation seiner Grundflache a? mit seiner
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Hoéhe a.

Dementsprechend muss man, um die Formel des Bestandes des Kubus zu erhalten, d.h. M3,
symbolisidie Formel des Bestandes des Quadrates M2 mit der Formel des Bestandes der
Strecke M multiplizieren, das heiBt

M3 =M?2-M'= (M)
Wenn wir jetzt MT durch seinen Bestand M = 2M° 4+ M ersetzen, so erhalten wir
M2 = (2M° + MY)? = 4(M°)? + 4MOM*(M*)?
Nun ist M0° = M°, MOM*' = M", aber (M*')2 = M2. Daher erhalten wir endgiiltig
M2 =AM + 4M" + M?
Auf diese Weise bekommen wir
M3 = M?2-M' = (4M° +4M* + M?) - (2M° + M?) = 8M° + 12M* + 6M? + M?

Hierbei wird die symbolische Multiplikation durchweg nach den Regeln der Algebra ausgefiihrt,
wobei MY die Rolle der Eins spielt (analog der Regel, fiir jedes a ungleich Null a® = 1 zu
setzen).

Die Exponenten addieren sich bei der Multiplikation, M? - M% = MP?*%, und beim Potenzieren
multiplizieren sie sich, (M?)? = M.

Jetzt ist es nicht schwer, die Formel des Bestandes des vierdimensionalen Hyperkubus M*% zu
erhalten, namlich

M* = (MY = 2M° + M) = 16 M° + 32M* + 24M?> + 8M? + M*
Fir n-dimensionale Hyperkuben erhalten wir analog
Mm = (M) = (2M° + M*)"

Hier ist es der Koeffizient bei M*®, der zeigt, wieviel s-dimensionale Hypergrenzflachen dieser
n-dimensionale Hyperkubus besitzt, und der nach der binomischen Formel ausgerechnet wird.
Dieser Koeffizient ist gleich
nn—1)..(n—s+1)

1.9.

Auf diese Weise hat ein n-dimensionaler Hyperkubus 2" Ecken, 2" - n Kanten, 2n—2n-b

1-2
quadratische Grenzflachen, 2"~ 3% dreidimensionale kubische Grenzflachen usw., und

endlich 2n Grenzflachen, die (n — 1)-dimensionale Kuben darstellen und seine duBere Grenze
bilden.

2%

Mit einigen Modifikationen kann man durch diese Methode die Formeln des Bestandes auch an-
derer n-dimensionaler Polyeder erhalten. Den Lesern, die sich ausfiihrlicher mit der Geometrie
mehrerer Dimensionen befassen wollen, empfehlen wir die im Literaturverzeichnis genannten
Biicher von Efimow und Pickert.
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14 Vorgeschichte der Idee der Mehrdimensionalitat

Nachdem wir uns mit dem mathematisch-logischen Ursprung der ldee der vierten raumlichen
Dimension vertraut gemacht haben, wenden wir unsere Aufmerksamkeit auf ihre historische
Entstehung und Entwicklung.

Die Idee einer Moglichkeit der Verallgemeinerung des Begriffes der Quantitat der Dimensio-
nen von drei auf vier und mehr erschien in der Mathematik schon sehr friih. Dazu trug die
Entdeckung der Inkommensurabilitat der Strecken durch die alten Griechen bei.

Es zeigte sich, dass das Verhaltnis zwischen Strecken (z.B. zwischen der Diagonalen und
der Seite des Quadrates) nicht immer als Verhaltnis zweier ganzer Zahlen dargestellt werden
kann. Eben dadurch erlitten die Ansichten der Anhanger des griechischen Mathematikers und
Philosophen Pythagoras einen Zusammenbruch, die glaubten, die Arithmetik der ganzen Zahlen
sei in der Lage, alle GesetzmaBigkeiten der Welt zu erklaren.

Eudoxos schuf eine spezielle Theorie der Proportionen der Strecken, die spater in Euklids
"Elemente" einging.

Den Platz der allgemeinen Arithmetik nahm jetzt die Algebra der geometrischen GroBen ein.
Man betrachtete sie nicht als Zahlen und wendete auf sie keine arithmetische Terminologie an.
Deshalb wurde die zweite Potenz Quadrat genannt und die dritte Kubus. Diese Bezeichnungen
haben sich bis jetzt erhalten.

Gerade diese Terminologie suggerierte den Gedanken, auch hoheren Potenzen geometrische
Bezeichnungen zu geben, die die Begriffe des Quadrates und des Kubus verallgemeinern.

Als erstes begegnen wir ihnen in der "Arithmetik" des griechischen Mathematikers Diophant,
in welcher er sich in der Hauptsache mit der Losung verschiedener Arten algebraischer Glei-
chungen befasst.

Die unbekannte GréBe (unser x) in zweiter Potenz (z?) nannte er Quadrat - griechisch "dy-
namis" - und bezeichnete es mit den zwei Anfangsbuchstaben dieses Wortes .

Die dritte Potenz (%) - Kubus, auf griechisch "kybos" - bezeichnete er V. Entsprechend war
z* - "dynamodynamis" 66V, z° - "dynamokybos " dxv, 2° - "kybokybos" kxV.

Jedoch kann man wohl nicht behaupten, dass Diophant mit dieser Terminologie irgendwie
bestimmte mehrdimensionale geometrische Vorstellungen in Zusammenhang brachte.

Klarer tritt die ldee der vierten und hoherer Dimensionen bei dem iranischen Mathematiker
Abul Wafa zu Tage, dem Ubersetzer und Kommentator Diophants. In seinem "Buch dariiber,
was dem Handwerker nétig ist von den geometrischen Konstruktionen", stellte Abul Wafa die
Aufgabe der Konstruktion der Seite an eines Quadrates, dessen Flache gleich der Summe dreier
gleicher Quadrate mit den Seiten a ist.

Er sagt, dass x gleich der Diagonalen eines Kubus mit der Kante a ist. Und dann fahrt er fort:
"Genau so steht die Sache, wenn wir ein Quadrat konstruieren wollen, das aus mehr als drei
Quadraten besteht." Und er weist darauf hin, dass z.B. die Seite eines Quadrates, das die glei-
che GroBe wie fiinf Quadrate mit der Seite a hat, gleich der Diagonalen des Quadrat-Kubus
(finfdimensionaler Kubus) mit der Kante a ist.

Der Gedanke liber die Moglichkeit der Verallgemeinerung des Begriffes der raumlichen Dimen-
sion von der dritten zur vierten und mehr beschéaftigte auch den franzosischen mittelalterlichen
Mathematiker Oresme, doch er war sich nicht schliissig, ihn aufzunehmen. Im Werk "Fragen
zur Geometrie Euklids" schrieb Oresme:
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. irgendwer auBert vielleicht Zweifel, wenn die lineare Qualitat hier als Ebene darstellbar ist
und die ebene als ein Korper, der drei Dimensionen hat, denn so wiirde folglich die kérperliche
Qualitat dargestellt, als hatte sie vier Dimensionen, als, neue Art der Quantitét.ﬂ

Ich sage, dass das nicht folgt. Denn wenn auch ein laufender Punkt sich als erzeugte Linie
darstellen lasst, eine Linie als Flache, die Flache als Korper, folgt nicht, dass eine vierte Art
Quantitat entsteht, wenn man sich einen sich bewegenden Korper vorstellt."

Er bleibt ein Kérper, und deshalb sagt der griechische Philosoph Aristoteles im 1. Buch "Uber
den Himmel": "... von ihm (d.h. dem Kérper) existiert kein Ubergang zu einer anderen Art
Quantitat durch diese Methode, sich Dinge vorzustellen, und genau das muss man im gege-
benen Fall sagen."

In seinem viel spateren Traktat "Uber die Konfiguration der Eigenschaften" legte Oresme aus-
fihrlich die Methode der geometrisch anschaulichen Darstellung der Beziehungen zwischen den
Dingen dar, eine Art Prototyp der Diagramm-Methode oder der rechtwinkligen Koordinaten.
Er unterschied beiden Qualitaten ihre Intensitat (Gespanntheit) und Extensitat (Ausgedehnt-
heit).

Bei der Qualitat, die in einem Punkt konzentriert ist, driickt sich ihre Intensitat als gerade
Strecke aus. Es existieren "lineare Qualitaten", deren Intensitdt auf die Punkte einer Linie
verteilt sind, - sie driicken sich in den zweidimensionalen Figuren aus.

Weiter hat man die "Flachenqualitdten", die sich durch dreidimensionale Korper ausdriicken.
SchlieBlich waren "Korperqualitaten " geeignet, in der vierten Dimension zum Ausdruck zu
kommen, doch Oresme nimmt davon Abstand, indem er unklar iiber zwei Arten von Koérper-
lichkeit spricht, einmal von der echten und zum anderen von der eingebildeten.

Letzteres stammt aus "unendlicher Wiederholung der Intensitat der Qualitat in Ubereinstim-
mung mit der Menge der Flachen im Objekt". Die korperliche Qualitat lasst sich schon schwie-
riger vorstellen, doch man kann sie sich als gegenseitige liberdeckte Volumen denken.

Obwohl die Idee der mehr als dreidimensionalen Raume in der Mathematik schon im Altertum
entstand, eigneten sie sich die Mathematiker nur langsam den inneren Widerstand (iberwin-
dend an. Typisch ist in dieser Beziehung die AuBerung des deutschen Mathematikers Stifel in
seinem Lehrbuch "Coss" (so nannte man im 15.-16. Jahrhundert die erste Potenz der Unbe-
kannten, aber auch die Algebra im groBen und ganzen; diese Bezeichnung stammt aus dem
Italienischen, casa - das Wesen, das Unbekannte), das eine Bearbeitung des damals verbreite-
ten Buches des Wiener Mathematikers Rudolff "Schnelles und schones Rechnen mit Hilfe der
geschickten Regeln der Algebra, gewohnlich genannt Koss", herausgegeben in StraBburg 1525,
war. Stifel schrieb:

Wenn wir in der Arithmetik sehen, dass wir uns viele Gegenstande ausdenken koénnen, sogar
wenn sie keinerlei Form aufweisen, so ist es in der Geometrie nicht erlaubt, korperartige Linien
und Flachen anzunehmen und iiber die Grenzen des Kubus hinauszugehen, so als giabe es mehr
als drei Dimensionen, weil das unnaturlich ware.

In diesem Falle wiirden die geometrischen Reihen weiter und weiter fortschreiten, ohne jedes
Ziel und Ende, der Kubus wiirde als korperlicher Punkt angesehen, danach kame die korperliche
Linie, hinter ihr die korperliche Flache und hinter ihr ein korperlicher Kubus und danach wiirde
es ohne Ende weitergehen, wie wir es eben gezeigt haben. Aber man sollte hier Nachsicht iiben

“Die Worte "Qualitat" und "Quantitat" werden hier natiirlich mit anderer Bedeutung benutzt als im heutigen
Sprachgebrauch, insbesondere auch in der marxistischen Philosophie. A. d. R.
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wegen der schénen und wunderbaren Anwendung der Algebra."

Ebenso zuriickhaltend verhielt sich zum Begriff der mehrdimensionalen Geometrie der fran-
zosische Mathematiker Fermat. In seiner Arbeit "Neue analytische Behandlung der zweiten
Unbekannten und der Unbekannten hoherer Ordnung", welche zusammen mit "Die Geome-
trie" von Descartes die Grundlage zur analytischen Geometrie legte, erwahnte Fermat lediglich
flichtig die Moglichkeit, die Gleichungen mit mehr als drei Unbekannten als Gleichungen
geometrischer Orte hoherer Dimensionen auszulegen, entwickelte diesen Gedanken aber nicht
weiter.

Sogar noch nach dem Verlauf von weiteren hundert Jahren duBerte der franzosische Mathemati-
ker und Philosoph d’Alembert, der gemeinsam mit dem Philosophen Diderot die "Enzyklopadie
der Wissenschaften, Kiinste und Gewerbe" herausgab, sich in einem seiner darin enthaltenen
Artikel "Dimension" sehr vorsichtig bejahend zum Gedanken einer vierten Dimension:

"Ein mir bekannter kluger Mann denkt, dass es moglich ware, die Zeit als vierte Dimension zu
betrachten, so dass das Produkt der Zeit mit dem Volumen auf irgendeine Weise das Produkt
von vier Dimensionen ware. Diese Idee ist vielleicht umstritten, doch mir scheint, dass sie
irgendwie Wert besitzt, auf alle Falle den Wert der Neuheit."

15 Entwicklungsgeschichte der n-dimensionalen
Geometrie

Das Misstrauen der Mathematiker gegeniiber der vierten Dimension und allgemein der mehrdi-
mensionalen Geometrie zerstreute sich merklich, als der franzésische Mathematiker und Mecha-
niker Lagrange in seiner "Analytischen Mechanik" (1788) neben den raumlichen Koordinaten
x, y, z die Zeit t als vierte Koordinate einfiihrte.

Hierbei war allerdings die vierte Dimension keine raumliche, und man benutzte sie nur der
Anschaulichkeit halber. Tatsachlich sind ja die Koordinaten z, ¥, z, t nicht gleichberechtigt.

Erstens haben sie unterschiedliche physikalische Dimensionen, d.h. man misst sie in unter-
schiedlichen Einheiten: raumliche in Zentimetern und zeitliche in Sekunden.

Zweitens kann man sich im Raum nach beiden Richtungen bewegen, von rechts nach links
und von links nach rechts, zuriick und vorwarts, von unten nach oben und von oben nach
unten, wahrend zeitlich nur die einseitige Bewegung moglich ist: von der Vergangenheit zur
Gegenwart und von jetzt in die Zukunft, doch nicht umgekehrt.

Seit dieser Zeit fand die Idee der vierten Dimension, und zwar als rdumliche Dimension, Schritt
fir Schritt und in entwickelterer Form ihren Niederschlag in solchen Arbeiten wie "Der bary-
centrische Calcul" (1827) des deutschen Geometers Mébius, "Uber die Transformation zwei-
er beliebiger homogener Funktionen zweiter Ordnung" (1834) des deutschen Mathematikers
Jacobi, "Kapitel zur analytischen Geometrie von n Dimensionen" (1843) des englischen Ma-
thematikers Cayley und in "System der Geometrie des Raums usw." (1846) des deutschen
Mathematikers Pliicker.

Die erste Monographie, die der mehrdimensionalen Geometrie gewidmet war, "Die Wissen-
schaft der extensiven GréBen oder die Ausdehnungslehre" (1844), wurde von dem deutschen
Mathematiker GraBmann publiziert. Darin gab er den ersten systematischen Aufbau einer Lehre
iber den n-dimensionalen euklidischen Raum und seine Unterraume sowie auch seiner Vektoral-
gebra. GraBmann legte jedoch seine Lehre auBerst abstrakt dar, benutzte eine ungewdhnliche
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15 Entwicklungsgeschichte der n-dimensionalen Geometrie

Terminologie, und deshalb blieb sie wenig zuganglich.

Nun wuchs die Anzahl der Arbeiten lber die mehrdimensionale Geometrie schnell an. Der
schweizerische Mathematiker Schlafli schrieb die "Theorie der vielfachen Kontinuitat" (1852),
in welcher er neben vielen anderen Theoremen der mehrdimensionalen Geometrie die Leh-
re Uber die mehrdimensionalen reguldren Vielecke darlegte, deren Klassifikation unabhangig
voneinander von dem amerikanischen Mathematiker Stringham (1880) und dem deutschen
Mathematiker Hoppe (1882) durchgefiihrt wurde.

SchlieBlich wurden die Prinzipien der mehrdimensionalen Geometrie in allgemeinster Form in
der bekannten Vorlesung "Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen" (1854)
von dem deutschen Mathematiker Riemann dargelegt. Er betrachtete die Geometrie in ihrer
allgemeinsten Form als das Studium der stetigen Mannigfaltigkeiten n-ter Ordnung.

Wenn in ihnen eine Metrik gegeben ist, d.h. der Abstand zwischen unendlich nahen Elementen
bestimmt ist, so nannte Riemann diese Mengen Raume (Riemannsche Raume) und entwickelte
in ihnen die Krimmungslehre. Spezielle Falle dieser verallgemeinerten Raume sind die (para-
bolische) euklidische Geometrie, die (hyperbolischen) lobatschewskische Geometrie konstanter
negativer Krimmung und die (elliptische) Geometrie der Rdume konstanter positiver Kriim-
mung (fir n = 2 - die Geometrie der spharischen Oberflachen), welche man auch Riemannsche
Geometrie im engeren Sinne nennt.

In dieser Vorlesung formulierte Riemann auch die Grundlagen der Topologie der n-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten.

Unter Topologie versteht man den Teil der Geometrie, der diejenigen Eigenschaften der raum-
lichen Figuren erforscht, die bei solchen Transformationen erhalten bleiben, die keinerlei Zer-
reiBen (es entstehen keine neuen Punkte) oder Verheften (es gehen keine Punkte verloren)
bewirken.

Auf diese Weise hangen die topologischen Eigenschaften nicht von der Lage und GroBe der Fi-
guren und auch nicht von der Linearitdt ab. Zum Beispiel ist aus topologischer Sicht zwischen
einem Quadrat und einem Kreis in der Ebene keinerlei Unterschied, aber Quadrat und Strecke
sind unterschiedliche Figuren.

Bei umkehrbar eindeutigen und stetigen (d.h. topologischen) Abbildungen von Figuren erhalten
sich eine Reihe Eigenschaften, sogenannte topologische Invarianten. Die wichtigste topologi-
sche Invariante ist die Dimension einer Figur:

Eine n-dimensionale Figur bildet sich wieder nur auf eine n-dimensionale Figur ab, wie der
hollandische Mathematiker Brouwer 1911 bewies.

Auf diese Weise ist der Begriff "Anzahl der Dimensionen", entgegen seiner Bezeichnung, kein
metrischer, sondern ein topologischer Begriff. Die Dimensio hat nichts mit der Messung von
Entfernungen und Winkeln zu tun.

Man kann sie bestimmen, ohne solche Begriffe wie "Abstand zwischen zwei Punkten" und
"Winkel zwischen zwei Geraden" zu betrachten, sondern indem man ausschlieBlich vom Be-
griff "Umgebung eines Punktes" ausgeht.

Wahrend sich die Abstande und Winkel bei Deformation der rdumlichen Figuren in der Regel
verandern, bleiben die Eigenschaften der Umgebung eines Punktes unverandert, sofern bei der
Deformation keine Punkte der Figur verschwinden.

®Die Definition der Dimensionszahl (Dimension) einer geometrischen Figur geht nach K. Menger und T.S.
Uryson induktiv vor sich(vgl. z. B.Wilenkin "Unterhaltsame Mengenlehre", Leipzig 1973, S. 173f).
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16 Anwendung der vierdimensonalen Geometrie

Durch Riemann wurden noch andere topologische Invarianten der n-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten entdeckt, die den Namen "Bettische Zahlen" erhielten, nach dem Namen eines
Freundes von Riemann, des italienischen Mathematikers Betti, welcher in der Arbeit "Uber
Raume einer beliebigen Anzahl von Dimensionen" (1871) die Forschungen seines Freundes
fortsetzte.

Eine weitere Entwicklung der Theorie der topologischen Invarianten geschah durch die Arbei-
ten des franzosischen Mathematikers Poincaré (1895) und des deutschen Mathematikers Klein
(1872).

In unserer Zeit entwickelte sich die mehrdimensionale Geometrie ungewohnlich breit und vielfal-
tig. Einen groBen Beitrag dazu leisteten auch die Mathematiker Russlands, und im besonderen
die sowjetischen Mathematiker und Physiker P.S. Urusom, A.N. Kolmogorow, L.S. Pontrjagin,
A.D. Alexandrow und andere.

16 Anwendung der vierdimensonalen Geometrie

Wie in jeder Wissenschaft werden auch in der Mathematik neue ldeen zunachst unter dem
Einfluss von direkten oder indirekten Forderungen geboren und entwickelt, die andere, haufig
angewandte Wissenschaften und im besonderen die Technik, an sie stellen. Das heiBt, letzten
Endes entstehen sie aus den Erfordernissen der materiellen Produktion, aber auch aus dem
Kulturleben der Gesellschaft.

Daneben werden aber auch neue wissenschaftliche Ideen aus der inneren Logik der Wissenschaft
selbst geboren und entwickelt, in der Form von Verallgemeinerungen anderer, schon bekannter
Ideen u.a.

Gerade die Idee der vierten Dimension und der mehrdimensionalen Raume allgemein ist ein
solches Beispiel. Derartige Ideen konnen manchmal die Grundlage zu einer ganzen Theorie
legen oder sogar zu Teilen einer Wissenschaft, wobei sie dabei lange Zeit abstrakt bleiben
und manchmal ein Jahrzehnt oder ein Jahrhundert bis zu spiirbaren praktischen Anwendungen
vergeht.

Man kann auch andere Beispiele solcher anfanglich von der Praxis isolierter, abstrakter, wis-
senschaftlicher Ideen anfiihren, die ihren Ursprung in der Mathematik haben. So war die Lehre
uber die Kegelschnitte schon vollstandig im 3. Jahrhundert vor unserer Zeitrechnung von dem
griechischen Geometer Apollonius ausgearbeitet, doch die praktische Anwendung in der Astro-
nomie und der Mechanik geschah erst im 16. Jahrhundert.

Oder etwa die Zahlentheorie, die die Eigenschaften der ganzen Zahlen untersucht und deren
Grundlagen auf die Pythagoraer im 5. Jahrhundert vor unserer Zeitrechnung zuriickgehen, war
immer inhaltsreich und ein sehr verzweigter Teil der modernen Mathematik, doch trotzdem
hat sie vergleichsweise nur wenig praktische Anwendung und dabei hauptsachlich in anderen
Teilen der Mathematik.

Worin besteht die Moglichkeit der praktischen Anwendung der vierten Dimension und allgemein
der mehrdimensionalen Geometrie?

Darin, dass die mehrdimensionale Geometrie eine Menge verschiedener Auslegungen und In-
terpretationen gestattet. Es ist klar, dass ihre natirliche Interpretation diejenige ist, die durch
ihre Entstehung als Verallgemeinerung der GesetzmaBigkeiten des realen Raums auf mehr als
drei Dimensionen gegeben ist. Aber die Beziehungen, die die mehrdimensionale Geometrie auf-
stellt, konnen auch als nichtraumliche Beziehungen ausgelegt werden, als Beziehungen vollig
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16 Anwendung der vierdimensonalen Geometrie

anderer Art zwischen Objekten der materiellen Welt.

Ein Beispiel dafiir fihrten wir schon an:
In der Interpretation Lagranges waren drei Dimensionen z, y, z des vierdimensionalen Raums
R, raumliche, doch die vierte Dimension ¢ war keine raumliche Dimension, sondern die Zeit.

Ein anderes Beispiel ist der Phasenraum irgendeines physikalischen Systems, z.B. eines Gases
aus N Molekiilen. Die Molekiile werden als "materielle Punkte" betrachtet, die die Massen
mi, Mo, ...,ny besitzen.

Jeder solche materielle Punkt nimmt in einem bestimmten Zeitpunkt eine bestimmte Lage im
Raum ein, der durch drei Koordinaten bestimmt ist. AuBerdem besitzt er einen bestimmten
Impuls (das Produkt seiner Masse mit seiner augenblicklichen Geschwindigkeit), welcher drei
Komponenten besitzt (die Projektionen auf die Koordinatenachsen).

Auf diese Weise sind zur Bestimmung des Zustandes eines materiellen Punktes 6 ihn cha-
rakterisierende GroBen (Parameter; erforderlich. Folglich kénnen die Zustande des gesamten
Systems durch 6N Parameter bestimmt werden.

Diese kann man als Koordinaten irgendeines Punktes P im Raum Rgy betrachten. Da sich
im Laufe der Zeit die Zustande des Systems andern, so kann man sich das als Bewegung des
Punktes P vorstellen. Der Punkt P beschreibt in diesem 6/N-dimensionalen Raum eine Linie,
die man Phasentrajektorie nennt.

Die Methode des mehrdimensionalen Phasenraums wendet man in der Mechanik, Thermody-
namik, in der physikalischen Chemie und mit entsprechender Modifikation auch in der Quan-
tenmechanik an.

In der physikalischen Chemie findet die mehrdimensionale Geometrie mit groBem theoreti-
schem und praktischem Nutzen bei der Untersuchung mehrkomponentiger Systeme Anwen-
dung. Solche Systeme bestehen aus vier und mehr festen, flissigen oder gasformigen Teilen
(Komponenten).

Die Komponenten wechselwirken miteinander durch Warmeaustausch, Diffusion oder chemi-
sche Reaktionen. Infolgedessen verandern sich die quantitativen Beziehungen der Massen der
Komponenten, die Temperatur des Systems, der Druck, unter dem es sich befindet. usw.

Die Gesamtheit der n Parameter, die den Zustand des Systems charakterisieren, kann man als
Koordinaten eines Punktes im Raum R,, bezeichnen (man nennt ihn Bildpunkt).

Sogar wenn das System nur im ganzen aus zwei Komponenten besteht, zum Beispiel Eis und
Wasser, und man betrachtet die Anderung von Temperatur und Druck, muss man auf den
dreidimensionalen Raum zuriickgreifen, weil das prozentuale Verhaltnis der Komponenten im
Gemisch ein dritter Parameter ist. Diese Methode der "Zustandsdiagramme" gibt die Moglich-
keit, genaue Aussagen lber die Anderungen der untersuchten Systeme (z.B. einer metallischen
Legierung, einer Salz-Wasser-Losung, eines Silikates u.a.) zu machen, ohne eine chemische
Analyse vorzunehmen.

Sie dient als Grundlage fiir die Wahl der Zusammensetzung des Systems und der Bestimmung
der giinstigsten Bedingungen seiner technologischen Verarbeitung.

Nach dem zweiten Weltkrieg entstand in der Mathematik eine neue Richtung, die lineare
Programmierung.

In ihr 16st man Aufgaben technisch-6konomischen Charakters (z.B. auch militarische Proble-
me, daher entstammt dieser Teil der Mathematik), Probleme der Auslastung von Anlagen,
des rationellen Einsatzes des Materials, des Transports, der Mischungen wie (iberhaupt der
Organisation der Produktion allgemein.
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16 Anwendung der vierdimensonalen Geometrie

Die in diesen Aufgaben auftreten- den veranderlichen GroBen x1, xo, ..., x,, sind linear vonein-
ander abhangig, d.h. es gilt eine Anzahl Ungleichungen der Form

a1r1 + asxs + ... + apx, < al

wobei ag, aq, ..., a, gegebene GroBen sind. Die Veranderlichen sollten so bestimmt werden,
dass sie nicht negativ sind und dass der Ausdruck

11 + caxo + ...+, = f

wobei ¢y, o, ..., ¢, gegeben sind, seinen groBten (in anderen Fallen seinen kleinsten) Wert an-
nimmt.

Es zeigte sich, dass man solchen Aufgaben eine geometrische Interpretation im mehrdimensio-
nalen Raum R,, geben kann.

Wir fithren hier nur ein duBerst einfaches Beispiel fiir n = 2 an und weisen die Richtung fiir
Verallgemeinerungen auf mehrdimensionale Raume auf. Wir bemerken noch, dass in der Praxis
die Anzahl der Veranderlichen so riesig ist, dass man die Rechnungen ohne schnellarbeitende
elektronische Rechenmaschinen nicht bewaltigen konnte.

Nehmen wir ein Unternehmen an, das zwei Arten von Waren herstellt. Es ist bekannt, dass 1.
die Montagehalle in 24 Stunden 100 Stiick der Waren der ersten bzw. 300 Stiick der zweiten
Art fertigstellen kann, 2. die Kontrollabteilung nicht in der Lage ist, in 24 Stunden mehr als
155 Stiick beliebiger Art zu kontrollieren. und 3. die Ware der ersten Art doppelt so teuer ist
wie die Ware zweiter Art.

Es fragt sich nun, wieviel fertigt man in 24 Stunden Waren der ersten und der zweiten Art an,
damit das Unternehmen den groBten Gewinn erzielt.

Bezeichnen wir mit z; die Menge der Waren erster Art, mit x5 die Menge der Waren der
zweiten Art. Beide GroBen sollen nichtnegative (ganze) Zahlen sein, d.h. z; > 0, 2 > 0.

Aus Bedingung 1 folgt, sofern man die gesamte vierundzwanzigstiindige Produktion des Un-
ternehmens nach Waren der zweiten Art umrechnet, dass 3z, + x5 Stiick hergestellt werden.
Also miusste 3x1 + z2 < 300 sein.

Bedingung 2 schreibt sich x1 + 25 < 155, und aus Bedingung 3 folgt, dass 2x1 + 29 = f
maximal werden soll.

Gehen wir jetzt zur geometrischen Interpretation uber.

Wir werden z,z, als Koordinaten eines Punktes in der Ebene (Fig. 25) betrachten. Dann
stellt die Ungleichung 1 > 0 die rechte Halbebene (von der Achse x3), und die Ungleichung
x9 > 0 die obere (von der Achse x1) Halbebene dar.

Folglich wird durch diese beiden Ungleichungen zusammengenommen in der Ebene der erste
Quadrant dargestellt. Die Ungleichung 3x; + x5 < 300 beschreibt in Verbindung mit den
anderen Ungleichungen die Punkte des Quadranten, die links von der Geraden AB liegen, die
durch die Gleichung 3z1 + x5 = 300 gegeben wird; sie fiillen das Dreieck OAB aus.

Analog grenzt die Ungleichung x1 + x5 < 155 die Punkte des Dreiecks OAB ab, die links von
der Geraden C'D liegen, die durch die Gleichung =1 + +x5 = 155 gegeben ist.

Auf diese Weise fiillen die Punkte, deren Koordinaten alle vier Ungleichungen erfiillen, das
konvexe Viereck OAPD aus.

Indem wir das Gleichungssystem

31’1 + X9 = 300 s T+ Ty = 155
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17 Voraussetzungen fiir die Interpretation

|6sen, erhalten wir x1 = 72,5, x5 = 82,5 als Koordinaten des Punktes P.

x, %30 2 x>0 2 x,>0,x,20

Fig. 25

Die Gleichung 2x; + x5 = f, endlich, ist die Gleichung eines Biindels paralleler Geraden.
Entlang jeder Geraden bedeuten fi, f5,... Konstante.

Unter den Geraden des Biindels sind zwei, die so durch die Ecken des Vierecks OAP D gehen,
dass es vollig auf einer Seite der Geraden liegt; man nennt sie Stitzgeraden. In unserem Beispiel
sind es die Geraden, die durch die Ecken O und P gehen. In der Ecke O wird die GroBe f
minimal (im gegebenen Falle ist sie Null), doch in der Ecke P maximal (227,5).

Da wir fir z; und x5 gebrochene Zahlen erhielten, nehmen wir natirlich an ihrer Stelle die
nachstliegendsten ganzen Zahlen, 72 und 83, und erhalten dann f = 227.

Manchmal kann die Stiitzgerade mit der Seite des konvexen Vielecks zusammenfallen und
dann wird die Losung der Aufgabe nicht eindeutig.

Bei der Verallgemeinerung auf n Veranderliche nimmt den Platz des konvexen Vielecks ein
konvexes Hyperpolyeder ein, und den Platz des Biindels paralleler Geraden ein Biindel paralleler
Hyperebenen im Raum R,.

Es versteht sich, dass das Aufsuchen der Stitzhyperebene, die durch die Ecke des Hyperpoly-
eders geht (oder mit irgendeinem seiner Hyperflichen zusammenfallt), keine leichte Aufgabe
darstellt. Zu ihrer Losung wurden verschiedene Methoden ausgearbeitet, mit denen man sich
z.B. in den Biichern A. S. Barsow "Was ist lineare Optimierung?", Leipzig 1972, und J. Piehler
"Einfiihrung in die lineare Optimierung", Leipzig 1970, vertraut machen kann.

17 Voraussetzungen fiir die Interpretation

In allen angefiihrten Fallen musste man, um den Begriff des vier- und allgemein n-dimensionalen
Raums fiir irgendeine Anwendung zu benutzen, ihm eine andere, nichtraumliche Interpretati-
on S geben. Damit dies moglich wurde, ist notwendig und hinreichend, dass das System der
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Begriffe S isomorph zum Begriff R, ist.

Das bedeutet, dass die Beziehungen zwischen den Objekten des Systems S sich in umkehrbar
eindeutiger Zuordnung zu den Objekten des Raums R, befinden: Jedem Objekt des Systems
S soll ein und nur ein Objekt des Raums R,, zugeordnet sein und umgekehrt.

Es versteht sich, dass das auch dann gilt, wenn man die Begriffe der mehrdimensionalen Geo-
metrie in anderen Teilgebieten der Mathematik selbst anwendet. Wenn z.B. eine Potenzreihe
gegeben ist

P(z) = ap + a1x + axx® + ... + apa™ + ..

wobei x die Veranderliche und die Koeffizienten ag, a1, as, ..., a,, ... konstante GréBen sind, so
kann man sie als einen Punkt P im Raum R, mit einer unendlichen (abzéhlbaren) Anzahl
von Dimensionen betrachten, wobei ag, a1, as, ..., a,, ... die Koordinaten des Punktes sind. Ist
dann

Q(z) = by + byw + box® + ... + by + ...

eine andere Potenzreihe, so kann man einen Begriff "Abstand" d zwischen diesen Reihen
einflihren analog zum Abstand zwischen Punkten, d.h. als

d = /(a0 — bo)? + (ag — b)) + ...

Er hat Sinn, wenn die Reihe unter der Wurzel konvergiert. Zum Beispiel, wenn

1 1
P(x):2+x+§x2+§x3+...

1 1
=1 2
Q(x) +1.2x+2‘3x +3‘4

T 1 1 -
d= 14— 44—y =T =1 28955..
\/+22+32+42+ 6

wird. Das eben angefiihrte Beispiel ist ein einfacher Fall des unendlichdimensionalen Raums
R, der von dem deutschen Mathematiker Hilbert eingefiihrt wurde und der seinen Namen
erhielt.

Er spielt in verschiedenen Zweigen der modernen Mathematik und der theoretischen Physik
eine groBe Rolle.

ist, so dass

Als wir uns mit der vektoralgebraischen Methode der Betrachtung des vierdimensionalen Raums

R, bekannt gemacht hatten, sahen wir, dass ein Vektor 7 beziiglich vier gegebener, paarweise

senkrechter Einheitsvektoren i, j, k, [ zerlegt werden kann, d.h., man kann ihn als Summe
F=ai+yj+zk+ul

darstellen, wobei x,y, z, u Zahlen sind. Fir den R,, wird analog

= $1€1 —+ $2€2 + ...+ $n€n

wobei x1, x5, ..., z, Skalare und €7, €5, ..., €, paarweise senkrechte Einheitsvektoren sind, von
denen man sagt, dass sie eine Orthogonalbasis des Vektors 7~ bilden.

Den Raum R,, dieser Vektoren nennt man linear. Die Lange des Vektors 7 ist eine skalare
GroBe

VLN N —
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17 Voraussetzungen fiir die Interpretation

Wenn wir jetzt vom R, zum R, lbergeben und wenn die Reihe 2% + 22 + ... + 22 + ...
konvergiert, so nennt man R, Hilbertraum.

Seine enorme Bedeutung besteht darin, dass analog zum Vektor ¥ im R, auch irgendeine
Funktion f(x) nach einer unendlichdimensionalen orthogonalen Basis entwickelt werden kann,
wobei alle Grundrechenarten der Vektoralgebra, die sich auf den Raum R, beziehen, erhalten
bleiben, es ist so, als waren sie in eine andere Sprache lbersetzt worden, in die Sprache der
orthogonalen Funktionen.

Ein System irgendwelcher Funktionen fi(x), fo(z), ..., fn(z), heiBt orthogonal im Intervall
(a,b), wenn die Bedingung

[ st =0

gilt, wobei f;(z), f;(x) zwei beliebige unterschiedliche Funktionen dieses Systems sind.
So ist z.B. das System der Funktionen 1, cos z, cos 2z, ..., cosnz, ...; sinz, sin 2z, ..., sinnz,
... orthogonal im Intervall (0, 27).

Systeme orthogonaler Funktionen wendet man haufig zur Darstellung gegebener Funktionen
(zum Beispiel empirisch an Hand von Grafiken gefundener Funktionen) an. In der mathemati-
schen Physik ist die Darstellung periodischer Funktionen mittels trigonometrischer Reihen, den
sog. Fourierreihen, genannt nach dem franzésischen Mathematiker Fourier, welcher die Lehre
dariiber in seinen Arbeiten liber die Warmeleitfahigkeit entwickelte, ein wichtiges Instrument.

Wenn die Funktion f(x) die Periode 27 hat, so kann man sie (bei Erfillung einiger Bedingun-
gen) in die Reihe

1
a + —=[(ay cosz + by sinx) + (ag cos 2z + by sin 2x) + ...

+ (@, cos 2n + b, sin 2n) + ...

zerlegen.

Dann gilt, sofern beispielsweise f(x) beschrankt (d.h. keinen unendlich groBen Wert annimmt)
und stiickweise stetig ist (d.h. stetig in allen Punkten des Intervalles (0,27) mit Ausnahme
hdchstens einiger isolierter Punkte, an denen sie endliche Spriinge hat), die sogenannte Parse-
valsche Gleichung, die von diesem franzésischen Mathematiker 1805 aufgestellt wurde, namlich

/[f(m)]de =i+ (A +0)+ ..+ (a2 +2)+ ..

Wie man sieht, verhalt sich die Funktion f(x), die in eine Fourierreihe entwickelt wurde, wie
ein Vektor 7 im R..
Den Einheitsvektoren €7, és, ..., €,, ... entsprechen die Funktionen

1 cosx sinx cos2x sin2z cosnx sinnz
\/%7 ﬁ? ﬁ) ﬁ ) ﬁ YA ﬁ b \/% )

und der Lange r des Vektors 7~ entspricht die Zahl
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18 Die vierdimensionale Minkowskische Welt

18 Die vierdimensionale Minkowskische Welt

Unter all den verschiedenen Interpretationen der mehrdimensionalen Geometrie ist wahrschein-
lich fir das breite Publikum diejenige am bekanntesten, welche ihr 1908 der deutsche Mathe-
matiker Minkowski gab, als er sie auf die spezielle Relativitatstheorie anwandte.

Letztere baut bekanntlich auf zwei Prinzipien auf. Das erste Prinzip der "Konstanz der Licht-
geschwindigkeit" besagt, dass elektromagnetische Wellen, zu denen das Licht gehort, sich im
Vakuum gleichartig nach allen Seiten mit einer konstanten Geschwindigkeit ¢ (etwas weniger
als 300000 km/s) ausbreiten, die nicht von der Geschwindigkeit einer bewegten Lichtquelle
abhangt.

Das zweite grundlegende Prinzip ist das Relativitatsprinzip. Nach diesem hat eine gleichférmige
geradlinige Bewegung eines materiellen Systems insgesamt keinen Einfluss auf den Gang be-
liebiger Prozesse, die sich im Innern des Systems abspielen. (Gleichformig geradlinig bewegen
sich Systeme, die keinen duBeren Kraften unterliegenE]

Dieses zweite Prinzip ist das verallgemeinerte Relativitatsprinzip.

Es wurde von dem italienischen Physiker und Astronom Galilei urspriinglich nur beziiglich
mechanischer Prozesse formuliert. Wie alle Prinzipien der Naturwissenschaften wurden auch
diese beiden Prinzipien der speziellen Relativitatstheorie als Verallgemeinerung von Versuchen
und Erfahrungen erhalten. Aus ihnen ergibt sich folgendes:

Wenn am Aufenthaltsort der Ursprung O des Koordinatensystems x, ¥, z untergebracht wird,
so nimmt die Front der Lichtwelle in der Zeit ¢ die spharische Oberfliche mit dem Radius
r = ct ein, deren Gleichung

P2y - =0
lautet. In einem zweiten, beziiglich des ersten gleichformig geradlinig mit der Geschwindigkeit
v bewegten Koordinatensystems mit dem Ursprung O’, den Koordinaten ', 4/, 2’ und der Zeit
t" wird die Gleichung der Lichtwellenfront entsprechend

2 py? 42— 2=

Anders gesagt, beim Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem anderen, das sich
bezliglich des ersten gleichformig geradlinig bewegt, bleibt der Ausdruck

NIy SR - R R

unverandert (invariant). Die Raumkoordinaten x,y, z, bzw. 2/, ¢/, 2’ und die Zeit t bzw. ¢’ sind
durch Transformationsformeln miteinander verbunden, welche man nach dem hollandischen
Physiker Lorentz benennt. Im einfachsten Fall, wenn die Richtung der Geschwindigkeit v mit
der z-Achse (ibereinstimmt, hat die Transformation folgendes Aussehen:

x — vt t— 52

/ / !/ ! c2
rT = — = Z:thi
v27y y? ) ’U2

In der klassischen, nichtrelativistischen Physik Newtons und Galileis waren raumlicher Abstand
(die Lange des materiellen Korpers) und Dauer (der Zeitabstand zwischen den Ereignissen)
absolute GroBen, d.h., sie errechneten sich unabhangig vom Koordinatensystem.

6Systeme, die sich gleichférmig geradlinig gegeneinander bewegen (d.h. Tragheitsbewegungen ausfiihren),
heiBen Inertialsysteme. A. d. R.
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18 Die vierdimensionale Minkowskische Welt

Jetzt sind Lange und Dauer relative GroBen. Sie hangen von den Beziehungen des Korpers
oder Prozesses zum Koordinatensystem ab.

Wie jedoch aus der Formel der Lorentz-Transformation folgt, muss man die relativistischen
Effekte, wie Verkirzung der Langen in Bewegungsrichtung und Verlangsamung des Zeitablaufs,
nur bei so hohen Geschwindigkeiten v in Rechnung stellen, die mit der Lichtgeschwindigkeit ¢
vergleichbar sind und die man nur in der Mikrowelt oder auch im Kosmos antrifft.

Wenn die Geschwindigkeit v klein ist im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit (wie sogar die
Geschwindigkeit eines Flugzeuges, das sich mit zwei- oder dreifacher Schallgeschwindigkeit
bewegt, die 333 m in der Sekunde betrigt), konnen die GréBen v/c* und v?/c? vernachlassigt
werden.

Dann geht die Formel der Lorentz-Transformation in die Galilei-Transformation

¥=x—vt, Y=y, =z t=t

iber, anders gesagt, die Langen verkiirzen sich nicht wahrnehmbar und der Gang der Zeit
wird nicht merklich langsamer, wie das bei hohen Geschwindigkeiten der Fall ist (z.B. bei
kiinstlichen Sputniks, interplanetaren Raketen, Elementarteilchen, auBergalaktischen Nebeln).

Aus den Lorentz-Transformationen folgt, dass, wenn die Geschwindigkeit wachst und ihre GroBe
gegen c strebt, die Quadratwurzeln im Nenner der Formeln nach Null konvergieren. Das heiBt
aber, ' und t’ streben nach unendlich.

Anders gesagt, die Geschwindigkeit ¢ kann mit einem materiellen Korper niemals erreicht
werden. Sie ist die Grenzgeschwindigkeit der Energieausbreitung.

Somit verwendet man in der Relativitatstheorie anstelle des raumlichen Abstandes r der Punkte
P1($1,yl7 21) und P2($27 y— 2, 22)

r= \/(xl —22)* + (1 — 12)* + (21 — 22)?

und des Zeitintervalles
t=1t —to

das einheitliche Raum-Zeit-Intervall

V@1 =222 + (1 — 12)? + (21 — 22)2 — (1 — )2

welches allein beim Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem anderen, das sich gleich-
formig geradlinig beziiglich des ersten bewegt, invariant bleibt.

Gerade diesen Umstand benutzte Minkowski. Anstelle des Gliedes —z%(t; — t3)? fiihrte er das
Glied +(u; — U2)2 ein, d.h., er nahm /—1ct als neue Koordinate u des vierdimensionalen
Raumes R,.

Das bedeutet, dass die Zeit anstatt in Sekunden in Zentimetern (in Vielfachen von ct) gemessen
wurde, jedoch multipliziert mit der imaginaren Einheit i = /—1.

Folglich lasst sich jeder materielle Punkt P, von dem man in der alten Betrachtungsweise sag-
te, dass er zum Zeitpunkt ¢ eine bestimmte Lage im R3 einnimmt, die durch die Koordinaten
x,Yy, z gegeben sind, jetzt in der vierdimensionalen Raum-Zeit R, als ein Punkt P darstellen,
dessen Lage durch die Koordinaten z, y, z, u gegeben ist.

Diese Raum-Zeit nannte Minkowski vierdimensionale Welt und den materiellen Punkt P(z,y, z, u)
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18 Die vierdimensionale Minkowskische Welt

Ereignis [

Somit wurde aus dem Ausdruck des raum-zeitlichen Intervalles

\/(1’1 — ZL’2)2 + (y1 - y2)2 + (21 — 22>2 + (u1 — U2)2

jetzt ein Ausdruck des Abstandes zwischen zwei Punkten (Ereignissen) P, und P, in der
Minkowski-Welt. Da er sich analog dem Abstand im euklidischen Raum schreibt, wobei al-
lerdings die vierte Koordinate imaginar ist, nennt man die vierdimensionale Welt Minkowskis
nicht euklidisch, sondern einen pseudoeuklidischen Raum der vierten Dimension.

Andererseits ist die spezielle Relativitatstheorie mit der Geometrie Lobatschewskis verbunden,
jedoch kénnen wir uns damit hier nicht weiter befassen.

Die geometrische Interpretation Minkowskis zeigt "anschaulich" zwei Sachen. Erstens, dass
Raum und Zeit im einzelnen genommen nur Abstraktionen sind, in der materiellen Wirklich-
keit sind sie nicht zu trennen.

Zweitens, dass sich die Zeit qualitativ vom Raum unterscheidet. Das driickt sich darin aus,
dass die Zeitkoordinate, im Unterschied zu den drei Koordinaten des realen Raums, durch eine
imaginare GroBe gemessen wird.

Veranderungen, die mit einem Ereignis vor sich gehen, werden in der Minkowski-Welt durch
eine Linie dargestellt. Jeder Punkt gibt nicht nur die Lage des Ereignisses im realen Raum Rj
an (der ein Unterraum des Raums R, ist), sondern auch die Zeit, zu der es stattfindet.
Minkowski nannte eine solche Linie "Weltlinie". Die vierdimensionale Welt R, ist auf diese
Weise mit Weltlinien angefiillt, und das Studium ihrer GesetzmaBigkeiten fiihrt auf die Unter-
suchung der Geometrie dieses R,.

Betrachten wir ein konkretes Beispiel, wobei wir zur Vereinfachung und gréBeren Anschaulich-
keit erneut den Fall nehmen, bei dem die Richtung der Geschwindigkeit v der gleichférmigen
geradlinigen Bewegung des zweiten Koordinatensystems beziiglich des ersten in z-Richtung
des ersten Koordinatensystems zeigt.

Dann brauchen wir den Koordinaten y und z keine Aufmerksamkeit zu schenken, und wir
werden in der Minkowski-Welt anstatt des R, die Ebene Ry betrachten bzw. das Koordina-
tensystem mit dem Ursprung O und den Achsen z (rdumlich) und u (zeitlich) (Fig. 26) ]

Der Koordinatenursprung der Minkowski-Welt bedeutet "hier" und "jetzt". Die x-Achse der
Minkowski-Welt ist die Weltlinie aller Punkte (Ereignisse), die sich mit unendlicher Geschwin-
digkeit entlang der x-Achse des realen Raums bewegen, wir wissen jedoch schon, dass eine
solche Geschwindigkeit unmoglich ist.

Die 2-Achse in der Minkowskischen Raum-Zeit kann man auch noch als Weltlinie aller Punkte
(Ereignisse) mit unveranderter Zeit auslegen, und zwar gleich der Zeit im Anfangspunkt O.

Mit anderen Worten, auf der x-Achse der Minkowski-Welt passiert nichts. Die u-Achse stellt
die Veranderungen dar, die im Zeitverlauf im nicht bewegten Anfangspunkt O vor sich gehen.
Wenn sich irgendein materieller Punkt P gleichférmig auf der x-Achse des realen Raumes
bewegt, so ist seine Geschwindigkeit konstant.

Da v gleich dem Verhaltnis von zuriickgelegtem Weg zur Zeit, gemessen durch w, ist, bleibt
das Verhaltnis x : u konstant.

"Man unterscheidet hier und im folgenden zwischen dem realen Raum und der vierdimensionalen Minkowski-
Welt, also insbesondere auch zwischen den in ihnen angebrachten Koordinatensystemen. A. d. R.
8Der reale Raum lasst sich damit auf einen R; (die z-Achse) reduzieren. A. d. R.
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18 Die vierdimensionale Minkowskische Welt

Fig. 26

Das bedeutet, dass die Weltlinie des Punktes P eine Gerade wird, die durch den Ursprung O
geht, wobei der Tangens des Winkels der Neigung zur u-Achse gleich v ist, d h. |[tana| = v.

Da jedoch die Geschwindigkeit v kleiner als die Geschwindigkeit ¢ sein soll, so sind nur solche
Weltlinien p zugelassen, fiir welche |tan o] < ¢ gilt.

Wir konnen jedoch die MaBstabe zur Messung von x und u so wahlen, dass die Lichtge-
schwindigkeit die GroBenordnung eins hat. Dann wird |tana| < 1, d.h. |a| < 45°, und alle
zugelassenen Weltlinien p liegen im schraffierten Teil der Ry-Ebene, der durch die Geraden a
und b begrenzt wird.

Die Teile der Geraden a und b, die oberhalb der z-Achse liegen, sind Weltlinien elektromagne-
tischer Signale (z.B. Lichtsignale), die im Anfangsmoment vom Punkt O ausgesandt werden.
Wenn ein solches Signal nach einiger Zeit im realen Raum den Punkt P; auf der z-Achse
erreicht, so wird dieses Ereignis in der Minkowski-Welt durch den Punkt P* auf der Geraden
a (oder b) ausgedriickt, wobei P, der Projektion P;* des Punktes P* auf die z-Achse der
Minkowski-Welt entspricht.

Relativ zum Ursprung O bildet man im unteren schraffierten Teil von Ry vergangene Ereignisse
und im oberen Teil zukiinftige Ereignisse ab. Was den Punkt () der Minkowski-Welt betrifft,
der im nicht schraffierten Teil liegt, so fihrt zu ihm keine Weltlinie vom Punkt O. Zum Punkt
() kann aus O keinerlei materielles Signal gelangen (Teilchen oder Welle), und deshalb kénnen
sich die Ereignisse () und O nicht im kausalen Zusammenhang befinden. Es ist unmoglich zu
bestimmen, welches von ihnen dem anderen vorausgeht.ﬂ

Unter welchen Bedingungen kann ein Beobachter in der Minkowski-Welt nun von zwei Er-
eignissen angeben, welches von ihnen frither vor sich ging als das andere und folglich dessen
Ursache sein konnte?

Es sei der raumliche Abstand zwischen diesen Ereignissen r = |x; — 25| und das Zeitintervall
t = |t; — t5| (im gegebenen Koordinatensystem der Minkowski-Welt).

Wenn von P; nach P, ein Lichtsignal gelangt (oder z.B. ein Radiosignal), so ist, damit es nach
P; gelangen kann, die Zeit r/c erforderlich. Hier kénnen zwei Falle eintreten.

Erstens kann diese Zeit kleiner als das Zeitintervall zwischen den Ereignissen P, und P, sein,
d.h. r/c >ty — t;. Dieser Fall tritt im alltdglichen Leben haufig ein. Ich nehme in der Ferne,
im Abstand r, das Aufleuchten eines Blitzes wahr.

9Das durch die Geraden a und b bestimmte Gebiet (in Figur 26 schraffiert) wird Lichtkegel und gelegentlich
Minkowskischer Kausalitatskegel genannt, sein oberer Teil (u > 0) heiBt auch Nachkegel, (Zukunft),
sein unterer Teil (u < 0) Vorkegel (Vergangenheit). Die innerhalb des Lichtkegels befindlichen Punkte
P (Ereignisse) nennt man in Bezug auf den Ursprung O zeitartig, die auBerhalb des Kegels befindlichen
Punkte @ in Bezug auf den Ursprung O raumartig. A. d. R.
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18 Die vierdimensionale Minkowskische Welt

Mit dem Entstehen des Blitzes - sagen wir zur Zeit t; - ist auch die Hervorbringung der
Begleiterscheinung Donner (Ereignis P;) verbunden. Zur Zeit to hére ich den zugehérigen
Donner (Ereignis P,), der fir den Weg r die Zeit t5 —t; = r/v (v Schallgeschwindigkeit, 333
m/s) benétigt hat. Wegen v < ¢ ist offensichtlich, dass die Entstehung des Donners meiner
Beobachtung vorausging.

In unserer geometrischen Interpretation bedeutet das, dass sich P, und P, auf einer Weltlinie
im schraffierten Teil von Ry befinden.

Der zweite Fall tritt dann ein, wenn der Abstand r zwischen den Ereignissen ()1 und ()5 so
groB wird, dass die Zeit 7/c, die bendtigt werden wiirde, damit das Lichtsignal von () zu
(> gelangen kann, groBer als das Zeitintervall zwischen den Ereignissen @)1 und @3, d.h.
r/c >ty —t; wird[9

Solche Falle trifft man in der Astronomie. Ein Lichtstrahl braucht von dem der Erde nachsten
Stern, dem Proxima Centauri, bis zu uns 4,26 Jahre. Deshalb ist es klar, dass das Ereignis
O, auf diesem Stern, fiir welches in der Minkowski- Welt ¢5 — t; kleiner als 4,26 Jahre ware
(hier ware to der Moment des Ereignisses ()5, d.h. unserer "Beobachtung"; t; der Moment, in
welchem das Ereignis () auf dem Stern stattfand), sich fiir uns praktisch gleichzeitig mit Q-
ereignet.

Eine dhnliche Quasigleichzeitigkeit trifft man auch dann an, wenn der Abstand r zwischen den
Ereignissen ()1, Q)2 durchaus nicht allzu groB, doch dafiir das Zeitintervall ¢ — ¢; zwischen
ihnen auBerst klein ist, was in der Mikrowelt auftritt.

Die "Weltlinie" g der quasigleichzeitigen Ereignisse ()1, ()2 befindet sich im nicht schraffierten
Gebiet von Rj.

Die Quasigleichzeitigkeit zweier Ereignisse (1 und Q5 hangt vom Ort des Beobachters ab;
ein anderer Beobachter konnte sich so bewegen, dass er (), vor oder nach oder auch mit )
wahrnimmt [[

Sehen wir schlieBlich von der durch uns auferlegten Einschrankung ab und gehen von der
Bewegung auf der Geraden = zur Bewegung in der xy-Ebene uber (siehe Fig. 26). Dann
haben wir anstelle von R, den dreidimensionalen Raum R3 zu betrachten, mit der dritten
(imaginaren) Achse als Zeitachse u, wobei nach oben Gesagtem die z-Achse nicht beachtet
wird.

Fir das rechtwinklige Koordinatensystem Ozyu kénnten wir ein Modell im realen Raum kon-
struieren, doch vollig anschaulich ist auch die zweidimensionale Projektion dieses Modells.

Ohne uns dabei lange aufzuhalten, weisen wir nur darauf hin, dass an Stelle des schraffierten

0Eine tatsichliche Beobachtung miisste natiirlich r/c = ¢, — ¢, liefern, da sonst Uberlichtgeschwindigkeit
bendtigt werden wiirde. A. d. H.

1Die hier diskutierten Fille erldutern wir nochmals an der Figur 26. Dazu denken wir uns durch P} eine
Parallele g zur u-Achse gezogen. Die Punkte P auf g, die im Vorkegel liegen, sind Ereignisse, die sich am
gleichen Ort wie P; aber in der Vergangenheit von O abspielen, also dem Beobachter in O bekannt sind
(wie z.B. das Entstehen des Donners). Die im Nachkegel befindlichen Punkte P von g stellen Ereignisse
dar, die sich in der Zukunft von O am gleichen Ort wie P;* abspielen werden (etwa eine Veranderung auf
dem Proxima Centauri im Jahr 2000). Was im Augenblick auf der Proxima Centauri geschieht, ist zwar
ein objektives physikalisches Ereignis, aber fiir einen Beobachter auf der Erde nur gedanklich vorhanden,
da sich alle physikalischen Erscheinungen nicht schneller als mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kdénnen,
und das Licht benétigt bis zur Erde 4,26 Jahre. P kann hier als das im Text (zweiter Fall) genannte Q4
fungieren. Ein in Q1 angebrachter Lichtkegel wiirde die u-Achse in einem Abstand von O schneiden, der den
4,26 Lichtjahren entspricht. Vergl. hierzu das im Literaturverzeichnis genannte Buch von Landau/Rumer,
S. 38f. A.d. R.
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18 Die vierdimensionale Minkowskische Welt

Teiles der Ebene jetzt der innere Teil des Kegels tritt, der von den Weltlinien der Lichtsignale,
die vom Ursprung O ausgehen, gebildet wird, und dessen Achse die u-Achse ist. Dieser Kegel
heiBt Lichtkegel.

SchlieBlich, wenn Wir noch einen Schritt weiter gehen, sind wir in die Minkowskische Welt
geraten. Dann ist es anstatt des Lichtkegels ein Hyperlichtkegel (eine dreidimensionale Hy-
peroberfliche im R,), der die in seinem Innern stattfindenden Ereignisse P, die mit dem
Ursprung O kausal zusammenhangen, von den Ereignissen () trennt, die auBerhalb des Kegels
liegen und mit dem Ursprung O nicht kausal zusammenhangen.

Wir kénnen hier nur sehr oberflachlich tber die Anwendung der vierdimensionalen Geometrie
in der allgemeinen Relativitatstheorie sprechen. Diese wurde von Einstein entwickelt (1916)
und brachte in unsere Vorstellungen tGber Raum und Zeit noch radikalere Veranderungen als
die spezielle Relativitatstheorie.

Ihr Ziel war, die Newtonsche Gravitationstheorie mit der Relativititstheorie in Ubereinstim-
mung zu bringen; nach der Newtonschen Theorie ist die allumfassende Anziehungskraft (Gravi-
tation) eine Fernwirkung, die sich blitzartig ausbreitet, keine Zeit benétigt, was im Widerspruch
zur speziellen Relativitatstheorie steht, nach der Raum und Zeit untrennbar verbunden sind.

Um seine Gravitationstheorie zu schaffen, die selbst eine weitere Prazisierung von Newtons
Gravitationstheorie darstellt, fligte Einstein deshalb zu den frither genannten zwei Prinzipi-
en der speziellen Relativititstheorie noch ein drittes, das Aquivalenzprinzip, hinzu. Es basiert
ebenfalls auf einem experimentellen Fakt, namlich der Tatsache, dass die Gravitationsmasse
eines beliebigen Korpers (d.h. die Masse, die sein Gravitationsfeld hervorruft) gleich seiner
tragen Masse ist (d.h. dem Widerstand, den ein sich gleichférmig geradlinig bewegender Kor-
per der Anderung seiner Bewegung entgegensetzt, die von der Wirkung irgendwelcher Krafte
hervorgerufen wird).

Daraus folgt, dass jede nichttrage (nichtgleichférmige und nichtgeradlinige) Bewegung einer
Bewegung in irgendeinem Gravitationsfeld aquivalent ist. Jedoch existiert ein Unterschied:

Die Wirkung des Gravitationsfeldes fallt proportional zum Quadrat des Abstandes von seinem
Ursprung nach dem Gesetz k5 ab (wobei m die Masse des anziehenden Korpers, r der Abstand
zu ihm und k die Gravitationskonstante ist), wahrend z.B. das durch ein sich drehendes System
hervorgerufene Feld (d.h. seine zentrifugalen Krafte) mit dem Abstand unbegrenzt anwachst.

1=z Trotz alledem kann man die Wirkung von Gravitations-
feldern bei entsprechender Wahl nichttrager Bewegungen
ausschlieBen bzw. ausgleichen (zum Beispiel beobachtet
man im fallenden Lift kein Gewicht mehr). Doch das ist
nur lokal moglich, praktisch im kleinen, genauer gesagt, in
unendlich kleinen Raum-Zeit-Gebieten, in welchen das Feld
als homogen betrachtet werden kann.

Im einfachsten Fall, wenn um die z-Achse des Inertialsys-
tems Oxyz sich gleichmaBig das System O’x'y’'z’ dreht
(Fig. 27), werden sich in Ubereinstimmung mit der speziel-
len Relativitatstheorie alle Abstande in Bewegungsrichtung
verkirzen.

Fig. 27
Wenn wir deshalb z.B. im System O’x'y/z’ den Kreis &’ mit dem Mittelpunkt S” auf der 2'-
Achse und dem Durchmesser d konstruieren, so verklrzt sich der MaBstab, mit welchem wir
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seinen Umfang messen (im Vergleich zum MaBstab, mit welchem wir den Umfang des Kreises
K mit demselben Durchmesser d im System Ozyz messen).

Dagegen ist der Durchmesser nicht in Geschwindigkeitsrichtung angeordnet, sondern senkrecht
dazu. Deshalb verandert sich seine Lange nicht. Daraus folgt, da sich das Verhaltnis des
Umfanges des Kreises K’ zu seinem Durchmesser verandert, dass wir nicht die Zahl 7 erhalten,
wie das im System Oxzyz der Fall ist, sondern einen Ausdruck groBer als 7.

Verallgemeinert kann man sagen, dass in Koordinatensystemen, die keine Inertialsysteme sind,
die Geometrie des Raumes nichteuklidisch ist.

Genau dasselbe gilt auch beziiglich der Zeit. Die Uhr, die im Punkt P’ auf dem Umfang des
Kreises k' untergebracht ist, wird langsamer im Vergleich zur Uhr in seinem Mittelpunkt S’
gehen.

Auf diese Weise erweist sich die Raum-Zeit eines Nichtinertialsystems nichteuklidisch. Im all-
gemeinen Fall wird die Raum-Zeit ein vierdimensionaler Riemannscher Raum R,.

Er ist gekrimmt, wobei seine Kriimmung im gegebenen Gebiet um so groBer sein wird, je
groBer die Masse ist, die in diesem Gebiet konzentriert ist. Folglich hangen die geometrischen
Eigenschaften der Raum-Zeit von der Materie, von ihrer Verteilung, ab.

AuBerdem hangt die Bewegung der Materie von der Geometrie des R, ab: Die Weltlinie des
materiellen Punktes ist eine geodatische Linie (d.h. die Linie des kiirzesten Abstandes) im
R4, welche bei Vorhandensein des Gravitationsfeldes keine Gerade mehr ist, sondern eine
gekrimmte Kurve.

Das Vorzeichen der Kriimmung des R, hangt von der mittleren Dichte der Masse im Universum
ab, doch diese mittlere Dichte kann bis jetzt noch nicht mit ausreichender Genauigkeit be-
stimmt werden. Deshalb ist auch die Frage, ob der R, positiv oder negativ gekriimmt ist, d.h.
ob er geschlossen und endlich, jedoch unbegrenzt oder ob er nicht geschlossen und unendlich
ist, durch die moderne Astronomie nicht mit Sicherheit zu beantworten.

Ausfiihrlichere Ausfiihrungen tiber diese Probleme kann der interessierte Leser in dem Buch
von Treder "Relativitat und Kosmos" finden.

19 Noch einmal iiber die Bedeutung der
mehrdimensionalen Geometrie

Die Bedeutung aller dieser mehrdimensionalen Geometrien, wie auch der Wert der nichteukli-
dischen Geometrien, liegt nicht nur in der Moglichkeit ihrer Anwendung in den Naturwissen-
schaften. Wie wir schon sahen, finden sie auch in der Mathematik selbst ihre Anwendung.
Ungeachtet dessen, dass sie gefiihlsmaBig-anschaulich nicht vorstellbar sind, geben sie dem
Mathematiker doch eine anschauliche Stiitze bei seinen Forschungen in der Zahlentheorie,
Algebra und Analysis und durch die Mathematik auch bei den Anwendungen in den Gesell-
schaftswissenschaften.

Der Mathematiker gewohnt sich ohne unmittelbare Anschaulichkeit an die vierte Dimension,
an die mehrdimensionalen Rdume, gewohnt sich daran, sich "in ihnen" wie zu Hause zu fiihlen.
Uns scheint es so, als wiirde hier bei dem Mathematiker das gleiche vor sich gehen wie bei
einem Menschen, der die Grammatik irgendeiner Sprache nicht kennt, sie nie studierte oder
sie schon langst wieder vergaB, diese Sprache jedoch in der Praxis beherrscht. Inwieweit dieser
Vergleich richtig ist, soll uns hier nicht weiter beschaftigen. Das ist Sache der Psychologen.
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Hilbert, der groBte Mathematiker unseres Jahrhunderts, sagte beziiglich der Entdeckung der
lobatschewskischen Geometrie, wie iberhaupt der unendlichen Menge nichteuklidischer Geo-
metrien, dass diese Entdeckung "die geistig anregendste Errungenschaft unserer Zeit" darstellt.
Es scheint, dass diese AuBerung mit Recht auch auf die mehrdimensionale Geometrie ausge-
dehnt werden konnte, wenn nicht die Entdeckungen der Kybernetik diese noch (ibertroffen
hatten.

Doch die Entdeckung der mehrdimensionalen wie auch der nichteuklidischen Geometrien haben
nicht nur Bedeutung fiir die Mathematik und die Naturwissenschaft.

Nicht weniger bedeuten sie fiir die Logik und Philosophie, fiir die Erkenntnistheorie und die
Entwicklung einer wissenschaftlichen Weltanschauung, fiir den Aufbau eines wissenschaftlichen
Weltbildes. Die Entstehung dieser abstrakten Geometrien gab der Ausarbeitung axiomatischer
Methoden einen machtigen Impuls, unterstitzte die Schaffung und Entwicklung der mathe-
matischen Logik.

Und ohne sie waren keine schnellarbeitenden elektronischen Rechenmaschinen, keine hoéhere
Automation, keine Kybernetik, keine Kosmonautik moglich, konnte die moderne wissenschaftlich-
technische Revolution nicht stattfinden.

Diese abstrakten Geometrien widerlegen durch ihr Vorhandensein verschiedene Arten von frii-
her eingewurzelten dogmatischen Vorstellungen, nach denen der konzeptionelle euklidische
Raum PR3 der einzig mogliche ware.

Die idealistische Lehre des deutschen Philosophen Kant (ber den Raum, derzufolge unsere
AuBerungen iiber raumliche Beziehungen "synthetische a priori-Urteile" sind, d.h., angeblich
durch die angeborenen Eigenschaften des menschlichen Geistes gegeben sind, die nicht von der
Erfahrung, von Beobachtungen und Experimenten abhangen, verlor damit ihre Grundlage.@

Die einzig wissenschaftliche Philosophie, die Philosophie des dialektischen Materialismus ent-
wickelt eine harmonische, logisch folgerichtige, sich aus allen Erfahrungen der Menschheit er-
gebende und durch die produktive und wissenschaftliche Praxis des taglichen Lebens gepriifte
Erkenntnistheorie des Raums und der Zeit.

Den Gedanken Engels' folgend legte Lenin ihre grundlegenden Aussagen im flinften Abschnitt
des dritten Kapitels des "Materialismus und Empiriokritizismus" dar. In kiirzester Form kénnen
sie folgendermaBen formuliert werden:

Die Welt ist die sich bewegende Materie. Raum und Zeit sind grundlegende Existenzformen der
Materie. Es existiert keine Materie ohne Bewegung, ohne Raum und Zeit, genauso wie keine
Bewegung und auch nicht Raum und Zeit ohne Materie existieren. Diese objektive Realitat
des Raums und der Zeit ist die Quelle der Wahrnehmung durch das menschliche Gehirn.

Das heiBt, sie sind keine Formen des menschlichen Geistes, sondern existieren unabhangig
von den Empfindungen der Menschen und der Menschheit und unabhangig davon, ob sie sie
erkennen.

Doch die menschlichen Vorstellungen (iber Raum und Zeit, ihre relativen Begriffe (iber sie, die
sich mit ihrer historischen Entwicklung verandern, alles nahert sich den objektiven Formen des
Seins an, welche sie aber nie vollkommen erreichen werden. Es konnen sich unsere Vorstellungen
uber die Geometrie der realen Raum-Zeit andern und andern die Vorstellungen dariiber, ob sie

12Der amerikanische Mathematiker Paul Cohen bewies 1963, dass neben der herkdmmlichen auch eine andere,
ebenso logisch widerspruchslose Arithmetik moglich ist. Beide basieren auf verschiedenen Axiomensystemen
der Mengenlehre. Damit fiel aber die Behauptung Kants tber die angebliche Aprioritat des Zeitbegriffs,
weil er ihn mit der Arithmetik verbunden hatte.
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19 Noch einmal iiber die Bedeutung der mehrdimensionalen Geometrie

euklidisch oder nichteuklidisch ist, offen oder abgeschlossen, ob diejenigen Eigenschaften, die
uns aus Beobachtungen unseres Teils des Weltalls bekannt sind (einschlieBlich der Dimension),
universell gelten.

Immer gilt jedoch, was Lenin schrieb:

"Die Lehre der Wissenschaft von der Struktur der Materie, von der chemischen Beschaffenheit
der Nahrung, vom Atom und Elektron kann veralten und veraltet mit jedem Tage, doch nicht
veralten kann die Wahrheit, dass der Mensch von Gedanken nicht satt wird und dass er mit
platonischer Liebe allein keine Kinder zeugen kann.

Eine Philosophie aber, die die objektive Realitat von Zeit und Raum leugnet, ist ebenso unsin-
nig, innerlich faul und falsch wie die Leugnung dieser letzten Wahrheiten. Die Spitzfindigkeiten
der Idealisten und Agnostiker sind im groBen und ganzen ebenso heuchlerisch wie das Predigen
der platonischen Liebe durch die Phariséer!@

Mehr als sechs Jahrzehnte stiirmischer Entwicklung der Naturwissenschaft und Mathematik
sind seit der Zeit vergangen, da Lenin diese Zeilen schrieb.

Sie brachten eine Vielzahl weiterer Beweise fiir die Grundlosigkeit der idealistischen und agnos-
tizistischen Annahmen tGber Raum und Zeit. AuBerdem wurde offensichtlich, wie scharfblickend
Lenin war, indem er feststellte: "Materialismus und ldealismus unterscheiden sich durch die
eine oder die andere Beantwortung der Frage nach der Quelle unserer Erkenntnis, nach dem
Verhaltnis der Erkenntnis (und des 'Psychischen’ tberhaupt) zur physischen Welt, wahrend
die Frage der Struktur der Materie, die Frage der Atome und Elektronen eine Frage ist, die
ausschlieBlich diese 'physische Welt' betrifft.

Denn die einzige 'Eigenschaft’ der Materie, an deren Anerkennung der philosophische Ma-
terialismus gebunden ist, ist die Eigenschaft, objektive Realitat zu sein, auBerhalb unseres
Bewusstseins zu existieren. %]

In der Wissenschaft trifft man laufend auf Fragen, die im gegebenen Moment noch nicht gelost
sind, auf welche man verschiedene, manchmal geradezu entgegengesetzte, heil umstrittene,
doch ebenso unbewiesene Antworten vorschlagt, und auch auf Fragen, von denen sogar unbe-
kannt ist, ob ihre Losung in der tiblichen Art und auf dem gegenwartigen Niveau der Erkenntnis
tiberhaupt moglich ist.

So kann z.B. die Mathematik heute (und schon mehr als zweitausend Jahre) keine Antwort
auf die Frage geben, ob ungerade vollkommene Zahlen existieren (d.h. ganze positive Zah-
len, die gleich der Summe ihrer Teiler sind; gerade vollkommene Zahlen wie 6 = 1 + 2 + 3,
28 = 1+ 2+ 4+ 7 + 14 kannte schon Pythagoras), und sie ist nicht einmal in der Lage zu
beweisen, ob es moglich ist, wenn man von den Axiomen der modernen Mathematik ausgeht,
diese Frage zu losen.

So ist auch die Physik heute z.B. nicht in der Lage, die Frage zu 16sen, welche innere Struktur
das Elektron hat und ob es iberhaupt zulassig ist, allgemein auf das Elektron den Begriff
"Struktur" anzuwenden.

Ebenso ist man auch in der modernen Astronomie nicht fahig, beweiskréftig ein Streitgesprach
dartiber zu schlichten, ob das Raum-Zeit-Universum unendlich oder endlich ist, wenn auch
unbegrenzt, oder ob die Begriffe "endlich" und "unendlich" gar nicht darauf anwendbar sind.

In allen diesen und in einer Unzahl dhnlicher Falle, wo die Wissenschaft keine Antworten auf

3W.I. Lenin, Werke, Dietz Verlag, Berlin 1968, Bd. 14, S. 182
4ebenda
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die in ihr entstehenden Fragen besitzt, zeugt das nicht von ihrer Schwache, nicht von der
Schwaéche des menschlichen Geistes. Eher umgekehrt, es ist eine Aussage seiner Starke, sei-
ner Fahigkeit sich selbst zu begreifen, seine eigenen Moglichkeiten zu erkennen, die die reale
historische Situation bestimmen.

Das gibt auch die Moglichkeit, einerseits nicht aufzugeben und andererseits zu glauben, dass
alles schon gelost ist, neue Wege zu suchen, um unsere begrenzte Erkenntnis der Bedingungen
zu Uberwinden.

Dadurch unterscheidet sich die Wissenschaft von der Religion, die annimmt, dass ihre Dogmen,
die blind als Wahrheit angenommen werden, ohne Beweis und kritische Uberpriifung, als un-
veranderliche, angeblich unanfechtbare Wahrheiten, alle Probleme ein fiir allemal entscheiden.

Zu den bis jetzt ungelosten Problemen der Wissenschaft, ahnlich denen, die wir eben erst er-
wahnten, gehort zweifellos auch die Frage, ob die Zahl der Dimensionen des dreidimensionalen
Raums universell ist oder nur das Gebiet des Universums charakterisiert, welches bisher unserer
Erkenntnis zuganglich war, d.h. ein Gebiet im MaBstab von 1071 bis 10?® cm.

Es ist offensichtlich, dass hier derjenige Philosoph oder Naturwissenschaftler, welcher die bis-
her noch ungelosten Fragen dadurch "l6sen" wollte, dass er, gefiihrt von seinen Sympathien
die eine Antwort hinsichtlich einer gegebenen Einzelwissenschaft als echt wissenschaftlich, vom
Gesichtspunkt der Philosophie als materialistisch und dialektisch bezeichnet, wahrend er andere
Antworten, die der ersten widersprachen, als nichtwissenschaftlich oder pseudowissenschaftlich
abstempelt und zugleich als idealistisch, agnostizistisch, mechanistisch, metaphysisch abstem-
pelt, sowohl der Einzelwissenschaft als auch der Philosophie des dialektischen Materialismus
einen Barendienst erweisen wiirde.

In der Tat kann man niemals den Fakt, dass man sich die vierte Dimension nicht sinnlich-
anschaulich vorstellen kann, als Beweis ihrer Nichtexistenz anerkennen. Denn anschaulich kann
man sich weder die Endlichkeit noch die Unendlichkeit des realen dreidimensionalen Raums
des Universums, weder die dialektische Einheit seiner Endlichkeit und Unendlichkeit noch die
Tatsache, dass auf ihn diese Begriffe gar nicht anwendbar sind, vorstellen.

Und doch muss eine der vier Alternativen gelten. Nun, so versteht sich, darf man das nicht
etwa gar als einen Beweis dafiir ausdeuten, dass der reale Raum nicht existieren kann. Wir
konnen daraus nur folgern, dass unsere Vorstellungen (iber den Raum beschrankt sind, unvoll-
standig, vereinfacht, dass sie historisch bedingt sind durch das allgemeine Wissensniveau, das
die Menschheit in der gegebenen Epoche erreicht hat.

Diejenigen Ziige der Wirklichkeit, die wir bei ihrer ldealisierung, bei der Schaffung ihrer geo-
metrischen Abbilder in einer bestimmten Etappe als "unwesentlich" fallen lassen, werden in
einer spateren Etappe wesentlich, und wir ziehen sie mit in Betracht, wie z.B. die Kriimmung
des Raums bei der Entstehung der nichteuklidischen Geometrie.

Kénnte in solch einem Fall es sich nicht auch einmal erweisen, dass der vierdimensionale (aber
auch der zweidimensionale und allgemein der n-dimensionale) Raum ganz und gar nicht nur
konzeptionell ist, sondern irgendwo real existiert?

Kann nicht die Materie so aufgebaut sein, dass wir z.B. in subatomaren MaBstaben, inner-
halb der Grenzen unmittelbarer Wechselwirkung hypothetischer Gravitonen (den Quanten des
Gravitationsfeldes), feststellen, dass die dritte raumliche Dimension nicht vorhanden ist, die
Anziehungskrafte und AbstoBungskrafte nur in einer Ebene wirken?

Und umgekehrt, kann nicht in irgendwelchen Gebieten des Universums, deren Entfernung von

52



20 Die Anregung Kants

uns im Vergleich zur Ausdehnung unserer Metagalaxis unvorstellbar groB ist, der Raum vier
Dimensionen besitzen?

Es ist klar, dass alles dies rein spekulativ ist, phantastische Vorstellungen, die durch keine
Experimente und beobachteten Fakten wissenschaftlich untermauert sind. Gleichzeitig wider-
sprechen sie aber auch nicht irgendwelchen wissenschaftlichen Tatsachen oder den durch die
Wissenschaft aufgedeckten GesetzmaBigkeiten.

Nichts Ubernatiirliches liegt in der bis jetzt noch nicht erkannten Existenz einer vierten raum-
lichen Dimension irgendwo in der materiellen Welt.

Die Moglichkeit, von vornherein ihre Existenz kategorisch abzulehnen bedeutet deshalb, eine
dogmatische Position einzunehmen, gewissermaBen mit umgekehrten Vorzeichen den gleichen
Fehler zu begehen wie derjenige, der die Moglichkeit der realen Existenz eines vierdimensiona-
len Raums schon als Beweis fiir die tatsachliche Existenz ausgeben mochte.

Vom wissenschaftlichen Standpunkt aus hatten wir nur dann das Recht zu behaupten, dass
die vierte raumliche Dimension real nicht existieren kann, wenn irgendwelche Ursachen dafiir
bekannt waren, dass die materielle Welt drei Dimensionen besitzen muss und nicht vier oder
zwei, wenn es gelingen wiirde, dieses Charakteristikum der Materie, namlich ihre raumliche
Dimension, aus irgendwelchen anderen, mehr fundamentaleren GesetzmaBigkeiten herzuleiten.
Weil die moderne Physik bewies, dass Raum und Zeit bei allen ihren Unterschieden untrennbar
miteinander verbunden sind, wird das Problem der Begriindung der Dreidimensionalitat des
Raums Teil eines allgemeineren Problems, des Problems der Begriindung der vierdimensionalen
Raum-Zeit.

Doch ahnlich wie beim Raum, stellt sich auch die Frage fiir die Zeit: Warum ist sie eindimen-
sional und nicht zweidimensional?

Obwohl viele hervorragende Wissenschaftler die Zwangslaufigkeit von drei Dimensionen des
Raums und einer Dimension der Zeit, nicht mehr und nicht weniger, zu begriinden versuchten
und obwohl in diesem Zusammenhang eine Reihe interessanter Gedanken formuliert wurden,
kann die Wissenschaft auf diese Frage im Moment noch keine befriedigende Antwort geben.

Doch dabei klarte sich mit Gewissheit, dass eine solche Begriindung nicht physiologisch-
psychologisch sein kann (d.h. angeblich aus den Eigenschaften unseres Nervensystems und
der Psyche folgend), nicht rein mathematisch, aber selbstverstandlich auch nicht spekulativ-
philosophisch.

Sie muss sich auf weitere tiefgehende Untersuchungen der physikalischen GesetzmaBigkeit der
Materie stiitzen.

20 Die Anregung Kants

Im Jahre 1764 riickte Kant in seiner Arbeit "Gedanken von der wahren Schatzung der lebendi-
gen Krafte ..." die Voraussetzung in den Vordergrund, dass die Dreidimensionalitat des Raums
sich auf die allgemeinste Eigenschaft der Materie griindet - auf die weltweite Gravitation.

Das war die sogenannte "vorkritische" Periode seiner philosophischen Entwicklung, als er noch
auf der Position des Rationalismus stand, zum naturwissenschaftlichen Materialismus neigte,
bevor er zum Idealisten und Agnostizisten wurde, was spater eintrat, als er alle Eigenschaf-
ten des Raums und somit auch seine Dreidimensionalitat, als Eigenschaften unseres "lchs"
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betrachtete [P
Aber urspriinglich versuchte Kant, die Dreidimensionalitat des Raums aus dem Newtonschen
Gesetz der reziproken Quadrate herzuleiten:

Die Anziehungskraft der Korper ist umgekehrt proportional
dem Quadrat ihres Abstandes. Die Kraft F, die von einer

N anziehenden punktférmigen Masse M ausgeht (oder von einer

! punktformigen elektrischen Ladung, in diesem Fall haben wir

! . das Gesetz des franzosischen Physikers Coulomb, das dieselbe
mathematische Form wie auch das Gravitationsgesetz hat),

' ' die mit einer anderen Masse (oder Ladung) P wechselwirkt,
welche sich im Abstand » vom M befindet, wird um so kleiner,

je groBer die Flache S der Kugeloberflache ist, die den Radius

Fig. 28 r und das Zentrum in M hat (Fig. 28).

Das ist so, weil die Anzahl der Kraftlinien, die vom Zentrum der Kugel ausgehen und pro
Einheitsflache aus der Oberflache austreten, um so geringer ist, je groBer die Kugeloberflache
ist.

Wenn also der Raum dreidimensional ist, so ist die Kugeloberfliche gleich S = 47r? und
folglich ist ' umgekehrt proportional zu 72.

Zu der Uberlegung Kants kann man noch hinzufiigen, dass im zweidimensionalen Raum statt
der Kugel ein Kreis zu nehmen ware, dessen Umfang S = 2z ist, und folglich ware F' nicht
dem Quadrat, sondern der ersten Potenz von r umgekehrt proportional.

Wenn der Raum vierdimensional ware, so ware die Oberflache der Hypersphare gleich S =
27213, und F wiére zu 73 umgekehrt proportional.

Wie wir gesehen haben, hangt Kants Begriindung der Dreidimensionalitdt des Raumes vom
Newtonschen Gesetz (oder Coulombschen) ab, welches vom Standpunkt der Relativitatstheorie
aus nur angenahert giItE]

Obwohl im Detail diese Hypothese Kants ungenau ist, steckt in ihr doch ein gesunder Kern.
Das gleiche lasst sich auch von einer anderen Hypothese Kants sagen, namlich von der Hypo-
these tber die Entstehung der Planetensysteme, die von ihm formuliert (1755) und unabhéngig
in einer dhnlichen Form von Laplace (1796) mathematisch ausgearbeitet wurde.

Man darf jedoch nicht iibersehen, dass Kant schon damals seine folgenden Gedanken (iber
den Raum hinzugefiigt hat: "Eine Wissenschaft von allen diesen méglichen Raumsarten ware
unfehlbar die hochste Geometrie, die ein endlicher Verstand unternehmen konnte. Wenn es
moglich ist, dass es Ausdehnungen von anderen Abmessungen gabe, so ist es auch sehr wahr-
scheinlich, dass sie Gott wirklich irgendwo angebracht hat.E]

Kant verfuhr also schon damals so, wie er 35 Jahre spater beziiglich der "Kritik der reinen
Vernunft" schrieb: "lch musste also das Wissen aufheben, um zum Glauben Platz zu bekom-

15Kant wirkte durch seine frilhen materialistischen Arbeiten iiber Kosmologie und Dialektik bahnbrechend. Sein
bedeutendstes Werk, die "Kritik der reinen Vernunft" stellt ein "Koalitionssystem von Materialismus und
Idealismus" (Lenin) dar. Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf die Biicher von M. Thom "Immanuel
Kant", Urania Verlag 1974 und M. Buhr "Immanuel Kant", Reclam Verlag 1968 (RUB Bd. 432). A. d. R.
16Eine Modifikation des Newtonschen (oder Coulombschen) Gesetzes erfordert, um die Begriindung der Drei-
dimensionalitdt des Raums beibehalten zu kénnen, eine gleichzeitige Modifikation der Raumvorstellung,
die im Ubergang von einer euklidischen zu einer nichteuklidischen Baumstruktur bestehen kénnte. A. d. R.
7], Kant. "Friihschriften", Berlin 1961, Bd. 2, S. 380.
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men..."8|

Uber andere Versuche, auch unvollstindige, die (3+1)- Dimensionalitat der Raum-Zeit aus der
modernen Physik zu begriinden, kann der Leser mehr im Buch von A. M. Mostepanenko und
M. W. Mostepanenko "Vierdimensionalitat von Raum und Zeit" erfahren, das sich vorteilhaft
durch kithne Abkehr von einer scholastischen Behandlung der philosophischen Probleme der
Naturwissenschaften auszeichnet, was in unserer marxistischen Literatur bei weitem noch nicht
tberall der Fall ist.

Wir wollen hier nur noch das folgende bemerken. Die deutsche Mathematikerin Emmy Noether
zeigte 1918, dass in Abwesenheit eines Gravitationsfeldes fiir beliebige isolierte Systeme (d.h.
solche, deren Wechselwirkung mit der Umwelt vernachlassigt werden kann) drei fundamentale
Erhaltungsgesetze eng mit den Grundeigenschaften von Raum und Zeit verknipft sind. Aus der
Gleichartigkeit (Homogenitat) der Zeit, d.h. daraus, dass sie in allen Momenten gleichermaBen
ablauft, resultiert das Gesetz der Erhaltung der Energie.

Dieses Gesetz besagt, dass bei allen Prozessen, die im System ablaufen, die Gesamtenergie
E konstant bleibt. Aus der Homogenitat des Raums, d.h. der Gleichheit seiner Eigenschaf-
ten an allen Punkten, resultiert das Gesetz der Erhaltung der BewegungsgroBe (des Impulses)
p = mu, wobei m die Masse und v die Geschwindigkeit des Teilchens ist. Dieses Gesetz besagt,
dass die Summe (Vektorsumme, da der Impuls 7 ein Vektor ist) der BewegungsgroBen aller
Teilchen des Systems unverandert bei beliebigen Prozessen bleibt, die in ihm ablaufen.
SchlieBlich folgt aus der Isotropie des Raums, d.h. aus der Unabhangigkeit seiner Eigenschaf-
ten von der Richtung, das Gesetz der Erhaltung des Drehmomentes M = 7 x p, wobei 7 der
Radiusvektor des Teilchens ist und 7" x p’ das Vektorprodukt dieses Radiusvektors mit dem
Impuls p.

Dieser Zusammenhang zwischen den Eigenschaften von Raum und Zeit und den genannten
Erhaltungssatzen zeigt, dass wahrscheinlich die Losung des Problems, die Anzahl der Dimen-
sionen zu begriinden, in Verbindung mit der Invarianz der Wechselwirkungen zu suchen ist. Es
scheint, dass in dem gleichen MaBe, wie man eine befriedigende kosmogonische Theorie nicht
nur aus der Mechanik heraus begriinden kann, sondern das gesamte moderne physikalische und
astronomische Wissen beriicksichtigen muss, auch die Begriindung der Zahl der Dimensionen
der realen Raum-Zeit nur komplex moglich ist:

Sie muss auch die Probleme der Endlichkeit und Unendlichkeit, Stetigkeit und Unstetigkeit,
sowie das Problem des Wesens der Gravitation mit umfassen. Und genauso wie jedes beliebige
physikalische Gesetz nur in einem bestimmten Bereich giiltig ist, darf nicht die Moglichkeit
ausgeschlossen werden, dass die (3+1)-Dimensionalitat der Raum-Zeit nicht universell ist.
Und weil sie eine topologische Eigenschaft ist, die von dem Charakter der Umgebung eines
Punktes, von ihrem Zusammenhang abhangt, und letzterer seinerseits den Charakter des kau-
salen Zusammenhanges der Ereignisse bedingt, den Charakter ihrer Determiniertheit, so ware
zu erwarten, dass auch die uns gewohnte Kausalitat, der gewohnte Determinismus, sich als im
Weltall nicht universell giiltig erweist.

Dieser Umstand darf nicht als Argument gegen die Moglichkeit der Existenz einer von der
(3+1)-dimensionalen Raum-Zeit verschiedenen duBeren Makrowelt dienen. Denn bei dieser
Annahme verschwindet die Determiniertheit der Ereignisse nicht, sondern verandert sich nur,
hnlich wie in der Quantenmechanik (obwohl méglicherweise noch tiefergehende Anderungen

18] Kant. "Kritik der reinen Vernunft", Leipzig 1971, Vorrede zur zweiten Ausgabe, S. 32.
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moglich waren), wo die klassische mechanische Determiniertheit durch eine andere, dialekti-
sche, Zufalligkeit und Notwendigkeit vereinigende ersetzt wird, was sich in Ubereinstimmung
mit den Ansichten der marxistischen Philosophie befindet.

Und wenn sich einmal zeigen sollte, dass irgendwo, in irgendwelchen Gebieten der Mikrowelt
oder Megawelt oder in beiden, Raum und Zeit vier oder nur zwei Dimensionen besitzen, so
horen sie deswegen nicht auf, objektiv zu existieren, unabhangig davon, ob sie jemand erkennt
oder nicht, ebenso wie sie auch schon existierten, als es weder die Erde noch den Menschen
mit seinem denkenden Verstand gab.

In diesem Sinne steht die Hypothese der moglichen realen Existenz der vierten Dimension nicht
im Gegensatz zur Wissenschaft, nicht im Widerspruch zur wissenschaftlichen Weltanschauung

des dialektischen Materialismus. Diese Uberzeugung hat wenigstens der Autor der vorliegenden
Arbeit.

21 Vierdimensionalitat und Spiritismus

Die Idee der vierten Dimension erschien in der Geschichte des menschlichen Denkens zuerst
keineswegs als wissenschaftliche Idee. Auch spater bemachtigten sich ihrer duBerste Mystik
und finsterster Aberglaube.

Schon im Altertum erzahlt der angesehene griechische Philosoph und ldealist Platon im VII.
Buch seines Werkes "Der Staat" iiber Gefangene, die am Eingang einer Hohle so gefesselt
waren, dass sie sich nicht bewegen konnten und, nur die gegeniiberliegende Wand, ihre Schatten
auf ihr und die Schatten der Gegenstande, die sich zufallig vor dem Eingang der Hohle befanden,
sehen konnten.

Letzten Endes identifizierten sich diese Ungliicklichen mit den Schatten. Die Welt schien ihnen
eine Welt der Schatten von irgendwas Uberirdischem, einer vollkommeneren Welt, einer Welt
der Ideen zu sein.

Bei den Neoplatonisten, einer philosophischen Schule, die noch im Mittelalter fortexistierte und
sogar noch am Anfang unserer neuen Zeit und die ihre mystischen Ansichten nicht nur von Pla-
ton schopften, sondern auch aus verschiedenen orientalischen religiosen Lehren, fand die Idee,
die reale Welt als Schatten einer (iberirdischen Welt zu begreifen, allgemeine Anerkennung.
Soviel mir bekannt ist, erschien der Ausdruck "vierte Dimension" - quarta dimensio - in der
Literatur tatsachlich zuerst in Verbindung mit der tberirdischen, "jenseitigen" Welt, und zwar
in dem Werke "Enchiridion metaphysicum" (1671) des englischen Mystikers und Cambridger
Neoplatonikers H. Moore.

Die an diese vierdimensionale Welt Glaubenden stellten sich vor, dass diese durch Geister
Verstorbener bevolkert ist. Als Beweis verwiesen sie auf "Wunder", die angeblich durch Geister
hervorgerufen werden, die in unserer Welt "erscheinen" kdnnen.

Die Mystiker des jiidischen Glaubens fiihrten Zitate aus den kabbalistischen Biichern "Schar"
und "Sefer Jezira" an; die Muselmanen, besonders die Parteiganger des Sufismus, verweisen
auf einige Suren des Korans und auf die Hadithen (die "geheiligten" Traditionen); die Christen
auf das Evangelium und die Apokryphen, biblische Biicher, die nicht von der offiziellen Kirche
anerkannt waren.

Wie "liberzeugend" diese Beweise waren, zeigen folgende Beispiele. Im zweiten Brief des Paulus
an die Korinther (XII, 2 u. 3) ist gesagt, dass Paulus einen Menschen kannte, der "... - ob in
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dem Leibe, ich weiB es nicht, ob auBer dem Leibe, ich weil es nicht, Gott weil} es - entriickt
wurde bis in den dritten Himmel".

Dies war ausreichend dafiir, es als mystischen Ubergang in die vierte Dimension auszudeuten.
Oder in seinem Brief an die Epheser (lIl, 18) spricht er Giber "die Breite und Lange, die Héhe
und Tiefe". Sind hier nicht die vier Dimensionen der Welt der Geister aufgezahlt!

SchlieBlich wird in der "Offenbarung des Johannes" gesagt, dass Johannes "im Geist gehoben"
wurde und eine "vierquadratische Stadt" sah (XXI 10 u. 16). Selbstverstandlich bedeutet das
einen vierdimensionalen Hyperkubus, nichts anderes!

Spiritismus ist der Glaube an die Existenz der Geister Verstorbener, die in einem besonderen
Reich auBerhalb unserer dreidimensionalen Welt hausen. Auf dem Wege einer geheimnisvollen,
nichtmateriellen Ausstrahlung - Emanation - erscheinen sie den Personen, die besonders durch
die Fahigkeit begnadet sind, sich diese Emanation vorzustellen.

Diese Personen werden Medien (Vermittler) genannt. Die sich dieser Erscheinung unterwerfen,
fallen dabei in einen Trancezustand (Zustand der Unzurechnungsfihigkeit), manchmal echt
(wissenschaftlich erklarbar durch Hypnose und Autosuggestion bei nervlich kranken und psy-
chisch labilen Menschen), manchmal einfach gespielt (von Scharlatanen der verschiedensten
Art).

In diesem Zustand konnen die Medien angeblich die Gedanken der Geister lesen, ihre Stimme
horen, sie sehen und sie sogar anrufen. Sie sind auch fahig, nach Wunsch verschiedene "astrale"
(aus einer iberirdischen Welt) Korper zu "materialisieren”, "Psychokinesis"(die Fortbewegung
materieller Korper tiber eine Entfernung allein kraft des Willens) zu bewirken, mit einem Wort,
ein Wunder zu vollbringen.

Dieses Dunkelmannertum entstand im 19. Jahrhundert in den Vereinigten Staaten von Ameri-
ka unter den Bedingungen des verscharften politischen Kampfes zwischen den Anhangern und
Gegnern der Negersklaverei. Es kam schnell in Mode und breitete sich auch auf Europa aus.
Durch Geisterseherei, Geisterklopfen, Tischdrehen wurden besonders bestimmte Kreise der
herrschenden Klasse hingerissen, die nicht an die Fortdauer ihres Schicksals glaubten.
Aristokraten und Bourgeois hielten in ihren Salons spiritistische "Séancen" ab, in denen Schar-
latane und psychisch minderwertige "Medien" Geister "beschworen", zum Beispiel Konig Sa-
lomon, den blutigen Rauber Rinaldo Rinaldini oder einen angesehenen Ahn des Hausherren.

Sie notigten sie, durch Tischverriicken und Klopfen zu Verkiindigungen auf die von den An-
wesenden gestellten Fragen (iber ihre personliche Zukunft, iiber die Kurse der Aktien an der
Borse, tiber die zukiinftige Entwicklung des Landes und die Weltpolitik zu antworten.

Die Séancen fanden im geheimnisvollen Halbdunkeln statt. "Das Medium" war sehr oft ein
junges Madchen und lag in ein schwarzes Kleid gehiillt auf einer Erhohung und gelangte all-
mahlich in den "Trancezustand", bis endlich der "Geist" erschien, - eine weibliche Figur in
weiB.

Einige "Medien" traten offentlich fir Geld auf, wobei sie verschiedene Arten von Tricks zeigten,
angeblich durch Realisierung der vierten Dimension, z.B. das Umwenden einer geschlossenen
metallischen Kugel oder auch eines Handschuhs, ohne Locher hinein zu machen, das Hinein-
ziehen von einzelnen abgeschlossenen Ringen in andere, ohne sie zu zerreiBen usw., bis man
sie als Schwindler entlarvte.

Die Spiritisten befreundeten sich mit den Anhangern des Mesmerismus, der Lehre des Oster-
reichischen Arztes Mesmer (iber den "tierischen Magnetismus" und iiber den geheimnisvollen
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magnetischen Einfluss der Planeten auf einen Menschen, der sich seiner beméachtigen und ihn
auf andere Menschen ausstrahlen kann. Die Grundlosigkeit des Mesmerismus wurde 1774 von
einer Kommission festgestellt, deren Vorsitz der bekannte franzésische Chemiker Lavoisier hat-
te.

Spater, in der imperialistischen Epoche, trat der Spiritismus in Verbindung mit der Antro-
posophie auf. Diese "geheimnisvolle Wissenschaft" des deutschen Mystikers Steiner ist eine
Lehre Gber den géttlichen Menschen, tber die drei in ihm kampfenden Welten (der hochsten
- der geistigen, der mittleren - der astralen, der niedrigsten - der materiellen) und iber die
Erkenntnis des wahren Wesens und das Ziel des menschlichen Lebens und der menschlichen
Geschichte durch Offenbarung, Erleuchtung und Gotteserkenntnis.

Mit dem Spiritismus belogen sich auch einige groBe Gelehrte selbst. In der Regel begannen sie
als Erforscher der spiritistischen Erscheinungen, verhielten sich ihm gegeniiber misstrauisch,
norgelten an den Experimenten herum, und die "Geister" waren beleidigt und erschienen nicht.
Doch allmahlich lieBen sich diese Wissenschaftler, die hervorragende Spezialisten auf ihrem
begrenzten Gebiet und die haufig vom Misstrauen gegeniiber dem theoretischen Denken und
der Dialektik erfiillte Empiriker waren, vertrauensselig bearbeiten, und dann begannen sich die
Fremdlinge aus dem Jenseits sogar auf Photographien zu zeigen.

Mit einem Wort, es kam soweit, wie es Engels beschrieb: "Die Geister beweisen das Dasein
der vierten Dimension, wie die vierte Dimension einsteht fiir das Dasein der Geister.'l]

In England gehorte Wallace zu diesen Gelehrten, die diese Betriigerei nicht durchschauten. Er
schuf gleichzeitig mit Darwin die Evolutionstheorie der natlirlichen Auswahl, wobei er jedoch
idealistische Ansichten zugrunde legte, nach denen die Entstehung des Lebens auf der Erde
und die Abstammung des Menschen vor sich gehen sollten.

Ein Spiritist wurde ebenfalls der englische Chemiker und Physiker Crookes, der das Element
Thallium entdeckte, elektrische Gasentladungen studierte, den radiometrischen Effekt ent-
deckte und die "Lichtmiihle" konstruierte - ein Radiometer fiir die Messung dieses Effekts, und
spater das Spinthariskop konstruierte, ein Instrument, das Alpha-Teilchen registriert.

In Deutschland propagierte den Spiritismus der Astrophysiker ZolIner, der sich mit der Astro-
photometrie und mit der spektrometrischen Untersuchung der Sonnenprotuberanz befasste.@
In Russland verbreitete sich die Begeisterung fiir den Spiritismus wie auch fiir andere "okkulte
Wissenschaften" in den siebziger-achtziger Jahren, wahrend der Vollendung der Industrierefor-
men.

Unter den Einfluss des Spiritismus gerieten nicht nur solche eingefleischten Mystiker wie A. N.
Aksakow, sondern auch solche berihmten Wissenschaftler wie der Chemiker Butlerow.

Die Gefahr der weiteren Verbreitung dieses wilden Aberglaubens, sein Durchsickern auch in
einige Schichten der Arbeiterklasse war so ernst, dass sich Engels 1878 in dem bekannten
Artikel "Naturforschung in der Geisterwelt" dagegen wandte.

Im Jahr 1875 bildete die Physikalische Gesellschaft der Petersburger Universitat eine Kommis-
sion von 12 Mitgliedern, zu der auch Mendelejew gehorte, zur Untersuchung der Authentizitat
der spiritistischen Erscheinungen. Das von Mendelejew veroffentlichte Protokoll der Kommis-

19F Engels "Dialektik der Natur", Berlin 1958, S. 49.

20In der Kosmologie fiihrte Zoéllner als erster eine Abanderung des unendlichen euklidischen Newtonschen
Raums durch, indem er ihn durch einen endlichen Riemannschen Kosmos (wie ihn der Einsteinsche Kosmos
der relativistischen Kosmologie darstellt) ersetzte. A. d. R.
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sion besagte, dass als Resultat der Arbeit der Kommission, die diese Frage untersuchte, fest-
gestellt wurde, dass "die spiritistischen Erscheinungen durch unbewusste Bewegungen oder
bewussten Schwindel entstehen, und die spiritistische Lehre Aberglaube ist".

In seiner Komodie "Die Friichte der Aufklarung" (1886-1889) machte L. N. Tolstoi den Enthu-
siasmus fiir den Spiritismus in bestimmten Schichten der russischen "gebildeten Gesellschaft"
der damaligen Zeit lacherlich.

Im Zusammenhang damit, dass die Begeisterung fiir den Spiritismus in einigen Wissenschaft-
lern geweckt wurde, stiitzten sich die Anhanger dieser reaktionaren Ideen nicht nur auf die
Bibel und auf mystische religiose Lehren des alten Orients, sondern benutzten "wissenschaft-
liche" Beweise und philosophische Argumente.

Zum Einsatz kamen elektrische Gerate und Signalisation, dann auch die junge Photographie,
die "authentische" Aufnahmen der Gespenster und Erscheinungen lieferte, und auch die ma-
thematische Theorie iiber die vierte Dimension.

22 Der Wissenschaftler Zollner in der Welt der Geister

Einer der fithrenden "Theoretiker" des Spiritismus war der schon erwahnte ZolIner. Ein gewisser
Slade, der sich selbst als ein "Medium" ausgab, das in direkter Verbindung mit den Geistern
steht, machte Zollner seinen Hokuspokus in einem verdunkelten Raum vor.

Und Zollner glaubte fest daran, dass diese "unerklarlichen" Erscheinungen nur durch die reale
Existenz und den aktiven Einfluss der vierten Dimension des Raums, des Aufenthaltsortes der
Geister, erklart werden koénnen.

In seinen "Wissenschaftlichen Abhandlungen" (1878) versucht Zollner zum ersten Mal die
Notwendigkeit der Erganzung unserer Vorstellungen lber den realen Raum durch eine weite-
re, vierte Dimension zu begriinden. Dabei geht er von Kant aus, der 1768 in seinem Werk
"Von dem ersten Grunde des Unterschiedes der Gegenden im Raume" behauptete, dass ein
Widerspruch darin besteht, dass es dreidimensionale Koérper gibt, die begrifflich identisch, doch
offensichtlich unterschiedlich sind, wie die rechte und die linke Hand, Schnecken mit Rechts-
und Linkswindung, ein Gegenstand und sein Spiegelbild.

Daraus folgt angeblich nach Zéllner, dass dieser Widerspruch nur durch die Existenz der vierten
Dimension beseitigt wird Y] Jedoch ist hier die Ausgangsbehauptung Kants, dass die genann-
ten Korper "begrifflich identisch" sind, falsch. Sie sind nicht identisch, sondern symmetrisch
bezliglich einer Ebene im Raum R3. Symmetrie ist nicht Identitat.

Nach solch einem gelungenen "Beweis" der Notwendigkeit der Existenz der vierten raumlichen
Dimension in unserer realen Welt macht ZolIner einen nicht minder erfolgreichen Versuch, ihre
Existenz zu beweisen. Er tiberlegt so:

Wenn wir die flache Hand umdrehen, so verandert sich ihr Schatten, aus dem Schatten der
rechten Hand entsteht der Schatten der linken und umgekehrt. Analog sind zwei dreidimensio-
nale symmetrische Kérper Schatten (oder Projektionen) ein und desselben vierdimensionalen
Objektes. Diese Uberlegung lasst jedoch auBer acht, dass man Schatten (oder Projektionen)
nicht direkt verdndern kann, wir aber die dreidimensionalen Objekte (die Lage der Hand)

21 Der gleiche Widerspruch wiirde dann im R, wieder auftreten, so dass man zu seiner "Lésung"einen R5 usw.
bendtigen wiirde. Zur Erklarung von Symmetrie und Identitdt im Sinne Kants vgl. "Prolegomena", § 13.
A.d R.
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durchaus verandern kénnen und folglich sind dreidimensionale Objekte keine Projektionen.

Einen anderen "Beweis" fiir die Moglichkeit der realen Existenz der vierten raumlichen Di-
mension gab Zollner experimentell. Er erfuhr von einer Arbeit Kleins (1876), in der bewiesen
wurde, dass Knoten, die als geschlossene raumliche Kurven im R3 aufgefasst werden konnen,
im R, gelost werden konnen. Auf die Bitte Zollners hin demonstrierte Slade in der Tat solch
eine Aufknotung. Aber ach, sie erwies sich einfach als geschickter Trick eines Gauklers.

Klein erklarte 6ffent|icH7_7], dass seine mathematische Entdeckung keinerlei Beziehung zur Geis-
terwelt hat und belachelte die "Experimente" Zollners. In eine dhnliche Lage gerieten Mathe-
matiker, die sich mit der vierdimensionalen und n-dimensionalen Geometrie befassten, und
Naturwissenschaftler, die sie mehrfach anwendeten.

Wie Lenin hervorhob, verteidigte der osterreichische Physiker Mach, das Haupt der idealis-
tischen philosophischen Schule des Empiriokritizismus (Machismus genannt), in seiner "Me-
chanik" (1883) "... die Mathematiker, die die Frage des in n Dimensionen gedachten Raums
untersuchen, gegen den Vorwurf, dass sie Schuld seien, wenn aus ihren Untersuchungen 'mons-
trose’ Schlussfolgerungen gezogen werden. Die neuere Mathematik", sagt Mach, "warf die sehr
wichtige und niitzliche Frage eines n-dimensionalen Raums als eines denkbaren Raums auf,
ein 'wirklicher Fall" aber bleibe nur der dreidimensionale Raum" (3. Auflage, Leipzig 1897, S.
483-485).

Daher sei es ein vergebliches Bemiihen, wenn "manche Theologen, welche in Verlegenheit wa-
ren, die Holle unterzubringen", und die Spiritisten aus der vierten Dimension Nutzen zu ziehen
versuchten.

Selbstverstandlich war, wie hier bei Lenin nachgewiesen wurde, der subjektive ldealist Mach,
der Raum und Zeit die objektive Realitat absprach, gezwungen, damit er sich nicht in eine fiir
ihn unerwiinschte Kumpanei mit Theologen und Spiritisten versetzt fand, stillschweigend vom
Materialismus die Argumente (iber die Realitat des nur dreidimensionalen Raums auszuleihen.
Und Lenin fahrt fort:

"Ein Accoucheur", schreibt Mach an gleicher Stelle, "der eine Geburt durch die vierte Dimen-
sion bewerkstelligt hatte, ist noch nicht aufgetreten".

Dies ist, bemerkt Lenin, "ein ausgezeichnetes Argument - aber nur fiir diejenigen, die im Kri-
terium der Praxis eine Bestatigung der objektiven Wahrheit, der objektiven Realitat unserer
sinnlichen Welt sehen. Wenn unsere Empfindungen uns ein objektiv richtiges Abbild der unab-
hangig von uns existierenden AuBenwelt geben, dann ist dieses Argument mit dem Accoucheur,
die Berufung auf die ganze menschliche Praxis brauchbar. Dann aber ist der ganze Machismus
als philosophische Richtung véllig unbrauchbar."®|

Im Zusammenhang mit der Anwendung der vierdimensionalen Geometrie in der Relativitats-
theorie war auch Einstein gezwungen, sich von verschiedenen Arten mystischer Spekulationen
zu distanzieren, die sich auf die vierdimensionale Minkowskische Welt, auf die Kriimmung der
Raum-Zeit und anderes zu stiitzen versuchten.

Es ist selbstverstandlich, dass Einstein, der es verstand, sich zeitig vom Einfluss des Machismus
zu befreien und bedingungslos die objektive, reale Existenz der materiellen Welt, des Raums
und der Zeit und der Kausalitdt unabhangig von dem zu erkennenden Objekt anerkannte, sich
folgerichtig und mit unvergleichlich groBerem Recht als Mach und mit lronie mit denjenigen
auseinandersetzen konnte, die sich auf die Relativitatstheorie bezogen, um damit "die Kosten

22F . Klein. "Elementarmathematik vom héheren Standpunkt aus", Bd. 2: Geometrie, Berlin 1925, S. 67.
23W.I. Lenin, Werke. Dietz Verlag, Berlin 1968, Bd. 14, S. 178-179.

60



23 Noch einmal , Beweise*

einer Spukgeschichte zu bestreiten".

Vielleicht ist hier die Bemerkung angebracht, dass sich an solchen wissenschaftlichen Begriffen
wie die vierte Dimension der Spiritismus, Mystik und allgemein eine reaktionare Weltanschau-
ung anklammern, ein vollkommen gesetzmaBiger Umstand ist.

Je "seltsamer" die Begriffe der Wissenschaft sind, je mehr sie dem "gesunden Menschenver-
stand" widersprechen, um so leichter stellen sich der idealistischen Philosophie, deren Spielart
eine jede Religion und jeder Aberglaube ist, diese Abstraktionen als "Argumente" fiir das
Primat des Geistes liber die Materie dar. Lenin schrieb dazu:

"Der menschliche Geist hat viel Wundersames in der Natur entdeckt, er wird noch mehr ent-
decken und dadurch seine Macht iiber die Natur erweitern, aber das bedeutet nicht, dass die
Natur eine Schopfung unseres Geistes oder eines abstrakten Geistes ... ist ..."?"]

Selbstverstandlich wurde die Tatsache, dass diese oder jene Philosophen und Naturwissen-
schaftler aus dieser oder jener "ungewohnten" wissenschaftlichen Hypothese, aus der vierten
Dimension, dem Zusammenhang von Raum und Zeit, dem Umlauf der Galaxis, der Existenz
der Antiwelt usw. dunkle "Konsequenzen" ziehen, kein Hindernis dafir, dass sich diese Hypo-
thesen durchsetzten und bearbeitet wurden.

Man darf nicht den Behauptungen der philosophischen Idealisten, Theologen und Spiritisten
glauben, dass aus dhnlichen "wunderlichen", doch vollkommen wissenschaftlichen Konzeptio-
nen, tatsichlich die Existenz der Welt der Geister, die Erschaffung der Welt, "der Jiingste
Tag", die Begrenzung der Welt durch irgendetwas Nichtmaterielles usw. folgte, und deshalb
die Wissenschaftler verurteilen, die so etwas untersuchen.

Eine solche Unfahigkeit oder der Widerwille von der Wissenschaft antiwissenschaftliche Schluss-
folgerungen zu trennen, die von ihr abgeleitet werden konnen, fiigt der Entwicklung der Wis-
senschaft Schaden zu und bringt unsere Philosophie in ein hassliches Licht.

Anstelle eines leichtfertigen Vorgehens sollten wir uns bemiihen zu beweisen, dass alle diese
"Spukgeschichten" nicht aus wissenschaftlichen Behauptungen herriihren, sondern leere Ver-
mutungen darstellen, die auf dem Wege der Sophistik, der scholastischen Kasuistik (Deutelei)
erhalten wurden. Wir miissen in einer positiven Weise zeigen, dass diese wissenschaftlichen
Konzeptionen, auch wenn sie nur hypothetisch sind, vollstandig mit den Grundlagen des dia-
lektischen Materialismus vereinbar sind.

23 Noch einmal ,,Beweise*

Fihren wir noch einige "wissenschaftliche" Begriindungen der Realitat einer vierten Dimen-
sion in unserer alltaglichen Welt an. Eine von ihnen kann man als biologisch- psychologisch
bezeichnen. Sie fiihrt zu folgender Uberlegung.

Die Menschheit befindet sich nur am Anfang der Vernunftsara. Wenn deshalb unsere Sinnes-
organe und unser Gehirn, die sich ziemlich langsam entwickelten, ein geniigend hohes Niveau
erreichen, gelangt der Mensch zu einer gefiihlsmaBigen Wahrnehmung der vierten Dimension.
Doch ist es auch anders moglich:

Wir nehmen schon jetzt die vierte Dimension wahr, namlich als Zeit. In diesem Falle ist es of-
fensichtlich, dass unser geistiges Ich vierdimensional ist, ohne Zeitbegrenzung, ewig. Das wird
dadurch bestatigt, dass es im Traum moglich ist, in einem Moment viele Jahre zu durchleben.

24W. 1. Lenin. Werke, Bd. 14, S. 283.
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Das bedeutet, die Traume sind vierdimensional.

Doch diese Erfindungen I6sen sich bei der ersten Beriihrung mit der wissenschaftlichen Kritik
auf. Wabhr ist selbstverstandlich, dass im phylogenetischen Prozess, im Zeitraum von einer hal-
ben Million Jahren der Entwicklung des modernen Menschen, sein Gehirn, seine Sinnesorgane
und das gesamte Nervensystem sowie seine Funktionen sich veranderten, allerdings duBerst
langsam. Jedoch gerade wegen dieser Langsamkeit der Entwicklung unterlagen sie nur einer
quantitativen Veranderung, und durchaus nicht einer irgendwie bemerkbar qualitativen.

Sogar als sich in den letzten fiinfhundert Jahren im Ergebnis der kolossalen Erfolge der Wissen-
schaft und Technik das Milieu stark veranderte, in welchem die Menschen leben und arbeiten
und das sie formt, gingen keinerlei wesentliche Veranderungen der Art der sinnlichen Wahr-
nehmung der Welt durch den Menschen vor sich.

Wir, die Menschen des 20. Jahrhunderts, unterscheiden uns in nichts von den alten Agyptern,
die im 6. Jahrhundert vor unserer Zeitrechnung lebten. Auch nicht dadurch, dass wir (ohne Zu-
hilfenahme von Geraten) infrarote und ultraviolette Strahlen sehen, Ultraschall héren wiirden
usw., geschweige denn dadurch, dass irgendwelche neue Sinnesorgane entstanden waren, die
uns erlaubten, Warmewellen, radioaktive Strahlung usw. wahrzunehmen. Von welcher Wahr-
nehmung der vierten raumlichen Dimension, wenn diese existieren sollte, kann dann die Rede
sein?

Was die Wahrnehmung der vierten Dimension als Zeit in Traumen betrifft, so werden nach der
Lehre Pawlows (iber die hohere Nerventatigkeit die Traume durch Hemmungen der Tatigkeit
der Zellen der Hemispharen des GroBhirns in der Zeit des Traumes hervorgerufen.

Jener Umstand, dass es uns im Traum scheint, als waren viele Jahre des Lebens auf einen
einzigen Moment geschoben, hat absolut nichts gemein mit der vierten Dimension.

Er erklart sich ebenso wie jener, dass man noch albernere Dinge traumen kann, etwa von
singenden griinen Kiihen oder einem tanzenden Haus, von phantastischen Widersinnigkeiten,
wie sie von Shakespeare, Gogol oder M. A. Bulgakow beschrieben wurden.

Die Erklarung besteht darin, dass wahrend des Traumes die Funktionen der verschiedenen Teile
des Gehirns voneinander getrennt sind, und dadurch ungewdhnliche Verbindungen zwischen den
im Gedachtnis zuriickgebliebenen Spuren friiher erlebter Erregungen auftreten.

Es ist somit verstandlich, dass Gesprache iiber die Vierdimensionalitat, AuBerzeitlichkeit, die
Ewigkeit unseres geistigen "Ichs" einfach in eine "wissenschaftliche" Sprache gebrachte Nach-
erzahlungen der phantastischen, religidsen Lehren aus der Zeit unserer Vorfahren liber die Seele
und ihre Unsterblichkeit sind.

SchlieBlich suchten einige den Beweis der Realitat der vierten raumlichen Dimension unserer
Welt in der Existenz der optischen Isomerie chemischer Verbindungen.

COOH

HOHC OH HO CHOH

CH, CH,

Fig. 29

Optische Isomere sind Verbindungen gleicher Zusammensetzung, die in zwei Abarten vorkom-
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men konnen und sich untereinander nur dadurch unterscheiden, dass die Kristalle der einen Art
das Spiegelbild der Kristalle der anderen sind und dass sie hindurchgehendes Licht verschieden
polarisieren, die einen rechts und die anderen links.

Solch ein Beispiel ist die Milchsdure CHs - CH(OH) - COOH. Der hollandische Chemiker
van't Hoff erklarte (1874) diese Erscheinung damit, dass die Molekiile optischer Isomere Spie-
gelbilder voneinander sind (Fig. 29).

Ihre Existenz jedoch war Anlass zu Vermutungen, dass sie nur zwei verschiedene Projektionen
ein und desselben in der vierten Dimension existierenden Stoffes seien. Und der englische Che-
miker Hinton behauptete, dass sich im Molekiil des Alkohols C5 H150 seine 5 Kohlenstoffatome
C im gleichmaBigen Abstand voneinander befinden, was im R3 nicht moglich ist, im R4 jedoch
realisierbar. Indessen ist die tatsachliche Struktur dieses Alkohols die folgende:

HHHHH

[ A
H—C—C—C—C—C—O0—H.

R T T

HHHHH

Doch die Anhénger einer "vierdimensionalen Chemie" nahmen an, dass sich tatsachlich nur
dank ihrer vierdimensionalen Konfigurationen die optischen Isomere gegenseitig ohne chemi-
sche Zerteilung ineinander umwandeln konnen.

Der elektrische Strom wurde auch so aufgefasst, als ob er durch vierdimensionale Wirbel erklart
werden konnte. Alles dies erwies sich als grundlose Erfindung.

Interessant ist dabei, dass der entscheidendste Schritt zur wissenschaftlichen Erklarung der
optischen Isomerie von dem eifrigen Verfechter des Spiritismus Butlerow in seiner Theorie des
Aufbaus chemischer Verbindungen getan wurde.

Optische Isomerie ist ein spezieller Fall der Spiegelsymmetrie, die sowohl in der nichtorgani-
schen als auch in der organischen Natur weit verbreitet ist. Bis in jlingste Zeit nahmen die
Physiker an, dass sie ein Ausdruck fiir ein allgemeingiiltiges Prinzip, das sogenannte Gesetz
der Paritat ist.

Dieses Gesetz behauptet, dass jeder Prozess in der Natur auf zweierlei Art verlaufen kann, wo-
bei einer jeweils das Spiegelbild des anderen ist und die physikalischen Gesetze beider Prozesse
ein und dieselben sind. Jedoch im Jahre 1956 machten die in den USA lebenden chinesischen
Physiker Li und Yang die Voraussage, dass in der Mikrowelt bei schwachen Wechselwirkungen,
beim (3-Zerfall der Atomkerne und dem Zerfall der Elementarteilchen dieses Gesetz nicht gilt,
die Paritat nicht erhalten bleibt.

Eine Vielzahl von Experimenten untermauerten diese Voraussage.

Wenn die Spine (Eigendrehmomente des Kobalts-60) in gleicher Richtung orientiert (polari-
siert) sind, andert eine Spiegelung die Orientierung des Kerns (seiner "Drehung um die eigene
Achse") nicht, jedoch die Flugrichtung der Elektronen andert sich.

: E E an:Co E 60:(:0 E E °°Co E

60y

Fig. 30

Wiirde das Gesetz der Paritat gelten, so wiirden die Elektronen in beiden Richtungen gleich
oft wegfliegen (Fig. 30). Es erwies sich jedoch, dass dies nicht der Fall ist.
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Damit stiirzte auch die Spekulation derjenigen, die, indem sie sich auf die angebliche Univer-
salitdt des Paritatsgesetzes stitzten, die Existenz der vierten Dimension der Geisterwelt zu
beweisen meinten.

24 Phantasie, Phantastik und Phantasterei

"Es ist falsch zu glauben, dass nur der Dichter Phantasie braucht. Das ist ein dummes Vor-
urteill Sogar in der Mathematik braucht man sie, sogar die Entdeckung der Differential- und

Integralrechnung ware ohne Phantasie unmoglich gewesen. Phantasie ist eine hochst wertvolle
Eigenschaft, ..."@

Diese Worte Lenins sind sehr bekannt. Sie beinhalten die schopferische Einbildungskraft, die
Fahigkeit des Erfindens, die Fahigkeit, neue Vorstellungen und Begriffe auf der Grundlage
der Uberarbeitung vorhergehender Auffassungen durch kiihne Gedankenfliige zu schaffen. Ein
Mensch ohne Phantasie kann kein echter Kiinstler, kein wahrer Wissenschaftler, kein progres-
siver Politiker werden. Er ist auch im alltadglichen Leben ein langweiliger, grauer Kleinkramer.

Phantasie existiert jedoch auf verschiedene Arten. Sie ist dann progressiv, wenn der Phanta-
sierende sich selbst einer strengen logischen Kritik unterzieht und danach auch der Priifung
durch die Praxis.

Diese bestimmt letzten Endes, ob die Resultate der Phantasie zumindest nicht der Wirklichkeit
widersprechen oder ob sie sie sogar tatsachlich richtig widerspiegeln. In solchen Fallen dient
die Phantasie neuen Entdeckungen der Wissenschaft, neuen Erfindungen der Technik.

Sie unterstiitzt und lenkt den Menschen in seinem Kampf zum Nutzen der Gesellschaft.

Doch die Phantasie kann sich auch in unfruchtbaren Traumen ausdriicken, in unerfillbaren
Traumereien tber die Zukunft, in zauberhaften, wunderlichen Visionen, in falschen, utopischen
Wahnvorstellungen, die den feststehenden naturwissenschaftlichen und sozialen GesetzmaBig-
keiten zuwiderlaufen.

Dann ist sie in der Lage, den Menschen von seinen realen Aufgaben abzubringen, zwischen ihm
und der Wissenschaft, der Technik, dem gesellschaftlichen Leben zu stehen. Die Phantasie ist
reaktionar, wenn sie eine entstellte Widerspiegelung der realen Welt gibt und diese als wahr
hinstellt, wenn sie mythische Bilder schafft, wie sie im religiosen Glauben enthalten sind, in
Legenden und Marchen, die der Inhalt von Spiritismus, Theosophie und der (ibrigen Mystik
sind.

In unserem Jahrhundert der wissenschaftlich-technischen Revolution erlangte die Phantasie
besondere Bedeutung, die unsere Vorstellungen infolge der sich immer wieder ereignenden ver-
bliffenden "Wunder" des Vordringens des Menschen in die inneren Geheimnisse der Natur, der
Unterwerfung der Naturgewalten gefangennimmt.

In unser Bewusstsein greifen die Entdeckungen der Atomenergie ein, die Schaffung der "den-
kenden" kybernetischen Maschinen, die Errungenschaften der Kosmonautik, die Losung der
molekularen Grundlagen der Vererbungslehre, die Verpflanzung des Herzens und anderer le-
benswichtiger Organe.

Diese Entdeckungen spiegelt die wissenschaftlich-phantastische kiinstlerische Literatur wider
und manchmal lberfligelt sie sie auch, wobei sie hinreiBend die Perspektiven der Zukunft
ausmalt, noch nicht verwirklichte, doch schon durch den heutigen Stand der Wissenschaft und

25W. I. Lenin. Werke, Berlin 1962, Bd. 33, S. 304.

64



24 Phantasie, Phantastik und Phantasterei

Technik vorbereitete Entdeckungen und Erfindungen.

Durch all das, aber auch durch die wachsende Verbreitung der popularwissenschaftlichen Lite-
ratur, von dem allgemeinen Anwachsen der Bildung einmal ganz abgesehen, gewohnt sich das
Denken des modernen Menschen an neue, ungewohnte wissenschaftliche Ideen.

In der Tat haben die wissenschaftliche Phantastik und sogar, wie seltsam es auch scheinen
mag, Sensationen, die mit der spiritistischen Auslegung der vierten Dimension zusammenhin-
gen, wahrscheinlich mehr als alles andere die Verbreitung des Terminus "vierte Dimension"
unter das breite Publikum unterstiitzt.

Es ist selbstverstandlich, dass die Leser von Zeitungen und popularwissenschaftlichen Schriften
mit der "vierten Dimension" nicht exakte wissenschaftliche Begriffe verbanden, die zur Physik
und Geometrie gehoren. Sie erforderten von ihnen unverstandliche, geheimnisvolle, phantasti-
sche Einbildungskraft.

Das Anwachsen des Interesses fiir die mehrdimensionale Welt stimulierte sie dazu, dass sie sich
phantastischen Erzahlern zuwandten. Im Grunde genommen tauchten in den wissenschaftlich-
phantastischen Romanen und Erzahlungen, bereits in "Die Neue Atlantis" von F. Bacon (1604),
Motive auf, die mit der Idee einer anderen Zahl raumlicher Dimensionen als drei verwandt wa-
ren.

Jedoch erst 1884 wurde in London das Werk "Flatland" ] publiziert, in welchem direkt tiber
die zweidimensionale Welt erzahlt wird.

Die Lebewesen dieser Welt unterscheiden sich durch ihre geometrischen Formen. Die vollen-
detsten haben das Aussehen regelmaBiger Vielecke. Jedoch die Wesen weiblichen Geschlechts,
von denen der anonyme Autor, der unter dem Pseudonym "Quadrat" schrieb, offenbar keine
hohe Meinung hatte, haben einfach das Aussehen von Strecken.

Herbert Wells, der Klassiker der wissenschaftlichen Phantastik, gab in einer Reihe seiner Wer-
ke dem Raum und der Zeit Eigenschaften, die sich von den real in unserer Welt existierenden
Eigenschaften unterscheiden. In "Die Zeitmaschine" konnte ein Erfinder die Zeit umkehren,
wodurch er mit seinem Apparat in die Vergangenheit reisen konnte; in "Der neue Beschleuni-
ger" beschleunigte sich der Zeitfluss auf der ganzen Welt, mit Ausnahme der des Erzahlers;
in der Geschichte "Plattners Erzahlung" werden durch die vierte raumliche Dimension spiegel-
symmetrische Korper zur Deckung gebracht usw.

In unseren Tagen treffen wir sowohl in der sowjetischen als auch in der auslandischen Literatur
die vierte Dimension ziemlich oft an.

Im Jahre 1910 rief das Journal "Scientific American" zu einem Preisausschreiben fiir den bes-
ten popularwissenschaftlichen Artikel Gber die vierte Dimension auf. Der Umfang des Artikels
durfte 2500 Worter nicht tberschreiten, das Honorar dafiir betrug 500 Dollar.

Es antworteten 245 Autoren aus den verschiedensten Landern. Die 22 besten Artikel publizierte
das Journal in einem besonderen Sammelband "Einfache Erklarung der vierten Dimension".

Selbstverstandlich erklarte sich das erhéhte Interesse fiir die vierte Dimension nicht aus dem
Spiritismus, diese Mode war schon abgeflaut, obwohl ihr Uberbleibsel, dhnlich wie auch die
Begeisterung fiir die Astrologie, Wahrsagung usw. sich im Westen noch erhalten hatte und
sich in der Periode des Anwachsens der gesellschaftlichen Reaktion und Unsicherheit Giber den

26 Abbot, E. B. "Flatland, A Romance of Many Dimensions", By a Square, gekiirzte deutsche Ausgabe "Fla-
chenland. Eine Geschichte von den Dimensionen", erzihlt von einem Quadrat. Leipzig 1929 (Teubners
Mathematisch-Physikalische Bibliothek, Band 83).
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morgigen Tag von neuem ausbreitete.

Das Interesse fiir die vierte Dimension verstarkte sich auBerordentlich, als die Erfolge der spe-
ziellen und allgemeinen Relativitatstheorie bekannt wurden.

Zusammen mit der Relativitatstheorie wurde die vierte Dimension das Thema der bourgeoisen
Salons. Von einem besonderen Ereignis dieser Art habe ich einen so unvergesslichen Eindruck
behalten, dass ich Ihnen diesen nicht vorenthalten will.

Es war im Jahre 1922. Ich arbeitete in Disseldorf, einer groBen Industriestadt im Zentrum
Nordrhein-Westfalens. Ich redigierte die Tageszeitung "Freiheit" die die Kommunistische Par-
tei Deutschlands herausgab.

Sowjetrussland durchlebte in dieser Zeit eine schwere Priifung wegen des Hungers im Wolga-
gebiet. Auf der ganzen Welt sammelten die Werktatigen Mittel, den Hungernden zu helfen.
Unsere Zeitung beschloss, die Boérse der Ruhrmagnaten der Kohle und des Stahls, der Mono-
polisten, zu schropfen.

Wir baten Einstein, der damals Direktor des physikalischen Institutes in Berlin war, zu kommen
und einen popularwissenschaftlichen Vortrag liber seine Theorie zu halten und die Einnahme
fir die Bediirfnisse der Hungernden zu verwenden. Einstein sagte gern zu.

Sein Vortrag fand im Stadttheater statt. Die Preise fiir die Eintrittskarten setzten wir phan-
tastisch hoch fest.

Doch das Theater war gestopft voll. Es war die gesamte Bourgeoisie der Stadt gekommen.
Und diese Damen und Herren horten geduldig zu, obwohl kaum mehr als ein Prozent der
Versammelten in der Lage war, den Inhalt des Vortrages zu verstehen. Solch eine Kraft ist die
Mode, sind Konventionen, aber auch der starke Hang zu Sensationen.

Die Langeweile, hervorgerufen durch Ubersittigungen an Vergniigen und Wobhlstand, der den
einen ohne Miihe gegeben wird, das Leben unter schwerer erschopfender Arbeit, unter stumpf-
sinniger eintoniger Beschaftigung oder unter nicht endender Hast und Sorge bei den anderen,
alle diese in ihrer Art entgegengesetzten Reize fiihren einheitlich zu dem heiBen Wunsch, sich
abzulenken, zu vergessen, aus dem gewohnten Leben auszubrechen, die Nerven durch eine
Sensation, durch eine Kuriositat, durch aufregende Erscheinungen und Ereignisse irgendeiner
anderen, der unseren nicht dhnlichen Welt, die in die Alltaglichkeit eingreifen, aufzuputschen.
So entsteht die Nachfrage und mit ihr erscheint auch das Angebot an Verkehrung der Phantasie
in Phantastik, in Phantasterei, die schon nicht mehr wissenschaftlich ist, obwohl sie Anspruch
erhebt, als solche zu gelten.

Das Vorhandensein des Imperialismus und die von seiner allgemeinen Krise ausgehende Exis-
tenzunsicherheit, die Spaltung der Welt in zwei Lager, das sozialistische und das kapitalistische,
die Atmosphare der Gefahr eines thermonuklearen Krieges, die verderblichen Auswirkungen, zu
welchen unerwartet irgendwelche aus der Kontrolle geratenen wissenschaftlichen Entdeckun-
gen und technischen Erfindungen fiihren konnen, das Gefiihl der Schwache, das hervorgerufen
wird durch das Bewusstsein, dass das Schicksal von Millionen Menschen im Kapitalismus von
Entscheidungen abhangen kann, die eine Handvoll Personen fallen kann, alles dies fiihrt dazu,
dass phantastische Erfindungen auftreten, in welchen so oder so Elemente der Angst enthalten
sind, die irgendwie erschreckend geheimnisvoll, mystisch oder pathologisch sind.

Ein Schneemensch, Ankdmmlinge aus dem Kosmos, fliegende Untertassen, parapsychologische
Erscheinungen und viele andere ahnliche Erfindungen bemachtigten sich der Phantasie, aber
in der Regel nicht fiir so lange Zeit, dass nicht eine Erfindung die andere abldsen kénnte.
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Und auf diesem Hintergrund beleben sich selbstverstandlich aufs neue auch Versuche einer
spiritistischen Auslegung der vierten Dimension.

25 Wissenschaft ist unvereinbar mit Mystik

In der Gegenwart ist im Westen das Bestreben, Wissenschaft und Religion in Ubereinstim-
mung zu bringen, weit verbreitet. Einzelne Theologen iibernahmen es, das Christentum an
die Gegenwart anzunahern. Sie streben danach, wie sie sich ausdriicken, "eine Synthese der
Theologie und der Naturwissenschaft" zu schaffen, selbstverstandlich auf der Grundlage der
Erhaltung des Glaubens an "die Existenz Gottes, die Vorsehung, die weise den Kosmos fiihrt,
und an die Offenbarung, die sich lber die Vernunft den Leuten mitteilt".

Solch ein Gelehrter ist zum Beispiel Teilhard de Chardin, ein moderner Katholik, ein bekannter
franzosischer Palaontologe und Mitglied des Jesuitenordens.

Diese Ansichten verbreiteten sich in einigen Schichten der Intelligenz der kapitalistischen Lan-
der und drangen auch in bestimmte Kreise der neuen Intelligenz von unlangst gegriindeten
selbstandigen Landern Asiens oder Afrikas ein.

Vor noch gar nicht langer Zeit verurteilte der Vatikan diese ldeen scharf, wobei er sie als
Abweichung vom Katholizismus wertete.

Jedoch als die Kirche begriff, dass ihr durch das Anwachsen der Macht des sozialistischen
Lagers und durch den verstarkten Einfluss des Marxismus die Gefahr drohte, ihre Macht (iber
die Massen zu verlieren, anderte sie jah ihre Taktik.

Der vorige Papst Johannes XXIII., der das Il. Vatikanische Konzil einberief, und auch der jet-
zige Papst Paul VI. spornten zu "Dialogen" der Theologen und der Kommunisten an, um auf
diesem Wege der Kirche ihren Einfluss auf die Werktatigen zu erhalten und um ein Gegengift
gegen den Marxismus zu schaffen.

Und siehe, unter den Kampfern fir den gesellschaftlichen Fortschritt, fir Sozialismus, Demo-
kratie und Frieden, darunter auch Marxisten, fanden sich Leute, die auch die Koexistenz des
Sozialismus und Katholizismus fiir moglich hielten.

Dem unbedingt richtigen Aufruf der Kommunistischen Partei zur Zusammenarbeit mit den
Katholiken, mit den glaubigen Menschen tiberhaupt, im Kampf gegen Faschismus, gegen Dik-
tatur einer personlichen Macht, gegen Unterdriickung durch das Kapital und die Gefahr des
Krieges, unterschoben sie eine Verséhnung der Wissenschaft mit dem religiosen Glauben und
gerieten auf den Weg der Versohnung der marxistisch-materialistischen Weltanschauung mit
der Propaganda des Glaubens und der Mystik.

Lenin schrieb, dass der Ausspruch von Marx: "Die Religion ist Opium fiir das Volk'?’| der
Grundstein der Weltanschauung des Marxismus in den Fragen der Religion ist.

Und wie sehr sich auch die gesellschaftlichen Bedingungen auf der ganzen Welt verandert ha-
ben, seit dieser Ausspruch getan wurde, er konnte sich nicht in ein Dogma verwandeln (wie die
Anhanger einer Versohnung mit der religiosen Lehre behaupten), einfach deshalb nicht, weil
das Wesen des religiosen Glaubens und sein sozialer Einfluss unverandert geblieben sind.

In der Tat behauptet die Religion heute so wie friiher, dass etwas auBerhalb der Natur exis-
tiert, irgendeine tibernatiirliche Kraft, die die Natur geschaffen hat, ein gewisser geheimnisvoller

27K. Marx. Werke, Bd. 10, Berlin 1958, S. 71.
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Geist, viel allmachtiger und weiser als der menschliche Geist.

Und so wie friher ruft sie auf, "den blinden Glauben an die Unfehlbarkeit der Naturwissen-
schaft zu zerstoren, einen besseren Weg zur Heimstatte der Wahrheit zu finden".

Gleichzeitig bleibt nach wie vor die Religion in den Landern, in denen die Ausbeutung der
Werktatigen herrscht, "als untaugliches Produkt einer untauglichen gesellschaftlichen Schicht"
bestehen, hingegen in den Landern, wo die Revolution die ausgebeuteten Klassen abschaffte,
als ein Uberbleibsel des alten Zustandes, als Uberbleibsel, das auf Grund der Unausgereiftheit
der sozialistischen Verhaltnisse, durch Missstande beim Aufbau des neuen Lebens Nahrung
erhalt.

Und so floBt die Religion dem Menschen ein, dass seine Vernunft kraftlos sei, dass er sich
seinem Geschick zu fiigen habe, dass die Sittlichkeit darin besteht, dem Willen Gottes zu ge-
horchen, dass es keinen Sinn habe, fir Gerechtigkeit und Glick auf der Erde zu kampfen, denn
nur in jener anderen Welt erhalt er, was ihm gebiihrt.

Sie veranderte sich nur so, dass man heute noch ofter als frither die Bezeichnung "Gott" zu ver-
andern versucht, ihn abstrakter, nebelhafter, fiir die Glaubwiirdigkeit ndher zum Psychischen
darstellt, so dass anstatt des Glaubens an einen groben anthropomorphen Gott alles mehr
die raffiniertere Form des Glaubens an ein "geistiges Prinzip", an einen "allweltlich sittlichen
Willen"u.a. annimmt.

Zur Anderung des Inhalts der Religion, ihre Umwandlung von dem Glauben an die Dogmen
des Katechismus, in "die Stimmung des Herzens", in die Verehrung "der gottlichen Prinzipien
in unserem Inneren" tragt die Entmenschlichung bei, die die Technik in solchen Fallen mit
sich bringt, wo sie den Menschen in einen Automaten verwandelt, wo der Mensch sich einsam
und verdammt fiihlt, nicht in der Lage, mit den ihn unterdriickenden und von ihm unvorher-
gesehenen gesellschaftlichen Kraften fertig zu werden. Und dort eben findet auch Platz alles
Geheimnisvolle, Mystische, alle "okkulten Wissenschaften", unter ihnen auch die Erfindung
iber die vierte Dimension als Welt der Geister.

Wir lehnen jeden Annaherungsversuch an die Mystik ab, in welche pseudowissenschaftliche
Verkleidung er sich auch steckt, und erachten es als unzulassig, dass Phantastik, die in der
kiinstlerischen Literatur wie im allgemeinen in der Kunst angebracht und erwiinscht ist, sich
der Wissenschaft aufdrangt.

Doch wir sollten dabei nicht vergessen, dass es keine allgemeine Regel gibt und im Grunde
auch nicht geben kann, welche erlaubte, ein fiir allemal fiir eine beliebige phantastische Idee
festzustellen, ob sie wissenschaftlich ist oder eine leere Phantasterei. Hier wird mehr als an-
derswo klar, dass die Wahrheit immer konkret ist.

Musste nicht gerade die Theorie des kosmischen Raketenfluges, die Ziolkowski 1903 schuf, um
ein Beispiel aus tausend dhnlichen zu nehmen, damals als aus der Luft gegriffene Phantasterei
erscheinen? Erforderte es nicht noch ein halbes Jahrhundert, damit sie mit dem Start des
ersten sowjetischen Sputniks 1957 vom Traum zur Wirklichkeit wurden?

Folglich kann man und muss man phantastische Ideen als antiwissenschaftlich nur dann be-
zeichnen, wenn sie den aufgestellten Fakten und Gesetzen der Wissenschaft widersprechen.

Wenn heute ein jammerlicher Erfinder kommt und behauptet, dass es moglich ist, eine Ma-
schine zu konstruieren, die ohne Zustrom von Energie von auBen arbeitet, so nennen wir ihn
einen groBen Phantasten. Wenn uns jemand einreden wollte, dass eine Gedankeniibertragung
auf eine gewisse Entfernung ohne Zuhilfenahme materieller Mittel auf irgendeinem (ibernatdir-
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lichen Wege moglich ist, so werden wir ihn richtig als mystischen Phantasten bezeichnen.

Eine andere Sache ist die, (iber die Moglichkeit der Gedankeniibertragung auf Entfernungen
ohne Rede-, Hor- und Klopfsignale (mittels Tastsinn), aber auch ohne Vermittlung des Te-
lefons, des Telegraphen, des Radios usw., doch unter Teilnahme irgendwelcher bisher nicht
bekannter physikalischer Felder zu sprechen.

Hier ist es moglich anzunehmen, dass die biotischen Strome des Gehirns durch irgendwelche,
bis jetzt noch nicht erforschten Schwingungen begleitet werden, die bei besonderen Bedingun-
gen durch das andere Gehirn aufgefangen werden konnen. In Wirklichkeit gelang es aber bis
jetzt noch nicht, solche Erscheinungen der Ubergabe von Gedanken und Stimmungen, genannt
Telepathie, nachzuweisen.

Ja, man fiihrt gegen ihre Moglichkeit verschiedene Argumente an, unter welchen uns als das
schwerwiegendste das folgende erscheint: Wenn Menschen existiert hatten, die die besondere
Begabung gehabt hatten, Gedanken (iber Entfernung zu lesen, so waren sie im Existenzkampf
bevorzugt gewesen.

Deshalb wiirde im Prozess der natiirlichen Auswahl ihre Zahl im Verhaltnis zu den gewohnli-
chen Menschen zugenommen haben. Doch nichts Ahnliches wurde beobachtet.

Wenn solche Menschen (iberhaupt existieren, so offensichtlich auBerst selten. Wahrscheinlicher
als alles andere ist, dass "die Ubertragung von Gedanken"eine zufillige Ubereinstimmung ist.
Trotzdem meinen wir, dass die Wissenschaft ein Recht hat zu erforschen, ob telepathische
Erscheinungen tatsachlich existieren oder nicht.

Dasselbe gilt auch fiir die Vermutung tiber die Moglichkeit der Existenz der vierten raumlichen
Dimension in Mikro- und Makrowelt. Der Wissenschaftler hat das Recht, eine solche Vermu-
tung aufzustellen, wenn sie nur nicht wissenschaftlichen Tatsachen widerspricht, und wenn
er sie nicht antimaterialistisch, mystisch deutet, sogar dann, wenn ihre Richtigkeit unmoglich
sofort tberpriift werden kann.

Uber das Schicksal solcher heutzutage phantastischer Annahmen, wenn auch harmloser so
doch nicht nutzloser, entscheidet die Geschichte. Es ist moglich, dass sie verworfen werden,
wenn es sich erweist, dass sie mit der Wissenschaft unvereinbar sind.

Doch es ist auch nicht ausgeschlossen, dass sie sich entweder vollstandig oder teilweise in einer
uberarbeiteten Form bewahrheiten, und dann wird aus der Hypothese eine wissenschaftliche
Theorie.

Es ist zu bemerken, dass die Hypothese dariiber, dass in anderen Gebieten des Weltalls Raum
und Zeit moglicherweise andere, vollig verschiedene von den uns bekannten Eigenschaften
besitzen, z.B. von dem kroatischen Mathematiker, Astronomen und Philosophen B.J. Bosch-
kowitsch und dem russischen Mathematiker N.I. Lobatschewski, dem Schépfer der nichteukli-
dischen Geometrie, aufgestellt wurde.

In seiner Schrift "Die neueste Philosophie" (1755) schrieb Boschkowitsch, dass "in den entfern-
ten Gebieten des Weltalls moglicherweise andere Typen des Raums und der Zeit existieren, als
diejenigen, die wir hier wahrnehmen, jedoch kann man ihre Existenz oder Nichtexistenz nicht
aus philosophischen Prinzipien allein deduzieren, diesen Beweis muss die Naturwissenschaft
liefern".

In seiner Einfiihrung zur Schrift "Neue Grundlagen der Geometrie"(1835-1838) sagte Lobat-
schewski:
"...in unserem Verstand kann kein Widerspruch entstehen, wenn wir annehmen werden, dass
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manche Krafte in der Natur einer und andere ihrer eigenen Geometrie folgen"

und weiter, das Abweichungen von der euklidischen Geometrie

"nur auBerhalb der Grenzen der beobachtbaren Welt" - d.h. in kosmischen MaBstaben - "oder
aber in den engen Spharen der molekularen Anziehungen" - d.h. in der Mikrowelt - "zu suchen
sind".

26 Ziehen wir Schlussfolgerungen

Ziehen wir alles Dargelegte auf die kiirzeste Form zusammen, so kann man sagen:

1. Die vierte Dimension und die mehrdimensionale Geometrie (iberhaupt sind im allgemeinen
fur die Wissenschaft hdochst nitzliche Abstraktionen, die im weiten MaBe in der Mathematik
benutzt werden und durch sie Anwendungen nicht nur in der Physik und Chemie finden, son-
dern auch bei der Losung von Aufgaben 6konomischer und anderer Planung.

2. Der reale, uns durch die Erfahrung gegebene Raum ist dreidimensional, und die reale uns
durch Erfahrung gegebene Zeit ist eindimensional. Jedoch ist die Wissenschaft jetzt noch nicht
in der Lage, zufriedenstellend diese Charakteristika des Raums und der Zeit aus den physika-
lischen GesetzmaBigkeiten zu folgern, sondern sie ist gezwungen, sie als empirischen Fakten
anzunehmen.

3. Die Hypothesen dariiber, dass auBerhalb der Grenzen unserer Erfahrung sich der Raum zum
Beispiel als vierdimensional erweisen kann oder zweidimensional und die Zeit etwa als zweidi-
mensional, konnen gegenwartig durch keinerlei Fakten bekraftigt werden. Jedoch enthalten sie
auch nichts der wissenschaftlichen Erkenntnis Widersprechendes, nichts Ubernatiirliches.

4. Die ldee der vierten Dimension kann selbstverstandlich wie alles Ungewohnte, das "dem ge-
sunden Menschenverstand" des alltaglichen Lebens widerspricht, durch die Mystik, den Aber-
glaube des Spiritismus, den religiosen Glauben, aber auch durch die idealistische Philosophie
benutzt werden, jedoch nur durch Vergewaltigung der Logik, durch die Entstellung dieser Idee.
In Wirklichkeit widerlegt die Moglichkeit der Schaffung mehrdimensionaler Geometrien (genau-
so wie auch nichteuklidischer) den idealistischen Apriorismus; mit ihr ist die wissenschaftliche
Philosophie des dialektischen Materialismus in vollkommener Ubereinstimmung.

5. Ob der vierdimensionale Raum existiert oder nicht, ob der Raum unendlich oder endlich
aber unbegrenzt ist, stetig oder nicht stetig, alle diese Fragen konnen nicht allein durch phi-
losophische Betrachtungen gelost werden, sondern nur, und so weit sie gelost werden kénnen,
durch die Ergebnisse der konkreten Wissenschaft.

Schon Engels bemerkte im Jahre 1894 genial: "Das Sein ist ja tberhaupt eine offene Frage,
von der Grenze an, wo unser Gesichtskreis aufhért."@

28F. Engels. "Anti-Diihring", Berlin 1959, S. 51.
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